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ABSTRACT

Let ,Nº and Mm be differentiable manifolds and

f,g : N + M , embeddings. f and 9 are equivalent iff there
is a diffeomorphism H : M + M such that Hºf ='g. This is a

very strong relation.

We Study in this paper weaker relations by using
surgery. Complete informations are given in the case N = Sl x Sl

and M = 83.

In other cases, by adding some restrictions on n and

m we obtain more complete resultsª





INTRODUÇÃO

Para a claSsificação dos mergulhos entre variedades,
diSpomos de duas conhecidas relações de equivalência:

n m "" . v--(a) f,g : N + M sao equivalentes se, e so se, seus fi—

brados normais são isomorfos.

(b) f e q são equivalentes se, e'sõ se, existe um difeg
morfiSmo H : M + M

. tal que Hºf =_g.

Enquanto a primeira relação é demasiadamente grosseira,
a segunda é excessivamente fina, acarretando obstáculos praticª
mente intransponíveis, como no caso da teoria dos nõs.'

O presente trabalho se insere num plano de ' 'pesquisa
mais amplo que tem por objetivo definir outras relações que “se
interpolem entre-aquelas e destacar entre estas as mais signifi
cativas.

'A primeira tentativa neste sentido, apareceu.em [2],
nosso trabalho de Mestrado, onde, com o auxílio da Cirurgia, de
finimos o C-relacionamento entre mergulhos, relação reflexiva e

simétrica e, a seguir, a C-equivalência, como a relação de equi
”valência gerada pelo C-relacionamento.

—

Naquele trabalho, investigamos os mergulhos da esfera
Sl em variedades de dimensão 2 e 3,7 orientâveis ou não, e

concluímos que, em todos estes casos, dois mergulhos são C—relª
cionados se, e somente se, seus fibrados normais são isomorfos.

A

Buscando atingir os objetivos estabelecidos acima, 'dº
dicamos o Capítulo II para apresentar uma sequência de defini
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ções de relações de equivalência entre mergulhos, 'utilizando,
em todas estas definições, o cOnceito. de Cirurgia. Como a Cirur
gia e o Bordismo são teorias-— intimamente relacionadas, rela—

ção esta evidenciada pelo Teorema 1.1 e sufiCientemente [ressal
tada no Capítulo I, procuramos ilustrar cada uma das definições
apresentadas, com uma versao equiualente ã luz da teoria .

. de
'bordismo.

'

Por meio destas versões, percebemos facilmente que as
relações definidas vão sendo enfraquecidas ã medida que a se—

quênCia se desenvolve.
.

Destacamos, ainda, no Capítulo II, o resultado obtido

que exibe a coincidência da relação de equivalência dada pelo ;
somorfismo dos fibrados normais-dos mergulhos (item (a)) e a

,B—equivalência, uma das últimas relações que comparecem na se—

“ qúência  apresentada._
.

A tentativa de buscar um exemplo de mergulhos C-equiva
lentes que não fossem C—relacionados, ou seja, de mergulhos cu—

ja C-eguivalência decorresse do C—relacionamento_deles com ou
“tros-mergulhos, nõs levou a analisar os mergulhos de »Sl><Sl em

83 , objeto do Capítulo Ill,
Para esta análise, definimos M(f,g) a matriz de peza_

cionaMento entre dois mergulhos f,g : Sl x Slu+ Sé.. Condições
necessárias e suficientes, para a equivalência usual e para 'o

C—relacionamento entre mergulhºs, são estabelecidas neste Capí—

tulo, tudo em termos da matriz M(f,g). Felizmente, nosso trª
balho não.foi em vão, pois o exemplo procurado finalmente apa—

rece no final do mesmo..É preciso frisar, no entanto, que toda

a dificuldade encontrada reside_em concluir quando dois "merguf

lhos não são C—relacionados. Não conseguimos encontrar *

Outros
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invariantes, senão os respectivos fibrados normais dos mergu-

lhos, o que nos obrigou a realizar todas as possíveis cirurgias
que eventualmente pudessem exibir o C-relacionamento entre tais
mergulhos, levando-nos às mais variadas situações em cujas anã—

lises empregamos técnicas diversas.
Finalmente, no Capítulo IV, estudamos três situações

adequadas, estabelecendo resultados definitivos:

(i) Mergulhos de Sn em variedades Mm com n 5 — 1.«na

(ii) Mergulhos de variedades bidimensionais em variedades
Mm com m 2 6.

(iii) Mergulhos de variedades Nn em variedades Mm com

n 5 % - 1.

Num futuro trabalho pretendemos construir um exemplode
mergulhos que não são C—equivalentes, apesar de possuírem fibrª
dos normais isomorfos, o que definitivamente constataria que a

C—equivalência é uma relação distinta das citadas no início deg
ta introdução.
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CAPÍTULO I

PRELIMINARES

Qi. A Cirurgia

A Cirurgia, também denominada "modificaçãov eefêrica",
ê'um método geométrico'da'Topologia Diferencial; prinoipal ferrª
“menta utiliâada deste trabalho, a qual pasSamós & deecrever.

.

I'Sejal M. uma variedade diferenoiãvel, de dimensão .m, e

seja, “Ó»i-Sp'krDmfp &
M

—um áergulhOune preserva a orientação.
Consideremos o espaçozd

_
O

É.“ /,'—5E> .

+l m— —1
W=I—EM-'-w(sp><v p)]mep' ? )''x S

onde a colagem é feita através do bordo comum Sp X,Smfp_l, i—

dentificandowse (u;v) .com w(u,v).
“E posSíVel dotar W de uma estrutura diferenciáve1(ver

[I]) e diremos que W foi obtida de .M,' por meio de uma ºi
rurgia do tipov p.

A construção realizada tem sentido para 0 s p < m e,
às vezes, é Conveniente estehdê—la para os casos p —1 e p =rm

Para isto, Convencionamos: Dº'= R0 = (O] e Sfl = H.

.Assim, uma oirurgia do tipo' =-l, “realizada em M, subª
titui esta variedade pela únião diejunta_ M u Sm; enquanto & oi
rurgia do tipo “m troca M u Sm dpor M.

—

Observamos, aihda, que se uma variedade M2 é obtida
de M1 por uma cirurgia do tipo p, então existe uma cirurgia
do tipo m—pfl que pode ser realiàada sobre M2 para se recupg
rar 'Mi' Tal Cirurgia é denominada inversa da primeira.

1
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Apresentamos, neste parágrafo, alguns resultados impor

tantes em cirurgia, todos citados em capítulos seguintes e cu—

jas provas omitimos, mas que podem ser encontradas em [15].
Em primeiro lugar, o resultado que relaciona a Cirug

gia e a Teoria de Bordismo:

Teonema I;].z
Sejam M1 e M2 variedades diferenciáveis, compac-

leMZ
ser obtida da outra por uma sequência finita de cirurgias. D

tas. Então M são bordantes se, e somente se, uma pode

Dada uma seqúência finita de cirurgias sobre M al'
variedade V vtal que BV =.M1 u M2 é denominada traço desta
sequência.

A seguir, o lema que estabelece que apenas” .cirurgias
de tipo p = 0 ou p = m—l podem levar variedades orientãveis
em variedades não orientãveis, ou vice versa.

Lema 1.2.3

Seja M1 uma variedade orientãvel e conexa, e seja
M2 obtida de Ml por uma cirurgia de tipo p, com p # 0 e

p # m-l. Então, M2 ê orientãvel.
,

'

E

Uma cirurgia de tipo» p = O, por exemplo, retira de

M dois discos mêdimensionais e identifica os pontos das" duas1

(m—l)—esferas, que são os seus bordos. E claro que existem duas

maneiras de_fazer tal identificaçãoà se_ M1 é uma variedade of
an
,,sz

rientãvel, uma dâs. eiras nos fornece uma variedade =M2 tam
M *, “' , _

'.?! "."Af'x'fo ...no-|_ =.

bem Orlªâªªyel.ev
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Neste trabalhó considetaremos tão somehfe as cirúrgiaâ3qué'bzmg
formam vaiiédades_orientâvéís ém3va#iedades,ófiéntãVeis,

.

que
são denómínadaé cirurgias orientãveis;

'
»

_Para,e9cérrarmos esta secção; ehúnéiàmós um uxnema que
nos íhfçrmá existir Uma Ceitá "órdem canônica" sºbre uma'seqúêª'
cia dé cirurgias.“

Teoãema 735;:

.Suponhamos.que,AM2 & obtida de7 Ml!“ através de , uma

º'séqúência'finit ,de cirurgias, com traço. V. “Então podemosinqg

ranjar esta séqúêhciá de modo que toda cirurgia de tipo p se—

ja realizada primeiro que as de tipo q , com p < q. Alêm dig
so; o traço da nova Sequência ainda é V.. D

2. Funções de Morse e Cirurgia

Seja f ;IW +1R -uma função real, diferenciável,'defi—
nida sobre uma variedade W , de dimensão n. Um ponto P e W

é um ponto críâíco de f sej

af» af
' ,»af '

—ª—(P) =-———(P) = ..e m-wmm(P)-ª 0-
.331 3x2 axn

Ser P.e W dinda satisfaz
2

detfwunj 76 -º :

então P é denominado um ponto crítica não degenerado de f.



*LQMa“7Q4.*ª(M0&Áe)=

“Seja—“Pwe W ªum ponto erítieo não degenerado para
“

uma

função f : W + R. Então existe um sistema de coordenadas numa

vizihhahça de "P: nó quai " "
'

É

NN ª...-Xz-FXZ +...+X2— _ 2—f(xl,x2,...,xn) — censtante xl x. —A“ A+1 n

para algum A entre 0 e n. .
D

O número —A é definido como o índiee do ponto crítico

(W; VO , Vl) é uma tríade de variedades diferenciáveis
se W é uma Variedade compacta cujo bordo é a união dísjúnta
de subvariedades fechadas. V0 e Vl;

Uma função de Morse sobre uma tríade (W ;V0 ,V1) é uma

função diferenciável f : W + [0,1] que satiSfaz:

. -1- ' —1"
(1) f (0)_= V0 e f (1)=vl;

(ii) todos os pontos críticos de f são não degenerados e

pertencem a W — BW.

Tecnema 1.5”:

Toda tríade de variedades diferenciáveis possue- uma

função de Morse.

Ver ([8], p. 9). .“L.a.,. ' 3 1- .! D

Suponhamos_que (W ;V0 'V1) ,seja um.bordismo elemen-

tar, isto é, uma tríade de variedades que admite uma função-— de

Morse f : W + [0,1] com um único ponto críticó P. Definida
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'sobre W L -existe uma família de curmas '— trajetórias de um

Campo vetoriai tipo "gradiente“ para* f — cuja descrição e
propriedades estão descritas em [15], cada uma destas curvas
"nascendO" em *Vo; Ou em p.'e "morrendoª_em P ou em V1 ;reg
pectivamente. Á interseção das curvas que vão para ,P com —Vo

é uma esfera Só e'a interseção das curvas que Vêm de P com

V1 é uma esfera Sl. As dimensões destas esferas dependem uni
camente do índice do ponto crítico P; mais especificamente,se
A é o índice de. P então

dim SO = A.— 1

e dim sl-= n “'A.

Aqui tomamos um contato mais íntimo com a relação en-
tre a Cirurgia e a Teoria de Bordismo, relação esta introduzi
da pelo Teorema 1,1ª

Seja M
'

uma variedade obtida de Mo por uma seqúêªl
cia finita de ? _cirurgias e consideremos a tríade (M.;MO ,MIL
cuja exiStência o teorema citado garante;

Entre todas as funções de Morse para esta tríade, exig
te uma que apresenta exatamente vr pontos críticos, cada um de
les correspondendo a cada cirurgia que comparece na sequência.

Como todo bordismo pode ser considerado como composi—

lção de bordismos elementares;_ (M ;M0 ,M1) pode ser decomposto

numa sequência de 'r- tríades do tipo (W';Vo PV1)' em cadauma

delas existindo um único ponto crítico, correspondendo a uma

das cirurgiasrealizadasª Em cada estágio, SO e a esfera retª
rada de Vo “durante'a cirurgia [e S1 e a esfera acrescentada

para a obtenção de Vl'7 Consequentemente, A'——1 = p , o tipo
da cirurgia.



: p _ A-l
SO S S

sl srª—lº"l s“—Ã

figura 1

3. Nós e Links

Um subconjunto K de um espaço topológico X é um

nó se K é homeomorfo ã uma esfera Sp. Mais geralmente, K

é um Zink se K é homeomorfo à união disjunta de uma ou mais

esferas.
Dois nós ou links K e' K' são equivalentes se exig

.te um homeomorfismo H : X + X com H(K) = K'.
Se, ao invés de homeomorfishos, exigirmos difeomorfiâ

mos, passaremos ã categoria dos nós e links diferenciáveis.
Ás vezes é conveniente utilizarmos outras noções de e-

quivalência mais fortes como, por exemplo:

_(i) Equivalência como aplicações: onde. K e K' são Vig

tos como mergulhos Sp + X e H deve satisfazer
HoK = K'.



(ii) Equivalência Orientada: onde todos os espaços envolvi—

dos são orientados e H deve preservar a orientação.

4- . .
.

. ª . n h+2Uma superfic1e de Seifert para um no ou link K c S

é uma subvariedade compacta e orientada Mn+l : Sn+2 com mu=xq

Para um nó exigimos, ainda, que M seja conexa.
O teorema de existência, em [12], p. 127, garante que

- + . . .todo no ou link em Sn 2
possue uma superfiCie de Seifert (na

C)categoria C ).
+ , -

'

Se Kn c Rn 2 ou Sn+2 e um no ou link, 0 grupo de K

é definido como sendo o grupo fundamental de seu complementar,iâ
n+2 _ K) : w (Sn+2 “ K).1

Trabalharemos somente com nós e links K1 c R3 ou 53.

-to e, (RTT

1

Nestas condições, considerand0ªse a equivalência orieª
tada, K é 'hmphúúwiral"se K é equivalente a si próprio atra-

- '

. ? 3 , . ”ves de um homeomorfismo H : SJ + S que inverte a orientaçao
3 , . « . . . “3 3de S e K e znvertzvez se eXiste um homeomorfismo K :S + S

que realiza a equivalência de K consigo mesmo, conservando a
. » 3 .

' º
. »orientaçao de S e invertendo & orientaçao de K.

Finalmente, K êjum nõ trivial se K º GM , onde na ê
. . 2

uma subvariedade homeomorfa ao disco D .

Lema 7.6. (Teoaema do não enodamento)=
3

Um nõ diferenciável K'c S é trivial se, e somente se,
3 N_nl(S — K) — Z.

Ver([12], p. 103),
'

[3



Lema 1.7.:
3Para todo nõ diferenciável K c S bams IHfs3—-K)= Z.

Seja V uma vizinhança tubular de K em S3 e seja
X = S3 — K. A prova deste lema é imediata após a aplicação da

sequência de Mayer-Vietoris â tríade (S3 ;X ,V). D

ConoKãaLo:

Se K c 53 é um nõ diferenciável não trivial então
1T1(S3 — K) é não abeliano.

O homomorfismo de Hurewicz:

h : 1T1(S3 — K) + Hl(S3 — K) = Z

ê sobrejetor e ker h ê'o subgrupo comutador de 1T1(S3 — K).

Lºgo, se 1r1(S3 — K) ê abeliano, h ê isomorfismo e, pelo
Lema 1.6., K ê trivial. '

D

A seguir, construiremos um lema que nos será útil no

Capítulo III:

Lema 1;8.:

Seja Kl c S3 um nõ trivial e K2 é 53 .um nõ não tri
vial. ConSideremos os links Li 'e L2, obtidos acrescentan—
do—se a K1 e 'K2, respectivamente, mais uma componente tri-
vial K, não entrelaçada com K1 e K2' Então os espaços com

plementares de L1 e L2 são necessariamente não homeomorfos.

(Figura 2),



2

Kl
. ªj © K

,

' .' '-
,

7
. Kz. »

»

'
'

.
L

figura 2

0b4e4vaçãa:

Este lema não é tão trivial quanto possa parecer; como '

nos mostra o exemplo abaiXO:

figura 3

'Temºs que Kl Fé o nó trivial e K2 é o chamado nõ

trevado, logo não trivial.
Retirando-se de S3 uma vizinhança tubular de K, oº

temos toros sólidos V1 e" V2 , nos quais K1 e K2 se si—

tuam ao longo das respectivas almas:
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«Ef—'».-
. . . _ 's 4 .,“#:—.guãªf—efg

' " .", 41:34»: “,“—.*"

figura 4

Após conveniente torção, é possível obter um homeomor

fismo H ; V1 + V2

plementar em V1' de uma vizinhança tubular de Kl' exibe um

com H(Kl) = K2' A restrição de. H ao coª

homeomorfismo entre os complementares de L1- e L2' apesar de

serem links não equivalentes.

Lema AuxiZiaa:

Seja G um grupo qualquer. Então

Z * G = Z a Z <===> G : Z

(<=—")
“

õbvio.

(==>) Seja, B : Z * G + Z * Z um isomorfismo. Sabe
mos que Z * G possue um subgrupo isomorfo a G.

Pelo teorema do subgrupo ([S], p. 158), o subgrupo
6(G) do grupo livre Z * Z é um grupo livre e, portanto, um

produto livre de cópias de Z. Logo, para que o isomorfismo 6

se realize, é necessário que G : aG) = Z. D

Paova do Lema 7.8;z
l(S3 — Kz) = G, com|ZTemós que n1(83 - Kl) Z e «

G não abeliano. Nas condições do lema, é fácil verificar “121,
3

N 3_p. 56), que “I(S - Ll) — Z * Z e n1(S L 2) = Z * G.
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Como G # Z,, pelo lema auxiliar, segue-se que
Trl(S3 — Ll) # "I(SB — L2)' donde os espaços complementares a

L1 e L2, são não Hómeomorfos.
'

v

D





CAPÍTULO 11

VAS RELAÇÓES DE EQUIVALENCTA ENTRE MERGULHOS

Neste Capítulo procuraremos formalizar as diversas de—

finíções das relações de equivalência entre mergulhos, assim cº
mo iluStrar cada uma delas com uma versão equivalente, ã luz da

.

'

'

.-, '

3

'

. n ?
Mm . rteorla de bordlsmo. Para isto, sejavaN , ,varledades dlfg

renciãveis,
Iniciaremos Com a usual

Deóinição (1): A equiuaKêncLa (E).

Dois mergulhos f,g : N + M -são equivalentes.se exis—

te um difeomorfismo H de M em si mesmo úal que 'Hóf = g ,iâ
to é, um difeomorfismo_ H que completa o diagramaâ

N/ H

M

|

2

+

M

É óbvio que a relação acima é de equivalência.

Deáinição (2): O C—netaciohamento

"Dois mergulhos f,g : N + M são'C—relacionados se e—

xiste uma cirurgia realizada por um mergulho h : Sp x Dm—P + M ,

13



14

com im h disjunta de im f e im g , transformando M em

M' e fornecendo novos mergulhos f' e g' : N + M' , equiva—

lentes.

5:

Z

+—-——»3

Segue, do que foi exposto no Capítulo I, que existe ª
ma variedade Wm+1,

&

com bordo BW = M u M' , união disjun—

ta, que admite uma função de Morse m : W + [0,1] com um uni
co ponto crítico de índice p+l , correspondente ã cirurgia
realizada por h. Como tal cirurgia não destroi as imagens de

f e de q é possível considerar mergulhos wf,wg : N x I + W

,com

wf(x,0) = iof(x) , wf(x,l) = i'of'(x)

wg(x,0) = iºg(X) , wg(x,l) = i'º9'(x)

onde i : M + W e i' : M' + W são as inclusões.
Além disso, podemos colar duas cópias de W , Via o

difeomorfismo H , obtendo uma variedade Vm+l , com bordo
BV = M u M" , M" difeomorfa a M , com uma função de Morse

que admite dois pontos críticos de índices complementares que

representam a cirurgia realizada por h e a sua inversa (reali
zada numa cõpia difeomorfa de M'). Ainda, com o auxílio do
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Teorema do Colarinho, é possível obter de
. wf e '

wg um me;
gulho 'w : N1x I + V com W(x,0) = iof(x) e W(x,l) =

= i"oaog(x) ; onde a ê o difeomorfismo de M“ a M" e

i" : M" + V ,é a inclusão.
Tudo isto nos sugere dizer que f e q são C—relaCiQ

nados se!

,. .
-

>

.

'

Vm+l _ ,”(1) eXiste uma variedade com ' BV - M1 uM2 , uniao
disjunta de cópias difeomorfas de M , difeomorfismos
dados por_. a1;: M + M1 e _ºZ'le + MZ;

(ii) existe um mergulho xp :'hN >< I + V com. tp(x,0)=iloozlofv(x)

e w(x,l) = izoqzog(x), onde il :.Ml +-V '

—

,

e

12 : M2 + V são as inclusões;
.

(iii) existe uma função de Morse m : V + [0,1] com apenas
dois pontos críticos simétricos) isto é, de índices
complementares representando cirurgias inversas, tal
que mºw(x,t) = t , V (x,t) e N x I.

Nos referiremos ã estas três condições dizendo que“ e—

xiste uma terna (al V az) m, m).
E claro que esta relação é reflexiva e simétrica.

Deóinição (3): A C—equiuazência (CE)

4A C—equibalência entre dois mergulhos If,g : N + M e

definida como a relação de equivalência gerada pelo C—relacionª
mento entre eles, onde ímpomos a transitividade. Em outras palª
vras, f e 9 são C—equivalentes se existe uma sequência finª
ta de mergulhos de— N em *M , f = po, pl, ..., ºk : 9, tais<nm
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(,

cada pi é C—relacionado com p para todo i=OJq..ukrl.i+l'
Em termos de bordismo, f e g são C—equivalentes

se existe uma variedade Vm+l obtida de um número finito de

ternas (al,i V1,i “2,1; mi 'mi)' 0 S 1 5 k , coladas su—

cessivamente por uma das componentes de bordo.

Deóinição (4): 0 Cn-àezacionamento

Dois mergulhos f,g : N + M são Cr—reZacionados se e
xiste uma sequência finita de ? cirurgias realizadas em M,

sem alterar as imagens de f e de g , tal que os novos mergu
lhos resultantes são equivalentes. Trata—se, pois, de uma gene-
ralização do C—relacionamento.v

Diremos, por outro lado, que f e g são Cr—relaciº
nados se existe uma terna '(al V a2,w ,mr) onde a função de

Morse mr : V + [0,1] admite um número par de pontos críticos
(= 2r) onde os últimos r pontos correspondem, respectivameª
te, ãs cirurgias inversas das representadas pelos primeiros r
pontos, em ordem inversa. Em outras palavras, as últimas r ci
rurgias devem "desmanchar" o queãs primeiras realizaram para se

recuperar, no final, uma cópia difeomorfa da variedade M. Nes

ta situação, diremos que os pontos críticos de mr apresentam
uma "simetria".

Deáinição (5): A C*—equ£va£ência (C*E)

'

'

- ' - . * . Q . 'Analogamente a C-equivalenc1a, a C —equ1valenc1a e de
. . — . - . r .finida como a relaçao de equivalenc1a gerada pelo' C —re1ac1onª

mento, visto ser este último uma relação claramente reflexiva e

'simêtrica.
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Assim construíremos uma variedade V _atravês'de um nª
.

' fi'i de terna a '. V. a '. ' . m cada uma de?mero n tº. ,.5 r( 1,1 1, 2,1 'wl ” ri)' .

las representando um C l—re1acionamento.

Restringindo as Cirurgias permitidas aºs tipos
—1 s pl' ..., pi s'n ,« podemos ainda, de maneira idêntica ao

, .;., pZ—relacionamento, 'aque fizemos aCima, definir o Cp
_

. l
, o o o , p E) O C , . . . , p -rºl ,

£ ' pl» £
..

,
.

_ * »

l -. . ,, , pz—equivalênCia (Cpll . o o | pt E) '

Cpi' ,.;, pieequinaiência (C

iaçionamentoeiaz Cªl

veózhzção (ó); 'Á'B;gg4zva2êncza [(BE)

.

Os mergulhos f -é7 q ,sãÇeB-equivalentes se —nenhuma

condição é estabelecida sobre ós pontes críticos de m , ou se-
ja, f .e .q são B—equivalentes se existe úm par (al V “2 ,w)

Vcom as propriedades conheeidas. .

E imediato que se trata de uma relação de
.

equivalên—

cia, a mais fraca de todas já estabelecidas;
» —

Tal definição é ainda equivalente a exigir um bordismó

de pares entre u(M,f(N))_ e (M,g(N)) tal que entre as subvª
riedades 'f(N) e g(N) <adsta o bordismo produto.

Assim, para enfraquecermos ainda mais a relação acima,
podemos levantar esta última condição estabelecendo a

Deóinição (7): A P—EquivaKêncLa (PE)

.f e' g 'são*P-eQuivaZentés se os pares (M,f(N)) e

(M,g(N)) 'são bºrdantes.



18

Lema=Z.1;:

Se os mergulhos f,g : N + M são equivalentes, então
f e g são C—relacionados.

Basta realizar uma cirurgia trivial, tipo -p = -1 ,que
introduz simplesmente uma esfera Sm , disjunta de M. D

Resulta do Lema 2.1 e das próprias definições que pode

mos dispor as relações de equivalência-numa cadeia ordenada

por inclusão, a saber:
*

(E) g (c , ..., pz E) 9 (CE) º (c E) º (BE) e (PE)
Pl

*
_

* ..E claro que (Cp , ..., p£ E) 9 (C E) mas a inclusao
1 .

* - -

.

(CE) e (C , ..., pk E) depende, em cada Caso, dos p.'s.'91 - :

Lema 2.2.:

Se os mergulhos f,g : N + M são B—equivalentes, en—

tão os seus fibrados normais são isomorfos.

Sejam. ió,il : N + N x I dadas por io(x) = (x,Ó) -e

il(x) = (x,l) e consideremos- vw , o fibrado normal do mergg

lho w.
VW“

ioN

Como os fibrados induzidos i2(vw) e iÍ(VW) são reg
pectivamente equivalentes aos fibrados normais- vf e vg , e

como iO e il são obviamente harotõpicas, ooncluimos que vf = vg. [)
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Sejam M e M' variedades diferenciáveis, de dimen—

são m , com bordo, e sejam V e V' subvariedades de dimen

são _m—l , difeomorfas entre si; contidas respectivamente em

GM e BM' . Denotemos por L = M + M' o espaço obtido de M

e' M' identifioando—se V e V' 'atravês do difeomorfismo e—

xistente. Utilizando-se um processo de "arredondamento dos caº
tos", ê possíVel obter L como variedade diferenciável (fig.5).
Isto será utilizado na demonstração do teorema seguinte, recí—

proca do Lema 2.2.'

figura 5

Teoaema 2.3.:

Se f,g : N + M são mergulhos com fibrados normais i—

somorfos; então f e q são B-equivalentes.

*Uma vizinhança tubular fechada de f(N) , em M , pº
de ser identificada com o espaço total E do fibnmk; €f=(E4LN),

associado a vf', o fibrado normal de f , com fibra va—n_
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Analogamente, uma vizinhança tubular fechada de g(N) , em M,

pode ser identifiCada com o espaço total E' do fibrado

ig = (E',p',N), associado a vg , o fibrado normal de. g ,com

fibra Dm—n.

Denotemos por X==E XII o espaço total do . _fibrado
& = (E x 1,5,N x I), onde a projeção E é dada por:

E(e,t) = (p(e) ,t)

Por hipótese, o fibrado EIN ><[1] é equivalente ã Eg-

Seja P = M x I + X + M x I , a variedade obtida atrª
vês das respectivas identificações ao longo de vizinhanças tubº
lares fechadas de f(N) >< [1] na primeira parcelae de g(N) ><[0]

na última, após os convenientes "arredondamentos de cantos",

+
7

+
f(N) ââgêêãªêgégãªªã g(N)

Ml //,
figura 6
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Temos que P é uma variedade com bordo e indiquemos

por M' o complementar de M u (-M) em SP . Segue—se que
P realiza um bordismo de M u (—M) com M' ,

Como M u (—M) é bordante a zero, da transitividadeda
relação de bordismo, M' é bordante a zero.

Portanto existe uma variedade W com BW = M' . Seja
V = P + W.

Pela construção, concluímos que V exibe & B—equiva-

lência de. f e 9. D

Obóeavação:

A técnica utilizada na demonstração acima, é similar ã

existente em [14].

Conoiãnio 2.4.z

f e q são B—equivalentes se, e somente se, vf = vg.

Faremos, agora, uma conveniente adaptação no Teoremado

Rearranjamento de Bordismos, [8], p. 37.

Para isto, consideremos uma tríade de variedades
(W ;V0 ,V1) para a qual existe uma função de Morse f :W-+[0,l]

com dois pontos críticos p e p' e com f(p) < % < f(p'). Sg

ja É um campo vetorial tipo gradiente para f tal que o con
junto compacto Kp dos pontos sobre as trajetórias que passam

por p é disjunto do conjunto compacto Kpl dos pontos sobre
as trajetórias que passam por p'. Seja MO uma subvariedade
de VO , disjunta de (Kp u KP.) n Vó e denotemos por F c>con

junto compacto dado pelos pontos sobre as trajetórias que nas—

cem em MG e vão, portanto, morrer diretamente em V Sejalo
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M = F 0 V
1 1, subvariedade de V1 , difeomorfa a Mo ,(fig.'n.

figura 7

Teoaema 2.5.:

Sejam a,a e (0,1). Nas condições acima, existe uma

função de Morse g : W + [0,1] tal que:

(i) & ê campo vetoriai tipo gradiente para 9;

(ii) os pontos críticos de g são ainda p e p' e g(p)=a,

g(p') = a';
(iii) q coincide com f próximo de Vº U V]— u F.

Consideremos os abertos disjuntos:

U = vizinhança de K n V
p o

U'= vizinhança de K . n V
p 0

m q " vizinhança de MG



23

e consideremós funções diferenciáveis

ms : vO +[o,%1

tais que

O , x e U

a(x) =
% , x e U' u U"

0 , x 6 U u U"

B(x) =

NIF—'

Se u : Vº + [0,1] é dada por p = a + B , Então u

pode ser unicamente estendida a uma função diferenciável í:W—>[0,l]

que é constante ao longo das trajetórias, valendo (Í próximo de

Kp , 1 próximo de KP' e % próximo de F.
Seja G : [0,1] x E0,l] + [0,1] uma função diferenciª

vel com as propriedades:

1. %%(x,y) > 0 , para todo x,y e [0,1] e G(x,y) creª
ce de 0 a l , quando x 'cresce de 0 a 1.

2. G(f(p),0) a
,

e G(f(p'),l) = a'.
3. G(x,y) = x , para x próximo de 0 ou 1 e para

todo y.

4. G(x,%) = x , para todo .x.
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5. â%(x,0) = 1 , para x numa Vizinhança de f(p)

aG _ . . .—;(x,l) — l , para x numa ViZinhança de f(p ),

(fig. 8).

2

l... ——————————————
|

43) |/';.) / |

W NN /a——-—-—-
, +:», |

?º” »“ |
lw , +.l/ ;; l

ª-—- “T“— º |

/I// I |

|
| ',

| | '

| | I ª, x
(0,0) fun f(p') 1

figura 8_

Basta definir, então, g : W + [0,1] pondo g(q) =

=G(f(q),í('q)). U

Obóeavação:

Se A 2 l' , onde A = índice de p e X' = índi—

ce de p' , [8], nos mostra que esta condição é suficiente pª
ra que o rearranjamento possa ser efetuado, modificando-se li-
geiramente o campo vetorial & , numa vizinhança arbitrariamen-
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-lte pequena de V = f (ª2
ainda no complementar do compacto F , segue—se que aquela con—

). Como tal modificação pode ser feita

dição é suficiente para que o teorema 2.5 poSsa ser aplicado.

Coaoiãnio 2.6.:
No Cr—relacionamento entre dois mergulhos f,g : N + M,

ê sempre possível supor que todas as cirurgias do tipo p se—

jam realizadas antes que as do tipo q , cóm p < q.
Basta considerarmos Mo = f(N) , Ml = g(N), F=w(N XIL

e aplicarmos o teorema 2.5. '

.
D

Como já citamos na Introdução, em EZ] mostramos que o

C—relacionamento entre mergulhos de S1 em Variedades de di-
mensão 2 e 3 coincide com a B—equivalência. No final do Cª
pítulo III, damos exemplos de mergulhos que não são C-relacionª
dos apesar de possuirem fibrados normais isomorfos, assim como

exemplos de mergulhos C—equivalentes que não são C—relaciona—

dos. Finalmente, no Capítulo IV, exibimos situações onde a C—g

* l
* ' * . | . l - :quivalenCia ou a C —equivalenc1a c01n01dem com a B—equivalenCia.





CAPÍTULO III

MERGULHOS DE 57 x 57 EM 53

O objetivo deSte Capítulo é obter resultados que possi—

bilitem a classificação.de todos os mergulhos da superfície de

toro Sl X Sl na esfera 83 , segundo as relações apresentadas
no capítulo anterior;

1. A Matriz de Relacionamento Entre Dois Mergulhos

l l 3Sejam f,g : S x S + S mergulhos e denotemos por
Tf = im f e Tg = im g.

Com uma conveniente adaptação para o caso Cºº do "Teo—

rema do Toro Sólido" em [12], p. 107, verificamos que a imagem
1 l - .de um mergulho de S x S - em 83 borda um toro solido em pelo

menos um dos lados. Sejam, pois, Vf e V9 toros sólidos em
3 _

'

_ .S com BVf — Tf e avg - Tg e sejam Kf

tivas almas.
e Kg as respeg

Os mergulhos f e g dão origem a isomorfismos

f* : H (Sl 1 -

'

1 x S ,Z) + Hl(Tf,Z)

g* ; H (S1 1
,1 X $ ,Z) + H1(Tg,Z)

Consideremos a e b geradores de Hl(Tf) representa
dos por curvas simples e fechadas que se situam em T respegf '

tivamente,_cómo meridiano obtido pela interseção de T com umaf
secção normal-ã alma, e como paralelo obtido pela interseção de

27
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Tf com uma superfície de Seifert que se apoia na alma de Tf.
Analogamente, obtemos a' e bf . geradores para

Obóenvaçãoz

O gerador b acima, como também b' , a menos de ori—

entação, está bem definido, isto é, sua eScolha não depende da

particular superfície de Seifert considerada. De fato, se
5 e Hl(Tf) é a classe de uma curva obtida pela interseção de

outra superfície de Seifert com Tf , então 5 = Ela 1 b,
51 e Z.

.

Se i : Tf + S3 — ªí é a inclusão, temos:
0

N
H

0 = i*(b) = ili*(a) i i*(b) = Eli*(a)

gl = 0 e

bztã
Denotemos por a e B geradores de Hl(Sl X Sl) tais

que f*(a) = a e f*(B) = b.
Suponhamos que

: ' |g*(a) rla + slb

rg*(B) 'a' + 5 b'.

A matriz de relacionamento entre os mergulhos f e g

é definida como sendo:



rl sl
M(f,q) =

?2 52

E claro que tal matriz pertence ao subgrupo de »GL(Z,2), cons-
tituido das matriZes de determinante igual a ' tl.

Lema 3.1.:
'

= 1 "1 3 N ,.
'

,

'

»Se f,g,h : S_ )(8 + S sao mergulhos, entao

M(f,h) = M.<f',g).M<g,h>

Representemos também por f e g os difeomorfismos
fornecidos pelos respectivos mergulhos e que comparecem no dia—

grama abaixo:

Tf
'

i

f / «

./" '

,//// 'çíºf—l/" I

,// 'Sl >< S1 9
% T

Ig

hog-l
h

.

Nestas condições, temos:
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-l(qºf )*(a) = g* 0 f* (a) = q*(a) = rla' + slb'

_l — "l _ _
>

' |(gºf )*(b) - g* o f* (b) — g*ÉB) — rza + szb

Logo a matriz M(f,g) “coincide com a matriz do” .iso-
morfismo

(gºf-l) . H (T > + H (T >

* ' 1 f 1 g '

relativamente às bases a,b e H1(Tf) e a' ,b' e H1(Tg).
Raciocínio análogo pode ser feito para as matrizes

M(g)h) e M(f,h).
Como (hof—l)* = (hºgªl)* o (gof_l)* , conclunux;que

M(f,h) =.M(f,g).M(g,h). D

Canoiãnio:
. _1 .

M(g,f> = M(f,g) . D.

2. A Equivalência

Seja V um toro sõlido, isto é, uma variedade difeo—

morfa ã Sl x D2 e seja h : BV + BV um difeomorfismo. Sabe
mos que h admite uma extensão a um autodifeomorfismo de V se,
e somente se, h aplica meridiano em meridiano. Deste resultª
do segue imediatamente o

Lema 3.2.z

Dois mergulhos não enodados f,g : Sl x $1 + S3 são
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equivalentes se, e somente se,

M(f,g) = ou»

Tf = BVf

h = gef—

'r = w9 g

e aplicar o resultado acima.
ª

' D

1 1 - 3Suponhamos, agora, que f e g : S x S + S são me;
gulhos enodados e denotemos por Kf e K9 os nós dados pelas

f
Para facilitar a notação, façamos as seguintes conveª

almas de V e Vê.

ções a respeito de orientações:
— os geradores» a e b , em Tf , -são escolhidos com

orientações arbitrárias, cómo anteriormente;

— para o gerador a' ; 'em Tg , escolhemos a orienta—

ção tal que

g*(a) = rla' + slb” cºm ”1 a 0

e para' b" a orientação tal que

= | I... :.g*(8) r2a_ + szb com 82,2.0'
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— os nós
_

K ' e Ká Serão orientados segundo b e

Temos: '

Lema 3.3.:

Para que f e q sejam equivalentes são necessárias
as condições:

(1) M(f,g) =

(ii) Kf e Kg são equivalentes, como nós orientados;

Consideremos f N 9 e seja H : 53'+ S3 um difeomog
fismo tal que Hºf = 9.

Logo,

M(f,g) = matriz de (Hle)*

Como HITf se estende para o interior de Vf , temos

(HITf)*(a) = ta' e como b e b' são homólogos a zero em
3 º 3 o

S ." Vf e S ',Vg , temos (Hle)*(b) = tb' .

Finalmente, em vista das convenções feitas Sobre as 0—

rientações, conqluimos que

M<f,g> = ,

o que prova (i). A condição (iil ê õbVia. '

VD
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Desejamos, a seguir, estabelecer uma recíproca para o
.

- .. 3 ' - .lema ac1ma. Notemos que, se vale (11), e _H : S, + 83 e um di—

feomorfismo que exibe a equivalência de Kf" e Kg , H aplica
uma vizinhança tubular de K sobre uma vizinhança tubular def
Kg e_podemos supor que -H(Vf) = vg . Considerando a restrição

| . -

Hng . Tf + Tg ,

teremos neceSsariamente

il O

matriz (HIT—f)* = .
. . . 0 l

ProvaremOS'que:

Lema 3.4.:

As condições (i) e (ii) do lema anterior são também

suficientes se

1 O

(a) matriz de (Hle)* =

0 1

ou

F1 0

(b) matriz de (HITf)* =
.

,
'

L
0 l

com a condição adicional dos nós serem “amphicheiral”.

Sabemos por [12], p. 26, que dois autodifeomorfismos
da superfície de toro são homotõpicos se, e sõ se, são isotõpi
cos e se, e sõ se, possuem a mesma matriz.
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Logo, se matriz (Hle)* = =' M(f,g)

—segue—se que existe uma isotopia ht : Tf + Tg , 0 s ts 1, com
.

_ —
—l

.

ho(x) — Hle<x) e h1(X) - 9 f (x).
Pelo Lema de Extensão de Isotopias ([8], p. 63), h

se estende a uma isotopia

H:S->S/,'0.<_t51,
com Ho(x) = H(x). E claro que o difeomorfismo Hl : S + S ,

satisfaz Hlof = 9.
Por outro lado, se

matriz de (Hle)* =

e os nós são "amphicheiral", a equivalência deles pode ser exª
bida também por um difeomorfismo H' : (53,Kf) + (83,Kg) com

1 O

matriz (H'le)* = ,
0 1

e a prova segue como acima. E
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3. A Cº—equivalência

Denotaremos por

Rf = int Vf

R = “nt V
9 1 q

_ 3 _R - s (Vf _u vg)

Como a_transitividade foi imposta na definição da Co-g

quivalência, sempre consideraremos os mergulhos f e 9 em uma

"situação padrão", na qual as imagens Tf e Tg são disjuntas
e IR aparece como a região obtida do complementar de um toro
sõlido, do qual retiramos um outro toro sólido.

Para o estudo do Cº—relacionamento entre f e g , e—

fetúaremos uma única cirurgia sobre 53 através de um.mergulho
x D3 + S3 e distinguiremos três casos:

(I) f e g são não enodados;

(II) E é não enodado e g ê enodado;'

(ÍII) f e 9 são enodados.

Antes de analisarmos cada caso, passaremos a construir
dois lemas auxiliares.

l 1 3Para o primeiro, fixemos um mergulho qxdqmaí fusxs+s
e realizemos sobre 83 uma cirurgia via um mergulhowpzsºxn3+s3

que aplica uma célula em Rf e a outra em 33 — V . Esta ci—f
. _

3 2 lrurgia transforma S em S x S .
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Seja A a variedade obtida de 82 x Sl cortando-se
ao longo de Tf . Logo, BA = Tf u Tf e A pode ser vista
como Al u A2 , onde

A1 =,Vf - dlSCO

> " (fecho do complementar de Vf) — disco

. . . « . . - 2e a identificacao e feita atraves da esfera S , comum aos bog
dos de A1 e A2 (fig. 9—a).

Agora A1 é difeomorfa a'um disco do qual retiramos
o interior de um toro sólido não enodado (fig. 9-b).

Colando—se, então, A1 .com A2 obtemos uma re—

presentação para a variedade A , (fig. 9—c), que justifica o

Lema 3.5.:

A variedade A é difeomorfa ao espaço complementar

de um "link" L com duas componentes não entrelaçadas ' entre
si, sendo uma trivial e a outra dada pelo nõ Kf. D

figura 9—a
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figura 9—b

Para a construção do segundo lema auxiliar, seja agora
A a variedade obtida do toro sólido Sl x D2 do qual retira-
mos o interior de um outro toro sólido não enodado e munido nª
ma célula tridimensional do primeiro“

A é uma variedade com bordo e SA é constituido de

duas componentes conexas T1 e T2 , ambas difeomorfas a Slxsl.
Em Tl , fixemos &1 e bl como meridiano e paralelo
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canônicos, respectivamente; da mesma forma, a2 e b2 em T2.
Seja o : Tl +,T2 , o difeomorfismo que identifica mg

ridianos de T1 com meridianos de T2 e paralelos com parale-
los. Com esta identificação, a variedade A se transforma em

2 1 2 1S x S . Seja p : (A,3A) + S x S , a projeção natural
(fig. 10).

figura 10

Lema 3.ó.:
Todo difeomorfismo h : (A,8A) + (A,8A) , compatível

com a projeção p , quando restrito a qualquer de suas componeª
tes de bordo, a induzida em homologia (dimensão 1) é um isomog

fismo de Z e Z sobre si mesmo que aplica geradores canôni-
cos em geradores canônicos, podendo eventualmente inverter o-
rientações ou trocar geradores.

Faremos a demonstração em duas partes:

(i) Suponhamos que h aplica a componente T1 sobre T

e, portanto, T2 sobre T2.
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Sejam h.=th. :T.->T., i=1,2 e k. :T.+A,l l l l
i = 1, 2 as inclusões.

E imediato que os quadros laterais do diagrama abaixo
são comutativos.

0T A T1x / 2

NX , [

k x kl XK A, 2

'
%

hl: h h2

'

ii o _,
lxxxx ! ,// 2

“Xx *
_

,x/
1 &“

A /'/ kz

NDenotemos por b = kl*(bl) e a = k2*(a2) , geradores
de H1(A). E claro que

kl*(a1) = 0 = k2*(b2).

Os homomorfismos hi* : Hl(Ti) + Hl(Ti) , i = 1, 2 , pº
dem ser identificados com matrizes 2 x 2 , constituídos por nú—

meros inteiros e cujos determinantes valem il . Procuraremos
determinar as possíveis formas que tais matrizes podem assumir.

Suponhamos que

Xal + Ybh1*(al)

hl*(bl) = Za + Wb
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Temos:

kl* º h1*(ªl) = Xk1*(ª1) + Yk1*(bl) = Yb

e

k1* o hl*(b1) = Zk1*(al) + Wkl*(b1) = Wb

Por outro lado,

h* o kl*(ªl) h*(0) = 0

e
n* o kl*(bl) = h*(E)

Yg : 0 ———————> Y = ()

wB = h,,(S)

Como C*(al) = a2 e C*(bl) = b2 , segue—se que

h2*(a2) = h2*(0*(a1)) = o* º h1*(al)

= C*(Xal + Ybl) = xaz + sz

Da mesma forma, h2*(b2) = Za2 + Wb2 . Segue, daí, que

X Y

matriz de hl? = matriz de h2* =
Z W

»Temos:

k2* o h2*(a2) = Xk2*(a2) + Yk2*(b2) = Xa

e h (b Zk2*(a2) + Wk2*(b2) = Za2* 2* 2)
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segue—se
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h* o k2*(a2) = h*(ã)

h* «» k2*(b2) = h,,(O) = o ,

que

xã = h*(a)

Za = O ã=m> z = 0

& matriz de hl* = matriz de h2* =

(ii? h : (A,TJ,T2) + (A,T2,T]) , inVêrte as eçmpônentes de

ral da A

ãAe

Fixamos ho : (A,T1,T2) + (A,T2,Tl) , a inVêrsão natu—

(fig. ll):

figura 11
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Chamando

hol = hOITl : T1 + T2

hoz : hosz * T2 “* Tl'

teremos

0 -1
matriz de h = matriz de h = '

.o ol* 2* l O

Segue—se que o difeomorfismo h pode ser faUnmdov num

difeomorfismo É : (A,T1,T2) + (A,T1,T2) , do primeiro caso, sg
guido de hº:

h
(AlTlsz) “& ' (AITlel)

% ho

Logo:

IImatriz de h (matriz de h )(matriz de É ) =1* ºl* l

O | |_: |+- )_| O O H- H

Similarmente para a matriz de h2* .
' D
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Iniciemos, então, o estudo do Co—relacionamento.

(I) f e q são não enodados:

A fig. 12 expõe a situação admitida como "padrão":

figura 12

(I,a) w aplica uma célula de SO x D3 em cada região R

e R .g

Cortando—se simultaneamente ao longo de Tf e T9 , a

variedade 52 x Sl pode ser vista como obtida dos sólidos V1

e V2 ,onde V1 e a soma conexa V1 = Rf # R9 e V2 = R,
através da identificação de seus bordos comuns Tf u Tg , con-
forme fig. 13, a seguir.



figura 13

Fazendo a identificação de V1 e _V2 , -inioia1mente
via a componente Tg , obtemos uma variedade com bordo) nas
condições de variedade A , descrita no Lema 3.6, com

BA = T U T£ £

figura 14

(5

Seja H : 52 x S1 + S2 x Sl um.difeomorfismo tal que

H(Tf) = Tf . Nestas condições, H se levanta, pela' projeção

p : (A,8A) + 82 x S1 a um difeomorfismo h : (AZQA)H :* (A,8A)

como no Lema 3.6.
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(A,8A) ——º—-—> (s2 >< Sl,Tf)

h H

(A,8A) ___-_» (s2 >< slxrf)

donde

matriz de (Hle)* = matriz de (hITf)* =

11 O (O tl
OU '

.

Consideremos eo : S x S + S X S , o difeomorfig
mo que inverte canonicamente as componentes V e V2:

figura 15
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Logo,

(eo)*(a) = —a'

(eo)*(b) = —b'

eo(Tf) = T9

e
.

—l 0

matriz de (eOLTf)* : H1(Tf) + H1(Tg) =
O -1

Supomos, finalmente; que f e q são Co-relacíonadós.
Então,existe um difeomorfismo % : 82 x Sl + Szix Sl 'Com

H(Tf) = Tg'

Tal difeomorfismo se fatora segundo o diagramª abaixo,
onde H(Tf) = Tf:

2 1 % -

'

S ><S
&

— ——õ SzXSl

xXx e
H SKN _

O

n 821331

Logo:

M(f,g) = matriz de (ãle)* =.
ll (matriz de (eole)*)(matriz de (Hle)*)l=

tl 0 O tl
ou .

0 :1 tl ”0
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(I.b) W(So X 03) c R:

Supondo que f e g sejam Co—relacionados, seja
2 l 2 1H : S x S + S x S o difeomorfismo tal que Hof == g .“ Co—

mo necessariamente H(Vf) = vg , segue—se que H*(a) = ta' e

H*(b) = da' 1 b'. Além disso, os complementares de Vf e Vg'
em 82 x Sl são difeomorfos a uma variedade obtida de um toro
sõlido, realizando—se uma cirurgia do tipo º 'em seu interior
e como tal cirurgia não impede que b e b' sejam homólogos a

zero em tais complementares, segue—se que

0 = H*(b) = da“ 3 b'
H

O

a = 0 e

il 0

M(f,g) =
0 il

(I.c) w aplica uma célula 80 X D3 em cada região R e

Rf (ou Rg).

Nestas condições f e g não podem ser CO-relaciona—
dos pois, em 82 x Sl , Tf (ou Tg) não borda e' T9 (ou Tf)
continua bordando um toro sólido,

Resumindo os casos acima, temos:
“ lh-
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Lema 3.7.:

Dois mergulhos f,g : Sl X Sl + 33 , não enódados, são

Co-relacionados se, e somente se, são equivalentes-.

(II) f é não enodado e q é enodado:

figura 16

(II.a) w aplica uma célula de So X D3 em cada região. Rf

eR.
Na variedade obtida após a cirurgia, Tf não borda e

Tg continua bordando um toro sõlido. Logo f e g não são Co-

-relacionados.

(II.b) Idem, em Rg e »R.

Raciocínio análogo, com Tf bordante e T9 não bor—

dante.

e RA.(II.c) Idem, em Rf 9
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Suponhamos que exista um difeomorfismon
2 1H: (5 x s ,Tf) » (s2 sz1 ,T'9)

que exiba o CO—relacionamento entre “f e 9.
Seja A , a variedade obtida de SZ».>< Sl-,'cortando—se

ao longo de Tf e seja Aª , obtida cortando—se ao longo de
T .9

Logo,

BA : Tf U T f
e

ãAl=TiTqJ 9

Sejam:
2 If .

p : (A,Tf,Tf) + (S x S ,Tf)'
e

_

. . 2 1
p : (A 'Tg'Tg) + (S x S ,Tg)

as respectivas identificações. Segue—se que H se levanta a um

difeomorfismo

. |h . (A,Tf,Tf) + (A ,Tg,Tg).

Como no Lema 3.5, A pode ser vista como o espaço com

plementar de um "link" L1 com duas componentes triviais não

entrelaçadas entre si e A' como o espaço complementar de um

"link" L2 , também com duas componentes não entrelaçadas, sen-
do uma trivial e outra não, pelo Lema 1.8, chegamos a uma coª
tradição. Logo f e g não são Co—relacionados.
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O(II.d) w<s x D3) c R;

Se f e g forem Co—relacionados, o difeomorfismo H

que exibe tal relacionamento, deve aplicar necessariamente o tº
' o

ro sólido Vf sobre o toro sólido Vg , assim como SZ><Sl- Vf

sobre 82 x Sl — Gg . Mas, por Van Kampen:

2 1 º
N“I(S x S — Vf) — Z * Z

e
2 1 o

Nwl(s x S — Vg) — G * Z

onde G é o grupo do nó Kg (não trivial). Logo, peloIema 1.8,
2 l º 2 l1(S X S — Vf) # W1(S X S

Co—relacionados.

- V ) e f e g 'não pibm serW

9

(II.e) w<sº x 03) c Rf.

Anãlogo ao caso anterior.

(II.f) w<sº x 03) : Rg

2 1f e g não podem ser Co—relacionados pois, em S XS ,

Tf borda um toro sólido e T9 borda duas variedades não dª
feomorfas ao torovSõlido.

Em consequência, temos o

Lema 3.8.:
Um mergulho f : Sl x Sl + 83 não enodado, não pode

l 1 3ser Co—relacionado com um mergulho g : S x 5 + S ,enodado.
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(III) f e 9 são enodadós:

'Os casos: (HLa) MSD >< D3) c R ,, (III.b) MSD >< D3) : Rg ,

(III.c) w aplica uma célula em Rf (ou Rg) e a outra em R,
são todos elementares, com raciocínios idênticos a outros, já
realizados. Abordaremos, apenas, os seguintes:

(III.d) w(sº x nª) c R.

A variedade resultante da cirurgia
OAs2 x 51 = (s3 — w<sº x D3)) um D1 x sº,

pode ser Vista como obtida de duas componentes C1 e 92 , am-

bas difeomorfas ã D1 x S2 , coladas através do bordo comum

sº x s2 , via w (fig. 17).

figura 17
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Supondo que exista um difeomorfismo H : SZ><Sl-+S2 xsl,
com Hóf == 9 , a induzida em homotopia

2 l ' 2 1
H* : n2(S x S ) + n2(S X S )

é um automorfiSmo do grupo cíclico infinito e como H(Vf) = Vg,
podemos modificar H , por uma isotopia que mantêm Vgrc Cl , de

tal maneira que a imagem de uma célula que envolve Tf e.conti—
da em C seja uma célula — que envolve Tg - inteiramente coª

'

l' .

tida em Clv. Mais ainda, podemos supor que H(C1) C-Cl'
Em [9], Munkres constroi os grupos Tn , introduzidosçbr

nflMilnor e Thom, que são os grupos de difeomorfismos de S que

preservam a orientação, módulo aqueles que Se estendem para o

disco ,Dn e, em—[M3L Munkres eXibe uma demonstração que F3 = 0.

Logo, a restriçao HIÇ1 : (C1,Tf) + (H(Cl),Tg) ;xde ser
estendida a um difeomorfismo É : _(S3,Tf + SB,Tg)pº o qúal mos—

tra que os mergulhos f e 9 são eqúivalentes.IASSim, a ciru£
gia realizada foi irrelevante.

(III.e) w aplica cada célula de SO x D; em R e Rf . 9“
Como foi feito em (II.c), sejam:

2 1
X S ,Tf) + (52 x Sl1) H : (s ,Tg), “um difeomorfismo que

determina o Co-relacionamento-entre Ãf e g;
2) A e A' as variedades obtidas de. 82 x S1 pelos cor—

tes ao longo de Tf e T 'respectiVamente, portanto:g '
'A = T T e A' = T

'

T ;
.

f U 'f q ” 9

3) p - (A T T ) + (52 x 51 T )' ! £, f ! f
2 1

(A',Tf,Tg) + (8 x 5 ,Tg)vpl

as identificações e;
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4) h : (A,Tf,Tf) » (A',Tg,Tg) o difeomorfismo obtido pe—

lo levantamento de H

(A,Tf,Tf) p
———> (52 x slxrf)

h H

2 1',T ,T ——-+—————» T(A
g

)

p.
(5 >< s , g)

O espaço A pode, então, ser visualizado como o com—

plementar de um "link" Ll = Kf u K , constituido pelo nõ Kf e

por uma componente trivial K , não entrelaçada com Kf , e o

espaço A' como o complementar de um "link" L2 = Kg u K , on-
de K tambêm ê trivial e não entrelaçada com o nó K':9

figura 18
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teremos:
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Temos:

p(al) = p(a2) = a

p(b1) = p(b2) = b

p'(aí) = p'(aâ) = a'

p (bí) =p (bz) =b

E claro que h deve satisfazer

h(al) = taí + mbí

h(bl) = :bí.
h(a2) = taê

h(b2) = naâ i bª , m,n-e Z.

' º h(al) = H o p(a1) = H(a) =

p' o h(bl) = H o p(bl) = H(b) =

pf(taí + mbí) ' p'(taê)

ta' + mb' : ia'

m = 0

p' (ibí) = p' (naâ t bª)

:b' = na' i b'

n = 0

H o p(a2)

H º p(b2)

.. ºpx h(a2)

p. º h(b2)l
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Assim, em cada componente de bordo, h aplica meridiª
no em meridiano. Segue—se que h se estende a um difeomorfismo
de 83 em 83 que exibe a equivalência dos mergulhos f e 9.

Daí segue o

Lema 3.9,:
Dois mergulhos f e'g : 81 x Sl + 33 enodados são

Coªrelacionados se, e somente se, são equivalentes. E

Dos lemas 3.7, 3.8 e 3.9 concluímos que no estudo do

Cerelacionamento entre mergulhos de S1 x Sl em 83 , as cirur
gias do tipo º são irrelevantes, o que é traduzido pelo

Teonema 3.10.:
A Coªequivalência entre mergulhos de S1 x 81 em 83

coincide com a equivalência entre os mesmos. D

4. A Clªequivalência

No Capítulo III, de [2], ao analisarmos o problema
dos nós em variedades tridimensionais, concluímos que dois mer—

gulhos wo e ml de S1 naquelas variedades são Clªrelacig
nados se, e sõ se, possuem fibrados normais isomorfos. Em parti
cular, tomando—se nõs em variedades orientãveis, dois deles são

sempre Cl—relacionados.
Naquele trabalho, demos uma descrição da úniCa cirurª

gia realizada para modificar o espaço subjacente aos nõs e tor—

nã—los equivalentes na nova variedade e verificamos que, apõs
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tal cirurgia, tais nõs'aparecianlangxmições extraordinariamente
simples: como bordos de uma subvariedade W difeomorfa ao ci—

lindro Sl x Dl.

Esta técnica serã empregada nesta secção e é apresen-
tada, como Apêndice, no final deste trabalho.

No estudo da Cl—equivalência, como antes, podemos coª
siderar os mergulhos f,g : Sl x S1 + 83 com imagens Tf e

Tg disjuntas e a S3 decomposta em três regiões bem definidas
R e R.Rf, g

Assumindo, ainda, as convenções sobre as orientações
dos geradores & , b , a' e b' estabelecidas na secção ante-
rior, temos o

Teonema 3.11.:

Para que os mergulhos f,g : S1 x Sl + S3 sejam Cl-
relacionados, é necessário e suficiente que a matriz de relaciº
namento entre eles seja dada por

,

1 o

M(f'g) : I

para algum 'a € Z.

Supondo que f e q sejam. Cl—relacionados, é claro
que a cirurgia deve ser realizada necessariamente na região R.

.

Assim, na variedade cirurgiada, Tf e Tg continuam
bordando toros sólidos. Isto implica que o difeomorfismo que vº
rifica a equivalência dos novos mergulhos deve aplicar meridia—

no em meridiano;
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Reciprecamente, admitindo que a matriz de relacionameª

to entre f e g seja do tipo acima, (fig. 19), realiZamos em

R a cirurgia descrita em [2]; (vide Apêndice), que coloca os

nós que representam aS'ciasses' f*(B) e lg*(B) Cómo bórdos de

“um cilindro W (fig, 20).

figura 20
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Se x(S3) representa a nova variedade, pelo Lema 1.2,
x(SB) ê orientada. Logo, o fibrado nºrmal dex W em x(S3) e

trivial e podemos supor que os toros Vf e V estejam mergu—g
lhaãos no espaço total daquele fibrado.

Assim, por isotopia sobre x(S3) , podemos conseguir
um difeomorfismo

: , 3 “ +
3

H . (x(s mf) (x(s >,Tg>

A exemplo do que fizemos na demonstração do Lema 3.4,
H pode ainaa ser deformado, isotopioamente, a outro difeomorfig
mº

H' : x(Ss) + x(S3) , com H' e f ª 9. D

Levantadas as convenções sobre as orientações dos gera—

dores, resulta do lema 3.3 e teoremas 3.10 e 3.11 que, se a mª

triz M(qu) não for ao tipo

tl 0
, ' aÉZ,

a tl
então E e g não são cªrelaoionados, apesar de possuírem fi“
braáas normªis isomorfos.

Lema 3;72,:

O grupo multiplicativo GL(Z,2) das matrizes 2 x 2, íª
teiras e invertíveis (A. de determinante & à 1) & geraâo pelo
conjunto:
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1 o—- io -_-lj —1 o" 1 i,'
1 -1% ll o“ o 1

L J L J
&

Ver [ll], p 139. D

,Teonema 3.13.=

Existe uma única classe de C-equivalência de mergulhos
de S1 X sl. em 83.

»Dados—dois mergulhos f,g : S_ x S + S , pelo lema

anterior»

onde cada Ai é uma matriz geradora. Agora, é possível cons-
truir mergulhos hO hIl .I'h D'“ n+l = 9 tais que

I 35M(hi'hiil) — i , i.: 0, l, ..., n . E

Para a última observação, notemos que as matrizes

1 0 —1 0

indicam o C—relacionamento entre mergulhos ansihxções geométri
cas bem simples, ao passo que, para comparecer uma matriz do ti
po

0 -1
1 O
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é preciso que no C—relacionamento correspondente esteja envolvi
do um mergulho não enodado a fim de que possamos fazer a inver—

são dos geradores.

vExempZo:

figura 21

Na figura acima, consideremos

n*(a) = —a' ,
,

h*(e) = b'

.A matriz de f e h , em relação às bases a)be:Hi(Tf)
e .a' ,b' ª'H1(Th) e dada por

41 0

Logo,

M(f,h) = (em relação às bases a,b eng(Tf) e

0 -lb',a' e H (T )E) =1 h '

1 o
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Coaalãaio:

»Sejaw'MB diferenciável, fechada, orientãvel e conexa.

Quaisquer dois mergulhos f,g : S1 X Sl + M3 tais que Tf==imf
'

.
, , N

, *
e Tg = im g bordam toros sõlidos em M3

, sao C —equiva1entes.

.Em [16], p. 126,, Wallace mostra que por uma sequên—

cia finita de rr _cirurgias, todas do tipo -1 ,'a variedade M3

pode ser transformada na esfera 33 . Podemos-supor que os to—

ros sólidos bºrdados por Tf e Tg estejam contidos em célu-
las que não sejam deStruidas pelas cirurgias acima.

Pelo teorema 3.13, existem mergulhos ff = po ,... ,

..., Dl , ..., pZ = g de 'Sl x Sl. em' S3 , tais que cada p

é C—relacionado com i = O, 1, ..., t-l.pi+1'
Como as) r »cirurgias inversas das constautes da se—

quência acima, também são do tipo. 1 , podemos ainda supor que
elas preservem as imagens de cada mergulho pi , isto ê,— pode
mos considerar que eStes mergulhos jã existam como mergulhos de
S1 x S]— em M3.

r+lAgora, cada ºi e C —re1acionado com pi+l'
*i = 0, l, ..;, 2-1 , donde rf e g são C —equivalentes. D





CAPÍTULO IV

” RESULTADOS GERAIS

NeSte Capítulo procuraremos, em três etapas, obter al—

guns resultados gerais.
Iniciaremos com o estudo de mergulhos de esferas utilí

zando, essencialmente, técnieas empregadas por M. v; Mielke em

[6]; seguiremos com o caso de mergulhos de variedades 'bidimen—

sionais e encerraremos com uma generalização da segunda etapa.

1. Mergulhos de Esferas

Deóinição:

Seja

lp
X

um G—fibrado principal sobre um espaço topolõgiéo' X , x

e GO = p-l(xo). Suporemos que G ê'um grupo topológico cong
oeX,

xo por caminhos.
Na Sequência de homotopia deste fibrado,

pa: Ak
.

ik
TTk(x,'XO) *“— "k—1(Go'yo) *_4 "k'l(B'yO)

63
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define—se

« Aki: nij,xo)—+ “Xk : €k-1 k—l(G'e)'

'k IV 1 , como sendo o k—êsimo homomorfisMo característico do fi-
brado dado, onde

ªk-l ª.“k—1(Gfe) * “kf1(Go'Yo)

é o isomorfismo induzido em homotopia, por uma "aplicação admig
sível" do fibrado (ver  £133, p. 38).

.

Seja

SO(n) + U

+
.

BSO(n)

o fibrado universal para o grupo oftogonal '

SO(n) e seja
f : N + BSO(n) uma aplicação qualquer.

Lema 4.1.

Se Xk é o homomorfismo característico do fibrado uni
versal e- xi é o homomorfismo característico do fibrado indª
zido por f , então '

xª ='xk 0 f*.
A prova segue da Comutatividade dos quadros do diagra—

mªªi'_-.A;<"k(N'Xl)«xx
'

.

** wk_l(Gl,yl)

;(!“x ª
&!k XX “1.

f* ' , “k_l(SO(n),e) f;
, !

,",Xk
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.wmv-Mash

A,

«_

1

>,
,
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onde f' é a restrição ã fibra G1 da aplicação induzida por
f nos espaços totais dos fibrados. D

Deãinição:

n.-uma variedade diferenciável de dimensãoSeja Mn

T : M + BSO(n)Uma aplicação tangenciaz é qualquer aplicação
tal que o fibrado induzido T*(U) seja equivalente ao fibrado
principal, associado ao fibrado tangente de M -

veórnição:

G + B

+

Seja

Sr

um G-fibrado principal sobre a esfera Sr e seja T e "f(Sr)
xr(T) € wr_1(G) .é denominado classe carac-

sr.
um gerador. Então

terística do fibrado sobre

Lema 4.2.:

Seja x e nr(M) uma classe de homotopia de uma varie
dade M que pode ser representada por um mergulho f : Sr + M.

é a classe característica do fibrado princi
r

Então Xr o T*(x)
(

pal, associado ao fibrado tangente de M , restrito ã S

fr * n (M)wr<s >____.____ r
U xxx [

xx |T*

=> (Tf)* x x
&

l

;] 'rrr(BSO(n))

f 'TSr—————— M ————— BSO(n)
.

.
Xr

"r_1(SO(n))
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Se xª é o r-êsimo homomorfismo característico do fi
brado induzido *(Tf)*(U) , então a classe característica deste
fibrado, pelo Lema 4.1, é dada por

r r o (Tf)*(Tl = Xr o T*(x) D

Sejam

SO(n) + Bn e SO(k) 4 Bk

+

Sr r

fibrados principais sobre a esfera Sr, _com classes caracte—

rísticas x e nr_l(SO(n)) e y & wr_1(SO(k)). Consideremos as
inclusões canônicas

il : SO(n) + SO(n+k) e »12 : SO(k) + SO(n+k)

dadas por

w 0 I O

il(w) =
,

e 12(w) *

0 I- 0 m

Lema 4;3.:

Se x $ y denota a classe característica da soma de

Whitney,

SO(n+k) + Bn e Bk
+

então,



Conolãnio:

Seja x & nr(M) que pode ser representada por um mer
gulho f : Sr'+ M . Então,

Xr º Tux) = lh”) + mm),
onde T & nr_1(SO(r)) é a classe característica do fibrado tan
gente principal de Sr e n € «r_l(SO(n-r)) é a classe carag
terística do fibrado normal principal de f . D

Lema 4.4.:
Se r s n-l entao il*(T) = O

Por [13], p. 121, o fibrado tangente principal sobre
Sr é dado por

SO(r+l)
+

SO(r+l) Nso(r) “ r

e a classe característica deste fibrado pertence ao núcleo de

i* wr_1(SO(r)) + nr_1(SO(r+l))

Logo, se r s n—l , a inclusão il pode ser fatorada por



e teremos:“

Lema 4.5.=

Se 'r s n—r-l ," então iz* ê um isomorfismo.

Sabemos, por [13], p. 117, que ni(SO(m),SO(k)) = o,
'para il< k 5 m . Na sequência

.

,.; «f nr(50(n),s0(nfr)) + nr_l(SO(n—r)) +

i . «

“*** "r_1(SQ(n)) » “r_l(SO(n),SO(n-r)) ,..

se r < n—r—l + nr(SO(n),SO(n—r)) = "r_1(SO(n)FSO(n-r)) = 0

e, portanto, i2* é um isomorfismo. D

Deãinição;

Para r 5 n—r—l , definimos o homomorfismo

er : úr(M) + úrá1(so(n«r))

através da composição:
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T x i
nrº/1) ———*> "nr(BSO(n))—-—-r—+ nr_1(SO(n)) «Aou.-.- er (SO (zl—r))

Se r s % — l , qualquer classe' x e nr(M) pode ser
representada por um mergulho f : s: + M . Seja nx = classe cª
racterística do fibrado normal principal do mergulho -f.

Lema 4.6.:
Nas condições acima:

er(x) = nx , para todo xve wr(M).

Temos que xr o T*(x) = il*(T) + i2*(nx) , para todo
x e Wr(M).

Como r s % — l , pelo Lema 4.4, il*(T) = 0 e pelo
Lema 4.5, i2* ê isomorfismo.

' nx = 12* o Xr o T*(x) = 6r(x). D

Lema 4.7.:
Para r s % — 1 , Sr(x) = 0 se, e somente se, qual—

quer mergulho f : Sr + M que representa x , tem fibrado nor
mal trivial. Ã/

A demonstração deste lema utiliza os seguintes fatos:

(i) o homomorfismo característiCO'

Xr : "I(BSO(n)) + “r_1(SO(n)f

êtmxisomorfismo para 1 S«r s"n ([13], p. 104);'
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(ii) »se K é um complexo k-dimensional e se E é um fibrª
do vetorial sobre _K »de dimensão 'm'> k r então E

é trivial se, e somente se, & e 01' é trivial, '
onde

1 .. .

O é um fibradO'linha trivial ([73).

_Assim; se r s % 4.1 + n—r > r e teremºs:

Sr(x) = º <=>. i 1 º ><r «» Tux). '= o-<==> Tux) = º,2*

pois iz; e I'Xr são isomorfismos <==> (Tºf)*(T) = O' <===>

I.“<==>pTof :-S -+'BSO(n) & homotõpica & aplicação constante. Pg
10 Teorema de Classificação ([l33) a última condição é equiva—

lente ao fibrado induzido >(Tof)*(U) = 0n_' o fibrado tangente
principal de M , restrito ã Sr ser trivial <==> vf & TSr=0n

<=> vf e TSI $ 01 .; On+l i
.

pol? (ii) (===>fo $. Or+l : 0n+1<ª$>

n—r<==» vf = 0 , 'atravês de sucessivas aplicações de (ii)º D
,

Teoaema 4.8.2
'

-
' n .. '

, rSupomos r s ª — 1 . Entao dOlS mergulhos f,g : S r>M

“são C—relacionados se, e somente se, possuem fibrados normais
isomorfos.

Devido ao Lema 2.2, precisamos mostrar apenas a sufi—

ciência.
'De fato; se

vf = vg ê=> vf $ T($r) = vg'e"r(sr) ==>

I + BSO(n)==-——> (Tof)*(U) = (Tog)*(u) ==> Tof e' Tog : 5

são aplicações homotõpicas ==> T*(x) = T*(y) & “I(BSO(n)), oª
de x'= [fl e y # [g] “=? Sr(x) = 6r(y) ==» 8r(x»y) = 0.
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Seja h : Sr.» M , Um mergulho que representa o elemeº
to x—y & wr(M) . Pelo Lema 4.7, h tem fibrado normal tri
vial.

Realizando-se uma cirurgia em M , ao longo de h , sem

destruir as imagens de f e de -g (0 que é posSível devido às

condições sobre as dimensões), na nova variedade obuida M' , os

novos mergulhos f' e g' vrepresentarão classes 'x',y'enr(M'),
com x' — y = 0.

. . N — - '— ._

'

, '

—
'A nAss1m, f' e g'- sao homotoplcas e como r 5 É - 1,

segue—se que são isotõpicas e, portanto, equivalentes. Daí, coª
cluimos que f e g são C-relacionados.- '

'

D

2. Mergulhos de Variedades Bidimensionais

Teonema 4.9.:

Sejam Y um espaço topológico l-conexo e K um complg
xo simplicial. Suponhamos que exista um inteiro m 2 2 tal que:

(i) para tºdo p = 2, ooo, m—I:

Hp—1(K;w (Y)) = o
p .

.

P _H K;“ (Y ) - O(
p

)

(ii) para todo n 2 m+l:

n _H (K,nn(Y)) — 0

Hn+l(K;wn(Y)) =.o
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Então, as classes de homotopia de aplicações de IK!

em Y , “estão em correspondência biunívoca com os elementos de

Hm<K;nm<Y)).

O teorema ainda vale para m = 1 , Y conexo e n-sim

ples, para todo n.

Para a proVa, ver [4], p. 298. D

'Coaolãàio:

Se Y é um espaço topológico (m—l)—conexo e se 'K é

um complexo simplicial finito de dimensão m , então as clas-
ses de homotopia de |K| em Y , estão em correspondência biª

,nívoca com os elementos de Hm(K;nm(Y)).
.

“ D

&

Obóenvação:k

Como vi(Y) = 0 , i s m—l , por Hurewicz segue-se
que um(Y) : Hm(Y). Além disso, pelo Teorema dos Coeficientes
Universais:

Hm(Y;Wm(Y)) = Hom<Hm(Y)enka)) = Hom(Hm(Y);Hm(Y))

A correspondência biunívoca referida no Colorãrio aci-
ma

a,- [|K|,Y] —:—+ Hm(K;wm(Y>)

é dada por a([f]) = f*(u), onde

f* : Hle;nm(Y)) + Hm(K;wm(Y))

e U é a classe distinguida de Hm(Y;nm(Y)) correspondente ao
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homomorfismo identidade de Hm(Y).

Lema 4.10»:

Seja K um complexo simplicial de dimensão k 5 3. EE

tão as classes de equivalência de fibrados vetoriais orienta—

dos, de posto n 2 3 , sobre K , estão em correspondênCia big
nívoca com os elementos de H2(K;n2(BSO(n))).

Pelo Teorema de Classificação, as classes de equivalêg
cia de fibrados principais sobre K , cóm grupo SO(n) , “estão
em correspondência biunívoca com as classes de homotopía
[|FÉ;BSO(n)].

Como dois fibrados vetoriais sobre K são equivalen-
tes se, e somente se, seus fibrados principais associados são E

quivalentes, segue—se que as primeiras classes acima estão em,

correspondência biunívoca com as classes.de equivalência de fi-
brados vetoriais, de posto n , sobre “K." Por outro lado, “nº

temos que

no(BSO(n)) = 0

«I(BSO(n)) = no(SO(n)) = 0

w2(BSO(n)) = nl(SO(n)) º Zz ([131)

W3(BSO(n)) = W2(SO(n)) = O (idem)

Logo, pelo Corolãrio do Teorema 4.9, segue—se que

[IKIiBso<n)J = H2(K;W2(BSO(n))) : H2(K;z2>



seja

1)

2)

T]
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Portanto, existe uma correspondência biunívoça

[classes de equivalência de fibrados vetoriais orientª
dos, de posto n , sobre K]

º B

2 —

' '

' ª

H (K;w2(BSO(n))) :, - '_ .

D

Obóenvaçõeóz

_Se n = (E,p,K) é um fibrado vetorial orientado,_' de
posto; n , sobre K , existe [f] e  [[K|;  BSO(n)] tal

& , ,.
que f*(U) : n. Então B([n]) = f* (u)

'

; onde
f* : H2(BSO(n);w2(BSO(n))) + H2(K;n2(BSO(n))) e U é

a classe distinguida de H2(BSO(n);w2(BSO(n)).

H2(BSO(n);n2(BSO(n)) : Hom(H2(BSO(n),32(BSO(n))) =

: Hom(zz,zgà : Z2_ e u tê o gerador de

H2(BSO(n)Fn2 (BSO(b))).y Por outro lado, a segunda clas
se de Stiefel——Whitney do fibrado universaL

BSO(n)

também é o gerador w2(€) e H2(BSO(n);Zz). Logo,

*
v = w2(€>; & B([n]) = f (w2(g))

Lema 4.11.

Seja K um complexo simplicial de dimensão k 5 3Í e
= (E,p,K) um fibrado vetorial orientado, dé pcstoiuzB,
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sobre K- Então n é trivial se, e somente se, w2(n) =( ª

A necessidade é óbvia. Suponhamos então que w2(n) = 0

e seja f : K + BSO(n) uma aplicação classificante para n. Tº
mos:

* *
0 = w2(n) = w2(f*(€)) = f (w2(€)) = f (v) = B(En])

Como B é uma correspondência biunívoca, segue—se que
[n] = 0 , donde n é trivial. D

Lema 4.72.:

Toda variedade compacta e orientada, de dimensão 2, e

uma w—variedade.

Resulta imediatamente do fato de que toda Variedade,
nas condições acima, pode ser mergulhada no R3. ' D

Lema 4.13,:

Se N é uma n—variedade então w2(N) = 0.

De fato, se TN e 01 = On+1
, então

o = m (on“) = (» (TN ea 01) =
. 2 2

= m (N) + w (N) U m (01) + m (01) = m (N) D2 l l 2 2 ' *

Lema 4.14.:

Sejam N2
,

Mm
, m 2 5 , variedades compactas, orien-

tadas e conexas e seja E : N + M um mergulho. Então vf ê

trivial Se, e somente se, e([f]) = 0 onde 6 : [N,M] + Z2 ê



definida por

e([fl) <f*(w2(M)),u2(N)> = <w2(M),f*(u2(N))>“

(u2(N) = classe fundamental de N , mod. 2).

Temos:

TMIN = f*(TM) = vf & TN.

Logo,

* - * = =f (w2(M)) - w2(f (TM)) w2(vf & TN) w2(vf),

poisª“ w2(N) = 0 pelo lema anterior.
Assim, se -vf ê trivial, temos

o = w2(vf) = f*(w2(M)) e 8([fl) = o.

Reciprocamente, se BEfl = 0 , então

,<f*(w2(M»,u2<N)> = o

*f (w2(M)) = w2(vf) 0.

Pelo Lema 4.11, vf ê trivial. '

D

Teonema 4.75.:

Sejam f,g : N2 + Mm , m 2 6 , mergulhos, com N e M

. . » « r .varledades compactas, orlentadas. Entao f e 9 sao C —relac19
nados se, e somente se, vf : vg.

!
I

. .» r _ ..E lmedlato que se f e q sao C —relac1onados,« entao
possuem fibrados normais isomorfos. Para provarmos a recíproca,
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consideremos o homomorfismo

w : H2(M;Z2) + 22

definido por

w(x) = <w2(M),x>

Podemos supºr que “I(M) = 0 , o que conseguimos "ma-

tando" os geradores (em número finito !) deste grupo, que são

representados por esferas diretamente mergulhadas em M , isto
é, possuem fibrados normais triviais. Além disso, as condições
de dimensão nos permitem fazê—lo sem destruir as imagens de f
e de 9.

Logo, pelo Corolãrio do Teorema 4.9, existe uma correª
pondência biunívoca

& : [N,M] + H2(N;W2(M))

Como

H2(N;1r2(M)) :..Hom(H2(N);'n2(M)) :

: Hom(Z,H2(M)) : H2(M)

& é dada por a(EÍJ) É f*(u(N)).

Seja dz : [N,M] + H2(M;Zz), a redução módulo 2 de

a, isto é,

a2([f]) = f*(u2(N))

O diagrama
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6
[N,M]

!

€,

?

&.

ê comutativo. De fato,
_w 0 a2([f]) = w(f*(u2(N))) <w2(M),f*(u2(N))>

= 6([f]).
/, ,xLogo, se

x

X

xk

.

bf = vg ==> w2(vf) = w2(vg) ==> w2(f*(TM))

*, vá

= º(EgJ) =—

'«3 * * *
=-wº(g (TM)) ==> f jw2(M)) = 9 (w2(M)) ==> 6([f])

&

-=> w aí"/ÉxZHfJ) = tu º oz2([g]) -=>

==> w(f;%w5fw») = w<g*<u2<N>)) ==>

==> w<f*<u2<N» — g*<u2<N»í = o

Consideremos o elemento

f*(u(N)) — g*(u(N)) e H2(M;Z) _ n2(M)

e seja h : 82 + M, um mergulho que representa a classe acima

Logo,

h*(u(Sz)) = f*(u(N)) — q*(u(N))

h*(u2(82)) = f*(u2(N)) - g*(u2(N))

(devido â naturalidade da redução mõdulo 2).
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.
2 _“ w 0 h*(u2(S )) — 0

&'w 0 GZEh] = 0

& e([h]) = 0

e, pelo Lema 9.14, o fibrado vh ê trivial.
Logo a classe [h] pode ser "morta" por uma cirur—

gia do tipo 2 , realizada longe das imagens de f e de g.
Na nova variedade M' , teremos:

f;(u(N)) = g;(u(N))

:. a([f']) = a(Eg'J)

[f'] = Eg']

& f' e g' são homotõpicas

f' e g' sao isotõpicas (devido às dimensões)

a f' e é“ são equivalentes

& f e q são C—relacionados. D

E claro que, se a variedade M é simplesmente eonexa,
no teorema acima, bastaria uma única cirurgia. Daí

Canozãaáo:

No Teorema 4.15, supomos wl(M) % 0. Então f e 9

são Cªrelacionados se, e somente se, possuem fibrados normais
isomorfos.

»

.
D
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Tec&ema 4.1ó.:

Sejam N2
,

Mm
, variedades compactas orientadas com

m 2 5 e nl(M) = 0. Então, todo mergulho f N + M tem fi-
frado normal trivial se, e somente se, w2(M) 0.

Se w2(M) = O , então, para todo mergulho f,
*

_f (wzmn - o

a w2(f*(TM)) = o

: m2(vf) = 0

a vf ê trivial

Reciprocamente, seja a correspondência biunívoca
& : [N,M] + H2(M;Z) dada por a([f]) ='f*(u(ÉY). Como a redºw
ção módulo 2 : H2(M;Z) + H2(M;Zz) 'é um homomorfismo sobre, se
gue—se que para todo X E H2(M;ZZ) existe [f] & [N,M] cóm

f*(u2(N)) = x (f sempre pode ser tomada como mergulho).
Segue daí que

<w2(M),x> = <w2(M),f*(u2(N))> = &)th = 0 ,

para todo x 6 H2(M;Zz).

Logo,

w2(M) = O
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'3. Uma Generalizaçãº“;

Encerraremos este Capítulo exibindo uma generalização
do caso anterior, especificamente, uma generalização do Corolã—

rio do Teorema 4.15.
Inicialmente, fixemos alguns resultados que serão úti

lizados no que ée segue:

Lemai4.17.=

Sejam. f,g y'K_á Y ,aplicações de um CompleXO simpli'
cial K de dimensao n , num espaço topologico Y , (nf12—co—'

nexo. A obstrução ã existência de uma homotopia entre fr—e g

_ê um elemento de Hn(K;nn(Y)).
X

&

Ver [4], XR. 295.
'

.

' D.

Lema 4.18;:

Seja X» uma variedade diferenciável de dimensão n,
conexa mas não compacta. Então' Hn(X;Z) = 0.'Í*

Ver [31,1 p. 121. -

>

D

Lema 4019.:

' Seja f : Nª + Mm ,uma aplicação qualquer de uma varie
dade N numa variedade M , (n—l)—conexa, Então, para todo
x e N , a restrição f' = le — (x] : N — [x) + M é homotopica
mente nula.

A obstrução ã existência de uma homotopia entre f' e
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'a aplicação constante k : N — [x)'+ M é , pelo Lema 4.17, um

elemento de Hn(N - [x];nn(M)). Mas pelo Teorema dos Coefi—

cientes Universais:

n i ('
H (N — (x];WnWH =

= Hom(Hn(N — [x]);Z),1,Tn(M)) e Ext('áh_-1(N.— [thmnmn
Como Hn-1(N — [x];Z) é livre, segue-se que

Ext(H (N - [x]);Z),nn(M)) = 0n-l

e, pelo Lema 4.18, concluímos que

Hn(N - fx];nh(M)) = o . D
)

Dada uma variedade Nn ,» consideremos a projeção
II

p : N + Sn , que identifica o complementar de uma cêuúa Dnan
sobre um dos polos, (por exemplo, o polojnorte),-de Sn.

X

.?

Dada qualquer aplicação f : N +»M , com M sendo
,

'

x

% M , que torna Odiª
ki

grama abaixo, comutativo, a menos de homotopia:

Lema 4.20.:. &

n(n—1)-conexa, existe uma-aplicação É': S

/
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Pelo Lema anterior, existe uma homotopia

H':(N—õn)XI—>M,A
com H'(x,0) = f'(x)_ e H'(x,l) = constante, onde

f' =f|N—Bn.
Como (Dn x 0) u (8Dn x I) é retrato de Dn x I ,"se

gue-se que H' pode ser estendida a uma homotopia lí: N><I-*M ,

de f .5 Definimos % : Sn » M , pondo

cºnstante , se y = polo norte de”—Sn

H(x,l) , y = p(x) e yeSn—[polo norte?

Pela construção:

rfop : H(.,l) :: H(.,O) = f . ,.

'

D

De agora em diante, consideraremos mergulhos de uma vª
riedade Nn numa-variedade Mm com n 5 %*" 1 e M (n—l)4co—

nexa.
Notemos que, dado um mergulho f : N + M , pelo Lema

n + M tal que ªno = f .-Devido ã4.20, podemos construir % : S

condição imposta sobre as dimensões, podemos sempre supor que a
É encontrada seja também um mergulho.

O fibrado normal de É , restrito a um disco DÍ* que
contêm o polo norte de Sn , ê trivial. Logo, o seu espaço total
E é homeomorfo a Rm e podemos mergulhar N - ôn em E. Além

disso, é possível realizar, diferenciavelmente, uma colagem de
N — 5h com o complementar em Sn , de uma vizinhança do pokanqg

nl' colagem efetuada através do bordo comun 59.1,te contida em D

(fig. 22).
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Assim obtemos um mergulho f' : N + M , que denominagg
mos de "forma padrão" do mergulho f.,

'Observemos que f' = Éoo ; portanto, f' = f , donde
'

vf' = vf.

figura 22
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Além disso, o fibrado normal de f' depende tão someª
te da colagem realizada através de Srl-'l ; mais especificameª
te, tal fibrado é caracterizado por um elemento aewªrªlsomrn)).
Mas a determina também o fibrado normal de É . Assim, temos

provado o

lema 4.21.:

Sejam f,g : N + M mergulhos, nas condições estabelg
Ncidas. Então vf : vg se, e somente se, vf = vg. D

Tecnema 4.22.:

Os mergulhos f fé 9 são C—relacionados se, e somen-

te se, possuem fibrados normais isomorfos.

Admitindo que vf = vg , então” v? = vã.

Pelo Teorema 4.8, é possível realizar uma única ciru£
gia em M , sem destruir as imagens dos mergulhos em jogo, de
tal maneira que, na nova variedade % e & são, agora, equi-
valentes.

Da construção da "forma padrão" de um mergulho, segue—

—se que também f' e g'. serão equivalentes, na nova varieda—

de, o mesmo acontecendo com f e g , pois, as homotopias
f = f' e' g : g' implicam, devido às dimensões, em respecti—
vas isotopias. Logo f e g são C—relacionados. D

Coac£ãn£o=

. n mSejam f,g : N + Mm mergulhos com n 5 É — 1 e M

uma n—variedade compacta. Então f e 9 são Ck—relacionados
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se, e somente se, vf = vg.

De fato, emv [7], Milnor moêtra que qualquer n-varig.
dade compacta M ,»atravês de uma seqúênciâKde cirurgias de ti-
po p < % - l , pode-se transformar numa outra n-vaxiedade M'

que é [% — lj—conexa. Devido às dimensões, Fais cirurgias não
'

&

destroem os mergulhos If e g e estamos nas/condições do Teº
rema 4.22. .

'
El



“APENDICE

O conteúdo deste Apêndice foi extraído de [2], nosso
trabalho de Mestrado.

O objetivo é mostrar que dois nõs disjuntos quaisquer
'

. . .' . 3
Ko e K1 , contidos no interior de uma variedade M , conexa
e orientada, são sempre C—relacionados; mais ainda, a única ci—

rurgia realizada por um mergulho. m': Sl x D2 +-M para modi—

ficar o espaço subjacente a Ko-u Kl ,-em M , faz aparecertais
nós, na nova variedade x(M), em posições extraordinariamente
simples: como bordos de uma variedade' W

, difeomorfa ao ci—

lindro S1 * Da.

Inicialmente provemos qUe todo no K em M pode ser
trivializado através de uma única cirurgia..

Lema T.:

Seja. f : Sl + M 'um mergulho.
Existe uma cirurgia em M, realizada por um- mergulho

w : Sl x D2 + M (tal que o mergulho correspondente a f,
f' : s1 + x(M),

satisfaz a condição de K' = f'(Sl) ser um nõ trivial em M.

Seja 'Vv_uma vizinhança tubular fechada de f(Sl) ,'em
M, e seja fw : V + S1 x D2' um difeombrfismo.

Introduzindo em S1 coordenadas angulares e em D2

coordenadas polares, um ponto P & gl & D2 é dado por P=(6J,QL
onde 8,9 e R , mod Zn e 0 s A s 1.

2 1No fibrado (Sl x D ,pl ,S ) tomamos a secção diferen-
87
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ciãvel vs : Sl + 51 x D2
, dada por s(6) = (6,%,QO) , para aª

gum 90 fixado e chamamos de F a vizinhança tubular fecha—

da de s(Sl), 'em "Sl x D2
, de raio % . “

Seja, agora, A = w (F) e º : A + S1 x D2 o difeg
morfismo conséqúehte.

figura 1



89

Definimos w : Sl x 02 + M pela composta

1 2 º'1 1
SxD——-——+A-—————+M,

onde i é a inclusão.
Então, com a trivialização da vizinhança tubular A iª

troduzida, f(Sl) coincidirá com a imagem, pela w, de um pª
1 2ralelo de S x D . Como tal imagem, durante o processo da ci—

rurgia, é identificada com um meridiano de D2 x Sl, segue—se

que em, x(M), o nõ K' = f'(Sl) borda um disco, o que coº
clui a demonstração. D

Tecnema Z.:

Sejam f,g : sl -* M , mergulhos.
Então f e q são C—relacionados.

Chamando de = f(Sl) e K = g(Si), tomemos pon—l
tos X0 e K0 e X1 e 1 e consideremos uma curva A em B4,di

KO“

K

feomorfa a R, com A n Ko = [xo]
,

e A n K1 = (xl).
como A é difeomorfa &“ R , seu fibrado normal em M

é trivial e, então, podemos conseguir um difeomOrfismo

h : vm + R3,

onde V(A) é uma vizinhança tubular de A em M , que comple—

ta o diagrama:

V(Ã) ————————*+ R
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Indiquemos por M = h[(KO u Kl) n V(A)]. Escolhendo-se
A de modo que se verifique

dim(Tx A e TX Ki) = 2 , i = 0, l ,i i
podemos supor, sem perda de generalidade, que

h(Ko n V(Ã)) c 0 X 0 & R
X

X
.

h(K1 n V(Ã)) : 1 X 0 X R

Tomemos r > O tal que

([0,l]><B2(0,r)) n MCUOxOxR)nmutuxoxmnm

e consideremos uma curva diferenciável

& : [0,11 + [6,11 x 0 x [%,É

que faz a concordância das semi-retas 0 x 0 x [O,W) e
1 x 0 x [O,w) pelos pontos! (0,0,%) e (1,o,%)..

Seja É o sólido de revolução obtido pela rotação da

curva la em torno do eixo R x 0 x 0 e indiquemos por &' a

curva diferenciável, ªinêtrica de € , em relação ao eixo
R x 0 x 0.

.

A figura 2, abaixor'mostra a construção realizada, on
de indicamos os pontos:

_
.

“1 £ _ —1 ;_;
Po — (h 0 f) (0,0,2) , qo — (h 0 f) (0,0, 2)

pl _ (h «» g>'1(1,o,%> , q1 = (h « g)'1(1,o,- %>,

A = f(po) , B = f(qo) , C = g(pI) e D>= g(ql)
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figura 2'
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Consideremos o nó K em M , cujo traço a partir do

ponto A segue pelo nõ KO , com a mesma orientação de Ko' até
o ponto B.

Daí segue por 'h—l(€') até o ponto D, continuando,

pelo nõ. Kl , com a orientação contrária de Kl , até o" ponto
C ._De C , finalmente, retorna ao ponto A , via a curvai
h_l(€).

Aplicando o Lema 1, é possível realizar uma cirurgia
em M, ao longo de K, através de um mergulho (D: SlxD2 + M,

de modo que ,KÍ apareça em x(M), bordando uma variedade E,

difeomorfa alum disoo.
No complementar deste disco EX, em x(M) , devemos Cg

lar o retângulo R = h—1[([O,l] x 0 X R) 0 É], resultando uma

variedade W -que é homeomorfa e, portanto, difeomorfa ao ci—

lindro 81 x D1 e na qual se tem BW = Ko u Kl (fig. 3). D

figura 3



rn U"! L.]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

BIBLIOGRAFIA

DACCACH, J. A. — Cirurgias e Aplicações — Dissertação de
Mestrado, ICMSC—USP, (1974).

ENGLER, R. C. & Uma Classificação de Mergulhos por Cirur
gia — Dissertação de Mestrado, ICMSC-USP, (1976).

GREENBERG, M. — Lectures on Algebraic Topology —

Northeastern University , (1967).
HILTON, P. J. e WYLIE, S. — Homology Theory — Cambridge

University, (1967).
KUROSH, A. G. — Lectures in General Algebra — Pergamon

'

Press, (1965).
MIELKE, M, V. - Generalized modifications and cobounding

'manifolds - Journ. Math. Meck., 15(l966), 683—711.

MILNOR, J. - A Procedure for Killing Homotopy Groups of
Differentiable Manifolds - Math. Soc. Symp. in Pure
Math- III, (1961).

_MILNOR, J. — Lectures on the h—Cobordism Theorem — Prin—
ceton University, (1965).

MUNKRES, J. — Obstructions to the smoothing of gúeaaúse—
—differentiable homeomorphisms - Ann. of Math., 72
(1960), 521—554.

MUNKRES, J. - Differentiable isotopies on the 2-spheres—
Mich. Math. Journal, 7(l960), 193—197.

NEWMAN, M. - Integral Matrices — Pure and Applied
Mathematics, (1972).

ROLFSEN, D. — Knots and Links - University of British
Columbia, (1976).

'

STEENROD, N. - The Topology of Fibre Bundles -Princeton
University, (1951).

WALL, C. T. C. — Cobordism of pairs — Comment. Math.Helv"
35(l961), l36-l45.

WALLACE, A. H. — Modifications.and cobounding manifolds,
I, Canad. J. Math., 12(l960), 503—528.

93



94

[16] - WALLACE, A. H. — Differential Topology — W. A. Benjamin,
Inc., New York, (1968).

.


