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ABSTRACT

Let N" and M" be differentiable manifolds and
f, g : N> M, embeddings. f and g are equivalent iff there
is a diffeomorphism H : M - M such that Hef = g. This is a

very strong relation.

We study in this paper weaker relations by using

surgery. Complete informations are given in the case N = Sl X Sl

and M= 83.

In other cases, by adding some restrictions on n and

m we obtain more complete results.






INTRODUCAOQ

Para a classificagao dos mergulhos entre variedades,

dispomos de duas conhecidas relagoes de equivaléncia:

n m ~ s -
(a) £,9 : N° > M sao equivalentes se, e sO se, seus fi-

brados normais sao isomorfos.

(b) £ e g sao equivalentes se, e sb se, existe um difeo

morfismo H : M > M tal que Hef = g.

Enquanto a primeira relagéové demasiadamente g:osseira,
a segunda & excessivamente fina, acarretando obstaculos pratica
mente intransponiveis; como no caso da teoria dos néé.'

O presente trabalho se insere num plano de  pesquisa
mais amplo que tem por objetivo definir outras relagdes que se
interpolem entre aquelas e destacar entre estas as mais signifi
cativas.

"A primeira tentativa neste sentido, apareceu em 213,
nosso trabalho de Mestrado, onde, com o auxilio da Cirurgia, de
finimos o C-relacionamento entre mergulhos, relagao reflexiva e
simétrica e, a seguir, a C-equivaléncia, como a relagao de equi
'valéncia gerada pelo C-relacionamento. |

Naquele trabalho, investigamos os mergulhos da esfera
Sl em variedades de dimeﬁséo 2 e 3, orientaveis ou ndo, e
concluimos que, em todos estes casos, dois mergulhos sao C-rela
cionados se, e somente se, seus fibrados normais sao isomorfos.

Buscando atingir os objetivos estabelecidos acima, de

dicamos o Capitulo II para apresertar uma seqiiéncia de defini



CAL

coes de relagoes de equivalenCLa entre mergulhos, 'ufilizando,
em todas estas definigdes, o conceito de Clrurgla. Como a C1rur
gia e o Bordismo sao teorias-~’intimamente relacionadas, rela-
¢ao esta evidenciada pelo Teorema 1.1 e sufidientéménte ‘ressél
tada no Capitulo I, procuramos ilﬁstrar'cada uma das'definigées
ap:esehtadas,jcom uma‘verssorequiﬁalente.é luz davteofia - . de
‘bordismo. | |

 Por meio destas versoes, percebemos facilmente que as
relagoes deflnldas vao sendo enfraquecxdas a medlda que a se-
gliéncia se»desenvolve.

| Destacamos,*ainda,-no Capitulo II, o resultadb 6btido

gue exibe a coincidéncia da relagao de equivaléncia dada pelo i
somorfismo dos fibrados normais dos mergulhos (item (a)) e a
,B—equivaléncia, uma das Ultimas relagoes que comparecem na se-
‘ quenc1a apresentada.‘ |

A tentatlva de buscar um exemplo de mergulhos C-equiva
lentes que néq-fossem C-relacionados,; ou seja, de mergulhos cu-
ja C—équi§aléncia deéorresse do C—relacionameﬁto;deles com ou

_tros-mergulhds, nos levou a analisar os mergulhos de »Sl><Sl em

83 , oObjeto do Capitulb IiI,

Para esta analise, definimos M(£f,q) é matriz de rela-
éionaMento enfré dois-mergulhos f.qg : Sl X Slu+'S?._ Condicoes
ne&essérias e suficientes, para a eqﬁivéléhcia usual e para ©
C—reiacicnamento entre mergulhos, 550 estabelecidas neste Capi-
tulo; tudo emutermbs da matriz M(f,g). Felizmente, nosso tra
balho nao foi em véd, pois © exemplo procurado finalmenté apa-
reée no finai do meémo..E preciso.frisar,_no entanto, que toda

a dificuldade encontrada reside em concluir quando dois mergu-

lhos ndo sdo C-relacionados. N3O conseguimos encontrar  outros
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invariantes, senao os respectivos fibrados normais dos mergu-
lhos, o que nos obrigou a realizar todas as possiveis cirurgias
que eventualmente pudessem exibir o C-relacionamento entre tais
mergulhos, levando-nos as mais variadas situagoes em cujas ana-
lises empregamos técnicas diversas.

Finalmente, no Capitulo 1V, estudamos trés situagoes

adequadas, estabelecendo resultados definitivos:

(i) Mergulhos de s™ em variedades M™ com n < - 1.

IV )]

(ii) Mergulhos de variedades bidimensionais em variedades

Mm com m=> 6.

(iii) Mergulhos de variedades N" em variedades M™ com

n < % - 1.

Num futuro trabalho pretendemos construir um exemplo de
mergulhos que nao sao C-equivalentes, apesar de possuirem fibra
dos normais isomorfos, o que definitivamente constataria que a
C-equivaléncia € uma relagao distinta das citadas no inicio des

ta introducgao.
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CAPITULO 1
PRELIMINARES

1. A Cifurgia

A Cirurgié, ﬁambém.denoﬁinada "modificagsov esférica"
€ um metodo geometrlco da Topologla leeren01al pr1nc1pal ferra
‘menta utlllzada,neste trabalho,~a-qual passamos a descrever.
| v Seja M. uma varledade diferenciavel, de dlmensao ‘m, e
: séja  ¢ sP x Dm P > M - um mergulho que preserva a orientacgao.
Consideremos © espago:

L O

o /)’~SE> ' +1 m-p-1
=M = p(sP x D"P)3 Uy (0FF Py,

14

x 8

onde a colagem & feita através do bordo comum SP X,Smfp_l, i-

dentificando~se (u,v)  com P (u,v).

B possivel dotar w de uma estrutura diferenciidvel (ver
(11) e diremos que W foi obtida de ‘M, por meio de uma ci
rurgia.do.tipo. 22

A construgao realizada tem sentido para 0 < p < m e,

as vezes,‘éICOnveniente estendé-la para os casos p = -1 e p = m.
Para isto,'COnvéncionamos: D% = R® = {O} e Sfl = f.

'_Assim, uma éirurgia do tipo -1, ‘realizada em M, subs
titui eSté variédade.pela unido diéjunta» M u'Sm; enquanto a éi
rurgia do tipo m troca M u S® por M. |

Obsgrvemos,faiﬁda, que se uma variedadé M2 é obtida
de Mi_ pér'uma cirqrgié doztipo p, entao existe uma cirurgia
do tipp 'm—pfl que podé ser realizada sobre sz para se recupe
rar M. Tal‘Cirurgia é denominada inversa da primeira.

1
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Apresentamos, nesfe paragrafo, alguns resultados impor
tantes em cirurgia, todos citados em capitulos seguintes e cu-
jas provas omitimos, mas que podem ser encontradas eﬁ [15].

Em primeiro lugar, o resultado que relaciona a Cifug

gia e a Teoria de Bordismo:

Teornema 1.1.:

Sejam M; e M, variedades diferenciaveis, compac-

tas. Entao M, e M, sao bordantes se, e somente se, uma pode

ser obtida da outra por uma seqliéncia finita de cirurgias. 0

Dada uma seqliéncia finita de éirurgias sobre Ml' a
variedade V tal que 3V = M, u M, é denominada trago desta
seqliéncia.

A sequir, o lema que estabelece que apenas  cirurgias
de tipo p =0 ou p = m1 podem levar variedades orientaveis

em variedades nao orientaveis, ou vice versa.

Lema 1.2.:

Seja M uma variedade orientavel e conexa, e seja

1
M, obtida de Ml por uma cirurgia de tipo p, com b #0 e

p # m-1. Entao, M, € orientavel. ' ' ad

Uma cirurgia de tipob p = 0, por exemplo, retira de

M dois discos m-dimensionais e identifica os pontos das duas

1
(m-1)-esferas, que sao os seus bordos. E claro que existem duas

maneiras de fazer.tal identificacgdo: se My € uma variedade o-

an

Lot

rientavel, ‘uma :das eiras nos fornece uma variedade 1M2 tam
- o O, A » R e AT - . T~ . -
bem orientavel e; a ouffa, uma variedade M2 nao orientavel.

e,



Neste trabaihé considefaremos”téo,somehfevasvcifﬁrgia§ qué'u2m§
formam varledades orlentavels em varledades orlentavels, - que
sao denomlnadas ctrurgzas ‘orientdveis. | |
‘Para_egcerrarmos esta_secgao,;ehﬁnéiambqum,ﬂxxema'que
nos ihfprm§ existir uma Cefté’"brdem can6hica"‘SObre uma seqiién

cia de cirurgias.

Teo&ema T.3.:

Suponhamos que, -Mz é obtida de - 1,' através de = uma
“’seqﬂenCLa flnlta de c1rurg1as, com- trago' V. Entao podemosinqg
ranjar esta seqﬁencxa de modo que toda 01rurgla de tipo p se-

ja realizada prlmelro que as de tlpo q » com p < q. Além dis

so, o trago da nova seqﬂenc1a“a1nda € V. 0

2. Fungoes de Morse e Cirurgia

Seja f : W > R uma fungao real, dlferen01avel ‘defi-
nida sobre uma varledade W , de dimensao n. Um ponto PeW
€ um ponto eritico de f se
» of ’ . of '

==(P) = ==(P) = .., = w==(P) = 0

_.axl ‘x2 X
Se PeW ainda satisfaz

2
8 Bx
¥1°%y

det[ (P)1l #.0,

entdo P & denominado um ponto critico nao degenerado de f.



Lema 1.4, (Moase):
'Seja Pe¢ W um ponto critico ndo degenerado para  uma
fungdo f : W > R. Ent3o existe um sistema de coordenadas numa

vizihhahga'de ‘P no qual ' ﬁ

NN

T e -X2+X2

2
Kyt A+l'+"' + xn

2
f(xl,xz,...,xn) = cqnstante - XX

para algum A entre 0 e n. _ 0
O nlimero A & definido como o 7ndice do ponto critico

(W; VO , Vl) & uma triade de variedades diferenciavets
se W & uma variedade compacta cujo bordo & a uniao disjunta
de subvariedades fechadas v, e Vl;

Uma funcao de Morse sobre uma triade (W;V_,V,) & uma

(o] 1
funcao diferenciavel f : W » [0,1] que satisfaz:

(1) £71(0) = v, e £l =vy;
(ii) todos os pontos criticos de £ sao nao degenerados e

pertencem a W - oW.

Teonema 1.5..:

Toda triade de variedades diferenciaveis possue- uma

funcao de Morse.

Ver ([81, p. 9). Cten L. e . 0

Suponhamos que (W’7Vo:'vl) ..seja um bordismo elemen-

tar, isto &, uma triade de variedades que admite uma funcao - de

Morse f : W > [0,1] com um Gnico ponto critico P. Definida
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sobre W ,z-existe'ﬁmé familia de curﬁas - trajetdrias de um
campo Yééoriaivtipo "gradiente“ para':f - cuja descrigao e
propriedédes éstéb‘descrifas em [151], cédé_umavdestas éurvas
"nascehdd" ém Vo ou em P e "morrendd"_em P ou em Vi , res
pectivamente;'A interseéad das curvas que vao para .P com V_
é uma esfera S, e a intersecao das curvas que vém de P com
V, @& uma esfera S;. As dimensdes destas esferas dependem ﬁni

camente do indice do ponto critico P ; mais especificamente, se

A & o indice de P entio
dim SO = A = l
e dim Sl'% n - X.

Agui tomamos um contato mais intimo com a relagao en-
tre a Cirurgia e a Teoria de Bordismo, relagdo esta introduzi
da pelo Teorema 1l.1.

Seja M, uma variedade obtida de M por uma seqtién

1
cia finita de r cirurgias e consideremos. a triade (M;M0 ,MIL
cuja existéncia o teofema'citado garante.

Entre todas as fungOes de Morse para esta triade, exis
te uma.que apresehta exatamente . r pontos criticos, cada um de
les correspondendo a cada cirurgia que compareée na seqliéncia.

- Como todo bordismo pode ser éonsiderado como composi-
‘géo de bofdismos elementares;» (M ;Mo ,Ml) pode ser decomposto
numa seqliéncia de 'f- triades‘do tipo (W’;Vo (Vl), em cada uma
delas éXistindo um dinico ponto cfitico, correspondendo a uma
das cirurgias realizadas. Em cadavestégio, S, € a esfera reti
rada de Vo durante a cirurgia ‘e Sl é a esfera acrescentada
para a obténgéé de Ve Cbnseqﬂentemente, A -;1‘= p, o tipo

da cirurgia.



- <P _ oA-1
SO S S
s, shPl _ gn=A
figura 1
3. Nos e Links
Um subconjunto K de um espago topoldgico X é um
75 se K & homeomorfo i uma esfera SP. Mais geralmente, K

€ um link se K & homeomoffo a uniao disjunta de uma ou mais
esferas.

Dois nds ou links K e K' sdo equivalentes se exis
.te um homeomorfismo H: X~»> X com H(K) =K',

Sé, aobinvés de homeomorfishos, exigirmbs difeomorfis
mos, passaremos a categoria dos nos e links.diferenqiéveis.

As vezes & cohveniente utilizarmos outras nogoes de e-

quivaléncia mais fortes como, por exemplo:

. (1) Equivaléncia como aplicagoes: onde K e K' sdo vis
tos como mergulhos Sp + X e H deve satisfazer

HoK = K',



(ii) Equivaléncia orientada: onde todos os espagos envolvi-

dos sao orientados e H deve preservar a orientagéo.
- s - - - s n n+2
Uma superficie de Seifert para um no ou link K < §

€ uma subvariedade compacta e orientada Mn+l c Sn+2 com oM=K,

Para um nd exigimos, ainda, que M seja conexa.

O teorema de existéncia, em [12], p. 127, garante que

- + . s .
todo nd ou link em 8" 2 possue uma superficie de Seifert (na

categoria c”).

se K" c g2 ou ‘Sn+2 & um nd ou link, o grupo de K
é definido como sendo o grupo fundamental de seu complementar, is

n+2 _ K) = wl(Sn+2 - K).

-

to e, (R

m
1
- . 1 3 3
Trabalharemos somente com nos e links K™ ¢ R ou S7.
Nestas condigdes, considerando-se a equivaléncia orien
tada, K @& "amphicheiral” se K & equivalente a si prdprio atra-

- ' : . 3 3 . . ~
vés de um homeomorfismo H : S~ =+ 8 gue inverte a orientacao

3 . . . . A . 3 3

de S e K é invertivel se existe um homeomorfismo K: S~ -+ S

que realiza a equivaléncia de K consigo mesmo, conservando a
. ~ 3 . L . ~

orientagcao de S e invertendo a orientagao de K.

Finalmente, K & um no trivial se K = 0M, onde M &

. . 2
uma subvariedade homeomorfa ao disco D7,

Lema 1.6. (Teorema do nao enodamento):

- I . - . 3 - 3 K]
Um no diferenciavel K 'c S e trivial se, e somente se,

Ver ([121, p. 103). ' 0



Lema 1.7.:

3

Para todo nd diferenciavel K ¢ S temos Iﬁfs3-K)==Z.

Seja V uma vizinhanga tubular de K em s3 e seja
X =8> -K. a prova deste lema é imediata apds a aplicagao da

seqliéncia de Mayer-Vietoris a triade (53 X, V). 0

Conolanio:

' 3 - - . . - ) ~ 3 . ~
Se K c 8§ é um no diferenciavel nao trivial entao

Trl(s3 - K) & nao abeliano.

O homomorfismo de Hurewicz:

3 3 -
h : 7m,(87 - K) » Hy(87 - K) =2

é sobrejetore ker h & o subgrupo comutador de Trl(S3 - K).
Logo, se Trl(S3 - K) & abeliano, h & iédmorfismo e, pelo
Lema 1.6., K @& trivial. ‘ O

A seguir, construiremos um lema que nos sera atil no

Capitulo III:

Lema 1;8.:

seja K, « s um nd trivial e K, ¢ s3 um nd ndo tri
vial. Consideremos os links Li e L2, obtidos acrescentan-
do-se a Kl e 'Kz, respectivamente, mais uma'componente tri-
vial K, nao entrelagada com K; e K,. Entao os espagos com

plementares de L, e L, sao necessariamente nao homeomorfos.

(Figura 2).



Xy K K
. | ) Ky
— N
o < N )
1 L2
figura 2

Observagao:

Este lema ndao & tdo trivial quanto possa parecer, como '

nos mostra o exemplo abaixo:

e — Y2 « —y ,
! | Ly
figura 3
Temos que Ky & o nd trivial e K, é o chamado nd

trevado, logo nao trivial.

Retirando-se de S3 uma vizinhanga tubular de K, ob

1
tuam ao longo das respectivas almas:

temos toros sbélidos V, e V,, mnos quais K; e K, se si-
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%

G NG
NG e

- .
i WA
R oo

figura 4

Apds conveniente torgdao, € possivel obter um homeomor
fismo H : V; » V, com H(K;) =K,. A restrigao de H ao com
plementar em Vl’ de uma vizinhanga tubular de Kl’ exibe um
homeomorfismo‘entre_os_complementéres de L, e L,, apesar de

serem links nao equivalentes.

Lema Auxilian:

Seja G um grupo qualquer. Entao

Z % G > 2 % 7 <==> G = Z

(<=) &bvio.

(=>) Seja 6 : Z * G+ Z x Z um isomorfismo. Sabe
mos que 2 % G possue um subgrupo isomorfo a G.

Pelo teorema do subgtupo (C51, p. 158), (o} subgrupo
8(G) do grupo livre 2 * Z & um grupo livre e, portanto, um

produto livre de cOpias de Z. Logo, para que o isomorfismo 6

n

se realize, & necessario que G = 8(G) = Z. O

Prova do Lema 1.8.:
Temos que nl(S - Kl) = Z e nl(S - K2) = G, com

G nao abeliano. Nas condigoes do lema, & facil verificar ([12],

R

3 . 3 _
p. 56), que wl(S - Ll) =72 *x2Z e nl(S pz) Z * G.



11
Como G # 2, pelo lema'auxiliar, segue—se que
Trl(S3 - L) # nl(S3 - Lz), donde os espagos complementares a

L, e L, s30 nao homeomorfos. v g






CAPTITULO 11

AS RELAQOES DE EQUIVALENCTA ENTRE MERGULHOS

Neste Capitulo procuraremos formalizar as diversas de-
finigbes das relagdes de equivaléncia entre mergulhos, assim co
mo ilustrar cada uma delas com uma versao equivalente, & luz da

. . o D . n M . ..
teoria de bordismo. Para isto, sejam N, variedades dife

renciaveis.
Iniciaremos com a usual
Definigcao (1): A equivaléncia (E)

Dois mergulhos f,g : N + M sao equivaleﬁtes.se exis-
te um difeomorfismo H de M em si mesmo tal que Hef = g, is

to &, um difeomorfismo H que completa o diagramai

—

H

M
1
2
v

M

E obvio que a relagdo acima & de equivaléncia.

Degini¢&o (2): 0 C-nelacionamento

iné mergulhos £f,g : N -+ M sao C-relactonados se e-
xiste uma cirurgia‘realizada por um mergulho h : sP x D™P 4 M ,

13
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com im h disjunta de im f e im g, transformando M em
M' e fornecendo novos mergulhos f' e g' : N+ M', equiva-
lentes.

fae

B «------R

Segue, do que foi exposto no Capitulo I, que existe u
ma variedade Wm+1; | com bordo AW =Mu M, uniéo di#jun—
ta, que admite uma fungao de Morse m : W » [0,1] com um Gni
co ponto critico de indice p+1, correspondente a cirurgia
realizada por h. Como tal cirurgia n§; destroi as imagens de

f e de g @& possivel considerar mergulhos wf,wg ¢t NxI-+W

.com
wf(x,O) = jof (x) ’ wf(x,l) = i'of' (x)
Y _(x,0) = iog(x) ’ ¥_(x,1) = i'eg' (x)
g g
onde i : M-+ W e i' ¢+t M' > W sao as inclusoes.
Além disso, podemos colar duas cépias dev W, via o
difeomorfismo H, obtendo uma variedade Vm+l ' com bordo

V.= M v M", M" difeomorfa a M, com uma funcao de Morse
que admite dois pontos criticos de indices complementares que
representam a cirurgia realizada por h e a sua inversa (reali

zada numa cdpia difeomorfa de M'). Ainda, com o auxilio do
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Teorema dovColarinho, €& possivel obter de _wf e wg um mexr
gulho P : NxI=>V com P(x,0) = ief(x) e vix,1l) =
= i"enog(x) , onde a & o difeomorfismo de M a M" e

i" : M" > V & a inclusao.
Tudo- isto nos sugere dizer que f e g sao C-relacio

nados se:

. . o o m+ .
(i) existe uma variedade v ocom  av = M, v M,, uniao
disjunta de cépias difeomorfas de M, difeomorfismos

dados por al;:_M > Ml e az.::M > Mz;
(i1) existe um mergulho ¥ : N x I + V com lp(x,0)=iloalof_(x)
e P(x,1) = izoqzog(x), onde il :‘Ml + vV | e

12 2 M, > V sao as inclusoes;

(iii) existe uma fungao de Morse m : V -+ [0,1] com apenas
dois pontos criticos simétricos, isto &, de indices
complementares representando cirurgias inversas, tal

que med(x,t) =t, ¥ (x,t) ¢ N x I.

Nos referiremos & estas trés condigdes dizendo que e-
xXiste uma terna (al v PR P, m).

E claro que esta relacao & reflexiva e simétrica.

Deginicao (3): A C-equivalencia (CE)

-

A C-equivaléncia entre dois mergulhos f,g : N>+ M &
definida como a relacao de equivaléncia gerada pelo C-relaciona
mento entrevelés, onde impomos a transitividade. Em outras pala
vras, f e g sao C-equivalentes se existe uma seqtiéncia fini

ta de mergulhos de N em M, f = Por Pyr s+ P = 9, tais que
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v

cada Py é C-relacionado com o} para todo'i=OJq..”krl.

i+l '’
Em termos de bordismo, f e g sao C-equivalentes
se existe uma variedade Vm+l obtida de um numero finito de

ternas (al,i Vl,i Oy 37 wi ’mi)' 0 <ic<k, coladas su-

cessivamente por uma das componentes de bordo.

Degindgcao (4): O ¢"-netacionamento

Dois mergulhos f,g : N » M sdo C -relacionados se e
xiste umé seqliéncia finita de r cirurgias realizadas em M,
sem alterar as imagens de f e de g, tal gue os novos mergu
lhos resultantes sao equivalentes. Trata-se, pois, de uma gene-
ralizagao do C-relacionamento.v

Diremos, por outro lado, que f e g sao Cr—relacig
nados se existe uma terna '(al \% az,w ,mr) onde a fungao de
Morse m_ : V - [0,1] admite um nimero par de pontos criticos
(= 2r) onde os ultimos r pontos correspondem, respectivamen
te, as cirurgias inversas das representadas pelos primeiros r
pontos, em ordem inversa. Em outras palavras, as ultimas r ci
rurgias devem "desmanchar" o que as primeiras realizaram para se
recuperar, no final, uma coOpia difeomorfa da variedade M. Nes
ta situacgao, diremos gque os pontos criticos de m_ apresentam

uma "simetria”.

Definicdo (5): A C -equivaléncia (C E)

. ' - » - . * . - » -
Analogamente a C-equivalencia, a C -equivalencia & de

o ~ . a . r .
finida como a relagao de equivalencia gerada pelo  C -relaciona
mento, visto ser este ultimo uma relagéovclaramente reflexiva e

‘simétrica.
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Assim construiremos uma variedade V  através de um ni

sro fini de terna a, . V. o, . ¥, ,m cada uma de-
mero n toH nas r( 1,i Vi %2, ,wl ' ri), .

las representando um C l_relacionamento.

Reétringindb as c¢irurgias petmitidas aés tipos
~1 s'pl, ...; P, <1 , .~ podemos ainda, de maneira idéntica ao
que fizemos aCimé, definir b C 1;';;.;’pz—relacionamento, a
Cpi’ .f;' pzfequiQalénéia (Cpi, .;;,ipz E), o' C
. ;aqionémento e‘a‘ C;l '

r .

e & 0 -re
plr ' pz €
.* N

, ?;fb pzfgquiVéléncia (Cp I Py E).

1
Definicdo (6): A B-equivalincia (BE)

' 0Os mergulhoé f‘-é7'g__sép;B-equivaZentes se -nehhuma
condigao é'estébelecida sobre os pontos criticos de m, ou se-
ja, f e .g sao B—equiyaléntés se existe um par (0; Voo, ,9)
com as proériedades'conheéidas.

E imediato que se trata de uma relag5o de equivalén-
cia, a mais fraca:dentodaS’jé estabelecidas; o

Tal definicao & ainda equivaiente a exigir um bordismo
de pares entre ‘(M,f(N))b e (M,g(N)) tal que entre as subva
riedades £f(N) e g(N) exista o bordismo produto. |

Assim; para enfraquecermos ainda mais a relagao acima,

podemos levantar esta {iltima condigdo estabelecendo a

Definicao (7): A P-Equivaléncia [(PE)

f e g sido P-equivalentes se os pares (M,f(N)) e

(M,g(N)) 's3o bordantes.
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Lema:2,1.:
Se os mergulhos f,g : N » M sao equivalentes, entao
f e g sao C-relacionados.

Basta realizar uma cirurgia trivial, tipo p = -1, que

introduz simplesmente uma esfera s", disjunta de M. 0

Resulta do Lema 2.1 e das proprias definigoes que pode
mos dispor as relagdes de equivaléncia numa cadeia ordenada

por inclusdo, a saber:

*
(E) ¢ (C_ 4, ..., Pp E) ¢ (CE) ¢ (C E) ¢ (BE) ¢ (PE)
P1
* . * ~
E claro que (Cp r wees Py E) ¢ (C E) mas a inclusao
1 4
* . . .
(CE) ¢ (C__ , «uou, Py E) depende, em cada c¢caso, dos p.'s.
Py 53
Lema 2.2.:

Se os mergulhos f,g : N + M sao B-equivalentes, en-

tao os seus fibrados normais sao isomorfos.

Sejam. igri] + N> N x I dadas por i (x) = (x,0) e
il(x) = (x,1) e consideremos V9, o fibrado normal do mérgg
lho V.
VW~
iy
N ~ N x T
_ il _

Como os fibrados induzidos i;(vw) e i:(vw) sdo res
pectivamente equivalentes aos fibrados normais  vf e vg, e

como io e 11 sao obviamente homotdpicas, concluimos que vf = vg. [
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Sejam M e M' variedades diferenciaveis, de dimen-
sao m , com bordo, e sejam V e V' subvariedades de dimeg
sao m-1, difeomorfas entre si; contidas réspectivamente em
oM e oM' . Denotemos por L =M + M' o espago obtido de M
e M' identifiéando—se V e V' através do difeomorfismo e-
xistente. Utilizando-se um processo de "arredondamento dos can
tos", & possivel obter L como variedade diferenciavel (fig.5).

Isto serd utilizado na demonstragao do teorema seguinte, reci-

proca do Lema 2.2.

Loz,
VI
§\\\\\\\V '

figura 5

Teorema 2.3.:

Se f,g : N+ M sao mergulhos com fibrados normais i-

somorfos, entdao f e g sdao B-equivalentes.

‘Uma vizinhanga tubular fechada de £(N), em M, po

de ser identificada com o espago total E do fibrado Ef=@bpﬂﬂp

associado a vf, o fibrado normal de f, com fibra ph
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Analogamente, uma vizinhanca tubular fechada de g(N) , em M,

pode ser identificada com o espago total E' do fibrado
€g = (E',p',N), associado a vg , o fibrado normal de g, com
fibra DU O,
Denotemos por X =E x I o espago total do = fibrado
£ = (Ex I,p,N x I), onde a projegao P & dada por:
ple,t) = (p(e),t)

Por hipotese, o fibrado E|N x {1} & equivalénte a Eg-
Seja P=Mx I+ X+ Mx I, avariedade obtida atra
vés das respectivas identificagdes ao longo de vizinhangas tubu
lares fechadas de f(N) x {1} na primeira parcelae de g(N) x {0}
na Gltima, apds os convenientes "arredondamentos de cantos",

7 ' 7

M x I M x I

N

M

7

Ml

figufa 6
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Temos que P € uma variedade com bordo e indiquemos
por M' o complementar de M u (-M) em BP . Segue-se que
P realiza um bordismo de M uv (-M) com M',

Como M u (-M) é’bordante>a zero, da transitividadeda
relacao de bordismo, M' & bordante a zero.

Portanto existe uma variedade W com W = M' . Seja
V=P + W,

Pela construgao, cohcluimos que V exibe a B-equiva-

léncia de f e g. 0

Obsenrvacao:

A técnica utilizada na demonstracdo acima, & similar a

existente em [14].

Conolanio 2.4.:

f e g sao B-equivalentes se, e somente se, vf = vg.

Faremos, agora, uma conveniente adaptagao no Teoremado
Rearranjamento de Bordismos, [8]1, p. 37.

Para isto, consideremos uma triade de variedades
(W ;VO ,Vl) para a qual existe uma fungao de Morse f :W-1[0,1]
com dois pontos criticos p e p' e com f(p) < % < f(p'). Se
ja £ um campo vetorial tipo gradiente para £ tal que o con
junto compacto Kp dos pontos sobre as trajetdrias que passam
por p ¢é disjunto do conjunto compacto Kp‘ dos pontos sobre
as trajetérias gque passam por p'. Seja Mo uma subvariedade
de Vo r disjunta de (Kp U Kp,) n Vb e denotemos por F o con

junto compacto dado pelos pontos sobre as trajetOrias que nas-

cem em MO e vao, portanto, morrer diretamente em V Seja

lo
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subvariedade de V1 , difeomorfa a Mo , (Fig. 7).

(
\.
/

Ml = F n Vl(

M

1

I K, p'
v A

figura 7

Teorema 2.5.:

Sejam a,a' ¢ (0,1). Nas condigbes acima, existe uma

funcdo de Morse g : W = [0,1] tal que:
(i) & @& campo vetoriai tipo gradiente para g

(ii) os pontos criticos de g sao ainda p e p'e glp)=a,

g(p') = a';

(iii) g coincide com £ proximo de v, u vy F.

Consideremos os abertos disjuntos:

U

vizinhancga de Kp n Vg

Vo o
U vizinhanga de Kp. n Vg

e U" = vizinhanga de M,
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e consideremos fungdes diferencidveis

1
a,B s V> [0,53
tais que
~
0, xeU

a(x) = <
1 ’ "
i ’ X € U V] U

0, xe U v U"

]
N

B(x)

N -
»®
m
c

Se u : Vo -+ [0,1] é dada por U =o0a+ 8, entao 1y
pode ser unicamente estendida a uma fungao diferenciavel H:W->[0,1]

que & constante ao longo das trajetdrias, valendo 0 proximo de

Kp , 1 proximo de Kp' e % proximo de F .

Seja G : [0,1] x {0,1] » [0,1] uma fungao diferencia

vel com as propriedades:

1. %g(x,y) >0, para todo x,y ¢ [0,1] e G(x,y) cres

cede 0 a 1, quando x 'cresce de 0 a 1.
2. G(f(p),0) = a e G(f(p'),1l) = a'.

3. G(x,y) = x, para x proximo de 0 ou 1 e para

todo vy.

4, G(x,%) = x, para todo x.
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5. %E(X,O) =1, para x numa vizinhanca de £(p)
aG( l .- l ] 3 ]
3X xX,1) = ’ para X numa vizinhanga de f(p ),
(fig. 8).

lL— ——————————————
|
5) |
/
o / I
4 SN s/
Ve Mo
e 4
|/ 49 |
alt——f === |
7
7 ( |
| | !
l l |
| | | = x
(0,0) f(p) f(p") 1
figura 8
Basta definir, entdo, g : W~ [0,1] pondo gl(q) =
= G(f(q),u(q)). O
Observacao:
Se A =2 A', onde A = Indice de p e A' = indi-

ce de p', (81, nos mostra que esta condigcao & suficiente pa
ra que o rearranjamento possa ser efetuado, modificando-se 1li-

geiramente o campo vetorial §& , nuyma vizinhanca arbitrariamen-
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-1

te pequena de V = f (i

2

ainda no complementar do compacto F , segue-se que aguela con-

). Como tal mbdifica?éo pode ser feita
digao & suficiente para que o teorema 2.5 possa ser aplicado.

Conolario 2.6.:

No c'-relacionamento entre dois mergulhos‘f,g : N > M,
e sempre possivel supor que todas as cirurgias do tipo p se-

jam realizadas antes que as do tipo g, com p < q.

Basta considerarmos Mé = f£(N) , Ml = g(N) , F=9(N x1I),

e aplicarmos o teorema 2.5. . 0

Como ja citambs na Introdugao, em tZ],mostramos que o
C~-relacionamento entre mergulhos de Sl em,variedadeé de di-
mensado 2 e 3 coinciae com a B-equivalé@ncia. No final do Ca
pitulo III, damos exemplos de mergulhos que nao sao C-relaciona
dos apesar de possuirem»fibrados normais isomorfos, assim como
exemplos de mergulhos C-equivalentes que nao sao C-relaciona-
dos. Finalmente, no Capitulo IV, exibimos situagoes onde a C-e

- : * s - . . . 3 - []
quivalencia ou a C -equivalencia coincidem com a B-equivalencia.






CAPITULO 111

MERGULHOS DE S' x s' &M s°

O objetivo deste Capitulo & obter resultados que possi-
bilitem a classificacgao de todos os mergulhos da superficie de
toro Sl x Sl na esfera S3 , segundo as relagéesvapresentadas

no capitulo anterior.

1. A Matriz de Relacionamento Entre Dois Mergulhos

] 1

Sejam f,g : S x § =~ S3 mergulhos evdenotemos por
Tf = im f e Tg = im g. |

Com uma conveniente adaptagao para o caso c” do "Teo-
rema do Toro So6lido" em [12], p. 107, verificamos que a imagem

1 1 -
de um mergulho de S x S - em S3 borda um toro solido em pelo

menos um dos lados. Sejam, pois, Vf e Vg toros sdlidos em
S3 com oV, =T e V. =T e sejam K
£ £ g g

tivas almas.

£ € Kg as respec

Os mergulhos f e g dao origem a isomorfismos

f, : H (Sl

1 .. '
1 x §7;2) » Hl(Tf,Z)

g, : H (Sl

1
Hy x S ;2) ~» Hl(Tg’z)

Consideremos a e b geradores de Hl(Tf) representa

dos por curvas simples e fechadas que se situam em T respec

f 14

tivamente, como meridiano obtido pela intersecdo de T com uma

f
secgdo normal 3 alma, e como paralelo obtido pela intersecdo de

27
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Tf com uma superficie de Seifert que se apoia na alma de Tf.

Analogamente, obtemos a' e bf , geradores para

Observagao:

O gerador b acima, como também b' , a menos de ori-
entagdo, estd bem definido, isto &, sua escolha nao depende da
particular superficie de Seifert considerada. De fato, se

b e Hy (Tg) € a classe de uma curva obtida pela intersegao de

outra superficie de Seifert com Tf , entao b = g8 ¢ b,
&l € Z.
Se i : T. = S3 - §f € a inclusao, temos:
0
5 I
O =1i,(b) =¢ i, (a) + 1i,(b) = &;1i,(a)
gl =0 e
b==%h

Denotemos por o e £ geradores de Hl(Sl X Sl) tais
que f,(a) = a e £f,(B) = b.

Suponhamos gque

= ' !
gs (@) r,a' + Slb

r

gy (B) a' + s,b'.

A matriz de relacionamento entre os mergulhos f e g

é definida como sendo:



, T S1
M(f,g) =
T 52
L L ) ad
E claro que tal matriz pé:tence ao subgrupo de -GL(Z,2), cons-

tituido das matrizes de determinante igual a *1.

Lema 3,1.:
. 1, .1 3 - . mpSa
Se f,g,h : 8 x 8" » 8§ sao mergulhos, entao

M(£f,h) = M(f,g).M(g,h)

Representemos também por £ e g os difeomorfismos
fornecidos pelos respectivos mergulhos e que comparecem no dia-

grama abaixo:

///:'Tf
. L
£ / o
= J
7 L gef Tl
/" ]
e \ |
Sl X Sl g »> T
| hog™
h Lo

Nestas condigCes, temos:
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1 -1

(gef g, o £, (a)

a' + s,b!

) (@) ry 1

g, (a)

(gef 1), () = g, o £1°

(b) = g*gs) fza' + szb'

Logo a matriz M(f,q) ‘coincide com a matriz do iso-

morfismo
(gof'l) : H (T_.) - H,(T)
*x U1 f 1 g’

relativamente as bases a,b ¢ Hl(Tf) e a',b' € Hl(Tg).
Raciocinio andlogo pode ser feito para as matrizes

M(g,h) e M(f,h).

Como (hof l)* = (hog;l)* ° (gof-l

) . concluimos que

M(f,h) = M(f,qg).M(g,h). 0
Cornolanio:

A -1 .
M(g,£) = M(£,q) . 0

2. A4 Equivaléncia

Seja V um toro sdlido, isto &, uma variedade difeo-
morfa 3 s x p? e seja h : 3V » 3V um difeomorfismo. Sabe
mos que h admite uma extensaoc a um autodifeomorfismo de V se,

e somente se, h aplica meridiano em meridiano. Deste resulta

do segue imediatamente o

Lema 3.2.:

Dois mergulhos nao enodados f£,q : S1 X Sl > S3 sao
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equivalentes se, e somente se,

M(f,g) = ou

e aplicar o resultado acima. | ‘ 0

Suponhamos, agora, que f e g : st x sl » 83 s30 mer

gulhos enodados e denotemos por K. e Kg os nds dados pelas
almas de Ve e V.. '
g
Para facilitar a notagéo} fagamos as seguintes conven

¢oes a respeito de orientacgoes:

- os geradores a e b, em T -s30 escolhidos com

f 14
orientagoes arbitrarias, como anteriormente;

- para o gerador a', em Tg , escolhemos a orienta-

cdo tal que

ge(a) = rja' + s;b' com r, 20

e'para'-b" a orientacao tal que

= 1 'l.. :.
g, (B) rya’ + s,b com s2.2.0,
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- os nés K. e Ké serao orientados segundo b e

Temos: -

Lema 3.3.:

Para que f e g sejam equivalentes sao necessarias

as condicoes:

(1) M(f,q) =

(11) K e Kg sao equivalentes, como nds orientados.

Consideremos f ~ g e seja H : s3 » s3 um difeomor

fismo tal qué Hof = g,

Logo,
M(f,g) = matriz de (Hle)*

Como H|Tf se estende para o interior de Vf ' temos
(H[Tf)*(a) = ta' ecomo b e b' sao homdlogos a zero em
3 o] 3 o

e S - Vg temos (H[Tg),(b) = £b'.
Finalmente, em vista das convengdes feitas sobre as o-

rientagoes, concluimos que

M(E,g) = | ,

o que prova (i). A condigao (ii) & ébvia. -0
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Desejamos, a seguir, estabelecer uma reciproca para o

lema acima. Notemos que, se vale (ii), e H : 83 » 83 & um di-

feomorfismo que exibe a equivaléncia de K. e K , H aplica

£ " g
uma‘vizinhanga tubular de K. sobre uma vizinhanga tubular de
Kg e podemos supor que H(Vg) = Vg . Considerando .a restrigao

| _
HIT, Tf+Tg,

teremos necessariamente

matriz (Hle)* = | .
| 0 1
Provaremos que:
Lema 3.4.:
As condigdes (i) e (ii) do lema anterior sao também
suficientes se
1 0
(a) matriz de (H|Tg) g =
0 1
ou
-1 0
(b) matriz de (H[Tg), = | ,
' LOl

com a condigao adicional dos nds serem "amphicheiral”.

Sabemos por [12], p. 26, que dois autodifeomorfismos
da superficie de toro sao homotdpicos se, e sb se, sao isotdpi

cos e se, e sO se, possuem a mesma matriz.
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Logo, se matriz (HITf)* = = M(£f,q)

‘segue-se gque existe uma isotopia ht : Tf - Tg ’ 0 < tsl, com
_ ) _ -1 v
hy(x) = H|T (x) e hy(x) = gef ~(x).

Pelo Lema de Extensao de Isotopias ([8]1, p. 63), h£

se estende a uma isotopia

com Ho(x) = H(x). B claro que o difeomorfismo Hl : 8 » 87,

satisfaz Hlof = g.

Por outro lado, se

matriz de (H]Tf)* =

e os nds sao "amphicheiral", a equivaléncia deles pode ser exi

bida também por um difeomorfismo H' : (S3,Kf) - (S3,Kg) com
1 0
matriz (H'|T.), = ,
0 1

e a prova segue como acima. 0
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3. A Co—equivaléncia

Denotaremos por

Rf = int Vf
R_ = int V
g MV
- a3 _
R =S8 (Ve v vg)

Como a transitividade foi imposta na definigiovda Come
quivaléncia, sempre consideraremos os mergulhos f e g em uma
"situacao padrao", na qual as imagens T, e Tg sao disjuntas
e 'R aparece como a regiao obtida do'complementar de um toro
sdlido, do qual retiramos um outro'toro sélido.

Para o estudo do Co-relacionamento entre £ e g, e-
fetuaremos uma Unica cirurgia sobre 83 através de um mergulho

P : S° x p3 -~ g3 e distinguiremos trés casos:

o
(I) £f e g sao nao enodados;

(II) £ & nao enodado e g & enodado;

(I11) f e g sao enodados.

Antes de analisarmos cada caso, passaremos a construir

dois lemas auxiliares.

Para o primeiro, fixemos um mergulho qualcuer f:Slel+S3
e realizemos sobre 83 uma cirurgia via um mergulho @:SOXD3+S3
que aplica uma célula em Rf e a outra em 33 - Vf. Esta ci-

rurgia transforma S3 em 82 X Sl,
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Seja A a variedade obtida de S2 X Sl cortando-se
ao longo de Te . Logo, A = Tf uT, e A pode ser vista
como Al U A2 , onde

1 Vf - disco

>
i

>
n

(fecho do complementar de Vf) -~ disco

- . . . -~ - . - 2
e a identificacao & feita através da esfera S8~ , comum aos bor

dos de A, e A, (fig. 9-a).

1
Agora Al é difeomorfa a um disco do qual retiramos

o interior de um toro sélido ndo enodado (fig. 9-b).

Colando-se, entao, A, com A, obtemos uma re-

presentagao para a variedade A, (fig. 9-c), que justifica o

Lema 3.5.:

A variedade A é difeomorfa ao espago complementar

de um "link" L com duas componentes nao entrelagadas entre

si, sendo uma trivial e a outra dada péio no Kf. 0

figura 9-a
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figura 9-b

Para a construgao do segundo lema auxiliar, seja agora

A a variedade obtida do toro sdlido Sl X D2 do qual retira-

mos o interior de um outro toro sdlido nao enodado e contido nu
ma célula tridimensional do primeiro.

A & uma variedade com bordo e A & constituido de

duas componentes conexas T, e T,, ambas difeomorfas a SlXSl.

Em Tl , fixemos al e bl como meridiano e paralelo
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canonicos, respectivamente; da mesma forma, a, e b2 em T,.
Seja g Tl +,T2 + O difeomorfismo que identifica me
ridianos de T1 com meridianos de T2 e paralelos com parale-

los. Com esta identificagao, a variedade A se transforma em

2 1 2 \1

S“ x 8", Seja p: (A,5A) » 8° x 87, a projegao natural

(fig. 10).

figura 10

Lema 3.6,:

Todo difeomérfismo h : (A,3A) - (A,?A) , compativel
com a projegao p, quando restrito a qualquer de suas componen
tes de bordo, a induzidé em homologia (dimensao 1) € um isomor
fismo de Z @ Z sobre si mesmo que aplica geradores candni-
cos em geradores canonicos, podendo eventualmente inverter o-

rientagdes ou trocar geradores.
Faremos a demonstragao em duas partes:

(1) Suponﬁamos que h aplica a componente Tl sobre Tl

e, portanto, T2 sobre T2.
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Sejam h, =h|T, : T, > T,, i=1,2 e k, : T, -~ A,
1 1 1 1

i =1, 2 as inclusoes.

E imediato que os quadros laterais do diagrama abaixo

sao comutativos.

T1 : —~ T
N e ‘
- )
N k o
1 N\ A > 2
i }
hll h h2
| i
; o4
1 )
S ! e
S ///
*a
Denotemos por b = kl*(bl) e a = k2*(a2) , geradores
de Hl(A). E claro que
kl*(al) =0 = k2*(b2)

i i Ll T.) - H, (T, i=1, 2
Os homomorfismos h,  : Hy(T;) 1(Ty) r 2, PO
dem ser identificados com matrizes 2 x 2, constituidos por na-
meros inteiros e cujos determinantes valem +1. Procuraremos
determinar as possiveis formas que tais matrizes podem assumir.

Suponhamos que

hl*(al) = Xal + Ybl

Za, + Wb

hl*(bl)



Temos:
kl* ° hl*(al) =
e
Ky, © by, (by) =
Por outro lado,
h, o kl*(al)
e
h, o kl*(bl) =
vb = 0
wb = h, (b)
Como 0*(al) = a, e

h,, (ay) = h,, (o,

= 04 (Xay; + Yby) =

Da mesma forma,

matriz de hl*

-Temos:
kz* ° h2* (az)

o h, (b

2% 2%

h,, (b,)

= sz*(az) + Yk2*(b2)

40

0
=<
oy

Xkl*(al) + Ykl*(bl)

&

Zkl*(al) + Wkl*(bl) =

h, (b)
—— Y =0
c*(bl) = b2 , Segue-se que
(a;)) = 0, ° hy,(ay)
Xa2 + Yb2
= Za, + Wb2 . Segue, dai, que

matriz de h2* =

Zk,, (ay) + sz*(bz) =
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Como
hy ° k, (ay) = h,(3)
e
h, o kz*(bz) = h,(0) =0,
segue-se que
Xa = h, (3)
e
Za = 0 e D Z =0

4 matriz de hl* = matriz de hZ* =

(ii) h ¢ (A,TJ,TZ) > (A,TE,T]) , inverte as componentes de

oA,

Fisemos ho : (A,TN,TZO > (A'Tz'T1>" a inversao natu-

ral de A {fig. 11)

figura 11
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Chamando
hol = hOITl : Ty > T,
Po, = ho|Ty ¢ Ty > Ty
teremos
0 -1
matriz de h = matriz de h = ' .
o o
1% 2% 1 0

Seqgue-se que o difeomorfismo h pode ser fatorador num

difeomorfismo h : (A,T,,T,) ~ (A'Tl'Tz) , do primeiro caso, se
guido de hO:
h
(AIT11T2) N - (AIT2IT1)
TR o

Logo:

fl

matriz de h (matriz de h ) (matriz de h,) =
1= 014 1

o
1
=
I+
=
o
(=]
+
=

]
1

Similarmente para a matriz de h2* . ' 0
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Iniciemos, entdo, o estudo do Cy-relacionamento.

(I) £ e g sao nao enodados:

A fig. 12 expoe a situagao admitida como "padrao":

1N

figura 12

(I.a) v aplica uma célula de s° x D3 em cada regiao R

e R _.
g

Cortando-se simultaneamente ao longo de Tf e Tg , a

variedade 52 x Sl pode ser vista como obtida dos sdlidos V1
e V, , onde vy € a soma conexa V; = Rf # Rg e V, =R,
através da identificacao de seus bordos comuns Te v Tg , con-

forme fig. 13, a seguir.



figura 13
Fazendo a identificacao de vV, e V,, 'iniCiélmente
via a componente Tg ’ obtemos uma variedade com bordo, nas

condicoes de variedade A, descrita no Lema 3.6, com

3A = T_. u T

£ £

figura 14
. 2 1 2 1 .
~Seja H : 8" x 87 » 8" x 8§ um difeomorfismo tal que
H(Tf) = Tf . Nestas condigoes, H se levanta, pela pfojegéo

p: (A,d7) ~» s2 x s} a um difeomorfismo h : (AtgA) > (A,0)

como no Lema 3.6.
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(A,dR) —te (8% x Sl,Tf)
h H
| 2 .1

P

donde

matriz de (H[Tf)* = matriz de (hITf)* =

ou : .

Consideremos 0, ¢ s x st » s x st , o difeomorfig

mo que inverte canonicamente as componentes V1 e V2:

figura 15
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Logo,

(8 ) (@) = -a’
(6,) % (P) = -b’
0,(Te) = Tg

e
, -1 0
matriz de (OOLTf)* : Hy(Tg) » Hl(Tg) =
0 -1
Supomos, finalmente, que f e g sao Co-relacionadbs.
Ent3o,existe um difeomorfismo H : 82 x s¥ » s x st com
H(Tf) = Tg'

Tal difeomorfismo se fatora segundo o diagramé abaixo,

onde H(Tf) = Tf:

2_ .1 B '
S x8§ N , — Sz>'<Sl
\\\ e
H-\\\. o]
a Sz_xsl
Logo:

M(f,qg) = matriz de (ﬁle)* =

(matriz de (60|Tf)*)(matriz de (H[Tf)*)'=

i}

+1 0 0 +]1
ou .
0 +*1 +t1 0
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(I.b) lp(So x D3) c R:

Supondo que f e g sejam Co—relacionados, seja
2 1l 2 1

H: 8 x S » 8% x 8§ o difeomorfismo tal que Hef = g. Co-
MmO necessariamente H(Vf) = Vg , segue-se que H,(a) = :a' e
H, (b) = qa' £+ b'. Além disso, os complementares de Ve e Vg‘

em 82 X Sl sao difeomorfos a uma variedade obtida de um toro

sblido, realizando-se uma cirurgia do tipo 0 em seu interior
e como tal cirurgia nao impede que b e b' sejam homdlogos a

zero em tais complementares, segue-sé que

0 = Hy(b) = aa’' = b'
i
0

(I.c) ¥ aplica uma célula S° x 0 em cada regiao R e

Rf (ou Rg).

Nestas condi¢oes f e g nao podem ser Co-relaciona-

dos pois, em 82 X Sl ’ Tf (ou Tg) nao borda e: Tg (ou Tf)
continua bordando um toro sdlido.

Resumindo os casos acima, temos:

o W&
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Lema 3.7.:

Dois mergulhos f£f,g : Sl X Sl > 53 ;, nao enodados, sao

Co-relacionados se, e somente se, sao equivalentes.

(II) £ ¢ nao enodado e g ¢é enodado:

figura 16
(II.a) V¥ aplica uma célula de 8° x D3 em cada regiao. Re

e R.

Na variedade obtida apds a cirurgia, T nao borda e
T4 continua bordando um toro s6lido. Logo f e g ndo sao C_-
-relacionados.

(IT.b) Idem, em Rg e R.

Raciocinio analogo, com Te bordante e Tg nao bor-
dante.

e RA.

(IT.c) Idem, em Rf g
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Suponhamos que exista um difeomorfismo

H: (82 x Sl,Tf) +.(S? x'sl,Té)

gue exiba o'Co—relacionamentO'entre £ e g.

Seja A, a variedade‘obtida de -SZ~X Slv.'cortando-se
ao longo de Tf e seja A', obtida cortando-se ao longo de
T .

g
Logo,

e

9A' = Tg y Tg

Sejam:

p: (A,T.T.) ~ (s2 x sl“,'Tf) -
e .

p': (A',Tg,Tg) + (82 X Sl,Tg)

as respectivas identificacgoes. Segue-se que H se levanta a um

difeomorfismo

. L]
h : (A,Tf,Tf) + (A ,Tg,Tg).

.Como no Lema 3.5, A pode ser vista comd O espago com
plementar de um "link" L1 com duas componentes triviais nao
entrelacadas entre si e Al como o espago complementar de um
"link" L2 , também com duas componentes nao entrelacadas, sen-
do uma trivial e outra hSo, peio'Lema 1.8, chegamos a uma con

tradicao. Logo £ e g ndo sdo Co—relaCiQnados;
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(II1.d) 9(s® x D) < R.

Se f e g forem Co-relacionados, o difeomorfismo H

que exibe tal relacionamento, deve aplicar necessariamente o to

: °
ro sdlido Vf sobre o toro sdlido Vg , assim como Sz><Sl— Vf
sobre S2 X Sl - %g . Mas, por Van Kampen:

2 1 o
ﬁl(S X 87 - Vf) ~ 2 % 2
e
m (8% x st - b)) =G xz

onde G & o grupo do nd Kg (nao trivial). Logo, pelolema 1.8,
2 1 o 2 1
l(S x 87 - Vf) # ﬂl(S X 8

C,-relacionados.

-V,) e f e g naopodem ser

i
g

(I1I1.e) v(s® x D) < R -

Anadlogo ao caso anterior.

(I1.£) 9(s® x D3) < R, -

2

f e g nao podem ser Co—relacionados pois, em S "x§ ,
T. borda um toro sdlido e Tq borda duas variedades nao di

feomorfas ao toro sdlido.

Em conseqiiéncia, temos o

Lema 3.6.:

Um mergulhb f : Sl x Sl > S3 nao enodado, nao pode

ser'Co—relacionado com um mergulho g : Sl X S1 > S3 , enodado.
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(IT1I) £ e g sao enodadbé:

- Os casos: (III.a) w(So x D3) c R., (IILI.b) tp(So X D3) c Rg ’
(III.c) ¢ aplica uma célula em R (ou Rg) e a outra em R,

sdo todos elementares, com raciocinios idénticos a outros. ja

realizados. Abordaremos, apenas, oOs seguintes:

(1I1.4) »(s® x D°) < R.

A variedade resultante da cirurgia

PRy
s? x sl = (83 - p(s® x p¥)) U, pl x g2

14

pode ser vista como obtida de duas componentes Cl e C,, am-
bas difeomorfas a Dl X S2 , coladas através do bordo comum

s° x 8%, via v (fig. 17).

figura 17
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Supondo que exista um difeomorfismo H : Szxsl-*S2 xsl,
com Hef = g, a induzida em homotopia
2 1 ' 2 1
H, : ﬂZ(S x §87) » ﬂz(S x 87)
& um automorfismo do grupo ciclico infinito e como H(Vf) = Vg,

podemoS'modificar H, por uma isotopia que mantém Vg_c Cl , de

tal maneira que a imagem de uma célula que envolve Tf e conti-

da em C,, seja uma célula - que envolve Ty -'inteiramente con
tida em Cl'. Mais ainda, podemos supor que H{Cl) c‘Cl‘. |

.Em (9], Munkres constroi os grupos r? , -introduzidos por
Milnor e Thom, que sao os grupos de difeomorfismbs ae Sn‘"1 que
preservam a orientagao, médulo agueles que se estendem para o
disco p" e, em-[lOL,Munkres exibe uma deméhstfagéo queiF3 =0.

Logo, a restrigdo H|C1 2 (Cq,Tg) > (H(Cl);Tg) pode ser

estendida a um difeomorfismo ¥ : (SB,Tf - S3,Tg),‘ o gqual mos-

tra que os mergulhos f e g sao eqdivalentes.AASSim, a cirur

gia realizada foi irrelevante.

(ITI.e) ¥ aplica cada célula de 8° x D} em R e R

£ g’
Como foi feito em (II.c), sejam:

2 1 1

1) H: (87 x 8 ,Tf) - (82 x 8 ,Tg), um difeomorfismo que

determina o Co-relacionamento-entre f e g;

2) A e A' as variedades obtidas de . 82 x S1 pelos cor-

tes ao longo de Tf e Tg ,VrespectiVamente, portanto:
. = ' - : .
A Tf U Tf e A Tg 1] Tg,
1

3) p (A, T

£ ' Tg)
1

(', T, T ) ~ (s? x s Tg)

T, - (s? x s

pl

as identificagoes e ;
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4) h : (A,Tf,Tf) > (A',Tg,Tg) o difeomorfismo obtido pe-

lo levantamento de H

(A,T

P ‘ 2 1
f'Tf) g (s XVS‘ 'Tf)
h H
2 1
A',T ,T ey T
( g ) . (8% = 87, g)

O espago A pode, entao, ser visualizado como o com-

plementar de um “link" Ll = Kf u K, constituido pelo nd Kf e

por uma componente trivial K, nao entrelacgada com Kf , € o)

espaco A' como o complementar de um "link" L

de

5 = Kg u K, on-

K também & trivial e nao entrelacada com o nd K_ :

figura 18



Como,

teremos:

54

Temos:
p(al) = p(az) = a
p(bl) = p(bz) = b
p'(ai) =p'lay) = a'
p'(bi) = p'(bé) = Db'
E claro que h deve satisfazer
h(al) = tai + mbi
h(bl) = tbi.
h(az) = taé
h(bz) = naé + bé , m,n < 2.
p' oo h(al) H o p(a;) = H(a) =
p' o h(bl) = H o p(bl) = H(b) =
p' (ta; + mby) = p'(*a))
ta' + mb' = ta'
m=0
p' (¢by) = p'(na; * b,)
tb' = na' ¢ b’

H o p(az)

H o p(b,)

X
p\ h(az)

p' ° h(bz)l
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Assim, em cada componente de bordo, h aplica meridia
no em meridiano. Seque-se que h se estende a um difeomorfismo
de g3 em &3 que exibe a equivaléncia dos mergulhos f e g.

Dai seque o

Lema 3.9.:

Dois mergulhos fegqg: st x gl 5> &3 enodados sao

Coarelacionados se, e somente se, sao equivalentes. 0

Dos lemas 3.7, 3.8 e 3.9 concluimos que no estudo do
C-relacionamento entre mergulhos de st x st em &3 , as cirur

gias do tipo 0 sdo irrelevantes, o que é traduzido pelo

Teorema 3.10.:

A Coaequivaléncia entre mergulhos de sl x ! em §3

coincide com a equivaléncia entre os mesmos. O

4. A Ozaequivaléneia

No Capitulo III, de [2], ao analisarmos © problema
dos nds em variedades tridimensionais, concluimos que dois mer-
gulhos wo e wl de Sl naquelas variedades sio Cl—relacig
nados se, e 8b se, possuem fibrados normais isomorfos. Em parti
cular, tomando~se nds em variedades orientiveis, dois deles sao
sempre C1~relacionados.

| Naquele trabalho, demos uma descrigdo da Gnica cirur-
gia realizada para modificar o éspago subjacente aos nds e tor-

néd-los equivalentes na nova variedade e verificamos que, apos
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tal cirurgia, tais nés'aparecianxan;xmigées extraordinariamente
simples: como bordos de uma subvariedade W difeomorfa ao ci-
lindro S1 X Dl.

Esta técnica serd empregada nesta seccdo e é apresen-
tada, como Apéndice, no final deste trabalho.

No estudo da Cl-equivaléncia, como antes, podemos con
siderar os mergulhos £f,9 : Sl X Sl > S3 com imagens Tf e
Tg disjuntas e a s® decomposta em trés regides bem definidas
Re Rg e R.

Assumindo, ainda, as convengdes sobre as orientagdes

dos geradores a, b, a' e b' estabelecidas na secgao ante-

rior, temos o

Teonema 3.11,:

Para que os mergulhos f£f,g : S1 X Sl > S3 sejam Cl-

relacionados, €& necessario e suficiente que a matriz de relacio
namento entre eles seja dada por

| 1 0
M(f'g) = ’

para algum ‘o € Z.

Supondo que f e g sejam Cl-relacionados; é claro

gue a cirurgia_deve ser realizada necessariamente na régiéo R.
| Assim, na variedade cirurgiada, Tf e Tg continuam
bordando toros sblidos. Isto implica que o difeomorfismo que ve
rifica a equivaléndia dos novos mergulhbs deve aplicar meridia-

no em meridiano;
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Reciprécamente, admitindo que a matriz de ielacionameg
to entre f ve g seja do tipo acima,-(fig.:i9),vfeélizamos em
R a cirurgiavdescrité em [2], (vide Apéndice), que coloca os
nds que representam as classes f*(B) e .g*(B) como bordos de

‘um cilindro W (figw 20).

figura 20
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Se x(S3) répresenta a nova variedade, pelo Lema 1.2,
x(Ss) & orientada. Logo, o fibrado normal de. W em x(S3) é
trivial e podemos supor que 0s toros Vf e Vg estejam mergu-

lhados no espago total daquele fibrado.

Assim, por isotopia sobre x(S3) , podemos conseguir

um difeomorfismo

o (x(8),10) » (x(S3),Tg)

A exemplo do que fizemos na demonstrag¢do do Lema 3.4,
H pode ainda ser'deformado, isotopicamente, a outro difeomorfis

mo

H' x(S3) -> x(S3) , com H' o f = g, 8]

Levantadas as convengdes sobre as orientacdes dos gera-
dores, resulta do lema 3.3 e teoremas 3.10 e 3.11 que, se a ma
triz M(f,g) ndo for do tipo

+1 0
' ’ aEZ’

) +1
entdo £ e g ndo sdo C-relacionados, apesar de possuivem fi=-

brados normais isomorfos.

Lema 3.12.¢
0 grupo multiplicativo GL(Z,2) das matrizes 2 x 2, in
teiras e invertiveis (4 de -determinante = % 1) & gerado pelo

conjuntos
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( N
i “1 r _‘l
1 o |0 =1 -1 0| L
e | |t
1 1 i 1 o | 0o 1
L J L J
k -
Ver [11], p. 139. 0

Teohema 3.13.:

Existe uma Gnica classe de C-equivaléncia de mergulhos

de S1 x SlA em S3.

‘Dados dois mergulhos f,g : S1 X s1 + S3 , pelo lema

anterior

) n

onde cada A, € uma matriz geradora. Agora, €& possivel cons-

truir mergulhos hO = f, h h

nt1 - 9 tais que

|
o

M(hi,hi+l) = A, i=0,1, ..., n. a

Para a Gltima observagao, notemos que as matrizes

|1 0 -1 0

indicam o C-relacionamento entre mergulhos em situagoes geométri
cas bem simples, ao passo que, para comparecer uma matriz do ti
po

0 -1

1 0



60

& preciso que no C-relacionamento correspondente esteja envolvi
do um mergulho ndo enodado a fim de que possamos fazer a inver-

sao dos geradores.

Exemplo:

figura 21

Na figura acima, consideremos

hy (@) = -a' :  h,(B) = b’

‘A matriz de f e h, em relagao és,baées'a;be:Hi(Tf)

e _a'.,b' e»Hl(Th) é dada por

-1 0

0 -1
Logo,
M(f,h) = (em relagdao as bases a,b,ele(Tf) e

| 0 -1
b',a' ¢ H,(T,)!) =
17"h7 0 10
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Conolarndio:

~Seja"M3 diferencidvel, fechada, orientavel e conexa.

Quaisquer dois mergulhos f,9 ¢ S1 x Sl - M3' tais que Tf==imf

oo v , ~ %
e Tg = im g bordam toros sdlidos em M3 , sao C —-equivalentes.

Em [16], p. 126, Wallace mostra que por uma seqﬂén-

cia finita de r  cirurgias, todas do tipo 1 ,Va variedade M3

pode ser transformada na esfera S3 . Podemos supor que os to-

ros sdlidos bordados por Te e Tg’ estejam contidos em célu-

las que nao sejam destruidas pelas cirurgias acima.

Pelo teorema 3.13, existem mergulhos - f = Po 7 ove #

<l 1 3

coer Dy s eeey Pp =9 de S x s em S ,vtais que cada o

€ C-relacionado com 0 i=0,1, ..., 2-1.

i+l ’

Como asA r »cirurgias inversas das constantes da se-
qliéncia acima, também sdo do tipo. 1 , §odembs'ainda supor que
elas preservem as imagens de cada mergulho Py v isto €, pode
mos considerar que estes mergulhos ja existam como mergulhos de

Sl X S1 em M3.

» - + :
Agora, cada oy & ct l—relacionado com Pi+1?

*
i=20, l,_.,;, £-1, donde f e g sao C -equivalentes. 0






CAPTTULO 1V

' RESULTADOS GERAIS

Neste Capitulo procqraremos, eﬁ trés etapas, obtér al-
guns resultados gerais.

Iniciaremos com o estudo de mergulhos de esferas utili
zando, essencialmente, técnicas empregadas por M., V, Mielke em
[6]; seguiremos com o caso de mefgulhos de variedades bidimen-

sionais e encerraremos com uma generalizacdao da sequnda etapa.

1. Mergulhos de Esferas
Deginigao:
Seja

bo
X

um G-fibrado principal sobre um espago topolégico' X, X

e GO ='p—l(xo). Suporémos qué G & um grupo topoldgico cone

oeX,

X0 por caminhos.
Na seqgliencia de homotopia deste fibrado.

P Ak ; i
Wk(X’xo) ——= Tx-1(Gpr¥g) — Ty Bayy)

N [ §

X

w
’

e

. k-1

63
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define-se

° Ak-; (G,e) ,

Xg = fx-1 T (RrXo) > ey

'k 21, como sendo o k-ésimo homomorfismo caracteristico do fi-

\%

brado dado, onde
Epa1 @ ﬂkfl(Gfe) > “kfl(Go’YO)

é o 1somorflsmo 1ndu21do em homotopla, por uma"aplicagéo admis
sivel" do fibrado (ver [13], P. 38).v
Seja
SO(n) » U
v
BSO(n) -

o fibrado universal para o grupo oftogonal - 80(n) e seja

f : N> BSO(n) uma aplicagéo'qualquer.

Lema 4.1,

o homomorflsmo caracterlstlco do fibrado uni

™

Se Xk
versal e Xi é o homomorflsmo caracterlstlco do fibrado 1ndg

zido por f, entdo Xi = Xx ° f*.
A prova segue da comutatividade dos quadros do diagra-

ma: | ‘ o : | Aﬁ

X S~
£, , £y
o
¢ - -7 % 3
1r(Bsoun;x2) k-1 (CGpr¥5)




L ey, .,
T o
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onde f' & a restrigao a fibra G; da aplicagao induzida por
f nos espagos totais dos fibrados. 0
Defindgdo:
Seja M® uma variedade diferenciivel de dimens3o n.

Uma aplicagao tangencial & qualquer aplicagao T : M » BSO(n)
tal que o fibrado induzido T¥* (U) sejé equivalente ao fibrado

principal, associado ao fibrado tangente de M.

Degindicao:

G > B
¥

Seja

Sr

um G-fibrado principal sobre a esfera S e seja T € ﬂr(Sr)
Xp (1) e m__;(G) & denominado classe carac-

st.

um gerador. Entao

teristica do fibrado sobre

Lema 4.2.:

uma classe de homotopia de uma varie

Seja X e nr(M)
f: 8t + M,

M que pode ser representada por um mergulho

dade
Entao Xp © T,(x) & a classe caracteristica do fibrado princi
!
pal, associado ao fibrado tangente de M, restrito a st .
f
m_(s¥) * - (M)
R r
U N l
\\ IT*
. we,
a
j nr(BSO(n))
f o
r
S - M * BSO(n)
' v . Xy

nr_l(SO(n))
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Se X, € o r-&simo homomorfismo caracteristico do fi
brado induzido (Tf)*(U), entao a classe caracteristica deste

fibrado, pelo Lema 4.1, & dada por

XL(T) = x_ o (TE), (1) = x_ o T, (x) §
Sejam
SO (n) - Bn e so(k) -+ Bk

¥ ,

st : st

fibrados principais sobre a esfera ST , com classes caracte-
risticas x « m..1(80(n)) e y e ﬂr_l(SO(k)). Consideremos as

inclusoes candnicas

i, + SO(n) ~ SO(n+k) e i, : SO(k) » SO(n+k)
dadas por
w 0 rI 0
il(w) = ' | e 12(w) =
0 I 0 w
L .

Lema 4.3.:

Se x ® y denota a classe caracteristica da soma de
Whitney,

SQ(n+k) > Bn ] Bk
¥

entao,



Conolanio:

Seja x ¢ nr(M) que pode ser representada por um mer

gulho f : s¥ » M. Ent3o,

Xp © Tolx) =1, (1) + i, (n),

onde T e m__,(SO(r)) & a classe caracteristica do fibrado tan

gente principal de st e n e ﬂr_l(SO(n-r)) é a classe carac

teristica do fibrado normal principal de f£. O
Lema 4.4.:
Se. r s n-1 entao i, (1) =0

Por [13], p. 121, o fibrado tangente principal sobre

st & dado por

SO (r+1l)
+

SO(r+l) _
SO (r)

r

e a classe caracteristica deste fibrado pertence ao nicleo de

i, ﬂr_l(SO(r)) > m._1(80(r+l))

Logo, se r < n-1, a inclusao il pode ser fatorada por
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e teremos: -

14 (x) = ;j* ° i’*(_x‘). - .0

Lema 4.5.:

Se r £ n-r-1, éntSO i, @ um isbmdrfismo.
Sabemos, por [131, p. 117, que m; (SO (m), 80 (k))
‘para i <k sm. Na seqfidncia o

‘.; - nr(so(n),SO(nfr)) > m__,(SO(n-r)) >

i : .
— m,..(80(n)) » w__,(S0(n),S0(n-r)) coe

se r < n-r-1 - nr(SO(n),SO(n—r)) = m,_1(SO(n),S0(n~r))
e, portanto, i, € um isomorfismo.

Defindcao:

Para r £ n-r-1, definimos o homomorfismo

6, ¢ T (M) > g (80 (n=r))

através da composicgao:

0,

0

d
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T X i
(M) —> 1 _(BSO(n))—E— m__ (SO(n)) «—2X-

~
-
=

1 (SO (n-x))

Se r < % - 1, qualquer classe X e ﬂr(M) pode  ser
representada por um mergulho £ : st > M, Seja Ny = classe ca

racteristica do fibrado normal principal do mergulho  f .

Lema 4.6,:

Nas condig¢des acima:

er(x) =n, ., para todo x e ﬂr(M).

Temos que X, ° T, (x) = il*(T) + 12*(nx) , para todo
X € ﬂr(M).
Como r < % -1, pelo Lema 4.4, il*(t) =0 e pelo

Lema 4.5, i, € isomorfismo.

N, = 1,0 ° X, ° Telx) = 6_(x). O
Lema 4.7,:
Para r < % -1, er(x) = 0 se, e somente se, qual-
quer mergulho £ : st » M que representa Xx, tem fibrado nor

mal trivial. .
/

A demonstragao deste lema utiliza os seguintes fatos:
(i) o homomorfismo caracteristico

Xy ﬂr(BSO(n)) +\“r—l(SO(n)x

& um isomorfismo para 1 <.r < n ([13], p. 104);
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(ii) se K & um complexo k-dimensional e se & & um fibra

do vetorial sobre K de dimensdo m > k, entdo £
& trivial se, e somente se, £ © ol

Olv & um fibrado linha trivial (7).

€ trivial, onde

. n_ .. .
‘Assim, se r £ 5 = 1l -+ n=-r > r e teremos:

0,00 = 0 <> 170 ey« T,(x) = 0 <= T, =0,
pois i, e x_ s8o isomorfismos <==> (Tef), (1) =0  <=—>

<ﬂ=> Tof :»Sr4+'BSO(n) & homotdpica a aplicagdo constante. Pe

lo Teorema de Classificagdo ([13]) a Gltima condigdo & equiva-
lente ao fibrado induzido i(Tof)*(U) = of , o fibrado tangente
principal de M, restritd i s¥ ser trivial <=> vf @ rs¥=0"

<=> v & 15¥ @ 0% = 0™, por (ii) <=>"vf @ 0°*! = " s

n-r o X : ~ s
<=> vf = 0 , -através de sucessivas aplicagoes de (ii). 0

,

Teohema 4.8,

L n ~ e r
Supomos r £ 5 - 1. Entao dois mergulhos £, ¢: S M
_sao C-relacionados se, e somente se, possuem fibrados normais

isomorfos.

Devido ao Lema 2.2, precisamos mostrar apenas a sufi-
ciéncia.

De fato, se

vE = vg %=> vf @ T(Sr) = vg'e"r(sr) >

T 5 BsO(n)

—> (Tef)*(U) = (Tog)*(U) => Tof e Tog : S
sao aplicagdes homotdpicas ==> T,(x) = T*(y)'e ﬂr(BSO(n)), on

de x = [fj e y =[g]==>06_(x) =-er(Y) = er(x“y) = 0,
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Seja h : st - M , um meréulho que representa o elemen
to X-y € vr(M) . Pelo Lema 4.7, h tem fibrado normal tri
vial.

Realizando-se uma cirurgia em M, ao longo de h, sem
destruir as imagens de f e dé g (o que & poséivel devido as
condigoes sobre as dimensodes), na nova variedade obtida M' , os
novos mergulhos f' e g' vrepresentaréovclasses Cx'yylen (M'),

com x' - y' =0,

Assim, f' e g' sao homotdpicas e como r<=-1,
segque-se que sao isotdpicas e, portanto, equivalentes. Dai, con

cluimos que f e g sao C-relacionados., A D

2. Mergulhos de Variedades Bidimensionais

Teorema 4.9.,:

Sejam Y wum espago topoldgico l-conexo e K um comple

x0 simplicial. Suponhamos gue exista um int?iro m > 2 tal que:
(i) para tOdO p = 2’ e e ey m—l H
P (k1 (¥)) = 0
p - .
p =
B (K;m_(Y)) =0
( P )
(ii) para todo n = m+l:
n —
H (K,ﬂn(Y)) =0

" k() = 0
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Entao, as classes de homotopia de aplicacoes de |K]|
em Y, ‘estao em correspondéncia biunivoca com os elementos de
H' (K (Y)).

O teorema ainda vale para m =1, Y conexo e n-sim

ples, para todo n.
Para a proVa, ver [4]1, p. 298. 0

‘Corolario:

Se Y & um espago topoldgico (m-l)-conexo e se K @&

um complexo simplicial finito de dimensao m, entao as clas-

ses de homotopia de | K| em Y, est3ao em correspondéncia biu
'nivoca com os elementos de Hm(K;nm(Y)). ‘ 0
\
Obsenvacao:
Como ui(Y) =0, i <m1l, por Hurewicz segue-se

gue ﬂm(Y) = Hm(Y). Aléem disso, pelo Teorema dos Coeficientes

Universais:

H'(Y;m_(Y)) = Hom(H_(Y)im_(¥)) = Hom(H_(Y):H_(¥))

A correspondéncia biunivoca referida no Colorario aci-

ma

o« : [|K|,¥1 — H (K (¥))

é dada por a(l[£f]) = f*(u), onde
£ . Hm(Y;nm(Y)) -> Hm(K;wm(Y))

e u & a classe distinguida de Hm(Y;nm(Y)) correspondente ao
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homomorfismo identidade de Hm(Y).

Lema 4,10.:

Seja K um complexo simplicial de dimensao k < 3, En
tao as classes de equivaléncia de fibrados vetoriais orienta~-
dos, de posto n > 3, sobre K, estdo em correspondéncia biu

nivoca com os elementos de HZ(K;ﬂZ(BSO(n))).

Pelo Teorema de Classificagao, as classes de equivalén
cia de fibrados principais sobre K, cém grupo SO(n) , = estao
em correspondéncia biunivoca com as classes de homotopia
[|r!;BSO(n)].

Como dois fibrados vetoriais sobre K sao equivalen-
tes se, e somente se, seus fibrados principais gssociados sao e
quivalentes, segue-se que aé primeiras classes.acima estao em .
correspondéncia biunivoca com as classes de equivaléncia de fi-
brados vetoriais, de posto n, sobre _K.' Por outfb'lado, no

temos que

m,(BSO(n)) = 0

7, (BSO(n)) = m_(80(n)) = 0

T, (BSO(n)) = m (80(n)) = 2Z, ([131)
m4(BSO(n)) = m,(S0(n)) = 0 (idem)

Logo, pelo Corolario do Teorema 4.9, segue-se que

[[K[7BSO(n)1 = B (K;m, (BSO(n))) = H2(K;Z,)



seja

1)

2)
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Portanto, existe uma correspondéncia biunivoca

{classes de equivaléncia de fibrados vetoriais orienta

dos, de posto n, sobre K}

114
w

HZ (K; ., (BSO (n))) T«

Y
«

Obsernvacoes:

Se n = (E,p,K) & um fibrado vetorial orientado,“ de
posto n, sobre K, existe [f] e [|K|; BSO(n)] tal

N _ _
que f¥*¥(U) = n, Entao B([nl) = £ (u)y - . onde

M

£ : B%(BSO(n);m,(BSO(n))) + H2(K;m,(BSO(n))) e w
a classe distingquida de HZ(BSO(n);wz(BSO(n)).

H® (BSO(n) ;7 (BSO(n)) = Hom(H, (BSO(n) ,m, (BSO(n))) =
= Hom(zer£9 = 2, e ﬁlié d gérador‘de

H2(BSO(n)?ﬂ (BSO(n))). Por outro lado, a segunda clas

se de Stiefel- Whltney do fibrado unlversal

BSO (n)

também & o gerador wz(E) € HZ(BSO(n);Zz), Logo,

*
no=w,(E) L B(In]) = £ (w,(8))

Lema 4.11.:

Seja K um complexo simplicial de dimensac k < 3. e

n = (E,p,K) um fibrado vetorial orientado, de posto n= 3,
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sobre K., Entao n & trivial se, e somente se, wz(n) ="

A necessidade & Obvia. Suponhamos entao que wy(n) =0

e seja f : K » BSO(n) uma aplicacao classificante para n. Te

mos :
* *
0 = wz(n) = wz(f*(i)) = f (wz(ﬁ)) = f (p) = B([nl)
Como B & uma correspondéncia biunivoca, segue-se que
[n] =0, donde n & trivial. [

Lema 4,12,:

Toda variedade compacta e orientada, de dimensdo 2, e

uma Tm-variedade.

Resulta imediatamente do fato de que toda variedade,
nas condi¢oes acima, pode ser mergulhada no R3. ' 0
Lema 4.13,:
Se N & uma mw-variedade entao wz(N) =0,
De fato, se TN @ ol = o7l , entao
0 = w, (0™ = 4 (tx ® 01) =
. 2 2
= wo(N) + w,(N) v w (01) + w (Ol) = w, (N) ]
2 1 1 2 2 * :
Lema 4.14,:

Sejam N2 ' M , m =25, variedades compactas, orien-

tadas e conexas e seja f : N = M um mergulho. Ent3o vE @&

trivial se, e somente se, 6([f]l]) = 0 onde 6 : [N,M] - Z, é



definida por

é([f]) = <f*(w2(M)),u2(N)> = <w2(M),f*(ﬁ2(N))>
(uz(N) = classe fundamental de N, mod. 2),

Temos:

T™I|N ='f*(TM) = vf & TN,

Logo,

f*(wz(M)) = wz(f*(TM)) = wz(vf ® TN) = wz(vf),

pois~ m2(N) = 0 pelo lema anterior,

Assim, se Vvf & trivial, temos

0 = w,(vE) = f*(wz(M)) e O([£]) = 0.

Reciprocamente, se 6[f] = 0, entao

<E (w, (1)) Uy, () > = 0

*
£ (0, (M) = w, (V) = 0.

Pelo Lema 4.11, vEf & trivial. 0

Teornema 4.15,:

. 2
Sejam f,g : N =~ Mm ’ mz2 6, mergulhos, com N e M
variedades compactas, orientadas. Entdo f e g sdo C'-relacio

nados se, e somente se, vE = vg.

/

!

. i ~ r . ~
E imediato que se f e g sd3o C -relacionados, entao

possuem fibrados normais isomorfos. Para provarmos a reciproca,
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consideremos o homomorfismo

Vo HZ(M;ZZ) > 22

definido por

y(x) = <w2(M),x>
Podemos supor que m,(M) =0, o que conseguimos "ma-
tando" os geradores (em numero finito !) deste grupo, que sao

representados por esferas diretamente mergulhadas em M, isto
&, possuem fibrados normais triviais. Além disso, as condigoes
de dimensao nos permitem fazé-lo sem destruir as imagens de £
e de g.

Logo, pelo Corolario do Teorema 4,9, existe uma corres

pondéncia biunivoca

a : [N,M] ~» H2(N;ﬂ2(M))

Como
HZ (N3, (M) = Hom(H, (N);m, (M) =
~ Hom(Z,H, (M)) = HZ(M)'
a & dada por a(l£]) é fo(u(N)).
Seja @, : [N,M] ~ H,(M;Z,), a redugao médulo 2 de

a, isto &,

0, ([£1) = £, (uy(N))

O diagrama
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[N,M] .7

§

)
é comut&tivo. De fato,
Y o az([f]) = W(f*(uz(N))) = <w2(M),f*(u2(N))> =

= 6([£f]).

,\Logo, se

\

A

VE = vg => wy (VE) = w,(vg) =—> wz(f*(rM)) =

A

i

’géfg*(TM)) —> £ (M) = g (0, ) => 8((£) =

N

' "»4 7

6(Lgl) ==> y o 0, ([£]) = ¢ o a,([g]) =>
N L

—> P (£, s (M) = Y(g, (uy(M)) =—>

—> Y (£, (uy (M) = gy (uy (M) = 0

Consideremos o elemento

fou(N)) = g, (W(N)) e H,(M;2Z) = 7, (M)
e seja h : 82 + M, um mergulho que representa a classe acima.

Logo,

h, (0(S%)) = £, (WN)) = g, (u(N))

hy (1, (5%)) = £, 0, () = g, (uy (N))

(devido & naturalidade da redugdo médulo 2).
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2 b e hyu,y(8%) = 0
40 o a,Lh] =0
& 8([h]) = 0

e, pelo Lema 4.14, o fibrado vh & trivial.,
Ldgo=a classe [h] pode ser "morta" por uma cirur-
gia do tipo 2, realizada longe das imagens de £ e de g.

Na nova variedade M' , teremos:

£r(u(N)) = g4 (n(N))

e

a(lf')) = a(lg'ld)

[£'] = [g']
« £f' e g' sao homotdpicas

f' e g' sdo isotdpicas (devido as dimensaes)
. f' e g‘ sao equivalentes

~ f e g s3o C-relacionados. O

E claro que, se a variedade M & simplesmente conexa,

no teorema acima, bastaria uma (nica cirurgia., Dail

Conolanio:

No Teorema 4,15, supomos ﬁl(M) = 0, Entao f e g
sdo C-relacionados se, e somente se, possuem fibrados noxrmais

isomorfos. | - ‘ D
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Teonema 4.16.:

. 2 m , .
Sejam N°, M , variedades compactas orientadas com

m=5 e Wl(M) = 0. Entao, todo mergulho £ : N+ M tem fi-

frado normal trivial se, e somente se, wz(M) = 0,

Se wz(M) =0 , entao, para todo mergulho f,

* —
£ (wz(M)) =0
; wz(f*(TM)) =0

. wz(vf) =0

. vf é trivial

Reciprocamente, seja a correspondéncia biunivoca

o ¢ [N,M] - H2(M;Z) dada por of(L£]) =-f*(u(ﬁY). Como a redu

gao mddulo 2 : H,(M;Z) - H,(M;Z,) '@ um homomorfismo sobre, se
gue-se gque para todo X € H2(M;Zz) existe [£f] ¢ [N,M] com
f*(uz(N)) = x (f sempre pode ser tomada como mergulho).

Segue dal que
<w, (M), x> = <w, (M), £, (u,(N))> = 6[f] = 0,

para todo x ¢ H2(M;Z2).

Logo,

wz(M) =0
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3. Uma Generalizagao

Encerraremos este Capiﬁulo exibindo uﬁa generalizacgao
do caso anterior, especificamente; uma generalizagao do Corold-
rio do Teorema 4.15,

Inicialmente, fixemos alguhs résuitados que serao ﬁti

lizados no que se segue:

Lema:4.17.:

Sejam f,g ; KtéﬁY ,aplicagées de mnﬁrcoﬁplgio simpli

cial K ‘desdiméﬁgg; n, ﬁum"éspagé'topolééico Y,  (n-1)-co-
nexo. A obstruc3o 3 existéncia de uma homotopia éntré fe é
& um elemento de Hn(K;nn(Y)).

.\

vVer [47, ‘p. 295, | ‘ -0

Lema 4.18,:
Seja X uma varjiedade diferenciével de dimensao n,
conexa mas nao compacta. Entao Hn(X;Z)'= 0.
ver [31, p. 121. - | 0
Lema 4,19,:
- Seja f : N? > M"  uma aplicaQéo qualquer de uma varie
dade N numa variedade M, (n—l)—conexa;_Entﬁo, para todo
X ¢ N, a restrigio f£' = £f|N - {x} : N - {x} > M & homotopica

mente nula.

A obstrugao 3 existéncia de uma homotopia entre f' e
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a aplicagao constante k : N - {x} + M &, pelo Lema 4.17, um
elemento de HT(N - {x};nn(M)). Mas pelo Teorema dos Coefi-

cientes Universais:
n 1 .
H (N - {x};ﬂn(M)) =

= Hom(H (N = {x})32),7, () @ Bxt(H__, (N = {x};2),m ()

Como Hn_l(N - {x}:;2) e livre, segue-se que

Ext (H (N - {x});Z),nn(M)) = 0

n-1

e, pelo Lema 4.18, concluimos que

HY (N - {x};ﬂﬁ(M)) =0. 0

‘

Dada uma variedade N" ,  consideremos a projegao

n

o : N? » s", que identifica o complementar de uma célula D" cN"

sobre um dos polos, (por exemplo, o polo /norte), de Sn.

Lema 4.é0.:1’; \

[
Dada qualquer aplicagao f : N + M, com M sendo
' : \
~ M, que torna odia
Y

grama abaixo, comutativo, a menos de homotopia:

(n-1)-conexa, existe uma aplicagao £ s"

!
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Pelo Lema anterior, existe uma homotopia

H' : (N=DB") x I »M,
com H'(x,0) = £'(x) e H'(x,l) = constante, onde
£' = £|N - D",

Como (D™ x 0) v (D™ x I) & retrato de D" x I, se

gue-se que H' pode ser estendida a uma homotopia H: NxI-+M,

de f .  Definimos f:s">m , pondo

constante , se y = polo norte de,,Sn

-

H(x,1) , v = p(x) e yeS'={polo norte}

Pela construcao:

’Eop = H(.,l) ~ H(.,O) = f , . ‘ 0

De agora em diante, consideraremos mergulhos de uma va
riedade N° nﬁma-variedade M™ com n < %'— l1 e M (n-l)-=co-
nexa.

Notemos que, dado um mergulho £ : N - M, pelo Lema

n

4,20, podemos construir £:8">M tal que %op = £, Devido a

condigcao imposta sobre as dimensodes, podemos sempre supor que a
f encontrada seja também um mergulho.

0 fibrado no:mal de 4 , restrito a um disco D?‘ que
contém o polo norte de st , € -trivial, Logo, o seu espago total
E & homeomorfo a R" e podemos mergulhar N - B” em E. Além

disso, & possivel realizar, diferenciavelmente, uma colagem de

N - D" como complementar em s, de uma vizinhanga do polo nor

n

10 colagem efetuada através do bordo ccmmn'sp.l,

te contida em D

(fig. 22).
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Assim obtemos um mergulho f£' ; N -+ M, que denominare
mos de "forma padrao" do mergulho £ .
Observemos que £' = fop ; portanto, f£' = £, donde

vi' = vf,

figura 22
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‘Além disso, o fibrado normal de f' depende tao somen
te da colagem realizada através de Sn—l ; Dais especificamen
te, tal fibrado & caracterizado por um elemento aem _,(SO(mrn)).

Mas o determina também o fibrado normal de f . Assim, temos

provado o

Lema 4.21.:

Sejam f,g : N » M mergulhos, nas condigoes estabele

cidas. Entao vf = vg se, e somente se, vi = vg. 0

Teorema 4,22.:

Os mergulhos £ “e g sao C-relacionados se, e somen-

te se, possuem fibrados normais isomorfos.

Admitindo que Vf = vg, entd3o Vvf = vg.

Pelo Teofema 4.8, & possivel realizar uma Gnica cirur
gia em M, sem destruir as imagens dos mergulhos em jogo, de
tai maneira que, na nova variedade f e 5 sao, agora, equi-
valentes.

Da construcao da "forma padrao" de um mergulho, segue-
-se que também f' e g' serao equivalentes, na hova varieda-

de, o mesmo acontecendo com f e g, pois, as homotopias

f = f' e g =g' implicam, devido 3s dimensdes, em respecti-

vas isotopias. Logo f e g sao C-relacionados. 0
Corolanio:
. n m
Sejam f,g : N - M mergulhos com n < 5 1 e M

uma m-variedade compacta. Entdo f e g sao Ck—relacionados
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se, e somente se, vf = vg,

De fato, em (7], Milnor mostra que gualquer T-varie .
dade compacta M ,.através de uma seqliéncia de cirurgias de ti-

po p < % - 1, pode-se transformar numa outra T-variedade M’

que & [% - l]-conexa. Devido ds dimensdes, tais cirurgias n3o
. | \
destroem os mergulhos f e g e estamos nas/condigCes do Teo

rema 4.22. . ” 0



APENDICE

0 contelido deste Apéndice foi extraido de [2], nosso
trabalho de Mestrado.
O objetivo & mostrar que dois nds disjuntos quaisquer
3

Ko e Kl » contidos no interior de uma variedade M~ , conexa

e orientada, sao sempre C—relacionados; mais ainda, a Gnica ci-
rurgia realizada por um,mergulho. I/ Sl X D2 > M para modi-
ficar o espacgo subjacehte a Ko-u Kl , em M, faz aparecer tais
nds, na nova variedade X(M),_ém'pqéig6es extraordinariamente
simples: como bo;dos de uma variedade W, difebmorfé ao ci-
lindro Sl X Da.

Inicialmente provemos que todo né K em M pode ser

trivializado através de uma @nica cirurgia..

Lema 1.:

Seja' £ st M um mergulho.
Existe ﬁma‘cirurgia'em M, realizada por um mergulho

/N Sl X D2 >~ M ‘tal que o mergulho correspondente a f,

£ s sty ,
satisfaz a condigao de K' = f'(Sl) ser um nd trivial em M,

Seja 'Vv_uma vizinhang¢a tubular fechada de f(Sl) , €em
M, e'seja-'w : V> Sl X D2' um difeomorfismo.

Introduzindo em st coordénadas angulares e em p?
coordenadas polares, um ponto P e §l x D2 é dado por P=(6,X,0),
onde 8,29 ¢ R, mod 27 e 0 < X 1.

2 1

No fibrado (S1 x D 1Py » §7) tomamos a secgao diferen-

87
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ciavel s : Sl > Sl X D2 , dada por s(8) = (9,%,90) , para al

gum Qo fixado e chamamos de F a vizinhanga tubular fecha-

da de s(Sl), em 'Slvx 02 , de raio % .
Seja, agora, A =y “(F) e & : A ~» Sl X D2 o difeg

morfismo conseqtiente.

figura 1
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Definimos ¢ : Sl X D2 - M pela compbsta

1 2 o—1 i

8° x D  ———s A —— M,

onde i & a inclusao.
Entao, com a trivializagado da vizinhanga tubular A in

troduzida, f(Sl) coincidira com a imagem, pela ¢, de um pa
1 2

ralelo de S~ x D”. Como tal imagem, durante o processo da c¢i-

rurgia, € identificada com um meridiano de D2 X Sl, segue~se

que em x(M), o nd K' = f'(sl) borda um disco, o que con

clui a demonstracao. 0
Teorema 2.:

Sejam f,qg : Sl + M, mergulhos.

Entao f e g sao C~relacionados.

Chamando de = f(Sl) e K, = g(Si), tomemos pon-

1

tos x_ e K e x; ¢ K; e consideremos uma curva A em M,di

KO‘
K

feomorfa a R, com A n K = {xo} e Ao Ky o= {xl}.
Como X & difeomorfa a R, seu fibrado normal em M
é trivial e, entao, podemos conseqguir um difeomorfismo

h : v(A) » RS,

onde V(A) & uma vizinhanga tubular de A em M, que comple-

ta o diagrama:

3

V() ————— R
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Indiquemos por M = h[(KO U Kl) n V())1. Escolhendo-se
A de modo que se verifique
dim(TX P TX Ki) =2,1i=0,1,
i i
podemos supor, sem perda de generalidade, que

h(Ko n V(X)) <« 0 x O x R

\
\ .

h(K1 n V(X)) «1 x 0 x R

Tomemos r > 0 tal que

(0,11 xB2(0,r)) 0 Mc[(0x0xR) nMIul(1x0xR) nM]
e consideremos gma curva diferenciavel

€ ¢ 0,17 » 0,11 x 0 x [,

que faz a concordancia das semi-retas 0 x 0 x [0,«) e

1 x 0 x [0,%) pelos pontos (0,0,%) e (1,0,%)..

Seja M o sdlido de revolugdo obtido pela rotagdo da
curva & em torno do eixo R x 0 x 0 e indiquemos por &' a
curva diferenciével,\gfaétrica de £, em relagéo ao eixo
R x 0 x 0,

A figura 2, abaixo, mostra a construgao realizada, on

de indicamos os pontos:

-1 r -1 '
pO = (h o f) (0,0 ,-2—) roag = (h o f) (0,0,- %)
— -1 r _ —1 . r
pl = (h o g) (17015) ’ ql = (h o g) (1,0,- -i) v
A= ) e D =gl(q)

—f(po) ’ B=f(qo) ’ C=g(pl)
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Consideremos o n6 K em M, cujo trago a partir do
ponto A segue pelo nd K, com a mesma orientacao de‘Ko, até

o ponto B.

Dai segue por .h-l(i') até o ponto D, continuando
pelo no K, , com a orientagao contraria de Ky até o ponto
C .,De C f finalmente, retorna ao ponto A, via a curva
h™te) .

Aplicando o Lema 1, & possivel realizar uma cirurgia
" 1, .2

em M, ao longo de K, através de um mergulho 9 : S xD” » M,
de modo que Ki apareca em x (M), bordando uma variedade E,
difeomorfa a um diséo.

No cémplémentar deste disco E‘, em x(M) , devemos co

lar o retangulo R = ({0,171 x 0 x R) n M], resultando uma

variedade W gue & homeomorfa e, portanto, difeomorfa ao ci-

lindro sl « D1 e na qual se tem W = K, v Ky (fig. 3). 0

figura 3
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