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SUMMARY

The objective of this work is to study stability
properties of Cm—maps between manifolds when the range is a
stratified~-space.

We deal with two notions of infinitesimal stability
related to the behavior of Cm—maps subjected to constraints.
We connected these notions with the classical one, the
homotopical-stability. The main tools used to this end are
provided by the Malgrange "Preparation" theorem and a recent

result on Generic Linear Equations due to J. Mather.
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INTRODUCAQ

A teoria das singularidades e da estabilidade de a-
plicagoes diferenciaveis teve seu estudo intensificado nestesul
timos vinte anos, ap0s os trabalhos pioneiros de H. Whitney (On
singularities of mappings in Euclidean spaces I, mappings of
the plane into the plane, Ann. of Math. 1955) e de R. Thom (Les
singularités des applicaﬁions différentiables, Ann. Inst. Fou-
rier, 1955-1956). Nos Qiltimos dez anos, varias questoes impoxr
tantes foram solucionadas, merecendo especial destaque os traba
lhos de J. Mather (ver [41, [7al) no campo da teoria da estabi
lidade. Recentemente, René Thom sugeriu varias linhas de estudo
nesse campo, com o intuito de criar modelos matemSticos adapta
dos a abordagem de problemas relacionados as outras ciéncias
(ver (91). Para isto, varias extensoes e generalizagoes dentro
da teoria da estabilidade vem sendo feitas, algumas atendo-se
aos propdsitos originais e outras, possivelmente, livres deles.
Neste sentido, merecem destaque os trabalhos de V. Poenaru, J.
P. Dufour, L. A. Favaro e outros (ver ([1], (21, [81]).

Nosso objetivo no presente trabaiho, foi examinar duas
nogoes de estabilidade para aplicacoes diferenciaveis, no caso
de existir no contradominio alguma estrutura a ser levada em
consideragao. Exemplo tipico de tal estrutura é 6 de uma folhea
cao.

O Capitulo I contém os pré-requisitos basicos de espa
cos e jatos, modulos e germes de aplicagoes, estratificagoes e
campos vetoriais. Aqui mostramos que certos modulos, de campos

tangentes a uma dada estratificacao, sao de tipo finito.

I



II

No Capitulo II apresentamos duas nogoes de estabilida
de-infinitesimal para aplicagoes, quando o contradominio esti-
ver munido de uma estratificagao L. A primeira delas,.L-estg
bilidade infinitesimal, apresenta-se algebricamente mais traté
vel. Esta nogdo se estende para germes de aplicagoes, possibili
tando entao a caracterizagao da L-estabilidade infinitesimal de
uma aplicacao em termos da L-estabilidade infinitesimal da fami
lia de germes a ela associada. Finalizamos o capitulo exibindo
algumas classes de germes E-estéveis.

Nos Capitulo III introduzimos a nogao de esﬁabilidade
sob L-deformacoes para as aplicagSés e obtivemos um'teorema .de
caracterizagdo, tipo Thom-Levine, para as aplicagCes estaveis
sob L-deformagoes. Ainda, relacionamos a L-estabilidade homotd~
pica com aquelas anteriormente introduzidas no Capitulo II.

Finalmente, no Gltimo capitulo, apresehtamos o cohcei
to da L-estabilidade estrutural e destacamos as principais difi
culdades que surgem ao se desejar deduzir a estabilidade, ofa

presente, da L-estabilidade infinitesimal.



CAPITULO 1

PRE-REQUISITOS
§ 1. Genmes e jatos

Consideremos N e P variedades diferencidveis. de
classe C“, assim como C“(N,P) o conjunto de todas as aplica
¢Bes diferenciiveis de classe C de N em P. Salvo mencdo ex
plicita, todas as variedades aqui consideradas terao bases enu-
meraveis.

Para cada ntmero natural r = 0 denotamos por f(r)
a r-esima diferencial da aplicagdo f : N » P. Sejam entdo

£, g ¢ Cw(N;P) e X em N,

DEFINICAO 1:

f & r-tangente a g em x se para cada inteiro k,

0 sk sr, f(k)(x) = g(k)(x).

Esta definicao nos permite particionar c”(N,P) da
sequinte forma: Para cada x de N e r natural, seja a rela
gao:

fRg se e s6 se f for r-tangente a g em x. Cada
biasse de equivaléncia desta relacao serd denotada por 3T (%),
"onde f @& um elemento da classe,sendo o conjunto quociente,

c”(N,P) /R, denotado por Ji(N,P).

DEFINICAO 2:

jrf(x) é denominado r-jato de fonte x e meta

£ = £(x.
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A definicdo de r~tangéncia se traduz em termos de co-
ordenadas locais em torno da fonte e da meta, como segue:

Sejam (x;) e (yj) sistemas de coordenadas Dbasea
dos em x e f(x) respectivamente. Entdo g sera r-tangente

a f em X se e sO se para todo t e j tivermos

Bt(yjog) (x) = at(yjof) onde

t e .51 th . |
3 =2 /al cos an € o operador diferencial misto cor
n v _
|tl=§ts, 0s |t] sr e t=(ty, «oer b))
Em outras palavras, o r-ésimo polindmio de Taylor de
f.j = yjof € o mesmo que o de gj, gj = yjog em Xx, para ca
da j.

r .
xeNJx(N’P)’ Este conjunto ad

mite uma estrutura de fibrado diferencidvel, de base N x P,sen

Consideremos Jr(N,P) = u

do que a projecao & dada tomando-se fonte e meta para cada r-ja

to. Ainda, em Jl(N,P) teremos as subvariedades Sk dadas por

jlf(x) € S, see s0 se dim P - posto (f(l)(x)) = k.

Neste sentido temos a sequinte

DEFINICAQO 3:

£f eC’(N,P) & l~genérica se a aplicacao
jlf : N » Jl(N,P) for transversal a cada subvariedade Sk (ver

(33).

Sejam f e g em C(N,P) e S parte ndo vazia de



DEFINICAO 4:

f e g tem o mesmo germe em S se existir aberto U

de N, U>5, de modo que f|U = gjU.

Cada classe da relacao de equivaléncia dada pela defi
nicao & denominada "germe de aplicagdo diferenciavel" e & denota
da por f : (N,S) » P. O espago quociente obtido sera denotado
por CZ(N,P). Quando P = R, 1indicaremos este conjunto por

Ainda, C. herda de R uma es

s’ S

trutura natural de R-algebra.

C;(N) ou simplesmente por c

Os resultados relevantes no nosso contexto, relativa-

mente a essa estrutura, sao os seguintes:

PROPOSTCAO 1

Se (S84, ..., 8 ) for uma particao de S, por fecha

dos de N, teremos

onde m = {f : (N,S') - (R,0)}.

PROPOSICAO 2

Sejam (xi) sistema de coordenadas locais nulas em x
a0

o - - — 2 -—
e u e Cx(N). Entao u e {xl, ooy xk} . Cx, X, germe de x,

1

em X, se e sO se existir
ﬁ : U+ R, representante de u, tal que

jU =0 em Kn U= {x'eU : xi(x') =0, 1< i< k}
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Nesta proposicao, {il, ceoy Ek}z.C: significa "i-

deal gerado pelos produtos Py«Pye eoo o pz“ onde

py € {il, Cees Ek}. De forma mais geral,

-}

I.Cx ideal gerado por I em d;.

COROLARIO 1:

- €0 - - —
m, € um Cx modulo com base {xl, . ooy xn}.

COROLARIO 2:

mﬁ = {u ¢ CZ : ffu(x) =0, 0 < r < £}

COROLARIO 3:

C:/mﬁ = R[[xl, coey xn]J/mz onde m é o ideal ma-

ximal do anel das séries formais a coeficientes em R.

Lema de Nakayama

Sejam R um anel comutativo com unidade, a : E+F

um homomorfismo de R-modulos e I ideal de R tal que 14z
é inversivel sempre que 2z ¢ I. Admitamos que F seja do tipo
‘finito, ou seja, F & R-finitamente gerado.

Entao a(E) + IF = F 4implica «a(E) = F.

COROLARIO 4:

Seja A um C(;-mc')dulo de tipo finitoe B um submo-

dulo de A satisfazendo dim R A/(m§+1.A+B) < L. Entao méc B.
Veremos agora um teorema devido a B. Malagrance que

constitui uma das ferramentas analiticas de maior forca no pre-



sente trabalho..Antes, observemos que, se f : (N,S) -+ (P,y)
for um germe de aplicacao diferenciavel, todo Cz—m6dulo A ad

mite uma estrutura de C;—médulo via o homomorfismo de R-alge-
bras f* : C; > C; definido por f*(v) = vof, a saber:

A adicao de A & a anterior e a acado de C; é defi-

nida por

(V a e c;) (¥ o € A) a.a = f*(a) .a.

Teonema de Malgrange

Seja f : (N,S) > (P,y) germe de aplicacao diferencia
.-
mos que {n(el), ey n(er)} seja um sistema de geradores pa

vel (S finito) e A um C.-mbdulo do tipo finito. 'Suponhg
ra o R-espago vetorial A/(f*my).A. Entao {el, ooy er} cons
titui um sistema de geradores para A com a estrutura de C;-mé

dulo.

OBSERVACAO:

(f*my).A é o C;-submédulo de A gerado por £*m .

DEFINICAO 5:

Seja Y : R+ S um homomorfismo de aneis. Um "homo
morfismo misto sobre P" & uma lista (o, B, A, B, C) satis-

fazendo as seguintes condicoes:

(1) A €& um R-modulo do tipo finito.
(ii) B e C sao S-modulos com C do tipo finito.
(iii) B : B » C e um S-homomorfismo e a : A +» C satisfaz

a(a1+a2) = a(al)+u(a2) e a(r.a1)= W(r).a(al).
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PROPOSICAO 3

Sejam f : (N,S) » (P,y) germe de aplicagcaoc diferen
ciavel, S conjunto finito e (a, 8, A, B, C) um homomorfis-
mo misto sobre f* : C; +‘CZ. Para a = dim [ A/myA as afirma

¢Oes abaixo sdo equivalentes:

it

(i) a(a) + 8(B) c.

(i1) a(A) + B(B) + f*m_.C = C.

y
(1i1) a(a) + 8(B) + m3*i.c = c.
As provas dos resultados até aqui enunciados podem
ser vistas em (5] e [6].
Vejamos agora uma simplificacao da proposicao ante

rior, dada em termos dos geradores dos modulos envolvidos. Para

isto, continuemos com f: (N,x) » (P,y), (a, B, A, B, C) ho

momorfismo misto sobre f* C; -+ d:, ar : AT » Cr e

BY : BY + ¢ sdo os homomorfismos-produto para as estruturas-

-produto dos modulos A, B e C.

PROPOSICAO 4
As afirmagoes abaixo s3ao equivalentes:
(1) a(A)+8(B) = C
(11) oF (AT 487 (BN +m3 1 .CT 5 ((ale)) sale,), ... ale))).C, .
(141) o (%) +87 (B +m3* .7 5 (x (ale)), ... ale)) |
(%30 <0y x 1. C; =mt.
PROVA.

Claramente a condigdo (i) acarreta a (ii). Suponhamos

que (ii) esteja satisfeita e mostremos (i) estara satisfeita ten



do-se em conta a proposicao 3.

Tomemos T em C. Logo, T = I1.G. onde para ls<jsr

-
]

temos G. = a(e.). Consideremos 0. = 1T..G =71,..(Gy,...,G).

j = aley) s IR 3+ {CpreerGy)
Da nossa hipotese resulta a existéncia de aj, bj e mj tais
gue
r r
a (a.) + B (b.,) +m, =o0_.
( J) ] ] J

Tomando-se a j-ésima coordenada de oj temos

Logo, T = ZT.Gﬁ = a(Za..) +

T.G. = ..y + b..) + .
373 a(ajj; 8( ) ; 3 J 33

m. ..
3] 3]

+ S(ij.) + ij. e de acordc com a proposicao 3, T ¢ a(A)+8(B)
BT IR
pois Im,. € ma+1.C.

jJJ X

Mostremos por fim que (iii) implica (ii), ja que a re

ciproca & evidente. Suponhamos entao que u.G e vVv.G estejam

em C' = of(af) + Y (BY) + mi+l . C.

Logo,
u.G = af(a) + 8%(b) + m | (1)
v.G = af(a') + 8T (b") + m' (2)

Disto resulta que

av.G = u.af(a') + 8¥(u.b') + u.m' (3)

Mas

u.af(a') = ar((el,...,er).(yij) = u(G G) . (f*y, ) =

1,---, 3

_.r r
= Q (a).(f*Yij) + B (b.f*(Yij)) + m.(f*(Yij)).
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Substituindo em (3) esta Ultima relacao, teremos

- r r ) . "
uv.G = a (a.(yij)) + B (b.(f*yij) + u.b') +m

T ' * a+l r
onde m u.m' + m.(f Yij) € my . C.
o0
Como G e a"(AT) e {0 voey x b o Co=m, apro
va esta terminada.

§ 2. Folheacoes e campos vetoriadis
Consideremos P variedade diferenciavel, Rq 0 es-
pago euclideano g-dimensional (g 2 0) e (Ui)i€I um recobri

mento de P por abertos de sorte que tenhamos, para cada i de

I, wi : Ui + R? uma submersido diferenciavel.

DEFINICAO 6:

A familia define uma folheacao diferenciavel

(wi)ieI
em P se existir familia (wij) de difeomorfismos (C) lo-
cais de R? satisfazendo wj = wijowz sempre que
dom 9, n dom 9y # P, (1,3) e 12,
As submersoes ¥, sao chamadas de descrigdes locais
da folheacao. Em geral denotaremos uma folheagao em P por
L = (La) para evidenciar as suas "folhas", ou seja, as subva
riedades conexas maximais (para a inclusao) definidas localmen-

-1
te por wi (v), v € im wi.

De forma mais geral,

DEFINICAO 7:

Uma estratificacao diferenciavel de P é uma parti-

gao L = (La) de P por subvariedades diferenciaveis conexas.



Cada subvariedade é chamada de estrato de L.

DEFINICAO §:

Seja N variedade diferenciavel e TN o seu fibrado
tangente. Uma seccao diferenciavel deste fibrado & denominada um

campo vetorial em N,

Em geral denotaremos por 8(N) o conjunto de todos os
campos vetoriais de N munido com a estrutura de CP(N)-médulo

usual. Aqui, C (N) & a R-3lgebra das fungdes reais em N.

DEFINICAO 9:

Sejam f : N - P aplicacao diferenciavel, m : TP + P
a projeg§6 natural e w:N > TP, w diferenciavel, tais que

mow = £f. Dizemos que ® & um campo vetorial ao longo de f.

0(f) indicard a colecdo de todos os campos vetoriais
ao longo de f, munido da estrutura natural de CQ(N)-médulo.

As definigoes dadas anteriormente se estehdem para os
germes de aplicacdes. Assim sendo, ‘:es(f) ou  B8(£f:8) de-
notara o C;(N)-médulo de todos os germes de campos de 6(f) lo
calizados em S. Ainda, se L for uma estratificagéo (di feren
ciavel) de P, indicaremos por 6(L) o C’(‘p)—submédulo - de
8(P) constituido de todos aqueles Campos_que sab tangentes aos
estratos de L e Q(L:f) o C;(P)—submédulo de 8 (P:T)

dos campos de 6(L) localizados em T, T c P.
DEFINICAO 10:
Uma estratificacao diferencidvel [ de P & de tipo

algébrico finito se para cada y de P, e(L:y) for um C;f'



10

-mddulo de tipo finito.

Por simplicidade, escreveremos "L & uma estratifi-
cagdo de P de tipo finito" em vez de "L & uma estratificagao
diferenciavel de P de tipo algébrico finito".

A convengao acima sera mantida eﬁ nossas proximas con

sideracgoes.

PROPOSTCKO 5

Sejam K subvariedade fechada de N, L estratifica
'¢d30o de N de tipo finito e X ¢ 6(K) tais que, para cada x de

K, existe aberto U de N, U 3 x, de sorte que em U n K

X

o0
e C (Un K) e os Gi

X = iaicﬁr ay

sao representantes dos geradores de 8(L:x) em U n K. Entao

existe Y em 6(L) com Y|K = X.

PROVA :

Consideremos {U(x) : x ¢ K} o recobrimento de K
fornecido pela hipdtese da proposicdo. Em cada U(x) definamos
£, = £a,G] | | (1)

X i 1

onde Ei € extensdao de a, a U(x), diferenciidvel.

i
Nao ha perda de generalidade supormos que este recobri

mento de K & um recobrimento de N pois K & fechada.
Seja (p ) uma particdo da unidade (C) subordina-

da ao recobrimento {U(X)}xeK' Isto significa que para cada a

existe x(a) de modo que o suporte Py esteja contido em

U(x(a)).
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Por fim, Y = épaix(a) e de 6(L) e ainda
Y|K = X.

Tomemos em R, D = {x ¢ R", [x| <1} e &= (y;)

uma matriz cujos elementos estdo em C (D). Dados v, em C(D)

i
consideremos a equagao

A.(uj) = (v,) em c” (D) .

PROPOSICAO 6

Seja a equacao ‘A.(uj) = (v;) em C (D). Admitamos
que A:D>M x- (Yij(X))’ seja transver;al a todas as
suvariedades S, de M. Entao a equagao A.(uj) = (vy) tem
solucdo em C (D) se e sd se, para cada x de D, a equacdo

A(x).(uj(x)) = (vi(x)) for soluvel.
PROVA: ver [7].

§ 3. Centas estratificacoes diferenciavedis

Neste paragrafo vamos exibir a estrutura local de
6(L) para L, estratificacdo de P, dada por uma funcao de
Morse. Essencialmente, mostraremos que os Cx—médulos 8(L:x)
sdo de tipo finito.

Seja entdo Y : P » R uma funcao de Morse. P fica
entdao dividida em duas subvariedades: I (y) = {x € P : AP (x)=0}
e P' =P - 1(y). Temos que ¢|P' : P' >+ R & submersao e
disto resulta uma folheagao em P' dada pelas "superficies de
nivel” de ¢ |P'. Se x ¢ £(y), teremos para uma conveniente

vizinhanga U(x), de x em P, uma estratificagao em que x
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€ o unico estrato O-dimensional.

A estratificacao L = L(y) sera constituida pelos
pontos de L (P) e pelas subvariedades conexas maximais "super-
ficies de nivel" de Pp|p'.

Antes, vejamos o seguinte resultado:

LEMA

Seja A o C (P)-mddulo livre C° x ...xC = ()Fe
y - y y y Y
B : A% » 0 definida por B(mm) = ;gym.n, 1<rsp=dimP.

Consideremos {gl,'..., gr} uma Cy-base de m, e
g = (gys «.., g ). Entao:

gt = {aeA : B(a,g =0} & um C;-médulo de tipo finito.

PROVA:

A aplicagao B( ,g) : A -+ C;, a + B(a,g, & um C;-

-homomor fismo e entdo g* & um C;-submédulo de A pois

gl = ker B( ,q).

Se r=1, g* =1{0} ‘e o lema estd estabelecido. Con

sideremos entdo, para 1 <i < j £ r, o elemento gij=(a£) onde
a; = -gj, aj =g, e a, = 0 se L £ {i,3}). '

E imediato que 9y € g'. Mostremos que
:1s<si<3s r}.C; = gl.

{gij

Sejam a ¢ gt e 9y - Entao existem cy e C;,
l <1is r-1, tais que

r-1
- _ | L -
a ﬁ Cig;, € G, {(bl, cevr b)) € g s b_ 0}.
T Qr-l r-1l
emo = - = - .
s b=a- kje9,, = (aj¥e g 8,409,008y = 17649y)
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r-1
- _ 1
Agora, b e Grr-ie e so se a_ i_2___lcig. =0, Como a e g te
mos a g = - I a,qg,. Pela proposicdo 2 do § 1, a existéncia
r’r 1 1°i
dos ci's tais que b ¢ G, esta garantida.

Se r =2, temos (al,az)-cl(-gz,gl)=(a1+clqz.0) egl-

Disto temos algl = -=C.9,9, s OU seja, al = -c.gz.

Se r > 2, tomemos cj de sorte que

(b - chgj(r-l)) € G._yr Gy = {(bl,,..,br)e G, :b = 0}. As

sim, sucessivamente apoiados na proposicao 2 do § 1, teremos a-

r-1

pos um numero finito de etapas,

(a - Zaijgij) el a(-gngl’oloc .,0) € Gz

- V ._- - l m— : .
onde G, = {(bl, cery br) € g bj =0 para j 2 2},

Com argumento identico ao caso r = 2 concluimos que

ae gt

PROPOSICAO 7

Consideremos a estratificagéo L =L(y) em P. Entao

para cada ‘y € P 8(L:y) & um Cy-médulo de tipo finito.Aqui,

$ : P » R € uma fungao de Morse.

PROVA:

Suponhamos Yy € £{(y). Sem perda de generalidade, po
P

demos supor que Y = zeiyi para (yi) istema local de coorde-
1

nadadas em vy.
~ ’ p ~ -
Ainda, se X € 6(P:y) teremos X = Zaiai onde X e
_ 1
representante de X e os ai's sdo os campos coordenados rela
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tivamente ao sistema (yi). Para U aberto de P, U 3y, con
tido no dominio comum das coordenadas, consideremos <, > em TU

dado por <fa,9,, L, .0, ='
i i"i jb) j iaibi'

Logo, X é tangente as "superficies de nivel" de

em U se e sO se <§, grady9>=0 em U, Mas isto nos diz que:

P

i(eiyi)ai =0, €€ {-1,1}.
Pelo lema anterior, 6(L:y) & de tipo finito.

Se y £ Z(y), podemos supor ¢ = Yp Ppara conveniente
sistema de coordenadas (yi) em y. Neste caso, x e 6(L:y) se

e - = Lod
sO se X 15931‘1 + 0, Segue entao que

6(L:y) & de tipo finito.

COROLARIO:
n k 2
Seja ¥ : R ,0 -+ R,0 dada por w((xi)) = Eeixi.
1l

Entao 6(L:0) é C:-finitamente gerado por . (g) + (n-k) gerado

res, k 2 2,



CAPTITULO 11
L-ESTABILIDADE INFINITESIMAL

§ 1. Duas defindicoes de estabilidade

Sejam N, P variedades diferenciaveis e fe C”(N,P).
Consideremos os moédulos 8(N), 6(P) e 6(f) assim como as se

guintes aplicagoes:

wf : 8(P) > 8(f), v + wf(v) vof e

tf : B(N) » 6(f), u > tf(u) = Tfou

Uma estratificagao L(diferenciavel) em P da origem

entao aos seguintes submodulos dos anteriores:

wE(A).CT(N), B = tf 1(C)

L]
]

A=6(l), C

¢ {w € 8(f) : w €& tangente aos estratos de L}.

e B=tf (C).

DEFINICAO 1:

A aplicagao f : N +» P & L-infinitesimalmente esta-

vel se C = wf(A) + tf(B).

DEFINICAO 1':

£f : N+ P é& L=-infinitesimalmente estavel se

C = wE(A) + t£(B).

Localizemos f : N+ P em S < N de modo que f(S)=y

ou seja: Consideremos fs : (N,8) * (P,y) o germe de f em &S.

Teremos entao os modulos "germificados":
s
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>
]

{a € 6(P:y) : a € 6(L:y)}, C(S) = 6(£f:L:8) =

wa(Ay).c;(N), B(S) = tf;l(C(S)).

C(S) = 6(£:L:S) = {germes de €, localizados em S}

B(s) = t£ 1(C(s)).

DEFINICAO 2:

fs é L-infinitesimalmente estavel se

c(s) = wa(Ay) + th(B(S)).

DEFINICRO 2':

fS é L-infinitesimalmente estavel se

C(s)= ueg(a) + tES(B(S)).

Nas definicoes acima, wa e tfs sao as aplicagoes
induzidas por wf e tf sobre os mddulos germificados. Ade-
mais, referir-nos-emos a lL-estabilidade infinitesimal ([-estabi
lidade infinitesimal), tanto para germes como para aplicagoes,
com o termo L-estabilidade (L-estabilidade).

Quando L for uma folheagao em P, teremos gque

8(f:L:8) = 8(g:L:S) para quaisquer £, g ¢ c”(N,P) tais que
£(s) = g(s) =y.

De fato, podemos supor L de codimensao menor que a

dimensao de P e considerar (yi) sistema de coordenadas 1lo-

cais em torno de y de modo que a descricao local de L, emy,
. _ _ _ 7 9 )

seja dada por ¢ = (yk+1' «+er Yp). Logo, Ay = {5§I""'5§;}‘

.C;(P) sendo entao um C;-médulo livre de posto k. Como cada



17
- - k a
w e 6(f:L:8) & da forma iaiwf8(3§7) para a, ¢ CS(N), temos
que este Cg-médulo € livre de posto k. Da definicao de
8(g:L:S) resulta que este Ultimo € também C;-livre de posto Xk,
e enfim, temos o isomorfismo desejado.

Desta observagao resulta que quando L for uma fo-
lheagao, as definig¢des 2 e 2' seraoc as mesmas.
Em geral n3o teremos 8(f:1:S) = 8(g:L:5). Isto se

ra visto mais adiante, no § 3.

PROPOSICAD 1

Seja £ : N + P diferenciavel, S parte finita de N
com f(S) =y e L uma estratificacao de P de tivo finito.

Entao, fs é L-estavel se e sO se:

(1) wa(Ay) + th(B(S)) + f*(myY.C(S) = C(s) ou

a+l

(ii) wa(Ay) + th(B(S)) + my C(8) = C(s), onde

a = dim A /m _.A

R 7y "y"y’
PROVA:
Temos que tfS : B(S) » C(S) & um homomorfismo de
C;-médulos e mfs : Ay + C(8) & um homomorfismo sobre fg:c;+c;.

Como Ay é de tipo finito, segue que C(S) & de tipo finito.
Logo, (wa, tfg, Ay, B(S), C(S)) é um homomorfismo misto so-
bre f;. Terminamos a prova aplicando a proposicao 3 do capitu

lo I.

Tendo-se em vista a condigao (ii) desta proposicao,po

deriamos pensar que L-estabilidade de f estaria dependendo so

S
.a+l
J

mente do f em cada ponto de S. No caso de L = {P}, is
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to ocorre (ver [3]). Mas uma situacao em que tal fato nao é
verdadeiro se apresenta se considerarmos (yl,yz) sistema de
coordenadas em R2 e L dada pelas curvas de nivel de Yy A

- . - ) o o2 = 3 o, 2
qui temos A_ = 6(L:0) {5§I}.CO(R ) e C(0) {3§Iof°}.co(R )
para fo : RZ.O +> R2.0, c”. Ainda,

B(0) = {B ¢ 6(R2:0):tfo(8) e C(0)} = {B : tfi(B) = 0 onde

fg = y2°fo}' Agora, interpretamos a proposigao 1 nessas coorde

nadas e ocbtemos:

O germe f € L-estavel se e sO se o sistema

gl

w /bofo ‘ /tfi(B)
= + + (1)
0 \ 0 tfi(B)

(=]

tiver solugoes a e Bi em CZ(Rz), w em mi(RZ) para w

dado em CZ(Rz).

Com isto feito, observemos que as aplicacoes f:R2+R2,
2 2
gr ¢ R+ R
£ Ir r -
(ux) + (u0), (ux) +  (u,u”) sao tais que:

52£(0) = jzgr(O), r > 3.

No entanto, apenas o germe  f_ é L-estavel.

O sistema dado em (1) se torna, para fo'
()= Cofe) +(5) = (5) s
0 0 0 0

vel tomando-se, para w dado, B, =w, a =0 e w = 0.

M

claramente sola-

No caso do germe de g, em 0 temos:



w\ aog 0 w
= or 4+ +
0 0 0 0
que nao é solivel para o = X.

O proximo resultado relacionara a L-estabilidade do
germe de £ em S = {xl, cees xn} com aquela dos germes de f
em cada X, Neste caso, f£(S) =y.

Vejamos antes a seguinte definicao:

DEFINICAO 3:

Uma familia (Si)ieI

rial V tem interseg¢cao regular se © LI vV -+ @ V/Si for sobre.
i i

Aqui, m, : V > V/S, € a projecao natural.

de subespacos de um espago veto-

Comecemos observando que wfs : Ay + C(S) induz uma

aplicagao R-linear Gfs

wfs : Ay/my.Ay -+ [C(S)/fg(my).C(S) + th(B(S))] = N(fs)

3 *
pois wfs(my.Ay) c fs(my).C(S). Por outro lado,

tC(S)/fg(my).C(S)+tfs(B(s))J = ? C(xi)/f;i(my).c(xi)+th(B(xi))].

Logo, concluimos que Efs =@ wf_ .
i i

Sob as hipOteses da proposicao 1, temos entdo que fS

€ L-estavel se e sb se Efs for sobre. Enfim, ainda sob as mes

mas hipoteses anteriores,

PROPOSICAO 2

0 germe fg é L-estavel se e s se £

forem L-esta
1 -
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veis e (ker(wf_ )) tiver interseccao regular em
x,' 7.
: i i=1,2,...,n

A /m A .
y/My By

OBSERVACAO:
Esta proposicao continua valida para a [-estabilidade

infinitesimal desde gue tenhamos

(wfg, tfg, A B(S), C(S)) um homomorfismo misto sobre

x . e
fS : Cy + CS'

§ 2. A L-estabilidade & uma condigdo finita

No caso usual de estabilidade infinitesimal, isto &,

quando L = {P}, vale para aplicagoes prdoprias o seguinte re-

sultado, para S conjunto finito qualquer

"f & estavel se e sd se fS for estavel".

Vejamos a extensao deste resultado para a L-estabili-

dade. Comecemos entao com a

DEFINICAO 4:
feC(N,P) & L-shbmersso, L estratificagdo em P,
se ,tfx':,B(x) + C(x) for sobre para cada x de N. - |
'iEm geral;dénotaremos pof" Z(f:L)_-os”pontés’ X de

N para oOs guais tfx ‘nao € sobre. Neste sentido temos a

PROPOSTCAO 3

. Sejam f : N » P aplicagao diferencidvel, L estra-
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tificagéo em P e x ¢ L(f:l) tal que C(x) seja de tipo fi=-
nito. Entao x ¢/ IL(f,L).

PROVA:

Suponhamos que x € £ = Z(f,L). Seja entao (xn) em
N de modo que X, € I, n 21, e que esta seqliéncia copvir—
ja para X. Como C(x) é finitamente gerado e x ¢ I, "exis-
tem:

G veer G_ o€ e(flu,L), Byr +oes B € 8(0) taig que

ll

t(fIU).(Bi) =G, lsisr, e U aberto contendo X.

Da convergéncia de (x ) secue a existéncia de um in
teiro k com x ¢ U. Como X e £, existe w &’C(xk)“' de
sorte que w g im tf_ . (%)

*x | o o

Tomemos w representante de w em e(flka:L) onde

U é aberto de N contendo e U c U,
Sejam V_ , V' abertos com ka 3 x tais que

v c V! e V' c U, . Consideremos agora § : Ux + R, Cm, va

%, a

lendo umem V e zero fora de V'. Tomemos  uma extensao

de w, w € 8(£|/U) e definamos ® = §.w. Resulta entdo que

@ ~ i
w = La;G, para a; € C (U). Logo, w = t(flU).(iaiBi)v onde
iaisi € 8(U). Localizando em X obtemos w = tka(iaiﬂi)cae

contradiz a relacao (*).

COROLARIO:

Se para cada x de N, 6(f:L:x) = C(xX) for de tipo

finito, entaoc I (f:L) serada fechado em N.
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LEMA

Seja f ¢ C (N,P) L-submersdo. Entio f & L-estdvel.

PROVA:

Consideremos w e 6(f:L). Dado x em N, temos a

existéncia de aberto Uy Uy 3 x, £y € 6(N) tal que

t£(g,) ‘Ux = w‘Ux.

Seja (p,) uma particio (C°) da unidade, subordina

da a cobertura (U.)

%) xeN Definamos § = épagx(a) . Temos entao:

w = )&(pa.w) = g(patf(i ))) = tf(gpaix(u)) = tf(&)

x(a

concluindo a prova.

PROPOSICAO 4

Sejam f : N + P aplicacao diferenciavel propria e L
estratificagao de tipo finito em P. Entdao f & L-estavel se

e s6 se para cada parte finita S, com f£(S) =y, f£ for L-es

S
tavel.
PROVA:
Seja S < N com f£f(S) =y e suponhamos que £ seja
L-estivel. Seja w e 6(f:L:S). Consideremos & ¢ 08(f:l) es-

tendendo um representante de w numa vizinhanca de S. Da L-es

tabilidade de f resulta = tf(B) + wf(a). Localizando em

S, obtemos que

w = tf (B) + uf (a).
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Admi tamos agora que fs seja L~estavel para cada S,

S parte finita de N. Primeiramente vamos mostrar que, paraca

da y em P,

Iy = £ 5(y) n I(£:L) & finito.

Suponhamos gue nao. Seja T = {xi, cees X }, a+l

a+l

pontos de Ly onde a = dim R Ay/my.Ay. Consideremos as apli

cagoes R-lineares

o . ‘ - *
mfxi : Ay/my.Ay +> C(xi)/tfxi(B(xi)) + £ my.C(xi).

Como fT é L-estavel, temos que cada Efx € sobree
i
ainda, (ker(wfx )) tem interseccao regular em Ay/my.A. Isto
i
quer dizer que

a+l _ a+l -
t codim(ker(wf )) = codim( n ker(mfx )) (*)
1 X 1 i

Agora, dim R C(xi)/tfxi(B(xi)) + f*(my).C(xi) > 1
pois caso contrario, C(xi) = tfxi(B(xi)) + f*(my).C(xi) c
c tfxi(B(xi)) + mxi.C(xi), gue contraria o fato de xiez, pois,
pelo corolario 4 do capitulo I, teriamos C(xi) = tfx.(B(xi))'
_ i
Segue entao que cada ker(ﬁfxi) é um subespago pro-
priamente contido em A _/m_.A e entao a relacao (*), dada an

Y Y -

teriormente, fornece-nos uma contradigao.
Tomemos Tt em 8(f:L). Como fzy é L-estavel, e-
xiste Ey e 0(N) e ny € 8(P:L) tais que numa‘Vizinhanga U

de Iy em N

[tf(&y) + wf(ny)]‘Uy = TlUy
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Como f & propria, seque que f£f(I - Uy) é fechado em
P, pois T =I(f:L) é fechado em N, conforme garante o co-
roldrio da proposicao 3 deste capitulo. Seja Vy =P - £(L =~ qu
E claro que vy e Vy'
Seja (pa) uma particaoc da unidade em P subordinada

a cobertura (Vy) e consideremos

El = g(paOf) .Ey(a) e n = gpany(a)

Temos entdo (tf(g,) + wf(n))|U = T1|U onde

U=n

-1 .
a Uy(a) v £ (P - supp(p )) & uma vizinhanga de I.

De fato, U & aberto por ser interseccao localmente
finita de abertos e U > I pois, se X e€ I, teremos X ¢ Uy(a)
ou f£f(x) ¢ Vy e, por conseguinte, x € f-l(P - supp(pa)).

Portanto 1 - tf(&l) - wf(n) se anula na vizinhanga
U Qe L. Se U =N, terminamos.

Caso contrario, seja U' wvizinhanca de I com
U' cUn (y Uy). Tomemos o : N - R diferencidvel tal que o
valha 1 em U' e zero fora de U n (§ Uy).

Consideremos entao

Ty =1~ tf(pEl) - wf(n)

Segue entao que e 8(f:L) e =0 emuma vi-~

Ty Ty
zinhancga de I. Disto resulta a existéncia de £y € 8(N) tal

que tf(Ez) =T

Enfim, f é L-estavel.

E conveniente observar que esta proposicao continua vi
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lida se trocarmos a hipotese de L-estabilidade pela de 'l:-estabi
lidade desde que (wfg, tfg, Ay,_ﬁ(S), C(S)) seja um homomorfis

mo misto sobre  f* : c; > c;.

O paragrafo a sequir sera dedicado a exemplos de ger-

mes l-estaveis para estratificacoes especiais no contradominio.

§ 3. Classes de genmes L-estavedis

EXEMPLO 1
n+k ., =
Consideremos f : R,0 = R germe diferenciavel,
(yl:yz) = (xl' s KT X 90 eeey xn+k) sistema usual de coor
denadas para Rm'k e L a folheagz"ao deste espacgo dada por
n+k k

y, : R + R, n21 e k21,
Sejam oS espacgos:

n

_ . _ n+k . - o _n+k
Ao = 9(L:0) = {X € 6(R :0) ¢+ X )iviai, v, € CO(R )
ai sendo os c_jermes, em.0, dos campos coordenados
2 2
axl' Ty axn )
n o :
C(0) = {Y € 0(f:0) : Y = iwiaiof onde w, € CO(R)}.
B(0) =

{X' € 6(R:0) : tE(X') € C(0)1}.

Entao, f sera L-estavel se e s6 se (E) for soli—

vel para Wy dados, sendo f = (fl: f2) onde

£ -

y,0f, i =1, 2.
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.,wn:O,...,0)=((fl).u:(fz).u)+(vl(fl:f2),...,:0,...,0)

(E) (wl,..
Temos duas possibilidades
2 _
(Pl) tf” =0
Neste caso £ = 0 e entdo as equagoes (E) se tornam
/
wy fl.u 4 vl(f1:0)
: = Do)+ :
“n fl.u \'4 (fl:O)
n
. - 1l - 1,-
ou, de forma mais simples, w = tf (u) + wf (v).

Logo, temos: f & L-estavel se e sO se f1 for esta-

vel no sentido usual. Mas isto significaque f €& cerme de imer

sdao, se n >1l, Para n =1, f oué germe de imersao ou en-

tao um germe quadratico. (ver [3]).

Analisemos agora a segunda possibilidade.

2
(P,) t£2 £ 0

Neste caso teremos a condicao tfz('ﬁ) =0 (ver (E)).

Segue entao que, para alguma fungao coordenada fi, com

2
£.#0,
foou=0 , (1)

Dagui resulta que u € mZ(R) e, de acordo com a pro-

posicao 1 do capitulo II, (E) sera soliivel se e s se

(mi,...,mﬁ:m) = ((FYH.u: (£%) .0 + (vl(flzfz),...:m) + (D:0)
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- L 0
for soluvel para w; = éii‘t onde {t}.Co = mo(R), 1< 4f£sn

e w e [mg+l(Rn+k)]n. Logo, para algum v, vof =t + ¢, Eemi

e entao f é germe de imersao.

Para finalizar, estudemos a L-estabilidade para

F : (R, {tl’té}) > R3,0, sendo L dada em R3 por
(xl,xz.x3) > Xge
Como cada folha € bidimensional seque que £, nao é
i
L-submersdo, £, : (R,{t,}) »(R%,0), i =1, 2. Mais ainda,
i

sao germes de imersao conforme nossas discussoes anteriores. Lo

go,

dim R C(ti)/tf (B(ti)) +omy

LC(t,) < 2.
i i 1

t
De acordo com a proposicao 2 do capitulo II, devemos

ter estas dimensoes iguais a 1 se quisermos f L-estavel. Com

um raciocinio andlogo ao da discuss3ao da possibilidade (P,) ,con

cluimos que  x,0f, = 0. Segue entao que f sera L-estavel

i
desde que f : (R, {tl'tz}) - R2,0, f = (xlof,xzof) seja esta

vel no sentido usual.

EXEMPLO 2
. = n+l 2
Consideremos os germes diferenciaveis F : R ,0-R",0
P RZ,O + R,0 sendo que este ultimo representa localmente uma

folheagao L de codimensao 1 em R?,

Se F for germe de submersao, entao claramente tere
mos F L-estavel.

Admi tamos entao que o posto de TF(0) seja 1.
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CASO 1+ YoF e m (R,

Seja Vo R2,0 + R,0 diferencidvel de modo que
ker Ty(0) & ker TY(0) = Rz. Logo, temos que u = yoF se esten
de a um "sistema de coordenadas locais" em Rn+1,0,
(u,x) = (u, Xyr oens xn). Relativamente a estes sistemas, te-

mos

F = (u,f) e 9 =, (f = YoF) e

a equacao da L-estabilidade para F se escreve

o () (000 ()

w, Bys o ¢ cZ(n?*l) e vy € CZ(Rz).

Considerando a proposicao 2 do capftulo 2, temos:

F é L-estavel se e s se uF : A/m_.A_ > N(F) for sobre,

C(0)

NE) = B + Femo.c(o)

Como dim Ao/mo.Ao =1, temos que dim N(F) < 1.

Se esta dimensao for zero, teremos - F uma L-sub~
mersao ja que a inclusao F*mo.C(O) c mo.C(O)- implica
tF(B(0)) = C(0). |

Analisando a equagao (E) obtemos que -F 'é L-estavel
se e sdse f e {fxl, cees fxn}.C:( n+1).

Vejamos agora quando dim N(F) = 1. Temos entao

C(0) o |
Aam T F Ty, fr.c07 - 1 . (1)
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{o e CC : f .o =Ff .B}
onde I = ( ° u . X . Como
0
CZ(Rn+l)
C(0) = ), a relacao (1) nos diz que
0

(J = {a : fu.a = fx.B})'+ {u,f}.Cw(Rn+l) = mo(Rn+l) ou melhor,
(3 v {uh) SR = (R, pois £ e mi

1

Tendo-se em mente a inclusdao i : R®,0 ~ R ,0 dada

por x + (0,x), concluimos que F L-estavel implica

i*(g) = J° = mo(Rn) pois i* & sobre.

A reciproca também é verdadeira e sua prova estia ba

seada no seguinte resultado:

Sy, _ S -
mO(R ) = {gl, ceny gS}.Co(R ) se e sO se

(n(g)) s «-vy Tlgg)}.R = m (%) /w2 (R°),

T a projecgao natural.

Em particular, se {fu, £ v »oer £ }.Co(Rn+l) =
1 n .
= mo(Rn+l) entac F seria L-estivel se e sé se
o o © n, _ n
{fxl' CEC Y J fxn}oc (R ) - mo(R )o
= —TB. £ ) = {f £ }1.c (R
m fatO, J - {a . a.fu - iBi xi - xl' o.-.' xn . o .

em acordo com a proposicao 2 do capitulo I.

CASO 2: yoF ¢ mi(Rn+l)

Tomemos sistemas de coordenadas (u,x), (¥,¥) de mo-
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dogue F = (f,u), f = YoF ¢ mi, u = PoF e P = “2'

Relativamente a estes sistemas a equagao da L-estabi-

ORGSR Y

Seguindo a mesma filosofia usada na discussao do caso

lidade €&

anterior (caso 1), obteremos a seguinte caracterizagao:

F & L-estiavel se e sé se J° = mo(Rp).

CASO 3:

Aqui assumiremos que o posto de TF(0) & zero. As e-

guagoes da L-estabilidade serao, para F = (fl,fz) e P =

2
w = a.fl + ZB.fl + YOF
u i 17X
(E)
2 2
0 =a.f + ZB8.f
u X
Suponhamos que F seja L-estavel. Como yoF ou é
inversivel ou € de mi, resulta gque
1 . 1 n+l, _ n+l
{fu, fxl, ceer £ }.CO(R ) = mo(R ) (1)
n
Caso contrario, para wi =x e w® = v, (E) nao
seria soluvel.
Tomemos w, = fl e w_= £ . Da solubilidade (E)
j xj o u

segue que
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(
1 1 jel
f = a..f. + EBJE + y.oF
xj j""u i Txy j
<
2 j 22
0 =a..f + EB7.f
L j"Tu 177
j n+1l . . 3 n+1l
para Gj, Bi' Yj € mo(R ) se i #3j e Bj £ mo(R )
r
_ 1 o 1
a = ao.fu + iBi.fxi + YooF
4
0 = ao.f2 + ZB?.fi
L u ; b 5
o n+1l . n+l
para Bi, Yo € mo(R ), 1 <4i<n e o '4 mo(R ),
conforme nos garante a relacao anterior (1). Daqui segue que
{fz ’ e o o g f2 s o e ey fz } .C (Rn+l) = I é tal que I =m (Rn+l)aIn
u Xy X, o o
Pelo lema de Nakayama, I = {0}.
Reciprocamente, suponhamos que f2 =0 e esteja va-

lida a relacao (1). Entao F sera L-estavel. Para provar isto
podemos usar, por exemplo, a proposigcao 1 do capftulo II modela

da na proposicao 4 do capitulo I.

EXEMPLO 3

Consideremos F : R2,0 - R3,0, dada nas coordenadas

usuais por (u,v) -+ (u,uv,vz) e L, a folheagao de R3 defi-

1
nida por LPE R3 + R, (xj) > X .

Vejamos que F & Li—estével se e 80 se i = 3,
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A equagao da L, -estabilidade &

w1 PO\ oy Y13 °F
(Ei) Wos = v u 81 + Y21°F
w44 0 2v Y310F
onde Wy = (1 - Gki)wk e Yy = (1 - Gki)yk’
s
w, = u.Bl + Y20F

De (El) obtemos <

2v.81 + Y30F

gque nao é soliivel para wy, = v pois v ¢ F*(CZ(R3)).

wy = a'.u + Y10F
(Ez) nos fornece

2
- ‘
w3 20'. v+ y3oF

gque também nao é soliuvel para w, = V.
Finalmente, mostremos que (E3) é soluvel para Wy W,
o 2
em CO(R ).
f
wl = al + Y1°F
Temos ﬁ
wz = ul.v + yzoF

Pela proposigao 4 do capitulo I seque que F €& L.~

estavel pois:

u 0 v 0 1 0 0 0 v 1 ﬂloF 0 0 1

"
c
+

0 u 0 v 0 2v/ \0 0 0 0 0 ﬂloF—ﬂ3oF0
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EXEMPLO 4

Seja f : R,O +.Rn,0 germe de imersao e L a estra
- n
tificagao fornecida por y = Zeixi onde (xi) cons ti tue um
1l -
‘sistema de coordenadas em R®, n > 2. Entdao f é L-estavel.

Observemos inicialmente que 5(f:L:O) = {w = Zaiaiof
i
n
iaisifi =0, a em (R) e f, =x0f}. Como f & germe de i
- 2
mersao, podemos sSupor que £, £ mo(R). Logo, de iaieifi =0,
tiramos que
n -
a; = é(elal/fl)(—fi'ei) e entao
n n
g(elai/fi)(-ei.fi) g(elai/fl)(-ei'fi)
a, el(aZ/fl)(El'fl).
a el(an/fl)(el.fl) ]
— - — =
—e:l.f:L -ei.fi
0 0
n : n :
= ' = *
g(elai/fl) el.fl gf (ci) El’fl
0 0
0 0
L . [ i
o n _
Segue entao que w = (gci('€1x131_+ eixlai))of = nof. Pela

proposicao 7 do capitulo I, n ¢ 6(L:0) e portanto f & -

-estavel.
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EXEMPLO 5

Rn+l 2

Consideremos F : ,0 » R°,0 diferenciavel e L da

da por ¢ = yi + Yg' Admitindo-se que o posto de TF(0) seja 1,
podemos supor (u,x) sistema de coordenadas de sorte que

F = (u,f) onde u = y,oF e £ = y,oF.
n+l

Aqui, O6(F:L:0) = {-£.3,0F + u.3,0F}.C_(RT ) desde
o n+l - = n
que f ¢ {u}.Co(R ) vois w = al.aloF + az.azoF sera tan
gente aos estratos" se e sO se ua, + fa2 =0 e a; e mo(Rp+l).
Neste caso a equacio da L-estabilidade &
-f 1l 0 a -f
a . = + boF .
u fu fx B u
que na forma simplificada se torna
(E) (a - boFl[u + f.fu] = fx.B = ?Bifx.'
i i
o _n+l
Suponhamos que {xl,...,xn} c {fx PR 3 }.CO(R ).

1 *n

Nestas condicoes, F € L-estavel.

Para ao = u, tomamos b = y, e Bi =0, ao passo

que para a, = X tomamos b = 0 e entac (E) estara satis-

i i
feita levando-se em conta nossa hipdtese.

Rn+l)

No caso de f ¢ {u}.CZ( , teremos que

w = alaloF + azazoF sera de 5(F:L:0) se e sO se

a, = -ga,, onde g €& tal que f =u,g e a, € mo(drnl
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n
~g.a, -q(cou + Zcixi)
Temos entao ’ = 'é =
a, (cou + icixi)
-f n =g.x, ‘1
= C + Lc para w c, ¢ C (Rn+ ).
o 1 i < ! i o
u X,
i
Procuremos resolver
-g.xi 1 0 o ~-f
Xy fL1 fx B u
ou seja
(
_ 2
@ = ~-g.x; + (YoF).f

2
X,
i
\

Substituindo-se o valor de o na segunda equagdo, da

fu.a + fx.B + (yoF).u

do pela primeira, obtemos

2 _ o (o2 .
x{ = fu( gx; + (yoF).f) + fx.e + (YOF) .u ou

2 . -
xi(l + fu-g) = (f.£ ¢ u) (yoF) + £ _.8.

Como £ =ug, teremos f =g +’u°gu e f£ = u.g

e or-
u r P

tanto,
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2 2 .
xi(l + g+ uggu) = u[(q.fu +1)YOF + iBigxi]-

Como (1 + g2 + uggu) € inversivel, cbtemos que

Rn+l)-

xi € {u}.CZ( Contradicao ! Logo, F nao é L-estavel.

EXEMPLO 6

Consideremos F : (Rp+s.(0,0)) -+ (RP+S.(0,0)) e
T (RP+S.(0,0)) - (R?,O) dadas por F(x,u) = (g(x,u),u),
n(y,u) = u onde (x,u) e (y,u) sao as coordenadas usuais des
tes espagos.
Seja f : (R®,0) » (RP,O) definida por £(x) = g(x,0)
P+s

e L a folheagao em R dada por m. Localizando-se F e £

nos respectivos pontos-base teremos:

F(o 0) sera L-estavel se e sO se fo for estavel no
[4

sentido usual.

Por simplicidade omitiremos os Indices (0,0) e O dos
germes em questao.

Como de costume temos

8(L:(0,0)) 8 (RP:0) = a 8 (F:L:(0,0))

= 200,0)’ 0’ = <0,0) e

6(£:0) = Co.

Ainda, se i : (R®.0) - (Rn+s,(0,0)) e

j :+ (RP.0) - (RP*3,(0,0)) s3o as inclusdes naturais temos que

os diagramas a seguir sao comutativos:
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(Y
>

“TF - | TF
] i j I (1) ] Ti Tj[ (1II)
f TE
—_—, . > -
Definamos entao o : C(O,O) -+ C0 e B A(O,O) - AO
por
S S ' S S
a(t) = Tj otoi, B(n) = Tj onoj
(Rp+s)-homomorfismo (C0 tem

Temos que o € um C?O 0)
14

essa estrutura via i*) e B & um C?O 0)(Rp ) -homomorfismo.
14
- + -
(Ao € um CTO 0)(Rp ®) -mddulo via j*). Ainda, de (II) temos
!’ .
que oowF = wfog (1). '
Provaremos nossa afirmagao mostrando que a« e B8 in-
duzem R-isomorfismos a e B comutando o diagrama abaixo:

(conferir prop. 2 - cap. II)

wF
20,0)"™0,0) 20,00 — €(0,0)/tFB(g,0)*F*M(5,0)C(0,0)

[ a
A./m,.A wf > C./tf(B,)+£*m,.C
0°70""0 v 0 0 0°70
Observemos inicialmente que para —E— = Tflo—2—0j=8(—2—
3y, R S) Y,
_ 0 d w P+S (. 2 3 © P) (2)
= {-——-—- c e ey —a'i"‘}-C(O,o) (R ) e Ao {aylpuoo,'—ayp}nco(R

A, . ’
0,00 = ‘5y] .
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Desse modo temos

9 o oo n+s
- R
(0,0) {5§10F, o1 By OF}'C(O,O)( ) e
P
3 3 w, n
C = {_Of, .oy ——-of}oc (R )
0 Byl 3yp 0
Ainda,
? -1, 9
wa—0f = T, =T, F = 3
ayzo 3 ay£°3°f 3 (ayzo )oi a(ayl F) (3)

De (2) e (3) concluimos que o e B sao epimorfismos

e & claro que B & R-isomorfismo.

= {.9_ n+s
Como B o) = {axl' e ) Clo,0) (R )
n
? F ©, N 3 -1 93 .
B, = {s#=—, ..., =1}.C.(R") —~ =T, “0=———o0i, obtemos
0 axl’ an 0 ’ axk i 3xk
“(TF(B(O,O))) = tf(Bo) (4).
3 -1 5 . _ =1 3\ . _ 3\
pois Tf03§; = TfoTi 0§§;01 = Tj.o(TF05§;001 = a(TFo;;;J.

Agora,

] -1 9 -
a(zaZF*(m£)5§ZOF) Tj o(ZazF*(m£)§§zoF)oi =

3 —o0Foil] =
Yp

T holTix (ay) (L¥OF*) (my) 52

Zi*(az)(f*oj*)(ml).T;lo(ggzoF)oi =

Zazf (ml) 3 £ e entao

o (F*m f*m

(0,0).C(0'0)) = O.C0 (5)
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tendo-se em conta a sobrejetividade de (i*,j*).

Para finalizar juntemos a(4) e (5) o fato que

ker = n*mo(RS).C Segue ent3o que a &

0,00 < F"0,00°%0,0)°

(- -]

+
um  C 0)(Rp ®)-isomorfismo e por fim um R-isomorfismo.
’






CAPTTULO 111
ESTABILIDADE SOB DEFORMACOES

§ 1. Deformacoes triviais

Consideremos f ¢ Cm(N,P), V aberto de Rk com O0e¢ V,

FeC(NxV,PxV) e L uma estratificacao (diferenciavel) em

P.
Defindigao 1:
F & uma L-k-deformagao de f se existir § > 0 tal
que, para todo x de N e v com ||v]|]|<3§,
(1) F(x,v) = (g(x,v),v) e g(x,0) = £(x)

(ii) £(x) e g(x,v) estao em mesmo estrato de L.

Em P x V consideremos L a estratificacdo produto
L x {p}. Por outro lado, D(M) denotara o grupo dos difeomor
fismos de M. Ainda, se tivermos em M uma particao P, D(M,P)
indicara o subgrupo de D(M) que deixa cada elemento da parti

cac globalmente invariante.

Definigao 7:

F & uma L-k-deformagao trivial de f se:

(i) F & uma L-k-deformagao de f.
(i) Existem He D(N x V) e K e D(P x V,I) tais que

F = K-l o (f x IG) o H

(1i1) H e K sao, respectivamente, {N}-k-deformagao de 1y
41
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e L-k-deformagac de 1.

Nesta definigcdo £ x I ¢ NxBg+P x By

(x,v) =+ (f£(x),v)

O resultado a seguir nos di uma caracterizagao das de-

formagGes triviais para aplicagoes com dominio compacto.

PROPOST QA0 1

Consideremos f ¢ C“(N,P), N compacta e FeC”(NxV,Pﬂn
L-k-deformagao de f. Ent3o F & trivial se e sd se existir

6 >0 tal que:

x

(¥ Tc8(Bg)) (3 E e 0N xBy)) (3 neod(PxB :L))|

tF(£) = wF(n) e tn(n) wr(T) onde

= {ver: [|v]| <6} e m : P x B, » By € dada por

$

Prova:

Admitamos F trivial. Sejam entao H e K os di-
feomorfismos realizando esta trivializagcao. Tomemos os campos

T (0,t) ¢ 6(N x BG) e T (0,1) e 8(P x BG) tendo em

1 - 2 ° T2

vista as identificagoes naturais.

Sejam & e n tais que tH(E) = mH(Tl) e tK(n) =
= wK(1,). Como K & L-k-deformagao de 1, temos nee(PXBG:I)
e tw(n) = wr(t). Ainda,

TKoTFoE = T(f x 16) 0 THof = T(f x IG) x TloH = rzoKoF = TKonoF.

Logo, como tK & isomorfismo, segue que tF(f) = wF(n).
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Seja ¢§ > 0 de modo que tenhamos, para (vi) = v sis

tema de coordenadas de BG'

(I) tF(Ei) = F(ni) e tn(ni)= “"‘3%_)' l <1ic<k,
i

~

£, e B(N x BG) e n; e 6(P x B,,L). Podemos supor que os cam-

i '

pos Ei, assim como os N tenham suporte compacto. (Caso con

tririo, anulamos os £y fora de N x B e al entdo zeramos os

6‘
n; ho complementar de uma vizinhanga compacta de F(N x 56.)).

e 2 associa~

Consideremos os fluxos ¢ it
14

i, t’ wi,t
dos, respectivamente, aos campos gi, ni e 5%—.
i

Da condigao (I) obtemos as relagoes:

(1) F°¢i,t = wi'toF (2) nowi,t = Zi’ton.

Definamos entao as seguintes aplicagodes:

h(x,v) = (i °¢k,-vk o ... 0’¢1’-Vl)(fo) (1') H = (h,moF)
2(x,v) = (j-lowk’_vk 0 v 0¥y, )XY @D K= ()
onde i : N+ N x Bg e j : P+ P x B6
x + (x,0) vv y » (y,0)
Tendo-se em conta que ‘.Foi =_jof, concluimos que
-1

foh = LoF e entao K o (f x IG') o H=F para H e K sa-
tisfazendo as condicoes da definicdo 2, como garantem (1), (2),

(1') e (2'). Logo, F & trivial.

PROPOSICAQ 2

%ﬁmfeCﬂmm,N mmwweFeCﬂNmexw
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L-k-deformagao de f. Ent3o F serd trivial se e sO se exis-
tirem campos gi e B(N x BS)’ ng e O(P x Bé,t) com as Rk-compg

nentes nulas, tais que

F .
= tF(&i) + wF(ni), i=1, 2, ..., k

F_ 9, 9
sendo T tF(avi) wF(Bvi)'

Prova:

Suponhamos que F seja trivial. Logo, pela proposi-~

¢ao 1, existem campos Ei e ny tais que tF(Ei) = mF(ni) e
_ 0
tr(ng) = ww(avi (2)

§, « 6N xBg) e n, e 6(PxB ), 1<1ic<k

i §’

Como F € L-k-deformagao temos, de acordo com (2),que

=._a_ J =,_a__ ] ] ]
& v, 5i e Ny v, * M onde §&; e ny

e 8(P x Bs,t).

tem as Rk-cog

ponentes nulas e ainda ni

Disto resulta que Tf = tF(-gi) + mF(ni), 1 <1icsk.

Consideremos agora 1 em G(BG)' T = Zaii%—' Da hi-
i i

pOtese sobre F, seque a existéncia de campos Ei e 6 (N x Ba)e

ny € 8 (P x BG) com as Rk-componentes nulas tais que

P 9
tF(s—) - wF(5s—) = tF(§,) + wF(n,)
Bvi avi i i

Multiplicando-se ambos os membros por .ai} tendo-se em

conta que a; € C“(BG), ob temos

i

3 3 . _ . | .
tF(aisv—) mF(aisvz) —‘tF(aiEi) + wF(aini)

i
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ou seja, tF(1+f) = wF(t+n) onde ™+ € 6(P x Bé’t) e

tr(t+n) = wn(1). A prova estad entao terminada.

Definicao 3:

Consideremos f ¢ C (N,P) e L estratificagao em P.
Dizemos que f & estavel sob L-deformagoes se toda L-k-deforma

¢ao de f for trivial.

PROPOSICAO 3
_ Sejamv.f e_cw(n,P),} N compacta e L estratificagao
de tipo finito em P. Suponhamos que f seja estavel sob L-de
formagGes. Entao £ & Lfinfinitgs;mglmente estavel.
Prova:

Seja w € 0(f:L). Consideremos em N x P a estrati-

ficagao L' dada por {N} x L. Definamos sobre o grafico de

£, G(f), o campo

w'(x,£(x)) = (0,w(x))

Por ser L do tipo finito, temos que para cada X, de

N existem abertos U e V de X, e f(xo), respectivamente,

tais que para J < N, J finito,

(a) £(U) ¢V

(b) w|U= g ajgs0f, a; « c” (v,
jed

(gy0f : 3 e J}.cT(u) = o(£|U:l) e {gj:jeJ}.c"’(V);ew:L)

Logo podemos escrever
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w! =w' | UxVaoG(f) = L algl | UxVn G(f) onde
o jJJJ

para (x,y) ¢ U x V, aé(x,f(x)) = aj(x) e gg(x,y) = gj(y).

Consideremos w; em 6(U x V) dado por

o
w" = I a"g' onde a" & uma extensd C de a'! a
X i ed J - )
o Jje
U x Vv,
Agora, fazendo xo variar em N, obtemos uma cober-
tura {wx }, de G(f), por abertos.

)
Seja (p ) uma partigdo da unidade (C¥) subordina-

”~

2 - " .
da a {wxo}xoeN e consideremos W E°a“x°(a)

Como N & compacta, podemos considerar ® em 6 (NxP)

de modo que w tenha suporte compacto e w w en uma vizi
nhanga compacta de G(f). Ainda, resulta de definigdo de w

que o0 mesmo € de (N x P,L').

Seja ¢ : N x P x R+ N xP o fluxo gerado por w e

definamos F € C (N x R,P x R) por

F(x,t) = (("P0¢t) (x,£(x)),t)).

Como w e B(N x P,L') segue que F & uma L-l-deformagdo de f.

Como f & estavel sob L~deformagcOes, temos que F & trivial.

Logo, para 1t = g%, existem campos, com as R-com

ponentes nulas, £ e n tais que:

F = tF(E) + wF(n) com n e 8(P x R,[). Ao res-

tringirmos a equagdo (1) a N x {0}, teremos:

tF|a = t£(£) + wf(n) onde £ < 6(N) e n € 6(P,L),
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modulo as identificacdes naturais.

Para finalizar, mostremos gque tF[A = w, A curva
t » (x,t) representa 5%1(x 0) de modo que t - (npo¢t)(x,f(x))
r

representa TF(X,O). Enfim,

TF(X,O)

- é%{“P°¢t(x’f(X))]lt=o = Tr(x,£(x)).0' (x,£(x)) = w(x).

§ 2. [-Estabilidade infinitesimal implica estabilidade s0b
L-1-deformacoes

O nosso objetivo presente & mostrar que a Z-estabilidg
de infinitesimal implica a estabilidade sob L-l-deformagdo sob
certas condigces de regularidade para as aplicagées em estudo.Te

remos que mostrar entao que a equagao

(E) 1% = tF(E) + wF(n)

é sollvel para L-l-deformagées F de f.

Mostraremos, em primeiro plano, a existéncia dos cam-

pos & e n , satisfazendo (E), localmente.

Definigcao 4:

Uma estratificagao L, de tipo finito, em P é re

gular se para cada y de P

eo(L:(y,O)) = {Gi : 1 s i s r}'C(y,O)(P x V), VcR

onde o primeiro éspago é constituido de todos os germes de cam-
pos de e(t:(y,O)) com as R-componentes nulas, Gi(z,u) =
= (z,u,Ei(z)) com {gi :1<is r}.C;(P) =0(l:y) e

g; (2) = (z,Ei(z)).
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Sejam L estratificagao regular em P, FeC“(Nxv,PxV)
L-1-deformacao de f : N+ P e eo(F:T:S x 0) o C;-médulocts
germes dos campos tangentes aos estratos de T, ao longo de F,

com as R-componentes nulas.

Definicao 5:

f : N+ P & L-regular se para cada S parte finita
de N, k =0, 1 valer, f£(S) =y:

©o
S
l~k-deformacao F de f£.

(1) éo(F:Z:S x 0) & C

(11) A inclusao N + (N x V), x -+ (x,0) induz uma sobre-

jegdo a : éo(s x 0) » B(S) onde

l‘ao(SxO) = {EcB(NXV,Sx0) : tF(E) e éo(F:’L‘:SxO)}.

PROPOSICAO 4

Consideremos L uma estratificagao regular em P,

f e CQ(N,P) L-infinitesimalmente estavel e L-regular, com
f({xl, e ey xs}) = y. Ent3o, para F € C (N x V,P x V) L-x-de
formacao de f a equagdo (E) a solivel a nivel de germes - em

{xl, ceey xs} x 0,

Prova:

Consideremos S = {(x,,0)} = {Xx} e os espagos

Z = GO(F:L:x), K = tFi(Bo(x)) e A = Z/K.

Das condiges de regularidade temos que A & um

c;(n x V)-mddulo de tipo finito.

Tomemos em A a sua estrutura de C;(P x V)-médulo on

modulo de tipo finito para cada
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de y = F(X). Mostremos que

A= {w(al),...,n(ar)}.c;(P=<V) onde El = wFi(GK)

{Gl""’Gr}'c;(P x V) = eo(t:y) e T®:2Z+A & projegép natu
ral.

Seja h € 2. Logo h = gthv para h’ ¢ C;(N x V) e

l1 s vsm

A nivel de representantes podemos escrever:
h™ - hz =t.h] e entao temos

- AY ' ' Aol Vv _ 1wy
h = %hoov + t. hVOv, hv € Ci(N x V) e ho(x,t) = h" (x,0).

= - o
Como Ov L d.0F- Za.va

1281%v%:1%%% 4 ivei

' -
OFi + t(faivaiOFi) on

de {al, cees ap}.C;(P x V) = eo(P x V) concluimos que

! A = ' t \
iaivaiOFx e Z e entao h ho.+ t.h sendo que h, h' € Z e

ho € uma extensao trivial de um campo ﬁo € 5(f:L:xl).

Como f_ & L-estivel vem a existéncia de Eee(N,xl)
1l
e n e B8(L:y) tais que ho = tfx () + wf (n).
1l 1
Da hipOtese da regularidade de f tiramos a existén-
cia de extensao £ de £, £ e ﬁo(i); ainda, seja n extensa@

trivial de n com a R-componente nula. Consideremos o campo

h = tFz(§) - wF(n).

Da construgao de £ e n resulta h=tF§(g)+mf(n)+th"
onde h" ¢ Z.

Consideremos o R-espacgo A/(t>.A = 1. Temos que a
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classe de equivaléncia de h, em I, é a mesma que a de mFi(nL

Como n é extensao trivial de n obtemos que

e assim wF-(n) = LF*(n.)G.oF.
X nJ J

Deste modo as projegoes de GjoF geram I como R-es-

pago vetorial.

Por fim, tomemos S = A/Fi(mi).A. Como <t><=m? e~
xiste uma projegao natural de A/<t>.A sobre S sendo que as
projegoes de w(GjoF) sao geradores de S.

Usando-se o teorema de Malgrange, obtem=-se
A = {m(GsoF); § « J}.C;(P X V).

Seja v(tF) em A, ¥ ¢ 2. Temos entdo

H(TF) = ZF%(uj).n(GjoF) eem 2 ficamos com
J

F _ .
T = tFi(E) + wFi(XajGj) e isto termina a prova pois §, ZajGj

sao germes de campos com as R-componentes nulas e ZujGj € e(f:?h

No caso de S = {(xl,O), ceey (xn,O)} repetimos os
mesmos argumentos usados nesta demonstraqio usando-se o teorema

de Malgrange na forma adequada.

Nosso proximo passo serd mostrar que podemos resolver

a equagao (E) em uma vizinhanca de I (f,L) em N x T,

PROPOSICAO 5

Consideremos L estratificagao regqular em P, N va-

riedade compacta, f ¢ Cm(N,P) L-regular e L-estavel. Entdo pa
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ra FeCI(NXT,P xT) L-1-deformagdo de f a equagdo (E) &
sollvel em uma vizinhanca de I° = I(f:L) x {0} em N x T.
Prova:

Mostremos a existeéncia de abertos (Vi,wi) de P x P

e U de N, i=1,2, ..., Q e § >0 tais que:

(1) £(Z) < uw,

1
(2) Wi A
(3) le(ﬁi) nIcU para l1t]] <8 e F (x) = 7 (F(x,t)
(4) U, < F_N(v,) para [[t[| <&

(5) Em U, x B a equagao (E) é solivel.

Como N é compacta e I & fechado segue que f£f(I) é
compacto. Basta entao verificar a existéncia desses objetos em
cada ponto de I. Como Zy = f—l(y) n I & finito (pois £ &
L-regular) a proposicao anterior se aplica e obtemos U, V, £, n
e 6§ satisfazendo (5).

(Podemos, se necessario, diminuir U de modo que

£(0) < V).

Tomemos W satisfazendo (2) e (3) para F, = f. Pa-
ra 6§, eventualmente menor, podemos supor que (3) e (4) este-

jam satisfeitas.

Seja (pi) uma partic3o da unidade (C”) subordina-
Q
da & cobertura uW, e estendamos p, = 0 fora de W,. Como I
1 :
é compacto e Ui aberto, existe vizinhanga U de I tal que

f'l(Wi) nUcU i=1,2, ..., 0.

i'
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Seja p : N + R, diferenciavel, tal que supp(p) < U

e p £ 1 numa vizinhangca de I. Sejam

Q Q g
£ = io.(pioF)Ei e n= foi.ni. !

Temos entao
tF(§) + wF(n) = tF(io(pioF)Ei) + i(pini)oF =

= L(p oF)[tF(§,) + n,oF] = ' numa vizinhanga B de ° e
i

com isto a prova termina.

Para concluirmos nosso objetivo, necessitamos de mais
um passo auxiliar. Para isto consideremos L uma estratificagao
em P e a seguinte

Dedinicao:

O trago de 6(L) em y de P &

Ly) = {v ¢ TPy : 3 n e 6(l) tal que nly) = v}.

Temos entao a

PROPOSICAO 6

Seja L uma estratificagafo em P e f € Cw(N,P) 1-

-genérica. Se para cada x de N TE(TN ) > L{f(x)) entao ¢

é L-submersao.

Prova:

Suponhamos entao que para %X, em N Tf(TNx )DL(f(xon.
o
Queremos mostrar que tf  : ﬁ(xo) + 8(f:L:x)) & sobre.
o

Procuremos entio resolver a equagao tf, (8) = 1. Em
o



53

coordenadas locais, temos

(Tf).(&i) = (Tj)

Esta equagao tem solugao pontual em torno de x  con-
forme nossa hipotese. Como f & l-genérica estamos nas condi
goes das hipOteses da proposicao 6 do capitulo I. Segue entao

que tf (£) = 1 tem solugdo para 1 dado e entao f & L-sub
R

mersao.

Por fim,

PROPOSICAO 7

Consideremos f ¢ Cm(N,P), N compacta e L[| estrati-
ficagao regular em P. Suponhamos ainda que f seja l-genérica,

L-reqular e L-estivel. Entdo f & estavel sob L-l-deformagaes,

Prova:

Tomemos F uma L-l-deformagao de f. Se IL=L(f,L)=N
ja estabelecemos o resultado na proposigao 5 antérior. Caso con
tridrio, sejam &, n e B como construidos nessa perdsigéo.Da
l-genericidade de f segue a de F para § suficienfeﬁenté'pé—

queno; entao para (x,0) ¢ £ x {b}»témos»que _F(x“05 & L-submer
o : IAd : . -
sao pois de ' o

TF(x,0) .T(NXBg) (o o) = TE(TN,) @ . ?_L(f(;}) ® R,

concluimos que TF(x,0).T(NxB s TUE(R),0)) .
Logo F & [L-submers3o em uma vizinhanga B' de Nx{0}-Z,

onde Z & uma vizinhanga de I x {0} com Z c B.

Disto temos o = T° - tF(E) - wF(n) = tF(E') em B' com
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a R-componente de &' igual a zero. Como 0 £ 0 em B, pode-
mos estender &', &' = 0 proximo da fronteira de B'.

Assim

o = tF(E+£') + wF(n) em uma vizinhanga de N x {0},

o que conclui a prova.



CAPTTULO 1V
ESTABILIDADE ESTRUTURAL

§ 1. A Topologia C de Whitney

Consideremos N e P variedades diferenciaveis e o
conjunto C”(N,P). Para k, inteiro nao negativo, sejam U a-

berto de Jk(N,P) e M(U) o conjunto:

{f e CT(N,P) : (55 N) < ul.

A colegao {M(U) : U & aberto de & N,p)) forma u
ma base para uma topologia em Cw(N,P) denotada por Wk.
Definigao 1:

W é a topologia *  ae Whitney em C (N,P).

Definicdo 2:
A topologia C~ de Whitney em C (N,P) & aquela]déﬁf'
da pela base W = u wk' ' : . -
k20
Nas proposigoes abaixo, todos os espagos 1fﬁh§i¢naiS 
estardo munidos da topologia C~ ‘de Whitney. . .
PROPOSICAO 1

)

Consideremos variedades N e lfyllfﬁa a;A};¢¢bé;tura
localmente finita de N com _6a.4cdmpa¢tg béré éé@éf fj a € A,
(Va)aeA colegao de abertos‘de_ P_'qom‘bva, _do@1ni6 ﬁg_b carta
local em P para cada. a'é:A- é'ainda ’fAt ¢¢(N}P5 tal que

£(,) <V, acA. Entdo {g ‘e_cf(_N,P)~-': (V¥ a ¢ A) g(ﬁa‘);'va}
s o ,
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€ aberto em Cm(N,P).

PROPOSTCAO 2

A aplicacio 3% : CT(N,P) + CT(N,jX(N,P)),  definida

por £ * jkf, € continua.

PROPOSICAO 3

Para ¢ € C (P,Q) a aplicacao ¢, ¢ c”(N,P) + C"(N,Q)

£ > ¢0f, & continua.

PROPOSICAO 4

Consideremos C;r(N,P) o espago das aplicagoes  pro-
prias de N em P com a topologia induzida por C“(N,P). Entao
a aplicagao

0 : C;r(N,P) x C (P,Q) » C (N,Q), O(f,g) = gof

continua

(1]}

PROPOSICAO 5

Sejam N e N' variedades difeomorfas e Diff(N,N') =

{todos os difeomorfismos de N sobre N'}. Entao, valem:
(i) Diff(N,N') & aberto em C (N,N')

(11) (Diff(N,N),0) & grupo topoldgico.

 PROPOSICAO 6

Seja (E,w,N) um fibrado vetorial e r”(e) o espago

das secgoes diferenciadveis de E equipado com a topologia indu-
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zida pela de C (N,E). Ent3 T (E) & um C (N)-mdédulo topold

gico.

As provas destes resultados podem ser vistas em [4].

§ 2. L-Estabilidade estrutunal, L 4oLheacdo

Consideremos L uma folheagéo em P, f ¢ Cm(N;P) e
p : P+ P/R, a projecao natural, onde R é dada por

"XRy se e s6 se existir estrato L de L com {x,yl}cL"

Seja

F(£) = {g ¢ C (N,P) pog = pof} munido da topologia

induzida pela de Cm(N,P), que como sempre € a c”  de Whitney.

Dedinig¢ao:

Dizemos que £ € C“(N,P) é L-estruturalmente esti-
vel se existir vizinhanca V(f), de £, em F(f), satisfaan

do

(¥ geV(f) (3hedM) (3kedD@:L)) g =k tofon
onde D(N) & o grupo dos difeomorfismos de N e D(P:L) &
o0 grupo dos difeomorfismps de P que deixam cada estrato de L

globalmente invariante.

LEMA 1

Sejam L folheagac em P, f ¢ c”(N,P) e o espago
F(f) com N variedade compacta. Entao existe vizinhanga Ue

de f, em F(f), que € "conexa por caminhos", isto é&:
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(¥ g ¢ Uf)(i G: NxI-+>PxI, L-deformagao : Go =fe G1==g)

Prova:
Consideremos em N x P a subvariedade Nf
Nf = {(x,f(x)) : x € N} e tomemos um recobrimento (vj)j21'

por abertos coordenados, de imf em P e outro (U.) de N

j'j21
tais que:

(i) (U.)jzl é localmente finito e f£(U

3 ) e Vi 321,

3

(1) Cada Vjy € dominio de uma descrigao vy de L.

Seja entao (Uj x Vj)jzl a cobertura de Nf em NxP

e definamos o conjunto S como segue, para (x,y) em N x P:

(x,y) ¢ S se existir 3j 2 1 tal que wj(f(x))=wj(y)

onde 9y : Vj + RY & uma descrigdo de L (local) com

{y,f(x)} < Vj.

Observemos que S esta bem definido pois se
{f(x),y} < dom wi teremps wi(f(x)) = (¢jiowj)(f(x))=wj1(wj(y»=
= wjiowj(y) = wi(y). Mais ainda:

S & subvariedade de A = uy U. x V., e S > N_.
j21 J £

Provemos esta afirmagao. Para isto consideremos

s + r9 +> - P, .
¢j : Uj x vj R? dada por (x,y) wj(f(x)) wj(y)

Temos que ¢j € submersao. Daqui segue que

-1 .
. = . . . =9, = U, V. S.
¢J (0) {(x,y) € UJ x VJ | wj(f(x)) wj(y)} UJ x 3 n

Claramente 8> Nf.

Seja T uma vizinhanca tubular de S em A ‘e Z uma
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vizinhanga tubular de Nf em S. Consideremos Z = p ~(Z) on
de p: T+S é aprojecao deste fibrado.

Observemos que 2 n S = % (1)

0

como 3% : c(N,P) » c(N,J°(N,P)) =C”(N, N x P) &

continua (ver prop. 2), temos que, para 8 {§ € Cw(N,N x P)

im g ¢ 2} = C"(N,Z), aberto de C (N,N x P),

v () = (3°)71(B) & vizinhanga de £ em C°(N,P) (2)

Por outro lado, a proposigcao 1 nos garante que
Vy(£) = {g ¢ CT(N,P) : g(ﬁj) <Vy, 321} & também vizinhanga

de f em CQ(N,P).

Consideremos V(f) = (Vl(f) n Vz(f)) n F(f).
Mostremos agora que j0 aplica V(£) em Cw(N,Z).

Sseja g € V(f). Como g ¢ Vl, (2) nos diz que
j°(g) € CQ(N,E) e entao do fato de g € F(f) n V2 segne que,
para X e Uj, wj(g(x)) = wj(f(x)), 'oﬁ seja, (x,g(x)) €S (3)
Combinando-se (1) e (3) obtemos 3%(g) € C (N,2).

Seja ™ : 2 >N a projegao'natural,‘aSsimicomo
my ¢ %2 *N arestrigio de 1w, : NxP >N a Z e ainda as
seguintes aplicacgoes:

.0 ' n -
V(£) —— C”(N,2) — C (N,N_)

As proposicoes 2 e 3 do paragrafo anterior nos ~garan

tem que estas aplicagOes sao continuas. Mais ainda, pela propo-
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vel e l-genérica. Entao existe vizinhanga V(f£) de f, em

F(f), constituida de aplicagoes L-infinitesimalmente estaveis.

A prova deste lema € bastante técnica e segue, em 1i
nhas gerais, aquela para o caso usual (ver (31, pag. 117 e 122),
Para efeito de referéncia futura, delinearemos aqui uma das eta

pas dessa prova sob a forma da

PROPOSICAO A

Sob as mesmas hipOteses do lema acima, existe vizi-
nhanga V(f) de £, em F(f), tal que se g ¢ V(f) entao,

para cada x de N, g ‘€@ L-estavel.

Prova:

Seja x em N e y = f(x). Como f & L-infinitesi

malmente estadvel (L:I:E) temos que

6(£:L:x) = C(x) = £ (B(x)) + wf, (Aly)) + mo t.C(x)

onde A(y) =06(L:y) e a = dim R A(y)/my.A(y), y = £(x).

"Jetificando na ordem a" os espagos A(y), C(x) e

B(x), obtemos

clx) = c(x) @ m2* c(x)

B (x) = B® (x) &M

Aly) = 2°(y) @ m;"l.x(y)v |

Consideremos »bp(x;f);é.A9(y) Q éé}ki;%“¢9(xf‘- ~dada

por p(x,f) = '[tfo + [wf ] onde  [tf ] ev:-_;mij - sao as
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induzidas de tfx e wfx respectivamente. Em particular, se
tomarmos vizinhancas coordenadas U de x e V de vy, com
V = dom wi, tais que f(ﬁ) c V, entao nessas coordenadas lo-
a a a
® S + S
P.P nl_n_ n;_p
onde cada Sg 8 € um subespago do espago vetorial B: 8 das
[ ! ’

cais p(x,f) & uma aplicagao R-linear de S

aplicagoes polinomiais de R® em RB de grau menor ou igual
a a.

Segue entao que o depende continuamente de x e de
ja+lf. Entao existe uma vizinhanga aberta W, de £ em F(f)
tal que, se g e W, entao g(U) ¢ V (uma condig&o‘ c®) e se
x' estiver em Ux' entao p(x',g) é sobre.

Conforme a proposicao 1 do capitulo II temos gque Tyt

€ L-estavel.

Como N € compacta, existe uma cobertura finita de
N pelos U 's. A intersecgdo das correspondentes W_'s  serd

a vizinhanca de f, satisfazendo a tese.

Vejamos agora os argumentos basicos da prova de que
a L-estabilidade infinitesimal implica a L-estabilidade estru
tural.

Nossas hipoteses serao

L folheagao em P, f ¢ c”(N,P) L-infinitesimalmen-

te estavel e l-genérica e N variedade compacta.

‘Em acordo com os lemas 1 e 2, seja W(f) vizinhanga
de f ‘em F(f), conexa por caminhos, e constituida de aplica
9538 L-estaveis. Seja g ¢ W(f) e consideremos a L-1-deforma

¢ao de f dada por, paxra I = [0,1],
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F:NxI+>PxT1I (xt)+ (g (x),t), g, € W(E)

com g, = f e g9, = 9. Definamos em I a sequinte relacgao:

s ~ t se existirem difeomorfismos

h e D(N) e k ¢ D(P,L) tais que gg = k Ogtoh.

Como F nos fornece L-deformagoes triviais e W(f)
é constituida de aplicagoes L-estadveis, temos que cada classe
de equivaléncia é aberto de I. Como I € conexo, ~ teremos

g = k Lofon.

§ 3, Comentarios sobne a L-estabilidade estrutural

Para L uma estratificagao em P, consideremos os’
espagos F(f), D(N) e ©D(P,L) definidos de forma andloga 3

do paragrafo anterior, para f ¢ Cw(N,P).

Temos entao, de forma andloga, a nogao de ' L-estabili

dade estrutural, ou seja,

Defindicao:

£ ¢ CT(N,P) é L-estruturalmente estdvel se existir
W(f) wvizinhanga de f em F(f) tal que, para cada g ¢ W(f),
existem difeomorfismos h ¢ D(N) e h ¢ D(P:L) tais,qhe

g = k-lofoh.

Uma questao natural que se apresenta € a de examinar
a equivaléncia entre as nogoes de L-estabilidade infinitesi
mal. Isto porque esta Ultima é bem mais simples de ser analisa-

da que a primeira, na maioria dos casos.
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Salientaremos entao, a sequir, algumas dificuldades bé

sicas concernentes ao estudo da equivaléncia de tais nogoes.

(1) L-Estabilidade Infinitesimal =—=> L-Estabilidade Estrutural

Tendo-se em mente a estratégia usada no paragrafo 2 an

terior no caso de folheag6es, temos a primeira dificuldade:
"f tem vizinhanga "conexa por caminhos” em F(f)".

De maneira geral, a prova do lema 1 ndo se adapta para

estratificagoes que nao sejam folheagGes.

Nossa segunda dificuldade estd ligada & prova da propo
sigao A, L&, os espagos A(y), C(x) e B(x) eram essencialmen
te os mesmos para cada (g,x) ¢ F(f) x N, 1Isto nos permitiu con
cluir a sobrejetividade de plg,x).

Para outras estratificagoes, em geral, o espago A(y)
varia de ponto para ponto e por conseguinte, os espagos C(x) e
B(x). Ainda, estes Ultimos também variam com as g's proximas
de f (ver pag. 34).

Parece-nos dificil estabelecer, nestas condicoes, a

prova da proposigao A e por isso a prova do lema 2.

(2) L-Estabitidade Estruturnal —> L-Estabilidade Infinitesimal

No caso usual esta implicagao & valida. Para a prova
disto & introduzido o conceito de estabilidade transversal. Dai
mostra—-se que a estabilidade estrutural implica a estabilidade
transversal, via os teoremas de transversalidade de Thom-Mather.
A sequir a estabilidade infinitesimal & deduzida da estabilidade

transversal com auxilio do cdlculo de espagos tangentes a cer-
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tas Orbitas em Jk(N,P) (ver ([31).

Mesmo no caso de estratificagao tipo folheagao nao sa
bemos sobre a validade de (2). A dificuldade principal reside
no fato do espago F(f) nao ser dominio natural para as apli-

cagSes dos teoremas de transversalidade de Thom-Mather.
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