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SUMMARY

The objective of this work is to study stability
properties of C -maps between manifolds when the range is a

stratified-space.
We deal with two notions of infinitesimal stability

related to the behavior of C-maps subjected to constraints.
We connected these notions with the classical one, the
homotopical-stability. The main tools used to this end are
provided by the Malgrange "Preparation" theorem and a recent
result on Generic Linear Equations due to J. Mather.
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INTRODUÇÃO

A teoria das singularidades e da estabilidade de a-
plicações diferenciáveis teve seu estudo intensificado nestes UU.

timos vinte anos, após os trabalhos pioneiros de H. Whitney (On

singularities of mappings in Euclidean spaces I, mappings of
the plane into the plane, Ann. of Math. 1955) e de R. Thom (Les

singularités des applications di ffêrentiables, Ann. Inst. Fou-

rier, 1955-1956), Nos últimos dez anos, várias questões impor
tantes foram solucionadas, merecendo especial destaque os traba
lhos de J. Mather (ver [4], [7a]) no campo da teoria da estabi
lidade. Recentemente, René Thom sugeriu várias linhas de estudo
nesse campo, com o intuito de criar modelos matemáticos adapta
dos à abordagem de problemas relacionados às outras ciências
(ver [91]). Para isto, várias extensões e generalizações dentro
da teoria da estabilidade vem sendo feitas, algumas atendo-se
aos propósitos originais e outras, possivelmente, livres deles.
Neste sentido, merecem destaque os trabalhos de V. Poenaru, 4.
P. Dufour, L. A. Favaro e outros (ver [1], [21], [8]).

Nosso objetivo no presente trabalho, foi examinar duas

noções de estabilidade para aplicações diferenciáveis, no caso
de existir no contradomínio alguma estrutura a ser levada em

consideração. Exemplo típico de tal estrutura é o de uma folhea
ção.

O Capítulo I contém os pré-requisitos básicos de espa
ços e jatos, módulos e germes de aplicações, estratificações e

campos vetoriais. Aqui mostramos que certos módulos, de campos

tangentes a uma dada estratificação, são de tipo finito.
I



II
No Capítulo II apresentamos duas noções de estabilida

de-infinitesimal para aplicações, quando o contradomínio esti-
ver munido de uma estratificação L, A primeira delas, L-esta
bilidade infinitesimal, apresenta-se algebricamente mais tratá
vel. Esta noção se estende para germes de aplicações, possibili
tando então a caracterização da L-estabilidade infinitesimal de

uma aplicação em termos da L-estabilidade infinitesimal da famí

lia de germes a ela associada. Finalizamos o capítulo exibindo
algumas ciasses de germes L-estáveis.

Nos Capítulo III introduzimos a noção de estabilidade
sob L-deformações para as aplicações e obtivemos um teorema de

caracterização, tipo Thom-Levine, para as aplicações—estáveis
sob L-deformações. Ainda, relacionamos a L-estabilidade homotó-

pica com aquelas anteriormente introduzidas no Capítulo II.
Finalmente, no último capítulo, apresentamos O concei

to da L-estabilidade estrutural e destacamos as principais difi
culdades que surgem ao se desejar deduzir a estabilidade, ora

presente, da L-estabilidade infinitesimal. |



CAPÍTULO 1

PRÉ-REQUISITOS

$ 1. Gernmes e jatos

Consideremos N e P variedades diferenciáveis. de

classe cc, assim como C (N,P) o conjunto de todas as aplica
ções diferenciáveis de classe C de N em P. Salvo menção ex

plícita, todas as variedades aqui consideradas terão bases enu-
merâveis.

Para cada número natural “r > 0 denotamos por el)
a r-ésima diferencial da aplicação f :N+P. Sejam então
f;, ge Co (N,P) e x em N.

DEFINIÇÃO |:
f é r-tangente a g em x se para cada inteiro k,

O0sksr, £ 0) (x) = gd) (x).

Esta definição nos permite particionar CC (N,P) da

seguinte forma: Para cada x deN e r natural, seja a rela
ção:

fo seesóõse f for r-tangente à a em x. Cada

classe de equivalência desta relação será denotada por jo f(x),
onde f ê um elemento da classe, sendo o conjunto quociente,
C(N,P)/R, denotado por JL(N,P).

DEFINIÇÃO 2:

3 f(x) êéê denominado r-jato de fonte x e meta

£() (x) = f(x).
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A definição de r-tangência se traduz em termos de co-
ordenadas locais em torno da fonte e da meta, como segue:

Sejam (x) e 3) sistemas de coordenadas "Dbasea

dos em x e f(x) respectivamente. Então g será r-tangente
a f em x see sóse paratodo t e j tivermos

a" (yj0m) (x) a (yjof) onde

t lt] t hn -9d = DP, ... dn ê O operador diferencial misto com
n : :

ti srt Os |tl<r e t = (ty, hu tt).
Em outras palavras, o r-êsimo polinômio de Taylor de

f; = y5of ê o mesmo que o de 94 9% = y5º9 em x, para ca
da 53.

r ;xeNºx(N'P). Este conjunto ad

mite uma estrutura de fibrado diferenciável, de base N x P,sen
Consideremos JIJ" (N,P) = U

do que à projeção é dada tomando-se fonte e meta para cada r-ja
to. Ainda, em Jt(N,P) teremos as subvariedades Ss, dadas por

3 £(x) eS, see so se dim P - posto (E(x) = k,

Neste sentido temos a seguinte

DEFINIÇÃO 3:

f cC(N,P) é l-genêérica se a aplicação
3! e : N > JIJ (N,P) for transversal a cada subvariedade Ss. (ver
[3]).

Sejan f e g em C (N,/P) e S parte não vazia de



DEFINIÇÃO 4:

f e q tem o resmo germe em S se existir aberto U

de N, U>S, de modo que f£flU = qju.

Cada classe da relação de equivalência dada pela defi
nição ê denominada "germe de aplicação diferenciável" e é denota
da por £ : (N,S) > P. O espaço quociente obtido será denotado

por CZ(N,P). Quando P = R, indicaremos este conjunto por
Ainda, CL herdade R uma esCs (N) ou simplesmente por cº Ssº

trutura natural de R-âálgebra.
Os resultados relevantes no nosso contexto, relativa-

mente a essa estrutura, são os seguintes:

PROPOSIÇÃO 1

Se (S,, ...,S) for uma partição de S, por fecha
dos de N, teremos

CL EC X eo X CT e m=m XK . A. XxX M
Ss S1 Sm Ss S., Sm

onde ma = (f : (N,S') — (R,0)).

PROPOSIÇÃO 7?

Sejam (x) sistema de coordenadas locais nulas em x
co - — =. oo =e ueC(N). Então ue ESA % “ Cy , *, germede x,

em x, see só se existir
u : U+ R, representante de u, tal que

ju=s0Oem KnU=lx'eU: x, (x') = 0, 1 < i < k)
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Nesta proposição, (x, e... Ee. significa "i-
deal gerado pelos produtos py Pat ee os Pp" onde

Pp; € (xy ve. x). De forma mais geral,
coI.C x ideal gerado por I em Cy.

COROLÁRIO |:
-” oo PP — —

m  ê um Cc, módulo com base ES e... x.)
COROLÁRIO 2:

é = (ue C. : fulx) = 0, Osr< 2)

COROLÁRIO 3:

cn = REEx,, e.., x 21/m" onde m éê oideal ma-

ximal do anel das séries formais a coeficientes em R.

Lema de Nakayama

Sejam R um anel comutativo com unidade, a: E+ F

um homomorfismo de R-módulos e I ideal de R tal que 1+z

é inversível sempre que z «e Il. Admitamos que F seja do tipo
finito, ou seja, F é R-finitamente gerado.

Então a(E) +IF=F implica aqa(E) &=F.

COROLÁRIO 4:

Seja A um co-módulo de tipo finito e B um submó-

dulo de A satisfazendo dim R A/(mG*].a+B) < LL. Então m&e B.

Veremos agora um teorema devido a B. Malarance que

constitui uma das ferramentas analíticas de maior força no pre-



sente trabalho.. Antes, observemos que, se £ : (N,S) > (P,y)
for um germe de aplicação diferenciável, todo Co =módulo A ad
mite uma estrutura de Cy módulo via o homomorfismo de R-álge-
bras £f* : C& > Cs definido por f*(v) = vof, a saber:

A adição de A é a anterior e a ação de C& é defi-
nida por

(VW ae Cy) (VW ae A) a.a = f*(a).a.

Teorema de Maltarange

Seja £ : (N,S) > (P,y) germe de aplicação diferencia
so

mos que ínt(e,)), e... T(e.)) seja um sistema de geradores pa

vel (S finito) e A um Cí-môódulo do tipo finito. “Suponha

ra o R-espaço vetorial A/(f*m).A. Então flfe,, ..., e) cons
titui um sistema de geradores para A coma estrutura de com
dulo.

OBSERVAÇÃO:

(£*m).A êo Co-submódulo de A gerado por f*m .

DEFINIÇÃO 5:

Seja y : R+S um homomorfismo de aneis. Um "homo .

morfismo misto sobre "vv" é uma lista (a, 6B,A,B,C) satis-
fazendo as seguintes condições:

(1) À é um R-módulo do tipo finito.
(ii) B e C são S-módulos com C do tipo finito.

(iii) B : B+ C é um S-homomorfismo e a : AÀ>+C satisfaz
ala,+a,) = a (a,)tala,) e alr.aj)= vír).ala).
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PROPOSIÇÃO 3

Sejam f : (N,S) > (P,y) germe de aplicação diferen
ciâvel, S conjunto finito e (a, 8, A,B,C) um homomorfis-
mo misto sobre £f* : Cc + Cs. Para a=dim, A/m, À as afirma
ções abaixo são equivalentes:

C."(i) a(A) + B(B)

(ii) a(A) + B(B) + Em, .C = CC,

at+l(iii) a(A) + B(B) + mo .C=C,

As provas dos resultados atê aqui enunciados podem

ser vistas em [5] e [6].

Vejamos agora uma simplificação da proposição ante
rior, dada em termos dos geradores dos módulos envolvidos. Para
isto, continuemos com £ : (N,x) > (P,y), (a,6B,A,B,C) ho

rmomorfismo misto sobre ft: C& >— Cr a : AT > cr e
r - .são os homomorfismos-produto para as estruturas-Br: BT CcC

-produto dos modulos A, B e C.

PROPOSIÇÃO 4

As afirmações abaixo são equivalentes:
(1) a(A)+B(B) = C

. +1(11) a" (AABB) AMA .C" > ((ale,),ale,),...,ale))).C,.
(111) a" (A)H+BT(BE)+mAtt. o" > (x,(ale),...1/ale)) |

(x, ...,. x.) Cx = m.).

PROVA.

Claramente a condição (i) acarreta a (ii). Suponhamos

que (ii) esteja satisfeita e mostremos (1) estará satisfeita ten



do-se em conta à proposição 3.

Tomemos 1 em C. Logo, Tt = ETSG; onde para l1<j<r
j

temos G. =ana(e.). Consideremos O. E T..G ET. (GG ,...,/G).
jo O 3 joeDa nossa hipótese resulta a existência de as b; e mn tais

que

r ra (a.) + B (b) + m, =o,..| 3 j 3 3

Tomando-se a j-êsima coordenada de º temos

TG. = a(a..) + 8(b..) + m... Logo 1 = ET,G., = a(Za..) +
363 Palas P33 3j To

5 3) e 33

+ BED.) + EM; e de acordo com à proposição 3, Tt « a(A)+8(B)3ºpois EM... « mat!
3 33 x

Mostremos por fim que (iii) implica (ii), já que a re
cíproca é evidente. Suponhamos então que u.G e v.G estejam
em C' = a"(A) + 8"(BI) + mt). o,

Logo,

u.G = a" (a) + 8"(b) + m (1)

v.G = a"(a') + B(b') + nº (2)

Disto resulta que

UV.G = ua? (a') + BÍ(ub!l) + um (3)

Mas

u.al(a') = a (lepr..1re). (15,) = u(G GC). (E) =qe j

- Ar r= a (a) (Ev, ,) + B (b.EtY; 3) + m.(f*(y,,4)).
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Substituindo em (3) esta última relação, teremos

= r r 1 "uv.CG = a (a. (3) + B (db. (Ev; 3) + u.b'!) + m

"Os 1 * a+l ronde m u.m' + m.(f Y13) em, Cc.
r oComo G eq (A!) e (My, ..., X) . C, Em , à pro

va está terminada.

$ 2. Foltheaçoes e campos vetoriais

Consideremos P variedade diferenciável, Rº O es-
paço euclideano q-dimensional (q> 0) e (Ui um recobri
mento de P por abertos de sorte que tenhamos, para cada 1 de

I, Pv. : U; + RÉ uma submersão diferenciável.

DEFINIÇÃO &:

A familia define uma folheação diferenciávelVi) ie
em P se existir família (9; 4) de difeomorfismos (C) lo-
cais de Rº satisfazendo 3 = P35ºP2 sempre que
dom v, n dom v., *Z, (1,3) « 1º.

As submersoões V, São chamadas de descrições locais
da folheação. Em geral denotaremos uma folheação em P por
La (1) para evidenciar as suas "folhas", ou seja, as subva
riedades conexas maximais (para a inclusão) definidas localmen-

1te por v. (v), ve im v..
De forma mais geral,

DEFINIÇÃO 7:

Uma estratificação diferenciável de P éê uma parti-
ção L = (L) de P por subovariedades diferenciâáveis conexas.



Cada subvariedade é chamada de estrato de L,.

DEFINIÇÃO &:

Seja N variedade diferenciavel e TN o seu fibrado
tangente. Uma secção diferenciável deste fibrado é denominada um

campo vetorial em N,

Em geral denotaremos por 6(N) Oo conjunto de todos os

campos vetoriais de N munido com a estrutura de CC (N) -nódulo
usual. Aqui, C(N) é a R-álgebra das funções reais em N.

DEFINIÇÃO 9:

Sejam f : N+P aplicação diferenciâável, nv : TP > P

a projeção natural e w :sN > TP, w diferenciável, tais que
tow = f. Dizemos que vw é um campo vetorial ao longo de f£f.

6(f) indicará a coleção de todos os campos vetoriais
ao longo de f, munido da estrutura natural de Cc” (N) -módulo.

As definições dadas anteriormente se estendem para os
germes de aplicações. Assim sendo, o2to) ou. o(f:S) de-
notará o CS (N) -módulo detodos os germes de campos de 6(f) lo
calizados em S. Ainda, se L for uma estrati ficação (di feren
ciável) de P, indicaremos por —*6(L) o Cc” (P) -submódulo — de
96(P) constituido de todos aqueles campos que são tangentes aos

estratos de L e O (L:T) o Cx (P) -submódulo de O (P:T)

dos campos de —6(L) localizados em T, Tc P.

DEFINIÇÃO 10:

Uma estratificação diferenciável | de P é de tipo
algêbrico finito se para cada y de P,' — 6(L:y) for um e
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-módulo de tipo finito.

Por simplicidade, escreveremos '"L é uma estratifi-
cação de P de tipo finito" em vez de "L é uma estratificação
di ferenciável de P de tipo algêbrico finito".

A convenção acima será mantida em nossas próximas con
siderações.

PROPOSIÇÃO 5

Sejam K subvariedade fechada de N, L estratifica
ção de N de tipo finito e X « 9(K) tais que, para cada x de

K, existe aberto U de N, U 3 x, de sorte que em Un kK

xco
e C(UnkKk) eos G;x = raç6is a;

são representantes dos geradores de 6(L:x) em Un kK. Então

existe Y em 6(L) com YjK =x.

PROVA:

Consideremos (U(x) : xe K) oO recobrimento de. K

fornecido pela hipótese da proposição. Em cada U(x) definamos

E, =EaG, (1)x 4 *+

onde a, é extensão de a a U(x), diferenciável.i
Não há perda de generalidade supormos que este recobri

mento de K é um recobrimento de N pois K éê fechada.
Seja (p)) uma partição da unidade (CC) subordina-

da ao recobrimento (U(X))x. Isto significa que para cada a
existe x(a) de modo que o suporte Po esteja contido em

Uíx(a)).



11

Por fim, Y = EPaEXt) ê de 69(L) e ainda
YiK =x.

Tomemos em Rº, D=(xeR, |x|<1) e 4= (1)
uma matriz cujos elementos estão em C(D). Dados v, emCk(D)i
consideremos a equação

) em C(D).hs (u) = (v,

PROPOSIÇÃO &

Seja a equação As) = (v) em C(D). Admitamos

que A: D>M, x > 309), seja transversal a todas as

subvariedades S, de M. Então a equação A. (U) = (v,) tem

solução em C(D) see só se, para cada x de D, a equação
A (x). (Ui () = (v, (3) for solúvel.

PROVA: ver [7].

$ 3, Centas estratificaçoões diferenciaveis

Neste parâgrafo vamos exibir a estrutura local de

6(L) para L, estratificação de P, dada por uma função de

Morse. Essencialmente, mostraremos que os Cc ,-módulos B(L:x)

são de tipo finito.
Seja então yv : P+R uma função de Morse. P fica

então dividida em duas subvariedades: [Z(y) = (xe P : dp(x)=0)

e P' =P -[3(y). Temos que v|lP': P'+R éê suomersão e

disto resulta uma folheação em P' dada pelas "superfícies de

nível" de vyv|P'. Se xe IT(V), teremos para uma conveniente

vizinhança U(x), de x em P, uma estratificação em que x
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ê Oo único estrato 0-dimensional.
A estratificação —L=L(VY) será constituida pelos

pontos de [L()) e pelas suovariedades conexas maximais "super-
fícies de nível" de VIP".

Antes, vejamos o seguinte resultado:

LEMA

,
Seja À O CY (P) «módulo 1ivre Cc X ... c&eoo

B :; A“ > Cy definida por Bím,n) = Em4 1srsp=dim
Consideremos (91, et 9.) uma C,, -base de m, e

g=(9G, ..., g). Então:

g =(acaA:B(a,g=0) é um Cmódulo de tipo finito.

PROVA:

A aplicação B( ,g) : A > Cv a > B(a,g), é um e
“homomorfismo e então dg é um Cy -submódulo de A pois
g' = ker B( ,g).

Se r=1, gg" =(0) e o lema está estabelecido. Con

sideremos então, para 1 << i<3j<r, O elemento 9; 37 (ap) onde

a, = 9 a; =g, e a,=0 se 2 E t1,j).
É imediato que 9%; é g'. Mostremos que

1 sd<jsr)co =.19; ;

Sejam aecqot e Sr" Então existem Cc, € Cy.
1 << is r-l, tais que

r-l1
-—- = j +, =a : e;9;7 € SG tb, e... b) eg: b. 0).

“r-l r-1
Temo = - = (: - .Ss b=a 181619 (ay te,gategr, ...rap 24519494)
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r-l- - "Agora, b e Sr3º esose a, 1482164 = 0, Como aeceg te
mos ag =- £Z ag. Pela proposição 2 do 8 1, a existênciarr 1

i* i
dos c,'s tais que be GS, estã garantida.

Se r=2, temos (a, ,a,)-c, (-g,,9,) =(a,tc,g,,0) eg.
Disto temos. a,9, = -C.9,9, ,OU seja, a, = -c.9,.

Logo, (a,,a,) = ec, (9/97) = [719% 2*
Se r>2, tomemos cs; de sorte que

(b - tesIs(r-1)) e Gryr Sr] PF ((ir...1b) e GS, :b = 0). As

sim, sucessivamente apoiados na proposição 2 do $ 1, teremos a-
r-l

pós um número finito de etapas,

(a - Eai 3) = a(-g,/97/0,r.. « 0) € &

2 fim e. dom ca ;onde G, = ((b,, e... bb) eg : b. O para j 2 2).

Com argumento idêntico ao caso r =2 concluímos que

ae gg.

PROPOSIÇÃO 7

Consideremos a estrati fi cação L=L1(y) em P. Então

para cada y e P 6(L:y) é um C, -módulo de tipo finito.Aqui,
v : P+ R é uma função de Morse.

PROVA:

Suponhamos y e L1(V). Sem perda de generalidade, po
P

demos supor que y = Ee,Y; para (y.) istema local de coorde-
: 1

nadadas em 7y.

es P %“ 5Ainda, se X « 0(P:y) teremos x = ra.ld, onde X e
:

1
representante de X e os a,'s são os campos Coordenados rela
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tivamente ao sistema (y). Para U aberto de P, U 3 y, con
tido no domínio comum das coordenadas, consideremos <, >em TU

dado por “<fa,d,, [Zn .d.>í ii 3º) j Paçoso

Logo, X é tangente às "superfícies de nível" de

em U see só se <ú, grady>= 0 em U. Mas isto nos diz que:

P

Pelo lema anterior, 09(L:y) é de tipo finito.
Se y/Z(V), podemos supor v = yp Para conveniente

sistema de coordenadas (y,) em y. Neste caso, x «e 96(L:y) se
e o =

osso se X itPãiE; + 0, Segue entao que

O(L:y) é de tipo finito.

COROLÁRIO:

n k 2Seja v/v: R,0 -R,O dada por V((x,)) = Lex.1
Então  60(L:0) é Co-finitamente gerado por. (5) + (n-k) gerado

res, k > 2.



CAPÍTULO 11

L-ESTABILIDADE INFINITESIMAL

$ 1. Duas defginiçoes de estabilidade

Sejam N, P variedades diferenciáveis e fe Cº(N,P).
Consideremos os módulos 9(N), 69(P) e 6(f) assim como as se
guintes aplicações:

wf : O0(P) > 9(f), v > wWf(v) vof e

tf : 6(N) > 6(f), u> <tf(u) Tfou

Uma estratificação L(diferenciáãvel) em P dá origem
então aos seguintes submódulos dos anteriores:

-lA=8(L), C=uf(A).C(N), B=tf*(C)
Cc (w € O(f) : wàw é tangente aos estratos de L).

e 88=rtf"(&.

DEFINIÇÃO |:
A aplicação £ : N+ P é L-infinitesimalmente está-

vel se C =uwuwuf(A) + tf(B).

DEFINIÇÃO |':
f: N+ P é L-infinitesimalmente estável se

C = Qof(A) + tf(Ê).

Localizemos f£ : N+ P em Sc N de modo que £(S)=y
ou seja: Consideremos fo : (N,S) * (P,y) O germede fem SS

Teremos então os módulos "germificados":
1"
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A = (a e O(P:y) : a ée O(L:y)), C(S) = O(£:L:S) =

= & = 2e7l
= ufg(A,).CS(N), B(S)=tfst(C(s)).

C(S) 6(f:L:S) = (germes de CC, localizados em SJ

B(s) = tf"!(6(s)).

DEFINIÇÃO 2:

fg éê L-infinitesimalmente estável se

C(S) = wfs(A,) + tf5(B(S)).

DEFINIÇÃO 2':

fg é L-infinitesimalmente estável se

C(s)= ufZ(A,) + te (B(S)).

Nas definições acima, wf. e tf. são as aplicações
induzidas por wWf e tf sobre os módulos germificados. Ade-

mais, referir-nos-emos à L-estabilidade infinitesimal (L-estabi
lidade infinitesimal), tanto para germes como para aplicações,
com o termo L-estabilidade (L-estabilidade).

Quando L for uma folheação em P, teremos que
6(f:L:S) E 6(g:L:S) para quaisquer f£f, ge C(N,P) tais que
£(S) = g(S) = y.

De fato, podemos supor L de codimensão menor que a
dimensão de P e considerar (y,) sistema de coordenadas lo-
cais em torno de y de modo que a descrição local de L, emy,

, - : 2 Ss 0seja dada por yv = (Yr417 «e... Yp!. Logo, A, = GgeU (P) sendo então um Cy -módulo livre de posto k. Como cada
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. Kk

w € B(f:L:S) é da forma tawfçlsx—) para a, « cg (N), temosSV.
que este csmôdulo ê livre de ge k. Da definição de

8(g:L:S) resulta que este último é também Co-livre de posto k,
e enfim, temos o isomorfismo desejado.

Desta observação resulta que quando L for uma fo-
lheação, as definições 2 e 2' serão as mesmas.

Em geral não teremos—B(f:L:S) = 6(g:L:S). Isto se
rá visto mais adiante, no $ 3.

PROPOSIÇÃO 1]

Seja f : N+ P diferenciâvel, S parte finita de N

com f£f(S)=y e L uma estratificação de P de tipo finito.
Então, fg ê L-estável se e só se:

(i) WE (A,) + tf2(B(S)) + £* (m) .C(S) = C(S) Ou

so a+l =(ii) wfZ(A,) + tf2 (B(S)) + ", Cc(S) C(S), onde

a = dim A /m .AR y y' y'

PROVA:

Temos que tf. : B(S) + C(S) ê um homomorfismo de

cs=módulos e wf. : A, + C(S) é um homomorfismo sobre ECCs.
Como à, é de tipo finito, segue que C(S) é de tipo finito.
Logo, (fg, tfo' Ay B(S), C(S)) é um homomorfismo misto so-
bre ft. Terminamos a prova aplicando a proposição 3 do capítu
lo I.

Tendo-se em vista a condição (ii) desta proposição,po
deríamos pensar que L-estabilidade de f£ estaria dependendo soS

' at de L=(P), ismente do 53 f em cada ponto de S. No caso de 1 s
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to ocorre (ver [3]). Mas uma situação em que tal fato não ê

verdadeiro se apresenta se considerarmos (Y11Y2) sistema de

coordenadas em Rº e L dada pelas curvas de nível de Y2- À

- : = 1 CN =
12 e. 2qui temos “o

= 6(L:0) Gy ol? ) e c(o) ayfo! Co )

2para £, : R.0 > R.O, Cc”. Ainda,
B(0) = (B « O(RI:0):tf (8) e C(0))=(B : t£ó(B) = 0 onde

£º = y20f,). Agora, interpretamos a proposição | nessas coorde
nadas e obtemos:

O germe £f, é L-estâável se e sô se o sistema

W (o ; /eft(B)
=. + + (1)

0 NO t£ó(8) o

tiver soluções a e BB; em CIR), v em me (Rº) para vw

dado em COR).

Com isto feito, observemos que as aplicações f:RoRº,
2 2

Ir : R > R

f Fr r -(ux) *+ (uo0), (ux) + (uu) são tais que:

jº£(0) = 39 (0), r>3.
No entanto, apenas o germe f, é L-estâável.
O sistema dado em (1) se torna, para fy'

(3) (5) (2) (5) seo o o o

vel tomando-se, para w dado, B,=w, a=0 e w =O,

MO: claramente solú-

No caso do germe de g, em 0 temos:



wWw |. aog,. +
o

+
Ww

0 o o o

que não é solúvel para vw =x.

O próximo resultado relacionará a L-estabilidade do

germe de f em S = (x, e... x, ) com aquela dos germes de f£f

em cada x.. Neste caso, £f(S) = y.
Vejamos antes a seguinte definição:

DEFINIÇÃO 3:

Uma família (8); ex
rial V tem interseçção regular se & UF: vVv+O V/S, for sobre.

i i
Aqui, Tm, : V >? V/S; é a projeção natural.

de subespaços de um espaço veto-

Comecemos observando que wi, : A, + C(S) induz uma

aplicação R-linear uf.

wf. : A, /M,.A, + [C(S)/f5 (m,).C(S) + tf.(B(S))] = N(£)
$ *pois wfg(m, .A,) <c fã (m,).C(S). Por outro lado,

[C(S)/f&(m,).CIS)+tF (B(S))) = 9 Cx )/EZ Um) Cx )+EFZ(BUX))].

Logo, concluimos que wfs = O uf, .
SS i

Sob as hipóteses da proposição 1, temos então que f.
é L-estáãvel se e só se wf, for sobre. Enfim, ainda sob as mes
mas hipóteses anteriores,

PROPOSIÇÃO 2

O germe f,. é L-estâvel se e só se f, forem L-estã
j oo
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veis e (ker (uf , » tiver intersecção regular em
: i i=),2,...,0

A /M .À .Y Y 7Y

OBSERVAÇÃO:

Esta proposição continua válida para a [estabilidade
infinitesimal desãe que tenhamos

(wf5, tfo, Ao B(S), O(S)) um homomorfismo misto sobre
co

Cc >+C*fã : e sº

$ 2. A L-estabitidade é uma condição giínita

No caso usual de estabilidade infinitesimal, isto &é,

quando L = (P), vale para aplicações próprias o seguinte re-
sultado, para S conjunto finito qualquer

"f é estável se e só se fx for estâvel".

Vejamos a extensão deste resultado para a L-estabili-
dade. Comecemos então com a |

DEFINIÇÃO 4:

fe CC (N,P) ê L-submersão, L estratificação em P,
se ttf, : B(x) * C(x) for sobre para cada x de N.

Em geral, denotaremos por L(f:l) os pontos x de

N para os quais tf. não ê sobre. Neste sentido temos a

PROPOSIÇÃO 3
“. Sejam f : N+>+ P aplicação di ferenciável, L estra-
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tificação em P e x/TE(f:l) tal que C(x) seja de tipo fi-
nito. Então x / E(f,D.

PROVA:

Suponhamos que x «e E = I(f,L). Seja então (x) em
N de modo que x" É E, n 2 1, e que esta seqltência convi r-
ja para x. Como C(x) é finitamente gerado e x é [L, exis-
tem:

G 21 or Gr € OUFIU,L), Bar ..., BB e O(U) tais que

t(£|U).(B,) =G, lsisr, e U aberto contendo x.

Da convergência de (x) seque a existência de um in
teiro k com x «UV. Como x, « E, existe v e Cx). de

=

sorte que vf/imtf . (+*)

Tomemos à representante de wu em 86(f|U, :L) onde“
U éê aberto de N contendo e U cU.

Sejam V , V' abertos com VU. ax tais que

V ce V e V'cU . Consideremos agora 83 : Uz > R, ce, va*. a
lendo um em V e zero fora de V'. Tomemos vu Uma extensão

de w, w e O(f|U) e definamos à =ó.w. Resultaentão que
oo = à

o = Ta,G, para a, « C (U). Logo, wu = t(flO).(Faç6,): onde

aê e€ O(U). Localizando em 2 obtemos os ttf(Fab,) que

contradiz a relação (*).

COROLÁRIO:

Se para cada x de N, 60(f:l:x)=C(x) for de tipo
finito, então —ZtZ(f:l) será fechado em N.
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LEMA

Seja fecC (N,P) L-submersão., Então f é L-estável.

PROVA:

Consi de remos w e BI(f:L). Dado x em N, temos àa

existência de aberto UU, U, 3 x, E, € O6(N) tal que

t£ (E) ER = “lu,”

Seja (p,)) uma partição (C) da unidade, subordina
da à cobertura (U)x) xeN* Definamos £ = EPatx(a) » Temos então:

w = & (pt) = EtEEIE 117) = tf(Eo Ex(a)) = tf(E)

concluindo a prova.

PROPOSIÇÃO 4

Sejam f£f : N+>P aplicação diferenciável própria e L.

estratificação de tipo finito em P. Então f£ é L-estáãvel se
e só se para cada parte finita S, com £f(S)=y, f, fortl-esSs

tável.

PROVA:

Seja Sc N com f£f(S)=y e suponhamos que f seja
L-estável. Seja we O(f:L:S). Consideremos w& e 9(f:l) es-
tendendo um representante de ww numa vizinhança de S. Da L-es
tabilidade de f resulta GQ = t£f(B) + wWf(a). Localizando em

S, obtemos que

w=tf (8) +ufla.
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Admitamos adora que fs seja L-es táve]1 para cada SS,

S parte finita de N. Primeiramente vamos mostrar que, para ca

da y em P,

-Ey = £  (y) n E(f:L) é finito.

Suponhamos que não. Seja T= fx, e... x ), at+la+l
pontos de Ey onde a=dim, A /m. A. Consideremos as apli
cações R-lineares

wf : A /M A > Clx,)/tf, (B(x,)) + £*tm .C(x,).no OyO yTy i
Como £7 é L-estável, temos que cada vf, é sobree

à
ainda, (ker (wf,, )) tem intersecção reqular em A/m. A. Isto

à
quer dizer que

a+l. " a+l -E codimíker(wf )) = codim(n Kker(wf )) (*)
1 *; 1 “5

Agora, dim R Cx, )/tf, (B(x,)) + £* (m,).C(x,) > 1
i-” = *pois caso contrário, Cx.) FfBO) + £f (m,) .C(x,) e

e tf. (B(x,)) + nm, Cx), que contraria o fato de x, el, pois,
à i

pelo corolário 4 do capítulo I, teríamos C(x,) = tf,. (B(x,)).
: i

Segue então que cada ker(wf, ) é um subespaço pro-hopri amente contido em A /m, «A e então à relação (*), dada an

teriormente, fornece-nos uma contradição.
Tomemos 11 em 8(f:L). Como xy ê L-estâvel, e-

xiste Ev <€ O(N) e N, é B(P:L) tais que numa vizinhança U

de ty em N

CtfE(sE) + wf tn, )1I|OU, = |O,
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ÉComo f£ &éê própria, segue que f(!1 - U,) ê fechado em

P, pois E = E(f:l) é fechado em N, conforme garante o co-
rolãrio da proposição 3 deste capítulo. Seja Yy = Pp- f(W- U,)-
É claro que vy «e Vy*

Seja (ox) uma partição da unidade em P subordinada
à cobertura (V) e consideremos

E1 7 & (ORE) Ev (o) e nr Pay(a)

Temos então (tf(5E,)) + wE(n)) |U = t1|U onde

U= v £ (pp - suppíp,)) é uma vizinhança de [Z.ã Ty (a)

De fato, U é aberto por ser intersecção localmente

finita de abertos e U > Z pois, se x eZ, teremos X « Dv (a)
ou f(x) Z Yy e, por conseguinte, x e £ tip - supp(p,)).

Portanto “1 - tf(E) - WE(n) se anula na vizinhança
U de Er. Se U=N, terminamos.

Caso contrário, seja U' vizinhança &de Z com

Ve Un (y UU). Tomemos —.p:N->R diferenciável tal que »p

valha 1 em UÚ' e zero fora de Un y v,).
Cons i de remos então

Ty = T- tf(pbE,) - wf(m)

Segue então que Tt, € e(f:L) e 1,” O em uma vi-
zinhança de E. Disto resulta a existência de Es € B(N) tal
que tf£(E,) = T,?

Enfim, £ é L-estâáãvel.

É conveniente observar que esta proposição continua vá



25

lida se trocarmos a hipótese de L-estabi lidade pela de T-estabi
lidade desde que (uf., tfo, a,, B(S), C(S)) seja um homomorfis
mo misto sobre £f*:;: Cc > Cs.

O parágrafo a sequir será dedicado a exemplos de ger-
mes L-estáveis para estratificações especiais no contradomínio.

S$ 3, Classes de germes L-estaveis

EXEMPLO

n+k 1.Consideremos £ : R,0>R germe diferenciavel,
yY1:Y,) = (x, ea Ko] Knago co Xn4k) sistema usual de coor
denadas para gn +k e L a folheação deste espaço dada por

n+k k
ya : R +*+ R, n2 l1l e k 21.

Sejam os espaços:
n

- : - n+k. . = o, n+k
A, = 9(L:0) = (X c€ O(R 0) ; X EV v, € Cc, (R )

9. sendo os germes, em 0, dos campos coordenados

2 2)OX' e... dX. º

n e
:

C(0) = (Y « 0(f:0) : Y = vw, d of on de wW, e CH (R)).

B(O0)=(X' e O(R:O0) : tE(X') e C(0)).

Então, f será L-estável se e só se (E) for solú—

vel para Ww. dados, sendo f = (e: £º) onde
£º =y,0f, i=1,2.



26

ri ea 0) E(Ç(ÉD) us (ED) cade Cv (ET: EO)... 20, 11,O)(E) (wa.
Temos duas possibilidades

2

Neste caso fº = 0 eentãoas equações (E) se tornam
/

e. fu /vy(fho)
: = cor :

“n f!.u v. (£:o)n

; — l1,— 1,=ou, de forma mais simples, w = tf'(uU) + WE (vv).

Logo, temos: f£ é L-estável se e sÓ se e! for estâ-
vel no sentido usual. Mas isto signifíca que f é germe de imer
são, se n > 1. Para n=1l1, f oué germe de imersão ou en-
tão um germe quadrático. (ver [3]).

Analisemos agora a segunda possibilidade.

2(P,) tfeº ro
Neste caso teremos a condição tfº(T) = O (ver (E)).

Segue então que, para alguma função coordenada o, com
2£ ÃO,

f.u=0 (1)

Daqui resulta que ue mo (R) e, de acordo com à pro-
posição 1 do capítulo II, (E) será solúvel se e só se

(fr. ++ EO) = ((f) ui+ (VET) ...sO) + (0:00)
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- £ co :for solúvel para uu, = 8.pot on de (t).C, = m (R), ls t<sn
e ue Eemnti goto po, Logo, para algum v, vof = t+ec, e em?

"eentão f é germe de imersão.

Para finalizar, estudemos a L-estabilidade para
F : (R, (t,11ta)) + RO, sendo L dada em Rº por
(XX 1X3) * Xz.

Como cada folha é bidimensional seque que f. não ê
i

L-suomersão, £, : (R(t)) >(R?,0), i=1,2. Mais ainda,
isão germes de imersão conforme nossas discussões anteriores. Lo

9o,

dim R C(t,)/tf (B(t,)) rm .C(t.) < 2.
i à +t

De acordo com à proposição 2 do capítulo II, devemos

ter estas dimensões iguais a 1 se quisermos £f L-estável. Com

um raciocínio anãloao ao da discussão da possibilidade (P,) ,con
cluimos que x30fe = 0, Segue então que f será L-estável
desde que É : (R, (t7/t,)) - R2,0, f= (x,of,x,of) seja estã
vel no sentido usual.

EXEMPLO 2

Consideremos os germes diferenciáveis FPF: Rºtl 9,R2,0
vv: R2,0 + R,0 sendo que este último representa localmente uma

folheação L de codimensão 1 em Rº.

Se F for germe de suoómersao, então claramente tere
mos F L[L-estâvel.

Admi tamos então que O posto de TF(0) seja 1.
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CASO 1: VoF e metro),

Seja v: R2,0 + R,0 diferenciâvel de modo que
ker TVy(0) & ker TyV(0) = Re. Logo, temos que u=voF se esten
de à um "sistema de coordenadas locais" em Ro *+lo,

(u,x) = (u, X]r --., X,). Relativamente a estes sistemas, te-
mos

F = (u,f) e v=T, (f=voF) e

a equação da L-estabilidade para F se escreve

é (O:00-: e
wW, Br ae co RA e ve CAR.

Considerando a proposição 2 do capítulo 2, temos:
F é L-estável se esóse uvuF: A/M A, ? N(F) for sobre,

Cc(0)NF)=EFTBTO)) + Fm .C0O)

Como dim, A/M A, = l, temos que dim N(F) < 1.

Se esta dimensão for zero, teremos F uma. Lesub-

mersão já que a inclusão F*m .C(0) e m .C(0) implica
tF(B(0)) = C(0).

Analisando a equação (E) obtemos que -F é L-estâvel

se esôóse £ ef , ..., ff ).CI(RIh.uu UR x “o

Vejamos agora quando dimN(F) =1, Temos então

(0)Bm pI FITo, FF oo) = 21 7 (1)
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fa e Co: feia =f.6ô)
on de Ia= É o q OX

. Como
o

co RH
C(0) - ; a relação (1) nos diz que

9

(J = fa : f,-º = £ -B)) + (u,£). PR = mo (RÉ) ou melhor,

(3 v fu .CO(RMD = n (ROD, pois fe mê

Tendo-se em mente a inclusão 1 : RO + Rotlo, dada

por x > (0,x, concluimos que F L-estâvel implica
it(I) = Jº = m CR”) pois i* é sobre.

A recíproca tambêm é verdadeira e sua prova estã ba
seada no seguinte resultado:

5, - Ss -m, (R )J = tg, e... g5).C(R ) se e só se

(nl(g]), «1, TG) I.R Sm (RO)/MÓ(RO),

T a projeção natural.
Em particular, se (f, fe. É, e (RFO) =

1 n
= mo (RF) então F será L-estável se e só se

(E, nn. LO ILCTIRO em (RO).
x. x o

n wo,nNn+lL
De fato, J = (a: a.f, = 18, É, ) = (f, 1 f, CL (R )

1 i 1 n

em acordo com a proposição 2 do capítulo [I.

CASO 2: voF £ mê (RO)

Tomemos sistemas de coordenadas (u,x), (Vv,V) de mo-



30

do que F =(f,u), f =wVoF « mê, u=V/oF e vv = UE

Relativamente a estes sistemas a equação da L-estabi-

6) E IC)
Seguindo a mesma filosofia usada na discussão do caso

li dade éê

anterior (caso 1), obteremos a seguinte caracterização:

F é L-estável se esóse Jº = m (R).

CASO 3:

Aqui assumiremos que o posto de TF(0) éê zero. As e-
quações da L-estabilidade serão, para F = (£º,£%) e v= T,

— l 1
wW = a.f. + Pix, + yvoF

(E)
2 20 = a.f” + r7B.L.fu ;ji'x

MDSuponhamos que F seja L-estável. Como yoF ou
; - 2inversível ou é de m., resulta que

1,1 1 n+1, n+1(E Ex e... £ JC (R )J = m (R ) (1)
n

Caso contrário, para . =x e wWwº = ur, (E) não

seria solúvel.
Tomemos w. = e! e w = f . Da solubilidade (E)j x. o u

segue que



31

1 1 .f = q..f + [BE + yv.oF
x; ju 3 DX j

= 2 je
i

j n+1l ; ; j n+1para as Br" Y; € m(R ) se i É j e 83 £ m(R )

= 1 of., = af. + cx + 1 5ºF

O =a.fº +58, E
o  u 2 ix

o n+1l1 ; n+1lpara Bi, Yo É m(R ), l1S$i*f<n e a, FÁ m(R ),

conforme nos garante a relação anterior (1). Daqui segue que
(EO, 1a, E, ºC (RD =r1 é talque 1=m (RD.u x, * o O

Pelo lema de Nakayama, TI = (0).

Reciprocamente, suponhamos que £º = 0 eesteja vá-

lida a relação (1). Então F será L-estâvel. Para provar isto
podemos usar, por exemplo, a proposição 1 do capítulo II modela
da na proposição 4 do capítulo I.

EXEMPLO 3

Consideremos FE: R2,0 > R,0, dada nas coordenadas
usuais por (u,v) > (u,àv,vÔ) e L a folheação de R? de fi -

3 |

nida por To Rº + R, (x) + x.
Vejamos que F é L, estável seesóse i2=;3,
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A equação da [| -estabilidade é

1 1 oO

a v14ºF

(E) o; = v Uu

8, + Y23ºF

Va; 0 2v Y24ºF

on de Dx; E (1 - Sã) e Yki E (1 - Sua) YkK"

w. = u.ô, + Y2ºF
De (E) obtemos

o = 2v.8, + Y230F

que não é solúvel para WA EV pois v É F4(CO(RÓ)).

t
Ww. AU + v,oF

2- t
SE 2a0'.vV + Y2oF(E,) nos fornece

que também não é solúvel para wW, EV.

Finalmente, mostremos que (Ez) é solúvel para Wi, O,
o 2em e, (R ).

o. = a. + Yv,ºoF
Temos

Wo = av + v2oF

Pela proposição 4 do capítulo I seque que F é La-
estável pois:

u o v o 1 o o o v 1 T,.oOF O oO 11
" fe +

o u o v o 2v/W0 0 o 0 () Tt ,oF-m50F O
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EXEMPLO 4

Seja £f : R,0O + RO germe de imersão e L a estra
: n

tificação fornecida por vv = De xe onde (x,) cons ti tue um
1 -sistema de coordenadas em R'”, n>2. Então £ é L-estâáãvel.

Observemos inicialmente que B(E:L:0) = (Q = La,d, of
à

n
LTa;e, f, = O, a, « m  (R) e ff. = x,0f). Como f é germe de àl
mersao, podemos supor que f, Z mé(R). Logo, de ra.e.f, = O,

i
tiramos que

n
a, = tea fp EA e então

- - Fr 7

n n
E (eadf) (eo fo 5 e19/fD eçof)

à, £7(a3/f) (e7-fp)

a, e, (a/f]) (e, -f,) |
- - - -

re. .f, -e..f,
o o

n : n :
= FYíe. a. /f,) = tf*t*(c)

2 1 il e,-f, 2 i e,-f,
0 o

)
0

L , Lo d

L n |

Segue entao que wW = (Fe treçaçêo + e,x,9,))of = nof. Pela

proposição 7 do capítulo [, n e 6(L:0) e portanto f£ é Le
“estável.
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EXEMPLO 5

go +l 2Consideremos FF: 0 + RÍ,O0 diferenciável e L da
da por vv = Yi + vi. Admi tindo-se que o posto de TF(0) seja 1,

podemos supor (u,x) sistema de coordenadas de sorte que

F=(u,f) onde usr=- Y,oFf e f = y,oF.
n+1Aqui, O(F:L:0) = (-f.9,0F + uidpoF).CO(Rº*) desde

wo ntl — - n"que £Z/(u).C(R ”) vols wu =a.d,0F+ a,.d,çoF será "tan
n+l ).gente aos estratos" se e sÓ se va, + fa, = 0 e a, € m, (R

Neste caso a equação da L-estabilidade é

a. = + boF .

que na forma simplificada se torna

(E) [a - boFl[u + f.f = £.,-B = DB. f,-i i
o  n+lSuponhamos que (Rj Xo) c (Erfe ).

Nestas condições, F é L-estâvel.

Para a, = u, tomamos b = y, e 8; = 0, ào passo
que para a. = xXx tomamos b =0 eentão (E) estará satis-i e
feita levando-se em conta nossa hipótese.

Ro+l,No caso de fe fu).Co( r teremos que

u= a, d,oF + a,3,0F será de O(F:L:O) se e só se

a, = -Gà,, onde g étalque f=u,g e a, € m (Ro,
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n
-g.a, alceu + EC;X,)

Temos então = é =

à, (eu + Ex)

-f n -g.Xx. 2=.c + EC para W c,eC (Rº ).o 1 i * ' i o
u x,i

Procuremos resolver

-g.x. 1 [o a -f

x. fa £, B u

ou seja

- 2a = -g.x. + (yoF).f

xº = ff. a+ ff. + (yoF).ui u x

Substituindo-se o valor de a na segunda equação, da
do pela primeira, obtemos

2. al ;

x, = fé Iqx. + (yoF).f) + £.,-B + (yoF).u Ou

2 ; =xi (1 + £ ,-9) = (f.£f, + u) (yoF) + £ .B.

Como f£f =ug, teremos f, = sq + UI, e £f = u.g e, por-

tanto,
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2 2
x. (1 + a + UIT) = ulla.f, +1)yoF + BETHOo

Como (1 + qgº + ua) é inversível, obtemos que

gol,x € fu). Contradição ! Logo, F naoéê L-estável.

EXEMPLO é

Consideremos PF: (R**E (0,0) + (RP*E (0,0)) e

T: (RP*S (0,0) + (Rº,0) dadas por Fí(x,u) = (gíx,0),ú,
T(y,/u) = u onde (x,u) e (y,u) são as coordenadas usuais des
tes espaços.

Seja £ : (Rº,0) + (RP,0) definidapor f(x) = qg(x,0)
P+Se L a folheaçãoem R dada por 17. Localizando-se Fe f

nos respectivos pontos-base teremos:

Fo o) será L-estável se e só se f, for estável no
o

sentido usual.

Por simplicidade omitiremos os Índices (0,0) e O dos

germes em questão.
Como de costume temos

6(L:(0,0)) O(RP:0) = A O(F:L:(0,0))= Arg 09y' o" = Cu, 0) e

0(£f:0) = C,.

Ainda, se i : (R&.0) - (R**E (0,0)) e

j : (R.0) > (RP*E (0,0)) são as inclusões naturais temos que
os diagramas a seguir são comutativos:
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e cm—— e——.F TF

] i j | (1) | T. T | (II)
f TfÊ

e ——— sz,
CU aDefinamos entao à : Cr09,0) > CS, e B: (9,0) > À,

por
alt) = TITotoi, B(n) = Tíi*ono

- +Temos que a &é um Co o) (E $) -homomor fismo (C, tem
, .

- +essa estrutura via i*) e 8 éum C, (RP**) -nomomorfismo.(0,0)
(ay êum Co o (RP $) -módulo via j*). Ainda, de (II) temos

,0

que aowF=nuwfofg (1).

Provaremos nossa afirmação mostrando que a e 6 in-
duzem R-isomorfismos a e 38 comutandoo diagrama abaixo:
(conferir prop. 2 - cap. IT)

wF
A 19,0) /" (0,0) “Pr(o,0) — Cç09,0)/FB, 09) FM"9) C(0,0)

B a

A, /mMR.A of >» C/tf(B )+f*m,.C0/0" “Oo ? o o 0º O

Observemos inicialmente que para 2 = Tod oj=g(no)
W, j ày, 9%,

De (do 2.º P+S (2d, ...,22). (RP) (2)
hi9,0) — Ev e..,r 5 (0,0) (R ) e A, yyiicccaç So
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Desse modo temos

Ô 0 n+s= (—— RC 9,0) GayE e... aço Co, o) )J e

3 3 mnC, = (of, ..., ——-of).C.(R)o 9, Yp o

Ainda,

2-of = TI tozaojof = o (FExOF)oi = a (5SS

or) (3)
Y, 3 Ye - Y, 3,

De (2) e (3) concluímos que a e Bf& são epimorfismos
e é claro que À é R-isomorfismo.

= 12. n+s

E) 7? em, nn 7 -—l à .B, = ([—, er To). CR(R) —=— = TT “o—oi, obtemoso 9x, 9%, o ' dx. i à

a (TF(B(o 9))) tf (BJ) (4).

3 -1 3 , el do d.pois Tfog = T£oT, Ex = Ti o (TFoRÇÃoi = a (TFogÇ) .

Agora,

3 -l E) -o (FaçF* (mp) FÇoF) T. o (zagF* (ma) For) oi =

77 oLEi* (ag) (1*0F*) (mo) ZSoFoi] =

r1t (ag) (£toj*t) (mp) TZo (gEnoFIoi =

= ra, f* (m,).E e entaoYE

f*m .C (5)a (F*m o 9) Cç9,0)) = o“
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tendo-se em conta a sobrejetividade de  (1*,j3*).

Para finalizar juntemos a(4) e (5) o fato que
= qnt - * = a éker t*tm, (R 90) c F "19,0)*C(0,0)* Segue então que a É

co +
um Co o) $) -i somorfismo e por fim um R-isomorfismo.

'





CAPÍTULO 111

ESTABILIDADE SOB DEFORMAÇÕES

$ 1. Degormaçoões triviais

Consideremos fe Co (N,P), V aberto de Ré com 0e V,

FeEeC(NxV,PxV) e L uma estratificação (diferenciável) em

P.

Definição 1:

F ê uma L=-k-deformação de f£ se existir 6 > O tal
que, para todo x de N e v com |j|vil<só,

(1) F(x,v) = (gíx,v),v) e gíx,0) = f(x)

(ii) f(x) e gíix,v) estão em mesmo estrato de L.

Em PxV consideremos L a estratificação—produto
Lx (P). Por outro lado, D(M) denotarão grupo dos difeomor
fismos de M. Ainda, se tivermos em M uma partição P, D(M,P)

indicará o subgrupo de D(M) que deixa cada elemento da parti
ção globalmente invariante.

Definição 2:

uma L-k-deformação trivial de f se:MF

(1) F éê uma L-k-deformação de (£,

(i1) Existen He D(NxV) e Ke DIPx VI) tais que

F= x o (£ x Is) o H

(111) H e K são, respectivamente, (N)-k-deformação de ly
41
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e L-k-deformação de 1,.

Nesta definição £ x 1, : NxB,*+PxB,
(x,v) > (f(x),v)

O resultado a seguir nos dá uma caracterização das de-

formações triviais para aplicações com domínio compacto.

PROPOSIÇÃO 1

Consideremos ff « CP (N,P), N compacta e FeC' (NxV,PxV)

L-k-deformação de f£. Então F é trivial se e só se existir
6 >0 tal que:

x(VW Te 8(B)) (À E e O(MN xB)) (8 neb(PxB :D)|

tF(E) = ÁWF(n) e tn (n) wT (T) onde

B, = Íve Ro: Ilvil< 6) e nm: Px B, + B, é dada por

Prova:

Admitamos F trivial. Sejam então H e K os di-
feomorfismos realizando esta trivialização. Tomemos os campos

Tt,” (0,T) e€ B(N x B.) e Tt. E (0,1) Ta € O(P x B,) tendo em

vista as identificações naturais.
Sejam E e n tais que tH(E) = wH(T,) e tK(n) =

= àuK(t,). Como K é L-k-deformação de 1, temos neo (PxB,:L)

e tnm(n) = wn(T)., Ainda,

TKoTFoE = T(f x Is) o THoE = T(f x Is) x T.0oH = Tt -oKoF = TKonoF.1

Logo, como tK &éê isomorfismo, segue que tF(£) = wF (n).
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Seja ó > 0 de modo que tenhamos, para (v,) = v sis
tema de coordenadas de Bs

- - 0
(TI) tF(E,) = F(n,) e tr (n,)= em isço! l1sisk,

E, e B(N x Br) e n,:e 6(P x B.,L). Podemos supor que os  cam-

pos Es" assim como os não tenham suporte compacto. (Caso con

trário, anulamos os E; fora de N x B e aí então zeramos os6º

n, no complementar de uma vizinhança compacta de F(N x B.1)).
e 2 associa-Cons ideremos os fluxos à, 4,ti,t' Vit

dos, respectivamente, aos campos Es n; e 2i
Da condição (I) obtemos as relações:

(1) FO; tc = Vi, eºF (2) mov; t = E, çoT.

Definamos então as seguintes aplicações:

h(x,v) = (i TA O... O Pa ev2 OM) (1') H= (h,moF)

L(x,v) = Goo o e o Ma2 Ke (Lm

onde i :N>NxB, e j: P+Px B;

x > (x,0) : y + (y,0)

Tendo-se em conta que "Foi = jof, conciuimos que
foh = doF e então xl o (£ x Ta) oH=F para H e K sa-
tisfazendo as condições da definição 2, como garantem (1), (2),
(1) e (2'). Logo, F é trivial.

PROPOSIÇÃO 2

Sejam £ e C (N,P), N compacta e F « Cc (N x V,P x V)
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L-k-deformação de f. Então F será trivial se e só se exis-
tirem campos E; e B(N x Be), n; e O(P x B,,L) com as Rº -compo

nentes nulas, tais que

F ;TE tF(E,) + wWF(n,), i = 1, 2, ..., K

F. d.. 3sendo Tt,” tF (5 aF 5 .

Prova:

Suponhamos que F seja trivial. Logo, pela proposi-
ção 1, existem campos E; e n; tais que tF(E,) = wWF (n,) e

- Ô

tm (n,) = am Go (2)

E, < O(N x B,) e n, « 0(PxB TT), lsisk6
como F éê L-k-deformação temos, de acordo com (2),que

à à= — + ' mm ' ' t4 Tao MS ToavçõO, onde 8, e 7;
e B(P x B.,L).

tem as RÉ -com

ponentes nulas e ainda n;

Disto resulta que É = tF(-Ei) + wF (ni), l1sisk.
Consideremos agora 1 em 6 (BL), TE Laser: Da hi-i à a

pótese sobre F, segue a existência de campos E, e O(N x B, Je

n, € 6(P x B.) com as RÉ “componentes nulas tais que

tF(52) - wWF(5Ê—) = tF(E,) + uF(n,)i i
Multiplicando-se ambos os membros por ap tendo-se em

conta que a, « CBJ), obtemosi

tF(a,—d—) - uF(a,—d—) = tF(a.E,) + uF(a,m )

1av, dv, SA 1:
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ou seja, tF(T+5E) = wrF(T+M) onde T+Mm e 0(P x B.,L) e

tm(tT+n) = wo(T). A prova está então terminada.

Definição 3:

Consideremos fe C(N,P) e L estratificação em P.

Dizemos que f£ é estável sob L-deformações se toda L-k-deforma
ção de f£ for trivial.

PROPOSIÇÃO 3

|
Sejam £f e CO(N,P),, N compactae L estratificação

de tipo finito em P. Suponhamos que £f seja estável sob L-de

formações. Então £f" é L-infinitesimalmente estável.

Prova:

Seja wu «€ 0(f:L). Consideremos em N x .P a estrati-
fíicação L' dadapor (N)x L. Definamos sobre o gráfico de

. £f, G(f), O campo

w' (x,£f(x)) = (0,0(x))

Por ser L do tipo finito, temos que para cada x, de
N existem abertos U e V de x. e f(x), respectivamente,
tais que para Jc<N, JIJ finito,

(a) £(U) <c V

(b) uwlU= E ajg,0f, a, « Cc (U),
jeJ

(g,0f : j e JIJ).(U) = O(fjU:L) e (g, : jegn.C(V) = amv)

Logo podemos escrever
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w' =wQ' | Ux VnG(f)= 1alg!l | Ux Vn G(f) onde
o 3 39

para (x,y) &e Ux V, a (x,£ (x)) = a, (x) e gs (x,y) = 9, (y).

Cons ideremos w> em 8(UxV) dado por
o

wW" = £a'g' onde a" é uma extensão C de ala“> je j o)
UÚ x V.

Agora, fazendo x, variar em N, obtemos uma cober-
tura (W, J, de G(f), por abertos.

o
Seja (po, ) uma partição da unidade (C”) subordina-

da àa Ma xes e consideremos wu = Eatx la)”

Como N é compacta, podemos considerar à em 6(NxP)

de modo que w tenha suporte compacto e = em uma vizi
nhança compacta de G(f). Ainda, resulta de definição de o

que O mesmo é de .O(N x P,L'),

Seja dg : NxPxR+NxXxP o fluxo gerado por à e

definamos FeC(Nx R,P x R) por

F(x,t) = ((n50od,) (x,£(x)),t)).

Como wà e (Nx P,L') segueque F é uma L-l-deformação de f.
Como f é estável sob L-deformações, temos que F é trivial.

Logo, para t= E existem campos, com as R—-com

ponentes nulas, É e n tais que:

1 = tF(E) + QF(N) com mTnebB(Px RT). Ao res-
tringirmos a equação (1) a N x (0), teremos:

ta tf(E) + wf(n) onde E « O(N) e n e 6(P,L),
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módulo as identificações naturais.

Para finalizar, mostremos que +tja = wW, A Curva

t + (x,t) representa El (x o) de modo que t - (mod, ) (x, f(x))'
representa Tó (x,0). Enfim,

T7(x,0) = AHnrpos, (x,f(x))I |,o = Tmlx,f(X)).o' (x,f(X)) = wo(x).

$ 2. [-Estabitidade inginitesimal implica estabilidade sob
L-1-degormaçõoes

O nosso objetivo presente ê mostrar que a [-estabilida
de infinitesimal implica a estabilidade sob L-l-deformação sob

certas condições de regularidade para as aplicações em estudo.Te
remos que mostrar então que a equação

(E) 1º = tF(E) + OF(n)

ê solúvel para L-l-deformações F de ff.

Mostraremos, em primeiro plano, a existência dos cam-

pos £ e n, satisfazendo (E), localmente.

Definição 4:

Uma estratificação L, de tipo finito, em P é re
gular se para cada y de P

0, (L: (y,0)) = tG, :lsis rh.o) P x V), Ve R

onde o primeiro espaço ê constituido de todos os germes de cam-

pos de e(L:(y,0)) com as R-componentes nulas, G, (z,u) a

= (z,u,9, (2)) com tg; :lsis r).C, (P) = e(T:y) e

g, (2) = (2,9, (2)).
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Sejam L estratificação regular em P, FeCT (NxV,PxV)

L=l1-deformação de £ : N+ P e e (F:l:s x 0) o Co-módulo dos

germes dos campos tangentes aos estratos de T, ao longo de F,

com as R-componentes nulas.

Deginição 5:

f: N+*P éê L-regular se para cada S parte finita
de N, k 0, 1 valer, £f(S) = y:

oo

Ss

I-k-deformação F de f.
(i) 6 (F:L:S x 0) é C

(11) A inclusão N -* (Nx V), x» (x,0) induz uma sobre-
jeção a: BJ (S x 0) > B(S) onde

B (Sx O) = (EcO(NxV,Sx0) : tF(E)e 6 (F:T:Sx0)).

PROPOSIÇÃO 4

Consideremos L uma estratificação regular em PP,

f «e Co (N,P) L-infinitesimalmente estável e L-regular, com

f(x, e... x) = y. Então, para Fe C(Nx V,P x V) L-k-de
formação de f a equação (E) a solúvel a nível de germes em

x, e... x) x O.

Prova:

Consideremos S=((x,),0))=(x) eos espaços
2 = 8, (F:il:x), K = tFz (B, (x)) e A =2Z/K.

Das condições de regularidade temos que A é um

cz (N x V) “módulo de tipo finito.
Tomemos em A a sua estrutura de ez (P x V) -módulo on

módulo de tipo finito para cada
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de y =F(X). Mostremos que

A = (nm (6), ...,T(6)).C (PxV) onde G, = wF=(G,)

(Gy... 6 ).CH(P x V) = e, (T:y) Ee T:Z+A é projeção natu
ral.

Seja h «e Z. Logo h*= gh“o, para h' « cz (N x V) e

lsvsm.
A nível de representantes podemos escrever:

nº - hº = t.h) e então temos

— V ' 1 & V = —Vh = $hoº, + t. ho, h,. € Cx (N x V) e h, (x,t) = h'(x,0).
P o |Como o, = 181º vº3Fx = iv1ºFx + tlFasçdçoFZ) on-

(Cs

de td, e... à.) Cx (P x V) = 8, (P x V) concluímos que

' = = ' ' ;ivox e Z e entao h h, + t.h sendo que h, h' ce Z E

h,. é uma extensão trivial de um campo h, € OlfiLlix,).

como £f, é L-estável vem a existência de Eco (N,x,)
1

e ne B(Ll:y) tais que h =tf (E) +uvf (n).o x x1 1

Da hipótese da regularidade de f tiramos a existên-
cia de extensão E de E, E e BL (x); ainda, seja n extensão

trivial de n coma R-componente nula. Consideremos o campo

h - tF5(6) - wF-(n).

Da construção de E e n resulta h=tF (E) +uf (n) +th"
onde h" e« 2.

Consideremos o R-espaço A/<t>.A = 1]. “Temos que a
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classe de equivalência de h, em 1, éê a mesma que a de WE (n).

Como n é extensão trivial de n obtemos que

= En.G,.nm "3 3j

e assim wF—(n) = IF*t(n.)G.oF.x "3 J

Deste modo as projeções de G.oF geram 1 como R-es-
paço vetorial.

Por fim, tomemos S = A/FE (Mm) .A. Como <t> c "o e-
xiste uma projeção natural de A/<t>.A sobre S sendo que as

projeções de T(GjoF) são geradores de SS.

Usando-se o teorema de Malgrange, obtem-se

A = (T(G.oF); j « 3) .ez(P x V).

Seja n(1É) em A, 1º ce Z. Temos então

n(1É) = EFZ(0a,).T(GiorF) eem Z ficamos com
j

F. eT = tF. (E) + wF(FajG,) e isto termina a prova pois E, ta,G,;
são germes de campos com as R-componentes nulas e tajG, € e(L:y).

No caso de S = ((x,,0), e... (x/0)) repetimos os
mesmos argumentos usados nesta demonstração usando-se o teorema
de Malgrange na forma adequada.

Nosso próximo passo será mostrar que podemos resolver
a equação (E) em uma vizinhança de Z(f,L) em Nx TT,

PROPOSIÇÃO 5

Consideremos L estratificação regular em P, N va-
riedade compacta, £f e C (N,P) L-regular e [-estável. Então pa
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ra FeC(Nx T,PxT) L-l]-deformação de f a equação (E) é
solúvel em uma vizinhança de 3º = E(f:L) x (0) em Nx TT.

Prova:

Mostremos a existência de abertos (VW) de Px PP

e 07 de N, i=1l1,2,...,Q e ó6>0O0O tais que:

(1) £(X) <c uUW.

(2) W cV

(3) FURO n E cU, para [|t||<6 e FX) = nm, (FGgt)

-l(4) U, e F(V,) para litil < 6

(5) Em U, x B a equação (E) é solúvel.

Como N é compacta e E é fechado segue que f(ZL) é

compacto. Basta então verificar a existência desses objetos em

cada ponto de [£. Como Ev = £ ty) nt éfinito (pois f£ é

L-regular) a proposição anterior se aplica e obtemos U, V, E, nm

e 6 satisfazendo (5).
(Podemos, se necessário, diminuir U de modo que

f(U) c< V).

Tomemos W satisfazendo (2) e (3) para F, f. Pa-
ra ó, eventualmente menor, podemos supor que (3) e (4) este-
jam satisfeitas.

Seja (p,) uma partição da unidade (C”) subordina-
Q

da à cobertura uW, e estendamos p,=0 forade W.. Como!
1 :

é compacto e v; aberto, existe vizinhança U de | tal que

E(RN) nUucU ji=1, 2;/, ..., Q-1'
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Seja p : N+ R, diferenciável, tal que supp(p) c U

e p=1 numa vizinhança de [Z. Sejam
Q Q 'E= Fo. lpzoFIE, e ns Eogtnao |

Temos então

tF(E) + ÂwF(n) = tr(Eo lo oP)IE,) + x (ognçdor =

= E(p,yoF)[tF(E,) + n,oFl = 1º numa vizinhança B de zº e
à

com isto a prova termina.

Para concluirmos nosso objetivo, necessitamos de mais

um passo auxiliar. Para isto consideremos L uma estratificação
em P ea seguinte

Definição:

O traço de 6(L) em y de P é
L(iy) = (v «e TP, : 3 neco(Ll) tal que n(y)=v).
Temos então a

PROPOSIÇÃO 6

Seja L uma estratificação em P e fe CP (N,P) 1-
-genérica. Se para cada x de N TE(TN) > Lif(x)) então £

é L-submersão.

Prova:

Suponhamos então que para x, em N T£(TN, aL(f(x).o
Queremos mostrar que tf, : 8 (x) + ô(filix ) é sobre.

o
Procuremos então resolver a equação tf, (E) = 7. Em

o
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coordenadas locais, temos

(TF) . (E) = 713)

Esta equação tem solução pontual em torno de x, Ccon-

forme nossa hipótese. Como f£ é l-genérica estamos nas condi
ções das hipóteses da proposição 6 do capítulo:I. Segue então

que tf. (E) =1 tem solução para t dado e então f£ é Í-sub
2 o

mMersao.

Por fim,

PROPOSIÇÃO 7

Consideremos £f e C(N,P), N compacta e L estrati-
ficação regular em P. Suponhamos ainda que f seja l-genêrica,
L-regular e [-estáãvel. Então f é estável sob L-1-deformações.

Prova:

Tomemos F uma L-l-deformação de f. Se  L[=E(£,L)&N

ja estabelecemos o resultado na proposição 5 anterior. Caso con
trário, sejan E,n e B como construidos nessa proposição.Da
l-genericidade de f segue ade F para 6 suficientemente pê-
queno; então para (x,0) /f/ [2 x (0) temos que Fx) é Lo-submer

o | O me =
são pois de

e hoaaTF(x,0) .T(NXB,) ,6) = TE(TN,) O PEC) o R,

concluímos que

—
TF(x,0).T(NxB, (x,0) ? CEGO0).

Logo F é I-submersão em uma vizinhança B' de Nx(0)-Z,
onde Z é uma vizinhança de £Z x (0) com ZcBkB.

Disto temos o=1" - tF(E) - wF(n) = tF(E') em B' com
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a R-componente de E' igual a zero. &Como o = O em BE, pode-
mos estender E£E', £8'=O0 próximo da fronteira de BEB'.

Assim

1º = tF(E+E') + wF(N) em uma vizinhança de N x (O),

o que conclui a prova.



CAPTTULO IV

ESTABILIDADE ESTRUTURAL

$ 1. A Topologia C” de Whitney

Consideremos N e P variedades diferenciáveis e oO

conjunto CC (N,P). Para k, inteiro não negativo, sejam U a-
berto de JÁ (N,P) e M(U) o conjunto:

(£f e C(N,P) : (38) (N) c UJ.

A coleção (M(U): U é aberto de JT (N,P)) forma u
ma base para uma topologia em C(N,P) denotada por ww.

Definição 1:

wº ê a topologia ck de Whitney em CO (N,P).

Definição 2:

A topologia Cc de Whitney em Co (N,P) é aqueládar
da pela base W= yu We.

|
: : ”

k20

Nas proposições abaixo, todos os espaços. “funcionais
estarão munidos da topologia Cc” de Whitney. Ni

PROPOSIÇÃO 1

Consideremos variedades N' e P, (Uo., cobertura
localmente finita de N com DU, compacto para cada= a é A,

Vo) ea coleção de abertos de P com V, — domínio ae carta
local em P paracada a ce A eainda£ e C(N,P) tal que

£(U,)) e V,, a6eaA Então (g e CC (N,P): (Vaea) g(0)< VQ
ss OS a
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é aberto em C(N,P).

PROPOSIÇÃO 2

A aplicação 3º : CO (N,P) - Cc (N,3* (N,P)), definida
por £ > js, ê contínua.

PROPOSIÇÃO 3

Para $eC(P,Q) a aplicação d, : CO (N,P) + C (N,Q),

£f > dof, é contínua.

PROPOSIÇÃO 4

Consideremos Cr UN,P) o espaço das aplicações —pró-

prias de N em P coma topologia induzida por C(N,P). Então

a aplicação

O: Cc (N,P) x C(P,Q) > C (N,Q), O(f,g) = gof

ê contínua

PROPOSIÇÃO 5

Sejam N e N' variedades difeomorfas e DIiff(N,N') =

ttodos os difeomorfismos de N sobre N'). Então, valem:

(i) DIFE(N,N') é aberto em C(N,N')

(ii) (Diff(N,N),0) é grupo topológico.

" PROPOSIÇÃO é

Seja (E,m,N) um fibrado vetorial e T(E) o espaço
das secções diferenciâveis de E equipado com a topologia indu-
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zida pela de C(N,E).: Então T (E) é um C(N)-módulo topoló
gico.

As provas destes resultados podem ser vistas em [4],

$ 2. L-Estabiltidade estrutunmat, L fgotheação

Consideremos L uma folheação em P, fe CP (N,P) e

P:P+P/R a projeção natural, onde R é dada por

"xRy see só se existir estrato L de L com (x,ylcL'".

Seja

F(f) = (g e CC (N,P) pog = pof) munido da topologia
induzida pela de CP (N,P), que como sempre é a Cc de Whitney.

Definição:

Dizemos que fe Co (N,P) é L-estruturalmente está-
vel se existir vizinhança V(f), de f£, em F(f), satisfaznm
do

(VW geV(E)) (BheD(N)) (BkeD(P:iL)) g=xPofon

onde D(N) é O grupo dos difeomorfismos de N e D(P:L) &é

o grupo dos di feomorfismos de P que deixam cada estrato de L

globalmente invariante.

LEMA 1

Sejam L folheaçãõem P, fe C(N,P) e 0o espaço
F(f) com N variedade compacta. Então existe vizinhança Ve

de f, em F(f), queé "conexa por caminhos", isto é:
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(VW ge UF) (7 G:Nx1I+PxT, L-deformação : G, = fe G,=9

Prova:

Consideremos em N x P a subvariedade Ne

Ne = ((x,f(x)) : x ec N) e tomemos um recobrimento Vi) 321"
por abertos coordenados, de imf em P e outro (U.) de Nj'jal
tais que:

(i) (03) 321 é localmente finito e £(U,) € Vo j2l,
(ii) Cada V, é domínio de uma descrição v, de L.

Seja então U. x V.).ja (

j 3) j21
e definamos o conjunto S como segue, para (x,y) em N xP:

a cobertura de Ne em NxP

(x,y) e S seexistir j 21 tal que v5 (E (3) ) 0, (y)

onde —v, Y,; + RI é uma descrição de L (local) com

(y,f(x)) c< vi.

Observemos que S está bem definido pois se

(£f(x),y) c dom Pv. teremos v, (£(x)) = (9 ;109,) (E (x) ) =p, (0; (Y))=

= MTLAZIS A = vv, (y). Mais ainda:

S é suovariedade de A = uv U., x V. e S > N..j21 f

Provemos esta afirmação. Para isto consideremos
: + Rº > - . .ô; : U; x vV;

R* dada por (x,y) v; (£ (3) v5 (y)

Temos que d; é submersão. Daqui segue que
- 1 i

.
(0) = U. x V. : . Cf = y, = U, x V, Ss.d; (0) ((x,y) e

3 " vs (x)) vi ()) j 3º
Claramente s8> Ne*

Seja T uma vizinhança tubular de S em Á e Z uma
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vizinhança tubular de Ne em S. Consideremos 2 =p (2) on

de p:T+S é a projeção deste fibrado.
Observemos que Z2nS=2z (1)

oComo 3º : Cº(N,P) + C (N,Jº(N,P))=C(N,NxP) é

contínua (ver prop. 2), temos que, para 8B (5 e CC (N,N x P)

imgecZãZ)= C(N,Z), aberto de C(N,N x P),

Vv, (É) = (3º)(8) ê vizinhança de f em Co (N,P) (2)

Por outro lado, a proposição 1 nos garante que

V(f) = (g « C(N,P) : g(U,) e vio j>z1) éê também vizinhança
de £ em C(N,P).

Consideremos V(f) = (V, (E) n Va. (É) n F(£f).

Mostremos agora que 3º aplica VIf) em C(N,2).

Seja gevV(f), Como ge Vas (2) nos diz que
3º (g) e C (N,3) e então do fato de g € F(f) n V, segue que,

2para xe U,, v; (9 (x)) = (E), ou seja, (x,g(x)) ss (3)

Combinando-se (1) e (3) obtemos 3º(g) e C(N,Z).

Seja 17: Z>+N,º à projeção natural, assim como

Ty: Z*N a restriçãõde mn :NxP+N a Z eainda as
seguintes aplicações:

E| O. |

“o
V(£L) ——+ CO (N,2) —* Cc (N,Nç)

co
(nm, )

corg) —N*, (Nç/N).

As proposições 2 e 3 do parágrafo anterior nos
. garan

tem que estas aplicações são contínuas. Mais ainda, pela propo-
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vel e l-genêrica. Então existe vizinhança VIE) de f£, em

F(f), constituida de aplicaçoes L-infinitesimalmente estáveis.

A prova deste lema é bastante têcnica e segue, em 1i
nhas gerais, aquela para o caso usual (ver [3], pag. 117 e 122),

Para efeito de referência futura, delinearemos aqui uma das eta
pas dessa prova sob a forma da

PROPOSIÇÃO À

Sob as mesmas hipóteses do lema acima, existe vizi-
nhança VIE) de £, em F(f), tal que se ge V(f) então,
para cada x de N, gq, '*éê L-estável.

Prova:

Seja x em N e y=f(x). Como f é L-infinitesi
malmente estável (L:I:E) temos que

O(filix) = C(x) = tf(B(x)) + uf(A()) + mãti.c(x)

onde Aí(y) &=06(L:y) e a=dim R Aly) /m, .A(y), y = f(x).

"Jetificando na ordem a" os espaços. Aly), C(x) e

B(x), obtemos

C(x) = Cº (x) é mt. c(x)

B (x) = Bº (x) o mM

A(y) = Aº(y) O na) :

Consideremos O ptA) 5 AO eBeGO oCR) dada
por p(x,f) = [tf] t fof onde —[tf) e Lvuf] são as
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induzidas de tf,. e wf, respectivamente. Em particular, se
tomarmos vizinhanças coordenadas U de x e V de vy, com

V = dom Vi tais que £ (O) c V, então nessas coordenadas lo-
-” + o. a a aj R— Ss es + Sscais pí(x,f) é uma aplicação linear de

P,Pp n,n n,p
onde cada se ê8

é um subespaço do espaço vetorial Bê Ê das
, : 0

aplicações polinomiais de Rº em Rº de grau menor ou igual
a a.

Segue então que p depende continuamente de x e de
. a+lj “£f. Então existe uma vizinhança aberta W, de £ em F(f)

tal que, se geW, então g(U) c V (uma condição Cc) e se
x' estiver em U,' então .pí(x',g) é sobre.

Conforme a proposição 1 do capítulo II temos que So
é L-estável.

Como N é compacta, existe uma cobertura finita ãde

N pelos U's. A intersecção das correspondentes W ''s
—

será
a vizinhança de f, satisfazendo a tese.

Vejamos agora os argumentos básicos da prova de que
a L-estabilidade infinitesimal implica a L-estabilidade estru
tural.

Nossas hipóteses serão

L folheação em P, fe C(N,P) L-infinitesimalmen-
te estável e l-genêrica e N variedade compacta.

Em acordo com os lemas 1 e 2, seja W(Ff) vizinhança
de f em F(f), conexa por caminhos, e constituída de aplica
ções L-estáveis. Seja geMW(f) e consideremos a L=-1-deforma

ção de f dada por, para TI =[0,1],
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F:NxXI>PxI (x,t) > (g, (x) ,t), gq, e W(f)

com 9, = f e 9, = 9. Definamos em I a seguinte relação:

sq -t se existirem di feomorfismos

h e O(N) e ke D(P,L) tais que 9” k og,oh.

Como F nos fornece L-deformações triviais e  W(£)

é constituida de aplicações L-estâveis, temos que cada classe
de equivalência ê aberto de IT. Como I é conexo,

—

teremos

g=k tofon.

$ 3. Comentánios sobre a L-estabitidade estrutural

Para L uma estratificação em P, consideremos os:
espaços F(f), D(N) e  D(P,L) definidos de forma análoga à

do parágrafo anterior, para f e C(N,P).

Temos então, de forma análoga, a noção de L-estabili
dade estrutural, ou seja,

Defginiçao:

f ce C(N,P) é L-estruturalmente estável se existir
W(f) vizinhança de f£f em  F(f) tal que, para cada ge W(f),
existem difeomorfismos h ec D(N) e he D(P:L) taisque
g= k lofon.

Uma questão natural que se apresenta é à de examinar

a equivalência entre as noções de L-estabilidade infinitesi
mal. Isto porque esta última é bem mais símples de ser analisa-
da que a primeira, na maioria dos casos.
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Salientaremos então, a seguir, algumas dificuldades bã
sicas concernentes ao estudo da equivalência de tais noções.

(1) L-Estabididade Infginitesimal => L-Estabilidade Estrutural

Tendo-se em mente a estratégia usada no parágrafo 2 an
terior no caso de folheações, temos a primeira dificuldade:

"f tem vizinhança "conexa por caminhos" em F(£f)".

De maneira geral, a prova do lema 1 não se adapta para
estratificações que não sejam folheações.

Nossa segunda dificuldade está ligada à prova da propo
sição A. Lã, os espaços A(y), 60C(x) e B(x) eram essencialmen
te os mesmos para cada (g,x) « F(f) x N. Isto nos permitiu con
cluir a sobrejetividade de píg,x).

Para outras estratificações, em geral, o espaço Aí(y)

varia de ponto para ponto e por conseguinte, os espaços C(x) e

B(x). Ainda, estes últimos também variam com às 49g's próximas
de £ (ver pag. 34).

Parece-nos dificil estabelecer, nestas condições, a

prova da proposição A e por isso a prova do lema 2.

(2) L-Estabiltidade Estrutunmal ==> L-Estabilidade Infinitesimal

No caso usual esta implicação é válida. Para à prova
disto é introduzido O conceito de estabilidade transversal. Daí

mostra-se que a estabilidade estrutural implica a estabilidade
transversal, via os teoremas de transversalidade de Thom-Mather.
A seguir a estabilidade infinitesimal é deduzida da estabilidade
transversal com auxílio do cálculo de espaços tangentes a cer-
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tas órbitas em Jº (N,P) (ver [31]).

Mesmo no caso de estratificação tipo folheação não sa
bemos sobre a validade de (2). A dificuldade principal reside
no fato do espaço F(f) não ser domínio natural para as apli-
cações dos teoremas de transversalidade de Thom-Mather.
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