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Introdugao

Em 1968 o Prof. Gilberto F. Loibel nos prop8s o problema
de estudarmos as singularidades de restrigdes de aplicagdes diferen
cidvels uma vez que uma dada fungao poderia nao apresentar singula-
ridade e contudo sua restrigﬁo a certos sub-espagos apresentar sin-
gularidades genéricas. Atacamos primeiraménte o caso das fungoes do
Rn+l no R e chegamos a vé;ioa resultados, que deixaram de ser publi
cados em vista dos mesmos coincidirem com os citados por R. Wells,
em [9] utilizando técnicas diferentes. Com isto.passamos a0 estudo
das singularidades de restrigdes das aplicagdes do R3 no R2 o qﬁal
originou o presente trabalho. Ocupamo-nos aqul somente com o caso
em que as singularidades das restrigOes sao pontos regulares da fun

¢ao global.

No capftulo I enunciamos os pré-requisitos da teoria ge-
ral das singularidades e fixamos as notagoes.

No capitulo II, definimos o que entendemos por GZ- singu-
laridades ou seja, singularidades de restrigoes de aplicacoes dife-
rencidveis, Desenvolvemos os principais resultados que utilizamos
no capitulo seguinte.

No ocapftulo III, estudamos especificamente as 61- singulsa
'ridades das aplicagoOes diferencidveis do 33 no R2, classificando as
&r singularidades genéricas.

Subdividimos este capfitulo que contém a parte principal
da tese em trés partes e num total de 22 parégrafos com a finsglida-
de de facilitar sua leitura.

Na parte A damos forma normal acs pontos Q- regulares e
também para os pontos de 62- singularidade do tipo I. A parte B se
ocupa dos pontos de 0{- singularidade do tipo II. Estudamos o pro-
blema da redugao i forma normal. No processo da redugdo nao resolve
mos o passo do pardgrafo 16 no caso geral, porém nos parédgrafos 18,
19 e 20 damos diversos métodos que levam ao resultado procurado em
casos especificos. X nossa intengao aprofundar estes métodos e acre
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ditamos que um ou outro poder4 conduzir-nos & solugao geral.

Na parte C apresentamos exemplos de - singularidades dos
tipos III (IIIa e IIIb) e IV (IVa e IWb). Nao explicitamos as razoces
que nos levaram a julgar que estes tipos sao realmente representati-
vos, pois isto exige um grande nudmero de transformagSes de coordena-~-
das envolvendo inidmeros cédlculos cujo desenvolvimento sobrecarrega-

ria a tese neste ponto.

Encontramos no decorrer do nosso trabalho imimeras outras
questoes abertas, seja no campo das formas normais seja no estudo da

teoria geral que pretendemos desenvolver futuramente.

Utilizamos a locugao "abandonando as linhas" devido a

Whitney e que significa reescrever as fungoes.
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Capftulo I

Notagoes e Pré-requisitos

Neste capftulo faremos uma rdpida apresentagao dos pré-re
quisitos necessdrios e fixamos as notagaes que pagsamos a& usar. Nao
havendo necessidade do oaso geral apresentaremos as definigoes e

principais resultados para o Rn.

§1 - Jatos

Todas as aplicagdoes aqui consideradas serao supostas de
classe C . Por (xl, cony xm) e (yl, cauny yn) denotaremos as fun-

goes coordenades no R e R® respectivamente.

Seja cf (R®, B®) o conjunto dos pares (f,p) onde p €R" e

f : Y¢R®—»R™ & uma eplicacgao diferencidvel com V aberto e peV.

Por btfi(p) denotaremos a derivada parcial mista

CIREXS
Vh I,

onde t = (tl’ ecey tm)’ tiez-'_ e ltl = tl + eee + tmo

Vamos introduzir no conjunto Cj: (R™, B®) a relagao

'S

8) p=2aq
(£,0) ~ (8,0) &> ) £(p) = g(a)
¢) 2, (p) = e, ()

i =1, 4ssy n para todo t com |t| < =,
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De imediato vé-se que tal relagdo & uma relagdo de equiva

léncia,

Definicao 1.1 - Uma classe de equivaléncia segundo esta

relagao chamaremos de r - jato.

0 r - jato a que pertence (f,p) denotaremos por j- f£(p)ou
£T(p). O ponto p chama-se fonte e o ponto £(p), meta do T - jato

3T £(p).

0 conjunto dos r - jatos serd indicado por J-(R™, R®), is

to &, JE(B®, BP) = {jr £(p) | fecy (8%, B") e per™}.

1.2 - Sistema de coordenadas em J (R, R-)

Fagamos corresponder a0 5T f(p) com fonte p = (pl,...,pm)
e meta £(p) = (fl(p), eoey fn(p)), uma k-upla de mimeros reais do

seguinte modo:

?fl(P) (Dfl(P)

(Pls Poy eeey Ppy fl(P)o fz(P)’ seey fn(P)o 7> xl ’ ?csz P o o oy

2£,(p) 9f,(p) 21,(p) £, (p) £, (p)

[} g 680y TN o 9 ey '—._——, seey TN w 9 6 o o
0 *p Cis! ° % 0% 93tm

el £, (»)
t t t
0%, D%x, .. O™

m

onde se convenciona a seguinte ordem para as derivadas de ordem s
(1¢s¢r). Primeiramente as derivadas parciais de ordem s de £,y de

pois de £, etc. ... finalmente as de fn. Dentro do conjunto das de~

2

rivadas parciais de ordem s de uma fi se estabelece a que a deriva-

¢ao seja na ordem oposta da lexicogrifica relativamente as m-uplas
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to= (b eeey t,) oom t, €7 e |t] = s.
Pode-se mostrar que o mimero k é dado por

m+ T
k=m+n
r
Observemos que tals coordenadas sao livres, isto é, dada
uma k-upla basta construir f = (fl, vooy fn) tal que as f, sao poli
némios de grau r e determimar os coeficientes de modo que  3° £(p)

tenha as coordenadas dadas,.

Com isto estabelece-se uma correspondéncia biunivoca e spo
bre 4 JT(R", R") com %X, Damos a JT(R™, R®) por intermédio desta

correspondéncia a estrutura topoldégica e diterencidvel de Rk.

Dada & aplicagao diferencidvel f R™—>R® definimos a a=-
plicagdo J°f : Ro—uJ (R™, B®) por (3°£)(p) = §£(p). Pode~se -mos-

trar que esta aplicagao § de classe %

Designemos por J~(m,n) o conjunto dos r - jatos de fonte
e meta fixa, respectivamente 0 ¢R™ e 0 €R”, I 6bvio, este conjunto

§ difeomorfo a um RE® o podemos identificar

JT(R®, ) = R"xR"xJ" (m,n)

Seja agora Lr(m) cJ3 (myn) o conjunto dos r - jatos de fon
te e meta fixa (0 €R™) inversfveis. Consideremos L (m,n) =

= 1% (n) x L%(n). Podemos dar a L (m,n) uma estrutura de grupo de

Lie. Este grupo atua diferenciavelmente sobre Jr(m,n) segqundo a leis
(X,Y)e2 =Y 2 xt para todo (X,Y) €1 (m,n) e para todo Z€ I (m,n).
Esta lei corresponde como € f4cil de se observar a mudangas de coor

denadas em R™ e R™ respectivamente (maiores detalhes em [4] e (6]).



-4

Definindo 7]t Jr(ng Rp)'—?RFan porZr(jr(p)) = (py£(p))
pode-se mostrar que/ 6 uma fibragdo diferencidvel com fibra J* (m,n)

e grupo estrabural L7 (myn) (ver [3]).

§2 - Singularidades

Definicdo 2.1 - Uma érbita @ = L¥(m,n)(X) de X €3 (m,n)

chama~se uwma singularidade de ordem r.

Definicho 2.2 - Uma superffcie regular ScJ” (R, R®) in-

. ~ . T .
variante sob a acgdc do grups L (myn) se chama uma "Variedade de r -
L

singularidades”, S serd uma reumiao de Srbitas.

seja ¢t I (RY, R®) =37 (m,n) a projegdo natural. Para ca
da £ 3 VCR" - B" Gefinames a aplicagho T3 V—>J" (myn) por T (p) =

=o(57(»)] .

Definiclo 2.3 - Diremos que f : VCR™—>R" admite(possui)

uma singvlaridade do tipe S no ponto peV se ?"“'(p)es.

Desigasmnos poz S(£) = ('f'@)-l (s).

§3 - Transversalidade

Definicao 3.1 = Diremos que f s V q_cb R"—>R® diferencidvel
é transversal a uma syperficie regular N do Rn no ponto pevV se

- n n
: 1 5 . = RY,
£(p)¢ N ou se £(p)EN entdo fp(R ) + Nf(p)

Diremos que £ é transversal a K se for transversal a N

em todos os pontas de V,
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Proposicgao 3.2 - Seja f ¢+ ¥ aCb- R®—R® diferencidvel e

N9 B® uma superffecie regular fechada., Se f § transversal.a N &

entao f'l(N‘n-q) & ama superffcie regular de dimensdo m - q em R" ou

é vazio.

~ r €. m _n
Definicao 3.3 - Topologia C ¢t & a topologia em C (R, R")
induzida pela topologia compacto-aberta de c@(Rm, Jr(B.m, Rn) pela &

plicagao
’ [ 2]
3 s O (R®, B®) — ¢ (R®, IT(R%, BY)

Definicao 3,4 -~ Topologia ¢*-fina s § a topologia em

dkam, Rn) indnzida pela topologia compacto-aberta fina de
&(R®, TR, B

pela aplicagao
5 s SRR, B —e (RS, I(ER, BY))

Seja Sc:Jr(Rm, Rn) sub-variedade fechada., Denotemos por

77 (K,$.) ={f : R.->R" l 3t & transversal a S nos pontos de K }.

TPeorems 3.5 - (Transversalidade)

a) Se X cR® & coupacto entao Tr(K:,S:) é aberto na topologia ¢, se

1

K CR® & fechado entdo T (k,S) & aberto na topologia € ' =fina.

b) Se K cM & fechado entdo T'(K,S) & denso na topologia ¢ rina.

Definicao 3.6 - Uma colegao de superffcie (si.)i.—-o,l,...,t

em Rk é dada por uma sequéneis finita de fechados
EgDE D eee2 KD Ky = ¢
tais que S = Ki - Ki+l’ 1 =0y eeeyg t @ S:l uma superficie regular

k . : .
em R™ com dim So>d1m Sl > eee>dim St'
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Observagao 3.7 - O teorema 3.3 vale quando substituimos a

superffcie S por uma colegao de superficies (Si)i o1 £
FUglyesey

Vamos agora definir os conjuntos

S b
kl, k2, ees oy kr( )

Indiquemos por

m .
Skl(f) = { p€R" | posto fp = min(m,n) - kl}

se Sk (£) & uma superffcie regular de Rm, podemos considerar
1

£, =% [Skl(f) : Skl(f>“"Rn

e falar no conjunto

Sklkz(f) = Skz(fl>

para k, = 0,1,...,5, onde s, = min(dim Skl(f), n).
Em geral se S K (f) & superffeie regular de R de
1 °°° " ral
finimos
5 (£) =8, (£,_;)
k1k2 see kr kr r-l
onde
fra=*% lsk 5, (2)
l e e I.—]-
e
kr = 0’1,ooo’sr_l
con
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Estas definigBes introduzidas por R. Thom em [3], sfo de
conteddo bastante geométrico pofém de'pouoa aplicacgao pois de modo

geral & bastante diffcil mostrar que S X (£) é sub-variedade
T

kikz. oo

de R™, Fazemos mengdo apenas como tftulo de informagio que J. Board
man apresentsd uma maneira intrinseca de definir os conjumtos acima

e gque se mostram mais f4ceis de manejar na prdtica.

R ta)
rialas N
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Capitulo II

Singularidades de Restricdes de AplicagGes Dife-

rencidveis

§1 - Introducao

2

Seja f RO—> R? dada por f£(x,y,z) = (u,v) com

3

u'='£3 -x(y =2z) +2
v=y

Logo sua matriz jacobiana seré
x° - y+z -x x+1
J(£) =

0 1 0

donde se conclui que os pontos da forma (o,y,z) sao pontos regula-

res de F,

Se considerarmos agora a fungao f restrita ao plano z =
=k (constante_obtendo portanto uma fungao do R2 no R2 dada  por
fk(x,y) = f(x,y,2) temos que tal aplicagao terd uma singularidade
no ponto (o,k). Por outro lado o ponto (-1, 1) é ponto singular da

restrigao £° e também ponto singular da fungio global.
Com isto o problems de estudarmos as singularidades das
restrigdes de aplicagoes diferencifdveis se poe, pois que, uma apli-

cagao pode globalmente ndo apresentar singularidade e sua restrigao
apresentar uma singularidade "genérica". Ainda como vimos,:i0os pon-

tos singulares da aplicagao restrigao podem ou nao serem distintos
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dos da apiicagdc global. Nosso intuito neste capitulo € dar uma for
mulagao para tals fatos e estudar em detalhe quando os pontos singu

_ lares da restrigao nao caem sobre os da fungao global.

§2 - Folheagao

Definicso 2.1 - Uma folheag@o F de codimensdo gg<m e de

classe ¢ de uma variedade diferencidvel ¥ de classe C° & uma cole
gao F ={ F.cM | ieI}de sub-variedades de classe ¢’ ¢ disjuntas,

de M satisfazendo:

a) codim P, = q Viel

B
ke

p) T F, =X
ié.I 1]

c) para cada x &M, existe uma vizinhanga aberta V de x em M e uma &
_ plicagdo de clazse ¢, regular, W: V—IR? tal que: P(z) =0 e

para cada y&TY, S[f““‘[\f’(y)] ¢ a componente conexa de y em »‘E;‘_’iﬂ v

onde F, £ a sub-variedads da colegdo F que sontém y.

Chamaremcss .

1) As aplicagfes s v ~»RY de definigdes locais de F ou equivalen-

temente gue F £ definide em V por': v—>1Y,

2) De folhas As sub-variedades F, da folheagdo F.

i
Sem perda de generaiidade ¢ aberto V pode gsexr tomado como
um abertc.coordenado e as coordenadas de modo que s V— r? seja b

ma projegac.



Isto nos permite pensar-localmente uma folheagao F como u
ma famflia de planos paralelos (m-q)-dimensional no espago euclidig
no m-dimensional,

Vamos precisar melhor o que. acabamos de afirmar..Conside-

m-q

remos R© = R b's Rq. Damos & R® o%seguinte sistema de;jcoordenadas:

um ponto pe R serd da forma p = (x,z) com

_ m-q
x (xl, eeey xm-q> éR

N
It

(Zl, eeay. Zq) GRq'

Entio W V—>R? serd da forma ¥ (x,2z) = z,logo em V as folhas se

comportam como os (m-gq)-planos paralelos ao-espago linear z = O.

Doravante a locugdo "Variedade Diferencigvel Folheada" se
r4 entendida como munida de um-atlas maximal. OU = (VQ ,9&) onde nos‘
abertos coordenados damos um sistema de coordenadas da forma (x,z)
como acima e as folhas. serao pensadas:como (m-q)—planos .~ paralelos
ao espago linear z = 0 ou se preferif‘définidasppéla prbjégﬁo no se

gundo fatoxr.

§3 - Mudanga de coordenadas permissivel

Definigdo 3.1 - Seja (MT,Ol) ume variedade diferencidvel,

F uma folheagao sobre M e (= {(V » L) ]o(ej\}seu atlas maximal.

Chamaremos "Mudangas de coordenadas permissivel" as mudan

¢as de coordenadas

g P; Pnvg) — ‘f;(vu(‘\ 76)

que se exprimem da formas:

(P&P(IQZ) = ((’?LP (JF,Z‘), (‘fip (z)): (x",zt)
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Va

>

s X - ' W
"% 2 ®

E 6bvio da definigao acima que tais mudangas de coordena-

das preservam localmente as folhas,

Convém aqui observar dois fatos que mals tarde serao de

bastante utilidade.

22 = B fécil ver que sempre que tiver sentido,a mudanga

de coordenadas composta de duas mudangas de coordenadas  permissi-

veis serd também permissivel.

3¢3 - A mudanga de coordenadas inversa de uma mudanga de

coordenadas permissfvel § ainda permissivel.

Suponhamos

Pupt BT Tp)— Ps (Vo OV)
permissivel, portanto:

2 - |
DR NCORANONERCIRELD

Vamos mostrar queq%qtambém é permissivel. De fato seja

L@m(xl,,z!) = (“F;-du (x"z')’ﬁo(io( (z',z'))
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Basta agora mostrar que(f?boi(x',z') = z nao depende de x'!', Temos

2 =gl Qoo (x1251)

Calculando o jacobiano vem
‘ 2 2
o Uz _b»({’u (e«
“o(x') T D (z) * o(x!

2
Y
2D(z

mas

£0

0 que implica

2
(e« 0
2@&") T
2
ou seja (F(M(é fungao apenas de z'.
c.q.d.
Desde que neste trabalho estamos interessados somente nas

propriedades locais iremos estudar daqui para frente em detalhe ape

nas o caso em que M = V § um aberto do R",



§4- Definigoes Gerais

Sedamzl = (tlv ecey tm-q)’ '62 = (ti9 ey t&)’ t‘(zlog)

€ ltl = I-Cll + IEZI con tj’ td— €Z+ 'j = 1, seey I=Qq € ‘e"-" 1’ eeoyQe

t t N
,2'61 1 2 m=~q
X = 3 xl a 12 oeo B m-q

Denotemos por

-t
’D 2 Z = blzl }222 see quq
e por .
| t] 'tlf (p) - ltlf ( ) o
2 £(p) _ B 1\P Ve ) n'\?
Yo | Tnse T SN,

onde cada componente

£
2l lfi(p)
G &
) lx ) 22
é entendida como a sequéncia obtida tomando-se todas as ?9'1 362 de

modo que |t| = 8, respeitads a ordem estabelecids no capftulo I.

Com estas convengbes podemos escrever as coordenadas de
um r-jato 37£(p) €I (R", R®) ocomo
’ 9""
52(p) = |(ps 2(p), =—LLR) 1< |t <

Linl)
z, C
’Dlxbzz .

Tamos agora definir ume aplicagao que denotaremos por TfF

cujo campo de definigio serd JT(R", R®) do seguinte modo: .

77‘p (37£(p)) FT['F (py f(P?: Q-z 11522)) =((P9 £(p), @zx " ))

ou seja somente aparecem os termos em que lgé‘ é zero,
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Designemos por J;(Rm, R®) a imagem pela aplica9507T£ de
IT(®™®, R®), isto 6, |

a(®", B%) =77;[(Jr(Rm, Rn)ﬂ.

Un elemento de J;(Rm, R") denotaremos por 3° £3(p)
OBSERVAGQAOQ:

J;(Rm, R™) nos d4 os jatos das restrigdes das aplicagdes

3 folheag8o.

Da maneires como foi definido é 6bvio que J;(Rm, Rn) pode

ser identificado com R" x R® x J¥(m-q,n).

Posteriormente utilizaremos a projegao
o r.em on T,

O’F : JF(R , R )—-—?JF(m-Qyn)

De modo andlogo definimos

-/
”F : Jr(m’n) p_er(m-q,n)
pondo

E(myn) = 3 (nmg,n)
. LT T
Seja LF(m)CZL (m) dado por

XEUL(n)&5X = I7(h) com h + V—R" dado por h(x,z) =

= (x',2') onde

{ X!
L

Segue das 0bservagoes 242 € 2.3 que L

hl(x,z)

n,(2)

T

F

Seja L;(m,n) = 15(n) x L?(m) 0 qual possui uma estrutura

(m) € subgrupo de L' (n),

de grupo quando munido da lei (X', Y')(X, Y) = (X'X, YY'). E 6bvio



que
r, T
C
LF(m’n) i?L (m,n)
donde opera sobre Jr(m,n) da maneira j€ mencionada no capitulo I,

ist6 6, (X,Y)(2) =X Z Y ou seja se X = a° coma t UCR—» R%, ¥ =

=b  combt VeR™>R" e 2 = £¥ com f : VCR® U R",entdo XZY
= (a £ )T = a” £F v .

Notemos que a agao de L;(m,n) sobre J (m,n) equivale a
mudangas de coordenadas permissfveis em VCR™ e mudangas de coorde-
nadas quaisquer em R,

Seja ¢ Lf,(m) —1%(m-q) o homomorfismo definido por

¢ (3¥(n)) = jr(hzo) com z, = O. De imediato segue que g 6
sobre.

Utilizando p podemos definir uma operagdo de Lr(n)xL;(m)
sobre J?(m,n) do seguinte modo:

para (X,Y) com XeLg(m), Yec1¥(n) e para todo ZeJ;(m,'n-)
pomos (X,Y).Z = Y Z ¢(X).

Esta operagao estd bem definida e & compativel com a pro

~
jegaoTF, isto &, temos

} 1
WF(Y WX)=1% (T"F(W))X
Designemos por SFI uma superficie regular de Jr(m,n) sa-
tisfazendos Se § € a aplica gio de definigdo ': local de sT entdo 3
V r 8 |
b s JF(m,n)—y R™ tal que ¢ = ¢'TL'F.

3% (myn)> st

MEN

1
J;(m,n) ___¢___-—r R®
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Definicao 4.1 - Uma superficie regular S3c:Jr(m,n) § dita

uma "Superficie de(ﬁ} singularidades de ordem r" ge for invarisnte

pela agdo do grupo L;(m,n).

Para cada f } V < R™—R" definamos
[o X

(£2)7 + v—sag(m,n) por (£%)7 = O (57 £%(p))]

Definiggo 4¢2 ~ Diremos que £ s V fb R"—R™ apresenta uma
R - singularidade do tipo S no ponto p €V se (£2)%(p)€ s¥.

Designemos por SF(f) = [G—"z)r] - (SF)

§5 - Q?- singularidades de ordem 1

—

Lembremos aqui que, como j4 dissemos na introdugéo, estamos
interessados nas CEL singularidades que nao coincidam com singulari

dade da fungao global. Neste sentido damos a definigao:

Definicao 5.1 - Por Si(m,n) denotamos o conjunto dos l-ja

tos X EJl(m,n) satisfazendo X€ So(m,n) e TT'F/(X) ésk(m-q,n)

S3o de fdeil verificagaos

5e2 = Si(m,n) € superffcie regular de Jl(m,n) de codimen-

s&o igual & codimensdo de S, (m-g,n) = k (|m-g-n] + k).

5e3 = Si(m,n) é invariante pela agao de grupo L;(m,n).

Em face disto passamos a escrever
S—— -1
F ZA\T F
@) = (@7] 7 (f@m))

Utilizando capftulo I, 3.2 segue que Si(f) é superffcie

regular de codimensdo k (|m-g-n| + k). Isto nos permite,para dados
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valores de (m,n},poder calcular quais GEL singularidades podem ser

eliminadas por pequenas deformagoes.'

Ainda queremos frizar que do fato de ser & Godimensie i-
gual k (|m-g-n|+ k) surge a possibilidade de ocorrer novos tipos de
singularidades o que nao poderia ocorrer no caso globai, Qlém de
que o comportamento da fungdo em folhas Vizinhas formece situagdes

geométricas interessantes.

Analogamente 3 teoria da singularidade cldssica se pode
definir singularidades de ordem superior. Analisaremos alguns casos

especiais no capftulo III.

Utilizando as diversas definigoes elaboradas neste capftu
lo seria fdcil de estender estas nogdes ao caso das variedade e on-
de a variedade da fonte admite folheagdo. NZo elaboramos estes fa=

tos neste trabalho pois &€ desnecessdrio para os nossos objetivos,
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Capftulo III
Q- gingularidades das aplioagdes do _132 no R°

§1 - Introdugao:

Neste capftulo iremos estudar as @- singularidades das
aplicagoes f 3 V%RB-’ R2, f € C®que ndo coincidam com singulari-

dades da fungdo global e cuja folheagdo (de classe C*) § dada por

Yi:ver | Y(x,502) = 20
Descreveremos para este caso quais @- singularidades gg
nérica podem ocorrer e daremos modelos e descrigSes geométricas,

Para os casos I e II estudaremos o problema da forma normal.

PARTE A

§2 - Definicdes:
Seja f z v “C-b R3—9 R2 dade por
£(xy7y2) =(“("9Y’z): 'v(x,y,z))
Denotemos pors
1) £% a restrigdo de £ & folha VY (x,y,2) = z; temos portanto:

£2 s T % Rz—%’ Rz dada por fz(xoy') = £(Xy¥92)e

u_(x,¥,2) u (2y5y32)
2) I(£%) =
v (x,7,2) vy (xy32)
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Definigao 2,1 - Diremos que (xo,‘yo,zo)e V é um ponto

@- regular de £ se . .

1367 (g 3y # 0

Definigao 2,2 - Diremos que (xo,yo,zo) €V 6 uma R sin
gularidade de f se

‘J(sz)I (xo,yo) = 0

Em outras palavras, um ponto (xo,yo,zc) é@-regular de
f se (xo,yo) é ponto regular da restrigao de £ 2 folha que contém
(xo,yo,zo) e & uma R- singularidade de f ae(xo,yo) é uma singula-

ridade da restrigao de f & folha gue contém (xo,yo,z °).
Denotemos por P, = (J;o,yo,zo) e por p_ = (xo,yo).’

'Bstamos interessados, § 6bvio, nas 02- singularidades ge
néricas. Neste sentido comecemos por observar que num ponto de CZ -

singularidaies se posto [_J(fzo)(p >] = 0 ou seja set
0
1 (2,) = 8,(,) = v () = v.(B) = 0

nao poderd ser@-aingnl'arid’ades genérica uma vez que estas equa~
goes definem um cénjuﬁto de codimensao 4 num espago de dimenéio Se
Como consequéncia da transversalidade seéue que tal situagio é e~

limindvel, Entao se desejamos GZ— singularidade genérica devemos

2
supor posto [J (f °) (15 )] =1 e assim o faremos daqui para fren-
0

te.

§3 - Invarianca da Q - singularidade

Nos pardgrafos que seguem as mudangas de coordenadas se



«20=

o0
rao sempre de classe C .

Lema 3,1 = O fato de uma fungao apresentar uma R- sin-
gularidade é invariante por mudangas de coordenadas permissiveisma

fonte e por mudangas de coordenadas na meta.
Demonstragﬁoé temos;

£ s v ¢ RO 2
dada por

£(xy¥y2) = (u(’x,y,z),. v(Xy¥y2))
e suponhamos

‘ (xo,yo:zo)év

Sejam:

a) q ’ I}CRB“’ R3 l ('P(Spt’r) = (x(s,t,7), Y(S’t’r), z(z))

ume mudanga de coordenadas permissivel nas Vizinhangas do ponto

”

(so,to,ro) com

e}
"

x(so,to,ro)

<
t

= Y(soi t°1r°)

- z(ro)

b) Y wcR? = B2 | ¥ (u,v) = (n(w,v), n(u,v)) uma mudanga de co-
ordenadas nas vizinhangas do ponto (ﬁo,vo) com

Uy = u(x09y09 Zo)

Consideremos a aplicagao composta

b4
v—=>V—¥W—R

~__ 7
Ve

2



dada por

(myn) = ( m'(s,t,7), n'(s,t,7) )
calculando os Jacobianos temos

3 [(Yezo®)T[ = 39 « 327 - 3(F)
logo '

(5:0) |3 [(Fere®)T] 1= L3 | 3] | IEY

1 e

Desta igualdade segue imediatamente:

(so,to,ro) § Gz-‘singularidade de  Yofdf < (xo,yo,zo) é 68- sin
gularidade de f. . ¥

c.q_od.

Corolédrio 3.2 - O fato de um ponto ser 03- regular de u

me aplicagao £, é invariante por mudangas de coordenadas permissi-
veis na fonte e por mudangas de coordenadas na meta.

Imediato:

§4 - Forma normal para pontos@- regulares

Teorema 4.1 - Seja f 3 v&lpf—a» B2 | £ (x, y, 2) =
= (u(x,5,2)y v(x,57,2))e (xo,yo,zo) € V um ponto R - regular de f.
Entao podemos introduzir nas condigoes de 3.2 um sistema de coorde
nadas (x',y',z') nas vizinhangas de (xo,yo,zo) em termos das quais

f toma a forma:

u = x'
v =y!
Demonstragao:

z
Como | J (£ °) | ¥ 0 basta efetuar a mudanga
(xo9yo)



de coordenadas permissivel z' vV

.
x! = u(x,y,2)

4;Y' = v(xy¥,32) ,_i_‘ _
2! = 3 '
! ' y
‘ o) z - -—
e obtermos //éf y ° u
u = x! y'
v = yl xl

Ceged.

.
Observagao:

4.2 = Como dissemos anteriormente, desejamos estudar as
GZ- singularidades que nao estao sobre singularidades da  fungao
global., Nestas condigoes a locugao: "(xd,yo,zo) é uma.gz- singula-
ridade de f" serd entendida daqui para frente como satisfazendo a

defini¢ao 2.2 mais a hipétese:

posto (' J(f)(Po)] =2,

§5 - Sistemas de coordenadas especiais

Temos

2

£:VcR >R
dada por
£(xy¥92) = (u(x,y,z), v(xy¥y2))= (u,v)

Suponhamos gque ?o = (xo,yo,zo)<E V seja uma 0{- singularidade. En

ta0 como vimos no §2 devemos ter

posto [ J(fzo)(Po>il =1,
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Sem perda de generalidade podemos supor que vy(Po) # 0. Pela conti
nuidade existe uma vizinhanga Vl do ponto P° na gqual esta derivada
se conserva diferente de zero.

Efetuando em Vl a mudanga de coordenadas permissivel

[
x!' = x
y' = v(x,¥,2)
z' =32
\

temos que nas novas coordenadas f se escreve

u' (x',y',2')

[+]
"

v

y'
Abandonando as linhas concluimos nas ocondigoes de 3.1

que f nas vizinhangas de um ponto de(R-singularidade posaui sis-

temas de coordenadas na fonte e na meta nas quais se escreve da
forma

u = u(x,y,2)

v=y

Definicao 5.1 - A um tal par de sistemas de coordenadas

denominaremos de "par especial" e & fungao escrita nestas condi-

goes de "forma especial”,

Observacoes:

~

5.2 - Neste par especial a definigac 2.2 toma a forma:

"Un ponto B € V € dito una (- singularidade de £ se u (P) = on.

5¢3 = 0 fato de que o ponto PETV nao & ponto singular

da fungao global se exprime agora por uz(Po) £ 0.
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§6 - Classificacao das @ ~ singularidades genéricas

Utilizandotéé resultados expostos no parégrafé anterior
vamos classificar os pontos de 62- singularidade genérica para uma
fungao que se apresenta sob a forma especial. No pardgrafo seguin-
te mostraremos a invarianga desta classificagao o que nos permite
estender a mesma para fungdes que nao se apresentam na forma espe-
cial. Mais adiante daremos uma interpenetragao geométrica desta

classificagao.
Para a classificagao procedemos do seguinte modo:
12 passo:

Temos ux(Po) = 0. Olhamos para uxx(Po)° Duas hipéteses

podem ser levantadas:

al) uxx(Pc)= 0. Neste caso ocorrerd transversalidade pois a matriz

linha
( agel®y) a (2) 4 (®y) )

possui caracteristica 1.

Definigaor6.1:~- Diremos que f apresenta uma K - singula

ridade do tipo I nc ponto Poe V se
ux(Pc) =0
uxx(Po)# 0

Consequéncia da transversalidade segue que o lugar dos

pontos onde ocorreCR.- singularidade do tipo I & uma superficie re

gular (codim 1),

bl) uxx(Po) = 0. Nestas condigdes damos mais um passo.
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22 passo:

Temos ux(Po) = uxx(Po) = 0.

Olhamos para uxy(Po)‘uxxx(Po)'

Duas hipéteses podem ocorrert

a2) u_ (P )eu

x5 Fo x (o) # 0. Neste caso ocorrerd transversalidade

pols a matriz

uxx(Po) uxy(Po) uxz(Po)
uxxx(Po) uxxy(Po) uxxz(Po)

possul caracter{stica 2.

Definicao 6,2 ~ Diremos que f apresenta umafgL singula-

ridade do tipo II no ponto Poe V se:s

x'\ 0 XX\ 0
qu(Po) ‘ uxxx(Po) o

Novamente consequéncia da transversalidade segue que o
lugar dos pontos onde ocorre CZ- singularidade do tipo II é uma
curva regular (codim 2).
b2) uxy(Po) . um(ro =0

Se tal ocorre, convém observar que nao podemos ter si-

multaneamente
w (B) = g (B) = 0
pois que a codimensao val a 4 e pelos motivos expostos a GQ-

singularidade € elimindvel. Segue portanto que devemos ters
(0 (Bo) s wy (B)) A (0,0)

Feita esta observagao damos mais um passo:
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28 passos
Temos duas diregoes a seguir:

1) Se ux(Po) = uxx(Po) = uxy(Po) = 0 para que ocorra transversali-

dade § necessédrio que a matriz abaixo

uxx(Po) uxy(Po) uxz(Po)
uxxx(Po) uxxy(Po) u'xxz(Po)
u (F,) w o (2,) W a(Fo)

possua caracteristica 3, Isto nos leva &:

Definiggo 643 ~ Diremos que f apresenta ums GQ- singula
ridade do tipo III no ponto (xo,yo,zo) €V se:

(

ux(Po) = uxx(Po) = uxy(Po) = 0
< uxxx(Po) uxxy(Po)
uxz(Po) . £ O
i uxxy(Po) uxyy(Po)

Outra vez consequéncis da transversalidade segue que a
GQ- singularidade do tipo III 86 pode ocorrer em pontos isolados

(codim 3),

Nao podemos mais prosseguir nesta diregao visto que a

codimensao serd a partir daqui maior ou igual a 4.

2) Se ux(Po) = uXx(Po) = uxxx(Po)'g 0 para que ocorra transversali

dade € necessédrio que a matriz a seguir:



'uki(Pb) ' ' uxy(Po) u;z(Po)
uxxx(Pb) | uXxy(Po)- usz(Po)
u'xxxx(Po _"uxxxy(Po> uXxxz(Po)

possua caracteristica 3. Isto sugere a

Definiggo.6.4A- Diremos que f apresenta uma GQ- singula

ridade do tipo IV no ponto se PO€ZV.

~

u, (By) =:u‘x::\Po) = uxxx(Po) =0

\ | uxy(Po) ukz(Po)
(xo;yo,zc)- - | AO

(p) (2.)

u,
XXXX

u u
XXy "0 XX7Z

L
Novamente da transversalidade segue que a.CR- singulari

dade do tipo IV sé pode ocorrer em pontos isolados (codim 3).

Finalmente nao podemos prosseguir em face da codimensao

a partir dagqui ser maior ou igual a 4.

§7 - Invarianca e definicao intrinseca das Q?--singg;aridades do

tipo I, II,-III e IV

Suponhamos que f : Vng—» R™ admita uma 62- singulari-
dade no ponto P &V e que os sistemas (xy542)y (u,v) constituem um

par especial. para esta CQ--singularidade.

Definicao 7.1 - Chamaremos "par adequado" para f & um

par de mudangas de coordenadas (¥, ¢) onde:
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a) (p;;lga-CR}-»'l%CRB | C,D(X,Y,Z) = (x,¥y2) = (x(X,Y,2), y(X,Y,2),2(2))

€ uma mudanga de coordenadas permissfvel nas  +vizinhangas

do ponto (Xo’Yo’Zo) com

X = x(Xo,Yo,Zo)

o]
{¥y = 7(XY0»2 )
Lzo = z(Zo)
b) ¢ + weR>R% | d(u,v) = (U,V) = (T(u,¥), V(u,v)) & uma mu

danga de coordenadas nas vizinhangas do ponto (uo,vo) com

Yo

U(uo,vo)

fl

Vo V_(uo,vo)

e satisfazendo 3 seguinte condigao que também os sistemas (X,Y,Z)e

(U,V) constituem um par especial ou seja f se exprime da forma

|v = u(x,v,2,)
V=Y

Com isto podemos enunciar uma proposicao de bastante importénocias

Proposigio 7.2 - "Os tipos I, II, III e IV de K- singu

laridades sao invariantes por pares adequados'.

No decorrer da demonstragao também mostraremos como se
apresentam os diversos tipos de<§l- singularidades independetemen-

te de sua forma relativamente 3 pares especiais.

Lembramos agqui que sempre supomos que f : R3—+ R2 nao a

presenta singularidade no ponto em estudo.
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a) Invarianca do tipo I

3

f ¢ VCR ~»>R2 apresenta no ponto (xo,yo,zo)ev uma Q-

Z
singularidade do tipo I se e somente se a restrigao £ ° apresen

ta um ponto de dobra em (xo,yo_).

Isto nos d4 uma definigao intrinseca da a- singularida
de do tipo I e mostra a invarianga da caracterizagdo do § 6 em ter

mos de um par adequado.

b) Invarianca de tipo II

£ : TCRO—> R? apresenta no ponto (xo,yo,zo)e V uma &--
z
singularidade do tipo II se e somente se a restrigao f ° apresen

ta um ponto cuspidal em (xo,yo).

Novamente obtemos assim uma definigao intrinseca da @ -
singularidade do tipo II. Além disso obtemos também ..a invarianga

dé caracterizagé:o do § 6 em termos de um par adequado.

¢) Invarianca do tipo IV

Se £ VCR3-> R2 apresenta no ponto (xo,yo,zo)év uma
P

. &- singularidade do tipo IV entdo a restrigao £ ° & boa no ponto

(xo,yo) porém nao excelente e este ponto é isolado. Estas condi-

¢Oes sao assumidas transversalmente.

Vice-versa, se fivermos (xo,yo,zo)év uma Q - singulari
z
dade expressa em termos de um par especial na qual a restrigao f °

é boa em (x sem ser excelente teremos u_(x z )=
( 09.’)’0) x( o’yo’ o)

= uxx(xo’yc

,ze) = 0, uﬁ(xo,yo,zo) £0e uxxx(xo,yo,zo) = 0, Além

disso se estas condicOes sao assumidas transversalmente resulta:
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uxy(xo’yo’ Zo) uxz(xooyofizo)

uxxxx(xo'yo’zo) * £0

uxxy(xo’yo'zo) usz(xo’yo’zo)"

4

ou seja o ponto (xo,yo,zo) € do tipo IV o que mostra & invarianga

e d4 uma definigao intrinseca da Q- singularidade do tipo IV.

d) Invarianca do tipo III

Se £ 1 VCRS —R? apresenta no ponto (xo,yb',zo)ev uma
&- singularidade do tipo III entao a restrigao fzo deixa de ser
boa no ponto (xo,yo) o qual &€ isolado e para z préximo de zZ, todas
as restrigdes f” sfo excelentes. Estas condigdes :sdo assumidas

transversalmente.

Vice~-varsa, se tivermos (xo,yo,zo)ev umaa - singulari
%
dade expressa em termos de um par especial na qual a restrigao f °

deixa de ser boa eatao ux(xo,yo,zo) = un(xo,yo,zo)-uxy(xo,yo,z°)=
= Oo
Se estas condigdes sao assumidas transversalmente resul
tas
uxxx(xo’yo’zo) uxxy(xo’yo’zo)
uxz(xo’yo’zo) % 0

uxxy(xooyovzo) “xyy(xo’yovzo)

em qualquer sistema especial, Para finalizar a demon‘stra.gao de in-

varianga precisamos mostrar que u

xxx(xo’yo’zo) £ 0 6 independente

do particular par espedial.



-31=-

De fato, sejam £ e (Y, §) como na definigdo 6.1. Denote

2 . Z
mos por P! = (X ,Y 42 ), B} = (X4Y.), T = |T((ofaf)”).etm|T(£7)]|.
Entao de (3.0) temos
Z
T = |3(P)] ¢ [3(9)]
é Sbvio que:
T = Ux «
Como j& vimos T(pé) =0 éb't(po) =0
- Caleulando Txx e levando-se em conta que
7.(p!) =0 t.(p) =0
obtemos:
) Z°
1) = |¢ . &
TXX(pO/ lf((p)l(uo’vo) txx(pé)‘l J(? )l(pé)
mas

2
b () = (B0 [ 0] T 2w () 1) me) -

2
a2 (70 ]+ n(B) 2 (B1) + u(2)) wpp(21)
Contudo de
(VY(Pé)==YVﬁ(uo,vo) uy(Po) + Vv(uo,vo) vy(P;ﬁ y&(Pé) =1

va(yé) {vu(uo,vo) u (2) + T (27) vy(ro)] yy(2!) = 0

tiramos que yX(Pé) = 0 e disto segue que xX(Pé).yY(Pé) £ 0 entdo

temos finalmente
A 2‘ Zo
T (B!) = ]J(@)I(uo’vo) (o) [ 2] ] agy )l(P},)

Com isto finalizamos a demonstragao da invarianga.
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Esta invarianga relativamente & pares adequados permite
=nos definir asa - singularidades do tipo III também no caso em que
as coordenadas ngo sao especiais simplesmente dizendo que uma 62 -
singularidade é do tipo III se reduzida 3 forma especial satisfaz a
definigao 5.3.

OBSERVAGOES | | . |
\

13 - Salvo mengao em contrdrio, a fungao &m estudo es-

tard sempre nas vizinhangas de um ponto de GR-»singularidade,na for

ma especial.

14 - Sem perds de generalidade podemos supor que o pon
to Pp onde uma aplicagao f apresente uma GQ- singularidade seja a o
rigem (0,0,0) e que £(0,0,0) = (0,0) pois em caso contririo bastaria

efetuar o par adequado (¥, $) com

;
! = x -
x X - X \
ul! = u - uo\
$=1{s =5 -5, e ¢ =
vl = v - v \
Y )
|z =2 - 3,

Definicao 7.5 - Denominamos "dobra geral" de

£ : TCRO—> R?
ao lugar dos pontos em V onde

IJ(fz)l(st) =0

§8 - Forma normal para pontos de Q(- singularidades do tipo I

Antes de passarmos & forma normal vamos descrever geome

tricamente um modelo para tais pontos.

8.1 - Seja £ v cRO— B? | £(xy¥,2) = (w,v) com



— s s —

Jux(o,o,o) =0 ' ailpligepud S—

Pae(00010) £ 0 ST AT y

De ux(x,y,z) = 2x segue que a dobra gerali.duo plano x =
0. Além disso observa-se que tal aplicagao dobra cada plano z = k
(constante) sobre o semi-espago uy k.

A2

[REEFRIRRK]
RIS

P ya

y of k ;5? 0

Teorems 8.2 - Seja f t VSRO»R° | f(x,7,2) = (u,v)

X

com 0 = (0,0,0)€ V um ponto GZ- singular do tipo I. Entao podemos
‘introduzir nas condigoes de 6.2 sistemas de coordenadas (x*,y%,2%)
nas vizinhangas de (0,0,0) e (u*,v*) nas vizinhangas de (0,0), em

termos das quais f toma a forma:

{u* = (x*)z + z*

v* .-.:y‘*
Demonstragao:
Temos
w o= u(Xy¥y2)
£ _

V=Y
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satisfazendo
u_(0,0,0) = 0"
uxx(o,o,o) #£0
equagoes do tipo I.
Efetuando o par adequado (9, ¢) onde

f

ul

T - uy(0,0,0) v
9 < identidade e =}

v!

It
4

obtemos abandonando as linhas

o

ux(o,o,o) = uy(o,o,o) =

uxx(°$°!°) A0

Desenvolvendo u por Mac=Laurin temos
u(Xyye2) = uz(o,o,o) z + ul(x,y,z) y ord u,7 2

mas uz(o,o,o) # 0 (ver observagao 2, §5) entdo efetuando o par ade-

auado (4, §) com

x¥'=x
Yz iyt =y | © ¢ s identidade
(2! = gz(o,o,o)z + ul(o,o,z)

teremos abandonando as linhas

u

a(x,7,2) + 3

v

y

satisfazendo, além das equagoes de definigao mais as condigdes:
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r

(ul)'x(oyoﬁo) = (u,.l‘)y(°9°'s°): = ‘(ul)z(oiov") =0

4“1(°s°oz) - 0¥z

t(ul)xx(o’o’o) 7‘ Y

Notar que esta ltima mudanga de ocoordenadas foi efetua

da com a finalidade de obter que u dependa linearmente do par&metro
Zoe

Agora de
() ) (xs743) = 0
(), (05050) £ 0

tiramos pelo teorems das funmgoes implfcitas (T.F.I.) numa vizinhan-

gé'ﬁ*da origem: x = Q(y,2) (equagdo da dobra geral) satisfazendo

0=0(0,0) ® (w), ((s2)s ye2)=0  V(y,z)eV

. Vamos transformar agora a superffcie x = Q(y,z) no pla-
no xt' =0

—
~N
-
N

x=Qlyz)

A
]
j

Vol

X's0

BRI

Vi

Vg
LR U U U W
ISR ST SR

L\

v Vv

\
v\
vV e

\
<

\

\
A

N\ e
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Para tal efetuamos o par adequado (¢, ¢) com

x = x!' +Q(y',z')

¥z {y = 5 § - 1dentidade
z = 2!
L

donde
u = ui(x',y',z') + 21
v =y!
é tal que além das equagdes de definigao satisfaz
(u),, (xty3,31) = (m), (0 + Q(y,a1), 37531)
disto segue
(8)) 4 (os7tsa1) =0 ¥(y1,at) eV
(@transformada de ¥ por ¥).

Novamente abandonando as linhas temos:

=
I

= ul(x,y,z)-+ z

v

y

" para a qual valen
(

111(0,0,2) = 0

(v,),(050,0) = (7),(050,0) = 0

(uy),(0,342) = 0 ¥ (y,2) € O

L(ul)xx(o’o’o) % Y

Observemos agora gque nossa aplicagao leva cada reta

x =0
z =k

numa curva ' passando pelo ponto respectivo (u,v) = (k, o).



12
vi

X | 1
dese jamos levar esta feta na reta u = k., Para tal vamos transformar
a curva ¥ na reta u = k.
Definamos a fungao A(y,z) por:
A(yy2) = uy(0,7,32)
entao
Az(o,o) = (ul)z(o,o,o) =0

mas pela continuidade de Az(y,z) podemos afirmar que existe uma vi-

zinhanga L9"1 da origem onde
|a,(yy2)[<E< 1

e ai vale
1+ 4 (y,2) #0

Efetuemos o par adequado (¥, ¢) com

u=u' + A(v',u!)

(?5 identidade ¢

nj

v = v!

(Observar que sendo 1 + Au,(v',u') # 0 para (u',v!) numa convenien-

te vizinhanga da origem garante que § & boa).
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Vamos mostrar ques

{

8) ut(0,7,2) =
! V(5,2)€¥

B) (u),(0,7,3) = 0
\

a) De fato seja:

G(yyzyu') = ut + A(y,u') - u(o,y,2)
portanto

Gu,(o,o,o) =1+ Au,(o,o) =140

logo usando T.F.I. segue u' = u'(y,z) satisfazendo
&(rs2, @'(y,2) = 0 ¥ (3,3)€

Por outro lado da definigao de u' temos

G(Y’Z’u' (O,Y!z) =Q

e portanto 1'(y,z) = u'(0,y,z) numa conveniente vizinhanga\§é da o=
rigem. Agora observando que também G(y,z,z) = O concluimos finalmen

te que u'(o,y,z) = z numa vizinhanga\% da origem.,

b) Por outro lado temos:

ux(O,y,z) u;[(o,y,z) (1 + Au'(Y;z))

donde

o ¥ (y,z)‘é,' g

uJ'c(O,y,z)

Finalmente obtivemos abandonando as linhas

=
|

= ul(x,y,z) +z
v=y
"satisfazendo:

() ay(0r3y3) = () (03sz) =0 ¥ (rya) e O



que realiza a transformagao desejada.

Falta-nos portanto uma ltima transformagao a saber,Tea
lizar a simetria, isto é, que o plano z = k seja dobrado :'de:: modo

que pontos simétricos em relagao & reta

{xzo
z =k

sejam levados sobre o mesmo ponto.

xl
Para realizar tal transformagao lembremos'que por [1]
pég. 392 (b) podemos escrever de ({b):
' 2
ul(x1Yoz) = x° B(x,y,z) com B(0,0,0) % Y
(visto que uxx(o,o,o) #£0).

Efetuando o par adequado (§, ¢) com

K
ok
i

- x (B(xy7,3)) Y2
y ¢

2% = g

-
m
<

sk
1]

u* = u
vE = ¢



teremos finalmente:

Ooq.do



Estudo da@- singularidade do tipo II

§9 - Consideragoes gerais

9¢1 - Vamos primeiramente descrever um modelo para pontos do

~tipo II.
Seja £ : V< R>—> R® | £(x,y,2) = (u,v)
com
W=xy-x 42
V=7

Entao o ponto (0,0,0) & do tipo II pois

ux(o,o,o) = uxx(o,o,o) =0

uxy(o,o,o). uxxx(o,o,’-o‘) £0
De u, =y - 3 x2 segue que a dobra geral é a superficie cilindrica
parabblica y = 3 %%, Além disso de ux(x,y,z) = uxx(x,y,z) = 0 tira
mos X =y = 0 ou seja o lugar onde f apresenta pontos do tipo II €
o eixo dos z. B 6bvio que tais pontos sao cuspidais para as restri

oea £2,
goes 3 {V

. YYVYVYYVY.
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0 eixo z € levado por f sobre o eixo u e a imagem por f

2
da dobra geral que tem por equagao (u - 2)2 = 23 v5 serd ums famf-
lia de cuspides cujos pontos de cispide ocorrem nos pontos (z,0) =

= (u,v). Observemos também que as tangentes nos pontos de cuspide

sao perpendiculares ao eixo u.

9.2 = No que segue iremos ver até que ponto o caso geral se
assemelha ao modelo apresentado. Verificaremos que geometricamente
a situagao & sempre a mesma. Mostraremos que & menos de um unico
passo que nao logramos resolver no caso geral, a forma normal da
62- singularidade do tipo II deve ser o modelo exposto,. Diversbs
casos onde a redugao € possivel serao exibidos e no caso em que &
fungao u de partida € analftica indicamos uma técnica de como ob-

ter as transformagdoes necessérias.

§10 - Primeiras transformagoes

Temos
(u = u(x,y,z)
f =
V=Y
. -
satisfazendo
ux(o,o,o) = uxx(°’°’°> =0

uxy(o,o,o) . uxxx(o,o,o) £ 0
equagOes de definigao do tipo II.

Efetuando o par adequado (¥, ¢) com

ut = - uy(o,o,o) v

(L}

§ = identidade b
vt = v



obtemos abandonando as linhas

ux(°o°9°)' uy(°v°$°) = uxx(°9°1°) =0

&

uiy(O;oyO) _#xix(o’o'o) £ O

Desenvolvendo u por Mac=Laurin temos

u(x,y,2) = uz(o,o:,.o) z + ul(x,y,z) s oord u;y 2 mas
u_(0y040) # 0 (ver observagéo 2, §5) portanto efetuando o par ade-

quado (¥, ¢) com

-
1] :

. <i |
".

W
- .
]

¥ - . ¢ = identidade

u'z(o,o,o) z + ul(é,o,z)

_obtemos abandonando as linhas

u = ui(’x,y,z) + 2
Y=y
satisfazendo além das equagoes de definigdo mais (ul) . (0,042) =

= ul(o, 0,2) = 0O, Mais uma vez obtemos que u dependa linearmente do

parémetro z.

§11 - Retificacho da curva dos pontos de K- singularidades de 3i-

2o II-e de:sua:imagem
De |
ux(x,y,z) =0
uxy(p,o,'o)/ 0
pelo T Fe I. podemos tirér,numa vizinhanga.,‘(% da origem,y =0(x,z)
(equagao da dobra geral com 0 = e(oy0) e ux(x,o(_j:_,.z‘),z)-O (:yv';fz)eﬁi



Além disso temos tambénm

[ u__(0y040)
0 (020) = - 3155707 = © :

xy rve

(11.1)

o ( ) uxxx‘(o,Oto) 4o
| xx 010/ = = uxyZo,o,oS
De
u_(5,7,8) =0

uxxx(o,o,o) #0
pelo T. F. I, podemos tirar x = 71 (yyz) numa viz'inha..ngavg da ori~
gem com 0 = V) (0,0) o “xx( v\(y,z), Yy zs) =0 Y (ya)e 1%0 Sejan
Fl(x,y,z) =y = @(x,2) = O
Fo(%yyy2) = x =N (vy2) = 0

Observemos gque tals superficie regulares se cortam transversalmen-

te numa vizinhangs da origem pols que

VEy = (7)) (0r000) 4 (8,),(0,0,0) 4 (7),(0,040)) = (0,1,%)
VF, "((F2>x(°;°s°) ’ (Fg)y(ovoro) ’ (F2>z(°’°'°)) = (1,%,%)

840 linearmente independentes. Disto segue que tal intersecgaéo 6 u
ma curva regular X‘ s lugar dos pontos de @- singularidade do tipo
II. Do fato de

(Fl)x(o’°’°> (Fl)y(°r°1°)

)

. (Fg)x(osoyo) : : (F'z)y(°v°s°)

segu.e‘ que podemospai'a.me-b'rizar m enm termos de z obter as equagaas:



X = kl(z)
795’4
Ly = kz(z)
satisfazendos |
f
kl(o) = kz(o) =0

Yy <k1(z)9 k2(z)92)‘gﬂ(kl(z)' kz(”)’ z) =0

Uy (e (2)s kp(2)y 2) o v (K (2), ky(2), 2) £ O

~

(observar que a interseg&o‘desta'curva com um plano z = constante

nos d4 um ponto cuspidal da restrigéo).

Além disso temos que sobre ¥ valem

f ‘ (k (z)y k (2)9 z)
0, (ky(z)y 2) = (k oF i 2(2)y 2) ~

(11.2)

(k (z), k (z), z)
L (y(a), ) - g (kl(z), AOROE

As expressoes acima serdo de grande utilizade ' nos pa-
ragréfos que seguem.

Daremos agora um par adequado para © qual a ocurva U‘se-

rd o novo eixo dos z e sua imagem o novo eixo dos u.
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£06)

¥

Com esta finalidade notemos que & imagem de K‘ por £ €

dada parametricamente por:

"u = U, (kl.(z), kz(z),- z) + 2
£(f) = {

v = kz(z)

-

Como pz‘(o,o,o) = 1 - segue que podemos tirar nas
gas da origem e sobre £(}'), z = (u) donde v = k2(§ (u))

é a equagao de £()) no plano u,v.

Efetuando entao o par adequado (9, ¢)

Vx!

X = kl(z)

y - 53 Garm)] ¢

n

!
il

S
11
A
<
]

z! = 32

obtémos

ut = ui(x',y',z') + z!

v' gyf

vizinhan
= h(u)

. v = h(u)
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que além das equagoes de definigao do tipo II satisfaz:

u'x,(o,o,z') = ut (0,042') = 0

xtx!?

u'x,y,(o,o,z') . u'x,x,x'(o,o,z') £ O
ou seja a curva dos pontos de tipo II passa a ser o eixo z' & sua

imagem o eixo ut,

§12 - Anulamemto 22.35(0,0,2') - Normalizagdo do sistems de tangen

tes cuspidais

Seja agora g(z!) = u&,(o,o,z') e efetuemos o par adequa

do (P, §) com

£
1

ut - g(ut).v!
P = identidade o=

v o= v

levando-se em conta que 1 = gﬁ,(u').v'7 0 para (ut,v') préximo da

origem (pois ¢ & mudanga de coordenadas) temos:
at (xtyy,01) = wd, (eh,yt,2) = a(at(xt,2t) -
B (0 (21,31 ,20)Jug (17130 )y
donde
u;,(o,o,z') =0
com isto obtemos abandonando as linhas
fu
L

satisfazendo

n

ul(x,y,z) + 3z

n

y

5 ux¢(o,o,z) = uy(o,o?z) = uxx(o,o,z) =0

\ uxﬂyﬁ(o,o,z).uxxx(o,o,z) £ 0

e e
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Veremos mais adjiante que com isto obtivemos que as tan-

gentes cuspidais na imagem sao todas parélelas a0 novo eixo dos v,

§13 - Adaptaciio da dobra geral

Desejamos no momento transformar a superffcie da dobra

geral no cilindro parabdlico y' = 3(x|)2,

A z | - fZl
7 :%y | ‘=;y|,>
X | b &

Para tal analisemos mais detalhadamente a superficie da

dobra geral. Sua equagdo y = O(x,z) - tirada:das condigGes

u (x,¥y2) = O

u_(0,0,0 0
o (010:0) £
satisfaz nestas novas coordenadas (lembrar as expressdes 1l.1 e

11,2) a



0(0y2) = 0
. u__(0,0,2)
19:(002) = - 1555y = ©
xy v
u___(o0,02)
0__(0,2) = - XX 0
| xx Uy (0502

entdo de El] pédg. 392 (b) segue que:

2
¥y =3 x° D(x,2)
com

D(o,0) £ 0

isto sugere efetuar o par adequado (P, ¢) com

x! = x (t D(x,y,z)] 1/2

yt =2y | $ = identidade

-5
"

z! = g

(usando o sinal de acordo com o de D(0,0,0).
Nas novas coordensdas temos que & equagao da dobra ge-

ral fica escrita como y! = 3(x')2.

Abandonando as linhas obtemos:

[+
[

= ul(x’Y9z) t 2
v=y
com
ux(o,o,z) = uy(o,o,z) = uxx(o,oz) =0
{ux(X, 3 x2, z) =0

:rxy(o,o,z) . uxxx(o,o,z) £ 0.
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§14 - Determinacao da expressao do Resto

Desde que (ul)x(x, 3 x2, z) = 0 podemos escrever

(u,) (5752) = (v = 3 2°) B (x,7,2)
com E(o,0,0) # 0 visto (ul)xy(o,o,o) # 0. Seja k = E(0,0,0) # 0
entio (u;)_(x,7,2) = (v = 3 x°)[k + B! (x,7,5)] com ord E13 1 ou se
Ja - | |

(u) (x,7s2) = K(y = 3 %°) + (v = 3 ) E'(x,7,3)
donde tiramos

w, (xy752) =k (xy - ) + By (x,7,2)
com _

(Rl)x(x’ 3 x2’ z) =0
entao £ se escreve

k(xy - x3) + Rl(x,y,z) + 3

-
v=y

efetuando o par adequado (¢, ¢) com

~

! =
=X at o B
. ' k
L?54¥'=Y ¢E
vl = v

2, Rl(o,o,z)

S

]

obtemos abaﬁdbnando as linhas
- 3. ' ,
U =3y =X '+ R(Xy792) + 2

v=Y

satisfazendo:
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'ﬁi(o,o,z) = uy(o,o,z) = uxx(o,o,z) = 0

V -ﬁu*(x, 3 x2, z) =0

Fjixy(%o.z‘)*-,uxn(o,éz_) £ o

mais as condigOes sobre o resto
|B(es0,2) = B,(0,02) = R (0)0,2) = 0
B (x, 3 %2, 3) = 0
x \ X1 ’ .
Antea‘de proséeéuir.convém-aqui frizar que a dificulda-

de encontrada:para 1evarVo'oaso geral neste ponto 3 forma normal &

que em geral R(x,_B_xz, z) # 0.
 Sejar

M(x,2) = B(x, 3 2%, 3)

entao; | |
:':Hi(x;z)'- 3#(:, 3 x2, z) + Ry(x ’ 5.12, z) o 6x.
Portanto: | ' ‘
M(b,z) . 0
vﬂ;(b,z) =0

ou seja podemos escrever
| ' 2
M(x,2) = x° N(x,2)

Sejam S' e T' as partes : par e Impar de N relativamen-

te a x, isto ¢,

sr(xyz) = _;_ [N(x'z) * N('x’z.)].

l'l'.'('x,z) = '}2— [N(X;Z) - N(-x,z)]

De (2] tiramos que
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_S;(x,z) = x° Sl(xz,”z)
- T;(Xsz =-¥ Tl(xz, z)

dbnde; |

R(x, 3 xz, z) = x° Sl(iz, z)‘;_x Tl(xz, z) = x2 Sl(xz, z) +
% Ti(xz, g)

ou seja reescrevendo convenientemente ,

R(x; 3 xz, z) =3 <2 s(3 x2, z) + 2 T (3 xz, z)
Definamos agora |

A(yyz) = ¥ S(¥s2)

B(y,z) = ®(y,z)

e consideremos .
RI(x,752) = R(%,7532) - A(y,2) - (57 - x°) B(y,z)
segue imediatamente
2
R'(xy 3 x° 3) =0
[ 2
Rx(x, 3x°,2) =0

Seja P(xy2) = R'(x, 3 x2, z).» P(x,2) = 0 o que implica

Px(x,z) =0
P (X,Z) = 0
mas .
A 2 2
P (x,2) = Rf(xy 3 2% 2) + R{(xy, 3x°, 2) o« 6x =0
z X y
donde:

R (x, 3 %%, 23) = 0



Agora do fato de

R'(x, 3 x2, z) =0
2 .

R!'(n, 3 x°, 2) =0

Jy
segue de [1] pdg. 393 (h) que

2.2
R'(x,¥,2) = (v - 3 x°) C(x,y,z)

ou seja obtemos para o resto a forma

R(x,7,2) = A(y52) + (xy = x2) B(yyz) + (¥ = 3 x2)2 C (xy793).

§15 - Simplificacdo do resto

Temos chegado & expressao:

u = (xy - x3) [1 + B(y,zj] + A(y,z) + (y - 3 xz)z'c(x,y,z)-+ z
v=y

Vamos agora eliminar a parcela (y - 3 xz)? C(x,y,2) do
resto, observando que esta parcela € a parte que sobre a dobra ge-
ral se anula e que portanto nao periurba a sua imagem por f. Utili

zamos aqui uma transformagao similar & usada por Whitnéy em [i];

Definamos através do T. F. I, uma fungdo .- L = L(x,¥,2)

nas vizinhangas da origem satisfazendo

{1-ﬁxwmw>-wafiﬁhJJHQSMhmﬂ=§+§yZ

Para tal seja:

P Ty r v

observando que

F(o,o,o,L ) = 0 C(o.0.0
0 = -
{ onde L, = 17 B(0,0)

FL(o,o,o,Lo) FO
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segue a existéncia de L(x,y,z) satisfazendo a condigao exigida. Is-

to nos sugere o par adequado (Y, ¢) com

(x! = x + (¥ - 3 x2) L(x,7,2)
l(s {y' =y ; ¢ = identidade

Calculando
(xtyt =(x1)?) [_1 + B(y',z')] + A(ytyzt) = { & +=3x°)L(x,3y2)]y -
[x +(y-322)1(x,¥,2) ] 5} [148(rs2)] + 4Gry2) = {3y - 27 &
(y-3x2‘)2[1-3x_L'(x.y,z)-‘(y-.3x2) HIERA) ZJL(x,y,z)}[l-i-B(y,z)] +
A(y,2) ?-(xy~¥;) [1+B(y,zj] + A(yy2) + (7-3x2)° C(x,7,2)
‘ou seja nas novas coordenadas f se escreve
u! #_[x'yi-(i')BJ [1+ B(Y',Z')} + A(ytyzt + 3!
S

abandonando as linhas e relembrando as condigOes a que stisfaz vem:

@

u =ﬁ[xy -vx3l [1 + B(y,z)] + A(y,2z) + 2

V=Y

ux(o,o,z) ='uy(q,o,z) = uxx(o,o,z) =0
ux(xa 3x2’ z) =0
uxy(°90!2)0uxxx(°’°1z) % 0

Se as fungoes A e B forem nulas chegamos & forma normal

proposta;
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§16 - Condicao necessdria e suficiente para eliminacéo do resto

Vamos agora observar que as tangentes cuspldais na imagem

sao perpendiculares ao eixo v = 0. De fato mostremos que tal acontg

ce em cada nfivel z = z e A equagao paramétrica em termos de x :» da
cispide &
4= u(x,}xz,zo) = 2x3‘j1+3(312,z°)] + A(}xz,zo) + 2
?:3::2
ou seja
-z, = 2x° [1 + B(sz,z)] + A(}xzyz) -
F = 3x?

NOTA: daqui para frente o ~ sobre u ou v significa o valor destas

fungoes sobre a dobra geral.

Calculando os limites vem:

- ~ ~

. v : v
lim == =+ e lim E—-—z—=-°°
x—->o+ o x—0 o

(lembrando que A(y,z) = y S(y,2) e que uy(o,o,z) = 0 podemos em

A(y,2z) por um y2 em evidéncia donde a ordem infinitesimal de

A(3 x°

lar ao eixo v = O.

s 2) é§ maior que 3), o que mostra ser a tangente perpendicu-

Gostarfamos agora levar nossa famflia de ouspides na fami

lia de cuspides simétricas do modelo exposto.

Para tal precisarfamos obter um par (¥, §) adequado satis

fazendo:

a) A imagem dos pontos do tipo II permanega como o eixo v! = O (is-

to &, que 0 eixo v « 0 seja levado no eixo v' = 0).
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b) As tangentes na imagem dos pontos cuspidais se mantenham perpen=-

diculares ao eixo vt = 0,

. _ 2
c) Sobre a dobra geral verifique a relagao (u' - z')2 =-g§ (v')3 0

que significa que a famflia de ouspides estaria na posigﬁo dese-

jadao

2V V'

Vamos analisar que forma deverd ter este - . par adequado
(Ys §). Primeiramente seja ¢1(u,v) = (ut,v') = (g(uyv), h(u,v)) e

para ser mudanga de coordenadas nas vizinhangas da origem devemos

ter:
Ealor0) £ (00)
£0
hu(u,v) , hv(o,o)
Impéndo que v = 0 seja levado em v! = O segue h(u,0) =

= 0Vu ou seja vt = h(u,v) = v & (u,v).

Calculando:

[}

hu(u,v) v ﬁu(u,v)

hv(u,v) B(u,v) + v ﬁv(ﬁ,v)

na origem teremos

hu(o,o) 0

h (0,0) = £(o,0)
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-

donde k, = H(d;o) # 0 e portanto podemos escrever

vt o= v (k, + Ho(u,v))
com

Ho(o,o) =0

Do fato de ser hu(o,o) = 0 segue que gu(o,o) # 0 donde de
senvolvendo u'! por Mac-Laurin vem

ut = g(0,0) + g,(0,0) u + &,(0,0) v + & (u,v)
com ord G17,2.

Mas g(o,o) = 0 e impondo que as tangentes ns imagem dos
pontos cuspidais sejam levadas em perpendiculares ao eixo v!' = O,se
gue que devemos impor gv(u;o) = 0 ou seja quc u' = k,u + Gl(u,v) on
de kl = gu(o’O) # Oc

Com isto obtemos que a transformagao ¢l terd a forma:

u! = k,u + Gl(u,v)

= v (e, + By(w,m))]

<

ou equivalente se efetuarmos o par adequado (%Z ¢2) com

1]

kf identidade b, =
v

terd a forma

u" = u + G(u,v)

| v = v[(l + ﬁl(usv))J

Observemos agora que & existénocia de uma Hl(u,v) nas con-

digdes do nosso problems implica na existéncia de uma H(u,v) dife-
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rencifvel (C™) satisfazendo a condigao

[l + I'I]_(u-o"’)}3 = [l + H(uyv)}z

para a qual a transformagao ¢ = ¢20¢1 passa a éer escrita como:

©

u" = u + G(u,v)

L]

vll

- 2/3
v Ll + H(u,v)]
que serd a transformaggo desejada na meta.

Reciprocamente se existe a transformagao ¢ acima nas con-

digoes impostas segue a existéneia de uma Hl(u,v) diferencidvel(C®)

satisfazendo

-9 P 3
[1 + H(u,v)l = Ll + Hl(u,v)]
para a qual a transformagao 4) fica escrita como .

Por razoes de simplificagao de c4dlculos iremos  preferir
trabalhar na fammaC::>, a qual esorevemos daqul para frente abando-

nando uma das linhas de u e V.

No inicio do estudo da singularidade do tipo II  fizemos
‘transformagoes de coordenadas de modo que os pontos do tipo II (que
sao da forma (0,0,2))fossem levados linearmente sobre o eixo dos u

(v = 0) e isto se traduziu pela equagao u(0,0,z) = z.

Agora se existir uma transformagao § de coordenadas que
resolve nosso problema nao estd dito que u'(0,0,z) = z+G(u(0,0,2),0)=
=z + G(z,0) seja igual a z pois podemos ter G(z,0) # O. Entdo .se
desejamos que a propriedade acima ainda se conserve devemos efetuar

o par adequado (?, $) com



R
K
M

Pz { vt =3 0 = b,00,

z + G(z,0)

N
-
n

e entao teremos ut'(o,0,2') = z + G(2,0) = z! mantendo a citada pro-

priedade.

Proposigao 16.1 - Uma condigdo necessdria e suficiente pa

ra que exista a transformagdo ¢ nas condigGes impostas, isto &, ¢

dada por (C )é tal que sobre a dobra geral se verifique

N

(@ - 2% « &5 (31)
' 3

é que existam G(u,v) e H(u,v) satisfazendo

6(5, 7) - 6(3,0) = - A(F, 3) + 2 [(8(E, ¥) ¢ B(% ) |

Demonstracao:

Condigao necesséria:

Temos:

=
1]

(x7 = x2)(1 + B(y,2)) + A(Fy2) + 3

vV=y
logo

w(xy¥y2) - 7 = A(yy2) = (xy - x2)(1 + B(7y2))

a qual sobre a dobra geral se escreve

% -z - A(3%%, 2) = 2x°(1 + B(3x%, z))
ou equivalentemente

@-Z-Aﬁﬂﬂz'g(ﬁ3h+aﬁﬂﬂ2

Multiplicando membro a membro esta igualdade por




b0 =

- 2
l1 + H(E, %)1

(1 + 3%, 2)]°

obtemos

~ 2 2 2
{[ﬁ-z-A(%.z)] %%{%;—;—}} - % (%)% [145(5,%) 2 = -:-5(6')5

entao

At=z!

logo

]

at-z!

~ ~ 1 H 3 .1 ~ - H ~ o~ - ~
[’u‘Z‘A(V.-Z)] TI—B-&%:_;% = [u-z-A(v,z)J {1-}- "‘_'—2"45"_111:; v]:zv z ]
U-z+G(1,¥)=G(z,0) = ﬁ-z-.A(x"r,z)a,[ﬁ-z-A(;--z)]H L; ;Bzv z)
H

- -a(%,2) + %ﬁ%}ﬁ [22(148(5,2))] = -A(F,2) +

+ 227 [H(§,%) - B(7,2) ]

Isto conclui a condigao necesséria.

Condigao suficiente:

Suponhamos que existam G(uyv) e H(u,v) tais que sobre a

dobra geral y = §x2 satisfaz a condigao

6(5,%) - 6(z,0) = -A(F,32) + 22° [E(§,¥)-B(¥,2) ]

entao fazendo
u'

v!

e também

]

u + G(u,v)

v [l + H(u,v)J 2/

z + G(z,0)



segue que

2
@@ - 2% =& ()

De fato:

G -z =8+ 6§, -z - 6(z,0) =

-2+ {;A(s,z) + 2x° [B(&,¥) - 3(:-,2)]}=

F-2-A(%,2) + 2x° [H 8,¥) - B(¥,2 ]‘(; " B(G;z)} -

1l + B(v,2

27 [148(7,2)] + 227 ,—i—gﬁ,ﬁ- - 1] 2+ B(a,;)] -

27 [1+H(ﬁ,$)]

Portantos.

@ - 21)2 = & (51)° Ceqod.

§17 - Ultimas transformacoes

Supondc a existéncia das fungGes G(u,v)_e H(u,v) de modo

que a transformagao

u! = u + G(u,v)

1]

2/3

v

v I:l + H(u,v)]

satisfaca as condigoes a), b) e c) do § anterior segue que efetuan-

do o par adequado (f, ¢) com

(xl

x{‘l+HKu(x,y,z),yj}l/3
}2/3

u! = u + ¢(u,v)

-

LF:< 3"'

kz' = 2z

o
1}

y‘{l+ﬂku(x,y,z),yﬂ 2/3

v! = v (14H(u,v)




“b2w

obtemos

g
fi

u(x1,57y30) + 5

v = y'
com

u'i;(o,o,ZO = u'y'(o,o,z') ;Tu’x'x'(e,o,z') =0

u'x,y,(O,o,z'). u'x,x,x'(o,o,z') £0

Observemos ainda que o eixo z fol levado sobre o eixo z!

e que a dobra geral y = 3x2 foi levada sobre y! = 3(x’)2.
Usando raciocinio idéntico ao do §14 temos
2
u'x|(x’93")z') = (y* - 3x°) W(x'vY'sz')

con

W(oy040) % 0

e portanto podemos escrever

ut = x'y! = X170 4 R(x',y',2') + 2!
v! = yl
com '
Rt (x! 3x'2 z!') = 0
X' b4 H -
Masg

B o= 2xt? 4 RY(x', 3x'2, z') + z!
Considerando a expressao
B - 2x03 -2t = 8- 5 4 6(EF) - 0(s,0) - 267 [1+ B(E,F)]
da proposigao 16.1 temos:
3 . _ 2
2x’ H(H,V) = ¢(4,V) - G(z,0) + R(x, 3x°, z)

logo



G- 2x17 -zt = 2% 4 R(x, 3x2, z) + z+6(1,V)=z=G(z40) =
{2:3 + R(x, 3x2, z) + ¢(u,v) - G(z,o)}-: 0
donde segue
2

Rt (x', 3x'%, 2')= 0
e disto como j£ vimos decorre R'y,(x', 5x'2, z!') = 0

Outra vez usando [1] pdg. 392 temos

2.2

R' (x', ¥'y 2') = (' = 3x'")" Ci(x,¥,32)

abandonando as linhas obtemos
2.2
w=xy -x + (y - 3x°) ¢, (x,7,2)
v =y

Usando outra vez o raciocfnio do §15 86 que neste caso A = B = 0 te

remos finalmente levado & forms normal

_s u =Xy - x3 +z

lv-s

§18 - Condigao suficiente para eliminagado do resto

Proposigao 18,1 - Uma condigao suficiente para que exista
a transformagao § nas condigdes da proposigdo 16,1 § que exista uma

aplicacao A =\ (u,v,z) diferenéiével com A(0,0,0) = 0 e tal que:
1) B(v,2) +1(u,v,z)(1+B(v,z)) = H(u,v,2)
2) Muyvyz)(u - 2 = &(v,z)) - A(v,z) = G(u,v,3)

independam de z.
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Demonstragao:

Com efeito, fagamos § como sendo a transformagio

fu
I

Por outro lado lembremos que

u + G(u,v)

it

v (1 + H(u,v))z/3

f“ = (xr - 22)(1 + B(y,2)) + A(y,2) + 2

lv-»

u -z - Ay,z) = (xy - x)(1 + B(y,2))

donde

multiplicando membro a membro por 1 + A(u,v,.) temos:

(1 +%(wyvy2))(u - 2z - A(y,2)) = (xy - x°)(1+B(y,2))(1+ A(u,v,7))
em particular sobre a dobra geral obtemos

i-z+0E,¥) =22 (1+58EF))

ou seja.
2
F -z + 6§, #))° = %xﬁ (1 + H(H, ¥))°
portanto

22 = 22 (g1)3
(ut - 2)" = ;g (v*)

CeQede

Proposigao 18.2 - Uma condig@o necessédria e suficiente pa

Ta que exista A= %(u,v,z) nas condigoes da proposigao 18.1 & aque
A(y,z) e B(y,z) satisfagam & equagao diferencial:

(2] | Le3r,2)] & (5y2) + [n-amatr,)] 3 (702

2 B,(y,2) = lu-z-A(y,2) [ B,(y,2) + [1+4 (¥,2) J[1+B(¥,2) |




Demonstragao:

Por simplicidade denotaremos poxr

A=K(uyvyz) 4 & = A(vyz) 4 B = B(vy2) , G = G(u,v,z)

H = H(u,v,2)

Se A satisfaz s condigdes da proposigao 18.1 segue deri-

vando G e H relativamente a z que:

@ 6, = 0 =7 (u-z-a) =A(1 +4,) -4
@ H,=0=3(1+N)+(1+3)7
de @ obtemos

T

% 1+3B

substituindo em @ ven

(L +3B) A + (u-z-A) B
® - z
(u-z-A)BZ +(1+AZ)(1 +B)

ou seja
' 1
@ 1+A - (u-z-1) B, + ,(,13+ L) (T +38)

que substitulda em @ nog d4

B

@ )\z = 7 (u-z=A) B, + (%+ Ag) (1 +3B)

Por outro lado derivando @ temos

@ 4, -

(u-2-4)B> + (1+4 )(14B)B, - (1+8)° A, ~(1+48)(u-z-4) B__

((u-z-4) B, + (1+Az)(l+B))2

comparando @ e @ temos
(14+B)((1+B) A, + (u=z-4) Bzz)
(u=z=4) Bz-t- (1+Az)(l+Bf

2B =
z
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que € a equagao diferencial de compatibilidade a que devem satisfa-

zer as fungdes A(v,z) e B(v,z).

Inversamente, sejam A e B duas fungoes satisfazendo a e-

quagao diferencial. Definamos a aplicagao ) pors

1
A - (u=z-4) B, + le+ AZ) (1 +B) " 1

Sejams:
H (u,vy2) = B + A(1 + B)
G (u,7,2) = A(u-z-4) - A

Vamos mostrar que H e G nao dependem de z. De fato, rees-

crevendo temos:

= (1 + )2 o1
- (u-z-A) B, + (1 + Az) (1 + B)

e

— (u-z-4) (1 + B)

e =TV I I (R Wy N (R Bl

Por simplicidade denotemos por N a expressao:

N = (u-z=4i) B, + (1 + Az) (1 + B)

Calculando agore as derivadas de E e G relativamente a z
obtemos:

28, (1+3B)N-(1 +8)% ((1 + B) A, + (u-2-2) B )

Z N2

Reescrevendo a equagao diferencial temos ¢

+

(1+38) ((1+3)4, +(u-z-a)B_)=23B N
que levada na expressao de i{-z nos a4

E =0
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Analoganente temos:

N((u-z-4) B, -(1+Az)(1+B)) -'(u-z-A)(1+B)((u-z-A)Bzz+(i+B)Azz)

= +1
z N2 :
levando em conta a equagao diferencial temos:
(u=z=A) B_ N = (1L + 4_)(1 + B) N = 2(u-z=A) B_ X
- z Z z +1
Z N2
donde
G =0
z

CeQede

OBSERVAQKO: Como aplicagﬁo deste processo tiramos por exemplo ques
Se A e B sao da forma: B = Bl(y) e A= Ao(y)+-z.A1(y)
eles satisfazem & equagao diferencial e portanto pode-

mos elimind-los através da aplicagao A acima descrita.

§19 - Estudo das transformagdes guando & aplicacao u § analftica

Desejamos mostrar aqui que se de partida a aplicagao u
for suposta analftica entao podemos determinar passo a passo 08 COg

ficientes do desenvolvimento de Mac-Laurin das aplicagoes G(u,v) e

H(u,'V) .
Sejam tais desenvolvimentos escritos comos
G(u,v) =G+ G v+6 u+ @ v2 4 ¢ vYu+6 w? +
’ 00 1,0 0,1 2,0 1,1 0,2
3 2 2 - 4
+ Gs,o v o+ 62,1 v u + (?rl’2 vu o+ Go,3 v’ o+ G4,° V' + eeedt



. 6-

2 ' 2
u‘+ Hz,o v o+ Hl,l vu+ Ho,2 u +

1

I
+
25

v + H

B(u,v) 00 1,0 0,1

3 2 2 3
+ HB,o v o+ 32,1 v-u + H1,2 rua + E°,3 V7 4 eee +

J
+ Hi,j vi UY 4+ ceo

A razao pela qual usamos nos coeficientes o primeiro Indi
ce relacionado com v e o segundo com u é que sobre a dobra v € do

segundo grau e u inicia com o terceiro grau de x.

De acordo com a proposigao 16.1 devemos ter:
6(8,%) - &(z,0) = 2 X’ (A(,¥) - B(¥,2)) - A(¥,3)

Num desenvolvimento qualquer em termos de x e z vamos dar

aos termos xg.z§ o peso o + SF o
Olhando agora paras
i=2x (1 + B(3 x2, z)) + A(3 x2, z2) + 2

e lembrando que em A(y,z) podfamos por um y2 em evidéncia (ver pég.

) segue que os Unicos termos'que possuem peso 3 sao x3 e z os de-

mais terdo peso superior a 3. Ent2o uma poténcia de §, isto &, G-

se decompoe:

G- (2% +2) + B(x,2)
onde a primeira parcela contém todos os termos de peso 3n e em
P(x,z) estao todos os demais termos todos com peso superior a 3n.

Por outro lado o dnico termo’de ¥ tem peso 2m.

Fazendo agora a hipétese suplementar que G(u,0) = O ou se

Jja Go p = 0 Y p podemos obter sucessivamente as restantes incégnitas
]

pelo método dos coeficientes a determinar.,
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~ Lems 19.1 - O termo xn zp determina a incégnita

a) G _ se n € par
n
2P
b) 'H n-3 se n é Impar
) 2 ' P

para demonstrar o lema adima estabelegamos a seguinte ordem

‘pares de nivmeros naturais

n + 3p < n' + 3p!

(nyp) ¢ (n'-’i)' e ou

n:+ 3p = n! + 3p!

. nSn'

entre

Com esta ordem estabelecida a qual seguiremos na Tresolu-

¢ao das equagdes vamos mostrar que nao podem comparecer na eguagao

= 2P incégnitas: _

.21+337n+3p

Gi,j com / ou
21 + 3) =n + 3p
{ 247 n
nem
r21-&- 3+37 n+ 3p
Hy y com <ou | |
2+ 3 + 3k =n + 3p
e
\ 20+ 35 n
De fato,se

G, . coeficiente de 51 EJ comparece na equa.gEo xn z

i,J

en-
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i

t&ao 2i £ n pois ¥V© contribui com peso 2i. Se o termo em questao

% 233'0\ tiver peso 3j segue que 2i + 3 = n + 3p ou seja estard na

equagao x® 2P caso 2i = n e entdo esta § a nossa incégnita ou entao

comparecerd posteriormente 2 sue determinagéo. Agora se o peso for

3d +&8 z;]-0( + €

superior a 3j portanto x segue que

np_ x2i xjo( +5 zj-o(+E

x

ou seja

n=2i+3+08
> n+3p=2i+35+8+3E
p=J-d+¢€

donde n + 3p72i + 3j logo a equagao é posterior A de sua determina

¢ao. Em outras palavras G s6 intervém em equagdes posteriores 2

i,J

equagao de sua determinagao:

Ve jamos agora H )] k" Suponhamos que H Lk comparega na equa
9 ]

P 3

95.6 x* 2P, mas Hl,k é coeficiente de x 'FQ gk portanto 24+ 3 & n
pois \"r'l contribui com um termo de peso 2{. Com isto em ¥ se o ter-
mo em questao tiver peso 3k segue que 2L+ 3 + 3k =n + 3p e entao
estd na sua equagao de determinacéo se 2L+ 3 = n ou entdo serd pos
terior a ela. Agora se o peso € superior a 3k portanto x30(+e.zk-°\ +&
entao devemos ter n + p = 3k +€&+ 38+ 2L + 3 e portanto 24+ 3 4+
+ 3k . n + p. Logo a equagao € posterior 3 de sua determinagao. Ou-
tra vez chegamos a conclusao de que Hl,k 86 intervém nas equagdes

posteriores 3 de sua determinagao.

Com isto fica demonstrado que podemos passo a passo deter
minar as constantes Gi . e H.f. K obtendo os desenvolvimentos deséja-
9 b

dos. Observamos que Gi comparece na equagEo de sua determinagao

»J

com coeficiente 3i e que Hl g comparece na sua equacgao de determina

¢ao com coeficiente 2.31.



Como aplicagao deste método oitamos o exemplo em que a a-
plicagdo £ & da forma
u=(xy - 13)(1 +2z) + 2
V=Y

para a qual determinamos o desenvolvimento de Mac-Laurin obtendo a-
través da convergéncia das séries expressdes para G e H, a partir

das quais chegamos 3 transformagao

z
Al ; 23 (1 +u) v
ut = u +‘§*
22 3
1l - —3 v
3
W ws w3 ¥/
vt = v |1 + ——-—J%?-—-
1 --g- v3
3
3

que seria muito diffcil de intuir. Os cdlculos deste exemplo deixam

de constar deste trabalho pelas razoes 6bvias.

Qbservamos que sendo B =z e A =0 nao estd satisfeita a
equagao diferencial de compatibilidade da proposigao 18,2 e portan-
to nao poderia ser ¥eduzido 3 forma normal pelo método daquele pard

grafo.

§20. - Uma descrigao parcial das transformacGes no semi-plano v 70

Para pontos da dobra geral temos

e ’
l'v = 3x2

denotemos por M(x,z) = R(x, 5x2, z)e

u(x, 3xg, z) = 2x° + z + R(x, 5x2, z)

]
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Para x 70, seja F(x,z,u) = u -~ 2x’ -« z - M(x,2) a qual

para pontos préximos da origem tem-se Fz(x,z,u) # 0 ou seja podemos

obter pelo T. F. I.
z, = o+(x,u)

satisfazendo a F(x,0+(x,u), u)) =0 V(x,u) numa conveniente vizi-

nhanga.
Analogamente substituindo x por -x temos

3

F_(xy2yu) = F(-x,2,u) = u + 2x° - 2z - M(-x,2)
e novamente pelo T. F. I. temos
z_ =0 _(x,u)
satisfazendo
F_(x, 0_(x,u), u)) =0 \J(x,u)
numa conveniente vizinhanga.

Observermos também que G+ e e_‘sao de classe Cagpara x%O.

Considerande um ponto (uo,vo) préximo da origem com v > 0

e tal que em

as fungdes 6, e 0_ estejam definidas.

Como vo7 0 segue que Vﬁg. é de classe Ca>numa vizinhanga
\’ v

+"'0+( 3,11)
\’ v

_=6_ ( T3 u)

Suponhamos agora que exista & transformagao ¢. Entao para

v _donde
0

sao de classe C°

N
]
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todos os pontos da dobra geral vale:
M(x,z) + G(§,%) = 2x° H(d,¥)

como todos os pontos (u,v) com v70 préximos da origem sao imagens

da dobra geral temos:

M( ’_;"o °+( V";—'y u)) + G(u,v) = 2 (\E—%')B H(u,v)

ﬁ
v
3

e também

y o ({5 w) + a(w,v) = -2 (|5 B(n,v)

M(- \

Somando=-se membro a membro obtemos:

6(a,v) = - —— | f—?— é+( \]——7— w)) + M(- v_—g- o.({F» w

e subtraindo-se membro a membro teremos

2a,) - —2— |5 o, ([T ) - u- {0 (V- )
4(\ ") |

expressoes que nos fornecemG e H no semi-plano v7 O.

Se G e H se estendem para o eixo dos u e para o semi-pla-
no v<0, diferenciavelmente numa vizinhanga da origem,terfamos re-
solvido o problema da forma normal, o que serd alvo de uma andlise

futura.

OBSERVAGAQ:

Considerando o exemplo do pardgrafo 19 ou seja
us= (xy - 13)(1 +32) + 32
v=y

teremos sobre a dobra geral

3 3

us=2x" +2x’ z +2 ocom M(x,z) = 2x’ z



entao
]

3
- 2X

z =0 (x,u) = =
+ ¢ 1+ 2x°
ﬁ 3
z_ = 6_(x,u) = E._t_g’_‘.g
L l - 2x

que substitufdas nas expressoes de G e H dadas acima nos d£o

. ,2
G(u,v) =<5 v —
3” 1223

H(u,v) - M
{ l---3-v

resultados a que jé haviamos chegado no pardgrafo anterior.

As diferengas que se observam nos dois métodos sao as se-
guintes: a deéte pardgrafo somente d4 informagoes sobre o semi-pla-
no superior enquanto no outro obtemos ha hipétese da convergéncia
um resultado v4lido em tode uma vizinhanga da origem. Porém aqui sé

necessitamos a diferenciabilidade e nao a analiticidade.

-



PARTE C

Desorigoes geométricas

§21 -Q- ingularidades do tipo III

De acordc com a definigao 5.3 temos que f : V g:b R3~—> R2

possui no ponto O€V u.maQ- singularidade do tipo III se

ux(o,o,o) = uxx(o,o,o) = uxy(o,o,o) =0
1 um(o,o,o) uny(o,o,o)
uxz(o,o,o) £ O
L um(o,o,o) um(o,o,o)

Uma rdpida andlise nos mostra que existem ao menos .. dois

modelos distintos para o tipo III a sabers

III ) Se
a
uxxx(o,o,o) uxxy(o,o,o)
>0
uxxy(o,o,o) um(o,o,o)
III,) se
um(o,o,o) uxxy(o,o,o)
<0
um(o,o,o) um(o,o,o)

Vamos estudar em detalhes estes modelos.

Modelo para o ponto de Q - singularidade 4o tipo III
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Seja £ + VCRo—» R | £(x,¥,2) = (u,v) com

x5 2
j u '-3 + Xy - X2 + 2

L

entao temos:

,

y

ux(o,o,o) = uxx(o,o,o)i= uxy(?,o,o) =0

uxz(o,o,o) = =1

\ uxxx(o,o,c) uxxy(o,o,o) 2 0
= 70
(04040) uxyy(°’°’°) 0 2
.
a dobra geral Iz
u, = x2 + y2 -2 =0 \L

é um paraboléide eliptico onde / \CD/ ]z‘k

a intersecgao com cada plano

z = k 70 (constante) € uma cir

cunferéncia de centro (0,0,k) B
e raio k. X

Vamos agora olhar
para a imagem por f da dobra
geral. Temos:
u = 12 + yz -z =0
Portanto:

y2 -z =-x L% -F = - x° o e x(v - z)-ndx
de

x2 3 3



logo:
(u - 2)2 -—-;]'-xs S (v2 - 2)5
ou seja‘
9(u - 2)% + 4(v* - 5)° = 0
é a equagao da familia de curvas imagem por f da dobra geral, isto
é, cada circunferéncia no plano |

z = k720 & levada por f na cur- 1"

va 9(u - 1:)2 + 4.(172 - k)3 = 0, —

Vamos analisar esta

famflia de curvas: para x = 0 5 ._._.a.
temos u = k donde V2 -k = 0 .°,

val k1/2 =2 ul/z. Como (u-k)27, 0

as curvas estarao sempre contidas no : :;'vz

interior da pardbola u = v2 e por se=-

rem imagens de curvas fechadas serao também curvas fechadas. Ainda
observamos que para k 0 os pontos (k, kl/z) e (k, -kl/z) sdo pon-
tos de cuspides ou seja a curva u = v2 é constitufda de pontos de
cispide 3 excessao da origem onde as ocurvas feéhadas colapsam num

.

ponto.

Modelo para o pontoc de @ - singularidade do tipo _I_I_[_Lb

Seja £ : VCR —> R® |  £(xyyy2) = (u,v) com
x5 2
n = "“'"5' -Xy =-X2 + 2
v=Y

entao temos:
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ux(o,o,o) = uxx(o,o,o) = uxy(o,o,o) =0

uxz(o,o,o) = -1

uxxx(o,o,o) uxxy(o,o,o) 2 0
= <0
uxxy(o,o,o) ukyy(o,o,o) 0 -2
. #Z
A dobra geral

u o= x2 - y2 -2z =0¢ un

Z=Kk
paraboléide hiperbélico on

{
~ 0 =y
de a intersecgac com cada ——— e -

plano z = k (constante) ¢

X
uma hipérbole.
. Vamos agora oO-
lhar para a imagem por f da
dobra geral. Temos: .
y
u = x° - y2 -2z =0.%
2 =vl 4z S X = x(v2 + z)
X

logo

3 :

u-z=%_%x -2 3> donde (u.-z)2 S i(v2+z)5

3 3 9 -9

ou seja

9(u - 2)° - 4 (vF +2)° = 0

§ a equagao da famflia de curvas imagem por f da dobra geral, ou se

ja, a hipérbole do plano z = k € levada por f na curva
9(u - k)2 - 4(v%2 + k)% = 0

Para x = 0 temos u = k donde-v2 + u = 0 ou seja uma pardbola e como
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(u - z)zz 0 segue que a imagem por f das hipérboles estarao sempre

exteriores & pardbola u + v2 = 0,

iV

Convém notar ainda que os pontos da pardbola u + v2 =0

sao todos pontos de cuspide com excessao da origem. A origem & o
ponto onde os cuspides se tocarao pelo vértice e a partir dal se se
pararao em hipérboles cujo centro percorre a parte positiva do eixo:

dos u.

Temos fortes razoes para acreditar qué‘estes modelos rew.
presentam as formas normais para os tiposIIIIa) e IIIb). Em +traba-

lho futuro pretendemos analisar esta questao.
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§e22 - Q - gZngularidades do tipo IV

De anordc com & definigdo 5.3 temos que £ : VC Ra—’z‘.ﬁz

posgui no pcato 0€V wumne Q— singnlaridade do ti»no IV se:

f

v (1y050) = uxx(o,"o,o) = um(o,e,o) =0

uxy(m,a,o) uxz(o,c,o)
1 ‘f‘-]mxz(f‘-’ﬁoo) }4 0
uw(O,G,O) uxxz(ovesa@) s

\,

Rizlizmaando *ransformacoes de ccordenadas relativamente
simples poderces eimplificar o desenrdlvimento de Mac-Lavvein de £
chegando a expreandes que sugerem a existéneia de dels tipos de Q-

singularidade I“\’a @ zv.b raprasentados pelos modelos abaixo:

S. 4 2
1 =X =X % = Xy + %
IV
a
- 2
Ja:x + X 2 =Xy + 3
IVb

v =Yy
Vamog estuadar estes modelos em detbalhes.

Molelo para o ponke de _@- singularidade do tipo IV

4.2 .

U=X =Xg =Xy +2

—”
<
L
<

entac temoss



¢ ,dal -
ux(o,o,o) - uxx(o,o,o).- uxxx(OijO)‘i 0

-uxzxgb,o,o) - 24

u:y(o,o,o) u:z(o,g,o) -1 0
= P 0
um(0,0,0) nuz(o’o’O) 0 "’2

este sinal caracteriza o tipo Iv..

3 3

De u = 4 x° «2x2 -y =0 tiramos y = 4 x - 2 xz equa
¢ao da @obra geral, Além disso de w =12 x° - 22 = 0  tiramos a
superficie z = 6 12 que intercepta a dobra geral transversalmente
numa vizinhanga da origem e cuja intersecgao & uma curva regulam'}‘A
dada por

3

Yy=4x" -2 xz2

=
Wl

z =6 x2

ou parametrizada em fungao de x

X = X

Tz {y = -8 2

| z =6 12

\

constitufda inteiramente de pontos cuspidais (uxy { 0), exceto na o

rigem.

Olhando para a imagem por f de‘r temos por equagﬁq

- Y
us=6 12 - 3'x4

= U

#(Y)a

v'sﬂ-a'x3
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que € uma cdspide siméirica em relagao aoc eixo dos u.

Analisemos um pouco as curvas de nivel, Para z = k (cong

tante ) temos: W
yk=413-2::k“.v : k<0k'ok>o
entao
yE = 12 x% - 2k , -
Y];i"z“‘

donde tiramos que se k > 0 a curva

possul dois pontos estaciondrios

que ¢ um méximo e um minimo, Se k = O a curva possui uma inflexao

na origem e se kj<.0-n§o admite pontos estaciondrios.

Olhemos agora para a imagem por f destas curvas cuja e-

quagao €&:

&V
u = =3 x3 + x2 k +k
F
v =4 13 - 2 xk
C
Se k 7 O temos para
x =0 0 B A =ﬁ
v=20 B — D
+ k
et [ F ]
k<o k=0 k>0
donde _ >
x=0 vu=k." (k,0) =4
0\ _k K k2
x:—u—z—"ﬁu=k(1-2)7o ...(k--Z’O):B

Agora para
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-t vﬁ:%:ﬂ (ponto onde a curva apresenta mdximo e mfni

mo), temost - - -~E§
N 2 ‘
x = | % @ ¢ = (k - 5, 253/
% Ty B 2
2
k
-— u=k-7 2
x = ‘V% 7 32 (k - 5z, -2(5°/%)
v =-2 ()

Entao a curva ter{ o trajeto EB C A D B F apresentando em C e D

cispides.
Se k = 0 obtemos
N = =3 x4
v =/ x3

que é uma curva de 42 grau com tangente vertical na origenm.

Se k¥ L O obtemos

4 + x2 k+k

[~}
L]

-3 X
v =4 15 -2x k

que corta o eixo dos u no semi-eixo negativo e tem também tangente

verticgl neste ponto.

Modelo para o ponto de Q - singularidade do %¥ipo IV,

4

4+ %% - Xy + 2z

o
L}

Seja

entao temos:
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ux(o,o,o) = uxx(o,o,o) = nxxx(o,o,o) =0

uxxxx(o,o,o) = 24

uxy(o,o,o) uxz(o,o,o) -1 0
= Z0
uxxy(o,o,o) uxx’(o,o,o) 0 2

este sinal caracteriza o tipo IVb.

3 3

+2x2 -3y =0 tiramos y = 4 x

¢ao da dobra geral. Além disso de w o= 12 x2 + 2z = 0 tirsmos a

De u = 4x + 2 Xz equa-

superffcie z = -6 x2 que corta a dobra geral transversalmente numa

vizinhanga da origem e cuja intereecgao é umz curva regular 51 dada

por .
f Yy =4 13 + 2 xz
) 2 = -6 x°
ou parametrizada por X
(x = x
\6‘3 {y = -8 x>
% =-=b x2

constitufda inteiramente de pontos cuspidais(@iyﬁo)exceto a”grigem.

Olhando para a imagem por f de ' temos por equagao

.u = =6 i2 + 3 x4 )V

£(1)

v==8x S

que § uma cuspide simétrica.
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Analisando agqéa»aq.curvas,db n1vei3%emaﬂpara4z=2(§0ns--

tante) obtemoss

v yk =4 x3 + 2 xk

entao
yE 1224
v -2x

donde concluimos que se k < O a curva possui dois pontos estaciond-

rios a saber

que é um mfnimo e um méximo.

Se k = 0 a curva possui na o

| Y

rigem uma inflexao e se k% 0
nao possui pontos estaciong

rios.

Agora a imagem por f destas curvas serd

5u=-514-12k+k
lv =4 x3 + 2 xk

Se k < 0 teremos para

x=0

=1

k>o k=0 k<o

jv

logo
x=0w=% u=k (k<0)

seja A, = (x,0)
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' Y ‘ ﬂ =k e .}.Z(Lo .'. v-"B]_: (k - %’ o)

Agora para

}..%!_‘(.pgntas; de minimo e méximo) vem
| . |
fu k T

o - (- X, 2 )

Clv-eg

k2
A ettt A 2
(v = »—‘2'(%)3/2 |

Entao a _,ourava,r’i'ber&»‘o tr“a_,;]e'tp‘ff 'El'.".Bl Cl Ay D, B, Fy apresentando em

C_l e D, uma Bﬁ!ﬁﬂe'

1

Se k = 0 obtemos

que € umacnrva -'&9.4’9 g'r-alm‘aco'm ‘:téngente vertical na origem.

| Se k) 0 .'o."b'.t'ei‘ncim:"

| S a --3 <4 - 2k +k

lr-svom

que corta. *o'e'iéo ‘dos u.no’ :‘a‘émi«eico- positivo e tem tangente jrerti-
cal neste. ponto. |

Queremos ‘frizar aqul que os modelos sao distintos como a.
firmamog no ‘infedo pois ndo se pode levar um no outro visto que 1no

Iva o cruzamento no ponto B se -dé voltado para a cispide e mno IV.D

) cruzamex‘;to' no ‘ponto "B.:l se d4 voltado para o lado oposto da 'cﬁspi-

de, portanto nao .hé‘t»S'ime-?trib. entre os dois modelos.
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Acreditamos que no caso geral o comportamento geométrico
das 62- singularidade dos tipos IV -] Ivb seja andlogo ao dos mode-
los, porém dificilmente estes sao formas normeis pois em uma vizi-
nhanga da imageml do ponto Q- singular tgmos una reéiao que é cober
ta trés vezes pela dobra geral, o qué provavelmente impossibilits a

adaptagao a0 modelo. E de se esperar que exista uma femflia de for-

mas normais possivelmente dependente de um ou mais parfmetros.
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