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Introdução

Em 1968 o Prof. Gilberto F. Loibel nos propôs o problema
de estudarmos as singularidades de restrições de aplicações difereª
ciáveis uma vez que uma dada função poderia não apresentar singula-
ridade e contudo sua restrição a certos sub-espaços apresentar sin-
gularidades genéricas. Atacamos primeiramente o caso das funções do
Rn+1 no R e chegamos a vários resultados, que deixaram de ser publi
cados em vista dos mesmos coincidiram com os citados por R. Wells,
em Í9] utilizando técnicas diferentes. Com isto passamos ao estudo
das singularidades de restrições das aplicações do B5 no R2 o qual
originou o presente trabalho. Ocupamo-nos aqui somente com o caso
em que as singularidades das restrições são pontos regulares da fun
ção global.

No capítulo 1 anunciamos os pré-requisitos da teoria ge-
ral das singularidades e fixamos as notações.

No capítulo II, definimos o que entendemos por GZ- singu-
laridades ou seja, singularidades de restrições de aplicações dife-
renciáveis. Desenvolvemos os principais resultados que utilizamos
no capítulo seguinte.

No capítulo III, estudamos especificamente as 61- singulªh
'ridades das aplicações diferenciáveis do B3 no R2, classificando as
&r singularidades genéricas.

Subdividimos este capítulo que contém a parte principal
da tese em três partes e num total de 22 parágrafos com a finalida—
de de facilitar sua leitura.

Na parte A damos forma normal aos pontos 62- regulares e
também para os pontos de ÓQ- singularidade do tipo I. A parte B“ se
ocupa dos pontos de (2- singularidade do tipo II. Estudamos o pro—

blema da redução a forma normal. No processo da redução não resolug
mos o passo do parágrafo 16 no caso geral, porém nos parágrafos 18,
19 e 20 damos diversos métodos que levam ao resultado procurado em

casos específicos. Etnossa intenção aprofundar estes métodos e acre
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ditamos que um ou outro poderá conduzir—nos à solução geral.
Na parte O apresentamos exemplos de - singularidades dos

tipos III (III& e IIIb) e IV (Iva e IWb). Não explicitamos as razões
que nos levaram a julgar que estes tipos são realmente representati-
vos, pois isto exige um grande número de transformações de-coordena-
das envolvendo inúmeros cálculos cujo desenvolvimento sobrecarrega-
ria a tese neste ponto.

Encontramos no decorrer do nosso trabalho inúmeras outras
questões abertas, seja no campo das formas normais seja no estudo da

teoria geral que pretendemos desenvolver futuramente.
Utilizamos a locução "abandonando as linhas" devido a

Whitney e que significa reescrever as funções.
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Capítulo I

Netagãss e Pré-reguisitos

Neste capítulo faremos uma rápida apresentação dos pré—rg

quisitos necessários e fizemos as notações que passamos a usar. Não

havendo necessidade do caso geral apresentaremos as definições e

principais resultados para o nª.

51 - Jatos

Todas as aplicações aqui consideradas serão supostas de

classe O“. Por (xl, ..., xm) e (yl, ..., yn) denotaremos as fun—

ções coordenadas no Rm e R:& respectivamente.

Seja ºf (Em, Rn) o conjunto dos pares (Lp) onde pERm e

f : Vc Rm—an & uma aplicação diferenciável com V aberto e 1:57.

Por btfí(p) denotaremos a derivada parcial mista

”a“] fim
Yalin—âmxm

onde t =(t1, ooo, tm), tiez+ e ltl : tl + ooo + tm.

Vamos introduzir no conjunto ºf (Rm, Rn) & relação

a) p = (1

(fm) - (invéz) b) f(p) = 801)

e) iwp) = 'atgim

i = 1, ..., n para todo t com [tl sr.
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De imediato vê-se que tal relação é uma relação de equivª
lência.

Definição 1.1 e Uma classe de equivalência segundo esta
relação chamaremos de r - jato.

0 r — jato a que pertence (f,p) denotaremos por jr f(p)ou
fr(p). O ponto p chama-se fonte e o ponto f(p), meta do r - jato
ár f(p)o

O conjunto dos r - jatos será indicado por Jr(Rm, Rn), is
to é, Jr(Rm, Rn) = ijr f(p) ] fecfam, Rn) e penªl).

1.2 - Sistema_gg coordenadas gª Jr(Rm. RÉ)

Façamos corresponder ao jr f(p) com fonte p = (p1,...,pm)
e mete f(p) = (f1(p), ..., fn(p)), uma k—upla de números reais do

seguinte modo:

-f ( ) ( )

(Pl, 1329 "º, Pm, fluª), f2(p), º“, fn(P)9?7y]-'€L9'%f'%i ' ' º !

'af1(p) ”Df2(p) 'af2(p) 'afn(p) fafn(p)
,“, ooo, ""'—_, ooo, . , ooo, , . . .gxm 3x1 'axm "0x1 guem

”a“! “fim
1: t telxl aºxz 3%m

onde se convenciona a seguinte ordem para as derivadas de ordem e

(J.5s sr). Primeiramente as derivadas parciais de ordem e de fl, qª
pois de f etc. ... finalmente as de fn. Dentro do conjunto das de—

2

rivadas parciais de ordem 5 de uma fi se estabelece a que & deriva-
ção seja na ordem oposta da lexicográfica relativamente às m-uplas
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t = (tl, ooo, tm) cºm tiéz+ e [tl : ªo

Pode-se mostrar que o número k é dado por

m + r
k = m + n

r
Observemos que tais coordenadas são livres, isto é, dada

uma k—upla basta. construir i“ = (fl, ..., fn) tal que as fi são poli
nômios de grau. r e determinar os coeficientes de modo que jr f(p)
tenha as coordenadas dadas.

Com isto estabelece-le uma correspondência biunívoca e sº
bre d Jr(Rm, Rn) com Bk. Damos & Jr(Rm, Rn) por intermédio desta

correspondência e. estrutura topológica e diferenciável de Bk.

Dada a aplicação diferenciável i' : Rºl—+ Rn definimos & a.-

plicação jrf : Rm.—,erm, Rn) por (jrf)(p) = jrf(p). Pode-se cmos-

trar que» esta aplicação é de classe Cºe

Designemos por Jr(m,n) o conjunto dos r - jatos de fonte
e meta fixa, respectivamente 0 ea“ 9 cenª. E óbvio, este conjunto

k—m-né difeomorfo a um R e podemos identificar

Jªm“, Rª) = Rmener(m,n)

Seja agora. Lr(m) cf(m,n) o conjunto dos r -'- jatos de fog
te e mete. fixa (O Elim) inversíveis. Consideremos Lr(m,n) ==

== Lr(m) x Lr(n). Podemos dar &, Lr(m,n) uma estrutura de grupo de

Lie. Este grupo atua diferenciavelmente sobre Jr(m,n) segundo a lei:
1
para todo (X,Y) ÇLr(m,n) e para todo Z€f(m,n).(X,Y).Z = Y z x"

Esta lei corresponde como é fácil de se observar a mudanças de coo_1_'_

denadas em Rm e Rn respectivamente (maiores detalhes em [ 4] e [G]).
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Definindo TTS f(ng ªª)—*RmXRn por7(àr(p)) = (P9f(P))

pode-se mostrar que7f é uma fibração diferenciável com fibra. f(mm)
e grupo estrutural Lr(m,n) (ver [E]).

52 - Singª'iaridades

. . » l' .Deflm. ao 2.3. — Uma, órbita. Q = L (m,n)(X) de XeJr(m,n)
chama—se uma singularidade de ordem r.

Definigão 202 - Uma, superfície regular Sch(Rm, Rn) in—

variante sob &, açãs do grupº I.F(mgn) se chama. uma "Variedade de r -.
singularirlades", 8 será uma reunião de órbitas.

Seja QT“? Sr(Rm, Rn) —+Jr(m,n) a. projeção natural. Para cª
de. f ; VcRm-w» Rn ciefiraamog & aplicação ?rz V—àJr(m,n) por ?(p) =

,ª. =- Diremos que f *: Valinª—> Rn admite<possui)

uma. singularidade às» tipo 5 no ponto peV se ?(p)€s.
Designemos por SCE) = (?)-1 (S).

$$ — Transversalidade

Definição '2'01 - Diremos que f = V a.Cb
lim—441n diferenciável

é transversal a uma superfície regular N do Rn no ponto, peV se

f(p)#N ou se f(p)éN então fp(Rm) + Nf(;p) = Rn.

Diremos que f é transversal a. E se for transversal a N

em todos os pontºs. de V.
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Proposição 5.2 - Seja f : Ví Rm—o-Rn diferenciável e

Nn—qCRn uma superfíole regular fechada. Se f é tren-versala Nn—q

então f'1(Nn'q) é uma superfície regular de dimensão m - q em Rm ou

é vazio.

" r. “> m nDefinigao 5.5 - Topologia O : é a topologia em C (R , R )

induzida pela topologia compacto-aberta de aº(nm, Jr(Rm, nª) pele. &

plioação
“

aoJª' : 0711“, nª) -—9c (Rª, JRR“, nª)

Definigão %.4 - Topologia Cx.-fina : é a topologia em

cªvam, Rn) induzida pela. topologia compacto-aberta fina de

Cºnan, Jªca“, Rª)

pela aplicação

Jr : cmgam, BR)—ª» aº(Rm, f(Rm, aª))

Seja SCJr(Rm, Rn) sub-variedade fechada. Denotemos por
Tr(K,Sz.) =i .f : Rm.—alan | jrf é transversal a S nos pontos de K &.

Teorema 5.5 - (Transversalidade)

a) Se 32 CRm e compacto então Tr(Kí,Sí) é aberto na topologia Cru. Se
1K CRm é fechado então Tr(K',S) é aberto na topologia Cr+ —fine.

b). Se K em é fechado então Trans) é denso na topologia Crú—fina.

Definiçãº já — Uma coleçaº de superffºiº (Si>i=o,1,...,t
em Rk é dada por uma sequência finita de fechados Í'_

Ríº—315113 ...),.QD Kt-l-l =º
tais que Si = Ki - Ki+lº i = o, ..., t e S uma superfície regular1

k . ,. .em E com d:.m Sº>dlm Sl > ...)dlm St'
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Observação 5.1 — O teorema 3.3 vale quando substituímos &

superfície S por uma coleção de superfícies (Si)i o 1 t'= , :'º'v
Vamos agora definir os conjuntos

S f

Indiquemos por

m .
Sk1(f) = ( p GR | posto fp - m1n(m,n) - klj

se Sk (f) é uma superfície regular de Rm, podemos considerar
1

fl = f [Sk1(f) : skl(f)—«»Rn

e falar no conjunto

Sklk2(f) : sk2(f1)

para k2 = o,l,...,sl onde 31 = min(dim Skl(f), n).

Em geral se Sk k (f) é superfície regular de Rm qªl "'? r-l
finimos

5 (f) = s (f )
klkZ ou. kr kr II“—1

onde

fr—l f lsk sk (f)
1 ... r_l

e

kr - o,l,...,s -1

com
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Estas definições introduzidas. por R. Thom em [3], são de

conteúdo bastante geométrico porém de pouca aplicação pois de modo

geral é bastante difícil mostrar que Skik2"'kr(f) é sub—variedade

de Rm. Fazemos menção apenas como título de informação que J. Boarg

man apresenta uma maneira intrínseca de definir os conjuntos acima

e que se mostram mais fáceis de manejar na prática.
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Capítulo II

Singularidades ªº Restrições ªº Aplicações Dife-

renoiáveis

51 - Introdução

2Seja f : R5——>R dada por f(x,y,z) = (u,v) com

u =«ª— — x(y - z) + 25

V=y
Logo sua matriz jacobiana será

x2 - y + z -x x+l

J(f)=
O '.. O

donde se conclui que os pontos da forma (o,y,z) são pontos regula-
res de F.

Se considerarmos agora a função f restrita ao plano z =

= k (constante obtendo portanto uma função do R2 no R2 dada por
fk(x,y) = f(x,y,z) temos que tal aplicação terá uma singularidade
no ponto (o,k). Por outro lado o ponto (-l, 1) é ponto singular da

restrição fº e também ponto singular da função global.

Com isto o problema de estudarmos as singularidades das

restrições de aplicações diferenciáveis se põe, pois que, uma apli-
cação pode globalmente não apresentar singularidade e Sua restrição
apresentar uma singularidade "genérica". Ainda como vimos,uos pon—

tos singulares da aplicação restrição podem ou não serem distintos
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dos da. aplieeçãe global. “Nosso intuito neste capítulo é dar uma fog
mulação para tais “far.-bee e estuda: em detalhe quando» os pontos singª

_4
lares de restrição não caem sobre os da função global.

52 — Felheaºãe

Definigêlo 2.1 - Uma folheação F decodimensão 115111 e de

classe Cr de uma variedade diferenciável Em de classe Cr é uma colª
ção F =â FiçM ! iêljde sub-variedades de classe C!r e disjuntas,
de M satisfazendog

&) cadim R, = q VieI
b) LT Fi M

iéI l

o) para cada xeM, existe uma, vizinhança aberta V de x em M e meª
_ plieagâp de ºieee Crº regular, W: V—ãEq' “tal que: “P(x) = O e

para, cade “:,ngng ?“Ef'íyg &? a' componente conexa de y em Ein V

onde Fike“aieutzz—“gv'afiedade desolação F que contém ;y',

Chamaremees .

1) As aplicaçÉ'efiªf/Tz V—qu de definições locais de F ou equivalen—

temen'áse que E e definidº em V parª?: V—ºRq.

2) De falhas às submvazªiedadee Fã. de folheaçãe F.

Sem perda de generalidade e aberto V pode ser tomado como

um aberteçeoordenade e as coordenadas de modo que?/*: V—-> RC1 seja, ª
me. proj eçãe o



Isto nos permite pensar localmente uma folheação-F como'ª
na família de planos paralelos (m—q)—dimensional no espaço euclidiª
no m-dimensionel.

Vamos precisar melhor o que acabamos de afirmar..Conside—
m'ªremos Rm =FR x Rq. Damos & Rª oiseguinte sistema deãobordenadas:

um ponto peRm será da. forma 1) = (x,z) com

x = (xl,....,'1cm_q)€ARm"q

z = (zl, ...,;zâ)€nRª'

Então HF: V-—9Rq será da formafíf(x,z) = z,logo em V as folhas se

comportam como os (m-q)—planos paralelos aowespaço linear z = O.

Doravante & locução "Váriedade Diferencíável;Folheada" eg

rá entendida como munida de um*atlas.maxima1<CX.= (V“ ,Hà) onde nos.

abertos coordenados damos um sistema de coordenadas da-forma (x,z)
como acima e as folhas serão pensadas como (m—q)—planos ,uparalelos
ao espaço linear .z '= O ou .se preferir?“definidasp'ela projeção no s_e_

gundo fator.

êã — Mudançª ªº coordenadas permissível

Definigão 5.11- Seja. (NP-1,01) uma. variedade diferenciável,
F uma folheação sobre M e CZ= f(V ,Qà) Io(ejyfseu atlas maximàl.

Chamaremos "Mudanças de coordenadas permissível" às mudqª

ças de coordenadas

(7% (ª; %(vºkn VP) _-> “ªª(vun VP)

que se exprimem da formaa

(PXP(X,Z) = (tilt/3 (az—),?âp (z)): (x",z')
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na

_
o | X. aih-1, ªl 1, Iam-ªq.

E óbvio da definição acima que tais mudanças de coordena-

das preservam localmente as folhas.

Convém aqui observar dois fatos que mais tarde serão de

bastante utilidade.

2.2 - E fácil ver que sempre que tiver sentidq,ar mudança

de coordenadas composta de duas mudanças de coordenadas permissí—

veis será também permissível.

5.5 - A mudança de coordenadas inversa de uma mudança de

coordenadas permissível é ainda permissível.

Suponhamos

%P: %(vxn vp) —> % (vxnvp)

permissível, portanto:
2 .

'

WM) = (sºiêwwxp (z)) = (x', zf>

Vamos mostrar que9%qtambém é permissível. De fato seja

%“úuzq : («f(láoz (x'vz'): Hºria (1',z'))
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Basta agora mostrar quekfãõºi(x',z') = 2 não depende de x'. Temos

z' ªfir» (Hºãuxuz'v
Calculando o jacobiano ven

2 2

0— z. _ãºPoL ??rsx
'ôx' "õz "àx'

2º aº“
Cã z

mas

,40

o que implica
2

79 pcx 0'a X' =

2
ou seja ªfºxé função apenas de z'.

ºCqu-O

Desde que neste trabalho estamos interessados somente nas

propriedades locais. iremos eàtudar daqui para frente em detalhe apº

nas 0 caso em que M = V é um aberto do Rm.
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Sªjanmzl = (171, on., Min-q.) Zz : (tl, 000, t.ª), t=(z1,9)
6 lt! : 2.612 + 2.522 cºm tj, tl €Z+ j = 1, "', m-q e != 1, o.ono

1: "l: Í'h
331 x = ãlxl 5212 ... ãm-qx

. , ª"!
Denotemos por z tl . t. |

'D 2
2 à zl Bzz àªzq

e por
,

1

a f =
A l"'p—

. o o
”a?-"' ' 'n'

"P"-"

àzlx õzºz' "5.11: (5322
, ,

3.1: ázzz

onde cada componente

t?! Ifihº)
'(, 5“
? lx ? 22

é entendida como a sequência. obtida tomando-se todas as 51 eõz de

modo que lt) = s, respeitada. a ordem eàtabeleoida no capítulo I.
'Com estas convenções podemos escrever as cooráenadas de

um r-jato jrf(p)éJr(Rm, Rn) como
- alt!

sªfa») = (p. f(p), —-—ººl) ) lsltlsr'glxgzz

'

Vamos agora definir uma aplicação que denotaremos por 727F

cujo campo de definição será Jr(Rm, Rn) do seguinte modo: .
,al'ºl falª]

773 (árf(p)) ,=TfF (p, f(p), TAP-l))=((p. f(p), ""'—(ºl ))
9 x z

ou se a somente aparecem os termos em que 3 é zero.2
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Designemoe por J;(Rm, Rn) & imagem pela aplicaçEOYTà de

Jºmª, Rª), isto é,
'

Jªmªl, Rª) =7G[(Jr(Bm, Bªbª.»

Um elemento de J;(Rm, Rn) denotaremos por Jr £z(p)

OBSERVAQÃO:

r
F

à folheação.

mJ (R , Rn) nos dá os jatos das restrições das aplicações

Da maneira como foi definido é óbvio que J;(Rm, Rn) pode

ser identificado com Rm x Rn x Jr(m—q,n).

Posteriormente utilizaremos & projeção
'

'

r m n r
'

O"F : JFÇR , R )«aJF(m-qyn)

De modo análogo definimos

"'“)“F : Jr(m9n) aJr(m—q,n)

pondo

chmm) = «Trºn-qm)

. r rSega LF(m)c:L (m) dado por

unªm)?“ = f(h) cºm h = V-ªªm ªªªº Pºr ª(x'z) :
= (x',z') onde

(xv

[z.
Segue da's observações 2.2 e. 2.5 que L

hl(x,z)

ll h2(z)

r r
F(m) é subgrupo de L.(m)._

Seja L;(m,n) = Lr(n) x L;(m) o qual pºssui uma estrutura
de grupo quando munido de. lei (X', Y')(X, Y) = (x'x, 'a'). E óbvio



que
r ' rLF(m,n) Í'ãiL (m,n)

donde opera sobre Jr(m,n) da maneira. já mencionada no capítulo I,
isto 'é, (X,Y)(Z) = X Z Y ou seja. se X = ar com a : UCRn—r Rn, Y =

br com 'o : VcRm—> nm e z = fr com f : VCRm-arU Rª,então XZY

(& f b)r = ar fr br.

Notemos que a, ação de Lªmp.) sobre Jr(m,n) equivale a.

mudanças de coordenadas permissíveis em VC.“.Rm e mudanças de coorde-

nadas quaisquer em Rn.

Seja, 59: Lªm) =>Lr(m-q) o homomorfismo definido por

? (jr(h)) = jr(hzº) com zº = 0. De imediato segue que 3 é

sobre.

Utilizando 37 podemos definir uma operação de Lr(n)xL;(m)

sobre Jã(m,n) do seguinte modo:

para. (X,Y) com X€L;(m), YeLr(n) e para todo Z€J;(m,n)
pomos (X,Y).Z = Y Z g(x).

Esta ºperação está bem definida e é compatível com a. prº
_ ,. |

JeçaoTF, isto é, temos

' 1

“E“ W X) = Y (Ta-(W))X

Designemos por SFI uma superfície regular de Jr(m,n) sa-
tisfazendox Se $ é & aplica,/ção de definição 100a1 de SF então 3
l' r s |

(? : JF(m,n)-9 R tal que (1) = Ç'TKÉ"

Jr(m,n)3 SF

w N
J;.(mm) ”_,—r «R8
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Definigão 4.1 - Uma superficie regular SFCJr(m,n) é dita
uma "Superfície de Q- singularidades de ordem r" se for invariante
pela ação do grupo I.;(mm).

Para cada £ 1 V CÍLBRmaRn definamos
&

(fª)r = TI?-Hªmm) por (fª? = G;,[uª' fºam]

Dei'inigão 4.2 - Diremos que f : V& Iim——>Rn apresenta uma

R - singularidade do tipo SP no ponto p ev se (fz)r(p)€SP .

Designemos por SFH) : [Grifº]
“1

(SF)

55 - _03- sªlaridades gg ordem A*-

Lembremos aqui que, como já dissemos na introdução, estamos

interessados nas 62- singularidades que não ooinoidam com singular;
dade da função global. Neste sentido damos a definição:

Definigão 22.1. — Por Sª(m,n) denotamos o conjunto dos l-jª
tos XEJl(m,n) satisfazendo X€80(m,n) eTT'F/(X) ESk(m—q,n)

São de fácil verificação:

5.2 -— Sª(m,n) é superfície regular de J1(m,n) de oodimen—

são igual à codimensão de Sk(m—q,n) = k (Im—q-nl + k).

5,5 — Sª(m,n) é invariante pela ação do grupo L;(m,n).

Em face disto passamos a escrever

_— -1F z r Fska) = [(f > ] (sk<m,n»

Utilizando capitulo I, 3.2 segue que Sí“) é superfície

regular de oodimensão k (Im-q—nl + k). Isto nos permite, para dados
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valores de (m,n2,poder calcular quais GRL singularidades podem ser
eliminadas por pequenas deformaçoes.'

Ainda queremos frizar que do fato de ser & codimensãs —i-

gual k ([m—q-n|+ k) surge a possibilidade de ocorrer novos tipos de

singularidades o que não poderia ocorrer no caso global, alem de

que o comportamento da função em folhas vizinhas fornece situações
geométricas interessantes.

Analogamente à teoria da singularidade clássica se pode

definir singularidades de ordem superior. Analisaremºs alguns casos

especiais no.capítulo III.

Utilizando as diversas definições elaboradas neste capitª
lo seria fácil de estender estas noções ao caso das variedade e en—

de a variedade da fonte admite folheação. Não elaboramos estes fa“

tos neste trabalho pois é desnecessário para os nossos objetivos.
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capítulo 111

Q- sinªlaridades das aplicações _d_ _132 __o_ É
51 - Introdugão :

Neste capítulo iremos estudar as Q— singularidades das

aplicações f : Vªliª—? R2, fecººque não coincidem com singulari—
dades da função global e cuja folheação (de classe Cªº) é dada por

w: V-“uER | “—'/(x,y,z) = z.

Descreveremos para este caso quais Q— singularidades gg

nérica podem ocorrer e daremos modelos e descrições geométricas.

Para os casos I e II estudaremos o problema da forma normal.

PARTE A

52 - Definigães:

Seja £ : V & Rõ—ªr R2 dada por

f(x,y,z) “"'QuÚCQYQZ): v(x,y,z))

Denotemos por:

1) fz &. restrição de f à folha-“P(x,y,z) = z; temos portanto:

z 2f : V' & R ——v R2 dada. por fz(x,y) = f(x,y,z).

z
ux(x,y,z> uy<x.y.z>

2) J(f ) =

vx<x,y,z> vy<x.y.z>
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Definigão 2.1 - Diremos que (xº,yº,aº)e V 6 um ponto

OÁ— regular de I sei,

|J<fzº)1<x;.yº) * º

Definição 2.2 — Diremos que (xº,yº,zº) e V é uma Qi? siª
gularidade de £ se

zºJ f a 0' ( )'<x0.yº>

Emloutras palavras, um ponto (xº,yº,zº) éQ—regular de

f se (xo'yo) é ponto regular da restrição de f à folha que contém

(Xº,yo,zº) e é uma 02— singularidade de f ao(xo,yº) é uma singula-
ridade da restrição de f à. folha que contém (xº,yº,zº).

Denotemospor Pº : (;o'yo'zo) e por 1:(, - (xegº),
Estamos interessados, & óbvio, nas 02- singularidâs gg

néricas. Neste sentido comecemos por observar que num ponto de CR -
singularBêxbsse posto [J(fzº)(p )] == 0 ou seja se:

o

ux<rº) = ny(Pº) = vx<rº> = vy(rº> - o

não poderá sera-singularidades genérica uma vez que estas equa—

ções definem um conjunto de oodimensão 4 num espaço de dimensão 3.
Como consequência da transversalidade segue que tal situação 6 e-
liminável. Então se desejamos OZ— singularidade genérica devemos

z
supor “posto [_J(f º) (s“ )] = 1 e assim e faremos daqui para fren-

O

te.

55 — Invarianga _d_a_ Q - singularidade

Nos parágrafos que seguem as mudanças de coordenadas s_e_
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”rão sempre de classe C .

Lema 5.1 - O fato de uma função apresentar uma (2— sin—

gularidade é invariante por mudanças de coordenadas permissíveisna
fonte e por mudanças de coordenadas na meta.

Demonstração; temos;

f : v & Ríº» R2

dada por
f(XvYQZ) = (ª(xyâhz); v(x,y,z))

e suponhamos

. (XO,YOQZO)ÉV

Sejam;

3) ª“? : ÚCRBÓ R3 ] ("P(sytir) = (x(ªatQT), Y(ªvtvr>9 z(1'))

uma mudança de coordenadas permissível nas vizinhanças do ponto
,. (so,to,rº) com

xº = X(so,to,rº>

yº = Y(sº,tº,rº)
zo = z(ro)

b) “Y: WCZRz—v R2 [ Ny(u,v) = (m(u,v), n(u,v)) uma mudança de co-

ordenadas nas vizinhanças do ponto (ú0,vº) com

“º = “(Xovyoozº)

Vo ª'“ V(Xºvyovzo)

Consideremos a aplicação composta

:?

VªV—ªW—ºRV“(fªlª 2



dada por

(m,n) = (; m'(s,t,r), n'(s,t,r) )

calculando os jacobianos temos

apagar-"] crm . mª) . m')
logo

*

(3.0) | J [(%feªfªf] | = | W) .| . | mª) Iggy.um 23$Jfª

Desta igualdade segue imediatamente:

(sº,tº,rº) é GZ-ãsingularidade de “Fafá? <=> (xo,yo,zº) é 02- sim

gularidade de f. , ?

chod.

Corolário ã.2 — O fato de ”um ponto ser 03- regular de ª
ma aplicação f, é invariante por mudanças de coordenadas permissí—

veís na fonte e por mudanças de coordenadas na. meta..

Imediato :

54 - Forma normal para pontosg- regulares

Teoremafhl — Seja f : Vâªãà R2 ] f (x, y, z) é

= (u(x,y,z), v(x,y,z))e (xº,yº,zº) & V um ponto &— regular de f.
Então podemos introduzir nas condições de 5.2 um sistema de ooo-rd__e_

nadas (x',y',z') nas vizinhanças de (xº,yo,zº) em termos das quais

f toma a forma:

11 = x'
v = y'

Demons tração :

z
Como ] J ('E º) | 74 0 basta efetuar .a mudança(xº9yº)



de coordenadas permissível 2' v

X' : ª(XOYOZ)

Y' = V(IQY92) ? '

—-—f—.
. x.

z' = z ' yl
. o 2

— '

i

*
e obter-os //íf y 0 U

“ : x| y|

v = y! xl

OQQod-o

:
Observagao:

' 4.2.- Como dissemos anteriormente, desejamos estudar as
ÓZ— singularidades que não estão sobre singularidades da função

global. Nestas condições a locução: "(xó,yº,zo) é ums.6ª- singula-
ridade de f" será entendida daqui para frente como satisfazendo a

definição 2.2 mais a hipótese:

posto [ J(f)(Po)] = 2.

55 - Sistemas ªº coordenadas esgeciais

Temos

,_f : Valiª-v R2

dada por

3509332) = (“(XQUZ), V(X9Y!z))= (“iv)

Suponhamos que ?o = (xº,yo,zº)<5 V seja uma ÓZ— singularidade. Eª
tão como vimos no 52 devemos ter

posto [ J(fzº)(Pº>íl : l.
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Sem perda de generalidade podemos supor que vy(Pº) ,! 0. Pela senti.
nuidade existe uma vizinhança V1 do ponto Pº na qual esta derivada

se conserva diferente de zero.
Efetuando em V1 e mudança de coordenadas permissível

x' = 1

Y' = v(x,y,z)

z' — z

temos que nas novas coordenadas f se escreve

“' (X',y',z')C II

v y'

Abandonando as linhas concluímos nas condições de 5.1

que f nas vizinhanças de um ponto de(R-singularidade possui sis—

temas de coordenadas na fonte e na meta nas quais se escreve da

forma

u = u(x,y.z)

v = y

Definição 5.1 - A um tal par de sistemas de coordenadas

denominaremos de "par especial" e à função escrita nestas condi—

ções de "forma especial".

Observações:
.

5.2 — Neste par especial a definição 2.2 toma a forma:

"Um ponto Poé v é dito uma 62- singularidade de f se uà(Pº) = o".

5.5 - O fato de que e ponto Pº & V não é ponto singular
da função global se exprime agora por uz(Pº) # O.
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56 —.Classífícação das Q - ªngulªridades genéricas

Utilizando os resultados expostos no parágrafo anterior
vamos classificar os pontos de 62- singularidade genérica para uma

função que se apresenta sob a forma especial. No parágrafo seguin-
te mostraremos a invariança desta classificação o que nos permite
estender a mesma para funções que não se apresentam na forma espe-
cial. Mais adiante daremos uma interpenetração geométrica desta
classificação.

Para a classificação procedemos do seguinte modo:

lg Basso:

Temos “x(Po) = O. ºlhamos para uxx(Po)' Duas hipóteses
podem ser levantadas:

ªl) uxx(Po)= 0. Neste caso ocorrerá transversalidade pois a matriz

linha
( um(Pº) um(Pº) uxz(Pº) )

possui característica l.

Definiçãon6.lc- Diremos que f apresenta uma ÚQ— singulª
ridade do tipo I no ponto Poe V se

ux(Pº) = O

uxx(Po)# O

Consequência da transversalidade segue que o lugar dos

pontos onde ocorreCR.— singularidade do tipo I é uma superfície rg

gular (cadim l).

bl) uxX(Pº) : O. Nestas condições damos mais um passo.



gg gesso:
Temos ux(Pº) = uix(Pº) - O.

ºlhamos para uxy(Po)'uxxx(Po)'

Duas hipóteses podem ocorrer:

az) uxy(Po)'uxxx(Po) # 0. Neste caso ocorrerá transversalidade
pois a matriz

u1x(Pº) uzy(Pº) uxz(Po)

uxxx(Po) uxxy(Po) uxxz<Po)

possui característica 2.

Definigão 6.2 - Diremos que f apresenta umaCQL singula-
ridade do tipo II no ponto Poe V se:

ux(Pº) = uxx(Po) = o

(Pº) # º
Novamente consequência da transversalidade segue que o

uxy<Po) ' uxxx

lugar dos pontos onde ocorre CZ— singularidade do tipo II é uma

curva regular (cadim 2).

bz) uxywº) . umano = o

Se tal ocorre, convém observar que não podemos ter si—

multaneamente

uxy(Pº) = u (Po) = 0

pois que a codimensão vai a 4 e pelos motivos expostos' &. OQ—

singularidade é eliminável. Segue portanto que devemos ter:

(uxy(Pº) , uxxx(Po)) # (0,0)

Feita esta observação damos mais um passo:
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2 passo:

Temos duas direções a seguir:

1) Se ux(Pº) = uxx(Po) = “xy(Po) = O para que ocorra transversali—
dade é neeessário Que a matriz abaixo

uxx(Po) uxy(Po) ukz(Pº)

uxxx<Po) u'xxy(Po) u'xxz(Po)

umeº) uma) um(rº)

possua característica 3. Isto nos leva à:

Definição 6.5 — Diremos que f apresenta uma GQ- singuiª
ridade do tipo III no ponto (xº,yº,zº) €,V se:

(

ux(Pº) = um(Pº) = nª(lªo) = o

4

uxxx(Po) uxxy(Pº)

uzz(Po) . É O

L
uxxy(Po) uxyy(Po)

Outra vez consequência da transversalidade segue que e
GR- singularidade do tipo III só pode ocorrer em pontos isolados
(oodim 3).

Não podemos mais prosseguir nesta direção visto que &

oodimensão será a partir daqui maior ou igual a 4.

2) Se ux(Po) = “Xx(Po) = ukxx(Pº)-= 0 para que ocorra transversaii
dade é necessário que a matriz e seguir:



'“xi(ºc) '

' uxy(Po) uJLA-Po>

ux1x(Po)
,

uixy(Po)- u'xxz(.Po)

uxxxx(Po .'quxxy(Po> uxxxz(Po)

possua característica 3. Isto sugere &

Definição.6.4 - Diremos que f apresenta uma Ga— singuLª
ridade do tipo IV no ponto se POGIV.

,.

ux(Po) =ªuxkao) : uxxx(Po) : º

4 uxy(Pº) uszPº)
uxxu(xo,yo,zº)o '

.

,

94 º

&

u'xxy(Po) uxxz(Po)

Novamente da transversalidade segue que a.CR— singulani
dade do tipo IV só pode ocorrer em pontos isolados (codim 5).

Finalmente não podemos prosseguir em face da codimensão

& partir daqui ser maior ou igual a 4.

57 — Invariança ºrdefinição intrínseca das ºg--singªlaridades ªº
tipo;, 11,111: º IV

Suponhamos que f : VããRm—»»Rn admita uma CQ- singulari-
dade no ponto Pºégv e que os sistemas (x,y,z),.(u,v) constituem um

par especial.para esta CQ—-singularidade.

Definigão 1.1 — Chamaremos "par adequado" para f a um

par de mudanças de coordenadas (?, $) onde:
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a.) (ptÉCRB-ªlgéCB—B | (P(Xysz) = (X,er) = (X(X,Y,Z), y(X,Y,Z),z(Z))

é uma mudança de coordenadas permissível nas vizinhanças
do ponto (Xo'Yo'Zo) com

xo = x(Xº,YO,ZO)

zº = z(Zº)

b) $ : wc;nº—» nº | ç(u,v) = (U,v) = (U(u,v), V(u,v)) é uma mª

dança de coordenadas nas vizinhanças do ponto (uº,vo) com

UO U(uo,vº)

V
o ” V(uº,vº)

e satisfazendo & seguinte condição que também os sistemas (X,Y,Z)e

(U,V) constituem um par especial ou seja f se exprime da forma

« U U<X,Y,z,>

V Y

Com isto podemos enunciar uma proposição de bastante impbrtânoia:

Proposigão 1. - "Os tipos I, II, 111 e IV de 02- singª
laridades são invariantes por pares adequados".

No decorrer da demonstração também mostraremos como se

apresentam os diversos tipos de<gl— singularidades independetemen—

te de sua forma relativamente à pares especiais.

Lembramos aqui que sempre supomos que £ : R3—» R2 não'ª
presenta singularidade no ponto em estudo.
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a) Invariança ªº tigo ª
3f : VCR «7112 apresenta no ponto (xº,yº,zº)eV uma. 62-

z
singularidade do tipo I se e somente se a. restrição f º apressª
ta um ponto de dobra em (xo,yº).

Isto nos dá uma definição intrínseca da GQ- singularidª
de do tipo I e mostra a invariança da caracterização do 5 6 em te;
mos de um par adequado.

b) Invariança ªº tigo E
f : VCR3—> R2 apresenta no ponto (xº,yº,zº)e V uma. &-

z
singularidade _do tipo II se e somente se a restrição f º apressª
ta um ponto cuspidal em (xº,yº).

Novamente obtemos assim uma definição intrínseca da 01 -
singularidade do tipo II. Além disso obtemos também '. .a. invariança
da caracterização do 5 6 em termos de um par adequado.

c) Invariança ig tipo _I_Y_

Se 1“ : VCR3—> R2 apresenta no ponto (xo,yº,zº)€.V uma
z

'- &- singularidade do tipo IV então a restrição f º é boa no ponto

(xo,yº) porém não excelente e este ponto é isolado. Estas condi—

ções são assumidas transversalmente.

Vice-versa, se tivermos (xo,yo,zº)éV uma & - singular;
z

dade expressa em termos de um par especial na. qual a restrição f º
é boa em (Xo'yo) sem ser excelente teremos ux(xº,yº,zº) :
= nª(xomwzº) = O, nª(xowºmº) ;É O e uxxx(xº,yº,zº) = 0. Além

disso se estas condições são assumidas transversalmente resulta:
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um(xooyºozº) uxz(xºoyºfizº)

uxxxx(xo'yo'zo) ' É O

uxxy(xºryºvªo) “:xz(xºvyºvzo)—

ou seja o ponto (xo,yº,zº) é do tipo IV o que mostra & invariança
e dá uma definição intrínseca. de. Q- singularidade do tipo IV.

&) Invariauçª ªº tipo III

Se f : VCR3—9R2 apresenta. no ponto (xo,y6,zº)€V uma

61- singularidade do tipo III então a restrição fzº deixa de ser
boa no ponto (Xo'yo) o qual é isolado e para 2 próximo de zº todas

as restrições fz são excelentes. Estas condições sísão assumidas

transversalmente.

Vice—versa., se tivemos (xº,yo,zo)eV musa - singular;
z

dade expressa em termos de um par especial na qual a restrição f º
deixa de ser boa entao ux(xo,yº,zº) = uxx(xº,yº,zº)-uxy(xº,yº,zº):
= 0.

Se estas condições são assumidas transversalmente resul
ta:

uxxx(xo'yo'zo) uxxy(xºyyºyzº>

uxz(xºvyºszo) ; º
uxxy(xºvyºvzº) “ny(xºvyºvzº)

em qualquer sistema especial. Para finalizar a demonstração da in-
variança precisamos mostrar que uxxx(xo,yº,zº) % 0 é independente
do particular par espeéial.
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De fato, sejam f e (?, $) como na definição 6.1. Denotª

,mos por Ps = (xº,Yº,zº), pª = (XO,YO), m = |J(($ofáDz)eªt—|J(fz)|.

Então de (3.0) temos

T = lJ<©>l t iJ<WZ>I

é óbvio que:

Como já vimos T(pá) = O éã't(pº) = O

.
Calculando Txx e levando—se em conta que

: = , :Tx<pº> 0 © upº) o

obtemos:
Zo

IN : ; . | '4TXXKPOJ I“?)lcuo'vo) ' txx(pº).[ J(? >|(Pá)

mas
2

txx(p5) = uxxx(Pº) [XX(P5>] + 2 uxxy(Pº) xX(Pá) yX(P$) + +

2
' 1 ' '+ um(a) [mg)] + inox,) xxxuº.) + uxywº) Moº)

Contudo de
'

('VYCPà) =1Vu(uo,vº) uy(Pº) + Vv(uº,vo) vy(Pº-)] yY(Pâ) = 1

LVXGÉ) =íVu(uo,vº) uy(1>0) + VY(uO'V8) vy(Pº)] yX(Pà) = .o

tiramos que yX(Pá) = O e disto segue que xX(Pâ).yY(Pá) # 0 então

temos finalmente

. 2“ Zo
TXX(PC',)- = [J(©)l(uº,vº) . txx(pº) [356139] [ JW ”(PQ

Com isto finalizamos & demonstração da invariança.
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Esta invariança relativamente à pares adequados permite
—nos definir as a — singularidades do tipo III também no caso em que

as coordenadas não são especiais simplesmente dizendo que uma GQ —

singularidade é do tipo III se reduzida à forma especial satisfaz a

definição 5.3.

OBSERVAQ õES
.

' xx

_

&

.laí — Salvo menção em contrário, a função Qm estudo es—

tará sempre nas vizinhanças de um ponto de 62-»singularidade,na for
ma especial.

1.4 — Sem perda da generalidade podemos supor que o poª
to Pp onde uma aplicação f apresente uma GQ-— singularidade seja ª.2
rigem (o,o,o) e que f(o,o,o)= (0,0) pois em caso contrário bastaria
efetuar o par adequado (?, $) com

I = - X
X x xo X

n' = u - uok
W:; y'=y-yº eÓE '

V' = v — v x

' 0z = z — Z
0

Definição 1.5 # Denominamos "dobra geral" de

f : vcnª—v R2

ao lugar dos pontos em V onde

lJ(fz)l(X-,y) : º

58 — Forma normal para pontos de. Qi- singularidades º tipo _I_

Antes de passarmos à forma normal vamos descrever geomg

trioamente um modelo para tais pontos.

8.1 - Seja f : VCRõ—v RZ * f(x,y,z) = (u,v) com



Jux(o,o,o)
= 0

[uxxx(º'ººº) # 0

De ux(x,y,z) - 21 segue que a dobra genatlóno plano 1 =

0. Além d13so observa-se que tal aplicação dobra cada plano z = k

(constante) sobre o semi—espaço u7,'k.

nª

WW]lxwõxxw]
Y ºl k—ãã;

A—h

Teorema g_._:_2_ - Seja f : VâRª—vRº ] :(x,y.,z) .a. (uhf)

com 0 = (o,o,o)€ V um ponto 62— singular do tipo 1; Então podemos

'introduair nas condições de 6.2 sistemas de coordenadas (x*,y*,z*)

nas vizinhanças de (0,0,0) e (u*,v*) nas vizinhanças de (0,0), em

termos das quais f toma a forma:

%u*
= (:*)º + z*

V* = y*

Demonstração:

Temos Áãâfszí
.

' “_ “VEM
( ) «a:»;—u : u x,y,z vgª

f ' '

%%

'..:l—,?!vzy fã,-Á
'.!



satisfazendo

ux(o,o,o) = O.“

uxx(º'º'º) # º

equações do tipo I.
Efetuando o par adequado (?, $) onde

.

u' n - uy(o,o,o) v

ª?; identidade e (Ps
»

v' = v

obtemos abandonando as linhas

0ux(o,o,o) : uy(o,o,o) =

uxx(º'º'º) % O

Desenvolvendo u por Mac—Laurin temos

u(x,y,z) = uz(o,o,o) 2 + u1(x,y,z) , ord ul; 2-

mas uz(o,o,o) % O.(ver observação 2, 55) então efetuando o par ade—

quadº (ºf. 4» com

xf"=vx

“(ºs y'_= y _

- :zç-grzidentidade

z' = nz(o,o,o)z + u1(o,o,z)

teremos abandonando as linhas

u u1(X.:>'.Z) + z

V Y

satisfazendo, além das equações de definição mais as condições:
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(u1)'x(ºyºnº) * (uii)y(090'ãº): = .(u1)z(º!ºvº) "' º

“I(ºoéoz) = 0 Vá“

'(ul)xx(º'º'º) it 0

Notar que esta última mudança de coordenadas foi efetuª
da coú a finalidade de obter que u dependa linéarmente do parâmetro

20

Agora de

('u1>x<x.y,z> = o

<ul>xx<o.o.o> # e

tiramos pelo teorema das funçãº: implícita; (T.F.I.)xnúma vizinhan-
çálú*da origem: x = Q(y,z) (equação da dobra geral) satisfabendo

º -'Q(-º.º) ª (u1)x (Q(y!z)! Yoz):'º V(Yvª')€'0-

. Vamºs transformar agora a'superfície : - Q(y,à) no pla—

nox'=0
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Para tal efetuamos o par adequado Cf, Q) Com,

x = x' + ª(Y'vZ')
“?:—' y = y'

*

4); identidade

2 = z'
donde

u = ui(x',y',z') + z'

v = y'

é tal que além das equaçães de definição satisfaz

(upx. (xuywm = <u1>x (m + ww), yuz-v)

disto segue

(ui>x.<o,y',zv> = o mama“
(º'—transformada de º por ª? ) .

Novamente abandonando as linhas temos:

:: l— u1(x,y,z)-+ z

V y
'

para a qual Valem
r

u1(o,o,z) = 0

cul>y(o,o,o) <u1>z(o,o,o> = o

<ul>x<o,y.z> o »; (y,z)el9'

L(u1)xx(º'º'º) # º

Observamos agora que nossa aplicação leva cada reta

z = k

numa curva X*passando pelo ponto respectivo (u,v) : (k, 0).



AZ

vn

k.

5———————————————-— k as?”

* «*

desejamos levar esta reta na reta u = k. Para tal vamos transformar

a curva ? na reta u = k.

Definamos a função A(y,z) por:

A<Yaz) = u1(o,y,z)

então

Az(ºvº) = (u1)z(º9ºvº) = º

mas pela continuidade de Az(y,z) podemos afirmar que existe uma vi—

zinhança G']. da origem onde

|Az(y,z)|<'€< 1

e aí vale
1 + Az(y,z) # O

Efetuemos o par adequado (Q, Q) com

u n' + A(v',u')
UBE identidade 4» |H

v = v'

(Observar que sendo 1 + Au,(v',u') % O para (u',v') numa convenien—

te vizinhança da origem garante que $ é boa).



Vamos mostrar que:

a) u'<o.y,z) = z

»! (wwe—«"ª—

b) (u'>x<o,y.z> b

a) De fato seja:

º(Yízvu') ' ª' '" AUT“) ' “(093,2)
portanto

Gu'(o,o,o) : 1 + Au,(o,o) ' 1 f 0

logo usando T.F.I. segue n' = ã'(y,z) satisfazendo

a<y,z, av<y,z>)= o “+ (:,—,uma

Por outro lado da definição de u' temos

G(y,z,u'(o,y,z) = Q

e portanto ã'(y,z) = u'(o,y,z) numa conveniente vizinhançaxãê da o—

rigem. Agora observando que também G(y,z,z) = O concluímos finalmeª
te que u'(o,y,z) = z numa vizinhançaIP'da origem.

b) Por outro lado temos:

“x(ºfy,z) lª'-à(ºvãhz) (1 "' Au'(Y9z))
donde

º V (Thª); 19'ªª(ºyãhz).

Finalmente obtivemos abandonando as linhas

5 I— ul(x,y,z) + 2

v = y

"satisfazendo:

(f) u1<o,y,z> = (ul)x(o,y.z) = o 4 (Me &



que realiza a transformação desejada.

Falta—nºs portanto, .uma última transformação a saber, reª
lizar a. simetria, isto é, que o plano z = ]: seja. dobrado :“.de';."'.": modo

que pontos simétricos em relação à reta.

ix=0
z = k

sejam levados sobre o mesmo: ponto.

xl

Para realizar tal transformação lembremos'que por [1]
pág. 392 (b) podemos esoreverde ((b):

'

2
ul(x9Y95) = x B(x,y,z) cºm B(ºoºvº) ; º

(visto que uU(0,0,o) # O).

Efetuando o par adequado (ª?, (b) com

szº = : (ª(xww» 1/2

ºk y*=y» Óiâv*=v
z* = z



teremos finalmente :

c.q.d.



Estudo da?— singªaridade ªº tipo _;

59 - Coneªderªções gerais

9.1 - Vamos_prímeiramente descrever um modelo para pontos do

tipo II.
Seja :? : Vc: RB» R2 | f(x,y,z) = (11,17)

com

' u = xy - 35 + 2

.

V = y

Então o ponto (0,0,0) é do tipo II pois

ux(o,o,o) = um(o,o,o) = O

uw(0,0,o). uxxx(o,o,'-0w) ;4 0

De ux = y - 5 x2 segue que a dobra. geral é a. superfície cilíndrica
parabólica. y = 3 xº. Além disso de ux(x,y,z) = um(x,y,z) = O tirº.
mos :: = y = O ou seja. o lugar onde f apresenta pontos do tipo II é

o eixo dos z. E óbvio que tais pontos são cuapidais para as res-tri
" fª.çoes

2 *V

_ W VV_
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O eixo z é levado por f sobre o eixo u e a imagem por f
2

da dobra geral que tem por equação (u - z)2 = º? vª será uma famí-

lia de eúspides cujos pontos de oúspide ocorrem nos pontos (2,0) =

= (u,v). Observamos também que as tangentes nos pontos de cúspide
são perpendiculares ao eixo u.

9.2 - No que segue iremos ver até que ponto o caso geral se

assemelha ao modelo apresentado. Verificaremos que geometricamente

a situação é sempre e.mesma. Mostraremos que a menos de um* único

passo que não logramos resolver no caso geral, a forma normal da
62— singularidade do tipo 11 deve ser o modelo exposto. Diversos

casos onde_a redução é possível serão exibidos e no caso em que -a

função u de partida e analítica indicamos uma técnica de como ob-

ter as transformações necessárias.

510 - Primeiras transformações

Temos

u = u(x,y,z)
f %

V=y
satisfazendo

ux(o,o,o) = uxx(º'º'º> = O

uxy(o,o,o) . uxxx(o,o,o) % O

equações de definição do tipo 11.

Efetuando o par adequado.(?, Q) com

. u' = u — u (0,0,0) v
ª? E identidade 4) y

IH

v' = v



obtemos abandonando as linhas

ux(º.º,º)' u,<o.o.,o) .un(o,º,o>.o
E“a(ºyºyº) “Ém(º!ºvº) iãº

Desenvolvendo u por maoªLaurin tomos

Vichy,”) =. “Jºiº-fº) z + “I(xvy'z) ., ºrª— ul ? 2 mªrª

uz(o,o,o) # 0 (ver observação 2, 55) portanto efsiuando o par ado-

quado ( (P , Ç) com

"ª?:
. yr." =7y

'
.,

'

. o a identidade

úz(o,o,o) z + ul(á,o,z)N'

.

9 II

,obtemos abandonando as linhas

u = ui(x,y,z) + z

f::y
satisfazendo além das équações de definição mais (u1)z (0,0,z) :
= u1(o,o,z) : O. Mais uma vez obtemos que u dependa linearmonte do

parâmetro z.

511 - Retificação gª ourva dos pontos ªº 62. singªlaridades gg,33;
2.9 Lªs. EEEM!

De

.

ux(x,y,z) = 0

uxy(o,o,o) % O

pelO'T. F. I. podemos tirar,numa vizinhança UK da—origem,y =G(x,z)

(equação da dobra geral com 0 = 0(o,o) e ux(x,0(x,z),zà-O QyÇz)€ZÉ



Além diese temos também

nª(o,o,o)
gx(º'º) = _ u 10,0,05'= º

KM (11 1)
uxxx(º09090) " .

GH(o,o) = ...E—(TNo º º 34 0

De

uxx(x,y,z) - o

um(o,o,o) ;4 0

pelo T. F. I. podemos ªtirar :: = ?] (y,z) numa. vizinhança.—Ó; de. ori-
gem com0=V'l(o,)o ou“(“(yw), y, aa)—O V(y,a)€ %* 803“

F1(X.y,z) “ y — º(x,Z) » º

F2(X.y,2) = x —V1(y.Z) — º

Observamos que “cais superfície regulares se cortam tranuvorlalmon-

te numa. vizinhança da. origem pois que

Vªl - (<F1>x<o,o,o> . <F1>y<o.o.o> . <vl>z<o,o,o>) - (mw
VFZ " ((F2)x(ºvºvº) , (F2)y(ºvºvº) , (F2)z(ºoºvº)) " (19*9*)

são linearmente independentes. Disto segue que tal interseoção 6 11

me. curva regular X' , lugar dos pontos de a— singularidade do tipo
II. Do fato de

(F1)x(ºvºvº) (Fl)y(ºrºvº)

; o

. (F2)x(ºvºvº) - - (F2)y(ºvº!º)

segue. que podemos paíamet'rizar &“ 'em termos de z obter as equações:



x "' lºl-(ª,)

y : k2(2)
satisfazendo :

kl(o) = k2(o) = o

“: (k1(2), k2(2).z)ªgzx(kl(2). k2(2), %) * º

uxy (1:1(2). k2(2). 2) . um(v kl(z),. k2(2). 2) l º
(observar que a interseção .desta 'curva. com um plano 2 : constante
nos' dá um ponto ouspidal da restrição).

Além disso tsmos que sobre X' valem

. — M<k (z),k2(z), z)
ox._(k1(z). z) = “ªgº;—(6, kz2(z), 2)

(11.2)

m(k1(z)9 k2(z)9 5)“(k (2), z) = '”“'xyl(k (z), k2(z), 2)

As expressões scíma sérão' de grande utilizadeila nos pa- ,

ragráfos que seguem.

Daremoe agora um par adequado para, o qual a. curva. T se-
rá o novo eixo dos z e sua. imagem o novó eixó dos 11.
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m
cv

Com esta finalidade, notamos que a imagem de K' por f é

dada. parame tri camente por:

u = ul (k1.(z), k2(z),- z) + z

f(r) E
v = k2(z)

Como uz(o,o,o) = l-segue que podemos tirar nas

çasvda origem e sobre f(xi), z = É (11) donde v = kzkç(u))
é a equação de f(xl) no planoun.

Efetue-ndo então o par adequado (º? , $)

H Il :: ; kl-(z)
y - kzíí (a(xiyaãg' '?-e m “É. ll m

(|.v'
z'ez

obtemos

n' = ui(x',y',z') + z'

v. gy!

vízinhaª
h(u)

v — h-(u)
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que além das equaçães de definição do tipo II satisfaz:

ulx'(o,o,z') =-u'x (0,0,2') = 0'x'
u (0,0,2') . u' (o,o,z') # O'xl'yÍ x'x'x'

ou seja a curva dos pontos de tipo II passa a ser o eixo z' e sua
,imagem o eixo n'.

512 - Anulamento ªg.3%(o,o,z') — Normalizagão.ªg sistema ªº tangen
tes cusgidaís

Seja agora g(z') = u&,(o,o,z') e efetuemos o par adequª
do (Q, Q) com

u" u' — g(u')—V'
EP _:_ identidade dª:

v" = V'

levandogse em conta que l - gú'(u').v'7 O para (u',v!) próximo da

origem (pois Ç é mudança de coordenadas) temos:

u;.<xv,y'.z'> = us,.(xww') - g(u'(x',y',z') —

gu.<u'<x',y',z'nu,;(xwuzwy'
donde

u;'(o,o,z') = 0

com isto obtemos abandonando as linhas

Su

lv

satisfazendo

!! u1(x,y,z) + z

ll y

j uxq(o,o,z) = uy(o,o?z) = uxx(o,o,z) = O

I “kªyª(º'º'z)'uxxx(º'º'z) # 0

”ªº «*e .: =;



Veremos mais adiante que com isto obtivemos que as tan-
gentes cuspidais na imagem são todas perelelas ao novo eixo dos v.

êl; - Aaagtagão ªº dobra geral

Desejamos no momento transformar a superfície da dobra

geral no cilihdro parabólico y' = 3(x')2,

A)Z
'

.

:
+Z'

X;___—

1 <

1

V
“&

Para tal analisemos mais detalhadamente & superfície da

dobra geral. Sua equação y = O(x,z) — tiradawdas condições

ux(x,y.Z) = º

u 0 o o O”(H);
satisfaz nestas novas coordenaãas (lembrar as expressões 11;1 e

11.2) a



G(o,z) = O

. u (0,0,2)
_ _ xx _49x(º'z) ' u o,o,z ' ºxy

u (0,02)xxx
_.::1:( ,z)

uxy 0,02

ehtão de [1] pág. 592 (b) segue que:
2

y = 3 x D(x,z)

com

D(o,o) ,! 0/-

isto sugere efetuar o par adequado ((P, ?) com

'x' = x [Í D(x,y,z)] 1/2

Í y
.

(DE identidade-45 un “1 n

z' = z

(usando o sinal de acordo com o de D(o,o,o).
Nas novas coordenadas temos que a equação da dobra

ral fica escrita como y' = 5(x')2.

Abandonando as linhas obtemos:

# |' ul(x,y,z) + 2

v = y

com

ux(o,o,z) = uy(o,o,z) = uxx(o,oz) = 0

u (x 3 x2 z) — 0x , , '-

Éuxy(o,o,z) . uxxx(º'º'z) % 0.

89-



&
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514 — Determinação ªº exºreeeão ªº Resto

Desde que (ul)x(x, 3 x2, z) = O podemos escrever

<u1'>x<x.y,z> = (y -— 3 :º) E (x,y.z—)

com E(o,o,o) % O_vieto (u1)xy(o,o,o) % O. Seje k = E(o,o,o) # O

então (u1)x(x,y,z) É.(y" 5 x2)Ek + E'(x,y,z)1 com ord E'Zrl ou eg

jª?“

(upª-x.y“) = ko - 3 xº) + (y - 3 xº) E'(==,y.2)

donde tiramos

abram) = k (xy - Xª) + Rl(x,y,Z)I

com

(Em, 3 xº; z)" = o

então f se escreve

'Au k(xy — xa) + Rl(x,y,z) + z

v = y

efetuando o par adequado ((P, Q) com

x"= x

y
.

<P E—-6 U!

«

ªí ll

N .. || 2
-3;- + R1(o,o,z)

obtemos ebahdonando as linhas

u = xy - x5'+ R(x,y,z) + 2

v = y

satisfazendo:
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'ui(o,o,z) = uy(o,o,z) = uxx(o,o,z) : 0

u (x, 5 x2 z) = 0X] '
ªxy(º*ºªs'º,ªxxx(ºvºª) # º

mais as eoúdições Sobre e resto

,
R(o,e,z) = Rz(o,oz) : Ry(o,o,z) : O

VR (: 3 xº' z) ; o: , ! '
Antec de prosàeéuir.convém-aqui frizar que & dificulda—

de encontrada para levar O'OBBÓ geral neste ponto à forma normal 6

que em geral R(x,.5.x2, z),£ O.

'

Senªr-".
,

MM = “Rcc; fixº, z)
então;

.

",N&(x;z)'— Ri(x, 3 32, z) + Ry(x , 5.x2, z) . õi.
Portanto:

.

'
&

M(ó,z) .= O

M&(b,z) ='O

ou seja podemos escrever
. v

2M(x,z) = x N(x,z)

'Sejam S'we'T' as partes : par e ímpar de N relativamen—

Sv(x.z) = "â— [N(x'z) + Mªhª].
Mm) = "É“ [Mªiª) ' Mºvª]

De.[2] tiramos que



-52-

.S;(x,z) = x2 Sl(x2, z)

ãwmaéàwg£.n
dónde;

'

R(x, 5 12, z) = x2 “Sl(i2, z) =.x T1(12, z) = 32 Sl(x2, 2) +

(+ xa Ti(x2, ;)

ou seja reescreVeúdo convenientemente '

,

R(x; 5 xº, z) = 5 x2 S(3 xz, :) + 2 15 T (5 xº, z)

Definamos agora
.

A(y,Z) = y S(y.z)

B(y.Z) = T(y.z)

e consideremos-

nmamw=nhmm>-umw-<m-xõswª>
segue imediatamente

.
' .

R'(x, 3 x2, z) = O

'R;(x, 5 xº, z) = 0

Seja P(x,z) = R'(x,. 3 xº, z) .?. P(x,z') E O o que implica

Px(X,Z) = 0

mas
'

'

.

' 2 2P (x,z) = R'(x, 5 x , z) + R'(x, 5 x , z) . 6: = 0
2 x y

donde:

R&(x, 3 aº, z) = o



Agora do fato de

R'(x, 3 xº, z) = O

2
.R'(n, 3 x , z) = 0y

segue de [1] pág. 393 (h) que

2 2
R'(x,yyz) = (y "' 5 x ) º(xvYQZ)

ou seja obtemos para o resto a forma

noam>=uma+<w-x%non>+s-ax%ºcsnnw

515 - Simplificagão ªº resto
Temos chegado à expressão:

u = (xy — xª) [1 + B(y,zj] + A(y,z) + (y — 3 x2)2'0(x,y,z)-+ 2“

V = y

Vamos agora eliminar a parcela (y — 3 xº)? C(x,y,z) do

resto, observando que esta parcela é a parte que sobre a dobra ge-

ral se anula e que portanto não perturba a sua imagem por f. UtiLi
zamos aqui uma úransformação similar a usada por Whitney em [1];

Definamos através do T. F. I. uma função & L & L(x,y,z)
nas vizinhanças da origem satisfazendo

%l—ÉLWJM)'Ú4£)&Úªª325MLW“=Í+âyª
Para tal seja:

2ww 41-5“-szgrfr:=“;
observando que

F(o,o,o,L ) = O º o º ºo _ -

% onde Lo " 1 + BZo,o$
FL(o,o,o,Lo) f O
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segue a existência de L(x,y,z) satisfaZendo a condição exigida. Is—

to nos sugere o par adeqúado (W, &) com

xr = x + (y - 3 xº) L<x.y,z>

((E y' = y .. $a identidade

Calculando

(x'y' -umª) [1 + B(y',z")] + A(y',z') = i [x +(Yê312)L(x,y,zgy -

[x +(y-sxº>;<x,y,z>] Sj [1+B<y.z)] + A(y,2) = [ xy - xª +

(a'-3x2?[l-ãxva(x,y,z)-l(y-.3xº) [L(x,y,z)] 2]L(x.y.z>)[1+3(y.z)] +

Mya) =(xy—15) [1+B(y,2)] .+ Maw) + (sf—51:52 º(x,y,z)

lou seja nas novas coordenadas f se escreve

ª' =. [x'yª-(i'PJ [1 + B(Y'.Z')I + A(y',2' + ª'
vi. : y.

abandonando as linhas e relembrando as condições a que stisfaz vem:

©
t = [xy - x31 [1 + B(y,z)] + A(y,z) + z

.v = y

ux(o,o,z) = uy(ç,o,z) = uxx(o,o,z) = O'

uXÇk, 5x2, 2) = 0

“”(ºvºvz)ºuxxx(ºvºrz) 74 º

Se as funções A e B forem nulas chegamos à forma normal

proposta;



516 - Condigão necessaria gjsufioiente para eliminação ªº resto
Vamos agora observar que as tangentes cuspidais na imagem

são perpendiculares ao eixo v = 0. De fato mostramos que tal acentº
oe em cada nível z = zo. A equação paramétrica em termos de x 3 da

cúspide é

E = u(x,3x2,zº) = 2x51Í1+B(312,zº)] + A(3x2,zo) + 20

$=5x2

oulseja
& — zo = 2x5 [1 + B(3x2,z)] + A(3x2,z) —

5 = 3x2

NOTA: daqui para frente o » sobre u ou v significa o valor' destas
funções sobre a dobra geral.

Calculando os limites vem:

o N N
.

' V - Vllm .:.—__; = +“) 9 lim ”..—u2 = _ OO

x—ªo+ o x—ªo o

(lembrando que A(y,z) = y S(y,z) e que uy(o,o,z) = O_ podemos em

A(y,z) por um yº em evidência donde a ordem infinitesimal de

A(3 xº, z) é maior que 5), o que mostra ser a tangente perpendicu-

lar ao eixo v = O.

Gostaríamos agora leVar nossa família de cúspides na fam;

lia de cúspides simétricas do modelo exposto.

Para tal precisaríamos obter um par (%% Ç) adequado satig
fazendo:

a) A imagem dos pontos do tipo II permaneça cºmo o eixo v' = 0 (is-
to e, que o eiio v n O seja levado no eixo v' = O).
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b) As tangentes na imagem dos pontos ouspidais se mantenham perpen—

diculares ao eixo v' = 0.
.

.

, 2
e) Sobre & dobra geral verifique a relação (u' & z')2 =.êã (v')3 0

que significa que a família de oúspides estaria na posição dese-
jada.

AV AV'

V

Vamos analisar que forma deverá ter este ;hpar adequado

(%% Ç). Primeiramente seja $1(u,v) = (u',v') = (g(u,v), h(u,v)) e

para ser mudança de coordenadas nas vizinhanças da origem devemos

ter:

gu(º,º)
.

gv(º,0)

,é o

hu(u,v) hv(o,o)

Impondo que v,= O seja levedo em v' = O segue h(u,o) =

= 0 Vu ou seja v' = h(u,v) = v E (u,v).

Calculando:

llhu(u,v) v Eu(u,v)

hv(u,v) E(u,v).+ v 5v(ú,v)

na origem teremos

hu(o,o) = 0

h+u%5)==aano)
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donde k2 : K(o;o) % O e portanto podemos escrever

v' = v (k2 + Ho(u,v))
com

Do fato de ser hu(o,o) = O segue que gu(o,e) # O donde dg

senvolvendo u' por Mac-Laurin vem

uv = g(o,o> + gue») u + gv(º,0) v + G1(u,v)

com ord (517,2.

Mas g(o,o) = O e impondo que as tangentes na imagem dos

pontos cuspidais sejam levadas em perpendiculares ao eixo vt : O,sg

gue que devemos impor gv(u;o) = O ou seja que n' = klu + Gl(u,v) qª
de kl = gu(º,º) # 0.

Com isto obtemos que a transformação $i terá a forma:

' :u klu + Gl(u,v)

v' = v[(k2 + Ho(u,v))]

ou equivalente se efetuarmos o par adequado (%% ©Z) com

lu identidade dpz E 1º?

terá a forma

11" u + G(u,v)

É |—_v[Zl + É1(u,v))]

Observamos agora que a existência de uma H1(u,v) nas con-

dições do nosso problema implica na existência de uma H(u,v) dife-
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renciável (Cºã satisfazendo a condição

[1 + Hl(u,v)]3 = [1 + H(u,v)]2

para a qual a transformação Q = ÇzoÇl passa a ser escrita Como:

©
u + G(u,v)u"

v"
- 2/5

v (71 + H(u,v)]

que será a transformação desejada na matª.
Reciprocamente se existe a transformação $ acima nas con-

dições impostas segue a existência de uma Hl(u,v) diferenciável(cª3
satisfazendo

. 2 _, 5
[1 + H(u,v)] = Ll + H1(u,v)]

para a qual a transformação 4) fica escrita. como ..
Por razões de simplificação de cálculos iremos preferir

trabalhar na forma(::), a qual escrevemos daqui para frente abando-

nando uma das linhas de u e v.

No início do estudo da singularidade do tipo II fizemos

'transformaçães de coordenadas de modo que os pontos do tipo II (que

são da forma (o,o,z))fossem levados linearmente sobre o eixo dos u

(v = O) e isto se traduziu pela equação u(o,c,z) = z.

Agora se existir uma transformação © de coordenadas que

resolve nosso problema não está dito que u'(o,o,z) = z+G(u(o,o,zLo)-

: z + G(z,o) seja igual a z pois podemos ter G(z,o) % 0. Então .se

desejamos que a propriedade acima ainda se conserve devemos efetuar
o par adequado ($, $) com



LFE &" = y (P:.ÇZOQI

z + G(z,o)N .. II

e então teremos u'(o,o,z') = z + G(z,o) = z' mantendo a citada pro—

priedsde.

Proposição 16.1 . Uma condição necessária e suficiente Hª

ra que exista a transformação Q nas condições impostas, isto 6, $

dada por (C )é tal que sobre & dobra geral se verifique
2(w-zwº=L<WP

' 3

é que existam G(u,v) e H(u,v) satisfazendo

a(a, &) - G(z,o) = - A(a, 2) + 2x3[(H(ã, %) : B($, z) ]

Demonstração:

Condição necessária:

Temos:

D' II (m-x%ú+som»+Aom>+z

v=y
logo

nome)-zaumn=<w-xão+somn
& qual sobre a dobra geral se escreVe

& - z - A(5x2, z) zxª(1 + B(5x2, z))

ou equivalentemente

&-Z_Awªjº ?;?- mª [1 + mm)]z

Multiplicando membro e membro esta igualdade por



1+ Hu[1 + B(v, zjz
obtemos
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”Mil—2

.. .. 2 2 2
Hªw—mm] %; = % mª [uma,-siª .= 53605

então

ã'—z'

logo

"El_zl

_ " 1+H & õ » - HQE,$É—Bfç,
2

[.u—Z—A(VQZ)] irá-Ú = íu—z-A(v,2)] [].-F
1+B v,z

z ]

N _ N ., n ' N "' H ”E. ;. "B ; zu-z+G(u,V)-G(Z,O) : u—z—A(V,Z)+ u—Z—A(V—Z)
1+B V z =

!

,. H fi %; -IB % ' .. ..= —A(v,z).+% L2x5(1+s(v,z))] = —A(v,z) +

+ 2x5 [ma,a) - um]
Isto conclui a condição necessária.

Condiçãº suficiente:

Suponhamos que existam G(u,v) e H(u,v) tais que sobre a

dobra geral y = 5x2 satisfaz a condição

um) - G(z,o) = -um) + 2x5 [umª)-uau]
então fazendo

'a'

v!

e também

|!

u + G(u,v)

v [1 + H(u,v)]
2/3

z + G(z,o)



segue que
2

(iv - zv>º =º; (mª
De fato:

a' - z = a + G(fí,17)-'- z - G(z,o) =

= E—z+ [—A(5,z) + 2x5 [H(ã,5) - B(F,zâª=

= ã—z—A($,z) + 2x3 [3 E; 1 331,3; ª ] [1 + Beta)] =

= 29 [num] + 2x5 ['à—3387173 - 11 [1 + mm)] =

= 2x3 [1+H(ã,$)]

Portanto:
2

(iv .. y)?— = % (mª c.q.d.
5

517 - Ultimas transformações

Supondo & existência das funçães G(u,v) e H(u,v) de modo

que a transformação

u' u + G(u,v)ll

2/3
vl ll v [1 + H(u,v)]

satisfaça às condições a), b) e c) do 5 anterior segue que efetuan—

do o par adequado Gf, ©) com

/5
xi xi1+HKu(x,y,Z)9-V)])1

J2/5
n' = u + G(u,v)

<> H)y [ l+HKu(X,y,Z).y)]% “1 «a "
v' = v (1+H(u,v)

2/3
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obtemos

É. " uí<xv,y',z-> + zv

vl = y'
cºm

u'i;(o,o,z9 = u'y'(o,o,z') : u'x'x'(o,o,z') = O

u'x,y'(o,o,z'). u'x'x'x'(º'º'z') % 0

Observemos ainda que o eixo 2 foi levado sobre o eixo z'
e que a dobra geral y = 3x2 foi levada sobre y' = 3(x')2.

Usando raciocínio idêntico ao do 514 temos

2
u'x|<x'9-V'9Z') = («'Y' " 33 ) W(X'9Y'Qz')

com

W(o,o,o) % O

e portanto podemos escrever

u' = x'y' — X'; + R(x',y',z') + z'

vl yl
com

R'X,(x', 3x'2, z') = 0

Mas

&' = 2x'5 + R'(x', 3x'2, z') + z'

Considerando a expressão

a' - 2x'3 - z', = a - 2 + 993,6) _ uvª—,o) - 2x3 [1 + mm)]
da proposição 16.1 temos:

3 ,, N ,. ,, . 22x H(u,v) = G(u,v) - G(z,o) + R(x, 3x , 2)

logo
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&! - 2x'3 - z' = 2x3 + R(x, 3x2, 2) + z+G(ã,$)-z-G(z,o) -

(2x5 + R(x, 3x2, 2) + com) - G'(z,o)3-= o

donde segue

R' (x','5x'2, z')= 0

29 ª') ª ºe disto como já vimos decorre R'y,(x', õx'

Outra vez usando [1] pág. 392 temos

2 2E' (x', y', Z') = (y' — õx' ) ºi(x,y,Z)

abandonando as linhas obtemos

2 2u = xy —
XB + (y ' 3x ) Cl(x,y,z)

. v = y

Usando outra. vez o raciocínio do 515 só que neste caso A = 3 = O t_'e_

remos finalmente levado à forma normal

Smam-x5+z
Iva

518 - Condição suficiente para eliminação do resto

Proposição 18.1 - Uma condição suficiente para que exista
a. transformação <p nas condições da. proposição 16.1 é que existe. uma

aplicação ? =l(u,v,z) diferenciável _com2(o,o,o) = O e tal que:

l) B(v,z) +Ã(u,v,z)(l+B(v,z)) = H(u,v,z)

2) Ã(u,v,z)(u ' ª ' A(Voz)) ' A(Voz) * º(utvoz)

independem de 2.
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Demonstração:

Com efeito, façamos $ como sendo a transformação

[no

Iv.

Por outro lado lembremos que

u + G(u,v)

v (1 + H(u,v))2/3Il

íu = (xy - xªm + B(.V.2)) + A(y,2) + z1
u - z - A<y,z> = (xy - xª><1 + B(y,2))

donde

multiplicando membro & membro por 1 +-Ã(u,v,z) temos:

(1 +%<u.v,z»<u - z - A(y,z>)= (xy - x5)(1+3(y,Z))(l+Ã(u.v,.z))

em particular sobre & dobra geral obtemos

& - z + G(ã,$) = 2 x5 (1 + a(ã,ª))
ou seja.

2223 2(& - z + G(ã, G)) = ;? v (1 + H(ã, $))

portanto
2

(u. - z>º = %; (voª

QQQOdo

Progosigão 18.2 - Uma condição necessária e suficiente pª
ra que exista ;*: Ã(u,v,z) nas condições da proposição 18.1 é que

A(y,z) e B(y,z) satisfaçam à equação diferencial:

[mumu]M1+B(y,z)]Azz<y,z> + &u—z-A<y.z>] Búwú
º Bz(yºª = Lu—z-A(y,z)]'Bz(y,z) + L1+Az(y,ª)1[1+ª(y'ª)l



Demónetragão:

Por simplicidade denotaremos por

%Mum) . A = A<v.z> . a B<v.z> . e .- e<u,v,z>

H = H(u,v,z)

Se Ã satisfaz às condições da. proposição 18.1 segue deri-
vando G e H relativamente 9. z que:

CD GZ = o = ?z(u-z-A)-A(1 + As) - Az

QED Hz = o = Bz(l +ÍX) + ( 1 + B) 7;

de © obtemos

%. = _
(1 + %) 32

z l+B
substituindo em © vem

(1 + B) A + (u—z—A) 13© > =- z “
(u-z—A)Bz +(1+Az)(1+37

ou seja.
' 1 + B(:::) 1 *'%'ª (u-z-A) BZ + (1 + Az) (1 + BÍ

que substituída. em ©1105 dá

B© )z = ' (u-z-A) Bz + (%+ Az“) (l +íí
Por outro lado derivando © temos

(u-z-A)Bí + (1+Az)(1+B)Bz - (1+B)2 Azz —(1+B)(u-z-A) Bzz
(É>'?z =

((u-Áz—A) 32 + (1+Az)(1+í))º

comparando © e (V) temos
(l+B)((1+B) Azz + (u-z—A) Bzz)

2 Bz “ (u—z—A) Jªz-+ (1+Az)(l+BÍ



..66-

que é a equação diferencial de compatibilidade a que devem satisfa-
zer as funções A(v,z) e B(v,z).

Inversamente, sejam A e B duas funções satisfazendo a e-
quação diferencial. Definamos a aplicação )por:

)“ 1+B* (u-z-A) 32 + (1 + Az) (1 + 37—" 1

Sejam:

H (u,v,z) : B +)»(1 + B)

E (u,v,z) =)(u—z-A) - A

Vamos mostrar que H e E não dependem de z. De fato, rees-
crevendo temos :

E _ (1 + mº
__ 1” (u—z—A) Bz + (1 + Az) (1 + B)

e

-- (u-z—A) (1 + B)º = (u—z—A) 32 + (1 + Az) (1 + B) ' (W)

Por simplicidade denotemos por N a expressão:

N = (uva-A) BZ + (1 + A2) (1 + B)

Calculando agora as derivadas de E e E relativamente a. 2

obtemos:
2 B (1 + E) N -(1 +13)2 ((1 + B) A + (u-z-A) B )

E = z .

2 & zz
z N

Reescrevendo a equação diferencial femos:

(1 + B) ((1 + B) Azz + (u—z-A) 322) = 2 32 N

que levada na expressão de iz nos dá

É = o
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Analogamente temos:

N((u—z—A) BZ —(1+Az)(1+B)) — (u-z-A)(l+B)((u-z—A)Bzz+(i+B)Azz)
. +-1

z N2

levando em conta a equação diferencial temos:

(u-z—A) E N - (1 + A )(1 + B) N - 2(u—z—A) E N
z z z

Gz = 2 + 1
N

donde

'E = 0
z

c.q.d.

OBSERVAQÃO: Como aplicação deste processo tiramos por exemplo que:

Se A e B são da forma: B = Bl(y) e A = Aº(y)+-z.Al(y)
eles satisfazem à equação diferencial e portanto pode-

mos eliminá-los através da aplicação Ã.acima descrita.

519 - Estudo das transformações quando-ª aplicação.ªlá analítica

Desejamos mostrar aqui que se de partida a aplicação u

for suposta analítica então podemos determinar passo a passo os coª
ficientes do desenvolvimento de Mao-Laurin das aplicações G(u,v) e

H(u,'V) .

Sejam tais desenvolvimentos escritos como:

G(u v) = G + G v + G u + G v2 + G v u + G 112 +' qo 1,0 0,1 2,0 1,1 0,2

5 2 3 4+ G3,o v + G2,1 v u + Gl,2 v u + Gº,5 v + G4,o v + ...+

+ G vi 113 + on.
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u + E V2 + E É & + E nº +V + H
2,0 1,1 0,2H(u,v) qo 1,0 0,1ll D': + n:

3 2 2 3+ H3,º vp + H2,1 v u + 51,2 v u + 50,3 v + ... +

j+ Hi,j vi u + ...
A razão pela qual usamos nos coeficientes o primeiro Indª

ce relacionado com v e o segundo com u e que sobre a dobra v 6 do

segundo grau e u inicia com o terceiro grau de :.
De acordo com a proposição 16.1 devemos ter:

Mªn?) - º(zw) = 2 ==3 (HOL?) - B(ª.z)) - Miz)

Num desenvolvimento qualquer em termos de x e z vamos dar

aos termos :?.z? o peso & + BF ;
Olhando agora para:

E = 2 x3 (1 + B(3 xº, z)) + A(3 x2, z) + z

e lembrando que em A(y,z) podíamos por um yº em evidência (ver pág.
) segue que os únicos termos que possuem peso 3 são 15 e 2 os de-

mais terão peso superior a 5. Então uma potência de &, isto é, E?

se decompõe:

aª = (2 x3 + 2)“ + g(m)
onde a primeira parcela contém todos os termos de peso 3n e em

P(x,z) estão todos os demais termos todos com peso superior a 3h.

Por outro lado o único termoíde ªm tem peso 2m.

Fazendo agora a hipótese suplementar que G(u,o) = Oiou se
ja Go p

= O V p podemos obter sucessivamente as restantes incógnitas
,

pelo método dos coeficientes a determinar.
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,

Lema 12.1 - O termo In !;1) determina & incógnita

a) G
. se n é parn
'2'9P

'

b) “E se 11 A6 ímparEli'

2 SP

para. demonstrar o “lema. acima estabeleçamos a. seguinte ordem entre

'pares de números naturais“

n + Bp < n' + õp'

(IMP) & (n'-9150437 ºu
rn-:.+ Bp = n' + 3p'

. nªn!
Coin esta. ordem estabelecida a. qual seguiremos na resolu-

ção das equações vamosmostrar que não podem comparecer na. equação

xn zp incógnitas:
.

21+337n+3p
Gi,,j com

.

ou

21 + 33 = n + Bp

217 n
.

nem

2£+3+5k7 n+3p
H1,k com

.

ou

21+5+5k=n+5p
e

21+ 57 n

De fato,se
"vi ”J » n P

G . coeficiente de v n comparece na equaçeo :: 2 en-1 , J %.
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tão 21 5 n pois vi contribui com peso 2i. Se o termo em questão
x“ z3jqi tiver peso 35 segue que 2i + 33 = n + 3p ou seja estará na

equação xn zp caso 21 = n e então esta é a nossa incógnita ou então

comparecerá posteriormente à sua determinação. Agora se o peso for
3d +5 zj-d +Esuperior a 33 portanto x segue que

xª zp : x2i xau +5 zj-me
ou seja

n = 2i + 3d-+5—

:? n+3p=21+3j+8+3€
p=J-ºk+€,

donde n»+ 3p7'2i + 3j logo a equação e posterior à de sua determinª
ção. Em outras palavras G só intervém em equações posteriores àivõ
equação de sua determinação;

Vejamos agora H! k; Suponhamos que HI k compareça na equª
! ,

P 3ção xn z , mas HÍ,k é coeficiente de x 61 ik portanto 2—(+ 3 .é n

pois $ª contribui com um termo de peso 22. Com isto em ik se o ter-
mo em questão tiver peso 3k segue que 2.L+ 3 + 3k = n + 3p e então

está na sua equação de determinação se 2,º+ 3 = n ou então será pag

terior a ela. Agora se o peso é superior a 3k portanto x34+gzk—*'+á.

então devemos ter n + p = 3]: +€+ 3<Y+ 21 + 3 e portanto 214. 3 +

+ 3k ( n + p. Logo a equação é posterior à de sua determinação. Ou—

tra vez chegamos a conclusão de que H£,k só intervém nas equações

posteriores à de sua determinação.

Com isto fica demonstrado que podemos passo a passo dete;
minar as constantes Gi j e 31 k obtendo os desenvolvimentos deseja-

! 9

dos. Observamos que Gí comparece na equação de sua determinação,3
com coeficiente 3i e que Hi k comparece na sua equação de determinª

,
ção com coeficiente 2.3l.



Cºmo aplicação deste método citamos o exemplo em que a a—

plicação f é da forma

u = (xy - x5)(l + z) + 2

V = y

para a qual determinamos o desenvolvimento de Mao-Laurin obtendo a-
través da convergência das séries expressões para G e H, a partir
das quais chegamos à transformação

,
[XS

*
_ : 4 ª? (1 + u) v3

n' = u + :L————————————

[que seria muito difícil de intuir. Os cálculos deste exemplo deixam

de constar deste trabalho pelas razões óbVias.

Observamos que sendo B = z e A = O não está satisfeita a

equação diferencial de compatibilidade da proposição 18.2 e portan-
to não poderia ser reduzido à forma normal pelo método daquele parª
grafo.

520— Uma descrição parcial das transformações ªº semi—plªnª 172
Para pontos da dobra geral temos

J“ ª
1 v = 3x2

denotemos por M(x,z) = R(x, 5x2, 2).

u(x, 5xg, z) = 2x + z + R(x, 5x2, z)ll
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5Para xª70, seja F(x,z,u) = u — 2x - z — M(x,z) a qual

para pontos próximos da origem tem—se Fz(x,z,u) % 0 ou seja podemos

obter pelo T. F. I.

satisfazendo a F(x,0+(x,u), u)) =() V(x,u) numa conveniente vizi—

nhança.

Analogamente substituindo x por -x temos

5F_(x,z,u) = F(-x,z,u) = u + 2x — z - M(-x,z)

e novamente pelo T. F. I. temos

z_ = O_(x,u)

satiSfazendo

F_(x, O_(x,u), u)) = O V(x,u)

numa conveniente vizinhança.

Observermos também que G+ e e_ são de classe cººpera x£0.

Considerando um ponto (uº,vo) próximo da origem com VO) 0

e tal que em

VV;(uO , 7)
as funções G+ e 0_ estejam definidas.

o)
Como VO? 0 segue que q'% é de classe 0 numa vizinhança

V donde
o

z+=9+( 'Já-9“)

z_=9_(ª,u)
Suponhamos agora que exista a transformação ?. Então para

são de classe 6”
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todos os pontos da dobra geral vale:

M(x,z) + a(âã) = 2x5 sai,?)

como todos os pontos (u,v) com v7>O próximos da origem são imagens

da dobra geral temos:

1“ %“! º+( V.;—"9 n)) "' G(u,v) = 2 (É? H(u,v)

e também

me»;, 9 _< —*g—, u» + com) = —2 ( —ª;——>ª- um)
Somando-se membro & membro obtemos:

G(u,v) = _ %— MKV—%, adº-31,11» + Mov.-%, Qd.-331,14)

e subtraindo-se membro & membro teremos

um) = ——ª—;——3 MEL—, adº—?, u» - moviª-, o_< -;—-. u»
4( “';-) '

expressões que nos fornecenG e E no semi—plano v7'0.

Se G e E se estendem para o eixo dos u e para o semi—pla—

no V'<O, diferenciavelmente numa vizinhança da origem,teríamos re-
solvido o problema da forma normal, o que será alvo de uma análise

futura.

ossmugâo:

Considerando o exemplo do parágrafo 19 ou seja

n = (xy - 15)(l + 2) + z

v = y

teremos sobre a dobra geral
3 3u = 2x + 2x z + z com M(x,z) = 2x z



então

3- 2x
2 = 9 (x,u) = u
+ + 1 + 2x5

3

z_ = º_(xgu) : Liª?1 - 2x

que substituídas nas expressões de G e E dadas acima nos dáb

!“

' 2
(“um = 2.5 vô ___1__+_5ª___

3" 1 _ 2_ v3
53

+

2

ª? v3 + u
H(u,v) = Lj—2 51 - —— v

& 55

resultados a que já havíamos chegado no parágrafo anterior.

As diferenças que se observam nos dois métodos são as se—

guintes: a deste parágrafo somente dá informações sobre o semi-pla—

no superior enquanto no outro obtemos ha hipótese da convergência

um resultado válido em toda uma vizinhança da origem. Porém aqui só

necessitamos & diferenciabilidade e não a analiticidade.
('
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Descrições geométricas

521 -Q— jºgªm-idades ªº tigo III

De acordo com a definição 5.3 temos que £ : V ºch
Rõ—v E2

possui no ponto DEV umaQ— singularidade do tipo III se

ux(o,o,o) == nª(o,o,o) == na(o,o,o) = O

um(o,o,o) uny(o,o,o)
nxz(o,o,o) ; O

um(º'º'º) um(o,o,o)

Uma rápida análise nos mostra que existem ao menos dois

modelos distintos para o tipo III a saber:

111 ) Se
&.

uxxx(o,o,o) uxxy(º'º'º)
) 0

um(o,o,o) um(o,o,o)

IIIb) se

um(o,o,o) um(o,o,o)
< 0

uw(o,o,o) um(o,o,o)

Vamos estudar em detalhes estes modelos.

Modelo para º ponto 9.3 Q - Bigªlaridade _d_o tipo III
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Seja f : VcRõ—y R2 | f(x,y,z) = (u,v) com

3“
ª“;
-g+xy2—xz+z

lv
então temos:

,.

y

ux(º'º'º) = uxx(6,0,o) : u:y(3,o,o) = O

uxz(o,o,o) = -1

% uxxx(o,o,s) uxxy(º'º'º) 2 0

= 70
uxxy(º'º'º)

'

uxyy(o,o,o) O 2

L

& dobra geral

__
2 2 . _ux - x + y — z — O XL, ],

é um parabolóide elíptíoo onde /Cj ]zªk
& intersecção com cada plano

z = k'zO (constante) é uma c;;
cunferência de centro (o,o,k)
e raio k.

Vamos agora olhar

para a imagem por f da dobra

geral. Temos:

ux = 12 + y2 - z Q»
Portanto: x

de



logo:

(u— z)2 a-g-xõ = ---4--(1r2 - z)3

,ou seja»

9(u - z)º + 4(vº - nª - º
é a equação da família de curvas imagem por f da dobra. geral; isto
6, cada circunferência no plano
2 akzoélevada porfna cur— r,
va 9(u — k)º + 4(v2 - k): - o. Mªu,”.

Vamos analisar esta.

família de curvas: para x = O '

o m...—u

temos u - k donde v2 - k = O .'.
v =- Í k1/2 = É lll/2. Como (u—k)27, 0

as curvas estarão sempre contidas no ' ::=—vª

interior da parábola. 11 = v2 e por se—

rem imagens de curvas fechadas serão também curvas fechadas. Ainda

observamos que para 1:70 os pontos (k, kl/z) e (I:, -k1/2) são pon—

tos de cúspides ou seja a curva 11 = v2 6 constituída de pontos de

cúspide à excessão da origem onde as curvas feehadas colapsam num
.

ponto.

Modelo gare & ponto ªº a - sigªluidade ªº tipo ª-I-b

Seja f : YaBB—ª? R2 ] f(x,y,z) -= (u,v) com

x5 2
11 = ? - x y - xz + z

V = y

então temos :
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ux(o,o,o) = “xx(º'º'º) = uxy(o,o,o) = O

nxz(o,o,o) = - 1

uxxx(o,o,o) uxxy(o,o,o) 2 0
:: <O

uxxy(º'º'º) uxyy(o,o,o) O —2

#2
A dobra geral .

ux = x2 - yz - z = O é um
z-k

parabolóide hiperbólico qª
º yde a. intersecção com cada,

, ___ _____
plano 2 = k (constante) é ,(,x
uma hipérbole.

& Vamos agora o—

lhar para a imagem por f da

dobra geral. Temos: ,
xº-y -z=0..::N Il

x = v +.z . . x = x(v2 + z)

W

11 - z = 353- - x3 = %— x3 donde (v.-z)2 = —É— ::6
= %(v2+z)3

ou seja

9(u-z)º—4(vº+z)3=º
é a equação da família de curvas imagem por f da dobra geral, ou as
ja, a hipérbole do plano 2 = k é levada por f na curva

9<u - k)º - 4(v2 + k)3 = o

Para x = 0 temos u = k donderv2 + u = 0 ou seja uma parábola e como
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(u — z)22 0 segue que a imagem por f das hipérboles estarão sempre

exteriores à parábola n + v2 = 0.

Av

Convém notar ainda que os pontos da parábola n + vz - -0
são todos pontos de cúspide com excessão da origem. A origem é o

ponto onde os cúspides se tocarão pelo vértice e a partir daí se se
pararão em hipérboles cujo centro percorre a parte positiva do eixon

dos u.

Temos fortes razões para.acreditar que estes modelos vroa,

presentam as formas normais para os tiposIIIIa) e IIIb). Em traba—

lho futuro pretendemos analisar esta questão.



-ao-

522 - ª ., smªller-idades ªº tipo E
De 3003330 com a definição 5.73 temos que £ : VC lia—232

possui na pcuto 0611" uma, Q— síngwnaridade do tipo IV se:
[

um(wmw) : uxx(o,“o,o) = um(o,c,o) = O

uxy(o,a,o) nxz(o,e,o)
« ”(> ,; o

um(º9ºvº) “na(ºvºvº)
_, .

Realiza-ado trausformaç'ões de coordenadas relativamente
simples pa::ãerr<>g ªging-lifinms? o deaem'ol'fimento de Mac—Laureín de f
chegando & ezxzpzfassães qua: sugerem a existência de dºis tipos de &-

singalaridade Iva e ZVb representados pelos modelos abaixo:

E.
4 2a=x -xz—-xy+z

IVa

'. .4 2

jazx +xz-xy+z
IVb

Vermes: estudar estes modelos em detalhes.

Pª ' A

v i. . 'Mªgela para. ª ponte gg ºª siªgªlarldade & “5120 IV

:: —xz—xy+zÇ ll

”__-1

q' !! “<:

então temos :
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ux(o,o,o) - uxx(º'º'º)" “xxx(º'ºªº)'i O

"ªná(ºoºvº) ' 24

uxy(o,o,o) u:z(o,g,o) -1 O

uxxy(o,o,o) “:xz(º'º'º) O -2

este sinal caracteriza o tipo Iva.
3 5De u - 4 x — 2 xz — y = O tiramos y á'4 x:

ção da dobra geral. Além disso de n:: - 12 zª — Zz . Q »tiranos &

— 2 xa aquª

superfície z = 6 12 que intercepta & dobra geral transversalmente

numa vizinhança da origem e cuja intersecção & uma curva regulam'l“.
dada por

5y = 4 x — 2 12

ºs
'

"|

2 = 6 x2

ou parametrizada em função de :
x-x

Tª: y=--8==5

z=6x2
constituída inteiramente de pontos cuapídaia (uxy % O), exceto ualg
rigem.

Olhando para a imagem por f de'f temos por equaçãq '

. .v

u = 6 x2 - 5'14
f(r)-=.

.

' v.=._8. x; ,
A

,

u
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que é uma cúspide simétrica em relação ao eixo dos u.

Analisemos úm pouco as curvas de nível. Para z = k (conª
tante)temos=

[Y
' k<0k , 5 - —

. k-oy 4 x 2 xk
. ' k“)

então

k 2
yx = ;2 x ',Zk *;

k
.

yii ” 24 x

donde tiramos que ée k > 0 a curva
possui dois pontos estacionários

.

k _

x :: tv a

que é um máximo e um mínimo. Se k ='0 & curva possui uma inflexão

na origem e se kj<,0-não admite pontos estacionários.

Olhemos agora para a imagem por f destas curvas cuja e-
quação é:

5u = -3 x + ::2 k + k

V=4X3-2Xk
Se k-7 0 temos para

4x = 0

v = O ____1
+ k===-V?

Ek<0 k-O kOdonde >

x=0 àu=ko.o (k,º)=1A

+,k ]: . kº
x=—V—2—-£7Iu=llc(1—z)70 ..(k--z,o)=3

Agora para
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x = : " —%— (ponto onde a curva apresente máximo e mini

mo), temos: kz
.o—º— (n=-k-? 2 'k *, k k 5 2xva-P k3/2

C-=(k—-Z,2('g)/)
"ZK-a')

. k
kz

u.= — -g 2
x = 41%:7 ]» =<k-1-z<ªg->ª/º>

v = -2 (ªgf/º

Então a curva terá o trajeto E B C A D B F apresentando em C e D

cúspides.

Se k = O obtemos

v = 4 x

que é uma curva de 4º grau com tangente vertical na origem.

Se k ( O obtemos

4u = -5 x + xº k + k

v = 4 15 - 2x k

que corta o eixo dos u no semi-eixo negativo e tem também tangente

vertioel neste ponto.

Modelo para 2 ºonto 9.3 & - sinªarídade ªº tipo ªb
4x + xºz - xy + :5< |!

Seja

então temos:
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“x(o,o,o) = uxx(o,o,o) = uxxx(o,o,o) = 0

uxxxx(o,o,o) = 24

uxy(o,o,o) uxz(o,o,o) -1 0

= < 0

uxxy(º'º'º) “:xx(º'º'º) O 2

este sinal caracteriza o tipo IVb.
3 3+ 2 xz — y = 0 tiramos y = 4 :

ção da dobra geral. Além disso de uxx = 12 x2 + 2z = O tiramos &

De ux ='4x + 2 12 equa-

superfície z = -6 x2 que corta & dobra geral transversalmente numa

vizinhança da origem e cuja intersecção é uma curva regular )“ dada

por _

_ 3

[
y _ 4 x + 2 xz

z = -6 12

ou parametrizada por x

x = x

ICE Y = 'ª 13

;z—==46 xº

constituída inteiramente de pontos cuspídais(úíy£0)exceto & ºrigem.

Olhando para a imagem por f de F temos por equação
2 4 JVu —6 i + 5 x

f(x)

3v 'BX '—

que é uma cúspide simétrica.
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Analisando aguia aq.ourvas.do níveíªâemaipara4z=É(QOnà——

tante) obtemos:

.

yk = 4 x3 + 2 xk

então

« yi = 12 x2 + 2k

yª: = 24 x

donde concluímos que se k < 0 a curva possui dois pontos estacioná-
rios a saber

'

*y

qué é um mínimo e um máximo.

Se k = O a curva possui na.g xi
rigem uma inflexão e se k>'0

não possui pontos estacionª
rios. k>o k=0 k<o

Agora a imagem por f destas curvas será
V

5u=-5x4-x2k+k '
lv = 4 x5 + 2 xk

Se k < 0 teremos para
x = O

e'.v = Oza
V“;—

logo

-x=O—vu=k' (RZO)-

seja A1 = (k;0)4l3



'-se--

,? .

º,
ªªª? <%)? , 531: (k - 523 o)

%% (Pontas de úínímo e máximo) vem

' 2
._ ,, k"'-' “' k" "€ 2

+ = +? +
. -k ...a/z .. fºz = (*º - ªgº “%%/2)

;;vu-;zegr) «.
_

.

_

_

“k
íkz ”

-—1
.

,
“j'“? ""."-z.,

_

z _== 41—5- —+ -

*

-

— fºi = (k % —2<%>ª/º

V__2(_g_)3/2

Entao & curva terá o trajeto: 31.31 CIA1 ])1 31 F1 apresentando em

01 e Dl uma Bãspíde.

*Seu—k : cabanªs ,.

que=é'umarón:vê dg 49 grªu cºm tàngente vertical na origem.

'àázkgá-olqbiehósj
'

3“ ªi...; ..,-4“
.. k

Iv .= 4 1.5 «512111:

A

que berta bweíão-dbá+uçno“aéaiáeico-positivo e tem tangente verti—

ca; neste.pontb.

Queremos trtzar anni que os modelos são distintos comolª.

firmamos:nb iníúío pois nâoúse pºde levar um no outro visto que no

IV& o cruzamento no ponto Blue dá voltado para a cúspide e no IVb

o cruzament0«úo-pont0ígl se dá vdltado para o lado oposto da cúspi-
de, portanto não há simeizià entre os dois modelos.
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Acreditamos que no caso geral o comportamento geométrico
dasªéº- singularidade dos tipos Iva e IVb seja análogo ao dos mode-

los, porém dificilmente estes aão“foràas-normais pois em uma vizi-
nhança. da imagem. do ponto a— singular tgmos uma. região que é cabe;
ta irás vezes pela dobra geral, o quê provavelmente impossibilita &

adaptação ao modelo. E de se esperar que exista uma família de for—

mas normais possivelmente dependente de um ou mais parâmetros.
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