XX ) | - |
ISTITUTO DE CIENCAS MATEMATICS O S40 CARLOS -

ILC.M.S.C.

V-ESTABI LIDADE

Claudio Martins Mendes

UNIVERSIDADE DE SAO PAULO

SAO CARLOS - SAO PAULO
BRASIL



y-ESTABI LIDADE

Claudio Martins Mendes

Orientador: Prof. Dr. Luiz Antonio Favaro

Tese apresentada ao Instituto de
Ciencias Matematicas de Sao Carlos,
da Universidade de Sao Paulo, para
obtengao do titulo de Doutor em .

Ciencias (Matematica).

SAO0 CARLOS
1981



X Dolores, Marina e

Heloisa, com amor,

Aos meus pais e a D,

Lola, com gratidao.



v-STABILITY

Claudio Martins Mendes

Adviser: Prof. Dr. Luiz Antonio Favaro

ABSTRACT

This work is concerned to study a kind of stability for
mappings f : M > N, preserving the stratification defined by
v : M+ Q, which we call y-stability. We say that f,g : M > N
are Y-equivalents if there are diffeomorphisms h : M + M and
k : NxQ +» N x Q, which k(y,q) = (k;(y,q),k,(q)), such that
(g,¥) = ke(f,¥)oh. And f 1is ¢~-stable, if for all g sufficient
near to f (in the Whitney's topology), follows that g and
f are ¢yY-equivalents.

If M ande N are compact and ¢p: M > Q stable, the

above definition is equivalent to the stability of the diagram

M -iii&l—> N x Q > Q; also locally those concepts agree.
The main objective is to characterize the Y-stability

when N 1is not compact, in particular to study rP QJL-M-E—aRn,
f

M compact, which deep results on R v M

v m £, g% ana r%Z <y £

> R,

R <

> R.

Finally, local forms are given in the cases

f 2 ) 2 f

R,0 <—¥— g%, 0 >R,0 R%,0 < RY,

> R,0,
R, 0 —&— RrR%,0
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INTRODUCAQ

0 estudo da estabilidade de aplicagoes diferenciaveis
¢ " o+ N® , iniciados sob inspiragao de H. Whitney é R. Thom,
motivou um vasto campo de pesquisas, culminando com os trabalhos
de J. Mather. Diversas extensoes do conceito de estabilidade fo-
ram introduzidas, visando preservar certas estruturas pre~fixadas
nas variedades M e N motivadas por aplicagoes geometricas ou
fisicas. A seguir apresentaremos, ligeiramente, os conceitos ini -
ciais e algumas generalizagoes que tem relagao com este trabalho.

As aplicagoes f,g : M » N sao:equivalentes (A~equiva
lentes) se existem difeomorfismos h : M+ M e k : N =+ N tais
que g = kefoh L. Dizemos que f : M > N @& estavel (A-estavel)
se toda g : M » N suficientemente proxima de f (topologia de
Whitney) for equivalente a f.

Uma primeira extensao desses conceitos e o da K-equiva
lencia, isto e, as aplicagoes f,g : M > N dizem-se K-equivalen

tes se o diagrama

(1d,f) M x N I M
. l . .
y —1d.8) M x N il M
e comutativo, onde h e k sao difeomorfismos com k(x,y) =

~ (h(x),k(x,y)) e Tk(x,y)) = y_.

Em diversas situagoes era sensivel a necessidade de estu

dar a estabilidade de diagramas de aplicagoes diferenciaveis. Tra

balhos desenvolvidos por J. P. Dufour revelaram diferenqés funda



mentais nos casos de diagramas convergentes
£y £y £
Ml —_— M2 > L ———> Mr e divergentes Q< € M >N,

devidas principalmente a ausencia de um "Teorema de Preparagao"

adequado ao tipo divergente.

A equivalencia de diagramas Q < M > N e
i) 3! - -
Q < M > N corresponde a equivalencia usual das aplica

goes f = (fl,fz) t: M>NxQ e g = (81’32) t M > N x Q pre-
servando a estrutura de produto cartesiano de N x Q, isto e, e
Xistem difeomorfismos h : M > M, k., : N + N e kz :Q >+ Q
tais que g = (kl,kz)ofoh-

O objetivo deste trabalho é o de estudar um conceito de
estabilidade para aplicagoes f : M + N, respeitando a estrutu
ra definida por uma aplicagao estavel fixada vy : M + Q. Isto
e: diremos que f,g : M+ N sao y-equivalentes se existem di-
feomorfismos h : M+ M e k : N x Q-+ N x Q, com k(y,q) =
= (k;(y,9),k,(q)) tais que (g,¥) = ko(f,y)oh. Assim, f sera

y-estavel se para toda g suficientemente proxima (topologia de

Whitney), tivermos g Y-equivalente a £,
Para estudar o conceito acima introduzimos uma nogao
auxiliar de "estabilidade'" para o par (f,y). Isto e: diremos

que (f,y) e "equivalente" a (g,¥) se existem difeomorfismos
h: M+>M e k:NxQ~>N=xQ, com k(y,q) = (k;(y,9),k,(q))
tais que (g,¥) = ke(f,¥)oh. Diremos que (f,y) e "estavel", se
dada (g,¥) suficientemente proxima de (f,y) (nas topologias
de Whitney) tivermos (g,¥) ‘'"equivalente" a (f,y). Mostrare-
mos no Capitulo II que a estabilidade acima e equivalente a y-es
tabilidade se ¢ e estavel e propria. Nestas condigoes a y-esta
bilidade de f <corresponde a uma situagao intermediaria entre a

estabilidade usual de (f,y) : M > N x Q e a bi-estabilidade do
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par (£,¢), segundo J. P. Dufour [6].

Observemos ainda que a K-equivalencia e um caso espe
cial de y-equivalencia, quando v o= Idy, e kl(y,yo) =Y, Tam
bem a A-equivalencia corresponde a Yy-equivalencia se y:M+{q}.

Podemos definir de maneira natural os conceitos de Y-
-estabilidade infinitesimal e Yy-estabilidade homotopica. Mos-
traremos qué estes conceitos sao localmente equivalentes e que,
sob determinadas condigoes, sao globalmente equivalentes (ver
Teorema 11, Capitulo III). A demonstrégao que apresentamos ba-
seia-se numa formulagao adequada do "Teorema de Preparagao" e
técnicas de colagens usando partigao da unidade adequadas a si
tuagao em estudo. Fazemos isto em detalhes no Capitulo III pois
estamos convencidos que a demonstracao do Teorema analogo apre-
sentado por Dufour em [6], p. 264, padece de imprecisoes na
globalizagao.

Localmente, o conceito de y-estabilidade .(y-estabilida
de infinitesimal ou homotopica) e equivalente a estabilidade do

_(£,9) m

diagrama M > N x Q ———> Q, desde que ¥ seja esta

vel, As formas normais que caracterizam a yYy-estabilidade nos ca

¥ g0 —f 5 r,0, r%, 0<% rR%,0 £ R,0

sos R,0 <

R,0 <=2~ g%2,0 £ > RrR%Z0 e =R,0 <—f— ™ ,0 —8—> R,0
|v
R,0

sao apresentadas nos Capitulos IV e V, obtidas como formas nor
mais dos diagramas correspondentes, que nao se encontram na li-
teratura.

Globalmente a equivalencia acima se verifica se M e
N sao compactas e Uy e estavel. Assim, neste caso restrito,gg

demos obter o teorema da equivalencia entre a y-estabilidade in



finitesimal e homotopica usando os resultados de Dufour e Buchner
[Stability of the Cert Locus in Dimensions Less Than or Equal to
6 - Inventiones Mathematicae, 43 (1977)]. A vantagem do metodo
direto que apresentamos e suprimir a hipotese de compacidade de

N, atingindo deste modo teoremas globais de caracterizagao para

RP < v M £ > R" s com M compacta, em particular os casos
2 2 1] f

R <t ¥ >R, R <—4—u—L£ >gr? ¢ r?c< M > R.
Finalmente observamos que globalmente a y~estabilidade

nao e equivalente a estabilidade do diagrama

M M)——-—o N x Q —r Q, conforme mostram os exemplos da-

dos nas paginas 20 - 23,



CAPTITULO 1
PRELIMINARES
§ 1. Espago de Jaxtos - Topologia de Whitney

Sejam M e N variedades diferenciaveis e f,g : M + N
aplicagoes diferenciaveis (durante todo este trabalho diferencia
vel significara c”y. Suponhamos (xl,...,xm) e (yl,...,yn)sig
temas de co?rdenadas nas vizinhangas de p e M e f(p) ¢ N,

respectivamente.

Seja atfi(p) a derivada parcial mista

o Sl iy o £ (x(p))

, onde t = (tl,...,tm)

€ uma seqiiencia de inteiros nao negativos e lt] = t, + ...+

1. DEFINIGCAO. Dizemos que as aplicagoes f e g tem o me amo
r-jato em p € M se £(p) = g(p) e 8tfi(p) =
= Btgi(p), com i =1,2,...,n, para toda segqiiencia t=(t1,.“,tm),

com le] =< r.

A definigao acima independe dos sistemas de coordena-
das utilizados. Podemos introduzir uma relacgao de equivalencia
definindo ¢ ~p g se, e somente se, f e g tem o mesmo r-ja

to em p. A classe de equivalencia de f em p sera chamada

o jato de ordem r de f em p.
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Notagao: j £(p). Os pontos p e f(p) serao chamados

fonte e meta de jrf(p).

Indicaremos por Jr(M,N), a variedade diferenciiveng

finida por:

JE(M,N) = {jTf(p) / f € CT(M,N) e p e M}.

Dada f : M + N, podemos considerar jrf : M-+Jr(M,N)
definida por (jrf)(p) = jrf(p). Esta aplicagao e de classe c”.

Passamos agora a descrever uma topologia (a de Whitney)

R oo
no conjunto C (M,N).
(i) Fixemos um inteiro nio negativo k. Seja U um sub-

conjunto de Jk(M,N). Denotamos por X(U) o conjun

to:
X(U) = {f ¢ ¢TO,N) / j5£Qu) < v},
note que X(U) n X(V) = X(U n V).

(ii) A familia de conjuntos {X(U)}, onde U @& um subcon
junto aberto de Jk(M,N), forma uma base para uma to-
pologia em CQ(M,N). Denotaremos por Wk a topologia
gerada por esta familia, a qual e chamada topologia C

de Whitney.

(iii) A topologia R P Whitney sobre c”(M,N) & a topolo

gia cuja base @ U w,.

Temos aqui uma boa definigao de base, desde que Wk<2W£,

quando k s £,



§ 2, Anel de Geames

Sejam f e g em Cm(M,N).

1. DEFINIGCAQ. f e g tem o mesmo germe em X € M, se existir

aberto U de M, x ¢ U, de modo que £|U = g|U.

Cada classe da relagao de equivalencia dada pela defini
gao acima & denominada germe de aplicagao diferenciavel e & deno
tada por [f]x . O espago quociente obtido sera denotado por
C:(M,N). Quando N = R indicaremos este conjunto por C:(M).
Ainda, C:(M) herda de R wuma estrutura natural de R-algebra.

Vamos considerar m, = {ff]x € C:(M) / £(x) = 0}, Ob-

servamos que m e o Unico ideal maximal do anel C:(M).
Indicaremos por m; o ideal gerado por germes da for-
ma [fIJx co [fr]x onde [fi]x e my .

Nota: Na maioria das vezes omitiremos os parenteses ao
tratarmos com germes, esperando que o contexto

deixe claro aquilo a que nos referimos,.

Observemos que se f : (M,x) - (N,y) e um germe de a-
plicagao diferenciavel, todo C:(M)-madulo A admite uma estru-
tura de C;(N)—deulo, via o homomorfismo de R-algebras
£* C;(N) -+ C:(M), definido por f*(v) = vof. A adigao em A

€ a anterior e a agao de C:(N) e definida por:

(¢ a € c:(N)) (¥ a € A) aa = f*(a)a = (aof)a
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2, TEOREMA DE PREPARACAO DE MALGRANGE. Sejam f : M > N dife
renciavel, x € M, y = f(x) ¢ N e A um C:(M)-

~modulo finitamente gerado. Suponhamos que {n(el),...,n(er)}

seja um sistema de geradores para o espago vetorial real

A (f*my)A . Entao {el,...,er} constitui um sistema de gera

© -
dores para A como um Cy(N)—modulo (via f%*),

(vide [2]1, p. 59)

Observagao: (f*my)A & o conjunto de somas de elemen-

tos da forma (hof)a onde h. € my e a € A. Ainda

mT: A > A e a projegao natural,

(f*my)A

Aplicando-se o Teorema anterior, pode-se demonstrar:

3. TEOREMA., Sejam A um C:(M)—deulo finitamente gerado,

f : M > N diferenciavel, y = f(x). Entao

{el,...,ek} e um sistema de geradores de A como um C;(N)-
-modulo (via f*) se, e somente se, {n(el),...,w(ek)} e um
sistema de geradores de A mk+1A como um C;(N)-mﬁdulo, on-
de: Y

e a projegao natural,

T : A+ A mk+1A

X

Dada f : M+ N e y um ponto de N, seja

S = {xyye.0x ) £y .

k
Definimos CS(M) = iglcxi(M).

Note que C:(M) ¢ um anel, onde as operagoes sao da

das nas coordenadas.



Sabendo que f induz um homomorfismo de anéis
£f* C;(N) > C:.(M) para cada 1, induzimos um homomorfismo
de aneis C;(N)1+ C;(M), o qual sera tambem denotado por £,
Assim, se A e um C;(M)-mﬁdulo, entao, via f*, A torna-seum

C;(N)—madulo.

4, LEMA. Sejam Ai (1 £ i £ k) modulos sobre C:i(M), fini-
tamente gerados. Entao, A = Ay @ ... 8 A e um
C;(M)-madulo finitamente gerado (onde a agao de C:.(M) sobre
Aj e nula se i # j). Ainda, se {n(el),...,w(er)? e um siste
ma de geradores para o espago vetorial A Fkm A’ entao
{el,...,er} constitui um sistema de geradorez de A como um
C;(N)—madulo (via f£f*),
(vide [10], p. 113)
5. TEOREMA DA DIVISAO DE MATHER, Seja F uma fungao C. de
valores reais, definida sobre uma vizinhanga de 0

em R x Rn, tal que F(t,0) = g(t)tk ’ onde g(0) # 0 e g e
de classe C . em alguma vizinhanga de 0 ¢ R. Entao, dada qual
quer fungao c” de valores reais G , definida sobre uma vizi-

nhanga de 0 em R x R",  existem funcoes C , q e r , tais

que:
(1) G = qF + r sobre uma vizinhanga de 0 ¢ R x R®
k=1 i n
(ii) r(t,x) iéori(x)t para (t,x) ¢ R x R proximo de

0 .

(vide ([10], p. 95)



§ 3, Estabilidade

Neste paragrafo estaremos lembrando as definigoes de es
tabilidade infinitesimal e estrutural (C°) de aplicagoes dife-

renciaveis.

1. DEFINIGAO. Sejam M e N variedades diferenciaveis e f e
g em Cm(M,N) , dotado da topologia ¢ de Whi tney.
Dizemos que f e g sao0 equivalentes, se existem difeomorfis

mos h e k, comutando o diagrama:

2. DEFINIGAO. £ ¢ C (M,N) & estavel (C  estavel) se existir
uma vizinhanga W de f em Cw(M,N), tal que

toda g € W seja equivalente a f,

3. DEFINIGCAO. Sejam M e N variedades diferenciaveis,

f +: M > N diferenciavel e =7 : TN - N a proje
cao. Um eampo de vetores ao longo de f & uma aplicagao
E ¢+ M+ TN, tal que moE = f,

0 conjunto dos campos de vetores ao longo de f

sera denotado por 8(f). Em particular quando f = Id indi

M ’

caremos por 8 (M) .
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4. DEFINICAO. f e infinitesimalmente estavel, se para cada cam
po de vetores w ao longo de £, existirem um
campo vetorial £ sobre M e um campo vetorial n sobre N,

tais que:

w = (df)E + nof

5. TEOREMA (MATHER). Seja f : M » N, propria.

f ¢ CC(M,N) & estavel se, e somente se, for in-

finitesimalmente estavel.

§ 4., Transvernsalidade e Singularidades

1. DEFINIGAO. Dizemos que f : M - N e transversal a uma subva

riedade S de N em p e M se:

(a) f(p) ¢ S

ou

(b) £(p) € § e (df) (T.M) + Ty 38 = Tp N,

onde (df)p e a derivada de f em p e TpM e o es~
pago tangente a M no ponto p.
Se f e transversal a S em todo ponto p de M, en

tao diremos simplesmente que f @& transversal a S, Neste ca-
so, f_l(S) € subvariedade de M de mesma codimensao que S, ou

£71(s) = p.

2, TEOREMA DE TRANSVERSALIDADE DE THOM. Sejam M e N varieda

des diferenciaveis e W uﬁa subvariedade de
Jr(M,N). Entao, o conjunto das aplicagoes f : M - N, tais que
T

. r B - ;
J7E + M+ J (M,N) e transversal a W, e residual em Cm(M,N),

com a topologia c” de Whitney.



Seja f : M > N, Dizemos que f tem uma singularida
de do tipo Sr em p e M, se (df)p tem deficiencia r, is-

to e, rank(df)p = min(dim M,dim N) - r,

Notagao:

S_(£f) = {p ¢ M/ rank(df)p) = min(dim M,dim N) - r}.

Definiremos agora uma subvariedade em Jl(M,N), que

estara estritamente relacionada com o conjunto Sr(f).

Seja o ¢ JI(M,N), com fonte p e meta q, admitin
do f para representante. Tomemos (df)p : TpM +quN.
Definimos: ranko = rank(df)p.

Consideremos

s_ = {o e Y (M,N) / ranke = min(dim M,dim N) - r}
Consegue-se provar que §_ e uma subvariedade de
JI(M,N) de codimensao r2 + er, onde e = Idim M - dim NI.

1

Observemos que Sr(f) = (jlf)— (Sr)'

3. DEFINIGQAO. seja f ¢ c (M,N). f e 1Il-genérica se a apli-
cao jlf : M > Jl(M,N) for transversal a cada

~subvariedade Sr'

Em particular, se f @& uma aplicagao l-genErica, en-
tao 5 (f) ¢ uma subvariedade de M de codimensdo r’ + er.

Sabemos que toda aplicagao estavel e l-generica.

Aiﬁda, podemos considerar f : M + N, onde f & l-ge

nerica e denotar por:



5. s(f) = {pe M/ d(f tem deficiencia s}, se Sr(f) 0.

)
Sr(f) P

Podem~se construir subvariedades Sr ¢ © JZ(M,N) (a-

nalogas as Sr's citadas acima), tais que:

.2
> JE(p) € Sr s
9

p € Sr,s(f) <

Uma aplicagao f , tal que j2f e transversal as sub

variedades Sr s ? é chamada 2-genérica. Temos o resultado:
?

Toda aplicagao estavel & 2-generica.






CAPTTULO 11

y~-ESTABI LIDADE

§ 1. Diferentes Nogoes de Estabilidade

1. DEFINICAO. Consideremos Q Y VR S N.
£ e y-infinitesimalmente eetavel, se dado
w e 0(f), existirem ue 6(M), v e 6(Q) e n € 8(m)

(r ¢: N x Q+ N, projegao usual), tais que:

w = (df)u + no(f,(,'))

0 = (dv)u + voy

l.a. DEFINICAO. Diremos que f e localmente Y-infinitesgimalmen
te estavel em p € M, ‘se o germe [f]p e
w-infinitesimalmente estavel.

2. PROPOSICAO. Seja ¢ infinitesimalmente estavel. Entao, f e
Yy~infinitesimalmente estavel se, e somente se, da

dos w1

ne 8(n) (7 : N xQ >N, projegao usual), tais que:

€ 8(f) e W, € 8(y) existirem u € 6(M), v € 68(Q) e

W, o= (dfd)u + no(f,y)

Wy = (dv)u + voy

‘Demonstracao

<we= Tmediata.

==> Dados w

p € 6(f) e w

é' € 8(y).

11
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Sejam wu (M) e v, € 8(Q), tais que v, = (dw)u1 + vlow

€
(¢ e infinitesimalmente estavel).

Usando agora a hipotese, temos:

' vy = (df)uy = (df)u + no(f,y)
0 = (dy)u + voy
Logo,
w, = (df) (u+uy) + no (£,¢)

wo = (dw)(u+u1) + (v+v1)°¢

3. DEFINICAO. Seja M > N. Uma deformagao de f @& uma a-

plicagao diferenciavel F : M x I > Nx1I_ on

(i) Para cada s ¢ IE , F(M x {8}) ¢« N x {s}.

Denotemos por F_ a aplicagao de M + N definida por:
F(x,8) = (F_(x),s)

(ii) F o= 1

4, DEFINICAQ. Consideremos Q < Y vy —Lf > N Una deformacgao
F de f E y-trivial se existem difeomorfismos

h, k e £, tais que h(x,0) = (x,0), 4£(z,0) = (z,0),

k(y,0;z,0) = (y,0;z,0), h, k e £ conservando niveis, satis-

fazendo a comutatividade do esquema abaixo (onde 0 <68 < ¢)
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h k L
' (f xId,V
M ox I x1d,¥) | (§ x 1)%(Q x 1) ——= Q x I,

onde Y = y x Id,

Diremos que f & y-homotopicamente estavel se  toda

deformagao de f for Y-trivial.

5. PROPOSICAO. Consideremos ¢ wuma aplicagao propria, estavel,

na topologia c” de Whitney. Seja

Q < LY, £ N. Entao f E' w-homotopicameﬁte estavel se,
e somente se, dadas deformag'ées F de £ e ¢ de v, tive_z:
mos difeomorfismos h, k e £ tais qué h(x,O) = (x,0),

£(z,0) = (x,0) e k(y,0;z,0) = (y,0;2,0), h, k ‘eb 2 con

servando niveis, satisfazendo a comutatividade do esquema abaixo:

R (N x T)x(Q x T) ——= Q x I,
h k L
‘ [ (Ex1d,uxad) } " ‘
Mox I (N x I)x(Q x I,) ———= Q x I,

Demonstracao

<=== Tmediata.
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-—> Sejam F e ¢ deformagoes de f e ¢ respectiva
mente. Como Y e estavel e propria existem §(0 < 8§ s €) e di-
feomorfismos H e K com H(x,0) = (x,0) e K(z,0) = (2,0), con

servando niveis, tais que o diagrama abaixo seja comutativo:

M x 15 M x I\
yxId o

1
Q x I X Q x I

Temos, assim, o esquema:

(FoH,y x Id)
: i
i {

w1 —E ey x 1 B e x(eay) — (Nxxs)x(oxx ) e OxI

YN

S (f x1d,y x 1d) - (NxI )x(Q"I ) —*Q"I

Observando que Fo H e uma deformagao de f, temos,
pela hipotese, garantida a existencia de difeomorfismos h, k e
£ comutando o diagrama (conservam niveis e no nivel zero sao i-
dentidades).

Definimos os difeomorfismos:

h1 : M x 16 +> M x I6

_ -1
h1 hoH
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o

(N x I) x (Q x I) » (N x I) x (Qx I)
h2 = ko (I x X).

h, : Q x I6 + Q x IG

h, = LoK

3

Logo, o seguinte esquema e comutativo:

M ox I (F,9) (N x 5 m
x 1 N x L) (Q><16)—————----Q><1‘s
By By hj
(£x1d,yxId) " *
M x IG (N x IG)X(Q x ;6) —_— () X IG

6. DEFINICAQ. Consideremos Q < # M f . N. Diremos que £

e yY-estqvel se existir vizinhanga Ve de f, na
topologia c”  de Whitney, tal que, para cada g ¢ Vf existam
difeomorfismos h, k e £ de modo que o esquema a seguir seja

comutativo (m - projegao usual):

M (E)‘p) N x Q ul Q
h k L

7 1

M (£,¥) N x Q L Q

Quando existe um tal esquema, dizemos que f e .Vv-equi

valente a g.

Enunciaremos, a seguir, um resultado (de [13], p. 267),

que sera utilizado na demonstragao do proximo lema:
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"Se » : M > Q & estavel e propria, entao existem u-
ma vizinhanga U de ¢ em C (M,Q) e aplicagdes continuas
Hy ¢ U > Diff (M) e Hy + U - Diff (Q), tais que Ho(9) = 1dy,

7. LEMA. Consideremos Q < LY, £ N, onde ¢ e estavel

e propria. f e yY-estavel se, e somente se, existem

vizinhangas Wf de f e Ww de VY, nas respectivas topolo

gias ¢ de Whitney, que para cada g € W e VY €.W existam

f v

difeomorfismos h, k e £, de modo que o esquema abaixo seja

comutativo:

" (2.9 ¢ xQ n .
h . L

] ¥

M L0 o oy T Q

Demonstracgao

<=== Tmediata.

> Como y @& estavel e propria, sabemos que existe
vizinhanga Ww de ¥ em C (M,Q), tal que se ¥ € ww entao
v = A(PoPoe(y) , onde A e ¢ sao continuas em Ww , com

A(y) = IQ e e(y) = I, .

Tomando Y suficientemente proxima de ¢, teremos que

e(y¥) esta suficientemente proximo do difeomorfismo Iy - Alem

disso, existe vizinhanga wf de f , tal que goe(P) ¢ Vf »pa

ra toda g e W, [V, da definigao 61,
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Assim, temos garantida a comutatividade do eésquema a-

baixo:

(808(‘9) ,lP)

M _ES_QL.M —L&‘LNXQ —I-M-‘zz—.NxQ'——“‘———"Q
/ N

N
y (£,9) Nx Q m Q

Tomemos agora os difeomorfiémos a: M~> M, b:NxQ+NxQ,
¢ 1 Q+ Q dadospor a=hele(®I ™, b=ke(IxA(#)) e c =LA,

Teremos entao a comutatividade do esquema:

M (g,¥) N x Q u Q
a b c
' J
M (f,\l’) N x Q L4 . Q
§. DEFINICAQO. Consideremos Q < v M —f£ > N. Diremos que

(f,y) @& D-estavel se o diagrama
M —SEJE2—>N x Q ——> Q for estavel, isto e, existem vizinhan-
gas Vf , V¢ e VTr , tais que se g € Vf y ¥ € VW e p € Vﬂ,

entao existem difeomorfismos h, k e £ tais que o esquema a

baixo seja comutativo:
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" (g,9¥) N x Q P Q
b k £
M (f)q)) ] N x Q ™ Q

(Observe que esta e a definigao de estabilidade de dia

gramas, dada em [3]).

9. PROPOSICAQ. Consideremds Q < ANV SR , onde N e

compacta e (f,y) e propria. (f,y) e D-esta
vel se, e somente se, existem vizihhangas wf de f e W,‘p de
Y, nas respectivas topologias c” de Whitney, tais que para cada
f ¢ Wf e Ve Ww existam difeomorfismos a, b e c , de

modo que o esquema abaixo seja comutativo:

M (£,9) N x Q u - Q
a b c

} (£,9) m

M L N x Q Q

Demonstracao

m=> Imediata.

<== Como 1 & submersao e propria (pois N & compac
ta), existe vizinhanga V" de T em cT(N x Q,Q) de modo que
se p €V entao 1 = X(p)epoe(p), onde A e € '?-E"" con-~

tinuas em Vﬂ, com A(m) = IQ e e(m) = INxQ .
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Tomando p suficientemente proxima de T, teremos
[6(0)]-1 suficientemente proximo de INxQ e alem disso, exis~
tem vizinhangas Vf de f e V¢ de v, tais que
[e(p)]-lo(g,W) € wf x ww , para toda g € Vf e .Y € Vw' [obser
ve: como (£,y) & propria, se (g,y) esta suficientemente proxi
ma de (f,y), entao (g,¥) é proprial.

Temos assim garantida a comutatividade do esquema abai-
X0:

[e(0) 1 e (g, 0 | T —

(8,9) N xQ [e(p)]-1 Nx Q e(p) N xQ =2 ~.Q A(p)

| AN \

a \\\ b : \\
N \

M (f’\P) . NXQ T o

Tomemos agora o8 difeomorfismos h : M > M, k: NxQ +-NxQ

e £ : Q~+>Q, dados por h = a, k=b°[€(p)]—1 e £ = coe)(p).

Disto, temos que (f,y) e D-estavel.

10, COROLARIO. <Consideremos Q < LI VINE SRR com | estavel
e propria, (f,y) propria e N compacta. Entao

f & y-estavel se, e somente se, (f,)) e D-estavel.

Demonstracao

Basta aplicar o Lema 7 e a Proposigao 9,

Encerramos este paragrafo examinando exemplos onde a Y-
~estabilidade de f nao & equivalente 3 estabilidade do diagrama

((£,¥) nao e D-estavel).

L




O Exemplo

Consideremos:

I~
[

M= (-1,1) (1,2)

0 = ("1,1-)

f +: M > N, f(x) = x

<
M - Q Q
(xz se X =1
.(x) = <
L2-x se x (1,2

Observemos:

(i) * nao e propria.

(ii) v e infinitesimalmente estavel.

(iii) ¥+ nao e estavel, uma vez que ¥ tem a propriedade:
¥ a € R, w—l(a) contem 0, 1 ou 3 pontos. Esta pro
priedade pode ser destruida por perturbaqses arbritarig
mente proximas.

tiv) £ @& yY-estavel. Podemos tomar g ~ f, tal que g'(x) 0,
¥ x € M, No diagrama, tomamos h = IdM e k(u,v)=(gu),v).

(£,9) | m

(v) 0 diagrama M N>»Q —: Q & infinitesimal
mente estavel, isto e: Dados w € 6(f,y) e w oo o8(m)
temos

(w = (d(f,¥))u + no(f,v)
<
L; = (dn)n + Yof

Ainda:

0 diagrama M L89) Loy Q ——> Q nao & estavel. De

acordo com a definigao precedente, diremos que (f,§) nao e D-estavel.
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Este exempio mostra que a yv~estabilidade de [ nao e e

quivalente a estabilidade do diagrama e que a estabilidade do cdia

yrama nao é equivalente a estabilidade infinitesima. do mesmo.

(i)

(ii)

(1i1)

(iv)

(v)

7.9 Exemplc

Consideremos:

M (-1,0) . (0,1

Guy)

fl
-]

N (-1’1) Q

f : M » N, f(x)

1l
»
=

3
g + M > Q, p(x) = x
Observemos: ;
. nao e propria.
4 & infinitesimalmente estavel. (Dado w(x), fazemos
U(X) = _w..(_?-(—)-)-
2
Ix
v e estavel. (Tomamos ¢~9¢ , tal que P'(x) - 0).
2 oy - n ~ , ® .
f e "y-estavel”" (nao necessariamente C ). Seja = (x)

chata em O(e ¢ C ) com €(0) = 6, e(x) > 0 para x#$0,
descrevendo uma vizinhanga V em (~1,0) v (0,1) tal

que ¥ g ¢ Vf , g'(x) > 0.

Seja E tal que g(x) = <

lg(x)-x]| < e(x), ¥ x = (-1,1)

, [g(x)-x| - .
lim x| = 0. Logo g e diferenciavel em O.
x+0
No diagrama tomamos h = Id e k(u,v) = (g(u),v).

M

0 diagrama M LE,9) N x Q m

> Q, e infinitesimal-

mente estavel,



Ainda:

0 diagrama

nao € estavel.

De faro:

M _iiiil_» N x Q T Q Q s

onde m(u,v) = v,

Podemos considerar, arbitrariamente proxima da aplica

cao nula, uma aplicagao

R - R, cujo grafico
tem o aspecto zo lado (g'(0)>0). -1
}
]

Notemos que a

equagéo x3 - g(x) =0

admite duas solugoes em

Mo x1 e X, .
*1
NG
Definimos, agora:
p ¢ R ¥R =~ R
ptu,v) = v - €(u). Logo, p~rm.

Temos:

1, -1

[mo(£,¥)] "{p} = ¢ "{p} = {q)}, paratodo p e R - {0}

1

[me (£,0)177{0) = v l{0}= ¢

Por outro lado:

1

(00 = {(x / x> = e(x)}

[t}

Lpe (£,0)]

{xl,xz}

Assim, em qualquer vizinhanga da aplicagao 7, existe

uma aplicacao do tipo p, tal que o diagrama




(£,9) .

(f,v) - N x Q T Q

nao seja comutativo.

Novamente, a y-estabilidade de f nao e equivalente 2a

estabilidade do diagrama.

§ 2. Canacterdzacdo das Dejormacoes y-Trdviadis

Neste paragrafo estaremos considerando M compacta,

Seja V vizinhanga de 0 em R e t coordenada stan

‘dard em R.

1. DEFINIGAO. Consideremos M £ _ > P e G uma deformagao de

g. Definimos o campo vetorial ao longo de G
3 [
= — - | N
onde 3% e um campo vetorial sobre M x R ou P x R, conforme

o caso.
Estabeleceremos uma notagao:

Sejam
£ ¢+ M x R+ M
A : M xR >R as projegoes usuais.

Entao, T(M x R) = Q*(TM) & A*(TR). Qualquer vetor

€ ¢ T(M x R) pode ser escrito de maneira Unica como £ = Ey * &g

onde EM € Q*(TM) e ER € A*(TR). Chamamos EM a M-compo

nente de £ e gR a R-componente de ¢, denotando:



Ty = e (E)

.= ACY)

2., LEMA. Seja G uma deformacao de g. Entao G = g X Idv se,

e somente se, ¢ T 0. Em particular, G e indepen

dente de t , se L 0.

Para a prova deste lema o leitor podera comsultar [10],

p' 123.
3, TEOREMA. Consideremos Q <— ML 5w . Seja F uma de
formagao de f. Entao F & y-trivial se, e somen-
te se, existem I, = (-6,6) < I_, & € 6(M x 16)’ n € 8(Q x Ia)e
[

e 8(m) (m : (N xI.) x(QxTIg) +NxIg, projecao usual),
satisfazendo:
(i) ACE) = A(n) = A(y) =0
(i) 1p = (dF)(E) + Yo (F,¥)

(iii) 0 = (d¥) (&) + no¥

sobre M x I onde Y = y x Id.

6’

Demonstragao

Primeiramente, notemos que para qualquer deformagao G
) - ]
de g, a R-componente de (dG)p(at p) e 3% c(p) desde que

AOG = A-

Assim,

) d 9
(dG)P(ET\p) B 3?‘G(p) * Q(dG)p(at p)




[N
n

ou seja,

0
IG(p) = Q(dG)p(g? p’

Tondigac necessaria

Assumimos que F & y-trivial,
Entao, existem I, e difeomorfismos h, , h2 e h3,

satisfazendo a Definigao 4, § 1.

p ¢ MxI (N xI)x(Qx1) : QxI
hy h,=(Ry,h,) h,
(f xId,¥) P
MxI, 2 (N xIG)X(Q XIG) —— x 1,
v
(s,2)
Lembre-se: Y = y x Id
(s,2z) = (f xId,v xId)(hl(P))
Observe ainda que h_l = (h h—l)
3 372 7

d
d(F,W)p( )

d 9
se]p) = (@R G| )@ G|

p 9t

mas tambem:

. ] .
a(F,w)p(-a—Eip) = [(dh, )(S’z)od(f x 1d,y xId)hl(p)°
(-] —a— = _1 o a
(h)pdGe]p) = (dh37) (g, 5 d(F xTd, 1y ) 5 fn, ()

3 -1 9
Q dh —— = ——
+ 1>p<at|p)3 (dh3™) (5 ,yLd(f *Id>h1(p)(atlh1<p)
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2, (dh ) d (¥ x 1d)

o (el ) hy (p) ¢ 3tln (P

_ -1 3
2y (db) Gl 0T = @i T

3
(2 (dh ) (53] ) 3

d(f x Id) 3t

hl(p)

3 3
Tel, * 4 xId)hl(p)(QM(dhl)p(ST’p))J

Lo =1 3
(°1h3 )(s,z)(ﬁ s)

-1
(3,037) ( ,yd(f XId)hl(p)(QM(dhl)P(s-

3

-1
(32h3 )(s,z)(s? z)

(Q (dh ) (= S

-1
(azh3 )(S’z)d( x 1d) ( ) at|p))

d

-1
3els) * (3,

9
( 273 )(s,z)(szlz)

-1
(B1ha ™) (g, 2)

d(f xId,y x Id) (dh ) (5%

-1
(th )(s,z) h ( )’ M 8t|p

seja £(p) = (dn '), (p Iy (B

3t|p

um campo vetorial sobre

-2

Assim, &

Mx I, e A(E) = A(dhil Ry (dh ) ( )

h, (p) P

AQ (dh 1) (dh,) (== =0,

h ( ) Ty 17ptat

¢ uma deformagao da identidade e AQ, = 0.
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o -1 P
Agora, inserimos (dhl)po(dh1 )hl(p) antes de Qﬁf no

tltimo termo de (#), e obtemos:

9

-1
d(F,¥) (atlp (2103 o 4y GEls)
-1 9

+ ( 2 3 )(8,2)(3—€|z) + d(F!y)p(Ep)-

Logo,

3 ., ? L

(6P G| ) s (41 (G| ) = (@R (&), (a9 ()

+ (an’h (=), (=] = ((@F) (£ , (dY)_(E_))
3 “(s,z) atls ’ atlz p p° P P

3 ) -1, 2
R G R0 5 @D, G|

(dr) ) = (dF) (e ) + (dh 3 (s, 2)° a:i ,_{%lz)

(xx) (d¥) (atlp) = (dY)P(Ep) + (dhgl)(f% z)

Assim,

- = ) ) _'_'__
(ax2) Iy(P) (dF)p(Ep) * (dh3)(s,z)(3?|s '5?|z) ‘3tlF(p)

Definimos:

2 9

v(x,q) = (dh3)h (x,q)(at h (x,q) ’ atlh (q)) 3t
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Y @ um campo vetorial satisfazendo as condigoes do Teo

Substituindo Yy em (**%), temos:

tp(P) = (dF)_(E) + v(h3'(s,2))
(dF)p(Ep) + y(F(p),¥(p))

Entzo,

Tp = (dF)(E) + vo(F,¥).

Ainda, voltando em (**):

d 1 3

@) (| = @) ¢ 5 SUSILENC MO NG RY
Definimos:

"q "“Q(dh;1>h2(q)(§% hy(a)’

Claramente, n e um campo vetorial sobre Q f I6 com

R componente nula.

Substituindo n em (****) e lembrando que Ty = 0

(Y = ¢ x 1d), temos:

xiliar:

9 9 - -
sefvce) T 08 T aEini i) Mgt

mas h;l(z) = ¥Y(p) e assim

0 = (d¥) (&) + no¥

Antes de provarmos a reciproca, vejamos um resultado au




LEMA A, Seja & um campo vetorial a suporte compacto so-
bre M x R, tal que a R componente de & seja nula,

Entao, existe um difeomorfismo g : M x R - M x R, satisfazen-

do:

g(x,t) = (g,.(x),t)

g(x,0) = (x,0)

(48) (o) G| (x,6)) = B * 3p) g(x,t)

Para a prova deste Lema o leitor podera consultar [10],
p. 125,

LEMA B. Usando as notagoes do Lema A, temos:

. d
() g8 = 2,(de) (37)

1

) (57

. . - 3
(ii) ¢ = -(dg)QM(dg 3T

Voltemos entao a prova do Teorema 3:

Condigao Suficiente

Seja F uma deformagao de f e TIss €5 0y Y, tais

que:
(1) ACE) = A(n) = A(y) = 0O

(ii) g

= (dF) (g) + vyo(F,¥) sobre M x ;6

(iii) 0 = (d¥)(E) + no¥

Precisamos mostrar que F e y-trivial.

Sendo M compacta, £ e trivialmente a suporte com

pacto.
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Podemos considerar os campos vetoriais sobre

(N x IG) x (Q x Id)’ definidos por n=(0,n) e Y = (y,0).

Diminuindo §, podemos supor que T = (dF) (E) +yo (F,V¥)
e 0 = (d¥)(E) + noV¥ sobre M x Té . Podemos entao tomar n
nulo [(y,n)=-nulo] fora de uma vizinhanga compacta de F(M x TG).

(fora de uma vizinhanga compacta de (F,¥)(M x TG)] e assumir en
tao que n e (y,n) sao a suporte compactos.

Aplicando o Lema B, sabemos da existencia de difeomorfis

mos :
G ¢+ M x I§ > M x 15
H ¢ Q x IS + Q x I6
L : (N x 15) x (Q x 16) + (N x IG) x (Q x 16)
conservando niveis e G(x,0) = (x,0), H(y,0) = (y,0) e

L(y,0;2,0) = (y,0;2,0), satisfazendo:

-1 _ -1, , 3

-£0G = 2,(dG )(-a—E)

= —(qu-t 2

n = -(dH )QQ(dH)(Bt)
(y,n) = -(dL-l)QNxQ(dL)(% ’a_at)

Consideremos o esquema abaixo, onde (El’EZ) =Im(FﬁDoG-1:

M x 16 (F,¥) (N x IS)X(Q x IG) S S Q x 16
G L H

' E=(E,E,) | .
Mox I, - (N x IG)X(QXIG) — Qe x I
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Observe que a comutatividade da segunda parte do esque
ma e decorrente do fato de L ser obtidb pela integragao de um
campo de vetores (y,n) sobre (N x IG) x (Q x IG)’ com a pro-
priedade de ter a projecao em T(Q x 16) constante em cada "fi
bra" (x,q) - para q fixo,.

Seja pe MxR e (r,u) = ((F,¥)eG"1)(p)

d(El,Ez)p(at ) = ((dEl)p(Bt ) , (dE )p(ac ))

mas por outro lado:

d(E19E?) ( ) = [(dL)( )°d(F \y) ( )°(dG ) J( )

P at 3th

-1

. 3 . ]
= <dL>(r,u)od<F,w>G-1(p)cg?.c-l(p) + ), (dG )p<3;|p13

3 -1 \ .
= (dL>(r,u)[‘dF)c’l(p)(EIIG'l(p) + 0,046 ) ))

9(3?|p

-1

- 2 - 2
(d¥) 4 1(p)(at|G Lipy * fy(dG )p(3t|p))1

+ QN(dF)G-l

: 3 3 _
(4L (o 0 I5E e (») el p)?

-1y (3
+ (dF)G (p) Ry, (dG p(3;|p)

-1

d 9
35w * (40 (4675 (5%] )3

¢ (p) ™ 8t|p

)
(L) (¢ 0y 5| ¥ YU g Leg) atlc Lpy?

B

- - S N N - -
RGP RN Lipy) s at|u (dv), 1(p)(s|G Lipy))

3 -1
(dL)(r’u)EE? ¢t Tp(6 T(p)) -(dF)G-l(p)(ElG-l(p));




32
2| - @ -1, (E] -1, )]
at|u G “(p) lG (p)
) d
= WL (o Gl e TE|) AR (g (YCES ) N Cu))

9 ) 9 3
= (dL)(r,u) (Tg|r; ﬁlu) - QNXQ(dL)(r,U) (—a'E'Ir ’ a_tlu)

) 9 3 d

= Gtlt(r,w) *3t|un)? = Gt E, (p) "aT:|E2(p)’

Assim:

E

T 1(p) (dEl)p(BtIp) 3t|E1(p) 0 —>E, = £ x 1d

3 ?
TEz(p) = (dEz)p(-a—Elp) - ﬁ'|z2(p) =0 =>E, =y x Id

o que significa que a deformagao F de f e v trivial,




CAPTTULO 111

y-ESTABILIDADE INFINITESIMAL E y~-ESTABILIDADE HOMOTOPICA

Neste capitulo estaremos considerando M compacta.

1. PROPOSICAO. Consideremos Q < L M —— N, Se f

-homotopicamente estavel, entao f e ¢=-infini-

tesimalmente estavel.

Demonstracao

Para provar que f & ¥Y-infinitesimalmente estavel

cisamos produzir para cada campo vetorial w € 8(f) campos ve-

toriais E € 6(M), ne€ 8(Q) e vy € 6(m) tais que:

rw = (df)E + Yo (f,¥)

<LO = (dy)E + noy

Seja Mf = graff < M x N,
Podemos ver w como um campo vetorial sobre M

tando na diregao N, como segue:

w(p,f(p)) = w(p) € {0} x T )N c T(p,f(p))(n x N)

f(p

Estendemos W a um campo (//////] M,
vetorial sobre M x N a  suporte N l
. -——M

compacto e seja

At : M x N+ Mx N o grupo a umpa

rametro, cujo gerador infinitesimal

seja W,
33



Definimos

M x R =+ N xR

-t

F(x,t) = (wNAt(x,f(x)),t)
onde - ¢ M x N + N e a projegac usual,
D e )
Observemos que F € ( e tal que

F(x,0) = (my(x,f(x)),0) = (f(x),0)

Assim, F e uma deformagao de f. Como f @& ¥-homoto
picamente estavel, pelo Teorema 3 do Capitulo II, temos garanti-
da a existencia de campos vetoriais E ¢ o(M x Ig)s n e 8(Q x I,)
e ¢ 8(nY (7 : (N x 15) x (Q x 15) + N x 16’ projegcao usual),

com R componentes nulas satisfazendo:
er = (@D (D) + To(F,¥)
Lo = (a1 (F) + oy

sobre M x 16 , onde V¥ = ¢ x Id.

Restringindo a M x {0}, obtemos:

er]Mx{o} (dE)E + Yo (f,¥)

<
Ol x (o1 = (@& + ey

onde Ep ) E(13.0) e T M(e,0) © Y(r,q) ) Y(r.O;q,O) defl

nem campos vetoriais sobre M, Q e ao longo de m, respectiva

mente, ja que as R-componentes de £, n, Y sao nulas.
Para finalizar, mostremos que tF(p,O) = wp .

Sabemos que

3
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9

3T (p,0) de modo que

A curva t - (p,t) representa
t - “NAt(p’f(p)) representa TF(p,O).

Agora:

] _
E?"NAt(p’f(p))!t=o = UM Gt YL E()) T Y

visto que ;(p,f(p)) aponta na N-diregao.

Assim, TF(p,O) = wp

De agora em diante nos preocuparemos em obter a recipro
ca da Proposigao 1. A ideia e aplicar o Teorema 3 do Capitulo
I1, § 2. Primeiramente, mostraremos que . £, n e Y existem
localmente (na realidade, com a hipotese de ¢ ser infinitesi-
malmente estavel, obtemos um resultado mais geral). Isto e feito

na seguinte:

2, PROPOSICAO0. Se f @& localmente ¢-infinitesimalmente estd
vel em pe M e ¢ e infinitesimalmente esta
vel, entao existem germes de campos vetoriais &£, n e Yy com

R-componentes nulas, tais que:
[1p = (@BYE + vo(F,0)
<
LT¢ = (do)E + nod

a nivel de germe em (p,0).

(onde F & uma deformagao de f e ¢ e uma deformagao
de ¥. Diremos, neste caso, que (F,¢) @& uma defcrmagao de

(f,¥)).
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Sejam Z = ‘germes em (p,0) de campos vetoriais
w i Mx R > T(N xR) » (Q x R)) ao longo de (F,$) com R-com

ponentes nulas;

K = {d(F,®)[¢] /z e um campo vetorial sobre MxR,

(p,0)

com R-componente nula}.

Existe uma agao de C?p 0)(M x R) sobre Z , dada pela

multiplicagao, tornando Z um modulo sobre C?p 0)(M x R) fini
’

tamente gerado. Se escolhermos coordenadas xl,...,xm baseadas
em p sobre M, Yyseees¥, baseadas em f£(p) sobre N e
zl,...,zq baseadas em y(p) sobre Q, entao todo germe em

(p,0) de campo vetorial ao longo de (F,$) com R-componentes
nulas pode ser escrito como:
o 3 1 3
(iglriu,:)m{ﬁ, ; jglej(x,wa—zi- o)
Ainda, K < Z como submodulo sobre c?p’o)(n x R).
Desta maneira, A = Z'K pode ser visto como um modulo

sobre C. (M x R) finitamente gerado. Via ¢* , A pode ser

(P,O)
considerado como um C(w(p),O)(Q x R)-modulo.

o *

M x R)

Cluipy,0) ‘@ xR — C(p,0)¢

Afirmagao: Ag = A =2l e finitamente gerado como

C(w(p),O)(Q x R)-modulo, com um conjunto de

geradores dado por:
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. ~ 3
e; projegao de (E;IlF,O) em A

- . ~ (]
ej = projegao de (0,3;;'¢

) em A

(i = 1,...,n ) j=19---aQ)o

Primeiramente mostraremos que a afirmagao & suficiente
para provarmos a proposigao.

Em A:
n ) 4 3 '
(TF’T¢) = (igl(yioQ)s;; F H jél(nj°°)3;; °)

Assim, em Z:

n
)
Ty 7 (dF)E 4 i§1(Yi°°)3§;|F
9 3 q 3
Ty = (do)g + j§l(njo¢)3;;‘¢ = (do)g + (jglﬂjg;;)°¢
4 )
Agora, n = .L.n.,—— tem R-componente nula e
j=1 Jazj
Ty * (de)E + nod a nivel de germe em (p,0).
Ainda:
Vi

Q x R —>—> R

Definimos

Vi
(N x R) x (Q x R) ~———> R

Y5y = ¥ (3)

Logo,

TT)o(F,¢) = (dF)E + yo(F,0)

<
e
Q>
o>

nws g

" (dF) g + (

-
[N
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n .
onde «y = £1§ 3%— satisfaz as condig5es da proposigao.
i
T = (dF)t + Yo(F,%) a nivel de germe em (p,0).
Para provarmos a afirmagao, usaremos o Teorema de Mal-
grange.

Usando o Teorema de Taylor, escrevemos:

(%) W(X,t)

(wh(x,0) 5wl (x,0) = who + T (x, 0) 5w3 (0

v el (x,t))

Como w e um campo vetorial ao longo de (F,¢),
(wi,wi) e um campo vetorial ao longo de (£f,¥).
Como f & ¢y-infinitesimalmente estavel e ¢ @& infini

tesimalmente estavel, pela Proposigao 2, § 1 do Capitulo II, po-

demos escrever:

wcl) = (df)E + Yo (£f,V)

w2 = (d9E + noy

Estendendo £, n e Yy horizontalmente e aplicando o

Teorema de Taylor novamente, obtemos:
o (x) = ((ABYE + Yo (F,8))(x,8) ; wolx) = ((d&)E

+ nod)(x,t)] = [tsl(x,t) : t?z(x,t)]
Substituindo em (%), temos:

W(x,t) = [C(AE)E + yo(F,8))(x,t) + tWl(x,t) ;

((d8)E + nod)(x,t) + t%z(x,t)]
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Consideremos agora o espago vetorial

A z
(t)A K + (t)2Z
A classe de equivalencia de W em A (t)A e igual a

de (yo(F,®),ncd).

Mas
3 3
ned = 551(”j°")3z—i|¢

n
3
Yo (F,0) = iélYi"(F"’)S‘;ﬂF (F = 7o (F,0))

pois n e Yy sao extensoes triviais de campos.

. .~ 9 ]
Assim, as projegoes de (3§:'F’0)’ (0,3;; ¢) geram O
espago vetorial _T€§K—'
Consideremos o espago vetorial
A
¢*m(Q x R)A
Como (t)A < ¢*m(Q x R)A, existe uma natural projegao
A - A
de oA sobre T m(qQ < B)A
.~ 9 d
Logo, as projegoes de (3;; F,0), (O,EEE °) geram-no

como espago vetorial real,
Agora, aplicando o Teorema de Preparagao de Malgrange,

obtemos o resultado desejado. (Ver Capitulo I, § 2, Teorema 2).

3. COROLARIO. Consideremos Q < LAY f . N onde ¢y e in-
finitesimalmente estavel e f & y-infinitesimal
mente estavel. Seja (F,¢) uma deformagao de (f,y). Seja ain

da § = {pl,...,ps} c w-l(q ) . Entao, existem uma vizinhanca U
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de S x {0} em M x R, E e 8(M % 16)’ ne 8(N x 16) e
y € 9(mw) tais que
(i) ACE) = A(n) = A(y) =0
(ii) =p = (dF)E + vo(F,?)
(iii) 1, = (de®)E + no?

¢

sobre U.

Demonstracgao

O caso de S ser um Unico ponto e justamente a Proposi

¢ao anterior. A prova segue analoga aquela, substituindo A: por

S Py Pg .
A¢ = A¢ e ... @ A° e usando o Lema 4 do Capitulo I, § 2.
Definiremos agora dois subconjuntos de pontos de M e

mostraremos que e possivel resolver as equagoes em vizinhangas re

lacionadas com estes subconjuntos,

4, DEFINICAO. Consideremos Q < L BN SR

Diremos que p € M e um ponto critico de (f,9)

se d(f,w)p : TpM > Tf(p)N x Tw(p)Q nao e sobre.

Notagao: p € L.

Diremos que p € M e um ponto do tipo I, se existi-

rem w, ¢ 8 (f) e w, € 0(y), tais que:
fwl = (df)u + vo(£f,y)
<
sz = (dy)u

nao tem solugaoc, em u e V, COmMO germe em pP.
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Notagao: p ¢ I
Logo:

£ ={pe M/ 3nm w, € 8(f) e W

w, = (df)u e w, = (d¢)u nao tem solugao em u, co

5 € 8(y) tais que

mo germe em p}.

21 = {p e M/ Im w, € 8 (f) e w, € 8(v) tais que.

w, = (df)u + vo(£,¥) . e v, = (dy)u nao tem solu

1

gao em u e vV, como germe em P}o

Observe: (i) Zl c I,

(ii) Maiores detalhes: vide paginas 89 e 91.

5. LEMA. Seja Q < Y £, N com ¢y infinitesimalmente es

tavel e f y-infinitesimalmente estavel. Se dim(NxQ)=s,

entdo I n (f,w)—l(y,q) tem um numero de elementos < 8.

Demonstracao

Observemos que se § e infinitesimalmente estavel e f
e y-infinitesimalmente estavel em particular (f,y) @& infinitesi

malmente estavel e o resultado segue por [10], p. 115, Lema 1.9.

6. LEMA. Sse (f,y) nao admite pontos criticos e
(F,¢) : M x R+ (N x R) x (Q x R) e uma deformagao de

(£,y), entao dados w, € 6(F) e w, € 6(8) com A(w1)=A(w2)=0,

1 2
existe £ € 8(M x IG) com ‘A(gE) = 0, tal que:

w, = (dF)E

{
L

W, = (de) g
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Demonstracgao

(£,4) : M > N x Q & uma submersao. Assim, para t su
ficientemente pequeno, (Ft,Qt) & uma submersao. Sendo (F,%)
uma deformagao de (f,y), temos que (F,;) - e uma submersao de
M x IG + N x Q, onde F(x,t) = (?(x,t),t) e ¢(x,t)-(3(x,t),t%

Assim, T(M x 16) = Ker d(?,;) ® G onde G @& um sub-
fibrado complementar. (Ver [10],‘Proposi§3es 5.14 e 5.15, Capi-
tulo I).

Ainda: d(F,E) 1 G > T(N x Q) e um isomorfismo.

Dados w, € 6(F), e 0(%) temos garantida a exis~-

1 Y °
tencia de £ € 8(M x I,), com A(g) = 0, tal que

(;1,;2) = d(F,?)E. Considerando w, = (ﬁi,O), i = 1,2, teremos

fwl = (dF)¢
<Lw2 = (d9)¢

7. PROPOSICAQ. Consideremos Q < Yy £ . N, onde U e in-

finitesimalmente estavel e f & y-infinitesimal

mente estavel. Entao z, e fechado e £,0 w-l(q) e finito,
¥ q € Q.
Demonstracao
(i) . n w-l(q) e finito, ¥ q < Q.

1

Antes de passarmos a prova deste fato, registraremos

qui um resultado que consta em [3]:

Consideremos o diagrama M L£,0) M x Q

> Q infi
nitesimalmente estavel {das hipoteses da Proposigao temos esta

propriedade).
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Seja 'Pg --{(y?q).e'N‘g {q} / 3Im v, e W, tais que
wy o= d(£,9)8 +yo(£,9) e v, = (dm)y nao tem solugao em £ e v,
como germes em (f,w)-l(y,q) e em (y,q)l.

Por [3] sabemos que Pg | e finito.

Voltemos entao a prova:

pe 0y i@ = (£,9)() = (y,9) € P}

— p e (£, 1D

Podemos fazer entao:

ppoa v i) <0z 0 v @I (£,0 7 D

<z (5,9 Y - Uz (£,0 Ny,
(y.q)ePg

reuniao finita de conjuntos finitos.

1

Logo, L, n v T (q) e finito, ¥ q € Q.

(ii) Iy e fechado.

Seja x_ ¢ M tal que x_ ¢ L.
Tomemos (f,w)(xo) = (yo,qo) e N x Q.

Entao, dado (w,w) « e(f,w)x , podemos escrever:
o

(w,w) = d(£,9u + (v(f,{),0)

-
a nivel de germe em K

Esta equagao, em coordenadas locais, pode ser escrita co

mo
4 m 3f.
v, (x) = jgl—;%<x)uj<x> SV (0 (x) 1= 1,
(1) < ]
- ™oAY
wi(x) = jél—s;f—(x)uj(x) i = n+l,...,n+q

~
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(Podemos resolver (I) <==> podemos resolver
Afirmagao: < '
L(I) para ordem k (onde k = dim Q).

De fato:

n+k

05,0, = i8,C) (0,

. - . . ® -
e assim e finitamente gerado como Cx (M) -modulo.
o

Consideremos B = {d(f,y)u / u € O(M)x }.
o

B & submodulo de e(f,w)x
o

Seja entao

e(f,w)xo

A = B

finitamente gerado como C: (M) -modulo.
o

Tomemos e, = (f,w)*(—i—,O) em A, i = 1,...,
i ayi

Podemos observar o seguinte fato:

(I) e resoluvel localmente em X, <==> e;,...,e_ ~ geram A
oo - .
como C (N x Q)-modulo, via (f,y)*.
(y,594)
. k+1 .
Consideremos agora m_ (M), que consiste dos germes
. o
em x cuja serie de Taylor comega com termos de. ordem 2 k+l.

Usando o Teorema 3, Capitulo I; § 2, temos:

€.,.0..5€ geram A como o (N x Q)-modulo <===>
1 n : ( ’qo)

0
<===> A m§+1(M)A g gerado, sobre C(yo’qo)(N x Q), pelas
o ,

projegaes.de € svrse .

Assim:

(L3}

(1) e ?esoluvel localmente em X, <> A m§+1(M)A

(o)
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gerado, sobre C?yg’qo)(N x Q)? pelas projegoes de BT

A {ltima afirmagao & equivalente a resolver (I) para a

. ordem k.

. De fato:
CCo,m) . + B1 + mtLO0A = .z (£,9) v, ] ]
WaWix mx Cotig > ¥ Vi Y _,q ei_
[e] 0 Q [+]
k+1 = o d
+ mx (M)A =2 (W,W)x = iél(viO(f:W))x (fl¢)*(3§710)
) 0 ) i

+ [d(f,0el  + gl
[o] [o]

onde

el e mta0e(e,w, 1550 (xp) = 0]

"Jetificando na ordem k", temos entao:

FoCe, 9, = dle,w), T00, + (£,1)*I5(eN))x0)
o o [ 0

-

9,

onde d.(f,w)x e (f,y)* sao induzidas pela agao de d(f,y) e
o A
(£,9)* sobre os germes de campcs vetoriais.
Podemos considerar entao:

P k k Lk
(£,9) : J o(M) ® J (8(N)) x0) + Je(f,9)
XO yO’qO xO

dada por [d(f,y) + (f,w)*Jk-

, ~
Em coordenadas locais, (£f,¢) e uma aplicagao .inear
- X K ok | K .
sobre de Bm,m o Bn+k,n em m,n+k ° onde Br,s e o espago

vetorial das aplicagoes polinomiais de R" em R, de grau = k,

.\I : .
(f,¥) depende continuamente de x e assim, existe u-
ma vizinhanga U de X tal que se x € U, entao (f,¥) e
) )
sabre, em x., Assim, x ¢ 21 y, ¥ X € Ux .
o
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Logo, by e fechado.

Observagao: Poderiamos pensar em definir:

El = {pe M/ 3we o8(f) tal que w = (df)u + vo(f,P e

0 = (d¢)u nao tem solugao em u e vV, como ger-

me em ©pl.

Temos: El czI,

Se soubessemos que 21 e fechado . toda a constru-

¢ao feita neste paragrafo poderia ser realizada utilizando-se

—
~

El ao inves de Ly » Em particular, poderiamos usar I,.

Mostraremos agora a existencia de uma. vizinhanga W de

Zl x {0}, onde Tp e T, podem ser escritos da forma deseja

da.

§. PROPOSICAQ0. Consideremos Q < vy £, N, onde ¢ e in-
finitesimalmente estavel e f e Y-infinitesi-

malmente estavel. Seja (F,®) uma defofmagio de (f,y). Entzo,
existem £ € 6(M x R), n € 6(Q x R), vy € 8(m) (w : (N x R) x
x (Q x R) = N x R, projegao usual) com ACE)=A(n)=A(Y)=0,

tais que:

Tp = (dF)E ¢ Yo (F,@)

Ty = (d®)E + nod

/
L

sobre uma vizinhanga W de I {0} em M x R.




Demonstracgao

Sabemos que I, n w-l(q) e finito, e assim, o Corola

rio 3 se aplica a este conjunto. Usando o fato de que as proje
gies 8(M x R) > 6(M x R)g, 6(Q x R)»6(Q x R)_, e(w);e(n)y’q
sao sobre, segue que existem 9 ¢ a(M x R), nd ¢ 8(Q x R) e
Y9 ¢ a(m horizontais, tais que:

(@B g% wySo(r, 0y = 1y
q q

(¢de)ed + nqo¢>|vq = r”u

q

para uma vizinhanga aberta Uq de (I, n w-l(q)) x {0}.

Como ¢ &e fechada, temos que ¢(21 x {0} - Uq) €Q xR
como fechado, e assim, seja Vq 0 seu complementar.
Desde que (21 n w-l(q)) x {0} < Uq , temos que

(q,t) € Vq ’ ¥ (q,t) € Q x R.

Seja {pa}arA uma partigao da unidade sobre Q x R
subordinada ao recobrimento formado pelos Vq's . Em outras pa
lavras, {pa} e uma partigao da unidade c”  tal que para ca-

da ‘o € A existe q = q(a) € Q, tal que supp p < Vata)
Tomemos ‘

- q(a)
& GEA(Duo@)E

e I q(a)
n aeApan

Consideremos | Ea : (M x R) x (Q x R) = R definida

por pa(u,v) = pa(v) e tomemos entao

ez 5 a(a)
Y %qupaY
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Como
(Oa"‘P)TF = (dF)(paoqb)gq(a) + [San(a)Jo(F,d))
(o o0)1y = (d40) (p_o0)£3(®) 4 (5 2908y 0

-1
em W Uq(a) v ¢ "[(Q x R) - supp pa].
Segue que

ply = ((AF)E + yo(F,0)) |y

Tq»[w = ((de)e + meo) [y
sobre W = N w .
€A o
Observamos que L, x {0} < w.
Para isto e preciso mostrar que I, x {0} < Wa' para ca
da o € A. Suponhamos (x,0) € L, x {0} e (x,0) ¢ Uq(a)' Logo,

($(x),0) = ¢(x,0) € ¢(El x {0} - Uq(a)) => ¢(x,0) ‘Vq(a) > supp o
==> (x,0) € Q—l[(Q xR) - supp pa] => (x,0) € Wa.

Ainda: W e aberto.

De fato:
Seja (x,t) € W. -Como {supp pa} e localmente finita,
existe uma vizinhanga U de $(x,t) e um numero finito

pml,...,{:;mr . tais que U n supp p“i # 0, i= 1,...,r.
Tomemos U' = ¢_1(U) n wa N ovee N Wu , aberto de
1 r

M x I,, contendo (x,t).
Se U n supp Py = g => U' c 0—1[(Q x R) = supp pa] c Wa

Se U n supp p  # § , entao a = a, para algum

i=1,...,r, e assim, U' c Wa.
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Portanto, U' © Ny =w e assim, W @& aberto.

Mostraremos agora que T e T, podem ser escritos

F
da forma desejada sobre uma vizinhanga de (I x {0}) - U, onde

U e uma vizinhanga de £, x {0}.

121 x {0}

U

"\/— \N.L //I"‘:)

-
—— =

t“i&“\.‘__fyy'\z x {0}
\V/
£

9. PROPOSICA0. Consideremos Q < oy Lo N, onde ¢ e in

finitesimalmente estavel, f e yY-infinitesi-

X

malmente estavel e U & uma vizinhanga de 2y {0}. Seja ain
da (F,¢) uma deformagao de (f,y). Dados 1t € O(F) e ued(@)

vy € 6(n), com

®

com A(t) = A(w) - 0, existem £ € 8(M x R)

ACE) = A(y) = 0, tais que:

[r = (dF)E + Yo (F,9)

<
Lu = (de)g

sobre uma vizinhanca ¥ de (I x {0)) « 1,

Demonstragao

Observamos que se (p,0) ¢ (I x {0}) - U, entao as g

quagoes:
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fwl = (df)g + yo (f,¥)
d
L2 = Cawe

tem solugao, como germe em p, ¥ v, e w,.

Se tomarmos:

Z = {germes em (p,0) de campos vetoriais
w : M x R~>T((N x R) x (Q x R)), ao longo de
(F,$) com R-componentes nulas}

K =

{d(F,¢)[€](p,0) / & € 8(M x R), com R-componente

nulal

teremos que Z e um C?p 0)(M x R)-modulo finitamente gerado e
9
K ©Z como submodulo. Assim, A =12 K pode ser visto como um
C?p 0)(M x R)-modulo finitamente gerado. Via (F,®)*, A pode
?

i ® N x X -mo .
ser considerado como um C(f(p),O;w(p),O)( x R Q R)-modulo

Por argumentos analogos aos usados na demonstragao da
Proposigao 2, podemos concluir que
-fr = (dF)E + Yo (F,%)

<
[u = (de)E

a nivel de germe em (p,0).
Temos que [(Z x {0}) - U] n (f,w)_l(y,q) e finito, uma
vez que I n (f,w)-l(y,q) o e (Lema 5).

Usando argumentos analogos aos do Corolario 3, consegui

mos escrever

= ((an ey + 47,
[T‘UZ ((dF) gy + voo (F,0)) o

<
[u‘uz = (d¢)£§ UZ i
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onde UZ e uma vizinhanga aberta de
[(z x (0}) = Ul n (£, (y,q).

Como (f,y) @& fechada, (M e compacta) e I e fecha

do, temos que (F,d)[(Z x {0}) - (U v UZ)] ¢ (N x R) x (Q x R)

como fechado e assim, seja Zy

o seu complementar.
Como [(I - El) n (f,w)-l(y,q)] x {0} < UZ , temos que

(y,t3q,t') € ZZ.

Seja {u’;i}ieI uma partigao da unidade sobre (NxR) x
x (Q x R), subordinada ao recobrimento formado pelos Zz's.
y.
Logo, supp ¢, € 2 l.
i qj
Tomemos
y.
S 1
E iwi°(F,°)Eq'
i
y.
- L 3
Y i¢i°(F,¢)Yq.

1

Como

i. ( ? ) ( ) i ( ! ) q- i qc L

1

1

. y
| L¢i°(F.°)u = (d°)¢i°(F,°)Eq

Y.
em V, = U :
q

: U (F,¢)-1[(N x R) x (Q x R) - supp wi], segue que

i
Jr = (dF)E + vo(F,9)
lu = (de)¢

sobre V = Ny,
1el 1

Temos que]i(E x {0}) = U <V,
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Para tanto, e suficiente mostrar que (I x{0}) - U < Vi’

para cada 1 = I. Suponhamos (x,0) ¢ (£ x {0}) - U e
y. V.
(x,0) ¢{ Uq1 . Logo, (F,2)(x,0) ¢ (F,®)[(zx{0}) - (U v Uql)].
i y. i
aAssim, (F,®)(x,0) ¢ qu > supp wi e entao
i 4

(x,0) ¢ (F,¢)-1[(N x R) x (Q x R) = supp wi]. Deste modo,

(x,0) v,

i’

m

Ainda, V e um aberto, por argumento semelhante ao usa

do na Proposigao 8.

10, TEOREMA. Consideremos Q < LAY £, N, onde ¢ e infi-
nitesimalmente estavel, f e V-infinitesimalmen
te estavel e (f,¥) (I =- Il) o (f,w)(Zl) = §, Seja (F,%) uma

deformacao de (f,y). Entao, existem £ € B8(M x 16)’ n €9(Qx16)
e y e o(m) (m: (N xIg) x (QxTI) +NxTIp, projegao usual)

com A(g) = A(n) = A(y) = 0, tais que:
er = (dF)E + Yo (F,d)

sobre M x I
LT° = (d¢)E + ned

Demonstracao

Sabemos que existem &' , n e Y satisfazendo
(1) ACE') = A(n") = A(y'") =0

(ii) (dF)E' + Y'o(F, 1)

-
]

~1
1

(iii) (d2)€' + n'c?

«
J
.

sobre uma vizinhanga W de I, x {0;. (Pela Proposigao 8).
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Logo,

[rF - (dF)E' = Y'o(F,0) = (dF)E_ + y_o(F,9)
<

[T¢ - (dO)E' - n'es = (d0)g,

sobre a vizinhanga W de I, x {0}.

Podemos considerar uma colegao enumeravel de abertos U,,

satisfazendo:

Para ¥ i € N, ﬁi < W, U vizinhanga de 21 x {0},

Ainda:
[ te = (dE)E' = y'o(F,0) = (dF)E, + v o(F,0)
<
- ! - =
L7y - (a0e - n'ee = (amdg,
numa vizinhanga Vi de (I x {0}) - Ui (aplicando sequencial=
mente a Proposigao 9).
Consideremos
W' = (N x R) x (Q x R) = (F,8)((X x {0}) - W)

Vi = (N xR) x (@ xR = (F,@)((z.x {0}). = V)

Sabendo que (f,y) e uma aplicagio fechada: (M El'cog
pacta), temos que W' e Vi , ieN sao abeftoé.' |
| {w',vi,VE,...} forma uma cobertura aber;a’dé
(N x R) x (Q x R).
ﬁe fato:
Seja (y,t3q,t') € (N x R)'xv(Q x'R) - W',

Logo, ‘(y,t;q,t') = (f(xo),O;w(xo),O)‘ onde L f r - Zif
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Pela nossa hipotese, (y,q) ¢ (f,w)(zl). (%)

Suponhamos, por absurdo, que ¥ i, 3 xi €T e

(xi,O) ¢ Vi tal que (y,q) = (f,w)(xi). Como (xi,O) d{ V., te
mos que (xi,O) ¢ (Z x {0}) - v, . Assim, (x,,0) € U,.

Como M e compacta, podemos assumir que (xi) + x ., Do

N T, .
ieN 1 1
Por continuidade, ((f,w)(xi)) = ((y,q9)) » (£,¥)(x).

fato de = I, x {0}, temos que x € I

Logo, (f,¢y)(x) = (y,q), com x € Z, (contra (%)).
Assim, 3 i / ¥ (x,0) € ((z x {0}) - Vi), (v,q)#(£f,¥) (x),

ou seja:

3i tal que (y,t3q,t') ¢ (F,®)(Z x {0} - v)
ou ainda:

3i tal que (y,t3q,t') e V{

Consideremos PosPpsPgsses partigao &a unidade sobre
(N x R) x (Q x R), subordinada ao recobrimento formado por
w" Vi ’ Vé ’ . B @

Como

P o° (F,¢)[TF-(dF)E' = y'e(F,9)] = (dF)poo('F,¢)€o+(poyo)°(F,¢)
<
[poo(F,¢)[T°—(d¢)£' - n'ed] = (d&)poo(F,¢)Eo

em W = Wu (F,e)"'[(N x R) x (Q x R) - supp Py
e
fpio(F,‘b)[rF-(dF)E' - ¥Y'o(F,0)] = (dF)pio(F,¢)§if(piyi)o(F,¢)

<
Lpi°'(F9¢)[T¢'(d°).E' = ﬂ'°¢] = (d¢)pi°.(F,¢)gi
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em Vi = Vi v (F,¢)-l[(N x R) x (Q x R) - supp di] i=1,2,...,

segue entao que:

(77 = P& - a0 = @OT ¢ Te(r0)
<
ltp = (@& = nter = (a0)%

~ n~
sobre W = W_n [ieNViL

fa = Ip,e(F,0)E,
onde <
Yy = EpiYi

Assim,

frF = (dF)g; + yo(F,9)
<
LT° = (d¢)£1 4+ nod

sobre W , onde A(E) = A(n) = A(y) = O,

Temos que I x {0} €W e que W @ aberto (por ser in
tersecgao localmente finita de abertos).

Se dim M < dim(N x Q) entao M = I e o Teorema estd
provado.

Se. dim M < dim(N x Q), aplicando o Lema 6 para
(f,w)lM - y» teremos que:
[tp - (4F)g) - yo(F,0) = (4P)E
< _
lro - (de)g, - nod = (d0)g

em (M - I) x I, .



Mx I, >R diferenciavel, tal que

P 21 fora de W. Assim, pE

Tomemos agora p
P =0 em I x {0} e pode

ser definido globalmente, e teremos:

frF = dF (£ +pE) + vo(F,9)

<
LT¢ = (d9) (§;+pE) + nod

em M x I ..
8
Finalmente, estamos em condigoes de enunciarmos a reci

proca da Proposigao 1.

11, TEOREMA. Seja Q <—¥— M —L > N. Se ¢ & infinitesimal-

mente estavel, f e ¢y-infinitesimalmente esta

(£,9)(2 = Z,) n (£,9)(2)) = 4, entao f &  Y-homotopi

vel e

camente estavel,

Demonstragzo

Basta observar que se ¢ = yxId=Y entao T, = 0. As-

sim, aplicando o Teorema 10, temos que

rrF = (dF)E + Yo (F,¥)
em M X IG

<
Lo = (d¥Y)E + noV

‘com E, n e vy horizontais.

Pelo Teorema 3, Capitulo II, § 2, temos que

-homotopicamente estavel.



CAPTTULO TV
FORMAS LOCAIS

§ 7. Neste paragrafo estudaremos a Yy-estabilidade homotd

pica de germes f, no caso de

R,0 ‘\~\\\\\\‘ onde Y e germe de uma
]

R.0 aplicagao estavel
’

Uma observagao que se faz presente e que se ¥ e ho

‘motopicamente estavel e se f @& y-homotopicamente estavel

entao (f,y) e homotopicamente estavel.

I. n =1

Suponhamos (f,¥) : R,0 =+ R2,0 germe de uma aplica
¢ao estavel. Logo, (f,y) @& uma imersao local.

Duas possibilidades:

A. v e um difeomorfismo local

Neste caso, temos a comutatividade do esquema .abaixo:

X (£(x),¥(x))
.f |
Ih | &
I,
' 4
| |
X - (0,x)

57
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h(x) = ¥ ' (x)

onde < ‘
Lk(u,w . ((£foh) (v) - u,v)

sao difeomorfismos permitidos pela definigao da y-estabilidade de

f.
B. f @ um difeomorfismo local e ¢ &e-estavel,nao regular
Obtemos o modelo
x > (£(x),x0),

fazendo atuar difeomorfismos do tipo produto.

Entao, o esquema abaixo comuta:

X — (f(x),xz)
f | N
|n l
1 |
X - (x,xz)

h(x) = x
onde <
Lk(u,v) = (f-l(u),v)

sao difeomorfismos permitidos.
Assim, os modelos sao:

x » (0,x)
ou

2
x + (x,x)

que sao yY-infinitesimalmente estaveis (um calculo direto mostra

isto), e portanto (¢-homotopicamente estaveis.
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II. n 2 2

A. (f£,y) tem rank 2 em O
Um modelo &

(x,y,x3,...,xn) + (x,y)

(com mudancas na fonte, somente)
B. (f,¢) tem rank 1 em O

B

1 y temrank 1 em O

Bll' (£,9) @ do tipo dobra em 0

Por [16] temos o modelo (fazendo troca de coordenadas

na fonte, somente)

(xl,y,X3,-'o’xn) g (A(Y) + i§2 * xiZQY)

onde XA e uma fungao diferenciavel.

Observamos que o esquema abaixo e comutativo:

(xl,y,x3,...,xn) (A(y) + 152 i'xz,y)

{ l
N | -
| |

| b

|

2
(XI)th:;»-'-»pxn) (i;2 t xiQY)

[h'- 1d
onde <
k(u,v) = (u = A(v),v)

sio difeomorfismos permitidos.
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B (f,¢) e do tipo cuspide em O

12°

Por [16] temos o modelo (fazendo troca de coordenadas

na fonte, somente)
x3 n 2
(x,y,x3,...,xn) * (jf + xy + a(y) + i£3 * xi,B(Y))
onde A e diferenciavel e B e um difeomorfismo.

Observamos que o esquema a Seguir e comutativo:

3 n

(x,y,x3,...,xn) ————— (5; + xy + A(y) + i§3 b xi,B(y))
{ |
| i
h 1k
| |
l x3 ‘ n 2
(x,y,x3,...,xn) - (TT +xy + L.t xi,y)
h = Id
onde <«
k(u,v) = (u - A8 L)), 8"t v))
By. ¥ e de rank 0 em O
B21. (£,9v) e do tipo dobra em O

Neste caso, necessariamente, f tera rank 1 em O.
Por [16], temos o modelo (fazendo atuar difeomorfis-

mos na fonte, somente)

H-
e =2
-+

(x,xz,...,xn) + (x,A(x) + xi).
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Lembramos que enfocamos nosso interesse para o caso de

v ser estavel., Temos entao o modelo:

B22.

{161):

onde A

2

n
(x,x CaX ) (x,x” + Lyt xi)

23"

(f£,¢) e do tipo cuspide em 0

Ainda neste caso, necessariamente, f tera rank 1 em O.

Com mudangas na fonte, somente, temos o modelo (usando

3 n

(x,y,x3,...,xn) > (B(x),%; + xy + A(x) f i; s xi)

2

e diferenciavel e B8 & um difeomorfismo.

Fazendo atuar difeomorfismo do tipo produto na meta, po

demos chegar ao modelo

3 n
2
(x,y,x3,...,xn) + (x,%r + xy + i(x) + i§2 + xi)

Como ¢ e de rank O em 0, temos, necessariamente,

que A'(0) = 0.

guinte:

Assim, a lista de modelos a estudar se restringe a se
Fy
(x,y,x3,...,xn) > (x,y)
F
2 2
(xl,y.x3..-.,xn) > (152 toxs,y)
F 3 n
(XyY 9%y yeensX ) i, (X4 xy + I, ¢ x? v)
R *“n 3 i=3 i’
| F4 2 v
(x’xzi""xn) 2 (X,X + i£2 X )
| Fs 7 - 2
(x,y,x3,...,xn) > (x, 7t XY ¢+ A(x) + i§2 + xi),

com A'(0) =0
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Caso 1.

Verifica~se facilmente que e VY-infinitesimalmente es

tavel,
Caso 2.
A Y-estabilidade infinitesimal se traduz por:
- n
Para todo germe de fungao €6 de R em R, existem
germes Xi , Y, U e V; i=1,,..,n, 1 #% 2 tais que:
re(x ¥,X x ) = .k 2%x.X,(x,,7,x x_)
1272732727 i#2°7471M 712720320000
L
4 + U(1#2 ¥ X ’y)
0 = Y(xl,y,x3,...,xn) + V(y)
‘Para resolvermos a segunda equagao, basta que tomemos
Y=0 e V=0,
Pela formula de Morse, temos que
e(xl,y,x3,...,xn) = Z(y) + iazxici(xl’y’XS""?xn)'
Logo, a primeira equagao também'pode sefvresolvida.
Casgo 3.
A w-estabili&ade infinitesimal se traduz por:
F B(X,¥,Xq,...,X_) = (x2+y)x(x,y,x yo oo X )
3 n J n
n
+ + 3 » L I
x3 n
— +
PUGE Ryt g Exgy)

g 0 = Y(x',y,x3,...,xn) + V(y)
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A resolugao deste sistema & equivalente 3 resolugao da

equagao:

(%)

equagao:

(k)

goes:

h(0) =

quagao

()

o

9(K’ynx3,.--,xn) = (x2+y)x(x.y,--.,xn) - xV(y)

n
* k3
3 n

+ U(%r toxy +

t inxi(x,y,...,x )

n

2 .
.§3 * xi,y)

A resolugao desta equagao & equivalente & resolugao da

3

0(x,y) = (x°+y)X(x,y) - xV(y) + U5 + xy,y)

De fato:

Passamos de (%) para (*%), fazendo as

Passamos de (**) para (*x) fazendo:

e(x,y,x3,...,xn) = 8(x,¥,0,0..,0)

u

3 n

seguintes

03 2
;B3 220, K, (X,7,%5,00 5% ) = (xT47)X(x,y) - xV(y)

U(% +* xy’y) + i§3 + 2xi§i(x,y.x3,---sxn)'

3

3

restri

Tomando h(u) = U(%; + Xy + u,y) - U(%T.+ Xy,y), teremos

e assim h(u) = uk(u).

n
1. ¢ x?
= 1

Colocando u = 3 ¢ , teremos

i

800,9,5300+ %) = (CH9)X(x,y) = xV(y)

n 3

X
i§3 * inxi(x,y,...,xn) + U(jr + xy +

B
ik * %)

A resolugao da equagao (**) & equivalente a resolugao da e-

p(x) = -xu(-xZ) + B(- %x3,-x2).



Com efeito, passamos de (*%*) para (***) colocando

y = -x dentro de (*%*),
Reciprocamente, dado 8(x,v), escrévemos, usando (*x*x%);
8 (x,-x7) = —xV(=x?) + U(- 2x>,-x%)

Dentro destas condigoes, a expressao

3
(8) vy(x,y) = 8(x,y) + xV(y) - u(ﬁT + Xy,y)

e nula para y = -x%. Pelo Teorema da Divisio (Teorema 5, Capitu

lo I, § 2), temos:

¥(x,y) = (x2+y)Z(x,y) + T(x)

onde y(x,-xz) = T(x) = 0.

LY (x,y) = (x2+y)Z(X.y)-

Combinando com (4), vem:
2 x3

8(x,y) = (x"+y)Z(x,y) - xv(y) + U5 + xy,y),
que e precisamente a equagao (*%),

Logo, a y~estabilidade infinitesimal e equivalente a
resolver a equagao (*kx),

Sabemos que toda fungao pode ser vista como soma.de ou-
tras duas: uma par e outra impar. Ainda, toda fungao par pode ser

colocada na forma a(-xz) e toda Impar na forma -xl(—kz).

wou(x) = -xk(-xz).+ a('xz)

e temos assim a  y-estabilidade infinitesimal,



Caso 4.

A UY~-estabilidade infinitesimal se traduz por:

”

2 2

n
e(x,xz,...,xn) = X(x,xz,...,xn) + U(x,x" + i§2 t xi)

< - iy
0 2xX(x,...,xn) + 152 i2xiXi(x,...,xn)
n
2 2
L + V(x" + 152 + xi)

Na realidade, podemos resolver um sistema mais simples:

e(x,xz,...,xn) = X(x,xz,...,xn).+ U(x)

<
L 0 = 2xx(x,...,xn) +i=21 inxi(x,xz,...,xn)
Com efeito, dado 8, podemos escrever (Formula de
Morse):
n
—2xe(x,x2’.-',xn) = -ZXU(X) + i§2 + inxi(x,x2’o.-,xn)-
Colocando X = 6~U, temos que o modelo e y-infinite

simalmente estavel,

Caso &.

A Y-estabilidade infinitesimal se traduz por:

r9(x,y,x3,...,xn) = X(x,y,...,xn)
3 | _ n 2
+ U(x,%; + xy + A(x) + .I. t x.)
< | . 1=3 i
(%) B
0 = (y+A'(x»X(x,y,.;.,xn)'+'(x+y2)Y(x,y,...,xn)
n

. 3 n
g 2
+ It inxi(x,y~., . ,xn) fV(%—-fxyﬂ(x)#@fo



equagao:

(%*%)

primeira

66

A resolugdao deste sistema e equivalente a resolugao da

3 n
Sy AT (xIW(K,y,000,x ) = -(y+A'(x))U(x.%—*xy+>\(x)+i§3 t xg)

nes =

2
(x+y )Y(x,y,...,xn) + 3t 2xiXi(x,y,...,xn)

I+

He N

3 n
L
VG + xy + A(x) + I x))
De fato:

Passamos de (%) para (**) fazendo:

Dado w, consideramos © = w em (*)., Multiplicando a

equacao de (%) por =(y+A'(x)) obtemos:

-(y+A'(x))w = =(y+2'(x))X - (y+2'(x))U

Somando membro a membro com a segunda equagao de (%) ob

temos a equagao (*%).

‘equagao:

Passamos de (**) para (*) fazendo:

Dado 0, consideramos w = 0 em (%x).

Temos entao
0 = (y+A'(x))[9(X,...,xn) - U(x,...)] + (x+y2)Y(...)

n
+ i§3 + inxi(...) + V(...)

Fazendo X = 8-U teremos resolvido o sistema (%),

A resolucao da equagao (**) & equivalente & resolugao da
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3
(kx%) =(y+2"(x))W(x,y) = -(y+k'(X))U(x,%; + xy + A(x))
2 3
+ (x+yDY(x,y) + V(&E + xy + A(x)
De fato:

Passamos de (**) para (%%%) fazendo as restrigoes

Xq = x4 = ,,, = x = 0.
Passamos de (**%) para (*#%) fazendo
-(y+A'(x))W(x,y,...,xn) = =(y+r'(x))W(x,y,0,...,0)
n 3
* Iy ¢ inxi(x,y,...,xn) = -(y+A'(x))U(x,%y + xy + A(x))

3
+ (xryDT(x,y) + V(& ¢ xy + A(X))

n
+ i§3 + 2xixi(x,y,...,xn)

Com argumento semelhante aquele utilizado na p. 63 che-

gamos a (**x),.

A resolugao da equagdo (**%x) & equivalente @ resolugao
da equagao
1) =Gyt (y2 ) = =Gt yU -y By e aceyh)
| + V(- %y3 + A(-yz))
Com efeito, passamos de (***) para (A) colocando x---y2
dentro de (%xx),

Reciprocamente, dado W(x,y), escrevemos, usando (A):

AN RN ICAR I U CPL ML ICLIE SRS

3

+ V(- %y + A('Yz))
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Dentro destas condigoes, a expressao:

3

(+) v(x,y) = -(y+k'(X))W(x,y5 + (y+k'(x))U(x,%; + xy + A(x))

3
- V(%T + xy + Aa(x))

- 2
e nula para X = -y,
Pelo Teorema da Divisao (Teorema 5, Capitulo I, § 2), te

mos:
y(x,y) = (x+y2)Y(x,y) + Z(y)
onde Y(‘sty) =-Z(y) = 0.
2
2oy (x,y) = (x+y7)Y(x,y).

Combinando com (+) vem:

s
Sy ()W (x,y) = =(y+A' (k) U(x, G+ xy + A(x))

3
+ Gy T,y + Ve + xy + Aa(x)

Logo a {-estabilidade infinitesimal e equivalente a re-
solver a equagao (A) para qualquer fungao u de variavel real.
| Se tomarmos u(y) =y, estaremos impossibilitados de
escrever (A), uma vez que A'(0) = 0,

Resumindo os calculos precedentes, podemos enunciar:

1. TEOREMA., 'Se (f,y) : RY - R2 (n 2 2) & uma aplicagao y-es-
tavel, entao (f;w) e localmente Y-equivalente a

um dos modelos abaixo:

(X!Ygx3"'-’xn) + (X’Y)
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(xlvy’x3t---,xn) - (i$2 + X.,y)

3
(x,y,xa,...,xn) > (%T + xy +

n
2 2, -
(x,xz,...,xn) > (x,x" + .§2 + xi)

3 n
2
(x,y,xs,...,xn) > (x,%r + xy + Aa(x) + i§2 * xi)

com A'(Q) =0

Além do mais, os quatro primeiros modelos sao V-homoto

picamente estaveis e o quinto modelo nao o é. (Capitulo III, Prgo
. posigao 2).
o 3

2, NOTA, Observemos que os germes (x,y) -+ (%r~+ Xy,y) e

(x,y) =+ (%; + Xy + y,y) nao sao equivalentes, como
diagrdmas divergentes, mas sao w-equivalentes.

Ainda mais: os gerﬁes (x,y) -+ (xz,y) e

2

(x,y) - (x,x" ¢ yz) sao equivalentes segundo a definigao usual,

mas nao sao Y-~equivalentes.

Temos entao, que as classes de y-equivalencia estao si
tuadas estritamente entre as de diagramas divergentes e as da de

finigao usual.

§ 2. Uma primeira generalizagao interessante & estudar dia-

gramas do tipo:

onde {§ e estavel,
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I. DEFINIGAO. Seja (£ ,£,,...,f ,¥) : R" >R ~x... xR = xRr3,

(f cosfy) e y-estavel se ¥ (gl,...,gr) su

1°°

ficientemente proxima de (fl""’fr) existem difeomorfismos
P p P

h : R" + R e k : R 1 x .., x R T «x R > R 1 x ,.,,. xR Tox Rq

com k(ul,...,ur,v) = (kl(ul,v),kz(uz,v),...,kr(ur,v),ﬁ(v)),tab

que (81,---agr,w) =k°(f13"°;fr)w)°h-

2. DEFINIGA(Q. Consideremos

A aplicagao (f,g) e y-infinitesimalmente esta

vel, se dados w, € B(f) e W, € 8(g), existirem u € 6(M),

ve 8(Q), n ¢ e(nN) (nN t Nx Q>N e vy € e(nP)

(m P xQ > P), tais que:

P
[wl = (df)u + no(f,¥)
< W, = (dg)u + vo(g,v¥)
L 0 = (dy)u + voy

’/////,ar R
Caso R :::::::::: R

R

Sabemos que os modelos yY-infinitesimalmente estaveils

e assim,
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devemos restringir nossa atengao para os modelos’

/0 /x
X =— 0 e X —— X
x X

Montando as equagoes da Y-estabilidade infinitesimal, ve

‘mos que elas sao facilmente satisfeitas.

Caso £ \ R

Observando os modelos y-infinitesimalmente estaveis de

, temos que possiveis modelos y-infinitesimalmen
te estaveis sao:

1. (x,y) + (x,x,y)

,'2- (x,y) ~» (x,xst)
3

_3. (X,Y) > (x’-x-3_- + xy,y)

2,y)

b, (x,y) -+ (xz,x
5. (x,y) » (-’53- + xy,-’%— + Xy,y)
6. (KQY) -+ (xzs% + x}')y)

7. (x,y) ~» (X.x,x2 ty")
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Modelo 1
A y-estabilidade infinitesimal e equivalente a resolver

0 sistema:

[el(x,y) = X(x,y) + U(x,y)

X(x,y) + V(x,y)

< 62(x,y)

Y(x,y) + T(y)

0

que e resoluvel tomando X(x,y) = Y(x,y) = T(y) = 0 e U = 61,

vV = 92.

Modelo 2
A y-estabilidade infinitesimal e equivalente a resolver

o sistema:

'SI(XQY) = X(X,Y) + U(X,}’)

& Gz(x,y) = 2xX(x,y) + V(xz,y)

~ 0 = Y(x,y) + T(y)

Observahos que toda fungao u(x,y) se decompoe em
2 ~
u(x,y) = xul(xz,y) + uz(x ,¥). Entao, fazemos Y(x,y) = T(y) = 0,

resolvemos a segunda equagao e entao colocamos 8, - X = U.

Modelo 3

A y-estabilidade infinitesimalmente e equivalente a rte

solver o sistema:
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el(x,y) = X(x,y) + U(x,y)

3
2 .
< 8,(x,y) = (x7+y)X(x,y) + x¥(x,y) + V(%; + Xy,y)
0 = Y(x,y) + T(y)
Observamos que a resolugao do sistema formado pelas e

quagoes 2 e 3 ja foi estudada no Caso 3 de R? + R x R. (Capitu-

lo IV, § 1).
Uma vez resolvidas as equagoes 2 e 3, colocamos el-x-u

e teremos resolvido o sistema.

Modelo 4

Sabemos que se ) : R® > R & uma aplicagao estavel,

entao ela admite somente pontos singulares do tipo Sl' Ainda,
Sl(A) e uma subvariedade C°° de codimensao 1 + 1,1 = 2, | den-
tro de RZ. (Capitulo I, p. 8).
Se o Modelo 4 fosse y-infinitesimalmente estavel, seria
2 3

estavel como uma aplicagao de V ¢ R” =+ R

Analisando, temos:
2 2
§,(f,8,¥) = 5, (x",x",y) = {(0,y) / y ¢ R}

cuja codimensao e 1.

Logo, o Modelo 4 nao e y-infinitesimalmente estavel,

Modelos 5 e 7

Usando o mesmo argumento do caso do Modelo 4, vemos que

estes tambem nao sao y-infinitesimalmente estaveis.
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Modelo 6

Observe que o argumento usado nos Modelos 4 - 5 = 7 nao
se aplica neste caso.
A y-estabilidade infinitesimal e equivalente a resol

ver o sistema:

el(x,y) = 2xX(x,y) + U(xz,y)

3
< 0,(x,y) = (x2+y)X(x,y) + xY(x,y) + V(%- + xy,y)

0 = Y(x,y) + T(y)

A resolugao deste sistema e equivalente a resolugao do

sistema:

[el(x,}’) = 2xX(x,y) + U(xz,y)
< : 3
Lez(x,y) = (x2+y)X(x,y) - xT(y) + V(%; + xy,y)

Tentemos resolver este sistema para as fungoes
Bl(x,y) = X e 62(x,y) = 0.
Pela primeira equagao, temos necessariamente que
X(x,y) = a + X(x,y), onde a #0 e X em, isto e, X(0,0) = 0.
Restringimos a segunda equagzd fazendo y = 0 e obtemos:

3
0 = x%(a + X(x,0)) - xT(0) + v(&-,0)

ou seja,

2 2= = x3
-ax” = x"X(x) - xT(0) + V(ff)’
‘onde -ax2 em, xzf(x) e V(x3) € m3.

Temos, assim, um absurdo.
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(W]

Logo, o sistema nao é resoliivel, e assim o modelo nao &

V-infinitesimalmente estavel.
Caso R

Observando os modelos Yy~-infinitesimalmente estaveis de

Rﬂ:::::: ] , temos que possiveis modelos Y-infinitesimalmen
te estaveis sao:
1. (xl,xz,...,xn) -+ (xl,xz,xB)

2. (x,y,x3,...,xn) + (x,x,y)

2
3. (xlty:‘x3"°°’xn) -+ (xlpiﬁz t xi’Y)

3 n
2
4. (x,y’X3 FRUORY ,xn) d (x"§3_ + xy + i§3 t xi ’y)
~ 2 B 2
5. (x,y,z,xa,f..,xn) + (x,j? + zy t x +'i£6 t xi,y)
2 7 2
6. (xl,y.x3,...,xn) M (iSZ * xi’u‘2 * xi,y)
x3 n '
2 71 '
7. (xl,y,x3,...,xn) * (i§2 t X3 * Xy ¢ 153 * xi,y)
. x3 n 2 x3 ' ‘n (
8. (xry’x3)---’xn) -+ ('_3" + Xy + 123 txls'—3- + Xy + 'E3ixi9Y)
3 n 3
. 2 ,
9. (x,y,z,xa,.. ,xn) > (%T + Xy  z° + iEA ix%,%r + zy 1x?
1 2
+ i§4 t xiQY)

n
10. (x’x2""’xh) -+ (x,x,x2 + .L, %t x

. . n
11. (x,y,x3,...,xn) > (x,y,x" = y° + .53 t x.)
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Verifica-se facilmente que @ Y-infinitesimalmente esta

vel,

Modelo 2

A yY-estabilidade infinitesimal & equivalente a resol-

ver o sistema:

el(X;y,X3,---.X )

n

X(X,Y,.-.,xn) + U(X,Y)

< ez(x,y,x3,...,x )

. X(x,y,...,xn) + V(x,y)

ft

0 Y(x,y,...,xn) + T(y)

Restringindo a x y = 0, temos:

X(0,0,x ...,xn) + U(0,0)

(el(o,o,XB,...,xrg .

<1?2(0,0,x3,...,xn) = X(0,0,x
0

A arbitrariedade de 61 e 62 torna entso o sistema im

3,...,xn) + V(0,0)

it

..,xn) + T(0)

Y(O,O,x3,.

possivel de ser resolvido.

Modelo 3

A y-estabilidade infinitesimal e equivalente a resolver:



ei(xl’y’o-a,x ) = xl(xl,y,...,xn) + U(x19Y)

-

"
~
[ ]

ez(xl,y,... t 2x1X1(x1,y,...,xn)

A n
< + .§3 * inxi(xl,y,...,xn)

+

V(ihp ¢ xf'Y)

0 = Y(xl,y,...,x“) + T(y)

9 0 podemos escrever:

2x181)(x1,y,...,xn) =»(62 7 2x191)(x1,y,0,...,0)

N
+

[

inxi(xl,y,XB,...,xn) . ez(xl,y,o,....O)

+t

n
Lo % inxi(xl,y,...,xn)

leel(xliy,ob"'lo) + i 3

8,(0,y,0,...,0) + xIEZ(xl,y,o,...,O)_

w1 s

3 + inxi(xl,y,...,xn)

+i

2x191(x1’y,0.00-,o) + i

Temos entao:

(92 : 2x161)(x1,y,.;.,xn) = 3 2x1U(x1,y)

n
+ §3 + inxi(xl,y,...,xn) + V(y)

e

H])
(=]
[

Colocando X, = ¢

1 - U, X

T = 0, teremos re

solvido o sistema,
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A Y-estabilidade infinitesimal @ equivalente a resolver

o sistema:

[el(x,y,x3,...,xn) X(x,y,x3,...,xn) + U(x,y)

2
ez(x,y,x3,...,xn)' (x +y)X(x,y,x3,...,xn) - xT(y)

<
n
* I, t 2xiXi(x,y,...,xn)
L x3 n 2
+ V(TT + xy + 123 + xi,y)
R

Pelo estudo de diagramas R feito no Caso
R

3 (Capitulo IV, § 1), sabemos que a segunda equagao pode ser re-

solvida como

(x2+y)§(x,y) - xT(y)

ez(x,Y9x3»b--sxn)

n
+ .§3 £ 2xixi(x,y,...,xn)

n 2
METEIEI R

+
<
~~
|x
+
"
«

Agora,

el(x,y,xs,...,xn) = el(x,y,O,...,O)

i1

n _ : -
* il 2 2xiXi(x,y,...,xn) = ;I3 % 2xiXi(x,y,...,xn)

3

+ i(XSY) + el(any09'-~yo) - i(X,Y)
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. el(x,y,x3,...,xn) = X(x,y,x3,...,xn) + U(x,y),

n
onde X(x,y,...,xn) a i§3 * inxi(x,y,...,xn) + X(x,y) e

U(x’y) = 9_1(X,y,0,...,0) - i(x,y).
Ainda:

: n
2 - -
Oz(xgy,x3,...,xn) = (x +y)[X(x,y)+i§3 thixi(x,y,...,xnﬂ
n —
- xT(y) + ;54 % 2xixi(x,y,...,xn)

x> n 2 9 B -
+ V(7T + xy + i§3 + xi,y) - (x +y)i§312xixi(x,y,...,xn).

Logo,

ez(x,y,x3,...,xn) - (x2+y)x(x,y,...,xn) - xT(y)

n

7
+ L, _xixi(x,y,...,xn)

x3 1 2
+ V(1§ + xy + i§3 t xi,y),

onde
- 2 =
: Xi(x,y,...,xn) = Xi(x,y,...,xn) - (x +y)xi(x,y,...,xn).
Temos assim, a y-estabilidade infinitesimal do mode
lo.
Modelo &

A Y-estabilidade infinitesimal e equivalente a resolver

o sistema:
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/

Sl(x,y,z,xa,...,x )

o X(x,y,z,...,xn) + U(x,y)

ez(x,y,z,xé,,..,xn) + 2xX(x,...,xn) - zT(y)

2
(*)< + (Z +y)Z(x,--'-,Xn)
n
+ i£4 + inxi(x,...,xn)
3 n
z 2 2
\ + V( 7 tzy tx" o+ L 2 xi,y)

A resolugao deste sistema & equivalente d resolugao da

equagao

(%) e(x,y,z,x4,...,xn) = 3 2xU(x,y) - zT(y)

: n
5 ,
+ (z +Y)Z(x""’xn) + 4L, 2xiXi(x,...,xn)

i
3 n
z - 2 2
+V(—§—+zyix * Lk, oxl,y)
De fato:

Passamos de (*) para (x*) fazendo:

[I1]
(=]
®
D
[}
<D

Dado e(x,y,z,...,xn) consideramos @
em (*).

Teremos entao a equagao (%%),
Passamos de (**) para (x) fazendo:

Dados 91 , 62 , tomamos 8 = 62 7 2xel.

+

(62 ;.erl)(x,...,xn) = .2xU(x;y) - 2T(y)

+

n L

+ (zz+}') Z(x,, v ’xn) + i£4 '. 2Xixi(x . ..’xﬁ.)
v (Z- 2 L2
T V(%‘ +zy ¢t X , + 'éa t 'xiF)Y) .
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Colocamos X = 61 - U e teremos resolvido o sistema (*).

A resolugao da equagao (#%).& equivalente 3 resolugao

8(x,y,z) = 3 2xU(x,y) =- zT(y) + (zz+y)Z(x,y,2)

23 2
V(-—3— + zy * x ,y)-
Com efeito, passamos de (**) para (#*%) restringindo:
= x =0,

n

Passamos de (***) para (**) fazendo:

e(x,y,z,...,xn) = 0(x,y,2,0,...,0).

i§4 * 2xiXi(x,y,z,...,xn)

3
2
¥ 2xU(x,y) = zT(y) + (z2+y)Z(x,y,z) + V(%? + zy t x7,y)

n
E £ inxi(x,y,z,...,xn)

Com argumento semelhante aquele utilizado na p. 63 che

gamos a (%k%),

¢ao de

(kkkx)

(kkkk):

A resolugao da equagao (**x) & equivalente a resolu-

ni(x,z) = 3 2xa(x,~zz) - zB(-zz) + y(- %23 t XZ,‘ZZ)

De fato:

Passamos de (%**%) para (*%%xx) colocando y = -z2 em (k&%)

Reciprocamente, dado 6(x,y,z), escrevemos, usando

e(x,-zz,z) = 7 2xa(x,-z2) - zB(-zz) + y(- %23 ixz,-zz).
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Dentro destas condigoes, a expressso

(+) r(x,y,z) = 68(x,y,z) = 2xa(x,y) + 2z8(y)

z3 2
- y(jy + zy = x ,y)

- 2
e nula para y = -z,

Pelo Teorema da Divisao [Teorema 5, Capituleo I, § 21,

temos

A(X,y,2) = (224y)Z(x,y,2) + Y(x,z).
Mas 0 = A(x,-2%,2) = Y(‘x,z).
DoMxy,) - (z+y)2(x,y,2).
Combinando com (+), vem:
0(x,y,2) = 3 2xa(x,y) - z8(y) + (z2+y)z(x,y,2)

z3 2
+ Y(j; + 2y x",y)

I+

que e precisamente (#*%%),

Tentemos resolver a equagao (**%%) para n(x,z)
Suponhamos a existencia de o, B e Y, satisfazendo:
3 2 2

Xz = 3 2xa(x,-22) - zB(-zz) + y(- %z + x%,=-27).
Derivando em relagao a x nos pontos (0,z),

z = 3 2a(0,—22), o que nao e possivel,

Logo, o modelo nao e Y-infinitesimalmente estavel.



Modelo 6

Sabemos que se ) : R" = R> @ uma aplicagao estavel,

entao e, pelo menos de rank 2,
Se o Modelo 6 fosse y-infinitesimalmente estavel, seria
estavel como uma aplicagio de V < R" =+ R? e como tal deveria

ter pelo menos rank 2, o que nao ocorre.

Logo, nao & Y-infinitesimalmente estavel.

Modelos 7 - 8 - 9 - 10

Usando o mesmo argumento usado no caso do Modelo 6, ve-

mos que estes tambem nao sao Y-infinitesimalmente estaveis.

Modelo 11

Observemos que o argumento usado nos modelos anteriores
nao se aplica a este caso.
A y-estabilidade infinitesimal @& equivalente a resol-

ver o sistema:

2 . 2 n 2
X(x,y,...,xn) + U(x,x" 2y~ + i§3 xi)

[ ]
1+

.rel(x,y,...,xn)

2

2 by 2
ez(x,y,...,xn) = Y(x,y,...,xn) + V(y,x *ty° + i§3 xi)

-+

< 0 = 2xX(x,y,...,xn) + ZyY(x,y,...,xn)
n
(B3 T 2% K (%,y,000,%))

n
+ W(x2 + y2 + 123 + xf)

Tentemos resolver este sistema para as fungoes



84

Ol(x,y,...,xn) = y/2

ez(x,y,...,xn) = 0

r y/2

0 = Y(x,y,...,x“) + V(y,—/)

2 2 n
X(x,y,...,xn) + U(x,x" =2 y° + .§3 + x3)

0 = 2xx(x,y,...,xn) i 2yY(x,y,...,xn)
n
1E3 + 2xiXi(x,...,xn) + W(—)

(2x61 £ Zyez)(x,y,...,xn) = xy = 2xU(x,—)

n
t 2yV(y,—) - .I. * 2xiXi(x,...,xn) - W(—).

Restringindo a Xg = o0 =X 0= 0, temos:

Xy = 2xU(x,x2 £ yz) + 2yV(y,x2 + yz) - W(x2 + yz)

Derivando em relagcao a y, nos pontos (x,0), temos:
2 - I3 -
x = 2V(0,x"), que e impossivel.

Logo, o modelo nao e yY-infinitesimalmente estavel.



CAPTTULO V
TEOREMAS DE CARACTERIZAGAO

Neste capitulo caracterizaremos as aplicagos £ : M + R
que sao yY-estaveis (onde M @& variedade compacta e y : M+ R
e estavel).

Em [6], Dufour caracteriza aplicacgoes (£,9) : M =+ R2
que sao estaveis, por difeomorfismos do tipo produto. Uma grande
parte de [6] e dedicada a demonstragao da estabilidade homotopi
ca local. Entao, a colagem é feita via partigao da unidade. Esta
mos convencidos que esta colagem esta imperfeita.

Nosso trabalho e facilitado, em parte, porque sabemos
que estabilidade infinitesimal local e equivalente a estabilida
de homotopica local. A globalizagao pode ser completamente de-
monstrada, usando tecnicas semelhantes as usadas no Capitulo III;

Nas condigoes descritas no inicio, tendo em vista o Le
ma 7, § 1, Capitulo II, a nogao de ¢Y=-estabilidade pode ser en-
tendida como:

DEFINICKO. Dizemos que (f,y) : M » R2 e y-estavel se para
toda aplicagao diferenciavel (g,¥) : M -+ Rz, proxi

ma de (f,y), dentro da topologia c”  de Whitney, existir um

esquema comutativo:

M (£,9) R2 2 R
onde h, k e (£
h k b _ ‘
sao difeomorfig
T
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Quando existe um tal esquema, dizemos que (f,¥) e

Yy-equivalente a (g,0).

Observemos que k(x,y) = (kl(x,y),ﬂ(y)), ¥ (x,y) € Rz-
2 .
§ 1., (f,v) : M >R, dim M 2 2
1. DEFINICAO. Seja p um ponto de dobra (respectivamente um
ponto de cuspide) de (f,¥) : M -+ Rz. Diremos

que p e uma dobra transversa (respectivamente uma cuspide trans -
versa) se ¢ for regular em p. Diremos que p e uma dobra

tangente se Y admitir p como ponto singular nao degenerado.

Do estudo feito no Capitulo IV, temos o seguinte resul-

tado:
2, LEMA, Seja (f,y) : M ~» R2. Se (f,y) admite em p. uma do
bra transversa, entao (f,y) e localmente y-equiva

lente, em p, a aplicagao:
2
(xI,y,x3,...,xn) -+ (i§2 t x7,y) em 0.

Se (f,y) admite em p uma dobra tangenté, entao (f,y)

e localmente y~equivalente, em p, a aplicagao:

2

2 + x,) em O,
1 .

(x,xz,...,xn) + (x,x° +

1 9

i=2
Se (f,y) admite em p um ponto de cuspide transver-

sa, entao (f,p) & localmente y~equivalente, em p, a aplicagao:

3 n
2
(x,y,x3,...,xn) -+ (%; + xy + i£3 + xi,y) em O,

Enunciaremos agora uma propriedade generica:
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3. PROPOSICAO. O conjunto & das aplicagoes (f,y) : M =» R2

que apresentam somente dobras tangentes ou trans
versas e cuspides transversas como pontos singulares, e um aber

to e denso de CQ(M,RZ), com a topologia de Whitney.

Demonstracao

A demonstragao apresentada abaixo € uma adaptagao das
construgoes feitas por Dufour em [6].

Consideremos

Q' = {(£,¥) : M ~> R2 / (f,y) apresenta como pontos sin

gulares somente dobras transversas, tangentes ou

cuspides quaisquer}

Q' e a intersecgao do conjunto das (f,y) que apresentam do-
bras e cuspides como pontos singulares, com o conjunto das_(f,wL
cuja segunda componente Yy e de Morse. Portanto, Q' e aberto

e denso.

Seja S c JZ(M,RZ)-Variedade de Thom-Boardman.

11

Consideremos:

S2 = {jz(g,w)(x) € S / x e ponto critico de ).

11

511 e subvariedade de JZ(M,RZ), de codimensao m+l,

O conjunto Q @& a intersecgao de Q' com o conjunto

Q" das (f,¢y) : M ~» R2 cujo jz(f,w) e transversal a S%l [ob
serve que (f,y) ¢ Q" <=> j2(f,w)(M) n S%l =07,

Pelo Teorema de Transversalidade de Thom (Capitulo I,
§ 4), Q" e denso em CQ(M,RZ). Assim, Q = Q' n Q" =@ denso

em CQ(M,Rz). (Observe que Q' e aberto e demso).
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Provemos agora que Q" e aberto. Para tanto, considg
remos (f,y) € Q". (f,y) admite um numero finito de pontos de
cuspides transversas cl,...,cp. Escolhemos uma vizinhanga com
pacta U de {cl,...,cp}, sobre a qual ¢ e regular.

Resulta, das propriedades de transversalidade (101,
Capitulo II, § 4, Exemplo 1, p. 59), que para toda (g,¥) em
uma vizinhanga de (f,¥), (g,9¥) admite somente cuspides den
tro de U, Como ¢ & regular dentro de U (para toda  (g,¥)
numa vizinhanga de (f,y)), deduzimos que as cuspides de (g,w)>
sao do tipo transversas.

Logo, Q" e aberto.

Assim, © = Q' n Q" @ aberto.

4, LEMA. Os conjuntos I e Li» definidos no Capitulo ‘LfI, ,
p. 40, sao invariantes pelos difeomorfismas permiti'_

dos na definigao de y-equivalencia.

Demonstracao

Observemos que I @ invariante, por difeomorfismos quais
quer. Assim, se mostrarmos que o fato de x € (I -'21) (£,0) .

implica em h(x) e (i - 21)(g,w)A (na situagiovdéscrita'abahuﬂ,

estaremos provando que 21 ‘e invariante.
X . (£,¥) .
3. (859

onde k(u,v) = (ky(u,v),k,(v)):"
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Suponhamos entao x € (I - L) (E,9).
Seja dado (w,,w,) € 0(g,¥) .

Temos:

1

1 1

+ (v(£,9),0)I0 " = d(k,,k,)d(£,¥) (uh™ ")
+ Ak k) ((V(E,9),00h71) = dl(ky,k,)e(£,9)3(un™])
+ (F((ky,ky)e (£,9)0n7 1) ,0) ‘

= dl(g,9)ohlwh™ ) + (V(g,9),0)

= d(g,9) ((dn)ub™ by + (F(g,v),0)

-
te

(W) (B) = d(g, ) u(X) + (V(g,9)(X),0)

numa vizinhanga de x, onde u(%) = (dh)(uoh_l(i)).'

Logo, x = h(x) ¢ (L - 21)(8.¢)-'

5, LEMA. Consideremos M —i2¥) R2, tal que p'e¢ M seja um

ponto de cuspide transversa. Entao, p ¢ Iy

Demonstracao

Consideremos a forma normal nos pontos de cuspides trans

versas

dada por (x.y.xa,...,xn) + (%y YRy ¢ ifg Xi:?).
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Suponhamos que O ¢ R® seja tal que 0 ¢ El.

Entao, em particular, para qualquer 6, seria possivel

resolver o sistema:

re(x,y,x3,...,xn)

equagao:

(%)

(x2+y)x(x,y,x3, . ,xn) + xY(x,y,...,xn)

n
+ i§3 * 2xixi(x,y,...,xn)

x3 n 2
+ U(_3' + xy + 123 t xiaY)

o
]

Y(X.y.x3,--.,xn)

A resolugao deste sistema € equivalente a resolugao da

3
0(x,y) = (x2+y)x(x,y‘) + U(XT + xy,y)

(Veja Capitulo IV, § 1, Caso 3).

equagao:

(%)

(%),

(*%k)

A resolugao da equagao (*) e equivalente a resolugao da

u(x) = 8- 3x%,-x%

De fato:

Passamos de (%) para (**) colocando .y = fxz dentro de

Reciprocamente, dado 6(x,y), escrevemos, usando (%%):

3 2
y =X )o

2 2
8(x,-x") = B(- 3x
Dentro destas condigoes, a expressao

~ 3
Y(x,7) = 8(x,y) = B(5 + xy,y)
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e nula para y = -x2. Pelo Teorema da Divisao (Capitulo I, § 2,
Teorema 5), temos:
2
y(x,y) = (x"+y)Z2(x,y) + T(x),

onde y(x,-xz) = T(x) =0

noov(x,y) = (x2+y)2(x,y).

Combinando com (*%*%), vem:
2 x3
8(x,y) = (x"+y)Z(x,y) + B(j; + Xy,¥),

que e precisamente a equacgao (%),

Agora, podemos perceber que a equagao (**%) nem sempre -
pode ser resolvida (basta tomar u tal que u'(0) # 0). Contradigao.

Assim, 0 ¢ Zl.
6. LEMA, Consideremos M'—££4i1—> R2

’ tal que p € M seja um

ponto de dobra transversa ou tangente. Entao:

p €I -I,, se p e uma dobra transversa
P €l , Se p e uma dobra tangente
Demonstracao

Se p e ponto de dobra transversa observando o Caso 2,

Capitulo IV, § 1, concluimos que p € I - I,-

Se p e ponto de dobra tangente observando o Caso 4,

Capitulo IV, § 1, concluimos que p ¢ I, (basta tomar

1
wz(os'"’o) # 0)'



@2

7. TEOREMA. Seja ¢ : M - R estavel. (f,y) : M - R2 e y-esta-
vel se, e somente se:
(i) (f,y) admite como pontos singulares somente dobras trans
versas ou t#ngentes e cuspides transversas.
(ii) (f,w)-l(xo,yo) n I(f,v) e vazio, um ponto ou duas dobras
transversas.

(iii) imagem da curva de dobras intercepta-se transversalmente.

Demonstacao

Obsenvagao: Se p e p sao dois pontos de dobras trans
versas tais que (f,¥)(p) = (£,0)(p) e se D denota a variedade
l-dimensional de todos os pontos de dobra com a expressao "ima-
gem da curva de dobras intercepta-se transversalmente', queremos
dizer que T(f,w)(TpD) @ T(f{w)(TE-D) = R2.

==> Suponhamos (f,¥). V=~-estavel.
Observemos primeiramente que a propriedade que define

(da Proposigao 3, p. 87) & invariante por y-equivaleéncia,

De fato:
M LEL&) = R x R 22 R
h k lz
M (£,¥) - R x R "2 -~ R
e assim, v = Z-lowoh.
Como Q & denso, temos que se -(f,y) & y-estavel en-

tao, (f,y) € Q.
Provemos agdra a afirmagao com respeito a I (£f,y).
Observemos que se (f,y) e yY-estavel, entao, em parti-

cular, ¢ : M + R @& estavel. Logo, ¢ e uma fungao de Morse,
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tal que se p e p sao pontos criticos de v, entao Y(p) #
# ¢(p). Assim, duas dobras tangentes nao podem ser levadas em
2

um mesmo ponto (ql,qz) € R,

Ainda:

Como (f,y) e estavel (em particular de Boardman),
temos que dim Sll(f,w) =0 e dim Slo(f,W) = 1.

Como toda aplicagao estavel satisfaz a condigao (N.C.)
({103, p. 157), temos que duas cuspides nao podem ser 1levadas
num mesmo ponto. Pelo mesmo motivo, uma dobra e uma cuspide nao

podem ser levadas num mesmo ponto.

Consideremos agora:

SiO = {jz(g,w)(x) € 8.0 / x @& ponto critico de ¢}.

Sio e subvariedade de JZ(M,RZ), de codimensao m.

Sio(f,¢) = {x e M/ x e ponto de dobra tangentel e
dim Sio(f,w) = 0. Como toda aplicagao estavel satisfaz a con
digao (N.C.) ([10], p. 158), temos que uma dobra tangente e

uma dobra transversa nao podem ser levadas num mesmo ponto

2
(ql,qz) € R”,

Assim, somente duas dobras transversas podem ser leva

das em um mesmo ponto, com transversalidade das imagens,

<w== De acordo com a Proposigao 3, p. 87, o conjunto das

aplicagoes (f,y) : M =+ Rz, satisfazendo as hipoteses do Teo-

rema, e um aberto., Entzo, para mostrar que uma tal aplicagao
(£,4) @& y-estavel, & suficiente provar que ela @ y~homotopi
camente estavel ([10], p. 119).

Usando o Teorema 3, Capitulo II, § 2, e suficiente

construir para cada deformagao (F,®) de (f,y), campos veto
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riais £E, n e Y com R-componentes nulas, tais que:

[TF = (dF)E + yo(F,0)
<

LT¢ = (d¢)§ + no?d

Observemos que este nao é exatamente o enunciado do Teo
rema citado. Quando ¢ tambem e deformada e este o resultado que
permanece.

Pelo Capitulo IV, § 1, Teorema 1, estas equagoes estao

satisfeitas, a nivel de germe, em qualquer ponto (p,0) € M x R,
Tendo-se em vista os Lemas 5 e 6 do presente capitulo,

[l ~ 2 . . -
temos que uma aplicagao (f,y) : M » R", satisfazendo as hipote

ses do teorema, e tal que:
(£,9)(Z)) 0 (£,9)(Z - 2,) =@,
Usando agora argumentos semelhantes aos usados no Teore

ma 10, Capitulo III, teremos que (f,y) e Y-homotopicamente es

tavel,

§ 2. (£,9) : M » R%, dim M = 1

1. DEFINICAO. Seja (f,y) : M » R2. Diremos que p ¢ M e um
ponto do tZipo A se Yy for regular em P. Dire
mos que p € M & um ponto do tipo B (ou do tipo y=-singular) se

vy for singular em p.

Do estudo feito no Capitulo IV, temos o seguinte resul-

tado:
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2, LEMA., Seja (f,y) : M > R2 com ¢ estavel. Se (f,y) ad-

mite em p um ponto do tipo A, entao (f,y) @& local

mente y-equivalente, em ©p, a aplicagao:
x » (0,x), em 0.
Se (f,y) admite em p um ponto do tipo B, entao
(f,¥) e localmente Yy-equivalente, em p, a aplicagao:

X -+ (x,xz) , em 0.

3, TEOREMA., Seja v : M > R estavel. (f,¥) : M ~» R2 e V-es

tavel se, e somente se, (f,}) e imersao com cruza

mento normal e tal que se (xo,yo) e um valor ¢-singular entao

(f,W)-l(xo,yo) e constituido de um so ponto.

Demonstracao

e=> Suponhamos (f,w} v-estavel,
(f,¢y) devera ser imersao com cruzamento normal, uma
vez que (f,y) : M » R2 e, em particular, estavel,
Dois pontos do tipo B nao podem ser levados em um mesmo

ponto, uma vez que ¢ : M + R e estavel.

Consideremos:

o .1
So {j (g,9)(x) o

LY
(7]
~
L
o

ponto regular de 9P}

m
wl
S~
=
[1+Y

1 . .
So = {Jl(g,ﬂ)(X) ponto singular de P}

Temos que:
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ponto do tipo A}

W\

sg(f,w) = {x ¢ M/ x

ponto do tipo B}

i

M/ x

[
m

S2(£,9) = ix

onde dim Sé(f,w) = 0,

Como toda aplicagao estavel satisfaz a condigao (N.C.)
temos que um ponto do tipo A e um ponto do tipo B nao podem ser

levados em um mesmo ponto.

(/) an Yj\

Assim, somente dois pontos do tipo A podem ser 1levados

em um mesmo ponto.

<=== 0 conjunto das aplicagoes (f,y) : M - R2 satisfazendo
as hipoteses do Teorema € um aberto. Entao, para provar que uma
tal (f,y) @& y-estavel & suficiente provar que ela e y~homoto
picamente estavel.

Neste caso, temos

I, = {x e M/ x e p~singular}

Assim uma aplicagao (f,y) satisfazendo as hipSteses do

Teorema e tal que

Usando argumentos semelhantes aos usados no Teorema 10,

CapituloiIII, teremos que (f,y) e w-homotopicamente,éstivel.
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§ 3. (£,0) : M » RS, dim M = 2

Neste paragrafo faremos alguns comentarios para diagra

mas dos tipos:

M variedade compacta,
¥
II. R < M > R

dim M = 2, ¢ infinitesi~-

ITI. R <—¥_ v £ . & malmente estavel.

Caso I

Podem ocorrer os seguintes tipos com y-estabilidade:
(a) 0 ¢ so(w) => 0 ¢ So(f,w)

Assim podemos chegar ao modelo

(x,y) » (0,x,y)

Utilizando~se mudangas de coordenadas permitidas, como

em Dufour [7], Capitulo IV, § 3, teremos
(x,y) » (y + g(x,yz).X.yz)
Considerando a mudanga de coordenadas

k(u,,v ,W) = (U'g(V ,W) 'V ,W)

obtemos

(x,y) > (st’yz)
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As equagoes da y-estabilidade infinitesimal s3ao:

Y + 2(y,x,y%)

\
[}
i

< 0 = X + nl(X,}’Z)

/_..__
o
]

9
sz + nz(x’yh)

que sempre tem solugao.

(e) D ¢ 510(¢) n Slo(f,w)

Analogamente podemos, por mudangas permitidas, chegar

ao modelo
2 2
(x,9) = (x + xy + ay® + 80x,vD) ,x,v%)
Considerando a mudanga de coordenadas

k(u,v,w) = (v - v = aw = B(v,w),v,w)

obtemos
v 2
(x,y) - (xy,x,v")
As equagoes da Y~estabilidade infinitesimal sao:
. 2
8 = yX + xY + Z(xy,x,y")
) 2
0 = 2vY + ( vz\
Ao y nz X’« ’

A segunda equagao estabelece que X eparem y e a

. ~ ’ - ¢
terceira equagao estabelece que Y e 1mpar em y.
Assim a resolugao do sistema & equivalente & resolugao

da equagao
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8(x,y) = yX(x,y2) + Z(xy,x,y2)

a qual e sempre possivel.

Por mudangas na fonte obtemos
(x,Y) -+ (x,h(x,y),y), hx(0,0) = (

As equagoes da Y-estabilidade infinitesimal sao:

fe = X + Z(X,h(X,Y),Y)
<0 = B X + B Y + ny(h(x,y),y)

0 =Y + n,(hix,y),y)
que sempre tem solugao.

Observagoes:

(1) 0 caso (d) nao ocorre em diagramas divergentes esta-
veis, como observa Dufour [7], Capitulo IV. Enquanto

pode ocorrer com y-estabilidade.

(2) 0 modelo usual (x,y) =~ (xy,x,yz) e w;estavel, nao

o sendo como diagrama divergente,.

(3) Temos

= {pe M/ am v, e W, tais que

RS

W, o= (df)u + v(f,y) e w, = (dy)u nao tem 50

lugao em u e v, como germes em ©p},



(4)

(a)

100

T, ={(pe M/ 3w, tal que w (df)u + v(f,v) e

1 1

(@)
n

(d¢)u nao tem solugao em u e v, como ger

mes em pl.

Observe: Zl c 21

{p e M/ p e ponto singular de ¥} < 21.

No caso estudado temos:

[ae}
L]

1 {pe M/ p e do tipo (b), (e¢) ou (d)}.

ek
n
(R

1 {peM/ p do tipo (c)} <~ pontos isolados.

Deste modo a hipotese do Teorema 10, Capitulo III,apli

cada a 21 mostra que ela esta automaticamente satisfeita.

As dimensoces de I =M e £, 2 {x e M/ x e ponto

singular de Yy} permitem que
(f,v) (¢ - 21) e (f,W)(El)

interceptem~se transversalmente; em imagens de pontos
dos tipos (a) com (b). Resta saber se isso pode ocor-

rer com Y-estabilidade global.

Caso II

Podem ocorrer os seguintes tipos com Y~estabilidade:
0 € So(f,w) n SO(W)
Podemos chegar a forma:

(x,y) + (0,x,y)
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(b) 0 € S_(£,9) n §,,(¥)

Podemos chegar a forma:
(x,y) » (x,y,h(x,y))
com hx(0,0) = hy(0,0) = 0,

Modelo Y-infinitesimalmente estavel,

() 0 ¢ 8,45(f,0) n 8 _(y)
Neste caso, tendo em vista as indicagoes de Dufour (7]
e Arnol'd [1], devemos obter:
(x,5) > (x,5%,% + xy + y°)

que e o proprio modelo divergente,

Observemos que neste caso temos:

El « {pe M/ p @&do tipo (c)} - conjunto de pontos i

solados

Novamente a hipotese do Teorema 10, CapItﬁlo III, apli

~

cada a 21 mostra que ela esta automaticamente satis-

feita.

Cago III

Pelo estudo ja feito no Capitulo IV, § 2, temos que

modelos ¢Y-infinitesimalmente estaveis sao:

(a) (x,y) = (x,x,y)
(b) (x,y) ~» (x.vxz:y)

3
(¢) (x,y) = (x,gy + Xy,y)

Desconhecemos se esta e uma lista completa de modélos.
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1l

Definindo de maneira analoga os conjuntos I, e 1

teremos neste caso (levando em conta a resolugao das equagoes

feita no Capitulo 1IV)

- conjunto de

1. =1 = {pe M/ p e do tipo (c)}
pontos isolados.
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