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This work is concerned to study a kind of stability for
mappings f : M + N, preserving the stratification defined by

w : M + Q, which we call w-stability. We say that f,g : M + N

are w—equivalents if there are diffeomorphisms h : M + M and

k : N xQ + N x Q, which k(y,q) = (k1(y,q),k2(q)), such that
(g,w) * kº(f,w)ºh. And f is w—stable, if for all g sufficient
near to f (in the Whitney's topolºgy), follows that g and

f are w-equivalents.
If M ande N are compact and w: M + Q stable, the

above definition is equivalent to the stability of the diagram
M —Á£421—> N x Q > Q; also locally those concepts agree.

The main objective is to characterize the w-stability
when N is not compact, in particular to stpdy RP ºjL-M-í—ºRn,

M compact, which deep results on R <—É— M f > R,
'” rai-> R2 and R2 <LM fR< >R.

Finally, local forms are given in the cases
f 2 w 2 fR,0 <—JL— Rª,o > R,O R ,0 < R , > R,0,

R“ o —&—> Rn o, , '

o

R,0 <-—º—- R2,0 f > R2,0 and R,O < f
|.

R,0
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INTRODUÇÃO

O estudo da estabilidade de aplicações diferenciâveis
: : ”n + N" , iniciados sob inspiração de H. Whitney e R. Them,

motivou um vasto campo de pesquisas, culminando com os trabalhos
de J. Mather. Diversas extensões do conceito de estabilidade fo-
ram introduzidas, visando preservar certas estruturas pre—fixadas

nas variedades M e N motivadas por aplicaçoes geométricas ou

físicas. A seguir apresentaremos, ligeiramente, os conceitos ini'
ciais e algumas generalizações que têm relação com este trabalho.

As aplicações f,g : M + N são;equivalentes (A-equivª
lentes) se existem difeomorfismos h : M + M e R : N + N tais
que 3 = kofoh-1. Dizemos que f : M + N % estâvel (A-estâvel)
se toda g : M + N suficientemente proxima de f (topologia de

Whitney) for equivalente a f.
Uma primeira extensão desses conceitos E o da K—equivª

lancia, isto é, as aplicações f,g : M + N dizem—Se K-equivaleª
tes se o diagrama

lh [ h

M (Idº )
M x N " M

E.comutativo, onde h e k são difeomorfismos com k(x,y) =

' (h(X),Í(x,y)) e f(x,yº) = yº-
Em diversas situações era sensível a necessidade de estu

dar a estabilidade de diagramas de aplicações diferenciãveis. Tra

balhos desenvolvidos por J. P. Dufour revelaram diferenças fundª



mentais nos casos de diagramas convergentes
f f *

1 2
M1 —-"_—> MZ > . a . —-——> Mr e divergentes Q<—JL— M >N,
devidas principalmente a ausência de um "Teorema de Preparação"
adequado ao tipo divergente.

A equivalência de diagramas Q < > N e
8 82

M
1

Q < > N corresponde ã equivalência usual das aplicª
ções f = (f1,f2) : M + N x Q e g - (g1,g2) : M + N x Q pre-
servando a estrutura de produto cartesiano de N x Q, isto e, É

xistem difeomorfismos h : M + M, k : N + N e kz : Q + Q

tais que g = (k1,k2)ofoh_
O objetivo deste trabalho E o de estudar um conceito de

estabilidade para aplicaçoes f : M + N, respeitando a estrutu
ra definida por uma aplicação estãvel fixada w : M + Q. Isto
&: diremos que f,g : M + N são w—equivalentes se existem di-
feomorfismos h : M + M e R : N x Q + N x Q, com k(y,q) =

* (k1(y,q),k2(q)) tais que (g,ú) = ko(f,w)oh. Assim, E será
w—estãveZ se para toda g suficientemente prõxima (topologia de

Whitney), tivermos g w-equivalente a f.
Para estudar o conceito acima introduzimos uma noção

auxiliar de "estabilidade" para o par (f,w). Isto É: diremos

que (f,w) é "equivalente" a (g,w) se existem difeomorfismos
h =M + M e k : N x Q + N x Q, com k(y,q) = (k1(y,q),k2(q))
tais que (8,W) = ko(f,w)oh, Diremos que (f,w) & "estável", se

dada (g,w) suficientemente proxima de (f,w) (nas topologias
de Whitney) tivermos (g,w) "equivalente" a (f,w). Mostrare-
mos no Capítulo II que a estabilidade acima e equivalente a w—eg

tabilidade se W e estável e propria. Nestas condições a w-esta
bilidade de f corresponde a uma situação intermediária entre a

estabilidade usual de (f,W) : M + N x Q e a bi—estabilidade do
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par (f,w), segundo J. P. Dufour [6].

Observemos ainda que a K-equivalência E um caso espg
cial de w—equival'éncia, quando w = IdM e k1(y,yo) = yo. Tag

bêm a A—equivalência corresponde a w-equivalência se *:M+[q].

Podemos definir de maneira natural os conceitos de w—

—estabilidade infinitesimal e w—estabilidade homotõpica. Mos-

traremos que estes conceitos são localmente equivalentes e que,
sob determinadas condiçães, são globalmente equivalentes (ver
Teorema 11, Capítulo III). A demonstração que apresentamos ba-

seia-se numa formulação adequada do "Teorema de Preparação" e

técnicas de colagens usando partição da unidade adequadas i si
tuação em estudo. Fazemos isto em detalhes no Capítulo 111 pois
estamos convencidos que a demonstração do Teorema análogo apre-
sentado por Dufour em [6], p. 264, padece de imprecisões na

globalização.
Localmente, o conceito de w—estabilidade.(w—estabilidâ

de infinitesimal ou homotõpica) ê equivalente a estabilidade do

__(f_»ªL «diagrama M > N x Q ———————> Q, desde que w seja estª
vel. As formas normais que caracterizam a w—estabilidade nos ca

sos R,0 <—JL— Rn,0 f
> R,0, R2,0 QJL— R2,0 —4E—> R,0

11,0 <—-'+'—- R2,0 E
> R2,0 e 11,0 < f Rª,o —-ª—> R,0

lw
R,0

são apresentadas nos Capítulos IV e V, obtidas como formas nor
mais dos diagramas correspondentes, que não se encontram na li-
teratura.

Globalmente & equivalência acima se verifica se M e

N são compactas e w & estãvel. Assim, neste caso restrito,pg
demos obter o teorema da equivalência entre a w-estabilidade in



finitesimal e homotõpica usando os resultados de Dufour e &nhner

[Stability of the Cert Locus in Dimensions Less Than or Equal to
6 — Inventiones Mathematicae, 43 (l977)]. A vantagem do método

direto que apresentamºs E suprimir a hipotese de compacidade de

N, atingindo deste modo teoremas globais de caracterização para
p w f n .R <———m M ————> R , com M compacta, em particular os casos

R<_.LM.._.f_—.>R, R<w M._f__>R2 eR2<_w_M._í_>R.
Finalmente observamos que globalmente & w-estabilidade

não É equivalente a estabilidade do diagrama
M ML—o N x Q ———"_> Q, conforme mostram os exemplos da—

dos nas páginas 20 — 23.



CAPÍTULO 1

PRELIMINARES

S 1. Espaço de laica - Topaíogia de Whitney

Sejam M e N variedades diferenciáveis e f,g : M + N

aplicações diferenciáveis (durante todo este trabalho diferenciª
vel significará Cm). Suponhamos (XI,...,Xm) e (y1,...,yn)sig
temas de coordenadas nas vizinhanças de p E M e f(p) & N,

respectivamente.
Seja atfí(p) a derivada parcial mista

a'tl (yíof<x<p)>
, onde t ' (t1""'tm)

& uma seqúência de inteiros não negativos e Itl = tl + ... + t

1. DEFINIÇÃO. Dizemos que as aplicaçoes f e g tem o mesmo

r—jato em p e M se f(p) = g(p) e atfí(p) =

= ãtgí(p), com i = 1,2,...,n, para toda sequência t=(t1,.“,tm),
com ltl 5 t.

A definição acima independe dos sistemas de coordena—

das utilizados. Podemos introduzir uma relação de equivalência
definindo f NP g se, e somente se, f e g tem o mesmo r-jª
to em p. A classe de equivalência de f em p serã chamada

o jato de ordem r de f em p.
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Notação: jrf(p). Os pontos p e f(p) serãochamados

fonte e meta de jrf(p).

Indicaremos por Jr(M,N), & variedade diferenciávelde
finida por:

Jr(M,N> = ijrf(p) / f e cº(M,N) e p e M).

Dada f : M + N , podemos considerar jrf : M-+Jr(M,N)

definida por (jrf)(p) = jrf(p). Esta aplicação e de classe Ci

Passamos agora a descrever uma topologia (a de Whitney)
, m

no conjunto C (M,N).

(i) Fixemos um inteiro não negativo k. Seja U um sub-

conjunto de Jk(M,N). Denotamos por X(U) o conjuª
to:

X(U) = if a Cºmm) / jkf(M) c u].

note que X(U) n X(V) = X(U 0 V).

(ii) A família de conjuntos [X(U)], onde U É um subcoª
junto aberto de Jk(M,N), forma uma base para uma to—

pologia em Cm(M,N). Denotaremos por wk a topologia
gerada por esta família, a qual & chamada topologia C

de Whitney.

(iii) A topologia Cºº de Whitney sobre Cm(M,N) & a topolg
gia cuja base & U wk.

Temos aqui uma boa definição de base, desde que Wk<=W£,

quando k 5 Z.



S 2. Anel de Geãmeó

Sejam f e g em Cm(M,N).

). DEFINIÇÃO. f e g tem o mesmo germe em x e M, se existir
aberto U de M, x e U, de modo que flU ' gIU.

Cada classe da relação de equivalência dada pela defini
ção acima é denominada germe de aplicação diferenciável e E deng

tada por [fJX . 0 eSpaço quociente obtido serã denotado por

€:(M,N). Quando N = R indicaremos este conjunto por CZ(M).

Ainda, CZ(M) herda de R uma estrutura natural de R—âlgebra.

Vamos considerar mX = [[flx € C:(M) / f(x) ' 0]. Gb-

servamos que mx & o único ideal maximal do anel CZ(M).

Indicaremos por m; o ideal gerado por germes da for-
ma [fle ... [fer onde [fijx & mx.

Nota: Na maioria das vezes omitiremos os parênteàes ao

tratarmos com germes, esperando que o contexto
deixe claro aquilo a que nos referimos.

Observemos que se f : (M,x) + (N,y) & um germe de &—

plicação diferenciãvel, todo CZ(M)-mõdulo A admite uma estru—

tura de O;(N)-m5dulo, via o homomorfismo de R—ãlgebras

f* : C;(N) + CZ(M), definido por f*(v) = Vof. A adição em A

E a anterior e a ação de CÇ(N) & definida por:

(v a e c;(N)> (v a e A) da = f*(a)a = (aof)a
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2. TEOREMA DE PREPARAÇÃO DE MALGRANGE. Sejam f : M + N difg
renciãvel, x e M, y = f(x) & N e A um CZ(M)-

-mõdulo finitamente gerado. Suponhamos que («(el),...,n(er)l
seja um sistema de geradores para o espaço vetorial real
A

(f*my)A
. Então (el,...,er] constitui um sistema de gerª

“ 'dores para A como um Cy(N)—modulo (via €*).

(vide [2], p. 59)

Observação: (f*mY)A E o conjunto de somas de elemen-

tºs da forma (hof)a onde hue my e a E A. Ainda

“ : A + A E a projeção natural.(f*my)A

Aplicando—se o Teorema anterior, pode—se demonstrar:

3. TEOREMA. Sejam A um 0:(M)—mõdulo finitamente gerado,
f : M + N diferenciável, y.= f(x). Então

(el,...,ek] e um sistema de geradores de A
como um O;(N)—

-mõdulo (via f*) se, e somente se, [«(el),...,w(ek)] E um

sistema de geradores de A mk+1A como um CÇ(N)-mõdulo, on—

de:
X

E a projeção natural.« : A + A mk+1A
X

Dada f : M + N e y um ponto de N, seja
8 = (XI,...,xk> c f'1(y>.

k
Definimos CS(M) * iºlcxí(M)'
Note que CZ(M) E um anel, onde as operaçoes são dª

das nas coordenadas.



Sabendo que f induz um homomorfismo de anéis
f* : c;(N) + C; (H) para cada i , índuzimos um homomorfismo

de anéis CÇ(N)1+ CZ(M), o qual serã também denotado por f*.
Assim, se A e um O;(M)—m5dulo, então, via f*, A torna-saum
CÇ(N)—m5dulo.

4. LEMA. Sejam Aí (1 5 i 5 k) mõdulos sobre C:i(M), fini-
tamente gerados. Então, A = A1 O ... O AR e um

CZ(M)-mõdulo fínitamente gerado (onde a ação de C; (M) sobre

Aj & nula se i # j). Ainda, se ["(el),...,w(er)i É um sístg
ma de geradores para o espaço vetorial A f*m A , então

(el,...,er] constitui um sistema de geradorez de A como um

C;(N)—mõdulo (via f*).

(vide [10], p. 113)

5. TEOREMA vA DIVISÃO DE MATHER. Seja F uma função cºº de

valores reais, definida sobre uma vizinhança de O

em R x R“, tal que F(t,0) = g(t)tk , onde g(O) # O e 3 é

de classe Cºº em alguma vizinhança de 0 E R. Então, dada quªi

quer função Cºº de valores reais G , definida sobre uma vizi—

nhança de O em R x Rn , existem funções C , q e : ,taís
que:

(i) G = qF + t sobre uma vizinhança de O e R x Rn

k—l i n(ii) r(t,x) iãori(x)t para (t,x) e R x R prõximo de

O .

(vide [10], p. 95)



5 3. Eótabilidade

Neste paragrafo estaremos lembrando as definiçães de eg

tabilidade infinitesimal e estrutural (cm) de aplicações dife—

renciãveis.

7. DEFINIÇÃO. Sejam M e N variedades diferenciãveis e f e

g em Cm(M,N) , dotado de topologia Cªº de Whitney.

Dizemos que f e g são equivalentes, se existem difeomorfiâ
mos h e R, comutando o diagrama:

2. DEFINIÇÃO. f & CQ(M,N) & estãvel (Cºº estavel) se existir
uma vizinhança w de f em Cw(M,N), tal que

toda g e W seja equivalente a f.

3. DEFINIÇÃO. Sejam M e N variedades diferenciãveis,
f : M + N diferenciãvel e n : TN + N & projg

ção. Um campo de vetores ao longo de f é uma aplicação
& : M + TN , tal que "os = f.

O conjunto dos campos de vetores ao longo de f

serã denotado por 6(f). Em particular quando f = Id indiM )

caremos por º(M).
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4. DEFINIÇÃO. f E ínfinítesimalmente estãvel, se para cada caº
po de vetores w- ao longo de f, existirem um

campo vetorial E sobre M e um campo vetorial n sobre N,

tais que:

w : (df)g + nof

5. TEOREMA (MATHER). Seja f : M + N, propria.
f e Cº(M,N) é estável se, e somente se, for ín-

fínitesimalmente estãvel.

»5 4. Taanóvcaóalidade & Sángu£aàádadeó

1. DEFINIÇÃO. Dizemos que f : M + N & transversal a uma subvª
Piedade S de N em p e M se:

(a) f(p) d 8

OU

(b) um e s e <df>p<TpM> * Tf(p)s “ Tf<p>ªº

onde (df)p E a derivada de f em p e TPM & o es-
paço tangemte a M no ponto p.
Se f e transversal a S em todo ponto p de M, en

tão diremos simplesmente que f & transversal a S. Neste ca—'

so, f_1(S) & subvariedade de M de mesma codímensão que S,ou
f'1<S> = o..

2. TEOREMA DE TRANSVERSALIDADE DE THOM. Sejam M e N variedª
des diferenciâveís e W- uma subvariedade de

Jr(M,N). «Então, o conjunto das aplicações f : M + N, tais que
t. _r

' -' , '

J f : M + J (M,N) e transversal a W , e residual em Cm(M,N),

com a topologia Cºº de Whitney.



Seja f : M + N. Dizemos que f tem uma singularidª
de do tipo Sr em p e M, se (df)p tem deficiência r,is—
to 5, rank(df)p = min(dim M,dim N)- t.

Notação:

Sv(f) = [p e M / rank(df)P) = min(dim M,dim N) - r].

Definiremos agora uma subvariedade em J1(M,N), que

estarã estritamente relacionada com o conjunto Sr(f).
Seja o E J1(M,N), com fonte p e meta q, admitiª

do f para representante. Tomemosv (df)p : TPM + TqN.

Definimos: ranko = rank(df)P.
Consideremos

sr = [o e J1(M,N) / ranko : min(dim M,di'm N) - r]

Consegue-se provar que Sr e uma subvariedade de

J1(M,N) de codimensão r2 + er, onde e = ldim M — dim NI.

1Observemos que Sr(f) = (jlf)— (Sr)'

3. DEFINIÇÃO. Seja f e Cm(M,N). f & 1-genêrica se a apli-
ção jlf : M + J1(M,N) for transversal a cada

“subvariedade Sr'

Em particular, se f é uma aplicação l-genÉrica, en-

tão Sr(f) % uma subvariedade de M de codimensão ::2 + er,
Sabemos que toda aplicação estãvel E l-genêrica.
Ainda, podemos considerar f : M + N, onde f E l—gg

nêrica e denotar por:



Sr S(f) - [p e M / d(f tem deficiência s), se Sr(f) # 0.)
Sr(f) p

Podem-se construir subvaríedades Sr 5
C J2(M,N) (a-

nãlogas ãs Sr's citadas acima), tais que:

.2> J f(p) & Sr s'!
p & Sr,s(f) <

Uma aplicação f , tal que jzf & transversal 38 suª
variedades Sr 5 , é chamada Z—genêrica. Temos o resultado:

,

Toda aplicação estãvel & 2—genêríca.





CAPÍTULO II

w—ESTABI LIDADE

S 1. Dióenenteó Noçõeó de EózabLLLdade

7. DEFINIÇÃO. Consideremos Q «3—— M f > N.

f & w—infinítesimaZmente estável, se dado
w & e(f), existirem u & e(M), v e 6(Q) e n e a(n)
(n : N x Q + N, projeção usual), (tais que:

W = (df)u + no(f,w)

º * (dw)u + Vow

1.a. DEFINIÇÃO. Diremos que f & localmente w-infinitesimalmeª
te estável em p e M, 'se o germe [fjp ê

w-infinitesimalmente estãvel.

2. PROPOSIÇÃO. Seja w infinitesimalmente estãvel. Então, E E

w—infinitesimalmente estãvel se, e somente se,da
dos wl & e(f)_ e w2 & e(w) existirem u & a(M), v e º(Q) e

n & 6(n) (« : N ><IQ + N, projeção usual), tais que:

w1 = (df)'u + no(f,np),

w2 = (dW)u + Vow-

*Demonstragão

<-— Imediata.
““> Dados w1 & e(f) e wi. e 6(w)4

11
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.Sejam & ª(M) e v1 e 8(Q), tais que “2 = (dá»)u1 + vlow1
5

(w & íníinitesímalmente estável).
Usando agora a hipõtese, temos:

'

wl — (df)u1 = (df)u + no(f,w)

0 = (dW)u + Vºw

Logo,

wl = (df)(u+u1) + no(f,w)

w2 = (dw)(u+u1) + (v+v1)º$

3. DEFINIÇÃO. Seja M > N. Uma deformação de f é uma a—

plicação diferenciãvel F : H x Ie + N x IE ou

(1) Para cada 5 e IE , F(M x (31) C N x [5].
Denotemos por Fs & aplicação de M + N definida mn:

F(x,S) = (FS(X),S)

(ii) Fo = £

£4. DEFINIÇÃO. Consideremos Q <
w

M > N. Uma deformação
F de f E w—trivial se existem dífeomorfísmos

h, k e Z, tais que h(x,0) = (x,0), £(z,0) = (2,0),
k(y,0;z,0) = (y,0;z,0), h, k e £ conservando níveis, satis-
fazendo a comutatívidade do esquema abaixo (onde 0 < 6 S e)
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Mxlô—ÁLL—(leô)x(QxIG)——"-—-—Qx16

h k £

(£ xId,W) «
M 15————— (NxIG)X(Qx16)——-——Q><16

onde V * w x Id.

Díremos que f é w—homotopicamente estável se toda

deformação de f for ti!-trivial.

5. PROPOSIÇÃO. Consideremos :p uma aplicação prõpría, estável,
na topologia Cªº de Whitney. Seja

Q <
“P

M
E

> N. Então f 5. w-homotopícamente estãvel se,
e somente se, dadas deformaç'ões F de f e º de 111, tíveí
mos dífeomorfísmos h , k e Z tais que h(x,0) - (x,0),
£(z,0) =- (x,0) e k(y,0.;z,0) = (y,0;z,0), h, k .e Z coª
servando níveis, satisfazendo & comutatívidade do esquema abaixo:

M x IG ALE;— (N x Iõ>x(Q ,( 16) ._l— Q x 18.“

!(fodeId) (N )( 16)X(Q x 15)
17

Q x Iô

Demons tração

<—' Imediata .
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-—» Sejam F e & deformações de f e w respectiva
mente. Como W e estável e propria existem 6(0 < 6 s e) e di-
feomorfismos H e X com H(x,0) = (x,0) e K(z,0) = (z,0), con

servando níveis, tais que o diagrama abaixo seja comutatívo:

MxIô Mx1_

]
wxld. J o

QXIô—_—L—_QXIÓ

Temos, assim, o esquema:

(FoH,w x Id)
, l

i 6

sz—. 11 x 1 ——4—L—<Nx1 H)X(Q><I) ——ª———“ K
(Nxxõnwxl )—"——Qª<1

E/ X &

M 1 (fx1d,ll'ª<1d) A (ux16)x(Qxlõ) —ºQx15

Observando que FoH E uma deformação de E, temos,

pela hipotese, garantida a existência de dífeomorfismos h, k e

Z comutando o diagrama (conservam níveis e no nível zero são 1-

dentidades).
Definimos os difeomorfísmos:

h1 : H x 16 + M x 16
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o. (N x 16) x (a x 16) + (N x 165 x (Q x 16)

h2 * kº(I X K).

h : Q x 16 + Q x Iô

h ' ZºK3

Logo, o seguinte esquema & comutatívo:

M'X I ——-£ELíL—-—— ( x I )x( x
"

6
N

a º 15) "'—""" º x 15

l hl hz ha
.

(ma axu) 'n.
x Iô --—l-_____ (N x 16)x(Q x ;6) --—___ Q x 16

6. DEFINIÇÃO.- Consideremos Q <—JL— ", f > N. Díremos que f

& w—estãvel se existir vizinhança Vf de E, na

topologia C” de Whitney, tal que, para cada 3 & Vf existam

difeomorfismos h, k e Z de modo que o esquema a seguir seja
comutativov (« - projeção usual):

M (EDW) N x Q
."

Q

h k L

M (f.?) N )( Q
'"

Q

Quando existe um tal esquema, dizemos que E E _w-equi

valente &" g.

Enuncíaremos, a seguir, um resultado (de [13], p. 267),

que seri utilizado na demonstração do prõximo lema:
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"Se w : M + Q é estável e propria, então existem u—

ma vizinhança U de $ em CN(M,Q) e aplicações continuas

“1 : u + niffººun e H: : u + Díffººm), tais que alo») - IdM,
H2(W) = IdQ e 8 : H2(8)ºwºH1(g), v 3 E U".

f .

7. LEMA. Consideremos Q <
w

M > N ; onde w E estâvel
e propria. f % w—estãvel se, e somente se, existem

vizinhanças Wf de f e ww de w, nas respectivas topolg
gias Cºº && Whitney, que para cada 3 e w e w e.W existamf W

difeomorfismos h, k e Z, de modo que o esquema abaixo seja
comutativo:

M (gm N x Q
«

Q

h k £

M ALM—_,. N )( Q
."

Q

Demonstragão

<—— Imediata.
'-> Como w & estável e propria, sabemos que existe

vizinhança ww de w em CQ(M,Q), tal que se w & Wlp então
w ' A(ú)omog(w) , onde A e e são contínuas em Wlp , com

Ã(W)" IQ e €(W) * IM.
Tomando & suficientemente prõxima de $, teremos que

a(W) estã suficientemente prõximo do difeomorfismo IM . Além

disso, existe vizinhança Wf de Af , tal que goe(ú) & Vf ,as
ra toda g e Wf [Vf da definição 6].
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Assim, temos garantida a comutatívidade do esquema &—

baixo:

(go€(w),w)
!

M _ESÉL. M _LhL—NXQ l—MLNXQ "'—"___" Q/ X
X// ' N

M (fw) qu vr
Q

Tomemos agora os dífeomorfiemos a : M + M , b:NXQ+NXQ,

c ' Q +-Q dados por a = hoEEWH-l, b = Mum» e c - MW)-

Teremos então & comutatívídade do esquema:

M (gnv) »N ,( Q
“

Q

a
I b c

M (fyll') N x Q
17 -. Q

8. DEFINIÇÃO. Consideremos Q <—É—— M
E

> N. Díremos que

(f,W) & D-estãveZ se o diagrama
M —££iÉl—>N x Q —JL—> Q for estãvel, isto E, existem vizinhan-
ças Vf , VW e VTr , tals que se g & Vf , $ & Vw e p & Vw”

então existem-dífeomorfísmos h, k e £ tais que o esquema &

baixo seja comutativo:
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M (gnn) Nx Q 9 Q

h ik &

M (f)?) ' N )( Q
1T

Q

(Observe que esta e a definição de estabilidade de diª
gramas, dada em [3]).

9. PROPOSIÇÃO. Consideremes Q <
w

M f“> N , onde N e

compacta e (f,w) & prõpria. (f,w) & D—estã

vel se, e somente se, existem vizimhanças Wf de f e ww de

w, nas respectivas topologias Cºº deíwútney, tais que para cada

? & Wf e $ & Wlp existam difeomorfismos a, b e c , de

modo que o esquema abaixo seja comutatívo:

M (R$) N x Q
“ = Q

a * b ! c

M “ª'“ 'N >< Q " Q

Demonstragão

-—> Imediata.

<- Como « & submersão e prõptia (pois N e compag
&

ta), eXiste vizinhança V" de n em C (N * Q,Q) de modo que

se p e V“ então n = Ã(p)ºpº€(p), onde A e e 3.50 "'e-on.-

tlnuas em V“, com x(n) = IQ e £(n) = INxQ .
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Tomando p suficientemente próxima de _n, teremos
[e:(p):|-1 suficientemente prõximo de Iqu e alem disso, exis—

tem vizinhanças Vf de f e VW de w , tais que
[e(p)]-1o(g,W) & Wf x ww , para toda g E Vf e .w 6 VW. [obseE
ve: como (£,w) E prõpria, se (g,w) estã suficientemente prõxi
ma de (f,w), então (g,w) ? propria].

Temos assim garantida a comutatividade do esquema abai—

XO:

___v te<p'>1'lo<g,w> '

_
(8,Ú) mmª II a(o) ,

p

.

Hp)M -----. N xQ -_-___-. NxQ -———————lixq --..Q —____—

. X X
a xxx b ,

xx

X N
M (fHP)

. NXQ
TT _

Tomemos agora os difeomorfismos h : M 4 M, k: NXQ4+NXQ

e £ ' Q + Q , dados por h - a , k = bºtam]—1 e £ - coA(p).

Disto, temos que (f,w) & D-estãvel.

10. COROLÃRIO. Consideremos Q <—JL— M ——£—ó N com w estável
e prõpria, (f,w) prõpria e N compacta. Então

f E w—estãvel se, e somente se, (f,W) E D—estãvel.

Demonstragão

Basta aplicar o Lema 7 e a Proposição 9.

Encerramos este paragrafo examinando exemplos onde & w—

—estabilidade de f não E equivalente ã estabilidade do diagrama
((f,W) não E D-estãvel).



.º Exempio

Consideremos:

z « K « (-1,1) (1,2)

M * Q

íxz se x «—1 1

(x) = <
L2—x se x (1,2“

Observemos:

(i) a não & propria.
(ii) m & infinitesimalmente estavel.

(iii) $ não é estável, uma vez que w tem a propriedade:
v a e R, w—1(a) contém 0, 1 ou 3 pontos. Esta prº
priedade pode ser destruída por perturbações arbritarig
mente proximas.

(iv) f é w-estãvel. Podemos tomar g _ f, talque g'(x) 0,
V x e M. No diagrama, tomamos h - IdM e kúhv)=(gun,v).

(mL->
>

«(v) O diagrama M N > Q ————> Q E infinitesimal
mente estável, isto é: Dados w & º(f,W) e ; - º(a)
temos

fw = (d(f,w))u + nº(f,W)
(
L; = (dn)n + yow

Ainda:

O diagrama M -££&Él—> N x Q
"

> Q não & estavel. De

acordo com a definição precedente, diremos que (fu?) não 5 D-estãvel.
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Este exempío mostra que a v—estabilídade de f nao e g

quivaLente à estabilidade do diagrama e que a estabilidade do dia

grama não é equivalente ã estabilidade infiniteSLmal do mesmo.

(i)
(íí)

(iii)
(iv)

(v)

2.0 Exempzo

. 'QConSLderemos: '

i

M = (“1,0) . (0,1) ,

, CUB)

N = (-I,1) Q = R 'I
|

f : M + N , f x = x( ) [
M

3
!

w : M * Q , W(X) = X |

I

|

Observemos: ;

* não é própria.
» ê infinitesimalmente estãvel. (Dado w(x), fazemos

“(x) : El.,-(_)-)-
2

3x

w ê estãvel. (Tomamos w« w , tal que 0'(x) ) O).

ª n ª n " »
ºº .f e w-estavel (nao necessariamente C ). SeJa f(x)

chata em O(e « C») com a(O) = 0, £(x) > O para x#0,

descrevendo uma vizinhança V em (-1,0) U (0,1) tal
que V g & Vf , g'(x) > 0.

Seja E tal que g(x) = <

IE(X)-XÍ 5 a(X) , V x ª (-1,1)

lim —Lã£ªl:3l—
x+0 |x| = O' Lºgº E é diferenciável em 0.

No diagrama tomamos h = IdM e k(u,v) = (g(u),v).
“_

.

« (f ) .O diagrama M ———4É——> N x Q > Q, e infinitesimal-
mente estãvel.



Ainda:

É Q , onde "(u,v) = v,O diagrama M

não é estável.
De fato:
Podemos considerar, arbitrariamente prõxima da aplicª

çâo nula, uma aplicação
R + R, cujo grãfico

tem &) aspeçtc) ao lado (e'(0)>0). -1 l
; %

Notemos que a

equação x3 — a(x) = O

admite duas soluções em

M : x e x1 2'
1 i

<“ :
X2

Definimos, agora:

o : R V R + R

pku,v) = v - a(u). Logo, p-vn.

Temos:

[no(f,w)]_1ípl = w—lip] = [q], paratodo p e R — (OJ

1
II €—

! H
É: O u.,_: " &(nº(f,w)]_ [o]

Por outro lado:

1

(01 (x / x3 = g(x)] = (x1,x2)“ch (fnb) 3"

Assim, em qualquer vizinhança da aplicação 'n, existe

uma aplicação do tipo 9, tal que o diagrama



M-ÁiªL—NxQ—Á—Q

não seja comutativo.

Novamente, a w-estabilidade de f não é equivalente ã

estabilidade do diagrama.

S 2. Canacteaização daó veóonmaçõeó w—Taiviaió

Neste parágrafo estaremos considerando M compacta.
Seja V vizinhança de 0 em R e t coordenada stan

'dard em R.

7. DEFINIÇÃO. Consideremos M —5——> P e G uma deformação de

g. Definimos o campo vetorial ao longo de G

3 3
== __ — * _—

onde 3% ê um campo vetorial sobre H x R ou P x R ,conforme
o caso.

Estabeleceremos uma notação:
Sejam

Q : M x R + M

A : M x R + R as projeçoes usuais.

Então, T(M x R) = n*(TM), a, A*(TR). Qualquer vetor
; & T(M x R) pode ser escrito de maneira Gnica como E' EM + ÇR,

onde EM & n*(TM) e ER & A*(TR). ”Chamamos EM a M-compo

nente de 5 e ÇR a R—componente de E, denotando:
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f, = Me,)

2. LEMA. Seja G uma deformação de g. Então G 8 g * Idv se,
e somente se, TG = 0. Em particular, G E indepeº

dente de t , se TG = 0.

Para a prova deste lema o leitor poderá consultar [10],

p' 123.

3. TEOREMA. Consideremos Q <
U

M f > N . Seja F uma de

formação de f. Então F e w-trivial se, e somen—

te se, existem Iô = (—6,6) º Ia' & € º(M x 16)' n & º(Q * Iô)e
& e(«) (n : (N x 16) * (Q x Iô) + N x 16 , projeção usual),

satisfazendo:

(i) A(E) ' A(n) = A(Y) * 0

(ii) TF = (dF)(E) + Yo(F.W)

(iii) 0 ' (dW)(E) + no?

sobre M x Iô' onde W - w x Id.

Demonstragão

Primeiramente, aotemos que para qualquer deformação G

8 » a
de g , a R—componente de (dG)p(8t p) e Bt G(p) , desde que

AOC : A.

Assim,

a 8 &(dG)P(5Éxp) = ÉÍlG(p) + º(dG)p(8t p)
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ou seja,
3

TG(P) — º(dG)p(5É p;.

Condiçãc necessária

Assumimos que F & w-trivial.
Então, existem 16 e difeomorfismos h , h2 e h3,

satisfazendo a Definição ª, 5 1.

p = M xIõ (N xIô)X(Q xIG) ,
Q XIG

hl h3=(h3,h2) hz

(f de ª?) 'n
biXIô ' (N xIõ)X(Q xlõ) ————————— Q ><I<s

w

(8,2)

Lembre—se: W = w x Idl

(s,z) = (f XId,w XId)(h1(p))

Observe ainda que h—1 = (í h—l)
3 3' 2 '

3

d(F,W)p( )
3 3

at p ((ªF>p(3í p),(dW) (—- p))p Bt

mas também:

.

a _ _1
a(r,w>p<íçip> - [(dh3 )(s,z)ºd(f xId,w xld>h1(P)º

º _a— =
_].

º a(ªh1)pª(ac|p) (dha )<s,z> ª(f *Iª'w *Iª)h1(p)fê1|h1(p>

a —1 aº dh “"'— : '.—+ M( 1>p(at|p)3 (dh3 )(S,z)fª(f xld)h1(p)(8tih1(p)
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ºu(dh1) d(w XId)p<íílp> ; h (p)%lh (p)

_
—1 anIl(dh ) (5% p»1 - (dh3 )(S,Z)EÉÉ|5

&

(QM(dh1)p(+—lp));d(f xId) Bth1(p)

& 8

€? 2
+ d<w xId)hl(p)(QM(dh1)p(SÉ,p)3J

m—l &

(ºlh3 )(s,z)(íí s)

—1
(31h3 )(s,z)d(f xId)hl(p)(QM(dh1)p(í—

9—l
(32h3 )(s,z)(í? 2)

_1 8
+ (32113 )(S,Z)d(tp ><dI)h1p()(QM(dh1) p(z)—th)»

_ —1 _9_ —1 a' (31h3 )(s,z)(8t s) + (32h3 )(s,z)('a_c|.z)

-1+ (dh3 )(S,Z)d(f XId,w XId)h (p )HM(dh ) p(a—ªtlp) (*)

Seja a(p) = (d h1 >h (p )n M(dh ) P(TªtlpL

Assim, E a um campo vetorial sobre

_ —1)Mxlcs e MP,) —A(dh1) h()9 (dh)(p)
= ADM (dh 1) (dh ) (i p) = 0h 1(p ) 9M 1 p Bt '

511 E uma deformação da identidade e AQM = 0.
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.
_

. -1 . ,
,Agora, Laseramos (dh1)po(dh1 )h1(p) antes de a“? »no

termo de (*), e obtemos:

8-1ª(F' *) p(awt|p (31h3 )(s,z)(3í s)

-1 a(a 2h 3 )(s,z)(íílz) + d(F,Y)p(Ep).

Logo,

ª .
' l .“");:(íílp) . (ª”p(at|p)) ((ampczp). (dV>p(;p))

umª) (—ª > (—ª—' ) = ((ar) (e > (eu) (e »3 (s,z) atªs ' ªtlz p p ' '

p p
'

a -1 a((ªh 3)(s, :) (Bªtls ' ÉÉ'Z) ; (dbz )z(3É|z))

(dl?)P p) - (dlª) l,(gp ) + («1113)(ª ”(rª—J., ,- _fãlz)

(a!) ( > - um (e: > + (dhªM—ª- )pªªtlp p p 2 ac :

Assim,

. = ª ª _';_ryu») (ampal) + <dt13)(3,z)(3—___-|a cd:) .ªtlup,

Definimos:

a av(x,q) ' (dh3)h 3(x'q)(3t h 3(x,q) ' ªtlhz (q)) ªt
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Y 3 um campo vetorial satisfazendo as condições do Teg

Substituindo Y em (***), temos:

TF<p) = <dF>p<zp> + Y(h;1(Saz))

(dF)p(Ep) + Y(F(p),W(p))

Então,

TF = (dF)(E) + Yº(F,W).

Ainda, voltando em (**):

8 1 %

(dw>P(5% P) = <dW)P<ap> + ;; h51(z) + 9Q(dhg'>z(5; z).

Definimos:

“q "9Q(dh;1)h2(q)(g% h2(q))

Claramente, n E um campo vetorial sobre Q ? 16 com

R componente nula.
Substituindo n em (****) e lembrando que Tv = 0

(W = w x Id), temos:

xiliar:

3 3
_ _?? v<p> (ªW)p<ªp> * íY-h21(z> * nh21(z)

mas h;1(z) = ?(p) e assim

0 ' (dW)(€) + no?

Antes de provarmos a recíproca, vejamos um resultado ag



LEMA A. Seja & um campo vetorial a suporte compacto so-
bre M x R, tal que a R componente de E seja nula

Então, existe um difeomorfismo g : M x R + M x R, satisfazen—

do:

g(X,t) = (gt(X),t)
g(X,0) = (x,0)

(dª)(x,c)(ía€ (x,t)) : (ª * "%) g(x,t)

Para a prova deste Lema o leitor poderã consuitar [10].
P» 125.

LEMA B. Usando as notações do Lema A, temos:

. B

(1) as = algunª)
1 )( ).. — a(11) E = -(dg)ºM(dg 5;

Voltemos então E prova do Teorema 3:

Condição Suficiente

Seja F uma deformação de f e 'Iõ , E , n , Y , tais
que:

(i) ME) = Mn) = Am = 0”

(ii) TF = (dF)(£) + yo(F,W) sobre H x 16

(iii) o - (dw)(g) + now

Precisamos mostrar que F E w-trivial.
Sendo M —compaeta, & .E trivialmente & suporte com

pacto.
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Podemos considerar os campos vetoriais sobre
(N X 16) X (Q X Iõ)' definidos por n = (0,n) e ? : (Y,0).

Diminuindo õ, podemos supor que T = (dF)(£)+Yo(F,W)F

e 0 = (dW)(E) + no? sobre M X Tô . Podemos então tomar n

nulo [(Y,n)-nulo] fora de uma vizinhança compacta de FQdX í6)'
[fora de uma vizinhança compacta de (F,?)(M x T6)] e assumir eª
tão que n e (y,n) são a suporte compactos.

Aplicando o Lema B, sabemos da existência de difeomorfis
mos:

G : M >< Iô +M X "[(8

H : Q >< Iô + Q >< 16

L : (N X 16) X (Q * 16) + (N * 16) * (Q * Iô)

conservando níveis e G(x,0) = (x,0), H(y,0) = (y,0) e

L(y,0;z,0) = (y,0;z,0), satisfazendo:
—1 _ -1 &)

-gºG - 9M(dG )(.a—g)

_ _ -1 _3_
n — (dH )9Q(dH)(3t)

(un) = -(dL-1)QNXQ(dL)(5% wait)

Consideremos o esquema abaixo, onde (E1,E2) =Im(FQDoG_1:

MXIõ ªª.—__ (NxIõ)x(QxIõ) ——1r-—-c- QxI6

G L * ' H

E=(E1,E2) _

. “Mx Iõ,——————--— (Nx 16)X(QX16) ——-—-——Q><I(s
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Observe que a comutatividade da segunda parte do esqug
ma & decorrente do fato de L ser obtido pela integração de um

campo de vetores (Y,n) sobre (N x 16) x (Q x Iã)' com a pro-
priedade de ter a projeção em T(Q x 16) constante em cada "fi
bra" (x,q) — para q fixo.

Seja p e M x R & (r,u) = ((F,w>oc'1)<p>

d(E1,E2)p(33tp ) = ((dE1)p(Betp ) , (dE 2)p(aªtp ))

mas por outro lado:

d(E E ) ("-' p) : [(dL)(r,u)ºd(F,w)G1(p)º(dG-1)p——'J( )1' 2 p
ast aatIp

'I.
a

,

a
= (dL)(r,“)ºd(F,W)G'1(p)EST'G'1(p) + 9M(dc )p(3ç|p)]

a -1 , .= (ªL)(r,u)[<dF)c'1(p)(íílc'1(p) + 9M(dc ) »,p(3ílp

-1_ JL _ _à(dw>G 1(p)(at|G 1(p) + 9M(dG )p(3t|p))1

+ nN(dF)G—1
— a

'

a _(ªL)<r,u>[íY|r (p)(5É|G 1cv))

-1) a
+ (dF)G-l (p ) gM(dG )p(5É|p)

-1a a
EEI“ + <dw>G-1(p)nu(dc )p(3çlp)]

|! (ªL)<r, u) eclr * ºN (ªF)e (p) ath (p))

.“ (dF)G-1 , _ . JL _ _ _<p><ª G 1(p)) , at|u <dw>G 1(p)<s|G 1(p)>1

e -1(dL)(r,u)[3Élr + 1F(G (p)) -(dF)G-1(p)(EIG—1(p));
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3- — (dw) —1 (5 —1 )]at u G (9) |G (P)

a B- (ªL)(r,u).(H|r' 57“) + <dL>(r,u)<y<r,u>,n<u»

& a ª ª: (dL)(r,u) (Tilt, Élu) " QNXQ(dL)(r,U) ('a'E'lr , ª_tlu)

3 8 8 3“ (TE í(r,u) 'a—E|u(r)) “' (a—E E1(p) "a_tIE2(p))

Assim:

E
T 1(p) (dE1)p(3t|p) 3t|E1(p) 0 > El f x Id

a' a
1E2(p) = (dE2)P(-a—Elp) — Hlxzm - 0 > Ez - w x Id

o que significa que a deformação F de f & w trivial.



CAPÍTULO III

w-ESTABILIDADE INFINITESIMAL E w—ESTABILIDADE HOMOTUPICA

Neste capítulo estaremos considerando M compacta.

1. PROPOSIÇÃO. Consideremos Q < $ H —Jí-> N. Se f 5 *"

-homotopicamente estãvel, então E E w-ínfiní-
tesimalmente estªvel.

Demonstragão

Para provar que f é w-ínfinitesimalmente estâvel prg
cisamos produzir para cada campo vetorial w E º(f) campos ve-

toriais & & º(M), n e º(Q) e Y e O(n) tais que:

[W = (dna + Yo(f,w>

<L0 ' (dw)E + now

Seja Mf = graff C M x N.

Podemos ver w como um campo vetorial sobre Mf apon—

tando na direção N , como segue:

W(P.f(p)) ' w(p) e [01x Tf )N T(P»f(P))(M >< N)

Estendemos ; a um campo

vetorial sobre H x N a suporte
compacto e seja
At : M % N + M * N o grupo a um pa

rametro, cujo gerador infinitesimal
seja w.
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Definimos

M K R + N x'R."

F(x,t) = (WNAt(x,f(x)),t)

onde «N : M x N * N é a projeção usual.
. a ;Observemos que F E C e tal que

Fkx,0) = (“a(x,f(x)ª,0) = (f(X),0)

Assim, F é uma deformação de f. Como f & w-homotg

picamente estável, pelo Teorema 3 do Capítulo 11, temos garanti-
da a existência de campos vetoriais É & º(M X Iõ)' R$ º(Q><16)

e T = eCnN (n : (N * 16) X (Q x 16) + N x 16” projeção usual),
com R componentes nulas satisfazendo:

Jr? = (cmi) + amv!)

Lo = (dw)(í) + Kew

sobre M < 16 , onde W = w x Id.

Restringindo a M x (O), obtemos:

íTF'M x(O] (df)£ + Yº(f,w)
<

LºlM x W = (mu,) + new

ºnde Ep : €(19,0) ' nr : n(r,0) e Y(hq) : Y(r.º;q»º) dºíª
nem campos vetoriais sobre M, Q e ao longo de «, respectivª
mente, já que as R-componentes de E , É , 7 são nulas.

Para finalizar, mostramos que tF(p,O) = wp .

Sabemos que
a

TF(Pºº) = ºN(ªF)(p,0)(5? (p,0))
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3

É? (p,0) de modo queA curva t + (p,t) representa
t + "NAt(p'f(p)) representa TF(P,0).

Agora:
d _aí"uªt(º'f(P))!t=o “ <ª"u)<p,f<p»“(p,f<p» ' "p

visto que ;(p,f(p)) aponta na N—direção.

Assim, TF(p,0) = wP

De agora em diante nos preocuparemos em obter a recíprg
ca da Proposição 1. A idéia & aplicar o Teorema 3 do Capítulo

II, S 2. Primeiramente, mostraremos que . 5, n e Y existem
localmente (na realidade, com a hipõtese de 'W ser infinitesi—
malmente estãvel, obtemos um resultado mais geral). Isto É feito
na seguinte:

2. PROPOSIÇÃO. Se f & localmente w—infinitesimalmente estª
vel em p 6 M e w & infinitesimalmente estª

vel, então existem germes de campos vetoriais E , n e Y com

R—componentes nulas, tais que:

FTF = (ama + vamº)
<

LTC) : (CMDE + naº

a nível de germe em (p,0).

(onde F E uma deformação de f e O E uma deformação

de w. Dizemos, neste caso, que (F,º) E uma deformação de

(f,W)).
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Sejam Z = fgermes em (p,0) de campos vetoriais
w : H x R + T((N x R) » (Q x R)) ao longo de (F,Q) com R-coª
ponentes nulas)

K = (d(F,Ó)[E] / € e um campo vetorial sobre MXR,(p,0)
com R-componente nula).

Existe uma ação de CTP 0)(M * R) sobre Z , dada pela
multiplicação, tornando Z um mõdulo sobre CTP 0)(M x R) fíni,

tamente gerado. Se escolhermos coordehadas x1,...,xm baseadas
em p sobre M , y1,...,yn baseadas em f(p) sobre N e

al,...,zq baseadas em W(p) sobre Q, então todo germe em

(p,0) de campo vetorial ao longo de (F,Q) com R-componentes
nulas pode ser escrito como:

ª a q egªnhou??“ ; jê1ºj(x=t>a—zí' <,)

Ainda, K c z como submõdulo sobre cíp,0)(M x R).

Desta maneira, A = ZIK pode ser visto como um mõdulo

sobre Cw (M x R) finitamente gerado. Via º* , A podeser(Pao)
con51derado como um C(w(p),0)(Q * R)—modulo.

ao (I)* oo

º(w(p),0)(º * “ “"_"—_" º(p.0)(M * R)

Afirmação: Ag = A = Z
K

& finitamente gerado como

C(w(p),0)(Q X R)—modulo, com um conjunto de

geradores dado por:
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. » 3

eí prºjeçao de (É;;IF'O) em A

_ , e
'

B

ej = projeçao de (0,5;íiº ) em A

(i=l,...,n , 3:19'º'9q)o

Primeiramente mostraremos que a afirmação ê suficiente
para provarmos a proposição.

Em A:

“ a q a
'

(TF'TÓ) = (íâ1(yíoº)3;; F ; jª1(njºº)3;; 0)

Assim, em 2:

n 3
TF (dF)ª + iª1(Yiºº)3ç;|F

q a q 3
Tº = (dº)E + jªl<njºº)íígiº = (dº)€ + (jêlnjí;3)ºº

q 3
Agora, n = .E n.——— tem R—componente nula e3-1 Jazj

TQ - (dº)€ + nao a nivel de germe em (p,0).
Ainda:

Yi
Q x R ___-__> R

Definimos

Yi
(N x R) x (Q x R) —————-——> R

7155) = M?)

Logo;

n)º(F'º) - (dF)E + YO(F,o)—<Z

H- o; “4

o:
"M::

TF ' (dF)E + (
...-.

..:.
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n .

onde Y = íãlçíê—n satisfaz as condições da proposição.
1

TF = (dF)£ + yo(F,©) a nível de germe em (P,0).

Para provarmos a afirmação, usaremos o Teorema de Mal—

grange.
Usando o Teorema de Taylor, escrevemos:

<*> w<x,c> = (wªcx,c>;w2(x,t»= (wã(x) + c€1(x,t>;wâ<x>

+ taº<x,c)>

Como W é um campo vetorial ao longo de (F,0),
(wâ,wâ) & um campo vetorial ao longo de (f,$).

Como f e w-ínfínítesímalmente estavel e w 3 ínfini
tesímalmente estãvel, pela Proposição 2, 5 1 do Capítulo II, po-
demos escrever:

wã = (df)€ + Yo(f,1b)

wi = (dw>z + new

Estendendo 5, n e Y horizontalmente e aplicando o

Teorema de Taylor novamente, obtemos:

[wâ(X) - ((ar); + Yo(F,º))(x,t) ; wã(x> — ((do>z

+ noo)(x,t)] ' [c;1(x,t) ; t32(x,t)]

Substituindo em (*), temos:

w(x,4t) = [(<an + “(Ranma + cªlam):

((do)g + noo)(x,t) + t;2(x,t)]
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Consideremos agora o espaço vetorial

A
=

z
(t)A K + (c)z

A classe de equivalência de w em A (t)A É igual 5

de (Yo(F,Ó),noº).
Mas

q a
nadª — jª1(“jºº)3z_ilº

n a“(Em = íêlYíº(F,º)—ª-;Zj17 (F =,7rº(F,<1>))

pois n e Y são extensões triviais de campos.
. . , '

3 3
A351m, as prºjeçoes de (EÇZ'F'O)' (0,52? ?) geram o

espaço vetorial —T€%X—º

Consideremos o espaço vetorial

___A______
©*m(Q X R)A

Como (t)A C 9*m(Q x R)A, existe uma natural projeção
A Ade —TÉ7X— sobre _Kªíãí7?íõír"

. — 3 8
Logo, as prºjeçoes de (íçílF,0), (0,52; º) geram no

como espaço vetorial real.
Agora, aplicando o Teorema de Preparação de Malgrange,

obtemos o resultado desejado. (Ver Capítulo I, S 2, Teorema 2).

3.'COROLÃR10. Consideremos Q <
W

M
f

> N onde w E in—

finitesimalmente estável e f & w-infinitesimal
,mente estãvel. Seja (F,?) uma deformação de (f,w). Seja aiª
.da 'S = [p1,...,pS] C w-1(q ). Então, existem uma vizinhança U
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de S * (Or em M x R, E E 6(M x 16)' n e º(N X 16) e

v e 9(n) tais que

(i) A(€) = A(n) = A(Y) = 0

(ii) TF = (dF)€ + yo(F,º)

(iii) T = (dº)g + no?©

sobre U.

Demonstração

0 caso de S ser um unico ponto é justamente & Proposi
ção anterior. A prova segue anãloga âquela, substituindo A: por

3 Pl Ps .A(, = Aº 0 ... 0 A0 e usando o Lema & do Capztulo I, 9 2.

Definiremos agora doía subconjuntos de pontos de M e

mostraremos que e possível resolver as equações em vizinhançasrg
lacíonadas com estes subconjuntos.

4. DEFINIÇÃO. Consideremos Q <l— M —f—-> N.

Díremos que p e M E um ponto crítico de (f,w)
se d(f,w)p : TPM + Tf(p)N x Tw(p)Q nao e sobre.

Notação: p e E.

Díremos que p e M E um ponto do tipo 21 se existi-
rem w1 & º(f) e w2 & O(W). tais que:

[wl - (df)u + Vo(f,úº)
<

sz ' (dW)u

não tem solução, em u e v, como germe em p.
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Notação: p e 2

Logo:

2 = [p 5 M / Em w1 E a(f) e w

w1 = (df)u e w2 = (dw)u não tem solução em- u,cg
mo germe em pl.

2 e O(w) tais que

21 ª [p € M / Em w1 € º(f) e w2 & º(w) tais que.
w = (df)u + Vo(f,Ú) l e w2 = (dw)u não tem 3013l
çao em u e V, como germe em P].

Observe: (i) 21 C 2.

(ii) Maiores detalhes; vide páginas 89 e 91.

5. LEMA. Seja Q <
“P

M —f—> N com u; ínfinítesímalmente às

tãvel e f w-ínfínítesímalmente estavel. SedímOVQFw,

.então 2 n (f,w)—1(y,q) tem um número de elementos 5 s.

Demonstragão

Observemos que se W & infinitesimalmente estãvel e E

E w-ínfínítesímalmente estável em particular (f,W) ê infinitesi
malmente estável e o resultado segue por [10], p. 115, Lemalu9.

6. LEMA. Se (f,w) não admite pontos críticos e

(F,º) : M x R + (N x R) x (Q x R) e uma deformação de

(f,w), então dados w1 e 9(F) e wz e º(Q) com A(w1)=A(w2)=0,

existe E & º(M x Iô) com 'A(€) = O, tal que:

w1 = (dF)Ej
L w2 = (dº“:
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Demonstração

(f,w) : M + N x Q E uma submersão. Assim, para t, 83
fícíentemente pequeno, (Ftªºt) E uma submersão. Sendo (F,º)
uma deformação de (f,w), temos que (?,3) -E uma submersão de
M x 16 + N x Q, onde F(x,t) = (?(x,t),t) e º(x,t)-(3(x,t),t%

Assim, T(M x 16) = Ker d(%,$) 0 G onde G E um sub-
fíbrado complementar. (Ver [lol,lProposíções 5.14 e 5.15, Capíª
tulo I).

Ainda: d(F,$) : G + T(N x Q) & um isomorfismo.
Dados ; & e(F), “ a(s) temos garantida a exis-1 w2 “

tência de E e º(M x Iô)' com A(£) = O, tal que

(51,52) * d(F,3)E. Considerando wí = (Gí,0), i = 1,2, teremos

íwl = (dF)€

(sz = (d©)5

7. PROPOSIÇÃO. Consideremos Q <
w

M f > N, onde w & ín—

fínítesímalmente estãvel e f E w—ínfínitesimal
mente estável. Então 21 e fechado e 21 n w_1(q) E finito,
V q e Q.

Demonstragão

(i) 2 n w_1(q) ê'finíto, v q e Q.
1

Antes de passarmos ã prova deste fato, registraremos
qui um resultado que consta em [3]:

(fm >quConsideremos o diagrama M > Q ínfi
nítesimalmente estável (das hipoteses da Proposição temos esta
propriedade).
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Seja “Pg --[(y?q).e'N'$ [q] / !m wl e w2 tais que

w1 ' d(f,w)£ +7bÇf,w) e w2 ' (dn)y não tem solução em E e y,
como germes em (f,w)_1(y,q) e em (y,q)].

Por [3] sabemos que Pg
»

& finito.
Voltemos então E prova:

p e 21 n w'1(q> ==> <f,w><p> = <y.q> e rg

===> p e (nwf'luªgl

Podemos fazer então:

Elen w'1<q) = [21 n w'1(q>1 n (f,w)'1<vg>

1<P3> = u : n (f,w>'1<y.q>º 2 n (f,w)'
(y.q)€Pã

reunião finita de conjuntos finitos.
1

Logo,, 21 n w- (q) & finito, « q 6 Q.

(ii) 21 E fechado.

'SeJa X0 e M tal que xº É 21.

Tomemos (f,w)(xo) = (yº,qo) & N x Q.

Então, dado (w,;) 5 e(f,w)x , podemos escrever:
o

(w,?) = d(f,w)u + (v(f,1,')),0)r

'& nlvel de germe em ,xº.
Esta equação, em coordenadas locais, pode ser escritaçg

í“í<x> “ j
(1) <

[wi(X) = j

md

af.
1—;l<x>uj<x> + vi<f,w><x> i'= 1,...,n.uma

Lu.

Sw.l'n ; :l—ã-Jí'º-(Xhljhi) —- n+l,...,n+qnora
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[Podemos resolver (I) <-=> podemos resolver
Afirmação: < '

L(I) para ordem k (onde k - dim Q).

De fato:
n+k

e<f,w>xo = íº1ºxº(ª)º
. — . . oo ,e as31m e f1n1tamente gerado como Cx (M)—modulo.

o

Consideremos B = [d(f,W)u / u € O(M)x ].
o

B & submõdulo de º(f,W)x
0

Seja então

ª(f,W)xo
A =

B

fínitamente gerado como O: (M)—mõdulo.
o

Tomemos e. = (f,w)*(-â—,O) em A , i = 1,...,1 Byí

Podemos observar o seguinte fato:

(I) & resoleel localmente em xo “<==-=> el, . . . ,en geram A

& a .como C (N x Q)-modulo, Vla (f,w)*.(yo,qº)
. k+l .Consxderemos agora mx (M), que conSLSte dos germes

- o
em xº cuja série de Taylor começa com termos de.ordem 2 k+1.

Usando o Teorema 3, Capítulo I; S 2, temos:

e ,...,e geram A como Cm (N x Q)-mõdulo ª=ª>]. n ' ( ,qº)o

<==> A mi+1(M)A e gerado, sobre C(yº,qo)(N x Q), pelas
0 _

projeçoes de el,...,en.

Assim:
(bl(1) e tesoluvel localmente em xº <==> A mi+1(M)A

O
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gerado, sobre C?yo,qo)(N x Q)? pelas projeções de “el,...,en.
A última afirmação ê equivalente & reSOIVer (I) para a

vordem kf
, De fato:

[( “) + B] + k+1(M)A - c ª (f' >*r. ] ]w,w x mx _ íâl ªw vi y ,q ei,0 O O O

k+1 1— n ª+ mx (M)A <==> (W9W)x : í£1(víº(f,W))x (f;W)*(3;f,º)
o o o 1

+ Ed(f.ub)u3x + [glx ,
O 0

onde

thxº e mí;1(n>e(f,w)xºtjk<g>(xº) = º]

"Jetificando na ordem k", temos então:

Jke<f,w)x = à(f,w)x Jkecn>x + (f,w>*3k<e<u))x0)y
O O O ' O

)
.qº

onde d.(f,xp)x e (f,w)* são induzidas pela ação de d(f,$) e
o .

(f,w)* sobre os germes de campos vetoriais.
Podemos considerar então:

“ª” k k .k(f,w) : J a(M) e J (6(N)) xº) + J º(f,$)
XO yºaqº xº

dada por [d(f,w) + (f,w)*3k-
, "xx

Em coordenadas locais, (f,w) & uma aplicação linear
,, k k Ik . k -sobre de Bm,m & Bn+k,n em m,n+k , onde Br,s e o espaço

vetorial das aplicações polinomiais de Rr em Rs, de grau 5 k.

N '
.

(f,w) depende continuamente de x e assim, existe u-

na vizinhança UX de xo 'cal que se- x e Ux então (f,$) E

o 0
sºbre, em x. Assim, x i 21 , v x e UX .

o
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Logo, Z e fechado.

Observação: Poderíamos pensar em definir:

EI = [p e M / 3 w & O(f) tal que w ' (df)u + Gºlf»w ª
0 = (dw)u não tem solução em u e v, como ger—

me em p].

Temos: El C E,

Se soubessemos que 21 E fechado . toda a constru—

ção feita neste parágrafo poderia ser realizada utilizando-se
_N

El ao invés de 21 . Em particular, poderíamos usar '21.

Mostraremos agora a existência de uma vizinhança W de

21 x [0], onde T

da.
F e Tº podem ser escritos da forma desejª

f8. PROPOSIÇÃO. Consideremos Q < $ H > N, onde w & ín—

fínítesímalmente estável e E E ú-infínítesí-
malmente estãvel. Seja (F,?) uma deformação de (f,w). Então,
existem 5 e º(M x R), n e 6(Q x R), Y & º(n) (« : (N x R). *

x (Q x R) + N x R, projeção usual) com A(E)=A(n)ªA(Y)=0,

tais que:

TF ' (dF)E + Yo(F,º)'

10 = (dº)5 + naº

([
[

sobre uma vizinhança W de 21 x [O] em H x R.



Demonstragão

Sabemos que ZI n w_1(q) & finito, e assim, o Carolª
rio 3 se aplica a este conjunto. Usando o fato de que as projg
ções em x R) + em; ms , 6(Q x R) +6(Q x mq , eh)—Lumy'q
são sobre, segue que existem Eq e º(M x R), nq e ª(Q x R) e

Yq e º(w) horizontais, tais que:

«anaº mºm—,onlu - TFIU
q q

olv((donº + nqoº)“ = T

q q ,

para uma vizinhança aberta Uq de (21 n w-1(q)) X [O];

Como w 5 fechada, temos que º(Zl X [O] — Uq) cQ XR

como fechado, e assim, seja Vq o seu complementar.
Desde que (21 n w-1(q)) & [O] : Uq , temos que

(Q:t)'€ Vq , V (q,t) & Q x R,

Seja ipalafA uma partição da unidade sobre Q x R

subordinada ao recobrimento formado pelos Vq's . Em outras pª
lavras, [ºu] E uma partição da unidade Cº tal que para ca-
de *a 6 A existe q = q(a) & Q, tal que supp ºu C Vq(a)'

tomemos '

A

_ q(a)E aêA<puºº)€

: z Q(G)
“ aeApan

Consideremos
'

3a : (M x R) x (Q x R) + R definida
por pa(u,v) ' na(v) e tomemos então

;x" 'Nª)
Y ÉQEADGY
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Como

(DaºÓ)TF : (dF)(paoÇ)€q(a) + [Ean(a)Jº(F,Ó)

(numhª = (d©)(pao©)gq(a) + (pªnq(a))ºº

—1
em W Uq(a) U & [(Q X R) - supp pa].

Segue que

Flw = «dna + Yº(F,º)),w

Tºlw = ((deu + newlw

sobre W = " W .aeA a

Observamos que 21 X [O] C W.

Para isto e preciso mostrar que 21 x [O] C Wa' para ea
da a e A. Suponhamos (x,0) e 21 x [O) e (x,0) # Uq(a)' Logo,

(xp(x),0) = o(x,0) e o(zl >< [O] - Uq(a)) ==> <b(x,0) ivq“) : sppp pq

==> (x,0) & Q—1[(Q XR) - supp ºu] ==> (x,0) & Wa.

Ainda: W E aberto.
De fato:
Seja (x,t) & W. —Como (supp pal E localmente finita

existe uma vizinhança U de &(x,t) e um nãmero finito

pª1,'..,pªr , tais que U n supp pªi # G , i = l,...,r.
Tomemos U' = 0-1(U) n Wa n ... 0 wc , aberto de

1 r
M x I , contendo (x,t).

Se U n supp pa * 0 ==> U' C O—l[(Q XR) - supp ºu] C Wa

Se U n supp ºa # W , então a = aí para algum

i = 1,...,r, e assim, U' C Wa.
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Portanto, U' ª ” W = w e assiú, W & aberto.

Mostraremos agora que 1 e 'tº podem ser escritosF

da forma desejada sobre uma vizinhança de (E x (O)) — U, onde
U e uma vizinhança de El x (O).

[21 x [º]

u

('N/.- XNL //I";),f.,-f ?
”gªiª” '“ x :. _ÚV'KS x [o]

“xxxx—V,////

9. PROPOSIÇÃO. Consideremos Q <—JL— H
'f

> N, onde w & iª
finitesimalmente estâvel, E E w—infinitesi—

)(malmente estável e U e uma vizinhança de 21 (0). Seja aiª
da (F,º) uma deformação de (f,W). Dados 1 e O(F) e uee(0)

com A(r) ' A(u) = O, existem 5 & e(M x R) e y 6 O(N), com

A(€) ' A(Y) ' 0, tais que:

[r -» («me + vamº)
<

Lu - (dºw;

sobre uma vizinhança V de (E x [0]) ' U.

Demonstragâo

Observamos que se (p,0) e (2 x (01) - U , então as É

quações:
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[wl = (df)£ + Yº(f,W)
<,

sz = (dW)€

têm solução, como germe em p, v w1 e wz.

Se tomarmos:

Z = [germes em (p,0) de campos vetoriais
w : M x R + T((N x R) x (Q x R)), ao longo de

(F,©) com R—componentes nulas)

K: [d(F,Q)[€](p,o) / E & 9(M X R), com R—componente

nula]

teremos que Z & um CTP 0)(M x R)—mõdulo fínitamente gerado e
,

K C Z como submõdulo. Assim, A = Z
K pode ser visto como um

CTP O)(M * R)-mõdulo finítamente gerado. Via (F,º)*, A pode
,

' º N :( x - ' ,ser cons1derado como um c(f(p),0;$(p),0)( X R Q R) modulo

Por argumentos anãlogos aos usados na demonstração_ da

Proposição 2, podemos concluir que

'íT = (dF)E + Yo(F,º)
<
[u = (dº>a

a nível de germe em (p,0).
Temos que [(E x (01) - U] n (f,w)-1(y,q) & finito, uma

vez que 2 n (f,w)—1(y,q) o E (Lema 5).
Usando argumentos anãlogos aos do Corolãrio 3, conseguí

mos escrever

: ) y y;[Tªvª ((dF)zq + vq (F.º)>
UZ

(
[“*Uã = (dº)5ã UZ -.
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onde UZ E uma vizinhança aberta de

[(x x (01) — u] n <f,w)'1<y.q).

Como (f,w) & fechada, (M E compacta) e E E fecha
do, temos que (F,Q)E(Z x [C]) — (U u Uã)] ª (N * É) * (Q * R)

como fechado e assim, seja ZY o seú complementar.
Como [(E — 21) n (f,w)—1(y,q)] * [O] C UZ , temos que

(y,t;q.t') € Zâ-

Seja [wílíel uma partição da unidade sobre (NXR) *

x (Q x R), subordinada ao recobrimento formado pelos Zã's.
y.

Logo, supp w. C Z 1.
1 qí

Tomemos

y.. E 1
E iWí0(F,º)Eq'

1

y.. E 1
Y íWiº(F,º)Yq.

1

Como

[ . ) .

i
.

i
'

1

1

.
Y

.

[Wiº(F.º)u ' (dº)Úíº(F;º)Eq

y.
em V. - U 1

q1
u (F,º)-1[(N * R) * (Q * R) - supp wi], segue que

i

<P - (dr): +Yo(F,º)

Lu ' (“DE

sobre V = .” V.1eI 1

Temos queí (E x (01) - U C V.
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Para tanto, e suficiente mostrar que (E xiºl) — U C Ví,
para cada i e I. Suponhamos (x,0) e (2 x [D]) - U e

yi yi(X,º) 1 U . Logo, (F,?)(X,0) € (F,º)[(2 XÍOI) - (U U U )].qi yi qi
Assim, (F,Ó)(x,0) ! Zq' = supp wi e então

1 .

(X.0) E (F,º)—1[(N X R) x (Q x R) - supp wi]. Deste modo,

(x,0) V..1
(“

Ainda, V é um aberto, por argumento semelhante ao usª
do na Proposição 8.

10. TEOREMA. Consideremos Q €
w

M f > N, onde w 5 infi-
nitesimalmente estável, f & w-infinitesimalmeª

te estável e (f,w)(2 — Il) & (f,w)(21) = 0. Seja (F,Q) uma

deformação de (f,w). Então, existem & E º(M X Iõ)' n €6(Qx16)
e Y E e(«) (u : (N x 16) x (Q x 16) + N x Iô , projeção usual)
com A(E) = A(n) = A(Y) = O, tais que:

er = (ame + nunº)
sobre M X.I

LTº = (dº)€ + nªº

Demonstragão

Sabemos que existem &' , n e y' satisfazendo

(i) A(E') = A(n') * A(y') = O

A 'ª' p. v 'I II (dF)€' * Y'o(F,3)

A Hª Hº p-n. V v-I II (d$)€' f "'e?

sobre uma vizinhança w de E * íO). (Pela Proposição 8).1
J.
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Logo,

[TF - (dF)€' - y'º(r,w) - (dF)£º + Yºo(F,Q)
<
[Tº - (do)€' - n'oo - (dº)gº

sobre a vizinhança W de 21 x (O].

Podemos Considerar uma coleção enumerâvel de abertos-Ui,
satisfazendo:

Para v i e l , Ei C w, Ui vizinhança de 21 8 [0],

Ainda:

[ TF — <dF>a' - y'o(F,o) - (dr>eí + Yio<F,o)'
<

_ ' _ .[ TQ (dº)£ n'oº
_ (umi

numa vizinhança Vi de (E x (O)) — Uí (aplicando sequencial?
mente a Proposição 9).

Consideremos

w' - (N x R) x (Q x R) - (F.o)«z XÍ[01> - W)"

v; - (N x n) x <q x R) — (F.o>((zlx (o)) — Vii.

Sabendo que (f,w) E uma aplicação fechsda- (M_ E 'coª
pacta), temos que W' e Ví , i 6 N são abertos.,

A

.

[w',Ví,Vª,...] forma uma cobertura aberça de'

(N * R) X (Q * R)-

Óe fato:

Seje (y,t;q,t') & (N x R)'x (Q x'R) - W'.

Logo, .(y,t;q,t') - (f(xº),0;w(xº),0). onde“ xº e
E f Zi:
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Pela nossa hipotese, (y,q) 4 (f,$)(21). (*)

(xiºº) d

mos que

fato de

ou seja:

(NxR)

wuvi.

<

Suponhamos, por absurdo, que V i, 3 xi & E e

Ví , tal que (y.q) = (f,w)(xi). Como (xí,0) # Vi ,tg
(Xi'º) ( (E x (O)) - Uí . Assim, (xí,0) E Ui'
Como M E compacta, podemos assumir que (xi) + x . Do

. í. .1€N 1 1

Por continuidade, ((f,w)(xi)) ' ((y,q)) + (f,ú)(x).
= 21 x [0], temos que x e Z

Logo, (f.Ú)(X) ' (y,q), com x € 21 (contra (*)),
Assim, ! i / # (x,0) & ((E X [0]) - Vi)' (y,q)#(f,W)(X).

3 í tal que (y,t;q.t') ( (FAME x [o]- vi)

ou ainda:

3 i tal que (y,t;q,t') & Ví

Consideremos po,pl,pz,... partição da unidade sobre
x (Q x R), subordinada ao recobrimento formado por

Vª ,...
Como

oºo (F,º)ETF-(dF)E' - Y'º(F.º)] = (amoºº(F,<l>)€º+(pºYº)º(F,<lª)

[poo(F,Ó)[Tº-(ÓÓ)E' - n'oº] = (dº)pºo(F,º)£º

em wº : w u (F,O)-1[(N x R) x (Q x R) — supp pº]

e

[Dia(FAHrF-(dFN' - Y'o(F,<I>)] = (dF)pio(F,o)gif(píyí)o(F,o)
<

Lpíº'(Fyº)[Tº'(dQ)-E' " n'ºº] : (dº)píº.(Faº)Ei
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em Vi ' Ví U (F,º)—1[(N x R) x (Q x R) — supp ei] i-1,2,...,
segue então que:

[TF — (dr>s' — y'o(v,0)'- (dE)? + Ço<F;º>
<

[rº — (dº)z' — n'oº - (dº)?

N nasobre w - Wo n [ieNviL

[& - Zpio(F,o)gí
onde <

Y ' EPiYí

Assim,

YTF - (dF)£1 + Yº(F,º)
<

[Tº ' (dº“;1 + nº?

sobre 5 , onde A(E) ' A(n) - A(Y) — 0.

Temos que E x [O] C G e que ª ,E aberto (por ser iª
tereecção localmente finita de abertos).

Se dim M < dím(N x Q) então M = E e_o Teoyema estã
provado.

Se. dim M 5 dím(N x Q), aplicando O Lema 6 para

(f,W)lM _ Z , teremos que:

[TF - (ªF)ªl - YoçF,o> - (dE);
< _

LTO - (do)£1 - "aº - (do)s

em (M — 2) x 16.



16 + R díferencíãvel, tal 'que
p E 1 fora de &. Assim, pg

Tomemos agora p M x

p E 0 em E x [O] e pode

ser definido globalmente, e teremos:

[TF = dF<£1+pE) + Yo(F,º)
<

[r$ = (dº>(51+pí> + neº

em M x 1 .6

Finalmente, estamos em condiçoes de enunciarmos a recí
proca da Proposição 1.

11. TEOREMA. Seja Q < .w M f > N. Se w & infinitesimal—
mente estável, f é w—ínfinítesímalmente estª

º, então f é w—homotopi<f,w><z - zl) n (wml)vel e

camente estãvel.

Demonstragão

Basta observar que se © = WXId=Y então. Tº *_0. As-

sim, aplicando o Teorema 10, temos que

rrF - (dE): + Yo(F,W)
em M x Iô<

Lo = (dW)5 + nºw

»com &, n e Y horizontais.
Pelo Teorema 3, Capítulo II, S 23 temos que

-homotopicamente estãvel.



CAPÍTULO IV

FORMAS LOCAIS

5 1. Neste parágrafo estudaremos a w—estabílidade homotê

pica de germes f, no caso de

R ,O
“ª—NNNNNN—

ºnde w E germe de uma
W

R 0 aplicação estãvel
,

Uma observação que se faz presente E que se w e ha

“motopicamente estável e se E E w-homotopícamente estªvel
então (f,w) ê homotopicamente estavel.

I. n ª l

Suponhamos (f,W) : R,0 + R2,0 germe de uma aplicª
ção estavel. Logo, (f.W) & uma imersão local.

Duas possibilidades:

A. w É um difeomorfísmo local

Neste caso, temos a comutatívídade do esquema abaixo:

x <f<x>.w<x»
.* |

Ih I-k

|,| .

| 3-

x A (0,3)

57
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h(x) = wªl<x>
onde <

4

[Hum = «fumo/> — um

são difeomorfísmos permitidos pela definição da w-estabílídade de

f '

B. E É um dífeomorfísmo local e w

Obtemos o modelo

X ** (f(x) 9x2) :

ê-estãve1,não regular

fazendo atuar difemmwfímmm do tipo produto.
Então, o esquema abaixo comuta:

x ——4——————————4—— (f(x),x2)
?

4 ,!
Ih Ik
[

1

x ————————————————— (x,x2)

h(x) = x

onde <
-1Lk(u,v) = (f (u),v)

são difeomorfísmos permitidos.

Assim, os modelos são:

x + (0,x)
ou

2
X+ (LX)

que são w-ínfínítesímalmente estáveis (um cãlculo direto mostra

isto), e portanto w—homotopicàmente estãveís.
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II. n 2 2

A. (f,w) tem rank 2 em 0

Um modelo &

(x,y,x3,...,xn) * (x,Y)

(com mudanças na fonte, somente)

B. (f»W) tem rank 1 em 0

31” W tem rank 1 em 0

Bll' (f,W) E do tipo dobra em 0

Por [16] temos o modelo (fazendo troca de coordenadns

na_fonte, somente)

(x1,y,X3,-vo,xn) + (x(Y) + 1152 * XÍQY)

onde A E uma função diferenciável.
Observamos que o eSquema abaixo E comutativo:

(x1,y,x3,...,xn) ——-———-—-—- (Ã(Y) + íãZ * Kª,?)
! |

|h ' |
R

| |.

|
&

(x1.ygx3,-o-»»Xn) "'—___— (1152 i XÍ,Y)

[h. - Id
onde <

k(u,v) = (u - A(v),v)

sio'difeomorfísmos permitidoà.
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B (f,W) & do tipo cãspíde em 012'

Por [16] temos o modelo (fazendo troca de coordenadas

na fonte, somente)

x3 n 2
(x,y,x3,...,xn) + (j? + XY + Ã(y) + íê3 i Xi,B(Y))

onde A E diferenciável e 6 e um difeomorfismo.
Observamos que o esquema a seguir 5 comutativo:

3 n
(x,y,x3,...,xn) ———————— (ª? + xy + Ã(y) + íª3 i XÍ,B(y))

! |
|

& :k
I |

| x3
*

n 2
(x,y,x3,...,xn) ————-—-—-———— (Í? + xy + í£3 i xí,y)

h = Id
onde <

k(u,v) = (u — Ms'1<v)),e'1<v>)

B (f,w) & do tipo dobra em 021"

Neste caso, necessariamente, f terã rank 1 em O.

Por [16], temos o modelo (fazendo atuar difeomorfís-
mos na fonte, somente)

P-
"M

=
+(x,x2,...,xn) + (x,X(x) + xª).



61

Lembramos que enfocamos nosso interesse para o caso de

w ser estãvel. Temos então o modelo:

822.

[16]):

onde A

2 n
(x,x .,xn) » (x,x + 'ãZ i xª)2,..

(f,w) & do tipo cuspide em 0

Ainda neste caso, necessariamente, f terã rank 1 em 0.

Com mudanças na fonte, somente, temos o modelo (usando

3 n
(x,y,x3,...,xn) + (B(x),%f + xy + x(x) f ig i xª)2

E diferenciável e B E um difeomorfismo.
Fazendo atuar difeomorfismo do tipo produto na meta, pg

demos chegar ao modelo

3 n 2(x,y,x3,...,xn) + (x,;í + xy + x(x) + iªZ : xi)

Como w 5 de rank 0 em 0, temos, necessariamente,
que A'(0) * 0.

guinte:

Assim, a lista de modelos a estudar se restringe 5 se

Fl
(x,y,x3,...,xn) > (X,y)

F
2 2

(x1,y.x3..-.,xn) > (152 t xi.y)
F 3 n

(x y x ... x )
3

> (ª— + xy + .E 1 x? y)' ' 3' º n 3 1=3 1'

.

F4 2 ª
+(X,X2,.-.,Xn) ) (X,X + íãz - X )

,
F5 £ - 2

(x,y,x3,...,xn) > (x, 3
+ xy + à(x) + 122 1 Xi)'

com A'(O) = O



tãvel.

germes

«: m o

' 6(x,y,x3,...,x )
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Caso 1.

Verifica—se facilmente que % w—infinitesimalmente es

Caso 2.

A w—estabilidade infinitesimal se traduz por:

nPara todo germe de função 9 de R em R, existem

Xi , Y , U e V ; i = 1,...,n, i # 2 tais que:

: Z6(x1,y,x3,...,xn) í$22xíxí(x1,y,x3,...,xn)
E+ U(í#2 _ x ,y)

0 = Y(x1,y,x3,...,xn) + V(y)

'Para resolvermos a segunda equação, basta que tomemós

V E 0.

Pela fõrmula de Morse, temos que

º(xleax3:º--9Xn) = Z(Y) + íazxící(xl,y.!x33-n.?xn)o

Logo, a primeira equação também pode sei resolvida.

Caso 3.

A w-estabílidade infinitesimal se traduz por:

(x2+y)X(x,y,x3,...,xn)n

+ xí(x,y;x3,...,xn)
+ iê33i 2xíXí(x,y,...,xn)

n
* “(ªí * XY * 1% “aº”

0 = Y(x3y,x3,...,xn) + V(y)
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A resolução deste sistema 5 equivalente ã resolução da

equação:

(*)

equação:

(**)

çBes:

h(0) '

quação

(***)v

O

º(xsynx3sº-ºoxn) * (XZ+Y)X(X,y,...,Xn) " xV(y)

n
+ t Zxíxí(x,y,...,x )183 n

3 n
+ "(€? * xy * 153 ª “ªº?)

A resolução desta equação 5 equivalente ã resolução da

3
e<x.y> - <xº+y)X(x,y> — xV(y) + ocª;- + xy,y>

De fato:
Passamos de (*) para (**), fazendo as seguintes restti

Passamos de (**) para.(*) fazendo:

º(x,y,x3,...,xn) - º(x,y,0,...,0)
n " 2

123 tzxixí(xºyvx3,...,xn) - (x +y)X(x,y) - xV(y)

::3 n _ _

U(jí + xy,y) + íª3 i inxi(x,y,x3,...,xn).
3 3

Tomando h(u) - U(%? + xy + u,y) - U(%T.+ xy,y), teram»

e assim h(u) - uk(u).
n
2 + x?
= 1

Colocando u =
3 - , teremosí

º(x,y,x3,.,.,xn> = <xº+y>x<x,y> - xv<y>

n x3 n
2

iªs ª ºxíx1(“'y""'ªªn) * "(T * xy " 1% ª' ªí”)"

A resolução da equação (**) êequivalente & resolução da e-

Mac) - -xu(—x,,2) + B(-f %xªrxz).



Com efeito, passamos de (**) para (***) colocando

y = —x dentro de (**).
Reciprocamente, dado e(x,y), escrevemos, usando (***N

e(x,—xº> = —xv(—xº> + v(- %x3,—xª)

Dentro destas condições, a expressão
3

(A) y(x,y) = 6(x,y) + xV(y) — U(;T + xy,y)

—x2. Pelo Teorema da Divisão (Teorema 5, Capitª& nula para y

10 I, 5 2), temos:

muy) = <xº+y>z<x,y> + T(x)

onde y(x,-x2) = T(x) = 0.

; Y(x,y) = (x2+y)Z(X.y).

Combinando com (A), vem:

2 x3
º(X.y) = (x +y)Z(x,y) - xv(y) + U(7y + xy,y),

que ê.precisamente a equação (**).
Logo, a w-estabilidade infinitesimal É equivalente a

resolver a equação (***).
Sabemos que toda função pode ser vista como soma de ou—

tras duas: uma par e outra ímpar. Ainda, toda função par pode ser
colocada na forma a(-x2) e toda ímpar na forma -xA(—k2).

" u(x) = —xl(-x2) + a(ºxz)

e temos assim & w-estabiIidade infinitesimal.



Caso 4.

A w—estabilidade infinitesimal se traduz por:

2 2n
a(x,x2,...,xn) = X(x,x2,...,xn) + U(x,x + iª2 t xi)

< :
n

O 2xx(x,...,xn) + iEZ iníXí(x,...,xn)
n

+ W::2 + 122 t xí)

Na realidade, podemos resolver um sistema mais simples:

º(x,x2,...,xn) = X(x,x2,...,xn).+ U(x)
<

L 0 = 2xX(x,...,xn) +i=2i ZxíXí(x,x2,...,xn)

Com efeito, dado e, podemos escrever (Fõrmula de

Morse):
n

“2X6(X,X2,...,Xn) = —ZXU(X) + íªz i zxíxí(x,x2,onu,xn)o

Colocando X ' e—U , temos que o modelo E w—infinitg

simalmente estãvel.

Caso 5.

A w—estabilidade infinitesimal se traduz por:

º(xsy,x3:'ººyxn) X(x,y,...,xn)
3 n

(*) '

.

'

v .

. ,
2

0 = (y+A (x»X(x,y,.J.,xn) + (x+y )Y(x,y,...,xn)
n .

» 3 n
'

W
- 2

+ 533 : 2xíxí(x,y=, . . . ,xn)fV(;5-fxy+k(x).+iªªtxi)



equação:

(**)

primeira

66

A resolução deste sistema & equivalente ã resolução da

3 n
-(y+A' (X))W(x,y, . . - ,xn) = -(y+>—'(x))U(x.%—+xy+>—(X)+í£3 t Xi)

IIM

D2
(x+y )Y(x,y,...,xn) +

3 t 2xíXi(x,y,...,xn)

H-

3 ' n
V(%í + xy + x(x) + íªB x.)HN

De fato:

Passamos de (*) para (**) fazendo:

Dado w, consideramos 9 = w em (*). Multiplicando a

equação de (*) por —(y+A'(x)) obtemos:

-(y+A'(X))w ' '(y+l'(X))X — (y+A'(x))U

Somando membro a membro com a segunda equação de (*) oº
temos a equação (**).

*equação:

Passamos de (**) para (*) fazendo:

Dado e, consideramos V = 9 em (**).
Temos então

O ' (y+A'(x))[6(X,...,xn) - U(x,...)] + (x+y2)Y(...)

n
+ i23 : ZxíXi(...) + V(...)

Fazendo X = B-U teremos resolvido o sistema (*).
A resolução da equação (**) 'é equivalente â resolução da
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3
(***) -(y+A'(X))W(x,y) = —(y+A'(X))U(x,%y + xy + Ã(X))

2
3

+ (x+y )ch,y> + v<%; + xy + A<x»

De fato:

Passamos de (**) para (***) fazendo as restríçoes
x3 - x4 ' ... - xn = 0.

Passamos de (***) para (**) fazendo

—(y+A'(x))W(x,y,...,xn) = -(y+A'(x))W(x,y,0,...,0)

n 3
+ iê3 i Zxíxí(x,y,...,xn) = -(y+A'(x))U(x,%y + XY + à(x))

3
+ (x+yº)Y(x,y> + v<%y + xy + A<x»

n
+ 123 : 2xíXi(x,y,...,xn)

Com argumento semelhante aquele utilizado na p. 63 che-

gamos a (**).
A resolução da equação (***) é equivalente ã resolução

da equação

(8) —(y+x'<-y2»u<y> - —<y+x'<-yº))u(—y2,- % ª + *(-y2))
.

+ v(- %y3 + A(-y2))

Com efeito, passamos de (***) para (A) colocando x-—y2

dentro de (***).

Recíprocamente, dado W(x,y), escrevemos, usando (A):

-<y+A'<—yº)>W(—yª.y) = —<y+A'<-yº»U(—y2,- %yª + X(-yº))

3
+ V(- %y + Ã('Y2))
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Dentro destas condiçoes, & expressão:
3

(+) Y(x,y) = -(y+A'(X))W(x,y3 + (y+Ã'(x))U(x,%ç + xy + A(x))
3

* V(;T + xy + A(x))

' 2
e nula para x = -y .

Pelo Teorema da Divisão (Teorema 5, Capítulo I, S 2), tg
mos:

y(x,y) = (x+y2)Y(x,y) + Z(y)

onde Y(—y2,y) = Z(y) = 0.

2
" v(x,y) ª (X+y )Y(x,y).

Combinando com (+) vem:

3
_

-<y+x'<x))w<x,y> = —<y+x'<x>)U(x,%; + xy + A<x»
3

+ <k+y2)Y(x,y) + v<%; + xy + A<x»

Logo & w-estabilidade infinitesimal E equivalente a re—

solver a equação (A) para qualquer função _“ de variãvel real.
.

Se tomarmos u(y) ' y, estaremos impossibilitados de

escrever (A), uma vez que A'(0) = O.

Resumindo os cãlculos precedentes, podemos enunciar:

1. TEOREMA. 'Se (f,w) : Rn + R2 (n 2 2) E uma aplicação, w—e34

tãvel, então (f,w) & localmente w—equivalente a

um dos modelos abaixo:

(x!79339º'-,xn) + (X,Y)
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(xle9x3o---,xn) * (Ígz i X.,Y)
3

(x.y,x3,...,xn) + (à? + xy +

n2 2 -

(x,x2,...,xn) + (x,x + .;2 : xi)
3 n 2(x,y,x3,...,xn) + (x,%r + xy + A(x) + iªZ i xi)

com A'(0) - 0

Além do mais, os quatro primeiros modelos são w-homotg

picamente estãveis e o quinto modelo não o 5. (Capítulo 111, Prº
.posição 2).

, .

3
2. NOTA. Observemos que os germes (x,y) + (#7 + xy,y) e

(x,y) + (à; + xy + y,y) não são equivalentes, como

diagramas divergentes, mas são w—equivalentes.

Ainda mais: os gernes (x,y) + (x2,y) e
2(x,y) + (x,x : yz) são equivalentes segundo a definição usual,

mas não são w—equivalentes.

Temos então, que as classes de w-equivalêncía estao si
tuadas estritamente entre as de diagramas divergentes e as da dª
finição usual.

5 2. Uma primeira generalização interessante é estudar dia-

gramas do tipo:

onde w E estªvel.
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1.0EFINIÇÃO. Seja (f1,f2,...,fr,lb):Rn->R ><...><R nº.
(E .,f2) ê w-estãvel se V (g1,...,gr) sª1,..

fícientemente prõxíma de (f1""'fr) existem dífeomorfísmos
P P P

h : R + R e k : R
1

x ... x R r x Rq + R
1

x ... x R I X Rq

com k(u1,...,ur,v) = (kl(u1,v),k2(u2,v),...,kr(ur,v),É(v)),tab
que (819u'xgrzw) :kº(f13"º,fr)w)ºhu

2. UEFINIÇÃO. Consideremos
N&,%

A aplicação (f,g) & w—infinitesimalmente estª
vel, se dados w1 € O(f) e w2 € 6(g), existirem u & º(M),
v 6 º(Q), n 5 6(nN) (WN : N x Q + N) e y & º(nP)
(« P x Q + P), tais que:P

íwl = (df>u + no(f,w)

< w2 = (dg)u + yo(g,w)
[

o = (dwu + vow

,/////,JV
R

Caso R

:::::::::l
R

R

Sabemos que os modelos w—ínfínítesimalmente estaveis

e assim,
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devemos resmúngir nosàa atenção para os modelos"

Montando as equações da w-estabílídade ínfinitesíma1,vg
,mas que elas são facilmente satisfeitas.

Caso

Observando os modelos w-ínfínítesímalmente estªveis de

te estâveís são:

IL (x,y) +

 2. (x.y) +

30 (XQY) "

4. (x,y) +

5. (x,y) +

6. (x,y) +

7- (XQY) "*

______ , temos que

(X.x,y)

(x,x2,y)
3

(3953— + xYoy)

(xº,xª.y>
x3 x3

(3 + xy,-3- + xyo')
3

possíveis modelos w—infinítesimalmen
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Modelo 1

A w—estabilidade infinitesimal & equivalente a resolver
o sistema:

[61(x,y) = X(x,y) + U(X,y)

x(x,y) + V(x,y)< 62(x,y)

Y(x,y) + T(Y)O

que E resolãvel tomando X(x,y) = Y(x,y) = T(y) = 0 e U = 61,
V ª 92.

Modelo 2

A w—estabilidade infinitesimal & equivalente a resolver
o sistema:

el(x,y) ' X(X,Y) + U(X,Y)

< 62(x,y) = 2xX(x,y) + V(x2,y)

º ' Y(Xzy) + T(Y)

Observamos que toda função u(X,y) se decompõe em

2 ..u(x,y) ' xu1(x2,y) + u2(x ,y). Entao, fazemos Y(x,y) = T(y) = 0,

resolvemos a segunda equação e então colocamos 61 — X = U.

Modelo 3

A w-estabilidade infinitesimalmente ê equivalente a re

solver o sistema:
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61(x,y) = X(x,y) + U(X,Y)
3

2 .< 62(x,y) = (x +y)X(x,y) + xY(x,y) + V(%; + xyºy)

0 = Y(x,y) + T(y)

Observamos que a resolução do sistema formado pelas É

quaçoes 2 e 3 já foi estudada no Caso 3 de R2 + R x R. (Capítu-
lº IV, 5 1).

Uma vez resolvidas as equaçoes 2 e 3, colocamos 81-X=U

e teremos resolvido o sistema.

Modelo 4

Sabemos que se A : R2 + R3 E uma aplicação estável,
então ela admite somente pontos singulares do tipo Sl' Ainda,

SI(A) E uma subvaríedade Cºº de codímensão 1 + 1.1 = 2,
.

deªr
tro de R2. (Capítulo I, p. SL

Se o Modelo 4 fosse w—ínfinitesímalmente estãvel, seria
2 3estâvel como uma aplicação de V C R + R

Analisando, temos:

2 2
31(f,8,W) ' Sl(x ,x ,y) = ((0,y) / y 6 R]

cuja codímensão & 1.

Logo, o Modelo 4 não & w-ínfinítesímalmente estãvel.

Modelos 5 e 7

Usando o mesmo argumento do caso do Modelo 4, vemos que

estes também não são w-ínfinítesímalmente estáveis,
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Modelo 6

Observe que o argumento usado nos Modelos 4 — 5 - 7 não

se aplica neste caso.
A w-estabilidade infinitesimal é equivalente & resol

ver o sistema:

91(x,y) = 2xX(X,Y) + U(x2,y)
3

< ªº(xa') = (x2+y)X(x,y) + xY(x,y) + V(%— + xy.y)

() = Y(x,y) + T(y)

A resolução deste sistema e equivalente ã resolução do

sistema:

íeúxn') = 2xX(x,y) + U(x2»y)
<

» 3

Lez(x,y) = (x2+y)X(x,y) - xT(y) + V(%; + xygy)

Tentamos resolver este sistema para as funções

61(x,y) = x e 62(x,y) E 0.

Pela primeira equação, temos necessariamente que

X(x,y)_= a + f(x,y), onde a # O e É e m, isto &, Í(0,0) = O.

Restringimos a segunda equação fazendo y = 0 e obtemos:
3

o = x2(a + í(x,0)) — xT(0) + “fã-,º)

ou seja,
2 2= — x3

-ax = x x(x) - xT(O) + V(jí),

'onde -ax2 & m , x2Í(x) e V(x3) 6 m3.

Temos, assim, um-absurdo.
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Logo, o sistema não E resolivel, e assim o modelo nio E

w-ínfínítesimalmente estªvel.

Ru/RNR:

Caso R

Observando os modelos w—infínitesimalmente.estiveís de

temos que' possíveis modelos w-ínfinítesimnlheª

te estíveís são:

10.

11.

(x1,x2,...,xn) + (x1,x2,x3)

(x.y,x3, º ' ' 0.311) + (3,3,3'7)

2
(319YIx3iº'ºvxn) * (xlpiãz & x19Y)

33 n 2
(x,y,x3,qt.,xn) + (X'ÍT + xy + iª3 t xi,y)

23 2 ª 42

(x.y.z,x4.f.-.xn) + (x.jy + zy i x + 124 t xiVY)

2 E 2
(x1,y,x3,...,xn) + (íãz t xi'1f2 t xi'Y)

x3 n '

2 1
'

(x19Y:x39'-º9xn) " (152 t xiv—ã- "' le "' Íª3 Í Xi9Y)

' x3 n 2 x3
.

An
,

(xDY:339'--zxn) " (“_3' “" xy “" ÍªS txl,—3— '" xy + .EBixi,y)
3 n 3'

. 2
,

(x:.Y9zvxªvº- :xn) * (3—3' + xy - 2 "' iªi! ixãçz—í- 4' zy tx?
“ 2

+ Íâª : XiQY)

n
(x,x2,...,xh) + (x,x,x2 + .;2 i x

. n
(x,y.x3,---,xn) + (X,y.x 3 y + .;3 : x.)



Modelo 1

Verifica—se facilmente que % w-infinitesimalmente estã
vel.

Modelo 2

A w—estabilidade infinitesimal & equivalente a resol-
ver o sistema:

91(X.Y,X3;n--.X)n X(x,y,...,xn) + U(X,Y)

< 62(x,y,x3,...,x )
“ X(x,y,...,xn) + V(X,y)

II0 Y(x,y,...,xn) + T(Y)

Restringindo a x y = 0, temos:

X(0,0,x ...,xn) + U(0,0)í61(0,0,x3,...,xn) 3,

<1?2(0,0,x3,...,xn)
= X(0,0,x

0

A arbitrariedade de 61 e 92 torna então o sistema.ig

3,...,xn) + V(0,0)

Il ..,xn) + T(0)Y(O,0,x3,.

possivel de ser resolvido.

Modelo 3

A w—estabilidade infinitesimal & equivalente a resolvem



91(x1,y,o.n,x ) . X1(x1,y,...,xn)+ U(x19y)

62(x1,y,...,x ) 12x1X1(x1,y,...,xn)
_

n
( + 'ã3 i 2xíxí(x1,y,...,xn)

+ V<i52 ª “Í'Y)

0 = Y(x1,y,...,x“) + T(y)

2 . podemos escrever:

2x161)(x1,y,...,xn) = (62 ; 2x191)(x1,y,0,...,0)N +

l+ inxí(xl,y,x3,...,xn) ' 62(x1,y,0,....0)

+|

n
.ª t 2xiXí(x1,y,...,xn)2x191(x1,y,09"'!0) +
1 3

92(0,y,0,...,0) + x132(x1,y,0,...,0)ª

IMD

3
& inxi(x1,y,...,xn)*" 2K191(Xl,y,0,...,0) +

1

Temos então:

(92 : 2x161)(x1,y,.;.,xn) ' : 2x1U(x1,y)

n
+ 23 t inxi(x1,y,...,xn) + V(y)""

m O oColocando X - e1 - U, Y T E 0, teremos rg
solvido o sistema.



Modelo 4

A w-estabilidade infinitesimal ê equivalente a resolver
o sistema:

61(x,y,x3,...,xn) X(x,y,x3,...,xn) + U(x,y)
2

62(x,y,x3,...,xn)' (x +y)X(x,y,x3,...,xn) - xT(y)
<

n
+ i=3 i 2xíXí(x,y,...,xn)

x3 n 2
+ V(jr + xy + iã3 i xí,y)

Pelo estudo de diagramas R feito no Caso
R

3 (Capitulo IV, 5 1), sabemos que a segunda equação pode ser re—

solvida como

(x2+y)Í(x,y) — xT(Y)62(X,Y,X3,...,Xn)

+ "lvl

5
3 i 2xííí(x,y,...,xn)

3
x n 2ª“? * XY * #3 ª ªªi”)+

Agora,

61(x,y,x3,...,xn) = el(x,y,0,...,0)

IIM

:!n = . =
+ iª i 2xíXí(x,y,...,xn) = i 3 i 2xíXí(x,y,...,xn)3

+ í(XSY) + 91(X,Y,º,--..º) " í(X,Y)
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; 61(x,y,x3,...,xn) = X(x,y,x3,...,xn) + U(x,y),
n

onde X(x,y,...,xn) ' 123 t 2xixí(x,y,...,xn) + x(x,y) e

U(x,y) . 9.1(X,y,º,...,0) - í(x,y>.
Ainda:

' n2 _ _92(X.Yax3,...,xn) - (x +y)[X(x,y)+i;3 12xíxi(x,y,...,xnn
n _- xT(y) + i£3 t 2xiXi(x,y,...,xn)

::3 n 2 2 -

n
. '—

+ V(7r + xy + íªB t xí.y) ' (x +y)i2312xixí(x,y,...,xn).

Logo,

ez(x,y,x3,...,xn) - (x2+y)X(x,y,...,xn) - xT(y)

n
º+ 123 t _xíxí(x,y,...,xn)

x3 n 2
+ V(77 + xy + íªB : xi,y),

onde

_ 2 _' Xí(x,y,...,xn) - Xí(x,y,...,xn) - (x +y)Xi(x,y,...,xn).

Temos assim, & w-estabílidade infinitesimal do modª

10.

Modelo 5

A w—estabilídade infinitesimal E equivalente a resolver
o sistema:



(*)

!

equação

(**)

em (*).

2
11

+ (2 +y)Z(x,—--.xn) + ªªª:

80

61(x,y,z,x4,...,x )
n X(x,y,z,...,xn) + U(x,y)

62(x,y,z,x4,,..,xn) : 2xX(x,...,xn) — zT(y)

+ (zz+y)z(x,...,xn)
n

+ íâª t Zxíxí(x,...,xn)
3 n2 2 2

& + V(j? + zy i x + íªá i xi,y)

A resolução deste sistema E equivalente ã resolução da

º(X.Y.Z,X4,'-o.xn) : $ 2xU(X,Y) ' ZT(Y)

' n2 ,

(z +y)Z(x,...,xn) + ªª i 2xíXí(x,...,xn)i
3 n3_ ' + 2 + 2V( 3

+ zy - x + 124 - xí.y)

De fato:

Passamos de (*) para (**) fazendo:

III O (D (D |! CDDado 9(x,y,z,...,xn) consideramos e

Teremos então a equação (**).

Passamos de (**) para (*) fazendo:

Dados 61 , 62 , tomamos e = 62 : 2xel.

+!(62 : 2x61)(x,...,xn) * “2xU(x;y) - zT(y)

l+ ,?ªiXiíªºº'fªxd)
“3 2 'n.

'”” “ªsª—: * z.“ :=» + «ãº Mim 1
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(***)
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Colocamos X = 61 - U e teremos resolvido o sístema(*L

A resolução da equação (**) é equivalente a resolução

e(x,y.z) - : 2xU(x,y) — zT(y) + (z2+y)Z(x,y,z)

23 2
V(-—3— + Zy É X ,y):

Com efeito,.passamos de (**) para (***) restringindo:
= x - 0.n

Passamos de (***) para (**) fazendo:

9(x,y,z,...,xn) * º(x,y,z,0,...,0).

iªª & 2xíXí(x,y,z,...,xn)
3 2: 2xU(x,y) — zT(y) + (z2+y)z(x,y,z) + V(%í + zy i x ,y)

n
E : inXí(x,y,z,...,xn)

Com argumento semelhante ãquele utilizado na p. 63 che

gamas a (***).

ção de

(****)

(****):

A resolução da equação (***) é equivalente ã resolu-

n(x,z) - ; 2xo(x,—z2) - zB(-22) + Y(' %23 i X2,'22)

De fato:
Passamos de (***) para (****) colocando y = —22 em (***),

Recíprocamente, dado e(x,y,z), escrevemos, usando

a(x,-zz,z) = : 2xo(x,-zz) - zB(—z2) + y(- %z3 tx2,—zz).
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Dentro destas condições, a expressão

(+) A(x,y,z) = º(X..y,z) & 2xa(x,y) + zB(y)
23 2.

— y(jí + zy i x ,y)

, "2
e nula para y = -z-.

Pelo Teorema da Divisão [Teorema 5, Capítulo I, 5 2],
temos

A(x,y,z) = (zz+y)Z(x,y,z) + Y(x,z).

Mas o = Ã(X,º22,z) = Y(lx,z).

:. A(x,y,z) = (zº+y>z<x,y,z>.

Combinando com (+), vem:

eu”,”. = ; 2xa(X,y) - z8(y) + (zª+y>z(x,y,z>
z3 2

+ Y(jr + ZY X ,Y)H-

que e precisamente (***).

Tentemos resolver a equação (****) para n(x,z)
Suponhamos a existência de a, B e y, satisfazendo:

3 '2 2xz = ; 2xa(x,-22) - ZB(-zz) + Y(' %z i x ,-z ).

Derivando em relação a x nos pontos (0,2),

2 = ; 2o(0,—22), o que não & possivel.

Logo, o modelo não & w-infinitesimalmente estãvel.



Modelo 6

Sabemos que se A : Rn + R3" & uma aplicação estavel,
então E, pelo menos de rank 2.

Se o Modelo 6 fosse w-infinitesimalmente estâvel, seria
estãvel como uma aplicação de V C R" + R3 e como tal deveria
ter pelo menos rank 2, o que não ocorre.

Logo, não E w-infinitesimalmente estavel.

Modelos 7 - 8 — 9 - 10

Usando o mesmo argumento usado no caso do Modelo 6, ve-
mos que estes também não são w—ínfinitesimalmente estáveis.

Modelo 11

Observamos que o argumento usado nos modelos anteriores
não se aplica a este caso.

Av Wªestabilidade infinitesimal & equivalente a resol-
ver o sistema:

2 2 ª 2
X(x,y,...,xn) + U(x,x ty + iª3 xi). H-.rel(x,y,...,xn)

22 “ 282(x,y,...,xn) = Y(x,y,...,xn) + V(y,x ty + iª3 xi)I+

< 0 = 2xX(x,y,...,xn) : 2yY(x,y,...,xn)
n

iªB i inxí(x,y,...,xn)
n

+ W(x2 i y2 + iª3 i xª)

Tentemos resolver este sistema para as funções
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61(x,y,...,xn) = y/2

62(x,y,...,xn) = 0

( y/2

0 = Y(x,y,...,xn) + V(y,———J

2 2 “
X(x,y,...,xn) + U(x,x 1 y + .23 i x.)

0 = 2xX(x,y,...,xn) : 2yY(x,y,...,xn)
n

í=3 t 2xíXí(x,...,xn) + W(———)

(2x61 i 2y62)(x,y,...,xn) = xy = 2xU(x,———)

n
i 2yV(y,———) - .; & 2xíXi(x,...,xn) — W(———).

Restringíndo & x3 = ... = x“ = 0, temos:

xy = 2xU(x,x2 i yz) i 2yV(y,x2 t yz) - W(x2 t yz)

Derivando em relação a y, nos pontos (x,0), temos:

2 ' . fx ' 2V(0,x ), que e lmp0981ve1.

Logo, o modelo não E w-ínfínitesimalmente estável.



CAPÍTULO V

TEOREMAS DE CARACTERIZAÇÃO

Neste capítulo caracterizaremos as aplicaçõs f : M -+ R

que são w-estãveis (onde M & variedade compacta e w : M + R

é estável).
Em [6], Dufour caracteriza aplicações (f,$) : M + R2

que são estãveis, por difeomorfismos do tipo produto. Uma grande

parte de [6] e dedicada ã demonstração da estabilidade homotõpi

ca local. Então, a colagem & feita via partição da unidade. Estª
mos convencidos que esta colagem estã imperfeita.

Nosso trabalho E facilitado, em parte, porque sabemos

que estabilidade infinitesimal local 3 equivalente a estabilidª
de homotõpica local. A globalização pode ser completamente de-

monstrada, usando técnicas semelhantes ãs usadas no Capítulo III;
Nas condições descritas no início, tendo em vista o Lª

ma 7, 5 1, Capítulo II, a noção de w-estabilidade pode ser en-

tendida como:

DEFINIÇÃO. -Dizemos que (f,w) : M + R2 & w-estãvel se para
toda aplicação diferenciãvel (g,w) : M + R2, 'prõxi

ma de (f,W), dentro da topologia Cºº de Whitney, existir um

esquema comutativo:

M M— R2 _.3____ R

onde h, R e Z

h k £ “
“

sao difeomorfíg
"M—M——R2 ————-—-——-—-2 R

.

“ªº?"

65
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Quando existe um tal esquema, dizemos que (f,w> e

w-equivalente a (g,w).
Observemos que k(x,y) = (k1(x,y),£(y)), V (x,y) º R2-

2 .51.(f,w):M+R,d1mMz2

1. DEFINIÇÃO. Seja p um ponto de dobra (resPectivamente um

ponto de câspide) de (f,W) : M + R2. Diremos

que p E uma dobra transversa (respectivamente umacúqnue nuns-
versa) se w for regular em p. Diremos que p E uma dobra

tangente se w admitir p como ponto singular não degenerado.

Do estudo feito no Capítulo IV, temos o seguinte resul-
tado:

2. LEMÁ. Seja (f,w) : M + R2. Se (f,w) admite em p, uma dº
bra transversa, então (f,w) ê localmente w—equivª

lente, em p, 5 aplicação:

2(xI,y,x3,...,xn) + (iiz t xí,y) em 0.

Se (f,w) admite em p uma dobra tangente, então(f,w)
E localmente w-equivalente, em p, E aplicação:

22 i x.) em 0.1 ,(x,x2,...,xn) + (x,x + "HD

i 2

Se (f,w) admite em p um ponto de cispide transver—

sa, então (f,u0 ê localmente w-equivalente, em p, 5 aplicação:
3 n 2

(x,y,x3,...,xn) + (ª? + xy + iª3 t xí,y) em 0.

Enunciaremos agora uma propriedade genetica:
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3. PROPOSIÇÃO. 0 conjunto E das aplicações (f,$) : M + R2

que apresentam somente dobras tangentes ou trans
versas e cãspides transversas como pontos singulares, e um aber

to e denso de Cm(M,R2), com a topologia de Whitney.

Demonstração

A demonstração apresentada abaixo E uma adaptação das

construções feitas por Dufour em [6].
Consideremos

n' = [(f,w) : M + R2 / (f,w) apresenta como pontos siª
gulares somente dobras transversas, tangentes ou

cõspides quaisquer]

n' ,e a intersecção do conjunto das (f,w) que apresentam do-

bras e câspides como pontos singulares, com o conjunto das_(£,wh
cuja segunda componente w & de Morse. Portanto, º' E aberto
e denso.

Seja S C J2(M,R2)-Variedade de Thom-Boardman.11

Consideremos:

S2 * íj2(g,w)(x) e S / x é ponto crítico de W].11

811 E subvariedade de J2(M,R2), de codimensão m+l.

O conjunto 9 É a intersecção de D' com o conjunto
9" das (f,w) : M + R2 cujo j2(f,w) & transversal a Sªl [OE

serVe que (f,w) e Q" <==> j2(f,W)(M) n Sil = Q].

Pelo Teorema de Transversalidade de Thom (Capitulo I,
5 4), 9" % denso em Cm(M,R2). Assim, 9 = n' n'Q" & denso

em CQ(M,R2). (Observe que Q' e aberto e denso).
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Provemos agora que 9" é aberto. Para tanto, considg
remos (f,w) € 9". (f,w) admite um número finito de pontos de

cispides transversas el,...,cp. Escolhemos uma vizinhança coº
pacta U de (el,...,cp3, sobre a qual w e regular.

Resulta, das propriedades de transversalidade (EIOJ,

Capítulo II, 5 4, Exemplo 1, p. 59), que para toda (g,w) em

uma vizinhança de (f,w), (g,w) admite somente cõspides den

tro de U. Como & e regular dentro de U (para toda" (g,w)

numa vizinhança de (f,W)), deduzimos que as cõspides de (g,w)i
são do tipo transversas.

Logo, 9" E aberto.
Assim, Q = Q' 0 Q" & aberto.

4. LEMA.I Os conjuntos 2 e 21, definidos no Capítulo (Lil, ,

p. 40, são invariantes pelos difeomorfismos permiti
_

dos na definição de w-equivalência.

Demonstragão

Observemos que 2 & invariante,.por difeomorfismos qnai_._s

quer. .Assim, se mostrarmos que o fato de x e (Z —'21) (f,W)l
implica em. h(x) & (E - 21)(g,w)A (na situação descrita ahaha»,

estaremos provando que, 21 'é invariante.

(f,W)

"(anº)

ºnde
'

' Hunt)
'

'_ lººl-(u n).)çkgxªvf) >e;
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Suponhamos então x 6 (E - Zl)(f,W).
Seja dado (w1,w2) E º(8,0); .

Temos:

1
(w1,w2) - dck1,k2)(51,62)h' = d(k1,kz)[d(f,WXu

1 1
+ <v(f.w>.o>1h' - d<k1,k2>d<f,w>cuh' )

+ d<k1,k2)((v(f,w),o>h'ª> - dt<k1,k2>a<f;w53<uhª1>

+ <V«k1,k2>o<f,w>oh'1>,0) .

- dc<s,w>on1<uh'1> + c3<g.ç>,o>

— a(g,w>((dh>uh'1> + <V<g.w>,0>

... (w1,wº)(ã) - d<g,w>í<ã> + <V<g.w>(ã);o>

num: vizinhança de É, onde í(i)l- (4h)(uoh—1(É)).l
Logo, ; = h(x5 E (E ' 51)(8.m).'

5. LEMA. Consideremos M —££*Él-> Rz, tal que _p'e M ãejl"úm
ponto de chpíde transversá. Então, p e 21.

Demonstração

Consideremos a forma normal nos pontos de éõbpídés trans
Vlfil.

' 3 n* '

dada por (x,y,x3,...,xn) + (é? + X? + íªS i XÍ»Y).
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Suponhamos que 0 e R“ seja.tal que 0 d 21.
Então, em particular, para qualquer e, seria possível

resolver o sistema:

(a(x,y,x3,...,xn)

equação:

(*)

(x2+y)x(x,y,x3, . . . ,xn) + àY(x,y,...,xn)
n

+ iª3 : inxi(x,y,...,xn)
::3 n 2

+ U<-3- + xv + & ª w)
O ' Y(X.y.x3,-..,xn)

A resolução deste sistema é equivalente ã resolução da

3

o(x,y) - (x2+y)X(x,y“) + Mx? + muy)

(Veja Capítulo IV, 5 1, Caso 3).'

equação:

(**)

(*).

(***)

A resolução da equação (*) é equivalente E resolução da

u<x> - s<— %x3,-x2)

De fato:
Passamos de (*) para (**) colocando .y - fxz dentro de

Reciprocamente, dado º(x,y), escrevemos, usando (**):

3 2
,“X ).2 2ªbc,-x ) = B(- -3-x

Dentro destas condições, a expressão
. 3

Y(X,Y) ' º(X.y) — B(ªí + xy,y)
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é nula para y = -x2. Pelo Teorema da Divisão (Capítulo I, 9 L

Teorema 5), temos:

Y(x,y) = (x2+y)Z(x.y) + T(x),

onde y(x,-x2) - T(x) = 0

; vÇx,y) = (x2+y)Z(x,y).

Combinando com (***), vem:

3

6(x,y) - (x2+y)Z(x,y) + B(%í + XY,Y),

que É precisamente a equação (*).

Agora, podemos perceber que a equação (**) nem sempre-
pode ser resolvida (basta tomar u tal que u'(0) # O). Contradição.

Assim, O e 21.

6. LEMA. Consideremos M _ÁÉ;ÉL_> R2
, tal que p e M seja um

ponto de dobra transversa ou tangente. Então:

uma dobra transversa«(D
Ip e Z — 21 , se p

p 6 21 , se p E uma dobre tangente

Demonstragão

Se p é ponto de dobra transversa observando o Caso 2,

Capítulo IV, 5 1, concluímos que p e Z ª 21.
Se p E ponto de dobra tangente observando o Caso 4,

Capítulo IV, 5 1, concluímos que p e 2 (basta tomar1

w2(o!'º'!0) # 0)'
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7. TEOREMA. Seja w : M + R estãvel. (f,w) : M + R2 E w-estã-
vel se, e somente se:

(i) (f,w) admite como pontos singulares somente dobrastrang
versas ou tangentes e cãspides transversas..

(ii) (f,w)-1(xo,yº) n E(f,w) & vazio, um ponto ou duas<kmras

transversas.
(iii) imagem da curva de dobras intercepta-se transversalmente.

Demonstagão

Obóenvação: Se p e p são dois pontos de ddnas tranâ
versas tais que (f,w)(p) - (f,W)(3) e se D denota a variedade
l-dimensional de todos os pontos de dobra com a expressão "ima-

gem da curva de dobras intercepta-se transversalmente", queremos

dizer que T(f,w)(TpD> O T(f,ú)(T5 D) ' R2.

==» Suponhamos (f,$). w-estâvel.
Observamos primeiramente que a propriedade que define 9

(da Proposição 3, p. 87) E invariante por w-equivalência.
De»fato:

M iãlº) , R x R ___—__I£______ R

h k [

M (fw) VR,,R____"2______,R

e assim, w = Z-lowoh.

Como 9 E denso, temos que se -(f,w) E w-estãvel en—

tão, (f,w) e Q.

Provemos agora a afirmação com respeito & E(f,$).
Observemos que se (f,w) E w—estãvel, então, em. parti-

cular, W : M + R E estãvel. Logo, w & uma função de Morse,
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tal que se p e p são pontos críticos de $, então W(p) #

# o(í). Assim, duas dobras tangentes não podem ser levadas em
2

um mesmo ponto (q1,q2) E R .

Ainda:

Como (f,W) E estável (em particular de Boardman),
temos que dim Sll(f,w) = O e dim Slo(f,W) = 1.

Como toda aplicação estãvel satisfaz a condição (N.CJ.

([10], p. 157), temos que dpas câspides não podem ser levadas
num mesmo ponto. Pelo mesmo motivo, uma dobra e uma câqúde não

podem ser levadas num mesmo ponto.
Consideremos agora:

São = [j2(g,w)(x) e 810 / x é ponto crítico de O).

São & subvariedade de J2(M,R2), de codimensão m.

SÍ0(Í,W) = (x 6 M / x E ponto de dobra tangente] e

dim Síº(f,w) = O. Como toda aplicaçâo estãvel satisfaz a con
dição (N.C.) ([10], p. 158), temos que uma dobra tangente e

uma dobra transversa não podem ser levadas num mesmo ponto
2

(q1.q2) 6 R .

Assim, somente duas dobras transversas podem ser levª
das em um mesmo ponto, com transversalidade das imagens.

º- De acordo com a Proposição 3, p. 87, o conjunto das

aplicações (f,w) : M + R2, satisfazendo as hipoteses do Teo-

rema, E um aberto. Então, para mostrar que uma tal aplicação

(f,w) & w—estãvel, & suficiente provar que ela E w—homotopi

camente estãvel ([10], p. 119).

Usando o Teorema 3, Capítulo II, 5 2, é suficiente

construir para cada deformação (F,Q) de' (f,w), campos vetº
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ríaís &, n e Y com R—componentes nulas, tais que:

[TF = (dF>a + Yo(F,º)
<

LTº . (dº)€ "' noÓ

Observemos que este não & exatamente o enunciado do Teg

rema citado. Quando w também & deformada E este o resultadoque
permanece.

Pelo Capítulo IV, 5 1, Teorema 1, estas equaçoes estão
satisfeitas, a nível de germe, em qualquer ponto (p,O) 6 M * R.

Tendo-se em vista os Lemas 5 e 6 do presente capítulo,
temos que uma aplicação (f,w) : M + R2, satisfazendo as hipõtg
ses do teorema, & tal que:

(f,w>(zl) n (f,w><z — zl) - 0.»

Usando agora argumentos semelhantes aos usados no Teori
ma 10, Capítulo III, teremos que (f,W) ê w—homotopícamente eg

tãvel.

5 2. (f,w) : M + R2
, dim M - 1

1. DEFINIÇÃO. Seja (f,w) : M + R2. Diremos que p e M é um

ponto do tipo A se w for regular em p. Dire
mos que p e M E um ponto do tipo B (ou do tipo w-singuZar) se
w for singular em p.

Do estudo feito no Capítulo IV, temos o seguinte resul-

tado:
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2. LEMA. Seja (f,W) : M + R2 com w estável. Se (f,W) ad—

mite em p um ponto do tipo A, então (f.$) ê local
mente w—equivalente, em p, 5 aplicação:

x + (0,x), em 0.

Se (f,w) admite em p um ponto do tipo B, então

(f,W) & localmente w-equivalente, em p, a aplicação:

x + (x,x2) , em O.

3. TEOREMA. Seja Ú : H + R estavel. (f,w) : M + R2 & w—eg

tãvel se, e somente se, (f,w) & imersão com cruzª
mento normal e tal que se (Xo'yo) & um valor w-síngular então

(f,W)—1(xo,yº) & constituído de um sõ ponto.

Demonstragão

"» Suponhamos (f,ú) Ú-estãvel.
(f,w) deverá ser imersão com cruzamento normal, uma

vez que (f,v) : M + R2 e, em particular, estãvel.
Dois pontos do tipo B não podem ser levados em um mesmo

ponto, uma vez que & : H + R é estável.
Consideremos:

o .1
SO (3 (g,w)(X) o

(N U) N N º ponto regular de $]

r“ Cf) & >*. (bl
1 . .

S0 = í31(g,$)<x) ponto 51ngu1ar de ?)

Temos que:
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ponto do tipo A)(DIsªum - íx e M / x

ponto do tipo B](DlM / X| I“Sâ(f,w) — (x

onde dim Sâ(f,w) = 0.

Como toda aplicação estãvel satisfaz a condição (N.C.)
temos que um ponto do tipo A e um ponto do tipo B não podem ser
levados em um mesmo ponto.

tipo B/// (flº)

Assim, somente dois pontos do tipo A podem ser levados
em um mesmo ponto.

<-—'0 conjunto das aplicações (f,w) : M + R2 satisfazendo
as hipõteses do Teorema E um aberto. Então, para provar que uma

tal (f,w) & w—estâvei & suficiente provar que ela % w-homotg

picamente estãvel.
Neste caso, temos

21 = [x e M / x E w—singular]

Assim uma aplicação (f,w) satisfazendo as hipoteses do

Teorema & tal que

Usando argumentos semelhantes aos usados no Teorema 10,

Capítulo III, teremos que (f,w) E w-homotopicamente»éstãvel.
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(f,w) M + R3, dim M = 2

Neste parágrafo faremos alguns comentarios para diagra
mas dos tipos:

1.

II.

III.

(a)

(b)

em Dufour [7], Capítulo IV, 5 3, teremos

obtemos

R2 <
w

M -É——» R

M variedade compacta,
R <

w
M

f
> R2

dim M = 2, w infinitesi—

R <
w

M f ) R malmente estãvel.

lg
R

Caso I
Podem ocorrer os seguintes tipos com w-estabílidade:

0 e SO(W) ==> 0 e Sº(f,W)

Assim podemos chegar ao modelo

(x,y) + (O,X.y)

o e ªmº” n so(f,w>

Utilizando-se mudanças de coordenadas permitidas, como

(Xíy) + (? + g(x,y2).X.y2)

Considerando a mudança de coordenadas

k(u,,v ,W) = (tl—g(V 9W) ,V !W)

(x,y) + (Yox:y2)
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As equaçães da w—estabilidade infinitesimal são:

Y + Z<y,x,y2)
"“W

(D «

< 0 = X + n1(X,Y2)
F..—_

O N
')sz + n2(xiy_)

que sempre tem solução.

(c) O & Slo(w) n Slo(f,w)

Analogamente podemos, por mudanças permitidas, chegar
ao modelo

(x,y) + (x + xy + ayz + B(x.y2),x,y2)

Considerando a mudança de coordenadas

k(u,v,w) = (n — v - aw - 8(v,w),v,w)

obtemos

(X,Y) " (XY,X,Y2)

As equações da w-estabilidade infinitesimal são:

(D II yX + xY + Zny,x,y2)

/X

”"—N

o u
'7

O II ZyY + n7(X,y2)

A segunda equação estabelece que X & par em y e a

. "' ' 4 «terceira equaçao estabelece que Y e impar em y.

Assim a resolução do sistema & equivalente a resoluçao

da equação
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º(x,y) = yÍ(x,y2) + 7(xy,X»y2)

a qual é sempre possível.

Por mudanças na fonte obtemos

(X,Y) "* (x,h(x,y) ,Y), hx(º,0) " 0

As equaçoes da w-estabílidade infinitesimal são:

[e = x + z(x,h(x,y),y)

<fo : hxX + th + n1(h(x,y),y)
o = Y + n2(h(x,y).y)

que sempre tem solução.

Obóenvaçõeó:

(1) 0 caso (d) não ocorre em diagramas divergentes estã—

veis, como observa Dufour [7], Capítulo IV. Enquanto

pode ocorrer com w—estabílídade.

(2) 0 modelo usual (x,y) + (xy,x,y2) ê weestãvel, não

0 sendo como diagrama divergente.

(3) Temos

' [p e M / !m w1 e w2 tais que.ªl
w1 = (df)u + v(f,w) e w2 = (dw)u não tem sg
lução em u e v, como germes em p].
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(a)
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E = (p e M / 3 W tal que w (df)u + v(f,w) el l
O II (dw)u não tem solução em u e v, como ger

mes em p].

Observe: 21 C 21

(p 6 M / p 5 ponto singular de W] C 21.

No caso estudado temos:

M II
1 (p E M / p é do tipo (b), (c) ou (d)].

MZ II (0!

1 [p 6 M / p do tipo (c)] - pontos isolados.

Deste modo a hípõtese do Teorema 10, Capítulo III,apli
cada a 21 mostra que ela estã automaticamente satisfeita.

As dimensões de E = M e 21 D [x e M / x é ponto

singular de W] permitem que

(f,W)(Z " 21) e (f,W)(Zl)

interceptem-se transversalmente, em imagens de pontos
dos tipos (a) com (b). Resta saber se isso pode ocor—

rer com w-estabilidade global.

Caso II
Podem ocorrer os seguintes tipos com w-estabilidade:

O & So(f,w) n So(w)

Podemos chegar E forma:

(x,y) + (0,x,y)
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(e)

modelos

(a)

(b)

(c)
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0 & So(f,w) n SIO(W)

Podemos chegar E forma:

(x,y) + (x,y,h(x,y))

com hx(0,0) = hy(0,0) = 0.

Modelo w-infínítesimalmente estável.

O e slo(f,w> n BOW)

Neste caso, tendo em vista as indicações de Dufour [7]
e Arnol'd [1], devemos obter:

2 2(x,y) + (x,y ,x + xy + y )

que é o prõprío modelo divergente.
Observamos que neste caso temos:

E ª [p € M / p 5 dº tipo (e)] - conjunto de pontos 31

solados

Novamente a hípõtese do Teorema 10, Capítúlo III, apli
Ncada a 21 mostra que ela está automaticamente satis—

feita.

Caso III
Pelo estudo já feito no Capítulo IV, 5 2, temos que

w—ínfínítesimalmente estãveis são:

(x,y) + (x,x,y)

(x,y) + (x.,xº,y>
3

(x,y) + (X,%y + xy,y)

Desconhecemos se esta e uma lista completa de modelos.
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MZDefinindo de maneira análoga os conjuntos 21 e 1

teremos neste caso (levando em conta a resolução das equaçoes

feita no Capítulo IV)

21 = El = [p e M / p & do tipo (c)] - conjunto de

pontos isolados.
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