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ABSTRACT

The relation between the determinacy order of a given
germ and the length of its Boardman sequence was one of the main
problems which was considered in [14]. We have concluded later
that better results can be obtained if a stronger formulation for
finite determinacy is used.

This suggested us the definition of (r,k)-determination
and its further characterization, in Chapter II. We have also
studied in the same Chapter, the stability under small perturbations
of this new concept and we registered several mistakes which were
found in the related literature.

The central problem in Chapter III is the following:
"Given a germ f : Kn,O + K,0 when is it possible to find

coordinate systems in such a way that £ has the form:
f(x,y) = g(x) + h(y) , x = (Xyreeerx))
and y = (xr+l,...,xn) 2"

Several differentiable invariants are also suggested and
by using them, it is possible to give necessary and sufficient
conditions to some classes of germs. These same invariants are

used in Chapter IV to prove that: "Given a germ f : Kn,O + K,0,



with f « mi and mz c m5<8f> , which satisfies condition Dp’
then the (o-B+1)-th index of the Boardman sequence of £
vanishes." |

It is also given a conjecture which easily implies that.
for a (r,k)-determined germ f , the (k-r+l)-th index of its
Boardman seguence is zero.

In Chapter V, it is given a class of polynomium in two
variables, whose Boardman sequence-length is lower than the
given degree. It is also given a class of polynomium in n-variables

and a function h : N » N such that each polynomium f in that

class satisfies the following inequality:

< h (deg f£).
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INTRODUCKO

Em Loibel e Tadini ([14]) um dos problemas atacados foi
a relagao entre o grau de determinagdao de um germe, e O compri-
mento do seu simbolo de Boardman.

Posteriormente, constatamos que uma formulacao mais for
te de determinagao finita, permitia obter resultados melhores.
Isto nos levou ao conceito e a caracterizagao da (r,k)-determi-
nacao, através do Capitulo II. Neste mesmo capitulo, nos preocu-
pamos também com a estabilidade do referido conceito em relagao
a pequenas perturbac¢oes, registrando varios erros da literatura,
relacionados com o tipo de problema atacado.

No Capitulo III, nos preocupamos com o problema de quan
do para um dado germe f : k*,0 > K,0 (K=R ou C), & possi
vel encontrar um sistema de coordenadas no gual f se expressa

na forma

f(x,y) = g(x) + h(y), x = (Xl""'xr)' y = (xr+r..”xn)

Varios invariantes diferenciaveis se sugeriram, através
dos quais foi possivel dar condigOes necessarias e  suficientes
para certas classes de germes.

No Capitulo IV, provamos utilizando alguns dos invarian
tes diferenciaveis do Capitulo III, que dado um germé f:Kn,0+K,0
que satisfaz a condicao Dp , £ € mi , € mg c mﬁ<3f> , O indice
de Boardman de f de posicgao a-B+1 €& nulo. Registramos tam-

bém uma conjectura, da qual segue que um germe f (r,k)-determi

nado, com r 2 1, tem o indice de Boardman de posicao k-r+1l nulo.
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No Capi;ulo V, exibimos uma classe de polinomios em
duas variaveis, éara a qual o simbolo de Boardman & menor  que
o gfau do polinéﬁio dado. Exibimos também uma classe de polino-
mios em n varisveis e uma fungéo h : N-»> N, tal que, para

cada polindmio f1 da mesma, vale a desigualdade |Bf|s h (grau £f).



CAPITULO 1
PRELIMINARES

§ 1. Germes e Equivaléncias

Sejam CO(Rn) a R-algebra dos germes de aplicagoes c”

n

£f:RY0>R e CO(C ) a C-algebra dos germes de aplicacgoes

n
holomorfas f : C,0 - C. Para ambos os casos, denotaremos por

Qa

m o Gnico ideal maximal e m_ =m_ ... m_ (a~vezes).
n n n n
Considerando K = R ou C, X{s ..., X Um sistema de
coordenadas nas vizinhancas de 0 «¢ K" e f ¢ Co(Kn), denotare-
mos por <3f>, o ideal gerado por alf, ooy an, com coefici
n _ of .
entes em CO(K ), onde 8if = 5;; (i=1, ..., n).
Dado f ¢ C _(K"), a sua dlgebra local & definida como
© n
Co (K7)
sendo o quociente Q(f) = —5Es onde denotaremos por u(£)

a sua dimensao como K-espago vetorial,

Seja R (resp. k) o grupo dos germes de difeomorfis
mos c” Y o Rn,O +an,0 (resp. o grupo dos germes de aplica
coes bi-holomorfas 9 : c?o - Cn,O).

Dois germes f,g ¢ Co(Rn) (resp. CO(Cn)), sao ditos
equivalentes, se existir Y ¢ R (resp. VY ¢ ®) tal que fop =g
(resp. foy = g). ‘

Dados I e J, ideais de CO(Kn), diremos que eles

sao equivalentes, se existir um isomorfismo de K~algebras

s 0 (K™ > C (K™, tal que, A(IL) = J.



. 2. Determinagao Finita

Um germe f - C (Rn) & dito k-determinado, onde k &

o
um inteiro positivo, se para todo g « CO(Rn) com jkfﬂD=jkgﬂN.
existir ¢ ¢« R, tal quef/ fop = g. Diremos também que £ é
Ffinitamente determinado, se para algum inteiro positivo k, for
k-determinado. Anadlogos conceitos sao dados para o caso C.

Se f for k-determinado, diremos que k & um grau de

determinacao de f.

Em Mather, ({17]), temos o:

2.1. TEOREMA: Seja f - CO(Kn

).
Entao, f & finitamente determinado, se e somen

te se, u(f) < oo,

Salientamos que tal teorema em si, nao determina um

grau de determinagao para f. Nesta linha, temos o:

2.2. TEOREMA ([171): Seja f ¢ C_(K").

Se f @& k~determinado, entao

mk+l c m_<3f>,
n n

A reciproca deste teorema & falsa, como podemos obser-

var através do exemplo f = x>+ y3 em CO(KZ). Neste caso
temos mg c m2<x2,y2>, com f 3-determinado mas nao 2-deter
minado.
Para uma reciproca, temos o:
2.3. TEOREMA ([2]): Seja f « CO(Kn).
Se m§+l c mi<8f>, entao f & k-determi

nado. -
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Ainda para uma reciproca, Wasserman [25] provou o

2.4. TEOREMA: Seja f « Co(Rn).

Se mﬁ c mn<8f>, entao f & k-determinado.

Como podemos observar, as hipoteses de (2.4) implicam

nas hipoteses de (2.3). Por outro lado, podemos ter m§+l c
c m§<af>, sem termos mﬁ c mn<af>, como mostra o exemplo
f = x4 + ys. Neste caso temos mg c m§<x3,y4>, com mg 4

£ m2<x3,y4> pois, x%y° £ <X3:y4>-

Para encerrar o paragrafo, registremos o bonito resul-

tado demonstrado por P. Stefan ([21]), dado pelo

2.5. TEOREMA: Seja f ¢ C_(R").
Entao, f & k-determinado, se e somente se,

m§+l c mn<8(f+g)>, para todo g e mﬁ+l.

§ 3. Determinagao Forte

Conforme ([23]), Zeeman conjecturou numa conferénciapa

ra o I.H.E.S. (Bures - sur - Yvette) que:

"Dado f ¢ Co(Rn), temos:

f e k-determinado <=—> m§+l

2 "
c mn<8f>.
Acontece que tal conjectura'é falsa conforme mostrou
Siersma ([23]) através do exemplo f(x,y) = x3 + xy3, que e

4-determinado. Neste caso temos mg c m2<af> com mg 4 m§<af>.



Aproveitando a conjectura de Zeeman, Siersma ([23]) in

troduziu a seguinte i
2

!

3.1. DEFINIGCAO: Um germe f « CO(Rn) & dito fortemente  k-de

terminado, onde k & um inteiro positivo, se
b

paga todo g « CO(Rn) com jkf(O) = jkg(O), e
& _
xistir Y ¢ R, com jlw(O) = jlld(O) e foyP=g

-

(Id é o germe da identidade). E, f « CO(Rn) é
dito fortemente determinado, se para algum in-
teiro positivo k, for fortemente k-determina

do.

Com tal conceito, ele provou o

3.2. TEOREMA: Seja f « CO(Rn).

Entao, f & fortemente k-determinado, se e so-

.mente se, mk+1 c m2<3f>.
n n

§ 4. Simbolo de Boardman ([61, [18])

Dado um ideal I < m_ = de Co(Kn), definimos A I co

mo sendo o ideal I +1I' de CO(Kn), onde I' & o ideal ge-
oh |

i
‘5"}2’;), com hiGI.

Como podemos verificar facilmente, para a construgao

rado pelos menores (r+l) x (r+l) da matriz

de I' @& suficiente tomarmos apenas um conjunto de geradores
de I. Também & facil de se verifioar que a construgao de  I'
independe do sistema de coordenadas fixado nas vizinhangas de

0 ¢ Kn.



i _ _ ,0 1
Pondo ATI = An-i+lI’ seqgue que I = A"I ¢ A"I c.,..c
s n
©c ATl c .ehem < CO(K ).
Seja k o maior inteiro positivo tal que AkI cm.

n

Nestas condigdes, diremos que 2*1 & a extengao eritica de I

e denotaremos poxr 6I.
Como podemos observar, se I = AkI, ‘entao o posto

de I & n-k, onde definimos o posto de um ideal J c m, de

J + m2
CO(Kn) como sendo a dimensao de > L como K-espago veto
m
rial. n
. L. _ £-1 _ s
Sejam §7I = §(8 I) £ =1,2,...) as extensoes
criticas sucessivas do ideal I, onde §°1 =1I. Definindo

i£+l = n - posto 6£I, diremos que I tem simbolo de Boardman

Zi i ;, O qual denotaremos por B(I). No caso de I = <f>,
1ip .-
com f ¢ m s denotaremos B(<f>) = Bf.
Se Bf = Zil . ik o com i, # 0, definimos o com-

primento do simbolo de Boardman de f como sendo o inteiro k
e denotaremos |Bf| = k.

Dado f ¢ mi, k-determinado, uma pergunta natural que

surge, & a relagao entre k e ]Bf

Por Loibel e Tadini ([14]), temos que IBf] < k+1.

§ 5. Escada de um Ideal ([71)

Seja X1r «ooy X, UM sistema de coordenadas nas vizi.
nhancas de 0 «¢ K",
n .
Dados (al, ceoy an), (bl, ooy bn) e N, diremos que

(al, .eoys an) < (bl, ooy bn)’ se existir um inteiro k ¢ {1,...,n}



tal que, a, = bn’ ceer Ay = bk+1 e a < bk (ordem Lexico-

grafica reversa).
2 an

Fixado um monomio h = ax)” ... X, com a # 0, de-

finimos a sua ordem como sendo a n-upla (al, ooy an). Se
n oo ~ s

f e CO(K ), com f ¢ mo entao definimos a ordem de f como

sendo o minimo das ordens dos mondmios de sua série de  Taylor

em 0 ¢ Kn.

C n

Seja I < m_ = um ideal de o (K ). Definimos a esca

da de I, como:sendo o conjunto E(I) = {(al, ceoy an) € Nn,
tal que!iexisﬁe h ¢ I, cuja ordem é (al, ceoys an)}.

"Observemos que a escada de um ideal, nao & um invarian

te diferenciavel, como podemos constatar através do exemplo:

‘ A
I = <xy,x2+y>_c'm2. ) -
) e 2 ) ——— E(I) —
A escada de I~ é& dada por: T —
2
Tomando a mudanga de coor- 11 —
denadas dada por: ' + , >
1 2
X = x2+y
Y ’
Y = X

temos que neste sistema, I € dado por <X,Y"> = J, cuja esca
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Uma questao que surge naturalmente, & a existéncia ou
nao de algum invariante diferenciavel obtido através da escada
de um ideal.

Para esta questao, temos respostas surpreendentes em

([7]), dadas através dos dois teoremas abaixo:

5.1. TEOREMA: Seja I c m_  um ideal de C_(K").

Entao, I contém uma poténcia de m,, se e so
mente se, a cardinalidade de N" - E(I) & fini

| ¢, (k™)
ta, igual dimK—__T_———'

5.2, TEOREMA: Seja I c m ~um ideal de Co(Kn), com
n
Co (KT)
K I
¢l, ey wu monomios em Xyr eeer Xpy tais que,

dim = u < », Entao, considerando

n

N© - E(I) = {ordem de V0 =1, ooy ul, te-
mos que wl, ceer ¥ sao representantes de uma
n H
CO(K )
base de ——5—— como K-espago vetorial.

§ 6. Fungoes Quase-Homogéeneas e Semi-Quase-Homogéneas

Uma fungao f(xl, ceer X)) & dita quase-homogénea do

%3 %n

. d ‘
tipo (d;al, coos an), se f(t Xir eeer t xn)= t fbﬁj ...,xn)

identicamente para t ¢ K - {0}, onde Uyr woer Op sao nume-
ros racionais positivos.

Uma fungdo f£(x;, ..., x ) , & dita semi-quase-homogé
nea do tipo (d;al, . an), se f = fo + fl' onde £, e

quase-homogénea do tipo (5097 ceey o)y nao~degenerada (isto

e, u(fo) < ®»), e todos os monomios de fl téem grau estrita-



mente maior que d, com relagao aos pesos Ogr eoey O

Paréﬁa fungéo nula, atribuimos grau « , independente
mente dos pesos considerados.'Neétag condigoes, toda fungao qua
se-homogénea néd—degenerada do tipo (d;al,_...7 qn), € semi-
-quase-homogénea do tipo (d;al, ceer 0 ).

Com relacao a estes tipos de fungoes, temos os seguin
tes resultados (conforme Arnol'd [1l]), enunciados mantendo as
notacoes acima.

6.1. TEOREMA: Seja f = fo + fl uma‘fungéo semi-quase-homogé-

e

nea do tipo (d;al, J an).

’

Entao, u(f) = u(fo).

6.2, TEOREMA: Sejam f e g duas fungdes semi-quase-homogé
neas do tipo (d;al, e an).

Entao, p(f) = u(qg).
Observemos que o resultado (6.2), sugere a existéncia
de uma expressao de u(f) em térmos de d;00s eees Q. Real

mente existe, e & dada pelo:

6.3. TEOREMA: Seja f wuma funcgdo semi-quase-homogénea to ti-

po (d;al, ooy an).
d-a d-a d-a
Entdo, u(f) = (—) (——2) ... (——).
1 2 n
Registremos que Milnor e orlik ([19]) provaram que
d—ul d—a2 d—an .
( ) ( ) ve. (———) & o posto de um certo grupo abe-
%1 %2 %n :



liano livre, e portanto, & um nimero inteiro positivo.

Sejam £ = f£_ + f,

tipo (d;al, ceey an) e wl, ceey wu representantes mono-

miais de uma C-base de Q(f). Suponhamos que wl' ooy wr se

uma funcao semi-quase-homogénea do

jam exatamente aqueles que tém grau estritamente maior que d,
com relagao aos pesos Oyr weer Ope

Nestas condigoes, mantendo as notagoes, temos o:

6.4. TEOREMA: f admite uma forma normal dada por f = fo +

+ clwl + ... + crwr ' onde Cyr eeer Cp € cC.

§ 7. Modalidade

Sejam M uma variedade diferenciivel de dimens3o fini
ta e G um grupo de Lie atuando sobre M. Diremos que um pon
to x ¢ M, tem modalidade m (sob a dada agac), se m for o

menor inteiro nao negativo, com a seguinte propriedade:

"Existe uma vizinhanga suficientemente pequena de X
em M, coberta por um numero finito de familias continuas de
orbitas, dependendo de no maximo m-parametros, e, toda vizi-
nhanca de x em M, intercepta alguma familia de 6rbitas com

m-parametros."

Conforme Arnol'd ([2]), podemos ter uma vizinhanga de
um ponto X ¢ M, coberta por uma fapilia enumeravel infinita
de Orbitas. No caso algébrico, isto &, M uma variedade algé-
brica e G um grupo algébrico de transformagoes sobre M, tal

fato nao pode ocorrer.
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Dois germes f : K',0 ~+ K,0 e g : K",0 » K,0 s3o di
tos estavelmente equivalentes se, a menos de adigaes'de formas
guadraticas nao degeneradas em outras variaveis, férem equiva
lentes.

Por exemplo, temos que f(x) = x> e g(x,y)

i
»
+

<

sao estavelmente equivalentes.

Seja ﬁk, 0 grupo dos k-jatos de elementos de R. Da
do £ « mi c CO(Cn), diremos gque f tem modalidade m, se pa
ra k suficientemente grande, jkf(O) tem modalidade m, como
elemento de Ek(n,i),.sob a acgao de ﬁk; (Para o caso real, a
definicao & anéioga).

Por Arnol'd, ([5]), temos que a modalidade & invarian-
te por equivaléncia estavel.

Em ([8]), Gabrielov diz que um germe f e mi c CO(Ch)
com p(f) < o tem modalidade prépria. m, se, dada uma deforma
cao versal F(x,A) de £, a dimensdo no espago de parametros
A, do germe de conjuntos definido por {X : u(F(-,\)) = u(f)},
for m. Neste mesmo trabalho, Gabriélov provou a equivaléncia
entre modalidade e modalidade propria.

Em ([2]), Arnol'd deu uma classificagao das singulari-

dades 0-modais, através do:

7.1. TEOREMA: A menos de equivaléncia estdvel, todo germe 0-mo

dal £ : Cn,O -~ C,0, com f € mi, & dado por:

Ak : xk+l, k21
Dy x2y + yk"l, k =2 4
E_ : x3 + y4



‘Observemos que (7.1) também & verdadeiro para o caso
feal, desdobrando Dk : x2y i'yk-l se k 1Impar e E6 : XTry,

Em ([3] e [4]),-Arno;fd classifica as singularidades 1
e 2 modais de germes f : Cn,d -~ C,0, com f ¢ mi. Segundo
Arnol'd, as classificagoes s3do anadlogas para o caso real.

Sejam f(xl, cess xn) uma fungao semi-quase-homogénea

do tipo (d;ul, . ooy an) e wl, ceey wu representantes mono-
miais de uma C-base de Q(f). Suponhamos que wl, ceer wr sao
exatamente aqueles que tém pesos maior ou igual a 4. Nestas

condicoes, & dito que f tem modalidade interna -r (este numero
independe do conjunto de representantes monomias para uma C-ba
se de Q(f)). | |

| Em ([1]), Arnol'd provou que a modalidade €& maior ou
igual a modalidade interna, para o caso de uma fungao semi-qua
se-homogénea.

Em ([91), Kushnirenkb e Gabriélov, provaram que tais
conceitos coincidem para o caso de f homogénea. Arnol'd ([5]),
acha bastante provavel que tal fato seja verdadeiro para o caso
semi-quase-homogéneo.

Recentemente ([24]) foi dada uma classificagao para as
singularidades com modalidadé interna 3 e 4. Lembremos que as
singularidades com modalidade interna 0, 1, 2 estao contidas

nas listas de Arnol'd das singularidades com modalidade 0, 1, 2.
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CAPTTULO T1
(n,k) ~DETERMINACKO

§ 1. Caracterizagao da (r,k)-Determinagao

Em (I - § 3), temos a definigao de determinagao for-
te, introduzida por Siersma. Vamos agora dar algumas definicgtes ,
afim de podermos dar algumas respostas 3 questdes surgidas, >cg

mo veremos adiante.

1.1. DEFINICAO: Doi; germes f£,g ¢ Co(Rn) sao ditos r-equiva '
lentes, Qnde r & um inteiro nao negativo, se
existir ﬁm germe de difeomorfismo c”
9 : R*,0 > R",0, com 3%v(0) = j?id(b) e

fop = g.

1.2. DEFINICAO: Dados f ¢ Co(Rn) e (r,k) e’N. ¢om‘05:rs]<,
diremos que f & (r,k)-determinado se, para
todo g « CO(Rn) com’ jkf(O) %.jkg(O),3tiVer-

mos f e g r-equivalentes.

1.3. OBSERVACOES: A (1,k)-determinagio coincide com a determi-

nacao forte e a (O,k)-determinagéo, coincide

com o conceito usual de determinacgao finita.

'O Teorema (I - 3.2) da uma’ condigao necessaria e sufi-
ciente para a (1,k)-determinagdo. Um dos nossos objetivos neste
capitulo, & dar uma condigao necessaria e suficiente para = a

13
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(r,k)-determinagao, 1 < r < k. A demonstragao, segue técnicas
analogas as empregadas por Siersma quando da caraéterizagao da

(1,k)-determinagao.

1.4. TEOREMA: Sejam £ e m_ Co(Rn): e 1ls<r <k inteiros.

Se m§+l c m§+l<8f> + m§+2, entio f & (r,k)-

-determinado.

Demonstracao: Seja g « Mo s tal que, jkg(O) = jkf(O); Isto
. equivale a f-g € m§+l. Definamos

F:R'xR,0xR>R por F(x,t) = £(x) + t(g(x)-£(x)) e
Ft(x) = F(x,t). Logo, Fo =f e F1 = g. -

Seja  9.F = (3,F, ..., 8.F) onde ,F = —ob_,

X 1 n i 9X,

i=1, ..., n, e, xl, ceer X éxum sistéma de coordenadas
nas vizinhancas dé 0 ¢ R™. |

Mostremos inicialmente que, fixado t, € R, . eXiste

p: Vc R x R » Rn, onde V & um aberto do rR" X R contendo

(O,to), tal que:

(i) p(0,t) = 0, para todo (0,t) € V;
(ii) dip(o,t) % 0, para todo (0,t) eV e l=<s<=<r, e,
(iii) 3 F(x,t)py (x,t) + ... + anF(x,t)pn(X,t) = f(x) - g(x), .

para todo (x,t) ¢ V, onde p = (pl’ . pn).

Para tal, consideremos C (Rn+l) o anel dos ger-

oxt
_ o
mes de aplicacoes ¢® do R" x R 'em R, com fonte (O,tb).

Seja mo+1. ¢ seu Gnico ideal maximal. Temos portanto as in-
14
o

n+l

~ . -n
clusoes naturais Co(R ) ¢ Coxto(R ) e m, < mn+1,t°'
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De F(x,t) = £(x) + t(g(x)-£f(x)), segue que aiF =
= Bif + t(aig-aif), e entao, aif = 3,F + tBi(f-g), i=1,...,n.
. _ n+l
f-g ¢ m§+l , entao, ai(f—g) € mi e portanto, tai(f-g) €
. +1, k ,
€ Coxt (R? )mn , 1i=1, ..., n.
o
_ n+l, k
Logo, <3f> = <31f, ey anf> c JF + COXtO(R )mn.
Como por hipdtese temos m§+l c m;+1<8f> + m§+2 , se
n+l, k+l  r+l n+l, . k+2 ]
gue que co><t (R )mn < m <af>'coxt (R )+mn coxt (R 7).
o} o (o}
n+l, k n+l, k+1
Desde que <3f> c J_ + CoxtO(R )mn , temos coXto(R -)mn c
r+l k+2 n+l k+r+l n+l
< mn JF + " oxt (R )+ "h oxt (R ).
o o]
Sendo r 2 1, segue que
n+l, k+1 r+l k+2 n+l
COxt (R )mn < m, JF + my Coxt (R ).
o) o
Devido a inclusao natural \mn c mn+l,t° ’ segue que
n+l, k+1l r+l n+l, k+1
Coxt (R™ )mn em TTdn + Mokl t (Coxt (R )mn ).
o] o o)
Pelo Lema de Nakayama ([17]), segue que
n+l, k+1 r+l k+1 n+l, k+1
coXto(R ym T em ""Jo. De m_ T < Coxto(R m ", temos
k+1 c mr+1J .
n n F
k+1 .
Como f-g e m ~, segue que existem Pyr seer Py €
n+l, r+l . _
€ COXtO(R )mn , tais que, f-g = alel + ... + Bann.

Logo, tomando p = (pl, ceony pn), segue que existe um

aberto V do R" x R, com (O,to) e V, tal que:
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(i) p(0,t) = 0, para todo (0,t) € V;
(ii) dip(o,t)‘= 0, para todo (0,t) eV e 1< s < 1xr, e,
(1idi) alF(x,t)pl(x,t) + ... 4 anF(x,t)pn(x,t) = f(x) - g(x),

para todo (x,t) ¢ V.

Antes de prosseguirmos com a demonstracgao, usaremos
t ~t_ , para simbolizar "t suficientemente prdximo de to".

Consideremos agora a seguinte equacao diferencial:

p(h(x,t),t)

(x,t)

ol
ol

(%)

I
»

h(x,to) =

Pondo ht(x) = h(x,t), temos que ht = identidadé.lg
' : o

go, htv e germe de difeomorfismo c” em 0 Rn, para t ~ Eo‘
Observemos que para x = 0, h(0,t) = 0 & solugao do

. o ’ n+l, r+l
sistema (*), uma vez que, Ppr «eer P, € COxt (R™ )mn . Lo-

o
go, ht(O) =0, para t ~ to.

Tomemos y(t) = Ftoht‘ Entao, v(t)(x) = F(h(x,t),t).

Portanto,
' a ohy
FE (Y (0 (x)) = gz (F (h (x))) = 3,F(h(x,t),t)5F(x,t) +
_ dh_
+ ... + anF(h(x,t),t)Tﬁ;(x,t) + g(h(x,t)) - £(h(x,t)),

onde h = (hl' ooy hn).

Por (*) temos que:
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g%Ft(ht(x)) = 3,F(h (x),t)p; (h (x),£) + ... +

* oo+ 3 F(h (x),t)p, (b (x),8) + g(h (x)) = £(h (x)).

Sendo ht germes de difeomorfismos ¢” em 0 ¢ Rn,
com h (0) =0, para t~ t,, segue por (iii) que
d - n
EEFt(ht(X)) = 0 como germes em (O,to) e R" x R,

Pela conexao da reta, segue y(t) & constante para
t ~ to. " Logo, Fto = Ftoohto = Ft°ht’ para t ~ to.

Mostremos agora que jrht(O) = erd(O), para t ~ to.

Como ht(x) = h(x,t) & solugao do sistema (%), isto

-

&, $2(x,t) = phix,t),t) e hix,t)

X, nas vizinhangas de

(O,to) ¢ R® x R, segue que:

T BE ) = (68,0 = gy (Gt 8, e
i i
n 3p; 3hy
LRI ] p (h(x,t),t)) = ( é _(h(x t) t) (xlt)’ e ey
n - J=lay J Xy
n ap oh.
; - __l
J l
Seja 1l < u < n.
5p oh,
Entdo, a—p(h(x,t),t) = L 5oo(hix,e),e)5(x,t).
Portant - (h? t) ,t) =0 Olg C %Rn+l) r+1
ortanto, ax X, lx- pois, p, ¢ oxt,

e ht(O) =0 para t ~ t, (r 2 1).

aS
9X. «de OX
1 is

Pela mesma razao, p, (hix,t),t)| o =0
se l<s=<r e t~¢t_.
, o

Logo, por (*) temos que,
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s
= 9 =
0= 9K, ... 3X, p(h(x,t),t)|x=0 -
1 s
s
= 8 : . —a_ =
X, J.. OX, 'sth(x't)‘x=0
i i
1 s
_ 9 aS ' 9 5S .
T AtTEx, ... 9% hx,t) |, o = a_t(axi axih("'t))x=o
1 S 1 s
se 1 < s < r e t e~ t .
o
®h (0) =0 se lsssr e t~t,.Dig

)
Portanto, 5Ed
0)

to segue que dsht ( = dsht(O) se 1l<s<r e t~ to.

o ,
Se s =1, como hto = Id/, temos que dh, (0) = I, pa
ra t ~ to. ‘
Se 2 <s <r, como hy, =1Ig , segue que dsht(0)==0

o
para t ~ to.

Concluimos pois, que F é equivalente a Fo através
o
da familia de germes de difeomorfismos {ht}, com. a proprieda-
X S o -
de j ht(O) 3j Id(O), se t t,-
Pela conexao e compacidade de [0,1], segue que Fo = f

e F, =g sao r-equivalentes.

Vale a reciproca.

l.S.,TEOREMA: Se f ¢ m, < Co(Rn) é (r,k)-determinado, entao,

mk+l c mr+l<af> + mk+2.
n n n

-~ . -' L]
Demonstracao: Consideremos os seguintes conjuntos:

M jkg(O) =‘jkf(0)} e

g e ¢ (RM

N g & r-equivalente a f}.

{g e C (R
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Tomemos. a projecao natural ™ C (R™) -+ J (n 1).

k+1

M e N =7 N. Consideremos Rt+l

Sejam My, - 1

k+1 ~ "k+l k+1
o grupo dos (k+l)-jatos de germes de difeomorfismos c”

9 : R?,0 - R",0, com j%p(0) = 3¥14(0).

Por Mather ([17]), temos que Rt+l' € um grupo de Lie
(R];+l € um grupo algébrico), portanto, as Rt+l-6rbitas em
Jk+l(n,l) sao subvariedades imeésas de Jk+1(n,l) (sendo Rt+l
algébrico, as Rt+l-6rbitas em Jk(n,l), sao subvariedades
mergulhadas de Jk+l(n,I)). |

Pela defini?éo de M, temos que M = jk+lf(0) +

Hk+l(n’l)’ onde 'Hk+l(n,l) é o R-espago vetorial das (k+1)-
-formas homogéneas reais em n indeterminadas.

Como f & (r,k)-determinado, segque que M < N. Portan

' _ k+l -
to, My, < Nk+1' Sendo My, = f(O) + Hk+1(n,l) e Nk+1 =
k+1. k+l -
f R £(0), segue que Hk+l(n’l) = Tsz+1 c Tsz+1, oqde
z = k+lf(0)
_or+l - - k+2
Mostremos que T Nk+l =m <3f> modulo my e

Para tal, sejam vV « T Nyyp © v i (-e,e) >N 4, uma
z

curva diferenciavel, cbm Y(0) =

__k+1 . ~ _
Sendo Nk+l = Rr z, existe ht € Rr (grupo dos ger

mes de difeomorfismos C P o rR?,0 - Rn,O com jrw(0)=erd(0),

e v'(0) = v.

tal que, y(t) = m,(foh,) (D. Rand [211).

Portanto, v = y'(0) = agE"k+l(f°ht) t=0='ﬂk+l[aqf(f°ht) t=0]'

Por outro lado,

3 E Bh
5——(h(x 0)) 5 (x,0),

(fen,) = S eih(x,t)) -3
dt t’ t€=0 dt ’ = J

t=0 j=1

onde h,(x) = h(x,t) = (hy(x,t), ..., h (x,t)).
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como §**1£(0) = z = y(0) = ¥ (fen ) (0) e h, < R_,
segue que é%(f#ht) £=0 € <3f>.Co(Rn) modulo m§+2.
. dh,
Denotemos 7ﬁ3(x,0) =" -(x), =1, e, n e
p = (pl, .oy pn). Logo, Bt t(X)It_ = p(x).

Tomando 1 < s < r, temos

s —
dxp(X)|x= dy [Bt t(X)}t ojix—
= 2145, (x)|._.] =0

3t %x't |x=o ‘t=0 '

pois ht € Rr.
. 8 .
Temos ainda p(0) = g (0) =0 = 0, pois ht € Rr.
R r+1
Nestas condicgoes, pl, vy pn € mn . Portanto,
d _ X af r+1 K+2
gelfeh ) o = Jélg—;(h(x 0))p (x) « <9f> mddulo m " °.

Como v = m 4 dt(f °h,) ], segue que T, Ny ©

c mEtlaaes modulo mEt2,
n n
Seja a(x) € m§+1<8f> mddulo mi+2. Logo,
n -
- A r+l

a(x) = ;L,9,f(x)p, (x) COM Py, «evr Pp o€ My "

Tomemos ht(x) = x+tp(x) onde p = (pl, csey pn). Sen
do h0 = Id , temos que ht é germe de difeomorfismo Cm,
ht : Rn,O > Rn,O para t~0, pbis p(0) = 0.

De Pys +ees Py € mi+l, segue que jrht(O):=erd(0) e

portanto, h_ € R se t ~ 0,

t r
Definindo A (t) wk+l(fohb) para t ¢ (-g,¢), com
e > 0 e suficientemente pequeno, segue que A(t) e Rt+l Ny yqe

n

com XA(0) =2z e A'(0) ”k+l j L13% J(x)p (x)).
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Logo, A'(0) = wk+l(a(x)) € Tsz+1' Disto segue que
r+l - k+2
my <3f>‘modu}o mo c Tsz+l’
r+l k+2

Portanto, Tsz+1 =m <3f> modulo my .

Desde que, Hk+1(n'l) = Tsz+1 c Tsz+l' segue que

mk”'l c mr+l<8f> + mk+2.
n n 'n

Vejamos agora alguns corolarios de (1.4) e (1.5):

1.6. COROLARIO: Sejam f e m_ < Co(Rn) e se€2Z, s>0.

(1)

Se f @& (r,k)-determinado, entao £

(r+s,k+s)-determinado.

k+1

Demonstracao: Sendo f (r,k)-determinado, entao, mn c
S mr+l<af>. Disto segue que mi+s+l¢:m:+s+l<8f>.

Sendo r+s > 0, temos que f & (r+s,k+s)-determinado.

1.7. COROLARIO: Sejam £,g ¢ m, < CO(Rn) germes de fungoes de
Morse.
.k _ .k
Se para algum k ¢ Z, k =2 2, jT£(0) = jTg(0),

entio, f e g sdo (k-1)-equivalentes.

Demonstracdo: Sendo f um germe de funcdo de Morse, entao
<3f> = m . Portanto, m§+l = mék_1)+l<af>.

Como k=2, segue que f & (k-1,k)-determinado.
Pelo fato de termos jkf(O) = jkg(O), 'segue a

(k-l)-equivaléncia de f e gq.
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1.8. COROLARIO: Seja h (%3, ..., x) uma forma homogénea real
do grau a 2 2, com u(ha) < » e nz 2,

Tem-se:
(i) se a = 2, f e (1,2)-determinado;
(ii) se a = 3,.,f e (n-1,n+l)~-determinado;

(iii) se a

\%
oS
-

f @& (r,k)-determinado, onde

R
Il

(n-1) (a-2)~-1 e Xk = n(a-2). Além dis

so, ha nao & [n(aQZ)-l];determinado.

Demonstracao:

(i) : imediato.
Provemos (ii) e (iii).
Sendo ha uma forma homogénea do grau az 3,

com u(ha) < », segue que ”ha é semi-quase-homogénea do tipo

(1;%, ooy %). Por Arnol'd ([1l]), temos que em qualgquer base

monomial de Q(ha), existe exatamente um monomio basico com

2 -~ . - 3
grau dmax = n(l - 3) e que, todo monomio com grau maior que

_ ~ 1 1l =
dmax (com relagao aos pesos (3, ceoy 3)) esta em <8ha>.

= -2 -1 -
Como dmax = n(l a) a[n(a 2)], segue que

mn(a—2)+l

n c <3ha>. Pelo fato de serem alha, ceoy Bnha homoge

neos do grau a-l (com relacdo aos pesos (1, ..., 1)), segue

mn(a-2)+1 ; m(n—l)(a—Z)

que n n

<Bha>.

Se a = 3, entao mg+l c m2—1<8fa>. Disto se-
gue que m2+2 c‘m§<8ha>. Como n 2 2, temos que h3 e (n-1,n+l) -
-determinado. Observemos que podemos melhorar o grau de determi-
nagao, dependendo de n, isto €, para n 2 3, h3 & (n-2,n)-

-determinado. .
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4, entio mn(a=2)+1 . n (n-1) (a=2)

v

Se a <8ha> im-

n n

plica que h_ é ((n-1) (a=2)-1,n(a-2))-determinado.

mn(a--2)
n

Se < <dh_>, entao por (I - 5.2) segue que

existe uma base monomial de Q(ha), cujo grau de. cada monomio

com relagao aos pesos ( ceey %) @ estritamente menor @ que

1
_a‘r
d = n(l - %), 0 que & um absurdo. Logo, ha(a > 4) n3o &

max
[n(a-2)-1]-determinado.

1.9. OBSERVACOES: Para n = 2, (iii) poderia ser provado por

outras vias como segue: sendo u(h,) < =, se

gue por Kuo ([11]) que 3;h e 93,h, sao primos entre si.

Sendo Blha e azha homogéneos do grau a-1, primos entre
si, segue por Lu ([15]) que mga_3 c <3ha?..’Pela homogenei-

. 2a-3 _ _a-2 S
dade de alha e azha, temos que my < m, <Bha>, acar

retando a (a-3,2a-4)4determinagéo_deA hé(a > 4). Como

a-3
dimpm, 4 (M5

gue que h, ndo & (2a-5)-determinado.

<d;h_ ,9,h >) < 2a-4 < 2a-3 = dim.H, _,(2,1), se

De uma maneira mais geral, temos o:

1.10. COROLARIO: Seja £ ¢ m_ c Co(Rn) tal que, £(Xq,...,X ) =

n
. /

=f (X ,...X ) +f (X ',o.o,x ) +.c-+
a; 1l ! ry a, r1+l r,

+ ... + £ (x ;e.+,X_) com H(f) < » e

: ay rk_1+1 n

3 < a; < a, < ..._5~§k inteiros e fai e ho-

mogénea do grau hiv, i=1l,...k; (n22).
Entao, f @& (r,s)-determinado se a, 2 4, e

(r+l,s+1)-determinado se a; =3, onde
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[}
i

(a,~2) +

1'%
tolrymrg) o+l 4 (n—rk_l)(ak-Z) e

r = s-ak+1.

Demonstracao: Se f e g sao dois germes semi—quase-homogé

neos do mesmo tipo (d;al, e ey an), entao, con

siderando B e B' duas bases monomiais de Q(f) e Q(g)
respectivamente, e, 1 € Q, entao o nﬁme;é de monomios de B-
com grau i, & exatamente igual ao nimero de mondmios de B!
com grau i, com relagao aos pesos Qg7 «ver 0 )y conforme
- a a
([1]). Logo, considerando g(xl, ey xn) = xll + ... + xrl +
a, a, ap ay 1
+ X + ... + X + ... + X + ... + X : ’ com
rl+l ritr, rk_l+l | Ty 1%
ry_qtr, = n, temos que f e g sdao semi-quase-homogéneos do
mesmo tipO (l;a—l', s oy 'él—'_al—, * 0 0o -a'l" LR i, e o oy —];- .
1 1 32 2 qx 8
_ 1 1 -
Portanto, d . = EI[rl(al 2)] + ...+ ak[rk(ak 2) 1.

Combinando este fato, com (I - 5.2), temos o re-
sultado, e além disso, segue que f nao & (s-1) ~determinado
(a1 > 4),

J. Martinet ([161) demonstra a seguinte proposi-

Gao, que & uma conseqgiiéncia imediata de (I - 3.2):

"Sejam f,g € m [S Co(Rn) com mk+l c m§<8f>.

n
Se f-g ¢ mi+l, entao f e g sao equivalen

tes."

Para uma resposta mais geral, temos o:
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1.11. COROLARIO: Sejam £f,g « m, < ¢ (R"), com m§+l S

o)
mr+1<8f> e r =2 1.

Se f-g ¢ m§+l, 'entdao f e g sao r-equi-

<

valentes.

§ 2. Perturbagoes em m, de Germes Finitamente Determinados

Sejam f,g « my < CO(R2), tais que, f(x,y) = x2y + y3
e g(x,y) ='y2. Consideremos ft(x,y) = x2y + y3 + ty2.
Temos que fo é 3-determinado, pois, mg c m§<8fo>.
Mostremos que £, nao & 3-determinado para t # 0.
Usando técnicas de ([2]), temos:
0 2 2 1.2 4
§'§ft = 0 <=> x“+3y°42ty = 0 => y = y(x) = - 3¢ + 0(x7),
se t # 0.
Logo, £, (x,y(x)) = x?(- mex? + 0(x")) + e(Lx* + 0x®)) +
: 4t
6, _ _ 1.4 6
+ 0(x7) = 7gx t 0(x ).
Portanto, f, & equivalente a x% & y4, conforme t<0
ou t > 0. Disto segue que f, € 4-determinado mas nao 3-de-

terminado (t # 0).
Em vista deste exemplo, vamos propor o seguinte proble

ma:

o

"Seja f ¢ m, < Co(Rn) k-determinado e seja Poe myg

com o € Z, o 2 1. Considerando. ft = f+t9, qual
© menor o de um modo geral, tal que, £, & k-deter

minado para t ~ 0 2"
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Para dar uma resposta a esta questao, demonstremos a

seguinte:

2.1. PROPOSICAO: Seja f ¢ m. < Co(Rn) (r,k)~-determinado, com

l <r < k.

: _ s n
uma familia de germes a s-parametros, com
P, ¢ m§'r+l, A e U, onde U & um aberto

de R° contendo 0.
Entao, definindo fk'= f+wk , tem-se fA
(r,k)~determinado se A pertencer a uma bola

de centro em O e Rs e raio suficientemente

pequeno.
Demonstracdo: Sendo £ (r,k)-determinado, entdo temos m§+1 c
c mr+l<3f>. Sejam Pysr «oer Py R-geradores de
Hk+l(n,l) (R-espago vetorial das formas homogéneas reais de
grau k+l1 em n indeterminadas). Denotemos ’Hk+l(n,l)

= <p1, LR Y 4 pt>RO

n
| Logo, para 1.2 j s t, temos pj = igluijaif modulo
k+2 onde r+l
mn 7 aij € mn °
_ n n n
Tomemos Py = iglaij(aif+aiwx) = iglaijaif + iélaijaiwl’
j = l, 2, .l., t.
k=~r+1 r+l
. Como wA € my e uij € mn ' segue que
k+1 .
iglaijaiwx e m, ~, para todo 3 =1, ..., n e A e U

k+1, O

K+1-

Nestas condig¢des, j pj(O) = Py

j=1, ..., n. Como Hk+l(n,l) = <Pys eevy PO+ Segue que

existe uma bola aberta B(0,e) < U, de centro 0 ¢ RS e raio
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€ > 0 suficientemente pequeno, tal que,

Jk+1— k+1—
Hk+l(n,l) = <j pl(O), ceey J pt(O)>R.
r+l - k+2
Portanto, Hk+l(n,l) < m <afk> modulo my para
A e B(0,g).
Logo, m§+l < mi+l<8f> + m§+2, se A ¢ B(0,e).

Como r =2 1, segue que £y &€ (r,k)-determinado pa-

ra A e B(0,e).

2.2. OBSERVACOES: Como podemos observar na demonstracgao da pro -

posicao acima, as condigoes impostas a A em

wA ’ sO sao importantes para a parte homogénea de grau k-r+1

de wk' Como caso particular disto temos o:
2.3. COROLARIO: Seja f(X,, ..., X_) uma forma homogénea real
_— 1 n _
do grau a 2 4, em xl, e ey xh com n = 2

e U(f) < =, Seja wk = hy + Y uma familia
de germes a s-parametros A = (Xl,...,ks) € RS,

A ¢ U um aberto do R® contendo o, com

a+l
hk € Ha(n,l) e VP e my.

Entao, existe uma bola aberta B(0,e) ¢ U, com

centro em 0 ¢ Rs e raio e > 0 suficiente-
mente pequeno, tal que f+y, e ((n-1) (a-2)-1,

n(a-2))~-determinado se A e B(0,e).

Demonstracao: Por (1.8), temos que f & ((n=1) (a~2)-1, n(a-2))-

mg(a—2)+lc"#n—l)(a—2)

-determinado e portanto, <3f>.

Como [n(a-2)+1] - [(n-1)(a=2)] + 1 = a, h, € Ha(n,l) e

A
P € mi+l, entao, o resultado segue para fk = f + wx R onde

Py = hy + 0.
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De um modo mais geral, temos o:

2.4, COROLARIO: Seja f(xl,...,xn) = fal(xl,...,xrl) +
+ £_ (% reeesX )+ Ll + (% reeogX ) cOM
a, “ry+l r, a £t n
p{f) < o, 4 < aj; < ... <Ay inteiros e fai
homogénea do grau a, (i=1,...,k). Conside-
remos fk = f+¢x , onde wk = hk+w v com
ak+l
hy, ¢ H (n,1) e P em , uma familia de
ay n
germes a m-parametros A = (Al,.o.,xm)er c Rm,

U aberto contendo 0 ¢ Rm.

Entao, existe uma bola aberta B(0,e) < U com
centro em 0 ¢ R' e raio e > 0 suficientemen
te pequeno tal que, para Ae B(0,c) tem—se fk

(r,s)-determinado, onde (r,s) sao dados por

(1.10).

2.5. OBSERVACOES: Considerando o exemplo do inicio dc paragra-

fo, isto &, f(x,y) = x2y + y3g Pi,y) = YZ
e ft = f + tp, temos fo = £ @& (1,3)~-determinado pois
mg c m§<afo> e ft néo & (1,3)~determinado se t # 0. Neste
caso temos k = 3, r =1 e wt = ty2 € mgnr. Logo, a propo~

sicao (2.1) da de um modo geral, a melhor estimativa para a per

turbagao, no sentido de preservar a (r,k)~determinacao.

§ 3. Alguns Equivocos da Literatura

Encontramos na literatura, alguns equivocos relaciona

dos com o tipo de questao abordada pela proposic¢ao (2.1).
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3.1. J. Martinet, ([16]), propoe o seguinte problema:

"Sejam || uma norma fixada em Jk-l(n,l) e fem,
' k
tal que, m, © m,<3f>.

Mostrar que existe e > 0, tal que, para todo ge:mn

com ljk—lf(O)-jk-lg(O)I < £, tem-se mﬁ c mn<ag>."
, _.3,.4 4
Para tal, seja f£f(x,y) = x"+y < m,. Logo, my <
< m,<3f>. Tomando gt(x,y) = x3+y4 + t2x2 + 2txy2 , temos que

= @ equivalente .a x% y6, conforme t >0 ou t < 0,

é%gt = 0, teremos 3x2 + 2t(tx+y2) = 0.

De fato: Fazendo
2 4
Para t # 0, temos x = x(y) = - %? + 0(y’). Logo,
g, (x(y),y) = - Lz + 0iy%).
t
Portanto, gt e equivalente a x2 * y6, conforme

t>0 ou t< 0. Logo, mg S <3gt>; mas mg # m2<agt>, para
t # 0.

3.2, D. Siersma, ([23]), registra a séguinte proposigao:

"Sejam £,V € m,oe £, =f+ tp, com t ¢ R,

t
k+1 2 k+2 k+1

» - k+2
Se m c m_<3f> + m , entao m
n n n n

2
¢ mn<8ft> + mn '

para t suficientemente pequeno."

Um contra-exemplo para tal proposigao, &€ o exemplo tra
tado no inicio do paragrafo anterior.

Como sabemos por (I - 7.1), trata-se de uma singulari-
dade 0O-modal.

Outro contra-exemplo, & dado pela singularidade l-mo

dal J10 : x3 + y6 + tx2y2, com 4t3 + 27 # 0. (Esta tltima
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condicdo & para garantir a determinagao finita do germe) .

Para tal, consideremos f(x,y) = x3+y6 e w(x,y)=x2y2.

Temos m; c m§<kz,y5>. Logo, f & (l,6)-determinado.

Seja f_ = £ + ty. Logo, <3f,> = <3x2+2txy?, 3yo+txly>.

Para t # 0, 4t3 + 27 # 0, “temos que m§<8ft> modulo

8 _ 4 5 6 .7 _6 52 43 34 25 6 .5 4 2 33 .24
mz = <KX L,XT,X X X YXY XY XY XY (XY (X YXY XY XY

x4y,x3y2,3x3y + 2tx2y3,3x2y2 + 2txy4,3x2y3 + 2txy5,3y7 + tx2y3>R.

A escada de <8ft> contém a seguinte configuragao:

¥

LS

Como f, & quase-homogénea do tipo (l;%,%), segue por

(I - 6.3) que u(ft) = 10. Por (I - 5.1) segue que a escada de

<3f, > é dada por:

Y
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Disto segue gque y7 € <3ft>.

Por outro lado, y7 £ m§<3ft>, pois do contrario, te-

riamos y7 € <3y7 + tx2y3,3x3y + 2tx2y3,3x2y3 + 2txy5>

paco gerado por todos os geradores de m§<8ft> modulo mg ; Qque

R’ © R-es

estao ligados a y7. Mas isto & um absurdo.

Logo, f_ & (1,6)-determinado e f, & (0,6)-determina

do, mas nao (1,6)-determinado se t # 0 e 4t3 + 27 # 0,

3.3. No mesmo trabalho, ([23]), Siersma afirma que a proposigao
acima citada, continua verdadeira para pertdrbagSes com s-

~parametros, s z 2.

Tomando f A (x,y) = x3+y4 + Xlxz + kzxyz, e consi-
1772
derando o caminho xl = (—7?—)

(3.1). Logo, tal afirmacao & falsa.

A

2 . .
, cairemos no exemplo visto em

3.4. Ainda Siersma, ([23]), como conseqgiiéncia da proposigao cita

da em (3.2), registrou o seguinte resultado como corolario:

"Sejam £,V € m, o tais que:

(1) mk+l c m2<3f> + mk+2;
n n n

(11) 9 £ m_<3f> + m§+l

Entao, f nao & equivalente a f + tY, se t for su

ficientemente pequeno."

Tal corolario & verdadeiro, embora no referido traba~
lho, tenha sido "demonstrado" fazendo uso da proposigcao citada

em (3.2). Passemos a demonstra-lo:
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Por (i), temos que £ & k-determinado.

seja  v(t) = 3¥£(0) + £550(0), t e R.  Se existir

e > 0, tal que, para todo t ¢ (-g,e), Y(t) € Rkjkf(O), entao,
y(t) @& equivalente a ’jkf(O) gue & equivalente a £, para to
do t ¢ (-e,e). o

Logo, y'(0) = jkw(O) e'T;sz, onde oz = jkf(O). Co-
mo Tszz = mn<af> modulo Mi+l, seé%e que Y € mn<3f> + m§+l,
contra (ii).

| Como em Jt(n,l), a interseccao de uma variedade 1li-

near l-dimensionai &i €5m uma RX-3rbita & um conjunto finito
de pontos ou uma reunido de intervalos abertos em L ([23]),se
gue que existe & > 0, tal que,  Y(t) £ sz, para todo
t e (-6,8), t#O0.

Portanto, f nao & equivalente a f + ty, para todo

t e (-6,8), t#0.

3.5. OBSERVACOES: Quanto a proposigao citada em (3.2), o erro

na "demonstragdo", consiste no seguinte argu

mento usado:

m mk+1
. n n .~
O autor considerou ¢ : > a projecao
mi+2 mi+2

natural. Pelas hipdoteses dadas, temos que

mi<8ft> + m§+2 m§+l
P ( ) = se t = 0.
mk+2 . mk+2
n n

Como a familia £ f + ty € continua em t, segue

t
que
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m2<8f‘> + mk+2 mk+l
W ( n t n ) = n
k+2 k+2 /
m m

n n

suficientemente proximo de 0 ¢ R.
Disto, ele concluiu erradamente que

para t suficientemente proximo de

k+1

nStl ¢ m2af > 4
n n

0 ¢ R,

t






§ 1. Decompo

Seja K

1.1. DEFINICAO:

1.2. DEFINICZO:
(1)

(ii)

CAPITULO TT11

SEPARACAO DE VARIAVEIS
sigoes

= R ou C.

Seja I =1, . o simbolo de Boardman de
l 2 . o @
um germe f ¢ m. < Co(Kn). Por uma decomposi-

gao de r , entenderemos a soma zj +
1 ® o @

+ I, , com 1 < jl'zl , € por uma decom-

1 v

pésig&o completa de I , entenderemos a soma
I = Zl Lt et Zl com i, parcelas,

onde I + I = Z , com ti =

. n '
Seja f ¢ m, < CO(K ), com n 2 2,

f se decompoe, se para algum r ¢ Z, l<r<n,
f for equivalente a um germe da forma

g(xl, ey xr) + h(xr+l, ceey xn).

A

f se j-decompoe, onde j ¢ Z, 1 <3 n, se
a
f for equivalente a um germe da forma alxll +

25

J
a; « z, a; 2 l, para i=1, ..., j. Para o

+ ... + ajx + g(xj+1, ceey xn), onde aie'K,

caso de 3j =n, diremos que f se decompode

'

completamente.

35
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(iii) £ admite uma boa-decomposigao, se £ for equi
valente a um germe da forma £_ (x,, ..., X_ ) +
a, 1 rq

+ fa (xr 17 ceer X ) + ...

'oo.’x )'
2 1 r, +1 n

+fak r-

onde a; €2, a;:= 1, fa & uma K-forma homo
i

génea nao degenerada de grau a, (i =1,...,k)

€ a, < a, < ... < a,.
: k

(iv) f admite uma semi-boa-decomposigao, se £ for

equivalente a um germe da forma fa (xl,...,xr )+

1 1
+ £ (x ceey X_ ) ...+ F reeesX. ) +
a, rl+l' ' r, qk r l n
+ h(xl,...,xn), onde fa P sao camo em (iii) e
ak+l 1 ‘
h ¢ m e m £ <3f,f> (s conforme I - 1.10),

1.3. PROPOSICAO: Seja f ¢ m2 < C_(K™), com £(x;, ...p x) =

= g(xl, ceey Xr) + h(x ceuy xn) e 1<r<n,

r+1/'
Entao, u(f) < «, se e somente se, p(g) < =
e u(h) < «» como germes de Co(Kr)<aCO(Knmr)

‘respectivamente, e, u(f) = u(glu(h).

Demonstracdo: Podemos supor que f, g e h sao polinomiais.

Seja K = R. Denotemos por fc, 9o © hC as
complexificacoes de f, g e h, respectivamente.
Temos por ([13]) que, dimR Q(f) = dimC Q(fc) (analega
mente para g e h) . ,
Logo,

n
(R ) : , CO(C )

wif) = dimg Ta'g—,sh—;‘ = dime g, oRe
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2 2 2
Como f ¢ m,r Segue que g e m_ e h € Moy * Portanto,
€ m2 e h. e m2 Disto segue que W(f) < » se e somen
9¢ r C n-r ° E -
te, p(g) < = . e p(h) < =,
Mostremos agora que u(f) = u(g)uh).

Para tal, sejam F, G e H, germes de aplicagoes ho-

lomorfas, definidos por:

n-r n-r

G:cr,0-ct,0; 8 :c™%0-»cTt,o e

r

F:ct xcT%,0->ct x cl”

r . '
0, tais que,

Gx) = (379-(x), ..., 3. 9,(x)),

Hy) = (8;h (y), ..., 3 _ ho(¥)) e

F(x,y) = (G(x),H(y)), onde x = (xl, ooy xr) e
y = (xr+l' ceor xn) |

Com tais notagoes, temos que,

C, (€Y . co(cr)
w(g) = dlmc G5’ ulg) = d—:.mc G e
¢ (™)
p(h) = dimC TS .
Por ([13]), podemos considerar 0 ¢ interior Al’
r . , n-r ~
A, < C7, 0 e interior A,, A, < C , onde A, e A, sao re

tangulos fechados nos respectivos espagos, e, (xo,yo)ecrxcn*r,

tais que:
(1) u(g) = cardinalidade de G-l(xo)-n Ay
(2) u(h) = cardinalidade de H'l(yo) nA, e,
- . . -1
(3) u(f) = cardinalidade de F (xo,yo) n Al X Az.
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Portanto, u(f) & o nimero de solugdes da equagao
F(x,y) = (xo,yo) em Al X AZ' Como F(x,y) = (G(x),H(y)), se-
gue por (1) e (2) que u(f) = p(glu(h).

Para o caso K = C, prova-se de maneira analoga.

1.4. OBSERVAGCOES: A proposicdo & em geral, falsa para £ /£ mi.

Para tal, basta tomarmos f(xl, ceoy xn) =
= g(xl) + h(x2, e xn) com g(xi) =x; e h ¢ m: ’ n > 2,

Portanto, u(f) =0, u(g) =0 e u(h) = o,

Como conseqiiéncia imediata de (1.3), temos o:

1.5. COROLARIO: Seja f « mi < C (KM, nz 2.

‘Se f for equivalente a um germe da forma

.. + f (x ceey X ) +
fal(xll . r xrl) a2 rl+l’ ! rz
+ ...+ £ (% ; oeeer X )+ DXy, e0e, X))
ay Trp_q+l " “n 1’ n'’
ak+l .
com h e m (2 < a; <a, < ... < ak), entao,
r r,-r r.-r
_ ol _v271, 4372
u(f) = (al 1) (a2>l) (a3 1) cee
r,_.~r n-r
k-1 "k~-2 k-1 - -
(g _1-1) (a -1) , orde fal € hamogé
nea do grau aj; , nao degenerada.
Demonstracao: Seja ga(xl, ey xn) uma K-forma homogénea do
grau a em X3, ...; X nao degenerada. Por
(I - 6.3), temos que u(ga) = (a—l)n.
r n-r
_ _ 1 _ _ k-1
Logo, wif, ) = (a;-1) 7, u(fa ) = (a-1) e
1l k
TiTFi-1
u(fa.) = (ai—l) , para i =2, 3, ..., k-1,
i

)U(fa ) oo ulf ).

1 2 '

Por (1.3) temos que Lufai+“”+fﬁ3 =1Mfa
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Temos que, f & equivalente a um germe semi-quase-

-homogéneo do tipo

= A1 1 1 1 1 1,
7 © 0 0y ’ ’ oo 0o g 7 o o oy ' LU i r * 0 0y

21 2 &y ay k-1 ax-1 %% ax
r ) ry Tx-1"Tx-2 n=ry.1

onde a parte quase-homogénea nao degenerada (fo ¢ conforme I -

- §6) e £ + f + ... + f_ . De fato: seja g um mono
a a a -
: 1 2 k
. ak+1

mio nao nulo de mn . Denotemos por c; » a soma dos ex
poentes das variaveis de fa que efetivamente comparecem em
i :

2 2
g. Portanto, Cyr eevs Cp 2 0 e cl+c2 + ... + Cy a, + 1.

Como 2 < a; <lay < ... < a, entao, o grau de g com rela-

cao aos pesos

L 11 1 1 11 1,
’ e o sy ’ 7 . e g ’ e s o g ’ oo ey ’ ’ e e sy
! 1 %2 22 k-1 k-1 %k %
1 271 Tx-1"Tk-~2 "Iy
c c c c c c
e 1 + 2 + ...+ .3 2 e + —3 + ... + §£ 2 1+ gL. Logo, a
a; & a % % k k
nossa afirmacao estd provada.
Por (I - 6.1) temos que
r n-r k-1 r,-r.
A I k-1 o FiTTia
1.6. COROLARIO: Seja f ¢ mi - m§+l , com p(f) < o, r 2 3

e n=> 2.
Se f 1l-decompoe,,entao existe a ¢ 2, com
l<a<uyu(f), talque, a=r-1l, a divide

u(f) e u(f) 2 a(A-n+l), onde
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Demonstracao: Por hipotese, f & equivalente a um germe da for

b
ma aqyxq + h(xz, ey xn), com b 2 r, al € K,
a; #0 e he mi_l. Por (1.3) segue que u(f) = (b-1)u(h), onde
¢ (k" h
U(h) = dlmK '<—ah>— R

Logo, <3h> < mi:i, como ideais de Co(Kn—l), e portan

tO,

r—
u(h) = ZEO(L £— ) - n+l, ~onde ( X )

3

o nimero de coeficientes de um polinomio homogeéneo genérico do

grau k em m indeterminadas. Seja

r-1 n+f-2

_ n+r-2
A = Zgo( 2 ) ( )

r-1

Tomando a = b-1 > r-1 > 2, segue o resultado.

1.7. OBSERVACOES: (1.6) e falso para n=1 ou r = 2, Para
tal, basta observarmos os germes f(x) = x8 e
g(x,y) = x2 + y6, Por outro lado, a hipotese de 1l-decomposicao

também & indispensdvel, como mostra o exemplo h(x,y) = x> + xy3.

. 2
Seja f : K',0 » K,0, com f e m f(xl, ceer xn) =

= g(xl, cees xr)'+ h(xr+l, ooy xn), l <r<n e g,h e m_.

n
1.8. DEFINICXO: B? = B, B; = simbolo de Boardman do germe
g : Kr,O + K,0 e BE*r = simbolo de Boardman

do germe h : Kn-r,o + K,0.

}

Com tais notag6es, temos a:



. n _ .r n-xr
1.9. PROPOSICAOQO: Bf Bg + Bh .
~ . _ r _
Demonstracao: Sejam Bf = Zi i Bg Zj . e
172 1
n-r
B = I
h Kl cee
Como f ¢ m2 é'e m2 é h € m2 segue ue
n' r n-r ’ d

il =.n , jl =r, 21 = n-r , e portanto, il = jl + Zl.

Temos também que

§<f> = <g+h, alg, ceey Brg, ar+lh’ ceey anh>
como ideal de Co(Kn), §<g> = <g, Blg, ceey Brg> como ideal

r _ _
de CO(K ) e, §&<h> = <h, 3r+1h’ ooy anh> como ideal de
n-r
CO(K ).
2 ‘ 2

Como g = g(xl, . xr) em_ h=h(xr+1,...,xn) € Mo _rv
segue que i2 = j2 + ﬂz.

Suponhamos que £ ¢ mg - mg"'l , com c 2 2, Logo,

c c ¢ _ ct+l c _  ctl

g em, e h ¢ Moy * com g e m; m. ou h ¢ mn-r mn~r'

Nestas condig¢des, com raciocinio analogo ao usado aci-

ma, segue que ia = ja + Ka , para 1l < a < c.
c c+l . c-1
Como f ¢ m, = m, ", com c > 2, seja posto § <f>=

= a # 0.

Se a=n, entao a proposicdao esta demonstrada, pois

g = g(Xqs v0ey x.) e h=nhx_,, ...y xn).
Seja 1l < a<n. Como g e ms e h ¢ mg_r , eXistem
s elementos de 6c—1<g> e t elementos de 6 I<h> (com

t+s = a) cujas partes lineares sao K-linearmente independentes.
Aproveitando estes elementos, fazemos uma mudanga de

coordenadas da forma:
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Xi = Xi(xl' . xr), i=1, ..., r
)
Xj = Xj(xr+l, ceer X)), 3 =r+l, ..oy n
c-1

tal que: 8 <f> @ equivalente a um ideal da forma

<G(Xs+l’ ooy xr) + H(xr+t+l' ceey xn), Xqr sens Xgy

pl(xs+l, e s o g Xr), « ooy pu(xs+ll -.‘., Xr), Xr+l, --.,»qu.t,

ql(xr+t+l’ c ey xn), ey qv(xr*t+l, ceos xn)>

como ideal de Co(Kn); i

dc-l<g> € equivalente a

<G(Xs+l, ...,,Xr),' le oo o g XS’ pl(Xs+l, LI I 4 Xr)rtp-l

ceey pu(xs+l' ceey xr)>

como ideal de Co(Kr), e, s lns & equivalente a

<H(x cieg X

b1’ e Xp)e Xpgs r+t’

ql(xr+t+l’ e o oy Xn), e e oy qv(xr+t+ll LR A 4 xn)>

n-r 2
.~), onde H, Qqr eee Ay €M e

como ideal de CO(K
: 2
G, Pir ceer Py € M-

Considerando a matriz:

I, 0 0 0

0 (8ipj) 0 » 0
M=o 0 I, 0

0 0 0 (3,9,

_o (3,6G) 0 (3 H) |,
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onde i=s+l, ..., r; j=1, ..., u; w= rft+l, cee, N e
m=1, ..., v, segue que
c _ C=-1 , n
§ <f> = § <f> + <8ipj, awqm, aiG, awH>CO(K ),
o] _ c~1 r
§<g> = § <g> + <aipj, aiG>CO(K )
C _ <Cc-1 - ' n~r,
e §°<h> = § <h> + <awqm’ awH>Co(K ).
Como pj = pj(xs+l' ey xr), d, = qm(xr+t+l' . eoy xn),
G = G(xs+1, ey xr) e H = H(xr+t+l’ ey xn), segue que
posto §C<f> = posto 6c<g> + posto Gc<h>, donde concluimos que
lc+l = Jc+l + £c+l'

Seguindo raciocinio analogo, aproveitando em cada esta
gio as fungoes cujas partes lineares sao K-linearmente indepen-
dentes, mantendo as variaveis separadas, teremos ik = jk + Zk '

k 2 1.

1.10. OBSERVAGCOES: Tomando f£(x,y) = g(x) + h(y), com g(x) = x

e h(y) =y, tem-se il =1, jl =0 e

Zl = 0, Portanto, (l1.9) em geral & falsa para f ¢ m, - mi.

1.11. COROLARIO: Seja f ¢ mi c CO(Kn),‘ equivalente a

foo(xy, oo, X ) + £_ (x p oeeey X_ )4 ..+
al 1 rl | a2 r1+1 r,
+ ... + f_ (x y sesy X)) + h(x,, «.., X)),
a Trp_;*l n 1 n
onde f_ & homogénea do grau a; . nao dege-
i
nerada, (i =1, ..., k), 2 Sa1‘<a2'<... <a.k e
a, +1
h ¢ mnk .
r r.,-r r, .- n-r.
~ _ 1 271 k-1 k-2 k-1

a3 a -1 3
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Demonstracao: Sendo 2 < a, < a, < ... < a,, Segue que pos-
! 2 k', 2
to S 1 <f> = 0 e posto S 1. <f> = r,- Lo
go existe mudanca de coordenadas da forma:
Xi = Xi(xl' ey xrl), i=1, ..., ry
P
X. = x, > r.+1
n I I Sl a,-1
tal que, ¢ <f>,
€& equivalente a um ideal da forma SKys oeeey X2 +
al—l : al-l ak-a1+2 1
+ & <f_ >+ ...+ 8 <f_ > mddulo m .
a - a n
2 k
Como 2 < a-l < a, < +.. < ay seqgue dque
a2-2 a,-1 _
posto § <f> = r e posto § <f> =r,, pois f£ e
1 2 - Ay
nao degenerada em X ¢t se+es4 X_ o« Do mesmo modo como acima,
. r1+l r,

existe uma mudanca de coordenadas da forma:

tal que, § <f> € equivalente a um ideal da forma

a,-1
2 <f > + J.. +
2 a3
a.-1 a —a2+2
<f_ > modulo m
™ n

Seguindo com o mesmo raciocinio, teremos o resultado.

Nosso objetivo neste capitulo & dar para algumas clas-

ses de germes, condigoes necessarias e, para outras classes,
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condigoes necessarias e suficientes para a decomposigdo do ger
me, conforme (1.2).
Neste contexto, temos o conhecido Lema, que em nossas

notagoes, pode ser enunciado da seguinte forma:

1.12. Splitting Lemma: Sejam f ¢ mi - mi e Jj a caracteris

tica da matriz Hessiana de f em 0 ¢ Kn.

Entao, f j-decompoe.

Ainda neste contexto, temos o seguinte Teorema devido

a Oka ([201]):

n

1.13. TEOREMA: Seja f um polindmio em C" x C tal que

f(z,0) = g(z) + h(w), onde g(z) e h(w) sao

LA - n m
polinomios quase-homogeneos em C e C res-

pectivamente. Sejam Ff = f-l(l) c c? x Cm,

F_= g-l(l) cc e F = h-l(l) c c™.

g h
Entao, existe uma equivaléncia natural de homo-

top;a}entre Ff e Fg * Fh r onde Fg * Fh € o

Jjoin de Fg e F, coma topologia forte.

O Teorema de Oka (1.13), foi enunciado apenas por ter
um conteldo proximo do que estamos estudando, mas nao o utiliza
remos em momento algum neste trabalho.

Como decorréncia imediata do coroléario (1.11), temos

o:

1.14. COROLARIO: Seja f «¢ mi IS COQKn), com p(f) < o,

Se f for equivalente a um germe da forma:



46

foo(Xq,000,%x ) + £ (X peeesX_ )+ ol +
1 1 ry a, rl+l ! r,

fak(xr +1,...,xn)+h(xl,...,xn) (confarme 1.2 -
-1

- iv), nao necessariamente com m° ¢ <of ,£> , seque que

B = ¥ +Z + .0t
f ry «.. rl 0 r2--r1 « o rz-rl 0
L e — v 7
al-l az-l
+ Zr - _ 0 +
k-1"Fk-2 **° Tx-1"Tx-2
ak_l—l
+ e
? Tp-1 *°° PTp 4 0
ak-l
r n-r k=1 r,=-r
— _ 1 _ k-1 _ i Ti-1
w(f) = (a;-1) “(a,-1) ;05 (a;-1) .
. 2 2 _ .3 4
1.15. OBSERVACOES: Seja f ¢ my < CO(K ), f(x,y) = x"+xy .

Sendo f gquase-homogénea nao degenerada do
tipo (6;2,1); segue por (I - 6.3) que p(f) = 10. Temos B, =
= 22 2110 = Zl 1110 + Zl 10 . Logo, £ nao admite uma semi-
-boa-decomposicao, pois do contrario, por (1.14) teriamos u(f)=8,
o que & uma contradicgdo. Portanto, as hipOteses de (1.14) sao

indispensaveis.

1.16. LEMA: Seja f « mi S CO(Kn), com u(f) <> e n 2 2,
Sejam A(u(f)) o numero de fatores primos de
u(f), contadas as multiplicidades e j € Z, com
l < 3j<n. |

Se A(u(f)) £ j, entdo f nao j-decompoe.



47

Demonstracao: Como u(f) < », entao se f j-decompoe, segue

que f & equivalente a um germe da forma
a. a,.

1 . .
ayXq + ... + ajxjj + h(xj+l' ceey xn), com ay #0 (i=1,...,3)
e 3 < Ayr weey aj P h ¢ mi , pois £ ¢ mi (ai e K).

-Por (1.3) seque que u(f) = (al—l)(az—l) con (aj—l)u(h),
n-j
CO(K )

2, pois h ¢ m3

onde u(h) = dimK n-j

<3h>

Sendo Qg7 sees By > 3, segue que A{(u(f)) =2 j+1, que

J
& contra a hipotese.

1.17. OBSERVAQOES: Seja £ e m_ < CO(Kn), n=2, com

1 P._qt1
_ .2 P1+ n-1
f(Xl, o« s 0y Xn) - Xl + x2 + L Y +Xn r

onde 3 € py < ...<p _y € Pys «..r Py S3a0 inteiros pri-

mos, Logo, A(u(f)) = n-1 pois, u(f) = PPy ++- Pp_y- - Por

tanto, (1.16) & falso em geral, para £ ¢ mi - mi.

1.18. COROLARIO: Seja f « mi c Co(Kn), com n = 2 e uif)
primo. |
Entao, f nao se decompoe e nem admite uma

semi-boa-decomposicao.

1.19. COROLARIO: Sejam £ ¢ m-

n © CO(Kn), n 2 2, semi-quase-ho

mogénea do tipo (d; Qys wees an) e

d - d |
BS = ——72;———-, para s

3

1, LU 2 n.

Se A(Blsz .o Bn) < j, onde j ¢ 2, l<j<n,
entdo f ndo j-decompde. Além disso, se

Bl «es B for primo,Aentéo f nao se decom-

]

poe e nem admite uma semi-boa-decomposigao.

PR

TIT

0
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§ 2. Invariante A

)
Sejam f ¢ mi c Co(Kn) e a (se existir), o menor
inteiro positivo tal que, mi c <3f,f>, Tal o existe, se

e somente se, f for finitamente determinado. Suponhamos en-
tao que p(f) < o,

Nas condigOes acima, seja 8 o maior inteiro tal que,

m® c m8<af,f>.
n ./ .n
[
0
2.1. DEFINICAO: o= al(f), B = B(f) e AO = Ao(f) = a(f)-B(f).

2.2. LEMA: Aé & um invariante da R-Orbita (ﬁ—é:bita).

Demonstracao: Sejam K = R, mg c mﬁ<8f,f>, com o = al(f) e

B =B(f) e g = fop, onde P € R.
Logo, Y% : CO(Rn) > C_(R") . & um isomorfismo de R-3l
gebras, onde P*(h) = hep. Temos que, g'(x) = £' (P )P’ (x).

. P n .
Considerando €1r +-os © a base canonica do R, 1is

. i n
- A ;
to e, e; = (0,+..,0,12,0,...,0), i=1, ..., n, segue que
n 9.
—jL(x) = f'(w(x))(3§1§§l(x)e ), onde P = (wl, “eds wn). Por-
i
5 3, 1 of
tanto, 24 = [Z(——l o) T)x—JoyY, i =1, ..., n.
‘ Bxi Bx yj _
g Logo, (w_ ) *<3g,9> < <3f,f> e portanto, P*<3f,f> =
()
= <99,9>.
Sendo P* um isomorfismo de R-algebras, segue que
w*mn~= m, e poftanto, mi c mﬁ<ag,g>, com o = a({g)e B=R(g).
Disto segue que A & um invariante da R-Orbita.

o
Para o caso K = C, a demonstragao & analoga.
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2.3. PROPOSICAO: Seja f « mi c CO(Kn), com n 2 2.

Se f admitir uma semi-boa-decomposigao, en-

tao iA #0 e i>\o+l = 0, onde

Demonstracao: Suponhamos que f & equivalente a um germe da

forma fa (xl, ceer X y + £ (x ooy X, ) +

1 1 ay ry+l’ )
f ce. + fak(xrk_l+l, vo ey xn) + h(xl, ceny xn), com al,..,,akez,
2 < a, <a, < ... <apy fai homogenea do grau ay anig dege-
nerada em suas variaveis (i =1, ..., k) e h ¢ mnk . Por
(1.14), temos Bf = Zn i L4 g+ com ia _1=n—rk_lf0.
2 73 ak-l k
Como f_ € hamogénea do grau a; nao degenerada com
i
(f (X1, oee, X_ ) se i=1
a, 1l r,
_ f (x g eeeq X_) se 1 =k
fa. = 9 ap rk_1+l n
i
f. o(x ; «.es X_ ) se i#1,k
| Ty ri_l+l r..
L
ak+l _
e h e mn , 2 %5 a; < a, < ... < ay segue por hipotese que

mg ¢ <3f,£>, onde
g = rl(al-z) + (rz—rl)(a2-2) + ... +

+ (rk_l—rk_z)(ak_l—ZH%n—rk_l)(aku)

o] o+l
Logo, ma £ <of,f> + my e

v
Mostremos que mg+l c <93f,f> + mﬁ 2.
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Com as hipoteses dadas, temos que

ri(a;=2)+1 vy (nmr, ) (& -2)+1 ¥
ml 1 cm1<af >,m_klak Cmn]—(r <3f
(r.-r. .)(a,=-2)+1 Y.
i “7i-1 i i .
"t -r. € mpop <> (1 #1, k),
i “i-1 i Ti-1 i
, n-r
mo_. = <X 417 -+ X >C_ (K k 1),
k-1 k-1
T
m = <X., ey X_ >C (K 7)),
r1 1 rl o .
FiTfi-1
mr._r. = <xr. +ll "'I’xr.>co(K )' (l # 1,
i "i-1 Si-1 i

Y, = rl(al-2) - al+2 , Yy = (n-rk_l)(ak—Z) - ak+2,

i (ri—ri_l)(ai—Z) - ai+2 (1 #1, k).

<
L]

(ry-r, ;) (a;-2)+1 , N
Seja g em_*t 1 (i # 1, k). Entao,

FiTri-1
‘i tal
Iyr eeer 9. _ em_~_ , tal que,
. TiTFi-1 FiTTi-l
g = g,0 JIE_ ) + oo+ g _ d_ (£ ) =
lr,_+17ay r;=ry 1 fy 3y
FiTfi-1 FiTFi-1
I, 949 (f_ ) = LI, g.d (f_ +h) -
j=1 73 ri_1+3 a; j=1 3 ri_l+3 ai‘
Fi7Fi-1
L. g.9 . (h)
=1 3 ry_4*)

>

k)

e-
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a, +1 Y

" .
Como h e mo e gj € mr%-r. ’ segue que
i-1
r.-r
- +
l.;i Yg.o Lo () e ik
j JTry 13
Por outro lado, Yita, > vyyta, = (ri—ri_l)(ai—2)+2
Portanto,
(r,-r, ) (a,-2)+1 Y
m_ L oAb cm b <3(f. +h)> +
FiTFi-1 FiTri-1 3
(r,-r._,) (a,-2)+2 _
+m i7i-17 7 se i#1, k.
Analogamente, temos
r,(a,=-2)+1 Y r,(a,=2)+2
m 1T 1 cm t<a(e +n)> +m t1
T1 t1 1 n
(n-r, _ )(ab-2)+l Y
e m _r'k Ik com E <3 (f, +h)> +
N=Ty-1 n7rg-1 K
(n-r, .)(a,-2)+2
+ m k-1"""k .
'n
Seja p « mg+l - mg+2 um monomio dado por:
] s s s
5 ry r1+l r, rk_l+l
1 1 2 k-1
n
(= jgls =0+ 1).

Entao, temos:
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'Sy + ... + s > rl(al—2)+1'

ou s 41 T oeee ts 2 (ner ) (3 -2)+1,

ou S. +1 + ... + s 2 (ri—ri_l)(ai—2)+l , para algum

Suponhamos que exista je {2, 3, ..., k=1}, tal que

rd

s 4+ ...+ s_ 2 (r.-r. a.-2)+1
rj_1+l= rj ( 3 3-1)( 3j )
Entao,
Sr. ,+1 Sr. Y.+b
J-1 J J
Xp T hp e X Toem T <3(f, +h)> +
j-17 3 37 3-1 3
(r.-r._,) (a,=2)+2+b
+,,,n3 -1 73 ,
onde b = <Srj-l+l + ...+ srj) - [(rj-rjfl)(aj-2?+1]
Y;tb+a : o _
Portanto, p € m J <3(f_ +h)> + m0+2 ’ : onde
n ay n
a = (o+l) - (s + ... +s8_)
rj_1+l r;
. = =T =2)-a.+2.
e Y5 (rJ rj_l)(aJ ) ay
(o+1)-(a,-1) v
Dai concluimos que p «¢ m. 3 <8(fa +h)> +
J
+ m0+2.
n
Portanto,
(o+1)-(a, -1) :
+1 k o+2
mg com, <3f,f> + mo "
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pois 2 < a; < a, < ... < a . Pela semi-boa-decomposigdo de f,

segue que a(f) = o+l , B(f) = (0+l)-(ak-l) e Ao = ak-l.

Segue por (1.14) que ixo #0 e ixo+1 = 0.

2.4. OBSERVACOES: Ao € um invariante para equivaléncia es-

tavel.

2.5. COROLARIO: Seja f « mi c Co(Kn).
Se f admitir uma semi-boa-decomposigao, en-
tao, Ao divide u(f).

2.6. OBSERVAGOES: Seja f < C_(k%), f£(x,y) = x> + xy>. Neste

caso temos p(f) =7 e Ao = 4, Portan-
to, a hipdtese de semi-boa-decomposicao de f, & indispensidvel

para (2.5).

§ 3. Alguns Invariantes Diferenciéveis

Vamos introduzir'méis alguns invariantes diferencia-
veis, com os quais, para certas classés de germes, podemos dar
condigoes necesséria; e suficientes para a decomposigcao comple
ta,

Antes porém, lembremos que se Y € R (ou R), entdo

V] induz um R-isomorfismo (C—isomorfismo) de algebras

. n, n n
Pa 2 Co®RT) > € (RD)  (c (€ » ¢ (€M),
definido por Vi (£) = fo. Reciprocamente, dado

L n n, n, n
v C M) » e (RT) (e (c™ » ¢ (c™)
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um R-isomorfismo (C-isomorfismo) de algebras, entdao existe ¥ ¢ R
(0 ¢ R), tal que, Ve = Vo

Seja I c my < CO(Kn) um ideal de K-codimens3o finita.

o

3.1. DEFINIGAO: o(I) = min{a ¢ N : m_ c I};
8(I) = max{s e N : n®) < mfr} e,
Ag(I) = a(I) - B(I).
3.2, OBSERVAQGES: (l)‘Se I = <3f,£f>, segue de (2.1) que

A E) = A (1),

(2) Da mesma forma como em>(2.2), demonstra-
-se que o(I), B(I) e portanto A (I), sao invariantes di
ferenciaveis. Lembremos apenas que para simplificar tais demons
tragoes, podemos tomar I finitamente gerado pois, codK I < o

(Mather [171]).

Demonstremos agora um Lema, o gqual para o caso formal,

encontra-se em ([18]).

3.3. LEMA:. Sejam I < m_ c‘co(xn) um ideal, com

f >, e P ¢ R (ou R).

I = <fl' ooo" p

Ent3o, 9,01 = §9,I.

Demonstracao: Sendo I = <fl, ,..,'fp>, segue que.

Val = <E1o0, ..., £ 09>,
Logo, posto I = posto 9,I = r. - Entao, §T =1+ I,
e 89, I = 9,1 + (w*I)_r+l , onde I.41 © (w*I)r+1 sao os i-

deais gerados pelos menores (r+l) x (r+l) das matrizeé'

of a(fi°w) _ »
(5§j e (-—557——), respectivamente.

J
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Se r =n ou r = p, segue que Ir-i-l = (lp*I)ﬁl= 0,

e portanto, PeoI = 69, I.

Suponhamos r < n,p.

Consideremos o seguinte menor (r+1) x (r+l) de
(a(fiow)).
?—75;;—- :
[ i
a(flow) o a(flow)
axl axr+l
A = det .
a(fr+l V) 3(fr+1°w)
Bxl 8xr+l
Seja éel,...,en} a base candnica de K". Entdo,
d(£.00) "~ n 3f. 3
= o ' = . ""—k° -1 °
T (x) (fj P) ' (x)ey = [ L, —lay 5oV ) 1ev(x),
i k i
onde P = (wl, cees wn). Logo,
d(£.09) n of .
—_— = P, (LI,a —d)
X, k=1"ki 9y
i k
3y
_ k ~1
onde O 3§I°w .
Sendo ¥, um K-isomorfismo de 3lgebras, segue que:
n 3f, n Bf4
z U, N e« o0 _X_: u]< T T—
k=217k1l axk ; k=1"k,r+l1 axk
A=lp* det o-;.oo'o-.ooo;-ooc —
E . 9f 41 s 0
k£1%k17 ox, 0 k2%, r+lT 0w
L ’ ' J



Portanto, w*Ir+l =

3.4. OBSERVACOES:
3.5. DEFINIGAO:

e n(f),

3.6. OBSERVACOES: Como conseqgiiéncia de (3.2) e (3.3),

56

Bfl Bfl
axl axr+l
® ® 006 80060600 000000 r Onde o € Co(Kn)o
afr+l 3ff+l
9%y Xpy1

(VeI),.,q +» © entao, P,8I = 89,I.

O Lema (3.3) continua verdadeiro mesmo qﬁe

I c my nao seja finitamente gerado.

-Para I c m., < Co(Kn), um ideal de K-codimen-

sao finita, definimos as seqiiéncias:

G(I) = (a(D), a(6I), ..., a(6¥T), ...);
B(I) = (B(D), B(ST), ..., B(6"D), ...) e
XD = O D, A 6D, ..., A 65D, .0,
e O0s numeros:

, k. _ 6 5
p(I) =min{k e N : §°I = m . para algum feN},
e,

. ‘ k. _ '
n(I) = minfk ¢ N : 671 = mn}.
No caso de I = <3f,f>, £ eymﬁ , denotaremos
tais elementos por «o(f), R(f), X(£), o(f)

respectivamente.

temos

que os elementos introduzidos em (3.5), sao

invariantes diferenciaveis.
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3.7. PROPOSICAO: Seja I ¢ my < CO(KZ), um ideal de K-codimen

sao finita. Sejam «a(I) = a e B(I) = b,
tais qué, mg-i c mgGiI e m;-i £ mg+lGiI,

para cada i =0, 1, ..., n(I).

Entao, i, _; #0 e i, =0, onde
o o
B(I) = Z, .
ll 12 .
Demonstracao: Sendo I um ideal de CO(KZ), Igm,, com
K-codimensao finita, seque de ([14]) que B(I)
tem uma das seguintes formas: Zl ..10" 22 .20 ou
Za ...21 ...10¢
Seja B(I) = Ly 10 ¢ Entao, I & equivalente ao i
o
d
deal = <x,y%"1>. rportanto, a(I) = d+l, B(I) = 0, A (I)=a+l,
e entao, i, 4 #0 e i, =0.
o o

d. Por hipo-

20" Entao, n(I)

tese, temos que mg-d c mngI (5d1 = mz): e ‘mg-d P mg+lm2.

Portanto, a-d = b+l, e entao, xo = a~b = d+1. Disto segue

que, iy -1 0 e i, = 0.
o o

Seja B(I) =T Logo, r < n(I).

E LI 21‘1 LN 1-)0.
r s
Por hipdtese temos mg-r c mger e mg-r ¢ mg+15r1.
Temos tambdm que 6°I & equivalente ao ideal - <x,ys+1>. En-
b +1 b+1 1

~ - - : + \
tao, mg rc m2<x,ys > e m; T ¢ moy <x,ys >. Disto segue

que a-r = b+s+l, e entao, Ay = a=b = r+s+l.



Portanto, ik -1 #0 e

3.8. COROLARIO:

3.9. COROLARIO:

. DEFINIQKO:

. OBSERVACOES:
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i, =0.
o o

Seja f e mi,c,Co(Kn) com u(f) <=, cuja ca

-

: ; : n
racteristica da matriz Hessiana em 0 ¢ K e

n-1 ou h—Z. Se para cada i=1, 2, e,
n(<3f,£>), tivermos mg(f)-l c mﬁ(f)si < 3f, £>
e m@(E)-1 o, (BE)+1ii o¢ 65, entdo, i, # O
n n AO
e i = 0.
Ao+l

Seja f ¢ m2 c C (Kn), com U(Ff) < o=,
n o
Se para algum i =1, 2, ..., n(<3of,f>), ti-
a(f)-1ig B(£)+1. 10 ~
vermos m. e m. § “<of,£>, entao,

f nao se decompOe completamente.

Seja I c m, < Co(Kn) um ideal. Definimos a

sequiéncia g(I) (99s gz, ...) onde g, &o

i

nimero minimal de geradores de 61-11. No‘cg

so I = <3f,f>, denotaremos g(I) = g(f).
Por (3.3) temos que g(I) & um invariante

diferenciavel,

3.12. LEMA: Seja f ¢ mi , com p(f) <» e n =2 2,
Entao, p(f) = n(f) e g(f) constante, sao condi
¢coes necessirias para a decomposigéé completa de £.
3.13. EXEMPLOS: Seja f ¢ CO(KZ), f(x,y) = x4+y4+x2y2. Logo,
<BE,E> = <2x5+xy2, 2y +x%y>, 8<Bf,£> = <x°,yo Xy>=
= mg. Portanto, p(f) =1, n(f) =2 eg(f) = (2,3,2,2,...).
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Como u(f) = 9, segue que as hipdteses de (3.12) nao saoc con-
digoes necessarias para a semi-boa-decomposigao de £. Tomando
h « CO(KZ), hix,y) = x3+xy3, temos p(h) = n(h) = 2, g(h) =
= (2, 2, ...) e qu(h) = 7. Portanto, as condigoes de - (3.12)

ndo sdo suficientes para a decomposigdo completa de h.

§ 4. Uma Condigao Necessaria para a Decomposigao de um Ger-
me em Duas Varidvetis

i

. 2 n
Sejam f'e-mn c CO(K )

, com u(f) <» e as segilién-
cias  a(f) = (ag, .evy g s 1, 1, ci) e B = (BpoeensB 340,00,

com 2.

o >
k-1
Consideremos

S(E) = {fay,By) s (ay085)0 wony (ay g By ), (1,00} N7

Entao, n(f) = cardinalidade de S(f) - 1.

4.1. DEFINICAO: R(f) @& o menor convexo do Rz, contendo S(f)
e {(0,0), (0,B8) ) «vuy (O,Bk_l)}. Denotemos

por A(f) a area da regido R(f).

4,.2. OBSERVACOES: S(f) e portanto A(f), sao invariantes di-

ferenciaveis.

4.3. PROPOSICAO: Seja f « mi c CO(Kn), com U(f) <o, e ca
| racteristica da matriz Hessiana em 0 ¢ Kn,
maior ou igual a n-2.

. Entao, se f se decompor completamente, tere

mos A(f) + n(f) = u(f) ~- 1.
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Demonstracao: Seja K = C.

Se a caracteristica da matriz Hessiana em 0 ¢ Cn
for n, entao f & um germe de Morse. Portanto, S(f)={(1,0)},
e entao, A(f) =0, n(f) =0 e u(f) = 1.

Se a caracteristica for n-1, segue que f & equiva

2
lente a um germe da forma x7 + ... + X

2 k
1 n-1 t X, com k 2 3.
» ) k-1 -
Sendo " <3f,f> equivalente a SXyr o eees Xo_11 xn >, tem-se
a(f) = {k-1, k=2, +.., 1, 1, ...} e B(f) = (0, ...). Logo,
A(f) = 0, n(f) = k=2 e p(f) = k=1.

Suponhamos que a caracteristica da matriz Hessiana de

-

f em 0 ¢ K & n-2. Do fato de f se decompor completamen-

te, segue que f & equivalente a um germe da forma xi + ... +

2 a b
+ ... + X + x + x_, com 3 £ a < b.
n-1 n

Para computarmos a(f) e B( £f), & suficiente com

_putarmos a(g) e Blg), onde g = g(x,y) = x2 + yb.

Nestas condigoes, considerando I = <3g,g>, tem-se:

patb=3 a~2<xa—1, b-l>l onde o (I)

2 < m, atb-3 e B(I) = a-2

Yy

1]

ma+b—5 a-3 _.a-2 _b-2

5 < my T<x 'Y >, onde o(8I) = atb-5 e B(SI) =a-3

© 6 6 0 0 0 08 0 00 000 00 et e e e

m12>-a+3 c m2<x2,yb~a+2>, onde a(Ga—3I)=b—a+3 e 862731 =1
m];-aﬂ' c <x,yb_a+l>, onde a(637%1) = b-atl e B(622I) =0

mg c <x,y2>, onde u(éb-yl) =2 e B(db-3I) = 0

Disto concluimos queg:
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{1,00,@3,1),...,(%-1,k-1),..., (2a=3,a-2) }, se a=b=3

S(g) = § {(,0),(2,0),..., (b-atl,0), (b-a+3,1),...,
..., (b=a+2k=1,k-1),..., (a*tb=3,a-2)}, se 3 <a<b

Entao, temos:

(i) Caso a = b > 3.

n(g) = a-2, A(g) = -(2a;3)+l (a=2) = (a-1) (a=2)

Logo, A(g) + n(g) = (a-2)a = (a—l)2 -1=nuf(g) -1

(ii) Caso 3 £ a < b.

(b-a+l) + (a-=3) = b-2,

[

n(g)

a(g) = —kmard) * (atb=3d) (4-3) = (b-1) (a-2)

Portanto, A(g) + n(g) = (a-1)(b-1) - 1 = u(g) - 1.

Para o caso K = R, a demonstragdao & anidloga.

4.4. OBSERVACOES: Seja f ¢ CO(K3), com. f(x,y,z) = x3+y3+z3.

Neste caso temos «o(f) = (4,1,1,...) e
B(f) = (2,0,...). Portanto, A(f) =5, n(f) =1 e u(f) =8,
donde A(f) + n(f) # wu(f) - 1. Dai, concluimos que a proposi-
956 (4.3) @ falsa se a caracteristica da matriz Hessiana em

0 ¢ K' for < n-3.
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§ 5. Apéndice

Conforme Arnol'd ([5], pg. 8), até o presente estagio,
a teoria das singularidades & uma ciéncia experimental.

Lembramos este registro de Arnol'd porque, neste para-
grafo, apresentaremos alguns resultados parciais obtidos atra
vés de verificacao direta.

Nossa expectativa & a de num futuro bem proximo, obter
mos resultados mais completos para os tipos de problemas aborda
dos.

Registremos também que os calculos feitos, envolvem
técnicas de varios autores (tl], (71, [£121).

Vamos agora apresentar os nossos resultados do paragra

fo, um dos quais atraves do:

5.1. TEOREMA: Seja f : c,0 » C,0 O-modal.
Entao, f se decompoe completamente, se e so-
mente se, iA #0 e iA +1 = 0.
o

o]

Demonstracao: - Conforme observamos em (2.4), Ao” e um inva-

riante para equivaléncia estavel. Sendo f 0-mo
dal, entao, f & estavelmente equivalente a um dos seguintes
germes:
1) K, k1, em e

(ii) x3+y4 , em CO(CZ);

(iii) xo+y° ,  em co(cz)i

(iv) x3+xy3 , em CO(CZ), ou,

(v) x2y+yk- , k=24, em C_(C%
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Para o caso (i), tem-se a(f) = k, B(f) = 0 e por
tanto, Ao = k. Como Bf = Zn 1 ... 10 Segue que i, #0
——— o
k=1
e i = 0,
k°+l |
No caso (ii), tem=-se a(f) = 4, B(f) = 1, Ao = 3 e
Bf}=_zn 2 l,O'Q,PQgO’,_iAO f:0 § ?Ao+l = 0, Para © caso (iii)(
tem-se a(f) = 5, B(f) = 1, ko = 4, Bf = Zn 2110 e
portanto, i, A0 e iy .4 = 0.
o) o
p . . _ 2 .3 2 2
ara o caso (iv), como o ideal J = <3x7+y  ,xy >CO(C ),
tem escada dada por:
5
2- = —
BE——N
Sl 2 i
seque que - af(f) 2 5, uma vez que, a(f) (e também B(£)) e
um invariante para equivaléncia estavel. Como x3+xy3 é quase-
-homogénea naoé degenerada do tipo (1;%,%), segue que dméx =
‘—(l 3)+(1 9) 9'

Seja xayb , com a+b > 5. Entao, % + %? > %(a+b)2

10 8 ' 5 , =
2 5 > g donde se conclui que my, < <flﬂf1>ﬁ onde flhqyya
= x3+x‘3. Portanto, a(f) = 5. Por outro lado, a ordem de
qualqﬁer elemento de mg<3x2+y3,xy2> com relagao aos pesos

%,%) € maior ou igual a %. De fato: seja xayb, com a+bz23,

Entao, % + %? > g. Como a ordem de _3x2+y3 e %, e 0 grau
de kyz‘.é %, a nossa afirmacao fica provada.
Sendo o grau de ys , - igual a %g < %%, E concluinos

que B(f) < 2. Por verificacdo direta, segué que:
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5 2 5
my 4 m2<afl,fl> e mz-cnmzfafl,fl>.
Portanto, o(f) =5, B(f) = 1, Ao =4 e Bf = Zn 210 ¢
donde ik = 0.
o _

pPara o caso (v), como I = <xy,x2+(k-l)yk-2>Co(C2) tem

escada dada por:

L] .
1 2 ~
segue que a(f) 2 k-1. Mas, yk"2 £ 1 e mg_l c I, donde
se conclui que a(f) = k=1.
Como yk.1 4 mgI , Ssegue  que B(f) €< 1. Por outro
lado, tem-se mg_l < m,I, donde segue que, o(f) = k-1,
BIE) =1, A, =k-2 e B, = 2, 5 o
Se k = 4, tem-se ixo £0 e iko+i =0, e neste

caso, sabemos que £ se decompoe completamente (K = C).

Se k 2 5, tem-se ik = 0
~o

5.2. OBSERVACOES: (1) Na demonstragao de (5.1), caso (iv) , po

deriamos ter calculado B(f) diretamen
te como em (v). Registremos porém, que o que foi feito nao foi
uma ingenuidade, mas sim, o registro de uma técnica para uma

limitacao superior de B (f);

(2) o Teorema (5.1), continua verdadeiro pa

ra o caso K = R, excluindo o caso de

n
, - 2 2 3 _
f ser equlvalente a iglsixi + xn—lxn - xn ’ ei = +1,.
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5.3. COROLARIO: Seja f « mi c Co(Rn), 0-modal.
Entao, f admite uma semi-boa-decomposicao, se

e somente se, lxo #0 e iy 41 = 0.

Uma Analise das Singularidades 1-Modatis:

Afim de facilitar nossos calculos, demonstremos um le-

ma técnico:

5.4. LEMA: Seja £ « mi c CO(Kn), tal que, f(x) = wl(x) + ...+
+ ...+ wr(x) + wr+l(x), onde wl, ooy wr+1 sao
monomios em Xyr eovr X, €, X = (xl, ooy xn). Su

ponhamos que wl + .0 ) €& quase-homogéneo do

r

tipo (4:; ags e an).

Se grau de 'wr+l for diferente de d, com rela-
gao aos pesos Uyr weey Qo entao, <3f ,£> =
= <004

Demonstracao: Temos Bif = ai<wl + .0+ wr) + aiwr+l ’ i=

=1, ..., n. Sendo P; + ...+ P quase-homogé

neo do tipo (d; Ayr over an), segue por (I - § 6) que

alxlal(wl LA N0 B anxnan(wl t e V) =

= d(wl + ...+ wr).

s s
Seja wr+l = axll oo xnn , onde a e K e Syrecs8y

sao inteiros nao negativos. Logo,

0lelal‘or+l oo f OLnxnanlpr+l =

(alsl R ansn)wr+l



onde grau ) = q

S, + ... + a_s com relacao aos esos
r+l n (c© §ac P

G,l, e e e an)-

Portanto, alxlalf + ...+ unxnanf = d(wl + ...‘+wr)+
+ (oclsl + ...+ ansn)\pr+l , e entao,
~ixlxlalf + ... unxnanf - df =
=‘(;isl t ...t oa s, -'d)LDr+l
Como por hipdotese a8, + ... + a.Sy # d, segue que wr+l €

e <of,f>, donde, <8f,wr+l> c <9f,f>.

Sendo 4 # 0, segue que <9of,f> ¢ <8f,wr+l> e por-

tanto, <9f,£> <8f,wr+l>.

Com as notagoes acima, temos o:

5.5. COROLARIO: Se para cada i =1, ..., r+l, wl+...+wi_1 +
+ wi+l L wr+l for quase-~homogeneo do ti
po (di; ui, ceoy a;), com grau wi # di (com

- i i ~
relagao aos pesos 07 eeer an), entao,

Vyr eees wr+1 e <3f,f>. Além disso, {8f,f> =

= <3f,wi>, i = .l' DR ] n+lo

Seja f : Cn,O -+ C,0 uma singularidade l-modal. En-

tao, por Arnol'd ([31, [5]), £ ¢ mi e a caracteristica da ma

triz Hessiana em 0 ¢ Cn, € n-2 ou n-3.

De acordo com os referidos artigos, com excessao da
Singularidade‘ Tp,q,r (a qual descreveremos abaixo), todas sao
equivalentes a singularidades semi-quase-homogéneas, e s3o deno
tadas por certas letras latinas maillsculas munidas de um Indi-

ce, o qual representa a multiplicidade algébrica do germe, (is-
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Na tabela abaixo, apresentamos tais singularidades na

forma fO + f; com os respectivos tipos (conforme I - § 6).

T ABE LA

- Singularidade (d;o) fo fl grau (fl)

K1, (21;7,3) x3+y! axy® 22 se a0
K, (15:5,2) xS 4xy” ay® 16 se a0
Ky, (24;8,3) %34y axy® 26 se a0
2, (15:4,3) ®yry® ay? 16 se a0
245 (11;3,2) x3y+xy4 axzy3 12 se a#0
Z13 (18;5‘,3) x3y-§-y6‘ axy5 20 se a#0
Wi, (20;5,4) xhy® o’y 22 se a0
Wis (16:4,3) xdxy a® 18 se &
310 (4a7+2740)  (652,1) %3 +y0rax?y? 0 °°
X (a°#4) (4:1,1) xtiytrax®y? 0 -
P8(a3+27#0) (3;1,1,1) ‘ x3+y3+z3+axyz 0 ©
Q1,5 (24;8,6,9)  x +yt+yz? axy® 26 se a0
Qll (18;6,7,4) x3‘+y?‘z+xz3 az5 20 se a#0
Q5 (15;5,3,6) x3+y5+y22 axy4 17 se a#0
11 (16:4,5,6)  x +y’z+xz? ax’z 18 se af0
S12 (13;4,5,3) x2y+yzz+xz3 az” 15 se a#0
Ui2 (12;4,4,3) k3+y3+z4 axy22 14 se a#0

E, finalmente, temos Tp,q,r : xP + yq + 25+ axyz, a#Zo,

% + % + % < 1l. Com excecdo de Téld’r , seqgue facilmente de

(I - 6.3) que u(Mj) = j.
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Nossos resultados para singularidades l-modais, sao da-

dos pelos seguintes teoremas:

5.6, TEOREMA:

5.7. TEOREMA:

Seja f ¢ m, < CO(Cn) l1-modal.

Entao, f admite uma boa-decomposigao, se e so-

‘mente se, ix #0 e ik +1 = 0.

O

seja £ ¢ m_ < C_(C") 1-modal, ndo estavelmente

equivalente a uma singularidade homogénea.

Entao, f se decompoe completamente, se e somen-

Demonstracao:
com a # 0, %
(i) Caso
Temos
<éfa>

te se, iA £ 0 e ix +1 = 0.
o o

Inicialmente, computemos A e u para a fami

o}
. . r
lia Tp,q,r" Para tal, seja fa = xp+yq+z +ax¥z,
+ 1 + 1. 1.
q r :
p=2, gq=3, r =217

= <2x+ayz, 3y2+axz, rzr_l+axy>

Tomando a mudanga de coordenadas dada por:

=
0

2x+ayz

y

z

segue que <of > é equivalente ao ideal

r-1 2.2

<x, 6y2—a2y22, 2rz -a’y z>
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Por Krushinirenko ([ 12]), segue que
L(f.) = cod. <x 2571 4 cod. <x,y,z> +
‘ a C IY’ C IYIb )
+ cod, <x;6y-a222, 2rzr'2-a2y2> =r +
+ cod, <x, 6y-a222, 2rzr_2-a2y2>

Tomando a mudanga de coordenadas dada por

X =X
b :{ Y= 6y-a222
zZ = 2z
-
teremos <x, 6y-a222, 2rzr-2-a2y2> equivalente ao ideal

<x,y,z4> pois a #0 e r-2 2 5, Logo, u(fa) = r+4,

Por outro lado temos Bfa = 23 2110°

Por (5.4), segue que <8fa,fa> = <afa,xyz>. via ¢,

<afa,fa> & equivalente ao ideal

x, 6y2-alyz?, arg 1 a2y, 4252

I = -ay z,y z>
Como
r-1 _ 1 r-1 2 2 a2 2 2 2
vz = Egy(zrz -a'yz) + TE?YZ(6Y -a‘yz") +
4
a 2 2
+ TE?Z(Y z7)
r_ 1 r-1 2 2 a’ 2 2
zm = 5;2(2rz» -a“yTz) + 35Y 2
e zr-l £ 1
segue que mE L £ <3f ,£.> e m: c <3f_,f. > donde
g g 3 a'"a 3 a'""a’’!

u(fa) = r. Facilmente se verifica que mg £ myI, e entao,
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B(fa) = 0. Logo, A _=1r 2 7, donde ix = 0., Disto segue
o
que T2 3 r (r 2 7) nao admite uma semi-boa-decomposicao, e em
’ ’

particular, nao se decompoe completamente (a nao decomposicao
completa, pode também ser comprovada pelo fato de termos Bf =

= 3 + T

11110%Y%110% 210"
tamente, teriamos p=8<r+4d pois r = 7, o que & um absur-

+ Logo, se ela decompuzesse comple

do) .
(ii) Caso p=2,g=4 e r =z 5.
Com técniqas analogas, temos u(fa) = r+5, a(fa) =r,
B(fa) = 0‘ e portanto, Ao = r, Como Bfa = 23 220" segue
que iA =0 pois r 2 5,
o

Temos portanto que fa nao admite uma semi-boa-decompo
sicao. (Neste caso, o método da decomposicao do simbolo de Board

man € eficiente, uma vez que, Bfa = Zl 110 + Zl 110 + 210'

Portanto, se fa se decompor completamente, tem-se u(fa) = 9 <

< r+5 pois r 2 5, o que & uma contradigao).

(iii) Caso p =2, g2 5, r 2 5.

De maneira andloga, mostra-se que u(fa) =r +q+ 1,
a(fa) = r, B(fa) = 0 e portanto, Ao = y. Como Bfa =
=123 5 9 Segue que ixo =0 (r=5). Entdo, f_, nao admi

te uma semi-boa-decomposicao.

(iv) Caso 3 < psqgsr, r=zd.

Por ([5]) temos que u(fa) =p+qg+r-1. Com téc-
nicas analogas as anteriores, mostra-se que a(fa) = r, B(fa)=0
e portanto, Ao = r. Como Bf = 23 3 g Segue que ik =0 e

a o]
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portanto, que £, nao admite uma semi-boa-decomposigdo. (Tanto
neste caso como em (iii), o método da decomposigao do simbolo de

Boardman & eficiente para detectar a ndo decomposigao  completa

de vfa)‘
Fagamos agora o calculo de %O e i, para as demais
o
singularidades: .
_ .3 6 5
(1) Z13 : fa = xy +y + axy , a ¢ C,
Como u(Zl3) = 13 (primo), segue que f£f_ nao admite

uma semi-boa-decomposig¢ao, para todo a ¢ C.

Para a = 0, tem-se

2 3 5
<3fo,fo> = <8f0> = <x"y,x +6y” >

A escada de <3f > é dada por:

I

2 3

v

v

Portanto, xy5 £ <afo>, e entao, a(fo) 7. Facilmente se mos

tra que m;

Computemos agora B(fo):-

c <3fo>, donde, a(fo) = 7.

Fixemos 2 como peso para X € 1 como peso para Y.
~ 2
Com relacdo a tais pesos temos que, ordem (x y) =5 e ordem
(x3+6y5) = 5, Portanto, se h ¢ <x2y, x3+6y5>, segue gque or-

dem (h) 2 5.

v
w
&
(o

Por outro lado, se g « mg , tem-se ordem (g)

3+6y5>

Como ordem (y7) = 7 < 8, segue que m; ¢ m3<x2y,x3+6y5>,

o®
v
(o]

go, a ordem de um elemento qualquer de mg<x2y,x
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donde, B(fo) < 2. Facilmente se verifica que m; c m§<afo>.
Entao, a(fo) =17, B(fo) =2 e Ao =5, Como
B, =1 segue que i, =0, e portanto, que £, nao

4
fo 2220 o
admite uma semi-boa-decomposigao.

Para a # 0, temos

2 3 5 4 5
<8fa,fa> = <3x y+ay5,x +6y~“+5axy , Xy~ >

conforme (5.4). Como -xBlfa + 3y32fa = 18y6 + l4axy5, segue
gue. a escada de <8fa> & dada por:
7
5
14
5 5 Gé y ~
donde se conclui que xy~ ¢ <8fa>; Como Xy ,Y ¢ <8fa,fa>,
segue que u(fa) = 6, B(fa) = 0 e portanto, Ao = 6.
Como Bf = 22 220" segue que i)\o =0, e entao,
que fa ndo admite uma semi-boa-decomposigao.
3 4 2 3
(2) Qo ¢ £, =x" +y +yz® +taxy', ae C.
Para a = 0, tem-se
2 3,.2
<afo,fo> = <afo> = <x", 4y +z", yz>
3
A escada de  <3f > €& dada por: :
?
?
/“-'--4‘—- -
R 3
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Portanto, XZZ £ <8fo>, e entao, xy3 £ <afo>f Logo, a(fo)z 5.
Facilmente se verifica que a(fo) =5,

Fixemos 2, 1 e 2 como pesos para X, Y € 2z res-

pectivamente. Com relagao a eles temos: ordem (xz) 4, orde:

(4y3+22) = 3 e ordem (yz) = 3. Portanto, se g « <3fo>, tem-

3<3fo>, tem-se ordem (h):

-se ordem (g) 2 3. Logo, para h « m3

> 6.

Como ordem (ys) = 5, segue gue mg 4 m§<afo>, donde

2

e 5 ~ -
B(fo) 2, Verifica-se que m3 < m3<8fo>. Entao, a(fo) =5,

IA

B(fo) 2 e Ao = 4, Como -Bf = 23 3 g+ Segue que ix

(&) (o}

I
[

0,

e portanto, que fo nao admite uma_semi-boa—decomposigéo.

Para a # 0, tem-se
<3fa,fa> = <3x2+ay3, 4y3+zz+3axy2, vz, xy3>

conforme (5.4). Como y3 £ <8fa,fa>, segue que a(fa) > 4,
e 4 3
Verifica-se que my < <8fa,fa>. Como xy~ £ <8fa>,

tem-se a(fa) = 4, B(fa) = 0 e portanto, Ao = 4, Desde

que, B_. =12 , tem-se que i, = 0, e entao, que £
fa 330 AO

niao admite uma semi-boa-decomposicgao.

a

Para as singularidades restantes, apenas registraremos

os resultados:

3 7 5

(3) K12 : fa =x" +y + axy’, ae C,.
Se a = 0, entao q(fo) =17, B(fo) =1 e Ag = 6.
Como Bfo =I,,5,111 1 o' Segue que lxo 0 e i, 41 7% 0.
Neste caso, fa se decompoe completamente.
Para a # 0, tem-se a(fa) =7, B(fa) =0 e AOA= 7.

Como Bfa = 22 21110° segue que lxo = 0,
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- 3 5 2 4 .
(4) Q5 : £, =x" +y +yz" +axy’, acC.
Para a = 0, tem-se a(fo) = 6, B(fo) = 2 e Xo = 4,
Como Bf = 23 30"’ segue que ix = 0.
o o
Se a # 0, entéq{ a(fa) =5, B(fa) = 0 e ko =5,
Sendo Bf = 23 30° tem-se ik = 0.
a o
(5) P8 : fa = x3 + y3 + z3 + axyz, a3 + 27 #0, a e C.
Se a =0, tem-se a(fo) = 4, B(fo) =2 e Ao = 2,
Desde que Bfo = 23 3 o+ Segue que lko #0 e lxo+l = 0. Nes

te caso temos decomposf@éo completa.
” 3 _
Se a#0 (a’+27 # 0), tem-se os mesmos valores para
os elementos referidos no caso a = 0. Neste caso, nao temos de

composicao completa, mas, temos boa-decomposigao para fa'

(6) X9 : fa.= x4 + y4 + ax2y2; a2 # 4, a e C.
Para todo a ¢ C tem-se d(fa) =5, B(fa) = 2 e por
tanto, Ao = 3., Sendo Bfa = 22 5 5 o tem-se i>\o # 0 e
ix +1 - 0., No caso a = 0, temos decomposigéo compléta. No ca-
o

so a # 0 (az # 4), temos boa-decomposigao mas nao decomposi-

cdo completa.

' .3, .5 8
(7) Ky3 ® fa = x” +xy  +ay, acecC.
Para a = 0, tem-se a(fo) =9, B(fo) =1 e Ao = 8.
Para a #'0, tem-se a(fa) = 8, B(fa) =0 e xo = 8. Como
Bf = 22 2,1 110 Para #odo a ¢ C, segue que ix = 0 e por

a

tanto, que f nao admite uma semi-boa-~decomposicao.
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=1 e xo = 7.
#0 e i = 0.
xo+1
0 e A =8,
o)
= 0.
Ao
= 2 -e Ao = 4,
0 e Ao =5,
que iA = 0.
lo)
2 e Ao =5,
0 e A =6,
_ (o)
que ik = 0.
o
=2 e >\O=‘4.
0 e Ao =5,
a=2o0, temos

(8) Kl4 fa = x3 + y8 + axy6, a e C,
Se a =0, tem-se a(fo) = 8, B(fo)
Sendo Bfo = 22 2111110° segue que i>\O
No caso, temos decomposigao completa.
Se a # 0, tem-se u(fa) = 8, B(fa) =
Desde que Bf = 22 211110 segue que i
a
(9) 2., : £ = X3y + v° + axy?, a ¢ C.
Se a =20, tem-se a(fo) = 6, B(fo)
Se a # 0, entao, a(fa) =5, B(fa) =
Como Bf = 22 9 9 o+ Para todo a € C, segque
a
(10) le fa = x3y + xy4 + ax2y3, a e C.
Se a =0, tem-se a(fo) = 7, B(fo) =
Se a # 0, tem-se a(fa) = 6, B(fa) =
Como Bf = 22 220" para todo a ¢ C, segue
a
(11) Wyo fa = x? + y5 + ax2y3, a € C.
Para a = 0, tem-se a(fo) = 6, B(fo)
Se a # 0, tem-se a(fa) =5, B(fa) =
Para todo a ¢ C, Bf = 22 2210° No caso
a
i, #0, i, ,y=0e decomposigao completa. Nos
o o ‘
mos i = 0.
xo
(12) Wy, : £_ = x+ xy? v ay®, a e c.
Se a =0, tem-se a(fo) = 7, B(fo)

demais casos te
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— — — )\=
Para a # 0, tem-se O (f) 6, B(fa) 0 et =6.
Como Bfé = 22 2 21 o' Pparatodo ac¢ C, segue que
iX = 0.
o)
(13) Qll : fa = x3 + yzz + xz3 + azs, a e C.
Para a = 0, tem-se o(f_ ) =6, B(fo) =2 e KO = 4,
- —3 = A:
Se a # 0, tem-se a(fa) 5, B(fa) 0 e o 5.
Como Bfa = 23 3 o Para todo a ¢ C, segue que iko=0.
4 2 2 3
(14) $ll : fa =x +yz+ xz2" + ax"z, a € C.
- - - s - A =
Se a 0, tem-se a(fo) 5, S(fo) 2 e ° 3.
Se a # 0, tem-se u(fa) = 4, B(fa) =0 e Ao = 4
Como Bfa = 23 30 para todo a ¢ C, segue que
i>\=0l
o)
(15) S12 : fa = x2y + yzz + xz3 + azs, a ¢ C.
Se a =0, tem-se a(fo) = 6, S(fo) =2 e Ao = 4,
Se a # 0, tem-se a(fa) = 5, B(fa) =0 e Ao =5,
Como Bf = 23 30 para todo a € C, entao iA =0,
a v o
.3 3 4
(16) U12 : fa = X~ +y + z + axyz
Se a =0, tem-se a(fo) =5, B(fo) =2 e Ao = 3,
Se a # 0, tem-se a(fa) = 4, B(fa) =0 e Ao = 4,
Como .Bfa = 23 3 1 o Para todo ac¢C, segue que

i>\o 0 e i, 41 =0 se a =0, caso em que £, se decompoe

completamente, e, ik =0 se a#0.
o
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(17) JlO : fa = x3 + y6 + ax2y2, ae C, 4a3+27 # 0.

Se a =0, tem-se a(fo) = 6, B(fo) =1 e A =5,

]
o

Como Bfo = L5511 1 0+ Segue que :'LAo #0 e iko+l

caso em gque fa se decompoe completamente.

Se a # 0, tem-se a(fa) =7, B(fa) =1 e A= 6.

o
Sendo Bf = 22 51 10" segue que ix = 0.
a o)
5.8. OBSERVACOES: (1) (5.6) e (5.7) continuam verdadeiros pa-
ra o caso real, excluindo tambem para
o caso de (5.7), as singularidades estavelmente equivalentes

d singularidades homogéneas.
(2) Por ([26]), sabemos que X9 (a#0, a2#4),

nao se decompoe completamente.

Uma Analise das Singularidades 2-Modais, Estavelmente

Equivalentes a Singularidades em Duas Variavetis:
O resultado desta analise se resume no:

5.9. TEOREMA: Seja £ : Cn,O + C,0 2-modal, estavelmente equi
valente a uma singularidade em duas variaveis.
Entao, f se decompoe completamente, se e so-
mente se, ik #0 e S 0.

(0]

Demonstracao: Limitaremos apenas em registrar os elementos cal

culados em cada caso.



(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

. .3 10
El8 fa,b X" +y
a=b=20 = 10, B
a# 0 ou
b # 0 =10, 8
_ .3 7
El9 fa,b = x° + xy
a=b=20 a = 13,
a=0,b#0 a = 12,
a#o o = 11,
_ .3 11
E2O : fa,b = x" +vy
a=b=20 = 11, B
a # ou
b # - llr B
A £ = X + 8
17 a,b y vy
a=5b=20 =9, B
a # ou
b # = 8, B
_ .3 6
Z18 fa,b X'y + xy
a=b=0 o = 11,
a=0, b #0 o = 10,
a#o o =9,

+ ayl

™
|

w
"

>
]

+ bxy9

10

10

6 4 by

>
]

]
o
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(6) Z1g : fa,b = x3y + y9 + axy7 + bxy8; a,b ¢ C.
a=b=20 o = 10, B = 2, Ao = 8 e ixo =0
a# ou
o =9, B =20 A =9 e i =0
b # ’ e} Ao
4 5 7
(7) Wl? fa,b =x + xy  +ay + by : a,b e C.
a=b=20 o =9, B=2, X _ =7 e ik =0
° o
a=0,b#0 a =8, B=20, Ao =8 e i, = 0
o
a#o0 a =7, B=20, Ao =7 e i, = 0
o
(8) W18 i fa,b = x4 + y7 + axzy4 + bxzys; a,b € C.
a=b=20 o =28, B =2, Ao = 6, i, # 0 e iA 41 = 0
o o}
a#0 ou
b # 0 o =7, B=20, ko =7 e lko =0
(9) K16 fa,b = x3 + axzy3 + y9 + bxy7 (4a3+2_7740; a,b e C).
a=>b=20 o =9, g =1, Ao = 8, ixo#O e iko+l=0
a=0,b#0 a=9, B=0, Ao =9 e iko =0
a#0 e b#0 a=10,8=0,)\o=10eix=0
o
a 0, b=0 a =11,8 =1, Ao = 10 e ix =0
o
. _ .3 2.3 9+p 10+p
(10) J3,p : fa,b = x~ + x"y~ + ay + by (p > O,

a#0; a,b e C, u=16+p).

o = 9+p, B =0, Xo = 94p e ik =0
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(11) Zl 0 ¢ fa b = x3y+ax2y3+bxy6'+y7 (4a3+27#0:a,b€C,u=15)
a=b=20 o =8, B =2, xo =6 e ixo =0
a=0,b#A0:a=7, B=0, X =7 e ixo =0
a# 0, b=20 o =9, B =2, Ao =7 e iko =0
a#0, b#0 o =8, B=0, A_=8 e i =0

o Ao
(12) Z, p ° fop = x3y+x2y3+ay7+p+by8+p (p>0,a#0;a,beC,u=15+p)
a = 7+p, B =0, Xo = T7+p e ik =0
o
(13) W, . : £ . = x*+ax®y4bx?yiey®  (a%#4:a,beC, u=15)
1,0 a,b
a=b=20 «=7,8=2, ) =5, ixo #0 e ixo+l =0
a=0,b#0:a=6, 8=0, AO =6 e i>\o = 0
a#0,b=0:0=28, 8=2, ko =6 e ik =0
o
a#0,b#0 :0a=17, B=20, AO =7 e iA =0
o
(14) W s £, = x4+x2y3-4-ay6+p+by7+'p (p>0,a#0;a,beC,u=15+p)
l,p a,b
o = 6+p, R =0, Xo = 6+p e iA = 0
o
# . - 2,.3,2 4+qg 5+q
(15) Wl,2q-l : fa,b (x“+y~)° + axy + bxy (g > 0,
a#0; a,b e C, uy = 15+2q)
o =6 +q9q, B =1, Ao =5+ g e iA = 0
o
# _ ,.2,..3.2 2 3+q 2_4+q
(16) Wl,2q fa,b = (x“+y~)° + ax%y + bx“y (g > 0,

a#0; a,b ¢ C, u = 15+2q)
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5,10. OBSERVACOES: (1) As familias acima, sao dadas em ([5]).

(2) Para as demais singularidades 2-modais,

aquelas que analisamos, comprovam o mesmo resultado dado por

(5.9).

£

Decomposigao de uma Singularidade f m-Modal (m < 2),

‘em Termos da Regiao R(f)

Analisando as singularidades m-modais (m < 2) estavel-

mente equivalentes a singularidades em duas variaveis, em ter

mos da regiao descrita por (4.1), obtivemos os seguintes resul

tados:

5.11.

5.12,

5.13.

TEOREMA:

COROLARIO:

COROLARIO:

seja £ : c",0 +~ C,0 m-modal (m < 2), estavel
mente equivalente a uma singularidade em duas.

variaveis, com f diferente de X

9 L]
Entao, f admite uma semi-boa-decomposicao, se
e somente se, (£) + n(f) = u(f) - 1. \
Nas condi¢oes acima, seja f m-modal, com
m= 0, 2.

Entao, f se decompoe completamente, se so-

mente se, A(f) + n(f) = u(f) - 1.

Nas condigoes de (5.11), seja f l-modal,
nao estavelmente equivalente a X4+Y4t 6X2Y2.
Ent3o, f se decompde completamente, se e so

mente, A(f) + n(f) = u(f) - 1.
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Demonstracao (do Teorema) :

(i) m = 0.
Se f for estavelmente equivalente a g(x,y) =
= x2y + yk—l (k 2 4), entao temos:
o(f) = (k-1, 1, 1, 1, ...), B(f) = (1, 0, ...)
e portanto, A(f) = % ’ n(f) = 1. Logo, A(f) + n(f) = E§3 e

ul(f) = k.
Se k =4, tem-se A(f) + n(f) = u(f) - 1. Nes~-
te caso, sabemos que f se decompoe completamente (K = C). Se

k 25, tem-se A(f) + n(f) < u(f) - 1.

Se f for estavelmente equivalente a g(x,y)
= x3 + xy3, teremos Q(f) = (5, 2,1, ...) e B = (1, 0, ...)
e portanto, A(f) = % e n(f) = 2. Logo, A(f) + n(f)#u(f)-1.
Para os demais casos, o resultado segue de (4.3).
(ii) m = 1.
Para este caso, apresentemos a seguinte tabela:
TABELA A
Singularidade A(f) n(£f) A(f) + n(f) u(f)-1
K .Ja=20 6 5 11 11
12 °
a#o0 0 4 4 ‘ 11
X a=0 13/2 4 21/2 ‘ 12
13



11

12

13

12

13

14 °

-
a#o0 0
r
# 0
\
a==0
a#o0
a=2~0 11
a # 0
(9
<(a = 0 8
a#
ra =0 10
4
# 0 0

"
+ o
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11
10

13

13

neste caso, apresentemos a tabela:

13
13

10
10

11
11

12
12

11
11

12
12



Singularidade

Eis

19

20

17

18

17

18

.
.

( a=b=0

¢

a=0,b#0

a#0

a=b=0
a=0,b#0
a#0

=b=0
a=0,b#0
a#0

a=b=0
a=0,b#0
a#0

a=p=0
a=0,b#0

a=b=0
a=0,b#0
a#0

a=b=0
a=0,b#0
a#0

84

TABELA B
A(f) n(f)
19/2
0
0 6
10
13 4
4
12
15
12
8
15/2

A(f) + n(f)

17

31/2

19

17

17

17

14
10

19/2

p(f)-1

17
17
17

18
18
18

19
19
19

16
16
16

17
17
17

16
16
16

17
17
17
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a=b=0 | 17 2 19 18
a=0,b#0 0 2 2 18
a#0 8 2 10 18
a=b=0 8 7 15 15
a=0,b#0 0 6 6 15
a#0,b=0 8 5 13 15
a#0 ,b#0 0 5 5 15
0 5 5 15+p
a=b=0 13 5 18 14
a=0,Db#0 0 2 2 14
a#0,b=0 10 2 12 14
a#0 ,b#0 13/2 2 17/2 ‘ 14
0 2 2 14+p
=b=0 10 4 14 14
a,b#O,a2#30 0 3 14
a%=30,b#0 6 3 ' 14
a#0,a%#30,b=0 12 3 15 14
2-30,b=0 10 3 13 14
a=0,b#0 0 4 4 14
0 3 3 14+p
5+3 3 8+3 13+2q

0 3 3 . 1l4+2q
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Uplas de Invariantes para Singularidades m~Modais

(m <

2),

em Duas Variqvetis

Aproveitando os calculos feitos, vamos dar uplas de in

variantes diferenciaveis que caracterizam os tipos M%s , para

singularidades m-modais

(m < 2), estavelmente equivalentes &

singularidades em duas variaveis.

(i) m = 0

Singularidade

A

U
o & O~

~J

(ii) m = 1

Singularidade

13

.
’

3
’

k
k

v

v

ulf) = (W(E), A (£)

(k,k)
(k,k-2)
(6,3)
(7,4)

(8,4)

u(f) = (u(f),a(f),n(£))

(9,5,2)

(10,6,4) ou (10,7,3)
(11,6,2) ou (11,5,2)
(12,7,5) ou (12,7,4)
(12,7,2) ou (12,6,2)
(12,6,3) ou (12,5,3)
(13,9,4) ou (13,8,4)
(13,7,2) ou (13,6,2)
(13,7,3) ou (13,6,3)
(14,8,6) ou (14,8,5)



(iii) m = 2

Singularidade

Eig

218

Wig

E20
19
17

17

5.14. OBSERVACOES:
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W(E) = (W(E), a(f), a(62<f>), B(f),

(18,10,8,1,8),(18,10,6,0,6) ou (18,10,7,0,7)
(18,11,6,2,2),(18,9,6,0,2) ou (18,10,6,0,2)
(18,8,6,2,5),(18,7,5,0,4) ou (18,7,5,0,5) -
(20,11,9,1,9),(20,11,7,0,7) ou (20,11,8,0,8)
(19,13,6,1,6),(19,11,6,0,6) ou (19,12,6,0,6)
(17,9,4,2,4),7,7,4,0,4) ou (17,8,4,0,4)

(17,9,6,2,2) ou (17,8,6,0,2)

(19,10,7,2,2) ou (19,9,7,0,2)
(16+p,p+9,5,0,5)
(15+pr7+p15r012)
(15+p,6+p,4,0,3)
(14+2q,6+q,4,1,3)

(15+2q,6+q,4,0,3)

(16,9,7,1,7), (16,9,6,0,6), (16,11,5,1,5) ou
(16,10,5,0,5)

n(f£))

(15,7,5,2,4),(15,7,4,0,3),(15,8,4,2,3),(15,6,4,0,4)

ou (15,8,5,2,3)

(1s5,s8,5,2,2),(15,7,5,0,2),(15,9,5,2,2),(15,8,5,0,2)

ou (15,7,5,0,3)

(1) Como podemos constatar através da

gularidade X9,

sin-

o estudo da decomposi

¢ao completa de um germe estavelmente equivalente a um germe em

duas variaveis, parece ser mais eficiente usando a

identidade
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algébrica A(f) + n(f) = u(f) - 1, ao invés do invariante Ao'
(2) Resultados analogos ao (5.11), tambéem

temos obtido para singularidades com mo

dalidade interna 3, classificadas recentemente por ([241]).

Lembremos que as com modalidade interna < 2, estao contidas

nas com modalidade < 2,

(3) Como podemos constatar pelas uplas de
invariantes dadas para m =1, 2, o(f),
B(f) e n(f), nado sao invariantes topologicos (conforme  Lé

Dung Trang, Ramanujam e Teissier).



CAPITULO TV

STMBOLO DE BOARDMAN E (x,k)-DETERMINACAO

Neste capitulo, mostraremos para uma classe bastante am
pla de germes, que o comprimento do simbolo de Boardman, esta
mais relacionado com a (r,k)-determinacao do que com a determina
cao usual, isto &, (0,k)-determinacao. |

Para justificar certos conceitos que ihtroduziremos,cog

sideremos o seguinte exemplo:

1.1, EXEMPLO:

Seja f : K2,O + K,0 definido por f(x,y)=x8+y9+x3y4.

Mostremos que m§<f> = mg<alf,82f,f>, onde

0, € = 8x’ + 3x%yt e a,f = 9y 4 axdy’
Como:
x4f = x12+x4y9+x7y4 = %xsalf + é%x4y82f %%xys(x3y4)7
x3yf = xlly+x3y10+x6y5 = %x4yalf +
+ ;2x3yzaéf %%y6(x3y4),
w2y2¢ = y10,2,,2.11,.56 _ (%x3y2 _ ;%y7)alf .
+ é%xz 382f +»%%x4y3(x3y4),

xy"f = x"y +xy +x4y7 = 77x_y'81f + (éxy - Jo08% )azf?+

89
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8.4,.13, .38 4 1.5 135 4

4_ _ _ 5 _ 13 3
y £ = xy tyTT4xTy " = 35XY Blf + 3y 32f 57X (x"y ),

e lembrando que <alf,82f,f> = <81f,82f,x3y4>, segue que,

4 5
m2<f> c m2<81f,82f,f>.

3 4
Por outro lado,A m2<f> ¢ m2<alf,32f,f>.

De fato: mostrar gque mg<f> 4 mg<81f,82f,f> € equi-
valente mostrar que mg<f> 4 mg<alf,82f>.

Temos que xy2f = x9y2 + xyll + x4y6.

Como  my, (mg<alf,82f>) € o K-espago vetorial dado
por:

<x12,xlly,xloy2,x9y3,x8y4,x7y5,x6y6,x5y7,x4y8,x3y9,

2 11 0 7 4 4 7 3.8 9
X Ylo,X rxl YIX8Y3IX Yy rx6y51x5y6lx Y XY fxzy ’

7.3 6.4 55 37 28 9.2

4 6 4 6
X'y XYy XTyT,xTy ,xTy ,8x7y" + 3xy o, 11

9xy + 4x’y R

e, det |8 0 3] # 0, segue que xyzf £ mg<81f,82f>.

0 9 4
e
Seja 3y i F T oem oawg o MeRieeehe
1 "k
onde x, =X e X; =Y
1 T2

Consideramos os seguintes ideais:

I = <£f>

3.4

8§I = <81f,82f,x y > = <31f,82f,f>

H
—~
l
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9 k!
I = 12 = <allf,alzf,azzf,x‘y4,x3y'> =

= <28x6+3xy4,6y7+x3y2,x2y3>

8’1 = 1, = <3y175 03779810 95F 18,08 xy?, x2y3 33y =
= <56x5+y4,2ly6+x3y,xy3,x2y2>
541 = I4 = m; , 15 = mg e I6 =m,
Logo, temos que I, < m211+l’ (i =1, 2, ..., 5 e, mgI <
< mgll.
Seja I < mo < Co(K") um ideal, 8y,..., 6 niime

ros racionais positivos e Xqr +eeq X, oum sistema de coordena-

n

das nas vizinhancas de 0 ¢ K Seja 6 = (8,, ..., 8,).

1.2. DEFINICAO: I & dito um ideal do tipo quase-homogéneo com
relagao a 6, se existir um K-isomorfismo de

ilgebras ¥ : co(xn> > Co(Kn), tal que:
(i) lD(I) = <gl[ o« 0 0oy g£>, e,

(ii) gyr eeer 9 sao quase-homogéneos com
relagao a 6.
NOTACEO: I & do tipo T.I.Q.H.-6.
1.3. DEFINIGAO: I & dito um ideal do tipo Dp , onde ©p ¢ Z,
p > 0, se, sendo posto 1 = r (k2 0), exis
tir um K-isomorfismo de algebras

n n
wk : CO(K ) = CO(K ), tal que,
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ke o
lpké I - <X1, LI N ] Xr’hr+l(xr+l, LRI Xn), * e o 7
p
ht(xr+l’ ey Xn)> e mn<hr+l’ ceny ht> c

p+l
S mn, <ahr+l, ooy aht>.

-

NOTACOES: I & do tipo T.Dp ou, I satisfaz a condigao Dp.

1.4. DEFINIGAO: Seja f£ « m> c C_(K™),
Se I = <f> for um ideal do tipo T.I.Q.H.-6
ou 'I‘.Dp , entao diremos que f & do tipo

T.I.Q.H.-6 ou T.Dp, respectivamente.

1.5. LEMA: Seja f « mi c Co(Kn).

Entao, B(<3f>) = B(<3f,f>).

Demonstracao: Como f « mi, segue que posto <3f> = posto <9f,£>.

Suponhamos que posto 6k<3f> = posto 6k<8f,f> =0, k=
: ko+1 3°f
=0, 1, ..., kO . Logo, § <3f> = < T — 5% > e
1 ts
kott __03%¢
§ <3f,f> = <f, 5 >, onde s =1, ..., k +2; 1 ¢
xil N Bxi o
s

S iy ey i = e Xy, owee, X € um sistema de coordenadas

nas vizinhancas de 0 ¢ K",
ko+1 ko+l
Segue entao que posto § <3f> = posto § <3f,f>.
k +1
Suponhamos que posto § © <3f> = r.

k +2 ko+1 ko+2
Logo, & © <3f> = ¢ <3f> + I, e 8 <3f ,f> =

k +1

=4 ° <3f,f> + 12 ’ onde Il e I

res (r+l) x (r+l) das matrizes My e M, respectivamente,

5 sao gerados pelos meno-

onde:



|r (2t )
: Bxl axi
i 1 2
o he: ) i ]
09X, 0OX, 0X M1
1 2 13
(Bf
axiA
k_+3 i |
9 f
( E T )
1 lko+3
L i
5§ ko+2 v ,
Como A% 8 <3f>, (1 = lﬁ ..«y Nn), segue ‘que
K +2 1 kK +2

‘posto § © <> = posto 5° <of,£>.
"~ Seguindo com o mesmo raciocinio, teremos provado - que

B(<3f>) = B(<af,f>),

1.6. TEOREMA: Seja £ ¢ m2 < C_(K"), do tipo T.I.Q.H.-8.
o 8 ~ -
Se my < mn<8f>, entao Bf € da forma Zil .o
SRR 0
~ c c+l
Demonstracao: Suponhamos que £ « moo=omo , com c 2 2,

Sendo f to tipo T.I.Q.H.-8, segue gque existe um - i-
deal <gys eeer Gy de CO(Kn), equivalente ao ideal <3f>,
onde g, € quase-homogéneo do tipo (di;e), i=1, ..., k.Por

a ' a B
tanto, como m. < mﬁ<8f>, segue que m_ < mn<gl, caey gk>.

a L
. 1
Logo, considerando .xl .o xnn com 0 < Zl,...,in e
o B .
Kl ol t Zn = g, Ssegue gque existem hl’ ceoy hk € Mmooy tais

que, X;° ... X = iélh‘

S tere
i9i -

Derivando em relagao a X5 0

mos:



2 L. . .
1 =173 j+l n _
ijl - xJ_1 xj xj+l x = =
k k
= 3L)hy3495 * L9509

supondo Zj 2 1.

Como cada 9 € quase-homogéneo do tipo (d;e), onde

n
6 = (61, o ooy en), segue que g, = sglesxsasgi (i =1,...,k).
El lj-l ‘ Zn k
Portanto, ijl cee xj cee X 0= iélhiajgi +
n k

Como hl, ceoy hk € mﬁ ; Segue gque xsajhi € mg, e

entao, tem-se m»°‘-1 c mB<3.g.>, l1<3js<mn 1= 1is< k. Disto
n n j°i
segue que m®L e m6<g 3.9.> (1 s jsn; ls isk)
9 n n“9i7°39 =] 4 .

Suponhamos ¢ 2 3,

Entao posto <3f> = 0, posto <Gyr eees 9> = 0 e
mn S mg6<gl, ceer Gy Desde que f ¢ mg -mo Ty seguindo
com raciocinio analogo, teremos mg—c+2 c mﬁéc'2<g1, cooy gk>,

pelo fato de podermos em cada estagio, trabalhar com geradores

quase-homogéneos com relagao a 6. Temos ainda que posto

c-2

Gc-3<91: sees Gy = 0 e posto § <gyr eees 9> = T > 1.

o=Cc+2 g+1
cmn

(i) Se r = n, entao tem-se my

, O gque acar-
reta que a=-c+2 > B+l, e portanto, a=-8 2 c-1. Lo-

gO, B(<gl' LR I A J gk>)= Zn e n oo
\——V—J
c=-2

Pelo fato de ser <gys e G2 equivalente a <93f>,



(i

<

s

e por (1.5), segue que Bf = 3’ g+ com a=-Bz2c-1.

(ii) Suponhamos 1 < r < n.
. c-2
Consideremos ) <gl, ey gk> = <L1+A1,...,Lq+Aq>,
2 - .
onde Al, ey Aq € mn e cada Li e uma K-forma 1i
near nas variaveis Xy .;., xn (obviamente existem e
xatamente r linearmente independentes sobre K). Co-
mo cOmbinagées lineares sobre K, de germes quase-ho-
mogéneos com relagdo a 6, s3do germes quase-homogé
neos com relagao a 6, entao podemos supor que:
17 " Zk I A i A S A
onde Ly, «ver Ly sao K-formas lineares K-linearmente
: 2
independentes e Al, ...,'Ar, pl, “eer Py o€ mn ' com
Litdy, eoey Lo#A, Pyr «+er Py quase~homogéneos  com
relagao a 6.
Seja w; © grau de gquase-homogeneidade de Li + Ai
=1, ..., r) com relagao a 6 . Podemos supor que wy s
w2 S LK S wr -
aLl
Suponhamos que 5% # 0.
Iy
Se W) T Wy T oeee T < WLy , entao podemos escolher
variaveis X, , ..., X. , tal que:
31 Is '
a(L 7 LI Y § L )
det 1 S — #0

9 (x. e .
( Jll r st
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Como we < gy e Ls+1 + Ar+l € quase-homogéneo com rela-
¢ao a e, entao Ls+l }independe de le, ‘eey xjs.
aLs+l
Tomemos xj tal que —§§»4—~—'# 0. Logo,
s+l js+l
det a(Ll' . e oy LS+1) # 0
0 (X, , o4, X. )
3 Is+1

- Prosseguindo com o mesmo raciocinio, podemos supor a

menos de combinagoes lineares sobre K, que:

r
= v [
Ll + Al le + Ll + Al
< * o ¢ @ ¢ & s 9
L +A =x. 4+ L'+ A
r r i,
o
onde L' + A' ndo depende de X, ..., X. L' K-forma  1li-
q " °q P I
near e Aé € mi (g =1, ..., r), devido a quase-homogeneida-
de.
Considerando agora o germe de difeomorfismo definido
por:

=
]
L]

s s

el
i

b =X ¢+ bPF I e 3y

tem-se que | & quase-homogéneo com relagao a 6 . Tomando uma

permutacaoc o e S, com o(js) =5, s =1, «ee, r, e defi-

nindo G*ID por G*w(xll cees X ) = \D(Xo(l) ,' .V.., xo(n)),ten-

n
-se que o*y & um germe de difeomorfismo quase-homogéneo com
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relagdo a o*f = (65 (1)r *++7 Ogqn)) € 60'2<g1, ceer G> 8
equivalente a <xl, ceer Xy hl' ve e hm> - com
hj = hj(xr+1’ veens K)o mi quase-homogéneo com relagdo a G*9
(3 =1, ..., m),

 Portanto, mg'°+2 e mﬁ<xl, vess X hyy ooy hp>,  com
hy = hy(Xe4qr oo X)) ema, 3 =1, o, om

Nestas condigoes temos:

oa=c+2 R R
< . e > + < . o >
M € Mp<Xqs v Xy "n hl' ' hm '
a=-c+2 mg-c+2 * mﬁ<xl, R 3
ner 3 (pois, a=c+2 2 B+2);
m-<x ceey X.>
n "1’ " “r
Q=C+2 B -
+ < e >
" Ma<%q0 v Xy c
B8
< >
mn xl, LI Xr

g B
mn<xl, LI 4 xr> + mn<hl’ LR N 4 hm>

mn<x1’ s s 0y xr>

B B
m=< e > + m°< Ceer >
n X110 v Xy n hl’ v hm
g8
mn<x1, e ny xr>

' 2
& mﬁ_r<h1' RN hm> (POiSp hj = hj(xr+1'os|'xn) € mn.

j = l’ e e 0y m)'
onde "=2" denota o K-isomorfismo natural e,

n-r
Mooy = <Kpyqr ooer xn>C°(K )

Logo, m2-S*2 ¢ mf_ <hy, ..., ho>. Semdo hy, wuy By
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quase-homogéneo, segue que,

a-c+l B '

"n-r © mn-rsajbi>
(3 = r+l, ..., n; i =1, ..., m) e portanto, que mg-0+l c
c mB<x X_,9.h,> ¢ m8<x Xx_,h,,3.h,> (L=r+l n;

n 17 et r’ j i n 17 r’ i’ j 177 J ,'.‘.' ’
i=1], ..., m), uma vez que o-c+l 2 B+1l, pois 1 < r < n.
2 - .

Como hl' ey hm € m_n Sa0 germes em X .is ..oy X
segue gue SXyr o eees Xy hi' ajhi> = 6<xl, veer Xy hi>, (3 =
=r+l, ..., n; i=1, ..., m).

Pelo fato de ser dc—2<gl, ceer G2 equivalente a

: a=-c+l B.c-1 ‘
<xl,_..., X hl’ v oy hm>, segue que m. c mnG <Gqres G-

Sendo h,,d.h quase-homogéneos com relagao a o*g,

i'731

entao podemos repetir o raciocinio usado quando da construgao do

germe de difeomorfismo Y.

d-1

Entao, supondo S <gyr eeer G2 # m, e

6d<gl, csey gm> = Mmoo teremos
o-d B.d B+1
m, c mnG <gl, ceey gk> = mn

Logo, a-d 2 B+l, e entao, a=-B =2 d+l.

Por 6d<gl, ooy gk> =m_ tem—-se que B(<gl, o..,gk>)

é da forma Zt £ €. 0° Pela equivaléncia de ideais entre
1 2 L2 S d
<f> e €gys «+es 9>, € por (1.5), segue que B, € da for-

ma Zi com o=-B = d+1l.

L vee igey O

Portanto, Bf e da forma zil L. ia-B 0"



1.7. EXEMPLO: Seja f K2,O'» K,0 definido por f(x,y)=x5+y6.
~ -8 3..4 5 =
Entao, m2 c m2<x Y > e Bf = 22 22210°
com 15 #0 e 16 = 0.
1.8. OBSERVAQOES: (1) Todo ideal I < m_ « co(xn), do tipo

T.I.Q.H.-6, & do tipo T.D;. A recipro-
ca é falsa, como mostra o exemplo (1.1),

considerando I = <f>,

(2) Conforme constatamos, todas as singulari
dades m-modais (m < 2), satisfazem a

condicgao Dp , para algum p ¢ Z, p> 0.

(3) Temos também (conforme [4]), que todo
fem < C (K), com Ws< 13, & do ti-

po T.Dp , para algum p ¢ Z2, p > 0,

Como conseqiiéncia da técnica de demonstracao de (1.6),

temos um resultado mais geral, dado pela:

1.9. PROPOSICKO: Seja f e mi < ¢_(KM), do tipo T.D .
Se mg c mﬁ<8f>, entao Bg é da forma
S PR T
o B

Demonstracao: De m, < mn<8f>, segue que,

ma+p+1 c mﬁ+p+l

n <3f>. Suponhamos que posto <3f> =

k k+1

= posto §<9f> = ,., = posto §<3f> = 0 e posto § <of> =r 2 1,

Seja y = (Yl, . Yn) e Nx ,,, x N, com Yy L

+ ..o+ Yy, = otptl.
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Yl Yn Y -

Denotemos X17 .. X por x'. Entao, temos que
Y o o B+p+1
x' = i;lhiaif ' com hl’ ceey hn e m_ P . Supondo Yj 2 1,

n n
_ 9 LY _ 2 B+p

tem-se axjx iglajhiaif + iélhiaijf‘ Como ajhi € my e
. = . o Y B+p+l .2 C .
f e do tipo T.Dp , Segue 3§;x € my <aitf> com i,t=1l,...,n.

Portanto, mg+p S mﬁ+p+l6<8f>.
mu+p—k - m8+p+16k+1<3£>.

De modo anidlogo, teremos n n

(i) Se r = n, entao, u+p—k 2 B+p+2, o0 que equivale a

o-B 2 k+2. Portanto, Bf € da forma Zi
l .« " O

6k+1

(ii) Se 1 < r < n, por hipdtese, <3f> & equivalen

te a um ideal da forma <x1, ceer X hr+1' ceer ht>,

com hj = hj(xr+l’ ey Xn) (j = r+1, ..., t) e

<+
n r+l’ « s 0o g t n <ahr+l' LR I aht>o

h >.

+p-k-1 B+p+l
%P c mIB_l P 6<xl,,,,,xr,hr+1,..., £

Portanto, n

Seguindo com o raciocinio, teremos o resultado,

Com relagao a (r,k)-determinacao, temos o:

1.10. COROLARIO: Seja f : R%,0 » R,0 do tipo T.D_ .

({11}

Se f for (r,k)-determinado, entao, Bf
da forma T, ) .
1, eee iy, 0
1.11. COROLARIO: Seja f : R",0 - R,0, com cod Rf = cod Af<

< ©» (conforme [171]).

a B ¢ ~ -
Se . m, < mn<3f>, entao Bf e da forma
Z 3 .
iy vee iyg 0
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(R™)
Demonstracao: Temos que cod Rf = dimR ——%3?;—— = cod Af =
C n
= dimR o(R )2 < », Disto segue

que f - <3f>, Logo, por Saito ([22]), temos que f @& equiva-'
lente a um germe g quase-homogéneo com relagao a algum 6.

Portanto, f & do tipo T.I.Q.H.-8, donde segue o resultado.

Utilizando ainda as técnicas de demonstracao de (1.6),

temos os seguintes corolarios:

1.12. COROLARIO: Seja f - m’ c C_(K"), do tipo T.I.Q.H.=8

(ou do tipo T.Dp).

Sﬂponhamos que mﬁ_t cl ik+15k<8f> . onde
§ %<df> =m e §° <f>#Fm.
Entao, Be é da forma Zil e iy . 0
k+1
(k =0, ..., ko).
Demonstracao: Seja £ ¢ {0, 1, ..., k }. Por hipdtese temos
que mg-e c 817’4'16£<9f> onde podemos supor
6£<8f> = <Pys eeeq Py¥s COM Py, eeey Py quase-homogéneos com
relagao a 0.
Se £ =%k_, entao 6£<af> =m e portanto, o=-8 2
o) n ko+l
> k_*1, donde segue que B é da forma Zil L ia-B 0 -
ko+l
Seja & < k. Entao temos st<aes AL
A partir da inclusao mi-z' 8z'*'l<5£<3f> - seguihdo
ko-ﬂ passos como na demonstracao de (1.6), teremos | mz-ko c

8£+l ko B1.+l+1
ma § “<of> = mn , donde, a-82+1 b3 ko+l.
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k
Sendo § P<af> = mn ’ 0 resultado segue.

No caso de f ser do tipo T.D_, a demonstragcao & and
- B +p+1
loga, tomando mﬁ k+p+l mnk+1 <9f>, k=20,1, ..., ko.

1.13. COROLARIO: Seja f « mi c Co(Kn),, estavelmente equiva-

lente a g : K2,0 + K,0, com Blg e azg

gquase-homogéneos.

Se mg c mi<af>, entao Bf- é da forma

.O-

il ¢ e ia_e

Demonstragcao: Por hipdtese temos que mg c mg<ag>.

k+1

Seja posto 6k<3g> = 0 e posto ¢ <3g> = r # 0. Como

alg e 32g sao quase-homogéneos, segue que

a-k-1 _  Bok+l
2

2 <Bg>

2, entao, a~k-1 =2 B+1, e portanto, a-B2k+2,.
k+1

n
o
2]

]

Sendo $ <3g> = my v Segue que Bf é da  forma

Se r =1, entdo 6k+l<ag> € um ideal equivalente ao
ideal <x,yt>, para algum t 2 2, pois, codK 6k+l<8g> < o,
Nestas condigdes, temos que mg-k-l c mg<x,yt>, e,

portanto, o-k=-1 2 B+t, isto &, a=B 2 k+t+l.

<Sk+t

Como <9g> = mys O resultado segue.

1.14. COROLARIO: Seja f ¢ mi S Co(Kn) (nao necessariamente
com u(f) < =),
Se existir k € 2, k =2 1, tal que, 6k<f> e

' a B - -
do tipo T.Dp e m. < mn6 <f>, entao Bf e da
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1.15. COROLARIO: Sejam f ¢ mi S CO(K ) do tipo T.Dp , e
k, - 2, k, 20,
ko+l to
com $ <f> = m,ooe § Y<f> # m_ Para ca
. | "
. ) , . - k
da k=20,1, ..., ko , seja mi S mnk5k+l<f>
B, +1
o=k Tk k+1
com m_ 4 m. $ <f>,
Entao, i —e #F0 e ia-B +1 = 0, " onde
k k
o o
B =‘il ..

(Compare com III - 3.7).

1.16. COROLARIO: Seja f « mi S Co(Kn), tal que <3f> & equi
valente a um ideal J = <gl, ceer 9> onde
9y 9or eeer 9y sao quase-homogéneos.

Se Bf for da forma Zn n...no0 ou
B

o . ~
z e m., < mn<3f>, entao,

n ...n1l.,.. 10"/
|B¢

< o=-B.

1.17. OBSERVACOES:

2 n Co(Rn)
Sejam fl, ey fr e m_ < CO(R ) com dlmR <f1""’fn>
c, (R™)
Logo, por ([12]), segue gque dim = < », para to

R r
. <fl, ooy fn>

do inteiro r 2 1. Nestas condigoes, seja k = k(n), tal que,
k n
my ¢ <fn, ceoy fn>.
n .
Por ([10]), temos que fi € <alfi, ooy anfi>, (i =

=l' LI 2 J n)O
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Portanto,
nE<g £ > ¢ <f £ ><f£P £«
n l' Q‘I’ n 1' ll.' n ' '0.' n
< m2<gh , £ c’m2<3f 9f_>
el n l, e e o n n l[ LI I ) n L]
Em resumo, temos mk<f f > ¢ m2<8f of >
' n l' ...' n n l,.l., n -

Baseado neste fato, e nas singularidades que observa-

mos, apresentamos a seguinte:

CONJECTURA: Seja £ « mi c C_(RM, com  u(f) < .

Entao, f satisfaz a condicao Dp , para algum

pe 2, p>0.




CAPITULO V
COMPRIMENTO DO STMBOLQO DE BOARDMAN E O GRAU DE UM POLINOMIO

No capitulo anterior, a nossa preocupag¢ao foi dar um li
mite para o comprimento do Simbolo de Boardman de um germe, em
termos da (r,k)-determinacao.

Durante a manipulagéo de exemplos, que nos levaram a in
tuir a referida relagao, observamos que para "grande" nimero de
polinomios, existia uma "boa" relagao entre o comprimento de seu
Simbolo de Boardman, e de seu grau, como por exemplo, le <
< grau(f).

Diante destes fatos, nos propusemos a dar uma classe de
polinomios, para a qual, vale a desigualdade lel < grau(f) - 1.
Existem porém polinémios com u < o, que nao verificam esta rela
cao (ver (1.3)).

Para tal, seja F ={f ¢ K[x,yl : £(0) =0, £'(0) = O

e u(f) < =},

1.1. DEFINICAO: Dados f£f,g ¢ F, diremos que f se reduz regu-

larmente a ¢, se:
(i) graul(g) < grau(f), e,

(ii) f @& equivalente a g (equivaléncia via

R ou ®).

1.2. OBSERVACOES: A propriedade de se reduzir regularmente, ndo

determina em K[x,y] uma relagao de equivalén

cia. Para tal, basta observarmos que f(x,y) = x3+y4 + x2y3 se

105
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reduz regularménte a g(x,y) = x3+y4, sem que a reciproca va-
lha.
Seja C ={f ¢« F: se f se reduzir regularmente a

um germe da forma x2 + h(x,y), com h € mg+l , entao f se

reduz regularmente a um germe da forma x2 + xamzAa_z(y) + ... ¢
+ ...+ xAl(y) + Ao(y), onde Ai(y) ¢ Klyl, i=20,1,...,a=2},
Antes de enunciarmos o resultado do capitulo, vejamos

um exemplo.

3

1.3. EXEMPLO: Seja f(x,y) =x +3x2yp + 3xy2p , com peZ, pz1l.
Como ' f @& equivalente a g¢g(x,y) = x3~y3p , Segue que

]Bfl = 3p-1, com grau (f) = 2p+l.

1.4, TEOREMA: Seja f ¢ C, com grau (f) = r.
Entéo,-\ lel < r-1,
Demonstracao:
(I) Consideremos
a,. b i 3 i j
£lx,y) = x"4y” + iﬁ%=caijx y) + i$S>cBijx y? +
i,321 i,3=z1
$ i X i
*isadiXT o i5peyY

onde aij' Bij’ di’ e, ¢ K, p(f) <= e 3 < a < b,

i

Se nao existirem termos mistos, entao f se reduz re-

gularmente a x> + yb + € portanto, B, = I, 21 ., 10°

b v
a=1 b-a
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Suponhamos que exista termo misto, e que,

= I i3
D i+j=caijx Yy
i,j21

€ a soma dos termos mistos de menor arau.

Caso (l): 3 s a = b.
(i) Se ¢ < a, entao f =D + h, onde h « m§+l.
Seja i, © maior indice tal que, aio ’c-io # 0. De-

rivando i -vezes com relagcaoc a x e (c—io-l)-vezes com rela
~ c-1 . .
¢ao a Yy, teremos que y e 6 <f>. Derivando (10-1)-vezes

com relagao a X e (c-i_)-vezes com relagdo a y, teremos em

<f> um elemento da forma X + 8y, com 6 € K, Logo,
c-1 : c-2
S <f> =m,. Como posto § <f> = 0, segue que B; = 22 .. 20°
H———.—l
c-1
. _ - ~ _ La a
(ii) Se a=Db =c, entao, f =x" +y“ + D + h, com
a+l B ~ a_l - .
h e mo . Segue entao que S <f> & gerado por elementos da

forma: Zi + hi , kl, ooy kt (i =1, ..., a), onde Zl"“’za

~ . 2
sao K-formas lineares em x,y e hl’ ceny ha' kl, ey kte mo -
Se existirem i,j ¢ {1, ..., a}, com i # j, tais que li e
Zj sao K-linearmente independentes, segue que ﬁa-l<f> =My
Como posto 6a—2<f> = 0, tem-se By = 22 2'0.

| )
a-1
Suponhamos que Zl, cees Ka sd30 2 a 2 K-linearmen
te dependentes. Podemos supor ainda que Kl’ s Za sao da-

das por:
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Zl = ax +:a 117Y
Ly =(a-la__, { X+ 20, 5,V
§ Ageyp T latkle, o x o bDe, g gy Y
Lamy = 20 qop X * (amDay 5y
Za @) 4.1 X + ay
.
. _ _ (a, (t a _ (a=1)t
Seja o,y =t = (})(3). Portanto, ¢ = —g——
a=-2 2
. _ ,a, ,t, 2
0 que equivale a G p 2 = (2)(5) .
Suponhamos que o = (a)(E)k ara k=1 k
P 9 a-k x 'k’ ‘a’ P rererfor
Logo,
(a=k+1l)og_ 41 k-1 (a-k)o —
ko x x (k+1)os o1 k41

= (.3 (kL
a-k~-1 k+1 k+1’ *a

Analisando agora £a e L, teremos:

20L2 a-2 _ %1 a-1

(a-)a; - a = (a-lay 53 =

2aa2 a_'2
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Como,
a t,a-1 a t,a=-2
% a-1 = (3-1) ) e 9y a-2 =) P
segue gue (%)a = 1.
Portanto, t =t a, conforme a paridade de a. Nestas
condicoes, temos que f = (x % v)2 + h.

Efetuando a mudanga linear de coordenadas, dada por:

1

X X £ty

Y

y

teremos que f se reduz regularmente a um polindmio da forma

a a+l
x + g, com g e m, .
Como f ¢ C, segue que f se reduz regularmente a um
polinémio da forma f = x° + xa-zAa_z(y) + ...+ xAl(y)-+Ao(y),
com Ao, Al, ce ey Aa-2 e K[y].

Temos que posto §272F> = 0 e que, x ¢ 827 L<E>, co-

mo u(f) < », segue que Aj(y) 20 ou a_(y) Z0, onde
et a 1 a+l 1 k-1
Al(y) = Bgy¥ F Ba+2y toe.. # Bky
e
_ o0 a+l o k
A ly) = B_,qY oo+ By
1
com Bj’ Bz e K.
Se Al Z 0, seja j o menor indice tal que, B;+l #0
(j za). Logo, derivando uma vez com relagao a X e (a-2) ~-ve

~ a-1l =
zes com relacao a y, teremos em S <f> um elemento da for

1l j-a+2
j+1¥

j~a+3

ma B + xk(x,y) + gqly), com Qq e m3 . Como

x ¢ 83 LE e B§+l # 0, segue que yJ-a+2 e 627 1Fs. por-
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tanto, B_ = [ onde m < j-a+l. (m+a-1 <

2 ...21 ...10'

s J

€ j s grau (f)-1).

Se AO Z 0, seja p o menor indice tal que, Bg # 0,

(a+l < p). Derivando (a-1)-vezes com relagao a y, como

da—l - p-a+l . 6a-l -

8; #0 (p 2 a+l) e X ¢ <f>, segue que y <f>,

Logo, Be =L, = 5 , com s £ p-a. (s+a-1l < p-1 <

LI ) 10
—_— S — ;
a-1 s
< grau (f)-1).
Observemos gue podemos calcular um limite para IBfl,
através de nmin{p,j} se A Z0 e Al £ 0; atraves de j se

Ay 20 e Ao = 0, e, atravées de p, se A, = 0 e Ao Z 0.

(iii) Se a =b < ¢, & imediato que B =1I, 20 °
—_—
a-1l
Caso (2): 3 < a < b.
(i) Se ¢ < a, entao, como [caso (1) - (i)] , tem-se
Be =1 ..20
[
c-1
a a+l

(ii) Se c¢c=a, entao f =x + D+ h, com h ¢ my T

Seja 3j o maior indice tal que, aa—j 3 # 0. Derivan-
do j-vezes em y e (a-j-1)-vezes com relagao a X, teremos em

§3"1cf>  um elemento da forma X+g, com g ¢ mg.

Se j =1, derivando (a-l)-vezes em x, teremos em

Ga-l<f> um elemento da forma ax + by + £, com £ ¢ mg e b#0.
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Se j 2 2, derivando (j-1l)~vezes em y e (a-j)-vezes em X,
teremos em éa-l<f>, um elemento da forma 0gey 3 Y * dx + q,
com d ¢ K, g e mg. Portanto, qualguer {que seja a hipotese
sobre j, como aa—j 5 # 0, segue que 6a-1<f> =m,. Sendo
posto §27%<£> = 0, segue que B, = I, 90"
L—ﬂ——)
a-1

(iii) Se a < c, como f ¢ C, tem-se que Bg & da forma
22 .21 ...10°" com a+m-1 < grau (f)-1, conforme [caso
LU " —r 1N _—_J

a-1 m

(1) - (ii)1].

Aproveitemos para fazer uma analise extra-teorema, do
caso a < b < c. Primeiramente, seja a < b = c. Derivando
(a=~1) ~vezes com relagéo a X, teremos em

<f>, um elemen

to da forma:

= a'x + ka(x) + (a-1)'a yb—a+l +

h a-1 b-a+l

1

b-a (b-1)! b-a
+ a!aa b-a Xy + ... + *TB:ETT—ab—l 1 X y + Py

b-a+2
com pj e m, .
Derivando (a-l)-vezes com relagao a vy, teremos em
6a_l<f>, um elemento da forma:
_ bl _b-a+l (b-1). b-a
By = a7 Y *prat %1 p-1 Y
(b-2)! 2. b-a-1 iy atl
P ha-D T %2 b2 XY Tt ..ot (2 l)'ub—&ﬂ.a—l?ér *
+ p,
com p, ¢ mg-a+2.
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Considerando a mudanga de coordenadas, dada por.

X =h
v .
Y = vy
teremos que s37legs g equivalente ao ideal <x,yb-a+l>. Por
tanto, Be =L, .21 ...10°"
a-1 b-a

Se a < b < c, entao, do mesmo modo tem-se

Voltemos & demonstracao do teorema.

(II) Consideremos

a b-1 ij iJ
= z .
f(x,y) x“+xy + i55=c%15% Y + i$5>cBijx y- o+
i,j=21 i,j=21
T i ) i
* i>adix *oispeiY
onde aij’ Bij' di’ e; « K, P(f) < = e 3 < ac<hb.
-, N - b-l
Suponhamos gque o Gnico termo misto de £, e Xy .
Entao, f(x,y) = x2 + xyb-l + iEadixl + iEbeiyl.
Se a < b, entao, posto da-2<f> =0 e Sa_l<f> =
= <X,yb_a+l>, donde se conclui que Bf = 22 51 10
a-1 b-a
_ ~ a-2 _ a-1 -
Se a =Db, entao, posto § <f> =0 e § <f> = Moy s
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e entao, Bf = 22 2 0
[ S ——
a-1
Se a > b, entao, f(x,y) = xyb-l + h, com h e mg+l.
Logo, Bg = I, 5 o+ Pois, s legs = my.
! ——————
b-1
Suponhamos que exista termo misto além de xyb-l, e
gque D = i#%=caijxlyj & a soma dos termos mistos de menor grau.
i,3=21
Caso (1): a=D>b 2 3,
(i) Se ¢ < a, entao, por [I - caso (1) - (i)1, segue

x2 + xya—l + D+ h, com

]

(ii) Se c = a, entao, f(x,y)

a+1l

h ¢ my . Se Ay g-1 # -1, entao por [I - caso (2) - (ii)],

- segue que Bf = 22 20 ° Suponhamos que 4 a-1 -1, Se

a-1
D + xy° - # 0, entao, também por [I - caso (2) - (ii)l, tem-

-se B, = I, , o+ Por outro lado, se D = —xyé—l, entio
;——_V__.TJ ’
a-1
a a+l
f =x +p, com p e m2 .

por [I -~ caso (1) - (ii)]1], segge qge B = Ly 2'1 e 1 07

Pelo fato de termos f ¢ C, entao,

c e e e

-\ '] )

v

a-1 m

com m+a-1l < grau (f)-1.

(iii) Se a < ¢, entao f = x2 + xya+1 + h, com h ¢ m§+l;
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Logo, por [I - caso (2) - (ii)], tem-se Bf==22 ...20°"

e S
a-1
Caso (2): 3 s a < b
(1) Se c < a, entdo By =1L, 5 ;.
;___V____J
c~-1
(ii) Se ¢ = a, entao f = x* + D+h, com h e m§+l: e
portanto, Bf = 22 20"
e
a-1

(iii) Se a < ¢, como f ¢ C, entdao B =I, ., g

a-l m

com a+m-1 < grau (f)-1.

Registremos apenas que no caso a < b < ¢, temos Bf =

2 ...21...10°

J

Vv v

a-1 b-a
Caso (3): 3 < b < a.

Como nos casos ja vistos, tem-se lel < grau (f)-1.

(ITI) Consideremos

a-1 b-1 + by

= i3
f(x,y) = xy + yx 145=c%i5% Y +
i,j=1
z 1,3 5 i i
i+j>c8ij y= + >bdix * 1§aely
i,j=21
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Se os Unicos termos mistos de f forem xya-l e yxb-l,
entao, By = 22 20 onde m = minf{a,b!}.
\—-———V“J
m=1 C
Suponhamos que além de xy> ' e yxb_l, exista termo
\ 1 = z i j
misto, e seja D i+j=caijx vy~ o, a soma dos de menor grau.
i,321
Caso (1) a=>b
(i) Se ¢ < a, entao Bf = 22 .20
\-———V_——I
c-1
(ii) Se a < ¢, entao Bf = 22 .. 20"
h—w__l
a-1
Caso (2): a < b.
(i) Se ¢ < a, entao Bf =1, . 20"
| SR
c-1
(ii) Se a < ¢, entao Bf = 22 .. 20"
Q——.Y...._.J

Para encerrar a demonstrégéo do teorema, observemos que,
se a = 2 nas trés formas consideradas, entao, ou f & um re-
presentante de um germe de Morse, e al, nossa desigualdade & ver-
dadeira, ou f & equivalente a um polindmio da forma *x° * y,
com k 2 3, para o qual, nossa desigualdade pode nao valer. Como

[
estamos considerando f ¢ C, entao f se reduz regularmente a
2 k

tx” + y , com k < grau (f), e portanto, nossa desigualdade se

verifica.
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1.5. OBSERVACOES:

(1) Observando a demonstragao, constata-se que provamos a
validade de nossa desigualdade para um grande nimero de polind-

mios nao pertencentes a (.

(2) Para f numa das formas +x? s yb + A, + x3 3 xyb+-A

b a - ~ - .
ou txy * xy + A, o0s calculos sao analogos aos registrados.

a

(3) se f(x,y) = x + h(x,y), onde h(x,y) & um polino

mio de grau 2 a+l, entao por Lu ([15]), existe uma mudanga de
coordenadas, na qual f se expressa na forma x? + xa-zAa_zbﬂ+
+ ...+ xAl(X) + Ao(y). Se u(f) < =, entao podemos supor

que a nova expressao de f & polinomial. Acontece, que nem sem

pre o seu grau & menor ou igual ao grau de f.

(4) O exemplo (1.3) mostra que a condicao f ¢ C, @ uma

condicao indispensavel para 0s nossos propositos.

(5) Para n variaveis (n 2 3), encontrar uma boa classe
de polindmios para a qual valha a referida desigualdade, & uma

questao mais delicada, como mostra o seguinte exemplo:

f : K3 + K, f(x,y,2) = x2 + 2xy3 + 22

Temos grau (f) = 4 e Bf = 23 11110° pois f e equiva~
2 2 6

lente a X + 2° - Y.
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No que segue, vamos exibir uma classe P de polindmios

i

de K[xl, ceer X1 (K=R ou C), e uma fungao h:{2,3,...}>N,
tal que, IBfI < h (grau f), para todo f ¢ P.
Antes porém, vamos registrar alguns conceitos encontra-

dqs em [12].

1.6. DEFINICAO: Um polindmio £ ¢ K[xl, “eey xn]. diz=~se comodo
se para todo i ¢ {1, ..., n}, existir na ex-

a,
pressaoc de f um mondmio da forma xil ’ com

coeficiente nao nulo (ai e 2, a; 2 1).

Dado m ¢ N , m = (ml, ooy mn), denotaremos - xm =
m m '
= x 1 n
X137 e X 7
1.7. DEFINIQKO: Dado £ « K[xl, ceeyp x 1, £ = T _a o , deno
- n meNn m -

taremos por supp(f), o conjunto descrito por

{m ¢ No :'am_# 0}.

1.8. DEFINICAO: Dado f « K[xl, ceny an, denotaremos por gﬁf)
ao menor convexo de Ri (n-uplas de .nﬁmeros
reais nao negativos) que contém o conjunto
U(m + RE) onde m ¢ supp(f) - 0. Pela fron-
teira de Newton de £, entenderemos o poliedro
r(f) dadé pela reuniao das faces compactas do

poliedro F+(f). Pela parte principal newto-

niana de £, entenderemos o polindomio

£f = a xm
o) mel (£) “m™ °
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Seja A uma face compacta de r(f), onde

f € ‘K[x ’ e oy X J, f'= E a Xm
1 n meNn m
Coloquemos £, = z a_x™
A meAnNn m
_ m .
1.9. DEFINICAO: Dado f ¢ K[xl, ooy xn], f = m;;namx , dire

mos que f @& nao-degenerado se para cada face
compacta A de r(f), (xlalfa ; oesed (xnan'f)A

~ n
nao se anulam ao mesmo tempo em (C-0) .

1.10. OBSERVACOES:

(1) Se £ e K[Xy, «.ouy x 1 for comodo com parte prin~
cipal newtoniana nao degenerada, entao p(f) < =

(consequéncia de [12], Teorema A.I.).

(2) sSe f € K[xl, ooy xn]- for comodo, com u(f) < =,
entdo, nao necessariamente f & nao-degenerado,co
mo podemos constatar pelo polindmio f(x,y,z) =

= x3 + y3 + z3 - 3xyz.

Seja P o conjunto dos polinomios comodos nao-degenera
dos f de K[xl, “eos an, com f(0) =0 e f£f'(0) =0, (n=22).
Para esta classe de polindmios, temos o:

1.11. TEOREMA: Existe uma fungéo R {2,3, ...} » N, tal que,

|Bf| < h (grau f), para todo f ¢ P.
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Demonstracao: Seja T _(f) a reuniao dos segmentos com extremi

dades em 0 ¢ R® e I'(f), conforme [12].

Pelo Teorema I de [12], temos que

W(E) = niV_ - (=L)IV_ )+ ...+ 1 -0y, ¢+ (-p?

-1 1

onde Vn é o volume de dimensao n do poliedro r_(£), e, pa
ra cada 1 s g £ n-1, Vq € a soma dos volumes de dimensao q
das intersecgoes do poliedro TI'_(f) com os planos de coordena-
)

das de dimensao q.

Logo,

n!Vn+(n-2)!Vn_2 + ... + 2V,+1 se n par

u(f) < <

niv +(n=2)V__, + ... + 3lVy+V; se n Impar

N

Seja grau (f) = 6. Entao, temos que:
f‘

Gn+(;)6n-2+(2)6n—4 + c.. + (n22)62+1 se n par,
p(f) <j
n

n, ,n, .n=-2, ,n, .n-4 ’
67+ (5) 67 T+ ()8 e+

)8 se n Impar

Tomando h : {2,3,...} » N definida por

{
r-2
., n, n-2i _ n=2
i§0(21)6 + 2 se n par, onde r = -
wo = { | 1
n, . .n-2i P = D=1
i;o(zi)é + 1 se n impar, onde s 5
\

teremos por [14] que ]Bf] < h (grau £f) se £ e P.
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