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A 6 S T R A C T

The relation between-the determinacy order of & given
germ and the length of its Boardman sequence was one of the main

problems which was considered in [14]. We have concluded later
that better results can be obtained if a stronger formulation for
finite determinacy is used.

This suggested us the definition of (r,k)-determination
and its further characterization, in Chapter II. We have also
studied in the same Chapter, the stability under smiU.perhniaths
of this new concept and we registered several mistakes which were
found in the related literature.

The central problem in Chapter III is the following:
"Given a germ f : Kn,0 + K,0 when is it possible to find
coordinate systems in such a way that f has the form:

f(x,y) = g(x) + h(y) , x'= (xl,...,xr)
and y = (x ""'Xn) ?r+l

Several differentiable invariants are also suggested and

by using them, it is possible to give necessary and sufficient
conditions to some classes of germs. These same invariants are
used in Chapter IV to prove that: "Given a germ f : Kn,0 + K,0,



with f e má and mª c mâ<8f> , which satisfies condition Dp'
then the (a—B+l)—th index of the Boardman sequence of f
vanishes."

,

It is also given a conjecture which easily implies that.
for & (r,k)—determined germ f , the (k—r+l)—th index of its
Boardman sequence is zero.

In Chapter V, it is given a class of polynomium in two

variables, whose Boardman sequence—length is lower than the
given degree. It is also given a class of polynomium in nammiáúes

and a function h : N + N such that each polynomium f in that
class satisfies the following inequality:

íB fl 5 h (deg f).
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INTRODUÇÃO

Em Loibel e Tadini ([143) um dos problemas atacados foi
a relação entre o grau de determinação de um germe, e o compri-
mento do seu símbolo de Boardman.

Posteriormente, constatamos que uma formulação mais for
te de determinação finita, permitia obter resultados melhores.
Isto nos levou ao conceito e à caracterização da (r,k)—determi-
nação, através do Capítulo II. Neste mesmo capítulo, nos preocu-
pamos também com a estabilidade do referido conceito em relação
a pequenas perturbações, registrando vários erros da literatura,
relacionados com o tipo de problema atacado.

No Capítulo III, nos preocupamos com o problema de quaº
do para um dado germe f : Kn,0 + K,0 (K = R ou C), é possª
vel encontrar um sistema de coordenadas no qual f se expressa
na forma

f(x,y) = g(x) + h(y), x = (x1,...,xr), y = (xr+r..uxn)

Vãrios invariantes diferenciáveis se sugeriram, através
dos quais foi possível dar condições necessárias e suficientes
para certas classes de germes.

No Capítulo IV, provamos utilizando alguns dos invariag
tes diferenciáveis do Capítulo III, que dado um germe f:Kn,0+K,0

que satisfaz a condição Dp , f 6 mi , e mª c mâ<8f> , o índice
de Boardman de f de posição a—8+l é nulo. Registramos tam—

bém uma conjectura, da qual segue que um germe f (r,k)—determi
nado, com r a 1, tem o índice de Boardman de posição k—r+l mnb.
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No Capíçúlo V, exibimos uma classe de polinômios em

duas variáveis, oara a qual o símbolo de Boardman é menor que
o grau do polinôáio dado. Exibimos também uma classe de polinô—

mios em n variáveis e uma função h : N + N , tal que, para
cada polinômio fã da mesma, vale a desigualdade IBfls h «maufk



CAPÍTULO I

PRELIMINARES

5 1. Germes e Equivalências

Sejam C0(Rn) a R—ãlgebra dos germes de aplicações Cºº

nf : Rn,0 + R e CO(C ) a C—ãlgebra dos germes de aplicações
nholomorfas f : C ,O + C. Para ambos os casos, denotaremos por

OL

m o único ideal maximal e m = m ... m (a—vezes).n n n n
Considerando K = R ou C, Xl' ..., xn um sistema de

coordenadas nas vizinhanças de 0 € Kn e f e Co(Kn), denotare—

mos por <8f>, o ideal gerado por alf, ..., anf, com coefici
n _ af . _entes em CO(K ), onde Gif — 53; (1 — 1, ..., n).

Dado f e Co(Kn), a sua álgebra local é definida como
nCO(K )

sendo o quociente Q(f) = ——25?;-—, onde denotaremos por u(f)
a sua dimensão como K—espaço vetorial.

Seja R (resp. ?) o grupo dos germes de difeomorfig
mos Coº w : Rn,0 +an,0 (resp. o grupo dos germes de aplicª
ções bi-holomorfas w : Cn,0 + Cn,0).

Dois germes f,g & C0(Rn) (resp. Co(Cn)), são ditos
equivalentes, se existir w E R (resp. w 6 ª) tal que few = g

(resp. few = 9).
«

Dados I e J, ideais de Co(Kn), diremos que eles
são equivalentes, se existir um isomorfismo de K—ãlgebras
A : C0(Kn) + Co(Kn), tal que, x(L) = J.



j 2. Determinação Fínita

Um germe f _ C (Rn) é dito k-determinado, onde k é

um inteiro positivo, se para todo 9 e CO(Rn) com jkaD=jkgKDI

existir w & R, tal queí/ few = g. Diremos também que f é

fínitamente determinado, se para algum inteiro positivo k, for
k—determinado. Anãlogos conceitos são dados para o caso C.

Se f for k—determinado, diremos que k é um grau de

determinação de E.

Em Mather, ([171), temos o:

D2.1. TEOREMA: Seja f - CO(K ).
Então, f é finitamente determinado, se e someg

te se, u(f) < %.

Salientamos que tal teorema em si, não determina um

grau de determinação para f. Nesta linha, temos o:

2.2. TEOREMA ([171): Seja f & comº).
Se f é k—determinado, então
mk+l c m <8f>.n n

A recíproca deste teorema é falsa, como podemos obser—

var atravês do exemplo f = x3 + y3 em CO(K2). Neste caso
temos mª c m2<x2,y2>, com f 3-determinado mas não 2—dete£

minado.

Para uma recíproca, temos o:

2.3. TEOREMA ([21): Seja f 5 comº).
Se mâ+l c mã<8f>, então f é k—determi

nado.-
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Ainda para uma recíproca, Wasserman [25] provou o

2.4. TEOREMA: Seja f & Co(Rn).
Se mí c mn<af>, então f é k—determinado.

Como podemos observar, as hipóteses de (2.4) implicam
k+1nas hipóteses de (2.3). Por outro lado, podemos ter mn c

c mã<8f>, sem termos mª c mn<8f>, como mostra o exemplo
f = x4 + y5. Neste caso temos mg c mã<x3,y4>, com mª #

% m2<x3,y4> pois, xzy3 ! <X3fy4>—

Para encerrar o parágrafo, registremos o bonito resul-
tado demonstrado por P. Stefan ([21]), dado pelo

2.5. TEOREMA: Seja f & CO(Rn).

Então, f é k-determinado, se e somente se,
mã+l c mn<8(f+g)>, para todo 9 e mí+1.

5 3. Determinação Forte

Conforme ([231), Zeeman conjecturou numa conferênciapª
ra o I.H.E.S. (Bâres — sur - Yvette) que:

"Dado f e Cº(Rn), temos:
k+lf é k-determinado <==» mn c mã<8f>."

Acontece que tal conjectura'ê falsa conforme mostrou
Siersma ([23]) através do exemplo f(x,y) = x3 + xy3, que é

4—determinado. Neste caso temos mg c m2<8f> com mg # mâ<8f>.



Aproveitando a conjectura de Zeeman, Siersma ([233) in
troduziu a seguinte ª

“&

i
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3.1. DEFINIgÃO: Um germe f e Co(Rn) .é dito fortemente k-dg
terminado, onde k é um inteiro positivo, se

&;

paga todo g & Co(Rn) com jkf(0) = jkg(0), 2
€*

.xistir w 6 R, com jlw(0) = led(0) e —fºw=g

(Id é o germe da identidade). E, f € Co(Rn) é

dito fortemente determinado, se para algum in-
teiro positivo k, for fortemente k—determinª
do.

Com tal conceito, ele provou o

3.2. TEOREMA: Seja f & Co(Rn).

Então, f é fortemente k—determinado, se e so—

.mente se, mk+l : m2<3f>.
n n

5 4. Símbolo de Boardman ([6], [18])

Dado um ideal I c mn de CO(Kn), definimos ArI cº
mo sendo o ideal 1 + I' de C (Kn)

o , onde I' é o ideal ge—
3h.

rado pelos menores (r+l) x (r+l) da matriz ——i), com hi 61.8x.
3 »Como podemos verificar facilmente, para a construçao

de I' é suficiente tomarmos apenas um conjunto de geradores
de 1. Também é fácil de se verificar que a construção de I'
independe do sistema de coordenadas fixado nas vizinhanças de

O & Kn.



i _ _ o lPondo A I - An—i+1I' segue que I — A I c A I :...c
s nc A I c ... : mn c CO(K ).

Seja k 0 maior inteiro positivo tal que AkI c m .n
. » . k - » .Nestas condiçoes, diremos que A I e a extensao crítzca de I

e denotaremos por 61.
Como podemos observar, se 61 = AkI, “então o posto

de I é n—k, onde definimos o posto de um ideal J c mn de
J + m2

C0(Kn) como sendo a dimensão de _——_É_—— como K—espaço vetº
m

rial. n

. £ _ Z-l _ ' —Sejam 6 I — a(ô I) (£ — l,2,...) as extensoes
críticas sucessivas do ideal I, [onde 601 = I. Definindo

i£+l = n - posto 621, diremos que .I tém símbolo de Boardman

Zi i , o qual denotaremos por B(I). No caso de I = <f>,
1 2 ...

com f & mn, denotaremos B(<f>) = Ef.
Se Bf = Zil ._. ik 0 com lk # 0, definimos o com-

primento do símbolo de Boardman de f como sendo o inteiro k

e denotaremos |Bf| = k.
Dado f 6 mi, k—determinado, uma perguntaluúmral que

surge, é a relação entre k e ]Bf

Por Loibel e Tadini ([141), temos que |Bf| s k+l.

5 5. Escada de um Ideal ([7])

Seja xl, ..., xn um sistema de coordenadas nas vizi.
nhanças de O e Kn.

n .Dados (al, ..., an), (bl, ..., bn) e N , diremos que

(al, ..., ªn) < (bl, ..., bn), se existir um inúárolce (lp..nú



tal que, an = bn' ..., ak+l = bk+1 e ak < bk (ordem Lexico—

grãfica reversa).
al a

Fixado um monômio h = axl
n... xn com a # 0, de—

finimos a sua ordem como sendo a n—upla (al, ..., an). Se

£ & C0(Kn), com f [ m;, então definimos a ordem de f como

sendo o mínimo das ordens dos monõmios de sua série de Taylor

em 0 e Kn.

Seja I c mn um ideal de Co(Kn). Definimos a escª
da de, 1,1 como sendo o conjunto E(I) = [(al, ..., an) & Nn,

tal que! exisfel h e I, cuja ordem é (al, ..., am)].
_âóbservemos que a escada de um ideal, não é um invariag

te diferenciável, como podemos constatar através do exemplo:

“ _

;x -————mu-___._.___M_

I = <xy,x2+y> C mz. "

“

“
_ , ' '-——-— Eu:) —

A escada deªlªxe dada por: "“““—_ ————

*“ 2

Tomando a mudança de coor— l ?
“"“—']íZZIZZZZZZ

denadas dada por:
.

f . >-
1 2

X = x2+y
V) :v 'Y=x

temos que neste sistema, I é dado por <X,Y3> = J, cuja escg

A “"—'
'

——
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Uma questão que surge naturalmente, é a existência ou

não de algum invariante diferenciável obtido através da escada
de um ideal.

Para esta questão, temos respostas surpreendentes em

([71), dadas através dos dois teoremas abaixo:

5.1. TEQREMA: Seja 1 c mn um ideal de comº).
Então, I contêm uma potência de mn, se e sº
mente se, a cardinalidade de Nn - E(I) ê finª

, comº)
ta, igual dimK———T————.

5.2. TEOREMA: Seja I c mn um ideal de Co(Kn), com
com“) ” .

dimK__—Í—_—_ = u < m. Entao, considerando
wl, ..., wu monômios em Xl' ..., xn, tais que,
nN - E(I) (ordem de wi, i = 1, ..., p], te—

são representantes de umamos que wl' ..., wu
C
o
(R“)

I como K-espaço vetorial.base de

5 6. Funçães Quase—Homogêneas e Semi—Quase—Hºmogêneas

Uma função f(xl, ..., xn) é dita quase-homogênea do
al Oªn

. d '

—tipo (d;al, ..., an), se f(t xl, ..., t xn)= t fog] ...,xn)
identicamente para t e K - iº], onde “l' ..., ªn são núme—

ros racionais positivos.
Uma função f(xl, ..., xn) ,é dita semi-quase-homogê

nea do tipo (d;a1, ..., an), se f = fº + fl' onde fo e

quase—homogênea do tipo (d;a1, ..., an), não-degenerada (isto
é, u(fº) < m), e todos os monômios de fl têm grau estrita—



mente maior que d, com relação aos pesos al, ..., an.
Paraça função nula, atribuímos grau w , independente

mente dos pesos considerados. Nestas condições, toda função quª
se-homogênea não—degenerada do tipo (d7a1'-"" dn), ê semi-
-quase—homogênea do tipo kd;al, ..., an).

Com relação ã estes tipos de funções, temos os seguiª
tes resultados (conforme Arnol'd [I]), enunciados mantendo as
notações acima.

6.1. TEOREMA: Seja f = fo + fl uma função semi-quase—homogê-

nea do tipo (d;dl; ªii, an).
:

Então, u(f) = u(fo).

6.2. TEOREMA: Sejam f 'e 9 duas funções semi—quase—homogê

neas do tipo (d;a1, ..., an).
Então, u(f) = u(g).

.Observemos que o resultado (6.2), sugere a existência
de uma expressão de u(f) em têrmos de d;al, ..., an. Real
mente existe, e é dada pelo:

6.3. TEOREMA: Seja f uma função semi—quase-homogênea to ti—

po (d;al, ..., an).
d-a d—a d—a

Então, um.) =( a
1 )<—3-2—) ...< a“).l 2 n

Registremos que Milnor e Orlik ([19J) provaram que

d—al d—a2 d-an &

(-————-)(———-——) ... (——————) é o posto de um certo grupo abe—
oLl OL2 Oºn —



liano livre, e portanto, é um número inteiro poSitivo.
Sejam f = fo + fl uma função semi—quase—homogênea do

tipo (d;d1, ..., an) e wl, ..., wu representantes mono-

miais de uma C—base de Q(f). Suponhamos que wl, ..., wr se
iam exatamente aqueles que têm grau estritamente maior que d,
com relação aos pesos ul, ..., a .n

Nestas condições, mantendo as notações, temos o:

6.4; TEOREMA: f admite uma forma normal dada por f = fº +

+ clwl + ... + crwr , onde cl, ..., cr e C.

5 7. Modalidade

Sejam M uma variedade diferenciável de dimensão finª
ta e G um grupo de Lie atuando sobre M. Diremos que um poª
to x € M, tem modalidade m (sob a dada ação), se m for o

menor inteiro não negativo, com a seguinte propriedade:

"Existe uma vizinhança suficientemente pequena de x

em M, coberta por um número finito de famílias contínuas de

õrbitas, dependendo de no máximo m—parãmetros, e, toda vizi-
nhança de x em M, intercepta alguma família de õrbitas com

m—parâmetros."

Conforme Arnolªd ([21), podemos ter uma vizinhança de

um ponto x e M, coberta por uma família enumerãvel infinita
de órbitas. No caso algébrico, isto é, M uma variedade algé-
brica e G um grupo algébrico de transformações sobre M, tal
fato não pode ocorrer.
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Dois germes f : Kn,0 + K,0 e g : Km,0 + K,0 são di
tos estaveZmente equivalentes se, a menos de adições de formas

quadrâticas não degeneradas em outras variáveis, forem equivª
lentes.

3 ; 3 2Por exemplo, temos que f(x) = x e g(x,y) — x + y
são estavelmente equivalentes.

NSeja Rk, o grupo dos k-jatos de elementos de Í. Da

do f 5 mª : C0(Cn), diremos que f tem modalidade m, se pª
ra k suficientemente grande, jkf(0) tem modalidade m, como

elemento de 3k(n,l), sob a ação de ªk; (Para o caso real, a

definição ê análoga).
Por Arnol'd, ([S]), temos que a modalidade é invarian—

te por equivalência estável.
Em ([83), Gabriêlov diz que um germe f 6 mi c Co(Ch)

com u(f) < m tem modalidade própria. m, se, dada uma deformª
ção versal -F(x,l) de f, a dimensão no espaço de parâmetros
A, do germe de conjuntos definido por [A : u(F(',A)) = u(f)],
for m. Neste mesmo trabalho, Gabriêlov provou a equivalência
entre modalidade e modalidade própria.

Em ([21), Arnol'd deu uma classificação das singulari-
dades O—modais, através do:

7.1. TEOREMA: A menos de equivalência estável, todo germe O—mº

dal f : Cn,0 + Ç,O, com f & mª, ê dado por:

Ak : xk+l, k 2 l

Dk : xzy + yk_l, k 2 4

E ' x3 + y4



Dil
&

X + “<

Observemos que (7.1) também é verdadeiro para o caso

real, desdobrando Dk : x2y i yk"1 se k ímpar e E6 : X3zty4.

Em ([3] e [4]), Arnolfd classifica as singularidades 1

e 2 modais de germes f : Cn,0 + C,O, com f e má. Segundo

Arnol'd, as classificações são análogas para o caso real.
Sejam f(xl, ..., xn) uma função semi-quase-homogênea

do tipo (d;dl, ..., an) e wl, ..., wu representantes mono—

miais de uma C—base de Q(f). Suponhamos que wl, .,., wr são

exatamente aqueles que têm pesos maior ou igual a d. Nestas
condições, é dito que f tem modalidade interna 4'(este número

independe do conjunto de representantes monomias para uma C—bª

se de Q(f)).
' '

.

Em ([ll), Arnol'd provou que a modalidade é maior ou

igual â modalidade interna, para o caso de uma função semi-quª
se—homogênea.

Em ([93), Kushnirenko e Gabriêlov, provaram que tais
conceitos coincidem para o caso de f homogênea. Arnol'd ([S]),
acha bastante provável que tal fato seja verdadeiro para o caso
semi—quase-homogêneo.

Recentemente ([24]) foi dada uma classificação para as

singularidades com modalidade interna 3 e 4. Lembremos que as

singularidades Com modalidade interna 0, l, 2 estão contidas
nas listas de Arnol'd das singularidades com modalidade 0, 1,2.
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CAPÍTULO 11

(a,h)—DETERMINAÇÃO

$ 1. Caracterização da (r,k)—Determinação

Em (1 - 5 3), temos a definição de determinação for—

te, introduzida por Siersma. Vamos agora dar algumas defhúções ,

afim de podermos dar algumas reSpostas ã questões surgidas, icº
mo veremos adiante.

1.1. DEFINIQÃO: Dois germes f,g & C0(Rn) são ditos reequiVÉ
'

lentes, onde r é um inteiro não negativo; se
existir nm germe de difeomorfismo Cºº

w : Rn,0 + Rn,0, com jrw(0) = jÉid(b) - e

few = 9.

21.2. DEFINIÇÃO: Dados f e C0(Rn) e (r;k) e.N cdmi05::sk,
diremos que f é (r,k)—determinado se, ipara
todo 9 € Co(Rn) com' jkf(0) % jkg(0),3tiVer-
mos f e g r—equivalentes,'

1.3. OBSERVAgõE : A (1,k)-determinação ooinCide.c0m a determi-

nação forte e a (0,k)—determinação, coincide
com o conceito.uSual de determinação finita.

'O Teorema (I — 3.2) dã uma'condição necessária e sufi—

ciente para a (l,k)-determinação. Um dos nossos objetivos neste
capítulo, ê dar uma condição necessária e suficiente para , a

ia
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(r,k)—determinação, 1 5 r 5 k. A demonstração, segue técnicas
análogas ãs empregadas por Siersma quando da caraóterização da

(l,k)—determinação.

1.4. TEOREMA: Sejam f e mn c C0(Rn): e 1 5 r 5 k inteiros.
.Se mk+l : mã+1<8f> + mâ+2, então f é (r,k)—

—determinado.

Demonstração: Seja g 6 mn , tal que, jkg(0) = jkf(0); Ieto
equivale a f—g € mâ+1. Definamos

":

F: Rª x R,0 x R + R por' F(x,t) = f(x) + t(g(x)—f(x))
'

e

Ft(x) = F(x,t). Logo, Fo = f e F1 = g.
.

Seja a F = (a F, .;.,,a'F) onde -a.F = ªF
,x 1 - n i axi

i = 1, ..., n, e, Xl' ..., Xn' êkum sistema de .coordenadas

nas vizinhanças de ,O & Rn.

Mostramos inicialmente que, fixado 'to e R, » existe
p“: V c Rn x R + Rn, onde V_ ê'um aberto do Rn XÍR* contendo

(0,to), tal que:

(i) p(0,t) = O, para todo (0,t) e V;

(ii) dip(0,t) % O, para todo (0,t)&sV "e 1 s s 5 r, e,

(iii) 81F(x,t)p1(x,t) + ... + anF(x,t)pn(X,t) = f(x) — g(x).'.
para todo (x,t) & V, onde p = (pl, ..., pn).

Para tal, consideremos Coxt (Rn+l) o anel dos ger-
' o

mes de aplicações Cºº do Rn x R 'em R, com fonte (º'tó)'
Seja mn+l t Seu único ideal maximal. Temos portanto as in—

' o
(Rn+1) .e m

—
. . , nclusoes naturais C0(R ) c Coxto n c mn+l,tó'
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De F(x,t) = f(x) + t(g(x)—f(x)), segue que ãiF =

= Bif + t(8ig-3if), e então, Gif = BiF + tBi(f-g), i=l,".,n.
. _ n+1Seja JF — <81F,...., BnF>.Coxto(R ). Como

f—g e mã+l , então, 8i(f—g) e mª e portanto, t81(f—g) e

. +1 k .e Cºxt (Rn )mn , 1 = 1, ..., n.
o

_ n+L kLogo, <8f> - <81f, ..., anf> c JF + COXtº(R )mn.

Como por hipótese temos mã+1 : mã+l<8f> + mã+2 , sg
n+1 k+1 r+1 “n+1 k+2 n+1que que co><t (R )mn c mn <af>.CQxt (R )+mn coxt (R ).

o o o
n+1 k n+1 k+lDesde que <8f> c JF + Coxt0(R )mn , temos coXto(R -)mn C

r+l k+2 n+1 k+r+l n+1c mn JF + mn OXt (R ) + mn Co><t (R )'
o 0

Sendo r 2 l, *segue que

n+1 k+l r+l k+2 n+1
Coxt (R )mn c mn JF + mn Coxt (R ).

o 0

Devido a inclusao natural an c mn+l,tº , segue que

n+1 k+1 r+1 n+1 k+lCºxt (R_ )mn
,
c mn JF + mn+l,t (Coxt (R )mn ).

o o 0

Pelo Lema de Nakayama ([171), segue que
n+1 k+1 r+l k+1 n+1 k+1

coxtom )mn cmn JF. De mn ºco><t0(R )mn , temos

k+1 r+1
mn c n JF.

k+1 .Como f-g & mn , segue que ex1stem pl, ..., pn &

n+1 rº+1 . _e coXtO(R )mn , tais que, f—g 7 alel + ... + aann'

Logo, tomando p = (pl, ..., pn), segue que existetm
aberto V do Rn«x R, com (0,to) e V, tal que:
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(i) p(0,t) = O, para todo (0,t) € V;

(ii) dip(0,t) = 0, para todo (0,t) e V e 1 s s 5 r, e,

(iii) 31F(x,t)pl(x,t) + ... + BnF(x,t)pn(x,t) = f(x) — g(x),

para todo (x,t) € V.

Antes de prosseguirmos com a demonstração, usaremos

t N t , 'para simbolizar "t suficientemente próximo de to".
Consideremos agora a seguinte equação diferencial:

p(h(x,t),t)(x,t)o;

o;
«lar

(*)

h(x,to) = x

Pondo h (x) = h(x,t), temos que h = identidade.lot '.
_ tº _

go, h ê germe de difeomorfismo C00 em 0 e Rn, para t “ t.t _. o
0 é solução do

n+l)mr+l
n

lllObservemos que para' x = 0, h(0,t)
sistema (*), uma vez que, pl, ..., pn & Coxt (R . Lo-

o
go, ht(0) = 0, para t N to.

Tomemos y(t) = Ftºht' Então, Y(t)(X) = F(h(x,t),tL
Portanto,
d

'

“d ªhi
a—t(Y(t)(X)) = a(Ft(ht(x))) = 81F<h(x,t).t)—3—t—(x,t) +

.
8h

+ + Bn-F(—h(x,t),t)-5Tn(x,t) + g(h(x,t)) - f(h(x,t)),

onde h = (hl, .;., hn).

Por (*) temos que:
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á%Ft(ht(x)) = 81F(ht(x),t)pl(ht(x),t) + ... +

+ ... + BnF(ht(x),t)pn(ht(x),t) + g(ht(x)) — f(ht(x)).

Sendo ht germes de difeomorfismos C00 em 0 e Rn,

com ht(0) = 0, para t N to, segue por (iii) que
d = nãÉFt(ht(X)) _ 0 como germes em (0,to) e R x R.

Pela conexão da reta, segue y(t) é constante para
t N to. “Logo, Fto = Ftoohto = Ftºht' para t N to.

Mostremos agora que jrht(0) = erd(0), para t N to.
Como ht(x) = h(x,t) é solução do sistema (*), isto

.er %%(xlt) : p(h(xlt)rt) e. h(xr£o) x, nas vizinhanças de

(O,to) e Rn x R, segue que:

8—3——. ?(Xft) = a—í—p(h(x,t) 't), = Tªg(pl(h(xlt)lt) ' ºº'!1 .

n apl eh.
no., pn(h(x,t),t)) : (jê1r(h(x,[It) t)8_-l (X,t)| ooo]

.

] Xi

n apn 3h.
* _;_. __i

j xi

Seja 1 5 u 5 n.

_ 8 n Bpu 8h.Entao, Bxipu (h(x,t), t) = jªlayj(h(x',t), t)? (x, t).
Portanto, aªª (h(x, t) ,t)!x_0 = 0 pois, pu & Coxto

x(Rn+l)mr+l

e ht(0) = 0 para t N to (r 2 1).

.. ” as 0Pela mesma razao,, —ã;ã——TTT—5;;——pu(h(x,t),t) x=0 -
1 5

se 1 s s 5 r e t N tº.
Logo, por (*) temos que,
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S
_ 3” _O _ Bxi ... 8xi p(h(x,t),t)|x=0 _

'

1 s

s *

= ___3__-_3_ =8x. ';.. 8x.. 'Bth(x't)lx=0l ll . s

__8_ as '

_ a as ..' Bt“ axi axi h(x'twvo ” 8—t(8xi ax”ih(ªª't”x=o
1 s 1 5

se 1 s S's r e t N t .O

Sht(0) =o se lsssr e tNto.Diâ&Portanto, Étd
o)to segue que dsht ( = dsht(0) se 1 s s 5 r e t N to.

O
, .

Se 5 = 1, como h = I /, temos que dh (0) = 1 pato d t d —

-ra t N to.
_

.

Se 2 s s 5 r) como ht = Id , segue que dsht(0)==0
o

para t N to.
.

Concluímos pois, que Ft é equivalente a Ft através
o

da família de germes de difeomorfismos [ht], comia proprieda—
.r _ .r Nde 3 ht(º) — ] Id(0), se t to.

Pela conexão e compacidade de [0,1], segue que Fo = f
e F1 = 9. são r—equivalentes.

Vale a recíproca.

:1.5. TEOREMA: Se f ; mn c C0(Rn) e (r,k)-determinado, então,
mk+l C mr+l<af> + mk+2.
n n n

a. . n' 'Demonstragao: ConSLderemos os segulntes conjuntos:
jkg<º> ='jkf(0)] eM .[g e com“)

N [9 e C0(Rn) : q é r-equivalente a f].
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Tomemos.a projeção natural « Co (Rn ) + Jk+%(n 1).k+1

M e N = U N. Consideremos Rt+lsem M = m .k+1 T'1<+1 k+1

o grupo dos (k+l)-jatos de germes de difeomorfismos Cºº

w : Rn,0 + Rn,0, com jrw(0) = erd(0).
'

Por Mather ([173), temos que RÍ+1' é um grupo de Lie
(Rk+1 é um grupo algébrico), portanto, as RÍ+l-õrbitas em

Jk+l(n,l) são subvariedades imersas de Jk+l(n,l) (sendo RÍ+1

algébrico, as RÍ+1—õrbitas em Jk(n,1), são subvariedades
mergulhadas de Jk+l(n,I)).

»

Pela definição de M , temos que Mk+l = jk+1f(0) +

Hk+l(n,l), onde 'Hk+l(n,l) é o R—espaço vetorial das (k+1)—

—formas homogêneas reais.em n indeterminadas.
Como f é (r,k)-determinado, segue que M c N. Portaº

jk+1to, Mk+1 : Nk+l' Sendo Mk+1 = f(O) + Hk+1(n,l) e Nk+1 =

= Rk+l'jk+1f(0), segue que Hk+l(n'l) = Tsz+l c Tsz+1' onde

z : jk+lf(0)
_ r+1 -

'

k+2Mostremos gue Tsz+l — mn <8f> modulo mn .

Para tal, sejam v e Tsz+l e Y : ('€:€) + Nk+1 ' uma

curva diferenciável, com Y&O) = z e y'(0) = v.
'

k+1Sendo Nk+1 = Rr z, existe ht e Rr (grupo dos ger—

mes de difeomorfismos Cºº w : Rn,0 + Rn,0 com jrw(0)=erd(0),
tal que, y(t) = nk+l(foht) (D. Rand [21]).

Portanto, v = y' (0) = HÉENk+1(fºht)t=0='"k+1[ã-i€(fºht) t=0]'

Por outro lado,

af 3h.5—(h(x, o))—1t(::, o),£í(foh ) = ííf(h(x t)) = .?
dt t t=0 dt ' = y]t=0 j 1

onde ht(x) = h(x,t) = (hl(x,t), .,., hn(x,t)).
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Como jk+lf(0) = z = wº) = jk+l(foho) (0) e ht & Rr ,
d ' n - . k+2segue que ãt(fºht) t=0 € <3f>.Co(R ) modulo mn .

,Bh.
Denotemos Tªg(x,0)a =- pj(x), j = 1, ..., n e

p = (pl, ..., pn). Logo, Batht(x)lt-O= p(x).
Tomando 1 s s 5 r, temos

S = .—de(X)|x=o dsxtaath t(X))t= 03|x=0 '
=—ª—[dsh() ] =oat x t x |x=o Ít=0 '

pOlS ht e Rr.
. 38 .Temos alnda p(0) = mh (0) t=0 = 0 , pºls ht e Rr.

. = r+lNestas condlçoes, pl, ..., pn e mn . Portanto,
d _ nafmr+1 k+2Et(f ht) t=0 — jª15—;(h(x,,0))pj (x) e <3f> mõdulo mn .

Como v = wk+l [ddt(fºOh t) _o], segue que Tsz+l :
c mr+l<8f> módulo mk+2.

n n

Seja a(x) e mí+1<8f> mõdulo mg+2. Logo,

n .

. r+la(x) = i;:lãif(x)pi (X) com .pl, ..., pn e mn .

Tomemos ht(x) = x+tp(x) onde p = (pl, ..., pn). Seª
do ho = Id , temos que ht ê germe de difeomorfismo Cm,

ht : Rn,0 + Rn,0 para t N 0, pois p(0) = 0.
De pl' ..., pn e mã+l, segue que jrht(0)==erd(O) e

portanto, ht e Rr se t N 0.

Definindo A(t) "k+l(fºhb) para t e (-e,e), com

e > O e suficientemente pequeno, &segue que A(t)e RÍ+lz = Nk+1'
n

com A(O) = z e A'(O) = "k+l( jª-1axafj(x)pj (x))
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Logo,. A'(O) ; wk+l(a(x)) & Tsz+1' Disto segue que
r+1 , k+2>

mn <8f>Imoduªo mn c Tsz+l'
,

.

7
_ r+1 ,, k+2Portanto, Tsz+l — mn <8f> modulo mn .

Desde que, Hk+l(n,1) = Tsz+l c Tsz+1, segue que
mk+1 c mã+l k+2_< > +n af “mn

Vejamos agora alguns corolãrios de (1.4) e (1.5):

1.6. COROLÃRIO: Sejam f & mn c Co(Rn) e s e 2, s > o.
(DlSe f é (r,k)—determinado, então f

(r+s,k+s)-determinado.

Demonstração: Sendo f (r,k)—determinado, então, mã+l ª
c mr+l<3f>. Disto segue que “mâ+s+l<=mã+s+l<ªf>-

Sendo r+s > 0, temos que f é (r+s,k+s)-determinado.

1.7. COROLÃRIO: Sejam f,g & mn : Co(Rn) germes de funções de

Morse.
.k _ .kSe para algum k 5 Z, k 2 2, 3 f(0) - 3 g(O),

então, f e q são (k-l)—equivalentes.

Demonstração: Sendo f' um germe de função de Morse, então
k+1 : m(k—1)+l <8f>.n n<af> = mn. Portanto, m

Como k2:2, segue que f é (k—1,k)—determinado.

Pelo fato de termos jkf(0) = jkg(0), segue a
(k—l)—equivalência de f e g.
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1.8. COROLÃRIO: Seja ha(xl, ..., xn) uma forma homogênea real
do grau a 2 2, com u(ha) < w e n 2 2.

Tem-se:

O) || N "h (Dl(i) se (l,2)—determinado;

(ii) se a'= 3,. f ê-(n-l,n+1)-determinado;

(iii) se a IV “>
« f é (r,k)-determinado, onde

H II (n—l)(a—2)—1 e k = n(a-2). Alêm dig
so, ha não é [n(a42)-1]ªdeterminado.

Demonstração:

(i): imediato.
Provemos (ii) e (iii).
Sendo ha uma forma homogênea do grau a 2 3,

com u(hª) < m, segue que ”ha ê semi-quase-homogênea do tipo
(hà-, à) . Por Arnol'd (El_J) , temos que em qualquer bªse
monomial de Q(ha), existe exatamente um monômio básico ' com

grau dmax = n(l - %) e que, todo monômio cóm grau maior que
. » 1 l —

dmax (com relaçao aos pesos (E' ..., E)) esta em <3ha>.

Como d = n(l - ª) = ª[n(a-2)] segue quemax a a '
mn(a—2)+l
n c <3ha>. Pelo fato de serem Blha' ..., Bnha homogg

neos do grauk a—l (com relação aos pesos (1, ..., l)),' Segue
mn(a—2)+1 & m(n-1)(a—2)que n n <Bhª>.

Se a = 3, então mª+l c m2—1<8fa>. Disto se—

Que que m2+2 c m2<8ha>. Como n a 2, temos que h3 ê(n—l,n+l)-
—determínado. Observemos que podemos melhorar o grau de determi—
nação, dependendo de n, isto é, para n a 3, h3 'ê (n-2,n)-
—determinado..
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4, então mn(a—2)+1 C m(n-1)(a—2)|VSe a <Bha> lm-n n

plica que hª é ((n—l)(a-2)-l,n(a—2))-determinado.

Se mª(ª-2) c <3ha>, então por (I - 5.2) Segue que

existe uma base monomial de Q(ha), cujo grau de.cada monômio

com relação aos pesos ( ..., %) é estritamente menºr . quel
“a“:

d» = n(l - ª), o que é um absurdo. Logo, na(a 2 4) ,não émax
[n(a—2)-l]—determinado.

1.9. OBSERVAçõES: Para n = 2, (iii) poderia ser provado por
outras vias como segue: sendo “(ha) < », sº

que por Kuo ([llJ) que 8 ha «e Bzhª são primos entre si.1

Sendo Blhª e azhª homogêneos do grau a-l, primos entre
si, segue por Lu ([153) que mgª-3 c <8haê..'Pela homogenei—

'. ,za—3, a—2 . _dade de ºlha e azhª, temos que m2 c m2 <Bha>, acar
retando a (a—3,2a-4)4determinação_deA há(ª a 4).' Como

a—3
dimRn2a_4(m2

que que ha não é (2a-5)-determinado.
<81ha,82ha>) ; 2a—4 % 2a—3 = dimRH2a_4(2,l), sg

De uma maneira mais geral, temos o:

1.10. COROLÃRIO: Seja f e mn c Cº(Rn) tal que, f(xl,...,xn) =
. /

=fa (XI,...,Xr ) +fa (X +l'lo-o'xr ) + .a. +
1 1 2 rl 2

+ ... + f (x ,...,x ) com u(f) «» e
— ªk rk_1+l n

3 s a]. < a2*< ..._5#ak inteiros e fai ê ho—

mogênea do grau ai,, 1 = l,...,k ; (n 2 2).
Então, f é (r,s)—determinado se a1 2 4, e

(r+1,s+l)-determinado se a1 = 3 , onde
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U) Il rl(al—2) +

+ (rz-rl) +-... + (n—rk_1)(ak—2) e

r : s—a +l,k

Demonstração: Se f e g são dois germes semi—quase-homogê

neos do mesmo tipo (d;al, ;.., an), então, coª
siderando B e B' duas bases monomiais de Q(f) e Q(g)

respectivamente, e, i e Q, então o número de monômios de B'

com grau i, é exatamente igual ao número de monõmios de B'

com grau i,” com relação aos pesos (dl, ..., an), conforme
, a a

([I]). Logo, considerando g(xl, ..., xn) = xll + ... + xrl +
a2 a2 ak ak 1

+ x + ... + x + ... + x + ... + x . , comr1+l r1+r2 rk_l+l
,

rk_1+rk
rk_1+rk = n, temos que f e 9 são semi—quase-homogêneos do

mesmo tipo (l;ãL, ..,, âL,âL, ..., âL, ..., iL, ..., iL).1 1 2 2 ªk ªk
_ l 1 _Portanto, dmax -— a].[rl(al 2)] + + ak[rk(ak Z)].

Combinando este fato, com (I — 5.2), temos o re-
sultado, e além disso, segue que f não é (s—l)—determinado

(al 2 4).
J. Martinet ([16]) demonstra a seguinte proposi-

ção, que é uma consequência imediata de (I - 3.2):

" º - n k+l 2Sejam f,g & mn c CO(R ) com m = mn<8f>.n
Se f—g e mã+l, então f e q são equivaleª
tes."

Para uma resposta mais geral, temos o:



25

1.11. COROLÃRIO: Sejam f,g € mn c C (Rn), com mâ+l co
mr+l<8f> e r 2 1.

Se f—g & mí+l, 'então f e 9 são r—equi-

C

valentes.

5 2. Perturbações em mn de Germes Finitamente Determinados

. 2 .

'

_ 2 3Sejam f,g 6 m2 c CO(R ), tais que, f(x,y) - x y + y

e g(x,y) = y2. Consideremos ft(x,y) = xzy + y3 + ty2.
Temos que fo ê 3—determinado, pois, mg c mã<8fo>.

Mostremos que ft não é 3—determinado para t # 0.
Usando técnicas de ([21), temos:

8 2 2 rl 2 4Wft=0<=>x+3y +2ty=0=>y=y(x)=-Éx+0(x),
se t # 0.

Logo, ft(x,y(x)) = x2(— áâxz + O(x4)) + t(—-—]=-2-x4 + O(x6)) +
' 4t6 __ 1 4 6+ O(x ) — ÉÉX + O(x ).

Portanto, ft é equivalente a x2'£ y4, conforme t<0

ou t > 0. “Disto segue que f é 4—determinado mas não 3—de—t
terminado (t # 0).

Em vista deste exemplo, vamos propor o seguinte problg
ma:

0.n) n"Seja f e mn c CO(R k-determinado e seja w 5 m

com a e Z, a 2 1. Considerando, ft = f+tw, qual
o menor a de um modo geral, tal que, ft ê k—deteg

minado para t N 0 ?"
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Para dar uma resposta a esta questão, demonstremos

seguinte:

2.1. PROPOSIgÃO: Seja f e mn c CO(Rn)

1 5 r 5 k.
Sejam A = (Xl, ...,
uma família de germes

k—r+l
[DX € mn , A É U,

de Rs contendo 0.
Então, definindo fk
(r,k)—determinado se
de centro em O e Rs

a

(r,k)—determinado, com

s nÁs) e R e wxe C0(R )

a s—parãmetros, com

onde U é um aberto

= f+1p)x , tem—se fA

A pertencer a uma bola
e raio suficientemente

pequeno.

Demonstração: Sendº» f (r,k)—determinado, então temos mí+1 :
c mr+1<3f>. Sejam pl, .., pt R-geradores de

Hk+l(n'l) (R-espaço vetorial das formas homogêneas reais de

grau k+l em n indeterminadas). Denotemos 'Hk+1(n,1) =

: (plf "' pt>R'
n

Logo, para 1.5 3 s t, temos pj = iªldijaif modulo
k+2 onde r+1

mn , aij € mn .

_ n n n
Tomemos pj = iêlªij(3if+aiwk) = iªlaijaif + iêlªijaiwkº

j = 1, 2, .|., t.
k—r+l r+l

n
Como wk € mn e “ij e mn , segue que

k+l .iglaijaiwk e mn , para todo 3 = 1, ..., n e X e U.

n'
Nestas condições, jk+lEj(0) ª p

j = 1, ..., n. Como (n,l)Hk+1

existe uma bola aberta B(O,e) e H;

"= (pl, "'I Pt>Rl
de centro O e R3

.k+l
j +-j (iªlaijªiwl)(0)'

segue que

a_raio
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& > 0 suficientemente pequeno, tal que,
.k+l— .k+l—Hk+l(n,l) = <] p1(0), ..., ] pt(0)>R.

r+l . k+2Portanto, Hk+l(n,l) c mn <3fÃ> modulo mn , para
>* "5 B(0,€).

Logo, mã+l c mí+l<8f> + mã+2, se A & B(0,€).
Como r 2 l, segue que f>x ê (r,k)—determinado pa—

ra A e B(0,e).

2.2..OBSERVAgõES: Como podemos observar na demonstração da prº-
posição acima, as condições impostas & A. em

wÃ , sõ são importantes para a parte homogênea de grau k-r+l
de wl' Como caso particular disto temos o:

2.3. COROLÃRIO: Seja f(x , ..., x ) uma forma homogênea real—————————- 1 n .

do grau a 2 4, em Xl' ..., xh com n 2 2

e u(f) < w. Seja ºx = hk + $ uma família
de germes a s-parãmetros X = (Al,...,ks) e Rs,
A E U um aberto do Rs contendo 0-, com

a+l
hA e Ha(n,l) e m & mn .

Então, existe uma bola aberta B(0,€) c U, com

centro em O e RS e raio e > O suficiente-
mente pequeno, tal que f+tD)x ê ((n-l)Gr2)—l,

n(a—2))—determinado se A 6 B(0,€).

Demonstração: Por (1.8), temos que f é Unrl)kr2)-1,rúar2n—
-determinado e portanto, mª(a-2)+lcmÁn-l) (ª'-2) <8f> .

Como [n(a—2)+l] - [(n-l)(a—2)] + 1 = a, hk & Ha(n,l) e
w 5 mª+l, então, o resultado segue para fk = E + wk , onde

wl = hk + $.
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De um modo mais geral, temos o:

2.4. COROLÃRIO: Seja f(xl,...,xn) = fa1(xl""'xrl) +

+'f (x ,...,x ) + ." + f (x ,..Hx )<xm
a2 rl+l r2 ak rk—IH' n

u(f) < w , 4 5 al < ... < ak inteiros e fai
homogênea do grau ai (1 = l,..u,k). Conside-
remos fl = f+wl , onde wÃ = hÃ+w , com

a +l
-hl e Hak(n,l) e m e mn , uma familla de

germes a m—parãmetros X = (Al,.o.,km)eaU c Rm,

U aberto contendo 0 e Rm.

Então, existe uma bola aberta B(0,e) c U com

centro em O & Rm e raio e > 0 suficientemeª
te pequeno tal que, para_ l 6 B(0,e) temªse fl
(r,s)—determinado, onde (r,s) são dados por
(1.10).

2.5, QBSERVAgõES: Considerando o exemplo do início do parágram

fo, isto ê, f(x,y) = xzy + y3, mix,y) & y2

e ft = f + tw , temos fo = f_ é (1,3)ªdeterminado pois
mg : mâ<8fo> e ft não é (1,3)ªdeterminado se t # 00 Neste

caso temos k = 3, r = 1 e mt = ty2 e mgªr. Logo, & prop0m

sição (2.1) dã de um modo geral, a melhor estimativa para & peª
turbação, no sentido de preservar a (LH—determinaçãoº

5 30 Alguns Equívocos da Literatura

Encontramos na literatura, alguns equívocos relacionª
dos com o tipo de questão abordada pela proposição (zºl)e
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3.1. J. Martinet, ([161), propõe o seguinte problema:

“Sejam ][ uma norma fixada em Jk-1(n,l) e f e mn,
tal que, mk c m <3f>.
: n n
Mostrar que existe e > O, tal que, para todo gemn
com ljk—lf(0)—jk-lg(0)| < &, tem-se mí : mn<ag>."

. _ 3 4 4Para tal, seja f(x,y) — x +y 6 m2. Logo, m2 c

: m2<8f>. Tomando gt(x,y) = x3+y4 + tzx2 + 2txy2 ,temos que

gt é equivalente a x2 i y6, conforme t > O ou t < 0.

De fato; Fazendo áªgt = O, teremos 3x2 + 2t(tx+y2) = 0.
º 4Para t # 0, temos Ix = x(y) =—— %? + O(y ). Logo,

gt(x(y).y) = — X? + O(y8).
t

Portanto, gt é equivalente a x2 : y6, conforme

t > O ou t < 0. Logo,' mg : <3gt>, mas mg # m2<agt>, para
t # o.

3.2. D. Siersma, ([231), registra a seguinte proposição:

"Sejam f,w e mn e f ,: f + tw , com t e R.t
k+1 2» k+2 « k+l 2 k+2Se mn c mn<8f> + mn , entao mn cvmfaf€>+-mn ,

para t suficientemente pequeno."

Um contra-exemplo para tal proposição, é o exemplo trª
tado no início do parágrafo anterior.

Como sabemos por (I - 7.1), trata—se de uma singulari—
dade O—modal.

Outro contra—exemplo, é dado pela singularidade l-mg
3 6 2 2 3dal JlO : x + y + tx y , com 4t + 27 # 0. (Esta última
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condição é para garantir a determinação finita do germe).

Para tal, consideremos f(x,y) = x3+y6 e w(x,y)=x2y2.

Temos m; c mâ<x2,y5>. Logo, f é (l,6)—determinado.

. _ _ 2 2 5 2
Seja ft — f + tw. Logo, <8ft> — <3x +2txy , 3y +tx y>.

3
Para t # 0, 4t + 27 # 0, “temos que mã<8ft> módulo

8 4 5 6 7 6 5 2 4 3 3 4 2 5 5 4 2 3 3

2
6

m : <X IX lx IX IX le Y Ix Y IX Y !X Y [XY lx YIX Y lx Y ,X Y '

x4y,x3y2,3x3y + 2tx2y3,3x2y2 + 2txy4,3x2y3 + 2txy5,3y7 + tx2y3>R.

A escada de <8ft> contêm a seguinte configuração:
!

Como ft ,ê quase-homogênea do tipo (l;%,l), segue por

(I - 6.3) que “(ft) = 10. Por (I - 5.1) segue que a escada de

<8ft> é dada por:
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Disto segue que y7 6 <8ft>.
Por outro lado, y7 [ mã<aft>, pois do contrário, te—

7 2 3 3 2 3 2 3ríamos y7 6 <3y + tx y ,3x y + 2tx y ,3x y + 2txy5> o R—egR |

paço gerado por todos os geradores de m2<3ft> mõdulo mg , que2

estão ligados a y7. Mas isto é um absurdo.

Logo, fo ê (1,6)-determinado e ft ê (0,6)—determinª
do, mas não (l,6)—determinado se t # 0 e 4t3 + 27 # O.

3.3. No mesmo trabalho, ([231), Siersma afirma que a proposição
acima citada, contihua verdadeira para perturbações com s—

—parãmetros, s a 2.

Tomando f Ã (x,y) = x3+y4 + Xlxz + Azxyz, e consi-l' 2

derando o caminho ll = (“j?—)

(3.1). Logo, tal afirmação é falsa.

A

2 . .

, cairemos no exemplo Visto em

3.4. Ainda Siersma, ([233), como consequência da proposição citª
da em (3.2), registrou o seguinte resultado como corolário:

"Sejam f,w & mn , tais que:

(i) mk+l C m2<3f> + mk+2;
n n n

(ii) w z mn<8f> + mí+l

Então, f não é equivalente a f + tw , se t for sº
ficientemente pequeno."

Tal corolário é verdadeiro, embora no referido traba—

lho, tenha sido "demonstrado" fazendo uso da proposição citada
em (3.2). Passemos a demonstrã—lo:
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Por (i), temos que' f ê.k—determinado.
séja Y(t) = jkf(0) +_tjkw<0), t e R. se existir

e > O, tal que, para todo t € (—€,€), Y(t) e Rkjkf(0), então,

y(t) é equivalente a ,jkf(0) que é equivalente a f, para tº
do t 6 (-e,€). ';

Logo, y'(0) = jkw(0) e Tãsz, onde “2 = jkf(0). Co—

mo TZsz = mn<8f> mõdulo Mã+l, seqàe que w & mn<3f> + mâ+l,

contra (ii).
Como em Jí(n,l), a intersecção de uma variedade li-

near l-dimensional ªí Éom uma Rk-õrbita é um conjunto finito
de pontos ou uma.reunião de intervalos abertos em 'L ([231),sg
gue'que existe

.

6 > O, tal que,' y(t) ! sz, para todo

t & (-6,ô), t # 0.

Portanto, f não é equivalente a f + tv., para todo
t 6 ('515), t # 0.

3.5. OBSERVAgõES: Quanto ã proposição citada em (3,2), o erro
na "demonstração", consiste no seguinte argª

mento usado:
m mk+l

. n n » . »O autor conSiderou w —————— —————— _a prºjeçao
mã+2 mã+2

natural. Pelas hipóteses dadas, temos que

mã<8ft> + mã+2 mª+l
W( ) = se t = 0.

mk+2 . mk+2
n n

Como a familia £ £ + tw é contínua em t, seguet
que
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m2<8f > + mk+2 mk+l
W( n t n ) = n

k+2 k+2 '
m mn n

suficientemente próximo de 0 e R.
k+1Disto, ele concluiu erradamente que mn : mã<8ft> +

para t suficientemente próximo de 0 e R.





5 1. Decompo

Seja K

1.1. DEFINIçÃO:

1.2. DEFINIÇÃO:

(i)

(ii)

CAPÍTULO III

SEPARAÇÃO DE VARIÁVEIS

sições

= R ou C.

Seja Z = E. . o símbolo de Boardman de
1112 ...

um germe f e mn c Cº(Kn). Por qma decomposi—

ção de Z, entenderemos a soma Zj +
l O..

+ ):17. , com 1 s jl'Zl , e por uma decom-
1 ...

pesição completa de Z, entenderemos a sºma
2 = El ". + ... + 21 com 11 parcelas,
onde Er + z = z , com ti =

. n
'

Seja f & mn c CO(K ), com n 2 2.

f se decompõe, se para algum r e Z, lsr<n,
f for equivalente a um germe da forma

g(xl, ..., xr) + h(xr+1, ..., xn).

IAf se j—decompõe, onde j ; Z, 1 5 j n, se
a

f for equivalente a um germe da forma alxll +

ªj
j

ai e Z, ai 2 1, para i = 1, ..., j. Para o

+ ... + ajx + g(xj+1, ..., xn), onde aia K,

» caso de j =vn, diremos que f se decompõe
'

completamente.

35
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(iii) f admite uma boa—decomposição, se f for aqui
valente & um germe da forma f (x , “»“, X ) +

al 1 ]:1

+ fa (xr +1' ..., xr ) + ...+f x +l,.,..,xn),(

2 1 2 ªk rk—l

onde ai 6 Z, ai 2 1, f& é uma K—forma homºi
gênea não degenerada de grau ªi' (i = l,...,k)
e al<a2<,..<ak.

(iv) f admite uma semi—boa—decomposição, se f for
equivalente a um germe da forma fa (XYº"'Xr )+

l 1

+ f (x , ... x )-+...+ f (x ,ºn,x) +
&2 rl+l ' r2 ªk rk-IH' n

-+ h(xl,...,xn), onde fa ,...,f são como em (iii) e
1 -ªk

ak+lh € mn e m # <8f,f> (s conanme I-1.10L

“ _ 2 n193. PROPOSIQAO: Seja f & mn c CO(K ), com f(xl, ..,, xn) =

= g(xl, ..., Xr) + h(xr+l, ..., xn) e lír<n.
Então, u(f) < w, se e somente se, u(g) < “

n—r)e u(h) < ? como_germes de C0(Kr)€ªCO(K

.respectivamente, e, u(f) = u(g)u(h)ª

Demonstragão: Pºdemos súpor que f, g e h são “polinomiais“
'

Seja “K = R. Denotemos por fc, gc e hC as

complexificações de f, g e h, respectivamente.
Temos por ([13]) que, dimR Q(f) = dimC Q(fc) (analogª

mente para 9 e H).
,

Logo,

.
com“) .

. com“)
“(f) * ªlmaW : dmcW
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2 2 2Como f & mn, segue que g e mr e h & mn—r . Portanto,
e m2 e h e m2 Disto segue que u(f) < & se e somengC r C n-r ' —

te, u(g) < %
v e u(h) < w.

Mostremos agora que u(f) = u(g)u(h).
Para tal, sejam F, G e H, germes de aplicações ho-

lomorfas, definidos por:

G : cr,o + cr,o ; H : cn"r,o + cn'r,o e

F : cr x cn'r,o + cr x cn'r,0 , tais que,

G(x) = (Blgc(x), ..., Brgc(x)),

F(x,y) = (G(x),H(y)), onde x = (X1' ..., xr) e

y = (xr+1, ..,, Xn)

Com tais notações, temos que,

ao(cn) '” cº(cr)
P(f) = dimc —<G_,ã;— , u(g) = dimcT e

co(cn'r)
Ll(h) : dimc _W.
Por ([131), podemos considerar 0 e interior A1,

r . . n—r »
Al c C , 0 e lnterlor A2, A2 c C , onde A1 e A2 sao rg
tãngulos fechados nos respectivos espaços, e, (xo,yo)eCrXCn—r,

tais que:

(l) u(g) = cardinalidade de G—IKXO) n A1;

(2) “(h) = cardinalidade de H'1(yo) n A2 e,
_ . . —l(3) u(f) — cardlnalldade de F (xº,yo) n Al x A2.
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Portanto, u(f) é o número de soluções da equação
F(x,y) = (XO'YO) em Al x A2. Como F(x,y) = (G(x),H(y)), se—

que por (1) e (2) que u(f) = u(g)u(h).
Para o caso K = C, .prova—se de maneira análoga.

1.4. OBSERVAºõES: A proposição é em geral, falsa para f [ mª.

Para tal, basta tomarmos f(xl, ..., xn) =

= g(xl) + h(x2, ...; xn) com g(xi) = x1 e h e m; , n 2 2.

Portanto,_ u(f) = O, u(g) = 0 e u(h) = =.

Como consequência imediata de (1.3), temos o:

1.5. COROLÃRIO: seja f 6 mi c C0(Kn), n 2 2—

.Se f for equivalente a um germe da forma

., +,f (x ... X ) +
fal(xl' ' ' Xrl) a2 rl+l' ' r2

+...+f (x , ...,x)+h(x,...,x),ak rk—l+l n 1 n

ak+l "com h e mn (2 5 al < a2 é ... < ak), entao,
r r —r r -r

u(f) = (al—1) 1(az-1) º l(a3-l) 3 ? ...

nea do grau ªi , não degenerada.

uma K=forma homogênea doDemonstragão: Seja ga(x1, ..., xn)

grau a em Xl' ..., Xn' não degenerada. Por
(I — 6.3), temos que u(ga) = (a—l)n.

r n-r _Logo, u<fa > = (al—l) 1,, u(fak) = (ak-1) k 1 e

r .

u(f ) = (ai-l) l 1'1, para i = 2, 3, ..., k—l.

)u(fa) ...u(f ).
2 ªk

Por (1.3) temos que “(fa +...+fak) = “(fªl1
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Temos que, f é equivalente a um germe semi—quase-

-homogêneo do tipo

(a_l" "'l —l_l 1 1
'

1 1
I I

1 ªl _ no.,—'ª2 ª2
«__&

2'r1 rk-l'rk-z ª'rk-l
onde a parte quase—homogênea não degenerada (fº : conforme I-
— 5 6) é f + f + ... + f . De fato: seja 9 um monôa a a —

. 1 2 k
” ak+l

mio nao nulo de mn . Denotemos por ci , a soma dos eª
poentes das variáveis de f& que efetivamente comparecem em

1
,

> 2g. Portanto, cl, ..., ck _ 0 e cl+c2 + ... + ck ak + 1.

Como 2 S a1 <a2 < ... < ak então, o grau de q com rela—

ção aos pesos

(_l_ i i _L 1 1 _1- _1_)
, co., , , uno, , ooo, , ooo, , , o.o'ªl ªl ªz ªz ªk-l ªk—l ªg ªk]
rl rz'rl rk-l'rk—z ª'rkel

c c c c c c

ªl ªz ªk ªk ªk k k
nossa afirmação estã provada.

Por (I — 6.1) temos que

r n—r k—l r -r.
. _ _ 1 _ k—l _ i l-l

1.6. COROLÃRIO: Seja f 6 mi — mí+l , com u(f) < m, r 2 3

e n 2 2.
Se f l—decompõe,,então existe a e Z, com

1 < a < u(f), tal que, a 2 r-l, a divide
u(f) e u(f) z a(A-n+1), onde
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Demonstracão: Por hipótese, f é equivalente a um germe da for
bma alxl + h(x2, ;.., xn), com b 2 r, al 6 K,

al # O e h & mi_l. Por (1.3) segue que u(f) = (b—l)u(h), onde

co(Kn'l)
U(h) : dlmK "<_8h>— .

Logo, '<8h> c mí:ã, como ideais de Co(Kn—l), e portaº
to,

r—l n+K-2 m+k—lu(h) ? [ªo(l £ ) — n+l, onde ( k ) '
; :—

o número de coeficientes de um polinômio homogêneo genérico do

grau k em m indeterminadas. Seja

r-l n+Z—2_ n+r-2A — £g0( Z
) ( )r—l

Tomando a = b—l z r—l 2 2, segue o resultado.

1.7. OBSERVACõES: (1.6) é falso para n = 1 ou r = 2. Para

tal, basta observarmos os germes f(x) = x8 e

g(x,y) = x2 + y6, Por outro lado, a hipótese de l—decomposição
também é indispensável, como mostra o exemplo h(x,y) = x3 + xy3.

Seja f ' Kn 0 + K 0 com f e m2 f(x x ) =' l l I n' ll “"' n
= g(xl, ..., xr) + h(xr+l, ..., xn), l 5 r < n e g,h & mn.

1.8. DEFINIgÃO: B? = Bf , B; = símbolo de Boardman do germe

g : Kr,0 + K,O e Bª_r = símbolo de Boardman

do germe h : Kn-r,0 + K,0.
)

Com tais notações, temos a:



1.9. PROPOSIQÃO: Bn = Br + Bn'r.f g h

Demonstração: Sejam Bf = E. . , Br = E. e11 g 3 ...l 2 l
n—rB = 2h Kl ...

Como f m2 J' m2 e h m2 se ue€ nl ge I.
E n_rl 9 que

11 = n, 31 = r, 17.1 = n-r , e portanto, i1 = 31 + 11.

Temos também que

ô<f> = <g+h, alg, ..., Brg, 8r+lh' ..., anh>

como ideal de C0(Kn), ô<g> = <g, alg, ..., & g> como idealr
de C0(Kr) e, ô<h> = <h, e h, ..., enh> como ideal der+l

n—r
CO(K ).

22 .

Como 9 = g(xl, ..., xr) & mr, h=h(xr+1,...,xn) e mn—r'

segue que 12 = j2 + ZZ.
c +lSuponhamos que f 6 mn - mg , com c a 2. Logo,

c c —c c+l c c+lm e h m com m - 11 h e m - m .9 € r 6 n—r ' g 6 r mr º n-r n—r

Nestas condições, com raciocínio análogo ao usado aci-
ma, segue que ia = ja + Za , para 1 s a 5 c.

Como f e mg - mã+l, com c a 2, seja posto ôc-l<f>=

= a # 0.

Se a = n , então a proposição estã demonstrada, pois
g = g(xl, ..., xr) e h = h(xr+1, ..., xn).

Seja 1 s a < n. Como 9 e m; e h & mª_r , existem
3 elementos de 6c_l<g> e t elementos de ôc_l<h> (com

t+s = a) cujas partes lineares são K—linearmente independentes.
Aproveitando estes elementos, fazemos uma mudança de

coordenadas da forma:
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Xi = Xi(xl, ., xr), i = 1, ..., r
m

Xj = Xj(xr+l' .., xn), j = r+l, ..., n

tal que: ôC—l<f> é equivalente a um ideal da forma

<G(xs+l, ..., xr) + H(Xr+t+l' ..., xn), Xl' ..., xs,

pl(Xs+l, ..., Xr) , no.] pu(xs+ll ...-, Xr), xr+1, ..., Xr+tr

ql(xr+t+l' ..., xn), ..., qv(xr+t+l, ..., xn)>

cºmo ideal de Co(Kn); f

60-1<g> é equivalente a

<G(Xs+l, ...,,Xr),' Xl, ..., XS, pl(Xs+l, ..., Xr)lºç-l

..., pu(xs+l' ..., xr)>

como ideal de CO(Kr), e, õc_1<h> é equivalente &

<H(x ..., Xn)' x .5., xr+t+1' r+l' r+t'

q1(xr+t+l, ..., XII)] no., qv(xr+t+ll "', Xn)>

n—r 2
. ), onde H, ql, ... qV e m ' ecomo ideal de C (K

o n-r
2

G, pl, ..., pu e mr.
Considerando a matriz:

Is o o o

0 (aipj) 0 » O

M = o 0 It 0
_

o
,

o
'

o» (awqm)

—o _(àiG) 0 (ªwH)
J

,
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onde 1 = s+1, ..., r; j = 1, ..., u; m = r+t+l, ..., n e

m = 1, ..., v, segue que

c _ c—l
, n6 <f> — ô <f> + <Bipj, awqm, ais, awH>CO(K ),

c _ c—l r& <g> _ & <g> + <aipj, BiG>CO(K )

c _ c—l «

'

n—r»e 6 <h> - ô <h> + <8wqm' BwH>Co(K ).

Como pj = pj(xs+l' ..., xr), qm = qm(xr+t+l' ..., xn),
G = G(Xs+1' ..., xr) e H = H(Xr+t+l' ..., xn), segue que

posto ôc<f> = posto ôc<g> + posto ôc<h>, donde concluímos que

lc+l : Jc+1 + [c+l'
Seguindo raciocínio análogo, aproveitando em cada estª

gio as funções cujas partes lineares são K—linearmente indepen-
dentes, mantendo as variáveis separadas, teremos ik = jk + [k ,

k 2 1.

1.10. OBSERVAgõES: Tomando f(x,y) = g(x) + h(y), com g(x) = x

e h(y) = y, tem-se il = 1, j1 = 0 e

Kl = 0. Portanto, (1.9) em geral é falsa para f e mn - mª.

1.11. COROLÃRIO: Seja f 6 mi c C0(Kn),' equivalente a

f (x , ..., x ) ”+ f (x , ..., x ) + ...+a1 l rl
.

a2 r1+1 r2

+ ... + f (x , ..., x ) + h(x , ..., x ),ªk rk_l+l n 1 n

onde f& é homogênea do grau ai , não dege—
i

nerada, (i = 1, ..., k), 2 Sal <a2 <... <a.k e
a +1

h e mnk .
r r -r r -r n=r» _ l 2 l k-l k-2 k—l

ªl ªz ªk—l ªk
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Demonstração: Sendo

to 6

2 5 al < a2 < ... < ak ; segue que pos—
a1-2 al—l

<f> = O e posto ô ' <f> = rl. Lo

go existe mudança de coordenadas da forma:

Xi = Xi(xl, ..., xrl), 1 = 1, . ., rl
$

X = x. 2 r +1
3 3 ' 3 1 ' al—ltal que, 6 <f>,

é equivalente a um ideal da forma <xl, ..., xr > +

al—l . al—l ak-al+2
1

+ 6 <f > + ... + 6 <f > mõdulo m .a - a n2 k

Como 2 5 al < a2 < ... < ak , segue que
a2-2 a2—1 ,posto ô <f> = r e posto ô <f> = r , pois f el 2

' ªz
não degenerada em x , ..., x . Do mesmo modo como acima,

. r1+l r2
existe uma mudança de coordenadas da forma:

u II H
|_I
+ H &

N

<f > + ;.. +

a -l a —a2+2
<f > mõdulo m

_ªk “

Seguindo com o mesmo raciocínio, teremos o resultado.

Nosso objetivo neste capítulo é dar para algumas clas-
ses de germes, condições necessárias e, para outras classes,



45

condições necessárias e suficientes para a decomposição do ge;
me, conforme (1.2).

Neste contexto, temos o conhecido Lema, que em nossas
notações, pode ser enunciado da seguinte forma:

l.12. Splitting Lemma: Sejam f 6 mi — mª e j a caracteríâ
tica da matriz Hessiana de :f em O e Kn.

Então, f j—decompõe.

Ainda neste contexto, temos o seguinte Teorema devido
a Oka ([203):

m1.13. TEOREMA: Seja f um polinômio em Cn x O tal ' que

f(z,w) = g(z) + h(w), onde g(z) e h(w) são

polinômios quase—homogêneos em Cn e Cm res—

pectivamente. Sejam Ff = f-l(l) c Cn x Cm,

Fg = g'lm «: cn e Fh = h'lm c cm.

Então, existe uma equivalência natural de homo—

topia entre Ff e F9 * Fh , onde Fg * Fh e o

join de F9 e Fh com a topologia forte.

O Teorema de Oka (1.13), foi enunciado apenas por ter
um conteúdo próximo do que estamos estudando, mas não o utiliza
remos em momento algum neste trabalho.

Como decorrência imediata do corolário (1.11), temos

0:

1.14. COROLÃRIO: Seja f 6 mi : COQKn), com u(f) < w.

Se f for equivalente a um germe da forma:
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f (x ,".,X ) + f (x ,.n x ) + ." +
1 l rl a2 rl+l ' r2

fak(xr +1""'Xn) +h(xl,...,xn) (conforme 1.2 -
-l

. » . s— lV), nao necessarlamente ccnn m # <Bf,f> ,segue que

B = E + E + ...+f rl ... r1 0 rz—r1 ... r2—r1 0

al—l az-l

+ Xr _ _ 0 +
k-l rk—Z " rk-l rk—Z

ªk—l—l

+ E e
É rk l .. n-rk_l 0

ak—l

r n—r k-l r.-r_ _ 1 _ k-l _ 1 1-1u(f) — (al 1) (ak l) ªiªz(ªi l) .

. 2 2 _ 3 41.15. OBSERVAgõES: Seja f 6 m2 c Co(K ), f(x,y) — x +xy .

Sendo f quase—homogênea não degenerada do

tipo (6;2,l)) segue por (I — 6.3) que u(f) = lO. Temos Bf =

= 2 + Logo,:fnão admite uma semi—2 2 1 1 o : 21 1 1 1 o zl 1 0'
-boa—decomposição, pois do contrário, por (1.14) teríamos uHD=8,

o que é uma contradição. Portanto, as hipóteses de (1.14) são

indispensáveis.

1.16. gªgª: Seja f 6 mi c CO(Kn), com u(f) < w e n 2 2.

Sejam A(u(f)) o número de fatores primos de

u(f), contadas as multiplicidades e j e,z, com

1 5 j < n.
.

Se A(u(f)) 5 j, então f não j-decompõe.
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Demonstragão: Como u(f) < m, então se f j—decompõe, segue
que f é equivalente a um germe da forma

a. a.l .. .alxl + ... + ªjxjj + a(xj+l, ..., Xn)' com ai # 0 (1=l,.."j)
3 . 3e 3 5 ªl' ..., aj , h e mn , pºls f 6 mn (ai e K).

»Por (1.3) segue que u(f) = (al—l)(a2-l) ... (aj—l)u(h),
n-jCO(K )

onde “(h) : dimKT 2, pºis h € "ln-j
Sendo al, ..., a. 2 3, segue que A(u(f)) 2 j+1, que3

é contra a hipótese.

1.17. OBSERVAgõEs: Seja f e mn c CO(Kª), n a 2, com
1 p +l

_ 2 pl+ nflf(Xl, «ou, Xn) '— Xl + x2 + ou. + Xn ,

onde 3 s pl s ... s p 1 e pl, ..., pn_l, são inteiros pri-n—

mos. Logo," A(u(f)) = n-l pois, u(f) = plp2 ... pn—l'
'

Po;
tanto, (1.16) é falso em geral, para f a mi - mª.

1.18. COROLÃRIO: Seja f e mg c Co(Kn), com n a 2 e ukf)
priúo.

.

Então,- f não se decompõe e nem admite uma

semi—boa—decomposição.

1.19. COROLÃRIO: Sejam f € mª c CO(Kn), n 2 2, semi—quase—hº

mogênea do tipo (d; al, ..., an) e
d - dS ,

B = —————-——-, para 5 = 1, ..., n.S OL

S

Se A(6182 ... Sn) 5 j, onde j e Z, lsj<n,
então f não j—deçompõe. Alêm diSSO, se
Bl ... 6 for primo, então f não se decom—

S

põe e nem admite uma semi-boa—decomposição.

“JJ,,

:>;

«

“

Ó
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5 2. Invariante X
( o
&)

Sejam f 6 mi c C0(Kn) e a (se existir), o menor

inteiro positivo tal que, mª c <8f,f>. Tal a existe, se“

e somente se, f _for finitamente determinado. Suponhamos en—

tão que u(f) < w.

Nas condições acima, seja 8 o maior inteiro tal que;

2.'. DEFINIgÃO: & = a(f), & = B(f) e Ao = Ao(f) = a(f)-s(f).

2.2. LEMA: A6 é um invariante da R-õrbita (ã—õrbita).

Demonstração: Sejam K = R, mª : mã<8f,f>, com a = a(f) e

B = B(f) e g = few, onde m e R.

Logo, w* : CO(Rn) + Co(Rn) .é um isomorfismo de R-ãl
gebras, onde w*(h) = hºw. Temos que, g'(x) = f'(w(x»sw'(x).

. - . n .Con51derando. el, ..., en a base canonica do R , ig
. 1

- A "to e, ei = (O,...,O,l,0,...,0), 1 = 1, ..., n, segue que

n aw.
gãí(x) = f'(w(x))(jg15;l(x)e. ), onde w = (wl, ..;, mn). Por—
i l

& ªªª-18315tanto, —ÁL = [Z(——iººw i = 1, ..., n.3x. Bxi .
& l ] '

& Logo, (w—l )*<Bg,g> c <af,f> e portanto, w*<3f,f> =
&

= <3919>-

Sendo m* um isomorfismo de R—ãlgebras, segue que

#“an mn e pºrtanto, mn: mn<39,9>, com oc a(s) e 8,8(9).
Disto segue que A é um invariante da R—ôrbita.o

Para o caso K = C, a demonstração ê análoga.
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2.3. PROPOSIQÃO: Seja f 6 mi c CO(Kn), com n 2 2.
Se f admitir uma semi—boa—decomposição, en—

tão ? 0 e iil Ão+l
= 0, onde

Demonstração: Suponhamos que f é equivalente a um germe da

..., x )+forma f (Xl' .o-r Xr ) + f (x
]:.2'al 1 a2 r1+1

+ ... + fªk(xrk-l+l, ..., xn) + h(x1, ..., xn), com ªl"'”'ªk€z'
2 s a1 < a2 < ... < ak , fai homogenea do grau ªi ani? dege—

nerada em.suas variáveis (i = 1, ..., k) .e h & mnk . Por
(1.14), temos Bf = Zn i i ..3 i O , com iá _1=n—rk_lf0.

2 3 ak—l k

Como fa ê homogênea do grau ai não degenerada com
i

f (x , ..., x ) se 1 = 1
a1 l rl

_ f (x , ..., x ) se; 1 = k
fa. — ak rk_l+l n

1

fa.(xr +l' ..., Xr.) se i # 1, k
1 1—1 1

ak+l _e h e mn , 2 5 al < a2 < ... < ak , segue por hipotese que

mª # <8f,f> , onde

o = rl(a1-2) + (rz—r1)(a2-2) + ... +

+ (rk_l—rk_2)(ak_l—2P%n—rk_l)(ak+2)

o o+1Logo, mn # <8f,f> + mn .

+
.

Mostremos que mg+l c <Bf,f> + mg 2.



50

Com as hipóteses dadas, temos que

r (a —2)+1 Y
'

(nrr _ )( -2)+l Y
m

1 1 c m l<8f >,mn_rk1 ak cmnlír <3f >

rl rl ªl kªl k—l ªk

(r.-r._ )(a.—2)+l y.
e r ir

1 1 l mr _r <afa > (i # 1, k),
1 i—l i-l 1

, n-r _onde mn_r '= <xr +l' , xn>Co(K
k 1),

'k—l k-l

rlm = <x , ., x >C (K ),r1 l rl o

m = <x x >c (Kri—rl'l) (i # 1 k)r.-r. r. +l' " . o ' '
1 1—1 _1-1 1

e, Yl = r1(al—2) - a1+2 , Yk = (n-rk_l)(ak—2) - akf2,

Yi = (ri—ri_1)(ai-2) - ai+2 ( i # 1, k).

(ri—ri_l)(ai—2)+l _ , _Seja g e mr —r (i # 1, k). Entao, e-
i i—l

Yi t 1xistem g , ... g _ e m _ , a que,l ' ri ri—l r. ri-_l

g=g8 _(f)+ +g_ 8(f)=1 r _l+1 1 ri ri-l ri al

ri-rl_l ri-rl—l
= . f = E .8 . f +h -]âl gjari_1+3( ªi) 3-1 9] ri_l+3( ai

)

ri—ri-l
— .E .3 . hJ=l 93 ri_1+3( )
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a+1 Yk .

Como h e mn e 93. € mrT-r , segue que
1—1

r.—r.1 21 lg'a (h) €
myi+ak

j=1 j ri_l+j n

Por outro lado, Yi+ak > Yi+ai = (ri—ri_1)(ai—2)+2

Portanto,

(r.-r._ )(a.—2)+1 y.
fr 1 1 l : m 1_ <3(f +h)> +ri 1-1, r' ri-l ªi

(r.—r._ )(a.—2)+2 .

+ mn l l l 1 se 1 # l, k.

Analogamente, temos

r (a -2)+1 y r (a -2)+2
m

1 1 c m l<a(fa +h)> + m
1 1

rl rl 1 “

(n—r _ )(a -2)+l Y

e _r'k 1 k -c m É <a(f« +h)> +“ k—l “ rk-l ªk

(n—r ')(a -2)+2
+ m

k—l k
.

.

n

Seja p e mg+l mO+2 um mbnômio dado por:

s s s s
_ sl rl r1+l r2 rk_l+1

l l 2 k 1

n
' .E s = o + l .(
J=1 ]

)

Então, temos:
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ou

Então,

onde
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.Sl + .-. + s 2 rl(al—2)+l'

S +“... + S 2r +1 n (n—rk_l)(ak-2)+l,

3. +1 + ... + s 2 (ri-ri_l)(ai-2)+l , para algum

Suponhamos que exista j e [Z, 3, .-., kªl], tal que
. 4ª,

s '.+ ... + s 2 (r.-r. )(a -2)+lrj_1+l- rj ] 3—1 ]

sr._l+1 sr. y.+b _

xr ]
+l ... xr 3

€ mrJ-r <8(fa +h)> +
3—1

_

j 3 3-1 j

(rj r l)(a.—2)+2+b
mn ,

b = (sr_ +l + ... + sr.) - [(rj_rjf1)(ªj—2)+1]
3—1 3 -

y.+b+a o+2
' .» .Portanto, p e m <8(f +h)> + m , - onden aj n

a = (c+l) — (s + ... + s )

rj_1+l rj
. = .— . .—2 — .+2.YJ (rJ r3—1)(ª3 ) aJ

(o+l)-(a.-l) '

Daí concluímos que p e mn
3 '<3(fa +h)> +

j

Portanto,
(G+l)-(ak—l)

c < > +mn mn 8f,f m
o+2
n '
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pois 2 5 a1 < &2 < ... < ªk' Pela semi-boa-decomposição de f,
segue que a(f) = o+1 , B(f) = (o+l)—(ak—l) e Aº = ak-l.

Segue por (1.14) que iA # 0 e J.)x +l " O.
o o

2.4. OBSERVAgõES: A0 é um invariante para equivalência es-
tãvel.

2.5. COROLÃRIO: Seja f 6 mi c CO(Kn).

Se f admitir uma semi-boa—decomposição, en—

tão, xo divide u(f).

2.6. OBSERVAQÓES: Seja f € CO(K2), f(x,y) = x3 + xy3. Neste
caso temos u(f) = 7 e Ao = 4. Portan-

to, a hipótese de semi—boa-decomposição de f, é indispensável
para (2.5).

5 3. Alguns Invariantes Diferenciãveis

Vamos introduzir mais alguns invariantes, diferenciá-
veis, com os quais, para certas classes de germes, podemos dar
condições necessárias e suficientes para a decomposição complg

ta.
.

Antes porém, lembremos que se, m e R (ou, ª), então
w induz um R—isomorfismo (C—isomorfismo) de álgebras

m* : co<Rª> + co(Rn> (co(cª> + co(cª>).

definido por w*(f) = few. Reciprocamente, dado

.

.

n n
_ n + n

w . Cº(R ) » CO(R ) (co(c ) co(c ))
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um R—isomorfismo (C—isomorfismo) de ãlgebras,então existe w eR

(m e ª), tal que, w* = $.
nSeja I c mn c C0(K ) um ideal de K-codimensão finita.

OL3.1. DEFINIQÃO: a(I) = minía e N : mn c 1];

_ a(I) BB(I) — max[8 & N mn c mnI] e,
ÃO(I) = a(I) - B(I).

3.2. OBSERVAgõÉ : (1) Se I = <Bf,f>, segue de (2.1) que

Ão(f) = ÃO(I).

(2) Da mesma forma como em (2.2), démbnstra-

-se que a(I), B(I) e portanto_ AO(I), são invariantes dª
ferenciãveis. Lembremos apenas que para simplificar tais demong

trações, podemos tomar I finitamente gerado pois, codK I < wp

(Mather [17J).

Demonstremos agora um Lema, 0 qual para o caso.forma1;
encontra-se em ([183).

3.3. LEMA:. Sejam 1 c mn c CO(Kn) um ideal, com

1 = <fi, ..., fp>, e w 6 R (ou É).

Então, w*51 = ôw*1.

Demonstragão: Sendo I = <fl, ,..,.fp>, segue que.

m*I = <flow, ..., fpow>.
Logo, posto I = posto m*I = r. 'Então, ôI'= I + Ir+l

e ôw*I = m*I + (w*I)r+l , onde Ir+l e (m*I)r+l são os i-
deais gerados pelos menores (r+l) x (r+l) das matrizes
afi a(fiºw) .

_

(É?? e (——5íf——), respectivamente.
3
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Se r = n ou r = p , segue que Ir+1 = (w*1)r+'1= 0,

e portanto, w*61 = ôw*1

Suponhamos r < n,p.
Consideremos o seguinte menor (r+1) x (r+l) de

(a(fiºw)).
e—íE;——

.

' ?

a(flºW) , . a(flºw)
ªxl BXr+1

A = det
»

.......
8(fr+l w) a(fr+1 w)

6x1 8xr+l

Seja £e1,...,en] a base canônica de Kn. Então,

a(f.ºw) ' n af. aw
: o ' 3 _J- xko— o

onde (D : (wl, o.., lpn). Lºgº,

a(f.ow) n af
_ lp Z. 0ª )!Bxi * k—l kl ayk

onde a = ªíkºwlkl

Sendo m* um K—isomorfismo de álgebras, segue que:

n af1 .n 'afl
kªlºkl_íí;_ , "' kªlªk,r+1"íí;“

=lp* det o.;oooh-oooolnuooo :
É &

afr+1 % _afr+lr
k—l k1""3íí“* ,.. ,k=1ºk,r+1*”ãíiª“

L * ' J
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Bfl Bfl
ªxl ªxr+1

= m*a det ................ , onde a e Co(Kn).

afr+l ªff+1
ªxl axr+1

Portanto, m*Ir+l = (ID,,I)r+l , e então, w*ôl = ôw*l.

3.4. OBSERVAgõES: O Lema (3.3) continua verdadeiro mesmo qúe

I c mn não seja finitamente gerado.

3.5. DEFINIçÃO: -Para I c mn c C0(Kn), um ideal de K—codimen—

são finita, definimos as seqúências:

&(I) = (a(I), a(ôI), a(ôkI), ...);
à(I) = (s<1), B(ôI), ..., B(ôkl), ...) e
N _ k.)x(I) _ (ÃO(I)I Ão(ôI), o.., ÃO(6 I), uo-)|

e os números:

o(I) = miník & N : ôkI = mg , para algum BEN],

e,
.

' k _
'

n(I) = mlnfk & N : 6 I - mn].

No caso de I = <3f,f>, f e'mã , denotaremos

tais elementos por &(f), g(f), Í(f), O(f)

e n(f), respectivamente.

3.6. OBSERVAgõE : Como conseqúência He (3.2) e (3.3), temos
.

que os elementos introduzidos em (3.5), são

invariantes diferenciáveis.
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Seja I ; m2 c CO(K2), um ideal de K—codimeª

são finita. Sejam a(I) = a e B(I) = b,
'tais que, mã-i c mgôiI e mâ—i # m3+lôi1,

para cada i = 0, 1, ..., “(I).
Então, i)x _1 # 0 e i)& = 0 , onde

o o
B(I) = E. .

11 12 .

Demonàtragão: Sendo 'I um ideal de CO(K2), I $ m2 , com

K-codimensão finita, segue de (E14J) que B(I)
tem uma das seguintes formas: 21 _..1 0 , 22 ...2 º ou
E
2 ... 21 ... 10 '

Seja“ B(I) = zl -lº . Então, I é equivalente ao ª...
d

deal ,

<x,yd+l>. Portanto, a(I) = d+l, B(I) = 0, AO(I)=d+1,
e então, ik —l # O e 1X = 0.

o o ,

Seja B(I) = 22 2 O' Então, n(I) = d. Por hipõ—
» oo. '

d
a-d b d d _ f a-d b+1tese, temos que m2 : mzõ I (6 I — m2)4 e .m2 # m2 mz.

Portanto, a—d = b+l, e então, Ão = a—b = d+1. Disto segue

que, i _ # 0 e i = 0.
A0 1 Ao

Seja B(I) = 22 ... 2 l _.. l O' Logo, r < n(I).
r s

Por hipótese temos mâ'r : mgõrI e mÉ—r # m€+16r1.

ôrI é equivalente ao ideal <x,ys+1>. En-Temos também que

tão, mâ—r b

que

, Sc m2<x,y > e

a-r = b+s+1,

+1 mã-r # mb+1 +1 Disto segueS
2 <x,y >.

A = a-b = r+s+l.e então, o
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Portanto, ik -l # 0 e iÃ = O.
o , o

n)3.8. COROLÃRIO: Seja f e mã,c,Co(K com p(f) <”, cuja cª
'. . . nracterística da matriz HeSSLana em 0 e K e

n-l ou n—Z. Se para cada i = 1, 2, .,.,
n(<af,f>), tivermos mª(f)_l : mã(f)5i <8f,f>
e mªm"l % mB(f)+lôl<8f,f>, então, i # o

n n Ão
e i = 0.xo+1

3.9. COROLÃRIO: Seja f 5 mi c Co(Kn), com p(f) < w.

Se para algúm i = 1, 2, ..., n(<8f,f>), ti-
a(f)—io B(f)+l io «vermos mn ,c mn ô <8f,f>, entao,

f não se decompõe completamente.

3.10. DEFINIQÃO: Seja I c mn c C0(Kn) um ideal. Definimos a

seqãência g(I) = (gl, qz, ...) onde 9. é o1
i-lInúmero minimal de geradores def ô . No cª

so I = <3f,f>, denotaremos g(I) = g(f).

3.11. OBSERVAgõES: Por (3.3) temos que g(I) é um inVariante
diferenciável.

3.12. LEMA: Seja f 5 mi , com p(f) < m e n a 2.

Então, p(f) = n(f) e g(f) constante, são condi
ções necessárias para a decomposição completa def.

3.13. EXEMPLOS: Seja f e CO(K2), f(x,y) = x4+y4+x2y2. Logo,

<9flf> = <2x3+xy2, 2y3+x2y>, ôkãf,_f> = <x2,Y2,Xy>=

= mª. Portanto, p(f) = 1, an) = 2 e g(f) = (2,3,2,2,,..).
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Como u(f) = 9, “segue que as hipóteses de (3.12) não são con-
dições necessárias para a semieboa—decomposição de f. Tomando

h & CO(K2), h(x,y) = x3+xy3, temos p(h) = n(h) = 2, g(h) =

= (2, 2, ...) e p(h) = 7._ Portanto, as condições de '(3.12)
não são suficientes para a decomposição completa de h.

5 4. Uma Condição Necessária para a Decomposição de um Ger—

me em Duas Variáveis
,,

Sejam f e-mâ c C (K com u(f) < w e as seqúên—

cias &(f) “= (al., ak_l, 1,1, ...A) e ã<f> ; (al,...,sk_1,o,...),
ak-l 2 2.

Consideremos

com

S(f) = [ml,sl), (a2,82), (ak_1,sk_1)', (1,0)1cN2.
Então, n(f) = cardinalidade de S(f) — 1.

4.1. DEFINIQÃO: R(f) ê o-menor convexo do R2, contendo S(f)
e [(0,0), (0,81), ..., (0,Bk_l)T. Denotemos

por A(f) a área da região R(f).

4.2. OBSERVAgõEs: S(f) e portanto A(f), são invariantes di-
ferenciãveis.

4.3. PROPOSIgÃO: Seja f & mâ c C0(Kn), com p(f) <w, e ca
,

racterística da matriz Hessiana em O e Kn,

maior ou igual a .n-2.

,Então, se f se decompor completamente, terª
mos A(f) + n(f) = p(f) — l.
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Demonstragão: Seja K = C.

Se a característica da matriz Hessiana em 0 & Cn

for n, então f é um germe de Morse. Portanto, S(f)=((l,0)],
e então, A(f) = O, n(f) = 0 e u(f) = 1.

Se a característica for n-l, segue que f é equivª
lente a um germe.da forma xi + ... + Xã—l + xª , com k 2 3.

_
_ k-l _Sendo <8f,f> equlvalente a <x1, ..., Xn-l' xn > , tem se

&(f) = [k—l, k—Z, ;.., 1, 1, ...] e à(f) = (o, ...). Logo,

A(f) = 0, n(f) = k—2 e u(f) = k-l.
Suponhamos que a caraCterística da matriz Hessiana de

,f em 0 € Kn e n—2. Do fato de f se decompor completamen-

te, segue que f é equivalente a um germe da forma xi + ... +

2
, a b

n-l + xn , com 3 s a 5 b.

Para computarmos a(f) e É( f), é suficiente, com

vputarmos a(g) e g(g), onde 9 = g(x,y) = xª + yb.

Nestas condições, considerando I = <8g,g>, tem—se:

ma+b—3 C a-2 xa—l'yb—l>, onàe a(I)2 m2 < a+b—3 e eu) = a-2Il

IIma+b—5 a—3<xa—2 b-2>
2 : m2 ,y , onde a(ôI) a-l—b—S e B(ôI) =a—3

.co.cc—n.oooooooc-tnoc.

mg-a+3 C m <x2'yb—a+2>
2 , onde a(ôª'31)=b—a+3 e B(ôª—3I)=1

mb-ª+1 c <x,yb-ª+l>, onde a(ôª'ZI) = b—a+1 e B(ôª—ZI)=0

b—3 b-3mª c <x,y2>, onde a(ô I) = 2 e B(ô I) = 0

Disto concluímos que;
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í(1,0),(3,1),...,(2k—l,k-l),...,(2a—3,a—2)], se a=bz3

S(97 = [(l,0),(2,0),...,(bªa+l,0),(b-a+3,l),...:
...,kb—a+2k41,k—1),...,(a+b-3,a—2)],, se 3 s a < b

Então, temos:

Caso a = b 2 3.

'(2a—3)+ln(g) = a-Z, A(g) = '_"_ÍÍ_———'(ª'2) = (a—1)(a-2)

Logo, A(g) + n(g) = (a—2)a = (a—l)2 - 1 = u(g) = 1

Caso 3 S a < 5.

IIn(g) (b—a+1) + (a—3) = b—2,

A(g) = (b'ª+l) ; (ª+b'3) (a—2) = (b-l)(a-2)

Portanto, A(g) + n(g) = (a-l)(b-1) - 1 = u(g) - 1.

Para o caso K = R, a demonstração ê análoga.

4.4. OBSERVAgõES: Seja f e CO(K3), com, f(x,y,z) = x3+y3+z3.

Neste caso temos &(f) = (4,1,1,...) e

g(f) = (2,0,...). Portanto, A(f) = 5, n(f) = 1 e u(f) = 8,
donde A(f) + "(f).# u(f) - 1. Daí, concluímos que a proposi—

ção (4.3) é falsa se a característica da matriz Hessiana em

o e K“ for 5 n—3.
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5 5. Apêndice

Conforme Arnol'd ([5], pg. 8), até o presente estágio,
a teoria das singularidades é uma ciência experimental.

Lembramos este registro de Arnol'd porque, neste parâ—

grafo, apresentaremos alguns resultados parciais obtidos atrª
vês de verificação direta.

Nossa eXpectativa é a de num futuro bem próximo, obteg
mos resultados mais completos para os tipos de problemas abordª
dos.

Registremos também que os cálculos feitos, envolvem

técnicas de vários autores (fl], [7], [12]).
Vamos agora-apresentar os nossos resultados do parâgrª

fo, um dos quais através do:

5.1. TEOREMA: Seja f : cn,o + c,0 O—modal.

Então, f se decompõe completamente, se e so—

mente se, iÃo # O e *A +1 : 0.

Demonstragãoz— Conforme observamos em (2.4), A0" é um inva—

riante para equivalência estável. Sendo f O-mº

dal, então, f é estavelmente equiValente a um dos seguintes
germes:

(i) x2+yk+1 , k 2 1, em co(cº);

(ii) x3+y4 , em C0(C2);

(iii) x3+y5 ,' em co(c2)i

(iv) x3+xy3 , em CO(C2), ou,
2(v) x2y+yk' , k 2 4, em CÓ(C )
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Para o caso (1), tem—se a(f) = k, B(f) = 0 e por

tanto, A0 = k. Como Bf = Zn l ___ l O , segue que iÃ # 0

___v__d o
k*l

e iA +l * 0.

No caso (ii), tem—se a(f) = 4, B(f) = 1, Ao ª 3 e

ªí.: E“ 2 1 0.1 Fogo, ,iÃo ãjºx? iÃ +l = 0. Para o caso (iii),
tem—se a(f) = 5, B(f) = 1, Ão = 4, Bf = Zn 2 l 1 º e

portanto, ixo # 0. e iko+1 = 0.

Para o caso (iv), como o ideal J = €3x2+y3,xy2>CQ(C2),

tem escada dada por:

i_ W

.!
segue que ' a(f) 2 5, uma vez que, a(f) (e também B(f)) e

3 3
um invariante para'equivalência estável. Como“ x +xy é quase-
—homogênea não degenerada do tipo (1;%,%), segue que dmax ?

8.. ..ê _íª.=_.“(l 3)+(l 9) 9'

Seja xªyb , com a+b 2 5. Então, % + %? 2: %(a+b)2

z %? > % , donde se conclui que mª c <flgf1>y onde flbgyrª
= x3+x'3. Portanto” a(f) = 50 Por outro lado, a ordem de

qualqúer elemento de mã<3xz+y3yxy2> com relação aog pesos

(%,ã é maior ou igual a %. De fato: seja xªyb, com a+b23.

Então” % + %? ;: %. Como a ordem Çe “3x2+y3 ê %, e o grau

de xyz ,ê %, a nossa afirmação fica provada.º

Sendo o grau-de. y5 ,—igual a %? < %%, (. concluímos

que B(f) s 2. Por verificação direta, segue que:
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5 2 5
m2 # m2<3fl,fl> e m2»cam258fl,fl>.

Portanto, a(f) = 5, B(f) = 1, “Ão = 4 e Bf = Zn 2 l O ,

donde iA = 0.
o

escada dada por:

segue que a(f) 2 k-l. Mas, yk"2 ; I e mÉ-l C I, donde

se conclui que a(f) = k—l.

Como ka1 ( mªl , segue que B(f) S'l. Por outro

lado, tem-se mÉ—l : mZI , donde segue que, a(f) = k-l,
6(f)=l, Ao=k—2 e Bf=ZnâO.

Se k = 4,, tem—se ixo # 0 e iÃo+i ='Q, e neste

caso, sabemos que f se decompõe completamente (K = C),
Se k 2 5, tem—se = 0ix

no

5.2] OBSERVAgõES: (1) Na demonstração de (5.1), caso (iv), pg

deríamos ter calculado 'B(f) diretameg'

te como em (v). Registremos porém, que o que foi feito não foi
uma ingenuidade, mas sim, o registro de uma técnica para uma

limitação.superior de B(f);

(2) o Teorema (Sul), continua verdadeiro pª
ra o caso K-= R, excluindo o caso de
n

.
- 2 2 3 _f ser equivalente a igleixi + xn-lxn — xn , Ei — i l.
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5.3. COROLÃRIO: Seja f 6 mª : C0(Rn), O—modal.

Então, f admite uma semi—boa-decomposição, se
e somente se, iÃO # O e ik +l = 0.

Uma Análise das singularidades Z-Modaís:

Afim de facilitar nossos cálculos, demonstremos um le—

ma técnico:

5.4. LEMA: Seja f 6 mª : CO(Kn), tal que, f(x) = w1(x) + ...+
+ ... + wr(x) + $r+l(x), onde wl, ..., wr+1 sao
monõmios em Xl' ..., Xn' e, x = (xl, ..., xn). Sª
ponhamos que ml + ... + m é quase—homogêneo dor
tipo (d; al, :T'I an).
Se grau de 'wr+1 for diferente de d , com rela-
ção aos pesos al, ..., an , então, <ãf,f> =

: <8f'ªºr+1>'

Demonstragao: Temos Bif = 8i(w1 + ... + wr) + aiwr+l , 1 =

= 1, ..., n. Sendo wl + ... + mr quase-homogâ

neo do tipo (d; al, ..., an), segue por (I - 5 6) que

alxlãl(wl + ... + wr) + ... + anxn8n(wl + ... + mr) =

= dhp1 + ... + mr).
s 1 8n

Seja, = axl ... Xn , onde a e K e sl'f"'sn1pr+l

são inteiros não negativos. Logo,

0lelalwr+l + "' + OLnxnanwr+l :
(als1 + ... + ansn)wr+l



onde grau wr+l = alsl + ... + dnsn (com relaçao aos pesos

dl, ou." an)-
Portanto, alxlalf + ... + anxnanf =_d(LDl + ...-+wr)+

+ (als1 + ...'+ ansnhpr+l , e entao,

vâlxlalf + ... + anxnanf * df =

='(0Llsl + ... + ansn —'d)gpr+l

Como por hipotese alsl + ... + ansn # d , segue_que wr+l e

& <8f,f>, donde, <8f,wr+l> : <8f,f>.
Sendo d # O, segue que <8f,f> c <3f,wr+l> e por—

Com as notações acima, temos o:

5.5. COROLÃRIO:A Se para cada i = 1, ..., r+l, wl+...+wi_l +

+ wi+l + ,.. + wr+1 for quase—homogeneo do ti
i ipo (di; al, ..., an), com grau wi # di (com

N i i »relaçao aos pesos al, ..., an), entao,
wl, ..., wr+1 e <3f,f>. Além disso, faf,f> =

Seja f : Cn,0 + C,0 uma singularidade l—modal. En—

tão, por Arnol'd ([3], [S]), f € mi e a característica da mª

triz Hessiana em 0 e Cn, ê n-2 ou n—3.

De acordo com os referidos artigos, com excessão da
singularidade“ Tp,q,r (& qual descreveremos abaixo), todas são

equivalentes a singularidades semi—quase—homogêneas, e são deng

tadas por certas letras latinas maiúsculas munidas de um índi—

ce, o qual representa a multiplicidade algébrica do germe, (is-
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Na tabela abaixo, apresentamos tais singularidades na
forma fO + f1 com os respectivos tipos (conforme I — 5 6).

T A B E L A

—Singularidade (d;a) fo fl gra1(ff
K12 (21;7,3) x3+y7 axy5 22 se aaéo

K13 (15';5,2) x3+xy5 ay8 16 se ayªo

K14 (24;8,3) X3+y8 axy6 26 seaaªo

zll » (15;4,3) x3y+y5 axy4 16 se ago

212 “(ll;3,2) x3y+xy4 axzy3 12 se ajÉO

Z13 (18;51,3) x3y-Ã-y6. axy5 20 se ªº
w12 <20;5,4) x4'+y5 - ax2y3 22 se. aaªº

W13 (16;4,3) x4+xy4 ayª 18 se aaªO

Jlo (4a3+27;éo> (6 ; 2 , 1) x3+y6+ax2y2 o ºº

x9 (ª27'ª4) <4;1,1) x4+y4+axºyº o «»

p8(a3+27;40) (3;1,1,1) « x3+y3+z3+axyz o ao

Q10 (24;8,6,9) x3+y4+yzº axy3 26 se ayªo

Qll (18;6,7,4) xê+y22+xz3 az5 20 se aiªº

le (15;5,3,6) X3+y5+y22 axy4 17 se aiªº

511 “(#16;4,5,6) x4+y2z+xz2 ax3z 18 se ao
812 (13;4,5,3) x2y+y2z+xz3 az5 15 se aaªº

U12 (12;4,4,3) 23+y3+z4 axyzz 14 se aaªo

E, finalmente, temos Tp,q,r : xp + yq + zr + axyz, a # 0,

% + % + % < 1. Com exceção de Tê,á,r , segue facilmente de

(I — 6.3) que u(Mj) = j.
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Nossos resultados para singularidades l—modais, são da—

dos pelos seguintes teoremas:

5.6. TEOREMA:

5.7. TEOREMA:

n) l—modal.Seja f e m c C (Cn 0

Então, f admite uma boa-decomposição, se e so—

_mente se, il # 0 e il +l = 0.
0

Seja f e mn c Co(Cn) l-modal, não estavelmente
equivalente a uma singularidade homogênea.

Então, f se decompõe completamente, se e somen—

Demonstração:

com a # O, WJH

(i) Caso

Temos

<áf >a

te se, iA “# 0 [e iÃ +1 = 0.
o o

Inicialmente, computemos A e u para a famªo
. . rlia Tp,q,rª Para tal, seja fa = xp+yq+z +axyz,

+ ª + 3 < 1.q r '

p = 2, q = 3, r a 7

= <2x+ayz, 3y2+axz, rzr_l+axy>

Tomando a mudança de coordenadas dada por:

>< II 2x+ayz

Y

Z

segue que <8fa> é equivalente ao ideal

<x, 6y2—a2yz , 2r2 zr-l_a2y2Z>
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Por Krushinirenko ([lZJ), segue que

u(f ) = coa <x y zrºl> + cod <x y z> +,a c" c".
+ codc <x;6y—a222, 2rzr'2-a2y2> = r +

+ codC <x, 6y-a222, 2rzr—2-a2y2>

Tomando a mudança de coordenadas dada por

X = x

w Y = 6y-a 22

Z'= z

teremos <x, 6y—a222, 2rzr-2—a2y2> equivalente ao ideal
<x,y,z4> pois a # O e- r—Z 2 5. Logo, u(fa) = r+4.

Por outro lado temos Efa = 23 2 l l O'

Por (5.4), segue que. <3fa,fa> = <8fa,xyz>. Via &,

<afa,fa> é equivalente ao ideal

1 = <x, 6y2—a2yzz, 2rzr_l—a2y22, y222>

Como

r—l 1 r—122 a2 222yz — 5;y(2rz -a y z) + ÍÍÉYZ(6Y -a yz ) +

4
a 2 2

+ ÍÍ—Z(y z )

r 1 r—122 a222
z = í?z(2rz» -a y z) + ªçy z

e zr_l [ I

se ue ue mr—l # <af f > e mr : <af f > dondeq q 3 a' a 3 a' a '

a(fa) =wr. Facilmente se verifica que m? # m3I, e então,
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B(fa) = 0. Logo, A = r 2 7, donde ik = O. Disto segue
o

que T2 3 r (r 2 7) não admite uma semi-boa-decomposição, e em
I ,

particular, não se decompõe completamente (a não decomposição

xcompleta, pode também ser comprovada pelo fato de termos Bf =

= E + + 211110 E110 '10'
tamente, teríamos u = 8 < r+4 pois r 2 7, o que é um absur-

Logo, se ela decompuzesse complg

do).

(ii) Caso p = 2, q = 4 e r 2 5.

Com técnicas análogas, temos' u(fa) = r+5, a(fa) = r,
B(fa) = O. e portanto, Ão = r. Como

Bfa = 23 2 2 º ,. segue

que iA = 0 pois r 2 5.
0
Temos portanto que fa não admite uma semi-boa—decompg

sição. (Neste caso, o método da decomposição do símbolo de Board
man e eficiente, uma vez que, Bfª = 21 l 1 O

+ 21 1 1 0 + 210.

Portanto, se fa se decompor completamente, tem-se u(fa) = 9 <

< r+5 pois r 2 5, 'o que é uma contradição).

(iii) Caso p = 2, q 2 5, r 2 5.

De maneira análoga, mostra-se que u(fa) = r + q + 1,

a(fa) = r, B(fa) = 0 e portanto, Ão r. Como Bf =

IV= 23 2 2 O , segue que i)xo = 0 (r
te uma semi—boa-decomposição.

5). Então, fa não admi

(iv) Caso 3 s p 5 q 5 r, r 2 4Ç

[Por ([S]) temos que u(fa) = p + q + r — 1. Com têc-
nicas análogas ãs anteriores, mostra-se que a(fa) = r, B(fa)=0
e portanto, Ao = r. Como Bf = 23 3 O segue que ix = 0 e

a O
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portanto, que fa não admite uma semi—boa—decomposição. (Tanto

neste caso como em (iii), o método da decomposição do símbolo de

Boardman é eficiente para detectar a não decomposição completa

de [f ).a
Façamos agora o cálculo de Ão e iA para as demais

o
singularidadesz.

_ 3 6 5
(1) 213 . fa — x y + y + axy , a E C.

Como u(Zl3) = 13 (primo), segue que fa não admite

uma semi-boa-decomposição, para todo a 6 C.

Para a = O, tem-se
2 3 5

<ãfo,fo> = <8fo> = <x y,x +6y >

A escada de <3fo> é dada por: ÍZIZIIZZZIZZZL

NPortanto, xy5 ! <8fo>, e então, a(fo) 7. Facilmente se mog

tra que m; : <3fo>, donde, a(fo) = 7.

Computemos agora B(fo):—

Fixemos 2 como peso para x e 1 como peso para y.
Com relação a tais pesos temos que, ordem (xzy) = 5 e ordem

(x3+6y5) = 5. Portanto, se h e <x2y, x3+6y5>, segue que or—

dem (h) 2 5.
Por outro lado, se 9 e mª , tem-se ordem (9) 2 3. L9

go, a ordem de um elemento qualquer de mâ<x2y,x3+6y5> é 2 8.

Como ordem (y7) = 7 < 8, segue que mª # mã<x2y,x3+6y5>,
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donde, B(fo) S 2. Facilmente se verifica que m; c mâ<8fo>.

Entao, a(fo) = 7, B(fo) = 2 e Ao = 5. Como

Bfo = 22 2 2 O , segue que iÃO = O, e portanto, que fO não

admite uma semi—boa-decomposição.

Para a # 0, temos

2 3 5 4
<8fa,fa> = <3x y+ay5,X +6y +5axy , xy5>

conforme (5.4). Como —x31fa + 3y32fa = 18y6 + 14axy5, segue

que.a escada de <Bfa> é dada por:
7

5 ,a_

1 ,.

5
2' 3 %

donde se conclui que xy [ <8fa>; Como xy ,y e <Bfa,fª>,

segue que a(fa) = 6, B(fa) = 0 e portanto, Ão = 6.

Como Bf = 22 2 2 0 , segue que i)x = 0, e entao,
a o

que fa não admite uma semi—boa-decomposição.

4 2 3
(2) Qlo : fa = x3 + y + yz + axy , a e C.

Para a = 0, tem—se

2 3 2
<8fo,fo> = <3fo> = <x , 4y +z , yz>

3

A escada de <8fo> é dada por: :

?

É

/)———-4-—- —o—---u._.____->

(/ ' 3
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Portanto, Xzz l <8fo>, e então, xy3 [ <afo>f Logo, a(fo)2 5.

Facilmente se verifica que a(fo) = 5.
Fixemos 2, 1 e 2 como pesos para x, y e z res»

pectivamente. Com relação a eles temos: ordem (xz) = 4, ordea

(4y3+z2) = 3 e ordem (yz) = 3. Portanto, se 9 e <8fº>, tem«
3

—se ordem (g) 2 3.' Logo, para h 6 m3 <3fo>, tem—se ordem (h)?
a 6.

Como ordem (y5) = 5, segue que mg # mª<8fo>, donde
IA

. . 5 2 N _B(fo) 2. Verlflca—se que m3 c m3<8fo>. Entao, a(fo) — 5,
|| ||B(fo) 2 e Ao = 4. Como Bf = 23 3 º , segue que il 0,

O O

e portanto, que fo não admite uma semi—boa—decomposição.

Para a # 0, tem-se

<Bfa,fa> = <3x2+ay3, 4y3+zz+3axy2, yz, xy3>

conforme (5.4). Como y3 z <Bfa,fa>, segue que a(fa) 2 4.
. . 4 3Verlflca—se que m3 c <8fa,fa>. Como xy [ <8fa>,

tem—se a(fa) = 4, B(fa) = O e portanto, Ão = 4. Desde

que, B = E , tem—se que i = O, e então, que £
£& 3 3 0 Ao

não admite uma semi—boa—decomposição.
&

Para as singularidades restantes, apenas registraremos
os resultados:

_ 3 7 5(3) K12 . fa — x + y + axy , a e C.

Se a = O, entao a(fo) = 7, B(fo) = 1 e Ao = 6.
Como Bfo = 22 2 1 1 l l O , segue que 1x0 # O e 1)& +1 = 0.

Neste caso, fa se decompõe completamente.
Para a # O, tem-se a(fa) = 7, B(fa) = 0 e Ac.: 7.

Como Efa = 22 2 l l l 0 , segue que 1x0 = O.
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- 3 5 2 4 .(4) 012 : fa = x + y + yz + axy , & eC.

Para a = 0, tem-se a(fo) = 6, B(fº) = 2 e Ao = 4.
Como Bf = 23 3 0 , segue que i)x = 0.

o o
Se— a # 0, então, a(fa) = 5: B(fª) = 0 e Aº = 5.

Sendo Bf = 23 3 0 , tem—se i)& = 0.
a o

(5) P8 : f& = x3 + y3 + z3 + axyz, a3 + 27 # 0, a e C.

Se a = O, tem-se a(fo) = 4, B(fo) = 2 e Ao = 2.

Desde que Bfo = 23 3 O , segue que lÃo # 0 e 1Ão+l = 0. Neg

te caso temos decomposição completa.
”' 3

.Se a # O (a +27 # 0), tem-se os mesmos valores para
os elementos referidos no caso a = 0. Neste caso, não temos de
composição completa, mas, temos boa—decomposição para fa.

(6) X9 : f& = x4 + y4 + axzyz; a2 # 4, a € C.

.Para todo a e C tem-se dea) = 5, B(fa) = 2 e po;
tanto, Ão = 3. Sendo Bf = 22 2 2 O , temªse iA # 0 e

a . º ,

= 0. No caso a = 0, temos decomposição completa. No ca-ix +-1º . 2 '

N -so a.# O (a' #-4), temos boa—decomposiçao mas nao decomposi-
ção.completaL

'

. 3 »5 8(7) Kl3 : fa =»x + xy“ & ay , a € C.

Para a = 0, tem-se a(fº) = 9, B(fo) = 1 e Ao = 8.

Para a #'0, temfse a(fa) = 8, B(fa) = 0 e Ão = 8. Como

Bf. = 22 2,1 1 1 0 para modo a e C, segue que ik = 0 e poE

tanto, que fá não admite uma.semi—boa—decomposição.
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3
+ y8(8) K14 fa = x + axy6, a e C.

Se a = O, tem—se a(fo) = 8, B(fo) = 1 e Aº = 7.
Sendo Bf = 22 2 l l l l l 0 , segue que iA # 0 e J'.)& +1==0.

o o o
No caso, temos decomposição completa.

Se a # O, tem—se a(fa) = 8, B(fa) = 0 e Ao = 8.

Desde que Bfa = 22 2 1 l l l 0 , segue que iAo = 0.

(9) 211 fa = x3y + y5 + axy4, & E C.

Se a = O, tem—se a(fo) = 6, 8(fo) = 2 “e Ao = 4.

Se a # O, então, a(fa) = 5, B(fa) = 0 e Aº = 5.

Como Bfa = 22 2 2 O , para todo a e C, segue que i)xo = 0.

(10) le . fª = x3y + xy4 + ax2y3, a 6 C.

Se a = 0, tem—se a(fo) = 7, B(fo) = 2 e Ao = 5.
Se a.# O, tem—se a(fa) = 6, B(fa) = 0 'e Aº = 6.

Como Bfa = 22 2 2 0 , para todo a ; C, segue que ixº = 0.

(11) le : fa = x4 + y5 + ax2y3, a e C.

Para a = 0, tem-se a(fo) = 6, B(fo) = 2 &: Ão =44.

Se a # O, tem—se a(fª) = 5, B(fa) = O _e Aº = 5.

Para todo a e C, Bf = 22 2 2 l 0 . No caso a = 0, temos
&

il # 0, ix +l==o,e decomposição completa. Nos demais casos tº
0 o .

mos i = 0.
A0

(12) W13 . f& = x4 + xy4 + ay6, a 6 C.

Se a = O, tem—se a(fo) = 7, B(fo) = 2 e Ao = 5.
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— = = A:Para a # 0, tem se OL(fa) 6, B(fa) 0 e o 6.
Como Bfá = 22 2 2 l O , para todo a E C, segue que

ik = 0.
o

(13) Qll : fa = x3 + yzz + xz3 + azs, a'e C.

Para a = O, tem—se a(fo) = 6, B(fo) = 2 e Ão = 4.

_ = = A:Se a # 0, tem se a(fa) 5, B(fa) 0 e o 5.
Como Bfa = 23 3 0 para todo a e C, segue que iÃo=O.

_4 2 2 3(14) 511 . fa — x + y 2 + xz + ax z, a 6 C.

= _ =* = A:Se a 0, tem se a(fo) 5, B(fo) 2 e o 3.
Se a # O, tem—se ª(fa) = 4, B(fa) = 0 e Ãº = 4

Como Bfa = 23 3 O para todo a 6 C, segue que

iÃ=0lo

(15) 812 : fa = xzy + yzz + xz3 + azS, & e C.

Se a = O, tem—se a(fo) = 6, B(fo) = 2 e Ãº = 4.

Se a # 0, tem—se a(fa) = 5, B(fa) = 0 e Ao = 5.
Como Bf = 23 3 O para todo a e C, entao iA = 0.

a — o

(16) U : f = x3 + y + 24 + axyz12 a

Se a = 0, tem—se a(fo) = 5,_ B(fo) = 2 e Ao = 3.
Se a # O, tem—se a(fa) = 4, B(fa) = O e Ao = 4.

Como .Bfa = 23 3 l 0 «para todo a.€C, segue que

iAo # O e iAº+1 = 0 se. a = 0, caso em que f& se decompõe

completamente, e, iÃ = 0 se” a # 0.
O
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(17) JlO : f& = x3 + y6 + ax2y2, a e C, 4a3+27 # 0,

Se. a = 0, tem-se a(fo) = 6, B(fo) = 1 e A = 5.

cºmº Bfo : 22 2 1 1 1 o ' segue que ixo * º ª iAo+l : º'
caso em que fa se decompõe completamente.

Se a # O, tem-se a(fa) = 7, B(fa) = 1 e A = 6.0
Sendo Bf = 22 2 l l O , segue que il % O.

a
.

o

5.8. OBSERVAgõE : (1) (5.6) e (5.7) continuam verdadeiros pa—

ra o caso real, excluindo também para
o caso de (5.7), as singularidades estavelmente equivalentes
ã singularidades homogêneas.

(2) Por ([263), sabemos que X9 (a#0, a2#4),
não se decompõe completamente.

Uma Análise das singularidades Z—Modais, Estavelmente

Equivalentes & Singularidades em Duas Variáveis:

O resultado desta análise se resume no:

5.9. TEOREMA: Seja f : Cn,0 + C,0 2-modal, estavelmente equi
valente a uma singularidade em duas variáveis.
Então, f se decompõe completamente, se e so—

mente se, 1x0 # 0 e :.A +l = 0.

Demonstração: Limitaremos apenas em registrar os elementos cal
culados em cada caso.



(l)

(2)

(3)

(4)

(5)

_ _ 3 10
E18 fa,b X + y

a = b = 0 = 10, B

a # ou

_ 3 7
E19 fa,b — x + xy

a = b = 0 a = 13,

a = 0, b # 0 a = 12,
a # 0 a = 11,

_ 3 11
E20 . fa,b — x + y

a = b = 0 = 11, B

a # O ou
b # _ 11! B

Z f = x + 8
17 a,b Y Y

a = b = 0 = 9, B

a # ou
b 75

= 8: B

_ 3 6
z18 fa,b X y + XY

a = b = O a = 11,

a = 0, b # 0 a = 10,

a # 0 a = 9,

+ay

UD II

8 + bxy9

10

10

6
+ bxy7

>) |I

ll
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(6) 219 : fa b = x3y + y9 + axy7 + bxy ; a,b & C.
I

a = b = 0 a = 10, B = 2, Ao = 8 e iÃo = O

-a # 0 ou
b # 0 a = 9, B = 0, Ao = 9 e le = O

(7) W17 fa b = x4 + xy5 + ay7 + by ; a,b e C.
I .

a = b = 0 a = 9, B = 2, Ao = 7 e i)to = 0

a = 0, b # 0 a = 8, B = 0, A = 8 e i = 0
0 A0

a # 0 a = 7, B = 0, Ao = 7 e iA = O

º
(8) W18 : fa b = x4 + y7 + axzy4 + bxzys; a,b & C.
_

I

a = b = 0 a = 8, 8 = 2, Ao _ 6, iÃ # O e iA +1 * 0
o o

a # O ou
b # 0 a = 7, B = 0, Ão = 7 e iA = 0

(9) Kl6 fa b = x3 + axzy3 + y9 + bxy7 (4a3+2.7740; a,b e C).

a = b = O : a = 9, B = 1, Ao =.8, ixofº e iko+l=0
a = 0, b # 0 a = 9, B = 0, Ao = 9 e iÃO = 0

a;60eb;éo oc=10,B=0,)xo=10eiA'=0o
a 0, b = 0 & =ll4 B = 1, Ao = 10 e ik = 0

o

_ = 3 2 3 9+p 10+p(10) J3,p . fa,b x + 3 y + ay + by (p > 0,

a # 0; a,b & C, u = 16+p).

& = 9+p, B = O, Ão = 9+p e ik = 0



(12)

(13)

(14)

(15)

(16)
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.
3

,

21,0 fa,b = x y+ax y3+bxy +y (4a +27#0;a,beC,u=15)

a = b = O a = 8, B = 2, Ão = 6 e iÃO = 0

a = 0, b = o a =º7, e = 0, Ao = 7 e ixo = o

a # 0, b = 0 a = 9, B = 2, Ão = 7 e 110 = 0

a # 0, b # O a = 8, B = O, A = 8 e i = O
0 A0

21 p
: fa b = x3y+x2y3+ay7+p+by8+p (p>0,a#0;a,beC,u=15+p)

& = 7+p, B = O, Ão = 7+p e i)& = O

o

4 2 3 2 4 6 2
Wl,0 : fa,b = x +ax y +bx y +y (a #4;a,beC, u=15)

a = b = o a = 7, B = 2, 10 = 5, ixo # o e iÃO+1 = o

a = 0, b # O : a = 6, B = 0, Ao = 6 e iÃo = 0

a # 0, b = 0 a = 8, B = 2, Ao = 6 e iÃo = 0

a # 0, b # O a = 7, B = 0, A = 7 e i = 0
0 Ao

W : f '

= x4+x2y3+ay6+p+by7+p (p>0,a#0;a,beC,u=15+p)1,p a,b

& = 6+p, B = 0, Ao = 6+p e iA = 0
o

# _ = 2 3 2 4+q 5+q
W1,2q-1 . fa,b (x +y ) + axy + bxy (q > O,

a # 0; a,b e C, p = 15+2q)

& = 6 + q, B = 1, Ão = 5 + q e iA = O

o

# _ 2 3 2 “2 3+q 2 4+q
W1,2q fa,b (x +y ) + ax y + bx y (q > O,

a # 0; a,b E C, u = 15+2q)
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5,10. OBSERVAgõES: (1) As famílias acima, são dadas em ([S]).
(2) Para as demais singularidades 2—modais,

aquelas que analisamos, comprovam o mesmo resultado dado por
(5.9).

L

Decomposição de uma Singularidade f m—ModaZ (m 5 2),
tem Termos da Região R(f)

Analisando as singularidades m—modais (m 5 2) estavel-
mente equivalentes ã singularidades em duas variáveis, em ter
mos da região descrita por (4.1), obtivemos os seguintes resul
tados:

5.11;

5.12.

5.13.

TEOREMA:

COROLÃRIO:

COROLÃRIO:

Seja f : Cn,o + C,0 m-modal (m 5 2), estavel
mente equivalente a uma singularidade em duas.

variáveis, com f diferente de X9.
Então, f admite uma semi-boa-decomposição, se

“'I

e somente se, (E) + n(f) = u(f) — 1.

Nas condições acima, seja f m—modal, com

m = O, 2.

Então, f se decompõe completamente, se so—

mente se, A(f) + n<f> = u(f) — 1.

Nas condições de (5.11), seja f l—modal,

não estavelmente equivalente a X4+Y41:6X2Y2.

Então, f se decompõe completamente, se e sº
mente, -A(f) + n(f) = u(f) — 1.
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Demonstração (do Teorema):

(i) m = o.

Se f for estavelmente equivalente a g(x,y) =

= xzy + yk—l (k 2 4), então temos:

&(f) = (k—l, 1, 1, 1, ...), E<f> = (1, o, ...)
e portanto, A(f) = % , n(f) = 1. Logo, A(f) + n(f) = ªªª e

a(f) = k.
Se k = 4, tem—se A(f) + n(f) = u(f) - l. Nes—'

te caso, sabemos que f se decompõe completamente (K = C). Se

k 2 5, tem—se A(f) + n(f) < u(f) — 1.

Se f for estavelmente equivalente a g(x,y) =

= x3 + xy3, teremos &(f) = (5, 2, l, ...) e E = (1, O, ...)
e portanto, A(f) = % e n(f) = 2. Logo, A(f) + n(f)#u(f)-l.

Para os demais casos, o resultado segue de (4.3L

(ii) m = 1.

Para este caso, apresentemos a seguinte tabela:

TABELA A

Singularidade A(f) n(f) A(f)4-n(f) u(f)—l

K , a = o 6 5 11 11
12 '

a # o o 4 4
<

11

K a = o 13/2 4 21/2
ª 12

13
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= 3 11
# 3

a = 0 10 3 13
<

# O 3 3

N

|+

o

ONG“

(iii) m = 2.

Também neste caso, apresentemos a tabela:

13
13

10
10

11
11

12
12

11
11

12
12



Singularidade

18

19

20

17

18

17

18

: (

[ a=b=O
a=0 ,bíéo
a#0

a=b=0
a=0,b#0
a#0

=b=0
a=0,b#0
a#0

a= =O

a=0,b#0
a#0

a=b=0
a=0,b#0
a#0

a=b=0
a=0,b#0
a#0

a=b=0
a=0,b#0
a#0

84

TABELA B

A(f) n(f) A(f) + n(f) u(f)-l

9 8 17 17
17
17

19/2 6 31/2 18
o 6 18
o 6 18

10 ' 9 19 19
19
19

13 4 17 16
o 4 16

4 16

12 5 17 17
17

17

15 2 17 16
16
16

12 2 14 v'f 17
8 10 _;

17

15/2 2 19/2.-
'

17
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a=b=0
_

17 2 19 18

a=0,b#0 'o ' 2 2 18
a#0 8 2 - 10 18

a=b=01r 8 7 15 15
a=0,b#0 ' o 6 6 15
a#0,b=0 8 5 13 15

'

a#0,b#0 o 5 5 15

o 5 5 15+p

a=b=0 13 5 18, 14

a=0,b#0 o 2 2 14

a#0,b=0 10 2 12 14

a#0,b#0 13/2 2 17/2
'

14

o 2 2 l4+p

=b=0 10 4 14 14
a,b#0,a2#30 '

3 14
a2=30,b#0 3

,

14

a#0,a2#30,b=0 12 3 15 14
2=3o,b=o 10 3 13 14
a=o,b#o' o 4 4 14

O 3 3 14+p

5+% 3 8+% 13+2q

0 3 3 , 14+2q
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UpZas de Invariantes para singularidades m—Modais

(m 5 2), em Duas Variáveis

Aproveitando os cálculos feitos, vamos dar uplas de iª
variantes diferenciáveis que caracterizam os tipos Más , para
singularidades m—modais (m 5 2), estavelmente equivalentes: ã

singularidades em duas variáveis.

(i) m = O

Singularidade

A

O

m
m

F

W

&]

(ii) m = 1

Singularidade

13

.l

.'

k

k

IV

IV

u(f) = <u<f>,Ao(f»

(k,k)
(k,k-2)
(6,3)
(7,4)
(8,4)

Ul(f) : (11 (f) ,(X(f) rn (f))

(9,5,2)
(10,6,4) ou (10,7,3)
(11,6,2) ou (11,5,2)
(12,7,5) ou (12,7,4)
(12,7,2) ou (12,6,2)
(12,6,3) ou (12,5,3)
(13,9,4) ou (13,8,4)
(13,7,2) ou (13,6,2)
(13,7,3) ou (13,6,3)
(14,8,6) ou (14,8,5)



(iii) m = 2

Singularidade

El8

zl8
Wis

E20

E19

W17

Z17

5.14. OBSERVAºõES:
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u<f) = (u(f), a(f), a(õº<f>), a(f>, n(f))

(18,10,8,l,8),(18,10,6,0,6) ou (18,1o,7,o,7)

(18,11,6,2,2),(l8,9,6,0,2) ou (18,1o,6,0,2)

(18,8,6,2,5),(18,7,5,0,4) ou (18,7,5,0,5)*

(20,ll,9,l,9),(20,ll,7,0,7) ou (20,ll,8,0,8)
(l9,l3,6,l,6),(l9,ll,6,0,6) ou (19,12,6,0,6)
(17,9,4,2,4),(17,7,4,o,4) ou (17,8,4,o,4)

(l7,9,6,2,2) ou (17,8,6,0,2)

(l9,lO,7,2,2) ou (l9,9,7,0,2)

(16+p,p+9,5,0,5)

(15+pr7+p15r012)

(15+P,6+P,4,0,3)

(14+2ql6+ql4lll3)

(15+2q,6+q,4,0,3)

(16,9,7,l,7),(16,9,6,0,6),(16,ll,5,l,5) ou
(16,10,5,0,5)

(15,7,5,2,4),(15,7,4,0,3),(15,8,4,2,3),(15,6,4,0;4)
ou 05,8,5,2,3)

(15l875I2l2)l(15l7l5l0l2)I(15I915l2l2)I(15l8l5l0l2)
ou 05,7,5,0,3)

(1) Como podemos constatar através da sin—

gularidade X9 , o estudo da decomposi

ção completa de um germe estavelmente equivalente a um germe em

duas variáveis, parece ser mais eficiente usando a identidade
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algébrica A(f) + n(f) = u(f) - 1, ao invés do invariante ÃO.

(2) Resultados análogos ao (5.11), também

temos obtido para singularidades com mº

dalidade interna 3, classificadas recentemente por ([243).
Lembremos que as com modalidade interna 5 2, estão contidas
nas com modalidade s 2.

(3) Como podemos constatar pelas uplas de

invariantes dadas para m = 1, 2, a(f),
B(f) e n(f), não são invariantes topológicos (conforme Lê

Dãng Trãng, Ramanujam e Teissier).



CAPÍTULO IV

SÍMBOLO DE BOARDMAN E (a,h)-DETERMTNAÇÃO

Neste capítulo, mostraremos para uma classe bastante aº
pla de germes, que o comprimento do símbolo de Boardman, estã
mais relacionado com a (r,k)-determinação do que com a determinª
ção usual, isto é, (0,k)-determinação.

Para justificar certos conceitos que introduziremos,coª
sideremos o seguinte exemplo:

1.1. EXEMPLO:

Seja f : K2,O + K,O definido por f(x,y)=x8+y9+x3y4.

Mostremos que mâ<f> : mã<81f,82f,f>, onde

Blf = 8x7 + 3x2y4 e Sºf = 9y8 + 4x3y3

Como

x4f = 12+x4y9+x7y4 = %xsalf + 5x4y3 f — %%xy5(x3y4);

x3yf = xlly+x3ylo+x y5 = ãx4yalf +

+ ;2x 3y282f %%y6(x3y4),

xzyzf : X10y2+x2y11+x5y6 : (%X3y2 _ lêy7)ªlf +

+ %%x2y382f +Íªxuy (x3y4);

3 9 3 12 4 7 5 2 3- l 4 13 XGxy f = x y +xy +x y = 77x y Elf + (Çxy ' 108x )8 2f +

117 3 4
+ 108x y (x3 Y 4), e

89
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8 4 13 3 8 ii 4 l 5 13 5 44 3
y f = x y +y +x y = 27xy Blf + gy azf - 57x (x y ),

3 4e lembrando que <a f,32f,f> = <81f,82f,x y >, segue que,
4 5

m2<f> c m2<31f,a
1

2f,f>.
,

3 ,.4Por outro 1ado,A m2<f> # m2<81f,32f,f>.
De fato: mostrar que mã<f> # mg<81f,82f,f> ê equi-

valente mostrar que mâ<f> # mg<ãlf,92f>.

Temos que xyzf = ngz + xyll + x4y6.

Como "12 (mâ<alf,82f>) êlo K—espaço vetorial dado

por:

<x12,xlly,xloy2,x9y3,x8y4,x7y5,X6y6,x5y7,x4y8,x3y9,
2 11 O 7 4 4 7 3 8 9

X Ylolx ,Xl YIX8y3IX Y IXGYSIXSYGIX Y IX Y IXZY '

x7y3,x6y4,x5y5,x3y7,x2y8,8x9y2 + 3x4y6,9xyll + 4x4y6>R

l 1 1

e, det 8 O 3 # O, segue que xyzf [ mg<ôlf,82f>.
o 9 4|

J

kaSªªª ªil ikf :m ' lªll""'lk52'
1 “k

onde x. = x e xi = y
1 '

2

Consideramos os seguintes ideais:

I = <f>

3 461 = <81f,82f,x y > = <81f,82f,f>" H
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'" ?
I : I2 : <ªuf'ªizf'ªzzf'xáy4'x3ª'” :

= <28x6+3xy4,6y7+x3y2,x2y3>

631 = 13 = <ãlllf,ôllzf,3122f,Bzzzf,xy4,x2y3,x3y2> =

= <56x5+y4,21y6+x3y,xy3,x2y2>

541 = 14 = mª , 15 = mª e 16 = m2

Logo, temos que Ii c mZIi+l' (i = 1, 2, ..., 5) e, mªl c

c mªll.
Sei; 1 c mn c CO(Kn) um ideal, el,..., en númg

ros racionais positivos e xl, ..., xn um sistema de coordena-
ndas nas vizinhanças de 0 5 K Seja 6 = (61, ..., 6 ).n

l;2. DEFINIÇÃO: I é dito um ideal do tipo quase-homogêneo com

relação a 8,' se existir um K-isomorfismo de

álgebras w : C0(Kn) + C0(Kn), tal que:

(i) lº(I) = <gl, on., gg), e,

(ii) gl, ..., gi *são quase—homogêneos com

relação a e.

NOTAgÃo: I é do tipo T.I.Q.H.fe.

1.3. DEFINIÇÃO: I é dito um ideal do tipo Dp , onde p & z,

p > 0, se, sendo posto ôkI = r (k 2 O), exig
tir um K—isomorfismo de álgebras

n -n
wk . CO(K ) + CO(K ), tal que,
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k _[ºkê I " (Xl, " Xr'hr+l(xr+ll coo, Xu), ooo,

pht(xr+l' ..., xn)> e mn<hr+l' ..., ht> c

p+lC mn <3hr+l, ..., 8ht>o

NQTAgõES: I é do tipo T.Dp ou, I satisfaz a condição Dp.

1.4. DEFINIÇÃO: Seja f = mª c CO(Kn).

Se 1 = <f> for um ideal do tipo T.I.Q.H.-6
ou T.Dp , então diremos que f é do tipo
T.I.Q.H.-e ou T.Bp, respectivamente.

1.5. LEMA: Seja f 6 mi c C0(Kn).

Então, B(<8f>) = B(<8f,f>).

Demonstração: Como f 6 mi, segue que posto <Bf> =;tho<âf,f>.
Suponhamos que posto ôk<8f> = posto ôk<8f,f> = 0, k =

, ko+1 8sf: 0, l, ..., kO . Logo, (5 <3f> =<M> e
1 s

ko+1 , Bsf
ô <3f,f> = (f,-W), onde S = 1, ..., ko+2; ]. S

1 s
& il' ..., is 5 n e Xl' ..., xn e um sistema de coordenadas

nas vizinhanças de 0 & Kn.
k0+1 ko+l

Segue então que posto ô <8f> = posto ô <8f,f>.
k +1

Suponhamos que posto 6 º <8f> = r.
k +2 k +1 k +2

Logo, 6 º <8f> = a º <af> + 11 e 6 º <8f,f> =

k +l
= 6 º <af,f> + 12 , onde Il e 12 são gerados pelos meno-

res (r+l) X (r+l) das matrizes M1 e M2 respectivamente,
onde:



í (
ªzf

)
; 8x exi
; l 2

'

(
83f

)3x 8x. 9x M1
1 12 3

Ml : e N[2 :
(ãfãxi

ko+3
( ª f

)

Bxi ...ôx.
_1 lko+3

_
' J

af ko+2 '
,

Como 3x. e & <3f>, (i = lí ..;, n), segue 'que
k +2 1 k +2'

' osto 6 O <8f> = osto ô"o <8f,f>.P P
' Seguindo com o mesmo raciocínio, teremos provado - que

B(<9f>) = B(<af,f>).

1.6. TEOREMA: Seja f & mª c CO(Kn), do tipo T.I.Q.H.—6.
& B » -Se mn c mn<ôf>, entao Bf e da forma zil ...

l.. iºl—B O

« ' c c+lDemonstragao: Suponhamos que f & mn — mn , com c a 2.

Sendo f to tipo T.I.Q.H.-6, segue que existe um— 1—

deal <gl, ..., gk> de CO(Kn), equivalente ao ideal <3f>,

onde gi é quase-homogêneo do tipo (di76), i = 1, ..., k.Po£
a

'

a Etanto, como mn c mâ<3f>, segue que mn c mn<gl, ..., gk>.
£ £

Logo, considerando xll ... xnn com 0 s Zl,...,£n e

[1 + ... + Zn = &, segue que existem hl' ..., hk & mg , tais

que, xl ... xn = iêlhigi' Derivando em relação a Xj , terª
mos :



£ £. £ -1 £ £1 3-1 J J+l n _ijl .. xj—l xj xj+1 xn -
k k

: iªlhiªjgi + iªlªjhiºl
supondo £. 2 l,3

Como oada gi ê quase-homogêneo do tipo (d76), onde
n

e = (el, ..., en), segue que gi = sªlºsxsasgi (i = l,...,k).
Kl lj-l ' Zn k

Portanto, ijl ... xj ... xn = iªlhiejgi +

n k

6 8Como hl, ..., hk e mn , segue que xsajhi : mn, e

então, tem-se mºº-l c mB<3.g.>, 1 5 j 5 n, 1 s i 5 k. Diston n ] 1

segue ue mºª"l c mB<g a > (1 < ' s nº 1 s i sk)q n n i' jgi " 3 ' '

Suponhamos c 2 3.

Então posto <8f> = O, posto <gl, ..., gk> = O e

(x.-l
.

G+].
mn : mãõ<gl, ..., gk>. Desde que f e mg - mn , seguindo
com raciocínio análogo, teremos mã—C+2 c mãõc'2<gl, ..., gk>,
pelo fato de podermos em cada estágio, trabalhar com geradores
quase-homogêneos com relação a 6. Temos ainda que posto

c-2ôc—3<ql: —-., gk> = 0 e posto 6 (gl, ..., gk> : r a 1.

(1) Se r = n, então tem-se m - + +º º 2
c mg 1

, o que acar—n

reta que a-c+2 z 8+l, e portanto, a—B z c—l. Lo-

gº' B(“31' "" ºk” : Zn ... n oºx_v_J
c—2

Pelo fato de ser <gl, ..., gk> equivalente a <3f>,



(i
5

S

e por (1.5), segue que Bf = E '

0 , com a-62c-l.

(ii) Suponhamos l 5 r < n.

c—2Consideremos 6 <gl, ..., gk> = <L1+A1,...,Lq+Aq>,
2 - .onde A1, ..., Aq & mn e cada Li e uma K forma là

near nas variáveis xl, .;., xn (obviamente existem e
xatamente r linearmente independentes sobre K). Co-

mo cómbinações lineares Sobre K, de germes quase—ho—

mogêneos com relação a 6, são germes quase-homogê

neos com relação a 6, então podemos supor que:

ôc_2<gl, ..., gk> = <L1+A1,...,Lr+Ar,pl,...,pt>,

onde Ll' ..., Lr são K-formas lineares K—linearmente

independentes e Al, ..., Ar, Pl' a.., pt <Vmã , com

L1+A1, ..., Lr+Ar, pl' ..., pt quase-homogêneos com

relação a e.

Seja wi o grau de quase-homogeneidade de L1 + Ai

= 1, ..., r) com relação a 6. Podemos supor que wl &

(”25 D.! S mr.
aLl

Suponhamos que ax # 0.
j1

Se wl = mz = ... = ms < ws+1 ,entao podemos escolher
variáveis x, , ..., x. , tal que:31 ]s '

a(L' ooolL)det 1 ª) ;eo8 x. ... .( Jl: ' XJS
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Como WS
< ws+l e '

Ls+1 + Ar+l e quase—homogeneo com rela—

çao a 6, entao LS+l independe de le, ..., xjs.
BL

Tomemos x. tal que BXSÉl “# 0. Logo,
s+l js+l

det a(Ll' non, Ls+l)
# Oà(x. , ..., x. )

31 Js+1

.
Prosseguindo com o mesmo raciocínio, podemos supor &

menºs de combinações lineares sobre VK, que:

tª + I> II X + IT' + (>

Fª + D II X + ["“" +. [>

onde Lê + A' não depende de Axl; ..., x. , Lê K—forma li-q ªq
_

near e Aê 5 mi (q = 1, ..., r), devido ã quase—homogeneida—

de.
“

Considerando agora o germe de difeomorfismo definido
por:

X. = xj + L; + A; , s = 1, ..., r
s s

>< IIb xb : b7£jlr "'! jr»

tem—se que w ê quase—homogêneo com relação a e. Tomando uma

permutação o e Sn , com o(js) = s) s = 1, ..., r, e defi-
nindo C*IP por O-*w(xl' H., x ) = w(xº(l) ,. .V.—' Xº(n)):tan-n
—se que C*w é um germe de difeomorfismo quase—homogêneo com
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- * : C'z ,relaçao a c e (eº(l), ..., aº(n)) e, 6 <gl, ..., gk> e

equivalente a <xl, ..., Xr' hl' ..., hm>
_

com
2 - »hj = hj(xr+l' ...., xn) & mn quase—homogeneo com relaçao a o*e

(j = 1, ooo, m).
—c+2.Portanto, mª : mâ<xl, ..., xr, hl' ..., hm>, com

_ 2 - _hj “ hj(xr+l, no.-' Xn) € mn, J _ l' us., mc

Nestas condições temos:

a—c+2 B B
_

mn c mn<xl, ..., xr> + mn<h1, ..., hm>,

a-c+2 B

- m + m (X , uno, X >
mºª º+2 : n n 1 r (pois, u-c+Zz B+2);n—r m3<x x >

n l' II., r

a-c+2 S -

mn + mn<xl, ..., xr> :B

mn<Xl, 'no, Xr>

m6<x x > + mB<h h >
C n l' "" r n l' “"' m e

B< >
I '

mn Xl, ooo, xr

& B

mn<xl, ..., xr> + mn<hl, ..., hm> :
mã<xl, ..., xr>

& às <h h > ( ois h = h (8 x ) e m2
n—r l' "" m p ' j j r+1""' n n'
jgl' 0.4, m),

onde "=" denota o K-isomorfismo natural e,

n-rmn-r = <xr+l' ..., xn>Cº(K )

Logo, mª'c+2 ; mã_n—r <hl' ...; hm>o Sendº hl, quo, hmr
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quase-homogêneo, segue que,

C m <8.h.>ma-c+l B

n—r n-r- 3_1

(j : r+l, ..., n; i ='1, ..., m) e portanto, que mâ-C+l &

c B< h
B *I_ '-mn Xl' ..., Xr'aj i> c mn<xl, ..., xr,hi,8jhi>, (J—r+l,...,n,

i = 1, ..., m), uma vez que a—c+l z B+1, pois 1 5 r <ãn.

Como h h e m2 são ermes em x xl' ..., m 'n g r+ll 'ººl nl
segue que <xl, ..., xr, hi' ajhi> = ô<xl, ..., xr, hi>, (j =

= r+l, ..., n; i = 1, ..., m).

Pelo fato de ser ôC-2<gl, ..., gk> equivalente a
, _+ _.

*

<xl, ..., Xr' hl' ..., hm>, segue que mi c 1 c mâôc l<g1“..,gkn

Sendo hi'ajhi quase-homogêneos com relação a o*e,

então podemos repetir o raciocínio usado quando da construção do

germe de difeomorfismo w.
d—lEntão, supondo & <gl, ..., gk> # mn e

ôd<g1, ..., gm> = mn , teremos

a—d .E d _ B+l
mn C mnô <gl' "" gk> _ mn

Logo, a-d 2 B+l, e então, a-B 2 d+l.
Por 6d<gl, ..., gk> = mn , tem—se que B(<gl, «..,gk>)

é da forma Et t t 0 . Pela equivalência de ideais entre
1 2 .. . d

<8f> e <gl, ..., gk>, e por (1.5), segue que Bf é da for“
ma Z. . , com a—B 2 d+l.

11 ... ld+l 0

Portanto, Bf e da forma Zil .._ ia-B 0'



1.7. EXEMPLO: Seja f
Então,
com i5

1.8. OBSERVAgõEs: (1)

(2)

(3)

K2,0 K,O definido por f(x,y)=x5+y6.
"8 4 5 _mz ª m2<x 'Y > e Bf ” 52 2 2 2 1 o'

# O e 16 = 0.

Todo ideal 1 c mn c CO(Kn), do tipo
T.I.Q.H.—e, é do tipo T.D1. A recípro—

ca é falsa, como mostra o exemplo (1.1),
considerando I = <f>.

Conforme constatamos, todas as singulari
dades m—modais (m 5 2), satisfazem a

condição Dp , para algum p e Z, p > 0.

Temos também (conforme [4]), que todo
f e m é do ti-n 13,C C0(Kn), com u 5

po T.Dp , para algum p e Z, p > O.

Como consequência da técnica de demonstração de (1.6),
temos um resultado mais geral, dado pela:

1.9. PROPOSIÇÃO: Seja f & mª c C0(Kn), do tipo T.Dp .

Se mg c mã<3f>, então Bf é da forma

zil ... ia_8 o '

0. : mã<8f>, segue que,Demonstração: D me n

mg+p+l c mâ+P+l<8f>. Suponhamos que posto <3f>=
= posto ô<8f> = ... = posto ôk<8f> = o e posto ôk+l<9f> = r a 1.

Seja Y = (yl, ..., Yn) & N x ... X N, com Yl + ... +

+ ... + y = d+p+l.n
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Yl Yn Y _Denotemos xl ... Xn por x . Entao, temos que
n

Y =x izlhiaif' com h 1, ..., hn e mâ+p+l.v,Supondo y. 2 1,
n n

_ _â_Y= 2tem se 3x_x i-Zlajhiaif + iªlhiaijf' Como ajhi é-mn

f é do tipo T.Dp , segue ãâfxy & mã+p+l<aãtf> com i,t=l“u.,n.
3

“+? c m8+p+16<8f>.
nPortanto, mn

ma+p-k c mB+p+16k+lDe modo análogo, teremos n n <af>.

(i) Se r = n, então, d+p—k 2 B+p+2, o que equivale a
a-B 2 k+2. Portanto, Bf e da forma Zil ._. i 0'

ôk+1(ii) Se 1 5 r < n, por hipótese, <8f> ê equivaleª
te a um ideal da forma <x1, ..., xr, hr+l' ..., ht>,
com hj = hj(xr+l' ..., Xn) (j = r+l, ..., t) e.

+1 ah >.mp <h tn r+1' (8hcoo, ht> cmg r+l' o.o'

ma+p—k—1 C mâ+p+lPortanto, n ô<xl,...,xr hr+1""'ht> .

Seguindo com o raciocínio, teremos o resultado.

Com relação ã (r,k)—determinação, temos o:

1.10. COROLÃRIO: Seja f : Rn,0 + R,0 do tipo T.Dp.
(D!Se f for (r,k)-determinado, então, Bf

da forma 2. , .
11 ... lk-r 0

1.11. COROLÃRIO: Seja f : Rn,0 + 3,0, com cod Rf = cod Af<

< w (conforme [17]).
a ' .. aSe 5 mn c mâ<8f>, entao Bf e da forma
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c (Rn)
Demonstração: Temos que cod Rf = dimR ——%5?;—— = cod Af =

C n
= dimR

O(R )2 < m. Disto segue

que 'f » <3f>. Logo, por Saito ([22]), temos que f é equiva-l
lente a um germe g quase—homogêneo com relação a algum 6.
Portanto, “f é do tipo T.I.Q.H.—e, donde segue o resultado.

Utilizando ainda as técnicas de demonstração de (1.6),
temos os seguintes corolãrios:

1.12. COROLÃRIO: Seja f . mª c co(Kª), do tipo T.I.Q.H.—6

(ou do tipo T.Dp).
B

Suponhamos que m%
k c mnk+lôk<8f>, .'*onde

k k -l
& º<af> = m e a º <af> # m .n n
Entao, Bf e da forma 211 ._. ia—B 0

k+1
(k = 0, ..., ko).

Demonstração: Seja Z e [O, 1, ..., ko]. Por hipótese temos
a-K 8£+1 £

c m
nque mn ô <3f>, onde podemos supor

õ£<8f> = <p1, ..., pt>, com pl, ..., pt quase—homogêneos com

relação a 6 .

_ £
Se Z = ko , entao õ <ãf> = mn e portanto, a-Bko+lª

z ko+l , donde segue que Bf é da forma Zi i 0'1 a—Bko+l

Seja £ < k . Então temos GK
o <af> # mn.

_
B

,
»

% Z'c mn£+lõ£<8f>, seguindo
a—ko

ko—Z passos como na demonstração de (1.6), teremos
,

mn c

A partir da inclusão m

ª£+ k B£+1+1
'

: mn 16 O<af> = mn , donde, a-B£+1 z ko+1.
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k
Sendo & O<8f> = mn , o resultado segue.

No caso de f ser do tipo T.D , a demonstração ê anª
_

B +p+l
loga, tomando ma k+p+l c m k+l <ãf>, k = 0, l, ..., k .n n 0

1.13. COROLÁRIO: Seja f 6 mi c CO(Kn),. estavelmente equiva—

lente a q : K2,0 + K,0 , com alg e 829

quase-homogêneos.
& 8Se mn c mn<8f>, entao Bf' e da forma

2. . . .
11 ... la—B º

Demonstração: Por hipótese temos que mª c mã<ãg>.

k+lSeja posto õk<Bg> = O e posto & <8g> = r # 0. Como

alg e 329 são quase—homogêneos, segue que

a—k—l : mBôk+l
22 <Bg>

— 2, então, a-k-l 2 B+l, e portanto, a-sz+2.
k+l

(D (D H I
Sendo 6 <ag> = mn*, Segue que B é da ' formaf

Se r = 1, então ôk+l<ôg> é um ideal equivalente ao

ideal <x,yt>, para algum t 2 2, pois, codK ôk+l<ãg> < w.

Nestas condições, temos que mã-k—l c mã<x,yt>, e,
portanto, a—k—l 2 B+t, isto é, a-B 2 k+t+l.

ôk+tComo <ãg> = m2 , o resultado segue.

1.14. COROLÃRIO: Seja f 6 mi c C0(Kn) (não necessariamente
com u(f) < ºº).
Se existir k 5 Z, k 2 , tal que, ôk<f> ê

'

a B “ ,do tipo T.Bp e mn c mnô <f>, entao Bf e da
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1.15. COROLÃRIO: Sejam f e mª c c (K > do tipo T.Dp , e

ko * z, ko 2 o ,

ko+l to
com 6 <f> = mn e 5 <f> # mn. Para cª

,

»
B

'

, .
' —k kda k = 0, l, ..., ko , seja mª C mn ôk+l<f>

,8 +1a—k ' k k+l —

com mn ; mn ô <f>.

Então, io”e # 0 e ia-B +l = O, ' onde
k k0 o

Bf =[-i

(Compare com III — 3.7).

1.16. COROLÃRIO: Seja f 6 mª : Co(Kn), tal que <8f> ê equí
valente a um ideal J = <gl, ..., gk>, onde

91 , 92' ..., gk são quase—homogêneos.
Se Bf for da forma Zn n .._ n 0 ou

Ba , ..E e mn : mn<3f>, entao,n ... n 1 ... l 0'
|Bf S a—B.

1.17. OBSERVAgõES:

2 n C0(Rn)
Sejam fl, ..., fr & mn c CO(R ) com dlmR <f1""'fn><w.

com“)
Logo, por ([123), segue que dim ———————————————— < m, para tºR r

. <fí, ..., fn>

do inteiro r a Nestas condições, seja k = k(n), tal que,
k

1.
n n

mrl c <f , ..., fn>.

Por ([lOJ), temos que f? e <81fi, ..., anfi>, (i =

:l, 15.111).
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Portanto,

mk<f f > C <f f ><fn fn> :n 1! "'! n 1, no, n , no., n

— m2<fn ' fn> c m2<3f af >ª n l, o.., n n l] o.., n o

Em resumo temos mk<f f > c m2<8f af >, n 1, C.., n n II..., n'
Baseado neste fato, e nas singularidades que observa—

mos, apresentamos a seguinte:

comewum: Seja f & mã c comº), com u(f) < <».

Então, f satisfaz & condiçãO' Dp , para algum

p e Z, p > 0.



CAPÍTULO v

COMPRIMENTO DO SÍMBOLO DE BOARDMAN E 0 GRAU DE UM POLINOMIO

No capítulo anterior, a nossa preocupação foi dar um li
mite para o comprimento do Símbolo de Boardman de um germe, em

termos da (r,k)—determinação.
Durante a manipulação de exemplos, que nos levaram a in

tuir a referida relação, observamos que para "grande" número de

polinômios, existia uma "boa" relação entre o comprimento de seu
Símbolo de Boardman, e de seu grau, como por exemplo, le &

5 grau(f).
Diante destes fatos, nos propusemos a dar uma classe de

polinômios, para a qual, vale a desigualdade lel 5 grau(f) -1.
Existem porêm polinômios com p < w, que não verificam esta relª
ção (ver (l.3)).

Para tal, seja F = [f & KEx,y] : f(O) = O, f'(0) = 0

e u(f) < ª].

1.1. DEFINIÇÃO: Dados f,g & F,, diremos que f se reduz regu—

larmente a 9, se:

(1) grau(g) s grau(f), e,

(ii) f é equivalente a q (equivalência via
R ou ª).

1.2. OBSERVAçõES: A propriedade de se reduzir regularmente, não

determina em KEx,yJ uma relação de equivalên
cia. Para tal, basta observarmos que f(x,y) = x3+y4 + x2y3 se

105
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reduz regularmente a g(x,y) = x3+y4, sem que a recíoroca va-
lha.

Seja C = [f e F : se f se reduzir regularmente a
um germe da forma x& + h(x,y), com h e mg+l , então E se

a—2reduz regularmente a um germe da forma xª + x Aa_2(y) + ... +

+ ... + xAl(y) + Ao(y), onde Ai(y) & KEy], i = O,l,...,a—2].
Antes de enunciarmos o resultado do capítulo, vejamos

um exemplo.

1.3. EXEMPLO: Seja f(x,y) = x3+3x2yp + 3xy2p , com Pª 3: 923»
Como 'f é equivalente a g(x,y) = x3—y3p ,segue que

lel = 3p—l, com grau (f) = 2p+l.

1.4. TEOÉEMA: Seja f e C, com grau (f) = r.
Então,“ [Bfl s rªl.

Demonstração:

(I) Consideremos

: a b ij ijf(x'y) x “ªy + i+zj==caijx Y "“ “2ijin Y +

>: 1 2: i+ . dix + i>beiy

onde aij' Bij' di' e e K, u(f) < w e 3 s a s b.i
Se não existirem termos mistos, então f se reduz re-

gularmente a x& + yb , e portanto, Bf = 22 2 1 i l º .
wa—va—d ªªªvwúª

a—l b—a
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Suponhamos que exista termo misto, e que,

=x ijD i+j=caijx y

i,jªl
é a soma dos termos mistos de menor grau.

Caso (l):' 3 S a = b.

.

'

» _ c+1(1) Se 0 < a, entao f — D + h, onde h 6 m2 .

Seja lo o maior indice tal que, aio :C'ío # 0. De-

rivando io—vezes com relação a x e (c—iO-l)—vezes com rela
» c—l . .çao a y, teremos que y € 6 <f>. Derivando (io—l)-vezes

com relação a x e (c-iO)-vezes com relação a y, teremos em

ôc—l<f> um elemento da forma x + Gy, com e e K. Logo,
c-l ' c-2ô <f> = mz. Como posto 6 <f> = O, segue que Bf = 22 ...20.W—l

c—l

xª + yª + D + b, com(ii) Se a = b = c, então, f
a+lh & m2 . Segue então que ôª-l<f> é gerado por elementos da

forma: li + hi , kl' ..., kt (i = 1, ..., a), onde £l""'£a
2

1, ..., kt em2.
Se existirem i,j & [l, ..., a], com i # j, tais que [i e

são K—formas lineares em' x,y e hl' ..., h kal

[j são K—linearmente independentes, segue que õª-l<f> = mz.
Como posto ôª—2<f> = 0, tem-se Bf = 22 2.0.

__v—J
a-l

Suponhamos que. Kl, ..., [a são 2 a 2 K-linearmeg
)

te dependentes. Podemos supor ainda que Kl, ..., la são da-
das por:
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(
[1 = ;; +:a l 1 y

[2 = (a-l)cxa_l 1 x + Zºa—2 2 y

< £k+1 : (ª'k)ª —k k x + (k+l)ªa-k-1 k+1 Y

£a—l : 2ªz a—2 x + (ª'1)ª1 a—l Y

[a = al a-l x + ay

&

. _ _ a E ª _ (a—l)tSeja aa-l 1
— t - (l)(a)' Portanto, t — —55——————

a—2 2

o que equivale a aa_2 2 = (â)(â)2.

kSuponhamos que ºa—k k = (Í)(â) , para k=l,...,ko.
Logo,

(a—k+l)a
k

a—k+l k—l : (ª'k)ªa—k k
ªa-k k (k+l)ºa—k-1 k+l

_ t k+l= - a _< > ªa—k-l k+l (k+1)(a)

e £ , teremos:Anallsando agora £a-1 a

2“2 a-2 _ ªl a—l 2

(a—l)al a—l
_ a < > (a—l)a1 a—l

= 2aa2 a;2
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Como,

1 ' a t a-2e —)OL2 a-2 =(a—2)(a

tsegue que (;
I+Portanto, t = a, conforme a paridade de a. Nestas

condições, temos que f (x 1 y)& + h.
Efetuando a mudança linear de coordenadas, dada por:

X = x 1 y
w

Y = y

teremos que f se reduz regularmente a um polinômio da forma
a a+1x + 9 , com q 5 m2 .

Como f e C, segue que f se reduz regularmente a um

polinômio da forma f = x& + xª—zAa_2(y) + ... + xAl(y)-+Ao(y),
com A0, A1, .. . , Aa_2 E KEY].

Temos que posto ôª-2<?> = 0 e que, x € õª_l<f>. Co-

mo u(?) < w, segue que A1(y) % O ou AO(Y) ? º, onde

A1(y) = 8ell+1ya + Bâ+2yª+l + ... + sªyk'l
e

Ao(y) : BZ+lyª+l + ... + gíyk

com 3%, 53 € K.

Se Al £ 0, seja j 0 menor índice tal que, Bâ+1 # 0

(j za). Logo, derivando uma vez com relação a x e (a-2)-vg
zes com relação a y, teremos em $ª_l<É> um elemento da for

j—a+3ma B; y3_a+2 + xk(x,y) + q(y), com q e m . Comoj+l 2

x & 6ª'1<Í> e Bâ+l # O, segue que yJ-a+2 e ôª—l<?>. Por—
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tanto, E = E onde m 5 j-a+l. (m+a-l S
2 ... 2 l ... l 0'

5 j 5 grau (f)-l).
Se Ao ; 0, seja p o menor índice tal que, B; # O.

(a+l s p). Derivando (a—l)-vezes com relação a y, como

ôª—l — p—a+l ôa-l —
B; # 0 (p 2 a+l) e x e <f>, segue que y 6 <f>.

Lºgo, Bf = 22 2 1 1 º , com s s p-a. (s+a-1 s p-1 s... ...
a-l s

5 grau (f)-1).
Observemos que podemos calcular um limite para lel,

através de miníp,j] se Al ; O' e Ao % 0 ; através de j se

Al ; 0 e Ao E O, e, através de p , se A1 E 0 e Ao i 0.

(iii) Se a = b < c, é imediato que Bf = 22 O.. 20.hª.-_!
a—l

Caso (2): 3 s a < b.

(i) Se c < a, então, como [caso (1) - (i)] ; tem-se

Bf : 22 2 o
s_...v_..._4

c—l

a a+l(ii) Se c = a, então f =-x + D + h, com -h 5 m2 .

Seja j 0 maior índice tal que, aa—j j # 0. Derivan-
do j-vezes em .y e (a-j—1)—vezes com relação a x, teremos em

ôª-l<f> um elemento da forma x+g, com 9 6 mi.

Se j = 1, derivando (a—l)-vezes em: x, teremos em

6ª—1<f> um elemento da forma ax + by + £, com £ 6 mª e b#0.



lll
Se j 2 2, derivando (j-l)—vezes em y e (a-j)—vezes em x,
teremos em ôª'1<f>, um elemento da forma aa-j j y + dx + q,
com d e K, q € mª. Portanto, qualquer que seja a hipótese
sobre j , como aa—j j # O, segue que ôª-l<f> = mz. Sendo

posto ôa—2<f> = 0, segue que Bf = 22 2 0'
. . ,

a-l
&(iii) Se a < c, como f e C, tem—se que Bf e da forma

22 2 l l º , com a+m—l 5 grau (f)-1, conforme [caso
x___.v__.ln___v__.J
a-l m

(1) - (ii)].
Aproveitemos para fazer uma análise extra—teorema, do

caso & < b 5 c. Primeiramente, seja a < b = c. Derivando
(a-l)—vezes com relação a x, teremos em <f>, um elemeº
to da forma:

_ 2 _ b-a+lhl — alx + ka(x) + (a l)1aa_1 b-a+l y +

. b-a (b—l)! b—a
+ ª'ºªa b-a XY + + "Tb-'a)“. ºªb-1 1 X Y + pl

b—a+2com pls m2 .

Derivando (a—l)-vezes com relação a y, teremos em

ôª—l<f>, um elemento da forma:

_ b! b—a+1 (b—l)! b-a
hz " (b-aTl)? Y + (b-a')"."“ºª1 b—l XY +

(b-z): 2 b-a—l _ . a+l+ (“bial—1"): ººz b—2 x Y
.

+ + (ª l)'ºªb—a+1 a—là— A+

+ p2

com p2 & mª_ª+2.

Ag



112

Considerando a mudança de coordenadas, dada por.

>< II '.3'

w
1

Y = y

teremos que 6ª_l<f> é equivalente ao ideal <x,yb-a+l>. Po;
tªntº' Bf : z2 ... 2 1 ... 1 0'___V—fJ k_w__!

a-l b—a

Se a < b < c, então, do mesmo modo tem-se

Bf : z2 .. 2 1 ... 1 o

a-l b—a

Voltemos ã demonstração do teorema.

(II) Consideremos

= a b—l i j i jf(x,y) x +xy + i+j=cªij y + i£ã>c8ij y +

i,jzl i,jzl
x i 2 i+ i>adiX + i>beiy

onde aij' Bij' di' ei e K, u(f) < m e 3 S a 5 b.

,.. . b-lSuponhamos que o unico termo misto de f, e xy .

.. _ a b-l 2 i 2 iEntao, f(x,y) — x + xy + i>adix + i>beiy .

Se a < b, então, posto ôª-2<f> = O e 6ª_l<f> _

_ b-a+l '

. =— <x,y >, donde se conclui que Bf 22 ... 2 1 ". l 0
t___,__4 e___,_o

a—l bia

S _ ” a—2 _ a-l _e a — b, entao, posto ô <f> — 0 e & <f> — mz,
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e então, Bf = 22 2 0
sª.—V..“
a-l

Se a > b, então, f(x,y) = xyb-l + h, com h & m€+l.

Logo, Bf = 22 2 0 , pois, ôb_l<f> = mz.
' _._v__J

b—l

Suponhamos que exista termo misto além de xyb_l, e

que D = i£%=caijxly3 é a soma dos termos mistos de nemmrgrau.
i,jzl
Caso (1): a = b 2 3.

(1) Se c < a, então, por [I - caSo (l) - (i)], segue

a, então, f(x,y) = xª + xya_l + D + h, com(ii) Se c

h & mâ+l. Se al a—l # —1, então por [I — caso (2) (ii)],
'segue que Ef = Zz ... 2 0 . Suponhamos que -1. SeOL1 a—l

D + xy ' ? O,“ então, também por [I - caso (2) ' (ii)], tem—

—se B = 22 2 0 . Por outro lado, se D = —xyª—l, então
000%a—l

f = xª + p, com p & mª+l.

por [I — caso (1) - (ii)], segne qu Ef # z2 2v1 ... l O ''no._u___f__g =.__,__J
a—l m

Pelo fato de termos f e C, então,

com m+a—l 5 grau (f)-l.

(iii) Se a < c, então f = xª + xyª+l + h, com h e mg+l;
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Logo, por [I — caso (2) — (ii)], tem-se Bf==22 2 O'
—_v._.l

a—l

Caso (2): 3 S a < b

(i) Se C<a, entao Bf=22 ...20..___V__;
c-l

(ii) Se C = ª' então f : Xa + D + h, com h.e mâ+lr e

portanto, Bf = 22 ... 2 O'%a—l

(iii) Se a < e: Cºmº f ª º: entªº Bf ºªb ...2 1 ." 1 o'M..—“HW
a—l m

com a+m—l 5 grau (f)-l.

Registremos apenas que no caso a < b'< c, temos Bf =

Caso (3): 3 5 b < a.

Como nos casos já vistos; tem-se leI 5 grau (f)-l.

(III) Consideremos

a—l b-l + E= ijf(x,y) xy + yx i+j=caijx y +

i,jzl
z ivj 2 i' i+ i+j>cBin Y + i>bdix *.iãaeiy
i,jzl '

onde a.., B.., d.
13 e. e K, u(f) < w e 3 s a 5 b.
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Se os únicos termos mistos de f forem xya-l e yxb-l,
entao, Bf = 22 ". 2 O , onde m = minía,b).

“_”—Jm—l '
'

- a-l b-l .Suponhamos que alem de xy e yx , eXista termo
. . = g i jmisto, e seja D i+j=c ijx y , a soma dos de menor grau.

i,jzl

Caso (1) a = b

(l) Se c < &, entao Bf = 22 ... 2 O

“_“/___,
c—l

(11) Se a 5 c, entao Bf = 22 ". 2 O'“_“/__)
a—l

Caso (2): a < b.

(l) Se 0 < a, entao Bf = 22 ". 2 O'
º——-——.«—-—-—-*

c—l

(11) 'Se a 5 c, entao Bf = 22 ". 2 0'
L—Y—_.J

a—l

Para encerrar a demonstração do teorema, observemos que,
se av= 2 nas três formas consideradas, então, ou f é um rem

presentante de um germe de Morse, e aí, nossa desigualdade ê vera
dadeira, ou f é equivalente a um polinômio da forma 1x2 3 y ,

com k 2 3, para o qual, nossa desigualdade pode não valer. Como
)

estamos considerando f e C, então f se reduz regularmente a
k1x2 i y , com k 5 grau (f), e portanto, nossa desigualdade se

verifica,
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1.5. OBSERVAgõEs:

(1) Observando a demonstração, constata—se que provamos a

validade de nossa desigualdade para um grande número de polinô—

mios não pertencentes a C.

(2) Para f numa das formas izxª & yb + A, txª t xyb+-A
b a - « . .ou ixy i x y + A, os calculos sao analogos aos registrados.

(3) Se f(x,y) = xª + h(x,y), onde h(x,y) é um polinê
mio de grau a a+l, então por Lu ([153), existe uma mudança de

coordenadas, na qual f se expressa na forma xª + xª—zAa_zbÚ+

+ ... + xAl(x) + Ao(y). Se u(f) < w, então podemos supor
que a nova expressão de f é polinomial. Acontece, que nem sem

pre o seu grau é menor ou igual ao grau de f.

,(4) O exemplo (1.3) mostra que a condição f e C, 'e uma

condição indispensável para os nossos propósitos.

(5) Para n variáveis (n 2 3), encontrar uma boa classe
de polinômios para a qual valha a referida desigualdade, é uma

questão mais delicada, como mostra o seguinte exemplo:

f : K3 + K, f(x,y,z) = x2 + 2xy3 + 22

Temos grau (f) = 4 e B = 2 pois f é equiva—f 3 l l l l O'
lente a X2 + 22 — Yõ.
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No que segue, vamos exibir uma classe P de polinômios
de KCxl, ..., xn] (K = R ou C), e uma função h:f2,3,...]+N,
tal que, leI 5 h (grau f), bara todo f e P.

»

Antes porém, vamos registrar alguns conceitos encontra-
dos em [12].

1.6. DEFINIÇÃO: Um polinômio £ £ KExl, ..., XnJ- diz—se cômodo

se para todo 1 e [l, ..., n), existir na ex-
a.

pressão de f um monômio da forma xi1 , com

coeficiente não nulo (ai e Z , ai a 1).

n . m
Dado m e N , m = (ml, ..., mn), denotaremos ' x =

m m
'

_ 1 n
Xl ... xn .

1.7. DEFINIgÃO: Dado f & KEx , ..., x ], f = E a xm , deno1 n meNn m —

taremos por supp(f), o conjunto descrito por
[m & Nn : ªm,? O].

1.8. DEFINIÇÃO: Dado f e Ktxl, ..., xn], denotaremosgmm E+(f)
n ,ao menor convexo de R+ (n—uplas de vnumeros

reais não negativos) que contêm o conjunto
U(m + R$) onde m € supp(f) - 0. Pela fron-
teira de Newton de f, entenderemos o poliedro
P(f) dado pela reunião das faces compactas do

poliedro T+(f). Pela parte principal newto-

niana de f, entenderemos o polinômio
E m

fo : mel"(f)ªmx '
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Seja A uma face compacta de P(f), onde-

f € _K[x , no., X ], f'= Z a xm
]. n meNn m

Coloquemos f = E namxm
meAnN

_ m .1.9. DEFINIÇÃO. Dado f 6 KExl, ..., an, f — mjànamx , dire
mos que f é não—degenerado se para cada face
compacta A de P(f), (Xlalfª , ..., (xnath
” nnao se anulam ao mesmo tempo em (C—O) .

1.10. OBSERVAgõE :

(1) Se f e KExl, ..., xn] for cômodo com parte prin—

cipal newtoniana não degenerada, então u(f) < ”

(consequência de [12], Teorema A.I.).

(2) -Se £ & KExl, ..., xnl- for cômodo, com u(f) < W,

então, não necessariamente f é não—degenerado,cg

mo podemos constatar pelo polinômio f(x,y,z) =

= x3 + y3 + 23 — 3xyz.

Seja P o conjunto dos polinômios cômodos não-degenerª
dos f de KExl, ..., an, cºm f(O) = O e f'(0) = 0, h122).

Para esta classe de polinômios, temos o:

1.11. TEOREMA: EXiste uma função h : [2,3, ...) + N , tal que]
|Bf| 5 h (grau f), para todo f e P.
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Demonstragão: Seja P_(f) a reunião dos segmentos com extremª
dades em O e Rn e P(f), conforme [12].

Pelo Teorema I de [12], temos que

“(f) = ann - (n-lHVn + ... + l:(—1)n'lv + (-1)n-l 1

onde Vn é o volume de dimensão n do poliedro P_(f), .e, pª
ra cada 1 5 q 5 n-l, Vq é a soma dos volumes de dimensão q

das intersecções do poliedro P_(f) com os planos de coordena—

das de dimensão q.
9

Logo,

nZVn+(n-2)!Vn_2 f ... + 2V2+1 se n par
u(f) s

| _, I | 4n.Vn+(n 2).Vn_2 + ... + 3.V3+V1 se n lmpar

Seja grau (f) = 6. Então, temos que:

n n n—2 n n-4 n 2
6 +(2)õ +(4)õ + ... + (n_2)ô +1 se n par,

u(f) <
'

6ª+(3>6º'º+(2>6º'4 + + '( )a se n ímparn
n—l

Tomando h : [2,3,...] + N definida por

1-2 n n—2i n-2i;0(2i)ô + 2'se n par, onde r = —5—

h(ô) = s-l .
,

n n-21 . __ : n-liâ0(2i)ô + 1 se n lmpar, onde. 5 2

teremos por [14] que lel 5 h (grau f) Se £ £ P.
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