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ABSTRACT

This thesis studies the spectrum of the solution
operator of a hyperbolic system motivated by a problem in
transmission lines and applies the results to get periodic
solutions.

The two main results are the description of the
asymptotic behavior of the semigroup (Theorem 1.5.1.) and Hopf

bifurcation theorem for not necessarily holomorphic semigroups
(Theorem III.l.).
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INTRODUÇÃO

O primeiro objetivo do trabalho é o estudo de um Sistº
ma hiperbólico de duas equações diferenciais parciais de primei
ra ordem com uma variável de estado com condições de fronteira
envolvendo derivadas proveniente de um problema em linhasf de

transmissão com perdas. O procedimento adotado é o de transfor—
mar o problema dado em uma equação diferencial ordinária à(t) =

= Au(t) '(t > 0) em um espaço de Hilbert, onde A é o gerador
infinitesimal de um semigrupo fortemente contínuo [T(t) : t 20]
de operadores lineares contínuos sobre o espaço de Hilbert. Aª
teriormente, Brayton [2] e Lopes [12] entre outros haviam explº
rado o mesmo problema no caso sem perdas pela redução do siste-I
ma hiperbólico a uma única equação diferencial diferença não li_
near do tipo neutro. O resultado mais expressivo alcançado. nes
sa direção é a prova da existência de uma dicotomia exponencial,

para o semigrupo fortemente contínuo [T(t) : t 2 O], Ígerado

por A determinada pela divisão do espectro de' A através de

retas verticais no plano complexo. A motivação da dicotomia ex—

ponencial transparece em Godounov [5] quando obtêm -estimativas
exponenciais para as soluções de sistemas hiperbólicos com con
dições de fronteira diferentes das nossas e para suas derivadas
primeiras. A análise espectral de A feita no trabalho corres—

ponde no Livro de Godounov a um sistema de duas equações dife-
renciais ordinárias com condições de fronteira obtida pela apli
cação da Transformada de Laplace ao sistema hiperbólico. Convém

ressaltar que nos nossos cãlculos relativos às estimativas expº
nenciais ocorrem mais termos além daqueles encontrados em [Si.
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Guardadas as devidas proporções, o nosso trabalho estende os rg
sultados de Godounov assim como o trabalho de Henry [9] gene—

raliza o de Hale e Meyer [8] para uma certa classe de equações

diferenciais funcionais do tipo neutro.
O segundo objetivo do trabalho é uma nova versão do

teorema da bifurcação de Hopf em espaços de dimensão infinita
para equações da forma

EE = Av(s) + f(r,v(s)) (s > 0)

com hipóteses de dicotomia exponencial sobre o semigrupo gerado

por A e hipóteses de regularidade sobre f. Anteriormente,
Crandall e Rabinowitz [3] haviam conseguido uma versão do teorg
ma da bifurcação de Hopf em espaços de dimensão infinita com hi
põteses de analiticidade sobre o semigrupo gerado por A e hi-
põteses de regularidade sobre f. O semigrupo originário do

problema em linhas de transmissão com perdas é um exemplo a sa—

tisfazer as nossas condições e não aquelas dadas em [3]. A mg

tivação do teorema da bifurcação de Hopf nasce talvez no traba-
lho de Brayton [1] quando este analisa bifurcação de soluções
periódicas em uma equação diferencial diferença não linear do

tipo neutro e reduz o sistema hiperbólico obtido em problemas
de linhas de transmissão a uma equação deste tipo. A certeza
da validade do resultado aparece no trabalho de Oliveira [4]
quando este estabelece o teorema da bifurcação de Hopf para e-—

quações diferenciais funcionais do tipo neutro. O procedimento
utilizado é o mesmo de [4], [6] e [ll]. A semelhança entre o

nosso trabalho e os de Oliveira [43 e Lima [11] é o desconhe—

cimento a priori da diferenciabilidade da solução. O ponto cru
cial no teorema da bifurcação é a prova de que uma solução
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"mild" é de fato solução.
A estada do Professor Jack K. Hale no Brasil em 1979 e

suas discussões com o Professor Orlando Francisco Lopes deram

início a este trabalho. Resgistramos aqui o nosso reconhecimen—

to a ambos.

Este trabalho foi patrocinado, parcialmente, pelas Instituições:
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CAPITULO 0

PRELIMINARES

0.7. ALGUNS RESULTADOS SOBRE A TEORIA DE SEMIGRUPOS FORTEMEH
TE CONTINUOS DEFINIDOS SOBRE UM ESPAÇO DE BANACH

DEFINIÇÃO 0.7.1.

Seja (X, ll—Ílx) um espaço de Banach. Uma família a

um parâmetro [T(t) : t 2 O] de operadores lineares contínuos
definidos sobre X com valores em X é chamada um semigrupo
fortemente contínuo de operadores lineares contínuos sobre X se
as seguintes condições estiverem satisfeitas:

(i) T(0) = IX

(ii) T(t1+t2) = T(t1)T(t2) v tl, 1:2 2 0

(iii) lim T(t)x = x v x e X.
t+0+

TEOREMA 0.1.7.

Seja [T(t) : t z 0) um semigrupo fortemente contínuo
de operadores lineares contínuos definidos sobre um espaço de

Banach (X, | ). Então existem constantes reais w 2 0 e'llx
M a l tal que

[|T(t)x|[x s MethxHx v x e x, t a o

DEFINIÇÃO 0.7.2.
O gerador infinitesimal A' de um semigrupo fortemente

contínuo [T(t) : t 2 O] de operadores lineares contínuos def;
nidos sobre um espaço de Banach (X, ll-IIX) é definido por:



T(t)x — xAx = lim tt+ 0+

para os valores de x e X tais que o limite existe. O domínio

de definição de A, D(A), é o conjunto de todos os elementos

X.€ X para os quais o limite existe.

É evidente que D(A) é um subespaço vetorial de X e

que A é um operador linear definido sobre D(A) com valores
em X.

TEOREMA 0.1.2. (Hills—Vobida):

Uma condição necessária e suficiente para que um operª
dor linear A definido sobre um subespaço vetorial D(A) de

um espaço de Banach (X, | ) com valores em X seja o qe—|

X

rador infinitesimal de um semigrupo fortemente contínuo
(T(t) : t a O] de operadores lineares contínuos sobre X sa
tisfazendo

|]T(t)x||x s Meºº*º||x||X v x e x, t a o

para algum par (M,w) de constantes reais é que

(i) A é um operador fechado e D(A) ê denso em X.

(ii) O conjunto resolvente (A) de A contêm Eks C =ReA»wl

e, para Rel > w , o operador resolvente R(A;A) de A

satisfaz
M

(Rel—w)
|!R(X;A)x||X 5 v x e X, n =]q2,3“..n erzx



TEOREMA 0.1.3. (Lumen—Philiàpó):

Sejam (X, <—,->X) um espaço de Hilbert e A um operª
dor linear definido sobre um subespaço vetorial D(A) de X com

valores em X , que é dissipativo, isto é, que satisfaz

Re<Ax,x>X £ 0 v x € X

Então, se existir A > O tal que o operador linear (XOIX-A)

definido sobre D(A) ê sobrejetivo, A será o gerador infinite
simal de um semigrupo fortemente contínuo [T(t) : t 2 0] de

operadores lineares contínuos definidos sobre X tal que

||T<t>x||X s llxllx v x 6 x , t 2 o

TEOREMA 0.1.4.

Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo forte-
mente contínuo [T(t) : t 2 O] de operadores lineares contí-
nuos definidos sobre um espaço de Banach (X, l - |X) satiSfazeº
do

||T(t)x||x s Mewtllxllx v x e x, t 2 o

para algum par (M,w) de constantes reais. Então, se

b > max[0,w), t > O e x e D(Az)

b+iºº
T(t)x = (zm) lj e“R(i;A>xdx =

b-iºº

b+ir
= (?.—ni)

1 lim [ 'eÃtR(MA)xd).
r+00 b—ir

e a convergência é uniforme em relação a t para t e [6,%],
onde 6 > 0 é dado.



TEOREMA 0.7.5.

Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo forte-
mente contínuo íT(t) : t 2 O] de operadores lineares contí—

nuos definidos sobre um espaço de Banach (X, ] . ix). Então se

A,€ O(A), o espectro de A, então eXt & o(T(t)), o espectro
de T(t), para cada t a 0.

O mesmo teorema é válido trocando—se o termo espectro
respectivamente pelos termos espectro pontual, espectro resi-
dual e espectro contínuo.

TEOREMA 0.7.6.

Sejam A o gerador infinitesimal de um semigrupo forte
mente contínuo [T(t) : t 2 O) de operadores lineares contí-
nuos definidos sobre um espaço de Banach (X, | ) satiSfazeg"IX
do

i|T<t>x||X s Mewtllxllx v-x 6 x, t a o

para algum par (M,w) de constantes reais e B um operador li-
near contínuo definido sobre X com valores em X. Então A+B

é o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente contínuo
[S(t) : t 2 O] de operadores lineares contínuos sobre X 53

tisfazendo

e(UJ+Mb)tl leuIX VXeX, tZO[[S(t)x[|x 5 M

HBxIIX
onde b = sup ——————————.

X#0 IÍXIIX



0.2. ALGUNS RESULTADOS SOBRE EQUAÇÓES DE EVOLUÇÃO EM ESPA—

ÇOS DE BANACH

DEFINIÇÃO 0.2.7.

Sejam (X, ! ) um espaço de Banach e A um ope—l'ilx
rador linear definido sobre um subespaço vetorial D(A) denso
em X com valores em X. Dado xo e X, o problema de Cauchy

abstrato para A com condição inicial xo consiste em achar
uma solução x(t) do problema de valor inicial

f.x(t) Ax(t) t > 0

(0.1)
x(O) ll ><

onde, por solução é entendida uma função x(t) definida para
t 2 0 com valores em X tal que x(t) é contínua para t 2 O,

continuamente diferenciável para t > O, x(t) & D(A) para
t > O e (0.1) é satisfeita.

TEOREMA 0.2.7.

Seja A um operador linear definido sobre um subespª
ço vetorial D(A) denso em um espaço de Banach (X, ll-llx)cun
valores em X e com conjunto resolvente p(A) não vazio. O

problema de valor inicial (0.1) tem uma única solução x(t) pa-
ra cada condição inicial xo & D(A) se e somente se A for o

gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente contínuo

[T(t) : t a O] de operadores lineares contínuos definidos sº
bre X.



DEFINIÇÃO 0.2.2.

Seja o problema não homogêneo de valor inicial em um eg

paço de Banach (X, !!- )

à(t) = Ax(t) + f(t) t > o

(0.2)
x(O) = xo

onde A é o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente
contínuo [T(t) : t a O] de operadores lineares contínuos def;
nidos sobre X e f é uma função contínua em [O,W) com valº
res em X. Uma função x(t) definida em [O,m) com valores
em X é uma solução de (0.2) se e somente se x(t) for contª
nua em [O,w), continuamente diferenciável em (0,m), x(t)€D(A)

para t > 0 e (0.2) é satisfeita.

TEOREMA 0.2.2.

A solução x(t) de (0.2), quando existe, é única e é

dada por
t

x(t) = T(t)xO + J T(t—s)f(s)ds , t 2 O

0

desde que A e f sejam como na definição anterior.

DEFINIÇÃO 0.2.3.

A função

ftx(t) = T(t)xo + J T(t—s)f(s)ds , t a 0
o

é chamada a solução "mild" de (0.2) desde que A e f sejam cº
mo na definição anterior.



TEOREMA 0.2.3.

Uma condição necessária e suficiente para que o problg
ma de valor inicial (0.2) tenha uma solução x(t) para cada

condição inicial xo & D(A) é que

rtt + J T(t—s)f(s)ds , t
o

IV O

seja diferenciável em (O,m) desde que A e f sejam como na
4definição (0.4.2).

TEOREMA 0.2.4.

Sejam A o gerador infinitesimal de um grupo fortemeª
te contínuo de operadores lineares contínuos definidos sobre o

espaço de Banach (X, II-IIX) satisfazendo

|!T(t)xl|x s Me-wtllxllx v x E x, t a 0

(respectivamente,

!!T(t)x[|X s MewtllxllX v x 6 X, t 5 0)

para algum par (M,w) de constantes reais estritamente positi
vas e h uma função T—periõdica definida sobre R com valores
em X. Então a equação diferencial ordinária em X

à(t) = Ax(t) + h(t) (t e R)

tem uma única solução "mild" T—periõdica dada por
ot + J T(—s)h(t+s)ds (t e R)

(respectivamente,
ot + J T(—s)h(t+s)ds (t e R)
(X)

O mesmo teorema é válido trocando—se o termo T—periõdi

ca pelo termo limitada.



0.3. UM TEOREMA SOBRE DIFERENCIABILIDADE DE PONTOS FIXOS DE

PENDENTE DE UM PARÃMETRO

TEOREMA 0.3.1.

Sejam F um subconjunto fechado de um espaço de Ba-

nach (X, |!- ) com int F # E , A um subconjunto abertoIIX

de um espaço de Banach (Y, I]. ), onde int F indica o in-HY

terior de F, e T : FXA + F satisfazendo as seguintes condi
ções:

(i) T(x,—) : A + F é contínua para cada x e F.
(ii) T(-,A) : F + F é contínua para cada X e A e, para

cada X e A, tem único ponto fixo x*(k) que depende

continuamente de A.

(iii) Se Fl = [x*(k) : A e A] c F então T é continuameª
te diferenciável em relação a A para (x,X) & F1 X A.

(iv) Existe um subconjunto aberto [J de X tal que F c U

e T é continuamente diferenciável em relação a )( pª
ra (x,A) e U x A. A derivada D1T(x,A) de T(x,l)
em relação a x satisfaz

||D1T(x,x)íllx s 6||í|1x v (xm & U x A , E e x

para algum 0 s 6 < 1.

Então, X + x*(A) (A e A) é continuamente diferenciª
vel em A.



0.4. 0 TEOREMA DA DECOMPOSIÇÃO DO ESPECTRO

TEOREMA 0.4.1.

Sejam A um operador linear fechado com domínio de de
) comfinição D(A) denso em um espaço de Banach (X, ! )X

valores em X e R um retângulo no plano complexo que contém,

em seu interior, um número finito de pontos do espectro O(A)

de A e, em seu exterior, a outra parte de O(A). Então

(1) X = N(PR) e R(PR) onde PR é a projeção linear cont;
nua definida sobre X dada por

_ f

PR(x) = (2111) 1) R(A;A)xdl v x e x
(BR)

e (BR) é a fronteira de R no plano complexo descri
ta no sentido antihorãrio.

(ii) A é decomposto segundo a decomposição em soma direta
de X dada em (i), isto é,

PRD(A) c D(A)

AN(P ) c N(P )
R R

AR(PR) c R(PR)

de tal maneira que o espectro da restrição de A a

R(PR), que é um operador linear contínuo definido so—

bre R(PR) com valores em R(PR), coincide com os

pontos do espectro de A contidos no interior do re-
tângulo R e o espectro dá restrição A a N(PR),que
é um operador linear definido sobre um subespaço veto—

rial denso de N(PR) com valores em N(PR), coincide
com os pontos do espectro de A contidos no exterior
do retângulo R.
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0.5. UM TEOREMA CLÁSSICO DE FOURIER

TEOREMA 0.5.1.

A fórmula

oo
.

r _%[f(x+0)+f(x-0)]:=lim ! f(y) sen[r(x X)] ay
rw Loº x-y

é válida desde que f é uma função de variação limitada em um

intervalo da reta real contendo x.

REFERENCIAS:

A referência básica para as seções 0.1 e 0.2 é [15]
com exceção do teorema 0.2.4 que é encontrado em [7] na pãgi-
na 150.

O teorema 0.3.l está em [6] na página 236.
O teorema 0.4.1 está em [10] na página 178.
O teorema 045.1 está em [16] na página 25.



1.1.

CAPÍTULO I

TEORIA ESPECTRAL PARA UM SISTEMA HIPERBÓLICO

UM PROBLEMA EM UMA LINHA DE TRANSMISSÃO COM PERDAS

Consideremos uma linha de transmissão com perdas como

esquematizada na figura abaixo.

HxJ)

EH)

mm) q(v(L.H) "Lc. CDIÍH

x
.,
'I 0

Na figura:

xk Ki F

i(x,t) indica a corrente elétrica da linha de Dªnª
missão ã distãncia x do início da linha no instag
te t;
v(x,t) indica a tensão da linha de transmissão â

distãncia x do início da linha no instante t;
RO e E(t) indicam, respectivamente, a resistên-
cia interna e a força eletromotriz variável com o

11
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tempo t da fonte geradora da linha de transmissão;

Cl indica a capacitância do capacitor colocado no

final da linha em paralelo com um dispositivo gera—

dor de uma corrente elétrica Il(t) variável com o

tempo t e com um outro dispositivo no qual a cor-
rente elêtrica, que o atravessa, é uma função q,
em geral, não linear da tensão v(£,t) e

£ indica o comprimento da linha de transmissão.

As equações diferenciais parciais de primeira ordem pª
ra a corrente elétrica i(x,t) e tensão v(x,t) são:

3 R.5;v(x,t) - íi(x,t)b'h—l

a . _ —5É1(X't) —

0 < x <.Z, t e R

OI!—ª

B 8. G
íÉV(X't) — — ãíi(x,t) — õv(x,t)

onde C, G, L e R são, respectivamente, a capacitância espe
cífica, a condutãncia específica, a indutãncia específica e a re
sistência específica da linha de transmissão.

As condições de fronteira são:

BCO : E(t) = v(0,t) + Roi(0,t), em x = o

Bc£ : um) = cla-ªguia) + g(v(£,t)) + I_lm, em x=£

Com a hipótese de que E(t) é uma função diferenciável
da variável t, definamos

llI(x,t) i(x,t)

V(X,t) v(xlt) " E(t)



ra
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As equações diferenciais parciais de primeira ordem pg

I(x,t) e V(x,t) são:

8 R
KV (X,t) " E]: (X,t)Whª

&
_. _É]: (X,t) —

ãº,—(lux) - %V(x,t> — %mt) — fªut)0“—
3
_B—tV(X,t) - ª“

e as condições de fronteira são:

onde

V(O,t) + ROI(O,t) = O, em x = 0

_ dI(£,t) - cla-vw, t) + g(V(£,t) + E(t)) + Ilhª.) +

+ C ÃÃE(t) em x = Eldt '

UMA EQUAÇÃO DIFERENCIAL ORDINÁRIA EM UM ESPAÇO DE HIL—

BERT ORIGINÁRIO DE UM PROBLEMA EM UMA LINHA DE TRANS—

MISSÃO

) ondeConsideremos o espaço de Hilbert (H, | LH

H = Lºto,£1 x Lºto,£J x R

||(f,g,d) | |H =

£ Z
= (J lf(x)|2dx + [ )g(x);2dx + d2)l/2 v (f,g,d) e.H

o o —

'

Definamos

A : D(A) c H + H
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D(A) = [<a,w,b) & a : ©,w & ACEO,£]; m',w' & L2[0,£];

w<0) + Row<o> = 0; b = w<£>l

por

_ _ .1_ . _ 3 _l . _ _º. _1_ _ _15.

sabendo—se que C, C1' G, 1<, L, R0 e R são números reais
com C > 0, C1 > O, L > 0, G 2 0, R 2 0, RO 2 0.

Então A é um operador linear fechado e D(A) é um

subespaço vetorial de H denso em H.

A equação diferencial ordinária em H

à(t) = Au(t) (t > 0)

é originária de um problema em uma linha de transmissão.

1.3. A ANÁLISE ESPECTRAL DO OPERADOR LINEAR A

Para a determinação do conjunto resolvente g(A) e do

operador resolvente R(A;A) do operador linear A definido em

D(A) c H com valores no espaço de Hilbert H" é preciso dar reg
posta a seguinte pergunta: "dado (f,g,d) & H, para que valo—

res complexos de A existe ($,w,b) & D(A) tal que X($,w,b) -
- A($,w,b) = (f,g,d) ?". Equivalentemente, para que valores coª
plexos de A, existem $,w & AC[0,£] tal que Q',W'EL2[0,£]

e satisfazendo:

l . R _lo + EW + Eo — f

kw + %w' + %w = 9
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W(0) + RO©(0) = 0

MHZ) - Elmo + ã—W) = a
l 1

onde f e L2[0,£], g & L2[0,£] e d e R são dados ? De ou-
tro modo, para que valores complexos de A , existem $AWACULZJ

tal que $':W' & LZEO,£] e satisfazendo:

Wªl 0 -R o -L w Lf
= + A +

q>' -G 0
L

—c o 4» Cg

<A + iº—wm — —1—<p<£>= &
Cl Cl

WO) + Roq>(0) = 0

onde E e L2[0,£J, g & L2[0,£] e d e R são dados ?

O teorema seguinte auxilia na resposta desta questão.

TEOREMA 1.3.7.

A matriz fundamental de soluções X(x,A) para o siste—
. «. .. .». 2

ma linear de equaçoes diferenCiais ordinarias em C

il Z].
=

O *R - AL Z1
dx

22 G XC O

.

Z2

l 0
dependente de X e C, tal que, X(0,X) = v A e C é

0 l

dada por:
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Xll(x,A) X12(x,A)
X(x,A) = =

X21(x,l) X22(x,k)

F

cosh[a(x)x] - —TõªélàõT—senh[a(A)x]

- —Áªã%í%ºl—senh[a(k)x] cosh[a(k)xj

L

desde que a(k) = //(CL)A2 + (CR + GL)A + GR # 0;

“1 (-R4-%Lh<

se A = lcª—, X(x,-%) = lim X<x,x) =
)x'*"G/C 0 l

l 0

se x =.%, X(X,'%) = lim x(x.” =

Além disso, X(x,A) é analítica ém A e,

X(x,A) = Xº(x,A) + %Xl(x,k)'+ 4%x2(x,x),'v x e R, A # o
' A .,

onde Xº(x,A), Xl(x,l), X2(x,X) são analíticas em X e são

dadas por:
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o o
X21(X,Ã) X22(x,k)

coshan(X)x3 -Zosenh[ao(k)x]

-l-Zo senh[a0(X)x] coshan(X)X3

l lXll(x,A) X12(X,A)

Xl(x,A) = =

1 - lX21(x,k) X22(X,Ã)

axsenhan(X)x]
'

7Z0(axcosh[ao(X)x]-ZBsenhan(A)x])

—l
—20 (oucooshtao(.A).>rJ+2fàsenh[aO (MxJ) ocxcoShan (A) x]

|..
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ao(k) = X/CL + y ;

a—-(CR'GL)2 . B-_£13_“__G_L_.* ——-————7——— : - :e<cr>3 º ªCL

Y : _93_i_ºª_ ; Z = / %
2/CL' º

e, para 0 5 x 5 Z e ]ReXÇ 5 u, existe uma constante positi—
va K(£,u), dependente de Z e de u , tal que

;x2 (x A)| < K i j = 1 2ij I * l !

sendo que indicamos por Xíj(X'M' i,j=l,2 os elementos de X2(x,A).

O conhecimento da matriz fundamental de súxções Xlx,x)
dada no teorema anterior e a condição w(0) + RO$(0) = 0 garan
tem que:

w(x) = ©(0)[-R0X11(X,A) + X12(X,Ã)J +

+ |A

X

íoíLxll(x—y,l)f(y) + CX12(x—y,k)q(y)]dy , 0 5 X E

(x,A)] +e- >< V ll ©(0)[—ROX21(x,A) + x22

IA

x
+ J [LX21(x—y,k)f(y) + CX22(x—y,l)g(y)]dy , O 5 X £

0

A condição (A + 7%—)W(£) — —l—$(£) = d fornece a se—
1 Cl

guinte expressão para d:
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_ _5_ _d - (A +- Cl)q>(0)[ RoXll(£,Ã) + x12(£,k)1 +

Zk+(x + TâÇ)JO[LX11(£—y,k)f(y) + cx12(£—yrl>g(y>1dy

_ _l_ - _C1©(0)[ ROX21(£,X) + x22<z,x)1

£1- ÉÉÍJOELX21(£—YIA)f(Y) + CX22(£—y,x)g(y)]dy

Assim,

k$(0)E(A + 75;J(-R0Xll(£,x) + x12(£,X)) +

R0 1+
Cl X21(£,Ã) " —õ-í—X22(£,Ã)] :

£
_ _ _£_ - _- d (A +- cl)JO[LX11(£ y,A)f(y) + cx12(£ y,A)g(y)de +

£1+ TÉIjOELXZl(£-Y'A)f(y) + CX22(£—y,k)g(y)]dy

O valor ©(0) fica determinado apenas para os valores
complexos de A tais que

——
___—k -

R0 1+
Cl X21(£,Ã) "' ÉXZZLKIA) 76 O

e, para os valores complexos de A tais que h(X) # 0,
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£
. _ 1 k _ _©(0) — —TTTÍ7"[d - (A -+ ??;JJOELxll(£ y,A)f(y)+cx12(£ y,A)g(y)de +

+ TÉÍJZELX21(£—Y'A)Í(Y) + cx22(£—y,x)q(y)]dy]

Para os valores complexos de A tais que h(l) # 0,
© e :; são conhecidos pela substituição do valor $(0) em

suas respectivas expressões.
Em resumo, o conjunto resolvente D(A) do operador

linear A definido sobre D(A) com valores no espaço de Hil—

bert H consiste dos valores complexos de A para os quais
h(X) # O e o operador resolvente R(A;A) existe para la D(A),

está definido sobre H com valores em D(A), é linear e con—

tínuo e é dado a seguir após as seguintes definições que tem a

utilidade de compactar a expressão de R(l;A).
Definimos para f,g & L2[0,£l

J1(f,g)(x,A) = JZELXll(x-y,k)f(y)+cxlz(x-y,l)g(y)]dy;

O g x s 2 ; A 5 C

i x i _ iJl(f,g)(x,A> = JOELX11(X-y,A)f(y)+CX12(X-y,Ã)9(y)]dY:

O 5 x 5 Z, A e C, 1 = 0, l, 2

X

J2(f,g)(x,x) = [OCLX21(x-y,x)f(y)+cx22(x—y,k)q(y)3dy;

0 5 x 5 £ ; X 6 C

. X .

Jà(f,g)(x,x) = JOELXâl(x—y,k)f(y)+CXâz(x—Y,X)g(y)]dy;

0 5 x 5 £ ; A e C - i = 0, l, 2



Jl(f,g)(x,k)

J2(f,g)(x,Ã)

21

Com estas definições,

2

JÍ(f,g)(x,A) + X—lJâ(f,g)(x,A) +

+Afªhing>w,m, OsxsÃ; Xe c-

Jg<f,g>(x,x) + x'lJâ<f,g)<x,x> +

+ k_zJã(f,g)(x,A) , O szcs E; A E C —

Definimos também,

kl(x,A) = —Roxll(x,A) + X12(x,A)

k2(x,A) = -ROX21(X,Ã) + X22(x,A)

i _ _ i ikl(x,k) — ROX11(X,X) + X21(X,X)

i _ _ i i .k2(x,l) — ROXZl(x,X) + X22(x,k)

Analogamente,

_ o -l lkl(x,x) — kl(x,A) + A kl(x,A) +

+ k_zkÍ(x,A) , O 5 x 5

_ o —l lk2(x,A) — k2(x,A) + A k2(X,Ã) +

+ A_2k3(x,ã) , O 5 x ;

Apõs estas definições,

i=0,l,2 ;Osxsi;

i=0,l,2 ;OSXSZ;

ÃeC-[O]

(O)

[O]
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R(Ã;A)(f,g,d) =

_ 1 _ _k_' (Eííjíd + E—J2(f,g)(£,Ã)(Ã4-C)J
1 1 1

1 1
h(>x)[d +?) k

l 2(f,9)(£,Ã)-(X + õíôJ1(f,g)(£,X)]kl(-,Ã) + Jl(f,g)(-,Ã),

l 1 k
É??? [d'+ EZJ2(f,9)(É,Ã)-(Ã + õíàJl(f,g)(£,A)1kl(£,A) + Jl(f,g)(£,Ã))r

V (f,g,d) E H

A expansão de h(l), sob a forma

_ o —l -2h(A) — khl(A) + A ho(A) + A h_l(A) + A h_2(A),

onde:

_ _ O ohl(Ã) — ROX11(Z,A) + X12(£,X)

_ _ l l _ ÉL o

k o R0 0 l o+ E—X12(£,Ã) + -C—-X21(£,Ã) + _C——X22(£'Ã)
l l l

_ _ 2 2 lí lh_l(x) - ROX11(£,X) + x12(£,x) clRoxuª'“ +

k 1 R0 1 1 1+ qX12(£,Ã) + EÉXZJ-(ZIÃ) + ô—l-X22(£,Ã)

h (A)=-l<—RX2(£A)+£X2(£A)+—1ÉQX2(£A)+
—2 C1 o 11 ' C1 12 ' C]— 21 '

l 2+ EÉXZZLEIÃ)

é utilizada no próximo teorema.

(f,g) (£,X)]k2(—,A) + J2(f,g) (':Ã) ,
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TEOREMA 1.3.2.

Suponhamos que (Xj) j = 1, 2, 3, ... seja uma sequêª
cia no plano complexo de zeros de h(X) tal que:

(a) (Rekj/ j = 1, 2, 3, ... é uma sequência limitada

(b) lim 1) . 1 = +00

j+oo

Então, se 20 = / % # RO , para toda subsequência

(Aj ) m = 1,2,3,... de (A.) j = l,2,3,... talque limReAj exi_s_
3m

1 Zo+Ronpw m

te, lhnReA. ººo = - ————————[2y£ + aní—zí—IJ < 0
new jm 2/CL K o o

Pãova:

Suponhamos sem perda de generalidade, que para cada

j = 1, 2, 3, ... Aj # O e )Reàjí s p para alguma constante
positiva 11. Assim, para cada j = 1, 2, 3,

2 —3

h_1(Aj) — xj h_2(x.)_1 _
. =- . h . — .hl(XJ) A] o(XJ) XJ J

2||h I(X
-3.)| + ]xj ||h_2(xj)|_.l _

[hl(Aj)l - ij I|h0(Aj)| + [Aj ;

Como hO(A), h_l(A) e h_2(k) são dadas em termos de XÍj(£,X)

i,j = 1,2 , m = 0,1,2, que são funções limitadas de X para
[Rekl 5 u,

;im |h1(xj)t = o
3+oo

Lembrando que
R_º_ o o _ _ A/CL £+Y£ -AVCL Z—YZ

hl(>x) "' _ROXll(£'Ã) + X12(£r>x) " 2Ee- + e J.-
Z

_ _2 AVCL £+Y£ —AvCL Z-YÉ
ZEe — e J



hl(A

Como

lll
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R +ZA/CL £+Y£
—e 2

) = )[1 —

R +Zolim (_º-r-
j+oo

Rel./CL i+yl
)e 3

m = l,2,3,...
tal que lim ReXj

m+ºº m

+Z O MCL Z+YK
o o 1)e ll — (

ol/CL £+y£
)e

Z -R
O O“ª???“' 00 )e

Z -Ro -20 JCL Z—Zyz
—|————º (

1
Z +Ro o

e

—201/CL Z-2yã ZO+RO
e

Z +RO
-201/CL l—Zyi = ZnI—íº:———

o

(

(“"-tf“—
ZO RO

Z +R
O O

|l-

Z —R
o 0

Z +Ro o

# 0,

—201/CL'£—2yk

lsll—

(

R
0

-l
2/CL £

Isto

Zo_Ro )e-ZA/CL Z—Zylj

Z —R
o —2Xj/CL 1-2yâ

Z +Ro o
)e(

for uma subseqúência de (Aj)

o então1

—201/CL Z—Zyt
)e

0

Z —R
( 0
Z +R
O O

—201/CL £-2y£
)e

Z +R
[2% + ini—z—OTR—

0
OI]
O

encerra a prova do teorema.
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1.4. O SEMIGRUPO FORTEMENTE CONTÍNUO DE OPERADORES LINEARES
CONTÍNUOS DEFINIOOS SOBRE O ESPAÇO DE HILBERT H SERÁ
OO PELO OPERADOR LINEAR A

TEOREMA 1.4.1.

O operador linear A definido sobre D(A) com valo—

res no eSpaço de Hilbert H é o gerador infinitesimal de um se
migrupo fortemente contínuo [T(t) : t 2 O] de operadores li—

neares contínuos definidos sobre H. Além disso, para u.sD(A2)

b+iºº b+ir
T(t)u = (Zni)—1J eÃtR(l;A)udA=lim (Zwi) lí eAtR(l;A)udX

b-iºº r+ºº b-ir
(t > 0)

onde b > maxi0,w] e me R é tal que |IT(t)u||H s Mewtllulln;
u e H; t 2 O para algum M > 0.

Paoua:

Pelo teorema de Lumer Phillips, basta provarmos que

Ã:D(A)cH—>H

dado por

Ã«p,w,b> = (— %w', %m', ªliam»

satisfaz

IAP(Ã(©lwrb)l (ÓIWIb) O V ((blw'b) € D(A)

onde p é o produto interno sobre H dado por:
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&

|| onep((fl,gl.dl),(f2,qz,d2))
O

&

J f1(X)f2(x)dx +

Í gl(x)gz(x)dx +

V (fi'gi'di) € H, 1 : I., 2,

que é equivalente ao produto interno original de H.

COROLÃRIO 1.4.1.

Os zeros de h(l) no plano complexo tem parte real me

nor ou igual a m, onde w 6 R é considerado como no teorema

I.4.l. Além disso, para
—1 Zo+Ro

O' > 00 = -———-[2Y£ + an—íTã—IJ
2/CL £ 0 o

o número de zeros de h(l) com parte real superior a m ê fi
nito.

Paoua:

Os zeros de h(A) constituem o espectro do operador
linear A que, pelo teorema I.4.l., é o gerador infinitesimal
'de um semigrupo fortemente contínuo (T(t) : t 2 O] de operª
dores lineares contínuos definidos sobre o espaço de Hilbert H.

Se w 5 R for, como no teorema I.4.l., o teorema de Hille—Yosi
da garante que todo zero de h(A) tem parte real menor ou i-
gual a m.
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Como h(l) é uma função não identicamente nula e anal;
tica na variável A", os zeros de h(A) são pontos isolados do

plano complexo e, assim, todo subconjunto compacto do plano com-

plexo contêm um número finito de zeros de h(A). O que queremos

mostrar é que: dado o > ºo existe em correspondência um númg

ro n , dependente de O, de tal maneira que o retângulo0

RO = [o,b] x E—nG,nOJ contenha todos os zeros de h(A) com

parte real maior do que o, que são em número finito. Suponha—

mos o contrário, isto é, que dado o > ao para cada n=L2,3“..
exista ln E C com a propriedade de que h(ln) =.O, Reln e[0,b]
e [Im XnI > n. Com esta hipótese, existe uma subseqúência “n )

. jl,2,3,... satisfazendo:j = L2,3".. da sequência (ln) n

(a) lim [ln | = +m
j+w j

(b) lim ReX = a' onde 0 < 0 s o' 5 b
. n. o 0Jªm ]

o que contradiz o teorema 1.3.1.

TEOREMA 1.4.2.

Consideremos

-l Zo+Ro
0 > 00 = “_“—__EZYÍ. + [níTí—HZ/CL £

_

o o

de tal modo que todo zero de h(l) tem parte real diferente de

o e w 6 R como no teorema 1.4.1. Escolhemos nO & N-, depen-

dente de o, tal que o retângulo R<J = [o,w] x E—n ,nº] contºo

nha, no seu interior, todos os zeros de h(A) com parte real
superior a o. Definimos o operador linear P0 , associado ao

retângulo R , definido sobre o espaço de Hilbert H por:O
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1(P u = (Zni)-º Melao)
R(X;A)udx, u e H

onde BRO é a fronteira de RO descrita no sentido antihorâ
rio. Então:

(i) P0 é uma projeção linear contínua definida sobre H.

(ii) A imagem de Pc é um subespaço vetorial Ho do espaço
de Hilbert H invariante em relação ao operador li-
near A e o espectro do operador AIHO ,restrição de
A a Ho , consiste dos pontºs do espectro de .A,que
são os zeros de h(A), contidos em RC.

(iii) Se no e H for tal que Pouo = O, entao:

. —1 At _(2n1) e R(A;A)uodk — O para cada t 2 0.
(BR )

o

Paova:

Os fatos mencionados nas partes (1) e(ii) da tese es—

tão contidos no teorema 0.4.1. A prova da parte (iii)êza seguin-
te: considere uO e H com PºuO = O

á%[(2ni)_lí eÃtR(A;A)u dk] =
0(BR )

C

= (Zwi)—lí eXtAR(A;A)uOdA =
(BRO)

= (Zhi)-1J eÃtEIH + AR(A7A)]uOdA =
(BRG)

A
H (Zni)—lí eÃtI uodx + (Zwi)_lJ e tAR(X;A)u ax =

(anº) ºH
(BRO)
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= (2n1)'lí eÃtAR(A;A)uodA =
( BRO)

ÃtR= A[(2ni)_lí e (A;A)uodAJ,
(BRO)

pois A é um operador linear fechado.
Assim,

ÃtRu(t) = (Zni)—lí e (X;A)uodk , t 2 0
( SRU)

é uma solução do problema de valor inicial em H:

ú = Au

u(0) = 0

o qual tem solução única. Como a função identicamente nula tam—

bém é solução do mesmo problema, segue o resultado.

TEOREMA 1.4.3. (Da'TnanAKação):

Consideremos

—l ZO+R
º > 0 : ___—(ZYZ. + an Z _RO !)º 2/CL £ 0 o

de tal modo que todo zero de h(A) tenha parte real diferentede
o e b > w onde w é como no teorema 1.4.1. Escolhemos um

retângulo Rº = [c,b] X E—ro,rol no plano complexo com a pro—

priedade de conter, em seu interior, todos os zeros de h(k) com

parte real superior a 0. Se PO for a projeção associada ao

retângulo Rº como dada no teorema'I.4.2.,

—1 º+iw Xt 2T(t)u = (2wi) [ e R(A;A)udA, u & D(A ) n N(P0);
o+iw
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onde [T(t) : t 2 O] é o semigrupo fortemente contínuo de ºperª
dores lineares contínuos definidos sobre o espaço de Hilbert H

gerado pelo operador linear A.

Piova:

Sejam [T(t) : t 2 0], b e R e Po como no enunciado.
O teorema ê trivial para o a b. Para estabelecemos o resultadom
caso 0 < b basta observarmos que

limJ eÃtR(A;A)udA = o ; u & D(A2) n N(P ); t > o
r+m (BR )i º

' 0,r
onde indicamos por (BRº r)+ e (BRº r)— os segmentos de reta

I I

no plano complexo com extremos o+ir e b+ir e o-ir e b—ir

respectivamente para r 2 ro.

1.5. UMA ESTIMATIVA DE DECAIMENTO EXPONENCIAL PARA O SEMIGRª
PO FORTEMENTE CONTÍNUO [T(I) : £ 2 0) DE OPERADORES

LINEARES CONTÍNUOS DEFINIDO SOBRE O ESPAÇO DE HILBERT H

GERADO PELO OPERADOR LINEAR A

LEMA 1.5.1.

Para A 5 C — [0], x 5 R, com a notação do parágra—

fo I.4.,

-l-id + -£u-(f )(z A) - (A + lí)J (f )(2 A)]k (x A) =h()x) C1 2 rg I C1 1 Ig : 2 l

O 0J (f,g)<z,x>k <x,x) -1
=- 1 º +

A

2 [h1(A)[dkg(x,A) +h (A)1 (hl(l))
l o o k o o+ EZJ2(f,g)<z,x)k2<x,x> - 61J1(f,g)(£,l)k2(x,l) —

- JÍ(f,g><£,x)kâ<x,x) - Jã(f,q)(£,l)kg(x,l)l +

+ ho(A)JÍ(f,g)(£,X)k3(x,l)] + termos em x'2
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TEOREMA 1.5.1. (De Decaámanto Exponencial):

Consideremos o 5 (— ——3L—— ,O) de tal modo que todo
«CL

zero de h(A) tenha parte real diferente de c e esodUmmos ro >O

IIe b > 0 tais que o retângulo RC [o,b] X E-ro,r ] contenha,O

em seu interior, todos os zeros de h(A) com parte real supe-
rior a 0. Então, para cada u : D(A2) n N(P0), onde P0 é a

projeção associada a Rc , existe M_ > O, dependendo de o,
com a propriedade de que

|lT(t)u|!H s M_eºt!]u( H (t 2 0)

Pnoua:

Pelo teorema I.4.3., se o e u forem como no enunciª
do,

o+iºº
T(t)u = <2ni)'lí e_ÃtR(A;A)udA (t > 0)

o—ioº

Provaremos uma estimativa de decaimento exponencial, cº
mo colocada no teorema, para a primeira coordenada de T(t)u &

tilizando a expansão dada no lema anterior e a expansão análoga
de J2(f,g)(x,l) dada no parágrafo anterior. A obtenção da estª

. . . —2 - . .mativa de decaimento exponenCial para o termo em A e lmedlª
ta e para o termo em A— é análoga ã estimativa feita em [5].
Faremos,a seguir, a estimativa de decaimento exponencial para o

o . .termo em A da primeira componente de T(t)u.
Seja u = (f,g,d) & D(A2) n'N(Pº). O termo em A0 da

primeira componente de T(t)u é a função da variável x perteg
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cente a L2[0,£] dada por:

Xto+iºº l o o
o—iw

£
Í [LXÍ1(£—y,x)f(y) + CXÍZ(£—y,X)g(y)]dy]dX +
O

c+iºº At x 0+ I e [J [LX21(x-y,à)f(y) + CX32(x-y,k)g(y)]dy]dx;
O

0 5 x 5 Z

ou por

R +Z 0+iºº Xt £ Z Co o e L o (A/CL +Y)(x+£-y)(
2Z )J

.
É—(TBEJ (—2—f(y) ' —2—q(y)e dyldl +

o o—1w 1 o

R +Z 0+iºº Xt Z Z C
o o e L o (A/CL +Y)(x+y-£)+ (T)J . mfj (if(y) + —2—9(Y))e dYJdÃ +

o o—1w 1 0

Z -R 0+iºº Ãt [ Z C
o o e L o (X/CL +Y)(£-y—x)+ (É?)Jc—ioomcío(íf (y) ' Tq(y))e , dYJdX +

z —R o+iºº At (£ z co o e L o (A/CL +y)(y-x-£)+ (
2Z )Í

. me (—2—f(y) + Tq(y))e dy1dA +
o o-lw 1 o

º+iº At * L c (A/õí“+y)(x-y)+ í e [J (- íí—f(y) + 59(y))e dyjdA +
o—iºº o o

o+iºº x
+ [ eÃtEJ (—Iª—f(y) + %gwne'WºL ”“X"”

2z dy1dX
O O

Vejamos a estimativa de decaimento exponencial para a

primeira parcela da expressão anterior. Suponhamos, sem perda de
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Z -R
generalidade, que f,g & Cl[0,£]. Se q = _z—Q-Fío—

o o

R +Z (CH-iºº Xt (Z Z C
o o e ª _ o (A/CL'+Y)(X+£-y) _(.ÉÉ;_)JO_iw—E_TÍT-[JO(2f(Y) *í—9(Y) e dy]dÃ-—

_ o+iºº _
Z Z C

_=.-<zo> lí eªi;oqªe ”Wºº“)[J <%f(y) — —g% (wmª/ª”)“ Y>dy11dk=
0—100 0

. —l .
r (o+is)t ne-2n£(y+/a+Nas) Zoc

= —1(z0) mí e (n=0qne [É (%f(y) — —º—g<y)).
rªmº —-r

e (c+is) ã<x—y)+'y (x—y)dy] ]ds ._.

£ Z C

uzo )le0t+(º/ã+y)xlmíí (%f(y) - ªº; (y))e—y(º/ã+Y) .
r—rºº o

r .

_ [nãoqne-Znt(c/a+w/)J els(t—2n£/CÍÍ + Ex _ãy)ds]dy]
—r

[. Z C
= —i(ZO)_leºt+(º/ã+y)xlimfí <%f(y) - ——q3 (y))e'Wº/ª”) .

r—m o

[ 2 n —2n£(o/õ[7+y) Zsenr(t—2nIL/_'+ JC_IÍx — /5L_'y]. n=0q e . Jªl/=t -— 2n€/— + Ex — /CL_'y

——X——(c/CL_'+7)
_ _. -l ot+(o/CI_T +Y)x fã."!i
_ 1(“(-51710) e limíj (LU-L) — Z Cg(——Y--))e E

r->ºº o /('I_L_' º fã,—'

. [nªoqne-ZnUc/ãw) senr(t-2n£/C—L" + Ex - y) ]dy] :t - bli/Cí.— + Ex — y

__L(º/— +Y)

= —i(/ãT'z >"leºt+(º“ª””ºmi (Lf(-X—) — z ng(—Y——))e “ª?º .fã? &“r—wa—ao
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“ r1—2n£(oÃÍT+w) agthanKÁÍT + AÍ?
. [n;oq e X -ªº ]dy] =

t—ZnZ/C—ZLT+/ã._'x—y

wi eot+(o/€í7+7)x[ m n -2n£(cvfÍ7+Y)—- nâóªe [LCEFÃL-- Zú.+1<+-0)+
z/ãzo E

+ f( 'º 2n£+ t———- - x — 0))-—z C(gG———-— 2n£-+><+ O) +
ÁÍT º ÁÍÍ

-(o/cT+y)(—t-- 2n£ +x)
+g(—t—-—2n£+x-O))Je_ “a? ]

ÁÍÍ

pelo teorema de Fourier. Observamos que, na penúltima igualdade,
consideramos f e g identicamente nulas fora do intervalo
[0,1]. Este fato acarreta que

R +Z O+iºº Xt [ Z C
o o e L _ o (X/CL +Y)(x+£-y) _(T)Jº—im—hm)—Eío(íf(y) —2'9(Y))e ddeA —

é igual a O , caso não exista n e N satisfazendo a desigual—

dade O s t — 2n£ + x 5 Z ou é igual a
MCL

. n
——Lt

- "1 qoeVCL [L(f(—'—ª—-2noz+x+o>+f(—t—-2no£+x-0))-chr, Fm Fªet,

_ Y tn
+ "1 qOZOCe'CL (g(—?—-znO£+x+0)+g(——t—-2no£+x-0))L

ZÁÍT AÍ? ÁÍT

caso nO seja o único número natural a satisfazer a desigualdª
t

JCL'
— 2n£ + x 5 [.

Em ambos os casos,
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R +Z 0+iºº M: rf Z C ["-' , [_ )o o e ºf _ o “.CLiN)("* Y Jdk 5|Í( 2z0 )Jº_imÍEETÍT_iJo(2 (y) -írq(y))e dy *lL2[0,£]

“ at
5 (L f + Z C 9 )e , t > 0.

COROLÃRIO 1.5.7.

Com as mesmas hipóteses do teorema I.5.l., existem<xmâ

tantes reais estritamente positivas M_ e a tais que:

IV OH'r(t)u||H s M_e'ºªt||u| [H v u & N(Pº), t

Tendo em vista a prova do teorema I.5.l., temos uma og

servação fundamental a ser feita: a cada 0 > ——:l—— com a
/65"

propriedade de que todo zero de h(A) tem parte real distinta
de 0 corresponde uma decomposição em soma direta do espaço de

Hilbert H por subespaços vetoriais fechados N(P0) e R(Pº)
de H invariantes em relação ao operador linear A onde P é

a projeção associada a o dada no teorema I.4.2., de modo a im-

plicar uma estimativa de decaimento exponencial sobre N(Pc) cº
mo dada no corolário anterior, para o semigrupo fortemente con—

tínuo [T(t) : t e O] de operadores lineares contínuos defini
dos sobre H gerado por A. Com a hipótese de que R(Pº) é

um subespaço vetorial de dimensão finita de H, temos a seguiª
te estimativa exponencial sobre R(Pº). A restrição A [ R(Pº)
de A a R(P0) é o gerador infinitesimal do grupo fortemente
contínuo [exp(tA | R(Pº)) : t e R] de operadores lineares coª
tínuos definidos sobre R(Pº) que satisfaz

tA [ R(Pº)||e VHH s M+eBtHvHH v v e R(Pº), t 5 o

para algum par (M+,B) de constantes reais estritamente positivas.





CAPÍTULO II

BIFURCAÇÃO DE HOPF

Suponhamos que (W, ) seja um espaço de BanachH—IIW

real. Consideremos um operador linear A definido sobre um

subespaço vetorial D(A) de W. com valores em W satisfazendo
as seguintes hipóteses:

(HAL) A : D(A) c W + W é o gerador infinitesimal de um semi
grupo fortemente contínuo €T(t) : t 2 O] de (Xªrakr
res LUEeres contínuos definidos sobre o espaço de Ba—

nach W.

(HA2) W = X 9 Y , onde X e Y são subespaços fechados
de W invariantes em relação a A , e

(i) !5T(t)xllw s M_e'ªt|
gum par (M_,a) de constantes reais estritamente posª

lxllw v x e X, t 2 O para al

tivas.

(ii) Y é um subespaço vetorial de dimensão dois de W com

uma base íe1,e2) em relação a qual a matriz da res
mxtrição de A a Y

0 V0
, onde vo > O

L —v O
o

Definamos f : (—ro,ro) x W + W , onde ro > 0 , por

f(r,w) = fX(r,w) + fY(r,W) v lrl < ro , w € W

sendo que fX e fY são as funções componentes da função f em

relação a decomposição em soma direta de W citada em HA2. As

37
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hipóteses sobre f são as seguintes:

(Hfl) f tem derivadas de segunda ordem contínuas em rela-
ção a r e a w.

(Hf2) f(r,0) - 0 , !rl < ro.
(Hf3) D2f(0,0) = 0.

(Hf4) Existem L > 0 e ªo » O tal que

liD2f(r,w2)w — D2f(r,wl)wl|W s

; LIIWZ—wlllwl5WIIW v w 5 W

|

'

- =desde que [ri < ro , Íle,|W < 290 3 1,2.

(Hf5) Para cada 8 > 0 existe em correspondência & > O,

dependente apenas de e, tal que

ªÍf(r,w+W)-f(r,w) — D2f(r,w)W|[W < EIIWIIW

sempre que ir] < rO e [IWIIW < 6.

A notação D2f(r,w) indica a derivada parcial de f
em relação ao segundo argumento.

Sob estas hipóteses, consideremos a família de equa-
ções diferenciais ordinãrias perturbadas em W

V'(S) = Av(s) + f(r,v(s)) (s > 0) (11.1)
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para Çri < rO onde ' indica derivação em relação a 5. Pg

10 fato da equação ser autônoma, não é conhecido a priori o pe—

riodo de suas possíveis soluções periódicas. Isto acarreta a iª
trodução de um novo parâmetro na equação relativo ao período.Su
ponhamos, para p > -1, a mudança de variável s = (l+p)t em

(11.1) para obtermos

à(t) = (l+p)Aw(t) + (l+p)f(r,W(t)) (t > 0) (11.2)

onde w(t) = V((l+p)t) e O ponto indica derivação em rela—

ção a t. Se w(t) for solução w—periõdica de (11.2) então
v(s) = W(Í%E) serã solução (l+p)w—periõdica de (11.1) e se
v(s) for solução (l+p)w-periõdica de (11.1) w(t) # v((l+p)t)
será solução w—periõdica de (11.2). A equação (11.2) é equivª
lente as equações abaixo em X e Y respectivamente

>< (_,. ll (l+p)Ax(t) + (l+p)fx(r,x(t)+y(t)) (11.3)

« (1- II (l+p)Ay(t) + (l+p)fY(r,x(t)+y(t)) (11.4)

onde x(t) e y(t) indicam as componentes de w(t) 'em rela-
ção a decomposição em soma direta de W da hipótese HA2.

A equação (11.4) é expressa-sob & forma

&(t) = (l+p)A(r)y(t) + (l+p)D2fY(r,0)x(t) +

+ (l+p)g(r,x(t)+y(t)) (11.5)

desde que definamos

A(r) = A + DZfY(r,0) , lrl < ro
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o
!g(r,w) = gl(r,w)el + gz(r,w)e2 = fY(r,w) - szY(r,0)w lrl < ro

w e W.

Escrevamos, para maior simplicidade das expressões futuras,

D F (r,0)w = L1(r)wel + L2(r)we2 Y lrl < ro ; w e W
2 l

A matriz da restrição de A(r) a Y em relação a base

íel,e2] de Y , mencionada em HA2, ê

all(r) a12(r)
[A(r)] =

a21(r) a22(r)

para Ir! < ro . Pela hipótese Hf5, as funções r -+ aij(r)
i,j = 1, 2 são continuamente diferenciáveis em (—rº,ro) e

all(0) = a22(0) = 0

a12(0) = —a21(0) = vo

onde V0 é o mesmo da hipótese HAZ. Suponhamos, sem perda de

generalidade, que

a12(r) # O |r| < r0

a21(r) # 0 Ir! < ro

A função discriminante

r + A(r) = (aum - a22(r))2 + 4a12(r)a21(r)
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(m continuamente diferenciável em (-ro,ro) e, desde que, A(0) =

= —4vã < 0 suponhamos, sem perda de generalidade, a existência
de cO > 0 com a propriedade de que A(r) : —co , [rl < ro.

A função raiz

r + l(r) = Rel(r) + iImA(r) =

_ l .
— ª(all(r) + a22(r) + i/ —A(r) )

ê continuamente diferenciável em (—ro,ro) pelo fato de que
A(r) 5 _Co , lr] < ro . Este mesmo fato implica que ImA(r1 #0

Ipara rg < ro.
O nome função raiz segue de que A(r) para Ir! < r ,O

satisfaz a equação do segundo grau em t

í
_

t — all(r) -a12(r)
det (

=

| -a21(r) t — a22(r) J

= t2 (all(r) + a22(rDt + all(r)a22(r) — a12(r)a21(r) = 0

e o nome função discriminante vem de que A(r), para |r| < r ,

é o discriminante da equação do segundo grau em t acima.
As funções r + mj(r) j = 1, 2 respectivamente da—

das por
Rel(r) — a (r)

_ llml(r) — ImA(r) |r| < rº
a21(r)

mz") ='—ITn—Ú—r)_ 'ª" <%
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também são continuamente diferenciáveis em (-ro,ro) com a

propriedade de que a matriz da restrição de A(r) & Y em

relação a base [bl(r),b2(r)3 de Y para lrl < rO , on

de

bl(r) = el , lrl < ro

b2(r) = ml(r)el + m2(r)e2 , |r| < r ,

ê

€

# ReMr) Ier)
; -ImA(r) ReX(r)

O fato de que [b1(r),b2(r)] é base de Y para cada

[rk < ro segue de que a21(r) # 0 , lr] < ro.
A última hipótese a ser colocada ê

(HB) ReA'(O) # 0.

Muitos autores denominam esta hipótese pelo nome de hipótese de

Hopf.

Agora, estamos prontos para estabelecermos a seguinte
generalização do teorema da bifurcação de Hopf
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TEOREMA 111.1. (0a BLóuacação de Hopó):

Consideremos a família de equações diferenciais ordinê
)rias perturbadas em um espaço de Banach (W, | |

w

v'(s) = Av(s) + f(r,v(s)) (5 > º)

para r: < rO onde

(i) A é um operador linear definido sobre um subespaço ve-
torial D(A) de W com valores em W satisfazendo as
hipóteses HAl e HA2.

(ii) f : (—ro,ro) x W + W, onde ro > O, satisfaz as hipõ—

teses Hfl a Hf5

e seja w ' ÁEL
v .º o

Se, com a notação deste capítulo, for válida a hipótese
de Hopf HB, então existem constantes reais do > 0 , 80 > 0,

Yo > O e uma família [v*(a) : [al < do] de soluções periódi-
cas de

v'(s) = Av(s) + f(r*(a),v(s)) (s > 0)

com período m*(a) ; ]w*(a)-wo| < Yo , Ia! < do ; w(0) = wº;

!Iv*(a)llpw(a)(w) < Bo , |a| < do ; v*(O) = 0 ; v*(a) # 0

0 < [al < do; r*(O) = 0, as funções a + v*(a), a + m*(a),
a + r*(a) são continuamente diferenciáveis em (.ao'ao)' %(0) = O

e áªvâ(0) = 0 onde Vª(a) é a componente de v* segundo X

da decomposição em soma direta de W. Além disso, exceto para
translações no tempo, para [ai <do , lw—wol < Yo toda solu—

ção v w—periõdica de v'(s) = Av(s) + f(r,v(s)) com

| J 1 u .

'lvlle(W) < 80 e pertencente a familia aCima.
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Pnoua:

O procedimento a ser seguido é o mesmo de [ 4]. A i—

dêia ê considerarmos

à(t) = (l+pKAx(t) + fx(;,x(t)+y(t>)3
e

lí 91(t) yl(t) Ll(r)(x(t)+y(t))
= (1+p)[A(O)] + (1+p)

[ 92(t) y2(t) L2(r)(x(t)+y(t)) l
J L J

g1(r,x(t)+y(t))
+ (1+p)

92(r:x(t)+Y(t))

wo yl(s)
— líJ e[A(O)](t_S)EA(0)] ds

“O O y2(s)

wo Ll(r)(x(s)+y(s))
_ (1w+E)J etA(0)J(t—s) ds

º º L2(r)(x(s)+y(s))

wo gl(r,x(s)+y(s))
_ (1+E)J e[A(0)](t-s) ds

(1) º º gz(r,x(s)+y(5))
L
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com condição inicial [ 3 J , sem perda de generalidade desde

que o sistema em consideração é autônomo.

Seja a equação

ro
w(t) = (l+p)J T(-(l+p)s)fx(rpw(t+s))ds +

"ºº (11.6)
+ Fl(a,p,r,w)(t)el + F2(a,p,r,w)(t)e2

em Pm (W) onde
o

w(t) = x(t) + yl(t)el + y2(t)e2

e

r
Fl(a,p,r,w)(t) & ] y2(s)t: e[A(O)]t “WJ e[A(0)J(t—s) ds

o

L
F2(a,p,r,w)(t) 0 -y1(s)

Ll(r)w(s)t
+ (1+p)í e[A(0)J(t-s) ds

o
L2(r)w(s)

ql(r,w(s))rt _+ (l+p)J e[A(0)](t s) ds
o

gz(r,w(s))

a expressão continua
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w y2(s)
pv 0 __ _732_tj e[A(0)J(t s) ds
º º -yl(s)

wo L1(r)w(s)
]

_ (ZTE)tJ e[A(0)](t—s) ds
o º L2(r)w(s)

wo gl(r,W(s))
_ (tjg)tj e[A(0)](t—s) ds

º º gz(r,w(S))

Provaremos que podemos resolver (11.6) para w como

função de a, p e r. Em seguida, resolveremos

w yl(a,p,r)(s)
O

áàí e[A(0)](t-S)EA(0)] ds
º º y2(a,p.r)(s)

LA) Ll(r)W(arprr) (S)
O

+ <1+9)J e[A(O)J(t—s) ds
u)o o L2(r)w(a,p,r)(s)

a expressão continua
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w gl(r,W(a,p.r)(s))
+ (l+9)í ºe[A(0)](t-S) ds = 0 (11.7)

O(DO gz(rlw(alplr) (S))

para p e r como função de a , se

w(a,p,r)(t) = x(a,p,r)(t) +

+ yl(a,p,r)(t)el + y2(a,p,r)(t)e2

Com a notação estabelecida, definamos

F : R x (-l,w) x (—ro,ro) x PwO(W) + Pwo(W)

por
O

P(a,p,r,W)(t) = w(t) - (l+p)Í T(-(l+p)s)fx(r,w(t+s))ds

' Fl(a,p,r,w)(t)el - F2(a,p,r,w)(t)e2

Então F é contínua em todas as variáveis e continuamente difg
renciãvel nas variáveis a e w para a e R, p > —1,

[rl < ro e llwllp (W)
< 250 . Além disso,

m
O

F(OIOI0I0) = º

D4F(0,0,0,0) = Ipu) (W)
0

O teorema das funções implícitas garante a existência de a1>0,

pl > 0, rl > 0 e de uma função w*(a,p,r) definida
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para |a| < a1 , lpl < pl , Ir] < rl , com valores em

Pm (W) tal que
0

(i) P(a,p,r,W*(a,p,r)) = 0 la! < al ; Ipl < pl;
|r| < rl

(ii) w*(0,0,0) = 0

(iii) w*(a,p,r) ê continuamente diferenciável na variável
a em (-a1,al) para cada Ipl < p1 e [rl < r1

(iv) W*(0,p,r) = O lpl < pl ; lrl < rl
O fato (iv) baseia—se em que F(O,p,r,0) = O e na unicidade dª
da pelo teorema das funções implícitas.

Se w*(a,p,r)(t) = X*(a,p,r)(t) + y*(a,p,r)(t) lal <

< ªl ; Ip! < pl ; |r| < rl ; t 2 0, onde para cada |a|<a1;
lp! < pl, lr! < rl, t a o, x*<a,p,r>(t) e x e

Y*(ª,P,r)(t) e Y e se

y*(a,p;r)(t) = y'í(a,p,r)(t)e1 + y*(a,p,r)(t)e2,
lª! < ªl ; 19! < pl ; lrl < rl ; t 2 0,

yí<a,p,r)(t)

Y5(a,p,r)(t)

a expressão continua
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7

.

.

]
ª L1(r)x* (a,'p,r) (s)t .

+ 03p)í e<antAxr>J<t-s>
o .

: e(l+p)[A(r)]t .

O .

.

L2 (r)X* (aypm) (s)
ds

í
gl(r,w*(a,p,r)(s)

ít8<l+p>íA<r>3<t-s)+ (l+p)
,

-'ds
º gv2.(r,W*(a,p,r) (s)

&) yª (alprr) (T)
t o "'

_ Íªvoí e(l+p)[A(r)](t—s)[í e(s-T)[A(O)]
. dIst

º º º —yí(aahr)(r)

F

.

w L1(r)w* (a,p,r) (T)
t :

_(Ígíemwmmub%42wmmwn «&
º º º I?(rhª(aãnr)h)

(» gl(r,w*(a,p,r) (T)

_ (ãÍE)Ítze(l+p)[A(r)](t—s)[J oe(S'T)[A(0)] dxjds
O O O

92 (I IW* (ªlprr) (T)
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e

o
x*(a,p,r)(t) = (1+p)í T(—(1+p)s)fx(r,W*(a,p,r)(t+s))ds

Além disso,

: e(1+p)[A(r)]t
Dly5(0,p,r)(t) º

m Dly5(04nr)(1)
pv t 0

_ __gJ e<1+p>tA<r>J<t—s)[J e(s-'t)[A(0)J masm
o o º -Dlyí(0,p,r)(T)

(» L1(r)Dlw4* (0,p,r) (T)
t o

_ (lw+E)J'e(1+p)CA(r)](t—S)EJ e(s-T)[A(0)] duas
0 º º L2(r)D1w*(0,p,r)(T)

Ll(r)Dlx*(0,p,r)(s)t
+ (i+p)í e(1+p)[A(r)J(t—s) ds

.º L2(r)Dlx*(0,0,r)(S)
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Consideremos, agora, a equação

m y5(a,p,r)(s)
O

pvoí e-s[A(0)] ds +
º —yí(a,p,r)(s)

wo Ll(r)W*(a,p,r) (s)
+ (1+p)Í e—SEA(0)]

º L2(r)w*(a,p,r)(s)

w gl(r,W*(a,p,r)(s)
+ (l+p)J ºe'S[A(º)]

0

Desde que, para a = 0, a última

teempeemrpara |p|<ple

w0
G(a,p,r) : J e s[A(0)][pvo

o

g2(r,w*(a,p,r)(s)'

ds + (11.8)

expressão anula—se identicamen-
- [rl < rl , definimos

ày5<a,p,r> <s>

- âyí(a,p,r)(s)

a expressão continua
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í Ll(r)%w*(a,p,r)(s) %gl(r,w*(ªrprr)(s)
+ (1+p>ª + (l+p) ]ds

L2(r)%w* (a,p,r) (s) %92(r,W* (a,p.r) (s)
L.

para 0 # Iai < al; lp! < pl e Ir] < rl e definimos

U) D1Y5(otplr) (S) L1(r)Dlw* (0,p,r) (S)
º -s[A(0)]G(0,P,r) = J e [pvo +(lwn ]ds
º -D1yí(0,p,r> (s) L2 (rmlw (0,p,r) (s)

para |p| < p1 e Ir] < rl . Então G é uma função contínua
em todas as variáveis para la! < a1 , Ipl < pl e Ir! < rl.

Estamos interessados em resolver a equação

G(ªrPrr) : º lª' < ªl' IPI < Pl' lr! < rl
para p e r como função de a. Feito isso, o propósito ini
cial de resolver (II.?) da mesma maneira é concretizado. Admiti—

da a existência de constantes a2 , p2 e r2 , satisfazendo
< r0 < a2 < al ; 0 < p2 < pl ; 0 < r 1 e tal que G e ecº2

tinuamente diferenciável nas variáveis p e r para |a| < az;
ÍPÍ < P2 e |r| < r2 , calculamos:
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Dly3(0,p,0)(S)(1)

O

s<0,p,0> = pvoj e'ª[A(º)J
º —Dlyí(0,p,0)(s)

“ªo Dlyª'2º(0,p,0) (s)

D2G(0,p,0) : VOJ e-S[A(0)] [ds *
º —D1yª'í(0,p,0)(s.) ,

(”o D21y3(0,p,0) (s)
+ pvoí e-SEMOH dª

º -D21yí(0,p,0)(5)

o

DZG(O,O,O) =
—2m

wo Ll(r)?lw*(0,0,r)(s)
G(0,0,r) = í e“S[A(º”

O L2(r)Dlw*(0,0,r)(s)

ds

ds
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w
Lí(r)Dlw*(0,0,r)(S)

o
D3G(0,0,r) : J e-s[A(0)J ds +

º L5(r)Dlw*(0,0.r) (s)

m L1(r)D3lw*(O,O,r)(s)o
+ Í e—s[A(0)] dso

L2(r)D3lw*(0,0,r)(s)

woReX'(0)

D3G(O,0,0) =

wo
—7T_(ª21(º) - a12(0))

0 wºReA'(0)
BG(0 O 0) = = Zum ReA'xº) # 0aíp,r5 ºO.)

O | _!>—2n
2 (a21(0) a12(0))
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O teorema das funções implícitas garante a existência
de

a + (p*(a),r*(a))

que consideraremos, sem perda de generalidade, definida e contª
nuamento diferenciável para la) < a2 , de tal modo que

G(a,p*(a),r*(a)) = 0 lªÍ < ª2

(p(0),r(0)) = (0,0)

Para provarmos & existência de constantes ª2' p2 e r2
satisfazendo 0 < &2 < al ; 0 < p2 < p1 ; 0 < r2 < r1 e tal
que G é continuamente diferenciável nas variáveis p e :r pª
ra Ial < a2 ; IPI < p2 e Ir! < r2 basta mostrarmos a exis-
tência dessas constantes com a propriedade de que w*(a,p,r) ê

continuamente diferenciável nas variáveis p e r para|a|<a2;
Ipl < p2 e lrl < r2 . E o que será feito a seguir.

Como

yí(a,p,r)(t)

y5(a,p,r)(t)

para la! < al , lp] < p1 , [rl < rl , é solução do seguiª
te sistema de equações em R2:



í
91(t)

Ã
92(t)
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y1 (t) Ll (rw (a,p,r) (t)

=(thAWH (hp)

y2(t) L2(r)w*(a,p,r)(t)

glúnw*(aanr)(t)
+ Gªp)

92 (rlw (ªlprr) (t)

y5(aamrº(s)
(L)

_ÉviJ ºemon (t-s)
(A)00

ªyí(a,p,r)(s)

Ll(r)w* (ªrPrr) (S)
wo

_ (i+g)í e[A(O)](t—s)
O O

L2(r)W*(a,p,r)(s)

w 91(r,W*(a,P,r) (S)
O

_ (tº) [ e[A(0)](t-s) as
O º

' 92 (rrw (3.113,17) (S)

ds
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&í(a,p,r)(t)

95(a,p.r)(t)

é contínua para la| < al , [pl < pl , [rl < r1 e t a 0 o

que implica que &*(a,p,r)(t) tem a mesma propriedade.
'Consideremos

à(t) = (l+p)Ax(t) +

+ (1+p)fx(r,X(t)+y* (applr) (t)) Ial <a1 , lp! <pl , |r| <rl.

Definamos para |a| < &1 , |p| < pl e |r| < rl,
II Oxo(a,p,r)(t)

o .

Xl(a,p,r)(t) (1+p)J T(-(1+p)s)fx(r,y*(a,p,r)(t+s)ds

l, 2, 3, co.,:! IIe indutivamente para

O
IIXn+l (ªlprr) (t) (l+p)J T(-(1+p)s)fx(r,y*(a,p,r)(t+s) +

'.W

+ xn(a,p,r)(t+s))ds

Então, para cada n = 0, l, 2, 3, ...,
ãn+l(a,p,r)(t) =

0
= (l+p) [ T(—(l+p)S)szX(r,Y* (a,p,r> (t+s>+xn<a,p,r) (t+s))

—Q

. (>? (a,p,r) (t+s)+>'<n(a,p.r) (t+s) )ds
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e é contínua em todos os argumentos para |a|<al , Ipl < pl,
[rl < r e t 2 0.l

Notemos a existência de constantes reais a.2 , p2 e

r2 , satisfazendo

0 < a2 < al

0 < p2 < pl

0 < r2 < rl

||y*(a,p,r)l|Pw (W) 5 62 la! < a2 : lpl <pz : |r|<r2
0

onde ez = miníeo,—7%T——] é tal que,

— a ..||D2fx(r,w)w||w S ÉEÍIIWIIW V w E W

para [rl s r2 ; llwllw s 262.

Assim, para n = O, 1, 2, 3, ...,
len(ªlplr)llpw (w) 5 62

O

e para n = 1, 2, 3, ...,
llxn+1(a,p,r)-xn(a,p,r)llp (W) ª

m
O

S %lIxn(a,p,r)-xn_l(a.p,r)l|B (W)
m
O
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desde que [al < a2 , [pl < p2 e [rl < r2.
Então para n = 0, l, 2, 3, ...,
&!xn+l(ªlplr)"xn(ªrprr)llpw (w) 5

O

s ;hi'xl(ª'p'r)lle (W) (11,9)
O

desde que lal < a2 ; Ip! < p2 e Irl < rz.
"Analogamente, para n = 0, l, 2, 3, ...,
ª,àn+l(alplr)llpw (W)

S %llàn(a'p'r)'lP (W) +

O &)O

1 .+ ííyy*(ªrprr)llpw (w)
0

e para n = 1, 2, 3, ...,

||án+l(a,p,r)—àn(a,p,r)|Ipw (W) 5

o

+1 . .
s ª]|xn(a,p,r)—xn_l(a,p,r)llP (W)

“0

!A+ K|]xn(a,p,r)—Xn_1(ªrprr)llp (W)
(» o

(A %!lân(ªrplr)ºàn_l(ªrprr)llp (w) +
(D 0

K

—;H:Í—llxl(ªlplr)lípw (w)
0

+

para alguma constante real K > O, o que é devido a hipótese
Hf4, desde que la! < &2 ; lp! < p2 e Ir] < r2.



Então, para n = 0, l, 2, 3, ...,
Ilàn+l(alplr)_án(alplr) |

IPU) (W) 5

0

< 1 '
— —Hlíxl(a,p,r)llp (W) +

2 wo

+ Zl'íl'lKHxl(a'p'r)HP (W) (11.10)
(1)
0

As igualdades (11.9) e (11.10) implicam que

“lim xn(a,p,r) x*(a,p,r) em Pm (W)
n+w 0

lim ãn(a,p,r) ;(a,p,r)' em Pm (W)
n+ºº O

II

para algum ã(a,p,r) & Pm (W) e que os limites indicados são u-
0

niformes em relação a a, p, r, t Para lal < a2 ; Ipl < p2 ;

Ir] < r2 , t 2 0 . Logo,

$c*(a,p.r) = ª(a,p.r) lªl < ªz; lpl < 92 e [ri < rz

ã*(a,p,r)(t) é contínua em todos os argumentos para Ial < az;
IPI < pz ; lrl < r2 e t a 0.

Pela aplicação do teorema 0.3.1. &

T<afplrlw) : IP“) (w) _ F(a.-lplrIW)
O

obtemos que x*(a,p,r) ê continuamente diferenciável nas variâ—

veis p e r para [al < az; lp] < p2 e Ir] < rz.
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Definindo

v*(a) (s) = W*(a.p*(a),r*(a)) (É;-(ã) ,para la] < az

m*(a) = (l+p*(a))wO ,para |a| < a2

o teorema da bifurcação de Hopf fica provado.

O teorema da bifurcação de Hopf é válido trocando—se

as hipóteses HAl e HA2 respectivamente pelas seguintes hipóte-
SGS

(HAl')

(HAZ')

(i)

(ii)
(iii)

A : D(A) c W + W é o gerador infinitesimal de um gru-
po fortemente contínuo [T(t) : t e R] de operadº
res lineares contínuos definidos sobre o espaço de

Banach W .

W = X 6 Y 9 Z onde X , Y e Z são subespaços fechª
dos de W invariantes em relação a A , e

—a t
TWH: sMe lll“! v><eX, tZO paa alX " W —

gum par (M_,a1) de constantes reais estritamente po-
sitivas.
Idêntica a hipótese (ii) de HA2.

azt!|T(t)z||X s M+e llzllW v 2 6 Z , t 5 0 para al-
gum par (M+,a2) de constantes reais estritamente pº
sitivas.
A prova é feita do mesmo modo acrescentando—se na eª

pressão 11,6 mais uma integral imprópria com o mesmo integrando
e com limites de integração w e O.
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ÍNDICE DE SÍMBOLOS

R ....... corpo dos números reais
C ....... corpo dos números complexos
Rn ..... . espaço euclidiano de dimensão n

Cn ...... espaço unitário de dimensão n

|A] ..... norma do número complexo X

Rel ..... parte real do número complexo A

Im A .... parte imaginária do número complexo A

(a,b) ... intervalo aberto de extremos a e b

[a,bJ ... intervalo fechado de extremos a e b

IX ...... operador identidade sobre o espaço vetorial X

D(T) .... domínio de definição do operador linear T sobre o

espaço vetorial X

N(T) .... núcleo do operador linear T sobre o espaço veto—

rial X

R(T) .... imagem do operador linear T sobre o espaço veto—
rial X

ACEO,£] . espaço vetorial das funções absolutamente contínuas
sobre [O,Z]

L2[0,£] . espaço vetorial das funções Lebesgue mensuráveis e
quadrado integrãveis sobre [O,i]

Pw(W) ... espaço de Banach das funções w—periõdicas definidas
sobre R com valores no espaço de Banach (W,||.||W)
equipado com a norma ||.IIP (W) do supremo

m
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