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CAPÍTULO I

INTRODUÇÃO

Consideremos o sistema de equações diferenciais-diferença

(1.1) f((t) = [A0+A(t)]x(t) + [Bo+B(t)]x(t-r)
onde r E uma constante real não negativa, x vetor n—dimensional,Ao

e Bo matrizes constantes nxn, A(t) e B(t) matrizes nxn, cujos ele
mentos são funções continuas de t para t 3 0. Para r = 0, isto 6,3

quações diferenciais ordinãrias, as propriedades assintõticas do

sistema (l.l), quando A(t) e B(t) são suficientemente "pequenas",

foram bem estudadas. No caso r > 0, estudos semelhantes foram foi
tos por Bellman e Cooke em D]. Parte da dificuldade que aparece,

neste caso, deve-se ao fato que o sistema não perturbado

(1.2) à(t) ; on(t) + Box(t-r)

representa um problema em um espaço de dimensão infinita.
Em EQ, Hale provou que se A(t) e B(t) são "pequenas“, as sg

) eAt At & uma solução deluções de (l.l) tem a forma p(t , onde e

(1.2) e p(t) é uma adequada função de t. Trabalhando num caso mais

geral utilizando uma teoria de equações diferenciais funcionais au

tonõmas, devida ao prõprio Hale [7] e a Shi-manov [15] conseguiu

sistematizar a derivação correta de equações integrais. O método

usado por Hale, partindo de uma fõrmula da variação das constantes

para equações funcionais, devida ao prõprio Hale, foi obter uma e-

quação integral e, então, empregar um teorema do ponto fixo para

provar a existência de uma solução com o comportamento assintõtico
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desejado.

Usando mêtodo semelhante ao de Hale, enfraquecendo a hipõte-

se bãsica sobre o termo perturbado, Cooke, em DE, provou um resul
tado que engloba certos problemas que não satisfazem a hipõtese de

Hale, como, por exemplo, equações funcionais com retardamento de-

pendendo do tempo.

Recentemente, em []4], 126 fez uma generalização do trabalho

de Hale, obtendo um resultado anãlogo para sistemas de equações

funcionais do tipo neutro, como, por exemplo, a equação

(1.3) à(t) = [A,+A(t)]x(t) + [B,+ (t)]í(t-r)+[C0+C(t)]x(t—r)

onde r ê real, r 2 0, x vetor n—dimensional, A,, B, e Co matrizes

constantes nxn e A(t), B(t) e C(t) matrizes nxn, cujos elementos

são funções continuas de t para t 3 0.

an Eª, Hale mostrou que o espaço de soluções do sistema

(l.2), pode ser decomposto em dois sub—espaços complementares invg

riante P e 0, onde P 5 de dimensão finita e, em P, as soluções se

comportam como soluções de equações diferenciais ordinárias. No cg

so de equações diferenciais funcionais do tipo neutro,o estudo das

soluções da equação não perturbada & mais complicado, pelo fato de

que a teoria bãsica está em processo de desenvolvimento. No estudo

das propriedades assintõticas, em particular,uma dificuldade adi-

cional aparece, devido ao fato que na decomposição do espaço de sº
luções da equação não perturbada, a equação que dã o comportamento

das soluções no sub-eSpaço invariante P, não é uma equação diferen
cial ordinária, mas uma equação integral de Stieltjes.
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Também para equações funcionais do tipo neutro, o operador

T(t), definido por (2.6), não & compacto, como no caso de equações

retardadas. Assim, o espectro continuo de T(t), (que até o momento,

ainda não foi bem determinado), não € [0], como no caso das equa-

ções diferenciais funcionais retardadas.
0 propõsito deste trabalho, E de, como fez Cooke em Bª, eº

fraquecer as hipõteses bãsicas sobre os termos perturbados. Obtivg

mos, assim, um resultado que engloba problemas de equações diferen
ciais funcionais do tipo neutro com retardamento dependendo do tem

po, para os quais, as hipõteses de 125 em [34], não são verifica-
das.

Observamos que o resultado de Cooke an EQ, não E mais geral

do que o de Hale em BU, devido ã hipõtese sobre o termo perturbª
do. No resultado que obtivemos, conseguimos eliminar essa hipõtese.

Assim, nosso trabalho generaliza o de Hale em BH, 0 de Cooke, em

[2], e o de Izê em [M].
No capitulo II, damos definições e notações que serão usadas

& seguir. Provamos a fõrmula da variação das constantes para equª

ções diferenciais funcionais devida & Hale, e fazemos um resumo de

resultados conhecidos, que serão utilizados na prova do teorema

principal.
No capitulo III, fazemos uma anãlise do espaço das funções

Lipschitzianas,a decomposição desse espaço,e citamos resultados de

vidos a Henry em [33], que serão muito importantes na demonstração

do teorema 4.l.
Finalmente, no capitulo IV, provamos o teorema central de nos

so trabalho, sobre o comportamento assintõtico de soluções de um

sistema de equações diferenciais funcionais do tipo neutro.
&“&“ m, «

.
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CAPÍTULO II

NOTAÇÃO E RESULTADOS BÃSICOS CONHECIDOS

51. thaçãb e defíniçõés

Sejam: r 3 0 um número real, R o conjunto dos números reais
e E" o espaço vetorial linear dos vetores coluna, reais ou complg

"* denotªxos, n dimensionais, bom qualquer norma de vetores |.l. E

rã o espaço vetorial dos vetores linhas. C([a,b],E") é o espaço de

Banach das funções continuas, definidas em [a,b], com valores no

E", munido da topologia da convergência uniforme.Se [a,b] = [fr,Q],

seja C = C([Er,Q],E") e para cada elemento o & C,designamos a no;
ma de o por ||oll= sup [o(s)]. De maneira anãloga definimos

* -r<e<0
C* = c<[o,r],z—:" ). ' '

Se o e R, A 3 0 e x & C([g-r,o+A],En), para qualquer

t e [o,ciA], seja xt e D definido por xt(e) = x(t+e), -r 5 e 5 0.

Se Q 5 um subconjunto aberto de RxC e f e D são funções continuas

definidas em o com vetores em E", dizemos que a relação

(2.1) ªº(mt) = f(t,xt)
e uma equação diferencial funcional. Uma função x ê chamada uma sº
lução de (2.1) se existem o e R e A > O tais que xeC([g—r,o+ÃlE"),

(t,xt) e 9, t e (o,o+A) e satisfaz (2.l) em (o,o+A). Observemos

que, da definição, resulta em que D(t,xt), e não x(t), e continuª

mente diferenciável em (o,o+A). Para um dado o e R e o e C,(o,o)ea,

- a -
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dizemosque x(o,o) (t) E uma solução de (2.l) com valor inicial o

em o ou de modo mais simples, que E uma solução de (2.l)atravês de

(o,o), se existe um A > O tal que x(o,o) (t) E uma solução de (2J)

em (o-r, c+A) e xt(o,o) = o.
Vamos supõr, em (2.l), que D(t,o) = o(O) — g(t,o), g(t,o) ê

linear, g(t,o) = Jo [heu(t,e)]a(e), onde u(t,e), 0 5 t <vw, -r5e50,
E uma matriz nxn, chos elementos são funções de variação limitada.

Dizemos que g(t,o) E não atomica em zero, se existir uma função es
calar y(t,s), continua e não negativa para O 5 t < w, 0 5 r < «,

y(t,0) = 0,0tal que

lj [d u<t,e)]«b<e>|sY(t,s> sup Well
-s 6. -s5e50

para todo o e C, O 5 s 5 r. 0 sistema (2.l) é chamado uma equação

diferencial funcional do tipo neutro, se g(t,o) fôr não atômica em

zero. Suponhamos, ainda que g(t,o), f(t,o) satisfaça alguma hipõtg

se adicional, para assegurar a existência, unicidade e dependência

continua em relação a condições iniciais, de soluções de (2.l$.Ver,

por exemplo, referência [5] ou Elo].

Neste trabalho, estudaremos sistemas autônomos de equações

diferenciais funcionais do tipo neutro, do tipo

(2.2) "dªt" D(xt) = L(xt)

e sistemas perturbados de (2.2), da forma
d(2.3) HE[o(xt) - G(t,xt)] = L(xt) + F(t,xt)

onde Dea) = o(O) — g(o), O(a) e L(o) operadores lineares continuos

de C em E", com g(o) e G(t,o) não atômicos em zero e
0

(2.3) gw) = [ [me)] que) a» e c
'Y'
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u(e) matriz nxn, cujos elementos são de variação limitada.Tambêm g
xiste uma matriz n(e) -r 5 e 5 0, nxn, cujos elementos são de va-

riação limitada tal que
0

(2.5) to» = ] [men me) , dª e c
—r

Se o ê qualquer função em C e x(o)(t) E a Unica solução de

(2.2) com função inicial o em o = O, definimos o operador T(t)
T:C + C, pela relação

(2.6) xtw) = um:
O operador T(t), t 3 0, acima definido, satisfaz as seguin

tes propriedades (ver, por exemplo, referência [9]pg.97).
i) A familia [T(t),t 30] E um semi—grupo de transformações lineª

res, isto E, T(t+s) = T(t) T(s) para todo 53 0, t 3 0.

ii) T(t) & limitado para cada t 3 O, T(O) = I, e T(t) ê fortemen

te continua em [O,ºº], isto E,

Hm âiT(t)<b - T(sNaãâ = º
s+t

para todo t 3 0, o em C.

iii) Se O(a) = o(O), então T(t) ê completamente continuo (compacto)

para t 3 r.

52 - A Fórmula da Variaçãb das Constantes

Se H e C([D,«5,E"), H(0) = 0, consideremos a equação dife-
rencial funcional do tipo neutro, não homogênea.

(2.7) aºt- Lºot) — Hm] = L<xt)

Nosso objetivo é obter uma fórmula análoga ã formula da vg

riação das constantes para equações diferenciais ordinãrias,para a
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equação (2.7). E suposto que H(t) e L(xt) satisfaçam alguma hipõtg

se que assegure a existência e unicidade de soluções de (2.7).
Lembramos que D e L são operadores lineares continues e que

º(Ó) = ª(º) ' º(ª), g(d) = -J [du(e)]a(e), e existe função conti-
-r

nua y(t), t 3 O, y(0) : O tal que

| [ Edu<e>J<p<e>| sm) Hall
—r

Vamos denotar por x(o,H)(t) a Unica solução da (2.7), com

função inicial o em o = 0.

A demonstração que daremos aqui E devida a Hale, como aparª
ce em [lo].

Lema 2.1 — Existem constantes a > 0, c > O, tais que a ' solução

x(d,H) de (2.7) satisfaz:

iaxtwmf [anni + sup mmm eºt
Osuft

.

para todo t 3 0, para o qual a solução existe.
Prova: Suponhamos que ]L(p)í < leojL lD(o)| 5 MHovaara toda Ó eC.

Seja A uma constante positiva tal que l - y(A) > 0. Defini
mos b = [1 - y(A):|'l e a = [y(r)+M].b e escolhemos y(r) + M > 1.

Então, para qualquer t c[b,Á], se x(o,H)(t), temos:

D(dº) + JiBhN9)]Xt(9) + Jt L(Xs)d$ + H(t) =

0

x(t)

= o(a) + [: [du(e)]xt(9) + EA [du(e)]xt(e) + Jt L(xs)ds+H(t).
º

Para t e [O,Á], temos que thii= Ho“, visto que -r5e5-A,

implica que t + e 5 t — A 5 0, pois t 5 A. Logo, xt(e) = x(t+e) =

= a(o). Assim temos que:

:mn 5 [M + no] nuh Y(A) ílxtll+ z fllxsllds +

+ SUP IHU")!-
5u5t
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Desde que y(r) + M > 1 e xo = o o termo do lado direito da

desigualdade acima é um limitante superior de thlL t 3 0.Isto rg
sulta em que:

» t
HaHSWWUÚHMHYMW&H+ZÍHgH$+

O

+ sup |H(u)|
Ofugt

ou seja
, — ( tÚ'YMÚH&HSW+YUUIWWZLH&H“+

+ sup IHMI
0<u<t

Multiplicando ambos os membros da desigualdade por
-1

D ' Y(A)] , temos que:

ªªxtªls Wºw-Yun“ nuno-nm" sup no); +
Ofuft

-1 t ' "+DwMD ZJHgH$=IW%H%HM+b wplmon
.

o Ofot
(tb Z

ª
I d+

Jº IIXSI S

Usando a desigualdade de Gronwall concluimos que:

(2.8) llxtiíf ta Ilill+ b sup IH(u)|1cbªt , t stm]
Ogugt

Por indução vamos provar que a desigualdade acima 5 valida

para todo t 3 0, para o qual a solução é definida, desde que b.Z

seja substituida por uma constante c, suficientemente grande. Seja

constante c, tal que c > b.Z, meªn—º)A

(zu HaH<hHMHb wplmnue“, teumu
Ofugt

5 1. Então temos que

De (2.8), concluimos que (2.9) vale para k = 1, desde que

b.Z < c. Se t e [kA,(k+l)Aj usando a estimativa (2.8) para a solº
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ção de (2.7), com valor inicial o em o = t—A, temos que:
. i . b. .A|:xtll5fallxt_Al|+b sup .Home 1

t—Agugt

Da hipõtese de indução, temos que:

llxt_Aliffªll4>H+b sup |H<u>neº<ºAl|
Ogugt-A

Assim, resulta em que:

HXJÍS fª[ªH$H+ b sup W|]]c(t'A)Ogugt—A|

+ b sup |H(u)i]eb'Z'A : [a [“M“ b sup U)IJ]ec(t-A)+bZA+
t'AEUSt Ogugt-A

+ b SUP lH(uu)le bZA
=Eªlld>li + b sup u)]aem'ºw'ºt +

t'ASUSt Ogugt—A

+b sup lH(U)leb'Z'As Eªlicbli+b sup lH(u)l]<ªCt
t—Agugt Ogugt-A

+ b sup lH(u)|eb'Z'A 5 [55M[i+ b sup lH(u)[]eCt +
t—Agugt Ogugt—A

+ b sup monge“ 5 £alio>||+ b sup mone“
t—Agugt 05u5t

desde que a = Eri + y(r)]b > b, isto é, %< 0.

O lema estã provado.

Corolãpio 2,1, Seja x(o,H)(t) & Única solução de (2.7) em

[ºr,ºº], através de 4). Então

x(.,.) : c x c<[o,ea + E") + E"

E continua.

Prova: 0 corolãrio ê consequência imediata do lema 2.l, desde que

g(o) e L(o) satisfaçam as limitações requeridas pelo lema, visto

que então x(.,.) é limitado.

Teorema 2.1. (Fõrmula da Variação das Constantes). Seja [T(t),t30].
o semi grupo fortemente continuo, definido no parãgrg
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fo anterior. Seja B(t) matriz de funções, nxn, de va

riação limitada em cada intervalo finito de (0,º),
B(t) continua ã esquerda em t, B(t) = O para —r5t50.

Então, a solução x(o,H) de (2.7), satisfaz, para todo

t 3 0

(2.10) x(mnt) = (manº) + E [dSB(t—s>]H(s->

ou

(2.11) xtwn II
t "1.T(t)q> + [o [dx Bt_st

Prova: Do corolãrio 2.l, resulta que x(.,0) : C + En ê continua.Da

unicidade concluímos que E linear.
Tambêm resulta do corolário 2.1, que &(0,H):C([b,«a£n)+En E

continua e, da unicidade,que ê linear.Pelo teorema da representa—

ção de Riez, existe uma matriz de funções nxn, É(t;s), de variação

limitada em s, para 5 e [O,t], tal que

(2.2) x<o,H)<t> = f [dªta)] H(s)

Além disso, a função É(t,s) pode ser escolhida de modo que

seja continua ã direita em s e ê univocamente determinada especifi
cando—se seu valor para algum valor particular de s. Escolhemos

É(t,t) = 0 e definimos É(t,r) = O para t 5 s 5 t + r. Vamos mos—

B(t-r,0). Suponhamos que H(t) e C((-w,w),En) etrar que É(t,r)
H(t) = 0 para t 5 0. Seja Hº(t) = H(c+t), -w < t < «, para qual

quer o real e consideremos a x(O,H)(t) de (2.7) tal que x(0,h)(t)=0

para t 5 0. Da equação (2.7) resulta em qUe x(0,Hº)(t)=x(0,H)(t+o)
e,portanto,de (2.12) temos que:

x(0,H)(t+o) = Jºªº [dSÉ(t+o,g)]H(s)
0

- t - -e x(0,Hº)(t) = Jt [as B(t,S)HG(s) = í [ds B(t,s) H(g+o)
O0
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ít (t+-O' _ _
e assim

J [ds B(t+o,s)]H(s) =
J l_ds B(t+o,s)]H(s) para cada H

º o

pertencente 5 classe acima. Para cada 0 5 0 e desde que H(t)=e pa

ra todo t 5 0, isto implica que:
f0+t ,- º - _
J BsBuªªan“)=lí MSBÇ&0ÚHB)+
o o

+ º“ [d É(t+o,s)]H(s) = o + º“ E ª(tºfºóÚH“)
0

S S
0

Também se u = s+o, temos que
t _ _' (G+t _J [ds B(t+s)_,H(s+o) =J [ds B(t,u-o)]H(u)
0 0

Portanto concluímos que:
(oft _ (c+t , _

[d B(t,u-o)]H(u) =J- 'Ld B(t+o,s')]H(s)
Jo 5

o ª

para cada H na classe acima definida. Assim, concluímos que

É(t,u—o) = É(t+o,u) para todo t 3 O, o 5 0, 0 5 u 5 t+r. Em parti
cular, para u = O, s = —c, temos que É(t,s) = É(t-s,0),0 5 s 5 t+r.

Definindo B(t) = É(t,0) e desde que [T(t) t 3 0], pelo lg
ma 2.l, E um semi—grupo de operadores limitados, o teorema fica
provado.

Corolãrio 2.2 - Seja B(t) a matriz de função definida no

teorema 2.1. Seja H(t) absolutamente con

tinua em [O,v], para cada v 3 0. Se H = h

em quase toda parte em [o,ºº], então, defi
nindo xt(o,H) = xt(o,h), tema?:

.

(2.13) xt<4>,H) = xtmm) = mm - jº Bth h(s)ds

para todo t 2 0. Além disso, t B(t) ê es—
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&
senciaimente iimitada em cada intervaio

dw.€ em quase toda par

te, onde H(t) € a Única soiução de
w =

(2.14) º º t
DW =J L(Ws)ds + u

finito e B(t)

0

t &: [o,oo], I identidade
t

J [dSB(t—s)]H(s). Usaº
0

Prova: De (2.10), resulta que x(0,h)(t)
do integração por partes, temos que:

t
Jt deSB(t—s)]H(s) = B(0)H(t) - B(t)H(O) - Jº B(t—s)dH(s) =

0

t
= - J B(t-s) h(s)ds.

0

desde que B(t) =O para t 5 0 e H(O) = 0, o que prova (2.13):

Seja N(t) = Jf B(s)ds. Então W(t) corresponde a solução de

(2.7) com H(t) = -tI. Assim, o coroiãrio está provado.

Observação 1: Na prova da fõrmuia da variação das constantes, a

normaiização para a função B(t) é arbitrária. Podemos mudar & nor

maiização, escoihendo uma matriz de funções X(t),definida para tº
do t 3 -r, continua ã direita, X(t) = 0, —r 5 t < 0, X(O) = I.Nes

te caso, a fõrmula da variação das constantes, fica:
t

(2.15) x(t) = momº) + H(t) - mmº) — J [dsx(t'5)]H(s)

OU

t
(2.16) xt - on(t) = T(t)L'ç>—on(0)J — J [dsi(t-s)xºJH(s)

0

onde T(t)Xº = Xt. Esta notação ê justificãvei desde que pode-se

mostrar que Xt satisfaz a equação

(2.17) o(xt) = J: L(Xs)ds + 1 , t 3 o
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0 se -r 5 6 < 0

xo(º) :
I se e = 0

t
Também se H(t) = J h(s)ds, temos que:

0

t
(2.18) xt = T(t)o + J T(t-s)Xo h(s)ds

0

Observaçãb 2: A forma (2.11) da fórmula da variação das constan-

tes, tem algumas vantagens sobre a forma (2.10).
A primeira vantagem, E que na equação (2.10) a operação de

introduzir uma nova variãvei zt = e'ºªtxt, não é válida. De fato

para que essa operação fosse vãiida, teriamos que z£(e)= z(t+e)pg

ra todo t e (-w,w), e e Eixo], 0 que, evidentemente, não E satis
feito. Na equação (2.11), a introdução da nova variãvel pode ser

efetuada, discutindo-se o comportamento de 2 como uma solução da

equação integra], mesmo sabendo-se que 2 não satisfaz a equação

diferencial funciona] e voltando-se a função xt, para obtermos iº
formação sobre a equação originaL

A seguinte vantagem, que serã muito importante no que fare
mos a seguir, e que se o espaço C E decomposto na soma direta de

dois sub espaços, podemos fazer mudanças de variáveis em um sub—

espaço e determinar as equações integrais para as novas variãveis

no sub espaço. Em particular, para coeficientes constantes, isto
E anãiogo ao que fazemos quando usamos a forma canônica de Jordan.

%%ªªªª'ªªàªº
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53. Decomposição de C com a Equaçãb Adjunta

Consideremos o sistema (2.2).

Seja [T(t),t30) o semi grupo de operadores definido no parª
grafo l.

Desde que T(t) ê fortemente continuo, podemos definir o opg

rador infinitesimal de T(t), como:

_ . 1_ _(2.19) Adª — 361 t [T(t)4> «>] <!» e c

se o limite existir; Esse limite nos dã convergência em norma em C.

O operador infinitesimal de T(t) € a menor extensão fechada de A.

Como o operador infinitesimal A E fechado, o gerador infinitesimal

coincide com A. 0 dominio de A, O(A), ê denso em C e a imagem de

A, R(A) está em C. Podemos mostrar que o gerador infinitesimal da

familia de operadores T(t), t 2 0 e dado por

39- cb(e) -r 5 6 < 0

(2.20) AMG) =

II O«m+Ln) e

e, para qualquer o em O(A),
.

(ª“) %Tum=Toma AT(t)d

Seja o(A) o espectro do gerador infinitesimal A.

O espectro o(A) consiste de três tipos diferentes de pontos:

o espectro residual Ro(A), o espectro continuo Co(A) e o espectro

pontual Po(A). Para o operador A temos que o(A) = Po(A).
.

Os valores caracteristicos ou auto valores de (2.2), são os

pontos de o(A) pertencentes ao espectro pontual Po(A) e são as raí
zes da equação caracteristica:
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(2.22) det A(x) = o
0

Am = AU - j ele me)] - J e” me)
-r _r

0 espaço nulo de A, N(A), é o conjunto de todas as funções

o e C tais que Ao = 0. Para um dado A & O(A), o auto espaço generº
Iizado de A, MA(A); é o menor sub-espaço de C que contém todos os

e1ementos que pertencem a N(XI—A)k, k = 1,2,...
As raizes de (2.22) possuem parte rea] limitada e para

qualquer A em o(A) o auto espaço generalizado MÃ(A) € de dimensão

finita. Também existe um inteiro k, tal que MÃ(A) = N(A-AI)k e

c = N(A-AI)k () R(A-AI)k

onde o simbolo () significa soma direta.
Seja C* o espaço definido no parágrafo 1. A equação adjunta

de (2.2) e
O 0

(2.23) % [vm —J y<T-e)du<e>] = -J_ry<r-e> ame)
-r

onde y 5 um vetor linha ndimensional.

Se o e C, a e C*, & e C*, definimos:

(2.24) (an>) = ºt(º>D(<1>)+ [ Jº &(E-º)[du(9)3<b(£)d5 -
-r

_[ Jea(5-6)[dn(6):ld>(€)d€
-r 0

A equação (2.23) E do mesmo tipo que (2.2), com a difereº
ça de que deve ser integrada na direção oposta. Para qualquer(o,a)
em (““,")XC*, existe uma Unica solução y de (2.23) em (-m,g+r) com

Y(º+€) = a(ã) pªra 0 5 € 5 r.
Se A E um auto valor de (2.2), suponhamos que o auto espaço
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generalizado MÃ(A) tenha dimensão d. Seja ($ã, ok X

2,..., od] uma ba

se para MÃ(A) e seja o = ($ª, oª,..., oã). Desde que AMÃ(A)CTMÃ(A),

existe uma matriz constante dXd, que denotaremos por Bk' tai que
A ºx : QÃBÃ. O unico auto vaior de BA e A e

exe
(2.25) oÃ(e) = ©R(O)e -r 5 e 5 0

e
_ BÃ(t+e)

(2.26) l_T(t)4>Ã](e> = ºx(0)e
Esta reiação nos permite definir T(t) em MÃ(A) para todo t

em (-w,w). Assim, no auto—espaço generaiizado de um auto-valor de

(2.2), a equação diferencial funcional (2.2) tem a mesma estrutura
de uma equação diferencial ordinãria.

Suponhamos agora que A = (Xl, Ã2,..., Ap] 5 um conjunto fi
nito de vaiores característicos de (2.2) e sejam

º = (º B é umaA º ), BA = diag(BÃ1, QÃ2,"., An
) ºnde ºA1""' Xp lj

base para o auto—espaço generalizado MA (A) e BA 5 a matriz defi-
j j

nida por AQÃ. = ºl. B)x , j = 1,2,...,p. Então o único auto-valor
.] J J'

de BA 5 li e, para qualquer vetor a, de mesma dimensão de ºA' a
i

solução T(t) QA.a, com vaior inicia] QA.a em t = 0, é definida em

(-w,w) por:

(2.27)

—r < 9 < 0oA(e) = ©A(O)e

Portanto, existe um sub-espaço QA de C, tal que T(t)QA C QA

e C = PA () QA

PA = [o e C : o = QA.a, para aigum vetor a].
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A equação caracteristica para a equação adjunta (2.23) é,

também, definida como (2.22) e, para quaiquer vaior caracteristi-
ÃT, para ai-co A, corresponde uma solução de (2.23) da forma b.e'

gum b e E"*, não nulo, e 1 em (-w,w). Se A tem muitipiicidade d e

qj(A,T)e'AT, j = 1,2,...,d E uma base para as soiuções de (2.23),
da forma q(r)e'à T, q(T) polinômio em T, definimos funções W? em C*

por w3(6) = qj(A,6)e'xº
A A — . A X

Se WX : Cº1(Ú1,---,Wd)º entao a matriz (Wiººx)=(wjºók)

, 0 5 e 5 r.

j,k = ],2,...,d é não singuiar, e portanto, sem perda de generaii

dade, pode ser tomada como a matriz identidade por uma mudança da

base ?A.

se A =[)x1, AZ,-.., Xp], º), : (ÓÃ1,..., QAP),

WA = C01(WÃ1,.'I,WÃP), entao a matriz (WA,©A) pode ser escoihidaçg
mo a identidade. A decomposição de C pode ser escrita como:

C = PA () QA

- MÃ(A) = [o e C : o = QA.b, b vetor constante]"O I

0
>) |- [$ 6 C : (WA,Ó) = O]

o
q>=d>l+4>A

& II ºx'ª ª : (WX9Ó)

PA
“6— II Ó ' Ó

Dizemos que C E decomposto por A.

Consideremos, agora, um caso especia] de (2.2), a equação

diferença



-18-

(2.28)
'

Dº(yt) = nº(a) t > 0

Dº(Ó) = à(º) ' ªº(à) nº) — ] [duº(e>34><e>
-r

onde uº ê matriz nxn, cujos elementos são funções de variação limi
tada, gº(o) não atomica em zero, isto é, existe função continua

yº(s), continua para 5 3 0, yº(0) = O, tai que
0

|J [duº(9):l<b(9)]5Yº(5) sup Men, ºsssr-r 'SSBSO

Denotaremos por [Tº(t),t>0) o semi grupo fortemente conti-

nuo, correspondente ao semi grupo [T(t),t30] e por Aº, o gerador

infinitesima].
A equação caracteristica de (2.28) é dada por:

O

detAº(A) = 0 Aº(A) = A I - í eÃeduº(e)
r

Seja a equação homogênea

(2.29) Dº(yt) = o t 3 o

.YO =º, DO(Ó) =O

Se Dº(o) : o(O) - gº(o) ê dado em (2.28), definimos & ordem

ªnº de Dº, por:

(2.30) ªnº: inf [& rea]: existe uma constante k(a) tal que

|]Tº(t)o||5 K(a) eªtlloll, t 3 O e para todo o com Dº(o) = 0].

Observamos que. ªDº & determinado peio comportamento das'

soluções da equação homogênea (2.29) e não da equação completa

(2.28).
ou

Se Dº(©) = a(º) - kglAkw(-rk), o 5 rk 5 r, o e c, então,
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se h(A) = det(I - ªª Age ), temos que:

(2.3l) ªDº = sup [Re A : h(A) = 0]

Também, temos que o(Aºl = Po(Aº) = [Alh(A) = 0)

No caso da equação (2.2), A(A) dado em (2.22), para qual

quer a > ªDº' existe apenas um numero finito de raízes A de

detA(A) = 0, com Re A 3 &.

Seja Aa = (A e o(A) : Re A 3 a]. Então, o eSpaço C pode ser

decomposto por Aa como C = Pª () Qa onde Pa e 0a são sub—espª,

ços invariantes sob T(t) e A, o espaço Pa E de dimensão finita e

corresponde aos valores iniciais de todas as soluções de (2.2) as

quais são da forma p(t).eAt onde p(t) E um polinômio em t e A e Aª.

Suponhamos que x(c,o)(t) & a solução de (2.2) com valor ini
cial o em o, C decomposto por A. Então xt = xª + xª. Vamos calçª
lar xª, diretamente, da definição acima. Da fõrmula da variação das

constantes, se X(t) & matriz de funções nxn definida para todo

t e [D,m), de variação limitada em t, e continua ã direita em t,
tal que

t
D(xt) = Jo L(xs)ds + I t 2 0

0 se —r 5 6 < 0
e Xo(9) :

I se a = 0

Desde que X(t) E uma solução de (2.2) E justificãvel tomar

mos

Xt = T(t)Xo

A solução de (2.3), com função inicial o,satisfaz & equação.
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(2.32) xt - XoG(t,xt) = Tmn - ww] +

t t
+ Jº [dSE-T(t—S)Xo]]6(s,xs) + Jº T(t—s)XoF(s,xs)ds

para todo t 3 O. Inversamente, qualquer solução de (2.32),satisfaz
(2.3). As integrais em (2.32) são calculadas em cada e, e e E—r,0],

como integrais em E". Se C E decomposto por A como C = P C) Q, eg

(2.32) E equivalente a:
É — X'; Go:,xt) = T<t>£<pp- xºewmj +

tão a equação

(2.33) x

t t
+ L [dSE—T(t—s)XE]]G(s,xS) + L T(t-s)X5 F(s,xs)ds

Í - X?G(t,xt) = T<t)[q>º— xgewml +x

t o t o
+ Jo [dSE—T(t-s)Xo|]G(s,xs) + Jº T(t-s)Xo F(s,xs)ds

onde xª, xª, x:, X?, op, do denotam as projeções das funções cor

respondentes, sobre os sub—espaços P e Q, respectivamente.Em (2.33%

apenas o significado das projeções X5 e X?, não ê bem esclarecido,

visto que Xa não ê continua em [fr,Oj. Estes termos serão defini-
dos depois de darmos uma maneira explicita de calcular as projg

ções de C sobre P e 0.

Os operadores projeção de C sobre P e 0 são facilmente de

terminados usando-se & equação adjunta (2.23) e a forma . bilinear

(2.24). Se e € uma base para os valores iniciais das soluções de

(2.2) da forma p(t)elt, p(t) polinômio em t, A e A e W E uma base
At

para os valores iniciais das soluções de (2.23), da forma p(t)e' ,

p(t) polinômio em t, A e A, então, como foi visto (W,©) E não sin
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guiar e pode ser considerada como a identidade. Se o = op + aº,
op = a(w,a), pode—se mostrar que (W,Xo) ê bem definido e (W,Xo)=

= W(O). Portanto, podemos considerar

(2.34) xC = aw(0) X? = xº - XE

e,agora, as quantidades em (2.33) são bem definidas. E mostrado em

[3], que se 7 > ªDº e A = [A : Re A 3 y, detA(A) = O], então E

xiste Bo > 0 ta1 que para todo 6, 0.5 se existe uma constante
k = k(B), de modo que: .

nam lnwwnskârªHwn. tamieo
1

|!T(t)Xº3H+ J lldsT(t-s)X3lls kawªii. t : 0

Henry, em [13], obtêm um resuitado mais geral que o de Cruz

em [3]. Supondo que a £W, isto E, detA(A) + O em algum inter
valo lRe A-al < e, s > 0, provou que C pode ser decomposto como

C = P 59 0, pelo conjunto A = (A | Re A 3 a], P e Q sub-conjuntos

fechados invariantes sob T(t). Mostrou também que existem constag

tes kl, kz e a > 0, tais que

(2.36) ilT<t)XÉlis kl eªªº'ª“)t

e

(2.37) Jº |dT(s)x3[ e'(º'5)s 5 k2

Observação: E çonhecido que supreA : detA(A) = 0, A(A) dado em

(2.22); 5 inf [a : existe K = K(a) tai que [|T(t)ol|5 KeªtlloILtzº,

o e C] = aº, D dado em (2.3).
Se a >

aD =» a > supiReA : detA(A) = 0]. Logo, existe 6>0
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tal que a + 5 > a > a — 5 > sup [ReA : detA(A) = 0] isto ê,

[ReX-al < 6 com detA(A) + 0, e portanto a é Reo(A).

De (2.33), somos levados a considerar a possibiiidade de in

troduzir uma nova variãve] para a expressão do lado esquerdo.Entrg

tanto, devemos tomar certo cuidado, pois a nova variãve] não é fun

ção continua em [fr,Q]. Por isso, consideremos PC o conjunto das

funções o : Duº] + E", que são continuas em [-r,0) e iim a(o) _e_

6+0'
xiste. Definimos, agora, Ho||= |o(0)| + sup |a(e)|. Com estanor

-r<e<0
ma o espaço PC é um espaço de Banach. Seja PCG o conjunto fechado

' em PC definido por

PcG = (a e PC : a(º) = a(o') - XºG(t,o)] onde a(o') =

= limo(m.
e+0 _ _ _ “Desde que G(t,o) e nao atomica em zero, e assim, nao depen

de de o(O), as transformações

h:C+PC hW) w-mmnmG 9

(2.38)
H : PcG + c , H($) $ + XoG(t,$)

são homeomorfismos e h.H = H.h é a identidade. De fato, temos:

H.h(W) = if - xºe(t,w) + xºe[t,w-xoe(t,i')]

= ? - XoG(t,W) + XoG(t;W) - XoGEt,XºG(t,W)] w

pois Xo = 0 em E—r,0), Xo(0) = I e G(t,W) não atômica em zero.

Analogamente, temos que h.H(W) = ?, o que prova h.H = H.h E

a identidade.

Para cada o em PCG existe uma Unica função W e C tai que

o = w - XoG(t,W)
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e reciprocamente, Portanto, o semi-grupo T(t) E bem definido em

PCG, desde que ê bem definido em C e Xo. Por outro lado, T(t)o po—

de não pertencer a PCG para o e PCG. No que segue, llT(t)$l| =

= sup |T(t)o(6)|, para o & PCG.
-r5650

O dominio do gerador infinitesima] A do semi—grupo T(t), pº
de ser estendido a PC, fazendo O(A) = [o e PC : o e PC] e

me) -rse<º
mm+LM) e=o

(2.39) Ao(6) =

A fórmula da variação das constantes (2.32) para as solu-

ções de (2.3), sugere a mudança de variãveis xt - X0G(t,xt) = zt e

obtemos assim uma nova equação para zt em PC. Esta transformação

de C para PC e bem definida e G(t,xt) depende somente dos vaiores
de xt(e) para -r 5 9 < 0. Portanto G(t,xt) = G(t,zt), pois sõ não

vale a igualdade no ponto e = 0. Assim, se

zt = xt - XoG(t,xt)

ou
def

xt = zt + XOG(t,xt? = zt + XºG(t,zt) =

a equação (2.32) fica
t

(2.40) zt : T(t)zo + [ í-ds [T(t-s)xo]]G(s,zs) +
0

t
+ j T(t-s)Xo F[s,H(s,zs)jds

Sejam º e ? as matrizes definidas para a decomposição de

c = p + Q, (w,o) = 1 e seja E a matriz q x q tai que T(t)$ =

: ÓeEt
, t e(-ºº,ºº). O espectro de E ê A. Para quaiquer tb e P.C, pg

demos definir (w,o) e assim, tem significado fazermos

©P=<I>(W,d>). wºw-wp, d>€PC

Também, a equação (2.40) pode ser escrita como (2.33) com
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apropriada substituição de zt = xt - XºG(t,xt). A1êm disso se

2: = ºu(t), então da primeira equação em (2.33), resulta em que:
t

©u(t) = QeEtuw) + <b Jo [—dS EeE(t'S)W(O)]] G(r,zs) +

+ (D JteE(t's)W(0) F[s,H(s,zS):[ds

Portanto, vemos que a equação (2.40) é equivalente a:

”zt=<1>u(t)+vt vtea
du

= Eu(t) + F1[u(t),v ,t]
(2.41) ªf t

t
< Vt = T(t)vº + Jº E—dST(t—s)X3:|Go[u(s),vs,s] +

t
+J T(t-s)x3F[u(s),vs,sj|ds

O

onde F1(u,£;c) = W(O)F[H(©u+$,o)] + EW(0)G(©u+$,o)

Fo(u,d>,o) = F[H(<I>u+cp,o);],

Go(u,©,º) = G(ºU+$.c)

ueEq,d)eQ.



CAPITULO III

DECOMPOSIÇÃO E ESTIMATIVAS PARA FUNÇUES LIPSCHITZIANAS

Em [33], Henry considera o espaço w(;), das funções Lips-

chitzianas continuas o : Edno] + En com norma

(ao “nu=muunmn wpªººªªªll=
efºz [el-ºz!

= max flo(0)|, sup-ess |o|]

Consideremos a equação funcional (2.2) e seja [T(t),t20], o

semi-grupo de operadores lineares limitados em Wªl). Este semi-grº

po não ê fortemente continuo, mas é continuo na topologia do operª
dor fraco, considerando-se Wi1)como o espaço conjugado de WÍI)GP*).

Assim, para qualquer função absolutamente continua i':[-r,0]+En*, e

qualquer função o E Nil), <?,T(t)o> ê continuo em t 2 0, onde

<mw=wwWW)+f hummm
-r

Os resultados obtidos acima, para semi—grupos fortemente con

tinuos, podem ser estendidos a semi—grupos fracamente continuosgxm

pequenas alterações. Em partiçular, definimos o gerador infinitesi
mal "fraco", por:

A = w* - Hm+ l [T(t)q>-4)] w* 6 o(wfª)(5"*))
t+0 t

quando o limite existir. Também, o = w* - liº on se e somente se

Hon“ºº ê limitado e on(e) + o(s) uniformemente em -r 5 e 5 0. As-

- 25 -
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sim, resulta em que

o(A) = n» e Wi,” lês w“) e um = Lm)?

Ao = o para o e O(A)

e O(A) ê invariante sob T(t). Se a & O(A), v e nfl),

iª <W.T(t)$> = <w,T(t)Ao> = <W,AT(t)o>

Po(T(t)) - [0] = ePº<A) e o(A) = Po(A) =

= [A: detA(A)=0].

Com isso, Henry provou que se A = [A e o(A): Relgo] E um con

junto finito, então Wil) = P () Q, onde P e Q são invariantes sob

T(t), P de dimensão finita e existem constantes M 3 1 e 6 > 0 tais
que:

(3.2) ||T(t)d>Q|l.,,< M a(ºª'ª“ Ilóºllw t 2 o ,
«nº e 0.

Com esse resultado, podemos provar, usando o mesmo racioci-

nio para a norma em C, que existe constante kz e e > 0 tais que:

(3.3) [” lldnoxsnºº e'(ºª'ª»)t s kz.
0

Izê, em [34], estudou o comportamento assintõtico das solª
ções de (2.3), admitindo que F(t,o) e G(t,o), para todo t 3 O e pª
ra qualquer o e C, satisfazem:

(3.4) |F(t,ó)l gnt) IMI |G<t.4»)l s «(t) Ila-ll

onde Jmm(t)dt < w, Jº n(t)dt < », y(t) e n(t) continuas.

Consideremos a equação funcional do tipo neutro com retarda-

mento dependendo do tempo:
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(3.5) ú(t) = aúEt-r(t)] - b uEt-r(t)]
onde a e b são constantes, r(t) satisfaz
i) J r(t) : O, r(t) + 0 quando t + w

11) Frmdt < oo
._

iii) 0 5 t(t) 5 r para aigum r 3 0.

A equação (3.5) pode ser escrita na forma

%w(ug +,me = L<ut> + F(t,ut).
onde L(o) = -bo(0)

,

º(a) = a(º) - aiE—r<t)]

P(tm bwc) - ar.-rum
ª(tm o

Vemos, assim, que F(t,o) não satisfaz a hipõtese (3.4) e con

sequentemente, a teoria em [34], não pode ser aplicada. Entretanto

se o e C & Lipschitziana em [—r,0], temos que

|F(t,cb)| 5 lb! 14>(0)- aE-dtDI s lbl klr<t>l

para aiguma constante h = k(o). Isto sugere que as hipõteses so-

bre F(t,o) e G(t,o) podem ser enfraqueéidas, se admitirmos que

(3.4) vale para uma adequada sub-classe de C.

Consideremos, então, o sub-conjunto C' de C, constituido das

funções o, satisfazendo:

(3.6) [o(a)—Néa)! : k ferºz] , -r s 61. 92 s º-

onde k = k(o). Para o e C', seja k = inffk:(3.6) & verificado].
$

Em C', definimos a norma

Ildªll1= max(lld>|l, k,)
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De maneira anãioga ao que foi feito no capituio anterior, de

em PC'.finimos PC' e a norma

Agora, vamos supor que F(t,o) e G(t,o) são tais que para

qualquer o e C' e para quaiquer t 3 o, existem funções continuas

n(t) e y(t), tais que:

(3.7) lF(t,d>)l 5 W) Hall-i, [Html 5 «(t) Hall,

É evidente que se F(t,©) e G(t,o) satisfazem (3.4),
tambêm satisfazem (3.7). Logo, os resuitados de 125 an Ú4],são ca
sos especiais dos resuitados que obteremos a seguir.



CAPÍTULO IV

SOBRE O COMPORTAMENTO ASSINTOTICO DE SOLUÇOES DO SISTEMA

%EMxt) - G(t,xt)] = "(Xt) + F(t,xt),

Seja u ta] que Re u > ªDª uma raiz caracteristica simpTes de

(2.2). Portanto, u ê uma raiz simples de det A(A) = O. En-

tão, existem um vetor coluna n—dimensionai c, e um vetor Tinha n-

ut'ê uma soTução de (2.2) e-dimensiona1 d, não nulos, tais que ç.e
d.e'uT E uma solução da equação adjunta (2.23), definidas para

—00<t<oo,-oo<r<oo,
Sejam

4.1) o (e) = ceue -r < 9 < 0(
u _ _

wu(e) = de'“T o 5 T 5 r

...1_d ' (WU,ÓU)

onde (?“,ou) 5 a forma bilinear definida por (2.24). 0 nõmero a E

bem definido, pois u 5 uma raiz caracteristica simpTes.

Teorema 4.1 — Suponhamos que Re u > aº, onde u E uma raiz caractg

ristica simples de (2.2) e que todas as outras rai-

zes caracteristicas com partes reais iguais 5 parte

real de u são, também, raizes simpies. Sejam ou e

a definidos em (4.1).
Seja <S(t) = a.d[F(t,4>u) + no(mu) + F[t,XoG(t,q>u)])

- 29 -
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onde F(t,o) e G(t,o) são lineares em o, e existem

funções continuas y(t) e "(t) tais que F(t,o) e

Gêt,o) satisfazem (3.7). isto E:

|F(tºº)| Í Y(t) ”Ó'h : |G(tsÓ)l Í “(t)lIÓ|h t 2 º'
Seja s(t,o) = Jt a(g)dg

O'

Suponhamos que y(t) e «(t) satisfaçam uma das seguiª

tes hipõteses:

I) ry(t)dt < ºº,r1r(t)dt < ºº , lim «(t) = 0.
t+m

II) Para qualquer 8 > O, existe uma função Yz(t)9 de

finida para t ; 0,_tal que

lim «(t) = 0 lim y2(t) = 0
tººº t-yoo

rY(t)Y2(t)dt < ºº , r"(t)Y2(t)dt < co

Jt -B(t-T)-RES(t,TÍY(
º e T)+1r(T)+Y(T)1r(T)]dT<Y2(t),tgozº

Ebes“:-TH“s(t'Tty(r)+1i(T)+y(r)1r(r)]deYz(t) ,t 2 0

t 9
J

+ 1

e—B(t-T)-Res(t'T)[Y(T)+"(T)+Y(T) «(mdf : molex-ez!
t+ez

onde —r 5 al, 625 0, t + 61 > t+ ez 3 0

Além disso, para qualquer número real v e quaisquer

vetores colunas n, A n-dimensionais, e para toda fug

ção continua Nt definida para t 3 o, com valores em

C', tal que |=|wt||1 é limitada quando t + w, temos

que:
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[EM “'t T> fn[F(T, u)),+F(Tx G((T, w )-] AG(T, w))dT|<

s [Inl+ IAI ] mt) sunllw II º
T>Cf

Sob estas hipõteses, existem um a 3 O, suficientemen—

te grande, e um vetor &, não nuio, tais que o sistema

(2.3), tem uma soiução x(t) definida para t 3 0, sa-

tisfazendo
u(t-º)+5(x(t) = e tºº) [a+o(>.)] quando t + ºº

Observação: Se não existem raizes caracteristicas de (2.2) com pag

tes reais iguais a Re u, a não ser o próprio u, então a Última de

sigualdade na hipótese II não E necessãria, pois, neste caso, u 6

automaticamente real. Também, se a equação considerada é uma equg

ção escalar, então o vetor n, na hipõtese II, não E necessãrio.

Prova db Teorema: Sejam os conjuntos

A = (A : Re A 3 Re u detA(A) =

Ao = [A e A : Re A ='Re u, A #=u]

A1 = A - Ao - [u]

Definimos os auto espaços generaiizados P e Q como:

ó=óp+<bº
op e P = P(A) = [o e C': o = eAb b vetor constante]

(ºeo=o<x>=nec' : (“l'/(TiVO?

Então pela fõrmuia da variação das constantes temos, para a

3)

- XPG(t, x = T(tn'ª-xa fumo] +

solução de (2
)(pa) xt

tt
E-ds T( t--)s)XP]G((,s x$) + Jº T(t-s)X|: F(s,xs)dsJ 0
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b) xª - x? G(t,xt) = Util-ºº - xampu +

+ JÍE-dsT(t-S)X?]G(s,xs) + J': T(t-s)X3 F(s,xs)ds

onde x: e xª denotam as projeções da função xt sobre os sub-espa—

ços P e Q, respectivamente.

Se Re p > ªD' vimos que existe um 80 > O, tal que para qual

quer 6, 0 < 6 5 BD, existe um k = k(B) tal que

HT(t)d>ºlls k e(Re “'ª" “aº“

||me3n+ Jl ||dsr<t-s)x9||5 k emª “'ª“ t > º-

0 espaço P pode ser decomposto na soma algébrica do auto-es-

paço generalizado Po associado com A0, 0 auto-espaço generalizado

P; associado com A1,é um sub-espaço unidimensional gerado Por ou.

Portanto, em vez de considerar as equações integrais que resultam

de (2.40), consideremos o seguinte conjunto de equações:
Pº PI 0 ./ zt = zt + zt + Óu_Y(t) + zt x = zt + X06(t,zt t)

yu.) = “(WJ
PO t Pº t Pº
zt : L E-dTT(t-T)Xº ]G(r,zT) + LTU-dxa FETºzT *

(4.3) ? +XoG(T,zT)]dT
Px

& t) = u y(t) + adíFEc,2t+XoG(t,zt)]+ u G(t,zt)]

t
(

t
23 = E EdTT(t—T)X3]G(T,ZT) + L T(t-r)x3 FB.zT+XoG(nNTDdT

t P t P1
= L EdTT(tºT)xol]G(T,ZT) + JwT(t-T)Xo FET,ZT+XoGr(T?ZT)]dT
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Desde que Pl corresponde aos valores caracteristicas A de

(2.2), tais que Re x > Re u, existem constantes B > 0 e k = k(B)

(que podemos considerar as mesmas de (4.2)),tais que:
P1

(4.4) ||T(t)xº lig k e<Rª “+ª)t t 5 0.

Também como estamos supondo que os valores característicos
de (2.2), com partes reais iguais 5 parte real de u, são todos sim

ples, o operador T(t), agindo sobre Po, tem a forma
Po Bt

T(t)o = © e a.

onde º E uma base para Po e B é uma matriz diagonal cujos elemen

tos são da forma Re N + iv,v número real. Se ? é uma base para o

auto-espaço generalizado da equação adjunta, associado com Ao,a sg

gunda equação em (4.3) E equivalente a
0

2t = ºn(t)

n(t) = Jt -B eB(t'T> W(0)G(T,ZT) +
no

t
+ J amt—T) WO) FEr,zT + XOG(T,ZT)]dT

oo

Po »

De fato, XO =º W(0), onde ?(0) E uma matriz constante.Logo,4

temos:
Po

_
T(t-T)X0 = ET(t—r)Q] W(0) = o eB(t TMn), pois

Po -

T(t)o = & eBt a, a vetor constante.
Temos também, que:

Pº _ _
arm-nxo = dTEê eB(t T) W(O)] = -s eB(t T) o w<o>.

Seja zt = Nt e“(t'º)+s(tºº). Então,temos que:
. t "Jt -B eB(t'T)W(0)G(T,NT)dT : J “B eB(t'T)W(0)G(T,WTeu(T'º)+s(Tºº))dT=

do . oo

: F -B eªu-T> euh-ººªªºfºw» GM)“—
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Ana]ogamente, temos que:

Jt eB(t'T)W(0) F[1,2T + xºe(T,zT)de-=

t
.

= J elª“—T) e“(T'º)+5(Tºº) ªl/(0)FEE,WT+XOG(T,NT)JdT

-u(t-o)'5(tºº) “(t), resulta que:

v(t) = e-u(t-c)—s(t,o)[Ít -B eª(t'T> e“(T'º)+º(Tºº)W(0)G(T,wT)dr +

ou

Assim, chamando v(t) = e

t
+ Lº eBH:—T) eU(T-O)+S(T,U)uy(o) FEBWT'l'XoGÚMTndT]:

= Jt —B e(B'“I)(t'T)'ª(tºT) w(0) G(T,WT)dT +

+ Jt e(ª'“1)(t'T>'ª(tª> Wº) F[1,wT+xºG(r,wT)]dT

P1 P1
_ _ _Temos, também que wt = zt e “(t º) º(t'º). Disto resulta

que:
Pl -u(t-o)—s(t,o) t Pl u(T-o)+s(r,o)

wt =e £ ºº[gaga-mº]G(r,w,te - ' , )

+ Ít T(t- T) “PºFEí, WT e“T º)+S(T' º)+Xo G(T, WT emT º)+s(T''º?]d1=

t Pl
= L e'“(t'T)'ª(tºT)E—dTTu-nxo ]G('r,wT) »?

t xP+ Je -u(t— r)- s(t,'T)T(t')_)T FB," +Xº º(TºWTÚdT-

De maneira análoga, obtemos que:
t

wª : Jº e-u(t-t)-s(t,T) [ÉdTT(t'T)x3] g(1,wr) +

t ,
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Pl
Dos resultados acima, concluímos que wt = ©v(t) + Nt +

+ ou u(t) + Nª, onde u(t) ê obtido como segue.
Tinhamos que:

;(t) = u y(t) + ad+F&,zt+xºe(t,zt)]+ uG(t,zt)]
Fazendo y(t) = u(t)e“(t'º)+s(tºº), resulta que

&(t) : l](t)t_:_u(t-.o)+s(t,o) + u(t)D+,6(t)]eu-(t'º)+s(tºº)=
= Um:) + u.u(t).+ u(t)ad [P(mu) + p Gun,“) +

+ P(t,XoG(t,$u))J) e“(t'º)+ª(tºº)
Por outro lado, temos:

9(t) = u y(t) + adiFBz,zt+XºG(t,zt)]+ u G(t,zt)1 =

: u u(t) eu(t-c)+s('º_,.cr) + adíFEt,wt+XºG(t,wt)] +

+ u 6“,th e“(t'º)+ª(tºº)
Comparando as duas expressões para &(t), temos:

P

ú(t) = adíFEt,(<I> v(t)+wt1+wt)+xºe(t,av(t)+wt1+wt)] +
P: 0

+ ;; G(t, q> u(t) + wt + bit)]

Integrando de o até f obtemos que:
0t Pl

u(t) : u(o)+ ad J [F(T,© V(T) + wT .+ WT) +
o
P10 Pl -Q

+ F[1,Xo G(T, o V(T) + Nr +NT)] + p G(T,º u(r) + WT + WT)]dT

Assim, concluímos que:
P1 Q

= o u(t) + Nt + ou u(t) + wt
t

wt

u(t) = J -B e(ª'“1)(t'f)'ª(tºf>+(0) e(+,wT)d+ +
no(4.5)

, t
+ J e(B-uI)(t'T)'5(tºT) wº) FETMT+XOG<TºW+ÚªT

G)
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( p t P
wtl =J e-u(t'T)'5(t'T) EdTT(t'T)x01] G(T,NT) +

t P

"ªí e-u(t-T)'S(tºT) T(t-r)xº1 FE,NT+XoG(T,WT)JdT
&

t
(4.5)

J
wª =J e'“(t'T)'S(tºT) [farm-mà WºW—c) +

O'

t
+ J e'“(t'T)'ª(tºT) T(t-T)X3 |=|:T,wT+xº G(T,WT)]dT

U

t PI Q

u(t) = u(º) + adj (FE, <b v(*r)+wT +w1J +
O'

PI 0 PI Q

a + FB,“ G(T,<I> vm + wT + wT)] + u a(m v(r)+wT +WT)]d'r

Se para alguma constante u(o), conseguirmos achar uma solu—

ção wt de (4.5), então xt dada por:

t t
: [ut + x., a(t,wt)]e“(t'º)+ª(t=º)

E a solução com o comportamento assíntõtico estabelecido no teorg

x : " eu(t-o)+s(t,cr) + XoG(t, wt eu(t-o)+s(t,o)) :

ma.

Antes de prosseguir na prova do teorema, demonstraremos dois

Iemas.

Lema 4.1 - Sejam ou definida em (4.1), ºAl uma base para o sub-es

paço PI e o uma base para o sub—espaço Po. Seja Xº como

foi definida anteriormente. Então existe um número posi
tivo k, tal que:

(4.6) Inutil: k

(4.7) ”um?“ 5 k e<Re “"ª”“ t a o

mm? (er) - T<t>XE<ez> | 5 k eªe “'ª“ lºl-ºz!

'P591,6250. tzO
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P1

(4.8) |lT(t)xº !!15 k e(Re U+B)t t 5 0

Prova: Ílóvll= sup [$u(e)[ : sup ÍC euel : C1
' 'rfºíº -r5650

lÓu(ºl)'Óu(ºª)l : [º ªnel'º eueªl = ICI lengª-euºªl 5

5 lc] lu euª] IGI-ezl = czlel-ezl

Assim, ]loulllf k, k = max£c1,c2], o que prova (4.6).
De (4.4), vemos que (4.8) vale para a norma em C. Desde que

cada elemento da base ºAl

vezes um polinômio em e, do teorema do valor médio resulta que:

para o sub-espaço P1, é uma exponencial

||ºA1(91) * ºA1(ºz)lI5 m1 [61-62[ , ml = constante.
Pl

Como X0 e uma matriz cujos elementos estão em PI, cada ele-
mento e da forma ºAl a , para algum 'vetor constante a. Assim, cª

Blt
da elemento de T(t)x:1 tem a forma ÓAI e a, onde B, é matriz ou

jos auto-valores compreendem o conjunto A,. Consequentemente, cada
1 1

elemento de T(t)X0 (61) — T(t)xº (92), tem a forma

EtAl(61)-<I>Al(62)]eB't a. Logo existe 6 > O, tal que se t 5 0, te-
mos:

P1 P1
|T(t)xo (el)-umo (ez)l 5 lIºAl(el)-ºAz<ez)llle

f kz e(Re u+B)tlel'62l

Blt
a|<

Pl
Concluímos, então, que H'T(t)xº ||15 k eÇRe “+B)t, t 5 0, o

que prova (4.8).
A primeira desigualdade em (4.7), decorre de (4.2). A segun-

da desigualdade em (4.7), é consequência de (3.2),
.

tomando-se

a = Re u e 6 = 6 > 0. Então, existe constante M 3 l tal que

|T(t)x3(e,) — T(t)x3(ez)| 5 M e<Rª “'ª)t|e1-ezl, tao.
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Portanto, o Iema estã provado, tomando-se k suficientemente

grande.

Lema 4.2: Seja Nt e C' para t 3 o. Se as hipõteses (I) ou (II) do

teorema 4.1 forem satisfeitas, então existem uma função

O, e uma cons-Y3(t), continua para t 3 0, iim Y3(t)
“(:-bºº

tante K, tais que:

)t e-3(t-T)-Re s(t,T) [Y.(T)+W(T)+Y(T)“(T)jdvt
U

IA Y3(t), tzon.

IAEeª(t'T)“-Re 5((1: T) [Yh )(+1r'r )+y('r)1r((T)]d'l' Ya”): t?º'
(4 9)

t+e
)

1 e-3(t-T)-Re s(t, T) [YM)+1r (.“-)““) (_T)]dt< 'Y3(t()|91'ºz(
t+92

-r 5 61, e, 5 0 , t + 91 3 t + 62 3 o.

Se Nt e C' e llwtlll ê limitada, para todo t 3 o, temos:

(4.10) lr e(B'“I)(t'T)'ª(tªT) wº) FET,NT+X0G(T,WT)]dr+
t

+ (m—B e(B'uI)(t'T)'s(t'T) W(0) G(T,W )drl5 K Y3(t )suplle ])
t T r>o

Prova: Sejam F e G satisfazendo a hipõtese (3.7) e suponhamos que

vale a hipótese (I) do teorema. Desdeque |qu“ H 5k, 6(t)=ad[Fan%p+

+ M G(t,ou) + FEt,XºG(t ou )]l & s(t, o) = Jt 6(E)d€, temos que:
o

Ie-s(t,o)|=e-Re s(t,o)=e'“;( eLd[F(£,<1)u )+u o(g, ou )+F[15,x.,e.(5,qzu))]]dgS

t .

Iadlcl (º £IF(s,ou)l+lul WM“)! + |F[5,X'oG(E,fbu)]|1d€ s
IA e

Iadlci )t [v(£)+1r(€)+Y(€)1r(€)J Wmª < ,.,O
IA e
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5(t0)Portanto, concluímos que e é lím1tada quando t + w.

Jt e-B(t-T)-Re S(l'.,'r)6(T )+1r(T)+Y(T )TI'(T):)dT :
U

: e-Bt-Re s(t,o) Jt eBr+Re S(T:º)ª(T)+W(T)+y(—r)n(r)]dt
O'

Pelo Lema 2 de [1], temos que:
t
J eBHRe Sh.'CÉY(T)+W(T)+Y(T)7Y(T)]dT = eBt+Re s(t,cr) OU).
0

Assim, resulta que:
t
[ e-B(t'T)“Re ª(th)[Y(T)+1f(-c)+y('r)1r(T)JdT-'- Ú“)-
o

Por raciocínio anãlogo, usando o Lema 4 de []], temos que:

[:“B( t-'T))-Re 5((t, T) [YMW+WM+Y MJÃT :

Agora, desde que B e matriz diagonal cujos elementos são da

forma Re H + i p, p real, temos que:

[Ie(B'uI)(t'T)||= ]

[r -8 a(B'“I)(t'T)'ª(tºT)xy(0) en,»: )dTIS
1;

T

5sz (Bmw) ld <m2 sup Hw H IM)(TNTt
,

T>O' t
Analogamente

|E e(B'“I)(t'T)'S(tªT) m) PET,»,JT + XoG(T,NT)]dTl 5

s m sup llelll ) [W) + vlw—cnh-
T o t

Como Jm Ey(T) +W(T) + y(T)n(T)]dr < w, resulta que
t
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J Ey(r) + «(T) + y(t)n(r)]dt + 0 quando t + & e, assim, conclui
t

mos que:

lj“ -B a(ª'“1)(t'T)'ª(tºT) w(0) G(T,WT)dT +

t
+ Ja e(B-u1)(t-u)-s(t,u) W(0) FE%,XOG(T,WT)]dT| Í Kl sup llelh'º(1)t rgc

* t
Seja g(t) = m.) + m) + Y(t)TT(t) e seja “WL e'8(t'T)g(T)dr.

H(t) convergente para t 3 r.
It+el

t+91
H(t+el) - H(t+62) e-B(t-T)g(T)dT - [ e'ª(t'T)g(r)dT=

º o

t+6
= [

! 9-6(t'T) g(r)dT.
t+62

onde —r 5 62, 61 É 0, 61 # 62, t + 61 z 0

Pelo teorema da média, temos que:

H(t+el) - H(t+62) = e'ª(t*º) (e,-ez) onde 9159592.

Assim obtemos que:
t ez '

J
+

e.s(t—r)—Re ª(tªT)[y(r) n(T)y(T)n(T)]dT'5 o(l).(el-ez)
t+el

Dos resultados acima. vemos que existe uma função contínua

Y1(t), yl(t) + 0, quando t + », ta] que:I t
J e'3(t'T)'Re S(t'T)Ey<T)+N(T)+Y(T)W(Tí]dT 5 Y1(t) tiagº.
o

J'” es<t-r>-Re ª(tªr)[y(1)+1r('t)+Y(T)TT(T)JdT s Mt) t 2 º'
(4.11) t .

t+61 _ _ _jw e ª“ “ Rª ª“”)[y(r>+w(w>+y<T)w<r)JdT 5 “(t) (el—ez)
2

-r 5 61, 62 5 º, t + 91 Z t4'92 2 º
&
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|F -B e(ª'““(t"f)'ª(tª) m) G(T,WT)dT +

t

(4.11) 1: + Ee(ª'“1)(t'T)'ª(tºT) ?(0)FET,WT+X0G(T,WT)]VdTl 5

5 Km(t) sup IIWTII1 , t 2 º
T>O

se "t e C', ||wt||1 limitada para t 3 o.

Se a hípõtese (II) E valida, as três primeiras desigualdades

em (4.ll) são satisfeitas, com Y2(t) em lugar de yl(t).
Também, cada componente da quarta integral em (4.11), E da

forma

reív(t-T)'5(tºT)[-n[F(T,NT+X0G(T,WT))] * * G(T'WT)]dT
t

para algum vetor n e algum vetor A e portanto, pela hipõtese (II),
a quarta desigualdade em (4.11) vale para Kl = kf|n|+1A|1 e Yz(tl

em lugar de Yl(t).
Portanto se (I) ou (II) 5 satisfeita, as desigualdades (4.9)

e (4.10) do lema,valem para uma conveniente escolha das funções

Y1(t) e y2(t),que denotaremos por y3(t),e para Uma constante K, sg

ficíentemente grande.

Portanto,o lema 4.2 está provado.

Consideremos agora, o espaço de Banach V das transforma-

ções limitadas w de [o,m) em C', com valores wt e com norma N(.)

definida por:

N(w ) = SUp w |t t?º
“ tl1

Seja S o sub-conjunto de V tal que:

ªçuâàÍj'ª“:«(37



- 42 -

Hut-mnh“; naranlmltmo diam] +

+ NZ E Ey<T>+|u|vr<r>+nr>w<r>J [Y3(T)+'12'W(T)]d'f

onde b E um número real qualquer.

Em 5, consideremos a topologia uniforme. Para qualquer

130.

€,
0 < 6 < ], escolhemos o suficientemente grande, tal que, para todo

t 3 o:

Hmm %«(rnwz fíy<r>+lu|w<r>+v<r>w<r>3[mm %w(rndrd-e
O'

Para Nt e S e para o suficientemente grande, temos que:

llwtlll - llóublllí Ilwt-©“b||1<(1-e) Ilcbubll1

Assim, temos que:

llwtlll<(1-e)ll<1>ublll+||<bublll='2|l<1>ub||1 —e Ilcbublll

e portanto,

Ilthl< zuaubnl
Também, temos que Nt + dub quando t + a .

Em S, definimos o operador U por:

'
mt = (u n) = o v(t) + mªl + ouu(t) + wº

t t
t _

v(t) = J -B a(ª'“1)(t'1)'ª(tºT)w(0) G(T,HT)dr +
oo

t
(4.12) < + j e(ª'“1)(t'T)'ª(tºT)w(o) F[3,WT+X0F(T.WT)JdT'

(D

t
mªl : L e'u(t'T)'s(tºT)E-dTT(t-T)X|:1]G(T,WT)dT +

eu

t
.

+ [ e'u(t'T)'z$(tºT)T(t-T)XEl FfíºwT+XºG(T'wr)]dT'
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t P

U(t) = b + J ocd F[1,©v(r)+wtª+w0:|dt +
os T

t Pl o PI O
+ OLdfFEr,XoG(T,<D v(t)+u)T +wT)]+UG(T,©v(T)+wT “Mm

ou

4.12( ) 7
mg = JZ e'“(t'T)'ª(tªT)[-dTT(t-r)x3]e(r,wT) +

t
+ [ e—u(t-T)-S(tsT) T(t-t)X3 FEt,WÍ+XoG(TawT)]dT'

O

P « . . “Desde que X01 e matr1z CUJOS e1ementos estao em PI e cada e
1emento de P1 é da forma © &, cada e1emento de T(t'T)X51 e da

Bl(t'T)
A1

forma © e a, onde 81 € matriz cujos auto-valores compreegA1

dem os elementos de A1. De (4.4) temos que:

mu—mxªãlllf k.e<Rº“*ª“t'T)

Tambem ll-dTT((t—-T))x51|| =|]--©A B] 98 (t-r)ª||í kae(Re u+8)(t—T)

Disto resu1ta que:

ÍÍWÍIIIS ít ka e-Re u(t—t)-Re S(t,T) e(Re “+B)(t_T)#(t)||wT]|1dt+
00

+ It k e-Re u(t-t)-Re S(t,r)e(Re u+8)(t-tT)EY(T )+Y(T) m] lle [[ dT 5

fkat ªª““Rº ª'ªT Em (Mw (um sup [lw ||
w T>0

para k suficientemente grande. Do Lema 4.2, resulta que:

IIWÍllifKMt) sup Ilw H , tzo
T>C

- p -Devemos provar, tambem que mt esta na c1asse C'. Temos que:
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tlwíwen-wíwenl = lj e'“(t'T)'ª(tªT)£-dT[Ut-mª?(ex) -
co —

P -
_ 'T(t'T)X€1(ez)]]G(T,WT) + Jt e'U(t'T)'5(t,T)[T(t'T)Xol(el)

- T(t-r)x51(ez)l F[1,wT+XoG(r,WT)JdTI

Do Tema 4.1, obtemos que:
|T(t-T)XEI(el)-T(t-T)Xgl(62)| 5 kg e(Re “ª)(t'ºlel-ezl

Também, como os elementos de T(t-T)X51 são da forma

QA; eBl(t'T).a, do 1ema 4.1, temos que:

IdT[T(t-T)X51(81)—T(t-T)XEI(%)]| 5 k.. e(Rª “ªºs)(t'THel-ezf

Portanto, para K suficientemente grande, temos que:

IWÍWen-wíªwz)! 5 mm sup ann lei-eu tzº
T>O )

Concluímos, portanto, que:

(4.13) Huíªll 5 K um sup Hw H t z c-
1 T>º T 1

Sabemos que [16,pg.31] se g(x) e f(x) são funções contí
nuas em [a,b], a(x) de variação limitada, então

b b
[ g(x) f(x)da<x> =J g(x) dem
a a

x
onde B(x) = J f(t) da(t) a 5 x 5 b.

a

Usando esse resu1tadq, se Vf ê & variação de f, temos que:
t

|L, e-u(t-T)'S(t:T)[_dTT(t-T)X9]G(T:WT)| =

t
= |L e's(t'x)[dxr (“(“)[—dTT(t-T)x9]16(x,wx)| 5

O'

IA

t
Jºle'ª(tºx)|dva JZ e'W'T)[-dTT(t-r)x9]]|6(x,wx)|S
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t “

< ks £V í e'u(t'T)[—dTT(t—1)X9]] |G(€,w€)| 5
O'

IA

t
ks [ Jº |g'“(t'T)| l-dTT(t-1)X8[] «(€) 353 ||wT||1=

t
ka fíº e'Rº “(t'T)|dTT(t—r)x$lln<a> ªªª HleL

t-o _ka (Jo e( Rªu)“ lduT(u)x3l1n(€) ªs llwtll1

t—o '

kafjº e'ª“ lduT(u)x%| e'<Rª “'ª)“1n(€> sup erllls
130

'A kafjm e'ªªld T<u>x$|ef<ªª “'ª)">n(s> sup llw |! 5
0 U DO T 1

IA ks M "(E) sup “HTH1
rgc

onde &; está em [o,t]. Podemos mostrar que se «(t) & 11'm1'tada em

[O,ºº), com derivada "'(t) contínua, |1r'(t)| > 0 em [O,ºº),se ogãtft
para cada t > 0. então Et + » quando t + w. Assim, conc1uimos que:

t
|L e-u(t-T)-S(t,r)E-dTT(t-T)X%]G(T,WT)| 5 |< «(t) ª ||wT||1

Tamb'ém , temos que:
t

]JU e'“('º'T)'ª('º=T) Tu,—nx? FET,WT+XOG(T,WT)]dT| 5

IA

t ,
.

J e-Re Au(t'T)'Re Surf) ]]]-“qn?“ [FCT,WT+XOG(T,WT)]|ÓT 5
o

t
ku sup HWTHIJ ”(H)-Re S(t'T)EY(T>+Y(T)w(r)3dT-

TEC o
IA

Do Iema 4.2, temos que:
t

|J e'u(t'T)-S(t'T)T(t-T)X9 Flª,»! +X0Gi(r,w )]dTI5K Y3(t) sup 1|w|| .

o T ' T
T>C

T 1
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Portanto, concluimos que:

llwílls Km:) sup anug wu sup ||wT||1=
T>C T>G

= K["(t)+Ya(t)J sup 11le! t z c.
T>O *

Devemos mostrar que wª também está na classe C'.
t

(nª(eú- (nª(ez) = J e'“(t'T)'ª(tºT)f-dT[T(t-T)x9(e,) -
O'

t
- T(t-T)X3(Gz)j]'G(T,WT) + J e'“(t'T)'ª(tºT)[T(t-T)x%(e,) -

C

- T(t—r)x%(ez)] FEr,wT+x,e(T,wT)jd-f

Suponhamos que 62 < e,. Decompomos & segunda integral do se

gundo membro da igualdade acima na soma das três integrais 11,12 e

13, onde II E a integral de t+61 a t, 12 a integral de t+92 & t+61

e 13 a integral de o a t+ez.

Observamos que se t+61 < 0 (portanto t+ez<t+61<o) tomamos

I, como a integral de o a t, 12 = 13: 0. Se t+62<o<t+61 tomamos Iz

como a integral de o a t+61 e Ia=0. Nestes casos, o raciocinio que

faremos a seguir, se aplica com pequenas modificações.

Desde que x9(e) = 0 para —r 5 6 < 0 e x9(e) = I, e como

T(t-T)X9(e) = X9(t-T+6) em I, temos t + 6, < r < t, o que impli

ca t --r+ 61 < 0 e, portanto, t - T + ez < t — T + 61 < 0. Logo

1; 0.

Em 13, temos o 5 T 5 t-+ez e, portanto, t-r+61>t-T+ezgo. Dos

lemas 4.1 e 4.2 resulta que:
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t+9

Lisi f )
º º'Rª “(t'T)'Rº ª(tºT) |T<t-r)x9(el> —

º
T(t- T))xQ (e,))| |FEr,w+xº G((T, w )]Idr_<

ªeRe u(t—T)-Re s(t,T)e(Reu-B)(t-T)9(T)dTIA

t+9
k- SUP IIWT || |91'92Í J+e

T>O o

IA

t
Kz sggllw|! Iºl- ez! ) e'ªª'º'Re ª(t'T)g<T>dT :

T O'

IA Kz Y3(T) SUP ||w li Íºl'ºzl-
T>c

onde g(t) = Y(t)+Y(t)"(t)-

Em Ig, temos t + ez < 1 5 t + 61, o que implica t-T+91>0 e

t-T+92<0. Logo, T(tºT)x9(92)=0. Dos Iemas 4.1 e 4.2, resulta que:

|12|SlJt+el+e e-Re “(tT)Re 5((t T) “(tT)xº( 91)||FET W T+XoG((T "T):ldTIS
2

t+91 _ _ _
5 kl) e “(t T) Rª ª(t'T>EY<WT)+Y >n<r>ldr|<Ka va<(t) supllw ILlex-ºzl.

t+ez T>O'

Para K suficientemente grande, conc1u1mos que:
t

[Jº e-Mt T)s (t-'T)[T(t-T)XQ(61)-T(t-'r))XQ(662),]F['rH T+X(,G('r, WT )]dt|<

< ZK Ys(t) SUP llw || lºl'ºzl.
T>0

Consideremos agora, a primeira integral do segundo membro de

w3(61) - w3(ez) ,

t
|) e'“(t'T)'ª(tºT)£-dT[)(t-T)x3(e,)-T(t-T)x3(ez)]]e(1,wT)| =

º
t x .

= |) e'ª(tºx>£dx) e'“(t'T>[&dT(T(t-T>x9<e1>-T(t-r)x9(ez>>Jle<x,wx)ls
CO
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HQ

t
< (<a (vj a““)E—dT(T(t—T>Xºã<e1)—T(t-T>x3(ez>>])(Gouwx)ls

< K3 [VJ e'U(t'TÚIEdT(T(t-T)x9(el)-T(t-T)X9(62))]]|G(€.WE)IS
Q

IA Kafjí lei““)! IdT[T(t'T)x(o)(91)-T(t-T)X9(62):||]"(€)HWEHIS
U

t
5 (dj e'ªª““ª"“ldT[T(t-r(x9(91)—T<t-T>x%(e29]|)a«<s> Frªg llw H =

º >

t-omijºNº"“ld [TM (e)-T(u>x3(ez)|1n<s>):“;25 lleHl-

IA |< fre3" ld [((wa (en- T<u>xº (ez)le'(ªº “ “uma sup Hw |l<
T>0

ka M «(&)supllw || 161-621.
r>c

|A

Logo, temos que:
t

IJO e-u(t_T)-S(tºT)[-dT[Í(t-T)X%(ºl)—T(t—T)X9(ez)]]G(T,WT)If

5 2K "(t) sup IIWTII Iºl-ez!
T>U

Assim, conc1uimos que:

|w3(e1>- g(em 5 em“ sup nw (( (el—eu +
T>G

+2K «(t) sup |th || lel- ez] = 2KEyª( t)+1r('c)]suprT II 191— ezl
T>0 T>C

e portanto,

(4.14) umª)“ < 2KE1T(t)+y3( t)] sup ||w || , t > o.
T>C

e (4.12), temos que:
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t
V(t) = J -B e(3*"1)(t'T)'ª(tºT) W(0) G(T,WT)dT +

W

+ [t e(B-IJI)(12-1')'S(t,'l') wo) FETszi'XoGÚMTÚdT

Do lema 4.2, temos que:

|v(t)[ 5 Kl y3(t))sup ||wT ][ t 3 o, Wt e S.
T>C

Além disso, como º e uma base para Po, existe k tai que

Ilºlh 5 k. Logo, para K suficientemente grande, temos que:

(4-15) Ilº v(t)H15 K Ys(t) SUP HWT'Hl t 2 º-
'

130

De (4.13), (4.14) e (4.15), conc1uimos que:

umª + mªtª + «» vm“ < K vam SUP ““ “ *
T>C

+ ZK E"((t) + Ya(t)] sup HW “ + K Ya(t))sup |Iw H=
T>C T>U

=4u< [um “lv um] sup nw || tao.
T>O

isto E, & v(r) + “51 + os estã na classe C', para cada T.

Portanto, temos que
t

Iade [F[T, ºv(r) +wZª+wºj+uG((T ,ºv(r )mmp1+wº))dr +

t
+ J ad. FEr,XoG(T,ºV(T)+w:1+w1Q—)]d'flÍ

IA

1:
Q pIwi] Iv(T)+|ul1T(T)+Y(i)1r(T)ÍI |lºv<r>wr+wgl|1ms

IA Iadl 4Ksup nw ||[ [x(r)+lulv(T)+Y<r)w(T)Il Em») «mjm
T>0

para todo t 3 o e quaiquer Nt em S.

Vamos, agora, obter uma limitação para llwt- u 1
.
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llwt-oubllf um >+wil+wº+dpu<tr Mbit
= [|Q v(t)+wªª+wgfou[b+JZ ad FEr, º v(Tm+wP1+w dT +

t
+ I adqu(T,© v(T)+w:1+wQ)+-F Er,XoG(T,º v(T)+wP1+w3]]dT -

T Too

.t
! P | 3 P

% b.!l 5 HT v(t)+wtª+w3l!1+ mun Iadl ( Ima» v<r>+wg+w3ndr+
00

+
t

:!ouHI ladl J [lul|G(T,© v(r)+wpª+wQ)|+lFEt,XoG(T,Q v(t)+wP1+wQ)]|]d15
& T T T T

IA

l :4K t + t su ;w +EY3( ) 2'"( )]
Tag

| Tik

+
t

4K Eloulllladl ªªª HWTIÍT L B(T)+|uIT(T)+Y(T)T(T)] [Y3(T)+'12'W(T)]dT-

Desde que sup HwT li < 2 "© b|| , temos que:pº Ll 1

llwt-cbublllf 8KEYa(t)+JZTT(t)] ilóublil +

t -+8K!adl Houlll 11%ij [y(T)+lu|n<«r>+y<r>m>][“mámuch

Portanto, para o suficientemente grande, temos:

Ilwt-wublllf NI "(null [Ys(t)+vlvw(t)] +

t
+Nz|ld>ubHIJ [Y(T) +lu|T( +T)Y)(TT (T)] [Y3(T)+'2'"(T)]d'f

onde NI = 8K, Nz = 8K|ad| HouHI, o que prova que U leva S em S.

Também desde que U 5 linear e limitado resulta que U 6 contí
"UO .

Finalmente, vamos mostrar que U 5 uma contração. Suponhamos

que Nt e V estão em S. Sejam:t
- _ PI O

- U Nt e º v(t) + w + ouu(t) + mt t > 0“ªt
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PI:) =UV =<1>p(t)+nt + Óu v(t)+ 9% t'> o

t
p(t) = J -B e(B'“I)(t'T)'ª(tºT)W(0) G(T,VT)dT +

eo

+ Y a(ª'“1)(t'T)'s(tºT) Wº) FET,VT+XOG(T,VT)]dT
oo

t
giª = L ª'““'“'ª“ª>E—dTHt-rw'ãllºhwa +

t .

+ [ e-u(t—T)-S(t,T) Tv.—nx? FEr,V.T+XoG(T,VT)]dT

t
93 : Jº e'u(t'T)'s(tªT)E-dTT(t-T)X9] (;(-[,VT) +

t
+J e'“(t_T)'s(tºT)T(t—T)Xg FET,VT+XOG(T,VT)]dT

O'

t
v(t) = b + ad L [FE-mb p(1)+951+933+u (a'-(nº o(r)+951+93)1df+

t P O
+ ad í FET,XOG(T,<DQ(T)+Q 1+QT):|d't.

co T

Assim, temos que:

llwt-ºtllls Hº vm - «> p<t>n1+ llwÍª-ºglll +

_
. 0.0+ llaulll |u(t) v<t>| + nat ºtlll

' t
||wíthIHI= ij e'U(t-T)'S(t,T)[_dTT(t_T)xÍ:1] EG(TSWT)'G(T,VTU+

t
+J e'U(t-T)-S(t,r)T(t—T)X€1 [PET,WT+XOG(T,WT)]_

_F [T,VT+XOG(T%)] ]dT |

Da linearidade de F(t,$) e G(t,$), temos que:
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F(t,wt) - F(t,V t) = F(t,wt-V t)

o(t,wt) - G(t,V = o(t,w -vt) t t)
—V e C'.Ass1m, se wt e Vt e C , entao wt t

Pela hipõtese (3.7) temos que: para todo t 3 o:

IFEr,<wT-vr> + MGMT-vg]! 5 Um + mmo] "WT-VTHI

Tambêm:

[GMT-vm 5 um lle-VTHI
Assim, concluímos que, para todo t 3 o:

P P
“wtl'ºtllll 5 K Yª“) SUP “WT'VTHI =K Y3(t)N(wT'VT)

T>G

Analogamente, obtemos que:

Ilmª-93“; 2KEY3(t)+TT(t)] sup Ile-VTIII =2|< £Y3(t)+v<t>JN(WT'YT>º
130

e, tambêm,

Nº «t)-<» o(tHII : |< “(mun IlWT-VTIII = K Y3(t) MNT-VT)
Tao

Portanto, concluímos que o v(t) — © p(t) + mil - o:] + wo —93

está na classe C' e, assim:
t

lu(t)—V(t)í<.4Klªdlsug lle—vTHJ [Y(T)+|U|TT(T)+Y(T)7T(T)] [Y3(T)+%-1T(T)]df=
tz , w

.

t
= 4K|ale<wT-vT)J [Y(r)+lul"(r)+Y(T)Tr(T)J Buoànmjdr

Dos resultados acima resulta que:

Ilºt'ºtlh 5 2x Y3(t)N(wt-Vt) + ZK E13(t)+n(t)]N(Nt-Vt) +

t
+ 4K Iadl "«»qu Not-vt) LM»lulwm+y<m<rnEv=<r>+1gn<oldr=
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: % [Nz JZ [Y(T)+|U|TT( T)+y ((T)1T(T)] [y3(1:)+.2.1f(“(TDdT +

+ N; [Y3(t)+lzn(t)]1 Mbit-Vt) 5-%(1-e)N(wt-vt)

para quaisquer w, V em S. Desde que 0 < & < 1, concluímos que V ê

uma contração em S.

Consequentemente, existe um Único ponto fixo wt em S e essa

função Nt nos dã uma solução de (4.ll). A função xt definida por:

u(t-o)+s(t,o)(4.16) xt = z,c + XºG(t,zt) = [ut + xºe(t,wt)] e

e uma solução de ETE)“ G(t(,xt)] = L(xt) + F(t,xt) e como wteS,

resulta que wt = «pub + ojl). Façamos '

wt = ou(0)b [l+o(l)] =

= c.b D+o(l)]. De(4.l6) temos, que:

xt :
,eu _º ,,s (,(, |

5 Ilwtlll + p.vr(t) Ilwtlll = [uma] “th1 =

= [l+p1r(t)]cb [l+o(l)] =

Como lim «(t) = 0, concluímos que:
t+oo

x(t) = [cb+o(l)] eU(t'º)'S(tºº), quando t + oº .

O teorema está provado.

Exemplo: Como aplicação do teorema 4.1, consideremos um caso parti
cular de (2.3). Seja a equação

(4.17) a?- £x(t)- a.,x(t- r) —a((t)[xt) x(-t-r(t))]] = -b'ox(t) -

—cox((t--r) - b(tWE; (t- r(t))]
onde ao, bo e co são constantes, a(t) e b(t) contínuas para t 3 0,

r(t) contínua, 0 5 r(t) 5 r, r 3 0.

A equação autonoma associada a (4.17) €
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(4.18) % B(t)—aot(t-r)] = -box(t) - cox(t-r).
Para a equação (4.17), temos que:

L(w) ªboÓ(º) — C0Ó('r)

º(a) = a(º) - ªoºN'Y')

P(tm = -b(t)[d?(º)-<b(-r(t)):l
G(t,©) = ª(t)E$(º)-$(-r(t)53
A(A) = A—aer'Ãr + bº + cce-Ar

ou(e) = eue -r 5 e 5 0

Wu(r) = e'“T 0 5 r 5 r
Y(t) = lb(t)|
«(t) = Íª(t)|
Se J“ la(t)|dt < » ,Jw lb(t)|dt < w, lim a(t) = o e se u 5

uma raiz simples de detA(A) = 0 e todas as outras raTzes com par-
tes iguais 5 parte rea] de u são raízes simpIes, então existe uma

solução de (4.17) de forma

(4.19) x(t) = eu(t—o)+s(t,o) [à+o(1)] quando t + «.
A conclusão (4.19) tambêm ê vã1ida se y(t) e “(t) satisfazem

a hipotese (II) do teorema 4.1.
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