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CAPITULO I

INTRODUGAO

Consideremos o sistema de equagoes diferenciais-diferenga

(1.1) x(t) = [Ao+A(t)]x(t) + [Bo+B(t)]x(t-r)

onde r @ uma constante real nao negativa, x vetor n-dimensional,A,
e By matrizes constantes nxn, A(t) e B(t) matrizes nxn, cujos ele
mentos sdo fungdes continuas de t para t > 0. Para r = 0, isto e,e
quagoes diferenciais ordinarias, as propriedades assintoticas do
sistema (1.1), quando A(t) e B(t) sao suficientemente “pequenas",
foram bem estudadas. No caso r > 0, estudos semelhantes foram fei
tos por Bellman e Cooke em [1]. Parte da dificuldade que aparece,

neste caso, deve-se ao fato que o sistema nao perturbado
(1.2) x(t) = Aox(t) + Box(t-r)

representa um problema em um espaco de dimensao infinita.
Em (8], Hale provou que se A(t) e B(t) sao "pequenas", as so

) et At g uma solucao  de

lugoes de (1.1) tem a forma p(t , onde e
(1.2) e p(t) e uma adequada fungao de t. Trabalhando num caso mais
geral utilizando uma teoria de equagoes diferenciais funcionais au
tonomas, devida ao proprio Hale [7] e a Shimanov [15]  conseguiu
sistematizar a derivagdo correta de equagOes integrais. 0 metodo
usado por Hale, partindo de uma formula da variagao das constantes
para equagoes funcionais, devida ao proprio Hale, foi obter uma e-
quagao integral e, entao, empregar um teorema do ponto fixo para

provar a existencia de uma solugao com o comportamento assintotico
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desejado.

Usando metodo semelhante ao de Hale, enfraquecendo a hipote-
se basica sobre o termo perturbado, Cooke, em [2], provou um resul
tado que engloba certos problemas que nao satisfazem a hipotese de
Hale, como, por exemplo, equagoes funcionais com retardamento de-
pendendo do tempo.

Recentemente, em [14], Izé fez uma generalizagao do trabalho
de Hale, obtendo um resultado analogo para sistemas de equagoes

funcionais do tipo neutro, como, por exemplo, a equagao
(1.3) x(t) = [Ro+A(t)]x(t) + [Bo+ (t)]x(t-r)+[Co+C(t)]x(t-r)

onde r @ real, r > 0, x vetor n-dimensional, A,, By e C, matrizes
constantes nxn e A(t), B(t) e C(t) matrizes nxn, cujos elementos
sao fungbes continuas de t para t > 0.

Em [8], Hale mostrou que o espago de solugdes do sistema
(1.2), pode ser decomposto em dois sub-espagos complementares inva
riante P e Q, onde P & de dimensdo finita e, em P,las solugoes se
comportam como solugoes de equagoes diferenciais ordinarias. No ca
so de equagoes diferenciais funcionais do tipo neutro,o estudo das
solugoes da equagao nao perturbada e mais complicado, pelo fato de
que a teoria basica esta em processo de desenvolvimento. No estudo
das propriedades assintoticas, em particular,uma dificuldade adi-
cional aparece, devido ao fato que na decomposigao do espago de so
lugoes da equagao nao perturbada, a equacao que da o comportamento
das solugoes no sub-espago invariante P, nao e uma equagao diferen

cial ordinaria, mas uma equagao integral de Stieltjes.
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Também para equagdes funcionais do tipo neutro, o operador
T(t), definido por (2.6), nao e compacto, como no caso de equagoes
retardadas. Assim, o espectro continuo de T(t), (que ate o momento,
ainda nao foi bem determinado), nao e {0}, como no caso das equa-
¢oes diferenciais funcionais retardadas.

0 proposito deste trabalho, & de, como fez Cooke em [2], en
fraquecer as hipoteses basicas sobre os termos perturbados. Obtive
mos, assim, um resultado que engloba problemas de equacoes diferen
ciais funcionais do tipo neutro com retardamento dependendo do tem
po, para 0s quais, as hipoteses de Iz em [14], ndo sdao verifica-
das.

Observamos que o resultado de Cooke em [2], nao & mais geral
do que o de Hale em [8], devido @ hipatese sobre o termo perturba
do. No resultado que obtivemos, conseguimos eliminar essa hipotese.
Assim, nosso trabalho generaliza o de Hale em [8], o de Cooke em
2], e o de 1z& em [14].

No capTtulo II, damos definigOes e notacoes que serao usadas
a seguir. Provamos a formula da variagao das constantes para equa
coes diferenciais funcionais devida a Hale, e fazemosvum resumo de
resultados conhecidos, que serao utilizados na prova do teorema
principal.

No capitulo III, fazemos uma analise do espago das fungoes
Lipschitzianas,a decomposigao desse espago,e citamos resultados de
vidos a Henry em [j3], que serao muito importantes na demonstragao
do teorema 4.1.

Finalmente, no capitulo IV, provamos o teorema central de nos
so trabalho, sobre o comportamento assintotico de solugoes de um

sistema de equagoes diferenciais funcionais do tipo neutro. s

e
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CAPTTULO II

NOTAGAO E RESULTADOS BASICOS CONHECIDOS

§1. Notagao e definigoes

Sejam: r > 0 um numero real, R o conjunto dos numeros reais
e E" 0 espago vetorial linear dos vetores coluna, reais ou compie

n¥*
denota

x0s, n dimensionais, com qualquer norma de vetores |.|. E
ra o espago vetorial dos vetores linhas. C([h,b],En) e o espago de
Banach das fungOes continuas, definidas em [a,b], com valores no
E", munido da topologia da convergéncia uniforme.Se [a,b] = [-r,0],
seja C = C([}r,Q],E") e para cada elemento ¢ ¢ C,designamos a nor
ma de ¢ por ||¢]]=  sup |¢(6)|. De maneira  analoga definimos

n* -rse 0
c* = c([0,r],E" ).

Se ceR, A>0 e x e C([o-r,o+A],E"), para qualquer

t ¢ [0,0+A], seja x, e D definido por x,(8) = x(t+6), -r <8 < 0.
Se Q e um subconjunto aberto de RxC e f e D s3o fungdes continuas
definidas em Q com vetores em En, dizemos que a relagao

(2.1) D (t,x,) = F(tx,)

e uma equagao diferencial funcional. Uma fungdo x & chamada uma so
lugao de (2.1) se existemo e R e A > 0 tais que xeC([g-r,c+KlEn),
(t,xt) €Q, t e (0,0+4R) e satisfaz (2.1) em (o,0+A). Observemos
que, da definigao, resulta em que D(t,xt), e ndo x(t), e continua

mente diferenciavel em (o,0+A). Para um dado 0 ¢ R e ¢ € C,(0,9)eq,
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dizemosque x(o,¢) (t) @ uma solugao de (2.1) com valor inicial ¢
em o ou de modo mais simples, que & uma solugao de (2.1)atraves de
(0,0), se existe um A > 0 tal que x{o,4) (t) & uma solugao de (2.1)
em (o-r, o+A) e xt(c,¢) = 4.

Vamos supor, em (2.1), que D(t,) = ¢(0) - g(t,d), g(t,) e
Tinear, g(t,$) = Jo [ﬁeu(t,e)]¢(e), onde u(t,8), 0 < t < =, -ree<0,
e uma matrfz nxn, ;:jos elementos sao fungoes de variagao limitada.
Dizemos que g(t,$) e nao atomica em zero, se existir uma fungao es
calar y(t,s), continua e nao negativa para 0 <t <o, 0<r< o
v(t,0) = 0, tal que

0
| ool vt sus loe)

para todo ¢ € C, 0 < s < r. 0 sistema (2.1) e chamado uma equagao
diferencial funcional do tipo neutro, se g(t,$) for nao atomica em
zero. Suponhamos, ainda que g(t,$), f(t,$) satisfaga alguma hipote
se adicional, para assegurar a existencia, unicidade e dependencia
continua em relagao a condigoes iniciais, de solugﬁes de (2.1).Ver,
por exemplo, referéncia (5] ou t10].

Neste trabalho, estudaremos sistemas autonomos de equagoes

diferenciais funcionais do tipo neutro, do tipo

(2.2) £0(x,) = L(x,)
e sistemas perturbados de (2.2), da forma
d
(2.3) FED(xe) = G(tyx, )] = L(x,) + F(t,x,)

onde D) = ¢(0) - g(¢), D(¢) e L(¢) operadores lineares contTnuos

de C em En, com g(¢) e G(t,4) nao atomicos em zero e
0

(2.3) a(9) = | {n(e)) o(e) sec

-r
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u(6) matriz nxn, cujos elementos sao de variagao 1imitada.Tambem e
xiste uma matriz n(6) -r < 6 < 0, nxn, cujos elementos sao de va-
riagao limitada tal que

(]
(2.5) L(¢) j [dn(8)] ¢(6) , ¢ € C

-r

Se ¢ e qualquer fungao em C e x(¢)(t) € a Unica solugcao de
(2.2) com fungao inicial ¢ em o = 0, definimos o operador T(t)
T:C » C, pela relagao
(2.6) x,(4) = T(t)o

0 operador T(t), t > 0, acima definido, satisfaz as seguin
tes propriedades (ver, por exemplo, referéncia [9]pg.97).

i) A familia {T(t),t >0} e um semi-grupo de transformagoes linea

res, isto e, T(t+s) = T(t) T(s) para todo s> 0, t > 0.
ii) T(t) e limitado para cada t > 0, T(0) = I, e T(t) e fortemen
te continue em [0,»], isto e,

Tim ({T(t)¢ - T(s)eii=0
s+t

para todo t > 0, ¢ em C.

iii) Se D(¢) = ¢(0), entao T(t) e completamente continuo (compacto)

para t > r.

§2 - A Formula da Variagao das Constantes

Se H e C([0,%],E"), H(0) = 0, consideremos a equagdo dife-
rencial funcional do tipo neutro, nao homogenea.
(2.7) $& [D(xy) - H(E)] = L(xy)

Nosso objetivo e obter uma formula analoga a formula da va

riacdo das constantes para equagoes diferenciais ordinarias,para a
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equagao (2.7). E suposto que H(t) e L(x,) satisfacam alguma hipote
se que assegure a existencia e unicidade de solugoes de (2.7).
Lembramos que D e L sdo operadores lineares continuos e que

D(4) = ¢(0) - a(d), 9(¢) = -J [gu(e)]¢(e), e existe fungao conti-
-r

nua y(t), t >0, y(0) = 0 tal que
[ muEdee < v llol
-r

Vamos denotar por x(¢,H)(t) a unica solugao da (2.7), com
fungao inicial ¢ em o = 0.
A demonstracao que daremos aqui e devida a Hale, como apare
ce em [10].
Lema 2.1 - Existem constantes a > 0, ¢ > 0, tais que a - solugdo
x(¢,H) de (2.7) satisfaz:

1 x,(6.H) [ < faliell + sup [H(u)|} e®*
O<u<t

_ para todo t > 0, para o qual a solugao existe.
Prova: Suponhamos que |L(¢)| < ||}l |D(¢)| < M||¢]| para toda ¢ C.

Seja A uma constante positiva tal que 1 - y(A) > 0. Defini
mos b= [1 - vy(A)]"! e a=[y(r)+M].b e escolhemos vy(r) + M > 1.
Entdo, para qualquer t e[0,A], se x(¢,H)(t), temos:
D(¢) + Jiﬂhﬂe)]xt(e) + Jt L(x)ds + H(t) =

0

x(t)

= D(¢) + j"‘ [du(0)]x, () + J“’A [du(0)]x, (8) + Jt L(xg)ds#H(t).
e ]

0
Para t e [0,A], temos que lixg = lloll, visto que -ree<-A,
implica que t + 8 < t - A < 0, pois t < A. Logo, xt(e) = x(t+6) =
= ¢(6). Assim temos que:
(6] < B+ O] Telle vCR) b 2 [l llas +

H .
+ Ozzgt [H(u) |
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Desde que y(r) + M > 1 e xo = ¢ 0 termo do lado direito da
desigualdade acima & um limitante superior de |[|x,|, t > 0.Isto re

sulta em que:
: t
[Ixgil s Ber(r)] floll+ v(A)iky 1+ 2 | llxgiids +
0
+ sup |H(u)|
O<u<t

ou seja

-

t
0 - (A Hixglis B0+ v flolie [ lixglids +

+ sup | H(u)]
O<u<t

Multiplicando ambos os membros da desigualdade por

-1

0 - y(A)] , temos que:
xg e ey (r)] D-v(A 7" 0l +D1-y(AJ7Y sup  [H(u)| +

O<wct
-1 t ' "
+ [1-y(A)] ZJ x|l ds = [Mey(r)]b {[¢]| + b sup [H(u)|+
_ 0 O<u<t
t
bz | x| d
+ Jo llxsl S

Usando a desigualdade de Gronwall concluimos que:

(2.8) ixyli<ta lloll+b sup [H(w) 3™, ¢ €[o.A]
O<u<t

Por indugao vamos provar que a desigualdade acima e valida
para todo t > 0, para o qual a solugao e definida, desde que b.1
seja substituida por uma constante ¢, suficientemente grande. Seja

(bz-c)A <

constante ¢, tal que ¢ > b.Z, a.e 1. Entao temos que

(2.9) [Ix,lI< {ajlol]+ b sup [H(u)[} e, t e [0,kA]
O<u<t

De (2.8), concluimos que (2.9) vale para k = 1, desde que
b.z < c. Se t e [KA,(k+] )A] usando a estimativa (2.8) para a solu
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¢ao de (2.7), com valor inicial ¢ em ¢ = t-A, temos que:
| i | b.7.A
ixolls Gallx,_pli+ b sup  jH(u)[e®*
t-A<u<t

Da hipotese de indugao, temos que:

[ xp_plis falloll +b sup  [H(u)|peC(EA))
O<u<t-A

Assim, resulta em que:

IxJi< tafalioll+ b sup H(u) (A &
O<u<t-A
+b sup lH(u)i}eb-Z.A = {alalldi+ b sup lH(u)l]}ec(t'A)+bZA+
t-Asust O<u<t-A
+b sup  [HW [ = Qo + b sup u)Jae(DE-cIAtCt
t-Asust O<u<t-A
b.Z.A

b sup |[H(u)le < [al]i¢]j+ b sup IH(u)[]ect
t-A<u<t O<u<t-A

+

+b sup lH(u)leb'Z'A < [alloli+ b sup ]H(u)l]eCt +
t-A<u<t O<u<t-A

A r~ 1 t
b sup IH(U)% e < aligll+ b sup [H(u)[]eC
t-A<u<t O<u<t

desde que a = [M + y(r)Jb > b, isto &, %< 0.

+

0 lema esta provado.

Corolario 2.1. Seja x(¢,H)(t) a Unica solugao de (2.7) em
[-r,=], através de ¢. Entdo
x(.».) : Cx C([0,%) »E") »E"
e continua.
Prova: 0 corolario e consequencia imediata do 1ema.2.1, desde que
g(¢) e L(¢) satisfacam as limitagoes requeridas pelo lema, visto

que entao x(.,.) e limitado.

Teorema 2.1. (Formula da Variagao das Constantes). Seja {T(t),t>0},

o semi grupo fortemente continuo, definido no paragra
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fo anterior. Seja B(t) matriz de fungoes, nxn, de va
riacao limitada em cada intervalo finito de (0,=),
B(t) continua a esquerda em t, B(t) = 0 para -r<t<0.
Entao, a solugao x(¢,H) de (2.7), satisfaz, para todo
t>0

(2.10) x(8,H)(t) = (T(£)9)(0) + | [B(t-51IH(s)

ou

t -
(2.17) x,(¢,H) = T(t)o + L [dx By _giH

Prova: Do corolario 2.1, resulta que x(.,0) : C + E" & confinua.Da
unicidade conciuTmos que e linear.

Tambem resulta do corolario 2.1, que &(O,H):C([b,«ﬂﬁn)+En e
continua e, da unicidade,que & 1inear.Pelo teorema da representa-
¢ao de Riez, existe uma matriz de fungoes nxn, B(t,s), de variagdo

limitada em s, para s € [0,t], tal que

(2.2) x(0,4)(t) = | [d4,B(t,5)] H(s)

Alem disso, a funcao B(t,s) pode ser escolhida de modo qUe
seja continua a direita em s e e univocamente determinada especifi
cando-se seu valor para algum valor particular de s. Escolhemos
B(t,t) = 0 e definimos B(t,r) = 0 para t <s < t + r. Vamos mos-

B(t-r,0). Suponhamos que H(t) ¢ C((-w,w),En) e

trar que B(t,r)
H(t) = 0 para t < 0. Seja Hc(t) = H(o+t), = < t < =, para qual

quer o real e consideremos a x(0,H)(t) de (2.7) tal que x(0,h)(t)=0
para t < 0. Da equagao (2.7) resulta em que x(0,H_)(t)=x(0,H) (t+0)

e,portanto,de (2.12) temos que:

K(0.H) (t40) = |1 [8B(t0,5T]H(s)
0

- t - -
e x(O,HG)(t) = Jt [as B(t,S)HG(s) = J [ds B(t,s) H(g+o)
0

0
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t tvo

e assim J( [ds B(t+o,s)]H(s) = J( l_ds B(t+o,s)]H(s) para cada H
0 0

pertencente a classe acima. Para cada o < 0 e desde que H(t)=0 pa

ra todo t < 0, isto implica que:

Jf:ft [ds'ﬁ(tw,s)lH(s) = J: 1315 B(t+o)]H(s) +

¢ [T @, Bltro,s)IH(s) = 0+ [T @ B(teo,s)JH(s)
0 S ;

0

Tambem se u = s+o, temos que

t _ - (G+t _
J [d BlersiiH(s+o) = | &g Bt.u-o)]H(u)
0 o
Portanto concluimos que:
(O"ﬂ't - (0+t - -
L [d_ B(t,u-0)JH(u) = | d. B(t+o,8)]H(s)
Jy ©s J, s
para cada H na classe acima definida. Assim, concluimos que

B(t,u-o0) = B(t+o,u) para todo t > 0, 0 < 0, 0 < u < t+r. Em parti

cular, para u = 0, s = -o, temos que B(t,s) = B(t-s,0),0 < s < t+r.
Definindo B(t) = B(t,0) e desde que {T(t) t > 0}, pelo 1le

ma 2.1, e um semi-grupo de operadores Timitados, o teorema fica

provado.

Corolario 2.2 - Seja B(t) a matriz de fungao definida no
teorema 2.1. Seja H(t) absolutamente con
tinua em [0,v], para cada v > 0. Se H = h
em quase toda parte em [o,=], entdo, defi
nindo xt(¢,H) = xt(¢,h), temo:: |
(2.13) o (0:H) = X (0uh) = T(t)o - [ B h(s)as

para todo t > 0. Alem disso, ' B(t) e es-
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. sencialmente limitada em cada intervalo

dw,g em quase toda par

te, onde W(t) e a unica solugao de
Wo =

(2.14) 0=0 ¢
(W) = | L(H)ds + 1

finito e B(t)

0
t € [0,9), I = identidade

t
j [dB(t-s)]H(s). Usan
0

Prova: De (2.10), resulta que x(0,h)(t)

do integragao por partes, temos que:

t
Jt [4.B(t-5)JH(s) = B(OJH(t) - B(t)H(0) - Jo B(t-5)dH(s) =
0

t
= - j B(t-s) h(s)ds.

0

desde que B(t) =0 para t < 0 e H(0) = 0, o que prova (2.13):

Seja W(t) = Lf B(s)ds. Entao W(t) corresponde a solugao de
(2.7) com H(t) = -tI. Assim, o corolario esta provado.
Observagao 1: Na prova da formula da variagao das constantés, a
normalizacao para a funcao B(t) @ arbitraria. Podemos mudar a nor
malizagao, escolhendo uma matriz de fungoes: X(t),definida para to
do t > -r, continua a direita, X(t) =0, -r < t < 0, X(0) = I.Nes

te caso, a formula da variagao das constantes, fica:

t
(2.15)  x(t) = (T(£)9)(0) + H(t) - X(L)H(O) - | Tax(e-sTn(s)
ou
t
(2.16) X, = XoH(t) = T(t) [9-XoH(0)] - J [dST(t-s)XoJH(s)
0

onde T(t)Xo = X,. Esta notagao e justificavel desde que pode-se
mostrar que Xt satisfaz a equagao

(2.17) D(X,) = j: L(X)ds + T, t>0
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0 se -r<6<0

Xo(0) =
I se 6=20

t
Tambem se H(t) = J h(s)ds, temos que:
0

t
(2.18) Xg = T(t)o + J T(t-s)Xo h(s)ds

0
Observagao 2: A forma (2.11) da formula da variagao das constan-
tes, tem algumas vantagens sobre a forma (2.10).
A primeira vantagem, & que na equagao (2.10) a operagao de

introduzir uma nova variavel z, = e-ot

Xy nao & valida. De fato
para que essa operagao fosse valida, teriamos que 24(0)= z(t+0)pa
ra todo t e (-=,%), 8 ¢ [-r,0], 0 que, evidentemente, ndo & satis
feito. Na equagao (2.11), a introdugdo da nova variavel pode ser
efetuada, discutindo-se o comportamento de z como uma solugao da
equagao integral, mesmo sabendo-se que z nao satisfaz a equagao
diferencial funcional e voltando-se a fungao Xys Para obtermos in
formagao sobre a equagao original.

A seguinte vantagem, que sera muito importante no que fare
mos a seguir, e que se o espaco C & decomposto na soma direta de
dois sub espacos, podemos fazer mudangas de variaveis em um sub-
espaco e determinar as equagOes integrais para as novas variaveis

no sub espago. Em particular, para coeficientes constantes, isto

e analogo ao que fazemos quando usamos a forma canonica de Jordan.

ol
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§3. Decomposigao de C com a Equagao Adjunta

Consideremos o sistema (2.2).

Seja {T(t),t>0} o semi grupo de operadores definido no para
grafo 1.

Desde que T(t) e fortemente continuo, podemos definir o ope
rador infinitesimal de T(t), como:

(2.19) Ap = Tim 4 [T(t)6-¢) 6 €C
‘ t»0t

se 0 1imite existir. Esse limite nos da convergencia em norma em C.
0 operador infinitesimal de T(t) € a menor extensao fechada de A.
Como o operador infinitesimal A & fechado, o gerador infinitesimal
coincide com A. 0 dominio de A, D(A), e denso em C e a imagem de
A, R(A) esta em C. Podemos mostrar que o gerador infinitesimal da

familia de operadores T(t), t > 0 & dado por

3 ae) T8 <0
(2.20) Ap(8) =
| s@ e eso0
e, para qualquer ¢ em D(A), |
(2.21) d

15 T(£)6 = T(t)A = AT(t)¢

Seja o(A) o espectro do gerador infinitesimal A.

0 espectro o(A) consiste de tres tipos diferentes de pontos:
o espectro residual Ro(A), o espectro continuo Co(A) e o espectro
pontual Po(A). Para o operador A temos que o(A) = Po(A). |

0s valores caracteristicos ou auto valores de (2.2), sao os
pontos de o(A) pertencentes ao espectro pontual Po(A) e s3ao as rai

zes da equacao caracteristica:
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(2.22) det A(A) = O

0

A(A) = AT - j e*® du(e]] - J er® dn(e)
r .

0 espago nulo de A, N(A), & o conjunto de todas as fungoes
¢ € C tais que A¢ = 0. Para um dado A ¢ o(A), o auto espago genera
lizado de A, MA(A); e 0 menor sub-espago de C que contem todos os
elementos que pertencem a N(AI-A)k, k =1,2,...

As raizes de (2.22) possuem parte real limitada e para
qualquer A em o(A) o auto espago generalizado MA(A) e de dimensao
finita. Tambem existe um inteiro k, tal que My (A) = N(A-AI)k e

¢ = NAADK @ rR(A-AD)K
onde o sTmbolo @ significa soma direta.
Seja C* o espaco definido no paragrafo 1. A equagao adjunta

de (2.2) e

0 0

(2.23) B - | yeome) - -J_ryu-e) an(6)

-r
onde y e um vetor linha ndimensional.
Se ¢ £ C, a e C*, & € C*, definimos:

0

‘ 0
(2.24) (0:6) = a(00(6) + [ | te-0) [auei]o(e)es -
-r

j f a(£-6) [dn(68]]6(£)de
-r

0
A equagdo (2.23) e do mesmo tipo que (2.2), com a diferen
¢a de que deve ser integrada na direcao oposta. Para qualquer(o,a)

em (-»,x)xC*, existe uma unica solugdo y de (2.23) em (-e,g+r) com
y(o+€) = of€) para 0 < § < r,

Se A @ um auto valor de (2.2), suponhamos que 0 auto espago
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generalizado MA(A) tenha dimensao d. Seja {¢§, ¢X

A
p3e e ¢d} uma ba

se para MA(A) e seja ¢ = (¢}, ¢§,..., ¢2). Desde que AMA(A)C?MX(A),

existe uma matriz constante dxd, que denotaremos por Bx’ tal que
A QA = QABX' 0 unico auto valor de BA eAre

B, 6
(2.25) ¢A(e) = QR(O)e -r<e<0
e

B, (t+8
(2.26) £)6,J(8) = 8, (0)e A(£49)

Esta relagao nos permite definir T(t) em MA(A) para todo t
em (-~,»). Assim, no auto-espaco generalizado de um auto-valor de
(2.2), a equagao diferencial funcional (2.2) tem a mesma estrutura

de uma equagao diferencial ordinaria.
Suponhamos agora que A = {A1, Azs..., Ap} e um conjunto fi
nito de valores caracteristicos de (2.2) e sejam

o, = (¢ , @

A An)’ BA = d1ag(BA1,..., ka) onde ¢, e uma

J
base para o auto-espago generalizado MK (A) e BA e a matriz defi-
J J
nida por A¢, =29 By , j=1,2,...,p. Entdo o unico auto-valor
J NN
de BX e Aj e, para qualquer vetor a, de mesma dimensao de ¢
J
solugao T(t) @A.a, com valor inicial %,.a em t = 0, e definida em

Ay QAz"'

x @
(=o,®) por:

(2.27)

-r<6<0

¢A(e) = @A(O)e
Portanto, existe um sub-espago QA de C, tal que T(t)QA c QA
Py @ Q
={6eC:¢-= ¢,.a, para algum vetor al.
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A equacdo caracteristica para a equacdo adjunta (2.23) e,

tambem, definida como (2.22) e, para qualquer valor caracteristi-

AT

co A, corresponde uma solucao de (2.23) da forma b.e """, para al-

gum b ¢ En*, nao nulo, e t em (-»,®), Se A tem multiplicidade d e

-AT, j=1,2,...,d e uma base para as solugdes de (2.23),

a;(2s7)e
da forma q(r)e'AT, q(t) polinomio em T, definimos fungoes w? em C*
por ¥}(6) = q;(A,0)e ™

A A ~ . A A
Se ¥, = co](wl,...,wd), entdo a matriz  (¥,,9,)=(¥]¢))

» 0<6<r,

j,k =1,2,...,d & ndo singular, e portanto, sem perda de generali
dade, pode ser tomada como a matriz identidade por uma mudanga da
base Y.
Se A = {Xl, )\2,.--, )\p}’ ¢)\ = (¢>\13.o., pr)’
¥, = CO](WAI,...’wAp)’ entao a matriz (WA’QA) pode ser escolhidaco
mo a identidade. A decomposigao de C pode ser escrita como:
C= PA ® QA

MX(A) ={peC:¢-= @A.b, b vetor constante}

el
]

O
>
|

={¢eC: (¥,0) =0}

Q
b=0" 40

S
"

¢X.a a= (wxs¢)
Px

h=o
|

=9 -9
Dizemos que C & decomposto por A.
Consideremos, agora, um caso especial de (2.2), a equagao

diferenca
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(2.28) D°(yt) = D°(¢) t>0

D°(¢) = ¢(0) - g°(9)

o(0) - | e (e)]o(e)

-r
onde u° e matriz nxn, cujos elementos sao fungdes de variagao limi

tada, g°(¢) nao atomica em zero, isto e, existe fungao continua

v°(s), continua para s > 0, y°(0) = 0, tal que
0

|j [du®(6)]6(6)] < ¥°(s) sup |o(8)], O <s<v
-r -5<6<0

Denotaremos por {T°(t),t>0} o semi grupo fortemente conti-
nuo, correspondente ao semi grupo {T(t),t>0} e por A°, o gerador
infinitesimal.

A equagdo caracteristica de (2.28) e dada por:
0

detA®(A) = 0 A°(A) = AT - L exedu°(e)
r

Seja a equacdao homogenea

(2.29) D°(y,) =0  t>0
Yo = ¢, Do(¢) =0
Se D°(¢) = ¢(0) - g°(¢) e dado em (2.28), definimos a ordem

apo de D%, por:

(2.30) apo= inf {a real: existe uma constante k(a) tal que
| TO(t)e]| < K(a) eat|l¢ll, t > 0 e para todo ¢ com D°(¢) = 0}.
Observamos que' apo e determinado pelo comportamento das
solugoes da equacao homogénea (2.29) e nao da equagao completa
(2.28).
Se D°(¢) = ¢(0) - éilAk¢(-rk), 0<t <r, ¢ eC, entlo,
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-ATk

se h(A) = det(I - é; AEe ) temos que:

(2.31) apo = sup {Re A : h(x) = 0}

Também, temos que c(A°5 = Po(A®) = {A|lh(1) = O}

No caso da equagao (2.2), A(A) dado em (2.22), para qual
quer a > apo, existe apenas um numero finito de raizes A de
detA(A) = 0, com Re A > a.

Seja A, = {X € o(A) : Re A > a}. Entao, o espago C pode ser
decomposto por A, como C = P ® Q, onde Pa e Qa sao  sub-espa
¢os invariantes sob T(t) e A, o espago Pa e de dimensao finita e
corresponde aos valores iniciais de todas as solugoes de (2.2) as
quais sao da forma p(t).e>‘t onde p(t) e um polinomio emt e X € A,

Suponhamos que x{o,9)(t) e a solugao de (2.2) com valor ini
cial ¢ em o, C decomposto por A. Entao Xy = xi + xg. Vamos calcu
lar xz, diretamente, da definigao acima. Da formula da variagao das

constantes, se X(t) e matriz de fungdes nxn definida para todo

t ¢ [0,), de variagao limitada em t, e contnua a direita em t,

tal que
t
D(xt) = jo L(xs)ds +1 t>0
0 se -r<6<0
e Xo(0) =
I se 3 =20

Desde que X(t) e uma solugao de (2.2) e justificavel tomar
mos
Xt = T(t)Xo

A solugao de (2.3), com fungao inicial ¢,satisfaz a equagao.
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(2.32) X, = XoB(tsxy) = T(£)[6 - %oG(0,0)] +

t t
+ Jo {dS[-T(t-s)Xo]}G(s,xs) + Jo T(t-s)XoF (s,x)ds

para todo t > 0. Inversamente, qualquer solugao de (2.32),satisfaz
(2.3). As integrais em (2.32) sdo calculadas em cada 6, 8 ¢ [-r,0],
como integrais em E". secCé decomposto por A como C =P ® Q, en
(2.32) e equivalente a:

P - xb 6(tix,) = T(6)[67 - %,6(0,0)] +

tao a equagao

(2.33) X

t t
+ L {ds[-T(t-s)X':]}G(s,xs) + L T(t-s)Xs F(s,xg)ds

X - Xa8(t.x,) = T(6) o X0(0,0)] +
t

t
+ J {ds[-T(t-s)x?I}e(s,xs) + Jo T(t-s)x(g F(s,xg)ds

0

P P
bl e

respondentes, sobre os sub-espagos P e Q, respectivamente.Em (2.33),

Q

onde xz, X denotam as projegoes das fungoes cor
apenas o significado das projegoes Xz e x?, nao & bem esclarecido,
visto que X, ndo & continua em [-r,0]. Estes termos serdo defini-
dos depois de darmos uma maneira explicita de calcular as proje
¢oes de C sobre P e Q.

Os operadores projecao de C sobre P e Q sao facilmente de
terminados usando-se a equagao adjunta (2.23) e a forma . bilinear
(2.24). Se ¢ e uma base para os valores iniciais das solugOes de
(2.2) da forma p(t)elt, p(t) polinomio em t, A e A e ¥ @ uma base

At

para os valores iniciais das solugdes de (2.23), da forma p(t)e ",

p(t) polinomio em t, A € A, entdo, como foi visto (¥,9) @& ndo sin
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gular e pode ser considerada como a identidade. Se ¢ = ¢P + ¢Q,

¢P = ¢(¥,9), pode-se mostrar que (¥,Xo) @ bem definido e (¥,Xq)=

= ¥(0). Portanto, podemos considerar

(2.34) X = ¢¥(0) X =X, - xb

e,agora, as quantidades em (2.33) sao bem definidas. E mostrado em
(3], que se y>ay e A={i:Reh>vy, detA(x) = 0}, entdoe
xiste By > 0 tal que para todo B, 0‘5 By existe uma constante

k = k(B), de modo que: .

(2.35) IT(0)oll< k e B y1g11, t>0,0¢€0

1
ieendile [, leTe-slic B, 10

Henry, em [13], obtém um resultado mais geral que o da Cruz
em [3]. Supondo que o ¢ Rec(A), isto &, detA(A) % 0 em algum inter
valo |Re A-a| < €, € > 0, provou que C pode ser decomposto  como
C=P @ Q, pelo conjunto A = {X | Re A > a}, P e Q sub-conjuntos
fechados invariantes sob T(t). Mostrou tambem que existem constan

tes k;, k, € § > 0, tais que

2.36)  IT(end)] < k, (09
e
(2.37) Jo jar(s)xd] e (0S¢ g

Observagao: E conhecido que sup{ReX : detA(A) = 0, A(A) dado  em
(2.22)} < inf {a : existe K = K(a) tal que [|T(t)o]| < ke?t|]o]bt>0,
¢ € C} = ay, D dado em (2.3).

Se a > aD => o > sup{ReX : detA(A) = 0}. Logo, existe &0
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tal que a + ¢ > a > o - § > sup {Re\ : detA(A) = 0} isto e,

|ReA-a| < & com detA(A) # 0, e portanto a ¢ Res(A).

De (2.33), somos levados a considerar a possibilidade de in
troduzir uma nova variavel para a expressao do lado esquerdo.Entre
tanto, devemos tomar certo cuidado, pois a nova variavel nao e fun
¢ao contTnua em [-r,0]. Por isso, consideremos PC o conjunto das

fungdes ¢ : [-r,0] - E", que s3o continuas em (-r,0) e lim ¢(0) e
8->0"

xiste. Definimos, agora, ||¢|[= [¢(0)| + sup |¢(8)|. Com esta nor
-r<6<0

ma o espaco PC e um espago de Banach. Seja PCG 0. conjunto fechado

* em PC definido por

PCg = {0 € PC : ¢(0) = $(07) - XoG(t,)} onde ¢(07) =

= lim ¢(6).
8+0 o _ _
Desde que G(t,¢) e nao atomica em zero, e assim, nao depen

de de ¢(0), as transformagoes

h:C-+PC h(¥)

G s W - XOG(t,W)

(2.38)

H:PCo>C, H() = ¢ + XoG(t,9)
sao homeomorfismos e h.H = H.h & a identidade. De fato, temos:

Hh(¥) = ¥ - XoG(t,¥) + XoG[t,¥-XoG(t,¥)]

= ¥ - XoG(t,¥) + XoG(t,¥) - XoG[t,XoG(t,¥)] = ¥

pois Xo = 0 em [-r,0), Xo(0) = I e G(t,¥) nao atomica em zero.
Analogamente, temos que h.H(¥) = ¥, o que prova h.H = H.h &
a identidade.
Para cada ¢ em PCG existe uma unica fungao ¥ € C tal que

¢ =¥ - XoG(t,¥)
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e reciprocamente. Portanto, o semi-grupo T(t) & bem definido em
PCG, desde que € bem definido em C e X,. Por outro lado, T(t)¢ po-
de ndo pertencer a PC, para ¢ e PC,. No que segue, HT(t)e]] =

= sup |T(t)é(8)]|, para ¢ € PCs.
~r<6<0

0 dominio do gerador infinitesimal A do semi-grupo T(t), po
de ser estendido a PC, fazendo D(A) = {¢ € PC : ; e PC} e
$(0)  -r<ce<0
9(6) +L()  8=0

(2.39) Ab(6) =

A formula da variagao das constantes (2.32) para as solu-
goes de (2.3), sugere a mudanca de variaveis Xy = XoG(t,xt) =z, e

obtemos assim uma nova equagao para z, em PC. Esta transformagao

t
de C para PC & bem definida e G(t,xt) depende somente dos valores
de x,(6) para -r < 6 < 0. Portanto G(t,x,) = G(t,z,), pois $O nao
vale a igualdade no ponto & = 0, Assim, se

b4

t Xt - XoG(t,Xt)
ou
def
X

2, + XOG(t,xt) =z, + X,G(t,z

t t t)

a equagao (2.32) fica
t

(2.40) zy = T(t)zo + I {-d [T(t-s)xo] }G(s,zs) +
0

t
R j T(t-s)Xo F[s.H(s.z,))ds

Sejam ¢ e ¥ as matrizes definidas para a decomposigao de
C=P +0Q, (¥Y,0) = I e seja E a matriz q x q tal que T(t)¢ =
éeEt

, te(-o,2), 0 espactro de E & A. Para qualquer ¢ ¢ P.C, po
demos definir (¥,8) e assim, tem significado fazermos
¢ = 0(v,0) =0-9, b€ PC

Tambem, a equagdo (2.40) pode ser escrita como  (2.33) com
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apropriada substituigao de 2y = Xy " XoG(t,xt). Alem disso se
2’ = du(t), entao da primeira equagao em (2.33), resulta em que:
t
du(t) = settu(0) + o jo -4, S Dy(0)y 6(razg) +
t -
+ @J eE(t s)\P(O) F[s,H(s,zS):[ds
0

Portanto, 'vemos que a equagao (2.40) e equivalente a:

i z, = du(t) + v, Vi €2
2a1) H't' = Eu(t) + Fifu(t),v,,t]
9 Ve = T{t)ve + J [~d T(t- s)X?]G fu(s),vg,s] +

+ jt T(t-s)X?F[tJ(s),vs,s]ds

0

onde Fl(u,g;c) = ¥(0)F [H(ou+d,0)] + E¥(0)G(du+d,o)
Fo(u,0,0) = F[H(¢u+¢,o);j,
Go(u,0,0) = G(du+d,0)

ue Eq, 6 € Q.



CAPTTULO III

DECOMPOSICAQ E ESTIMATIVAS PARA FUNGOES LIPSCHITZIANAS

Em [ﬁa], Henry considera o0 espacgo w(;), das fungoes Lips-
chitzianas continuas ¢ : [-r,0] » E" com norma

(3.1) o]l = max{|6(0)[, sup L8(82)=0(8a)] y .
676 5 |61-62

= max {|$(0)|, sup-ess ||}

Consideremos a equagao funcional (2.2) e seja {T(t),t>0}, o
semi-grupo de operadores lineares limitados em wil). Este semi-gru
po nao & fortemente continuo, mas & continuo na topologia do opera
dor fraco, considerando-se wif)como 0 eépaqo conjugado de w$‘)¢“*).
Assim, para qualquer funcao absolutamente continua ?:[—r,d]+£n*, e

qualquer fungao ¢ € Nil), <¥,T(t)¢> e continuo em t > 0, onde

<¥,> = ¥(0)¢(0) + Jo @(9)$(e)d6

-r

Os resultados obtidos acima, para semi-grupos fortemente con
tinuos, podem ser estendidos a semi-grupos fracamente continuos,com
pequenas alteragoes. Em parti;ular, definimos o gerador infinitesi
mal “fraco",‘por:

A =wr - Tim L [T(t)e-]  wx e ol E™))
t+0" t

quando o limite existir. Tambem, ¢ = w* - 112 ¢n se e somente se

lloyll, & 1imitado e ¢ (8) + ¢(8) uniformemente em -r < 8 < 0. As-

- 25 -
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sim, resulta em que

D(A) = (¢ ¢ wi‘) l é € wil) e D(¢) = L(¢)}

Ap = & para ¢ € D(A)
e D(A) & invariante sob T(t). Se ¢ ¢ D(A), ¥ ¢ W*),

é% <Y,T(t)e> = <¥,T(t)Ad> = <¥,AT(t)¢>

Po(T(t)) - {0} = e"°(A) & g(A) = Po(A) =
= {): detA(A)=0}.

Com isso, Henry provou que se A = {X € o(A): ReA>a} @ um con
junto finito, entao wi‘) =P ® Q, onde P e Q sao invariantes sob
T(t), P de dimensao finita e existem constantes M > 1 e § > 0 tais
que:

(3.2) ITe)e? 1< M @O0 tr0, Qe

Com esse resultado, podemos provar, usando o mesmo racioci-

nio para a norma em C, que existe constante k; e € > 0 tais que:
(3.3) anﬂuwﬂue**“tsu.
0

I1z&, em [14], estudou o comportamento assintotico Aas solu
goes de (2.3), admitindo que F(t,$) e G(t,$), para todo t > 0 e pa
ra qualquer ¢ € C, satisfazem:

(3.4) F(t.) ] < v(t) [lol] G(t,0) | < m(t) [lo]l
onde Jm§(t)dt < o, Jm m(t)dt < =, y(t) e m(t) continuas.

Consideremos a equagao funcional do tipo neutro com retarda-

mento dependendo do tempo:



-27 -

(3.5) u(t) = aift-r(t)] - b uft-r(t)]
onde a e b sao constantes, r(t) satisfaz
i) J r(t) >0, r(t) >0 quando t +
i) r r(t)dt < «
iii) 0 <t(t)<r para algum r > 0.

A equagao (3.5) pode ser escrita na forma

FeD(uy) + 6(tup)] = Liuy) + F(tou,).
onde L{¢) = -be(0) u

D(6) = 6(0) - ag[r(t)]

F(t,6) = b{6(0) - ¢[-r(t)]}

6(t,¢) = 0

Vemos, assim, que F(t,$) nao satisfaz a hipotese (3.4) e con

sequentemente, a teoria em (14], ndo pode ser aplicada. Entretanto
se ¢ € C & Lipschitzianma em [-r,0], temos que
[F(t,0)] < [b] |6(0) - ¢[-r(tT| < [b] kir(t)]

para alguma constante h = k(¢). Isto sugere que as hipoteses so-
bre F(t,) e G(t,d) podem ser enfraquecidas, se admitirmos que
(3.4) vale para uma adequada sub-classe de C.

Consideremos, entao, o sub-conjunto C' de C, constituido das
fungoes ¢, satisfazendo:
(3.6) [0(81)-0(62)] < k |82-62] »  -r < 61, 82 < 0.

onde k = k(¢). Para ¢ € C', seja k, = inf{k:(3.6) e verificado}.

¢
Em C', definimos a norma

o]l = max( o1l + k,)
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De maneira analoga ao que foi feito no capitulo anterior, de

em PC'.

finimos PC' e a norma

Agora, vamos supor que F(t,¢) e G(t,$) sao tais que para
qualquer ¢ € C' e para qualquer t > o, existem fungoes continuas
m(t) e y(t), tais que:

(3.7) IF(ts0) ] < v(t) llolly » [G(t,0)] < m(t) [l8]],

E evidente que se F(t,¢) e G(t,¢) satisfazem (3.4),
tambem satisfazem (3.7). Logo, os resultados de Ize em [14],sdo ca

sos especiais dos resultados que obteremos a seguir.



CAPTTULO 1V

SOBRE 0 COMPORTAMENTO ASSINTOTICO DE SOLUGDES DO SISTEMA

%ED(xt) - G(t,xt)] = L(x,) + F(t.x,).

Seja u tal que Re u > ap, uma raiz caracteristica simples de

(2.2). Portanto, u & uma raiz  simples de det A(\) = 0. En-
tao, existem um vetor coluna n-dimensional c, e um vetor linha n-

Mg uma solugao de (2.2) e

-dimensional d, nao nulos, tais que c.e
d.e™ & uma solugao da equagao adjunta (2.23), definidas para

-0 < t < ®, =0 < T < ™,

Sejam
(4.1) 6,(6) = ce"® ‘r<6<0
¥ () = de™™T O<t<r
-1 _
o = (wu’¢u)

onde (?u,¢u) e a forma bilinear definida por (2.24). 0 niumero a &

bem definido, pois u e uma raiz caracteristica simples.

Teorema 4.1 - Suponhamos que Re u > ap, onde u e uma raiz caracte
ristica simples de (2.2) e que todas as outras rai-
zes caracteristicas com partes reais iguais a parte
real de y sao, tambem, raizes simples. Sejam ¢, e
o definidos em (4.1).

Seja 6(t) = a.d{F(t,cpu) + uG(t,0)) + F[t,XoG(t,¢u)]}

- 29 -
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t+6,
t+6,
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onde F(t,0) e G(t,4) sao lineares em ¢, e existem
fungoes continuas y(t) e w(t) tais que F(t,0) e
G(t,o) satisfazem (3.7). isto e:

IF(t’¢)I < v(t) “¢‘h s |G(ts¢)l < "(t)l|¢|h t>o.

Seja s(t,o) = jt §(€)de
(o}

Suponhamos que y(t) e m(t) satisfagcam uma das seguin

tes hipoteses:
I) ry(t)dt < o, rn(t)dt <o, lim w(t) = 0.
tro0

I1) Para qualquer 8 > 0, existe uma funcao vy2(t), de
finida para t > 0, tal que
Tim w(t) = 0 Tim yo(t) = 0

T tac0
rY(t)Yz(t)dt <o r‘n(t)h(t)dt < ®

Jt -B(t-r)-Res(t,th(

g © T)+1r(‘r)+y('r)1r('r):]d‘r<n(t),tzon

E‘es(t-T)-ReS(t’Tty(T)m(T)«w(r)n(r)] dr<ya(t),t > 0

-B(t-t)-Re s(t,T) [.Y(T)+1r(‘[‘)+'Y(T) W(T)Jd‘l' < v2(t)]6:1-0;

onde -r < 6y, 82< 0, t+6,>t+0,>0

Alem disso, para qualquer numero real v e quaisquer
vetores colunas n, A n-dimensionais, e para toda fun
gao continua Wy definida para t > o, com valores em
C', tal que |=|wt||1 e limitada quando t + =, temos

que:
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l r S(8T) (0 [F (x, W HF (. X0G(TH )] = AG(T,W ) | <
< Uinl+ LT va(t) sup W Il , t >0
T20

Sob estas hipoteses, existem um o > 0, suficientemen-
te grande, e um vetor a, nao nulo, tais que o sistema
(2.3), tem uma solugao x(t) definida para t > 0, sa-
tisfazendo

x(t) = eH(t-0)+s(t,0) [a+0(»)] quando t + =

Observagao: Se nao existem raizes caracteristicas de (2.2) com par
tes reais iguais a Re u, a n3o ser o proprio u, entdo a ultima de
sigualdade na hipotese II nao & necessaria, pois, neste caso, u €
automaticamente real. Também, se a equagao considerada & uma equa

¢ao escalar, entao o vetor n, na hipotese II, n3o & necessario.

Prova do Teorema: Sejam os conjuntos

A={x :Re X >Ren detA(r) =

Ao ={AeA :ReX=Reuy, A #u}
Ay = A - A - {u}

Definimos os auto espagos generalizados P e Q como:
6= o + ol
¢P eP=P(A)={peC': ¢-= ¢Ab b vetor consténte}
ole Q=00 = (Bt i (¥.0) = 0)

Ent3o pela formula da variagao das constantes temos, para a

3)
- XPG(t Xy) = T(t)[cpP-XzG(O,cb)] +

solugao de

(2.
P
a) t \
t [-4.T(t-s) xﬁja(s,xs) + Jo T(t-s)x’: F(s,xg)ds

'

0
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b) x?c - x3a(t,xy) = T(6) BT - x36(0,67] +

* J:[-dsT(t-S)X‘.?]G(s,xs) + J: T(t-s)XS F(s,xg)ds

onde x: e XS denotam as projegoes da fungao x, sobre os sub-espa-

t
¢os P e Q, respectivamente.
Se Re u > aps vimos que existe um Bo > 0, tal que para qual

quer B, 0 < B < Bg, existe um k = k() tal que
(6% < k e(Re MBIt 40y,

e+ f 1 T(t-)x3| < k eRE MBI ¢ 5 0,

0 espago P pode ser decomposto na soma algebrica do auto-es-
pago generalizado P, associado com A,, 0 auto-espago generalizado
P, associado com A,,.e um sub-espago unidimensional gerado por ¢u.
Portanto, em vez de considerar as equagoes integrais que resultam

de (2.40), consideremos o seguinte conjunto de equagoes:

Po Py Q .
4 2, =z, +z, + ¢u y(t) + z, Xg = 24 + XOG(t,zt)

t
y(t) = al,.0)

Po t PO t Po
2, - L [ T(E-)X, 16(t,2.) + LT(t-T)Xo Flr.z, +

(4.3) ﬁ +XoG(T,zT)]d'r

1

t P t P1
z, = L [—dTT(t-'r)Xol]G(T,zT) + L,T(t-r)xo- F[T,ZT+XQG»(T?ZT)]dT

P
t

y(t) = u y(t) + ad{FEc,zt+XoG(t,zt)]+ M G(t,z,)}
Q
t

t
§ 2¥ = JZ E‘dTT(t-r)XglG(r,zT) + L T(t-'r)xg F T2, +Xo6 (W _dt
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Desde que P; corresponde aos valores caracteristicos A de
(2.2), tais que Re A > Re u, existem constantes B > 0 e k = k(B)
(que podemos considerar as mesmas de (4.2)),tais que:

(4.4) I!T(t)lelis kelREWBIt g,

Também como estamos supondo que os valores caracteristicos
de (2.2), com partes reais iguais a parte real de u, sao todos sim
ples, o operador T(t), agindo sobre Py, tem a forma

T(t)¢Po = ¢ eBta.
onde ¢ € uma base para P, e B € uma matriz diagonal cujos elemen
tos sao da forma Re u + iv,v numero real. Se ¥ & uma base para o
auto-espago generalizado da equagao adjunta, associado com Ag,a se
gunda equagao em (4.3) @ equivalente a

0
z, = on(t)

n{t) = Jt -8 eB(t'T) W(O)G(T,ZT) +

[

t
+ J eB(t-T) ¥(0) Fl:ﬂr,zT + XOG(T,ZT)de

Po :
De fato, X, = ¥(0), onde ¥(0) e uma matriz constante.Logo,

temos:
Po _
T(t-r)X, = [T(t-1)8] ¥(0) = o eB(*"Ty(0), pois
Po :
T(t)y =9 eBt a, a vetor constante.

Temos tambem, que:

Po _ -
a.T(t-0)% = d_[o e(*) y(0)] = -8 B(*) o w(0)
Seja z, = W, e“(t'°)+s(t’°). Entao,temos que:

. " )
Jt " eB(t'T)W(O)G(T,WT)dT = j -B eB(t'T)W(O)G(T,WTeu(T'U)+S(T’°))dT=

-]

- [ Bl 0l (De(o) e gar
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Analogamente, temos que:

Jt B4 y(0) Flr,z_ + Xoi(r,2_)]dr =

<o

t |
- J eB(t-1) gH(T-0)+s(1,0) ¥(0)F [x,W_+XoG (v, W_)]dv

u(t-0)-s(t,o) n(t), resulta que:

v(t) = e-u(t-c)-s(t,o){]t -B eB(t'T) eu(T'°)+s(T’G)W(O)G(r,WT)dT +

[+ -]

Assim, chamando v(t) = e

t
+ Ln eB(t—‘l’) eU(T-O)+S(T,G)\y(0) F[T,WT+XoG(T,wT)]dT}=
) jt -8 B (T)S(6T) y(0) G(r,u )dr +

. jt e (B (48 (E:T) y(0) [0 _+Xo6(x,W_]dr

[~

P, Py eyl
Temos, também que W, =2z, e u(t-0)-s(t:0) pisto resulta
que:
P -u(t-0)-s(t,o) t P1 u(t-0)+s(1,0)
W, =e { w[—dTT(t-r)Xo JG(t, W TR
-t P

+ J T(t-r)x,,l:l-'[r,wT H(T-0)¥s(1,0) Ly 6(v, e (70 (T:0) 14

t P1
- J (TS (BT g T(t1)%, J6(TaH) 1

<

t P
+J e'U(t'T)-S(t’T)T(t-T)Xol F‘[T,WT'*‘XO G(T,Nr)ldt'

De maneira analoga, obtemos que:

t
WS _ ja g H(t-1)-s(t,T) [}dTT(t-T)Xg} G(T.H_) +

t ,
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P1
Dos resultados acima, concluimos que W, = du(t) + W+

+ ¢u u(t) + NS, onde u(t) @ obtido como segue.

Tinhamos que:
y(t) = u y(t) + od{F [,24+XoG(t,2, )]+ uG(t,2,)}
Fazendo y(t) = u(t)e“(t'°)+s(t’°), resulta que
y(t) = l)(t)eu(t-.c)+s('c,c) + u(t)[j.n+,6(t)]e”-(t'0)+s(t’°)=
= {u(t) + uu(t) + u(t)ad [:F(t-,q)u) +uG(t0) +
+ F(t,X06(t,0,))]) eH{t70)s(E:0)
Por outro lado, temos:
y(t) = u y(t) + ad{F[t,zt+XoG(t,zt)]+ M G(t,zy)} =

=y u(t) JH(t-o)4s(t,0) | od{F [t, W, +X G(t, W, )] +
+u G(t M)} eH(tol¥s(tyo)
Comparando as duas expressoes para i(t), temos: 0
. 1 Q 1
u(t) = ad{F[t,(0 v(t)+W, WK G, 00(E) +Hy +wt)] .
Py Q
+uG(t, o u(t) + W + We)d

Integrando de o ate f obtemos que:

. t Ph Q
u(t) = u(o )+ od J {F(t,9 v(1) + wT + wt) +
o
P

1 Q Pr Q
+ F[t,Xo G(T, & v(T) + W +NT)] + 0 G(T,0 v(T) + W+ W )Mt
Assim, concluimos que:

P, Q
( Wy = @ u(t) + W, + ¢, u(t) + W

v(t) = Jt

oo

) -8 e(BUD(ET)=s(t:T)y(g) (e 0 )dr +
(4.5) <

, t
\ j e (BuD) (t-1)=s(t,1) y g F L, X 6(,H J]dt

~ 00
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( p t i
th =J oH(t-T)=5(t,7) [_dTT(t-T)xol] G(T,W ) +

[+ -]

t P
*f ou(t-T)-s(t,7) T(t-—t)xolFE,WT+XOG(T,WT)de

[+ -]

t
(4.5) ] w‘g =J et (8T) g T(t-r)XQ) GlrM) +
g

t
+ j e M (1) (£7) 1rpir)y] F [N +Xo G(t,H)]dr
(o]

t Py Q

u(t) = u(o) + ad j Flz, o V(T)HH +wTJ +
(o]
Py Q Pr Q

C + Flt,Xo G(t,® v(T) + W, + wT)] + 1 G(T,® v(T)+H_ +W_)}HdT

Se para alguma constante u(o), conseguirmos achar uma solu=

¢ao W, de (4.5), entao x, dada por:

X, = W, eu(t-o)+s(t,c) + XoB(t, M, eu(t-c)+s(t,o)) -

t-o)+s(t
< [, + Xo G(t,W,)]e"(t0)¥s(t0)
e a solugcdo com o comportamento assintotico estabelecido no teore
ma.
Antes de prosseguir na prova do teorema, demonstraremos dois

Temas.

Lema 4.1 - Sejam ¢u definida em (4.1), @Al uma base para o sub-es
pago P, e & uma base para o sub-espago P,. Seja X, como
foi definida anteriormente. Entdo existe um numero posi
tivo k, tal que:

(4.6) oI, < &

(4.7) [T 1 < K ofRe WB)E t20

T, (o) - T(0(8a) | £ k R MBIt jo g,

=r < 01, 02 < 0. t>0
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P

(4.8) ||T(t)x°’”IS « o(Re u#B)t b <o
Prova: l|¢ul|= sup ]¢u(e)[ = sup |[c euel - ¢y
‘ -r<é<0 -r<6<0
[6,(61)-6,(82)| = Ic MO HO2) o || |eMO1-eO2) <

< Je) u "] J81-62] = c2|81-8,]

Assim, ¢ ]| <k, k= max{ci,co}, 0 que prova (4.6).
De (4.4), vemos que (4.8) vale para a norma em C. Desde que

cada elemento da base ¢A para o sub-espago P,, @ uma exponencial

vezes um polinomio em 6, do teorema do valor medio resulta que:

Ilq’j\l(el) -6

Py
Como X, € uma matriz cujos elementos estdo em P, cada ele-

Al(ez)flf m l61'92[ , M = constante.

mento e da forma QA
1

da elemento de T(t)Xz1 tem a forma ¢

a , para algum 'vetor constante a. Assim, ca
A eBlt a, onde B, & matriz cu
Jjos auto-valores compreendem o conjunto A;. Consequentemente, cada
elemento de T(t)le(el) - T(t)Xol(ez), tem a forma

E@Al(el)-éAI(ez)]eB't a. Logo existe B > 0, tal que se t < 0, te-
mos :
Pi Py Bit
[T(t)Xy (81)-T(t)X, (82)] < I|¢ )9, (ez)llle

< K, e(Re U+B)t|91'ezl

al<

Py
Concluimos, entdo, que [[T(t)X, ||1< k e‘Re ”+B)t, t<0,o0
que prova (4.8).
A primeira desigualdade em (4.7), decorre de (4.2). A segun-

da desigualdade em (4.7), & consequencia de (3.2), tomando-se

=Reued=8>0. Entao, existe constante M > 1 tal que

T(e)x%01) - T()Q(62) | < M e(Re W-B)t)g 6.1, 0.
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Portanto, o lema esta provado, tomando-se k suficientemente
grande.
Lema 4.2: Seja wt e C' para t > 0. Se as hipoteses (I) ou (II) do

teorema 4.1 forem satisfeitas, entao existem uma fungao

0, e uma cons-

ys(t), continua para t > 0, 1im y3(t)

{0
tante K, tais que:

j" e B(E-T)RE SE.T) [y (1) am(c)ay(t)m(e]]dT € va(t), £2020.
0]

tA

r B(t-T)-Re s(t, T)EY (1)+n (7 +Y(—r)1r (t]dt < ys(t), t0.

(4.9)

t+6
J b mB(t-T)-Re s(t,T) [y(t)#m(t)+y(t)m(T)]dT < ys(t)|61-82]
t+6,

-r <0, 82<0, t+68;>t+ 6, >o0.
Se W eC'e ||wt||1 e limitada, para todo t > o, temos:
(4.10) |r e(BHD(E-T)-S(ET) y(0) F(r,W_+Xo6(r,H_)Jdrs
t

+ IN-B g (B-uI) (t-1)-s(t-1) ¥(0) G(t,w_)dt|< K ys(t)sup |[W_]|,
t T >0

Prova: Sejam F e G satisfazendo a hipotese (3.7) e suponhamos que
vale a hipotese (I) do teorema. Desde que I|¢u|]15k’ 6(t)=a.d{F(t,¢u‘)+

+ u G(t, ¢ ) + F[t,X G(t ¢ ]} e s(tyo) = Jt 8(g)dg, temos que:
g

&7 t,o)|=e-Re s(t,cJ)= J ad{F (&, ¢, )tu G(E, ¢, +F [, XoG(E ¢ ]}dE

t
|ad|cy J (F(E.0,) [+l 16(E.0)) 1 + IF[E.x06(E,0 )] |}dE <
e o

jadle, [© TrermEeveme) oyl &
e

g

A
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s(t,0) 5

Portanto, concluimos que e~ e limitada quando t -+ .

jt e B(t-T)-Re S(t’T)B( )+m(t)+y(T)m(t)]dT =

o)

t
_ o-Bt-Re s(t,0) J eBTHRE S(T50) 1ty um(t )4y (t)m(t)]dr
o}

Pelo Lema 2 de [1], temos que:

t
[ eBrHRe SR oy an(apy(opmlcl]er = &FFHRE S(1:0) o 1),
g

Assim, resulta que:

t
j “B(t-T)-Re S(LT [ (2)am(r)4y()m(x)]dr= 6(1).
o)

Por raciocinio analogo, usando o Lema 4 de [1], temos que:

Iw B(t-t)-Re s(t,T) EY V(T )y (T ]AT -

Agora, desde que B & matriz diagonal cujos elementos sao da
forma Re u + i p, p real, temos que:

lle(B'“I)(t'T)||= 1

]Jw -8 (B (ET) S (8T)y 0) g(r,u )dr
¢

<m| (e [d; < ma sup W | w(oe
t . T>0 t

Analogamente

|J: e B ET)S(ET) yi0) FrN_ + Xo(r,H_JJdt]| <

<masup (Il [ Brln) + (oo,
T_O t

Como Jm By(t) +7(T) + y(1)m(7)]dt < =, resulta que
t
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J [y(t) + (1) + y(t)m(t)]dt > 0 quando t +~ = e, assim, conclui
t

mos que:
|jw -8 e(BHD(ET)=S(82T) y(0) G(r,u )dr +
t

+ J: o (B-HI) (t-u)=s(t,u) ¥(0) F[&,xoe(r,wT)]drl < K 335 l'“r'h'°(‘)

: t
Seja g(t) = y(t) + m(t) + y(t)n(t) e sejd -H(t)=j° & B Tgtr) dr,

H(t) convergente para t > T

t+6 t+6
H(t+8,) - H(t+8,) = J°+ 1 e'8<t'T)g(T)dr i I ‘e‘B(t'T)g(r)dr=
0
t+0 '
) j 1 gB(t-r) g(t)dr.
£+6,

Onde‘l"fez, 6150, 61#92, t+6120’
Pelo teorema da media, temos que:
H(t+61) - H(t+6;) = e B(**®) (5..0,) onde 6,<0<0,.

Assim obtemos que:

t+6, '
jt:e e BT Re S(ET) 1 (o) () (n)m(n)]dT < (1) (02-62)

Dos resultados acima, vemos que existe uma fungao continua

Yi(t), v,(t) > 0, quando t » =, tal que:
7’

t
j o~B(t-T)-Re S(t’T)[y('r)+1r(T)+‘Y(T)TT(T)]dT < 11(t) t2020.
o

J‘” BE-T)Re S(8,T) 0 (ryam( o) 4y () m(T))d < va(t) t > O.
(4.11) "t |

t+6,
j:e e B(t-T)Re S(.T) 1y ()i (r) by (1) m()]dT < ya(t) (61-62)
+02

-r < 6, 6, <0, t+6;,2t+622>0

\
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|r -8 e(BHD(ET)=S(8:7) y(0) g(e,u )dr +
t

(4.11) ¢ + Ee(B‘“I)(t'T)'S(t’T) ¥(0) F[r,M +Xo8(T,H J]dr] <

< Kiva(t) sup [[W Il t>o
>0

se W, e C', ||Nt|h limitada para t > o.
Se a hipotese (II) e valida, as tres primeiras desigualdades
em (4.11) sao satisfeitas, com y2(t) em lugar de yvi(t).
Também, cada componente da quarta integral em (4.11), e da
forma

r’ e VTS (8T [F (2,0 _+XoB (v, ))] + A G(T,W )}t
t

para algum vetor n e algum vetor A e portanto, pela hipotese (II){
a quarta desigualdade em (4.11) vale para K; = k{|n|+|r|} e Yz(tj
em lugar de v;(t).

Portanto se (I) ou (II) e satisfeita, as desigualdades (4.9)
e (4.10) do lema,valem para uma conveniente escolha das fungoes
Y1(t) e y2(t),que denotaremos por ys(t),e para uma constante K, su
ficientemente grande.

Portanto,o lema 4.2 esta provado.

Consideremos agora, o espago de Banach V das transforma-
¢Oes limitadas W de [o,») em C', com valores W, e com norma  N(.)
definida por:

N(W,) = sup ||W.]|
t t>o ] tl1

Seja S o sub-conjunto de V tal que:

ARBRS

*
&
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[1Wg-8,b11 < Tlabll Malys(t) + 5 n(t)] +

-~ j: Fro)+uln(e)sy(nn(e] Trs(n) + (o)l

onde b € um numero real qualquer.

Em S, consideremos a topologia uniforme. Para qualquer

T>0.

€,

0 < e <1, escolhemos o suficientemente grande, tal que, para todo

t> ol

M@+ el [ Bro+lulne)eyom(o [rs (1 §ate))dret-e
g

e portanto,

(4.12)

Para wt € S e para o suficientemente grande, temos que:

W ll = 1lo,bll < [IWg-0,b1] < (1-€) lo, bl

Assim, temos que:

Mg l1 <-¢) lla b1l +lis o1l =21l pll. € 114,01l

1411, < 2 [lo bl

Tambem, temos que wt > ¢ub quando t + » ,

Em S, definimos o operador U por:

P

’

Py

= ¢ v(t) + wy

w, = (U W) + o u(t) + wg

t

t

W(t) = J -8 eBUD(E-T)S(ET)y 0y g(r, 0 )ar +

-]

t
. Jf e(B-uI)(t'T)'S(tsT)\y(o) FE[‘,WT*'XoF(Tsz)]dT‘

«©

t
wzl = L, e"li(t"f)'s(t"r)[—dTT(t-T)XEI:]G(T,NT)dT +

]

t .
+ I e'“(t'T)'(S(t’T)T(t-T)XE1 FLroW #Xo6(T,W ) Jdr.
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t P
u(t) = b+ J ad FEr,@v(r)+wT1+wQ]dr +
] T

+ tad{FErXG( Pl P
sXoG(T,0 v(T)+w_ +wT)]+uG(r,®v(r)+wT +o_) }dt

o}

4.12
#4129 o - Iz e M) S (BT g Tt xa(eu ) +

t
. [ o u(t-1)-s(t,1) T(t-r)Xg F Lo W +XoG (T, W _)]dT.
g

Py - . . ~
Desde que X,' & matriz cujos elementos estiao em P, e cada e

P

o € da

lemento de P, e da forma ¢, a, cada elemento de T(t-t)X

Bl(t'T)

Ay

forma ¢, e a, onde B, e matriz cujos auto-valores compreen

M
dem os elementos de A;. De (4.4) temos que:
IT(t-1)x01| | < k.o (Rewt8) (t-T)

By(t-t1 (Re u+B)(t-1)

Também ||~ T(t-0)X6 | = [[-0, B (¥ a|< kee
Disto resulta que:
(t -R -t R ).
llwz1||s J k3 e e U(t T) Re S(t,T) e( e U+B)(t T)W(T)||WT]|1dT+

@«

, It ) e-Re u(t-t)-Re s(t,r)e(Re u+8)(t'r)fy(r)+y(r)ﬂ(r)] ||WTl]1dT <

t

< k{j BTN SBT3 () m(a) () n(e)] 0} sup [[W |
% >0

para k suficientemente grande. Do Lema 4.2, resulta que:

P1|
W H] < Kys(t) sup [|W_|] , t>o
t - ™0 T "1

- p -
Devemos provar, tambem que wtl esta na classe C'. Temos que:
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|wil(91)-wzl(92)| = ljt e'U(t'T)'S'(t,_T){_dTEr(t_.[)xgl(91) =

[« o}

P -
- 'T(t'T)XEI(Bz)]}G(T,WT) + jt e'“(t'T)‘S(taT){T(t‘T)Xo1(91)

- T(t-1)X5 (02)} F .M _+XoG (T, W )]dr|
Do lema 4.1, obtemos que:
IT(t-0)X01 (64)-T(t-1)X01 (05) | < k, e(RE W+B)(:-Tjg, g, |

Tambem, como os elementos de T(t-T)Xg1 sao da forma

¢A1 eBl(t'T).a, do lema 4.1, temos que:
|d_ [T (t=1)XG" (81)-T(t-1)X5" (02)] | < ku e(RE WEN(ET)|g, 0,
Portanto, para K suficientemente grande, temos que:
W2 (01)- Wl (02) | < K va(t) sup [[W_|| [61-82] t>o
>0 A
Concluimos, portanto, que:
(4.13) IME2 ] < K ys(t) sup [[W_[] t2o0.
1 ™0 1
Sabemos que [16,pg.31] se g(x) e f(x) sdo fungoes conti
nuas em [a,b], a(x) de variagao limitada, entdo
b b
[ 9tx) fix)datx) = | g(x) ds(x)
a a
X
onde B(x) = J f(t) da(t) a<x <b.
a

Usando esse resultado, se Vf & a variagao de f, temos que:

t
IJG e'U(t-T)'S(t,T) [‘dTT(t'T)XQJG(T,WT) l -

t
- IJO e-s(t,X){dex e-u(t-T) [—dTT(t-T)XQJ}G(X,WXH <

(o)

[ AN

.
Jo|e'5(t'x)|dx{v J: e M La T(t-)x$ 3 G(xM, ) [<
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< ks (V I e () g 1(t-rnd]) 6(EMg) | <

g
< ks { J “H(t-1) | |~d [T(t t)XQ(} m(E) sup Hw H
(o] ‘L'>O'
=m{[ ReNtTmTurmﬁhg)wpnwn=
™0

ks {j " (-Renu |4, T3]3 7(&) sup W]
0 T>C

ks{j ™ Jd (] e (Re u-8)y () sup [W_ I <

T20

N

ka{f: Bl 1o Re W BNyne) sup [jw ]| <

>0

ks M m(E) sup HN H
>0

A

onde £ esta em [o,t]. Podemos mostrar que se w(t) @ limitada  em
[0,2), com derivada ='(t) contTnua, |m(t)| > 0 em [0,%),se 0<E <t
para cada t > 0. entao £, > quando t » . Assim, concluimos que:

t
lj eSS g T(e-r)x@6(e M) | < K m(e) sup [IW]]
s T>0

Tambem, temos que:

t
]jo e M(t-T)=s(8,T) 1rp_yxQ F[T,NT+XDG(T,NT)]dT| <

, .
J e7Re u(t=1)=Re (ta) 1 (gor)xXd)| |7 LW #XoB(T,H )] [dt <
(o)

1A

IA

o sup [JW_|] J e Bt Re S(LT) B () ay(mym(n) ]
'l‘>0' (0]

Do lema 4.2, temos que:

t
|j e M=) () r )@ F [, M +XoB(T W )]dT|<K va(t) sup [[W]] .
o >0
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Portanto, concluimos que:

llwglls Kn(t) sup [[WI| +Kys(t) sup |W_]| =

T>0 T>0
= K[m(t)+ys(t)] sup [JW_|| t>o.
>0

Q

Devemos mostrar que wt tambem esta na classe C'.

t
wl(01)- mg(ez) = jo M (TS (BTN g [r(e-n)xd(en) -

t
- T(t-1)x3(621036(x W) + j e M) s (T fre-r)xd(ey) -
c

- T(t-1)X3(02)] FLr.M_+Xo8(T,H_)]dv

Suponhamos que 6, < 6,. Decompomos a segunda integral do se
gundo membro da igualdade acima na soma das tres integrais I,,I, e
I3, onde I, € a integral de t+8, a t, I, a integral de t+68, a t+0,
e I3 a integral de o a t+6,.

Observamos que se t+6; < o (portanto t+ez<t+61<o) tomamos
I; como a integral de o a t, I, = I3= 0. Se t+0,<o<t+8, tomamos I,
como a integral de o a t+6, e I;=0. Nestes casos, o raciocinio que
faremos a seguir, se aplica com pequenas modificagoes.

Desde que x?(e) =0 para -r<6<0e x?(e) =1, e como
T(t-r)Xg(e) = Xg(t-r+e) em I, temos t + 6, <7t<t, o que impli
cat-1+6,<0e, portanto, t -7+ 6, <t -1+ 6; <0, Logo

I, = 0.

Em I3, temos o0 < v < t+6, e, portanto, t-1+6;> t-1+6230. Dos

lemas 4.1 e 4.2 resulta que:
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t+6
L] s [ erRe nEIRe S8 ey -
g

T(t-1)X3(02) | [FLT.W_+XoG(T,W_)] |dr <
Re u(t-1)-Re s(t,r)e(Reu-B)(t-’r)g(T)dT

1A

t+6,
k.sup ||W II |81-62 | J e
T>0 g

1A

t
K, ::gllw Il |6, - ezl Jc e'B(t-T)-Re S(t’T)g(T)dT <

A

< Kz va(t) sup ||W_ ll [61-021.
>0

onde g(t) = Y(t)+Y(t)"(t)-
Em I,, temos t + 6, < T <t + 6;, 0o que implica t-T+6,>0 e
t-1+6,<0. Logo, T(t-r)X9(62)=0. Dos lemas 4.1 e 4.2, resulta que:

t+6
IIzlle;e1 e Re M{t-T)Re S(ET) 7 (tot)xQ(1) | F [r.W_+XoG(r,W ] dr <
) _

t+6, _ Yo
< klf e B(t-T)Re S(LT) [y (ryay (t)m(n)]dr [<Ks ys(t) sup ||W [ 1817821,
t+92 T>0

Para K suf1c1entemente grande, concluimos que:

t
ljo e-u(t T)-s ’T)[T(t-T)XQ(el)-T(t -T) XQ 02)]F [TsW +XoG('r N ]dt|<

$ 2K ys(t) sup [[W [] [01-82],
T>0

Consideremos agora, a primeira integral do segundo membro de

wg(el) - wg(ez) ,

t
Ij S (T g [r(e-n)x(00)-T(t-0)x3 (020136 (.M )| =
o

t X .
- IJ e's(t’x){dxj e ) Lo (m(e-rxd(en)-T(t-)x(02)) 360 M, ) <
g

o



- 48 -

t

< ks V] Mg (r(eoryxd(en)-T(e-r)d(82) I} 16 (.M, ) <

o Q

< K {vj e'“(t‘17l}dT(T(t-T)xg(el)-T(t-r)xg(ez))]}|G(£,wg)|5

Q

A

Kot | 1eE ] Tre-mxd(on)-T(e-rpxea) 13 (s IIWel, <

o Q

o-Re u(t‘T)|dTEr(t-r(xg(el)-T(t-T)X%(929]|} m(g) sup [l =
>0

< Ka{j

& Q
]

o
-R
< kot el Mg frupdion)-Twixdien) ) mie) sup 1M, <

A

Ks {r B g Iriunxdien)-T(w)xd (02) |e”(R& WBUyr(e) sup Hu || <
T>0

ks M m(E) sup [[W_ || |61-0,] .
>0

A

Logo, temos que:

t
ljo e M8 T) g r(e-r) (00T (t-rxY(62)]36 (M) <

< 2K m(t) sup |[W || |61-62]
T>U

Assim, concluimos que:

jd(01)-ud(82) | < 2K va(t) sup [l lea-sa +
T>0
+2K m(t) sup [IW || 161-82] = 2K[ya( t)+1r(t)]supr H |81-02]
T20 >0

e portanto,

(4.14) HmQH < 2K[m(t)+ys(t)] sup MLt 2o
T>0

e (4.12), temos que:
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t
v(t) = J - e (B (E-T)=S(6T) y(0) g(r,u_)dr +

co

s Jt e(B-uI)(t-T)'S(t,T) ¥(0) F[T,WT+XOG(T,WT)]dT

Do lema 4.2, temos que:

V()] < Ki va(t) sup [|W Il t>o, W eS.
>0

Alem disso, como & e uma base para P,, existe k tal que
l|#|]1 < k. Logo, para K suficientemente grande, temos que:

(4.15) o v(t) 1< Kys(t) sup |JW ]I t>o.
0o

De (4.13), (4.14) e (4.15), concluimos que:

log* + g + & V(£ < K ys(t) sup ||| +
120

+ 2K [m(t) + ys(t)] sup lw l| + K va(t) sup ||w ]|
>0 ™0

= 4K [rs(t) + 5 w(t]] sup Ml t o
120

isto e, ¢ v(t) + w:‘ + wS esta na classe C', para cada T.

Portanto, temos que

t
Iadj {F[1,0v(1)+w 1+wQ]+uG (T,0v(T)+w Pl+wQ)}dr +

t
+ J od. F[‘r,XoG(T,q’V(T)*w:l*‘”g)]dTl5

1A

ladlj Iy (v)+lulm(e)sy(Em(x)) - llov(ryudel || dr <

IA

et 4k sup Il [ Grelulnti(ontel] Ga(os 3 wi)or

120

para todo t > o e qualquer w emS.

Vamos, agora, obter uma limitagdo para IIw MR
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log-o,pll = Hlo v(t)wul wulss u(t)-s bl =

= llo v(t)*wzl+w8f¢u{b+J od Ft,0 v(t +mp1+w dt +

t
+ I ad{uG(t,® v(r)+w51+wQ)+-F [T,X0G(T,0 v(T)+wP1+w$]}dT -
T T

00

't
! P | ‘ P
o, bl < 1o vieral adll + lioli ladl [ 1F(r,0 v(x)ral el e

[+ ]

+

t
:[¢HH1 |od | J {|ullG(T,® V(T)+w 1+w [+]F [T,XoG(T,® V(T )+wP‘+wQ)]|}d15
-] T T

1A

1 |
4K t)+ t)] sup (W +
[ys(t) 7 )] T>§ | Tlh

+

t
ol loa ] sup i [ G lulrosvtom] Bl gu(e)er.

T>0

Desde que sup ||w || < 2¢ bll , temos que:
>0 H 'h

log-8,b11, < 8KGrs(t)+ 5n(t)] ile,bli +

t -
aklad] ol llopll, | Brlo)s halr(oysviem(el] b (r)rg nlx)]oe

Portanto, para o suficientemente grande, temos:

log-0,511 < M llopll [ra(t)egm(t)] +
t
+ N2 ||¢ubH1J )+ luln(oy+v(nm(e)] frs(r)+ g m(r))de

onde N, = 8K, N, = 8K|ad| ”¢u”1’ 0 que prova que U leva S emS.
Tambem desde que U @ linear e limitado resulta que U e conti

nuo.

Finalmente, vamos mostrar que U e uma contragao. Suponhamos

que wt e V, estao em S. Sejam:

t
- - Py Q
= U Nt f ® v(t) +w '+ ¢uu(t) + W t>o

Wt
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P1

R, = UV, =0p(t) +a

+ ¢u v(t)+ 92 t>o0o

t

o(t) = j - e(BMD(E-T)=s(E:T)y(0) g(r,v )dr +

©0

N jt e(BuD(E-T)S(6:T) y(0) P,V _+XoG(r,V_)]dr

oo

t
o L_e-u(t-T)-S(tsT)[.dTT(t-T)_x'lee(r,vT) +

. |
. f e H(t-T)=s(t,T) 1 )xPr Flx,V. +XoG(T,V_)Jdt

o

t
QE - Jo e-u(t-r)-S(t,T)[}dTT(t-T)xg] G(t,V_) +

t
*J e H(E-T) =8 (8,T) 140 FLTsV #Xo6(t,V,)]dr
o

t p P10
v(t) = b + ad J {F[r,0 p(T)+QTl+ng+u G(T,® o(r)+9T1+ﬂT')}dT+

t

+ od j F[T,XOG(T,<Dp('r)+QP‘+Q$)]dT.
o T

Assim, temos que:

lugagll < lle v(x) - @ o(0)]l + fluf*-adll +
#llo, Il Tu(e)-vie)] + llal-adl

-t
szl-gzlnl= iJ e"U(t-T)'S(t,T)[_dTT(t_T)xglj [G(T,WT)-G(T,VTU+

o

t
+J e'U(t'T)'S(t’T)T(t-T)XﬁI {F[T,WT*‘XOG(T’NT)]'

-F [T,V +XoG(T ,\(T)] }dt |

Da Tinearidade de F(t,$) e G(t,4), temos que:




F(t,wt) - F(t,V

¢) = F(tH-V

t)

G(t,Wy) - G(t.V,) = 6(t,W -V

t) t t)

-V, e C'.

Assim, se wt e Vt e C', entao wt t

Pela hipotese (3.7) temos que: para todo t > o:

[FLea (V) + Xo8(t M=V T | € Iy(n) + y(m)m(r)] W~V

T T
Tambem:

j6(c M V) | < m(n) W=Vl
Assim, concluimos que, para todo t > o:

P

P
”wtl-Qtllh < K YS(t) sup Ile'leh =K Y3(t)N(wT'VT)

>0

Analogamente, obtemos que:

Ilwg-ﬁgllls 2Kys(t)+m(t)] sup [[W_-V |l =2K [rs(t)+m(e)INCH_-V,).

>0

e, tambem,

o w(t)-2 p(t)[l < Kys(t)sup [IW -V [l = K ys(t) N(W-V,)
>0

Portanto, concluimos que ¢ v(t) - ¢ p(t) + wzl - Q:‘ + wQ -Qg

esta na classe C' e, assim:

t
H(E)-V () 4Klodsup [[W -1, [ [ Tr(o+ itz (e)n(el] e g nie s
rz He .

t
= 4K|ad|N(NT-VT)J Dr(t)+ ulm(t)+y(t)m(T)] Ba(r)+%n('r)]d'r
Dos resultados acima resulta que:

[lwg-R Il < 2K va(EIN(W=Vy) + 2K [ys(e)+m(t)IN(W,-V,) +

t
+ 4 Tod] gyl NV [ Bl ev(em(el] fra(e)s (e)des
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= J[ {N2 j [Y(‘r)+|u| T)+y(T)7( T)J [-_y3(1:)+.2. T)]d'r +

+ N [Ya(t)*"]zﬁ(t)]} N(W,-V,) 5'%(1-5)N(wt-vt)
para quaisquer W, V em S. Desde que 0 < € < 1, concluimos que V &
uma contracao em S.

Consequentemente, existe um unico ponto fixo wt em S e essa

fungao W, nos da uma solugdo de (4.11). A fungao Xy definida por:

u(t-o)+s(t,o)

(4.16) Xy = 2z + XoG(t,z,) = ]:w + XoG(t,W )] e
é uma solugdo de a——ﬂ) G(t xt)] = L(xy) + F(t,x,) e como W.eS,
resulta que W, = ¢ b + 0(1). Fagamos - W, = ¢,(0)b [40(1)] =

= c.b [1+0(1)]. De(4.16) temos, que:

X
R CURERC IR B NN

le
= [T+pn(t)Jcb [T+0(1)] =

Como lim w(t) = 0, concluimos que:
o

x(t) = [eb+o(1)] eH(t-0)-s(t,0) quando t + « .

0 teorema esta provado.
Exemplo: Como aplicagao do teorema 4.1, consideremos um caso parti
cular de (2.3). Seja a equagao
(4.17) a- {x(t)-apx(t-r)-a(t) [x(t)-x(t-r(t))]} = -box(t) -
~cox(t=r) - b(t)[x(t)-x(t-r(t))]

onde a¢, bo € cp sao constantes, a(t) e b(t) continuas para t > 0,

r(t) continua, 0 <r(t)<r, r>0.

A equacao autonoma associada a (4.17) e
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(4.18) & k(t)-aot(t-r)] = -box(t) = cox(t-r).

Para a equagao (4.17), temos que:

L(9) = =bo6(0) - Cod(-r)

D(¢) = #(0) - aod(-r)

F(t,9) = -b(t) [6(0)-0(-r(t))]
G(t,0) = a(t)[6(0)-o(-r(t)]]

A(A) = A-aghe AT + b + c e

6,(8) = et rcp<0

¥ (1) = e" o0<t<r

y(t) = |b(t)]

m(t) = [a(t)]

Se Jm la(t)|dt < o ,jw Ib(t)|dt < =, lim a(t) =0ese u e

uma raiz simples de detA(X) = 0 e todas as outras raizes com par-

tes iguais a parte real de u sdo raizes simples, entao existe uma

solugao de (4.17) de forma

(4.19) x(t) = gH(t-0)+s(t,0) [a+o(1)] quando t + =,
A conclusdo (4.19) tambem e valida se y(t) e w(t) satisfazem

a hipotese (II) do teorema 4.1,
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