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INTRODUÇÃO

O objetivo deste trabalho é desenvolver e analisar méto—

dos para determinar a solução numérica da equação integro—difg
rencial

We) = Fênyúô, fºcº,... ,. yº'*1>ec>,z(x»

.Vmêª) = yª) ; i = o,1_,..., v—l
&

onde

Zhi) =)? Kênybr) ,». , y(v'l)(x)».t,y(t),'m , y(v)(t)) dt
&

,

'

.
'

Os algoritmos a— serem discutidos para calcular numerica-
mente a'solução y(x) de (1) “são “métodos de discretização, isto
é, determinam uma "solução aproximada não sobre o intervalo coª
tínuo aéxsb,- ,mas sobre um conjunto discreto de pontos
(xn|n=o,1, ,N]-.

Em anos recentes tem havido muito interesse neste tipo de
problema. A seguir destacaremos alguns resultados importantes
nesta direção.

Pouzet [lã—I consideraa equaçâo

y(V)(x) = FÓUYGÍ) vm, y(V—l)(x)) + [X K&vªvy(ª) , "º, yªdª» ds

. ..

ª
_

(2)
yú)(ª)=yb(1) ; i=O,l,...,v—1 ; xàa

e desenvolve fórmulas do tipo Runge-Kutta para resolver numer_i_
camente (2) e obtém algoritmos especiais para o caso v=l.

A equação. (2) onde o. integrando agora é da forma

Kb;,y(x) ,..., yº,—l)(x),s,y(s),..., yw)(s)),' tem sido estudada por A.

Go'ldfine ]:7], [8] Integrando v vezes a equação considerada
e empregando regras de integração numérica, constrói diferen—
tes algoritmos. Para o caso v=0, ou se ja
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;W:) = F(x) +] Kbc,s,y(S)) às (3)
a

define um método de um passo para o qual consegue a fórmula as
sintética do erro de truncamento.

A equação
xymmaenym, ja manada (4)

tem sido discutida em vários trabalhos. Linz [lã] considera a
equaçâo “& e generaliza a clássica teoria da convergênciack mg
todos de passo múltiplo para equações diferenciais ordinárias,
a qual tem sido estudada em grande detalhe em [9] e [lª. P.
Linz prova que um método de passo múltiplo consistente e está—
vel é convergente. Os autores H. Brunner e J.D.Lambert em [IL]

examinam a ordem dos algoritmos propostos em 13.5], incluindo
uma discussão de métodos para fornecer valores iniciais.

Em uma série de trabalhos, J.T.Day desenvolve métodoscnn
fornecem valores iniciais para equações do tipo O) e que são
úteis em diversas circunstâncias. Usando as fórmulasch Newton
-Cotes de um modo conveniente, o autor em [4] determina um

algoritmo da Omó) que funciona como um predictor para o método
Gregory-Newton [ªº]. Em.continuação a este estudo G.Campbell
e J.T.Day em [2] conseguem construir um método de oafõ no pa—'
pel de predictor com vantagem sobre o de [4].

J.T.Day em [6] da um método da 0014) que fornece valores
iniciais para algoritmos de passo múltipo aplicáveis aequações
do tipo

X
yªºeo = F<x,y<x»+f Kbt,t,y(t)) at (5)

X 0

No trabalho [3] os autores S.H.Chang e J.T.Day provam um

teorema de existência e unicidade para a equação integro—dife—
rencial não linear

Wer)+a<x>y<x>+yX mus”) ybc—t) y(t) dt=fcx>
O

y(0)= c
'
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e para resolvê—la dão um algoritmo numérico da 0m4).

Faremos a seguir, um resumo do material apresentadoemng
ao trabalho.

No capítulo 1 daremos alguns resultados básicos das teo—

rias envolvidas, que serão utilizados no decorrer doírabalho e

facilitarão a leitura do mesmo.

O capítulo H trata dos algoritmos 1 e 2 baseados no de-
senvolvimento de Taylor. Foram inspirados pelos métodos de um

passo para solução de equações diferenciais ordinárias. Expan—
dimos as funções ywbz); r=O,l,...,u numa série de Taylor de og
dem q e são dadas aproximações para as integrais de Ke de suas
derivadas sucessivas. Assim, definimos dois tipos_de algorit-
mos de ordem q arbitrária. Fixados q e o comprimento de passo
h, cada um dos algoritmos determina valores Xique aproximam
yah). Estabelecemos também, limitações para os erros de trun-
camento e mostramos que os métodos apresentados são convergen-
tes.

A seguir provamos que o erro de truncamento en que ocor-
re na aplicação do algoritmo 1 a equação «) satisfaz:

en = yn _ nyn) = nº g(xn) + omº“)

onde gôd é uma função que não depende de h. Este último re-
sultado, ou seja a expansão assintótica do erro, permite apli-
caçâo da extrapolação de Richardson muitas vezes usada em aná-
lise numéricá para aumentar a precisão dos algoritmos.

No capituloIE será discutido inicialmente, o algoritmo3.
Empregando convenientes regras de integração numérica, algumas
do tipo interpolatório, conseguimos uma classe de métodosdo ti
po passo múltiplo. Analisando o erro de truncamento provamos
o teorema que garante a convergência do algoritmo 3. Este teo-
rema estabelece que:

a) se os valores iniciais são calculados tal que seus erros são
da OQQ);

b) se a regra de quadratura empregada para aproximar aintegral



_IV_

da função K é da OQQM

vªmu)c) as os polinômios de interpolação para as funções
i=O,l,".,v—l são calculados sobre r—pontos;

então o algoritmo 3 é da OQfx), onde a“: minío,r).
Quando r> 2 o algoritmo 3 requer valores iniciais para

que possa ser aplicado. Assim os algoritmos 1 e 2 podem resol
ver esta questão.

No caso especial da equação 00 há algoritmosIEOpostos pª
ra fornecer valores iniciais [lj, [15]. Combinando regras de
quadratura conseguimos um método simples e preciso<ne serve pª
ra calcular valores iniciais. Este algoritmo 4 é discutido no
final do capítulo III e se aplica & equações do tipo Q).

No capítulo IV serão feitas comparações entre os algoril
mos discutidos neste trabalho. Todos métodos serão aplicados
para resolver numericamente dois problemas específicos, cujos
resultados se encontram nas tabelas finais. '

Agradeço ao Departamento de Ciências de Computação e Es-
tatistica do ICM-SC pelo estágio cientifico na Pennsylvania
State University, que muito contribuiu para a realização deste
trabalho.
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_1.MWNeste capítulo serão apresentadas algumas noções e fôrmª
las necessárias ao desenvolvimento do texto, as quaisgmdem ser
encontradas na bibliografia geral e são apresentadas aqui ape—

nas para facilitar a leitura do trabalho.

1.1. Notações. Seja a equação íntegro—diferencial:

Wer) amas), yººbo, y<v'l)e=), zac»
(1.1)

yºga) Hªi) ; i=O,l,..., v—l

onde

z<x> =jx Kms), ,y(V'-l><x>,t,y(t>,'yº)<t> , , Wo» dt
a

Sejam BGÓ e RGD regiões definidas por:

RCF)=í&1yvy(D v" ,
y(V—l),z) Ia EX âb; yºyº)! "'! y(v—l), z & E]

e

< » a) (v) ªm“v-R$): (X,y,..., y ,t,W,W ,...,W )
y,ya),.",y(v_1),w,". ,wôr)eR

Então, fazemos as seguintes hipóteses:
a) A equação 6.1) tem uma única solução.
b) F e K são funções de classe C8 de RGô e R$) em R,rssbec—-

tivamente.
o) F e K tem derivadas parciais de ordem s limitadas.

Sejam x € [a,ê], Ne-l inteiro e consideremos & sequência
de pontos [%) definida por xn= a+nh para n=0,l,...,N onde halªl-Tª-

é chamado o comprimento de passo.
Representaremos por 3h uma aproximação de ybô no ponto

xn; por yr?) uma aproximação para y&)(xn) e 9:53:33?) —y(i)(xn).
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1.2. Tipos de estimativas de erro
Ao se estudar um método numérico é interessante que

se tenha alguma informação sobre o comportamento do erro en.
Abaixo seguem algumas estimativas de erro.

a) O método é convergente se

lim max [e.]: O

h+O Oéjén ª
hn=cte

b) O método admite convergência de OGJÓ se

Ienl ª(lhp, para alguma constante O positiva e h-»O

e
c) O erro en admite uma fórmula assintótica se —ãâã_—+l, ou de

0
um modo equivalente en: hp g(xn) + O(hpª'l), onde g(x) é uma

função que não depende de h.

1.3. Lemas e Corolários auxiliares
Lema 1.1. Supomos que para alguma sequência de núme-

ros reais não negativos ízj] temos que:

Z .J+1£A
&

zu+ gj+l ; J=£, 2+l,no
u=O

então
.

£. '
.

z '+l & A(A+l)3'£ nªo Zu + A ª (A +1)3—u gu + 5. l J=£9º+lwº
3 u=x+l J+

Corolario 1.1. Se A::ph, então

4 Inf-Jl) 1 h('— )
'

zj+l—Ph eB 3
nªo zu+ $b ep 3 £ u=à+1 gu+gj+l

Lema 1.2; Se os números gh satisfazem
Iªna-ll é Algnl +B para n=0,l,32,, ... , N—l, então
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An—l
,

n “ITB 'Aªªl
(ínléA Iêol+ ;n=l,2,..., N

Corolário 1.2. Se A é da forma l+8, onde 8 é um nú-
mero positivo pequeno, então

n8
lãnléenô Mºhªª—gªlª

1.4. Polinômio de interpolação e método depmmmúl-
tiplo .

Sejam xº, xl ,..., xn pontos distintos em [mtª e

yo, yl ,..., yn valores de uma função f(x) sobre os pontos dados.

Teorema 1.1. Existe um único polinômio Pn(x) de grau
n tal que PnCXí)=yi ; i=0,l,no, no

Definição. 0 polinômio Pn(x) é chamado polinômio de

interpolação da função f(x) sobre os pontos xo, xl,..., xn

Teorema 1.2. Sejam xo, xl ,..., xn pontos distintos em

[anªl e f(x) uma função contínua e com derivadas de ordem n+l
contínua em 51,13 .

n f(xv)
Seja Pnet) : L(x) [ WL.x 0 polinômio de in—

V=O
— '

terpolação da f(x) sobre os pontos xº,xl,..., x onde

Mx) = ór—x ) (x—xl) (X-xn).0

n,

Então, em qualquer ponto x e [afff] , vale o seguinte:
(x—xº) (X-xl) (X-xn) f (MDC?)

re:) = f(X) «in =
(ml)!

Entre os métodos de discretização podemos citar os
do tipo de um passo e de passo múltiplo. Num método de um pas-

para algum % em [a,b].
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so o valor de yn+l pode ser calculado se yn é conhecido,
não há necessidade dos valores yn-l'yn—Z'"' Numuétodo de paº
so múltiplo o cálculo de yn+l exige que se conheça não ape-
nas yn mas, também um certo número de valores yn—l' yn_2, ""
Um método é chamado um método de k—passos se os valores
yn, yn_l,u., yn+l—k sao ex1g1dos para o cálculo de yn+l'



CAPITULO II
ALGORITMOS DE TAYLOR DE ORDEM q

Neste capítulo são apresentados dois algoritmos para re-
solver equaçâo íntegro-diferencial do tipo:

yw)()íj=FÓ(,Y(JÓ, ya)'(x)1“;9 y(V—l)(x), Zôº)
(2 1)

y(1)(](0) :yêl) ; i: 0,1,000, V—l

onde

X

za>=f Kms), yª)<>«>,..., y(V'l)c<),t,y<t>,yº)<t>,..., %%» at
xo .

baseados em desenvolvimento de Taylor da função yúºbd.

Estuda-se, também, o problema da convergência dos cita—
dos algoritmos e faz expansão assintótica do erro de truncameg
to para a equação

armed = Fbc,y(x). za»

WO) = yo

onde
X

z<x> =X! Káx,t,y(t)) dt
O

caso particular de 9.1), quando se emprega o primeiro dos algº
ritmos (Algoritmo 1).

2.1. Definição dos Algoritmo 1 e Algoritmo 2

Consideremos & equação íntegro—diferencial do tipo
(251) .

Suponhamos que:
,A.l. F e K sejam funções de classe CQ+1; q inteiro,qà 1.

Como: '

y(V)(xo) =F()%,y(xo),... , y(V'l)(xo), zerº)) ; z(xo«)=0 pode ser cal-
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culada exatamente e sem dificuldade, consideraremos

X
V . . n— . . . .y( '(xo) =y0(v) como parte das condiçoes iniCiais.

Então, usando desenvolvimento de Taylor para & ywbc) num
entorno do ponto Xn' temos:

Cl

Y&Mxml) = ywbtn) + h y(r+l)bcn) +...+ ª— y(r+q) (X,) +q!

q+l
AEW y(r+q+1) (é?) (2.2)

onde: xn<
(r)

< xn+l : r=0,l,...,v
Para que estas expansões definam um algoritmo precisare-

mos calcular as primeiras (v+q) derivadas de y. Diferenciando
sucessivamente (2.1), obtemos:

S
yºªªhx) =dª—s- Fônyút), yº)<=c),..., y(V'1)c<), zer» ;

X

S=l,2,..., q .

onde
. _ 41 (2.3)

( (1) X dl l— i-j—l 3
z %: 'f—Kdt+ : d 3_ ,ªo axl j=O EET-5:1- [:dxJ KL;

x
,

i=l,2,..., “(1

Para construir os algoritmos, usaremos técnicas para aprg
ximar as integrais definidas em (2.3). Assim, vamos supor &

existência de regras de quadratura da forma: '

A.2. Seja xk=a+kh para k=O,l,...I, n; onde a+nh é mantido fixo
em [a,o—j, quando háO. Para cada 1 usado e para

k=0,lp", n, sejam -wik um conjunto de pesos reais e qi um nú-
n

mero positivo. Seja Z |w.k|é w para todo n, com w.k=0
k=0 1" 1

para n=O. Para g suficientemente diferenciável supomos que

“_...

_.

&“...
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xn .? n
£ Site) ds-hkzo “ik g(t,xk) : WMS) :

O :
ochºi)

Então dado qi escolhemos Wik' k=0,l,".,n satisfazendo

A.2 e definimos os ygªà , s=l,2,».,q_ por:
(

yW+s)= [dª Fn dxs x=xn

y=yn

W+s—1L_ st—Dy “ n
z=zn

'(.sa. (8)
z ..zn

. n 1
2511): h Wlk "d—í ' +

1-1 i—j-l j -
'

d d
+ E à. — K ' .

j=O Xm-J—
[d

J L::x ,

X=Xn
y=yn

yºgª,?
is1,2”»,q .j?W+i_Dª=%?+i—D

(2.4)
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que serão usados para aproximar y(v+s)(xn), s=l,2,..., q.

r Algoritmo 1

Pªra n=o,l,no, N-l
(V)

1) yn,yg),..., y são conhecidosn

42) usando (2.4), calculamos ygn'l), ygl+2),..., yªng)
3) para r=O,l,..., v calculamos: (2.5)

2 q+ h 2yíflryífªhyff 1)
+ ?? yífª” >+--+ %? Yªm“)

&

Uma modificação para este algoritmo pode ser obtida se fizer—
mos: ;

(V)
_ (l) (v—l)yn+l"F(xn+l' yn+l' yn+l "”' yn+l ' zn+l)

(2.6)
n+l

_ (v-l) (v)
zn+l ' h kªo Wik K(Jºn-d' yn+l' "" yn+l ' xk' yk ""' yk

r Algoritmo 2

Para n=0,l, oco , N-l
&) GO » .

*

1) yn' yn ,..., yn sao conhec1dos (2.7)

2) usando (2.4), calculamos yª!-d), yg+2),m, yÁV—Hl-l)

3) Pªrª r=O,l, , v—l calculamos:

y(r) (r) hªrd)“ hCl (Hq)
n+l=yn + ““+—51735

4) usamos (2.6) para calcular yª,-il
L

2.2. Resultados comuns “a convergência dos Algoritmo 1 e
Algoritmo 2. '

Para limitar o erro de truncamento que ocorre na
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aplicação do Algoritmo 1 ou do Algoritmo 2, devemos examinar os:

eg)=yr(f)—y(z.)(xn) ; n=0,1,..., N ; r=0,1,no, V+q

Consideremos primeiro os casos, r=0,l, ... , v para o algo-
ritmo 1 e r=0,l,..., v—l para o Algoritmo 2

Subtraindo (2.2) de (2.5) para o Algoritmo lou de (2.7)
para o Algoritmo 2, temos:

em — eh") + h (r+1) + + & eªw) —
hq+l ylr+q+1) (ªgº))n+l' n en q! n (<ul)!

j .

ªgil é ªo %., 'erªfªfª)! mafiª) (2.8)

Agora consideremos sªns), s=1,2,..., q

Subtraindo (2.3) de (2.4), segue que:
s seW+s)=y(v+s) _ y(v+s)(x ): d F _ _d__ Fn n n dxs x=x dxªn x=x

, n
y=yn

yW-b-S—l): yàva—s-l)

zzzn.

(a)- (3)z .- Zn

e
n

k=0 dx X=Xn

y=yn

y(V+i—l)= ylgí+i—l)

t=xk
U=yk

umzy?



i—l i- j-l j
+ Z L—w—T 3—5 K ..

j=0 dxl'ª' dx t=x x=xn
y=yn

yºªi'l): ªª(YH'i-l)

i—l i-j—l j "
I-

d d .[x);iiKdXi tx=Xn Fo dx J dx J t=x x=):n

i=l,2,ooo, q

dªUsando desenvolvimento de Taylor para a (—-1') num en-dxB

torno do ponto '.(xn,y(xn) , ... WWW—Derm), zún) , , z(
(ª) kn» temos:

( ) _v+s—l (nº de
exªme _ mªo % [my [dxª F

p
+

l
ª (m)- (m) _Wõ _d_ª_ F+ mªo (Zn z (In» [Ez [dx8

pl

Por outro lado, usando desenvolvimento de Taylor 'para

(2.9)

1
a(—Tdd K) num entorno do ponto

::

(Xnv yªn) , "º , y(V+i-l) (XR) , xk' yºrk) , '" , y(V)(xk)) e parª

1-3-1 j
'

a( d1_ _ d—j K ) num entorno do ponto
dx dx t=x .

(v 1-1) _dí.
(Xu, Yºrn), ... ,» y +

(ªtu)) e como [[x dxi X da ..

X=Xn
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determinamos o seguinte resultado:

&) (i) ª di
Z — Z (X ) : h 2 W.k ——|- K +n n k=O 1 lim]. _]x—x

— n
t=xk

1
- JL.- K dt

oldx x=x"' n

Substituindo em (2.9) e tomando valores absolutos, segue

[my43%?alehHe) &“ (m)n 1—0 wºw
n m m »

'

.

6 K &hão“? ' f:?“_
x=xn

X
. ::=an

m:

+É
m=0

S+
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s n v+m—l (u) 6 dª“
+mª0hkê0 Wiki nªo le“ II:—Gabi] s+

p2
s 11 v m(11) E d

+ mªo h kªo Iwikl não lek [a [E:-5 ]] S+
. _ pg

3 m-l v+m—l m— 3-1 3
(“>| 3 d

. dª K 5+ mªo j=O u=0
len [5 you) [dxm'ºííHíde ]““ij

onde:

S: % Jªi
bz dxs

'pl

Sejam

B dª B dm
_GiI —F éK ; "“E —K ex ,

B dm
_! õ am'ªºl dª ]— K _ K : éK :[56551 [dxª -] 3 [33,qu [1 m'ª'I [Lªrª lhª-ªí. 4

a dª[gw 2:51] “ºs

v+s-1 s v+m—1
(m) (11)e K]. mªo Ien | + K4 K5 mªo m

u=0
len | +

+hWK K X (n+l)vÉn—l|e(ª)l+hWK_K(s+l) % ªleª)“2 5 m=O u: n ') 5 k=O uzo k

3
+K5 Z E(h,m)
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Seja K6 = max(K2,K3)

v+s—l 2 v+S—l
(v+s)|.exl );O |egº|+K4 K5 º—g-ªl não legªl +

_
v+s-l (u)

+ 2(b-a) w KG K,5 (q+1) ªo ]

n—l v 5
+h w K (q+1) [ Z [eku)I+K X E(h,m) =

3 K5
k=G 5u=O m=O

(2.10)
v+s-l n—l v - s

=x lewl+hK ): le(u)|+K E um)7 nªo n 8 kªo u=0 k 5 m=O
,

' — ll" :. x
Xonde. K7=K1+K4 K5 fªtiar (b &) Pô 1/5 (q+l;

KS =W K3 K5 (q+l)

(v+ 5)Agora, vamos provar um lema que expressa os en
(lª)s=l,2,...,q, em termos dos e.J , r=O,l,..., v;

j=o,l , lll , n.

Lema 2.1. Seja yÓÚ satisfazendo & equação íntegro—dife-—
rencial 9.1). buponhamos que as condições 3.1 e A.2 sejam
satisfeitas. Então, existem constantes não negativas KO, XII
e K12 tal que:

n-l V '. /Gr e) V (u) . *“
Ien+ |_4K9 uêo Ien I + hKll kªo mªo leªn/l +

8
K E ,

*

.+ .12 mªo Cum) (211)

Prova. Aplicando o lema 1.1 a (2.10) temos:

IeSHSM !=K7 «TOMB—l não letªl +"
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v+s—l n—l v
+ K7 ; CK7+DV+s—l-u th 2 z Isiªh +

u=v+l k=0 m=0

“iv (hm) ºil É!“)! 2 (hm)+ K E + h K e + K E
5 m=O

, 8 k=0 m=O k 5 m:
,

v+ -1
Mas, % (K.? + l)v+q-l—u é (q-l) CK7 +l)q'l e seja

u=v+l

K : K CK + Dºª—1 então '
9 7 7 ' '

V n-l vIew+s)|éK le(u)|+rhK K (q—l) |e(m)I +n 9 não ª 9 8 kªo mão ªº

wmª-l uÉ-v (h m) ni]. % | (m)'+ K K E + hK e +5 9 u=v+l m=0
' 8 k=0 m=O k

5
+ K5 Z E(h,m) &

m=O

v n—l v s
41; leªº] + hK Ier+K E(h,m)9 nªo n 11 kªo mão ªº 12 mªo

onde:

Km: mafo9(s-1>+1, K9(s—2)+l, ..., Kga) +1, K9(O)+1)- ;

Kll =K9 K8 (q-l) + K8 ; K12 : KS KlC

Corolário 2.1. |eêr>| =O , I'=O,l,l..., V+q
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2.3. Convergência do Algoritmo l
legº!Definição Ek : max

Oérév
o éjék

Então, de 9.11) segue que:

ª 9 u=C “ k=O m=O m=O

S
e 1:13 En+K12 mêO E(h,m,) (2.12)

onde: K13=K9(v+l) + (b'ª)Kll (v+l)

Lema 2.2. Suponhamos que as condições do lema 2.1 sejam
satisfeitas e que para alguma constante É, hªi? 4 1.

Então:

En+l 5 (1+ nx“ H) en + h HKlZ [Em,o) + 1É13(h,2)0(hQ—1)]+ o(hqn)

onde H e K14 são constantes

Prova. De Q.8):

&),LªiªíÉW-rªhj <M>l+ % h3,e<r+j)'e " “" Ie ".— | +n+l j=0 33 n J=v-r+l £ n

+ Ohª+l)é

minfo,v-r) . —,j
Éen + E ªi Cn + K13 &

. -.—'- E“ +
3: j! j: -r+l J' “

3 r+ -v 1* Kl2 33- E(h,m) + Cºnª”) ª
3=v-r+l m=

J J r+'—v£E+K & % IL,-+11 É -- Emmhoauºª'l)n 14 In J=l ;. 12 j=v-r+l Jl gª '
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onde: Kl4 : max (1 'KIB)
j—lleaº”)!LnE+Kl4€njhªlh, +

J' r+ :]

+K12[E(h,0) & ªT+£f—v 301,1) % ªª.-T]+ochº+l)
j=v—r+l ª' =l j=v—r+l J'

— —-2 -l
SeJa H=l+—2ªr + ª,— + «riª:

(r) , hº"lIen+ll .- Q+hKl4hJ E +K12E(h,0) h
j=lT +

q j-l
+ K h Z E(h,2) & 'h—r-i— + O (hªd)12 3.£=l J-.

Portanto:
En+lc_ O.+hK 1414) Gn + h HK12 [301,0) + ºâlEChJ) O(h 47] + O(hq'd)

Estamos agora, preparados para provar o teorema da con—

vergência do Algoritmo l.

Teorema 2.1. Seja y(X) satisfazendo & equação íntegro-dª
ferencial (2.1). Suponhamos que as condições A.l e A.2. sejam
satisfeitas e que qº=q; q£=q-2+'l para L=l,2,...,q e qªl.
Sejam os valores yn determinados pelo Algoritmo 1. Então:

(x -a)K H
n 14 ªi q

19) & ée "'1 HK O(hº)+ ªo(h'º)0(h'º';) +O(hq), e

hé'fí < 1 para alguma constante T1.

29) lim lyóíj)y— y.-l =o
h-vO 053511
hn=cte.

39) O Algoritmo l converge com ordem q.
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Prova. Aplicando o Corolário 1.2 ao lema 2.2 temos:

enhK H enhK14H-1 .,611-614 804, LFKTH—l hHKlszQl,O) +

+Í1E<h £) º(hº'l))) + Wªi)]
1,1

Mas, 80: max legº)! =O, então:
Oárév

(tn " &) K14 H " o .

ªnª ª—TT—º—l HKlâºmºº) + ): cmº!) Omº—l)]w omº) = omº)
14 l=l

Assim:

lim max berj) - y. Ié lim En : 0
h .. 0 053511 3 h » c
hn = Otº *“ hn : cte

2.4. Convergência do Algoritmo 2

Vamos, inicialmente, calcular umª limitação para
(V)“ que será necessária para o estudo da convergência do Al

goritmo 2.
Subtraindo (2.1) de (2.6) e usando desenvolvimento deTaylor

para a F num entorno do ponto (xn,y(xn),y(l) (er), ...,y(V'1)(xn),z(xn))
e para e. K num entorno do ponto

ªindª“). 3,03%))“"Jºr l)(xn) Xk.ybtk),ym(xk)),..., y(v)(xk)) temos:

v—l '

6“S)mªoÉ“) [??-ª;) +(zn_z(x.n) [WF—! (2.13)
—P4 "'P4

e

v—l
_ (m) a

zn z(xn)-h ªw“33qu mªo en [8—qu +

=xk ps
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xn“f Kªn, yknhmv y(v_l)(xn)9tvy(t)9ym(t)9"ºv y(V)(t» dt
x .

0

.Sejam

'Parª—| ; iPªq ;ªy _ By _

õ . 6 4[?>—Wª ªºxz ' IES—51:14

então,

v-l n vleªº] sc leªl +h w 0 leº,!ºl +CE(h o) (2.14ª 1 mªo “ 4 kªo mªo k ' )

onde: c2=cch ; c3=cK2c ; õ4=max[c3,02(n+1));

C4à254

Definição

- (r)
6 = max Ie.lk Oérév-l J

Oájék

Lema 2.3. Seja Yºº satisfazendo a equação íntegro dife-—
rencial (2.1). Suponhamos que as condições A.l e A.2 sejam

satisfeitas e que para alguma constante E,!xé 5 < “%rn Então,
' ' ' 4

existem constantes não negativas C7 e C8 tal que

legº! é <:7 En+ carmim)

Prova. De (2.14) segue que:

lenwlscl vil Ieyl+hwc4|eípl+hwc4 ºil leªf)“
m::O k=0
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Évíl ! ("ºl em º)+ 11 WC e + .4 he.—mo ªº '

() (.
Cl V—l hWC4 n—l (V)

”X'—niªn; não fn+l'1——E_W%'Z ªo 'º | +

hWC n v—l
— C

* "'1-h—â-w
4 kªo mªo ªn * 1—4:WTC—4

Eºª'º) *

C v+ (b—a) WC v bwc n—l
é —-l—-—-—:—————A—- E + -—__——4— egºl + “___—C Eºlçº)

1-2: W e “ l-h w c k=O 1-1“ 0
4 4 4

_
Sejam:

C —v+ (t)-a,) WC v WC
C =—-]=-——_—-——-—-ª— ; CS:—J— , então:5 l-h «.c 1.5 w 04 4

lemléc5 'e'n+hc6 ªzo leº”! +———º———E<h.0)
1-5 wc4

Aplicando o corolário 1.1 segue que:

(V) 06 hªi—].) 0 ª,) C6 hªl—l) n—l _len lécõhe kªo Iek I+Cshe k=l C5 &kf

b- c
ªo“) G6 05 eºº'ªººõ 'e'n_i+(b—a)C6 º—â—í—É E(h,0)+

l—h wc4

__C___ (b )c _+C5€ª+1.5wc4Em'ºHBº'ªmsºs e -a 5+ CS] En+
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O(b-a)06 a(b'ª)º6 +c
+ _ E(h,0)

l-h w 04

Portanto:
(V) -Iªn IÉC7 fn+C8 301,0)

onde:
É-GJC5

—
(b-a)C . _

º(b-ª)cõ e + C

C7_(b—a) 06c5 _e 6+c , ºe"5 — .l—h W C4

Lema 2.4. Suponhamos queles condições do lema 2.3 eejaà
satisfeitas. Então, existem constantes nâo negativas C.9 e'Clo,
tal que para s=l,2,n., q-l:
me) - º

[en Ié c9 en+ clo mªº EChm)

Prova. Pelos lemas 2.1 e 2.3, temos:

v-l n—l
Iegªªhzxgl e(v)I+K9 “ªo legºi|+hxn kªo lek)|+

n—l V-l ªº ª
+hKll kªo mªo Iek I+K12 mªo ECh,m)—;- '

.n-l _egg ç7€n+ 59 08 Emo) + Kg Env+hK11Ç7 kªo ek+

nªl _ s
+hKn ºs” kªo Eca,0)+hxu €n_11nv + Klz mªo EQ),m)é

ªgp-7 +K9 V+ (b-ª)KnC7+Cb—a)vKll 'ãn +
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s
+EK9 08 + (b-a)Kll C8 +K12— E(h,0) + K12 mªl ECh,m) ª_-

Ssc'ã +C Z E(hm)9 n 10 m=0 '

onde: 09 : K9 G7 + Kg v + (b—a.) Kll 07 + (b—a) v Kll

C =ma3(K9 C8+ (b-a)K1108+K12, K12, 08)10

Seja Cll :maXCCT'Í'Gg), então:

S
“Sªº-ºª)! é ºn an + 010 20 E(h,m) , para s=O,l, , q-l (2.15)

m:

Lema 2.5. Suponhamos que as condições do lem. 2.3 a'ejam
satisfeitas. Então:

.. qlEn+lªª+h C12H)—&n+hclo ªo ECh,!) och/2) + o(hªªªl) onde H e 012

são constantes.

Prova. De (2. 8):

(r)
I é minfqÉv—l—r] hjIeml leªf”): + ª- Ief*j)l+0Chª+1)L

j=0
—j_'. jzv—r j'.

minfan—l—r] j _ j
.

_ r+ '..v' -.
ª ª— e . (: en + (: E(h,m) + echº+l e

' m=0
I e.: D

.

& 3 ““ EM) + omº“)lh m ”Pºl
€.).

*'ILMD
Q

S'

onde C12 : maxCL,Cll)
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| e
(r) - h_ª'___-l T+ “ hj
n+ll £€n+cl2ên h Jªl—._. +CILO Kªo Eªi º.) j=vãr+£ . +

CJ ..

+ O(th') 5

ln ml + C)

..1 j- h 1
n 12 En hH+Clo _í EChJZ) .? _J'l + o(hªh ):2-0 J=1+l

_1
(1+h 012 H) En + h 010220 EW?) Ochº) + O(hq'd) ; r=O,l, , v—l

Portanto:
—l

€n+l é Q+h C12 H) En + h 010 ªgo 301,2)0011)+ Cªigª)

Vamos agora, provar o Teorema que estabelece a convergêg
cia do Algoritmo 2.

Teorema 2.2. Seja y(x) satisfazendo & equação íntegro-Lºdi—
ferencial (2.1). Suponhamos que as condições A.l e A.2 sejam
satisfeitas e que gl=q-R para «º=0,l,..., q-l e qªl. Sejam
os valores yn determinados pelo Algoritmo 2. Então:

_ e(ªin-a) Cl2 H-l qlº) % º_º-c—ZH—"l' [ºm61220“) ºªlº“º(hq):|'

se héh ºil—lã”—
4

29) lim max benj)-y.| : O

h+0 Oéjén ª
hn=cte

39) O Algoritmo 2 converge com ordem q

Prova. Aplicando o corolário 1.2 ao lema 2.5 temos:
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ã ”ªºlºª'++—m— [hºleÉ Em>º<nº>+ºmªªã

Mas, 60 = leg—“=O, entao'
Oérév-l
06350

)0 H -1
?n-_% [ºm ªgº omº!) omº) + oem] = omº)

Assim:
lim max ka3- yjl 5 lim En = 0
h + O Oéjén h + O

hn=cte hn = cte

2.5. Expansão assintótica do erro de truncamento
Vamos desenvolver agora, uma expansão assintótica pª

ra o erro de truncamento que ocorre na aplicação do Algoritmol,
no caso especial da equação íntegro-diferencial:

vmb!) = F(x.y(x), z(x))
'

(2.16)
ykg =y 0

onde :

zen) =fxx<x,t,y<e» dt
xº

(bresultados que provaremos & seguir, serão usados pª
ra demonstrar o teorema da forma assintótica do erro de truncª
mento.

Suponhamos que F e K sejam funções de classe CQ+2; q
inteiro, qªl e que a condição A.2 seja satisfeita.

Subtraind'o (2.3) de (2.4):
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n
y=yn

y(S)=%(8)

z=zn

Z(S)=ZI('1$)

[ªs ]_ dxs _x=xn

e

(1) (1) _
n di

zn z (lin)“ ; wikEiç-f Iílx=xn +

t=xk
U=yk

__I [ 4 W]+ _ —-—,- . ..
J=O dxl'J' dxJ __t=x x=xn

'

y=yn

yu-l): yái-n

_ Xi K(x,t,y(t)) dt -[?;odxl
x=xn

iãl di—j-l[ dj
K(x t (tá] ]-

j=0 dxí'ª'I É;? ' 'y
__t=x x=xn

(2.17)

(2.18)

' s
&) COnsideremos o desenvolvimento de Taylor para & (ÁLEF) num

entorno do ponto

(Xml yan) ! "º , y(S) (XII) , ª(x'n) , "º , Z(S)
(XII)) :

dx



Por (2.12) temos:

.l. ª
(“)—5573 2 gf." =ZEUEO en By )[deFZHrl

= o(en)2 + o(non, 5-1)? + “ªn> o<E 01,94»

b) Consideremos o desenvolvimento. de Taylor para "& (iª-1%) nun eª
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torno do ponto (xn, xk, yótk», então:

dª
_

di b di£;ij _ [É? :] + ªlgª-U— &? +

X=Xn X=Xn X=Xn
t=Xk "t:

_ t=xk

onde:
2 i

7 k huª dxí
__ r ª

0) Usando desenvolvimento de Taylor para &

di'j'l dj
(__í-T-í ——JrK ) num entorno do ponto
dx dx t=x

<xn. yeª) , ..., yª'l)<xn», temos,

[di_j_l [[dj :] :|]1-3- JK
dx dx t=x X=Xn

y=yn

ya-nzyâi-n

[[ª ] ]]- _Tq ""'-PK +[dll J dXJ t=x x=):n



= cagª», O(E(h,i—2))2 + own) «Emi-2»

Substituindo (b) e (c) em (2.18), segue que:
. . n di õ 'di

Zill) _ zh) (xn) : hkªo wikíEd-FK] + ek [Ty- ªlí—lil

t=xk

O E X+ ( I“) ]+ jªo [E?-57.1 ª t=X X:)!
+

n

1—1 i—j—l j
+ mªo en Lyª [ul—j-l [Lixa

tz! x=xn

+

+ ()(—En)2 + OCE(h,i-2))2 + O(En) OCB (lui-24 —

- ªº-ªª- í—ªmííªí íí[&odxi “a“: 320 dx " " Ex.-5
t=x szn

X=Xn x=xn
t=xk
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i'1 2 2
+ X o(en) +O(E(h,i—2)) +0(€n)O(E (h,i—2)) +E(h,i)=

m ºs“

a=0

t=x —- :::):n

131 iâl “o
di—j-l dá

K' 32.50 In:-.O m dxl'ª'I ' E
man) +0(sn)º + OCE(h,i-2))2+ O(En) O(E ani-z)) + 301,1)

Mas, por (2.12)

1-1 1-1 ª dia-lí da' ”m (m)
' ** =0(E OGE (h,—2»ªo “&wa [ixi—34 [hg lª- sznºn ;) + 1

Então

zª) _ Zªhn) : o(en) + ou: (h,i-2)) + O(en) O(E (mi-z)) + Em.) (2.19)n

Lema 2.6. Seja. ybr) satisfazendo & equação íntegro dife—
rencial (2.16). Suponhamos que FeK sejam funções de classe
Cºvº, q inteiro, qªl e que as hipóteses do teorema 2.1.se3am
satisfeitas.

Fixado ião, escolhemos a sequência de pesos (walk) tal que

x i n i "
.. j' LK dt + 11 E "ik 3—5 =

x dxl k=O dx x_xº :::):n ' n
t=xk

ºi ªí""l . ,.=ã (xn,y(xr)) h + OCh )= ECh,i) ; onde 61 e uma funçao de

duas variáveis.

Então, para s=l,2,.,., q
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Hamª [f—Ís [[zxnªff”

+Eõ_à(_87 [dia lª'—l] Gabªn! ybcn» hq-s+l + omg-942) +
z dx

x-xn

+G<hº)+ Othº'ªª'ª) + qu_s+l)2 + omº) omº—Sºª) +

+ Oqu—S+3) o(hº's+1> + [carª) + conª-ªª) +

» —s+l S s (e)+O(hªl >]2ê0ímzo [õy-Wõôzz [É;—ss :!:.l]]en

Prova. Substituindo (a) e (2.19) em (2.17)

eiª—rs) : mão [53315 [dd—SS FJ] egª) + O(ên) + OCE(h,s-2)) +

xy _._xn

x
ª

. õ dª
+O(€n) “Bºns-2); + 20 bºmm) W &? +

m: Z " X=Xn

ww“? + ou: (h,s—l))2 + uem) OCE(h,s—l)) +

+ % [(mão O(En) + GG:.(h,m—2)) + O(Gn) OCE(h,m-2)) +

—- ª 2 £Lºl,!) ] Ezra.) [cxs «Hr +

1

s s
+ ; Sãº) [2 [O(En) +O(E(h,m-2)) + O(En) O(E(h,m_2)) +



+ Em,:n)
(&

32 iªi-F
õywõ zª dxs

rl

Mas,

1 S
5[(m;0í0(€n) + OCE01,m—2)) + O(En) O(E01,m—2)) +

., a ªnew] 3757
)2 EEF“ =

rl
+

O(ên)2 + OCE(h,s-2))2 + O(En)2 O(E(h,s-2)) +

+ oemsnºwwrg owns-2» + own) owna» +

+ O(E(h,ª-2)) O(E(h,s)) +0(€n) (NEWS—Z)) O(E(h,8))

Aplicando o resultado do teorema 2.1, En: OQ?) ecomo qº=q;
ql: q—Q+l, para l=l,2,...,q:

cm;): ª a _d_ª_F_ (m)

en mªo EW [dxs —]x=x en +

n

?> dª _ 1 _ 2

X=Xn

+O(hq)+ omº—ªª) + Ochº—ªª“)2 + O(hq) omº—ªª) +

+ canºª“) ochª'sª'l) + [001% + whº's”) +

q—s+l ª s 32 Eªi—U (2)+00? )] [ªo [mªo [W dxsll
rl

en

Faremos agora, um estudo separado para s=l e s=2, pois
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para estes casos o lema 2.6 não é suficientemente claro.

D S=l

a) a) =

_
"ª &

Zn ." z (ªa)—hkêo wlkEãíKjx=xn +

t=xk
U=yk

+.ºn
[Bê—Í [K]t=x:lx=xn +32; [(en %)2[K]t=x]r3 —

fx, ª Kdt_ T :
xo

x
x:):n

:hkâo "ik [ªgºrª + “E?“ [giª] ªX=X

t=Xk t=xk

2 a
+O(En) ]+en[õí[xjt=x]x=xn + O(ª)? ..

n .

_ h kªo “lkEÍEKj-xan + E“) = o(en) + 301,1)

t=xk *

+

Por outro lado ,

n n
=h kªo wºkEKszxn “hkzo Wok [Kjkxn + 201,0) = O(En)+E(h,O)

t=Xk t=xk

_Portanto
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zG')—zG')(xn)=O(&n) + E&x,i) ; i=0,ln

m- rl
»

Então,

(2) l (II:) b &

en _mêo en [my [alª]
_

+

+ É <o<en>+E<h,m» 75,5 irª] +o<e>º
m=O õz dx

x=xn
n

1 1
“ E 2 &+5Emêo(º(fn)+bch,m»m) Ef rl

+

+

l 1 d
* 220 ºf? Law *ªºª'ª'” [W [&]]]
+ P1 hd9 E,à 'ª'a' '

'ª'-J |___—_!

N !I N
';!

+ O 7%RJ + 2 td9 ti&» + 2 0" O EE Eª tiT“
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b d &) E d q q

1) S=2

<2>_ (2) =h
“ aº

K']Zn z (xm) kªo WZKE—É

..sz
+

dx n
t=zk

+hÉ wªi? %K ek+0(ô)2+
o y dx x=x “

<3>2<m>õaºfen == 2 en E;;GJÍÉZÉI?
_

2 O((É)ECt1m)lb sz'+mê0í n+ , ]ijlczx +

n

] +
- X=Xn



+ NII—

|
A
'

%Mm “(
cat2

2 (ª) 2 ,. 52 G2
+ xªo en ªo O(ãºá—EQHUÚ SÉÍÍTÉÍZGÍ ªçªí“

1

Mas, '

2 .2ª ; egª) 55615]? >º [if—H : O(ôn)2+ om(h,1))º+o(en)o<3<h,1»
I“

Por (2 .12) :

|A“ : o(En) + C(E(h, l))

Então,

rO(E) o(“(b z))â í |. 52 [333.4]1 H+ r“,
Q=O =O__õymõz[m: _dxº

__ r&. _—

P4n> _! em :fl

1

M<f>º+o<e>o<3<m 1» + em r;) each, 2» + o<E<h,1»o<E<h,2»

Portanto

ee) = O(â )+ O(EQ; l)) + % EQ? rh) WB dz
F—H +n n ,

m=O
, õz ã?__ x=xn

what) o(Eaz,1)) + mºle)? + O(En) O(ECh,2)) + ou; (h,l)) emm» =
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a ' aº “

'

q-l «1
=É 13733] ªzªr), Yªn» 13 + Cºl)[3

z dx
X=xn

Lema'2.7. Nas mesmas condições do lema 2.6 temos:

E &egª): [õ—TU [(E—FJ] eg“) +
y :::):n

+ [“ª-03 [% F:“ elaª, mn» nº + omº)
z X=X

eg+s)=[_gª [:. ]] +
62 _dx

x=xn

+ omg—84,2) ; para 8=2,3, un , q

Prova. Os casos s=l e s=2 já foram discutidos. Mostre—
mos para s=3,4,»., q.

,

Do lema 2.6:

a )_ ª b dª
'

(m)
en.-Q's _mêo [by EEEFM)!“ en. +

. n'

8
+E£G E? .|] ºs(xn, Nª)) hºrª"”1 + “hq-MZ) +

.. X=xn
__

z .

+ cazª) + omª'ªªªª) + omº-ªª? + omº) conª-ªª) +

+ Whº's“) O(th'ª+l) + [O(hq) + O(hq'ªª) +

+ -s-+ ' s ' s “62 'ªí 1

“emcanª l)]ºªoímªolíby õz [“SFJZL :|] ª
'l
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De 9.12) segue que:

eu”): o(e n)+O(E(h,i)) ; i=1,2,..., q

Portanto

reg.-*S) : L
5
s [Ji—sé ]] esecn, yôfn» hq—s+l + qu-s+2) +52” dx _ X=Xn

mmº) + echº-ªª) + Oqu's+l)2 + O(hq) Ochº-Sª) +

+c(hq—S+3) O(hq—Sªf'l) + omg) Oqu—S+2) +

wenº) omº'ªª) + omº—“º) o< hq—s+3) =

Z
X=X -

n

Teorema 2. 3. Seja ybô satisfazendo & equação íntegro-dl
ferencial '

ymco = Fcc, y(x), & bmw» dt)
.* XO

ty&0)=

onde F e K são funções de olásse CQ+2 ; qªl inteiro.
Sejam qo=q ; qi: q-ifl para i=l,2,"., q e suponha-—

mos que os erros de quadratura possam ser definidos por

dª - '- ª di—fx ——— dt + h Z wik '—jíK :
x dx1k=0 dx __x=xno X=X

__n t-xk
.

q“ q 1
: eiªn' y(xn))hl+ och“) ;

onde Si-é uma função de duas variáveis de classe Cl.
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Sejam os valores yn deperminados pelo algoritmo 1. Então,
para nào, inteiro

e
Q) =' yª) _ yº) (Xu) ___ hq ea) (xn) + OChq+l)
n

onde GCDCX) é a solução da equação diferencial

(Q+2/
'

(X)-:]:õy ["-dx F:]:lea q+.! [T..

4 j
'

+ jà?-1 Boª-sª] e(x,yec»
_

eª)<xº)=o
'

+ (2.20)
L .

.

Prova. Pelo algoritmo l,
. qy'ªll: ya) + hy(2)+%-5- ye) + ... + â—r 3,534)

Consideremos o desenvolvimento de Taylor para &. ya)(x)
num entorno do ponto xn;

2 7
YO") (31,141) = Brº-)();n) + h y(2)(xn) + %- yQÇcn) +... +

l _

Tªyy(q+1)(x n) hº (meªn) (q+3)
('In)*my Emy

onde: xn<nn (xml
Então,

2
en+l'yn+1—3m(xn+l)á,eg)+h.º(2)+hec)-+ ...+ãTª

.

1 1

,

,!

+ ªg ªgia) %%%&-ç y(q+2)(xn) mmªº)

Como as condições do lema 2.7 são satisfeitas segue que



&) ªmi &)
ºu)

. _ n+ — _ n »Segam en+l hq en .. hq
entao

_ .- E d "egª]- : eg) + híEõ—m- [EJ-(_FJ] eg) +
y x=xn

+Éãw [adira] elbcn, ybcn))] + OCh) +

X=Xn

a'

+ Jªz ”513" IZB—357 EFP ] ºjªn'yºªn» * ººº?) '
' X=Xn

kq+1 ! y n

-_-.e +h ['a-w EEF]]X=X en ——W+
J

n (2.21)
1_. B LF e. O



Suponhamos que o algoritmo 3,531 : yghhyfh OCbº) de or—
dem 1, é aplicado para resolver a equação diferencial defini—
da por (2.20). A solução da equação resultante difere da solu-
ção da equação (2.21) por um termo da 001). Portanto,
egª)— ea)(xn) : O(h) ; ou seja, eg): h£l emíxn) + Ochº-"l)-

Vamos agora, provar o teorema da forma assintótica para
o erro de truncamento en=yn-y(xn).

Teorema 2.4. Nas mesmas condições do teorema 2.3, temos
que o comportamento assintótico do erro de truncamento na so—

lução da equação
xya)(x) = F(x. y(x),f K(x,t, y(t)) dt)
)(

O

nyo) = 36

pelo algoritmo 1, é dado pela fórmula:

__ -_ _ q q+l
en—yn y(xn)-h 8chng Dºn )

onde g(x) é a solução da equação diferencial“

(q+l)
Smª) = 6036!) “zh-qª
g(xo) 0

(2.22)
ll

Prova. Pelo algoritmo l,
2 q

— h 2 hyn+l=yn—)-hyn +--í- yí)+ “+31- yi?)

Usando o desenvolvimento de Taylor para o y(x) num entor—
no do ponto xn, segue que:

2
- _ (l) (2)en+l'yn+l'Y(xn+l)—en+hen +21 en+"'+
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lhq (q) hq+ (q+l), N q+2* ql en ' ici-+15! y Dªn” + Om )

Como as condições do lema 2.7 e do teorema 2.3 são satig
feitas, temos quev

e l=en+híhq emíxn)+ (Jªvª)] +n+

2
+ h_:_ [Eb—bm EEF—H (hq GCDÓQ + OQÍQ+1))+

l .

: en + th' ea)(xn) - %%)- y<q+D<xn> + Omªrª)

A mesma. equação, & menos do termo da O(hz)

o problema de' valor inicial (2.22) fosse resolvido pelo algem;
_ (D 2 _ _mo yn+l' yn+ hyn + 001 ) de ordem 1. Portanto, gtx-3051)- O(h),

, resultaria se

ou seja, en=hq g(xn) + O(hqd).
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2.6. Aplicação da expansão assintótica do erro de trunoª
mento

O teorema 2.4 garante que

en=yn-ycn>=nºsecn> + Ochºª) (2.23)

onde g(x) é a solução da equação diferencial
& 1)

eme» - alisª?
O

eaºúô

g(xº)

Em problemas práticos a solução exata não é conhecida e

a função g(x) não é, em geral, facilmente determinada. Mesmo

nestes casos a expressão (2.23) é útil conforme se observa na
seguinte aplicação da expansão assintótica do erro de trunca-
mento.

De (2.23) segue que

yn=y<xn) mªgo,; + omº“) (2.24)

Se aplicarmos o algoritmo 1 ao mesmo problema,usando coª
primento de passo (sh), onde sío, sil, então & aproxima—
ção Sin para yócn) satisfaz:

ân= y(xn) + sº- hª g(xn) + ocª“) (2.25)

Multiplicando (2.24) por S(1 e subtraindo de (2.25) te—

mos,

A

yn — sq yn = y(xn) - aº y(x,)+ Ochºª)

Resolvendo para ykn), o resultado é:
g Aª yn'yn

+ OChchl)y(xn) = sº 1

Esta relação mostra que se h é pequeno, o valor
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A

_ yn- yn . '. .

yn=—T—_ aproxuna & soluçao exata com um. erro 01138. ordem
s -1

excede & ordem do método por 1.
A técnica acima foi usada primeiramente por L.F.Richarg

son [3921] e é conhecida por Extrapolaçâo de Richardson.



WALGORITMO DE PASSO MULTIPLO DE ORDEM d-

Neste capítulo é discutido o problema de resolver numeri
camente a equação íntegro—diferencial do tipo.
37%) = Fez, ye), yº>çx>,..., Wºªcx), ze»

. .
(3.1)

ymbcohyêl) ; i=O,l,..., v-l
onde:

ze) =jx Kaye), yªºeo , ..., yW'lhx), t, y“) ,yºª)(t), , Wo» dt,
Xo

F e K são funções de classe 08,
utilizando-se um algoritmo baseado nos métodos de passo múlti—
plo.

_

Como os métodos de passo múltiplo exigem certos valores
iniciais para que possam ser usados; os algoritmos 1 e 2 defi-
nidos no capítulo II, poderão funcionar como métodos para for—
necer tais valores iniciais.

São ainda discutidas limitação para o erro de truncamen-
to e ordem de convergência do citado algoritmo.

Finalmente, é apresentado.um algoritmo simples, que cal-
cula valores iniciais para a equação

(yªmªmm, ? Kbc,t,y(t)) at)
X

O

caso particular de (3.1)

3.1. Definição do Algoritmo 3

Seja a equação íntegro-diferencial do tipo 0.1)
Temos:
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X
. . larmam) = Wen) +] n* yª*l)ec)ax ; i=0,1, «7-1

Xn

) (1
(3.2)

y(v (xn+l) : P(xnú' y(erl) ' y )(xn+l) ' ' y(V.—].)(XnúL z(Xn+l))

onde x 1n+
zum) = [ Kem, yum) , ,... y“) (xml) ,me), ,yº'hndt

)( 0

Para construir o algoritmo teremos que aproximar as in-
tegrais definidas em (3.2) por regras de quadratura apropria—
das. Assim, consideremos as seguintes hipóteses;

B.l. Sejam wnk' k=O,l,..., n um conjunto de pesos reais e qo
n

um número positivo. Seja z lwnkl ew para todo n. Pª
k=0

ra g suficientemente diferenciável, suponhamos que:

xn n Q
S:: g(t,s)ds —h Z wnkg(t,x12 ' = E(h,o) : O(hº)

O k=0

3.2. xn+l
! f(x)dx é aproximada por uma regra de quadraturabª
x .

n
seada em interpolação sobre r-pontos, ou seja,

xn

xn+l r+lS- f(x)dx : híocr f(xn+l) +...+ ocl f(xn—(r—2))] + O(h )

(X-Xn) (:(-xn-l) ... ÓK-Xn_(r_2))
n+l'xn) (Xn+l'xn-l) bºn+l'xn-(r-2)7

Xn+l
onde: h “r =; (x dx;...;

x

n+l ()(-Xn+1)(x'xn) "0 (X'X
ária) dXn..

&n-(r—2)'xn+l)ªn- (:*—2)— Xn) " n-(r-2)" xn-(r—B) )
%%“hal:
n

Deste modo, conseguimos as seguintes equações:
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l l+l h+l ;
.yríílz y(i>+ hEQr yg+l)+ "'+ “1 yn_ kii/*)] , 120,1,005, V-].

(3.3)
©) _ W—l)

yn+l ' F(xn+l' yn-rl' "' ' yn—r»l ' Zn+l)

onde:

Z - hªil K(X
(V——l)

X (V))n+l' k=O wn+l,k n+1v yn+l' .., yn+1 ! Kyyk,»., yk

Algoritm03
D Para n=0 ,l,...,t valores para yu)
lados por algum método de um pa sso (por exemplo, os Algont
mos 1 ou a.

, i=O ,l,..., v são calcu-

àiPara n=t,"., N-l, calculamos valores para ygªl; i=0,1,"" v
resolvendo as equações de 8.3)

3.2. Convergência de Algoritmo 3

Para provar o teorema da convergência do algoritmo
3 precisamos calcular uma limitação para o erro de truncamen-
to. Inicialmente devemos examinar os

eâ)___yk)y_ (Deck) ;: i=O,lymv V

Subtraindo 0.2) de 8.3), temos:
('(1 XII-!*].

«

en+l= en(i)+h[º(r yg++ll)+...+ onlyygjàl23 — & yh+l)(X) dx
n

1: 0,1, no , Vºl
(3.4)

e(v) (V— 1)en+lFÇXn+l'yn+l""' yn+l ' Zn+l) '
W—l)

; 'F&n+r Y&n+f'”'?y' &n+fºz&n+f)

onde:

2 - hnâl w KG: (V'l)
n+l" n+l,k n+l'yn+l""' yn+l 'xk'yk'“"%c%
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xn+l
.

z<xn+1>==f Kúcml, Wind),»,,3I(V'l)(xnl), t,y(t),,th» dt
XO

Usando desenvolvimento de Taylor para a F num- entorno
dº pºnto (xml, “xmpp",_ y(v'l)(vcn+l), zézml», temos:

( “1 eím) bF -
--

-

,eªgl—— mzoen+1 “TE + .(zn+l ' Zªn-ú»- [gª (3'5)
—ql “"'ql

Consideremos agora, o desenvolvimento de. Taylor para &

K num entorno do ponto

(xml, Wªng) , , srª-Dam), xk, yºrk) , ...-, y(v)(xk));

então,
n+l (u) õK

Zn+1 ' z(ªzul) : hkêo wn-4»l,l«£ [l:K——-lx=xn+l+VluÉO en+l [BTW]
t=Xk q2

v a) _ ,+ 1209 k [3Bam—|

n+l .

.

- ] Kami, y<xn+1> , ”(v-WM)mw), .., , yº” (t» a,
x 0

Sejam:
a,» , K .

,

õyfm)
— -l ,

õK
_”:S—Um] e K3 ,

() Klv--l
' n+l v-l , _ (º)ºrªl" =Oe(m)|en+l +hK2 K4

k=0 u=
Iwn+1,k “ªnal! +

+hKK nfl % lw “eª)|+K-E(krz>0)
'

(3 6)3 4 n+l,k, k 4- 7. '
k=0 £=O_
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Lema 3.1. Seja y(x) satisfazendo a equação íntegro-dife —-

rencial (3.1). Suponhamos que a condição B.l seja satisfeita.
Então, existem constantes não negativa—s K4, Kõ' K7, K8 e K9 tal
que para hl-É &

K w
1

:
Sl n+l,n+ll

K
'

v-l hK n
leen+1|£ -hK 6w

[
)- Iegll + '- w Z lª?)“

83 n+l,n+l m=O
' 8? n+l,n+l* k=0

hK nfl vil (un)
| Eh )* "nr—“L'— +m——— º- 8|wn+l,n+ll k=0 m=0 Slw n+l n+l' ,

Prova. De (3.6) segue que,

WMIÉK:L villewl+hKvaz Zle |++]. m=O n+l '2 4 k=0' u=O n+l

n
'

(V)
+hK3 K4 W kªo lek | + hK-3 Km+]. n+l||en+l| +

.

n+l v—l (ª)
+hK3K4N kªo léo lek | + K4 EChp)é

v—l . V—l
(m) - (m)& Kl mªo Ien+ll +.(b-a) K2K4W mªo Ien+l|+

n
, . e(V) (v)+hK3K4N kªoe | + hK3K4 |Wn+1mlll en+1|f

+hK KS w k| + K ECh4 k=0 m=O 4 ,O
'

onde: K5=K2+K3

Sejam: K6=Kl+ ("b-'a) K2 K4 W ; K,7.—.K3 K4WQ ;
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v-l n
|e(V) IÉKG Z Iegll+hK7kzl|e(V)| +en+l m=0 _ =O

l V—l(v) “* (m)
+hK8I “n+1,n+1“ºn1|+hxgkoª mªº lek I+K4 Bºnº,)

Definição

= max eu n=t+l ... NEn ogiév_l
| k | , , ,

tékén
Então do lema 3.1 segue que,

hKKV N .leg)l|£_ |E
. 6n+l+nr8-_L- Z |e(kv)|+

n+l,n+1' ' wn+1,n+1l k=0

h É vil WI
hK nfl vil—+* _º'r—L' 'º *TL—l'h sl wn+l,n+ll ]:.—.o m=0 k ' 8l 'n+1,n+1| k=t+1 m=oek

K4
+ 301 0)l'h 8| wn+l,n+.1| ,

Lema 3. 2. Suponhamºs que as condições 'do lema 3.1 sejam

satisfeitas e que os valores iniciaisyg'); i=0 l,,..., v;
n=0 l,,...,t sejam calculados tal que os erros em; i=0,l,...,v;
p=0,1,.,.,t se jam da omº). Então,

"'ªMilªhxnkâOhªnª“ En+l+K15 Eºª'ºhººªq)

. “ " >onde. KIB'KM' KIS sao constantes nao negativas e ICM-l.

Prova. Temos,

Ie (V) lá
É Kõv (b—a) K V

ªn +n+l Í_“8|w6 ' 8l wn+xl,n+ll “'n+l,n+l|



33. n x (tª—a) K V(v º
.* ªh 'E'—".“7 ): 'ªkl' * TMZ—"ªlw "'" " "

T. º(hq“»“ 15—14"th k=C 8 n+l,n+l
vA4 ?“ L+ ., :.(h , O) _ªªh Rã! wn+l,n+l'

511 € +hK % IeMI +K ECh O)+O(hq-)
O n+l 11]: O lt 12 '

Aplicando o corolário 1.1:
hKnm-t) É hK (Il-t)

!= b Ku e
31

k=0
estª]. leªol + hKll e

n »
Z K & +

k=t+l lº 1“

+K12 E(h,0)+ anº)] + ch Én+1+Kl2 301,0) + omº) &

(TJ-ªm t (b'BJK &:

éhKILe
11 goles)! + (b-a)KIL e JlKm 6n+l +

(l)—amu q ..
+ (b—a)KIL e Klz E(h,0) + 001) + KlO 8n+l+Kl2 E(h,0)

Sejam

(b-a)Kll
.

;(13 "'Kll' e . ; Kl4àmax((b-a) K13K10' KlO'l] ;

KIS : (º'ª) Ku K12 “(12 º ª Ku : 21214

t ..Ieglll éhKl3 kzo |e1ªf)| +. KM sen+1 + K15 ECh,O)+OChq)

Lema. 3.3. Seja yCX) satisfazendo & equação íntegro—dife—
rencial (3.1). Suponhamos que a condição 15.2. seja satisfei-
te. Então, para i=O,rl,..., V—l, '
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en+l n+lée,(i)|+h['ª1—““amou.", lal||egjà)_2)a+omr+1)

Prova. De (3.4) segue que:

“Sillª [ºu)! + “ª [ªr ygfil)+"'+ ºªl yªlli-1%“) 2)

_ h [ar y('.Hl)ªª(n+:L)ª“"+ “1 y(“Bººmer-z))? , + Wªhl) :

legªl + lh Entre (i'd) +...+ ºªl egrêàz) I + O(hrª'l) 1.-en+l

leu)+1)' I+h |<xr Ilen++l |+...+ ld Heel-"l) [(+ OChr+l)
1 (r-2)

Teorema 3.1. *Seja y(x) satisfazendo & equação íntegro—di
ferencial (3.1). Suponhamos que as condições 3.1. e B. 2. s_e_

jam satisfeitas com qo =q e que os valores iniciais ya");
1:-0 ,l,..., v ; n=0 ,l,..., 1: sejam calculados tal que os erros
eg) ; i=0,l,..., v ; n=O,l,..., 1: sejam da Cúriª).

Se jam os valores yn, nàt+l, determinados pelo Algoritmo
3. Então,

(ªªn'ªºíªiKu Klõ .. (ªrrªiªl K14K16_1
lº) En é e ªt + e317114 K16 lkhíªixnlãszo lek(wl

+O(hq)+OCh13 ' se hl-Hl K él.
-

, Kôl Wn+l,n+l| 14

2ª) lim max |y(x.)'-y.| =O
h+0 t+léj£n ª ª
hnecte

3º) O algoritmo 3 converge com ordem ot ; onde «: min-[qm]-

Prova. Temos, para i=0,l,..., v-l:
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leg-illª leg)|+h[|ºªr Heªd)! +...+ (al llearàlàl—k + Gaarª-)
n+l

Seja:

leg)!ªj: max ; j=O,l,..., t.
Oeiév
Oékéj

legªl 5 gna-hí-lotr |maxíãn+r| env-ill] +...+

+ Iocll maxíãl_&_2>, Ieg_)_&__2)|]_' + o(hr+l)

Aplicando o lema 3.2 segue que

|J“ l4€+h2f5K ileªl-ap K 5 +n+l " n 1. 13 k=O k l 14 n+l

+ hPl K15 301,0) + O(hºª'l) + oCth)

onde: Pl: lªr] +...+ [dll ; n=t,t+l,no, N"l
i=0,l,»., V—l

Portanto
“ € 1 l€n+l £€n+h2 P1K13 kXO “3le + hP—Kl 14 êÍn+l + Gmc“ )+ Omi“ )

f . — l “ôeJa h< h < . ; entaoPl Ku '

2 t« l "' h fªlKlS (v) q+l r+lé & + X le l-+001 ) + 001 )Enª Í'HPIKM “ 14531 KM k=0 k

ou seja,
“ hpK ºpK
E ª (1 + l 14TW) ]. 1 (V) q+l r+ln+l 114 ã+m+l“ ªo lek |+oon nom )

Aplicando o corolário 1.2, com:
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11..—.l+h|3:L K14 Klõ ; 3:11 pl K14 Klõ ;

t2 (v) q+l r+lB=h [31 K13 Klõ kªolek | + O(h ) + ou; )

1onde: K'16=(l-h [31 Kl4) ; para h Pl K14< l

.. nhle K — ªhPlK14K16_14 165 +e 1 t2 (v)
«

— h K K Ie |+hªi 14 16 Fl 13 161ch k

+ omQ'il) + 003455]

Mas, & = O(hq), então,

,, (x -a) K K ., (xn'ªml K14K16 t '

cée n Fl 14 166t+ e -1 h P1K13K16 ): legºh“ Pl K14K16 * kao

+ whom = och“)

onde: oc: min—[q,r].

Assim,
lim max Iyótj)-yjlélim 6:50
h+0 t+léjén h-vO »

hn = ote hn=cte

3.3. Algoritmo para determinar valores iniciais
Como" vimos na definição do algoritmo, 3, métodos de

passo múltiplo exigem para sua aplicação certos valores ini—

ciais. Vamos discutir agora, um método simples localmente da
O(h5) para obter tais valores iniciais e que se aplica a se-
guinte equação:
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yªh) = Fºnybt), 2(x))

(3.7)
yàã=yo ,

x .

onde: z(x) : _[ Kbr,t,y(t))- dt
.Xº .

Integ'randp a equação (3.7) de, xª & xk, temos
Xk .

Mªlk) = yótº) + & F(s,y(s), z(s)) de
0

onde: z(s)= fs K(aA,t,y(t)) dt
Xo

Assim,
X].

345) = wº) + [ F(e,y(s>, aº» de
J=o

.x .

2
3432) = vºto) +fx F(8,y(e), z(s)) da

0

Usando a regra de Simpson, escrevemos:

Yºri) = yecº) +%[F(xº.y(xº). zerº)) + 4F(x]/2 ,lyºí/Q), dx,/2»- +

+ wl, ml), wl)?! + conª)

y(x2) = ybro) +g- [FCXOQyºrQ,26=O)) + 4F(x1,aV(x1). wii» +

+ Fera,. yang, zer?» “+ 0015).

ºbtemos então, as seguintes apronmações para yl e yz:
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yl: yº+% Feºo' yº, zº) + 4ch1/2' yJ/2' ZVZ) + Fe(l yl' H)]
»

,

,

(3.8)
Y2=yº+% [Mªto, yoyzàªª 45%le ylrzl)+-F(X21y2922>]

Por am“ esquema interpolatório
'

aproximamos. “xl/2);
'yy2=âyo+â-yl —gy2

,

(3.9)

e pelo desenvolvimento de Taylor calculamos uma aproximação pa
ra “xl/4), ou seja,

314 É ar“-É- ymCxº) +-(-3-f-)2 71;- y(2)(x ) -

' (3.10)0

onde: ymeto) = F(Xo, yº, Zºrº»

yªótº): [%%-1x5): + |??? ªxªº +[Bªx—_xcl'Kózº,ºdà

Devemos determinar valores apropriados para zl/2,zie 22.
Usando a regra de Simpson, temos:

X 1/2
zecª/2) = f Karl/2 , t. yes» dt =

X0

: Ih? [Kªl/2 ' xº, yº) + 4K(X1/2' XI,/4" ybc3/4» +

“xl
zk1)= f K&IJJWD dt =“? [%(lexoyyo)+ 4K (Xl, XJ/2,y(Xl/2))+ .,

'

JIo



; Kbcl,.xl, ww] + caxª)

.

xz . »

ZÓ:2)= j- K'(X2it!y(t)) dt:

= % Eibczqºaº) + 4sz2, xl, ybt1))+ Khz, xz. vºtº)):|+ O(h5)

Portanto

21/2 =”??? -[K(XJ/29 xº, yº) + “((X)/29 31/49 ?)./4); K&l/29 31/29 51/25!

4 z1=% [Kkllxo'yá + 4Kbtl'xJ/2 ,yJ/Q + Ku1,x1'yl)—' (3:11)

22=% EUX2' Xºgyº + “(th Xl, yl) + KW-z, x2, yza
L

' " ':
Obtidos os valofgs yl e yz, vamos Considerar agora,<>ca—

so de achar yk« : k=3,4,5,».,.n ' '

Temos -

' ' '
&

xk-z .

'

. xk
W = wº) + ] F(ª,y(s). a(s).) de + f mus), as» da =

xo - xk-2 '

Xk
, .

= Nikª) + ] F(ª.y(8), MB)) de
xké2

,
Então, usando a regra de Simpson:

yk =. yk-2 “231 [Fººls-zº yk—2' ªl:—2) * 4mk—l' yk-lº—zk—l) *

+ P(xkv yk' zkEl
.

v

.

(3012)
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Pela regra & de Simpson, determinamos a aproximação

X3
z3 para zcx3>=f Kaya—a(o)“

X
O

23=%ª %(33, xº,' yo) + 3K(X3, xl, yl) '" “(339 x29y2) "'

+K(x3,x3, yº] (3.13)

Para k=4,5,..., n procedemos do seguinte modo:

lº) Se k é par podemos aplicar a regra de'Simpson para
obter a seguinte aproximação zk para

xk .

mk) = )" K(xk,t,y(t)) at
xº

213% "É/(Gtr xº, yo) + 4K(xk, xl, y1,) + 2K(xk,x2,y2) +...-+

+ 4K6Íkv xk—l' yk—l) + Kkkp xkv yº] ' (3'14)

.29) Se k ,é ímpar aplicamos a regra de Simpson e a regra

% de Simpson e assim z(xk) será aproximada por:
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zk=% %(Xk' xº,yº) "' “((xk' xl' yl) + 2K(xk. x2,y2) +

+ "' * “(xm ºªk-u ªhí-4.) * Kººk' ºªk-r yin—B)] *

_
(3.15)

+? [Kªlu Xk_3o yk-3) + 3K(Xk9 xk—Z' yk-2) “"

+ 3K(xk' xk—l' yk—l) + Kººk, xk' yk):|

Algoritmo 4

f
].)yl/4 e url/2 são calculados por (3.10) e (3.9)

2) 21/2 , zl e z2. são calculados por (3.11)

3) yIQe y2 são obtidos resolvendo o sistema. (3.8)

4) Para k=3,4,5_,..;, n

àcalculamos z3 por (3.13)

b) calculamos zk por (3.14) se k for par (k?- 4),

ou por (3.15) se k for ímpar 0:35) ;

c)calculamoa yk por (3.12).
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Algoritmo 5

r
Usamos um método predictor — corrector para resolver a agua
çâº 607)

]) Os valores iniciais yl, y2,..., yp são calculados
pelo Algoritmo 4;

2)Par_a k: p+l, 'p+2,..., n:

a) calculamos yª? usando algum predictor;

b) calculamos yª] ; s=l,2,..., m usando algum corrector;

c) o valor final de yk é yª



CAPITULO IV

RESULTADOS NUMERICOã

4.1. Aplicação dos Algoritmos
_Os algoritmos l, 2 e 3 apresentados têm ordem arb_i_

traria q. Como ilustração faremos aplicações numéricas dosal
goritmos 1 e 2 nas ordens q=l e q=2 e para o algoritmo 3 nas
ordens q=2 e q=3. '

Algoritmo 1

As regras de quadratura escolhidas para este algoritmo
devem satisfazer às hipóteses do teorema 2.1. Assim as inte—

.

2 .

.

a ' d ' dgrais das funçoes K, "EK e EEK serão aproximadas do seguiª
te modo:

Regra do trapézio se n=l
Regra de Simpson se n par e nà2

Regra & de Simpson se n=l3

Regra & de Simpson e regra de Simpson se n ímpar e nªs.

Algoritmo 2

.
A aplicação deste algoritmo é semelhante a do algoritmo

1, sendo que a escolha das regras de quadratura para aproximar
as integrais,-das funções K e àK são as mesmas.

O valor yª) é calculado diretamente pela equaçãon+l
(v)

_ (1) (V—l)
yn+l"F(xn+l' yn+l' yn+l""' yn+l ' zn+l> onde

2 — h nªl w K(x -
(V“l) - (V))

n+l" k=0' ik n+l' yn+1""' yn+l ' xk' yk'“" yk

se F for lin-ear em y(v)i - em caso contrário (v) é calculadon+1' yn+l )
primeiro pelo algoritmo 1 e depois corrigido pelo algoritmo 2.
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Algoritmo 3

Neste caso temos as equações:

Yg21= th h[ocrygl:f) +...+ otl yg+l)_2):|i'=0 ,l,..., v—l

yº” = (v1)yn+l P(xn+l'yn+1'"" yn+l ' zn+f

onde:

h níâ.w KG! W'—l) # ªº)zn+1 : k=0 n+1, k n+1, yn+l$ ". , yn+1 , k, Yk, ". , yk

A primeira delas é da forma:

yu) &) 2hE,<i+i) yªdª se (FZyn+lyn+ yn+1

h i l. ,

-

37532: Vªll *TZ[ yª]? + 8 yíiân- aff ? se =;

Na segunda equação usaremos as seguintes regras de qua-
dratura:

regra de Simpson se n ímpar e nªl” :

regra êvde Simpson se n=2

regra gude Simpson e regra de Simpson se n par e nà4.

4,2. Comparação de resultados numéricos

Aplicaremos os algoritmos eatudados para resolver
as seguintes equações:

Exemplo 1

vma) = 1 + 2x - y(x) + fx mªx)" et(x-t) m). at
o

y«»=l ; Oéxél
2

cuja solução exata é yóc)==ex
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Exemplo 2

yº)<x>= yªºco —2)-y<x 1+5X<ty<x>-yª><t>-y<º)(t»at
O

y©=o
yaà«»=d. ; 05151

cuja solução exata é yúô : sinx
A seguir evidenciaremos algumas características dos al-

goritmos estudados, a vista da teoria desenvolvida e dos exe!
plcs apresentados.

O algoritmo 4 fornece valores bem mais precisos, entre—
tanto não foi demonstrada a convergência, apenas sabemosc>cog
portamento local do erro.

O algoritmo 3 tem a vantagem de' exigir menos cálculos (às
funções F e K e nos exemplos citados apresenta valores mais
precisos, mas por outro lado necessita de algoritmos de um pag
so para fornecer seus valores iniciais.

A eficiência do algoritmo 2 é semelhante a do algoritmo
1, sendo que o primeiro calcula uma derivada a menos de cada
uma das funções F e K, porém dependendo do problema a 'resol-
ver precisa do algoritmo 1 para calcular uma primeira aproxi—

mação para yªll. Quando a equação dada é do tipo

yª)<x>=F<x.y<x>, 5 mmm“) ; ycxo)=yº
xo

então, há a possibilidade de se aplicar a extrapolação de Ri;
chardson, para o Algoritmo 1; Assim na prática, a escolha do
método dependeria do particular problema em questão.

Os resultados numéricos dos algoritmos apresentados es-
tão nas tabelas que seguem e servem para confirmar a validade
da teoria estudada.

Nas tabelas abaixo usaremos as notações:
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y(xn) representa o valor exato da y(x) no ponto xn;

yn é a aproximação de y(xn);

EA= thg—ynl ;

E R = I&(xxg— url)/Matu)!



H: 0.100
X

0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

X

0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

H: 0.025
X

0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

Yºº
1.0000000
1.0408107
1.1735108
1.4333294
1.8964808
2.7182818

Yºº
1.0000000
1.0408107
*l.l735108
1.4333294
1.8964808
2.7182818

Yºº
1.0000000
1.0408107
1.1735108»
1.4333294
1.8964808
2.7182818

Exemplo 1

Y

1.0000000
1.0200000
1.1237002
»1.3323679
1.7019843
2.3272785

Y

1.0000000
1.0302273
1.1480251
1.3811032
1,7912160
2.5030220

Y

1,0000000
1.0354970
1.1604757
1.4062251
1.8415212
2.6052647

=l

Algoritmo 1

EA

0.0000000E OO
0.2081077E—Ol
0.4981060E-Ol
0.1009614E OO
0.1944965E OO
0.3910033E OO

EA.

0.0000000E oo
0.1058343E—01
0.2548576E-01
0.5222614E—01
0,105264BE oo
0.2152598E oo

EA.

0.0000000E OO
0.5313694E—02
0.1303508E—01
0.2710422E—01
0.5495965E—Ol

' 0.1130171E OO

IEE

0.0000000E OO
0.1999477E—01
0.4244580E—Ol
0.7043842E—01
0.1025565E OO
0.1438420E OO

.ER

0.0000000E OO
0.1016845E-01
0.2171753E-01
0.3643694E—01
0.5550534E—Ol
0.7918965E—Ol

ER

0.0000000E oo
0.51053413-02
0.1110777E—01
0.1890997E—01
o . 289 7980E—01
A0.4157666E-01

_€9_



H= 0.100
N

o

o
.

ommàfºo

tn

HOOOOO

.

= 0.050'
N

OCbOMFNOHOOOOO

.

.

.

.

C!: II O ON W

N

.

.

.

.
OCDON-P-NOHOOOOO

Y(X)

1.0000000
1,0408107
1.1735108
1.4333294
1.8964808
2.7182818

Y(X)

1.0000000
1.0408107
1.1735108
1.4333294
1.8964808
2.7182818

Y(X)

1.0000000
1.0408107
1.1735108
1.4333294
1.8964808
2.7182818

Exemplo 1

Y

1.0000000
1.0403125
1.1707761
1.4271963
1.8859891
2.6913793

Y

1.0000000
1.0406485
1.1731957
1.4323363
1.8933336

=2

2.7098356

Y

1.0000000
1.0408055
1.1734608
1.4330341
1.8955667
2.7159238

Algoritmo 1

EA.

0.0000000E OO
0,4982482E—03
0,2734703E—02
0.6133106E—O2
0.1049172E-01
0.2690243E—01

EA

0.0000000E—OO
0.1622186E-03
0.3150822E—O3
"0.9930469E-03
0.3147270E—O2
0.8446171E—02

EA

0.0000000E oo
0.5180947E—05
0.5056615E-04
0.29531l2E-03
0,91410053—03
0.2357956E-O2

ER

0.0000000E OO
0.4787116E—O3
0,2330360E—02
0.4278923E—02
0.5532205E—02
0.9896852E—02

ER

o.ooooooon oo
0.1558580E-03
0,2684953E-o3
0.6928253E-03
0,1659531E-02
0.3107172E-02

ER

0.0000000E 00
0.4977799E—05
0.4308963E—04
0.2960316E—08
0.4819982E—03
0.8674435E-03

_?9_



H= 0.100 3 = 0.500
X

.

. OCDON-PNO

II:

HOOOOO

X

HOOOOO Cam-PMO

Y(X)

1.0000000
1.0408107
1,1735108
1.4333294
1.8964808
2.7182818

: O.],OOAS : 0.250
Y(X)

1.0000000
1.0408107
1.1735108
1.4333294
1,8964808
2.7182818

H: 0.050 S = 0.500

HOOOOÓ

Y(X)

]..OOOOOOO
]. . 04081071.1735108
1,4333294
1.8964808
2.7182818

Exemplo 1

Extrapolação

Y

1.0000000
1.0404540
1.1723500
1.4298390
1,8804480
2.6787660

Y

1.0000000
1.0406626
1.1727333
1.4308443
1.8880333
2.6979260

Y

1,0000000
1.0407670
1.1729250
1.4313470
1.8918260
2.7075060

Q=1

Algoritmo l
de Richardson

EA

0.0000000E oo
0.3567738E—03
0.1160868E-02
0.3490414E-02
0,1603287E—Ol
0.3951582E—01

;EA

0.0000000E 00
0.1481072E-03
0.7775360E—03
0.248508lE—02
0.8447544E—02
0.2035582E—01

EA

0.0000000E OO

0,4377309E-04
0.5858680E-O3
0.1982415E—02
0.4654876E—02
0.1077582E—01

ER

0.0000000E oo
0.3427845E-03
0.9892268E-O3
0,2435179E—O2
0,84540143-02
0,1453706E—Ol

ER

0.0000000E OO
0.1422999E—O3
0.6625725E-O3
0.1733782E-02
0.4454326E—02
0.7488489E-O2

ER

0.0000000E OO
0.4205672E—O4
0.49924373—03
0.1383084E—02
0.2454481E—02
0.3964204E—O2

...gg-



H: 0.100 S = 0.500
X

Hooooo ommàwo

0.100
N

m "

Y(X)

1.0000000
1.0408107
1.1735108
1.4333294
1.8964808
2.7182818
S: 0.250

Y(X)

1.0000000
1.0408107
1.1735108
1.4333294
1.8964808
2.7182818

H= 0.050 S = 0.500
X

HOOOOO OCDON-àNO

Y(X)

1.0000000
1.0408107
1.1735108
1.4333294
1.8964808
2.7182818

Exemplo 1

Y

1.0000000
1.0407600v
1,1740013
1.4340493
1.8957810
2.7159870

Y

1.0000000
1.0408378
1.1736389
1.4334232
1.8962044
2.7175592

Y

1.0000000
1.0408573
1.1735483
1.4332666
1.8963103
2.7179523

Extrapolação
Q=2

Algoritmo l
de Richardson

EA

0.0000000E OO
0.5077384E-O4
0.4904633E—03
0.7199198E—03
0.6998796E—03
0.2294827E—O2

EA

0.0000000E OO
0.27093lOE—04
0.1280624E-O3
0.9378697E—04
0.2764118E-03
0.7225610E-O3

EA.

0.0000000E oo
0.4656054E-04
0.3746245E-04
0.6274599E-04
0.1705456E-03
0.3294926E-03

'ER

0.0000000E OO
0.4878297E—O4
0.4179452E—03
0.50227lOE-03
0.3690412E-O3
0,8442197E—O3

ER

0.0000000E OO
0.2603076E-O4
0.1091276E—O3
0.6543295E—O4
0.14574983—03
0.2658153E-03

ER

0.0000000E OO
0.4473487E—O4
0.3192339E—04
0.4377639E—04
0.8992743E—O4
0.1212135E—O3



lí: 0.100

0.000
0.100
0.200
0.300
0f400
0.500
H = 0.050

0.000
0.050
0.100,
0.150
0.200
0.250
.0.300
0.350
0.400
0.450
0.500
Ii: 0.025

0.000
0.025
0.050
0.0750.100
0.125
0.150
0.175
0.200
0.225
0.250
0.275
0.300
0.325
0.350
0.375
0.400
0.425
0.450
0.475
0.500

Y(X)
1.0000000
1.0100501
1.0408107
1.0941742
1.1735108
1.2840254

Y(X)
1.0000000
1.0025031
1.0100501
1.0227550
1.0408107
1.0644944
1.0941742
1.1303191
1.1735108
1,2244600
1.2840254

Y(X)
1.0000000
1.0006251
1.0025031
1.0056408
1.0100501
1.0157477
1,0227550
"1.0310987
1.0408107
1.0519283
'1.0644944
1.0785580
1.0941742
1.1114050
1.1303191
l.1509929
1.1735108
1.1979658
1.2244600
1;2531056
1.2840254

Exemplo 1

Y

1.0000000
1.0100543
1.0408115
1.0941809
1.1735155
1.2840387

Y

1.ooooooo
1,0025032
1.0100501
1,0227552
1 .0408108
1.0644947
1.0941744
1.1303195
1.1735112
1.2244606
1,2840259

Y

1.0CCOOC0
1.0006251
1.0025031
1.0056408
1.0100501
1.0157477
1.0227550
1.0310987
1.0408107
1.0519283
1,0644944
1.0785580
1.0941742
1.1114050
1.1303191
1.1509929
1.1735108
1.1979658
1.2244601
1.2531057
.l.2840254

Algoritmo 4

BA
0.0000000E 00
0.4192814E—05
0.7273629E-06
0.66924843—05
0.4696659E-05
0.1334864E-04

EA
0.0000000E 00
0.1313164E-06
0.11175873—07
0.1667067E-06
0.6332993E-07
0.2477318E—06
0.1648440E-06
0.3827735E-06
0.3268942E—06
0.5876645E-06
0.57462603—06

EA
0.000COCOE OO
0,1862645E—08
vO.9313225E—09
0.1862645E—08
0.9313225E—O9
0.2793967E-08
0.9313225E—09
0.3725290E—08
0.37252903—08
0.65192583—08
0.7450580EF08
0.8381903E-08

. 0.1210719E—07
0.1396983E—07
0.1676380E-O7
0.1955777E—07
0.22351743—07
0.2514570E—O7
0.27939673—07
0.3259629E—07
0.37252903—07

ER
0.0000000E OO
0.4151095E—05
0.6988426E-06
0.6116469E—05
0.4002229E-05
0.1039593E-04

ER
0.0000000E 00
0.1309886E—06
0.1106466E—07
0.1629977E—06
0.60846733-07
0.2327224E-06
0.15065613406
0.3386420E-06
0,2785608E—06
0.47993763796
0,4475191E-06

ER
0.0000COOE OO

0.18614813-08
0.9289971E—O9
0.18521973—08
0.9220557E—09
0,2750651E-08
0.9106017E—O9
0.3612932E—08
0.35792193—08
0.61974353—06
0,6999172E—08
0.77713973-08
O;1106514E—07
0.1256952E-07
0,1483103E-07
0,1699208E—07
0.1904689E-07
0.2099033E—07
0.22817953—07
0.2601240E-07
0.2901258E—07
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N

E

HOOOOO

0.050*

me#NO_N

HOOOOO

H= 0.025

Hooooo ommàmo

N

Y(X)

1,0000000
1.0408107
1.1735108
1.4333294
1.8964808
2.7182818

x(x)'
1.0000000
1.0408107
1.1735108
l.4333294
1.8964808
2.7182818

Y(X)

1.0000000
1.0408107
1.1735108
1.4333294
1.8964808
2.7182818

Exemplo 1

Y

1.0000000
1.0212000
1.1331150
1.3711005
1.7791665
2.4927522

Y

1.0000000
1.0311816
1.1540739
1.3985356
1.8340375
2.5999613

Y

1,0000000
1.0361007
1.1635857
1.4157016
1.8648557
2.6581948

=l

Algoritmo 2

EA.

0.0000000E OO
0.1961077E—Ol
0.4039580E-Ol
0.6222887E—Ol
0.1173143E OO
0,2255295E OO

EA

0.0000000E OO
0.9629082E-O2
0.1943694E-01
0.3479379E-01
0.62443393-01
0.1183204E OO

EA.

0.0000000E OO
0.4710007E-02
0.9925143E—O2
0.1762781E—Ol
0.3162518E—01
0.6008695E—01

ER

0.0000000E oe
0.18841823-01
0.3442303E-01
0.4341561E-01
0.618 589 4E—Ol
0,8296769E—01

ER

0.0000000E OO
0.9251521E-O2
0.1656307E—Ol
0.242748OE-Ol
0.3292592E-01
0.4352767E-01

ER

0.0000000E OO
0.4525325E-02
0,8457649E-02
0.1229850E-01
0.166757lE—Ol
0.2210475E-Ol



Exemplo 1 Algoritmo 2

Q=2
H = 0.100
x Y(x) Y E A E B

0.0 1,0000000 1.0000000 0.0000000E 00 0.0000000E 00
0 . 2 1 . 0408107 1 . 0405082 0 . 3025466E—O3 o . 29068 36E-030 . 4 1 . 1735108 1 .1720377 0.14731293-02 0 . 1255318E-O20. 6 1 . 4333294 1.4389843 o. 5654926E_02 0. 3945308E-O2
0.8 1 .8964808 1.8957543 0.7265796E-O3 0.3831199E-03
1 .0 2 . 7182818 2. 7065643 0.1171744E-Ol o . 4310606E_02
H = 0.050“

Y(X) Y E A E R

1 . 0000000 1,0000000 0.0000000E 00 0.0000000E 00
1 . 0408107 1 . 0407239 0. 867797OE-O4 0.8 337702E-O4
1 .1735108 1.1737960 0.2852045E-O3 0.2430352E_03
1 . 4333294 1.4328870 0.4423474E—03 0. 3086153E-o3
1 .89 64808 1,8947109 0.1769932E-Q2 0.9332722E-O3
2 . 7182818 2 . 7137483 0. 4533465E-02 0 .1667768E—02

H = 0.025
Y(X) Y E A E R

0.0 , 1.0000000 140000000 0.0000000E 00 0.0000000E 00
0. 2 1 . 0408107 1 . 0408575 0. 4678964E-O4 0,4495499E—04
0.4 1 .1735108 1.1734694 0.4138890E-04 0.3526929E—O4
0. 6 1 . 4333294 1.4331212 0.2082204E-03 0.1452704E-03
0.8 1 .8964808 1,8959418 0.5390625E-03 0,2842435E-03
1 . 0 2 . 7182818 2 . 7170291 0.1252666E-02 0.4608301E-O3

_
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Y(X)

1.0000000
1.0408107
1.1735108
1.4333294
1.8964808
2.7182818

Y(x)i
1.ooooooo'
1.0408107
1.1735108
1.4333294
1.8964808
2,7182818,

Y(X)

1.0000000
1.0408107
1.1735108
1.4333294
1.8964808
2.7182818

Exemplo 1

Q

Y

1.0000000
1.0408710
1.1736898
1.4337094
1.8972790
2.7200389

Y

1.0000000
1,0408277
1.1735419
1.4333865
1.8965944:

.2.7185262 '

Y

1.0000000
1.0408186
1.1735197
1.4333412
1.8965004
2.7183199

Algoritmo 3

EA

0.0000000E OO
0.6028823E-04
0.1789554E—03
0.3800131E-03
0.7981108E-03
0.1757094E—02

EA

O;OOOOOOOE OO
0.169603lE-O4
0.3102514E—04
0.5709752E—O4
0.1135123E—03
0.2443958E—03

EA

0.0000000E oo
0,7901340E—05
0.8827075E—05
0.1184828E—O4
0.1956429E—O4
0.3810599E-O4

ER

0.0000000E oo
0.5792429E-O4
0.1524958E-03
0.2651261E—O3
0.4208378E-03
0.6463989E-O3

ER

0.0000000E oo
0.1629529E-O4
0.2643788E-04
0.3983559E-O4

,0.59854223-043
0,89908198+o4iv

ER

0.0000000E OO
0.7591524E-05
0.7521937E—05
0.8266268E—O5
0.1081610E-04
0.140184lE—O4

_oL...



C:: O ON U!

HOOOOO oooow—No

Y(X)

1.0000000
1.0408107
1.1735108
1.4333294
1.8964808
2.7182818

Y(X)

1.0000000
1.0408107
1.1735108
1.4333294
1.8964808
2.7182818

Y(X)

1.0000000
1.0408107
1.1735108
1.4333294
1.8964808
2.7182818

Exemplo 1

Q

Y

1.0000000
1.0408621
1.1736823
1.4337024
1.8972714
2.7200290

Y

1.0000000
1,0408200
1.1735354
1.4333805
1.8965878
2.7185176

Y

1,0000000
1.0408120
1,1735140
1,4333360
1.8964947
2,7183124

Algoritmo 3

EA

0.0000000E oo
0.5139503E-04
0,1714378E-o3
0.3730729E-03
0.7905969E—O3
0.1747237E—02

EA

0.0000000E OO
0.9310431E—05
0.2454407E-O4
0.5108863E—04
0.1069651E-03
0.2357624E-03

EA.

0.0000000E OO
0,1262873E-05
0.3197230E—05
0.6615184E—05
0.1384317E—04
0.30543553—04

ER

0.0000000E OO
0.4937980E—O4
0.1460897E-03
0.2602841E—03
0.4168757E—03
0.6427727E—03

ER

0.0000000E OO
0.8945364E-O5
0,2091508E-04
0.3564332E—04
0.5640193E—O4
0.8673215E—04

ER

0,0000000E—OO
0.1213355E-O5
0.2724500E-05
0.4615257E—05
0.7299403E-05
0.1123638E—O4

.rEL-
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Y(X)

0.0000000
0.1986693
0.3894183
0.5646424
0.7173560
0.8414709

YKX)

0.0000000
0.1986693
0.3894183
0.5646424
0,7173560
0.8414709

x(x)
0,0000000
0.1986693
0.3894183
0.5646424
0.7173560
0,8414709

Exemplo 2

Y

0.0000000
0.2000000
0.3960000
0.5800600
0.7445892
0.8826878

Y

0.0000000
0.1995000
0.3930185
0.5727620
0.7314012
0.8623746

Y

0.0000000
0.1991255
0.3912940
0.5687928
0.7244563
0,8519553

Q

Algoritmo l

EA

0.0000000E 00
0.1330664E—02
0.6581652E-02
0.1541752E—01
0.2723312E-01
0.4121682E—01

EA

0.0000000E OO
0.8306644E-03
0.3600162E-02
0,8119600E—02
0.1404516E—Ol
0.2090367E-Ol

EA

0.0000000E OO
0.4562435E-03
0.187569lE—O2
0.4150380E-O2
0.7100244E-02
0.1048434E—Ol

AEB

0.6697885E—O2
0.1690123E—Ol
0.2730492E-01
0.3796318E—01
0.4898187E—01

ZER

0.4l8ll4OE—O2
0.9244973E—O2
0.1438007E—Ol
0.1957906E—01
0.2484183E—01

IER

0.2296496E—02
0.4816648E—02
0.7350458E—O2
0.9897796E-02
0.1245954E-01



Y(X)

0.0000000
0.1986693
0.3894183
0.5646424
0.7173560
0,8414709

Y(X)

0.0000000
0.1986693
0.3894183
0.7173560
0.8414709

Y(X)

0.0000000
0.1986693
0.3894183
0.5646424
0.7173560
0.8414709

EXemplo 2

Y

0.0000000
0.1990000
0.3900509
0.5655196
0.7185066
0.8429896

Y

0.0000000
0.1987515
0.3895738
0.5648441
0.7175542
0.8416397

Y

. 0.0000000
0.1986898
0.3894564
0.5646816
0.7173661
0.8414213

Algoritmo 1

EA

0.0000000E OO
0.3306644E—03
0.6325866E—03
0,8771251E—03
0.1150531E—02
0.1518673E—02

EA.

0.0000000E OO
0.8217990E—O4
0.1554556E-03
0.2016350E403
0.1981072E—O3
0,1687589E-03

EA

0.0000000E oo "
0.2053054E—O4
0.3810203E—O4
—O.3918679E—O4
0.1005548E—04
0.4959572E—O4

ER

0.1664396E-02
0.1624439E—O2
0.1553416E-O2
0.1603849E502
0.1804783E—02

EB

0.4136516E—O3
0.3991996E-03
0.3571021E—O3
0.276163OE-03
0.2005522E-03

ER

0,1033402E—O3
0.9784345E-04
0.6940lO7E—O4
0,1401743E—O4
0.5893931E—O4

—£z.—_
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Y(X)

0.0000000
0.1986693
0.3894183
0.5646424
0.7173560
0.8414709

Y(X)

0.0000000
0.1986693
0.3894183
0.5646424
0.7173560
0.8414709

Y(X)

0.0000000
0.1986693
0.3894183
0.5646424
0.7173560
0.8414709

Exemplo 2

Q

Y .“

0.0000000
0.2000000
0.3961935
0.5810635
0.7474555
0.8888519

Y

o.ooooooo
0.1995122
0.3931966
0.5734740
0.7332515
0.8662009

Y

0.0000000
0.1991366
0.3914077
0.5692167
0.7255180
0.8540971

Algoritmo 2

BA.

0.0000000E OO
0.1330664E—02
0.6775201E-O2
0.1642109E-Ol
0.3009942E-01
0.4738098E—Ol

EA.

0.0000000E OO
0.8429593E-03
0.3778263E—02
0.8831533E-O2
0.1589542E—01
0.2472994E-01

EA.

0.0000000E OO
0.4672950E—O3
0.1989441E—O2
0.4574236E—O2
0,8161995E—O2
0.1262615E—Ol

.ER

0.6697885E—O2
0.1739825E—Ol
0.2908228E—01
0.4195882E—01
0.5630732E—01

ER

0.4243027E—02
0.9702324E—02
0.1564093E—01
0.2215834E—Ol
0.2938895E—Ol

ER

0.2352124E—02
0.5108750E—02
0.8lOlll9E—02
0.1137788E—Ol
0.1500485E—Ol



H: 0.100

ommàmo

N

E

HOOOOO

0.050'

"

N

"

_Qmmàmo
'POOOOO

H= 0.025
X

HOOOOO OCDON-PMO

Y(X)

0.0000000
0.1986693
0.3894183
0.5646424
0.7173560
0.8414709

Y(X)

0.0COOOOO
0.1986693
0.3894183
0.5646424
0.7173560
0.8414709

Y(X)

0.0000000
0.1986693
0.3894183
0.5646424
0.7173560
0.8414709

Exemplo 2

Y

0.0000000
0.1990011
0.3900626
0.5655505
0.7184516
0.8426526

Y

0.0000000
0.1987519
0.3895776
0.5648653
0.7176224
0.8417546

Y

0.0000000
0,1986899
0.3894579
0.5646978
0.7174217
0.8415404

Algoritmo 2

EA

0.0000000E 00
0.3318549E—O3
0.6442782E-O3
0.9080418E-O3
0.1095599E—02
0.11817OOE-O2

EA

0.0000000E OO
0,8263986E-04
0.1592896E—03
0.2228394E-03
0,2663913E;O3
0.2836664E—03

EA

0.0000000E OO
0.2060143E-04
0.3958866E-O4
0.5518086E—O4
0.6564985E—O4
0.6943149E-O4

ER

0,1670388E-02
0,1654463E-02
0.160817lE-02
0,15272743-02
0,1404327E-02

ER

0.4159668E—03
0.409045lE—03
0.3946557E-03
0.3713515E—O3
0.3371077E—03

ÉER

0.1036971E—03
0.1016610E—03
0.9772708E—O4
0.9551641E—O4
0.8251204E-04

_QL_



“H: 0.100
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N
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Y(X)

0.0000000
0.1986693
0.3894183
0.5646424
0.7173560
0.8414709

Y(X)

0.0000000
0.1986693
0.3894183
0.5646424
0.7173560
0.8414709

Y(X)

0.0000000
0.1986693
0.3894183
0.5646424
0.7173550
0.8414709

Exemplo 2

Y

0.0000000
0.1989163
0.3899336
0.5654551
0.7184867
0.8429278

Y

0.0000000
0.1987930
0.3896924
0.5650811
0.7179668
0.8422546

Y
_

o.ooooooo
0.1986718
0.3894207
0.5646448
0.7173585
0.8414735

Algoritmo 3

EA

0.0000000E OO
0,2470223E-O3
0.5152993E—03
0.8126548E-03
0,1130661E-O2
0.1456817E-02

EA
*

0,00000003-00
0.1237592E—03
0.2741334E—03
0.4386515E-03
0.6107753E—03
.O.7836483E—03

EA.'
0.0000000E OO
0.2503860E—05
0.2425163E—05
0,2407934nfos
0.2456828E-05
0.2567656E-05

ER

0.1243384E—02
0.1323253E—02
0.1439237E-02
0.1576151E—02
0.1731274E-02

ER

0.6229409E-O3
0.7039560E—O3
0.7768659E-03
0.8514255E—03
0.9312838E-03

ER

0.1260315E—04
0.6227657E—05
0.4264529E—05
O;3424838E-O5
0.3051390E-05
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