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INTRODUGAO
O objetivo deste trabalho é desenvolver e analisar méto-
dos para determinar a solug8o numérica da equagdoc Integro-dife

rencial

796 = 7,30, 7P, s 3V V), 2@)

yﬁ)(a) = y(i) $1=0,1,mw, v=1

\
onde

X

26 = Keyy® oy 37V, 0,50), 0, y AL at
a . ‘ : o

Os algoritmos a serem discutidos para calcular numerica-
mente a'solugﬁo yx) de (1) sdo métodos de discretizag¢do, isto
é, determinam uma solug&o aproximada nédo sobre o intervalo con
tinuo a<£x<b, nmas sobre um conjunto discreto de pontos

{x,ln=0,1, .. ,N}.

Em anos recentes tem havido muito interesse neste tipo de
problema. A seguir destacaremos alguns resultados importantes
nesta direcgéo.

Pouzet [16] considera a equag#o

Y(V)(x)=F(XvY® y eoey y(V-l)(x)) + fo(x,S,y(s) y veey YW)(S» ds
& | (2)

Ly(i)(a)=yb(i) s i=0,1,u,v-1 ; x28

e desenvolve férmulas do tipo Runge-Kutta para resolver numeri
camente (2) e obtém algoritmos especiais para o caso v=l.

A equag'a'.o. (20 onde o integrando agora é da forma

K(x,y(x) y ooo s y(v'l)(x),s,y(s),..., y(v)(s)),' tem sido estudada por A.

Goldfine ]'_'7] y [8] Integrando v vezes a equagdo considerada
e empregando regras de integragdo numérica, constrdi diferen —
tes algoritmos. Para o caso v=0, ou seja
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X
y& = Fx) +j Kix,s,y(9) ds (3)
a

cdefine um método de um passo para o gual consegue a férmula as
sintética do erro de truncamento.

A equagdo

X

s = P,y ), [ Kby %,7(0) at) (4)
tem sido discutida em vdrics trabalhes. Linz [15] considera a
equag8o (4) e generaliza a cldssica teoria da convergéncia de mé
todos de passo miltiplo para equagdes diferenciais ordinédrias,
& qual tem sido estudada em grande detalhe em [9] e [14]. P.
Linz prova que um métcdo de passo miltiplo consistente e estd-
vel é convergente. Os autcres H. Brumner e J.D.Lambertem [1]
examinam a ordem dos algoritmecs propostos em ]:LS'_'[, incluindo
uma discussf8o de métodos para fornecer valores iniciais.

Em uma série de trabalhcs, J.T.Day desenvolve métodos que
fornecem valores iniciais para equagles do tipo (3) e que sé&o
Uteis em diversas circunstdncias. Usando as f_6rmu1as de Newton
-Cotes de um modo conveniente, o autor em [4_] determina um
algoritmo Ga O(h2) que funciona como um predictor para o método
Gregory-Newton [1C]. ZEm continuag@o a este estudo G,Campbell
e J.7.Day em [2_) conseguem construir um método de o™ no pa-
rel de predictor com vantagem sobre o de [4 .

J.T.Day em [6] dd um método da O(h4) que fornece valores
iniciais para algoritmos de passo miltigdo aplicdveis a equagdes
do tipo

sV = Flx,ye) + [ Ko, s, at (5)

X
0

No trabalho [3:) os autores S.H.Chang e J.T.Day provam um
teorema de existéncia e unicidade para a equag8o integro-dife-
rencial ndo linear

sV + ak) 3o+ | Kb, t) yoxt) v b= £60) .
0
yO= c
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e para resolvé-la d&o um algoritmo numérico da Om4).

Faremos a seguir, um resumo do material apresentado em nog
so trabalho.

No capitulo I daremos alguns resultados bdsicos das teo-
rias envolvidas, que serdo utilizados no decorrer do trabalho e
facilitardo a leitura do mesmo,

O capitulo II trata dos algoritmos 1 e 2 baseados no de-
senvolvimento de Taylor. Foram inspirados pelos métodos de um
passo para solugdo de equagles diferenciais ordindrias, Expan-
dimos as fungdes y("‘)(x); r=0,1,w.,u numa série de Taylor de or
dem q ¢ s8o dadas aproximagdes para as integrais de Ke de suas
derivadas sucessivas. Assim, definimos dois tipos de algorit-
mos de ordem q arbitrdria. Fixados q e o comprimento de passo
h, cada um dos algoritmos determina valores ¥, que aproximam
y&h). Estabelecemos também, limitagOes para os erros de trun-
camento e mostramos que os métodos apresentados sdo convergen-
tes.

A seguir provamos que o erro de truncamento e que ocoOr-
re na aplicagdo do algoritmo 1 & equag8o (4) satisfaz:
- v - —nd q+l
e, =V, ~y& ) =hgh )+ 00>"")
onde gx) é uma fun¢do que ndo depende de h. Este Wltimo re-
sultado, ou seja a expgnsdo assintética do erro, permite apli-

cag8o da extrapolagdo de Richardson muitas vezes usada em anéd-
lise numéricag’ para aumentar a precisdo dos algoritmos.

No capitulo Il serd discutido inicialmente, o algoritmo 3
Empregando convenientes regras de integragfo numérica, algumas
do tipo interpolatério, conseguimos uma classe de métodos do ti
po passo miltiplo., Analisando o erro de truncamento provamos
o teorema que garante a convergéncia do algoritmo 3., Este teo-
rema estabelece que:

a) se os valores iniciais sfo calculados tal que seus erros séo
da 0h9);

b) se a regra de quadratura empregada para aproximar a integral
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da fungd@io K é da 0(h9d);
y4* D

¢c) se o8 polindémios de interpolagdo para as fungdes
i=0,1, w., v-1 sdo calculados sobre r-pontos;

entdo o algoritmo 3 é da OQQ“), onde o = min{q,r}.

Quando r> 2 o algoritmo 3 requer valores iniciais para
que possa ser aplicado. Assim os algoritmos 1 e 2 podem resol
ver esta questdo.

No caso especial da equag8oc (4) hd algoritmos propostos ra
ra fornecer valores iniciais [17], [15]. Combinando regras de
quadratura conseguimos um método simples e precisoque serve pa
ra calcular valores iniciais. Este algoritmo 4 é discutido no
final do capitulo III e se aplica a equagles do tipo @).

No capitulo IV serdo feitas comparagles entre os algorit
mos discutidos neste trabalho. Todos métodos seré’.o aplicados
para resolver numericamente dois problemas espec{ficos, cujos
resultados se encontram nas tabelas finais. '

Agradego ao Departamento de Ciéncias de Computagéo e Es-
tatistica do ICM-SC pelo estdgio cientifico na Pennsylvania
State University, que muito contribuiu para a realizag8o deste
trabalho.
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CAPITULO I
PRE-REQUISITOS

Neste capitulo serdo apresentadas algumas nogaés e férmu
las necessdrias ao desenvolvimento do texto, as gquais podem ser
encontradas na bibliografia geral e sé@o apresentadas aqui ape—
nas para facilitar a leitura do trabalho.

1.1. Notagles. Seja a equagdo integro-diferencial:

790 = 7, y@ 7P @, o, Y V@, 26)

(1.1)
=3£i) © 120,1,m, V-1
onde
200 = K,y 5 37060, 6,50, yP @), ., v M) at
a
Sejam R(F) e REK) regides definidas por:
R(F) ={6{1y7y(1) yooe g y(v-l);z) |a £x %b; >Y9ya)9 oo g y(V—l), zZe R}
e
v, oo [T
Ve
REK) =q(X ¥y weey ¥ 2y E W, W ey W ) y,ya)’“.,y(v_l),w’”. ,w&)eR

Ent8o, fazemos as seguintes hipéteses:
a) A equag8io (1.1) tem uma \nica solugéo.

b) F e K sfio fungBes de classe C° de R(® e RE) em R, respec—
tivamente.

c) F e K tem derivadas parciais de ordem s limitadas.

Sejam x € [a,b], N21 inteiro e consideremos a seqiéncia
de pontos {:%} definida por X, = a+nh para n=0,1,..,N onde h=%‘ra-'-
é chamado o comprime'nto de passo.

Representaremos por ¥, uma aproximagéo de y () no ponto
Xn; DOT (1) uma aproximagao pare y(1 ) e =y,ﬂ1)
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l.2. Tipos de estimativas de erro
Ao se estudar um método numérico é interessante que

se tenha alguma informag&8o sobre o comportamento do erro L

Abaixo seguem algumas estimativas de erro.

a) O método é convergente se

lim max le.] =0

h+0 02 j&n J
hn = cte

b) O método admite convergéncia de OhP) se

Ienj ¢ ChP, para alguma constante C positiva e h-+0

e
n

0t®)
un modo equivalente e = n? g(xn) + O(I:p+1), onde gfx) ¢é uma

¢) 0 erro e, admite uma férmula assintética se —1, ou de

fungdo que ndo depende de h.

1.3. Lemas e Coroldrios auxiliares

Lema 1.1, Supomos que para alguma seqliéncia de nitme-
ros reais ndo negativos {zj} temos que:

2 ﬁA { Zu+ gj+l ; 322, ‘e+l,no

j+1 =0

entdo

, L i .
2., ¢ A(AH.)J"'Q ugo 2, +A { @ +1)9"¢ 8yt €441 =L,0+1,...

J u=g+1

Coroldrio 1.1, Se A::ﬁh, entéo

/a £ . 3
zj+1/_-[3h eBh(J-D uZ z,+ ph oFn(3-) { 8y * 8341

=0 u=g+1

Lema 1.2. Se 0s numeros §A satisfazem
|€n+ll £A|€,| +B para n=0,1,2, .., N-1, entéo



n
TT® kAl

1€ 124" (¢ | + t n=1,2,m, N
nB s A=1

Corolério 1.2. Se A é da forma 1+§, onde 8§ é um nd-
mero positivo pequeno, entéo

a8
8,178 2]+ 8=ls

1.4, Polindmio de interpolagdo e método de passo mil-
$iplo .
Sejam x_, X; ,w., X, DPoOntos distintos em [2,0]) e
Yor Y1 109 ¥y valores de uma func¢8o f() sobre os pontos dados,

Teorema 1l.l. Existe um dnico polindmio Pn(x) de grau
n tal que Pn(Xi)=yi ; i=o’l,no, n,

Definig8o. O polindmio P (x) é chamado polindmio de
interpolag8o da fung8o f(x) sobre os pontos Xys Xypoemy X

n

Teorema 1.2. Sejam X9 Xqgem X pontos distintos em
[8,0] e f&) uma fungdo continua e com derivadas de ordem n+l
cont{nua em [a,b].

n fx
Seja Pn(x) = L&) vgo L'(xv) v()x-xv) ) polin_b'mio de in-

terpolagéo da f(x) sobre os pontos Xg1Xyrmey X onde

L&) = &®-x ) (x-%1) e &-x ).

Ent8o, em qualquer ponto x €[a,b], vale o seguinte:

&-x ) x-xq ) x-x ) £ Atle)
n+1)!

Entre os métodos de discretizagl8o podemos citar os
do tipo de um passo e de passo miltiplo. Num método de um pas-

n,

ri) = £&) -P &) = para algum €em [&,b).
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so 0 valor de Yn+l pode ser calculado se Yy é conhecido,
ndo hd necessidade dos valores Ypn_11Yp_nr = Num método de ras
so miltiplo o cdlculo de Yn+1 exige que se conhega ndo ape-
nas y, mas, também um certo numero de valores Ypo1t Yoo e

Um método é chamado um método de k-passos se os valores

Ypr Ypo1r s Yp,1-x S80 exigidos para o cdlculo de Ype1®



CAPITULO II
ALGORITMOS DE TAYLOR DE ORDEM q

Neste capitulo s8o apresentados dois algoritmos para re-
solver equag8o integro-diferencial do tipo:

yM(x)=F(x,y(x), ya)‘&)!”;’ y(v—l)(x)’ Z(X)) (2 l)

y(l)(}{O) =y(()l) ; i-—- O,l,o.o, V—l
onde

X
2@ =f %630, ¥V, ., ¥ V@, t50,5Y0, 0, vV 0 et

X
0
baseados em desenvolvimento de Taylor da fungéo yaobd.

Estuda-se, também, o probleme da convergéncia dos cita-
dos algoritmos e faz expansdo assintdtica do erro de truncamen
to para a equagéo

@ = Fa,y, 2)
y&x) =¥

onde

X
2 (x) =£ Kx,t,y(t) dt
(0]

caso particular de (2.1) , quando se emprega o primeiro dos algo
ritmos (Algoritmo 1).

2.1, Definig8o dos Algoritmo 1 e Algoritmo 2

Consideremos a equagdo integro-diferencial do tipo
(2 -l) .
Suponhamos que:

A.l. F e K sejam fungles de classe CQ+1; qQ inteiro,gq=21.
Como: '

y(v)(xo) =Pl ,y& )y o y(v"l)(xo), z&x)) ; 2(x;) =0 pode ser cal-
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culada exatamente e sem aificulaade, consideraremos

v) W) . e e
y (xo)=y° como parte das condigOes iniciais.

Entdo, usando desenvolvimentc de Taylor para a y(r)(x) num
entorno dc ponto X temos:

q
Al o1 = y(r)(xn) +h y(”l)(xn) +ont 72—, y ¥+ () +
q+l
+%m yFrary (Q(f)) (2.2)
onde: xn< fr) < Xpq r=0,1,u, Vv

Para que estas expansfes definam um algoritmo precisare-
mos calcular as primeiras (v+g) derivadas de y. Diferenciando
sucessivamente (1), obtemos:

4 s
y¥+8 ) - L5 FoyW, s @, 70, 2)
X
s=l,2,no, q .
onde (2.3)
{ . x i i-1 ‘il .
Mo of Lrxars g | atoi [d” :[ ;
x ax =0 1-J-1 _J ’
0 dx dx t=x
L i=l,2,..., q
Para construir os algoritmos, usaremos técnicas para apro
ximar as integrais definidas em (2.3). Assim, vamos supor a

existéncia de regras de quadratura da forma: ’

A.2. Seja xk=a+kh para k:O,l,...', n; onde a+nh é mantido fixo
em [a,b], quando h+0, Para cada i usado e para
k=0y1lpw, n, sejam W., um conjunto de pesos reais e q; um nu-

- n .
mero positivo. oSeja kEO lwiklé # para todo n, com Wik’o

para n=0. Para g suficientemente diferencidvel supomos que
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X

0

N
[Peteas-n Y w, x| =B = ob

Entédo dado qy escolhemos LA k=0,1, ..,n satisfazendo

A.2 e definimos os ygwﬁ , 8=1,2

'4

,... , q por:

s
yI(IHS) = [ig F]
dx X=X,
Y=y,
.&;;—lk_ (v+s-1)
J “vn
2=2
O Zr(:a‘)
@) 2 at
z-'=h W — K +
n K=o ik [dxl Jx:x
n
y=y,
! .
y(v-n.-—l) -y r(Iv-+i--2|.)
t:xk
& _ W
U =yk
i-1 | Li=j=1 (3
d d
+ — 3 K .
jgo ax*=9-4 [d J L= ’
X=X
Y=Y,
ya)=yr(ll)
| ST e
121,240 q Y.W )=3§,(v+1 Y

(2.4)
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qQue serdo usados para aproximar y(v+s)(xn), 8=1,2, .y Q.

§ Algoritmo 1

P&I‘a n=o,l, ey N-l

)

1) yn,yr?‘),..., y séo conhecidos

n
{2 usando 2.4), calculamos yr(:”l), yg”z),..., ySHQ)
3 para r=0,l,.., v calculamos: (2.5)
2 q
+ h 2
s 8 = anyE e By Tty By yEed

\

Uma modificag&o para este algoritmo pode ser obtida se fizer-
mos: ;

-
) Wy v-1)
yn+l - F(xn+l 4 yn+l ’ Yn+l g ooy yn+l ’ Zn+1)
1 (2.6)
n+
= v-1) )
Zl'l+1 =h kZO Wik K-(xn+11 yn+l, ey yn+l ’ Xk, yk y oeey yk
4 Algoritmo 2
Para n=0,1,.., N-1
1)y @) W) 50 Peoid .
n? Yp *»*r Y,  S&0 conheclicdos (2.7)
9 usando (2.4), calculamos yr(1v+l) . yg”z) ey ySHq-l)

3 para r=0,1,.., V-1 calculamos:

yr(.lr) ‘n yz(11‘+l) nd (r+q

+ooo+'é'—1yn

4) usamos (2.6) para calcular yg_?_l

yr(f»),l =

\

2.2, Resultados comuns & convergéncia dos Algoritmo 1 e
Algoritmo 2. ‘

Para limitar o erro de truncamento que ocorre na
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aplicagdo do Algoritmo 1 ou do Algoritmo 2, Gevemos examinar os:
eg‘)=yr(f)—y&‘)(xn) H n=0,l, ey N H r=0’1,no, V+q
Consideremos primeiro os casos, r=0,1,.., Vv para 0 algo-

ritmo 1 e 1r=0,1l,u., V-1 para o Algoritmo 2

Subtraindo (2.2) de (.5 para o Algoritmo lou de (2.7)
para o0 algoritmo 2, temos:

1
€ e('r) +h (r+1) + o + ﬁ e(r“;) - nit Y(r““l) (ﬁg))

€n+l n % a! n Q+1)¢t
nd i 1
e |« jgo By 549 4 opa*h (2.8)
Agora consideremos egns), 8=1,2, 4,y q
Subtraindo (2.3) de (2.4), segue que:
s 8
ebr+s)=y(v+s) _ y(v+s)(‘x ) = d” 5 |4 g
n n n ax® X=X dx®
n X=X
'n
Y=Yy
yW-t»s-il.)= yév-a-s-l)
=2y,
(8)_ (s)
2= 2
e
@ _ W & al
v/ -2 (X )=h z w —
n n k=0 ik ax* X=X
n
Y=y,

y(v+i—l)= y(v-#i—l)

n
t:xk
U=yk
Umzyy
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i-1 i-j-1 j
+ -go ;xi J—I[ :3 K -
9= x t=x X=X,

Y=Y,

y(v»+:i.-l)‘= &mi'l)

121 [ai-j-1 [T 43 =
f d d .
.d_ - Z T:I[E——r K ?
l:x axi x=xn 3=0 |ax™~? ax? t=x _|Jx=x_

i=1,2,oo., q

. 8 '
Usando desenvolvimento de Taylor para a (—d-é- F) num en-
dx

torno do ponto ',(xn,y(xn), m,y(v'*s'l)(xn), z(xn),..., z(s) (xn)) temos:

W+8) _v+§-1 @ a8
°n —m§0 % [by@[ {l]p;

e W _ o ) a®
* m§0 (zn - (xn» ]:Bz(a l:dxs ¥ 12

Por outro lado, usando desenvolvimento de Taylor  para

(2.9)

i
a(-;—iTK) num entorno do ponto
b 4

(Xn’ y(xn) y soe g y(V+i-l) (xn) ’ xk’ y(xk) gy sery Y(V)(xk» e para
a( di-j-l dj K | ) num entorno do ponto
I-3-1 ||3.3 ' p
dx dx t=x :

(v+1-1) &t
Koy Y& ) pwey ¥ 0 " x)) e coto [fx T K d{l -
X=Xn




n di ' _ di L
-h‘z wlk 1 = -E‘le Y K) =b01,1)
k=0 X=X
““n
tzxk

determinamos o0 seguinte resultado:

W@ _ 6 e at
2.’ ~ 2 & )=h kéo L |:EJ-[—{K_] +
1 %=
~*=%n
t=xk
W —— +
* o 1k, Bym dx

n v i
' W 3 d
h K
* 'kzo "k go °x [65@ ]:de } *
Ci-l v+i-l i-j=-1 : '
W) :) d a e _
RE IR [a 7 [d"i_m H:d"j :ltmé :I

i
- -g—i-K dt
X, dx X=X

bt n

Substituindo em (2.9) e tomando valores absolutos,
que:

Sm»e)l mzol| n | [By [ ]L

8 n m o -
_ d d
+ 2 /b X ow, |—=£K - <_K at S +
m=0 | k=0 ¥ [dxm l:_x [f ax®
n : X=Xp

t=xy

segue



S n v+m-1 - L =—-
+ h Iw | Ie(wl o [-C}_.K S
méO k§o "ik ugo Dy |axD '
b - ..J_apz
S n v L —_T ==
h lw, | le® | 4 g S
* méo kéo ik u§=:0 | Y O *
b j . ..---p2
S m-1 v+m-1 m-j-1 J
)| 0 d d_ x S
' mgo j=0 u=0 e [:5 y(u) ltdxm"-’:IH:de ‘lt=x:H
onde:
5= —-@b a°
dz axS
“p,
~Sejam:
> Ta® e Tam
> | a® —U 3 |am-i-l [ ad ]
m— K - K ] -K éK ;
[b o [dxm A 3 oy ™ lax®9-1{|ax?  [t=x 4
d a® -
el
vV+8-~1 8 v+m-1
(m) W
£ Ky mZO Ien | + K, K5 mZO m uéo |en |+
S v+m-1 &) ) n v )
+h WK2K5 mé (n+l) uZO Ien | +h W Ky K5(s+l) kZO uZOlek [+
+K; Y E(h,m)
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Se ja K6 = max(Kz,K3)

v+s-1 2 V+8-1l
legol-+K K, 314 ¥ leﬁﬂl +

475 2 u=C

_ V+S~1 W
+ 2(b-a) W K¢ K5 (gq+1) uéO |

n-1l v w s i
+h W Ky 5(q+1) k‘éc 2z ley |+K5 Y E(hr,m) =

u=_0 m=0
(2.10)
v+s-1 n-l v | S
=K 1e® | ink Y ole¥iix. T th,o
7 uéo n 8 k}=:0 w=o ¥ * w=0 ’
H - i s - )
onde: K,=K) +K, K; 15-3 (b-a)¥ K¢ Ky @+1)

K8 =W K3 K5 @Q+1)

v+
Agora, vamos provar um lema& que expressa 08 e( &)

()

8=1,2,w.,Q, em termos dos e

' r=0,1,00ey V3
j=o,l , [T X ) , n.

Lema 2.1. Seja y& satisfazendo a equagdc integro-dife —
rencial (2.1). dSuponhamos que as condigdes 4.1 e A.2 se jam
satisfeitas. Ent8@o, existem constantcs nfo negativas K5, K

e K12 tal que:

11

ves) < () n-=l1 v .
le) I.‘.K9 ugo Ien | + bKy; kéo mzo lel‘{m’l +
s
K Eh, ‘ .
+ Kyp UEO t,m) (2.11)

Prova. Aplicando o lema 1.1 a (2.10) temos:

Ieg“s)l ./=K7 ®7+1)s-1 uéo Ier(:l)l +
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v+s-1 n-1 v '
vK, Y Rp)VTETIE \:hKS ST 1@l
u=v+l k=0 m=0
5 oW T @ 3 Eb,m
+ K E +h K e + K E
5 mso 8 x=0 m=0 ¥ 5 m=o

v+q-1
Mas, % (K7 + l)v+q-l-u £ (@-1) 0{7 +l)q—l e seja
u=v+l

K9 = K,7 CK7 + l)q":L , entéo:

v : n-1 v
|e6l+s)|éK Ie(u)|+hK Ko@-1) le(m)l +
n 9 2o I°n gfglt) 2 2, ok

V+8-1 u-v n-1 v @

+ K. K Eh,m + hK ley” | +
579 u=§+l m}-—;O ’ 8 kéo m‘:‘o k

8
+ K5 Z Ep,m <

m=

v n-1 v s

W) (m)

£ Kg u2=:0 Ien | + hKqq E_ éo |ek I+K12 m)-_;o Eh,m)
onde:

Ky o= max{xg (8-1+1, Kg@-2+1, wy Kgll) +1, kg +1} ;

K =K9K8(q-l)+K8 i K,,=K.K

11 12 571C

Coroldrio 2.1. le(()r>|=0 , r=0,1,.u., V+q
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2.3, Convergeéncia do algoritmo 1

Definigdo &, =max Iegﬂl
0 &rev
0 £j<k

Entdo, de (2.11) segue gue:

|e(v+_5)[ £ K % € +hKk nfl E £ +K E Eh,m £
n Suwc 7 11 o mweo ¥ 12 o
S
€Ky €+ Kpp T Bk (2.12)
n=

onde: K13=K9(v+1) + (b-a)K11 w+1)

Lema 2.2. Suponhamos que as ccndigfes do lema 2.1 sejam
satisfeitas e que para alguma constante h, hé¢h « 1.
Entdo:

€1 & 0+ hK,, H) € + hHK , [E(h,o) + él}:(h,ﬂ) 0(h2-1 )1 + o(hQ+1)

onde H e K14 s80 constantes

Prova. De (2.8):

(I‘) lein{E,v-r} ll_']. Ie(r+j)]+ % hj 'er(?lr'-rJ)l +

le = z ——
n+l 320 J¢ ''n j=vor+l :
+ OQQ+1)5
min{q,v-r} w
st+ v mleex, ) B g s
j: j! J= ~r+l Je
J T+j-v 1
+ Ky, BYT em e cpdth e
J=V-r+l =0
J J THj-v
¢ 4k, € % Bl.g e E,m + 003+
n 14 j=1 9 12 j=vor+l Je g !
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onde: K14 = max {l ,K13)

@ nd-1
lepspl € Ep+ Ky 40 1 g+
j=1
j rag-v J
+K. . {E@,0 he . f Eh,L) L PN
12 { , J’=V§r+l LI =] ’ j=v§r+l Jt
= 2 -1
Se ja H=l+-2137- + E,— + .+H::
%) |4 amK B €+ ,Em,0n 5 B,
®n+l’ T 14 1277 o1 9
q j=1
+ K ,h Y E@,L { i + 0 (hq+l)
p J
=1 J
Portanto:
€41 € @+nky H) € +h HK,, [E(h,o) + QilECh,f) O _l)} + od*)

Estamos agora, preparados para provar ¢ teorema da con-
vergéncia do Algoritmo 1.

Teorema 2.1. Seja y(x) satisfazendo a equag8o integro-di
ferencial (2.1). Suponhamos que as condigdes A.1 e A.2. sejam
satisfeitas e que q,=4; q2=q-2+‘l para £=1,2,..,4 € q21,
Se jam os valores Yn determinados pelo Algoritmo 1. Entédo:

b, -2)Ky I

1¢) En ¢ & R |:HK12 {:o(hq") + JQ;O(hq’z) O(hﬂ’].')} + O(h(I)-’ yB€

h€h<l para alguma constante h.

22) lim max Iy(xj) -y =0
h0 O£j<n J
m = cte.

32) O Algoritmo 1 converge com ordem Q.
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Prova. Aplicando o Corolédrioc 1.2 ao lema 2.2 temos!

nhKi4Ii

oPh K, ,H e -1
Eee™ N1 s ey [huxlz{m 0 +

5’. £, ot} + omq*l)J
,1,.

Mas, 8°= max Ieg‘)l =0, entdo:
Otriv
&n"a)Kl4Ii - Q .
& —x—m =1 [Hxlzto(h%) e e’ opd-H s o(n%]: 0%
Assim:
lim max ly(xj) -y 14 1lim e, =0
h~0  0£j4n J' nasc
hn = cte- hn = cte

2.4. Convergéncia do Algoritmo 2
Vamos, inicialmente, calcular uma limitagdo para
MI, que serd necessdria para o estudo da convergéncia do Al
goritmo 2.
Subtraindo (2.1) de (2.6) e usando desenvolvimento de Taylor
para & F num entorno do ponto (xn,y(xn),y(:Q (xn), ...,y("'l)(:&l),z(xn))
e para a K num entorno do ponto

&y ), YG')(! )y e 1y l)(x Xy 0 Y&y s ym(xk),..., y(v)(xk) temos:

v-1l '
o pig N [X?WF] ‘ol -) E.%p-l (2.13)
P4 —P4
e
2 -2k )=h r[K‘W T oo K
- W
n) k=0 iks x-xn méo °n [by _' ¥
[ te=xy ~Pg

+ -—-—(a-B -
m§0 [B U K:l T
,P54
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X

n
‘j‘ K(In, Y(In) 9 voey Y(v-l) (xn) yE,y(1), y(l)(t) y ooy Y(V) (t) at
X :
'Sejam
]| CLI = 2| PEV
3y | 1 @y | k1l
2 _x||ec ; _p||<c
E:EEE T VK2 ! Dz =
entdo,
(V) v=1l (m) B n v (m)
le,’ 1 £0; m§O le, l+nwe, kZO mgo le,” | + CE(m,Q (2.14)
onde: Cp=0pC § Cy=CrpC 5 T, =max{Cy,C 0+l };
=X,
Definigédo

Ekz max Ie(;)]
Oérév-1
0% jck

Lema 2.3, Seja y(x) satisfazendo a equagdo I{ntegro dife —
rencial (21). Suponhamos que as condigdes A.1 e A.2 se jam

satisfeitas e que para algume constante h,h< h ¢ w%rn Entéo,
' ' ' 4
existem constantes néo negativas 07 e 08 tal que

e <0, E, +c3E0,0

Prova. De (2.14) segue que:

IeI(:')‘lscl "il Iex(?)|+hWC4|egﬁ|+hWC4 nzl |e£’)|+
m=0 k=0
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2 m)
+ h¥WC, kgemé le | + CE®,O

c, va hWC, n-
- tv)
o 1 ¢ o5 T o 0t TEWE, & Ie o

h¥C n v-=l

*T-ﬁ'é'

- C
Eat TETE B0 €

4 k=0 m=0
C.v+ (b-a) WC, v hWC n-l
< 1 +_ 4 E + -—__——-4— el(:')l + -—-———C ECh,O)
1-Ewe n 1.mwWC, k=0 1-hW C
4 4 4
Se jam:
C.v+ (b=a) WC, Vv WwC
S 4 . csz——-i— , entdo:
> 1-h W.C 1-R we
4 4
¥ cc, g, +ney Z e+ —L2— 20,0
-‘n'wc4
Aplicando o coroldrio 1.1 segue que:
C.hn-1) o C, hfn-1) n-1
Ie(v)l!:C he © Ie(v)|+C he © Ce € +
noo6 Lo 1% 1+ % ¥=1 | 0 KT
+ —=— E(,0)| + C E,+———— E,0 ¢
1-E WC, n hWC
4
(b-a)C
£-g) c 0. ePC6 3 + b-a)c, & 6 0) +
n~1 6 1 ®wc ’
- 4
+Cc & + EQ]O)-[-&.C (o-e) _'
5B 1 Rwe b-8) Cg Cs Cs| &p+

4 e



20—

Clo-8)C, e©-8C6 o
+ - E(h,0)
1K W c,

Portanto:
) -
len 1507 fn*‘ca EGMO)
onde:

@-8305
_ (o-a)C . _ C(b-a)cs (<] +C
C7_(b—a) Cg Cs . 6+C. Cg =

5 T
1-h W C4

Lema 2.4. Suponhamos que as condigdes do lema 2.3 sejam
satisfeitas. Entdo, existem constantes ndo negativas (3.9 e'Clok
tal que para s=1,2,.., q-l:

tr+s) z S
le, 1 4£Cq E,+Cqq mZO Eh,n)

Prova. Pelos lemas 2.1 e 2.3, temos:

' ®+a)| 4K9 Ie&)l‘l’K Z |+hK11 z lek)l +
n-l v-=1 )
+hk), kEO mg ley | +Kp5 Z EQ,m £

n=1_
’-Kg 97€n+ Ky Cg Eh,0 + Ky €, v+hk)) Cy kEO €, +

n-1l - ]
+hK, Cg k§0 Eh,0) +hE);) € 10V + Ky m§O E,m) £

[K + Kgv+ (b-a)KllC7+(b-a)vKll €+
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8
+[K9 Cg + (b-a) K, Cg +K12— EQ,0 + Lo m§1 Eh,m &

S
£C,E_+C S Eh,m
9 n" Y10 &, TV

onde: 09 = K9 C.7 + K9 v + (b-8) Kll C,7 + (b-a) v Kll

C =ma§c(K9 C8+ (b-a) Kll 08+K12, LOPY 08)

10
Seja Cyq =max(C.T-;"~Gg), entdo:

S
|eg+9)| £C, € + Cqg ZO Eh,m , para 8=0,1,.., q-1 (2.15)
o=

Lema 2.5. Suponhamos que as condigdes do lema 2.3 sejam

satisfeitas. Entdo:

- q—' .
g ¢ QHn 0, E)E + 00 T B Obd) + 0WT™) onse s Oy

sdo constantes.

Prova De (2.8):
) » mln{qtv—l-—r} hj

e Dacal B (o9, opatd) ¢

=0 J * j=v-r Jt

minfq,v-l—r'} y - J -
o ¥ '

[

n
m

nd J raj-v +1
2 3T +Co . L T Efh,m) + 00 %*)
Do Je 10 j=¥-1 It 150 !

onde C,,=max{,C;,)



(r) - _ hJ r+q-v hJ

[ )
@ |

IN
i

- -1 j
€n+ 012 En hH+ ClO q‘z EQI,R) . g %—T + qu‘fl) -
2=0 J=2+1

- Q-1
020y, BT + 0O T ER,D) otd) + 00%*Y) ; r=0,1, ., v-1
Portanto:

-1
Ene1 = QL+h C,,H g, +h Clozz E(,)) otk) + o+l
Vamos agora, provar o Teorema que estabelece a convergén
cia do Algoritmo 2.

Teorema 2.2. Seja y() satisfazendo a equagdo integro-di-
ferencial (2.1). Suponhamos gue as condigfes A.l e A.2 gse jam
satisfeitas e que gj_zq—ﬁ para £=0,1,.., q-1 e q2l. Sejam
08 valores Yn determinados pelo Algoritmo 2. Entdo:

=, e(xn-a) Ci2 H_

-1
1) FefTra—t Joy, §ob™) omh oY)

- 1
se héll('Wﬁ:

22) lim max Iy(xj)-y.l =0
h+0 0<£j4n J
hn=cte

32) O Algoritmo 2 converge com ordem g

Prova. Aplicando o coroldrio 1.2 ao lema 2.5 temcs:
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- nhCioH « e -1 2 q+l
E e 12 € hqz n ]:hclo :éo Eh,) o(pt) + 0T )

Mas, €. = max !ej | =0, entéo:
° Osrev-l
0% j£0

(xp-a) C12 H [ =1 g
7 ¢ =L 1c,, 3 Ot4) oml) + 0t | = 00
€n T, 8 10 44,

Assim:
lim max ly(x:?- yjl £1im '£'n =0
h+0 O<jen h+0
hn=cte hn = cte

2.5. Expans@o assintética do erro de truncamento
Vamos desenvolver agora, uma expanséo assintética pe
ra o erro de truncamento que ocorre na aplicagdo do Algoritmol,
no caso especial da equagédo Iintegro-diferencial:

ya)(x) = Flx,y®x), z&)
| (2.16)
yk) =¥,

onde:

20 =f Kix,t,54) at
X

o

(s resultados que provaremos a seguir, seréousados pa
ra demonstrar o teorema da forma assintética do erro de trunca
mento.

Suponhamos que F e K sejam fungdes de classe Cq+24; q
inteiro, g1 e que a condig8o A.2 seja satisfeita.

Subtraindo (2.3) de (2.4):
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Yy =% (2.17)
Z

dx -
t=xk
U=y,
2R, - e
j=0 (dx i dx ¥ Jt=x_lJx=x
| Y=y,

- x.ﬁi.](&,t,y(w) at -
[};odxl xex

n

i-1] .i-j-1 J
_E [df-ya[[de&’“y“ﬂ J]
j=0(dx dx Jt=x X=X
' 8

a) Consideremos o desenvolvimento de Taylor para a (iLEF) num
entorno do ponto dx

(xnl y(xn) y sovy y(S) (xn) ’ z(xn) 9y ooy Z(S) (Xn» :



Y=Yy i
y(s)=yxfa)
z=zn
;(.83;2(9)
n
N S L a°
mzo °n [By l:dxs ]]x=x '

s wle @ @ 32
¥ on ®n Lzo (2 fz (xn))[:a Wy W

Por (2.12) temos:

1 W 3 )2 L2l -
2l}m:O °n oy )[dxsF:Hrl

= 0(€,)% + 0(E(, 5-1)° + 0(§) O (a, 8~1)

Mo

b) Consideremos o desenvolvimento de Taylor para a (

ax
-d—I
X

) nm en
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torno do ponto (xn, Xy y&k)), entdo:

at ' at d |4t

o =:[}_I :] ’ ek[%ﬁ-[}-f ’

dx _ dx _ dx _
*=Xn X=Xp X=Xn

t=xk "tzxk t=xk
U=yk

onde:

1 2 |32 |4t Kf] o (612
=0 (¢)
7 %k [;UZ [;xi i n

T

c) Usando desenvolvimento de Taylor para a

at-d-1 |1 gd
— rK ) num entorno do ponto
ax*=37 axd |
=X

&py Y&y ey .Y(i-l)(xn)), temos,

1-j-1 R
dx dx t=x X=X,

y=y,
y(i-l)zy&-l)
gi-d-1 |1 49
e ) )L,
t=x X=X,




= 0(&)%+ 0E(n,1-2)? + O(£,) O(E(n, 1-2)

Substituindo () e (¢) em (2.18), segue gue:

3T i
é) h)(x)—hz wk{E-—i-K] + ek[Ty-dg;{K-”
" -
s =Rl
+O(€ x K +
12 } J= 0 {[dxl-jol dx? t=x—x=x_
i-1 i-j-1 J
| _ |4, d_x H
* mZO °n LYW Lxl-j—l “:dxa :lt=xJ X=X, +

+ O(*En)2 + 0EM,1-2)2 + 0(g,) O (h,i-Z))} -

x_g_i- _ i-1 “H (] g _
_[&odxi dex—x 320[ i- j’I[[dxj :lt=x:”x=xn -

=h E %, e [b [di K:H + O(En)2 +
k=0 k["k W -d:f x=Xp

= t=xk

£ & oo e ]

J=0 m=0
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il 2 2
+ L {0(€)° + 0E(n,i-2)° + 0(£) OE (n,1-2) | + Eh,1) =

Il

=0
t=x—-'“"x=x

" 520 m=0 ) ax=3-4 | |axd

+0(E) +0(6)% + OEM,1-2)% + O(E) O (h,1-2) + Ef,1)

Mas, por (2.12)
izl 121y [ai-d-1 [[4d ‘m @
. 1K =0(E) + O (h,i-
JEO mZO[ay(m) [dxi—a-l [[dxa Jt:x— X=X en (n) ! m( : 2))
n

Entéo

24 _ z<i>(xn) = 0(&) + O(E (n,1-2) + 0(§) OE (n,1-2) + Eth,1) (2.19)

n

Lema 2.6. Seja y(x) satisfazendo & equagio integro dife —
rencial (2.16). Suponhamos que Fe K sejam fungGes de classe

CQ+2, q inteiro, g1 e que as hipbteses do teorema 2.l.sejam
satisfeitas.

Fixado i20, escolhemos a seqliéncia de pesos {wik} tal que

x .1 n i 7
- j‘ 4_xat +h 3y W -Q-IK =
x dx2 k=0 dx xex
° X=X “*n

t:xk

93 q+1 . o
=8 (xn,y(xr)) h*+ O~ )= Eh,i) ; onde 6, ¢ uma funglo de
duas varidveis.

Ent8o, para 8=1,2,.., q
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-4 ]

z dx
X=X

+ e+ 00733 4 0md75H2 4 oY owiTSH) 4

+ O(hQ.—S+3) O(hq-s+1) . {O (hq) N O(hq_s.;.3) .

A Q=S+1 g 2 (e)
+ o@? )} JZEO{ Z [aywaz ]: —l _”

Prova. sSubstituindo @) e (2.19) em (2.17)

S . b dS (m)
eg'+S) - mgo [a—m Eﬁ—;g ]]X en + O(Sn) + OCE(h,S—Z)) +

y -
._xn

: T . d |a°
+ O(E) OBty 8-2) + J 50w =Sy | =5 F *
m=C z -

X=X
n

+0(£n)2 + O (,8-1)° + C(E) OE(M,s-1) +

+

-

8
[( L 106 + Cel,u-2) + OE) 0BM,u-2) +
M=

E 3 2 |a°
Eq,m) J g;@’) ]:oxs ‘Hr +
1

8
[z {O(ﬁn) + 0E(h,m-2)) + 0(€n) OEh,m-2) +
0
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[~ 2 -
+ EQp,m) Qaﬁ W i F ]
dyWdz dx® v
Mas,
1 S
5[( ZO{O(Gn) + OEh,m-2) + 0() OEMn,u-2) +
m=

- 3 2 |a°
' L(h'm)] Yok l:dxs F:H )

)

0t )2 + OEM,s-2% + 0(€)° OEM,s-2) +

OE(,8)% + O) 0E(,8-2) + O) 0E(k,s) +

+

+

OEth,s-3) OE,s) + 0(€) OEh,s-2) OEM,s)

Aplicando o resultado do teorema 2.1, En= o) e como 9,=q3

q1= q-{+1, para 4=1,2,..,q:
QL+s) _ ¢ d |88 } (m)
ey = méo [-B—Wy [ixs F-]x—x e, +
“n
d g8 _ q-s+1 qQ-s+2
e ol A y& ) h + Ch ) +
02z dx® x=x_

+0mY+ 0383 & ow?™%*42 | omd oma-*Y 4

+ 002723 0?5t 4 lowd + 03783

B 2 s
omd-s+y | & |8 3 [d _H (4
+ 0k ) } 2§O {m‘_:'o 3 g3 dst_"_ r, °n

Faremos agora, um estudo separado para s=l e 8=2, pois
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para estes casos o lema 2.6 n8o é suficientemente claro.

D s=1
O')(.X)—hz WIE&Y- +

'—XX

=xk
U =yk

+_en [3%’- [K:It=x:|x=xn +-]2; [(en %)z[Kjtsx]rB )

fx' d g g¢
- L _
xO X x=xn

=h1:§o "1k H:dx ]x =x, *° ESU Ea‘;K—I] -’“ "

1;--xk t-xk

2 )
L 0(E,) J+en[5§-[K]t=x] < oe)? -

n ,
t=xy : ,

Por outro lado,

..z.(x) h z Yok EKjx— l;:{ ‘l
x*xn

=Xy
U=y

n n
=h kzo wok]:K‘_'lx=xn -thO Yol EKjx=xn + B, 0) = (& ))+Et, 0)
t=xk t:xk
Portanto
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zﬁ)-zﬁ)ecn).—.O(&n) + Ef,i) 7 1=0,1

n

e>2<zo —a—y%)?[ j] - o(e )

m_

Entéo,

@_ ¢ @ [ iﬂ]
®n méo ®n [b y(a [dx L) N

T (0(e) + B6,m) 2o [&r 0€)2 4
' mZO o+ e ]:bz ]:dx ]]x:xn "

1], & - ¥ 12 |a
+‘§|:(mzo(0(fn)+ﬁ-chym»m) -5;.1‘-‘ ‘) +

1 1 d
" 2y L&“"%’*E“"m” [‘;@W [ﬁ ﬂ ]

+
™M
=
5
8
Q

lﬂ'loul

1 =

| W

»

1

»4

e
+
O
™
e
<+
2
=
5
E
o
+
2
(o]
(@]
1]
1=
E
W
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> a @ d d q Q

I) s=2
@ @y 3 &
2. -2 (xn)-h kéo w2kE-1-}? {]x:xn +
t=zk

b "ok | 'QEZI;} oy + ()7 +
K=0 Volax® | Jx=x_
T=xy

. ¢ @] 2 la
enzz °n l:byﬁa '5;2

N
h
L1
e
=
1
4
ta ]
+

§ 0(&) + Eth,m) _'—@b 6 5
* m=0 [ n ' ’ ] Z _;1-}-(? JX:Xn '



o

2 .2
m d .2 |a&° .
( e ) F +
[ m§0 oy y () [_V_d}:z -H

+ 3 ( § O(e.) + E m)\-—@-b )2 a® F J +
e n=0 ‘n e ry d—x-g L
2 2 | 2 2
«) : d d
~r)
Mas, '

2 2
2;{( 5 oo gfﬁf )° E?F__H = 0(€)% + 0(E(h,1)°+0(€ JO(E(h,1)
r

Por (2.12):
er(:‘} = 0(€_) + CE(n,1))

Intéc,

gl [E g 5]
1 n + L\, 2:0 m2:-0 E}’T’Ué Zﬁ) ._dX2 e

[ — —

= 0(6,)% + 0(6) O(E(r,1) + C(E) O(E(r,2) + O(E(,1) O(Eth,2)

Portanto
O o)+ 050,10+ 5 26w — a® F‘H +
n n ’ m=0 Y 5;2__ X=X

n

+0() O(EM,1) + 0(:(,2F + OE,) 0(B,2) + O(E (n,1) O(E(,2) =
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12 .
[g-b—(z l:——z F]] eZ(Xn’ y (xn» hq-l + 0%

z X=X
~n

Lema 2,7. Nas mesmas condigdes do lema 2.6 temos:

d d
er(‘le)= [a—-w- EE—F]] eg') +
y X=X

n

+];;—2—CD' [% F:” e, (Xn, Y(Xn)) n? + 0(d)
X=X
n

1g-rs) [ 3 ]:dss F]] es(xn’ Y(Xn)) pd-s+l
z X=X,

+ O(hq"s"'z) ; para 8=2,3,ewey q

Prova. Os casos s=1 e s=2 jé foram discutidos. Mostre-
MOS PAra 8=3,4, ey Qo '

Do lema 2.6:

Q+s) _ & |[_D _df_ @
‘n méo E_;W[ :]]x;xn en_ '

E;—E—’@ [dss F-H 04(,s ¥l ) n37 4 035G 4
-'d X=X
n .

A

+0mY + 00d~%%3) 4 omI-8+1)2 , 0% o@I~B*Y ,

+0(n378*3) onl-8+L) . {och‘l) + o383 .

) g (3 Tlad]) )
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De (2.12) segue que:
o0t _ 0@ ) + O(EM,1) 5 1=1,2,u., g

Portanto

T s
eg.*'S) = ]_ bel - [_d_s_ _,] es(xn, y(xn)) hq-s+l + qu-s+2) +
Bz:] dx~ | X=X,
+0m?) + cmI™%*3) 4 00272 4 omY 0w 4
+C(hq—s+3) O(hq—s+l) + qu) qu—s+2) +

+00Y omI™*3) 4 0@i™3*9 o(ni7%3) -

Z
X=X_-
n

Teorema 2.3. Seja yk) satisfazendo a equagdo integro-di
ferencial ‘

X
yW& = F&, y®, [ K &,t,50) at)
. XO

ty&o)=
onde F e K s8o fungles de clésse Cq+2 s q21 inteiro.

Se jam 9,54 ; Q4= g-i+l para i=l,2,.., Q € suponha —
mos que 08 erros de guadratura possam ser definidos por

f d - L E ('1i _l
— dt + h W, —_— =
% dx* k=0 ¥ laxt |x=x
0 - n
X=Xn

| Q. Q;+1l
- 6,6, ya ) Bt ot )

onde Gi-é uma fungdo de duas varidveis de classe CT.
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Se jam os valores Yn determinados pelo algoritmo 1. Entédq
para nd0, inteiro
(l) @ _ O-) (xn) =nd e(l) (xn) + O(hq"'l)

®n “yn

onde eo‘)(x) é a solugdo da equagdo diferencial

d a '(Q‘*Z) .

< o o ,
1 T8 Tad
+ jgl 3T ]:'g-z-@' ]Ed-x—j ]] ej(x_’ y &) o

ecl)(xo)=o | . (2.20)

e

Prova., Pelo algoritmo 1,

Q _,Q @ G

| (q+l)
Yp+1=Yp *h¥n +§-ry +...+q.

Consideremos o desenvolvimento de Taylor para a ya)(x)
nun entorno do ponto X,

y& &y, = y& () + B y(2)(xn) + %—i yO ) o .+
q L CTo VP )+_(q_r§l_;i y(q+2‘)(x )*'@Tﬂ' y(C1+3) )
onde: xn<nn<'xn+l |
Entao, |
ey =y - bm(xn-o-l = e’ 4ne (2) %"2' (3)”‘ i
LB o) -,12—3% y(qee.o.xx,'l) 4 owl*? |

Como as condigdes dio lema 2,7 séo satisfeitas segue que



(q+2)(xn) " O(}lq+2)

v . g+l
q-j+2 h
Ml e vt
/
@)
: 1) _ °n+1
Se jam el = —:Er
<)

RO h{[a_la, I
y x=xn

+E—3m [ai?f‘:ﬂ o tx_, nyn»] s oW 4+
X=X
n

L3 N L
* [;Z, [;xa

F

] 84y, Y, + 09 -
X=X

n

o o
~ r -

=) 0 |4
= en + hb_—may ax F.
1 9 Tad .
= g 1SSt
¥ a:l j. | Z [dx |

(2.21)



Suponhamos que o algoritmo yr(;‘zl = yg)+hyr<12)+ OCbz) de or —
dem 1, é aplicado para resolver a equagdo diferencial defini-
aa por (2.20). & solugdo da equagdo resultante difere da solu-

cdo da equacdo (2.21) por um termo da Oth).  Portanto,
_e'g‘)- e(l)(xn) =0h) ; ou seja, eg)= n¢ e(l)(xn) + O(}Jq+1)-

Vamos agora, provar o teorema da forma assintdética para

o erro de truncamento e =y - y(xn) .

Teorema 2.4. Nas mesmas condigles do teoreme 2.3, temos
que o comportamento assintédtico do erro de truncamento na so-
lugdo da equagdo
X

yWe) = Fix, y&, [ K&,t, y#) dt)

X
Y]

y&) =13,
pelo algoritmo 1, é dado pela férmula:
- - _ 4 q+l
e, =¥, -y&)=h*gk)+ 00*")
onde g) é a solugdo da equagdo diferencial

Q. Q) x(‘”l)gg
&) = x) -
¢ ° a+2/ | (2.22)

g(xo) 0

]}

Prova. Pelo algoritmo 1,

2 q
) h 2 h
3rn+l=,‘,'n<)-hyn + 5T yr(1)+ +§-‘,— yI(?)

Usando o desenvolvimento de Taylor para o y(x) num entor-
no do ponto X, segue que:

2
_ _ @) @)
en~b-l"yn+l':"(xrwl)"en*’h?n tT € teert
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1
@_ % @+l q+2
- Er e i v ey - ot

Como as condigbes do lema 2.7 e do teorema 2.3 sdo satis
feitas, temos gue -

e 1=t h{hq em(xn) + OQJQ+1)} +

2
+ % {[—b—bm E%—{-F‘H (hq ea)()g + Oﬂﬁq+l)) +

n Mo
u,lb‘
f‘_ﬁ
o 1
N
°T
[
N
_‘_‘1
l
4
eS|
| i

-(j-1)+1
1 6, 1 tryy yx) n @I
X=X

n

. qQ+1l
+O(hq'(3—l) 3\ '@%T)T y(q+l) &)+ 0hd*?) =
q+
- e+ pa+l e(l)(xn) _ T%ﬂ)'" y(q+l)(X ) + 003*d)
Sejam g ;= n+l —n=-e—r-l- , entdo
n+ ) nd
y @+
g n{e® e ) I Ot
8nsl = EntBleT &) - T + 0l")

A mesma equagdo, a menos do termo da O(}12), resultaria se
o problema de valor inicial (2.22) fosse resolvido pelo algorit

- @ 2 - )
mo y,,,=¥,+hy; + Oh®) de ordem 1. Portanto, g -&lx )= O,

ou seja, en=hq g(xn) + O(hq”').
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2.6. Aplicag8io da expansdo assintética do erro de trunca
mento

0 teorema 2.4 garante que
e =y, -y&)=nlgk)+ onlth (2.23)

onde gix) §é a solug8o da equagdo diferencial

@+1)
W - L

0

sajbd
g(xo)

Em problemas prédticos a solugfo exata ndo é conhecida e
a fungfo g() ndo €, em geral, facilmente determinada, Mesmo
nestes casos a expressdo (2.23) é Util conforme se observa na
seguinte aplicag8o da expansdo assintética do erro de trunca-
mento,

De (2.23) segue qus
¥y = ¥y +hlglx) + oIty (2.24)

Se aplicarmos o algoritmo 1 ao mesmo problema,usando com
primento de passo (sh), onde s£0, s#£l, entdo a aproxima—
géo irn para ykx ) satisfaz:

§o=v) + s%ndgk) + 0t (2.25)

Multiplicando (2.24) por sl e subtraindo de @.25) te-
mos,

§,-8% v, =vk) - syl )+ omith

Resolvendo para y(xn), o resultado é:
q A
8y, - ¥ ,

y) =—2—2 4+ oIt
8*=1

Esta relag@o mostra que se h é pequeno, o valor
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3 aproxima a solugd8o exata com um erro cuja ordem
s*=1

excede a ordem do método por 1.

A técnica acima foi.usada primeiramente por L.F.Richard
son [1927] e é conhecida por Extrapolagdio de Richardson.



CAPITULO III
ALGORITMO DE PASSO MULTIPLO DE ORDEM ot

Neste capitulo é discutido o problema de resolver numeri
camente a equagdo integro-diferencial do tipo.

v @ < P, v, v, ., YV, 26)
. ) (3.1)
y(l)(xo)=yél)  i20,1, ., v-1

onde:

26 =f K6,y 0, v, s v D0, 1, 59,5000, o, y%) at,

%o

F e K s&@c fungles de classe CB,
utilizando-se um algoritmo baseado nos métodos de passo malti-
plo.

- Come os métodos de passo miltiplo exigem certos valores
iniciais para gque possam ser usados; os algoritmos 1 e 2 defi-
nidos nc capitulo II, poderdo funcionar como métodos para for-
necer tais valores iniciais.

S8o0 ainda discutidas limitag&o para o erro de truncamen-
to e ordem de convergéncia do citado algoritmo.

Finalmente, é apresentado um algoritmo simples, que cal-
cula valores iniciais para a equagéo

(1960 = 7,50, [ Kie, 5,56 an)
X

0

caso particular de (3.1)

3.1. Definig8o do Algoritmo 3

Seja a equaglBo Integro-diferencial do tipo (3.1)
Temos:
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C . Xn+l
y(l) &1 = y(") &) +f " y(i+l) Ghdx 3 i=0,1,.., v-1
X
n
o 0 3 (3.2)
y Y (xn+l) = F(xn+l’ y(xn-d) ' ¥ )(xn+l) y ooty y(v- (xn+l)’ Z(xn+l»
.
onde X 1
n+
2 )= | Ke s v& e v VR0, .y Tat
X
(0]

Para construir o algoritmo teremos que aproximar as in-
tegrais definidas em (3.2) por regras de quadratura apropria —
das. assim, consideremos as seguintes hipdéteses;

B.1l. GSejam LW k=0,1,w, n um conjunto de pesos reais e 4,

n
um nimero positive. Seja 3 |w ,|¢W para todo n. Pa

ra g suficientemente diferencidvel, suponhamos que:

x
jxng(t,s)ds _hkgo W 8lE,x) ' = En,C) = O(hqo)
(o] =

B.2, Xnel

f f(x)dx ¢é aproximada por uma regra de quadratura 2
X .

n

seada em interpolagdo sobre r-pontos, ou seja,

*n

xn+l r+l
S- fx)dx = h[o(r f(xn+l) towt &g f(xn-(r—E))] +00™7)

(X-Xn) (X-Xn_l) soe (x-xn—(r-Z))

Xn+l
onde: h%‘f %
X

AX jeees
n n+l =¥/ Bpi1-Xn_n) - (xn+l'xn-(r-2)7
Xn+l XX ) X=X ) wee (X=X )
no. = n+l n n-(r- dx
1 i (xn-(r-Z)'xnﬂ)ﬁn- -2~ Xp) e 811-(1‘-2)" Xn-(-3) )

n

Deste mcdo, conseguimos as seguintes equagles:
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CONICY G+1) L+ ‘) N _
yn+1 Yp * BT g et Xq ¥yl w-2) | 1i=0,1y w.,y v-1
1 (3.3)
. (v-1)
In+l = F(xn+l’ Tn+lr s Ype1 0 zn+l)
\
onde:

2 —hn‘zl K v-1) . v (V))
n+l ~ k=0 wn+l,k n+l’ yn+l’ cen g yr+1 ’ 5 ,:Yk, vee y yk

Algoritmo 3
@)
lados por algum método de um passo (por exemplo, os Algoxt
{ mos 1 ou 2.

~

1) Para n=0,1,..,t valores para v, s 1=C,1, .., v s8o calcu-

2 Para n=t,.., N-1, calculamos valores para ygil, 1i=0,1 00y v

resolvendo as equagdes de (3.3)

3.2, Convergéncia dc Algoritmo 3

Para provar o teorema da convergéncia do algoritmo

3 precisamos calcular uma limitag8o para o erro de truncamen-
to., Inicialmente devemos examinar os

(i)_yk (xk) 7 1=0,1,, Vv

Subtraindo (3.2) de (3.3), temos:

r n+l
@ _ @ 1+1) y8+D 4L (1+1)
sl = O TRIXL YT e &g Y o] - £ y &) dx
n
i= O,l,.-., V-—l (3 4)
1@ w-1) .
n+1—'F&n+P n+l’ ™ In4l 0 zn+l)
- F(xn+1’ y(xn+l) LR y(v-l) (xn+l) 4 z(Xn+l))
onde:
n+l
_ (v-1)
zn+l"hk§6 wn+l,k K&h+1’yh+l""’ Yn+l ’xk’yk’“"%c
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*n+l | 5 .
2k, ) =fx Ky s Y&y p)ame ¥ CVEAINACEER PALORL
0 .

Usando desenvolvimento de Taylor para a F numr entorno

do ponto (.1, y(xn+l), we y (Yr-l)(xn.;l)'v 'z(:cn+l)), temos:

o _V:t @ Tar - Dy \

r;:)»l } ZO n+l —Tﬁ v gy - 2k [%‘ﬁ‘-lq (3.5)
LJa

!
Consideremos agora, ©0 desenvolvimento de Taylor para a
K num entorno do ponto

s YO )5 ey y(V'l)(wrn+l) , Xyer YOy ey y be, ) 5

entdo,
n+l S v-l
W | K
Zns1 = 2&p41) = hkgo ¥n+l,k {]:K-_-lxzxnﬂ+ u§0 ®n+l l:a_y@}
=Xy 95
v
W
’ J;Zo k [b EH;I
n+l . |
TRy v, sy T 006,30 e, ¥ ) at
X
0
Se jam:
[ JF bK
£ K ; £ K ;
3K . |2F
TR |
&) v-l © n+l v-1
en+1 l ®n+l +hK2 K4 k=0 u= l n+1 k’ n+1]
n+l v :
fnK K, FY | asl e ‘f)l + K, B0,0 (3.6)

k=0 £=0
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Lema 3.1. Seja y&x) satisfazendo a equagdo integro-dife —
rencial (3.1). Suponhamos que a condigdo B.1 seja satisfeita,
Entdo, existem constantes ndo negativas K4’K6’ K7, K8 e K9 tal

- 1
que para hé¢h < -
K8l"n+l,n+ll ’
K | v=1 hK n
6 < () 7 W)
le w) | £ e . ] + =« lg, 1+
®n+1 1- hKB\ wn+1,n+l‘ m=0 n+l 14118" wn+l,n+l‘ k=0 %
th nil vil I(m)l K Hn0)
+ e +T°FX Y
i-h K8|wn+l,n+l‘ k=0 m=0 8' “'n+l n+dl
Prova. De (3.6) segue que,
V-1l n+l v-=1
e | €%, 6% | s nk kW o8| 4
n+l m§0 n+l 274 k§0' uéo n+l
+REy K W T o | + By Kylw ) 'en+1' *
n+l v-1l l (z)l o) €
+hK,K e + K, EhG
3V L e+ Ky
vl v-1
(m) - w
K mg lepsil + (0-8) XK, W m§0 legiq !+
+hK, K, W % 1) 4 nk.x, | He(") l
3747 >0 3% ' ¥n4l,nel s 7
n+l v-l ) '
+hK, Ky W kgo m§0 e’ | + K, B0
onde: KS..K2+K3
Se jam: K6=Kl+ (b-a) K2 K4 [/ K.7=K3 K4W 8
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v-l n W)
I(v) I‘K Ie(m) | +hK, ¥ v|+
1l v-1
w) ng (m)

+hK8| wn+l,n+ll Ien«r-lI +.hK9 kgo méo Iek | +K4 E®,0)

Definigdo

~ ’ (1)

En Oé?:fr—l Iek I ’ n=v+4, ’

t£k<n

Entdo do lema 3.1 segue que,

K. v ~ hkK
6 1 v)
o) | £ E .+ S 191+
n+l ! T TREg w0l mel T ISRl ol ko
h t vil (m)l th n+l vil~+
+ |e +
1-bKg[ ¥pi1 ne1! ¥50 me=0 IRl Woi1 ne1l k=%l m=oek
"4 @®,0)
+ = Et,O
1"hr8| "n+d,n+1 ! ’

Lema 3.2, Suponhamos que as condic;'ées do lema 3.1 sejam

@,

satisfeitas e que os valores iniciais Yn 1=0,1, w., V3
n=0,1, ..;t sejam calculados tal que 08 erros eh), i=0,1, wey V3

n=0,1, 4.,t se aam da 0tl). Entdo,;

|e ) I“hK1 z Ie(v)|+Kl4 £n+l+K15 Eh,0) + 04?)

L3 a S )
onde: K13,K1.4, KlS 880 cqnstantes néo negativas e K14-1.

Prova. Temde, :
. K v (b-a) K9 v -
I-hK, gl W + I-hfal W Gt

n+l ,n+1|

| ()1|1.

n+l;n+l|



z K? g l (v} | (b"a) Kav
+ = . e .
‘L‘hgﬁl wu+l,n+]_| K=0C k 1-h K8| W

-r
£

L
i-nigl %1 ne1l

£Kl En +hK % Ie(v)l + K Eh,0 + 0%
C ™n+l 11 X=0 k 12 '

Aplicando o coroldrio 1l.l:

hK.. n-t) ¢ hK.. n-1) n -
™ |, gul W) n

e £hK,, e e + hKy, e > |k, €
n+l 11 kéo I k l gy k=T+1 10

-~

+K,, E@,0)+ om‘l)] + Ko €., +K, EB,0) + om? ¢

(b"'a)K t (b"a)K ~
€hKp e - kzolel(f)l + (b-a)K; e ]lKlO 6n+l +
(b-a)K, q -
+ (‘b-a)KIL e K5 Eh,0 + 0% + K0 &n+l+Kl2 Eth,0O)
Se jam
(b-a)Ku _
1(13 .—.Kll- e ' ; Kl4&max{(b-a) K13K10' Klo,l} H
Kig=0-8) Ky 3 Kyjp+Kp 3 Ky =2Ky,
1" ~
e 1enk, z o)1 + &y, €1+ Kyg B0,0)+ 0B

Lema 3.3. Seja y(x) satisfazendo a equagdo integro-dife-
rencial (3.1). Suponhamos que & condigdo B.2. seja satisfei-
te. Entdo, para i=0,1,.., v-1,
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n+ n+l

e8| £ o] +nliay 11D 1venr Tyl 1ef 22 ) T] + 007+

Prova. De (3.4) segue que:

By [og s ] -

-h [ar y(J.‘ﬁ'l) (.xn+l)+ vee + dl y(1+1) (xn_(r_z))_i + Omr+l) =

Ieg-)| +|h Exr eg:ll) oot g er(mi:é%-Z)_J | + Omr+1) ‘

£ Ie('i)|+h | IIe(‘i+1) ' GE+1) _l r+l
n T4l 4t lleen-(r-Z)L + 0™ ")

Teorema 3.1, Seja y(&) satisfazendo a equagdo integro-di
ferencial (3.1). Suponhamos que as condigles B.1l. e B.2. se
jam satisfeitas com q,=2 € que 0s valores iniciais yg');
i=0,1l,eey v 3 n=0,1,..,t sejam calculados tal que o0s erros
ex(li) , i=0,lye%.y v 3 n=0,1,.., t sejam da O(hq).

Se jam os valores Yo n2t+1l, determinados pelo Algoritmo
3. Entéao,
- K., K
. k-afE Ky SnOP1 KK t
0 o B 1714 716 ¢ e -1 )
19 & ce t TR K, G hﬁlxnlﬁské ley |

+00Y+ ok’ se hih e K., >1.
- , Kl Wn+l,1:1+»1| 14
292) lim max |y&kJ)-yil=0
h+0 t+l€j4n Jood
hn=cte

39) O algoritmo 3 converge com ordem &« ; onde o= min-[q,r}

Prova., Temos, para i=0,l,.., v-l:
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lefliillé Ier(-li)larh[:lolr ||e(i+1)| Yoot oty He('né)_z)l-} + 0WTHY

n+l

oejas
g. = Omaf |e‘S) l H j'—-_o,l 9 %00 g t
£igv
O<k< 3

le gﬁl < +h‘—lo( | max{&n+l, nill} P

+ |o(1| max{'gn_(r_a, Ieg_)_&_z) |}“ + O(hr+l)
Aplicando o lema 3.2 segue que

e 1 2€ +n® Bk )tzle(")l-m K‘ E . 4

€p+1' S 1713 K0 k Pl 14 “n+l

+ nfy Ky ER, O + om®*h) + owTH

onde: Plz Idr] + ot Idl[ H n=t,t+l, e 9 N""l
i=0,1, " g V-—l

t ~
3 2 W) q+l r+l
€,,1 % €n+h P1K13 kZO Iek |+hﬁ_lK14 6n+l + 0Q* ) + 0T

o - 1 ~
Seja h< h« ﬁ-——r{—-— ; entao,
1 714
2R K t

~ P 1 g + h ﬁlA 13 Z le( )l + 001(]_'0-1) + 00’!1"#1)
sl "TRR K, 07 TP Ky 5
ou seja,
~ hp, K 14 ‘R Ky
€e1® TR X ) m—rLl e kz e 1 + 002104

Aplicando o corolério 1.2, com:
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A=1+h By Kj, K¢ ; D=h Bi K14 K6
B=h’p, K,, K { 1e¥ |+ 0wt 4 omT*Y
= 1713 716 &%k

-1
onde: K, = (1-n |31 Kl4) ; pare h B, Kig¢1l

nh
~ nh K K -
f e B1¥14 16% e

B1%14 K16 %
=1 (.2 )
- 4{h K., X ler’ |+
hpy Ky K P1 %13 16k§0 k

+ qu+1) + Omr'fl)]

Mas, E't = 0%, entdo,

(x_-2)B, kK, , K _

Eée(xn-a)'PlKl4K16€ + 2 - Lpl S h p;K,K { Ie(V)|+
n t Pl K14K16 . 1713716 k=’=(_l_ k
+ 00% + 00D} = 0a*)
onde: o= min{q,r}.

Assim,

lim max [y(xj)-yjlélim 6;:0

ha0 t+l£j4n h+0 :

hn = cte hn=cte

3.3. Algoritmo para determinar valores iniciais
Como vimos na definigdo do algoritmo 3, métodos de
passo miltiplo exigem para sua aplicagéo certos valores ini-
ciais. Vamos discutir agora, um método simples localmente da

Oths) para obter tais valores iniciais e que se aplica a se-
guinte equagdo:
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W% = Fx,y®, 2&)

ye)=v,

x .
onde: z(x) = J‘ Kx,t,yt) dt
X .

°
Integrando a eguagﬁo G.7 de xé a X, temos
X, - |
k
vy =yk )+ _f F(s,y(&), z(a) ds
X

(¢}

onde: z(s) = fs K(sA,t,y(t)) dt

*o

Assim,
~ xl
o) =y )+ [ Fe,y(@, z6) ds
X
0 .
4 x |
2
vy =yk ) +f Pe,y(@), z(e) ds
. X

o

Usando a regrae de Simpson, escrevemos:

y(xl) = Y(xo) + %[F(xon(xJQ z(xo)) + 4F(x]/2 9‘3'%_/2)’ z(xj/z » +

+ Blxy, ¥y, z(xl)7| + o)

vy =yk) +-l3“- [I‘(xo;y(aro),Z&o)) + 4Fby,yky), zb)) +

+ Flxy, Y&y, 2kp) + Of).

Obtemos entdo, as seguintes aproximagGes para yl e

(3.7

y2=
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~

y1 = y°+% Ei‘(xo, Yo? zo) + 4F(x]/2, Yyor ZJ/Z) ¥ F(xl Iy zl)]

4 o | (3.8)
y2=yo+% F(xo, yo,z()"' 4F(Xl, y]_! zl)*F(xzv yz’ ZQ]
. ’ - -
Por Lim' esquema »injberpolatério ‘aproximamos y’(xl/z);

e pelo desenvolvimento de Taylor calculamos uma aproximagao ra
ra y(xl/4), ou se;ja,

Sje = 7o+ B y%Way + B2 £ %) (3.10)

onde: yO‘)(xo) =P,y ¥, 2&)

y(z)(xo)= [%{‘x.—;x * B% Ejilx-—x I:]:a}jx x:|K(x°, ’y°>

Devemos determinar valores apropriados para 21/2’513 Zg e
Usando a regra de Simpson, temos:

2
Z(X]/2) = A K(xl/z y t, y(t) dt=

(o]

= 1132 [K(xl/? » X1 ¥o) + 4K(XII/Z" xl/4" y(XJ/‘*» *

X

Z&l) = f K(let,Y(t)) dt ‘-'%1 [K(xl’XO’yO)+ 4K &11 xl/21Y(xJ/2»+ .

X0



+ Ky, %), y(xl»J + o)
S ‘
2t = | " Rapat,y®) at=

X
X,

= % ]E((:cz,xo,yo) +4K&xyy X740 Y&y) + Kixy, X, .v_(xz)):|+ 0th?)

Portanto
o

g(xl's.xé.’yo) + 4K(x1 ’xl/2 ’yJ/Z) + K(lexl 'yl)‘l

{z,=%

b

K(Xé' xO’_ yO) + 4K(22, x19 yl) + K(x'zy X5 yz)]

_h
2%

.

Zl/é =j% -]Ei(xyz. Xo0 yo) + 4K(Xl/2o xy4o y:v4)‘+ K(X]/2, x]/2, Yl/ggl

(3.11)

Ovbtidos os valores Y1 © Yoo vamoa considerar agora, o ca-

so de achar y, $ k=3,4,5,u, .1

Temos - ' : : ;

g2 . Xx
v =y )+ [ Fe,y(e), 2@ as+ [ Fe,y@, z6) ds=
%o - Xg~2 |

xk | '
=y(xk_2) + f Fle,y(9, 2ie) ds
Xg-2

 Entdo, usando a regra de Simpson:

Y =Ig-2 *'251 [F("k-z' Viozr o) +4F®Y 10 e 3027y )+

+ F(xk’ yk’ zkﬂ

(3.12)
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Pela regra % de Simpson, determinamos & aproximagéo

X

3
zy para z(x3)=f Kxq,t, y(t) dt
X
o

Z3=%13' E((XB, XO,V yo) +3K(7(3, Xy yl) + 3K(X3, xzvyz) +

+K(x3,x3, y3)J (3.13)

Pare k=4,5,.., n procedemos do seguinte modo:

19) Se k ¢é par podemos aplicar a regra de Simpson para

obter a seguinte aproximagéo z, pera

Xk
2t = | Kby, t,y() ot
X

0
zk='-l3-1- 'E{&k, X yo) + 4K(xk, X1 yl,) + 2K(xk,x2,y2) + oo

+ 4K(xkv Xx-1° yk—l) + K(Jfkv X yk>] ' (3.14)

29) Se k ¢é impar aplicamos & regra de Simpson e & regra

g de Simpson e assin z(xk) serd aproximada por:
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zkzg' E((xk’ Xgr ¥ + 4Ky X, ¥y) + Kbxy, X5, yé) *
+ -+ 4K(xk, xk-4' yk-4) + K(xk’ xk-3' yk_})] +
+%1-1' [K(Xk, xk_3a yk-3) + 3K(Xk, xk-Z’ yk_g) +

+ 3K(xk’ Xp-1? yk—l) + K&ky xk’ yk):|

Algoritmo 4

g
l)yl/4 e ¥y/2 s8o calculados por (3.10) e (3.9)

2 2o % € Zp sio calculados por (3.11)
k) yl‘e y, sfo obtidos resolvendo o sistema (3.8)
4) Para k=3,4,5,m, n
8) calculamos z3 por 3.13)
b) caleulamos z, por (3.14) se k for par (k-‘- 4),
ou por (3.15) se k for impar (k=25) ;

¢) calculamos Y DOr (3.12).

(3.15)
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Algoritmo 5

r
Usamos um método predictor - corrector para resolver a equa

an (307)

s valores iniciais ¥, Ynyesry X sdo0 calculados
)0 1l iniciai 1 5 o a lculad
pelo Algoritmo 45

2) Para k= p+l, p+2, ., D@

a) calculamos ycﬁl usando algum predictor;

b) calculamos yf ; 8=1,2,.., @ usando algum corrector;

c) o valor final de y, ¢ yil




CAPITULO IV
RESULTADOS NUMERICOS

4.1, Aplicag8o dos Algoritmos
Os algoritmos 1, 2 e 3 apresentados tém ordem arbi
trdria q. Como ilustrag@o faremos aplicagBes numéricas dos.al
goritmos 1 e 2 nas ordens q=1 e q=2 e para o0 algoritmo 3 nas
ordens g=2 e g=3. -
Algoritmo 1
As regras de gquadratura escolhidas para este algoritmo
devem satisfazer &s hipéteses do teorema 2.1. Assim as inte-
. » | |
-~ s d
grais das fungdes K, EK e EZK seréo aproximadas do ssguin
te modo:

Regra do trapézio se n=1
Regra de Simpson se n par e n=22

Regra g— de Simpson se n=‘3

Regra g de Simpson e regra de Simpson se n impar e n25.

Algoritmo 2

‘ A aplicagdio deste algoritmo é semelhante a do algoritmo
l, sendo que a escolha das regras de 'quadr.atura para aproximar
as integrais-das fungdes K e T&K sdo as mesmas.

0 valor y(;zl é calculado diretamente pela equagéo

® _ @) (v-1)

yn-rl"F(xxul’ Yns1? Insareer Ing1 0 zn+l) onde

z ,,=h nil w,, Kix - v-1) + &)

n+l © 7 S Tik T+l Tnsrroer Ing1 0 Xy Tyr oo Vi

se F for lin.ear em y(v)" , em caso contrdrio ) é calculado
n+l’ Tn+1 B

primeiro pelo algoritmo 1 e depois corrigido pelo algoritmo 2.
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Algoritmo 3

Neste caso temos as equagles:

yr(i;)»l yr(li) [oc yg‘:f') toet Xq yr(:""é) )] i Oyly ey V-1

(V) = _l)
Yn+1 = 'F&n+l’ n+l?*""? yn+l ! zn+f
onde:
=h ni?-w K(x w-1) ¥ 6ﬂ)
04177 Lo Vel k T¥ne2 Vel Ynaa x’ Fis wes Ty

A primeira delas é da forma:

gy, B ]:(m) ff*li' se qe2

Yn+1=9n * Yn+l
h i 1 .
1(1122 foil *17 ]: 1&1:2]) + 8 y§11++113 gi("“‘ ﬂ se q=3

Na segunda equagdo usaremos as seguiptes regras de qua-
dratura:

regra de Simpson se n {mpar e nal o

regra gvde Simpson se n=2

regra §~de Simpson e regra de Simpson se n par e n24.

4.2, Comparagdo de resultados numéricos
Aplicaremos os algoritmos estudados para resolver

as seguintes equagoles:

Exemplo 1
yP@ =14 2x-y@ + jx x0+2%) &Y gy ay

0
yO=1 ; 0=x€1

2
cuja solug8o exata é y(x) =e*
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Exemplo 2
r ' 2
720 =300 - y@w -1+ ¢y -yVw -yDe) as
(¢}

lyo =0

yaJ«»=d. ;  0<x41

e

cuja solugfo exata é y(x) = sinx

A seguir evidenciaremos algumas caracteristicas dos al-
goritmos estudados, & vista da teoria desenvolvida e dos exem

plos apresentados.

0 algoritmo 4 fornece valores bem mais precisos, entre-
tanto n8o foi demonstrada a convergéncia, apenas sabemos o com
portamento local do erro.

O algoritmo 3 tem a vantagem de exigir menos cdlculos das
fung®es F e K e nos exemplos citados apresenta valores mais
precisos, mas por outro lado necessita de algoritmos de um pag
so para fornecer seus valores iniciais.

A eficiéncia do algoritmo 2 é semelhante a do algoritwmo
1, sendo que o0 primeiro calcula uma derivada a menos de cada
uma das fungdes F e K, porém dependendo do problema a resol-
ver precisa do algoritmo 1 para calcular uma primeira aproxi-

magédo para ygzl. Quando a equagéo dada é do tipo
a)(x)_m,y(x) 5 K, b, at) 5 yk) =y,
%o
entdo, hd a possibilidade de se aplicar a extrapolag8o de Ri-

chardson, para o Algoritmo 1. Assim na prdtica, a escolha do
método dependeria do particular problema em questéo.

Os resultados numéricos dos algoritmos apresentados es-
tao nas tabelas que seguem e servem para conflrmar a validade
da teoria estudada.

Nas tabelas abaixo usaremos as notagles:



-62-

y(xn) representa o valor exato da y&) no ponto X,
y, ¢ & aproximagdo de y(xn);
EA= |y&) -y, | 3

ER= I(yI(xn)- ¥/ y& )|



H=0.100
X
0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
X
0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
H=0.025
X
0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

YX)

1.0000000
1.0408107
1.1735108
1.4333294
1.8964808
2.7182818

YX)

1.0000000
1.0408107

©1.1735108

1.4333294
1.8964808
2.7182818

Y(X)

1.0000000
1.0408107

1.1735108 .

1.4333294
1.8964808
2.7182818

Exemplo 1

Y

1.0000000
1.0200000
1.1237002
1.3323679
1.7019843
2.3272785

Y

1.0000000
1.0302273
1.1480251
1.3811032
1.7912160
2.5030220

Y

1.0000000
1.0354970
1.1604757
1.4062251
1.8415212
2.6052647

=1

Algoritmo 1

EA

0.0000000E 00
0.2081077E-0O1
0.4981060E-01
0.1009614E OO
0.1944965E 00
0.3910033E 00

EA

0.0000000E 00
0.1058 343 E-01
0.2548576E-01
0.5222614E-01
0.1052648E 0C
0.2152598E 00

EA

0.0000000E 00
0.5313694E-02
0.1303508E-01
0.2710422E-01
0.5495965E-01

- 0.1130171E 00

ER

0.0000000E 00
0.1999477E-O1
0.4244580E-01
0.7043842E-01
0.1025565E 00
0.1438420E 00

ER

0.0000000E 00
0.1016845E-01
0.2171753E-01
0.3643694E-01
0.5550534E-01
0.7918965E-01

ER

0.0000000E 00
0.5105341E-02
0.1110777E-01
0.189099TE-01
0.2897980E-01

0.4157666E-01

-59-



H=0.100

>

. . o
OXAPLNO

m HOOOO0OO
]

=0.050"

o

HOOOOO
[ ] L] L] L]
OO~ NO

o
il

o
O
N
\S)}

M

[ e & o
ORXOPAPNO

HOOOOO

Y(X)

1.0000000
1.0408107
1.1735108
1.4333294
1.8964808
2.7182818

Y(X)

1.0000000

1.0408107
1.1735108
1.4333294
1.8964808
2.7182818

Y(X)

1.0000000
1.0408107
1.1735108
1.4333294
1.8964808
2.7182818

Exemplo 1

4

1.0000000
1.0403125
1.1707761
1.4271963
1.8859891
2.6913793

Y

1.,0000000
1.0406485
1.1731957
1.4323363
1.8933336

=2

2.7098356

Y

1.0000000
1.0408055
1.1734608
1.4330341
1.8955667
2.7159238

Algoritmo 1

EA

0.0000000E 00
0.4982482E-03
0.2734703E-02
0.6133106E-02
0.1049172E-01
0.269024 3E-01

EA

0.0000000E-00
0.1622186E-03
0.3150822E-03

'0.9930469E-03

0.3147270E-02
0.84461T1E-02

EA

0.0000000E 00
0.518094 TE-05
0.5056615E-04
0.2953112E-03
0.9141005E-03
0.2357956E-02

ER

0.0000000E 00
0.478T7116E-03
0.2330360E-02
0.4278923E-02
0.5532205E-02
0.9896852E-02

ER

0.0000000E 00
0.1558580E-03
0.2684953E-03
0.6928253E-03
0.1659531E-02
0.3107172E-02

ER

0.0000000E 00
0.49T7799E-05
0.4308963E-04
0.2960316E-08
0.4819982E-03
0.8674435E-03

_Vg..



H=0.100 S = 0,500

X

L] L]
QOO

om HOoOOOOO

X

HOOOOO

SO~ NO

Y(X)

1 .0000000
1.0408107
1.1735108
1.4333294
1.8964808
2.7182818

=0.100 'S = 0.250

Y(X)

1.0000000
1.0408107
1.1735108
1.4333294
1.8964808
2.7182818

H=0.050 S = 0.500

HOOOO0OOD

Y(X)

1 .0000000
1.0408107
1.1735108
1.4333294
1.8964808
2.7182818

Exemplo 1

Extrapolagéo

Y

1.0000000
1.0404540
1.1723500
1.4298390
1.8804480
2.6787660

Y

1.0000000
1.0406626
1.1727333
1.4308443
1.8880333
2.6979260

Y

1.C000000
1.0407670
1.1729250
1.4313470
1.8918260
2.7075060

Q=1

Algoritmo 1
de Richardson

EA

0.0000000E 00
0.3567738E~03
0.1160868E~02
0.3490414E-02
0.160328 TE-01
0.3951582E-01

EA

0.000CC0OCE 00
0.1481072E-03
0.7775360E-03
0.2485081E-02
0.8447544E-02
0.2035582E-01

EA

0.0000000E OO
0.4377309E-04
0.5858680E-03
0.1982415E-02
0.4654876E-02
0.1077582E-01

ER

0.0000000E 00
0.3427845E-03
0.9892268E-03
0.2435179E-02
0.8454014E-02
0.1453706E-01

ER

0.0000000E 00
0.1422999E-03
0.6625725E-03
0.1733782E-02
0.4454326E-02
0.7488489E-02

ER

0.0000000E 0O
0.4205672E-04
0.4992437TE-03
0.1383084E-02
0.2454481E-02
0.3964204E-02

_99_



H=0.100 S=0.500

X

HOOOOO
ODnPHNO

0.100

~om
I

Y(X)

1.0000000
1.0408107
1.1735108
1.4333294
1.8964808
2.7182818

5= 0.250
Y(X)

1.0000000
1.04081GC7
1.1735108
1.4333294
1.8964808
2.7182818

H=0.050 S=0.500

X

HOOOOO
O®OAANO

Y(X)

1.0000C00
1.0408107
1.1735108
1.4333294
1.8964808
2.7182818

Exemplo 1
Extrapolagéo

Y
1.0000000

1.0407600

1.1740013
1.4340493
1.8957810
2.7159870

Y

1.0000000
1.0408378
1.1736389
1.4334232
1.8962044
2.7175592

Y

1.0000000
1.0408573
1.1735483
1.4332666
1.8963103
2.7179523

Q=2

Algoritmo 1
de Richardson

EA

0.0000000E 00
0.5077384E-04
0.4904633E-03
0.7199198E-03
0.6998796E-03
0.2294827E-02

EA

0.0000000E 00
0.2709310E-04
0.1280624E-03
0.9378697TE-04
0.2764118E-03
0.7225610E-03

EA

0.0000000E 00
0.4656054E-04
0.3746245E-04
0.6274599E-04
0.1705456E-03
0.3294926E-03

ER

0.0000000E 00
0.487829TE-04
0.4179452E-03
0.5022710E-03
C.3690412E-03
0.8442197E-03

ER

0.0000COCE 00
C.2603076E-04
0.1091276E-03
0.6543295E-04
0.1457498E-03
0.2658153E-03

ER

0.0000000CE 00
0.447348TE-04
0.3192339E-04
0.4377639E-04
0.8992743E-04
0.1212135E-03



H=0.100
X

0.000
0.100
0.200
0.300
0.400
0.500

H= 0.050
X

0.CCO
0.050
0.100.
0.150
0.200
0.250
. 0.300
0.350
0.400
0.450
0.500

H= 0.025
X

0.000
0.025
C.C50
0.075
0.100
0.125
0.150
0.17%
0.200
0.225
0.250
0.275
0.300
0.325
0.350
0.375
0.4C0
0.425
C.450
0.475
0.500

Y(X)

1.000C000
1.0160501
1.0408107
1.0941742
1.1735108
1.2840254

Y(X)
1.0000000
1.0025031
1.0100501
1.0227550
1.0408107
1.0644044
1.0941742
1.1303191
1.1735108
1.2244600
1.2840254

Y(X)

1.006CC00
1.0006251
1.C025031
1.0056408
1.0100501
1.0157477
1.0227550

'1.0310987

1.0408107
1.0519283

'1.0644944

1.0785580
1.0941742
1.1114050
1.1303161
1.1509929
1.1735108
1.1979658
1.2244600
1.2531056
1.2840254

Exemplo 1

Y

1.0000000
1.01C0543
1.0408115
1.0941809
1.1735155
1.2840387

Y

1.0000000
1.0025032
1.0100501
1.0227552
1.0408108
1.0644947
1.0941744
1.1303195
1.1735112
1.2244606
1.2840259

Y

1.0CCC0CO
1.00062¢51
1.0025031
1.0056408
1.0100501
1.0157477
1.0227550
1.0310987
1.0408107
1.0519283
1.0644944
1.0785580
1.0941742
1.1114050
1.1303191
1.1509929
1.1735108
1.1979658
1.2244601
1.2531057
.1.284025%4

Algoritmo 4

EA
0.00000COE 00
0.4192814E-05
0.7273629E-06
0.6692484E-05
0.4696659E-05
0.1334864E-04

EA

0.CO0CO00E 00
0.1313164E-06
0.1117587E-07
0.1667067E-06
0.6332993E-07
0.2477318E-06
0.1648440E-06
0.3827735E-06
0.3268942E-06
0.5876645E-06
0.5746260E-06

EA
0.0CCCCCOE 00

0.1862645E-08

0.9313225E~C9
0.1862645E-08
0.9313225E-09
0.27939567£-08
C.9313225E-09
0.3725290E-08
0.37252G0E-08
0.6519258E-08
0.745058CE-08
0.8381903E-08

. 0.1210719E-07

0.1396583E-07
0.1676380E-07
0.19557TTTE-07
0.2235174E-07
0.2514570E-07
0.2793967E-07
0.3259629E-07
0.3725290E-07

ER

0.0000COOE 00
0.4151095E-05
0.6988426E-06
0.6116469E-05
0.4C02229E-05
0.1039593E-04

ER

0.0000000E 00
0.1309886E-06
0.1106466E-07
0.1629977E-06
0.6084673E-07
0.2327224E-06
0.1506561E-06
0.3386420E-06
0.2785608E-06
0.4799376E-06
0.4475191E-06

ER

0.0COCCCOE 00
0.1861481E-08
0.9289971E-09
©.1852197E-08
0.9220557E-09
0.2750651E-08
0.9106017E-09
0.3612932E-08
0.3579219E-08
0.6197435E-08
0.6999172E-08
0.7771397E-08
0.1106514E-07
0.1256952E-07
0.1483103E-07
0.1699208E-07
0.1904689E-07
0.2099033E-07
0.2281795E-07
0.2601240E-07
0.2901258E-07
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Y(X)

1.0000000
1.0408107
1.1735108
1.4333294
1.8964808
2.7182818

Y(X)

1.0000000
1.0408107
1.1735108
1.4333294
1.8964808
2.7182818

Y(X)

1.0000000
1.0408107
1.1735108
1.4333294
1.8964808
2,7182818

Exemplo 1

Y

1.0000000
1.0212000
1.1331150
1.3711005
1.7791665
2.4927522

Y

1.0000000
1.0311816
1.1540739
1.3985356
1.8340375
2.5999613

Y

1. 0000000
1.0361007
1.1635857
1.4157016
1.8648557
2.6581948

=]

Algoritmo 2

EA

0.0O0O00000E 00
0.1961077E-01
0.4039580E-01
0.6222887E-01
0.1173143E 00
0.2255295E 00

EA

0.000CO00E 00
0.9629082E-02
0.1943694E-01
0.3479379E-01
0.6244339E-01
0.1183204E 00

EA

0. 0000000E 00
0.471L000TE-02
0.9925143E-02
0.1762781E-01
0.3162518E-01
0.6008695E-01

ER

0.000000CE 00
0.1884182E-01
0.3442303E-01
0.4341561E-01
0.6185894E-01
0.8296T69E-01

ER

0.0000000E 00
0.9251521E-02
0.1656307E-01
0.2427480E-01
0.3292592E-01
0.435276TE-01

ER

0.0000000E 00
0.4525325E-02
0.8457649E-02
0.1229850E-01
0.1667571E-O1
0.2210475E~-01
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Y(X)

1.0000000
1.0408107
1.1735108
1.4333294
1.8964808
2.7182818

Y(X)

1.0000000
1.0408107
1.1735108
1.4333294
1.8964808
2.7182818

Y(X)

1 . 0000000
1.0408107
1.1735108
1.4333294
1.8964808
2.7182818

Exemplo 1

Q

Y

1.0000000
1.0405082
1.1720377
1.4389843
1.8957543
2.7065643

Y

1.0000000
1.0407239
1.1737960
1.4328870
1.8947109
2.7137483

Y

1.0000000
1.0408575
1.1734694
1.4331212
1.8959418
2.7170291

Algoritmo 2

EA

0.0000000E 00
0.3025466E-03
0.1473129E-02
0.5654926E-02
0.7265796E-03
0.1171744E-01

EA

0.0000000E 00
0.86779TOE-04
0.2852045E-03
0.44234T4E-03
0.1769932E-02
0.4533465E-02

EA

0.0000000E OO0
0.4678964E-04
0.4138890E-04

'0.2082204E-03

0.5390625E-03
0.1252666E-02

ER

0.000000CE 00
0.2906836E-03
0.1255318E-02
0.3945308E-02
0.3831199E-03
0.4310606E-02

ER

0.0000000E 00
0.8337702E-04
0.2430352E-03
0.3086153E-03
0.9332722E-03
0.1667768E-02

ER

0.0000C00E 00
0.4495499E-04
0.3526929E-04
0.1452704E-03
0.2842435E-03
0.4608301E-03
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Y(X)

1.0000000
1.0408107
1.1735108
1.4333294
1.8964808
2.7182818

Y(X)

1.0000000

1.0408107
1.1735108

1.4333294
1.8964808

2.7182818

Y(X)

1.,0000000
1.0408107
1.1735108
1.4333294
1.8964808
2.7182818

Exemplo 1

Q

Y

1.0000000
1.0408710
1.1736898
1.4337094
1.8972790
2.7200389

Y

1.0000000
1.0408277
1.1735419
1.4333865
1.8965944

- 2.7185262

Y

1.0000000
1.0408186
1.1735197
1.4333412
1.8965004
2.7183199

Algoritmo 3

EA

0.0000000E 00
0.6028823E-04
0.1789554E-03
0.3800131E-03
0.7981108E-03
0.1757094E-02

EA

0.0000000E 00
0.1696031E-04
0.3102514E-04
0.5709752E-04
0.1135123E-03
0.2443958E-03

EA

0.0000000E 00
0.7901340E-05
0.8827075E~05
0.1184828E-04
0.1956429E-04
0.3810599E-04

ER

0.0000000E 00
0.5792429E-04
0.1524958E-03
0.2651261E-03
0.4208378E-03
0.6463989E-03

ER

0.000000CE 00
0.1629529E-04
0.2643788E-04
0.3983559E-04
0.5985422E-04
0.8990819E-04 .

ER

0.0000000E 00
0.7591524E-05
0.7521937E-05
0.8266268E-05
0.1081610E-04
0.1401841E-04

_oL.—



Exemplo 1 Algoritmo 3

Q=3
H=0.100

Y(X) Y EA ER
1 . 0000000 1.0000000 0.0000000E 00 0.0000000E 00
1.0408107 1.0408621 0.5139503E-04 0.4937980E-04
1.1735108 1.1736823 0.1714378E-03 0.1460897E-03
1.4333294 1.4337024 0.3730729E-03 0.2602841E-03
1.8964808 1.8572714 0.7905969E-03 0.416875TE-03
2.7182818 2.7200290 0.1747237TE-02 0.6427727E-03

= 0.050 '

Y(X) Y EA ER
1 . 0000000 1 . 0000000 0.0CO0000E 00 0.0000000E 00
1.0408107 1.0408200 0.93104 31E-05 0.8945364E-05
1.1735108 1.1735354 0.245440TE-04 0.2091508E-04
1.4333294 1.4333805 0.5108863E-04 0.3564332E-04
1.8964808 1.8965878 0.1069651E-03 0.5640193E-04
2.7182818 2.7185176 0.2357624E-03 0.8673215E-04

Y(X) Y EA ER
1 . 0000000 1. 0000000 0.0000000E 00 0.0000000E~00
1 .0408107 1.0408120 0.12628 T3E-05 0.1213355E-05
1.1735108 1.1735140 0.3197230E-05 0.2724500E-05
1.4333294 1.4333360 0.6615184E-05 0.4615257TE-05
1.8964808 1.8964947 0.138431TE-04 0.7299403E-05
2.7182818 2.7183124 0.3054365E-04 0.1123638E-04
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Y(X)

0.0000000
0.1986693
0.3894183
0.5646424
0.7173560
0.8414709

Y(X)

. 0000000
.1986693
.3894183
.5646424
.T173560

0
0
0
0
0
0.8414709

Y(X)

0.0000000
0.1986693
0.3894183
0.5646424
0.7173560
0.8414709

Exemplo 2

Y

0.0000000
0.2000000
0.3960000
0.5800600
0.7445892
0.8826878

Y

0.000C000
0.1995000
0.3930185
0.5727620
0.7314012
0.8623746

Y

0.0000000
0.1991255
0.3912940
0.5687928
0.7244563
0.8519553

Q

Algoritmo 1

EA

0.0000000E 00
0.1330664E-02
0.6581652E-02
0.1541752E-01
0.2723312E-01
0.4121682E-01

EA

0.,0000000E 00
0.8306644E-03
0.3600162E-02
0.8119600E-02
0.1404516E-01
0.2090367E-01

EA

0.00000C0E 00
0.4562435E-03
0.1875691E-02
0.4150380E-02
0.T7100244E-02
0.1048434E-01

ER

0.6697885E-02
0.1690123E-01
0.2730492E-01
0.3796318E-01
0.489818 TE-01

ER

0.4181140E-02
0.9244973E-02
0.1438007E-01
0.1957906E-01
0.2484183E-01

ER

0.2296496E-02
0.4816648E-02
0.7350458E-02
0.9897796E-02
0.1245954E-01



Y(X)

0.0000000
0.1986693
0.3894183
0.5646424
0.7173560
0.8414709

Y(X)

0.0000000
0.1986693
0.3894183
0.7173560

0.8414709

Y(X)

0.000CC00
©.1986693
0.3894183
0.5646424
0.T7173560
0.8414709

Exemplo 2

Y

0.0000000
0.1990000
0.3900509
0.5655196
0.7185066
0.8429896

Y

0.0000000
0.1987515
0.3895738
0.5648441
0.7175542
0.8416397

Y

- 0.0000000
0.1986898
0.3894564
0.5646816
0.7173661
0.8414213

Algoritmo 1

EA

0.0000000E 00
0.3306644E-03
0.6325866E-03
0.8771251E-03
0.1150531E-02
0.1518673E-02

EA

0.0000000E 0O
0.8217990E-C4
0.1554556E~03
0.2016350E-03
0.1981072E-03
0.1687589E-03

EA

0.0000000E 00

0.2053054E-04
0.3810203E-04

0.3918679E-04

0.1005548E-04
0.4959572E~-04

ER

0.1664396E-02
0.1624439E-02
0.1553416E-02
0.1603849E-02
0.1804783E-02

ER

0.4136516E-03
0.3991996E-03
0.3571021E-03
0.2761630E-03
0.2005522E-03

ER

0.1033402E-03
0.9784345E-04
0.6940107E-04
0.1401743E-04
0.5893931E-04
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Y(X)

0.0000000
0.1986693
0.3894183
0.5646424
0.7173560
0.8414709

Y(X)

0.0000000
0.1986693
0.3894183
0.5646424
0.7173560
0.8414709

Y(X)

0.0000000
0.1986693
0.3894183
0.5646424
0.7173560
0.8414709

Exemplo 2

Q

Y -

0.0000000
0.2000000
0.3961935
0.5810635
0.7474555
0.8888519

Y
0.0000000
0.1995122
0.3931966
0.5734740

0.7332515
0.8662009

Y

0.0000000
0.1991366
0.3914077
0.5692167
0.7255180
0.8540971

Algoritmo 2

EA

0.0000000E 00
0.1330664E-02
0.6775201E-02
0.1642109E-01
0.3009942E-01
0.4738098E-01

EA

0.0000000E 00
0.8429593E-03
0.3778263E-02
0.8831533E-02
0.1589542E-01
0.2472994E-01

EA

0.0000000CE 00
0.4672950E-03
0.1989441E-02
0.45T4236E-02
0.8161995E-02
0.1262615E-01

ER

0.6697885E-02
0.1739825E-01
0.2908228E-01
0.4195882E-01
0.5630732E-01

ER

0.4243027E-02
0.9702324E-02
0.15640S3E-01
0.2215834E-01
0.2938895E-01

ER

0.2352124E-02
0.5108 750E-02
0.8101119E-02
0,1137788E-01
0.1500485E-01
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Y(X)

0.0000000
0.1986693
0.3894183
0.5646424
0.7173560
0.8414709

Y(X)

C.0C00000
0.1986693
0.3894183
0.5646424
0.7173560
0.8414709

Y(X)

0.0000000
0.1986693
0.3894183
0.5646424
0.7173560
0.8414709

Exemplo 2

Y

0.0C00000
0.1990011
0.3900626
0.5655505
0.7184516
0.8426526

Y

0.C000000
0.1987519
0.3895776
0.5648653
0.7176224
0.8417546

Y

0.0000000
0.1986899
0.3894579
0.5646978
0.T7174217
0.8415404

Algoritmo 2

EA

0.0COCO0O0E 00
0.3318549E-03
0.6442782E-03
0.9080418E-03
0.1095599E-02
0.1181700E-02

EA

0.000CO00E 00
0.8263986E-04
0.1592896E-03
0.2228394E-03
0.2663913E-03
0.2836664E-03

EA

0.00000COE 0OC
0.2060143E-04
0.3958866E-04
0.5518086E-04
0.6564985E-04
0.6943149E-04

ER

0.1670388E-02
0.1654463E-02
0.1608171E-02
0.1527274E-02
0.1404327E-02

ER

0.4159668E-03
0.4090451E-03
0.3946557E-03
0.3713515E-03
0.3371077E-03

ER

0.1036971E-03
0.1016610E-03
0.9772708E-04
0.9551641E-04
0.8251204E-04

_gL_
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Y(X)

0.0000000
0.1986693
0.3894183
0.5646424
0.7173560
0.8414709

Y(X)

0.0000000
0.1986693
0.3894183
0.5646424
0.7173560
0.8414709

Y(X)

0.0000000

0.1986693
0.3894183
0.5646424
0.7173560
0.8414709

Exemplo 2

Y

0.0000000
0.1989163
0.3899336
0.5654551
0.7184867
0.8429278

Y

0.0000000
0.1987930
0.3896924
0.5650811
0.7179668
0.8422546

Y

0.0000000
0.1986718
0.3894207
0.5646448
0.7173585
0.8414735

Algoritmo 3

EA

0.0000000E 00
0.2470223E-03
0.5152993E-03
0.8126548E-03
0.1130661E-02
0.145681TE-02

EA

~ 0.0000000E 00

0.1237592E-03
0.2741334E-03
0.4386515E-03
0.6107753E-03

0.7836483E-03

EA

0.0000000E 00
0.2503860E-05
0.2425163E-05
0.2407934E-05
0.2456828E-05
0.2567656E-05

ER

0.1243384E-02
0.1323253E-02
0.1439237E-02
0.1576151E-02
0.17312T74E-02

ER

0.6229409E-03
0.7039560E~03
0.7768659E-03
0.8514255E-03
0.9312838E-03

ER

0.1260315E-04
0.622765TE-05
0.4264529E-05
0.3424838E-05
0.3051390E-05



1]

03

L5

LeJ.

73

KA

L9

g

-77-
BIBLIOGRAFIA

BRUNNER,H. and LAMBERT,J.D. - Stability of numerical
methods for Volterra integro-differential equations
-Computing 12, 75-89 (1974)

CAMPBELL,G.M. and DAY,J.T. - The numerical solution .of
non linear Volterra integral equations -
BIT 10 (1970), 10-19

CHANG,S.H. and DAY,J.T. - On the numerical solution of
a certain non linear integro-differential equation-

a ser publicado.

DAY,J.T. - A starting method for solving non linear
Volterra integral equations.
Mathematics of Computation - Vol.21, n? 98, (1967)

DAY ,J.T. - On the numerical solution of Volterra
integral equations '
BIT 8 (1968), 134-137

DAY,J.T. -~ On the numerical solution of integro-
differential equations
BIT 10 (1970), 511-514

GOLDFINE,A. -A fifth order algorithm for the numerical
solution of integro-differential equations
Technical Report n? 115, Computer Science Department,
Penn State University, (1972) }

GOLDFINE,A. - An algoritimfor the numerical solution

of integro-differential equations
BIT 12 (1972), 578-580

HENRICI,P.{-b Discrete variable methodé in ordinary
differential equations - (1962)

HILDEBRAND,F.B. - Introduction to numerical analysis
(1956) | »



B3N

|3

03

ity

15

o7

78—

ISAACSON,E. and KELLER,H.B. - Analysis of numerical
methods - (1966)

KRYLOV,V.I. - Approximate calculation of integrals
(1962)

LAMBERT,R.J. - An analysis of the numerical stability
of predictor-corrector solutions of non linear
ordinary differential equations
SIAM J. Num. Anal., Vol.4, N¢ 4, (1967)

LAMBERT,J.D. - Computational methods in ordinary

differential equations - (1973)

LINZ2,P. -ILinear multistep methods for Volterra integro-
differential equations
J. Assoc. Comput. Mach., 16 (1969), 295-301

POUZET,P. -Méthode d'integration numérique des équations

"intégrales et integro dlfferentlellesdutygaVOlterra
de seconde espéce. Formules de Runge-Kutta

Proc. Rome Symposium on the Num, Treatment of
Ordinary differential Equations, Integral and
integro-differential equations, Biakhatlser Verlag,
Basel (1960)

WOLFE,M.A. and PHILLIPS,G.M. - Some methods for the

solution of non-singular Volterra 1ntegro differential
equations
The Computer Journal, 10 (1968), 334-336




