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RESUMO

Com hipbteses de simetria plana e que a distribuigao
inicial de cargas, ocupa totalmente a amostra (tocando os dois e-
letrodios), estudou-se o problema do movimento de carga espacial
livre (M.C.E.L.) monopolar, em sdolidos isolantes, submetidos 3 u-
ma d.d.p. conhecida.

Utilizando o método das caracteristicas, reduziu-se o
problema & um sistema de duas equa¢oes diferenciais ordinadrias,de
la.ordem.

O método foi aplicado para as distribuicoOes Linear ,
exponencial e p ~ x-l/2 ; SOb condigées de curto circuito.

sao apresentados graficos relativos & evolugao tempo-
ral do perfil da densidade de cargas e da corrente externa. Estes
resultados sao comparados com outros obtidos por um cdlculo apro-
ximado, baseado em princfpios variacionais.
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ABSTRACT

Assuming planar symmetry and an arbitrary charge dis -
tribution that spreads through the sample, the one-carrier free -
space-charge motion is studied in insulators solids.

Using the method of characteristics we can reduce the
problem to the resolution of a system of two ordinary first order
differential equations.

Results are applied for linear, exponential and S.C.L.
current charge distributions, under short-circuit conditions.

The charge distribution for several times and the dis -
charge currents are presented. '

The results are compared with those coming from an
approximated method, based on variational principles.



INTRODUGAO

O problema do estudo dos efeitos nao estacionarios, de-
vido a carga espacial passou a receber crescente atengao apds o tra
palho de A.Many e G.Rakavy (1962) (1) .

. A ferramenta matemitica (rométodo das caracteristicas )
utilizada pelos autores acima mostrou-se especialmente poderosa no
tratamento dos problemas de movimento de carga espacial livre
(M.C.E.L.).

Para distribui¢des uniformes o problema do M.C.E.L. foi
resolvido de maneira exata recentemente5’6'7.

O caso de distribuigdes ndo uniformes foi também estuda
do por J.van Turnhout(s).

Um excelente livro que relata e discute muitos traba -
Lhos recentes, & Current Injection in Solids, por M.A.Lampert e P.

Mark(3).

Sob condigoes de circuito aberto G.F.L.Ferreira e L.N.
de Oliveira®) encontraram solugoes exatas para distribuigao nao u-
niforme. - ,

G.F.L.Ferreira e B.Gross (1973)(9) resolveram o proble-
ma de distribuigdes quaisquer que nao toguem as placas, sob gqualquer
voltagem aplicada.

, O passo natural apos os resultados obtidos na referéncia
(9), foi considerar o caso no gqual uma distribuigao gualquer, toca
um dos eletrodios.

Este problema foi resolvido por L.E.C. de Almeida em sua
dissertagao de Mestrado 1974 (27,

O presente trabalho corresponde @ sequéncia natural apos
(9) e (2), ou seja, considerar distribuigdes que toquem os dois ele-
trodios.

Este conjunto de trabalhos tem como idéia central o fato
de que somente solugoes. exatas do problema de cargas espaciais, nos
permitirao relacionar a corrente externa com as principais caracteris
ticas da distribuigao inicial.
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Utilizando o método das caracteristicas, estudaremos o
problema do M.C.E.L. monopolar, para distribuigoes guaisquer que to
guem inicialmente os dois eletrodios. )

O método de calculo utilizado aplica-se a sistemas com
carga espacial livre, sob voltagem constante ou dependente do tempo.
Contudo restringiremos as aplica¢des numéricas a situagoes de cur-
to circuito.

Admitiremos simetria plana e uma d.d.p. conhecida. Nao
consideraremos difuséo(lo’ll'lz).

Consideraremos que os eletrodios recebem toda a carga
que o dielétrico tende a liberar.

Analisando as solugoes encontradas em (2) podemos obser-
var que o estudo de meios com condutividade intrinseca (o), nao con
duz a2 mocdificagoes significativas no método de calculo.

O primeiro capitulo desta dissertacao & dedicado ao pro-
blema geral, de distribuigoes quaisquef. Conseguimos como sugerido
em (2) reduzir o problema & um sistema de equagoes diferenciais de
la.ordem, em principio sempre solivel por métodos numéricos.

Mostra-se ao final do capitulo, que a solugao encontrada
pode cobrir casos nos quais a distripuigao inicial toca somente um
dos eletrodios. .

No segundo capitulo fazemos aplicagoes da teoria geral
do M.C.E.L., calculando a evolugao temporal dos perfis de carga e
da corrente externa, para as seguintes distrinuigSes iniciais.

II-1 Distribaigée linear

p(x,0):= a+bx - =

a=1

II-2 Distribuigdo exponencial
o (x,0) = ePX
b=-1

II-3 Distribuicaoc x1/2

01x,0) = 2 x /2
4

Todas as integracOes numéricas foram executadas através



VII
do método Runge-Kutta de la.ordem, em uma calculadora HP 9810A.

Apds os calculos acima. apresentamos uma tabela compara-
tiva, dos resultados para a carga externa exata, e a calculada pe-
la aproximagao de Llndmayer(4)

Ao final do segundo capffulo construimos um grafico com
paratlvo, da corrente externa gerada pelas distribuicdes acima mul
tiplicados por fatores, tais que, conduzam a mesma carga total ini
cial.

No terceiro capftulo abordamos o problema geral, através
de um método aproximado bastante simples.

Ao contrario do gue ocorreu em (2), nao foi observada in
versao da corrente. Apesar de nao ter sido demonstrado somos leva -
dos a crer que distribuigdes mondtonas, gue toquem os dois eletro -
dios nao conduzem a inversdes de corrente, sob condigéo de curto
circuito. |

’ 0 método das caracteristicas, tem sido intensivamente u-
sado no estudo dos efeitos de carga espacial, como pode ser observa
do especialmente nas referéncias, (l),(2),(7),(8),(9),(13),(14),(15),
(24), (25),(29),(30) e (31).

Obviamente a teoria do M.C.E.L. desenvolvida no presente
trabalho, engloba os casos de amostras com niveis de armadilhas
(traps), tais que, as cargas que s3o capturadas serao rapidamente re
excitadas, de tal maneira, que o equilibrio entre cargas livres e
presas seja estabelecido em tempo muito curto em relagao aos transi-

entes observados. Como no caso apresentado em (23), Figura 8 e distu
tide em (1).



CAPITULO I

I-1 FORMULAGAO DO PROBLEMA

Admitindo simetria plana, condutividade nula, auséncia
de "traps" (armadilhas) e que os eletrodtos estao sujeitos a uma d.4.p.
V' (t') conhecida, estudaremos o problema do movimento de carga espa-
cial livre (M.C.E.L.). Consideraremos somente O caso de campos mono-
polares.

Seja uma distribuicido de cargas que no tempo t=0 é dada
por o' (x',0).

L

0 d X

A solugdo do problema consistira em acharmes o'{x',t') e

J'(t').
As equagles basicas sao:
T 1] 1]
e 3E' (x',t") = p'(x',t') eq. de Poisson
ox'
Tl (x',t") V! 41

- = = 20 (x ,t7) eq. da Continuidade

ax' 3 t!
Jé(x',t') = yp' (x',t")E' (x',t") dens. de corrente de condugao

J'(t) = pp' (X', t")E' (x',t') + € B! (x',t") dens. de corrente total
3 t!

onde,



E'(x',t") - campo elétrico na posigao x‘,ao tempo t.

e » constante dielétrica.

p'(x',t') » dens. de carga na posigao x',ao tempo t.
u + mobilidade dos portadores.

Nossos cdlculos terdo como base o método das caracteris

ticas.

Primeiramente o método das caracteristicas no problema
de carga espacial, foi usado por Many—Rakavy(l).

Recentemente L.C.Carrano de Almeida e G.F.Leal Ferrei -
ra(z), aplicaram o método no problema de M.C.E.L., para 0 caso no
qual a distribuicao de cargas toca somente um dos eletrodios.

As equagOes que apresentaremos a seguir sao consequén -
cia direta do método das caracteristicas. (ver réferénc1as (1) e/ou

(2) ).
-Campo elétrico ao longo de uma linha de corrente
1 dx'(t')

H dt'

E'(x'"(«t'")) =

~Linha de corrente x(t)
" t! ti
' ' = ' ' ' 1 ) '
x' (") X, * pLE (xo,O)t + e‘/ dtl j/ at, J(tz)
o o)

Observe que a linha de corrente & caracterizada pela sua

posigao inicial X, e pela velocidade inicial uE(xO,O).

-Densidade de carga ao longo de uma linha de corrente

p' (x5,0)

pl (X' 'tl) =
l+p'(Xé,0)t' 3
Como é mostrado na referencia (2), podemos trabalhar em
unidades reduzidas, com os seguintes fatores de conversao:
Upo

x' Q_'_ '
X = = ; = : t = — t
d e o ‘ £




Neste caso as equagoOes anteriores tomam a forma:

- Eguagles basicas

ELGE) -k, ¢
X
I LA Y S
X ot

JE(X,t) = p(x,t)E(x,t)

9E (x,t)
ot

J(t) = p(x,t)E(x,t) +

- Do método das caracteristicas

E(x,t) = X&)
at
ExE) _ 5
at®

x(t) = Xq *+ E(Xo,O)t t{

t 31
at, dt, J(t,)
[} (o]

Ax_,0)

1+p(xo;0)t

px,t) =

(1.1)

(1.2)

(1.3)

(1.4)

(1.5)

(1.6)

(1.7)

(1.8)

£ interessante notar que caso a mobilidade seja depen-

dente do tempo, poderemos tratar o problema de maneira idéntica ao

caso de u=constante, observando que:

com u(¥) = uof(ﬁ), a equagao da continuidade fica

= 30'(X',t') .
f(t)ast? '

" R e (x'EDE (')



*
definindo t , tal gue:
*

ot . f(t'), entao teremos
ot
t 1 1
© 2 (ugpt (xt e Efpen)) = 2K E) ou,
ax! 3t
*
* ' [
- = (uoo'(x',t*)E'(x',t ) = e x ot ), assim
ox! 3t

Jo(x',tT) =gt (x' e B (x',)), com T (%)= T(E)/E(E).

e as equagdes 1.1 até 1.8 seraoc as mesmas que para o caso de u cons
- - - *
tante. A Gnica mudangca e O tempo gue agora sera t e tal que,

*
£° = fE(t)dt = g(t) ce t=0, entdo t =0.

Através deste procedimento pode-se, a partir da solugao do problema
de M.C.E.L. com mobilidade constante, obter-se diretamente a solu -
cao para o caso de uma mobilidade dependente do tempo u(t), por sim
ples substituigao de t* por g(t).-

Outra observacao importante é que pela simples analise
dos fatores de conversao de unidades, pode-se estabelecer o teorema
geral abaixo:

TEOREMA
A carga total que circula no circﬁito externo & indepen-

‘dente da mopilidade dos portadores

éxt(m) =50 J(t')dt' ou. éxt(m) = jo d,g J(t) dt

Calculo de J(t)

Substituindo (l1.l1) em (1.4) e integrando entre 0 e 1

com a condicao de contorno:

1
J E(x,t) dx = V(t) (1.9)
o]

teremos diretamente

(B2 1, ) -E2(0,¢)) + V(&) (1.10)

Noj

J(t) =




e’

Sendo»V(t) conhecido, resta-nos determinar E(1,t) e
E(0,t) para termos J(t).

Os dados do problema sao: a distribuigdo inicial de car
gas e a condigao de contorno (V(t)).

O problema estara resolvido, quando conseguirmos relacio-
nar grandezas referentes ao tempo t, com grandezas definidas no tem

po inicial (t=0). £ justamente neste ponto que o método das caracte
risticas torna-se fundamental.

-Definica@ao das fungdes y(t) e z(t)

y(t) = coordenada inicial daquelas cargas que apds o tempo t estarido
enm x=0,

z(t) = coordenada inicial daquelas cargas que apds o tempo t estarido
em x=1.

Note que y(t) e z(t) nao descrevem linhas de corrente.
-Exemplo ilustrativo das funcoes y(t) e z(t) , para Vi(g)= 0.

Para uma aistribuicao uniforme de carga (pg)

I 1T

- Regido I

. Po
E descrita pela fungde yi{&} .

- Regiao II ;
; oo !
i ' i 1 i -

Percebe-se imediatamentié que neste coemo em gualquer ou-

T
t
§
|
i
|
!
1

£ descrita pela fungdo gﬁ;&kﬁu

tro caso
y(0)= 0 ; corresponde ag: poitto x=0

z(0)= 1 ; corresponde ag pofita x=1
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Para o caso em guestao temos que y (®)=2(»)=0,5, isto e,
para um tempo muito grande as cargas gue chegam as placas em x=0 e
x=1 provieram das vizinhangas de x=0,5.

Como o valor do campo elétrico & simétrico em relagao ao
ponto x=0,5 & facil notar que:

y(t) + z(t) = 1 para todo t.

A relagao acima vale para gualguer distribuigao simétrica
em relagac a x=0,5.

£ conveniente ressaltar que a posig@o do plano de campo nulo scren- ‘
te coincide com y (®)=z(®), quando a distripbuigdo tiver simetria em

relagao a x=0,5 supondo-se que niao ocorra inversao de corrente. !(

N

I-2 PROCEDIMENTO DE RESOLUGCAO DO PROBLEMA

Dividiremos em duas partes:

A) Calculo de J(t) como fungao de y(t) e z (t)
B) Obtencdo do sistema de equagoes diferenciais que de -
terminam y(t) e z(t)

A) Calculo de -J(t) como fungado de y(t) e z (t)

' Integrando a equagao (1.6) entre 0 e t teremos:
t

E(x(t),t)-E(x(0),0) =f J(t)dt (1.11)
O

Aplicando as definigoes de y(t) e z(t) em (1.11) e adotan
do a notagdo simplificada

E(y(t),0) = E(y) e E(z(t),0) = E(z), teremos:
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t
E(0,t) - E(y) =}/ J(t)dt . (1.12)
o
t
E(l1,t) - E(2) =/’ J(t)dt - {1.13)
o
Observe que para t tendendo a infinito as equagdes
(l.11) e (1.12) reduzem-se a:
oo
E(y) = E(z) = -'/ J(t)dt se V(t)= 0 (l.13a)
O .

pois, E 0,=)=E(l,»)=0 desde que em t+~ todas as cargas ja se escoa-
ram.

Para t+» y(»)=z(»), que é o valor superior para y(t) e
o valor inferior para z(t).
Subtraindo as equagoes (1.12) e (L.13) obtemos:

E(0,t)-E(l,t) = E(y)-E(z) : (1.14)

De posse da equagao (1.14), resta-nos somente exprimir
E(l,t) ou E(o,t) como fungdo de y(t) e z(t).

-Obtengao de E(1l,t) em termos de y(t) e z(t)

Integrando por partes a condigao de contorno (1.9) tere-
mos:

1
E(1,t) =/[ X p(x,t)dx + V() (1.15)
o

Usando a definigao das fungdes y(t) e z(t) na equagao
da linha de corrente (1.7),

t t

0 = y+E(y) t +/  dtl/ 1 dt,J(t,) (1.16)

o ‘
(@)
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1 = z+E(2)t +;o dtljo dtzJ(tz) (1.17)
Subtraindo (1.7) das (1.16) e (L.17) respectivamente,

teremos:

x(t) = xo—y+(E(xO)-E(y))t (1.18)

e

‘x(t) = l+xo-z+(E(xo)—E(z))t (1.19)

diferenciando (1.18) ou (1-19) em relacao a X teremos:

dx = (l+p(xo)t)dx0 (1.20)

ou p(x,t)dx = p(xo)dxo que representa a conservagao da carga entre

duas linhas de corrente.

Utilizando a expressao da densidade de carga ao longo
de uma linha de corrente (1.8), com as equagdes (1.19) e (1.20)
substituidas em (l1.15) teremos:

z
E(l,t) =/£ [xo-y+(E(xO)-E(y))t]p(xo)dxO + V(t)
que pode ser integrada nos dando:

E(1,t) = V(y) -V (z)+E(2) [z-y-t (E(y)+E(2)) ]+ % [Ez(y)-Ez(z)]+ V(t)

b4 z
para V(y) %// E(y)dy e V(z) =}( E(z)dz
o} o

Subtraindo (1.18) de (1.19) obtemos:

i



)
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l = z-y-t(E(y)-E\2)) (1.21)
logo,

- t 2 2
E(l,t) = V(y)-V(Z)+E(z)+; [E“ (y)-E°(2) ]+ v(t) (1.22)
Com (l.14), vem diretamente que:

_ t 2 2
E(0,t) = V(y)=-V(2)+E(y)+ = [E“(y)-E“(2)] + V(t) (1.23)

2

Substituindo (1.21) e (1.23) na equagao (l.1l0) da cor-
rente total, teremos finalmente:

J(t) = (E(2z)=E(y)) [VIy)=V(2) +V(t3+ L (E(z)+4E (y)+ § (2 (2)-E% (y)) ]
2

(1.24)

Dada uma distribuig§b inicial p(x_), teremos entdo di-
retamente p(y¥) e p(z) e poderemos calcular E(y), E(z), V(y) eV (z),
para a condigao de cbntorhovgsfahelecida.

Resta-nos aiﬁdafdetérminar as fungoes y(t) e z(t).

B) Obtengao das equagdes diferenciais para as fungoes
y(t) e z(t)

Derivando (1.12) e (1.13) em relagao ao tempo e utili-
zando a equagao de Poisson (1.1) teremos:

t

EO.E - oy 4 oge
dt dt
dE(1,t) _ dz

plz) = + J(t)
dt dt
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Com as equacdes de corrente total

J(t) = p(0,£)E(0,t) + dE(0,t)
at
e
Jt) = p(1,t)E(l,t) + dE(1,t)
at
obtemos:
0 (0,0)E(0,8) = -oly) X (1.25)
at
e
p(1,£)E(L,t) = -p (2) dz (1.26)
dt

Da evolucao temporal da densidade de carga ao Longo'de
vma linha de corrente vem: '

0(0,t) = _oly)
1+P (y)t

e

o(l,t) = _b(z)
“1+P (2)t

e assim,

dy _ _ _E(0,t)

at 1+p (z)t

Substituindo E(0,t) e E(L,t) em fungao de y e 2 teremos:

2

1 v -viatew+ £ B2y -E2 @]+ vinr! (1.27)
at l+p (y) t 2

-



-1]-

e
dz _ _ v -viz)+e(z) + £ [E2(v)-E2(2)]+ vy} (1.28)
dt l+p(z)t 2

Resolvendo o sistema de equagdes diferenciais (1.27) e
(1.28), determinaremos as fungoes y(t) e z(t), para cada tempo de
chegada, dos portadores, is placas.
Pode-se determinar o perfil da distribmigao de cargas ,
para cada t fixado, utilizando
O(Xo)

p(x,t) = ——— (1.8) , a definigao de y(t) ou z(t) e res-
1+p(xo)t

pectivamente a expressao da linha de corrente (1.18) ou (1.19).
Fica assim conhecida, ao menos formalmente, a solugéo ,

exata, para qualquer problema de M.C.E.L., quando forem dados a dis

tripbuicao inicial e a d.d.p. externa para todos os tempos.

I-3 RESUMO DE COMO TRATAR PROBLEMAS DE M.C.E.L., TENDO COMO DADOS,

A DISTRIBUICAO INICIAL p(x ) QUE TOCA OS DOIS ELETRODIOS E A
D.D.P. WXTERNA

a) Com o conhecimento de p(xo) teremos diretamente
ply) e p(2), por simples troca de X, POr y e z respectivamente,

b) Tendo p(y) e p(z) calcula-se E(y), E(2), V(y) e
V(z) para a condigao de contorno estavelecida (V(£)).

c) Resolvendo numericamente o sistema de equagoes dife
renciais (1.27) e (1.28) teremos as fungdes y(t) e z(t).

d) Com o conhecimento de y(t) e z(t), usando (1.24) ob
temos diretamente J(t).

-
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e) O perfil da distribuig¢ao de cargas € determinado
por (1.8), através da definicao de y(t) ou z(t) e respecdtivamente
(1.18) ou (1.19).

I-4 COMPARACKO COM O PROBLEMA EM QUE A DISTRIBUICZ'K.O TOCA INICIAL-
MENTE UM DOS ELETRODIOS '

O problema de M.C.E.L. guando a distribuicao inicial -
mente toca um dos eletrodios foi resolvido na referéncia (2). En-
contraram-se equagoes que podem ser escritas como:

J(t) =(E(so)—E(y))[P(y,so,t) + (s=1/2)E(s ) + 1/2 E(y)]

E(l,t) = P(y,so,t) + s E(so) (a)

E(,t)

P(y,so,t) + (s-1) E(s0)+ E (y)

&y = [P(YISOIt)+(S-l)E(SO) + E(y)] _.g_:.'.l‘.)_
de l+p(y)t

onde,

Ply,s ,t) = V(y) - V(s)) + £ (B2 (y)-E?(s))

2
S, = posigao inicial da frente
s = s(t) = posigao da frente ao tempo t

v
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As equagOes correspondentes para o caso em que a dis -
tribuigado, inicialmente toca os dois eletrodios sdo:

Nﬂ=(MH%WHFWM¢)+§Mm+§EWH

E(l,t)

P(y,z,t) + E(z)

‘P(YIzlt) + E(Y) : Kb)

E(0,t) =

dy _ _ E(0,t)
dt l+p(y)t
dz _ _ _E(l,t)
dt I+p(2)t
onde,

Ply,z,t) = V(y)-V(z) + & (E?(y)-E%(2))
2

Comparando as equagoes (a) com as (b), observa-se que
para o tempo tc (tc= tempo de chegada da frente a placa), fazendo a
substituigao s, =2 e s(t_ )=l o conjunto de equagdes (a) ficara idén-
tico ao conjunto (b) a menos da equag’ - diferencial para z, que nao
existe em (a).

Conclui-se entdp, que se iniciarmos com uma distribuigéo
que toca somente um dos eletrodios, poderemos obter a solugao comple
ta do problema com o seguinte artificio:

Resolve-se o conjunto de equagoes (a) como indicado na
referéncia (2), até t=t_. Alcangado este tempo passamos a utilizar z
no lugar de Syt sendo que z serda dado por:
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dz _ _ _E(,t)
at l+p (2)t

Podemos entao conhecer a solugao completa do problema
do M.C.E.L.
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descarga em
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caPITULO II

APLICAGOES DA TEORIA GERAL DO M.C.E.L.

Neste capitulo faremos aplicacoes da teoria geral an -
desenvolvida.

Consideraremos as seguintes distribuicdes iniciais:

l. Distripuigdo linear p(x)=a+bx, com a=l e b=-1

bx

2. Distribuigao exponencial p (x)=e com b=-1

3. Distribuig&o do tipo p(x) = 5 A 173 ¢ com Eo=0
[Eo+2jx]

e j=9/8.
Trataremos os casos acir somente para a condigao de

curto circuita.
Como pode-se notar das equagdes (1.27, L.28 e 1.29) a

introdugao de uma dada V(%) n3o altera o procedimento de calculo ,
por isso escolhemos a situacao mais simples (V=0).

Apds a obtengiio dos graficos (em-unidades reduzidas) de

yxt, 2xt, JIxt e p(x)xx para varios tempos, fazemos um grafico compa
rativo, para todos os casoas acima, de J(t)xt, escolhendo a carga to

tal inicial

como pardmetrce comum.

II-1 DISTRIBUIGAO LINEAR

Distribuigao inicials: P (Xy)= a+bx

Condigao de

contorno: V(t) = Q0
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Seguindo o procedimento sugerido no resumo do capitulo

anterior teremos:

1. ply) = h+ay e p(z) = b+az

2. sob a condigao de contorno de V=0, vem:

Ey) =2y® +by -1 &+ 3
2 2 3
E(z) = & 22 + bz - 1 b + 2)
2 2 3
V(Y)=§y3+—by2-!'-(b+—)y
6 2 2 3
Viz) = a z3 + = bz2 -1 (b + 5) z
6 2 3

3. utilizando as equagoes (1.27) e (1.28) com:

Ply,z,t) = Viy) - V(z) + & (E2(y)-E2 (2))

2
E(0,t) = P(y,z,t) + E(y)
E(l1,t) = P(y,z,t) + E(2)
assim,
dy _ _ _E(0,t) e dz _ _ EQ,t)
dt l4p(y)t dt l+p(2)t

integrando o sistema de equagdes diferenciais ordindtias acima,
teremos y(t) e z(t).

4. com a equagao (1.2 9 obtemos diretamente J(t) para cada t
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gty =L ®%21,t) - E2(0,t))
2

Teremos também p (x,t)*xx para cada tempo que desejarmos,
utilizando a equagao (L.8)

p(x_)
p(x,t) = _ , a equagéo da linha de corrente (1.18) x(t) =
l+p(xo)t

= x -yt (E(x))-E(y))t e a definigdo da fungdo y.
A distribuigao p(x) = 1-x

i

S p (x)

e ———— ————,

0 o 1l x

nos dara os graficos que apresentaremos a seguir:

A Figura 2.1 ilustra as fungoes y(t) e z(t), a Figura
2.2 a densidade de corrente J(t)xt e a Figura 2.3 o perfil de densi-
dade de corrente p (x,t) para alguns tempos fixados.

E conveniente observar a lenta convergénéia de y e z para
um ponto comum, de tal maneira que y(«)

A equagao geral (l.13a) E(y)

Z (o).

E(z) = —}t J(t)dt gquando
o}

t+o, pode ser verificada com boa aproximagao, calculando-se Q(t) =

Al

t 1
j J(t)dt para t suficientemente grande.
o

Notemos do grafico 2.2 que Q{#¥) converge rapidamente,ao
menos em relagao 5‘¢onvergénc1a dos y e z. Tomando-se t=20, como sen
do um tempo suficientemente grande, teremos uma precisao de ao menos
3 algarismos significativos. Assim,
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+ —
20 t

<.. Representa as fungdes y(t) e z(t) para a distribuicao

inicial c(x) = 1l-x

Q(20) = - 0,0276

entao,

E(y) = £ y%+y - £ = - 0,0276 , logo
2 3

y(o) = z2(w)= 0,473

o que concorda plenamente com a convergéncia observada no grafico
2.1,

£ curioso notar que apesar de Q(t) ser calculado a par-
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tir de valores de y(t) e z(t), a relagao (l1.13) nos dari o valor fu
turc (em t-<«) de y e 3z,

utilizando Q(t) para tempos n3o muito gran-
des,

Figura 2.2

T nN{20) = -0,0276
a TU0) = =0 ,04167

2.2 Representa a corrente [ o) (===)

+ € a carga aue

‘ ' circulam externamente. Distribuicao inicial p(x)=1-x

O perfil da densidade de carga para varios valores do
tempo € mostrado na Figura 2.3. A ripida convergéncia do perfil pa

ra uma distribuigao quase uniforme concorda com a wvariagao da den-
sidade de corrente, como era esperado.
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Figura 2.3

2.3 Representa a evolug@o da distribuigao inicial p(x) = 1l=-x. -



II.2 DISTRIBUIGAO EXPONENCIAL

Distribuigao inicial: p(x,)

Condigao de contorno: V(t)

bx
o

-21=-

Através de procedimento seguido anteriormente obtemos:

ply) = eby H
E(y) = 2 &P¥ 4
b
E(z) = 1 ebz +
b
Viy) = if eby
b
v(z) = if ebz
b

Ply,z,t) = V(y)-V(z) + § (8% ty) ~E? (2))

E(0,t) =
E(l,t) =
dy _ _ _E(0,t)
dt l+p(y)t

o(z) = ebz
l5 (l-eb)
b
55 (l-eb)
b

+ & (1-eP)y -
b

+ 1 (l—eb)z-

P(y,z,t) + E(y)

P(y,z,t) + E(z)

dz
at

b

1
b2

- ——l
l+p(2)t

2

A solugao do sistema de equagoes diferenciais ordini-

rias acima nos dard o grafico 2.4.
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Figura 2.4

1 y(t)

0 —_— >
0 ‘ 10 : 20 t

2.4 Representa as fungoes y(t) e z(t) para'é distribuigao inicial

p(x) = e X,

Teremos também a densidade de corrente J(t)= 1/2 (Ez(l,t)-
- E (0, t)), como & ilustrado na Figura 2.5.
Para esta distribuigdo a carga externa total tera o valor,

Q(»)=Q(20)=-0,0171

Entao a relagéo (1.13a) nos dara Y +1 - 172 = 0,0171,
resultando em z (x)=y(»)=0,486, valor que concorda bastante bem com
o esperado pela observagao do grafico 2.4.

O perfil da densidade de cargas, para alguns tempos fixa-
dos, & dado na Figura 2.6. Observa-se também neste caso a rapida ten
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Figura 2.5
0 2.0
0 f : $ + $ + + 4 4.'0 t$
-1 -+
—————— T T — -0,0171
-2
-3 A Q(20)=0,0171
J(0)=0,03276
-4
2 J
10 Q ‘ 2 Lluca
+5 Representa a evolugcao temporal da corrente
(—), e da carga (---) que circulam exter
namente. Para a distribuicao inicial

p(x) = e *

déncia do perfil para a distribuicdo praticamente uniforme.

II.3 DISTRIBUIGAO DO TIPO p(x ) = 3 J 73
[ES+23x]

Em geral a distribuiga@o inicial de cargas ndo pode ser
conhecida; um caso em que isto n3ao acontece é o exemplo discutido
nesta secgao.

Para um material de condutividade nula e livre de traps.
Sob voltagem aplicada, apds a corrente elétrica através do material
atingir valor estacionario, teremos:
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p(x,t)

3.0 .
Figura 2.6

2.6 Representa a evolugao do perfil da densidadé'de carga.

Distribuicdo inicial p(x) = e X,
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j = p(x) E(x)

dE (x)
dx

= pi(x)

em unidades reduzidas.

Com as equagoes acima e fazendo a integracdo com a con-
digao de contorno de E(0)=E_ vem:

E(x) = (B2 + 24x) /2
e
= J
plx) = — 172
[Eo+23x]
. 1
O valor de j fica determinado com a condigao:}’ E(x)dx = 1 que nos
o
leva a
2
12E7-9
32+ 229 5432 E3g-1y =0
4 oo
8

Devemos considerar somente a raiz positiva da equagado actma.
Determinamos assim a distribuicao estacionaria para qualquer valor
de EO dado.

Consideraremos a condigao E,=0, ou seja, contato ohmico em x=0, con-
sequentemente j=9/8. (lei de Child para s61idos)(3)

O principal interesse no estudo deste caso, reside no fa
to de que a distribuigao corresponde aqueia estaciondria, obtida pe-
la injecao de cargas, a partir de um eletrodio ohmico, num material
sem "traps", sendo portanto ao menos em principio, acessivel 3 veri-
ficagcao experimental.

Trataremos do problema de M.C.E.L. para a distribuicao

pix) = ! com E_ qualquer, contudo serao apresentados so-
o ilE2+2jx |.L/2 o
o (e} '
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mente os resultados para Eo=0‘

Através do procedimento adotado nos exemplos anteriores,
para a condigdo de curto circuito, obtemos:

D(Y) = 2 J 1/2 7 p(Z) =

[E2+23y] 1/2

(E2+232]

1/2 _

Ely) = [E§+2jy] 1

E(z) = [Ei+2jz11/2 -1

vy = i tEieesn V2 - 33y-E) )
33

v(z) = i {(Eg+232)3/2 - 3jszg }
33

com EO=0 e J=9/8 a distrihuigao inicial torna-se p(xo)=3/4 x-l/z.

Segquindo Os mesmos passos das ‘segdes II-1 e II-2 obte
mos os graficos de v,z,J(t) e p\x,t)'que serao mostrados a seguir.

Convém observar que para esta distribuigao surge uma in
determinacdo em t=0 na equagao

dy - _ g(oii}z . Porém podemos facilmente levantar tal inde-

dt 1+ Z—y t '

terminagdo e encontrar os %% =1. Na integragdo numérica simples-
‘ ' Te=0

mente inicia-se de t=0 e um y (0) muito pequeno. Deve-se ter o cui-

dado, ao menos para tempos pequenos, de tomar acréscimos muito
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pequenos na integragao numérica, porque os pontos iniciais sio bas
tante criticos.

Como era esperado a verificacao da equacdo (1.13a) &
satisfatdria.

Encontramos que a carga externa total converge para
Q(w) = -0,0443 (ver grafico 2.8). Este valor conduzira a y(®) =

i

= 2z (x) 0,484 que estad de acordo com a converg@ncia observada no
grafico 2.7.

A evolugao do perfil de cargas é dada na figura 2.9,

- Avaliagao da ordem de grandeza da mobilidade
dos portadores injetados

Observando que para t~1 a corrente ja comegou a variar
pouco, e atingiu menos de 2% do valor inicial, pode-se ter uma i -
defa da mobilidade dos portadores. Para isto observa-se os fatores
de conversao de unidades

upl g
t' = e ¢ e J'(t') = =2 J(t)
U Pg €

e estima-se o valor de mobilidade u + de tal maneira que as curvas,
teorica e experimental ajustem da melho¥ maneira possivel.

- Critério para estudo da condicdo de contato Shmico

]

7 J(t)dt, e o fator de
o

Com o conhecimento de Q ()

transformagao de unidades

Q' (t') = p_d Q(t)

ou

Vipry = (E = c
Q' (t') = () VQ(t) = Q(t) %V

podemos obter uma indicag3o se a condicdo de contato 6hmico foi
adequada, Para isso medimos Q(w) para varios valores de (a) e tra-

¢amos o grafico correspondente, que deve ser uma reta com coefici-
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Figura 2.7

o.%% _ __ __ T . 0,484

y (t)

0 10 T 20 t

©.7 Representa as fungdes y(t) e z(t) para a distribuicao

A N VEY



IO2 J

16 18 20 t
I 1 1
————— e LT TS TI= == 00443
Figura 2 ., 8

K)2 Q

2.8 Representa a evoluc@o temooral da corrente (—) e da

carga (---) que circulam externamente. Para a distribuicio

inicial plx) = % x~1/2

-29-



Pix,t)

R e reat T

!
1
!
!

2.9

‘ Figura 3.9

Representa a evolugao do perfil da densidade de carga, para a

distribuigdo inicial p(x) = 3512
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ente angular igual a eQ(«).

Q' (w) = carga externa total, se a amostra & posta em curto, apods
ter atingido o regime estacionario na injecao.

Considerando as distribuigdes do tipo

p(x) =
B2+23x| /2

nota-se que o maior valor para J(O), bem como para carga externa
total se darad com E,=0.

Lindmayer, citado na referencia (4) faz a seguinte a-

proximagao:
* * *
Q (externo) <p(x ) (x ~X4) para curto circuito
* ~
Xy = posigao do plano de campo nulo no tempo t=0

Koo = posicao do plano de campo nulo no tempo t=o
*
(x_=0,5)
* 1
P '\XO) | S '

Apresentamos a seguir uma tabela comparativa entre os

valores da carga externa, segundo a aproximagao de Lindmayer e o
cdlculo exato.
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TR0 px)= —5~—T17
DISTRIBUIGEO | LINEAR EXPONENCIAL ]Eo+2jx|

p (x)=1-x p(x)=e E_=0 E_=0,5

Carga total | Aproximagao
que circula | Lindmayer 0,0447 0,0260 00,0625 0,0290
externamente

Exato 0,0276 0,0128 0,0441 0,0197

Posigao do plano de v
campo nulo em t=0 0,4226 0,4587 0,4444 0,4641

Comentario:

(4)

A aproximacao de Lindmayer & facilmente entendida mostrando-se que:

*
dx

dt

*
J(t) = -p(x ,t)

e calculando-se a carga externa total
*

X

Qext(totalx =7 J(t) dt= —/'* p(x*,t) dx*

o XO

- * * -
Fazendo-se a aproximacao p(x ,t)=p(xo), entao

* * *
Q. (tOtal) <p(x) | (x -x) I
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- Comparagao das correntes externas para as distribui
g¢oes linear, exponencial e p~x_l/2 escolhendo como
parametro comum a carga total inicial.(QT = 0,5)

Assim, os perfis da carga inicial serdo:

Linear: p(x) = 1-x

Exponencial: p(x) = u,791 e %

Tipo x"1/2, oix) = = 3 x71/2
3 4

DistribuigOes Iniciais com mesma Carga Total Q,=0,5

li 14 14

\\
\\

0 . \\\\N |
0 1 0 1 0 1
Lmear .. .- W tipo x /2 Exponencial
PO =1-x pM)=%—£Vz p(x) = 0,791 ™%

A construcao do grafico comparativo 2.10 & reita dire
tamente dos graficos 2.2, 2.5 e 2.8, observanco os fatores de con
versao de j' e t' para unidades reduzidas,

2 .

) HP g 4 c

j' = j e ! t' = e— t .
£ He

Imediatamente concluimos que a transformagido deve ser
~feita escrevendo

¥ 2.
J = K73 e t' = t/K , onde,

K=1+ linear ; K=0,791+ exponencial ; K=£ +tipo x—l/2
, : 3



Grafico Comparativo - Carga Total Inicial Qp = 0,5

o 1.0 2.0 3.0 4.0

Il i b
v § — ——— L e ot

2.10 Representa a corrente externa para’ as distribuicdes
(—) Linear p(x)= 1 - x

! \ X

{..) Exponencial p{(xj = 0,791 e

(—) Tipo X /2 p(x) = = x"'/2

- 34 -
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CAPITULO III
METODO VARIACIONAL

INTRODUCAO

Nos capitulos anteriores tratamos o problema do M.C.E.L.
e encontramos solugdes exatas. Podemos agora analisar calculos a-
proximados, mais simples, e compara-los com os resultados exatos.

Um método particularmente simples e interessante, & o
sugerido no apéndice da monografia citada na referéncia (26) . Es-
te cdlculo baseia-se no conceito de trabalho v1rtual(27), transla
dado para a linguagem da anilise funcional(ze).

Faremos uma breve descricac do método e posteriormente
aplicaremos ao caso das distribuigdes' linear e exponencial.

ITI-1 O METODO
Consideremos, por exemplo, um campo escalar,
p=p(X1,x2,...,Xn,t) (1)

funcao de n variaveis X, e t, admitindo que este campo escalar
seja governado pela equagao,

G(p,xi,t)' =0 (2)

onde a relagao (2) pode representar uma funcao ou uma equacao di-
ferencial, de um tipo bastante geral.

Multiplicando a equagao (2) pela variacao arbitraria
(virtual) 8p e integrando o resultado sobre o volume V no espacgo
dds n variaveis X, obtemos:

fG(p,xi,t) 5pdV = 0 | (3)

v



- 36 -

onde, 4V = dxl,dxz... dxn .

Para variagoes arbitrarias 8p, a equagao (3) nao garan
te que (2) seja verificada em todos os pontos. Na terminologia ma-
tematica diz-se que ela & verificada em quase todos os pontos. Is-
to quer dizer gue o conjunto de pontos para OS quais ela ndo & ve-
rificada tem medida nula.

A equagao (3) pode ser interpretada geometricamente es
crevendo-se G=e¢, onde o valor ¢ de G pode ser considerado como
um vetor no espago funcional.

Podemos escrever

/ e Spdv =0 (4)
v

A integral pode ser considerada como O produto escalar
no espago funcional, dos dois vetores € e §p.

¢ também representa O erro da eguagao G(p,xi,t)=0.

Na linguagem do espago funcional, interpreta-se a egua
cao G=¢ , dizendo-se que a projecdo de € em um vetor 8o, desaparece
para todas as orientacoes deste vetor.

Uma generalizagéo imediata sera escrever,

J Glp,x_,t) Flp) @V =0 (5)
v
onde F & uma fungao de p .

Mais geralmente F pode ser uma expressao diferencial
contendo p .

No contexto acima abordado o método dos minimos guadra
dos reduz-se a um caso particular onde F=G.

Assim,

I=/e2dv=fezdv .
\

Impondo a condigao de minimo, teremos

§f = [GéGdV =0 | (6)
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III-2 APLICAGOES A0 M.C.E.L.

As equagoOes que regem o M,C,k.L., em unidades reduzi -

das, sao:
Jo (X)) = p(x,t)E(x,t) (7)
M = O(x't) (8)
9X
R RN 1Y ¢ 5 7] (9)
X ot
Substituindo as equagdes (7) e (8) em (9) obtemos:
02 + E 2L 42 - (10)
ox ot

que & a equagao diferencial que governa a variacao de p com x e t.
Seguindo o procedimento indicado na segao III-1 teremos:

G(p,x;,t) = 02 +E 22 4+ 22

X ot
1 2 9p 3
(p° + E 2& + 2By spax = 0 (11)
o X 2t

Se escrevermos p(x,t) como uma._série de poténcias em x, tal que,

K
pix,t) = I X a_(t)

(12)

K
Sp= I X Gan(t)

poderemos com o conhecimento da Condicao de Contorno que determi-
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na E(x,t), obter um sistema de K+1 equagdes diferenciais ordina -
rias. |

Seja o caso de curto circuito (V(t)=0), entao
K a

E(x,t) = 5 D (Pl _ L (13)
n=0 n+l n+2

Substituindo-se (12) e (13) em (ll) e levando em conta
que os Sa (t) sdo arbitrarios, teremos

1

K m-1 K
j p faga (EEBIL TR DX, gnxn]i L x" dx=0 (14)
o (n,m n+l {(n+l) (n+2) n
Ban
onde, a, = — .
3t

£ interessante observar que a equagao (l4) representa a
imposigao, de que os momentos de ordem zero até K/de G se anulem.
Este fato € consequéncia direta da expansao em série de poteéencias.

Integrando e igualando cada parcela a zero, teremos co-
mo termo geral:

o)
m+n+1 m %
{a_a_| - + }

,m n.m (n+1) (n+m+3j) (n+1) (n+2) (n+j-1) n+j

=0 (15)

g MR

onde, 3=1,2,3... K+l.

Cada valor de j resulta em uma equagao diferencial. Po-
demos entao construir diretamente de (15) o sistema de K+1 equagoes
diferenciais ordinarias e acopladas.

A equacgao (l5) resultard em equagdes do tipo

IZ< a_n- = A (a Aqeeed ) j=l
n=0 n+l 1 o'l K
K & |



P

J

o
an
0 n+K+l

K .
z = AK+l(ao’a1""aK) j=K+1

n

; ~ : o
que constitui em um sistema de equagoes Llineares nos a, e portanto
pode ser separado em equagoes como,

o _
ao = Bl(aolalono aK)
8, =B,(a_,a a,) (16)
1 27071 UK
8, =B (a_,a a,)
8K T Pr+1'3cr81rcc
Resolvendo o sistema de eguagOes (16) para um determinado X,

teremos:

K n
pix,t) = I a_ (t) x

n
n=0

Os valores iniciais an(o) podem ser determinados por qual -
quer método de ajuste de polindmios & curvas dadas. Utilizaremos o
método variacionai descrito acima para tais ajustes.

Uso do método variacional para determinacdo dos valores ini-
ciais a (o).

Dada uma distribuicdo inicial f (x), entao, escreve-se

K
G= 3 xP an(o) - £(x) =0, assim, a equagao (3) conduzird a :
n=0
toX n K n
[z x a (B)-f(x)] © x .6a_(t) =0 (17)
o n=0 n=0

gue apds integrarmos ficaremos com um sistema de equagaes lineares,
nos an(o), de K+l equagoes e K+l incdgnitas. Resolvendo-se o siste
ma encontramos oS an(o).
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Aplicagao ao caso K=2,

Escrevendo a°=a, al=b e a2=c entao,

b(x,t) = a(t) + bt)x + c(t)x? (18)

Usando (15) podemos apds algumas manipulagdes algébricas chegar fa
cilmente a:

Q) = -9[a-4aB + 2 ¢)
3
(o]
Bt) = 36[a - & B + sC] (19)
3 |
o
c(t) = -30[{a-6(B-C)]
onde,
a=a?+1 b + L c? + ap + 3 ac +  be
3 4 3 12
2 2
B2 4+ 22,3 5424+ 3T
2 24 9 4 3 72
2
c=8 p L2 11 2 7 g Ao+ 2o
3 45 50 12 9 20

Daqui para frente o problema consistird em tixar -

mos a distribuigao inicial e, entao, integrarmos o sistema (1Y) ,
gue nos dard a evolugdo da distribuigdo p(X,t), através do ajuste
para cada t, dos parametros a(t), b(t) e ¢(t).

| Estamos interessados especialmente nos resultados
relativos a corrente externa. Desde gque o perfil da densidade de
cargas, para todo tempo & dado por (18), entdo & facil mostrar que:
2 2

i | b. LS 4 ap +ac + 2 bc | (20)
12 2 . 3 6

je) =
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- Dastribuigao Linear p(x) = l-x

Os valores iniciais s3o obtidos de maneira trivial, pois
a distribuicao dada ja estd na forma de polindmio, assim,

"

a(o) =1 ; Dbfo) -1 e c(l) =0
Integrando o sistema de equagoes (19), com os valores
iniciais acima, obtemos o perfil da distribuigao

p(x,t) = a(t) + p(t)x + c(t)x2 para cada tempo.

Utilizando (20) obtém-se j(t). O gradfico comparativo &
mostrado na fig. 3.1 e observa-se uma Otima concorddncia com os re
sultados exatos.

- Distribuicdo exponencial p(x,0) = e =%

Aproximagao p{x,t)= a(t) +b(t)x +c (t) x°

Utilizando a equagéo (17), onde f(x) = e—x, encontra-se
a(o) =~ 0,9945
b(o) = -0,9306
c(o) = 0,3087

Integrando-se o sistema de equagoes (19) com os valores
iniciais acima, obtemos uma excelente concordancia entre o calculo
exato e o aproximado, para a corrente externa, como & iiustrado na
Fig. 3.2. '
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3.1 Comparagao entre a solugac exata e a aproximegzo p(x,t)=a(t)+b(t)x+ci{t)x?.
Em t = 3, teremos: J(exato},/J(aprox.; = 0,12
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3.2 Comparagao entre a solugio exata (p=e S e a aproximacao

POx/t) = a(t) +bt)x + c(t)x’. Em t = 3, J (aprox.) /7 (exato) =0,003
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COMENTARIOS GERAIS

Procuraremos nesta secgéo discutir alguns aspectos gera-
is do presente trabalho, relacionando-o na medida do possivel, com
a literatura ja existente.

£ conheciao(16'17)

o fato de gue um dielétrico, com cer-
ta distribulgéo interna de cargas livres, em excesso, fara circular
externamente, sob condigao de curto circuito, uma carga total que
independe da mobilidade dos portadores, se um dos eletrodios for
blogqueante para a salda destes.

Sopb este aspecto o teorema estabelecido no capitulo 1(pad
gina 5) & uma generalizagao de tal resultado. O teorema estabelece
gue a carga externa total, que circulara sob condicao de curto cir-
cuito, sera independente da mopilidade dos portadores, quando ambos
os eletrodios aceitam toda a carga liberada pelo dielétrico. Contu-
do faz-se a restricao de que a mopilidade seja independente da posi
cao .

Com relacio 3s funcdes y(t) e z(t), é relevante ressal -
tar que a coordenada correspondente ao valor y(®»)=z(~), determina a
quantidade total de carga que deverad atravessar cada um dos eletro-
dios.

Como exemplo citaremos o caso da distribuigao inicial
po{xX)= 3 x-l'/2 . Neste caso y({(x)=z (»)=0,484, como ficou determinado
pela rélagéo E(y(®))= E(z(~)) = jém J(t)dt .

O exemplo & ilustrado na figura que segue.

A carga contida na regido 1 escoard através do eletrodio
da esquerda, o restante saird pelo eletrodio oposto.

As cargas correspondentes as regides 1 e 2 serao:
Ql = 1,035

0,465

1

Q
(18)
Recentemente Gibbons (1974)
cularia externamente, sob condigéo de curto circuito, para a distri-

, calculou a carga que cir-
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p(x) = -—2— xt/2

0 xo'/ i\o.s 1
0.484
x_ = 4/9, posicgao do plano de campo nulo inicial.

(o]

buigao p~x-l/2. Gibbons supds que toda a carga 3 esquerda do pla-
no de campo nulo iniciat (xo=4/9), escoaria pelo eletrodio em x =
= 0 e a carga a direita sairia pelo eletrodio em x=1.

O resultado obtido por Gibbons, esta em contradigéo'com
o teorema geral que estabelece, que na auséncia de difusao, a me -
dida da corrente e cargas externas & nula, se, como estad implicito
no calculo de Gibbons, o plano de campo nulo (xo)permanecer imd -

ve1(4)’(19)’(20) e (21). Este fato foi comentado por Gross(zz) '
11974).

(22)

Na carta ao editor Gross sugere que no caso de dis-

—1/2, podemos em primei

tribuigoes altamente assimétricas, como p~X
ra aproximagéo admitir que toda a carga move-se para a esyuerda.
Os valores exatos da carga que escoard através de cada um dos ele-
trodios s3o dados no exemplo acima (Ql e Q2).

Observando os resultados obtidos para y(x)=z(»), das va
rias distripuigdes, pode-se notar que os portadores que inicialmen
te estiverem entre a'posi¢§o do plano de campo inicial nulo, e a
posigdo determinada por y(=)=z (=), movem-se inicialmente para a
direita, mas, terminam por sair através do eletrodio em x=0.

Com re;agéo ds aplicagbes da teoria geral do M.C.E.L. ,
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0 exemplo de maior interesse & aquele da distribuigao inicial, de-
determinada pela condigao de contacto dhmico, para a injecao de por
tadores. (p(x) ~ x"172) ‘

Por exemplo, o trabalho de A.Many, S.Z.Weisz e M.Simhony
(1962)(23), mostra que a condigao de contacto Shmico foi bastante
satisfatdria em experimentos com Iddo.

Discutiremos brevemente a possibilidade de medir-se a
corrente externa de descarga, sob condigEes de curto circuito, em
tal experimento.

As correntes estaciondrias de injegdo obtidas na refe -
réncia (23) foram da ordem de 1073 A/cmz. Em unidades reduzidas sa
be-se que j(w)=9/8(3)(estacionério), e a corrente inicial de descar
ga & 1/3 deste valor, portanto, em principio suceptivel a medida
com os mesmos instrumentos.

O tempo para © qual praticamente toda a carga externa ja
escoou, pode ser tomado como t=4 quando a corrente externa € da or-
dem de 0,001% do valor inicial. Assim, para uma das medidas que &

mostrada na figura 8 da reteréncia (23) teremos:

4 = 7,2x15%cm
uw=20,7 cmz/V.s
v = 400V
Ei'(°°)=-'1.0_5 A/cm2

Com estes dados devemos esperar que a corrente externa i-
nicial, devida & descarga em curto circuito seja J'(O)zl ILO-5 A/cmz.
O tempo para que praticamente toda a carga medida exter%amente ja es
coou sera (t=4) t'= dz/uv t; t' ~ 74us e portanto perfeitamente
mensuravel atravas do esyuema experimental utilizado em (23).

Um exemplo da corrente externa, sob curto circuito, gera-

da pela distribuigao do tipo

pIX) = |E2+2§xll/2 ’ com Eo= 0,5e j = 0,808 pode ser encon-
o)
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trado na referéncia (24). raralelamente Zahn (1975)(25) resolveu o
problema acima por outro método de integragdo apresentando resulta
dos relativos @ evolugado do perfil de cargas e do campo elétrico
para condigoes de curto circuito e de circuito aperto.

A comparagao entre os dois métodos serad discutida em pu
blicagao futura.
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SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Reestudar o problema da inversao de corrente(z), agora sob

voltagem aplicada. Investigar a possibilidade da ocorréncia
de dupla inversdo quando a distribuigao toca inicialmente
um dos eletrodios.

Estudo da possibilidade de determinar-se as principais carac
teristicos da distribuigao inicial de cargas (carga total ,
primeiro momento, etc.) através da medida da corrente exter-
na.

O metodo variacional discutido no capitulo III, parece ser
basktante promissor na indicagao de tais caracteristicas.

Aplicar a teoria geral exata do M.C.E.L. para o calculo da cor-
rente externa devida a outras distribuigOes de carga, que pos -
sam ser inicialmente conhecidas. Comparar com resultados experi

mentais, se possivel variando a mobilidade dos portadores com o
tempo.

Aplicar o método variacional no estudo de meios com condutivida-
de intrinseca e também ao caso de distribuigoes tais que uma par-
te das cargas permanece presa em armadilhas profundas.
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