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RESUMO

Sao investigadas, utilizando-se a distribuqéo grande ca-
ndnica, as modificagOes introduzidas nas propriedades termodindmi
cas e magnéticas de um sistema de bosons confinado por um poten-
cial harmdnico cilindricamente e esfericamente simétrico.

O sistema apresenta condensagao de B.E. somente no limi-
te de confinamento fraco e a causa desta transigao &€ devido a nao
homogeneidade do sistema, além da dependéncia da fungao densidade
de estados proximos da energia minima. Para este limite de confi-
namento fraco, sao analisados ainda os limites de campo magnético
forte ou fraco, apresentando comportamentos distintos, podendo ser
comparados com 0 sistema de May ou com o sistema de gas ideal nao
confinado e com campo magnético nulo (sistema livre).

A ordem da transigao & analisada constatando-se nao ser
de primeira ordem.

O calor especifico mostra uma descontinuidade finita na
temperatura de transigao.

Abaixo desta temperatura de transigao, o sistema apresen

ta uma magnetizagao espontdnea, valendo entao a lei B-H.



ABSTRACT

The modifications introduced in the thermodynamic and
magnetic properties of a bosons system which is limited by a
spherical and cylindrically harmonic potencial are investigated,
using the grand canonical distribution.

The system presents B.E. condensation only in the weak
confinement limit and the cause of this transition is due to the
non-homogeneity of the system in addition to the dependence of
the density function of states near the minimum energy level.
About this weak confinement limit, the limits of the strong or
weak magnetic field are analysed too.

The limit of the strong or weak magnetic field show
distinctive behavior and they may be compared with the May's
system or with the non-confined system of the ideal gas and with
the null-magnetic field (free system).

The order of this transition is analysed and it is
verified as not being of the first order.

The specific heat present a finite discontinuity in
the transition temperature.

Below this transition temperature, the system presents

a spontaneous magnetization thus satisfying the B-H law.
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caPITULO I

INTRODUGAO

Dentro da vasta area de estudo sobre transigao de fase ,
existe uma classe de sistemas que apresentam este fenOmeno e podem
ser tratados exatamente devido ao fato de nao ser relevante a inte
racao entre as particulas.

Os sistemas de bosons ideais constituem essa classe.

Apds S.N. Bose (1924) desenvolver um novo método, a "es-
tatistica de Bose", utilizado na derivagdo da formula de Planck pa
ra a radiagao do corpo negro, e A. Einstein aplica-la a um sistema
de gas ideal de particulas massivas, os sistemas de bosons tém si-
do alvo de constante interesse.

F. London rederivou a condensagao de B.E. definida como
uma ocupagao macroscoOpica de um estado particular e estimou a re-
giao de temperatura onde os efeitos quanticos tornam-se importan-
tes. Sugeriu também uma conex@o entre a condensacao de B.E. e a su
perfluidez do Hé .

Moskalenko, Blatt e Casella (1962), independentemente ,
estudaram a possibilidade de existir a condensacao de B.E. em exci
tons (par eletron-buraco).

Mais recentemente, no estudo das linhas de emissao do
CdSe, a linha de emissao mais intensa foi explicada, supondo-se a
existéncia de uma condensagdo de B.E. dos excitons.

Devido ao fato dos sistemas de bosons serem altamente de
pendentes da dimens3o e de campos externos, varios s3o os  crite-
rios encontrados na literatura que proibem ou nao a condensagao

de B.E..



Para um sistema de gads ideal tridimensional nao confina-
do, Schafroth (1955), mostrou gque um campo magnético uniforme exter
no destrdi a condensagao.

Contudo May (1965) demonstrou que para sistemas de dimen-
sdes maiores do que guatro, a condensagao aparece mesmo quando o
campo magnético uniforme externo esta presente.

Para sistemas infinitos e homogéneos, Hohemberg apontou a
proibicdo da condensagdo para uma a duas dimensdes. Com relagdo a
sistemas infinitos, mas ndo homogéneos, através de dois exemplos
(ga@s ideal de bosons 1-D num campo gravitacional e gas ideal de bo-
sons 2-D em rotagao, Widon (1968) mostrou que a quebra da invarian-
cia translacional do sistema, devido a campos externos, introduz a
condensagao nestes sistemas.

Rehr e Mermin (1970), reestudando os exemplos de Widon ,
propuseram que a condensagao ocorre, ndo porque o sistema & nao ho-
mogéneo, mas sim porque a densidade de particulas torna-se divergen
te em alguma regiao do sistema.

Os sistemas de bosons saoc também altamente dependentes de
efeitos de borda ou fronteira.

Uma maneira simples e matematicamente exata de se discu-
tir estes efeitos, foi sugerida por Darwin (1930), no estudo do dia
magnetismo de eletrons, através de um caso especial em que o gis &
confinado por um potencial harmdnico.

pash, Schick e Campbell (1971), usando o confinamento har
mdnico para sistemas bidimensionais de filmes de Hg sem campo mag-
nético, observaram a existéncia de uma transigdo de B.E.. £ interes

sante notar que a densidade de particulas & sempre finita, contra -



riando o critério proposto por Rehr e Marmin.

Motivados por esses interesses, propusemo-nos a explorar
© modelo de confinamento de Darwin para sistemas de bosons livres
(gas ideal de bosons) sob a influéncia de um campo magnético uni-
forme externo. Mostraremos casos onde ocorrem a condensacao de
B.E. para sistemas de duas e tres dimensoes com confinamento har-
moénico.

Notamos que o efeito da dimensionalidade no modelo de
Darwin & marcante. Para melhor observar isto, discutiremos:

l. sistema 3-D confinado por um potencial harmdnico ci-
lindricamente simétrico com campo magnético (de agora
em diante denominado sistema 3D-24)

2. Sistema 2-D confinado por um potencial harmonico ci-
lindricamente simétrico com campo magnético (2D-2d)

3. Sistema 3-D confinado por um potencial harmdnico esfe
ricamente simetrico com campo magnético (3D-3d).

Fazemos o estudo em gque o potencial harmdnico torna-se
arbitrariamente grande ou pequeno (mola forte ou fraca).

O sistema 2D-2d com B=0 foi estudado por Dash, Schick e
Campbell. Em nosso caso, o estudo desse sistema, com mola fraca ,
resultou numa transigao de B.E. somente para campos fracos. Tanto
a mola forte como o campo forte destroem a condensacao deste sis-
tema. |

Para os sistemas 3D-2d e 3D-3d o limite de mola forte tam
bém destrdi a condensacio, que sd ocorre para mola fraca, qual-
quer que seja o campo. Para cada um dos sistemas, calculamos pri-

meiro a fungao de partigdo de uma particula e tomamos o limite de



mola fraca, que corresponde a aproximacdo semi-cldssica da fungao
de partigao.

Atraves de uma transformada inversa de Laplace pode-se
obter a densidade de estados. O cadlculo dessa densidade & impor-
tante porque nos possibilita prever a presenga de um condensado e
entender as aproximacoes de campo fraco ou forte.

Podemos observar também que, na fungao de particao, a de
pendéncia no campo magnético & a mesma que a obtida por Schafroth
e May. Com isto, & de se esperar que as propriedades maqnéticas
também tenham as mesmas formas funcionais.

Um outro fato importante & que, no limite de confinamen-
to fraco, a mola modifica a fungdo de partigao numa poténcia de
8 (= 1/KT) diferente, comparada com o sistema livre (gas ideal de
bosons). Assim, podemos fazer uma correspondéncia da dimensao des
te sistema com os sistemas nao confinados (k =0). Desta analise ,
podemos concluir, por exemplo, que o sistema 2D-2d, no limite de
mola fraca, estad relacionado com um sistema nao confinado de di-
mensac quatro.

Podemos entio esperar expressOes para a energia média ,
o numero de particulas e o calor especifico de forma semelhante
aos resultados ja apresentados na literatura.

Usando o método desenvolvido por S.G. Rosa Jr. e W.T.
Grandy Jr., obteremos o potencial termodinamico de um sistema de
particulas (que nada mais é que o logaritmo da grande fungao de
particao) usando uma representagao integral (inversa de Mellin)
para a fungao logaritmo.

A partir do potencial termodinamico , @(u,k,B,T) podemcs



obter a entropia, a energia média, o calor especifico e a magneti
zagao por derivacgao parcial de @ .

Nos capitulos seguintes fazemos o estudo dos sistemas so
mente com confinamento fraco, por apresentarem condensagao de B.E.

No apéndice, estudaremos o limite de confinamento forte.



“ caplTuLo II

SISTEMA TRIDIMENSIONAL COM CONFINAMENTO
DE SIMETRIA CILINDRICA

1. A FUNGAO DE PARTICAO

Consideremos um gas de bosons livres de carga -e, mas-

sa m, confinado por

v (2) =%

um potencial harmonico bidimensional

k (x2+y2) e sob a influéncia de um campo magnético exter-

no uniforme B=B 2 .

Escolhendo o gauge cilindrico para o potencial vetor

A(r) = %-(-y,x,O), a hamiltoneana clissica de um boson livre &

ﬁ e 1({e2B?
H= +—(Xpy-ypx) -2—[ +k] (x2 +y2) . (1.1)
2m 2mc 4mc?

Com a introdugao da frequéncia de Larmor w, = eB ¢ 4da

Zmc

frequéncia de Larmor modificada Q ==(wi-+wg)l/2 , onde w§==k/m

L
~ g
e mais a substituigao do momento p pelo operador -itfvV , obtemos a

’

hamiltoneana quantica de uma particula:

292

A= -2 - xi-—yﬁ_]+lmni(x2+y2). (1.2)
2m 3y ax 2

Sendo wj as auto funcoes e Ej os auto valores de H, a

fungdo de partigao de uma particula pode entao ser calculada atra

ves de

e . (1.3)



Seguindo o procedimento feito por Felderhof e Roval, po-

demos diagonalizar a hamiltoneana (l1.2) com a introdugao das

se-
guintes coordenadas normais
meQ .
a, =%;.[__I".Jl/2 (x $iy) + 1 73 (px;ip ) (1.4)
* i 2 (fima ) Y

s = +
as regras de comutagao de a, e a

;, lembrando que

[Pirpy] = [xixg5 =0 Py rXy| = ~iH 8

J ’

sao

[at,ax] = Lai,a"_’] = [ai,a]= 0

[ai,azl =1

Desta forma a hamiltoneana (1.2), em termos dos operado-

+ .
res a, e a, , pode ser escrita como:

2

+ 1 + 1, . Pz
H=Tw,(a a + —2—)+hm_(a_a_+5)+5— (1.5)
m
onde introduzimos
wi=QL + wp oo
Os auto valores sao agora facilmente obtidos
p2
E = Hw, (n +l)+h:w (n +-l-)+-E (1.6)
+174 2 == 2 2m
n+ln_lpz



Com os niveis de energia, a funcao de partigao & facil-

mente determinada por soma direta

-BE
- ByrfoiPr oL 1 1
2(8) = € B «hw+ o _
Dy Py 4 senh(e ) senh[s )
L2 2
(1.7)
211'8‘52 1/2 - . - - N
onde X = [-—15—-J e o comprimento de onda termico.
1.1 - Limite de confinamento fraco = (w_ > 0)
Neste caso, as frequéncias sao aproximadas por
“5
0w 8 m————— << 1
- ZwL
e
w, = ZwL
resultando para a fungac de partigao
ghiw
z(g) = = 1 L . (1.8)

A (Shwo)z senh (8w )

Este mesmo resultado pode ser obtido, quando se faz uma
aproximagao semi-classica na energia. Quando w >0 temos que o esg
pectro de energia de um oscilador tende ao continuo. O somatdrio

em n_ vode ser expandido em série de poténcias de 1, sendo o ter-



mo de poténcia zero a fungdao de partigl3c classica de uma particu-

la.

2. O POTENCIAL TERMODINAMICO

Neste segundo item, calculamos o potencial termodinamico
Q(k,B,T,u,L) através de uma representagao integral (inversa de

Mellin) para a fungao logaritmo.

A fungao grande partigao é

-8Q
Z(8,L,k,B,N) =e B (2.1)

onde

inz = —'ZSLn {l -e_ B(Ej_U)]

J

sendo y o potencial quimico, 8= 1/KT e Ej O espectro de energia.

Entao

-B(E,-u)
Q=KT £2n l-e J (2.2)
J
A representagao integral para a fungao logaritmo &
Ctie
=B (E;-u) -BE.t
n [l-—e ] ] = J[ mecosmt But o TTIT 44
2ni . tsenrnt
c-iw

onde 0<c<1.
Deste modo o potencial termodinamico (2.2), apds a troca

da ordem de soma e integragao, torna-se
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c+ix®

-BE.t
j T_T_C_(_)_S__TT_E eBUt T e J at (2.3)
t sen mt 3

= KT

2ri ,
c-iw

cu seja, o potencial termodinadmico & uma transformada integral da
funcdo de partig@o de uma particula
-BtE.
z(8t)= L e I .
J

A caracteristica fundamental da equagdo (2.3) & a separa-
¢ao completa do problema dindmico (totalmente incorporado no termo
Z(8t)) da estatIistica obedecida pelas particulas (associada ao ter

mo cos nt). Assim, o termo Z(Bt) contém todas as consequéncias de

tamanhc, forma, dimensionalidade e influéncia de campos externos.

2.1 - Limite de confinamento fraco

Substituindc a fungdo de partigao (1.8) na expressao ge-

ral para o potencial termodinamico (eqg.(2.3)), obtemos:
ctiw
_ g €L 1 T cos Tt eBut
Q= =KT 572 dt
A (Bhw,) 27i c-iw © sen nt senh(Bte )
(2.4)
Impondo a relagao u<llﬂ; , 0 contorno pode ser fechado a

Sireita do eixo imagindrio. g pode entao ser escrito em fungao dos

residuos calculados nos polos do integrando (2,4) que ficam a di-

* Apendice A

+
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reita do caminho C (veja figura 1).

Estas singularidades sao provenientes do termo seﬁq'nt
e estao localizadas no semi eixo real positivo, nos pontos
1,2,3,00¢ Jypens

Usando o teorema de Cauchy e com o auxilio do teorema
£(z) £z

= —9° , (2.5)
g(z) g (zo)

Res

valido para polos simples, obtemos para © potencial termodinamico

B e Bul
q=-x7 & —L 2 e

A (Bt )2 J=1 45/2

(2.6)
senh (BJ eL)

A partir de (2.6), podemos calcular facilmente outras fun

coes termodinamicas de interesse, tais como

_ _3Q L fep L e
N=-= iy 2 =1 33732 ) (2.7)
u T,B,k,L A (Bﬁwo) J senh (873 EL)
e
©  -gjlec=u)
me 202 _rfite e T T 23
7 4=1 772 ~283 ¢
Blo u,n,x 1 (BRwg) j o L
1 : .
- ]COtgthsL (2.8)
B €L

Comparando estes resultados com os obtidos por May para

um sistema n-dimensional nao confinado na presenga de campo magné
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Figura - |



tico,
w —BIfle.-u) :
g, =KLV T e " ! (2.6a)
May W =1 %4_1 l_éﬂj Bep
J
w —Bi(e -w) .
. _ v : e L 23 8 EL 2.72)
May n ._ -2 B¢ -/a
Y o3=1 jn/2 1-e L
v w “BIler-w) 25 8¢
m = —, ¢ & ,L 1 -jcotghB je
May ZBo j=1 %+ 1 l_e-23 B S €L L
J

(2.8a)

notamos gue as equagoes do sistema 3D-2d estao relacionadas com as
do sistema de dimensao 5 de May.

Estudando a convergéncia da série (2.7a) May mostrou que
a condensagao ocorre para sistemas de dimensoes ﬁaiores do que qua
tro. Vemos, portanto, que o sistema confinado 3D-2d apresenta a
condensagao de B.E..

Dentro deste limite de confinamento fraco, & possivel
ainda fazer um estudo em que o campo magnético seja fraco ou forte
(Bep<<le BeL:w>l). Para isto fazemos uma separagao em dois sub-
-Iitens 2.1.a e 2.1.b onde obtemos as expressoOes para Q,Nem ,

tratando-as no item 3 de forma mais detalhada.
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2.1.a - Campo fraco (Be; <<1)

Ao tomarmos o limite de campo fraco*, obtemos para (2.6),

(2.7) e (2.8)

L KT

Q== = e F B(e_ =wu) (2.9)
A (8w, )2 /2 [ L ]
L 1 |

N= 2 e F B (e, =u) (2.10)
A (Bﬁwo)z 5/2 [ L l

Ly B €
m= - 2 L Fy [s(eL—u)] (2.11)

A (BHwy)2 3

respectivamente, potencial termodinamico, numero de particulas e
momentc magnético dos estados excitados do sistema.

Se definirmos wu' =-weli-u) como sendo um novo potencial
quimice, fica bastante clara a semelhanga das equagOes acima  com
as equagoes de um sistema livre de dimensao 5. Este relacionamento
do sistema confinado com o sistema livre aparecera muito nitido no

calculo das fungoes termodinamicas.

2.1.b - Campo forte (B €p,>> 1)

Neste limite, as equagdes (2.6), (2.7) e (2.8) juntamente

com as propriedades das fungoes de B.E**, resultam em:

2L €1,

A (BHwy)?

o=- Py [8ley v (2.12)

* Apendice B
** ppendices B e C



ZI.BeL
N= mF3/2 [B(EL"U)] (2.13)
(o]
2Luo
m= m Fs/z[s(eL—u)]— BELF3/2 [B(SL"U)J

(2.14)

Notemos que o limite de campo forte "muda" a "dimensao"
do sistema, ja que podemos relaciona-lo com um sistema livre de di

mensao 3.

3. PROPRIEDADES TERMODINAMICAS E MAGNETICAS

Neste Item, fazemos um estudo detalhado da entropia, ener

cia mecdia, calor especifico e magnetizagéo.

3.1 - Confinamento fraco e campo fraco (wo <<wp € Bep<s< 1)

De (2.9) e (2.10) temos

=L __ KT -
Q s Toho)? F7/2 [B(EL uﬂ
L 1
N ; ?E%:;TE F5/2 [B(EL-_uﬂ

Como a densidade de estados & zero para e=¢; € as ex -
pressoes foram obtidas transformando-se soma em integral, devemos

incluir nas expressdes acima a contribuigao do estado fundamental,

a saber
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L KT
Q=Q -2 ———— F Ble, -u) (3.1)
° a (stw,)? 72 [flen v
L 1
N=N, + = ———— F Bler —u) (3.2)
°© " Y (etwgy) 2 5/2 [ L “]

onde

- Ble, —-n) 1
QO=KT2n[l—e L }

e L (3.3)

/
O carater mondtono decrescente das fungOes de B.E. somado
i restricao sobre o potencial quimico (-»<u<eq) impoe a existén-

cia de um nimero maximo de particulas na equagao (2.10), dado por

L
N = e~——————on0 F (0) (3.4)
M (ptiw )2 72

onde fizemos w =¢; .

Na situagdo em que o nimero total de particulas presentes
no sistema for maior do que N, certamente havera uma fragao nao
desprezivel de particulas no estado condensado.

Alternativamente, podemos definir uma temperatura critica

Tc==Tc(N,eL,k,L) por

1/2

L mK
c

5/2
(iw )2 |27mh2 k2 T Fg,o(0) | (3.5)
(o]




-17 -

L mK
(hw,)? \2mh2

mos de uma temperatura caracteristica TO, de um sistema confinado

A grandeza K2 pode ser reescrita em ter

)1/2

sem campo magnético (veja apéndice F).

Assim, (3.5) resulta em

ou seja, a temperatura critica do sistema & independente do campo
magnético no limite de campo fraco.

Substituindo (3.5) em (3.2),

7 1572 F5/2 [B (eL“ u)]

To

(3.6)

N =
No-+N

Fg,,(0)

Para T > Ty ajustamos u de forma que a contribuigao do
seguncc termo nao seja maior do que o nimero de particulas do sis

tema, ou seja, 1 <eL

Neste caso, o primeiro termo de (3.6) & desprezivel fren

te ao segundo. Com isto, temos

T 5/2
< (3.7)
T

Fy,p[8lep-w) = Fg /p (0)

que € a equacao que determina o potencial quimico v como funcao da
temperatura, do numero de particulas (Tc), da magnitude da energia
do estado fundamental e do confinamento (Tc).

Por outro lado, para T.<Tc, wEer € portanto

oy 5/2

T
C

N =N (3.8)

exc
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(3.9)

Este Gltimo resultado mostra a semelhanga com um sistema
de ¢as ideal livre de dimensao 5. A diferenca estd na dependéncia
da temperatura critica T.(k,B,N,L).

A ocupagao macroscopica do estado fundamental tem  como
consequéncia um comportamento termodinamico diverso daquele obser
vado, quando T> Tc‘ Isto €, as grandezas termodinamicas, como fun
cao da temperatura, tém dois ramos: abaixo e acima de T.

Como passo intermedidrio no calculo do calor especifico,
calculamos a entropia S(T,#,L,B,k) e a energia media E(T,L,k,B,u)

do sistema. Assim,

g=- 3% (3.10)
)
T L,v,k,B
F=Np+ a(ﬂs)\ (3.11)
%8 LIHIkIB

Estas fungOes sao facilmente obtidas e apds substituir

(3.5), obtemos

T

——

T

NK

o) F7/2[B(€L-uﬂ4-B(eL-u)FS/Z[B(eL-uq}

5/2 7
}

Fs/2 c

(3.12)
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5/2 F B (e -un)
E= 2 NKT -:-I‘—) 7/2[ L J + Neg (3.13)
2 Te Fg /2 (0)

Assim para os dois intervalos de temperatura T > T¢ e

T< T, , usando a notagéo de F. London, E+ e E-, temos:

Para T< T S =N_+ i &
cr M EL e N ho Nexc (Neste intervalo e neces

sario considerar tanto as particulas do estado condensado como as
do estado excitado)

E- = 2 NKT

2

Te

+ e N (3.14)

T 5/2 F7/2(0)
“”'““”; L

F5/2(0

P e 1 ao N =
ara T>T, Nj e desprezivel frente a Nex e entao N = N,

(o C

F B(e.=u)
gt = 2 kT 7/2[ L ] + e, N (3.15)

2 Fs/z[e(eL—uﬂ L

Nas expressoOes acima, Os primeiros termos sao os de um
gds livre 5-D e a presenga do termo e, N & devido & translagao dos
niveis de energia pelo campo magnético.

O calor especifico & agora facilmente determinado. Para
um niimero médio de particulas N fixado, a dependéncia na tempera-
tura do potencial qulmico pode ser eliminada através de (3.7).

Assim, para T <T,, temos que u=¢; e N = fixo e entao

_ - 5/2 F (0)
o~ = 3E = 35 k| ZX 7/2
3T L,k,B 4 F (0)

(3.16)

T
C

5/2
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Para T> T,, de maneira andloga

ot = 2ET - 35 xx F1/2 [B(“:L'“)] _ 25 Fs/z[B(EL‘“)]
Lk, ©  Fs.2 [Bep-w)] 4 F3/2[B‘EL‘”)]

(3.17)

0 valor classico de Dulong-Petit ct = 2NK & obtido de

2
(3.17) notando-se que
a) para temperaturasmuito altas, T >> Tg, =Bu>>1 ;

!

b) o caradter assintdtico das fungoes de B.E.
-Q
F,(e) e *, onde a= -Bu .

A dependéncia em W nas equagoes (3.16) e (3.17) pode ser
eliminada através de (3.7) e da representagao em série das  fun-
¢Oes de B.E.. O resultado numérico de tais operagdes pode ser vis
to na figura 4.

A caracteristica interessahte mostrada pelo calor especi
fico € a existéncia de uma descontinuidade finita em T=T,,

- +
AC=C - C

Fe /., (0)
= Byg L2 (3.18)
4 Fy/q(0)

descontinuidade esta independente de qualquer uma das variaveis
do sistema.

Notemos também que a entropia (eq.(3.12)) estd de acordo
com a 3a. lei da termodinamica; S+ 0 quando T+ 0°K, ou seja, a

fase condensada (que & a Unica existente em T = 0°K) tem entropia
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nula.
De (3.12) temos, para os dois intervalos de temperatura
_ 5/2 F (0)
s~ =1 NK(_T_) 1/2 (3.19)
2 T, Fg/5(0)
e
F Ble. =u)
st = 7 xk 1/2 [ L } + NK g(er =) (3-20)
2 F [B(e -u)} L
5/2 L

Assim, em T=T,, u=¢; entao

s = st -8 =0 (3-21)

ou seja, a entropia & continua em T=T,.

Mas de (3.18) temos uma descontinuidade finita na deriva
da segunda do potencial termodinamico. Usando o critério de
Ehrenfest, vemos que tal transigao de fase &€ de segunda ordem.

O momento magnético para este sistema de mola fraca e
campo fraco & dado por (2.11).

Novamente, para os dois intervalos de temperatura, temos

- Beru
m = - L L o p_ _(0) (3.22)
A (Bhw,) 2 3 3/2
R L i A F (e, =) 3.23
m = NP S 3/2 [BEI‘ u ] (3.23)

Como D(e) =0 quando e =¢_, a contribuigao do estado fun-

Ll
damental nao foi levada em conta em (3.22). Assim, devemos acres-
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centar o termo

na expressao de magnetizagao.

Portanto, para T<T, o momento magnético total &

) 5/2) B¢ 5/2 F., (0)
m = -y, N P--l) ] + —L [T 3/2 (3.24)
TC 3 Tc F5/2(0)

Colocamos novamente abaixo a equagao obtida por May para

a magnetizagéo, neste mesmo limite de B eL<< 1l

n
- n/2 Bep | q 0/2 45+ﬂ
My oy = “Ho N 1 - = o— = —
y T, 3|1, z(n/2)

onde n é a dimensao do sistema e ;(z) & a fungao zeta.

Tal comparag¢ao, lembrando que Fc(0)==;(o), vem confirmar
o que foi dito na introdugao deste trabalho.

Temos pois um sistema estritamente diamagnético. Observe
mos contudo que abaixo de T, © estado fundamental contribui com
uma magnetizaqao espontanea para o sistema, que continua a exis -
tir, mesmo na auséncia de campo magnético aplicado.

Estes fatos indicam que, para este sistema, vale a lei

B-H, dada por

c ¢ _ (3.25)



T

Te

ou seja, a magnetizagao espontanea de-

5/2
com Hc= N[l— }

vido ao estado fundamental, "cria" um campo magnético de expulsao.
A outra contribuigdo de (3.24) é somente um pequeno termo diamag-

nético devido aos bosons nao condensados.

3.2 - Confinamento fraco e campo forte (w << wy, € Bep >> 1)

Neste caso, temos de (2.12) e (2.13), onde ja levamos a

contribuigao do estado fundamental

2L € ]
Q=Q - F Ble. - u) (3.26)
° A (ptwg)? 2 [#es
2L B €
L
N=N. + ————— F Ble, — u) (3.27)
°© A(B‘ﬁwo)z 3/2 [ L ]

De maneira andloga aquela feita no Item anterior, (a res
tricao sobre o potencial guimico juntamente com as propriedades
das funcdes de B.E.), temos que existe um nimero critico de partl

culas dado por

2L 8 L

A (Bhwo) 2
Quando o nimero total de particulas presentes no sistema
for maior do que N., haverd uma fragao ndo desprezivel de particu
las no estado fundamental, mostrando a existéncia de um condensa-

do.
Podemos definir uma temperatura critica Tc(N,B,B,k), em

vez de N,, por



o = 2L EL (mK )1/2 3/2

= KT F (0) (3.28)
(‘hwo y2 | 27h2 ¢ 3/2

Eliminando o termo dependente da mola e tamanho em ter -
mos de uma temperatura caracteristica do sistema sem campo magné-

tico (apéndice F), podemos escrever a temperatura critica Te COmo

2/3
Te Fs/200) < 1 (3.29)
TO eL
2 KTg F3/2(0)

ou seja, a temperatura critica deste sistema confinado na presen-
ca de campo forte & menor do que a temperatura critica do sistema
confinado sem campo magnético.

Pode-se dizer que o campo maghético diminui a temperatu-
ra critica.

Com o auxilio da expressao para a temperatura critica ,

reescrevemos a equagao para o numero de particulas:

3/2 F3, [B(EL'”)]

_T_) (3.30)
Te F3/2(0)

N = N,+N

Pelo mesmo argumento usado anteriormente temos para T>T,

T 3/2
C

e para T< T ¢ W EL
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o (3/2
N =n[Z (3.32)
exc T
C
o (3/2
N =NP- z } (3.33)
© T
C

Novamente podemos visualizar a semelhanga destes resulta
dos (eqg.(3.32) e (3.33)) com os resultados de um sistema livre tri
dimensional. Tal fato decorre da semelhanca entre as fungoes den-
sidade de estados destes sistemas para baixas energias.

A entropia e energia média, sequindo o procedimento ante
rior, sao dadas por '

NK

3/2

_ T 5 1 - _

S—F_——ZO—)-(-'I-‘_) {—2- F5/2 {B(EL—U)J + B(eL u)F3/2 [B(EL u)]}
3/2 c

(3.34)
3/2
s (L) {2 S T
F3,2(0 1T, 2

+ Bep = W) F3/2[s(eL—u)}} + uN

(3.35)
Assim, para T‘<Tc P WEEL
- x 3/2 F (0)
E- = 3 NKT(-T— 22 €N (3.36)
2 Tc F3/2(0)
e para T>Tc r N=Nooo



St o 3 agp L5/2 [ )]

2 Fi/2 [B(EL'“)]

+ e N (3.37)

Estas equagdes vém confirmar o comentario ja feito com
relacao a semelhanga deste sistema com um sistema tridimensional.

Do mesmo modo, o termo e N & somente a energia potencial adquiri

L
da devido a translagao dos niveis de energia.

O calor especifico segue, dado por

_ 3/2
o= 15

j; FS/Z(O) (3.38)

+_ 015 Fs/2 [B(EL—“)] -2k F3/2 [B(ef“)]

n F3/2[6(eL—u)] 4 Fl/z[B(eL-u)]

(3.39)

De maneira analoga, o valor classico de Dulong-Petit &

ct= 3 nx
2
Em T="Tg
_ F., . (0)
sc=c -ct= &g 342 (3.40)
4 Fl/2(0)
Como F1/2(0)+w , vemos que o calor especifico & con-

tinuo na temperatura de transigao. De (3.34) temos que S+ 0 gquan
do T+ 09K, satisfazendo a 3a. lei da termodinamica.

Em T=Tg,, AS = S+ -8 = 0, ou seja, a entropia é continua
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na temperatura de transigao. Sabemos entao, com certeza, que esta
transigado de fase nao & de primeira ordem, pois nao existe calor

latente envolvido na transigao.

O momento magnético &€ dado por (2.14). Nos limites de

T>T, e T<T, temos, respectivamente:

+ 2L u,

m = ———(F Ble;=n)] = Be  F B(e -u)} (3.41)
X(B’hwo)z{ 5/2[ EL 1-!] L 3/2[ L ]

) 3/2 3/2 [F.,,(0)
m = -ug N [1- -.T-) ]-KT(-T-) LI - g |2(3.42)
To Tq Fy,,(0)

onde ja incluimos a contribuigao do estado fundamental em (3.42).
0 mesmo comportamento daquele observado no item (3.1) ,

equagoes (3.23) e (3.24), & o que se observa nas equagoes (3.41)

e (3.42) valendo pois os mesmos comentdrios feitos anteriormente.



caplTuro III

SISTEMA BIDIMENSIONAL COM CONFINAMENTO HARMONICO
DE SIMETRIA CILINDRICA

1. A FUNGAO DE PARTIGAO

Consideremos agora um gas bidimensional de bosons livres
de carga -e, massa m, confinado por um potencial harmdnico
V(TF) = %J{b@-+y2) e sob a influéncia de um campo magnético unifor-
me B na diregao normal ao plano do sistema.

Como as particulas do sistema tem um grau de liberdade a
menos com relagao ao sistema anterior (nd3o movimento na diregao Z)
sua hamiltoniana &€ a mesma do sistema tratado no Capitulo II exclu

indo-se o termo p2/2m, ou seja,
p2 .

- + 1 1 .

B=fu, la, a_+ 5|t to_la_a_ + 3 (1.1)
onde as grandezas a, e w, Sao as mesmas ja definidas na pagina
7.

Os niveis de energia seguem dados por

E(n,,n ) =-+Huw,|n +l + Hw |n +l (1.2)

+/7= +| T+ 2 -|"- 2
A fungao de partigao & obtida de maneira analoga:
_ 1 1 1
Z(B) - - Bhw+ ma- (103)
4 senh senh
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Como consequéncia da hamiltoniana (1.1) ser a mesma ha
miltoniana (II-1.5), a menos de p§/2m, temos que (1.3) também & a
mesma fungao de partigao (II-1.7) relativa ao movimehto no plano.
O termo L/)A & devido ao grau de liberdade na diregao Z.

No limite de confinamento fraco a expressao (1.3) re-

duz-se a:

BsL
Z(B) = (1.4)
(Bhwo)zsenh(BeL)

2. O POTENCIAL TERMODINAMICO

Fazendo uso do formalismo desenvolvido no Capitulo II ,
e com a fungao de partigdo do Item anterior, podemos estudar o po
tencial termodinamico @ (k,B,T,u) deste sistema bidimensional. Fa-
remos novamente um estudo para o caso de confinamento fraco, po-

dendo ser fraco ou forte o campo magnético.

2.1 - Limite de confinamento fraco

De (II-2.3), (II-2.7), e (l1.4), mais o teorema de Caucly
resulta, para o potencial termodinamico, ntmero de particulas e

momento magnético.

BuJ
© Be, e
(Btiwy)2 3=1 32 senh 8j e,
Buj
« Re, e
N=-28._ 1 L (2.2)

du (Bfiwo) 2 3j=1 3J senh(Bj er)
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M © BuJ
m=—a—9=__._o.— z e

B (Shwo)2 j=1 jzsenthsL

P.— BechotghBJ EL]

(2.3)
A equagao (2.2) pode ser reescrita como:
w 2B¢ -Bj (e, -u)
N = ___i_—; z : L e -nge (2.2a)

Com o mesmo método usado no apendice E para estudar a

convergéncia de uma série, encontramos que:

F, [s(sL-u)] <N g MO Fl[B (eL-u)]

ou seja, no limite de campo forte a série (2.2a) diverge loga-
ritmicamente e, portanto, este sistema também nao apresenta a con
densagao.

Observemos que as equagoOes deste sistema confinado es-
tao relacionados com as de May (eq. II-2.6a, II-2.7a e II-2.8a)
como se fosse um sistema de dimensao 4. Temos entao um caso  que
nao apresenta a condensagao de B.E. e que € o limite do critério
estudado por May.

2.1l.a - Campo fraco

Procedendo de maneira andloga a do Capitulo II, item 2.l.a (apéndi
ce B), obtemos:

KT
Q=- ——=— F, (8 (e u) (2.4)
(6ho )2 s oo
1 | |
N= —=— F,[8(c-u)] > (2.5)

(Bﬁwo)2



u_ Be
m=- —0° L Fl[e(eL—u)] (2.6)
3 (phio ) 2

A série F,(«) da equagao (2.5) & limitada na origem
(apéndice C), existindo entdo um numero critico de particulas, e
portanto, uma condensacao.

Tal sistema estd relacionado com um sistema livre de di
mensao 4. Estes resultados ja eram esperados, pois vimos que a
fungdo de partigao deste sistema confinado & a mesma fungao de
partigéo do sistema 3D-2d , exceto pelo termo L/A. Ou seja, a de-
pendéncia em B do sistema 2D-2d € 1/2 menor daquela do sistema
3p-2d. Como o sistema 3D-2d esta relacionado com um sistema livre
de dimensao 5, o sistema 2D-2d se relaciona com um sistema livre
de dimensao 4.

Os resultados de Dash, Campbel e Shick (2D-2d e B=0)pa
ra o potencial termodinadmico e nimero de particulas, no limite de
volume infinito, coincidem com as expressaes (2.4) e (2.5) acima.

3. PROPRIEDADES TERMODINAMICAS E MAGNETICAS

Do Item (2.1.2), vimos que o sistema 2D-2d no limite de
campo fraco apresenta o fendmeno da condensagao.

Com isto podemos definir novamente um numero critico de
particulas através de (2.5) por

_ 1
N = —— F2(0) (3.1)

(Sﬁmo)z

onde u = €p
Ao invés de N_, podemos definir uma temperatura critica

Tc = Tc (N,B,k)

k 2

'hwo

- 2
N = TS F2(0) (3.2)




Assim, na situaqéo em que T~<Tc (N:»Nc), existira um nu-
mero nao desprezivel de particulas no estado fundamental, ou seja,

2 5 !B(e -u)
2 L
'Fz _ (3.3)

Quando T>T_, © nimerc de particulas excitadas €, no ma-

T

T
Cc

N=NO+N

ximo, o numero de particulas do sistema (u < e) e entao -

2
F2(0) - (3.4)

T

F, @(EL-uﬂ =

que determina u como fungao de N,B,k e T.

Por outro lado, para T < Tc’ WEep

N = N/ e (305)
exc T
C
2
N =N[1- I ] (3.6)
" |
C

Novamente aqui, podemos ver que a relagao formal deste
sistema com o sistema livre 4D & perfeita.

Seguindo o procedimento dado no capitulo II, calculamos
a seguir, para os dois intervalos de temperatura (T>Tc e T~<Tc)
a entropia, a energia média, o calor especifico e o momento magné
tico.

De II-3.9 e 2.4 obtemos para a entropia

K

2

= 2 - - -

S= :h—w-) KT {3F3[B(EL l-l)] + B(EL U)Fz[B(CL U)]} (3.7)
o
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A energia média segue dada por (II-3.11)

2

E==‘ﬁK KT? 2F3[8(8L-uﬂ + B(eL—u)Fz[B(eL-uﬂ + uN
w
(o]
(3.8)
Assim, para T<T e T>~Tc
- 2 F,(0)
E~ = 2NKT igj 3 + e N (3.9)
Tc F2(0)
F @(e -uﬂ
E+=2NKT 3 L + e€_N (3.10)
L
FZ[B(EL—uﬂ

como tinha de ser, ja qgue o sistema 2D-2d se relaciona com O sis-
tema livre 4D.
De (3.9) e (3.10), ¢~ e ¢t s3o facilmente obtidos

_ 2 F,(0)
c ==6NK(£L 3 (3.11)
T_| F,(0)
e
F. |B(e_.-u) F,|{B(e,.-u)
ct=6nk = L ] - 4NK 2[ L ] (3.12)
F, |8 (ep-n) Fl[s(eL~uﬂ

De maneira idéntica aquela do capitulo II o valor clas

sico de Dulong-Petit &

C+ = 2NK
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De (3.11) e (3.12) podemos observar que, para T==Tc

_ F_(0)
ac=c -ct= ang -2
F, (0)

(3.13)

Mas como Fl(O)-+w, logaritmicamente, vemos que o calor
especifico &€ continuo em T,-

O calculo de 4S=S" -S' mostra-nos também uma continui-
dade. A 3a. lei da termodinamica & verificada novamente.

Como AS =0, nao existe calor latente envolvido na tran-
sigao, ou seja, esta transicao de fase nao € de la. ordem.

O momento magnético & dado por (2.6) qgue para os dois
intervalos de temperatura, ja levando em conta a contribuigao do
estado fundamental, nos da:

u_Be
mt= - —o L F, [e(eL—u)] (3.14)
3(Bﬁwo)2
- - u_Be -B(e;~u)
m = lim 5 (e i) - 2 L 2n[l—e L
wrep | o L M_p 3(Bfw)?

(3.15)

onde podemos visualizar os mesmos comportamentos daqueles observa
dos para o sistema 3D-2d, ja que a diferenga entre os dois & so-
mente o grau de liberdade na diregdo Z, mas a dependéncia com ©
campo magnético € a mesma.
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capiTurLo 1v

SISTEMA TRIDIMENSIONAL COM CONFINAMENTO HARMONICO
DE SIMETRIA ESFERICA

1. A FUNGAO DE PARTIGCAO

Como ultimo caso, estudaremos, neste capitulo, o confi-
namento harmonico de simetria esférica.

Este sistema e constituldo de bosons de carga -e, massa
m, confinado por um potencial V(¥) =1/2 k(x2 +y2 +22) sob a influ
éncia de um campo magnético B=B Z.

A hamiltoneana de uma particula desse sistema &

_ + 1 + 1 + 1
H—’hw+(a+ a++ 5) +/hw_(a_a_+§) +hwo(aoao+-2-) (1.1)
onde
oy My 1/2 ipZ
aj= == zZ + 177
VERRNE W /?(mhwo)

Os niveis de energia seguem, dados por

) + 'hw_(n_ +-]2‘-) +‘hwo(no+l)

E(n+,n_,no) = huw S

o
+
N

(1.2)

A funcao de partigao pode ser obtida de maneira analoga

1 1 1

Bhw Bhiw_ BHiw (1.3)
senh senh
2 2

z(B)==%
senh

2

ou seja, a mesma fungao de partigaoc III-1.3 mais a contribuigao
do movimento na direcd3o 2, movimento este que n3o "v&" o campo B.
No limite de confinamento fraco (1.3) se reduz a
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Z(g) = (1.4)
(Bhwo)3 senh (8 e )

que & justo Z(B) dado por III-1.4, acrescido do grau de liberdade
referente & diregao 2z, 2/Bﬁwo.

A analise de II-1.9, III-1.4 e IV-1l.4 nos mostra um mes
mo comportamento para o movimento no plano x-y, que contém toda a
contribuigao do campo magnético, diferindo somente no modo de a
particula se mover na diregao Z. Assim, temos que, para Os siste-
mas 3D-2d; 2D-2d e 3D-3d, a contribuig¢do nesta diregao z e L/A,
le 2/Bﬁmo, respectivamente. Ou seja, a dependéncia em B de Z(B) &
o0 produto de (mao)-z seLsenh_l B e g, comum a todos os sistemas pe

'1/2, 1e gt para os sistemas 3D-2d, 2D-2d e 3D-3d, res

lo termo B
pectivamente, referente ao grau de liberdade na diregéo z.
As fungOes termodinamicas do sistema 3D-3d estarao rela
cionadas com as fungOes termodinamicas de um sistema livre com di
mensao 6, ja que (l.4) tem uma poténcia §l/2 maior do que (II-1.9).
As propriedades magnéticas também serao as mesmas, Vis-

to gue a dependéncia no campo magnético & idéntica.
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cariTurLo v

1. CONCLUSAO

Interessados no problema da condensacao de B.E. propuse
mo-nos a estudar que efeitos o confinamento harmonico de Darwin po
de introduzir num gas de bosons magnetizados.

Nos capitulos anteriores, verificamos que a condensacao
s ocorre para confinamento fraco, (regime semi-classico). Os limi
tes de campo fraco ou forte apresentaram uma outra modificagao in-
teressante relacionada com a "dimensao" do sistema, "dimensao" es-
ta relacionada com um sistema de bosons livres (sistema de bosons
ideais nao confinado e campo magnético nulo).

Como a dependéncia no campo magnético & a mesma que = a
obtida por Schafroth e May (o confinamento somente introduz a con-
densagao), estes sistemas tratados aqui exibem (ao menos gualitati
vamente) as mesmas propriedades magnéticas e termodinamicas de um
supercondutor.

Observamos também que o critério para a condensagao de
Rehr e Mermin & falho, j& que a densidade de particulas nao & lo-
calmente divergente. A nao homogeneidade do sistema, como sugeriu
Widon, além da dependéncia da funcao densidade de estados D(e) nas
vizinhangas da energia minima e parece ser a razao da existéncia
de condensacgao.

A razao de podermos relacionar oOs sistemas confinados
harmonicamente com os sistemas de bosons livres sem campoO magneti-
co, estada no fato de as fungaes densidade de estados serem propor -

1/2

mos que os niveis de energia sao todos afetados pelo campo magnéti

cionais a € (ver apéndice D). Para os sistemas confinados, te -
co, contribuindo para a energia média com o termo NeL .
Finalizando, como o campo magnético & uniforme, somente
as particulas carregadas limitadas a se moverem no plano xy serao
influenciadas pelo campo magnético. Com isto, todos os sistemas ,
3p-24, 2D-24 e 3D-34, terao os mesmos comportamentos magnético e
termodindmico, pois eles sd diferem no grau de liberdade da dire -

¢ao paralela ao campo aplicado.
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2. SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

2.1 - Uma complementagao deste trabalhc serd a de es
tudar o comportamento magnético e termodinamico para os sistemas
com confinamento forte.

2.2 - Os sistemas de gas de fermions magnetizado con
finado harmonicamente roda como um todo em torno do eixo paralelo
ao campo, no limite classico.

Um outro problema sera o de verificar se este

mesmo comportamento aparece para o gas de bosons magnetizado.

2.3 - Como extensao, através do calculo do propaga -
dor a baixas temperaturas, poder-se-a verificar se o gas ainda ro
da como um todo.

2.4 - Temos visto que a condensagao de B.E. & alta -
mente sensiIvel 3 dimensionalidade do sistema, campos externos, iso
tropia € interagao entre as particulas. Uma variagao deste traba-
lho serada o de estudar quais modificagOes serao introduzidas ao se
tomar o confinamento anisotrdpico, isto & V(¥) =1/2 ky X2 +1/2 ky v2.
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APENDICE A

CONDIGAO SOBRE O POTENCIAL QUIMICO PARA A
UTILIZAGAO DO METODO

Devemos estudar qual relagao deve ser satisfeita pelo po
tencial quimico, campo magnético e intensidade de confinamento pa-
ra que se possa fechar o contorno a direita ou esquerda do eixo
imaginario a fim de usarmos o teorema de Cauchy.

Para isto analisamos o comportamento do modulo da inte -

gral
C+iw
I=- 1 j Lrcost t eBut at
2ri i 4 t3/2 sent t senh(te+) senh(te_)
onde
Bhw+ Bhuw_
6,.= e 8_= .
2 2

Queremos saber qual a condigao para que a integral va a

zero no arco BCA (fig. 1) a medida em que R se torna arbitrariamen
te grande.

Denotando o numero complexo t pelo seu mddulo (o proprio

R) e seu argumento (¢)

t=R ei¢ = R[cos¢ + isend

e majorando cada termo do integrando conforme abaixo, temos:

1 = kosseCn't < Cl émRﬂsenﬂ
sent t
|372] - g3/2

IeBut| - c, oBHR COSY
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L -6 R |cossl
—_—] = 'cossechte+ < C3 e
senhte+ ‘

L -9_R |cos¢|
—_— | = |cossechnte_'s C4 e
senh t 6 _
lcos n t| <« e "R Isend|
Assim

n/2
c,¢c,c,c,C

I1=- Lo 172 2/24 2 exp {(Bu—e+—e_)Rcos¢)} d¢

e - /2 R

Como cos ¢ & sempre positivo neste limite de integragao
para que I+ 0 quando R+~ , & necessario que

Bu=-6, = 06_ < 0

cu seja .

portanto
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APENDICE B

LIMITE DE CAMPO FRACO E FORTE PARA O POTENCIAL TERMODINAMICO

Os potenciais termodinamicos correspondentes aos siste-

mas 3D-2d, 2D-2d4 e 3D-34 sao respectivamente

o _ - LKT > fer ebuJ )
3024 (pe )% 3=1 3772 senn(s3ey)
_ o B e Buj
®ypng = ——— I o L (B-1)
(B‘hwo)2 j=1 3 senh (§ j e )
o _ _-2KT ; BeL eBuJ
3073 (ehu )2 3=l 47 senh(gje,)

que podem ser reescritos em termos de uma formula geral dada por:

Z,c¢ © Buj
Q=- 1L T e (B-2)
(8w )2 3=1 37 senh(BJep)
onde os parametros o e Z, sao respectivamente a dimensao com a

gual o sistema estd relacionado (comparado com um sistema livre )
dividido por dois (o =d/2) e a fungao de partigao relativa a dire
gao Z, ou seja: L/\A para o sistema 3D-2d, 1 para o sistema 2D-2d
e 2/Bhwo para o sistema 3D-34.

Como ja foi apontado o sistema 3D-2d relaciona-se com
um sistema livre 5D, o sistema 2D-2d relaciona-se com um sistema
livre 4D e o sistema 3D-3d relaciona-se com um sistema livre 6D.

""28 ] EL -
Como 28 EI,j >0 sempre > e < 1 sempre e entao
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Assim, apds a troca de somatdrio, a equagao (B-2) pode
ser escrita como
-Bj [(22.+l)e -u]
2 Zl €L e L
(Btiw )2 2 1 3

He]
]
1
o8

o8

0 3
ou em termos das fungoes de B.E.
_ ZZleL
(Bfiw )2 2
(o]

o]
1l
i ™8

o F_ |:B [(22+l) €1, u]jl (B~3)

A expressao acima & exata. Estudaremos os limites de in
teresse, a saber de campo fraco e campo forte.

B.a - Campo fraco - Formula de Euler-Maclaurim

Seja f(x) tendo suas 2n primeiras derivadas continuas

no intervalo (a,b). Divida o intervalo em m partes iguais e seja

- (2n)
h= QEE . Entdo para algum 6, |[>6 >0, dependendo de f(x) em (a,b)
nos temos
- b
£ f(a+kh) = % ~j’ f(ae + 2 [f(b) + f(aﬂ +
k=0
a
n-1 h2k—l (2k-1) (2k~1)
z BZk £ (b) - f(a) +
k=1 (2k)!
(B.al)
h2n m-1 (2n)
+ B2n I f (a+kh+6h)
(2n) ! k=0
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Sabendo (B.a,) (f6rmula de soma de Euler-Maclaurim) e
mais o fato de que as fungdes de B.E. (F_(a)) sao analiticas para

O<a<® , a série da equagao (B-3) pode ser reescrita como:

[+

F [B[(ZJHl)sL—u]]: ch{s[(2x+1) L"“]] dx +

0

z

2=0

+ % FOP(EL’uﬂ + B;L F}-l&(EL-uﬂ + ...

mas

o«

Jn F0 %[(2x+—l)eL—;q]dx = 1 F0+l[6(eL-uﬂ .

0 2Bep

Isto pode ser visto através das propriedades das fun-
coes de B.E. (apéndice C).

Assim, nesta aproximagao de campo fraco, resulta para
(B--3)

KT Zl

pe- Fopr[Blegmm)] + Olep) (B.ay)
]

B.b = Campo forte

Neste limite, a equagao B-3 pode ser escrita como:

27z
Q=- -(-#— F_ [s(eL—u)] + FC[B(BeL-u)]+FG[B(SEL-u)]+..

Usando a propriedade b do apéndice C temos:

A 2Z. ¢ -(3e; —u)B
Q=- —2t L FO[B(eL—u)] +0[e L ] (B.b,)
(BAw ) ?
0
que em primeira aproximagao &
272, €
g=- 2t L Fo (8 (epmu)] (B.b,)

2
(Bhwo)



APENDICE C

PROPRIEDADES DAS FUNGOES DE BOSE~EINSTEIN

As fungoes de B.E. sdao definidas como:

(-]

1 o=l 4 > ~0 =3
FO’ (a) = L+C)'—_X = z J eja
I (o) Y79 -1 j=1

0

onde I (¢) & a fungao gama de argumento o.

o

o

X9

JoF

Io

iHh

kQ

sao fungOes mondtonas decrescentes na variavel o

S e - .
comportam-se assintoticamente como e , independentemente de

¢ , no limite em que a>>1
para a <1l e ¢ >0, nao inteiro

()3 Eled)

F (a) = ac-l r(l-o) +
G O |
0 j

I o8

j
onde z(o) EFO(O) € a fungao zeta.

para a <l e o=m>2 ,m=inteiro

m-1 © j )
(m-1) ! n j=0 j!
#m-1
3 F_(a)
g = -
e Tet®

sao limitadas na origem se o >1 e divergem se o< 1. Alguns

valores utilizados foram:

F3/2(0) = 2,6124
F5/2(0) = 1,3415
F7/2(0) = 1,1267

para o =1

Fila) = I‘(ll) f ___QX___ = -zn[l;e-a]



h - para oc=0

F(a)=__l_..

© T (0)
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APENDICE D

DENSIDADE DE ESTADOS

A densidade de estados pode ser obtida, conhecendo-se a
fungao de partigao pois

-]

Z (8) =I D(e) e P€ ge (D.1)
E_.
min
ou
_ _ -Be A
Z(B) —‘J. 6 (E Emin) D(e) e de 7 Ep ;. >0 (D.2)
0
onde

0 para e<0

6 (g)
1 para e>1

é a fungao de grau.

Assim, atraves de (D.2), vemos que a fungao densidade de
estados pode ser obtida através de uma transformada inversa de La-
place da fungao de partigao.

Faremos, neste apéndice, somente o calculo detalhado de
D(e) para o sistema 3D-2d sendo, para os outros sistemas (2D-2d e
3D-3d), o mesmo procedimento deste que segue.

A energia minima do sistema 3D-2d no limite de mola fra-
ca é

Através de (II-1.9) e (D.2) temos que

= ~j‘e(e--Eo) D(e) e-Be de (D.3)
0

L 1 BeL
2
A (Sﬁwo) senh (B eL)



Podemos escrever (II-1.9) como sendo o produto de duas
fungoes de partigdo: uma dependendo do confinamento e a outra do

campo, ou seja

Z(8) = 2, (8) . 2Z(8)

onde
1/2
Z, (8) = —= ( I ) 1—12- (D.4)
(‘hwo)z 27h2 8
e
€
Zy(8) = L (D.5)
B[senhBeL]
Usando o teorema da convolugao, temos que:
L €
Zy (8) z5(8) =j e(e-eL)J D, (e~t) Dg(t)dt e Peac
0 0 (D.6)
onde
z.(8) = | D (e) e B¢ g
k = k € e €
0
— -Be d
Zg(B) -j' Dple) e €
0
e entao
- 1/2 -1/2
Dy (e) =L 1 {Zk(e)}= L At £ (D.7)
(mo)2 27H2 Ym
e
D.(ey=11{z (8)S=2¢. 1 e[e—(2j+l)e ] (D. 8)



A convolugao (D.6) resulta entao em

€

e[e—(2j+l)sL] D(g) = f Di{(e-t) DB(t) dt
0
4e. L 1/2 max 1/2
= L mK L I e-(2j+l)eL
(hswo)Z 2nH2 Yn  §=0
(D.9)

onde o maximo do somatdrio & para que e- (2j+1)e; > 0 sempre, pois
D(e) & real.
Através de (D.9) e da funcao distribuigao de B.E., temos

por exemplo, o numero de particulas do sistema dado por

N = f D(e) £(e) de (D.10)

L

D(e) e f£(e) sao curvas conhecidas e estao esquematizadas abaixo

o(e)4




Ttiey !
|

regime classico » POra T (T

Sabendo-se as curvas D(e) e f£(e) temos facilmente
D(e) f(e), que esta esquematizado abaixo e de (D.1l0) temos que a
area sob a curva D(e) f(e) xe nos dd o nimero de particulas do
sistema.

Quando tomamos B €. << 1, temos que o espagamento entre

L
os niveis de energia & pequeno e entao D(e) f£(e) € da forma

Dle) ¢(e)

|
D) ¢(e) / I
4 // | /
: / ! )
| / /
/ \ I /
\ | /
\ | J
\\ : -
N /
\\ | /
\u%@
¢ € T
L €. 5¢ Te CL 3¢, S€ 7€ €

paro T< T, para T)> Tc
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ou seja, a soma de todas as areas sob a curva nos da o nimero to-
tal de particulas que em primeira aproximacao € o primeiro termo
da formula de soma de Euler-Maclaurim.

Agora, quando tomamos o limite B8 e, >> 1, o espagamento
entre os niveis de energia & bastante grande e resulta entao para
D(e) £f(e)

} ole) t(e) } ple) fle)
? \ E /
i \\‘ : //J
: \\E
€, 3¢ €, 3,
para T ¢ T, para T > T,

ou seja, o niimero de particulas & praticamente a area sob o primei

ro intervalo, o que significa a aproximagdo feita no apéndice B.
1/2
[4

pardmetro A estd relacionado com a mola e o campo. Fica bastante

Este primeiro intervalo e dado por f(e). A , onde o

clara agora a relagao deste sistema para com o sistema livre, on-

de a origem foi transladada de €
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APENDICE E

LIMITE DE CONFINAMENTO FORTE

Fazemos, neste apéndice, um estudo sobre a convergéncia
da série obtida, quando se calcula o namero de particulas do sis-
tema no limite de confinamento forte.

Através da fungao de partigao exata e do método desen -
volvido, podemos calcular o potencial termodinamico e consequente
mente o nimero de particulas do sistema.

Faremos o calculo em particular para o sistema 3D-2D ,
podendo de maneira andloga ser feito para os outros dois sistemas.

Assim, de II-1.8 e II-2.4 obtemos

® Buj
KT L e 1 1
Q'—"— z s . (E‘l)
- :3/2 Bje Bje_
4 j=L 3 senh ( + senh )
2 2
e
® Buj
N=-22_ L . e 1 1 (E.2)
u 43 =1 ;172 Ble, Bie_
J senh senhh
2 2
gque pode ser reescrito como
JE+, - )
e
N= L 3 e 22 1 1
A 21 1/2 -8le, -Bje_
J J l-e l-e
(E.3)

O estudo da convergéncia de (E.3) pode ser feito como
segue: ~8je,) -1 ~gje_\ -1 i
Como as fungoes (|l -e ) e l-e sao
monotonas decrescentes e com Be+ e Be_ nac nulos, existem M e Q

tais que para j>1
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. -1
"BJ€+
(l-e ) s M
-8je_| =
l-e < Q , para todo j»>1
Assim
€ €
+
e
L 5 e 1 1 <
_ 5 — —
A 3=l 51/ 1o %\ L Poe-
€ €_
o "Bj—'+—2--u)
« MLk ¢ & 72 (E.4)
A =1 j
Por outro lado
o “BI(ES=w)
F [B(E u)] = I = 1 1
1/2 o A 4=1 j1/2 -Bje+ -Bje_| '
J l-e l-e
(E.DB)
() €
EO= _+. + —
2 2

De (E.4) e (E.5) temos entao que o nimero de particulas

(egq. (E.3)) & tal que

F1 [s(Eo—u)]s NeMQ Fy [B(Eo-u)] (E.6)

Mas das propriedades das fungoes de B.E. (apéndice C) ,
temos que Fl/z(a) + o« para e +0, ou seja o numero de particulas
do sistema diverge, quando o potencial quimico estd proximo do seu

valor maximo (u =E_ ), mostrando pois a auséncia de condensagao.
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APENDICE F

SISTEMA DE BOSONS IDEAIS CONFINADO POR UM POTENCIAL
HARMONICO NA AUSENCIA DE CAMPO MAGNETICO

Un estudo detalhado de um sistema de gas de bosons ideais,
confinado harmonicamente sem campo magneético, foi feito por Dash ,
y
Campbell e Shick no estudo de filmes bidimensionais de He .

Para este sistema, a hamiltoneana e

= B+ = x(x? +y?) (F.1)
2m 2
ou
2g2
g=- 1Y +-]-'-I-n-wé(x2+y2) (F.2)
2m 2

Resolvemos aqui o sistema 3D-2d sendo idéntica a resolu-
gac para os dois outros sistemas (2D-2d e 3D-3d).

Os niveis de energia sao os niveis de energia de dois
osciladores harménicos mais a energia de particula livre na dire -
cao Z.

(F.3)

_ 1 1
E"’lmo(n:’c."f) +'ﬁwo(ny-F2) + P, /om

A funcao de partigéo, por soma direta, segue dada por
2
2(8) = & |t (F.4)

pHw
4 senh 2

2

que no limite de mola fraca torna-se

1
Bhwo

z(g) = = (F.5)
)\
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O potencial termodinamico, usando o formalismo desenvol
vido nos capitulos anteriores e

KT

L
a=-L KL g (g, (F.6)
A (Btw)? 72 [

O nimero de particulas de maneira andloga

L
N= c—— F —Bu (F.7)
A(Bﬁwo)z 5/2[ ]

De (F.7) podemos definir uma temperatura critica
To==To(k,N,L), ja que este sistema condensa, (o fato de F5/2(0)
ser finito garante-nos a afirmagao feita), por

1/2
5/2
N= —2& K K2 To/ F_,. (0) (F.8)
(o )? |2mn? 5/2
Notemos que ——JE—? k% & uma grandeza que esta relacio
(g )

nada com o volume do sistema. Ou seja, um termo ligado & geometria
do sistema, definindo-o univocamente. Atravées de (F.8), podemos
entao definir uma temperatura caracteristica deste sistema confi-
nado harmonicamente por

1/2 -1
L mK 2 _ 5/2
- =| K = N To F5/2(0) (F.9)
Chwo) 2mH

Um Gltimo comentdrio & feito sobre o relacionamento des
te sistema com um sistema livre. Atraves de (F.6) e (F.7) vemos
que este sistema se relaciona com um sistema livre 5D.

Estes resultados podem ser generalizados, como foi fei-
to no apéndice B, para os sistemas 2D-2d e 3D-3d.
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APENDICE G

REGIME CLASSICO - MAGNETIZAGAO

Através de (B.2), podemos obter o numero de particulas

e a magnetizacao de maneira geral para os sistemas 3D-2d, 2D-24 e
3D-3d, sendo as justificativas dadas no apéndice B e nos

capitu-
los anteriores igualmente aplicadas aqui. Assim temos que:
Z, € ® Bu3
Q:—_l_L..; )X o‘e (G.l)
(Bﬁwo) j=1 j sentheL
Z, B € o Buj
N= +—L 3 — (G.2)
(Bﬁwo)2 j=1 j sentheL
Z,Be. u o Buj
m= =& 0 = L. j cotgtheL
(B‘hwo)2 j=1 jcsenh(Bst) Be .

(G.3)

No regime classico, altas temperaturas, -fu >>1 e entao

podemos tomar somente o primeiro termo da série que dara a contri
buigac predominante. Assim,

7 Bu

N = L
(Bfw )* senh Be

BEIJe

Bu

e N (8hwo) 2

-——e . = (G.4)
senh BEI. Zl B eL
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A magnetizagao segue dada por

Z,Be_u Bu
m= z L o = 1 - cot@nBeL (G.5)

2
(Bﬁwo) senh B EL B eL

que apoOs eliminar a fugacidade através de (G.4) resulta em

1
BeL

o - cotgh B e (G.6)

independente do fato de o sistema ser 3p-2d4, 2D-2d ou 3D-3d, como
tinha que ser.
A equagao (G.6) pode ser escrita

m= =N Mo L(B eL)

onde

1

BeL

L(B eL) = cotgh B € -

& a funcac de Langevin, representandc uma resposta diamagnética
do sistemna.

Notemos também que o termo (B‘Hwo)'_2 tem dimensao de area,
e gue, portanto, Zl(B-i‘imo)-2 define um "volume" dependendo da mola

e temperatura.
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