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RESUMO

0s efeitos de confinamento por um potencial harmé
nico bi e tridimensional, nas propriedades magneticas de um gas
de elétrons livres, s3o investigados pelo uso da distribuigao
grand-canonica., No dominio de temperaturas altas uma extensao @
feita aos trabalhos de Darwin e de Felderhof e Raval, para levar
em conta efeitos de spin e verificar o limite de validade do seu
procedimento,

A baixas temperaturas o trabalho da uma descrigao
abrangente das propriedades magnéticas do gas de eletrons, consi
derando o sistema finito mas sem introduzir as complicacbes ori-
undas da condicao de contorno (¥=0).

S3o analisados os limites em que a frequencia ca-
racterTstica do potencial de confinamento (wo) E muito maior ou
muito menor do que a frequencia de Larmor (wL), correspondendo
respectivamente aos casos de confinamento forte ou fraco, e suas
implicacdes sobre o comportamento do momento magnetico do siste-
ma.
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ABSTRACT

The effects of confinement by a two or three-di -
mensional harmonic potential on the magnetic properties of a free
electron gas ate investigated by using the grand-canonical
ensemble framework, At high temperatures an extension of Darwin's,
Felderhof and Raval's works is made taking into account spineffects.

At low temperatures this work gives a comprehensive
description of the magnetic properties of a free electron gas., The
system is regarded as finite, but the boundary condition ¥=0 is
not introduced. The limits of weak and strong confinement are also
analysed,



CAPTTULO I
INTRODUCKD

No inTcio do século varios artigos foram publica -
dos, tentando explicar as propriedades magneticas do gas de ele -
trons livres. 0 objetivo era encontrar- ccm 0 USO da estatistica
clissica- uma susceptibilidade ndo nula para o gds de eletrons
que desde os tempos de Drude e Lorentz tem sido exaustivamente u-
sado na interpretagao de propriedades eletronicas de metais.

Entretanto, Niels Bohr(]) mostrou- e mais tarde miss
van Leeuwen(z) generalizou a prova- que trabalhando apenas com a
teoria clissica” nio se pode obter outro resultado que nao zero pa

*Esse fato conhecido como Teorema de Bohr-van Leeuwen pode ser demonstrado(3)
tomando-se por exemplo um sistema de N eletrons- descritos pelas coordenadas
Qysee Qgy © as correspondentes momenta Pyse ..p3N~ em um campo magnético uni-
forme na diregao z. O mﬁmento magnetico sera dado por

mZ = .Z] 'i(""i""q?)N) éti (1)
i= ‘ Erere
onde a? s0 depende das posigBes. O uso do fator de Boltzman (e'BH), onde H

(hamiltoniana) e dada g oh
S Ly e D ey (2
i=1  2m <
permita calcular o momento magnetico medio
- e ”
<m>= [ m, . dq]...dq3N dpw...dp3N (3)

Na expressdo (3) Z & a fungao particao classica

~
L]

- BH
/™" day...dagy dpy...dpgy (4)

sSubstituindo (1) em (3) e usando as equagdes de Hamilton-Jdacobi: di=9H/8pi e
p=-3H/3q, obtem-se o resultado

oH -
¢my= 17T a%(qy.0.0y) S e M day...dagy dpy...dpgy =
z i ap"l .
] 2 0¢PH
2 e/ L ai( ‘ ) daq...dagy dpy...dpay
g 1 api

: S5 [py=+ .

(m)= E; ff al ( ay . ..q3N)e i dq].,.dqudp1 dp1+1...dp

=0 ' ’
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ra a susceptibilidade do sistema em questao. 0 que dava origem 3
resposta nao nula encontrada anteriormente era o tratamento inade
quado que se dispensava aos elétrons da fronteira, Fossem eles cor
retamente levados em conta e a corrente gerada pelos seus movimen
tos- delineando os limites do sistema- anularia exatamente a con-
tribuicdo dos eletrons interiores, conforme se mostra esquematica
mente na figura I.1,

Com o aparecimento da mecanica quantica, imediata-
mente dois problemas foram atacados: o paramagnetismo (de spin) e
o diamagnetismo (orbital). O primeiro foi resolvido com sucesso
por Pau]i(4), em 1928 (veja tambem Frenke1(5) e B1och(6)). 0 se -
gundo so o foi em 1930, por Landau(7), que mostrou ser o diamagne
tismo possivel em gas de elétrons, em virtude da quantizagdo do
movimento orbital dos eletrons no campo magnético. Ele resolveu a
equagao de Schrbdinger<8) para determinar os niveis de energia*,

—
Substituindo ﬁﬁﬁ/iv e usando o gauge de Landau para representar o campo mag-
netico na direcao z, 3=(O,xB,O) a hamiltoniana fica escrita como

2.2 W2 w2 .
21 Hawcz)ﬁ‘*’ AR [ O

¢ 2m 3 X 8z" 2m 2m  Jy he

Tomando W=ei(kyy+kzz).u(x) obteém-se para u(x) a equagdo abaixo

2mE
1 eBx 2
u“(x)+{—-2— - (k- === )Ju(x) =0 (2)
f Y e
onde E1=E#h2kzz/2m. Chamando(ﬁc/eB)ky=x0 e eB/2mc=w a equagao (2) fica
2
- (e Ban) peexg) ulx)<Equlx) (3)
2m 2 L 0

que & exatamente a equagao de Schrbdinger para um oscilador harmonico que os-
cila com frequencia ZwL em torno do ponto Xoe 0s auto-valores de (3) sao co -
nhecidos(g) e portanto

£y = 2 (n+1/2), | (4)

wonde n & inteiro positivo qualquer. Esses nveis discretos de energia sao cha
mados "niveis de Landau®, e sdo degenerados conforme se indica no proximo ro-
dape.



Figura I.1- Os eletrons da fronteira (1) cance -
lam a contribuig3o dos eléetrons inte

riores (2,3 e 4).

B

Figura I.2- 0 efeito do campo magnetico na re -
giao do espago dos k's que pode ser
ocupada pelos elétrons
(R.G.Chambers, Canad.J.Phys.34,1395)
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e por soma direta sobre os mesmos (levando em conta a degenerescen-
cia*) encontrou a func3o de partigdo (Z). Na estatistica de Boltz-
mann a magnetizacao € dada por

M = -NkT & anZ (1.1)
oB
onde N @ o numero de particulas e B a intensidade do campo magneti
co. Sabe-se no entanto que os elétrons em metais formam um gas al-
tamente degenerado (mesmo a temperaturas ambientss), e portanto e
necessario usar a estatistica de Fermi-Dirac, onde a energia livre
de Helmholtz (F) e escrita como

F-ng= -2kT £ an{l+exp[(z-E;)/KkT]} (I.2)
n

Foi Landau quem efetuou mais esse calculo, outra vez
usando explicitamente os niveis de energia (Veja Figuras 1.3 e 1.4).

+Degenerescéncia: supondo o gas contido em um volume definido por -LT/stlsL]/Z,
...—L2/2<y<L2/2 e -L3/2<Z<L3/2, e impondo tondigdes periodicas de contorno con-
clue-se que ky e kZ so podem assumir valores miltiplos de 21T/L2 e Zw/L3 respec-
tivamente. Como os auto-valores de (I.3) sao independentes de ky, a degeneres-
céncia de cada nivel sera dada pelo numero de valores distintos tomados por ky.
Por outro lado k_ est3d relacionado com a origem do oscilador (em Xx)- atraves
de xoﬂﬁc/eB)ky- que ndo pode estar fora do sistema. Assim (ky)m5x=eB/ﬁC ...
(Xo)max> € (ky)minzeB/ﬁc (X5 )min:
Dividindo agora o intervalo permitido a ky pelo espagamento entre dois ky con-
secutivos (2n/L,), obtém-se a degenerescencia. (Veja também Nagner(]4) e
kitte1 (157

(k -
y)mixx

ZTr/L2 21T/L2 hc he

(ky)os
y'min eBL1/ﬁc i eBL]L2 _ eBA

onde A & a area da amostra no plano perpendicular ao campo.
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NS

1 B
E =(n+ =) fin . + W = (1.3)
n 2 ¢ 2m ] ¢ mc
para uma particula sob a agao de um campo magnetico uniforme na
diregdo z. Tendo em maos a energia livre foi facil encontrar a
susceptibilidade orbital atraves de
M 1 F

N A i (1.4)
B B 3B

que resultou negativa, pequena e independente da temperatura, em
completa concordancia com o que havia sido observado até entao.
No mesmo ano entretanto, W.J.de Haas e P.M.van
Alphen trabalhando com bismuto a baixas temperaturas, de
tectaram um comportamento oscilatorio da susceptibilidade em fun
cao do campo magnetico. Peier]s(]z), e

(10,11)

foi o primeiro autor a fazer
um modelo para entender esse estranho comportameﬂbo*+. Mesmo assim

Tﬂ‘—Gas bidimensional & T=0 em campo magnetico- comegando com um campo rwito in-

tenso, todas as particulas ocupardo o nivel mais baixo (veja figura). Dimi -
nuindo a intensidade do campo existird um vaior BO que & o menor capaz de su
portar as N particulas no n=0. Esse cumpo % tirads da ralagao:

e
N = —2 A(2) , onde 2 & do spin.
hc .
Diminuindo mais e mais o campo, varics valores serac atingidos tais que um ou

tro njvel comega a ser ocupado e isso acontece quando B =B /(n+1), isto e
quando B=B /2 o primeiro nivel excitado tambem ja @stara compTeto. Para um
campo 1ntermed1ar1o B sBan 10 (n=7)=-8simo tera sido ccmpletado e o n- esimo
apenas parcialmente. A energia sera dada pelo numero de particulas vezes a e-
nergia do nivel

26BA (gye 22BR (3um)e. e ZEBR (ona1ypme (e TEEER (2nen).
hc hc hc hc
Mas eBA2 _ (eBoA2 B _NB
he hc 'Bo o
Dat E= NB p(1434. . a(2n=1) 1 (- ¥ ay(ane1)ub= BB uBn® 4 (N -
BO BO BO
_NB

3B )uB(2n+1)=NuB{2n+1- -n(t) 8

e a magnetizacao vem pe]a derivada M=-3E/3B (veja figuras I.5 ¢ I.8).

- .
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Figura I1.3- Energia do eletron como fungao de kZ
para os primeiros niveis de Landau
(J.S.Blakemore, Solid State Physics ,

pag.226).
B8:=0 B0
e 3 The, /2
o ' /
" v |[Sho, 72
i 4 ,'
e . |3he /2
i 7
W . hae /2
= >

Figura I.4- Niveis de energia do eletron antes e
depois da existencia do campo magne-
tico (J.S.Blakeiore, Solid State Phys.
pag.226).
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foi Landau(]3) quem deduziu a expressao completa para a suscepti-
bilidade abrangendo inclusive a oscilagao de Haas van Alphen (e -
feito dHvA).

Seguindo o trabalho de Peier1s(16), Akhiezer tratou
de uma so vez os efeitos magnéticos devido a spin e oOrbita. Mais

tarde, Sondheimer e Wi1son(17), continuando uma linha iniciada por

Rumer(18’]9),

apresentaram um compieto exame da&s proprizdades mag-
neticas do gas de elétrons sem interag2o para campos e temperatu -
ras quaisquer. Os fenomenos de baixa temperatura, por exemplo, sao
estudados com base na energia livre, que eles determinam essencial
mente por uma transformada (inversa) de Laplace da funcao partigao
classica, considerada de variavel complexa. Esse procedimento tor-
na claro a origem dos varios termos da susceptibilidade, e @ mate-
maticamente rigoroso. Mesmo assim essa publicagao nao esteve a sal
vo das criticas e pelo menos duas delas ainda hoje sao discutides.
A primeira, apresentada por Ding]e(20>) diz respeito ao tamanho do
sistema, que desde o inicio € tomado arbitrariamente grande de mo-
do a tornar a susceptibilidade um efeito exclusivo de volume. E Ob
vio que procedendo dessa maneira, nenhuma analise e feita para ve-
rificar a partir de que dimensdes se pode realmente desprezar as
contribuicdoes de superficie. 0 segundo ponto vulneravel reside no
fato de ser o momento magnético calculado a partir de

M= & SR dor (1.5)

2c
igual a zero, contradizendo assim o resultado correto obtido pelo
metodo imune<2]) da funcdo partigao.

Para solucionar esse impasse, Felderhof e Raval re-
solveram uma situacdo modelo na qual n3o somente a fungado partigao
mas tambem a densidade de corrente local pode ser avaliada exata -
mente. Na realidade adicionaram um termo a hamiltoniana que simula
um confinamento e que ja havia sido proposta por Darwin(23), em
1930. A introduc3o do potencial harmonico cilindricamente simetri-

co, no plano perpendicular ao campo magneticc, nao oferece dificul



g i3
S oef
w i
o
ol o
! i i i 1
! 2 3 4 S
Ee /PB

Figura I.5- Energia de um metal bidiomensional.
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Figura I.6- Magnetizagao de um metal bidimensional

{(Progress in Low Temperatures Physics).
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dades diferentes das encontradas por Wilson e $0ﬁdhe105r(}7), em-
bora destrua a simetria de translagao. A nova hamiltoniana & dada
por

2 12,2 2k ;.27
He Bo 4w (xp=yp )+ =~ may (XS+y“ )+ = (x7+y7)  (1.6)
L y X L
2m 2 2
que substituida na equagao de Bloch
He = - 28 (1.7)
a8

permite a determinagao da matriz densidade (ou propagador). Em se
guida eles calcularam a densidade de corrente (na estatYstica de
Boltzmann) e concluiram que o gas roda uniformemente em torno do
eixo paralelo ao campo. Alem disso, tendo a densidade de corrente
foi possTvel calcular o momento magnético por meio de (I.5), con-
duzindo a um resultado idéntico ao obtido pelo miztode da fungdo
partigao.

0s citados autores nio fizeram nenhum c3lculo a bai
xas temperaturas, embora reconhecessem ter ¢isa empresa émportﬁn
cia fundamental para uma melhor descricao do diamagnetismo dos olg
trons livres em metais. Esse foi o objetivo basico desse trabalho,
e 0 metodo empregado foi desenvolvido por S.G.Rosa Jr., e W.T.Grandy
Jr.(24). A principal caracteristica do metodo € reescrever a conhe
cida expressao para o potencial de Gibbs de um sistema de particu-
lTas (que nada mais e que o logaritmo da Grand-Fungao de Partigao)

e, = W= -¢ 2 kn{l-eexp[B(c-En)]}=r— ii%i (1.8)

usando uma representagdo integral (inversa de Mellin) para a fun-
cao logaritmo(zs

CHiw (1+e)y2
zn{1-eexp[s(c-En)]}= —_ {cosmt) 1:'1 efot «
2ni  c-ie (senmi}

x e BtEy 4t (1.9)
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onde ¢ e o potencial quimico, e e vale -1 para fermions & 1 para
bosons. A expressdo final apos uma troca de ordem entre soma e in

tegral, fica
C+ i gt
w: - .._.E_... f
2ni1 C-iew tsennt

)O+EV2

n{cosnt

fal
<

- r A
(L e Blan) ag

= Bl ns'|

(1.10)

onde se obteve uma separacao compieta dos efeitos de dinamica da-
queles referentes a estatistica obedecida pelas particulas. Os ori
meiros estao incorporados no termo

Z(gt) = ¢ e n (I.11)
n
que contém todas as consequencias da gecmetria finita, forma e di
mensionalidade do sistema, alem ue levar em conta 2 presenca de
campos externos. Ja 0s efeitos de¢ estatistica estio tomados em con

T+e)f2 . .
ta pelo termo a}COSwt“ +e) . Par:s usar uma linquagem arrojada, no-

der-se~-ia dizer gue ¢ termo acima, Jjuntamente con {eBCt{tsenwt)_]}
aliados a operag3o integral no plano de Argond-Gauss sao responsa-
veis por transformar as propriedades de uma particula {contidas na
funcgao partigcdo) em um potencial termodinamico de muitas particu -
las. Dentro desse esquema Rosa e Grandy(24) consequiram reproduzir
nao so os resultados da literatura para fermions, mas tambem aque-

\
les encontrados por May(zs) e Schafroth(2 ‘

o (B

para sistema de bosons.

0 uso dessa estrutura permitiu identificar o resul-
tado de Felderhof e Rava1(22)
peraturas- como sendo o primeiro termo de uma expansao na fugacida-
de obtida no Capitulo II,

No Capitulo III foram investigadas as mudangas intrg
duzidas na susceptibilidade estacionaria [de Landau) e oscilatoria
pelo potencial harmonico cilindricamente simgtrico, estando o gas

para o momento magnetico- a altas tem

de eletrons a baixas temperaturas. Foram feitos os limites em que o
potencial harmonico bidimensional se tornava arbitrariamente grande
ou pequeno (forte ou fraco).
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0s capitulos sequintes sao dedicados ao calculo das
propriedades magneticas do gis de eletrons sujeito a um potencial
harmonico tridimensional, 0 comportamento a altas temperaturas-
revelado no capitulo IV- se mostra semelhante, ate certa ordem ,
ao do gas confinado pelo potencial bidimensional. Isso sugeriu o
cilculo da matriz densidade e a seguir da corrente local e a con-
clusio & que 0 gas, nesse caso tambem, roda uniformemente em tor-
no do eixo paralelo ao campo. No Capitulo V, sao verificadas as
influencias desse potencial na susceptibilidade a baixas temperatu
ras. Outra vez s3o estudados os limites de potencial fraco e for-
te, comparado com a intensidade do campo magnetico. Finalmente no
Capitulo VI reunem-se algumas conclusoes a respeito do que se fez
nesse trabalho e sugestoes para outros, que deverao no futuro ser
explorados.



CAPTTULO 11

SUSCEPTIBILIDADE DE UM GAS DE ELETRONS CONFINADO

1. A funcao de particao

Considera-se um gas de eletrons livres de carga -e,

massa m, confinado por um potencial harmonico bidimensional V(r)=

=1/2k(x2+y2) e sob influencia de um campo magnetico uniforme B na

direcao z. Adotando-se o0 gauge simétrico (cilindrico) para o poten

. > . . - . —
cial vetor R(r)=B/2(-v,x,0), a hamiltoniana classica de um eletron
livre se expressa por

2
Ho= Do+ w (xp,-yp )+ 1 omod(xtey®ys L k(x2+y?)
2m L Y X 2 L 2

(IT.1)

com a irtroducao da frequencia de Larmor mL-eB/ch, e da frequen-
cia de Larmor modificada QL-!mi wg|1/2
tituigao do momento p pelo operador -ihgrad obtem se a hamiltonia-

na quantica de uma particula

2.2
H = - LA iﬁwL (x a . y 2-)+ l mQE(x2+y2)

2m oy 9 X 2

(11.2)

Denotando-se por Wn as auto-fungoes e por En as a'-

to-energias de H, a equagao de Schrbdinger para os estados estacio

narios fica

HY = E ¥ (11.3)

e a funcdo de particdao de um Unico eletron pode entdao ser calcula-
da atraves de

Z(B) = * e "tn (I1.4)
n

, onde w =k/m, e mais a suhs

(3}
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Neste ponto deve-se notar que 0 calculo direto Aa
fungao partigao consta de dois passos: primeiro a determinagao
dos niveis de energia e segundo a soma sobre esses niveis. Essa
3rdua tarefa nem sempre pode ser executada, e para superar esse
obstaculo & costume usar a matriz densidade canonica, definidanor

E

>y > * o - >
C(r'rg) = ¢ Wh(r')e BEn Wn(r) (I11.5)
n

>

“cuja integragao (para ¥=¥') fornece a fungao particgao

rx w:(?)e’BEn v (F)d3r = £ ¢ BEn = 7(s) (11.6)
n

n

Dessa forma o problema passou a ser a determinagao
da matriz densidade, que satisfaz a equacao de Bloch

SHC(PF'e) = &= C(FF'e) (I11.7)
A condicdo de contorno a ser satisfeita por C(Fr'a)

g no limite de k e B nulos, reproduzir o conhecido propagador e
uma particula Tivre

>, 3/2 -> - 2
C(FF'B) =(——7) exp{- ——|7-7"'1% } (11.8)
27RA 2BhH

Sequindo o procedimento de Sondheimer e Wilson, bpro
poe-se para

2
2,2 mQ

B 4 i (x 2 -y Syt (Fay 2y)C(FF'p) =
2m 3y X 2

= 2. C(¥F'p) (11.9)
9B

C(r?'8)=f(6)eXp{-ig(B)(X'y-y'X)+h(6)(XX'+yy') -

LKB) (PayPax eyl o Dy (2m2) (11.10)
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Para (I1.10) satisfazer (II.9) e preciso que f(2),
g(R), h(p) e k(B) obedegcam um sistema de equagoes diferenciais a-
coplados, cuja solucao e o conjunto abaixo indicado, onde E=th e

€=th
3/2 £
F(g)=(—" 2) /2 B
2mRA senhRE
mE  senhfe
g(B)= —_——
;? senhBE
E coshBe
h(g)= m z22EE (I1.11)
%? senhBE

k(B)= %% cotghgE

Ao substituir essas funcoes para r=r' em (IT.10) e
integrar em x,y e z obtem-se a funcdo particao ignorando spin. @
resultado e

7(8)= % [coshgE-coshgE]™! (sem spin) (11.12)
N
onde L e a dimensao do sistema na direcdao z, e A € o comprimento
de onda termico dado por (ﬁz/ankT)]/z.
*
tos de spin basta multiplicar por 2cosh[BuBg/2] , e ficar com

Para levar em conta efei -

Z(B)= L _cosh(BuBg/2) (com spin)

2 senh[wj senh[w ]
2 2

(I11.13)

expressao na qual se utilizou a identidade trigonometrica

cosh(BE)-cosh(8 Q=25enh[ﬁi§i:al senhEﬁLE:JaJ (I1.14)
2 2

. Veja Apendice-A.
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Doravante, por simplicidade de notacao adotaremos os parametros

RuBg/2=a
B(E+ )/2=8, (11.15)
B(E- ) /2=86_

que permitem escrever Z(B8) na sua forma final

Z(g) = L cosha (I1.16)

2)x senho_ senh®_

Uma alternativa interessante para calcular a funcao
de particdo & diagonalizar a hamiltoniana e somar sobre os nivies
. . +
de energia determinados .

2. 0 potencial de Gibbs e as propriedades magneti-

cas a temperaturas altas

Combinando as equacodes (I.10) e (II.16) a expressao
para o potencial de Gibbs do gas confinado fica

e o _E C}iw n(cosnt)1T€)/2 BTt 7084) gt _
21 c-im t sen(mt)
- C+}m “eect L coshat dt
2mi c-io t sen(mt) 2>\t1/2 senht®_senh®
(I1.17)

onde ja tomou-se e=-1 (por se tratar de eléetrons).

Para que se possa seguir adiante e preciso saber
qual o regime de degenerescencia do gas. Essa informagao a respei-
to da densidade e da temperatura, que fisicamente esta relacionada
com o principio de exclusao de Pauli, ira fornecer o argumento ne-

¥{leja Apendice-B,
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cessario matematicamente para que se possa fechar o contorno ¢ a
esquerda ou a direita do eixo imaginario. 0 que sera analisado a
sequir e o caso em que o contorno e fechado a direita correspon-
dendo ao intervalo em que o sistema esta desde completamente clas-

sico ate moderadamente degenerado.

2.a) Estatistica de Boltzmann

Se o numero de ocupacgao nao for suficientemente
grande nem a temperatura t3ao baixa para exigir o uso do principio
de exclusio de Pauli, entdo a estatistica de Boltzmann podera ser
usada e dessa maneira o momento magnetico estara diretamente rela
cionado com a func3o de partigao, conforme se indica a seguir

i) Zy(B) = ZT(B)/N! (11.18)

(independencia das particulas)

i1) F = -kTanZ, () = -NKkTen Z§(8) (11.19)
iii) m = --15) = NkT & gnz,(8) (I1.20)
3B T 3B

Esse calculo usando o ensemble canonico foi feito
recentemente por Felderhof e Raval(zz) e resulta para o momento mag
netico total do sistema (sem considerar a contribuicao paramagneti-

ca de spin)

Nu{ysenhBE-senth }
coshgE-coshge

m =

(11.21)

onde u=efi/2mc @ o magneton de Bohr, e y= w /Q razao das frequen -
cias. »

Entretanto, uma resposta melhor e dentro de l1imites
mais amplos pode ser conseqguida com o uso do ensemble grand-canoni
co a partir do uso de (II.17). Supondo entao que w s O €% satis-
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facam a relacgao abaixo™
e - ) (11.22)

a integral no arco BCA vai a zero quando o0 raio se tornar arbitra
riamente grande (veja figura II.1).

| Com isso W sera escrito em funcao dos residuos cal
culados nos polos do integrando de (II.17) que ficam a direita do
caminho C. Essas singularidades sao provenientes do termo cosec(nt)
e estao localizadas no eixo real nos pontos 1,2,3,4,...n.... Usan-
do o teorema de Cauchy obtem-se para o potencial termodinamico

W N gBen cosh(an)

[}

'

I
o~ 8

D

(11.23)
" senh(ne_)senh(ne_)

0 calculo do residuo foi feito com o auxilio do teo
rema sequndo o qual

f
Res{ﬁizl) }= (7o) (11.24)
9(z)} ,., 9(z,)
(0]

valido apenas para polos simples. A expressdao obtida para o poten
cial de Gibbs e entdo uma serie na fugacidade A=eBC, e dependendo
da pequenez de A poder-se-a interromper a serie sem distanciar-se
muito do resultado correto. Se o primeiro termo ja for representa
tivo ter-se-a

BT
W L e cosha (11.25)
2isenh8 senh®
e 0 momento magnetico
1 9 L 3 ePC cosh(BuBg/2) |
m:———wﬁ'——-—{ g-}
B 9B AB

3B coshBE-coshBe

¥ Y
Veja Apendice-C,
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B
Im(t)
tc
N s
4 23 4 |C Re (1)
—

Figura II.1- 0 caminho de integracao (I1.23).
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L eP% cosh(guBg/2) { ¥ tgh(BuBg/2) -
x| coshpE-coshge| 2

m=

_ xysenhBE-senhBe )

(I1.26)
|coshBE-coshRe]

Eliminando a fugacidade por meio do nimero de par-

ticulas
Bz
No= 1 M L e~ cosha (11.27)
B 3z  X|coshBE-coshBe]
chega-se a
m = Nu{tgh(gu)- YSenhBE-senhBe , (11.28)

|coshBE-coshBe]|

Na express3o acima ja se fez g=2 (eletron) na con-
tribuicao do spin, e nota-se ainda a presenga de uma contribuicgao
diamagnetica (orbital), identica aquela obtida por Felderhof e
Raval usando ensemble canonico (veja eq.(II.21)). A formula (II.28)
permite investigar varios limites de interesse que s3ao relaciona-
dos abaixo

| i) Campo magnetico fraco (BuB<<1)

Nesse caso o momento magnetico total & dado por
senhBe0

BE:0 -1

Nu28{1 -

3
1

} B, onde € =fw
coshBeo -1 ° 0

(11.29)

Se alem disso o potencial confinante for fraco
(w0+0) a resposta que se obtem e escrita como

Np2g{1- ——18 = 2 nuZps (11.30)
3

3

3
R

ii) Confinamento fraco (w0+0)

Dentro dessa aproximagao o momento magnetico total
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e dado por
m=Nu (tanh(gyuB)- [cotgh(guB) - ——]) (11.31)

BuB

expressao na qual se destaca a presenga da fungao de Langevin re-
presentando a parte diamagnetica. Se agora fizer-se o limite de
campo magnetico fraco (BuB<<1) uma vez mais se obtem

m=2 NuZgB (I11.32)
3

identica a resposta de um gas livre em presenca de campo magneti-
co fraco.

2.b) 0 limite em que o potencial de confinamento

desaparece

Esse 1imite e de particular interesse desde queele
conduz a um problema sobre o qual muito se sabe, embora ainda nao
seja uma questao completamente resolvida. Nessa secgao 0 que se
pretende e tomar, desde a fungao de partigéo,wo indo a zero e no
final comparar os resultados com aqueles obtidos no item anterior.

Assim

Z(B)=(L—) cosh{BuB) 4BuB - (11.33)
2x  senh(guB) (Bfiw )"

w0+0
colocada na expressdao (I.10) para o potencial de Gibbs fornece em

primeira aproximagao

W z(L_) GBC cosh(BuB)4BuB
2X Se”h(BUB)(BﬁwO)Z .

(11.34)

w_ >0
0

Derivando em relacao ao campo e depois em relagao
ao potencial quimico obtém-se para o momento magnetico total
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m=Nu{tanh(BuB)-[cotgh(B8uB) - —l—]} . (11.35)
uiB
que coincide com a expressao (II.31) onde a aproximacdo foi fei-
ta apos a obtencao do momento magnético.

Essa coerencia de resultados pode ser considerada
como um teste'para a aproximagao utilizada em (II1.33) na funcio
de particao. Doravante essa fungao de particao sera util para o
entendimento de vérias'modificag6es introduzidas pelo confinamen-
to que nao se comportam tio bem como o momento magnetico a tempe-
raturas altas. |



CAPITULO III
EFEITOS DO CONFINAMENTO BIDIMENSIONAL NAS PROPRIE
DADES MAGNETICAS DO GAS DEGENERADO

Quando a temperatura for suficientemente baixa e ou
a densidade tao alta que o principio de exclusao de Pauli nao pos-
sa mais ser desconsiderado, a condigdao (I1.22)- indispensavel para
que a integral no arco BCA a direita do eixo real fosse a zero- nao
mais se verificara (veja figura (II.1)). Portanto nao se pode usar
os resultados do capitulo anterior,

Para isso recorre-se novamente a expressao integral
(IT.17) para o potencial de Gibbs e desta vez fecha-se o contorno
a esquerda e procura-se obviamente determinar a relacao entre z (po
tencial quimico), B (campo magnetico) e W, (frequencia caracteris-
tica do potencial de confinamento) para que a integral nos arcos
BD e CA se anulem” (veja figura III.1(a)).

A analise do integrando permite encontrar os polos
e um ponto de ramificagao, que sao relacionados abaixo:

7

i)t = inmw
< "
. , com n=,.,.~2,-1,0,1,2,...
.po]os 1']) t = 1nm (III.])
simples o

\

ponto de ramificagao: t=0 (corte: eixo real negativo).
Nao foram relacionados acima os polos a direita do
eixo imaginario devido a sua localizagado (fora do contorno).
Sendo nula a integral nos arcos BD e CA, o caminho
c pode ser substituido pelo caminho o e pelos contornos envolvendo

0s polos no eixo imaginério(27), conforme indica a figura III.1(b).
(17)

» Desde o trabalho de Sondheimer e Wilson entretan
to, sabe-se que a integral no caminho o esta relacionada com a sus-

ceptibilidade estacionaria e os residuos @ que determinarao existen

L2 - - - :
A condigao e c>ﬁ(wL-QL) |Veja Apendice-C|.
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cia do efeito oscilatorio (dHVA).

Sendo assim, os tratamentos para um e outro caso
serao dados separadamente.

b

1. Susceptibilidade estacionaria

Essa parte da resposta do gas de eletrons vira de

eBCt

) cosh(at) dt
o/¢

sentt senhté,  senhto_

(I111.2)

A expressao acima pode ser calculada expandindo-se
o integrando nas proximidades de t=0, e usando a representagao in
tegral de Hamkel

t

Loy et ] (111.3)

2ri ot r(Z)
0 resultado dessa expansao e
t
1L 1 7/2 . e-dt

W, o (—) {4(8z) J

est 50l '2n’ BP(E%-&2) L

t 2 t
+ GZ(BC)3/2 s e53§ + 2m (BC)3/2 ;8 dt +
t 3 1572
2,02, 2 t 2 t

=B~ (E"+e™) ( 3/2 e dt 2m -1/2 e dt

+ Bz) S + —— (Bz) S =77t
3 £ °72 3 t'/”
-(80) V2 2.2 2.r 2. .0 27.efdt . 7 2
+ B(E“+e“) [n°+30a ]f—-|-7-2- + —— [ +
180 t 720
4, 4 .2 2. 4 -1/2 , etdt

+ BT(ET+4E%e%+e7)] (BE) [ =7} (111.4)

t



¢ polos de cosec hiG_

 C X polos de cosec htO,

.

Re(t)

Figura III.1(a)

\j

Re (t)

Figura III.7(b)
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que apos 0 reconhecimento das integrais e o uso da tabela (28)

r(1/2)=vm T(372)= XT3 T(3/2)= 24T . p(g9/2)- 05

2 4 16
assume a forma
(L/2}) . 64 7/2 482 (E%+ c?)
Mest® VAl (B2 "% +[ - *
(Bﬁwo)’ 1057 9vm
2 3/2
8 ) ?
e 27 (o) 0 B (g)¥ P e B (57 V/7
3/m 9 90
2.2 _ 3/2 2 10
_a R (E2+€2)(BC) 1/2 _ n B (E2+52)(0r) /2,
6vn 180
78" 4 .22 4 -1/2
+ (E7+4E“e“+e" ) (BL) ") (111.5)
7207
Neste ponto torna-se imprescindivel voltar as varia-
veis originais B e W atraves das relacoes E=h{w5+w§!]/2, e= hu

w _=eB/2mc e a=BuBg/2. Assim com

2, 2 2,2 2 2 2,2 2

8% (E%+e?)=28%R %l 6%A Wt = 26%%8% (Bfiw, ) (111.6)
2,02 2. 2.2.2 2 o2 2

B (E“-¢“)=8"" [wL+wo-wLJ= (Bfiw,) (111.7)
4.8, 22 4e bbb 22 _ 4y 4o 44

B [E +4E"e"+¢ ]= B [2wL+6wLwO+5moj=B [2u B +

+ 6uB%(fw ) 245 (fiu )] (111.9)

o potencial fica explicitamente em termos do campo B.
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W - (L/2X) [ 64 (B€)7/2+[282U28292 -
est (Bﬁwo)? 105/ 3T
2 2,2
) 83°1u°B 3 (BC)3/2 +... ) (I11.9)
9 V/TT

Note que os termos estdo sendo abandonados devido ao fato de (Bz)
ser muito grande, e B serve para detectar a contribuicao de spin.
A seguir o mcmento magnetico vem dado por

1 W 2

est by & - Ly wTB (55/2 1y g
B 3B A 3V/n 3 g

e depois de eliminar ¢ por meio de

a1 PMest L 7(6a)(8)°/2
8 8z B 3g 2 2 10577 (8hu )’
- 12 L _Légliii? (I11.01)
105 A /ﬂ(Sﬁwo)
fica
105 ,8., Nu°s 1 35N %8 1
Myet™ (=) == (1- =) = 22252 (1- ) (I11.02)
112 3 . 3 14 1 3
ou ainda
35 Npl 1
Koo ST (1o 1 (111.13)
14 ¢ 30

Antes de passar a examinar a susceptibilidade oscila-
toria, alguns pontos precisam ficar esclarecidos no procedimento a-
cima,

i) para encontrar o numero de partTculas em (I1I.11)
€ necessario supor que 0s termos oscilatorios deem uma contribuicao
desprezivel, o que & verdade se a situacao considerada obedecer
uB/r<<1,
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ii) também se supos que o potencial quimico e pou-
co afetado pelo campo magnetico (Wilson tambem supde esse fato).

iii) o resultado indica que em primeira aproximacao
a modificacao introduzida pelo potencial harmonico ndao depende de
k (ou wo). Entretanto nao se pode fazer w0=0 pois nesse caso a
expressao (III1.11) ndo esta bem definida.

Finalmente a analise de (III.12) revela que tanto a
susceptibilidade paramagnetica (efeito de spin) como a diamagneti-
ca (efeito de Orbita) tiveram seu modulo modificado na presenca do
confinamento(]7), mas a relacao entre eles continua sendo de 3 pa-
ra 1. Esse fato embora curioso nao e estranho aos iniciados no as-
sunto, que sabem ser a relac3do (3 para 1) mantida em varios outros
casos discutidos na literatura (veja por exemplo HebborneaMard#ZQ).

0 proximo passo e verificar o comportamento oscila-
torio do momento magnetico. Conforme (III.1) no eixo imaginario e-
xistem duas carreiras de polos simples: a de cosechtf e a de
coshectg_. Porem dependendo da relacao entre w, e w, esses polos
poderao eventualmente coincidir dandc origem a polos de segunda or-
dem que exigirao um novo tratamento. Na proxima seccao se analisa-
ra a primeira situacao e a seguir a coincidencia de polos sera to-
mada em conta.

2) Polos simples

A integral nos contornos envolvendo os polos e igual
a 2mi vezes 0 residuo correspondente, e a ordem dos polos faculta
o uso da relacao (II.24). 0 residuo em t=inn/0_ pode ser somado com
o residuo em t=-inﬂ/6+, conforme se indica abaixo:

. iRgnm/6, cos(ann/© )(-1)n
[Res em t:m = (.l..'l) € 2+ +
8 22 Nty inmy3/2 nme_
+ senh (——) (—) isen (——— )6+
8+ 6+ 6+

(I11.14)
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i n
o~ iBenm/6, cos(anm/& )(-1)

[Res em t= ;lﬂ£]=(£1 Re
0, 2\ senh(-nw27e+)(— ;nﬂ)g/z1sen( TT“4‘)6+
he s 8]
+
(I11.15)
1/2 ;LH"T
(- 1)n cos(nma/8, )cos ]
SOMA= (5T) s Ca (I11.16)
A (rm )™ “senh(nm /e+)sen(nne_/e+)
Analogamente para os polos de cosechtd_ ter-se-a.
¢ N
Res em t=inmn/9o_
genm |~
< ¢ Cm (-1)n61/2cos(nwa/e jeos[ 5 7]
+ = (x*)

senh(nm /6_)(nw)3/2§en[nﬂ6+/9_]

LRes em t=~inn/6
-/

(I11.17)

Reunindo todas as contribuictes obtem-se para a parte oscilatoria

do potencial de Gibbs

. (-13"9 1/?cosT8LBgnﬁ/°0 lcos|
W =(=){ I
05¢ “a n=1 (mr)3/2

rBCﬂTT l

senh[nm /e+]sen[nn6_/6+J

n 1/2

cos [BuBgnw/20._ ]cosLBg"TT + %J
L}

)3/2

(nm senh[nﬂ /6_] sen[nﬂ8+/9+]

(I11.18)
Essa expressao permite que sejam feitos limites de no-
tencial fraco e forte em relacgao ao campo magnetico, mas o caso de

k-0 precisa ser considerado com cuidado (Veja apendice-D).

2.a) Potencial fraco em relagao ao campo magnetico

)

PP e Bhw =i
W 0

L
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Nesse limite as funcoes 8, e 6_ podem ser expandi -

das
2
‘Qjﬁ(x) w ul
2 L 1/2 , . :
o, = D (0w )= (s —) M ey atin 114 (=27,
2 2 e Zw‘
(I11.19)
oF . w
o = 2B e Verfe, (=22 (111.20)
- 5 L 7L L 9
A wL
2 2
6 0, +w 24w [ 2w, 2w
e St At S SR B S (111.21)
5 g, wi/2w’ ¥
- LU o YL 0
2 2
o Q. wgl2wp 1 L oy2
P - 2,5, 2 2 -7
0, Qw0 2+wo/?wL T+-(2wL/wO) ?.u)L
63}
- (=27 (111.72)
ZwL
Substituindo em (III.18) tem-se
(1)2 - LUZ
(-1)"cos BuBgnT (1 02 yjcos BCmT(1- ——%) + =
L @ 2 BﬁwL 4wL LBﬁwL 4wL 4
W= =L {3 > 2 4
0sc . w
A n=1 (nv)3/2 senh{ o (1- —97)1sen{nn(—9%)]
Bﬁu)L oy | Ly
n 1/2 RuBgnm 4wE Bznm L 7|
(-1)" (8% )¢ cos [T () [cos | = (=) + Z
L ?
o 28hw, W Bw, w 4
L 0 L 1
X
n=1 2
2 A 4w
(n'rr)3/2 senh[nTT (—?E)]sen nr[1 + “?L ]
BﬁwL Wy w,

(I11. 23)
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A essa altura e preciso fazer a hipctese de que o0s
primeiros termos sejam representativos, o que e razoavel em face
da presenca do seno hiperbolico no denominador. Alem disso, antes
de calcular o momento magnetico e preciso fazer um exame cuidado-
so dos periodos das funcoes oscilatorias- que s$3ao muitas- presen-
tes em (I11.23), considerando a contribuicao da funcao que varia
mais rapido apenas. A razao para isso e gue se assim nao for fei -

D

\

to, fatalmente cair-se-a num emaranhadc matewm

2

atice do qual dificil
mente se extraira algum resultado compreensivel. Neste caso as fun-
¢coes "rapidas" sao aquelas que tem o UﬁwL que e muito maior que a
unidade.

Finalmente e importante notar que a primeira serie
guarda as caracteristicas do efeito dHvA no caso livire (k=0), in -
clusive a periodicidade em 1/B (inverso do campo), enquanto que a
segunda tem definitivamente um comportamento novo, que se traduz
principalmente p=la neriodicidade em B (no pnroprio campo).

Apos essas considecagoes, pode-se calcular o momento

magnetico por derivar wosc com relacao ao campo e dividir por g

.l

Assim
15
m = L9y (II1.24)
0sc g yp OS¢
que fornece para o momento no Timite de potencial fraco (p.f)
wZ
-1/
(C/ﬁwi_)(gﬁw[_) - ZCOtg [nTY ’;9'2']
mggi-: (II_‘:U) { =t 2 sen [.nl(;.+f_}+
A n=1 172 1kl H 4
(n7) senh [ —— ] 9
BﬁwL
2
4w
(-1)"V2(z/me ) (Bhw )T Zeotg [nm (=]

w

&1 8
X

0
7
n=1 ny - 48%Hw, |
1/2 r L
(mr) "° senh [——mes
| (Bfw )
0
sen[% (_win%\]} (111.25)
‘hwo ‘UG
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[ importante observar ainda que a primeira serie

tem o mesmo periodo do momento oscilatorio no caso livre (w,=0)

(17)

calculado por Sondheimer e Wilson

2.b)

Potencial forte comparado com 0 campo magneti-

co

W
*L <<

W
0

e BﬁwL:1

As funcgoes 6, e 6_ sao agora calculadas nessa apro-
ximacao e logo apos substituidas no potencial de Gibbs,

2
Rhw w w
3H 2 241/2 0 L L .
§ = == {[m + ] +w, 1= {1+ — + + b=
+ L 7o L 9 N sz
0 0
RHw VZ
w2 11wy o+ ! (111.26)
2 2
2
BHw )
BR,r 2. 241/2 0 L L -
6§ = Z={lw+w?] ~w, b= {1- — + + o=
- Lo Lo o 2u°
0 0
Rhuw 2
. O N-y+ Lo v L} (111.27)
2 2
2 2
1 2 y y .
— x {1—)/— T 4 =— + b=
) Bhw 2
+ O 4y+ Lo+, .0} Bhw 2 2
2 2
w2 (1ays ) (111.28)
Rhuw 2
2 2
] 1 2 1+ y y 5
—_— vy I - Lo+ )} =
0. o Ly e 2 2
2 2
= 2/Bhw (1+y+v®/2+...) (111.29)



6,/8 _= 1+2y+2y° (111.30)

6_/6 = 1-2y+2y° ,  onde y=o Ju_ e y<<1  (I11.31)

Potencial de Gibbs para o casc de polos simples

e
confinamento forte

T gn . ~ o
(-1)n(ﬁﬁwa/z)‘/gcos[ugnwz-(i-y)]cosLnfCL (1-y)+ E}

1 2
(nﬂ)3/2 senhﬂgﬂzw

Bhw
PRy

(1-y)]sen[nm(1-2y+2y°)]

N “ .
(-1)”(Bﬁwo)]/zcus[ﬁ§ﬁzﬁ-(1+y}jcos nme2 (T1+y)+ “]

; ﬁwo ﬁwo
n=1 0
3 ATy .
(mT)’)'/2 senhbﬂ}mu (1+y)Jsen[nw(1+2y+2y2)]
(IT1.32 )

0 forte confinamento faz com que a oscilacao no inver
so do campo desapareca e nenhuma das duas series guarda agora o tra-

¢o principal do efeito dHVA. Obedecendc as mesmas observacoes do ca-
so do potencial fraco chega-se a

2nTmw .
w (BhW /2)-]/2(C/ﬁw )cotgfmjm.k ]Sen[Znﬂg (1-
p.forte L 0 0 W ﬁm;*
mP =-¢~4u{z
OSC. )\ n:! ,.,.2 ‘
w
0
%, .
- —(:)—) + ]
0 : 7 &
()72 senn[ A KDY
ﬁwo
2ntw
(6?3(00/2)—1/2({;/?3\*;\:}(:(!1“&" L 2n'ﬂ'(;

. 0 3‘_"‘(1}"""" ]Sen m——- (1+
5 0 0

- L2

- (nw)]/2 senh|2¥£LJ££ !

o

0

ST o)V senr{znﬂ’*’wﬂ%]} (11133 )
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e pelo uso da identidade trigonometrica
sen(a+b)+sen(a-b)=2 sena cosb (IIT1.34)

o momento magnetico pode ser escrito como

2nmw

N -1/2 L
B (8h )™/ (22 /P ) cotg [z sen(20E
osc. V. ~ 2
A n=1 (nﬂ)1/2 senh[znn kT] ﬁwo
hw
0
w
+ T Jcos[2NTE (_L_)] (111.35)
4 ﬁwo wo

3) Polos duplos

A formula (II1.18) para o potencial de Gibbs so po-
de ser usada quando a relacgao 6,/6_ nao for razao de inteirds, pois
se isso acontecer 0 seno que aparece no denominador da segunda se-
rie se anularia levando a uma divergencia indesejavel. Para resol -
ver essa dificuldade basta lembrar que quando 6_/6_ for da forma
p/q com p,q e Z+, alguns polos de cosech(te+) coincidirao com outros
de cosech(t6_), dando origem a polos duplos, cujo residud precisa
ser calculado de outra maneira que nao por (II.24). Supondo p=£e q=
=1 todos os polos de cosechtf_ coincidirao com polos de cosech(te+),

e 0s residuos se calculam (Churchi11(30)

) atraves da serie de
Laurent. Para isso faz-se a expansao do integrando nas proximidades
do polo duplo residente em inw/0_, usando a variavel auxiliar s =

(t-inw/6_). Tem-se

. 2 3 4
BTt o1BINT/0 19,5754 (Bgs) ™~ , (Bzs)™ , (Bzs) . )

e .l
6 24

(I111.36)
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senho t senhfd (s+inm/6_)  senhinfmcoshsf0_+senhsf9_coshinkrw

&n . S8 -
SNyt AL s L (e )% el (111.37)
senhsg6 _ S20_ 6 360
1 - 1 ~ (-1)” {._1_.. -
senh® (inm/9_+s) isennmcoshs® +senhs®_cosnm $6_
50 -
L A R AT (111.38)
6 360
cosha ( ARL +s)= cos(ﬁzé)”osh as+isen(213)senh(as) =
9_ 9_ o_
ira ne (ﬂs)z
2008 (——=) { T+imstg (——) +—t— + ...} (II1.39)
o_ 6_
3is6 sH
1 . 1 [+ N AR N N §8 Y-
. . 2 4
(lﬁﬂ.+s)3/2 (lﬁi}3/2 " "
8 0_
1 1 n ( 2 -
= — [1 + ims cotah(=—)+ ms) 4 iu]
senm(~1L +s) isenh 20 °. 2
0 )

(111.41)
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0 que se faz em sequida e multiplicar as expansoes
individuais obtendo uma serie do tipo

8 - e o)
Lr et coshat (27i)7! U R bq
2x t3/zsenﬂt senht6+senht6_ n=0 n n=1 sn
(111.42)
onde se destaca o coeficiente do termo s_]
by = —— S f(t)dt (111.43)

que & justamente o residuo de f(t) (integrando).

E facil concluir dai que 2mib, e o resultado da in-
tegral no contorno c¢' em volta da singularidade.

Reunindo as contribuicdoes dos polos duplos simetri-
cos em relacao a origem (n e -n) obtem-se

Coan(ee1)  [BEAT L Mg , 2
Sy {rlet o cos oFe BNt 25 (112 ) [ cotgn(—)
- .

(28_) senh(nﬂz/e_) nm 0 9 a

[Sﬂﬂﬂ T

_1yn{&+1) Y

+._§_ ] - sen(nﬂa)}+( 1) segr 4 (= )3/2
2nm 6_ 6_ 26 senh|nm®/6 | nm

(E cos (21} (111.44 )
6 8

Obviamente a parte oscilatoria do potencial de Gibbs sera a soma de
todos os residuos calculados nos polos simples de cosechtf e de to
dos os residuos correspondentes aos polos duplos de cosecht6, =
cosechtd_ conforme (III.44). Sendo assim eliminando de (III1.18) os
residuos dos polos duplos (vide restricao)



n /2 . rRuBgnm o o Binm o, ow
L o, ("']) s;‘r+ “ cos E‘%Ldg““rml Cos :3“”51 + Z j‘
W= (=){ 7 +
0SC T pe 3/2 not ne.
(n7) senh!—— | sen |-—— |
‘6 i p |
f' .{,
n{%
- (—I)n( +])cos(nwa/e_} it 36
-z » [wcotgh(——)+ — +
75 n% 9
n=1 QBI/L(H )gfzsenh]nwz/e_lL ° g

+ aig{ﬁﬁg)] cos[ﬁgﬂﬂ + f ]+
6 5 |

o = e e N
- L / 2 /rz !"s'n‘f- - (P‘C) sen [_* i—jl ¥ _:1 }
n=1 26/ “(nn) senh[~5«J 6_ 4

Essa expressao, embora exata, nao permite tirar con-
clusdes a respeito do momento magnetico. Para que isso nossa ser fei
‘to e preciso investigar os limites de potcncial traco = forte.

3.a) Potencial fraco

Usando as aproximagoes (I11.719),.... (111.22) tem-se

o
(}\“‘L“
4 5 )]

p.’f: L'ﬂ' = Cnﬁ E
Wiee * ()1 = cos [5— (1-
‘ py n=| 'ﬁw’

2
w
0 ™
-.__.2)+m2}+ .
4u 4
L
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2
2w
( ])n(2+])(6ﬁwL)—1/2( L)Cos[uBgnW L ]
L ® W Zﬁw W
_(_ﬂ) 5 0 . L 0
A n=1 2 4y
v ()% senn [N & ]
Bhw, w
L 0
nﬂ2 4—(1;-5 3Bﬁwl_ (,u(z) n B 4U)L - 4y
[reotgh[—— —5 I+ (—)+atg[T (o) feos [0 (—5) +
W Wy 2nm 4wL ZﬁQL wO ﬁwL 0
n(1+1) 172,20, uBgnr L
(1" ot )T (o [ ()]
© w () w
m o . 0 L 0 .
d Ty (e
2{nm) senh[— 0—%;{
RAw W=
L 0
Na .
capl SNT o " /
Sefi ~— (wn?g t - ]! (I11.46)
ﬁwL W, 4

Usando uma vez mais a aproximacao uB<<g, obtem-se a
parte oscilatoria do momento magnetico

2
o ( %&~)(BﬁwL)—1/zcotg[nw(;9?)}
p-f.:(l"ﬂ')u{ Z' L 4U‘)L Sen[n"”f(: + _'TI ‘I+
0sC. A T 1/2 nrokT 4
(nm) "% senhl 1 W

ﬁmL

2
. 4y
(1) Vg (/) (8 )T () f ) cos AL ()]

ZﬁwL Wy

no1 8
™
x

n=1

2 g

&
w(nm) V2 (6h)? senn [T (2]
ﬁwL w,



mz A’imf 33, wg B Zu)L ;
[reotgn [ ()]s —F () + atal 20 (57 ] x
- S W 2ni 5y 2 "
sﬁcL vy 2nir 4 ] P Wy
20
ggn[_IE.(ﬁ_L)z + Lo
¥
}wL wo

2w
(3 ) Peos LA (¢ ]

o (-1 )n(S&H )8 - 5 Zﬁwt W,
- Z ( s )L. ? . ‘210 .
n=1 Q(nﬂ)1/2 ﬁwo (Bﬁwj) S(ph[nﬂ‘ P"J:)ZJ
¢ Q{](Ul w
2w
cos[TE (—)f + 17 (111 .47)
,th 48] 14

Cutra vez @ preciso notar que a nrimeira serie @
quem vai dar o dHVA no limite de k G conforme seccao IV,

3.b) Potencial forte

Por usar os resultados das aproximacgoes (III1.26) a
(II1.31) chega-se &

_ 2nmy
(BﬁwO/Z) 1/2 cotggm-——ll]
f. . &
wgsc.z =N z] ’ ? > Cosﬁgﬂlg (1-
A n= (nW)B/Z senh Eéyl_] ﬁwo
?ﬁw
0
+] R anmw
gt (D" (g 2) 7 2eos [—L ]
- =p - 3 . 0 x
) = .7 <
®o Aoon=l 2(nn)3/2 senhﬁﬂﬁl-}

Bﬁwg



e 0 comentario
B.

~29-

Bhw © - ) _
= cos| (1+ —=)+ L +(ar)sen[ZNIE (14 )+ I
4

nm 'hw w 4 ﬁu) w
0 0 0 0

2nnc

{2
4

(111.48)

a fazer e que nesse caso as funcgoes sao periodicas em

Prosseguindo obtem-se para o momento magnético

2nmw
(0/fu)cotg[——F] (sfus /2)7 /2
® W
mp.f . _ mly : o )
0sc o .
1/2 2nm
(n7) senh[<50- ]
Yo
Bhw
TN(&+1 -1/2. ¢
S
w " o0 . W
{Se”[znﬂc (1- =)+ 3-} I 0
f W 4 A n=1 ) 2
° ° Q(nw)]’z senh [an ]
Bﬁw
0
2nmw
cos | L 14- ® sen [ZnnC (1 + %)+ T+ 2nm(—5-)cos [2nvg (1
W 2 ﬁwo W, 4 hwo ﬁwo
“L m
et (111. 49)
w 4
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4) Alteracao no efeito de Haas-van Alphen no limi-

te de confinamento fraco (w >0)

Trabalhando com a funcao de partigao

7(g) =(k) <cosh(BuB) 4puB

> (IT11.50)
2 senh(BuB) (Bﬁwo)

-0
Yo

ja testada em 2.b) pode-se obter o potencial de Gibbs (parte osci-
latoria) como

o] Lm > eBCt cosh(at) dt
W - (“—) z 5/ 2
t 8 _senh(tBuB) sen(mt)

(I111.51)

onde a integral e feita em torno dos pontos (inm/BuB) que sao sin-
gularidades de cosech(BuBt). Assim

.\5/2 nme 0
© 4(BuB) cos[m= + 7]
(2 3 w7 (111.52)
0SC "y " n=1 5/2 2 nm
(nm) (Bfw, )" senh [ ]
BuB
e o momento magnetico fica
3/2 1/2 nmg i
o 4(Bu) zB' “sen[—g=— + 1]
m= 2L g wB T (111.53)
A n=1 (nn)3/2 (Bﬁwo)z senh[nw ]
BubB

Usando a relacdo entre o potencial quimico e o nume-
ro de particulas dado em (III.11) chega-se a um momento magnetico
por particula

nweg il
m_ 15 3/2(g,p)1/2 ; ; sen[ﬁﬁ— + 7]
N 4 (Bcjgyz, n=1 senh[nwz/BuB](nnfgfz

(I11.54)
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contrastando com

o sen[nTTC -
—-nl: 3'TT M v E’B‘— -IJ
N 2(65)7/2(3U3)1/2 n=1 (nﬂ)1/zsenhinﬂz/6u81
(I11.55)
' i i (17)
obtido por Sondheimer e Wilson

, para o caso de w_=0.



CAPITULO IV
EFEITOS DE CONFINAMENTO TRIDIMENSIONAL NAS PROPRIE
DADES MAGNETICAS DE GAS DE ELETRONS LIVRES (ALTA
TEMPERATURA)

1. A funcao de partigao

A simplicidade com que se consegue tratar sistemas
finitos (ou confinados) pelo artificio do potencial harmonico su-
gere que fagamos o mesmo para tratar a direcao paralela ao campo.

A hamiltoniana quantica de um eletron com carga e-
letrica -e, massa m para essa configuracao e

2

2
2.2 mo
AV - 1'usLﬁ(x 9 . y _3__) + L (x2+y2)+l m(ni
2m oV oX 2 2

H o= - z

(IV .1 )

que pode ser diagonalizada com operadores de criagao e destruicao,
assumindo a forma

1 1 1
Ho= ho,(afag+ ;)+ﬁw_(a§a2+ E) + o (afagt =) (1V.2 )

Essa hamiltoniana e essencialmente a de um oscila -
dor harmonico tridimensional anisotropico com os operadores dados

por
Q
1 ™12 : i .
a,= = (——) (x-iy) + {(p,-ip,)
T2 " n 2(m0 )1/ x 'ty
(IV.3 )
1™ 102 . i .
dn= — (=) (x+iy) + (p_+ip.)
22 2(mha ) /Y

(IV.4 )



1 MWy /2 i P,

/2 f /2 (mhw )/

5 (IV.5)

A equacao de Schr8dinger nesse caso tem auto-valo-
res conhecidos

En’mspz (n+ "E)ﬁw++(m+ ;)ﬁw-+(p+ E)ﬁwo (IV.6)

onde w+=(QLimL). A funcao de partigao para uma particula pode ser
encontrada por soma direta

e-BEnmp = I

; o=8(nt1/2)fu,
n,m,p n

0 m

-B(m+

[T 1
(@)
12

/20w - B /2R =
p=0

e—Bﬁw+/2 e-Bﬁm_/Z e-Bﬁwo/z

) (/= ) (=)
o B, " Ty g BRw_ T Ty o Bhug

= ( (IV.7)

1-

ou ainda
Z(B):[85enh(Bhw+/2)senh(Bhw_/Z)senh(mao/Z)}_]
(1V.8)

Para levar em conta efeito de spin basta multipli -
car por 2cosh(BuBg/2), conforme Apendice-A e doravante a fungao de
particao a ser utilizada se escreve

Z2(8) = cosh(a) (1v.9)

4senh6 senh6_senht

onde substituiu-se
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_ Bh _ B(E+¢)
Rﬁw T Q. +w = padi Siadaih.v & = f
T + 5 [ L L] > +

Bﬁw = _B_ﬁ [QL—(DL]= ﬂ—g—:.g_). = f s e
2

Colocando (IV.9) em (II.17) pode-se calcular o po
tencial de Gibbs. Se ¢,B e k satisfizerem a condicao

w
e, + = -w ] (IV.10)

2
entao a integral no caminho c sera igual a -2mnifresiduos calcula -
dos nos polos de cosecnt que ficam a direita da origem (isso por -
que a integral no arco BCA se anula quando R»x), Sendo assim

Ctic
W= —J I mo ehtt cosh(at) dt

2mi c-ie 4tsenﬂtsenhte+senhte_senhteo

® grt
_ 3 RES (" e cosh(at) }

n=1 4tsenmtsenht® _senht6_senht®

0 t

1]
=

(-1)n eBen cosh(an)
1 4nsenhn® senhnd_senhn®

W= - I
n=

(IV.11)

e o momento magnetico total vem dado por

(-1)" PN a_ [ cosh(BiBan/2)
( 0 ) R oB coshBﬁQL-coshBﬁwL

(IV.12)
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Face a rapida convergencia da serie o primeirc ter-
mo ja sera uma boa aproximacao e dessa maneira

'eBCcoshLBuBg/Zj 1
gh

m=

{tanh(RuBg/2)-

Yo
2senhl;

] [coshafia -coshBﬁwL]

L

ysenhBﬁQL-senhBﬁmL
- ¥ (IV.13)
coshB’ﬁQL—coshBﬁ:uL

Eliminando a fugacidade por meio de

A

\ iy PN I eyl
N = 13k e cosh [ BuBg/ 2| (1V.14)
B 3z 23erﬂ1(BﬁwO/Z)]coshBﬁQL—coshBﬁmL&
resulta para o momento magnetico
ysenhBﬁ@L—senhBﬁwL _
m=Nu{tanh(BuB)- ‘ } (IV.15)

coshBﬁQL-coshBﬁmL

onde v e a razao de frequéncias(wL/QL).

0 resultado acima coincide com o (II.25) para o ca-
so do confinamento bidimensional, indicando que nelo menos em pri-
meira aproximacao n3ao ha diferenca entre as duas situagoes no to -
cante a resposta a um campo magnetico uniforme e estatico.

Essa aparente semelhanca entre o comportamento do
gas frente a um e outro confinamento sugere a averiguacao das proprie
dades locais (a altas temperaturas) na configuracao atual a fim de
comparar com o0s resultados ja obtidos para o caso do confinamento bi
dimensional.
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Figura IV.1- 0 caminho de integragao para (IV.11)
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o Propriedades locais a temperaturas attas

e et Aot A i e

0 conhecimento do pronagador C(??'S) definido como

> . > -RFE >
C(FF'a) = 7 v.(r) e v (rn) (I1V.16)

permite encontrar 2a densidade num determinado ponto do sistema. Na

estatistica de Boltzman a densidade em v por particula e dada por

") - C(rr) (IV.17)
Z(R)

e a densidade de corrente de probabilidade fica

TF) - (S veFRe)-vierr )], L
Z(R) 2mi r=r'
F & n(RA) (1v.18)
mc '

Escolhendo o gauge simetrico (cilindrico), e portanto

R(¥)= = (-v,x,0) (IV.19)

N jo

resta apenas calcular o propagador, que deve satisfazer a equagao de
Bloch

HC(FRrg) = - 25 (Fr'8) (1V.20)
58
com H dado por (IV.1).

Por analogia com Sondh91mer e Wilson pode-se propor
uma solucao tentativa

C(?F'B)=f(8)exp{—ig(8)[xyLyx‘]+h(B)[xx'+yy ]- ——-l-fx sylex' ey 2]

v 0(8)(z+2") 2em(8) (z-2")° ) (1v.21)
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e obriga-la a satisfazer (IV.20), alem de reproduzir o propagador
de particula livre (II.8) no limite de k e B nulos. Sendo assim

um sistema de equacoes diferenciais e obtido cuja solucao e mostra
da abaixo:

mw
F(8)= (——2m)/? L B (1v.22)
Znﬁsenheﬁwo 2mRh senhBE
g(8)= 9% senhfe (IV.23)
i senhBE ,
h(g)= Oy 0SB (1v.28)
f senhBE
k(B)= %% cotghBE (IV.25)
mw
L(g)= - —2 tanh(8fio /2) (IV.26)
4%
mw
m(8)= - —= cotgh(phuv_/2) (IV.27)
4

Fazendo os calculos de (IY.18) obtem-se

3(F)= n(F) fw [1 - senhge 1} (-y,x,0) (1v.28)
ysenhBgE
ou ainda

3(F)= n(F)V(¥) (IV.29)

Esse resultado vem mostrar que o gas roda como um
todo em torno do eixo z, com a mesma velocidade que o fazia quando
nio existia confinamento na direcao paralela ao campo magnetico.



CAPTTULO V
0O POTENCTAL HARMONICO TRIDIMENSIONAL E AS PROPRIE
DADES MAGNETICAS A BAIXAS TEMPERATURAS

0 conhecimento da fung¢ao de particao d= uma parti-
cula e o uso da expressao integral (I1.17) permite o calculo do
potencial de Gibbs, que por sua vez contem todas as informacgoes
do sistema de eletrons que desejamos estudar. Assim

C}1m x Pt cosh at  dt

1
W= ———
2mi c-i» 4tsenmt senht6+senht6_senht60

(v.m

Supondo que z,B e k satisfagam a relacao

w
o>h [ -0 - — ] (V.2)
2
entao o contorno c pode ser transformado no caminho fechado ABDA
desde que a integral no arco BDA vai a zero quando R for a infi-
nito. Isso permite que (V.1) seja substituida por '
. eﬁct
W= % RES {
4tsenﬂtsenht9+senhte_senht@o

cosh at 1

(V.3)

onde os residuos devem ser calculados nos polos de t,cosecnt,
cosechto_, cosecht® , cosecht8 —que sdo

inm

i) ot o= (V.4)
:
+
ii) t =t inw/6_ (V.5)
P1) ot o= x0T (V.6)
0

iv) t = #n , n=1,2,3,... (v.7)
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v) t=0 . Note que a origem e polo (V.8)
de quinta ordem.

1. Susceptibilidade independente do campo

0 comportamento estacionario do momento magnetico
sera proveniente dos polos simples de cosecmt localizados no se-
mi-eixo real (negativo), e do polo de quinta ordem na origem. Os
residuos em t=-n, com n=1,2,3,... sao dados por

_1y\N .-BTn
(-1)" e coshan (V.9)

1 4nsenhnd_ senhn®_senhnd

w8

n

e 0o residuo correspondente ao polo de quinta ordem na origem po-
de ser calculado por expandir o integrando em serie de Laurent,
nas proximidades de t=0. 0 resultado e:

Bct
RES{ T8 cosh(at) } I B (RC)4 n
tsenmtsenhtd senht®_senhtf

2

+6a (BC)Z—Z(BC)2[6 +9 +6 ] + 2n2 2.2

(Bc) +a +Za n

4

[eg+ef+e4] 10m 92] -_Q [ +0 16 + 104 ei+ I
15 15 15 15
(V.10)

[ interessante notar que a expressao (V.10) e exata e portanto per

mite a anialise dos casos em que o potencial e forte ou fraco com

relacao ao campo magnetico. Isso nao acontecia no caso do confina

2a2[82+6 +“7]+

}

mento bidimensional pois naquele caso havia um corte no semi-eixo

real negativo (devido a raiz quadrada que aparecia no integrando

)

e a expansao portanto so valia no Timite de potencial de confina-

mento fraco.
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Voltando ao caso em questao, Se fizermos a hipote-
se de que ¢ nao seja negativo entao a contribuicao dos polos em
-n pode ser desprezada frente aquela proveniente da singularida-
de na origem, ficando o potencial termodinamico como

1 b 2,2 2 2.3 2
Wogy™ ———— 1(BC) +6a (8z)“-2(pz) T (BuB) + = (Bfiw ) 14
12(Bﬁwo) 4
+ ZWZ(BC)2+64+252W2 - 2a2[(8u8)2+ §<(Bﬁwo)2] +
4
7 4 3 I 2 3 2
+ = (BuB) T+ = (Bho )] - — [(FuB)“+ = (Bfw )] +
15 16 3 4
2 2
(Bhw ) (Rhw ) 4
+ 2 0 [(eu8)2+ ° ]+ AU (V.11)
3 4 2 15

expressao na qual ja se fez o uso das relacoes entre ¢ ,0 ,0
as variaveis originais B,8 ¢ W, {lembrar que a=8uBg/2).

Usando a hipotese de Rz>>1, obtem-se o numero de
particulas

(V.12)

PR WA S—

o LN (#c)’
( e i 1. \ =
94 3(3;?1(1,0)

Finalmente derivando {(V.11) em relacao ao campo mag
netico obtem-se

2 2 2w
1 \ NoB T . | Ny S S 0\2
Mest #3(1= =) e b ey L ) e = () (1 -
3 ¢ (Br) 3 L 2
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E claro que na aproximacao em que se esta traba -
Thando o segundo termo e desprezivel frente ao primeiro (observe
que ele tem dependencia na temperatura). Entretanto, o mesmo nao
se pode dizer com relacao ao terceiro pois ele so pode ser des -
prezado se (ﬁwo/g) for muito menor do que um. Pode-se dizer ain-
da que se isso nao se verifica a relagao de 1 para 1/ 3 entre a
contribuicao de spin e a de movimento orbital tambem nao mais a-
contece,

L



—

~-53-

I mit)

> puins de cosec (1)
X polos de cosec h 1B,
e polos de cosec h1Bo

- polos de cosec h16.

X

X

X

X

Figura V.1

Re (1)



2. Comportamento oscilatorio da susceptibilidade

Conforme mostra a figura V,1 existem agora trescar
reiras de polos no eixo imaginario, nrovenientes das funcoes cosech
te,, cosechts_ e cosechts . Em razio disso a analise do comporta-
mento oscilatbrio do momento magnetico fica muito dificil. Para com
plicar um pouco mais existe a possibiltidade de coincidencia dos
polos dando origem a polos duplos e eventualmente triplos, que pre
cisam ser considerados separadamente.

Polos simples

Recorrendo-se ao residuo para forma fracional nao e
dificil obter para esse caso

n < ro
. z (-1) COS[nﬂa/e+jCOSlenﬂ/0+] ,
0sc 4 nﬂZ nme_ nwé
2n senh[—] sen| sen ]
X o, o,
o (-1)" cos[nwa/ﬂ_]cos[ﬁ;nw/@_]
+ T +
n=1 " 2 nmo ne
2n senh [F-]sen[——] sen ]
n
. ? (-1) cos[nwa/eojcos[ggnn/eo]
n=1 2 nme _ nmo
2n senh[LL] sen| sen|
9% o Yo

A sequir podem ser examinados os limites de w, gran-
de ou pequeno comparado com a frequencia de Larmor (correspondendo
aos casos de um confinamento forte ou fraco).



2.a) Potencial fraco

UJO
— << e Bﬁf;iof}

YL
Recorrendo as formulas (1il.13%;,...,(111.22), ob-
tem-se para o potencial de Gibbs, nessa aproximacao

2 2
9 o
(-1)" cos[THE (14 —ZyTcos[ME (14 5
o Zhw A Ais &
wp.f.: ) L L L L +
osc. n=1 T waz nmw
2n senh[— Jsen ﬁ—fr-J sen |
Bﬁw 4y~ 2w
L L
.2 2
4{_1) - fj}i;l )
(-13" cos [nuBg —-TL—.I cos[MEE (=5))
- , Z
x VAt W o U
+ T L 0 L 0 +
n=1 2 Gof o
2n senhl: —-?] sen[nw(1+ _?w 5y lsenl. ]
U} ]
L % 0
(-1)" [n 1:Bg Te nwc2j
o Aw ﬁm
+ 3 2 2 (V .15)
n=1 2 N ni2es
2n senh[. ent ] sen | sen|
-hmq ZmL W

Derivando em relacao ao campo magnetico, encontra-se
o momento magnetico total

2
cotg[—-z-—j (z/fugy ) (Bhe 17! sen (DT
£ - o fu
p.f._ L
moSC = =T z +
. n=}1 a Fi it

Z2senh n

[N

sen[——_g i

‘ﬁmL ?wL



2
nwé _ _ - 4, w
cotg [ (e/fun, ) () sen [2T5 ()]
o H-U..'ro ﬁu LUO
-2my T
n=} 2 ,
senh[an jk Vsen[nr — wl ]
Bﬁm Wy wy
@ Fiog 1 o enmay T
-my L
n=1 senh[ZnnZ/Bﬁm0| sen|nmw /2w |
2Ny
-cotg2 [UJuLJ}
0 : (V.16)

SenhEZHWZ/Bﬁwo]SEH[nﬂwO/zwL]

2.b) Potencial forte

W,
—o>> 1 e eﬁULz]

“L

—

A substituicao das formulas (II1.26),...,(II1.31), da
para o potencial de Gibbs :

n YL w_
o (1) cos [nmBgR/Rfw (1- —=)]cos [2nre/fuy (1- — )]
p. f U‘)O - UJO
W b x
0sc. .-
n--] 2 2 {1 2(;.) 2u_,
2n senh[<M— (1- —)]sen|nn{1- N L ) ]
Sﬁwo (DO UJCI O

1

sen[nn(1- mLL;O+@E/2@§)]
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(‘])nCOSLM (1+ _L)]COSEZH‘EQ (1+ _-1_}]
. c;’ ﬁwo Wy 0 SR i
n=1 ; >
n " W - 211) 2\,\, _
2n senh[znﬂ (1+ —=)sen[nm(1+ L, L)j
‘ﬁmo UJO wo MOE
1
il
w )
Sen[nn(1+ L + L )]
0 2w
0 0
(-1)" cos[AHBY) cos[_?.r_‘lé]
2 w fuw
+ I 0 0
n=1 ) . wz
2n senh[znﬂ Jsen[nm(1- Lo L i
Sﬁmo mo 2“50
x 1
| W (V.17)
sen nﬂ(]+ = ¥ _é_)
b.)o 2&30

0 momento magnético nessa aproximagao pode ser escri
to em termos de dois somatorios, uma vez que o0s dois primeiros se

contraem pelo uso de

cos{a+b)+cos{a-b}=2 cosa cosbh (V.18)
. Znmuw,
Sendo assim (—1)n2ﬁ(c/ﬁw0)(8ﬁwo) 1c0tg[ L] cos[ ZHW?
£ o LL\O ‘ﬁUJO
mg'c'z -u X 4
sc. n=1

senh[anz/Bﬁmo] sen[nmw /w,]



- - ,‘rj T
(—1)nv(6hmo) ]COSL;H”TJ
( & A Ny
%ﬂﬁg(uk)i o7 9 cos "
w n=1 . nmw, 8
o 0 senhEgﬂLM sen3_ = 0
ﬁﬁwo ub
(V.19)

Novamente a oscilacao com o inverso do camno naoc e -
xiste mais. Esse resultado nao se aplica aos cascs de polos coinci

dentes, e disso trata o nroximo Jtem,

3. Polos coincidentes

Neste ponto ja sunor-se-a a coincidencia dos tres ti
pos de sinquiaridades, pois assim a coincidencia de apenas dois po-
los surge naturalmente, como sub-produto da imposicao inicial. Supce
se entdo que 6 _,8_ e 0 obedecam a relacao

=

[e>]

.2 .. (V.20
o :

+ 0

Com isso o primeiro polo de cosechtd_ coincide com o
2-esimo polo de cosechtt e com o m-esimo polo de cosechteo e assim
sycessivamente, dando origem » uma carreira de polos de terceira or
dem,

Para calcular o residuo correspondente recorre-se as
expansoes de (II1.36) a (II1.41) e ao metodo de Laurent. 0 resulta-
do imediatamente e incorporado ao potencial de Gibbs que agora pas-

S0U a ser

- -1)" COS[nﬂa/8+]COS[hﬂB:/@+]
= ) +
n=1 2 nmd nme
2n senh[] sen[—=] sen[—=]

L

9, %, 9,

W
0sc
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) (-1)ncos[nna/eo]cos[nnec/eéj

+
-1 B
+

=1 o senh[nnz/eojsen[nﬁe_/eo]sen[nna+/eol
o
. (_1)n+£+mcos[nﬂa/e_] lear)l O-
+ T > > {-cos(nﬂeg/e_)[————iiu- - — {1+
n=1 2nfmg_ senh(nn~/6_) 2 6
2
6 - e 2 L2
+22+m2)- + —_ - nzcotgh(31—)-antg(Dfi)cotgh(ﬂ:—) +
(nTr) 2 o_ 8_ o
ae_ nma G" nm arnm nmna e"
- —= tg(=)- = cotg(~-) | +gr sen(RET) latg(T%)+ +
ni ‘3_ m e_ SR ) H_ nm
n2
+ 'rrcotgh(—ir-—)]} (V.21)
8

A relacao (V.20) obriga o quociente 6,/8, ser razao
de inteiros (m/¢). Se essa fragao for redutivel, existirao tambem
polos duplos {coincidencia de polos de cosechto e cosechteo) cujo
residuo pode ser calculado por analogia com o casc anterior, A con-
tribuigdo dos residuos dos polos duplos resulta

L
w1 (-1) i‘ P cos|pma/me_] »
3 2 { cos(BE2%) T cotg(RT ) +
p=1 2n26_ senh (PT)sen(2T) me. m
me. m
or? ;
+ wcotgh(—-——) +—— 4 3 tg(ﬂ

m e_)] + sen(pnec/me_) [Bz] HV.22)

o pm m
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onde a restrigao se refere aos valores de p tais que p/m=n/p= in—
teiro. A razao para essa exclusao e que quando‘isso acontecer o po-
1o sera de terceira ordem e ja estara contado em (V.21). '

Uma vez mais 0s termos cue oscilam mais rapido sao
0s que contem o potencial quimico e so eles & que precisam ser de-
rivados. Nas expressoes (V.22) e (V.21) haveria necessidade de fa-
zer o0 limite de confinamento fraco ou forte e tudo se repete.



CAPTTULD VI
CONCLUSDES £ SUGESTOES PARA TRABALHOS
FUTUROS

Em recente publicagao Felderhof e Raval(2 ) calcu-
laram o momento magnético de um gis de el@trons livres em campo
magnético uniforme, a partir da corrente local. Para isso foi in-
troduzido artificialmente o potencial harmonico bidimensional
V(x,y)= k/2(x2+y2)——sugerido originalmente por Darwin—que permi -
tiu obter no limite de k indo a zero o mesmo momento magnético en
contrado por Sondheimer e W1lson( 7) para um gas sujeito apenas a
agao do campo magnético.

Esse fato somente se verifica a temperaturas altas,
quando o sistema pode ser tratado classicamente, No regime quanti-
co entretanto, as propriedades termodinamicas do gas sao fortemen-
te afetadas pela presenca do potencial, nao sendo possivel reprodu
7ir os resultados de Sondheimer e Wilson atraves do processo 1imi-
te em que k vai a zero. Alias, no caso da energia essa impossibili
dade existe mesmo a temperaturas aitas.

As varias modificagGes introduzidas pelo potencial
dao ao problema uma aparéncia'nova, tornando-se assim imprescindi-
vel o seu estudo independente e completo. Desse modo o potencial
de Darwin, antes um artificio, passou a ser visto como maneira'sig
ples e eficiente de tratar sistemas confinados. E claro que compli
cacBes foram acrescentadas (a simetria de translacao foi quebra -
da) mas no final uma situacdo nova=—e que pode eventualmente ser
de interesse para fisicos de plasmas ou astrofisicos— foi resolvi-
da.

A modificacao da susceptibilidade estacionaria sem
perda da relagao 3:1 entre as partes para e diamagnetica, e o apa-
recimento de termos na susceptihilidade oscilatoria periddicaos com
0 campo sao caracteristicas marcantes da presehqa do confinamento
bidimensional.

NQuando o sistema foi confinado igualmente nas tres
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diregoes verificou-se uma acentuada semelhanca (a temperaturas al-
tas) com o caso anteriormente estudado, indicando que no regime
classico o gas nao deve ser muito sensivel ao tipo de confinamen-
to. Por exemplo chegou-se a conclusao que ¢ gas, nesse regime, ro-
da como um todo em torno do eixo paralelo ao campo, nas duas situ-
agoes.

Uma extens3do interessante desse trabalho sera ve-
rificar se esse fato e independente do regime de degenerescencia.
Uma boa medida sera calcular o propagador degenerado(31) a T=0 con
forme a transformada abaixo indicada

>, > 1 CHiw Re > .
p(r'rgF) = — J e’ F C(r'rg) dR (VI.1)
27 i C=je

- >

onde . & a energia de Fermi e C(r'rg) e o propagador canonico cal-
culado no capTtulo I1I. Calculado p(r'F@) torna-se possivel encon -
trar a corrente bem como incluir efeitos de interacao coulombiana.
Nutra questao interessante deve ser o estudo da in-
fluencia do potencial de Darwin nas propriedades termodinamicas do
gas de Bose em campo magnetico uniforme. Sabe-se que o campo destroe
a condensacao, mas por outro lado o potencial harmonico atribue a
um ponto do sistema (a origem) propriedades inteiramente novas, e
se por ventura a densidade nesse ponto divergir tem-se uma forte in
dicagdo da existencia de condensacao, conforme Rehr e Mermin(sz) a-

firmam.
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APENDICE - A
FUNCKO DE PARTICAO COM SPIN

Quando as particulas, sob a acao do campo magneti
co, tiverem spin, entdo os niveis de energia (sobre os quais e
feita a soma para encontrar a funcao de partigao) dependerao de
mais um numero quantico designado por n. Assim a nova funcao de
particao sera

S
Z(g) =5 e i =7 7 eBuBIN (A.1)
:l =

onde 7 & a parte orbital e o restante leva em conta efeitos de
spin. Essa ultima contribuicdo estad sendo calculada agora por

5 Z2s .
eBpBgn _ e—BuBgS . _epuBgn

Z .
n=-5 n=0

spin

(A.2)

Com essa mudanca no dominio de valores de n o somatorio torna-se

S=Tl+x+x’+,. . +x" (A.3)

onde x=eBUBg. Un artificio simples para encontrar S consiste de mul
tipticar (A.3) por X. xS=x+x2+...+xn+1. E obvio que

xS-S=x+x2+...+xn+x +1-1-x-x2¢...-xn (A.4)
e dai.

(x-1)5=x""1-1 (A.5)
ou ainda

n+1
g= X 1) (A.6)
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Voltando as variaveis originais, tem-se

~81Bgs {eBuBg(Zs+1)_1

spin “ESUBQ = ! (A.7)

Multiplicando numerador e denominador por e-B”BQ/2
_ BuBg
o *—Em (2s+1) [eBuBg(Zs+1)_]J
Lopin = (A.8)
P LBuBg/2 _ -BuBg/?
e lembrando que
Y(el¥.q Yo"
e “(e ) g -e - senh y (A.9)
2 2
chega-se a
;- senh[(2s+1)|RuBg/2] 10y
spin .

senh[8uBg/2]

Aplicando ao caso do eletron (s=1/2) imediatamente se cbtem

z (s=1/2) = 2 cosh[RuBg/2] (A.11)

spin
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APENDICE -B

FUNCAD DE PARTICAO DO GAS DE ELETRONS CONFINADO
POR POTENCIAL HARMONICO BIDIMENSIONAL

A hamiltoniana para o problema em estudo e

2
2 me
- . 2,2
H= o tow (xp oyt (x“+y

) (B.1)

e pode ser diagonalizada com a introducao de operadores

1 ™12, i .
a1 (=52 (x-1y) ¢ 7y (p,-ip,) (B.2)
2 fi 2(mﬁQL) i ?
e
me .
1 L,1/7 . i . \
a,= — (—) (x+iy}+ (p +ip,) {B.3)
2, o 2(mh, ) 7Y
que permitem escrever
x+iy = (ﬁ—-—)]/2 (aj+a2) (B.4)
me
L
. ; 1/2,_+ _
px+1py = 1(mﬁ0L) / (al-az) (B.5)
levando a
p2
+ 1 + ] z
H=fuw (aja, + —)+hw_(a,a,+ =)+ — (B.6)
+77171 0 272 5 om

0s auto-valores de {B.1) sao facilmente encontrados

rﬁZkZ
z

1 ' 1
E(n,,n_,k_)=fow (n + —)+fw _{n_+ —~)+
-2 ) 2 2m

(B.7)
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onde

mt=(QLtwL). - (B.8)

Em consequencia disso a funcdo de particao pode ser
calculada como soma dos fatores de Boltzmann (e'RE

n), com En dados
por (B.7)

2.2
L oo - -B[fw (n + l)+ﬁw (n + l)+ " kZW =
Z(B)= — [ dkZ 7 e £ - om CE
2 n ,n =0
-0 + -
L e-Bhw+/2 e-Bﬁw_/Z L 1
= (=) -Rhw ) —Fhw ) = (=)
Ao 1-e + 1-e - 2h 25enh(ﬁﬁw+/2)senh(Bﬁw_/Z)
{B.9)
0 uso da identidade trigonometrica
Bﬁw+ Bhw_
2senh| ]senh[ 1= coshRBE-coshBe (B.10}
2 2
onde E=ﬁQL e e=ﬁwL, deixa escrever a funcgao de partigao como
L 4
Z(g) = {—) (B.11)
2x coshBE-coshBe
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APENDICE- C
CONDICAO SOBRE 0O POTENCIAL QUIMICO
PARA UTILIZAGKO DO METODO

0 que se pretende aqui € encontrar a relacgao a ser
satisfeita pelo potencial quimico, campo magnetico e intensidade
do confinamento para que se possa fechar o contorno de Bronwich
pela direita (ou esquerda). Para isso e preciso estudar o compor-
tamento do modulo da integral

1 r L eBct cosh{at} dt
377

2mi 2xn t

(C.1)
sentt senhtd senhts

aoc longo do arco BCA (ou BD-CA) conforme figuras, extraindo assim
a condicao para que ele va a zero a medida em que R se tornar ar-
bitrariamente grande. |

Denotando o numero complexo t, pelo seu modula (o
proprio R) e seu argumento (9)

t=Re ?- R(cose+iseny) (c.2)

e majorando cada termo do integrando conforme abaixo

a) |cosecntigC, e_ﬂR|Sen¢‘ (C.3)
b) !t-3/2[ _ R-3/2 (C.4)
¢y |eft|gc, ofEReOs (C.5)
d) |cosechte, |<C, e'e+R'COS¢| (C.6)
e) lcosechts_[<C, e-e_R\cos¢1 (C.7)
f) lcosh atf«Cq eaR]cos¢| (C.8)
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ficamos com

L st ]
- expi[a-9,-9_]R{co.$[+BrRcos¢-R Iseng ] }d:
4% -w/2 R ¥

(C.9)

Como o seno aparece em modulo e 0 cosseno e positivo no intervalo
de integracdo, a exponencial e reescrita como
-9 -B
(Br-96,-8_+a)

AR cos¢ - — send ) (C.10)
A A
onde A=/(8c-6+-8_+a)2+n2, e um fator de normalizacao que permite
¢hamar
.
Bc-e+-e_+a
= sena
1 A
- 1 = cosa (C.17)
A

A integral (C.9) passou a ser

2t w/2

Bocicptyty exp{AR[sen(a+s)] s %%77 (C.12)
e para que ela va a zero ha necessidade de

sen{a+d)<0 | (C.13)
ou seja

-m-pgas-¢ (C.14)

Como ¢ varia de 0 a w/2 conclui-se aue o deve obede-
cer
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-mgag-m/2 (C.15}
isto e,

sena<0 e cosas< {C.16)

A ultima condigao obviamente se verifica, mas a pri
meira exige que

Bz-6_-6_+a<0 {(C.17)

que apds a substituicao de 0, ,9 e a pelos seus respectivos valo -
res leva a

Cgﬁ(QL-wl) (6.18)
0 mesmo procedimento permite concluir que para fe -

char o contornoc pela esquerda e necessario que o potencial quimico
satisfaca

£ () -9) (€.19)
Essas condigoes reproduzem aquelas ja determinadas

no caso de haver unicamente o camno magnético(quando se faz o limi-
te de w0+0) atuando sobre os eletrons.
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APENDICE-D
ENERGIA NO REGIME CLASSICO

Neste seccao calcula-se a energia media por parti-
cula para o caso livre (k=0) e confirado no limite em que k->0. Nao
se leva em conta efeitos de spin. Para o caso de eletrons em cam-
po magnetico uniforme a funcao de particao e (veja Sondheimer e
Wilson)

v BﬁmL

Z(ﬁ)= I (0. 1)
A senheﬁmL

A energia media sera

aanz 1
<H>w = - = - + ﬁmLCOtghBﬁmL (D.2)

38 2R

Para o caso de eletrons confinados pelo potencial
harmonico a energia media de acordo com Felderhof e Raval e

<H>c = 1, Esenhgb- senhBe (n.3)

2B coshBE-coshBe

para k#0. Basta fazer o limite dessa expressao para notar que

Tim < H>F - + l-+ ﬁwL cotghSﬁwL -2 +hie

cotgh%ﬁmL
o 0 28 8 28

L
(D.4)

a energia nao assume, pelo processo de limite o valor conhecido na
ra o caso em que desde o inicio k=0,

Alias o resultado {(D.4) pode ser atingido partindo
da fungdo de particaoc ja aproximada e calculando

L RAw

adn 0 L
<H> = - —— 7, 4= - = n{ }
k>0 ap K70 38 Asenh(%ﬁm‘_({%ﬁwo)_z
; _
<H> 9 = — ¢ th cotgheﬁmL (D.5)

28
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