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A

HISTORICO E AGRADECIMENTOQS

Como tudo na vida essa dissertagao tem uma histdéria. Nos
so objetivo inicial nao visava propriamente a "Estrutura Matemati
ca das Teorias de Gaugd mas sim, num primeiro movimento o estudo
das forgas soliton-soliton, e num segundo passo a  generalizagao
do método desenvolvido por Rajaraman? para a "interagao instan
ton-instanton.

No entanto o impacto geométrico causado pelo estudo das
teorias de Gauge consubstanciado na profunda semelhanca formal en
tre as regras de transformagao dos campos de Gauge e aquelas das
conexoes da relatividade geral foram decisivos no desenvolvimento
de nosso trabalho. Nosso primeiro contacto com a bibliografia ma-
tematica foi a partir do pioneiro livro "Vector bundles in Mathe-
matical Physics) de Robert Hermann escrito em 1970.

Naguele momento o ceticismo em relagao a utilizagao dos
sofisticados métodos da geometria diferencial contemporanea em fi

sica era muito maior do gque o &,hoje. A "perversidade" ideoldgica
citada pelo prdprio Hermann no congresso de Salamanca® causava
(e ainda causa') profundas barreiras entre os fisicos e os matema
ticos.

Hoje creio que o processo de incorporagao da "nova" mate
matica com a fisica & irreversivel. Em todas as areas as estrutu-
ras matemadticas da geometria diferencial e algébrica tem-se mos -

trado esclarecedoras e proficuas.

A discussao da mecanica classica, principalmente no gque
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tange a gquantizagao de sistemas vinculados ganha uma nova vida a
paftir da teoria de Frobenius e do conceito de distribuigao. A
propria termodindmica somente se esclarece com a utilizagao das
"formas diferenciais". O mesmo ocorre com a teoria das interagoes,
uma vez que qualquer que seja sua natureza (gravitacionais, fra-
cas,eletromagnéticas e fortes) podem ser formuladas a partir das
conexoes a Ehresmann num fibrado principal.

Como conclusa@o acredito que toda essa matematica apesar
de limitada a discussao estrutural das teorias cientificas da fi-
sica deve jogar um papel central no desenvolvimento da ciéncia
moderna. Evidentemente que o conduto principal sera fornecido pe-
la experiéncia, entretanto a prdpria experiéncia & suscitada pela

reflexdo tedrica. Creio que os curriculos dos cursos de fisica te

rao que ser modificados a nivel de graduacao e pos-graduacgdo, uma

vez que a formagao matematica oferecida aos profissionais em fisi

ca limita-se a quase que exclusivamente a matematica do século passado.

Da mesma forma a pesquisa em matemadtica deve se extender
3ds aplicagbes em fisica que em termos de abstragao nada devem a
nenhum outro ramo da matematica. Por tudo isso vale a pena o gran
de esforco em diregdo a matematica moderna. A fisica com sua capa
cidade de trilhar a incerteza e a matematica ampliando as possibi
lidades tedricas serao uma unica disciplina.

Agradecgo aos meus companheiros, pela lucidez, pelo incen
tivo e principalmente pela agao disciplinadora que me impuseram.

Agradego ao professor J.J. Giambiaggi cuja orientacgao
transcendeu em muito o plano da ciéncia, pela solidariedade, pelo

companheirismo, pela orientagao segura, experiente e nao castrati
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va que ofereceu durante todo esse trabalho. Todos os elementos
positivos desse trabalho sao de sua responsabilidade.

Agradeco aos professores Gilberto Loibel e Luis Favaro
do Departamento de Matematica de Sao Carlos, pelo incentivo, pe -
las informag¢oes cedidas e pela paciéncia.

Agradeco ao professor Roberto Lobo co-responsavel dos
acertos desse trabalho, pelo incentivo e pela paciéncia ao ou-
vir meus seminarios.

Agradego a grande maioria dos cbmpanheiros de meu depar-

tamento, funcionarios, alunos e professores.



INTRODUGAD

Um dos problemas candentes da Fisica Telrica atual,.cog
siste na determinagdo de uma estrutura tedrica, (em éontraéosiqéo
é uma fenomenologia) capaz de elucidar a natureza das iinteraQGes
fortes. Na verdade nao estamos frente a um problema, mas sim fren
te a um conjunto de guestoes que, quaﬁdo articuladas revelam uma
complexidade qualitativamente diferente daquelas que a geraram.

| Em primeiro lugar, os dados experimentais das colisoes
fortes, parécem apontar para a destruigao de um dos conceitos (tal
vez preconceitos) mais estdveis da fisica: a linearidade. Ao aban
donarmos a linearidade multiplicam-se a diversidade e a beleza dos
fendmenos possiveis, bem como nossa incapacidade de campreendé-los.
Um mundo nao linear permite a existéncia de objetos como solitons
e instantons, mas por outro lado sepulta uma parte consideravel
de nossos conhecimentos matematicos em equagoes diferenciais de
dificil solugdo. Em fendmenos nao lineares, da mesma forma gue na
vida, pequenas causas podem gerar efeitos imensos e a uniao de
dois fatos nos oferece um fato inteiramente novo. A velha teoria
da perturbagao, cansada e impotente, abandona o centro do cenirio .

A seguﬁda classe de problemas surge com a quantizagao de
teorias ndo lineares, tanto a nivel da propria interpretagao  do
significado da qguantizagao como na forﬁa de fazé-la. O velho es-
quema de considerar a ndo linearidade uma perturbagao ja nao mais
funciona; a nao linearidade engendra dentro de si um conjunto de
fendmenos ina cessiveis a técnica‘perturbativa usual, e que sO es
t3o sendo conhecidos a partir de ﬁma metodologia de quantizagao

radicalmente diferente da usual: o método de Feynman das integrais



de trajetdria®?

Finalmente se coloca a questao da hamonizagao da estru-
tura tedrica da fisica atual, o velho sonho de Einstein. Como se
encaixa nossa futura teoria das interagdes fortes com as demais a
reas da fisica? B possivel unificar nosso conhecimento relativo
3s interacdes gravitacionais, fracas, fortes e eletromagnéticas ?
Um estudo comparativo do conjunto das interagoes pode nos forne-
cer uma pista para uma teoria das colisdes fortes?

A historia do conhecimento da natureza inerte se fez com
a geometria, e a geometria reflete em nossa consciéncia a nature=
za do mundo real. Sustentamds entao, que a histdria do conhecimen
to natural aponta no sentido de uma geometrizagéo‘crescente do co
nhecimento. A geometria & a base da experimentagao e sd a partir
dela podemos nos libertar da formalidade lb6gica e ganhar alguma
intuigao do mundo real.

Comecemos por Newton, sua Mecanica se inspira na geome-
tria de Euclides (evidentemente o problema de sabermos se isso era
um elemento consciente na mente de Newton & puramente metafisico),
as componentes daquilo que. ele nao sab{a serem vetores, seu tempo
absoluto, sao elementos de uma geometria rude: o substrato geomé -
trico & passivo, inerte e nao interfere no substrato material. A
matéria interfere na matéria instantaneamente e a distancia, atra
vés da categoria forga. Sua geometrodinamica & morta e global.

Com a Mecanica Quantica, o infinito se instala pela
primeira vez de modo confortdvel na Fisica: a diversidade dos fe-
ndmenos quanticos exige a concepgao de objetos matematicos de di-

mensao infinita, os espagos de Hilbert. Entretanto & com a Relati

vidade Geral que a geometrizagao do conhecimento abre espago e se



concretiza definitivamente. Na geometrodinamica de Einstein O subs
trato geométrico tem vida, se move ao sabor da dinadmica material,
32 influencia e, & por ela influenciado. Sua geometria € local, di-
ferencial; seus triangulos sao exdticos: os angulos somados podem
nos fornecer varios nimeros diferentes. O conceito de forga, can-
sado e impotente abandona o centro do cenario.

Esses avangos radicalizaram um problema que o proprio
Newton ja tinha sentido: a utilizagao de sistemas de coordenadas;
o problema de Newton foi resolvido a partir do conceito de vetor,
(que ele nao conhecia) mas a Relatividade Geral colocavavno pal-
co, personagens mais complicados, os tensores. Mesmo assim a uti-
lizagao de coordenadas mantinha a Fisica escondida num emaranhado
de Indices que até hoje provocam calafrios em nossos estudantes .
Elie Cartan precisa ser lembrado, pois a partir de seus trabalhos
conseguimos nos desembaragar da camisa de forga dos sistemas de
coordenadas; -Cartan conseguiu dar aos tensores (antisimetricos )
interpretagOes geométricas simples, surgiram as formas diferencia
veis.

O eletromagnetismo pode ser colocado na forma tensorial
mais foi a partir de um truque que ele revelou sua esséncia; e o
truque consistia em introduzir uma nova entidade o potencial ve-
tor, que apesar de inaccessivel a experimentacdo simplificava a
solugdo das equagoOes de Maxwell. A introdugao do vetor potencial
gerava no entanto algumas ambiguidades; a partir de varios poten-
ciais vetor distintos obtinhamos fendmenos fisicos idénticos. Weyl'®
certamente nao gostava de truques pois foi a partir de seus trabha
lhos gue se revelaram mais claramente a natureza das ambiguidades

que tantos problemas causavam & quantizagao do campo eletromagné-
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tico. Ele mostrou que o conjunto dos campos de gauge gue origina-
vam a mesma ﬁisica podiam ser transformados um no outro a partir
de transformagoes, as transformagoes de gauge. E foi mais além, a
introdugdo do potencial vetor nas equagoes de movimento do  ele-
tron de uma maneira, adequada,permitia o entendimento das intera-
¢Oes eletromagnéticas entre os eletrons.

Estamos frente entao a primeira teoria de Gauge: a ele-
trodindmica; temos um campo fundamental para o eletron dado por
uma equagio livre, a equagdo de Dirac. Se introduzimos na egquagao
de Dirac o potencial vetor, adicionando as derivadas parciais, su
as componentes, a teoria resultante nos dé os eletrons interagin-
do eletromagneticamente ou na versao guantizada os eletrons em in
teragao, medeados pelos fotons. O campo de Gauge comega a andar
com suas proprias pernas e comega realmente a voar, com a indica-
¢ado de Bohm-Aharonov' (verificada experimentalmente por Chambers ¥ J
de que o tensor de Faraday nao continham toda a informagao neces-
siria para a compreensao do movimento eletrdnico na presenga de
um campo magnético. (Isto numa regiao multiplamente conexa). Esse
fato deu um novo alento as teorias de Gauge e o proximo passo foi
dado por Salam e Weinberg que, num procedimento analogo ao da ele
trodinamica, unificaram as interagdes fracas &ds eletromagnéticas.
Isso dava as teorias de Gauge uma nova dimensao: a universalidade.

Assim a procura de uma teoria das interagoes fortes era
inspirada pelas teorias de Gauge e coube a Yang e Mills®a tarefa
de fornecer um primeiro modelo de Gauge para as interagoes fortes.

Esse modelo tinha um campo fundamental para o movimento dos nucle-

ons e um campo de Gauge para os pions que medeavam as interagoes.



Apesar do modelo ter sido substituido mais tarde por um modelo de
quarks e gluons’ ele teve alguns méritos inguestioniveis, em pri-
meiro lugar porque O grupo de simetriafesponsavel pelas transfor-
magoes de Gauge era mais complicado uma vez que a comutatividade
nao se verificava no grupo; além disso Yang e Mills exibem alguns
aspectos da teoria similares a Relatividade Geral: a introdugao
de derivadas covariantes, tensores de curvatura, conextes, etc.
Parecia entao que as teorias de Gauge seriam as estrutu
ras capazes de fornecer uma visao unificada das interag¢des, no en
tanto a gravitacao parecia marginalizada, mas nao estava. Yang em
sua analise da Relatividade Geral mostra que num certo sentido e-
la se comporta como uma teoria de Gauge. Mas afinal quais sao os
aspectos mais fundamentais das teorias de Gauge? Essa pergunta foi
parcialmente respondida por Wu e Yang que em 1975 mostraram gue
a estrutura matematica das teorias de Gauge nao apresentavam ne-
nhuma novidade, pois tinham sido concebidas ha muitos anos pelos
matematicos da topologia diferencial em especial Chern e Stenrood?2
Mas ainda, tais teorias podiam ser interpretadas geometricamente
a partir da teoria dos espagos fibrados e de uma forma livre das
coordenadas a partir do formalismo das formas diferenciaveis.
Conseguiamos entao um forte candidato»para a teoria das
interagbes fortes, a (Cromodonamica Quantica,”uma teoria de Gauge
onde o campo fundamental descreve quarks interagindo via um cam-
po de Gauge cujos quanta sao os gluons. O proximo passo seria a
quantizagéovdessas teorias de Gauge e a comparagao com os dados
experimentais, no entanto a complexidade das teorias de Gauge di-
ficultou e dificulta a obtengao de solugdes mesmo a nivel  clias-

sico.



Se os métodos de guantiza¢ao usuais, eram relativamente
ineficientes pois desembocavam de uma forma ou de outra num esque
ma perturbativo, uma esperanga se abria com as integrais de tr.ije
téria. E observou-se entdo que o conhecimento de algumas solugocs
classicas, ndo do modelo original Minkovskiano mas sim da versao
Euclidiana, permitia a obtengao de resultados semi-classicos apro
ximados mao nao perturbativos. Um modelo mais simples do que a
Cromodinamica Quantica, o modelo original de Yang e Mills na ver-
sido Euclidiana tornou possivel a obtengado dessas solugdes: os ins
tantons ?3Comegamos a estudar os instantons, suas propriedades e
sua esséncia e viu-se, que a presen¢a de instantons estava ligada
a uma lei de conservagao radicalmente distintaidas'leis usuais ;
ao inves de serem advindas das simetrias da lagrangiana via meca-
nismo de Noether, decorriam das propriedades topoldogicas do espa-
go das solugbes; eram as leis de conservagao topoldogicas. Hoje sa
bemos que essas propriedades topoldgicas também ja foram estuda -
das, de um ponto de vista puramente matemdtico, por Pontryagrin pa
ra os monopolos de t'Hooft e por Chern para o modelo de Yang Mills
e s3o na verdade classes caracteristicas associadas a espagos fi-
brados.

Finalisando, vale ressaltar que as teorias de Gauge, is
to &, as teorias de espagos fibrados, permitem uma interpretagao
para as interagoes fortes de tipo dual como em relatividade geral,
onde o campo de Gauge faz o papel da curvatura do substratum geo-
métrico,definindo a diﬁémica material:’

Nesse trabalho desenvolveremos os conceitos matematicos
minimos necessarios a compreensao da estrutura matematica das teo

rias de Gauge. Como método aceitamos conviver com uma serie de im



precisdes advindas de uma exposicao pouco rigorosa e superficial
de um numero bastante grande de conceitos matematicos. A justifi
cativa dessa decisao esta em nossa intengdao de escrever um texto
acessivel a fisicos, que em geral, tem uma formagao bastante pri
maria no tocante 3 geometria moderna. Além disso em nosso estudo
sempre nos deparémos com dois caminhos: o da profundidade e o da
extensao; escolhembs sempre o0 segundo, objetivando chegar rapida
mente 3s aplicacgoes. Além disso, textos completos e profundos so
bre o tema existem, desde o livro de Stenrood até textos mais mo
dernos!. Mesmo na literatura recente em fisica, comegam a surgir
artigos de revisao.

Iniciamos nosso trabalho discutindo os conceitos basi-
cos de algebra tensorial e exterior. Nos munimos entao de um mé-
todo algébrico capaz de gerar uma algebra tensorial e uma alge -
bra exterior a partir de um espago vetorial abstrato. Um concei-
to central desse capitulo & o de produto exterior.

Iniciamos entao, no segundo capitulo, o estudo dos ob-
jetos matematicos fundamentais, os atomos gue nos permitiram com
por nossa molécula basica: o espago fibrado. Definimos um espago
topoldgico, arena natural das aplicagdes continuas. Estudamos en
tao suas propriedades mais importantes.

No terceiro capitulo, sofisticamos nosso espaco topold
gico munindo-o de uma estrutura diferenciavel. Esse espag¢o topo-
16gico enriquecido & uma variedade diferenciavel, objeto adequa-
do para o estabelecimento da diferenciagao. Estamos no nivel da
topologia diferenciavel. Nesse capitulo definimos um vetor con-
travariante tangente e entao geramos algébricamente campos tenso

riais. Estudamos ainda a derivagao e integracao sobre variedades.



O capitulo IV condensa dois saltos de qualidades, um em
direcdao a uma geometria afim (com paralelismo) e outro em dire -
¢3o a uma geometria Rimaniana (com métrica). O paralelismo sb &
possivel se sofisticarmos ainda mais nossa variedade, definindo
sobre ela uma conexao. A passibilidade de medir tamanho de veto-
res exige um segundo enriquecimento: a métrica.

O capitulo V representa o coroamento dos primeiros qua-
tro capitulos, nele comegamos o estudo dqs espagos fibrados sim-
ples: o fibrado tangente e o fibrado dos referenciais lineares.
Esse capitulo finaliza a geometria necessaria para o estudo da
gravitagao e para nds representa um laboratdrio tedrico.

O capitulo VI se preocupa com o estudo dos grupos de
Lie, apresentamos também as equagOes de Maurer-Cartan.

Comegamos ent3o uma segunda fase, cujo objetivo sao as
teorias de Gauge. O capitulo VII & uma revisao do artigo de Yang

e Wu onde procuramos motivas o estudo dos fibrados exibindo o Dz

cionario de Yang e Wu, onde se estabeleceu pela primeira vez a
conexao entre a fisica das teorias de Gauge e a geometria dos
espagos fibrados. S3o discutidos os problemas decorrentes da

existéncia de monopolos, bem como a experiéncia de Bohm Ahoronov.
No Capitulo VIII expomos o conceito de espagos fibrados
iniciando de uma maneira intuitiva para depois formalizar esse
conceito. Nesse capitulo oscilamos em trés niveis: o da teoria
dos conjuntos (isomorfismos), o da topologia (homeomorfismos) e
o da geometria diferencial (difeomorfismos).
O conceito de equivaléncia de espagos fibrados joga um

papel fundamental no estudo dos nimeros quanticos topoldgicos e
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portanto na discussao de solugoes euclidianas de agao finita (ins
tantons). Os pontos centrais® desse capitulo sao os teoremas da
equivaléncia e construgao (Stenrood), bem como os conceitos de fi
brado associado e fibrado principal. :

No Gltimo capitulo nos dedicamos ao estudo das conexoes
em espacgos fibrados, uma vez que, tanto o potencial vetor como a
conexdo Einsteiniana, sao conexoes em fibrados principais.

Concluimos recapitulando os aspectos centrais das teo-
rias de Gauge e exibindo alguns elementos de ligagao entre a teo-
ria das conexOes em espagos fibrados e as teorias de Gauge, a sa-
ber a interpretagao do potencial vetor como uma l-forma conexao ,
bem como a identificagao do tensor de Faraday a curvatura princi-
pal.

Uma interpretacao rigorosa e axiomatica das teorias de
Gauge fogem do alcance desse trabalho. Algumas tentativas nesse
sentido se encontram citadas na bibliografia.

Expusemos também no fim desse trabalho, uma bibliografia
comentada que permita a localizagao rapida dos textos complementa
res 3 leitura desse trabalho e gue melhor se adapte &s preferén -

cais de cada um.



CAPITULO 1

ELEMENTOS DE ALGEBRA TENSORIAL E EXTERIOR

1. Motivagao

Neste capitulo introduziremos os conceitos basicos da
élgebra‘tensorial e da algebra exterior, antes porém cabe uma Jjus
tificativa da inclusao desse tOpico e de nossos objetivos com
ele. Os conceitos de tensor e de forma diferenciavel, ndo sao in
dispensdveis & descricao das leis da fisica, elas podem ser des-
critas usando-se sistemas particulares de coordenadas. O proprio
Newton em sua formulagao da Mecanica Classica, nao se referia a
vetores, mas apenas as suas componentes; entretanto a utilizagao
dos tensores permite uma descricao das leis da fisica, livre de
sistemas de coordenadas, exibindo o carater fisico de tais leis,
antes escondido num emaranhado de indices e simbolos. Da mesma
maneira o formalismo das formas diferenciaveis além de nos liber
tar das coordenadas, permite uma interpretacao geométrica mais
profunda das leis da fisica. No caso de teorias complexas como a
Teoria de Yang-Mills, a Relatividade Geral e mesmo o eletromagne
tismo classico, esse procedimento & ainda mais vantajoso, pois
nos fornece uma base intuitiva mais ampla.

Nosso objetivo nesse capitulo e nos seguintes & exata-
mente expor suscintamente essa linguagem formal,

Apesar de nossa

preocupacgao central estar concentrada nas aplicagbes, escolhemos
um método de exposigao, iniéialmente puramente algébrico, para

depois aplicar a artilharia algébrica as variedade diferenciaveis.
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quadridimensionais, substrato geométrico das teorias geralmente
relativisticas. Isto por trés motivos basicos: primeiro um argu -
mento pedagdgico: preferimos separar duas classes de problemas ,
uma advinda da manipulagao das formas e dos tensores, outra origi
nada da articulagcao de tensores ao longo de variedades. O segundo
argumento esta ligado ao fato de que o conceito primitivo de ve-
tor, como uma flecha unindo dois pontos do plano (ou dois eventos
do espago-tempo) deve ser reelaborado afim de ser aplicado ao es-—
tudo das superficies (ou ao estudo do espago-tempo curvo). Final-
mente apesar da natureza restrita das teorias de Gauge, elas mani
festam efeitos de curvatura induzidos pelos campos de Gauge.
Trabalharemos entao, com objetos abstratos, sem nenhum
significado geometrico ou fisico, cuja concreticidade reside em
nossa capacidade de realizar operagoes algébricas com eles, a sa-
ber a adigdo e a multiplicagao por escalar. Estaremos frente a es
pagos vetoriais abstratos, de dimensao finita sobre o corpo dos
nameros reais. Nao nos preocuparemos agui com os vetores de dimen
s3o infinita usados na Mecanica Quantica, apesar de muitos concei
tos aqui desenvolvidos serem aplicaveis a tais espagos. A segunda
restricao, isto &, o fato do corpo de escalares ser real, devera
ser abandonada, gquando isto for necessdrio. Os conceitos béasicos
utilizados s3o os conceitos de conjunto, aplicagao entre conjun -
tos, operagdes algébricas entre elementos, e sd. Somente com esses
poucos elementos poderemos falar em linearidade, tema central des

se capitulo.
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2. Vetores contravariantes

Estudaremos as propriedades de um espago vetorial [E .
de dimens3o n, sobre o corpo real, seus elementos serao denota-
dos por letras latinas mintsculas e denominados vetores contra-
variantés. Em tais espagos pode-se falarem base, isto & um con
junto de n-vetores €, k=1,...,n tais gue todo vetor Vde [E_

pode ser escrito como combinagao linear dos vetores de base,sim

bolicamente:
- vke ~ . .
(L) V= x (convengao de Einstein)
k o~ - .
onde V , k=1,...,n sao numeros reais.

Em tais espagos vetoriais nao existe em principio,uma
norma, quer dizer uma regra, que associe a cada vetor V um nime
ro real n3o negativo, dito norma ou comprimento de V, guando is
so acontecer o espago vetorial e dito normado; da mesma forma
nao existe em E um produto escalar, que associa a cada par de
vetores de [ um nGmero real, gquando isso acontece O espago ve-
torial & dito Euclidiano. Os espagos Euclidianos sao normados
(com a norma induzida pélo produto escalar), mas a reciproca nao
& verdadeira. N3ao assumiremos, por enquanto, nenhuma dessas es-
truturas, nossos espagos vetoriais sao os mais simples possi-

(*)

veis sem produto escalar ou norma .

(*) Nesses espagos nao podemos falar nos conceitos geométricos, como o de

perpendicularidade, angulo, etc...
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A razao do termo contravariante estd ligado ao fato de

que num espago vetorial existem muitas bases diferentes, de for-
v
ma gue podemos escolher uma outra base €4 , B=l,- MN,e expressar

O mesmo vetor V, em relagao & nova base:

Os vetores € podem ser expressos em fungido dos veto-

res én , pois também sao vetores de IE ¢
(3) €e= A% €m

Agora, substituindo (3) em (1) e comparando com (2) ve

mos que C/'l: /\‘1’,‘l V™, de modos que:
AR ;m
4y V%= A .V

Vemos entao que se a antiga base €, se expressa em
fungao da nova base de uma maneira (isto & atrav@s da matriz 1),
as componentes de V, na base €y se transformam de forma contri-
ria (isto e através de A—l), isto justifica o termo contravariante.

Podemos da mesma forma considerar outros espagos veto-
riais, digamos ‘F., e também compard-los. A forma natural de com
para-los & através de uma aplicagdo que leve elementos de um, no
outro e também que preserve a estrutura linear adquirida pelos
espagos a partir da adigao e multiplicagdo por escalar, nele de-
finidos. Muitas vezes conseguimos estabelecer relagoes lineares
biunivovas entre dois espagos, diremos ent3o que eles sio isomor
fos; para espacos de dimensao finita, serd o caso em que eles .

tem a mesma dimensao. Assim todos os espagos n-dimensionais sao
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identificados entre si e identificados ao popular ﬂzﬁ- o0 espa-
¢o vetorial das n-uplas de rimeros reais. No entanto os isomor -
fismos dependeram de escolhas de bases, o que d3a i identificagao
um elemento de arbitrariedade. Quando isso nao acontece, quer di
zer o isomorfismo nao depende de nenhuma convencgido, diremos que
Os espagos sao canonicamente isomorfos. Evidentemente se conhece
mos as propriedades de um espago vetorial, podemos conhecer as

propriedades de todos os espagos canonicamente isomorfos a ele.

3. 'Vetores covariantes

Vamos agora construir uma segunda categoria de objetos:
os vetores covariantes; um vetor covariante sobre o espago veto-
rial [E , nada mais &€ do que uma aplicacdao linear que associa a
cada vetor contravariante de |E um nimero real, denotaremos por
letras gregas aos vetores covarientes. Simbolicamente escrevemos
w:E—> R . Frequentemente reserva-se o nome de forma linear para
as aplicagoes lineares com imagens reais. Observemos a natureza
completamente distinta dos vetores contravariantes e covariantes,
os primeiros foram definidos a priori, engquanto que os segundos
sao formas lineares. Podemos enfocar os vetores covariantes como
maquinas lineares, em cuja entrada se coloca um vetor contravari
ante e que produz na saida um nUmero real.

Podemos agora formar o cbnjunto de todos os vetores co
variantes e sobre esse conjunto definir as operagbes de adigao e

multiplicagao por escalar

w+g ()= w )+ ) w,y - formas lineares

[awl()=4d: wi) a - numero real

14
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Tais operagdes dao ao conjunto dessas maquinas linea-
res uma estrutura de espago vetorial real n-dimensional, denomi
nado espago dual e denotado lEJ!. Como todo espago vetorial pode
mos falar em bases para o espago dual, bastando tomar n-maqui-
nas lineares (magquinas lineares, formas lineares, vetores cova-
riantes) independentes. Usualmente trabalha-se com uma base par
ticular para os vetores covariantes denominada base dual, que

denotaremos eR, R=1,.-, M , que tem a seguinte propriedade:
LY
et(em)= &m

Claramente tal definigdo & uma convengao; poderiamos ter defini
do a base dual de outra forma qualquer. Mas tal convengao esta-
belece um isomorfismo entre E e seu dual IE*, da seguinte for-
ma: dado um vetor de [E , expandimos tal vetor relativaﬁente a
uma base €g de E ; a seguir procuramos a base dual &' ¢ mon-
tamos uma maquina linear usando as componentes db vetor relati-
vamente 3 base. Exemplificando: se V= 2€ +36€;+12€3 entao

w = eetsaetsiee’

Evidentemente tal isomorfismo nao & candnico. Assim IE
- -
e seu dual [E sao isomorfos (tem mesma dimensao), entretanto o
isomorfismo nao & candnico de modos que devemos considerar os
vetores covariantes e contravariantés como categorias distintas.
O mesmo nao acontece porém se £ & um espago vetorial
Euclidiano, isto &, existe em IE uma forma bilinear simétrica ,
que associa a cada par de vetores de [F um nimero real; denote-
mos g{(,) tal forma bilinear. Agora se temos um vetor V de E. po

demos construir uma forma linear introduzindo V numa das entra-

das da maquina linear g(,). O fato de V ser introduzido na pri-
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meira ou na segunda entrada & irrelevante, pois a saida & a mes

ma; g(,) & simétrica. Associamos assim, a cada ve IE um ele-
*

mento g(v,) de [E .

Podemos agora realizar o procedimento inverso: parti-
mos de um vetor covariante w( ) e procuramos um vetor V tal que
colocado numa das entradas de g, digamos na primeira reproduza
w; w( ) =g(v,). Pode-se mostrar que tal valor existe e & nico.
Assim quando o espago vetorial de partida [E , & Euclidiano, os
vetores contravariantes e covariantes sao identificaveis canoni
camente de forma que a distingao entre eles n3o & importante |,
eles sao na verdade dois aspectos do mesmo todo.

Podemos agora repetir esse procedimento (de construir

£ ) - - .
o dual) tomando o dual do dual, E r 1sto e as magquinas linea-
res em cuja entrada vai um vetor covariante e em cuja saida vem
um nimero. Podése mostrar que isso ndo nos leva a nenhum lugar:
- -~ . . “ - .
para espacos de dimensao finita [E° & canonicamente isomorfo a

[E , tal propriedade & dita reflexicidade (3

. . . . . " . "
Finalizando, justificamos o uso da palavra covariante

observando que quando mudamos a base de IE :

ég':/\

m
R Em

A base dual sofre uma modificagdao da forma
~ - m
er= nhe
R ~
De modos que as componentes de uma forma W=WRE Jeverio se mo

dificar da forma

(’AV}R = A«: U)m

(3) Em espagos de dimensao infinita, isso nao ocorre; a menos que tenhamos

estruturas topologicas, adicionadas as estruturas algebricas.
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Que é exatamente contraria 3 forma contravariante, dal o nome co
variante. Usaremos sempre a convengao Gtil dos simbolos em :ima

e embaixo.

4. Tensores covariantes

Definimos um vetor covariante, como sendo uma forma 1i
near sobre um espago vetorial [E , podemos agora generalizar es-
se conceito definindo formas multilineares sobre [E . Assim um
tensor covariante de ordem p & uma apiicagéo multilinear que
associa a cada p-upla de vetores de E , um nGmero real, ou ain-
da uma maguina linear onde se introduz p vetores numa ordem defi
nida obtendo-se um nimero real.

O conjunto de todos os tensores de ordem p cénstihﬁ_um

. . ~ p - P ¥
espago vetorial de dimensao n*, que serd denotado ®" [E (o moti-
vo da notagao devera ficar claro a segquir).

Definimos agora o produto tensorial de um tensor de or
dem p, por um tensor de ordem g da seguinte forma: se Wi, v4s4,,)
€ a maquina linear de p entradas e se of(,,,) & a maquina de q

entradas, o produto tensorial sera: .
[W@d](,,,,._): wil,,--) - D((no:,
——

P+q eMTIRADAS

Entao por exemplo, a partir de dois tensores de primei
ra ordem podemos formar um tensor de segunda ordem. Agora, sera
que todos os tensores de segunda ordem podem ser escritos como
produto tensorial de dois tensores de primeira ordem? A respos-
ta & negativa, nem todos os tensores se decompde num produto ten
sorial; tensores com essas propriedades sdo ditos decomponiveis.

Listaremos agora algumas das propriedades do produto
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tensorial, que podem ser facilmente verificadas:

WO (K +d) = WA + WO &
(y+d) © W = 6. ® W+ oz O W

d(wed)= (aw)®y = Woldqs)
X, ® (NEQDQB,)== (xlg)dé) QBQS

A ®Ow # wel

Estamos agora em condigoes de construirmos bases para
os tensores covariantes de ordem p, a partir da base dual, em
outras palavras: todo tensor covariante de ordem p pode ser es-

crito na forma:
QJ Rz EP
(.L): wﬂ;ha...kp e @e @@e

As mudangas de coordenadas para oOs tensores covarian-
tes de ordem p sao completamente analogas as dos vetores cova

riantes.

5. Tensores contravariantes e mixtos

Nesse estidgio parece que perdemos a dualidade, pois
nao temos tensores contravariantes. Para obté-los, primeiro con

— X

sideremos uma forma linear V definida em IE , Com imagens em R;

. ] - £ .
ora, o conjunto de tais formas e exatamente IE ; que como ja
dissemos & canonicamente idéntico a [E , de modo que nossa forma
V na verdade & um elemento de E . Em outras palavras, os veto=
res contravariantes podem ser entendidos como formas lineares
sobre o espag¢o dual.

Generalizando essas idéias, definimos um tensor con -

travariante de ordem p como sendo uma forma p-multilinear sobre

¥ s A . .
t e indicamos o conjunto de todos os tensores contravariantes

18



?
pelo simbolo ® E . Tal como os tensores covariantes, oOs contra

variantes podem ser expandidos na forma:

by ... R
W = whkeRe €, ® Cr, ®..® Crp

Podemos falar também em tensores mixtos, digamos p-co
variantes e g-contravariantes; para isto basta tomarmos formas
P ¥
multilineares definidas no IE (743 L » que podem ser expandidos

na forma:
RiRz--- Rq

5! T
w = wm’,--- P, Ce,®...0 e'pq®€ ®..0e

6. Tensores covariantes alternados ou p-formas

Dentre os tensores covariantes existe uma classe deles
de reelevancia para as aplicag¢les em geometria difereﬁcial, bem
como em fisica, sdo os tensores covariantes alternados que tem
a seguinte propriedade: mudam de sinal quando alternados dois

de seus argumentos, mantendo os demais fixos, isto é:

U.}(V_Lr")VRJ""Vm"” )_: - W (V4"'-'\/411'---’ \/b_l - )

. ¥ o
Denotaremos o sub-conjunto de éSlE constituido
P
somente pelos tensores covariantes alternados por A E H os
tensores covariantes- alternados sao denominados . p—formas

. . . ~ e - .
e constituem um espa¢o vetorial de dimensao (P) . Essa ultima a
firmagao tem como consequéncia que sobre um espago de dimens3o m,
nao podemos definir n+l - formas, o maximo que conseguimos sao

. . M ¥ . 3 .

n-formas, constituindo-se o espago N E , unidimensional.
Uma maneira de conseguirmos formas alternadas consis-
te no processo de antisimetrizagao de tensores, isto &, seja W

um tensor de ordem p, seja uma permutagao dos numeros 1,2,...p;
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podemos definir uma p-forma @ partir do p-tensor da segquinte manei
ra: ,
| .
Ag W) (Vi Vp) = o 2 smal ¥ LW (Vg - Vi)
" vesS,

onde $P & o conjunto de todas as permutagles possiveis de 1,2,...,p .
- (231, (213),(312), 1321
Por exemplo com p =3, temos p! =6, 5P_,{9zsxtwa) ,1312) )}

de modo que

A (W) (VW) =+ [ww.vzv,)—w(v.vav;)—w(vzv,ve)+w(VzVs"-3*w("’V'V‘)'ww‘v‘m]
s ! 6

Se quisermos agora definir uma operagao entre p- formas,
temos que levar em conta que o produto tensorial de umé p-forma
por uma g-forma nao & uma p+g-forma, pois a forma p+q multilinear,
nao & necessariamente alternada. Nao temos outro caminho a nao ser
antisimetrizar o produto tensorial. Definimos entado o produto exte
rior de duas formas alternadas como sendo:

WA QX = R+2) ! Ag (wed)
RI 2!
onde W & uma R-forma e X uma %-forma.

Pode-se demonstrar as seguintes propriedades para as

p-formas (ou formas exteriores):
oA (Wy+wWe) = DAWy +0da Wp
(W +Walad = WyAadk + Wa A (
(Qwiad = walad) = glwad)
(WAK) AB = WA (daB) = WAAAPB
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De uma maneira andloga & usada para o produto tenso -
rial, podz-se mostrar que o produto exterior de l-formas gera
uma base para as p-formas. Assim uma p-forma gnérica pode ser es

crita como:

¥ ¥,

%4
w = UJ.(,...HP e*are*an...ne ®

om HKi.Ko=d,..,m e Ky <Kz <. .. < Kp

» ~ - P ¥
Isso Jjustifica a utilizagao do simbolo A [E para o es
pago das p-formas. A titulo de exemplo, calcularemos o produto

exterior de duas {p-formas

R
U): wneh' ) d: “pe
enTAD
wad= Q) A (wed)
L1t
wmas L Tw V) - ww)xm)J
As (W) (M.V)= -é‘{
loco
w () A (W)
UA K =
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CAPITULO II

ELEMENTOS DE TOPOLOGIA

1. Motivagao
Dados dois conjuntos de qualquer espécie ou natureza,

podemos conceber naturalmente a existéncia de aplicacgoes entre

elementos desses conjuntos. Assim o conceito de conjunto, & exa-
tamente aquele necessario e suficiente para que possamos preci-
sar o conceito intuitivo de relagao entre objetos. Por outro la
do a pratica humana revela uma outra qualidade das relagoes en-
tre objetos: a continuidade. Assim por exemplo as estrelas se es
palham pelo céu, de uma forma descontinua, enquanto que as aguas
se espraiam continuamente nos oceanos. Se trabalhamos somente com
conjuntos, somos incaéazes de precisar o conceéeito de aplicacgao
continua, isto porque a idéia de continuidade pressupOCe uma ana-
lise local, isto &, uma analise que nao se baste tao somente com
a investigacao de um objeto, mas que indague também sobre suas
vizinhancgas.

O conceito de espago topoldgico & o conceito necessa-
rio e suficiente para gque possamos precisar o conceito de conti-
nuidade. Assim a estrutura de espago topoldgico & a estrutura
gque devemos adendar a conjuntos,»para que possamos definir apli-
cagOes continuas entre eles. Deveremos precisar entao o conceito
de vizinhanga de um ponto. No capitulo III realizaremos um movi-
mento andlogo ao que estamos aqui realizando, sO que nosso obje-
tivo serda o estabelecimento da idéia de suavidade e seremos leva

dos entao, a idéia de variedade diferenciavel.
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0 conjunto em que a experiéncia do cotidiano & mais
fértil & o espago geométrico tridimensional. Esse espago, pode
ser identificado ao conjunto das ternas de numeros reais, relati
vamente a um ponto fixo do éspago; além disso, podemos falar em
vetores que se originam desse ponto fixo e se estendem a qualquer
ponto do espago. A partir dai, estabelecemos uma regra para clas
sificar eéses vetores, isto &, um produto escalar. Precisando o
produto escalar, damos aos vetores do R3, uma estrutura de espa-
co de Hilbert.

A partir da estrutura de Hilbert, temos um critério
para definir o tamanho de um vetor, como sendo a raiz quadrada
do produto escalar dele por ele mesmo. Assim obtivemos uma norma,
e nosso espago & dito normado ou de Banach. Os espagos de Hilbert
constituem uma classe particular entre oOs espagos normados. Pode
mos ir além, e a partir da norma de um vetor definir a distancia
entre dois pontos do R3, como sendo a norma da diferenga dos ve-
tores que localizam os pontos em guestao.

O espago passa a ser metrizdvel, isto &, a métrica
(induzida pela norma) permite que digamos quao longe um ponto es
t3 do outro. Os espagos métricos, sao categorias ainda mais ge-
rais. Com uma métrica podemos facilmente estudar as vizinhangas
de um ponto e definir a continuidade de uma aplicagao entre espa
gos métricos. Os espagos topoldgicos sao objetos muito mais ge-
rais (estruturas mais pobres); todo espago métrico & um espago to
poldgico com a topologia induzida pela métrica, mas a reciproca
nao & verdadeira.

Por exemplo, no R3 podemos falar em bolas abertas de
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varios tamanhos, e a partir delas construir conjuntos abertos em
geral, combinando a unido (finita ou infinita) e a intersecgao
(finita) de bolas abertas. Além disso, podemos falar em inte-
rior, exterior e fronteira de um conjunto. Tudo isso & no R3 pro
piciado pela existdncia da métrica. Mas existem os espagos topo-
16gicos, onde mesmo na auséncia da métrica, esses conceitos po-
dem ser estabelecidos.

Do ponto de vista histdrico, a topologia, como muitos
outros ramos da matemdtica, nasceu da geometria. No entanto, a
andlise topoldgica difere da anadlise geométrica no seguinte sen-
tido: enquanto a geometria se preocupa com o estudo da forma, ta
manho, etc., de objetos geométricos (como um toro, triangulo, etc)
a topologia vai focalizar sua atengao somente em algumas das pro
priedades dos objetos geométricos. Por exemplo, de um ponto de
vista geométrico, duas esferas de tamanhos diferentes, sao obje-
tos distintos, da mesma forma que um quadrado e uma circunferén-
cia sao radicalmente diversos. A topologia abstrai da geometria
a forma e a dimensao; do ponto de vista topoldgico tanto duas
esféras de tamanhos diferentes, com um gquadrado e uma circunfe -
réncia s3o objetos equivalentes, no sentido de poderem ser trans
formados um no outro. Leibniz denominava a analise topoldgica por
Analysis Situs, numa referéncia a preocupagao topoldgica em ana-
lisar apenas a situagao relativa dos elementos que carpoem um ob-
jeto geométrico.

Com o decorrer do tempo, a topologia foi se despren -
dendobda geometria e organizando-se enquanto disciplina autonoma,
aplicavel, inclusive a outros ramos da matematica. Os principais

nomes desse movimento sao, Riemann , Cantor ’ Poin-
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caré , Bolzano , Hausdorff e outros, que cul-
minou com a criagao do conceito de espago topoldgico. Se nas a-
plicagOes necessitamos também do conceito de suavidade (diferen-
ciabilidade), teremos de dotar nossos espagos topoldgicos de es-
truturas mais ricas, construindo variedades diferenciaveis. To-
dos os objetos matematicos usados em fisica (até hoje) possuem
estruturas mais complexas, no entanto, as propriedades topoldogi-
cas desses oObjetos ganham um relevo, cada vez maior nos Gltimos
anos.

Nesse capitulo, faremos uma revisdo dos conceitos ele
mentares da topologia, culminando com o conceito de conectivida-
de que joga um papel central na classificagao das solugOes clas-
sicas nao dissipativas das teorias de Gauge, e portanto na deter

minagdao dos numeros topologicos.

2. Espacos topologicos

Consideremos um conjunto qualquer M, de elementos de-
notados por p. Diremos que M & dotado de uma estrutura topoldgi-

ca se existirem uma familia F[M] de subconjuntos de M, tal que:
(1) MeEFM] ¢ & € FM]
(2) A uniao de conjuntos de F(M) ainda estd em M

(3) A intersec¢ao de um numero finito de conjuntos de
F(M) ainda & um elemento de F (M).
Diremos que a familia F (M) estrutura o conjunto M num
espago topoldgico (M,F(M)). Evidentemente, um conjunto pode ser

munido de varias estruturas topoldgicas, como por exemplo a situ

acao que encontramos no estudo das fungoes, que inicialmente &
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efetuado a partir do conceito de convergéncia pontual, (induzido
por uma topologia forte) para depois ser generalizado através da
introdugdo da convergéncia em média (induzido por uma topologia
fraca), que permite a discussao das distribuigOes. Quando nao
houver possibilidade de confusao, denotaremos o espago topoldgi-
co (M,F(M)), pelo mesmo simbolo gue caracteriza o conjunto.

Os conjuntos da familia F(M) sao denominados abertos
e seus complementares sao conjuntos ditos fechados. Os. axiomas
de dualidade da teoria dos conjuntos implicam que os conjuntos
fechados devem obedecer as propriedades:

(1') M e ¢ sao fechados

(2') A uniao finita de fechados & fechada

(3') A interseccgao de fechados é fechada.

Usa-se frequentemente a expressao vizinhanga aberta
de um ponto para denominar um aberto que contém o ponto.

Exemplos de espacgos topoldgicos, sao os espagos mé-
tricos (todos), pois se num espago estd definida uma distancia ,

(1)

isto &, uma aplicagao gque associa a cada par de pontos um na-
mero real positivo ou nulo, podemos definir bolas abertas. A se-
guir definimos oOs abertos do espago métrico como sendo conjunto,
tais que, qualgquer um de seus pontos pertence a alguma bola aber
ta nele contida.

Além disso, sempre podemos definir uma topologia num

conjunto qualquer, procedendo de duas maneiras eXtremas: conside

(1) Essa aplicacao deve ser sempre positiva, a nao ser que os dois pontos
coincidam, ser simétrica e obedecer o axioma triangular (Kolmogorof /

Fomin pag. 51)
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rando todos os seus subconjuntos como abertos ou considerando a-
penas o proprio conjunto e o vazio como abertos. Conjuntos de
fungoes também constituem exemplos de espagos topoldgicos. A de-
finicao de um topologia num conjunto depende dos objetivos que
temos com ele. Por exemplo, em espa¢os funcionais, frequentemen-
te trabalhamos com topologias fracas, afim de generalizar opera-
¢oes sobre fungoes.
Com a definigao de uma estrutura topoldgica podemos
também discutir as propriedades de um sﬁbconjunto U de M. Por e-
xemplo, ele pode ser um aberto, um fechado ou nem aberto nem fe-
chado. Além disso podemos precisar a idéia intuitiva de interior
de um conjunto U qualquer, como sendo constituido pelos pontos
de U gue admitem uma vizinhanga totalmente contida em U. Se um
conjunto & aberto, seu interior coincide com si préprio, mas se
U nao é aberto seu interior consiste no maior conjunto aberto con-
tido em U. Entao determinar o interior consiste numa operagao de
tomar sua maior parte aberta . Analo-
gamente o exterior de um conjunto & o conjunto constituido pelo
interior do complemento de U. Definimos agora por excluséoeafnml
teira de U, como sendo constituida pelos pontos gue nao estao
nem no interior, nem no exterior de U. Um conjunto que pode ser
associado a U, e que de uma maneira & um processo oposto a esco-
lha do interior & o fecho de U. Chamamos ent3o fecho de U e deno
tamos [U] ao conjunto constituido pelos pontos de M, tais gue em

toda vizinhanga aberta existe pelo menos um ponto de U.

3. Continuidade

Vamos considerar agora uma fungao real f:M->R e cons-
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truir o conceito de continuidade de uma aplicagao real.

Se trabalhamos com aplicagOes entre espagos métricos,
digamos g:E—F, podemos dizer que g & continua num ponto ee E ,
se para toda bola aberta de raio € gque contenha g(e), existe em
correspondéncia uma bola aberta de raio s gue contém e, e cu-
ja imagem em F estd totalmente contida na vizinhanga de g(e). Sim
bolicamente "g & continua em e¢€ E se dado €>0, arbitrario

36>0/ dieer< § = d(qE) g)ce

Nos espagos topoldgicos, nao existem uma métrica, mas
a idéia de vizinhanga & bem definida. Diremos entdo que uma apli
cagao f:M>R & continua,ino ponto p se dada uma vizinhanga arbi
trariamente pequena de f(p), existir uma vizinhanga de p, - tal
gue todos os seus pontos sao levados por £, na vizinhanga de f (p).
Essa definigao generaliza a continuidade em espagos topoldgicos.

O passo seguinte & definirmos uma aplica¢do continua
de um espago topoldgico M, num espago topoldgico N, e a definigao
e mutatis mutandis, a mesma que a anterior. Um teorema bastante
41ltil, na demonstracao da continuidade de aplica¢les entre espa-
gos topoldgicos e que inclusive pode servir de definigdo alterna
tiva de aplicagao continua € o seguinte: uma aplicagao & conti -
nua se e somente se a anti-imagem de um conjunto aberto qualquer
& um conjunto aberto. Simbolicamente, f:M~+N, continua, V aberto
de N~+f%V) & aberto de M.

Demonstraremos esse teorema a fim de familiarizar o
leitor com o pensamento topoldgico. Assumimos ent3o que f:M -+ N

14

seja continua e que Un seja aberto de N e iremos mostrar que

UM==f_l(UN) € um conjunto aberto. Para isso temos que mostrar que
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dado um ponto pe Uy , existe uma vizinhanga Vp totalmente conti

da em Uy- Para isso basta tomarmos uma vizinhanga V

essa vizinhanga sempre existe, pois U

£ (p) em UN '

N @ aberto. Como f & aberto

existe uma vizinhanga correspondente em M, contida em UM. Logo

& 0.
UM e abert

Agora admitamos que f—l(UN) seja aberto, para toda vi
zinhanca UN de N. Tomando uma vizinhanga de um ponto f (p), diga-

._l - -
mos Vf(p)’ resulta que £ (Vf(p)\ contém p, € aberta e tem sua

imagem coincidente com Vf(p) , logo £ & continua.

4. Comparando espacos topologicos

De posse de aplicagoOes continuas podemos comparar es-—
pagos topoldgicos. Consideremos entao dois espagos topoldgicos M
e N e uma aplicagao continua f:M-»N. Essa aplicacdo leva de uma
certa forma a topologia de N para M, pois a anti-imagem de aber-=

tos de N, sao abertos em M. Assim a utilizagao de aplicag¢des con

tinuas com inversa continua, n3o estraga as propriedades topoldgi
cas dos espagos, muito pelo contrario, ela preserva as caracteris

ticas topoldgicas dos conjuntos de N. Assim, por exemplo, o inte-

rios, fronteira, etc., de um conjunto U de N sao levados no inte-

rior, fronteira, etc. de f-l(U) em M.

Agora O inverso nao ocorre, isto &, abertos de M nao
sao levados em abertos de N. Podemos entao, por exemplo,imaginar
a aplicagao continua que leva todos os pontos de um espago topo-
logico M num Gnico ponto de N.

Afim de nos desvencilhar-mos dessas surpresas exigi -
mos que f seja continua

3 * . hg
)1nver51vel e de inversa continua; nessas

condigoOes diremos que f & um homeomorfismo (nao confunda com ho-
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momorfismo ., que € um conceito algébrico). Assim, os isomorfis -
mos entre conjuntos, preservam a identificabilidade enquanto que
os homeomorfismos preservam também as propriedades topoldgicas
dos espagos. Dois espagos homeomorfos sao nesse sentido semelhan
tes, no tocante a continuidade. No capitulo III definiremos uma

transformagao analoga para a diferenciabilidade: o difeomorfismo.

5. Enumerabilidade

Uma coisa desagradavel no estudo da topologia, & o
fato de que o conhecimento da estrutura topoldgica requer o co-
nhecimento -de todos os abertos do espacgo, o que sem divida é
complicado, pois as topologias uteis tem uma infinidade de aber-
tos. |

Um problema semelhante aparece quando trabalhamos com
espagos vetoriais: a listagem de todos os vetores de um espago ,
é tarefa frequentemente impossivel. Nesse caso, o problema & so-
lucionado através da utilizagao de bases.

Em topologia, procedemos de maneira analoga conside-
rando bases para uma topologia, isto &, uma familia&&&},ﬁei de
abertos de M com a propriedade de que todo aberto de M, possa ser
expresso como uniao de abertos da familia. Como exemplo, conside
remos a reta real e consideremos a familia de abertos L)kX.U«)

constituida pelos intervalos abertos centrados em x de raio %; ,

paran=1,2,3,... e para todo x.
x
[ (o1 ]
o8
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Essa familia constitui uma base para a topologia induzida em R,
pela métrica usual. Outro exemplo pode ser construido, tomando
apenas as vizinhangas centradas nos numeros racionais. A dife -

renga € que a primeira base tem um nimero muito grande de ele-

mentos, enqguanto que a segunda € enumeravel.

Sao de particular interesse os espagos topoldgicos

que admitem uma base enumeravel. Os espagos métricos nem sem-

pre admitem base enumeravel.

6. Separagao

Outra propriedade bastante interessante e que de
uma certa forma viola nossa intuigao (advinda dos espagos métri
cos) @& a separabilidade. Consideremos a velha reta real, e ne-
la tomemos dois pontos p e g, & evidente que sempre podemos de-
terminar duas pequenas vizinhancas de p e g que tenham intersec
¢ao vazia. Mas nem sempre isso ocorre. Por exemplo, considere -

mos duas retas reais, conforme a figura:

- 9
Identifiquemos entao os pontos das retas que tenham coordenadas
negativas; com esse procedimento obtemos um novo espago topold-
gico. Agora analisemos dois pontos distintos, o zero da reta x
e o zero da reta y. Serd possivel determinarmos uma vizinhanca
aberta do zero de X e uma vizinhanga aberta do zereﬁe Yy que te-
nham intersecgao vazia? A resposta & ndo. Esse espago & um espa

¢o nao Hausdorffiano.

Dizemos entao que um espaco topoldgico & separado.
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ou de Hausdorff, se dois de seus pontos gquaisquer admitem vizi-

nhangas, com intersecgoes vazias.

7. Compacticidade

Muitas vezes trabalhamos com coberturas de espacgos
topolégicos, isto &, familias de abertos Mg tais que sua unido
reproduz O espago M. Agora as coberturas em geral tem um nlmero
muito grande de abertos, sao em geral gég enumeraveis. Quando o
espago topoldgico & enumeravel, sempre serd possivel extrair de

cada cobertura, uma sub-cobertura enumeravel.

= . .-

Existem espaéos métricos que podem ser cobertos por
um numero finito de abertos com diametro menor do que um numero
arbitrariamente pré-fixado. Por exemplo uma casca esférica. Ja
para o plano isso nao & possivel. Essa nogao pode ser generaliza
da para espagos mais gerais, isto & espagos topoldgicos, através
da nogao de compacidade. Diremos entao que um espago topoldgico
€& compacto se toda cobertura sua admitir, uma sub-cobertura fini

ta. Se a separagao e a existéncia de base enumerdvel s3o muito

pouco restritivas, a compacticidade & excessivamente restriti-
va: nem um plano constitui um compacto. Vamos entao relatar es-
sa definigao considerando espagos topoldgicos localmente compac
tos, isto &, um espago topoldgico M & localmente compacto se to
dos os seus pontos admitem vizinhancgas compactas. O plano por
exemplo, & localmente compacto, mas nao & compacto.E claro que
espacos compactos sao localmente compactos.

Existe ainda uma qualificagcao de espagos topoldgi -

cos que tem grande aplicagao na descrigao do espago tempo: os
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espagos paracompactos. Para defini-los consideremos uma cobertu
ra (possivelmente infinita) que localmente seja finita, isto é,
todo ponto tem uma (pequena) vizinhanga que intercepta um nume-
ro finito de elementos da cobertura, tal cobertura & denominada
localmente finita. Espagos paracompactos sao aqueles que podem
nao admitir sub-coberturas finitas, mas sempre admitem refina-

mentos localmente finitas.

8. Conectividade

Vamos agora construir um novo adjetivo para nossos
espagos topolégicosque qualifique gquando dois pontos podem ser
ligados entre si. Essa & uma tarefa simples, basta considerar -

3 . 3
mos duas bolas abertas disjuntas do IR , para vermos que esta
& uma situagdo tipica, em que nao existe um caminho entre os
dois pontos. Diremos entdo que um espago topoldgico & conexo

se ele nao puder ser expresso Como uma uniao de abertos disjun-

tos.

Mas,existem espagos topoldgicos muito conexos e pou
co conexos, por exemplo, o plano & conexo e além disso tem uma
propriedade interessante: toda curva fechada no plano pode ser
continuamente deformada num ponto. Ja se eliminarmos um ponto
(e serd esse o caso, nas aplicagoes) ainda obtemos um objeto co
nexo, mas suas curvas fechadas ndo podem ser todas deformadas
num ponto; as curvas gue envolvem uma e mais vezes O ponto abs

traido, nao colapsam.
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Na verdade podemos classificar as curvas fechadas no
plano furado, da seguinte forma; as O-curvas, séq aquelas que nao
envolvem o ponto; as n-curvas se enrolam n vezes, num sentido em
torno do ponto, enguanto gque as -n-curvas se enrolam n vezes no
sentido oposto. Assim o espago de todas as curvas fechadas . do
plano se parte em classes de equivaléncia e o nimero dessas clas
' ses da uma medida da conectividade do espago topoldgico.

Afim de precisarmos essas idéias, temos que definir
o que seja deformagao continua de duas curvas. Comecemos ent3o
definindo uma curva sobre um espago topolégicov como sendo uma
aplicagao A:R— M continua; uma curva fechada & uma aplicacgdo
A-fo] —> M tal que AlD)= )\0).

Agora diremos que duas curvas X e A! sio homotSpi
cas, isto &, deformdveis entre si, se existir uma aplicagido con-
tinua h:PdldodsM k) > WEBY g cue L (£,0) = R°(H)

h(£,3) = At (1) , essa aplica¢ao & denominada homotopia.
Podemos colocar as coisas de uma forma um pouco diferente, Obser
vando que uma curva fechada pode ser definida como sendo uma a-
plicagdo A- $5—>M , onde 9! & a circunferéncia unitaria.Uma
homotopia & entdo uma aplicagdo h: 9% 1) —>M

E facil verificarmos que a homotopia define uma rela
cao de equivaléncia no espago de todas as curvas fechadas de um
espago topoldgico. Dessa forma fica esse espago dividido em clas
ses de équivaléncia, cada classe de equivalancia constituida por

curvas deformaveis entre si. O conjunto dessas classes & denomi-

nado primeiro grupo de homotopia de M e & denotado'ﬁ(M\. Para o

plano\ﬁ sO tem um elemento; para o plano furado ﬁﬁ“ﬁ%ﬂ}: 2.,
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Diremos entao que um espago topoldgico & simplesmente conexo se
ele sO tem uma classe de homotopia. As classes de homotopia sio
extremamente importantes quando os espagos topoldgicos sao gru-

pos.
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capITULO III

TOPOLOGIA DIFERENCIAL

Este capitulo & dedicado ao estudo das variedades dife-
renciaveis, suas propriedades mais importantes, os campos tenso-
riais sobre as variedades etc. Definiremos uma variedade tendo co
mo objetivo precisar a ideia intuitiva de "suavidade"; Da mesma for
ma que O conceito de espago topoldgico € o conceito necessario e

suficiente para o estabelecimento da idéia de continuidade, o con-

ceito de variedade & o equivalente para a diferenciabilidade.

Apds precisarmosio conceito de variedade, estabeleceremos
a nogao de vetor tangente a uma curva na variedade. Teremos entao
um espago vetorial em cada ponto da variedade: o espago tangente.
No Capitulo I aprendemos a gerar espagos tensoriais a partir de um
espago vetorial, de forma que podemos construir algebricamente cam

pos tensoriais sobre uma variedade.

Esses campos tensoriais nao podem em geral serem diferen
ciados de uma forma independente das coordenadas, somente consegui
mos uma diferenciagao independente das coordenadas - se nos
restringimos aos tensores alternados. Definiremos entao o diferen
cial extérior de uma p-forma diferenciavel. Além da diferenciagio

exterior introduziremos a derivada de Lie que pode ser aplicada a
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qualquer campo tensorial,

Analogamente vamos expor os conceitos fundamentais da
teoria da integragao de formas diferenciaveis que culmina com o

teorema generalizado de Stokes.

Nesse capitulo trataremos com conceitos validos para uma
variedade diferenciavel qualquer, isto &, trabalharemos a nivel da
topologia diferencial. ©No proximo capitulo sofisticaremos nossas
variedades de forma a poder estabelecer a idéia de paralelismo e

métrica.
VARIEDADES DIFERENCIAVEIS

Ja analisamos o conceito de espago topoldgico, que como
vimos, @ o espago natural para o estabelecimento do conceito de
continuidade. Desejamos agora definir o conceito de diferencia-
bilidade e para isso os espagos topoldogicos nao bastam, eles sao
estruturas muito pobres. A estrutura de variedade diferenciavel &
justamente aquela necessaria e suficiente, para o estabelecimento

da diferenciabilidade.

Nosso método sera o de transferir para as variedades os
conceitos que podem ser definidos num espago de Banack, isto & um
espago normado e completo. No caso analisado agui, o espago de

= m . ~ . . .
Banack sera o R, de forma que nossas variedades sao m—-dimensionais

e reais. Mas podemos ter variedades de dimensao infinita e

complexas.,

O conceito intuitivo de variedade diferenciavel & o de

superficie regular imersa. Uma superficie regular de dimensdo m
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n - . n

imersa no R, & um subconjunto do R que pode ser colocado em cor-
-~ . m

respondéncia local com o R'. Como exemplo podemos tomar uma reta,

hélice, circunferéncia que sao superficies unidimensionais imersas

no R3. Um plano, toro, cilindro, esfera ou faixa de Mobius, sao

. . - . 3 - )
bidimensionais. Ja subconjuntos abertos do R”, sao superficies tri
dimensionais.

Por outro lado, existem varias maneiras de realizarmos a
. ~ 3 . .
imersac®*de uma reta no R, e de uma maneira geral, de uma varieda-

. . n =~ . A .

de m-dimensional no R'. Agora e intuitivo que as propriedades geo
métricas "intrinsecas" nao dependem da forma particular de se rea-
lizar a imersao. Assim a topologia diferencial procura eliminar to
das as propriedades que dependem da imersao. Nesse sentido nossa
definicdo de variedade diferencial, nao fard nenhuma referencia a

imersao e como concretamente a geometria acessivel a nossos senti-

- 4 P = .
dos & imersa no R, essa definicao e a de uma variedade abstrata.

Pode-se conceber também variedades gue nao sejam subcon-
juntos de pontos do rR®. Como exemplo, o conjunto de todas as re-
tas que passam por um ponto constitui uma variedade diferenciavel
bidimensional denominada plano progetivo. Da mesma forma os gru-

. -~ . . s = . ©
pos de Lie, sao variedades diferenciaveis de classe C .

Os problemas de imersao, sempre preocuparam OS geome-
tras; por exemplo os trés exemplos de variedades unidimensionais,
gue demos tem caracteristicas de imersao diferentes. A reta, nao

z . 1 ..
se curva, nem se torce, ela & chata e pode ser imersa no R7; ja a

* Existem na geometria dois conceitos distintos, o-de-imersao e o

de merci1lho. Rigorosamente estamos tratando com mergulhos.
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circunferencia necessita do R2, como conjunto de imersao, isso se
da porque ela & "curva", num certo sentido. Finalmente a hé&lice
sO cabe no proprio R3; além de curva ela & "torta" também. Esses
conceitos podem ser precisados, associando-se uma curvatura e uma

torgao as variedades.

O problema fundamental da imersdo foi resolvido . por

H. Whytney, com o célebre teorema da imersdo, que leva seu nome.

Whytney mostrou que toda variedade m-dimensional pode ser imersa,
2m+1 : -

pelo menos no R - Para algumas variedades especiais, podemos

realizar imersoes em dimensdes menores, mas no caso geral nao.

Com isso podemos olhar as variedades abstratas, como variedades

concretas de algum rR™ (com n grande), relativamente a uma dada

imersao.

Outra propriedade que queremos resguardar é a independen
cia das grandezas definidas sobre uma variedade, dos sistemas de
coordenadas. As coordenadas aparecem a partir da identificacao lo
cal de uma variedade m-dimensional como o R™. Essa identificacao
pode ser feita de varias maneiras e as grandezas importantes, sao
aquelas que independem da identificagdo especifica reélizada. Va-
mos entao construir o conceito de variedade visando precisar a

idéia de fungao diferenciavel sobre uma variedade.

A primeira tentativa nesse sentido seria a de identifi-
car globalmente os pontos de um conjunto M a pontos do Rm, isto &,
~ m ~ .
definir uma aplicacgao q5:ﬂ4—~$>\R - Poderiamos entao associar a
- -~ -1
cada funcao —f:“4*b R uma outra funcao -fO@ definida no R™
com imagens reais. Diriamos entao que f & diferenciavel de classe

-1
Cr se -fo¢> for diferenciavel de classe Cr.
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s . = . ~ m
Esse raciocinio é& correto, pois para fungoes do R* em R

a diferenciabilidade esta bem definida, a partir do conceito de

m

. . m .
distancia do R''. Assim de uma certa forma "descemos" para o R,

os problemas de M. Essa definigao apresenta um problema inicial:
1

outra pessoa poderia tomar uma identificacgdo local distinta, (D e

1
obter uma fungao {qul que talvez nao fosse diferenciavel.

Além‘desse problema se apresenta outro mais grave: va-
rias superficies suaves nd3o podem ser identificadas globalmente
com o plano. Alguns exemplos sao a faixa de M&hius e a esfera.
Isso nos leva a desistir de uma andlise global e mergulharmos numa

reflexao local.

_ ~
Definimos entao uma variedade diferenciavel {(coordenati- 22
zada) M de dimensao m e classe CR, com fas {MAKQR , 4 e-d ;, Ccomo EE
! B AN
sendo a estrutura (A4IMA'<Q !d) com ag seguintes propriedades:
_ M
(1) {Md} & uma cobertura de M ,ie M= (¥ .

(ii) d)“‘ud —> lRm é um isomorfismo de U¢ em (P‘ (Ud) ,

aberto.

-1
(iii) As fungoes 'Fo{p: @ﬂod)p : d)p (MunMa) —> de(MAnMﬁ)

sao de classe C®.

As fungoes d& sao denominadas fungoes coordenadas, ou
simplesmente coordenadas; as vizinhancas My s3o as vizinhancas co
ordenadas e as fungoes 4&@ sao as mudangas de coordenadas (Figura

1.2).

A condigao (i) garante que todo ponto esteja em pelo me-

nos um dos abertos ; a condicao (ii) garante que fixada a vizinhanga
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coordenada de um ponto, ele tenha uma Gnica coordenada e (iii) ga-
rante a diferenciabilidade de uma fungéovrelativamente a um atlas.
De fato, consideremos uma funcgao 413“4—¢>R., podemos dizer que ela
e diferenciavel de classe Cr, r<R no pontox € M, se a fungao
4},¢;; Qa(bh\-——{> R for diferenciavel de classe C'. Essa defini
c3o & consistente no atlas, pois sext pertence também a Mp tere-

mos (Figura 1.3):

fody = (007 ) o fep

-1
de forma que -{04% também & de classe C' (para f¢{R , onde R &

a classe de variedade).

Essas consideragoes sao extremamente importantes, quando
a variedade necessariamente tem gue ser recoberta por mais de . um
aberto, como por exemplo a casca esférica que necessita de 2 mapas

locais (Figura 1.4).

(bp(“a\

FIGURA 1.2
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FIGURA 1.3

FIGURA 1.4
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O polo norte da esfera nao
fica identificado com ne-
nhum ponto, pela projegao
estereografica. Devemos to
mar um novo plano, conten-
do o polo norte, e reali-

zar uma segunda projecgao.



Nesse caso dada uma fungao real (e como veremos mais
adiante, um campo tensorial qualquer) ela nao pode ser expressa num
unico sistema de coordenadas, em toda a variedade; e necessariamen
te teremos duas funcdes do R, representando a mesma funcdo real
f, numa regiao MaNMp a saber elas sao §°q§l e %°¢%£ . Nesse
caso & fundamental O conhecimento das fung¢oes de transicgao {;p .
' Na verdade podemos trabalhar com as componentes dessa aplicagao
f&@ do R™ em si proprio; chamando X§ > Red--y M o5 pontos de
@(M,nMp) c IR_m e X.% os pontos de d)p [Udnup) , teremos m fungoes
reais

:C; = ‘F;ﬁ (I;’""Igﬂ)

- AT (R X6

Essa aplicagao {ﬁp € na verdade um difeomorfismo de
classe C“ do Rm; denotando por diff [¢b(M¢nMB),¢&(ﬁhj\Mn).R] o
grupo de todos os difeomorfismos possiveis, vemos que uma mudanga
de coordenadas aschia a cada ponto P € MaNMpg ym difeomorfismo

do grupo.

Além disso & facil ver que se p pertence a MaAMpN My g

mudangas de coordenadas obedecem a
Tun = WCdp" ‘Cw
~)
de forma que ¥d6:: {pd (estamos tomando {Qq igual ao difeomor-
fismo identidade).

Finalizando observemos que o fato de {}p ser inversivel,

significa gue sua matriz Jacobiana definida por
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em e
9 = B fa

€& nao singular, pertencendo portanto ao grupo GL(miR). Além disso

teremos a propriedade

onde o produto do lado direito & o produto usual entre matrizes.

Variedades Diferenciaveis sao Espacos Topoldgicos

Antes de mostrar que essa estrutura induz em M, uma es-
trutura de espago topoldgico, temos que fazer algumas considera-

gaes sobre as coordenadas de uma variedade.

Notando em primeiro lugar, que nossa defini¢do esta pre-
sa a utilizagao de um atlas, isto & as duas estruturas {M'Md.dh.dj
e ihA.M;.¢; :E } sao variedades coordenatizadas distintas. No en
tanto, o que ha de distinto nelas & unicamente a utilizacdo de sis
temas locais diferentes. Queremos encontrar algum critério para

dizermos que elas sao a mesma variedade.

Nesse sentido imaginemos que dois observadores fazem me-
didas geométricas usando atlas distintos €, gque num certo momento
seus atlas se confundem, de forma que um observador comega a usar
os mapas do outro, e vice-versa. Tsso corresponde na verdade a
trabalhar com uma "nova" variedade com um atlas que & a unido de

ambos os atlas:

A pergunta que se coloca é a seguinte: os observadores

concordam em suas afirmagoes sobre a diferenciabilidade de funcdes
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reais? Isto &, esse novo atlas, ainda & um atlas verdadeiro?

Para responder a essa questao temos que analisar o que
ocorre em vizinhangas da forma ME(\MA, pois nas demais a diferen-
ciabilidade estara garantida por cada um dos atlas. Nessa regiao

teremos novas mudangas de coordenadas dadas por
-1
%da = deo d)?

Entao se essas mudangas de coordenadas forem difeomorfismos de clas
r .~ . -
se C°, a uniao dos atlas, ainda sera um atlas e nossos observado-

res, nao terao problemas.

Isso motiva-nos a uma definigao: Diremos que dois atlas
sao compativeis, se a uniao deles ainda for um atlas, e diremos
que duas variedades coordenatizadas sao equivalentes, se seus atlas
forem compativeis. Definimos agora uma variedade sem coordenadas,
como sendo a classe de equivalencia definida no conjunto de todas
as variedades coordenatizadas pela relacao de equivalencia acima
descrita. As variedades coordenatizadas sao consideradas como re-

presentantes da variedade nos diversos sistemas de coordenadas.

Podemos agora exibir a topologia de M, considerando um
representante especial de M, aquele obtido juntando-se todos o8

atlas possiveis de M, esse atlas & denominado atlas maximal.

A topologia em M & obtida entao considerando como abertg,
todos os mapas do atlas maximal. Em relagao a essa topologia as

fungoes coordenadas sao homeomorfismos.

Faremos ainda uma restrigao as nossas variedades exigin-

do que elas sejam paracompactas, quando consideradas, como espagos
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topoldgicos. Isso porgue, COmMO Veremos a integragao sobre varieda
des exigird a existencia de uma familia {;:h4“Vlﬁ.de fungoes reais

sobre a variedade, associada a cada atlas (LQJR) tais que:
(1) O\‘ﬂil em M Y4

(ii) O fechamento do conjunto definido em M constituido
pelos pontos onde ¥k nao se anula deve estar contido em L&.

(iidi) Z ﬁ(=l em M.
o

Essas fungdes s3o denominadas partig¢ao da unidade e  sua
existencia sO & garantida em variedades paracompactas ;pode-se de-
monstrar gue uma variedade é paracompacta se e somente se ela & lo-
calmente compacta de Hausdorff e com base enumeravel. Assumiremos

entao gue nossas variedades tem todos esses qualificativos,

Encerrando nossa definigéo, observemos que poderiamos
ter adotado outra linha para a definigao de variedade, partindo
desde logo, dum espago topoldgico M e exigindo entao que as ¢u ’

fossem homeomorfismos e mantendo tambeéem a diferenciabilidade de

-1 ~ - - .
d% od% . Ambas aproximacoes conduzem ao mesmo objeto matematico.

ORIENTABILIDADE

Quem nunca cortou uma tira de papel para brincar com uma
faixa de Mdbius, esta em boa hora de fazé-lo e & estranho observar
gue alguem que parte de um ponto, para depois de uma volta sobre a
faixa retornar ao mesmo ponto, de ponta cabega. Assim uma faixa
de MObius nao temos um critério para definir o "em cima" e o "em
baixo". Um elétron que se move sobre uma faixa de Mobius muda

naturalmente seu spin. Se tomamos a ainda mais exoOtica garrafa de
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Klein , vemos que nada distingue os pontos de fora dos de dentro.

Superficies com essas caracteristicas s3o ditas nio-orien

taveis. A orientabilidade de uma variedade fica garantida se con-
seguimos obter pelo menos um atlas tal que os determinantes das ma

trizes Jacobianas das transformagoes de coordenadas sejam todos

positivos isto & det Q4P3>O N Todas nossas variedades

serao supostas orientaveis.

BORDO

O conceito de bordo € bastante intuitivo, por exem-

plo se tomamos meia casta esférica e andamos sobre ela, numa certa

altura chegamos a sua fronteirajj& com o plano isso n3o ocorre.

Definimos uma variedade com bordo substituindo na de

finigdo de variedade o conjunto R™ pelo conjunto

Hyp= [&ax™) eR™/ <0}

A fronteira da variedade sera entao uma outra

tal que 9h4=%£€M /@()=(O,xﬁu.xm)

variedade

- Alguns exemplos su

gerem que

PoM =0

para toda variedade M.
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CAMPOS EM VARIEDADES

Agora vamos associar a cada ponto p, da variedade dife-
rengiavel M, de classe Cm, um espac¢o vetorial m-dimensional, deno-
minado e§pago tangente a M, no ponto p e denotado .r(M)P. Defini-
‘do o espago vetorial tangente, utilizaremos nossa artilharia alge-
brica desenvolvida no capitulo I, para obter o espago cotangente,
dos vetores covariantes (formas lineares) e assim podemos via pro-

duto tensorial, construir o espaco dos tensores p-covariantes e

~
g—-contravariantes tangente e variedade » no ponto p.

Nesse sentido o primeiro conceito a ser trabalhado é o}
conceito de fungdo real definida em M, f:M—IR . Denotaremos por
F (M) ao conjunto de todas as fungoOes reais sobre M. Podemos defi-

nir a adigao em F(M) e multiplicacgao por um numero real, tomando
(1(,,%)(:_1;) = {(:c)+%(x-)\,

Além dessas operagoes podemos definir uma multiplicagao

() (=) = £ 90

que dota F (M), de uma estrutura algébrica.

Podemos definir, como vimos, uma fungéo real de classe

CR

em M, de uma forma independente das coordenadas, isto & inva-
~ - m

riante em relacao ao grupo de transformacgoes d%¥ R . Assim para

ndos o simbolo F (M) representara o conjunto de todas as fungoes

reais sobre M, de classe ®. (a partir daqui assumiremos que tudo

& @).
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Outro conceito que iremos definir, & o de curva de clas-
se C% sobre M, considerando a aplicagao A:R—>M gue associaa teR,
o ponto AlBEM | yUsando o sistema de coordenadas X:M-b> L
d=Lo. M obtemos uma curva X°®(A) o Rﬂd. Diremos que A &
de classe CR, se a curva coordenada 7(J(MH) for de classe CR .

s e S . diff R™
E imediato verificar que essa definicao & invariante a 4 .

Agora consideremos um ponto uma fungao real
‘M >R e uma curva A R—>M Assumimos que {'G,FT(M),K é de
classe d”; o ponto x corresponde a +=+4+, . Vamos definir a deriva
da primeira da fungao f ao longo da curva A, no ponto xﬁ=gi£o),

considerando a funcgao:

_‘:o?\:\a—’brk

gue & uma funcao da reta sobre a reta definindo:

= d (w)l
di

+=4,

Nossa definigao nao faz nenhuma referencia a sistemas de
- . , . AHR’W‘
coordenadas, logo & invariante relativamente a ! . Se no
. 2 o
entanto usamos um sistema de coordenadas X, podemos exprimir f em
- »
termos dos X® . A curva A sera dada em coordenadas por 1“(Mtn,

de modo que temos

@;f) - d (x“o/{ AR
Dr/x |-y, 44 =ty DX g A (ko)

Tomemos como caso particular, as m~curvas de M, definidas
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]
pelo sistema de coordenadas 3C5’4'b(R, da seguinte forma:

Xu: R—> M ku‘: (1“)_1

A derivada de uma fungao £ em torno dessas curvas espe-

iai a  Dflpx" 1 i
ciais sera x° . Logo nosso resultado anterior mostra que a
derivada de uma funcgao em torno de uma curva qualquer, pode ser ex
pressa como uma combinagao linear das derivadas da mesma fungao ao

longo, das curvas coordenadas de M.

Definimos agora o vetor contravariante ao longo da curva
A no ponto X/=k(£ﬁ , como sendo o operador que associa a cada va
lor de uma fungdo no ponto X de M, a derivada da fungao ao longo

de A no ponto ¥. Denotaremos tal objeto, pelo simbolo

Dt/x le=%
Os vetores - constituem uma base para o espago ve
torial tangente a variedades no ponto p, de forma que todo vetor tan

gente a M em x pode ser escrito como

Acionamos agora a artilharia algébrica do cap. I para ob-

termos tensores de todos os tipos no ponto x de M. Uma base para o

espago dos tensores de tipo em x & obtida pelo produto tenso -

rial:

Assim as operagoes como a adigao, o produto exterior, contracdes
etc.,.. podem ser todas realizadas localmente nos espagos tensoriais

tangentes., Observemos gue essa base para Os tensores & gerada
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pelo sistema de coordenadas e porisso mesmo & denominada base na-
tural ou coordenada. Temos entao uma base em todos
os pontos onde esta definido o sistema de coordenadas.

Um campo tensorial sobre M representa uma aplicagao que

associa a cada ponto da variedade um tensor de determinado tipo, as

sim um tensor se escreve relativamente a base natural definida
numa regiao de M como Exigimos
ainda que as funcgoes sejam diferenciaveis. Denotaremos por

e aos conjuntos dos tensores e das for-

mas respectivamente.

COMPARANDO VARIEDADES

Nesta se¢ao, inicialmente vamos definir o conceito de
aplicagao diferenciavel entre duas variedades. .A idéia central
consiste em, a partir da estrutura local da variedade, generali -
zar a definigao de diferenciabilidade de uma funcio definida em
uma variedade com imagens na reta. Como decorréncia da existéncia

de uma aplicagao , mostraremos que essa aplicagao induz uma
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aplicagao \P* gue leva campos de tensores covariantes de N ' em
campos de tensores covariantes de M e induz também uma aplicacgao
4& que leva tensores contravariantes de M em tensores contravarian
tes de N. Lembrando gque uma forma diferenciavel nada mais & do
gue um tensor covariante anti—-simétricoJ Vemos que a cada forma
de N, correspondera uma forma de M. Essas aplicagoes sao lineares

e em geral nao inversiveis.

APLICACOES ENTRE VARIEDADES

Como vimos, a estrutura de variedade diferenciavel, nos
permitiu dividir o conjunto de todas as fun¢les reais definidas
sobre a variedade, em classes de diferenciabilidade. De fato di-
ziamos que a fungao—g=h4“*’ﬂ-era de classe C' se a aplicagao
{o@?‘ﬂft%> R era de classe C' (e esse conceito & preciso no ™).
Se ao invés de uma fungao, tinhamos uma aplicacdo de M num R, pro
cediamos de maneira completamente anadloga, trabalhando com as com-
ponentes das fungbes. Agora vamos classificar as aplicagoes gue
levam os pontos de uma variedade M, de dimens3o m e classe C' 7em

pontos de uma variedade N, de dimensao n e classe CS.

De fato seja P:M—*N o seja:ﬁélﬁi que & levado em
\P(x)EN . Seja {da,’:‘u,,"} ,KG—‘{ uma atlas de M e {¢:,U9M}, pe P ,
atlas de N. Note que demi UdMC M —> @M(Un&) < Rm e
qii U:(: N —— ¢g (q;)C-IR11 ; além disso as fungdes coorde-

nadas sao difeomorfismos.

Agora observemos que‘y, induz uma nova aplicacgao

e (U e R™ —= M(UF) € R™  dada por:
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T
O = Pho o O

Diremos que a aplicagéo‘? & de classe C&, com B<T,S se
essa aplicacgao induzida for de classe c?®. Evidentemente se tomar -
mos outras coordenadas locais em torno de x e 4%19, vamos obter no
vas aplicag6es induzidas, mas a diferenciabilidade de uma & garan-
tida pela diferenciabilidade de outra, a partir da diferenciabili-
dade das fungoes de transicao (veja figura)); de forma que o con-

ceito definido & invariante a mudancgas de coordenadas. Observe que

Y n3o & necessariamente inversivel e se o for sua inversa nao é

necessariamente diferenciavel.
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FUNGCOES EM N GERAM FUNCOES EM M

De fato, seja ‘P'-M”‘”N e seja {:N*”R ; podemos associar
a funcgao fe& F(M) (FM) denota a algebra das fungSes sobre M) uma

~ *
nova fungdo denotada W de F(M) da seguinte formatg

(LP{F ) (x) = (-{:o(:l)) (=) VPé M

¥
Isso define um operador, LP : F(N\ - F(M) linear, uma vez

que
[LP¥(,\{*u%)J(3‘) = (,{—F+ uqg )OLP (=)
(R (%) em (973) ) =)
isto & l{?”(/{{+uq3)= A% +u (({’”?j)

InterpretandO'f como um tensor covariante de ordem zero
ou como uma O-forma, vemos que, pelo menos para ordem zero, formas

de N implicam em formas em M.
VETORES CONTRAVARIANTES DE M GERAM VETORES CONTRAVARIANTES EM N
Isso pode ser visto da seguinte maneira: seja ¢ um pon-

to de M, T(My o espago tangente e x , um vetor de T(Mx., A apli-

cacido ¥ leva o ponto = , num ponto W6)EN | onde existe o espago

tangente T(N)\?(x) . Se construirmos uma curva A(%) , passando por
x , em M, teremos também uma outra curva /{(H: (f)(/{lt)) en M , que
passa por Phe) . Agora associamos ao vetor tangente a curva /(IJC-)

no ponto>, o vetor tangente a curva AltY no WY@ -,
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Assim sex é um vetor qualquer de T(M)x seu correspon-
dente kP‘x em T(N)¢x) & o operador que associa ao valor de uma fun
cao £:N*R no ponto W(x) , a quantidade resultante da aplicagado

~ ¥ -
do operador x, na fungdo W{: MR , isto &

(5 2) ()= X(¢*F) v feFn)

UMA NoTACAD comumn e Pe=dW.

TENSORES COVARIANTES DE N GERAM TENSORES COVARIANTES EM M

Consideremos agora um tensor covariante W{(...) no ponto
s . P A
Y(x) em N; definimos um novo tensor covariante WYw (...) no

ponto X €M da seqguinte forma:

YW (8,..¢)= w (9% ... %)

Em outras palavras o valor do tensor covariante {(ou da
forma) numa colecdo de vetores de T(M)x & obtido levando-se esses
vetores para T(N)ype , através de ¥y e depois aplicando-se a

forma W.
TENSORES CONTRAVARIANTES EM M GERAM TENSORES CONTRAVARIANTES EM N

De uma forma analoga, se T( vy ) & um tensor contrava-

riante, isto & em suas entradas, colocamos l-formas, definimos

G T (W, 2) = T (Wi ¥Y)

Juntando essas idéias, no caso em gue ‘P & um difeomorfismo, pode-

mos transportar tensores mixtos de uma variedade para outra.
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CURVAS INTEGRAIS ASSOCIADAS A CAMPOS VETORIAIS

Mostraremos agora que dado um campo vetorialj{ sobre uma
variedade M, podemos associar a cada ponto x, de M, uma curva
X(t) ., denominada curva integral do campo vetorial”x com pon-

to inicial .

Antes porém vale frizar alguns aspectos do conceito de
curva. Definimos uma curva como sendo uma aplicacao de um aberto
real em M. Essa definigao nao & equivalente a definigao de curva
como um subconjunto de pontos. Uma curva contem nao sé as informa
coes referentes ao lugar geométrico de seus pontos, mas também in-

formacoOes referentes a forma como foi parametriza.

Consideremos uma curva o¢ - Rﬁ’Dﬁi de classe Ck; podemos
conseguir uma nova curva <: R—+>M , @ partir de um difeomorfismo

qualguer ©:R-—+R , tomando:

Z(£)= (x=6)(£)

Ambas as curvas descrevem 0OS mesmos pontos, mais podem ter campos
vetoriais distintos. Isso significa que o vetor tangente a curva
X , no ponto X, pode ser diferente do vetor tangente a curva XL . Es

sa liberdade de escolha do vetor tangente, esta ligada a possibi-

l1idade de tomarmos intensidades e sentido diferentes.

Uma imagem fisica bastante interessante consiste em ima-
ginar o movimento de uma particula sobre uma superficie interpre-
tando o parametro da curva como sendo‘o tempo. Cada parametriza-
gao representa uma dinadmica diferente para o movimento; uma pode
ser descrita a baixa velocidade enquanto que a outra a alta velo-

cidade. 5 6



Mesmo se preescrevemos o campo de velocidades, ainda po-
demos ter uma familia de curvas distintas, que difiram por trans-
formagOes em seus parametros. Isto & duascurvas da forma: X(&)
e SE(f\'z aﬁ({‘to) sao curvas gue tem velocidades tangentes iden-
ticas. A diferenca cinematica & gue na primeira curva a particula

sai de X,, guando o tempo & zero, enquanto que na segunda X é al-

cangado no tempo i, .

Da mesma maneira curvas cujos parametros sejam ligados
por transformagées lineares, correspondem a escolhas diferentes de

unidades para o tempo e pontos iniciais distintos.

Agora imaginemos que fixamos um campo vetorial }c em M.
Agora tomamos um ponto Iode M e imaginemos que uma particula parte
de X, mantendo sempre sua velocidade coincidente com os vetores do
campo. Esse processo define de forma Gnica, uma curva parametri-

zada, denominada curva integral do campo vetorial X, no ponto X,

A unicidade pode ser vista escrevendo-se a equagao que

define a curva X®(E)

d x®xt) = X% (:f*w.-.-.ac‘"‘m)
dt

Esse sistema & um sistema de eqguacgoes diferenciais de primeira or-
dem (em geral ndo linear) e gue portanto gera uma Unica solugao,

uma vez fixado o ponto inicial (IHOL-~»X“VO3)
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Na verdade o teorema da unicidade garante a existencia
local de uma curva integral, isto & garante a.existencia de uma

unica curva x: (-6,8) —+ M com x(0) = X cujo vetor tangente coin-

ol
cide com o campo vetorial X pré-fixado. A unicidade significa que
se Xx:(-€.€)—>M & outra curva com as mesmas caracteristicas entao

X e X coincidem na intersecgao de seus dominios.

Em muitas situagoes um campo vetorial ndo admite uma cur

va integral definida para todo t. Basta considerarmos por exemplo
. - . 2 . .

um campo radial cue convirja para a origem com 1/r°. Devido a sin

gularidade devemos considera-lo como definido no planc a menos da

origem. Y

|

A curva integral com inicio em X e y(t) =0 Vvt e
x(t) = [xg - Bt]l/3 para - @0 <<t £ xg/3 e evidentemente nao pode
ser extendida a todo intervalo real (xg/B € o tempo em que a parti

cula "chega" na singularidade).

As propriedades das curvas integrais podem ser estudadas
a partir da nogao de subgrupo a um parametro de transformacoes di-

ferenciavel sobre uma variedade. _
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Consideremos entao a variedade M e seja diff M o conjun-
. to de todos os difoamorfismos de M. Tal conjunto tem uma estrutu-
ra de grupo (nao abeliano) definida pela composicao de dois dife-
omorfismos. Um subgrupo a um parametro consiste num homomorfismo
do grupo aditivo dos niimeros reais em diff (M), isto & numa apli-
cagao

@R —» diff M b Y

L~ e

_tal que tP—};-l-S: L?_t"lps

Tais subgrupos induzem de uma maneira natural campos vetoriais so-
bre M, bastando para isso definirmos o campo X no ponto X como
sendo tangente a curva x(t) = %%(xo) em t = 0 (note gue por defi-

nicao 4L(xo) = X.).

A questao que se coloca agora & a reciproca: dado um cam
po vetorial X suas curvas integrais se identificam com subgrupos a
um parametro? A resposta & em geral negativa pois a exigéncia de
ser um subgrupo & global e como vimos nenm sempre as curvas inte-

grais existem globalmente.

Definimos entao um grupo local a um parametro como. sendo
uma aplicagdo que associa a cada +€ (-€:€)CR uma aplicacgao \? t
definida num aberto U de M com imagens noutro aberto \QL“/\de M
satisfazendo \?t+s(x) = \Pt°\P5(x) com 4,5, Lt $ em (-€.€) e x em U.

Da mesma forma que antes tal grupo local induz um campo vetorial

emU .

Estamos agora em condigoes de enunciar o teorema de

Picard:
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"Seja X um campo vetorial sobre M entao para todo X, e M

existe um grupo local (‘Ft, €, ) gue induz o campo X",

Quando o grupo & global, isto &, ‘«P & definido para to-

t

do t o campo vetorial & denominado completo. Pode-se mostrar gque

campos sobre variedades compactas sao sempre completos.



O DIFERENCIAL EXTERIOR

Nosso objetivo agora & generalizar o conceito usual de
diferencial de uma fungao real (o-forma). Essa generalizacao ob-
viamente deve reproduzir o diferencial usual no caso das o-formas,
além de ser um operador linear e independente do sistema de coor-

denadas.

Consideremos entao o espago vetorial das p-formas dife-
renciaveis definidas sobre a variedade M de dimensao m, denotado
Af(M). Tomemos ainda uma p-forma W de R}M\ que pode ser escri-
ta da seguinte forma, relativamente a base definida por um sistema
x® de coordenadas de M:

\ | R
w = Zln-Z;(Uqu%,dxmA“.Ade )

Definimos agora uma nova forma denominada diferencial ex

+t
terior de W e denotada dw, como sendo o elemento de /\P (M) dado

por:

dw = ? %" d‘fup‘\,..-rzp A Cl:cb"/\---/\dxpp
39 ] )

(2)
Pl(--~< bP
Lembrando que
R
AWy,.,..re = 2 Wk..¥p dax N
K
P x

temos
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qw = 2 ZZ @.‘P%---VP dx":\&:ﬁ"l/\...,\dxbp ”
%.'Pp R Dxt

DJ(...Z bp

Observemos que a soma em K nao estd vinculada de forma

R Ry bp - _
gue as pt+l-formas dx A dx A A QX nao sao linearmente inde-
pendentes. A titulo de exemplo consideremos formas sobre uma va-

riedade quadridimensional. Se M & uma fungao real f, seu diferen-

cial exterior &

dg- Bf dx*

de forma que as componentes da forma "diferencial exterior" sao as

derivadas parciais de f£. Se temos agora uma l1-forma:

- dxP
A= Ax (6)
teremos o diferencial
dA = BAn dx? A dx®? |
pac™ (7)

- n h 1‘
observando que na soma Aupla da expressao acima Cix"Adxf: -dx Ad&

temos
C (DA - PAn ) dx"adx”
dA= z; ( J_p dAm X A
T R | Bx™ DxP (8)
Para uma 2-forma
— P
F = Fr,k, dx®a dxf (9)
e <k,
vem
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k2
_ > 75 BFap, dxtadx™a dax
dF = 4., %1 P (10)
R<R2 *

Tomando apenas o0s termos independentes temos

Je-T0 7 [2he « Olrs - Siny, ] diten dx2 pdlxts

mom by LAX® Dx™ D
R,< W; < Qg

Observemos que as componentes de F em (9) sdo: F, , i3,

Fo3 + Foy v Fay o . Usualmente reescrevemos (9), definindo

f=-Fz2 . etc. Na forma

d F = —L Z' Z Z [FQIQzlnb + Fnzbsl r + FESD\;Q] dxb-\/\ dibzAdxb3

30 b, R by (12)
De forma que (11) fica:
= 5 by b,
F=4 20 Fap, dx™a o (13)

R R,

A linearidade do operador derivada exterior & garantida
pela linearidade do diferencial usual, engquanto que a independen-
cia das coordenadas advem da antisimetria do produto cruzado (ob-
serve que se definimos o diferencial exterior substituindo o produ
to cruzado pelo produto tensorial perdemos a independencia das
coordenadas): Duas propriedades decorrem imediatamente da defini-
gcao

df=0 (14)

- P .
d(UJAW>= dUJ/\b/\“' (-1) (AJ/\CID/' (15)

onde &/ & uma p-forma.
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Construimos entao um operador linear

d : /\?CMB > APH(M) 0 £psm (16)

Notemos gue d nao & uma transformagao sobrejetiva; exis-

tem p+l-formas que nado sao imagens de p-formas pelo operador dife-
P p+l . 1

rencial. A imagem que d faz de A(Mlem AN (M) & denotada &P (M)

- P
e seus elementos sao ditos formas exatas de B (M\ ou cobordos

P pt!

Now | = (M)
dl B (17)
entao uma p+l-forma exatas pode ser obtida diferenciando-se alguma

p-forma.

Além disso d ndo & uma transformagao injetiva; existem
- ~ pH
varias p-formas que sao levadas na mesma p+l-forma de A" (M), pe-
nominamos espacgo das p-formas fechadas,ao nicleo da transformagao
d, isto & ao conjunto de todas as p-formas que sao levadas na for-
P - | 4
ma nula de A (M) . Esse espago sera denotado z (M) ¢ seus ele-

mentos sao chamados formas fechadas ou cociclos

_J _ P
d 7 (0)= 2z *(M) i (18)
As equacoes 18 e 19 definem em cada um dos espacos
/\P(M) os sub-espacos BP(M) e Z2%(M . oObserve que (13) implica
em:
P ¢
B (M) < Z (M) (19)
Um problema importante consiste na determinacao da

"gquantidade" de formas fechadas, mas nao exatas em uma variedade.
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Essa questdo & resolvida no caso em gque M é uma sub-variedade do

R pelo lemA e Poinfcaré;

"Se em M existe um ponto tal gue todos os de-
mais possam ser ligados a esse ponto por retas

entao nao existe forma fechada em M, que nao

seja EXATAS"

Uma situagdo em que M nao tem essa propriedade (quando
existe tal ponto M é dita estrelada relativamente ao ponto) foi da

da no Capitulo VI.

Essas propriedades podem ser sintetizadas nos grupos de
Cohemologia associados a uma variedade. Para construi-los consi-
deremos primeiramenté os grupos abelianos, Zf(M,+) e EF(M'+)
obtido dos sub-espacgos vetoriais Z;(M) e BP(M) usando-se a adi-
cao de p-formas como operagao do grupo. Definimos agora uma rela-

~ P
¢ao R de equivalencia em ZLUM*) da seguinte forma

wf@p{ se W-a € B(n) w,d € 27(M)

~ . . .o g
Essa relacgao de equivalencia divide Z(M)  em classes de
equivalencia. Assim a classe de equivalencia ﬁ”], agui represen-—
tada pela p-forma , consiste no conjunto de todas as p-formas fe-

chadas que diferem deW, por uma forma exata.

Podemos extender a adigao a esse conjunto de classes de-

finindo:

[w)«lal= [w+d ]

Essa operacao define uma estrutura de grupo no conjunto

das classes de equivalencia de ordem p, cujo elemento identidade é
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[0) = B"(M)

Esse grupo & denominado grupo de cohemologia de ordem p,

associado a M e denotado

HPmy = 2t [87(M)

Da mesma forma como extendemos a adigao, podemos exten-
der a multiplicagéo por um numero real dando uma estrutura de espa

¢o vetorial real a uP (M) .

A dimensdo de HP (M) & denominada niimero de Betti de or-
dem p. O conhecimento dos grupos de Cohomologia & bastante impor-
tante no estudo das propriedades de M e tem consequencias no estu-

do dos nimeros topoldgicos.

Estamos agora em condigoes de escrever equagOes para for
mas em M, como por exemplo: dada uma p+l-forma F sobre M determine
as p-formas A de Ap(M) tais que F = dA. O que queremos entao é

L.

determinar o conjunto d

o . - P
O primeiro caso a ser analisado e o caso em que FGZB(NM

nessas condicdes nao existe nenhuma p-forma A, isto é d—l(F) =ﬁ§

se FE BP+I(M) , d—l(F)¢¢ e se AeA € dﬂ(F) temos

F = C\A‘ﬁd}\z = d(AZ—AI):O

]_ogo A;_-A\ c zP(M\.

Note que isso nao significa necessariamente que Az-Al‘;€?’

8P (M) o gue sb ocorrera se Hp(M) = {Uﬂ& .
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A DERIVADA DE LIE

Consideremos um campo vetorial X, pré-fixado numa varie-
dade M e seja.%L o subgrupo local a um parametro gerado por X .
@t e um difeomorfismo local, de forma gque a aplicagéo\Pt¥ é bem de
finida e pode ser usada para transportarmos um vetor arbitrario de
um ponto a outro. Denominaremos derivada de Lie do campo vetorial

Y ao longo do campo vetorial X ao novo campo vetorial LX\’ dado

por

LV

I

i L Y- 9]

=0

Essa definicao pode ser imediatamente generalizada para
um tensor T gualquer e seguem trivialmente da definigao as seguin-

tes propriedades para a derivada de Lie:

(i) L, & linear, preserva o tipo dos tensores e preserva contra-
X b P

goes
(ii) fo = X(f)
(iidi) LX(SG T) = LXS@T + S@ LXT

Vamos mostrar agora gue para um campo vetorial , vale a

relacao

(LeY VY = X (vt} - Y (XN
o gue motiva a notacao
LxY: [X‘Y]

Para isso consideremosAum sistema de coordenadas x% em M
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e calculemos as componentes do campo vetorial LX\/ no refierencial
definido por esse sistema. Temos X = X“‘Q/gx\&, Y= Y M 9/{31"‘% por

definicdo

(L Ve = b o [Y1) - d‘lPJL ) (\f.ta’c\j ]

+—>0

= -3
onde J(= ‘ﬁ’ (x)= \P_‘L(DC\ . Tomando componentes temos

(,L'x\’)u\iw luu —‘{ [Wm - (d\&(z)(\’tix\)“]

+—=>0

| = - Cl (\94;7!\/!’*{3('3
di |

=0
BENTITN |
w - Yo enTaY
¥ ey BX™M (%) Y (X
()i 02" |
7 )
- - v Pxv (v1 4 X (F \
bl & A Y (x\ - — £
(LXY)M“,(\_;-%L\. %9;\’( 1D ) QSCY dt
agora
-d A'éi“(i\]z T
dL L oxY DY
-d Y& = hYT x*
di R
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entao

(v )= B XT- X" "

OxY RxY

o que demonstra nosso resultado.
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INTEGRACAO EM VARIEDADES

Terminamos esse capitulo com uma rapida referencia a in-
tegracao em variedades. O objeto adeguado para a integragao numa
variedade M de dimensdo m & uma m-forma diferenciavel W . Se te-

u

mos um sistema de coordenadas x-, podemos escrever - W na forma

W = W . m dx“l\...l\alm e se R & uma regiao descrita por esse sis-

tema podemos colocar

S w = \S— Wy.am da, .. da™
R R

- - .~ m .
onde R & a regido do R correspondente a R pelo sistema de coor-

denadas.

Para definirmos globalmente a integracgao somos obrigados
a langcar mao de uma particao da unidade (gue existem para varieda-

des para compactas, com certeza), fz e definir

S‘\? é S b, (Ma)

onde 'Wa & uma cobertura de M e d& uma carta local. Pode-semos

i

'¥d Wy .. en dact... dy™

trar que essa definigao independe das coordenadas e da particao da

unidade usada (veja por exemplo Hawking e Ellis).

O resultado central para integragao & o teorema genera-

1izado de Stokes gue pode assim ser enunciado
w o= { dw
Am M

onde M & o bordo de M e W & uma m-1 forma arbitraria. Esse re-
sultado fornece o conjunto dos teoremas classicos de integragao

(demonstracao e detalhes em calculus on Manifolds-SpivakX ).
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5.C

FIGURA V.1

O passo seguihte consiste em obter a geodésia que une B
a C e nela marcar o ponto médio (langando mao do parametro afim);
esse ponto & o ponto D; da Figura V.l. Finalmente percorremos a
geodésia que passa por A e D, para obter o ponto E, situado a uma
"distancia” de D que & a mesma distancia de D a A. O vetor parale
lo no ponto C & aquele cuja extremidade & o ponto E. Repetindo es

se processo realizamos o transporte paralelo até B.

Devemos frizar que nao dispomos de nenhuma métrica & so
falamos em "distancia" ao longo de uma cruva grag¢as ao parametro

afim.

Se sabemos realizar o transporte paralelo podemos reali-
zar a derivada covariante de um campo vetorial V(p) ao longo de um
vetor W tangente a variedade no ponto. Basta considerarmos um tre
cho local de curva tangente a W no ponto p. Chamemos essa curva A

(Figura V.2).
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FIGURA V.2

Agora se 6, & o parametro do ponto p, tomamos um ponto p' de para-

metro B&o+€ . Em p' o campo vetorial V, assume o valor Viip').

Finalmente transportamos paralelamente o vetor V(p') pa-
ra o ponto p, fazemos a subtragao com V(p), dividimos por € e pas-
samos ao limite. O resultado & a derivada covariante de V ao lon-

go de W. Simbolicamente escrevemos:

V\Ny: g:uaj'o \/(Go+€>1—%2'\;ipogm — \/(Kn) ]
(=

O leitor interessado em maiores detalhes pode consultar

o Box 10.2 do livro de Misner Thorne e Wheeler.

Realizaremos neste capitulo o caminho inverso definindo
primeiramente a conexao linear, para chegar finalmente na nocgao de

Geodésia.
CONEXOES LINEARES EM VARIEDADES

Seja M uma variedade diferenciavel de classe ck e de
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CAPITULO IV

GEOMETRIA AFIM E RIMANTANA

INTRODUGAO

O capitulo anterior foi dedicado as propriedades mais ge
rais que envolvem as variedades diferenciais. Estudamos as varie-
dades e os campos tensoriais nela definidos; vimos ainda a possi-
bilidade de definir uma operacao de integracao, bem como a dife-
renciagao exterior e a derivada de Lie. A diferenciagao exterior
& um processo restrito aos tensores antisimétricos, enquanto que a

derivada de Lie, tem propriedades pouco locais.

Assim, somente com as ferramentas da topologia diferen-
cial, ja podemos estabelecer equagoes diferenciadas - relacionando
formas diferenciaveis, do tipo "uma forma @ o diferenciavel exte-
rior de outra". Mas tudo isso & extremamente limitado para as
aplicacdes em fisica onde conceitos como os de Geodésia, paralelis

mo, curvatura, etc. sao importantes.

Nesse capitulo introduziremos uma estrutura adicional as
variedades diferenciaveis, de modo a permitir o estabelecimento de
um processo de diferenciacgao aplicavel a qualquer tensor, e que se

ja invariante a mudangas de coordenadas. Essa diferenciagao & a
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diferenciagao covariante. A partir dela seremos capazes de defi-
nir o transporte paralelo de um vetor ao longo de uma curva, e en-

t30 estabelecer sem dificuldades a idéia de Geodésia.

A estrutura adicional & denominada conexao linear afim e
a idéia central & exatamente estabelecer uma conexdo entre os espa

¢cos tangentes em diferentes pontos.

Essas idéias podem ser colocadas de cabecga para baixo,
assumindo a existencia de um critério para a determinagao das Geo-
désias; isso significa, gue dado um ponto da variedade em um vetor
do espago tangente nesse ponto, sabemos determinar uma familia de
curvas parametrizadas, cujos parametros diferem por uma' transfor-
magdo linear. O parametro dessas curvas & denominado parametro
afim e serve para comparar distancias entre dois pontos da mesma

geodésia.

Lembrando que as variedades sao localmente exemplares do
R" e usando a nogao de Geodésia, podemos transportar paralelamente
um pequeno vetor. A fim de ilustrar essas idéias, consideremos
nossas variedades como sendo a superficie da terra. Queremos trans
portar um vetor de uma cidade, digamos Sao Carlos, a outra, por
exemplo Sao Paulo; tudo isso ao longo da Washington Luiz-Anhangue-
ra. Suponhamos ainda que o vetor seja de pequeno tamanho de forma
que ele se confunda com um risco saindo de S3o Carlos e alcangando
as cercanias. Chamamos de A uma das extremidades do vetor (em Sao
Carlos) e de B sua outra extremidade. Tomamos agora um ponto C na

curva em questao (na rodovia) prdxima de A (Figura V.1).

A nogdo de proximidade ao longo da curva A(€) que liga A

a B, pode ser estabelecida a partir do parametro da curva.
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dimensao m e seja @g(”) o conjunto de todos os campos tensoriais
r-vezes contravariantes e s-vezes covariantes sobre M, munido das
operacoes de adigao de dois tensores e multiplicagao de um tensor
por um nimero real (isto 8 ®L(M) constitui um espago vetorial real
de dimens3o). Denotemos também por ®M) o conjunto de todos  os

tensores munidos da multiplicagao tensorial.

O conceito de diferencial associa a cada fungao real f,
. . d d oc?
um campo vetorial covariante que expresso na base tem a
forma

dg= of dx®

B3

UL

b
e gue quando aplicado num vetor x:: X §~b d
x

df= ¥bf
o’

. . o

Se consideramos f, como sendo um campo tensorial de QDO(M)
o( . .

e df pertencendo a Q@.M) vemos que o diferencial estabelece uma

correspondencia entre um campo tensorial de ordem zero e um campo

covariante, isto e

d:fe@sm —> df € @OVM)

Vamos agora generalizar essa definigao introduzindo um
campo de operadores sobre M, denominado conexao, gue associa a ca-
da campo vetotial contravariante, um novo campo tensorial uma vez
contravariante e uma vez covariante, isto &, definimos o campo ope

cional linear como sendo

7 ®L (M) —= ®1 (M) V.4 —> V&



A imagem que a conexao faz do campo vetorial 'X: é denominada deri-
vada covariante de x Note que a exigencia de que Vx seja um ten
sor mixto, significa que duas entradas suas sejam lineares em cada

ponto do espago tangente e em cada ponto do espago cotangente.

Calculando a derivada covariante de 'x R Vg ;, em cada pon
to de um campo vetorial contravariante ¥ obtemos um campo veto-
rial contravariante VYX; VX(Y') denominado derivada covariante
de X ao longo do campo Y . Podemos também calcular a derivada
covariante de X( , nos pontos de um campo covariante W e obter um
campo covariante; finalmente podemos fazer ambas as coisas para ob

ter a funcgao real.

A exigencia de que VV seja um tensor mixto significa
gue ele & linear em cada ponto do espago tangente e cotangente de

forma gque se temos campos da forma {x-"‘?g e <abl)+§w teremos:

VY [f&+f 8. wl= fVPEW) » £ VV(Fw)
JV[€.qw+go]= qVV(Lw) + g VYV (&)

para quaisquer fungoes reais {.F "ﬂ'% , campos contravariantes ¥e

X e covariantes We W,

A linearidade do operador \% significa que se V atua num

campo da forma NV+dV , onde A e E( sao reais teremos:
T V+rZV )= aVY+Z VY

Ainda exigiremos que v tenha propriedades em relacao ao

produto de uma fungao por um campo vetorial:
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J(feV)- dfoV + {8 vV

N

o
. o
Como o produto tensorial entre um tensor de ®o e um tensor de(@'

coincide com a multiplicagao usual, essa expressao significa que

U(foV)=dfeY f VY

isto é esse operador generaliza a diferencial e satisfaz a regra

de Leibnitz.

Para conhecermos uma conexao, temos que saber gue imagem
ela faz de um campo vetorial Y qualquer; para isso sera suficien-
te tomarmos uma base local Ee .e calcular VEc . E como VEe &

um tensor mixto ele pode ser expandido na base Es® Eb . Teremos

entao

b
VEC: r‘abc t ®ta

3 ~ . . .. -
Essas m~ fungoes reais assim definidas, definem uma uni-
ca conexao linear, e nao tem carater tensorial. De fato tomando

~ A -
novas bases E e Ea podemos escrever
= A T8
V Ed= 1T ET®E,

_ a
Essa mudanga de base & definida pelas matrizes (Xg , PA

dada por:

— — BEK:)
EA- o(’; ge - Ep= P2 Ea com pa = (47)}

teremos

— b 3

A A 8 Cc d A A .

Mac= ®a Py Pe Fbc+d5ﬁbEb(°>

de forma que o segundo termo gquebra o carater tensorial da conexao.
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~

Se por outro lado temos duas conexoes M e M na mesma variedade
A/

podemos tomar a diferenca entre as duas ﬁ\'ﬂ e obter um genuino

campo tensorial sobre M.

Para obtermos a forma classica das leis de transformaqéo
da derivada covariante basta tomarmos
RA—:— XA (xl:---)xw)

Ia= xa (—)?J;-'-J Y'm)

de modo que

PA= dzh - OF" dat - DX 62
Hoxd Hx3

entao
Wy = X" o pR= B
Dl o XA
Do ponto de vista pratico nos interessa calcular as com-
ponentes do tensor mixto derivada covariante em funcdo das compo-

= )
nentes de um campo Y dado. Tomemos entdo { = Y gx“ e VV-=
\(?1,,1 9. ®dx™ entio:
7

ox?
VY =V("L,)= YT V(L) ~ dfe £ .
m "
V(gaa): I mR dx"@ %im
dyt = fY" dx™
B™
logo

g
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Finalmente podemos generalizar essa operagao de modo a

obter a derivada covariante de um tensor de qualguer espécie impon

do que:

(1) V‘@; (M) —» ®er (W) 1linear

(2) vf=df

3) V(T8s)= VT®S +T@VS

(4) ‘7(Eontrag§o de.r> - contracao de VT

Com essas propriedades podemos calcular a derivada cova-
riante de gualquer tensor. Para obter as componentes da derivada

. . . b
covariante de um tensor qualquer, calcularemos inicialmente VE '

a partir da relacgado

b
V(Ea®E? )= VEs® E°+ Eg® VE

I

entao

i

“n b _ b
07(Eé(9izb> T1ﬁ;a Eqﬁ(gli QO E + ta(D VE

b ]L‘, bw11 £ £m

b _ ' =
como VE~ & um tensor, podemos por .

Logo
y b 2b - M N d
7 (E,0) = Tmo Em@E ® E°+ ['omm ETOE OF

contraindo esse tensor temos
Ab ]__Ib
=7 mh

logo
M
VE= - Tom ET@E

b £
Tomamos agora um tensor de ®: [M\ 7 da forma 'T'= T°m E @ En
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VT= T, m Er @E @ E

e procuremos sua derivada

4 h m —
VT= Ty VE"@ Ep + T E@VEr + dT°m® E7@ En

Usando as expressoes obtidas anteriormente temos
R k L s S R
'T'm,'m:—é— T + T g Tom - T Ts
Px¥
e essa regra se generaliza trivialmente para tensores de ordem mais

alta.
O SIGNIFICADO GEOMETRICO DA CONEXAO: TRANSPORTE PARALELO E GEODESIAS

A definigao que demos na segao anterior para uma conexao
foi dada pela primeira vez por Koszul. Historicamente as componen
tes da conexao foram introduzidas por Christoffel antes da axioma-
tizacao de Koszul, a partir do estudo de variedades Rfmarfianas; a
preocupagao era o estabelecimento de uma derivacgao covariante.
Coube a Levi-Civita e Ricci uma interpretagao geométrica da cone-
xao a partir do transporte paralelo de vetores ao longo de uma cur

va.

Consideremos ent3o uma curva ¥:[-€,€l®*M com #O)=F -
seja X% um vetor tangente a M no ponto £ . Consideremos agora um

R
campo vetorial ¥=&"4 e calculemos o tensor mixto VX =

o™ !
xf'm dxm® é/@xn . Se aplicamos esse tensor num vetor si-
tuado num ponto, obtemos um vetor no mesmo ponto; assim podemos

construir um campo de vetores ao longo da curva X, exigindo que

U%XzC) , isso nos da o sistema de equacgoes

d B+ 7% (1) dX™ &My = 0
& R el 271
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O teorema da existencia e unicidade de equagoOes diferen-
ciais nos diz que existe um Gnico campo x ao longo de 31 obedecen-
do essas equagoes e sujeito a condicdao inicial §<({;0)= )f% . o)

vetor 'X(£3 & dito paralelo a Xﬁ ; ho ponto P=W(t).

Uma solucgao formal para essas eguagoes pode ser obtida,
analogamente ao que ocorre em mecanica quantica, a partir do ope-
rador P, ordenagao temporal’de Dyson. Para vermos isso considere-
mos a forma matricial dessas equagoes definindo uma matriz c(t),
mxm dada por C’:—n ('LB = - Fiq'n(ﬂ im(ﬂ; observe que a conexao e a
curva determinam integralmente C. Considerando agora as componen-

tes do campo como um vetor coluna temos:

d 2= CH) %
dt

Integrando, vem

- t
1 1
gy = D jexp cmdt} K (o)
to
onde P ordena o produto de matrizes colocando os tempos posterio-
res a esquerda e a exponencial & definida pela expancdo em série.

O operador
Cp=P [eXP fc(t'\dt']

associa linearmente os vetores de T(M)U(hﬂ com vetores de TTM)ﬂHi

E aqui temos a razao do termo conexao linear, Cy conecta linear-

mente os planos tangentes ao longo da curva.

Consideremos agora o conjunto de todos os operadores Cy
para curvas fechadas passando por um ponto €M , denotamos C¢,

Dados dois operadores de Cn , digamos Cp e -C&:, definimos um
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novo operador Cﬂll C’IZ da seguinte forma

Cﬁ' Cpa = C1J;;;\2

onde

8. (et) te loal2]
fo (24-1) +<€ [tz 1]

Da mesma maneira definimos

htty =

(Chyl: Cv;'l onoe e T}"(H—: ¥ (1-%)

Essas duas leis conferem a C% uma estrutura de grupo,

denominado "grupo de holonomia da conexao V no ponto PO"

Podemos agora definir uma geodésia como sendo uma éurva
tal que seus vetores velocidades sao transporte paralelo um dos
outros, isto & V;f (na verdade f esta definido somente ao lon-
go de ¥ de modo gue nao podemos calcular sua derivada covariante.
Isso se resolve extendendo-se ¥ para um aberto e mostrando que o

resultado independe da extensao), teremos entao as equagoes
.. b' * .
MY + Toen X™ XM =0

gue determinam as geodésias.
TORCAO E CURVATURA

A existencia de uma conexao permite que definamos um ope
rador gue associa a cada par de campos contravariantes um campo
contravariante. Esse operador & denominado operador de torgao e
é definido pela relagao:

NPT AER AR % NeRs
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O operador de torgao gera um tensor de tipo (f) que ge-
neraliza o conceito usual de torgao para curvas do . Assim as
componentes do tensor de torgao relativamente a uma referencia mo-

E¥. E., = .
vel £ eLg & definido por
A A
Ta(_’:- E [FF [Eb:Ec]]
Se o referencial & um referencial natural, teremos
T = docAl_V"/ex‘-VO/Bbe; % - T'cho
BC 9 8
oaP P5°
o0 que exibe o cardter tensorial do tensor de torgao.
Um caso de particular importancia & o caso em gue uma co
nexao gera um tensor de torgao nulo; este & o caso de todas as co-
nexoes geradas por uma métrica rimaniana. O anulamento da torcgao

significa que as componentes da conexao relativamente a um refe-

rencial natural s3o simétricas em relagao aos indices inferiores.

Outro operador gerado pela conexao & o operador de cur-
vatura que associa a cada terna de campos contravariantes, um novo

campo contravariante a partir de
RIXY) 2= V, V2 -y %2 - Ry 2

O operador de curvatura também gera um tensor de tipo

(?), cujas componentes sao
Rocd = B (R (Es Ec)Eq)

O anulamento do tensor de curvatura mostra que o espago
em questao & "chato" e implica na comutatividade da derivagao co-

variante.
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A expressao para o tensor de curvatura em relagao a um

referencial natural é:
3 3 g a £
Rbed = & M-8 T + Mee Mgy - Tabg Meb
D¢ Qxd.

Além disso”ele tem as simetrias

d
Rabcd = - R pde
RPbed + Ribe +R%edb = ©

a 3 _
Rabcd;e + R bec;d + R bdc;e =

Essa Ultima relagao & denominada identidade de Biancki.
Um tensor derivado do tensor de curvatura & importante nas aplica-

¢oes & o tensor de Ricci:

d
Red = R%bad
AS EQUACOES DE ESTRUTURA DE CARTAN

Vamos obter nesta segao as equagOes estruturais de Cartan
que implicam em condigoes de integrabilidade para a torgdo e a cur
vatura. Faremos os calculos em detalhe, uma vez que, na bibliogra

fia essas equagoes ou sao obtidas em contextos complicados ou sao

obtidas de uma forma obscura.

Como vimos dada uma variedade diferenciavel, cada uma de
suas cartas locais fornece uma base para o espag¢o tangente num pon
to, bem como uma base para o espago cotangente. Se as coordenadas

-~ a a__l /n/‘ .
sao denotadas por 2C, d=4-- a base canonica para os vetores

contravariantes & denotada @bxﬂfme a base dual dxa. Cartan chama
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tais bases de referenciais naturais, em contraposicgao a diferen-
. - A = . -
ciais moveis, E e EA gue nao decorrem necessariamente de um siste

ma local de coordenadas e portanto sao mais gerais.

Introduziremos também trés formas diferenciaveis associa
das, a conexao, a torgao e a curvatura que comporao as equagoes de

Cartan. A l-forma conexao e definida como

B
whe Th B asoim

relativamente ao referencial movel EC. Na verdade estamos frente
s 2
a uma familia de m° l-formas que podem ser colocadas na forma ma-
R - A . ~ . .
tricial u)-(wg) . Diremos entao que a matriz W , cujos elementos

sao l-formas, & a matriz l-forma associada a conexdo V.

Essa matriz permite uma expressao sintética para a lei

de transformagcao da conexado quando se passa de um referencial mo-

vel para outro. Tomemos entao dois referenciais e e 2 ligados

pelas transformagoes
LS (z)5 e
E'= Zia€ Ea= A -3
os [''s se transformam como

A _ -1 3 A L b A d
My = VIR Ll Mt ls Ge e (32 d>

oM

isso di a seguinte lei para os W's

—-17 -1 a

ou na forma matricial



A 2-forma torgao & definida como:

fTJA - f’JABC EBA EC
2

O caracter tensorial da tor¢ao implica na lei de
formagao

A=zt yd oy Y =AY

Finalmente definimos a 2-forma matricial de curvatura
A =D E
R* = R'pec ENE
c
E analogamente teremos

~ . -3
L= W2z

A primeira equagao de Cartan relaciona a 2-forma

rial torgao, com a l-forma matricial curvatura. Para obté-

crevemos as componentes da torgao em termos da conexao

Tsc= T~ Mep - B [Ea B

logo c
] A AL E®n E
YA= LPABC'F cg — E EEbnEc]] Q
C
B C AT o -~
M EPES L BN [EeEc) EAE

Introduzindo a conexao l-forma temos

O segundo nessa expressao pode ser calculado se

66

um referencial natural

trans-

veto-

la es-

tomamos



P

EA = /\Aa dxa

Eb: (/\4): _Q_ b
DX

entao

A8 G g d [ up 17 o dx?
—:Zl— EA[EQ-E¢) EBA Ed:-—% /\‘ Ab /\r dx L,\ 'y g—xa v N\ ¢ 91—1‘1 CL')C A
mas |
(80, aio =A% o N30 AT NG D
logo
- N 4 13 -.\F
8 * ‘lﬂéAl’S-—/\gQJ_‘bg
LE [':B Ec] Eg/\tc~ LAy Ap Ay dac E@"/\dx [ 55;5 cOp Do
- _ ¢ -1 3 -1y
¢ s B AT A D s]
‘deACbCT[/\u AN Ny A gg;ﬁ,\ a N Np Ny q bt

-T2
_ d
=72 pxP
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Fazendo f=:ﬁ no segundo termo
(EﬂE 1 E [fn.E;] 9 Ad dx4 A dx P
e logo

A[Eg Ec ] (EME") = dJ e

obtemos entdo a primeira equagao estrutura de Cartan
- C —
vA - whA AES +dED
ou matricialmente

T- WAE +dE

Procedendo de uma forma analoga obtemos a segunda equa-

cao de Cartan

A diferenciagao das equagoes de Cartan nos da

equagoes
de integrabilidade.
d'}/A__. /\A8 AEb— WAB nYb
¢ A c
dof= Dtalfy -wenrly
Pode-se mostrar gque para uma variedade rimaniana, essa

1ltima equacgao nos da as identidades usuais de Bianchi.
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Numa - variedade, mesmo que equipada cCOm UMA CONEXA0; nao
& possivel medirmos comprimentgs de curvas cu intensidades de veto
res. Para que isso seja possivel devemos equipa-la com um tensor
matrico que & um tensor covariante, de segunda ordem, simétrico.

v

Denotaremos por g a tal tensor e por g* suas componentes relati-

vamente a base dx™ , isto g, %'= By &lu@>dxy: 0 modulo de um ve
tor ¥Xe T(M)X sera escrito Xt = (ig(x,x)l)l/2 e o comprimento

da curva A (t) serad
ta
L = ol d+
. N

onde & o vetor tangente a ‘A {t) no ponto t.

8
RS

O tensor métrico & dito nao-degenerado se det( §,,) # 0.
Quando isso ocorre essa matriz pode ser invertida e utilizada para
levantar e abaixar iIndices das componentes dos tensores fornecendo

assim um isomorfismo entre entidades covariantes e contravariantes.

Um resultado importante, consequencia do teorema da inér
cia da algebra multilinear & gue todo tensor métrico pode ser lo-

calmente colocado na forma
; (%ur\ = Tay

m-s
2

denominado sinal do tensor metrico.

n+§

com ———— termos positivos e termos negativos. O nimero s &

Uma métrica e dita definida positiva se s = m e Lorentzi

ana se s = m—-2. A existéncia de uma métrica Lorentziana gera a
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compactas, mas © mesmo naEc ocorre com metric
obstrugdo topologica para a existéncia de méiricas lorentzianas e

o anulamento da classe de Euler (veja Hawkiwg-BEllis, por exemplo) .

Se existe uma métrica em M entio existe uma Gnica cone-
xao definida pela relacdo Vg = 0, isto &, a conexdo gue preserva
© comprimento dos vetores no deslocamento paralelo. A relagac en-
tre as componentes da conexdo e da métrica & a relagao usual

) « B Qac -2 9.
8;:){‘ a l@xc %313 * Jﬂ{a — f

Db o Hx®

e & uma decorrencia imediata de Vg = 0.

Finalmente observamos gue o inverso nio 3 verdadeiro, is

xisténcia de ne-

[

to & a existéncia de uma conexdo nic impliica na
nhum tipo de métrica. Isto significa que a conex3o & uma estrutu-—
ra mais primaria enquanto que & métrica uma estrutura mais sofis-

ticada.



CAPITULO V

FIBRADOS ASSOCIADOS A VARIEDADES

Nesse capitulo construiremos dois espagos fibrados asso-
ciados a uma dada variedade: o fibrado vetorial tangente e o fibra
do dos referenciais lineares. Esses dois fibrados tem a mesma ba-
se M e mesmo grupo estrutural GL(m.R); a fibra do fibrado tangente
& o R" enquanto que a fibra do fibrado dos referenciais lineares &
o proprio grupo GL(m.R). Quanto aos espagos totais teremos uma va
riedade de dimeﬁséo 2m, denotada T(M) e denominada "espacgo | total
do fibrado tangente" e uma variedade de dimensao m(m+1) denotada
L (M) e denominada "espago total do fibrado dos referenciais linea-
res". Esses dois fibrados guardam uma profunda relagao entre si:
ambos tem as mesmas fungoes de transicdo. O fibrado dos referen-
ciais lineares & o fibrado principal associado aé fibrado vetorial
tangente. Muitas vezes cometeremos um abuso de linguagem confun-
dindo a estrutura de espag¢o fibrado com o espaco total dessa es-

trutura.

O leitor gue nao conhece a definig¢do de espago fibrado
tem duas alternativas: realizar uma primeira leitura desse capitu-
lo antes de estudar o Capitulo VI, para depois realizar uma segun-

da leitura ou realizar uma primeira leitura do Capitulo VI antes
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de estudar esse capitulo, para depois realizar uma segunda leitura
do Capitulo VI. Os fibrados descritos aqui sao pedagogicamente im
portantes pois servem de prototipos de espagos fibrados; a compre-
ensao de fibrados mais complexos & bastante simplificada se ganha-
mos experiencia e intuigcao com o fibrado tangente e seu fibrado

principal associado.

Nosso método sera o de construir duas novas variedades,
os espagos totais T(M) e L(M), gue contem nao sd a informagao rela
tiva a variedade M, mas também a informacgao relativa aos campos
vetoriais sobre M e relativa aos referenciais de M. Identificare-
mos os campos vetoriais de M a "segOes" do fibrado tangente e os
referenciais de M a "sec¢oOes" do fibrado dos referenciais lineares.
Esse método permite uma discussao relativa a existencia de campos
vetoriais n3o nulos e sistemas de referencia em M. Além disso ve-
remos que se M & dotada de uma conexao afim, isso permitira uma in
terpretacdao geométrica simples da conexao: ela divide cada espago
tangente a T(M) ou L(M) em cada ponto, numa componente horizon-

tal e numa componente vertical.

Do ponto de vista fisico essa idéia unif&ca de uma certa
maneira as interacoes gravitacionais e eletromagnéticas. Essa uni
dade nao se da dentro da proposta de Einstein, de determinar uma
variedade espago temporal, cuja conexao (definida pela métrica)
fosse determinada pelas interagoes gravitacionais e eletromagnéti-
cas conjuntamente. O que podemos afirmar & que tanto a presenca
' de massa como a presenga de cargas tem como consequencia geométri-
ca a divisao dos espagos totais em componentes horizontais e ver-

ticais. No entanto os espagos totais sao diferentes em ambos os
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casos, como também sao diferentes os grupos e as fibras.
CONSTRUINDO O ESPACO TOTAL DO FIBRADO TANGENTE

Tomemos uma variedade diferenciavel M, de dimensao m e
classe CR munida de um atlas {”me d} ; denotamos por TTM)p o
espago dos vetores tangentes a M no ponto p. Na vizinhanca M te
mos as coordenadas.xs de um ponto p e as coordenadas V: de um ve

tor VETMp relativamente a base B/0x}

Construimos agora o espag¢o de objetos da forma (p,v) on-
de p & um ponto de M e v & tangente a M em p. Esse espago & deno-

tado T(M) e denominado espaco total fibrado tangente a variedade M:

T(M) = {(p.v)/PéM e VE T(M)'p}
Mostraremos agora que T (M) & uma variedade diferenciavel de dimen-
s3o 2m e de classe Ct.

A primeira tarefa € exibir uma cobertura para T(M); con-

sideremos entao os conjuntos

M(Mg)= { (PV)/pEMg e Ve T(Hdp |

Evidentemente se verifica

de forma que nessa familia & realmente uma cobertura de T(M).

Agora associamos a cada ponto (p,v) de T(M) uma 2m- upla
e B e - ]
dada por (lk.Vx) onde Xy & a coordenada de p e VY4 as coordena-

. ] <
das de V relativamente a 9/911 . Essa relacao estabelece um
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. . 2m .
isomorfismo local com o R°. Finalmente observemos que se (p,v)

T (M) N T(MP) teremos as mudancgas de coordenadas

]

K8 = £ (h TF) R A2

VR" %2,11; (x;,...,;(;‘”)\/’; Mm=l..., M

d=

onde CLP & a matriz Jacobiana de - e & uma aplicacao de classe
P-4 . ~ .

C . Obtivemos ent3ao a nova variedade T (M) gue como toda varie-

dade admitira seus espagos tangentes, seus campos tensoriais, etc.

& o que iremos estudar em seguida.
CAMPOS TENSORIATS EM T (M)

Fixemos desde ja nossa notagao: p,q sao pontos de M, V e

W sao vetores tangentes a M e a, b sao pontos de T(M).

Como em toda variedade podemos considerar curvas sobre
T (M), como sendo aplicagoes que levam nimeros reais em pontos de
T(M). Denotaremos por Z]Hﬂ uma curva em T(M). Podemos também

considerar fungdes reais sobre T(M) e definir o espago'rﬁYMUa dos
vetores tangentes a T(M) no ponto a como sendo formado pelos opera
dores gue associam a cada funcao real sua derivada ao longo da cur

va em um ponto.

Utilizando coordenadas podemos exprimir os pontos de T(M)

_ 1 m Vl Vﬂl)

através de 2m-uplas de forma (o 30, Vi 0 que acarreta uma
p b ,8 .8

base " pou "pn gy em 'T(T““)a, de forma que um vetor qual-

quer de T(T(M)) 3 pode ser expresso por
oM
A= AL e AME L AT A D
ox? ™ 9\/1 /ArVM

a4



Utilizando a artilharia algébrica descrita no Capitulo I,

podemos gerar tensores de todos os tipos em cada espago .tangente.
Uma aplicagao naturalmente definida entre as variedades

T(M) e M & a projecdo W:T(M)—+> M definida da seguinte forma:

W@)=Mpv)=p ¥peM e Ve TMp

Evidentemente essa aplicagao nao & inversivel de forma que para da
: -
do ponto p de M existe um conjunto Y (P) de pontos de T(M) que

sao projetados em p:

Yt(p) = {ae (M) | w(3) = 'F}

ou

ey = 4 (Pv) / VETMp |

esse conjunto & denominado fibra de M no ponto p. Observemos que

todas as fibras Y2(p) s3o isomorfas entre si e isomorfas ao R™

Como ja vimos a existencia de uma aplicagao entre varie-
dades permite que transportemos vetores de uma, na outra. Assim
se A & um vetor em d€ T(M), podemos obter um vetor Vp em P= mf‘)éM,

tal que

v () |- A (]

Essa aplicacgao Yy T(tm)g = TMy@) 1eva o vetor

- 2
/\:/\1_9, e ATD no vetor Y= V2 o, YYh
Dxt QVM Hxt baMm
Isso pode ser visto considerando A como sendo o vetor tangente a
curva Z/(Y) no pontod. A curva ZNt) significa uma prescricdo da
forma (RH’-\:VH:)B isto &, uma curva ¢ (+) representa uma curva
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A(t) em M munida de um campo vetorial V(t). Quando projetamos Z (¥

At hE

em M obtemos curva A(t) , de forma que se A & B )Z' 'V sera 8 ) .
A

Em termos de coordenadas isto significa que

w
/}{U : (Al""' Am Amfl st AZM ) —> (Aj;rl\ )

ks ’

Essas operagoes sao muitas vezes denominadas "abaixamen-
to"; podemos entao "abaixar" os pontos e as curvas de T(M) obtendo
de uma forma Gnica pontos e curvas em M; da mesma forma podemos
"abaixar" um vetor A de T(M) obtendo um vetor AVde M. Isso se
faz perdendo-se alguma informagao; uma curva em T(M) contem a in-
formagao geométrica de uma curva em M e ainda a prescrigao de  um

campo vetorial em cada ponto da curva.

Isso nos permite construir em cada ponto a de T{(M) um
sub-espaco vetorial de T(T(M))3 denotado Vy e denominado sub-espa

co vertical de T(T(M)z . Esse sub-espaco & gerado pelos m-vetores

gVQ ; a denominagao vertical decorre do fato que esses vetores
guando projetados em M (por , ) correspondem ao vetor nulo de

" [%\/’2)3 J = —O‘b )ma)

Isso justifica o termo vertical.

Poderiamos tentar uma operag¢ao inversa: o "levantamento"
de curvas e campos vetoriais; mas essa operacao nao € univoca. Mos
traremos agora gue quando a variedade M esta munida de uma conexao

existe um critério para realizar o "levantamento".
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O SIGNIFICADO GEOMETRICO DA CONEXAO

Suponhamos agora gue a variedade M & equipada com uma co
nexioV . Tomemos entdo uma curva AM) sobre M, passando pelo pon
to pemt = 0. Podemos associar a essa curva A£) de M uma nica
curva Zi(£) em T(M) passando pelo ponto (R,V,) de T (M), trans-
portanto paralelamente V ao longo de A . Se V(i):=VDPU.£ é

ox"
o vetor paralelo a Vo em p(t) ele obedece a eguagdo

—

Vi - dvh L Mo dxT Moo
DL dt di

De forma que a curva & l(t) tem coordenadas (I”HJ\VDHJ) ; a deri-

7

vada ao longo de [ sera

] dx* D v D
DL Hvlt

A ) - dx® » + dy?
3! dt sx? di

de forma que

- - k
9) :C_I;XM[@-_—P&MVM_Q_
Y ba™ ov"

Esse processo define um novo sub-espaco de 7—(Tﬂﬂ)a denotado Fb e

denominando sub-espaco horizontal que é gerado pelos m-vetores:

Q - r’hﬁm VM Q o=l ---e M

=

N W n
Dx™ oV
Assim a presencga de uma conexao define em cada ponto de

T (M) o sub-espago dos vetores horizontais. Nos proximos capitulos

usaremos essa ideia para definir conexoes em fibrados principais.
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O FIBRADO DOS REFERENCIAIS LINEARES

Seja M uma variedade suave de dimens3o m e seja L(M) o
conjunto dos pares ordenados (x,E) onde x e M.e E = (El..., Em)

€& uma m-upla de vetores literalmente independentes tangentes M,

no ponto x.
Denotaremos por L =>Mm 4 aplicacao (X EY = O,
O espago L(M) tem uma estrutura diferenciavel de dimens3o m(M+1) .

Isso pode ser visto considerando-se os domjuntos Y*MA\, onde Mg

~ ~ - wj m)
sao cartas de M e as aplicagoes dh S (Ma) s M 4ue associam
a (x,E) € M (M) o elemento (X4 ™ B, ... EM )

~ Y -
do IR m(m+1) onde (xl...xm) sao as coordenadas de X e os BAM s3o

definidos por
- —~V
Ewm=En B
DY

A estrutura L(M), M, ¥, GLImIR) & uma fibracdo prin-
cipal o que pode ser verificado diretamente da definigao. Essa fi
bragao & denominada "fibrado dos referenciais lineares".

Uma secgao do fibrado dos referenciais lineares de uma
variedade consiste numa associagao de um referencial ou base a ca
da ponto da variedade. A existéncia de secgdes n3o nulas em nenhum
ponto para o fibrados dos referenciais nem sempre se verifica. O
exemplo tipico & L(Sz) que nao admite secg@o nao nula em nenhum
ponto. O do L(M) admite uma secgdo a variedade M & dita paraleli-
z&vel; exemplos de variedades paralelizaveis sao os grupos de Lie.

Se M estad munida com uma métrica de sinal S, podemos de

finir um subfibrado dos referenciais ortonominais (relativamente
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a métrica). O grupo estrutural desse subfibrado seria o subgru-
po C)(¥n§$‘4n€§ \ formado pelas matrizes do G LImmtais que

AMY’ Gvo{ Apa = Gup

onde & & a matriz

Ch&@ ().lx--l\’i\'ﬂ~1)
— \/W“\J

™ xS =\
2 2

Da mesma forma que para o fibrado tangente, pode-se
mostrar que a existéncia de uma conexao em M divide o espago

tangente a L(M) em componentes horizontais e verticais.
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caplTuLO VI

TEORIA DOS GRUPOS DE LIE

1. INTRODUCAO

O conceito de grupo aparece como o instrumento matemati-
co adeqguado a descricdo das simetrias de um sistema fisico. E o
gque ocorre por exemplo quando estudamos o0s grupos cristalogréficos;
tais grupos sao muitas vezes grupos finitos e as Gnicas coisas cue

nos interessam sao as propriedades algébricas desses objetos.

Ja o conceito de variedade diferenciavel gera um sistema
dinamico; isto ocorre guando procuramos as curvas integrais de um

dado campo vetorial sobre a variedade.

Os grupos de Lie s3o objetos matemdticos cue combinam es
sas duas propriedades de uma forma consistente. Eles sao grupos
de um ponto de vista algébrico e variedades diferenciaveis do pon-

to de vista topologico. Além disso as operagoes do grupo, isto &,

a multiplicacdo de dois elementos e a inversao sao diferenciaveis.

Assim todos os conceitos desenvolvidos no estudo das va-
riedades diferenciaveis podem ser aplicados aos grupos de LieéﬁTe—

remos entao campos tensoriais de todos os tipos sobre um grupo de

Lie, bem como os operadores como a derivada de Lie, o diferen



exterior, etc...

A combinacao de ambos aspectos, algébricos e topoldgicos
gera um objeto suficientemente rico para descrever a nocao de gru-

po de Gauge da teoria dos campos, gue & nosso objeto nesse traba-

lho.

As idéias desenvolvidas nesse capitulo nao sao, a menos
da nova linguagem, novas para OS fisicos tedoricos. Elas surgemn
gquando estudamos OS grupos "continuos" como o grupo de Lorentz ou
o grupo SU(2) da teoria de Yang-Mills. Tais grupos aparecem como
grupos de transformagoes do espago-tempo ou do espago dos spins
isotdpicos, isto & eles aparecem "atuando” em variedades (na ver-
dade espagos vetoriais). Falamos ent3o em "transformagoes infini-
tesimais" em'"geradores", nas "~onstantes de estrutura", etc.. Tais
idéias utilizadas com alguma imprecisdo mas com um significado £i-
sico e operacional inequivoco em fisica ganhardao nesse capitulo um

significado geometrico preciso.

Finalisamos essa introducdo observando gue apesar de nos
sa teoria ser desenvolvida abstratamente, nas aplicagoes utiliza-

remos os grupos matriciais classicos como o SU(m), SO(m) e outros.

2. GRUPOS E SUBGRUPOS DE LIE

Um grupo G & um grupo de Lie se ele estiver munido de

uma estrutura diferenciavel suave tal gue as aplicacgoes
- 6x6 —> 6 w(q.h) = qh
. . -
16 —» & t (“\:: q (1)



forem suaves.

Existem, para cada g e G, duas aplicagaes particularmen

te iteis no estudo dos grupos de Lie, a translagao a esguerda

por
g, denotada Lg e a translagao a direita Rg.

Lq .G 6 Lqlh) = eh

Rq-6 *#6 Rqlh) = h9 (2)

As propriedades de grupo implicam nas seguintes proprie-

dades para as translagoes:

M

L%it) L%z L%;%z
Rq, Ra,= Ro,%
Lay: Rq,= Re,tbay

Le = Re= (Denmipae

(3)

A definigao de grupo de Lie, garante qgue as translacgoes

Lg e Rg sejam difeomorfismos, além disso temos
L;; - l—é)
chi - ch) (4)
As derivadas dLg e dRg das translacoes obedecem proprie-

dades analogas a (3) e (4). 1Isso sugere uma notagao simplificada ex

tremamente Util nos calculos e cue consiste em escrever
dL%(M(Xh\=%'Xh e dRy(Xn)=Xn- 3 5)

As derivadas da multiplicacdo e da inversao podem ser ex

pressas em termos das translacgoes:

e (gon) (Xq, Vo) = dR L8V LKg ]+ dLglni (Vi)
dilq) (Xq) = - (4L dRg tel (Ys)

(6)

(7)



A primeira relagao decorre imediatamente da regra de
Leibnitz (Nomizu e Kobayashi, pag. 11). A segunda pode ser verifi

cada notando-se que a aplicacgao

q —> Mg, L)

& a aplicacao constante gue associa a todo g a identidade, logo

sua derivada e nula, e usando (6) temos:
dRiq) 1) (Xg) + dLgtitan [ ditar (X)) =0

isto e

:(§Q_é) + (Alﬂﬁo A';% =0

o gque demonstra (7).

Diremos gue um subgrupo H de G & um subgrupo de Lie se
ele estiver munido de uma estrutura diferenciavel relativamente a
qual a restricgao my € iH da multiplicagao e da inversdo dos elemen
tos de H sejam suaves. 1Isso garante que H também seja um grupo de
Lie, mas nao necessariamente uma subvariedade de G. Uma outra de-
finicdo mais restritiva sera exigir que H fosse também uma subva-
riedade. Entretanto ela exclui alguns subgrupos importantes deno-
minados subgrupos a um parametro, que em geral nao sao subvarieda-

des.

Um subgrupo a um parametro & uma aplicacgao ol R>G sa-

tisfazendo

A ls+i)l = alR) - alt) )

Note que isso implica em
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oloy=-¢© \ (9)
o[-tV = okl

(10)
A comparacao de dois grupos de Lie se faz através de um
homomorfismo suave, isto &, uma aplicacao (b3G>‘b'Hsuave e gque sa

tisfaz

D (3,1 - dra,1 do)

Assim os subgrupos a um parametro sao homomorfos ao grupo (de Lie)

aditivo dos numeros reais.

O resultado central para a investigacao dos subgrupos de
um grupo de Lie foi obtido por E. Cartan e estabelece gue todo sub
grupo fechado (topologicamente) de um grupo de Lie & subgrupo de

Lie e tambem uma subvariedade.

Num grupo de Lie existe um elemento previlegiado, a iden
tidade e. Denotaremos por g ao espaco vetorial tangente a G, na
identidade. Ele serad chamado algebra de Lie do grupo G; a

razao

da terminologia ficard clara nas proximas secgoes.

3. EXEMPLOS

Como exemplos vamos analisar os grupos matriciais e para

isso fixamos nossa notagdo denotando M(m,R) e M(m, ) aos espagos

vetoriais das matrizes mxm reais e complexas, respectivamente.
Tais espagos vetoriais sao variedades de uma maneira natural; um
sistema de coordenadas pode ser obtido fixando-se uma base. M(mAQ)

tem dimensao m2 enquanto que M(m,C ) tem dimensao 2m2 encuanto
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variedade real ou m" enquanto variedade complexa.

Além disso enguanto espagos vetoriais tem seus espacgos
tangentes em qualquer de seus pontos coincidentes com si proprios.

O mesmo ocorre com OS espagos cotangentes:

T(MmRY ), - T (MimR))g = Mimi)

(d

A aplicacgao

(9,9, | +—= %%

pode ser definida em M(m,C) ou M(m,ffl) e & uma aplicacao bilinear:

M m R x Mwm R —> Mmar) [ =ReC ]

. = 00 . ~
e portanto uma aplicagao C”. A mesma situagao ocorre para as
aplicagoes Lg e Rg, que também sdo aplicagdes lineares. Como o
diferencial de uma aplicagao linear coincide com si prdépria pode-

mos escrever

dlgim (X = 3-X
dRglm) (XY= X9

independente do ponto h. Observe que o produto do lado esguerdo
dessas equagoes & o produto matricial uma vez que identificamos um

vetor tangente com uma matriz de M(m, ¥ ).

~Uma aplicagao fundamental para a definicdo dos grupos ma

triciais @ a func¢ao determinante.

det: M(m, R) —> 42
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O determinante de uma matriz & uma fungao polinomial dos

elementos da matriz e como fungao polinomial uma fungao C«{

O grupo matricial mais amplo & o GL (m, I¥) formado pelas

matrizes inversiveis:

GLmRY = 3¢ MwmiR) | ¢t g#o | = 3y (12-201)

& um aberto de M(m ) pois o conjunto'ﬂZ'ZOB & aberto e det @&
continua. 1Isto significa que GL(m W) & uma subvariedade de M(m K)

cujo atlas & a restrigao do atlas de M(mW) em GL(mW¥ ).

A diferenciabilidade do produto matricial & garantidauma
vez que esse produto & c® em M(m K) e portanto também o serd em
toda subvariedade de M(m#¥). A aplicagdao g = g"1 também & classe

Ccp pois

(%'1)._ - Clg) ¢y
L) -
dt 19
onde C(9)ij & a matriz dos cofatores de g. Tanto’C(g)ij como de
de tg sdo fungoes polinomiais, logo CaJ e seu quociente também sera

i o)

C pois det g # O.

Com isso mostramos que GL(m W) & um grupo de Lie.

Além disso como GL(miR) & um aberto de M(mIR) entido
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%(eumum% = Mwmi)

Como segundo exemplo tomemos o grupo especial linear
SL (m, ) :
det™
SLimp\ = det ™ Q)
Esse grupo & um subgrupo fechado de GL(m, #0) e pelo teorema de

Cartan & um subgrupo de Lie. A razdo & que det & continua e 21 X

e fechado em R.

Vamos agora determinar cque tipo de matrizes formam o es—-

pago tangente ao SL(mW) na origem.

Para isso consideremos uma curva g: (-€, €) —b SL{m¢|

tal que g(0) = e. Para essa curva teremos

det gut1=1 V4L

logo

d et gy =0
d+

isso significa que

D dtq - d Ypr =0
29:n d+

em particular, isso se verifica para t = 0; mas para t = 0 temos

b Cle,‘\:% =3¢
boey, \t=° Sih

logo concluimos gue

O

"

=

d NES
a—:\: %YZ‘/_[‘ \\‘\:

Assim o espago tangente T (SL(m ))e é constituido pelas
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matrizes de trago nulo. Isso significa gue a dimensao de SL(M{Q,)

-

e:mz—l emgquanto que a dimensao de SL(m€) & 2m2—l, considerado co-

mo variedade real.

Outro grupo de importancia & o grupo ortogonal O (m)

O - $qeGLRrm) [/ qt=9q ]

Mostraremos que ele & um grupo de Lie, via teorema de Cartan, mos-

trando que & um fechado. Para isso basta considerar a aplicacgao

—X‘. GLUQ\’W\\ —> G’L“Q\’W\\ tal gue

1 () = %L% ‘ entdao temos
O(.W\\ = 1-—) QEJ

e como 2(3 & fechado em GL(mW) segue gque O(m) & subgrupo fecha-
do.

Da mesma forma podemos considerar uma curva g(t) com
t (-€,&) e g(0) = e. Ele deve satisfazer

1
qQ (xy gl+tr=e
dg \* td
(42, Y01~ cal <O

g+ /1t=0 d4 |£=0

o gue nos mostra que T(O(m)) & constituido apenas pelas matrizes

antissimetricas.

O grupo O(m) nao & conexo pois seus elementos satisfazem

det g =€1. A componente conexa do O(m) & denotado SO (m)

SOIm) = Otm\ N S L{miR)
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O grupo unitario U(m) e o grupo unitario especial SU(m)
sao os andlogos complexos aos grupos O(m) e SP(m). A demonstracao
de que eles sao grupos de Lie & completamente analoga. A seguir

tabelamos os resultados.

G 'I‘(G)e dim G (real) Conexao
GL(mC) M(mC) 2m? ndo
GL (m ) M(m D) : m2 nao
SL(m ) traco nulo 2m2-2 sim
SL(m ) traco nulo m2—1 sim
U (m) anti-hermitianas m2 sim
O (m) anti-simetricas m(m-1)/2 nao
SU (m) anti-hermitianas m2—l sim

com trago nulo

SO (m) anti-simetricas m(m-1)/2 sim

Grupo de spin Sp

Grupo de Lorentz

4. A APLICACAO EXPONENCIAL

Seja € G'T(Gb=% . Existem muitas curvas em G cue pas-
sam por e,e tais gque sua derivada na identidade reproduz o vetor@.
Entretanto existe um unico subgrupo a um parametro §:\@~2>G , tal
que Albl=2Q e &(0\’§ . (Para demonstracao veja Greud, Halperin,

Vanstone, Vol. II, pag. 32). A existéncia e unicidade & garantida

localmente pelo teorema de Picard (Auslander e Mackenzie, pag. 78),
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enguanto gque o caracter global decorre da estrutura de Lie.

Denotaremos entao, por u% (t) a esse Gnico subgrupo a
1 parametro gerado por E € g Definimos agora a aplicacgao exp:

g-AD-G colocando

exp § = o(&(l)

vVamos mostrar agora, dque

exp t§ = o(& (t)

De fato provemos gue
dg 119V = Ayg(s)

Como ambos sao subgrupos a um parametro, e como

d el = +d ey o sxg-d el
T MoV A Sl

D dsi (=0 <=0

entao segue a igualdade. Fazendo s = 1 obtemos o resultado dese-

jado.

A razao da utilizacao do simbolo exp & que para  grupos
matriciais, essa aplicagéo coincide com a exponenciagao usual de
matrizes. Note-se ainda que a propriedade exp(A+B) = expA - expB,

nao se verifica em geral.
5. CAMPOS VETORIAIS EM GRUPOS DE LIE

O conjunto X (G), de todos os campos vetoriais definidos
em G, tem uma estrutura de espago vetorial real de dimensao infini

ta. Entretanto o fato novavel é gue para grupos de Lie, >C (G)
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possui um subespago vetorial n-dimensional formado por campos de

invarianga definida, que & isomorfo ao espago tangente §.

Diremos entao gue um campo X e X.(G) & invariante a es-

querda (analogamente a direita) se

Denotaremos por j{P(G) e :KB(G) ao conjunto formado pelos campos

invariantes a esquerda e a direita, respectivamente.
L R ~
> (G) e > (G) sao subespacos

vetoriais, isto porém a soma e a multiplicacdo por niimero real de

campos invariantes ainda & um campo invariante. Além disso pode-
. L t .

mos associar a cada g € )EJ(G) o elemento §=§ (e) E’:CJ . Reci-

procamente se 5 e % podemos construir o elemento €L€3U{G)colocando
L - R
g (g) = g-é (analogamente & (g) = 6.9)

. e L R ~ .
Isto significa gue tanto >( (G) como 3¢ (G) sao isomorfos
a %. Assim podemos sempre raciocinar com esses campos, como sendo

vetores de g.

Os campos invariantes a esquerda ou a direita sao comple
. e L .
tos. Isto significa que para cada campo g ou existe, para ca

L
da g e G, um subgrupo a um parametro (bf (g) gue gera o campo

gL (ou @R); tal subgrupo tem a forma

dﬁ (9) = Q ¢KpP t8& = Rexp 16 (8)
EQ —. Lf t (’f
Oy () = <Xp £6. 9 = Lewpiils)
Além da estrutura de espago vetorial de 3¢ (G), existe
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também uma estrutura algébrica definida pelo colchete de Lie. Va-

mos mostrar gque ){P(G) e :Hf(G) sao subalgebras de X (G). Temos

entao que mostrar gque

Lv [6M 1= T880'] e Ry, [ein®)- [60T)
De fato, por defin%gio

[gm]- \’“ Qem?te-x’n ]

t-—(>o {

entao

Lq+ L8 T\Ll W \'\-V'Y\ L%*(Qexp 154N )}

L - . .
Como ) € invariante a esquerda e L e R comutam, obtemos o resulta

do. (A demonstragao para os campos invariantes a direita & comple

tamente analoga).

Outro resultado expressivo & que campos invariantes a es

querda e a direita comutam:

e g § [0 Rerpey ] -0 f

R - . . c o
uma vez gque |y € invariante a direita.

Como § & isomorfo a }E(G) e )E(G) e como DQ(G) e
)8(G) sao algebras de Lie, podemos definir duas estruturas de al-

gebra de Lie em %' colocando:
[6.m) = (g5 e
(802%= (65 1) e
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A relagdo entre essas duas algebras & dada por
[eni= - Tgn1t
De fato
[%L.h\'.l‘=&o "-“; ["'\L- Rexpté*rnl']
mas P° = —i*hR, entao

(°m"]= hibo '}L‘ [-LMY\RA— Qékac.y Ly ’Y\QJ

+

mas

Entao

[65m 1= o L \-cm%c* Lew-%mﬂ
L0

Fazendo t > -t vem

| ' Co o orel R
[@L."Y\L]=£ui}; i ltmﬁ- Uy Lesp L54ﬂ2]=(~* [§°m®)

. -R_R _ R ~
~Assim se A] = N, entao

[61.. 'nLl = (\/4 AR: - AL

-0 que demonstra a afirmacao.
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A REPRESENTACAO ADJUNTA

A

Além das translagoes, existe outro difeomorfismo impor-
tante nos grupos de Lie, que € a conjugagéd Cg(h) = g.h.g_l. Sua
derivada, dCg(h), leva T(G)h em T(G)ghg—l. Em particular ng(e)i
g_,g. Denotaremos dCg(e) por ddg: § »§ que sera denominada apli

cagao adjunta de g.
A-aplicagao adjunta tem as propriedades

ad .ad

i) ad
(1) adg g4, g1 " 92

(i1) ad -1 = (adg) "t

(1ii) adg. [§.n] = ladg , adgn ]
. -1 _
(iv) gexp t g = exp t adg

que podem ser verificadas, diretamente da definicao. 1Isso signi-
fica que a associagao g - adg fornece uma representacao de G, por
operadores lineares gue atuam em g, isto & uma representacgao por

matrizes guadradas n X n.

Consideremos agora a derivada da aplicacao adjunta

(Essa passagem decorre do fato de (g) ser um espaco vetorial).

Em particular
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A ATUAGAO DE GRUPOS DE LIE EM VARIEDADES

Diremos que um grupo de Lie G atua como um grupo de trans
formagSes, a direita, numa variedade P, se existe uma aplicagéo di

ferenciavel R! GXP =+ P com as seguintes propriedades
(i) R(e,p) = P ¥p ¢ P; e = identidade

(ii) R(gy9,,P) = R(gy,R(g,,P)) ¥ pe P, 9,19, € G
Notagao: R(g,p) = gp.

A desvantagem dessa notagao & cue guando omitimos a refe
rencia a aplicagao R nao fica manifesta a possibilidade de termos
varias atuagOes distintas de um grupo numa variedade. Por outro

lado ela & extremamente adequada nos calculos.
Diremos que a atuacao & efetiva se
R(g,p) =P ¥peP = g=-¢

O significado dessa propriedade pode ser elucidado ser
vando-se que a atuagao de G em P implica na assoriaci e 11

cagao Ry: P —> P para cada elemento de G; a :plicagdo Ry & 7 .apor

Rg (P) = R(g,P) = gP

Essa aplicacao & diferenciavel e inve¢ =1x com inversa

-1 . = . . e '
Rg de forma que sua inversa & diferenciavel. -0 significa que
Rg € um difeomorfismo de P em P. O conjunto ¢ £ .P) de todos os

difeomorfismos de P em P constitui um grupo relativamente a opera

¢do de duas aplicagdes.

A propriedade (i) garante que i identidade de G esteja

associada a identidade de diff (P). A propriedade (ii) garante que
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g —> Rg seja um homomorfismo. Assim essa relacao define uma ‘re-

presentaqéo“de G por transformagoes de P em P.

A atuagao efetiva significa que o {inico elemento de G

que & levado na identidade de diff (P) & a identidade de G.

Diremos que a atuagao & livre ou sem pontos fixos se

R(g,P) = P para algum pe¢ f > g = e

Isto significa que nenhuma das transformagoes Rg tem pon
to fixo (g # e, evidentemente).

E importante notarmos também gue a atuacdo define uma
aplicagao de G em P para cada ponto de p, isto & p+> RP onde RP:
G —v P/’ RP(g) = R(g,P) = gP. A imagem dessa aplicagdao em P & de-

nominada Orbita de G no ponto P e & uma subvariedade de P.

como RP & diferenciavel, podemos transportar um vetor

de T(G)g para T(G)gP, usando o diferencial drP.

. . - b -
Seja agora § € Gr isto & § @ um campo invariante a es-
#
querda sobre G. Denominaremos campo fundamental & definido em

P, associado a %, ao campo vetorial
¥ p .
& () = arP(e) ( =)

Consideremos agora o elemento 6A<§<%) de q. Esse

campo invariante a esqguerda tem o valor em €

(’ac\qﬁ(@\]’-!e\ = d Cqtlel (&)

onde g: G —>G Cg(h) = ghg-l.

O campo fundamental a ele associado sera

g
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fad (6105 dRRer [dcpla(61]- & (ReCgh )t (6]

&
Por outro lado consideremos o campo dRgf. , seVvalor em p

o

dRq (F°P) (6 (§%))
a0y (%) (dRTP(Q))
d(Rg o RTP) (e (&)

(tha 6‘ ) (P

W

e como

~3
P%u R% P= Q?*’ X%‘Q

segue-se que
Lad ¢ (611" - 42y §’

como acabamos de demonstrar

Vamos mostrar agora que se g G € nao nulo, e se G atua

livremente, entao § nao se anula em nenhum ponto. Para isso

. . ¥ -
observemos que, podemos definir, alternativamente, § atraves de

i 9 (P“P“)

. 4 Ripexpi6l

—

dk

Para que a derivada se anule teremos gue ter

R(prexpts)l =p ¥ -

HiHg

x=0

+ =0



o0 que & incompativel com a atuagao livre.

Com isso mostramos na verdade que dRP(e) & uma aplicagao

injetora.

Isto significa que a imagem que ela faz de T(G)e tem a
dimensio de G. Chamaremos entdo Vp ao espago vetorial de dimensae M,
. mesmd que G)constituido por todos os campos fundamentais nesse

ponto. Cada um dos Vp & isomorfo a algebra de Lie G.

Podemos conseguir uma base para cada um desses espacgos
transportando a base da algebra de Lie para eles. Pode-se mostrar

ainda cue o colchete de Lie & preservado nessa operacgao.
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A EQUACKO ESTRUTURAL DE MAURER-CARTAN

As formas invariantes a esquerda definidas num grupo de
Lie tem a propriedade de quando calculadas em campos também inva-__
riantes a esquerda reproduzirem fungoes constantes em E; . Consi-
deremos entao uma p-forma W invariante a esquerda e p-campos

%y,--- Xp  também invariantes ;podemos escrever
(LW @) (X .. Xp) =W (X9 (dly 0. - I Lx(¥p])
= wixe) (N--- %)
Fazendo §>€ e usando a invarianga de W temos:

WK (0 ) -- (Xp)x )= WLtey (Xye.--1Xpe )

0 que mostra a invarianga.

As l-formas invariantes sao denominadas formas de
Maurer-Cartan e para elas podemos escrever as equacgoes de Maurer-

-Cartan. Antes porém, vamos obter um resultado valido em geral pa

ra quaisquer formas.

Seja W uma l-forma definida sobre M e X, Y campos veto

riais; o diferencial exterior de W satisfaz a:

dw (k)= 5 4 KW -Ywixl -w(ixvd) )

Para demonstrar essa relagao tomamos uma base e sua base

dual, de forma gque possamos escrever

P /= 2 -, dYi
X .X %%in ) \ " \ %iik ) Uj r
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O giferencial de W & dUJr\UDnM dﬁwAAJk, de forma que calcula

do em (X,Y) da

dw (XYY = LWy (XMYE- x‘lym\

2

Por outro lado temos,
AW = XP Wi V0 X2 e Yy

Além disso

[X\\/1{= (Xh\’wr‘n -\/’2 \(Vt‘lz ] ,Q__K‘
. DA

logo

WIKYY) = W (XEY™ oV XM
Juntando esses resultados temos:

WY -V WKL - WLV L= (X V2 XY™ ) Wy,
o que demoﬁstra nossa afirmativa.

Sejam agora %Y\, uma base para a algebra de Lie
de G e sejam W uma base para as l-formas Maurer-Cartan
satisfazendo (anlxn\r&&w (isso & possivel pois WIn] & constan
te enus ). Usando a expressao para o diferencial de uma l-forma

obtemos as equagoes estruturais de Maurier-Cartan:

dw? (e Ym \ = -»‘l e W AWM



Finalmente vamos considerar formas que assumem valo -

res na algebra de Lie,<ﬁ . Elas podem ser escritas como
w= W &
- N . . ~
onde ét e base de QS e W sdao formas reais. A equagao de Maurer

-Cartan pode entao ser enunciada
dw (W= -3 w(Dad)

Dentre todas as formas de Maurer-Cartan, existe uma
priviliegiada denominada forma candnica e denotada . E aque-

la tal que

O(¢)~ § Végec@ -

Essa forma sera fundamental para teorias das conexdes

em espagos fibrados.
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CAPITULO VII

UMA PAUSA: O DICIONARIO DE YANG E WU

Neste capitulo, vamos rever alguns aspectos da eletrodi-
namica, que indicam a adequagao da matematica dos espagos fibrados.
Seguiremos de perto as idéias de Yang e Wu; discutiremos inicial-
mente a eletrodinamica classica, para depois introduzir os efei-

tos quanticos.
O ELETROMAGNETISMO CLASSICO

Histbricamente, o eletromagnetiémo classico juntamente
com a mecanica Newtoniana, constituem o primeiro, e o mais simples
exemplo de uma teoria de Gauge. As leis da eletrodinamica classi-
ca (EC), sao descritas por dois sistemas acoplados de equagoes di-
ferenciais; o primeiro deles é constituido pelas egquacgoes de

Maxwell:

V. ® =0 (1A)

VX[E + _B_LB-::O

b1 (1B)
V.IE = 4% p (1C)
VyB-90E =4%J

P+ — (1D)



onde a densidade de cargas P(ﬂ = Z €e Jm"r“) e a densidade de

correntes JUf) = Z:lﬁzghﬁﬁh) sao as "fontes" dos campos. Estamos
n

tomando ¢=1 e €., R=3,.-4 N sao as cargas das particulas, supos-—-

- tas pontuais.

O segundo sistema de equagoOes sao as equagdes de Newton-

-Lorentz (NL):

d (/mn 15',2)= €n (E+1, xB)

di (2)

que definem a dinamica das particulas.

A propriedade que nos interessa discutir aqui, & o cara-
ter local dessa teoria. A fim de simplificar nossa discussao va-
mos "desacoplar" as equagoes (1) e (2), considerando o movimento
de uma pequena carga de prova sob a agao de campos gerados por fon
tes externas, cuja dinamica nao se modifica devido a presenca de

carga de prova.

O conceito de localidade significa que o movimento da par
ticula de prova nas vizinhancas de um ponto do espaco e num inter-
valo dado de tempo, depende unicamente do valor das grandezas nes-
sa vizinhanga e nesse intervalo de tempo. Em outras palavras, o
movimento de uma particula numa regiao espago-temporal nao depende
do valor dos campos elétrico e magnético em regicoes longiquas e, ou
em tempos passados ou futuros. O calculo, dos campos E e B sin-

tetiza localmente, a agao global das cargas.

Outro aspecto da teoria € sua estrutura de "Gauge", que
foi percebida a partir da observagao de que as equagbes (lA) e (1B)
admitem como solugao geral (numa regiao simplesmente conexa, como

veremos!) OS campos:
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= Vx/A ‘ | (3a)

E=-VQ ’% (3B)

onde d) e A s3o campos continuos, denominados campos de Gauge. A

introdugao dos campos de Gauge, foi primeiramente realizada, como

um artificio matematico capaz de simplificar (pelo menos do ponto

de vista formal) as equagOes de Maxwell. De fato, substituindo

3A e 3B em 1C e 1D obteremos as "equagoOes. de Maxwell" para A D

..Vei) - %LVOA = Hh’P

(4a)
2 ,
V.A+80 )= 4¥ T
VA + 88, + (VA GD) (43)
Entretanto nao podemos dizer que a descrigao do eletro-

magnetismo em termos de A e @ € equivalente a descrigdo em ter-

mos de I[E e B . 1Isto porque, dado um sistema de cargas e corren-

tes a determinacao de E e B & univoca, o mesmo ndo ocorrendo com
" ~
A e ¢ . De fato se consideramos novos campos de Gauge A e @

obtidos de A e { através das relagdes:

/A:A"' VX (SA)
n
G- & - o0
Dt (5B)
Ainda teremos os mesmos valores [E e B , por mais complicada - que

seja O campo escalard .

Isso significa que podemos dividir o espagco de todos os
campos de Gauge possiveis, em classes, onde cada classe & . consti-

tuida por todos os campos de Gauge que geram OS mesmoS campos
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eléetrico e magnético. Essa invarianga de Gauge evidentemente, nao
se manifesta experimentalmente, uma vez que A e é nao comparecem

explicitamente nas equagoes (1) e (2).

O ELETROMAGNETISMO QUANTICO

Suponhamos agora que as fontes dos campos sao classicas,
mas gque no movimento da particula de prova, os efeitos guanticos
sao significativos. Podemos entao manter.as equagoes (1), na ver-
sao classica e substituir as equagbes (NL) pela versdo quantizada.
Isso se faz a partir de uma formulagao Hamiltoniana das  equagoOes

de movimento, adendadas as regras de quantizacao de Heisenberg.

Escrevemos entao uma lagrangiana que reproduza (2):

i: wy? e + e (\\/./4) ,

—z (6)
O fato fundamental & o aparecimento dos campos de Gauge na lagran-
giana. Assim os campos de Gauge, apesar de nao observaveis, sur-
gem como uma necessidade conceitual & formulagao variacional e por
tanto indispensaveis a interpreta¢ao mecdnico-quantica do eletro-
magnetismo. Note-se que a lagrangiana (5) nao & Gauge yNvarian-
te, apesar das equagoes de movimento o serem. De fato, realizando

uma transformagao de Gauge, teremos:

& = §i4-e %% +ewV. VX (7)

Prosseguindo, calculamos o momento conjungado, para en-

contrar:

p= WV +e A . (8)



e a hamiltoniana

g L (prem)xed
om (9)

Da mesma forma que % , 3  n3io & Gauge invariante.

Estamos em condigOes agora de escrever as equagoes, in-
troduzindo os operadores |P e IT . Trabalhando na representagao es

pacial teremos:

(L onv-eat e ]V iR

(10)

Esse resultado, merece algumas indagagCes. Primeiro pa-

ra se simplificar, tomemos um Gauge, no qual é se anula (isso é
-« ~ .

sempre possivel). Nesse Gauge a equagao de movimento de uma par-

ticula num campo & obtida substituindo-se na equagao de uma parti-
cula livre, as derivadas espaciais por V7—%3ﬂ-. Essa substitui-
gao gera a lembranéa do procedimento analogo efetuado na Teoria Ge
ral da Relatividade (TGR), onde as derivadas usuais sao adendadas
de conexOes, necessarias a fim de corrigirmos as operagoes realiza
das sobre variedades Rimanianas. As derivadas covariantes apare-
cem na TGR como consequencia da curvatura do espag¢o-tempo. Eviden-
temente, o mesmo nao ocorre aqui, pois a estrutura do espago-tempo

& FEuclidiana. Entao, o que se curva? Ou alguma coisa se curva?

Outra observacdo & que, em principio, (10) nao & Gauge
invariante, para que (10) permanece invariante devemos realizar

transformagoes locais, na fase da funcao de onda, tomando:
7= (exp-iet ) i

Com isso mantemos a invariancga. Podemos colocar o}
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“problema de outra forma, tomando (11) como principio (isto &, assu
mindo que a fungao de onda deve ser invariante a ,transformagoes lo

cais de fase) e obtendo como necessidade a introdugao do campo com

pensador de Gauge.

A EXPERIENCIA DE BOHM-AHORONOV

Estamos agora prontos para discutir o papel diferente
gue cumprem os campos de Gauge na teoria classica e na teoria quan

tica, observado pela primeira vez por Bohm e Ahoronov e verificado

experimentalmente por Chambers.

Eles consideraram uma regiao cilindrica do espago, de

raio R, onde existe um campo magnético constante B, gerando um flu

xo, fL ='HR2B. Sobre essa regiao incide um feixe eletronico que &

espalhado e detectado por um anteparo (Figura VII.1)

/
. /
/
N oB *
2 /
Ve
_»
Z
— 4
. B =0
Feixe eLeTRONICO /
ANTEPARD

FIGURA VII.1

Nessa experiéncia, nao desejamos que os elétrons "entrem"

na regido onde o campo magnético &-nao nulo. Temos duas
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vas: recobrir a regiao cilindrica de material gque impessa a pene-
tragao dos eletrons, ou teoricamente, fazer R tender a zero, aumeg
tando a intensidade do campo magnético de forma que o fluxo , per
manega constante. Quais seriam as previsoes cléassica e quantica

dessa experiéncia?

Classicamente, nenhum efeito eletromagnético & detectado
fora da regi&o cilindrica, uma vez que nessa regiao os campos se

anulam de forma que a forca de Lorentz também se anula.

Quanticamente, as coisas sao diferentes pois o elétron
quantico se espraia probabilisticamente por todo espago. Dessa for
ma ele sente as propriedades topoldgicas do espago, gque nessé caso
& a perda de conectividade simples (por menor que seja o valor de
R), gerada pela abstragdo da regiao cilindrica. O cadlculo de Bohm
e Ahronov mostra que o efeito observavel depende da grandeza

(I} - exp & N (12)
hC

Posto isso parece gue teremos de abandonar a esperancga
de construirmos uma eletrodinamica local. Mesmo gue a nuvem ele-
tronica seja iméédida de entrar numa regiao, ela "percebe" a pre-
senga de campo magnético, ou se quisermos a deformagao topoldgica

gerada pela abstragdo da dada regiao.

Existe porém uma outra forma de enfoque que preserva a
"localidade", mas isso a custa da introducgao (com um relevo ainda
maior) dos campos de Gauge. Essa idéia se realiza notando-se que
fora do cilindro os campos magnético e elétrico sao nulos, mas, os
campos de Gauge necessariamente néd o serao; o teorema de Stokes

nos mostra que a integral de linha do potencial vetor em torno do
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cilindro deve ser igual ao fluxo magnético. Como exemplo podemos

propor a seguinte forma para o potencial vetor:

o

/A = ® n= § mdr (13)

exr

Essa experiencia levou Yang e Wu a reflexao de qual se-
ria, a "entidade" adequada a descricao do eletromagnetismo numa re
gido. A experiencia de Bohm-Ahronoy mostra que [E e ® n3o contém
localmente toda a informacgdo necessaria. - Por outro lado A con-
tém informagoes ndo mensuraveis. Yang e Wu propoe como grandeza
fundamental um "fator de fase nao integravel", isto & um funcional

gue associa a cada trajetdria do espago tempo, uma fase dada por:

- exp l& S A, dat
()= exp £ P (14)
outra grandeza possivel seria, nao o fator de fase (14), mas a fa-

se:

.L_g Sr\ Audxu

HC (15)

A idéia inicial & trabalhar com fatores de fase em torno de curvas
fechadas, mas o formalismo & simplificado tomando-se curvas gquais-

gquer gque se iniciam num ponto P indo até Q:

. 9 (J
- ex i€ Audx*
@QP P e p (16)
A razio de abandonarmos (15), que também & Gauge inva-

riante, se [' & fechada, & a seguinte: imaginemos que se realiza a
experiencia de Bohm Ahronov primeiro com um campo que gere um flu-

xo L e depois com um fluxo dado por & = £ + 2mhC m=-0,tL-.. etc.
€
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Teremos entao as fungOes de onda V e ¥ e os campos de
Gauge A e ﬁ . Iremos mostrar gue (¢CM) e (ng\) podem ser 1li-

gados por uma transformagao univoca e continua de Gauge.

De fato, devemos encontrar uma fun¢do univoca e continua

(17A)
i -
/A‘ = /A +(€lt\ \%i 3
(17B)
- exp -ied
? h (17C)

A existencia da fungao g & garantida pela (17B), uma vez
que /A e /A s3o campos irrotacionais, na regiao. O problema surge
porgue em geral g, dado pela (17B) nao é uma fungao univoca. De

fato integranto (17B) em torno de uma curva fechada teremos:

@/f\.dw- @/A-dlr = oA (R - d(P) (18)

v

/A

o lado esquerdo de (18) tem em geral, um valor gualquer, mas

em
nosso caso ele vale:
o - =28nhl (19)
e
Logo d & plurivoca, e seu valor na segunda folha de Riemanwé:
AP )= d(f) + 2l (20)

€

Interessante & notar gue, mesmo assim, g € univoca, pois
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%(Pﬂu)‘—%(f’.): exXp —E%:(ﬁ-] - exp -te :‘(P,) 1)

= exp -Ld(f) [gxp-zm _l]
_e
= O

Logo as duas situagoes sao Gauge transformaveis e portan
to as duas experiencias darao mesmos resultados. Em termos de fa-
tores de fase (sobre curvas fechadas), obéervemos que: as fases sao
diferentes nas duas situag¢oes, o mesmo nao ocorrendo com os fato-
res de fase. Entao a fase ainda contem muita informagao; a infor-

magao necessaria e suficiente estd nos fatores de fase.

Sintetizando as idéias discutidas até agora, podemos di-
zer que:
(1) Os campos de Gauge sao necessarios para uma formula-

cao Newtoniana de ED.

(2) Os campos de Gauge sao necessarios para uma formula-

cao Hamiltoniana classica.

(3) A MQ, & formulada a partir de um formalismo hamilto-

niano classico.

(4) Numa regido multiplamente conexa onde £ e 'B sao

nulos, ainda temos efeitos eletromagnéticos.

(5) Se gueremos uma teoria local devemos trabalhar com

os campos de Gauge.

(6) ' e ®» n3o contém toda informagdo local necessaria.
Au e idﬁc‘gAudx“ tem informacao excedente. O justo, & o fator de

fase (14), que & Gauge invariante.
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(7) Trabalharemos com o fator de fase (16), por simplici
dade ,que se transforma da seguinte forma, guando submetido &  uma

transformacao de Gauge:

dﬂ:)&P= q () dgp g ()

(22)

MONOPOLOS MAGNETICOS

Agora veremos de nossos fatores de fase ainda gao uteis,
em situagOes complexas. Como por exemplo na presenga de um monopo
lo magnético de intensidade €4 , imbvel na origem. Nosso primeiro
passo, & calcular o campo magnético desse sistema. A situagao é

analoga ao caso eletrostatico:

A
B = Cw Il
Agora devemos calcular o potencial vetor. Imaginemos en

t3o a regido do espago, denotada M, constituida de todo o  espago
com excessao da origem, onde se encontra o monopolo. Em M, v, 18=0,
de forma gue podemos encontrar um /A tal que B= UxA certo? Er-

r

rado. Pode-se mostrar, pelo teorema de Poinicaré, que Vo®=0 im

plica na existencia de /A , somente quando a regido & topologicamen
te bem comportada (Regiao Estrelada). Em nosso caso, a nao exis-
tencia de /A pode ser demonstrada, aplicando-se o Teorema de Stokes

na situagao descrita na Figura.

4 . 3
SRR S WA
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Deve-se verificar a identidade

§ A-GF = 55 B-n dS

(24)
O lado direito de (24) pode ser facilmente calculado, dando
e e 2
§_ . ds =j 9 R smodedg = 2 (1-s &)
s b Jo R? (25)

De forma que, esse resultado mostra que quando & = 0, o
fluxo & nulo, uma vez que a superficie se reduz ao polo norte da
calota; quando © =Y o fluxo & o fluxo total 414, uma vez que a
superficie & toda a calota. Mas esses resultados nao sao compati-
veis com o lado esquerdo de (24). Quando €+ 0 a curva, na qual
integramos, tende a um ponto e, como A deve ser finito, sua inte-
gral se anula e nao temos problemas. Mas quando oY, a curva
também colapsa em um ponto (o polo sul) de forma que se A & finito

sua circuitagéo se anula contradizendo (24)

Assim na presenga de monopolos, nao nos & possivel encon
trar campos de Gauge ndo singulares. As singularidades s$ao "neces
sarias" para que se verifique o teorema de Stokes. Como exemplo

podemos tomar /A da forma:
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— R ,
M= 9 (1-use) @ (26)

ren®

gue & singular, na linha @ =M, ou entdo:

A
Bp- - -2 (4+cos0) & (27)

rsne
gue & singular em @ = 0. BAmbos os campos tem rotacional nulo, mas
nenhum é continuo em todo espago. O problema de tais singularida-
des & que elas constituem linhas que atravessardo nossa regido M
de forma que nos & impossivel definir os fatores de fase quando a

curva em questao interceptar as linhas de singularidade.

Observando (26) e (27) notamos que numa regido dada por:

MI; 0L Q¢ 'V/a-e& 5 0K« ¢\.(2Y' , F>0 (28)
A; @ nao singular; e numa regiao dada por
mg: YX-§<o¢M O <P >0 (29)
Aq & nao singular (veja Figura VII.2A e VII.2B).
Z
_ ‘ Resifio 1
\j\‘<::::::“”““~;>//1/
| BN /l |
[ I\/ ! ! » X
77 | ‘ \u 1
|
| N |
/', | | b
l l l ' |- pesito X
B | |
| |

e e —

FIGURA VII.2
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Em outras palavras, nao & possivel encontrarmos campos
de Gauge adequados a regiao toda, mas localmente, sempre podemos

exibir um campo de Gauge continuo.

A situagdo & de certa forma andloga a encontrada em mate
matica, no estudo das superficies, ou em fisica na TGR. Existem
superficies como a esfera, a faixa de Mdbius, etc. gue nao podem
ser descritas globalmente através de um Gnico sistema de coordena-
das. A solugao encontrada & tomarmos dois sistemas de coordenadas,
que numa dada regiao se entrelagam. Esse procedimento introduz
uma ambiguidade na descrigao de um ponto na regiao comum dos dois
sistemas, o que ndo causa nenhum problema geométrico ou fisico des
de que as coordenadas estejam relacionadas por transformagoes dife
renciaveis, uma vez que a geometria e a fisica sao independentes

do sistema de coordenadas (veja definigao de variedades diferencia

veis). Além disso esses problemas sO ocorrem em variedades cur-
vas; um plano pode ser sempre descrito por um sistema global de
coordenadas.

Voltamos entao a pergunta que colocamos no comego do tex
to, na discussao do acoplamento eletromagnético minimo. Se, nota-
damente o espago-tempo & chato, o que se curva? E mais, quais sao

as "transformagoes de coordenadas" aqui? E, coordenadas de que

variedade?

Yang e Wu observaram que, em certas condigoes a ambigui-
dade da existencia de dois valores para o potencial vetor num mes-—
mo ponto do espago, na regiao intermediaria Mf\MII’ pode ser fisi-
camente imensuravel. Isso sera verdade se pudermos encontrar uma

transformagao de Gauge, tal que /A'_[ e /Aq sejam Gauge-transformaveis.
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Isso significa que:

Ay~ Ag VA

ou ainda

)

V=23 o (30)

e

rsene

Uma solugd@o para essa equagao &:

(31)
De modo que a transformagdao de Gauge em guestao é:
Q.. = €exp -cieg @ ‘ (32)
Byl -
n
No entanto X , dado por (31) nao & um univoco, guando
atravessamos a linha @ = 0; ou perdemos a continuidade, pois

K(0-y= 0, K(O+)= 21 ou preservamos a continuidade perdendo a uni-

vocidade.

0 mesmo ocorrerd com 9 a menos que:

I 11

— =0, T, £

que & a regra de Dirac, para a quantizagao do monopolo.
Sintetizamos nossas idéias mostrando gue:

(1) A existencia de monopolos impede a existencia de cam

pos de Gauge continuos em todo espago.

(2) Podemos tomar uma "cobertura" para o espago-tempo e

conseguir campos de Gauge continuos em cada "vizinhanga".

(3) Ficamos com ambiguidades na definigao dos campos de
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Gauge, na interface de duas vizinhangas.

(4) Essas ambiguidades nao sao acessiveis a experiéncia

se os monopolos sao quantizados, sedgundo Dirac.

Finalizamos esse capitulo exibindo o dicionario de Yang

-Wu de forma a motivar o leitor para o que segue.

Guage field terminology

Bundle terminology

gauge (or global gauge)

gauge type

gauge potential bt
Sya (see Sec. V)
phase factor ¢QP
field strength ftv
sourced gt
electromagnetism

isotopic spin gauge field

Dirac's monopole quantization

electromagnetism without monopole

electromagnetism with monopole

principal coordinate bundle
principal fiber bundle

connection on a principal
fiber bundle

transition function
parallel displacement
curvature

?
connection on a Ul(l)lnnﬁle
connection on a SU, bundle

2

classification of Uj (1)bundle
according to first Chern class
connecdtion on a trivial Ui(l) bund 1«

connection on a nontrivial
Ui(l) bundle

aI.e., electric source. This is the generalization (see Ref.3) of

the concept of electric charges and currents.



CAPITULO VIII

A TEORIA DOS ESPACOS:FIBRADOS

1. Introducgao

No capitulo VI, analisamos uma estrutura tipica de es-’
pago fibrado: o fibrado vetorial tangente 3 uma variedade dife -
renciavel. Nesse capitulo, vamos expor suscitamente Os aspectos:
essenciais da teoria geral dos fibrados. O fibrado tangente & su
ficiente para a compreensao da estrutura matemitica da Teoria Ge
ral da Relatividade, no entanto as teorias de‘Gauge exigem a uti
lizagao de espagos fibrados mais complicados, cujas fibras sao
espagos vetoriais complexos e cujo gfupo estrutural & um grupo
de Lie. Iniciaremos nossa exposigéo investigando ¢os PRODVTOS
cartesianeos, que constituem os espag¢os fibrados mais primitivos;
uma série de conceitos serdo introduzidos na discuss3o dos pRro-
WTOS cartesianOs, para depois serem generalizados. Num segundo
passo discutiremos os fibrados triviais, isto &, aqueles que sao
globalmeﬁte isomorfos DS \)DODUTOX t cartesiangs; tais fibrados o
brem uma géma bastante grande das aplicagaes nas teorias de Gauge.
O terceiro passo consiste na introdugdo dos fibrados ndo trivi-
ais, aqueles localmente isomorqu POS  PRODUTOY  cartesiangs e
que correspondem nas aplicagOes a existdncia de monopolos. O al
timo passo corresponde a introducao de sistemas de coordenadas lo
cais, bem como de um grupo estrutural atuando sobre as fibras.

Devemos ressaltar que apesar da teoria dos fibrados

ter sido construida a cerca de 40 anos, ainda persiste alguma con

fusao quanto 3 terminologia a ser usada, devendo o leitor estar preparado
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para encontrar frequentemente na bibliografia especializada, va-
riagGes terminoldgicas. Na proxima secgdo daremos as nogdes pre-
liminares, cujo objetivo & ativar nossa intuigdo geométrica, in-
dispensavel &ds aplicagdes fisicas.

Podemos trabalhar somente com fibrados diferenciaveis,
que sao construidos a partir de variedades diferencidveis. Esse
procedimento & restritivo pois podemos perfeitamente construir
fibrados mais gerais a partir de espagos topoldgicos. Entretanto
além dos fibrados diferenciaveis serem 6s utilizados nas aplica-
¢Oes, podemos facilmente modificar nossas defini¢des de forma en

globar os fibrados topoldgicos.

2. 'PRODUTQS cartesianos

Uma pPRODPUTO cartesiang & construida unificando-se
dois conjuntos, que de uma certa forma sintetiza as propriedades
dos conjuntos originais. Mais precisamente seja M e F dois con -
juntos, M denominado espago base, e F fibra (tais definigOes sdo
usualmente utilizadas quando os conjuntos M e F tem estruturas
de espago topoldgico). Definimos agora um novo conjunto 8, deno-

minado espagco total, da seguinte forma:
%: {'(P.V)/PGMQ_ Vec}: MIF

Como exemplo consideremos M, como sendo uma circunfe-
réncia de raio qualquer e’F, um segmento de reta, o resultado
serd um cilindro. Se ¥ ainda & uma circunferéncia, o produto car
tesiano nos fornecera um toro ao invés do cilindro. Do ponto de

vista fisico o toro pode ser considerado como o espago das confi
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guragoes de um sistema dinamico. Para isso basta considerarmos o
movimento de uma particula num plano, inculado por um péndulo
duplo (figura 1l). O sistema e descrito por dois angulos 61 e 62

que podem variar no intervalo [0.2Y] , com as extremidades identi

ficadas, quer dizer 0 e 2¥ descrevem a mesma configuragao.

‘GA

(e
2

NN N N

1
A (A

?92

(&1 2y

O espago das configuragoes pode ser visto na figura 1IV-2, onde
os lados do quadrado denotados pela mesma letra sao identifica -
dos. Assim, identificando primeiro dois dos lados e depois oS

restantes obtemos um toro (figura IV-3).

3. Fibras, secgoes e aplicacoes fibradas

Existem duas aplicagOes naturalmente associadas 3s es-
truturas cartesianas, gue sao as projegées cartesianas:

My: B —M | Y (pv)=3

Mg:R— F / 4HF(PV)='V

Tomemos um cilindro (figura 1IVv-4), ’HM projeta os pon
tos do cilindro na circunferéncia do plano perpendicular a seu
eixo (para o toro veja figura IV-3). Se tomamos um ponto P , qual
guer da base podemos construif o conjunto ﬁi(?)=={(?N)IV€-F} )

outra maneira de definir esse conjunto seria: ’n':, (?)= {be B/’Hn(b) =P } .
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. . . _ -1
Se tomamos V arbitrdrio na fibra F, construimos Y_ (V) . No ca-

-4 -
so do cilindro Ty (p) € um segmento vertical de reta e ’)f,:l(\/.) uma

circunferéncia.
Fibras~da ' A Fibras da
projecao © projegao
Ty g
FIG. IV-3
-1 ,. -1
LV Ty (V)
FIG. Iv-4

Vemos entao que colecionando-se as imagens inversas tan
to num caso como no outro reobtemos o cilindro: espetando-se os
segmentos de reta com as fibras "l{.:‘ (P) formamos um feixe que
e o cilind;r’o ou emplilhamos as fibras ’\1; (v) para obter o cilin-
dro (figura IV-5). Esses exemplos motivam a seguinte definicao:

seja N:5+>M uma aplicagdo coritinua, chamamos fibra de 4 no pon

to p ao conjunto M) = SLbeBI 'Y)(b)’:P} .

-~

-
s 0
L]

FIG. IV-5
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£ importante notarmos que as fibras ')f:.( Ys3o todas idénticas e
coincidem com a fibra F. (No caso das estruturas cartesianas e-
xiste uma simetria entre M e F de forma que poderiamos ter cha-
mado M de fibra e F de base, no entanto nos espagos fibrados mais
complicados isso nao ocorre, isso justifica previlegiarmos a
prosegao My do espago total na ‘base;(a partir daqui,

mos o indice M e n3o mais utilizaremos g ). |

Podemos agora construir aplicagdes continuas da base

no espago total, f:M-B, cujo gréfico {beb/3 , b=L( '} 2 um sub

conjunto de B.

Uma aplicagao desse tipo & denominada uma secc3o do

produto cartesiano ( B:MXF‘\»{‘M'\ ) de fibra F se

L ety ¥yem
oV

M (£1x)) =X Y¥x eM

A maneira de compararmos pois prbdutos cartesianos é
atraveés de homomeomorfismos entre os espacgos totais Q B%Pf
Podemos ter homeomorfismos que associam O0s pontos b de 'Tf‘l(:ﬂ
a pontos b Q'h'—’(:ﬁ‘\ isto @ que levem a fibra "h'-l(il\ inte -
gralmente na fibra Tf\)(:('\ . Existem entao aplicagbes que podem

destruir a estrutura de fibras, enquanto existemJ
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outras que a mantem intactas (na pior das hipdteses embaralhadas).
Isso motiva a seguinte definigéoz(bdd’.:$mos que uma aplicagao Cb"&"’al
entre as estruturas cartesianas Qré;"B' de fibras F e (GZM:VO de’
fibras F', é fibra-preservantes se ela leva homeomorficamente as
fibras de um ponto PEM num ponto P'eM' .

Uma consequéncia importante dessas idéias € a seguinté:
se construirmos um homeomorfismo entre os espagos totais das estru
turas cartesianas (B.M,Y)de fibra F e (B'M\¥)de fibra F' isso estabe
lece um homeomorfismo entre as bases M e M' das estruturas cartesi
anas. Isso pode ser visto da seguinte forma f leva a fibra de. um
ponto PéM na fibra pe ' logo a relacdo q:M M associa a cada

P o ponto P'.

Sintetizamos agora nossos resultados; construimos estru
turas cartesianas (B.M,M.F),B=MxF  §iccutimos as fibras e aprende
mos a comparar estruturas cartesianas diferentes usando aplicagoes
fibra-preservantes. Definimos também as secgbes de uma estru£ura
cartesiana. As estruturas cartesianas sao exemplos mais simples de

espacos fibrados.

4, Fibrados triviais

Estamos agora em condigOes de considerar objetos compli
cados como um tronco de cone, faixa de mobius ou uma esfera que
nao sao estruturas cartesianas, mas alguns deles se assemelham a
estruturas cartesianas. Inicialmente consideremos um tronco de co-
ne, de altura unitaria, e seja M o intervalo unitario da reta e
W:B-—>M a projegao dos pontos do tronco de cone em seu eixo (fi

gura IV-9), finalmente F denominara a circunferéncia unitaria.
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FIG. IV-9

B#MXxF

Agora consideremos a aplicagao Y:MiF+>B construida da seguinte

forma*:MxXxF & um cilindro de raio unitario, colocamos o tronco

de cone dentro do cilindro, associamos entao (homeomorficamente)
a cada ponto do cilindro o ponto do tronco de cone definido pe-
la intersecgdo de reta que contém o ponto do cilindro e & per-
pendicular a sua superficie com a superficie do tronco (figura

IV-10). Mostramos entdao que existe uma transformagao que

leva

p=MxY em B de forma homeomdfica. Além disso

por ¥ em WP

- .
M) @ levado

FIG. IV-10

(*) Muitas vezes trabalharemos com transformacoes de B em MxF.
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Em outras palavras existe um homeomorfismo fibra-preservante en-
tre a estrutura (BMY.F) e a estruturg cartesiana (B, M, 1\F) , B'=MxF
mais ainda o homeomorfismo q):B'—> B & global, isto &, leva glo -
balmente o cilindro no tronco de cone. O tronco de cone & um fi-
brado trivial.

Estamos prontos agora para generalizar nossas idéias,
e definir um espaco fibrado trivial:

Diremos que a estrutura (8:M¥F) onde B e M e F s3o es-
pagos topoldgicos quaisquer e W & uma sobrejegdo continua de B
em M, con:stitui um espago fibrado trivial com espago total B,
base M, fibra F e projecao N se existir um homeomorfismo W:M{F—+B
que leve as fibras da projegdo cartesiana de MiF emF nup ponto
ReM , na fibra de ¥ num ponto ¥ . (Em uma palavra Y &
fibra-preservante).

Uma primeira consequéncia de nossa definicdo & que as
fibras da projegao W de nosso espago fibrado, sdo todas homeo -
morfas a fibra F, isto e péra cada ponto ?eM existe um homeo

-3 -« .
morfismo de Y (P) em F, construido da seguinte forma:

- -3
(i) Dado be'lf"(P) , utilizamos Y- para levar b em (pV); obte

mos assim a imagem V de b

(ii) pado V e€F , somos levados por ¥ em b . Em outras pala -

vras se 0(=‘ﬂ7)(P) —>¥  temos ¢—1(b)=(?.!1(P))

Uma secgao de nosso fibrado trivial & uma aplicacgao
£:M—>B tal que Y({(P))f P . Observe que, das conclusOes an-
teriores, podemos associar a cada secgao f uma secgao local
A
£:M—> F  da seguinte forma

(i) £ leva p embe¥(®, isto &8 f(p)=be WP
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A
(11) ¢ leva b € ¥(P) em (p.A(P)) ,\0005( leva p em a(p)
(iii) logo—f-associaacadap —, um «(P) € F

(A) o e o "brago" direito de /]

. -
- -
- -
I - -
- -
- -
-
-
/ - -
'
X - b4 -
- -
- - -
.
-
(fixo) L7 -
. e
- - -1
-
-~ - -

(B) Para x fixo o leva p—l(x) homeomorficamente em ¥

FIG. IV-11
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Finalmente podemos comparar dois fibrados triviais -
(B.M,F ) e (8, M, FY , utilizando um homeomorfismo h:B->B. pa
mesma forma que antes, isso implica na existéncia de um homeomor
fismo entre as bases h: M —> M.

Como ultimo exemplo, analisemos a faixa de Mobius. E--
la & obtida fazendo com que um segmento gire em torno de uma cir
cunferéncia, de forma que ele inverta sua orientagdo durante um
ciclo ) ~*. ou entao podemos visualizd-la como construi
da a partir de um retangulo, onde se identifica os lados de for-
ma inversa = V. E intuitivo que a faixa de Mobius nao
€ uma estrutura cértesiana e nem homeomorfa a estrutura cartesia
na. A mudanga de orientagao de segmento gerador, destrdi a conti
nuidade da identificaqéo global. A faixa de Mobius nao & um fi -
brado trivial. Por outro lado um trecho da faixa de Mobius, nada
mais & do que um trecho de retdngulo de modos que podemos identi
ficar localmente a faixa de Mobius com um produto cartesiano. A
faixa de Mobius & um fibrado nao trivial.

A esfera constitui um contra-exemplo tipico de um es-
pacgo fibrado: nem ao menos localmente ela se identifica a um pro
duto cartesiano (se retirarmos os polos Norte e Sul, as coisas
mudam dé figura!) Na proxima secgao daremos as definig¢des rigoro
sas, dos temas que aqui foram tratados intuitivamente.

Até aqui abordamos os espagos fibrados de maneira in-
tuitiva, tanto do ponto de vista das aplicagdes em fisica, como
também de um angulo geométrico-intuitivo. Agora daremos uma defi
nigcao rigorosa de um espago fibrado, partindo de definigoes pre-

liminares e excessivamente abrangentes, até chegarmos a uma defi
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nigao adequada as aplicagles em fisica. Nesse caminho, nao pbdg
mos contornar articulagdes matemdticas complexas e abstratas i-
nerentes & teoria e que refletem o nivel de complexidade das
interagdes fortes. Observamos ainda que, na bibliografia da area,
muitas vezes encontraremos estruturas diferentes com o mesmo no
me e estruturas idénticas com nomes diferentes. Seguiremos apro
ximadamente a nomenclatura de Stenrood, evidentemente com as tra

dugOes necessarias, mesmo que duvidosas.

5. Espagos fibrados coordenatizados

Consideremos um espago topoldogico M denominado espa-

¢o base, munido de uma cobertura por conjuntos abertos M com

K’
k € K; consideremos também outro espago topoldgico F, denomina~-
do fibra, e um terceiro denotado E e denominado espago total.Se
ja tambem TE-*M uma sobrejegao continua denominada projegao. Di
remos que esses espagos topoldgicos e a projegao se estruturam

num espago fibrado coordenatizado, se existirem um conjunto de

aplicagdes continuas, denotadas ¢

., © denominadas fungbes coor-

denadas, que levem o produto cartesiano de cada vizinhanga coor
denada M, pela fibra F , no subconjunto Wf%Mn) do espago to-
tal, constituido por todos pontos de E que sao levados em W
por  simbolicamente temos:

B : MexF—> Y2 (Me)C E

Além disso exigimos que:

U(Q(p))=p peM e VEF

A fiqura IV-15 ilustra a situagao:
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X Y
FIG. IV-15 - Os tres circulos simbolizam E.X e Y. O triangulo
interno a X simboliza XRé o triangulo achurrado
im

em preto interno a E simboliza p~ (XR). 0 trian-
gulo azul e p 1(x).

Essa definigao visa garantir uma identificagdo local
do espago total com o produto cartesiano Mpx¥F | o espago to-
tal E aparece com um conteido geométrico intrinseco, podendé
seus pontos serem expressos atraves de coordenadas. Mostraremos
entao que todo ponto de E pode ser associado um par ordenado (p»V)
de MxF , e que a todo par (PY) corresponde um elemento de E.

Consideremos entao um par (pw) ; temos duas alternati
vas: ou P pertence a apenas uma vizinhanga coordenada, digamos
Mr ou ele pertence a mais de uma vizinhanga, digamos Mp e Mm
No caso em que P pertence a uma Gnica vizinhanga, obtemos de
-forma tGnica o correspondente do par(?dd em E usando a fungao co
ordenada associada a vizinhanca Mp , simbolicamente escrevemos:

. Agora se £ pertence a mais que uma vizinhanga, o
elemento de E corresponde ao par (PV) nao é univocamente determi

nado pois, temos duas alternativas: utilizamos a funcao coorde-
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nada associada & vizinhang¢a Mp , para encontrar b=¢,“""}ou alter
nativamente usamos (), e obtemos Q,,(b.V]

Consideremos O processo inverso, isto é; a partir do
conhecimento de um ponto be E , queremos encontrar o par (p.V) .

O primeiro passo & usando projegdo Y , determinar p= M(b) ; co

nhecendo-se p localizamos a ou as vizinhangas a éual ele per -
tence; conhecidas as vizinhangas utilizamos a ou as fungdes co-
ordenadas, que sao inversiveis, para obter (pwV)= di%b), assim ob
temos ¥ e reobtemos P . Se por outro iado P pertence a duas

vizinhangas teremos (p.v) €¢:(b) e (P.V')=d>4,,-;‘ (b) . Denotaremos pe

lo simbohodkp essa fungao que dado b nos permite obterV ; tal
funcao €& muitas vezes denominéda projetor, pois a semelhancga de
Y , ela projeta E sobre F. No entanfo existem diferengas funda
mentais entre a projegao e os projetores, isto porque a determi
nacao de V , pressupOe primeiramente a determinacao de P e de-
pois a escolha de uma vizinhang¢a. Assim, a projecao sobre a fi-
bra & local e nao sera univoca se p pertencer a mais de uma Vi
zinhanga.

Sintetizando as idéias desenvolvidas até aqui, vi -
mos que a definigao de espago fivrado coordenatizado permite a
identificagéo local dos pontos de E com pontos de MxF ; no en
tanto essa identificagao & ambigua no sentido de nao ser univo-
ca, sempre qﬁe tratarmos pontos do espago base que for recober-
to por duas vizinhangas.

A idéia agora €& relacionar os dois valores distin -

-1
tos de V , associados ao mesmo b de E, Lembrando qgue »ﬁ=dgpage

que v'= Q:P(b) podemos escrever b= d%p“q e entao temos final -
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mente: Vv'= d),::P [d)m,(w] . Denotaremos por Qe (P) = d),mra(bm, essa

funcao e, serada denominada fungao de transigao. A fungdo de tran
sicdo pode ser considerada sob dois aspectos: para p fixo e R

fixos, ela & um homeomorfismo sobre a fibra F e portanto um ele
mento do grupo Hom(F) . Por outro lado, se deixarmos variar
obteremos uma colegéo de élementos em Hom (F).

Encerramos aqui noésa definigao preliminar de espa-
¢o fibrado coordenatizado. A idéia central que motivard nossa
proxima definigao esta ligada & ambiguidéde da identificagao lo
cal dos pontos do espago total com o produto cartesiano da base
pela fibra, decorrente da existéncia de duas coberturas que re-
cobrem o mesmo ponto da base. A Gnica exigéncia de nossa defini
cao & que as coordenadas na fibra se relacionem através de um
homeomorfismo; essa restrigao porém & excessivamente fraca para
as aplicacOes em matemdtica e em fisica. A definig3o de espago
fibrado dada & portanto demasiada geral. E o motivo & que o gru
po de horieomorfismos € muito abrangente. Em fisica as ambiguida
des ndo sao benvindas a menos que dependam de uma convengao e
sejam portanto inobservaveis. -

Em nossa proxima definigao exigiremos que as fun-
¢Oes de transigao sejam elementos de um grupo menor: um  grupo
de Gauge G, simbolicamente 9Qom () € G . Além disso, exigire-
mos também que as fungOes de transigao sejam fungOes continuas
de pe MpN M

Analisaremos agora a propriedade fundamental ‘das
fungdes de transigao. Pasa isso admitamos que um ponto f da ba-

se pertenga a tres vizinhangas coordenadas digamos Mp , Mm e Mu,
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teremos entao tres fungoes de transigdo distintas: Jewm, Jmu e
Qew ; da prorpia definigdo das fungdes de transigcdo & facil

vermos que Qem= Den Dnmn

Essa propriedade serd usada posteriormente na construgdo de es
pagos fibrados a partir das fungOes de transigdo. Algumas de -

corréncias imediatas sao:

Terminamos essa secgao resumindo nossa definicao

final de espago fibrado coordenatizado com grupo estrutural.

ESPACO TOTAL espago topoldgico E.

ESPACO BASE espago topoldgico M munido de uma cober

tura Mp , re K, de abertos.

FIBRA

espago topoldgico F.

GRUPO ESTRUTURAL

grupo topoldgico G que atua continuamen
te e efetivamente como um grupo de trans
formagao sobre a fibra.

PROJECAO

sobrejegcao continua W:E—>M

FUNCOES COORDENADAS

homeomorfismo ¢D1MnXF—> ‘(f"‘(uz]tais que:
- (G, (P ] =P

FUNGOES DE TRANSICAO

Bom (P) tais que:
Qewm continua na varidvel zp. Yem €

Terminamos denotando de forma definitivamente um es

pago fibrado coordenatizado com grupo estrutura da seguinte for

ma: (E,M,F. 'Tf.G.l(nMn.d)n)

6. Espacos fibrados

Na secgao anterior definimos um espago fibrado com
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grupo estrutural com um dado sistema de coordenadas; o sistema
de coordenadas era composto pela estrutura indexada e pelas fun
¢oes coordenadas: Mmd%,kf . Agora parece bastante intuitivo ,
que os aspectos geométricos (a rigor topoldgicos) de dois espa-
¢os fibrados que difiram na indexagéo de suas cobefturas ou en-
tao tenham coberturas distintas ou ainda tenham épenas fungoes
coordenadas diferengés, devem ser indénticos. A situagao & seme
lhante a que encontramos no estudo das variedades, em conexao
com seus varios sistemas de coordenadas; as propriedades geomé-
tricas sao independentes de um sistema de coordenadas. A super-
ficie existe mesmo antes do conceito de.coordenadas. Aqui adota
mos o caminho de definir os fibrados referentes a um sistema de
coordenadas. Afim de definirmos um objetq livre de coordenadas,
teremos que langar mao de conceito de equivaldncia estrita.

Consideremos entao dois fibrados coordenatizados (a
partir daqui omitiremos muitas vezes a plavra espago e a frase
"com grupo estrutural") que sO difiram pelos sistemas de coorde
nadas, digamos (E.M,F, . 6, MuKy) o (E,M, F'“-G:MA‘J.I\OJ] : com es
ses elementos podemos construir um novo fibrado coordenatizado,
utilizando simultaneamente os dois sistemas de coordenadas: (E,
M.F.G. Y, Mo, N, K38 ¥) . A questao que se coloca &: essa estrutura a
inda @ um fibrado? Ou em outras palavras os dois sistemas de
coordenadas podem ser usados simultaneamente? Eles sao compati-
veis?

O Gnico problema que iremos encontrar sera nas regi
Odes comuns a uma vizinhanga Me com uma vizinhanca Ny . Nas demais

regides as propriedades requeridas sao garantidas pelo fato das

estruturas de partida serem fibrados. Nessa regiao teremos
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nova fungdo de transigao éq; dada por:

QQ’ @;'%P *
o que temos gue exigir & que essa nova fungao de transigao seja
realmente uma fungdo de transigao, isto &, seja uma fungao con-
tinua de p para PEMpNN| e seja um elemento de G.

Nessas condig¢Oes dizemos que os dois fibrados coor-
denatizados sao estritamente equivalentes.

Agora definimos um espago fibrado como sendo o con-
junto de todos os espagod fibrados coordenatizados. Assim os es
pagos fibrados nao se referem a sistemas particulares de coorde
nadas. Do ponto de vista conceitual esses objetos sao importan-
tes nas aplicagdes em matemdtica ou mesmo em fisica, uma vezque
queremos teorias livres da subjetividade advindas, da escolha
de coordenadas. Agora do ponto de vista da manipulagao formal ,
trabalharemos sempre com a representagao de um fibrado num dado
sistema de coordenadas, isto &, trabalharemos com espagos fibra
dos coordenatizados.

Uma maneira mais elegante de expormos, a mesma ideia
& considerarmos o conjunto de todos os fibrados coordenatizados
de mesma base, fibra, grupo, espago total e projecao e nele de-
finir a equivalencia restrita. O espago fibrado (sem ccordena -
das) aparece entao como uma classe de fibrados equivalentes

’

{no sentido'restrito).
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CAPITULO IX

EQUIVALENCIA ENTRE ESPAGOS FIBRADOS

No capitulo anterior chegamos ao conceito de espago

fibrado, eliminando a dependéncia de sistemas de coordenadas a -

partir da definicao de uma relagao de equivaléncia (restrita )
que dividiu o espago do fibrado coordenado em classes de equiva
léncia: os espagos fibrados. Nesse capitulo pretendemos definir
uma relacao de equivaléncia entre espagos fibrados (sem coorde-
nadas) de modo a poder classifica~los. O caminho que adotaremos
& definir uma nova relagao de equivalancia entre fibrados coor-
denados;, que séja mais ampla que a equivaléncia restrita (evi -
dentemente se dois fibrados coordenados forem equivalentes no
sentido restrito, também o serac no sentido amplo, entretanto a
reciproca nao & verdadeira). Veremos também que em dois fibra -
dostequivalentes mantém uma relagao entre suas fungOes de tran-
sigdo (Teorema da Equivaléncia). Terminamos o capitulo enunci-
‘ando o0 ‘teorema da équivaléncia, para uma demonstragaqQ. veja

Stenroup. - ‘ ' . Tendo

definido uma nova e ampla relagao de equivaléncia entre fibra -
dos coordendos, diremos que dois espagos fibrados sao equivalen
tes se todas as representagoes  (num sistema de coordenadas) de

um forem equivalentes as representagoes do outro.

1. Aplicagoes Fibra-preservantes

0 modo usual de compararmos espagos topoldgicos, es

tudar suas diferencas e semelhangas, & atraveés de aplicagoes
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continuas, de modo a garantir que a aplicagao preserve as estru
turas topoldgices. Se trabalharmos com espagos fibrados temos
gue levar em conta, que eles tem uma estrutura interna mais ri-
ca: localmente eles se comportam como estruturas cartesianas.Is
so se reflete na fibragao do espago total, realizada pela proje
¢ao, que estabelece uma correspondéncia homeomorfica entre as
fibras e é fibra. Iremos comparar entao, dois espagos fibrados,
a partir de aplicagGes continuas que nao destruam a estrutura

de fibras.

Consideremos entao dois espacgos fibrados (coordena- -

dos) (.M, Fe. Y Ml K) e (E,M.F6.,¥. f\;g, & :T) com espa-
¢cos totais, base, projegao e estruturas locais diferentes, mas
de mesma fibra e grupo.

Diremos entao gue uma aplicagéo:h:E~*E= entre espa
cos totais dos fibrados & fibra-preservante se:
(i) h for contiﬂua
(11) he=hlg ©m Fo= AR

for um homorfismo entre a fibra Fp de M num ponto p e a fibra

~ [

¥ e N num ponto P .

Note que nao exigimos a inversibilidade global de h
(ela nao & um homeomorfismo de E em E), mas apehas localmente e
la é inversivel, com inversa continua. Por outro lado (ii) sig-
nifica que as fibras de um fibrado sao levadas nas fibras do ou

tro. A estrutura de fibras e preservada.

2. A aplicagao induzida

Uma consequéncia decorrente da estrutura de espago
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fibrado & que se relacionamos Os espagos totais por meio de uma
aplicac@o fibra-preservante, as bases dos fibrados também ficam
naturalmente relacionadas. Em outras palavras a existéncia de
h:E-—-pg , fibra-preservante implica na existéncia de uma apli
cagdo continua -}:'-M—"m entre as bases. A aplicagdo h, denominada
aplicagdo induzida pela aplicagao fibra-preservante, pode  ser
vista da seguinte maneira: tomamos um ponto PEM a partir dele
localizamos a fibra Fp de Y no ponto ¢ utilizamos entao h para
determinar a imagem Fg de fp em né: ; pfojetando F3 em n , via
A , obtemos p = W [F(F)]. simbolicamente:
B=h=1 [h(1e)]
Pode-se mostrar que a aplicagdo induzida & continua e que além

disso vale a relagao : Tolf =Y oh

o que significa que o grafico da figura e comutativo.

- e ~h £
°Y 2R ]
b

M M

Notemos que h também nao &, em geral, um homeomor-

fismo, basta tomarmos um exemplo em que h leve todas as fibras
~ — [a 4

de E na mesma fibra FE de B . Nesse caso W(P) =P, continua mas

nao inversivel.

3. .0 fibrado induzido

vamos analisar agora o que ocorre com as estruturas
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locais dos dois fibrados relacionados de forma fibra-preservante.
Para isso observamos que a imagem inversa que uma aplicagd@o conti
nua faz de um conjunto aberto, ainda & um conjunto aberto. De for
ma que, usando h, podemos construir uma familia de abertos N em
M a partir da familia ﬁd de abertos de '-7
Ni = Wt (M)
Assim a aplicagao induzida tem a capacidade de indu-
zir uma nova cobertura em M , a cobertura induzida NJ .
Vamos mostrar agora que, a bartir de heh podemos
induzir em E, um sistema de fun¢dOes coordenadas % : NJXF —> WL(NJ)
obtidas a partir das fungOes coordenadas a% de g:
Tomemos entdo um ponto p€ Ny e um ponto V na fibra
e definimds o ponto 43(PAU em E, da seguinte forma: usamos h pa-
ra obter f)’: h (P) em l}l/ » depois de obtido gusamos ('é para obter
¢%(5‘V) em ‘é . Agora h, nao é inversivel mas hp & um homeo-
morfismo de forma que -H; existe e & continua, entao:
O (pv)= ki [G ] ; 8= Tee
Da propria defini¢do segue que WS , como composta de
homeomorfismos € um homeomorfismo, e também
o[ () ]=P
Obtivemos assim um novo (candidatp) fibrado: o fibra
do induzido (EMN.G,F, N(}',T.Wd) pela aplicagao fibra-preser -
vante. Para mostrarmos gue Edg) é realmente um fibrado temos que
mostrar que suas fungoes de transigdo:
Qi @ = Yip e By
sao cohtinuas em ‘> e tem imagens no grupo G. Para isso basta.subg

tituirmos em para obter:
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IND ~

i) = B (e
Logo 9,.p pertence a Ge, & continua, como composta

de fungodes continuas.

4. Aplicacoes fibradas

Como vimos a existéncia de uma aplicacao , fi

bra-preservante traz como consequéncia uma nova estrutura local
para E. Em certas condigoes essa.estrutura local & estritamente
equivalente & estrutura anterior, mas isso ndo & geral, h pode
induzfr uma estrutura local, complicada, e assim o fibrado indu-
zido & uma representagao de outro espago fibrado que ndo E.

Se queremos comparar espacgos fibrados, devemos nos
precaver dessa indugao anomala exigindo que a aplicagao h seja
tal que o fibrado induzido seja estritamente equivalente ao inte
rior. Como ja vimos isso corresponde a exigir que as fungles de
transigao correspondentes @ intersecgdo de uma vizinhanca velha

Mp com uma vizinhanca nova NJ dada por

qm’,: ,;éo\P;P pe NiNMp
seja continua em p e seja um elemento de G. A equagao ~ pode
ser reescrita na forma:

— - - e -1, v ‘

Qe = (b;POhPlo Yip PE W) My

Chegamos entao a uma definigao adequada para a com-
paragdo de fibrados. Diremos que a aplicacdo h:EE& uma aplicagao

v v ~ A
fibrada entre ( E, M ¥, F.6 K, My -Jn )e(E,M,’f‘EG,V.ﬂn)Se:
(1) Ela é fibra-preservante

(ii) 0 fibrado & induzido & estritamente equivalente a E.
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5. Equivalencia

Estamos agora em condigoes de desenvolver o concei-
to de equivaléncia entre espagos fibrados, que como veremos joga
um papel fundamental na teoria das classes caracteristicas e por
tanto, do ponto de vista fisico, na determinagao dos nameros to-

poldgicos.

Diremos entao que dois fibrados coordenados de mes

ma base, fibra e grupo sao equivalentes se existir uma aplicagao
fibrada entre seus espagos totais tal qué a aplicagao induzida

seja a identidade.

Tomemos entao os fibrados coordenados (E.M.\ﬂfﬂG.Hnﬁ-db\

e (E.%,Fjiéanaﬁ%stritamente equivalentes, e mostremos que eles

sao equivalentes. Para isso basta tomarmos h, como sendo a iden-
tidade, evidentemente h também sera a identidade de forma que te

mos que verificar unicamente se a exigéncia sobre as fungdes de
transicao dadas pela se verifica, e como h € a identidade te-

remos que ter: n

— - ~

ﬂn(;:d?g;o(bgp pe Mpn My
como um elemento de G € continua em p - Vemos entao que essa e-
xigéncia é exatamente a exigéncia requerida pela equivaléncia es
trita.

Podemos definir entao dois fibrados como sendo equi
valentes se todos os fibrados coordenados que representam ambos
os fibrados foram equivalentes. Partimos assim o’conjunto de to-
dos fibrados coordenados de mesma base, fibra e grupo em classes
de equivalancia; como ja dissemos, a estrutura dessas classes de

equivaléncia tera decorréncias fisicas importantes.
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0 TEOREMA DA EQUIVALENCIA

O conceito de equivaléncia coloca uma nova questao
para a teoria dos fibrados. Consideremos uma variedade M (que
nas aplicagdes serd o espago tempo quadridimensional) gque serd u
tilizada como base de um espago fibrado; consideremos ainda um
grupo G, que age de uma forma definida num espago F. Quantos es-
pagos fibrados (sem coordenadas) podem ser construidos  tomando
M como base, F como fibra e G como grupo estrutural? Certamente
podemos construir muitos fibrados, pois temos uma liberdade enor
me para escolher o espago total,E, e a projegao "e=M | por
outro lado muitos do fibrados construidos serao equivalentes, de
forma que a esséncia geométrica nao consiste em conhecermos to-
dos os fibrados possiveis, mas sim conhecermos somente os fibra=
dos inequivalentes.

Tendo em mente a classificacao dos fibrados, temos
que responder uma qguestdo preliminar: dados dois fibrados (E,M,G,
F, ) e (E,M,G,F,if ), como sabemos se eles sao equivalentes?

Para respénder a essa questao, estudaremos as con-
sequéncias da equivaléncia entre fibrados, estudando um fibrado
coordenatizado (E,M,G,F, Up , ¢% X! ,K) que represente (E,M,G,F, 1)
e outro (E,M,G,F, ¥ Mp - &# , K) que represente (E,M,G,F, 7).
Note que tomamos os dois representantes com mesma cobertura para
M e isso & sempre possivel, pois se eles tem, inicialmente, co-
berturas distintas, tomamos novos fibrados cobertos pela uniao

das coberturas.
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Agora a equivaléncia significa que existe entre os
espagos totais uma aplicagao fibradah:E’¢’E, cuja aplicagao in-
duzida.E=F4—°”z & a identidade. A primeira consequéncia desse
fato & que as fibras'ﬁﬁﬂﬂ sdo levadas homeomorficamente nas fi-
pras W *(p) pela aplicacgdo h.

Além disso a equivaléncia implica numa relagido en-
tre as fungbes de transigdo Hpw e %nna dos fibrados. Isto
porque o fibrado induzido em M pela aplicagao fibrada deve ser
estritamente equivalente ao fibrado original. Escrevendo as fun-
cOes de transigao de ambos os fibrados em fungao das fungdes co-

ordenadas:

D (P ) = d);; o (b'mp

A -4
%WM Ce) = @ ep’ CleD

e relembrando que a equivaléncia restrita significa que podemos

pe N n Man

trabalhar com ambos os sistemas locais, temos que exigir que

Dom (p) = -an" (bmp PE MpNNMwm

seja uma fungdo continua de p, com valores no grupo G.

Considerando agora um ponto p, que pertenga a in-

tersecgao de tres vizinhangas podemos escrever:
o= Bnns Bum G e = Goi oD
Ajeitando-se os indices e substituindo a segunda expressao na

primeira obtemos » N
Bam = Ypio Bun o B mm
Agora fazendo i=M, R=UA vem
4 Jgs-
Y= 3% Fuewd san
multiplicando (a esquerda) por . vem

v

—-1
%mz= %'V\‘YVIO %mno %RM
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chamado Am = §-lnty\ temos

q,«m_: Amm o %\’mn, [ X;;’i
(Observe que ‘Ln relaciona dois elementos da fibra obtidos pela
utilizagao de fung¢des coordenadas distintas, uma & @, e a outra
€ a fungdo coordenada induzida).

Podemos enunciar ent3o um teorema:

Uma condigao ngcess&ria para que dois espagos fibrados
sejam equivalentes é que as fungdes de transigao de  seus
representantes coordenados de mesma c.obertura estejam rela
cionadas na forma ( ), onde )MM.: Mu 2 G 350 fungoes con
tinuas.

Pode-se nostrar tanbém - que essa condigao & também su-
ficiente, assumindo que as fungoes de transigdao dos fibrados co-
ordenados estao ligadas pela relagao ( ), e mostrar que eles
sao equivalentes exibindo uma aplicagao fibrada, cuja aplicagéo.

induzida seja a unidade.
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CAPITULO X

FIBRADOS PRINCIPAIS, ASSOCIADOS E A TEORIA DAS CONEXOES
FIBRADOS PRINCIPAIS E FIBRADOS ASSOCIADOS

Os conceitos de fibrados principais e associados foram
inicialmente introduzidos a partir do teorema da construcio de
Stenrood gue permite que definidas as fungoes de transigao de um
esﬁago fibrado possamos construir um Gnico fibrado com uma fibra
determinada na qual o grupo estrutural atua de uma maneira defini-
da. Surge entao a possibilidade de construirmos um fibrado espa-
cial, cuja fibra & o proprio grupo que agé em si mesmo pela esquer

da, que & o fibrado principal.

Adotaremos aqui outro caminho eguivalente para definir-
mos um fibrado principal (Nomizu e Kobayashi) mais simples e sufi-

ciente para nossos objetivos.

Diremos entao cue uma terna (P,M,G.) onde P, M séo.varig
dades diferenciaveis e G & um grupo de Lie constitui um espaco fi-

brado principal de base M, grupo estrutural G e espaco total P se:
(1) G atua a direita, diferenciavelmente e livremente em P
(ii) M = P/G

(iii) P & localmente trivial sobre Mx G.
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A condigdo (i) significa cue se existe um p & P tal oue

pg = P entdo g & a identidade de G.

A condigdo (ii) significa que M & o conjunto das classes

de equivaléncia de elementos de P definidas pela relagao
~
v
pvE ¢ Fqe6/ py=?P

Assim, um elemento x€¢M @& uma classe de equivaléncia Ced

denotada muitas vezes por [p}-PC (P @ dito um represente de
L'_P] . Notemos que essa propriedade permite gue definamos uma pro-
jegcao candnica o: P> M  que associa a cada P sua classe de equiva
léncia [p) . A fibra dessa projegdao num ponto x=IPQ) de M consis-

te entao na classe de equivaléncia

iHx)={pgl9e6 ] wpI=ox
Segue-se entdao que se P e'\f')l’i] entdo pq  também pertence a

Yy

Finalmente (iii) significa que para cada ponto x€M exis

3
te um aberto U e um difeomorfismo W: I} (UY—=> VAG. bpa forma

Y= (@) onde  Y(P91= Y.

Como exemplo seja M=R e G?U(‘\,PZM"G . O espago
topoldgico base do grupo V()  dos niimeros complexos unimopulares
e a circunferéncia Sj, de forma cue P pode ser visualisado como um

cilindro infinito. A agao de G em P pode ser tomada como

(h) V2 (X, hg)

Geometricamente isto significa cue a agao de G roda os pontos do

>

cilindro mantendo-os na circunferéncia definida por uma secgao

transversal do cilindro cue contém o ponto original. Essa atuagao

—
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e evidentemente diferenciivel e livre.

Da mesma forma fica satisfeita a condigao (ii) pois a re
lagao de equivaléncia identifica os pontos de uma mesma circunfe-
rencia transversal, por sua vez identificado a um Gnico ponto do
eixo axial do cilindro. Uma trivializagao desse fibrado & a apli-

cagao identidade que evidentemente satisfaz (iii).

Outfo exemplo importante nas aplicagoes & obtido consi-
derando-se M*JRq(possivelmente munido de uma métrica Lorentziana)
e ©G=SV(2); P ainda & qulSU(l). A fibra NY2(2) de um ponto do
&” & um exemplar do SVU(2), de forma gue psictoricamente falamos que

a construgao do fibrado principal consiste em "pregarmos um exem-

plar do grupo SU2Y em cada ponta da base".

O espago total P de um fibrado principal & uma variedade
diferenciavel de forma que todos os conceitos que podem ser defini
dos numa variedade existem em P, campos vetoriais, curvas, fungaes,
formas, etc. A novidade & cue como P se articula com M atr_avés da
projegao Y- P—bM,podemos "abaixar" de forma univoca curvas de P,
isto &, se V. (<€) —=P & uma curva de P, entdo (ML) &  uma
curva de M. O mesmo procedimento pode ser realizado para campos
vetoriais "abaixadog"™ pela derivada '\f; da projegao. Com as
formas diferenciaveis ocorre o oposto: elas podem ser levantadas
pela aplicacao Y¥*. Em outras palavras: a cada campo vetorial so-
bre P existe associado um Gnico campo sobre M e a cada p-forma de

M existe uma Unica p-forma de P.

No entanto nao existe em principio uma maneira de "levan
tarmos" campos e "abaixarmos" formas; isso sO sera possivel quando

introduzirmos uma conexao sobre P.
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Em cada ponto de p existe um subespago do espacgo T(P)P
tangente e P no ponto p denominado espago dos vetores verticais,

denotado Vp e definido por
Vp = 4 XeT(®)pl du(x1=0 }

Os vetores verticais sdo vetores que sao destruidos pela agdo de
derivada da projegao. Outra caracterizacao de \/p pode ser conse-
guida se notarmos cue as fibras de 'If em cada ponto x de M sao sub-
variedades de P que sao levadas integralmente em x, isto significa

- -
que Vp coincide com o espago tangente a fibra \f (\(IP)) , isto e

o= T (V)5

Como exemplo consideremos um campo vetorial X em P; usan
do d1 obtemos um campo dWX) em M. se X e um campo vertical, seu
correspondente em M & o campo nulo. Se ao invés considerarmos uma
1-forma W em M sua correspondente . em P & aquela que leva o vetor
XQ ETlP)P no nimero real W( dY(PI¥p})]. Assim a 1-forma levantada

aniquila todos os vetores verticais.
FIBRADOS ASSOCIADOS

Vamos mostrar agora que dado um fibrado principal WM(G\U\
e uma variedade F na cual G atua deferencialmente pela esguerda,
podemos construir um novo espaco fibrado de mesma base e grupo,

mas de fibra F, denominado fibrado associado a P de fibra F.

Nosso primeiro passo consiste em definir uma agao de G
em PxF a direita gue seja diferencidvel e livre. Basta para isso,
colocarmos -

(?\‘(’\ Q = (P%\%d’{:\
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Se existe um par (%L(’o\ tal que
(&A‘O\% - (PO‘[’O)

necessariamente temos 3590‘) e como atuagdo de G em P & livre sé

gue-se que a atuagao de G em PxF, também & livre.

Consideramos-agora o conjunto E, futuro espago total do
fibrado associado, formado pelas classes de eguivaléncia definidas
pela atuagdo dé.G em PxF, isto & E=®F/G . assim os 'pontos de E
sio classes de equivaléncia denotadas [(P{-)] OND? (Pt‘&'\ é um dos

representantes da classe.

Consideremos ainda a aplicagdo Y: ™F— B(GE gue leva
cada para de PxF na sua correspondente classe de equivaléncia, is-

to @ Y(pt\ = [(Pd-\l . Temos entdo a situacgao dada pelo grafico
PxF —L—+ E= XBl

)

M -
P = M

Isto permite gue construamos uma projegao Ye ~E->M , dada por
Ye (€Y= Yoy, ( Y”(?\\ . . Essa aplicagao esta bem definida pois
se (?A\ e (Sx\ sao dois pontos distintos de "\f’(é\ , teremos ne-
cessariamente $:‘>% de forma que p e p pertencem a mesma fibra de
A -
Pode—-se mostrar ‘ainda a trivialidade local, isto e, a
existéncia de um isomorfismo de '\\'Ed(‘:(.\ w UxF ., sabendo que “'5(1\

—

é difeomorfo a V )(6 .
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TEORIA DAS CONEXOES EM FIBRADOS PRINCIPAIS

O conceito de conexao foi introduzido pela primeira vez
por Christoffel no estudo das variedades rimanianas. Posteriormen-—
te Levi-Civitta forneceu uma interpretacao geometrica mostrando
que a existéncia de uma conexao permitia o desenvolvimento da
idéia de paralelismo. Coube a Koszul a tarefa de axiomatizacao da
teoria das conexoes exibindo as propriedades que definem uma co-
nexao. E. Cartan, em sua teoria dos reférenciais moveis, introdu-
ziu a matriz l-forma da conexao. Entretnato a generalizacgao do
conceito foi possivel a partir da teoria dos espagos fibrados e
foi realizada por Ehresmann e sera dessa generalizagao gue nos ocu

paremos neste capitulo.

Nosso objeto basico & entdao um fibrado principal P(M&Y).
o} espago'principal P do fibrado & formado por uma familia de subva
riedades: as fibras. Em cada ponto p de P, temos um subespaco
VP<ZTIP)p formado pelos vetores verticais. Podemos ainda abaixar

vetores de T(P)p para (M) Y¥(p) usando o diferencial &'“

Uma conexao em P significa uma maneira de realizarmos o
processo inverso, isto &, levantar um vetor tangente a um ponto da
base, para um ponto de P pertencente d@ fibra do referido ponto da

base.

Nossa primeira caracterizagao de uma conexio ser: como
uma aplicagao gue associa a cada,peP uma aplicacdo linear T defi
nida em T(#M) ¥(p) com imagens em T(D)p

P> ‘-’p / T'p T gy —> T(P) ¢ linenn
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exigimos ainda que ela tenha as propriedades:
(a) d}{u FP = identidade de T(M\'\{n)\

Isto significa que se X‘VLP\ € um vetor de T(M‘ Ap) Que
»
e "levantado" por R, para um vetor Xp’i-'?(me)\ , entao esse ve-

tor quando "abaixado"™ por 3 reproduz Ymp). rsho &,

(b) g = Ol b

Primeiro observemos que se P < ']T-l (T{[P\\ entao,
P9 € }{*1(}(@)\ . Suponhamos entao gque temos um vetor X‘(r(p) :
ele pode ser levantado para o ponto P, através de ﬂ) e também pode
ser levado a ?% através de PP‘b . Obtemos entao dois vetores
ﬂ,(k‘“m\ e % ‘pr)) . Agora a aplicacgio Q‘@% permite justa-
mente que transportemos l_'p (Y‘np)\para o ponto p¢, isto &,
d%(p)(\"\a(xwp)n e um vetor tangente a \Bﬂ . A propriedade (b) nos
diz que os dois procedimentos sao equivalentes. Uma notagdo mais

precisa sera

N (Xap) = dRg PV (Te ( Xup))) ¥ Yugp)

Exigimos finalmente que a aplicacgao P—DWD seja %

Os vetores do conjunto \.IP = \-]P(TIM\ VIP)\ sao denominados

vetores horizontais. Inicialmente notemos cue up & um subespaco
vetorial de T(P)p gracas a linearidade de \'E; . Além disso VpN “p‘lﬁ
isto decorre do fato de cue a aplicagao (hf restrita a Hp é isomor-
fismo sobre TM]np) . Sendo um isomorfismo,ao vetor nulo T de
TNV YD)  existe somente um vetor de HP e esse & o vetor nulo;
logo nenhum elemento de HP_esté em Vp, pois os vetores de VF sao
aniquilados por AT‘ . A dimensao de “p €™M, mesma dimensdo da base

M, enquanto gue a dimensao de VF & o grau do grupo estrutural,
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isso garante que T(P) = uP@ VP .

Temos entao outra maneira de caracterizar uma conexio,

como uma distribuicao sobre P. Esse conceito joga um papel cen-

tral na teoria de Frobenius e encontra grande aplicagéo na teoria

dos problemas mecanicos vinculados. .

Uma distribuicao H em P (variedade arbitraria) de dimen-
sdo m & uma aplicagdo que associa a cada ?e? um subespag¢o m-dimen
sional Hp de TIPIp . Assim (b) significa que a distribuicdo H @&
invariante a direita, isto & quiq?ﬁu?Qenquanto ague (c) se refere

a diferenciabilidade de H.

A partir de uma conexao podemos associar a cada campo ve
torial de M um campo vetorial de P, levantando os vetores em cada
ponto com a conexao. Esse campo vetorial & denominado levantamen-—

to.

Além disso notemos que agora podemos decompor um  vetor
X?‘QTI?)P numa parte vertical e numa parte horizontal
Yp =—L\Xp nY V’)(P

Agora iremos caracterizar uma conexao como uma l-forma
com valores na algebra de Lie do grupo(. Preliminarmente teremos

que fazer duas observagoes gue nao se prendem especificamente a

teoria das conexoes.

A primeira nos mostra que se temos um grupo G aque age
em M pela direita, podemos associar a cada § €  um campo veto-
rial, denotado @* definido em P. 1Isso se faz considerando o sub-
grupo fp 'E@ , a um parametro de &, atuando num ponto p. Isso nos

da uma curva sobre P, parametrizada por t e que coincide com P,
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- 3
para t = 0. Definimos entao 640(@) como sendo o campo vetorial

i16) = i pexpét \t'D

Pode-se mostrar ainda (Nomizu e Kobayashy, Proposition 4.1, pag.

. ~ ¥ (6 - -
42) que essa aplicacgao § =0 \ € um homomorfismo algébrico e

que se a atuagdo de & livre entao V(Q\ 20 u 0.

A segunda observagao consiste em aplicar essa id&ia a um
fibrado principal, levando cada ﬁ C CA num campo vetorial é*de
P, denominado campo fundamental correspondente a G. Vamos mostrar

agora que d%(ﬁ*\ & o campo fundamental correspondente a Ud (jlﬁ .

Temos

£ o\ = %Li (¢ exp@t)
1R (6% ) - 4 poexp gt
dRy (") = o P exp

d pewp adg(§)
di

Temos entao uma forma de levar cada 6€ G em seu cam-
po fundamental. Notemos ainda que g* & um campo vertical pois o

caminho ?QY\PG{ esta totalmente contido numa fibra.

Denominaremos entao l-forma A associada a uma conexao, co
mo sendo uma l-forma com valores na Algebra de Lie tal cue ela as-
socia a cada X de T(Pp o elemento § ¢ G tal gue @s(wz_\(‘x 3
Uma consequencia dessa definigdo & que se X<& \-\p entao 8* (P\-‘-O
que implica A( X)=0 pois §=0 . Assim o espago horizontal em ca-
da ponto & o nicleo da l-forma conex3o. Outra propriedade da 1-

-forma conexao e que decorre de nossa sequnda observacao &:
3 -
R% W = ad %) w
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essa expressao se detalha no seguinte

Rew (X = W L dRylx] | = ad g* wix)
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CONEXAO E CURVATURA NUM FIBRADO TRIVIAL

Uma l-forma genérica A definida em P = MxG com valores

em g pode ser escrita na forma

A - €0 [AR @ dat s ALip) N

onde p = (x,9), ih’é’uma base de g, dx% & a base covariante natu
m ~ .
ral de M e 8, sdo as l-formas duais dos campos invariantes a es-

querda éh\gerados pelos elementos §, de.g.

L
O campo fundamental § , definido em P, associado a @ e g

& definido por

¥ A
= exp-t§ \
No nosso caso particular temos p = (x,g) de forma que

o = 8y(a)

Uma l-forma conexao satisfaz

AlEY-8  VYEc6 ’
Isso nos da a seguinte relagido:

%(2 A'}wn(\"\ %T_“ (61,\ =§

] b
o que implica em A/m (¢} = ‘Srw\

Isto significa que o segundo termo da conexi3o & a l-for-

ma O s canonica de Mauner Cartan

a=§nAlip) dxled
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onde

O = ﬁn@t

Uma l1-forma conexao deve ser equivariante. A equivarian

¢a €& trivialmente satisfeita pela forma@®, e quando imposta

B Al dat aa

sobre

8o AZ (‘?M'C‘i“= Gé%) (61 A%ie) dax™

ou ainda

6, A% (gh) = 3dg’ () AL l19)

Fazendo g = e temos o resultado

%p, Ab,& lXhy = Gé\;a (.en,\ A}Ab(\e\

Isso define a variagao de Au com h.

Temos entdao a expressao geral para uma forma conexao

ALgY = 3dgi(6e) Ay o

Calculemos agora a 2-forma curvatura F, usando a equagao

estrutural de Cartan

LYY = B LYY+ DAKLAINY)

A forma curvatura & horizontal, de maneira gue ela neces

sariamente deve ser da forma

F = —‘2 Fay éﬁlu'/_\”(\'o(v\
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onde F,y tem valores em §.

Calculemos entao

Fu\l' = F (D, ’bV'—\

Primeiro temos

dw (’bu.@v\ = (Qu A'\Lr-f Bv A}%‘*\ ﬁd 031@%

Além disso

[wiba) WIBvY ] - [adg ém A .a\c\q}x G A™)
- 2L AT AT adglfe

Logo temos
R -1
v = (BBl - By A B A Ay i 6y

gue ¢ O eXPYesSAD \:Mm\\m\ ont Tepnial DR 6aUGe
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CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

As conclusoes desse trabalho surgem da comparagao formal
. . 26 . -
das bem conhecidas teorias de Gauge com a teoria das conexdes e

Ehresmann num fibrado g-principal, exposta no Gltimo capitulo.

Consideremos entao uma variedade diferenciivel M de clas
se (a diferenciabilidade de uma variedade n3o & acessivel a
experiéncia) e dimensdo quatro, tomada como base para nosso fibra-
do. M sera suposta para compacta, para que existam particgoes de
unidade, bem como conexoes em abundancia. Se queremos considerar
efeitos gravitacionais, devemos considerar M munida de uma métri-
ca pseudo-rimaniana de signatura 2. Se os efeitos gravitacionais
nio sao importantes M & o l?q com a métrica de Lorentz. Atualmen-
te tem sentido considerarmos M como sendo o espago euclidiano qua-
dridimensional para a investigagdo das solugdes euclidianas de
acao finita, que sdo significativas no processo de quantizaciao a
la Feymann. Se nao ha efeitos gravitacionais e nio h3 monopolos,
M sera sempre difeomorfa ao mq. No entanto a introdugado de singu-
laridades (monopolos) forga-nos a abstrair os pontos singulares de
M de forma que ele passa a ter propriedades topoldgicas diferentes

Y ~
do W (a abstragao de um ponto do ‘Qq toha seu primeiro grupo de
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homotopia ndo trivial). Os pontos dessa variedade M, basica tem

como significado fisico o espago e o tempo.

Consideremos também um grupo de Lie, que devera variar
conforme o tipo de interagao. Se G=U("\ estamos frente a eletro-
dindmica dos campos escalares carregados, onde mesons interagem

através de fotons. Se (5=fV(2) trata-se de interagao proton-neutron

mediapa pelo campo de Yang-mills. Se G= I2) temos Quark's
+1

interagindo com gluons e finalmente @ = Q(3\\) nos da a teoria da

gravitagao.

Construimos entao o fibrado g-principal sobre M, Q(M\G.'Iﬂ
e denominaremos uma Gauge a cada uma das trivializagoes locais de
P. Se temos duas trivializagdes numa mesma regiao a mudanga de
Gauge se faz atraves das fungoes de transigao. Como F & g-princi-
pal suas seches se identificam a trivializagSes, de forma cue uma

Gauge se identifica a uma secgao de g.

Construimos também o fibrado vetorial associado,a § cuja
fibra @ o CV das n-uplas de niimeros complexos. G atua em CM pe-
la esquerda. As secgoes desse fibrado se identificam com os cam-

pos fundamentais.

M¥nimos P de‘uma 1-forma conexao A que fornece uma 2-for
ma curvatura ¥= kS‘dA . A conexdo A nos fornece componentes, que sao
formas sobre M com valores em G . Essas componentes dependem da
trivializacdo que se faz de P, isto & sao Gauge-dependentes. Ao mu
darmos a Gauge as componentes se transformam conforme o exposto no
4ltimo capitulo, o que coincide com as transformagoes usuais de
Gauge. O mesmo ocorre com as leis de transformagcao da curvatura.

As componentes da curvatura s€ relacionam com as componentes de
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conexao da mesma maneira gue os potenciais de Gauge se relacionam
com os campos de Gauge. Assim ficam identificados o campo e o po-

tencial de Gauge com a conexao e a curvatura g-principal.

A estrutura geométrica do fibrado g-principal acarreta
as igualdades de Bianch's gue também se verificam nas teorias de
Gauge (sdo as equagoes inomogéneas de Maxwell). Assim a conclusio
geral & que a estrutura de fibrado g-principal munido de uma cone-
x30 & a estrutura adequada para a descrig&o das interagOes na natu
reza. Temos entdao uma abordagem tedrica capaz de traduzir os pro-

blemas fisicos numa linguagem geométrica.

A primeira grande vantagem dessa aproximagao tedrica fi-
ca no terreno da linguagem. E esse nao & um problema trivial na
fisica de hoje e de ontem. A colocagao clara de um problema cien-
tifico, indispensavel para a proposicao de novas experiéncias, exi
ge uma linguagem adequada e as teorias das conexoes nos da essa
linguagem. Os mais céticos apontariam para a perspectiva de uma
grande revolugao cientifica que abandone as teorias de Gauge ou
até o proprio método langragiano. Apesar de nao ver hoje nenhum
indicio forte nesse sentido, sustento gue as teorias cientificas
ndo sao obra do acaso e também nao saem da cabeca de nenhum génio
por mais inteligente que seja. As teorias cientificas se desenvol
vém na histdoria humana, num processo de superacao gue nunca anta-
goniza rigidamente uma teoria a outra. A prdpria mécénica classi-
ca pode nos ensinar. Do ponto de vista do conteldo, a mecanica de
Hamilton nada acrescenta ao trabalho de Newton, mas foi o‘formalis
mo Hamiltoniano qué ofereceu o acimulo necessario, no plaho tedori-

co, para a mecanica cuantica.
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A segunda vantagem da teoria das conexdes & cue ela exi-
be o carater geométrico das leis da natureza e nesse sentido apon-
ta para o caminho indicado por Einstein. Somente que.agora a de-
formagao nao se da mais no plano do espago tempo e sim do objeto
que condensa as propriedades globais das interagoes: o fibrado prin
cipal. A presenca das particulas de Gauge (mesons, fotons, gluons),
tem como decorréncia efeitos de curvatura sobre o fibrado princi-

pal.

Alguns problemas e tarefas se colocam. Primeiramenteuma
investigacdo mais profunda dessa estrutura matematica; a discussao
dos initantons presentes nas teorias de Gauge nos leva diretamente
is teorias da homologia-coomologia; e existem varios outros aspec-
tos ainda nao explorados, como por exemplo o significado geométri-

co das correntes.

Agora O gue me parece principal & que a geometrizacao das
teorias de Gauge ainda & parcial. Digo isso no sentido de gue as
equagoes de movimento n3o decorrem integralmente da geometria, mas
precisam ser impostas ao ad hoc pela definicao de uma langragiana.
Nesse senﬁido estao os trabalhos de Doria (ja citado) nos quais
se procura relacionar as eguagoes de Yang-Mills com o conceito de

torgao.

Além disso, o problema de quantizagéo da teoria ainda
ao menos foi tocado a partir dessa Otica geométrica. Teremos co-
nexdes quanticas? Qual a estrutura do espago das conexoes a  luz
da integracao de Feymann? Esse campo parece estar se desenvolven-
do a partir das field manifolds, segundo observagGes recentes do

Prof. B. Scrhoer.
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Enfiﬁjfuﬁcﬁundo novo se abre com a possibilidade de uma
interpretacdo geométrica precisa das interagoes da natureza. Se
essa artilharia vai nos capacitar ou nao a compreensao das intera-
coes fortes & uma questao aberta. .Esse trabalho representa uma
primeira fase, no sentido de compreender essa linguagem matematica
nova, O proximo passc € verifiéar sua capacidade de colocar-nos em

contato com a realidade.-
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