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Resumo

Silva, L. D. S. Algumas atividades dinamicas aplicadas ao segundo e terceiro ano do
Ensino Médio em uma Escola Estadual. 2022. Dissertacdo (Mestrado) — Instituto de
Matematica e Estatistica. Universidade de Sao Paulo, 2022.

Este trabalho tem como objetivo estudar as aplicacbes de atividades
dindmicas, desenhadas no PowerPoint, sobre os seguintes temas: Triangulo de
Pascal e Binbmio de Newton, para o segundo ano, e medidas de tendéncia central e
disperséo, para o terceiro ano do Ensino Médio. “O entendimento do Triangulo de
Pascal e suas propriedades serve como ferramenta para a compreensao de outros
topicos importantes na formacdo dos estudantes, como o Binémio de Newton e o
célculo de probabilidades, dai o interesse de encontrar meios e ferramentas para o
ensino deste conteudo.” (Silva 2020) A compreensao das medidas de tendéncia
central € importante, pois existem diversas informag¢des no cotidiano que s&o
resumidas em um unico dado. J& na parte das medidas de disperséo, além de indicar
se os dados sdo homogéneos, também, mostra se a medida de tendéncia central
escolhida representa bem os conjuntos de dados que estdo sendo trabalhados. As
atividades foram aplicadas para cento e quinze estudantes, de quatro turmas do
segundo ano, e, noventa estudantes, de trés turmas do terceiro ano, ambas do Ensino
Médio proveniente de uma escola estadual do municipio de Osasco. “Apresentamos
um estudo estatistico descritivo dos resultados e aplicamos o método de “clusters”,
gue nos permitem avaliar e identificar as principais dificuldades dos estudantes.”(Silva
2020)

Palavras-chave: Atividades dinamicas; “clusters”; tecnologia; triangulo de Pascal;

bindmio de Newton; estatistica descritiva.



Abstract

This work aims to study the applications of dynamic activities, designed in
PowerPoint, on the following topics: Pascal's Triangle and Newton's Binomial, for the
second year, and measures of central tendency and dispersion, for the third year of
high school. The understanding of Pascal's Triangle and its properties serves as a tool
for the understanding of other important topics in the training of students, such as
Newton's Binomial and the calculation of probabilities, hence the interest in finding
means and tools for teaching this content. Their standing of the measures of central
tendency is important because there are several pieces of information in everyday life
that are summarized in a single data. Already in the part of the measures of dispersion
in addition to indicating whether the seisf data are homogeneous, also shows whether
the measure of central tendency chosen represents well the sets of data being worked.
The activities were applied to one hundred and fifteen students from four classes of
the second year, and ninety students from three classes of the third year, both of high
school coming from a state school in the city of Osasco. We present a descriptive
statistical study of the results and apply the cluster method that allows us to evaluate

and identify the main difficulties of the students.

keyword: Dynamic activities; cluster; technology; Pascal's triangle; Newton's binomial;
Descriptive statistics.
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1. Introducao

A motivagcdo para esta pesquisa surgiu das dificuldades enfrentadas pelos
estudantes no Ensino Médio e Superior em Estatistica Descritiva e Analise
Combinatéria, em particular no Triangulo de Pascal e sua aplicacdo no Binbmio de
Newton, dado que sua aprendizagem é muito importante, desde a vida cotidiana até
a vida profissional. Além disso existe a necessidade de utilizacdo do ensino remoto,
principalmente na situacao atual.

A professora Lisbeth Kaiserlian Cordani (CORDANI, 2001) afirma que
"historicamente os alunos ndao se mostram motivados pela Estatistica, quer seja pela
dificuldade alegada do seu conteudo, quer seja pelo pouco uso que dela fazem as
disciplinas que a seguem na graduacao em algumas das unidades de origem.”

Ao encontro dessa ideia, SILVA MALARA, (2008) “considera que as
dificuldades enfrentadas pelos professores que trabalham com a disciplina de
Estatistica sdo:

« falta de motivacéo dos estudantes;

« dificuldade na manipulacédo de conceitos abstratos com base matematica;

« 0 ndo entendimento da linguagem estatistica, aliado a um raciocinio
extremamente deterministico da parte dos alunos.”

Desta maneira, Garfileld e Ahlgren (1988) alegam que “os alunos veem a
Estatistica a imagem da Matematica, significando que procuram encontrar nas
situacOes estatisticas uma solucéo Unica e definitivamente correta ou errada, isenta
de qualquer ambiguidade ou erro, 0 que para estes autores constitui uma fonte de
dificuldades.” Moore (1992) “considera a Estatistica como a ciéncia dos nimeros em
contexto, vai mais longe ao argumentar que a Estatistica é uma ciéncia matematica,
mas nao € um ramo da matematica, tendo emergido como disciplina de direito proprio,
com modos caracteristicos de pensamento, que sdo mais importantes do que os
meétodos especificos ou a teoria matematica.”

Diante das dificuldades dos alunos na aprendizagem de Estatistica, Melo
(2010) “procura analisar como o conceito de média aritmética é compreendido por
estudantes dos anos iniciais considerando diferentes variantes, significados e
representacbes.” A autora, que observou os alunos, percebeu que uma das
dificuldades é relativa ao conceito de média, o que justifica a necessidade de um

trabalho sistematizado sobre o conceito de média aritmética na sala de aula. Da
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mesma forma, Sirnik e Kmetic (2010) “realizaram um estudo com estudantes do ultimo
ano do ensino da Educacao Béasica e observaram que ainda nesse nivel de ensino
existem alunos que apresentam incompreensdes sobre as medidas de tendéncia
central.” Concomitantemente, Leite (2010) “realizou uma intervencédo pautada na
significacdo e calculos de medidas de tendéncia central com estudantes do 3° ano do
Ensino Médio e observou a pertinéncia da mesma.” Nesse sentido, Mandarino (2010)
“argumenta sobre a necessidade dos alunos se apropriarem de conceitos estatisticos
e do conhecimento sobre os elementos constitutivos de grafico e tabela.”

Complementando as ideias anteriores, Reading e Shaughnessy (2004)
‘relatam que existem outras dificuldades enfrentadas pelos alunos, e os autores
afirmam que a complexidade dos calculos do desvio-padrdo é um obstaculo para o
professor motivar os alunos para o tal entendimento da medida, pois a mesma exige
que o estudante utilize diversos conceitos como meédia, desvio, poténcia, raiz
guadrada e fragcéo. Por ser de natureza complexa, a compreenséo desta medida nao
€ imediata, sendo dificil interpreta-la, apesar de ser a medida de variabilidade mais
comumente utilizada”.

“A pesquisa de Meletiou (2000) também confirma esta constatacéo, pois dentre
as medidas de dispersao trabalhadas pela autora, foi no desvio-padréo que os alunos
apresentaram maior dificuldade. Da mesma forma, Ben-Zvi e Garfield (2008) afirmam
gue, normalmente, os alunos aprendem a definicdo do desvio-padrdao e como ele é
calculado, mas raramente entendem de modo claro o significado desta medida e
como interpreta-la.” (Silva, 2020)

Alguns tedricos, como Gnanadesikan, Scheaffer, Watkins e Witmer (1997),
afirmam que, “para que os estudantes possam adquirir um entendimento conceitual
de Estatistica Basica, 0 ensino dessa disciplina deve deixar de ser através de aulas
expositivas, passando para o engajamento dos alunos em atividades diferenciadas
de ensino.”

J& na parte de Analise Combinatéria, Souza (2019) afirma que ha necessidade
de desmistificar a ideia de que os temas Bindmio de Newton e Triangulo de Pascal
podem ser excluidos do curriculo escolar por ser considerados, por muitos
educadores, desconexos de outras areas do conhecimento. Outro fato importante é
argumentado por Morgado (2006), que menciona que o desenvolvimento do bindmio
(1 + z)™ esta entre os primeiros problemas ligados a Andlise Combinatoria.

De acordo com Milies e Coelho (2006), para uma melhor compreensao do
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coeficiente binomial, devemos introduzir primeiro os nimeros célculos combinatorios,
ja que eles irdo desempenhar um papel fundamental no Teorema Binomial.

Para Hanke (2008), a maior dificuldade apresentada pelos os alunos diante do
Triangulo de Pascal € no momento de escreverem a generalizacao para a relacéo de
Stiffel e para os binomiais complementares. Segundo a autora, 0s alunos também
mostram uma deficiéncia com relagdo ao desenvolvimento de alguns processos
matematicos (generalizacao, abstracao, formalizacao).

Diante disso, Fiorentini, Miguel e Miorim (1993) alegam que “a maioria dos
professores ainda trabalha a Algebra de forma mecéanica e automatizada, dissociada
de qualquer significado social e l6gico, enfatizando, simplesmente, a memorizacao e
a manipulacao de regras, macetes, simbolos e expressoées.”

Na atual conjuntura, é perceptivel que os jovens estdo cada vez mais
mergulhados em um mundo tecnoldgico, onde usar celulares, tablets, notebooks entre
outros recursos é tdo comum que se tornou uma necessidade na sociedade moderna,
tanto para se comunicar quanto para buscar se manter informado sobre o mundo.
Com isso, a tecnologia afeta 0 modo como vivemos em sociedade, seja de como
consumimos, exercemos tarefas diarias comuns e até a maneira como aprendemos.

‘Entende-se por tecnologia, primeiramente como a compreensao de
dispositivos (aparelhos) que utilizam os avangos tecnoldgicos para oferecer uma
maior funcionalidade. Em segundo lugar, entende-se a tecnologia como algo
imaterial, mas que se materializa como conhecimento através de aparelhos que
aproveitam e estendem este conhecimento.” (Silva 2020)

Como os alunos neste século séo inseridos ao nascer em uma sociedade cada
vez mais tecnoldgica, € preciso que a aprendizagem desses alunos acompanhe a
realidade vivenciada por criancas e jovens. Neste sentido, Smole e Diniz (2005)
afirmam que “ndo é mais possivel pensar em um ensino de Matematica que
desconsidere o uso de tecnologias de informagao e comunicagao tanto para aumentar
a eficacia do ensino quanto para desenvolver no aluno o senso critico, 0 pensamento
hipotético e dedutivo, a capacidade de observacdo, de pesquisa e estratégias de
comunicagao”.

Dessa maneira, Kenski (2001) “justifica que as ferramentas computacionais
podem ser vistas como ferramentas auxiliares no processo de ensino e
aprendizagem, devidamente articuladas com uma estratégia pedagdgica que

oportunize a construcdo critica do conhecimento. Contudo, ndo substituem o papel
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do professor, nem resolvem todos os problemas de dimensdes escolares, mas
podem, no contexto de sala de aula e para além dele, oportunizar a dinamica da
experimentacdo.”

“O objetivo da utilizacdo de novas tecnologias no ensino de Matematica é visar
uma aprendizagem eficaz e conduzir os alunos a transformarem as informagoes
obtidas por meio de recursos ou ferramentas tecnoldgicas em conhecimentos que
favorecam o desenvolvimento desses alunos na disciplina.” (Silva 2020) Nesse
sentido € perceptivel as vantagens do uso do computador no ensino da Matematica:

* participagéo ativa do aluno na construgao de sua propria aprendizagem;

* interac&o entre o aluno e a maquina;

* a possibilidade de dar atengao individual ao aluno;

* a possibilidade de criar micromundos que permitem explorar e conjecturar;

* permite o desenvolvimento cognitivo do aluno;

« controle do tempo e sequéncia de aprendizado do aluno;

» através de feedback imediato e eficaz, o aluno pode aprender com seus erros.

Diante disso, Beatriz D’Ambrosio (1989) relata que o uso de computadores nas
aulas vai além disso, pois “a metodologia de trabalho com uso deles tem o poder de
dar ao aluno a autoconfian¢a na sua capacidade de criar e fazer Matemética, fazendo
com que ela deixe de ser um conjunto de conhecimentos prontos e simplesmente
transmitidos aos alunos, passando a ser algo em que o aluno é parte integrante no
processo de construcéo de seus conceitos.”

Para Ponte, Brocardo e Oliveira (2006), “as novas tecnologias ndo sao apenas
uma ferramenta (til para o trabalho em Estatistica ela constituem mesmo um
elemento indispensavel na pratica desse campo”.

A presente pesquisa envolvera atividades dinamicas remotas que colocardo o
educando como principal agente do seu desenvolvimento. Com isso, formularemos a
seguinte pergunta de pesquisa: Como 0S recursos presentes nas atividades
dindmicas com animac¢des podem contribuir para a compreensdo dos alunos em
Estatistica, especificamente nas medidas de centralidade e disperséo, no Triangulo
de Pascal e suas aplicacdes no Binbmio de Newton no ensino remoto?

O objetivo geral desta pesquisa é utilizar atividades dindmicas de forma remota
para a aprendizagem dos alunos do Ensino Médio sobre Estatistica, em particular as
medidas de tendéncia central (média, moda e mediana) e medidas de dispersao

(variancia e desvio médio e padréo) e no Triangulo de Pascal e suas aplicacdes nos
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Bindbmios de Newton. Apds essa aplicacdo, serdo avaliadas sua influéncia no

processo de aprendizagem.

Objetivos especificos:

» Construir atividades dinamicas, sendo uma dedicada ao tépico de medidas
de centralidade e dispersdo e as demais com foco no Triangulo Pascal e suas
aplicacdes no Bindbmio de Newton.

» Estudar como as atividades dinamicas influem na compreensao desses
topicos.

» Encontrar padrbes nas respostas dos estudantes a fim de relacionar as

dificuldades referentes ao topico.

Para o segundo capitulo abordaremos o uso da tecnologia na educacao e os
desafios atuais nas escolas estaduais durante o ensino remoto em meio a pandemia.

O terceiro capitulo, denominado Teoria Matematica, apresentara uma analise
em torno dos topicos principais desta pesquisa, sendo abordado um embasamento
da literatura j& publicada sobre os temas.

No quarto capitulo sera delineado todo o caminho a ser seguido no projeto.
Neste projeto sera utilizado "Design-Based Research"como metodologia. Apos essa
abordagem, sera apresentado o procedimento, que discorrerd como a intervencao
pedagdgica foi realizada, e de que forma serdo coletados os dados do projeto.

Constarao, no quinto capitulo, as atividades que foram aplicadas na pesquisa
e seus comentarios.

No sexto capitulo apresentaremos a analise dos resultados, utilizando medidas

de Estatistica Descritiva e Analises de "Clusters".
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2. O ensino remoto como estratégia nos desafios atuais

2.1 Uso da Tecnologia na Educacao

O termo “tecnologia” vem do grego tekhne que significa “técnica, arte, oficio”,
juntamente com a palavra logos, também grega, que refere-se ao “conjunto dos

saberes”.

“Vivemos hoje em um cenério dominado pelos modernos meios tecnolégicos,
liderados pela Internet, que imprimiu agilidade e acesso instantédneo a informagao.
Segundo Pretto (2002), a velocidade com que o mundo esta se transformando exerce
uma influéncia direta no conjunto de valores da sociedade contemporéanea. Para
Cursino (2017), quando a sociedade evolui em decorréncia de transformacoes
tecnoldgicas, culturais e morais, consequentemente, a Educacdo deve acompanhar e
adeqguar-se as novas concepcoes vividas pelos varios segmentos da sociedade, a fim
de preparar seus alunos para uma visdo de mundo ilimitada, integrando meios

tecnoldgicos ao processo de ensino-aprendizagem.” (Silva 2020)

Valente (1998) “define o ensino tradicional como base da transmissdo de
conhecimento. Nele, o professor apresenta-se como proprietario do saber e o aluno é
um recipiente que deve ser preenchido. O resultado dessa abordagem € o aluno
passivo, sem capacidade critica e com uma visao de mundo limitada. Segundo o autor,

esse aluno, quando formado, tera pouca chance de sobreviver na sociedade atual.”

Com isso, 0s autores Laburl, Arruda e Nardi (2003) “questionam o ensino
tradicional quando este advoga ou prescreve o dominio de um ensino mecanico,

ritualista, de observacao, de audicao, centrado tdo somente no professor.”

Pretto (2002) questiona diferentes fatos, afirmando que a instituicdo escolar ndao
pode caminhar em sentido oposto ao que ocorre do lado de fora dos seus muros, ou
seja, “uma escola fundamentada apenas no discurso oral e na escrita, centrada em
procedimentos dedutivos e lineares”, praticamente desconhecendo as novas
linguagens e ferramentas a disposicéo da aprendizagem. Com isso, Valente (1998)
alega que o enfoque da informatica educativa ndo € o computador como objeto de

estudo, mas como meio para adquirir conhecimentos.

Nessa conjuntura, um dos inUmeros recursos disponiveis sdo os softwares
12



educativos, que trouxeram novas perspectivas para o uso da informatica no ensino.
Entende-se por software educativo todo software que pode ser usado para fins
educacionais. Vale ressaltar que mesmo que o software néo tenha sido criado para
fins educacionais, pode ser utilizado como software educativo, como por exemplo as
planilhas eletrénicas, como EXCEL e CALC (é um software de planilha eletrbnica
multiplataforma de cédigo aberto), que podem ser usadas para constru¢éo de gréficos,

operacdes com matrizes e diversos outros assuntos em Matematica.

Em relacédo ao uso de softwares educativos no ensino da Matematica, Gravina
(1998) afirma que no “contexto da Matematica, a aprendizagem depende de acdes
que caracterizam o “fazer matematica”: experimentar, interpretar, visualizar, induzir,
conjecturar, abstrair, generalizar e enfim demonstrar. E o aluno agindo, diferentemente

de seu papel passivo frente a uma apresentacao formal do conhecimento.”

Mesmo tendo esse vasto campo de softwares educacionais na internet, Tajra
(2001) menciona que “o professor precisa conhecer os recursos disponiveis dos
programas escolhidos para suas atividades de ensino, somente assim estara apto a

realizar uma aula dinamica, criativa e segura.”

2.2 Desafios atuais nas escolas estaduais durante o ensino remoto.

Com a chegada do coronavirus ao Brasil, as aulas da educacéo basica foram
suspensas de acordo com o decreto estadual nimero 64.864 de 16 de marcgo de 2020.
Esse decreto menciona que "como medida de seguranca, as aulas na rede estadual
de Sao Paulo comecaram a ser suspensas desde o dia 19 de margo. A partir do dia
23 de marco, 100 % das atividades presenciais ficaram suspensas”. (SECRETARIA
DE EDUCACAO DE SAO PAULO)

Diante desse decreto, a escola onde foi realizada a atividade de pesquisa
entrou em recesso para organizacao do processo trabalho pedagogico realizado pela
instituicao.

Apoés algumas reunifes on-line com membros da secretaria de educacéo,
chegou-se a deciséo de transferir o ensino presencial para o ensino remoto durante
a pandemia. Vale mencionar que o MEC (Ministério da Educacéo) reconhece duas
modalidades de ensino, que sdo o0 ensino presencial e o ensino a distancia. Como

medida de evitar a propagacao do virus no Brasil, o MEC autorizou o uso do “ensino
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remoto emergencial” ou “regime remoto” no pais.

Para Behar (2020) “o termo remoto significa distante no espaco e se refere a
um distanciamento geografico, e o ensino € considerado remoto porque 0sS
professores e alunos estdo impedidos por decreto de frequentarem instituicoes
educacionais para evitar a disseminac&o do virus. E emergencial porque, do dia para
a noite, o planejamento pedagdgico para o ano letivo de 2020 teve que ser

engavetado. Concomitantemente, Moreira e Schlemmer (2020, p. 08) argumenta que:

0 modelo de educagao, chamado de “ensino remoto ou aula remota” é definido
como “uma modalidade de ensino ou aula que pressupde o distanciamento
geografico de professores e estudantes [...]", busca suprir a emergéncia de
falta de aulas presenciais, atendendo a necessidade do aluno, a fim de que se
possa estudar e se manter ativo, mesmo estando o professor e o aluno cada

um na sua casa.”

Uma carateristica importante a ressaltar sobre o ensino remoto é que ele nédo
se diferencia em termos metodolégicos do ensino presencial, tendo também o
processo interacdo aluno-professor presente nesta adaptacdo em aulas sincronas,
acontecendo no mesmo horério das aulas presenciais. Ao encontro dessa ideia,
Moreira e Schlemmer (2020, p. 07) alegam que a modalidade de ensino em questéo
demandou que professores e alunos migrassem “para a realidade on-line, transferindo
e transpondo metodologias e praticas pedagodgicas tipicas dos territérios fisicos de
aprendizagem”.

Outro fato também importante a ser citado é que o0 ensino remoto nao € igual
a educacado a a distancia (EAD), e sua principal diferenca é que, na educacédo a
distancia, temos a presenca de um tutor que faz a comunicacéo entre professor da
disciplina e os alunos do curso por meio de ambientes virtuais de aprendizagem
(AVA). J4, no ensino remoto, a comunicagdo entre professor e aluno € automética,
sem interferéncia de um terceiro membro.

Temos que lembrar que o ensino remoto foi uma medida extraordinaria, ou
seja, os alunos continuariam na modalidade de ensino presencial, lembrando que
voltariam para a modalidade de ensino presencial assim que fossem minimizados os
efeitos da pandemia no pais.

Mais um ponto que precisou ser acertado foi a adaptacdo da grade curricular
dos conteudos, visto que, no ano de 2019, nem todos os professores conseguiam

ministrar aula de forma on-line. A lista de contetdos a serem trabalhados na pandemia
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foi uma adaptagcdo dos contetdos principais do ano anterior juntamente com o do ano
atual (2020). Com essa alteracdo, alguns conteudos foram excluidos, como por
exemplo, o Triangulo de Pascal e Binbmio de Newton, que eram parte do ensino no
terceiro bimestre do 2° ano. Outro conteudo que foi cortado € a medida de disperséo
em Estatistica, geralmente, tal conteddo era ensinado no ultimo bimestre do 3° ano
do ensino médio.

Para auxiliar o trabalho do professor, o Estado de Sdo Paulo criou o CMSP
(Centro de Midias do Estado de Sdo Paulo), onde os alunos conseguem ter acesso
as aulas de forma sincrona e assincrona com os dados patrocinados (sem utilizar
dados moveis) em qualquer operadora telefébnica, desde que possuam acesso a
internet. Além disso, para os alunos que tinham equipamento tecnoldgico e nédo
disponibilizavam de internet em sua residéncia, foi realizado a entrega de chips com
internet solicitados pelos pais ou responsaveis e distribuidos pelas escolas. Aqueles
gue nao tinham nenhum equipamento disponivel poderiam ir a escola assistir as aulas
de forma assincrona e fazerem suas atividades com hora marcada na sala de
informatica de sua unidade escolar.

Outro fato a ser comentado nesta adaptacdo € a duracdo do tempo de aula
semanal da disciplina de Matematica comparando o momento antes da pandemia e
o0 momento atual. Antes, na modalidade de ensino presencial do Ensino Médio, os
alunos tinham cinco aulas com duracédo de 45 minutos cada aula, totalizando 225
minutos semanais, e atualmente eles tém trés aulas de 25 minutos, totalizando 75
minutos semanais através da CMSP.

Ficava a critério do professor decidir o que trabalhar com a turma nessa
diferenca de tempo, alguns ministraram aulas através do Google Meet, outros
aplicaram atividades para complementar as aulas do CMSP. Lembrando que essas
opcOes dependem de cada escola e professor, ndo havendo um parametro a ser
seguido.

Muitos professores tiveram que se aprimorar tecnologicamente para conseguir
ministrar aulas nesse novo formato. O Estado tem contrato ativo com a Google, que
permite realizar aulas pelo Meet e criar diversas atividades com as ferramentas
Google for Educacion e também disponibiliza acesso aos programas da Microsoft
como Teams. De acordo com site da prépria empresa, estd € uma plataforma
unificada de comunicacéo e colaboracdo que combina bate-papo, videoconferéncias,

armazenamento de arquivos e integracao de aplicativos no local de trabalho.

15



2.3 Levantamento de pesquisas na area

“‘Buscou-se nesta secdo a identificacdo de trabalhos que tivessem como
objetivo o ensino e aprendizagem de Matematica, especificamente nos contetdos de
Estatistica (Medidas de centralidade e dispersao) e Analise Combinatéria (Triangulo
de Pascal e Binbmio de Newton) no Ensino Médio com a utilizacdo de alguma
tecnologia de informacdo e comunicacdo. A partir das estratégias de busca
empregadas, destacaram-se algumas pesquisas nesta area, nas quais se verificaram
a metodologia, o embasamento tedrico e aferiram-se resultados, no intuito de

colaborar com o desenvolvimento do presente estudo.” (Silva 2020)

Paratanto, “adotou-se a revisao integrativa da literatura, uma vez que a mesma
contribui para o processo de sistematizacdo e andlise dos resultados, visando a
compreensao de um determinado tema, a partir de outros estudos independentes”
(GALVAO; SAWADA; ROSSI, 2002).

Para Ercole el at (2014) a “revisao integrativa de literatura € um método que
tem como finalidade sintetizar resultados obtidos em pesquisas sobre um tema ou
guestdo, de maneira sistematica, ordenada e abrangente”. Desse modo, o
pesquisador pode elaborar uma revisdo mais integral, incluindo a definicdo de
conceitos, revisao de teorias ou analise metodoldgica dos estudos incluidos de um

topico particular entre outros.

“O levantamento bibliografico foi realizado no més de fevereiro de 2020,
mediante 0 acesso virtual as bases de dados da Scientific Electronic Library Online
(SciELO) e Google Scholar, por meio da utilizacdo de descritores e palavras-chave,
gue foram estabelecidos através de leituras prévias sobre o tdpico de interesse. Para
assegurar busca ampla, os descritores e palavras-chave foram combinados de
diferentes formas. Foram selecionados como descritores e palavras-chave: Educacgao
no Ensino Médio, Ensino de Estatistica, Ensino do Triangulo de Pascal, Ensino do
Binbmio de Newton, Tecnologia de Informacdo e Comunicacédo, Aplicativo, Software
e Matemética.” (Silva 2020)

Dentre os artigos sobre o ensino de Estatistica com uso de tecnologias para a
educacéo basica, Souza e Lopes (2011) “objetivaram investigar as contribuicfes que

a insergao da tecnologia pode trazer a educagao estocastica. O termo “estocastica”
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tem sido utilizado para referir-se a inter-relacdo dos conceitos de combinatoria,
probabilidade e estatistica. A pesquisa realizada foi de natureza qualitativa, com
analise interpretativa a partir de categorias emergentes da parte empirica: simulacéo,
interacdo e resolucdo de problemas. Para tal, foi proposto a quatro alunas (de 12 e
13 anos) que desenvolvessem atividades sobre probabilidade utilizando o software
Fathom. Observou-se que o programa Fathom permitiu simulagbes de vérias
amostras, economizando tempo de aula e ajudando as alunas a praticar na maquina
aquilo que seria impossivel fazer manualmente. Com isso, concluiu-se que a
ferramenta computacional foi grande aliada na aquisicdo e constru¢do dos novos
conhecimentos. Porém, é fundamental que o professor saiba propor situacdes que
levem os alunos a utilizarem as ferramentas do software para a aprendizagem, pois

ele por si ndo é autoinstrutivo.”

Para Borba et al. (2015), o software Fathom apresenta grande potencial para
0 ensino de Estatistica e Probabilidade. O uso desse tipo de ferramenta aumenta a
amplitude e a precisdo dos conhecimentos construidos, mas, por outro lado, exige
gue o professor tenha dominio mais amplo do conteddo que esta ensinando. Outro
elemento, que também se destaca, é a importancia da simulacao e do processo de

interacdo na educagdo estocastica.

No estudo realizado por Coutinho, Aimouloud e Silva (2012), “também sobre o
ensino da Estatistica, objetivou-se a construcdo de um tutorial para professores do
ensino fundamental e médio para construgcdo de graficos estatisticos com uso do
programa GeoGebra. Participaram da pesquisa cinco professores de Matemética,
interessados pelos problemas do ensino-aprendizagem da Estatistica e que
participavam do grupo de pesquisa como colaboradores. Destes, trés haviam
concluido o mestrado no Programa de Estudos Pdés-graduados em Educacao
Matematica, na Pontificia Universidade Catolica de S&o Paulo (PUC-SP). A partir dos
resultados observados nesse projeto, no que tange a formacéao de professor, péde-
se constatar que uma parte dos objetivos propostos no projeto foi alcangada,
particularmente no que se refere ao uso de ambiente computacional para

desenvolvimento do letramento estatistico.

O GeoGebra é um software gratuito, com interface amigavel, que disponibiliza

simultaneamente as representacdes algébrica e geométrica, além de possuir recursos
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de dinamicidade e movimentagdo (GONCALVES; REIS, 2013). E um software de
geometria dindmica, desenvolvido por pesquisadores da Universidade americana
Florida Atlantic University, que vem sendo utilizado no Ensino da Matematica nas
instituicbes da educacdo basica e superior. Possui uma infinidade de ferramentas
capazes de influenciar no referido ensino. Verifica-se que a mediacdo de softwares
educativos, como o GeoGebra, no processo ensino-aprendizagem de Matematica,
pode exercer papel fundamental na relacdo dos alunos com esta ciéncia (REIS
JUNIOR; HENRIQUES, 2014)”.

Na parte de Analise Combinatdria (Triangulo de Pascal e Binbmio de Newton),
ndo foi encontrada nenhuma dissertacdo que usasse tecnologia. Porém ao procurar
em livros didaticos, na pagina 142 do livro Matematica, Interacdo e Tecnologia, vol. 2
de Rodrigo Balestri, referente ao PNLD 2018, é mencionado o software wxMaxima,
gue é uma interface grafica criada para o Maxima, um sistema de computacdo
algébrica derivado do sistema Macsyma, desenvolvido pelo MIT (Instituto de
Tecnologia de Massachusetts) entre os anos de 1968 e 1982, como parte do projeto
MAC. O MAC (Computador de Acesso Mdltiplo) foi um projeto que teve relevancia em
pesquisas inovadoras em sistemas operacionais, inteligéncia artificial e teoria da

computacao.

No préximo capitulo, abordaremos a Teoria Mateméatica que consta na
dissertacdo. Mencionaremos conceitos sobre Educacéo Estatistica, um breve resumo

da historia do Triangulo de Pascal e sua relacdo com o Binémio de Newton.
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3. Teoria Matematica

3.1 Estatistica

O objetivo do presente capitulo € descrever as nocdes de Matematica,
Estatistica e Triangulo de Pascal abordadas neste trabalho.

“A palavra Estatistica provém da expressdo em latim “statisticum collegium”,
que significa um conselho de estado e do latim “statista” (estadista ou politico). A
génese etmoldgica vem do latim “status” que significa estado e originalmente
significava uma colecéo de informagdes de interesse do estado sobre populacéao e
economia, e foi introduzida em meados do século XVIII por Gottfried Achnwall, como
cita Martin (2001) “[...] o universitario Gottfried Achenwall difundiu o termo estatistica
no qual via a ciéncia da constituicdo do Estado, isto €, a ciéncia dos recenseamentos
de todos os constituintes de um Estado”.

Achmwall introduziu o conceito de Estatistica Descritiva ou morfologica ap6s
elaborar os principios de organizagéo e sintese de dados.

Segundo Castro (1970), “podemos distinguir trés grandes etapas na histéria da

Estatistica, que séo:
1° periodo: € considerado como periodo de preparacao dos fatos, caracteriza-
se pela organizacado dos registros sistematicos de informacdes e cadastros do
interesse do Estado, com a finalidade guerreira ou fiscal. Esse periodo vem

desde do Regime Feudal até meados do século XVII.

2°%eriodo: também chamado de periodo das preparacdes das teorias, iniciou-
se em meados do século XVII até a metade do século XIX e, no sentido de
instituir a estatistica como disciplina autbnoma, teve como precursores 0
aleméo Conring (1660), os ingleses John Graunt (1662), William Petty (1682)
e Halley (1694).

3° periodo: chamado de periodo do aperfeicoamento, iniciou-se em 1853 com
a Reunido do Primeiro Congresso de Estatistica e se estendeu até a
atualidade, quando o método estatistico foi sendo cada vez mais aplicado em
diversos campos, levando a um aperfeicoamento dessa ciéncia e tendo como
caracteristicas desse periodo um grande intercAmbio de informacdes e ideias,
reunido de congressos e unificagcdo de pontos de vista. Além disso, houve um
extraordindrio desenvolvimento da concepc¢do da ciéncia como método

destinado a pesquisar as relacbes de causa e efeito dos fendbmenos,
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possibilitando assim a previsdo desses acontecimentos dentro de uma

razoavel margem de erro.” (Castro 1970)

3.2 Educacéao Estatistica

De acordo com Vieira (2012), a Estatistica € a “ciéncia que fornece os principios
e a metodologia para coleta, organizacdo, apresentacdo, resumo, analise e
interpretacdo de dados”. Ja Gonzales (2008) a denomina de “ciéncia da interpretacao
de fatos numéricos”. Com isso notamos que a Estatistica usa métodos cientificos para
planejar levantamento de dados e analisar experimentos.

Para Pereira (2013), quando a Estatistica busca apresentar estratégias de
ensino e aprendizagem, através de seus conceitos, nos meios escolares, €
denominada de Educacédo Estatistica. A Educacao Estatistica surgiu na década de
1970, da necessidade de se desenvolver pesquisas que viessem a sanar dificuldades
apresentadas por professores que ensinavam conceitos e procedimentos estatisticos
em cursos do ensino superior e intensificou-se com a insercdo dos conteudos de
Estatistica na educacédo basica (Cazorla; Kataoka; Silva, 2010). Diante disso, Lopes
(2008) menciona que o seu objetivo é auxiliar os estudantes a desenvolverem o
pensamento estatistico, contribuindo para que um individuo possa analisar e
relacionar de forma critica os dados apresentados, questionando e até mesmo
ponderando a veracidade desses dados.

A Educacdo Estatistica esta baseada em trés competéncias de aprendizagem:
letramento, pensamento e raciocinio estatisticos.

Ao encontro dessa ideia, Gal (2002) menciona que o letramento estatistico esta
baseado na capacidade que um individuo tem de ler informacdes textuais, graficos e
tabelas. Inclusive afirma que para obter o dominio da leitura de informacbes é
necessario conhecer também principios basicos de Estatistica, dominar alguns
procedimentos matematicos, para desenvolver habilidades e competéncias, a fim de
compreender as informacdes apresentadas.

Além disso, Gal (2002) observa que praticamente todas as mensagens
estatisticas séo transmitidas através de texto escrito ou oral ou exigindo que os
leitores naveguem através de informacao fornecida em tabelas e graficos. Sendo
assim, € necessario que o aluno seja competente para “ler, escrever, demonstrar e

trocar informacgdes, interpretar graficos e tabelas e entender as informacoes
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estatisticas dadas nos jornais e outras midias, sendo capaz de pensar criticamente
sobre elas” (CAMPOS; WODEWOTZKI; JACOBINI, 2011).

Para Snee (1990), o Pensamento Estatistico € constituido por processos de
pensamento que reconhecem a presenca da variacdo em tudo o que fazemos.
Segundo Moore (1997), a onipresenca da variabilidade e sua modelagem sé&o
elementos do Pensamento Estatistico que devem ser enfatizados no ensino. Logo o
Pensamento Estatistico para Ben- Zvi e Garfield (2007) inclui o conhecimento de
como e porqué se usa um determinado método, medida ou modelo; a compreenséao
profunda das teorias subjacentes aos processos e métodos estatisticos, bem como
de suas limitagbes; reconhecimento de quando, como e porqué os instrumentos de
inferéncia existentes podem ser usados; a capacidade de compreender e utilizar o
contexto de um problema para planejar, avaliar e tirar conclusdes sobre as
investigacoes.

Ao encontro dessa ideia, Wild e Pfannkuch (1999) descrevem cinco tipos de
pensamento que, segundo eles, tém importancia significativa para o ensino de

Estatistica:

a) Reconhecimento de dados: muitas situacdes reais ndo podem ser
examinadas sem a obtencdo e a andlise de dados recolhidos
apropriadamente. A obten¢éo adequada dos dados é um requisito basico para
um julgamento correto sobre situacdes reais.

b) Transnumeracdo: € a mudanca de registros de representacdo para
possibilitar o entendimento do problema. Esse tipo de pensamento ocorre
quando séo encontradas medidas que designam qualidades ou caracteristicas
de uma situacao real, cujos dados brutos sdo transformados em gréficos e
tabelas, e os significados e os julgamentos sdo comunicados de modo a serem
corretamente compreendidos por outros.

c) Consideracdo de variacdo: observar a variabilidade dos dados em uma
situacgéo real, de modo a influenciar as estratégias utilizadas para estuda-los.
Isso inclui tomar decisdes que tenham como objetivo a reducdo da
variabilidade, tais como ignorar ou ndo valores discrepantes (“outliers”) ou
controlar as fontes de variagdo e corrigir possiveis erros de medidas.

d) Raciocinio com modelos estatisticos: refere-se a um pensamento sobre o
comportamento global dos dados. Pode ser acessado por meio de um estudo
de série temporal, por uma regressao, ou simplesmente por uma analise de
um grafico que represente os dados reais.

e) Integracdo contextual da Estatistica: € identificada como um elemento

fundamental do pensamento estatistico. Os resultados precisam ser
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analisados dentro do contexto do problema e sdo validados de acordo com os

conhecimentos relacionados a esse contexto.

J& o raciocinio estatistico para Makar, Bakker, Ben-Zvi (2011) é definido como o
modo de os individuos raciocinarem com ideias estatisticas e darem sentido a
informacéo estatistica, tem subjacente a compreensao conceitual de importantes
ideias, como variacdo, distribuicdo, centro, dispersdo, associagdo e amostragem ou
a combinacdo de ideias sobre dados e incerteza que conduz a realizacdo de

inferéncias.

3.3 Nocdes de Estatistica abordadas neste trabalho

As medidas-resumo abordadas nesse trabalho foram divididas em medidas de
centralidade e de disperséo.

As medidas-resumo de posicdo ou centralidade sdo assim chamadas pois
podem ser posicionadas literalmente no eixo que representa o conjunto de dados.

Dentre elas, destacamos a média, a moda e a mediana.

3.3.1 Média Aritmética (x)

Segundo Bianchini e Paccola (2004),"O quociente da soma de dois ou mais
valores pela quantidade de valores observados é chamado de média aritmética [...]",
sendo assim um “ponto de equilibrio” entre eles.

Quando se deseja conhecer a média de dados ndo agrupados, determina-se
a média aritmética simples, que sera utilizada neste trabalho. Visando diminuir a
guantidade de informacdes, pode-se representar a média aritmética pelo simbolo x e
cada elemento do conjunto de dados trabalhados por x;; a quantidade de elementos
por N e, para representar uma soma desses elementos, o sinal do somatario (3 ). Com
isso, a representacao da formula para a média aritmética fica:

s DX

N

3.3.2 Moda (M,)

De acordo com Tiboni (2010), a "moda é o valor que ocorre com maior
22



frequéncia nos dados obtidos numa coleta”, resultado esse conhecido como valor
modal. Para esse mesmo autor, de acordo com a ocorréncia dos valores modais, a
série pode ser classificada de cinco maneiras, sendo: amodal, quando ndo possuir
valor modal; unimodal, para um unico valor modal; bimodal, para dois valores modais;
trimodal, para trés valores modais e polimodal, para quatro ou mais valores modais.
Para calcular a moda, basta buscar o valor de maior incidéncia em um conjunto de
dados. A moda € a medida de centralidade de maior facilidade de compreencéao pelos
estudante. Para Watson e Moritz (1999) e Carvalho (2001), é a medida de posicéo
mais utilizada pelos alunos quando precisam escolher entre média, moda e mediana.
Para estes autores, a moda deveria ser o primeiro conceito a ser trabalhado com os

alunos, por sua baixa complexidade cognitiva. Por outro lado € a medida mais

rudimentar dentre as trés, sendo util como um indicador preliminar.

3.3.2 Mediana (M,)

Para falar de mediana, antes € preciso entender dois conceitos, que sdo 0s
dados brutos e rol. Dados brutos ou primarios sdo dados que nao foram organizados.
Por outro lado, recebe o nome de rol o conjunto de dados numéricos que estao
organizados de forma crescente ou descrescente. Esses dois conceitos iniciais sdo
de suma importancia para a definicdo de mediana.

Diante disso, Bianchini e Paccola (2004) definem mediana como o valor que
divide em duas partes com a mesma quantidade de termos um grupo de valores
ordenados. Portanto, “para identificar a posi¢ao central, primeiro devemos ordenar 0s
dados e, depois, verificar se a quantidade de elementos do conjunto de dados € impar
ou par. Se for impar, existirh um elemento que dividirda o conjunto em duas partes
iguais que representara a mediana”. (Silva 2020)

“Se a quantidade de elementos for par, a mediana sera a média dos dois

X1+Xx5

elementos centrais, ou seja, sendo x; e x, os dois elementos centrais.

A vantagem da mediana em relacdo a média € a sua robustez, isto é, ela n&do
é influenciavel por valores extremos, diferente do que acontece com a média. Além
disso, € util em distribuigbes assimétricas.” (Silva 2020)

Ainda que seja facil a compreensdo da mediana como termo central, Batanero
(2000) afirma que “seu calculo ndo é tdo simples assim para o aluno, pois seu
algoritmo é diferente quando a quantidade de elementos é par ou impar. Além disso,
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existem diferentes algoritmos que apresentam resultados distintos. Esta situagao
pode ser um complicador para os alunos que estdo acostumados a métodos e
resultados unicos em problemas de Matematica.”

Diante disso, Carvalho (1988) apud Batanero (2000) “apresenta alguns erros
comuns no calculo da mediana: obter o termo central sem ordenar os dados e calcular
a moda em vez da mediana. A dificuldade dos alunos em ordenar os dados esta
relacionada com a falta de entendimento de que a mediana € uma medida estatistica
gue se refere essencialmente a um conjunto de dados ordenados, razédo pela qual €

chamada de estatistica de ordem.”

Em resumo, segue um gquadro apresentando as vantagens e desvantagens
das medidas de centralidade:

Tabela 1 — Tabela Resumo

Medidas de Posicao Vantages Desvantages

Cada valor do conjunto . .
_ _ E influenciada por
Média de dados é importante e _
_ valores discrepantes.
considerado.

Sabe-se que ha maior o o
_ Né&o e decisiva para
guantidade de valores . o
Moda analise estatistica de
concentrados nesse

dados.
ponto.
Medida robusta - ndo Mais dificil de ser
Mediana sofre influéncia de determinada quando ha
valores discrepantes. muitos dados.

Fonte: Autoria prépria.

3.3.4 Medidas de Disperséao

"Quando resumimos dados com medidas de tendéncia central, sempre
perdemos informagdes sobre o conjunto completo. Para contornar tal perda,
precisamos considerar as medidas de dispersédo. Segundo Ben-Zvi e Garfield (2008),
é dificil imaginar o resumo de um conjunto de dados usando apenas uma medida de
centro ou usando apenas uma medida de dispersao. Assim, nédo faz sentido abordar

uma e ignorar a outra. Os autores propdem que no processo de construcdo do
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conceito de média, por exemplo, jA se aborde esta medida como um ponto de
equilibrio na distribuicdo dos dados, permitindo que o aluno perceba a variacdo dos
valores em torno dela. Dois conjuntos de dados podem ter a mesma média e a
variabilidade totalmente diferente. A ideia de desvio em torno da média ja prepara o
estudante para a compreensao das medidas de variagdo como desvio-padréo, por
exemplo, o que sera explicado a seguir.” (Silva 2020)

. Desvio Médio (DM)

O desvio-médio é uma medida de dispersédo obtida pela média dos valores

absolutos dos desvios de cada valor em relagdo a média de todos os valores;
DM = Yilx; — x|
N

sendo:
x;: 0 valor do i-ésimo elemento, i=1,2,...,N;
X: a média aritmética;
N: o numero de valores;

). € a somatoria.

“A vantagem do desvio-médio em relacdo a amplitude, maximo menos minimo,
€ que seu calculo leva em conta todos os dados que estdo sendo analisados, sendo,
portanto, uma medida mais abrangente. Quando comparada ao desvio padréo, tem o

beneficio de ser mais intuitivo, pois € a média dos desvios absolutos, ou seja, toma
estes desvios | x; — X| no sentido de distancia euclidiana, ja trabalhada com os
alunos nas aulas de Geometria. Mas, tem a desvantagem de utilizar a funcdo modulo
gue, por suas caracteristicas matematicas, torna mais dificil o estudo de suas

propriedades” (Magalh&es e Lima, 2004).

. Variancia (V)

A variancia € uma medida de dispersao obtida pela média dos quadrados dos
desvios de cada valor de um conjunto de dados em relacdo a média dos proprios
valores.

_ Yi(x; — %)?

|4
N

25



“Um inconveniente para a atribui¢cdo de significado a variancia vem do fato dela
ser representada por uma unidade de medida diferente dos dados originais,
dificultando assim sua interpretacdo. Por exemplo, se 0os dados sdo expressos em
centimetros, a variancia sera dada em centimetros quadrados. Resolve-se este
problema cognitivo extraindo a raiz quadrada da variancia, que é denominada desvio-
padréo.” (Silva 2020)

. Desvio-Padrao (DP)

O Desvio-padrédo é a raiz quadrada positiva da variancia.
DP =V

As contribui¢cdes de Reading e Shaughnessy (2004) “nos levam a perceber que
a complexidade dos célculos do desvio-padrao é um obstaculo, para que o professor
possa motivar os alunos para tal medida, pois ela exige que o estudante agrupe
diversos conceitos como média, desvio, poténcia, raiz quadrada e fracdo. A
compreensao desta medida ndo € intuitiva, e é dificil interpreta-la, pois € de natureza
complexa, apesar de ser a medida de variabilidade mais comumente utilizada.”

A pesquisa de Meletion (2000) também confirma esta constatacao, pois “dentre
as medidas de disperséo trabalhadas pela autora, o desvio-padréo foi a que os alunos
apresentaram maior dificuldade”. Da mesma forma, Ben-Zvi e Garfield (2008) afirmam
que, “normalmente, o alunos aprendem a definicdo do desvio padrdo e como ele é
calculado, mas raramente entendem de modo claro o significado desta medida e
como interpreta-la”.

Quando se pretende construir um conceito, é preciso ir além das férmulas, dos
céalculos e dos exercicios de aplicacdo de procedimentos, sendo indispensavel dar
énfase ao significado do conceito visado. Para tal compreensdo, Demas e Liu (2005)
‘conjecturam ser necessaria a coordenacdo de outros conceitos estatisticos
subjacentes, a partir dos quais o desvio padrao € construido, ou seja, € preciso
mobilizar a no¢ao de distribuicdo, de média e de desvio em torno da média”.

O conceito de distribuicdo requer a mobilizacdo dos valores assumidos pela
variavel e de suas frequéncias. Portanto, a visualizacao grafica facilita a compreenséao
da distribuicdo. E importante entender a média como um ponto de equilibrio entre os
dados e, finalmente, perceber os desvios de cada dado em relacdo a essa medida.

Desta forma, notamos a importancia de se trabalhar a visualizagdo dos dados em
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representacdes gréficas e a exploracdo do significado da média, para a abordagem
do desvio padrao.

Conforme relata Meletion (2000), “muitos alunos associam variabilidade com
variedade, com multiplicidade de valores, com diferenca entre os dados, etc.” Silva
(2007) “pesquisou livros didéaticos e identificou que quase todos os analisados
sugerem a interpretacdo do desvio padrdo como uma medida de homogeneidade do
grupo”. Segundo Loosen, Lioen e Lacante (1985) apud Silva, (2007), “os livros
didaticos enfatizam a heterogeneidade entre as observacbes e ndo a
heterogeneidade em relagéo a tendéncia central”.

“A média é essencial na definicdo do desvio padrdo e quando abordamos a
variabilidade, estamos preocupados em estudar uma determinada medida de
dispersdo em torno da qual existe ou ndo variagdo. Portanto, interpretar desvio-
padrdo como homogeneidade/heterogeneidade, concentragédo/dispersdo, sem se
referir ao valor em torno do qual ocorre a variacdo, pode levar os alunos a

interpretacdes equivocadas das medidas de variabilidade.” (Silva 2020)

3.4 Triangulo de Pascal
3.4.1 Um pouco sobre a histéria

No decorrer da Historia, o Tridangulo Aritmético ficou conhecido por varios
nomes, como exemplo, na China o chamavam de Yang Hui, na Italia de triangulo de
Tartaglia, em outras regides de Tartaglia-Pascal e de triangulo combinatoério. Porém,
a denominacao mais famosa pela qual o Triangulo Aritmético ficou conhecido foi dada
pelos franceses, sendo chamado de Triangulo de Pascal. Homenagem justa ao
homem que dedicou muito tempo e esforco para conhecer e demonstrar as
propriedades desse triangulo. Na maioria dos livros didaticos no Brasil e é conhecido
com Triangulo de Pascal.

Segundo Affonso (2014), “dois mil anos antes de Pascal trabalhar no Triangulo
Aritmético, este ja era objeto de estudo na india. Os indianos estudavam varios temas
matematicos, dentre eles, destacava-se o estudo de combinatoria.

Logo mais tarde foram lancados os primeiros livros com técnicas
combinatdrias, mas é s6 com o sabio Pingala (200 a.C.), quase 2000 anos antes de
Pascal, em sua obra "Chandra Sutra", que aparece, pela primeira vez, o Triangulo
Aritmético. Aqui vale ressaltar que Silva (2015) descreve que 0s primeiros registros

do tridngulo aritmético sdo concedidos ao Matematico indiano Pingala, que viveu por
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volta de 200 a.C., o que nos induz a dizer que esse assunto ja era instrumento de
andlise na india, dois mil anos antes de Pascal trabalhar no Triangulo Aritmético.
Para Affonso (2014), os indianos estudavam varios temas matematicos, dentre

eles, ressaltava-se o estudo de combinatéria, assunto este que teve suas técnicas
justapostas a varios outros estudos.”

Desta maneira, Silveira (2001) menciona que “Pingala, ao estudar as métricas
musicais na versificacdo, observou que a expansao das métricas, sucessivamente,
de uma, duas, trés, ou varias silabas, podia ser disposta na forma de um triangulo. A

técnica usada por Pingala para construir o triangulo é descrita por ele a seguir:

Desenhe um quadrado; abaixo dele desenhe dois outros, de modo que juntem-
se no ponto médio da base dele; abaixo desses dois, desenhe outros trés e
assim por diante. Vamos enumerar os quadrados comecando pelo primeiro
gue foi contruido e nos da segunda linha com o ndmero um. Na terceira linha
escreva 1 nos quadrados dos extremos, e no do meio escreva a soma dos
ndmeros acima dele. Prossiga fazendo o mesmo nas demais linhas. Nessas
linhas, a segunda fornece as combina¢des com uma silaba, a terceira fornece

as combinacdes com duas silabas e assim por diante (Silveira, 2001).”

Figura 1 — Tridngulo Aritmético de Pingala
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Fonte: Site Archive (https//archive.org/details/ChhandraSutra-Pinga)

Também vale mencionar que o matematico chinés mais famoso por estudar o
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Tridngulo Aritmético foi Yang Hui (1238-1298), que escreveu dois livros nos quais
buscava compreender as propriedades do Triangulo Aritmético, chegando inclusive a
ilustrar o belissimo Triangulo a seguir, que foi usado pelo matematico Zhu Shijie

(1260-1330) em 1330 no seu livro "Precioso espelho dos quatros elementos”.

Figura 2 — Triangulo Aritmético de Yang Hui.

B

Fonte: Wikipedia (https//en.wikipedia.org/wiki/File:Yanghuitriangle)

Ainda sobre os primérdios do Triangulo Aritmético, Affonso (2014) descreve
gue no universo islamico, o Triangulo Aritmético teve sua origem decorrente de uma
juncgéo de livros indianos.

Segundo Affonso (2014), ‘o mais famoso matematico islamico a estudar o
Triangulo Aritmético foi al Samaw'al (1130-1180), que escreveu o tratado "A
deslumbrante Algebra", onde corrigiu e aperfeicoou o trabalho de seus antecessores
sobre o Triangulo Aritmético e o Binbmio de Newton.

Nesta obra, al Samaw'al atribui o Tridngulo Aritmético a Al-Karaji (953-1029),
gue em 1007, em suas obras sobre algebra "O al Fakhri" e "O al Badi" utilizou o
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Tridngulo Aritmético para conseguir o desenvolvimento de poténcias quadricas,
cubica e quarticas de bindbmios. O autor também demonstrou por indugdo matematica
a validade do Bindmio de Newton e desenvolveu o Triangulo Aritmético” até a décima

segunda linha, a seguir:

Figura 3 — Tridngulo Aritmético de al Samaw’al.
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Fonte: Culturemath (http://matematica-na-
veia.blogspot.com/2010/02/historia-do-triangulo-aritmeticoparte.html)

Em 1527, foi publicado o livro intitulado "Kauffmanns Rechnung”, pelo
matematico alemao Apianus (1495-1551), que se tratava de uma obra de aritmética
comercial. Nesta obra, o Triangulo Aritmético aparece no canto inferior esquerdo de
uma das paginas. Segundo Boyer (1996, pg. 205), € a primeira impressao do

Triangulo Aritmético na Europa.
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Figura 4 — Tridngulo Aritmético de Apianus.
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Fonte: Digitale (https://download.digitale-sammlungen.de/pdf/1392744022bsb11110160.pdf)

Mas o proclamador do Triangulo Aritmético na Europa foi o matematico Michel
Stifel (1487-1567), que explorou algumas propriedades deste triangulo e as pleiteou
em sua obra "Arithmetica Integra”, de 1544 (Affonso, 2014).
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Figura 5 — Triangulo Aritmético de Stifel.

Fonte: E-rara (www.e-rara.ch/zut/wihibe/content/pageview/3042371)

Segundo Affonso (2014), “na Italia, o mateméatico mais influente a dedicar-se a
compreender e divulgar o Tridangulo foi Niccolo Fontana Tartaglia (1499-1559), que
apresentou suas descobertas em sua obra "General Trattato di numeri et misure”, de
1556. Tartaglia reivindicou para si a invencdo do Triangulo Aritmético. Como
consequéncia, alguns paises europeus conhecem o Triangulo Aritmético como

Tridngulo de Tartaglia".
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Figura 6 — Triangulo Aritmético de Tartaglia.
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Fonte: bvpb (http://bvpb.mcu.es/es/consulta/resultadosbusqueda.cmd?posicion=6&forma=ficha&id=2245)
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Para Silva (2015), “o Triangulo de Pascal adquiriu esse nome gracas ao
matematico, fisico, filésofo e escritor francés Blaise Pascal (1623-1662), que
apresentou significativas aplicacbes matematicas ao Triangulo Aritmético. Sua
dedicacéao resultou na obra "Traité di Triangle Arithmétique", publicada postumamente
em 1665.”
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Figura 7 — Traité di Triangle Arithmétique, obra de Pascal
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Fonte: Matematica na veia (http://matematica-na-veia.blogspot.com.br/2010/02/historia-do-Tridngulo-

aritmeticoparte.html.)

Em "Traité di Triangle Arithmétique”, Pascal chamou de Triangulo Aritmético
uma figura que se constroi da seguinte maneira. De um ponto G, qualquer, desenho
duas retas GV e GS, uma perpendicular a outra, e, sobre cada uma dessas, tomo
tantas partes préximas iguais que se queira, comecando em G, nomeando-as 1, 2, 3,

4, e assim sucessivamente; esses numeros sao 0s expoentes das divisdes da reta.

Figura 8 — Construgédo do Triangulo, segundo Pascal.
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Fonte: Matematica na veia (http://matematica-na-veia.blogspot.com.br/2010/02/historia-do-Tridngulo-

aritmeticoparte.html.)
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Affonso (2014) “finaliza descrevendo que apds inimeras observacbes e
demonstragdes, Pascal publica os seguintes titulos "As ordens numéricas”, "As
combinacfes”, "Para determinar as partes que cada jogador deve receber quando
dois jogadores fazem varias partidas" e "Para achar as poténcias de binémios e de
apotomos" (diferenca entre duas razdes incomensuraveis).

A validagdo da titulagéo "Triangulo de Pascal" realiza-se em 1730, ano em que
Abrahan de Moivre (1667-1754), em sua marcante e influente obra "Miscellanea
analytica de seriebus et quadraturis (1730)," usou a titulagdo "Triangulum
Arithmeticum PASCALIANUM" para dar referéncia ao Triangulo Aritmético. A datar-
se dessa obra, o Tridngulo Aritmético fica famoso com a denominagéo "Triangulo de

Pascal’.

Figura9 — Declaracao de De Moivre "Triangulum Arithmeticum
PASCALIANUM

Fonte: E-rara (http://www.e-rara.ch/zut/content/titleinfo/1256109.)

De acordo com Rosadas (2016), “o grande Blaise Pascal exibe uma obra
cientifica desmembrada e infelizmente incompleta, mostrando exuberantemente seu
genialismo. Seus substitutos, se tal termo pode ser usado, como por exemplo Leibniz,

exploravam essas obras fascinados. Pascal foi, sem hesitar, o grandioso da historia
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matematica e um dos vinculos valorosos no progresso da Matematica, descreve Ruiz
(2010).”

3.4.2 Algumas Propriedades do Triangulo de Pascal

O Tridangulo de Pascal é um tridangulo aritmético formado por numeros
relacionados entre si. Ele dispbe os numeros binomiais em uma tabela, onde os
coeficientes binomiais de mesmo numerador ocupam a mesma linha e, os de mesmo

denominador ocupam a mesma coluna. Assim, a linha representa todos os
- n e , A o
coeficientes desde 0 até n): A seguir representamos o Triangulo Aritmético de

Pascal com os respectivos coeficientes binomiais:

Figura 10 — Construgdo do Triangulo de Pascal

Linha 3: (5) (1) (2) ()
Linha 4: () (1) () (3) (3)
Linha 5: (g) (3) () (3) (2) (3)

Fonte: Matematica Basica (https://matematicabasica.net/triangulo-de-pascal)

Diante disso, veremos as propriedades do Tridngulo de Pascal que facilitam
sua construcao e determinamos 0s numeros binomiais sem a necessidade de calcular
todos eles.

Giovanni (2015) “destaca cinco propriedades no Triangulo de Pascal:

. _— . (n
12 Propriedade: Todos os elementos da 12 coluna séo iguais a 1, pois (0) =

1.
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ny _ n! _n! ~q S0l = 1
(0)_0! m—0)  orm  POEET

22 Propriedade: O Ultimo elemento de cada linha é igual a 1, (Z) = 1.
n n! n!
—_ p—y p—y [ ' —_
(n) n! (n — n)!  n! 0! LpoisOF =1

32 Propriedade: Em uma linha qualquer, dois termos binomiais, equidistantes
dos extremos, sdo iguais. Observe a imagem a seguir:

Figura 11: coeficientes complementares
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Fonte: Brasil Escola (https://brasilescola.uol.com.br/matematica/propriedades-Triangulo-pascal.htm)
) = o= - : =2
k) " kitn-k) Mm-k'n-m0n-k]! Wn-k

42 Propriedade: A partir da segunda linha, e com excec¢do do primeiro e do
ultimo elemento de cada linha, cada elemento do triangulo de Pascal é igual a
soma do elemento imediatamente superior a ele com o elemento anterior a
este, como mostra a figura a seguir. Esta é a relacéo de Stifel.
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Figura 12: Relacao de Stifiel
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Fonte: Brasil (https://brasilescola.uol.com.br/matematica/propriedades-Tridngulo-

pascal.htm)

De modo geral: (Z) + (k T_Il_ 1) = (Z ::__ i) paran =2, relagdo de Stifel.

n n _ n! n!
(k) * (k +1) kl(n = k)! * (k+D!'(n — (k + 1))!
_nlk+1)+nl(n —k) nl(k+1+n —k)

(k+D!'(mn—k) — (k+1D! (n— k)
_ nl(n+1) _ (n+1)! _m+1
Skt DIn — k) (k+D'(n — k)! _(k+1)'

52 Propriedade: A soma dos nimeros binomiais de uma mesma linha é uma

poténcia de base 2, cujo expoente é igual ao numerador desses ndmeros
binomiais.
n

2 () = (@) + (D) + Q)+ (5 )+ () ++ () =27
A d’é?r(])onstragéo seré feita por inducéo.

5= (2)+ ()5 )

Sen:OtemosSo=(g)=1 = 20,

Paranzltemossl=(é)+(1)=1+1 = 21

Suponhamos entdo que o resultado é valido para todo n = 1,....k. Vamos
mostrar que o mesmo é valido para n = k + 1, ou seja, mostraremos que:

(k+1)+(k+1)+_“(k+1) Yy

0 1 k+1
k+1 k+1 k+1 : ~ :
Temos que ( 0 )+( 1 )+"'(k + 1). Aplicando a relacéo de Stifel,

nas parcelas da soma que estdo entre a primeira e a Ultima parcela, e

utilizando o fato de que (l(;) = (k -(l)_ 1) e (]]z _-:: 1) = (D tem se

S = () + (0 + () + () £ )+ () + ()
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Reescrevendo, S;,, = (k) + (k) +...+ (

0 1

k
k

)+(’5)+(’1‘)++(£)

Ou seja, Si4+1 = 2S5, e como por hipétese de inducéo vale que s, = 2% S,
concluimos que Sy = 2 x 2% = 2k*1, Assim a propriedade é valida para

todo n € N.” (Giovanni 2015)

Esquema demostrativo:

Figura 13: Teorema das linhas

linha |1 >
linha1 (1 1 -
linha2 1 2 1 -
inha3d |1 3 3 1 -
linhad |1 4 & 4 1 -

1=2"

1+1=2=2"
1+2+1=4 =24
1434+3+1=8=2°
1+4+64+4+1=16=2*

Fonte: S6 Matemaética (https://www.somatematica.com.br/emedio/binomio/binomio3.php )

Rosadas (2016) destacas outras propriedades além das citadas, como:

“62 Propriedade: A soma dos elementos de qualquer coluna, a partir do 1°
elemento até um qualquer é igual ao elemento situado na coluna a direita da
considerada e na linha imediatamente abaixo, ou seja, para quaisquer n € N e

Vp € N, é possivel afirmar que:

n n n+1 n n+?2 n n+3 P n+py_(ntp+1
Apligzgr)nos(a rgla(;)éo d(e Srtifel)aos(ele%eZtos da c(oluﬁa 2 + 1(, agz;;ti} da)linha

p + 2. Temos:

p+2\_(p+1
(p+1)_(p+1)+
p+3\ _(p+2
(p+1)‘(p+1>+
p+4\ _ (p+3
(p+1)‘<p+1)+

Entéo(p+n+1)= <p+n)+(p+n).

p+1 p+1 p

(5)
(57)
C5)

Fazendo a soma de todas as relacdes escritas acima e simplificando as
parcelas iguais que aparecem em lados opostos da igualdade temos que

G)+(757)+ (57)+ (757) v

p+n)_ (p+n+1)
p /  \ p+1
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Esquema demonstrativo:
Figura 14: Propriedade das Colunas

Fonte: S6 Matematica (https://www.somatematica.com.br/emedio/binomio/binomio3.php)

72 Propriedade: A soma dos elementos localizados na mesma diagonal desde

0 elemento da 12 coluna até o de uma qualquer é igual ao elemento

imediatamente  abaixo deste dltimo, ou seja, (g) + (n 1_ 1) +
n+2 n+p _(n+p+1>

( : )+...+( ) )— p )

Demonstracgéao.

(0)=C): (T =C2: 38 =077 (57
_ (n + p)
n
@+ T+ 3+ ()= + 0
("3 )+ ()
Pelo teorema das colunas, 62. Propriedade, sabemos que:
)+ () + )+ (0 )+ (M07) = (1157
E, pelo teorema dos binomiais complementares, temos:
(n+p1—1) _ (n+p+1)
n+ p
Assim, comcluimos que:
G+ 1D+ (57 = (00T
_(n+tp+1
B ( p )
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Esquema Demonstrativo:

Figura 15: Propriedade das diagonais

& 1
1 7 21 35 33 21 7 1

Fonte: S6 Matemética (https://www.somatematica.com.br/emedio/binomio/binomio3.php)

82 Propriedade: A sequéncia de Fibonacci é uma sequéncia de numeros
inteiros que comeca no numero 1, e cada termo subsequente equivale & soma

dos dois termos anteriores. Tal sequéncia pode ser escrita de forma recursiva:
Fn+2, = Fny1 + Fn que gera a sequéncia F, = (1,1,2,3,5,8,13,21,...)".
(Rosadas 2016)
Segundo Morgado (2006), “o numero de Fibonacci F, também aparece no
Triangulo de Pascal, que pode ser observada quando se somam os elementos da n-

ésima “diagonal inversa” do Triangulo de Pascal.”
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Figura 16: Sequéncia de Fibonacci

Trigngulo de Pascal Sequéncia de Fibonacci
1

1] 1 1

1

T 241 Py

1,3 1 24+44=3

1] 4LeJat 1l

1+3+1=5
1]5]10]/10 5 1

3+4+1=8
1/6)15]/20/15|'6 1] 1+6+5+1=13

117 121|35|35(21| 7 "1 4+10+6 +1 =21

Fonte: Azup (https://matematicazup.com.br/sequencia-de-fibonacci/)
") n-k
k/) k+1
encontra-se a seguir, permite o calculo de cada elemento da linha do Triangulo de

92 Propriedade: A relacdo de Fermat, ( = (k i 1), cuja demonstracéo

Pascal com base no elemento anterior. Também permite o calculo dos coeficientes

do desenvolvimento do tipo (x + @)™, onde cada coeficiente tem uma relagéo direta
com o coeficiente anterior.

(n) n-p _ n! n-p _ n! _( n )
p) n+p  p'(n-p) p+1  (p+Din-p-1) \p+ 1)

102 Propriedade: “No estudo de poténcias, alguns nuameros apresentam
propriedades especificas. No nosso estudo, apresentaremos uma particularidade que

esta intimamente ligada ao Tridngulo de Pascal. E possivel obter as poténcias de
base 11 neste triangulo.

Figura 17: Poténcia de 11.
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11'= 1 || e—) ] |
11°= 1 2 | —) 121
11°= 1 3 3 | — 1331
11*= 1 4 6 4 | m— 14641

Fonte: Autoria propria

Observamos que por exemplo, o nUmero 7251 pode ser escrito como:
7251 = 1.10°+5.101 +2.102+7.103
A n-ésima linha do Tridngulo de Pascal pode ser escrita como:
_(k =1\ (k — 1\ (k -2 k—1\ (k-1
l'b_( 0 )( 1 )( 2 )"'(k—z)(k—l)
O nuamero ¥ pode ser escrito como foi feito anteriormente (7251).

Y= (I;i:ll) X10°+(I;{:21) x 1044+, + (k N %) x10K3 +

(k | D x 1062 4 (k 5 1) x10K-1

Utilizando Binbmios de Newton, que serdo apresentados na proxima sec¢ao,
temos
k-1_ (k—1 k-1 10 4 (kK — 1 k-2 11
(10 + 1)kt = ( . ). 1057110 4 ( ) ). 1057211 +
k-1 k-3 12 k-1 1qk—2, (k=1 0 k-1 A
("5 )0z s (37 5) 10n 124 (0T ) 10% 15T que ¢ igual a
Y. "(Silva 2020)

3.4.3 Bindmio de Newton

Segundo Miranda (2016), “o binémio foi definido por Newton e trata- se de um
estudo que veio para complementar o estudo de produto notavel.

O estudo de Binémio de Newton engloba:

. Coeficientes Binomiais e suas propriedades;

. Triangulo de Pascal e suas propriedades;

. Formula do desenvolvimento do binbmio de Newton.”

Para Boyer (1991), “o teorema binomial, aperfeicoado em 1664 ou 1665, foi
descrito em duas cartas de 1676 de Newton a Henry Oldenburg, entdo secretario da
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Royal Society, e publicado por Wallis (dando crédito a Newton).”

De acordo com Travello (2013), “a grande relacdo que existe entre Algebra e
Analise Combinatéria é que no desenvolvimento dos chamados bindémios, (a + b)™,
onde a, b sdo numeros reais e n um numero natural, os binbmios aparecem

naturalmente como coeficientes multiplicadores nesta expansao, de forma que:”

n

(@+n) =) (*) avrpr

k=0

Tognato Il (2013) considera que “o Binbmio de Newton é um dos temas mais
elegantes da Historia da Matematica. Sabe-se que esta ferramenta envolve grande
dificuldade na aprendizagem proposta no ensino basico, porém a sua importancia e
utilidade séo claras e notorias nos ramos fundamentais da Matematica Moderna.

Ainda segundo o autor, na realidade, o Bindbmio era conhecido como Teorema
Binomial e tratava-se de um desenvolvimento algébrico que teve seu inicio muito
antes da época de Newton, mas somente ele conseguiu tomar plena posse desta
ferramenta e de toda sua abundante elegancia e potencialidade.

O autor destaca ainda, que é necessario lembrar que a Matematica ao longo
da histéria nunca se formatou de forma instantanea, e sim sempre foi moldada aos
pedacos, com diversas colaboracfes de grandes matematicos. Assim, foi com as
Equactes Algébricas, Geometria Analitica, o Calculo e outros. No caso do Binémio
de Newton, foi objeto de estudo por varios matematicos como Chu Shi-Kié, em 1303
e Blaise Pascal em 1623, os quais foram notaveis percussores e com esse estudo
permitiram que Newton pudesse desenvolver seu Bindbmio.

Para Tognato Il (2013), o Triangulo de Pascal € um agrupamento de nimeros
escritos em formato triangular, no qual a n-ésima linha representa os coeficientes
binomiais da expansdo binomial algébrica de (a + b)", onde n é um nimero natural
gualquer. A fama do nome Triangulo de Pascal deve-se ao fato de que Blaise Pascal
foi o primeiro que montou o tridangulo de forma explicita, em funcdo dos binomiais,
com arranjos bem claros do verdadeiro significado do Triangulo Aritmético.”

Segundo Silva (2009), “no Ensino Fundamental a algebra € trabalhada de
forma sistematica, procurando demonstrar todos o0s conceitos e propriedades
existentes como o quadrado da soma indicada, quadrado da diferenca indicada, cubo
da soma indicada, cubo da diferenca indicada, os quais sdo abordados de forma
abrangente. Segundo o autor, h4 necessidade de conhecimentos prévios do Ensino

Fundamental, que sdo decisivos e importantes para os estudos do binémio no
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segundo ano do Ensino Médio, sendo o referido assunto necessario para

vestibulares.”

Utilizando os produtos notaveis estudados no ensino fundamental, temos:
(x+a) =1,

(x+a)! = 1x + 1a,

(x + a)? = 1x? + 2ax + 1a?,

(x + a)® = 1x3 + 3x%a + 3xa? + 1a5.

Observando os coeficientes dos desenvolvimentos, percebemos que eles

formam as primeiras linhas do Triangulo de Pascal.

Figura 18: Coeficiente Binomial.

(x+a)=1 Boo=1
(x+a)=1x+1a Bio=1Bui=1
(x +a)® =1x* + 2ax + 1a® Bzo=1Bz21=2Bz2=1

(x +a)® = 1x? + 3a’x + 3ax? + 1a° B3o=1B31=3B32=3B33=1

Fonte: Autoria propria.

As seguintes proposi¢cdes se usam para determinar os coeficientes do Binbmio
de Newton (a + b)" através dos elementos B, ,,.

Qualquer coeficiente do desenvolvimento do Bindmio de Newton (x + a)™*!
do tipo B,i1,p+1 Pode ser determinado através da soma Byp.q + By, OU S€j,
Bni1p+1 = Bup+1 + Buyp!

Demonstracéo.

Ao determinar o desenvolvimento do binémio (x + a)™*!, sem perda de
generalidade, usaremos a = 1. Pela propriedade distributiva, temos (x + a)™*! = (x +
a). (x+a)™

Como a soma de cada diagonal nos oferece um coeficiente do binémio, temos
que a soma de B,,,, € B,.,4, sera o coeficiente de x®*D no bindémio (x + 1)™*, ou
seja, Byy1.p+1 POr definicdo. Logo, temos que:

Bni1p+1 = Bnyp+1 + Bnyp

Como consequéncia, podemos determinar a relacdo entre os elementos do
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Triangulo de Pascal e os coeficientes do desenvolvimento do Bindmio de Newton.

4. Fudamentacdo Metodologica do Projeto

4.1 Introducéo

A aplicacdo do presente projeto foi realizada com alunos do 2° e 3° ano do
Ensino Médio do periodo matutino de um escola estadual do municipio de Osasco.
Um dos motivos da escolha da referida escola foi o plano de aula da disciplina
Matematica, que contribui para a pesquisa, além disso, a unidade de ensino ja produz
alguns projetos, como Iniciacédo Cientifica, Mostra de cinema, entre outros.

“Este estudo foi pautado em uma estratégia de pesquisa qualitativa, de carater
exploratorio, através das atividades que foram aplicadas em etapas para o0s
estudantes da educacéo basica por meio de animacdes, de propria autoria. Para
Bogdan e Biklen (1994), “na pesquisa qualitativa, a fonte direta dos dados é o
ambiente natural, constituindo o investigador o instrumento principal”’. Nesse sentido,
uma das intengdes desse trabalho consiste em fazer com que o professor investigador
realize a pesquisa no ambiente em que o0s alunos se encontram inseridos
naturalmente, através de trés etapas de atividades a serem realizadas em turmas
regulares do ensino médio. Segundo os autores, “as agbes podem ser melhor
compreendidas quando sdo observadas no seu ambiente habitual de ocorréncia”. O
investigador, por sua vez, desempenha um papel importante nesse processo, Visto
gue ele é responsavel pelo questionamento com os alunos, buscando maior
percepcéao do raciocinio dos mesmos. Ou seja, mais importante do que o resultado e
produto final, essa pesquisa preocupa-se em analisar o processo de aprendizagem
dos estudantes frente aos conceitos abordados, através das atividades propostas
com as animacdes de propria autoria.” (Silva 2020) Desse modo, “as abstracdes vao
sendo construidas a partir dos dados e as experiéncias obtidas ao longo da
investigacdo, ou seja, os dados, sdo analisados de forma indutiva (Bogdan; Biklen,
1994).”

“‘Como a atividade de pesquisa € empreendida no intuito de descobrir e
construir novos conhecimentos, para tal € necessario desenhar ou projetar o caminho
a ser seguido, uma vez que cada caminho podera levar o investigador a alcancar
diferentes resultados, devendo assim avaliar as restricdes e oportunidades colocadas

pelo contexto dentro do qual pretende trabalhar.” (Silva 2020)
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“Desing de pesquisa € o mapa, 0 caminho e seus respectivos contornos, que,
a partir de uma questéo ou foco, norteard a investigacdo e o alcance dos objetivos
tracados previamente” (Merriam, 1998; Godoy, 1995).

O termo Design-Based Research foi utilizado nos anos 90 pelos pesquisadores
Ann Brown (1992) e Alan Collins (1992) “para referirem-se a uma metodologia de
pesquisa em Educacao que se predispde a:

e resolver problemas complexos em contextos reais, em colaboracdo com os
professores;

e realizar investigacao rigorosa e reflexiva para testar e aperfeicoar ambientes de
aprendizagem inovadores.”

“‘Os projetos de pesquisa que tém o "Design-Based Research” como
metodologia visam aumentar radicalmente a relevancia da pesquisa para a pratica,
envolvendo os sujeitos de pesquisa em diferentes papéis durante todo o processo de
investigacdo.” (Silva 2020) Para Kelly e Lesh (2020), “estudantes, professores,
cursos, curriculos, materiais didaticos e mentes sdo sistemas complexos, que nao
devem ser observados isoladamente, pois quando isso ocorre, a observagao corre o0
risco de deixar o conjunto — “ecologia de aprendizagem” — defasado.” Esse conjunto
citado por Lesh (2003) “é dinamico, interativo, auto regulavel e permanece em
adaptacao continua durante todo o processo, pois cada feedback produz efeitos que
direcionam as préximas intervencdes.” Segundo Cobb et al. (2003), “sé&o cinco as

caracteristicas do "Design-Based Research":

. desenvolve teorias tanto sobre o processo de aprendizagem quanto
sobre os materiais que sdo utilizados para dar suporte a aprendizagem;
o considera a existéncia de uma natureza intervencionista que objetiva

investigar possibilidades de novas formas de aprendizagem visando
mudancas educacionais;

. envolve a revisdo continua do "design" do projeto que se mostra
flexivel, uma vez que h& um conjunto de tentativas iniciais que séo revistas em
funcdo do seu sucesso na pratica, ou seja, essa metodologia tem dois
aspectos: o prospectivo e o reflexivo. Assim, o pesquisador interage no
sistema continuamente dotando-o de um movimento ciclico. Como
consequéncia, no "Design-Based Research" existem momentos de "redesign";

. quebra a visdo tradicional em que pesquisador, professores e alunos
desempenham papéis fixos no processo;
° € pragmatico, pois as teorias que envolvem as atividades estdo

relacionadas a um dominio especifico.”

“No Design-Based Research, os registros ndo necessitam ser feitos de uma
Unica forma, ao contrario, podem ser registros escritos, gravados, fotografados,
filmados e, no caso de uma pesquisa em ambiente computacional, também se
aceitam arquivos salvos dos episddios de ensino. Na presente pesquisa, Sao
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utilizados todos esses métodos, inclusive os registros em video que, como destacam
Steffe e Thompson (2000), sdo muito importantes para visualizar as expressoes dos
sujeitos durante as atividades do processo de formacéo, principalmente nos trabalhos
em que o pesquisador assume um duplo papel: o de professor e pesquisador.” (Silva
2020)

De acordo com os autores Steffe e Thompson (2000), “observacoes
cuidadosas dos videos oferecem aos pesquisadores a oportunidade de ativar os
arquivos das experiéncias passadas com 0s estudantes e trazé-los a consciéncia.
Quando os pesquisadores reconhecem a interagdo como tendo sido vivenciada antes,
interpretacdes passadas das atividades dos estudantes, que foram feitas de forma
superficial, podem ocorrer novamente ao professor e pesquisador.”

Como bem esquematizou Signorelli (2007), na Figura 19, o "Design-Based

Research" apresenta ciclos de “redesign”.
Figura 19: Ciclo de Redesign.

Preparacao | —» Atuacao - " Analise
Modificacao | +—— Reflexao

Fonte: Signorelli, 2007, p.51.
Tendo em vista as consideracbes metodoldgicas iniciais, esta pesquisa foi

realizada conforme o0s seguintes procedimentos: inicialmente, para melhor
aprofundamento do tema a ser pesquisado, foi realizado um mapeamento
bibliografico (revisdo de literatura), no Banco de Teses e Dissertacfes da Capes,
acerca dos estudos que envolvem o uso de recursos tecnolégicos no ensino e
aprendizagem de Estatistica no Ensino Médio.

O projeto foi realizado de acordo com as seguintes Fases:

A 12 Fase, tratou da andlise do problema educativo, planejamento,
delineamento e estruturacdo da pesquisa. A 22 Fase referia-se ao desenvolvimento
do artefato pedagdgico, que tanto se faz necessario para uma teoria norteadora. A 32
Fase constou de intervencdo pedagodgica, para compreender e avaliar o artefato
pedagdgico, que na nossa pesquisa consiste nas atividades dinamicas através de
animacoes. A 4° Fase, por sua vez, fez uma reflexdo de tudo que foi desenvolvido e

aperfeicoou as caracteristicas do produto educacional com vista pratica.
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Para Parrilla e Daniels (2004), as atividades realizadas em grupo permitem a
socializacdo, adaptacdo as normas, troca de experiéncias e de aprendizagem. Como
a intervencao pedagogica ocorreu de forma online, separamos o0s alunos em trios, de
forma que pelo menos um aluno do grupo possuisse o programa PowerPoint em seu
computador. Os outros dois alunos foram sorteados de forma aleatéria, de acordo
com numero de cada aluno que consta no diario de classe. Ressalta-se que a
atividade ocorreu no hoérario de aula, respeitando o turno dos alunos mesmo de forma
remota.

A opcéo de realizar as atividades em grupo permitiria que os alunos se
comunicassem e compartilhassem suas ideias sobre as animacdes e atividades, e
também pelo fato de permitir que mais alunos participassem da pesquisa, visto que
nem todos disponibilizavam de equipamentos tecnoldgicos para realizacdo da

atividade.

4.2 Procedimentos

“Para as construgdes das atividades dinamicas com animagdes foram feitas
pesquisas na internet e nas dissertacoes que abordassem o assunto. No caso do
conteudo de Triangulo de Pascal, foi encontrada uma dissertacdo e uma pagina web
da Universidade Federal Fluminense (UFF). Na dissertacdo de Hanke (2008), a
atividade proposta teve o objetivo de “por meio de observagdes na formagado do
Triangulo de Pascal, formulassem e testassem conjecturas acerca das propriedades
principais abordadas no conteudo”, sendo realizado de maneira tradicional, sem
interferéncia de tecnologia. Na pagina web de contetdos digitais para 0 ensino e
aprendizagem de Matemética e Estatistica da UFF, foram encontradas algumas
animacdes referentes ao Triangulo de Pascal, que mostravam as propriedades aos
alunos sem que eles tivessem a chance de descobrir os padrées nela apresentados.
Inspirados tanto nessas animagdes quanto na dissertacdo, construimos as animacdes
de forma que os alunos buscassem as propriedades por meio de observacdes e
incluimos atividades e resolugdes, que a pagina web ndo apresentou.

Diante dessas observacgOes, fomos pesquisar que plataforma poderia ser
utilizada para criar as animacfes e as atividades, e como resultado obtivemos o
PowerPoint, que é de facil acesso e manuseio pelos alunos e professores, nao
necessitando de um conhecimento especifico para utiliza-lo. Vale ressaltar que a

realizacdo desta atividade tem como requisitos prévios o conhecimento do contetdo
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de Andlise Combinatdria (arranjo, permutacdo e combinacdo). Lembramos que, de
acordo com Curriculo Estadual de S&o Paulo, logo ap0s essa etapa, o préximo
conteudo deste bloco é o Triangulo de Pascal.

Nessa construcao, desejava-se uma animacao visual que desse sentido a cada
propriedade, fazendo com o que o aluno, ao visualizar a animagéo, conseguisse
descobrir a propriedade proposta. Além disso, de acordo com Borba e Penteado
(2003), devemos escolher propostas pedagdgicas que enfatizem a experimentacao,
visualizacdo, simulacdo e comunicacdo entre o artefato eletrénico e os alunos. A

Figura 20 exibe um recorte da animacéao produzida.” (Silva 2020)
Figura 20: Captura de tela PowerPoint da Relacdo de Stifel.

Triangulo de Triangulo de Pascal Tridangulo de Triangulo de Pascal
Pascal Numérico com Coeficiente Pascal Numérico com Coeficiente
Binominal Binominal

0.

Fonte: Autoria propria.

“Para auxiliar o entendimento de cada propriedade, as atividades foram
construidas em dois niveis, sendo que o primeiro era relativo ao carater teorico da
propriedade e o segundo visava sua aplicacdo. Neste trabalho chamamos de
atividades praticas todas que necessariamente exigem calculos para se encontrar a
resposta. Ja as atividades tedricas sdo aquelas que utilizam o raciocinio légico e a
principal ideia da animacdo, sem a necessidade de realizar algum tipo de calculo.
Outro fato a destacar € o carater objetivo das atividades. Apds a confirmacédo da
resposta selecionada, no préximo slide aparecia a opcao correta e a resolucéo,
fornecendo ao aluno um “feedback” automatico, independentemente de sua resposta
estar correta ou ndo. O objetivo nesse caso era corrigir 0s possiveis erros e também
aprimorar o conhecimento sobre o conteudo. Esse processo fazia com que o aluno
s6 passasse para proxima atividade apds ter visto a resolucdo da atividade em
qguestao, fornecendo para o aluno que errou, a oportunidade de se aprimorar e evitar
futuros erros, em particular nas atividades praticas.” (Silva 2020)

Os procedimentos utilizados estéo descritos nas Figuras 21 e 22.
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Figura 21: Captura de tela PowerPoint da Relacao de Stifel.

1 - Apés observar a animacéo, assinale a opgéao
que corresponde a propriedade relacao de Stifel.

c | a) A divisdao de dois numeros do triangulo localizados lado a lado é
igual ao numero localizado imediat: te abaixo.

'S

b) A subtracdo de dois numeros do triangulo localizados lado a lado é
igual ao numero localizado imediatamente abaixo.

“ | c¢) A multiplicagao de dois nimeros do triangulo localizados lado a lado
é igual ao numero localizado imediatamente abaixo.

S

“ | d) A soma de dois nimeros do triangulo localizados lado a lado é igual
ao numero localizado imediatamente abaixo.

&

} Proximo

Fonte: Autoria propria.

Figura 22: Captura de tela do resulacéo da Atividade.

1 - ApOs observar a animacéo, assinale a opgao
que corresponde a propriedade relacao de Stifel.

Alternativa correta é a letra d, como vemos na imagem abaixo:

Fonte: Autoria propria.
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As atividades foram distribuidas da seguinte maneira:
12 Intervencédo — Revisdo de Poténcia.
22 Intervencao — Relacao de Stifel, Propriedade das linhas e colunas.
32 Intervencdo — Propriedade das diagonais, Sequéncia de Fibonacci e
Binbmio de Newton. Como Curiosidade, a animagao Poténcia de 11.

Para a construcéo das atividades dindmicas em Estatistica para os alunos do
terceiro ano, foram feitas pesquisas bibliograficas sobre o assunto. Encontramos
diversos trabalhos que usaram tecnologia, entre eles o software R, Excel (pacote
Microsoft) e Fathom entre outros. Na pesquisa, observou-se que todos os pacotes
nao explicavam cada medida, ou seja, bastava ter os dados e o sistema calculava o
resultado, ocultando o procedimento. Por esse motivo, escolhnemos uma abordagem
gue explicasse cada calculo das medidas de centralidade usando animacdes em
situacdes cotidianas. Para aprofundar o conteudo, foram colocadas situac6es em que
fosse possivel explorar as propriedades das medidas, como por exemplo, os valores
discrepantes que influenciam a média aritmética e a comparacdo entre média e
mediana.

Nessa construcao, desejava-se uma animacao visual que desse sentido a cada
medida de centralidade e disperséo, fazendo com o que os alunos, ao visualizar a
animacao produzida pelos softwares Animaker e PowToon, conseguissem entendé-
las e aprimorar 0 aprendizado de seus conteudos através de situacoes.

Vale ressaltar que a realizacao destas atividades tinha como requisitos prévios
0s conhecimentos de populacdo e amostra, tipos de dados, entre outros, que séo
importantes para esses topicos.

Figura 23: Captura de tela do PowerPoint com a animacao

Ok Josd Preciso do 'owa forma de representar: q
relaticio s mécha de gols D

realzades pela selecho da = DT aimer o €4 parTida et aden peia seiech reare

Rgssia ma Copa de 2008, m logotemes: . ...,

& e

1oy daq g1 P i pola srieso et

Fonte: Autoria propria.
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As atividades de aplicacao (nivel 2) foram extraidas de vestibulares e provas
do Enen, questbes que contextualizavam o contetdo com o cotidiano, e as atividades
tedricas (nivel 1) foram elaboradas de acordo com cada animacé&o. Outro fato a ser
comentado, e que justifica a escolha das atividades selecionadas para a pesquisa €
a BNCC (2017, pg. 529), “‘que menciona a habilidade de resolver e elaborar
problemas, em diferentes contextos, que envolvam célculo e interpretacdo das
medidas de tendéncia central (média, moda, mediana) e das de disperséo (amplitude,
variancia e desvio padréo).” (Silva 2020)

As Figuras 24 e 25 mostram um exemplo de como apareceram as atividades
dinamicas e como eram feitas a sele¢céo das respostas.

Figura 24: Captura de tela PowerPoint da Atividade de Média

2 - Se a meédia aritméticaentren,n=1,2n+1e 4 ¢ 10,
determine o valor de n.

-laT

I Q

b) 8.

|

-l e)9.

|

~ | d)10.

|

Proximo

Fonte: Autoria prépria

Figura 25: Captura de tela do resolucéo da Atividade
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2 - Se a média aritméticaentren,n—=1,2n+1e 4 ¢ 10,
determine o valor de n.

A alternativa correta é a opgao ¢, como vemos abaixo:

Se para calcular a média aritmética entre n, n — 1, 2n + 1 e 4, somamos todos esses termos
e dividimo-los por 4, expressaremos esse calculo como uma equagdo cujo resultado
sera 10:
n+(n-1N+(2n+1)+4=10
4
n+n-1+2n+1+4=10-4
4n+4=40
4n=40-4
4n =36
n = 36/4
n=9 ‘
Para que a média aritmética entre n, n =1, 2n + 1 e 4 seja 10, devemos tern =9.

Fonte: Autoria prépria

As atividades foram distribuidas da seguinte maneira:

12 Intervencao — Revisao de ordenacao e opera¢cdes com numeros decimais.

22 Intervencdo — Medidas de Tendéncia Central (Média, Mediana e Moda).

32 Intervencdo — Medidas de Dispersao (Desvio Médio, Amplitude, Variancia
e Desvio Padréao).

Como as atividades foram aplicadas em sete turmas, sendo quatro turmas do
segundo ano e trés turmas do terceiro ano, foi preciso da ajuda do professor da turma
e mais um professor de Matematica da escola. A aplicacao ocorreu de forma individual
para cada grupo, sendo trinta e sete grupos no segundo ano e vinte e nove no terceiro
ano. A aplicacdo ocorreu entre os dias vinte e oito de junho a dez de agosto 2021, no
horério da aula de Matematica.

Seguem o0s passos realizados para a aplicacéo:

1. Antes da aplicacdo das atividades, me reuni com 0s professores para
informar os procedimentos durante as atividades de forma presencial na escola
escolhida.

2. Foi comentado na reunido que em nenhum momento o professor pode
influenciar ou opinar nas respostas dos alunos e no entendimento da animagao.

No proximo capitulo, apresentaremos as atividades dindmicas que foram

aplicadas, juntamente com as animacdes projetadas para aulas remotas.
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5. Aplicacéo das atividades dinamicas

Neste capitulo apresentamos as atividades dindmicas que foram aplicadas e
alguns comentarios, juntamente com as animacoes no PowerPoint. As atividades da
segunda interacdo, na parte de Estatistica e Triangulo de Pascal foram aplicadas em
turmas respectivamente do segundo e terceiro ano do Ensino Médio de uma escola

publica de S&o Paulo, no formato remoto.

5.1 Atividades dinamicas sobre o Triangulo de Pascal e o BindOmio de
Newton

5.1.1 Relacao de Stifel

1 .ApOs observar a animacgéo, assinale a op¢ao que corresponde a propriedade
relacdo de Stifel.

a) A divisdo de dois numeros do Triangulo de Pascal localizados lado a lado é
igual ao numero localizado imediatamente abaixo a direita.

b) A subtracé@o de dois numeros do Triangulo de Pascal localizados lado a lado
€ igual ao numero localizado imediatamente abaixo a direita.

c) A multiplicacdo de dois numeros do Tridangulo de Pascal localizados lado a
lado € igual ao numero localizado imediatamente abaixo a direita.

d) A soma de dois numeros do Triangulo de Pascal localizados lado a lado &

igual ao numero localizado imediatamente abaixo a direita.
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Resolucdo da questao:

Alternativa correta € a letra d, como vemos na imagem a seguir:

Figura 26: Imagem da resolucdo da atividade 1

1

1T 2 1
1 @D 1
TD® 4 1

1 (3 10 10 5 1

Fonte: Infoescola (https://www.infoescola.com/combinatoria/triangulo-de-pascal/)

2. Observe a figura e marque a opgao correta para os valores respectivamente

dex,y,wez.

Figura 27: Imagem da atividade 2 da Relacéo de Stifel
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1

11
121
1x31
lywzl

Fonte: Autoria propria
a) 3,4,4,6.
b) 3, 4, 6, 6.
c) 3, 4,6, 4.
d) 3, 6, 4, 6.

Resolucdo da questao:

Alternativa correta é a letra ¢, como mostra 0 esquema a seguir:
Para X Para Z
X=1+2 Z=3+1,

logo X =3 logo z = 4.

ParaY

Y=1+X
Y=1+3
logoY =4
Para W

W=x+3
W=3+3
logo W =6
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Com isso, observamos que a resposta corresponde aos valores 3, 4, 6, 4.

5.1.2 Propriedade das Linhas

1. ApOs observar a animacéo, assinale a op¢ao que corresponde a propriedade
das linhas no Triangulo de Pascal.

a) Na linha n do Triangulo de Pascal a subtracdo dos nimeros € igual a 27".
b) Na linha n do Triangulo de Pascal a multiplicac&o dos nimeros € igual a n?.
c¢) Na linha n do Triangulo de Pascal a soma dos numeros € igual a 2".

d) Na linha n do Tridngulo de Pascal a multiplicacdo dos niimeros é igual a 22™.

Resolucdo da questao:

Alternativa correta é a letra ¢, como vemos na imagem a seguir

Figura 28: Teorema das Linhas

linha O |1  1=2"

linha 1 I 1 » 1+1=2=2"

linha2 [I 2 1 » 14+2+1=4=2%

linha3 |1 2 2 1 » 14+3+3+1=8=2°
linhad |1 4 & 4 1  1+d+64+44+1=16=2"

Fonte: S6 Matemética (https://www.somatematica.com.br/emedio/binomio/binomio3.php)

Podemos notar que temos como base o nimero 2, e gue o numero da linha do
Triangulo de Pascal representa o expoente. Resolvendo essa poténcia, chegamos na

soma de todos os numeros que estdo naquela linha.

2. (UFPE - adaptada) Suponha que (3) + (rll) + (731) +...+ (Z) =8192. O

valor de n sera:
a) 12.
b) 13.
c) 14.
d) 15.
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Resolucdo da questao:

Alternativa correta é a letra b, como vemos no esquema a seguir:

Basta decompor o numero 8192.

Figura 29: Imagem da resolucdo da atividade 2 da propriedade das linhas

8192 2
4096
2048
1024
512
256
128
64

32
16

8
4
2
1

Fonte: Autoria prépria

MR N NN NN DNMNDNMNNDNN

Notamos que o nimero 2 aparece 13 vezes, ou seja, 8192 = 213,

5.1.3 Propriedade das Colunas

1. “ApOs observar a animacdo, assinale a opcdo que corresponde a
propriedade das colunas no Triangulo de Pascal.

a) A subtracdo dos elementos de qualquer coluna, do 1° elemento até um
qualquer, é igual ao elemento situado na coluna a direita da coluna considerada e na
linha imediatamente abaixo.

b) A soma dos elementos de qualquer coluna, do 1° elemento até um qualquer,
€ igual ao elemento situado na coluna a direita da coluna considerada e na linha
imediatamente abaixo.

c) A multiplicacdo dos elementos de qualquer coluna, do 1° elemento até um
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qualquer, é igual ao elemento situado na coluna a direita da coluna considerada e na
linha imediatamente abaixo.

d) A soma dos elementos de qualquer coluna, do 2° elemento até um qualquer,
€ igual ao elemento situado na coluna a direita da coluna considerada e na linha

imediatamente abaixo.” (Silva 2020)

Resolucdo da guestao:

Alternativa correta é a letra b, como vemos na imagem a seguir:

Figura 30: Imagem da resolucdo da atividade 1 da propriedade das colunas

1

(1o > 1
12 200 12 &6 1
u x
L 21 35 [35) 21 7 1

Fonte: S6 Matematica (https://www.somatematica.com.br/emedio/binomio/binomio3.php)

1
2
3
40 6 4] 1
5
&

“Podemos notar que a soma dos elementos de qualquer coluna, do 1° elemento
até um qualquer, é igual ao elemento situado na coluna a direita da coluna

considerada e na linha imediatamente abaixo.” (Silva 2020)

2. Observe a figura e marque a opgao correta para os valores respectivamente

dex,y,wez.
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Figura 31: Imagem da atividade 2 da propriedade das colunas

a W -

1
x 10 vy 1
6 w20 z 6 1

Fonte: Autoria prépria

1
1
1
1
1
1
1

a) 10, 5, 15, 15.
b) 15, 10, 5, 15.
¢) 10, 15, 15, 10.
d) 15, 5, 10, 15.

Resolucdo da questao:

Alternativa correta é a letra a, como vemos na explicacéo e na imagem abaixo:
Primeiro passo € encontrar os valores desconhecidos. Pela a relacdo de Stifel,
podemos encontrar quase todos os elementos da primeira coluna e um elemento da
segunda coluna. Temos também que cada linha do Triangulo de Pascal comeca e
termina com 1. Logo chegamos a conclusdo que os elementos da primeira coluna
séo: 1,2,3,4eb5.

Basta somar todos esses numeros da coluna e encontramos w, entdo, w=1 +
2+ 3+4+5=15. Depois disso, podemos encontrar o valor de x, somando 1 + 2 +
3 +4 =10. Para a coluna 4, o primeiro valor desconhecido € igual a 1, pois como
vimos anteriormente, o primeiro e ultimo elemento de cada linha do Triangulo de
Pascal sédo iguais a 1. Pela relacdo de Stifel, encontramos o segundo valor

desconhecido dessa coluna, somando 3 e 1 (elemento acima) e encontramos 4.
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Somando os elementos dessa coluna (1 + 4) encontramos 5, que é o valor de y.
Usando novamente a relacao de Stifel podemos encontrar o valor de z que € a
soma de 10 + 5, logo z = 15.

Figura 32: Imagem da resolucdo da atividade 2 da propriedade das colunas

411
=10/ 10| v=5 | 1
w=15{ 20 |z=15| 6 1

S T T e Y =
DU B W N
(@)

Fonte: Autoria prépria
Entdo, pela ordem temos os seguintes valores: x = 10; y =5; w =15 e z = 15.

Propriedade das Diagonais

1. “ApOs observar a animacdo, assinale a opcdo que corresponde a
propriedade das diagonais no Tridngulo de Pascal.

a) A soma dos elementos situados na mesma diagonal desde o elemento da
12 coluna até um elemento qualquer € igual ao valor ao lado direito na linha
imediatamente abaixo.

b) A multiplicacdo dos elementos situados na mesma diagonal desde o
elemento da 12 coluna até um elemento qualquer € igual ao elemento imediatamente
abaixo dele.

c) A subtracéo dos elementos situados na mesma diagonal desde o elemento
da 12 coluna até o de um elemento qualquer € igual ao elemento imediatamente
abaixo dele.

d) A soma dos elementos situados na mesma diagonal desde o elemento da
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12 coluna até o de um elemento qualquer € igual ao elemento imediatamente abaixo
dele.

Resolucdo da questao:

Alternativa correta é a letra d, como vemos na imagem a seguir:

Figura 33: Propriedade das diagonais

+

1
3 1

=

1
2
3
4 b 4 1
5
b
T

4

0 10 "5 1
15 20 =15 & 1

21 36 3 41 7 1
8 28 b8 TO BE 48 8 1

Fonte: Matemética Didatica (http://www.matematicadidatica.com.br/TrianguloDePascal.aspx)

Podemos notar que a soma dos elementos situados na mesma diagonal desde

o elemento da 1° coluna até um elemento qualquer é igual ao elemento imediatamente
abaixo dele.

2. Observe a figura a seguir e margue a opgao correta perante a expressao
w
X

zZ N
" sabendo que os valores de x, y, w e z se encontram no Triangulo de Pascal

a sequir.” (Silva 2020)
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Figura 34: Imagem da atividade 2 da propriedade das diagonais

1
2

w =

DR

1
X Yy 5 1
6 w z 15 6 1

Fonte: Autoria propria

Ll e

a) l.
b) 2.
c) 3.
d) 4.

Resolucdo da questao:

Alternativa correta é a letra a, como veremos a seguir:
O primeiro passo é encontrar os valores desconhecidos, que podem ser
determinados pela relacdo de Stifel. Apés isso, é possivel encontrar os valores de x,

vy, w, e z pela propriedade da diagonal. Segue a seguir o esquema da resolucéo.
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Figura 35: Imagem da resolucao da atividade 2 da propriedade das diagonais

1

1
3
6

| QU

nibh wiNn -
)

10|10
61520

Legenda

N

=
un
0}
=

| |Primeim diagonal

I ISegunl:Ia Diagonal

_Ter:eim Diagona

| Mimero | Resposta dos valores tampados.

|HL'|n1er-:- |Ftesp-::5ta da soma das diagonais %, v, wez).

Fonte: Autoria prépria

p ~ W z
ApOs encontrar 0s valores, basta resolver a expressao S ;

20

o 15
Substituindo os valores, encontraremos < T 1o

Resolvendo, teremos que 1?5 =3e % =2,logp3-2=1.

5.1.5 Sequéncia de Fibonacci

1. ApOs observar a sequéncia de Fibonacci, é correto afirmar que:

a) A partir do primeiro termo, cada numero é obtido a partir da soma dos dois
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ndmeros anteriores.

b) A partir do terceiro termo, cada numero € obtido a partir da soma dos dois
nameros anteriores.

c) A partir do terceiro termo, cada niamero é obtido a partir da multiplicacao dos
dois numeros anteriores.

d) A partir do primeiro termo, cada numero é obtido a partir da multiplicagéo

dos dois niUmeros anteriores.

Resolucdo da questao:

Alternativa correta é a letra b, como vemos na imagem a seguir:

Figura 36: Imagem da resolugdo da atividade 1 da sequéncia de Fibonacci

— ‘ 1

1
1
2
3
5 14+ 34
8 .
— L TO+6+1

Fonte: Pinterest (https://br.pinterest.com/pin/372391462922729454/)
Notamos que a partir do terceiro termo, cada numero € obtido a partir da soma

dos dois elementos anteriores.

2. Leonardo ganhou um casal de coelhos recém-nascidos. Imagine que 0s
coelhos chegam a idade de acasalar no segundo més de idade e que as fémeas
demoram um més para parir, gerando apenas outro casal. Quantos casais de coelhos
havera depois de um ano?

a) 89.

b) 121.

c) 233.
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d) 377.

Resolucdo da guestao:

Alternativa correta € a letra ¢, como veremos a seguir:

“‘No 1° més ha apenas 1 casal de coelhos. Como a maturidade sexual dos
coelhos da-se somente a partir do segundo més de vida, no més seguinte continua
havendo apenas 1 casal. No 3° més teremos 0 nascimento de mais um casal,
totalizando 2 casais. No 4° més, com o0 nascimento de mais um casal, gerado pelo
casal inicial, (visto que o segundo ainda ndo amadureceu sexualmente) teremos 3
casais. No més seguinte (5°), com nascimento de dois novos casais gerados pelo
casal 1 e pelo casal 2, totalizam-se 5 casais e assim por diante.” (Brasil Escola)

Segue o0 esquema demostrando o que foi mencionado.

Figura 37: Imagem da resolucédo da atividade 2 da sequéncia de Fibonacci

0 Meses Casais: 0

0 (1 W N = | =

Fonte: Escola educacéo (https://escolaeducacao.com.br/sequencia-de-fibonacci/)

Seguindo essa logica e as condi¢Bes estabelecidas previamente por Fibonacci,
temos a sequéncia: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, --- Logo, podemos

perceber que no final de um ano restarao 233 casais de coelhos.



5.1.6 Bindmio de Newton.

1. Observe as sentencas a seguir:

| — Os coeficientes do desenvolvimento de (a + b)™ sdo nimeros da linhas-de
n-ésima linha do Triangulo de Pascal.

Il — Os expoentes de a decrescem de 1 em 1, de n até 0, enquanto os
expoentes de b crescem de 1 em 1, de 0 até n.

De acordo com a animagéao, podemos dizer que as sentencas:

a) Apenas a sentenca |l € verdadeira.

b) Apenas a sentenca | € verdadeira.

c) Todas as sentencas séo verdadeiras.

d) Todas as sentencas sao falsas.

Resolucdo da questao:

Alternativa correta é a letra ¢, como mostra a imagem a seguir:

Figura 38: Imagem da resolucao da atividade 1 do Binémio de Newton

1 > (a+b)=1
1 1 = (a+b) =1a+1b
1 2 1 » (a+by=18 + 2ab +1b°
T 8.9 4 » (a+b)=18"+3ab +3ab* +1b°

1 4 8 4 1 —— (a+b) =1a"+4ab + 6&b? + 4ab’ + 1b°
1 5 10 10 5 1 — (a+b)s =1a° +5a‘b +10a°b? +10&°b* + 5ab* +1b°

Fonte: Gestdo Educacional (https://www.gestaoeducacional.com.br/binomio-de-newton-o-que-e/)

Notamos que as duas sentencgas sao verdadeiras.

2. ApOs observar a animacgdo, assinale a opcdo que corresponde ao
desenvolvimento do binémio (a + b)*.

a) b® + 4ab® + 6a%b? + 4a3b + a®.

b) a* + 4a3b + 6a%b? + 4ab® + b*.

c) a' + 4a?b + 6a3b? + 4ab*b + b°>.

d) 4a3b + 6a?b? + 4ab3b.
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Resolucdo da questao:

Alternativa correta € a letra b, como veremos a seguir:

Como o expoente do binbmio € igual a 4, iremos utilizar os niumeros relativos
a linha de numero 4 (quinta linha) do triangulo de Pascal para os coeficientes dessa
expansado. Assim, temos: 5? linha do tridngulo de Pascal: 1 -4 -6 -4 — 1.

Esses numeros seréo os coeficientes do desenvolvimento do binémio. Depois
disso, basta distribuir os expoentes, como vemos a segulir:

(a+b)* = 1a*b° + 4a®b* + 6a%b* + 4a'b’ + 1a°b*,

de modo que

(a+ b)* = a* + 4ab + 6a*b* + 4ab® + b*.

5.2 Atividades dindmicas sobre Estatistica

5.2.1 Média Aritmética

1. Apds observar a animacdo, assinale a op¢do que corresponde a média
aritmética:

a) subtracdo dos numeros dividida pela quantidade de niumeros somados.

b) somatorio dos numeros multiplicado pela quantidade de nimeros somados.

) Subtracdo dos numeros multiplicado pela quantidade de nimeros somados.

d) somatério dos niumeros divida pela quantidade de nimeros somados.

Resolucdo da guestao:

A alternativa correta € a letra d, como vemos na formula a seguir:
X1+ Xy + x3 + x4+ Fxy
N
Entdo a média é calculada somando-se todos os valores do conjunto de dados

X =

e dividindo-se pelo nimero de elementos deste conjunto.

2. Se ameédia aritméticaentre n,n -1, 2n + 1 e 4 € 10, determine o valor de n.
a) 7.

b) 8.

c) 9.

d) 10.
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Resolucdo da questao:

A alternativa correta é a opcao ¢, como vemos abaixo:

Se para calcular a média aritmética entre n, n—1, 2n + 1 e 4, somamos todos
esses termos e dividimo-los por 4, expressaremos esse célculo como uma equagao
cujo resultado sera 10:

n+t(n-1D+EZn+1)+4

2 10
n+n—-1+2n+1+4=10.4
dn+4 =40
4n = 36

36
=7
n=9

Para que a média aritmética entre n, n — 1, 2n + 1 e 4 seja 10, devemos ter n

3. (UFC) A média aritmética das notas dos alunos de uma turma formada por
25 meninas e 5 meninos € igual a 7. Se a média aritmética das notas dos meninos €
igual a 6, a média aritmética das notas das meninas € igual a:

a) 7,0

b) 7,2

c)7,4

d) 7,6

Resolucdo da questao:

Primeiramente, vamos identificar a soma das notas dos meninos por x e a nota das
notas das meninas por y. Se a turma tem 5 meninos e a média aritmética de suas notas
€ igual a 6, entdo a soma das notas dos meninos (x) dividida pela quantidade de
meninos (5) deve ser igual a 6, isto é:

x—6
=
XxX=6.5
x =30

Do mesmo modo, se a turma tem 25 meninas e Me é a média aritmética de suas
notas, o quociente da soma das notas das meninas (y) e a quantidade de
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meninas (25) deve ser igual a Me, isto é:

y

— =M
25 ¢

y =25. Me

Para calcular a média da turma, devemos somar as notas dos meninos (30) as
notas das meninas (y) e dividir pela quantidade de alunos (25 + 5 = 30). O resultado
deverd ser 7. Sendo assim, temos:

x+y

25+5
30+25.Me_7
30 B

30 + 25Me =30.7
25Me =210 — 30
25Me = 180

180
25
Me = 7,2.

Me

Portanto, a média aritmética das notas das meninas é 7,2.
A alternativa correta é a letra b.

5.2.2 Mediana

1. Apés observar a animacao, assinale a opgéo que corresponde a mediana:

a) Chamamos de mediana o elemento que esta entre a média e a moda de um
conjunto de dados.

b) A mediana € uma medida de tendéncia central usada para encontrar mais
de um valor que representa todos os valores de um conjunto nao ordenados.

c) A mediana representa o valor com maior frequéncia em um conjunto de
dados.

d) A mediana € o nUmero que ocupa a posi¢cao central de um conjunto de dados

ordenado.

Resolucdo da guestao:

A alternativa correta é a letra d, como vemos na imagem a seguir:
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Figura 39: Imagem da resolucéo da atividade 1 sobre a mediana

. Exemplo: mediana <>—

Yalores observados

—

idade dos estudantes)

Valores posicionados em ordem crescente

15 15 15 16 16 16 16 17 17 17 (18|19 19 19 19 19 20 20 20 20 20
Pl p2 93 p4 p5 p6 p7 p& p9 10| p11| p12 P13 p14 P15 p16 P17 P18 P19 p20 p21

B
S

mesma quantidade de posicdes
antes e depois da mediana

Mediana* =18

" posigdo central dos valores, colocados em ordem crescente

Elaboracso: IBGE, amoaowmtwm E:IBGE

Fonte:: IBGE (https://educa.ibge.gov.br/professores/educa-recursos/17870-a-mediana.html)

Através desta imagem notamos que a mediana divide o conjunto de dados

ordenados em dois conjuntos com a mesma quantidade de elementos.
2. (Enem 2015) “Em uma seletiva para a final dos 100 metros livres de natacéo,

numa olimpiada, os atletas, em suas respectivas raias, obtiveram os seguintes
tempos:
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Figura 40: Imagem da atividade 2 sobre a mediana

Raia 1 2 3 4 5 6 7 8

Tempos

20,90(20,90(20,50( 20,80( 20,60( 20,60( 20,90( 20,96
(segundos)

Fonte: EMEN 2015
A mediana dos tempos apresentados no quadro é:

a) 20,77.
b) 20,80.
c) 20,85.
d) 20,90.

Resolucdo da questao:

A alternativa correta € a letra ¢, como observamos a seguir:

Inicialmente, vamos colocar todos os valores em ordem crescente: 20,50
20,60 20,60 20,80 20,90 20,90 20,90 20,96. Observe que existe um numero par
de valores (8 tempos), assim, a mediana sera a média aritmética entre o valor que

esta na 42 posicao e na 52 posicao:

) 20,80 + 20,90
Mediana =
2
) 41,70
Mediana = —

Mediana = 20,85
Entdo a mediana dos tempos apresentados no quadro dos atletas da olimpiada

€ de 20,85 segundos para 100 metros livre de natacdo.” (Enem 2015)

3. (Enem 2017) “O grafico a seguir apresenta a taxa de desemprego (em %)
para o periodo de mar¢co de 2008 a abril de 2009, obtida com base nos dados
observados nas regifes metropolitanas de Recife, Salvador, Belo Horizonte, Rio de

Janeiro, S&o Paulo e Porto Alegre.
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Figura 41: Imagem da atividade 2 sobre a mediana

Taxa de desemprego (%)

6,8

| 1 1 1 ] ] 1 ] ] 1 1 | 1 1
Q;b\g‘b P P P PO 0\\@ gt @

IBGE. Pesquisa mensal de emprego. Disponivel em: www.ibge.gov.br.
Acesso em: 30 jul. 2012 (adaptado).

Fonte:: EMEN 2017
A mediana dessa taxa de desemprego, no periodo de marco de 2008 a abiril
de 2009, foi de:
a) 8,1%
b) 8,0%
c) 7,9%
d) 7,7%

Resolucédo da questéo:
A alternativa correta € a letra b, como observamos a seguir:

Para encontrar o valor da mediana, devemos comecar oedenando os valores.
Em seguida, identificamos a posi¢cado que divide o intervalo em dois com a mesma
guantidade de elementos. Quando o niamero de valores é impar, a mediana sera o
namero que esta exatamente no meio do intervalo. Quando € par, a mediana sera
igual a média aritmética dos dois valores centrais. Observando o grafico, identificamos
gue existem 14 valores relativos a taxa de desemprego. Como 14 € um numero patr,
a mediana sera igual a média aritmética entre o 7° valor e o 8° valor. Desta forma,
podemos colocar os niumeros em ordem crescente até chegar a essas posicoes,

conforme apresentado a seguir: 6,8 7,5 7,6 7,6 7,7 7,9 7,9 - 8,1. Calculando a
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média entre os valores 7,9 e 0 8,1, temos:

79 + 8,1

Me = —
16,0
Me = —2

Mediana = 8,0

Portanto, a mediana da taxa de desemprego neste periodo € de 8,0%.”(Enem
2017)

5.2.3 Moda

1. ApGs observar a animacao, assinale a opcao que corresponde a moda:

a) A moda € o niUmero que ocupa a posicdo central de um conjunto de dados.

b) Chamamos de moda o elemento que esta entre a média e a mediana de um
conjuntos de dados.

c) A moda € uma medida de tendéncia central usada para encontrar um Unico
valor que representa todos os valores de um conjunto de dados.

d) A moda é o dado mais frequente em um conjunto de dados.

Resolucdo da guestao:

A alternativa correta € a letra d, como vemos a seguir:

Figura 42: Imagem da resolugédo da atividade 1 sobre a moda

Fonte:: Professor Ferreto (https://blog.professorferretto.com.br/moda-media-e-mediana-medidas-de-

tendencia-central)

2. (ENEM 2010) “O grafico apresenta a quantidade de gols marcados pelos
artilheiros das Copas do Mundo desde a Copa de 1930 até a de 2006. A partir dos
dados apresentados, qual é a moda das quantidades de gols marcados pelos
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artilheiros das Copas do Mundo?
Figura 43: Quantidades de Gols dos Artilheiros das Copas do Mundo

Gols | 14

12 4

EAD T30 1=s0 15RO 1950 1500 TEEd 1550 0D EFN0 | And

Fonte: ENEM 2010
a) 6 gols.
b) 6,5 gols.
C) 7 gols.
d) 7,3 gols.

Resolucdo da questao:

A alternativa correta € a letra a, como vemos a seguir: Basta observar no
gréafico o nimero de gols que mais se repete. A distribuicdo dos dados é: 8,5, 7, 9,
11, 13, 4, 9, 10, 7, 6, 6, 6, 6, 6, 6, 8e 5. Como podemos ver o valor 6 se repete
6 vezes, e por isso ele € a moda do gréfico de gols. Este fato também pode ser

observado diretamente no grafico.” (ENEM 2010)

3. (ENEM 2016) “Ao iniciar suas atividades, um ascensorista registra tanto o
namero de pessoas que entram quanto o nimero de pessoas que saem do elevador
em cada um dos andares do edificio onde ele trabalha. O quadro apresenta os
registros do ascensorista durante a primeira subida a partir do térreo, de onde partem

ele e mais trés pessoas, até o quinto andar do edificio.
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Tabela 2: Imagem da atividade 3 sobre a moda

Numero de pessoas Térreo | 12 andar | 22 andar | 32 andar | 42 andar | 52 andar
que entram no elevador -+ - 1 2 2 2
que saem do elevador 0 3 1 2 0 6

Fonte:: ENEM 2016

Com base no quadro, qual é a moda do niumero de pessoas no elevador

durante a subida do térreo ao quinto andar?

a) 2
b) 4
c)5
d) 6

Resolucao da questao:

A alternativa correta € a letra ¢, como observamos a seguir:

Térreo = 4 Primeiro andar - 8-3=5

Segundoandar - 5+1-1=5

Terceiroandar - 5+2-2=5
Quartoandar - 5+2-0=7
Quintoandar - 7+2-6=3
Logo a moda € 5.” (ENEM 2016)

5.2.4 Amplitude e Desvio Médio:

1. Arespeito das medidas estatisticas denominadas amplitude e desvio médio,

assinale a alternativa correta:

a) Em estatistica, ndo existem diferencas entre desvio médio e o desvio

padréo, exceto pelo nome.

b) O desvio médio € um numero relacionado a dispersao total de um conjunto

de valores.

c) A amplitude € uma medida de dispersdo calculada sobre cada um dos

valores de um conjunto de informacdes.
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d) O desvio médio é uma medida de dispersdo calculada para cada um dos

valores de um conjunto de informacdes.

Resolucdo da guestao:

A alternativa correta € a letra b, como vemos a seguir:

a) Incorreta! O desvio médio é a medida relacionada a dispersédo de cada um
dos valores de um conjunto. O desvio padrédo é uma medida relacionada a disperséo

geral de um conjunto.

b) Correta! O desvio médio € uma medida de dispersao relacionada a cada um

dos valores de um conjunto e ndo a sua disperséo total.

c) Incorreta! A amplitude é a diferenca entre o maior e o0 menor valor de um

conjunto. Portanto, ela ndo € calculada sobre todos os valores do conjunto.

d) Incorreta! O desvio médio é uma medida de dispersao global.

2. Um professor fez uma pesquisa de idades em uma turma do ensino médio,
composta por 15 alunos, e obteve os seguintes resultados:15, 15, 15, 15, 16, 16, 16,
14, 16, 16, 16, 17, 17, 18, 18. Qual é a amplitude das idades dos alunos dessa sala

de aula?
al
b) 2
c)3
d) 4

Resolucao da questao:
A alternativa correta € a letra d, como vemos a seguir:

Para encontrar a amplitude de um conjunto, basta calcular a diferenca entre o

maior e o menor valor da lista: 18 - 14 = 4.

Entdo, as idades dos alunos dessa turma tém uma amplitude de 4 anos.

3. No ultimo més, Erick fez apenas 10 ligacdes de seu telefone celular cujas

duracdes, em minutos, estao apresentadas no rol a sequir. 12, 8, 6, 11, 13, 10, 4, 7,
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1 e 3. O valor aproximado do desvio médio desse conjunto de tempos, em minutos,
é:

a) 3,20

b) 3,25

c) 3,30

d) 3,35

Resolucdo da guestao:

A alternativa correta € a ¢, como vemos a segulir:
Inicialmente, é necessario econtrar a média dos dados.

. 12+8+6+11+12+10+4+7+1+3

X 10
75
=710
¥=75

Apoés obter a média, € so calcular os desvios:
1° desvio = |12 - 7, 5| = 4,5;
2°desvio=18-7,5|=0, 5;
3°desvio=16-7,5=1,5;

4° desvio=|11 -7, 5| =3, 5;

5°desvio = |13 -7, 5| =5, 5;

6° desvio=|10-7, 5| =2, 5;
7°desvio=14-7,5| =3, 5;
8°desvio=1|7-7,5=0,5;
9°desvio=1|1-17,5| =6, 5;

10° desvio=|3 -7, 5| =4, 5.

Finalizando, basta somar os desvios e dividir pela quantidade de dados:

45+05+15+35+55+25+35+05+6,5+4,5
10
33

DAM = —
10

DAM =
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DAM = 3,30

O desvio médio das duracfes das ligagbes de Erick no ultimo més é 3,30

segundos.

5.2.5 Variancia

1. Observe as sentengas abaixo:

| Dado um conjunto de dados, a variancia é uma medida de dispersédo que
mostra 0 quéo distante os valores desse conjunto estao do valor central (médio);

Il Quanto menor a variancia, mais distante os valores estdo da média. Da
mesma forma, quanto maior ela €, mais os valores estao distantes da média.

E correto afirmar que:

a) | e Il sdo verdadeiras.

b) I e Il s&o falsas.

c) Apenas | é verdadeira.

d) Apenas Il € verdadeira.

Resolucdo da questao:

A alternativa correta € a letra ¢, como vemos a seguir:

| (verdadeira) Dado um conjunto de dados, a variancia € uma medida de
dispersdo que mostra o quéo distante os valores desse conjunto estao do valor central
(médio);

Il (Falso) Quanto menor a variancia, mais perto os valores estdo da média e

nao distante.

2. (UPE — 2014) “Numa competicdo esportiva, cinco atletas estdo disputando
as trés primeiras colocacfes da prova de salto em distancia. A classificacdo sera pela
ordem decrescente da média aritmética de pontos obtidos por eles, apds trés saltos
consecutivos na prova. Em caso de empate, o critério adotado sera a ordem crescente

do valor da variancia. A pontuacao de cada atleta esta apresentada na tabela a seguir:
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Tabela 3: Imagem da atividade 2 sobre a variancia

Atleta Pontuacdo - 12 salto | Pontuagdo - 22 salto | Pontuacgao - 32 salto
A 6 6 6
B 7 3 8
C 5 7 6
D 4 6 8
E 5 8 5

Fonte: Universidade de Pernanbuco

Com base nas informac¢des apresentadas, o primeiro, 0 segundo e o terceiro

lugares dessa prova foram ocupados, respectivamente, pelos atletas:

a)A; C E
b) B; D; E
c)E;D;B
d)B; D; C

Resolucdo da questao:

A alternativa correta é a letra a, como vemos a seguir. Vamos comecar

calculando a média aritmética dos pontos de cada atleta:” (UPE — 2014)

Atleta A:

Atleta B:

__ 6+6+6

3
18
X=73
=6
3
18
X=73
=6

81



Atleta C:
_ 5+7+6

Atleta D:
B 4+6+8

Atleta E:

_ 548+5

T3
__18

X=73

X=6

Como todos estdo empatados, iremos calcular a variancia dos pontos de cada

atleta:
Atleta A:
(6 —6)>+(6 —6)2+(6 — 6)?
V =
3
V= 0
3
V=0
Atleta B:
(7 —6)>+(3 — 6)2+(8 — 6)
V =
3
V= 14
3
V =4,666...
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Atleta C:
_(5-6)2+(7 — 6)?+(6 — 6)?

vV =
3
V—Z
3
V =0,666...
Atleta D:
(4 — 6)2+(6 — 6)>+ (8 — 6)2
V =
3
V—8
3
V =2,666...
Atleta E:
(5—-6)>+(8 —-6)2+(5 — 6)
vV =
3
V—6
3
V=3

Como a classificacdo é feita pela ordem decrescente da variancia, entdo o

primeiro colocado sera o atleta A, seguido dos atletas C e E.

3. (ENEM 2012) “Um produtor de café irrigado em Minas Gerais recebeu um
relatério de consultoria estatistica, constando, entre outras infrmagfes, o desvio
padréo das produc¢des de uma safra dos talhdes de sua propriedade. Os talhdes tém
a mesma area de 30000 m? e o valor obtido para o desvio padréo foi de 90 kg/talhdo.
O produtor deve apresentar as informacdes sobre a producéo e a variancia dessas
producdes em sacas de 60 kg por hectare (10000m?). A variancia das producdes dos
talhGes expressa em (sacas/hectare)? é:

a) 4,50

b) 0,71

c) 0,50

d) 0,25.
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Resolucdo da questao:

A alternativa correta é a letra d, como vemos a seguir:

Como a variancia deve estar em (sacas/hectare)? , precisamos transformar as
unidades de medidas. Cada talhdo tem 30.000m? e cada hectare tem 10.000m?, assim
devemos dividir o desvio padréo por 3. Encontramos o valor de 30 kg/hectare. Como
a variancia é dada em sacas de 60 kg por hectare entdo temos que o desvio padrao
sera de 0,5 sacas/hectare. A variancia sera igual a 0,52 (sacas/hectare)2.” (ENEM
2012)

5.2.6 Desvio Padrao

1. ApGs observar a animacao, assinale a op¢do que corresponde ao desvio
padréo:

a) O desvio padréo indica a dispersao dos dados com relagcdo a mediana,
dentro de uma amostra.

b) O desvio padrao indica a dispersédo dos dados com relacdo a moda, dentro
de uma amostra.

c) O desvio padréo indica a dispersao dos dados com relacdo a média e a
mediana, dentro de uma amostra.

d) O desvio padréo indica a dispersado dos dados com relacdo a média, dentro

de uma amostra.

Resolucdo da questao:

A alternativa correta € a letra d, como vemos a seguir:

Figura 44: Imagem da resolucdo da atividade um do desvio padréo

Média
Dispersao r
' |

&} Desvio Padrio

Fonte: Autoria propria

Observamos que o desvio padrdo € uma medida que expressa o grau de
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dispersdo de um conjunto de dados, ou seja, ele indica 0 quanto um conjunto de dados
€ homogéneo.

2. (ENEM 2016) “O Procedimento de perda rapida de "peso"é comum entre 0s
atletas dos esportes de combate. Para participar de um torneio, quatro atletas da
categoria até 66 kg, Peso-Pena, foram submetidos a dietas balanceadas e atividades
fisicas. Realizaram trés "pesagens"antes do inicio do torneio. Pelo regulamento do
torneio, a primeira luta devera ocorrer entre o atleta mais regular e o menos regular
guanto aos "pesos". As informacdes com base nas pesagens dos atletas estdo no
quadro.

Tabela 4: Imagem da atividade dois do desvio padréao

m©
s gn [C) §; C) §, T 2 5 g 8=
g A ell|l78| M &8 o - n 5
70 L7 [T =l Q ()] (0]
<t ] L] 1] = s o o
o o o
I 78 72 66 72 72 4,90
| 83 65 65 71 65 8,49
11 75 70 65 70 70 4,08
v 80 77 62 73 77 7,87

Fonte: ENEM 2016
Apés as trés "pesagens”, os organizadores do torneio informaram aos atletas

guais deles se enfrentariam na primeira luta. A primeira luta foi entre os atletas:
a)lell
b)lelV.
c) Il elll.
d)llelV.

Resolucdo da questao:

A alternativa correta € a letra ¢, como vemos a seguir:

Para encontrar os atletas mais regulares usaremos o desvio padréo, pois essa
medida indica a variabilidade das medidas em torno da média. O atleta Ill é o que
apresenta o menor desvio padréao (4,08 kg), logo esse atleta é o mais regular. O atleta
Il € o menos regular, com maior desvio padréo (8,49 kg).” (ENEM 2016)

3. (Cesgranrio 2010 - IBGE) No ultimo més, Alipio fez apenas 8 ligacdes de

seu telefone celular cujas duragfes, em minutos, estdo apresentadas no rol a seguir:
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5-2-11-8-3-8-7-4.0 valor aproximado do desvio padrdo desse conjunto
de tempos, em minutos, é:

a) 3,1

b) 2,8

c) 2,5

d) 2,2

Resolucao da questao:
A alternativa correta € a letra b, como vemos a seguir:

O primeiro passo é encontrar a média.

_ 5+2+11+8+3+8+7+4

X 8
48
X =g
=6

Posteriormente, calculamos a variancia.

v_(5—6)2+(2—6)2+(11—6)2+(8—6)2+(3—6)2+(8—6)2+(7—6)2+(4—6)2

8

V_M
I

V=8,

Por ultimo, basta calcular o desvio padréo.

DP =V
DP =+/8
DP = 2,8.

Portanto, no més, o desvio padréo da duragéo das ligacdes feitas por Alipio foi

de 2,8 minutos.

Com isso, apresentamos todas as atividades e resolucdes que constam nesse

projeto com as atividades dinamicas.

O préximo capitulo contém os resultados da aplicacdo das atividades

dindmicas relativas a estatistica descritiva e analise de “Clusters”.
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6. Analise de Resultados

Nesta secdo serdo apresentados os resultados das atividades diméamicas
realizadas com os alunos do segundo e terceiro anos do ensino médio de uma

escola estadual da cidade de Osasco.

6.1 Segundo ano

Para iniciar a aplicagcdo das atividades, foi criado um Google formulério, que
esta na se¢do do apéndice, para verificar a participacdo dos alunos. Tal formulério
incluia o termo de livre esclarecido, que € um documento que informa amplo
esclarecimento da pesquisa, permitindo que o participante tome sua decisao de forma
justa e sem constrangimentos, ou seja, efetivamente livre e consciente. Outro objetivo
importante deste formulario era verificar quem poderia realizar a tarefa em casa, por
possuir dispositivos (celular, tablets, computadores ou notebooks) com acesso a
internet. Para os que ndo possuiam, foram marcados horarios no laboratério de
informatica da escola. O motivo para realizar essas atividades em grupo € a
possibilidade de interacfes durante as atividades, pois os alunos trocam ideias
argumentando suas opinides sobre o tema, entram em contato com formas de
pensamento diferentes e podem chegar a conclusées diferentes do que realizando as
atividades individuais. As formacdes dos grupos foi realizada de forma aleatéria
através de sorteio pelo nimero de chamada de cada turma. Os grupos foram
formados em trés componentes, sendo que, se o nimero de elementos da turma nao
fosse multiplo de trés, poderiam ser formados uma dupla ou quarteto. As formacdes

dos grupos ficaram da seguinte maneira:

Tabela 5 - Turmas do 2° ano (38 grupos)

Total Porcentagem
de , NUameros | NUmeros 9
Alunos NUmeros de
Turma alunos ; de de L .
presentes de trios participacdo
da duplas | quartetos (%)
turma
A 32 38 10 1 - 84,2
B 27 39 9 - - 69,2
C 25 39 7 - 1 64,1
D 31 40 9 - 1 77,5
Total 115 156 35 1 2 73,7

Fonte: Autoria propria
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Tabela 6 - Turmas do 3° ano (29 grupos)

Total
de . Numeros | Numeros | Porcentagem
Alunos Numeros
Turma alunos : de de de
presentes de trios o
da duplas | quartetos | participacdo
turma
A 31 42 9 - 1 73,8
B 34 41 10 - 1 82,9
C 25 42 7 - 1 59,5
Total 90 125 26 - 3 72,0

Fonte: Autoria prépria

De modo geral, conseguimos mais de 70% de participacdo dos alunos do

segundo e terceiro ano. Levando em conta 0 momento em que viviamos, podemos

afirmar que tivemos uma boa participacdo. Cada grupo foi atendido por um dos trés

professores de Matematica da escola durante a realizacédo das atividades. O passo a

passo do procedimento serd mencionado no penultimo pardgrafo, na secdo de

metodologia.

‘Para a interpretacdo dos resultados foram aplicadas técnicas estatisticas:

célculo de frequéncias absolutas e relativas das quantidades de acertos das questdes

e construcdo de diagramas de barras. Com o objetivo de estudar se existe

similaridades e padrbes entre as pontuagdes obtidas nas atividades, foi realizada uma
analise de “Clusters™. (Silva 2020)

40
35
30
2
2
1
1

o un o wum

Figura 45: Grafico de frequéncia de acertos do segundo ano
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Fonte: Autdria propria
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Figura 46: Gréfico de porcentagem de acertos do segundo ano

Grafico de porcentagem de acertos
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Fonte: Autbria prépria

Lembramos que neste trabalho chamamos de atividades praticas todas que
necessariamente exigem calculos para se encontrar a resposta. Ja4 as atividades
tedricas sdo aquelas que utilizam o raciocinio logico e a principal ideia da animacéo,
sem a necessidade de realizar algum tipo de célculo.

Com respeito as atividades teoricas, os piores resultados ocorreram nas
guestdes relacionadas as propriedades das linhas, no primeiro dia, e no Binbmio de
Newton no segundo dia, com respectivamente 65,8% e 63,2% de aprovacgao, que
correspondem a 25 e 24 grupos responderam corretamente as perguntas, do total de
38. As demais perguntas de perfil tedrico tiveram uma porcentagem de acerto superior
a 70%.

Quanto as atividades préticas, observou-se que a porcentagem de aprovagao
de 76,3% na pergunta 12, associada ao Bindmio de Newton. Assim, os resultados na
parte préatica foram positivos, levando-se em conta que o pior resultado em geral foi
na atividade teérica desta propriedade.

O melhor resultado foi de 92,1 de acerto no geral, alcancado na propriedade
das Diagonais, (que é a soma dos elementos situados na mesma diagonal desde o
elemento da 1° coluna até o de um elemento qualquer € igual elemento imediatamente
abaixo dele desnecessério). O pior resultado foi de 69,7% de acerto no geral que
abordaram os Bindmios de Newton. Observa-se que neste caso, a caracteristica
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fundamental é que os coeficientes do desenvolvimento de um binbmio de Newton
podem ser definidos utilizando o triangulo de Pascal, de forma que os expoentes de
base a (primeiro termo) sdo decrescentes de 1 em 1, de n até 0, enquanto os de base
b (segundo termo) crescem de 1 em 1, de O até n.

‘Ficou evidenciado que se o0s estudantes entendem corretamente a parte
tedrica antes da aplicagdo, a porcentagem de erro é reduzida. Isto pode ser notado
pelas perguntas 3 e 4 do primeiro dia, que sdo respectivamente a tedrica com 65,4%
de acerto e a pratica com 84,2% de acerto na propriedade das linhas, com aumento
de 18,4%. Isso se deve ao “design” das atividades, pois o0 estudante s6 passa para
atividade seguinte ap0s ver a resolucdo da anterior e também podem esclarecer
algumas duvidas com o professor aplicador, reduzindo a chance de erro na atividade
pratica de cada propriedade.

Antes de responder a aplicacao, os alunos receberam a resolugao correta da
parte tedrica e podiam perguntar ao professor aplicador qualquer divida sobre a
atividade tedrica, e assim, foram evitados erros na parte aplicada. Essa melhora
ocorreu nos seis tipos de atividades. Outro fato que podemos analisar € relativo aos
erros dos estudantes nas atividades. Esses erros foram classificados da seguinte
maneira: os alunos entenderam o contetdo, porém cometeram erros nas operacdes
basicas, que representou 7,4% dos erros e 0S que ndo entenderam o conceito,
aproximadamente 13,4%.

Em geral, a atividade dinamica alcancou 79,2% de aprovacéao, juntando todas
as atividades desenvolvidas na parte de Triangulo de Pascal e Binbmios de Newton.

Para a andlise de “clusters”, as variaveis avaliadas sédo binarias, sendo que o
valor 1 é associado as respostas corretas e 0 representa respostas incorretas ou
respostas em branco.

Para avaliar se existe similaridade entre as pontuacdes obtidas nas atividades,
utilizamos uma analise de cluster, através do programa IBM SPSS Statistics versao
22.0, do ano 2013. O objetivo era buscar algum padrdo de modo que fosse possivel
agrupar as atividades (variaveis) com base nas distancias, apresentadas na matriz de
proximidade a seguir. Essa matriz forneceu os valores de todas as distancias
euclidianas ao quadrado para as pontuacdes de todos os pares de atividades. Foi
realizada uma analise de “clusters” para classificar as perguntas em grupos, de forma
gue perguntas dentro de um mesmo cluster sejam muito parecidos, e as perguntas

em diferentes “clusters” sejam distintos entre si. Usamos um método hierarquico pois
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ele gera varios agrupamentos possiveis, onde um cluster pode ser mesclado a outro
em determinado passo do algoritmo.” (Silva 2020) Ademais, esses métodos nao
exigem gue ja se tenha um numero inicial de “clusters” e sdo considerados inflexiveis
uma vez que nao se pode trocar um elemento de grupo. Esta mesma metodologia foi
utilizada na dissertacdo de Quintal, em 2006, sob o titulo “Analise de “clusters”
aplicada ao Sucesso/lInsucesso em Matematica” para obtengdo do mestrado em
Ensino de Matematica na Universidade da Madeira em Portugal.

Para Bufon e Landim (2020) a partir de uma matriz inicial de dados obtém-se
uma matriz simétrica de similaridades e inicia-se a deteccéo de pares de casos em
func&o do coeficiente de similaridade escolhido. Para essa combinagéo, escolhe-se,
segundo niveis hierarquicos de similaridade, entre os diversos procedimentos
aglomerativos de tal modo que cada ciclo de agrupamento obedeca a uma ordem
sucessiva no sentido do decréscimo de similaridade.

Partindo de uma matriz inicial de dados [n x p], sendo que n s&o os objetos e
p sdo os atributos, feitas as comparacdes entre linhas, obtém-se uma matriz inicial de
coeficientes de similaridade [n x n]. Se a comparacéo for entre colunas, obtém-se uma
matriz inicial de coeficientes de similaridade inicial [p x p]. Diversas medidas de
proximidade tém sido propostas, somente duas séo geralmente usadas: o coeficiente
de correlacdo de Pearson e a medida de distancia euclidiana. Se as variaveis forem
padronizadas a partir da matriz inicial de dados, dando o0 mesmo peso a cada uma
delas, qualquer um desses coeficientes podera ser diretamente transformado no
outro.

Na matriz de coeficientes de similaridade, estes representam o grau de
semelhanca entre pares de objetos e os mesmos deverdo ser arranjados de acordo
com os respectivos graus de similaridade de modo a ficarem agrupados segundo uma
disposicdo hierarquica. Os resultados quando organizados em grafico, do tipo
dendrograma, mostram os agrupamentos realizados.

Utilizamos o procedimento hierarquico, com a distancia euclidiana ao
guadrado, pelo método do vizinho mais préximo, ou seja, mimina distancia entre as
variaveis, que prioriza elementos mais proximos e deixa 0s mais distantes em
segundo plano. Essas medidas de distancia estdo apresentadas na matriz da Tabela
7.
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Tabela 7 — Matriz de proximidade das pontuacées do segundo ano

c Entrada de arquivo de matriz
aso ATV1|ATV2 |ATV3|ATV4 |ATVS5 |ATV6 |ATV7 |ATV8 | ATV9O |ATV10 |ATV11 |ATVI12

ATV1| O 10 15 12 14 11 11 9 13 11 16 13
ATV2 | 10 0 9 8 4 7 9 3 9 9 10 7
ATV3 | 15 9 0 15 11 12 14 12 12 18 13 16
ATV4 | 12 8 15 0 12 7 11 5 11 5 14 9
ATV5 | 14 4 11 12 0 11 11 7 11 13 10 9
ATV6 | 11 7 12 7 11 0 10 6 10 8 17 10
ATV7 | 11 9 14 11 11 10 0 8 12 10 15 12
ATV8B | 9 3 12 5 7 6 8 0 10 6 13 8
ATV9 | 13 9 12 11 11 10 12 10 0 10 9 10
ATV10| 11 9 18 5 13 8 10 6 10 0 13 12
ATV11l| 16 10 13 14 10 17 15 13 9 13 0 15
ATV12| 13 7 16 9 9 10 12 8 10 12 15 0

Fonte: Autoria prépria

como variaveis as respostas dos estudantes com valores binérios, O e 1.

Tanto os dados da tabela de proximidade quanto o dendrograma utilizaram

“Utilizando informacdes da matriz de proximidade, observa-se que a menor

distancia ocorreu entre as variaveis associadas as atividades 2 e 8 (distancia igual a

3). Ambas sao correspondentes a pontuacdes em perguntas de perfil préatica, sendo

a primeira correspondente a Relacéo Stifel e a segunda a Propriedade das Diagonais,

nas quais foram obtidos os melhores resultados. Por outro lado, a maior distancia

ocorreu entre as variaveis 3 e 10 (distancia igual a 18), sendo a primeira variavel

relacionada a Propriedade das Linhas parte tedrica e a segunda a Frequéncia de

Fibonacci parte pratica.” (Silva 2020)
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Figura 47: Dendrograma usando ligacédo Unica do segundo ano
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Fonte: Autoria propria

O dendrograma da Figura 47 forneceu um grupo compostos pelas atividade e
2,8,5,4,10,6 e 12, e as cinco variaveis demais nado foram agrupadas, utilizando-se
o nivel de similaridade de 20. Observa-se que as variaveis 7, 9, 11, 3 e 1 ficaram fora
do grupo, correspondendo justamente as atividades teoricas, com excec¢do da
atividade 5, que esta relacionada a Propriedade das Colunas. O Unico grupo do
Dendrograma € integrado pelas atividades 2, 8, 5, 4, 1, 6 e 12, sendo todas as praticas
com a incluséo da teodrica sobre a Propriedade das Colunas.

Utilizamos o software citado anteriormente para analisar as variaveis.
Recordamos que as variaveis citadas sao as respostas dos estudantes a atividade,
de forma binérios, de modo que 1 equivale a cada atividade respondida de maneira
correta e 0 a cada atividade respondida incorretamente. A matriz de correlagédo € uma
tabela quadrada que mostra os coeficientes de correlacao de Pearson entre diferentes
variaveis em um conjunto de dados. O coeficiente de correlacdo de Pearson é uma
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medida da associacéo linear entre duas variaveis. Assume um valor entre -1 e 1 onde:

serd a relacao entre as duas variaveis.

a) -1indica uma correlacdo linear perfeitamente negativa entre duas variaveis;

b) 0 indica nenhuma correlacao linear entre duas variaveis;

c) 1 indica uma correlacao linear perfeitamente positiva entre duas variaveis.

Quanto mais distante o coeficiente de correlacdo estiver de zero, mais forte

A matriz de similaridade é o conceito oposto ao da matriz de distancia. Os

elementos de uma matriz de similaridade medem as similaridades dos objetos em

pares, quanto maior a similaridade de dois objetos, maior o valor da medida.

Primeiramente, obtivemos a Matriz de Correlagédo, contendo os coeficientes de

correlacao linear de Pearson entre todos os pares de varidveis a seguir:

Tabela 8: Matriz de correlagéo referente ao segundo ano

ATV1 | ATV2 | ATV3|ATV4 |ATV5 | ATV6 |ATV7 |ATV8 |ATV9 | ATV10 |ATV11 | ATVI12
ATV1 |1,000| ,033 | ,036 |-,047 |-,108 | -,010 | ,088 | ,088 | ,097 | ,088 ,007 | ,016
ATV2 | ,033 |1,000| ,476 | ,087 | ,664 | ,120 | ,058 | ,536 | ,348 | ,058 449 | 414
ATV3 | ,036 | ,476 |1,000|-,008 | ,308 | ,212 | ,087 | ,200 | ,274 | -,200 | ,254 | -,010
ATV4 | -,047 | ,087 |-,008 |1,000|-,047 | ,258 |-,020 | ,408 | ,201 | ,539 ,118 | ,268
ATVS [-,108 | ,664 | ,308 | -,047 {1,000 -,010 | ,088 | ,328 | ,240 | -,079 | ,408 | ,320
ATVG6 [-010|,120 | ,212 | ,258 |-,0101,000| ,016 | ,175 | ,267 | ,217 | -,136 | ,149
ATvV7 | ,088 | ,058 | ,087 | -,020 | ,088 | ,016 |1,000| ,113 | ,146 | ,124 ,059 | ,055
ATVS8 [ ,088 | ,536 | ,200 | ,408 | ,328 | ,175 | ,113 |1,000| ,243 | ,364 ,181 | ,296
ATV9 | ,097 | ,348 | ,274 | ,201 | ,240 | ,267 | ,146 | ,243 |1,000| ,295 A75 | 327
ATV10]| ,088 | ,058 |-,200 | ,539 |-,079 | ,217 | ,124 | ,364 | ,295 | 1,000 | ,200 | ,055
ATV11| ,007 | ,449 | ,254 | ,118 | ,408 | -,136 | ,059 | ,181 | ,475 | ,200 | 1,000 | ,088
ATV12]| ,016 | ,414 | -,010 | ,268 | ,320 | ,149 | ,055 | ,296 | ,327 | ,055 ,088 | 1,000

Fonte: Autoria propria

Com base nessa matriz, observamos que a maior correlacdo ocorre entre as

pontuacdes das atividades 2 e 5, 0,664, relacionadas as atividades de prética da

relacdo de Stifel e a tedrica da propriedade das colunas. Também temos as

correlacdes dos pares das atividades 2 e 8 e 4 e 10, que foram maiores que 0,5.

Por outro lado, identificamos a menor correlacdo entre as pontuacfes das

atividades 3 e 10, com valor -0,200. Conjuntamente tivemos outras correlacdes

negativas, como mostra a Tabela 9.
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Tabela 9: Tabela de correlacao,referente ao segundo ano

ATV Tipos de atividades
1 4 Tedrica da relagdo de Stifel e pratica da propriedade de linhas
1 5 Tedricas da relacdo de Stifel e da propriedade de colunas
1 6 Tedrica da relacdo de Stifel e pratica da propriedade de colunas
3 4 Tedrica da propriedade das linhas e pratica da propriedade de linhas
3 10 | Tedrica da propriedade das linhas e pratica da sequéncia de Fibonacci
3 12 | Teodrica da propriedade das linhas e pratica de Bindmio de Newton
4 5 Pratica da propriedade de linhas e tedrica da propriedade das colunas
4 7 Pratica da propriedade de linhas e tedrica da propriedade das diagonais
5 6 Tedrica e pratica da propriedade das colunas
5 10 | Tedrica da propriedade das colunas e pratica da sequéncia de Fibonacci
6 11 | Préatica da propriedade de colunas e tedrica de Binbmio Newton

Fonte: Autoria propria

Todas essas atividades citadas na tabela anterior mostram que os resultados

nao estao correlacionados significamente. As demais atividades néo citadas estdo com

correlacionadas de forma muito baixa.

Outro dado a ser analisado é o determinante da matriz de correlagdo entre essas

variaveis. Esse deteminante varia entre O e 1 e quando seu valor € muito elevado, as

variaveis sdo, de modo geral, pouco correlacionadas. Por outro lado,valores do

determinante proximos de 0 ou iguais a 0 séo indicativos de que ha correlacdes cada

vez mais altas dentro dessa matriz. Nesse estudo o valor do determinante foi de 0,026,

indicando forte relacao entre as pontuacoes das diversas atividades.

6.2 Terceiro ano

Para as atividades de Estatistica foi feita a mesma andlise, primeiramente

passando pelo calculo de frequéncias absolutas e relativas das quantidades de

acertos das questdes e posteriormente pela Andlise de “clusters”.
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Figura 48: Gréfico de frequéncia de acertos.
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Fonte: Autoria propria

Figura 49: Grdfico de porcentagem de acertos.
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Fonte: Autoria propria

“Com respeito as atividades tedricas, o pior resultado ocorreu na questao
relacionada & mediana, com 63,3% de acerto, sendo que 19 grupos de estudantes
responderam corretamente. As demais perguntas tedricas apresentaram uma
porcentagem de acerto superior a 65%, sendo que o maior valor alcancado foi na
atividade que envolvia a medida de tendéncia central moda, com 83,3% de acerto,

gue corresponde a 25 grupos de estudantes do total de 29.” (Silva 2020) Analisando
96



globalmente, os resultados na parte tedrica e a pratica, observa-se uma média das
porcentagens de acerto de 69,4% e 73,1% respectivamente. O pior resultado foi para
a atividade pratica 2 do desvio padréo, alcancando apenas 55,2% de acerto. Observa-
Se que neste caso, a caracteristica fundamental € que o estudante utilizasse diversos
conceitos como média, desvio, poténcia, raiz quadrada e fracédo.

Os melhores resultados foram alcancados para a moda, em que uma analise
geral alcancou 85,6% de aprovacdo. Outro fato que podemos analisar sdo 0s erros
dos estudantes nas atividades. Esses erros foram classificados da seguinte maneira:
os alunos entenderam o contetdo, porém cometeram erros nas operacdes basicas,
que representou 17% e os que nao entenderam o conceito aproximadamente 11,1%.

Em geral, juntando todas as atividades desenvolvidas na parte de Estatistica,
a atividade dinamica alcancou 71,9% de aprovacao.

Da mesma maneira que para as atividadesdo Triangulo de Pascal, construimos
a matriz de proximidade e posteriormente o Dendrograma para as pontuagdes obtidas
nas atividades, utilizando o0 mesmo passo a passo: procedimento hierarquico, método

do vizinho mais proximo e distancia euclidiana ao quadrado.

Tabela 10: Matriz de proximidade referente ao terceiro ano

Entrada de arquivo de matriz

Caso JATV1|ATV2[ATV3|ATV4|ATVS|ATVE|ATV7 |ATVE|ATVO|ATVI0|ATVI1[ATVI2|ATVI3|ATV14|ATVIS[ATVI6|ATV17 |ATV18

ATV1 0 10 13 15 13 7 7 10 10 11 7 15 15 13 11 13 8

14

ATV2 ] 10 0 13 11 11 13 7 8 4 9 9 7 9 15 15 13 8

12

ATV3 [ 13 13 0 12 10 12 10 7 9 10 12 10 12 6 16 8 15

15

ATV4A ) 15 11 12 0 12 16 10 20 12 12 8 16 20 8 13

-
-
—_
—_

17

ATV5 ] 13 11 10 12 0 12 10 5 9 16 8 10 12 14 12 12 11 15
ATV6 ] 7 13 12 16 12 0 10 7 11 14 6 12 16 10 10 12 13 13
ATV7 ) 7 7 10 10 10 10 0 7 7 12 6 12 14 12 14 8 13 15
ATVB ] 10 8 7 11 5 7 7 0 6 13 7 9 9 9 13 11 12 14
ATVO L 10 4 9 11 9 11 7 6 0 9 7 5 9 11 15 11 10 14
ATV10Q 11 9 10 20 16 14 12 13 9 0 14 12 16 10 12 14 13 11
ATV 7 9 12 12 8 6 6 7 7 14 0 10 14 14 10 10 9 15
ATV12] 15 7 10 12 10 12 12 9 5 12 10 0 12 12 16 14 13 13
ATV13] 15 9 12 8 12 16 14 9 9 16 14 12 0 12 20 12 13 13

ATV14) 13 15 6 16 14 10 12 9 11 10 14 12 12 0 16 12 15

15

ATV15) 11 15 16 20 12 10 14 13 15 12 10 16 20 16 0 18 11

15

ATV16] 13 13 8 8 12 12 8 11 11 14 10 14 12 12 18 0 17

19

ATV17] 8 8 15 13 11 13 13 12 10 13 9 13 13 15 11 17 0

16

ATVIS 14 [ 12 [ as [ 17 s3] 5 1alaf 11 ] a5 [ 13 3] 15 15[ 1916

Fonte: Autoria propria

“Utilizando informacdes da matriz de proximidade, observa-se que a menor
distancia ocorreu entre as variaveis 2 e 9 (distancia igual a 4). Ambas sé&o
correspondentes a pontuacfes em perguntas de pratica 1 e 2, sendo a primeira

correspondente a média e a segunda a moda.” (Silva 2020)
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Figura 50: Dendrograma das atividades do terceiro ano
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Fonte: Autoria propria

O dendrograma da Figura 50 forneceu um grupo e trés variaveis independentes
para o nivel de similaridade de 16. Observa-se que as variaveis 10, 15 e 18 ficaram
independentes, sendo todas essas atividades aplicadas no segundo dia. Outro fato é
gue as variaveis 15 e 18 sao relacionadas as atividades praticas 2 das medidas de
disperséo (variancia e desvio padrao), que tiveram os menores indices de acerto, as
duas Unicas atividades com porcentagem de acerto abaixo de 60%. J&, todas as
demais atividades que estdo em um unico grupo obtiveram aprovagédo maior que 63%.
Também percebemos que todas as atividades do primeiro dia estédo inclusas neste
grupo, que estao relacionadas com as medidas de tendéncia central.

Usamos o software citado anteriormente, analisaremos a Matriz de Correlagéo na
Tabela 11.

Tabela 11: Matriz de correlagdo das atividades do terceiro ano
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ATV1[ATV2 | ATV3 | ATV4 | ATV5 | ATV6 | ATV7 [ ATVB [ATVI | ATV10 | ATV11 |ATV12 |ATV1I3 | ATV14 | ATVI5 | ATV16 [ ATV17 | ATV18
ATV1 ]1,000] -,044| -,168| -,240| -,288| ,373| ,242(-192]|-192| ,099]| ,242| -348]| -240|] -070( ,181[ -070] ,318] -022
ATV2 |-044]1,000( -282| ,053]| -,233| -,282| ,082( -155| 444| ,245| -183| ,331] ,245] -331| -198[ -139| ,286| ,139
ATV3 |-168] -,282|1,000| ,039| ,066| -,036( -,023| ,297| ,044| ,201| -247]| ,137| ,039| ,526] -205| ,364| -247| -091
ATV4 |-240| ,053| ,039[1,000] -,012] -,285| ,131| -,008] -,008] -526] -080| ,039]| ,389] -221| -462 ,389| -016| -216
ATV5 |-288|-,233| ,066|-,012]1,000| -,125( -,204( ,386| -,173] -371] ,043] ,066]| -012] -191 ,089( -012| ,025| -118
ATV6 ,373] -,282| -,036( -,285( -,125]1,000| -,023| ,297(-210| -,123[ 424 -036| -285| ,201| ,265| ,039]| -081]| ,064
ATV7 ,242| ,082] -,023| ,131{ -,204] -,023|1,000| -,136( -,136] -,080{ ,130( -247| -290| -080| -133| ,341| -268]| -159
ATV8 |-192|-,155| ,297|-,008| ,386| ,297(-,136{1,000| -,115] -246] -136| ,044| ,230] ,230 -055( -008| -228| -079
ATV9 |-192| ,444| ,044|-,008]-173| -,210{ -,136f -,115]1,000] ,230] -136] ,550| ,230|] -008f -285( -008] ,017| -079
ATV10 | ,099| ,245| ,201|-526]| -,371]| -,123( -,080{ -,246] ,230] 1,000{ -290| ,039| -221| ,237( ,127| -068| -016] ,221
ATV11 | ,242| -,183| -,247| -,080| ,043| ,424( ,130{-,136] -,136] -290| 1,000] -023] -290|] -290 ,273[ ,131] ,164| -159
ATV12|-348| ,331| ,137| ,039| ,066]| -,036( -,247| ,044]| ,550| ,039]| -023]| 1,000] ,039] ,039| -205( -123| -081| ,064
ATV13 | -,240| ,245| ,039| ,389]| -,012| -,285( -,290( ,230| ,230| -221]| -290| ,039| 1,000] ,084| -462( ,084| -016] ,075
ATV14 | -070| -,331| ,526] -,221] -,191| ,201{ -,080{ ,230| -008] ,237] -290| ,039]| ,084] 1,000 -168[ ,084| -173| -070
ATV15]| ,181] -,198| -,205| - 462| ,089| ,265( -,133( -,055| -285| ,127| 273| -205| -462| -168[ 1,000( -315] ,193| -053
ATV16 | -,070| -,139| ,364| ,389] -,012| ,039| ,341-,008]-008| -068| ,131| -123| ,084] ,084| -315[ 1,000 -330| -362
ATV17 | .318] .286| -,247| -,016] ,025| -,081{ -,268( -228| ,017| -016] ,164| -081] -016] -173[ ,193[ -330| 1,000 -155
ATV18 | -,022| ,139| -,091| -,216] -,118] ,064{ -,159{ -,079] - 079] ,221] -159] ,064] ,075] -070{ -053[ -362| -155| 1,000

Fonte: Autoria propria

Com base nessa matriz, observamos que a maior correlagdo ocorre entre as

pontuacdes das atividades 9 e 12, com valor de 0,550, relacionadas as atividades de

pratica 2 de desvio médio e amplitude e a atividade préatica e da moda. Também temos

a correlacdo do par das atividades 3 e 14, 0,526, que mostra uma relagdo moderada

entre essas variaveis. Por outro lado, identificamos a menor correlacdo entre as

atividades 4 e 10, com valor -0,526, relacionadas as atividades tedéricas da mediana e

desvio meédio respectivamente. Esse valor negativo do coeficiente de correlacdo é

indicativo que, quanto maior a pontuacdo em uma atividade, menor a pontuagao na

outra. Outro fato a ser mencionado € que nesse estudo, o valor do determinante da

matriz de correlacéo foi de 0,000. O software utilizado calcula o determinante com trés

casas decimais. O valor obtido mostra que as variaveis tem uma forte relacao linear.

7 Consideracoes finais
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Neste trabalho, desenvolvemos um estudo sobre alguns tépicos de Estatistica,
Triangulo de Pascal e Bindmios de Newton. Exploramos as principais referéncias sobre
esses topicos, através de busca na literatura, a fim de embasar esta pesquisa. Como o
intuito deste projeto é criar um recurso educacional baseado nas tecnologias e encontrar
padrdes nas atividades dindmicas, usamos como parametro metodologica o Design
Based Research, de acordo com Barab e Squire (2004 pg. 2) € “uma série de
procedimentos de investigacéo aplicados para o desenvolvimento de teorias, artefatos e
praticas pedagogicas que sejam de potencial aplicacéo e utilidade em processos ensino-
aprendizagem existentes.”

Nosso objetivo de pesquisa era usar a tecnologia para propor as atividades que
explorassem a parte do raciocinio l6gico, generalizacao das propriedades ou medidas
em um ambiente que permitisse a socializacdo dos estudantes, nesse momento de
pandemia, no qual tivemos que reaprender e superar novos obsticulos a fim de
conseguir alcangar, motivar e levar a aprendizagem a eles.

No primeiro teste, que ocorreu no ano de 2020, obtivemos resultados que
demonstraram o potencial das atividades dindmicas com animagdes que, além de fazer
parte de nossa pesquisa, forneceu um norte sobre possiveis modificacdes para a
aplicacao do projeto em 2021. Destacamos que 0s resultados parciais deste primeiro
teste foram divulgados em dois congressos de Educacdo Matematica. A primeira na
Jornada Nacional de Educacdo Matematica (JEM), e o segundo no Encontro Brasileiro
de Estudantes de Pés-Graduagdo em Educacdo Matematica (EBRAPEM), como seré
detalhado na sec¢do do apéndices, na pagina 112 desta dissertacéo.

Acreditamos que a aplicagdo do primeiro teste foi uma das etapas mais
importantes para a segunda aplicacéo, pois a partir dele, conseguimos melhorar e
adaptar as atividades, para que mais estudantes participassem e se sentissem
motivados a aprender nesse tempo de pandemia. Tivemos a chance de analisar e
aprimorar nossas atividades, colocando uma intervencdo a mais, com 0 objetivo de
reduzir os erros dos estudantes com conteudo defasados, como operacdes com
nameros decimais para Estatisticas e o célculo de poténcias para o triangulo de Pascal.

O uso das animac®es, realizados de forma remota, permitiu o desenvolvimento

do raciocinio légico e estimulou 0 pensamento e a criatividade.

Como as atividades estdo em um formato similar a de um jogo de quiz, assim

como o conteudo com o design de animacdes coloridas, e por se tratar de uma aula com
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uso de tecnologia, acreditamos que esse fato aumentou a motivacdo dos estudantes a
realizarem as atividades. Por outro lado, com a formagé&o de grupos de trabalho, houve
uma troca de conhecimento, que estimulou a socializa¢&o entre os estudantes, em um
momento em que nao era possivel comparecer as aulas presenciais, devido a
pandemia. Observamos ainda que os estudantes desenvolveram a organizacdo, a
concentracdo e o raciocino légico e 0 senso cooperativo com o objetivo de executarem
as atividades de forma correta.

Essas animacdes com atividades dindmicas foram uma ferramenta tecnoldgica
de apoio ao aprendizado que permitiu explorar o conceito e os calculos de medidas de
tendéncia central e dispersdo. Vale ressaltar que esse modelo de atividade foi criado
para que os alunos conseguissem ser mais autbnomos na busca de conhecimentos,
deixando o professor com um papel de mediador com o apoio da tecnologia.

Na parte de Triangulo de Pascal e Distribuicdo Binomial, percebemos que os
estudantes se sairam melhor nas atividades de aplicacdo das propriedades do que nas
atividades conceituais associadas. Esse fator se deve ao design das atividades, pois
apos a responder as atividades tedricas, os estudantes passavam pela resposta
comentada e posteriomente, executavam as atividades de aplicacao.

A aplicacao final nos mostrou que o menor indice de acerto foi na parte da Binémio
de Newton, como mencionado na analise dos resultados. Para uma nova aplicacao,
recomendamos que o professor destine mais tempo para esse topico e que a animacgao
seja executada mais vezes, para que os estudantes percebam o padrao e generalizem
para todos os demais casos.

J&, na parte de Estatistica, notamos que os estudantes se sairam melhor nas
atividades relacionadas as medidas de tendéncia central que nas de disperséo.
Percebemos que, na parte de dispersdo, ha uma maior dificuldade por envolver varios
célculos utilizando as medidas de centralidade, poténcia e radiciacdo. No primeiro dia
de trabalho, fizemos uma revisdo de operagcdes com numeros decimais, € com isso,
obtivemos melhores resultados na parte das medidas de centralidade. Lembramos que
no teste piloto s6 aplicamos as atividades relativas as medidas de tendéncia central.

Recomendamos que, antes de aplicar a segunda parte, relacionada as medidas
de dispersao, o professor faga uma revisdo de poténcia e radiciacdo para que 0s
estudantes tenham melhor aproveitamento nessas atividades, visto que sao contetdos
base para efetuar os calculos da medida de disperséo.

No final das atividades tivemos a oportunidade de conversar com os estudantes,
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a fim de buscar feedback sobre as atividades aplicadas.

1. O grupo 18b (turma B) do segundo ano mencionou que a forma como foi
colocada a animacéo ajudou muito para o entendimento de cada propriedade, e que
gostou da interacdo com os colegas de aula em uma atividade.

2. O grupo 9a (turma A) do terceiro ano alegou que as animac0des sao divertidas
e gque tornaram o entendimento sobre o contetdo mais facil.

3. A maioria dos grupos (cerca de 46 grupos de um total de 67) relatou que a
resolucdo das atividades tedricas ajudou muito para resolver as atividades praticas.

4. Uma professora que assistiu a uma aplicacdo do segundo ano no primeiro dia
comentou que as animag¢des produzidas ajudou muito na aprendizagem dos alunos, e
gue as cores escolhidas chamavam muita atencao, o que também facilitou que os alunos
ficassem “vidrados” no que estava acontecendo.

5. Uma aluna do segundo ano escreveu no chat o seguinte depoimento: - Eu
gostei para ser sincera, de tudo. Principalmente porque quando chegou na segunda
parte das atividades vocé percebe que seu olho esté “treinado” para ver a animacgéo e
conseguir encontrar os padrodes.

Pretendo continuar aprimorando essa ferramenta para uma pagina web, junto
com um tutorial, para que possa auxiliar professores a utilizarem essa ferramenta
pedagdgica e criar um campo para que 0s professores expressem novas ideias e assim,
aprimorar as animacgdes e criar novas atividades. Outro fato também a ser aprimorado
séo as interacOes dos estudantes com as atividades dinamicas com animacdes. Para
divulgar essas animacdes, pretendo participar de encontros de divulgacéo cientifica,
disponibiliza-las em grupos de WhatsApp de professores do estado, além de divulgar
em péaginas de influenciadores da area de educacdo matematica através das redes
sociais.

Proporemos para futuros trabalhos a expansao desse tipo de ferramentas a mais
topicos, com a colaboragdo de outros professores, a fim de aprimorar esse tipo de

ferramenta.
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Apéndices

Termos de consentimento Livre e esclarecido

Modelo 1.
Para a escola.

TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

Eu compreendo os direitos dos participantes da pesquisa intitulada “Algumas
atividades dinamicas aplicadas ao segundo e terceiro so Ensino Médio em uma escola
estadual”’, orientada pela Dra. Silvia Nagib Ellain e que tem como pesquisador
responsavel Lucas Decaro dos Santos da Silva, estudante do Instituto de Matematica
e Estatistica da Universidade de Sao Paulo, a qual pode ser contatada pelo e -mail
lucdec@ime.usp.br ou telefone (11) 99318 -0666. Na qualidade de responsavel pela

Escola , autorizo

aparticipacdo dos estudantes do 2 ° e 3° ano do Ensino Médio na mencionada
pesquisa e compreendo como e por que esse estudo estd sendo realizado. Os
responsaveis pela pesquisa garantem o sigilo, assegurando a privacidade dos
sujeitos quanto aos dados envolvidos na pesquisa. Receberei uma copia assinada

deste formulario de consentimento.

Sao Paulo, de de 2021.

Nome:

Assinatura:

Cargo:
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Modelo 2.

Para sujeitos participantes da pesquisa.

TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

Concordo em participar, como voluntario/a, da pesquisa intitulada “Algumas
atividades dinamicas aplicadas ao segundo e terceiro so Ensino Médio em uma escola
estadual”, que tem como pesquisador responsavel Lucas Decaro dos Santos da Silva,
estudante do Instituto de Matemética e Estatistica da Universidade de S&o Paulo,
orientada pela Dra. Silvia Nagib Elian, as quais podem ser contatadas pelo e-mail
lucdec@ime.usp.br ou telefone (11) 99318-0666. O presente trabalho tem por objetivo
investigar o uso de atividades dindAmicas sobre os temas de Estatistica, Triangulo de
Pascal e Bindbmio de Newton com estudantes do segundo e terceiro ano do Ensino
Médio. Minha participacéo consistira em ajudar na aplicacao das atividades propostas
de forma remota e colher dados dessa aplicacdo. Compreendo que esse estudo
possui a finalidade de pesquisa, e que os dados obtidos serdo divulgados seguindo
diretrizes éticas da pesquisa, assegurando, assim, minha privacidade. Sei que posso
retirar meu consentimentoguando eu quiser, e gue nao receberei nenhum pagamento

por essa participacao.

Sao Paulo, de de 2021.

Nome do estudante:

Nome do Responsavel:

Assinatura;
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Modelo 3
Usado no Google Formulario.

TERMO DE
CONSENTIMENTO
LIVRE E
ESCLARECIDO.

0fa) senhor(a) esta sendo convidado(a) a
participar do projeto "Uso de Tecnologias para o
ensino do Tridngulo de Pascal e Binémio de
Newton com animagdes dindmicas”

Autorizo o uso de gravagéo da tela do meu
computador assim com audio durante a

do das p

Essas des serdo parao
professor pesquisador Lucas Decaro dos Santos
da Silva com o intuito de levantar dados para seu
projeto de pesquisa vinculada aao Instituto de

A atica e ica da Unit

Estadual de S3o Paulo.

0(A) senhor(a) podera se recusar a participar do
estudo, ou retirar seu consentimento a qualguer
momento, sem precisar justificar, e caso desejar
salr da pesquisa, tal fato ndo terd prejulzos para
o(a) senhor(a)

A sua privacidade serd respeitada, ou seja, seu
nome ou qualquer outro dado au elemente que
possa, de qualguer forma, identifica-lo(a), sera
mantido em siallo.

0O(A) senhor(a) ndo tera direito a qualquer
o por sua partici naf

Apds reallzagdo da pesquisa, os Instrumentas de
coleta de dades com os registros de

f ¢es dos particip da
serdo arquivados pelos p
responsaveis, por 5 anos.

Q lucdec21@gmail.com (ndo compartilhada)
Alternar conta

(&)

*Obrigatério

Pergunta sem titulo *

Declaro que |i e entendi todas as
informagdes presentes neste Termo e tive
a oportunidade de discutir as informages
do mesmo. Enfim, tendo sido orientado
quanto o teor de todo o agui mencionado

o e compreendido a natureza e o objetivo do
Ja referido estudo, eu manifesto meu livre
consentimento em participar, estando
totalmente ciente de que ndo ha nenhum
valor economico, a receber ou pagar, por
minha participagao.

S  Pigina 1 de 2

Proxima Limpar formulario

Nunca envie senhas peio Formuldrios Gapgle

Eate formulério fol criado em Universidede de Séc Paulo

Google Formularios

TERMO DE
CONSENTIMENTO
LIVREE
ESCLARECIDO.

&) lucdec21@gmail.com {n&o compartilhado)
Alternar conla

(&)

*Obrigatario

Informagbes complementares.

Nome completo do aluno: *

Sua resposta

Turma 2° ano: *

[OR.
Os
Q¢
Obo

Qual equipamento tecnoldgico vocé *
disponibiliza em sua residéncia para a aula
online via Google Meet?

(O Computador ou notebook,

QO Tablet.
Q celular.

Caso seja o computador ou natebook, vocé *
tém em seu computador instalado o
pacote da Microsoft Power Point?

Sim, eu tenho o programa da Microsoft
(O Power Point instalado no meu computador
ou natebook.

Néo, eu nio tenho Instalado e também nido

O tenho acesso a esse programa da
Microsoft

O P4gina 2 de 2

Voltar Limpar formulario

Nunca envie senhas pelo Formularios Google.

Este formulane foi crisdo em Unversidade de Sdo Pauke.
Dequnciarabuen

Google Formularios
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Resumos apresentados eém congressos

Antes de apresentar o trabalho para o exame de qualificagdo do mestrado,
apresentamos dois resumos, aceitos para dois congressos, referentes aos resultados da
aplicacao das atividades dinamicas, que tinham o objetivo de testar essas atividades com

os estudantes e forneciam uma analise parcial para aperfeicoar o artefato pedagaogico.

O primeiro resumo foi submetido a VIII Jornada Nacional de Educacdo Matematica,
organizada pela Universidade de Passo Fundo, com o titulo “Aprendendo as Propriedades

do Tridangulo de Pascal através de atividades dinamicas”.

O evento ocorreu de forma on-line, entre os dias 30 de setembro e 2 de outubro de
2020. O objetivo do evento era criar “um espacgo de reflexdo, trocas de experiéncias
pedagogicas referentes a educacdo matematica entre grupos de pesquisadores, docentes
e académicos”. (JEM)
. A apresentacao do trabalho nesse congresso gerou um artigo, conforme o link a
sequir.

https://www.upf.br// uploads/Conteudo/jem/2020/Anais%202020%?20-
2%20eix0%203/JEM2020 paper 74.pdf

O segundo trabalho foi apresentado no XXIV EBRAPEM (Encontro Brasileiro de
Estudantes de Pds-Graduagdo em Educagcdo Matemética), organizado pela UNIOESTE
(Universidade Estadual do Oeste do Parand), com o titulo de “Aprendendo as Medidas de
Tendéncia Central através de atividades dindmicas”. O evento ocorreu de forma on-line

nos dias 25, 26 e 27 de novembro.

O EBRAPEM *“constitui-se em um espago para discussodes, trocas de experiéncias
e saberes envolvidos nos processos de elaboracéo de projetos de pesquisa, delineamento
tedrico metodologico, sustentacdo e aprofundamento teodrico, bem como de critica e
amadurecimento de andlise de dados construidos nas investigacdes desenvolvidas nos
cursos de mestrado e doutorado no ambito da Educacdo Matematica dos Programas de
Educacao/Ensino do Brasil.” (EBRAPEM)

A apresentacgao do trabalho nesse congresso gerou um artigo, conforme o link a
sequir.

https://docs.google.com/document/d/1dYvdIfOgP65quVCIU LMYSiViguhVvRt/edit
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