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Resumo

LIU, F. Y. Uma Analise Espectral do Grafo com Clique Plantada. 2022. 55 f. Dissertagao
(Mestrado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2022.

O grafo com clique plantada G(n,p, k) é o grafo aleatério com n vértices em que cada aresta é
incluida independentemente com probabilidade p e entao um k-conjunto de seus vértices sorteado
uniformemente é feito uma clique — a sua clique plantada. Tal modelo foi sugerido independente-
mente por Jerrum (1992) e Kucera (1995) para propor o problema da clique plantada, que consiste
em encontrar a clique plantada de um grafo de G(n,p, k).

Um primeiro avango desde a sugestdao do problema foi apresentado por Alon—Krivelevich—
Sudakov (1998): Um algoritmo espectral de tempo polinomial que quase certamente encontra a
clique plantada do G(n,1/2,k), com k > 10y/n. Desde entao foram encontrados outros algoritmos
que resolvem o problema com k = (y/n); mas o problema continua em aberto para k = o(y/n).
Devido a isso, tal fato ja foi usado como suposi¢éo de intratabilidade em alguns trabalhos.

O algoritmo de Alon—Krivelevich—Sudakov depende de certas propriedades dos maiores autova-
lores de A e do autovetor associado ao seu segundo maior autovalor. Nadakuditi (2012) observou
fenémenos semelhantes ao estudar a matriz B = A — E, onde F é esperanca de A quando se consi-
dera k = 0. Enquanto a anéalise de Alon—Krivelevich—-Sudakov nao explicita motivos que expliquem
o comportamento do espectro de A, Nadakuditi da passos na direcao de elucidar tais fenémenos
ao mostrar uma relagao entre B e uma classe particular de matrizes simétricas aleatérias de média
zero — as chamadas matrizes de Wigner — cujo espectro é bem estudado.

A abordagem adotada por Nadakuditi foi descrita e exemplificada por Nadakuditi-Newman
(2012), quando foi apresentada como uma forma de se estudar o espectro do chamado modelo de
blocos estocastico, o qual generaliza muitos grafos aleatérios com estruturas plantadas.

Motivado pela abordagem de Nadakuditi-Newman, o presente trabalho mostra como os com-
portamentos dos espectros de A e de B podem ser explicados ao considerar essas matrizes como
resultantes da aplicagdo de perturbagoes de posto um sobre matrizes de Wigner. Além de estudar
tais matrizes da distribuicao G(n, p, k), matrizes analogas para uma variante com lagos do grafo
com clique plantada também sdo consideradas. Ademais, este trabalho oferece uma caracterizacao
mais detalhada e completa do espectro dessas matrizes para o caso k = O(y/nlogn) e kq > c\/pan,
com ¢ > 3; mostrando que com exce¢ao de uns poucos dos maiores e menores autovalores, os demais
quase certamente se distribuem seguindo uma distribui¢ao semicircular — distribuigao caracteristica

dos espectros de matrizes de Wigner.

Palavras-chave: clique escondida, analise espectral, lei semicircular, teoria de matrizes aleatoérias,

teoria de perturbacao de matrizes.
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Abstract

LIU, F. Y. A Spectral Analysis of the Planted Clique Graph. 2022. 55 f. Dissertacao (Mes-

trado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2022.

The planted clique graph G(n,p, k) is the random graph on n vertices in which each edge is
added independently with probability p and then a k-set of its vertices is chosen uniformly and
made into a clique — the planted clique. This model was suggested independently by Jerrum (1992)
and Kucera (1995) to describe the planted clique problem, which consists in recovering the planted
clique of a graph drawn from G(n,p, k).

A first development since the problem was proposed was provided by Alon—Krivelevich—Sudakov
(1998): An efficient spectral algorithm that almost surely finds the planted clique of G(n,1/2,k),
with k& > 104/n. Since then, other algorithms were found for k£ = Q(y/n); but the problem remains
unsolved for k = o(y/n); a fact that has been used as a hardness assumption in several works.

The algorithm presented by Alon—Krivelevich—Sudakov relies on the behavior of the largest
eigenvalues of A and on properties of the eigenvector of its second largest eigenvalue. Similar phe-
nomena was observed by Nadakuditi (2012) when considering the B = A — E matrix, where E is
the expected matrix of A with &k = 0. While Alon—Krivelevich—Sudakov’s analysis does not provide
insights that explain the behavior of the spectrum of A, Nadakuditi takes some steps towards an
explanation by showing a relationship between B and a particular class of zero-mean symmetric
random matrices whose spectrum is well studied — the Wigner matrices.

The approach followed by Nadakuditi was described and exemplified by Nadakuditi-Newman
(2012), when it was presented as a manner to study the spectrum of the so-called stochastic block
model, which generalizes many random graphs with planted structures.

Inspired by Nadakuditi-Newman’s approach, we show how the spectral behavior of A and B
can be explained by regarding those matrices as the result of rank-one perturbations over Wigner
matrices. Besides studying those matrices under the G(n,p, k) distribution, we also consider ana-
logous matrices for a variant with loops of the planted clique graph. Furthermore, we offer a more
detailed and complete characterization of the spectrum of those matrices under ¥ = O(y/nlogn)
and kq > c¢,/pgn, with ¢ > 3; showing that besides a few of the largest and smallest eigenvalues, all
the others almost surely are distributed according to a semicircular law — which is the characteristic

distribution of the spectra of Wigner matrices.

Keywords: hidden clique, spectral analysis, semicircle law, random matrix theory, matrix pertur-

bation theory.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 O Problema da Clique

Uma clique num grafo é um subconjunto de vértices que induz um subgrafo completo: cada par
de vértices do subconjunto é ligado por uma aresta. Problemas envolvendo cliques encontram-se
entre problemas fundamentais para a Ciéncia da Computacao Teodrica: Decidir se um grafo contém
uma clique de um dado tamanho é um dos vinte e um problemas N P-completos descritos no
trabalho seminal de Karp [Kar72|, enquanto encontrar uma maior clique é um problema N P-dificil
j4 muito estudado, com vastas aplicacoes praticas em outras areas do conhecimento.!

Um outro problema correlato é o de se computar ou estimar o tamanho w(G) de uma maior
clique de um grafo G, tarefa também N P-dificil. O melhor algoritmo de aproximagdo conhecido
para essa quantidade possui garantia de desempenho O(n/(logn)?), onde n é o nimero de vértices
no grafo [BH92|; enquanto sabe-se que nao ha algoritmo de tempo polinomial que pode aproximar
w(G@) a um fator melhor que n'~¢ para todo € > 0, a menos que P = NP [Has99, Zuc07].

1.2 A Clique em Grafos Aleatérios

A intratabilidade em caso geral sugerida por essas observacoes incentivou o estudo de tais proble-
mas considerando certas distribui¢oes aleatorias de grafos (também chamadas de grafos aleatorios),
como aconteceu a diversos problemas envolvendo outros aspectos estruturais em grafos.? Em par-
ticular, estudar tais distribuicoes e seus respectivos problemas pode vir a contornar o pessimismo
apresentado pela analise de pior caso, uma vez que deixa de limitar a avaliacao do desempenho de
um algoritmo aos casos mais patolégicos.

O grafo aleatorio de Erd6s—Rényi G(n, p) foi uma das primeiras distribuigoes consideradas para
o estudo de diversos problemas estruturais em grafos. Trata-se da distribui¢do aleatéria de grafos
simples com n vértices em que cada aresta estd presente com probabilidade p = 1 — ¢. Nessa
distribuigdo, sabe-se que quase certamente w(G) ¢ [r(n)] ou [r(n)], onde r(n) = (2 —o(1))log; /, 7
é uma fungao que pode ser escrita explicitamente (cf. [Mat72, BE76]). H4 um algoritmo simples de
tempo polinomial capaz de encontrar quase certamente uma clique de tamanho (1 — o(1)) log; /T
[GM75]; de modo que encontra-se facilmente em G(n,p), quase certamente, uma clique com cerca
de metade do tamanho da maior. O problema de se encontrar em G(n,p) uma clique de tamanho
(1+¢€)log, /p M, Para qualquer constante € > 0, permanece em aberto.

[WH15] é uma resenha sobre o problema e apresenta varios apontamentos nesse quesito.

2Para uma lista de exemplos, veja [FM97] e suas referéncias.

3[Rou21] discute de forma mais aprofundada acerca da estratégia de estudar algoritmos considerando entradas
distribuidas aleatoriamente.
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1.3 Grafos com Estruturas Plantadas

Para muitos dos problemas estruturais, também sao considerados grafos aleatorios definidos de
modo a garantir que em todo grafo da distribui¢do ha uma estrutura plantada que é de fato uma
solugao plausivel para o problema. Tais grafos sao chamados no presente trabalho de grafos com
estruturas plantadas. Como exemplos de grafos com estruturas plantadas, podem ser mencionados
a bisecgao plantada [Bop87, JS98, CKO1] e a k-coloragao plantada [Kuc77, DF86, Tur88, BS95,
AK97|. Muitos dos problemas estruturais podem também ser vistos como a busca por certas de
particoes de vértices; de modo que o problema da detec¢do de comunidades no chamado modelo de
blocos estocéstico, que tem sido alvo de muitos estudos recentes [Abb17], pode ser visto como uma
generalizacao deles.

Ao estudar os problemas relacionados a essas distribuigoes, busca-se encontrar um algoritmo
que recupere a solugao plantada com probabilidade tendendo a 1 conforme n — oco. Condigoes que
assegurem a otimalidade da solugao plantada ou a sua unicidade sao outras questoes que costumam
ser levantadas no estudo de grafos com estruturas plantadas.

1.4 O Problema da Clique Plantada

Um grafo com estrutura plantada relacionado ao problema da clique é o grafo com clique plan-
tada G(n, p, k), que ¢é o principal objeto de estudo do presente trabalho. O grafo com clique plantada
foi proposto de maneira independente por Jerrum [Jer92] e Kucera [Kuc95] e seus grafos sao gerados
da seguinte forma: Toma-se um grafo do G(n,p), sorteia-se uniformemente um k-conjunto K de
seus vértices e, entdo, sdo acrescentadas todas as arestas necessérias para que K seja uma clique.
O conjunto K é a sua clique plantada.

O problema da clique plantada consiste em recuperar a clique plantada do G(n,p, k). Uma
primeira solugao para esse problema foi apresentada por Alon—Krivelevich-Sudakov [AKS98| e se
trata de um algoritmo espectral polinomial capaz de quase certamente recuperar a clique plantada
do G(n,1/2,k) com k > 104/n. No mesmo artigo foi mostrado como esse algoritmo pode ser usado
para resolver o caso k = ¢y/n, para qualquer constante ¢ > 0, ao prego de aumentar a complexidade
de tempo por um fator O(n?10s10/0)+2),

Desde entao, foram encontradas outras solugoes para esse problema. Por exemplo, uma clique
plantada de tamanho k& = Q(y/n) pode ser encontrada por outros métodos espectrais [McS01, Vuls,
CO10], programacao semi-definida [FK00] e métodos combinatérios [FR10, DGGP14]. Contudo,
ainda ndo se sabe de um algoritmo que resolva o problema com k = o(y/n), de forma que a
dificuldade de se resolver esse caso ja foi usada como suposicao de dificuldade em alguns trabalhos
[AAKT07, MV09, HK11, BR13, Dugl4].

1.5 O Espectro do Grafo com Clique Plantada

O algoritmo apresentado por Alon—Krivelevich-Sudakov [AKS98| consiste em computar o au-
tovetor associado ao segundo maior autovalor da matriz de adjacéncia A do grafo dado e entao
extrair dele quais vértices estao na clique plantada. O que justifica a consideracao desse autovetor
em especifico é o fato de que quase certamente a maior parte de seu peso esta na clique — isto é,
os elementos em coordenadas correspondentes a vértices na clique plantada estao entre os de maior
valor absoluto. Esse fato é provado naquele trabalho pelo estudo de caracteristicas espectrais da
matriz de adjacéncia do G(n,1/2,k) com k > 104/n. Em particular, foi demonstrado que, sob essas
condigdes, quase certamente: (i) O maior autovalor de A é pelo menos (1—o0(1))n/2; (ii) seu segundo
maior autovalor estd proximo de k/2; e (iii) os demais autovalores sdo no méaximo (1 + o(1))y/n.
Contudo, as verificagoes apresentadas naquele trabalho nao explicitam motivos para a emergéncia
de tais fen6menos.

Nadakuditi [Nad12] indica que um fenémeno semelhante ao do segundo autovetor pode ser
observado ao estudar uma variante com lagos da clique plantada quando sua matriz de adjacéncia
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é comparada com a matriz de adjacéncia esperada de uma distribui¢ao sem estruturas plantadas,
tomada como referéncia. Neste caso, o G(n,p) com lagos foi tomado como tal referéncia.

Nadakuditi [Nad12| observou experimentalmente que, tomando B = A — p11” onde 1 é o vetor
de uns, quando k/\/n — f3, se \/]% < B < 00, entao o autovetor v associado ao maior autovalor
de B parece aproximar-se de um multiplo do vetor indicador da clique plantada; enquanto com
B8 < \/]% 0 autovetor v parece nao conter informacao suficiente para a identificagdo da clique.

Seguindo uma abordagem semelhante, Nadakuditi e Newman [NN12| descrevem uma maneira de
usar tal abordagem para estudar o espectro da matriz de adjacéncia do modelo de blocos estocéstico,
exemplificando o seu argumento ao aplicid-lo para o caso da biseccao plantada. Nesse interim, foi
indicada uma relagao intima entre o espectro estudado e um resultado classico da Teoria de Matrizes
Aleatorias — a chamada Lei do Semicirculo de Wigner.

1.6 Contribuicoes do Presente Trabalho

O presente trabalho se propoe a explicitar motivos que expliquem os fenémenos observados por
Alon, Krivelevich e Sudakov [AKS98|. Para isso, ¢ usada a ideia sugerida por Nadakuditi [Nad12| de
estudar os espectros das matrizes A e B adotando abordagem semelhante ao tratamento indicado
por Nadakuditi-Newman [NN12|. Espera-se que essa investigagdo abra mais vias para determinar
a dificuldade de resolugao do problema no regime k = Q(y/n).

O presente trabalho comega apresentando no Capitulo 2 a notagao usada e alguns objetos
matematicos que serao particularmente uteis. Em seguida, no Capitulo 3, sdo descritos alguns
resultados classicos da Teoria Espectral de Matrizes Simétricas que sao frequentemente usados
durante o estudo espectral de grafos: a chamada Decomposi¢do Espectral de matrizes simétricas e
algumas caracterizacoes variacionais de seus autovalores.

Nos dois capitulos seguintes sao produzidos resultados necessarios para a analise & que o presente
trabalho se propoe. No Capitulo 4, discorre-se brevemente sobre alguns resultados classicos quanto
a matrizes de Wigner e entao sao demonstrados resultados similares para o espectro de matrizes de
Wigner com submatriz anulada, provando que de fato ele também se aproxima em probabilidade &
Lei do Semicirculo e que quase certamente o seu raio também esta restrito aos limites do semicirculo.
Depois disso, atualizagoes de posto um sao definidas no Capitulo 5, quando resultados quanto a
essas perturbacoes sobre matrizes em cujos espectros figuram semicirculos sao demonstrados.

Enfim, todos esses resultados sao usados no Capitulo 6, quando os espectros das matrizes A e
B do G(n,p, k) e de sua variante com lagos sao estudados. Primeiramente, antes de se estudar as
matrizes A e B de G(n,p, k), matrizes analogas sob uma variante com lagos do grafo com clique
plantada sdo consideradas. A presenca de lagos em tal variante introduz uma certa simetria que
permite uma analise mais fluida dos espectros. De fato, a anélise do caso sem lacos assemelha-se ao
estudo da variante com lagos, salvo alguns ajustes.

Nesse tltimo capitulo, as matrizes estudadas serao vistas como o resultado da aplicacao de
atualizagoes de posto um sobre matrizes de Wigner com submatriz anulada, de onde sera natural
observar a relagao da distribuigao de seus espectros com o Semicirculo de Wigner e com o vetor
indicador da clique plantada.

Mais especificamente, para ambas as variantes serd mostrado que, com k = o(n), a distribuigao
do espectro de B, com excec¢ado de seu maior autovalor, se aproxima em probabilidade do Semicirculo
de Wigner; e, com excecao dos seus dois maiores autovalores, o mesmo ocorre com a distribuicao
do espectro de A.

Ademais, sera mostrado que, com k = w(y/n) para a variante com lagos e kg > (c + 2),/pqn,
com ¢ > 1, para a variante sem lagos, enquanto para qualquer k = o(n) o maior autovalor de B é
quase certamente préoximo de kq, onde ¢ = 1 — p, e 0 seu autovetor associado é quase certamente
proximo do vetor indicador da clique; o mesmo acontece com o segundo maior autopar de A com

k= O(v/nlogn).
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Capitulo 2

Notacao e Elementos Especiais

Esta secao introduz notacoes, nocoes e elementos especiais usados ao longo do presente trabalho.

2.1 Notacao Elementar

Se n é um ntmero inteiro positivo, entao [n] :={1,2,--- ,n}.

Um multiconjunto S é um par (C's, multg) onde Cs é o conjunto subjacente de S e multg é uma
funcao que atribui a cada elemento x € C's um valor nao-negativo, o qual é a multiplicidade de x
em S. Define-se S(z) := multg(z). O tamanho de S ¢ dado por [S|:= 3" . S(2).

2.2 O Numero de Catalan

O n-ésimo nimero de Catalan, onde n > 0, € o namero

o 1 (2n>
n+1\n

Dentre as suas muitas propriedades, serdo usados no presente trabalho o fato que, para todo n > 0,
tem-se que C),/Cry1 < 1/4 e que C), < 4™

Para um tratamento abrangente dos numeros de Catalan, veja, e.g., [Stalb|, que oferece uma
vasta colecao de suas propriedades e aplicagoes.

2.3 Comportamento Assintético

Dadas f(n) e g(n) duas fungbes positivas, seja L := lim,_~ f(n)/g(n). Entdo afirma-se que
f(n) =o(g(n)) se e somente se L = 0; enquanto f(n) = w(g(n)) se e somente se L = co. Ademais,
diz-se que f(n) ~ g(n) se e somente se L = 1. Note que f(n) = o(g(n)) < g(n) = w(f(n)).

Uma proposicao P(n) parametrizada por n vale quase certamente para uma dada distribui-
gao aleatoria se e somente se lim, ., P(P(n)) = 1. Em todos os casos do presente trabalho, a
distribuicao aleatéria subjacente a proposicao serd dada pelo contexto e estara implicita.

Ademais, uma sequéncia de variaveis aleatorias (X1, Xo,...) converge em probabilidade a um
valor ¢ se e somente se, para todo € > 0, lim,, o, P(| X, — ¢| > €) = 0.

2.4 Desigualdades Uteis

Em certas ocasioes, convém estudar o quanto uma varidvel aleatoria distancia-se de sua média.
Para isso, pode ser usada uma desigualdade como a de Markov, descrita a seguir.
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Teorema 2.4.1 (A Desigualdade de Markov). Seja X uma varidvel aleatéria nao-negativa. Entao
para todo a > 0,

E[X]

a

P(X >a)<

Uma desigualdade que oferece cotas mais justas que a oferecida pela desigualdade de Markov é
a desigualdade de Chebyshev, descrita abaixo.

Teorema 2.4.2 (A Desigualdade de Chebyshev). Seja X uma varidvel aleatoria tal que E[X] < oco.

Entao para todo a > 0,
< Var(X)

- 2

P(X ~E[X]| 2 a) <

Enfim, cotas ainda mais justas podem ser obtidas quando sabe-se que a variavel aleatoria
distribui-se segundo a distribuigdo binomial B(n,p), em que conta-se quantos de n eventos com
probabilidade de sucesso p foram bem sucedidos.

Teorema 2.4.3 (Uma Cota de Chernoff). Seja X ~ B(n,p). Entao para todo a > 0,
P(X —np>a)< g2/ ¢ P(X —np < —a) < e 20/

Para mais detalhes quanto as desigualdades de Markov e Chebyshev, veja, e.g., [Ros10, Cap. 8|.
Quanto a cota de Chernoff, veja, e.g., [AS16, Ap. A].

2.5 Teoria dos Grafos

Um grafo G é um par (V(G), E(G)), em que os elementos do conjunto V(G) sao os vértices de G,
enquanto os elementos de E(G) C (V(2G)) sao as arestas de G. Em ocasioes ao longo deste trabalho
serd permitida a presenca de la¢os, isto é, arestas com ambas as extremidades no mesmo vértice.
Nesses casos, serda chamada de aresta comum qualquer aresta que nao seja um lago. Denota-se por
|G| = |V(G)| o ntimero de vértices de G e por |G| = |E(G)| o ntimero de arestas de G.

Um passeio w de comprimento n num grafo G é uma sequéncia de vértices (wq, ..., w,) tal que
wiwi+1 € E(Q), para todo i € [n — 1]. Diz-se que um passeio é fechado se w1 = w,. Associado a
cada passeio w esta o grafo formado apenas pelos vértices e pelas arestas envolvidos; e por vezes w
serd identificado com esse grafo, o que estara claro pelo contexto.

Um subgrafo H de G é um grafo tal que F(H) C E(G). Um grafo induzido pelas arestas em
S C E(G) ¢ o grafo (Vs,S), onde Vg = | J,cg 5. Um grafo induzido pelos vértices em T'C V(G) é o
grafo (T, Et), onde Er = E(G) N {wv : (u,v) € T?}.

Um grafo G é dito completo se e somente se F(G) = (V(QG)), no caso do grafo simples; e se e
somente se E(G) = {uv : (u,v) € V(G)?}, caso lagos sejam permitidos. Dado um grafo G, uma
clique é um subconjunto de V(G) que induz um subgrafo completo em G.

2.6 Algebra Linear

Denota-se por M; ; o elemento da matriz M que esté na i-ésima linha e j-ésima coluna, enquanto
v; € o 1-ésimo elemento do vetor v. Denota-se por R"™ o espaco de todos os vetores reais de n
elementos; e por R™*™ o espaco de todas as matrizes reais m x n. Em particular, denota-se por S™
0 espago de todas as matrizes simétricas n x n.

A matriz identidade n x n é denotada por I. Além disso, e; é o i-ésimo vetor canonico do R™.
Seja S € 2" um conjunto de inteiros. Entao eg é a matriz cuja i-ésima coluna é o vetor candnico
es;, onde S; é o i-ésimo menor elemento de S. Ademais, defina Is := 65’6%:.

O wvetor indicador 1g de S é o vetor em que os elementos com indice em S sao 1, enquanto todos
os demais sao 0; e o vetor de uns 1 é o vetor cujos elementos sao todos 1.
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Lembre que, dados dois vetores u e v, se # é o angulo interno entre eles, entao

ul'v = Zuivi = [lulll[v]| cos 6.

(2

Seja M uma matriz n X n. Sejam A um escalar e v um vetor unitario. O par (A, v) é um autopar
de M se e somente se Mv = Av. Nesse caso, diz-se que A é um autovalor de M e v é um autovetor
de M. O conjunto dos autovalores de M ¢é denotado por Spec*(M). O espectro da matriz M é o
multiconjunto Spec(M) := (C, multys), onde C é o conjunto dos ntimeros complexos e multys(A) é
a multiplicidade de A como raiz de pps := det(A — M), o polinémio caracteristico de M. Considere
que multpr(A) = 0 se e somente se A ndo é um autovalor de M. Ademais, defina M () := mults(A).
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Capitulo 3

Teoria Espectral de Matrizes Simétricas

H4 resultados classicos de Teoria Espectral para matrizes simétricas — quanto a seus valores
caracteristicos, como autovalores e autovetores — que sao tteis para o presente trabalho. Tais resul-
tados sao apresentados brevemente no presente capitulo, que oferece suas respectivas provas, por
completude.

A Secao 3.1 trata do chamado Teorema Espectral, usado para mostrar que matrizes simétri-
cas sao diagonalizaveis, possibilitando a sua decomposicdo espectral. Em seguida, sao apresentados
resultados que expressam os autovalores de matrizes simétricas como solugdes de problemas de
otimizagao (Segao 3.2).

3.1 Decomposicao Espectral

O seguinte teorema é um resultado fundamental da Teoria Espectral de Matrizes Simétricas.
Teorema 3.1.1 (Teorema Espectral). Seja M uma matriz simétrica n x n. Entao

a) Seus autovalores sao todos reais; e

b) Existe base ortonormal do R™ formada por autovetores de M.

Devido a esse teorema, ao longo do presente trabalho é adotada a convencao de que uma matriz
simétrica M tem autovalores A\ (M) > --- > A, (M) com respectivos autovetores vy (M), ..., v, (M),
os quais formam uma base ortonormal do R™. Quando a matriz M for evidente pelo contexto, ela
podera ser omitida da notagao, permitindo referéncias aos autovalores \; e autovetores v; de M.

Em decorréncia desse teorema, todo vetor do R" pode ser decomposto em termos de autoveto-
res de qualquer dada matriz simétrica. Além disso, desse resultado é possivel derivar a chamada
decomposicao espectral de uma matriz simétrica: Se M € S™, entao

A 0 ... 0
| | 0 X ... o[ " —
M= |wu Un : : . : ’
S VA O S A
v D VT

onde V' é uma matriz ortonormal cujas colunas sao autovetores v; de M; e D é uma matriz diagonal
composta pelos autovalores \; correspondentes. Pode-se ver VT como uma uma transformacao
que traduz vetores da base canénica para uma base de autovetores de M; enquanto a matriz V'
desempenha papel inverso. Na base de autovetores a acao de M é descrita pela matriz diagonal D.
Em esséncia, o que se esta expressando é que toda matriz simétrica pode ser descrita como uma
matriz diagonal numa base ortogonal composta por seus autovetores.
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Prova do Teorema 3.1.1. Para provar a), considere um autovalor complexo u = a + bi de M com
autovetor u = x + yi, onde = e y sao vetores reais. Nesse caso, vale que Mu = nwu, onde g é o
conjugado de y e @ é o conjugado de u. Segue que i’ u = (M%) v = @ Mu = pi’ u. Como u # 0,
entdao u = [; e assim p é real. Logo, todas as n raizes do polinémio caracteristico de M sao reais.

Para matrizes de dimensao 1, b) é trivial. Suponha entao que b) vale para toda matriz simétrica
com dimensodes k X k, com 1 < k, e seja M uma matriz simétrica (k+ 1) x (k+ 1).

Naturalmente, considerando seu polinémio caracteristico, a matriz M possui ao menos um
autopar real (u,u). Seja VL o subespaco de R¥*! composto por vetores ortogonais a u; e seja S
uma matriz cujas colunas formam uma base ortonormal de V. Note que para todo v € V1 vale
que SSTv = v. Além disso, se v € V*, entdo (Mv)Tu = vT Mu = p1(u”v) = 0; e assim Mv € V*.

Considere a matriz N = STMS. Como N é simétrica de dimensoes k x k, entdo existe uma base
ortonormal para R¥ formada por autovetores de N. Se (A, v) é um autopar de N, entao Sv € V6e
MSv € V1. Assim, MSv = SSTMSv = SNv = ASv; e entdo (), Sv) é um autopar de M.

Para todo v € R¥, vale que Sv € V1 e assim Sv # u. Além disso, se v e w sdo vetores do R* tais
que vTw = 0, entdao (Sv)T (Sw) = vT ST Sw = vTw = 0. Dessa forma, é possivel usar os autovetores
de N para obter uma base ortonormal de V+ que, junto com u, formam uma base ortonormal para
R**1 formada por autovetores de M. O

3.2 Caracterizacoes Variacionais do Espectro

Ao estudar o espectro de uma matriz é interessante dispor de meios para computar os seus respec-
tivos autovalores. Enquanto num caso geral s6 é possivel caracterizar os autovalores de uma matriz
M como as raizes do seu polindémio caracteristico, quando M € S™ pode-se também caracterizé-los
como solugoes de alguns problemas de otimizagao.

O raio espectral pjs de uma matriz M é uma caracterizagao como tal. Trata-se do maior valor
absoluto dentre os seus autovalores, isto é,

par = max X (M)
i€[n]

Se M é simétrica, pode-se mostrar que o raio espectral é também a maior razao entre os compri-
mentos de Mz e de z, considerando todos os vetores x € R™. Dessa forma, o raio espectral oferece
alguma intuicdo quanto ao impacto méximo de M sobre vetores do R™.

Fato 3.2.1. Se M € S", entdo

M| _
= PM-

zeRn ||z

Prova. Todo vetor x € R™ pode ser decomposto como x = c1v1+- - -+¢,v,, em termos de autovetores
de M. Assim, tem-se que || Mz||* = A2 + - -- + 2 X2. Observe que

AN+ G <Pl + -+ )
e como ||z]|> =& +--- + 2, entdo | Mz / ||z]|* < p3,. Enfim, note que a igualdade ¢ atingida ao
se tomar como = o autovetor associado ao autovalor de valor absoluto igual a pjs e, assim, segue o
resultado. O

E possivel caminhar na direcdo de um resultado mais refinado através das seguintes considera-
¢des. Lembre que, para qualquer vetor unitario u, o valor de v Mw é igual a || Mu|| cos, onde 6
é o angulo interno entre u e Mwu. Se v é um autovetor associado ao autovalor A tal que || = pas,
entdo sabe-se que ele deve maximizar ou minimizar a expressao u’ Mu considerando apenas vetores
unitarios, uma vez que pelo Fato 3.2.1 segue que v maximiza ||Mul e, pela definigdo de autopar,
tomando u = v tem-se que |cosf| = 1.
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Considere entao o quociente de Rayleigh, dado por

T
zt Mx
Ry (zx) := Ty

para todo = € R™,x # 0. Observe que esse quociente é invariante em relagao a ||z||, de tal forma
que ao analisar essa funcdo pode-se restringir o seu dominio aos vetores unitéarios.!

A intuigdo descrita acima motiva o uso do quociente de Rayleigh para obter a seguinte caracte-
rizagao variacional para os autovalores de uma matriz.

Teorema 3.2.2 (Teorema de Rayleigh-Ritz). Seja M € S™ e seja S(i,5) o espago ortogonal aos
autovetores v;, Viy1,...,vj, se 1 < j; ou o R", caso contrdrio. Entao

A = max{Ry(z) :z € S(1,k —1) e x # 0}
=min{Ry(z) : z € S(k+1,n) e x # 0}.

Prova. Pelo Teorema 3.1.1, todo x € R™ pode ser decomposto em termos dos autovetores de M
Como & = c1v1 + - - - + cpvp. Entdo vale que 2/ Mz = C%)\l + -4 c%)\n.
Suponha que x € S(1,k — 1). Nesse caso ¢; = -+ = ¢x_1 = 0; e entdo

2T Mz = C%)\k + .. —1—62/\” < )\k(cz +-'-+c721) =\ Ha:HQ,

de onde tem-se que Rys(z) < A\g; e tomando & = vy vale que Ryr(x) = A, provando a primeira
igualdade. A prova da segunda igualdade segue de um raciocinio analogo. O

Uma vantagem do Teorema de Rayleigh—Ritz sobre o estudo do raio espectral é a de oferecer uma
caracterizagao mais precisa de cada autovalor. Essa caracterizacao, contudo, requer conhecimento
acerca de alguns autovetores da matriz caso se queira computar autovalores que nao sejam o maior
ou o menor do espectro. Ainda usando o quociente de Rayleigh, pode-se encontrar uma outra
caracterizacao variacional dos autovalores que é livre desse requisito.

Teorema 3.2.3 (Teorema de Courant-Fischer). Seja M € S™ e defina dim(U) como a dimensdo
do subespago U do R™. Entao, para todo k € {1,2,...,n},

A = m(z]ix{min{RM(u) cueU eu#0}:dim(U) =k}
= mUin{max{RM(u) cuelU eu#0}:dim(U) =n—k+ 1},
Prova. Se U é um subespaco de dimensao k, entdo sua interse¢do com o subespago gerado pelos

autovetores vy, ..., v, nao é zero. Assim, existe um vetor v nao-nulo nessa intersecao que pode ser
escrito como v = cpvg + - - - + Uy, para o qual

R _C%)\k—kﬂ'—i—c%)\n
ul) == e
k n

< Ag.

Logo, min{ Ry (u) : u € U e u # 0} < A, para todo U e entao
max{min{Ry;(u) :u € U e u# 0} : dim(U) = k} < Ag.

Por outro lado, seja V' o subespago gerado por vy, ...,v;. Nesse caso, o Teorema de Rayleigh—
Ritz mostra que min{Rps(u) : u € V e u # 0} = Ag; e entao

max{min{Rys(u) :u € U e u # 0} : dim(U) = k} > Ay.

Aplicando um raciocinio analogo, prova-se também a segunda equagao. ]

!Para uma discussdo aprofundada quanto as propriedades do quociente de Rayleigh e suas aplicacdes, veja, e.g.,
[Wil88, Par98g].
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Capitulo 4

A Leil do Semicirculo de Wigner

A Lei do Semicirculo de Wigner é um resultado classico em Teoria de Matrizes Aleatérias.
Informalmente, o teorema indica que, & medida que as dimensdes de uma certa classe de matrizes
aleatorias simétricas — as chamadas matrizes de Wigner — tendem a infinito, a distribui¢ao dos
autovalores dessas matrizes converge em certo sentido para uma distribui¢gdo deterministica — o
semicirculo de Wigner. Um teorema complementar acerca do raio espectral dessas matrizes torna o
resultado mais robusto ao mostrar que quase certamente os autovalores se concentram nos limites do
semicirculo. Na Secao 4.1, tais resultados sdo enunciados e conceitos a eles associados sao definidos
de maneira mais precisa.

O restante deste capitulo é dedicado & adaptacao desses resultados a uma outra classe de matrizes
aleatorias simétricas chamadas no presente trabalho de matrizes de Wigner com submatriz anulada.
Tal classe de matrizes é definida com mais precisao na Secao 4.2, onde resultados obtidos quanto a
elas sao enunciados. Suas provas sao apresentadas nas subsegoes 4.2.1, 4.2.2 e 4.2.3.

4.1 O Resultado Classico

Os resultados descritos nesta se¢do consideram a seguinte classe de matrizes.

Definicao 4.1.1. Seja M,, uma matriz simétrica aleatdria nxn cujos elementos acima e na diagonal
sao varidveis aleatorias independentes. Sejam & e ¢ duas distribuigoes aleatorias de média zero com
Var(£) =t < oo. Diz-se que M,, é uma matriz de Wigner se e somente se, para todo (i, j) € [n)?,
& sei# j; ou
[Mnlij ~ -
¢, caso contrdrio.

E comum, num abuso de notacéo, se referir a uma sequéncia M = (My, Mo, ...) de matrizes de
Wigner, todas com mesmos £ e ¢, por “a matriz de Wigner M”, como se os M; representassem a
evolugao de uma tnica matriz de Wigner com dimensoes crescentes.

Wigner [Wigh5, Wigh8| descreve um importante resultado quanto ao espectro dessa classe de
matrizes, conhecido como a Lei do Semicirculo de Wigner. Esse resultado é bastante geral por
considerar uma classe de matrizes abrangente, de modo que ha muitos estudos acerca dele e de suas
ramificacoes.! Esse resultado diz respeito & distribuicdo empirica das matrizes de Wigner, isto é, a
medida de probabilidade

1 n
pa = §5Ai(A)’

onde A é uma matriz simétrica n X n e §, € um delta de Dirac, o qual é definido pela propriedade
[ fdé, = f(a), para toda fungao continua f com suporte compacto.

!Para um tratamento aprofundado dos resultados descritos nesta secdo e assuntos relacionados, veja, e.g., [AGZ10,
BS10, TV14].
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Teorema 4.1.2 (Lei do Semicirculo de Wigner). Seja (M, Ma,...) uma sequéncia de matrizes de
Wigner com mesmos € e ( tais que todos os seus momentos existem e sao limitados, isto €, que

max {E[|¢|?],E[|¢|9]} < rq < oo, para d > 1, com rq independente de n. Para todo n > 1, defina

W, = ﬁMn Entao para toda funcgdo continua limitada f e para todo € > 0,

JL%OPO/fduWn—/fdat >e> =0,

onde oy € o semicirculo de Wigner, a distribuicao tal que

{;t\/élt —22dx, se 2 < 4t; ou
oy(dz) =< =™

0, caso contrdrio.

Um teorema de Fiiredi-Komlos [FK81] limita o raio espectral de W,,, mostrando que quase
certamente todos os autovalores de W, estdo no intervalo (—2v/t — €, 2/t + ¢€), para todo € > 0.

Teorema 4.1.3. Sob as mesmas condi¢oes do Teorema 4.1.2, se todos os elementos de M, possuem
um limitante comum L, entdo para todo € > 0,

lim P( ’PW,L — 2\/2‘ > e) =0.
n—oo

4.2 Matrizes de Wigner com Submatriz Anulada

No presente trabalho a seguinte classe de matrizes é estudada.

Definicao 4.2.1. Seja X,, uma matriz simétrica aleatoria nxn cujos elementos acima e na diagonal
sao varidveis aleatorias independentes. Sejam & e ¢ duas distribui¢des aleatorias de média zero com
Var(§) =t < oo; e seja Z,, C [n] um conjunto de z, indices. Diz-se que X,, é uma matriz de Wigner
com submatriz anulada se e somente se, para todo (i, j) € [n]?,

0, se (i,7) € Z%; e
(Xnlij ~ & se (i) € Zy ei#j;e
¢, caso contrdrio.

Pode-se ver X,, como uma matriz de Wigner em que a submatriz definida pelos elementos com
ambos os indices em Z,, foi substituida pela matriz nula (por isso, “com submatriz anulada”). Dada
uma sequéncia (X7, Xo,...) de matrizes de Wigner com submatriz anulada, defina z(n) := z,.

A discrepancia na definigao das matrizes de Wigner com submatriz anulada em relacao a de-
finicdo usual para matrizes de Wigner impede que os resultados mencionados na se¢do anterior
sejam aplicados diretamente. Contudo, pode-se adotar uma abordagem combinatoéria semelhante a
de Wigner [Wigh5, Wigh8| para mostrar que, quando z(n) = o(n), a distribui¢do empirica dessas
matrizes também se aproxima da distribuicao semicirculo.

Teorema 4.2.2. Seja (X1, Xa,...) uma sequéncia de matrizes de Wigner com submatriz anulada
tal que z(n) = o(n), todas com os mesmos & e C tais que todos os seus momentos existem e $ao
limitados, isto ¢, que max {E[|¢|?],E[|¢|%]} < rq < o0, para d > 1, com rq independente de n. Defina
Y, := -LX,,, para todo n > 1. Entio conforme n — oo, para toda fungdo continua limitada f e

T Vn
ILm P<’/fd,uyn—/fdat >e> =0.

todo € > 0, tem-se que

De forma similar aos resultados originais, pode-se mostrar que os autovalores estdo quase cer-
tamente contidos no intervalo (—2v/f — €,2v/t + €), para todo € > 0, uma vez que A;(Y;,) e An(Yy)
aproximam-se, respectivamente, de 2/t e de —2+/t.
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Teorema 4.2.3. Sob as mesmas condicoes do Teorema 4.2.2, se todo elemento de X, possui um
limitante comum L, entdo para todo € > 0,

i P27 ) =0

A demonstragao do Teorema 4.2.2 seréa através do seguinte teorema, a principio mais fraco, que
sera usado num argumento com a aproximagao de Weierstrass (Teorema 4.2.10).

Teorema 4.2.4. Sob as mesmas condigoes do Teorema 4.2.2, para todo € > 0 e todo d > 0,

ILm P(‘/xdduyn—/mddat >e) =0.

Em outras palavras, o Teorema 4.2.4 mostra que os momentos de py, se aproximam dos mo-
mentos de o;. Isso é interessante para o presente trabalho, uma vez que a distribuicao semicirculo é
definida pelos seus momentos?; e o fato de que os momentos da distribuicdo empirica se aproximam
dos do semicirculo sugere que talvez a propria distribuicao empirica também convirja ao semicirculo
de Wigner, como se verifica de fato.

4.2.1 Os Momentos da Distribuicao Empirica

Nesta subsegao serao usados X := X,,, Y :=Y,, e Z := Z,, por simplicidade de notagao.
Primeiramente, algumas observacgoes quanto aos momentos de uy e o¢. Pode-se facilmente ver
que se Y = UDUT & uma decomposicio espectral de Y, entdo

! Tr(UDWUT) = 1 Tr(Y'?),

n n

1 1

d d d
d ——E)\-Y——TD =
/x Hy n < i) n r(D%)

onde Tr(A) é o trago da matriz A, isto é, a soma dos elementos de sua diagonal principal. Quanto
aos momentos de gy, pode-se usar o seguinte fato conhecido acerca da distribuigao. Lembre que Cj
é 0 i-ésimo nimero de Catalan, definido no Capitulo 2.

Fato 4.2.5. Para todo t > 0 e inteiro d > 0,

d 0, se d € impar; ou
T dO’t = d/2 B
¢/ Cy/2, se d € pary

Para provar o Teorema 4.2.4 pode-se entao equivalentemente mostrar que, para todo € > 0,

1
lim P< ~Tr(Yh| > e> =0, se d é impar; e
n—00 n
1
lim P( —Tr(Y?) — td/sz/g > e) =0, se d é par.
n—00 n

Para isso, serd mostrado que a esperanca de % Tr(Y?) tende ao d-ésimo momento de o, enquanto a
varidncia desse trago tende a zero, como afirmam os seguintes lemas. O Teorema 4.2.4 segue desses
lemas e uma aplicagao da desigualdade de Markov (2.4.1), como seré visto ao fim desta segao.

Lema 4.2.6. Sob as mesmas condi¢oes do Teorema 4.2.2, para todo d > 0 tem-se que

lim E[l Tr(Yd)] _ 0; se d € impar; ou
n—oo  In t /ZCd/27 se d € par.

2Isto é, a distribuicio semicirculo € a tnica distribuicio com os momentos que ela apresenta. Isso pode ser verificado
ao se constatar que a distribuigdo semicirculo satisfaz a chamada condi¢do de Carleman. Para mais detalhes, veja,
e.g., [BS10].
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Lema 4.2.7. Sob as mesmas condi¢oes do Teorema 4.2.2, para todo d > 0 tem-se que

lim Var <% Tr(Yd)> =0.

n—oo

Como mencionado, a prova desses lemas segue uma abordagem combinatéria muito semelhante

a de Wigner [Wighh, Wigh8|.

Prova do Lema 4.2.6. O trago de Y pode ser visto em termos dos elementos de X, uma vez que

E{% Tr(Yd)} = E{ﬁ Tr(X) } = nd/2+1 Z

i€[n]d

onde dado i = (i1, i2,...,14) € [n]%, define-se X; = X;, i Xiyis - - - Xiyi- A tltima igualdade decorre
do fato de que o traco é a soma dos elementos na diagonal principal da matriz; e na d-ésima
poténcia de uma matriz o i-ésimo elemento da diagonal principal pode ser obtido somando-se todos
os produtoérios de d elementos da matriz cujas coordenadas formem um passeio fechado de i a 1.

Considere o grafo completo K, sobre o conjunto de vértices [n] com um lago em cada vértice.
Associe a cada i € [n]? o passeio fechado w; = (i1, 1, ...,1q,11) em K,. O grafo G; é o subgrafo de
K, induzido pelas arestas de w;.

Note que dado w;, pode-se facilmente obter E[X;]: Sejam L; os lagos em G;, C; as arestas comuns
de G;, e Z; as arestas de G; com ambas as extremidades em Z. Denote por w;(e) a quantidade de
vezes que w; atravessa a aresta e. Se Z; # &, entao E[X;] = 0, uma vez que a esperanca de qualquer
elemento cujas coordenadas estao ambas em Z é zero. Se Z; = &, entao

= [[ ¢ @] I Elg") = 1().

ecL; eeC;

Note que se i e j s@o sequéncias isomorfas tais que Z; = Z; = @, entao II(i) = II(j). Além
disso, se s € [n]¢, entdo como II(s) é um produto de no maximo d termos limitados (lembre-se
que max{E[|¢|?],E[|€]%]} < r4 < oo, para todo d > 0), seu valor também ¢ limitado por cotas
independentes de n.

Seja S4 o conjunto das sequéncias de comprimento d sem arestas em Z, onde sequéncias isomorfas
sao identificadas. Tem-se entdao que

E[ Tryd} S TI(s) I{ze n)? Hi s, Z(wi) = 9|

nd/2+1

s€Sy

Precisa-se agora estimar, dado s € g, a quantidade de sequéncias i € [n]d que satisfazem i ~ s
e Z(w;) = @. Defina w := wg e G := Gg. Pode-se obter uma cota inferior simples ao ignorar as
sequéncias com elementos em Z, enquanto considerando todas as sequéncias encontra-se uma cota
superior. Em outras palavras,

{ie (n]\2)¢:i~s} <|{ien?:i~s Z(w) =2} <|{icn]?:i~s}.

Para ambas as cotas, basta contar a quantidade de maneiras que se pode atribuir aos vértices
de G os rotulos disponiveis, isto é,

1 n d.j~s :M e icnl®:i~s :nil
e\ 2 i sl = o e e Hiell'ims) = o
Dessa forma, tem-se que
(n—2z)! 1 1 n! 1
ZH n_z_‘)GDlnd/Q—i-l SE[ } ZH (n — |G)! nd/2+1" (4.1)

SESy s€8q
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Note que se um passeio w € S, atravessa certa aresta e exatamente uma vez, entdo como
E[Y.] = 0 tem-se que II(s) = 0. Dessa forma, so é necessario considerar os grafos em que w atravessa
cada aresta de G ao menos duas vezes. Como o comprimento de w é d, tem-se que |G| < d/2.

Suponha que d é impar. Como G é um grafo conexo, entao |G| < ||G||+1 < d/2+1; e como d é
impar, segue que |G| < d/2+ 1/2. Sabe-se que II(s) é limitado por cotas independentes de n. Além

. (n—2)! _ G| n! |G| 5T >
disso, uma vez que (=re i (n—2)%e Gimjan ~ ™, 08 termos nos somatorios a esquerda e

a direita em (4.1) sdo O(1/4/n). Dessa forma, conclui-se que

lim E [1 Tr(Yd)} =0, quando d é impar.
n—oo n

Assuma entao que d é par. Observe que se w contém um lago ou atravessa alguma aresta mais que
duas vezes, entao |G| < d/2: Se w contém um lago, como G é conexo entdo |G| < ||G||+1 < d/2+1;
e se w atravessa uma aresta e mais que duas vezes, tem-se que |G — e| < (d — 3)/2; e entdo
|G|l < (d—1)/2, o que implica |G| < d/2.

Se |G| < d/2, os termos nos somatoérios de (4.1) sdo O(1/n). Resta entdo considerar apenas
os termos cujos passeios de comprimento d induzem grafos conexos sem lacos com |G| > d/2
vértices e em que cada aresta é atravessada exatamente duas vezes. Como cada aresta é atravessada
exatamente duas vezes e o passeio tem comprimento d, entao ||G|| = d/2. Ademais, como o grafo é
conexo, entao d/2 < |G| < ||G||+ 1 =d/2+ 1. Assim, segue que |G| = d/2 + 1. Dessa forma, segue
que tais passeios induzem arvores. Denote o subconjunto de Sy correspondente a esses termos por
Sj/QH. Para s € 83/2“, tem-se que

!
n:
)d/2+1 ~ nd/2+1'

(n—2)! ~(n—z 6 M
)! (n—|G)!

(n—z—1G|

Além disso, como cada aresta é atravessada exatamente duas vezes e G ndo tem lagos, entao
I(s) = HeEE(G) E[¢?] = 42 Dessa forma,

1
lim E[ Tr(Yd)} = td/2|83/2+1\, quando d é par.

n—00 E

Enfim, resta enumerar o conjunto Sj/ >t Pode-se corresponder cada passeios deste conjunto a
arvores ordenadas nao-rotuladas com d/2 + 1 vértices, isto é, arvores enraizadas em que os filhos
de cada n6 sdo ordenados. O ntimero de arvores como essas é conhecidamente Cy/9, 0 (d/2)-ésimo
namero de Catalan (veja, por exemplo, [Stal5]), de modo que

lim E[% Tr(Yd)} — t1/2C, . O

n—o0

Prova do Lema 4.2.7. Das defini¢bes de varidncia e de Y segue que

Var (% Tr(yd)> _ E[(ﬁ Tr(Xd)>2} _ E[ﬁ Tr(Xd)r

- #(E[Tr(Xd)Q] — E[Te(X)]?).

Expandindo os tracos como somatoérios, tem-se que
ETr(X")?) = ) EXiX)] e E[Tx(X))*= )  E[XJE[X],
i,j€m]¢ i,j€n]?
onde dado i € [n]¢, defina X; = Xin,ioXisig -+ - Xiyip - Dessa forma,

Var (% Tr(v)) = nd1+2 S (ELXiX;) - ELXGELX;)).
i,j€[n]?
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Considere o grafo completo K, sobre o conjunto de vértices [n] com um lago em cada vértice.
Associe a cada i € [n]? o passeio fechado w; = (i1, 42, ...,iq,11). O grafo G; é o subgrafo de K,
induzido pelas arestas de w;. Dadas duas sequéncias i, j € [n]?, defina o grafo G j como o subgrafo
de K, induzido pelas arestas de w; e de w;.

Para todo k € [n}d, sejam Ly os lagos de Gy, C} as arestas comuns em G, e Z;, as arestas
em G com ambas as extremidades em Z. Observe que dados w; e wj, pode-se obter II(7,j) =
E[X;X;] — E[XG]E[X;]: Se Z; U Z; # @, entao certamente I1(i,j) = 0. Se Z; U Z; = &, note que, se
i e j sao disjuntos, entao II(i, 7) = 0; enquanto que, se eles possuem aresta em comum,

M) = [ Elc@r@] T Elg@rm)]

EGL»;ULJ' EECZ'UCJ'
= [[ e [T ele@) I ele) I el
ecL; ecC; GEL]‘ GEC]'

Ademais, se = e y sao sequéncias respectivamente isomorfas a i e a j tais que nenhuma apresenta
arestas em Z (i.e., Z, UZ,U Z; U Z; = @), entdo Il(x,y) = II(4, j). Seja Sg4 0 conjunto de duplas
(r,s5) € ([n]9)? de sequéncias de comprimento d sem arestas em Z, onde as duplas isomorfas sdo
identificadas. Defina G := G, 5 e w(e) := w,(e) + ws(e), para todo e € E(G). O valor de II(r, s) é
limitado e independente de n, uma vez que pode-se ver w(:) como uma composi¢ao inteira de 2d:
tem-se que » .o w(e) = 2d e para todo e € G tem-se 1 < w,(e),ws(e) < d. Como ha um nimero
finito dessas partigoes e os momentos de £ e ¢ sao todos limitados, segue que é finito o valor

M = max |(r,s)].
(r,5)€S8a,a

Observe que pode-se escrever Var (£ Tr(Y'?)) como

{(i,5) € NP i~ j~ s, ZiUZ; = D}
Z II(r, s) 4 .
(r,5)€Sa,d n

Precisa-se entao estimar, dado (r,s) € Sy 4, quantas sequéncias (i,j) € [n)?¢ satisfazem i ~ r,
Jj~seZ;UZ; = @. Esse nimero pode ser estimado superiormente pela quantidade de rétulos
diferentes que pode-se dar aos vértices de G considerando todo o conjunto [n]. Em outras palavras,

{(i,5) € [n]* i rjoes, ZUZ; =@ < {(i,7) € [n]* i~ j ~ s};

e naturalmente, a quantidade & direita da desigualdade ¢é igual a % < nl€l. Resta estudar o

(n—
valor de |G|.

Se e € E(G) é tal que w(e) = 1, entao II(r,s) = 0, uma vez que E[Y] = 0. Assim, basta
considerar as duplas cuja unido dos passeios atravesse cada aresta do grafo ao menos duas vezes.
Denote esse subconjunto das duplas por SZ;’;Q. Como o grafo é conexo, cada aresta é atravessada
ao menos duas vezes e cada passeio tem comprimento d, entdo ||G|| < d e, assim, |G| < d+ 1. Dessa

forma,
1 nd+1 1 -9
Var (= Tr(Y)) < ) M—s = —MI|S)7;
(n ( )) — . nd+2 n | d,d |7
(r,s)GS;“EQ
e como M e ]82“52] sao limitados e independentes de n, a varidncia é zero quando n — oo. O

Agora pode-se provar o Teorema 4.2.4. Contudo, convém primeiro provar o seguinte fato um
tanto mais geral que descreve uma condic¢ao suficiente para que uma sequéncia de variaveis aleatérias
tenda em probabilidade a um dado valor.
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Fato 4.2.8. Se (X1, Xo,...) € uma sequéncia de varidveis aleatorias tal que lim, oo E[X,] =m e
lim,, o Var(X,,) = 0, entdo, para todo € > 0,

lim P(|X,, —m|>e¢€)=0.

n—oo

Prova do Fato 4.2.8. Pela desigualdade de Markov (2.4.1), tem-se que

E[(X, — m)*)

P(|Xn —m| >€) =P((Xn—m)*>¢€) < .

Lembre que a norma LP(P) de uma variavel aleatoria f, para todo inteiro p > 0, é definida como

HfHLp(p) = (/fp dP)l/p - E[fp]l/p

de tal forma que se pode reescrever
E[(Xy —m)?] = | X0 — mH%Q(P)
Pela desigualdade triangular, segue que
2 2
[ Xn = ml[72p) = | Xn — E[Xn] + E[Xa] — m|72p)
2
< (HXn - E[XR]HB(P) + HE[Xn] - mHL2(P) ) :
Como E[X},] e m sao valores deterministicos, vé-se que
[E[Xn] = mllp2py = |[E[Xn] —m],
0 que, por suposicao, sabe-se que tende a zero conforme n tende a infinito. Quanto ao outro termo,
1% — E[Xa]ll r2py = VEI(Xn — E[X,])?] = v/ Var(X

cujo limite, também por suposicao, é zero. Dessa forma, como

Nar(X,) 2
P(| X, —m| >¢€) <( Var(X —HE m’) :

— I

e o lado direito da desigualdade é zero com n — oo, esta provado o resultado. ]

Prova do Teorema 4.2.4. Como foi visto no comego da Subsecao 4.2.1, para provar que

: d d
nh_}H;OP(’/m d,uy—/w doy

para todo € > 0, pode-se equivalentemente mostrar que

>e>:0,

1
lim P( ~Tr(YY)| > e) =0, se d é impar; e
n—00 n
1
lim P( —Tr(Y?) - td/sz/z > e) =0, se d é par.
n—00 n

Para ambos os casos, usando o Lema 4.2.6 e o Lema 4.2.7 vé-se que as condi¢oes do Fato 4.2.8
sao satisfeitas, de onde segue o resultado. O
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4.2.2 A Convergéncia da Distribuicao Empirica

A prova do Teorema 4.2.2 segue do seguinte fato, que sera usado no Capitulo 6. Lembramos que
o ¢ o semicirculo de Wigner (Teorema 4.1.2).

Fato 4.2.9. Se pq, po, ... sao medidas aleatdrias sobre R dadas num mesmo espago de probabilidade
tais que p,(R) <1 para todo n e, para todo € > 0 e todos inteiros nao-negativos d e e,

lim E[/xQdd,un] <C; e lim P(l/:ved,un—/xedal
n—oo n—oo

entao para toda fun¢do continua limitada f e todo € > 0,

nlln;op(‘/fdﬂn—/fdal

Para a prova do Fato 4.2.9 sera usado o Teorema da Aproximacio de Weierstrass.

>6>:0;

>e>:0.

Teorema 4.2.10 (Teorema da Aproximacao de Weierstrass). Se f € uma fun¢ao real continua num
intervalo fechado [a,b], entao para todo € > 0 existe um polinémio p. tal que, para todo a < x <b,

f(@) — pe(2)] <€
Para uma prova do Teorema 4.2.10, veja por exemplo [Jac34].

Prova do Fato 4.2.9. Primeiramente, serd mostrado que para B > 4 e qualquer € > 0,

IimsupP</ 2| dp, > @) =0, (4.2)
|z|>B

n—o0

isto é, que a probabilidade dos valores maiores que B > 4 serem significativos no d-ésimo momento
de p, se aproxima de zero conforme n tende a infinito.

Pela desigualdade de Markov,
e[ [ ol dun]
|z|>B

P</|$I>B 2| dp > é) <
[ () ]

E[J 2 dyuy]
Bl

IA
S AN e

m

™| =

Como foi dado que lim,,—yo0 E[ [ 724 dpu,,] < Cy e sabe-se que Cy < 4%,

lim sup P(/|I|>B 2% dpi > e) < %(%)d (4.3)

Essa desigualdade vale para todo inteiro d > 0. Considere o seu comportamento em relacao a d.
Note que com B > 4 o lado direito de (4.3) decai exponencialmente em d, tendendo a zero conforme
d — 0. Por outro lado, os limsup a esquerda de (4.3) sdo nao-decrescentes em d, uma vez que a
funcdo |z|? ¢ estritamente crescente em d quando |z| > 1 e, assim, com B > 1,

P(/ 2| dye, > é) < P(/ 12| dyy, > é),
|x|>B |x|>B

para todo di < do. Assim, conclui-se que, com B > 4,

hmsupP(/ 2| dpy, > €> =0.
n—00 |z|>B
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Agora uma aproximacao polinomial de f no intervalo [—B, B] seré usada para provar o teorema.
Pelo Teorema 4.2.10, para todo § > 0 existe um polindmio ps tal que para todo x € [—B, B],

|f(z) = ps(x)| <.

Seja B > 4. Da desigualdade triangular, segue que

‘/fdun—/fdal < ’/fdun—/padun +‘/p5dun—/p5dal +’/p5dal—/fdal

Quando ‘ [ fdpn— [ f dal‘ > ¢, ao menos um dos termos a direita da desigualdade é maior que

€/3. Pela cota da unido vé-se entao que
>e) < P(‘/fdun—/padﬂn

P(‘/fdun—/fdal
+P<‘/p6dﬂn_/p5d01
—i—P(‘/pgdal—/fdal

Quando 0 < €/3, como o3 é uma medida de probabilidade e como por construcao |ps — f| < &
em [—B,B] — o que inclui o suporte de o1 — o tltimo termo dessa cota é identicamente nulo.
Pelas suposicoes do enunciado, o segundo termo converge a zero conforme n tende a infinito. Resta
observar o primeiro termo. Como

'/fdun—/padun

pode-se estimar por uma cota da uniao que

P(‘/fdun—/padun

Com 6 < €/6, como pu, é tal que p,(R) < 1, a probabilidade referente ao caso |x| < B é
identicamente nula. Quanto aos |z| > B, note que como f é limitada por uma constante C', entao
|f —ps| < C+|psl; e isso ¢ no maximo ¢ |x|d para alguma constante ¢, onde d é o grau de ps. Assim,

P</|z|>3 | = psl diin > €/6) < P(/IDBclwld djin > €/6).

Usando (4.2), o termo a direita dessa desigualdade tende a zero conforme n — co. Logo,

nlggop(’/fdun—/fdal

Prova do Teorema 4.2.2. Suponha que t = 1. Pelo Lema 4.2.6 e pelo Teorema 4.2.4 sabe-se que 08
Wy, satisfazem as condigoes do Fato 4.2.9; e o teorema segue desse fato.

Por outro lado, caso t # 1 e t > 0, pode-se primeiro considerar a matriz X/ := 712X, e a
funcdo g :  + f(v/tz). Para todo elemento nao-nulo de X/, fora da diagonal vale que

>€/3>

> 6/3)
> 6/3).

é/ |f—p5|dun+/ F = ps| dn,
|z|>B

l2|<B

> e/3> < P</|x>B \f — ps| dpn > 6/6) + P(/I:c|<B \f — ps| dpn > e/6>.

>6):0. O

Var([X}]i ;) = Var(t V2[X,);;) = t ! Var(¢) = 1.

Note que os X, sdo tais que se pode aplicar o Lema 4.2.6 e o Teorema 4.2.4. Ademais, se f é
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continua limitada, a fungdo g também o é. Desse modo, pelo Fato 4.2.9, tem-se que

7}1_>H30P<‘/gduyyg/gd01

onde Y, := n—1/ 2X!. O resultado enunciado segue disso, uma vez que pode-se substituir essas
integrais pelas desejadas: Para a primeira integral, como X\;(Y;) = t=1/2);(Y},), tem-se

>6):0,

R N
/gduy,; = > FWVEN(Y)) = 5Zf<)\i(yn)) = /fdﬂyn-
i=1 i=1
Quanto a segunda integral, tomando x = /ty vé-se que
2
1
/gdal = /Qf(\/fy)%\/‘l—yzdy
2vi 1 1
:/ f(x)Q—\/él—a:Q/t—d:c
0

—2V/t \/i
2Vt 1
:/ f(x)\/4t—a:2dx:/fdat. O
W 27t

4.2.3 A Convergéncia do Raio Espectral

Esta subsegdo é dedicada a prova do Teorema 4.2.3. Ao longo desta subsegao serao usados
X :=X,,Y: =Y, e Z:= 7, por simplicidade de notacao. Além disso, serd assumido sem perda
de generalidade que Var(§) = ¢ = 1, uma vez que se a varidncia nao for unitaria, ao considerar
primeiro a matriz X’ := t~Y/2X, obtém-se o resultado desejado. Com efeito, para todo elemento
nao-nulo de X’ fora da diagonal vale que

Var(X] ;) = Var(t™V/2X; ;) = 7! Var(X; ;) = 1;

e como Y’ :=n"12X" & tal que \y(Y’) =t~ 1/2)\(Y), entéo para k € {1,n}, tomando € = ¢t~1/2¢,

n—oo

lim P([\(Y') = 2| > ¢) =0 <= lim P(’)\k(Y) —2\/12‘ > €)= 0.

Observe que L := ¢t~1/2[ > Xzf,j; e como L? > Var(X, ;) =t, entdo L' > 1.

Uma das diregoes da desigualdade do Teorema 4.2.3 segue em decorréncia da lei do semicirculo
para matrizes de Wigner com submatriz anulada (isto é, do Teorema 4.2.2). A outra dire¢ao da
desigualdade, contudo, requer uma prova mais envolvida. A direcdo com prova mais direta seréa
tratada primeiro e em seguida seré tratada a outra diregao.

Lema 4.2.11. Sob as condigoes do Teorema 4.2.3, se t =1, entao para todo € > 0 tem-se que

lim P(py <2—¢)=0.

n—oo

Prova. Seja f uma func¢do continua limitada com suporte em [—2,—2 4 €] U [2 — €,2] e tal que
ffdm = 1. Se py < 2 — ¢, entdo o suporte de puy estd contido em (—2 + €,2 — €); e portanto
[ f dpy = 0. Dessa forma,

P(py<2—6)§P(/fduy:0>.

Como [ fdoy =1, tem-se que

P(/fdMY:()) gP(Vfduy—/fdal

>1/2).
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Pelo Teorema 4.2.2, o termo a direita dessa desigualdade é zero com n — oo, de forma que
lim P(py <2—¢)=0. O
n—oo

Teorema 4.2.12. Sob as condigoes do Teorema 4.2.3, se t = 1, para todo € > 0 e § > 0, tem-se
que

lim P(py > 2+ on~1/6%¢) = .

n—oo

Prova. Observe que para todo inteiro d > 0,
py > 2+ 0n V0 — 2 5 (24 g V/0FO2d — )2y N2 (9 4 gL /6Fe)2d
Como Tr(Y?d) = 3. A\2¢ tem-se entdo que
P(py > 2+ 0n~Y57¢) < P(Tr(Y?d) > (2 + gn~1/0+)2d),

Aplicando a desigualdade de Markov (2.4.1) vé-se que

_ E[Tr(Y>?)]
2d 1/6+€y2d

(4.4)

A prova consiste em considerar o comportamento de E[Tr(Y2?)] em funcio de d para mostrar
que pode-se tomar d = d(n) de forma que o lado direito da desigualdade tenda a zero em fungao de
n. A ideia dessa prova vem de Fiiredi-Komlos [FK81], que comega com uma abordagem semelhante
a prova combinatoria de Wigner para a lei do semicirculo [Wigh5].

De maneira similar & da prova do Lema 4.2.6, pode-se ver o traco de Y2? em termos dos elementos
de X, uma vez que

E[Tr(Y2d)] = E{% Tr(de)} - % 3 EX

i€[n]2d

onde dado i = (i1, g, .. .,424) € [n]*?, defina X; = Xy, 4o Xigis* Xingiy -

Considere o grafo completo K,, sobre o conjunto de vértices [n] com um lago em cada vértice e
associe a cada i € [n]?? o passeio fechado w; = (i1, 42, . . ., 424,%1) em K,. Defina G; como o subgrafo
de K, induzido pelas arestas de w;.

Seja Z; as arestas de GG; com ambas as pontas em Z. Se uma sequéncia i é tal que Z; # &, tem-se
que E[X;] = 0. Naturalmente, se w; e w; sao isomorfos tais que Z; U Z; = &, entao E[X;] = E[X}].

Quaisquer passeios que atravessem alguma aresta exatamente uma vez podem ser ignorados
porque sua esperanca associada é zero. Seja entdo Sy, o conjunto das sequéncias s € [n 1?4 em que
Zs = @, tal que w, atravessa cada uma de suas arestas ao menos duas vezes e |Gs| = v, onde
sequéncias isomorfas sao identificadas, tomando por representante a sequéncia lexicograficamente
menor. Por defini¢ao, tem-se que |G| < ||G|| +1 < d + 1, o que permite escrever

d+1

(Y2 =3 Y E {16 n)* i s, Z(wi) = 93|

nd+1

n
v=1s€83,

Seja s € SY, e defina G := G4 e w := w,. Pode-se limitar |{i € [n]*? : i ~ s,Z(w;) = o}
superiormente ignorando a restricdo Z(w;) = . O valor é no maximo o nimero de maneiras
distintas que se pode rotular os v vértices de G com valores em [n], isto &, (71’_17'1)), < n'. Assim,
tem-se que

AR

Y2d <Z T

sESéJd

Para limitar E[X;], seja w(e) a quantidade de vezes que w atravessa a aresta e e considere o
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conjunto C das arestas comuns de G. Para todo e € E(G), tem-se que E[X;”(e)] < L*®) uma vez
que X < L. Em particular, para todo e € C, como w(e) > 2 e Var(§) =t =1,

E[X2)] < E[L*(72X2] = L*)72 Var(¢) = L9072,
Ademais, G é conexo e tem v vértices, de modo que |C| > v — 1. Assim,

Bl = [ Ee@IJ[Epe@l< T Lw@ [ eve = el < e,
e€E(G)\C eeC e€E(G)\C ecC

de onde segue que

1 d+l /oy d—vtl
—E[Tr (V%) < — Syl 4.5
BT <3 () ISk (15)
v=1

E preciso limitar o valor de |S5,;|- Para isso, cada sequéncia seré associada a um codigo distinto e
tais codigos serao contados. Defina T' := T'(s) como a arvore geradora de G tal que w;_jw; € E(T)
se e somente se w; & {w1,...,w;—1}, para todo 1 < i < 2d. Em outras palavras, para cada vértice
u € V(G) inclua em T' a primeira aresta em w que leva a u. Para a discussao que se segue, considere
que wad+1 = wi.

Dado s, construa um codigo correpondente ¢ := ¢(s) da seguinte maneira.

1. Seja ¢ uma sequéncia vazia.
2. Para i de 1 a 2d, adicione um novo simbolo ao final de ¢, seguindo os seguintes critérios:

(a) Na primeira apari¢ao de uma aresta w;w;+1 que esta em 7', adicione um “+”.

(b) Na segunda apari¢ao de uma aresta w;w;+1 que esta em 7', adicione um “—".

(c) Em todos os demais casos, isto é, se a aresta w;w; 1 nao estd em T ou se ela ja apareceu
duas vezes em w, adicione “w;41”, chamado de sinal neutro.

3. Devolva c.

Claramente, cada sequéncia de S5, estd associada a um codigo, de comprimento 2d. Para mostrar
que sequéncias distintas resultam em codigos distintos, observe como seria o processo de, dado c,
recuperar a sua sequéncia s:

1. Sejam § uma sequeéncia, 7' um grafo e dois inteiros £ e u.
2. Faca 5+ (1), T+ ({1},2), £ — 1l eu « 1.
3. Para i de 1 a 2d, adicione um elemento ao final de 3, seguindo os seguintes critérios:

(a) Se ¢; é “4”: Incremente £. Entéo adicione o vértice £ e a aresta uf a T com rétulo “+7,
faga u < £ e adicione /.

(b) Se ¢; &€ “—": Remova o rétulo da aresta ux de T correspondente a esse “—", faca u <— x e
adicione x.
(c) Se ¢; € um “z”: Faga u < x e adicione x.
4. Devolva §.

Nao é dificil ver que na sequéncia obtida por esse processo o valor da primeira posicao e os das
obtidas pelos passos 3a e 3¢ tém os valores corretos em relagao a s. Resta descrever como determinar
a aresta ux do passo 3b, o que s6 nao é claro quando se tem mais de uma aresta ux marcada como
“4” ao alcangar esse passo. Chame o “—" correspondente a um passo 3b em que isso ocorre de sinal
critico. E preciso ajustar ¢ para tratar esses sinais criticos.
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7

Chame de sequéncia balanceada toda sequéncia de “4” e “—” com o mesmo nimero de cada
simbolo tal que em todo prefixo o nimero de “—” jamais ultrapassa o numero de “+”. Pode-se ver
que toda sequéncia balanceada contigua corresponde a um passeio numa arvore em que se visita
cada aresta exatamente duas vezes e termina-se no mesmo vértice em que se comecgou.

Seja ¢ o codigo ¢ apds remover todas as sequéncias balanceadas contiguas maximais. Para cada
sinal critico busque em ¢ o ultimo “—” na sequéncia de “—"s que comecga no sinal critico. Chame
esse ultimo “—” de sinal tmportante. Se ux é a aresta que gerou esse sinal importante, substitua-o
por “—;”. Como as arestas de uma sequéncia contigua de “—"s estao todas dentro de T e entre todo
par de vértices numa &rvore hd um tnico caminho, isso resolve a ambiguidade encontrada diante
de um sinal critico.

Antes de estimar o ntimero de codigos, seguem algumas observagoes quanto aos sinais impor-
tantes de c. Elas permitem concluir que o ntimero de sinais importantes é menor que o ntimero de
sinais neutros.

e Sempre ha algum sinal neutro antes do primeiro sinal importante de ¢; porque um sinal
critico s6 pode acontecer depois que w sair de T". Se uw; e vwj, com i < j, sao duas arestas
responséveis por “+”’s que caracterizam o sinal critico, é necessario que w tenha um passeio de
w; para w anterior ao sinal critico e que nao passe por uw;. Esse passeio, junto com a aresta
uw;, forma um circuito; e nele ha uma aresta fora de T

e Entre dois sinais importantes consecutivos u; e us hé sempre um sinal neutro. Suponha que
nao. Nesse caso, a sequéncia entre u; e uo descreve um segmento de w completamente dentro

de T. Cada “4” nesse trecho tem seu “—” correspondente antes de chegar em wuo. Dessa
maneira, em ¢ esse trecho é composto apenas por “—"s, o que nao pode acontecer porque u
é um sinal importante, isto é, o Gltimo de uma sequéncia de “—"s em ¢.

e H4 um sinal neutro depois do tultimo sinal importante. Sejam uw; e uw;, com 7 # j, duas
arestas responsaveis pelos “+4”’s que caracterizam o tltimo sinal critico e suponha o contrario.
Suponha que uww; é a aresta que leva ao sinal importante. Assim ao gerar o ultimo sinal
critico w atravessa uw; e desde entdao permanece completamente em 7. Contudo, a partir
desse ponto uw; nao pode ser mais atravessado (isso geraria um sinal neutro) e uw; ainda
precisa ser atravessado; o que significa que depois de atravessar uw; existe em w um passeio

que parte de w; e atravessa uw,; sem passar por uw;, o que s6 pode acontecer se w sair de T'.

Pode-se enfim limitar o ntimero de codigos correspondentes a sequéncias de S3;. Tomando os
‘—;” como “—" e considerando apenas os “+” e “—" de ¢, vé-se que tais marcas formam uma sequén-
cia balanceada por construgao; e sabe-se que ha C,_1 dessas sequéncias [Stal5|, com comprimento
2(v — 1). Para acomodar esses “+” e “—", é necessério escolher 2(v — 1) posigoes do total de 2d,
resultando em (23f2) possibilidades. Para as demais 2d — 2(v — 1) posigoes, precisa-se escolher um
2d—2(v—1)

4

simbolo em [v], 0 que pode ser feito em no maximo v maneiras distintas. Enfim, ha nao
mais que 2d —2(v — 1) sinais importantes, os quais adotam simbolos em {—1, —2, ... —,}, resultando
em mais v24-2(v=1) egcolhas. Sob essas consideracdes, segue que

2
S5l < (gv ! 2> o IIC, .

Aplicando isso a desigualdade (4.5), vé-se que

d+1 2 4\ d—v+1
1 L=v 2d
ZE[Tr(Y2)] < _— o1~
n [r( )}_;< n > <2v—2>0 L

Substituindo por r = d — v + 1 e observando que d — r + 1 < d, com r > 1, obtém-se

e (P (2, Yo <3 (B2) ()

r=0 r=0
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Esse somatoério seré estimado através de uma série geométrica. Defina

L2d*\" [2d
S(n,d,r) = (n) <2r> Cy_r.

S(n,d,r)y 124 (3 Ca,
S(TL, d,?“— 1) on (2T 2) Ca- 7"+1

Para 1 < r < d, tem-se que

Expandindo os binémios, obtém-se

() _ QN —2N2d—2r+2)! _ (2d—2r+2)2d-2r+1) _,
,2,) (@) (2d 2r)l(2d)! (2r)(2r — 1) -

Além disso, como para todo ¢ > 0, vale C;/Cji11 < %,
S(n,d,r) 2L2d8
< .

S(n,d,r—1) = 4n ’

e entao para todo r tem-se

2L2d5\" 2L2d5\"
S(n,d,r)g( 1 > S(n,d,O):( ™ ) Cy.

n
Tomando um d = d(n) < L~'/3n1/6 a razdo dessa progressao ¢ no maximo 1/2. Como Cy < 227,
segue que
1 d d 1 T o0 1 T
2d)) _ 2d+1
- E[Tr(v*)] <> S nd,r)gz<2) Cdgz<2> =20,<2
r=0 r=0 r=0
Enfim, pela desigualdade (4.4) e usando que -9 =1 — m,
B E[Tr(Y2d)] n - 92d+1 Sn—1/6+e 2d
2d 1/6+€\2d — _ §
P(Tr(Y)* > (2+dn )*) < (2 1 on-1/6+ey2d = 2+ on-1/orey2d — " L Sy o y e

xT

Como para todo z > 0, tem-se que 1 — x < e~ %, entao

—1/6+¢
P(Tr(Y)Qd > (24 5n_1/6+€)2d) < 2nexp < —2d on >

2+ on—1/6+e

Deseja-se que o lado direito da desigualdade tenda a zero quando n — oo. Para que isso aconteca
com d(n) > en'/S, para algum ¢ > 0, precisa-se que
on~1 /6+e

1/6 .
log 2n < 2cn 5t gn1/ore’

0 que acontece ao tomando-se

YRy | g,

O lado direito desta desigualdade tende a zero com n — oo, de modo que com n grande o suficiente
pode-se tomar inteiros cn'/® < d(n) < L=Y3n/6 como desejado. O



Capitulo 5

Atualizacoes de Posto Um

Seja M uma matriz simétrica, o # 0 um escalar e u # 0 um vetor unitario. Entao a matriz
N := M + auu” & uma atualizacio de posto wm de M; e a matriz cuu’ é a sua perturbacdo.
No presente trabalho, a matriz M é chamada de matriz original da atualizacao N; enquanto N é
chamada de atualizacao positiva se a > 0; e de negativa, se o < 0.

O presente capitulo apresenta resultados que descrevem o comportamento do espectro de N em
relacdo ao espectro de M através da medida definida por

1\ o
WA = Ezi:i(SAk(A)vselSlSan,ou
" 0, caso contrario;

onde i e j sao inteiros e A é uma matriz simétrica n X n; e do valor

P = X [Ak(A)]-
No presente trabalho, a medida p4;; é chamada de distribuicao parcial de A, que corresponde a
parte da distribuicao empirica de A restrita aos autovalores A; > ... > A;; e o valor p4; ; € chamado
de raio parcial de A, que corresponde & maior magnitude dentre esses autovalores.

Partindo de um resultado apresentado por Bunch, Nielsen e Sorensen [BNST78|, este capitulo
comega mostrando na Segdo 5.1 que, para atualizagbes positivas, a diferenca entre o d-ésimo mo-
mento de ppr;; € o de un;41,; € limitada por pas;j; e que, para atualizagoes negativas, pips; j,
KN j—1 € pu,,; se relacionam de forma similar. Tais fatos sao usados durante a Secao 5.2, que
apresenta resultados quanto aos efeitos de atualizagdes de posto um sobre o espectro de matrizes
cujas distribuicoes empiricas apresentam um semicirculo.

Os resultados da Secao 5.2 sdo usados no Capitulo 6, onde se estuda o efeito de sucessivas
aplicagoes de perturbagoes de posto um sobre matrizes de Wigner com submatriz anulada.

5.1 Entrelacamento Espectral

De Bunch—Nielsen—Sorensen [BNS78| é possivel extrair o seguinte teorema e sua prova.

Teorema 5.1.1 (Entrelacamento Espectral). Seja N = M + auu”

uma atualizacao de posto um.
o Sea>0, entao \i(M) < N(N) < Ni—1(M), para todo i € [n], onde A\g(M) := X\ (M) + «; e
e Sea <0, entio N\it1(M) < N(N) < X\(M), para todo i € [n], onde Apy1(M) := A\ (M) + .

De fato, Bunch—Nielsen—Sorensen [BNS78] prové um resultado mais forte ao mostrar como obter
todos os autopares da atualizacao de posto um a partir da perturbacao e dos autopares da matriz
original. Para os propdésitos do presente trabalho, o aspecto de Bunch—Nielsen—Sorensen descrito no
Teorema 5.1.1 basta.

27
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Prova do Teorema 5.1.1. Seja M = VDVT uma decomposicio espectral de M. Disso decorre que
N =V(D+ azz")VT = VXVT onde z :== VTu. Se X = UWU? é uma decomposicio espectral
de X, segue que N = OWOT, onde O = VU. Assim, basta estudar a matriz X. Preliminarmente,
convém considerar os trés seguintes casos especiais.

1. Se z = e (isto ¢, se u = vg(M)), entdo X = D + aEy,): O tnico efeito da atualizagao é
somar « a Ap(M), de modo que nesse caso o teorema segue imediatamente.

2. Se z possui elementos nulos, entdao V' e D podem ser reordenados de forma que

DI )] (] )

4 D azzT vT

v-(n

onde V3 e Dy correspondem aos autopares (\;, v;) tais que z; = 0; e Z é formado pelos elementos
nao-nulos de z. Nesse caso, basta estudar a matriz X := Dy + o237 = UWUT, pois

oo s) () (v )’

O w or
3. Se para algum A vale que M () > 1, entao V e D podem ser reordenados de forma que

%) (o) (7] )

-~

1% D vT

= (v

onde V5, contém todos os autovetores associados a A. Nesse caso,

Viu z1
=VvTiy=11 =: )
== (1) = ()
Seja h := (22 — [|22]| e1). Entdo o refletor elementar H := I — 2 |h]|"2 AT & tal que Hzy =
||z2|| e1. Nao ¢ dificil ver que a matriz V' obtida ao substituir Vo por Vo H em V ¢é ortonormal,
e assim o espago-coluna de Vo H € igual ao de V3. Segue que V. DV é uma outra decomposigao

espectral de M, com a qual esta associada um z = V7w correspondente que possui zeros em
M () — 1 coordenadas associadas a \; os quais podem ser tratados pelo caso acima.

Os casos 2 e 3 evidenciam autovalores comuns a M e a N; e é possivel usa-los para reduzir
o problema a considerar o espectro de uma matriz X = D; + a237, onde o vetor Z nao possui
elementos nulos e D é uma matriz diagonal cujos autovalores sdo todos distintos. Os autovalores
de X se entrelacam com os de Dy, como se vera a seguir; e entdo segue o teorema.

Seja (X, v) um autopar de X. Como Xv = (D; + a2z7)v = A, segue que

(M — Dy)v = a(3Tv) 2. (5.1)

Constata-se que A ¢ Spec*(D1): Se A = X\;(D1), entdo a(27v) Z; = (A — \;(D1))v; = 0. Uma vez
que Z ndo tem elementos nulos e a # 0, segue que 27 v = 0; e assim (A — D1)v = 0. Como todos
os valores na diagonal de D sao distintos, (AI — D1);; = 0 se e somente se j = 4. Assim, v; = 0,
para todo j # i; e entdo v = v;e;. Como 27v = 0, temos Zv; = 0, um absurdo.

Como A ¢ Spec* (D), entao a matriz (A — D;) é invertivel. Multiplicando (5.1) a esquerda por
2T(M — D)7t segue que 27 (M — D1)7'2 = a~!. Assim, é interessante estudar a funcio

52
,_ i _ 5T _ —1z _
s(o) == %};} o= (D)) Z' (ol — Dy)” "%, onde p = | Spec(D1)|.



5.1 ENTRELACAMENTO ESPECTRAL 29

A funcio s é tal que o é autovalor de X se e somente se s(o) = o !. Néo é dificil ver que:
1. limy 00 8(0) = limg—, oo 8(0) = 0;

2. lim,_,5,(p,y+ 8(0) = o0 e lim,_,,(p,)- 5(¢) = —o0, para todo i € [p]; e

3. ds/do = =3 ,cp Z2(0 — N\i(D1))™2 < 0, para todo o & Spec*(Dy).

Em outras palavras, s(o) apresenta assintotas para todo o € Spec*(D;), tendendo a —oo pela
esquerda das assintotas e a co pela direita. Além disso, a fungao é continua e estritamente decrescente
em todo intervalo sem assintotas, tendendo a zero com o — 00 e 0 — —oo. Considerando essas
propriedades, nota-se que os autovalores de X se entrelacam com os de Dj. O

O Teorema 5.1.1 pode ser usado para demonstrar o seguinte teorema, que expressa como, para
todos inteiros 4, j e d > 0 tais que 1 < ¢ < j < n, a diferenga entre os d-ésimos momentos de
pai e de un 15 € limitada em absoluto por um valor proporcional a Pﬁi\/[,z', j /n quando N é uma
atualizagao positiva.

Lema 5.1.2. Seja N uma atualiza¢do de posto um positiva sobre M € S8™. Entdo para todos inteiros
i,7 ed>0 tais que 1 <1i < j < n, definindo p := pprj, vale que

9 d
0< /xd dpnij — /mdduN,Hl,j < L, sed € par; e
n

pd pd
- < /xd dpnij — /ajd dpniv1; < o se d € impar.

Como corolario do Lema 5.1.2, algo semelhante pode ser afirmado quanto & diferenga entre os
d-ésimos momentos de pipr; ;5 e de pn; ;-1 quando N é uma atualizacao negativa, como afirma o
seguinte lema.

Lema 5.1.3. Seja N uma atualiza¢do de posto um mnegativa sobre M € S™. Entao para todos
inteiros i, j e d > 0 tais que 1 <1 < j < n, definindo p := pyyj, temos

9 d
0< /xd dppgij — /fUd dpngj—1 < L, se d € par; e
n

p* p*
- < /:Ud Ay — /a:d dpn,ij—1 < Pl d € impar.

O Lema 5.1.2 decorre do seguinte fato quanto a diferencas entre elementos consecutivos em
sequéncias nao-crescentes.

Fato 5.1.4. Seja s1 > --- > s, uma Sequéncia nao-crescente de niumeros reais. Seja S a soma dos
termos de indice impar e P a soma dos termos de indice par.

e Sen € impar, entio s, < S — P < s;.
e Sen épar, entao 0 < S — P < 51— sp.
Prova. Se n é impar, entao

Sp < (s1—s2)+ (s3—84)+ -+ 5p
S81+(83—82)+"'+(8n—8n_1)Ssl.

Por outro lado, se n é par, entao

0<(s1—s52)+ -+ (s5p—1 — 5n)
S51+(53_52)+"'+(5n—2_5n—1)_SnSsl_sn- O
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O restante desta se¢do é dedicado as provas do Lema 5.1.2 e do Lema 5.1.3.
Prova do Lema 5.1.2. Pela definicao de distribuicao parcial, é verdade que
D= /xdduM,-j - /xddumﬂj - 1<zj:)\k(M)d - ZJ: /\k(N)d>
h o [y k=i+1
Seja m := j — i+ 1. Pelo Teorema 5.1.1, a sequéncia
S = (s1 =N(M),s0 =Aig1(N),83 = Aiga(M), ..., S2m = Aj(N), Sam41 = Aj(M))

é ndo-crescente. Se d é impar, entdo S permanece nao-crescente mesmo ao elevar todos os elementos
a d-ésima poténcia. Nesse caso, do Fato 5.1.4 segue que
d (M) Ai(M)?
A NODT )
n n n

d
<2
n
Por outro lado, se d é par e \;(M) > 0, entao pelo Fato 5.1.4 vale que

Ai(M)T — A (M)

0<D<

d
<2,
n
Pela mesma logica, obtém-se resultado semelhante quando d é par e A\;(M) < 0. Enfim, se d é
par, \i(M) > 0 e X\j(M) < 0, entdo existe um maior indice k& € [2m + 1] tal que s > 0. Seja
St = (s¢,... ,s%) e ST = (ng—l-l? e s‘,ﬁH). Como S tem comprimento impar, as paridades dos
comprimentos de ST e de S~ sao distintas. Aplicando o Fato 5.1.4 a ST e S~, obtém-se que

d d_ od d d
0< cp<Btmn =5 27
- n n on
onde f = k+1,se k épar; e { =k, se k é impar. O

Prova do Lema 5.1.5. Suponha que N = M + oauyT, com « < 0. Nesse caso, pode-se ver que
N := M + (—a)uu’ é uma atualizacio positiva de M := —M. Pelo Lema 5.1.2, para todos inteiros
a e b tais que 1 < a < b <n, definindo o := py; ., tem-se que

207
d d .
0</x duM%b—/x duN7a+1,b<T,sedepar;e
d d
o d d g ..
- </1: duM’mb/x d/LN7a+1,b< P se d é fmpar.

Note que Ap(M) = —Ay_jp1 (M) € M\(N) = =My_pp1(IN), para todo k € [n]. Assim, tomando
a=n—j+1leb=n—i+1,¢éverdade que py; ,, = pm,i ;. Além disso, ¢ verdade que

b J
1 ~ 1
/f'fd g ap = — D MM = (=17 =3 (M) = (—1)d/fvd dping,ij;
k=a k=1
1< i 132
/ ey gy = Y M) = ()Y AN = (1) / v dpn s
k=a+1 k=i

€ nesse caso conclui-se que

d d 2p¢ p* d d p*
0< x d/LM7Z‘,j — x d/LN7i7j_1 < 7 e — g < x dﬂM,i,j — x d/j,N7i7j_1 < g,

como se quer demonstrar. O
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5.2 Perturbacgoes Sucessivas e a Distribuicao Semicirculo

Nesta segao, seja (M7, Ma,...) uma sequéncia de matrizes simétricas reais aleatorias M, de
dimensoes n x n e seja (N1, Na,...) tal que N, := M,, + anunuz, onde ou «,, > 0 para todo n, ou
an < 0 para todo n. Esta secao apresenta alguns resultados que serdao usados na caracterizagao do
espectro de atualizagoes de posto um que resultam da aplicagao de perturbagoes sucessivas sobre
uma matriz de Wigner com submatriz anulada.

Lema 5.2.1. Defina M := M,,, N := N, e « := ay. Se para inteiros i > 1 e j > 0 wvale que

ILm P(lparin—j — 2| > €) =0, para todo € > 0; (5.2)
li_}m E[/xQd dMM,z’,n—j} < Cy, para todo inteiro d > 0; e (5.3)

lim P(‘/mdduM7,~7n_j — /xd doq
n—oo

entao € verdade que, com k=1 sea>0; ek =0 se a <0,

> e> =0, para todo inteiro d > 0 e todo € > 0; (5.4)

lim P(|pn,itkn—j—1+k — 2| > €) =0, para todo € > 0; (5.5)
n—oo
lim E[/xQd d/*[/N,i+k,n*j*1+k:| < Cy, para todo inteiro d > 0; e (5.6)
n—oo

> 6) =0, para todo inteiro d > 0 e todo € > 0. (5.7)

lim P(‘/l‘d AN ithn—j—1+k —/ﬂﬁddm
n—oo

O seguinte teorema decorre diretamente desse lema e de uma aplicagao do Fato 4.2.9.

Teorema 5.2.2. Sob as mesmas condi¢oes do Lema 5.2.1, para toda fun¢do continua limitada f e
todo € > 0 seque que

>6>:0.

Jim P(‘/fdMN,i+k,n—j—1+k —/fdffl

Uma consequéncia do Lema 5.2.1 é que, intuitivamente, se os M,, formam uma sequéncia de
matrizes aleatorias cujas distribui¢oes empiricas se aproximam da distribuicao semicirculo, entao
ao aplicar ¢ atualizacoes positivas e j atualizagoes negativas, o espectro parcial pin,, i+1,,—; também
se aproxima da distribuicao semicirculo.

Em particular, o Lema 5.2.1 pode ser aplicado iterativamente para considerar os efeitos de
aplicagoes sucessivas de atualizagoes de posto um sobre uma matriz de Wigner com submatriz
anulada, como seré visto no Capitulo 6.

O restante desta se¢ao é dedicado & prova do Lema 5.2.1.

Prova do Lema 5.2.1. Primeiramente, convém observar que se o lema é verdadeiro com a > 0,
entdo uma prova para o lema com « < 0 pode ser obtida por uma abordagem semelhante & usada
durante a prova do Lema 5.1.3. O restante da prova, portanto, considerara que « > 0.

Do Lema 5.1.2, para todo inteiro d > 0,

2d 2d
/UC ApNit1n—j < /3? Apnsin—j,

para todo n > i+ j. Usando a desigualdade (5.3), obtém-se a desigualdade (5.6):

lim E| / 2 -] < Tim E| / e dngin-j| < Ca.
n—0o0 n—o0o
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Quanto a igualdade (5.5), através do Lema 5.1.2 pode-se afirmar que, para todo d > 0,

d d
‘ / T ApN i+ 10—j — / T dpngin—j

para todo n > i+ j. Se pﬁlw’mfj < C, para alguma constante C' > 0, entao o lado direito dessa
desigualdade tende a zero com n — oo. De fato, pela equagao (5.2) é possivel fixar um tal C' de
modo que isso ocorra quase certamente. Assim segue que, para todo € > 0 e todo inteiro d > 0,

lim P(' / z? dUNit1,n—f — / a? dpngin—j

n—o0

d
< 2pM7Z7’I’L—] ,
n

>6>:0.

Por uma cota da uniao, para todo € > 0 e inteiro d > 0, vale que

P( ‘/fl dUN 105 — /ﬂfd doy| > 6) < P( ‘/xd dUNi+1,n—j — /$d dpnin—j
—i—P(’/xdduMi,n_j — /:cddol

E assim, pela igualdade (5.4), como os termos & direita tendem a zero, segue a igualdade (5.7):

lim P('/Jﬂd dUN i+1,n—j —/xd doy

Enfim, para a igualdade (5.7), do Teorema 5.1.1 tem-se que, para todo n > i + 7,

>6/2>

>6/2>.

>6>:0.

PMin—j = Ni(M) = Xig1(N) 2 An—j(N) > Ay (M) > —parin—j-
Como pela equacao (5.2) quase certamente pas;n—j < 2+ €, segue a igualdade (5.5):

Jim P(|pnis1n-j —2| > €) = 0. O



Capitulo 6

Uma Analise Espectral da Clique
Plantada

Seguindo uma abordagem sugerida por Nadakuditi-Newman [NN12|, o espectro da matriz de
adjacéncia A de um grafo aleatério sob consideragao pode ser estudado através da matriz

B := A —E[G],

onde E[Gy] é a matriz de adjacéncia esperada de um grafo aleatorio Gy a ser escolhido. Efetivamente,
a ideia sugerida por Nadakuditi-Newman é considerar a distribuicao de A como resultante de uma
perturbagao em relacao a um grafo aleatério usado como referéncia.

Ainda seguindo Nadakuditi-Newman, nota-se que B é uma matriz aleatéria que também pode
ser expressada como uma perturbacao em relagdo & sua média, isto é,

B =E[B] + X,

de onde se pode ver que X é uma matriz aleatéria simétrica cujos elementos tém todos média zero.
Dependendo da escolha de A e de Gy, a matriz X assim obtida pertence a uma classe de matrizes
cujo espectro é conhecido.

Enfim, também dependendo das distribuigoes consideradas, pode-se ter E[Gy| e E[B] como duas
matrizes de posto baixo, que intuitivamente representam a introducao de pouca perturbacao sobre
o espectro de X. Assim, a matriz A pode ser vista como resultante de duas perturbacoes de posto
baixo sobre X. Mais precisamente,

A= B+E[Gy) = X +E[B] + E[G].

Nesse caso, espera-se que o espectro de A esteja intimamente relacionado ao espectro de X.

Nadakuditi e Newman [NN12] notam que essa abordagem pode ser usada para o estudo do
espectro do modelo de blocos estocastico, enquanto Nadakuditi [Nad12] recorre a esse método ao
considerar uma variante com lagos do G(n, p, k). Ambos os estudos aludem a resultados acerca de
perturbagoes de posto baixo sobre certas matrizes de Wigner. Contudo, no caso particular do grafo
com clique plantada, ¢ possivel considerar algumas propriedades particulares das perturbagoes de
posto um (Capitulo 5) e seus efeitos sobre matrizes de Wigner com submatriz anulada (Capitulo 4)
para o estudo do espectro dessa distribuigao.

Por sua analise ser mais simples, uma variante do G(n,p, k) com lagos no caso k = o(n) e
k = w(y/n) sera considerada brevemente na Se¢ao 6.1 como um estudo preliminar, motivando a
maneira como o espectro do G(n, p, k) sera estudado. Isso suscitara intui¢oes que serao consideradas
durante o tratamento do caso sem lacos original assumindo k = O(y/nlogn) e kq > (c + 2)/pqn,
com ¢ > 1, que serd discutido em seguida, na Secao 6.2.

33
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6.1 A Clique Plantada com Lagos

O grafo com clique plantada, como descrito no Capitulo 1, nao contém lagos. Incluir esses lagos,
contudo, permite a introdugao de uma certa uniformidade; situagao similar & presente no modelo de
blocos estocastico: todos os elementos da matriz de adjacéncia com ambos os indices ou na clique
plantada, ou fora dela, passam a ser identicamente distribuidos.

Uma aplicacao direta da abordagem de Nadakuditi-Newman [NN12] para o estudo do espectro
do modelo de blocos estocéstico faz uso da conveniéncia proporcionada por essa uniformidade.
Assim, sera considerada a seguinte distribuicao aleatoria de grafos.

Definigao 6.1.1 (Grafo com Clique Plantada e Lagos G(n,p, k)). Sejam n,k € Z, 1 <k <n, e
p € [0,1] fixo. Seja G(n,p) o grafo aleatorio com n vértices em que cada aresta e cada lago estd
presente com probabilidade p. Um grafo G ~ G(n,p, k) € construido da sequinte maneira:

1. Tome um grafo aleatorio Gy := Go(G) ~ G(n,p).
2. Sorteie uniformemente ao acaso um k-conjunto de vértices K := K(G) ~u (V(fo)).
3. Tome G := (V(Gp), BE(Go) U {uv € K?}).

O conjunto K € a clique plantada de G.

Note que o sorteio de K tem apenas o propésito de tornar incerta a localizacao da clique
plantada: Para cada K, identificando grafos isomorfos, esta distribui¢ao gera os mesmos grafos com
as mesmas probabilidades. Desse modo, é possivel estudar propriedades de G’(n, p, k) sem perda de
generalidade ao considerar um K fixo.

Pode-se ver o é(n,p, k) como uma variante com lagos do grafo com clique plantada. De fato,
é essa variante com lagos que é considerada nos trabalhos de McSherry—Vu [McS01, Vul8| e de
Nadakuditi [Nad12], nos quais o problema da clique plantada é visto como um caso particular da
deteccao de comunidades no modelo de blocos estocastico.

Tomando G(n, p) como uma distribuicio de referéncia para G(n, p, k), por uma aplicacao direta
da abordagem de Nadakutidi-Newman obtém-se

A= B+E[G(n,p)] e B=X+E[B]

Note que uma vez que toda aresta de G(n, p) esté presente com probabilidade p, entéo E[G(n, p)]
¢é a matriz n X n cujos elementos sdo todos p. Observe também que como para A vale que

1,se (i,7) € K% e
I Be(p), caso contrario;

entao para a matriz B vale que

o q:zl—p,se(i,j)EKQ;e
I Be(p) — p, caso contréario;

de modo que a esperanca de B é dada por

0, caso contrario.

¢, se (i,)) € K% e
E[Bli; = {

Assim, as matrizes E[G(n, p)] e E[B] podem ser expressas como

E[G(n,p)] =p11T = npaa” e E[B]=qlgxlk = kqyy”,
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onde z = 1/4/n & o vetor de uns normalizado e y = 15 /v/k é o vetor indicador da clique normalizado.
Observe que ambos x e y sdo vetores unitarios. Dessa forma, tanto A quanto B sdo atualizagdes de
posto um, uma vez que

A=B+npzzt e B=X+kquyy’.

Enfim, note que como X = E[B] — B, entao

{0, se (i,j) € K?; e
i3 ™

Be(p) — p, caso contréario.

Ou seja, a matriz X é uma matriz de Wigner com submatriz anulada.

Sob essas consideragoes, nas subsecoes seguintes serao estudadas propriedades espectrais de A
e de B no caso em que k = o(n) e k = w(y/n). Serd mostrado que a distribui¢ao da maior parte de
seus espectros converge a distribuicao semicirculo na Subsecao 6.1.1, enquanto o maior autopar de
cada matriz e o segundo maior autopar de A serdo estudados respectivamente na Subsecao 6.1.2 e
na Subsecao 6.1.3.

6.1.1 Limitando os autovalores do G(n,p, k)

Como X é uma matriz de Wigner com submatriz anulada, pode-se aplicar diretamente em B
a teoria desenvolvida na Se¢ao 5.2, de modo que o seguinte teorema é obtido por uma aplicagao
direta do Lema 5.2.1 e do Teorema 5.2.2. Lembre que, dados 1 < < j < n, chamando de Specy, ; ;
o conjunto dos autovalores de M entre o seu i-ésimo e o j-ésimo maior (incluindo essas duas
extremidades), entdo pps;; € o raio parcial de M — o maior valor absoluto dos autovalores em
Specyy; ; — € i, € a distribuigao parcial do espectro de M, na qual é atribuido o peso 1/n a cada
autovalor em Specy; ; € o peso 0 aos demais valores. Ademais, lembre que oy é o semicirculo de
Wigner.

Teorema 6.1.2. Seja k = o(n). Entao

lim P(|pB/\/ﬁ’27n —2y/pq| > €) =0, para todo € > 0; ¢

n—oo

nli—{gop( ‘/fd“B/\/m,n - /fdgm

Da mesma forma, considerando A como resultado de duas aplicagOes sucessivas de perturbagoes
de posto um sobre X, obtém-se o seguinte teorema, que também segue diretamente do Lema 5.2.1
e do Teorema 5.2.2.

> e) =0, para todo € > 0.

Teorema 6.1.3. Seja k = o(n). Entao

nlg]go P(’pA/\/ﬁ,B,n —2y/pq| > e) =0, para todo € > 0; e

nlggop< ‘/fd“A/\/ﬁ,?)m - /fdapq

Dessa maneira, sabe-se imediatamente que a maior parte das distribui¢oes dos espectros de A e
de B, quando devidamente normalizadas, convergem em probabilidade & distribuicao semicirculo.
Ademais, constata-se que a menos do maior autovalor de B é possivel ver os demais como restritos
aos limites do semicirculo; enquanto que o mesmo pode ser dito do espectro de A desconsiderando
os seus dois maiores autovalores.

> e) =0, para todo € > 0.

6.1.2 Os Maiores Autopares de G(n,p, k)

A descri¢ao de B e de A como atualizacdes de posto um oferecem algumas intuigoes quanto
aos seus maiores autopares. Ao decompor a transformacao Bv = Xv + E[BJv = Xv + kq(yTv)y,
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é de se suspeitar que quando o raio espectral de X é insignificante em relagao aos efeitos de E[B],
entdo || Xv| é insignificante em relagdo a ||E[B]v|| e, assim, a a¢ado de E[B] predomina sobre a de
X na transformacdo B. Como visto no Capitulo 4, o raio espectral de X tende em probabilidade
a 2,/pqn, enquanto nao ¢ dificil ver que (kq,y) é o tinico autopar de E[B] com autovalor nao-nulo;
de modo que é natural suspeitar que se kq for muito maior que 2,/pgn, entao o maior autopar de
B deve estar proximo de (kq,y).

O estudo sobre atualizagoes de posto um desenvolvido no Capitulo 5 permite verificar essa
intuigdo, como se pode ver através do seguinte teorema, que limita Ay (B) e y”v1(B).

Teorema 6.1.4. Se k =o(n) e k = w(y/n), entao:
o Quase certamente, kg < A\ (B) < (1 +o(1))kq; e
e Quase certamente, y v1(B) > 1 — o(1).

Prova. Pelo entrelacamento (Teorema 5.1.1) vale que A1(X) < A\1(B) < A\1(X) + kg, enquanto pelo
Teorema de Rayleigh-Ritz (Teorema 3.2.2) segue que A1 (B) > y? By = kq. Dessa forma,

max{A1(X), kq} < M (B) < M (X) + kgq. (6.1)

Para todo € > 0, quase certamente px < (2,/pq + €)y/n (Teorema 4.2.3). Por outro lado, como
= w(y/n), para n grande o suficiente tem-se que kq > (2,/pq + €)\/n; e portanto px = o(k).
Assim, pela desigualdade (6.1) segue que quase certamente

kq < M(B) < (1 +0(1))kg.
Usando B = X + kqyy” e uma desigualdade triangular, é facil ver que
M(B) = [|Bui(B)|| = || X01(B) + kqyy"vi(B)|| < px + ka(y" v1(B)).

Rearranjando os termos, segue que y’vi(B) > (A1(B) — px)/(kq). Lembre que quase certamente
px = o(k) e que quase certamente \1(B) > kq. Entdo quase certamente y vy (B) > 1—o0(1). O

Aplicando um raciocinio similar a A é possivel obter um resultado quanto ao seu maior autopar.
O par (np,z) é o maior autopar de E[Go] = npxz’ e o raio espectral de B é quase certamente algo
proximo ao maior entre kq e 2,/pgn. Se k = o(n), espera-se que o maior autopar de A esteja proximo
de (np,x). De fato, adotando a mesma técnica usada acima na investigagdo do maior autopar de
B, obtém-se o seguinte teorema.

Teorema 6.1.5. Se k = o(n), entdo:
o Quase certamente, (1 —o(1))np < A\ (A) < (1+o(1))np; e
e Quase certamente, x7vi(A) > 1 — o(1).

Prova. Por entrelagamento (Teorema 5.1.1) vale que A1 (A) < A\ (B)+np < A\ (X)+kg+np. Como

pelo Teorema 4.2.3 quase certamente A1(X) < o(n), entdo quase certamente A\ (A) < (14 o(1))np.

Além disso, pelo Teorema de Rayleigh-Ritz (Teorema 3.2.2) tem-se A;(A) > 7 Az = d(G), o grau
médio de GG. Agora note que

1 k? + M + 2N

d(G) = .’L'TASL‘ = ﬁ Z Ai,j = ——I— +

(.5)€[n]?

)
n

onde M ~ B(n —k,p) e N ~ B((}) — (g),p) Por cotas de Chernoff (Teorema 2.4.3), segue que

P(M < (n—k)p—+/nlogn) < e 218" ¢
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(= () () <o

Usando uma cota da unido, como k = o(n), pode-se entdo afirmar que quase certamente

3 2
d(G) = KoM 2N > ! <k2 + (n—k)p—+/nlogn+2 <<g> — <§>>p—2n\/logn>
n n
- (1 N k%q — v/nlogn — 2ny/logn

n2p

) np > (1 —o(1))np.

Dessa forma, segue que A\1(A4) > d(G) > (1 — o(1))np.
Da defini¢do de A como atualizacdo de posto um de B,

AM(A) = [|Avi (A)| = || Bui(A) + npalv (A)z| < pp + npaxT v (A).

Rearranjando os termos, vale que x7v1(A4) > (A (A) — pp)/(np). Por entrelagamento, tem-se que
M(X) < AMi(B) < M(X) + kg; e quase certamente A\ (X) = o(n). Ademais, pp 2, também quase
certamente é o(n) (Teorema 6.1.2). Assim, quase certamente pp = o(n). Enfim, como quase certa-
mente A(A4) > (1 — o(1))np, segue que quase certamente 27 v1(A4) > 1 — o(1). O

6.1.3 O Segundo Maior Autopar de é(n,p, k)

Seja v um vetor nao-nulo tal que Av = Bw. Nesse caso, da descrigao de A como atualizagdo de
posto um de B tem-se que 27 v = 0. Espera-se que caso um tal v se aproxime de um dos autovetores
de B com autovalor )\, ele também se aproxime de um autovetor de A com autovalor proximo a A
conforme n — oo.

Na secao anterior mostrou-se que (kq,y) se aproxima de (A1 (B),v1(B)). Nesse contexto, é natu-
ral estudar vetores que se aproximam de y. Uma vez que z”y = \/k/n, o componente de y ortogonal
a = pode ser descrito como z := y — \/k/nz, que claramente se aproxima de y quando k = o(n).
Esse é em esséncia o mesmo vetor usado na analise de Alon, Krivelevich e Sudakov [AKS98|. Dessa
maneira, quando k = o(n), o par (kq, z) deve se aproximar de algum autopar de A. Em particular,
quando k = o(n) e k = w(y/n), espera-se que (kq, z) se aproxime de (A2(A),v2(A)), uma vez que
pa3n converge em probabilidade a 2,/pgn e quase certamente \i(A) esta proximo de np. Essa
intuicao pode ser verificada através do seguinte teorema.

Teorema 6.1.6. Seja z :=y — \/k/nx. Se k= O(y/nlogn) e k =w(y/n), entao:
o Quase certamente, (1 —o(1))kqg < X2(A) < (1 +0(1))kg; e
e Quase certamente, zTvy(A) > 1 — o(1).

Prova. Seja z = c1v1(A)+- - -+cpv,(A) uma decomposigao ortogonal de z, onde ¢; := 27 v;(A). Esta
demonstra¢ao comega mostrando que o comprimento de 0 := z — cova(A), isto é, do componente de
z ortogonal a v9(A), é o(1). Para isso, estuda-se o vetor Az — kqz = Bz — kqz.

Por definigao, sabe-se que z; = (n — k)/(nVk), se i € K(G); e z; = —k/(nVk), caso contrério.

Dessa forma, tem-se que

—kZ;i/(nk), se i € K(GQ); e

(Az — kqz)i = (Bz — kqz); = {(n . k:)Yl/(n\/E) —k(Z; — k:q)/(n\/E), caso contrario;

onde Y; ~ B(k,p)  kp, para. todo i € K(G), e Zi ~ B(n — k.p) — (n— k)p, para. todo i € V(G).
Por cotas de Chernoff (Teorema 2.4.3), vale que

P(|Y:| < Vklogk) > 1— 26—210gk; o

P(|Zi| < \/nlogn) > 1 — 228",
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Assim, quanto aos i € K(G), quase certamente

1 2
S (Ae—kgr2< Y (ngn) — O(log?n) = ofn).
. . vk

€K (Q) €K (Q)

Quanto aos i € K(G), pode-se escrever

1
Z (Az — kqz)? = S1 — S2 + S5, onde S := 2k Z (k(Zi - kQ))Q;
2K (G) i2K(G)
1
Sy = % Z 2k(n — k)Yi(Z; — kq); e
€K (Q)
1
Ss=—r >, ((n—k)¥)"
€K (GQ)

Pelas cotas de Chernoff obtidas, lembrando que k = O(y/nlogn), segue que quase certamente

s — O((n— k)k:inogn) — ofn); e

n2k
k(n — k)?\/klogkv/nlogn
So =0 2 = o(n).

O valor S5 restante sera obtido ao estimar Y := Zz‘eK(G) YZ-2 pela desigualdade de Chebyshev
(Teorema 2.4.2). A média e a varidncia de cada um desses Y; correspondem, respectivamente, ao
segundo e quarto momentos centrais da distribuicdo B(k,p), os quais sdo pgk e O(k?). Além disso,
os Y; de Y sdo todos independentes entre si. Segue que a esperanga de Y é a soma p = (n — k)pgk
dessas esperangas, enquanto a sua variancia é a soma das variancias O((n — k)k?) = o(uklog k).

Disso decorre que
P(IY — ul = pklogk) < o(1);

e entdo quase certamente S3 < (n — k)2(1 + o(1))u/(n?k) = (1 + o(1))pgn. Dessa forma, conclui-se
que ||Az — kqz||?> < (14 o(1))pgn.
Agora, da decomposic¢ao ortogonal de z segue que

142 = kgz|* = Y ¢ (kg = \i(A))* > (kg — (1 +0(1))2/pgn) |16,

i€[n]

onde a desigualdade segue do Teorema 6.1.6 e do Teorema 6.1.3, que descrevem o espectro de A a
menos do seu segundo maior autovalor. Como || Az — kqz||? < (1 + o(1))pgn, vale que

o2 < dtopan

(kg — (14 0(1))2y/pqn)*
uma vez que k = w(y/n). Dessa forma,
ZTva(A) = e = /]2]2 = 0] = 1 - o(1).
Para limitar A2(A), nota-se que
(1+o(1))pan > || Az — kaz|* = 5(A2(A) — ka)* = (1 = o(1))(A2(A) — k).
E entao, rearranjando termos, é verdade que

[A2(A) = kgl < (1 +o(1))v/pgn. -
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6.2 A Clique Plantada sem Lacos

A descrigao da clique plantada dada por Kucera [Kuc95| é semelhante & obtida ao considerar
a distribuicdo como caso particular do modelo de blocos estocastico, tendo por tnica diferenca
a auséncia de lagos. Jerrum [Jer92] oferece uma defini¢do equivalente, descrevendo-a de maneira
construtiva partindo do grafo aleatorio de Erdés—Rényi G(n, p), como dado pela seguinte defini¢ao.

Definigao 6.2.1 (Grafo com Clique Plantada G(n,p,k)). Sejam n,k € Z, 1 < k <n, e p € [0,1]
fizo. Seja G(n,p) o grafo aleatorio com n vértices em que cada aresta estd presente com probabilidade
p. Um grafo G ~ G(n,p, k) € construido da sequinte maneira:

1. Tome um grafo aleatorio Gy := Go(G) ~ G(n,p).
2. Sorteie uniformemente ao acaso um k-conjunto de vértices K := K(G) ~y (V(fo)).
3. Tome G := (V(Go), E(Go) U (§)):

O conjunto K € a clique plantada de G.

Assim como no caso com lagos, note que o sorteio de K também serve apenas para tornar incerta
a localizacao da clique plantada: Para cada K, identificando grafos isomorfos, esta distribuicao gera
os mesmos grafos com as mesmas probabilidades. Desse modo, ao estudar propriedades de G(n, p, k),
pode-se assumir sem perda de generalidade um K fixo.

Como ja observado, um grafo do G(n, p, k) pode ser visto como um grafo aleatorio Erdés—Rényi
G(n,p) no qual um k-conjunto de vértices foi sorteado uniformemente e entao foram acrescentadas
todas as arestas necessérias para que tal k-conjunto seja uma clique.

Sabe-se que uma clique maxima do G(n,p) quase certamente tem tamanho |r(n)| ou [r(n)],
onde r(n) = (2 — o(1))logy/,n é uma fungdo que pode ser escrita explicitamente (cf. [Mat72],
[BET6]). Dessa forma, se k = w(logn), entdo quase certamente a clique plantada do G(n,p, k) é a
tnica maior clique do grafo.

Numa observagao inicial, Kudera [Kuc95] notou que quando k > c¢y/nlogn, para uma constante
apropriada ¢ > 0, tomar os vértices de maior grau torna possivel recuperar a clique plantada com
alta probabilidade: os graus dos vértices num grafo do G(n,p) seguem uma distribui¢do binomial
B(n — 1,p), onde a probabilidade que um dado vértice tenha grau maior que cy/nlogn tende a
zero conforme n — oco; e entao incluir as arestas de (12( ) faz com que os graus dos vértices na clique
plantada quase certamente sejam os maiores do grafo.

Alon—Krivelevich-Sudakov [AKS98| ofereceu um primeiro avango substancial desde que o pro-
blema da clique plantada foi proposto, mostrando um algoritmo polinomial capaz de quase certa-
mente recuperar a clique plantada do G(n,1/2,k), com k = Q(y/n). Esse resultado se fundamenta
em algumas observagoes quanto ao espectro da matriz de adjacéncia do grafo com clique plantada.
O seguinte teorema resume de forma mais precisa tais resultados de Alon—Krivelevich—Sudakov.

Teorema 6.2.2. Seja A := A(G(n,p,k)). Se k > 10y/n e k = O(y/nlogn), entio:
1. Quase certamente, A\1(A) > (1 + o(1))n/2;
2. Quase certamente, \i(A) < (1 + o(1))\/n, para todo i > 3;
3. Quase certamente, |\2(A) — k/2| < \/n/2; e
4. Se z=nlyg —kj, entio quase certamente (z"vy(A))% > (59/60) | z||*.

Os resultados presentes no Teorema 6.2.2 e suas respectivas provas podem ser generalizados
para qualquer p € [0, 1] constante. O seguinte teorema oferece uma generalizagdo como tal para os
itens 1 e 2, referentes ao espectro de G(n, p, k) a menos do seu segundo autovalor. A sua prova pode
ser obtida por aplicagao direta dos resultados da presente segao.
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Teorema 6.2.3. Seja A := A(G(n,p,k)). Se k = o(n), entao:
e Quase certamente, \1(A) > (1 —o(1))np; e
o Quase certamente, \i(A) < (1+ o(1))2,/pgn, para todo i > 3.

Uma generalizacao dos itens 3 e 4, referentes ao segundo maior autopar de A, sera oferecida na
Subsegao 6.2.3. Para isso, serd usada uma estratégia semelhante a adotada na Segéo 6.1 durante o
estudo da variante com lagos sob a abordagem por modularidade.

Seja A := A(G(n,p, k)). Pela abordagem de Nadakuditi-Newman,
A =B+E[G(n,p)] e B=X+E[B].

A esperanga E[G(n,p)] é a matriz cuja diagonal é zero e os demais elementos sao todos p. Como
para A vale que
0,sei=7j;
Ai,j ~ 1, se (Z,]) < K2; e
Be(p), caso contrario;

entao segue que para a matriz B vale que

0,set=7;
Bij~<q:=1—p,se(i,j) € K}e

Be(p) — p, caso contrario;

e, assim, a esperanca de B é dada por

g, sei#je(i,j)e K> e
E[B]M:{ # e (i,)

0, caso contréario.
Dessa forma, pode-se expressar E[G(n,p)] e E[B] como

E[G(n,p)] = p11" —pl =npxa” —pI e E[B]=qlgll —qlx =kqyy" —q ) ei],
ieK

onde z := 1/y/n é o vetor todos-um normalizado, y := 1x/Vk é o vetor indicador da clique
normalizado e e; é o i-ésimo vetor candnico. Note que todos esses vetores sao unitarios, de modo
que considerando que

A, = A+pl=B+npzzxl e B=(X—qlg)+kqyyl = Xq+k:qny

segue que A, e B sdo resultados de atualizacoes de posto um. Ademais, note que como X = B—E[B],
entao
0,sei=7ou(i,j) € K%e
Z’] Be(p) — p, caso contréario;

de modo que X é uma matriz de Wigner com submatriz anulada.

Sob essas consideragoes, serd mostrado na Subsecao 6.2.1 que, com k = o(n), a distribui¢ao
da maior parte de seus espectros converge a distribui¢ao semicirculo. Em seguida (Subsegao 6.2.2),
o maior autopar de cada matriz serd estudado sob o regime k = o(n) e k > (c + 2),/pqn, com
¢ > 1. Enfim, o segundo maior autopar de A sera estudado considerando k¥ = O(y/nlogn) e
kq > (c+2),/pqn, com ¢ > 1 (Subse¢ao 6.2.3).
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6.2.1 Limitando os autovalores de G(n,p, k)

Como X é uma matriz de Wigner com submatriz anulada e gl pode ser decomposta como o
somatorio de perturbagoes de posto um, pode-se aplicar diretamente o Lema 5.2.1 e o Teorema 5.2.2
para se obter o seguinte teorema quanto ao espectro de B. Lembre que, dados 1 < i < j < n,
chamando de Spec;; ; o conjunto dos autovalores de M entre o seu i-ésimo e o j-ésimo maior
(incluindo essas duas extremidades), entdo pps;,; ¢ o raio parcial de M — o maior valor absoluto dos
autovalores em Specy;; ; — € unr;,; € a distribuigao parcial do espectro de M, na qual é atribuido
o peso 1/n a cada autovalor em Spec M,,; € 0 peso 0 aos demais valores. Ademais, lembre que o €
o semicirculo de Wigner.

Teorema 6.2.4. Seja k = o(n). Entao
e Para todo € > 0, lim,,_, P(|pB/\/ﬁ,2,n—k —2./pq| > 6) =0;e

e Para todo € > 0 e toda fun¢ao continua limitada f,

nlggop(’/fdﬂB/\/ﬁ,Q,n—k_/fdapq > E) :0

Esse resultado, contudo, nada diz a respeito dos k menores autovalores. Para isso, pode-se seguir
uma abordagem semelhante a de Fiiredi-Komlos [FK81], que resulta no seguinte teorema.

Teorema 6.2.5. A menos de A\1(B), os autovalores de B estao restritos ao sequinte intervalo.
An(X) — g < An(B) < A2(B) < Ai(X).
Prova. Do Teorema de Courant-Fischer (Teorema 3.2.3), é verdade que

A2(B) = min max {v! Bv : |v| = 1}.

u€R™ 4 Ty=0
Tomando u = y, segue entdo que
Ao(B) < max {v"Bv : |jv]| = 1}
yTv=0

= max {o" (X +kqyy" —qexef)v:|v] =1}
ytv=0

= max {v! Xv — q(efv)?: [jv]| = 1}
yTv=0

max {07 Xv : o] = 1} < Ay (X).
yTv=0

IN

Por outro lado, também desse teorema segue que
An(B) = mvin{vTBv o] = 1}
= mvin{’uT(X +kqyy" — qexer)v: |lv| =1}
> rrgn{vTXv —q: v =1} > M(X) =g,

como enunciado. O

O Teorema 4.2.3 mostra que quando k = o(n), para todo € > 0 quase certamente tem-se que
|px/m — 24/Pd| < €. Nesse caso, segue pelo Teorema 6.2.5 que pp2, < (1+ 0(1))2,/pgn.

N

Por uma abordagem semelhante & adotada para o espectro de B, o seguinte teorema para o
espectro de A, é obtido através de uma aplicacao direta do Lema 5.2.1 e do Teorema 5.2.2.
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Teorema 6.2.6. Seja k = o(n). Entao
e Para todo € > 0, lim,,_s P(|pAp/\/ﬁ,37n,k —2,/pgq| > e) =0;e

e Para todo € > 0 e toda fungio continua limitada f,

Ji—{%op< '/fd“Ap/\/ﬁ,&n—k - /fd%q

>6):O.

Mais uma vez, o resultado obtido nao informa nada quanto aos k menores autovalores de A,.
Para isso, é possivel aplicar entrelagamento (Teorema 5.1.1) ao Teorema 6.2.5, o que resulta no
seguinte teorema.

Teorema 6.2.7. A menos de A\i(Ap) e A2(A,), os autovalores de A, estio restritos ao sequinte

intervalo.
M(X) 2 a(B) 2 Ag(4)) = MlAy) = Aa(B) = M(X) — g

Dessa forma, pelo mesmo silogismo aplicado anteriormente ao se considerar o valor de pp 25,
vé-se que, quando k = o(n), tem-se que pa, 3, < (140(1))2,/pgn. Ademais, como para todo i € [n]
é verdade que \;j(A,) = Ai(A) + p, segue também que pa 3, < (1+ 0(1))2,/pgn quando k = o(n).

6.2.2 Os Maiores Autopares de G(n,p, k)

A intuicdo desenvolvida no presente trabalho quanto ao maior autopar das matrizes da clique
plantada com lagos transporta-se naturalmente para a matriz B: espera-se que, conquanto o raio
espectral de X, seja insignificante em relagao a kg, o efeito de kq yy” seja proeminente na transfor-
magao B; e assim o maior autopar de B esteja proximo de (kq,y). Tal intuigao pode ser confirmada
usando-se a mesma técnica aplicada na se¢ao anterior. Contudo, uma cota mais justa para \j(B)
pode ser obtida ao se adotar uma abordagem semelhante a de Alon-Krivelevich-Sudakov [AKS9§],
que é o que sera feito a seguir. Para isso, serd usado o seguinte lema.

Lema 6.2.8. Se k = o(n), entio quase certamente | X,y|*> < (1 + o(1))pgn.

Prova. Da definicao de X, tem-se que

1 1
2 _ 2 _ 2 _ . 2
[ Xqull” = [ Xy — g Ixyll” = T E (X1k —qlg); = z g Y,

i€[n) i€[n]

onde os Y; sao varidveis aleatorias tais que

v —q, com i € K(G); e
' B(k,p) — kp, com i & K(G),

uma vez que, por construgao, quando i € K(G), na i-ésima linha de X as coordenadas correspon-
dentes a clique contém 0s enquanto a i-ésima posigao de 1x € 1; e quando i € K(G) os k elementos
correspondentes a clique na i-ésima linha de X sao distribuidas como Be(p) — p, enquanto a i-ésima
posicao de 1x é 0.

A soma dos quadrados dos Y; com i € K(G) é kq?, o que contribui & soma total apenas uma
constante ¢> = o(n). Quanto aos Y; com i ¢ K(G), seja Y a soma dos Y;? com i ¢ K(G). Note que a
esperanga e a variancia de cada Yf com i ¢ K(G) (equivalentemente, os segundo e quarto momentos
de B(k,p) — kp) sdo, respectivamente, pgk e O(k?). Como esses Y; sdo todos independentes entre
si, a esperanga de Y é a soma u := (n — k)pgk dessas esperancas, enquanto a sua variancia ¢ a
soma das variancias O((n — k)k?) = o(uklog k). Dessa maneira, pela desigualdade de Chebyshev

(Teorema 2.4.2),
P(IY — p| > Vpklogk) < o(1).

E entdo quase certamente || X,y||> < (1 + o(1))pgn. O
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O lema acima mostra que o comprimento de X,y é quase certamente menor que /(1 + o(1))pgn.
Pela definicao de B em termos de X, sabe-se que By — kqy = X y. Além disso, a menos do maior
autovalor vale que quase certamente todos os autovalores de B estao restritos ao intervalo de uma
distribuigao semicirculo de raio 2,/pgn. Usando essas duas informagoes, pode-se mostrar que a
componente de kqy ortogonal a Ai(B)vi(B) é pequena e, assim, que o maior autopar de B esta
proximo de (kq,y), como é provado pelo seguinte teorema.

Teorema 6.2.9. Se k = o(n) e kq > (c+ 2)/pqn, para algum ¢ > 1, entdo para todo 1/c® < e < 1
e todo a > 1/(1—¢),

e Quase certamente, |\1(B) — kq| < /apqn; e
e Quase certamente, (v1(B)Ty)? > 1 —e.
Prova. Segue da descricao de B em termos de X, e pelo Lema 6.2.8 que quase certamente

| By — kqy||> = || Xqyl* < (1 + o(1))pgn.

Considere a decomposicio y = c1v1(B) + - -+ + c,vn(B), onde ¢; = yTv;(B), para todo i € [n].
Assim, quase certamente

1By — kayll* = > 2(kg — X)? > (kg — (1+o(1))2y/pan)* Y &,

i€n] i>1

onde a desigualdade segue do Teorema 6.1.2. Defina ¢ := cova(B) + - - - + ¢pv,(B). Usando as duas
desigualdades obtidas acima, uma vez que kq > (2 + ¢),/pqn, com ¢ > 1, quase certamente

(1 + o(1))pgn 1.
(b= (Lt o(2gpgry ~ oWz =5

para todo € > 1/ 2. Assim, segue que quase certamente

)1 <

(1 (B)"y)* =i = llyl* = 18] = 1 —¢;
e portanto quase certamente
(1+o0(1)pgn > ||By — kay|* > i (M — kg)* > (1 —e)(A1 — kq)*.

Enfim, tomando € < 1 e rearranjando os termos tem-se que quase certamente
9 1
(M —kq)” < (1+ 0(1))17_6pqn < apqn,

para todo a > 1/(1 — €); e entao pode-se concluir que quase certamente

|A\1 — kq| < \/apgn. O

Seguindo uma abordagem semelhante, vé-se que o maior autopar de A, (e, por conseguinte, o
maior de A), esta proximo de (np, x).

Teorema 6.2.10. Se k = o(n) e kq > (2+ ¢)\/pqn, para algum ¢ > 1, entao
e Quase certamente, (1 —o(1))np < A\(Ap) < (14 0(1))np; e
e Quase certamente, xTv1(Ay,) > 1 —o(1).

Prova. Por entrelagamento (Teorema 5.1.1), pode-se afirmar que A\;(A4,) < np + Ai(B). Usando o
Teorema 6.2.9 e o fato que k = o(n), segue que quase certamente

M(4y) < np+Mi(B) = (1 +o(1))np.
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Além disso, usando o Teorema de Rayleigh-Ritz (Teorema 3.2.2), sabe-se que
S = al Ayx <ol Ayv = M(4,).
Decomponha S da seguinte maneira.
1 1 k? + M + 2N
S=5 X A= X At X Ay)=————
(i.4)€n])? (i.5)eK? (i,3)€[n]>\ K>

onde M é a soma dos elementos correspondentes a lagos fora de K, enquanto N é a soma dos
correspondentes a arestas comuns com extremidade fora de K.
Naturalmente, M ~ B(n —k,p) e N ~ B((3) — (S),p) Por cotas de Chernoff (Teorema 2.4.3),

P(M < (n— k)p — v/nlogn) < e 21°6™;

(= () () <

Usando uma cota da unidao, como k = o(n), pode-se entao afirmar que quase certamente

N T (AR D

= (1—o(1))np.

Usando a descricao de A, em termos de B, vé-se que
M(Ap) = [[Apor(Ap)[| = (B + npaa)ui(Ap)|| < pp + npaTvi(Ay).

Rearranjando os termos, vale que z7v1(A4,) > (A (Ap) — pg)/(np). Pelo Teorema 6.2.4 e pelo
Teorema 6.2.9 tem-se que tanto pp2, quanto |[Ai(B)| sdo o(n), enquanto foi demonstrado que
A1 (4,) > (1 —o(1))np. Segue que pp = o(n); e assim z7v;(A,) > 1 —o(1). O

Enfim, do Teorema 6.2.10 segue o seguinte corolario quanto ao maior autopar de A.
Corolario 6.2.11. Se k = o(n) e kq > (2 + ¢)/pqn, para algum ¢ > 1, entao
e Quase certamente, (1 —o(1))np < A\ (A)+p < (1+0(1))np; e

e Quase certamente, xTvi(A) > 1 —o(1).

6.2.3 O Segundo Maior Autopar de G(n,p, k)

Resgatando a intuicao da segao anterior, o vetor z :=y — \/k/nx é tal que Ayz = Bz; e como
(kq,y) se aproxima do maior autopar de B, espera-se que (kq, z) se aproxime de algum autopar de
A,. Pode-se confirmar mais especificamente que (kg, z) se aproxima do segundo maior autopar de A,,
(e, por conseguinte, de A) aplicando novamente a abordagem usada por Alon—Krivelevich—Sudakov
[AKS98|, como mostra a prova do seguinte teorema.

Teorema 6.2.12. Se k = O(y/nlogn) e kq > (c + 2)\/pqn, para algum ¢ > 1, entdo para todo
1/c? <e<1etodoa>1/(1-¢),

e Quase certamente, |A2(A,) — kq| < \/apgn; e

e Quase certamente, (v2(A4,)T2)? > 1 —e.
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Prova. Das defini¢coes de A, e de z sabe-se que A,z = Bz. Primeiramente, considere calcular o
valor de ||Apz — kqz||? = || Bz — kqz||?. Por definigao, é verdade que

—((n—k)g+kZ)/(nVk), sei € K; e

(Bz = kgz)i = (B~ kal)(y = Vk/nx)), = {((n — k)Y — kZ; — k2q)/(nVk), se i ¢ K

onde Z; ~ B(n —k,p) — (n—k)p, sei € K; Zy ~Bn—k—1,p) —(n—k—1)p,sei & K; e
Y; ~ B(k,p) — kp. Por cotas de Chernoff (Teorema 2.4.3), vale que

P(|Y;| < Vklogk) > 1 — 2e 2108k, ¢

P(|Z| < /nlogn) > 1 — 2¢~ 2108,

Dessa forma, para os i € K(G), segue que quase certamente

((n — k)q + ky/nlog n)2
n2k

_ (n—k)*¢* = 2k(n — k)gy/nlogn + k*nlogn o(n)
= : = ,

n

D ((Bz = kqz)i)” <k

€K

Para i ¢ K, pode-se escrever

1
Z ((Bz — qu)i)2 =51+ S5 + S3, onde 57 := poyR Z(—kZi — k:2q)2,

igK igK
1
Syi=— > 2n - k)Yi(—kZ; — Kq),
igK
1
S3 = W Z(n - k)2yi2‘
igK

Pelas cotas de Chernoff obtidas, segue que quase certamente

S — O((n— k)7:L22]§10gn)Q> — o(n): o
s :O<(n—k)2JTWnlogn> — o(n).

Enfim, resta verificar que S35 = (1 + o(1))pgn. Para isso, a desigualdade de Chebyshev (Teo-
rema 2.4.2) seré usada para estimar Y := ZieK Y2 A média e a variancia de cada um desses Y;
correspondem, respectivamente, ao segundo e quarto momentos centrais da distribuigao B(k,p),
os quais sdao pgk e O(k?). Além disso, os Y; de Y sdo todos independentes entre si. Segue que a
esperanca de Y é a soma pu := pgk(n — k) dessas esperangas, enquanto a sua variancia é a soma das
variancias O(k%(n — k)). Pela desigualdade de Chebyshev (Teorema 2.4.2), tem-se que

P(IY — ul > Vuklog k) < o(1);

e entdo quase certamente Sz < (n — k)2(1 + o(1))u/(nk) = (1 + o(1))pgn. Dessa forma, conclui-se
que |[Apz — kqz||? < (1 + o(1))pgn.
Decompondo z = c1v1 + - - - 4 ¢, Segue que

|Apz — kqz|* = > i (kg — Mi)* > (kg — (14 0(1))2y/pqn)* > ¢,

i€[n] i#2

onde a desigualdade vale quase certamente, seguindo do Teorema 6.2.6 e do Teorema 6.2.10, apos
descartar o termo referente a As. Tomando & := z — cov9 e usando as duas desigualdades obtidas



46 UMA ANALISE ESPECTRAL DA CLIQUE PLANTADA 6.2

quanto a ||A,z — kqz||?, como kq > (2 + ¢)\/pqn, com ¢ > 1, vé-se entao que quase certamente

2\ 2 (14 o(1))pgn St <.
1= 2= Gy =t oty =W =<

i#2
para todo € > 1/ c?. Assim, segue que quase certamente
(v2(Ap) 2 =G = ||z = 16" = 1~ &
e portanto quase certamente

(1+0(1))pgn > Az — kqz|* = G(h2 — kg)* = (1 = )Xz — kq)*.

Enfim, tomando € < 1 e rearranjando os termos obtém-se
9 1
(A2 —kq)” < (1 + 0(1)):]%” < apqn,

para todo a > 1/(1 — €); e entao conclui-se que quase certamente

A2 — kq| < /apgn. O

Enfim, do Teorema 6.2.12 segue o seguinte corolério quanto ao segundo maior autopar de A.

Corolario 6.2.13. Se k = O(v/nlogn) e kq > (¢ + 2)\/pqn, para algum ¢ > 1, entdo para todo
e>1/c? etodo a>1/(1—¢€), entdo

e Quase certamente, |\o(A) — kq + p| < Japgn; e

e Quase certamente, (vo(A)T2)2 > 1 —e.



Capitulo 7

Discussao e Consideracoes Finais

No presente trabalho, a constatacdo de que a matriz de adjacéncia A do grafo com clique
plantada pode ser vista como o resultado de sucessivas atualizacoes de posto um sobre uma matriz
de Wigner com submatriz anulada permitiu observar como é natural a estreita relagao entre o
espectro de A com o semicirculo de Wigner, o vetor indicador da clique 1x e o vetor todos-um 1,
oferecendo uma explica¢do para os fendomenos observados por Alon—Krivelevich—Sudakov [AKS98|
e por Nadakuditi [Nad12].

Em particular, foi possivel ver que tal relagdo é bastante explicita na variante com lagos dessa
distribuigdo, na qual A pode ser descrita diretamente como sendo a soma de uma matriz de Wigner
com submatriz anulada e duas matrizes de posto um: Uma relacionada a 1x e outra relacionada
a 1. Ademais, também foi possivel observar que a matriz B = A — p117, também estudada no
presente trabalho, é melhor comportada.

Sob tais consideragdes, mostrou-se que, em ambas as variantes, com k = o(n), a distribui¢ao do
espectro de B com excegao de seu maior autovalor se aproxima quase certamente do semicirculo de
Wigner; e 0 mesmo ocorre com a distribui¢do do espectro de A com excecao de seus dois maiores
autovalores. Além disso, foi mostrado que se kq esta separado o suficiente do semicirculo, entao o
maior autopar de B e o segundo maior autopar de A estao ambos proximos de (kq, 1/ \/E) Em
especial, para a variante sem lagos mostrou-se que esse é o caso quando kq > (¢ + 2)\/pqin, para
¢ > 1 constante.

Observando-se que quase certamente A e B apresentam em seus espectros um semicirculo de
suporte proximo a (—2,/pqn, 2,/pqn), as cotas apresentadas no presente trabalho tornam-se muito
brandas a medida que a distdncia de kg ao suporte do semicirculo decresce aproximando-se de
v/Pgn. Uma indagagao natural é a de que caracteristicas espectrais interessantes sao observaveis
em G(n,p, k) para valores de kq menores. E possivel extrair informacoes quanto & clique plantada
a partir das propriedades espectrais do G(n,p, k) considerando-se valores de kq mais proximos do
suporte do semicirculo?

Além da separacao entre kq e o semicirculo, pode-se também considerar o impacto causado pelas
atualizagoes de posto um sobre os autovetores da matriz de Wigner com submatriz anulada. Por
resultados como os apresentados em O’Rourke-Vu-Wand [OVW16], sabe-se que para uma classe
abrangente de matrizes de Wigner os autovetores comportam-se como se distribuidos uniforme-
mente na esfera unitaria (um fendémeno chamado delocaliza¢do). E natural esperar que o mesmo
comportamento seja encontrado em matrizes de Wigner com submatriz anulada quando k = o(n).
Considerando-se que o efeito de atualizagoes de posto um sobre os autovetores de matrizes simé-
tricas é conhecido (veja [BNS78]), é possivel que informagao relacionada a clique plantada seja
observavel nas distribui¢coes dos autovetores de A e de B.

Talvez também seja interessante estudar caracteristicas espectrais de grafos aleatérios com sub-
grafos aleatorios plantados: Aqueles em que sorteia-se uniformemente um k-conjunto K dentre n
vértices e os torna um G(k, p;), adicionando as arestas fora de K com probabilidade p,. Espera-
se que para regimes em que a densidade do subgrafo plantado seja maior tais grafos apresentem
resultados semelhantes aos encontrados no presente trabalho.
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