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Resumo

Gabriel Nunes Crispino. Compromissos arbitrarios entre custo e probabilidade a
meta e algoritmo de busca heuristica em planejamento probabilistico sob o cri-
tério GUBS. Dissertacdo (Mestrado). Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade
de Sdo Paulo, Sao Paulo, 2023.

Processos de Decisao Markovianos de Caminho Estocastico mais Curto (SSP-MDPs) séo utilizados para
modelar problemas de decisdes sequenciais probabilisticas em que o objetivo é minimizar o custo acumulado
esperado para a meta. No entanto, na presenca de estados a partir dos quais néo se pode alcancar a meta
(dead ends), o critério convencional de SSP-MDPs, que minimiza o custo acumulado esperado, pode deixar de
ser bem-definido. Critérios lexicograficos podem resolver isso ao definir uma preferéncia sobre politicas que
alcancam a meta com a maxima probabilidade possivel. Outros critérios podem ao invés disso realizar um
compromisso entre alguma medida de custo e probabilidade & meta. No entanto, ambas abordagens podem
escolher politicas que podem néo representar a escolha de um tomador de deciséo realistico. O critério
GUBS, que combina priorizacdo de metas sobre histéricos com Teoria da Utilidade Esperada para realizar
compromissos entre custos e probabilidade a meta, foi proposto para resolver esses problemas. O critério
eGUBS, que é um caso particular do GUBS quando uma fungéo de utilidade exponencial é utilizada, foi depois
também proposto, juntamente com o eGUBS-VI, um algoritmo baseado em iteracdo de valor que constitui o
primeiro método para resolver SSP-MDPs sob o critério GUBS de maneira 6tima. Esta dissertacdo contém
uma comparacéo entre o critério GUBS e outros critérios para resolver SSP-MDPs na presenca de dead ends,
e introduz definicdes e resultados tedricos que mostram que o GUBS é o unico desses critérios que nio
apenas possibilita a realiza¢do de compromissos entre grandes custos acumulados sobre pequenas perdas
em probabilidade & meta, mas que também garante compromissos arbitrarios que podem ser configurados a
partir dos seus parametros sem conhecimento prévio do problema a ser resolvido. Além disso, esta dissertacdo
introduz o eGUBS-AO", um algoritmo 6timo de busca heuristica para resolver o critério eGUBS. Resultados
indicam que, quando uma boa funcéo heuristica é disponivel ou quando o espaco de estados do problema
é muito grande, o eGUBS-AO” pode ter um desempenho melhor que o eGUBS-VI ao realizar uma busca

eficiente. Em outros casos, a abordagem mais simples do eGUBS-VI pode trazer melhores resultados.

Palavras-chave: Processos de Decisao Markovianos. Caminho Estocéstico mais Curto. Tomada de decisdo

sequencial. Planejamento probabilistico.






Abstract

Gabriel Nunes Crispino. Arbitrary trade-offs between cost and probability-to-
goal and heuristic search algorithm in probabilistic planning under the GUBS
criterion. Thesis (Master’s). Institute of Mathematics and Statistics, University of Sao
Paulo, Sao Paulo, 2023.

Stochastic Shortest Path Markov Decision Processes (SSP-MDPs) are used to model probabilistic sequen-
tial decision problems where the objective is to minimize the expected accumulated cost to goal. However,
in the presence of dead ends, the conventional criterion for SSP-MDPs, which minimizes the expected
accumulated cost, can become ill-defined. Lexicographic criteria can solve this by preferring policies that
reach the goal with the highest possible probability. Other criteria can instead make a trade-off between
some cost measure and probability-to-goal. However, both of these approaches can lead to policies that might
not represent the choice of a real decision-maker. The GUBS criterion, which combines goal prioritization
over histories with Expected Utility Theory to make trade-offs between costs and probability-to-goal, was
proposed to address these problems. The eGUBS criterion, which is a particular case of GUBS when an
exponential utility function is used, was later proposed, along with eGUBS-VI, a VI-based algorithm that is the
first method to optimally solve SSP-MDPs under the GUBS criterion. This dissertation contains a comparison
between GUBS and other related criteria for solving SSP-MDPs in the presence of dead-end states, and
introduces theoretical definitions and results that show that it is the only criterion between all related criteria
that not only allows for a trade-off between a large accumulated cost and a small loss in probability-to-goal,
but also guarantees arbitrary trade-offs that can be tuned from its parameters without previous knowledge
of the problem being solved. Also, this dissertation introduces eGUBS-AO?, an optimal heuristic search
algorithm for solving the eGUBS criterion. Results indicate that, when there is a good heuristic function
available or when the state space is too large, eGUBS-AO* can perform better than eGUBS-VI by doing an

efficient search. In other cases, eGUBS-VI’s simpler approach might have better results.

Keywords: Markov Decision Processes. Stochastic Shortest Path. Sequential decision making. Probabilistic

planning.
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Capitulo 1

Introducao

Processos de Decisao Markovianos (Markov Decision Processes — MDPs) (PUTERMAN,
1994) sao utilizados para modelar problemas em que um agente interage com um ambiente
por meio de agdes com resultados estocasticos. No caso de problemas de MDPs de Caminho
Estocastico mais Curto (Stochastic Shortest Path MDPs — SSP-MDPs) (BERTSEKAS, 1995;
Mausam e KoLoBov, 2012), o objetivo é minimizar o custo esperado para a meta. No entanto,
em problemas em que nio existem caminhos que alcancem uma meta com probabilidade
1, esse critério se torna mal-definido. Isso acontece quando existem determinados estados
tal que ndo seja possivel alcancar uma meta a partir deles. Esses estados sdo chamados de
dead ends.

Por essa razdo, novos modelos ou adaptacdes do critério padrao para resolver SSP-
MDPs precisam ser definidos para esse caso particular. E possivel, por exemplo, utilizar
um fator de desconto y € (0, 1) (TEICHTEIL-KONIGSBUCH et al., 2011) ou uma penalidade
finita D para desistir do processo (Mausam e KoLoBov, 2012) para que o critério de custo
acumulado esperado seja bem definido nesses problemas; o critério MAXPROB (KoLoBov,
D.S. WELD et al., 2011), para maximizar a probabilidade de alcancar a meta (probabilidade a
meta); ou outros critérios lexicograficos que minimizam o custo acumulado esperado a meta
considerando apenas caminhos que maximizam a probabilidade a meta, como iSSPUDEs
(Korosov, D. WELD et al., 2012), S*°Ps (TEicHTEIL-KONIGSBUCH, 2012) e o critério MCMP
(F. W. TREVIZAN et al.,, 2017). Apesar desses modelos serem bem definidos e resolverem
SSP-MDPs na presenca de dead ends, uma pergunta que pode ser feita é se algumas decisdes
que podem ser realizadas por meio deles seriam aceitaveis por um tomador de decisédo
realistico.

Para ilustrar esses problemas, considere o exemplo de uma pessoa que precisa pegar
um voo em um determinado horario. Isso pode ser considerado um problema de raciocinio
sob incerteza, ja que certas agdes que o agente (a pessoa em questdo) pode tomar com
esse objetivo sdo estocasticas. Por exemplo, ao esperar em um ponto de 6nibus para
pegar um Onibus para o aeroporto, ndo se pode definir deterministicamente o tempo
que o proximo Onibus demorara para chegar, ou até mesmo o tempo que levara para a
pessoa chegar no aeroporto considerando qualquer que seja o meio de transporte que sera
utilizado para esse fim. Critérios que consideram politicas que maximizam a probabilidade
a meta (como MAXPROB (Korosov, D. S. WELD et al., 2011) e critérios lexicograficos como
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iSSPUDE (KoLosov, D. WELD et al., 2012), S*°P (TeicHTEIL-KONIGSBUCH, 2012) e MCMP
(F. W. TREVIZAN et al., 2017)) ndo resultariam em decisoes realisticas para esse problema,
ja que haveria uma grande chance de tais decisdes fazerem com que o agente saia para o
aeroporto muito cedo (ou até mesmo imediatamente no momento do planejamento) ao
tentar maximizar a probabilidade de chegar 14, ao invés de sair com um intervalo de tempo
mais realistico. Outro problema dessa abordagem lexicografica é que ela ndo permite que
compromissos sejam feitos entre politicas que levam a custos grandes e outras que nao
maximizam a probabilidade a meta, mas que levam a custos consideravelmente menores.
Ao longo desse trabalho esse tipo de compromisso sera referido como compromisso infinito-
infinitesimal. No caso do exemplo dado, um possivel caso em que esse tipo de compromisso
nao seria realizado seria se o agente preferisse uma politica que tem como agao pegar um
taxi para o aeroporto pagando um valor arbitrariamente grande por isso, comparada com
outra que leva o agente a pegar um 6nibus com um custo arbitrariamente menor, desde
que a probabilidade a meta da primeira op¢ao seja maior que a segunda. A primeira opcéo
seria a politica 6tima mesmo que essa diferenca entre as probabilidades seja infinitesimal,
e o tempo de chegada de ambas seja similar.

Os outros critérios mencionados (uso de um fator de desconto ou de uma penalidade
finita) podem realizar compromissos ao ter seus parametros ajustados para refletir em
decisdes mais realistas se comparadas apenas a escolha de politicas que maximizam a
probabilidade a meta. No entanto, para alguns problemas esses modelos podem dar pre-
feréncia igual ou superior a politicas que nao alcancam metas se comparadas a politicas
que alcancam, o que é uma propriedade indesejada. Uma possivel solucdo dependente do
SSP-MDP é formular um problema de decisdo multiobjetivo que leva em conta custo e
probabilidade a meta e considerar que o tomador de decisdo ou participa em um processo
de elicitacio de preferéncias ou escolhe de uma fronteira Pareto-6tima (Kuo e FREIRE,
2021).

Baseado nos problemas desses critérios presentes na literatura, o critério GUBS (Goals
with Utility-Based Semantics) foi proposto (FREIRE e DELGADO, 2017). GUBS combina
priorizacao de metas sobre histoéricos com Teoria da Utilidade Esperada. O critério eGUBS,
um caso particular do GUBS em que uma funcio de utilidade exponencial é utilizada
juntamente com um fator de risco negativo, foi proposto em FREIRE, DELGADO e REIs, 2019.
No mesmo trabalho, o algoritmo eGUBS-VI, um algoritmo baseado em iteragao de valor,
foi introduzido para resolver SSP-MDPs de maneira 6tima sob o critério eGUBS.

Na seguinte secao, serdo apresentados os objetivos do presente trabalho.

1.1 Objetivos

O presente trabalho tem como principais objetivos realizar uma revisdo com adi¢des de
propriedades tedricas no critério GUBS e na sua relagdo com outros critérios para resolver
SSP-MDPs com dead ends; e propor o eGUBS-AO*, um algoritmo de busca heuristica desen-
volvido a partir de uma adaptacdo nao trivial do algoritmo AO* (MARTELLI e MONTANARI,
1973; MARTELLI e MONTANARI, 1978; NILSsON, 1982), que resolve SSP-MDPs sob o critério
eGUBS.

Sobre as propriedades teéricas tratadas no presente trabalho, nele é contida uma
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comparacdo tedrica entre o critério GUBS e outros critérios relacionados baseada nas
preferéncias deles entre pares de politicas. Para isso, sdo introduzidos dois conceitos
principais: primeiro, uma defini¢do formal do que decisdes em SSP-MDPs que permitem
compromissos infinito-infinitesimais sao; e segundo, uma propriedade da preferéncia
entre pares de politicas em um critério. Essa propriedade, nomeada de propriedade de
priorizacdo de probabilidade a meta a-forte, pode ser garantida por um critério se a razdo
entre valores de probabilidade a meta de todos pares de politicas estdo limitados por um
a, para todo SSP-MDPs, em que 0 < a < 1. Entre outros resultados, o presente trabalho
demonstra que GUBS ¢é o unico critério entre todos os analisados que ndo apenas permite
compromissos infinito-infinitesimais, como também garante a propriedade de priorizacdo
de probabilidade a meta a-forte para um « arbitrario, tal que 0 < o < 1.

Como objetivos secundarios, sdo definidos:

+ Avaliar o desempenho do eGUBS-AO* comparado com o eGUBS-VI em diferentes
dominios de SSP-MDPs com dead ends;

« Desenvolver e executar experimentos para comparar na pratica o critério GUBS com
outros critérios presentes na literatura com o mesmo propdsito;

« Estender o arcabougo teérico referente as propriedades dos critérios GUBS e eGUBS
presente na literatura com a defini¢do da propriedade de priorizacio de probabilidade
a meta a-forte, tal como a introducéo de resultados teéricos advindos dessa definicao.

1.2 Organizacao do Trabalho

No Capitulo 2 sdo apresentados os conceitos que constituem a base tedrica de MDPs,
SSP-MDPs, e algoritmos para soluciona-los. No Capitulo 3 é realizada uma reviséo e
discussdo de critérios presentes na literatura para resolver SSP-MDPs com dead ends,
e no Capitulo 4 sdo apresentados conceitos para analisar esses critérios com relacao a
priorizacdo de metas que cada um deles oferece. Nos capitulos 5 e 6, sio apresentados os
critérios GUBS e eGUBS em detalhes, respectivamente. O Capitulo 7 contém a defini¢do
dos algoritmos que resolvem o critério eGUBS de maneira exata: eGUBS-VI (ja existente)
e eGUBS-AO” (proposto no presente trabalho). O Capitulo 8 apresenta os experimentos
realizados neste trabalho e, por fim, no Capitulo 9 estido presentes as suas consideragdes
finais.






Capitulo 2

Processos de Decisao
Markovianos

Na area de planejamento probabilistico, o formalismo mais utilizado para modelar a
interacdo de um agente com o ambiente ¢ o de Processos de Decisao Markovianos (Markov
Decision Processes - MDPs). A partir desse modelo, é definido o processo de tomada de
decisdo sequencial de um agente, de maneira que em determinado passo ele esta em um
estado, e pode tomar uma agdo dentro de um conjunto de acdes. O estado do agente
no préximo passo é definido por uma funcéo de transicio, dado o estado atual e a acédo
escolhida no passo atual. A seguinte secido contém a defini¢do formal de MDPs.

2.1 Definicao Formal

Definicao 1 (Processos de Decisio Markovianos). Um MDP pode ser definido formal-
mente como uma tupla M = (S, A, P,c) (PUTERMAN, 1994), em que:

« S é o conjunto de estados em que o agente pode estar em cada passo de tempo;
« A é o conjunto de agbes que podem ser executadas em cada estado;

« P: SxAxS —[0,1] € a fungao de transicdo. P(s,a,s’) = Pr(s;4; = §’|s; = s,a; = a)
indica a probabilidade do agente estar em um estado s’ no préximo passo, dado que a
agdo a é executada no estado s no passo atual;

« ¢ : SxA — R éa funcdo de custo, que define o custo associado ao executar a agdo a
estando no estado s.

Dessa maneira, a interacido do agente com o ambiente, considerando cada passo de
tempot € {0, 1,..., T}, pode ser resumida em um historico h = {(s, a1, ¢1), (S2, a2, €2), .o {ST—1, AT—1, CT_1), ST},
no qual s, € S é o estado em que o agente se encontra no passo t, a; € A é a acdo escolhida
em s, e ¢, = c(s;,a;). A partir disso, o agente vai para o préximo estado s;;; com
probabilidade P(s;, a;, $;11). Define-se H = (S x A x R5()* x S como o conjunto de todos
os historicos.

Em geral, o horizonte de um MDP pode ser classificado de trés maneiras diferentes:
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é considerado finito o horizonte de um processo que tem um numero fixo de passos
até que seja finalizado. Nesse caso, T ¢ um numero finito. Outra possibilidade é que esse
processo aconteca infinitamente, caso em que T — oo, no qual o MDP é classificado como
de horizonte infinito. O terceiro caso é o de horizonte indeterminado. Esse caso acontece
quando se sabe que o processo finalizara assim que o agente atingir um estado meta, mas
nao é definido em exatamente quantos passos isso se realizara.

A solucdo de um MDP é uma politica. Uma politica 7 pode assumir diferentes descri-
cdes como as seguintes:

« Estacionaria (7 : S — A): um mapeamento de estados s; em ag¢des a; = 7(s;);

« N&o markoviana (r : H — A): um mapeamento de histéricos H; no passo t em
acoes a; = n(H,); e

« Politica aumentada de custo acumulado: (r : S x R — A): uma politica ndo
markoviana que mapeia todos estados s; e custos acumulados C; no passo t em acdes
a; = (s, C).

Classifica-se como politica 6tima uma politica que otimiza alguma fungao objetivo. A
solucao 6tima de um MDP ¢é uma politica 6tima.

Na érea de planejamento probabilistico, um caso comum é o de se encontrar politicas
6timas em processos de horizonte indeterminado sob o problema de Caminho Estocastico
mais Curto (Stochastic Shortest Path — SSP). Nesse caso, assume-se que existe um conjunto
de estados absorvedores metas (ou terminais). A sec¢do seguinte contém uma discussao
dessa classe de problemas em mais detalhes.

2.2 Caminho Estocastico mais Curto

Formalmente, um MDP de Caminho Estocastico mais Curto (SSP-MDP) é definido
como o seguinte:

Definicao 2 (MDP de Caminho Estocastico mais Curto). Um SSP-MDP (BERTSEKAS,
1995) é uma tupla M = (S, s, A, P, ¢, G), em que:

« S, A e P sdo definidos como na Definigao 1;
e Sy €S ¢ o estado inicial;

« ¢ : SxA — Ry éa funcgao de custo, que define um custo c(s, a) ao tomar uma agao a
em um estado s;

« G C S € o conjunto de estados meta absorvedores, ou seja, estados g € G tal que
c(g,a) =0eP(g,a,g)=1,VYa € A. Além disso, c(s,a) > 0,¥s € S\ G.

Um SSP-MDP modela um processo discreto em que a cada passo de tempo ¢ € {0, 1,...}
um agente observa um estado s;, toma uma acdo a;, paga um custo ¢; > 0 e transita para
um estado s;;; até que um estado meta em G seja atingido, momento no qual o processo
acaba. A cada tempo t, um historico aleatorio h; é definido como é feito na Secéo 2.1, logo
apos a Definicao 1. A solucdo de um SSP-MDP é uma politica estacionaria 7.
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O objetivo de algoritmos para SSP-MDPs é encontrar uma politica 6tima sob algum
critério especificado. Esses critérios dependem da existéncia de politicas proprias. Uma
politica 7 é propria se o processo alcanca um estado meta e finaliza com probabilidade 1
quando ela é seguida. Formalmente, isso pode ser descrito pela seguinte equacao:

limPr(s, € G| m,s0) = 1.
t—o00

Uma politica propria pode nio existir se dead ends existirem. Formalmente, um estado
spe € um dead end se, para toda politica 7 € I1, em que II é o conjunto de todas politicas de
interesse (estacionarias, ndo markovianas ou politicas aumentadas de custo acumulado), a
seguinte equagdo é verdadeira:

limPr(s, € G| 7,80 = spg) = 0.
t—o00

Pode-se definir trés classes diferentes de SSP-MDPs: SSP-MDP convencionais (sem
dead ends), SSP-MDPs com dead ends evitaveis, e SSP-MDPs com dead ends inevitaveis
(Korosov, D. WELD et al, 2012). Em SSP-MDPs convencionais, dead ends ndo existem,
o que significa que um estado meta pode ser alcancado com probabilidade 1 a partir de
qualquer estado s € S. Em SSP-MDPs com dead ends evitaveis, apesar desses estados
existirem no problema, também existe uma politica propria enraizada no estado inicial s,.
Em SSP-MDPs com dead ends inevitaveis, ndo existem politicas proprias partindo de s,.
Isso significa que existem dead ends nesse caso particular, e que por sua vez esses dead
ends sao inevitaveis.

Essas trés classes de SSP-MDPs sao relacionadas por uma hierarquia. De maneira
similar, qualquer critério ou algoritmo para SSP-MDPs com dead ends inevitaveis pode
ser utilizado para resolver SSP-MDPs com dead ends evitaveis. Por fim, qualquer critério
ou algoritmo para SSP-MDPs com dead ends evitaveis pode ser utilizado para resolver
SSP-MDPs convencionais (KoroBov, D. WELD et al., 2012).

Tradicionalmente, SSP-MDPs convencionais e SSP-MDPs com dead ends evitaveis
consideram o mesmo critério de otimalidade: o custo acumulado esperado. Nesse critério,
uma politica 7 é avaliada simplesmente pela seguinte funcao valor:

T-1
V™(s) = %gglE Z ¢ | m, sy =s|. (2.1)
1=0

A partir da Equacdo 2.1, pode-se derivar o seguinte sistema de equacdes lineares para
avaliar uma politica (PUTERMAN, 1994):

Vr(s) = 0, sese€q 2.2)
V= c(s, 7(8)) + Dyes [P(s, m(s),s")V™(s’)], caso contrario. '

De maneira analoga, a funcdo valor 6tima, denotada por V*, pode ser definida em
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termos do seguinte sistema de equagdes de Bellman (BELLMAN et al., 1957):

0, sese€g

V*(s) =
©) minge 4 {c(s, a)+ Yo [P(s,a, s’)V*(s')]} ,  caso contrario.

(2.3)

Pode-se também, ao invés de avaliar um estado s, considerar um par estado-ag¢io (s, a).
Dessa maneira, denota-se por Q“(s,a) a qualidade 6tima da acdo a em um estado s:

Q*(s,a) = > seseg (2.4)

c(s,a) + Y.yes [P(s,a,s")V*(s’)], caso contrario.

Assim, a politica 6tima 7" pode ser obtida em um estado s obtendo acdo que minimiza

Q" (s, a):

7*(s) = arg 1121/{1 c(s,a) + Z [P(s, a, s’)V*(s’)] (2.5)

s’eS

7'(s) = arg min{Q" (5, )}

A politica 6tima 7* pode também ser definida como a politica que minimiza a funcao
valor V7, i.e. .
V' (s) <V™(s) VrelleVseS.

Se 7 é uma politica propria, o valor V*(s) é finito, para todo s € S. Por outro lado,
se c(s,a) > 0 para todo s ¢ G, entdo historicos que néo alcangam a meta geram custos
acumulados infinitos e qualquer politica imprépria 7’ tem um valor infinito, ou seja,
V™ (s) = 00,Vs € S. Portanto, qualquer politica 6tima 7* para os critérios de SSP-MDPs
convencionais ou de SSP-MDPs com dead ends evitaveis é uma politica propria.

Note que a medida de custo acumulado esperado nao é bem-definida para SSP-MDPs
com dead ends inevitaveis, ja que nesse caso nao existem politicas préprias, e o valor de
qualquer politica imprépria diverge para o infinito. O capitulo 3 contém uma discussdo
sobre diferentes critérios para resolver problemas como esse.

Um exemplo de SSP-MDP, representado como um hipergrafo, pode ser visualizado na
Figura 2.1. Nesse tipo de representacao, os estados do SSP-MDP sao os nos, e as acdes,
as hiperarestas do grafo. Ao seguir uma acéo, a probabilidade do agente ir para um novo
estado é marcada em cada ramo da sua hiperaresta. No caso da acdo ser deterministica, essa
probabilidade é omitida. O problema exemplificado na figura tem 3 estados: s;, s e s3, sendo
s3 0 estado meta. Em s;, a agdo a pode ser tomada, levando o agente deterministicamente
a sy, ou a acdo b é escolhida, levando o agente ao estado meta com probabilidade P, ou
fazendo-o permanecer em s; com probabilidade 1 — P. Em s,, a agdo a leva o agente a meta,
e a acdo b faz o agente permanecer em s,, ambas com probabilidade 1. O custo é unitario
(igual a 1) para qualquer acdo em qualquer estado s, exceto quando s é um estado meta,
caso em que o custo é 0.
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Figura 2.1: Exemplo ilustrativo de um SSP-MDP. Nesse caso, o agente em s; pode ir diretamente
para a meta com probabilidade P ao tomar a acdo b, correndo o risco de continuar onde esta com
probabilidade 1 — P, ou seguir o caminho deterministico que leva a s,, executando a agdo a. Em s,,
a agdo a leva a meta e a acdo b faz o agente permanecer em s;. O custo de tomar qualquer agdo é 1,
exceto em estados meta, nos quais é 0.

No SSP-MDP da Figura 2.1, existem duas politicas possiveis: 7,(-) = a e m,(-) = b.
Considerando P = 0.8, V”*(s3) = 0 para qualquer politica 7 € I, ja que s3 é meta. V™ (s;) é
dado por:

V7(sy) = c(s3,a) +1xV™(sy) =1+1x0=1.

Por outro lado, V™(s;) ndo é bem-definido, ja que nesse caso o agente nunca sai de s;, 0
que faz o custo acumulado esperado ser infinito (V™(s;) = ).

Seja V™ (s;) dado por:
Vi(s)) =c(s;,a) +1xV™(sy)) =1+ 1x1=2,
e V™ (s;), por:

V7™(s1) = c(s1,a) + [0.8V™(s3) + 0.2V7(s;)]
V7™(s1) =1+ (0.8 x 0+ 0.2V™(s;))
V7%(s1) = 14 0.2V™(sy)
0.8V"(s) =1
V™ (s;) = 1.25.

A politica 6tima nesse SSP-MDP em s, é 7* = 15, pois V™(s;) < V™ (sy).

As definicdes e equagdes apresentadas na presente secio fornecem a base comum para
algoritmos que encontram a solugdo 6tima para SSP-MDPs. Nas se¢des seguintes, serdo
apresentados alguns desses algoritmos.
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2.3 Algoritmos Sincronos

Utilizando-se das equacdes apresentadas na se¢ao anterior, podem-se utilizar métodos
para calcular uma solucao para um SSP-MDP. Algoritmos propostos com esse fim inicial-
mente consistem em, em cada iteragdo, calcular uma versao da funcao valor baseada na
versao calculada na iteracdo anterior, depois de passar por todo o conjunto de estados a
serem processados nessa iteracdo. Esses algoritmos sao comumente chamados de sincro-
nos, e serdo apresentados na presente se¢ao. Na secdo a seguir, serdo expostos algoritmos
que calculam a versdo atual da funcdo valor a partir de valores calculados ja nessa mesma
iteragdo. Sao esses os algoritmos assincronos.

2.3.1 Iteracao de Valor

A partir da Equacdo 2.3, pode-se calcular o valor 6timo da tomada de decisdo de um
agente em um estado s, ao escolher a acdo a que minimiza a soma do custo de executar
a em s e do valor esperado do proximo estado, assumindo que o agente age de maneira
6tima a seguir.

Mesmo que nio se saiba o valor 6timo do préximo estado, é possivel inicializar V
com valores arbitrarios e, iterativamente, atualizar o valor de cada estado na iteracéo i,
representado pela func¢io V;, utilizando a seguinte equacao de Bellman:

Vi(s) < I;’éljl c(s,a) + SZE;S [P(s, a, s’)VH(s')] ) (2.6)

A cada iteragdo, V; se aproxima de V* (ou seja, lim; ., V; = V*) (PUTERMAN, 1994). E chamado
de residuo da iteragio i a diferenca méaxima entre V(s) e V;_;(s) Vs € S, aqui denotada por
[Vi=Vi_1] (MaUsam e KoLoBOV, 2012). Como V; se aproxima de V* a cada iteracio, conforme
isso acontece, o residuo diminui, até que no limite atinja 0 (lim;c [V; — Vi_{[e = 0).

A intuicao do algoritmo de Iteracao de Valor (Value Iteration - VI) (BELLMAN et al.,
1957) consiste em, por repetidas iteracdes, calcular a Equagao 2.6 para cada estado, até que
o residuo seja menor que um parametro, representado como €. Por isso, pode-se dizer que
o algoritmo VI é e-consistente. No Algoritmo 1, o pseudocddigo do algoritmo de Iteracédo
de Valor pode ser visualizado. O laco da linha 8 é executado enquanto o residuo atual nédo
seja menor que €. Em cada iteracio, a qualidade de cada par estado-agéo (s, a) é calculada
na linha 12, de maneira que, para cada estado s, V(s) é o valor da menor qualidade em s
(linha 14), e 7(s) é a acdo a que minimiza essa qualidade (linha 15).

2.3.2 Iteracao de Politica

O algoritmo de Iteracao de Politica (Policy Iteration - PI) (HowaARD, 1960) realiza um
processo semelhante ao algoritmo de Iteracido de Valor. No entanto, a diferenca é que nesse
algoritmo a iteracgio é feita no espaco de politicas. Isso pode ser ttil pois é possivel que a
politica 6tima seja encontrada antes que V convirja para V" (a fun¢édo valor de saida do
Algoritmo 1). A abordagem em PI consiste principalmente na alternancia entre dois passos:
o passo de avaliacao de politica, e o de melhoria de politica. Como visto na Segéo 2.1,
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Algoritmo 1: ITERACAODEVALOR
Entrada: SSP-MDP M, = (S, sy, A, P,c,G), €
Saida: V', }

€
inicio

1
2 SejaV:S—>ReQ:SxA—->R
3 para cada s € S faca
1 V(s) <0
5 Q(s,) < 0
6 fim
7 res <— o0
8 enquanto res > € faca
9 V' <V
10 para cada s € S faca
11 para cadaa € A faca
12 | Q(s,0) = (5, @) + Nges [P(s, 0, W ()]
13 fim
1 V(s) = minge 4 {Q(s, a)}
15 7(s) = arg min,c 4 {005, @)}
16 fim
17 res « |V = V|
18 fim
19 VieV
20 ml
21 retorna V', x}
22 fim

uma politica pode ser avaliada pelo sistema de equacdes lineares definido na Equacéo 2.2.
Dessa maneira, o passo de avaliacdo de politica pode ser realizado utilizando um método de
solucdo de sistemas de equacdes lineares. Outra maneira de realizar esse passo é resolver
esse sistema de maneira iterativa, realizando o calculo da seguinte expressao repetidas
vezes, tal que a funcdo valor inicial V" é definida arbitrariamente:

VA(s) < o5, 2() + 3 [P, 2(5), S W] (2.7)
s’eS
O algoritmo PI, assim como VI, é e-consistente.
O passo de melhoria de politica consiste em, a partir da funcio valor V”* de uma politica

m, melhorar 7 ao verificar se alguma a¢do melhora o seu valor, minimizando a seguinte
equacdo de Bellman:

n(s) = arg rréljl c(s,a) + Z [P(s, a, s’)V”(s')] ) (2.8)
s’eS

Se esse passo ndo encontrar uma politica melhor, o seu resultado sera a mesma politica
que a atual. Nesse caso, isso significa que ndo é possivel encontrar uma politica melhorada,
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o que indica que a politica 6tima foi encontrada.

O pseudocoédigo do algoritmo de Iteragao de Politica pode ser visto no Algoritmo 2. A
cada iteracao do lago da linha 3, a politica 7 é avaliada (linha 4), e a politica ¢ melhorada
em cada estado na linha 7. Se a politica arbitraria inicial do algoritmo (linha 2) for propria,
PI converge para a politica 6tima.

Algoritmo 2: ITERACAODEPoOLiTICA
Entrada: SSP-MDP M, = (S, s,, A, P, ¢, G)
Saida: V*, 7*

1 inicio

2 Inicialize 7 : S — A com uma politica prépria arbitraria
3 repita

4 Avalie a politica 7 e salve o valoremV : § - R

5 n—r

> Melhoria de politica

6 para cada s € S faca
7 ‘ 7(s) = arg minge 4 {c(s, a)+ Y.ves [P(s, a, s’)V(s’)]}
8 fim
9 atér = 1/;
10 Vi<V
11 T I
12 retorna V*, 7~
13 fim

2.4 Algoritmos Assincronos

Os algoritmos apresentados na secdo anterior fornecem uma base para a solucao de
SSP-MDPs, mas dificilmente sdo adequados em situacdes reais, pois em dominios grandes
pode ser impraticavel fazer passagens no espacgo de estados por completo. Nem sempre é
necessario que todos os estados tenham seus valores atualizados com a mesma precisao,
demandando um numero reduzido de atualizacdes. Além disso, seguindo uma politica 6tima
a partir de um estado inicial sy, ¢ comum que um subconjunto consideravel dos estados néo
seja visitado, o que pode dispensar o calculo do valor dos estados desse conjunto.

Assim, algoritmos mais eficientes, classificados como assincronos, foram propostos
como alternativas que normalmente atacam esse tipo de abordagem em SSP-MDPs, para
reduzir consideravelmente o nimero médio de atualizacdes por estado. Nas seguintes
subsecdes serao analisados dois algoritmos de busca heuristica, AO* (MARTELLI e MONTA-
NARI, 1973; MARTELLI e MONTANARI, 1978; N1LsSON, 1982) e LAO* (HANSEN e ZILBERSTEIN,
2001). Esses algoritmos tém como objetivo solucionar SSP-MDPs sob um custo computaci-
onal reduzido dependendo do problema, se comparados com os algoritmos sincronos ja
vistos.
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24.1 AO*

Como demonstrado na Figura 2.1, um MDP pode ser representado como um hipergrafo,
ao considerar seus estados como nds e as transi¢des entre esses estados como hiperarestas
(isto é, arestas que ligam um no6 a k outros noés). Um grafo com essas caracteristicas também
pode ser representado como um grafo AND/OR (NiLsson, 1982).

Com o algoritmo AO* (MARTELLI e MONTANARI, 1973; MARTELLI e MONTANARI, 1978;
NiLssoN, 1982), é possivel encontrar a solucido de um grafo AND/OR aciclico utilizando
busca heuristica. No caso de SSP-MDPs, se o problema puder ser representado por um
hipergrafo que ndo contém ciclos, entdo AO* pode ser aplicado para computar a sua politica
Otima (HANSEN e ZILBERSTEIN, 2001). A busca do AO* é iniciada a partir de um estado inicial
s0, dado como entrada para o algoritmo, e é guiada por uma funcao heuristicah : S — R,
utilizada para inicializar os valores de estados visitados pela primeira vez. Dependendo do
problema, o subconjunto de S avaliado pelo algoritmo pode ser consideravelmente menor
que o conjunto completo de estados, o que pode resultar em uma substancial melhora de
desempenho.

O Algoritmo 3 contém o pseudocodigo do AO*, e funciona da seguinte maneira: pri-
meiro, os dois grafos G e G’ sdo criados, ambos inicialmente contendo apenas s, (linha 4).
G é mantido como o grafo de melhor solugio parcial, e G’ como grafo explicito (um grafo
que contém todos nos e arestas visitados pelo algoritmo). Além disso, considere a funcéo
Sson(s) a fungio que tem o valor de 1 se o estado s ja foi resolvido ou de 0, caso contrario
(definida na linha 3). Enquanto o estado inicial ainda néao tiver sido resolvido, um desses
estados é escolhido e expandido (linhas 6—18). O passo de expansido do estado s consiste
em adicionar os seus sucessores ao grafo G’, e inicializar o valor deles de acordo com h.
Para o caso em que o estado sucessor seja meta, ele é inicializado com 0.

Depois, é feita a atualizacdo dos valores de determinados estados da seguinte maneira:
um conjunto Z, contendo apenas s, é criado (linha 19). Em cada iteracdo do lago da linha 20,
é retirado um estado s’ de Z, tal que néo existem estados em Z que podem ser alcancados
ao seguir as acdes que minimizam o custo esperado a partir de s’. O custo 6timo desse
estado é entdo atualizado na linha 23. Se todos estados sucessores de s’ seguindo agdes
marcadas em G ja tiverem sido resolvidos, s” também é marcado como resolvido (linha 25).
Se s’ ja foi resolvido, ou se houve uma melhora no seu valor atual, entdo todos os estados
predecessores de s em G’ seguindo a¢des marcadas em G sio adicionados a Z, para que
seus valores também sejam atualizados. O lago continua até que Z esteja vazio, e, quando
finalizado, o algoritmo atualiza o grafo G adicionando s, e marcando as a¢des que originam
o melhor valor para cada estado. O laco da linha 5, por sua vez, é executado enquanto o
estado inicial sy ndo tiver sido marcado como resolvido. Quando isso acontece, o laco é
finalizado e o algoritmo termina a sua execucao.

Para que o AO* garanta a otimalidade da politica parcial encontrada a partir de s, é
necessario que a heuristica utilizada seja admissivel. Isso significa que a estimativa do
valor definido por ela para um estado s deve ser menor ou igual que V*(s).

13
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Algoritmo 3: AO*

o e N a

10
11
12
13
14
15
16
17

18

19
20
21

22
23
24
25
26
27
28

29

30
31

32

33
34

Entrada: SSP-MDP M, = (S, sy, A, P,c,G), h

Saida: G*

inicio

SejaV : S >R

Seja Sgo : S — {0, 1}

G « {50}, G' < {s0}

enquanto S,,,(s)) = 0 faca

> Expansdo de s:

s < escolha um estado s € G’ tal que s ainda nao foi expandidoe s ¢ G
Ssolv(s) «1

S« {s’e€S|3ae AeP(s,a,s)>0}>Estados sucessores de s
para cada s’ € S’ faca

G <« G u{s'}

se s’ € G entao

V(') «< 0

Ssolv(s/) —1

senao

V(s') « h(s)

Ssolu(s) <0

fim
fim
> Atualizagdo de V e G:
Z « {s}
enquanto Z ndo esta vazio faca
Retire um estado s’ de Z tal que néo existem estados em Z que po-
dem ser alcancados ao seguir acdes marcadas a partir de s’
Vo < V(s')
V() < mingeafe(s’, @) + Xyres [P(s7, a, sV ()]}
se S,n(s”) =1,Vs” € Sy(s”) entao
‘ Ssolv(s/) «1
fim
se V() < vy4,V5” € Sguee(s) ou Se1,(s") = 1 entao
Z « Z U{s” | s” é um estado predecessor de s’ em G’ seguindo

acdes marcadas em G }
fim

fim
Atualize G com s e com as melhores acdes para cada estado modificado
no passo anterior

fim
fim
retorna G
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2.4.2 LAO*

O algoritmo LAO* (HANSEN e ZILBERSTEIN, 2001), assim como o AO*, também utiliza
busca heuristica para encontrar a solu¢do de um SSP-MDP representando-o como um
hipergrafo. A melhoria do LAO*, no entanto, é que ele aceita SSP-MDPs cujos grafos
admitem lagos. Isso é possiblitado ao modificar a maneira que os custos sao atualizados
para cada estado processado, realizando passos de iteracao de valor para estados em G até
que o residuo seja menor do que um valor €.

O Algoritmo 4 contém o pseudocddigo do LAO*, e funciona da seguinte maneira:
como no AO*, primeiro, os dois grafos G e G’ (grafos de melhor solu¢io parcial e explicito,
respectivamente) siio criados, ambos inicialmente contendo apenas s, (linha 3). E executado
um laco na linha 4 enquanto G possui nos correspondentes a estados que ainda ndo foram
expandidos e que ndo sdo metas. Também como no AO*, o passo de expansio é executado
no inicio do laco, nas linhas 5-14.

O que difere o LAO* do AO* é como os valores de cada estado sdo atualizados. No
primeiro, é executado o algoritmo de iteracdo de valor (linha 17) em Z, um conjunto que
contém s e os estados que alcangam s em G’ seguindo as melhores a¢des definidas em G,
atualizando os valores desses estados e das melhores acdes em G, caso elas mudem, até
que o residuo seja menor que o valor do pardmetro €. Isso ndo é necessario no AO*, porque
a condicdo de que o grafo seja aciclico em conjunto com o procedimento de marcagéo de
estados como resolvidos é suficiente para que a solugao 6tima seja encontrada. Na linha
20, é feita uma iteracdo de valor novamente sobre os estados de G, para que se garanta que
os estados nesse grafo tenham seus valores computados até convergéncia, ja que ele foi
recém-atualizado. Caso a melhor solucéo parcial ndo mude, o algoritmo termina e retorna
G. Caso contrario, o laco da linha 4 é executado novamente, e o processo se repete.

Por fim, assim como no AO*, para que o LAO* garanta a otimalidade da politica parcial
encontrada a partir de s,, é necessario que a heuristica utilizada seja admissivel.
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Algoritmo 4: LAO*

O e N S u

11
12
13

14

15
16
17
18

19

20
21

22

23
24
25
26

Entrada: SSP-MDP M, = (S, sy, A, P,c,G), h,e
Saida: G*
inicio
SejaV : § - R
G <« {50}, G' < {s0}
enquanto G tiver algum n6 que néo pertence a G (ndo é meta) e ainda nio
foi expandido faca
> Expansdo de s:
s < escolha um estado s € G’ tal que s ainda néao foi expandidoe s ¢ G
S’ «—{s’€S|3ae AeP(s,a,s’) >0} >Estados sucessores de s
para cada s’ € S’ faca
G <~ G u{s'}
se s’ € G entao
‘ V(') <0
senao
‘ V(s') <« h(s)
fim

fim

> Atualizagdo de V e G:

Z «—{s}u{
s’ € S| s’ é ancestral de s em G’ seguindo acdes marcadas em G}

V « ITERACAODEVALOR({Z, sy, A, P, ¢, G), €)

Atualize G com s e com as melhores acdes para cada estado modificado
no passo anterior

fim

> Teste de convergéncia

V « ITERACAODEVALOR({G, sy, A, P, ¢, G), €)

Atualize G com s e com as melhores a¢des para cada estado modificado no
passo anterior

se G tiver sido modificado de maneira que ele tenha um estado que nao foi
expandido entao
‘ Volte para a linha 4 (passo de expansio)

fim

fim

retorna G




Capitulo 3

Critérios para SSP-MDPs com Dead
Ends Inevitaveis

O critério convencional para SSP-MDPs pode néo ser suficiente para resolver esses
problemas na presenca de dead ends. Por essa razdo, critérios alternativos sdo propostos
na literatura com o objetivo de tratar esses casos. As seguintes secoes contém uma revisao
de alguns desses critérios em mais detalhes. Primeiro, resumos de historicos (Cr, fr) e a
fungdo de probabilidade a meta PZ(s) serdo definidos a seguir.

Um resumo (Cr, fr) € R x{0, 1} é uma variavel aleatoria bidimensional para historicos
finitos aleatorios hr = {(s, ao, Co), {S1, a1, 1), .., 7} NO passo de tempo T. Se sy € G entdo
Cr = ZtT;Ol c(s;,a;) e pr = 1, sendo Cr = Zth_Ol c(s;,a;) e pr = 0. Ou seja, Cr é o custo
acumulado de um historico até o tempo T, e o valor de fr indica se um estado meta foi
atingido até T.

A funcio de probabilidade a meta PZ(s) descreve a probabilidade de alcancar um estado
meta ao seguir a politica 7 a partir de um estado s. Ou seja,

PZ(s) = }Lrg Pr(s; € Glm, sy = ). (3.1)

3.1 MAXPROB

Um método valido para se escolher politicas em SSP-MDPs é o de maximizar a probabi-
lidade a meta a partir de um estado especifico. O critério MAXPROB (Korosov, D. S. WELD
et al., 2011) tem como politica 6tima a politica que maximiza a probabilidade de alcancar
a meta a partir do estado inicial s,. Ou seja, uma politica 7* é 6tima segundo o critério
MAXPROB se:

" € arg max PZ(s0)-

Apesar desse método ser bem-definido mesmo na presenca de dead ends, considerar
apenas a probabilidade de alcancar a meta pode ser uma estratégia muito simples. Por
exemplo, duas politicas podem ter a mesma probabilidade a meta mas valores muito
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diferentes para uma medida de custo. Pelo critério MAXPROB, ambas politicas teriam a
mesma preferéncia apesar disso.

3.2 Critérios Lexicograficos

Ao invés de apenas maximizar a probabilidade a meta, pode-se tomar decisoes a partir
de critérios que seguem a preferéncia lexicografica de minimizar alguma medida de custo
considerando apenas politicas que maximizam a probabilidade a meta PZ(s).

Ao longo deste trabalho, critérios que seguem esse tipo de preferéncia serdo chamados
de critérios lexicograficos. Primeiro, considere o conjunto de politicas IT"* que maximi-
zam a probabilidade & meta a partir do estado inicial. Ou seja, IM" = {x | PZ(s)) =
max, e PZ (so)}. Segundo, seja C7 uma medida de custo qualquer bem-definida sobre
distribuicoes de historicos. Politicas 6timas 7 sob critérios lexicograficos sao dadas pela
seguinte expressao:

" € arg ;glr%f\rf%’ C7.

De maneira geral, a medida de custo CJ precisa considerar custos acumulados gastos
durante o processo, mas a0 mesmo tempo “encolher” custos acumulados infinitos origina-
dos por historicos que possuem dead ends. As proximas subsecoes contém a defini¢ao de
dois critérios lexicograficos, tais como algumas de suas principais caracteristicas.

3.2.1 Stochastic Safest and Shortest Path (S°P)

O critério Stochastic Safest and Shortest Path (Caminho Estocastico mais Curto e Seguro,
ou apenas S°P) (TEIcHTEIL-KONIGSBUCH, 2012) d4 uma maior preferéncia a politicas que
minimizam o custo acumulado esperado de histéricos que alcancam a meta, dado que essas
politicas maximizam probabilidade a meta.

De maneira mais formal, seja C%(s) o custo acumulado esperado ao alcangar a meta
considerando apenas historicos que alcangam metas ao seguir a politica 7 a partir de
estado s. Ou seja:

T—1
~a(s) = %EE,E th | w50 =spr=1
t=0

O critério S°P trata custos acumulados infinitos ao simplesmente ignorar o custo de
histéricos que nio alcancam metas, ja que todas as politicas em ITM? possuem a mesma
densidade de probabilidade de historicos que nao alcancam a meta. Como denotado em
F. W. TREVIZAN et al., 2017, quando c(s,a) > 0,¥s € S\ Ge a € A, o critério S’P é
equivalente ao critério iSSPUDE (Infinite-penalty SSP with Unavoidable Dead Ends — SSP
de Penalidade Infinita com Dead Ends inevitaveis) (KoLoBov, D. WELD et al., 2012).

3.2.2 Min-Cost given Max-Prob (MCMP)

Ao invés de considerar apenas historicos que alcancam a meta, o critério Min-Cost given
Max-Prob (Custo Minimo dada Probabilidade Maxima — MCMP) fornece uma alternativa
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para resolver SSP-MDPs com dead ends ao transformar historicos que alcancam esse tipo
de estado, também considerando apenas politicas que maximizam a probabilidade a meta.
Tais historicos sdo transformados de maneira que apenas os passos até o momento que um
dead end é atingido sao considerados, o que faz com que a medida de custo desse critério
nao divirja.

Considere como ¥ : H — H a funcdo que transforma histéricos da seguinte ma-
neira:

{si}, se |h| = 1 ou Pi(s;)) = 0

{(si, ai, )} U Y ({(Siz1, Giv1, Civn)s (Sivzs Givas Civa)s - }),  Caso contrario,

y(h) =

(3.2)

tal que h = {(si, @, ¢1), (Si+1, Qiz1, Civ1), .- -

Ou seja, ¥ poda um histdrico h no seu primeiro estado caso esse estado seja um dead
end, ou caso ele ja seja um histérico de um estado apenas. Caso contrario, ¢ é aplicada
recursivamente para o restante do historico.

Seja C¥,pp(8) 0 custo esperado considerando histéricos podados pela funcio :

) Iy (Rl
Tiemp(s) = E th|ﬂ,30=s .
t=0

Diferentemente do critério S*P, no MCMP os custos de histéricos que nio alcancam
metas nao sao ignorados. Do contrario, seus custos sao considerados até que um dead
end seja alcangado. Novamente, isso faz sentido apenas porque todas as politicas em IT"?
possuem a mesma densidade de probabilidade de histéricos que nédo alcancam a meta.

3.3 Critérios que Realizam Compromissos entre
Custos e Metas

Uma alternativa para critérios lexicograficos sao métodos que permitem um compro-
misso arbitrario entre uma medida finita de custo e probabilidade a meta. Uma abordagem
ingénua seria combinar as fungdes PZ e C(s), atribuindo pesos para cada uma dessas duas
funcdes de maneira arbitraria. No entanto, note que utilizar as fun¢des CZ e Cy,yp faz
sentido somente porque elas sido utilizadas para comparar politicas com valores iguais de
PZ.

Assim como em critérios lexicograficos, critérios que fazem compromissos entre cus-
tos e metas precisam “encolher” o custo infinito de historicos que nao alcan¢cam metas.
Exemplos de critérios que seguem esse raciocinio sdo os critérios fSSPUDE (Finite-penalty
SSP with Unavoidable Dead Ends - SSP de Penalidade Finita com Dead Ends inevitaveis)
(Mausam e KorLoBov, 2012), um critério que adiciona uma acéo artificial para desistir
do processo e ir diretamente para uma meta a partir de qualquer estado, pagando uma
penalidade finita recebida como parametro pelo critério; e o critério de custo descontado
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(TEICHTEIL-KONIGSBUCH et al.,, 2011), que utiliza um fator de desconto para fazer com que
o custo acumulado esperado de politicas com probabilidade a meta menor que 1 convirja.
Para esses métodos, ndo existe a necessidade de primeiro maximizar a probabilidade a meta,
e em seguida minimizar uma medida de custo definida. No caso deles, uma tnica medida
de custo é definida, cada uma em conjunto com um parametro que faz o compromisso
entre custo e probabilidade a meta.

3.3.1 Critério fSSPUDE

Uma maneira de considerar histéricos que alcancam dead ends ao realizar um com-
promisso entre probabilidade a meta e custo é definir um SSP-MDP estendido com uma
acao artificial ¢ e uma penalidade finita D. Quando q é tomada, o processo transita para
um estado meta artificial e paga um custo finito D. O custo D pode ser interpretado entéo
como uma penalidade para desistir do processo e finaliza-lo.

E assim que o critério fSSPUDE (KoroBov, D. WELD et al, 2012) é definido. Formalmente,
P(s,q,g) = 1ec(s,q) = D,Vs € S eum g € G. Nesse critério o objetivo é encontrar a

politica que minimiza o custo acumulado esperado do SSP-MDP resultante dessa alteracao.

Esse custo sera aqui denotado como CZ, tal que C, = limy o, E [ZtT:_Ol c(s, ay) ‘ T, so] .Entio,

o critério fSSPUDE fornece uma maneira de definir o quao indesejado é o evento de alcangar
um estado dead-end ao escolher um valor apropriado para a penalidade D.

3.3.2 Critério de Custo Descontado

O uso de um fator de desconto y € (0, 1) é comumente observado em MDPs de horizonte

infinito, porque o custo descontado C_;f = limr_,. E [ZtT:_Ol yie(s:, ar)

T, so] converge para
um valor finito nesse caso, mesmo para histoéricos infinitos (TEICHTEIL-KONIGSBUCH et al,

2011). Por essa razdo, é possivel utilizar esse critério como um método bem-definido para
resolver SSP-MDPs com dead ends.

3.3.3 MAXPROB como um Comportamento Limitante

Ambos critérios fSSPUDE e de custo descontado dependem respectivamente de uma
penalidade finita D e um fator de desconto y € (0, 1). Uma questéo interessante a ser feita
é: no limite (D — oo e y — 1) o critério MAXPROB ¢ obtido? A resposta é sim (FREIRE e
DELGADO, 2017).

Finalmente, se existe uma politica propria, os métodos S*P, MCMP, custo descontado
comy — 1 e fSSPUDE com D — oo resultam na mesma politica 6tima que o critério
convencional para SSP-MDPs.



Capitulo 4

Politicas que Priorizam Metas

Na ultima secdo foram apresentados critérios que definem medidas de otimalidade
em SSP-MDPs na presenca de dead ends inevitaveis. Enquanto critérios que maximizam
probabilidade a meta ndo possuem parametros, é razoavel questionar o quo racionais sao
decisdes tomadas sob esses critérios. Por outro lado, critérios que permitem compromissos
arbitrarios entre custo e metas o fazem a partir de uma escolha apropriada de valores para
seus parametros, o que pode se fazer questionar a dificuldade de escolher esses valores
apropriadamente. Na presente secdo essas questdes sdo discutidas com mais detalhes,
e uma abordagem para definir um critério alternativo para SSP-MDPs com dead ends é
apresentada.

Para comecar, considere o SSP-MDP na Figura 4.1, em que 1 < ¢ < L sdo custos
arbitrarios, P € (0, 1] é uma probabilidade arbitraria, § € (0, P) é um escalar arbitrario, s, é
um estado meta, e s; um dead end.

b
Figura 4.1: Exemplo de um SSP-MDP.

No estado inicial, o agente tem trés acdes para tomar: a, b e c. A agdo a é a que tem a
probabilidade a meta maxima P, mas que leva o agente a pagar um custo grande L. Essa
seria a escolha 6tima para os critérios MCMP e S°P. A acdo b tem probabilidade & meta
P — 4, um valor muito préoximo de P, e por sua vez faz com que o agente pague £, um custo
muito menor que L. Uma questio importante é a de se maximizar probabilidade a meta é
uma escolha racional quando § - 0e L — £ — co.

A acdo c leva o agente diretamente para o dead end s; ao pagar 1 de custo. Assim que o
agente alcanca sy, ele paga 1 para os proximos passos de tempo. Outra pergunta que pode

21



22

4 | POLITICAS QUE PRIORIZAM METAS

ser feita é se é racional a escolha de ¢ em sy, mesmo quando P — 0 e £ — oo.

4.1 Quanto Pagar por um Aumento Infinitesimal de
Probabilidade a Meta?

Apesar de critérios baseados em maximizar probabilidade a meta como MAXPROB,
MCMP, e S°P parecerem nio ter grandes desvantagens, eles ndo permitem compromissos
entre grandes custos acumulados e pequenas perdas em probabilidade a meta. (i) Considere
uma pessoa planejando uma rota para chegar no aeroporto a tempo para pegar um voo.
Para evitar uma situacio imprevista como um engarrafamento ou um problema no carro,
essa pessoa pode decidir sair de casa dias antes do voo. (ii) Considere um estudante
estudando para uma prova. Se esse estudante acredita que mais horas de estudo aumentam
a sua chance de passar na prova, entéo ele pode decidir passar qualquer tempo disponivel
estudando. (iii) Considere uma empresa que é responsavel pela prevencao de acidentes
de avides. Se um de seus engenheiros acredita que mais horas de manutencao preventiva
diminuem a chance de um acidente, ele pode decidir passar todo tempo disponivel em
manutencoes para esse aviao.

Agentes que seguem critérios baseados em maximizar probabilidade a meta podem
escolher politicas que fazem o agente pagar custos arbitrariamente grandes em média, ao
invés de politicas com custos muito menores com uma perda pequena em probabilidade a
meta. Em outras palavras, nesses casos ndo existe uma maneira de realizar um compromisso
entre politicas com grandes custos e outras que ndo maximizam a probabilidade a meta,
mesmo que elas levem a valores muito menores sob alguma medida de custo. Entao,
critérios que maximizam probabilidade a meta ndo permitem a realizacdo de compromissos
infinito-infinitesimais.

Teorema 1 (Falta de compromissos infinito-infinitesimais para critérios que maxi-
mizam probabilidade a meta ). Considere um agente que toma decisées ao maximizar
probabilidade a meta. Existe um SSP-MDP M em que tal agente paga um aumento arbitrari-
amente grande de custo acumulado AC para obter um aumento arbitrariamente pequeno de
probabilidade a meta AP.

Demonstragao. Considere o SSP-MDP da Figura 4.1 e escolha valores § < APe L —¢> AC.
Além disso, seja 7 a politica que toma a agdo a em s, e 7/, a politica que escolhe b. Sob
qualquer critério que maximiza probabilidade a meta, o agente preferira 7 ao invés de r’,
mesmo que a probabilidade a meta de 7 seja maior por no maximo AP, e o custo de 7 seja
maior que o custo de 7’ por no minimo AC. U

4.2 Até Quanto um Aumento de Probabilidade a Meta
Compensa ter Custos Infinitos?
Na sec¢do anterior, foi provado que maximizar probabilidade a meta ndo permite a

realizacdo de compromissos infinito-infinitesimais, porque a partir desse método um
custo arbitrariamente grande pode ser pago em favor de um acréscimo infinitesimal
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em probabilidade a meta. Se esse tipo de compromisso é desejavel, pode-se perguntar
para o quanto de acréscimo em probabilidade a meta se torna razoavel pagar um custo
arbitrariamente grande (infinito). A préxima defini¢do mensura tal acréscimo de maneira
relativa.

Considere a seguinte notagéo para politicas e historicos: A > B significa que o tomador
de decisdes prefere A a B, A ~ B significa que o tomador de decisdes tem preferéncia igual
para Ae B, e A > B significa que o tomador de decisdes tem preferéncia maior ou igual
por A em relacao a B.

Definicao 3 (Priorizacio de probabilidade a meta a-forte). Considerando0 < a < 1,
um critério de decisdo tem priorizagdo de probabilidade a meta a-forte se, para todos SSP-MDPs
M e para todos pares de politicas (rr, n") € 1 x I1, a seguinte condigdo é verdadeira:

- t ]T/ —_ PG/(SO) > a,
PG (s0)

tal que PZ (s,) > 0. Se * é a politica 6tima, entdo para toda politica ' € TI a seguinte
equagdo é verdadeira:

PZ (s
-1 = G,( 0) > a.
P(’;[ (50)
PZ(s0)

Note que P (s0) > a é uma condicdo necessaria para que 7 > 7’ seja verdadeiro.
G \So

Entre os seus possiveis tipos, existem dois casos especiais de priorizacdo de probabili-
dade a meta a-forte: a-forte com a = 1, chamada de 1-forte, e a-forte com « % 0, chamada
de apenas-0-forte.

O seguinte resultado mostra que critérios que maximizam probabilidade a meta tem
priorizagao de probabilidade a meta 1-forte.

Teorema 2 (Garantia de priorizaciao de probabilidade a meta 1-forte para critérios
lexicograficos e MAXPROB). Critérios lexicograficos e o critério MAXPROB garantem
priorizacdo de probabilidade a meta 1-forte.

Demonstragao. Sob critérios lexicograficos e o critério MAXPROB, para uma politica 7

ser preferivel a outra politica 7’ (= > /), PZ(s,) precisa ser maior ou igual que PZ (s,).
PE(s0)
Pg,(so)
> 1, o que significa que esses critérios tem priorizacdo de probabilidade a meta

Isso significa que > 1 é uma condigdo necessaria para 7 > n’. Entdo, 7 » n/ —
PZ(so)
PE (s0)
1-forte. ]

Considere novamente o SSP-MDP da Figura 4.1. Se o critério de decisao utilizado tem
priorizacdo de probabilidade a meta 1-forte, entdo a acdo a é 6tima independentemente
dos valores de P, L, £, e §. Se o critério de decisdo tem priorizacdo de probabilidade a meta
apenas-0-forte, a acdo ¢ pode ser 6tima mesmo considerando o fato de ela nunca poder
alcangar um estado meta. Se o critério de decisdo tem priorizacio de probabilidade a meta
a-forte com 0 < o < 1, a agdo b pode ser 6tima dependendo dos valores de P, L, ¢, e § e/ou
dos parametros do critério.
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Na Secdo 3.3.3, foi demonstrado que os critérios de compromisso de custo e meta
fSSPUDE e de custo descontado aproximam o critério MAXPROB no limite (quando
D — o0 ey — 1, respectivamente). Pelo Teorema 2, se conclui que o critério MAXPROB
tem priorizacdo de probabilidade a meta 1-forte, o que significa que o & da condicdo 7 >
;?((?0)) > a da Definicéo 3 tende a 1 para os critérios fSSPUDE e de custo descontado,
dado um SSP-MDP especifico (novamente, quando D — o e y — 1, respectivamente).
Pode-se perguntar se existe uma configuracao dos parametros de compromisso (fator de
desconto y e penalidade finita D) que garante a priorizacdo de probabilidade a meta a-forte
para um valor de & e SSP-MDP M arbitrarios. Os teoremas 3 e 4 mostram que isso nao é
possivel. Na verdade, enquanto um « arbitrario pode ser garantido ao escolhé-lo para um
SSP-MDP especifico, nao é possivel escolher um a > 0 que seja suficiente para qualquer
SSP-MDP. Isso significa que uma politica 7 que nao alcanga a meta (P5(sy) = 0) pode ser

escolhida no lugar de qualquer outra politica 7’ que tem alguma chance de alcancar a meta
(P& (s0) > 0).

77"’:}

Teorema 3 (Critério fSSPUDE nao tem priorizacao de probabilidade a meta a-forte
para a > 0). No critério fSSPUDE, dado um valor de a arbitrario tal que a > 0, ndo existe
uma penalidade finita D que garante priorizagao de probabilidade a meta a-forte.

Demonstragao. Considere o SSP-MDP da Figura 4.1 com L > D. Seja 7(s) = ce n'(s) =
a,Vs € S\ . Os valores de e 7’ para o estado s; sdo dados pela seguinte equacio:

Cx(sq) = CF (s4) = minfoco, D} = D.

Entdo, o valor de C7(sy) é:

C7(so) = min{1 + C}(s4), D} = min{1 + D, D} = D.

Além disso, o valor de C% (s,) é:

Cr'(so) = min{L + PCF (s,) + (1 — P)CH (s4), D},
C¥ (so) = min{L + D(1 — P), D},
C¥(s0) = D.

PZ(s0)

Logo, CZ(sy) = CF (so) e T ~ 7/, mas 27y = 0, 0 que completa a prova. O
G 50

Teorema 4 (Critério de custo descontado nao tem priorizacio de probabilidade a
meta a-forte para o > 0). No critério de custo descontado, dado um valor de a arbitrario
tal que o > 0, ndo existe um fator de descontoy < 1 que garante priorizacdo de probabilidade
a meta a-forte.

Demonstragao. Considere o SSP-MDP da Figura 4.1 com L > ﬁ. Seja n(s) =cen’(s) =
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a,Vs € S\ G. Os valores de 7 e 7’ para o estado s; sao dados pela seguinte equagio:
Cr(sq) = CF (sa) = 1+ yCJ (sa),

C_;(Sd) = C_;/T,(sd) = 1

~

Entdo, o valor de C}’f (so) é:

Cr(so) = 1 +yCl(sa),

Crlso) =1+ ——,

Y

. 1
Cy(s0) = —

Adicionalmente, o valor de C‘;’l(so) é:

C;[/(So) =L+ Y(PC_;I/(Sg) +(1- P)C_;T/(sd)),
CF (s0) = L+y(1 - P)CT (sa),
Cr(sp) = L+(1-P)——.

1-y

ComoL>ﬁ:

C’n'( _ Y

; s))=L+(1—-P)—,
I-y

- 1 y

C™(s0) > — + (1 - P)——,

Y > o a-n

L 1

¢ (s0) > 11—y -

C-;[/(So) > C_;[(So)-

PZ(s0)
PZ (50)

Logo, C7(s)) < CF'(s,) e r > 7', mas = 0, 0 que completa a prova. O

4.3 Priorizacao de Metas sobre Historicos

Na secdo passada a propriedade de priorizacido de probabilidade a meta a-forte foi
definida. Essa propriedade considera caracteristicas relacionadas a distribui¢des de politicas
e, consequentemente, de historicos. A seguir, sdo definidas propriedades desejaveis sobre
historicos.

A preferéncia de um tomador de decisdes que prioriza metas sobre histéricos pode ser
definida como segue:
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Defini¢ao 4 (Priorizacio de metas sobre historicos). ' Um tomador de decisoes prioriza
metas se ele apresenta a seguinte preferéncia:

(Cr,1) > (C1,0),YCr,Cr € Ry U 0, (4.1)
(CT, 1) > (Cl, 1), seCr < C1/~ vCr, C7/~ € ]R>0, (42)
(CTa 0) ~ (C,: 0)>VCT5 C’;‘ € ]R>0 U oo. (4‘3)

Essa definicao indica que: (1) o tomador de decisoes prefere um historico que alcance a meta
sobre historicos que ndo o fazem, independentemente do custo final; (2) se ambos historicos
alcancam a meta, o tomador de decisoes prefere o historico com custo menor; e (3) se nenhum
dos dois historicos alcancam a meta, entdo a preferéncia entre esses historicos é igual.

O préximo capitulo mostra como, se essa defini¢do de priorizacdo de metas sobre
histéricos for combinada com Teoria da Utilidade Esperada, um critério de decisdo com
priorizacdo de probabilidade a meta a-forte para um valor arbitrario 0 < a < 1 pode ser
obtido.

! Essa é uma versdo modificada da Defini¢do 1 em FREIRE e DELGADO, 2017.



Capitulo 5

Critério GUBS (Goals with
Utility-Based Semantics)

Apesar de que todos critérios apresentados até o momento tem formulacdes bem-
definidas para resolver SSP-MDPs com dead ends, todos eles apresentam alguns problemas.
Agentes que seguem os critérios lexicograficos S’P e MCMP néo realizam compromissos
infinito-infinitesimais (Teorema 1). Os critérios fSSPUDE e de custo descontado fornecem
alternativas para esse problema, mas como demonstrado nos teoremas 3 e 4, eles ndo

garantem a propriedade de priorizagdo de probabilidade a meta a-forte para o > 0. Esses
PZ(s0)
PE (s0)

critérios apenas garantem a condicdo 7 > 7’ =
SSP-MDP M especifico, dado um valor de D ou y.

> « da Defini¢do 3 para um

O critério Goals with Utility-Based Semantics (Metas com Semantica Baseada em Utili-
dade — GUBS) (FreIRE e DELGADO, 2017) foi proposto como um critério baseado em Teoria
da Utilidade Esperada. Como é demonstrado ao longo do presente capitulo, esse critério
garante priorizacao de metas como descrito na Definicdo 4, e a priorizacdo de probabilidade
a meta a-forte sob certas condicdes, para 0 < o < 1.

GUBS avalia um historico baseado no seu custo acumulado e na condi¢cdo de um
estado meta ter sido alcancado ou nao durante esse historico. No critério GUBS, ento,
sao atribuidos pesos para essas duas propriedades do histérico baseados, respectivamente,
em uma funcio de utilidade u sobre custos acumulados Cr, e uma utilidade constante de
alcancar metas K.

Definicao 5 (Critério GUBS (FREIRE e DELGADO, 2017)). O critério GUBS avalia um
historico com a seguinte funcao de utilidade U:

U(CT, ﬂT) = H(CT) + KgﬂT- (51)

Um agente segue o critério GUBS se ele avalia uma politica 7 sob a seguinte fungdo valor:

Viups(s) = %13}0 E[U(Cr, Br)lm, so = s]. (5.2)
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Uma politica 7 é 6tima sob o critério GUBS se ela maximiza a funcdo a fungao Vg,
Le.:
Viups(s) 2 Vips(s) vmellevseS.

Note que uma maximizac¢ao é utilizada nesse caso porque no critério GUBS valores de
utilidade sdo considerados ao invés de custos, como é o caso do critério convencional para
SSP-MDPs definido na Secéo 2.2.

Para maior clareza, se o argumento s é omitido ao longo da presente secdo quando
as funcdes P e Vs sdo referenciadas, significa que os valores de probabilidade a meta
e utilidade esperada sendo referidos sdo os do estado inicial s,. Ou seja, nesses casos,

p/— T T — T
PG = P5(s0) € Viyps = Viups(so)-

5.1 Priorizacao de Metas sobre Historicos e
Compromisso Minimo no Critério GUBS
O seguinte teorema fornece o resultado de que um agente seguindo o critério GUBS

prioriza metas sobre historicos como descrito na Definicdo 4 se a fungio u e a constante
K, sdo escolhidas apropriadamente.
g

Teorema 5 (Condig¢des do critério GUBS !). Um agente que segue o critério GUBS prioriza
metas sobre historicos como na Definigdo 4, se:

1. u : RU {0} = [Unin, Upax];

2. u(C) é estritamente decrescente em C;
3. Ky > Upay = Upin;

4. c(s,a)>0Vs¢ GeVace A.

Demonstragao. A condicdo (Cr,1) > (C7,0) significa 0 mesmo que U(Cr, 1) > U(C},0).
Entéo, sob as condicdes do teorema, segue que:

U(Cr,1) = u(Cr) + K,
> Upin + Upax — Unin
= Unax
> U(Ct,0).

A condicdo (Cr, 1) > (C},1) quando Cr < C; tem o mesmo significado que U(Cr, 1) >
U(C%, 1). Sob as condigdes do teorema, u(Cr) > u(C}) é verdade. Entéo:

U(Cr,1) = u(Cr) + K, > u(Cp) + Ky = U(C1, 1).

Finalmente, a condicéo (Cr,0) ~ (C,0) é verdadeira se U(Cr, 0) = U(C},0). Isso leva ao

1 Esse teorema é uma versio modificada do Teorema 6 definido em FREIRE e DELGADO, 2017.
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seguinte:

U(Cr,0) = U(C,0),
u(Cr) + 0x K, = u(Cr) + 0 x K,
u(Cr) = u(Cp).

Entéo, (Cr,0) ~ (C},0) se u(Cr) = u(Cr). Ja que Cr e C;. séo custos de historicos que
ndo alcancam a meta, ambos sdo custos infinitos, porque c(s,a) > 0 Vs ¢ G e Va € A. Entéo,
sob essas condicoes, u(Cr) = u(C;) = Upin- O

No critério GUBS, uma politica 7’ tem preferéncia maior ou igual sobre outra politica
m (7' > ) mesmo que PZ < PZ, desde que o custo para alcancar a meta seguindo
7’ compense para a perda em probabilidade a meta. O seguinte teorema demonstra as
condicdes necessarias para que n’ > 7 seja verdade.

Teorema 6 (Compromisso minimo no critério GUBS ?). Sejam 7 e n’ duas politicas,
tal que P% > PZ , entdo ' > 1 é garantido pelo critério GUBS somente se:
E > Ke
Pé;[ B Umax - Umin + Kg

(5.3)

Demonstragao. Da Equagao 5.2:
Véuss = %1_{{)10 E[u(Cr) + K, frlr]
= %im E[u(Cp)lr] + K PG
> Upin + K P5,

Guss = Lim E[u(Cr) + Kofrln']
= lim E[u(Cp)|n’] + K P%

< Pg/Umax + (1 - Pg/)Umin + KgP”/s

em que a ultima equacao foi obtida ao considerar o melhor cenario restrito por Ps: quando
um estado meta ¢é alcancado, a melhor utilidade (Kg + Upay) € obtida e, se um estado meta
nao for alcancado, um custo infinito deve ser pago, o que resulta na pior utilidade (Up;,).

2 Esse teorema ¢ uma pequena modificagio do Teorema 5 definido em FREIRE e DELGADO, 2017.
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Sy % 7’ T ; .
Pelo fato da condicdo 7’ > 7 ser o mesmo que V75 = V%55, pode-se concluir que:

PZ Upax + (1 = PE)VUpin + KgPZ > Upin + K, PZ,
Pg/(Umax - Umin + Kg) 2 KgPﬂ,
ke Ke .
Pg Umax - Umin + Kg

]

O seguinte corolario indica que, sob a condicdo de que K > Upax — Upin, s€ PG = 1,
entio P% > 3 é a condigao necessaria para que 7’ > 7 seja verdade, mas o custo originado
por 7’ precisa adicionalmente ser menor que o originado por 7 para compensar a diferenca
entre PZ e PZ .

Corolario 1 (Compromisso minimo no critério GUBS quando existe uma politica
propria ®). Considere um SSP-MDP e duas politicas w e n’ tal que P% = 1, entdo, sob o
critério GUBS e considerando Ky > Upax — Upin, ™’ > 7 somente se Pg/ > %

Demonstragao. A partir do Teorema 6, segue que 7’ > 7 se:

P Ky
Pg B Umax - Umin + Kg.

Substituindo o valor de P; = 1 e considerando Ky > Upax — Upin:

/

PG Ke _ K
1 T K, +K, 2K,
o1
PG 2 5:
completando a prova. ]

O proximo corolario, adicionalmente, mostra que, quando K, > 0, uma politica que
tem probabilidade maior que 0 de chegar na meta sempre sera preferivel sob o GUBS a
outra politica que tem probabilidade 0 de chegar na meta.

Corolario 2 (Preferéncia do critério GUBS considerando politicas com probabili-
dade a meta igual a 0). Em um SSP-MDP sob o critério GUBS com K, > 0 e duas politicas
r en’ tal que PE > 0, P™ =0, entdox > 1’.

Demonstragdo. Pelo Teorema 6, segue que 7” > 7 somente se:

PE K
Pg B Umax - Umin + Kg.

% Esse corolario é uma pequena modificacio do Corolario 1 definido em FREIRE e DELGADO, 2017.
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Substituindo o valor de PZ = 0:

Kg
0>
Umax - Umin + Kg

. : ~ . K,
assumindo K, > 0 isso ndo pode ser verdade, ja que 0 < T Ui ]

5.2 Critério GUBS e Priorizacao de Probabilidade a
Meta a-forte

O critério GUBS tem priorizagdo de probabilidade a meta a-forte paraum 0 < o < 1
arbitrario se Upgy, Unin € a constante K, forem escolhidos apropriadamente. Isso é demons-
trado formalmente pelo préximo corolario.

Corolario 3 (Priorizacao de probabilidade a meta a-forte para o critério GUBS).
Para um 0 < a < 1 arbitrario, o critério GUBS possui priorizagdo de probabilidade a meta
a-forte.

Para 0 < a < 1, essa propriedade é mantida se a seguinte condi¢do é verdadeira:

(Umax - Umin)a
1—a .

K, >

Para a = 1, a propriedade é mantida quando Uyax = Upin € Ky > 0.

Umax_Umin)a'

Demonstragdo. Para 0 < a < 1, considerando K, > ( Fh segue que:

Kg — Kga 2 (Umax - Umin)a’

Kg 2 (Umax - Umin + Kg)a,
Kg

>
Umax - Umin + Kg

Pelo Teorema 6, a seguinte inequagio é verdadeira:

’ Pg/ Kg
TET = 2 >a
PG Umax_Umin+Kg

Entdo, o seguinte também ¢é verdade:

71,/
G
mrr = ——>a,

G

o que segue a Definicéo 3.
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Para a = 1, quando Unax = Upin € Ky > 0, segue também que:

’

Pz K
e = 5 >_f =,
Pr ~ K,

]

Note que na ultima parte do Corolario 3, se U,,x = Upin, entao a segunda condicdo do
Teorema 5 nao é satisfeita, porque nesse caso u nao é estritamente decrescente. Por essa
razdo, a propriedade de priorizagao sobre historicos ndo é mantida nesse caso.

A Tabela 5.1 resume como a priorizacdo de probabilidade a meta a-forte é garantida
para cada critério analisado neste trabalho (segunda coluna), assim como se cada um deles
permite a realizacdo de compromissos infinito-infinitesimais (terceira coluna). Note que
o GUBS é o tnico critério que garante priorizacio de probabilidade a meta a-forte para
0 < a <1 e permite a realizacdo de compromissos infinito-infinitesimais.

Priorizacdo de probabilidade | Falta de compromissos

a meta a-forte

infinito-infinitesimais

MAXPROB (KorLoBov,
D.S. WELD et al,, 2011)

1-forte (Teorema 2)

Sim (Teorema 1)

Lexicograficos (Koro-
Bov, D. WELD et al,
2012; TEICHTEIL-
KoONIGsBUCH, 2012;
F. W. TREVIZAN et al.,
2017)

1-forte (Teorema 2)

Sim (Teorema 1)

fSSPUDE (Korosov, D.
WELD et al., 2012)

apenas-0-forte (Teorema 3)

Nao

Custo descon-
tado (TEICHTEIL-
KoNiGsBUCH et al,
2011)

apenas-0-forte (Teorema 4)

Nao

GUBS (FReIRE e DEL-
GADO, 2017)

a-forte, 0 < a < 1 (Corolario
3)

Nao

Tabela 5.1: Tipos de priorizagao de probabilidade @ meta a-forte para cada critério e se eles podem
realizar compromissos infinito-infinitesimais

5.3 Exemplo Ilustrativo

Considere o SSP-MDP da Figura 4.1 e seja & a politica que sempre toma a agio a, e
', a politica que toma a agdo b. Considere também os valores PZ — PZ = § < AP = 107°
e L — ¢ > AC = 10°. Para essas condi¢des serem mantidas, considere § = 107° (tal que
§<AP=107),L=10°+1,e £=1 (tal que L — £ = 10° > AC = 10°).
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O valor sob o critério GUBS para a politica 7 em s, é entédo igual a:

Véuss(so) = P(u(c(so, @) + Ky) + (1 = P)(u(e0)),
Viuss(so) = P(u(10° + 1) + K,) + (1 = P)(u(c0)),

e o valor para a politica 7’ é:

VZss(s0) = (P — 8)(uc(so, b)) + Kg) + [1 — (P — 8)] (u(oo)),
Vis(s0) = (P — 107)(u(1) + K) + [1 = (P = 107%)] (u(e0)).

A politica 6tima 7 em s, 7, €:

m,, = arg ?gi‘%{VgUBS(SO): Véuss(So)}-

O critério GUBS permite a escolha de qualquer funcao de utilidade sobre custo u. Para
esse exemplo considere a fun¢ido de utilidade exponencial modificada u(Cr), definida

0,se Cr =
u(CT) _ { se Cr (o]

como:
e %4CT  senio,

Note que a fungdo u satisaz a primeira e segunda condi¢des do Teorema 5, em que
Unin = 0 € Upgxe = 1 (quando Cr é respectivamente oo e 0). Além disso, para garantir que o
critério GUBS priorize metas sobre histéricos, o valor de K, precisa ser escolhido tal que
Ky > Upax = Upin = 1.

Utilizando essa funcéo de utilidade, 7* é dada por:
7" = arg max{P(u(10° + 1) + K,) + (1 — P)u(0),
(P —10)(w(1) + Kp) + [1 = (P — 107)] u(o0)}
= arg max{P(e 10+ 4 Kg) +(1—P)x0,
(P-10%) (™ +K)+ [1—(P—107)] x 0}
= arg max{P(e 10+ 4 K,),(P—10")(e"* + K}

Escolhendo P = 1 como exemplo, nesse caso 7 seria a politica 6tima sob o critério GUBS,
ou seja, V% ps(s0) > V& 5s(s0), quando:

K, > 6.70321 x 10°. (5.4)
Da mesma maneira, para 7’ ser a politica 6tima, V7, 5(so) precisa ser menor que

/ . . . ~ . . ~
VZss(80)- Nesse caso, e considerando a terceira condi¢do do Teorema 5, a seguinte condigéo
precisa ser verdadeira:

1 < K, < 6.70321 x 10°. (5.5)
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Enquanto a politica 6tima para o GUBS pode ser 7 ou 7’ dependendo do valor da constante
K,, a politica 6tima para os critérios MAXPROB, S°P, e MCMP sempre sera 7. Como
demonstrado no Teorema 1, isso acontece porque PZ > PZ mesmo que a diferenca entre
esses dois valores seja bem pequena, decorrendo em uma grande diferenca em custo.

Considere novamente o SSP-MDP da Figura 4.1, e 7”7 como a politica que toma a agio c
em sy. Note que 7 e 7’ tem valores de probabilidade a meta positivos e 7"/ ndo tem chance
de alcancar a meta. O critério GUBS, priorizando metas sobre histéricos com K, > 0 e
Upax — Unin > 0, nunca escolhe 7”7 como a politica 6tima (Corolario 2). Por outro lado, para
os critérios fSSPUDE e de custo descontado (que possuem priorizacdo de probabilidade
a meta apenas-0-forte), o mesmo nio pode ser garantido, como demonstrado nas provas
dos Teoremas 3 e 4. Para o fSSPUDE, considerando qualquer valor de D tal que L > D,
ambas politicas 7 e 7" teriam a mesma preferéncia, por exemplo. Para o critério de custo
descontado, para y satisfazendo a inequagéo L > ﬁ (0 que é equivalente ay < £1), 7/
seria preferivel sobre 7. Por exemplo, considerando L = 1000 e um valor de y tal que
Y < 999/1000 = 0.999, a preferéncia do agente é n” > .

Pode-se também ilustrar a relagdo entre esse exemplo e a condicdo da Definicédo 3.
Como mencionado anteriormente, nesse problema existem trés politicas possiveis a partir
do estado inicial: 7z, 7’ e 7”7, com os respectivos valores de probabilidade a meta PZ(s) = P,
PZ'(s0) = P —107% e PZ"(s,) = 0. Ao considerar o valor da razio na Definicio 3 para todos
pares de politicas e P = 1, pode-se obter o seguinte ao combinar 7, 7’ e 7”:

;’g((ss(;)) _ 1_]‘10_6 = 1.000001,
Pg(so) _

P5(s0) o

PE(s) _ 1107 0.999999,
PZ(s0)

PZ (o) -1

PZ (s0) ,

Pg”(so) _ 0 -0

Pi(s) 1

Pz’ (s0) _ 0

PZ(s) 1-10°

PE(s0)
S—> 1,1 =" =
PG (s0)

L) > 0.999999, e 1”7 » 7 — 5 = 0 530 verdadeiras, para toda politica 7"
PE (s0) PE (s0)

aplicavel a partir de s, tal que PZ" (so) > 0. Pelo fato de ja ter sido demonstrado que, ao
considerar P = 1: (i) para 7 > 7’” ser verdade, K; > 6.70321 x 10° precisa ser verdadeiro;
(ii) para 7’ > 7" ser verdade, 1 < K, < 6.70321 x 10° precisa ser verdadeiro; e (iii) para
n” = ' também ser verdade, K, < 1 precisa ser verdadeiro. Entéo, se pode concluir que

A partir disso, se pode concluir que as condi¢des 7 > 17”7 =
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as seguintes expressoes sao verdadeiras:

Pﬂ

K, >6.70321x10° — 7> 71" — #21:05
PG (s0)
PZ'(s

1<K,<670321x10° = 7’ = 71" = ﬁ >0.999999 = «
PE (s0)
P””
K, <1 = A —G,,,(SO) >0=«

PE(s0)

1777

v aplicavel de s, tal que Pgm(so) > 0.

Ja que se esta considerando apenas um unico SSP-MDP (o problema da Figura 4.1), isso néo
significa que o critério GUBS ¢é 1-forte no primeiro caso, nem 0.999999-forte no outro.

5.4 Algoritmo Aproximado para Resolver o Critério
GUBS

Para propor novos algoritmos para resolver o critério GUBS, uma reformulacéo de custo
discreto do problema original foi proposta em FREIRE e DELGADO, 2017. Essa reformulacdo
considera um conjunto de estados aumentados, que sio estados estendidos com o custo
acumulado C gasto até o momento. O custo imediato é redefinido ao considerar a utilidade
do custo do problema original e a utilidade do custo acumulado C. Finalmente, K, é
associada com a recompensa terminal para estados meta.

Um algoritmo aproximado baseado em iteracdo de valor para encontrar solucdes para
o critério GUBS utilizando essa reformulacao de custos discretos é também proposto em
FREIRE e DELGADO, 2017. O algoritmo itera a partir de um valor de custo acumulado
maximo dado como parametro (C,,) até 0, como no algoritmo de iteracao de valor para
horizonte finito, computando os valores de qualidade de cada estado aumentado em cada
iteracdo.

Apesar do GUBS permitir um compromisso adequado entre custo e probabilidade a

meta, encontrar uma politica 6tima para esse critério possui trés problemas principais.

Primeiro, uma politica 6tima é ndo markoviana porque ela é definida sobre um espaco de
estados aumentado com o custo acumulado. Segundo, assim como em MDPs de horizonte
finito, a politica 6tima precisa ser obtida de tras para frente. Terceiro, muita memoria
pode ser necessaria para guardar a politica 6tima considerando um espaco de estados
aumentados.
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Capitulo 6

Critério eGUBS

O critério GUBS permite uma escolha de qualquer func¢io de utilidade sobre custos
u e constante K, tal que um agente utilizando esses parametros prioriza metas, se eles
satisfazem as condi¢des no Teorema 5. No presente capitulo, o GUBS Exponencial (Expo-
nential GUBS - eGUBS) (FREIRE, DELGADO e REIs, 2019), um caso particular do GUBS em
que a funcéo de utilidade u(-) é exponencial e satisfaz a primeira e segunda condi¢des do
Teorema 5, é apresentado. A escolha dessa func¢io é baseada em SSP-MDPs sensiveis ao
risco (PATEK, 2001).

6.1 SSP-MDPs Sensiveis ao Risco e Funcao de Utilidade
Exponencial Utilizada pelo eGUBS

Um SSP-MDP sensivel ao risco (PATEK, 2001) é definido pela tupla RSSSP = (M, 1)
em que M é um SSP-MDP e A é o fator de risco que modela a atitude de risco do agente.
Se A <0, o agente considera uma atitude propensa ao risco; se 4 > 0, o agente considera
uma atitude aversa ao risco; e no limite, se A — 0, o agente considera uma atitude neutra
ao risco. A funcéio de utilidade utilizada em SSP-MDPs sensiveis ao risco é definida como
o seguinte:

u(x) = —sgn(1)e™,

em que sgn(2) é a funcio que retorna o sinal de A, x = 31" (s, 7(s;)), tal que M € N é o

passo de tempo em que a meta é alcangada, e M = oo se um estado meta ndo é alcancado.

Para o critério eGUBS, o valor A < 0 é considerado. Quando é esse o caso, a funcédo
valor da politica 7 em SSP-MDPs sensiveis ao risco é bem-definida e dada pela seguinte
equacao:

VIi(s) = }gn;]E [e’lCiTl | so = s] , (6.1)
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T-1 .
em que CF = ), c(s;, 7(s;)) e o valor da politica 7 pode ser computado ao resolver o

seguinte sistema de equagdes:

1, ses€g
T —
Vi (s) = eAe(s.(s)) Z P(s, n(s), s/)Vf(s/), caso contrario (6.2)

s’eS

A seguir um critério lexicografico para SSP-MDPs sensiveis ao risco é introduzido. Esse
critério é utilizado para descrever algumas propriedades do critério eGUBS.

Definicio 6 (Critério lexicografico sensivel ao risco'). O critério lexicografico sensivel
ao risco considera o seguinte para todos € S:

. / ~
(i) se PZ(s) > PZ(s), entaon > 7’; ou
.. 7 ’ -
(i) sePZ(s)=PE(s)eV] >V entaorm > n'.
Politicas 7] estacionarias 6timas sob o critério lexicografico sensivel ao risco satisfazem

o seguinte:

« 7} maximiza probabilidade & meta (logo, ; € ITMF). Em outras palavras, sz (s) >
PZ(s),Vs € S e Vr € II, em que IT é o conjunto de todas as politicas estacionarias;

. 7} maximiza a utilidade exponencial V7. Isso significa que V;" i(s) > VIi(s),Vs€Se
vr € IMP,

6.2 Definicoes e Propriedades do Critério eGUBS

Como ja mencionado, para um agente seguindo o critério GUBS priorizar metas (Te-
orema 5), a funcdo de utilidade u precisa ter duas propriedades: (i) ela precisa ser uma
funcdo na forma u : R U {00} = [Upin, Upax|; € (ii) a funcdo u(Cr) precisa ser estritamente
decrescente em Cy. Por essas razdes, a seguinte fungao exponencial modificada é definida
como a funcéo de utilidade para o critério eGUBS.

Defini¢ao 7 (Critério eGUBS ?). O critério eGUBS considera o critério GUBS em que a
fungao de utilidade u é definida como a seguinte:

0,se Cr =

ulCr) =4 .

e T, sendo,

sobre algum custo acumulado Cr e um fator de risco A < 0.
Como A < 0 na funcio u(Cr), as condicoes 1 e 2 do Teorema 5 sdo verdadeiras:

« Quando Cr = 0, u(0) = € = 1. Além disso, quando C; = o, u(Cr) = 0. Logo,
u(Cr) : Ru{oo} — [0, 1] (condi¢do 1);

! Essa defini¢dio é uma pequena modificacio da Defini¢do 5 introduzida em FREIRE, DELGADO e RE1s, 2019.

2 Essa definicio é uma modificaciio da Definicio 2 introduzida em FREIRE, DELGADO e REIs, 2019.



6.2 | DEFINICOES E PROPRIEDADES DO CRITERIO EGUBS

« u(Cr) é estritamente decrescente em Cr (condigio 2).

Como ja explicado, A modela a atitude de risco do agente em um cenario de utilidade
exponencial. Ja& que o eGUBS considera A < 0, a partir dessa funcao utilidade, agentes

seguindo esse critério serdo propensos ao risco considerando a métrica de custo acumulado.

Ademais, quando A — 0, o critério aproxima neutralidade ao risco considerando essa
métrica. No entanto, o termo K, da definicdo do GUBS (Definicao 5) atribui um peso para
probabilidade a meta. Logo, ambos pardmetros do eGUBS (4 e K,) podem modificar a
atitude do agente para possuir tanto uma atitude mais propensa ao risco relacionada ao
custo acumulado ou uma maior preferéncia por alcancar metas.

Propriedades teoricas anteriores podem ter resultados mais especificos se utilizada a
funcio de utilidade exponencial descrita na Definicdo 7.

Corolario 4 (Priorizacio de probabilidade a meta a-forte para o critério eGUBS).

Para um valor arbitrario 0 < a < 1, o critério eGUBS tem priorizagao de probabilidade a
meta a-forte se a seguinte condigdo é verdadeira:

Demonstragdo. A imagem da funcao de utilidade exponencial utilizada pelo eGUBS ¢ o
intervalo [0, 1]. Em outras palavras, Uy, = 0 € Upge = 1. Ento, seguindo do Corolario 3:

Umax - Umin
(¢ )a

&= 1—a ’
. o
E51—a’

]

Como demonstrado no Capitulo 5, para resolver o critério GUBS, o custo acumulado
precisa ser levado em conta para computar valores de utilidade. Por essa razao, é necessario
definir uma fungao valor para o eGUBS que depende nao apenas em um estado s, mas em
um custo acumulado C. Essa func¢ido sera chamada de func¢éo valor estado-custo:

Definicao 8 (Funcio valor estado-custo (FREIRE, DELGADO e REIs, 2019)). Considere
que o agente ja pagou um custo acumulado C, esta no estado s, e entdo segue a politica 7 a
partir desse ponto. A func¢ao valor estado-custo é definida por:

Véugs(s,C) = %1_{{)10 E[U(C + Cr, Br)lr, so = s], (6.3)

descrevendo a utilidade esperada obtida pelo agente nesse cenario.

O proximo teorema mostra como a funcédo valor de uma politica estacionaria avaliada
sob o critério GUBS pode ser expressada em termos de V] (s) (a fungéo valor da politica &
para SSP-MDPs sensiveis ao risco) e PZ(s) (a fungio de probabilidade a meta da politica
7).

Teorema 7 (Valor estado-custo de politicas estacionarias sob o critério eGUBS
(FREIRE, DELGADO e REIs, 2019)). Considere uma politica estaciondria w e o critério
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eGUBS. A funcdo valor estado-custo de 1 é:
Gups(s,C) = eACVA”(S) + K P (s). (6.4)
em que VI (s) e PZ(s) sdo definidos como nas equagoes 6.2 e 3.1, respectivamente.

Demonstracgao.

VZips(s,C) = limr o E[U(C + Cr, fr)lm, so = s]
= limr_,o E[u(C + C}) + K fflso = s]
= limy_,. E[e"C*) + K, BZ]sy = s]
= e’V (s) + K PZ(s)

O

Note novamente que solucdes para SSP-MDPs sob o critério GUBS séo politicas ndo
markovianas. O Teorema 8 mostra, entdo, como uma politica estacionaria pode ser melho-
rada ao aumentar o espaco de estados com o custo acumulado, o que gera, por fim, uma
politica ndo markoviana.

Teorema 8 (Melhoria de politica sob o critério eGUBS?). Seja = uma politica estacio-
naria, = pode ser melhorada em uma politica nao markoviana n’, Vs € S ao utilizar:

77,'/(3, C) — arg Igleax{ ZP(S, a, S/) (eA(C+C(S,a))V/{T(S/) + Kgpé[(s/)) }.

s’eS

Demonstragio. E necessario provar que, para todo s € S, VZ (s, C) < V& (s, C). Para

3 Esse teorema é baseado na Definicio 4 introduzida em FREIRE, DELGADO e REIs, 2019
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s € G, isso é trivial. Para todos estados s € S\ G:

VZss(s,C) = > P(s, 71(s), s Wyps(s', C + (s, 7(5)))

s’eS
< P Wx ' C+
< Icl;leaAX { S/;g (S, a, s ) GUBS(S s C(s; a))}
= max { Z P(s,a,s") (eMCJ“C(S’“))V/{r (s") + K, P (s’)) }
s’eS
= max { Z P(s,a,s") Z (P(s’, 7(s’),s”)
e G s’eS

(e/l(C+c(s,a)+c(s’,n(s’)))Vf (3”) + Kgpg (S”)) )

+ Z P(s,a,s") (e’l(C”(s’“)) + Kg) }

s’eqG

= { Z P(S, ﬂ,(s, C), S,) Z (P(S,, ﬂ(s,)’ S”)

s’eS\G s"7eS

(e/l(C+c(s,7r’(s,C))+c(s/,7r(s/)))V/{r (S//) + Kng(s//)) )

+ 3 (s, (5, 0), 8') (X CHOTEN L ) }
s’eG

< max{ Z P(s, 7'(s,C),s") Z (P(s',a’,s”)

‘eA
“ PN S’eS

(e/l(C+c(s,7r’(s,C))-f—c(s’,a’))V/ln(s//) + Kng (s//)) >

+ Z P(s, n'(s,C),s") (eMchC(s’”/(S’C))) + Kg) }

s'eqg
=Pr(s; ¢ G| s =s7)
E[ e/l(C+c(so,ao)+c(sl,a1))Vf(SZ) + Kgpg(sz)} s =55 ¢C, 77:/]

+ Pr(31 € g | So =S, ”/)E I:(eA(C‘FC(SO:aO)) + Kg)

So=5,5 €GC, JT']

< lim Pr(sr— € G| 5o = 5,77)

T-1
B [ M+ T a4 K P5(sr)

/
So =S, S7—1 eg,ﬂ]

T-1
+ Z Pr(s; € G| sy =s,7")E [(eMCJerT;02 cra)) 4 Kg>
t=1

= VC]}II/JBS(ss ).

4
So =S, S1-1 EQJT]
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6.3 Como Encontrar Politicas Otimas para o Critério
eGUBS

A principal propriedade do critério eGUBS é que um custo maximo pode ser obtido tal
que quando o agente alcanca esse custo acumulado, a politica 6tima a partir desse ponto
é estacionaria. As proximas duas defini¢des descrevem essa propriedade formalmente.
Antes disso, seguem defini¢oes adicionais de notacoes relacionadas a SSP-MDPs, que serdo
utilizadas a partir da presente secio.

Seja Sqec(s) = {s’ | 3a € A tal que P(s,a,s”) > 0,Vs’ € S} o conjunto de sucessores
imediatos de s; Syeqen(s) = {s’ | 3 € I tal que s’ é alcancavel de s quando 7 é seguida } o
conjunto de todos estados s’ alcangaveis de s; e A(s") ={a € A | P(s,a,s”) > 0},Y(s,s") €
S x S o conjunto de acdes que levam o agente de s a s’.

Definicao 9 (Cy,(s) e politicas estacionarias 6timas sob o critério eGUBS). No critério
eGUBS, existe um valor minimo Cy(s) tal que se o custo acumulado alcanca Cyq(s), a politica
otima a partir desse ponto é estacionaria. Ou seja, dado que o processo estd no estado s e o
custo acumulado alcanga o valor Cy,(s), uma politica estacionaria w; pode ser seguida a
partir desse ponto. Essa politica estacionaria maximiza o critério lexicografico sensivel ao
risco. Em outras palavras, para qualquer valor C’ > Cyu(s), o valor da politica 6tima n*
sob o critério eGUBS é VZ,p(s',C") = V/{[Z(s’), Vs’ € {s} U Seucn(s), 0 que nao é verdade para
qualquer custo acumulado C” tal que C” < Cyy(s).

Definicao 10 (Custo-admissibilidade de s). Para um estado inicial s € S, um custo acumu-
lado C ¢é Custo-admissivel de s se C > Cga(5).

O préoximo teorema mostra como um valor Custo-admissivel pode ser computado
considerando todos estados do SSP-MDP. Para isso, seja a fungdo W(s, a) e o conjunto X
definidos como:

VIi(s) — 60 Y P(s,a, 5 W]H(s)
s’eS

W(s,a) = ) log : - , (6.5)
& (2 Peasnrie) - 1)
e
X = {(SES,CIEA)‘
(sz(s) — M) Z P(s,a, s’)V/{T’f (s’)) <0 }, (6.6)
s'eS

em que X é o conjunto de pares estado-agdo (s, a) tal que a melhora a utilidade exponencial
esperada em s, comparada com a utilidade da politica 6tima lexicografica sensivel ao
risco.

Teorema 9 (C,,,, € Custo-admissivel de qualquer s € S *). No critério eGUBS, o valor

* Esse teorema ¢ uma pequena modificagio do Teorema 4 definido em FREIRE, DELGADO e RETs, 2019.
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de Cynax € Custo-admissivel de qualquer s € S, e é definido pela seguinte equacgao:

Crnax = (ISI;%E); [W(S, a)] . (67)

Demonstragao. A politica 7 é 6tima se ndo pode ser melhorada por look-ahead, ou seja,

néo existe qualquer estado s cujo valor pode ser melhorado ao tomar uma acéo a # 7;(s).

J& que 7 otimiza a probabilidade & meta, apenas pares (s, a) € X que melhoram a utilidade
exponencial esperada sdo candidatos para melhorar a politica 7;. Por isso, para a politica
77 ser Otima, a seguinte restricdo precisa ser levada em conta para cada par (s,a) € X

e’lcV/{r (s) + K P5(s) > Z P(s,a,s’) (eMCJ“C(S"’))V/{r (s") + K P (s’)) ,

s'eS

e’ | Vi(s) - Z P(s,a, s’)e/lc(s’“)Vf(s’) > Z P(s,a,s" )KP5(s") — KoP5(s),

s’eS s'eS

VEG) = Sves Plo, & DCIVE) _ e

Yoves P(s,a, s )KgPE(s") — K PE(s) — '
Enquanto a primeira passagem ¢ feita de manipulacdes matematicas simples, na segunda
a inequagéo ),y P(s,a,s")K P5(s") — K,PZ(s) < 0 é levada em conta. Aplicando log em
ambos os lados da inequacéo:

Vi(s) - Yves P(s,a, S’)elc(s’“)V/{T (s")

Yyes P(s,a, 8K PE(s") — KgPE(s) —

€5 Liog ) = Tues Ps.0 ) CVI(S)
A UK, (Zs/es P(s,a,s")P5(s") — P§ (s))

AC,

log

A partir dessa inequagdo, pode ser concluido que para cada custo C que segue a sua

restrigdo, a politica 6tima no estado s, considerando a acdo a e esse custo, é estacionaria.

Se um valor C,,,, for computado ao maximizar esse valor para todo par (s,a) € X, esse
valor é entdo Custo-admissivel a partir de qualquer s € S. O]

Além disso, note que o valor resultante da Equacéao 6.5 pode ser negativo, o que no
caso de custos positivos significa que a partir do custo acumulado 0 a politica 6tima para o
estado especifico ja é estacionéria. Isso também significa que o valor de Cy,(s) pode ser
negativo.

O resultado do Teorema 9 pode ser melhorado ao considerar apenas um estado s. O
Teorema 10, entdo, mostra como encontrar um valor Custo-admissivel a partir de um
estado s sem a necessidade de realizar uma maximizacdo sobre todos os estados. Para esse
teorema, considere a fungdo W(s) definida como o seguinte:
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maXge 45| W(s, a)], se Ac(s) =@

—o0, caso contrario,

W(s) = (6.8)

em que Ac(s) é o conjunto de acdes que com s formam um par estado-agdo que pertence
a X (como definido pela Equacéo 6.6):

Ac(s)={ae A|(s,a) € X}. (6.9)

Em outras palavras, acdes a € Ac(s) sdo acdes que melhoram a utilidade exponencial a
partir de s quando comparada com a utilidade de uma politica estacionaria 6tima sob o
critério lexicografico sensivel ao risco.

W (s) é o custo maximo em (somente) s a partir do qual uma politica 6tima sob o critério
eGUBS ¢é garantidamente estacionaria e lexicografica, se Ac(s) # @. Se Ac(s) = @, entdo
W(s) = —oo, 0 que significa que a politica 6tima a partir de s é a politica 6tima estacionaria,
a partir de qualquer custo acumulado.

Ademais, o custo para o qual uma politica estacionaria 6tima sob o critério lexicografico
sensivel ao risco é 6tima sob o critério eGUBS para estados s’ alcancaveis a partir de s
(s” € Syeacn(s)) precisa ser computado, porque pode existir um estado s” alcangavel de s tal
que W(s") > W(s). Isso significa que ndo se pode garantir que uma politica 6tima em s sob
o critério eGUBS é estacionaria para um custo W(s), porque um agente pode ainda chegar
a s’ a partir de s com custo acumulado W(s) < C < W(s’). Logo, se Cpin(s,s”) é o menor
custo possivel de um histdrico que pode ser gerado de s para s’, entdo W(s") — Cpin(s, s”)
pode ser levado em conta, ao contrario de apenas considerar W(s"). Cp;n(s, s”) pode entdo
ser definido como o seguinte:

T-1
Coin(s, s’):h;gi{n gct , (6.10)

em que H,y é o conjunto de histéricos hr = {(so, ao, ¢o), (s1, a1,¢1), ..., 57}, tal que sy = s e
/
St =S.

Baseado nessas ideias, o Teorema 10 mostra como computar um valor Custo-admissivel
de um estado s, e o Corolario 5 mostra como esse valor é um limite superior mais restrito
sobre Cyq(s) que Cpay-

Teorema 10 (C,,(s) é Custo-admissivel a partir de s). No critério eGUBS, o valor de
Cpax(s), computado pela seguinte equacdo, é Custo-admissivel a partir de s.

Crnax(s) = max{W (s),  Inax )[W(S’) = Coin(s, $)1}- (6.11)

§"€9reach\S

Demonstragdo. Cpin(s,s’) é o menor custo possivel que precisa ser pago ao seguir um
historico de s até s”. Se o agente esta no estado s e precisa pagar pelo menos C;,(s, s”) para
chegar em s, entdo quando o custo acumulado W(s") — Ci(s, s”) é alcancgado, a politica
certamente sera estacionaria a partir desse ponto se essa diferenca é maior ou igual a W(s).
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Logo, se W(s") — Cpin(s, s") = W(s), W(s") — Cpin(s, s”) é Custo-admissivel de s.

Caso contrario, se W(s) > W(s") — Cpin(5,5"); Comax(s) = W(s). Ja que W(s) é Custo-
admissivel de s por definiciio, entdo C,,..(s) é Custo-admissivel de s. O

Corolario 5 (Cp,..(s) é um limite superior mais restrito sobre Cy(s) que Cpu). Seja
M um SSP-MDP com um dado valor Cy,,,. como definido no Teorema 9 e Cyux(-) como no
Teorema 10, entdo:

Crnax(8) € Cax, Vs € S.

Demonstragao. Seja S,, = {s,, | s, = arg maxycs W(s’)}. Primeiro, sera demonstrado que
Crnax(8w) = Cnax» Vs, € S,,, € entdo demonstrado que Chax(s,,) < Coax, ¥S, € S,

A partir da Equacio 6.8, W(s) = maxse4.(s) W(s,a) quando Ac(s) # @. Para qualquer
Sw € S, pela Equacio 6.11, Cpax(s,,) = W(s,), ja que Ac(s,) # @ e Cpin(s,,s’) > 0,Vs’ €
Sreach(Sw). Uma vez que Cpoy = max(sgex W(s, a) = maxges[maxge 4.5) W(s,a)] = W(s,) a
partir da Equacio 6.7, Crax(5y) = Crax = W(s,).

Para s ¢ S, Cpax(s) < Cpax, porque nesse caso Cpe(s) = maxyes, ,[W(s) —
Cumin(s, s”)] pela Equacdo 6.11 e W(s") < max(y aex W(s',a) = Cnax pela Equacgio 6.8 ja
que Cpin(s,s”) > 0.

Entdo, Cax(s) < Cax, Vs € S. O

O seguinte teorema mostra como Crax(s) pode ser computado recursivamente:

Teorema 11 (Definicio recursiva de C,,..(s)).

C_max(s) = max{W(s), ves rg)aa)é/t (s/)[c_max(s,) - C(S> a)]} (612)

Demonstracdo. Pela Equacio 6.11, o valor de C,,..(s) é dado por:

~ / /
Crnax(s) = max{W(s), max [W(s") — Cpin(s, s")]}.
S reach S)
A diferenca maxima W (s") — Cpin(s, s”) para os estados s” alcancaveis de s pode ser definida
como o valor maximo entre o maximo dessa mesma diferenca para os sucessores de s e o
maximo dela para estados alcancgaveis de s exceto os sucessores de s.

Crnax(s) = max{W (s),
max{
max [W(s") — Cpin(s, s")],

SIESSMCC(S)
/ /
max  [W(s") = Con(s, s}
" €(Sreach (S)\Ssuce(s)) ’
Ao ConSiderar apenas os eStadOS sucessores S’ de S, Cmm(s, S/) pOde ser reescrito como o
custo minimo C(S, a) para qualquer agéo a que pOde levar (6] agente de sa S/:
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Conax(s) = max{W(s), (6.13)
max{

max [W(s’) — min c(s,a)],
S/ESsucc(s)[ ( ) acAq(s’) ( )]

max [W(s") = Cin(s, s)]}
5" €(Sreach($)\Ssuce(s))

O segundo termo da maximizagao interior pode ser rearranjado como o maximo, para
todo estado s’ sucessor de s, da diferenca maxima entre W(s”) e Cin(s,s”)

Conax(s) = max{W(s), (6.14)
max{

max [W(s") — min c(s,a)l,
SIGSsucc(s)[ ( ) aeAs(S/) ( )]

max { max [W(s")— Cuin(s,s")I}}

5"€Ssucc(s) 8" €Sreach(s’)

Note que, mesmo o termo rearranjado (o termo em negrito na Equacéo 6.14) nio sendo
exatamente o mesmo que o original (o termo em negrito na Equagao 6.13), a igualdade
geral é valida.

Seja &(s) definido como (0 mesmo que o termo em negrito na Equacéo 6.14):

4 77
(s)= max { max [W(s")— Cnn(s,s")]}.
§ S/GS_WCC(S) S”‘Esreach(sl) e
O custo minimo entre s e s” pode ser dividido entre a soma do minimo custo imediato
entre s e 0 seu sucessor s’ e o custo minimo entre s” e s”:

s)= max { max {W(”)—[ min c(s,a) + Cpn(s’,s”
£ s’eSM(s){s”eSreach(s’){ ) [aEAS(s’)( )+ Conin( 3

max { max [W(s") = Cpin(s’,s")] — nji(n)c(s, a)}.
acA(s’

s"€Ssuce (5) " €Sreach (sl>

Entéo, substituindo £(s) de volta na Equacéo 6.14, os itens sendo maximizados quando
considerando o mesmo conjunto S,..(s) podem ser agrupados em um tnico termo de
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maximizacao:

max [W(s") —

s/ E‘SISMCC (s) a

max { max [W(s”)—=C,i(s,s”)] — min
Slessucc(s){snesreuch(5/)[ ( ) mm( ’ )] aEAs(S/

min c(s,a)l,
min, (s, a)]

) c(s,a)}

}
Cnax(s) = max{W(s),
max {
s/essufc(s)
W(s") = min c(s,a),
(s") min (s,a)
max [W(s") = Cpn(s’,s”)] — min c(s,a
) Smjf(s,)[ (s") = Cuin(s", s)] min, (s,a)
}
1.

Como mine 4,y) ¢(s, a) é um termo comum em ambos os dois termos sendo maximizados,

ele pode ser retirado para fora da maximizacao mais interna:

Cinax(s) = max{W(s),
S’gn&ii((S){
max{W(s), max ,)[W(S”) — Coin(s', s}

7
S €Sreach(s

— min c(s,a
acAy(s’) (’ )

A maximiza¢do mais interna pode entdo ser substituida por C,..(s"):

Car(s) =max{W (s),  max {Coan(s) = min [e(s,0) ]}

$"€S5ucc(s

Finalmente, os termos podem ser rearranjados tal que ambos s” € S;,..(s) e a € A,(s") sdo

os termos que maximizam a diferenca Cu(s") — c(s, a):

[Crax(s") — (s, )]}

Conax(s) = max{W(s), max
max(5) Wwis) 5/ €Squce(8).a€A(S)

]

O seguinte teorema mostra como o valor de Cy,(s) pode ser definido com uma equa-
cdo. Para computar C,,,(s) como no Teorema 10, juntamente com os valores de W(s) e
W(s"),Vs" € Seacn(s), é necessario computar os valores de C,;,(s, s”), 0s quais sdo os custos
minimos de historicos que partem de s até s” ao seguir qualquer politica. Para definir

Cya(s), no entanto, apenas as agdes Otimas precisam ser consideradas.
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. . . . b . . s
Para isso, primeiro considere H_J* como o conjunto de histéricos hr que podem ser
erados ao seguir a politica 75,,; de s) = s para s; = s’
GUBS

hy = {<50’ ”EUBS(SOa 0), Co>,
<31, ﬂé;UBs(sl, Co), Cl>>
.

(sr-1, 7T(*;U35(3T—1, Co+ ¢+ +oroz),cro), Srh,

: : TEUBS AN . T-1 ,s .
Em seguida, seja C,5/" (s, s") = Min, s [tho ct] o custo minimo de um histérico que
8,8

vai de s até s” a partir de uma politica 6tima sobre o eGUBS.

Ademais, ao invés de considerar os valores de W(s), os quais levam em conta todas as
acoes em Ac(s), pode-se limitar o espago de interesse ao apenas considerar a¢des Otimas.
Seja W*(s) definido como o seguinte:

max [ W(s, miyps(s, C))], se Gy (s) # @,
W*(s) = CECw(s)[ (s, us(s, ©))] w(s)

—o0, caso contrario,

em que Cyy(s) = {C | C > 0 e (s, C) € Ac(s)} é o conjunto de custos C que formam
um estado aumentado com s, para o qual 7} 5(s, C) pertence a Ac(s).

Teorema 12 (Valor de Cy;(s)). O valor de Cy,(s) pode ser definido pela seguinte equagao:

Citar(s) = max{W?(s), max [(W*(s") — C”éUBS(s, sH3. (6.15)

min
S"€Sreach(s

Demonstragao. Para definir Cy,(s), que é 0o minimo custo possivel a partir do qual a politica
6tima sob o critério eGUBS é garantidamente estacionaria, podem-se considerar historicos
que sao gerados apenas ao seguir a politica 6tima nao markoviana sob o critério eGUBS
T a partir de s até s/, ao invés de considerar qualquer historico possivel.

SUBS tir de s até s’ d d 1 hist 1

. s ~ ~ . P ;
Esses historicos sdo entdo representados pelo conjunto H_ "%, e 0 menor custo possivel

" SUBs(s,s’). Para entdo definir Cy,(s)
pode-se utilizar a mesma equacio definida no Teorema 10 para C,,..(s) (Equagdo 6.11), mas

obtido ao seguir qualquer um desses histéricos, por C, V%
substituindo C,;,(s,s”) por C,Z?,‘[BS (s,s"), e W(s) por W*(s), ja que a¢des Otimas precisam
ser consideradas e W*(s) maximiza sobre essas a¢cdes quando se consideram estados
aumentados (s, C), tal que C € Cy(s), porque a politica 7555 € ndo markoviana. Isso leva
a Equacdo 6.15, e completa a prova. [

6.4 Exemplo Ilustrativo

Considere o SSP-MDP da Figura 6.1. Esse exemplo é similar ao da Figura 4.1, mas com
dois estados adicionais: um novo estado inicial s, e um dead end s;,. O estado s, da Figura
4.1 é renomeado para s; na Figura 6.1. Tomar a ac¢do a em s, leva a s; com custo associado
2¢. Agdes b e c em s, tem custo L/2 e levam a s, com probabilidade P/2 e para s;, com
probabilidade 1 — (P/2).
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1= (P/2)

a,b, c b,c

Figura 6.1: Exemplo de SSP-MDP modificado a partir do exemplo da Figura 4.1

Além disso, considere valores de P = 0.8, = 0.1,L = 20,/ = 1,A = —0.1,e K, =
0.1.

6.4.1 Calculando C,,,,

Primeiramente, os valores de P para os dead ends s; e s;, sdo 0 por defini¢do, para
toda politica 7 € I1. Os valores de V;* para esses estados sio:

Vit(s) = Vit(sa) = € =,
ja que ao alcancar um dead end o agente obtera um custo acumulado infinito. Para o estado
meta, V;"(s,) = € = 1 e Ps(sy) = 1.

Sejam politicas 7, 7, e 7. as politicas que tomam as a¢des a, b, e c respectivamente em
s; e tomam agdes 6timas nos outros estados. Os valores de V] (s;) para essas 3 politicas sdo
dados como:

Via(s) = e *P20(0.8V] () + 0.2V (54)) = 0.8¢~ % = 0.108
VI (s) = e (0.8 — 0.1V 2 (sy) + [1 — (0.8 — 0.1V (s.)}

= (0.8 —0.1)e ! = 0.633
V() = eV (sg) = 0.

De maneira similar, os valores de PZ(s;) para essas mesmas politicas sio:

Pi(s1) = PxPi(sg)) =P =10.8

P2 (51) = (P = §)P2(sg) + [1— (P — 8)IPZ(s2)
=08—-01=0.7

PE(s)) = PX(54) = 0.

Entéo, como 7, é a Unica politica que maximiza probabilidade & meta em s;, V; i(s)) =
V(s = 0.108.

Sejam 7/, 7r; e . as politicas que tomam as acdes a,b, e ¢ respectivamente em s, e
tomam ag¢des 6timas nos outros estados. Os valores de V] (sy) para essas 3 politicas sdo
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dados como:

V74(s) = e %2V (s;) = 0.088

VIh(s0) = VI (s0) = e "V 10(0.4V]E(s,) + 0.6V (s4,))
= 0.4 10 = 0.147.

/ R ~
Os valores de PZ (s,) para essas mesmas politicas sao:

P (s0) = P3(s0) = 0.8
Pgl;(so) = chl(so) = (P/2)Ps(sy) + (1 — P/2)Ps(sy,) = P/2 = 0.4.

) é a politica que maximiza probabilidade a meta em s, entdo V;' i (s0) = Vi“(s0) =
0.088.

Para calcular os valores de W, os pares estado-acdo que pertencem ao conjunto X
(Equacao 6.6) precisam ser encontrados. Para um par estado-agio (s,a) € S x A ser

parte de X, (sz(s) — . P(s,a, s’)e/lc(s’“)VfZ (s")) < 0 precisa ser verdade. Seja Vy;¢(s,a) =

Jes

vy i(s)- Y P(s,a,s )Gy L(s). Os valores de V; £ para cada par estado-acdo no presente
exempl()ségo dados abaixo:

Vairr(50.@) = Vi(s0) — € 2V H(s1) = V(o) — Vi“(50) = 0

Vaig (S0, b) = V7(50) — 0.4 V] (s,) = 0.088 — 0.147 = —0.059 < 0

Vaif (80, €) = Vgiff(s0,b) = —0.059 < 0

Vaigs(si,a) = V() =V “(s1) =0

Vaigr(s1,b) = VI(sy) — 0.7e V] (s,) = 0.108 — 0.633 = —0.525 < 0

Vdiff(slsc) = Vfa(sl) - e_o'lvfz(sd) = Vf“(sl) >0

Vairr(sas) = Vaigp(sa,,-) =0

Viigp(sg,) = 0.

Como destacado nos valores em negrito, os unicos pares estado-agdo que pertencem a
X sd0 (9, b), (so,¢), € (s1,b). Entdo, os valores de W(sy, b), W(sy, c) e W(s1, b) precisam ser
calculados a seguir:

1 0.108 — 0.633
W(s;,b) = — lo
(51.0) “01 BT 1C0)
1 —0.525
= — Og
0.1 —0.1

W(s,, b) = 16.582,
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e:
1 0.088 — 0.147
,b) = ,0) = — 1
Wso,b) = Wisoc) “01 8T 1(C04)
1. —0.059
=—1Ilo
01 % 04

W(sy,b) = W(sy,c) = —19.140.
Finalmente, o valor de C,,,, é dado por:

Conax = (max W(s,a)

s,a)eX
= max{W(sy, b), W(s1,b), W(s, ¢)}
= max{—19.140, 16.582}
= 16.582.

6.4.2 Calculando C,,.(")

Primeiramente, ja que b e c, as Unicas a¢cdes que pertencem a Ac(sy), tem 0s mesmos
valores de W(sy, -), entdo W(sy) = W(sy,b) = W(sy, ¢). Para s;, Ac(s;) = {b}, o que significa
que W(s;) = W(s1,b).

Além disso, note que Cpuax(82) = Crax(sa,) = Crnax(sg) = —00, porque esses estados sdo
ou dead ends, ou a meta. Entéo, os valores de Cpc(5)) € Crax(s1) podem ser calculados
como segue:

Cnax(s1) = max{16.582, max[Cax(82) — 1, Conax(8g) — 20, Crax(sg) — 11}
max{16.582, —co}
= 16.582.
Conax(So) = max{—19.140,
Max|Crax(s1) = 2, Crax(s4,) — 10, Crnan(s) — 101}
= max{—19.140, max[14.582, —0]}
= 14.582.

6.4.3 Calculando Cg (")

Para calcular os valores de Cy,, € necessario primeiro encontrar a politica 7/, ,. Para

computar 7z 54(5, 0), é necessario avaliar as acdes a e b (¢ tem o mesmo valor que b em

sp) a partir do estado aumentado (so, 0). Seja 724¢(sy,-) = 7.(s0) € 7, (S0, +) = 7h(S0) -
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Yl s s
Vitrps(s0,0) = Viyps(s1, 26) = Viyps(st, 2),
8 P L P
Vips(S0,0) = 2 (u (5> + Kg) + <1 - 5) u(o0) = 0.4(e”" +0.1),

gl

Note que Vggﬁs(so, 0) = VZyps(s1,2¢) porque ao seguir a politica 728 a partir do estado
(50, 0), 0 conjunto de possiveis historicos gerados é o mesmo que quando seguindo a mesma
politica a partir de (s, 2¢) = (s;, 2). Isso significa que seguir 728 a partir de tanto (s, 0)
quanto (s;, 2) leva ao mesmo valor de utilidade esperada.

Téups(S0, 0) é entdo dada pelo seguinte:

aug ﬂ.a"g
”;}UBS(SO> 0) = arg %%X{ngms(so, 0), VGf]Bs(SO; 0)}.

Como Vggﬁs(so, 0) = Viyps(s1, 2), € necessario computar Vi 54(s, 2) para entdo compu-
/
tar V2 5s(s0, 0). Para isso, seja 7% (sy,-) = ma(s1), 7, 8 (s1,7) = mp(sy), € 7 (s1,7) = 1.(s1).

aug’

/ /
T ) g e N N )
VEtas(8152), Viips(s1s 2) € Viips(s1, 2) sdo entao dados por:

Vi s(s1,2) = 0.8(e 1) 1 0.1) + 0.2 x 0 = 0.8(¢ 2% + 0.1) = 0.169,
ﬂaug/ — —
VG as(s1,2) = 0.7(e 1 £ 0.1) + 0.3 x 0 = 0.7(™** + 0.1) = 0.589,
aug’

aug’

. . gug/ ﬂ.“ug’ émg/ ”

Tups(s1,2) = 8 (s1,2) = b. Logo, VZ,(59,0) = Vi ps(s1, 2) = 0.589. Isso significa que

ﬂ_aug/ .

Da segdo 6.4.2, é conhecido que Ac(sy) = {b,c}. niyps(s0,C) = a,VC > 0, ja que
W(sp,b) = W(sp,¢) = —19.140 < 0. Em outras palavras, ndo existe custo C tal que
7ips(S0, C) € Ac(sy), 0 que significa que Cy (sy) = @. Logo, W*(sy) = —oo.

Para s;, Ac(s1) = {b}. nlyps(s1,C) = b,VC tal que C < W(s;,b) = 16.582, e
Teups(s1,C) = a,VC > W(s;,b) = 16.582. Entdo, Cy(s;) = {C | C < 16.582}, e
W*(sl) = W(sl,b) = 16.582.

Para os estados s4, sg, € Sg» OS valores de W* sdo iguais a —oo.
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Os valores de Cyy (o) € Cyr(s1) podem entdo ser computados como o seguinte:

Cytar(s1) = max{W*(s;), max )[W*(s/) — Crams (s, D]},

min
$"€Sreach(So

max{W* (s,), max[W*(sy) — Crie™ (51, 5), W*(52) = Coo™ (s1. sa) 1},
max{16.582, max[—oco — £, —o0 — {]},
max{16.582, —oco},

Cstat(sl) = 16.582.

Cuar(0) = max{W*(s,), max [W*(s") — Coo™ (so, ")},

min
$"€Sreach(So

= max{W"(s,), max|

W*(sy) — CEEUBS(SO, $1), W*(sg) — CHEUBS(SO, S4)s

min min
W*(s4,) — CrSVB (s, 54,), W(sg) — Cr5uBs (s, Sg)

13
= max{—o0, max[16.582 — 2, —00 — 3, —00 — 3, —co — 10]},
= max{—o0, 14.582},

CStat(SO) = 14.582.

Os valores de Cyat(4), Cstar(a,) € Citar(Sg) 880 iguais a —oo.

Note que nesse exemplo, Cpux(s) = Cyu(s) para todos estados s nesse problema, no
entanto isso ndo é necessariamente verdadeiro para qualquer SSP-MDP.
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Capitulo 7

Algoritmos Exatos para Resolver o
Critério eGUBS

A Secdo 6.2 mostra, entre outros resultados, como uma politica estacionaria pode ser
melhorada em uma politica aumentada finita e ndo markoviana utilizando os resultados
do Teorema 8 no critério eGUBS, enquanto a Se¢ao 6.3 mostra como uma politica 6tima
finita pode ser encontrada a partir de custos que sdo Custo-admissiveis. O algoritmo
eGUBS-VI (proposto em FREIRE, DELGADO e RE1s, 2019), baseado em iteracio de valor, é
explicado no presente capitulo. Além disso, 0 eGUBS-AO*, por sua vez baseado em busca
heuristica, é proposto neste capitulo. Ambos resolvem SSP-MDPs sob o critério eGUBS
de maneira 6tima, a partir dos resultados explicados no capitulo anterior. Antes disso,
primeiramente um algoritmo para encontrar a politica 6tima para o critério lexicografico
sensivel ao risco, chamado de LexicograficoSensivelAoRiscolV (também proposto em
FREIRE, DELGADO e REIs, 2019), é exposto. Depois, sdo descritos algoritmos para com-
putar os valores Custo-admissiveis Cpay € Crax(s), que utilizam as saidas do algoritmo
LexicograficoSensivel AoRiscolV.

7.1 Encontrando Politicas Otimas para o Critério
Lexicografico Sensivel ao Risco

O critério lexicografico sensivel ao risco foi introduzido no presente texto na Secéo
6.1. Na presente sec¢éo, sera descrito um algoritmo para encontrar politicas 6timas para
esse critério. Dado um SSP-MDP, um fator de risco A e um limite de erro €, o algoritmo
LexicograficoSensivel AoRiscolV (Algoritmo 5) computa uma politica 7 que é 6tima sob o
critério lexicografico sensivel ao risco, sua funcdo valor V, e a funcao de probabilidade a
meta maxima Pgs. O algoritmo primeiro inicializa V), e P; (linhas 3 e 4). A cada iteragdo
o algoritmo computa uma nova aproximacgio Pg para cada estado (exceto estados meta)
utilizando os valores de probabilidade a meta dos sucessores da iteragao anterior (linha 9).
Na linha 10 o algoritmo calcula o conjunto de acdes gulosas que maximizam probabilidade
a meta para cada estado, .A%¢. Entéo, na linha 11 o algoritmo calcula o valor de V, conside-
rando apenas esse conjunto. O critério de parada para esse algoritmo depende nos valores

55



7 | ALGORITMOS EXATOS PARA RESOLVER O CRITERIO EGUBS

0, € &,. 9; (calculado na linha 13) é a soma maxima da diferenca absoluta dos valores de
V, e da diferenca absoluta dos valores de probabilidade & meta de cada iteracio. §, (vide
linha 14) é a diferenca minima entre o valor de probabilidade a meta e da probabilidade de
tomar outra acdo que nao é gulosa com relagdo a maximizacao da probabilidade a meta
(ou seja, agdes que néo pertencem a .A%¢). Entdo, o algoritmo é executado enquanto §; > €
ou J, < 0. A segunda condigao garante que mesmo que o valor de € nédo seja apropriado, o
resultado do Algoritmo 5 ainda pode ser utilizado para calcular o valor de C,,,,,. Finalmente,
na linha 17 o algoritmo calcula a politica 6tima 7 para o critério lexicografico sensivel ao
risco a partir da funcdo valor V).

Algoritmo 5: LEXICOGRAFICOSENS{VELAORIscOIV
Entrada: SSP-MDP M = (S, s, A, P,c,G), A, €
Saida: Funcao valor do critério lexicografico sensivel ao risco, fun¢édo de pro-
babilidade a meta P; e politica do critério lexicografico sensivel ao risco

T
1 inicio
>Seja V; : S>R, P : S—>[0,1], en: S>> A
> Inicializacgao
2 01 < 00,5, < 0
3 Vi(s) < 0Vs e S\NG,Vy(s) <« 1Vseg
4 Ps(s) < 0Vs€ S\NG,Ps(s) <« 1Vseg
5 enquanto §; > € ou §, < 0 faca
6 V/ « VA
7 Pl « Pg
8 paracadas € S\ Gfaca
9 Ps(s) « maxgeq D,ves P(s,a,s")PL(s")
10 AL« {a| Po(s) = Yyes P(s,a,5)PL(s) }
11 Vi(s) < max,_ro {2y s P(s,a, 8 W'(s) }
12 fim
13 8, « maxges { [Va(s) = V/(s)| + [Ps(s) — P4(s)| }
14 S —min g 4 4 {PG(s) — Y ves P(s,a, s’)PG(s’)}
15 fim
16 para cada s € S faca
17 ‘ n(s) < argmax e {e’“(s’“) Yves P(s,a, sV (s )}
18 fim
19 retorna V), P;, 7w
20 fim

O consumo de tempo do algoritmo LexicograficoSensivelAoRiscolV é O(|S?|| Anye.,),
em que M, ¢ o nimero de iteracdes executadas no laco da linha 5, que depende do valor
de e. O Teorema 13 mostra como o algoritmo converge para a politica 6tima.

Teorema 13 (Convergéncia do algoritmo LexicograficoSensivelAoRiscolV'). O

! Esse teorema é uma modificacio do Teorema 5 definido em FREIRE, DELGADO e RErs, 2019.
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algoritmo LexicograficoSensivelAoRiscolV converge para a politica 6tima sob o critério lexico-
grafico sensivel ao risco.

Demonstragao. O algoritmo LexicograficoSensivelAoRiscolV mantém duas fung¢des valor:
V,(s) e Ps(s). Ambas fungdes sdo inicializadas com o valor de 1 para estados meta, e 0 para
todos os outros estados.

E conhecido que, se um algoritmo de iteracdo de valor é utilizado, os valores de P5(s)
maximizardo a probabilidade a meta a partir de s apos a sua execugao (KoLoBov, D. S. WELD
et al., 2011). Para V)(s), uma politica 6tima e estacionaria pode ser encontrada por iteragdo
de valor (PATEK, 2001), porque ja que A < 0 e c¢(s,a) > 0, e’9 funciona como fator de
desconto, o que garante convergéncia (MINAMI e SILvA, 2012), ja que todo historico que
nao alcanca metas tem custo infinito e valor associado 0. Além disso, pelo fato de que
apenas acOes que maximizam probabilidade a meta sdo consideradas quando o valor de
V;(s) é atualizado (ao computar o conjunto .47 na linha 10), o valor de probabilidade a
meta serd maximizado e, considerando apenas politicas que maximizam essa métrica, a
utilidade exponencial esperada também é maximizada. [

7.2 Calculando C,,; € Cpnax(s)

Calcular G, consiste em computar o valor da Equacéo 6.7. Especificamente, para
calcular W(s,a) e X, é preciso conhecer os valores de V" Le sz para pelo menos o estado
inicial sy e qualquer estado alcancéavel de s, (0 conjunto S,.q4(s0)). O consumo de tempo
de calcular G, a partir da Equacio 6.7 é¢ O(|S|*|.A|) no pior caso. Isso é verdade porque
calcular W(s, a) tem um custo de O(|S]), e obter C,,., consome O(|S||.A|), em funcio da
maximizacdo sobre o conjunto X.

Para computar C,.(s) pode-se utilizar a definicio recursiva da Equacio 6.12. O
algoritmo C,,,-Alcancéaveis (Algoritmo 6) computa o valor de C,.(s) para cada s €
{s0 U Sreacn(50)}. O algoritmo primeiro define os valores iniciais de C,,..(s) (linhas 2-4)
ao realizar uma busca em profundidade e atribuir a C,.(s) o valor de W(s). Entéo, o
algoritmo continua ao computar repetidamente a equacdo na linha 7 (quase o mesmo que
a Equacio 6.12, exceto que nela W(s) é substituido pelo valor atual de C,,.(s)) para cada
s € {So U Syeacn(50)}, até que o valor de Cux ndo mude para nenhum estado.

O consumo de tempo do algoritmo Cp.,-Alcancaveis é O(|S|* Alni,,. ). Isso se da
porque calcular W(s) como na Equacio 6.8 tem consumo de tempo O(|S||.A|), e a busca
em profundidade da linha 2 tem custo O(|S|?|.A|). Finalmente, a linha 7 tem consumo de
tempo O(|S|*| Alnier,,,.), €m que ny,,. . € o nimero de iteracdes executadas no lago da
linha 5.

7.3 Algoritmo eGUBS-VI

Nessa se¢ao o algoritmo eGUBS-VI (FREIRE, DELGADO e REIS, 2019), o primeiro algoritmo
a resolver SSP-MDPs sob o critério eGUBS, sera descrito. Esse algoritmo pode ser dividido
em trés fases principais:

57



58

7 | ALGORITMOS EXATOS PARA RESOLVER O CRITERIO EGUBS

Algoritmo 6: C,,,-Alcancaveis
Entrada: V;, Pg, 5, A, K, SSP-MDP M = (S, s, A, P, ¢, G)
Saida: C,,,
1 inicio
2 Realize uma busca em profundidade em {sy} U S,c0cn(so), € para cada s €
({SO} U Sreach(so)):
Compute W(s) como na Equacéo 6.8
C_wmax(s) « W(S)
repita
para cada s € ({so} U Syeqcn(s0)) faca
‘ Crnax(s) < max{Cpax(s), maXges,,..(s).acAs(s") [Crnax(s”) — (s, @)1}
fim
até C,,,, ndo mudar em nenhum estado;
10 retorna Cy,uy

O 0 g G e W

11 im

1. Encontrar uma politica 6tima sob o critério lexicografico sensivel ao risco;

2. Definir sequéncias de custo acumulado C e D, que sdo sequéncias ndo negativas
estritamente monotdnicas que determinam pontos de custo acumulado em que a
politica e o seu valor devem ser alterados. A sequéncia de politica C contém um
conjunto de valores para os quais o algoritmo realizara atualizacdes na politica e a
sequéncia de valor D contém os valores para os quais serdo realizadas atualizacoes
de valor; e

3. Melhorar uma politica estacionaria em uma politica aumentada finita 7* : SxC — A
baseada na sequéncia de custo acumulado C tal que:

ar = 707(8t, Cpext (G, €)),

em que Cux(C;,C) = min{D | D € Ce D > C}. Para isso, o algoritmo precisa
manipular trés fun¢des valor baseadas na sequéncia de custo acumulado D:

« Vi(s,C) é a funcéo valor do critério lexicografico sensivel ao risco comecando
do estado s e seguindo a politica 7* a partir do custo acumulado C;

« Pi(s,C) é a probabilidade a meta partindo do estado s seguindo a politica 7* a
partir do custo acumulado C; e

e Viups(s,C) é a funcdo valor do critério eGUBS. Esse valor pode ser computado
utilizando V; (s, C) e Pi(s, C), como demonstrado no Teorema 7.

7.3.1 Pseudocoddigo do eGUBS-VI

O pseudocodigo do eGUBS-VI é demonstrado no Algoritmo 7. eGUBS-VI recebe como
parametros um SSP-MDP M, o fator de risco A, um valor € e a utilidade constante de metas
K,. O algoritmo primeiro computa a politica 6tima do critério lexicografico sensivel ao
risco ao chamar o algoritmo LexicograficoSensivelAoRiscolV (linha 2); entéo, sdo definidos
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as sequéncias de valor e politica, que dependem no tipo de funcio de custo utilizada (isso
¢ explicado com mais detalhes na Secgéo 7.3.2). Finalmente, o eGUBS-VI chama o algoritmo
MelhoraPoliticaEstacionaria (Algoritmo 8) para encontrar uma politica aumentada 7* e a
funcao valor 6tima sob o critério eGUBS V5, (linha 4).

O algoritmo MelhoraPoliticaEstacionaria (Algoritmo 8) recebe uma politica 7 6tima
sob o critério lexicografico sensivel ao risco, suas fun¢oes valor (V, e P;), os parametros
do modelo K, e A e as sequéncias de valor e politica C e D. O algoritmo passa por todos os
valores de D do maior para o menor (laco da linha 8), atualizando os valores das funcoes
VY, Pi e Vi s para cada estado s € S (linhas 22 — 24). Para calcular esses trés valores, o
algoritmo primeiro calcula, para cada estado e a¢do, o proximo custo C’ na sequéncia de
custos D (linha 11). Esse valor é entéo utilizado para calcular os valores de Q e P/, (linhas
12 e 13). Se C € C, entdo C é um ponto de melhoria de politica e uma politica aumentada
finita é gerada ao utilizar o Teorema 8 (linhas 15-17). Caso contrario, a politica aumentada
finita atual é considerada, ou seja, a politica para o custo C’ > C na sequéncia de valores
(linhas 18-20).

Algoritmo 7: EGUBS-VI
Entrada: SSP-MDP M = (S, sy, A, P,c,G), A, €, K,
Saida: Vs, 7°

1 inicio

2 V), Pg, m < LexicograficoSensivel AoRiscoIlV(M, 4, €)

3 D, C < DefineSequénciasDeValorEPolitica(-)

4 Viugs, m° < MelhoraPoliticaEstacionaria(M, Ky, P, 7, A,V,, D, C)
5 retorna V3, 7"

¢ fim

O consumo de tempo do MelhoraPoliticaEstacionaria pode ser resumido pelo con-
sumo de tempo da execuc¢do das linhas 11-13. A linha 11 tem um consumo de tempo de
O(|D|?|S||.A|); a linha 12, de O(|D||S[*|.A); e a linha 13, também de O(|D||S[*|.A|). Entéo, o
algoritmo MelhorPoliticaEstacionéria tem um custo de O(|D*|S||.A| + |D||S|?|.A|).

Logo, o consumo de tempo do eGUBS-VI pode ser definido como o seguinte:
« LexicograficoSensivel AoRiscolV tem consumo de tempo de O(|S|?| A|nier,, );
« Seja o consumo de tempo do algoritmo DefineSequénciasDeValorEPolitica O(7,);

« O algoritmo MelhoraPoliticaEstacionaria tem consumo de tempo de O(|D|*S||.A| +

IDIISI?LAD.

Portanto, eGUBS-VI tem consumo de tempo O(|S[*| A|ny.,. + |[D]*|S||.A| + |D||S)*.A| +
/rseq)-

7.3.2 Definindo as Sequéncias de Valor e Politica e Resultados
Teoricos sobre a Otimalidade do Algoritmo eGUBS-VI

Na presente secdo sera demonstrado como definir sequéncias de valor e politica quando
o custo € racional ou inteiro e condi¢des suficientes para o eGUBS-VI retornar uma politica
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Algoritmo 8: MELHORAPOLITICAESTACIONARIA

O N G e W N -

NN NN N e e e e b e el el e e
N N — T V- T - R - N ) e O R C R S

25
26
27
28

Entrada: SSP-MDP M = (S, sy, A, P, ¢, G), Kg, P, A, politica do critério lexicografico
sensivel ao risco 7 e V) = VT, sequéncia de valor D = {D; = 0,D,,..., Dy, oo},
em que D; < D;j i < j, e sequéncia de politica C = {Cy, Cy, ..., Cy, 0} em que

G

<Cjei<jeCCD

Saida: V5, 7"
inicio
>Seja Vy : SxD—>R, P;: SxD—[0,1], 77 : SxC—> A
>Seja Q: SxA—->R, P, :SxA—(0,1]

para cada s € S faca

V3 (s,00) = Vy(s), P(s, ) = Ps(s), m"(s, ) = m(s)

fim

fim

fim

ses

€ G entao

| Vi(s5,C) = Va(s), P5(s, C) = Pg(s),¥C € D\ {oo}

fim

para C < Dy até D, faca

para cada s € S faca

fim

para cada g € A faca

C' < min{D|DeDeD>C+c(s,a)}
Q(s,a) « XY, o P(s,a, sV, C)
Pi(s,a) < Yyes P(s,a, " )P5(s",C7)

fim

se C € C entao

7*(s,C) < arg maxge 4 €'°Q(s, a) + K Pl(s,a),
a* «— 1*(s,C)

senao

C’ <~ min{D|De€DeD >C},

a* <~ 1*(s,C’)

fim

Vi(s,C) = Q(s,a")

Pi(s,C) = Pi(s,a”)

Véups(s, C) = e*V3(s,C) + KgPi(s, C)

retorna V3 zs, 7"
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6tima. Primeiro, sera considerado o caso em que o custo é racional.

Teorema 14 (Custo racional - politica 6tima ?). Considere que a fungao de custo tem
sua imagem nos numeros racionais, ou seja, ¢ : Sx A — 1 C Q, e que todos valoresr; € T
tem uma representagdo r; = % com o mesmo denominador q (se esse ndo é o caso, esse valor
pode ser obtido ao calcular o menor miultiplo comum). Finalmente, seja p o maior divisor
comum do numerador de 1.

Sejam

o Cpnax definido como no Teorema 9; e
2 3
* C = D = {0’ %9 7‘03 fs"'acmaxaoo};

entdo, a entrada (M, A, €, Ky,) € suficiente para que o algoritmo eGUBS-VI retorne uma politica
otima.

Demonstragao. A parte principal do algoritmo eGUBS-VI é o algoritmo MelhoraPoliticaEs-
tacionaria, que recebe 7 (a politica 6tima sob o critério lexicografico sensivel ao risco no
SSP-MDP M), V) (a utilidade exponencial esperada de 7) e P; (probabilidade a meta de 7).

Primeiro, no algoritmo MelhoraPoliticaEstacionaria, pelo Teorema 9 e inicializacdo de
(s, 00), Vi(s,00), e Pi(s, ) (linhas 3-6), é verdade que 7* é 6tima para C > Cp,. Essa
propriedade é mantida porque o valor de C,,, foi escolhido tal que 7, que é 6tima sob o
critério lexicografico sensivel ao risco, tem a seguinte propriedade para qualquer C > C,,:

GUBS(S: C) = rcl?eitx { Z P(s,a,s) GUBS(S ,C +c(s, a))},

s'eS
logo, 7 nao pode ser melhorada para custos acumulados C > Gy

Segundo, pelo Teorema 8 (Melhoria de politica sob o eGUBS), é verdade que r sera
melhorada na politica ndo markoviana 7* (linha 16). Além disso, pelo Teorema 7 (valor
estado-custo de politicas estacionarias sob o eGUBS), também é verdade que as trés funcoes
VY, P;, e Viyps s@o corretas para C < G,y , ap0s executar as linhas 22-24.

Terceiro, as sequéncias de valor D e de politica C tem todos os custos acumulados
alcancaveis. Logo, porque custos sdo sempre positivos e porque o algoritmo MelhoraPoliti-
caEstacionaria faz atualizagdes do maior custo acumulado para o menor (linha 8), assim
como uma iteragao de valor para MDPs de horizonte finito (PUTERMAN, 1994; MAUSAM e
KoroBov, 2012), todos os valores utilizados nas atualizacdes sado corretos, e o resultado
segue. U

A seguir, é considerado o caso em que o custo ¢ inteiro.

Corolario 6 (Custo inteiro — politica 6tima *). Considere que a funcdo de custo tem
a sua imagem nos numeros naturais. Ou seja,c : Sx A — 1 C N. SejaC = D =

2 Esse Teorema é uma modificacio do Teorema 6 definido em FREIRE, DELGADO e REIs, 2019.

3 Esse corolario é uma pequena modificacio do Corolario 1 definido em FREIRE, DELGADO e RE1s, 2019.
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{0,1,2, ..., Cpax, 0}. Entdo, a entrada (M, A, €, K,) € suficiente para que o algoritmo eGUBS-
VI retorne uma politica 6tima.

Demonstragao. Considerando p = 1 e g = 1, pode-se afirmar que a fungdoc : Sx A —
T C N segue a restricao do Teorema 14, ja que cada elemento da sua imagem é um numero
racional da forma c(s,a) = %. O mesmo pode ser denotado para as sequéncias C e D, ja

que C =D =1{0,1,2,...,Crax, >} = {%p, %p, %p, e C'"qﬂ, oo}, O
Corolario 7 (Funcao valor correta?). Considere a funcdo de custo c(-,-) e as sequéncias
C e D como no Teorema 14. Entdo, a entrada (M, A, €, Kg) ¢ suficiente para que o algoritmo
eGUBS-VI retorne uma fungado valor V5 correta considerando a politica *.

Demonstracdo. Pelo Teorema 14, segue o resultado de que a entrada (M, 4, €, K,) é sufici-
ente para que eGUBS-VI retorne uma politica 6tima sob o eGUBS. Na linha 24 do algoritmo
MelhoraPoliticaEstacionaria, o valor da politica 6tima 7* em (s, C) é calculada baseada no
Teorema 8, o que faz esse valor correto considerando 7*. O]

Resumindo, se a funcédo de custo ¢(-) e sequéncias C e D respeitam o Teorema 14, o
algoritmo eGUBS-VI retorna uma politica 6tima. Caso contrario, eGUBS-VI retorna uma
politica sub6tima. Logo, por exemplo, se a fungao de custo tem a sua imagem nos nimeros
inteiros, o algoritmo eGUBS-VI utilizando o Algoritmo 9 para definir as sequéncias de
valor e politica retorna uma politica e funcdo valor 6timas. Note que nesse caso, ambas
sequéncias C e D sao iguais e o valor de C,,,, utilizado é calculado como na Equagéao 6.7.
Como elas sdo iguais, nesse caso, as linhas 19-20 do Algoritmo 8 nao serdo executadas
quando os algoritmos 8 e 9 sdo chamados pelo Algoritmo 7.

Outro caso possivel é o caso em que os custos sdo reais porém irracionais. Isso nao
é abordado pelo Teorema 14, e um procedimento de transformacéo seria possivelmente
necessario para gerenciar as sequéncias C e D. Por exemplo, isso pode ser alcancado
ao transformar custos para os niimeros racionais mais préoximos ou ao normaliza-los
por uma constante suficientemente grande e truncé-los para transforma-los em inteiros.
No entanto, essas transformagoes introduzem erros e, nesse caso, o algoritmo eGUBS-VI
poderia retornar uma politica sub6tima.

Quando a funcdo de custo tem uma imagem nos inteiros, o consumo de tempo do
eGUBS-VI pode ser definido como O(|S|?|A|nier,, + (Cruax *ISI|A| + Criax|SI*Al), j& que
’D’ = O(Cmax) € 7rseq = O(|S’2|A|)

7.4 Algoritmo GUBS-AO*

Apesar de ser 6timo sob certas condic¢des, o algoritmo eGUBS-VI sempre precisa
atualizar o espaco inteiro de estados ° para encontrar a politica 6tima para eGUBS. Uma ideia
comum nesses casos ¢ utilizar um procedimento de busca heuristica para potencialmente

* Esse corolario é uma pequena modificacio do Corolario 2 definido em FREIRE, DELGADO e RErs, 2019.

> Note que ao considerar um estado inicial sy, 0 eGUBS-VI precisa processar apenas s; e o conjunto de estados
alcancéveis a partir desse estado.
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Algoritmo 9: DEFINESEQUENCIASDEVALOREPOLITICA D> para custos
inteiros
Entrada: SSP-MDP M = (S, sy, A, P,c,G), V), P5, K¢, A
Saida: D, C
1 inicio
> Compute Cp,ue como na Equacgdo 6.7
Cinax < ComputaCmax(M, V}, Pg, Ky, A)
C«{0,1,2,..., Cpax, }
D« C
retorna D, C

(5 R A ]

fim

=)

encontrar a solu¢do de maneira mais eficiente, como em algoritmos como 0 AO* (MARTELLI
e MONTANARI, 1973) e 0 LAO* (HANSEN e ZILBERSTEIN, 2001).

O espaco de estados aumentados que precisa ser mantido para representar uma politica
para o critério eGUBS pode ser representado por um hipergrafo, em que os nos sao estados
aumentados (s,C) € S xR e as suas hiperarestas representam acdes a que levam (s, C) para
qualquer estados sucessores (s’,C’), tal que s” € Syec(s) e C" = C+c(s,a), Va € A (s).

Definicao 11 (Grafo implicito do critério eGUBS para M). O grafo implicito do critério
eGUBS para um SSP-MDP M é um grafo tal que os nos sdo estados aumentados (s,C) € S xR
e as suas hiperarestas representam agoes a que levam (s, C) para qualquer estados sucessores
(s',C"), tal que s’ € Sqyee(s) eC" = C +¢(s,a), Va € A(s').

Note que o grafo da Definicdo 11 contempla apenas o espacgo de estados aumentados
((s,C) € S xR). Dessa maneira, um algoritmo que precisa manter uma politica que leva
em conta o espaco de estados simples S precisa utilizar alguma estrutura adicional para
armazenar esses estados.

Proposicao 1. O grafo implicito do eGUBS para um SSP-MDP M é aciclico.

Demonstrag¢ao. Um no (s, C) estaria em um ciclo apenas se M tivesse a¢des com custos
negativos ou nulos. Ja que a funcdo de custo de M tem sua imagem positiva para estados
que ndo sdo metas (s, C) ndo pode estar em um ciclo. [l

Proposicio 2. Dada a fungdo Cp.(s) como descrita no Teorema 10, o grafo implicito do
eGUBS para um SSP-MDP M pode ser representado de maneira finita.

Demonstragao. O grafo tera um nimero finito de nos (s, C’), considerando s € S,eq1(s) €
C’ < Chax (), pois nés com C” > C,.x(s) ndo precisam ser representados ja que a politica
Otima a partir desse ponto é estacionaria. 0

Ja que o grafo implicito do eGUBS ¢ aciclico e finito, utilizar uma variante do algoritmo
AO* é suficiente ¢ para resolver o critério eGUBS por busca heuristica.

® Mesmo que o algoritmo eGUBS-AO* utilize uma politica estacionéria 6tima para o critério lexicografico
sensivel ao risco e o grafo de solugdo dessa politica pode ter ciclos, ndo é necessario construi-lo, ja
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A presente se¢do entao introduz o algoritmo eGUBS-AQO®, um algoritmo de busca
heuristica baseado no AO* que encontra politicas 6timas para SSP-MDPs sob o critério
eGUBS. Esse algoritmo tem trés fases principais:

1. Computar o valor do critério lexicografico sensivel ao risco V,(s) para cada s €
{SO} U Sreach(30)§

2. Computar C,,,(s) também para cada s € {5y} U S,eaen(s0); €
3. Computar V7,5, ao realizar busca heuristica no SSP-MDP.

A primeira diferenca entre os algoritmos eGUBS-VI e eGUBS-AO* é que o ultimo computa
a funcio C,,,(s) para cada estado alcancavel de sy, enquanto que o eGUBS-VI computa
um unico valor escalar C,,, e o utiliza para cada estado. Considerando isso, o passo 3 é a
principal diferenca entre os dois algoritmos. Para executar a busca, 0 eGUBS-AO* mantém
dois grafos: G e G’. G é o grafo da melhor solugéo parcial, contendo a solu¢do conhecida
até um dado momento. G’ é o grafo explicito, que guarda informacdes sobre todos estados
aumentados visitados durante a busca. Ja que é conhecido pela Proposi¢do 1 que o grafo
implicito do eGUBS de um SSP-MDP é aciclico e que G e G’ séo subconjuntos desse grafo,
entdo ambos G e G’ sdo aciclicos.

Todo nd (s, C) nesses grafos sdo estados aumentados do SSP-MDP sendo resolvido, e
toda hiperaresta representa os resultados de tomar agdes especificas do estado aumentado
atual. Além disso, todo no (s, C) no grafo contém os seguintes atributos:

« v =V;(s,C) - a funcdo cujo valor é a utilidade esperada comecando do estado s e
seguindo a melhor politica atual a partir do custo acumulado C;

« p = Pi(s,C) - o valor de probabilidade a4 meta a partir do estado s e seguindo a
melhor politica atual a partir do custo acumulado C;

« a* = 1*(s,C) — a melhor ac¢io atual em (s, C) sob o critério eGUBS; e
« resolvido — uma propriedade que indica se (s, C) foi marcado como resolvido ou nio.

Note que o valor de V{3, 54(s, C) ndo é mantido pelo grafo mas pode ser facilmente calculado
em termos das propriedades v e p como demonstrado no Teorema 7.

A busca pode ser resumida nos seguintes passos:

(i) um subconjunto de estados de S é escolhido para ser expandido, isto é, os estados
vizinhos de cada um desses estados sdo adicionados ao grafo explicito G’ e os
seus valores para as propriedades v, p e a* sdo respectivamente inicializados com
uma funcédo heuristica admissivel h,, fun¢do de probabilidade a meta P e politica
lexicografica sensivel ao risco ;. Nesse caso, uma func¢io heuristica admissivel
h, : & — R é uma funcdo que superestima o valor de um estado s € S. Ou seja,
h,(s) > V;(s). O subconjunto de interesse de S mencionado sera referido como
Sl e contém estados de G que nio foram expandidos até esse ponto. Abordagens
diferentes podem ser utilizadas para definir que estados S% conter4 em cada iteragio
da busca. Por exemplo, um unico estado nao expandido pode ser escolhido para ser

que nesse ponto do algoritmo o critério lexicografico sensivel ao risco ja foi resolvido pelo algoritmo
LexicograficoSensivelAoRiscoIV.
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expandido, assim como todos estados nio expandidos podem ser adicionados a S%!
de uma vez s6. A abordagem aqui utilizada sera de expandir n,,, niveis de estados,
em que 7, ¢ dado como parametro para o algoritmo. A razdo para escolher esse
método ¢é a de que expandir varios niveis de uma vez s6 pode levar a valores mais
informativos calculados durante a fase de iteracdo de valor, conforme a profundidade
da busca fica maior, do que quando apenas um estado ou apenas um nivel de estados
¢ expandido;

(ii) osvalores das propriedades v, p e a* sdo atualizados via iteracado de valor para estados
em S% e todos estados que podem alcancga-los ao seguir a melhor solugdo parcial.
Durante essa fase, um estado pode ser marcado como resolvido se os seus sucessores
ao seguir a melhor soluc¢éo ja tiverem sido resolvidos também;

(iii) finalmente, o grafo de melhor solugao parcial G é atualizado considerando os novos
valores calculados no passo anterior.

Esses passos continuam até que o estado inicial seja finalmente marcado como resol-
vido.

7.4.1 Pseudocddigo do eGUBS-AO*

O pseudocddigo do eGUBS-AO* é mostrado no Algoritmo 10. Ele recebe como entrada
um SSP-MDP M; uma funcéao heuristica h,; o fator de risco A; um limite de erro € utilizado
como parametro para o algoritmo LexicograficoSensivelAoRiscolV; a utilidade constante da
meta K, e o nimero de niveis a serem expandidos n,,,. O algoritmo comeca ao computar a
politica 6tima para o critério lexicografico sensivel ao risco (r}), a sua utilidade exponencial
esperada (V;), e a probabilidade & meta (P;). Entéo o valor da funcgdo G, para o estado
inicial s, e para todo estado alcancavel de s, é computado ao chamar o algoritmo C,,-
Alcangéveis na linha 3. Se C,,.x(sy) < 0, isso significa que quando o processo inicia, a
solucdo 6tima sob o critério eGUBS para o estado inicial (sy, 0) é a propria politica 6tima do
critério lexicografico sensivel ao risco. Entdo, nesse caso, essa politica é retornada (linha
5). Caso contrario, ambos grafos de melhor solu¢éo parcial G e o grafo explicito G’ sdo
inicializados.

O eGUBS-AO* é executado enquanto o estado aumentado inicial (s,, 0) ndo é marcado
como resolvido. Em cada iteracdo, a expansao dos estados é realizada pelo algoritmo eGUBS-
AO*-Expande (linha 12). eGUBS-AO*-Expande retorna o grafo explicito G’ atualizado com
novos estados, e o conjunto Z, que contém estados para os quais um procedimento de
iteracdo de valor (eGUBS-VI-mod) é executado na linha seguinte. Entdo, eGUBS-AO”
atualiza o grafo de melhor solugao parcial G baseado em G’ a partir do procedimento
AtualizaMelhoresAcdes (linha 14), que atualiza os arcos em G de acordo com os novos
valores e agOes 6timas atuais resultantes computadas pelo algoritmo eGUBS-VI-mod; e
computa o conjunto atual de estados nao expandidos (linha 15). Quando o laco finaliza
(ou seja, quando o estado aumentado inicial (s, 0) ja foi resolvido), os valores da funcdo
valor 6tima V5, e a politica 6tima 7* sdo salvos de G’ (linhas 17-20) e entdo retornados
(linhas 21).
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Algoritmo 10: eGUBS-AO*

Entrada: h,, A, €, Ky, ey, SSP-MDP M = (S, 50, A, P, ¢, G)
Saida: Ve, 7"
inicio
V', Ps, my < LexicograficoSensivel AoRiscoIlV(M, A, €)
Cimax < Ciax-Alcancaveis(V;, Pg, 15, A, Ky, M)
se Crax(s) < 0 entio
‘ retorna V;, r}
fim
G < {(s0,0)}
G {(s0,0)}
G'[(s0,0)].v < Vi (s), G'[ (50, 0)].p < Ps(s)
>Seja S, o conjunto de todos estados ndo expandidos em G
10 Compute S,

O 0 N N g R W N =

1 enquanto G'[(s,, 0)].resolvido = falso faca

12 G',Z « eGUBS-AO*-Expande(G, G', V;, 7}, P6, Conaxs Sus Nexps oy M)
13 G’ « eGUBS-VI-mod(Z, A,K,, M,G,G’)

14 G « AtualizaMelhoresAcoes(G’)

15 Compute S,

16 fim

17 para cada (s,C) € G faca

18 Viups(s,C) < e “G'[(s,C)]v + K,G'[(5,O)].p
19 7*(s,C) <« G'[(s,C)].a*

20 fim

21 retorna V., 7"

22 fim

7.4.2 eGUBS-AO*-Expande

eGUBS-AO*-Expande (Algoritmo 11) realiza a expansao de estados em um grafo expli-
cito G’. O algoritmo funciona ao expandir n.,, (valor recebido como parametro) niveis para
o grafo explicito G’ recebido, e retornar o par (G, Z), em que Z é o conjunto de estados para
o qual iteracdo de valor sera depois aplicada. Mais especificamente, eGUBS-AO*-Expande
recebe S,, o conjunto atual de estados nao expandidos, como um de seus parametros. Se
S, é vazio, entdo Z sera apenas o conjunto de estados no grafo de melhor solucdo parcial
G. Caso contrario, as variaveis S e S™" sio inicializadas (linha 2). Essas variaveis sio
respectivamente o conjunto de todos estados ndo expandidos processados pelo algoritmo,
e o conjunto de novos estados nio expandidos processados por ele em um nivel especifico.
Cada um dos n.,, niveis é entdo expandido em uma iteracdo do lago externo da linha
3.

Nele, todo estado (s,C) € S, é expandido (linhas 5-22). O conjunto S;, que inclui os
sucessores (s’,C’) de (s,C) que ndo foram processados é criado na linha 7 e adicionado a
S na linha 8, tendo seus valores de v, p e a* iniciados, respectivamente. Se (s’,C’) é um
estado meta, v é inicializado com 1 (linha 13). Se (s, C) ja foi resolvido ou C’ > Cpax(s), v é
inicializado com V;(s") e a* com 7;(s”) (linha 16). Se nenhuma dessas duas condigoes for
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verdadeira, entdo v é inicializado com o valor heuristico A,(s) (linha 18). A propriedade p
de (s’,C’) sempre é inicializada com Pg(s”) na linha 20. Finalmente, ao fim do laco mais
externo , S, recebe o valor de S (linha 23) e S é feito vazio (linha 24). Entdo, quando
o laco é finalizado, Z recebe o valor de SZ” , que no momento tem todos estados que foram
expandidos durante a execucdo do algoritmo e é retornado juntamente com G’.

Algoritmo 11: eGUBS-AO*-Expande
Entrada: G, G, V}, 1}, Ps, Couaxs Sus exp, hy, SSP-MDP M = (S, 59, A, P, ¢, G)
Saida: G/, Z
1 se |S,| > 0 entao

s | S g S e ]

3 para cada nivel < 0 to n., — 1 faca

4 Sdl sl y s,

5 enquanto |S,| > 0 faca

6 Remova um estado de S, e o chame de (s,C)

7 S, «—{(s,C) | s’ € Squee(s),s ¢ G e C' =C +c(s,a),Va € A}
s Srev  S1ev S,

9 para cada (s',C’) € S, faca

10 G« G Ui(s,C)}

11 G'[(s’,C")].resolvido < falso

12 se s’ € G entao

13 ‘ G(s,C)]w« 1

14 senio se (s, C’) € Gor C’ > Cpux(s’) entio
15 G'[(s’,C)].resolvido < verdadeiro

16 G'[(s",C)]w <« Vi(s"), G'[(s',C)].a* « m;(s")
17 senao

18 ‘ G'[(s',C)]v < h,(s)

19 fim

20 G'[(s',C))].p < Ps(s")

21 fim

22 fim

23 S, <« SV

24 S« {}

25 fim

26 Z « Sdl
27 senao

28 | Z<{(0)|(sC)eG}
29 fim

30 retorna G',Z

7.4.3 eGUBS-VI-mod

eGUBS-VI-mod (Algoritmo 12) recebe Z e, no laco da linha 2, obtém um estado (s”,C’)
desse conjunto em uma determinada ordem tal que ndo existe outro estado em Z que
pode ser alcangado de (s’,C’). Em outras palavras, (s’,C’) deve ser escolhido apenas se
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Algoritmo 12: eGUBS-VI-mod
Entrada: Z, A, K,, SSP-MDP M = (S, s, A, P,c,G),G,G’

Saida: G’
1 inicio
>Q : SxRxA—->R, P.,: SxRxA—-[0,1]
2 enquanto Z nio é vazio faca
3 Retire um estado (s”,C’) de Z tal que nédo existem outros estados em Z que
podem ser alcancados ao seguir a¢des marcadas comecando de (s”, C’)
4 paracadaa € A faca
5 C” «C +c(s,a)
6 Q(S/, C,, a) - eAc(s',a) Zs”es P(s’, a, S”)G/[(S”, C”)].v
7 PL(s’,C’ a) « Y gres P(s,a,s" )G [(s”,C")].p
8 fim
9 a* « arg maxge 4 '€ Q(s',C’, a) + KgPi(s',C’,a)
10 Void < G’[(s/,C)]w
11 G'[(s,CN)].p <« PL(s',C’,a*)
12 G'[(s,C)]w « Q(s',C’,a*)
13 G'[(s’,CNH].a* « a*
14 Sy < {(s”,C") | s” € Sguee(s) e C” =C" + (s, a*)}
15 se G'[(s”,C")].resolvido = verdadeiro,¥(s”’,C"") € S entio
16 ‘ G’'[(s’,C")].resolvido < verdadeiro
17 fim
18 se G'[(s/,C)].v < vog ou G'[(s’,C’)].resolvido = verdadeiro entio
19 Z «— ZU{(s”,C”)| (s”,C"”) é um estado predecessor de (s’,C") em G’ sob
acdes marcadas em G}
20 fim
21 fim
22 retorna G’
23 fim

ele ndo depende de qualquer outro estado em Z para atualizar os seus valores. Entdo, nas
linhas de 10 a 13 o algoritmo computa os valores dos estados e acdes 6timas, na mesma
maneira que no eGUBS-VI. Finalmente, se todos estados sucessores de (s’,C’) ao seguir a
acdo o6tima G’[(s",C’)].a* estiverem resolvidos, isso significa que (s’,C”) também ja esta
resolvido. Se o novo valor de G[(s’, C")].v fica menor, ou se (s, C’) esta resolvido, todos
os seus predecessores em G’ sob acdes marcadas em G sdo inseridos em Z (linhas 18-20),
entdo seus valores sdo também atualizados.

7.4.4 Resultados Tedricos sobre eGUBS-AO*

O consumo de tempo do algoritmo eGUBS-AO* pode ser divido nos seguintes elemen-
tos:

1. O algoritmo LexicograficoSensivel AoRiscolV tem consumo de tempo O(|S|?|A|nier., );

2. Cpax-Alcancaveis tem consumo de tempo O(|S *|Alnier,..);
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3. Apesar de nio precisar construir sequéncias C e D como é feito no eGUBS-VI, no
pior caso os custos acumulados em estados aumentados que serdo processados serdo
da mesma ordem |D|;

4. O custo para eGUBS-AO” realizar passos de melhoria de politica sera similar ao
custo de fazer isso no algoritmo MelhoraPoliticaEstacionaria no pior caso. A Unica
diferenca é que o eGUBS-AO™ ndo precisa realizar a operacdo de minimizagdo que
acontece nas linhas 11 e 19 do algoritmo MelhoraPoliticaEstacionaria (que é chamado
pelo eGUBS-VI), entédo ao invés de |Df?, se tem |D| no consumo de tempo. Entio,
o consumo de tempo total de realizar passos de melhoria de politica no algoritmo
eGUBS-AO* é de O(|D||S[*|.AJ).

Logo, o tempo total de consumo do algoritmo eGUBS-AO* no pior caso, é de O(|S|*|.A|ne.+
|SPP[AlMiter,,, + IDIISFIAD.

Para os seguintes lemas, note novamente que a* = G’[(s, C)].a*, ou seja, a melhor agéo
atual para (s, C) no grafo G’, como na linha 9 do algoritmo eGUBS-VI-mod.

Lema 1 (Admissibilidade do algoritmo eGUBS-VI-mod). Dado que o grafo G’ recebido
como entrada no eGUBS-VI-mod tem valores de G'[(s,C)]v > V;(s,C) e G'[(s,C)].p >
Ps(s), ¥(s,C) € G’ (isto é, eles sao admissiveis), quando eGUBS-VI-mod é finalizado, os
valores atualizados de G'[(s,C)].v e G’[(s, C)].p para cada estado (s,C) € Z continuam sendo
admissiveis.

Demonstragao. G'[(s,C)].v e G’[(s,C)].p sdo calculados utilizando as respectivas equagdes
de atualizacdo:

@) GG, O] « OO Y o5 P(s,a*, )G [(s, C)]v;
(i) G'(5,O)].p < Yes P(s,a*,s)G[(s, C)].p

Considerando o fato de que o valor de ambos G’[(s,C")].v e G’[(s",C")].p sdo admissivesis,
isto é, G’[(s',C)]w 2 V;(s',C") e G’[(s',C)].p = Ps(s'):

G'[(s,0)]w « e*t®) Z P(s,a",s")G'[(s",C)]w,
s’eS
> st N Pls, 18555, C), S WS, C €5, M5, O,
s'eS

= Vi(s,0).

G[(s,O)l.p < Y, P(s.a",s)G(s,C)].p,

s'eS
> 3" P(s, m5(s), § )Po(s),
s'€S

= PG(S).
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Lema 2 (Laco principal do algoritmo eGUBS-AO*). O laco das linhas de 11 a 16 no
eGUBS-AO™ executa em um niimero finito de iteracoes e, quando finalizado, os valores de
G'[(s,C)].v e G’[(s,C)].p serao 6timos sob o critério eGUBS, ¥(s,C) € G’ se uma fungao
heuristica admissivel h, é fornecida como entrada.

Demonstragdo. A cada iteracdo do laco da linha 11, eGUBS-AO™ ira expandir estados
por n.,, niveis ao chamar o algoritmo eGUBS-AO*-Expande. Pelas proposicdes 1 e 2,
eventualmente nenhum estado nao expandido existird em G’ e S, sera vazio depois que a
linha 15 é executada.

Pela admissibilidade do algoritmo eGUBS-VI-mod (Lema 1), eGUBS-AO” mantera
valores admissiveis de G’[(s, C)].v, ja que essa propriedade é primeiramente inicializada
com a funcéo heuristica admissivel h,(s) na linha 18 do algoritmo eGUBS-AO*-Expande.
G’[(s,C)].p também sempre serd admissivel ja que é inicializado com o valor de Pg(s),
na linha 20 do algoritmo eGUBS-AO*-Expande, que é por si s6 admissivel para a func¢éo

PIA(s).

Adicionalmente, note que o algoritmo eGUBS-VI-mod tem um procedimento de marca-
¢do de que garante que um estado aumentado (s, C) é resolvido para V; (s, C) se todos os
seus vizinhos também ja tiverem sido resolvidos.

Por essas propriedades, eventualmente o estado inicial (sy, 0) sera resolvido, e o lago
principal do eGUBS-AQO” finalizara ap6s um numero finito de iteracdes. [
O Teorema 15 é relacionado a otimalidade do eGUBS-AO*.
Teorema 15 (Otimalidade do algoritmo eGUBS-AO"). O algoritmo eGUBS-AO” retorna

uma politica 6tima sob o critério eGUBS quando utilizada uma heuristica admissivel h,,.

Demonstragdo. A partir do Lema 2, é conhecido que o lago principal do algoritmo eGUBS-
AO* finaliza apds um ntimero finito de iteracdes e, depois disso, os valores G’[(s,C)].v e
G’[(s,C)].p sdo 6timos, se uma funcéo heuristica admissivel h, é fornecida como entrada.

Entéao, no laco da linha 17 a funcéo valor V3, 54(s, C) e sua politica 75 54(s, C) serdo
construidas de maneira correta, e retornadas na linha 21.

]



Capitulo 8

Experimentos

Experimentos foram realizados em trés dominios: Navigation (introduzido na IPPC’11
(SANNER e YOON, 2011)), River (FREIRE e DELGADO, 2017) e Triangle Tireworld (LITTLE,
THIEBAUX et al., 2007). Esses dominios foram descritos e utilizados como ambientes PD-
DLGym' (SiLvER e CHITNIS, 2020). Uma busca de profundidade no MDP fatorado obtido
da representacdo PDDL dos problemas foi realizada para gerar o conjunto de estados
alcancaveis a partir do estado inicial (S,eqen(50)). Esse conjunto, que poderia ser menor ou
igual ao conjunto de todos os estados do problema, é utilizado como entrada do eGUBS-

VL

Com os experimentos, o presente trabalho tem como objetivo responder as seguintes
questoes:

1.

Qual ¢ a influéncia dos parametros 1 e K, na diferenca entre C,,, (utilizado no
eGUBS-VI) e C,ax(so) (utilizado no eGUBS-AO*)?

Qual ¢ a influéncia dos pardmetros A e K; no nimero de estados armazenados em
memoria pelos algoritmos eGUBS-VI e eGUBS-AO*?

. Qual ¢ a influéncia dos parametros A e K, no nimero de atualizacdes realizadas pelos

algoritmos eGUBS-VI e eGUBS-AO™?

. Como eGUBS-VI e eGUBS-AO* escalam de acordo com o nimero de estados do

problema em termos de tempo?
Existem dire¢des sobre qual algoritmo utilizar entre o eGUBS-VI ou o eGUBS-AO*?

Como o critério eGUBS se compara a outros critérios para resolver SSP-MDPs com

dead ends?

Os experimentos foram realizados em uma maquina com um processador de 4 nucleos
a2.60 GHz e 16 GB de memoria.

1 O codigo-fonte da implementagéo est4 disponibilizado em https://github.com/gcrispino/gubs-pddlgym.

71


https://github.com/gcrispino/gubs-pddlgym

72

8 | EXPERIMENTOS

8.1 Dominios, Instancias e Heuristicas

Primeiramente, serdo descritos os dominios e instancias utilizados nos experimentos.
Ademais, serdo descritas as funcdes heuristicas utilizadas para estimar o valor de V; (s, C)
(a funcédo valor ndo markoviana sensivel ao risco) no eGUBS-AO".

8.1.1 Navigation

O agente no dominio Navigation é um rob6 caminhando em uma grade de dimensoes
N, x Ny, em um estado s € S com coordenadas (x, y). O objetivo é ir da posi¢ao (N, N;)
para (N, 1). Na primeira e tltima linhas (em que y € {1, N, }) todas as a¢des (mover nas
direcdes norte, sul, leste ou oeste) sido deterministicas. Nas outras linhas, toda acdo tem uma
probabilidade de fazer o agente desaparecer, isto é, ir para um dead end. Essa probabilidade
€ mais proxima de 1 em colunas proximas a meta, e decaem para 0 conforme as colunas se
distanciam da meta.

Na Figura 8.1 pode-se visualizar uma instancia do dominio Navigation com uma grade
de tamanho 10 x5 (instancia 7). A probabilidade do agente desaparecer é mostrada em cada
célula. Note que os movimentos realizados em células mais escuras tem maior probabilidade
de fazer o agente desaparecer.

0.02 | 0.15 | 0.23 | 0.32 | 0.44 | 0.52

0.02 | 0.15 | 0.23 | 0.32 | 0.44 | 0.52

0.02 | 0.15 | 0.23 | 0.32 | 0.44 | 0.52

Figura 8.1: Instancia 7 para o dominio Navigation com uma grade de tamanho 10 x 5.

8.1.2 River

No dominio River (FREIRE e DELGADO, 2017) o agente precisa atravessar um rio de um
lado da sua margem até o outro. O ambiente é modelado como uma grade de dimensdes
N, x Ny, em que N ¢é a sua largura, N, sua altura, e (x, y) sdo as coordenadas do agente
em um estado s € S. No dominio também existe uma ponte, localizada no topo da grade, e
a cachoeira, no fundo. Se o agente cair na cachoeira, nio existe saida. O rio é localizado
em qualquer estado restante (ou seja, entre as margens e embaixo da ponte). As possiveis
agoes sao mover nas dire¢des norte (1), sul (}), leste (—), ou oeste («). As transi¢des sao
deterministicas nas margens e na ponte. No rio existe uma probabilidade de 0.4 de que o
agente caia um nivel no eixo y, para qualquer acdo executada nesses estados.
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A Figura 8.2 mostra uma instancia do dominio River com uma grade de tamanho 5 x 8
(instancia 2). Uma politica de exemplo é mostrada pelas setas em cada estado (exceto pelos
estados da cachoeira e na meta).

———

Waterfall
Bank
Bridge
River

Initial state
Goal

T
1
1
1
1
®

Q@ ——————«

Figura 8.2: Instdancia 2 do dominio River com uma grade de tamanho 5 x 8.

8.1.3 Triangle Tireworld

No dominio Triangle Tireworld, o agente representa um carro que precisa ir de uma
localizagdo inicial a uma localizacdo meta em um ambiente com formato de triangulo. O
carro se move apenas se nio tiver um pneu furado. Quando o carro se move a uma nova
localizagao, existe uma probabilidade de 0.5 que o pneu fique furado apds se locomover.
Se isso acontecer e a nova localizacdo tem um pneu disponivel, a acdo para trocar o pneu
furado por esse pneu disponivel pode ser tomada tal que o veiculo possa se movimentar
novamente. Caso contrario, o processo alcanca um dead end, em que o carro niao pode
mais se mover.

8.1.4 Heuristica para Estimar V;(s,C)

Para introduzir a heuristica h,, que estima o valor da funcao V;(s,C) em estados
aumentados (s, C) utilizados pelo GUBS nos experimentos, sdo feitas as seguintes defini¢des.
Seja G, o grafo em que cada nd (x, y) representa uma localizagdo em um problema e existe
um arco de (x, y) para (x’,y”) se (x/,y”) é adjacente a (x, y) nesse problema; (x(s), y(s))
¢ a localizacdo do agente no estado s € S, e (x,,¥,) é a localizacdo da meta. A funcio
heuristica h;, é definida como:

Bap(s) = €49,
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em que d(s) é a distancia de (x(s), y(s)) para (xg, y,) no grafo G;. h,, utiliza d(s) como uma
estimativa para o custo esperado de alcancar a meta a partir de (s, C). d(s) é pelo menos
tdo pequeno quanto o custo esperado para meta 6timo de s, 0 que também é verdade para
qualquer estado aumentado (s, C),VC > 0. Ja que d(s) (que é utilizado como exponente em
hp) é menor ou igual que o custo esperado 6timo para ametade se A < 0, hyp(s) > V;(s,C),
o que faz h;,(s) ser um valor admissivel.

8.1.5 Instancias

Primeiro, por conveniéncia, ja que W(s, a) e consequentemente W(s), Crax € Cpax(s)

podem ser negativos, C; e C_(s) sio definidos da seguinte maneira:

C" = max{0, Cpax} (8.1)

max

Cr (s) = max{0, Cpax(s)}, Vs € S. (8.2)

A Tabela 8.1 lista todas instancias de todos dominios para os quais experimentos foram
realizados. A terceira coluna mostra o nimero de estados alcancaveis a partir do estado
inicial (|Syeqcn(s0)])- A quarta coluna mostra o valor C;,_ .., para cada instancia, o qual é
o valor maximo de C;,,, observado considerando todos valores dos parametros A e K,
utilizados nos experimentos para essa instancia especifica. Por exemplo, o valor de C; .. .
para a instancia 2 do dominio Navigation é 0, o que significa que para cada experimento
realizado nessa instancia, o valor de C,,,, foi menor ou igual a 0. Isso indica que para cada
configuracio dessa instancia o valor da politica 6tima sob o critério eGUBS ¢é o valor da
politica 6tima lexicografica sensivel ao risco a partir do estado inicial. A quinta coluna
mostra ey (So) = |Sreach(S0)| X Cfpringt> 15O €, 0 nimero maximo de estados aumentados

processados para uma dada instancia. Finalmente, a tlltima coluna mostra C . .(sy), que é
o valor méaximo de C/__(s,) observado considerando todos os valores dos pardmetros.

max

8.2 Desempenho dos Algoritmos eGUBS-VI e
eGUBS-AO*

Os resultados reunidos e mostrados na presente se¢do sio os seguintes: os valores de
C . (utilizado em eGUBS-VI) e C! _(s) (utilizada em eGUBS-AO*), ntimero de estados
armazenados em memoria, numero de atualizacdes e tempo de computacio para ambos
algoritmos eGUBS-VI e eGUBS-AO".

Para melhor visualizacdo dos resultados, cada grafico apresentado nas secoes 8.2.2,
8.2.3 e 8.2.4 foi limitado a conter dados de apenas 3 instancias de cada dominio: instancias
8,9 e 10 do dominio Navigation; instancias 3, 4 e 5 do dominio River; e instancias 1, 2 e
3 do dominio Tireworld. Para todos esses experimentos os valores dos parametros K, e
A sdo variados. Ademais, todos os valores mostrados nos graficos foram normalizados
da seguinte maneira: eles foram divididos por um valor base, considerado como o menor
valor obtido pelo algoritmo eGUBS-VI para uma instancia e pardmetro variado (K, ou A)
especificos. Isso ajuda em visualizar os resultados para instancias que podem ter valores
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Dominio Instancia | [Syeach(S0)l | Ci inst | Rext(S0) | Cof 1einst(S0)

Navigation 1 13 0 13 0
2 16 0 16 0

3 21 237 4977 233

4 31 623 19313 619

5 31 413 12803 406

6 41 786 32226 778

7 51 1319 67269 1310

8 61 817 49837 803

9 81 2820 228420 2802

10 101 2613 263913 2594

11 201 2637 530037 2617

12 451 6056 | 2731256 6032

13 601 6095 | 3663095 6071

River 1 25 296 7400 293

2 40 587 23480 580

3 75 1245 93375 1231

4 100 816 81600 807

5 200 1698 339600 1674

Tri. Tireworld 1 42 59 2478 59
2 946 59 55814 57

3 19562 59 1154158 55

Tabela 8.1: Informagées para cada instancia dos dominios utilizados nos experimentos.

consideravelmente diferentes de nimeros de estados, o que pode levar a resultados de
diferentes magnitudes, dificultando na analise deles no mesmo grafico. Como um exemplo
do método de normalizacdo utilizado, considere o seguinte caso: o menor valor de nimero
de atualizagdes obtido para o eGUBS-VI na instancia 8 do dominio Navigation ao variar o
parametro K, foi 9943, quando K, = 1 (log,,(K,) = 0). Logo, todos os valores resultantes
para essa instancia quando K, esta sendo variado em ambos algoritmos serdo divididos
por 9943 quando mostrados no grafico especifico. Note que, diferentemente de outros
métodos de normalizagio, valores maiores que 1 podem aparecer como um resultado desse
método, no caso de um valor resultante especifico (o dividendo) ser maior que o valor base
(o divisor).

8.2.1 Configuracao

Os valores dos parametros A e K, utilizados para os experimentos dessa se¢do em
cada dominio sao listados na Tabela 8.2. Esses valores foram escolhidos para fornecer um
intervalo razoavel dos valores de C;, (s,) e C;} ., os quais afetam o numero de estados
aumentados processados pelos algoritmos e, consequentemente, o desempenho deles. O
numero de niveis de expansao (7., nos algoritmos 10 e 11) ¢ fixado em 5 para cada execucédo
do algoritmo eGUBS-AO". Finalmente, o valor de € utilizado para ambos algoritmos foi de

1078,
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Dominio Valores de A Valores de K,
Navigation {-0.1,-0.09, —0.08,—0.07, | {107'2,1071,10%°,107?,
—0.06,—0.05, —0.04 1078,1077,107,1073,
—0.03,—0.02,—0.01} 107%,107%,1072, 107, 1}
River {-0.5,—0.4,—0.3,—0.2, 0.1} £0.01,0.1,0.5,1}
Tri. Tireworld {-0.3,-0.28, —0.26, £1077,107°,107°,107%,
—0.24,-0.22, 0.2} 107%,107%,1071, 1}

Tabela 8.2: Valores de A e K, utilizados nos experimentos.

8.2.2 C (s)eC

max

Os valores de C!_(s;) e C! _ obtidos como resultado dos experimentos podem ser
visualizados na Figura 8.3. Na coluna da esquerda esses valores sdo mostrados para os
dominios experimentados variando os valores do parametro K, e na coluna da direita,

variando os valores de A.

Para as instancias dos dominios utilizados nos experimentos, os valores observados
de C;! (so) sio sempre menores ou iguais aos respectivos valores de C!__, o que segue
o que é demonstrado pelo Corolario 5. Os valores de C;__(sy) e C! . para cada instancia
dos dominios tende a aumentar tanto quando os valores de K, diminuem quanto quando
os valores de A aumentam. Note que o valor de C;  vai para 0 a partir de A = —0.02
(Figura 8.3b) na instancia 8 do dominio Navigation e a partir de A = —0.2 (Figura 8.3f) em
todas instancias do dominio Triangle Tireworld. Como mencionado na Secéo 6.3, o valor
resultante da Equacgdo 6.5 pode ser menor ou igual a 0, o que para o cenario de custos
positivos significa que a partir de um custo acumulado de 0 a politica 6tima para esse estado
especifico ja é estacionéria. Logo, ambos valores de Cpay € Cpiax(so) podem ser menores
ou iguais a 0, e nesse caso C;- e C'_(s,) serdo iguais a 0, respectivamente. As diferencas

max max

entre C;,. e Cl (s)) geralmente ndo mudam muito quando os parametros sdo variados
e a diferenca é pequena. A maior dessas diferencas que foi observada nos experimentos
foi de 24 na instancia 5 do dominio River. Para esse dominio, isso pode indicar que essa

diferenca depende no dominio em si, e ndo nesses parametros.

Para ilustrar melhor a distribuicdo dos valores de C__ para estados diferentes de s,
a Figura 8.4 mostra um mapa de calor dos valores dessa fun¢ido para todos estados da
instancia 7 do dominio Navigation, para parametros A = —0.02 e K, = 10~'*. Para essa
instancia, o Unico estado que tem o valor de W(s) > 0 é o estado cuja localizacéo (3, 3), para
o qual W(s) = 1319. Pelo mapa de calor, se pode observar que esse valor é propagado nos
valores de C; . nos estados vizinhos, e dai viio sendo subtraidos por 1, ja que todas a¢des
nesse dominio tem custos unitarios. Entdo, em s, (na localizacio (5, 10)), C__(sy) = 1310.

Também note que para s, (na localizagdo (1, 10)), C/,,.

ax

(s¢) = 0 por definicao.

8.2.3 Numero de Estados Armazenados

A presente secao contém uma analise no nimero de estados armazenados em memoéria
pelos algoritmos. Esse nimero corresponde a soma do nimero de estados de cada instancia
do dominio em especifico (que sdo sempre armazenados quando LexicograficoSensivel A-
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Navigation 7 - C;-_, heatmap

— 1317 BEIRRENN -1318
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Figura 8.4: Mapa de calor dos valores de C;' . para estados da instancia 7 do dominio Navigation.

ax

oRiscolV é executado), e o nimero de estados aumentados que sao salvos em memoria
durante a execugao dos algoritmos eGUBS-VI e eGUBS-AO".

A Figura 8.5 mostra esse nimero para cada dominio em cada valor de K, e A utilizados.
Os valores de numero de estados armazenados para cada instancia dos dominios tende a
crescer tanto quando os valores de K, diminuem quanto quando os valores de A aumentam.
Isso acontece em geral em fungdo do aumento dos valores de C; e C! _(s)) nesses casos, o
que leva ao processamento de mais estados aumentados. Note que para algumas instancias
o nimero normalizado de estados nos graficos diminui para valores muito pequenos a
partir de certos pontos de valores de A. Isso acontece nesses casos porque o valor de
C .. vai para 0 como mostrado nas Figuras 8.3b e 8.3f. Ademais, note que os niimeros
normalizados de estados armazenados em memoria observados ao executar o eGUBS-VI
chegam a ser em torno de 10 vezes maiores que os mesmos numeros para o eGUBS-AO*

na Figura 8.5b para as instancias 9 e 10.

Em geral, o algoritmo eGUBS-AO” precisa armazenar menos estados para encontrar
a politica 6tima se comparado ao eGUBS-VI. eGUBS-AO" é capaz disso principalmente
pela busca heuristica que realiza, e secundariamente pelos valores de Cp, calculados no
algoritmo C,,,-Alcancaveis para cada estado alcancavel de s, serem menores que os valores
de Cyax, valores esses que sdo utilizados no eGUBS-VI. Por outro lado, o0 eGUBS-VI precisa
armazenar o conjunto de estados alcangaveis a partir do estado inicial na implementacéo
utilizada nos experimentos (vide Figura 8.5). Por exemplo, quando o valor de C,,, é alto,
o0 eGUBS-VI precisa processar C,,,, vezes um conjunto no minimo tdo grande quanto o
numero de estados alcancaveis, enquanto que o eGUBS-AO* pode niao precisar visitar
estados aumentados com custos acumulados proximos a esse valor se caminhos para esses
estados ndo se mostraram promissores pela busca heuristica, o que faz o algoritmo néo
precisar explora-los nesse caso.

2 Os ntimeros de estados das instancias 9 e 10 parecem muito proximos de 0 em funcio das escalas diferentes
de cada linha do gréafico.
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A maior diferenca desses valores foi observada na instancia 9 do dominio Navigation,
para os valores de K, = 1 e A = —0.1, para os quais o nimero de estados ¢ em torno de
1700 vezes menor no eGUBS-AO* (82 estados armazenados) que no eGUBS-VI (145740
estados armazenados) .

No pior caso o nimero de estados armazenados é o mesmo para ambos algoritmos
eGUBS-AO” e eGUBS-VL

8.2.4 Numero de Atualizacoes

O numero de atualizacdes obtido de cada instancia é mostrado na Figura 8.6. E conside-
rada como uma atualizacio cada vez que o valor de um estado é atualizado. No eGUBS-VI,
isso é o caso quando tanto o LexicograficoSensivelAoRiscolV quanto MelhoraPoliticaEs-
tacionaria executam a linha 8 no caso do primeiro, e a linha 9, no caso do segundo. No
eGUBS-AO", uma atualizagao é contada quando tanto a linha 8 ¢ executada no algoritmo
LexicograficoSensivel AoRiscolV, quanto quando a linha 2 é executada no algoritmo eGUBS-
VI-mod.

Para as instancias do dominio Navigation, o eGUBS-AO” chega em um ponto estavel
de desempenho conforme o niimero de estados aumentados cresce quando valores de K,
diminuem, enquanto que o nimero de atualizacées no eGUBS-VI continuam aumentando
(Figura 8.6a). Ao variar os valores de A (Figura 8.6b), os resultados ndo sdo exatamente
os mesmos. Na maioria dos casos, eGUBS-AO” realiza um nimero menor de atualizacoes
que o eGUBS-VI, e para ambos algoritmos o numero de atualiza¢des cresce conforme os
valores de A também crescem.

Por outro lado, eGUBS-AO* em geral oferece pior desempenho que o eGUBS-VI em
instancias do dominio River (figuras 8.6¢c e 8.6d). Isso pode acontecer em fungio das
possibilidades de caminhos para o agente quando o rio é atravessado nesse dominio,
caso em que nao existe uma probabilidade de ir diretamente para um dead end como no
Navigation, por exemplo. Ao invés disso, o agente pode cair um nivel no rio quando realiza
a tentativa de nadar por ele. Isso pode dificultar com que estados ndo promissores sejam
descartados logo no inicio da busca, o que pode por sua vez requerer que uma fungio
heuristica mais informativa fosse utilizada para néo ter que executar um maior nimero de
atualizagdes que o realizado no eGUBS-VI, por exemplo.

Em todas instancias do Triangle Tireworld, um menor nimero de atualizacdes (figuras
8.6¢e e 8.6f) é geralmente observado em resultados do eGUBS-AO* quando variando valores
de ambos parametros K, e A, em compara¢ao com o eGUBS-VL.

8.2.5 Tempo

A Figura 8.7 mostra o tempo médio de CPU ao executar os algoritmos eGUBS-VI e
eGUBS-AO" por 10 rodadas para os dominios Navigation, River, e Triangle Tireworld. O eixo
x representa as instancias testadas, e o eixo y representa o tempo médio de execugdo em

% Note novamente que a Figura 8.5 mostra o niimero de estados armazenados em meméria dividido pelo
menor valor encontrado para o algoritmo eGUBS-VI para cada instancia. Para a instancia 9 do dominio
Navigation e valores de A = —0.1 e K; = 1 o seu valor normalizado ¢ de 82/145740 = 0.0005.
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segundos em escala logaritmica na base 2 (log,). Um limite de 4500 segundos foi utilizado
para cada rodada. Note que, ja que existem instancias para as quais os experimentos sdo
executados em menos de um segundo (por exemplo, as primeiras 4 instancias do dominio
Navigation), calcular o valor do log, desses resultados resultaria em valores negativos. Por
causa disso, um valor de deslocamento foi somado a cada resultado de cada instancia para
evitar a visualizacdo de barras invertidas em fung¢io da existéncia de valores negativos. O
valor utilizado para isso foi de 4 unidades para todos dominios. Além disso, os valores de
desvio padrao sdo representados por uma marca no topo de cada barra dos graficos.

Para essas execugdes, os parametros A e K, foram fixados para cada dominio. Os valores
dos pares (A, K,) utilizados para os dominios Navigation, River, e Triangle Tireworld sao,
respectivamente, (—0.01, 107'?), (—0.1,0.01) e (—0.3,1077).

Os resultados sao em geral correlacionados com os resultados de nimero de atualiza-
¢Oes, para as instancias referenciadas na Secédo 8.2.4, tendo o tempo médio de execugao
para o eGUBS-AO* menor que o do eGUBS-VI, exceto para o dominio River, para o qual
o eGUBS-VI teve um melhor desempenho. Outra excecdo é a 13* instancia do dominio
Navigation, para a qual o tempo médio de execucao do eGUBS-VI foi menor que o do
eGUBS-AO". Além disso, para instancias menores, os resultados entre os dois algoritmos
podem néo ter diferenca significativa. Isso é observavel em sua maioria nas instancias
menores do Navigation.

A seguir sao mencionados mais detalhes sobre o desempenho de ambos algoritmos,
para os valores fixados de A e K, como definidos anteriormente e considerando a média de
cada instincia sobre as 10 execucdes realizadas. Para o dominio Navigation, o eGUBS-AO*
foi até 1.6 vez mais rapido que o eGUBS-VI, o que aconteceu na instancia 9. Na instancia
13, 0 eGUBS-AO" foi até aproximadamente 1.11 vez mais lento que o eGUBS-VI no seu
pior caso para esse dominio. No dominio River, no seu melhor caso, o eGUBS-AO" foi até
1.15 vez mais rapido que o eGUBS-VI na instancia 1. No seu pior caso, ele foi até 6.52 vezes
mais lento que o eGUBS-VI na instancia 3. No dominio Triangle Tireworld, no seu melhor
caso, 0 eGUBS-AO” foi até 6.77 vezes mais rapido que o eGUBS-VI na instancia 1. No seu
pior caso, 0 eGUBS-AO" foi até 4.4 vezes mais lento que o eGUBS-VI na instancia 3.

8.2.6 Consideracoes sobre os Resultados

Resumindo, os resultados obtidos indicam que o eGUBS-AO* em geral tera um melhor
desempenho que o eGUBS-VI se uma heuristica com informacao suficiente esta disponivel,
sendo uma escolha mais adequada nesses casos. Caso contrario, a busca heuristica pode
nao ser eficiente o bastante e produzir um overhead de modo que o seu desempenho néo
sera pelo menos tdo bom quanto o eGUBS-VI, fazendo com que o tltimo seja uma melhor
escolha.

Além disso, baseado nos resultados, o algoritmo eGUBS-AO” em geral teve melhor
desempenho que o eGUBS-VI conforme os valores dos parametros K, e A ficavam respecti-
vamente menores e maiores. [sso aconteceu porque em geral nessas situac¢des os valores
de C!, (sy) e C} . cresciam, o que faz com que o niimero de estados aumentados também
aumente, especialmente no caso do eGUBS-VL

Ademais, foi observado que o eGUBS-AO* em geral armazena menos estados em
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Figura 8.7: Tempo médio de CPU obtido para resolver o critério eGUBS para ambos algoritmos eGUBS-
VI e eGUBS-AO™ nas 10 rodadas para os dominios Navigation, River, e Triangle Tireworld.

83



84

8 | EXPERIMENTOS

memoria que o eGUBS-VI, tendo no pior caso ambos algoritmos armazenando o mesmo
numero de estados. Tendo isso em vista, em aplicagdes para dominios muito grandes, o
eGUBS-AO” pode ser uma melhor escolha, dependendo do seu desempenho no nimero de
atualizacdes.

8.3 Comparacao entre eGUBS e Outros Critérios

Na presente sec¢ao, serdo mostrados resultados de experimentos feitos em instancias
selecionadas dos dominios para comparar o critério eGUBS com outros critérios utilizados
para resolver SSP-MDPs com dead ends.

Mais especificamente, os critérios utilizados para comparacdo sdo fSSPUDE, critério de
custo descontado e MCMP. Para eles, os seus parametros (D, ¥, € Ppax, Tespectivamente) *
foram variados do menor valor para o maior no conjunto de valores escolhidos, exceto
para os valores de p,,, para o critério MCMP, que foram variados do maior valor para
o menor. Os intervalos de valores passados como parametro para cada critério foram os
seguintes: para a instancia 10 do dominio Navigation, D recebeu 11 valores de 40 a 50, y
recebeu 10 valores de 0.5 a 0.999, e p,.., recebeu 20 valores de 0.01 a 0.851. Para a instancia
5 do dominio River, D recebeu 9 valores de 1 a 1500, y recebeu 9 valores de 0.1 a 0.999, e
Pmax Tecebeu 20 valores de 0.01 a 1. Por fim, essas politicas foram avaliadas sob o critério
eGUBS e os valores resultantes disso foram entdo comparados com o valor da politica
6tima sob o eGUBS.

Para os critérios fSSPUDE e de custo descontado, foram utilizados algoritmos de
iteragdo de valor com as respectivas modificacdes necessarias (uso da penalidade e fator
de desconto). Para o MCMP, foi utilizado o solver CBC (FORREST et al., 2022) para resolver
a sua formulagio de programacao linear enumerando suas variaveis para todos os estados.
No caso do eGUBS, foi utilizado o algoritmo eGUBS-VI.’

Por essa comparacdo, pode-se avaliar se diferentes critérios podem encontrar politicas
Otimas para o eGUBS apenas ao escolher pardmetros apropriados e, se ndo, o quao proximo
do valor 6timo eles conseguem chegar. As figuras 8.8a e 8.8b mostram esses resultados
para a instancia 10 do dominio Navigation e instancia 5 do dominio River, respectivamente.
Os valores de K, e A para a instancia 10 do dominio Navigation foram fixados em 107"? e
—0.1, e para a instancia 5 do dominio River, 0.01 e —0.1, respectivamente.

Para ambas configuracdes de dominios, o tnico critério que foi capaz de encontrar
uma politica que o valor chegou proximo do 6timo sob o eGUBS foi o critério de custo
descontado para o valor de y = 0.9 em ambas instancias. Como néo existe um procedimento
claro para escolher um certo valor para os parametros desses critérios com alguma garantia
dos valores das politicas resultantes sob o eGUBS, um conjunto indefinido de valores precisa

* Apesar de originalmente considerar apenas politicas que maximizam probabilidade a meta, o critério MCMP
pode receber outro valor p,,,, na sua formulagio de programacéo linear para encontrar uma politica com
probabilidade a meta igual a p,,.x. Esse é o parametro variado para o MCMP nos experimentos descritos
nessa secao.

> O cédigo-fonte da implementacio utilizada para os experimentos dessa seciio pode ser encontrado em
https://github.com/GCrispino/ssp-deadends.
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ser variado para esses parametros com esse propdsito. Em algumas situagdes, isso pode
ser impraticavel se é desejado ter garantias no valor das politicas resultantes sob o critério
eGUBS.

Por outro lado, se apenas uma aproximacao é suficiente, pode ser o caso de que poucos
valores de cada parametro precisem ser testados para cada critério para que se aproxime do
valor 6timo do critério eGUBS. Além disso, note novamente que para os critérios {SSPUDE
e de custo descontado, existem garantias de que no limite o critério MAXPROB é atingido
(para o critério MCMP, isso acontece por padrao). Na Figura 8.8a ambos critérios fSSPUDE
e de custo descontado obtém a politica que maximiza a probabilidade a meta no tltimo
ponto testado (D = 50, y = 0.999), enquanto que na Figura 8.8b apesar de valores proximos
desse maximo serem alcancgados, o valor exato nao é obtido (D = 1500, y = 0.999).

E também importante ressaltar que um tomador de decisio pode nio ter recursos
suficientes para resolver diferentes critérios para variados valores de cada um de seus
parametros, a fim de encontrar uma aproximacgéo razoavel ao valor 6timo do critério
eGUBS, especialmente sem garantias. No caso dos experimentos descritos na presente
secdo, para a instancia 10 do dominio Navigation o tempo gasto para computar o valor
6timo do critério eGUBS foi suficiente para resolver os critérios de custo descontado,
fSSPUDE, e MCMP para respectivamente 5, 8 e 6 valores diferentes de seus parametros (y

de 0.5a0.9, D de 40 a 48, € Py de 0.851 a 0.585, em que os valores finais ndo sao incluidos).

Para a instancia 5 do dominio River, o tempo foi suficiente para resolver os critérios base
para 6, 2, e 3 valores de parametros diferentes (y de 0.1 2 0.9, D de 1 a 100, e p,,r de 1 a
0.844, em que os valores finais no sao incluidos).

Outro aspecto importante ao comparar esses critérios é a natureza das politicas geradas
por cada um deles. Ja foi mencionado que a solugdo 6tima para o critério GUBS é uma
politica ndo markoviana, enquanto que todos os outros critérios analisados no presente
trabalho tem politicas estacionarias como solucdes. Por causa dessa caracteristica, uma
pergunta importante a se fazer é de se politicas estacionarias 6timas sob critérios diferentes
do GUBS séo capazes de aproximar politicas ndo markovianas que sao 6timas sob esse
critério.

Essa analise foi realizada no contexto dos experimentos aqui apresentados. Para o
caso da instancia 10 do dominio Navigation, a politica 6tima sob o critério eGUBS pode
ser obtida por critérios que geram apenas politicas estacionarias. Isso acontece porque
nesse dominio a politica 6tima ndo contém ciclos, ja que o agente sempre vai para frente
e, quando cruza os estados com uma probabilidade positiva de desaparecer, ele ira ter
sucesso em atravessa-los ou desaparecer, o que finaliza o processo. A politica 6tima para o
eGUBS, nesse caso, é entdo na pratica estacionaria porque todos estados serdo alcancados
apenas uma vez (isto é, existira um unico custo acumulado C para cada s nos estados
aumentados (s, C) alcanc¢aveis do estado inicial) quando ela é seguida. Nos experimentos
realizados, apenas quando y = 0.9 para o critério de custo descontado, a politica resultante
teve um valor préximo ao da politica 6tima sob o eGUBS. Para o dominio River, esse
nio é exatamente o caso. Algo que pode acontecer nesse dominio é que o agente pode
tentar atravessar o rio mas cair alguns niveis, e a politica 6tima pode fazer o agente tentar
voltar para a margem e tentar novamente em um nivel mais alto. Uma das consequéncias
desse fato é a de que uma politica estacionaria ndo pode representar uma politica 6tima
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nesse contexto exatamente, ja que um mesmo estado s pode ser alcancado com diferentes
custos acumulados. No entanto, seu valor pode ser muito préximo ao da politica 6tima
nao markoviana e entdo ndo ter uma diferencga notavel em casos especificos. Isso acontece
nos experimentos para o critério de custo descontado nesse mesmo dominio, quando o
valor de y é igual a 0.9. O valor da politica 6tima nessa configuragio é muito proximo ao
valor 6timo do eGUBS, mesmo a politica sendo estacionaria e esses valores ndo sendo
exatamente iguais.
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Figura 8.8: Comparacdo do valor da politica 6tima para o eGUBS com o valor das politicas 6timas
para os critérios fSSPUDE, de custo descontado e MCMP. Para todos critérios exceto o eGUBS, cada
parametro (D, y, € pmax, respectivamente) foi variado, e o valor da politica 6tima para cada um desses
critérios sob o critério eGUBS foi calculado no estado inicial.



Capitulo 9

Consideracoes Finais

O presente trabalho fornece uma anélise do critério GUBS, um critério que combina
priorizacdo de metas sobre histéricos com Teoria da Utilidade Esperada, comparando-o com
outros critérios da literatura que resolvem SSP-MDPs com dead ends, e também apresenta
resultados tedricos referentes as suas propriedades e relacdes. Entre outros resultados, é
demonstrado que o GUBS ¢é o tnico critério que garante a propriedade de priorizacio de
probabilidade a meta a-forte para 0 < o < 1, e que permite a realizacdo de compromissos
infinito-infinitesimais.

O critério eGUBS, uma instancia do critério GUBS que utiliza uma fung¢éo exponencial
com um fator de risco negativo, também é analisado. A partir desse caso particular, é
possivel derivar uma equacdo para calcular a funcéo valor de estados aumentados a partir
da funcéo valor de SSP-MDPs sensiveis ao risco. O presente trabalho introduz a propriedade
de custos Custo-admissiveis para tratar do caso em que é garantido que a partir de um
determinado custo acumulado, a politica 6tima sob o critério eGUBS é também 6tima sob
o critério lexicografico sensivel ao risco. Ao longo do trabalho sdo expostos resultados
tedricos relacionados a esse conceito.

O algoritmo eGUBS-VI é um algoritmo existente que realiza o calculo do C,,, (um
valor Custo-admissivel de qualquer estado do processo) e realiza o calculo da politica 6tima
de tras para frente para estados aumentados a partir de uma politica 6tima do critério
lexicografico sensivel ao risco obtido previamente. O presente trabalho propde o eGUBS-
AO*, um algoritmo de busca heuristica que realiza uma busca do estado inicial guiada
por uma funcéo heuristica, também tendo como entrada uma politica 6tima do critério
lexicografico sensivel ao risco. A busca pode parar quando valores do custo acumulado
de estados aumentados (s, C) alcancam C,,..(s) (uma versio melhorada do C,,, um valor
Custo-admissivel de s introduzido no presente trabalho), mas também pode parar antes
dependendo dos valores calculados durante a busca.

Experimentos foram realizados em 3 dominios: Navigation, River e Triangle Tireworld.
Os seus resultados indicam que, para esses dominios, o algoritmo eGUBS-AO* pode em
geral ter um melhor desempenho quando a funcéo heuristica é boa o suficiente. Ademais,
quando o espaco de estados é muito grande para um algoritmo enumerativo como o
eGUBS-VI, 0 eGUBS-AO* pode realizar a busca sem precisar enumerar todos os estados
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aumentados entre o custo 0 e Cy,,,. Em outros casos, o eGUBS-VI pode ser uma melhor
escolha, ja que ele geralmente incorre em menos overhead por nao precisar manter grafos
auxiliares para busca, como é feito no eGUBS-AO™.

9.1 Contribuicoes

Como o presente trabalho tem um forte aspecto de revisdo da literatura, varios conceitos
ja presentes em trabalhos correlatos sdo aqui apresentados. Como parte disso, além de novas
contribui¢des relacionadas as propriedades tedricas do GUBS e dos critérios relacionados,
alguns resultados no formato de defini¢des, corolarios e teoremas sdo modificados com
adicoes referentes aos conceitos de priorizacdo de probabilidade a meta a-forte e da
realizacdo de compromissos infinito-infinitesimais sao realizados ao longo do trabalho.
Abaixo, segue a lista de todos esses pontos que foram modificados de trabalhos anteriores
(*) ou introduzidos exclusivamente neste trabalho ():

Definicoes:

+ Definicdo 3° — Priorizacao de probabilidade a meta a-forte;
« Definicdo 4* — Priorizaciao de metas sobre historicos;

« Definicao 6 — Critério lexicografico sensivel ao risco.
Corolarios:

+ Corolario 1* - Compromisso minimo no critério GUBS quando existe uma
politica propria;

+ Corolario 2° — Preferéncia do critério GUBS considerando politicas com pro-
babilidade a meta igual a 0;

« Corolario 3° — Priorizacio de probabilidade a meta a-forte para o critério
GUBS;

+ Corolario 4° — Priorizacao de probabilidade a meta a-forte para o critério
eGUBS;

« Corolario 6 — Custo inteiro - politica 6tima;
« Corolario 7* — Funcao valor correta.
Teoremas:

« Teorema 1° - Falta de compromissos infinito-infinitesimais para critérios que
maximizam probabilidade a meta;

« Teorema 2° — Garantia de priorizacao de probabilidade a meta 1-forte para
critérios lexicograficos e MAXPROB;

« Teorema 3° — Critério fSSPUDE nao tem priorizacao de probabilidade a meta
a-forte para a > 0;

+ Teorema 4° - Critério de custo descontado nao tem priorizacio de probabili-
dade a meta a-forte para a > 0;
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Teorema 5° — Condicoes do critério GUBS;

+ Teorema 6 -~ Compromisso minimo no critério GUBS;

Teorema 8" — Melhoria de politica sob o critério eGUBS;

Teorema 13" — Convergéncia do algoritmo LexicograficoSensivelAoRiscolV;

+ Teorema 14* — Custo racional — politica 6tima;

Além disso, este trabalho propde o algoritmo eGUBS-AO*. Além da definicéo e realiza-
cdo de experimentos, neste algoritmo sdo utilizados conceitos relacionados com os custos
acumulados e suas relagdes com politicas 6timas sob o critério eGUBS. Esses conceitos sdo
descritos nos seguintes pontos do trabalho:

« Defini¢do 9° — Cyu(s) e politicas estacionarias 6timas sob o critério eGUBS;

« Defini¢do 10° - Custo-admissibilidade de s;

 Teorema 9" — G, € Custo-admissivel de qualquer s € S;

« Teorema 10° — C,,..(s) é Custo-admissivel a partir de s;

« Corolario 5° = Cpey(s) é um limite superior mais restrito sobre Cy(s) que Cpy;
« Teorema 11° — Definicio recursiva de C,,q.(s);

« Teorema 12° — Valor de Cy(s);

« Teorema 15° — Otimalidade do algoritmo eGUBS-AO".

9.2 Publicacoes

9.2.1 Algoritmo de Monte Carlo Tree Search para SSPs sob o
critério GUBS

O trabalho Algoritmo de Monte Carlo Tree Search para SSPs sob o critério GUBS (G.
CRISPINO et al., 2020) propde o algoritmo UCT-GUBS, uma adaptacio do algoritmo de
busca em arvore Monte Carlo UCT (Kocsis e SZEPESVARI, 2006; KELLER e EYERICH, 2012)
para o critério GUBS. O UCT-GUBS escolhe uma agao para um estado s ao realizar repetidas
simulacdes (ou rollouts) a partir desse estado e, quando alguma condicdo de parada (como
tempo ou horizonte limite) for atingida, a acdo escolhida é a agdo que maximiza a estimativa
do valor do critério GUBS calculada a partir do seu valor computado para cada histérico
obtido como resultado das simula¢des. A diferenca principal do UCT-GUBS para uma
implementacdo padrdao do UCT esta justamente nessa avaliacdo dos historicos. Nesse
caso, ao invés de computar uma média incremental dos custos resultantes das simulagdes
realizadas, é calculada a média dos valores dos historicos obtidos sob o critério GUBS.

Esse trabalho foi publicado no XVII Encontro Nacional de Inteligéncia Artificial e, além
da defini¢ao do UCT-GUBS, contém os resultados de experimentos preliminares realizados
utilizando esse algoritmo para o ambiente Navigation com uma implementagao baseada
no PROST (KELLER e EYERICH, 2012; KELLER e HELMERT, 2013). Os resultados indicam que
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UCT-GUBS é uma alternativa valida como um método anytime para resolver o critério
GUBS. No entanto, experimentos adicionais seriam necessarios para avaliar o UCT-GUBS
em outros dominios, além de uma comparacéo desse algoritmo com os algoritmos eGUBS-
VI e eGUBS-AQO”. Além disso, pelo fato desse algoritmo tratar o problema como um MDP
de horizonte finito, uma exploragio sobre que tipos de resultados tedricos se obtém para o
GUBS nessa configuragao pode ser relevante.

9.2.2 GUBS Criterion: Arbitrary Trade-offs between Cost and
Probability-to-goal in Stochastic Planning based on Expected
Utility Theory

O trabalho GUBS Criterion: Arbitrary Trade-offs between Cost and Probability-to-goal
in Stochastic Planning based on Expected Utility Theory (G. N. CRIsPINO et al., 2023) é um
trabalho que retne as contribui¢des dos trabalhos publicados em conferéncias disponiveis
em FREIRE e DELGADO, 2017 e FREIRE, DELGADO e REIs, 2019, adicionando mais resultados

teodricos, a introdugao do algoritmo eGUBS-AO* e novos experimentos com os algoritmos
eGUBS-VI e eGUBS-AO".

9.3 Trabalhos Futuros

Trabalhos futuros podem incluir a adaptacdo de fung¢des heuristicas baseadas em
métodos de estado da arte, como a que é apresentada em F. TREVIZAN, THIEBAUX e HASLUM,
2018, que pode ser utilizada para melhorar o desempenho do eGUBS-AO*. Além disso,
um estudo para a adaptacido de métodos de busca heuristica também pode ser feito para
encontrar tanto a politica 6tima do critério lexicografico sensivel ao risco, quanto o valor
de Cpux(s). No primeiro caso, é necessario utilizar algum método como o FRET (KoLoBov,
D. S. WELD et al,, 2011) ou o i-dual (F. TREVIZAN, THIEBAUX, SANTANA et al., 2016) para
encontrar os valores de P(s) (juntamente com os valores de V,'(s)) com busca heuristica, ja
que um algoritmo classico desse tipo como 0 LAO* ou LRTDP (BONET e GEFFNER, 2003) ndo
garante a solugdo 6tima para essa funcdo. No segundo caso, é necessario se investigar como
seria possivel computar valores de C,,..(s) a partir de estimativas admissiveis. Trabalhos
futuros podem também incluir a analise de procedimentos de transformagao da funcéo de
custo quando a sua imagem esta localizada nos nimeros reais e a analise da magnitude
dos erros introduzidos por tal procedimentos, ja que nesse caso o algoritmo eGUBS-VI ndo
garante encontrar uma solucdo 6tima. Outro possivel caso de trabalho futuro é o estudo
do relacionamento entre o critério GUBS e de (chance) constraint SSPs (C-SSPs) (ALTMAN,
1999; F. W. TREVIZAN et al., 2017; ONo e B. C. WiLL1AMS, 2008; BLACKMORE et al., 2011; ONO,
KuwaArTa et al., 2012; THIEBAUX, B. WiLLIAMS ef al., 2016). Pode-se utilizar uma restri¢cdo no
valor de a e construir um C-SSP baseado nisso. Nesse caso, um novo critério que garante
priorizacao de probabilidade a meta a-forte é obtido. No entanto, esse novo critério nio
¢ equivalente ao critério GUBS. A analise desse novo critério e dos seus pros e contras
necessita de um estudo mais detalhado.
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