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Resumo

ENJU, R. A. Uma conjectura de Erdds e Hajnal. 2022. 56f. Dissertagao - Instituto de Mate-

maética e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2022.

Um resultado de Erdds demonstra a existéncia de grafos com niimero cromatico e cintura arbitra-
riamente grandes. Temos entao que um clique suficientemente grande contém um grafo com niimero
cromatico e cintura grandes como subgrafo, porém muitos grafos de interesse nao necessariamente
contém cliques grandes, entao é interessante encontrar outra condicao que garanta a existéncia de
subgrafos com nimero cromatico e cintura grandes. Uma conjectura de Erdds e Hajnal diz que todo
grafo com niimero cromatico suficientemente grande contém um subgrafo com ntimero cromético e
cintura grandes. O objetivo deste trabalho é estudar tal conjectura.

O texto comega com uma breve apresentagao de construgoes livres de tridngulos. Em particular,
é demonstrada uma construgao de Codenotti, Pudlék e Resta, por meio de planos projetivos.

O topico principal do texto comega com uma demonstracdo de Rodl de que todo grafo com
nimero cromético suficientemente grande contém um subgrafo livre de tridngulos e com niimero
cromético grande. Em sequéncia, apresentamos uma demonstragao de que grafos com nimero cro-
maético suficientemente grande contém algum circuito impar grande.

Apresentaremos também um resultado de Mohar e Wu, que demonstra que a familia dos grafos
de Kneser respeita a conjectura de Erdgs e Hajnal. Outro resultado apresentado é de Gabor Tardos,
demonstrando que a familia dos shift graphs respeita a conjectura de Erdés e Hajnal. E por fim
apresentaremos algumas breves contribuigoes sobre os type graphs, mostrando casos que respeitam

a conjectura de Erdds e Hajnal.

Palavras-chave: ntiimero cromatico, cintura, grafo de Kneser, shift graph, type graph.
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Abstract

ENJU R. A. An Erdé&s-Hajnal conjecture. 2022. 56f. Thesis - Instituto de Matematica e Esta-

tistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2022.

A result by Erdgs shows that there exist graphs with arbitrarily large chromatic number and
girth. Thus a sufficiently large clique contains a subgraph with large chromatic number and girth,
but many graphs do not have a large clique, hence it is interesting to find a different condition
that guarantees the existence of a subgraph with large chromatic number and girth. A conjecture
by Erdds and Hajnal states that every graph with sufficiently large chromatic number contains
a subgraph with large chromatic number and girth. The objective of this text is to study this
conjecture.

The text begins with a brief discussion of triangle-free constructions. In particular, we show a
construction by Codenotti, Pudlak and Resta, based on projective planes.

The main topic begins with a proof by Rodl, that every graph with sufficiently large chromatic
number contains a triangle-free subgraph with large chromatic number. We follow with a proof that
every graph with sufficiently large chromatic number contains a large odd cycle.

We then show a result by Mohar and Wu, which shows that the Kneser graphs respect the
Erdés-Hajnal conjecture. Another result by Gabor Tardos proves that shift graphs also respect the
Erdés-Hajnal conjecture. Finally, we show some brief contributions about type graphs, showing

some cases that follow the Erd&s-Hajnal conjecture.

Keywords: chromatic number, girth, Kneser graph, shift graph, type graph.
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Capitulo 1

Introducao

Uma possivel abordagem para o estudo de grafos é por meio de seu niimero cromatico e de sua

cintura, pardmetros que dao informacoes sobre a estrutura global dos grafos.

Definigao 1.0.1. Uma coloragdo de um grafo é uma atribui¢ao de classes (chamadas de “cores”)

para seus vértices. Uma coloracao € dita propria se toda aresta tem extremidades de cores distintas.

Definigao 1.0.2. O nimero cromdtico de um grafo G, denotado por x(G), € o menor nimero de

cores mecessdrias para colorir propriamente os vértices de G.

Definigao 1.0.3. A cintura de um grafo G, denotada por g(G), € o comprimento de um menor

circutto de G.

Um exemplo fundamental de grafos com ntimero cromatico grande sao os grafos completos,
grafos em que todo par de vértices sao adjacentes, e logo cada vértice precisa de uma cor dnica.
Entao uma forma simples de aumentar o nimero cromatico de um grafo é inserir novas arestas, e
teremos que o nimero cromético se aproxima do nimero de vértices conforme o grafo se aproxima
de um grafo completo.

Dessa forma, parece natural que, para um grafo ter ntimero cromético grande, ele contenha uma
grande concentragao de arestas.

Por outro lado, grafos com cintura grande tém baixa concentragao de arestas, pois seus circuitos
nao podem conter cordas que gerem circuitos pequenos. Dessa forma temos que, localmente, um
grafo de cintura grande se assemelha a uma arvore.

Pode parecer intuitivo que um grafo com nimero cromatico grande tenha cintura pequena ou
vice-versa. Porém tal intuicao esté incorreta, e temos que existem grafos com ndmero cromético e
cintura arbitrariamente grandes.

Um primeiro passo para mostrar que existem grafos com ntimero cromatico e cintura arbitra-
riamente grandes é mostrar que existem grafos com niimero cromatico arbitrariamente grande e
livres de tridngulos, ou seja, com cintura pelo menos 4. Exemplos de construcoes de grafos livres de
tridngulos e com numero cromatico arbitrariamente grande incluem as construgdes de W. Tutte |[§]
e A. Zykov [23], a construc¢ao de Mycielski [20], e uma construgao baseada em planos projetivos |7].

Erdés mostrou que existem grafos com nimero cromatico e cintura arbitrariamente grandes |9].

Teorema 1.0.4. Para todo par de inteiros k,g > 0, existe um grafo de ordem k9 com nimero

cromdtico pelo menos k e cintura pelo menos g.



2 INTRODUCAO 1.0

Uma forma de interpretar o teorema de Erdés é, existe um inteiro ng = ng(k, g) tal que todo K,
com n > ng contém um subgrafo com ntmero croméatico pelo menos k e cintura pelo menos g.
Temos entao que se um grafo contém um clique de tamanho suficientemente grande, o grafo contém
um subgrafo com nimero cromaético e cintura grandes.

Porém, diversos grafos de interesse nao contém cliques grandes. Portanto, é interessante procurar
outra condicao que garanta a existéncia de subgrafos com nimero cromaético e cintura grandes.

Em [10], Erdds e Hajnal propoem a seguinte conjectura.

Conjectura 1 (Erdés e Hajnal, 1969). Para todo par de inteiros positivos k e g, existe um in-
teiro f(k,g) tal que todo grafo G com x(G) > f(k,g) contém um subgrafo H com x(H) > k
eg(H)>g.

Ou seja, para garantir a existéncia de um subgrafo com nimero croméatico e cintura grandes,
basta que o nimero cromatico do grafo seja suficientemente grande.

Podemos dizer que a conjectura é uma generalizacao do teorema de Erdds, no sentido de que nao
precisamos de um clique grande para garantir a existéncia de um subgrafo com nimero cromético
e cintura grandes, bastando apenas que o grafo “se comporte como um clique”, ou seja, que tenha
niimero cromético suficientemente grande para garantir a existéncia de um subgrafo com nimero
cromético e cintura grandes.

Neste trabalho, estudaremos alguns resultados sobre familias de grafos para as quais é co-
nhecido que a conjectura de ErdGs e Hajnal é verdadeira. Mostraremos que, para qualquer k,
existe f(k,4) [21], ou seja, que a conjectura de Erdds e Hajnal é verdadeira se g = 4. Assim como
mostraremos que, para qualquer g, existe f(3,g).

No capitulo 3 mostraremos que os grafos de Kneser respeitam a conjectura de Erdés e Hajnal [17],
especificamente mostraremos que grafos de Kneser suficientemente grandes contém blow-ups de
grafos de Kneser menores como subgrafos, e usando o Lema Local de Lovisz mostraremos que
blow-ups de grafos de Kneser contém subgrafos com niimero cromatico e cintura grandes.

No capitulo 4 mostraremos que os shift graphs respeitam a conjectura de Erdés e Hajnal [22]
por meio do Lema Local de Lovasz usando um método semelhante, porém nao idéntico, ao usado
com os grafos de Kneser. Assim como apresentaremos alguns breves resultados sobre os type graphs,
grafos que generalizam os shift graphs. Em particular, mostraremos algumas familias de type graphs

que respeitam a conjectura de Erdés e Hajnal.



Capitulo 2

Consideracoes Iniciais

2.1 Construcao livre de triangulos

Um primeiro passo para o estudo de grafos com niimero cromético e cintura grandes é considerar
a existéncia de grafos livres de tridngulos e com nimero croméatico grande.
Algumas construgoes bastante conhecidas incluem a construgao de Tutte [8], a construgao de

Zykov [23], e a construgao de Mycielski [20]. Uma construgao menos conhecida usa planos projetivos.

2.1.1 Construgao por Planos Projetivos

Uma construgao de Codenotti, Pudlak, e Resta de grafos livres de tridngulos e ntimero cromatico
grande faz uso de planos projetivos [7].
Um plano projetivo é definido por um par de conjuntos abstratos (P, L), onde P é chamado de

conjunto de pontos e L é chamado de conjunto de retas, e sao tais que:

1. Dados dois pontos de P, existe exatamente uma reta de L que contém os dois pontos.
2. Dadas duas retas de L, existe exatamente um ponto de P contido em ambas retas.

3. Existe um conjunto de quatro pontos de P tal que nenhuma reta de L contém mais do que

dois destes pontos.

Note que os plano projetivos nao sao euclidianos.

Dizemos que um plano projetivo finito é de ordem n se cada ponto estd contido em exata-
mente n + 1 retas.

Em um plano projetivo finito de ordem n, cada reta contém exatamente n+ 1 pontos, pois dada
uma reta [ e um ponto p ¢ I, temos n + 1 retas distintas passando por p, e cada uma dessas retas
intersecta [, logo | contém pelo menos n 4+ 1 pontos. E caso | contenha um (n + 2)-ésimo ponto,
entdo deve existir uma reta passando por tal ponto e por p, contradi¢do com o fato de que p estéa
contido em exatamente n + 1 retas.

Um plano projetivo finito de ordem n contém n? + n 4+ 1 pontos e n? 4+ n + 1 retas. Seja um
ponto p e considere as n + 1 retas que contém p. Temos que todo ponto do plano projetivo esta
contido em uma das retas que contém p, e cada reta contém n + 1 pontos, logo cada reta que passa

por p contém n pontos diferentes de p. Portanto temos n(n + 1) + 1 = n? + n + 1 pontos. De



4 CONSIDERACOES INICIAIS 2.1

forma semelhante, tome uma reta [ e considere os n + 1 pontos contidos em [. Por cada ponto de [
passam n + 1 retas, e toda reta intersecta I, logo temos n(n + 1) +1 = n? + n + 1 retas.

Sabe-se que existem planos projetivos para qualquer ordem da forma p", onde p é um primo.

Figura 2.1: O plano projetivo de ordem 2, conhecido como o plano de Fano.

O grafo de incidéncia de um plano projetivo (P, L) é um grafo bipartido com conjunto de
vértices PU L e arestas pl, onde p € P é um ponto que pertence a reta [ € L. Note que nao existem
circuitos de comprimento 4, de fato, o menor circuito do grafo de incidéncia de um plano projetivo

tem comprimento 6.

P I

Figura 2.2: Em um circuito de comprimento 4, temos que p e p’ pertencem as retasl e l' simultaneamente,
0 que nao pode ocorrer pela definicao de planos projetivos.

A construgdo de um grafo G livre de tridngulos e com numero cromético grande é feita da
seguinte forma. Seja (P, L) um plano projetivo de ordem n, e seja G seu grafo de incidéncia.
Defina G como o grafo cujo conjunto de vértices sdo os pares (p,l), onde p € P é um ponto
de | € L. Tomando uma ordenagao total arbitraria dos vértices de G, dois vértices (p,1) e (p/,1')
sao adjacentes se p # p/,l # U, (p,1) < (p/,') e p € I'. Mostraremos um limitante superior para o
ntmero de independéncia de G, para tanto usaremos um digrafo D tal que G é o grafo subjacente
de um subdigrafo de D.

O digrafo D mencionado acima tem os pares (p,l) como vértices, e existe um arco de (p,!)
para (p/,l')sep # p',1 # 1" e p € I'. Os triangulos de D sao circuitos dirigidos, pois caso contrario tais

triangulos corresponderiam a circuitos de comprimento 4 no grafo de incidéncia (veja Figura 2.3).



2.1 CONSTRUCAO LIVRE DE TRIANGULOS 5

(p3,13) D1 O h
D2 la
(p1, 1) (p2,12) 3 O l3

Figura 2.3: Um tridngulo que nao € um circuito dirigido em D (esquerda) corresponde a um circuito de
comprimento 4 no grafo de incidéncia (direita).

Para mostrar que G ¢ livre de tridngulos, suponha por contradi¢gao que G contém um tridngulo
formado pelos vértices (p1,11), (p2,l2) e (ps,l3). Sem perda de generalidade, digamos que (p1,1;) <
(p2,l2) < (ps3,l3). Pela definicao de G, temos que p; € la, p1 € l3 e py € l3. Entdo em D temos
que existe um arco de (p1,{1) para (p2,l2), de (p1,l1) para (ps,l3) e de (p2,l2) para (ps,l3), uma
contradigao, pois o tridngulos formado nao é um circuito dirigido.

Associamos ao digrafo D uma matriz M indexada pelos vértices (p,[) em ordem crescente, onde

L (p)=0,1)
M,y =9 -1 (p.)(,l') € um arco
0 caso contrario.

Note que a diagonal principal de M é composta apenas por entradas 1, logo o posto de M é
maior ou igual ao tamanho do maior conjunto independente, pois tal conjunto corresponde a uma
submatriz identidade de M.

Mostraremos que o posto de M é limitado superiormente por 2(n?4+n+1). Escrevemos M = AB,
onde A e B sao matrizes, como definidas a seguir.

A matriz A tem linhas indexadas pelos vértices de D e colunas indexadas pelos vértices de G,

onde

1 v=1
Appne=4-1 v=p
0 caso contrario.

A matriz B tem linhas indexadas pelos vértices de GGy e colunas indexadas pelos vértices de D,

onde

1 v=Ilouvel\p
By (pp) =
0 caso contrario.

Temos entao que

(AB)(p,l),(le’) = Z A(p,l)me(p’,l’) = By 1y = By, 1)
UEV(G[)

pois temos que o termo A, ;) , nao ¢ igual a zero apenas nos casos v =1 e v = p, e assim a soma ¢é

igual a A, 1)1 81, 1) A1) pBp, v ) = Bl 11y = By, 1r)- Segue que M = AB. Portanto, as colunas



6 CONSIDERACOES INICIAIS 2.2

de M sao combinagoes lineares das colunas de A, e logo o posto de M é limitado superiormente
pelo niimero de colunas de A, que é igual a |V (G)| = |P| + |L| = 2(n? +n + 1).

Considere apenas o tridngulo superior de M, e preencha o tridngulo inferior de forma simétrica.
Denotamos a nova matriz por Mg, as linhas e colunas de Mg sao indexadas por V(D) = V(G).

Note que

1 (p7 l) - (plul/)
(MG)(p,l),(p',l/) =4q4-1 (p,))(p/,l') é uma aresta em G

0 caso contrario.

Assim, G é o grafo subjacente de um subdigrafo de D. As colunas de Mg correspondentes a um
conjunto independente de G correspondem a colunas linearmente independentes de M. Entao temos
que a(G) é limitado superiormente pelo posto de M, que por sua vez, é limitado por 2(n? +n +1).

Como |V(G)| = (n®+n+1)(n+1) e a(G) < 2(n?+n+1), temos que x(G) > (n+1)/2. Entao

temos a seguinte proposicao.

Proposigao 2.1.1. O grafo construido, como descrito acima, a partir de um plano projetivo de

ordem 219K+ tem nidmero cromdtico pelo menos k e é livre de triangulos.

Como sabemos que existem planos projetivos de ordem poténcia de primo, entao tomando
ordem n = 2/1082k1+1 temos que existem um plano projetivo de ordem n, e o grafo construido a
partir deste plano projetivo tem nimero croméatico pelo menos k e é livre de tridngulos.

Ao comparar com o grafo encontrado pelo Teorema 1.0.4, temos que a construgao por planos
projetivos encontra um grafo livre de tridngulos e com ntmero cromatico pelo menos k com uma
quantidade menor de vértices.

O grafo encontrado pelo teorema de Erdds tem k'? vértices, e o grafo construido a partir do

plano projetivo tem O(n?) vértices, e temos que n = O(k), logo o grafo tem O(k3) vértices.

2.2 Lema Local de Lovasz

Um teorema que seré usado nos proximos capitulos é o Lema Local de Lovasz, um importante

resultado probabilistico enunciado a seguir, e demonstrado com base na prova de Alon e Spencer [2].

Teorema 2.2.1 (Lema Local de Lovasz). Seja {A1,---,Ap} um conjunto finito de eventos em um
espago de probabilidade arbitrdrio, e seja D = (V, E) um digrafo tal que V' é o conjunto de eventos
e cada evento A; € mutuamente independente de seus nao-vizinhos. Dizemos que D € o digrafo de

dependéncia dos eventos Ay, -+, Ay. Se existe uma fungao real x : {Ay,--- , Ap} — (0,1) tal que

B(4) < 2(4) [ (1—=(4y) ¥ie L],
(i,J)eE

entao

P(A; A AAy) > ﬁu — 2(A)).
i=1

Em particular, a probabilidade de nenhum evento de {Ay,--- , An} ocorrer é positiva.
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Demonstragao. (Teorema 2.2.1) Provaremos por indugao em |S| que para qualquer S C {1,--- ,n}

e qualquer ¢ € S, vale que
jeSs
O caso base |S| = 0 vale, pois P(4;) < z(A;). Entao, para a hipdtese de indugdo, suponha
que [S] > 0.Seja S1 ={j€S5:(i,j) € E} e So =5\ 5.

Temos que
PlAan N4 =PA N4 ]|P[ A4
jES jeS jES
—e(a AT AT AT P AT
jeS jEST leSs €S

Por outro lado,

PlAan NG| =Plan NG INA|P| A4
jES JEST €Sy €Sy

Por hipotese de inducao, temos que

JES1

P(AZ‘/\ /\ Aij

A Az)
€Sy

P4 |\4| = . (2.1)
jes Pl AAAA
JEST leSs

Como A; é mutuamente independente de todos os eventos com indice em Sy, temos o seguinte

limitante para o numerador de (2.1).

P Ai/\/\z‘Tj /\Il <P A /\Xl

JES1 leSs leSs
~ P(4) 22
<a4) [ (1 -a(a))
(i.9)eE

Podemos encontrar um limitante para o denominador de (2.1) por hipotese de indugao. Digamos
que S1 = {j1,J2, " ,jr}. Se r = 0, entao o denominador é 1, e logo concluimos a indugao. Caso

contrario,



8 CONSIDERACOES INICIAIS 2.3

P4 AT nen 4 [\ A
€Sy

1-P Aj1 /\Z[ 1-P Aj2 TMAAE
€Sy €Sy
(2.3)
1-P A, TﬁA‘~'AAjT_1AAE
€Sy

(1= 2(A5))(1 —x(Ap)) - (1 - z(4;,))

> 1 - =)

(3,7)EE

Y

Aplicando as inequagoes (2.2) e (2.3) em (2.1), temos que

v
1Sy

Pla NG| = ich
jes Pl A A |ANA
JEST leSs

Assim, concluimos a indugéo. E para completar a prova do Lema Local de Lovész, basta fazer

P (/\AZ) —(1— P(A1))(1 — B(AS[ A7) - (1 — P(Au[A7L A~ A1)
=1

> H(l — z(4)).
i=1
O

O Lema Local de Lovész permite provar a existéncia de estruturas de forma nao-construtiva,
mostrando que a probabilidade de tais estruturas existirem sao estritamente positivas, mesmo que
muito pequenas.

Em muitos casos, queremos provar a existéncia de estruturas muito complexas, de forma que
uma prova construtiva nao é uma opgao viavel. O Lema Local de Lovasz nos permite remover
muitas especificidades do problema, permitindo procurar uma prova sem as dificuldades inerentes
de uma prova construtiva. Uma desvantagem do Lema Local de Lovasz é, por se tratar de uma prova
nao-construtiva, nao obtemos um exemplo ou uma forma de construir a estrutura que buscamos ao
provar sua existéncia. Porém existem versoes algoritmicas do Lema Local de Lovész, em particular,

existe uma versao construtiva por Moser e Tardos [19].



2.3 GRAFOS LIVRES DE TRIANGULOS 9

2.3 Grafos Livres de Triangulos

Um possivel primeiro passo para o estudo da conjectura de Erdés e Hajnal é fixar cada parametro
com um valor nao-trivial mais simples. Consideraremos os casos em que g = 4, ou seja, que 0S
subgrafos que procuramos sao livres de tridngulos, e os casos em que k = 3, ou seja, que os
subgrafos contenham algum circuito impar.

Em [21] Rodl demonstrou que, para todo inteiro k, existe um inteiro f(k) tal que todo grafo com
nimero cromatico pelo menos f(k) contém um subgrafo livre de tridngulos e com ntimero croméatico

pelo menos k.

Teorema 2.3.1. Para todo inteiro k, existe um inteiro f(k) tal que todo grafo G com x(G) > f(k)

contém um subgrafo livre de triangulos H com x(H) > k.

Em termos da conjectura de Erdés e Hajnal, o Teorema 2.3.1 mostra que f(k,4) existe para
todo k. A prova de Rodl é bastante sucinta, feita por meio de uma indugao finita. Apresentaremos
tal prova a seguir.

Mostraremos que, para todo par de inteiros m e k, existe um inteiro ¢(m, k) tal que todo grafo
com numero cromatico pelo menos ¢(m, k) contém um subgrafo livre de triAngulos com nimero
cromatico pelo menos k ou contém um clique de tamanho m. E pelo teorema de Erddés, existe um m
tal que K, contém um subgrafo livre de tridngulos e com ntmero cromatico pelo menos k. Entao
tomando m adequado, todo grafo com namero cromético pelo menos ¢(m, k) contém um subgrafo

livre de tridngulos e com nimero cromético pelo menos k.

Lema 2.3.2. Para todo par de inteiros m e k, existe um inteiro ¢p(m, k) tal que todo grafo com nai-
mero cromdtico pelo menos ¢(m, k) contém um subgrafo livre de tridngulos e com nimero cromdatico

pelo menos k, ou contém um clique de tamanho m.

Demonstragao. (Lema 2.3.2) Provaremos por indugao em m. Claramente ¢(2, k) = 2 para todo k,
pois todo grafo com ntimero cromatico pelo menos 2 contém um Ko.

Dado um grafo G = (V, FE) e uma ordenagao < de seus vértices, seja L(v, G) o grafo induzido
pelos vizinhos & esquerda de v em G, ou seja, induzido pelos vértices adjacentes a v e menores que v

na ordenagao <.

Figura 2.4: Para cada vértice v, definimos o subgrafo L(v,G).

Suponha que ¢(m — 1, k) existe. Entao seja Gy um grafo tal que

X(Go) = (k = 1)?m=LR=L 41 = ¢(m, k).
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Seja < uma ordenacao dos vértices de Gy. Consideraremos os dois seguintes casos, se para
algum v temos que x(L(v, Go)) > ¢(m — 1, k), ou se x(L(v,Go)) < ¢(m — 1,k) — 1 para todo v.

No caso de x(L(v,Gy)) > ¢(m—1, k) para algum v, por hipétese de indugao, temos que L(v, Gg)
contém um subgrafo livre de tridngulos e com ntmero cromatico pelo menos k, ou contém um clique
de tamanho m — 1.

Se L(v,Gp) contém um clique de tamanho m — 1, entdo Gy contém um clique de tamanho m,
pois v é adjacente a todos os vértices de L(v,Gy), em particular é adjacente a todos os vértices
do clique de tamanho m — 1. E se L(v, Gy) contém um subgrafo livre de tridngulos e com nimero
cromatico pelo menos k, como L(v,Gp) é subgrafo de Gy, entdao Gy contém um subgrafo livre de
tridngulos e com ntmero cromatico pelo menos k.

No caso x(L(v,Gp)) < ¢(m — 1,k) — 1 para todo v € Gy, considere uma [-coloragao de
cada L(v,Gp), onde | < ¢(m — 1,k) — 1. Seja B o conjunto de vértices de L(v,Gp) de cor 1,
com i < I. Entdo Ul_, BY é o conjunto de vértices de L(v,Gy).

Considere a seguinte parti¢ao de E(Gy).

E(Go) = E1U---UEg(m_11)—15
E; = {{vj,v} :vj € BY,v € V(Go)}.

Ou seja, uma aresta {vj,v}, onde v; < v, estd na parte E; se vj recebeu a cor ¢ na [-coloragao

de L(v, Gy).

Figura 2.5: Cada aresta entre v e v; € L(v, G) recebe a cor de v; na coloragdo de L(v,G).

Mostraremos que existe ¢ tal que x(V(Go), E;) > k. Suponha que x(V(Go), E;) < k — 1 para
todo 7. Podemos colorir os vértices de Gy usando vetores da seguinte forma, cada vértice v de Gy é co-
lorido com um vetor w tal que w; é a cor atribuida ao vértice v na (k—1)-coloracao de x(V(Gy), E;).
Tal coloragao de Gy é propria, e usa no maximo (k — 1)‘z’(m*1’k)*1 cores, contradi¢do com o fato de
que x(Go) = (k — 1)?0m=Lk)=1 1 1 Portanto existe algum i tal que x(V(Go), E;) > k.

Basta mostrar que (V(Gy), E;) é livre de triangulos. Suponha por contradi¢do que existem
vértices v1, vy, v3 que formam um tridngulo em (V(Gp), E;), sem perda de generalidade digamos
que v1 < vy < v3. Como vy,vy < w3, temos que vy,ve € L(vs, Gy), e como vy,ve € (V(Gy), E;),
temos que v e vg receberam a cor ¢ na coloracdo de L(vs, Gp), contradicdo pois a aresta v;vo
estd em L(vs, Go), e logo v1 e vy ndo podem receber a mesma cor. Portanto (V(Gy), E;) é livre de

tridngulos.
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Figura 2.6: Se vivavs € um tridngulo em (V(Gy), E;), 0s vértices v1 e va recebem a mesma cor em L(vs, Go),
e logo vivy € uma aresta monocromdtica em L(vs, Go).

Logo para algum i, temos que (V(Gy), E;) € livre de triangulos e tem nimero cromético pelo
menos k.

Portanto, temos que para todo m, k, existe um inteiro ¢(m, k) tal que todo grafo com nimero
cromatico pelo menos ¢(m, k) contém um subgrafo livre de triangulos com nimero croméatico pelo

menos k ou contém um clique de tamanho m. O

Demonstragao. (Teorema 2.3.1)

Seja k o parametro do teorema. Pelo teorema de Erdés, existe um grafo livre de tridngulos e
com numero cromatico pelo menos k, entao seja m o numero de vértices de um menor grafo livre
de tridngulos e com ndmero cromético pelo menos k.

Pelo Lema 2.3.2, existe um inteiro ¢(m,k) tal que todo grafo com numero cromatico pelo
menos ¢(m, k) contém um subgrafo livre de tridngulos com ntmero cromatico pelo menos k, ou
contém um clique de tamanho m.

Pela escolha de m, um clique de tamanho m contém um subgrafo livre de tridngulos com ntmero
croméatico pelo menos k. Logo todo grafo com namero cromético pelo menos ¢(m, k) contém um
subgrafo livre de tridngulos e com niimero cromatico pelo menos k.

O]

Temos entao que a conjectura de Erdds e Hajnal vale para g = 4, ou seja, f(k,4) existe para

todo k. A conjectura estd em aberto para g > 4.

2.4 Numero cromatico na demonstragao de Rodl

Na segao anterior, mostramos que existe um inteiro ¢(m, k) tal que todo grafo com ntmero
cromatico pelo menos ¢(m, k) contém um subgrafo livre de tridngulos com nimero cromatico pelo
menos k, ou contém um clique de tamanho m. E tomando um valor conveniente de m, mostramos
que todo grafo com namero croméatico pelo menos ¢(m, k) contém um subgrafo livre de tridngulos
e com numero cromatico pelo menos k.

Temos entdo que f(k,4) < ¢(m, k). E interessante determinar o valor de ¢(m, k), para termos
um limitante superior para f(k,4).

Usaremos a notagao de flechas de Knuth [15], definida a seguir.
Definicao 2.4.1. Para inteiros a,b e n, temos que
ab sen =0

at"b=11 sen>1eb=0
at" (@t (b—1)) sen>1eb>1.
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Ou seja, a 1° b = ab, a 1 b representa a exponenciacao a®, e

aTn b:aTn_l (aTn—l (a Tn_l "'Tn_l a))

onde a operacio 1"~ ! ¢ aplicada b vezes. Em particular, note que

.a

attb=at(af(at ta) =g .
b b

Temos que m deve ser tal que K,, contém um subgrafo livre de tridngulos e com ndmero
cromatico pelo menos k. Temos pela construgao por planos projetivos [7] que existe um grafo livre
de triangulos e com niimero cromético pelo menos k com O(k?) vértices, em particular, podemos
tomar m = 2k3.

Sabemos que ¢(2,k) =2, e

o(m, k) = (k= )Pt 41,

Ao expandir o expoente ¢(m — 1,k) — 1, temos

p(m—1,k) —1=(k—1)¢m=2k-1 47 1
_ (k - 1)¢(m—2,k)—1'

Logo, ao abrir a recorréncia, temos que

(k=) PR =1
¢(m, k) = (k — 1)+~ +1,
onde k—1 ocorre m — 2 vezes, e ¢(2, k) —1 = 1. Portanto, temos que ¢(m, k) = 1+ (k—1) 11 m—2.
Temos entdo que f(k,4) <1+ (k—1) 11 (2k3 —2).

2.5 Grafos com Circuitos Impares Grandes

Outra possivel forma de estudar a conjectura de Erdds e Hajnal é fixar o valor de k. Em
particular, consideraremos o caso em que k = 3, ou seja, queremos garantir a existéncia de um
subgrafo H com cintura grande e ntimero cromético pelo menos 3. Note que como H deve ter
nimero cromético pelo menos 3, entao H deve conter um circuito impar, e como H deve ter cintura
grande, tal circuito impar deve ser grande.

Portanto, para mostrar que um grafo G contém um subgrafo com cintura grande e nimero
cromatico pelo menos 3, basta mostrar que G' contém um circuito impar grande.

Considere o seguinte resultado de Erdds [11].

Teorema 2.5.1. Se todo circuito impar de um grafo G tem comprimento no mdzimo 2r — 1,
entio x(G) < 2r.

Demonstraremos o Teorema 2.5.1 de acordo com a prova de Erdés detalhada por Bollobés em |[5].

Lema 2.5.2. Seja G um grafo 2-conexo contendo um circuito impar. Seja C' um circuito par em G.
Entao existem vértices x,y € C' e um caminho P entre x e y independente de C' tal que do(x,y) #

dp(z,y) (mod 2), onde di(z,y) denota a distdncia entre x ey em H.
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Demonstragao. (Lema 2.5.2) Existe um circuito impar que intersecta C' em pelo menos 2 vértices,
pois existe um circuito impar em G, e caso tal circuito nao intersecte C' em pelo menos 2 vértices,
como temos que G é 2-conexo, existem 2 caminhos distintos que conectam o circuito impar e C.

Denote um tal circuito por D = x1, 22, -- ,x94+1. Tome

V(IC)NV (D) ={xiy, Tig, -+ s @i 0 1 <ig < -+ <ip <2041}, 7> 2.

Suponha por contradi¢dao que a afirmagao do lema seja falsa. Ou seja, a distancia entre z;;
e x;,,, por C e a distancia por D tem a mesma paridade. E note que dp(w;;,zi;,,) = ij11 — ;.

Entao temos

dc(xij,ﬂfij+1) = ij+1 — ij (mod 2), 1< j <,

do(x;,., i) =11 —ir + 1 (mod 2).

Somando as congruéncias acima, temos que o lado esquerdo é 0, pois C' é um circuito par, e o
lado direito é 1, uma contradi¢ao. Portanto, para algum par de vértices x,y de C' e algum caminho P

entre x e y independente de C, temos que do(x,y) Z dp(z,y) (mod 2). O

Demonstrag¢ao. (Teorema 2.5.1) A demonstragao sera feita por contraexemplo minimal. Suponha
que o teorema nao seja verdadeiro, e seja G um grafo de menor ordem que é contraexemplo para o
teorema. Ou seja, todo circuito impar de G tem comprimento no maximo 2r — 1, mas x(G) > 2r.

Para todo vértice z € V(G) temos que x(G — x) = 2r, pois |G — x| < |G| e todo circuito
impar de G — x tem comprimento no méximo 2r — 1. Logo §(G) > 2r, pois como para qualquer
vértice z removido de G, o nimero cromético se reduz para 2r, entdo ao adicionar z de volta
ao grafo, o ntimero cromético deve aumentar, indicando que = é adjacente a todas as 2r cores, e
logo adjacente a pelo menos 2r vértices. Seja Q = x1,x2, -+ ,24 um caminho mais longo em G.

Logo I'(x1) C {x2,23, -+ ,24}. Sejam

J= {Z Tx; € F(«Tl)}7

J = max(J).

Entao |J| > 2r, pois como ) é um caminho mais longo em G, todo vizinho de x; estd em @,
e para todo i > r, temos que 2i +1 ¢ J e j —2i+ 1 € J (veja Figura 2.7). O grafo G contém o
circuito C' = x1,x2, -+ ,x;, logo j é par. Entao j > 4r, pois todo indice impar a partir de 2r + 1
nao pode estar em J, e todo indice impar até j — 2r 4+ 1 nao pode estar em J, e como J contém

pelo menos 27 elementos, o maior elemento de J é pelo menos 4r.
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M e\
|\ )

x1 X2 X2 L2541

1 Tj—2i+1 Ly

Figura 2.7: Se2i+1€ J ouj—2i+ 1€ J, podemos determinar um circuito fmpar de comprimento pelo
menos 2r + 1.

Renomeamos os vértices de C' de forma que C' = y1ys - - - y;. Pelo Lema 2.5.2, existe um cami-
nho P de comprimento p entre dois vértices de C', sem perda de generalidade, digamos que os dois
vértices sdo y1 e Y, e p Z | (mod 2). Entao y1y2 - - - yiPy1 e yyi+1 - - - y1 Py; sdo circuitos impares, e a
soma de seus comprimentos é pelo menos 4r +2, logo algum dos circuitos impares tem comprimento

pelo menos 2r + 1, uma contradigao. O

Pelo Teorema 2.5.1, todo grafo G com x(G) > 2r+1 contém um circuito impar de comprimento
pelo menos 2r+1. Entao em termos da conjectura de Erdés e Hajnal, temos que f(3,2r+1) < 2r+1.
De fato, temos que f(3,2r + 1) = 2r + 1 pois claramente K5, nao contém um circuito impar de
comprimento pelo menos 27 + 1, portanto nem todo grafo com nimero cromatico 2r contém um
circuito impar de comprimento pelo menos 2r + 1.

Note que ao tomar um valor par de g, queremos um circuito impar de comprimento pelo me-
nos 2r, o que é equivalente a procurar um circuito impar de comprimento pelo menos 2r + 1, logo
temos que f(3,2r) = f(3,2r +1).



Capitulo 3

Grafos de Kneser

Definigao 3.0.1. Um grafo de Kneser de parametros n e r, denotado KG(n,r), é um grafo cujos

vértices sao todos os r-subconjuntos de [n], e dois vértices v e w sao adjacentes se v Nw = ().

Figura 3.1: Grafo de Kneser KG(5,2), isomorfo ao grafo de Petersen.

Bojan Mohar e Hehui Wu demonstraram em [17] que a conjectura de Erdds e Hajnal é verdadeira
para os grafos de Kneser. A seguir serdo apresentadas algumas nogoes preliminares, seguidas pela

demonstracao do resultado de Mohar e Wu.

Definigdo 3.0.2. Seja G um grafo. O blow-up de G de poténcia m, denotado por G, é um grafo
obtido de G substituindo cada vértice por um conjunto independente de tamanho m, e para cada
aresta vy de G, temos um grafo bipartido completo K, ,, entre os m-conjuntos correspondentes aos
vértices x e y. O conjunto independente de tamanho m obtido de um vértice é chamado de blow-up

do vértice, e o grafo bipartido completo obtido a partir de uma aresta € chamado de blow-up da

aresta.

15
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Ky

Figura 3.2: Blow-up de Ky de poténcia 3.

3.1 Numero cromatico

Afirmacgao 3.1.1. O ndmero cromdtico de KG(n,r) =n —2r+2 sen > 2r, e 1 caso contrdrio.

Se n < 2r, quaisquer dois r-subconjuntos de [n] contém um elemento em comum, e logo o
grafo KG(n,r) nao contém arestas. Portanto x(KG(n,r)) = 1.

Se n > 2r, podemos colorir KG(n,r) com n — 2r + 2 cores da seguinte forma.

min(v) se min(v) <n —2r+2
cor(v) =
n—2r+2 se min(v) >n —2r + 2.
Para cada cor min(v), min(v) < n — 2r 4+ 2, o conjunto de vértices coloridos com a cor min(v)
é independente, pois todos os vértices compartilham o elemento min(v). E o conjunto de vértices
coloridos com a cor n—2r+2 é independente, pois todo vértice é um r-subconjunto de [n—2r+2,n],
ou seja, um r-subconjunto de um conjunto de tamanho 2r — 1, e logo pelo principio da casa dos
pombos, todo par de vértices tem algum elemento em comum.
Entao x(KG(n,r)) < n — 2r + 2. Kneser conjecturou que x(KG(n,r)) =n —2r+2 [l4], ¢ a

conjectura foi provada por Lovasz [16], por meio do teorema de Borsuk-Ulam [6].
Definigao 3.1.2. A d-esfera unitdria S ¢ o conjunto de pontos {x € R : |z = 1}.

Teorema 3.1.3 (Borsuk-Ulam). Para toda func¢io continua f : S¢ — R? da d-esfera para o d-

espago, existem pontos antipodas x* e —x* que sao mapeados no mesmo ponto f(x*) = f(—z*).

A prova sera baseada na versao em Aigner e Ziegler [1], e faz uso da versao de Greene do teorema

de Borsuk-Ulam [13] a seguir.

Teorema 3.1.4. Se a d-esfera S® ¢ coberta por d + 1 conjuntos Uy, Us, -+ ,Ugy1, tal que os pri-
meiros d conjuntos Uy, --- ,Ug sao abertos ou fechados, entdo algum dos d + 1 conjuntos contém

pontos antipodas x* e —x*.

Considere a seguinte formulagao topologica do problema de colorir os vértices de KG(n,r)

usando apenas n — 2r + 1 cores.
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Seja d = n — 2r. Considere 2r + d pontos em posicdo geral na esfera S9! e seja V(n,r)
o conjunto de todos os r-subconjuntos dos 2r 4 d pontos na esfera. Suponha que os elementos
de V(n,r) estejam particionados em d + 1 classes, V(n,r) =V jU---UVy ;.

Parai=1,--- ,d+ 1, tome

0, ={z¢€ S4+1 . O hemisfério aberto H, com polo = contém os pontos de algum

r-conjunto de V;}.

Figura 3.3: Hemisfério aberto H, em S2.

Note que cada O; é um conjunto aberto, e o conjunto fechado C' = S\ (O; U--- U Oy 1),
junto com os conjuntos O;, com i = 1,---,d 4+ 1 cobrem S9!, Pelo Teorema 3.1.4, algum dos
conjuntos O; ou C contém pontos antipodas z* e —z*.

Mostraremos que o conjunto C' nao pode conter pontos antipodas. Suponha que C' contenha
pontos antipodas z* e —z*. Pela definicdo do conjunto C, o hemisfério H,+ contém no méaximo r — 1
pontos, pois caso contrario o hemisfério com polo x* conteria os pontos de um r-conjunto de V;
para algum ¢, e logo * € C'. De mesma forma, o hemisfério H_,« contém no méaximo r — 1 pontos.

Portanto, temos que pelo menos n — 2r 4+ 2 = d + 2 pontos estao em Hy+ N H_,«, ou seja, d + 2
pontos estao em um mesmo plano que contém a origem, uma contradi¢dao, pois os pontos estao em
posicao geral.

Portanto, algum conjunto O; contém pontos antipodas x* e —z*, e logo existem r-conjuntos
A BeV;,com A€ Hy« e Be H_;+, e como Hy« e H_,« s&o disjuntos, temos que A e B sao

disjuntos.
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Figura 3.4: Hemisférios disjuntos Hy« e H_,« contendo os r-conjuntos A e B, respectivamente.

Entao concluimos que existem vértices A e B adjacentes que recebem a mesma cor. Logo nao
existe uma coloragao propria com d+ 1 =n — 2+ 1 cores.
Entao temos que x(KG(n,r)) > n — 2r + 2. Portanto x(KG(n,r)) =n — 2r + 2.

3.2 Prova da conjectura de Erdss e Hajnal para grafos de Kneser

Mostraremos que os grafos de Kneser respeitam a conjectura de Erdds e Hajnal.

A prova sera feita da seguinte forma, mostraremos por meio do Lema Local de Lovasz que se um
grafo tem ntmero croméatico pelo menos k, entao um blow-up com poténcia suficientemente grande
do grafo contém um subgrafo com cintura grande e nimero croméatico pelo menos k.

Mostraremos também que blow-ups de grafos de Kneser sao subgrafos de grafos de Kneser
maiores.

Entao concluiremos que grafos de Kneser com niimero cromético suficientemente grande contém
blow-ups de grafos de Kneser menores, que por sua vez contém um subgrafo com ntimero croméatico

e cintura grandes.

Teorema 3.2.1 (Mohar e Wu [17]). Suponha que G é um grafo com A(G) < A e x(G) > k para
algum k suficientemente grande. Suponha que m é um inteiro maior que k(kA)?9~*. Entdo existe

um subgrafo H de G com cintura maior que g e nimero cromdtico maior que k.
Para demonstrar o Teorema 3.2.1, usaremos o seguinte lema.

Lema 3.2.2. Dado um grafo G com x(G) > k, seja H um subgrafo de G™M) . Suponha que para
toda aresta ab de G, e quaisquer subconjuntos X,Y contidos nos blow-ups de a e b respectivamente,
com | X| > 2 e Y| >, eviste uma aresta entre X eY em H. Entao x(H) > k.

Demonstra¢ao. (Lema 3.2.2) Seja G um grafo com x(G) > k, e seja H um subgrafo de Gm)
tal que para toda aresta ab de G e quaisquer subconjuntos X,Y contidos no blow-up de a e b,
respectivamente, com | X| > 7' e [Y| > 7, existe uma aresta entre X e Y em H. Por simplicidade,
suponha que k divide m. Para cada vértice a de G, seja ag o blow-up de a, ou seja, ag é o conjunto

de m vértices correspondentes ao vértice a em G,



3.2 PROVA DA CONJECTURA DE ERDOS E HAJNAL PARA GRAFOS DE KNESER 19

Suponha por contradi¢ao que H pode ser colorido com até k cores, e fixe uma k coloracao de H.
Como apy tem m vértices e H pode ser colorido com k cores, pelo principio da casa dos pombos
alguma cor é usada pelo menos m/k vezes em cada apy. Entdo para cada vértice a de G, seja c(a)
uma cor que ocorre pelo menos m/k vezes em ay na coloragao fixada.

Para cada aresta ab de G, seja A o conjunto de vértices de ay de cor c¢(a) e seja B o conjunto
de vértices de by de cor ¢(b). Entao temos que |A| > m/k e |B| > m/k, e logo pela escolha de H,

existe uma aresta entre A e B. Logo c(a) é diferente de ¢(b).

Figura 3.5: O blow-up de cada vértice contém alguma cor que ocorre pelo menos m/k vezes.

Temos portanto que para cada aresta ab de G, a cor ¢(a) é diferente da cor ¢(b), entdao podemos
colorir cada vértice a de G com a cor ¢(a) e obteremos uma k-coloragao de G. Contradi¢ao, pois
temos que x(G) > k.

Portanto, H nao pode ser colorido com apenas k cores.

Demonstragao. (Teorema 3.2.1)

Seja k > 1000, s := m/k, X := 1/4g e p := s*~1. Seja H um subgrafo aleatério de G™)_ onde
cada aresta é escolhida independentemente com probabilidade p.

Para cada circuito C' de comprimento no méaximo g em G, seja Ac o evento de todas as
arestas de C estarem em H. A probabilidade de Ag é a probabilidade de cada aresta de C ser
escolhida, portanto temos que P(A¢) = pl€l = sA=DICl Se para todo C vale que A¢, entdo a
cintura de H é maior que g.

Seja B um subgrafo do blow-up de uma aresta de G isomorfo a K, ,. Seja Ap o evento de H
nao conter nenhuma aresta de B. Temos que P(Ap) = (1 — p)sz <e P’ =" Se para todo B
vale que Ap, entdo para cada aresta ab de G e quaisquer subconjuntos X,Y contidos nos blow-ups
de a e b respectivamente, com | X| > s e |Y| > s, existe uma aresta entre X e Y em H.

Queremos mostrar que existe um subgrafo H de GU™ onde vale A para todo circuito C

com |C| < g e vale Ap para todo B = K 5. Entao mostraremos que

P N A |al A 4s] | >0 (3.1)

IC|<g B=K; s

Mostraremos que (3.1) vale usando o lema local de Lovéasz.
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Seja A a uniao do conjunto dos eventos A¢ para |C| < g com o conjunto dos eventos Ap para B

isomorfo a K, s. Queremos mostrar que para cada A € A, existe y(A4) € (0,1) tal que

P(A) <y(4) [ 1-yD)) vAeA,
DET(A)

onde I'(A) é o conjunto dos eventos que nao sao independentes de A.

Primeiramente, analisaremos o ntimero de eventos que nao sdo independentes de cada evento Ag
e cada evento Ap.

Considere um circuito C' com |C| < g. Como A(G™)) < mA, entdo C compartilha arestas
com no maximo |C|(mA)Y =2 = |C|(skA)I~2 circuitos de comprimento j em G(™), assim como
compartilha arestas com no méaximo |C| (";)2 copias de K s.

Logo cada evento A¢ ndo ¢ independente de no méximo |C|(skA)/ =2 outros eventos Ac;,
onde Cj é um circuito de comprimento j, e nao é independente de no maximo |C/| (T)2 eventos Ap
com B isomorfo a K .

Considere uma cépia B de K, . Existem no maximo s2(skA)7=2 circuitos de comprimento j
em G(™) que compartilham arestas com B, e existem no maximo (TS”)2 copias de K s que compar-
tilham arestas com B.

Logo cada evento Ap nio é independente de no maximo s%(skA) =2 eventos Ac onde C é
um circuito de comprimento j, e nao é independente de no maximo (T:)Q eventos Ap,, onde B; é
isomorfo a K .

Para cada circuito C' com |C| < g, seja yjo := y(Ac) = P(Ap)1 = s~ (1-A2I01 < g(A-DIC] ¢
seja yo = y(Ap) = e %" ~ P(Ap)*0.

Note que como s > (kA)?9~* entdo claramente s > 3.4, e logo yo < 0.19. Como |C| > 3
e |C| < g, note também que

@ -1)|C| _ 1 1
Yoy < s = Joclzg S 05

e logo temos que y|c| < 0.19.

Queremos mostrar que

P(Ac) <ye [[ 1 -wuD)),
DeT(Ac)

PAg)<w [ (1—u(D)).
Del'(Apg)

Como para cada evento A temos que y(A) € (0,1), e sabemos um limitante superior para o

nimero de eventos que nao sao independentes de A, temos que

[T (=)@ ) (1 =) < T (- w(D)),

3<j<g Del'(Ac)

[T a-u) 7 | a-y) < T a-yD))

3<7i<g Derl'(Ag)

Entao basta mostrar que
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P(Ac) <y | TT (- wy)/017 2 | (1= ) €10, (3.2)
3<j<g

P(Ap) <wo [ T[T (1—y) @ ) (1 — ) (9, (3.3)
3<j<g

Para simplificar os célculos, tomaremos o logaritmo das desigualdades.

(A=1)

Primeiramente, consideremos a desigualdade (3.2). Como P(A¢) = s 1) o logaritmo da

desigualdade (3.2) é

2
(= DICllog(s) < og(ycr) + 3 [C1(sk) 2 1og(t = 35) +11(" ) tog(1 ~ o)

3<j<g

Como log(yjc|) = —(1 — A)?|C|log(s), temos que

2
(= 1)log(s) < ~(1 = 1) 1og(e) + 3 (skAP1og(1—35) + () tog(1 ~ o)
3<j<g

Somando (1 — \)?log(s) aos dois lados da inequagao, obtemos

2
(A2 — \)log(s) < Z (skA) 2 log(1 — y;) + <T> log(1 — yp).
3<j<g

Por conveniéncia, podemos multiplicar a inequagao por —1, e temos

2
(= og(s) = = 3 (k) 2Hog(t — 5) — () Tox(1 o)

3<ji<g

Note que 0.91log(1—2) > —z para 0 < z < 0.19, entao — log(1—2) < 2/0.9, e temos que yo < 0.19

e y; < 0.19, entao basta mostrar que

2
1 -\ log(s) > Ay=2 Y ()0
ML= Nlog(s) > 3 (shay 2 ()
3<j<g

—0.5s11>

(17’\)2j e yo = e s

Como y; = s~

2
0.9M1 — A)log(s) > > (skA)y 25~ 1=V ¢ <m> 055
3<j<g 5

e como s~ (17N < sA=1J para mostrar que a desigualdade (3.2) vale, basta mostrar que

2
0.9A(1 — \)log(s) > 3 s@GADI(skAY 2 4 7055 <Sk> . (3.4)
S
3<j<g

Agora consideraremos a desigualdade (3.3). Tomamos o logaritmo da desigualdade (3.3), e

como P(Ap) < e=s"™ temos que
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2
—s1 T < 0551 4 Z s%(skA) 2 log(1 — y;) + <TZ> log(1 — yo).
3<j<g

1+A

De forma semelhante & inequagao anterior, podemos somar 0.5s aos dois lados da inequagao

e multiplicar por —1, e obtemos

2
0.5511 > — Z s*(skAY 2 log(1 — y;) — (2) log(1 — yp).
3<i<g

Como —log(1l — z) < 2/0.9 para 0 < z < 0.19, e temos que yg < 0.19 e y; < 0.19, entdo basta

mostrar que

2
0551 > 2( gAY 2 Yj my Yo
s> E s%(skA) —0'9+ =

3<j<g

C(1-N)25 _0.5s1+A .
e temos que y; = s (A=2% ¢ yg = 705" assim

2
04551 > Z $2(skAY 25~V 4 (ZL) (055
3<j<g

Como s~ (17V% < sA=1J para mostrar que a desigualdade (3.3) vale, basta mostrar que

2
0.431+)‘ > 3;9 8(2)\—1)j52(8kA)j—2 + 6—0.5sl+’\ <SS]{7> . (3.5)

Portanto, para concluir a aplicagdo do lema local, basta mostrar que as desigualdades (3.4)
e (3.5) valem.

Temos o seguinte limitante superior para a somatoéria da inequagao (3.5).

Z 8(2)\—1)j52(sk,A)j—2: Z SZAj(kA)j—Q

3<j<yg 3<j<yg
= > SPV(RAY T4 (kA
3<j<g-1
SPEA((sPRA)ITE 1) oy -2
- sPAEA — 1 + s (RA)
SPIRAY2 o
g 9—2
S2AEA — 1 s (kA)
2\g A g—2
< S (]IO ) + SQAg(kA)g—Q

= 11522 (kA)I 2
= 1.1s"5(kA)9 2.

Como s = m/k > k(kA)2974/k = (kA)2974, temos que s"° > (kA)972, e logo temos
que 1.15%°(kA)972 < 1.15%°5%5, Portanto,

Z sPADI2(skA) 2 < 1.1s.
3<j<g
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Concluimos também o seguinte limitante superior para a somatoéria da inequacao (3.4).

Z sPADI(skAY 2 < 11571
3<7<g

055112 (sk)Z.

Mostraremos agora um limitante superior para o termo comum e s

Como (SSk)Q < (ek)?s, temos que

2
670.581+)‘ <Sk> < <670.53>‘ (6]41)2)5

S

_ <6—0.55>‘+2+210g(k))s

294 294
Temos que s > (kA)29~% logo s* > (kA) % | e como g > 4, temos que (kA) 49 > (kA)Y4,
Note que (kA)Y/* > 4(1 4 log(k)), pois temos pelo teorema de Brooks que A > k, logo temos
que (kA)Y* > (K%)Y/* = k12 ¢ como temos que k > 1000, entdao k'/2 > 4(1 + log(k)).

Entao

(6—0.55>‘+2+210g(k)>8 < (e—0.5(4+410g(k))+2+2log(k)>S

()
=1

2
Portanto e~ 05" (Ssk) < 1.

Para concluir que as desigualdade (3.4) e (3.5) valem, basta mostrar que

0.9A(1 — M) log(s) > 1.1s71 +1

0.4s' > 115+ 1.

Temos que s > (kA)29~4 e é razoéavel supor que g > 4.
Entdo para a primeira inequacdo, note que s—' < 227! elogo 1.1s71 +1 < 1.1/22 +1 = 1.05.

Logo basta mostrar que
1.05

1 > —.
Aog(s) 2 55—
Como A = 1/4g, temos que (1 — \) = (49 — 1)/4g, e logo

1.05  1.05 4g
0.9(1—X) 09491

Como g > 4, temos que 4g/(4g — 1) < 16/(16 — 1) = 16/15, entdo para mostrar a primeira

inequagao, basta mostrar que

1.05 16
Al > =920 1o
08(5) = 59 15

Entdo basta que log(s) > 4¢1.25 = 5g. Ou seja, basta que s > €%9. Como temos que k > 1000,

entdo kA > €5, e logo
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s> (kA)29~4

> (65)2974

_ 610g—20

Logo, basta que e'%9720 > €59 ou seja, que €’ > €?’. E como temos que g > 4, a primeira
inequacao é verdadeira se k é suficientemente grande.
Para mostrar a segunda inequacao, note que 0.1s > 1, logo 1.2s > 1.1s+ 1, entdo basta mostrar

1+A

que 0.4s > 1.2s. Ou seja, basta mostrar que s* > 3.

Como s > (kA)?9~% e \ = 1/4g, basta que

(kA)?9~1 > 319 = 819,

Se k, A > 9, e como g > 4, a segunda inequacao é verdadeira.
Portanto com probabilidade positiva, o subgrafo H de G™ nao contém circuitos de comprimento
no méximo g e contém pelo menos uma aresta de cada K 5. E temos pelo Lema 3.2.2 que x(H) > k,

portanto H tem ntmero cromatico maior que k e cintura maior que g. 0

Mostraremos agora que grafos de Kneser suficientemente grandes contém blow-ups de grafos de

Kneser menores com poténcia grande.

Teorema 3.2.3 (Mohar e Wu [18]). Sejam n,r,t e x inteiros nao-negativos tais que 0 < r < n
ex < rt. O grafo de Kneser KG(nt,rt — x) contém o blow-up de KG(n,r) com poténcia (T(tx_l))
como subgrafo. Ademais se x < t, KG(nt,rt — x) contém o blow-up de KG(n,r) com poténcia (;t),

e se x =t, contém o blow-up de KG(n,r) com poténcia (g) — 7.

Demonstragao. (Teorema 3.2.3) Seja G = KG(nt,rt — x) e H = KG(n,r). Podemos representar
os vértices de G como os subconjuntos de tamanho (rt — z) de [n] x [t], e os vértices de H como os

subconjuntos de tamanho 7 de [n].

t 9

1 D
3 M M
N\ N\
N T
2 (DD
1 S O D)
1 2 3 4 n 1 2 3 n

Figura 3.6: Um vértice de G (esquerda), e um vértice de H (direita).
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Dado um veértice A € V(G), seja f(A) = {a € [n] : (a,b) € A para algum b € [t]}, ou seja, f(A)

¢é a projecao de A em [n].

R
L

)
N

@

B S

Figura 3.7: Projecio de um vértice de KG(nt,rt — x) em [n].

Note que se para dois vértices A, B de G, temos que f(A) N f(B) =0, entao AN B = (). Logo,
se |f(A) = |f(B)| =re f(A) e f(B) sao adjacentes em H, entdo A e B sdo adjacentes em G.
Para cada vértice X € V(H), se f(A) = X para algum vértice A de G, entdao A é um subconjunto
de X x [t].

Se x < t, como A C X X [t] é um conjunto de tamanho rt — x, pelo principio da casa dos
pombos, temos que f(A) = X. Entao existem (';) vértices de G que sao projetados em X por f.
Temos entao que G contém o blow-up de H de poténcia (;t)

Se x = t, dentre os possiveis (rt — z)-subconjuntos de X x [t] temos 7 casos onde f(A) # X, no
caso, os subconjuntos que contém todos os elementos de (X \ v) x [t] para cada v € X. Portanto,
temos que G contém o blow-up de H de poténcia (7;) -

No caso geral, podemos considerar os (rt — z)-subconjuntos de X X [t] que contém todos os
elementos de X x {1}. Nesse caso, claramente f(A) = X e temos ((Ttr_t;;_r) = (T(Z(_t;)l_)z) = (r(:l))
tais subconjuntos. Portanto, G contém o blow-up de H de poténcia (T(tw_l)). ]

Afirmacgao 3.2.4. Se a; > aa, o grafo de Kneser G1 = KG(a1,b) contém Go = KG(aa,b) como
subgrafo.

Demonstragao. (Afirmagao 3.2.4) Os vértices de G sdo os b-subconjuntos de [az], e como a; > ag,
todo vértice de Gy é um b-subconjunto de [a1]. Logo todo vértice de Go tem um vértice equivalente

em (1, e se dois vértices sao adjacentes em (o, os vértices equivalentes em G sdao adjacentes. [
Corolario 3.2.5. A conjectura de Erdds e Hajnal € verdadeira para os grafos de Kneser.

Demonstragao. (Corolario 3.2.5) Sejam k e g os pardmetros da conjectura de Erdgs e Hajnal, e seja x
um inteiro tal que z > 14gk?log(k) e > k*. Mostraremos que todo grafo de Kneser KG(2n,n —
2x), para algum n, contém um subgrafo com ntmero cromético pelo menos k e cintura pelo menos g.
E assim, mostraremos que todo grafo de Kneser com ntimero croméatico pelo menos 4z + 2 contém

um subgrafo com nimero cromatico pelo menos k e cintura pelo menos g.
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Primeiramente, mostraremos que se todo grafo de Kneser KG(2n,n — 2z) contém um subgrafo
com ndmero cromético pelo menos k e cintura pelo menos g, entao todo grafo de Kneser com niimero
cromatico pelo menos 4x 4+ 2 contém um subgrafo com niimero cromético pelo menos k e cintura
pelo menos g.

Suponha que KG(2n,n — 2x) contém um subgrafo com numero cromatico pelo menos k e
cintura pelo menos g. Seja Gg = KG(a,b) um grafo de Kneser tal que x(Go) > 4z + 2, e seja n tal
que n — 2z = b. Ou seja, G é o grafo de Kneser KG(a,n — 2x). Note que como 4z + 2 < x(G),
e pela Afirmacao 3.1.1 temos que x(Gp) = a —2n +4x + 2, entdo 4o +2 < a—2n+4x + 2, ¢
portanto a > 2n.

Se a = 2n entdo Gy = KG(2n,n — 2x), e portanto contém um subgrafo com nimero croméatico
pelo menos k e cintura pelo menos g. Caso contrario temos que a > 2n, entao pela Afirmagao 3.2.4,
o grafo de Kneser KG(a,n—2z) contém KG(2n,n—2x) como subgrafo, e logo contém um subgrafo
com numero cromético pelo menos k e cintura pelo menos g.

Agora basta provar que K G(2n, n—2z) contém um subgrafo com nimero croméatico pelo menos k
e cintura pelo menos g.

Consideraremos separadamente os casos n > x/(3 — 5) e n < x/(5 — 5%).

No caso n > z/(3 — 5 ), seja G = KG(2n,n — 2z) e seja t = x/k. Pelo Teorema 3.2.3, temos
que G contém o blow-up de H := KG(2n/t,(n — x)/t) com poténcia m = ((”_I)ét_l)/t). Por

simplicidade, vamos assumir que os resultados das divisdes sao inteiros. Cada vértice de H tem

(n+x)/t) _ ((n+x)/t

grau ((n_x) It 2/t ), que é limitado superiormente por

A= ((n+2) /6"

= (”+k> .
T

Temos que G contém H(™) como subgrafo. Vamos mostrar que H(™ contém um subgrafo com
niimero cromético pelo menos k e cintura pelo menos g usando o Teorema 3.2.1. Como sabemos
que x(H) = 2k + 2 > k, basta mostrar que m > k(kA)29~4.

Seja z tal que 7 = 2 + 2z. Temos que z > %, pois

2+2z=n/x
(Lo
2 2k
C(k-1\""
O\ 2k

2%

k—1
Logo14+z>k/(k—1)=1+1/(k—1), e portanto z > 1/(k —1) > 1/k.

Temos as trés seguintes desigualdades, demonstradas a seguir.

n—x

t—1
>+ 3.6
X 21+ (3.6)
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>2k(29—4) — G4 22)%(2974)

(241
xr

< (14 2)%/2,

k?g(Qk-‘rl) < (1 +Z)x/2

Para mostrar a desigualdade (3.6), temos que
1

() ()

x t x
1+2
I P ey
Entao, queremos mostrar que
1+2
1422 — t “>142,

equivalentemente, queremos mostrar que

142
z > + Z.
t
Como t, z > 0, entao basta mostrar que
1
t> i 22.
-z

Temos que t = z/k e k > 1/z, entdo basta que

T
—>k+2.
w = +

Como z > 14gk?log(k), entdo x/k > k + 2 e logo a desigualdade (3.6) vale.
Para a desigualdade (3.7) temos que (3 + 22)2#(294 < (34 32)%9 = 3%9(1 4 2)**9_entao basta

mostrar que
349 (1 4 )49 < (14 2)*/2,

Equivalentemente, basta mostrar que
319 < (14 27249,

Como % < z, temos que
1 z/2—4kg
<1 + k) < (14 2)%/2 4k,
e como z > 14gk?log(k), entdo
1 7gk? log(k)—4kg 1 x/2—4kg
1+ - <|(14=
(%) <(+3)

Logo, basta mostrar que
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1 > 7gk? log(k)—4kg

1 kg(Tklog(k)—4)
_ <1 " ) |

Equivalentemente, basta mostrar que

\ 1\ 7k log(k)—4
3 1+ — .
<(1+3)

Temos que 2klog(k) > 4 para k > 2, entao

1\ 7k log(k)—4 1\ 7k log(k)—2k log(k)
<1 + > > (1 + ]C)

k
1 5k log(k)
=(1+—+ .
(+3)

Note que (1 + %)Qk > ¢ para todo k > 1, logo

1\ 5k log(k) 1\ 2 2.5log(k)
(1+%) :((”k) )

> 62.510g(kz)'

Portanto, basta que 3* < ¢251°8(k) o que ocorre para todo k > 6. Portanto a desigualdade (3.7)

vale.

Para a desigualdade (3.8), como e < (1 + 1/k)¥*! para todo k > 0, temos

k2g(2k+1) _ 62g(2k+1) log(k)

1 (k+1)2g(2k+1) log(k)

1 (2k2+3k+1)2g log(k)

Como ,1, < z, temos que

E20(2k+1) (1+ Z)(2k2+3k+1)2glog(k)'

Para k > 3, temos que 2k? + 3k + 1 < 3.5k2, entdo

E20(2k+1) (1 +Z)(2k2+3k+1)2glog(k)
<1+ Z)(3.5k2)2910g(k)
=(1+ Z)?gk2 log (k)
< (1+2)%/2

Portanto a desigualdade (3.8) vale.



3.2 PROVA DA CONJECTURA DE ERDOS E HAJNAL PARA GRAFOS DE KNESER 29

Mostraremos que m > k(kA)2974,

2k(2g—4)
AONEEE (nk + k)
X

— k2973k2k‘(2974) (ﬁ 4 1)2](:(29—4)

X
— 129(2k+1)—8k—3 (@ n 1) 2k(2g—4)
< |29(2k+1) (Q n 1)2k(2g74) '

x
Pela desigualdade (3.7), temos que

E29(2k+1) (Q + 1)2k(2g—4) < E29(2k+1) 1+ Z)x/2‘
T
Pela desigualdade (3.6), temos que
k2g(2k+1) (1 + Z)z/Z < (1 + 2)1/2(1 + 2)1/2‘
Logo,

E(EAY29™ < (14 2)*2(1 + 2)*/?
=(1+2)"

Pela desigualdade (3.8), temos que

oy < (LY

Portanto, temos que

Entdo m > k(kA)2974, e concluimos o caso n > z/(1 — ).

No caso n < /(3 — 5¢), temos que n — 2z < n/k. Mostraremos que KG(2n,n — 2z) contém
o grafo de Kneser KG(k,1) = K} como subgrafo, e ademais, se z é grande entdo KG(2n,n — 2x)
contém um blow-up de K} com poténcia grande.

Como n — 2x < n/k, é possivel separar 2n em k blocos de tamanho 2n/k, e cada bloco contém
pelo menos n — 2z elementos. Entao é possivel tomar vértices formados apenas por elementos de

cada bloco. Especificamente, podemos tomar os seguintes conjuntos de vértices.

2 2
Vi:{veV: JE [(i—1)£+1,z’ﬂv‘jeu}.

Ou seja, cada conjunto V; contém os vértices formados apenas por elementos do i-ésimo bloco,
ou seja, formados apenas por elementos de [( —1)2n/k+1,i2n/k]. Logo cada conjunto corresponde

a (Efg; ) vértices de KG(2n,n — 2x), e vértices de conjuntos distintos sado adjacentes, pois seus
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conjuntos claramente tem interse¢do vazia. Entao temos k conjuntos de vértices, cada conjunto

2n/k
n—2x

temos um blow-up de Kj com poténcia m.
Se m > k(kA)?97%, onde A := A(K}) = k — 1, entdo pelo Teorema 3.2.1 o blow-up de K} com

poténcia m contém um subgrafo com nimero cromético maior que k e cintura maior que g.
2g—4

com m = ( ) vértices, e todo par de vértices de conjuntos distintos sao adjacentes. Portanto

Portanto basta mostrar que para z suficientemente grande, vale que m > k(kA)

Temos que = > k%, e é razoavel supor que n — 2z > 0. Entéo

2n/k
"= <n /233)
>2n/k
>dx/k
> 4k [k
— 4k4gfl
> k4gf7
— (k2)291
> k(k(k—1)%7% = k(kA)*~
Logo concluimos o caso n < z/(3 — 5 )-

Portanto, se x > 14gk%log(k) e x > k%, um grafo de Kneser KG(2n,n — 2x) contém um

subgrafo com niimero cromético maior que k e cintura maior que g. O

Entdo todo grafo de Kneser com niimero croméatico pelo menos 4z + 2, onde x > 14gk®log(k)
e x> k%, contém um subgrafo com nimero cromatico pelo menos k e cintura pelo menos g.

Portanto, para os grafos de Kneser temos que f(k,g) < 4x+2, onde x > 14gk?log(k) e x > k*9.



Capitulo 4

Shift Graphs

Definigcao 4.0.1. Um shift graph de pardmetro n, denotado Sy, € um grafo cujos vértices sio os

pares ordenados (a,b), onde 1 < a < b <mn, e dois vértices (a,b) e (¢,d) sao adjacentes se b= c ou

sea=d.

Figura 4.1: O shift graph Sy.

Definigao 4.0.2. Um shift graph de pardémetro n e ordem r, denotado S,

T, € um grafo cujos vértices

sao as (r + 1)-uplas (ag,a1, -+ ,ar-1,0a,), onde 1 < ag < a1 < -+ < a1 < ar < n, e dois
vértices a = (ag,- -+ ,a,) eb = (bo, -+ ,by) sao adjacentes se os r primeiros elementos de um vértice
coincidem com os r tltimos elementos do outro vértice, ou seja, se (ai,--- ,a;) = (bg, - ,br_1)

ou (ag, -+ ,ar-1) = (b1, ,by).

Figura 4.2: Alguns vértices de SZ.

Definigao 4.0.3. Dado um grafo G, o grafo linha de G, denotado por L(G), é o grafo definido da

sequinte forma
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E(L(G)) = {vw:v,w € E(G) e |[vNw| =1},

ou seja, os vértices do grafo L(G) sao as arestas de G, e dois vértices de L(G) sao adjacentes se as

arestas correspondentes em G tém um vértice em comum.

Ademais, o digrafo linha L(D) de um digrafo D € definido da seguinte forma

A(L(D)) = {vw : v,w € A(D) e vw é um caminho dirigido em D},

ou seja, os vértices de L(D) sao os arcos de D, e vw € um arco em L(D) se existe um vértice x

em D tal que o arco v entra em x, € 0 arco w saia de x.

Figura 4.3: Um grafo G (esquerda) e seu grafo linha L(G) (direita).

@
Ny

@

~

)
w

Figura 4.4: Um digrafo D (esquerda) e seu digrafo linha L(D) (direita).

Seja LY(G) := L(G), e para todo r > 1 seja L"(G) := L(L"71(G)). Denotamos S° = K,
e LY(GQ):=G.

Em busca de um contraexemplo para conjectura de Erdds e Hajnal, Gabor Tardos e Bartosz
Walczak pesquisaram os shift graphs de ordem r, porém concluindo que nao sdo um contraexemplo.
Portanto, temos o seguinte teorema.

Teorema 4.0.4. A familia dos shift graphs de ordem r respeita a conjectura de Erdds e Hajnal para
k

.,.2
n tal quen > t'(2d' — 1)+ 1, onde t' €22 | em que a torre de exponenciais contém r mimeros 2,
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k
. k .2 L. . .
ed ¢nlk2k2%" ... 22" | onde temos todas as torres de exponenciais com 1 até r — 1 nimeros 2.

[22]

4.1 Nuamero Cromaéatico

Afirmacgao 4.1.1. O nidmero cromdtico do shift graph S, € [logs(n)].
Para demonstrar a Afirmacao 4.1.1, considere a seguinte afirmacao.

Afirmacao 4.1.2. Seja D uma orientacao transitiva de K,. Entdo o shift graph S] € o grafo
subjacente de L™ (D).

Demonstragao. (Afirmagao 4.1.2) Demonstraremos por indugao em r. Seja V(D) = {1,2,--- ,n},
onde para cada i < j, existe um arco de ¢ para j. Mostraremos que o grafo subjacente de L(D) é
igual a S}.

Denotemos por (¢,7) os arcos de D, onde i < j. Logo os vértices de L(D) sao os pares (i, ])
com i < j. E paracada 1 <7< j <k <n, existe em D um arco de ¢ para j e um arco de j para k.

Logo em L(D) existe um arco de (i,7) para (j, k). Temos entao que
V(L(D)) = {(i,j) : 1 <i<j <n},
A(L(D)) ={(i,5)(j,k) : 1 <i <j <k <n}.
Temos que S! tem como conjunto de vértices os pares (i,j) com 1 < i < j < n. E dois
vértices (a,b) e (¢, d) sdo adjacentes se a = d ou b = ¢. Logo temos que
V(Sp) ={(i.4) : 1 <i<j<n},
E(Sp) = {{(0,4), G k)} : 1< i< j <k <n}.

Temos portanto que L(D) e S} sio “quase isomorfos”, exceto pelo fato de que L(D) é direcionado,
portanto S} é o grafo subjacente de L(D).

De forma semelhante, mostraremos que S, é o grafo subjacente de L"(D) para r > 1. Suponha
por hipétese de indugao que S7~1 ¢ o grafo subjacente de L™ ~1(D). Temos que L"(D) = L(L"~Y(D)),

e como temos que L™ ~1(D) é uma orientagao de S’ 1, sabemos que os vértices de L™~(D) sdo as -

uplas (vg, -+ ,vr—1), onde 1 < vy < -+ < v,—1 < n, e para cada escolha de 1 <wvg < -+ < v, <,
existe um arco de (vg,--- ,v,—1) para (vy,--- ,v).
Para cada sequéncia 1 < vy < --- < v, < n, denote por (vg,--+,v,) o arco de (v, ,Vr_1)

para (vi,--- ,v,) em L"~Y(D). Logo L(L"~!(D)) tem como vértices as (r + 1)-uplas (vo,--- ,v;),
onde 1 <vyg < -+ < v <.

Temos que para cada 1 < vp < -+ < v41 < n, existe em L™ ~1(D) um arco de (vg,--- ,vp_1)
para (v1,---,v,) e um arco de (vy,---,v,) para (ve,:--,v,.41). Portanto em L(L"~!(D)), para
cada 1 <wvp < -+ < vpy1 < n existe um arco de (vg,--- ,v,) para (vi,--- ,vr41). Logo

V(L"(D)) ={(vo, -+ ,vp) : 1 <wg < -+ < v, <},

A(L"(D)) ={(vo, - ,vr) (01, yvpg1) : 1 <wg < -+ < vpy1 <}



34 SHIFT GRAPHS 4.1

Os vértices de S}, sao as (r + 1)-uplas (vg,v1, -+ ,v,), onde 1 <wvg < vy < -+ < v, <n. E para
cada 1 <vp < vy < -+ < vp < Upy1 < m, 08 vértices (vg, -+ ,vp) € (v1,--- ,v,41) s@o adjacentes.

Entao

V(Sy) ={(vo,v1, - ,0r) : 1 <wp < -+ <vp <n},
E(S;) = {{(vo,v1,- -+ ,vp), (v1,02, - ,op41)} 1 1 <wp < -+ < vppq <}
Temos portanto que S}, é o grafo subjacente de L"(D). O
Podemos entao demonstrar que o nimero croméatico de S,, ¢ [logy(n)].

Demonstragao. (Afirmagao 4.1.1) Seja D uma orientacao transitiva de K,,. Pela Afirmagcao 4.1.2,
temos que S, ¢é o grafo subjacente de L(D).

Para mostrar que x(Sy) > [logs(n)], suponha por contradi¢ao que S,, pode ser colorido usando
no maximo [log,(n)] — 1 cores e tome uma ([logy(n)] — 1)-coloracao de S,. Tal coloragao dos
vértices de S, corresponde a uma ([logy(n)] — 1)-coloragao dos arcos de D. Para cada vértice de D
atribua um vetor binério tal que cada entrada corresponda a uma das [logy(n)] — 1 cores dos arcos,

e cada entrada tem valor 1 se algum arco da cor correspondente chega no vértice, e 0 caso contrario.

i

Figura 4.5: Arcos de cor i e j chegam em v, logo a cor de v contém 1 nas posicées i e j.

Temos que tal coloracao é propria, pois caso exista um arco vw monocromatico em D, temos
que existe um arco que chega em v com a mesma cor do arco entre v e w, o que nao é possivel, pois
tal configuragao é um arco monocroméatico em L(D). Temos que tal coloragao usa 2([loga(n)1=1)
cores, contradi¢ao, pois D é um digrafo completo, e logo precisa de n cores.

Para mostrar que x(S,) < [logy(n)], considere a seguinte coloragao de D. Sejam v1,v9, -+ , vy,
os vértices de D em ordem topologica. E sejam Ay, - - , A, os subconjuntos de [[logy(n)]] em ordem
nao-crescente de tamanho, ou seja, se i > j, entao |A4;| < |A4;].

Para cada vértice v;, atribua o conjunto A;. Colorimos cada arco v;v; de D com um elemento
de A; \ A;. Note que é sempre possivel escolher um tal elemento, pois caso |4;| > |A4;|, claramente
existe algum elemento de A; que nao pertence a Aj;, e caso |4;| = |A;|, temos que A; # A;, e logo

existe algum elemento em A; \ A;.

(%

[Nogs(n)]] [Mog(n) 1]\ {1} [Moga(n) 1]\ {2}

Figura 4.6: Cada vértice de D € colorido com um subconjunto distinto de [[logy(n)]], atribuidos em ordem
nao-crescente de tamanho sequndo a ordem dos vértices de D.
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Note que em nenhum vértice entram e saem arcos de uma mesma cor, pois todo arco que entra
em um vértice v; ndo pertence ao conjunto A;, e todo arco que sai de v; pertence ao conjunto A;.

A atribuigao anterior corresponde a uma [logy(n)]-coloragao propria dos vértices de L(D). E
logo corresponde a uma [log,(n)|-coloracao propria dos vértices de .S,,.

Portanto, concluimos que x(S,) = [logy(n)]. O

De forma geral, o nimero cromético de S}, ¢ (1 + o(1)) log, log, - - - logy(n), onde o logaritmo é

tomado r vezes [12].

4.2 Esboco da prova

A seguir, um esbo¢o da demonstragao de que os shift graphs respeitam a conjectura de Erdés e
Hajnal. Usando o Lema Local de Lovasz, mostraremos que existe um subgrafo H de S] tal que H
tem cintura grande e contém pelo menos uma aresta de cada Kqq de S}, onde d é o(n). Sem perda
de generalidade, podemos supor que H é um subgrafo gerador de S, .

Queremos mostrar que o numero cromatico de H nao é limitado por uma constante, ou seja,
que x(H) — oo conforme n — oo.

Mostraremos que se existe uma t-coloracao de S}, sem K4 4 monocromatico, entao existe uma 2t
coloracao de S”~! sem K414 monocromatico. E logo existe uma 22t—coloragéo de S"~2 sem K. 2ttd,2ttd
monocromatico, e assim sucessivamente.

Uma coloragao prépria de H é uma coloracao de S}, sem Ky 4 monocromatico. Entao se H tem
ntimero cromatico limitado por constante, em particular, existem constantes ¢’ e d’ tais que S° pode
ser colorido com #' cores sem Ky 4 monocromatico para todo n.

Mas como S? é isomorfo ao K, entdo temos constantes ¢’ e d’ tais que existe uma t'-coloracio
de K, sem Ky 4 monocroméatico para todo n. Contradigao, pois se n > t/(2d’ — 1) + 1, alguma
cor ocorre pelo menos 2d’ vezes, e note que todo conjunto de 2d’ vértices de K, contém um Ky g,
logo temos um Ky 4 monocromético. Portanto o niimero cromético de H nao é limitado por uma

constante.

4.3 Prova da conjectura de Erdés e Hajnal para shift graphs

Os grafos bipartidos completos que consideraremos nesta secao serao tais que todos os arcos
estarao direcionado em um mesmo sentido, ou seja, em um K, p, com partes A e B, todo arco vai
de A para B ou de B para A.

Lema 4.3.1. Seja D um grafo dirigido. Se L(D) pode ser colorido com t cores sem K44 monocro-

mdtico, entdo D pode ser colorido com 2 cores sem Kiqta dirigido monocromdtico.

Demonstragao. (Lema 4.3.1) Considere uma t-coloragdo de L(D) sem Kg4 monocromatico. Tal
coloracgao corresponde a uma coloracao dos arcos de D com ¢ cores.

Considere a seguinte coloracao dos vértices de D. Cada vértice é colorido com um vetor binério
de t entradas, correspondentes as t cores dos arcos, onde cada entrada é 1 caso entrem pelo menos d

arcos da cor correspondente, e 0 caso contrario.
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> d arcos de cor 1. 7

Figura 4.7: A i-ésima entrada da cor de um vértice € 1 se nele entram pelo menos d arcos de cor 1.

Mostraremos que esta coloracdo é tal como descrita pelo lema, ou seja, ¢ uma 2!-coloracio
de D sem Kiq4q monocromatico. Claramente, temos no méximo 2t cores. Entdo basta mostrar
que tal coloragao nao contém Kji4:q monocromético. Suponha por contradicao que existe Kigtq
monocromatico de cor v, e digamos que os arcos vao do conjunto de vértices A para o conjunto de
vértices B.

Seja k o nimero de entradas 0 em v. Para cada vértice de B, sabemos que chegam no maximo d—1
arcos com cada uma das k cores de entrada 0 em v, pois caso contrario tal cor nao teria entrada 0
em v. Logo, no maximo ktd(d — 1) arcos do Kyq+q tem uma das k cores de entrada 0. Portanto,
temos pelo menos t2d? — ktd(d — 1) = td(td — k(d — 1)) arcos com uma das ¢t — k cores de entrada 1
em v.

Como temos |A| = td e td(td — k(d — 1)) arcos com uma das cores de entrada 1, pelo principio
da casa dos pombos, de algum vértice de A saem pelo menos td — k(d — 1) = d(t — k) + k arcos
com uma das cores de entrada 1. E como temos t — k cores com entrada 1, alguma delas ocorre pelo
menos d + k/(t — k) vezes.

Temos portanto que de algum vértice de A saem pelo menos d arcos com uma cor de entrada 1,
e entram pelo menos d arcos da mesma cor (pois tal cor tem entrada 1 em v). Tal configuracao

corresponde a um Kg 4 monocromatico em L(D), contradigao.
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D L(D)

Figura 4.8: Um vértice de D com d arcos de mesma cor entrando e saindo corresponde a um Kgq mono-
cromdtico em L(D).

Note que t = k (ou seja, v é composto apenas de zeros) nao ocorre, pois em cada vértice de B
entram td arcos de t possiveis cores, logo alguma cor ocorre pelo menos d vezes, contradizendo o

fato de que v é composto apenas de zeros. O

Lema 4.3.2. Eziste um subgrafo H de S, com cintura maior que g e contendo pelo menos uma

aresta de cada Kqq de S], para n suficientemente grande.
log(log(n)) _ g2
log(n) ~ 4g(g —1.75)’

(g—1)(g— 1.75)1692)
09(9-2)(4g-1) )’

R00:254) > 9 + 1’
0.45

nZexp(

onde 0 = (g —2)/(g — 1.75) e A = 1/4g.

Demonstragdo. (Lema 4.3.2) Seja A = 1/4g, 0 = (9 —2)/(g — 1.75), d = n’ e p = d*~1. Seja H um
subgrafo aleatorio de 5], em que cada aresta é escolhida com probabilidade p, e seja A = A(S]).
Demonstraremos usando o Lema Local de Lovasz que com probabilidade positiva o subgrafo H tem
cintura maior que g e contém uma aresta de cada K 4.

Para cada circuito C' de S}, com |C| < g, seja Ac o evento de todas as arestas de C' estarem

em H. Entao temos que
P(Ac) =pl9l.

Para cada subgrafo B isomorfo a Ky 4 de S}, seja Ap o evento de nenhuma aresta de B estar
em H. Entao
P(Ap) = (1—p)¥ < e P =@
Cada circuito C' compartilha aresta com no maximo |C|A7~2 circuitos de comprimento j, e

. L. 2 .
compartilha aresta com no maximo |C| (%) subgrafos B isomorfos a K 4.
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Cada subgrafo B compartilha aresta com no maximo d?A7=2 circuitos de comprimento j, e

. . 2 .
compartilha aresta com no méximo (@) subgrafos isomorfos a Kg 4.

—0.5d X

Sejam yjc| = P(Ac)' ™ e yo = y(B) = e . Note que 0 > 0.8, e claramente n > 5,

logo d =n? > 5%8 > 3.4, e logo temos que yo < 0.19. Note também que p = d~(1=, entao

—g-a-vo 1
Yoy =d = Ja=N[0 < JBA-1/12)%"

Logo temos que yjo < 0.19.

Queremos mostrar que

i—2
P(Ac) <y | [T (41—l
3<j<g

P(Ap) <o | ] @—u)® ") (1~ o) (D)’
3<j<yg

B(Ac) < yer | TT @ =u)®™ " | (1= o)l (4.1)
3<j<g
PAg) <yo [ T 0 —w)™" ) (1 o)’ (4.2)

Note que A < n, portanto basta mostrar que

3<j<g

Para mostrar a inequagao (4.1), tomamos seu logaritmo

2
log(P(A4c) < 1og(P(Ac)' ) + 3 [Cln721og(1 ~ 35) +(C1( ;) Tox(1 o)

3<j<g

Entao basta mostrar que

2
C10n = 1)log(d) < (1= APICog(@) + 3 [Cla 21og(1 ~ 35)+[C1( ;) Tox(1 = o)

3<i<g

Podemos dividir todos os termos por |C| para obter

2
(A —1)log(d) < —(1 — X)%log(d) + Z n? "2 log(1 — y;) + (g) log(1 — yp).
3<5<g

Reorganizando os termos, obtemos

2
(= o) 2 = 3 i *og(t ) — (1) o1 — )

3<j<g

Note que 0.9log(1—2) > —z para 0 < z < 0.19, entdo —log(1—=2) < 2/0.9, e temos que yo < 0.19

e y; < 0.19, entao basta mostrar que
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2
AL — ) log(d) > 2 b () S0
(1= Alog(d) > 3 n 0.9+<d 0.9’
3<j<g

ou seja,
j 25 n 2 14X
0.9M(1 = A)log(d) > 3 ni =24~V 4 <d> 050
3<j<g
Como d-(1-V% < d =17 temos

2
0.9A(1 = Nlog(d) > > nd=2dA=17 4 <Z> e 084, (4.3)
3<j<g

Portanto, para mostrar a inequagao (4.1), basta mostrar a inequagao (4.3). Consideraremos
separadamente os dois termos do lado direito da inequagao (4.3).

2 <
Como temos que (7)) < (2})??, entdo
2 2d
) —05dtr (@) o051
d d

2,2 d

Y e
= |2 )

2.2 d 2.2 d
en -osar) _ (€N —osd
d2 n20

_ _ A
_ 62(n1 9)26 0.5d>
_ d
n2-20
e0.5d7—2 | -
d
04
£0.5d>—2
d
104
—\ e0.5n0r -2

g—2  log(log(n))
4g9(g — 1.75) —  log(n)

Como d = n?, temos que

d

Como g > 3, temos que 6 > 0.8, logo

_ d
n2—20
054> —2

IN

Se n é tal que

o =

)

entao

OX _
eOAEm, 2 > n0'4,

pois temos que
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n®* > log(n)
= 0.8log(n) + 0.2log(n).

Note que para tal n, temos que 0.2log(n) > 4, logo

n > 0.81og(n) + 4.

Ou seja, temos que

0.5 — 2 > 0.41og(n),
e logo temos que

ON_
60.5n 2 Z n0.4'

Entao

Portanto, concluimos que

2
<Z> e 054 . (4.4)

Como \g=1/4en= d'/? temos também que

Z ni—2qA-1)j <gn972d(2)\71)g
3<j<g

< gd(Q*Q)/ed(%*l)g
— gd91T5 g9
— gd~1T5g2
— gd 17305
— gd~1?.

Entao concluimos que

N Ut (4.5)
3<j<yg

Aplicando (4.4) e (4.5) na inequagao (4.3), temos que para mostrar a inequagao (4.1), basta que

0.9A(1 — ) log(d) > gd"#° 4 1.

Como d~ 1?5 < 1 para todo d > 1, basta que
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0.9A(1 — \)log(d) > g + 1.

Logo, se também temos que

g—1
n>exp| ———
- 0.9A(1 — \)f

o (g —1)(g — 1.75)164>
- p( 0.9(g — 2)(dg — 1) )

entdo a desigualdade (4.1) é verdadeira.

De forma semelhante, para mostrar (4.2), tomamos o logaritmo,

2
log(P(Ap)) < log(yo) + Y d*n/ *log(1 —y;) + (Z) log(1 = o).

3<j<g

Entao basta mostrar que

2
—d < —0.5d1 + Z d’n/~?log(1 — yj) + <Z) log(1 — yo).
3<j<g

Reordenando os termos, obtemos

2
0.5d' " > — Z d*n™?log(1 — y;) — <Z> log(1 — yp).
3<j<g

Como —log(1l — z) < 2/0.9 para 0 < z < 0.19, e temos que yp < 0.19 e y; < 0.19, entao basta

mostrar que

2
054" > S @20y (M) D
: 0.9
3<j<g

ou seja,

2
0.45d" A > Z d2ni—2q-0-N% 4 (Z) o054
3<j<yg

Como d~(1-M% < d®*=1i basta que

2
0.45q1+ > Z d2ni—242A 1) + <Z> 6_0,5d1+x' (4.6)
3<j<g

Logo para mostrar (4.2), basta mostrar que (4.6) vale.

Por (4.5), temos que
Z B2 Vi — 2 Z ni—2g(2A-1)j
3<j<g 3<j<g
< d2gd—l.25
= gd®™>,

Por (4.4), temos que
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2
<Z> e 05d A g

Entao para mostrar (4.6), basta que

0.45d'* > gd®™ + 1.

Como d®™ > 1 para todo d > 1, entdo basta que

O.45d1+>\ 2 gd0.75 + d0.75

_ (g + 1)d0’75.

Logo, se

025N — 0(0.25+3) 5 &7
— 045

entdo a inequacao (4.2) é verdadeira.

Logo temos que as inequagoes (4.1) e (4.2) s@o verdadeiras para n suficientemente grande.
Portanto, pelo Lema Local de Lovasz, a probabilidade de nenhum dos eventos Ac e A ocorrerem
¢ positiva, ou seja, existe um subgrafo de S}, com cintura maior que g e com pelo menos uma aresta
de cada Kg 4.

O

Afirmacgao 4.3.3. Se a1 > aq, entao o shift graph G1 = S],

5, — T
0 contém G = S;, como subgrafo.

Demonstragao. (Afirmagao 4.3.3) Os vértices de G sao os (r+1)-subconjuntos de [az], e como a; >
az, todo vértice de G2 é um (r + 1)-subconjunto de [a1]. Logo todo vértice de G2 tem um vértice
equivalente em G1, e se dois vértices sao adjacentes em (g, os vértices equivalentes em Gp sao

adjacentes. ]
Mostraremos agora que os shift graphs de ordem 7 respeitam a conjectura de Erdés e Hajnal.

Demonstragao. (Teorema 4.0.4) Seja D uma orientagao transitiva de K, e sejam k, g os pardmetros
da conjectura de Erdés e Hajnal.

Pela Afirmacao 4.3.3, S]_, é subgrafo de S}, logo x(S]_1) < x(S;), entdo basta mostrar que
existe algum ng := ng(k, g) tal que S}, contém um subgrafo com niimero cromatico pelo menos k e
cintura pelo menos g, e assim todo shift graph de ordem r com niimero cromatico maior que x(Sj,,)
contém um subgrafo com nimero cromético pelo menos k e cintura pelo menos g.

Pelo Lema 4.3.2, existe um subgrafo de S com cintura maior que g e que contém pelo menos
uma aresta de cada Kgg4. Seja H um tal subgrafo de S},. Suponha por contradi¢ao que o ntimero
cromético de H é limitado por uma constante t, logo uma coloracao propria de H corresponde a
uma t-coloragao de S;, sem K,4 monocromatico, e portanto, pela Afirmacao 4.1.2, corresponde a
uma t-coloragdo de L"(D) sem K44 monocromético.

Pelo Lema 4.3.1, existe uma 2¢-coloracao de L’”*I(D) sem Kyq4q monocromatico. Aplicando o

. t ~ _ PR
lema novamente, temos que existe uma 22 -coloracao de L"~2(D) sem Kyt4q 9t¢q monocromético.
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Lema Lema

D)  ———— L7Y(D) - L3(D)
t-coloracao sem 2t_coloracio sem 22t—coloragéo sem
K4 4 monocromatico K444 monocroméatico Kotig ottqg monocromatico

Figura 4.9: Aplicacoes sucessivas do Lema 4.3.1.

Aplicando o lema r vezes temos que existe uma t'-coloracio de L°(D) sem K, & & monocromatico,

para algum t’ e algum d’.

L"(D) L~1(D) L°(D)
. Lema : - Lema Lema
H e L — e —_
t-coloragao sem 2t_coloracao sem t’-coloracao sem
K44 monocromatico Ki4+q monocromatico Ky 4 monocromatico

Figura 4.10: A coloragio de H corresponde a uma t-coloragao de L™(D) sem Kg4 4 monocromdtico, e por
meio de aplicagdes sucessivas do Lema, obtemos uma t'-coloragao de L°(D) sem Ka 4 monocromdtico.

Mas L°(D) = D, e note que todo conjunto de 2d’ vértices de D é um Ky 4, entao concluimos
que existe uma t’ coloragao de D tal que nenhuma cor ocorre 2d’ vezes, uma contradi¢gao pois
se n > t/(2d’ — 1) 4+ 1, pelo principio da casa dos pombos, alguma cor ocorre pelo menos 2d’ vezes.

Portanto o nimero cromatico de H nao é limitado por constante. Em particular, se n é sufici-

entemente grande e tomarmos ¢ := k, o nimero cromético de H é pelo menos k. ]

4.4 Numero cromatico para a demonstracao

Na secdo anterior mostramos que a conjectura de Erdds e Hajnal é verdadeira para os shift
graphs de ordem r se o parametro n é suficientemente grande. Mostraremos a seguir um limitante
para n, e um limitante para o ntimero cromatico f(k,g) para a familia dos shift graphs de ordem r.

O Lema 4.3.2 requer n tal que

log(log(n)) g—2
log(n) = 4g(g — 1.75)’ (47)
(g —1)(g — 1.75)164>
nz e (G o) (48)
] g+1
nG(O 25+X) > VR (49)

onde 6 = (g —2)/(g — 1.75) e A = 1/4g.

O Teorema 4.0.4 requer n tal que
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n>t2d -1)+1, (4.10)

onde t' é

em que a torre de exponenciais contém r ntumeros 2, e d’ é

ok

nfk2ko2" .. 027"

onde temos todas as torres de exponenciais com 1 até » — 1 nimeros 2.
Para a inequagdo (4.7), basta que n > e’ e g > 5.

Para a inequagao (4.8), como para g > 5 temos que

o> (9= (g = 1.75)16¢”
T 09(g—-2)4g9-1) ’

entdo se n > e’ e g > 5, temos que a inequacio (4.8) é verdadeira.

Para a inequagao (4.9), como para todo g > 3, temos que 0.2 < 6(0.25 + \) < 0.25, entao
basta que n®? > (g +1)/0.45. E como e¢* > ((g + 1)/0.45)° para g > 3, temos que se n > e,
entdao n’2 > (g +1)/0.45.

Portanto temos que se n > e e g > 5, as inequagoes (4.7), (4.8) e (4.9) sdo verdadeiras.

Para a inequagao (4.10), é suficiente que n > 2t'd’, ou seja, basta que

L2k 49T
n2<2k2k22k---22 > :

onde temos todas as torres de exponenciais com 1 até r nimeros 2.
Temos que o nimero croméatico de S; é (1 + o(1))logs log, - - - logy(n), onde o logaritmo é to-
mado 7 vezes [12], logo para que os shift graphs de ordem r contenham um subgrafo com nimero

croméatico pelo menos k e cintura pelo menos g, é suficiente que ntimero cromético de \S;, seja pelo

kN 49—7
menos (1 + o(1))log, log, - - -logy(n), em que n > e e n > (2k2k22k 220 ) , onde temos
todas as torres de exponenciais com 1 até r ntmeros 2.

Portanto, temos que para os shift graphs de ordem r, f(k,g) < (1 + o(1)) logy log, - - - logy(n),
7

onde o logaritmo é tomado r vezes e n > max | e, <2k2k22k .22 >

4.5 Type Graphs

Dois vértices de um shift graph sao adjacentes se suas “extremidades” coincidem. Os type graphs
generalizam os shift graphs, de forma que dois vértices sdo adjacentes se os elementos de seus

conjuntos respeitam um padrao de pertinéncia, dizemos que tal padrao é um type.

Definigao 4.5.1. Sejam Ay, A2 m-subconjuntos de [n]. O type do par (A1, A2), denotado 7(A1, Ag),

é a sequéncia (21,29, -+ ,2;), onde | ;== |A1 U As| e
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1 se (Al U Az)z € A \ As
Zi=42 se (Al U Ag)i € Ay \A1
3 se (Al U Ag)i € A1 N A,

onde (A1 U Ag); € o i-ésimo elemento de Ay U As em ordem crescente.

Dizemos que | € o comprimento e m € a largura do type.

A1 A2

©
®
@

AU Ay @é@@@

T(Al,Ag): ( 1, 3, 2, 1, 2 )

CXORO

Figura 4.11: O type dos conjuntos Ay e Az, assumindo que a <b<c<d<e.

Na figura 4.11, temos que m =3 e l = 5. Note que m = |{i : z; € {1,3}}| = |{i : z € {2,3}}].

Definicao 4.5.2. Um type graph G(n,T), onde T € um type de comprimento | e largura m, é um
grafo cujos vértices sao os m-subconjuntos de [n|, e dois vértices v e w sao adjacentes se e somente

se T(v,w) =7 ou T(w,v) =T.

Figura 4.12: Alguns vértices de um type graph com type (1,2,3,1,2).

O type graph G(n,(1,3,2)) é isomorfo ao shift graph Sy, e o type graph G(n,(1,3,---,3,2)),

com 7 numeros 3, é isomorfo ao shift graph S;,.
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Uma generalizagao natural dos shift graphs, proposta em [4], sdo os type graphs cujos types sao

como o definido a seguir.

Definigao 4.5.3. O type o, € a sequéncia composta por a nimeros 1, sequidos por b nimeros 3,

sequidos por a niumeros 2.
Note que o type o, tem comprimento 2a + b e largura a + b.

Definicao 4.5.4. Seja A um conjunto ordendvel. Denote por min;(A) o conjunto dos i menores
elementos de A.

Analogamente, denote por max;(A) o conjunto dos i maiores elementos de A.

Afirmacgao 4.5.5. Para todo type T e a1 > ag, o type graph G1 = G(a1,7) contém Gy = G(ag, T)

como subgrafo.

Demonstragao. (Afirmagao 4.5.5) Os vértices de Gy sdo os m-subconjuntos de [az], onde m é a
largura de 7, e como a; > ag, todo vértice de Gy é um m-subconjunto de [a;]. Logo todo vértice
de G tem um vértice equivalente em (1, e se dois vértices de Go sao adjacentes, os vértices

equivalentes em G sao adjacentes. O

Teorema 4.5.6. Se a > b, o type graph G(a(n —1)+b,04y) contém um subgrafo isomorfo ao shift
graph Sy,

Demonstragao. (Teorema 4.5.6) Sejam a, b fixos, a > b, e seja G = G(a(n — 1) + b, 04). Considere
as sequéncias
si=(i—1Da+1, (i—1La+2, -+, (i—1a+bd, i€ [l,n]
ti=(i—-1a+b+1, (i—Da+b+2, -+, da, i€[l,n—1].

Ou seja, s; € a sequéncia composta por todos os elementos de (i — 1)a+ 1 até (i — 1)a+ b, e t;
¢é a sequéncia composta por todos os elementos de (i — 1)a + b+ 1 até ia.

Denote por (s;,s;5), para 1 <i < j < n, os vértices de G da forma

sisti,s;=((GE—1a+1, - ,ia,(j —la+1,---,(j —1)a+b).

(i—1a+b+1 G—Da+1
(i—1)a+1 (i—1)a+b | ia | (G —Da+b

S; t; Sj

Figura 4.13: Um vértice da forma (s;,s;).

Seja H o subgrafo induzido pelos vértices (s;,s;),1 <14 < j < n. Note que dois vértices (s;, 55)

e (sk,s1) sdo adjacentes se s; = s; ou s; = sj, ou seja, se i = ou j = k.
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Si S5
/—/% /—/%
%/—/ %/—/
Sy Sk

Figura 4.14: Adjacéncia de vértices (s;,5;5) e (S5, Sk)-

Temos que H é um grafo cujos vértices sao os pares (s;,s;), com 1 < i < j < n, e dois vértices
sao adjacentes se o maior elemento de um vértice coincide com o menor elemento do outro vértice.

Logo H pode ser definido como

V(H) = {(si,sj) 1 <9 <j < 7’L}
E(H)={vw:v,w e V(H), max(v) = min(w)}.

Note que o shift graph S, é definido como

V(Sn) ={(,j):1<i<j<n}
E(S,) = {vw :v,w € V(S,), max(v) = min(w)}.

Temos portanto que H ¢é isomorfo a S,. Logo, temos que G contém o shift graph S, como

subgrafo. ]

Corolario 4.5.7. Se a > b, a familia dos type graphs com type o4 respeita a conjectura de Erdds

e Hajnal.

Demonstragao. (Corolario 4.5.7) Sejam k, g os parametros da conjectura de Erdds e Hajnal. Seja ng
o menor inteiro tal que S, contém um subgrafo com niimero cromético pelo menos k e cintura pelo
menos g.

Tome o4 fixo, com a > b, e seja n := a(ng — 1) +b. Pelo Teorema 4.5.6, o type graph G(n,oqp)
contém Sy, como subgrafo, e logo contém um subgrafo com nimero cromatico pelo menos k e
cintura pelo menos g.

Pela Afirmacao 4.5.5, todo grafo G(N,o0,p) com N > n contém G(n,o,p) como subgrafo,
e assim, todo type graph com type oqp € com nimero cromatico maior que x(G(n,o,p)) con-
tém G(n,o0,), € logo contém um subgrafo com ntimero croméatico pelo menos k e cintura pelo

menos g. O

Teorema 4.5.8. Se d ¢ divisor comum de a e b, entio o type graph G(dn,oqyp) contém o type

graph G(n,04/4/4) como subgrafo.

Demonstragao. (Teorema 4.5.8) Sejam a,b e d inteiros fixos, onde d é divisor comum de a e b, e
seja G = G(dn,oqp).

Considere as sequéncias

si=(i—1)d+1, (i—1)d+2, -, id, i€ [l,n]
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Ou seja, s; € a sequéncia composta por todos os elementos de (i — 1)d + 1 até id. Seja H o
subgrafo induzido pelos vértices (s;;, -+ ,8;,), onde 1 < i3 <ig <--- <@y <mnet=(a+b)/d
(ia —1)d +1 (it —1)d + 1
(il — 1)d +1 i1d ‘ 1t—1d ‘ id

Figura 4.15: Um vértice (Siy, Siy, " 5 Si,)-

Note que dois vértices (s;,,--- ,si,) € (84, ,Sj,) sao adjacentes se os b/d maiores elementos

de um vértice coincidem com os b/d menores elementos do outro vértice.

Siy Sig Sy Sipg Siy_1  Siy
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
M~ S~ M~
Sji She Sjk Sik+1 Sje—1 it
Figura 4.16: Adjacéncia de vértices da forma (S, Si, - -+ ,8i,) € (851, Sjus " 5 55,)-

Equivalentemente, temos que H é isomorfo a

E(H') = {vw : v,w € V(H), max,4(v) = min,/q(w)}.

Note que o type graph G(n,cq/4/4) ¢

V(G(n,0q/d/a)) = <(£Z+]b> = ([?])

E(G(n,aa/d’b/d)) = {vw : v,w € V(G(n, O'Q/C“)/d)), maxb/d(v) = minb/d(w)}.

Portanto, temos que H é isomorfo ao type graph G(n,o, /d,b /d)- O

Corolario 4.5.9. Se a divide b, entao a familia dos type graphs com type o4 respeita a conjectura
de Erdds e Hajnal.

Demonstragao. (Corolario 4.5.9) Sejam k e g os pardmetros da conjectura de Erdés e Hajnal, tome a
e b fixos, onde a divide b, e seja r := b/a. Pelo Teorema 4.0.4, temos que os shift graphs de ordem r—1
respeitam a conjectura de Erdés e Hajnal, entao seja ng o menor inteiro tal que Sﬁgl contém um
subgrafo com niimero cromaético pelo menos k e cintura pelo menos g.

Pelo Teorema 4.5.8, o type graph G(ang, 04,) contém o type graph G(no,0q/q/q) = G(n0,01,r)

como subgrafo. Note que o type graph G(ng, o1,,) € isomorfo ao shift graph Sﬁo_l, e logo pela escolha
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de ng, temos que G(ng,o1,) contém um subgrafo com nimero croméatico pelo menos k e cintura
pelo menos g.

Portanto, G/(ang, o,) contém um subgrafo com nimero cromatico pelo menos k e cintura pelo
menos g. E pela Afirmacao 4.5.5, todo type graph G(n,o.p) com n > ang contém G(ang,oqp)
como subgrafo, e consequentemente, todo type graph com type o, e com ntimero croméatico maior

que x(G(ang, 04p)) contém um subgrafo com nimero cromatico pelo menos k e cintura pelo menos g.

O
Afirmacao 4.5.10. O type graph G(an,oq0) contém K, como subgrafo.
Demonstracao. (Afirmacgao 4.5.10) Seja G = G(an, 04,0). Considere os vértices
vi=(a(i—-1)+1,a(i—1)+2,---,ai),i € [1,n].
Temos que v; = (1,2,---,a), v2 = (a + l,a + 2,---,2a), e assim por diante. Entdo para
todo @ # j, temos que os vértices v; e vj sao adjacentes, e logo o conjunto de vértices vy, -+, vy,
induzem um K,,. O

Corolario 4.5.11. Se 7 € o type 040, entao a familia dos type graphs com type T respeita a

conjectura de Erdds e Hagnal.

Demonstragao. (Corolario 4.5.11) Sejam k e g os parametros da conjectura de Erdds e Hajnal, e
seja n o menor inteiro tal que existe um grafo com ntmero cromético pelo menos k e cintura pelo
menos g.

Pela Afirmacao 4.5.10, o type graph G(an,T) contém K, como subgrafo, e logo contém um
subgrafo com nitimero croméatico pelo menos k e cintura pelo menos g. Pela Afirmacgao 4.5.5, todo
type graph G(N, ), com N > n, contém G(an, ) como subgrafo, entao todo type graph com type T e
nimero croméatico maior que x(G(an, 7)) contém um subgrafo com namero croméatico pelo menos k

e cintura pelo menos g. ]

Note que um type graph com type opp nao contém arestas, logo nao faz sentido estudar este

caso no contexto da conjectura de Erdés e Hajnal.

4.6 Consideragoes Adicionais

4.6.1 Grafos linha

A demonstragao do Teorema 4.0.4 faz uso do fato que a familia dos shift graphs de ordem r sdo
grafos linha direcionados da familia dos shift graphs de ordem r — 1. No caso de grafos linha nao
direcionados, podemos mostrar de forma geral que se uma familia respeita a conjectura de Erdés e

Hajnal, entao a familia dos grafos linha também respeita a conjectura de Erdds e Hajnal.

Fato 4.6.1. Seja L uma familia de grafos que respeita a conjectura de Erdds e Hajnal. Entio a
familia de grafos L(L) := {L(G) : G € L} respeita a conjectura de Erdds e Hajnal.

Demonstragao. (Fato 4.6.1) Sejam k, g os pardmetros da conjectura de Erdés e Hajnal. Seja M o

tamanho de um menor grafo com nimero cromatico pelo menos k e cintura pelo menos g.
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Temos que x(G) < A(G)+1, o que segue diretamente de uma coloragao gulosa, e como L respeita
a conjectura de Erdds e Hajnal, o ntimero cromético de £ nao é limitado por uma constante, e logo
o grau méximo de £ nao é limitado por uma constante.

Pelo teorema de Vizing, temos que x'(G) = A ou x'(G) = A+1. E temos que x'(G) = x(L(Q)).
E como o grau méaximo de £ nao é limitado por constante, o nimero cromatico de L(L£) nao é
limitado por constante.

Logo todo grafo L(G) de L(L) com ntmero cromatico pelo menos M + 1 corresponde a um
grafo G de L tal que A(G) > M, e um vértice de grau pelo menos M em G corresponde a um

clique de tamanho pelo menos M em L(G).

€2

€3

€1

Figura 4.17: Um vértice de grau 4 em G corresponde a um clique de tamanho 4 em L(G).

Portanto pela escolha de M, L(G) contém um subgrafo com nimero cromatico pelo menos k e

cintura pelo menos g. O

4.6.2 Type Graphs

No caso de type graphs com type o4, onde b > a e b mod a > 0, nao é possivel fazer uma
“compressao” das sequéncias em blocos de mesmo tamanho de forma direta, como nos demais casos,
pois caso os conjuntos sejam separados em blocos de tamanho a, ao final restarda um bloco de

tamanho b mod a, e assim os blocos nao se alinham corretamente.

Figura 4.18: Sequéncias de vértices adjacentes nao se “alinham” da mesma forma que nos demais casos.

Entao consideraremos b > a e b mod a > 0. Mostraremos a seguir que a famfilias dos type graphs
com type o, contém a familia dos type graphs com type o2, para algum ¢ impar.
Sejam 7 := b mod a e ' := a — r. Podemos separar o conjunto em sequéncias de tamanho r

e r’ alternadamente, comecando por uma sequéncia de tamanho r.
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T 7! T 7! r! T
N N N N
H/_/

a b

Figura 4.19: Divisdo do conjunto de um vértice em blocos alternados de tamanhosr e r’.

Seja R := max(r,r’). Considere as sequéncias

si=@—1)R+1, i—1)R+2,---, (i—1)R+r,
si=@G—-1)R+1, i—1DR+2,---, (i—1)R+7".
Note que para toda sequencia 1 < 47 < 49 < --- < 3¢ < n, temos que sil,s;ysig,sgyw- , 8 €

um vértice de G(nR, o43). Seja H o subgrafo induzido por tais vértices.

/ / /

Si Si,  Siz S, Sip_y St
| | | | | |
| | | | | |
1 1 1 1 1 1
—
. / .
a Sis 8i4 Sis Sit Sit+1 1442
| | | | | |
| | | | | |
—
S / S / S
a is Sis tet2 S5, o Sltya
| | | | |
| | | | |
—
a

Figura 4.20: Usando as sequéncias s; e s}, os blocos dos conjuntos dos vértices se alinham corretamente.

Seja d := |b/a]. Note que dois vértices de H sao adjacentes se os 2d + 1 menores blocos de um

dos vértices coincidem com os 2d + 1 maiores blocos do outro vértice. Entao H é isomorfo a

var) = <2d@ 3>

E(H') = {vw: v,w € V(H), maxagy1(v) = mingg,1(w)}.
O type graph G(n,o22:41) €
VG o) = (4 )
2t+3
E(G(n,02t41)) = {vw : v,w € V(G(n, 02,2141)), maxg+1(v) = ming41(w)}.

Entao temos que G(nR,o0qp) contém G(n,o224+1) como subgrafo. Logo temos que se todo
type graph com type da forma o9, com ¢ impar, respeita a conjectura de Erdés e Hajnal, entao a

conjectura vale para todo type graph com type ogy.
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Capitulo 5
Consideracoes Finais

Buscar propriedades globais que garantam a existéncia de subgrafos de interesse é um importante
e recorrente topico em combinatoéria. A conjectura de Erdés e Hajnal pode mostrar que mesmo uma
estrutura bastante complexa como os grafos com nimero cromatico e cintura grandes podem ser
garantidas por uma propriedade mais simples.

Segue um breve resumo dos capitulos anteriores. No Capitulo 2 vimos alguns exemplos de
construcoes de grafos livres de tridngulos e com ntmero cromético alto, especificamente, vimos em
detalhes a construgdo por planos projetivos [7]. Vimos também dois casos “base” para a conjectura
de Erdés e Hajnal, no sentido de que caso uma inducgao seja possivel sobre os dois paradmetros,
os casos com os menores valores de k e g foram provados. Em particular, se ¢ = 4 (ou seja, se
queremos subgrafos livres de tridngulos), a conjetura ¢ verdadeira [21], e se K = 3 (ou seja, se
queremos subgrafos com circuitos impares), a conjectura é verdadeira.

No Capitulo 3 vimos que a familia dos grafos de Kneser respeitam a conjectura de Erdés e Hajnal
[17]. Em particular mostramos por meio do Lema Local de Lovéasz que blow-ups suficientemente
grandes de grafos de Kneser contém subgrafos com nimero cromatico e cintura grandes, e também
mostramos que blow-ups de grafos de Kneser sao subgrafos de grafos de Kneser maiores.

No Capitulo 4 vimos que a familia dos shift graphs de ordem 7 respeitam a conjectura de
Erdds e Hajnal [22]|. Consideramos também os type graphs, apresentamos alguns breves resultados
mostrando que para types particulares, a conjectura de Erdds e Hajnal é verdadeira para os type
graphs.

A conjectura de Erddés e Hajnal permanece em aberto, e assim, é interessante o estudo de outras
familias de grafos. Uma possibilidade é procurar familias de type graphs que respeitam a conjectura
de Erdds e Hajnal com diferentes types.

Outra possibilidade é considerar o niimero cromatico fracionario, denotado por x s, uma genera-
lizacao do ntimero cromético em que podemos colorir os vértices usando quantidades reais de cores.
Mohar e Wu demonstraram em [17] a versao fracionaria do teorema de Rodl.

No contexto do nimero cromatico fracionario, uma questdo natural é considerar a seguinte

variagao da conjectura de Erdds e Hajnal, proposta por Mohar e Wu em [17].

Conjectura 2. Para todo par de inteiros positivos k e g, existe um inteiro f(k,g) tal que todo
grafo G com xf(G) > f(k,g) contém um subgrafo H com xs(H) >k e g(H) > g.

O estudo da conjectura de Erdés e Hajnal restrita a familias especificas de grafos nos fornece um

caminho para entender a relagdo entre o ntimero cromatico dos grafos e a existéncia de subgrafos de
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interesse. Assim, auxilia no entendimento da conjectura como um todo. E dessa forma, apresenta
um possivel caminho para avancar com o estudo da conjectura, e com o estudo do ntimero cromatico
e sua relacao com as demais areas da combinatoria.

O autor tomou conhecimento de [3] durante a fase de produc@o da versao final deste texto.
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