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Resumo

Baseando-se em discussoes relacionadas a simulacoes de sistemas quanticos,
Feynman sugeriu na década de 80 a construgao de computadores que pudessem
explorar as caracteristicas quanticas da natureza. A conseqiiéncia disso foi o
inicio do desenvolvimento da teoria de computacao quantica, que consiste num
modelo de computacao possivelmente mais poderoso que o modelo classico. O
algoritmo de Shor para a fatoracao de inteiros reforcou as suspeitas a respeito
da superioridade desse modelo.

No mesmo periodo, um novo conjunto de ferramentas foi desenvolvido den-
tro da teoria de complexidade computacional. Os sistemas interativos de prova
foram introduzidos na década de 80 e, com eles, muitos resultados importantes
foram obtidos, como o teorema PCP.

Recentemente, surgiram alguns novos resultados envolvendo sistemas inte-
rativos de prova e o modelo quantico de computacao. Esta dissertacao apresenta
alguns desses resultados com o intuito de evidenciar algumas das potenciais di-
ferencas entre os modelos quantico e classico de computacao.

Abstract

Based on discussions related to quantum system simulations, Feynman sugges-
ted in the 80s the construction of computers that would explore the quantum
features of nature. As a result, it was developed the theory of quantum com-
puting, which consists in a possibly more powerful model of computation than
the classical model. Shor’s algorithm for integer number factorization enhanced
the suspicion about the superiority of this model.

In the same period, a new set of tools was developed within the compu-
tational complexity theory. The interactive proof systems were introduced in
the 80s, and with them many important results were obtained, as the PCP
theorem.

Recently, some new results involving interactive proof systems and quantum
computing were presented. This dissertation shows some of these results to
make comparisons between the quantum and the classic model of computation.
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Capitulo 1

Introducao

Em 1900, em uma palestra no Congresso Internacional de Matematicos em Pa-
ris, Hilbert postulou 23 problemas matematicos, que tratavam de temas diversos
em matemaética e areas afins. O décimo problema na lista de Hilbert (deter-
mination of the solvability of a diophantine equation) pergunta se é possivel
determinar se uma equacao diofantina arbitraria tem ou nao solu¢ao por meio
de um “processo finito”:

Given a diophantine equation with any number of unknown quan-
tities and with rational numerical coefficients: to devise a process
according to which it can be determined by a finite number of ope-
rations whether the equation is solvable in rational integers.

Esse problema pode ser postulado em uma linguagem mais atual como o
seguinte: existe um algoritmo que, dada uma equacao diofantina, determina
se esta tem ou nao solugao? Matiyasevich [Mat70] mostrou que a resposta é
negativa.

Note que a questao postulada por Hilbert precede de décadas a invencao
de computadores. Foi apenas nos anos 30 que tais questoes foram formuladas e
tratadas dentro do que ficou depois conhecido como teoria da computabilidade.
Esta é a parte da teoria da computacao especializada em lidar com esse tipo de
questao.

Foi nos anos 30, ap6s um trabalho de Gdédel em logica, que a idéia de algo-
ritmo comegou a ser formalizada. Godel [G6d31] introduziu o conceito de fung¢ao
primitiva recursiva como uma formalizagao dessa idéia. Church [Chu33, Chu36|
introduziu o A-cdlculo e Kleene [Kle36| definiu o conceito de fungoes recursivas
parciais e mostrou a equivaléncia entre esse e o A-calculo. Turing |Tur36, Tur37|
por sua vez propos a sua formalizacao da idéia de algoritmo: as chamadas md-
quinas de Turing. Vale mencionar que outro modelo de poder equivalente ao



das maquinas de Turing foi independentemente proposto por Post [Pos36|, um
professor de colegial de Nova Iorque. Cada uma dessas propostas diferentes do
conceito de algoritmo é chamada de modelo de computacao.

Foi Kleene |Kle52| quem chamou de tese de Church a afirmagao de que todo
modelo de computacao “razoavel” é equivalente ao da maquina de Turing. A
afirmacao é propositalmente vaga, pois visa capturar mesmo modelos que ainda
venham a ser propostos, e cuja natureza nao podemos prever. Por “razoavel”
entende-se um modelo que seja realista, no sentido de poder ser construido na
pratica (mesmo que de maneira aproximada).

A teoria da computabilidade no fundo diferencia os problemas decidiveis
(para os quais existe um algoritmo) dos indecidiveis (para os quais nao existe um
algoritmo). O surgimento dos computadores nas décadas de 30 e 40 aos poucos
evidenciou uma diferenca entre os problemas decidiveis: muitos parecem ser
bem mais dificeis que outros, no sentido de que se conhece apenas algoritmos
extremamente lentos para eles. Com isso, surgiu a necessidade de refinar a
teoria de computabilidade para tentar explicar essas diferencas. Foi apenas
nos anos 60 que a teoria de complexidade, que trata de tais questoes, tomou
corpo, com a formalizacao da idéia de “algoritmo eficiente”, independentemente
introduzida por Cobham [Cob65| e Edmonds [Edm65], e a proposta de redugoes
eficientes entre problemas |[Kar72|.

Foi nessa época que surgiram as defini¢oes das classes de complexidade P
e NP e do conceito de NP-completude, que captura de certa maneira a difi-
culdade de se conseguir algoritmos eficientes para certos problemas. Grosseira-
mente, um problema em NP é dito NP-completo se qualquer outro problema
da classe NP pode ser reduzido eficientemente a ele. A mais famosa questao
na area de teoria da computacao é se P é ou nao igual a NP. Se for mostrado
que algum problema NP-completo esta em P, entao tal questao é resolvida e
fica provado que P = NP.

Um marco na teoria de complexidade é o teorema de Cook |Coo71, LevT73|,
que prova a existéncia de problemas NP-completos. Cook mostrou que o pro-
blema conhecido como SAT, de decidir se uma formula booleana em forma nor-
mal conjuntiva é ou nao satisfativel, € NP-completo. Apds o teorema de Cook e
o trabalho de Karp |[Kar72|, que mostrou que vérios outros problemas conheci-
dos de otimizacao combinatoria eram NP-completos, essa teoria se desenvolveu
amplamente, tendo estabelecido a dificuldade computacional de problemas das
mais diversas areas [GJ79).

Um problema muito famoso cuja complexidade continua em aberto, mesmo
apo6s varias décadas de esfor¢o da comunidade no sentido de resolvé-lo, é o pro-
blema da fatoracao de inteiros: dado um inteiro, determinar a sua fatoracao em
niimeros primos. Recentemente, o seu parente préoximo, o problema de decidir



se um nimero inteiro é primo ou nao, chamado de problema da primalidade,
teve sua complexidade totalmente definida, com o algoritmo AKS, de Agrawal,
Kayal e Saxena |[AKS02a, AKS02b|. Esse algoritmo mostra que o problema
da primalidade esta na classe P, resolvendo com isso uma questao em aberto
ha anos. Nao se sabe até hoje, no entanto, se h4 um algoritmo eficiente para
resolver o problema da fatoracao de inteiros!

Na verdade, a dificuldade computacional do problema da fatoracao de in-
teiros tem sido usada de maneira crucial em alguns sistemas criptogréaficos bem-
conhecidos. Se for descoberto um algoritmo eficiente para resolver o problema
da fatoragao, varios sistemas criptograficos importantes seriam quebrados, in-
cluindo o famoso sistema RSA de chave publica criado por Rivest, Shamir e Adle-
man [RSATS].

Nesse trabalho, discutimos um modelo de computacao mais recente, o mo-
delo quantico, que vem levantando questoes intrigantes dentro da teoria de com-
plexidade e que pode ter impactos praticos dramaticos na area de criptologia.
O modelo quantico de computacao nao infringe a validade da tese de Church,
porém questiona a validade de uma versao mais moderna dessa, a chamada tese
de Church estendida, que diz que todo modelo de computacao razoavel pode ser
simulado eficientemente por uma méaquina de Turing.

Pode-se dizer que a teoria de computacao quantica iniciou-se nos anos 80,
quando Feynman |Fey82| observou que um sistema quéntico de particulas, ao
contrario de um sistema classico, parece nao poder ser simulado eficientemente
em um computador classico e sugeriu um computador que explorasse efeitos da
fisica quantica para contornar o problema. Desde entao, até 1994, a teoria de
computacao quantica desenvolveu-se discretamente, com varias contribuicoes de
Deutsch |Deu85, Deu89|, Bernstein e Vazirani [BV97|, entre outros, que cola-
boraram fundamentalmente para a formalizacao de um modelo computacional
quantico.

Foi apenas em 1994 que a teoria recebeu um forte impulso e uma enorme
divulgagao. Isso deveu-se ao algoritmo de Shor [Sho94, Sho97|, um algoritmo
quantico eficiente para o problema da fatoracao de inteiros, considerado o pri-
meiro algoritmo quantico combinando relevancia pratica e eficiéncia. O al-
goritmo de Shor é uma evidéncia de que o modelo computacional quantico
proposto pode superar de fato o modelo classico, derivado das méaquinas de
Turing. O resultado de Shor impulsionou tanto a pesquisa pratica, objetivando
a construcao de um computador segundo o modelo quantico, quanto a busca
por algoritmos criptogréaficos alternativos e algoritmos quanticos eficientes para
outros problemas dificeis. Essas e varias outras questoes, relacionadas tanto
com a viabilidade do modelo quantico quanto com as suas limitagoes, tém sido
objeto de intensa pesquisa cientifica.



Do ponto de vista pratico, busca-se descobrir se é ou nao viavel construir
um computador segundo o modelo quantico que seja capaz de manipular niime-
ros suficientemente grandes. Tal viabilidade esbarra em uma série de questoes
técnicas e barreiras fisicas e tecnologicas. J& se tem noticia de computadores
construidos segundo o modelo quantico, mas todos ainda de pequeno porte.
Em 2001, por exemplo, foi construido um computador quantico com 7 qubits
(o correspondente aos bits dos computadores tradicionais). Nesse computador,
foi implementado o algoritmo de Shor que, nele, fatorou o niimero 15. Uma
parte dos cientistas da computacao acredita que a construcao de computadores
quanticos de maior porte serd possivel, enquanto outra parte nao acredita nisso.

Do ponto de vista de teoria de complexidade, busca-se estabelecer a relacao
entre as classes de complexidade derivadas do modelo quantico e as classes de
complexidade tradicionais. Também busca-se, claro, estabelecer a complexidade
no modelo quantico de problemas bem-conhecidos, ou seja, busca-se algoritmos
quanticos eficientes para outros problemas relevantes.

Varias ferramentas tém sido utilizadas para o estabelecimento da relagao
entre as classes de complexidade classicas e as classes de complexidade quanti-
cas. Algumas delas sao os chamados sistemas interativos de prova.

Os sistemas interativos de prova foram introduzidos em meados da década
de 80 [Bab85, GMRS85|, tendo como motivac¢ao original aplicagbes em cripto-
grafia. Porém, o uso desses sistemas também levou a uma série de resulta-
dos importantes em complexidade computacional. Em especial, os sistemas
interativos levaram ao desenvolvimento das provas verificiveis probabilistica-
mente [ALMT92]. Esses resultados culminaram em uma caracterizagio alter-
nativa da classe NP. Uma das conseqiiéncias de tal caracterizacao foi a de-
monstracao da inaproximabilidade de uma série de problemas de otimizacao
combinatoria bem conhecidos.

Recentemente, foram apresentadas versoes dos sistemas interativos e das
provas verificaveis probabilisticamente para o modelo quantico |[Wat03, MWO04,
Raz05|, e alguns resultados envolvendo tais sistemas ja foram descobertos. A
comparacao dos resultados conhecidos no momento envolvendo sistemas intera-
tivos classicos e sistemas interativos quanticos compoe mais uma evidéncia de
que o modelo quantico pode superar o modelo classico de computacao.

O objetivo desse trabalho é apresentar de maneira didatica as definicoes
do modelo classico e do modelo quantico de computagao, bem como algumas
das principais relagoes conhecidas envolvendo classes de complexidade dos dois
modelos por meio dos sistemas interativos de prova.



Organizacao do texto

Esse texto esta dividido em duas partes. A primeira concentra-se em defini¢oes
e resultados do modelo classico de computagao, e a segunda nas definigoes e
resultados relacionados que aparecem no modelo quantico de computacao.

A parte classica comeca no capitulo 2, com a descricao de elementos basi-
cos de complexidade computacional, apresentando os conceitos de maquinas de
Turing, de consumo de espaco e tempo e as defini¢coes de algumas classes de
complexidade que serao estudadas nesse trabalho: além de P e NP, as clas-
ses coNP, PSPACE, BPP e outras sao introduzidas. No capitulo 3, apresen-
tamos a hierarquia polinomial e sua relacao com as classes PSPACE ¢ BPP.
Introduzimos no capitulo 4 os sistemas interativos de prova e apresentamos al-
guns dos resultados mais importantes envolvendo tais sistemas: coNP C IP
e IP = PSPACE, onde IP é a classe composta por linguagens decididas por
sistemas interativos de prova que utilizam um ntimero polinomial de trocas de
mensagens.

A segunda parte comeca no capitulo 5, com uma apresentacao do modelo
quantico de computacao. Inicialmente sao descritas algumas caracteristicas es-
peciais da computacao quantica, e em seguida o modelo quantico de computacao
baseado em circuitos é apresentado. Também mostramos um exemplo simples
de algoritmo quantico e as definicoes de algumas classes de complexidade en-
volvendo o modelo quantico: EQP e BQP.

No capitulo 6 sao introduzidos os sistemas interativos quanticos de prova e
um resultado importante é apresentado: PSPACE C QIP(3), onde QIP(3) é
a classe composta por linguagens decididas por sistemas interativos quanticos
que utilizam trés trocas de mensagens.

No capitulo 7 algumas propriedades dos SIQP decorrentes das proprieda-
des do modelo quantico sao mostradas. Em especial, apresentamos o seguinte
resultado: QIP C QIP(3), onde QIP é a classe composta por linguagens de-
cididas por sistemas interativos quanticos que utilizam um ntmero polinomial
de trocas de mensagens.

O capitulo 8 contém alguns comentarios finais.

Consideramos como nossas contribui¢oes principais as apresentacoes dos
resultados IP = PSPACE, PSPACE C QIP(3) e QIP C QIP(3). A de-
monstragao aqui apresentada de que IP = PSPACE inspirou-se fortemente
no livro de Kohayakawa e Soares [KS95|, porém optamos por apresentar um
dos algoritmos envolvidos na prova de maneira diferente, que nos pareceu mais
clara. Ja os dois outros resultados aparecem apenas nos artigos originais. A
nossa apresentacao deles é bem mais detalhada e, esperamos, mais acessivel ao
leitor.
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Capitulo 2

Preliminares

Nesse capitulo, apresentamos os conceitos e os resultados da teoria classica de
complexidade computacional que serao tteis nos estudos da hierarquia polino-
mial e dos sistemas interativos de provas.

Inicialmente, apresentamos trés variantes de maquinas de Turing. Em se-
guida, apresentamos algumas classes de complexidade, bem como uma série de
outros conceitos importantes da area que serao utilizados nesse texto.

2.1 Maquinas de Turing

No estudo da teoria classica de complexidade, tradicionalmente utiliza-se como
modelo de computag¢do a maquina de Turing (MT), que pode ser vista como
um computador bastante rudimentar com memoria infinita.

Vamos apresentar trés variantes desse modelo: a maquina de Turing deter-
ministica, a nao-deterministica e a probabilistica. Tais maquinas serao utiliza-
das mais adiante, quando definirmos as classes de complexidade em que estamos
interessados do modelo classico.

MAquina de Turing deterministica

Uma mdquina de Turing deterministica (MTD) é composta por uma central de
controle, uma cabeca de leitura e uma fita dividida em células. Essa fita tem
um final a esquerda e contém infinitas células a direita.

Cada célula da fita armazena um simbolo pertencente a um conjunto fi-
nito X’. O conjunto Y’ é chamado de alfabeto da méaquina e contém, entre ou-
tros, dois simbolos especiais: o simbolo LI, chamado de branco, e o simbolo >,
que fica armazenado durante toda a computacao na célula mais a esquerda da
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fita. Vamos denotar por ¥ o conjunto formado pelos outros simbolos de ¥'. Ou
seja, X =X\ {>,U}.

A cabeca de leitura da maquina é um apontador mével que em cada passo
estd sobre uma determinada célula da fita. O contetido dessa célula pode ser
lido e alterado pela maquina nesse passo.

Em cada passo, a central de controle da maquina estd em um dos estados
de um conjunto finito ). A mAaquina comeca a computacdo em um estado
particular de () chamado estado inicial, que é denotado por s. Existe ainda um
conjunto especial de estados H C (), chamados de estados finais, que quando
atingidos resultam na parada da maquina.

Uma MTD funciona da seguinte maneira. Ela recebe como entrada uma
cadeia de caracteres em X*. Inicialmente a cabeca de leitura aponta para a
célula mais a esquerda da fita (a que contém o simbolo >). A partir da célula
seguinte estd armazenada a entrada, seguida por brancos. A maquina efetua
uma seqiiéncia de passos até terminar a execucao. Se ¢ é o estado corrente da
maquina e ¢ esta em H, entao ela para. Do contrério, ela realiza trés acoes,
determinadas pelo par (¢,0), onde o é o simbolo de ¥ contido na célula que
esta sob a cabeca de leitura.

A primeira acao consiste na alteracao do estado da maquina de ¢ para um
estado ¢’ em (). A segunda acado é a escrita de um simbolo ¢’ de ¥ na célula
que esta sob a cabeca de leitura. A terceira acao consiste no deslocamento da
cabeca de leitura, que pode se mover uma posicao para a esquerda, uma posicao
para a direita ou pode continuar apontando para a mesma célula.

A cabecga de leitura da fita sempre desloca-se para a direita quando atinge a
célula mais a esquerda e nunca altera o contetido dessa posicao da fita. Por
conveniéncia, assume-se que a maquina nao pode escrever o simbolo > em
qualquer posicao da fita que nao seja a célula mais & esquerda. Além disso,
quando um estado final é atingido, a transi¢ao definida para esses casos mantém
o estado, o contetido da célula e a posicao da cabeca de leitura. Por isso dizemos
que nesse caso a maquina para.

A cadeia de caracteres escrita na fita quando a maquina termina a execucao,
ignorando-se o simbolo > e os brancos a direita, é a saida da miquina para a
entrada em questao.

Formalmente, define-se uma maquina de Turing deterministica como uma
quintupla M = (Q, %', 4, s, H), onde @ é o conjunto de estados, >’ é o alfabeto
de simbolos, ¢ é uma fungio de (Q \ H) x X em Q x X' x {«—,|,—}, s€Q &
o estado inicial e H C @ é o conjunto de estados finais. O conjunto {«, |, —}
descreve os possiveis movimentos da cabeca de leitura da maquina.

A funcao 9, chamada usualmente de func¢ao de transicao, descreve cada um
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dos possiveis passos da maquina e satisfaz as restricoes mencionadas acima.
Suponha que a maquina esteja num estado ¢ em @ \ H e que sob a cabeca de
leitura esteja o simbolo 0. Se §(q,0) = (¢, 0',d), o proximo estado serd ¢, o
simbolo ¢’ sera escrito no lugar de o e a cabeca de leitura de M movera de
acordo com d.

A configuragdo atual de M em um passo é uma tripla (w1, ¢, ws) € (X')" X
Q x (¥)*, onde w; é a palavra que aparece na fita a esquerda da cabega de
leitura, ¢ é o estado atual e wy é a palavra a direita da cabeca de leitura
ignorando-se brancos a direita. A cabeca de leitura aponta para a posicao que
contém o tltimo simbolo de w;. A configuracao inicial é a tripla (>, s, z), onde x
¢ a entrada para a maquina.

Dizemos que uma configuragao (ws,q,ws) produz em k passos uma con-
figuracao (w!,q,w}), o que é denotado por (wi,q,w) &, (w},q,w)), se a
méquina sai da primeira configuracao e vai para a segunda em exatos k pas-
sos. Se ¢ & um estado final, sempre que nos referirmos ao nimero k& em
(wy,q,wy) Fh, (W), q,w)) vamos nos referir ao menor inteiro k para o qual
tal relacao é verdadeira. Dessa forma, limitamos também o nimero de passos
executados por uma MTD (a contagem dos passos para quando um estado final
¢ atingido).

MAquina de Turing nao-deterministica

A mdquina de Turing nao-deterministica (MTND) é uma generalizagao da méa-
quina de Turing deterministica. Essa maquina tem um papel fundamental na
teoria de complexidade pois esta na base da definicao da classe NP, conforme
serd mostrado posteriormente.

A maior parte das defini¢coes e idéias envolvidas na descricao das MTDs
também se aplica as MTNDs. A diferenca entre a MTND e a MTD estd na
funcao de transicao e na maneira como as transicoes sao feitas a cada passo.
Nas maquinas deterministicas, existe uma tnica transicao possivel a partir de
uma dupla (g,0), onde g é um estado nao-final e ¢ é um simbolo em ¥'. Ja
nas maquinas nao-deterministicas, pode existir mais de uma transigao valida a
partir de uma dupla (¢,0). Em cada passo da MTND, uma transi¢ao valida é
escolhida arbitrariamente para ser realizada.

O namero de transi¢oes validas a partir de uma dupla (¢,0) é limitado
superiormente por 3 x [¥'| x |@|. Logo, o nimero de configuracoes que podem
ser produzidas a partir de cada configuracao também é limitado superiormente
por 3 x |¥'] x |@]. A transicdo numa MTND é portanto uma relagdo e nao
necessariamente uma funcao.

Formalmente, uma maquina de Turing nao-deterministica ¢ uma quintupla
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M= (Q,¥,A,s,H), onde Q é o conjunto de estados, ¥’ é o alfabeto de simbo-
los, A é uma relagdo de (Q\ H) x X' em Q x X' x {«, |, =}, s € Q é 0 estado
inicial e H C () é o conjunto de estados finais.

E evidente que as MTDs sdo casos particulares de MTNDs em que A é uma
funcao, ja que toda funcao ¢ uma relagao.

Uma transi¢ao (¢’,0’,d) em A(q,0), onde ¢ € Q e 0 € ¥, é interpretada
como antes. Assim, ¢’ serd o proximo estado da méquina, ¢’ deve ser escrito
no lugar de o e d indicara o deslocamento da cabeca de leitura. Tal transicao
sera valida somente se (¢/,0’,d) € A(q,0). A defini¢do de configuracao é igual
a que usamos na definicao da maquina de Turing deterministica. Para MTNDs,
dizemos que uma configuragao (wy, ¢, wy) produz a configuragao (w}, ¢, wh) em k
passos se, estando a maquina na primeira configuracao, apos k passos ela pode
estar na segunda a partir de uma seqiiéncia de transigoes validas.

A existéncia de vérias transi¢oes possiveis para cada par (¢, o) possibilita a
existéncia de computagoes distintas para uma mesma entrada por uma MTND.
Conseqiientemente, elas podem produzir saidas diferentes para uma mesma en-
trada. Comentaremos mais sobre isso quando falarmos das linguagens decididas
por MTs.

MAquina de Turing probabilistica

Uma mdquina de Turing probabilistica (MTP) é basicamente uma MTND
M = (Q,¥,A,s, H) em que o nao-determinismo é substituido pelas escolhas
probabilisticas.

A cada passo, em vez de uma transicao ser escolhida arbitrariamente dentre
todas as transicoes aplicaveis, a escolha é feita com probabilidade uniforme.
Assim, pode-se falar na probabilidade da MTP produzir, numa computacao
para uma certa entrada, uma saida especifica. Todas as defini¢coes dadas para
as MTNDs aplicam-se de maneira natural a uma MTP. Observe que uma MTD
¢ uma MTP em que, a cada passo, ha apenas uma transicao aplicavel.

Uma MTP corresponde a formalizagao do conceito de um computador aco-
plado a um gerador de niimeros aleatorios.

Podemos assumir sem perda de generalidade que o niimero de transigoes
possiveis em cada passo de uma MTP é igual a dois, e que as transicoes sao
escolhidas com probabilidade 1/2. Para fazer essas escolhas, a maquina utiliza
uma seqiiéncia de bits aleatorios cujo tamanho ¢é igual ao nimero de passos da
maquina.
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2.2 Teoria classica de complexidade

Nessa se¢ao, apresentamos algumas defini¢oes e resultados do modelo cléssico de
computacao importantes para o que apresentaremos a seguir, como a hierarquia
polinomial e os sistemas interativos de prova.

2.2.1 Definicao dos parametros

Apresentamos agora os principais parametros em fun¢ao dos quais as classes de
complexidade sao definidas, bem como a relagao entre linguagens e méaquinas
de Turing.

Tempo consumido pelas maquinas de Turing

Na descrigao das MTDs, foi definido que (wy, q,ws) F5, (w],q,w}) se a ma-
quina M sai da primeira configuracao e vai para a segunda em exatos k passos.
Se (w1, q,wy) é a configuragdo inicial de M e ¢’ é um de seus estados finais,
entao dizemos que k é o tempo consumido por M para a entrada w,.

Na descri¢gio da MTND, vimos que (wy, q, wz) F5, (w), ¢, wh) se existe uma
computacao valida da maquina M que sai da primeira configuracao e vai para
a segunda em exatos k passos. Se (wi, g, wy) é a configuragao inicial de M e ¢/
¢ um de seus estados finais, entao dizemos que existe uma computacao valida
de M para a entrada ws que consome tempo k. O maior valor de k que leva
uma MTND M com entrada w de seu estado inicial para um estado final, em
qualquer computacao valida, é considerado o tempo consumido por M para essa
entrada.

Por fim, se M é uma MTP, valem as mesmas definicoes usadas para
as MTNDs. Vale destacar que no caso das MTPs eventualmente aplica-se o
conceito de tempo esperado de computacao, que formalmente é a esperanca do
tempo consumido por uma computacao de M para uma dada entrada x.

Dada uma MT M, se existe uma funcao p : N — N tal que, para qualquer
entrada x, o tempo consumido por M é limitado superiormente por p(|z|),
onde |z| denota o comprimento da palavra z, entdao dizemos que M consome
tempo O(p(n)). Se p(n) é um polindomio em n, dizemos que M é polinomialmente
limitada.

Espaco consumido pelas maquinas de Turing

Em complexidade computacional, eventualmente temos interesse no consumo
de espaco por maquinas de Turing. Enquanto o tempo é medido em funcao
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do ntimero de passos utilizados pelas MTs, o espaco é medido em funcao das
células de sua fita acessadas durante a computacao.

Mais precisamente, dizemos que o espaco utilizado por uma MT é a maior
quantidade de células distintas usadas pela maquina para realizar a computacao
de uma determinada entrada. No caso das M'TDs, é o niimero de células usadas
na unica computacao possivel. Ja para MTNDs e MTPs, é o maior nimero de
células utilizadas em uma computacao vélida.

Como em toda MT a cabeca de leitura s6 pode se deslocar de uma célula
a cada passo, claramente o espaco utilizado em uma computacao ¢ limitado
superiormente pelo niimero de passos executados pela maquina.

Dada uma MT M, se existe uma funcao p : N — N tal que, para qualquer
entrada x, o espaco consumido por M é limitado superiormente por p(|z|), entao
dizemos que M consome espago O(p(n)). Se p(n) é um polinémio em n, dizemos
que M consome espaco polinomial.

Linguagens e maquinas de Turing

Ao definir as maquinas de Turing, utilizamos como parametro um alfabeto ¥/ =
¥ U {>,U}, onde ¥ é o conjunto de caracteres que contém os simbolos que
podem compor uma entrada para essa maquina. Um conjunto de palavras cujos
caracteres pertencem a um alfabeto ¥ é uma linguagem em >*. Um conjunto
de linguagens forma uma classe de complexidade.

Geralmente estamos interessados em verificar se uma determinada palavra
pertence ou nao a uma particular linguagem L. Maquinas de Turing que de-
volvem respostas binarias podem ser usadas para efetuar essa tarefa. Uma das
respostas indica que a palavra fornecida como entrada pertence a linguagem L
(aceitagao) e a outra que a palavra nao pertence (rejeicdo).

Daqui para a frente, utilizaremos a seguinte definicao: um problema que
consiste em decidir se uma palavra pertence ou nao a uma linguagem (ou seja,
um problema que tem um conjunto binario de respostas) serd um problema de
decisao.

Mostraremos agora as relacoes entre decisao de linguagens e as maquinas
de Turing deterministicas, nao-deterministicas e probabilisticas.

Se M é uma MTD que devolve como resposta 0 ou 1, que indicam aceitagao
e rejeicao da entrada respectivamente, o conjunto das palavras aceitas por M
formam uma linguagem L. Dizemos nesse caso que M decide L. Os simbolos 0
e 1 devem pertencer a Y e devem aparecer sozinhos na fita da maquina na
segunda célula da esquerda para a direita ap6s sua parada.

No caso das MTNDs, ja vimos que podem existir varias computacoes e
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varias saidas possiveis para uma maquina e uma entrada. Dizemos que uma
MTND M decide uma linguagem L se toda palavra x € L é aceita por M em
alguma de suas computacoes, e se toda palavra z ¢ L é rejeitada por M em
todas as suas computacoes.

Por fim, a decisao de linguagens por MTPs tem um aspecto um pouco
diferente das demais maquinas de Turing. Assim como as MTNDs, as MTPs
também podem produzir respostas distintas para uma mesma entrada. Porém,
nas MTPs, cada computagao valida (e conseqiientemente cada possivel resposta)
ocorre com uma determinada probabilidade. A decisao de uma linguagem por
uma MTP envolve as probabilidades de obtencao das respostas.

Em alguns casos estamos interessados em fixar uma probabilidade méaxima
para as rejeicoes incorretas, em outros para as aceitagoes incorretas e em outros
para as duas simultaneamente. A decisao de linguagens em MTPs, portanto,
nao possui uma defini¢ao tinica como no caso das MTDs e das MTNDs. Logo,
sempre que esse conceito for utilizado, a interpretacao desejada serd apresen-
tada.

2.2.2 Algumas classes de complexidade

Nessa secao, definimos algumas classes de complexidade utilizando as méaquinas
de Turing apresentadas. Conceitos importantes como os de reducao, completude
e certificados sucintos também sao apresentados.

As classes P e PSPACE

A partir do conceito de maquinas de Turing polinomialmente limitadas, vamos
definir as linguagens e as relagoes polinomialmente decidiveis. Dizemos que uma
linguagem é polinomialmente decidivel se existe uma MTD polinomialmente
limitada que a decide. Analogamente, dada uma relacao R C (Z*)Z para um
inteiro 7 > 1, dizemos que R é polinomialmente decidivel se existe uma MTD
polinomialmente limitada que decide a pertinéncia nessa relagao.

A classe P (polynomial-time) é o conjunto de todas as linguagens polino-
mialmente decidiveis. Dizemos que uma linguagem pertence a classe PSPACE
(polynomial-space) se ela é decidida por uma méaquina de Turing (deterministica,
nao-deterministica ou probabilistica) que utiliza espago polinomial no tamanho
da entrada.

E facil ver que P € PSPACE: como ja observamos, toda MTD que con-
some tempo polinomial certamente consome espaco polinomial, jA que, a cada
passo, a cabeca de leitura da maquina s6 pode se mover de no maximo uma
célula a direita. Por outro lado, é facil imaginar uma M'TD que consome tempo
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super-polinomial mas espa¢o polinomial. Assim, é concebivel (e até de se es-
perar) que existam linguagens em PSPACE que nao estejam em P. Surpre-
endentemente, nao se sabe até hoje se este é o caso ou nao. Ou seja, nao se

conhece uma prova de que P # PSPACE.

Reducgoes e completude

Nos estudos de classes de complexidade, dois conceitos possuem grande impor-
tancia: reducao e completude.

O conceito de reducao que apresentaremos foi introduzido por Karp |Kar72|.
Por isso, eventualmente tais redugoes também sao denominadas reducoes de
Karp. Porém, vale destacar que as reducoes sao muito comuns na matemaética, e
que tal conceito ja vinha sendo utilizado ha muito tempo (antes da formalizagao
da teoria de complexidade computacional).

Dizemos que uma linguagem L; C ¥* pode ser reduzida (admite uma re-
du¢io de Karp) a uma linguagem Ly C ¥* se existe uma func¢ao R : ¥* — X*
computavel por uma MTD polinomialmente limitada tal que, para todo x € X%,
vale o seguinte: Se x € Ly, entdo R(z) € Lo, e se x ¢ Ly, entdao R(z) ¢ Lo.

A partir do conceito de reducgao, apresentamos o conceito de problemas
dificeis para uma classe. Seja C uma classe de complexidade e seja L uma
linguagem. Dizemos que L é C-dificil se qualquer linguagem L' € C pode ser
reduzida a L. Por fim, se L é uma linguagem C-dificil e se L € C, entao dizemos
que L é C-completa. Similarmente, dizemos que o problema de decisao de L é
C-completo ou C-dificil.

Determinar problemas completos para classes de complexidade é impor-
tante, pois mostra de maneira clara a dificuldade inerente a classe. Um exemplo
de problema PSPACE-completo é o QBF (Quantified Boolean Formula). Uma
instancia do QBF é uma formula booleana quantificada

(QlIl)(Qﬂz) ce (Qniﬂn)B(iﬂl, T, ... ,In)

onde cada @); representa ou JouV, e B(xy,...,x,) ¢ uma formula booleana na
forma normal conjuntiva. Dada uma instancia desse problema, queremos saber
se a afirmacao descrita é verdadeira ou nao.

Uma demonstracao do fato de que o problema QBF é PSPACE-completo
pode ser vista no livro de Papadimitriou [Pap94|. Mais a frente, veremos a
utilizagao desse problema em demonstragoes envolvendo sistemas interativos de
prova.
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As classes NP e coNP

Podemos definir NP (nondeterministic polynomial-time) em fun¢ao de MTNDs.
Dizemos que uma linguagem pertence a classe NP se ela pode ser decidida por
uma maquina de Turing nao-deterministica polinomialmente limitada.

A classe das linguagens cujo complemento pertence a NP é denomi-
nada coNP, onde o complemento de uma linguagem L sob um alfabeto X é
a linguagem ¥* \ L, que também denotamos por col. De maneira geral, o
complemento de uma classe de complexidade arbitraria C é denotado por coC
e definido como o conjunto das linguagens cujo complemento esta em C.

As classes NP e coNP contém varios problemas para os quais nao se co-
nhece algoritmo polinomial. Essas classes sao importantes porque contém uma
grande quantidade de problemas de interesse pratico.

Claramente, toda linguagem que estd em P também estd em NP e
em colNP, visto que uma MTD é uma MTND. A questao mais importante
e conhecida é se P é igual a NP. HA varios indicios que sugerem a desigual-
dade entre as duas classes. Se P = NP, saberemos que muitos problemas para
os quais hoje nao se conhecem algoritmos exatos razoaveis tém uma solucao
polinomial. Porém, sao poucos os que acreditam nessa possibilidade.

Certificados sucintos

Vimos acima a defini¢ao da classe NP em fun¢ao de maquinas de Turing nao-
deterministicas. Também podemos caracterizar tal classe utilizando os conceitos
que apresentamos abaixo. Uma demonstracao da equivaléncia entre as duas
defini¢oes pode ser vista em [Pap94].

Inicialmente, vamos definir as relacoes polinomialmente balanceadas. Seja
RC (E*)Z'Jrl para algum inteiro ¢ > 0 uma relagao. Se para todo (x,y1,...,v;) €
R ¢é verdade que |y;| < |z|* para algum inteiro k > 1, para todo j, 1 < j < 1,
entao dizemos que R é uma relagao polinomialmente balanceada. Se a perti-
néncia em R pode ser verificada por uma maquina de Turing deterministica
polinomialmente limitada, entao dizemos que R é uma relagao polinomialmente
decidivel.

A classe NP pode ser definida em func¢ao de relacoes polinomialmente ba-
lanceadas e polinomialmente decidiveis ou, equivalentemente, de certificados
sucintos. Se L C Y* ¢ uma linguagem, dizemos que L € NP se e somente se
existe uma relacao R C »* x X* polinomialmente decidivel e polinomialmente
balanceada tal que L = {z : (z,y) € R para algum y}. Uma palavra y tal
que (z,y) € R é dita um certificado sucinto da pertinéncia de x em L. Nos
casos em que R é uma relacao (i + 1)-aria, as ultimas ¢ coordenadas compoem
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o certificado de pertinéncia para a primeira coordenada.

Mais adiante, veremos que os certificados sucintos sao uma ferramenta im-
portante no estudo da hierarquia polinomial.

A classe BPP

A classe BPP (bounded-error probabilistic polynomial-time) contém as lingua-
gens para as quais existem MTPs polinomialmente limitadas que devolvem
respostas erradas (tanto rejeicoes como aceita¢oes) com probabilidade estri-
tamente menor que 0,5. Na verdade, qualquer delimitacao polinomial dessa
probabilidade no intervalo (0;0,5) resultaria na mesma classe. Porém, Papadi-
mitriou |[Pap94| mostra que delimita¢oes maiores ou iguais a 0,5 podem levar a
uma classe diferente.

A definicao da classe BPP é simétrica, pois rejeicao e aceitacao sao feitas
corretamente na maioria absoluta das computacoes feitas pelas MTPs envolvi-
das. Quando existe tal simetria, a classe ¢ igual ao seu complemento. Logo,
BPP = coBPP.

Destacamos que nao se sabe se a classe BPP esta contida na classe NP.
Também nao se sabe se BPP possui problemas completos. Porém, é importante
destacar o papel “pratico” de BPP. Informalmente, podemos dizer que os pro-
blemas para os quais existem algoritmos de eficiéncia satisfatoria estao em BPP
(obter eficientemente uma solugao correta com altissima probabilidade é algo
bastante satisfatorio). Isso mostra a importancia do estudo da relacao dessa
classe com as demais do modelo classico e do modelo quantico de computacao.
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Capitulo 3

Hierarquia Polinomial

Ao estudar algumas das relagoes entre as classes de complexidade do modelo
quantico e do modelo classico, sao especialmente interessantes classes como
BPP, PSPACE e as classes definidas pelos sistemas interativos de prova.

Para melhor compreender a importancia de tais classes, apresentamos
a hierarquia polinomial e mostramos a relagao desta com as classes BPP
e PSPACE.

3.1 Apresentacao

Nessa se¢ao, mostramos uma defini¢ao recursiva da hierarquia polinomial. Ini-
cialmente, apresentamos a motivacao que levou ao desenvolvimento desse con-
junto de classes de complexidade.

Motivacgao

Um problema de otimizagao consiste na obtencao de um elemento de um do-
minio que maximiza ou minimiza uma funcao definida sobre tal dominio. Em
teoria de complexidade, da-se especial atencao aos casos em que os dominios
sao conjuntos discretos.

Uma maneira mais adequada de caracterizar problemas de otimizagao (e
também as classes de complexidade) envolve o uso do conceito de completude:
Dado um problema, ele é completo para quais classes de complexidade? Dada
uma classe de complexidade, ela possui algum problema completo? Tais ques-
toes estimularam o estudo da hierarquia polinomial.

A hierarquia polinomial foi proposta inicialmente por Karp [Kar72] e for-
malizada por Meyer e Stockmeyer [MS73|, com o objetivo de determinar classes
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de complexidade para as quais alguns problemas NP-dificeis eram completos.

Definicao

Para definir a hierarquia polinomial, utilizaremos o conceito de ordculo. Um
oraculo sempre estd associado a uma linguagem em X* (e vice-versa). Uma
méquina de Turing com acesso a um oraculo é uma maquina que possui uma
fita extra e trés estados especiais g, g, e ¢,. Quando essa maquina estd no
estado g-, no préoximo passo ela estara no estado g, se o contetido da fita extra
¢ uma palavra que pertence a linguagem associada ao oréculo; caso contrario,
o proximo estado sera ¢,. Logo, quando uma MT M tem acesso a um oraculo
para uma linguagem L, a decisao da pertinéncia de uma palavra em L pode ser
realizada por M em um passo.

Se C é uma classe de complexidade e L ¢ uma linguagem, denotamos por C*
a classe de linguagens que podem ser decididas por MTs que respeitam as res-
tricoes estabelecidas para C e que tém acesso a um oraculo para P. Se P é
uma linguagem completa para uma determinada classe O, podemos denotar C”
por CO. Dizemos nesse caso que a maquina de Turing em questdo tem acesso
a um oraculo para O. Observamos que co(C®) = (coC)°.

A hierarquia polinomial é formada pelas classes 3, P, II,P e A,P para
k=20,1,2,..., onde:

o 3P =1II,P=A\P =P;

o X, P = NP para k > 0;

o A, P =PF para k > 0;

o I, P = coNP>** para k > 0.

Segue da observagao acima e da definigao que co(X;P) = IL,P e que
co(II;P) = X;P para todo inteiro & > 0. A uniao de todas as classes de
todos os niveis da hierarquia sera denotada por PH (polynomial hierarchy).

Pela definicao, o nivel zero da hierarquia polinomial é a classe P. Ja o
nivel um envolve o uso de ordculos para XoP. Como XoP = P e 0 acesso a
um oraculo para P nao altera o poder de uma maquina de Turing (proporciona
apenas uma diminui¢ao polinomial no consumo de tempo), o nivel um de PH
é composto pelas ja conhecidas classes 3P = NP, AP = P e I, P = coNP.
A partir do segundo nivel da hierarquia, os ordculos envolvidos passam a ter
um papel importante, pois supostamente aumentam o poder das méquinas de
Turing (possivelmente proporcionam diminui¢oes super-polinomiais no consumo
de tempo).
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Acredita-se que, a partir do nivel um, todas as classes no mesmo nivel
sejam distintas. Acredita-se também que a hierarquia seja propria, ou seja,
que as classes de um nivel estejam contidas propriamente nas classes dos niveis
superiores. Vamos mostrar agora dois resultados que estabelecem relagoes entre
classes da hierarquia.

Lema 3.1. AP C X, P NII.P para k > 0.

Demonstracao. Seja L uma linguagem de A;P. Por definicao, existe uma
MTD M com acesso a um oraculo para 3;,_;P que decide L em tempo po-
linomial.

Mas sabemos que toda MTD é uma MTND onde a relacao de transicao é
uma funcao. Dessa forma, concluimos que M é uma MTND que possui uma
tnica computacao valida para uma dada entrada que verifica em tempo poli-
nomial se uma entrada pertence ou nao a L utilizando o acesso a um oraculo
para ;1 P. Segue dai que L ¢ uma linguagem de ;P e de II,P. O

Lema 3.2. X, PUII,P C Ay 1P para k > 0.

Demonstracao. Seja L uma linguagem. Pela definicao de A, 1P, existe uma
MTD M com acesso a um oraculo para X, P que decide L em tempo polinomial.

Se L € 3P, entao obviamente L pertence a A, 1P. Basta M utilizar um
oraculo para a propria L. Dessa forma, com apenas uma consulta ao oraculo,
M decide L.

Se L € II,P, também é verdade que L pertence a Ay P. Basta M utilizar

um oraculo para coL, que é uma linguagem de 3, P. Com apenas uma consulta
ao oraculo, M decide coL, e conseqiientemente L. O

Dessa forma, concluimos que PH = ;5o ZpP = U kP = U5 AP,
e que coPH = PH.

3.2 PH C PSPACE

A definicao recursiva da hierarquia polinomial nao é a mais conveniente para as
demonstragoes dos resultados que serao apresentados adiante. Por isso, apre-
sentamos uma caracterizacao alternativa da hierarquia polinomial. Em seguida,
mostramos algumas de suas propriedades e comentamos a relagao entre as clas-

ses PH e PSPACE.
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Uma caracterizagao alternativa

Para apresentar uma outra caracterizacao da hierarquia polinomial, utilizare-
mos os conceitos de relacoes polinomialmente balanceadas e polinomialmente
decidiveis.

Teorema 3.3. Seja L uma linguagem e sejat > 1. Temos que L € ;P se e so-
mente se existe uma relacao R polinomialmente balanceada tal que a linguagem
L'={z;y: (z,y) € R} estda em II,_1P e L = {x : existe y tal que (z,y) € R}.

Demonstracao. O resultado serd demonstrado por inducao em i. Para ¢ = 1,
segue da definicao da classe NP com certificados sucintos. Note que, nesse
caso, a relagdo R, formada por duplas (z,y) onde z representa uma entrada
e y um certificado sucinto da pertinéncia de x a uma linguagem L, além de
polinomialmente balanceada, também é polinomialmente decidivel. Portanto,
L' estd em P = IIyP. Vamos mostrar agora o resultado para i > 1.

Suponha que existe uma relagao R tal que a linguagem L' = {z;y : (z,y) €
R} esta em II; 1P e seja L = {z : existe y tal que (x,y) € R}. Queremos
mostrar que L € 3;P. Para isso, basta mostrar a existéncia de uma MTND M
com acesso a um oraculo para 2, 1P que decide L em tempo polinomial.

Como R é uma relacao polinomialmente balanceada, existe um inteiro
positivo k tal que, a partir de uma entrada x, a maquina M gera nao-
deterministicamente uma palavra y tal que |y| < |z|¥ e acessa o ordculo para
determinar se x;y pertence a L'. Mais precisamente, como o oraculo disponivel
para M decide 3; ;P e como II; 1P = co(X;_1P), o oraculo serd utilizado
para verificar se x;y pertence a linguagem colL’.

Se para algum y a palavra x;y nao pertence a col’, entdo x;y pertence
a L', e portanto x pertence a L. Se para todo y gerado a palavra x;y pertence
a col/, entdo x nao é palavra de L. Logo, com uma MTND com acesso a um
oraculo para 3; P, podemos decidir L em tempo polinomial. Assim, temos
que L € 3;P, como queriamos.

Suponha agora que L é uma linguagem em 3;P. Devemos mostrar que
existe uma relagdo R polinomialmente balanceada tal que a linguagem L' =
{z;y: (z,y) € R} estd em I, ;P e que L = {z : existe y tal que (z,y) € R}.
Como L € 3P, sabemos que existe uma MTND N com acesso a um oréculo
para uma linguagem ¥; {P-completa K que decide L em tempo polinomial.

Pela hipotese de inducgao, como K € 3; P, sabemos que existe uma rela-
¢ao S polinomialmente balanceada tal que a linguagem L” = {z;y : (z,y) € S}
estd em II; oP e que K = {z : existe y tal que (z,y) € S}. A partir dessas
informacoes, vamos construir a relacao R desejada.

Seja x € ¥* uma entrada para N. Vamos mostrar que x pertence a L se e
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somente se existe uma palavra y tal que (z,y) pertence a relacdo R que estamos
construindo. Com isso, ja temos que L = {z : existe y tal que (z,y) € R}.

Uma tal palavra y descreve uma computacao de N que aceita x como pa-
lavra de L. Se tal computacao nao existir, nao haveré tal certificado. Como N
tem acesso a um oraculo para K, alguns de seus passos consistirao em consul-
tas a esse oraculo, que podem ter respostas “sim” ou “nao”. Tais informacoes
estarao descritas em y.

Quando uma consulta descrita em y ao oraculo para K tem resposta “sim”,
podemos assumir que tal resposta é acompanhada por um certificado que mostra
tal fato. A dupla formada pela palavra submetida & consulta e pelo certificado
em questao deve ser um elemento da relagao S. Logo, a checagem da validade
desse passo pode ser feita em II;_,P.

Nos casos em que a resposta do oraculo ¢ “nao”, a situagao é a seguinte: N fez
uma consulta ao oréculo para checar se uma palavra ¢ pertencia a linguagem K,
e a resposta foi negativa. Como K € ¥; P, a verificagao da resposta do oraculo
pode ser feita por meio da consulta da pertinéncia de ¢ a coK, problema este
que esta em II,_{P.

Por fim, observamos que o tamanho de y é polinomial em x. Isso porque N
realiza um ntimero polinomial de passos, e para cada consulta ao oraculo para K,
as palavras armazenadas (s6 a palavra consultada nos casos em que a resposta
é “nao” e a palavra acompanhada do certificado nos casos em que a resposta
é “sim”) tém tamanho polinomial em |z|. Com isso, concluimos que R é uma
relagao polinomialmente balanceada.

Assim, concluimos que uma MTD polinomialmente limitada com acesso
a um oraculo para uma linguagem II;,_;P-completa pode verificar se y é um
certificado para z. Ou seja, L' = {z;y: (z,y) € R} € II,_,P.

Assim, se L € 3;P, entao existe uma relacao R polinomialmente balanceada
talque L' = {x;y : (z,y) € R} € II,_1P e L = {z : existe y tal que (x,y) € R},
como queriamos. O

Pela simetria da hierarquia polinomial, temos o seguinte corolario.

Corolario 3.4. Seja L uma linguagem e © > 1. Temos que L € IL;P se e
somente se existe uma relacao R polinomialmente balanceada tal que a lingua-
gem L' = {x;y : (x,y) € R} estd em X, 1P e L = {x : para todo y com |y| <
\z|*, (z,y) € R} para algum inteiro positivo k.

Utilizando relagoes (i + 1)-arias polinomialmente balanceadas e os dois re-
sultados anteriores, podemos definir a hierarquia polinomial de maneira nao-
recursiva.
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Corolario 3.5. Seja L uma linguagem e ¢ > 1. Temos que L € 3P se e
somente se existe uma relacao (i + 1)-dria R polinomialmente balanceada e
polinomialmente decidivel tal que

L= {z: 3y VyoT3ys ... Qiy; tal que (v, y1,...,vy;) € R}

onde o j-ésimo quantificador Q); €V se j € par e 3 se j € impar, paraj =1,... 1.

Colapso da hierarquia polinomial

Nessa secao, vamos analisar a relacao entre a hierarquia polinomial e a
classe PSPACE. Mas antes, utilizando os lemas 3.1 e 3.2 e os resultados
da secao anterior, vamos mostrar um fato importante.

Teorema 3.6. Se para algum i@ > 1 é verdade que 3;P = ILP, entao 3;P =
ILP = A;P = 3P para todo j > 1.

Demonstracao. Suponha que ;P = IL,P. Vamos mostrar inicialmente que,
nesse caso, ¢ verdade que ¥, 1P = 3,P.

Seja L uma linguagem de 3, P. Pelo teorema 3.3, sabemos que existe uma
relagdo R polinomialmente balanceada tal que a linguagem L' = {z;y : (z,y) €
R} esta em IL;P e L = {x : existe y tal que (z,y) € R}. Como IL,P = 3,P, a
linguagem L’ também estda em 3;P. Pelo teorema 3.3, sabemos que existe uma
relagdo S polinomialmente balanceada tal que a linguagem L” = {z;y : (z,y) €
S} esta em I, 1P e L' = {x : existe y tal que (z,y) € S}. Assim, temos que
(x,y) € R se e somente se existe uma palavra z tal que (z;y,z) pertence a
relagdo S. Mais precisamente, © € L se e somente se existem palavras y e z tais
que (z;y,z) € S. A partir do teorema 3.3, concluimos que L € ¥,;P.

De forma analoga, mostra-se que Il 1P = IL,P. Suponha que L € 11, P.
Pelo corolério 3.4, sabemos que existe uma relacao R polinomialmente balan-
ceada tal que a linguagem L' = {z;y : (z,y) € R} estda em L,P e L = {x :
para todo y com |y| < |z|*, (z,y) € R} para algum inteiro positivo k. Como
IL,P = X,P, a linguagem L’ também esta em IT,P. Ou seja, existe uma rela-
¢ao S polinomialmente balanceada tal que a linguagem L” = {z;y : (z,y) € S}
esta em X, 1P e L' = {z : para todo y com |y| < |z|¥, (x,y) € S} para algum
inteiro positivo k’. Assim, temos que (x,y) € R para todo y tal que |y| < |z|*
se e somente se para todo z com |z| < |z;y|¥ a dupla (z;y, 2) pertence a S.
Logo, © € L se e somente se para todo par (y,2), |y| < |z|* e |2| < |z;y|*¥,
(x;y,2) € S. Assim, a partir do corolario 3.4, concluimos que L € II,P.

Utilizando os lemas 3.1 e 3.2, concluimos que A; ;P = 3,P e o teorema
segue. ]
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Por fim, vamos analisar a relacao de PSPACE com a hierarquia polinomial.

Teorema 3.7. PH C PSPACE.

Demonstracao. Pela caracterizacao da hierarquia polinomial apresentada no co-
rolario 3.5, existem certificados de pertinéncia de uma palavra x a uma lingua-
gem L em PH que sao polinomialmente balanceados e polinomialmente decidi-
veis.

Alguns dos componentes dos certificados estao associados ao quantifica-
dor 4. Chamaremos esse conjunto de primeiro grupo. Outros estao associados
ao quantificador V, que chamaremos de segundo grupo. Para cada configuracao
valida dos componentes do primeiro grupo, devem ser testadas todas as configu-
racoes validas dos componentes do segundo grupo. Se para alguma configuragao
do primeiro grupo todas as configuragoes do segundo levam a aceitagao, entao x
pertence a L. Caso contrario, x nao pertence a L.

Como cada componente consome espaco polinomial, a representacao de um
certificado consome espago polinomial. Logo, toda a computacao pode ser rea-
lizada em espaco polinomial, contanto que apos a verificacao de cada certificado
0 espaco consumido seja reaproveitado. Dessa forma, todos os possiveis certi-
ficados podem ser gerados e verificados consumindo espago polinomial em |z|.

Segue desse fato que PH C PSPACE. O

Se a hierarquia polinomial for igual a PSPACE, entao ela possuira pro-
blemas completos, como o QBF. Mas se um problema pertence a hierarquia
polinomial, entao ele pertence a alguma classe de algum de seus niveis. Sendo
completo, tal problema claramente induz o colapso da hierarquia, pois todos os
problemas dos niveis superiores poderao ser reduzidos a tal problema. Portanto,

acredita-se que PH C PSPACE.

3.3 BPP C 3,PNILP

Nessa secao, vamos mostrar a relacao entre a classe probabilistica BPP e as
classes 2, P e II,P. pertencentes a hierarquia polinomial. Esse resultado é
importante, pois BPP tem um papel de destaque nas relagoes entre as classes
de complexidade do modelo cléssico e as do modelo quantico.

Teorema 3.8. BPP C X»,P.

Demonstracao. Seja L uma linguagem em BPP. Pela definicao da classe, existe
uma MTP polinomialmente limitada que decide se sua entrada pertence ou nao
a L corretamente com probabilidade maior ou igual que 1/2.
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Para cada entrada x de comprimento n > 2, seja p(n) o tempo consumido
pela MTP (os casos em que n < 1 s@o triviais). Vamos denotar por A(z) C
{0, l}p(”) o conjunto de palavras que descrevem as seqiiéncias de bits aleatorios
que levam a aceitacao de x. A i-ésima posicao de cada uma dessas palavras
indica o valor do bit sorteado para o ¢-ésimo passo da maquina. Vamos assumir
que se x estd em L, entdo |A(z)| > 270 (1 — %), e que se T nao esta em L,

entdo |A(z)] < 2. Ou seja, a probabilidade de a MTP devolver uma

resposta errada é limitada por 2% Isso pode ser garantido por meio de um

numero adequado de repeticoes de execugao da M'TP.

Seja U = {0,1}?™_ Vamos denotar por @ : U x U — U a operacio ou
exclusivo sobre dois elementos de U. Ou seja, suponha que z,y,z € U e que
x @&y = z. Denotando a i-ésima posi¢ao das palavras z,y e z por z;,y; e z;,
respectivamente, entao z; = 1 se e somente se x; +y; = 1. Dados dois elemen-
tos a e b em U, temos que (a @ b) ® b = a para quaisquer a e b. Isso mostra
que a operacao @b é bijetora para todo b em U. Se b é escolhido aleatoriamente
de maneira uniforme, entao o elemento a @ b é um elemento aleatoério e unifor-
memente distribuido de U. Ou seja, a & b = u com probabilidade 21,% para
qualquer v em U.

Para ¢t em U, considere o conjunto A'(z) = A(z) @t ={a®t:a € A(x)}.
Como @t ¢é bijetora, |A'(z)| = |A(x)|. Vamos mostrar que se x € L, podemos
encontrar um conjunto relativamente pequeno 7' = {t1, s, ..., t;} de elementos
de U tal que a uniao dos A% (x) é igual a U (dizemos nesse caso que T cobre U)
e que se x ¢ L, tal conjunto ndo pode existir.

Sejam t1,ty,...,t,n) elementos de U sorteados aleatoriamente de maneira
uniforme. Seja b um elemento de U. O conjunto formado pela seqiiéncia sorte-
ada cobre b se para algum 1 < ¢ < p(n) temos que b pertence a A%(x). Como
b e Ali(z) se e somente se b @ t; € A(x) e como b @ t; € um elemento aleatorio
de U, se = pertence a L entdao a probabilidade de b nao pertencer a A% (x) é
limitada superiormente por 27" para 1 < j < p(n). Logo, a probabilidade de b
nao ser coberto por um conjunto {t1,... )} é limitada por 2-"0(") - Como b
¢ um elemento qualquer de U, tal cota vale para todo elemento de U. Como
|U| = 2°™), a probabilidade de existir pelo menos um elemento de U nao-coberto
6 20=mp(") < 1 pois n > 2. Isso mostra que existe pelo menos um conjunto
T C U com p(n) elementos que cobre U.

Vamos analisar agora o caso em que x nao pertence a L. Como |A(z)| <

2”(")%, nao existe um conjunto 7' com p(n) < 2" elementos que cobre U se

x ¢ L.
Assim, podemos mostrar que L € 3oP. Basta notar que L pode ser descrita
da seguinte maneira

L={z:3T € {0,1}*™ i 0eVb € {0,117 Ij < p(n) waeb B t; € A(z)},
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onde cada t; é descrito pelos elementos de (j — 1)p(n) + 1 até jp(n) de T'. Pelo
corolario 3.5, temos que L é uma linguagem de 5P. Destacamos que o tltimo
quantificador (o segundo existencial) ndo altera a posi¢do de L na hierarquia,
pois verificar se para algum j, 1 < j < p(n), o elemento b & ¢; esta em A(x)
pode ser feito em tempo polinomial. O

Como BPP é fechada por complemento e II,P = coXsP, o resultado
principal da secao segue como corolério.

Corolario 3.9. BPP C 3, PNILP. 1

29



Capitulo 4

Sistemas Interativos de Prova

Nesse capitulo, apresentamos os sistemas interativos de prova (SIP), introdu-
zidos por Goldwasser, Micali e Rackoff [GMRS85| (defini¢ao da classe IP) e por
Babai [Bab85]| (defini¢cao da classe AM) de maneira independente, bem como
alguns de seus principais resultados.

4.1 Elementos e definicoes

Um SIP é composto por duas entidades, que denominaremos verificador (V') e
provador (P). Seja ¥ um alfabeto finito. Basicamente, o objetivo do sistema
é decidir uma linguagem L C >*. Por meio de trocas de mensagens (ou seja,
através de interagoes), P vai tentar convencer V que x € L.

Definimos V' e P como maquinas de Turing. Vamos assumir que P tem po-
der computacional ilimitado, sendo assim capaz de computar em tempo cons-
tante qualquer funcao computavel. Ja V tem o poder de uma maquina de
Turing usual.

As duas maquinas compartilham o acesso a trés fitas. Em uma das fitas, P
pode escrever e V' s6 pode fazer leituras. Denominaremos tal fita Fp. Em outra
fita, V pode escrever e P s6 pode fazer leituras. Denominaremos tal fita Fy .
A outra fita contém a entrada x cuja pertinéncia a L esta sendo verificada, e
tanto P como V podem ler seu contetido, mas nao altera-lo.

Além dessas trés fitas, um SIP também possui uma fita de bits aleatorios,
que pode ser utilizada por V' em suas computagoes. Denominaremos tal fita 7.
Permitir que o provador leia ou nao o contetido de 7 nao altera significativamente
o poder de um sistema interativo, conforme veremos mais adiante, mas é a
diferenca entre as definicoes das classes IP e AM.

As trocas de mensagens entre as duas méquinas sao realizadas por meio
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de Fp e Fy. Como P faz todos os seus calculos em tempo constante, vamos
definir o consumo de tempo de um SIP como sendo o consumo de tempo de V.

Vamos definir a classe de linguagens IP(g(n)), onde g(n) é uma funcao de N
em N. Seja L C ¥* uma linguagem. Dizemos que L pertence a classe IP(g(n))
se existe um sistema interativo de prova tal que para toda palavra x em X*,
n = |zl

1. O tempo total consumido por V' é polinomial em n.
2. O namero de mensagens trocadas entre P e V & O(q(n)).

3. Se x € L, entao existe um provador P que sempre consegue convencer o
verificador deste fato. Ou seja, V sempre vai concluir corretamente que
x € L.

4. Se x ¢ L, entao V vai concluir incorretamente que x € L com uma pro-
babilidade limitada superiormente por 1/4, independente do provador P
utilizado.

5. O provador nao tem acesso a fita de bits aleatorios do verificador.

Removendo a tltima condi¢ao da definicao acima, temos a definicao da
classe AM(g(n)). O seguinte resultado de Goldwasser e Sipser |GS86| mostra
a relagao entre as classes IP(q(n)) e AM(gq(n)):

Teorema 4.1. IP(¢(n)) = AM(q(n) +2). O

A escolha do valor 1/4 no terceiro item da defini¢cao de IP(g(n)) foi arbitra-
ria. Na verdade, qualquer constante no intervalo (0, 1) pode ser utilizada. Para
atingir uma determinada limitacao superior constante da probabilidade de erro,
basta executar o sistema em paralelo (com o mesmo provador) por um niimero
adequado (e constante) de vezes. O mesmo vale para as classes AM(q(n)).

A classe IP é definida por:

IP = | JIP(n").

k>0

Analisando as descri¢oes dessas classes, podemos perceber que a defini¢ao
da classe NP envolve idéias muito parecidas. Na verdade, é facil ver que NP C
IP(1). A tnica troca de mensagem necessaria é enviada do provador para o
verificador, e consiste no certificado sucinto de pertinéncia usual de NP. Com
esse certificado a disposicao, o verificador pode fazer sua checagem de maneira
deterministica consumindo tempo polinomial, abrindo mao do uso de 7.
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4.2 PSPACE =1P

Nessa secao, mostramos que PSPACE = IP, resultado esse obtido por Sha-
mir [Sha92|. Para que algumas idéias importantes contidas nessa demonstragao
fiquem claras, apresentamos antes a prova de que coNP C IP. Destacamos
que o uso de polinémios de grau limitado e o uso de elementos aleatorios sao
essenciais nas duas provas.

Teorema 4.2. coNP C IP.

Demonstracao. Para provar essa relacao, s6 precisamos mostrar que um pro-
blema coNP-completo esta em IP. Seguindo a apresentacao de Kohayakawa e
Soares |KS95|, mostraremos que o problema de decidir se o nimero cromético
de um dado grafo é maior que 3 esta contido em IP. Daqui para a frente vamos
nos referir a esse problema pela sigla N3C. A completude de N3C em relacgao
a classe coNP foi provada por Karp [Kar72|.

A parte inicial da prova desse teorema consiste na “aritmetizacao” das ins-
tancias de N3C. Esse processo corresponde a construgao a partir de uma instan-
cia dada de um polino6mio com propriedades relevantes para a segunda parte da
prova, que consiste na descri¢ao do protocolo de comunicagao entre as maquinas.

O polindémio a ser construido utiliza como bloco basico o polinémio p(x) =
2 4 . - . .
5% — %, que tem as seguintes propriedades. Primeiro, p(0) = 0, e segundo,

p(z) =1 para z = =2, —1,1,2.
Seja G o grafo dado na instancia de N3C, seja n o nimero de vértices
de G e seja Eg o conjunto de arestas de G. Podemos assumir que Vg = [n] =

{1,2,...,n}. Vamos definir o seguinte polindomio:
o(X1,... X)) = ] p(Xi— X))
IS e

onde cada X;, 1 < i <mn, pertence a um corpo finito F' = {0,1,...,N —1}. A
importancia do valor de N ficara clara mais adiante, e portanto vamos esperar
o momento oportuno para fixar seu valor. Como cada aresta de G contribui
apenas com um termo no produto, o grau de ¢(Xy,...,X,), denotado por d,
é limitado superiormente por 4|Eg|. Como o N3C é trivial quando |Eg| = 0,
vamos assumir que |Eg| > 1.

Se, numa n-upla z = (C4,...,C,), cada C; pertence ao conjunto C' =
{0,1,2}, entdo podemos considerar x como sendo a representacdo de uma 3-
coloracao de GG, onde cada posicao da n-upla esta associada a um vértice e cada
valor em C' indica a cor do vértice em questao.

Uma coloragao é vdlida para um grafo se e somente se dois vértices vizinhos
estao com cores distintas. Logo, pelas defini¢goes de p(X) e q(Xi,...,X,),
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temos que uma n-upla (Cy,...,C,) em {0,1,2}" representa uma 3-coloracao
valida para G se e somente se ¢(C1,...,C,) = 1. Observe que se (Cy,...,C,)
nao é uma 3-coloragao valida, entao ¢(Cy,...,C,) = 0.

A partir dessa observacao, concluimos que G nao admite uma 3-coloracao
se a expressao

G = Z Z Z q(z1, 29, ..., 2y) (4.1)

21€{0,1,2} 22€{0,1,2}  2,€{0,1,2}

¢ igual a zero.

Como o numero de termos da expressao acima é exponencial em n, o ve-
rificador nao pode avalid-la em tempo polinomial de maneira trivial (ou seja,
gerando todos os termos e fazendo a soma). O verificador pode entretanto inte-
ragir com um provador para estimar esse valor. O provador vai tentar convencé-
lo que ¢o = 0. Vamos apresentar um protocolo de comunicacao entre as duas
maquinas e argumentar que ele obedece as condigoes de IP, mostrando assim
que N3C esta em IP.

Antes disso, vamos definir o seguinte polinémio para todo ¢ em [n]:

QZ(XlaaXZ) = Z Z q(Xla"'7Xiaxi+17"'axn)‘ (42)

xi+1e{07172} xne{07172}

Ou seja, temos um somatoério de polindmios, onde os i primeiros parametros
sao indeterminados.

A partir dessa defini¢ao, é facil ver a seguinte relagao:

Gi1( X1, Xisy) = Z ¢i( X1, .., Xic1, x). (4.3)

z;€{0,1,2}

Vamos apresentar agora os algoritmos do provador e do verificador.
Algoritmo do Provador

Cria o polinémio gy =0

Escreve ¢, em Fp

Para i de 1 até n faca

1

2

3

4 Escolhe o polinomio §;(X;)
5 Escreve ¢;(X;) em Fp

6

Lé de Fy um inteiro p;
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Algoritmo do Verificador
Lé de Fp o polindémio ¢y
Para ¢ de 1 até n faca
Lé de Fp o polinomio ¢;(X;)
Se gi(X;) tem grau maior que d ou Gi—1(pi—1) # D_,cq0,1.9) ()
Rejeita a prova
pi < RAND(F)
Escreve p; em Fy,

Se (jn(pn) = Q(pla S >pn)
Aceita a prova

© 0 ~1 O Ot = W N

—_
]

Senao rejeita a prova

Na primeira execucao do passo 4 do algoritmo do verificador, py esta inde-
finido, mas como ¢y = 0, Go(po) = 0 e portanto a condigao esta bem definida.
Em seu passo 6, o verificador sorteia aleatoriamente de maneira uniforme um
elemento do corpo F'.

Vamos descrever agora a estratégia utilizada pelo provador para tentar con-
vencer o verificador que gy = 0.

Se esse fato é verdadeiro, o provador deve ser sempre capaz de convencer o
verificador. De fato, essa tarefa é simples no protocolo descrito, pois o provador
s6 precisa escolher como ¢;(x) o polinomio ¢;(p1, ..., pi—1, ). Assim, a rejei¢do
do passo 5 do verificador nunca acontece devido a propriedade (4.2) e porque
¢i(p1,- .., pi—1,x) tem grau limitado por d. Além disso, a igualdade do passo 8
serd claramente verdadeira. Logo, sempre que go = 0, o provador consegue
convencer o verificador desse fato.

Vamos supor agora que ¢o # 0. Em sua segunda mensagem, o provador
envia ao verificador um polindémio ¢; que deve ser tal que ¢,(0)+ ¢ (1) +¢1(2) =
Go = 0 e cujo grau deve ser menor ou igual a d. Do contrario, o verificador
rejeita a prova de imediato. Como ¢;(0) + ¢1(1) + ¢1(2) = qo # 0, claramente ¢,
e ¢; sao polinémios distintos. Apos a checagem de ¢y, o verificador sorteia um p;
em F' e envia-o ao provador.

Nas proximas trocas de mensagens repete-se o processo descrito. Se cada

polinomio Gx(x), 1 < k < n, for diferente do polinomio gx(p1, ..., pr—1,%), NO
passo 8 do verificador a prova s6 nao sera rejeitada se Gn(pn) = q(p1,-- ., pn)s 0
que acontece com probabilidade limitada superiormente por %.

Porém, se para algum i, tivermos ¢;_1(p;i—1) = Zm€{0,1,2} ¢G(p1y- -y pic1, ),

entdao o provador pode escolher Gy(z) = qp(p1,-..,pr-1,z) para i < k < n.
Dessa forma, ele conseguird passar por todos os testes feitos pelo verificador e
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convenceé-lo que gy = 0.

Se o provador conhecesse o valor de algum p; antes de escolher §;(x), sua
tarefa seria simples. Bastaria que os polinémios ¢;(x), ..., §—1(x) fossem nulos
(ou seja, sempre iguais a zero) e que §;(x) fosse tal que:

3i(0) +q(1) +a(2) = 0 (4.4)

Gi(pi) = Z Giy1(p1,- -, pi, ). (4.5)
z€{0,1,2}

Sempre é possivel construir um polinéomio de grau 4 com essas caracteristicas.
A partir desse ponto, bastaria ao provador escolher Gi(x) = qx(p1, ..., pr_1,)
parai+ 1 <k <n.

Porém, como a construgdo de §;(z) ocorre antes do conhecimento de p;,
o provador depende da sorte para que a igualdade em (4.5) ocorra. Assim, o
melhor que ele pode fazer no inicio de cada iteracao é escolher um §;(x) capaz
de passar pelo teste da linha 4 do verificador.

Se Gi(z) # qi(p1,-..,pi—1,2) e os dois polindomios tém grau limitado su-
periormente por d, o nimero de valores de x para os quais eles coincidem é
no maximo d. Como apds a checagem do passo 4 o verificador sorteia p; uni-
formemente em F, a probabilidade de (4.5) ocorrer é limitada superiormente
por %.

Logo, em cada iteracao, a probabilidade de o verificador sortear um p; de F'

tal que a igualdade (4.5) ocorre pela primeira vez na iteragao seguinte (ou na
linha 8) ¢ de no maximo (1 — %)Z_l 4

Dessa forma, a probabilidade de o verificador ser enganado é limitada su-
periormente pela soma das probabilidades de o evento acima ocorrer em uma
das n—1 tdltimas iteragoes do Para da linha 2 do algoritmo do verificador mais a
probabilidade de ocorrer igualdade apenas entre G,(pn) € ¢(p1,...,pn). O valor

dessa soma é limitado por

n d i—1 d d
S(i-4) E<t
; N N~ N
=1

Para que a probabilidade acima seja limitada por uma constante, vamos
estabelecer um valor adequado para N. Lembrando que d < 4|Eg|en = V|, se

tomarmos N = 8n?, temos como cota superior a constante i, que ja é suficiente
para o que queremos.

Dessa forma, temos que N3C esta em IP, e como esse problema é completo
para a classe coNP, temos que coNP C IP. O teorema acima foi originalmente
provado por Lund, Fortnow, Karloff e Nisan [LFKN92|. O
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Agora passamos ao principal resultado envolvendo provas interativas.

Teorema 4.3. PSPACE = 1IP.

Demonstracao. Para verificar que IP C PSPACE, vamos descrever a simula-
¢cao de um sistema interativo de prova por uma méaquina de Turing determinis-
tica M que consome espa¢o polinomial.

Se uma determinada linguagem L estd em IP, entao existe um sistema
interativo de prova para essa linguagem, e o verificador desse sistema consome
tempo limitado por um polindémio p(n), onde n é o tamanho da entrada.

Se o consumo de tempo do verificador é limitado por p(n), entao ¢é claro
que p(n) também limita superiormente o nimero de bits aleatorios utilizados
por ele, bem como o niimero de trocas de mensagens e a soma do comprimento
de todas as mensagens que o verificador recebe do provador.

Assim, para simular esse SIP, M deve simular o comportamento do verifi-
cador para todas as possiveis seqiiéncias de mensagens enviadas pelo provador.
Além disso, devem ser consideradas todas as possiveis configuragoes da fita 7
de bits aleatorios para cada uma dessas seqiiéncias de mensagens.

Depois de realizar todas as simulacoes, M para e aceita a entrada se para
alguma seqiiéncia de possiveis mensagens do provador todas as configuracoes
de 7 levam a aceitacao da prova. Caso contrario, a entrada é rejeitada. Como
cada uma dessas simulacoes pode ser feita consumindo espaco polinomial, é
claro que podemos construir M de modo que o espaco por ela consumido seja
polinomial.

Vamos verificar agora que PSPACE C IP. Para isso, vamos mostrar que
o problema QBF, que ¢ PSPACE-completo, esta em IP.

Seja (Q121)(Q2x2) ... (Qnxy)B(xq,. .., x,) uma instancia ¢ do QBF. Pode-
mos fazer a aritmetizacao de ¢ da seguinte maneira. Primeiramente, substitui-
mos em B cada expressao da forma x Ay por zy, cada xVy por zxy = z+y—ay
e cada ¥ por 1 — .

Por exemplo, se tivermos B(x1,z2,x3) = 21 A (T2 V x3) A (22 V T3), a arit-
metizacao resulta no polindémio

Po(l’l,l’g,l'g) = ZL’1((1 — ZL’Q) + I3 — (1 — ZL’Q)ZL’;J,)(ZEQ + (1 — 1’3) — 1’2(1 — 1’3))
= x1(1 — 29 + mow3) (1 — 23 + x273) (4.6)

(flfl — T1T2 + H?lflfgxgg)(l — T3+ $2$3)

2 2 2,2
= I — IT1To — T1T3 + 31’1!1321’3 — T1T5T3 — T1T275 + T1X5T3.

Por construcao, é claro que se uma determinada valoracao das variaveis faz
com que B(z1,...,x,) seja verdadeira, trocando verdadeiro por 1 e falso por 0,
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obtemos 1 como resposta no polindémio associado a B. Se a atribuicao faz com
que a formula fique falsa, a avaliacao correspondente do polindmio sera zero.

Até esse ponto, s6 levamos em conta a formula B(z1,. .., z,), mas para veri-
ficar se ¢ é verdadeira, devemos levar em conta os quantificadores das variaveis.
Assim, vamos introduzir transformagoes aritméticas no polinémio associado a

B(xq,...,x,) de acordo com esses quantificadores.
Seja P(x1, ..., ;) um polinomio. Definimos os seguintes polindémios a partir
de P:

(\V/ZL’ZP)(Zl'l,,ZL’Z) = P(l’l,...,ZL’i_l,O)P(Zﬁl,...,ZL’i_l,]_),
(HIZP)(l’l,,IZ) = P(I‘l,...,l’i_l,O)*P(l’l,...,I‘Z‘_l,l), (47)
(Rz; P)(x1,...,7;) = P(x1,...,7;) mod (27 — ;).

As duas primeiras expressoes envolvem conversoes de P em funcao de quanti-

ficadores e a ultima faz com que as poténcias do tipo z!, para algum inteiro
t > 1, sejam substituidas por z;.

Seja po(x1, ..., x,) o polindmio resultante da aritmetizacao de B(xyq, ..., x,)
e sejam pi,po,...,pr 08 polinomios obtidos de py por meio da aplicacao da
seguinte seqiiéncia de operacoes:

Rzxy, Rxo, ..., Rx,,

Qnn,

Rxy, Rxo, ..., Ry, 1,

Qn_1Tn_1, (4.8)
Rz,

Q171.

Z 2 7’ . ’ .
O valor de k é "2L3" e pr = 1 se ¢ é verdadeira e p;, = 0 caso contrério.

Para mostrar como essas transformacoes funcionam, vamos mostrar o
que acontece quando algumas transformacoes sao realizadas com o polinémio
Pi(x1, 29, x3) = 21 — X129 — T123 + 2212223, obtido a partir de (4.6) apos ope-
racoes de reducao de grau em suas variaveis.

Aplicando (Jz3P), temos:

Py(zy,29) = (Jx3P)(x1,x2)
= (11 — 1129 — 211 4 221251) +
(1 — 129 — 110 + 227250) —
(1 — 129 — 111 + 221291) (21 — 219 — 210 + 221 250)

2 2,2
= X — X]T2 + T35,
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Aplicando (Rz1P,), temos:

Py(x1,29) = (R Py)(x1,29) = 21 — 2109 + 2123
Aplicando (Rz,P3), temos:

Py(z1,29) = (RxoPs)(z1,22) = o7 — 2122 + T120. (4.9)
Aplicando (VzoPy), temos:

Ps(z1) = (Voo Py)(w1) = (z1— 214+ 211) (21 — 2,0 + 210) = 27
Por fim, aplicando (Rz1Ps), temos:
Ps(z1) = (Rx1Ps)(x1) = 1.

Pela descricao da seqiiéncia, falta aplicar a transformacao (Q1x,. Se esta for Vaq,
a resposta serd zero e ¢ é falsa. Se esta for dxq, a resposta serd um e ¢ é
verdadeira.

A idéia geral do SIP que vamos descrever é a seguinte. O provador, para
convencer o verificador que ¢ é verdadeira, envia para ele seqiiencialmente po-
linémios pg, Pr_1, - - -, Po €m uma variavel.

O provador tenta convencer o verificador de que esses polindmios nada mais
sao do que os polindmios pg, . .., pp parcialmente calculados (com todas as suas
variaveis exceto uma substituidas por valores fornecidos pelo verificador).

O verificador, de sua parte, testa a consisténcia entre os polino6mios recebi-
dos do provador e a consisténcia deles contra a seqiiéncia de operagoes que o0s
originou. Além disso, o verificador sorteia em um corpo F' valores para serem
utilizados no lugar das variaveis na transformacao dos polinémios py, ..., pg em
polinémios de uma tnica variavel.

Denotando por oy, ..., 0, as operacoes da lista de transformagoes (4.8) do
polinémio original, temos que p; = 0;(p;—1). Vamos apresentar agora os algorit-
mos do provador e do verificador.

Algoritmo do Provador

1 j—1

2 Parai=k—1,...,0 faca

3 Escolhe o polinémio p;(z)
4 Escreve p;(z) em Fp

5) Lé de Fy um inteiro c;
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Algoritmo do Verificador

1 e=1

2 Para ¢ de kK — 1 até 0 faca

3 Lé de Fp o polinomio p;(x)

4 Se o grau de p;(x;) excede d entao

5 Rejeita a prova

6 Se 0,41 = Rx; para algum j entao

7 Se (Ra;pi)(c;) = Bi(0) + (5:(1) — 5:(0))e; # e entdo
8 Rejeita a prova

9 Se 0,41 = dz; para algum j entao

10 Se (3z;p;) = pi(0) + pi(1) — pi(0)ps(1) # e entio
11 Rejeita a prova

12 Se 0,41 = VRx; para algum j entao

13 Se (Vx;p;) = pi(0)p;(1) # e entdo

14 Rejeita a prova

15 ¢j < RAND(F)

16 e «— pi(c))

17 Escreve c¢; em Fy

18  Se po(cy,ca,...,¢,) # € entao

19 Rejeita a prova
20 Aceita a prova

O valor de d, que aparece no passo 4 do verificador, serd fixado posterior-
mente no texto. Assumimos que o valor de j é conhecido pelo provador e pelo
verificador (ou seja, assumimos que eles “compartilham” essa variavel).

Assim como no caso da prova de que coNP C IP, a interacao com o
provador é importante para o verificador, pois ele nao é capaz de decidir se ¢
¢ ou nao verdadeira de maneira trivial em tempo polinomial no tamanho da
entrada (ao realizar as operagoes de (4.8), os polindomios obtidos podem ter
uma quantidade de mondmios exponencial no nimero de variaveis da instancia
de QBF).

Agora, vamos explicar o protocolo de interacao entre o provador e o verifi-
cador. Conforme ja destacamos, o provador vai tentar convencer o verificador
que o valor final produzido ap6s as transformacoes é 1.

Nesse protocolo, o polinémio original (a aritmetizagdo de B(xy,...,x,))
serd reconstruido seguindo a ordem inversa a utilizada para avaliar se ¢ é ver-
dadeira. Ou seja, a partir do polinomio pp = ¢, onde ¢ é uma constante, sao
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realizadas transformacoes que aumentam o niimero de varidveis ou alteram o
grau dos monomios envolvidos, de modo que no final o polinémio produzido é
o polindmio associado a aritmetizagao de B(zy,...,x,).

Porém, como ja comentamos, o niimero de termos dos polinomios pode nao
ser polinomial no tamanho da entrada. Para contornar tal adversidade, o veri-
ficador mantém os polindomios em funcao de uma tunica variavel (a variavel z;,
onde j é obtido pelo provador entre as linhas 6 e 14 de seu algoritmo). As outras
variaveis sao substituidas por valores aleatorios de um corpo finito F'. Isso vai
ajudé-lo a manter a polinomialidade no tempo de execucao sem impedi-lo de,
com alta probabilidade, detectar eventuais truques do provador.

A cada passo, o provador realiza uma das trés transformacoes de 4.7. Ja o
verificador checa a consisténcia dos polindémios enviados pelo provador e sorteia
aleatoriamente de maneira uniforme um valor de F' para z;, procurando dessa
forma reduzir a probabilidade de o provador ludibrid-lo. Uma mesma variavel
pode receber valores de F' diversas vezes durante a execucao do protocolo.

Por motivos de clareza, vamos explicar com mais detalhes o protocolo por
meio de um exemplo. Esse exemplo serda basicamente a descricao da interacao
entre o provador e o verificador para a instancia que estamos considerando
nessa prova. Vamos mostrar como essa interacao vai funcionar no caso em que
(Q1x1) = (321 P) (ou seja, no caso em que ¢ é verdadeira e o provador consegue
convencer o verificador desse fato). Em seguida vamos comentar o caso em
que ¢ é falsa.

Durante as interacoes, o provador fornece polindmios para o verificador, que
armazena tanto suas descricoes como o valor que eles produzem quando suas
variaveis sao substituidas pelos valores aleatorios sorteados durante a interacao.
O valor produzido pelo ultimo polinomio sera denotado por e, que inicialmente
¢ igual a 1.

Inicialmente, temos a seguinte interagao:

e Provador envia pg(z1) = 2.

Verificador confirma que (3z1ps) =0+1—-0.1=1=¢e.

Verificador sorteia um valor para c¢; em F.

Verificador atualiza e «— pg(cq).

Verificador envia ¢; para o provador.

O primeiro polinémio que o provador envia para o verificador é justamente
o peniltimo polindmio produzido na avaliacao da instancia. Esse fato nao é
coincidéncia. Como ¢ é verdadeira, bastard ao provador enviar os polin6mios
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obtidos naquela simulacao, com as devidas trocas de variaveis pelos valores
sorteados pelo verificador, para que ele seja capaz de passar nos testes realizados,
conforme veremos a seguir.

A primeira checagem do verificador é testar a transformacao do polinomio
recebido com a expressao (3x1pg) para saber se o resultado produzido é igual a e
(que nessa primeira iteragao é 1). Se isso nao fosse verdade ou se o grau de pg
fosse maior que d, a prova seria rejeitada. Esse nao é o caso nesse exemplo.

Como o polinémio enviado pelo provador estd em funcao de xy, no final
da iteracao o verificador sorteia aleatoriamente com distribuicao uniforme um
valor ¢; no corpo F' para x;. Nas interacoes seguintes, toda vez que z; precisar
ser substituido por uma constante, esse serd o valor utilizado, até o momento
em que um novo valor para essa variavel seja sorteado.

Além disso, no final de cada interacdao, um novo valor de e é calculado.
Ele vai conter o valor do polindmio enviado pelo provador calculado no ponto
sorteado nesta interagao. Assim, na proxima iteragao, o valor de e sera pg(cq).

A segunda interacao é dada abaixo:

e Provador envia ps(z;) = z73.

e Verificador confirma que (Rz1p5)(c1) =0+ (1 —0)c; = ¢ =e.
e Verificador sorteia um novo valor para c¢; em F.

e Verificador atualiza e « ps(cq).

e Verificador envia ¢ para o provador.

Nessa interacao, nenhuma variavel foi introduzida. Porém, o polinomio foi
alterado. Para checar a consisténcia, o verificador analisa se ps transformado
com (Rz) e aplicado no ¢; do comeco desta fase é igual a e. Além disso, o
valor de ¢ foi alterado (novamente foi sorteado aleatoriamente com distribuicao
uniforme), bem como o de e.

Vamos agora para a proxima interac¢ao:

e Provador envia py(xs) = ;.

e Verificador certifica que (Axapy)(c1) = c1ep = e.
e Verificador sorteia um valor para c; em F.

e Verificador atualiza e «— py(ca).

e Verificador envia ¢y para o provador.
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Aqui, como no primeiro passo, uma nova variavel foi introduzida. Assim,
a variavel x; foi trocada nos polinémios envolvidos por ¢;, e py estd em funcao
de x9. Ou seja, ps(x2) = Py(cq,x2), onde Py é o polindomio descrito em (4.9).
Conseqiientemente, o valor sorteado no final dessa interagao servird para subs-
tituir xo posteriormente.

Nessas interacoes, vimos o funcionamento do protocolo no caso das trés
transformacoes possiveis. As demais transformacoes seguem a ordem inversa
da utilizada na avaliacao da instancia, e as interacoes sao semelhantes as que
vimos.

Como nesse caso ¢ é verdadeira, o provador serd capaz de convencer o
verificador que de fato o resultado é 1. A cada passo, o polindmio enviado
serd justamente o polindmio obtido na realizacao do processo inverso, com as
variaveis trocadas pelas constantes sorteadas, e no final o verificador acabara
aceitando o argumento do provador. A seqiiéncia de polinomios obtida a par-
tir do processo inverso para uma determinada instancia é chamada segiiéncia
correta de polindmios.

Se a instancia nao é verdadeira, porém, o provador nao pode utilizar a
seqiiéncia correta desde o comeco, pois a resposta ¢ zero e certamente a prova
serd rejeitada na primeira checagem de consisténcia do verificador. Para tentar
enganar o verificador, o melhor que o provador pode fazer é escolher polinomios
para passar nos testes do verificador, e torcer para que em algum momento
o verificador sorteie um valor que possibilite o uso da seqiiéncia correta de
polinémios no protocolo. Se isso acontecer, ele sera capaz de ludibrié-lo.

Como os valores escolhidos pelo verificador para as variaveis sao sorteados
aleatoriamente e o grau dos polinémios envolvidos sempre ¢ limitado superi-
ormente por d, a probabilidade de ocorréncia de tal evento em cada iteracao

d

é limitada superiormente por TF- Ou seja, de certa forma chegamos numa

situacao semelhante a encontrada na demonstracao do resultado anterior.

O grau d dos polindémios envolvidos serd limitado superiormente por n,
onde n é o nimero de variaveis da formula. Como o niimero de transformagoes
realizadas é quadratico em n, a probabilidade de o verificador ser ludibriado é
dada por:

2

n J2r3n ie1 2+3

d d _ d(™")
Y (11— ) <2
py \El1) |F |F|

Assim, escolhendo um corpo F de tamanho 4n3+4n, temos que a probabilidade
de o verificador aceitar erroneamente uma demonstracao é limitada superior-

mente pela constante i, como queriamos. U
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Capitulo 5

Modelo Quantico de Computacao

Nesse capitulo, apresentamos as defini¢oes basicas do modelo quantico que per-
mitirao a compreensao dos resultados que serao estudados.

5.1 Preliminares

Nessa se¢ao, apresentamos as ferramentas matematicas mais utilizadas nos es-
tudos do modelo quantico de computacao.

Espacos de Hilbert

Na computacao quantica, o conceito de espaco de Hilbert tem grande impor-
tancia. Um espaco de Hilbert é um espago vetorial definido sobre o conjunto
dos niimeros complexos com algumas propriedades que descrevemos a seguir.
Nesse texto, todos os espacos tém dimensao finita. Denotamos o conjugado de
um namero complexo x por z* (ou seja, se x = a + bi, entao x* = a — bi)..

Quando falarmos de um elemento ¢ de um espaco vetorial, vamos utili-
zar |¢) para denotar sua representa¢ao como vetor coluna e (4| para denotar o
transposto conjugado de |¢).

Seja H um espaco vetorial sobre os complexos. Uma funcao f: Hx H — C
tal que, para quaisquer ¢, ¢',¢ € H e quaisquer a,b € C,

o [(¥,0) = flo, )"
o f(v,1) >0, com f(1),9) =0 se e somente se 1) = 0;
o [(¥,a¢+b¢) = af(,d) +bf (¢, ¢);
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¢ chamada de produto interno em H. Em particular, f(¢,¢) = (¢||¢) é um
produto interno em H. Denotamos (¢||¢) simplesmente por (¢|¢). Se H = C",
o produto interno (-, -) entre dois elementos x = (z1,...,2,) e y = (Y1, -, Yn)

de H fica .
(@, m) [ wn)) = Y iy
=1

e falamos sobre o espaco n-dimensional com produto interno complexo.

O produto interno induz uma norma de maneira bem natural:
]| = +/(x|z).

Dizemos que um espaco vetorial H é completo se para cada seqiiéncia de
vetores x1, To, ... em H tal que

lim ||z, —z,|| =0,

m,n— o0

existe um vetor x de H tal que

lim ||z, —z|| = 0.
n—00
Um espaco de Hilbert € um espaco vetorial completo com produto interno
complexo. Todos os espacos de Hilbert n-dimensionais sao isomorfos, e portanto
podemos denotar qualquer um desses espagos por H,,.

Um subespaco H' de um espaco de Hilbert H é um subconjunto de H
fechado sobre as operacoes de soma e de produto escalar. Qualquer subespaco de
um espago de Hilbert de dimensao finita (ou seja, todos os espagos considerados
nesse texto) também é um espago de Hilbert.

Uma propriedade importante dos espacos de Hilbert diz respeito a sua de-
composi¢ao em subespacgos ortogonais, conforme descreve o seguinte teorema,
apresentado em [Gru99):

Teorema 5.1. Para cada subespaco fechado W de um espaco de Hilbert H,
existe um tnico subespago W+ = {|¢) | (¢|v) = 0 para qualquer |y € W} tal
que cada |¢) € H tem uma tnica representac¢ao |@) = |11) +|ws), com |¢1) € W
e [1y) € W, Nesse caso, escrevemos H=W & W+. O

Discutiremos adiante a importancia em computagcao quantica dos espagos
de Hilbert cuja dimensao é uma poténcia de 2, bem como as bases ortonormais
que adotaremos para esses espacos.

44



Produto tensorial

Sejam H,, H,, espacos de Hilbert gerados por bases ortonormais B, =

{l#1)s- -y |Pn)} € B = {|Y1), ..., |¥m)}, respectivamente. O produto tenso-
rial de 'H,, e H,,, denotado por ‘H, ® H,,, € um espago vetorial gerado por

B = By x B = { (16, 1)) : 160) € Bu, |t} € B .

e com produto interno entre (|¢;),[v;)) e (|¢x), [¢u)) dado por (@s|¢w)(¥j]vr)
para quaisquer |¢;), |¢r) € By, e [¢;),|t) € By,. Por essa defini¢do, notamos

que B é um conjunto independente com nm elementos ortonormais que gera
um espaco nm-dimensional.

Sejam H,,, Hyn, By e By, como na defini¢ao acima, |¢) = > " | ¢i|di) € H,
e |v) = >0 dilvy) € Hum. O produto tensorial de |¢) e [¢) é um vetor do
espaco H,, ® H,,, dado por

® Wf ZZC’ |77Z)]>>

=1 j=1

Eventualmente escreveremos |¢)|1¢) no lugar de |¢) ® [1)).

A partir dessa defini¢ao de produto interno, temos que ‘H,,®H,, ¢ um espaco
com produto interno complexo. Além disso, esse espaco também é completo.
Portanto, temos que ‘H,, ® H,, € um espaco de Hilbert, isomorfo a H,,,,.

Por fim, vamos definir o produto tensorial para matrizes. Isso serd im-
portante mais adiante, quando matrizes representarao operadores lineares nos
espagos de Hilbert. Considere as matrizes

@113 -+ Qin bii - bim

A= Do, e B=
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O produto tensorial de A e B, denotado por A ® B, é definido por

allB ce alnB

AeB = [ .
amB -+ ap,B
apby -0 anbiy aipbin 0 aipbig
allbml e allbmm a'lnbml e alnbmm
alnbll e alnblm armbll e armblm
alnbml e alnbmm annbml e annbmm

Bases ortonormais padrao

Utilizando o produto tensorial de vetores, vamos definir uma base ortonormal
para cada espaco de Hilbert cuja dimensao é uma poténcia de 2.

Sejam By,..., B, bases ortonormais dos espacos de Hilbert Hq,..., H,,.
Entao o conjunto

Bl @ @Bp=QBi={l¢) @& |dn) : |6:) € Bi}
=1

¢ uma base para o espaco de Hilbert
H1®~-~®Hm:®Hi-

Para o espago de Hilbert Hy utilizaremos como base o conjunto By =

{]0), 1)}, onde
=(2) 0= (1)

®Bz:{|xl>®"'®|x”>:xl"'l’nE{O,l}"}

J& o conjunto

serd a base ortonormal que utilizaremos para o espaco de Hilbert

Han = Q) Ho,
1=1
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de dimensdo 2". Para facilitar a notagao, representaremos tal base por {|z) :

x € {0,1}"}.

Projecoes

Dentre os operadores aplicaveis nos elementos de um espaco de Hilbert, tém
especial importancia as projecoes. Se H = W @ W+ é uma decomposicao de
um espago de Hilbert H em dois subespagos ortogonais W e W+ e |¢) € H
¢ representado por |¢) = |ow) + |¢w1), onde |pw) € W e |gpyi) € W o
operador

Py (l9)) = low)

é uma projecao no subespaco W. Nesse texto, daremos especial atencao as pro-
jecoes em subespacos gerados por subconjuntos nao-vazios da base ortonormal
padrao do espaco H,,, onde n é uma poténcia de 2. Vamos analisar inicialmente
projecoes em espacos gerados por um tnico vetor de Ho.

Seja Hjo) 0 espaco vetorial gerado pelo vetor |0), e seja H|1y o espago ve-
torial gerado pelo vetor |1). E claro que Hy = Hyoy © Hjy. A projecao no
subespago H)g), denotada por P, é a matriz dada por |0)(0], e a projecao no
subespago H1y é a matriz Py = |1)(1].

Vamos analisar agora projegoes em vetores de Han. Seja x € {0,1}" e S C
[n]. Denotamos por zg a seqiiéncia de tamanho |S| formada pelas coordenadas
de z indexadas pelos elementos de S. Para cada y € {0,1}%l, denotamos
por H(S,y) o espaco vetorial gerado por {|z) : z € {0,1}" e |xg) = |y)}, que é
um subconjunto da base do espaco Han.

De maneira andloga a que ocorria com Hy, para cada y € {0, 1}'5‘, existe
uma projecao P(S,y) associada, dada por

P(S,y)= Y la)(al.

z:xe{0,1}"™
|lzs)=|y)

Além disso, temos que os subespagos H(S,y) sao dois a dois ortogonais para
um S fixo. Dessa forma, temos que todo |¢) em Han possui uma tnica repre-
sentacao [@) = > o1y [@y), onde |@y) € H(S,y) para cada y em {0, 1}5a
o resultado da aplicacdo de P(S,y) no vetor |¢). Assim, temos também que
Hon = @yE{OJ}‘S‘ H(57 y)

Uma propriedade importante das projecoes é a idempoténcia: se P é uma
projegao e |¢) é um vetor de H,, entdo P|p) = P?¢). Além disso, temos
também que as projecoes sao transformacoes auto-adjuntas, ou seja, a matriz
que representa uma projecao P é igual a sua transposta conjugada.
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5.2 Bits e registradores quanticos

Um qubit ou bit qudntico é um vetor unitario em Hy, isto é, um vetor |¢) € Ho
é um qubit se

|9) = 0|0) + ax[1), (5.1)

com ag,oq € C e |ag]® + |o|* = 1. Dizemos que os vetores |0) e [1) sdo os
estados bdsicos e que o qubit |¢) estA numa superposi¢cao de estados bésicos.
Chamamos o coeficiente complexo a; de amplitude do estado basico |j), para
7 =0,1.

Um registrador quintico de n qubits é um vetor unitario em Hsx, isto é, um
vetor |¢) € Han € um registrador quantico de n qubits se

)= > aulv), (5.2)

z€{0,1}"

com o, € C para todo z € {0,1}" € 3 (g 13 o’ = 1.

As nomenclaturas de qubits se estendem para os registradores quanticos.
Os estados |z) com x € {0,1}" s@o os estados bdsicos, o registrador |¢) é dito
uma superposicao de estados basicos e o coeficiente complexo o, é chamado de
amplitude do estado basico |z) para todo x € {0, 1}".

Algumas vezes, sera conveniente expressarmos o estado (5.2) como

2" —1

0) = > aule), (5.3)

=0

onde estamos substituindo as cadeias de caracteres de {0,1}" pelos valores
numéricos que essas cadeias representam, se interpretadas como representagoes
binarias de niimeros.

Por fim, tanto no caso dos qubits como dos registradores, eventualmente
utilizamos o termo estado puro para nos referirmos a uma superposicao.

5.3 Medicgoes

Ao contrario do que acontece com os bits classicos, a leitura de um qubit pode
altera-lo. Em computacao quantica, a leitura de qubits e registradores ¢ de-
nominada medi¢cao. Uma medicao é um experimento probabilistico envolvendo
projecoes.

Seja |¢) um registrador quantico de n qubits e S um subconjunto de [n].
Chamamos de medi¢ao de |¢) nos qubits de S o evento probabilistico que escolhe,
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dentre as projecdes { P(S,y) : y € {0,1}/*1}, a projecio P(S,y) para um certo y
com probabilidade

I1P(S; ) (DIl

e aplica tal projecao a |¢). O resultado da medigao é o y, que corresponde a
projecao escolhida. Note que, somando as probabilidades para cada possivel
configuragao de y, temos sempre 1 como resposta.

Por fim, destacamos que a probabilidade de um determinado y ser obtido
ap6s uma medigao de |¢) nos qubits de S também é dada por

p(y) = (¢1P(S,y)[9).

5.4 Entrelacamento quantico

Considere um registrador [1) de 2 qubits no estado

R
V2

Se fizermos uma medigao de [¢) no primeiro qubit, obteremos 0 com probabili-
dade 1/2 e 1 com probabilidade 1/2. No primeiro caso, |1) passa a valer |00), e
no segundo |11). Com isso, uma posterior medi¢ao no segundo qubit ja tem seu
resultado determinado, isto é, com probabilidade 1 obteremos 0 no primeiro caso
e 1 no segundo. Portanto, as medigdes nos qubits de |¢)) ndo sdo independentes.

) (]00) + [11)). (5.4)

Isso nao ocorreria, entretanto, se [1) estivesse no estado

(]00) + |01) + [10) + |11)).

DN | —

) =

Nesse caso, o resultado de uma medi¢ao do primeiro qubit nao afetaria as pro-
babilidades na medi¢ao do segundo qubit realizada posteriormente.

Seja |¢) um registrador de n qubits. Se |¢) nao pode ser escrito na forma
|6) = @, |¢i), onde |¢p;) & um qubit para cada 1 < i < n, entdo dizemos
que |¢) estd num estado entrelagado (entangled state).

Em geral, se um estado |¢) pode ser escrito como o produto tensorial de n
qubits, entdo estes “manterdo sua independéncia”. Suponha que |¢1) = ag|0) +
a1[l), |¢2) = 5o|0) + Bi[1) e que [¢) = [¢1) @ |p2) = 0fo|00) + cpi[01) +
a100|10) + a1 51|11). Se medirmos |¢) no primeiro qubit com relagdo a base
padriio, obtemos 0 com probabilidade |aoB|* + |aofi]* = |a|* € 0 novo estado
de |¢) sera |0) @ |¢o); e obtemos 1 com probabilidade |o By|* + | f1]” = |on|?
e |¢) passa a ser |1) ® |¢o).
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A existéncia de estados quanticos entrelacados é a principal razao pela qual
computadores quanticos nao podem ser facilmente simulados eficientemente por
computadores classicos (mesmo no modelo probabilistico). De fato, se todo re-
gistrador quantico com n qubits pudesse sempre ser escrito como o produto
tensorial de n qubits, entao bastaria armazenar classicamente 2n niimeros com-
plexos por registrador quantico. Entretanto, é uma conseqiiéncia da existéncia
de estados entrelacados que nem sempre podemos dividir um estado quantico
em suas “partes componentes” e operar nestas separadamente. Assim, para ar-
mazenar classicamente o estado de um registrador quantico de n qubits, parece
ser necessario armazenar 2" nimeros complexos.

5.5 Circuitos

Nessa secao, apresentamos o modelo de computacao quantico baseado em cir-
cuitos. Iniciamos com uma discussao sobre circuitos no modelo classico, e em
seguida introduzimos os circuitos quanticos.

5.5.1 Circuitos booleanos

Seja F5 o corpo com dois elementos, 0 e 1. Podemos dizer de maneira sucinta
que circuitos booleanos sao dispositivos utilizados para o célculo de funcoes de
dominio F3' e imagem F3", onde n e m sao inteiros positivos. Chamaremos as
fungoes com essas caracteristicas de funcgoes booleanas. Os circuitos booleanos
sao compostos por elementos denominados portas logicas, que nada mais sao do
que fungoes booleanas que tém dominio e imagem de tamanho constante. Um
exemplo de porta logica é a porta fanout, que ¢ uma fungao f : F? — F2, onde
f(z) = (z, ).

Seja f : F' — FJ" uma fungao booleana e C' um conjunto de portas logicas.
Seja (z1,...,x,) um elemento arbitrario de F}' e (y1,...,Ym) = f(x1,...,2n).
Um circuito booleano para f é um grafo dirigido aciclico conexo onde cada
vértice é rotulado ou com x;, para 1 < ¢ < n (as chamadas variaveis de entrada),
ou com y;, para 1 < j < m (as chamadas variaveis de saida), ou com uma porta
de C. Um vértice rotulado com uma variavel de entrada possui grau de entrada
zero, um vértice rotulado com uma variavel de saida possui grau de saida zero e
grau de entrada um e um vértice rotulado com uma porta logica de dominio £%'
e imagem FY tem grau de entrada e de saida a e b respectivamente. Os arcos
desse grafo correspondem aos fios do circuito booleano. A complezidade de um
circuito booleano é o ntimero de vértices desse grafo. O circuito booleano para f
deve ser tal que, se ele recebe em suas variaveis de entrada elementos x1, ..., x,
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de F5,, entao suas variaveis de saida yq,...,y,, vao conter no final o elemento
de FJ" tal que f(x1,...,2,) = (Y1, -, Ym)-

Um conjunto de portas légicas que possibilita a representacao de todas
as func¢oes booleanas como grafos dirigidos aciclicos conexos é denominado
conjunto universal. (O conjunto universal que utilizaremos nessa secao sera
composto pelas seguintes fungoes: A : FZ — F, (a porta logica and), onde
A(z1,29) = 1 se e somente se 71 = xy = 1; V : F} — Fy (a porta logica or),
onde V(z1,x9) = 0 se e somente se 11 = x5 = 0; e = : Fy — Fy (a porta logica
not), onde ~z =1 — .

Um resultado bem conhecido mostra que todas as fun¢oes booleanas podem
ser computadas por circuitos booleanos compostos apenas por portas logicas A,
V e . Mostramos abaixo esse resultado. Na verdade, apenas as porta A e —
(ou V e =) sdo suficientes, pois V pode ser simulada com A e = (e A por V e —),
mas nao vamos nos preocupar com tais questoes de minimalidade no momento.

Teorema 5.2. O conjunto S = {A\,V,—} é um conjunto universal.

Demonstragao. A construgao de todas as fungoes com imagem em FJ" da-se
através da construcao de uma seqiiéncia ordenada de m circuitos que calculam
funcoes booleanas com imagem em F5, onde a saida de cada circuito corresponde
a uma das m saidas da funcao original. Logo, podemos restringir nossa atencao
as fungoes I — FJ" para m = 1.

Para verificar que o conjunto S = {A,V, =} é universal, devemos mostrar
que para toda fungao f : F}' — Fj existe um circuito booleano composto por
portas de S com n entradas e uma saida que devolve as mesmas respostas que f
para todas as possiveis entradas em F3'.

Sabemos que existe um conjunto D C FJ' tal que f(z) = 1 se e somente
se z € D. Suponha que a = (ay,...,a,) é um elemento de D. Nesse caso, o
circuito booleano que calcula f deve devolver 1 sempre que x; = a; para todo 1,
1< <n.

Com essa observacao, é facil ver que podemos construir uma funcao boo-
leana M,(x1,...,x,) = ¢(x1) A @(22) ... A d(xy,) onde ¢(z;) = ;e a; = 1 e
o(z;) = =y se a; = 0. E claro que M,(z1,...,2,) = 1 se e somente se a en-
trada recebida for (ai,...,a,). Como podemos construir uma fun¢iao com essa
caracteristica para todos os elementos de D, basta construir um circuito que
calcula a funcao f = M, V M,, V...V M,,, onde {y1,vys2,...,yx} = D. Com
isso, temos que por meio de circuitos booleanos construidos com as portas de S
podemos calcular todas as fungoes f : F}' — F, para n fixo. Logo, S é um
conjunto universal. ]

Denote por Fj o conjunto |J,~, F5'. Seja f : Fy — F,. Denote por f,
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a restricao de f ao dominio FJ'. J& vimos que cada f, tem um circuito C,
associado. Dizemos que Cy, C1, Cs, ... é uma familia de circuitos booleanos que
computa f. Podemos utilizar f para definir uma linguagem Ly em {0, 1}*, onde
x € Lyse f(x) =1ex ¢ Lyse f(r) = 0. Neste caso, dizemos que Cp, (4, ...
decide Ly. Se para uma entrada z o circuito Cjy devolve 1 como resposta,
dizemos que C); aceitou z, e se C, devolve 0, dizemos que ele rejeitou x.

Se existe uma MT que, com entrada 1", produz C, como saida (o grafo
dirigido aciclico associado) para todo n em espago O(lgn) (desconsiderando o
espago da entrada fornecida), entdo dizemos que Cy, C1,Cy, ... é uma familia
uniformemente polinomial de circuitos que decide Ly.

O seguinte resultado, demonstrado no livro de Papadimitriou [Pap94|, mos-
tra a importancia da classe composta por linguagens que admitem familias
uniformemente polinomiais de circuitos.

Teorema 5.3. Uma linguagem L estd em P se e somente se pode ser decidida
por uma familia uniformemente polinomial de circuitos. [J

5.5.2 Circuitos reversiveis

Para estabelecer a ligacao entre circuitos classicos e quanticos, discutimos agora
os circuitos reversiveis. Na mecanica quantica, todas as transformagoes envol-
vidas sdo unitarias (e portanto, reversiveis). Uma transforma¢ao U é unitdria
se U* = U™, onde U* é a transposta conjugada de U e U~! é a inversa de U.

Os circuitos reversiveis sao compostos por portas logicas reversiveis. Uma
porta logica reversivel em k bits é uma funcao inversivel F} — F¥ para alguma
constante k. Informalmente, a idéia é a seguinte: a partir da saida produzida
pela porta, devemos ser capazes de determinar a entrada que foi utilizada.

Um exemplo de porta reversivel é a chamada porta de Toffoli. Um esquema
da porta segue abaixo. A partir de uma entrada (z,xo,x3) € F3, essa porta
produz como saida (y,%2,y3) € F3, onde y; = T, Yo = To € Y3 = —T3 se
T1 = 29 = 1 e y3 = x3 caso contrario. E facil ver que tal porta é reversivel. Em
particular, ela é a inversa dela mesma. Denotamos o uso da porta de Toffoli em
uma entrada (z1, s, z3) por T(x1, T9, x3).

Outro exemplo de porta reversivel, muito parecida com a porta de Toffoli, é
a chamada porta controlled not. Um esquema da porta segue abaixo. A porta
recebe um elemento (1, 7s) de F} e produz como saida um elemento (y;,y2) de
F22, ondey, =z1eys =x2sex; =0ey; =x1 ey =y se xy = 1. Denotamos
o uso da porta controlled not em uma entrada (z1, z5) por C(x1,x3).

Um circuito reversivel é um circuito booleano composto apenas por portas
logicas reversiveis que computa uma permutagao em FJ', onde n é o tamanho
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€ U1

T2 Y2

€3 Y3

Figura 5.1: Porta de Toffoli

T n

L2 Y2
Figura 5.2: Porta controlled not

da palavra de entrada. Aplica-se aos circuitos reversiveis o conceito de conjunto
universal de portas logicas de maneira andloga a que vimos anteriormente. Se
uma porta logica reversivel compoe sozinha um conjunto universal, dizemos que
essa ¢ uma porta universal. Fixado um conjunto universal, a complexidade de
um circuito reversivel C' é o niimero de portas (reversiveis) que compoem C.

Um fato importante relacionado as portas reversiveis envolve a quantidade
de bits que aparecem como entrada e como saida. Analisando a porta de Toffoli,
por exemplo, vemos que os dois primeiros bits da saida sao sempre iguais aos
dois primeiros bits da entrada. A presenca de tais bits, porém, é essencial
na determinacao da entrada a partir da saida, e portanto eles nao podem ser
descartados durante uma computacao reversivel. Tal fato nao ocorre somente
com portas reversiveis, mas também com circuitos reversiveis. Logo, quando
consideramos computagoes reversiveis, ¢ normal levar em conta o uso de bits
“extras”, utilizados para manter a reversibilidade das operagoes.

Assim, ao computar uma funcao Fj* — FJ", em geral construimos circuitos
que calculam fungoes ;""" — F;"*" para um n adequado, onde os m primeiros
bits de entrada compoem a entrada propriamente dita (um elemento de FJ") e
os n tltimos sao inicializados com algum elemento fixo de F3'. Podemos assumir
que os m primeiros qubits de saida compoem a resposta procurada (também um
elemento de FJ"), e os n tltimos garantem a reversibilidade do circuito, sendo

utilizados apenas se quisermos obter a entrada original.
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Ja vimos que para toda funcao Fj' — FJ" existe um circuito booleano
capaz de computa-la. Considerando as observacoes acima, temos que 0 mesmo
resultado vale para funcoes inversiveis quando substituimos circuitos booleanos
por circuitos reversiveis.

Ja& vimos que o conjunto {A,V,—} é um conjunto universal. Para ver que
todo circuito booleano pode ser simulado por um circuito reversivel, observamos
que:

A porta — é reversivel;

A fungdo A(z1,x9) pode ser computada reversivelmente se utilizarmos a
porta de Toffoli com entrada (z1,x2,0) em seu lugar. O valor da terceira
coordenada de T'(z1,x2,0) é equivalente a A(xy, z2);

e Como V(xy1,x2) = =(A(=(x1), 7(22))), toda porta V pode ser substituida
por um conjunto de portas A e —, e portanto também pode ser calculada
reversivelmente;

e E possivel simular a producao de varias saidas idénticas pela mesma porta
por meio de uma porta controlled not e de constantes 0. Basta notar que

C(z1,0) = (z1,21).

Assim, utilizando portas de Toffoli, portas controlled not, portas — e bits 0,
é possivel construir um circuito reversivel capaz de simular qualquer circuito
booleano. Se bits 1 também forem utilizados, nao precisamos das portas con-
trolled not e . Basta utilizar portas de Toffoli e as constantes 0 e 1. Assim,
temos que a porta de Toffoli ¢ uma porta reversivel universal.

Por fim, destacamos que para cada circuito booleano de complexidade po-
linomial existe um circuito reversivel de complexidade polinomial. Basta notar
que nas trocas sugeridas nas observacoes acima uma porta logica sempre é
substituida por uma quantidade constante de portas reversiveis. Assim, temos
o seguinte resultado, baseado no teorema 5.3:

Teorema 5.4. Uma linguagem L em P pode ser decidida por uma familia
uniformemente polinomial de circuitos reversiveis. [

5.5.3 Circuitos quanticos

Os circuitos classicos sao compostos por portas logicas que atuam sobre bits.
J& os circuitos quanticos sao compostos por portas quanticas que atuam sobre
superposicoes.

Uma porta qudntica é uma funcao bijetora definida num espaco Hqr para
alguma constante inteira positiva k. Seja f : Hon — Haon uma funcao bijetora,
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seja |¢) um elemento de Haon e |¢0) = f(|¢)). Definimos circuitos qudnticos
de maneira analoga a que definimos os circuitos booleanos. A diferenca é que
nesse caso as portas logicas sao substituidas por portas quanticas, e tanto os
vértices da entrada como da saida contém superposicoes. Ou seja, cada vértice
de entrada e de saida contém um elemento de H,.

Tanto as portas como os circuitos quanticos atuam sobre registradores quan-
ticos e estao associados a transformacoes unitarias. Como toda transformacao
reversivel também ¢é unitaria, temos que toda porta reversivel pode ser vista
como uma porta quantica. Conseqiientemente, todo circuito booleano reversi-
vel (polinomial) pode ser visto como um circuito quantico (polinomial).

Nos circuitos classicos consideramos que as portas logicas sao ligadas por
fios, mantendo assim a analogia com os circuitos do mundo real. No caso dos
circuitos quanticos, utilizaremos essa mesma analogia por uma questao de co-
modidade. Porém, destacamos que, diferente do caso classico, ela nao se aplica
na pratica. A comunicacao entre duas portas quanticas se faz por meio de qu-
bits compartilhados. Denominaremos os qubits compartilhados por todas as
portas de um circuito quantico de qubits de comunica¢ao, pois a comunicacao
entre duas portas do circuito sempre vai ser feita através desses qubits. Ja os
qubits “exclusivos” (qubits compartilhados por um subconjunto especifico das
portas de um circuito quantico) sdo denominados qubits privados. Podemos
assumir que no inicio da computacao de um circuito, todos os qubits privados
encontram-se no estado |0).

Os conceitos de complexidade de circuito, familia de circuitos e de familia
uniformemente polinomial de circuitos aplicam-se também aos circuitos quan-
ticos, e sao definidos de maneira analoga. Assim, utilizando o teorema 5.4,
concluimos que toda linguagem em P pode ser decidida por uma familia de
circuitos quanticos uniformemente polinomiais.

Um exemplo importante de porta quantica que atua em apenas um qubit é
a porta de Hadamard

H:%(} _11) (5.5)

que transforma o qubit |0) no qubit

mo=2(1 4)(0)=5(1)=50@+m. 6o

e transforma o qubit |1) no qubit

a=(1 L) (1) =54 )=F5m-m 6o
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Destacamos que, ap6s a aplicagao da porta de Hadamard em um qubit que
estd num estado puro, uma medicao leva a obtencao de um dos dois estados
bésicos com a mesma probabilidade. Além disso, destacamos que a porta de
Hadamard realiza a operacao inversa dela mesma. Ou seja, aplicar a matriz de
Hadamard duas vezes sobre o mesmo qubit nao altera a superposi¢ao original
do mesmo.

A toda porta quantica definida num espaco Hon esta associada uma ma-
triz M de dimensao 2". Denotaremos a matriz transposta conjugada de M
por MT. Se MT também é a matriz inversa de M, entdo dizemos que M é uma
matriz (ou transformagao) hermitiana.

Um artigo de Barenco et al. [BBCT95] mostra que os circuitos quanticos
podem ser construidos a partir de um conjunto universal, assim como ocorria
com os circuitos classicos.

Teorema 5.5. Todos os circuitos qudnticos podem ser construidos utilizando
apenas portas controlled not e portas qudnticas undrias. [

Por fim, a leitura das respostas produzidas por um circuito quantico se faz
por meio de operacoes de medicao dos qubits de saida no estado final produzido.

5.6 Exemplo de algoritmo quéantico

Algoritmos quanticos sao métodos para resolver problemas algoritmicos que
utilizam acoes realizéveis por dispositivos quanticos. A nocao de algoritmo
quantico se confunde com a noc¢ao de circuito quantico. A seguir vamos apre-
sentar um problema concreto e descrever um algoritmo quantico para ele (ou
seja, um circuito quantico).

Dizemos que uma funcao f é dada como uma caiza preta se s6 podemos
obter informacoes acerca de f através de sua aplicacdo a elementos de seu
dominio. O problema de Deutsch consiste no seguinte. Seja f :{0,1} — {0, 1}
uma fun¢do dada como uma caixa preta. Determine se f(0) = f(1) ou se
f(0) # f(1). Em outras palavras, determine se f é constante ou “balanceada”.

Para se resolver o problema com certeza no modelo classico, sao necessa-
rias duas aplicacoes de f: uma para a entrada 0 e outra para a entrada 1.
Vamos mostrar um algoritmo quantico, devido a Cleve, Ekert, Macchiavello e
Mosca [CEMMO98|, que resolve o problema no modelo quantico com uma tnica
aplicacao de f.

Seja Uy a transformacao unitaria de dimensao 4 que leva |zy) a }x(y@f(a:)»,
onde @ representa o operador “ou exclusivo”. No modelo quantico, Uy é a
transformacao unitaria que utiliza a caixa preta para f. O circuito que resolve o

26



Uy

Figura 5.3: Circuito para o problema de Deutsch.

problema esta descrito na figura acima. Vamos detalhar melhor o funcionamento
do algoritmo.

Comegamos com um registrador |¢g) de 2 qubits tal que |¢g) = |01). Pri-
meiro aplicamos a transformacao de Hadamard nos 2 qubits do registrador,
obtendo

1) = (Ho H)o)
) H‘W (19 - |1>)} +§{\1>® (10 - |1>)}.

Neste ponto Uy é aplicada a |¢;1) para obtermos |¢o):
|62) = Uylon)

- %{Uf{m@(|o>—|1>)]}+%{vf{|1>®(|o>—|1>)]}.

Vamos escrever |¢o) de outra maneira. Para isso, vamos mostrar primeiro
que

Uil e (0 -1)] = @l (m-m)] 69
para x € {0,1}. De fato, temos que
) = Ullore (10 )] = oy]le0) - fo1)]
= Jef@) - |21 @ f(2).
e Se f(z) =0, entao

) = ko) -led) = 2o (100~ 1b) = (17| e (- ) |

e Se f(x) =1, entao

) = k)=o) = o (10 -10) = 17| e (- )|
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Provamos entao a igualdade (5.8), de modo que,

) = %{(_l)f(o) {|O> ® <|O> _ |1>)] } + %{(—1)f(1) {|1> ® <|O> - |1>)] }
_ %K(_l)f(o)m) + (_1)f(1)‘1>> ® (\O> - |1))]
_ %{((—1)“0”0) i (_1)f(1)(_1)f(0)(_1)f(0)|1>) ® <|0) — |1>>}
(_1)]”(0)

- (100 0= o (1) - )

- <-1>f<°>{ 5 (0 + o) o | (1o - )] }

Agora podemos aplicar a transformacao de Hadamard ao primeiro qubit
de |¢2) para obter

|6s) = (—1>f(°>{ [\f(()) @ f<1)>] ® [%(m) - |1>)} }

Uma medigao do primeiro qubit de |¢3) fornece agora o valor de f(0)® f(1)
e portanto o algoritmo descobre com certeza se f é constante ou “balanceada”
através de uma tnica aplicacao de f.

Esse exemplo mostra como se da a descricao de um algoritmo quantico
enquanto demonstra também como o modelo quantico de computagao pode ser
usado para resolver mais eficientemente um problema simples.

5.7 Classes quanticas de complexidade

Vamos introduzir agora duas classes quanticas de complexidade, tendo como
base o modelo de circuitos. Essas classes foram propostas por Bernstein e
Vazirani [BV97].

Vimos que a decisao de uma linguagem L em P pode ser feita por uma
familia uniformemente polinomial de circuitos. As defini¢oes das classes de
linguagens em funcao de circuitos sao feitas por meio de restri¢oes das familias
de circuitos que decidem as linguagens das classes em questao.

Dizemos que uma linguagem L pertence a classe EQP (ezact quantum
polynomial-time) se existe uma familia uniformemente polinomial de circuitos
quanticos Cy, C1,. .. tal que para toda entrada x em {0,1}* o circuito Cj
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aceita x se e somente se x € L. Essa classe corresponde a classe P do modelo
cléssico.

Dizemos que uma linguagem L pertence a classe BQP (bounded error quan-
tum polynomial-time) se existe uma familia uniformemente polinomial de cir-
cuitos quanticos Cy, C1, . .. tal que para toda entrada x em {0, 1}*

1. Se x € L entao Pr [C\x\ aceitar x} > 2/3;
2. Se x ¢ L entdo Pr [C, rejeitar z] > 2/3.

A classe correspondente a BQP no modelo classico é BPP, e assim como no
caso desta, a probabilidade exigida de a resposta devolvida ser correta pode ser
qualquer valor constante no intervalo (0,5;1).

A seguir, sao apresentadas relacoes envolvendo essas duas classes e suas
correspondentes no modelo classico. Esses dois resultados foram apresentados
por Bernstein e Vazirani |BV97].

Teorema 5.6. P C EQP.

Demonstra¢ao. Seja L uma linguagem que pertence a classe P. Pelo teo-
rema 5.4, sabemos que L pode ser decidida por uma familia uniformemente
polinomial C de circuitos reversiveis. Como toda porta reversivel é uma porta
quantica, temos que C corresponde a uma familia uniformemente polinomial
de circuitos quanticos que aceitam qualquer entrada x se e somente se x € L.
Logo, pela definicao de EQP, concluimos que L € EQP, e assim concluimos
que P C EQP. O

Aqui, apenas formalizamos esse resultado, que podia ser facilmente inferido
a partir da afirmacao final da se¢ao 5.5.3. Mostramos agora um resultado mais
interessante, que deixa explicita uma caracteristica muito importante do modelo
quantico de computacao.

Teorema 5.7. BPP C BQP.

Demonstra¢ao. Seja L uma linguagem que pertence a classe BPP. Pela de-
finicao apresentada no capitulo 2, a linguagem L pode ser decidida por uma
méaquina de Turing probabilistica M em tempo polinomial. Seja p(|z|) o po-
linébmio que limita o tempo consumido por M para uma entrada x.

Para decidir L para uma entrada x, M utiliza uma seqiiéncia de bits aleato-
rios de comprimento no maximo p(|z|) (polinomial em |z|). Gerar tal seqiiéncia
é trivial no modelo quantico. Vimos que, ao aplicar a porta de Hadamard num
qubit que estd num estado basico e realizar em seguida uma medicao nesse
qubit, obtemos 0 e 1 com probabilidade 1/2 para cada.
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Logo, como sao necessarios p(|z|) bits aleatorios na computagao, basta ao
circuito utilizar p(|z|) transformagoes de Hadamard e p(|x|) medi¢des nos qubits
que guardarao os elementos aleatorios. Ao final dessas operacoes, uma seqiiéncia
de p(|z|) bits aleatorios tera sido gerada em 2p(|z|) passos, consumindo tempo
polinomial em |z]|.

O comportamento de M com uma entrada x pode ser simulado por uma
maquina de Turing deterministica /N se fornecermos como entrada para N a
seqiiéncia de bits aleatorios utilizada por M (junto com a propria entrada x).
Tal simulagdo consome tempo limitado por p(|z|). Dessa forma, temos pelo
teorema 5.3 que existe uma familia uniformemente polinomial de circuitos que,
utilizando uma seqiiéncia de bits aleatorios que recebem como entrada, decide L.

A partir dos comentéarios feitos no final da secdo 5.5.3, concluimos que
existe uma familia C = {C, C1,Cy, ...} de circuitos quanticos uniformemente
polinomiais tal que

1. Se x € L entao Pr [C\w\ aceitar a:] > 2/3,;

2. Se x ¢ L entdo Pr [Cy rejeitar z] > 2/3.

Conforme observado, a seqiiéncia de bits aleatorios nao precisa ser fornecida
como entrada. Cada circuito de C é capaz de gerar os bits aleatorios que utilizara
em sua computacao. Logo, pela definicao de BQP, concluimos que L € BQP,
e portanto BPP C BQP. O

E importante destacar que a prova de que BPP esta contida em BQP
mostra uma caracteristica muito importante do modelo quantico de computa-
cao: a presenca inerente de aleatoriedade pura. Utilizando transformacoes de
Hadamard e medigoes, os circuitos quanticos sao capazes de gerar seqiiéncias
de bits aleatoérios. Nao se conhecem métodos tao simples no modelo classico de
geracao de seqiiéncias de bits aleatorios.

60



Capitulo 6

Sistemas Interativos Quanticos

Nesse capitulo, apresentamos os sistemas interativos quanticos de prova e um
importante resultado envolvendo tais sistemas.

6.1 Elementos e definicoes

No capitulo 4, vimos os sistemas interativos de prova, compostos por duas
méaquinas de Turing que interagiam entre si, sendo uma probabilistica polino-
mialmente limitada e a outra infinitamente poderosa.

Em 2003, Watrous [Wat03| definiu o equivalente quantico desses sistemas,
os chamados sistemas interativos qudanticos de prova (SIQP), que apresentamos
a seguir utilizando circuitos quanticos.

Definicao

Um SIQP de m mensagens para uma palavra x em F3 é composto por um ve-
rificador de m mensagens e um provador de m mensagens. Seja Ha+ = (J,, Hon.
Um verificador de m mensagens é uma seqiiéncia V' de k = [m/2 + 1] trans-
formacoes unitarias em Hy«. Cada uma dessas transformacgoes serd denotada
por V(z,7), onde j é a posicdo da transformacdo na seqiiéncia V. Todas as
transformacoes de V' sao computéveis por circuitos quanticos de complexidade
polinomial.

Um provador de m mensagens é uma seqiiéncia P de k = |m/2+1/2] trans-
formagoes unitarias em Hy«. Cada uma dessas transformacoes serd denotada
por P(z,7), onde j é a posi¢ao da transformacao na seqiiéncia de P. Todas as
transformacoes de P sao computéveis por circuitos quanticos cuja complexidade
nao é necessariamente polinomial.
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Qubit de saida

Qubits —]
Privados  —
do Verificador —

Vix,1) — Vix,2) V(x,3)

Qubits de —

Comunicagao —

l
Tl

P(xz,1) P(z,2)

Qubits
Privados
do Provador

Figura 6.1: Circuito quantico para um sistema interativo quantico de 4 mensa-
gens.

Dado um par (P,V), montamos um circuito quantico no qual os circui-
tos do provador e do verificador se alternam. O esquema de um circuito para
um SIQP de 4 mensagens aparece na figura 6.1. Os qubits que passam di-
retamente de V' (z,i) para V(z,i 4+ 1) (para todo i) sao os qubits privados do
verificador, enquanto que os que passam diretamente de P(x,i) para P(x,i+1)
(para todo i) sdo os qubits privados do provador. Os demais qubits sao de
comunicacao, e correspondem as mensagens trocadas entre o verificador e o
provador.

A construcao é intuitiva quando comparada com o funcionamento dos SIPs.
Em func¢ao da entrada z, o provador (verificador) realiza suas computagoes,
envia uma mensagem para o verificador (provador) por meio dos qubits de
comunicacao e aguarda até que o verificador (provador) envie uma mensagem
(também por meio dos qubits de comunicac¢do). O processo se repete até o
término da interagao. O tltimo a receber uma mensagem é o verificador, que
realiza suas computacoes finais e decide se aceita ou nao a entrada x por meio
da medicao de um de seus qubits privados, o qubit de saida. Se a medicao
resultar em 1 ao final da computacao, V aceita x. Caso contrario, V rejeita x.

Dizemos que uma linguagem L admite um sistema interativo qudntico de
prova de m mensagens com probabilidade de erro € se, para cada r em X*,
existe um verificador V' de m mensagens tal que:

1. Existe um provador P de m mensagens tal que se x € L entao (P,V)
sempre aceita x.

2. Para todo provador P’ de m mensagens, se © ¢ L entao (P, V) aceita «
com probabilidade limitada superiormente por e.

62



Denotamos por QIP(#(n)) a classe das linguagens que admitem sistemas inte-
rativos quanticos de prova em que o nimero de trocas de mensagens é limitado
superiormente por t(n), onde n é o comprimento da entrada.

As linguagens que admitem sistemas interativos quanticos de prova de uma
mensagem compoem a classe QMA (ou seja, QMA = QIP(1)). Essa classe
foi definida originalmente por Watrous [Wat02], e alguns resultados a respeito
dela aparecem no artigo de Marriott e Watrous [MWO04].

Por fim, a classe das linguagens que admitem sistemas interativos quanti-
cos de prova de uma mensagem nos quais o comprimento da tinica mensagem
do provador para o verificador é O(Ign), onde n é o comprimento da palavra
dada, é denotada por QMA,,. Resultados envolvendo essa classe sao também
apresentados neste mesmo artigo de Marriott e Watrous [MWO04].

Relacoes

O numero de trocas de mensagens é extremamente importante nos sistemas
interativos quanticos de prova. Abaixo, mostramos uma figura com as relacoes
conhecidas entre as classes QIP(1), QIP(2) e QIP(3) e algumas classes de
complexidade classicas e quanticas.

EXP

QIP(3) = QIP(poly)
IP = PSPACE

PP QIP(2)
QMA = QIP(1) BQP = QMAy,
AM
NP coRQP
P

A classe PP é a classe das linguagens decidiveis em tempo polinomial por
uma maquina de Turing nao-deterministica onde se a palavra esta na linguagem
entao mais da metade das possiveis computacoes a aceitam, e se a palavra nao
estd, pelo mais da metade das possiveis computacgoes a rejeitam. A classe EXP
é a classe das linguagens decididas por maquinas de Turing deterministicas que
consomem tempo limitado exponencialmente no tamanho da entrada.
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A classe AM ¢é definida por AM = (J,.,AM(k). Ou seja, é a unido
das classes AM em que o nimero de trocas de mensagens nos protocolos é
constante. Ja a classe QIP(poly) é a classe composta por linguagens decididas
por sistemas interativos quanticos que utilizam um nimero polinomial de trocas
de mensagens.

Por fim, a classe RP ¢ a classe das linguagens decidiveis em tempo poli-
nomial por uma maquina de Turing probabilistica tal que se a palavra dada
nao esta na linguagem, a maquina sempre a rejeita, e se ela esta na linguagem,
é aceita por pelo menos metade das computacoes. A classe RQP é a versao
quantica da classe RP, e coRQP é seu complemento.

6.2 PSPACE C QIP(3)

Ao estudar os sistemas interativos de prova no modelo classico, vimos que
PSPACE = IP. Na demonstracao apresentada no capitulo 4, o ntimero de
mensagens trocadas entre o provador e o verificador é polinomial no tamanho
da entrada. Nao se conhece uma prova desse resultado com um protocolo no
qual o nimero de trocas de mensagens seja constante. Veremos agora um re-
sultado envolvendo os SIQPs, que mostra que a classe PSPACE esta contida
na classe QIP(3).

Na demonstracao do resultado PSPACE = IP, mostramos que o pro-
blema QBF, que é PSPACE-completo, admite uma prova interativa com um
nimero polinomial de trocas de mensagens. Aqui, utilizaremos o mesmo pro-
blema, e vamos mostrar que ele pode ser decidido com probabilidade de erro
exponencialmente pequena por um sistema interativo quantico de prova que
realiza trés trocas de mensagens.

Teorema 6.1. PSPACE C QIP(3).

Demonstracao. O protocolo apresentado na demonstragao do teorema 4.3 sera
essencial nessa prova. Quando estivermos nos referindo a algum elemento do
protocolo classico (como o provador, o verificador e as mensagens por eles en-
viadas), utilizaremos os termos provador cldssico, verificador cldssico e assim
por diante. Assim como na demonstracao do teorema 4.3, vamos denotar por
¢ = Q1ry...Qur,B(xy,...,x,) a instancia de QBF de tamanho n que esta
sendo utilizada como entrada para o protocolo.

Para mostrar que PSPACE C QIP(3), vamos descrever um sistema inte-
rativo quantico de prova de trés mensagens que decide o problema QBF com
probabilidade de erro exponencialmente pequena em funcao do tamanho da
instancia.
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Na demonstracao do teorema 4.3, as cotas superiores para a probabilidade
de erro eram obtidas por meio de execucoes independentes do mesmo protocolo.
Porém, nao levamos em conta esse fato na descricao do protocolo. No caso
quantico, execugoes multiplas também sao importantes para garantir a limitagao
da probabilidade de erro. Vamos apresentar um protocolo em que as multiplas
execucoes sao simultaneas. Na descricao, em vez de considerar apenas uma
computacao, temos que considerar todas simultaneamente para discutir o grau
de independéncia entre elas.

O nimero de execugoes simultaneas serd denotado por m. O valor de m
¢ polinomial em n, mas deixaremos para fixa-lo posteriormente. A escolha
apropriada de m é crucial para a obtencao de um protocolo com probabilidade
de erro exponencialmente baixa.

Elementos da prova

O conjunto de qubits de comunica¢ao contém a descricao de trés matrizes, que
denotaremos por R, S e P. Quando estivermos nos referindo a uma possivel
configuragao bésica dessas matrizes (e nao a superposi¢ao de configuragdes que
elas de fato contém), utilizaremos como notacao R, S e P, respectivamente.

Essas matrizes tém m linhas e N colunas, onde N = "Z”LT?’" é o namero de
polinémios enviados pelo provador classico e o niimero de valores aleatérios do
corpo F' sorteados pelo verificador classico na prova do teorema 4.3 (lembre-se
que n é o tamanho de ¢). Cada posi¢ao dessas matrizes é um registrador, que
serd representado por R, ;, S; ; ou P;j paracadal1 <i<mel<j<N.

Nessa prova, o tamanho do corpo F' utilizado no protocolo classico é impor-
tante. Porém, ao invés de escolher para o tamanho de F' um valor polinomial
em n como fizemos na prova do teorema 4.3, escolheremos um valor exponencial
em n. Mais precisamente, assumimos que |F| = 2%, onde o valor de k ¢ polino-
mial em n. A escolha de k é importante para a limitacao da probabilidade de
erro do protocolo, e sera feita mais tarde.

As matrizes R e S sao utilizadas para armazenar os elementos de F' utiliza-
dos pelo verificador no protocolo classico. Cada registrador R, ; e S; ; contém k
qubits, podendo assim armazenar qualquer um dos 2 elementos de F. Cada
linha dessas matrizes vai guardar N valores de F' que podem ser utilizados
como os elementos sorteados em uma interacao classica pelo verificador. Mais
do que isso, cada registrador nao vai conter apenas um estado basico, mas sim
uma superposicao. Logo, em cada uma das m linhas dessas matrizes ha uma
superposicao de seqiiéncias de valores “aleatorios”.

J& os registradores de P sao utilizados para guardar os polindmios usados
pelo provador classico em interagoes do protocolo classico. Cada uma das m
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Figura 6.2: Exemplo de divisaiode Re P para N =8 m =5eu = (6,4,7,2,5).

linhas da matriz P contém uma superposicao de seqiiéncias de N polindémios.
Como os polindémios utilizados pelo provador classico tém coeficientes em F' e
devem ter grau maximo n, cada registrador P;; consiste em n + 1 conjuntos
de k qubits, onde cada conjunto representa um coeficiente de um polinomio.

Por fim, ainda dentro do conjunto de qubits de comunicacao, encontramos
o vetor u € {1,...,N}™, ou seja, um vetor com m registradores. Ele sera
utilizado pelo verificador do protocolo quantico para guardar uma seqiiéncia de
valores gerados aleatoriamente.

Denotaremos por R; o conjunto de registradores R;1,R;2,...,R;n (ou
seja, a i-ésima linha de R) e por R" o conjunto de registradores tal que,
para cada i, se a i-ésima posicao de u é u;, entdao R" contém os elementos
R;:,...,R;,,—1. Por fim, RY ¢ 0 “complemento” de R em relacio a R, ou seja,
para cada i, R" contém os elementos R;,,,Riq,,,,. .., Rin. Veja um exemplo
na figura 6.2. Essas notacoes serao utilizadas de maneira analoga para S e P.

O protocolo e a aceitacao de instancias verdadeiras

Vamos agora descrever em detalhes o funcionamento do protocolo, mostrando
que se ¢ é verdadeira, entao existe um provador que faz o verificador aceitar
a prova sempre. Na figura 6.3, apresentamos os algoritmos do provador e do
verificador para mostrar o funcionamento do protocolo.

Inicialmente, o provador aplica a transformacao de Hadamard em todos os
qubits de R. Como cada posicao de R possui k qubits, cada R;;, 1 < i <
mel < j < N, vai conter uma superposi¢cao onde os elementos de F' sao
obtidos ap6s uma medicao com a mesma probabilidade. Em resumo, um estado
bésico R da superposicao de R pode ser visto como uma matriz contendo valores
aleatorios de F'. Todos os possiveis valores de R estao presentes em R.

Em seguida, o provador faz uma copia de R em S, de modo que as duas
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matrizes sejam idénticas e estejam entrelagadas (ou seja, se modificamos um
qubit em R, esse serd modificado em S também e vice-versa).

Depois, a partir da matriz R, o provador gera uma matriz P formada por
estados basicos P(R) (quando o R ao qual P esté associado for claro, vamos de-
notar P(R) apenas por P), contendo os polindmios que um provador utilizara no
protocolo classico caso o verificador classico utilize R como fonte de seqiiéncias

aleatorias de F'. Mais precisamente, para cada i, P 1, P9, ..., P, v é a seqiiéncia
de polindmios enviados por um provador no protocolo classico quando os valo-
res aleatorios utilizados pelo verificador classico sao R;1,..., R; . A geragao é

feita por meio da operagao 7', usada na linha 3 do algoritmo do provador. Essa
operacao nada mais é do que a implementagao quantica do protocolo classico.
Para cada estado basico R em R, é gerado um estado basico P(R) em P.

Um provador que gera as matrizes R, S e P da maneira descrita acima sera
chamado daqui para a frente de provador honesto.

Apos a geracao dessas matrizes, o estado do sistema é

274NN | R)|R)P(R)) provador- (6.1)

Com essa superposi¢ao em maos, o provador envia uma mensagem para o
verificador contendo R e P, guardando para si a matriz S. Sabemos que o
verificador tem acesso a4 matriz S também, mas podemos assumir que ele nao
vai modifica-la, pois isso comprometeria o funcionamento do protocolo.

Apos essa mensagem, o estado do sistema é

2—kmN/2 Z {|R> |P(R)>}veriﬁcador{|R> }provador- (62)

Apobs receber a primeira mensagem do provador, o verificador faz sua
primeira checagem. A prova sera rejeitada se (R;, P;), para qualquer linha
i € {1,...,m}, contém uma prova invalida de que ¢ é verdadeira. A validade
da prova esté relacionada com o protocolo classico. Ou seja, o verificador simula
(reversivelmente) o protocolo classico, utilizando os polinémios dados em P; e
os valores de F' dados em R,; como os valores aleatérios do protocolo classico e
checa se o valor obtido pela simulacao, apés uma medicgao, é 1.

Para isso, o verificador avalia reversivelmente a instancia ¢ de QBF para
cada par (R;,P;), e apos isso realiza a medigdo no qubit que contém a res-
posta. Tal medigao resulta em 1 se ¢ é verdadeira. Caso contrario, a medigao
resulta em 0 com alta probabilidade. Apo6s a medicao, se o valor obtido for 0,
a prova é rejeitada. Sendo, as configuragoes (R;, P(R);) invalidas (que pos-
suem resposta 0) foram eliminadas por conta da medicao, e o verificador realiza
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a computacao inversa para retornar ao estado enviado pelo provador. Essas
operacoes estao comprimidas nos passos 2, 3 e 4 do algoritmo do verificador.
Se ¢ é verdadeira e o provador é honesto, a prova nunca é rejeitada apos essa
checagem.

Feita essa primeira checagem, o verificador gera o vetor u € {1,..., N},

escolhendo cada um de seus m elementos aleatoriamente de maneira uniforme.
O verificador envia u e P" ao provador. Como u nao esta entrelacado com as
outras trés matrizes descritas nos qubits de comunicagao, nao vamos inclui-lo
na descricao do estado do sistema, que nesse ponto é

27FmN2N L R P(R)) beificador { | R) [P (R)™) }provador- (6.3)

Nesse ponto, o verificador estd com R e P“. Ja o provador tem S e P

Antes de descrever o segundo passo do provador, vamos definir a funcao
utilizada na sexta linha de seu algoritmo. Para cada par (i,7), 1 < i < me
1 <j <N, T, representa a transformacao unitaria 7; ; : |R)|0) — |R)|P; ;).

A partir de v e P", o provador honesto utiliza Tfjl para levar todos os

qubits dos registradores de P” para o estado |0). Apos isso, o provador envia S
para o verificador, que nesse ponto ja nao esta entrelacado com P*. O estado
do sistema passa a ser

27NN LI R) [ R) | P(R)") Yeriieador {|0) Yprovador- (6.4)

Deixamos claro que o |0) na descrigao do estado do provador indica que
todas as posi¢oes de P estdao no estado basico |0).

Em seu ultimo passo, o verificador checa se cada qubit de R foi gerado
de modo que |0) e |1) sdo obtidos apds uma medi¢do com a mesma probabi-
lidade, se R e S sao iguais e se os polindmios gerados pelo provador de fato
sao independentes das entradas de R correspondentes a elementos aleatérios
utilizados em passos posteriores da interacao classica. Ou seja, para alguns
polindémios P(R); ;, o verificador checa se eles sao independentes dos valores
R 1, Rijt2,...,Rin. Se nao for esse o caso, o provador quantico gerou al-
gum polindémio apds observar um valor ao qual o provador cléssico nao teria
acesso. Isso é considerado “trapaca” e leva a rejeicao da prova com alta proba-
bilidade, como veremos.

Para fazer essa checagem, inicialmente o verificador subtrai R, ; de S; ; para
cada i, j, 1 <1 <mel<j<N. SeR eS8 foram gerados por um provador
honesto, eles sdo iguais e portanto S é apagado (todos os seus qubits ficam
iguais a |0)). Em seguida, o verificador aplica a transformac¢ao de Hadamard nos
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Algoritmo do Provador
1* Fase
]_ R < HQNmk: |0>

(s)-(7)(w)
(»)~(or)(w)

4 Envia R e P para o verificador

[\

w

2% Fase
5} Recebe u e P do verificador
6 Aplica 7' em P" (e S)
7 Envia S para o verificador

Algoritmo do Verificador
1% Fase
Recebe R e P do provador
Para ¢ de 1 a m faca
Se (R;, P;) é invalido entao
Rejeita a prova
Para i de 1 a m faga
u; <— RAND(N)

~N O Ot s W N

Envia u e P" para o provador

2* Fase
8 Recebe S do provador
9 S—S—-R
10 Aplica Hadamard em cada qubit de R

11 Se algum qubit de algum registrador de R” é diferente de zero
12 Rejeita a prova
13 Aceita a prova

Figura 6.3: Algoritmos do provador e do verificador.
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registradores de R". Se apo0s isso todos os elementos de R" forem transformados
em |0), a prova é aceita. Sendo, ela é rejeitada.

Se o provador é honesto, R” nio esta entrelacado com quaisquer outros
registradores no momento da aplicacao das transformac¢oes. Em especial, ele nao
estara entrelacado com P“, o que mostra que os polinémios desses registradores
sao independentes dos elementos de F' em R™. Logo, se ¢ é verdadeira e o
provador é honesto, o verificador sempre aceita a prova com esse protocolo.

Delimitacao da probabilidade de erro

Vamos estudar agora a probabilidade de o verificador ser enganado nos casos
em que ¢ nao é verdadeira. Para isso, vamos analisar os estados do sistema
conforme os passos do provador e do verificador vao sendo executados.

Antes disso, vamos analisar como o verificador pode ser enganado nesse
protocolo. No caso do protocolo classico, o provador dependia da sorte para
conseguir convencer o verificador de que uma instancia falsa do QBF era ver-
dadeira. Porém, se o provador de alguma forma conhecesse pelo menos um valor
aleatorio que seria utilizado pelo verificador em uma mensagem posterior, ele
poderia escolher um conjunto de polindmios a serem enviados que o auxiliariam
a ludibriar o verificador.

No protocolo classico isso nao pode ocorrer porque a geracao de valores ale-
atorios é feita pelo verificador, e ela s6 ocorre no momento em que esses valores
vao ser enviados ao provador. No caso do protocolo quantico que descrevemos,
quem gera os estados com as superposicoes de interagoes cléssicas, incluindo os
valores aleatorios, é o provador. Tendo acesso aos valores aleatorios, o provador
pode tentar trapacear, escolhendo polindmios em funcao de valores que o pro-
vador classico desconhece. Além disso, o provador pode nao gerar de maneira
honesta os valores aleatorios (fazendo com que alguns valores sejam gerados
com probabilidade maior que outros, por exemplo).

A analise da probabilidade de decisao errada do verificador baseia-se nesses
pontos. Vamos estudar a probabilidade de o verificador ser enganado quando o
provador tenta fazer algum tipo de trapaca no protocolo.

Em seu primeiro passo, o provador envia R e P para o verificador. O estado
do sistema nesse momento passa a ser

Y a(R,P)|R)|P)[¢(R, P)). (6.5)

R,P

Cada a(R, P) & um niimero complexo tal que Y, » [a(R, P)|* = 1 e [§(R, P)) é

um vetor normalizado representando o estado dos qubits privados do provador
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que eventualmente estao entrelacados com R e P. Destacamos que, ao contra-
rio do que acontecia na se¢ao anterior, aqui a somatoéria tem como indices R
e P e nao somente R, pois nao podemos garantir que de fato P é totalmente
determinado por R (s6 temos essa garantia quando o provador é honesto).

Como ¢é do interesse do provador passar pelas checagens do verificador,
podemos assumir que a superposi¢ao (6.5) contém apenas pares (R;, P;) validos
(se houver pares invélidos, ou a prova vai ser rejeitada ou esses pares sumirao
ap6s a checagem do verificador).

Depois, o verificador envia o vetor aleatorio u e os registradores de P*. O
provador executa seu segundo passo e envia a matriz S, da qual o verificador
subtrai a matriz R. Apds essa operacao, o estado do sistema passa a ser

> B(R,u, PY)|R)|P*) (R, u, P*)), (6.6)

R,Pu

onde novamente (R, P*) ¢ um niimero complexo tal que Y~ 5 pu [B(R, u, P*)[* =

1 e n(R,u, P*)) é o estado normalizado que descreve os qubits privados do
provador e a matriz S (ja subtraida de R), que agora esta com o verificador.

Finalmente, o verificador aplica a transformacao de Hadamard em todos
os qubits de R" e rejeita a prova se alguma dessas medi¢oes nao tem 0 como
resultado. Denotando por H®* a transformacdo unitdria de Hadamard em k
qubits (que é o tamanho de cada registrador em RY), e denotando por [ o
niimero de registradores em R” (ou seja, [ = Y. (N — (u; + 1))), temos que a
probabilidade de aceitagao da prova (ou seja, de o valor medido pelo verificador
ser 1) é dada por:

1Y B(R,u, P*)|R*) (0| H®*|Ry .., ) (6.7)

R,Pu
(O H®*| Ry 11) - . (O|H®*| Ry )| P |1 (R, w, P)) ||,

Ou seja, a cada par R, P esta associado o estado puro |R")|P*)|n(R,u, P")),
e a amplitude de tal estado é dada pelo produto de ((R,u,P") pelo ni-
mero (0|H®*|R; ;).

Como cada registrador R; ; € composto por k qubits, todo estado puro |R; ;)
estd associado a um elemento de Hor. A aplicacdo da transformacio H®* em
qualquer elemento de Hyx resulta na superposicao Zme{o,uk Q—k/2‘x>. Logo,
para todo R;;, o ntimero (0|H®*|R; ;) ¢ igual a 27%/2. Dessa forma, temos que
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a expressao (6.7) é igual a:

2

271> B(R,u, P*)|R")|[P*) (R, u, P*))

R,Pu

27 NS B(R,u, PYY) (R, u, PY))
Ru,Pv || Ru
2

< 2% DN IB(Ru, P (6.8)
Ru

R, pu

A igualdade entre a primeira e a segunda linha vale porque os vetores
|R“)|P")Y|n(R,u, P*)) sdo dois a dois ortogonais, e portanto a soma das nor-
mas ¢é igual & norma da soma desses vetores. Ja a segunda relacao segue da
desigualdade triangular.

Logo, basta limitar essa tultima expressao, assumindo que u é escolhido
aleatoriamente de maneira uniforme (podemos assumir esse fato pois quem gera
esse vetor é o verificador). Inicialmente, associamos a cada registrador R, ;
eP;;,1<i<mel<j <N, uma varidvel aleatoria que assume valores de [
de acordo com a probabilidade de eles serem obtidos por meio de uma medicao
no estado (6.5) do sistema (no caso do provador honesto, a variavel R, ; segue
a distribuicao uniforme, e portanto a obtencao dos elementos de F' apés uma
medigao é equiprovavel).

Inicialmente, afirmamos que, no estado (6.6)
|B(R,u, P*)|> = Pr[R = R,P" = PY]

para cada R e P“ possiveis, pois R e P" nao sao manipulados nos passos
executados entre o estado (6.5) e o estado (6.6). Assim, podemos reescrever (6.8)

como
2

273" Y VPIR=RP"=Pv| . (6.9)

Ru.Pv \ Fw

Da definicao de probabilidade condicional, temos o seguinte:

Pr[R=R,P"=P"] = Pr[R"=R*R"=R"P"= P
= Pr[R*=R",P"= P"|Pr[R" = R*R" = R*,P" = P"].

Para todo conjunto finito S e fun¢ao f : S — [0,1], definimos Os(f) =
Y ecs V [(s). Para cada par R", P*, vamos definir uma funcao Xpgu pu : Fl —
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[0,1], onde [ & o niimero de elementos de R, como sendo Xpgu pu(R*) =
Pr [R" = R*R" = R",P" = P"].
Assim sendo, para cada R*, P*,

2

> VPrR =R, P" = P

— Pr[R'=R"P"=P" 3 \/Pr[R" = R/R" = R, P" = P¥]
-

= Pr[R" = R",P" = P"| (0 (Xpupu))’.
Portanto, podemos reescrever (6.9) como
27% 3" Pr[R" = R*,P" = P"] (O(Xpu pv))”. (6.10)
Ru7pu

Vamos definir agora eventos sobre as variaveis aleatorias (associadas a R,
e P;;) que definimos. Para 1 < i < m, 1 < j < N —1 e uma matriz R,
definimos

A;; + P;j contém um polindmio distinto de P; j(R) para todo j' < j mas
Pi,j—l—l contém Pi7j+1(R).
Intuitivamente, A, ; indica que o provador estava usando polinémios incorretos

(i.e., polinémios diferentes dos que um provador honesto enviaria) na computa-
¢do da linha i mas utilizou P, j;1(R) na (j + 1)-ésima coluna dessa linha.

Para 1 <i < m, definimos
A, ny : P;; contém um polinémio distinto de P, ;(R) para todo j < N.

Esse evento indica que, na computacao descrita pela linha ¢, em nenhum mo-
mento o provador utiliza um polindémio correto.

Finalmente, definimos B, = Ulgigm A; ;- Esse evento indica que, tendo
sorteado o vetor u, o verificador localiza pelo menos uma das posi¢oes a partir
das quais o provador passou a utilizar polindmios corretos.

Para cada par R* e P", seja Ygu pu : F' — [0,1] a fungio
Yiu pu(R*) = Pr [R" = R* | R" = R",P" = P", B"|
e Zgupu: F' —[0,1] a fungao
Zpupu(R*) = Pr [R* = R* | R" = R*,P" = P*,-B"].
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Vale a seguinte relagao:

XR“P“ Rv) = Pr[W:ﬁ|R“:Ru’Pu:Pu]
B, R"=R'|R"=R"P"=P"] +

Pr|
Pr[-B,,R" = R | R" = R",P" = P"]
Pr(B,
[~B

)_1/\

| R* = R*,P" = P*|Pr[R" = R* | R" = R*,P" = P",B,| +
. | R"=R"P"=P"|Pr[R*=R"|R"= R"P"=P" -B,].

Dai, concluimos que
Xpupe = ANYrepo + (1 = Ay) Zgu pu

para A, = Pr[B,|R" = R*,P" = P"].

Vamos mostrar agora que para todo par R*, P* o ntimero (1 —nm27%)2 &
um limitante inferior para o nimero de conjuntos de registradores R* para os
quais Yru pu(R*) = 0 (ou seja, o ntimero de matrizes R* que nao podem estar em
R" quando B* ocorre). Tal limitante sera importante para que possamos limitar
posteriormente o valor dos termos 0y (Xgu pu) que aparecem na equagao (6.10).

Fixados R", P" e i, vamos supor que o evento A;,, ocorre. Como vimos na
prova do teorema 4.3, R; ,, pode assumir no maximo n elementos de F' que nao
levam o verificador a rejeitar o polin6mio nesse caso no teste de consisténcia
(dois polinémios de grau no maximo n distintos coincidem em no méaximo n
pontos do dominio). Logo, o niimero de conjuntos R* para os quais

Pr[R" = R*R" = R*,P" = P" A4;,] #0

¢ no maximo n2F(=Y (sdo n escolhas possiveis para R, e 2k(1=1) egcolhas pos-
siveis para as demais posu;oes) Como temos m valores de i, uma cota superior
para o niimero de conjuntos R* para os quais Yzu pu(R“) #0é nm2F0=1 Essa
é uma cota superior para o niimero de conjuntos que podem compor R” quando
ocorre o evento B,,.

Agora, vamos limitar Pr[B,] assumindo que u foi sorteado aleatoriamente de
maneira uniforme. Em cada linha, podemos assumir que o provador “trapaceia”
pelo menos uma vez (ou seja, uma trapaga ocorre em pelo menos uma posi¢ao
em cada linha).

Como cada linha tem N elementos, a probabilidade de o verificador nao
sortear uma posi¢ao em que uma trapaca ocorre em cada uma delas é no ma-

Ximo % Logo, a probabilidade de o evento B, ocorrer é dada por
1\" _m/N
Pr[B,] >1—- 1_N >1—e "M, (6.11)
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pois 1 — % <e N

Apresentamos agora um lema que sera tutil na parte final da prova.
Lema 6.2. Sejam f,g : S — [0,1] fungoes tais que ) .o f(s) < 1 e
Y oses9(s) < 1 Seja A € [0,1] e seja v = |{s € S|f(s) = 0}. Entao
Os(Af+ (1= N)g) < VI =Nr++/]S]—r.

Demonstracao. Inicialmente, observamos que, para toda fungéo h:S —[0,1]

tal que ) _<h(s) < 1, temos que Og(h ZSES Vh(s) < 4/|S|. De fato, a

somatoria o h(s) é maxima quando h( ) = ‘S| para todo s em S, e nesse

caso claramente a somatoria é igual a 1/|S|. Definindo T'={s € S| f(s) =0},
temos que

Os(Af+(1=Ng) = > VOf+(1=XNg)(s)

seS
- Z (1—N)g(s) + Z VA 4 (1= N)g(s)
seT seS\T

= V= Nbr(9) + 05 (Af + (1= N)g)
< V- NITI+VIS\T
= VA =XNr+vI|S[-r,

como queriamos, ja que r = |T|. a

Utilizando o lema acima, temos que
27 (0 (X pu pu))? = 27%(0m(ANYgupu + (1 — Ao) Zgu pu))?
< o7 (\/(1 — A)(20F — pm2k0-1) 4 mf
_ 9l ((1 —\) (2 — pm2hDy 4 nm2k(l—1)) i

27tk (2\/ (1—A,)(2% — nmzw—l))nmzk(l—l))

< 1= +27%nmA, +2\/ 1 — X)) (27 — nm2-kU+1))nm2k(-1)
< 1= A+ 27FnmA, + 2¢/(1 — A\ (nm2-F — n2m?22-2k)

< 1= A1 = nm27%) + 20/(1 = M) nm2-F(1 — nm2-F)

< 1—Pr[B,/R" = R*, P" = P (1 — nm2™%) + 2V'nm2-*.

Juntando-se (6.9), (6.10) e o resultado acima, temos que a probabilidade de
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o verificador ser ludibriado é limitada por
27% 3" Pr[R" = R",P" = P"] (0(Xge pv))?
RU7PU

< Y Pr[R“=R"P"=P"
Rv, Pw

(1 — Pr[B,|R* = R*,P" = P"| (1 — nm27%) + 2x/nm2—k>
= (14 2vam2F) 3 Pr[RY = R P = P -

Ru Pu
(1-=nm27*) )  Pr[R* = R",P" = P"|Pr[B,|R" = R*,P" = P"]
Ru Pu
= (1 + 2V nm2_k> 1 —nm2* Z Pr[B,,R" = R*,P" = P"|

Ru Pu
= 1+2Vnm2-% — (1 —nm27") Pr[B,]
< 1—(1—e™M (A —nm27%) + 2vVnm2-*,
onde a tultima desigualdade vale por (6.11). Escolhendo m e k como sendo
polinomios suficientemente grandes em fungao do tamanho da entrada n, (por

exemplo, m = (n+ 1)N e k = 2n + dm + 6), a probabilidade de o provador ser
ludibriado é menor que 27". O
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Capitulo 7

Simulacoes de Sistemas Interativos
Quanticos

Nesse capitulo, apresentamos alguns resultados de Kitaev e Watrous [KW00| en-
volvendo simulagoes de SIQPs por outros SIQPs, de modo a reduzir o niimero
de trocas de mensagens necessarias para a decisao de linguagens.

Inicialmente mostramos como um SIQP em que tanto a aceitacao como
a rejeicao sao feitas com alguma probabilidade de erro pode ser simulada por
outro SIQP em que as rejei¢oes sempre sao feitas corretamente. Por fim, mos-
tramos que todo SIQP que utiliza uma quantidade polinomial de mensagens
pode ser simulado por outro SIQP que realiza apenas trés trocas de mensagens.
Este tultimo resultado compoe uma forte evidéncia da superioridade do modelo
quantico de computacao em relacao ao classico, para o qual nao se conhece
ainda resultados analogos.

7.1 Eliminacao de rejei¢ao incorreta

Nessa secao, mostramos que se temos um SIQP que tanto aceita como rejeita
erroneamente, mas com alguma delimitacao nas probabilidades de resposta er-
rada, entao podemos montar um novo sistema que nunca devolve uma rejeicao
incorreta utilizando o protocolo original e duas mensagens adicionais. Para
mostrar tal resultado, vamos primeiro apresentar uma definicao estendida dos
sistemas interativos quanticos de prova.

Para fungoes m : Z+ — N e a,b: ZT — [0, 1], denotamos por QIP(m, a,b)
a classe de linguagens L para as quais existe um verificador V' de m mensagens
tal que

1. Existe um provador P de m mensagens tal que, para qualquer x em L,
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(P, V') aceita x com probabilidade limitada inferiormente por a(|z|).

2. Para qualquer provador P de m mensagens e para qualquer x ¢ L, (P,V)
aceita x com probabilidade limitada superiormente por b(|z|).

Apresentamos agora o resultado principal dessa secao, seguindo a exposi¢ao
de Kitaev e Watrous [KW00].

Teorema 7.1. Sejam um polindmio em uma varidvel e seja a : Z+ — [0, 1] uma
funcao para a qual existe uma familia uniformemente polinomial de circuitos
{Qin} tal que Qin calcula a transformagao unitdria Ty, dada por

Tow)(10)) = v a(n)|0) — /1 —a(n)[1),
Tomy(11)) = /1 = a(n)]0) — v/a(n)[1).

Entao, para b : ZT — [0,1] tal que b(n) < a(n) para todo n, QIP(m,a,b) C
QIP(m +2,1,1— (a — b)?).

Demonstragao. Seja L uma linguagem de QIP(m,a,b). Pela definigao, existe
um verificador de m mensagens e um provador de m mensagens tais que o pro-
vador faz com que o verificador aceite uma entrada z, onde z € L e |z| = n,
com probabilidade limitada inferiormente por a(n). Vamos assumir que o veri-
ficador e o provador sao tais que a probabilidade de o verificador aceitar x se
x € L é exatamente igual a a(n). Caso essa probabilidade seja a(n) > a(n),
basta que o verificador, ao atingir um estado de aceitacao, faca um sorteio alea-
torio em que |0) é obtido com probabilidade a(n)/a(n)" e |1) com probabilidade
1 —a(n)/a(n)’. Se o valor obtido apés esse sorteio for |0), ele aceita a entrada,
senao ele rejeita.

Para mostrar que L ¢ uma linguagem de QIP(m +2,1,1 — (a — b)?), utili-
zamos o protocolo cujo algoritmo do verificador descrevemos a seguir.

Vamos denotar por R o conjunto de registradores utilizados pelo verificador
do protocolo original. Sejam B e B’ dois registradores que serao utilizados pelo
verificador do novo protocolo. Os registradores B e B’ sdo inicializados com |0)
e naturalmente nao sao alterados pelo protocolo original.

Primeiramente, o protocolo original é executado, mas o verificador nao de-
volve a resposta. Suponha que |¢)) = Qguee|WVace) + Qrej|trej) descreve o estado
de R e dos registradores privados do provador original ap6s a execucao do pro-
tocolo original, onde [1),..) € |1rej) representam, respectivamente, as projecoes
normalizadas de [1)) nos estados de aceitagao e rejeicao do protocolo original.

Nesse momento, o verificador incrementa os registradores B e B’ nos estados
basicos armazenados em R que levam o verificador a rejeitar a entrada no
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protocolo original (ou seja, nos estados que estdo na superposicao |¢,;)). Apos
o incremento de B e B’, o estado do sistema sera

|77Z)> = O‘acc|00>|wacc> + arej|1]->|,¢)rej>-

Feito isso, o verificador envia os registradores B’ ¢ R ao provador novo. Ao
recebé-los, o provador realiza alguma transformacgao unitaria U nesses qubits.
O estado do sistema passa a ser

|¥') = tacc| YU (10} [ace)) + atrej |1D)U (|1} ¢bres)).

Apos aplicar essa operacao, o provador envia B’ ao verificador, que realiza a
operacao B’ = B’ — B. O estado do sistema passa a ser

|1/}//> = aacc|0> |¢acc> + arej|1> |¢rej>7

onde |Pace) € 0 estado U(]0)[tace)) € [@rej) € 0 estado U(|1)[the;)), mas com B’
ja alterado pela operagao B’ = B’ — B (ou seja, com B’ complementado).

Por fim, o verificador aplica T,(,) em B. Denotando por ||¢)| o nimero de
qubits do registrador que contém |¢), o estado obtido sera

Tty @ L (1)) = e (Valm)|0)l6uce) + VT = alm) [1)60c) ) +
res (V1= al0)]0) res) + V/alm) [D)l6res))

Nesse estado, o verificador mede B. Se o contetado obtido for |0), ele aceita a
entrada, e se for |1), rejeita. Logo, a probabilidade de o verificador aceitar a
entrada x é dada por

| ace v/l dace) + s T= alm)l61e)

Suponha que x € L. Como L € QIP(m,a,b), temos que aye. = y/a(n) e
arej = 4/1 —a(n). Nesse caso, uma estratégia adequada para o provador seria
escolher uma transformacao U tal que U(|0)|Yace)) = |0)]7) e U(|1)|¢rej)) =
|1)|7), onde |y) é um estado arbitrario. Destacamos que U nao altera o contetdo
de B’. Dessa maneira, |¢acc) = |¢dre;), pois B’ passa a ser zero nos dois estado
ap6s a operagao B’ = B’ — B, e a probabilidade (7.1) assume o valor 1, como
queriamos.

’2

(7.1)

Suponha agora que = ¢ L. Lembrando que a média geométrica é menor ou
igual que a média aritmética e que a,.; = /1 — a2, temos que a probabilidade
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de o verificador aceitar a entrada é dada por

(e /a0 + v/ T= )

— 02,a(n) + 20u0etrej/a(n) — a(n)? + 2 (1 — a(n))

= 0pe(n) + 200/ 1 = a2 v/a(n) — a(n)? + (1 = aZ,.)(1 — a(n))
= 0pe(n) + 2000/ 1 — a2 \/a(n) — a(n)? + 1 — a(n) — ag,, + age.a(n)
= 2a5,.a(n) +2v/02, — af\/a(n) —a(n)? +1 - a(n) - az,,
2 (e — Oaee + a(n) — a(
2

acc

n

n

n)*)

IN

202 a(n) + +1—a(n) — a2,

acc

= 1—a(n)®+2a2.a(n) —aj

acc

= 1—(a(n) — a?wc)2 .

Como age. < 4/b(n), temos que a probabilidade acima é limitada por 1—(a(n)—
b(n))?, como querfamos. Logo, QIP(m,a,b) C QIP(m+2,1,1— (a—10)?). O

7.2 Paralelizacao de SIQPs

O objetivo dessa secao é mostrar que um SIQP que utiliza uma quantidade
polinomial de trocas de mensagens pode ser simulado por outro que utiliza
apenas trés trocas de mensagens. Antes, apresentamos algumas defini¢coes que
serao uteis nessa demonstracao.

Uma mistura é uma cole¢ao {(px, |¢x))} definida num espago H; onde os
valores p, sdo nimeros reais nao-negativos tais que ), pp = 1 e cada |¢) é
uma superposicao de H;. Associamos a uma mistura um operador de densidade
(ou matriz de densidade) p = Y, prlor){¢x|. O conjunto dos operadores de
densidade num espaco de Hilbert H é denotado por D(H). Esses operadores de
densidade sao sempre semi-definidas e tém traco unitério.

Os operadores de densidade sao muito convenientes quando queremos estu-
dar sistemas quanticos cujos estados nao sao completamente conhecidos. Porém,
como formulacao matematica, o operador de densidade é equivalente ao vetor
de superposi¢oes ([NCO00]). Mais ainda: para cada operador de densidade p,
existe uma superposi¢ao |¢) tal que p = [)()].

Uma operacao importante envolvendo operadores de densidade é a de traco-
remocao, definida da seguinte maneira: dado um operador de densidade p €
D(H ® K), uma base ortonormal qualquer {|e;),...,|e,)} de K e denotando
por Iy a matriz identidade de dimensao igual a do espaco H, a operacao de
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traco-remocao é dada por

n

tricp = Z (I @ (ej)p(In @ lej)).

J=1

Esta operacao é importante porque eventualmente estamos interessados so-
mente em um subconjunto dos qubits de um sistema quantico. Se p é um
operador de densidade definido num espago H ® IC, entao tri p é o operador de
densidade em H associado a p quando ignoramos os qubits do espaco K.

Apresentamos agora um exemplo que mostra a relagao entre superposicoes e
misturas, bem como um caso de uso da operagao de trago-remocao. Considere o

estado |¢) = %|000)+%|001>—|—%|010). Tal estado pode ser descrito pela mistura

{(5,1000)), (,1001)), (3, ]010))}, onde cada um dos estados puros também é um
estado basico. O operador de densidade associado a essa mistura é dado abaixo:

po= > ;)K=

ke{0,1}3

O OO OO O o
S OO OO ORIRO
S OO O ORI O O
OO DD OO O oo
OO DD DO OO OO
SO OO OO o oo
O OO OO o oo
SO OO OO o oo

Vamos realizar agora a operac¢ao de trago-remogao do terceiro qubit de |¢).
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Como esse qubit estd em Hs, seguindo a defini¢ao, temos o seguinte:

trr,p = Y (I, ® (k|) p (I, ® |K))
ke{0,1}
1 0
:I4®(10)p14®<0)+14®(01)p14®<1)
1000
0000
10000000 0100
~loo100000 0000
“loooo1o000f|”]loo0o10]|"
000000T10O0 0000
0001
0000
0000
1000
01000000 0000
00010000 0100
0oo0o000100]|”loo0oo0o0
000000CO0 1 0010
0000
0001
1000 Lo 00
_ 0500+0000
0000 0000
0000 0000
3000
o100
0000
0000

Por fim, dizemos que F(p,§) = H\/ﬁ\/EHfr ¢ a fidelidade entre dois ope-
radores de densidade p e ¢ definidos num mesmo espaco de Hilbert, onde
|1 X, = tr VXTX. Uma matriz B é raiz de uma matriz 7" se T = BB. A
raiz de uma matrizes de densidade sempre esta definida, pois ela é hermitiana.

Partimos agora para a demonstracao do resultado principal dessa secao.

Teorema 7.2. Sejam um polinémio e sejae : ZT — [0, 1] uma func¢ao qualquer.
2

Entao QIP(m,1,1 —¢) C QIP(3,1,1 — 55).

4m?
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Demonstragao. Seja x € X* e L uma linguagem em QIP(m, 1,1 — €). Vamos
apresentar um protocolo com o qual L é decidida utilizando trés trocas de
mensagem. Para isso, vamos utilizar como base o protocolo de m trocas de
mensagens que por hipotese ja é conhecido. Tal protocolo serd referenciado
daqui para frente como o protocolo original.

Assumimos sem perda de generalidade que m é impar. Logo, o provador
¢ o primeiro a enviar uma mensagem no protocolo original. Se no protocolo
original o valor de m era par, acrescentamos uma primeira mensagem enviada
pelo provador, que é composta por um tnico qubit no estado |0). Ajustamos
também o verificador para que rejeite a prova se o qubit enviado pelo provador
na primeira mensagem, ao ser medido, nao resultar em 0. Assumimos assim
que m > 5. Dessa forma, temos que k = (m + 1)/2 é o nimero de circuitos
utilizados pelo provador e pelo verificador.

Como L € QIP(m, 1,1 —¢), existe uma seqiiéncia de circuitos Vi, ..., Vi do
verificador tal que

1. se x € L, existe uma seqiiéncia de circuitos Pi,..., P, do provador tal
que (P, V) sempre aceita z.

2. se x ¢ L, para qualquer seqiiéncia de circuitos P, ..., P, do provador,
(P, V') aceita x com probabilidade limitada superiormente por 1 — e.

O protocolo original utiliza os seguintes registradores: o registrador V de
qubits privados do verificador; o registrador P de qubits privados do provador;
e o registrador M de qubits de comunicacgao do sistema. Denotamos por )V o es-
paco de Hilbert no qual estao contidos os vetores que descrevem o registrador V,
por P o espaco correspondente ao registrador P e por M o espago correspon-
dente ao registrador M. Por fim, denotamos por 2¥, 2 e 2P as dimensoes de V),
M e P, respectivamente.

Tanto os circuitos Vll, cen Vk' como os circuitos Pll, . .,P,; sao operadores
no espaco V ® M ® P. Porém, cada circuito Vi/ atua sobre os registradores V
e M e mantém o contetido dos registradores de P inalterados, enquanto cada
circuito P; atua sobre os registradores P e M e mantém o contetido dos registra-
dores de V inalterados. Assim, a rigor temos que cada V; pode ser escrito como
um operador V; ® Is» e que cada PZ-' pode ser escrito como um operador Iy ® P;.

Denotamos por II; ., a projecio de um vetor de V® M ® P em outro vetor
tal que os qubits de V sdo todos iguais a |0) (ou seja, corresponde a projegao
do vetor no subespaco gerado pelos elementos da base de V ® M ® P onde as
coordenadas referentes ao espago V sdo iguais a zero). O vetor resultante dessa
projecao sera denotado por |-

Denotamos por II,.. a projecio de um vetor de ¥V ® M ® P em outro
vetor que é uma combinacao linear de um subconjunto de elementos da base
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P{|0) PV, P,|0) Qubit de saida

Qubits
Privados
do Verificador

V(z,1) V(z,2)

Qubits de
Comunicacgao

P(z,1) P(z,2)

Qubits
Privados
do Provador

Figura 7.1: Esquema de aplicacao dos circuitos do provador e do verificador.

de V® M ® P chamados de estados de aceitagao. Ou seja, ¢ uma proje¢ao nos
estados em que o qubit de saida é 1.

/ / ~ . .
mie como II .~ sao aplicadas apenas nos registradores
que compoem o espaco V ® M, mantendo os registradores correspondentes

a P inalterados. Dessa forma, podemos reescrever as duas projecoes na forma
/

IT - Hacc ® ]21’ € H;nzt - Hinit ® I2P-

acc

Na préatica, tanto II

O protocolo em questao utiliza trés conjuntos de registradores Vi, ..., Vi,
Mi,....M; e Pq,...,Py. A idéia é que os registradores V;, M; e P; servirao
para armazenar o vetor PV, P, ... V] P[|0). A figura 7.2 ilustra a idéia.

Com isso, ja introduzimos a notacao necesséaria para apresentar o protocolo
do verificador.

O protocolo e a aceitacao de instancias verdadeiras

Vamos agora descrever em detalhes o funcionamento do protocolo, mostrando
que se x estd em L, entao existe um provador que faz o verificador aceitar a
prova sempre. Nas figuras 7.3 e 7.2, apresentamos os algoritmos do verificador
e do provador, respectivamente, para mostrar o funcionamento do protocolo.

Nesse protocolo, as operagoes sao realizadas num espaco de dimensao
ok(vmtp)+1+Mle(k=11  Tss0 porque temos k registradores de V, de M e de P,
um qubit B e um registrador de [lg(k — 1)]| qubits (que vai ser utilizado para
armazenar um ntmero r). Aqui, B e r sao registradores privados do verificador
e os k registradores de P sao privados do provador. Os demais sao registradores
de comunicacao.

Quando nos referirmos a uma operacao num espaco de dimensao inferior a
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Algoritmo do Provador

01 {V1,My, P} — Pi[tini)

02 Para ¢ de 1 até k — 1 faca

03 {Viet, Mip1, P} — Py ViP . ViP [ Yinar)

04 Envia Vy,..., Ve My,..., M, para o verificador.

05 Recebe M,, M, {, B" e r do verificador

06  Aplica P4y em (M,,P,)

07  Aplica troca controlada em ((M,,P,), (M,.1,P,.1), B’)
08  Envia B’ para o verificador

Figura 7.2: Algoritmo do provador.

ok(tmAp)+1+le(k=11 o que estamos fazendo na verdade ¢ a omissio da operacio

de produto tensorial com matrizes identidade de dimensao adequada.

O provador comega inicializando os registradores Vi,Vy,.... Vi e
M, M,,...,M,. Para isso, ele inicializa cada um destes registradores com
zero e simula o protocolo original utilizando as seqiiéncias de transformacoes
(i.e., as seqiiéncias de circuitos) Pll, el P,; e Vll, cee V}; que levam o verificador
original a aceitar a entrada sempre. Mais exatamente, ele inicializa V;, M, e P;
com P,V P,_y... Vi P|0).

O verificador por sua vez comeca a fazer suas checagens apos receber a
mensagem do provador, que contém os registradores Vy,..., Vy e My, ... My.
Inicialmente, ele faz a medi¢ao de (Vy,M;) para checar se V; = 0. Logo em
seguida, o verificador aplica Vi, em (Vi, M) e mede o qubit de saida para checar
se ele é 1.

Se em alguma dessas medigoes o verificador nao obtém o resultado esperado
(ou seja, se na primeira medi¢ao ele obteve um valor diferente de 0 ou se na
ultima ele obteve um valor diferente de 1), a prova é rejeitada. Esse nao sera o
caso se o provador inicializou registradores como descrito anteriormente.

Ao final dessa primeira fase de testes, o verificador aplica V,| em (V, My).
Essa operacao é a inversa de Vi, e quando é aplicada no par de registradores
(Vi, My) (que tinham sido alterados apds a aplicagao de Vj), faz com que os
dois registradores voltem ao que eram anteriormente (no momento em que o
provador os enviou para o verificador, a menos das medigoes).

Assim, se a entrada nao é rejeitada, as duas primeiras checagens do verifi-
cador correspondem a aplicagao das projecoes I1;,;; em (Vi,M;) e a aplicagao
de V}, seguida de II,.. e seguida de V,j em (Vi, My). O efeito é deixar o sistema
no estado [ini)-
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Algoritmo do Verificador

01
02
03
04
05
06
07
08
09
10
11
12
13
14
15
16
17
18

Recebe V4,..., Ve My,..., M, do provador.

Se algum qubit de V; é diferente de zero
Rejeita a prova

Aplica Vi em (Vy, M)

Se (Vi,My) nao contém um estado em que o qubit de saida é igual a 1
Rejeita a prova

Aplica VI em (V, M)

Sorteia r em {1,...,k — 1}

Prepara (B, B') = 25(]0)[0) + [1)]1))

Aplica V. em (V,, M,)

Aplica troca controlada em (V,, V,1, B)

Envia M,, M, 1, B’ e r para o provador

Recebe B’ do provador

Aplica negacao controlada em (B, B')

Aplica Hadamard em B

Se B for diferente de zero
Rejeita a prova

Aceita a prova

Figura 7.3: Algoritmo do verificador.
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Em seguida, o verificador sorteia aleatoriamente um ntmero r no con-
junto {1,2,...,k—1} e inicializa o qubit B no estado % (10) +|1)) (que até esse
ponto estava no estado |0)), utilizando a transformacao de Hadamard em B.
Feito isso, o verificador aplica V, em (V,, M,.).

Apos realizar essa transformacao, o verificador faz uma troca controlada
entre V,. e V,.,; utilizando B como controlador (V, e V.1 “trocam” de posi¢ao
nos estados em que B é [1)). Seja |t) o estado de V. apos a aplicacao de V., |y)
o estado de V, 41 e |2) o estado dos outros registradores do sistema (menos o
qubit B) apos a execugao da linha 11 do algoritmo do verificador. Nesse ponto,
o estado do sistema é

b
V2

Se o provador seguiu o esquema acima, a troca realizada na linha 11 nao modifica
o conteudo dos registradores V,. e V,.,1 (ou seja, [t) = |y)).

0) = —= (10)[E)|y)]2) + [DIy)[t)]2)) -

Nesse ponto, o verificador envia sua mensagem ao provador. Essa mensagem
vai conter M, (ja modificado por V,.), M., B" e r.

Apos receber tais registradores, o provador aplica a transformacao P,
em (M,,P,). Utilizando o registrador P, correto (i.e., se P, for o r-ésimo
contetdo dos qubits do provador no protocolo original), M, passa a ficar igual
a M, e P, ficaigual a P,,;.

Em seguida, o provador faz uma troca controlada entre (M, P,) e
(M, 11, P, 1) utilizando B’ como qubit de controle. Tal operagao nao altera
o contetido dos registradores nesse caso. Feito isso, o provador envia uma men-
sagem para o provador contendo o qubit B’.

Apos receber B’ do provador, o verificador realiza uma negacao controlada
em (B, B’) (o contetdo de B’ é “invertido” nos estados em que B é |1)). Como
o provador nao altera o contetdo de B’, apos essa operacao B fica no estado
% (10) +|1)), e B’ fica no estado puro |0).

Por fim, o verificador aplica a transformacao de Hadamard em B. Apods a
aplicacao da matriz de Hadamard no qubit B, o estado do sistema passa a ser
o vetor |¢'), dado por

s (510001 + Tl )+ (ol - —

2\ V2 2\ V2

Logo, como |y) = |y), o que temos na verdade é |¢') = |0)|y)|y)|z) e certamente
a prova nao é rejeitada nas linhas 13-14 do algoritmo do verificador. Ou seja,
no final da interacao, o verificador aceita a entrada.

|1>|y>|t>|z>) |
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Limitacao da probabilidade de erro

Vamos analisar agora o caso em que a entrada x nao pertence a linguagem, es-
tabelecendo uma cota superior para a probabilidade de aceitacao incorreta pelo
verificador no protocolo apresentado. Neste caso, sabemos que, qualquer que
seja a seqiiéncia de circuitos Py, ..., Py utilizada pelo provador, a probabilidade
com a qual o verificador aceita x é limitada superiormente por 1 — €.

Assim como no artigo de Kitaev e Watrous [KWO00], aqui utilizaremos as
seguintes proposi¢oes. A proposi¢ao 7.3 foi provada por Jozsa |Joz94| e a pro-
posi¢ao 7.5 foi provada por Hughston et al. [HJW93].

Proposicao 7.3. Sejam H e K espacgos de Hilbert tais que dim(H) < dim(K)
(onde dim (V') denota a dimensao do espago V'), e sejam ¢1,¢o € D(H) (ou
seja, matrizes de densidade definidas em H). Entao F(¢y, ¢o) = max{|(¢[7)[*},
onde o mdzimo € escolhido dentre todos os estados |€),|y) € H ® K tais que

tric [£) (€] = ¢1 e tre |7)(v] = ¢2. Equivalentemente, para n = min{|||) — |7)]},
onde o minimo é escolhido dentre todos os estados |£),|y) € H ® K tais que

trc [E)(€] = 1 e tric [7) (7] = b2, temos F(d1, ¢2) = (1 —7?/2)*. O

Proposigao 7.4. Se |¢), |) € HRK sao tais que tri |p){(¢| = trc [¢) (Y], entao
existe um operador unitdrio U no espago de Hilbert KC tal que (Igimr) @U)|¢) =

[¢). O

Proposigao 7.5. Se |¢), [) € HRK sao tais que tri |p) (@] = tre [¢) (Y], entao
existe um operador unitdrio U no espaco de Hilbert IC tal que (I @ U)|¢p) = |¢).
UJ

Observe que dim(V) < dim(M ® P). Lembrando que k é o nimero de
circuitos nas seqiiéncias do verificador e do provador e que m é o nimero de
trocas de mensagens do protocolo original, como 1 < r < k — 1 para k =
(m + 1)/2, esse sorteio consome [lg(k — 1)] qubits. Como o verificador do
protocolo original tem pelo menos um qubit privado (o qubit de decisdao) e
como existe pelo menos um qubit de comunicagao no protocolo original, temos
que o espago M tem pelo menos 2k > 1 + [lg(k — 1)] qubits, e portanto
dim(V) < dim(M ® P).

Utilizando essas duas proposicoes, vamos provar um lema que serd ttil na
andalise desse protocolo.

Lema 7.6. Sejam py, ..., pr elementos de D(V Q@ M) tais que p1 = Winigp1ina
e pr = (VkTHacch)pk(vaHaccvk)- Nesse caso, temos que

62

k-1
i
]Z:; \/F(U"M Vipi Vi tram pi1) <k —1— m
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Demonstragao. Sabemos que dim(V) < dim(M ® P) e que tanto tr VjijjT
como tryg pj11 sao elementos de D(V). Assim, pela proposigao 7.3, para 1 <
Jj <k —1, existem vetores |£;), |7;) no espaco V ® M @ P tais que

L trae ()] = tra Vo Vs
2. trmep [75) (vl = trad pjias
3. 11&) — Il = ny,

onde cada n; ¢ um nimero real nao-negativo tal que

nj = \/2 - 2\/F <U"M Vipi Vi tra /Jj+1>,

ou seja,

2

Por fim, sejam [1)1), ..., |¢) vetores do espaco VRM QP tais que trp [1);) (] =
pj, para 1 < j <k,
Como trp |1);) (1| = p; para cada j, é claro que trypgp [¥;) (V] = tra pj,

e portanto tryep [75) (V] = ttmep [j41) (Y+1]. Assim, pela proposicao 7.5,
existe uma transformagao unitaria (;;; no espaco M ® P tal que (I» ®

Qi+1)15) = i)
Analogamente, como tryep (V; ® L)) (¢ (I ® Vj) = trpmy VjijjT, en-

tao trapep (V; @ L)1) (Y] (1r @ V;f) = trymep |€)(€]- Logo, pela proposi-
cao 7.5, existe uma transformacao unitaria R;y; no espaco M ® P tal que
(I ® Rj11)(V; ® Iop)|1h) = 1€;).

Podemos definir P, de modo que P,|tinit) = [101), onde P, = Iy ® P, para
algum P;. Em outras palavras, Pll manipula apenas os qubits que definem o
espaco M ® P, e mantém os qubits do verificador (que estdo todos zerados).
Por fim, seja P11 = Qi Rjpiparal <j<k—1le P]{+1 = Iy ® Pj41.

Para 1 <7 <k —1 temos

2\ 2
F <trM Vj,ojVjT,trM pj+1) = (1 — 77_]) .

PV lts) = || = (2 ® Q1)
= (T © Qsa0)IE5) — 5]

(2 ® Qji1)I&) = (Ior ® Q) 35)
(2 ® Qs) (1) — 1))
= JIg) = bl =y

(I20 @ Rj1)(V; @ Loo) [905) — [¥0j41) |
|
|
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Desta maneira, utilizando a desigualdade triangular, temos que a norma
HP,;V,;_I P — |Un) H é limitada superiormente por

| Pvis . Vi) = 10| = | PViey - Vi) = )|

= || Pvies Vi) = PV BRI + PV BVl — )|
PiVir - PV3(BViIn) = [02))| + | PiVica - PiVala) — )|

= BV — )| + || Pivics - PV ) — )|

PViiy o PiVilia) = )|

IA

. k—2 k—1
= > i+t HPILV};—IW%—l) - |¢k>H =>
=1 i=1

Observando que V, ¢ uma transformacio unitaria e que transforma-
coes unitarias nao alteram normas de vetores, podemos concluir que
| PViy - PoVi|n) — [ || = ||V PViey - - - PaVi [tn) — Vi) ||. Além disso,

como uma projecao nunca aumenta a norma de um vetor, temos que

k—1
HH;CCVI;PI;V;@,—I s P2,‘/1,|¢1> - H;CC‘/;@,|,{7Z)]€>H S ZT/]

j=1

Como p, = (VIJHGCCVk) Dk <VkTHMCVk>, a superposi¢ao |¢) representada par-
cialmente pela matriz de densidade p; contém apenas estados de aceitagao, ou
seja, tem |0) no qubit de saida. Do contrario, a aplicagdo da transformagao V,J
apo6s a projecao resultaria numa matriz de densidade distinta de pg. Dessa
/ V};W)k)H = 1. Portanto, temos que

forma, podemos concluir que HHacc

1= o)

Vi Pl BV |+ e Viln) = I ViRV PV )|

acc

< |m
k-1

S HHacchPkP2V1|¢1>H +Z77j’
j=1

e portanto

k—1
1 Z nj, < HH;cch/PI; .. PQI‘/llP1l|77Z)znzt>

j=1

<+V1—c¢
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onde a ultima desigualdade vale pois a probabilidade maxima de aceitacao da
entrada para qualquer escolha de Py, ..., P, pelo provador é limitada superior-
mente por 1 —e. Assim, 25;11 nj > 1—+/1—¢€>€/2 (essa tltima desigualdade
vale para todo ¢).

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, sabemos que, para duas seqiiéncias
T1,...,Tk € Y1,...,Yr de nimeros reais,

. L 12 ;4 1/2
2 2
i=1 i=1 i=1
k—1 9 >

Tomando x; = n; e y; = 1 para cada i, 1 <1 < k, concluimos que ijl ny =

(Zf;ll n;)?/k — 1. Assim sendo, o valor maximo assumido por Z;:ll (1-n3/2)
quando Zf;ll n; > €/2é

k—1 772 1k—1
Z( —é) = k=1-5> 0
j=1

=1
k_

<

< k—1—=
- 2 (k-1
(€/2)”

< k—1——-"—
s K 2(k—1)

2

€
- k1

8(k—1)
como queriamos. O

Para cada j, 1 < j <k, seja p; um elemento de D(V ® M) que descreve
o estado dos registradores (V;, M;) ap6s a linha 7 do algoritmo do verificador.
Como, nas duas primeiras checagens do verificador, a entrada nao foi rejeitada,
entao é verdade que p; = Ilup1 1l € que pp = (VkTHaCCVk)pk(VkTHaCCVk).
Além disso, sabemos por hipotese que o protocolo original aceita a entrada com
probabilidade limitada superiormente por 1 — e.

Afirmamos que a probabilidade de o verificador aceitar a entrada para cada
escolha possivel de r é limitada superiormente por

1

1
Py = 3 + 5\/F <trM V}PTVTT,U"M Pr+1)'

Vamos analisar o estado do sistema ap6s o passo 11 do algoritmo do verifi-
cador ter sido executado. Tal estado pode ser denotado por % (10)1€) + [1)]7)),
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onde [€) e |y) s@o vetores unitarios do espago V ® K. O espago V refere-se ao
espaco dos qubits de V., e IC refere-se aos outros registradores do sistema, a
menos de B e V,. Logo, dim(V) < dim(K), e tanto tra V,p, V.| como trag priq
sao elementos de D(V).

Assim, pela proposi¢ao 7.3, temos que [(¢|7)|* < F (trp Vip, Vi, tran praa),
pois tri [E){E] = try Vop, VI e tre [7) (7] = traqprqr. O verificador aplica a
transformacao de Hadamard em B e aceita a entrada se obtém 0 como resposta.

Logo, a probabilidade de aceitacao ¢ dada por

2 1 1

1 1
— 3 + 5’]3(5‘*}/) < —+ 2 |<£‘7>|27

|10 + 51000

onde R({|y) indica a parte real de (£]y). Como 1 + 21/[(£[7)[? ¢ limitado

superiormente por % + %\/F <trM WpT%T, tr ag pr+1), segue a afirmacao.

Assim, pelo lema 7.6 e pelo fato de r ter sido escolhido aleatoriamente de
maneira uniforme, temos que a probabilidade de o verificador aceitar a entrada
¢ no MAaximo

— WiV 11
_— i
1 = Z (m) (5 + 5\/F <tr./\/l ‘/;pr‘/T’ 7tr./\/l pr—l—l))

N

r=1 r=1
k-1
1 1 €

< ( ) i <k S 7)
— 2(k—1) 2(k—1) 8(k—1)
1 1 €2 €2

= - 4+-———— =] -
2 2 16(k—1)2 4(m —1)2

Se o valor de m no protocolo original era par, obtemos a limitacao exata descrita
no enunciado do teorema. Se m é impar, a limitacao é ainda mais justa do que
a desejada, e portanto segue o resultado. O

92



Capitulo 8

Comentarios Finais

Nesse trabalho, tivemos como principal objetivo estabelecer um paralelo entre o
modelo classico de computacao, com origens na década de 30 e o modelo quan-
tico de computagao, que teve impulso significativo no comego da década de 80
a partir de alguns estudos de Feynman. Para isso, utilizamos como principal
ferramenta os sistemas interativos de prova, que também sao bem recentes.

Nos capitulos 2 e 3 da dissertacao, tratamos de conceitos e resultados da te-
oria classica de complexidade computacional, como maquinas de Turing, classes
como P, NP e BPP e a hierarquia polinomial.

No capitulo 4, apresentamos os sistemas interativos de prova e alguns resul-
tados envolvendo tais sistemas, em especial a demonstracao de que PSPACE =
IP. A apresentacao desse ultimo resultado difere do que é usualmente encon-
trado na literatura. O estudo desses resultados mostrou a importancia do uso
de polindémios de grau limitado e do uso de elementos aleatérios na obten-
¢ao de resultados nao-triviais em teoria de complexidade computacional. O
teorema PCP, baseado em sistemas interativos de prova, também utiliza for-
temente tais ferramentas. Assim, podemos imaginar que a aleatoriedade tem
e provavelmente terd por um bom tempo papel de destaque em complexidade
computacional.

No capitulo 5 introduzimos o modelo quantico de computacao. Definitiva-
mente seria muita pretensao tentar inserir nesse texto uma introducao completa,
que abrangesse uma revisao das principais areas relacionadas ao tema. Opta-
mos por apresentar nesse capitulo os principais conceitos, importantes para a
compreensao dos resultados que foram selecionados para fazer parte do texto.

E curioso notar que, no momento, discute-se o modelo quéantico de computa-
¢ao principalmente por meio de circuitos, e nao com méquinas de Turing. Essa
tendéncia provavelmente permanecera, visto que a analise do consumo de tempo
de algoritmos por meio de maquinas de Turing quanticas é extremamente intrin-
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cada e complexa. Por fim, ja nesse capitulo mostramos o problema de Deutsch
que, apesar de simples, consiste num exemplo que sugere a superioridade do
modelo quantico de computagao em relacao ao classico.

Nos capitulos 6 e 7, apresentamos os sistemas interativos de prova dentro
do modelo quantico de computacao.

O estudo dos resultados contidos nessa dissertacao mostrou que a area de
computacao quantica é bastante ardua e intrincada. Muitos detalhes aparente-
mente irrelevantes nas primeiras leituras mostram-se essenciais depois de muito
tempo de estudo, e geralmente nos levam a perceber que o que havia sido
entendido num primeiro momento estava totalmente equivocado. A nossa apre-
sentacao, em especial dos resultados dos capitulos 6 e 7 ¢ bem mais detalhada
do que as que se encontram na literatura. Esperamos que, ao ler esse texto,
o leitor tenha menos dificuldades para compreender os resultados expostos do
que tivemos ao ler os artigos envolvidos.
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