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ResumoBaseando-se em dis
ussões rela
ionadas a simulações de sistemas quânti
os,Feynman sugeriu na dé
ada de 80 a 
onstrução de 
omputadores que pudessemexplorar as 
ara
terísti
as quânti
as da natureza. A 
onseqüên
ia disso foi oiní
io do desenvolvimento da teoria de 
omputação quânti
a, que 
onsiste nummodelo de 
omputação possivelmente mais poderoso que o modelo 
lássi
o. Oalgoritmo de Shor para a fatoração de inteiros reforçou as suspeitas a respeitoda superioridade desse modelo.No mesmo período, um novo 
onjunto de ferramentas foi desenvolvido den-tro da teoria de 
omplexidade 
omputa
ional. Os sistemas interativos de provaforam introduzidos na dé
ada de 80 e, 
om eles, muitos resultados importantesforam obtidos, 
omo o teorema PCP.Re
entemente, surgiram alguns novos resultados envolvendo sistemas inte-rativos de prova e o modelo quânti
o de 
omputação. Esta dissertação apresentaalguns desses resultados 
om o intuito de eviden
iar algumas das poten
iais di-ferenças entre os modelos quânti
o e 
lássi
o de 
omputação.Abstra
tBased on dis
ussions related to quantum system simulations, Feynman sugges-ted in the 80s the 
onstru
tion of 
omputers that would explore the quantumfeatures of nature. As a result, it was developed the theory of quantum 
om-puting, whi
h 
onsists in a possibly more powerful model of 
omputation thanthe 
lassi
al model. Shor's algorithm for integer number fa
torization enhan
edthe suspi
ion about the superiority of this model.In the same period, a new set of tools was developed within the 
ompu-tational 
omplexity theory. The intera
tive proof systems were introdu
ed inthe 80s, and with them many important results were obtained, as the PCPtheorem.Re
ently, some new results involving intera
tive proof systems and quantum
omputing were presented. This dissertation shows some of these results tomake 
omparisons between the quantum and the 
lassi
 model of 
omputation.
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Capítulo 1IntroduçãoEm 1900, em uma palestra no Congresso Interna
ional de Matemáti
os em Pa-ris, Hilbert postulou 23 problemas matemáti
os, que tratavam de temas diversosem matemáti
a e áreas a�ns. O dé
imo problema na lista de Hilbert (deter-mination of the solvability of a diophantine equation) pergunta se é possíveldeterminar se uma equação diofantina arbitrária tem ou não solução por meiode um �pro
esso �nito�:Given a diophantine equation with any number of unknown quan-tities and with rational numeri
al 
oe�
ients: to devise a pro
essa

ording to whi
h it 
an be determined by a �nite number of ope-rations whether the equation is solvable in rational integers.Esse problema pode ser postulado em uma linguagem mais atual 
omo oseguinte: existe um algoritmo que, dada uma equação diofantina, determinase esta tem ou não solução? Matiyasevi
h [Mat70℄ mostrou que a resposta énegativa.Note que a questão postulada por Hilbert pre
ede de dé
adas a invençãode 
omputadores. Foi apenas nos anos 30 que tais questões foram formuladas etratadas dentro do que �
ou depois 
onhe
ido 
omo teoria da 
omputabilidade.Esta é a parte da teoria da 
omputação espe
ializada em lidar 
om esse tipo dequestão.Foi nos anos 30, após um trabalho de Gödel em lógi
a, que a idéia de algo-ritmo 
omeçou a ser formalizada. Gödel [Göd31℄ introduziu o 
on
eito de funçãoprimitiva re
ursiva 
omo uma formalização dessa idéia. Chur
h [Chu33, Chu36℄introduziu o λ-
ál
ulo e Kleene [Kle36℄ de�niu o 
on
eito de funções re
ursivaspar
iais e mostrou a equivalên
ia entre esse e o λ-
ál
ulo. Turing [Tur36, Tur37℄por sua vez prop�s a sua formalização da idéia de algoritmo: as 
hamadas má-quinas de Turing. Vale men
ionar que outro modelo de poder equivalente ao6



das máquinas de Turing foi independentemente proposto por Post [Pos36℄, umprofessor de 
olegial de Nova Iorque. Cada uma dessas propostas diferentes do
on
eito de algoritmo é 
hamada de modelo de 
omputação.Foi Kleene [Kle52℄ quem 
hamou de tese de Chur
h a a�rmação de que todomodelo de 
omputação �razoável� é equivalente ao da máquina de Turing. Aa�rmação é propositalmente vaga, pois visa 
apturar mesmo modelos que aindavenham a ser propostos, e 
uja natureza não podemos prever. Por �razoável�entende-se um modelo que seja realista, no sentido de poder ser 
onstruído napráti
a (mesmo que de maneira aproximada).A teoria da 
omputabilidade no fundo diferen
ia os problemas de
idíveis(para os quais existe um algoritmo) dos inde
idíveis (para os quais não existe umalgoritmo). O surgimento dos 
omputadores nas dé
adas de 30 e 40 aos pou
oseviden
iou uma diferença entre os problemas de
idíveis: muitos pare
em serbem mais difí
eis que outros, no sentido de que se 
onhe
e apenas algoritmosextremamente lentos para eles. Com isso, surgiu a ne
essidade de re�nar ateoria de 
omputabilidade para tentar expli
ar essas diferenças. Foi apenasnos anos 60 que a teoria de 
omplexidade, que trata de tais questões, tomou
orpo, 
om a formalização da idéia de �algoritmo e�
iente�, independentementeintroduzida por Cobham [Cob65℄ e Edmonds [Edm65℄, e a proposta de reduçõese�
ientes entre problemas [Kar72℄.Foi nessa épo
a que surgiram as de�nições das 
lasses de 
omplexidade Pe NP e do 
on
eito de NP-
ompletude, que 
aptura de 
erta maneira a di�-
uldade de se 
onseguir algoritmos e�
ientes para 
ertos problemas. Grosseira-mente, um problema em NP é dito NP-
ompleto se qualquer outro problemada 
lasse NP pode ser reduzido e�
ientemente a ele. A mais famosa questãona área de teoria da 
omputação é se P é ou não igual a NP. Se for mostradoque algum problema NP-
ompleto está em P, então tal questão é resolvida e�
a provado que P = NP.Um mar
o na teoria de 
omplexidade é o teorema de Cook [Coo71, Lev73℄,que prova a existên
ia de problemas NP-
ompletos. Cook mostrou que o pro-blema 
onhe
ido 
omo sat, de de
idir se uma fórmula booleana em forma nor-mal 
onjuntiva é ou não satisfatível, é NP-
ompleto. Após o teorema de Cook eo trabalho de Karp [Kar72℄, que mostrou que vários outros problemas 
onhe
i-dos de otimização 
ombinatória eram NP-
ompletos, essa teoria se desenvolveuamplamente, tendo estabele
ido a di�
uldade 
omputa
ional de problemas dasmais diversas áreas [GJ79℄.Um problema muito famoso 
uja 
omplexidade 
ontinua em aberto, mesmoapós várias dé
adas de esforço da 
omunidade no sentido de resolvê-lo, é o pro-blema da fatoração de inteiros: dado um inteiro, determinar a sua fatoração emnúmeros primos. Re
entemente, o seu parente próximo, o problema de de
idir7



se um número inteiro é primo ou não, 
hamado de problema da primalidade,teve sua 
omplexidade totalmente de�nida, 
om o algoritmo aks, de Agrawal,Kayal e Saxena [AKS02a, AKS02b℄. Esse algoritmo mostra que o problemada primalidade está na 
lasse P, resolvendo 
om isso uma questão em abertohá anos. Não se sabe até hoje, no entanto, se há um algoritmo e�
iente pararesolver o problema da fatoração de inteiros!Na verdade, a di�
uldade 
omputa
ional do problema da fatoração de in-teiros tem sido usada de maneira 
ru
ial em alguns sistemas 
riptográ�
os bem-
onhe
idos. Se for des
oberto um algoritmo e�
iente para resolver o problemada fatoração, vários sistemas 
riptográ�
os importantes seriam quebrados, in-
luindo o famoso sistema rsa de 
have públi
a 
riado por Rivest, Shamir e Adle-man [RSA78℄.Nesse trabalho, dis
utimos um modelo de 
omputação mais re
ente, o mo-delo quânti
o, que vem levantando questões intrigantes dentro da teoria de 
om-plexidade e que pode ter impa
tos práti
os dramáti
os na área de 
riptologia.O modelo quânti
o de 
omputação não infringe a validade da tese de Chur
h,porém questiona a validade de uma versão mais moderna dessa, a 
hamada tesede Chur
h estendida, que diz que todo modelo de 
omputação razoável pode sersimulado e�
ientemente por uma máquina de Turing.Pode-se dizer que a teoria de 
omputação quânti
a ini
iou-se nos anos 80,quando Feynman [Fey82℄ observou que um sistema quânti
o de partí
ulas, ao
ontrário de um sistema 
lássi
o, pare
e não poder ser simulado e�
ientementeem um 
omputador 
lássi
o e sugeriu um 
omputador que explorasse efeitos dafísi
a quânti
a para 
ontornar o problema. Desde então, até 1994, a teoria de
omputação quânti
a desenvolveu-se dis
retamente, 
om várias 
ontribuições deDeuts
h [Deu85, Deu89℄, Bernstein e Vazirani [BV97℄, entre outros, que 
ola-boraram fundamentalmente para a formalização de um modelo 
omputa
ionalquânti
o.Foi apenas em 1994 que a teoria re
ebeu um forte impulso e uma enormedivulgação. Isso deveu-se ao algoritmo de Shor [Sho94, Sho97℄, um algoritmoquânti
o e�
iente para o problema da fatoração de inteiros, 
onsiderado o pri-meiro algoritmo quânti
o 
ombinando relevân
ia práti
a e e�
iên
ia. O al-goritmo de Shor é uma evidên
ia de que o modelo 
omputa
ional quânti
oproposto pode superar de fato o modelo 
lássi
o, derivado das máquinas deTuring. O resultado de Shor impulsionou tanto a pesquisa práti
a, objetivandoa 
onstrução de um 
omputador segundo o modelo quânti
o, quanto a bus
apor algoritmos 
riptográ�
os alternativos e algoritmos quânti
os e�
ientes paraoutros problemas difí
eis. Essas e várias outras questões, rela
ionadas tanto
om a viabilidade do modelo quânti
o quanto 
om as suas limitações, têm sidoobjeto de intensa pesquisa 
ientí�
a. 8



Do ponto de vista práti
o, bus
a-se des
obrir se é ou não viável 
onstruirum 
omputador segundo o modelo quânti
o que seja 
apaz de manipular núme-ros su�
ientemente grandes. Tal viabilidade esbarra em uma série de questõesté
ni
as e barreiras físi
as e te
nológi
as. Já se tem notí
ia de 
omputadores
onstruídos segundo o modelo quânti
o, mas todos ainda de pequeno porte.Em 2001, por exemplo, foi 
onstruído um 
omputador quânti
o 
om 7 qubits(o 
orrespondente aos bits dos 
omputadores tradi
ionais). Nesse 
omputador,foi implementado o algoritmo de Shor que, nele, fatorou o número 15. Umaparte dos 
ientistas da 
omputação a
redita que a 
onstrução de 
omputadoresquânti
os de maior porte será possível, enquanto outra parte não a
redita nisso.Do ponto de vista de teoria de 
omplexidade, bus
a-se estabele
er a relaçãoentre as 
lasses de 
omplexidade derivadas do modelo quânti
o e as 
lasses de
omplexidade tradi
ionais. Também bus
a-se, 
laro, estabele
er a 
omplexidadeno modelo quânti
o de problemas bem-
onhe
idos, ou seja, bus
a-se algoritmosquânti
os e�
ientes para outros problemas relevantes.Várias ferramentas têm sido utilizadas para o estabele
imento da relaçãoentre as 
lasses de 
omplexidade 
lássi
as e as 
lasses de 
omplexidade quânti-
as. Algumas delas são os 
hamados sistemas interativos de prova.Os sistemas interativos de prova foram introduzidos em meados da dé
adade 80 [Bab85, GMR85℄, tendo 
omo motivação original apli
ações em 
ripto-gra�a. Porém, o uso desses sistemas também levou a uma série de resulta-dos importantes em 
omplexidade 
omputa
ional. Em espe
ial, os sistemasinterativos levaram ao desenvolvimento das provas veri�
áveis probabilisti
a-mente [ALM+92℄. Esses resultados 
ulminaram em uma 
ara
terização alter-nativa da 
lasse NP. Uma das 
onseqüên
ias de tal 
ara
terização foi a de-monstração da inaproximabilidade de uma série de problemas de otimização
ombinatória bem 
onhe
idos.Re
entemente, foram apresentadas versões dos sistemas interativos e dasprovas veri�
áveis probabilisti
amente para o modelo quânti
o [Wat03, MW04,Raz05℄, e alguns resultados envolvendo tais sistemas já foram des
obertos. A
omparação dos resultados 
onhe
idos no momento envolvendo sistemas intera-tivos 
lássi
os e sistemas interativos quânti
os 
ompõe mais uma evidên
ia deque o modelo quânti
o pode superar o modelo 
lássi
o de 
omputação.O objetivo desse trabalho é apresentar de maneira didáti
a as de�niçõesdo modelo 
lássi
o e do modelo quânti
o de 
omputação, bem 
omo algumasdas prin
ipais relações 
onhe
idas envolvendo 
lasses de 
omplexidade dos doismodelos por meio dos sistemas interativos de prova.
9



Organização do textoEsse texto está dividido em duas partes. A primeira 
on
entra-se em de�niçõese resultados do modelo 
lássi
o de 
omputação, e a segunda nas de�nições eresultados rela
ionados que apare
em no modelo quânti
o de 
omputação.A parte 
lássi
a 
omeça no 
apítulo 2, 
om a des
rição de elementos bási-
os de 
omplexidade 
omputa
ional, apresentando os 
on
eitos de máquinas deTuring, de 
onsumo de espaço e tempo e as de�nições de algumas 
lasses de
omplexidade que serão estudadas nesse trabalho: além de P e NP, as 
las-ses coNP, PSPACE, BPP e outras são introduzidas. No 
apítulo 3, apresen-tamos a hierarquia polinomial e sua relação 
om as 
lasses PSPACE e BPP.Introduzimos no 
apítulo 4 os sistemas interativos de prova e apresentamos al-guns dos resultados mais importantes envolvendo tais sistemas: coNP ⊆ IPe IP = PSPACE, onde IP é a 
lasse 
omposta por linguagens de
ididas porsistemas interativos de prova que utilizam um número polinomial de tro
as demensagens.A segunda parte 
omeça no 
apítulo 5, 
om uma apresentação do modeloquânti
o de 
omputação. Ini
ialmente são des
ritas algumas 
ara
terísti
as es-pe
iais da 
omputação quânti
a, e em seguida o modelo quânti
o de 
omputaçãobaseado em 
ir
uitos é apresentado. Também mostramos um exemplo simplesde algoritmo quânti
o e as de�nições de algumas 
lasses de 
omplexidade en-volvendo o modelo quânti
o: EQP e BQP.No 
apítulo 6 são introduzidos os sistemas interativos quânti
os de prova eum resultado importante é apresentado: PSPACE ⊆ QIP(3), onde QIP(3) éa 
lasse 
omposta por linguagens de
ididas por sistemas interativos quânti
osque utilizam três tro
as de mensagens.No 
apítulo 7 algumas propriedades dos SIQP de
orrentes das proprieda-des do modelo quânti
o são mostradas. Em espe
ial, apresentamos o seguinteresultado: QIP ⊆ QIP(3), onde QIP é a 
lasse 
omposta por linguagens de-
ididas por sistemas interativos quânti
os que utilizam um número polinomialde tro
as de mensagens.O 
apítulo 8 
ontém alguns 
omentários �nais.Consideramos 
omo nossas 
ontribuições prin
ipais as apresentações dosresultados IP = PSPACE, PSPACE ⊆ QIP(3) e QIP ⊆ QIP(3). A de-monstração aqui apresentada de que IP = PSPACE inspirou-se fortementeno livro de Kohayakawa e Soares [KS95℄, porém optamos por apresentar umdos algoritmos envolvidos na prova de maneira diferente, que nos pare
eu mais
lara. Já os dois outros resultados apare
em apenas nos artigos originais. Anossa apresentação deles é bem mais detalhada e, esperamos, mais a
essível aoleitor. 10



Capítulo 2PreliminaresNesse 
apítulo, apresentamos os 
on
eitos e os resultados da teoria 
lássi
a de
omplexidade 
omputa
ional que serão úteis nos estudos da hierarquia polino-mial e dos sistemas interativos de provas.Ini
ialmente, apresentamos três variantes de máquinas de Turing. Em se-guida, apresentamos algumas 
lasses de 
omplexidade, bem 
omo uma série deoutros 
on
eitos importantes da área que serão utilizados nesse texto.2.1 Máquinas de TuringNo estudo da teoria 
lássi
a de 
omplexidade, tradi
ionalmente utiliza-se 
omomodelo de 
omputação a máquina de Turing (MT), que pode ser vista 
omoum 
omputador bastante rudimentar 
om memória in�nita.Vamos apresentar três variantes desse modelo: a máquina de Turing deter-minísti
a, a não-determinísti
a e a probabilísti
a. Tais máquinas serão utiliza-das mais adiante, quando de�nirmos as 
lasses de 
omplexidade em que estamosinteressados do modelo 
lássi
o.Máquina de Turing determinísti
aUma máquina de Turing determinísti
a (MTD) é 
omposta por uma 
entral de
ontrole, uma 
abeça de leitura e uma �ta dividida em 
élulas. Essa �ta temum �nal à esquerda e 
ontém in�nitas 
élulas à direita.Cada 
élula da �ta armazena um símbolo perten
ente a um 
onjunto �-nito Σ′. O 
onjunto Σ′ é 
hamado de alfabeto da máquina e 
ontém, entre ou-tros, dois símbolos espe
iais: o símbolo ⊔, 
hamado de bran
o, e o símbolo ⊲,que �
a armazenado durante toda a 
omputação na 
élula mais à esquerda da11



�ta. Vamos denotar por Σ o 
onjunto formado pelos outros símbolos de Σ′. Ouseja, Σ = Σ′ \ {⊲,⊔}.A 
abeça de leitura da máquina é um apontador móvel que em 
ada passoestá sobre uma determinada 
élula da �ta. O 
onteúdo dessa 
élula pode serlido e alterado pela máquina nesse passo.Em 
ada passo, a 
entral de 
ontrole da máquina está em um dos estadosde um 
onjunto �nito Q. A máquina 
omeça a 
omputação em um estadoparti
ular de Q 
hamado estado ini
ial , que é denotado por s. Existe ainda um
onjunto espe
ial de estados H ⊆ Q, 
hamados de estados �nais, que quandoatingidos resultam na parada da máquina.Uma MTD fun
iona da seguinte maneira. Ela re
ebe 
omo entrada uma
adeia de 
ara
teres em Σ∗. Ini
ialmente a 
abeça de leitura aponta para a
élula mais à esquerda da �ta (a que 
ontém o símbolo ⊲). A partir da 
élulaseguinte está armazenada a entrada, seguida por bran
os. A máquina efetuauma seqüên
ia de passos até terminar a exe
ução. Se q é o estado 
orrente damáquina e q está em H , então ela pára. Do 
ontrário, ela realiza três ações,determinadas pelo par (q, σ), onde σ é o símbolo de Σ′ 
ontido na 
élula queestá sob a 
abeça de leitura.A primeira ação 
onsiste na alteração do estado da máquina de q para umestado q′ em Q. A segunda ação é a es
rita de um símbolo σ′ de Σ′ na 
élulaque está sob a 
abeça de leitura. A ter
eira ação 
onsiste no deslo
amento da
abeça de leitura, que pode se mover uma posição para a esquerda, uma posiçãopara a direita ou pode 
ontinuar apontando para a mesma 
élula.A 
abeça de leitura da �ta sempre deslo
a-se para a direita quando atinge a
élula mais à esquerda e nun
a altera o 
onteúdo dessa posição da �ta. Por
onveniên
ia, assume-se que a máquina não pode es
rever o símbolo ⊲ emqualquer posição da �ta que não seja a 
élula mais à esquerda. Além disso,quando um estado �nal é atingido, a transição de�nida para esses 
asos mantémo estado, o 
onteúdo da 
élula e a posição da 
abeça de leitura. Por isso dizemosque nesse 
aso a máquina pára.A 
adeia de 
ara
teres es
rita na �ta quando a máquina termina a exe
ução,ignorando-se o símbolo ⊲ e os bran
os à direita, é a saída da máquina para aentrada em questão.Formalmente, de�ne-se uma máquina de Turing determinísti
a 
omo umaquíntupla M = (Q,Σ′, δ, s,H), onde Q é o 
onjunto de estados, Σ′ é o alfabetode símbolos, δ é uma função de (Q \H)× Σ′ em Q× Σ′ × {←, ↓,→}, s ∈ Q éo estado ini
ial e H ⊆ Q é o 
onjunto de estados �nais. O 
onjunto {←, ↓,→}des
reve os possíveis movimentos da 
abeça de leitura da máquina.A função δ, 
hamada usualmente de função de transição, des
reve 
ada um12



dos possíveis passos da máquina e satisfaz as restrições men
ionadas a
ima.Suponha que a máquina esteja num estado q em Q \H e que sob a 
abeça deleitura esteja o símbolo σ. Se δ(q, σ) = (q′, σ′, d), o próximo estado será q′, osímbolo σ′ será es
rito no lugar de σ e a 
abeça de leitura de M moverá dea
ordo 
om d.A 
on�guração atual de M em um passo é uma tripla (w1, q, w2) ∈ (Σ′)∗ ×
Q × (Σ′)∗, onde w1 é a palavra que apare
e na �ta à esquerda da 
abeça deleitura, q é o estado atual e w2 é a palavra à direita da 
abeça de leituraignorando-se bran
os à direita. A 
abeça de leitura aponta para a posição que
ontém o último símbolo de w1. A 
on�guração ini
ial é a tripla (⊲, s, x), onde xé a entrada para a máquina.Dizemos que uma 
on�guração (w1, q, w2) produz em k passos uma 
on-�guração (w′

1, q
′, w′

2), o que é denotado por (w1, q, w2) ⊢k
M (w′

1, q
′, w′

2), se amáquina sai da primeira 
on�guração e vai para a segunda em exatos k pas-sos. Se q′ é um estado �nal, sempre que nos referirmos ao número k em
(w1, q, w2) ⊢k

M (w′
1, q

′, w′
2) vamos nos referir ao menor inteiro k para o qualtal relação é verdadeira. Dessa forma, limitamos também o número de passosexe
utados por uma MTD (a 
ontagem dos passos pára quando um estado �nalé atingido).Máquina de Turing não-determinísti
aA máquina de Turing não-determinísti
a (MTND) é uma generalização da má-quina de Turing determinísti
a. Essa máquina tem um papel fundamental nateoria de 
omplexidade pois está na base da de�nição da 
lasse NP, 
onformeserá mostrado posteriormente.A maior parte das de�nições e idéias envolvidas na des
rição das MTDstambém se apli
a às MTNDs. A diferença entre a MTND e a MTD está nafunção de transição e na maneira 
omo as transições são feitas a 
ada passo.Nas máquinas determinísti
as, existe uma úni
a transição possível a partir deuma dupla (q, σ), onde q é um estado não-�nal e σ é um símbolo em Σ′. Jánas máquinas não-determinísti
as, pode existir mais de uma transição válida apartir de uma dupla (q, σ). Em 
ada passo da MTND, uma transição válida ées
olhida arbitrariamente para ser realizada.O número de transições válidas a partir de uma dupla (q, σ) é limitadosuperiormente por 3× |Σ′| × |Q|. Logo, o número de 
on�gurações que podemser produzidas a partir de 
ada 
on�guração também é limitado superiormentepor 3 × |Σ′| × |Q|. A transição numa MTND é portanto uma relação e nãone
essariamente uma função.Formalmente, uma máquina de Turing não-determinísti
a é uma quíntupla13



M = (Q,Σ′,∆, s, H), onde Q é o 
onjunto de estados, Σ′ é o alfabeto de símbo-los, ∆ é uma relação de (Q \H)×Σ′ em Q×Σ′ ×{←, ↓,→}, s ∈ Q é o estadoini
ial e H ⊆ Q é o 
onjunto de estados �nais.É evidente que as MTDs são 
asos parti
ulares de MTNDs em que ∆ é umafunção, já que toda função é uma relação.Uma transição (q′, σ′, d) em ∆(q, σ), onde q ∈ Q e σ ∈ Σ′, é interpretada
omo antes. Assim, q′ será o próximo estado da máquina, σ′ deve ser es
ritono lugar de σ e d indi
ará o deslo
amento da 
abeça de leitura. Tal transiçãoserá válida somente se (q′, σ′, d) ∈ ∆(q, σ). A de�nição de 
on�guração é igualà que usamos na de�nição da máquina de Turing determinísti
a. Para MTNDs,dizemos que uma 
on�guração (w1, q, w2) produz a 
on�guração (w′
1, q

′, w′
2) em kpassos se, estando a máquina na primeira 
on�guração, após k passos ela podeestar na segunda a partir de uma seqüên
ia de transições válidas.A existên
ia de várias transições possíveis para 
ada par (q, σ) possibilita aexistên
ia de 
omputações distintas para uma mesma entrada por uma MTND.Conseqüentemente, elas podem produzir saídas diferentes para uma mesma en-trada. Comentaremos mais sobre isso quando falarmos das linguagens de
ididaspor MTs.Máquina de Turing probabilísti
aUma máquina de Turing probabilísti
a (MTP) é basi
amente uma MTND

M = (Q,Σ′,∆, s, H) em que o não-determinismo é substituído pelas es
olhasprobabilísti
as.A 
ada passo, em vez de uma transição ser es
olhida arbitrariamente dentretodas as transições apli
áveis, a es
olha é feita 
om probabilidade uniforme.Assim, pode-se falar na probabilidade da MTP produzir, numa 
omputaçãopara uma 
erta entrada, uma saída espe
í�
a. Todas as de�nições dadas paraas MTNDs apli
am-se de maneira natural a uma MTP. Observe que uma MTDé uma MTP em que, a 
ada passo, há apenas uma transição apli
ável.Uma MTP 
orresponde à formalização do 
on
eito de um 
omputador a
o-plado a um gerador de números aleatórios.Podemos assumir sem perda de generalidade que o número de transiçõespossíveis em 
ada passo de uma MTP é igual a dois, e que as transições sãoes
olhidas 
om probabilidade 1/2. Para fazer essas es
olhas, a máquina utilizauma seqüên
ia de bits aleatórios 
ujo tamanho é igual ao número de passos damáquina.
14



2.2 Teoria 
lássi
a de 
omplexidadeNessa seção, apresentamos algumas de�nições e resultados do modelo 
lássi
o de
omputação importantes para o que apresentaremos a seguir, 
omo a hierarquiapolinomial e os sistemas interativos de prova.2.2.1 De�nição dos parâmetrosApresentamos agora os prin
ipais parâmetros em função dos quais as 
lasses de
omplexidade são de�nidas, bem 
omo a relação entre linguagens e máquinasde Turing.Tempo 
onsumido pelas máquinas de TuringNa des
rição das MTDs, foi de�nido que (w1, q, w2) ⊢k
M (w′

1, q
′, w′

2) se a má-quina M sai da primeira 
on�guração e vai para a segunda em exatos k passos.Se (w1, q, w2) é a 
on�guração ini
ial de M e q′ é um de seus estados �nais,então dizemos que k é o tempo 
onsumido por M para a entrada w2.Na des
rição da MTND, vimos que (w1, q, w2) ⊢k
M (w′

1, q
′, w′

2) se existe uma
omputação válida da máquina M que sai da primeira 
on�guração e vai paraa segunda em exatos k passos. Se (w1, q, w2) é a 
on�guração ini
ial de M e q′é um de seus estados �nais, então dizemos que existe uma 
omputação válidade M para a entrada w2 que 
onsome tempo k. O maior valor de k que levauma MTND M 
om entrada w de seu estado ini
ial para um estado �nal, emqualquer 
omputação válida, é 
onsiderado o tempo 
onsumido porM para essaentrada.Por �m, se M é uma MTP, valem as mesmas de�nições usadas paraas MTNDs. Vale desta
ar que no 
aso das MTPs eventualmente apli
a-se o
on
eito de tempo esperado de 
omputação, que formalmente é a esperança dotempo 
onsumido por uma 
omputação de M para uma dada entrada x.Dada uma MT M , se existe uma função p : N → N tal que, para qualquerentrada x, o tempo 
onsumido por M é limitado superiormente por p(|x|),onde |x| denota o 
omprimento da palavra x, então dizemos que M 
onsometempoO(p(n)). Se p(n) é um polin�mio em n, dizemos queM é polinomialmentelimitada.Espaço 
onsumido pelas máquinas de TuringEm 
omplexidade 
omputa
ional, eventualmente temos interesse no 
onsumode espaço por máquinas de Turing. Enquanto o tempo é medido em função15



do número de passos utilizados pelas MTs, o espaço é medido em função das
élulas de sua �ta a
essadas durante a 
omputação.Mais pre
isamente, dizemos que o espaço utilizado por uma MT é a maiorquantidade de 
élulas distintas usadas pela máquina para realizar a 
omputaçãode uma determinada entrada. No 
aso das MTDs, é o número de 
élulas usadasna úni
a 
omputação possível. Já para MTNDs e MTPs, é o maior número de
élulas utilizadas em uma 
omputação válida.Como em toda MT a 
abeça de leitura só pode se deslo
ar de uma 
élulaa 
ada passo, 
laramente o espaço utilizado em uma 
omputação é limitadosuperiormente pelo número de passos exe
utados pela máquina.Dada uma MT M , se existe uma função p : N → N tal que, para qualquerentrada x, o espaço 
onsumido porM é limitado superiormente por p(|x|), entãodizemos queM 
onsome espaço O(p(n)). Se p(n) é um polin�mio em n, dizemosque M 
onsome espaço polinomial .Linguagens e máquinas de TuringAo de�nir as máquinas de Turing, utilizamos 
omo parâmetro um alfabeto Σ′ =
Σ ∪ {⊲,⊔}, onde Σ é o 
onjunto de 
ara
teres que 
ontém os símbolos quepodem 
ompor uma entrada para essa máquina. Um 
onjunto de palavras 
ujos
ara
teres perten
em a um alfabeto Σ é uma linguagem em Σ∗. Um 
onjuntode linguagens forma uma 
lasse de 
omplexidade.Geralmente estamos interessados em veri�
ar se uma determinada palavraperten
e ou não a uma parti
ular linguagem L. Máquinas de Turing que de-volvem respostas binárias podem ser usadas para efetuar essa tarefa. Uma dasrespostas indi
a que a palavra forne
ida 
omo entrada perten
e à linguagem L(a
eitação) e a outra que a palavra não perten
e (rejeição).Daqui para a frente, utilizaremos a seguinte de�nição: um problema que
onsiste em de
idir se uma palavra perten
e ou não a uma linguagem (ou seja,um problema que tem um 
onjunto binário de respostas) será um problema dede
isão.Mostraremos agora as relações entre de
isão de linguagens e as máquinasde Turing determinísti
as, não-determinísti
as e probabilísti
as.SeM é uma MTD que devolve 
omo resposta 0 ou 1, que indi
am a
eitaçãoe rejeição da entrada respe
tivamente, o 
onjunto das palavras a
eitas por Mformam uma linguagem L. Dizemos nesse 
aso que M de
ide L. Os símbolos 0e 1 devem perten
er a Σ e devem apare
er sozinhos na �ta da máquina nasegunda 
élula da esquerda para a direita após sua parada.No 
aso das MTNDs, já vimos que podem existir várias 
omputações e16



várias saídas possíveis para uma máquina e uma entrada. Dizemos que umaMTND M de
ide uma linguagem L se toda palavra x ∈ L é a
eita por M emalguma de suas 
omputações, e se toda palavra x /∈ L é rejeitada por M emtodas as suas 
omputações.Por �m, a de
isão de linguagens por MTPs tem um aspe
to um pou
odiferente das demais máquinas de Turing. Assim 
omo as MTNDs, as MTPstambém podem produzir respostas distintas para uma mesma entrada. Porém,nas MTPs, 
ada 
omputação válida (e 
onseqüentemente 
ada possível resposta)o
orre 
om uma determinada probabilidade. A de
isão de uma linguagem poruma MTP envolve as probabilidades de obtenção das respostas.Em alguns 
asos estamos interessados em �xar uma probabilidade máximapara as rejeições in
orretas, em outros para as a
eitações in
orretas e em outrospara as duas simultaneamente. A de
isão de linguagens em MTPs, portanto,não possui uma de�nição úni
a 
omo no 
aso das MTDs e das MTNDs. Logo,sempre que esse 
on
eito for utilizado, a interpretação desejada será apresen-tada.2.2.2 Algumas 
lasses de 
omplexidadeNessa seção, de�nimos algumas 
lasses de 
omplexidade utilizando as máquinasde Turing apresentadas. Con
eitos importantes 
omo os de redução, 
ompletudee 
erti�
ados su
intos também são apresentados.As 
lasses P e PSPACEA partir do 
on
eito de máquinas de Turing polinomialmente limitadas, vamosde�nir as linguagens e as relações polinomialmente de
idíveis. Dizemos que umalinguagem é polinomialmente de
idível se existe uma MTD polinomialmentelimitada que a de
ide. Analogamente, dada uma relação R ⊆ (Σ∗)i para uminteiro i ≥ 1, dizemos que R é polinomialmente de
idível se existe uma MTDpolinomialmente limitada que de
ide a pertinên
ia nessa relação.A 
lasse P (polynomial-time) é o 
onjunto de todas as linguagens polino-mialmente de
idíveis. Dizemos que uma linguagem perten
e à 
lasse PSPACE(polynomial-spa
e) se ela é de
idida por uma máquina de Turing (determinísti
a,não-determinísti
a ou probabilísti
a) que utiliza espaço polinomial no tamanhoda entrada.É fá
il ver que P ⊆ PSPACE: 
omo já observamos, toda MTD que 
on-some tempo polinomial 
ertamente 
onsome espaço polinomial, já que, a 
adapasso, a 
abeça de leitura da máquina só pode se mover de no máximo uma
élula à direita. Por outro lado, é fá
il imaginar uma MTD que 
onsome tempo17



super-polinomial mas espaço polinomial. Assim, é 
on
ebível (e até de se es-perar) que existam linguagens em PSPACE que não estejam em P. Surpre-endentemente, não se sabe até hoje se este é o 
aso ou não. Ou seja, não se
onhe
e uma prova de que P 6= PSPACE.Reduções e 
ompletudeNos estudos de 
lasses de 
omplexidade, dois 
on
eitos possuem grande impor-tân
ia: redução e 
ompletude.O 
on
eito de redução que apresentaremos foi introduzido por Karp [Kar72℄.Por isso, eventualmente tais reduções também são denominadas reduções deKarp. Porém, vale desta
ar que as reduções são muito 
omuns na matemáti
a, eque tal 
on
eito já vinha sendo utilizado há muito tempo (antes da formalizaçãoda teoria de 
omplexidade 
omputa
ional).Dizemos que uma linguagem L1 ⊆ Σ∗ pode ser reduzida (admite uma re-dução de Karp) a uma linguagem L2 ⊆ Σ∗ se existe uma função R : Σ∗ → Σ∗
omputável por uma MTD polinomialmente limitada tal que, para todo x ∈ Σ∗,vale o seguinte: Se x ∈ L1, então R(x) ∈ L2, e se x /∈ L1, então R(x) /∈ L2.A partir do 
on
eito de redução, apresentamos o 
on
eito de problemasdifí
eis para uma 
lasse. Seja C uma 
lasse de 
omplexidade e seja L umalinguagem. Dizemos que L é C-difí
il se qualquer linguagem L′ ∈ C pode serreduzida a L. Por �m, se L é uma linguagemC-difí
il e se L ∈ C, então dizemosque L é C-
ompleta. Similarmente, dizemos que o problema de de
isão de L é
C-
ompleto ou C-difí
il.Determinar problemas 
ompletos para 
lasses de 
omplexidade é impor-tante, pois mostra de maneira 
lara a di�
uldade inerente à 
lasse. Um exemplode problema PSPACE-
ompleto é o QBF (Quanti�ed Boolean Formula). Umainstân
ia do QBF é uma fórmula booleana quanti�
ada

(Q1x1)(Q2x2) . . . (Qnxn)B(x1, x2, . . . , xn)onde 
ada Qi representa ou ∃ ou ∀, e B(x1, . . . , xn) é uma fórmula booleana naforma normal 
onjuntiva. Dada uma instân
ia desse problema, queremos saberse a a�rmação des
rita é verdadeira ou não.Uma demonstração do fato de que o problema QBF é PSPACE-
ompletopode ser vista no livro de Papadimitriou [Pap94℄. Mais à frente, veremos autilização desse problema em demonstrações envolvendo sistemas interativos deprova.
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As 
lasses NP e coNPPodemos de�nir NP (nondeterministi
 polynomial-time) em função de MTNDs.Dizemos que uma linguagem perten
e à 
lasse NP se ela pode ser de
idida poruma máquina de Turing não-determinísti
a polinomialmente limitada.A 
lasse das linguagens 
ujo 
omplemento perten
e a NP é denomi-nada coNP, onde o 
omplemento de uma linguagem L sob um alfabeto Σ éa linguagem Σ∗ \ L, que também denotamos por coL. De maneira geral, o
omplemento de uma 
lasse de 
omplexidade arbitrária C é denotado por coCe de�nido 
omo o 
onjunto das linguagens 
ujo 
omplemento está em C.As 
lasses NP e coNP 
ontêm vários problemas para os quais não se 
o-nhe
e algoritmo polinomial. Essas 
lasses são importantes porque 
ontêm umagrande quantidade de problemas de interesse práti
o.Claramente, toda linguagem que está em P também está em NP eem coNP, visto que uma MTD é uma MTND. A questão mais importantee 
onhe
ida é se P é igual a NP. Há vários indí
ios que sugerem a desigual-dade entre as duas 
lasses. Se P = NP, saberemos que muitos problemas paraos quais hoje não se 
onhe
em algoritmos exatos razoáveis têm uma soluçãopolinomial. Porém, são pou
os os que a
reditam nessa possibilidade.Certi�
ados su
intosVimos a
ima a de�nição da 
lasse NP em função de máquinas de Turing não-determinísti
as. Também podemos 
ara
terizar tal 
lasse utilizando os 
on
eitosque apresentamos abaixo. Uma demonstração da equivalên
ia entre as duasde�nições pode ser vista em [Pap94℄.Ini
ialmente, vamos de�nir as relações polinomialmente balan
eadas. Seja
R ⊆ (Σ∗)i+1 para algum inteiro i ≥ 0 uma relação. Se para todo (x, y1, . . . , yi) ∈
R é verdade que |yj| ≤ |x|k para algum inteiro k ≥ 1, para todo j, 1 ≤ j ≤ i,então dizemos que R é uma relação polinomialmente balan
eada. Se a perti-nên
ia em R pode ser veri�
ada por uma máquina de Turing determinísti
apolinomialmente limitada, então dizemos que R é uma relação polinomialmentede
idível .A 
lasse NP pode ser de�nida em função de relações polinomialmente ba-lan
eadas e polinomialmente de
idíveis ou, equivalentemente, de 
erti�
adossu
intos. Se L ⊆ Σ∗ é uma linguagem, dizemos que L ∈ NP se e somente seexiste uma relação R ⊆ Σ∗ × Σ∗ polinomialmente de
idível e polinomialmentebalan
eada tal que L = {x : (x, y) ∈ R para algum y}. Uma palavra y talque (x, y) ∈ R é dita um 
erti�
ado su
into da pertinên
ia de x em L. Nos
asos em que R é uma relação (i+ 1)-ária, as últimas i 
oordenadas 
ompõem19



o 
erti�
ado de pertinên
ia para a primeira 
oordenada.Mais adiante, veremos que os 
erti�
ados su
intos são uma ferramenta im-portante no estudo da hierarquia polinomial.A 
lasse BPPA 
lasse BPP (bounded-error probabilisti
 polynomial-time) 
ontém as lingua-gens para as quais existem MTPs polinomialmente limitadas que devolvemrespostas erradas (tanto rejeições 
omo a
eitações) 
om probabilidade estri-tamente menor que 0,5. Na verdade, qualquer delimitação polinomial dessaprobabilidade no intervalo (0; 0,5) resultaria na mesma 
lasse. Porém, Papadi-mitriou [Pap94℄ mostra que delimitações maiores ou iguais a 0,5 podem levar auma 
lasse diferente.A de�nição da 
lasse BPP é simétri
a, pois rejeição e a
eitação são feitas
orretamente na maioria absoluta das 
omputações feitas pelas MTPs envolvi-das. Quando existe tal simetria, a 
lasse é igual ao seu 
omplemento. Logo,
BPP = coBPP.Desta
amos que não se sabe se a 
lasse BPP está 
ontida na 
lasse NP.Também não se sabe se BPP possui problemas 
ompletos. Porém, é importantedesta
ar o papel �práti
o� de BPP. Informalmente, podemos dizer que os pro-blemas para os quais existem algoritmos de e�
iên
ia satisfatória estão em BPP(obter e�
ientemente uma solução 
orreta 
om altíssima probabilidade é algobastante satisfatório). Isso mostra a importân
ia do estudo da relação dessa
lasse 
om as demais do modelo 
lássi
o e do modelo quânti
o de 
omputação.
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Capítulo 3Hierarquia PolinomialAo estudar algumas das relações entre as 
lasses de 
omplexidade do modeloquânti
o e do modelo 
lássi
o, são espe
ialmente interessantes 
lasses 
omo
BPP, PSPACE e as 
lasses de�nidas pelos sistemas interativos de prova.Para melhor 
ompreender a importân
ia de tais 
lasses, apresentamosa hierarquia polinomial e mostramos a relação desta 
om as 
lasses BPPe PSPACE.3.1 ApresentaçãoNessa seção, mostramos uma de�nição re
ursiva da hierarquia polinomial. Ini-
ialmente, apresentamos a motivação que levou ao desenvolvimento desse 
on-junto de 
lasses de 
omplexidade.MotivaçãoUm problema de otimização 
onsiste na obtenção de um elemento de um do-mínio que maximiza ou minimiza uma função de�nida sobre tal domínio. Emteoria de 
omplexidade, dá-se espe
ial atenção aos 
asos em que os domíniossão 
onjuntos dis
retos.Uma maneira mais adequada de 
ara
terizar problemas de otimização (etambém as 
lasses de 
omplexidade) envolve o uso do 
on
eito de 
ompletude:Dado um problema, ele é 
ompleto para quais 
lasses de 
omplexidade? Dadauma 
lasse de 
omplexidade, ela possui algum problema 
ompleto? Tais ques-tões estimularam o estudo da hierarquia polinomial.A hierarquia polinomial foi proposta ini
ialmente por Karp [Kar72℄ e for-malizada por Meyer e Sto
kmeyer [MS73℄, 
om o objetivo de determinar 
lasses21



de 
omplexidade para as quais alguns problemas NP-difí
eis eram 
ompletos.De�niçãoPara de�nir a hierarquia polinomial, utilizaremos o 
on
eito de orá
ulo. Umorá
ulo sempre está asso
iado a uma linguagem em Σ∗ (e vi
e-versa). Umamáquina de Turing 
om a
esso a um orá
ulo é uma máquina que possui uma�ta extra e três estados espe
iais q?, qy e qn. Quando essa máquina está noestado q?, no próximo passo ela estará no estado qy se o 
onteúdo da �ta extraé uma palavra que perten
e à linguagem asso
iada ao orá
ulo; 
aso 
ontrário,o próximo estado será qn. Logo, quando uma MT M tem a
esso a um orá
ulopara uma linguagem L, a de
isão da pertinên
ia de uma palavra em L pode serrealizada por M em um passo.Se C é uma 
lasse de 
omplexidade e L é uma linguagem, denotamos porCPa 
lasse de linguagens que podem ser de
ididas por MTs que respeitam as res-trições estabele
idas para C e que têm a
esso a um orá
ulo para P . Se P éuma linguagem 
ompleta para uma determinada 
lasse O, podemos denotar CPpor CO. Dizemos nesse 
aso que a máquina de Turing em questão tem a
essoa um orá
ulo para O. Observamos que 
o(CO) = (
oC)O.A hierarquia polinomial é formada pelas 
lasses ΣkP,ΠkP e ∆kP para
k = 0, 1, 2, . . ., onde:
• Σ0P = Π0P = ∆0P = P;
• Σk+1P = NPΣkP para k ≥ 0;
• ∆k+1P = PΣkP para k ≥ 0;
• Πk+1P = coNPΣkP para k ≥ 0.Segue da observação a
ima e da de�nição que co(ΣkP) = ΠkP e que

co(ΠkP) = ΣkP para todo inteiro k ≥ 0. A união de todas as 
lasses detodos os níveis da hierarquia será denotada por PH (polynomial hierar
hy).Pela de�nição, o nível zero da hierarquia polinomial é a 
lasse P. Já onível um envolve o uso de orá
ulos para Σ0P. Como Σ0P = P e o a
esso aum orá
ulo para P não altera o poder de uma máquina de Turing (propor
ionaapenas uma diminuição polinomial no 
onsumo de tempo), o nível um de PHé 
omposto pelas já 
onhe
idas 
lasses Σ1P = NP, ∆1P = P e Π1P = coNP.A partir do segundo nível da hierarquia, os orá
ulos envolvidos passam a terum papel importante, pois supostamente aumentam o poder das máquinas deTuring (possivelmente propor
ionam diminuições super-polinomiais no 
onsumode tempo). 22



A
redita-se que, a partir do nível um, todas as 
lasses no mesmo nívelsejam distintas. A
redita-se também que a hierarquia seja própria, ou seja,que as 
lasses de um nível estejam 
ontidas propriamente nas 
lasses dos níveissuperiores. Vamos mostrar agora dois resultados que estabele
em relações entre
lasses da hierarquia.Lema 3.1. ∆kP ⊆ ΣkP ∩ΠkP para k ≥ 0.Demonstração. Seja L uma linguagem de ∆kP. Por de�nição, existe umaMTD M 
om a
esso a um orá
ulo para Σk−1P que de
ide L em tempo po-linomial.Mas sabemos que toda MTD é uma MTND onde a relação de transição éuma função. Dessa forma, 
on
luímos que M é uma MTND que possui umaúni
a 
omputação válida para uma dada entrada que veri�
a em tempo poli-nomial se uma entrada perten
e ou não a L utilizando o a
esso a um orá
ulopara Σk−1P. Segue daí que L é uma linguagem de ΣkP e de ΠkP.Lema 3.2. ΣkP ∪ΠkP ⊆∆k+1P para k ≥ 0.Demonstração. Seja L uma linguagem. Pela de�nição de ∆k+1P, existe umaMTDM 
om a
esso a um orá
ulo para ΣkP que de
ide L em tempo polinomial.Se L ∈ ΣkP, então obviamente L perten
e a ∆k+1P. Basta M utilizar umorá
ulo para a própria L. Dessa forma, 
om apenas uma 
onsulta ao orá
ulo,
M de
ide L.Se L ∈ ΠkP, também é verdade que L perten
e a ∆k+1P. BastaM utilizarum orá
ulo para coL, que é uma linguagem de ΣkP. Com apenas uma 
onsultaao orá
ulo, M de
ide coL, e 
onseqüentemente L.Dessa forma, 
on
luímos que PH =

⋃

k≥0 ΣkP =
⋃

k≥0 ΠkP =
⋃

k≥0 ∆kP,e que coPH = PH.3.2 PH ⊆ PSPACEA de�nição re
ursiva da hierarquia polinomial não é a mais 
onveniente para asdemonstrações dos resultados que serão apresentados adiante. Por isso, apre-sentamos uma 
ara
terização alternativa da hierarquia polinomial. Em seguida,mostramos algumas de suas propriedades e 
omentamos a relação entre as 
las-ses PH e PSPACE.
23



Uma 
ara
terização alternativaPara apresentar uma outra 
ara
terização da hierarquia polinomial, utilizare-mos os 
on
eitos de relações polinomialmente balan
eadas e polinomialmentede
idíveis.Teorema 3.3. Seja L uma linguagem e seja i ≥ 1. Temos que L ∈ ΣiP se e so-mente se existe uma relação R polinomialmente balan
eada tal que a linguagem
L′ = {x; y : (x, y) ∈ R} está em Πi−1P e L = {x : existe y tal que (x, y) ∈ R}.Demonstração. O resultado será demonstrado por indução em i. Para i = 1,segue da de�nição da 
lasse NP 
om 
erti�
ados su
intos. Note que, nesse
aso, a relação R, formada por duplas (x, y) onde x representa uma entradae y um 
erti�
ado su
into da pertinên
ia de x a uma linguagem L, além depolinomialmente balan
eada, também é polinomialmente de
idível. Portanto,
L′ está em P = Π0P. Vamos mostrar agora o resultado para i > 1.Suponha que existe uma relação R tal que a linguagem L′ = {x; y : (x, y) ∈
R} está em Πi−1P e seja L = {x : existe y tal que (x, y) ∈ R}. Queremosmostrar que L ∈ ΣiP. Para isso, basta mostrar a existên
ia de uma MTND M
om a
esso a um orá
ulo para Σi−1P que de
ide L em tempo polinomial.Como R é uma relação polinomialmente balan
eada, existe um inteiropositivo k tal que, a partir de uma entrada x, a máquina M gera não-deterministi
amente uma palavra y tal que |y| ≤ |x|k e a
essa o orá
ulo paradeterminar se x; y perten
e a L′. Mais pre
isamente, 
omo o orá
ulo disponívelpara M de
ide Σi−1P e 
omo Πi−1P = 
o(Σi−1P), o orá
ulo será utilizadopara veri�
ar se x; y perten
e à linguagem coL′.Se para algum y a palavra x; y não perten
e a coL′, então x; y perten
ea L′, e portanto x perten
e a L. Se para todo y gerado a palavra x; y perten
ea coL′, então x não é palavra de L. Logo, 
om uma MTND 
om a
esso a umorá
ulo para Σi−1P, podemos de
idir L em tempo polinomial. Assim, temosque L ∈ ΣiP, 
omo queríamos.Suponha agora que L é uma linguagem em ΣiP. Devemos mostrar queexiste uma relação R polinomialmente balan
eada tal que a linguagem L′ =
{x; y : (x, y) ∈ R} está em Πi−1P e que L = {x : existe y tal que (x, y) ∈ R}.Como L ∈ ΣiP, sabemos que existe uma MTND N 
om a
esso a um orá
ulopara uma linguagem Σi−1P-
ompleta K que de
ide L em tempo polinomial.Pela hipótese de indução, 
omo K ∈ Σi−1P, sabemos que existe uma rela-ção S polinomialmente balan
eada tal que a linguagem L′′ = {x; y : (x, y) ∈ S}está em Πi−2P e que K = {x : existe y tal que (x, y) ∈ S}. A partir dessasinformações, vamos 
onstruir a relação R desejada.Seja x ∈ Σ∗ uma entrada para N . Vamos mostrar que x perten
e a L se e24



somente se existe uma palavra y tal que (x, y) perten
e à relação R que estamos
onstruindo. Com isso, já temos que L = {x : existe y tal que (x, y) ∈ R}.Uma tal palavra y des
reve uma 
omputação de N que a
eita x 
omo pa-lavra de L. Se tal 
omputação não existir, não haverá tal 
erti�
ado. Como Ntem a
esso a um orá
ulo para K, alguns de seus passos 
onsistirão em 
onsul-tas a esse orá
ulo, que podem ter respostas �sim� ou �não�. Tais informaçõesestarão des
ritas em y.Quando uma 
onsulta des
rita em y ao orá
ulo para K tem resposta �sim�,podemos assumir que tal resposta é a
ompanhada por um 
erti�
ado que mostratal fato. A dupla formada pela palavra submetida à 
onsulta e pelo 
erti�
adoem questão deve ser um elemento da relação S. Logo, a 
he
agem da validadedesse passo pode ser feita em Πi−2P.Nos 
asos em que a resposta do orá
ulo é �não�, a situação é a seguinte: N fezuma 
onsulta ao orá
ulo para 
he
ar se uma palavra q perten
ia à linguagemK,e a resposta foi negativa. ComoK ∈ Σi−1P, a veri�
ação da resposta do orá
ulopode ser feita por meio da 
onsulta da pertinên
ia de q a coK, problema esteque está em Πi−1P.Por �m, observamos que o tamanho de y é polinomial em x. Isso porque Nrealiza um número polinomial de passos, e para 
ada 
onsulta ao orá
ulo paraK,as palavras armazenadas (só a palavra 
onsultada nos 
asos em que a respostaé �não� e a palavra a
ompanhada do 
erti�
ado nos 
asos em que a respostaé �sim�) têm tamanho polinomial em |x|. Com isso, 
on
luímos que R é umarelação polinomialmente balan
eada.Assim, 
on
luímos que uma MTD polinomialmente limitada 
om a
essoa um orá
ulo para uma linguagem Πi−1P-
ompleta pode veri�
ar se y é um
erti�
ado para x. Ou seja, L′ = {x; y : (x, y) ∈ R} ∈ Πi−1P.Assim, se L ∈ ΣiP, então existe uma relaçãoR polinomialmente balan
eadatal que L′ = {x; y : (x, y) ∈ R} ∈ Πi−1P e L = {x : existe y tal que (x, y) ∈ R},
omo queríamos.Pela simetria da hierarquia polinomial, temos o seguinte 
orolário.Corolário 3.4. Seja L uma linguagem e i ≥ 1. Temos que L ∈ ΠiP se esomente se existe uma relação R polinomialmente balan
eada tal que a lingua-gem L′ = {x; y : (x, y) ∈ R} está em Σi−1P e L = {x : para todo y 
om |y| ≤
|x|k, (x, y) ∈ R} para algum inteiro positivo k.Utilizando relações (i+ 1)-árias polinomialmente balan
eadas e os dois re-sultados anteriores, podemos de�nir a hierarquia polinomial de maneira não-re
ursiva. 25



Corolário 3.5. Seja L uma linguagem e i ≥ 1. Temos que L ∈ ΣiP se esomente se existe uma relação (i + 1)-ária R polinomialmente balan
eada epolinomialmente de
idível tal que
L = {x : ∃y1∀y2∃y3 . . . Qiyi tal que (x, y1, . . . , yi) ∈ R}onde o j-ésimo quanti�
ador Qj é ∀ se j é par e ∃ se j é ímpar, para j = 1, . . . , i.Colapso da hierarquia polinomialNessa seção, vamos analisar a relação entre a hierarquia polinomial e a
lasse PSPACE. Mas antes, utilizando os lemas 3.1 e 3.2 e os resultadosda seção anterior, vamos mostrar um fato importante.Teorema 3.6. Se para algum i ≥ 1 é verdade que ΣiP = ΠiP, então ΣjP =

ΠjP = ∆jP = ΣiP para todo j > i.Demonstração. Suponha que ΣiP = ΠiP. Vamos mostrar ini
ialmente que,nesse 
aso, é verdade que Σi+1P = ΣiP.Seja L uma linguagem de Σi+1P. Pelo teorema 3.3, sabemos que existe umarelação R polinomialmente balan
eada tal que a linguagem L′ = {x; y : (x, y) ∈
R} está em ΠiP e L = {x : existe y tal que (x, y) ∈ R}. Como ΠiP = ΣiP, alinguagem L′ também está em ΣiP. Pelo teorema 3.3, sabemos que existe umarelação S polinomialmente balan
eada tal que a linguagem L′′ = {x; y : (x, y) ∈
S} está em Πi−1P e L′ = {x : existe y tal que (x, y) ∈ S}. Assim, temos que
(x, y) ∈ R se e somente se existe uma palavra z tal que (x; y, z) perten
e àrelação S. Mais pre
isamente, x ∈ L se e somente se existem palavras y e z taisque (x; y, z) ∈ S. A partir do teorema 3.3, 
on
luímos que L ∈ ΣiP.De forma análoga, mostra-se que Πi+1P = ΠiP. Suponha que L ∈ Πi+1P.Pelo 
orolário 3.4, sabemos que existe uma relação R polinomialmente balan-
eada tal que a linguagem L′ = {x; y : (x, y) ∈ R} está em ΣiP e L = {x :para todo y 
om |y| ≤ |x|k, (x, y) ∈ R} para algum inteiro positivo k. Como
ΠiP = ΣiP, a linguagem L′ também está em ΠiP. Ou seja, existe uma rela-ção S polinomialmente balan
eada tal que a linguagem L′′ = {x; y : (x, y) ∈ S}está em Σi−1P e L′ = {x : para todo y 
om |y| ≤ |x|k′

, (x, y) ∈ S} para alguminteiro positivo k′. Assim, temos que (x, y) ∈ R para todo y tal que |y| ≤ |x|kse e somente se para todo z 
om |z| ≤ |x; y|k′ a dupla (x; y, z) perten
e a S.Logo, x ∈ L se e somente se para todo par (y, z), |y| ≤ |x|k e |z| ≤ |x; y|k′,
(x; y, z) ∈ S. Assim, a partir do 
orolário 3.4, 
on
luímos que L ∈ ΠiP.Utilizando os lemas 3.1 e 3.2, 
on
luímos que ∆i+1P = ΣiP e o teoremasegue. 26



Por �m, vamos analisar a relação de PSPACE 
om a hierarquia polinomial.Teorema 3.7. PH ⊆ PSPACE.Demonstração. Pela 
ara
terização da hierarquia polinomial apresentada no 
o-rolário 3.5, existem 
erti�
ados de pertinên
ia de uma palavra x a uma lingua-gem L em PH que são polinomialmente balan
eados e polinomialmente de
idí-veis.Alguns dos 
omponentes dos 
erti�
ados estão asso
iados ao quanti�
a-dor ∃. Chamaremos esse 
onjunto de primeiro grupo. Outros estão asso
iadosao quanti�
ador ∀, que 
hamaremos de segundo grupo. Para 
ada 
on�guraçãoválida dos 
omponentes do primeiro grupo, devem ser testadas todas as 
on�gu-rações válidas dos 
omponentes do segundo grupo. Se para alguma 
on�guraçãodo primeiro grupo todas as 
on�gurações do segundo levam à a
eitação, então xperten
e a L. Caso 
ontrário, x não perten
e a L.Como 
ada 
omponente 
onsome espaço polinomial, a representação de um
erti�
ado 
onsome espaço polinomial. Logo, toda a 
omputação pode ser rea-lizada em espaço polinomial, 
ontanto que após a veri�
ação de 
ada 
erti�
adoo espaço 
onsumido seja reaproveitado. Dessa forma, todos os possíveis 
erti-�
ados podem ser gerados e veri�
ados 
onsumindo espaço polinomial em |x|.Segue desse fato que PH ⊆ PSPACE.Se a hierarquia polinomial for igual a PSPACE, então ela possuirá pro-blemas 
ompletos, 
omo o QBF. Mas se um problema perten
e à hierarquiapolinomial, então ele perten
e a alguma 
lasse de algum de seus níveis. Sendo
ompleto, tal problema 
laramente induz o 
olapso da hierarquia, pois todos osproblemas dos níveis superiores poderão ser reduzidos a tal problema. Portanto,a
redita-se que PH ⊂ PSPACE.3.3 BPP ⊆ Σ2P ∩Π2PNessa seção, vamos mostrar a relação entre a 
lasse probabilísti
a BPP e as
lasses Σ2P e Π2P, perten
entes à hierarquia polinomial. Esse resultado éimportante, pois BPP tem um papel de destaque nas relações entre as 
lassesde 
omplexidade do modelo 
lássi
o e as do modelo quânti
o.Teorema 3.8. BPP ⊆ Σ2P.Demonstração. Seja L uma linguagem em BPP. Pela de�nição da 
lasse, existeuma MTP polinomialmente limitada que de
ide se sua entrada perten
e ou nãoa L 
orretamente 
om probabilidade maior ou igual que 1/2.27



Para 
ada entrada x de 
omprimento n ≥ 2, seja p(n) o tempo 
onsumidopela MTP (os 
asos em que n ≤ 1 são triviais). Vamos denotar por A(x) ⊆
{0, 1}p(n) o 
onjunto de palavras que des
revem as seqüên
ias de bits aleatóriosque levam à a
eitação de x. A i-ésima posição de 
ada uma dessas palavrasindi
a o valor do bit sorteado para o i-ésimo passo da máquina. Vamos assumirque se x está em L, então |A(x)| ≥ 2p(n)

(

1− 1
2n

), e que se x não está em L,então |A(x)| ≤ 2p(n) 1
2n . Ou seja, a probabilidade de a MTP devolver umaresposta errada é limitada por 1

2n . Isso pode ser garantido por meio de umnúmero adequado de repetições de exe
ução da MTP.Seja U = {0, 1}p(n). Vamos denotar por ⊕ : U × U → U a operação ouex
lusivo sobre dois elementos de U . Ou seja, suponha que x, y, z ∈ U e que
x ⊕ y = z. Denotando a i-ésima posição das palavras x, y e z por xi, yi e zi,respe
tivamente, então zi = 1 se e somente se xi + yi = 1. Dados dois elemen-tos a e b em U , temos que (a ⊕ b) ⊕ b = a para quaisquer a e b. Isso mostraque a operação ⊕b é bijetora para todo b em U . Se b é es
olhido aleatoriamentede maneira uniforme, então o elemento a⊕ b é um elemento aleatório e unifor-memente distribuído de U . Ou seja, a ⊕ b = u 
om probabilidade 1

2p(n) paraqualquer u em U .Para t em U , 
onsidere o 
onjunto At(x) = A(x) ⊕ t = {a⊕ t : a ∈ A(x)}.Como ⊕t é bijetora, |At(x)| = |A(x)|. Vamos mostrar que se x ∈ L, podemosen
ontrar um 
onjunto relativamente pequeno T = {t1, t2, . . . , tk} de elementosde U tal que a união dos Ati(x) é igual a U (dizemos nesse 
aso que T 
obre U)e que se x /∈ L, tal 
onjunto não pode existir.Sejam t1, t2, . . . , tp(n) elementos de U sorteados aleatoriamente de maneirauniforme. Seja b um elemento de U . O 
onjunto formado pela seqüên
ia sorte-ada 
obre b se para algum 1 ≤ i ≤ p(n) temos que b perten
e a Ati(x). Como
b ∈ Ati(x) se e somente se b ⊕ ti ∈ A(x) e 
omo b ⊕ ti é um elemento aleatóriode U , se x perten
e a L então a probabilidade de b não perten
er a Atj (x) élimitada superiormente por 2−n para 1 ≤ j ≤ p(n). Logo, a probabilidade de bnão ser 
oberto por um 
onjunto {t1, . . . , tp(n)} é limitada por 2−np(n). Como bé um elemento qualquer de U , tal 
ota vale para todo elemento de U . Como
|U | = 2p(n), a probabilidade de existir pelo menos um elemento de U não-
obertoé 2(1−n)p(n) < 1 pois n ≥ 2. Isso mostra que existe pelo menos um 
onjunto
T ⊆ U 
om p(n) elementos que 
obre U .Vamos analisar agora o 
aso em que x não perten
e a L. Como |A(x)| ≤
2p(n) 1

2n , não existe um 
onjunto T 
om p(n) < 2n elementos que 
obre U se
x /∈ L.Assim, podemos mostrar que L ∈ Σ2P. Basta notar que L pode ser des
ritada seguinte maneira
L = {x : ∃T ∈ {0, 1}p(n)2 tal que ∀b ∈ {0, 1}p(n) ∃j ≤ p(n) tal que b⊕ tj ∈ A(x)},28



onde 
ada tj é des
rito pelos elementos de (j − 1)p(n) + 1 até jp(n) de T . Pelo
orolário 3.5, temos que L é uma linguagem de Σ2P. Desta
amos que o últimoquanti�
ador (o segundo existen
ial) não altera a posição de L na hierarquia,pois veri�
ar se para algum j, 1 ≤ j ≤ p(n), o elemento b ⊕ tj está em A(x)pode ser feito em tempo polinomial.Como BPP é fe
hada por 
omplemento e Π2P = 
oΣ2P, o resultadoprin
ipal da seção segue 
omo 
orolário.Corolário 3.9. BPP ⊆ Σ2P ∩Π2P. �
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Capítulo 4Sistemas Interativos de ProvaNesse 
apítulo, apresentamos os sistemas interativos de prova (SIP), introdu-zidos por Goldwasser, Mi
ali e Ra
ko� [GMR85℄ (de�nição da 
lasse IP) e porBabai [Bab85℄ (de�nição da 
lasse AM) de maneira independente, bem 
omoalguns de seus prin
ipais resultados.4.1 Elementos e de�niçõesUm SIP é 
omposto por duas entidades, que denominaremos veri�
ador (V ) eprovador (P ). Seja Σ um alfabeto �nito. Basi
amente, o objetivo do sistemaé de
idir uma linguagem L ⊆ Σ∗. Por meio de tro
as de mensagens (ou seja,através de interações), P vai tentar 
onven
er V que x ∈ L.De�nimos V e P 
omo máquinas de Turing. Vamos assumir que P tem po-der 
omputa
ional ilimitado, sendo assim 
apaz de 
omputar em tempo 
ons-tante qualquer função 
omputável. Já V tem o poder de uma máquina deTuring usual.As duas máquinas 
ompartilham o a
esso a três �tas. Em uma das �tas, Ppode es
rever e V só pode fazer leituras. Denominaremos tal �ta FP . Em outra�ta, V pode es
rever e P só pode fazer leituras. Denominaremos tal �ta FV .A outra �ta 
ontém a entrada x 
uja pertinên
ia a L está sendo veri�
ada, etanto P 
omo V podem ler seu 
onteúdo, mas não alterá-lo.Além dessas três �tas, um SIP também possui uma �ta de bits aleatórios,que pode ser utilizada por V em suas 
omputações. Denominaremos tal �ta τ .Permitir que o provador leia ou não o 
onteúdo de τ não altera signi�
ativamenteo poder de um sistema interativo, 
onforme veremos mais adiante, mas é adiferença entre as de�nições das 
lasses IP e AM.As tro
as de mensagens entre as duas máquinas são realizadas por meio30



de FP e FV . Como P faz todos os seus 
ál
ulos em tempo 
onstante, vamosde�nir o 
onsumo de tempo de um SIP 
omo sendo o 
onsumo de tempo de V .Vamos de�nir a 
lasse de linguagens IP(q(n)), onde q(n) é uma função de Nem N. Seja L ⊆ Σ∗ uma linguagem. Dizemos que L perten
e à 
lasse IP(q(n))se existe um sistema interativo de prova tal que para toda palavra x em Σ∗,
n = |x|:1. O tempo total 
onsumido por V é polinomial em n.2. O número de mensagens tro
adas entre P e V é O(q(n)).3. Se x ∈ L, então existe um provador P que sempre 
onsegue 
onven
er overi�
ador deste fato. Ou seja, V sempre vai 
on
luir 
orretamente que

x ∈ L.4. Se x /∈ L, então V vai 
on
luir in
orretamente que x ∈ L 
om uma pro-babilidade limitada superiormente por 1/4, independente do provador Putilizado.5. O provador não tem a
esso à �ta de bits aleatórios do veri�
ador.Removendo a última 
ondição da de�nição a
ima, temos a de�nição da
lasse AM(q(n)). O seguinte resultado de Goldwasser e Sipser [GS86℄ mostraa relação entre as 
lasses IP(q(n)) e AM(q(n)):Teorema 4.1. IP(q(n)) = AM(q(n) + 2). �A es
olha do valor 1/4 no ter
eiro item da de�nição de IP(q(n)) foi arbitrá-ria. Na verdade, qualquer 
onstante no intervalo (0, 1) pode ser utilizada. Paraatingir uma determinada limitação superior 
onstante da probabilidade de erro,basta exe
utar o sistema em paralelo (
om o mesmo provador) por um númeroadequado (e 
onstante) de vezes. O mesmo vale para as 
lasses AM(q(n)).A 
lasse IP é de�nida por:
IP =

⋃

k≥0

IP(nk).Analisando as des
rições dessas 
lasses, podemos per
eber que a de�niçãoda 
lasse NP envolve idéias muito pare
idas. Na verdade, é fá
il ver que NP ⊆
IP(1). A úni
a tro
a de mensagem ne
essária é enviada do provador para overi�
ador, e 
onsiste no 
erti�
ado su
into de pertinên
ia usual de NP. Comesse 
erti�
ado à disposição, o veri�
ador pode fazer sua 
he
agem de maneiradeterminísti
a 
onsumindo tempo polinomial, abrindo mão do uso de τ .31



4.2 PSPACE = IPNessa seção, mostramos que PSPACE = IP, resultado esse obtido por Sha-mir [Sha92℄. Para que algumas idéias importantes 
ontidas nessa demonstração�quem 
laras, apresentamos antes a prova de que coNP ⊆ IP. Desta
amosque o uso de polin�mios de grau limitado e o uso de elementos aleatórios sãoessen
iais nas duas provas.Teorema 4.2. coNP ⊆ IP.Demonstração. Para provar essa relação, só pre
isamos mostrar que um pro-blema coNP-
ompleto está em IP. Seguindo a apresentação de Kohayakawa eSoares [KS95℄, mostraremos que o problema de de
idir se o número 
romáti
ode um dado grafo é maior que 3 está 
ontido em IP. Daqui para a frente vamosnos referir a esse problema pela sigla N3C. A 
ompletude de N3C em relaçãoà 
lasse coNP foi provada por Karp [Kar72℄.A parte ini
ial da prova desse teorema 
onsiste na �aritmetização� das ins-tân
ias de N3C. Esse pro
esso 
orresponde à 
onstrução a partir de uma instân-
ia dada de um polin�mio 
om propriedades relevantes para a segunda parte daprova, que 
onsiste na des
rição do proto
olo de 
omuni
ação entre as máquinas.O polin�mio a ser 
onstruído utiliza 
omo blo
o bási
o o polin�mio p(x) =
5x2

4
− x4

4
, que tem as seguintes propriedades. Primeiro, p(0) = 0, e segundo,

p(x) = 1 para x = −2,−1, 1, 2.Seja G o grafo dado na instân
ia de N3C, seja n o número de vérti
esde G e seja EG o 
onjunto de arestas de G. Podemos assumir que VG = [n] =
{1, 2, . . . , n}. Vamos de�nir o seguinte polin�mio:

q(X1, . . . , Xn) =
∏

ij∈EG

p(Xi −Xj)onde 
ada Xi, 1 ≤ i ≤ n, perten
e a um 
orpo �nito F = {0, 1, . . . , N − 1}. Aimportân
ia do valor de N �
ará 
lara mais adiante, e portanto vamos esperaro momento oportuno para �xar seu valor. Como 
ada aresta de G 
ontribuiapenas 
om um termo no produto, o grau de q(X1, . . . , Xn), denotado por d,é limitado superiormente por 4|EG|. Como o N3C é trivial quando |EG| = 0,vamos assumir que |EG| ≥ 1.Se, numa n-upla x = (C1, . . . , Cn), 
ada Ci perten
e ao 
onjunto C =
{0, 1, 2}, então podemos 
onsiderar x 
omo sendo a representação de uma 3-
oloração de G, onde 
ada posição da n-upla está asso
iada a um vérti
e e 
adavalor em C indi
a a 
or do vérti
e em questão.Uma 
oloração é válida para um grafo se e somente se dois vérti
es vizinhosestão 
om 
ores distintas. Logo, pelas de�nições de p(X) e q(X1, . . . , Xn),32



temos que uma n-upla (C1, . . . , Cn) em {0, 1, 2}n representa uma 3-
oloraçãoválida para G se e somente se q(C1, . . . , Cn) = 1. Observe que se (C1, . . . , Cn)não é uma 3-
oloração válida, então q(C1, . . . , Cn) = 0.A partir dessa observação, 
on
luímos que G não admite uma 3-
oloraçãose a expressão
q0 =

∑

x1∈{0,1,2}

∑

x2∈{0,1,2}
. . .

∑

xn∈{0,1,2}
q(x1, x2, . . . , xn) (4.1)é igual a zero.Como o número de termos da expressão a
ima é exponen
ial em n, o ve-ri�
ador não pode avaliá-la em tempo polinomial de maneira trivial (ou seja,gerando todos os termos e fazendo a soma). O veri�
ador pode entretanto inte-ragir 
om um provador para estimar esse valor. O provador vai tentar 
onven
ê-lo que q0 = 0. Vamos apresentar um proto
olo de 
omuni
ação entre as duasmáquinas e argumentar que ele obede
e às 
ondições de IP, mostrando assimque N3C está em IP.Antes disso, vamos de�nir o seguinte polin�mio para todo i em [n]:

qi(X1, . . . , Xi) =
∑

xi+1∈{0,1,2}
. . .

∑

xn∈{0,1,2}
q(X1, . . . , Xi, xi+1, . . . , xn). (4.2)Ou seja, temos um somatório de polin�mios, onde os i primeiros parâmetrossão indeterminados.A partir dessa de�nição, é fá
il ver a seguinte relação:

qi−1(X1, . . . , Xi−1) =
∑

xi∈{0,1,2}
qi(X1, . . . , Xi−1, xi). (4.3)Vamos apresentar agora os algoritmos do provador e do veri�
ador.Algoritmo do Provador1 Cria o polin�mio q̃0 = 02 Es
reve q̃0 em FP3 Para i de 1 até n faça4 Es
olhe o polin�mio q̃i(Xi)5 Es
reve q̃i(Xi) em FP6 Lê de FV um inteiro ρi 33



Algoritmo do Veri�
ador1 Lê de FP o polin�mio q̃02 Para i de 1 até n faça3 Lê de FP o polin�mio q̃i(Xi)4 Se q̃i(Xi) tem grau maior que d ou q̃i−1(ρi−1) 6=
∑

x∈{0,1,2} q̃i(x)5 Rejeita a prova6 ρi ← rand(F )7 Es
reve ρi em FV8 Se q̃n(ρn) = q(ρ1, . . . , ρn)9 A
eita a prova10 Senão rejeita a provaNa primeira exe
ução do passo 4 do algoritmo do veri�
ador, ρ0 está inde-�nido, mas 
omo q̃0 = 0, q̃0(ρ0) = 0 e portanto a 
ondição está bem de�nida.Em seu passo 6, o veri�
ador sorteia aleatoriamente de maneira uniforme umelemento do 
orpo F .Vamos des
rever agora a estratégia utilizada pelo provador para tentar 
on-ven
er o veri�
ador que q0 = 0.Se esse fato é verdadeiro, o provador deve ser sempre 
apaz de 
onven
er overi�
ador. De fato, essa tarefa é simples no proto
olo des
rito, pois o provadorsó pre
isa es
olher 
omo q̃i(x) o polin�mio qi(ρ1, . . . , ρi−1, x). Assim, a rejeiçãodo passo 5 do veri�
ador nun
a a
onte
e devido à propriedade (4.2) e porque
qi(ρ1, . . . , ρi−1, x) tem grau limitado por d. Além disso, a igualdade do passo 8será 
laramente verdadeira. Logo, sempre que q0 = 0, o provador 
onsegue
onven
er o veri�
ador desse fato.Vamos supor agora que q0 6= 0. Em sua segunda mensagem, o provadorenvia ao veri�
ador um polin�mio q̃1 que deve ser tal que q̃1(0)+ q̃1(1)+ q̃1(2) =
q̃0 = 0 e 
ujo grau deve ser menor ou igual a d. Do 
ontrário, o veri�
adorrejeita a prova de imediato. Como q1(0) + q1(1)+ q1(2) = q0 6= 0, 
laramente q1e q̃1 são polin�mios distintos. Após a 
he
agem de q̃1, o veri�
ador sorteia um ρ1em F e envia-o ao provador.Nas próximas tro
as de mensagens repete-se o pro
esso des
rito. Se 
adapolin�mio q̃k(x), 1 ≤ k ≤ n, for diferente do polin�mio qk(ρ1, . . . , ρk−1, x), nopasso 8 do veri�
ador a prova só não será rejeitada se q̃n(ρn) = q(ρ1, . . . , ρn), oque a
onte
e 
om probabilidade limitada superiormente por d

N
.Porém, se para algum i, tivermos q̃i−1(ρi−1) =

∑

x∈{0,1,2} qi(ρ1, . . . , ρi−1, x),então o provador pode es
olher q̃k(x) = qk(ρ1, . . . , ρk−1, x) para i ≤ k ≤ n.Dessa forma, ele 
onseguirá passar por todos os testes feitos pelo veri�
ador e34




onven
ê-lo que q0 = 0.Se o provador 
onhe
esse o valor de algum ρi antes de es
olher q̃i(x), suatarefa seria simples. Bastaria que os polin�mios q̃1(x), . . . , q̃i−1(x) fossem nulos(ou seja, sempre iguais a zero) e que q̃i(x) fosse tal que:
q̃i(0) + q̃i(1) + q̃i(2) = 0 (4.4)

q̃i(ρi) =
∑

x∈{0,1,2}
qi+1(ρ1, . . . , ρi, x). (4.5)Sempre é possível 
onstruir um polin�mio de grau 4 
om essas 
ara
terísti
as.A partir desse ponto, bastaria ao provador es
olher q̃k(x) = qk(ρ1, . . . , ρk−1, x)para i+ 1 ≤ k ≤ n.Porém, 
omo a 
onstrução de q̃i(x) o
orre antes do 
onhe
imento de ρi,o provador depende da sorte para que a igualdade em (4.5) o
orra. Assim, omelhor que ele pode fazer no iní
io de 
ada iteração é es
olher um q̃i(x) 
apazde passar pelo teste da linha 4 do veri�
ador.Se q̃i(x) 6= qi(ρ1, . . . , ρi−1, x) e os dois polin�mios têm grau limitado su-periormente por d, o número de valores de x para os quais eles 
oin
idem éno máximo d. Como após a 
he
agem do passo 4 o veri�
ador sorteia ρi uni-formemente em F , a probabilidade de (4.5) o
orrer é limitada superiormentepor d

N
.Logo, em 
ada iteração, a probabilidade de o veri�
ador sortear um ρi de Ftal que a igualdade (4.5) o
orre pela primeira vez na iteração seguinte (ou nalinha 8) é de no máximo (1− d

N

)i−1 d
N
.Dessa forma, a probabilidade de o veri�
ador ser enganado é limitada su-periormente pela soma das probabilidades de o evento a
ima o
orrer em umadas n−1 últimas iterações do Para da linha 2 do algoritmo do veri�
ador mais aprobabilidade de o
orrer igualdade apenas entre q̃n(ρn) e q(ρ1, . . . , ρn). O valordessa soma é limitado por

n
∑

i=1

(

1− d

N

)i−1
d

N
≤ dn

N
.Para que a probabilidade a
ima seja limitada por uma 
onstante, vamosestabele
er um valor adequado paraN . Lembrando que d ≤ 4|EG| e n = |VG|, setomarmos N = 8n3, temos 
omo 
ota superior a 
onstante 1

4
, que já é su�
ientepara o que queremos.Dessa forma, temos que N3C está em IP, e 
omo esse problema é 
ompletopara a 
lasse coNP, temos que coNP ⊆ IP. O teorema a
ima foi originalmenteprovado por Lund, Fortnow, Karlo� e Nisan [LFKN92℄.35



Agora passamos ao prin
ipal resultado envolvendo provas interativas.Teorema 4.3. PSPACE = IP.Demonstração. Para veri�
ar que IP ⊆ PSPACE, vamos des
rever a simula-ção de um sistema interativo de prova por uma máquina de Turing determinís-ti
a M que 
onsome espaço polinomial.Se uma determinada linguagem L está em IP, então existe um sistemainterativo de prova para essa linguagem, e o veri�
ador desse sistema 
onsometempo limitado por um polin�mio p(n), onde n é o tamanho da entrada.Se o 
onsumo de tempo do veri�
ador é limitado por p(n), então é 
laroque p(n) também limita superiormente o número de bits aleatórios utilizadospor ele, bem 
omo o número de tro
as de mensagens e a soma do 
omprimentode todas as mensagens que o veri�
ador re
ebe do provador.Assim, para simular esse SIP, M deve simular o 
omportamento do veri�-
ador para todas as possíveis seqüên
ias de mensagens enviadas pelo provador.Além disso, devem ser 
onsideradas todas as possíveis 
on�gurações da �ta τde bits aleatórios para 
ada uma dessas seqüên
ias de mensagens.Depois de realizar todas as simulações, M pára e a
eita a entrada se paraalguma seqüên
ia de possíveis mensagens do provador todas as 
on�guraçõesde τ levam à a
eitação da prova. Caso 
ontrário, a entrada é rejeitada. Como
ada uma dessas simulações pode ser feita 
onsumindo espaço polinomial, é
laro que podemos 
onstruir M de modo que o espaço por ela 
onsumido sejapolinomial.Vamos veri�
ar agora que PSPACE ⊆ IP. Para isso, vamos mostrar queo problema QBF, que é PSPACE-
ompleto, está em IP.Seja (Q1x1)(Q2x2) . . . (Qnxn)B(x1, . . . , xn) uma instân
ia φ do QBF. Pode-mos fazer a aritmetização de φ da seguinte maneira. Primeiramente, substituí-mos em B 
ada expressão da forma x∧y por xy, 
ada x∨y por x⋆y = x+y−xye 
ada x por 1− x.Por exemplo, se tivermos B(x1, x2, x3) = x1 ∧ (x2 ∨ x3) ∧ (x2 ∨ x3), a arit-metização resulta no polin�mio
P0(x1, x2, x3) = x1((1− x2) + x3 − (1− x2)x3)(x2 + (1− x3)− x2(1− x3))

= x1(1− x2 + x2x3)(1− x3 + x2x3) (4.6)
= (x1 − x1x2 + x1x2x3)(1− x3 + x2x3)

= x1 − x1x2 − x1x3 + 3x1x2x3 − x1x
2
2x3 − x1x2x

2
3 + x1x

2
2x

2
3.Por 
onstrução, é 
laro que se uma determinada valoração das variáveis faz
om que B(x1, . . . , xn) seja verdadeira, tro
ando verdadeiro por 1 e falso por 0,36



obtemos 1 
omo resposta no polin�mio asso
iado a B. Se a atribuição faz 
omque a fórmula �que falsa, a avaliação 
orrespondente do polin�mio será zero.Até esse ponto, só levamos em 
onta a fórmula B(x1, . . . , xn), mas para veri-�
ar se φ é verdadeira, devemos levar em 
onta os quanti�
adores das variáveis.Assim, vamos introduzir transformações aritméti
as no polin�mio asso
iado a
B(x1, . . . , xn) de a
ordo 
om esses quanti�
adores.Seja P (x1, . . . , xi) um polin�mio. De�nimos os seguintes polin�mios a partirde P :

(∀xiP )(x1, . . . , xi) = P (x1, . . . , xi−1, 0)P (x1, . . . , xi−1, 1),

(∃xiP )(x1, . . . , xi) = P (x1, . . . , xi−1, 0) ⋆ P (x1, . . . , xi−1, 1), (4.7)
(RxiP )(x1, . . . , xi) = P (x1, . . . , xi) mod (x2

i − xi).As duas primeiras expressões envolvem 
onversões de P em função de quanti-�
adores e a última faz 
om que as potên
ias do tipo xt
i, para algum inteiro

t > 1, sejam substituídas por xi.Seja p0(x1, . . . , xn) o polin�mio resultante da aritmetização de B(x1, . . . , xn)e sejam p1, p2, . . . , pk os polin�mios obtidos de p0 por meio da apli
ação daseguinte seqüên
ia de operações:
Rx1, Rx2, . . . , Rxn,

Qnxn,

Rx1, Rx2, . . . , Rxn−1,

Qn−1xn−1, (4.8)
. . .

Rx1,

Q1x1.O valor de k é n2+3n
2

e pk = 1 se φ é verdadeira e pk = 0 
aso 
ontrário.Para mostrar 
omo essas transformações fun
ionam, vamos mostrar oque a
onte
e quando algumas transformações são realizadas 
om o polin�mio
P1(x1, x2, x3) = x1 − x1x2 − x1x3 + 2x1x2x3, obtido a partir de (4.6) após ope-rações de redução de grau em suas variáveis.Apli
ando (∃x3P ), temos:

P2(x1, x2) = (∃x3P )(x1, x2)

= (x1 − x1x2 − x11 + 2x1x21) +

(x1 − x1x2 − x10 + 2x1x20)−
(x1 − x1x2 − x11 + 2x1x21)(x1 − x1x2 − x10 + 2x1x20)

= x1 − x2
1x2 + x2

1x
2
2. 37



Apli
ando (Rx1P2), temos:
P3(x1, x2) = (Rx1P2)(x1, x2) = x1 − x1x2 + x1x

2
2.Apli
ando (Rx2P3), temos:

P4(x1, x2) = (Rx2P3)(x1, x2) = x1 − x1x2 + x1x2. (4.9)Apli
ando (∀x2P4), temos:
P5(x1) = (∀x2P4)(x1) = (x1 − x11 + x11)(x1 − x10 + x10) = x2

1.Por �m, apli
ando (Rx1P5), temos:
P6(x1) = (Rx1P5)(x1) = x1.Pela des
rição da seqüên
ia, falta apli
ar a transformação Q1x1. Se esta for ∀x1,a resposta será zero e φ é falsa. Se esta for ∃x1, a resposta será um e φ éverdadeira.A idéia geral do SIP que vamos des
rever é a seguinte. O provador, para
onven
er o veri�
ador que φ é verdadeira, envia para ele seqüen
ialmente po-lin�mios p̃k, p̃k−1, . . . , p̃0 em uma variável.O provador tenta 
onven
er o veri�
ador de que esses polin�mios nada maissão do que os polin�mios pk, . . . , p0 par
ialmente 
al
ulados (
om todas as suasvariáveis ex
eto uma substituídas por valores forne
idos pelo veri�
ador).O veri�
ador, de sua parte, testa a 
onsistên
ia entre os polin�mios re
ebi-dos do provador e a 
onsistên
ia deles 
ontra a seqüên
ia de operações que osoriginou. Além disso, o veri�
ador sorteia em um 
orpo F valores para seremutilizados no lugar das variáveis na transformação dos polin�mios p̃k, . . . , p̃0 empolin�mios de uma úni
a variável.Denotando por o1, . . . , ok as operações da lista de transformações (4.8) dopolin�mio original, temos que pi = oi(pi−1). Vamos apresentar agora os algorit-mos do provador e do veri�
ador.Algoritmo do Provador1 j ← 12 Para i = k − 1, . . . , 0 faça3 Es
olhe o polin�mio p̃i(x)4 Es
reve p̃i(x) em FP5 Lê de FV um inteiro cj 38



Algoritmo do Veri�
ador1 e = 12 Para i de k − 1 até 0 faça3 Lê de FP o polin�mio p̃i(x)4 Se o grau de p̃i(xj) ex
ede d então5 Rejeita a prova6 Se oi+1 = Rxj para algum j então7 Se (Rxj p̃i)(cj) = p̃i(0) + (p̃i(1)− p̃i(0))cj 6= e então8 Rejeita a prova9 Se oi+1 = ∃xj para algum j então10 Se (∃xj p̃i) = p̃i(0) + p̃i(1)− p̃i(0)p̃i(1) 6= e então11 Rejeita a prova12 Se oi+1 = ∀Rxj para algum j então13 Se (∀xj p̃i) = p̃i(0)p̃i(1) 6= e então14 Rejeita a prova15 cj ← rand(F )16 e← p̃i(cj)17 Es
reve cj em FV18 Se p0(c1, c2, . . . , cn) 6= e então19 Rejeita a prova20 A
eita a provaO valor de d, que apare
e no passo 4 do veri�
ador, será �xado posterior-mente no texto. Assumimos que o valor de j é 
onhe
ido pelo provador e peloveri�
ador (ou seja, assumimos que eles �
ompartilham� essa variável).Assim 
omo no 
aso da prova de que coNP ⊆ IP, a interação 
om oprovador é importante para o veri�
ador, pois ele não é 
apaz de de
idir se φé ou não verdadeira de maneira trivial em tempo polinomial no tamanho daentrada (ao realizar as operações de (4.8), os polin�mios obtidos podem teruma quantidade de mon�mios exponen
ial no número de variáveis da instân
iade QBF).Agora, vamos expli
ar o proto
olo de interação entre o provador e o veri�-
ador. Conforme já desta
amos, o provador vai tentar 
onven
er o veri�
adorque o valor �nal produzido após as transformações é 1.Nesse proto
olo, o polin�mio original (a aritmetização de B(x1, . . . , xn))será re
onstruído seguindo a ordem inversa à utilizada para avaliar se φ é ver-dadeira. Ou seja, a partir do polin�mio pk = c, onde c é uma 
onstante, são39



realizadas transformações que aumentam o número de variáveis ou alteram ograu dos mon�mios envolvidos, de modo que no �nal o polin�mio produzido éo polin�mio asso
iado à aritmetização de B(x1, . . . , xn).Porém, 
omo já 
omentamos, o número de termos dos polin�mios pode nãoser polinomial no tamanho da entrada. Para 
ontornar tal adversidade, o veri-�
ador mantém os polin�mios em função de uma úni
a variável (a variável xj ,onde j é obtido pelo provador entre as linhas 6 e 14 de seu algoritmo). As outrasvariáveis são substituídas por valores aleatórios de um 
orpo �nito F . Isso vaiajudá-lo a manter a polinomialidade no tempo de exe
ução sem impedi-lo de,
om alta probabilidade, dete
tar eventuais truques do provador.A 
ada passo, o provador realiza uma das três transformações de 4.7. Já overi�
ador 
he
a a 
onsistên
ia dos polin�mios enviados pelo provador e sorteiaaleatoriamente de maneira uniforme um valor de F para xj , pro
urando dessaforma reduzir a probabilidade de o provador ludibriá-lo. Uma mesma variávelpode re
eber valores de F diversas vezes durante a exe
ução do proto
olo.Por motivos de 
lareza, vamos expli
ar 
om mais detalhes o proto
olo pormeio de um exemplo. Esse exemplo será basi
amente a des
rição da interaçãoentre o provador e o veri�
ador para a instân
ia que estamos 
onsiderandonessa prova. Vamos mostrar 
omo essa interação vai fun
ionar no 
aso em que
(Q1x1) = (∃x1P ) (ou seja, no 
aso em que φ é verdadeira e o provador 
onsegue
onven
er o veri�
ador desse fato). Em seguida vamos 
omentar o 
aso emque φ é falsa.Durante as interações, o provador forne
e polin�mios para o veri�
ador, quearmazena tanto suas des
rições 
omo o valor que eles produzem quando suasvariáveis são substituídas pelos valores aleatórios sorteados durante a interação.O valor produzido pelo último polin�mio será denotado por e, que ini
ialmenteé igual a 1.Ini
ialmente, temos a seguinte interação:
• Provador envia p̃6(x1) = x1.
• Veri�
ador 
on�rma que (∃x1p̃6) = 0 + 1− 0.1 = 1 = e.
• Veri�
ador sorteia um valor para c1 em F .
• Veri�
ador atualiza e← p̃6(c1).
• Veri�
ador envia c1 para o provador.O primeiro polin�mio que o provador envia para o veri�
ador é justamenteo penúltimo polin�mio produzido na avaliação da instân
ia. Esse fato não é
oin
idên
ia. Como φ é verdadeira, bastará ao provador enviar os polin�mios40



obtidos naquela simulação, 
om as devidas tro
as de variáveis pelos valoressorteados pelo veri�
ador, para que ele seja 
apaz de passar nos testes realizados,
onforme veremos a seguir.A primeira 
he
agem do veri�
ador é testar a transformação do polin�miore
ebido 
om a expressão (∃x1p̃6) para saber se o resultado produzido é igual a e(que nessa primeira iteração é 1). Se isso não fosse verdade ou se o grau de p̃6fosse maior que d, a prova seria rejeitada. Esse não é o 
aso nesse exemplo.Como o polin�mio enviado pelo provador está em função de x1, no �nalda iteração o veri�
ador sorteia aleatoriamente 
om distribuição uniforme umvalor c1 no 
orpo F para x1. Nas interações seguintes, toda vez que x1 pre
isarser substituído por uma 
onstante, esse será o valor utilizado, até o momentoem que um novo valor para essa variável seja sorteado.Além disso, no �nal de 
ada interação, um novo valor de e é 
al
ulado.Ele vai 
onter o valor do polin�mio enviado pelo provador 
al
ulado no pontosorteado nesta interação. Assim, na próxima iteração, o valor de e será p̃6(c1).A segunda interação é dada abaixo:
• Provador envia p̃5(x1) = x2

1.
• Veri�
ador 
on�rma que (Rx1p̃5)(c1) = 0 + (1− 0)c1 = c1 = e.
• Veri�
ador sorteia um novo valor para c1 em F .
• Veri�
ador atualiza e← p̃5(c1).
• Veri�
ador envia c1 para o provador.Nessa interação, nenhuma variável foi introduzida. Porém, o polin�mio foialterado. Para 
he
ar a 
onsistên
ia, o veri�
ador analisa se p̃5 transformado
om (Rx1) e apli
ado no c1 do 
omeço desta fase é igual a e. Além disso, ovalor de c1 foi alterado (novamente foi sorteado aleatoriamente 
om distribuiçãouniforme), bem 
omo o de e.Vamos agora para a próxima interação:
• Provador envia p̃4(x2) = c1.
• Veri�
ador 
erti�
a que (Ax2p̃4)(c1) = c1c1 = e.
• Veri�
ador sorteia um valor para c2 em F .
• Veri�
ador atualiza e← p̃4(c2).
• Veri�
ador envia c2 para o provador.41



Aqui, 
omo no primeiro passo, uma nova variável foi introduzida. Assim,a variável x1 foi tro
ada nos polin�mios envolvidos por c1, e p̃4 está em funçãode x2. Ou seja, p̃4(x2) = P4(c1, x2), onde P4 é o polin�mio des
rito em (4.9).Conseqüentemente, o valor sorteado no �nal dessa interação servirá para subs-tituir x2 posteriormente.Nessas interações, vimos o fun
ionamento do proto
olo no 
aso das trêstransformações possíveis. As demais transformações seguem a ordem inversada utilizada na avaliação da instân
ia, e as interações são semelhantes às quevimos.Como nesse 
aso φ é verdadeira, o provador será 
apaz de 
onven
er overi�
ador que de fato o resultado é 1. A 
ada passo, o polin�mio enviadoserá justamente o polin�mio obtido na realização do pro
esso inverso, 
om asvariáveis tro
adas pelas 
onstantes sorteadas, e no �nal o veri�
ador a
abaráa
eitando o argumento do provador. A seqüên
ia de polin�mios obtida a par-tir do pro
esso inverso para uma determinada instân
ia é 
hamada seqüên
ia
orreta de polin�mios.Se a instân
ia não é verdadeira, porém, o provador não pode utilizar aseqüên
ia 
orreta desde o 
omeço, pois a resposta é zero e 
ertamente a provaserá rejeitada na primeira 
he
agem de 
onsistên
ia do veri�
ador. Para tentarenganar o veri�
ador, o melhor que o provador pode fazer é es
olher polin�miospara passar nos testes do veri�
ador, e tor
er para que em algum momentoo veri�
ador sorteie um valor que possibilite o uso da seqüên
ia 
orreta depolin�mios no proto
olo. Se isso a
onte
er, ele será 
apaz de ludibriá-lo.Como os valores es
olhidos pelo veri�
ador para as variáveis são sorteadosaleatoriamente e o grau dos polin�mios envolvidos sempre é limitado superi-ormente por d, a probabilidade de o
orrên
ia de tal evento em 
ada iteraçãoé limitada superiormente por d
|F | . Ou seja, de 
erta forma 
hegamos numasituação semelhante à en
ontrada na demonstração do resultado anterior.O grau d dos polin�mios envolvidos será limitado superiormente por n,onde n é o número de variáveis da fórmula. Como o número de transformaçõesrealizadas é quadráti
o em n, a probabilidade de o veri�
ador ser ludibriado édada por:

n2+3n
2
∑

i=1

(

1− d

|F |

)i−1
d

|F | ≤
d(n2+3n

2
)

|F | .Assim, es
olhendo um 
orpo F de tamanho 4n3+4n, temos que a probabilidadede o veri�
ador a
eitar erroneamente uma demonstração é limitada superior-mente pela 
onstante 1
4
, 
omo queríamos.
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Capítulo 5Modelo Quânti
o de ComputaçãoNesse 
apítulo, apresentamos as de�nições bási
as do modelo quânti
o que per-mitirão a 
ompreensão dos resultados que serão estudados.5.1 PreliminaresNessa seção, apresentamos as ferramentas matemáti
as mais utilizadas nos es-tudos do modelo quânti
o de 
omputação.Espaços de HilbertNa 
omputação quânti
a, o 
on
eito de espaço de Hilbert tem grande impor-tân
ia. Um espaço de Hilbert é um espaço vetorial de�nido sobre o 
onjuntodos números 
omplexos 
om algumas propriedades que des
revemos a seguir.Nesse texto, todos os espaços têm dimensão �nita. Denotamos o 
onjugado deum número 
omplexo x por x∗ (ou seja, se x = a+ bi, então x∗ = a− bi)..Quando falarmos de um elemento φ de um espaço vetorial, vamos utili-zar |φ〉 para denotar sua representação 
omo vetor 
oluna e 〈φ| para denotar otransposto 
onjugado de |φ〉.Seja H um espaço vetorial sobre os 
omplexos. Uma função f : H×H → Ctal que, para quaisquer φ, φ′, ψ ∈ H e quaisquer a, b ∈ C,
• f(ψ, φ) = f(φ, ψ)∗;
• f(ψ, ψ) ≥ 0, 
om f(ψ, ψ) = 0 se e somente se ψ = 0;
• f(ψ, aφ+ bφ′) = af(ψ, φ) + bf(ψ, φ′);43



é 
hamada de produto interno em H . Em parti
ular, f(ψ, φ) = 〈ψ||φ〉 é umproduto interno em H . Denotamos 〈ψ||φ〉 simplesmente por 〈ψ|φ〉. Se H = Cn,o produto interno 〈·, ·〉 entre dois elementos x = (x1, . . . , xn) e y = (y1, . . . , yn)de H �
a
〈

(x1, . . . , xn)
∣

∣(y1, . . . , yn)
〉

=
n
∑

i=1

x∗i yi,e falamos sobre o espaço n-dimensional 
om produto interno 
omplexo.O produto interno induz uma norma de maneira bem natural:
‖x‖ =

√

〈x|x〉.Dizemos que um espaço vetorial H é 
ompleto se para 
ada seqüên
ia devetores x1, x2, . . . em H tal que
lim

m,n→∞
‖xm − xn‖ = 0,existe um vetor x de H tal que

lim
n→∞

‖xn − x‖ = 0.Um espaço de Hilbert é um espaço vetorial 
ompleto 
om produto interno
omplexo. Todos os espaços de Hilbert n-dimensionais são isomorfos, e portantopodemos denotar qualquer um desses espaços por Hn.Um subespaço H ′ de um espaço de Hilbert H é um sub
onjunto de Hfe
hado sobre as operações de soma e de produto es
alar. Qualquer subespaço deum espaço de Hilbert de dimensão �nita (ou seja, todos os espaços 
onsideradosnesse texto) também é um espaço de Hilbert.Uma propriedade importante dos espaços de Hilbert diz respeito à sua de-
omposição em subespaços ortogonais, 
onforme des
reve o seguinte teorema,apresentado em [Gru99℄:Teorema 5.1. Para 
ada subespaço fe
hado W de um espaço de Hilbert H,existe um úni
o subespaço W⊥ = {|φ〉 | 〈φ|ψ〉 = 0 para qualquer |ψ〉 ∈ W} talque 
ada |φ〉 ∈ H tem uma úni
a representação |φ〉 = |ψ1〉+ |ψ2〉, 
om |ψ1〉 ∈We |ψ2〉 ∈W⊥. Nesse 
aso, es
revemos H = W ⊕W⊥. �Dis
utiremos adiante a importân
ia em 
omputação quânti
a dos espaçosde Hilbert 
uja dimensão é uma potên
ia de 2, bem 
omo as bases ortonormaisque adotaremos para esses espaços. 44



Produto tensorialSejam Hn,Hm espaços de Hilbert gerados por bases ortonormais Bn =
{|φ1〉, . . . , |φn〉} e Bm = {|ψ1〉, . . . , |ψm〉}, respe
tivamente. O produto tenso-rial de Hn e Hm, denotado por Hn ⊗Hm, é um espaço vetorial gerado por

B = Bn × Bm =
{

(

|φi〉, |ψj〉
)

: |φi〉 ∈ Bn, |ψj〉 ∈ Bm

},e 
om produto interno entre (|φi〉, |ψj〉
) e (|φk〉, |ψl〉

) dado por 〈φi|φk〉〈ψj|ψl〉para quaisquer |φi〉, |φk〉 ∈ Bn e |ψj〉, |ψl〉 ∈ Bm. Por essa de�nição, notamosque B é um 
onjunto independente 
om nm elementos ortonormais que geraum espaço nm-dimensional.Sejam Hn, Hm, Bn e Bm 
omo na de�nição a
ima, |φ〉 =
∑n

i=1 ci|φi〉 ∈ Hne |ψ〉 =
∑m

j=1 dj|ψj〉 ∈ Hm. O produto tensorial de |φ〉 e |ψ〉 é um vetor doespaço Hn ⊗Hm, dado por
|φ〉 ⊗ |ψ〉 =

n
∑

i=1

m
∑

j=1

cidj

(

|φi〉, |ψj〉
).Eventualmente es
reveremos |φ〉|ψ〉 no lugar de |φ〉 ⊗ |ψ〉.A partir dessa de�nição de produto interno, temos queHn⊗Hm é um espaço
om produto interno 
omplexo. Além disso, esse espaço também é 
ompleto.Portanto, temos que Hn ⊗Hm é um espaço de Hilbert, isomorfo a Hnm.Por �m, vamos de�nir o produto tensorial para matrizes. Isso será im-portante mais adiante, quando matrizes representarão operadores lineares nosespaços de Hilbert. Considere as matrizes

A =







a11 · · · a1n... . . . ...
an1 · · · ann






e B =







b11 · · · b1m... . . . ...
bm1 · · · bmm






.
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O produto tensorial de A e B, denotado por A⊗B, é de�nido por
A⊗ B =







a11B · · · a1nB... . . . ...
an1B · · · annB







=

























a11b11 · · · a11b1m a1nb11 · · · a1nb1m... . . . ... · · · ... . . . ...
a11bm1 · · · a11bmm a1nbm1 · · · a1nbmm... ...
a1nb11 · · · a1nb1m annb11 · · · annb1m... . . . ... · · · ... . . . ...
a1nbm1 · · · a1nbmm annbm1 · · · annbmm

























.
Bases ortonormais padrãoUtilizando o produto tensorial de vetores, vamos de�nir uma base ortonormalpara 
ada espaço de Hilbert 
uja dimensão é uma potên
ia de 2.Sejam B1, . . . , Bm bases ortonormais dos espaços de Hilbert H1, . . . ,Hm.Então o 
onjunto

B1 ⊗ · · · ⊗ Bm =
m
⊗

i=1

Bi = {|φ1〉 ⊗ · · · ⊗ |φm〉 : |φi〉 ∈ Bi}é uma base para o espaço de Hilbert
H1 ⊗ · · · ⊗ Hm =

m
⊗

i=1

Hi.Para o espaço de Hilbert H2 utilizaremos 
omo base o 
onjunto B2 =
{|0〉, |1〉}, onde

|0〉 =
(

1
0

) e |1〉 =

(

0
1

) .Já o 
onjunto
n
⊗

i=1

B2 =
{

|x1〉 ⊗ · · · ⊗ |xn〉 : x1 · · ·xn ∈ {0, 1}n
}será a base ortonormal que utilizaremos para o espaço de Hilbert

H2n =
n
⊗

i=1

H2,46



de dimensão 2n. Para fa
ilitar a notação, representaremos tal base por {|x〉 :
x ∈ {0, 1}n}.ProjeçõesDentre os operadores apli
áveis nos elementos de um espaço de Hilbert, têmespe
ial importân
ia as projeções. Se H = W ⊕W⊥ é uma de
omposição deum espaço de Hilbert H em dois subespaços ortogonais W e W⊥ e |φ〉 ∈ Hé representado por |φ〉 = |φW 〉 + |φW⊥〉, onde |φW 〉 ∈ W e |φW⊥〉 ∈ W⊥, ooperador

PW (|φ〉) = |φW 〉é uma projeção no subespaço W . Nesse texto, daremos espe
ial atenção às pro-jeções em subespaços gerados por sub
onjuntos não-vazios da base ortonormalpadrão do espaço Hn, onde n é uma potên
ia de 2. Vamos analisar ini
ialmenteprojeções em espaços gerados por um úni
o vetor de H2.Seja H|0〉 o espaço vetorial gerado pelo vetor |0〉, e seja H|1〉 o espaço ve-torial gerado pelo vetor |1〉. É 
laro que H2 = H|0〉 ⊕ H|1〉. A projeção nosubespaço H|0〉, denotada por P|0〉, é a matriz dada por |0〉〈0|, e a projeção nosubespaço H|1〉 é a matriz P|1〉 = |1〉〈1|.Vamos analisar agora projeções em vetores de H2n . Seja x ∈ {0, 1}n e S ⊆
[n]. Denotamos por xS a seqüên
ia de tamanho |S| formada pelas 
oordenadasde x indexadas pelos elementos de S. Para 
ada y ∈ {0, 1}|S|, denotamospor H(S, y) o espaço vetorial gerado por {|x〉 : x ∈ {0, 1}n e |xS〉 = |y〉}, que éum sub
onjunto da base do espaço H2n .De maneira análoga a que o
orria 
om H2, para 
ada y ∈ {0, 1}|S|, existeuma projeção P (S, y) asso
iada, dada por

P (S, y) =
∑

x:x∈{0,1}n

|xs〉=|y〉

|x〉〈x|.Além disso, temos que os subespaços H(S, y) são dois a dois ortogonais paraum S �xo. Dessa forma, temos que todo |φ〉 em H2n possui uma úni
a repre-sentação |φ〉 =
∑

y∈{0,1}|S| |φy〉, onde |φy〉 ∈ H(S, y) para 
ada y em {0, 1}|S| éo resultado da apli
ação de P (S, y) no vetor |φ〉. Assim, temos também que
H2n =

⊕

y∈{0,1}|S|H(S, y).Uma propriedade importante das projeções é a idempotên
ia: se P é umaprojeção e |φ〉 é um vetor de Hn, então P |φ〉 = P 2|φ〉. Além disso, temostambém que as projeções são transformações auto-adjuntas, ou seja, a matrizque representa uma projeção P é igual à sua transposta 
onjugada.47



5.2 Bits e registradores quânti
osUm qubit ou bit quânti
o é um vetor unitário em H2, isto é, um vetor |φ〉 ∈ H2é um qubit se
|φ〉 = α0|0〉+ α1|1〉, (5.1)
om α0, α1 ∈ C e |α0|2 + |α1|2 = 1. Dizemos que os vetores |0〉 e |1〉 são osestados bási
os e que o qubit |φ〉 está numa superposição de estados bási
os.Chamamos o 
oe�
iente 
omplexo αj de amplitude do estado bási
o |j〉, para

j = 0, 1.Um registrador quânti
o de n qubits é um vetor unitário em H2n , isto é, umvetor |φ〉 ∈ H2n é um registrador quânti
o de n qubits se
|φ〉 =

∑

x∈{0,1}n

αx|x〉, (5.2)
om αx ∈ C para todo x ∈ {0, 1}n e ∑x∈{0,1}n |αx|2 = 1.As nomen
laturas de qubits se estendem para os registradores quânti
os.Os estados |x〉 
om x ∈ {0, 1}n são os estados bási
os, o registrador |φ〉 é ditouma superposição de estados bási
os e o 
oe�
iente 
omplexo αx é 
hamado deamplitude do estado bási
o |x〉 para todo x ∈ {0, 1}n.Algumas vezes, será 
onveniente expressarmos o estado (5.2) 
omo
|φ〉 =

2n−1
∑

x=0

αx|x〉, (5.3)onde estamos substituindo as 
adeias de 
ara
teres de {0, 1}n pelos valoresnuméri
os que essas 
adeias representam, se interpretadas 
omo representaçõesbinárias de números.Por �m, tanto no 
aso dos qubits 
omo dos registradores, eventualmenteutilizamos o termo estado puro para nos referirmos a uma superposição.5.3 MediçõesAo 
ontrário do que a
onte
e 
om os bits 
lássi
os, a leitura de um qubit podealterá-lo. Em 
omputação quânti
a, a leitura de qubits e registradores é de-nominada medição. Uma medição é um experimento probabilísti
o envolvendoprojeções.Seja |φ〉 um registrador quânti
o de n qubits e S um sub
onjunto de [n].Chamamos demedição de |φ〉 nos qubits de S o evento probabilísti
o que es
olhe,48



dentre as projeções {P (S, y) : y ∈ {0, 1}|S|}, a projeção P (S, y) para um 
erto y
om probabilidade
‖P (S, y)(|φ〉)‖ ,e apli
a tal projeção a |φ〉. O resultado da medição é o y, que 
orresponde àprojeção es
olhida. Note que, somando as probabilidades para 
ada possível
on�guração de y, temos sempre 1 
omo resposta.Por �m, desta
amos que a probabilidade de um determinado y ser obtidoapós uma medição de |φ〉 nos qubits de S também é dada por

p(y) = 〈φ|P (S, y)|φ〉.5.4 Entrelaçamento quânti
oConsidere um registrador |ψ〉 de 2 qubits no estado
|ψ〉 =

1√
2

(

|00〉+ |11〉
). (5.4)Se �zermos uma medição de |ψ〉 no primeiro qubit, obteremos 0 
om probabili-dade 1/2 e 1 
om probabilidade 1/2. No primeiro 
aso, |ψ〉 passa a valer |00〉, eno segundo |11〉. Com isso, uma posterior medição no segundo qubit já tem seuresultado determinado, isto é, 
om probabilidade 1 obteremos 0 no primeiro 
asoe 1 no segundo. Portanto, as medições nos qubits de |ψ〉 não são independentes.Isso não o
orreria, entretanto, se |ψ〉 estivesse no estado

|ψ〉 =
1

2

(

|00〉+ |01〉+ |10〉+ |11〉
).Nesse 
aso, o resultado de uma medição do primeiro qubit não afetaria as pro-babilidades na medição do segundo qubit realizada posteriormente.Seja |φ〉 um registrador de n qubits. Se |φ〉 não pode ser es
rito na forma

|φ〉 =
⊗n

i=1 |φi〉, onde |φi〉 é um qubit para 
ada 1 ≤ i ≤ n, então dizemosque |φ〉 está num estado entrelaçado (entangled state).Em geral, se um estado |φ〉 pode ser es
rito 
omo o produto tensorial de nqubits, então estes �manterão sua independên
ia�. Suponha que |φ1〉 = α0|0〉+
α1|1〉, |φ2〉 = β0|0〉 + β1|1〉 e que |φ〉 = |φ1〉 ⊗ |φ2〉 = α0β0|00〉 + α0β1|01〉 +
α1β0|10〉 + α1β1|11〉. Se medirmos |φ〉 no primeiro qubit 
om relação à basepadrão, obtemos 0 
om probabilidade |α0β0|2 + |α0β1|2 = |α0|2 e o novo estadode |φ〉 será |0〉 ⊗ |φ2〉; e obtemos 1 
om probabilidade |α1β0|2 + |α1β1|2 = |α1|2e |φ〉 passa a ser |1〉 ⊗ |φ2〉. 49



A existên
ia de estados quânti
os entrelaçados é a prin
ipal razão pela qual
omputadores quânti
os não podem ser fa
ilmente simulados e�
ientemente por
omputadores 
lássi
os (mesmo no modelo probabilísti
o). De fato, se todo re-gistrador quânti
o 
om n qubits pudesse sempre ser es
rito 
omo o produtotensorial de n qubits, então bastaria armazenar 
lassi
amente 2n números 
om-plexos por registrador quânti
o. Entretanto, é uma 
onseqüên
ia da existên
iade estados entrelaçados que nem sempre podemos dividir um estado quânti
oem suas �partes 
omponentes� e operar nestas separadamente. Assim, para ar-mazenar 
lassi
amente o estado de um registrador quânti
o de n qubits, pare
eser ne
essário armazenar 2n números 
omplexos.5.5 Cir
uitosNessa seção, apresentamos o modelo de 
omputação quânti
o baseado em 
ir-
uitos. Ini
iamos 
om uma dis
ussão sobre 
ir
uitos no modelo 
lássi
o, e emseguida introduzimos os 
ir
uitos quânti
os.5.5.1 Cir
uitos booleanosSeja F2 o 
orpo 
om dois elementos, 0 e 1. Podemos dizer de maneira su
intaque 
ir
uitos booleanos são dispositivos utilizados para o 
ál
ulo de funções dedomínio F n
2 e imagem Fm

2 , onde n e m são inteiros positivos. Chamaremos asfunções 
om essas 
ara
terísti
as de funções booleanas. Os 
ir
uitos booleanossão 
ompostos por elementos denominados portas lógi
as, que nada mais são doque funções booleanas que têm domínio e imagem de tamanho 
onstante. Umexemplo de porta lógi
a é a porta fanout , que é uma função f : F 2 → F 2
2 , onde

f(x) = (x, x).Seja f : F n
2 → Fm

2 uma função booleana e C um 
onjunto de portas lógi
as.Seja (x1, . . . , xn) um elemento arbitrário de F n
2 e (y1, . . . , ym) = f(x1, . . . , xn).Um 
ir
uito booleano para f é um grafo dirigido a
í
li
o 
onexo onde 
adavérti
e é rotulado ou 
om xi, para 1 ≤ i ≤ n (as 
hamadas variáveis de entrada),ou 
om yj, para 1 ≤ j ≤ m (as 
hamadas variáveis de saída), ou 
om uma portade C. Um vérti
e rotulado 
om uma variável de entrada possui grau de entradazero, um vérti
e rotulado 
om uma variável de saída possui grau de saída zero egrau de entrada um e um vérti
e rotulado 
om uma porta lógi
a de domínio F a

2e imagem F b
2 tem grau de entrada e de saída a e b respe
tivamente. Os ar
osdesse grafo 
orrespondem aos �os do 
ir
uito booleano. A 
omplexidade de um
ir
uito booleano é o número de vérti
es desse grafo. O 
ir
uito booleano para fdeve ser tal que, se ele re
ebe em suas variáveis de entrada elementos x1, . . . , xn50



de F2, então suas variáveis de saída y1, . . . , ym vão 
onter no �nal o elementode Fm
2 tal que f(x1, . . . , xn) = (y1, . . . , ym).Um 
onjunto de portas lógi
as que possibilita a representação de todasas funções booleanas 
omo grafos dirigidos a
í
li
os 
onexos é denominado
onjunto universal . O 
onjunto universal que utilizaremos nessa seção será
omposto pelas seguintes funções: ∧ : F 2

2 → F2 (a porta lógi
a and), onde
∧(x1, x2) = 1 se e somente se x1 = x2 = 1; ∨ : F 2

2 → F2 (a porta lógi
a or),onde ∨(x1, x2) = 0 se e somente se x1 = x2 = 0; e ¬ : F2 → F2 (a porta lógi
anot), onde ¬x = 1− x.Um resultado bem 
onhe
ido mostra que todas as funções booleanas podemser 
omputadas por 
ir
uitos booleanos 
ompostos apenas por portas lógi
as ∧,
∨ e ¬. Mostramos abaixo esse resultado. Na verdade, apenas as porta ∧ e ¬(ou ∨ e ¬) são su�
ientes, pois ∨ pode ser simulada 
om ∧ e ¬ (e ∧ por ∨ e ¬),mas não vamos nos preo
upar 
om tais questões de minimalidade no momento.Teorema 5.2. O 
onjunto S = {∧,∨,¬} é um 
onjunto universal.Demonstração. A 
onstrução de todas as funções 
om imagem em Fm

2 dá-seatravés da 
onstrução de uma seqüên
ia ordenada de m 
ir
uitos que 
al
ulamfunções booleanas 
om imagem em F2, onde a saída de 
ada 
ir
uito 
orrespondea uma das m saídas da função original. Logo, podemos restringir nossa atençãoàs funções F n
2 → Fm

2 para m = 1.Para veri�
ar que o 
onjunto S = {∧,∨,¬} é universal, devemos mostrarque para toda função f : F n
2 → F2 existe um 
ir
uito booleano 
omposto porportas de S 
om n entradas e uma saída que devolve as mesmas respostas que fpara todas as possíveis entradas em F n

2 .Sabemos que existe um 
onjunto D ⊆ F n
2 tal que f(x) = 1 se e somentese x ∈ D. Suponha que a = (a1, . . . , an) é um elemento de D. Nesse 
aso, o
ir
uito booleano que 
al
ula f deve devolver 1 sempre que xi = ai para todo i,

1 ≤ i ≤ n.Com essa observação, é fá
il ver que podemos 
onstruir uma função boo-leana Ma(x1, . . . , xn) = φ(x1) ∧ φ(x2) . . . ∧ φ(xn) onde φ(xi) = xi se ai = 1 e
φ(xi) = ¬xi se ai = 0. É 
laro que Ma(x1, . . . , xn) = 1 se e somente se a en-trada re
ebida for (a1, . . . , an). Como podemos 
onstruir uma função 
om essa
ara
terísti
a para todos os elementos de D, basta 
onstruir um 
ir
uito que
al
ula a função f = My1 ∨My2 ∨ . . . ∨Myk

, onde {y1, y2, . . . , yk} = D. Comisso, temos que por meio de 
ir
uitos booleanos 
onstruídos 
om as portas de Spodemos 
al
ular todas as funções f : F n
2 → F2 para n �xo. Logo, S é um
onjunto universal.Denote por F ∗

2 o 
onjunto ⋃n≥1 F
n
2 . Seja f : F ∗

2 → F2. Denote por fn51



a restrição de f ao domínio F n
2 . Já vimos que 
ada fn tem um 
ir
uito Cnasso
iado. Dizemos que C0, C1, C2, . . . é uma família de 
ir
uitos booleanos que
omputa f . Podemos utilizar f para de�nir uma linguagem Lf em {0, 1}∗, onde

x ∈ Lf se f(x) = 1 e x /∈ Lf se f(x) = 0. Neste 
aso, dizemos que C0, C1, . . .de
ide Lf . Se para uma entrada x o 
ir
uito C|x| devolve 1 
omo resposta,dizemos que C|x| a
eitou x, e se C|x| devolve 0, dizemos que ele rejeitou x.Se existe uma MT que, 
om entrada 1n, produz Cn 
omo saída (o grafodirigido a
í
li
o asso
iado) para todo n em espaço O(lgn) (des
onsiderando oespaço da entrada forne
ida), então dizemos que C0, C1, C2, . . . é uma famíliauniformemente polinomial de 
ir
uitos que de
ide Lf .O seguinte resultado, demonstrado no livro de Papadimitriou [Pap94℄, mos-tra a importân
ia da 
lasse 
omposta por linguagens que admitem famíliasuniformemente polinomiais de 
ir
uitos.Teorema 5.3. Uma linguagem L está em P se e somente se pode ser de
ididapor uma família uniformemente polinomial de 
ir
uitos. �5.5.2 Cir
uitos reversíveisPara estabele
er a ligação entre 
ir
uitos 
lássi
os e quânti
os, dis
utimos agoraos 
ir
uitos reversíveis. Na me
âni
a quânti
a, todas as transformações envol-vidas são unitárias (e portanto, reversíveis). Uma transformação U é unitáriase U∗ = U−1, onde U∗ é a transposta 
onjugada de U e U−1 é a inversa de U .Os 
ir
uitos reversíveis são 
ompostos por portas lógi
as reversíveis. Umaporta lógi
a reversível em k bits é uma função inversível F k
2 → F k

2 para alguma
onstante k. Informalmente, a idéia é a seguinte: a partir da saída produzidapela porta, devemos ser 
apazes de determinar a entrada que foi utilizada.Um exemplo de porta reversível é a 
hamada porta de To�oli . Um esquemada porta segue abaixo. A partir de uma entrada (x1, x2, x3) ∈ F 3
2 , essa portaproduz 
omo saída (y1, y2, y3) ∈ F 3

2 , onde y1 = x1, y2 = x2 e y3 = ¬x3 se
x1 = x2 = 1 e y3 = x3 
aso 
ontrário. É fá
il ver que tal porta é reversível. Emparti
ular, ela é a inversa dela mesma. Denotamos o uso da porta de To�oli emuma entrada (x1, x2, x3) por T (x1, x2, x3).Outro exemplo de porta reversível, muito pare
ida 
om a porta de To�oli, éa 
hamada porta 
ontrolled not . Um esquema da porta segue abaixo. A portare
ebe um elemento (x1, x2) de F 2

2 e produz 
omo saída um elemento (y1, y2) de
F 2

2 , onde y1 = x1 e y2 = x2 se x1 = 0 e y1 = x1 e y2 = ¬x2 se x1 = 1. Denotamoso uso da porta 
ontrolled not em uma entrada (x1, x2) por C(x1, x2).Um 
ir
uito reversível é um 
ir
uito booleano 
omposto apenas por portaslógi
as reversíveis que 
omputa uma permutação em F n
2 , onde n é o tamanho52



x1

x2

x3

y1

y2

y3Figura 5.1: Porta de To�oli
x1

x2

y1

y2Figura 5.2: Porta 
ontrolled notda palavra de entrada. Apli
a-se aos 
ir
uitos reversíveis o 
on
eito de 
onjuntouniversal de portas lógi
as de maneira análoga a que vimos anteriormente. Seuma porta lógi
a reversível 
ompõe sozinha um 
onjunto universal, dizemos queessa é uma porta universal . Fixado um 
onjunto universal, a 
omplexidade deum 
ir
uito reversível C é o número de portas (reversíveis) que 
ompõem C.Um fato importante rela
ionado às portas reversíveis envolve a quantidadede bits que apare
em 
omo entrada e 
omo saída. Analisando a porta de To�oli,por exemplo, vemos que os dois primeiros bits da saída são sempre iguais aosdois primeiros bits da entrada. A presença de tais bits, porém, é essen
ialna determinação da entrada a partir da saída, e portanto eles não podem serdes
artados durante uma 
omputação reversível. Tal fato não o
orre somente
om portas reversíveis, mas também 
om 
ir
uitos reversíveis. Logo, quando
onsideramos 
omputações reversíveis, é normal levar em 
onta o uso de bits�extras�, utilizados para manter a reversibilidade das operações.Assim, ao 
omputar uma função Fm
2 → Fm

2 , em geral 
onstruímos 
ir
uitosque 
al
ulam funções Fm+n
2 → Fm+n

2 para um n adequado, onde os m primeirosbits de entrada 
ompõem a entrada propriamente dita (um elemento de Fm
2 ) eos n últimos são ini
ializados 
om algum elemento �xo de F n

2 . Podemos assumirque osm primeiros qubits de saída 
ompõem a resposta pro
urada (também umelemento de Fm
2 ), e os n últimos garantem a reversibilidade do 
ir
uito, sendoutilizados apenas se quisermos obter a entrada original.53



Já vimos que para toda função F n
2 → Fm

2 existe um 
ir
uito booleano
apaz de 
omputá-la. Considerando as observações a
ima, temos que o mesmoresultado vale para funções inversíveis quando substituímos 
ir
uitos booleanospor 
ir
uitos reversíveis.Já vimos que o 
onjunto {∧,∨,¬} é um 
onjunto universal. Para ver quetodo 
ir
uito booleano pode ser simulado por um 
ir
uito reversível, observamosque:
• A porta ¬ é reversível;
• A função ∧(x1, x2) pode ser 
omputada reversivelmente se utilizarmos aporta de To�oli 
om entrada (x1, x2, 0) em seu lugar. O valor da ter
eira
oordenada de T (x1, x2, 0) é equivalente a ∧(x1, x2);
• Como ∨(x1, x2) = ¬(∧(¬(x1),¬(x2))), toda porta ∨ pode ser substituídapor um 
onjunto de portas ∧ e ¬, e portanto também pode ser 
al
uladareversivelmente;
• É possível simular a produção de várias saídas idênti
as pela mesma portapor meio de uma porta 
ontrolled not e de 
onstantes 0. Basta notar que
C(x1, 0) = (x1, x1).Assim, utilizando portas de To�oli, portas 
ontrolled not, portas ¬ e bits 0,é possível 
onstruir um 
ir
uito reversível 
apaz de simular qualquer 
ir
uitobooleano. Se bits 1 também forem utilizados, não pre
isamos das portas 
on-trolled not e ¬. Basta utilizar portas de To�oli e as 
onstantes 0 e 1. Assim,temos que a porta de To�oli é uma porta reversível universal.Por �m, desta
amos que para 
ada 
ir
uito booleano de 
omplexidade po-linomial existe um 
ir
uito reversível de 
omplexidade polinomial. Basta notarque nas tro
as sugeridas nas observações a
ima uma porta lógi
a sempre ésubstituída por uma quantidade 
onstante de portas reversíveis. Assim, temoso seguinte resultado, baseado no teorema 5.3:Teorema 5.4. Uma linguagem L em P pode ser de
idida por uma famíliauniformemente polinomial de 
ir
uitos reversíveis. �5.5.3 Cir
uitos quânti
osOs 
ir
uitos 
lássi
os são 
ompostos por portas lógi
as que atuam sobre bits.Já os 
ir
uitos quânti
os são 
ompostos por portas quânti
as que atuam sobresuperposições.Uma porta quânti
a é uma função bijetora de�nida num espaço H2k paraalguma 
onstante inteira positiva k. Seja f : H2n → H2n uma função bijetora,54



seja |φ〉 um elemento de H2n e |ψ〉 = f(|φ〉). De�nimos 
ir
uitos quânti
osde maneira análoga a que de�nimos os 
ir
uitos booleanos. A diferença é quenesse 
aso as portas lógi
as são substituídas por portas quânti
as, e tanto osvérti
es da entrada 
omo da saída 
ontêm superposições. Ou seja, 
ada vérti
ede entrada e de saída 
ontém um elemento de H2.Tanto as portas 
omo os 
ir
uitos quânti
os atuam sobre registradores quân-ti
os e estão asso
iados a transformações unitárias. Como toda transformaçãoreversível também é unitária, temos que toda porta reversível pode ser vista
omo uma porta quânti
a. Conseqüentemente, todo 
ir
uito booleano reversí-vel (polinomial) pode ser visto 
omo um 
ir
uito quânti
o (polinomial).Nos 
ir
uitos 
lássi
os 
onsideramos que as portas lógi
as são ligadas por�os, mantendo assim a analogia 
om os 
ir
uitos do mundo real. No 
aso dos
ir
uitos quânti
os, utilizaremos essa mesma analogia por uma questão de 
o-modidade. Porém, desta
amos que, diferente do 
aso 
lássi
o, ela não se apli
ana práti
a. A 
omuni
ação entre duas portas quânti
as se faz por meio de qu-bits 
ompartilhados. Denominaremos os qubits 
ompartilhados por todas asportas de um 
ir
uito quânti
o de qubits de 
omuni
ação, pois a 
omuni
açãoentre duas portas do 
ir
uito sempre vai ser feita através desses qubits. Já osqubits �ex
lusivos� (qubits 
ompartilhados por um sub
onjunto espe
í�
o dasportas de um 
ir
uito quânti
o) são denominados qubits privados. Podemosassumir que no iní
io da 
omputação de um 
ir
uito, todos os qubits privadosen
ontram-se no estado |0〉.Os 
on
eitos de 
omplexidade de 
ir
uito, família de 
ir
uitos e de famíliauniformemente polinomial de 
ir
uitos apli
am-se também aos 
ir
uitos quân-ti
os, e são de�nidos de maneira análoga. Assim, utilizando o teorema 5.4,
on
luímos que toda linguagem em P pode ser de
idida por uma família de
ir
uitos quânti
os uniformemente polinomiais.Um exemplo importante de porta quânti
a que atua em apenas um qubit éa porta de Hadamard
H =

1√
2

(

1 1
1 −1

)

, (5.5)que transforma o qubit |0〉 no qubit
H|0〉 = 1√

2

(

1 1
1 −1

)(

1
0

)

=
1√
2

(

1
1

)

=
1√
2

(

|0〉+ |1〉
)

. (5.6)e transforma o qubit |1〉 no qubit
H|1〉 = 1√

2

(

1 1
1 −1

)(

0
1

)

=
1√
2

(

1
−1

)

=
1√
2

(

|0〉 − |1〉
)

. (5.7)55



Desta
amos que, após a apli
ação da porta de Hadamard em um qubit queestá num estado puro, uma medição leva à obtenção de um dos dois estadosbási
os 
om a mesma probabilidade. Além disso, desta
amos que a porta deHadamard realiza a operação inversa dela mesma. Ou seja, apli
ar a matriz deHadamard duas vezes sobre o mesmo qubit não altera a superposição originaldo mesmo.A toda porta quânti
a de�nida num espaço H2n está asso
iada uma ma-triz M de dimensão 2n. Denotaremos a matriz transposta 
onjugada de Mpor M †. Se M † também é a matriz inversa de M , então dizemos que M é umamatriz (ou transformação) hermitiana.Um artigo de Baren
o et al. [BBC+95℄ mostra que os 
ir
uitos quânti
ospodem ser 
onstruídos a partir de um 
onjunto universal, assim 
omo o
orria
om os 
ir
uitos 
lássi
os.Teorema 5.5. Todos os 
ir
uitos quânti
os podem ser 
onstruídos utilizandoapenas portas 
ontrolled not e portas quânti
as unárias. �Por �m, a leitura das respostas produzidas por um 
ir
uito quânti
o se fazpor meio de operações de medição dos qubits de saída no estado �nal produzido.5.6 Exemplo de algoritmo quânti
oAlgoritmos quânti
os são métodos para resolver problemas algorítmi
os queutilizam ações realizáveis por dispositivos quânti
os. A noção de algoritmoquânti
o se 
onfunde 
om a noção de 
ir
uito quânti
o. A seguir vamos apre-sentar um problema 
on
reto e des
rever um algoritmo quânti
o para ele (ouseja, um 
ir
uito quânti
o).Dizemos que uma função f é dada 
omo uma 
aixa preta se só podemosobter informações a
er
a de f através de sua apli
ação a elementos de seudomínio. O problema de Deuts
h 
onsiste no seguinte. Seja f : {0, 1} −→ {0, 1}uma função dada 
omo uma 
aixa preta. Determine se f(0) = f(1) ou se
f(0) 6= f(1). Em outras palavras, determine se f é 
onstante ou �balan
eada�.Para se resolver o problema 
om 
erteza no modelo 
lássi
o, são ne
essá-rias duas apli
ações de f : uma para a entrada 0 e outra para a entrada 1.Vamos mostrar um algoritmo quânti
o, devido a Cleve, Ekert, Ma

hiavello eMos
a [CEMM98℄, que resolve o problema no modelo quânti
o 
om uma úni
aapli
ação de f .Seja Uf a transformação unitária de dimensão 4 que leva |xy〉 a ∣∣x(y⊕f(x))

〉,onde ⊕ representa o operador �ou ex
lusivo�. No modelo quânti
o, Uf é atransformação unitária que utiliza a 
aixa preta para f . O 
ir
uito que resolve o56



|0〉

|1〉

H

H

Uf

H |f(0)⊕ f(1)〉

|x′〉Figura 5.3: Cir
uito para o problema de Deuts
h.problema está des
rito na �gura a
ima. Vamos detalhar melhor o fun
ionamentodo algoritmo.Começamos 
om um registrador |φ0〉 de 2 qubits tal que |φ0〉 = |01〉. Pri-meiro apli
amos a transformação de Hadamard nos 2 qubits do registrador,obtendo
|φ1〉 =

(

H ⊗H)|01〉

=
1

2

[

|0〉 ⊗
(

|0〉 − |1〉
)

]

+
1

2

[

|1〉 ⊗
(

|0〉 − |1〉
)

]

.Neste ponto Uf é apli
ada a |φ1〉 para obtermos |φ2〉:
|φ2〉 = Uf |φ1〉

=
1

2

{

Uf

[

|0〉 ⊗
(

|0〉 − |1〉
)

]

}

+
1

2

{

Uf

[

|1〉 ⊗
(

|0〉 − |1〉
)

]

}

.Vamos es
rever |φ2〉 de outra maneira. Para isso, vamos mostrar primeiroque
Uf

[

|x〉 ⊗
(

|0〉 − |1〉
)

]

= (−1)f(x)

[

|x〉 ⊗
(

|0〉 − |1〉
)

] (5.8)para x ∈ {0, 1}. De fato, temos que
|ψ〉 = Uf

[

|x〉 ⊗
(

|0〉 − |1〉
)

]

= Uf

[

|x0〉 − |x1〉
]

=
∣

∣xf(x)
〉

−
∣

∣x(1⊕ f(x))
〉

.

• Se f(x) = 0, então
|ψ〉 = |x0〉 − |x1〉 = |x〉 ⊗

(

|0〉 − |1〉
)

= (−1)f(x)

[

|x〉 ⊗
(

|0〉 − |1〉
)

]

.

• Se f(x) = 1, então
|ψ〉 = |x1〉 − |x0〉 = |x〉 ⊗

(

|1〉 − |0〉
)

= (−1)f(x)

[

|x〉 ⊗
(

|0〉 − |1〉
)

]

.57



Provamos então a igualdade (5.8), de modo que,
|φ2〉 =

1

2

{

(−1)f(0)

[

|0〉 ⊗
(

|0〉 − |1〉
)

]

}

+
1

2

{

(−1)f(1)

[

|1〉 ⊗
(

|0〉 − |1〉
)

]

}

=
1

2

[

(

(−1)f(0)|0〉+ (−1)f(1)|1〉
)

⊗
(

|0〉 − |1〉
)

]

=
1

2

[

(

(−1)f(0)|0〉+ (−1)f(1)(−1)f(0)(−1)f(0)|1〉
)

⊗
(

|0〉 − |1〉
)

]

=
(−1)f(0)

2

[

(

|0〉+ (−1)f(0)⊕f(1)|1〉
)

⊗
(

|0〉 − |1〉
)

]

= (−1)f(0)

{

[

1√
2

(

|0〉+ (−1)f(0)⊕f(1)|1〉
)

]

⊗
[

1√
2

(

|0〉 − |1〉
)

]

}

.Agora podemos apli
ar a transformação de Hadamard ao primeiro qubitde |φ2〉 para obter
|φ3〉 = (−1)f(0)

{

[

∣

∣f(0)⊕ f(1)
〉

]

⊗
[

1√
2

(

|0〉 − |1〉
)

]

}

.Uma medição do primeiro qubit de |φ3〉 forne
e agora o valor de f(0)⊕f(1)e portanto o algoritmo des
obre 
om 
erteza se f é 
onstante ou �balan
eada�através de uma úni
a apli
ação de f .Esse exemplo mostra 
omo se dá a des
rição de um algoritmo quânti
oenquanto demonstra também 
omo o modelo quânti
o de 
omputação pode serusado para resolver mais e�
ientemente um problema simples.5.7 Classes quânti
as de 
omplexidadeVamos introduzir agora duas 
lasses quânti
as de 
omplexidade, tendo 
omobase o modelo de 
ir
uitos. Essas 
lasses foram propostas por Bernstein eVazirani [BV97℄.Vimos que a de
isão de uma linguagem L em P pode ser feita por umafamília uniformemente polinomial de 
ir
uitos. As de�nições das 
lasses delinguagens em função de 
ir
uitos são feitas por meio de restrições das famíliasde 
ir
uitos que de
idem as linguagens das 
lasses em questão.Dizemos que uma linguagem L perten
e à 
lasse EQP (exa
t quantumpolynomial-time) se existe uma família uniformemente polinomial de 
ir
uitosquânti
os C0, C1, . . . tal que para toda entrada x em {0, 1}∗ o 
ir
uito C|x|58



a
eita x se e somente se x ∈ L. Essa 
lasse 
orresponde à 
lasse P do modelo
lássi
o.Dizemos que uma linguagem L perten
e à 
lasse BQP (bounded error quan-tum polynomial-time) se existe uma família uniformemente polinomial de 
ir-
uitos quânti
os C0, C1, . . . tal que para toda entrada x em {0, 1}∗1. Se x ∈ L então Pr
[

C|x| a
eitar x] ≥ 2/3;2. Se x /∈ L então Pr
[

C|x| rejeitar x] ≥ 2/3.A 
lasse 
orrespondente a BQP no modelo 
lássi
o é BPP, e assim 
omo no
aso desta, a probabilidade exigida de a resposta devolvida ser 
orreta pode serqualquer valor 
onstante no intervalo (0,5; 1).A seguir, são apresentadas relações envolvendo essas duas 
lasses e suas
orrespondentes no modelo 
lássi
o. Esses dois resultados foram apresentadospor Bernstein e Vazirani [BV97℄.Teorema 5.6. P ⊆ EQP.Demonstração. Seja L uma linguagem que perten
e à 
lasse P. Pelo teo-rema 5.4, sabemos que L pode ser de
idida por uma família uniformementepolinomial C de 
ir
uitos reversíveis. Como toda porta reversível é uma portaquânti
a, temos que C 
orresponde a uma família uniformemente polinomialde 
ir
uitos quânti
os que a
eitam qualquer entrada x se e somente se x ∈ L.Logo, pela de�nição de EQP, 
on
luímos que L ∈ EQP, e assim 
on
luímosque P ⊆ EQP.Aqui, apenas formalizamos esse resultado, que podia ser fa
ilmente inferidoa partir da a�rmação �nal da seção 5.5.3. Mostramos agora um resultado maisinteressante, que deixa explí
ita uma 
ara
terísti
a muito importante do modeloquânti
o de 
omputação.Teorema 5.7. BPP ⊆ BQP.Demonstração. Seja L uma linguagem que perten
e à 
lasse BPP. Pela de-�nição apresentada no 
apítulo 2, a linguagem L pode ser de
idida por umamáquina de Turing probabilísti
a M em tempo polinomial. Seja p(|x|) o po-lin�mio que limita o tempo 
onsumido por M para uma entrada x.Para de
idir L para uma entrada x, M utiliza uma seqüên
ia de bits aleató-rios de 
omprimento no máximo p(|x|) (polinomial em |x|). Gerar tal seqüên
iaé trivial no modelo quânti
o. Vimos que, ao apli
ar a porta de Hadamard numqubit que está num estado bási
o e realizar em seguida uma medição nessequbit, obtemos 0 e 1 
om probabilidade 1/2 para 
ada.59



Logo, 
omo são ne
essários p(|x|) bits aleatórios na 
omputação, basta ao
ir
uito utilizar p(|x|) transformações de Hadamard e p(|x|) medições nos qubitsque guardarão os elementos aleatórios. Ao �nal dessas operações, uma seqüên
iade p(|x|) bits aleatórios terá sido gerada em 2p(|x|) passos, 
onsumindo tempopolinomial em |x|.O 
omportamento de M 
om uma entrada x pode ser simulado por umamáquina de Turing determinísti
a N se forne
ermos 
omo entrada para N aseqüên
ia de bits aleatórios utilizada por M (junto 
om a própria entrada x).Tal simulação 
onsome tempo limitado por p(|x|). Dessa forma, temos peloteorema 5.3 que existe uma família uniformemente polinomial de 
ir
uitos que,utilizando uma seqüên
ia de bits aleatórios que re
ebem 
omo entrada, de
ide L.A partir dos 
omentários feitos no �nal da seção 5.5.3, 
on
luímos queexiste uma família C = {C0, C1, C2, . . .} de 
ir
uitos quânti
os uniformementepolinomiais tal que1. Se x ∈ L então Pr
[

C|x| a
eitar x] ≥ 2/3;2. Se x /∈ L então Pr
[

C|x| rejeitar x] ≥ 2/3.Conforme observado, a seqüên
ia de bits aleatórios não pre
isa ser forne
ida
omo entrada. Cada 
ir
uito de C é 
apaz de gerar os bits aleatórios que utilizaráem sua 
omputação. Logo, pela de�nição de BQP, 
on
luímos que L ∈ BQP,e portanto BPP ⊆ BQP.É importante desta
ar que a prova de que BPP está 
ontida em BQPmostra uma 
ara
terísti
a muito importante do modelo quânti
o de 
omputa-ção: a presença inerente de aleatoriedade pura. Utilizando transformações deHadamard e medições, os 
ir
uitos quânti
os são 
apazes de gerar seqüên
iasde bits aleatórios. Não se 
onhe
em métodos tão simples no modelo 
lássi
o degeração de seqüên
ias de bits aleatórios.
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Capítulo 6Sistemas Interativos Quânti
osNesse 
apítulo, apresentamos os sistemas interativos quânti
os de prova e umimportante resultado envolvendo tais sistemas.6.1 Elementos e de�niçõesNo 
apítulo 4, vimos os sistemas interativos de prova, 
ompostos por duasmáquinas de Turing que interagiam entre si, sendo uma probabilísti
a polino-mialmente limitada e a outra in�nitamente poderosa.Em 2003, Watrous [Wat03℄ de�niu o equivalente quânti
o desses sistemas,os 
hamados sistemas interativos quânti
os de prova (SIQP), que apresentamosa seguir utilizando 
ir
uitos quânti
os.De�niçãoUm SIQP de m mensagens para uma palavra x em F ∗
2 é 
omposto por um ve-ri�
ador de m mensagens e um provador de m mensagens. Seja H2∗ =

⋃

nH2n .Um veri�
ador de m mensagens é uma seqüên
ia V de k = ⌊m/2 + 1⌋ trans-formações unitárias em H2∗ . Cada uma dessas transformações será denotadapor V (x, j), onde j é a posição da transformação na seqüên
ia V . Todas astransformações de V são 
omputáveis por 
ir
uitos quânti
os de 
omplexidadepolinomial.Um provador de m mensagens é uma seqüên
ia P de k = ⌊m/2+1/2⌋ trans-formações unitárias em H2∗ . Cada uma dessas transformações será denotadapor P (x, j), onde j é a posição da transformação na seqüên
ia de P . Todas astransformações de P são 
omputáveis por 
ir
uitos quânti
os 
uja 
omplexidadenão é ne
essariamente polinomial. 61
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do Verificador

V (x, 1) V (x, 2) V (x, 3)

P (x, 1) P (x, 2)

Figura 6.1: Cir
uito quânti
o para um sistema interativo quânti
o de 4 mensa-gens.Dado um par (P, V ), montamos um 
ir
uito quânti
o no qual os 
ir
ui-tos do provador e do veri�
ador se alternam. O esquema de um 
ir
uito paraum SIQP de 4 mensagens apare
e na �gura 6.1. Os qubits que passam di-retamente de V (x, i) para V (x, i + 1) (para todo i) são os qubits privados doveri�
ador, enquanto que os que passam diretamente de P (x, i) para P (x, i+1)(para todo i) são os qubits privados do provador. Os demais qubits são de
omuni
ação, e 
orrespondem às mensagens tro
adas entre o veri�
ador e oprovador.A 
onstrução é intuitiva quando 
omparada 
om o fun
ionamento dos SIPs.Em função da entrada x, o provador (veri�
ador) realiza suas 
omputações,envia uma mensagem para o veri�
ador (provador) por meio dos qubits de
omuni
ação e aguarda até que o veri�
ador (provador) envie uma mensagem(também por meio dos qubits de 
omuni
ação). O pro
esso se repete até otérmino da interação. O último a re
eber uma mensagem é o veri�
ador, querealiza suas 
omputações �nais e de
ide se a
eita ou não a entrada x por meioda medição de um de seus qubits privados, o qubit de saída. Se a mediçãoresultar em 1 ao �nal da 
omputação, V a
eita x. Caso 
ontrário, V rejeita x.Dizemos que uma linguagem L admite um sistema interativo quânti
o deprova de m mensagens 
om probabilidade de erro ǫ se, para 
ada x em Σ∗,existe um veri�
ador V de m mensagens tal que:1. Existe um provador P de m mensagens tal que se x ∈ L então (P, V )sempre a
eita x.2. Para todo provador P ′ de m mensagens, se x /∈ L então (P ′, V ) a
eita x
om probabilidade limitada superiormente por ǫ.62



Denotamos por QIP(t(n)) a 
lasse das linguagens que admitem sistemas inte-rativos quânti
os de prova em que o número de tro
as de mensagens é limitadosuperiormente por t(n), onde n é o 
omprimento da entrada.As linguagens que admitem sistemas interativos quânti
os de prova de umamensagem 
ompõem a 
lasse QMA (ou seja, QMA = QIP(1)). Essa 
lassefoi de�nida originalmente por Watrous [Wat02℄, e alguns resultados a respeitodela apare
em no artigo de Marriott e Watrous [MW04℄.Por �m, a 
lasse das linguagens que admitem sistemas interativos quânti-
os de prova de uma mensagem nos quais o 
omprimento da úni
a mensagemdo provador para o veri�
ador é O(lgn), onde n é o 
omprimento da palavradada, é denotada por QMAlg. Resultados envolvendo essa 
lasse são tambémapresentados neste mesmo artigo de Marriott e Watrous [MW04℄.RelaçõesO número de tro
as de mensagens é extremamente importante nos sistemasinterativos quânti
os de prova. Abaixo, mostramos uma �gura 
om as relações
onhe
idas entre as 
lasses QIP(1), QIP(2) e QIP(3) e algumas 
lasses de
omplexidade 
lássi
as e quânti
as.

P

NP coRQP

AM

QMA = QIP(1) BQP = QMAlg

PP QIP(2)
IP = PSPACE

QIP(3) = QIP(poly)

EXP

A 
lasse PP é a 
lasse das linguagens de
idíveis em tempo polinomial poruma máquina de Turing não-determinísti
a onde se a palavra está na linguagementão mais da metade das possíveis 
omputações a a
eitam, e se a palavra nãoestá, pelo mais da metade das possíveis 
omputações a rejeitam. A 
lasse EXPé a 
lasse das linguagens de
ididas por máquinas de Turing determínisti
as que
onsomem tempo limitado exponen
ialmente no tamanho da entrada.63



A 
lasse AM é de�nida por AM =
⋃

k≥0 AM(k). Ou seja, é a uniãodas 
lasses AM em que o número de tro
as de mensagens nos proto
olos é
onstante. Já a 
lasse QIP(poly) é a 
lasse 
omposta por linguagens de
ididaspor sistemas interativos quânti
os que utilizam um número polinomial de tro
asde mensagens.Por �m, a 
lasse RP é a 
lasse das linguagens de
idíveis em tempo poli-nomial por uma máquina de Turing probabilísti
a tal que se a palavra dadanão está na linguagem, a máquina sempre a rejeita, e se ela está na linguagem,é a
eita por pelo menos metade das 
omputações. A 
lasse RQP é a versãoquânti
a da 
lasse RP, e coRQP é seu 
omplemento.6.2 PSPACE ⊆ QIP(3)Ao estudar os sistemas interativos de prova no modelo 
lássi
o, vimos que
PSPACE = IP. Na demonstração apresentada no 
apítulo 4, o número demensagens tro
adas entre o provador e o veri�
ador é polinomial no tamanhoda entrada. Não se 
onhe
e uma prova desse resultado 
om um proto
olo noqual o número de tro
as de mensagens seja 
onstante. Veremos agora um re-sultado envolvendo os SIQPs, que mostra que a 
lasse PSPACE está 
ontidana 
lasse QIP(3).Na demonstração do resultado PSPACE = IP, mostramos que o pro-blema QBF, que é PSPACE-
ompleto, admite uma prova interativa 
om umnúmero polinomial de tro
as de mensagens. Aqui, utilizaremos o mesmo pro-blema, e vamos mostrar que ele pode ser de
idido 
om probabilidade de erroexponen
ialmente pequena por um sistema interativo quânti
o de prova querealiza três tro
as de mensagens.Teorema 6.1. PSPACE ⊆ QIP(3).Demonstração. O proto
olo apresentado na demonstração do teorema 4.3 seráessen
ial nessa prova. Quando estivermos nos referindo a algum elemento doproto
olo 
lássi
o (
omo o provador, o veri�
ador e as mensagens por eles en-viadas), utilizaremos os termos provador 
lássi
o, veri�
ador 
lássi
o e assimpor diante. Assim 
omo na demonstração do teorema 4.3, vamos denotar por
φ = Q1x1 . . . QnxnB(x1, . . . , xn) a instân
ia de QBF de tamanho n que estásendo utilizada 
omo entrada para o proto
olo.Para mostrar que PSPACE ⊆ QIP(3), vamos des
rever um sistema inte-rativo quânti
o de prova de três mensagens que de
ide o problema QBF 
omprobabilidade de erro exponen
ialmente pequena em função do tamanho dainstân
ia. 64



Na demonstração do teorema 4.3, as 
otas superiores para a probabilidadede erro eram obtidas por meio de exe
uções independentes do mesmo proto
olo.Porém, não levamos em 
onta esse fato na des
rição do proto
olo. No 
asoquânti
o, exe
uções múltiplas também são importantes para garantir a limitaçãoda probabilidade de erro. Vamos apresentar um proto
olo em que as múltiplasexe
uções são simultâneas. Na des
rição, em vez de 
onsiderar apenas uma
omputação, temos que 
onsiderar todas simultaneamente para dis
utir o graude independên
ia entre elas.O número de exe
uções simultâneas será denotado por m. O valor de mé polinomial em n, mas deixaremos para �xá-lo posteriormente. A es
olhaapropriada de m é 
ru
ial para a obtenção de um proto
olo 
om probabilidadede erro exponen
ialmente baixa.Elementos da provaO 
onjunto de qubits de 
omuni
ação 
ontém a des
rição de três matrizes, quedenotaremos por R, S e P. Quando estivermos nos referindo a uma possível
on�guração bási
a dessas matrizes (e não à superposição de 
on�gurações queelas de fato 
ontêm), utilizaremos 
omo notação R, S e P , respe
tivamente.Essas matrizes têm m linhas e N 
olunas, onde N = n2+3n
2

é o número depolin�mios enviados pelo provador 
lássi
o e o número de valores aleatórios do
orpo F sorteados pelo veri�
ador 
lássi
o na prova do teorema 4.3 (lembre-seque n é o tamanho de φ). Cada posição dessas matrizes é um registrador, queserá representado por Ri,j, Si,j ou Pi,j para 
ada 1 ≤ i ≤ m e 1 ≤ j ≤ N .Nessa prova, o tamanho do 
orpo F utilizado no proto
olo 
lássi
o é impor-tante. Porém, ao invés de es
olher para o tamanho de F um valor polinomialem n 
omo �zemos na prova do teorema 4.3, es
olheremos um valor exponen
ialem n. Mais pre
isamente, assumimos que |F | = 2k, onde o valor de k é polino-mial em n. A es
olha de k é importante para a limitação da probabilidade deerro do proto
olo, e será feita mais tarde.As matrizes R e S são utilizadas para armazenar os elementos de F utiliza-dos pelo veri�
ador no proto
olo 
lássi
o. Cada registrador Ri,j e Si,j 
ontém kqubits, podendo assim armazenar qualquer um dos 2k elementos de F . Cadalinha dessas matrizes vai guardar N valores de F que podem ser utilizados
omo os elementos sorteados em uma interação 
lássi
a pelo veri�
ador. Maisdo que isso, 
ada registrador não vai 
onter apenas um estado bási
o, mas simuma superposição. Logo, em 
ada uma das m linhas dessas matrizes há umasuperposição de seqüên
ias de valores �aleatórios�.Já os registradores de P são utilizados para guardar os polin�mios usadospelo provador 
lássi
o em interações do proto
olo 
lássi
o. Cada uma das m65
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Figura 6.2: Exemplo de divisão de R e P para N = 8, m = 5 e u = (6, 4, 7, 2, 5).linhas da matriz P 
ontém uma superposição de seqüên
ias de N polin�mios.Como os polin�mios utilizados pelo provador 
lássi
o têm 
oe�
ientes em F edevem ter grau máximo n, 
ada registrador Pi,j 
onsiste em n + 1 
onjuntosde k qubits, onde 
ada 
onjunto representa um 
oe�
iente de um polin�mio.Por �m, ainda dentro do 
onjunto de qubits de 
omuni
ação, en
ontramoso vetor u ∈ {1, . . . , N}m, ou seja, um vetor 
om m registradores. Ele seráutilizado pelo veri�
ador do proto
olo quânti
o para guardar uma seqüên
ia devalores gerados aleatoriamente.Denotaremos por Ri o 
onjunto de registradores Ri,1,Ri,2, . . . ,Ri,N (ouseja, a i-ésima linha de R) e por Ru o 
onjunto de registradores tal que,para 
ada i, se a i-ésima posição de u é ui, então Ru 
ontém os elementosRi,1, . . . ,Ri,ui−1. Por �m, Ru é o �
omplemento� de Ru em relação a R, ou seja,para 
ada i, Ru 
ontém os elementos Ri,ui
,Ri,ui+1

, . . . ,Ri,N . Veja um exemplona �gura 6.2. Essas notações serão utilizadas de maneira análoga para S e P.O proto
olo e a a
eitação de instân
ias verdadeirasVamos agora des
rever em detalhes o fun
ionamento do proto
olo, mostrandoque se φ é verdadeira, então existe um provador que faz o veri�
ador a
eitara prova sempre. Na �gura 6.3, apresentamos os algoritmos do provador e doveri�
ador para mostrar o fun
ionamento do proto
olo.Ini
ialmente, o provador apli
a a transformação de Hadamard em todos osqubits de R. Como 
ada posição de R possui k qubits, 
ada Ri,j, 1 ≤ i ≤
m e 1 ≤ j ≤ N , vai 
onter uma superposição onde os elementos de F sãoobtidos após uma medição 
om a mesma probabilidade. Em resumo, um estadobási
o R da superposição deR pode ser visto 
omo uma matriz 
ontendo valoresaleatórios de F . Todos os possíveis valores de R estão presentes em R.Em seguida, o provador faz uma 
ópia de R em S, de modo que as duas66



matrizes sejam idênti
as e estejam entrelaçadas (ou seja, se modi�
amos umqubit em R, esse será modi�
ado em S também e vi
e-versa).Depois, a partir da matriz R, o provador gera uma matriz P formada porestados bási
os P (R) (quando o R ao qual P está asso
iado for 
laro, vamos de-notar P (R) apenas por P ), 
ontendo os polin�mios que um provador utilizará noproto
olo 
lássi
o 
aso o veri�
ador 
lássi
o utilize R 
omo fonte de seqüên
iasaleatórias de F . Mais pre
isamente, para 
ada i, Pi,1, Pi,2, . . . , Pi,N é a seqüên
iade polin�mios enviados por um provador no proto
olo 
lássi
o quando os valo-res aleatórios utilizados pelo veri�
ador 
lássi
o são Ri,1, . . . , Ri,N . A geração éfeita por meio da operação T , usada na linha 3 do algoritmo do provador. Essaoperação nada mais é do que a implementação quânti
a do proto
olo 
lássi
o.Para 
ada estado bási
o R em R, é gerado um estado bási
o P (R) em P.Um provador que gera as matrizes R, S e P da maneira des
rita a
ima será
hamado daqui para a frente de provador honesto.Após a geração dessas matrizes, o estado do sistema é
2−kmN/2

∑

R

{|R〉|R〉|P (R)〉}provador. (6.1)Com essa superposição em mãos, o provador envia uma mensagem para overi�
ador 
ontendo R e P, guardando para si a matriz S. Sabemos que overi�
ador tem a
esso à matriz S também, mas podemos assumir que ele nãovai modi�
á-la, pois isso 
omprometeria o fun
ionamento do proto
olo.Após essa mensagem, o estado do sistema é
2−kmN/2

∑

R

{|R〉|P (R)〉}veri�
ador{|R〉}provador. (6.2)Após re
eber a primeira mensagem do provador, o veri�
ador faz suaprimeira 
he
agem. A prova será rejeitada se (Ri,Pi), para qualquer linha
i ∈ {1, . . . , m}, 
ontém uma prova inválida de que φ é verdadeira. A validadeda prova está rela
ionada 
om o proto
olo 
lássi
o. Ou seja, o veri�
ador simula(reversivelmente) o proto
olo 
lássi
o, utilizando os polin�mios dados em Pi eos valores de F dados em Ri 
omo os valores aleatórios do proto
olo 
lássi
o e
he
a se o valor obtido pela simulação, após uma medição, é 1.Para isso, o veri�
ador avalia reversivelmente a instân
ia φ de QBF para
ada par (Ri,Pi), e após isso realiza a medição no qubit que 
ontém a res-posta. Tal medição resulta em 1 se φ é verdadeira. Caso 
ontrário, a mediçãoresulta em 0 
om alta probabilidade. Após a medição, se o valor obtido for 0,a prova é rejeitada. Senão, as 
on�gurações (Ri, P (R)i) inválidas (que pos-suem resposta 0) foram eliminadas por 
onta da medição, e o veri�
ador realiza67



a 
omputação inversa para retornar ao estado enviado pelo provador. Essasoperações estão 
omprimidas nos passos 2, 3 e 4 do algoritmo do veri�
ador.Se φ é verdadeira e o provador é honesto, a prova nun
a é rejeitada após essa
he
agem.Feita essa primeira 
he
agem, o veri�
ador gera o vetor u ∈ {1, . . . , N}m,es
olhendo 
ada um de seus m elementos aleatoriamente de maneira uniforme.O veri�
ador envia u e Pu ao provador. Como u não está entrelaçado 
om asoutras três matrizes des
ritas nos qubits de 
omuni
ação, não vamos in
luí-lona des
rição do estado do sistema, que nesse ponto é
2−kmN/2

∑

R

{|R〉|P (R)u〉}veri�
ador{|R〉|P (R)u〉}provador. (6.3)Nesse ponto, o veri�
ador está 
om R e Pu. Já o provador tem S e Pu.Antes de des
rever o segundo passo do provador, vamos de�nir a funçãoutilizada na sexta linha de seu algoritmo. Para 
ada par (i, j), 1 ≤ i ≤ m e
1 ≤ j ≤ N , Ti,j representa a transformação unitária Ti,j : |R〉|0〉 → |R〉|Pi,j〉.A partir de u e Pu, o provador honesto utiliza T−1

i,j para levar todos osqubits dos registradores de Pu para o estado |0〉. Após isso, o provador envia Spara o veri�
ador, que nesse ponto já não está entrelaçado 
om Pu. O estadodo sistema passa a ser
2−kmN/2

∑

R

{|R〉|R〉|P (R)u〉}veri�
ador{|0〉}provador. (6.4)Deixamos 
laro que o |0〉 na des
rição do estado do provador indi
a quetodas as posições de Pu estão no estado bási
o |0〉.Em seu último passo, o veri�
ador 
he
a se 
ada qubit de R foi geradode modo que |0〉 e |1〉 são obtidos após uma medição 
om a mesma probabi-lidade, se R e S são iguais e se os polin�mios gerados pelo provador de fatosão independentes das entradas de R 
orrespondentes a elementos aleatóriosutilizados em passos posteriores da interação 
lássi
a. Ou seja, para algunspolin�mios P(R)i,j, o veri�
ador 
he
a se eles são independentes dos valoresRi,j+1,Ri,j+2, . . . ,Ri,N . Se não for esse o 
aso, o provador quânti
o gerou al-gum polin�mio após observar um valor ao qual o provador 
lássi
o não teriaa
esso. Isso é 
onsiderado �trapaça� e leva à rejeição da prova 
om alta proba-bilidade, 
omo veremos.Para fazer essa 
he
agem, ini
ialmente o veri�
ador subtrai Ri,j de Si,j para
ada i, j, 1 ≤ i ≤ m e 1 ≤ j ≤ N . Se R e S foram gerados por um provadorhonesto, eles são iguais e portanto S é apagado (todos os seus qubits �
amiguais a |0〉). Em seguida, o veri�
ador apli
a a transformação de Hadamard nos68



Algoritmo do Provador1a Fase1 R← H2Nmk |0〉2 ( RS )

←
(

I 0
I I

)( R
|0〉

)3 ( RP )

←
(

I 0
0 T

)( R
|0〉

)4 Envia R e P para o veri�
ador2a Fase5 Re
ebe u e Pu do veri�
ador6 Apli
a T−1
i,j em Pu (e S)7 Envia S para o veri�
adorAlgoritmo do Veri�
ador1a Fase1 Re
ebe R e P do provador2 Para i de 1 a m faça3 Se (Ri, Pi) é inválido então4 Rejeita a prova5 Para i de 1 a m faça6 ui ← rand(N)7 Envia u e Pu para o provador2a Fase8 Re
ebe S do provador9 S← S−R10 Apli
a Hadamard em 
ada qubit de Ru11 Se algum qubit de algum registrador de Ru é diferente de zero12 Rejeita a prova13 A
eita a provaFigura 6.3: Algoritmos do provador e do veri�
ador.69



registradores deRu. Se após isso todos os elementos deRu forem transformadosem |0〉, a prova é a
eita. Senão, ela é rejeitada.Se o provador é honesto, Ru não está entrelaçado 
om quaisquer outrosregistradores no momento da apli
ação das transformações. Em espe
ial, ele nãoestará entrelaçado 
om Pu, o que mostra que os polin�mios desses registradoressão independentes dos elementos de F em Ru. Logo, se φ é verdadeira e oprovador é honesto, o veri�
ador sempre a
eita a prova 
om esse proto
olo.Delimitação da probabilidade de erroVamos estudar agora a probabilidade de o veri�
ador ser enganado nos 
asosem que φ não é verdadeira. Para isso, vamos analisar os estados do sistema
onforme os passos do provador e do veri�
ador vão sendo exe
utados.Antes disso, vamos analisar 
omo o veri�
ador pode ser enganado nesseproto
olo. No 
aso do proto
olo 
lássi
o, o provador dependia da sorte para
onseguir 
onven
er o veri�
ador de que uma instân
ia falsa do QBF era ver-dadeira. Porém, se o provador de alguma forma 
onhe
esse pelo menos um valoraleatório que seria utilizado pelo veri�
ador em uma mensagem posterior, elepoderia es
olher um 
onjunto de polin�mios a serem enviados que o auxiliariama ludibriar o veri�
ador.No proto
olo 
lássi
o isso não pode o
orrer porque a geração de valores ale-atórios é feita pelo veri�
ador, e ela só o
orre no momento em que esses valoresvão ser enviados ao provador. No 
aso do proto
olo quânti
o que des
revemos,quem gera os estados 
om as superposições de interações 
lássi
as, in
luindo osvalores aleatórios, é o provador. Tendo a
esso aos valores aleatórios, o provadorpode tentar trapa
ear, es
olhendo polin�mios em função de valores que o pro-vador 
lássi
o des
onhe
e. Além disso, o provador pode não gerar de maneirahonesta os valores aleatórios (fazendo 
om que alguns valores sejam gerados
om probabilidade maior que outros, por exemplo).A análise da probabilidade de de
isão errada do veri�
ador baseia-se nessespontos. Vamos estudar a probabilidade de o veri�
ador ser enganado quando oprovador tenta fazer algum tipo de trapaça no proto
olo.Em seu primeiro passo, o provador envia R e P para o veri�
ador. O estadodo sistema nesse momento passa a ser
∑

R,P

α(R,P )|R〉|P 〉|ξ(R,P )〉. (6.5)Cada α(R,P ) é um número 
omplexo tal que∑R,P |α(R,P )|2 = 1 e |ξ(R,P )〉 éum vetor normalizado representando o estado dos qubits privados do provador70



que eventualmente estão entrelaçados 
om R e P. Desta
amos que, ao 
ontrá-rio do que a
onte
ia na seção anterior, aqui a somatória tem 
omo índi
es Re P e não somente R, pois não podemos garantir que de fato P é totalmentedeterminado por R (só temos essa garantia quando o provador é honesto).Como é do interesse do provador passar pelas 
he
agens do veri�
ador,podemos assumir que a superposição (6.5) 
ontém apenas pares (Ri, Pi) válidos(se houver pares inválidos, ou a prova vai ser rejeitada ou esses pares sumirãoapós a 
he
agem do veri�
ador).Depois, o veri�
ador envia o vetor aleatório u e os registradores de Pu. Oprovador exe
uta seu segundo passo e envia a matriz S, da qual o veri�
adorsubtrai a matriz R. Após essa operação, o estado do sistema passa a ser
∑

R,P u

β(R, u, P u)|R〉|P u〉|η(R, u, P u)〉, (6.6)onde novamente β(R,P u) é um número 
omplexo tal que∑R,P u |β(R, u, P u)|2 =
1 e |η(R, u, P u)〉 é o estado normalizado que des
reve os qubits privados doprovador e a matriz S (já subtraída de R), que agora está 
om o veri�
ador.Finalmente, o veri�
ador apli
a a transformação de Hadamard em todosos qubits de Ru e rejeita a prova se alguma dessas medições não tem 0 
omoresultado. Denotando por H⊗k a transformação unitária de Hadamard em kqubits (que é o tamanho de 
ada registrador em Ru), e denotando por l onúmero de registradores em Ru (ou seja, l =

∑m
i=1 (N − (ui + 1))), temos que aprobabilidade de a
eitação da prova (ou seja, de o valor medido pelo veri�
adorser 1) é dada por:

‖
∑

R,P u

β(R, u, P u)|Ru〉〈0|H⊗k|R1,u1〉 (6.7)
〈0|H⊗k|R1,u1+1〉 . . . 〈0|H⊗k|Rm,N〉|P u〉|η(R, u, P u)〉

∥

∥

2
.Ou seja, a 
ada par R,P u está asso
iado o estado puro |Ru〉|P u〉|η(R, u, P u)〉,e a amplitude de tal estado é dada pelo produto de β(R, u, P u) pelo nú-mero 〈0|H⊗k|Ri,j〉.Como 
ada registradorRi,j é 
omposto por k qubits, todo estado puro |Ri,j〉está asso
iado a um elemento de H2k . A apli
ação da transformação H⊗k emqualquer elemento de H2k resulta na superposição ∑x∈{0,1}k 2−k/2|x〉. Logo,para todo Ri,j , o número 〈0|H⊗k|Ri,j〉 é igual a 2−k/2. Dessa forma, temos que
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a expressão (6.7) é igual a:
2−lk

∥

∥

∥

∥

∥

∑

R,P u

β(R, u, P u)|Ru〉|P u〉|η(R, u, P u)〉
∥

∥

∥

∥

∥

2

= 2−lk
∑

Ru,P u

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∑

Ru

β(R, u, P u)|η(R, u, P u)〉

∥

∥

∥

∥

∥

∥

2

≤ 2−lk
∑

Ru,P u





∑

Ru

|β(R, u, P u)|





2

. (6.8)A igualdade entre a primeira e a segunda linha vale porque os vetores
|Ru〉|P u〉|η(R, u, P u)〉 são dois a dois ortogonais, e portanto a soma das nor-mas é igual à norma da soma desses vetores. Já a segunda relação segue dadesigualdade triangular.Logo, basta limitar essa última expressão, assumindo que u é es
olhidoaleatoriamente de maneira uniforme (podemos assumir esse fato pois quem geraesse vetor é o veri�
ador). Ini
ialmente, asso
iamos a 
ada registrador Ri,je Pi,j, 1 ≤ i ≤ m e 1 ≤ j ≤ N , uma variável aleatória que assume valores de Fde a
ordo 
om a probabilidade de eles serem obtidos por meio de uma mediçãono estado (6.5) do sistema (no 
aso do provador honesto, a variável Ri,j seguea distribuição uniforme, e portanto a obtenção dos elementos de F após umamedição é equiprovável).Ini
ialmente, a�rmamos que, no estado (6.6)

|β(R, u, P u)|2 = Pr [R = R,Pu = P u]para 
ada R e P u possíveis, pois R e Pu não são manipulados nos passosexe
utados entre o estado (6.5) e o estado (6.6). Assim, podemos rees
rever (6.8)
omo
2−lk

∑

Ru,P u





∑

Ru

√

Pr[R = R,Pu = P u]





2

. (6.9)Da de�nição de probabilidade 
ondi
ional, temos o seguinte:
Pr [R = R,Pu = P u] = Pr

[Ru = Ru,Ru = Ru,Pu = P u
]

= Pr [Ru = Ru,Pu = P u] Pr
[Ru = Ru|Ru = Ru,Pu = P u

]

.Para todo 
onjunto �nito S e função f : S → [0, 1], de�nimos θS(f) =
∑

s∈S

√

f(s). Para 
ada par Ru, P u, vamos de�nir uma função XRu,P u : F l →72



[0, 1], onde l é o número de elementos de Ru, 
omo sendo XRu,P u(Ru) =
Pr
[Ru = Ru|Ru = Ru,Pu = P u

].Assim sendo, para 
ada Ru, P u,




∑

R
u

√

Pr[R = R,Pu = P u]





2

= Pr [Ru = Ru,Pu = P u]





∑

R
u

√

Pr
[Ru = Ru|Ru = Ru,Pu = P u

]





2

= Pr [Ru = Ru,Pu = P u] (θF l(XRu,P u))2.Portanto, podemos rees
rever (6.9) 
omo
2−lk

∑

Ru,P u

Pr [Ru = Ru,Pu = P u] (θF l(XRu,P u))2. (6.10)Vamos de�nir agora eventos sobre as variáveis aleatórias (asso
iadas a Ri,je Pi,j) que de�nimos. Para 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ N − 1 e uma matriz R,de�nimos
Ai,j : Pi,j′ 
ontém um polin�mio distinto de Pi,j′(R) para todo j′ ≤ j masPi,j+1 
ontém Pi,j+1(R).Intuitivamente, Ai,j indi
a que o provador estava usando polin�mios in
orretos(i.e., polin�mios diferentes dos que um provador honesto enviaria) na 
omputa-ção da linha i mas utilizou Pi,j+1(R) na (j + 1)-ésima 
oluna dessa linha.Para 1 ≤ i ≤ m, de�nimos
Ai,N : Pi,j 
ontém um polin�mio distinto de Pi,j(R) para todo j ≤ N.Esse evento indi
a que, na 
omputação des
rita pela linha i, em nenhum mo-mento o provador utiliza um polin�mio 
orreto.Finalmente, de�nimos Bu =

⋃

1≤i≤m Ai,ui
. Esse evento indi
a que, tendosorteado o vetor u, o veri�
ador lo
aliza pelo menos uma das posições a partirdas quais o provador passou a utilizar polin�mios 
orretos.Para 
ada par Ru e P u, seja YRu,P u : F l → [0, 1] a função

YRu,P u(Ru) = Pr
[Ru = Ru | Ru = Ru,Pu = P u, Bu

]e ZRu,P u : F l → [0, 1] a função
ZRu,P u(Ru) = Pr

[Ru = Ru | Ru = Ru,Pu = P u,¬Bu
]

.73



Vale a seguinte relação:
XRu,P u(Ru) = Pr

[Ru = Ru | Ru = Ru,Pu = P u
]

= Pr
[

Bu,Ru = Ru | Ru = Ru,Pu = P u
]

+

Pr
[

¬Bu,Ru = Ru | Ru = Ru,Pu = P u
]

= Pr [Bu | Ru = Ru,Pu = P u] Pr
[Ru = Ru | Ru = Ru,Pu = P u, Bu

]

+

Pr [¬Bu | Ru = Ru,Pu = P u] Pr
[Ru = Ru | Ru = Ru,Pu = P u,¬Bu

]

.Daí, 
on
luímos que
XRu,P u = λuYRu,P u + (1− λu)ZRu,P upara λu = Pr [Bu|Ru = Ru,Pu = P u].Vamos mostrar agora que para todo par Ru, P u o número (1−nm2−k)2kl éum limitante inferior para o número de 
onjuntos de registradores Ru para osquais YRu,P u(Ru) = 0 (ou seja, o número de matrizesRu que não podem estar emRu quando Bu o
orre). Tal limitante será importante para que possamos limitarposteriormente o valor dos termos θF l(XRu,P u) que apare
em na equação (6.10).Fixados Ru, P u e i, vamos supor que o evento Ai,ui

o
orre. Como vimos naprova do teorema 4.3, Ri,ui
pode assumir no máximo n elementos de F que nãolevam o veri�
ador a rejeitar o polin�mio nesse 
aso no teste de 
onsistên
ia(dois polin�mios de grau no máximo n distintos 
oin
idem em no máximo npontos do domínio). Logo, o número de 
onjuntos Ru para os quais

Pr
[Ru = Ru|Ru = Ru,Pu = P u, Ai,ui

]

6= 0é no máximo n2k(l−1) (são n es
olhas possíveis para Ri,ui
e 2k(l−1) es
olhas pos-síveis para as demais posições). Como temos m valores de i, uma 
ota superiorpara o número de 
onjuntos Ru para os quais YRu,P u(Ru) 6= 0 é nm2k(l−1). Essaé uma 
ota superior para o número de 
onjuntos que podem 
ompor Ru quandoo
orre o evento Bu.Agora, vamos limitarPr[Bu] assumindo que u foi sorteado aleatoriamente demaneira uniforme. Em 
ada linha, podemos assumir que o provador �trapa
eia�pelo menos uma vez (ou seja, uma trapaça o
orre em pelo menos uma posiçãoem 
ada linha).Como 
ada linha tem N elementos, a probabilidade de o veri�
ador nãosortear uma posição em que uma trapaça o
orre em 
ada uma delas é no má-ximo N−1

N
. Logo, a probabilidade de o evento Bu o
orrer é dada por

Pr[Bu] ≥ 1−
(

1− 1

N

)m

> 1− e−m/N , (6.11)74



pois 1− 1
N
< e−N .Apresentamos agora um lema que será útil na parte �nal da prova.Lema 6.2. Sejam f, g : S → [0, 1] funções tais que ∑s∈S f(s) ≤ 1 e

∑

s∈S g(s) ≤ 1. Seja λ ∈ [0, 1] e seja r = |{s ∈ S|f(s) = 0}|. Então
θS(λf + (1− λ)g) ≤

√

(1− λ)r +
√

|S| − r.Demonstração. Ini
ialmente, observamos que, para toda função h : S → [0, 1]tal que ∑s∈S h(s) ≤ 1, temos que θS(h) =
∑

s∈S

√

h(s) ≤
√

|S|. De fato, asomatória ∑s∈S h(s) é máxima quando h(s) = 1
|S| para todo s em S, e nesse
aso 
laramente a somatória é igual a√|S|. De�nindo T = {s ∈ S | f(s) = 0},temos que

θS(λf + (1− λ)g) =
∑

s∈S

√

(λf + (1− λ)g)(s)

=
∑

s∈T

√

(1− λ)g(s) +
∑

s∈S\T

√

(λf + (1− λ)g(s)

=
√

(1− λ)θT (g) + θS\T (λf + (1− λ)g)

≤
√

(1− λ)|T |+
√

|S \ T |
=

√

(1− λ)r +
√

|S| − r,
omo queríamos, já que r = |T |.Utilizando o lema a
ima, temos que
2−lk(θF l(XRu,P u))2 = 2−lk(θF l(λuYRu,P u + (1− λu)ZRu,P u))2

≤ 2−lk

(

√

(1− λu)(2lk − nm2k(l−1)) +
√
nm2k(l−1)

)2

= 2−lk
(

(1− λu)(2
lk − nm2k(l−1)) + nm2k(l−1)

)

+

2−lk

(

2
√

(1− λu)(2lk − nm2k(l−1))nm2k(l−1)

)

≤ 1− λu + 2−knmλu + 2
√

(1− λu)(2−lk − nm2−k(l+1))nm2k(l−1)

≤ 1− λu + 2−knmλu + 2
√

(1− λu)(nm2−k − n2m22−2k)

≤ 1− λu(1− nm2−k) + 2
√

(1− λu)nm2−k(1− nm2−k)

≤ 1− Pr [Bu|Ru = Ru,Pu = P u] (1− nm2−k) + 2
√
nm2−k.Juntando-se (6.9), (6.10) e o resultado a
ima, temos que a probabilidade de75



o veri�
ador ser ludibriado é limitada por
2−lk

∑

Ru,P u

Pr [Ru = Ru,Pu = P u] (θF l(XRu,P u))2

≤
∑

Ru,P u

Pr [Ru = Ru,Pu = P u]

(

1− Pr [Bu|Ru = Ru,Pu = P u] (1− nm2−k) + 2
√
nm2−k

)

=
(

1 + 2
√
nm2−k

)

∑

Ru,P u

Pr [Ru = Ru,Pu = P u]−

(

1− nm2−k
)

∑

Ru,P u

Pr [Ru = Ru,Pu = P u] Pr [Bu|Ru = Ru,Pu = P u]

=
(

1 + 2
√
nm2−k

)

−
(

1− nm2−k
)

∑

Ru,P u

Pr [Bu,Ru = Ru,Pu = P u]

= 1 + 2
√
nm2−k −

(

1− nm2−k
)

Pr [Bu]

≤ 1− (1− e−m/N )(1− nm2−k) + 2
√
nm2−k,onde a última desigualdade vale por (6.11). Es
olhendo m e k 
omo sendopolin�mios su�
ientemente grandes em função do tamanho da entrada n, (porexemplo, m = (n+ 1)N e k = 2n+ dm+ 6), a probabilidade de o provador serludibriado é menor que 2−n.
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Capítulo 7Simulações de Sistemas InterativosQuânti
osNesse 
apítulo, apresentamos alguns resultados de Kitaev e Watrous [KW00℄ en-volvendo simulações de SIQPs por outros SIQPs, de modo a reduzir o númerode tro
as de mensagens ne
essárias para a de
isão de linguagens.Ini
ialmente mostramos 
omo um SIQP em que tanto a a
eitação 
omoa rejeição são feitas 
om alguma probabilidade de erro pode ser simulada poroutro SIQP em que as rejeições sempre são feitas 
orretamente. Por �m, mos-tramos que todo SIQP que utiliza uma quantidade polinomial de mensagenspode ser simulado por outro SIQP que realiza apenas três tro
as de mensagens.Este último resultado 
ompõe uma forte evidên
ia da superioridade do modeloquânti
o de 
omputação em relação ao 
lássi
o, para o qual não se 
onhe
eainda resultados análogos.7.1 Eliminação de rejeição in
orretaNessa seção, mostramos que se temos um SIQP que tanto a
eita 
omo rejeitaerroneamente, mas 
om alguma delimitação nas probabilidades de resposta er-rada, então podemos montar um novo sistema que nun
a devolve uma rejeiçãoin
orreta utilizando o proto
olo original e duas mensagens adi
ionais. Paramostrar tal resultado, vamos primeiro apresentar uma de�nição estendida dossistemas interativos quânti
os de prova.Para funções m : Z+ → N e a, b : Z+ → [0, 1], denotamos por QIP(m, a, b)a 
lasse de linguagens L para as quais existe um veri�
ador V de m mensagenstal que1. Existe um provador P de m mensagens tal que, para qualquer x em L,77



(P, V ) a
eita x 
om probabilidade limitada inferiormente por a(|x|).2. Para qualquer provador P de m mensagens e para qualquer x /∈ L, (P, V )a
eita x 
om probabilidade limitada superiormente por b(|x|).Apresentamos agora o resultado prin
ipal dessa seção, seguindo a exposiçãode Kitaev e Watrous [KW00℄.Teorema 7.1. Sejam um polin�mio em uma variável e seja a : Z+ → [0, 1] umafunção para a qual existe uma família uniformemente polinomial de 
ir
uitos
{Q1n} tal que Q1n 
al
ula a transformação unitária Ta(n), dada por

Ta(n)(|0〉) =
√

a(n)|0〉 −
√

1− a(n)|1〉,
Ta(n)(|1〉) =

√

1− a(n)|0〉 −
√

a(n)|1〉.Então, para b : Z+ → [0, 1] tal que b(n) < a(n) para todo n, QIP(m, a, b) ⊆
QIP(m+ 2, 1, 1− (a− b)2).Demonstração. Seja L uma linguagem de QIP(m, a, b). Pela de�nição, existeum veri�
ador de m mensagens e um provador de m mensagens tais que o pro-vador faz 
om que o veri�
ador a
eite uma entrada x, onde x ∈ L e |x| = n,
om probabilidade limitada inferiormente por a(n). Vamos assumir que o veri-�
ador e o provador são tais que a probabilidade de o veri�
ador a
eitar x se
x ∈ L é exatamente igual a a(n). Caso essa probabilidade seja a(n)′ ≥ a(n),basta que o veri�
ador, ao atingir um estado de a
eitação, faça um sorteio alea-tório em que |0〉 é obtido 
om probabilidade a(n)/a(n)′ e |1〉 
om probabilidade
1− a(n)/a(n)′. Se o valor obtido após esse sorteio for |0〉, ele a
eita a entrada,senão ele rejeita.Para mostrar que L é uma linguagem de QIP(m+ 2, 1, 1− (a− b)2), utili-zamos o proto
olo 
ujo algoritmo do veri�
ador des
revemos a seguir.Vamos denotar por R o 
onjunto de registradores utilizados pelo veri�
adordo proto
olo original. Sejam B e B' dois registradores que serão utilizados peloveri�
ador do novo proto
olo. Os registradores B e B' são ini
ializados 
om |0〉e naturalmente não são alterados pelo proto
olo original.Primeiramente, o proto
olo original é exe
utado, mas o veri�
ador não de-volve a resposta. Suponha que |ψ〉 = αacc|ψacc〉 + αrej|ψrej〉 des
reve o estadode R e dos registradores privados do provador original após a exe
ução do pro-to
olo original, onde |ψacc〉 e |ψrej〉 representam, respe
tivamente, as projeçõesnormalizadas de |ψ〉 nos estados de a
eitação e rejeição do proto
olo original.Nesse momento, o veri�
ador in
rementa os registradoresB eB' nos estadosbási
os armazenados em R que levam o veri�
ador a rejeitar a entrada no78



proto
olo original (ou seja, nos estados que estão na superposição |ψrej〉). Apóso in
remento de B e B', o estado do sistema será
|ψ〉 = αacc|00〉|ψacc〉+ αrej|11〉|ψrej〉.Feito isso, o veri�
ador envia os registradores B' e R ao provador novo. Aore
ebê-los, o provador realiza alguma transformação unitária U nesses qubits.O estado do sistema passa a ser

|ψ′〉 = αacc|0〉U(|0〉|ψacc〉) + αrej|1〉U(|1〉|ψrej〉).Após apli
ar essa operação, o provador envia B' ao veri�
ador, que realiza aoperação B′ = B′ −B. O estado do sistema passa a ser
|ψ′′〉 = αacc|0〉|φacc〉+ αrej|1〉|φrej〉,onde |φacc〉 é o estado U(|0〉|ψacc〉) e |φrej〉 é o estado U(|1〉|ψrej〉), mas 
om B′já alterado pela operação B′ = B′ −B (ou seja, 
om B′ 
omplementado).Por �m, o veri�
ador apli
a Ta(n) em B. Denotando por ||φ〉| o número dequbits do registrador que 
ontém |φ〉, o estado obtido será

Ta(n) ⊗ I||φ〉|(|ψ′′〉) = αacc

(

√

a(n)|0〉|φacc〉+
√

1− a(n)|1〉|φacc〉
)

+

αrej

(

√

1− a(n)|0〉|φrej〉+
√

a(n)|1〉|φrej〉
)

.Nesse estado, o veri�
ador mede B. Se o 
onteúdo obtido for |0〉, ele a
eita aentrada, e se for |1〉, rejeita. Logo, a probabilidade de o veri�
ador a
eitar aentrada x é dada por
∥

∥

∥
αacc

√

a(n)|φacc〉+ αrej

√

1− a(n)|φrej〉
∥

∥

∥

2

. (7.1)Suponha que x ∈ L. Como L ∈ QIP(m, a, b), temos que αacc =
√

a(n) e
αrej =

√

1− a(n). Nesse 
aso, uma estratégia adequada para o provador seriaes
olher uma transformação U tal que U(|0〉|ψacc〉) = |0〉|γ〉 e U(|1〉|ψrej〉) =
|1〉|γ〉, onde |γ〉 é um estado arbitrário. Desta
amos que U não altera o 
onteúdode B'. Dessa maneira, |φacc〉 = |φrej〉, pois B′ passa a ser zero nos dois estadoapós a operação B′ = B′ − B, e a probabilidade (7.1) assume o valor 1, 
omoqueríamos.Suponha agora que x /∈ L. Lembrando que a média geométri
a é menor ouigual que a média aritméti
a e que αrej =

√

1− α2
acc, temos que a probabilidade79



de o veri�
ador a
eitar a entrada é dada por
(

αacc

√

a(n) + αrej

√

1− a(n)
)2

= α2
acca(n) + 2αaccαrej

√

a(n)− a(n)2 + α2
rej(1− a(n))

= α2
acca(n) + 2αacc

√

1− α2
acc

√

a(n)− a(n)2 + (1− α2
acc)(1− a(n))

= α2
acca(n) + 2αacc

√

1− α2
acc

√

a(n)− a(n)2 + 1− a(n)− α2
acc + α2

acca(n)

= 2α2
acca(n) + 2

√

α2
acc − α4

acc

√

a(n)− a(n)2 + 1− a(n)− α2
acc

≤ 2α2
acca(n) +

2 (α2
acc − α4

acc + a(n)− a(n)2)

2
+ 1− a(n)− α2

acc

= 1− a(n)2 + 2α2
acca(n)− α4

acc

= 1−
(

a(n)− α2
acc

)2
.Como αacc ≤

√

b(n), temos que a probabilidade a
ima é limitada por 1−(a(n)−
b(n))2, 
omo queríamos. Logo, QIP(m, a, b) ⊆ QIP(m+ 2, 1, 1− (a− b)2).7.2 Paralelização de SIQPsO objetivo dessa seção é mostrar que um SIQP que utiliza uma quantidadepolinomial de tro
as de mensagens pode ser simulado por outro que utilizaapenas três tro
as de mensagens. Antes, apresentamos algumas de�nições queserão úteis nessa demonstração.Uma mistura é uma 
oleção {(pk, |φk〉)} de�nida num espaço Ht onde osvalores pk são números reais não-negativos tais que ∑k pk = 1 e 
ada |φk〉 éuma superposição de Ht. Asso
iamos a uma mistura um operador de densidade(ou matriz de densidade) ρ =

∑

k pk|φk〉〈φk|. O 
onjunto dos operadores dedensidade num espaço de Hilbert H é denotado por D(H). Esses operadores dedensidade são sempre semi-de�nidas e têm traço unitário.Os operadores de densidade são muito 
onvenientes quando queremos estu-dar sistemas quânti
os 
ujos estados não são 
ompletamente 
onhe
idos. Porém,
omo formulação matemáti
a, o operador de densidade é equivalente ao vetorde superposições ([NC00℄). Mais ainda: para 
ada operador de densidade ρ,existe uma superposição |ψ〉 tal que ρ = |ψ〉〈ψ|.Uma operação importante envolvendo operadores de densidade é a de traço-remoção, de�nida da seguinte maneira: dado um operador de densidade ρ ∈
D(H ⊗ K), uma base ortonormal qualquer {|e1〉, . . . , |en〉} de K e denotandopor IH a matriz identidade de dimensão igual a do espaço H, a operação de80



traço-remoção é dada por
trK ρ =

n
∑

j=1

(IH ⊗ 〈ej |)ρ(IH ⊗ |ej〉).Esta operação é importante porque eventualmente estamos interessados so-mente em um sub
onjunto dos qubits de um sistema quânti
o. Se ρ é umoperador de densidade de�nido num espaço H⊗K, então trK ρ é o operador dedensidade em H asso
iado a ρ quando ignoramos os qubits do espaço K.Apresentamos agora um exemplo que mostra a relação entre superposições emisturas, bem 
omo um 
aso de uso da operação de traço-remoção. Considere oestado |φ〉 = 1√
2
|000〉+ 1

2
|001〉+ 1

2
|010〉. Tal estado pode ser des
rito pela mistura

{(1
2
, |000〉), (1

4
, |001〉), (1

4
, |010〉)}, onde 
ada um dos estados puros também é umestado bási
o. O operador de densidade asso
iado a essa mistura é dado abaixo:

ρ =
∑

k∈{0,1}3

ρk|k〉〈k| =

























1
2

0 0 0 0 0 0 0
0 1

4
0 0 0 0 0 0

0 0 1
4

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

























.

Vamos realizar agora a operação de traço-remoção do ter
eiro qubit de |φ〉.
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Como esse qubit está em H2, seguindo a de�nição, temos o seguinte:
trH2 ρ =

∑

k∈{0,1}
(IH4 ⊗ 〈k|) ρ (IH4 ⊗ |k〉)

= I4 ⊗
(

1 0
)

ρ I4 ⊗
(

1
0

)

+ I4 ⊗
(

0 1
)

ρ I4 ⊗
(

0
1

)

=









1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0









ρ

























1 0 0 0
0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

























+









0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1









ρ

























0 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 1

























=









1
2

0 0 0
0 1

4
0 0

0 0 0 0
0 0 0 0









+









1
4

0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0









=









3
4

0 0 0
0 1

4
0 0

0 0 0 0
0 0 0 0









.Por �m, dizemos que F (ρ, ξ) =
∥

∥

√
ρ
√
ξ
∥

∥

2

tr
é a �delidade entre dois ope-radores de densidade ρ e ξ de�nidos num mesmo espaço de Hilbert, onde

‖X‖tr = tr
√
X†X. Uma matriz B é raiz de uma matriz T se T = BB. Araiz de uma matrizes de densidade sempre está de�nida, pois ela é hermitiana.Partimos agora para a demonstração do resultado prin
ipal dessa seção.Teorema 7.2. Sejam um polin�mio e seja ǫ : Z+ → [0, 1] uma função qualquer.Então QIP(m, 1, 1− ǫ) ⊆ QIP(3, 1, 1− ǫ2

4m2 ).82



Demonstração. Seja x ∈ Σ∗ e L uma linguagem em QIP(m, 1, 1 − ǫ). Vamosapresentar um proto
olo 
om o qual L é de
idida utilizando três tro
as demensagem. Para isso, vamos utilizar 
omo base o proto
olo de m tro
as demensagens que por hipótese já é 
onhe
ido. Tal proto
olo será referen
iadodaqui para frente 
omo o proto
olo original.Assumimos sem perda de generalidade que m é ímpar. Logo, o provadoré o primeiro a enviar uma mensagem no proto
olo original. Se no proto
olooriginal o valor de m era par, a
res
entamos uma primeira mensagem enviadapelo provador, que é 
omposta por um úni
o qubit no estado |0〉. Ajustamostambém o veri�
ador para que rejeite a prova se o qubit enviado pelo provadorna primeira mensagem, ao ser medido, não resultar em 0. Assumimos assimque m ≥ 5. Dessa forma, temos que k = (m + 1)/2 é o número de 
ir
uitosutilizados pelo provador e pelo veri�
ador.Como L ∈ QIP(m, 1, 1− ǫ), existe uma seqüên
ia de 
ir
uitos V1, . . . , Vk doveri�
ador tal que1. se x ∈ L, existe uma seqüên
ia de 
ir
uitos P1, . . . , Pk do provador talque (P, V ) sempre a
eita x.2. se x /∈ L, para qualquer seqüên
ia de 
ir
uitos P1, . . . , Pk do provador,
(P, V ) a
eita x 
om probabilidade limitada superiormente por 1− ǫ.O proto
olo original utiliza os seguintes registradores: o registrador V dequbits privados do veri�
ador; o registrador P de qubits privados do provador;e o registradorM de qubits de 
omuni
ação do sistema. Denotamos por V o es-paço de Hilbert no qual estão 
ontidos os vetores que des
revem o registradorV,por P o espaço 
orrespondente ao registrador P e porM o espaço 
orrespon-dente ao registradorM. Por �m, denotamos por 2v, 2m e 2p as dimensões de V,

M e P, respe
tivamente.Tanto os 
ir
uitos V ′

1 , . . . , V
′

k 
omo os 
ir
uitos P ′

1, . . . , P
′

k são operadoresno espaço V ⊗M⊗ P. Porém, 
ada 
ir
uito V ′

i atua sobre os registradores Ve M e mantém o 
onteúdo dos registradores de P inalterados, enquanto 
ada
ir
uito Pi atua sobre os registradores P eM e mantém o 
onteúdo dos registra-dores de V inalterados. Assim, a rigor temos que 
ada V ′

i pode ser es
rito 
omoum operador Vi⊗I2p e que 
ada P ′

i pode ser es
rito 
omo um operador I2v ⊗Pi.Denotamos por Π
′

init a projeção de um vetor de V ⊗M⊗P em outro vetortal que os qubits de V são todos iguais a |0〉 (ou seja, 
orresponde à projeçãodo vetor no subespaço gerado pelos elementos da base de V ⊗M⊗ P onde as
oordenadas referentes ao espaço V são iguais a zero). O vetor resultante dessaprojeção será denotado por |ψinit〉.Denotamos por Π
′

acc a projeção de um vetor de V ⊗ M ⊗ P em outrovetor que é uma 
ombinação linear de um sub
onjunto de elementos da base83



Qubits
Privados

do Provador

Qubit de sáıda

Qubits de
Comunicação

Qubits
Privados

do Verificador

P
′

1|0〉 P
′

2V
′

1P
′

1|0〉

V (x, 1) V (x, 2)

P (x, 1) P (x, 2)

Figura 7.1: Esquema de apli
ação dos 
ir
uitos do provador e do veri�
ador.de V ⊗M⊗P 
hamados de estados de a
eitação. Ou seja, é uma projeção nosestados em que o qubit de saída é 1.Na práti
a, tanto Π
′

init 
omo Π
′

acc são apli
adas apenas nos registradoresque 
ompõem o espaço V ⊗ M, mantendo os registradores 
orrespondentesa P inalterados. Dessa forma, podemos rees
rever as duas projeções na forma
Π

′

acc = Πacc ⊗ I2p e Π
′

init = Πinit ⊗ I2p .O proto
olo em questão utiliza três 
onjuntos de registradores V1, . . . ,Vk,M1, . . . ,Mk e P1, . . . ,Pk. A idéia é que os registradores Vi,Mi e Pi servirãopara armazenar o vetor P ′

iV
′

i−1P
′

i−1 . . . V
′

1P
′

1|0〉. A �gura 7.2 ilustra a idéia.Com isso, já introduzimos a notação ne
essária para apresentar o proto
olodo veri�
ador.O proto
olo e a a
eitação de instân
ias verdadeirasVamos agora des
rever em detalhes o fun
ionamento do proto
olo, mostrandoque se x está em L, então existe um provador que faz o veri�
ador a
eitar aprova sempre. Nas �guras 7.3 e 7.2, apresentamos os algoritmos do veri�
adore do provador, respe
tivamente, para mostrar o fun
ionamento do proto
olo.Nesse proto
olo, as operações são realizadas num espaço de dimensão
2k(v+m+p)+1+⌈lg(k−1)⌉. Isso porque temos k registradores de V, de M e de P,um qubit B e um registrador de ⌈lg(k − 1)⌉ qubits (que vai ser utilizado paraarmazenar um número r). Aqui, B e r são registradores privados do veri�
adore os k registradores de P são privados do provador. Os demais são registradoresde 
omuni
ação.Quando nos referirmos a uma operação num espaço de dimensão inferior a84



Algoritmo do Provador01 {V1,M1,P1} ← P1|ψinit〉02 Para i de 1 até k − 1 faça03 {Vi+1,Mi+1,Pi+1} ← Pi+1ViPi . . . V1P1|ψinit〉04 Envia V1, . . . ,Vk e M1, . . . ,Mk para o veri�
ador.05 Re
ebe Mr,Mr+1, B
′ e r do veri�
ador06 Apli
a Pr+1 em (Mr,Pr)07 Apli
a tro
a 
ontrolada em ((Mr,Pr), (Mr+1,Pr+1), B

′)08 Envia B′ para o veri�
adorFigura 7.2: Algoritmo do provador.
2k(v+m+p)+1+⌈lg(k−1)⌉, o que estamos fazendo na verdade é a omissão da operaçãode produto tensorial 
om matrizes identidade de dimensão adequada.O provador 
omeça ini
ializando os registradores V1,V2, . . . ,Vk eM1,M2, . . . ,Mk. Para isso, ele ini
ializa 
ada um destes registradores 
omzero e simula o proto
olo original utilizando as seqüên
ias de transformações(i.e., as seqüên
ias de 
ir
uitos) P ′

1, . . . , P
′

k e V ′

1 , . . . , V
′

k que levam o veri�
adororiginal a a
eitar a entrada sempre. Mais exatamente, ele ini
ializaVi,Mi e Pi
om P
′

iV
′

i−1P
′

i−1 . . . V
′

1P
′

1|0〉.O veri�
ador por sua vez 
omeça a fazer suas 
he
agens após re
eber amensagem do provador, que 
ontém os registradores V1, . . . ,Vk e M1, . . . ,Mk.Ini
ialmente, ele faz a medição de (V1,M1) para 
he
ar se V1 = 0. Logo emseguida, o veri�
ador apli
a Vk em (Vk,Mk) e mede o qubit de saída para 
he
arse ele é 1.Se em alguma dessas medições o veri�
ador não obtém o resultado esperado(ou seja, se na primeira medição ele obteve um valor diferente de 0 ou se naúltima ele obteve um valor diferente de 1), a prova é rejeitada. Esse não será o
aso se o provador ini
ializou registradores 
omo des
rito anteriormente.Ao �nal dessa primeira fase de testes, o veri�
ador apli
a V †
k em (Vk,Mk).Essa operação é a inversa de Vk, e quando é apli
ada no par de registradores

(Vk,Mk) (que tinham sido alterados após a apli
ação de Vk), faz 
om que osdois registradores voltem ao que eram anteriormente (no momento em que oprovador os enviou para o veri�
ador, a menos das medições).Assim, se a entrada não é rejeitada, as duas primeiras 
he
agens do veri�-
ador 
orrespondem à apli
ação das projeções Πinit em (V1,M1) e à apli
açãode Vk, seguida de Πacc e seguida de V †
k em (Vk,Mk). O efeito é deixar o sistemano estado |ψinit〉. 85



Algoritmo do Veri�
ador01 Re
ebe V1, . . . ,Vk e M1, . . . ,Mk do provador.02 Se algum qubit de V1 é diferente de zero03 Rejeita a prova04 Apli
a Vk em (Vk,Mk)05 Se (Vk,Mk) não 
ontém um estado em que o qubit de saída é igual a 106 Rejeita a prova07 Apli
a V †
k em (Vk,Mk)08 Sorteia r em {1, . . . , k − 1}09 Prepara (B,B′) = 1√

2
(|0〉|0〉+ |1〉|1〉)10 Apli
a Vr em (Vr,Mr)11 Apli
a tro
a 
ontrolada em (Vr,Vr+1, B)12 Envia Mr,Mr+1, B

′ e r para o provador13 Re
ebe B′ do provador14 Apli
a negação 
ontrolada em (B,B′)15 Apli
a Hadamard em B16 Se B for diferente de zero17 Rejeita a prova18 A
eita a provaFigura 7.3: Algoritmo do veri�
ador.
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Em seguida, o veri�
ador sorteia aleatoriamente um número r no 
on-junto {1, 2, . . . , k−1} e ini
ializa o qubit B no estado 1√
2
(|0〉+ |1〉) (que até esseponto estava no estado |0〉), utilizando a transformação de Hadamard em B.Feito isso, o veri�
ador apli
a Vr em (Vr,Mr).Após realizar essa transformação, o veri�
ador faz uma tro
a 
ontroladaentre Vr e Vr+1 utilizando B 
omo 
ontrolador (Vr e Vr+1 �tro
am� de posiçãonos estados em que B é |1〉). Seja |t〉 o estado de Vr após a apli
ação de Vr, |y〉o estado de Vr+1 e |z〉 o estado dos outros registradores do sistema (menos oqubit B) após a exe
ução da linha 11 do algoritmo do veri�
ador. Nesse ponto,o estado do sistema é

|φ〉 =
1√
2

(|0〉|t〉|y〉|z〉+ |1〉|y〉|t〉|z〉) .Se o provador seguiu o esquema a
ima, a tro
a realizada na linha 11 não modi�
ao 
onteúdo dos registradores Vr e Vr+1 (ou seja, |t〉 = |y〉).Nesse ponto, o veri�
ador envia sua mensagem ao provador. Essa mensagemvai 
onter Mr (já modi�
ado por Vr), Mr+1, B′ e r.Após re
eber tais registradores, o provador apli
a a transformação Pr+1em (Mr,Pr). Utilizando o registrador Pr 
orreto (i.e., se Pr for o r-ésimo
onteúdo dos qubits do provador no proto
olo original), Mr passa a �
ar iguala Mr+1 e Pr �
a igual a Pr+1.Em seguida, o provador faz uma tro
a 
ontrolada entre (Mr,Pr) e
(Mr+1,Pr+1) utilizando B′ 
omo qubit de 
ontrole. Tal operação não alterao 
onteúdo dos registradores nesse 
aso. Feito isso, o provador envia uma men-sagem para o provador 
ontendo o qubit B′.Após re
eber B′ do provador, o veri�
ador realiza uma negação 
ontroladaem (B,B′) (o 
onteúdo de B′ é �invertido� nos estados em que B é |1〉). Comoo provador não altera o 
onteúdo de B′, após essa operação B �
a no estado
1√
2
(|0〉+ |1〉), e B′ �
a no estado puro |0〉.Por �m, o veri�
ador apli
a a transformação de Hadamard em B. Após aapli
ação da matriz de Hadamard no qubit B, o estado do sistema passa a sero vetor |φ′〉, dado por

1√
2

(

1√
2
|0〉|t〉|y〉|z〉+ 1√

2
|1〉|t〉|y〉|z〉

)

+
1√
2

(

1√
2
|0〉|y〉|t〉|z〉 − 1√

2
|1〉|y〉|t〉|z〉

)

.Logo, 
omo |y〉 = |y〉, o que temos na verdade é |φ′〉 = |0〉|y〉|y〉|z〉 e 
ertamentea prova não é rejeitada nas linhas 13-14 do algoritmo do veri�
ador. Ou seja,no �nal da interação, o veri�
ador a
eita a entrada.87



Limitação da probabilidade de erroVamos analisar agora o 
aso em que a entrada x não perten
e à linguagem, es-tabele
endo uma 
ota superior para a probabilidade de a
eitação in
orreta peloveri�
ador no proto
olo apresentado. Neste 
aso, sabemos que, qualquer queseja a seqüên
ia de 
ir
uitos P1, . . . , Pk utilizada pelo provador, a probabilidade
om a qual o veri�
ador a
eita x é limitada superiormente por 1− ǫ.Assim 
omo no artigo de Kitaev e Watrous [KW00℄, aqui utilizaremos asseguintes proposições. A proposição 7.3 foi provada por Jozsa [Joz94℄ e a pro-posição 7.5 foi provada por Hughston et al. [HJW93℄.Proposição 7.3. Sejam H e K espaços de Hilbert tais que dim(H) ≤ dim(K)(onde dim(V ) denota a dimensão do espaço V ), e sejam φ1, φ2 ∈ D(H) (ouseja, matrizes de densidade de�nidas em H). Então F (φ1, φ2) = max{|〈ξ|γ〉|2},onde o máximo é es
olhido dentre todos os estados |ξ〉, |γ〉 ∈ H ⊗ K tais que
trK |ξ〉〈ξ| = φ1 e trK |γ〉〈γ| = φ2. Equivalentemente, para η = min{‖|ξ〉 − |γ〉‖},onde o mínimo é es
olhido dentre todos os estados |ξ〉, |γ〉 ∈ H ⊗ K tais que
trK |ξ〉〈ξ| = φ1 e trK |γ〉〈γ| = φ2, temos F (φ1, φ2) = (1− η2/2)2. �Proposição 7.4. Se |φ〉, |ψ〉 ∈ H⊗K são tais que trK |φ〉〈φ| = trK |ψ〉〈ψ|, entãoexiste um operador unitário U no espaço de Hilbert K tal que (Idim(H)⊗U)|φ〉 =
|ψ〉. �Proposição 7.5. Se |φ〉, |ψ〉 ∈ H⊗K são tais que trK |φ〉〈φ| = trK |ψ〉〈ψ|, entãoexiste um operador unitário U no espaço de Hilbert K tal que (I ⊗U)|φ〉 = |ψ〉.
� Observe que dim(V) ≤ dim(M⊗ P). Lembrando que k é o número de
ir
uitos nas seqüên
ias do veri�
ador e do provador e que m é o número detro
as de mensagens do proto
olo original, 
omo 1 ≤ r ≤ k − 1 para k =
(m + 1)/2, esse sorteio 
onsome ⌈lg(k − 1)⌉ qubits. Como o veri�
ador doproto
olo original tem pelo menos um qubit privado (o qubit de de
isão) e
omo existe pelo menos um qubit de 
omuni
ação no proto
olo original, temosque o espaço M tem pelo menos 2k ≥ 1 + ⌈lg(k − 1)⌉ qubits, e portanto
dim(V) ≤ dim(M⊗P).Utilizando essas duas proposições, vamos provar um lema que será útil naanálise desse proto
olo.Lema 7.6. Sejam ρ1, . . . , ρk elementos de D(V ⊗M) tais que ρ1 = Πinitρ1Πinite ρk = (V †

k ΠaccVk)ρk(V
†
k ΠaccVk). Nesse 
aso, temos que

k−1
∑

j=1

√

F (trM VjρjV
†
j , trM ρj+1) ≤ k − 1− ǫ2

8(k − 1)
.88



Demonstração. Sabemos que dim(V) ≤ dim(M⊗ P) e que tanto trM VjρjV
†
j
omo trM ρj+1 são elementos de D(V). Assim, pela proposição 7.3, para 1 ≤

j ≤ k − 1, existem vetores |ξj〉, |γj〉 no espaço V ⊗M⊗P tais que1. trM⊗P |ξj〉〈ξj| = trM VjρjV
†
j ;2. trM⊗P |γj〉〈γj| = trM ρj+1;3. ‖|ξj〉 − |γj〉‖ = ηj ,onde 
ada ηj é um número real não-negativo tal que

ηj =

√

2− 2

√

F
(

trM VjρjV
†
j , trM ρj+1

)

,ou seja,
F
(

trM VjρjV
†
j , trM ρj+1

)

=

(

1−
η2

j

2

)2

.Por �m, sejam |ψ1〉, . . . , |ψk〉 vetores do espaço V⊗M⊗P tais que trP |ψj〉〈ψj | =
ρj , para 1 ≤ j ≤ k.Como trP |ψj〉〈ψj | = ρj para 
ada j, é 
laro que trM⊗P |ψj〉〈ψj | = trM ρj ,e portanto trM⊗P |γj〉〈γj| = trM⊗P |ψj+1〉〈ψj+1|. Assim, pela proposição 7.5,existe uma transformação unitária Qj+1 no espaço M ⊗ P tal que (I2v ⊗
Qj+1)|γj〉 = |ψj+1〉.Analogamente, 
omo trM⊗P (Vj ⊗ I2p)|ψj〉〈ψj|(I2p ⊗ V †

j ) = trM VjρjV
†
j , en-tão trM⊗P (Vj ⊗ I2p)|ψj〉〈ψj|(I2p ⊗ V †

j ) = trM⊗P |ξj〉〈ξj|. Logo, pela proposi-ção 7.5, existe uma transformação unitária Rj+1 no espaço M ⊗ P tal que
(I2v ⊗ Rj+1)(Vj ⊗ I2p)|ψj〉 = |ξj〉.Podemos de�nir P ′

1 de modo que P ′

1|ψinit〉 = |ψ1〉, onde P ′

1 = I2v ⊗ P1 paraalgum P1. Em outras palavras, P ′

1 manipula apenas os qubits que de�nem oespaço M⊗ P, e mantém os qubits do veri�
ador (que estão todos zerados).Por �m, seja Pj+1 = Qj+1Rj+1 para 1 ≤ j ≤ k − 1 e P ′

j+1 = I2v ⊗ Pj+1.Para 1 ≤ j ≤ k − 1 temos
∥

∥

∥
P

′

j+1V
′

j |ψj〉 − |ψj+1〉
∥

∥

∥
= ‖(I2v ⊗Qj+1)(I2v ⊗ Rj+1)(Vj ⊗ I2p)|ψj〉 − |ψj+1〉‖
= ‖(I2v ⊗Qj+1)|ξj〉 − |ψj+1〉‖
= ‖(I2v ⊗Qj+1)|ξj〉 − (I2v ⊗Qj+1)|γj〉‖
= ‖(I2v ⊗Qj+1) (|ξj〉 − |γj〉)‖
= ‖|ξj〉 − |γj〉‖ = ηj.89



Desta maneira, utilizando a desigualdade triangular, temos que a norma
∥

∥P
′

kV
′

k−1 . . . P
′

1|ψinit〉 − |ψk〉
∥

∥ é limitada superiormente por
∥

∥

∥
P

′

kV
′

k−1 . . . V
′

1P
′

1|ψinit〉 − |ψk〉
∥

∥

∥
=
∥

∥

∥
P

′

kV
′

k−1 . . . V
′

1 |ψ1〉 − |ψk〉
∥

∥

∥

=
∥

∥

∥
P

′

kV
′

k−1 . . . V
′

1 |ψ1〉 − P
′

kV
′

k−1 . . . P
′

3V
′

2 |ψ2〉+ P
′

kV
′

k−1 . . . P
′

3V
′

2 |ψ2〉 − |ψk〉
∥

∥

∥

≤
∥

∥

∥
P

′

kV
′

k−1 . . . P
′

3V
′

2 (P
′

2V
′

1 |ψ1〉 − |ψ2〉)
∥

∥

∥
+
∥

∥

∥
P

′

kV
′

k−1 . . . P
′

3V
′

2 |ψ2〉 − |ψk〉
∥

∥

∥

=
∥

∥

∥
P

′

2V
′

1 |ψ1〉 − |ψ2〉
∥

∥

∥
+
∥

∥

∥
P

′

kV
′

k−1 . . . P
′

3V
′

2 |ψ2〉 − |ψk〉
∥

∥

∥

= η1 +
∥

∥

∥
P

′

kV
′

k−1 . . . P
′

3V
′

2 |ψ2〉 − |ψk〉
∥

∥

∥...
=

k−2
∑

i=1

ηi +
∥

∥

∥
P

′

kV
′

k−1|ψk−1〉 − |ψk〉
∥

∥

∥
=

k−1
∑

i=1

ηi.Observando que V
′

k é uma transformação unitária e que transforma-ções unitárias não alteram normas de vetores, podemos 
on
luir que
∥

∥P
′

kV
′

k−1 . . . P
′

2V
′

1 |ψ1〉 − |ψk〉
∥

∥ =
∥

∥V
′

kP
′

kV
′

k−1 . . . P
′

2V
′

1 |ψ1〉 − V ′

k |ψk〉
∥

∥. Além disso,
omo uma projeção nun
a aumenta a norma de um vetor, temos que
∥

∥

∥
Π

′

accV
′

kP
′

kV
′

k−1 . . . P
′

2V
′

1 |ψ1〉 − Π
′

accV
′

k |ψk〉
∥

∥

∥
≤

k−1
∑

j=1

ηj .Como ρk =
(

V †
k ΠaccVk

)

ρk

(

V †
k ΠaccVk

), a superposição |ψk〉 representada par-
ialmente pela matriz de densidade ρk 
ontém apenas estados de a
eitação, ouseja, tem |0〉 no qubit de saída. Do 
ontrário, a apli
ação da transformação V †
kapós a projeção resultaria numa matriz de densidade distinta de ρk. Dessaforma, podemos 
on
luir que ∥∥Π′

accV
′

k |ψk〉
∥

∥ = 1. Portanto, temos que
1 =

∥

∥

∥
Π

′

accV
′

k |ψk〉
∥

∥

∥

≤
∥

∥

∥
Π

′

accV
′

kP
′

k . . . P
′

2V
′

1 |ψ1〉
∥

∥

∥
+
∥

∥

∥
Π

′

accV
′

k |ψk〉 −Π
′

accV
′

kP
′

kV
′

k−1 . . . P
′

2V
′

1 |ψ1〉
∥

∥

∥

≤
∥

∥

∥
Π

′

accV
′

kP
′

k . . . P
′

2V
′

1 |ψ1〉
∥

∥

∥
+

k−1
∑

j=1

ηj ,e portanto
1−

k−1
∑

j=1

ηj,≤
∥

∥

∥
Π

′

accV
′

kP
′

k . . . P
′

2V
′

1P
′

1|ψinit〉
∥

∥

∥
≤
√

1− ǫ90



onde a última desigualdade vale pois a probabilidade máxima de a
eitação daentrada para qualquer es
olha de P1, . . . , Pk pelo provador é limitada superior-mente por 1− ǫ. Assim,∑k−1
j=1 ηj ≥ 1−

√
1− ǫ ≥ ǫ/2 (essa última desigualdadevale para todo ǫ).Pela desigualdade de Cau
hy-S
hwarz, sabemos que, para duas seqüên
ias

x1, . . . , xk e y1, . . . , yk de números reais,
∣

∣

∣

∣

∣

k
∑

i=1

xiyi

∣

∣

∣

∣

∣

≤
(

k
∑

i=1

|xi|2
)1/2( k

∑

i=1

|yi|2
)1/2Tomando xi = ηi e yi = 1 para 
ada i, 1 ≤ i ≤ k, 
on
luímos que ∑k−1

j=1 η
2
j ≥

(
∑k−1

j=1 ηj)
2/k − 1. Assim sendo, o valor máximo assumido por∑k−1

j=1 (1− η2
j /2)quando ∑k−1

j=1 ηj ≥ ǫ/2 é
k−1
∑

j=1

(

1−
η2

j

2

)

= k − 1− 1

2

k−1
∑

j=1

η2
j

≤ k − 1− 1

2

(
∑k−1

j=1 ηj)
2

(k − 1)

≤ k − 1− (ǫ/2)2

2(k − 1)

= k − 1− ǫ2

8(k − 1)
,
omo queríamos.Para 
ada j, 1 ≤ j ≤ k, seja ρj um elemento de D(V ⊗M) que des
reveo estado dos registradores (Vj,Mj) após a linha 7 do algoritmo do veri�
ador.Como, nas duas primeiras 
he
agens do veri�
ador, a entrada não foi rejeitada,então é verdade que ρ1 = Πinitρ1Πinit e que ρk = (V †
k ΠaccVk)ρk(V

†
k ΠaccVk).Além disso, sabemos por hipótese que o proto
olo original a
eita a entrada 
omprobabilidade limitada superiormente por 1 − ǫ.A�rmamos que a probabilidade de o veri�
ador a
eitar a entrada para 
adaes
olha possível de r é limitada superiormente por

pr =
1

2
+

1

2

√

F
(

trM VrρrV
†
r , trM ρr+1

)

.Vamos analisar o estado do sistema após o passo 11 do algoritmo do veri�-
ador ter sido exe
utado. Tal estado pode ser denotado por 1√
2
(|0〉|ξ〉+ |1〉|γ〉),91



onde |ξ〉 e |γ〉 são vetores unitários do espaço V ⊗ K. O espaço V refere-se aoespaço dos qubits de Vr, e K refere-se aos outros registradores do sistema, amenos de B e Vr. Logo, dim(V) ≤ dim(K), e tanto trM VrρrV
†
r 
omo trM ρr+1são elementos de D(V).Assim, pela proposição 7.3, temos que |〈ξ|γ〉|2 ≤ F

(

trM VrρrV
†
r , trM ρr+1

),pois trK |ξ〉〈ξ| = trM VrρrV
†
r e trK |γ〉〈γ| = trM ρr+1. O veri�
ador apli
a atransformação de Hadamard em B e a
eita a entrada se obtém 0 
omo resposta.Logo, a probabilidade de a
eitação é dada por

∥

∥

∥

∥

1

2
|0〉|ξ〉+ 1

2
|0〉|γ〉

∥

∥

∥

∥

2

=
1

2
+

1

2
R〈ξ|γ〉 ≤ 1

2
+

1

2

√

|〈ξ|γ〉|2,onde R〈ξ|γ〉 indi
a a parte real de 〈ξ|γ〉. Como 1
2

+ 1
2

√

|〈ξ|γ〉|2 é limitadosuperiormente por 1
2

+ 1
2

√

F
(

trM VrρrV
†
r , trM ρr+1

), segue a a�rmação.Assim, pelo lema 7.6 e pelo fato de r ter sido es
olhido aleatoriamente demaneira uniforme, temos que a probabilidade de o veri�
ador a
eitar a entradaé no máximo
k−1
∑

r=1

pr

k − 1
=

k−1
∑

r=1

(

1

k − 1

)

(

1

2
+

1

2

√

F
(

trM VrρrV
†
r , trM ρr+1

)

)

≤
k−1
∑

r=1

(

1

2(k − 1)

)

+
1

2(k − 1)

(

k − 1− ǫ2

8(k − 1)

)

=
1

2
+

1

2
− ǫ2

16(k − 1)2
= 1− ǫ2

4(m− 1)2
.Se o valor dem no proto
olo original era par, obtemos a limitação exata des
ritano enun
iado do teorema. Se m é ímpar, a limitação é ainda mais justa do quea desejada, e portanto segue o resultado.
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Capítulo 8Comentários FinaisNesse trabalho, tivemos 
omo prin
ipal objetivo estabele
er um paralelo entre omodelo 
lássi
o de 
omputação, 
om origens na dé
ada de 30 e o modelo quân-ti
o de 
omputação, que teve impulso signi�
ativo no 
omeço da dé
ada de 80a partir de alguns estudos de Feynman. Para isso, utilizamos 
omo prin
ipalferramenta os sistemas interativos de prova, que também são bem re
entes.Nos 
apítulos 2 e 3 da dissertação, tratamos de 
on
eitos e resultados da te-oria 
lássi
a de 
omplexidade 
omputa
ional, 
omo máquinas de Turing, 
lasses
omo P, NP e BPP e a hierarquia polinomial.No 
apítulo 4, apresentamos os sistemas interativos de prova e alguns resul-tados envolvendo tais sistemas, em espe
ial a demonstração de que PSPACE =
IP. A apresentação desse último resultado difere do que é usualmente en
on-trado na literatura. O estudo desses resultados mostrou a importân
ia do usode polin�mios de grau limitado e do uso de elementos aleatórios na obten-ção de resultados não-triviais em teoria de 
omplexidade 
omputa
ional. Oteorema PCP, baseado em sistemas interativos de prova, também utiliza for-temente tais ferramentas. Assim, podemos imaginar que a aleatoriedade teme provavelmente terá por um bom tempo papel de destaque em 
omplexidade
omputa
ional.No 
apítulo 5 introduzimos o modelo quânti
o de 
omputação. De�nitiva-mente seria muita pretensão tentar inserir nesse texto uma introdução 
ompleta,que abrangesse uma revisão das prin
ipais áreas rela
ionadas ao tema. Opta-mos por apresentar nesse 
apítulo os prin
ipais 
on
eitos, importantes para a
ompreensão dos resultados que foram sele
ionados para fazer parte do texto.É 
urioso notar que, no momento, dis
ute-se o modelo quânti
o de 
omputa-ção prin
ipalmente por meio de 
ir
uitos, e não 
om máquinas de Turing. Essatendên
ia provavelmente permane
erá, visto que a análise do 
onsumo de tempode algoritmos por meio de máquinas de Turing quânti
as é extremamente intrin-93




ada e 
omplexa. Por �m, já nesse 
apítulo mostramos o problema de Deuts
hque, apesar de simples, 
onsiste num exemplo que sugere a superioridade domodelo quânti
o de 
omputação em relação ao 
lássi
o.Nos 
apítulos 6 e 7, apresentamos os sistemas interativos de prova dentrodo modelo quânti
o de 
omputação.O estudo dos resultados 
ontidos nessa dissertação mostrou que a área de
omputação quânti
a é bastante árdua e intrin
ada. Muitos detalhes aparente-mente irrelevantes nas primeiras leituras mostram-se essen
iais depois de muitotempo de estudo, e geralmente nos levam a per
eber que o que havia sidoentendido num primeiro momento estava totalmente equivo
ado. A nossa apre-sentação, em espe
ial dos resultados dos 
apítulos 6 e 7 é bem mais detalhadado que as que se en
ontram na literatura. Esperamos que, ao ler esse texto,o leitor tenha menos di�
uldades para 
ompreender os resultados expostos doque tivemos ao ler os artigos envolvidos.
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