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Resumo

Piero Conti Kauffmann. Aprendizado Automatico de Decomposicdes para a Pre-
visdo da Estrutura a Termo de Taxas de Juros com Redes Neurais. Dissertacio
(Mestrado). Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sdo Paulo, Sao Paulo,

2022.

Este trabalho propde um modelo para a previsdo da estrutura a termo das taxas de juros que faz
aprendizado automatico de novas decomposi¢des de curvas de taxas de juros a partir de um modelo linear
Gaussiano de espago de estados acoplado a uma rede neural geradora de decomposi¢des. Para controlar a
complexidade do modelo e garantir que as decomposicdes estimadas preservem propriedades desejaveis,
como suavidade e ortogonalidade dos fatores latentes, uma distribui¢ao Priori com efeito de regularizacéo
destas propriedades é definida para os pardmetros do modelo, e em seguida, é descrito um procedimento
computacionalmente eficiente de estimacéo para todos os parametros do modelo em uma etapa. Uma
avaliacdo empirica com 14 anos de dados histéricos da curva de taxa de juros brasileira mostrou que a técnica
proposta é capaz de obter melhores previsdes fora-de-amostra que modelos tradicionais da literatura, como

o modelo Nelson e Siegel dinidmico e variacdes.

Palavras-chave: Previsdo da estrutura a termo das taxas de juros. Redes neurais. Aprendizagem de
maquina. Modelagem bayesiana. Decomposi¢do da curva de taxas de juros. Modelos de

fatores dinamicos.






Abstract

Piero Conti Kauffmann. Learning Forecast-Efficient Yield Curve Factor Decom-
positions with Neural Networks. Thesis (Masters). Institute of Mathematics and

Statistics, University of Sdo Paulo, Sdo Paulo, 2022.

This study proposes a term structure forecasting model that learns new yield curve decompositions
directly from data, by combining a Gaussian linear state-space model with a neural network that generates
smooth yield curve factor loadings. To reduce the complexity of the model and ensure that the estimated
decompositions preserve desirable properties such as smoothness and orthogonality of the factors, Prior
distributions with the regularization effect of these properties are defined for the model parameters. A
computationally efficient estimation procedure based on the Kalman Filter and automatic differentiation
algorithms for the state and space parameters is described. An evaluation of the model’s performance on 14
years of historical data of the Brazilian yield curve shows that the proposed technique was able to obtain
better overall out-of-sample forecasts than traditional approaches, such as the Dynamic Nelson and Siegel

model and its extensions.

Keywords: Yield curve forecasting. Neural networks. Machine Learning. Bayesian modeling. Yield curve

decomposition. Dynamic factor models.
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Capitulo 1

Introducao

A estrutura a termo da taxa de juros (ETT]J), ou curva de taxa de juros, é um conceito
fundamental da teoria econdmica que quantifica a relacdo das taxas de juros de um
determinado papel a diferentes prazos. As curvas de taxas de juros sdo estruturas ricas
em informacao que refletem as expectativas do mercado sobre as taxas de juros futuras e
sobre a politica monetaria nacional, o que faz a analise e a previsdo da ETT]J serem topicos
de suma importancia para multiplos agentes do mercado financeiro. Particularmente, o
problema de previsao das curvas de taxas de juros se destaca pela sua importancia nas
atividades de precificacdo de ativos, gestao de ativos de renda fixa, gestao de risco financeiro
e controle por 6rgaos reguladores.

O trabalho seminal de DieBoLD e L1 (2006), que introduz o modelo Nelson e Siegel
dindmico, baseado na decomposicdo de NELsON e SIEGEL (1987), marca uma mudanca
importante na literatura de previsido da curva de taxa de juros que, antes concentrada
em modelos de equilibrio ( VAsiCEK (1977), Cox et al. (2005) e DUFFIE e Kan (1996)) e de
nao-arbitragem (HULL e WHITE (1990) e HEATH et al. (1992)), passa agora a incorporar
modelos estatisticos com enfoque na performance de previsao fora-de-amostra.

O sucesso do modelo proposto por DIEBOLD e L1 (2006) inspirou uma séries de extensodes
para o modelo Nelson e Siegel dinamico, como a inclusdo da hipdtese de ndo-arbitragem
(CHRISTENSEN et al. (2009)), variaveis macroeconoémicas (DIEBOLD et al. (2006)), coefici-
entes variantes no tempo (Koopman et al. (2010)) e mudanca de regime (XIANG e ZHU
(2013)).

Grande parte do sucesso do modelo Nelson e Siegel dinamico pode ser atribuido as
propriedades vantajosas da decomposi¢do de NELSON e SIEGEL (1987), que é capaz de
decompor aproximadamente as curvas de taxas de juros em um conjunto fatores latentes
de dimensdo menor com boa performance. Com o objetivo de criar um modelo para a
previsao da estrutura a termo, DIEBOLD e L1 (2006) usam uma abordagem de estimacédo de
parametros em duas etapas, que primeiro decompode de maneira independente cada curva
de taxa de juros usando o modelo de Nelson e Siegel para formar uma série temporal de
vetores de fatores latentes, e em seguida, estima os parametros de um modelo de séries
temporais multivariadas usando os fatores latentes extraidos.

Trabalhos mais recentes mostram que modelos de decomposic¢do independente de
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curvas de juros, que podem ser adaptados para um problema de previsiao usando a mesma
abordagem de estimativa em duas etapas de DIEBOLD e L1 (2006), podem ser melhorados
para considerar formatos mais complexos de curvas de taxas juros (TAKADA e STERN (2015),
FARIA e ALMEIDA (2018), MINEO et al. (2020), por exemplo).

Alternativamente, outros trabalhos (como BowsHER e MEEKS (2008) e HAYS et al. (2012))
propdem a utilizacdo de modelos de decomposi¢ao mais flexiveis para as curvas de taxas
de juros em uma formulagdo de modelos de espagos de estados, o que possibilita que a
estimacdo dos parametros temporais e de decomposicdo seja feita simultaneamente, e
portanto, que o espaco obtido de fatores latentes seja mais eficiente para o problema de
previsao.

Apesar da aparente superioridade tedrica da abordagem de estimacdo em uma etapa, o
numero de trabalhos com esta abordagem ¢ significativamente menor que a versdo de duas
etapas. Um dos principais motivos para esta discrepancia é a potencial sucetibilidade desta
metodologia ao problema de sobreajuste, o que pode dificultar a utilizagao destas técnicas
efetivamente em alguns cenarios. Por exemplo, DIEBOLD e RUDEBUSCH (2013) observam
que o modelo Nelson e Siegel dindmico com estimacdo em duas etapas produziu resultados
superiores a versdo com estimagdo em uma etapa, enquanto no caso da curva brasileira, a
abordagem em uma etapa parece produzir resultados superiores (CALDEIRA et al. (2010),
CALDEIRA et al. (2016Db)).

De maneira analoga, este mesmo comportamento pode ser identificado em outras
hipoteses de modelagem usuais da literatura também sujeitas a mesma dicotomia dos
fenomenos de subajuste e sobreajuste, como por exemplo na hipétese de ortogonalidade
do processo autoregressivo dos fatores extraidos, que também parece produzir resultados
superiores para o caso americano (D1EBOLD e L1 (2006), DE POOTER (2007)) e inferiores
para o caso brasileiro (CALDEIRA et al. (2016a)). Tais fendmenos podem ser explicados pelo
fato da ETTJ brasileira historicamente apresentar comportamento temporal (choques) de
maior complexidade e uma diversidade maior de formatos de curva em relagdo a ETT]J
americana.

Além disso, um possivel segundo motivo para a escassez de trabalhos com decomposi-
¢Oes estimaveis a partir de dados em uma etapa pode ser atribuido a dificuldade de adaptar
e estender esta classe mais complexa de modelos a diferentes aplicagdes, diferentemente
da abordagem de estimacdo em duas etapas que possui alta flexibilidade, decorrente da
hipotese de independéncia entre o modelo de decomposi¢io e de evolugao de fatores.

1.1 Objetivos

Os problemas de suscetibilidade variavel ao fendmeno de sobreajuste e de dificuldade
de extensao desta classe de modelos podem ser vistos, sob uma 6tica unificada, como uma
limitagao de flexibilidade do processo de modelagem como um todo. Sob esta perspectiva,
o presente trabalho tem como objetivo propor um modelo para previsdo de curvas de taxas
de juros com decomposi¢des estimadas totalmente a partir de dados que seja capaz de
generalizar algumas das hipoteses de modelagem da literatura e ofereca alta flexibilidade e
adaptabilidade a multiplos dominios.
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Além disso, por se tratar de um modelo de previsdo da ETT] baseado em decomposicoes
estimadas totalmente a partir de dados, este trabalho também tem como objetivo estudar e
replicar organicamente as boas propriedades dos modelos tradicionais de decomposi¢io
das curvas de taxas de juros.

Portanto, os objetivos deste trabalho podem ser mais precisamente divididos em:

1. Revisar as principais propriedades desejaveis dos modelos de decomposi¢ido de
curvas de taxas de juros

2. Propor um modelo geral e flexivel para previsao da ETTJ que estime decomposicdes a
partir dos dados para um numero arbitrario de fatores com estimacao de pardmetros
em uma etapa

3. Propor mecanismos de regularizacio para o modelo que reflitam em propriedades
de interesse da ETT]

4. Avaliar empiricamente a performance do modelo proposto relativamente aos modelos
tradicionais da literatura

1.2 Estrutura do Texto

O restante do texto deste trabalho ¢ dividido em 5 secdes. No Capitulo 2, os principais
conceitos e propriedades sobre a estrutura a termo da taxas de juros sdo apresentados. No
Capitulo 3, sdo revisados os principais modelos de previsdo da ETT] e suas propriedades.
No Capitulo 4, a teoria basica dos modelos de redes neurais, estatistica Bayesiana e modelos
lineares Gaussianos de espago de estados é revista, e em seguida, o modelo linear-neural
de espaco de estados para previsao da ETT]J é apresentado. Por fim, nos capitulos 5 e
6, o modelo proposto é avaliado empiricamente e as conclusdes finais e sugestdes para
trabalhos futuros sdo apresentadas.

Alguns dos elementos e resultados experimentais deste trabalho foram apresentadas
previamente em KAUFFMANN et al. (2022), porém o presente trabalho contém muitos
elementos novos, como uma revisao mais extensa da literatura (Capitulo 3), uma discus-
sdo mais profunda das limitacdes e motivagdes deste trabalho (Se¢do 4.2.1) e um novo
experimento com dados artificiais (Secdo 5.2).






Capitulo 2

Estrutura a Termo de Taxa de
Juros (ETT))

Um titulo é uma obrigacdo contratual na forma de um empréstimo securitizado (instru-
mento de divida), onde o comprador de um titulo empresta dinheiro ao emissor (FORTUNA,
2010). O instrumento pode ser utilizado por governos (titulos publicos) ou empresas
privadas (titulos privados) para financiar suas atividades ou alongar suas dividas. Os
rendimentos desses papéis podem ser reais, nominais ou indexados as taxas flutuantes e
sdo recebidos em intervalos de tempo regulares definidos em documentos formais.

Um tipo importante de contrato para o estudo das taxas de juros é o denominado
titulo pré-fixado zero-cupom, onde o comprador recebe todo o valor nominal na data de
vencimento, atualizado por uma taxa de juros pré-definida no instante da compra.

No Brasil o titulo publico pré-fixado zero-cupom é denominado letra do tesouro nacional
(LTN), cuja estimativa de taxa de retorno apropriada é feita com base em projecdes para as
taxas de juros nominais para o periodo de fluéncia do titulo (entre a data de liquidacéo e
resgate).

$1

p Tempo

I+ m

Py,(m)

Figura 2.1: Fluxo de caixa de um titulo pré-fixado zero-cupom de valor de face unitario e vencimento
m, negociado em t pelo preco Py(m).

A Figura 2.1 representa o fluxo de caixa sob a perspectiva de um comprador de um
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titulo pré-fixado zero-cupom de valor de face unitario.

O preco P;(m) do titulo representado na Figura 2.1 de vencimento m e negociado no
instante ¢, é dado por

1
P(m)= ——— 2.1
sob um regime de capitalizacdo composta, ou
Pi(m) = e ™ (2.2)

sob um regime de capitalizacdo continua, onde o termo y,(m) é a taxa de juros de um
instante t para um contrato de vencimento m.

A fungéo y;, que quantifica a relacdo medida em dado momento ¢ entre um vencimento
(ou vértice) e a taxa de juros de um titulo pré-fixado zero-cupom de mesmo vencimento,
é denominada a estrutura termo da taxa de juros (ETTJ), ou curva de taxa de juros. Um
diagrama desta relacéo ¢ ilustrado na Figura 2.2.

$1 $1 $1 yi(m)
A

» Tempo

l t+ my t+my t+my
Py(ms)

Py(m,)

Pi(my) m my ms o

Figura 2.2: Relagdo entre o fluxo de caixa de um titulo pré-fixado zero-cupom de valor de face unitario
em trés vencimentos my, my, ms e a respectiva curva de taxa de juros y; do instante t.

Na pratica, a ETTJ é uma ferramenta importante que reflete as expectativas do mercado
financeiro em relacdo as taxas de juros futuras em um dado momento, servindo como base
para o aprecamento de instrumentos de renda fixa e de referéncia para o gerenciamento
de risco de ativos financeiros.

2.1 Selic

A ETT]J também é um indicador importante para o controle da politica monetaria
nacional, exercida pelos bancos centrais (BC). Os juros sao utilizados pelos bancos centrais
como uma ferramenta de controle da inflacdo, uma vez que a alta ou a queda das taxas de
juros impactam os habitos de consumo da populacéo, a tomada de crédito e o crescimento
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do pais. No Brasil, a taxa de juros basica da economia, que exerce influéncia sobre todas as
demais taxas do pais, é denominada taxa Selic.

A taxa Selic em si (taxa Selic efetiva) é medida como a taxa média ajustada das operacdes
de financiamento no mercado interbancario de um dia, registradas no Sistema Especial
de Liquidagao e de Custodia (SELIC) (ForTUNA (2010)). A cada 45 dias utéis, o Comité de
Politica Monetaria do Banco Central (COPOM), se reune para discutir e avaliar a atividade
econdmica do pais e o cumprimento da meta geral de inflacdo, definida pelo Conselho
Monetéario Nacional (CMN). A partir desta discussdo, uma meta para a taxa Selic é definida
e 0 banco central atua no mercado afim de manter a taxa Selic efetiva proxima a da meta
definida no COPOM.

Na hipotese de reducdo da meta da taxa Selic, a rentabilidade de titulos indexados a
esta também diminui, reduzindo também o custos dos bancos e consequentemente os juros
de empréstimos, o que tem efeito de aquecimento da economia nacional. Analogamente,
quando a meta da Selic sobe, o custo dos bancos aumenta e ha aumento nas taxas de juros
causando uma desacelera¢do na economia.

2.2 Taxa DI

A taxa dos depositos interfinanceiros (DI) é a taxa média de operagdes entre instituicoes
financeiras nas quais um banco toma recursos de outra institui¢do financeira, usualmente
por um dia util, para cobrir necessidades de caixa. A taxa DI é calculada a partir de operagdes
de certificados de depdsito interfinanceiro (CDI), que lastreiam o mercado interbancario e
s6 podem ser negociados entre institui¢des financeiras na central de custddia e liquidagéo
financeira de titulos (CETIP).

Além disso, a taxa DI também ¢ utilizada como referéncia de remuneragio pos-fixada
no mercado financeiro brasileiro e para indexacdo de outros produtos financeiros, como
certificados de deposito bancario, empréstimos e contratos de derivativos.

2.3 Construcao da ETT]J no Brasil

O termo ETTJ pode ser usado para se referir a uma variedade de estruturas finan-
ceiras. No presente trabalho, sera considerada a ETTJ de taxa de juros spot nominal
zero-cupom.

A construcdo da ETTJ depende da obtencao das taxas de juros de titulos publicos
pré-fixados zero-cupom para diferentes prazos de vencimento, porém, como discutido
anteriormente, a Unica taxa de juros explicitamente conhecida no presente é a taxa Selic.
Portanto, os juros dos demais vencimentos sao baseados unicamente na expectativa dos
agentes participantes do mercado, observada através da negociagdo de titulos publicos
federais prefixados (LTNs ou NTN-F) ou de contratos de derivativos (futuro de DI ou swap
pré x DI).
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Usualmente, o instrumento utilizado para construcio da curva de juros sio os contratos
de futuro de DI, negociados na bolsa brasileira, devido a grande liquidez desses ativos no
mercado. Os contratos futuros de DI possuem vencimento apenas no primeiro dia util
de cada més subsequente, portanto a utilizacdo de métodos de interpolacdo de vértices
da curva de taxa de juros se torna necessaria para a construcido completa da curva em
todos os vencimentos desejados. Alguns dos principais métodos de interpolagao de vértices
faltantes serdo descritos adiante na Se¢édo 2.6.1.

2.4 Formatos Teodricos para as Curvas de Taxas de
Juros

Nesta secdo, alguns formatos comuns das curvas de taxas de juros sdo apresentados,
conjuntamente com possiveis justificativas econémicas do trabalho de CHOUDHRY (2019)
para estes formatos. Entretanto, na pratica, as curvas de taxas de juros apresentam formas
mistas, e pode ser dificil obter explicacdes plausiveis para todas as inten¢des dos agentes
financeiros envolvidos.

2.4.1 Curva de Juros Normal

A curva de taxa de juros de formato ascendente concavo com progressao suave (Figura
2.3, painel c.) é um dos formatos mais comuns para as curvas de taxas juros.

Uma interpretacdo possivel para este formato é que o mercado espera que a econo-
mia nacional funcione com uma taxa usual de crescimento com a presenca de pressao
inflacionaria. Portanto, investidores com investimentos de longo prazo esperam maiores
rendimentos.

2.4.2 Curva de Juros Fortemente Inclinada
A curva de taxa de juros com formato ascendente acentuado (Figura 2.3, painel d.)
pode representar dois cenarios econdmicos plausiveis:

1. A economia esta no inicio de um periodo de crescimento, tal ciclo é associado a fortes
pressoes inflacionarias. O mercado espera que o governo atue mais agressivamente
no controle da inflagao (politica monetaria).

2. O governo esta com dificuldade para financiar sua divida de longo prazo, entdo os
investidores precificam um prémio maior para titulos de longo prazo.

2.4.3 Curva de Juros Invertida

Uma curva de juros é chamada de invertida se as taxas de longo prazo sdo menores
que as taxas de curto prazo (Figura 2.3, painel a.). A curva de juros invertida usualmente
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Figura 2.3: Curvas de taxas de juros brasileiras, extraidas da base de dados descrita no Capitulo 5,
para as datas: (a) 16/09/2005 (b) 22/08/2006, (c) 22/10/2008, e (d) 28/09/2018.

significa que o mercado prevé uma desaceleracido da economia, o que pode ser um indicio
de recessao ou estagnacdo economica.

Uma possivel justificativa para este fendmeno é que em economias recessivas ou em
vias de recessdo, o governo pode agir ativamente para reduzir as taxas de juros com o
objetivo de aquecer a economia. Portanto, na presenca desta expectativa, os investidores
tendem a comprar titulos de longo prazo para travar as taxas antes que o governo as
reduza, o que consequentemente reduz as taxas de longo prazo e resulta na inversao da

curva da taxa de juros.
2.4.4 Curva de Juros Plana
Na curva de taxa de juros plana, ou flat, as taxas de longo prazo se assemelham as

de curto prazo (Figura 2.3, painel b.), o que representa que o mercado esta em ponto de
inflexdo, e portanto existem incertezas acerca do momento econémico.
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2.5 Teorias de formacao da ETT]

Algumas teorias para explicar a formacdo da ETT] foram propostas na literatura de
teoria econdémica. Segundo HuLL (2003), as trés principais teorias sdo

1. Teoria das expectativas: as taxas de juros de longo prazo refletem expectativas futuras
das taxas de curto prazo. Portanto, o rendimento de um investidor que compra um
papel com prazo de um ano e carrega até o vencimento deve ser equivalente ao
rendimento esperado de um investidor que compra um papel semelhante com prazo
de seis meses e no seu vencimento compra outro papel com prazo de seis meses
novamente.

2. Teoria da segmentacdo do mercado: o mercado age de maneira segmentada e indepen-
dente nas taxas de curto, médio e longo prazo. O que implica que as taxas de diferentes
horizontes de vencimento devem ser vistas como componentes independentes.

3. Teoria da preferéncia por liquidez: os investidores possuem preferéncia por titulos
com maior liquidez, e portanto exigem prémio maior em titulos de vencimentos mais
longos, que possuem risco de liquidez maior que titulos de vencimento mais curto.

As teorias das expectativas e da segmentacido de mercado sdo menos aceitas na lite-
ratura, uma vez que nao explicam bem empiricamente a dindmica observada das curvas
de taxas de juros. Apesar de também contestada, a teoria de preferéncia por liquidez é
discutivelmente mais coerente com alguns resultados empiricos.

2.6 Propriedades Principais da ETT]

As taxas de juros abordadas até agora, que representam as taxas de juros do mercado
a vista para um titulo zero-cupom de dado vencimento, também sao denominadas taxas
spott. Um outro conceito util para o estudo da ETT]J sédo as taxas de juros forward, que
implicitamente indicam as expectativas das taxas de juros futuras.

Como visto anteriormente, sob um regime de capitalizacdo continua, o preco no instante
t de um titulo de valor de face unitario, vencimento m e de taxa de juros spot y,(m) é dado
por

Pi(m) = e ™™ (2.3)

A partir de P;, a curva de taxa de juros forward instantanea f; pode ser definida
como

~ dlog P,(m)

om = yi(m) + my/(m) (2.4)

fe(m) =

A taxa forward instantanea pode ser interpretada como o valor esperado da taxa de
juros spot para um instante infinitesimalmente no futuro, se verdadeira hipotese da teoria
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das expecativas.

Também é possivel expressar a relagdo entre a taxa spot y,(m) e a taxa forward instan-
tanea f;(m) como

y:(m) = —=log P,(m) = %/0 fi(w)du (2.5)

o que também implica que a taxa spot zero-cupom pode ser vista como uma média das
taxas forwards instantaneas de todos os vencimentos até m.

2.6.1 Interpolaciao de Vértices Faltantes

O processo de interpolacdo de vértices faltantes é uma etapa importante da construcéo
da ETT]J que pode impactar diretamente a qualidade dos resultados da aplicacdo de interesse.
Particularmente, a metodologia de interpolagdo de vértices faltantes pode desempenhar
um papel crucial em casos em que existe escassez de vértices observados.

A literatura deste topico é vasta (veja HAGAN e WEST (2006) e FLoc s (2013) para uma
revisdo bibliografica extensiva e uma analise comparativa entre abordagens), porém como
este ndo é um topico principal do presente trabalho, apenas dois métodos mais simples de
interpolacdo de vértices faltantes serdo revisados.

2.6.2 Interpolacao Linear

O método mais simples de interpolacdo de vértices faltantes é o método de interpolagio
linear aplicado diretamente na curva de taxa juros. Apesar de sua simplicidade atrativa,
este método usualmente produz resultados ruins e é pouco utilizado na pratica.

Ao aplicar o método de interpolacéo linear entre dois pares de vértices (m,, y,(m,)) e
(myp, y:(my)), a taxa de juros de um vértice faltante m € [m,, m;] é dada por

yi(m) = yi(mg) + (yf(’"b) - yf(’"“)) (m - my) (2.6)

my — mg

2.6.3 Interpolacao Flat-Forward

A metodologia flat-forward de interpolacdo (MAaLTz (2002)), assume uma taxa forward
instantanea constante entre dois vértices adjacentes m, e my.

fl(m) = fo,  Ym € [mg, my] (2.7)

Pelas equacdes 2.4 e 2.6, é possivel verificar que

11



12

2 | ESTRUTURA A TERMO DE TAXA DE JUROS (ETT]J)

mp
/ fe du = myy(mp) = mgy(myg)

mpy(my) — myy,(my)

fe= (2.8)
my, — mg
Portanto, para qualquer m € [m,, m;], segue que
myt(m) = mayt(ma) +fc(m - ma)
my () = (P ) 11 9)
my — mg,

Da Equacéo 2.9, verifica-se o método de interpolacao flat-forward é equivalente a um
processo de interpolacéo linear na curva de log-preco, visto que my,(m) = - log P,(m).
Ainda que extremamente simples, a metodologia flat-forward é capaz de produzir resultados
satisfatorios quando o numero de vértices observados nao ¢ tdo baixo.



Capitulo 3

Modelos Tradicionais de Previsao
da ETT]

Nesta secao sdo apresentados os principais modelos e metodologias para previsao da
ETT]J. Decorrente da estrutura bi-dimensional da ETTJ (tempo x vencimento), as meto-
dologias de modelagem tipicamente dependem da representagio escolhida para a curva
de taxa de juros y,. A opc¢do mais direta para representar a curva de taxa de juros em um
instante t é por meio de um vetor de taxas de juros

yt,ml
y, = | Vo (3.1)

Yemy

onde {my, my, ..., my} é um conjunto fixo de M vencimentos. A partir desta estrutura,
uma abordagem tradicional de modelagem de séries temporais multivariadas pode ser
empregada diretamente

Vi = fo(¥-1, Yi2s s Ye-1) + €, = (L+1),(L+2),.. (3.2)

onde f é um modelo parametrizado por 0 e € é um termo de ruido. Apesar de sua con-
veniente simplicidade, esta metodologia possui algumas desvantagens. Tipicamente, a
construcdo da série temporal {y;, y», ..., } depende da realizacdo de um procedimento
de interpolagdo ou extrapolacao de vértices faltantes, visto que as taxas da ETT]J sdo
observadas de maneira irregular ao longo do tempo. De maneira analoga, previsdes das
taxas de juros para vencimentos nio presentes em {my, ..., my} ndo podem ser obtidas
diretamente.

Além disso, uma metodologia de modelagem baseada na representacdo multivariada
pode ndo ser capaz de capturar algumas das propriedades fundamentais presentes nas
curvas de taxa de juros, como o padrdo de suavidade e estabilidade assintética para
vencimentos mais longos.

13
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Uma opcao alternativa é representar a curva de taxa de juros no instante t por meio
de uma funcdo continua y; : R* — R. Esta escolha de estrutura permite utilizar as
observacdes de um instante t em qualquer conjunto de vencimentos, sem depender de um
conjunto fixo de vencimentos. Além disso, as propriedades observadas nas curvas de taxas
de juros, como suavidade e estabilidade assintotica, podem ser impostas limitando-se a
familia de func¢oes utilizadas em um modelo para y;.

No restante deste capitulo, serdo apresentados os principais modelos da literatura
baseados em ambas metodologias, assim como seus respectivos métodos de estimacéo e
previsao.

3.1 Passeio Aleatorio

O modelo mais simples de previsdo da ETT]J assume que as taxas variam de acordo
com um passeio aleatorio

V= Via+ €& € N(0,Iyo?) (3.3)

Apesar da simplicidade, o passeio aleatorio é considerado um modelo extremamente
competitivo, principalmente para previsao de horizontes curtos de tempo. Em alguns
casos o modelo de passeio aleatorio supera a performance de previsdo de modelos mais
complexos (ANG e P1azzEes1 (2003), DUFFEE (2002) e HORDAHL et al. (2006)), servindo
assim como um ponto de referéncia importante para o desenvolvimento de técnicas mais
sofisticadas.

A previsdo de um modelo de passeio aleatdrio no instante ¢t para um horizonte h é dada
por

};t+h\t =W (3.4)

3.2 Modelo Autoregressivo Vetorial

O modelo autoregressivo vetorial (VAR) de ordem k para a ETT] assume que as curvas
de taxas de juros respeitam o processo estocastico

yi=u+ Fl}’t—l + Fzyt,z + ..+ Fkyt,k + €4, €; i’i“d NM(O, P) (35)

onde Fi, ..., F, € R s3o0 k matrizes de parAmetros, g € R é um vetor de parAmetros de
intercepto, P € R"™M ¢ uma matriz positiva definida e €, é um vetor de ruido branco.

O modelo autoregressivo vetorial pode ser visto como uma extensdo multivariada do
processo autoregressivo univariado x; = ¢ x;_; + ... + ¢rx, + €. Particularmente, quando
as matrizes Fi, ..., Fy e P sdo diagonais, o processo autoregressivo vetorial de ordem k pode
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ser escrito como M processos autoregressivos independentes para cada um dos vértices de
Vim de y;

k
Yem = Hm + Z]S',myt—j,m + €m (36)
Jj=1

No modelo autoregressivo vetorial VAR(k), o valor esperado de cada vértice da curva
y; € uma combinacao linear de todos os vértices das k curvas dos instantes anteriores y;_;,
.s Yi-k» O que permite incorporar dependencias temporais entre vértices diferentes de y; e
o histérico {y; 1, ..., ¥;-x }. Apesar disso, o nimero de pardmetros de um modelo VAR(k)
varia quadraticamente com o numero M de vértices da curva e linearmente com o valor
de k, resultando em um niimero excessivo de parametros para o modelo.

Por este motivo, no problema de previsiao da ETTJ é comum fixar k = 1, devido ao alto
numero de parametros das matrizes {Fi, ..., F;}. Porém, esta simplificagdo muitas vezes
ndo é o suficiente para previnir o problema de sobreajuste do modelo, visto que o numero
de vencimentos M é usualmente elevado.

Os parametros do modelo autoregressivo vetorial podem ser estimados a partir do mé-
todo de minimos quadrados multivariados (MQM). Para um modelo VAR(1), os estimadores
MOQM sao dados por

i F]=YX"(xx")" (3.7)
onde
1 - 1 You Y1 v Yra
X = |V Y N R
Yim 0 Yram (M+1) x (T-1) YoM YVsm o YT,MMX(T_I)

E possivel verificar que os estimadores obtidos a partir da Equacao 3.7 sdo os mesmos
obtidos apos aplicar o método de minimos quadrados ordinarios (OLS) M vezes em cada
uma das equacoes de regressdo de cada vértice m,

yz,m
Yam| ~ XTB, + €, €~ Ny(0,Iy0%) (3.8)

YT,m

onde o vetor f,, corresponde a m-ésima linha da matriz F;.

Apos a estimacdo dos parametros de um modelo VAR(1), uma previsio para a curva
¥:+1 pode ser obtida

Veerp = L+ ﬁlyt (3.9

15



16

3 | MODELOS TRADICIONAIS DE PREVISAO DA ETTJ

3.2.1 Modelos de Previsao Baseados em Métodos de Reducao de
Dimensionalidade

Uma alternativa popular para reduzir o nimero de pardmetros necessarios para prever
todos os vértices das curvas de taxas de juros é acoplar uma técnica de reducdo de dimen-
sionalidade a um modelo de séries temporais. Modelos de redugdo de dimensionalidade
sdo métodos consagrados na literatura de estudos da ETT]J, popularizados inicialmente
neste contexto pelo trabalho de LITTERMAN e SCHEINKMAN (1991), que propde o uso da
analise de componentes principais para hedging de carteiras de renda fixa. Um dos motivos
principais atribuidos a popularidade destas técnicas é o fendmeno de alta correlagao entre
taxas de vértices diferentes, que permite reduzir drasticamente a dimensionalidade deste
tipo de informacio.

No contexto de previsao da ETT]J, as técnicas de redugido de dimensionalidade tam-
bém sdo uteis efetivamente para dividir o problema original de previsdo no espaco das
curvas de taxas de juros a um problema de compressao de curvas de taxa de juros e um
problema de previsao multivariado em um espaco de baixa dimensionalidade. Esta divisao
¢ particularmente conveniente para o problema de previsao da ETT], pois permite modelar
com niveis de complexidade diferentes a decomposicdo da curva em fatores comuns e a
evolucdo temporal dos fatores.

Analise de Componentes Principais

A analise de componentes principais é uma técnica estatistica que busca obter uma
transformacéo linear ortogonal do espaco original de um conjunto de observacdes em um
espaco de dimensdo reduzida, de forma a preservar o maximo possivel da variancia total
original dos dados. Dada matriz de dados Y = [y1 Vo oo yT] T, de vetor de médias py e
matriz de covariancias Yy, a varidncia total de Y é definida como a soma das variancias de
Y, obtida pela soma da diagonal da matriz de covariancias tr(Zy).

Considerando a transformacéo linear Z = 1~/U, onde Y denota a matriz de dados Y
com média centrada em zero e U uma matriz ortogonal de dimensao M x k, com k < M,
o problema da analise de componentes principais pode ser escrito como o problema de
otimizacao

max tr (UTZY U)
v (3.10)
sa. UTU=1

decorrente de que tr(Z,) = tr (UTZyU).

E possivel demonstrar que a solucio deste problema de maximizagio é a matriz formada
pelo k autovetores vy, ..., v(x) de Xy de maiores autovalores associados Ay, ..., A

Vk=[01 Uy .. vk] (3.11)
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Além disso, também é possivel verificar que a variancia total maxima da projecdo YU é

dada por tr(X;) = 2;{:1 A

A partir da solucao da analise de componentes principais, o problema de previsdo da
ETT] pode ser traduzido ao problema de prever a série temporal de dimensédo reduzida de
fatores comuns {zy, ..., zr} das linhas da matriz

Z=YV, (3.12)

O espago reduzido em k dimensdes de {z;, ..., zr} pode ser util para aprimorar a perfor-
mance de previsdo de modelos autoregressivos vetoriais, visto que esta classe de modelos é
usualmente sensivel ao problema de sobreajuste em espacos de alta dimensionalidade.

Uma previsao z;.1; do vetor z,,; pode ser re-transformada no espaco original para uma
previsao y,.1; de yi.1

};t+l|t = Vk£t+1\t (3-13)

Apesar da simplicidade, a analise de componentes principais como método de reducao
de dimensionalidade para a ETTJ é tipicamente capaz de obter bons resultados com apenas
trés ou quatro fatores. Em LITTERMAN e SCHEINKMAN (1991), os autores propoe utilizar
trés fatores para descrever as curvas de taxa de juros que podem ser interpretados como
nivel, inclinacdo e curvatura. Além disso, LITTERMAN e SCHEINKMAN (1991) mostram que
tais fatores sdo capazes de explicar cerca de 96% da variabilidade total dos retornos dos
titulos de renda fixa.

Métodos Alternativos de Reducao de Dimensionalidade

Uma variedade de técnicas de reducido de dimensionalidade podem ser usadas no
problema de previsdo das curvas de taxas de juros de maneira analoga. TAKADA e STERN
(2015), por exemplo, obtém bons resultados com técnicas de fatoragdo ndo negativa de
matrizes e SUIMON et al. (2020) com modelos baseados em autoencoders.

Alternativamente, o objetivo de reducdo de dimensionalidade também pode ser alcan-
cado por meio de procedimentos de ajuste de funcdes continuas parametrizadas, usual-
mente apelidados de métodos de decomposi¢ao da curva de taxa de juros. Tais métodos sédo
usualmente uteis para modelar curvas de taxa de juros pois se aproveitam das propriedades
de continuidade e suavidade da ETTJ. Nas proximas sec¢des, alguns modelos famosos de
decomposi¢do da ETT] sao introduzidos.

3.2.2 Modelo Nelson e Siegel Dinamico

Decomposicao de Nelson e Siegel

O trabalho seminal de NELSON e SIEGEL (1987) propde um modelo de quatro parametros
para descrever a estrutura das curvas de taxas de juros como uma fungdo continua y(m).
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A construcdo deste modelo se origina de uma aproximacao da curva forward instantanea
f(m) (definida na Equacao 2.4) por meio de polindmios de Laguerre, que sdo compostos de
um produto de um polinémio e uma funcio de decaimento exponencial

f(m) =By + pre ™™ + BAe ™ (3.14)
onde fy, B, B2, A sdo quatro parametros da aproximacao.

Como visto anteriormente, a curva de taxa de juros y(m) pode ser escrita em termos
da curva forward por meio da equagéao integral

yom) = - [ ) du 315)

substituindo-se a curva forward f(m) pela aproximacdo dada pela Equagéao 3.14, é possivel
obter o modelo de Nelson e Siegel para a curva de taxa de juros y(m)

_ pAm _ ,=Am
y(m) = fo + By (%) s (% - e‘*'”) (3.16)

1.0 1
2.75 1
0.8 1
2.50 1
0.6 1 995
0.4 1 2.00 1
02 175
1.50
0.0 1
T T T T T T T T
0 2 4 6 0 2 4 6
Vencimento (anos) Vencimento (anos)
L-etm 1-em wo(m) = pm = y(m)
— 1 —-e —
Am Am y1(m)

Figura 3.1: Painel da esquerda: Fungdes de carga da decomposicdo de Nelson e Siegel com o parametro
A = 0.7 fixado. Painel da direita: Quatro curvas geradas pela decomposicdo do painel da esquerda, y,

(ﬁO = z’ﬁl = 1'12’ﬁ2 = 0'9)’ V2 (ﬁO = 1-6aﬁ1 = O'S’ﬁZ = _0'2)’ V3 (ﬁO = Z-O:ﬂl = -0.8, ﬁZ = _0'5) CZ
(Bo = 1.6, By = 2.5, By = 0.1)

O trabalho de NELsoN e SIEGEL (1987) mostrou que esta decomposicdo é capaz de ajustar
adequadamente uma variedade conhecida de formatos de curvas de taxas de juros, como
visto na Figura 3.1. Além disso, os parametros do modelo de Nelson e Siegel produzem
interpretacdes economicamente relevantes.

+ A funcéo de carga do fator f3;, que decai exponencialmente com o vencimento da
curva, permite interpretar f; como um fator que impacta os prazos mais curtos
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« Analogamente, a funcéo de carga do fator f,, que comeca em zero, atinge um pico e
decai novamente para zero, permite interpretar 5, como um fator de médio prazo

« fy pode ser interpretado como um fator de longo prazo, visto que a carga de f; é
uma funcdo constante que nao decai com os vencimentos e dado o comportamento
de decaimento exponencial das outras funcdes de carga

O parametro A, também chamado de termo de decaimento exponencial, controla a taxa
de decaimento da funcéo de carga do fator de curto prazo e a localizacdo do pico da funcéo
de carga do fator de médio prazo.

Apesar do nimero pequeno de parametros e da aparente similaridade entre o modelo
de Nelson e Siegel e um modelo linear, a estimacdo dos parametros do modelo pode ser
desafiadora devido a presenca de multiplos 6timos locais na funcéo de erro quadratico mé-
dio do modelo. Um exemplo deste comportamento é ilustrado na Figura 3.2, que apresenta
trés ajustes do modelo de Nelson e Siegel para a curva de taxa de juros brasileira do dia 30
de agosto de 2007, obtidos através do algoritmo de Broyden—Fletcher-Goldfarb—Shanno
(BFGS) com trés pontos iniciais distintos.

0.06 1

0.05 1

0.02 1

0.01 1

0.00 4

* 0
1 %@
1 %0

T T T T T
0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

] =]

Figura 3.2: Painel superior: Curva de taxa de juros brasileira em 30 de Agosto de 2007 (pontos no
graﬁco) e tres ajustes do modelo de Nelson e Slegel *1 (/30 =0.61 ,Bl =-0.04, ﬁz =-0.08, A=3. 24), *,
(Bo = 0.50, 1 = 0.05, B, = 0.24, 1 = 0.29) e %3 (o = 0.71, f; = =0.15, B, = 2.78, A = 0.01) obtidos pelo
algoritmo Broyden—Fletcher—Goldfarb—Shanno (BFGS). Painel inferior: Superficie de erro quadratico
médio de EQM(*1 + a(*3 = *1) + y(*3 — *1)), EQM(*1 + a(*2 = *1)) e EQM (%1 + a(*3 = *1)).
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Da Figura 3.2, é possivel verificar que as trés estimativas obtidas para o vetor de
parametros do modelo variam intensamente, especialmente na dimensao do parametro de
decaimento exponencial A. Este tipo de fendmeno pode prejudicar analises ou modelos que
utilizem os fatores extraidos da decomposicdo de Nelson e Siegel de maneira longitudinal,
devido a alta instabilidade nas séries temporais obtidas.

Uma solucdo sugerida em NELSON e SIEGEL (1987) para este problema ¢é fixar o valor
do parametro de decaimento exponencial A, o que torna o modelo de Nelson e Siegel
linear nos parametros f, p; e B, e garante solucio Unica para o problema de estimacao,
além de possibilitar estimar os fatores do modelo eficientemente pelo método de minimos
quadrados. Para obter o valor A, NELsON e SIEGEL (1987) sugerem um procedimento de
busca exaustiva num conjunto finito A, que consiste em repetir a estimacdo dos fatores do
modelo multiplas vezes para cada elemento A € A, e escolher o valor que minimiza o erro
quadratico entre a curva ajustada e os valores reais observados.

Modelo de Diebold e Li

O modelo Nelson e Siegel dinamico, proposto por DIEBOLD e L1 (2006), sugere combinar
a decomposicio da curva de taxa de juros proposta por NELSON e SIEGEL (1987) a um
modelo de séries temporais.

Com este objetivo, a evolucdo temporal das curvas de taxas de juros y, =
[y:(my), ... yi(my)]T em um determinado conjunto fixo de vencimentos {my, ..., my}
é modelada associando o vetor de parametros B = [f, fi, f:]* a um processo autoregres-
Sivo

ﬁt = Fﬁt—l + W, W e N;(0, P) (3.17)

yi=Hp +e € ¢ Nu(0, Q) (3.18)

onde P e F sdo matrizes 3x3, Q é uma matriz diagonal MxM, Q e P sdo matrizes semi
positivas definidas e a matriz H, é dada por:

1 l—e'Aml (1—6_/“"1 _ e—/\m1>

)Lml

H,

(3.19)

1 1-eAmm <1—e’)”"M _ e—AmM>

AmM /1mM

O modelo Nelson e Siegel dindmico pode ser visto como um modelo linear de espago
de estados Gaussiano, onde a Equagio 3.17 descreve a evolucédo dos estados f; e a Equacéo
3.18 descreve o mecanismo de medi¢do do sistema.
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Estimacao em Duas Etapas

No artigo original de D1EBOLD e L1 (2006), os autores sugerem fixar P = diag(o?, o2, 03)
e F = diag(fi, f2, f3), reduzindo o processo estocastico da Equacédo 3.17 a trés processos
independentes do tipo AR(1). Apesar destas simplificacdes usualmente produzirem resul-
tados melhores para a ETTJ americana, alguns trabalhos mostram que um modelo VAR(1)
completo obtém resultados superiores no caso Brasileiro (AN1simov (2020), CALDEIRA et al.
(2016a)).

Para estimar os fatores do modelo, os autores sugerem um procedimento de estimacdo
simplificado baseado em duas etapas: extracdo dos fatores da decomposi¢do da Nelson e
Siegel e estimacdo dos parametros temporais do modelo.

.....

estimados como se fossem coeficientes de T modelos lineares distintos de cada instante de
tempo ¢ = 1,..., T. Como visto anteriormente, ao assumir que o parimetro de decaimento
exponencial A é fixo e conhecido, os fatores ; podem ser obtidos pelo método de minimos
quadrados ordinarios:

B = (H'H)'H'y, parat=1.,T (3.20)

A partir das estimativas obtidas, os parametros da componente temporal do modelo
(Equacao 3.17) sao estimados seguindo o procedimento usual de estimagdo de modelos
autoregressivos vetorias (VAR).

O parametro A, tratado como fixo, pode ser obtido adaptando-se o procedimento de
busca exaustiva sugerido em NELSON e SIEGEL (1987) para o conjunto completo de curvas
consideradas:

A T A
A =argmin Y|y, - HyBi|? (3.21)
AEA t=1

onde ﬁt ¢ obtido a partir da Equagéo 3.20

Alternativamente, DIEBOLD e L1 (2006) propdem obter o valor de A que maximiza
funcao de carga do fator f, calculada no vencimento de médio amostral

u 1 - M _
A = arg min (_e - e"’l’"> (3.22)

Am
= _ 1M
onde m = ; >7; m,.

Estimacao em Uma Etapa

Apesar da simplicidade do procedimento de estimacdo de duas etapas, esta abordagem
sofre de algumas desvantagens. A mais evidente delas é que os fatores da decomposicéo sdo
obtidos de maneira sub-6tima ao ignorar a dimensao temporal do problema. Além disso, a
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incerteza do procedimento de estimacao néo é propagada, o que pode ser problematico
caso seja de interesse obter intervalos de previsao.

Uma alternativa mais natural e direta para o procedimento de estima¢do do modelo
Nelson e Siegel dinamico consiste em obter a verossimilhan¢a marginal exata a partir
do filtro de Kalman, por meio do procedimento de decomposicdo do erro da previsido. O
procedimento de estimagdo em uma etapa é descrito detalhadamente na Secdo 4.1.4 para o
caso geral de modelos lineares de espaco de estados Gaussianos.

Modelo de Nelson, Siegel e Svensson Dinamico

Uma extensdo da decomposigao de Nelson e Siegel, proposta por SVENSSON (1994), inclui
um quarto fator e um segundo parametro de decaimento exponencial no modelo:

1-ehm 1-ehm 1-e"m
yi(m) = fo +ﬁ17 + s (— - e’hm) + s (— - elzm) +&(m) (3.23)
1

Alm /lzm

onde f; é um novo fator de médio prazo e A, é um segundo parametro de decaimento ex-
ponencial. SVENSsSON (1994) argumenta que a inclusdo dos dois novos parametros melhora
substancialmente o ajuste das curvas de taxas de juros diarias. O ganho de complexidade
proporcionado por esta extensdo pode ser visualizado a partir de uma analise comparativa
entre curvas geradas pelo modelo de SvEnsson (1994) (Figura 3.3) e o modelo de NELsON e
SIEGEL (1987) (Figura 3.1).

Dadas as semelhancas diretas com o modelo de Nelson e Siegel, uma versiao dindmica
da extensdo de SVENSSON (1994) também pode ser facilmente construida seguindo-se os
passos descritos na secdo anterior.
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Figura 3.3: Painel da esquerda: Funcoes de carga da decomposicdo de Nelson, Siegel e Svensson com
os parametros Ay = 0.7 e Ay = 1.7 fixados. Painel da direita: Quatro curvas geradas pela decomposicdo
do painel da esquerda, y1 (fo = 2,01 = 1,2 = =5, =3.), yo (fo = 1.6, f1 = 0.5, 52 = 9,5 = -7.), y3
(fo=2.0,01 =080, =9,p5=-5) eys (fo=1.6,p1 =25, =-3,03=9)
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Capitulo 4

Aprendizado de Decomposicoes da
ETTJ com Redes Neurais

4.1 Conceitos Teoricos

Neste sub-capitulo, sdo introduzidos os conceitos tedricos fundamentais para o principal
objeto de estudo deste trabalho, o modelo linear-neural de espago de estados para previsdo
da ETTJ.

Alguns dos principais objetos de estudo e conceitos da estatistica Bayesiana sao apre-
sentados superficialmente na secdo 4.1.1. O modelo multilayer perceptron classico e sua
versdo Bayesiana sdo introduzidos na secao 4.1.2, com alguns comentarios. Por fim, o
modelo linear de espaco de estados Gaussiano e alguns resultados principais sao descritos
na secao 4.1.4.

4.1.1 Estatistica Bayesiana

A estatistica Bayesiana é uma metodologia para descrever incertezas associadas a um
sistema por meio do teorema de Bayes, sob uma interpretagao subjetiva do conceito de
probabilidade. Ao contrario do paradigma frequentista, que define a probabilidade de um
evento como o limite de sua frequéncia relativa em multiplos ensaios, a interpretacéo
Bayesiana define probabilidade como uma medida subjetiva dos graus de crenca (ou
incerteza) associados a ocorréncia de um evento por um observador.

Seja X uma variavel aleatoria observavel parametrizada pelo vetor de parametros 6,
cuja funcdo de densidade de probabilidade para um conjunto de pardmetros é representada
pela forma funcional fxs(x) = p(x|6). Usualmente, denota-se uma amostra da variavel
aleatoria X usando-se simbolo x, portanto p(x|0) também pode ser usado para se referir a
verossimilhanca referente a amostra x.

Diferentemente da estatistica frequentista, a metodologia Bayesiana trata o vetor de
parametros de interesse 6 como uma variavel aleatoéria latente do sistema, cuja funcao de
densidade de probabilidade é representada pela forma funcional p(6). A distribuicao de
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0, conhecida como distribuicdo priori do sistema, representa a incerteza do observador
acerca de 6 antes de observar qualquer realizacio de X.

A partir do teorema de Bayes, é possivel quantificar o conhecimento do observador
acerca de 6 apos observar x por meio da distribuigdo posteriori, representada por fyx-.(6) =

p(0)x) e dada por

p(0)p(x]0)
Joes, P(O)p(x|6)d0

p(6]x) = (4.1)

partindo do pressuposto que 6 é uma variavel aleatdria continua de suporte Sy. Como o
denominador da expressao de p(6|x) é constante em relacdo a 0, a equacédo anterior pode
ser expressada mais succintamente como

p(0]x) o< p(0)p(x|6) (4.2)

O teorema de Bayes excerce o papel fundamental de ligar o conhecimento inicial
do observador frente a 6, descrito pela distribui¢do priori, ao conhecimento atualizado
frente a uma evidéncia empirica, descrito pela distribui¢do posteriori. Assim sendo, a
distribuicao posteriori é considerada o objeto de estudo central da inferéncia Bayesiana e
suas aplicacdes.

A especificagdo da distribuigdo priori é de suma importancia por permitir a inclusdo
de conhecimento de dominio do observador de maneira sélida do ponto de vista tedrico.
Parte da extensa literatura da estatistica Bayesiana se concentra em estudar escolhas de
distribui¢des priori para uma grande diversidade de modelos estatisticos, tornando mais
simples o trabalho de inclusdo de conhecimento de dominio na forma de distribuicdes
priori do praticante da modelagem Bayesiana.

A estimagao de parametros de modelos Bayesianos é realizada de maneira pontual ou
completa. Usualmente se da o nome de estimacdo completa o processo de obtenc¢do da
distribuicao posteriori ou de algum tipo de aproximacdo para a mesma. A obtencdo de uma
estimativa fixa para o vetor de pardmetros 6 é chamada de estimacdo pontual.

Algumas das principais metodologias de obtencéo de estimativas pontuais de modelos
Bayesianos sdo baseadas em medidas de tendéncia central da distribuigao posteriori 6|(X =
x). Alguns dos exemplos mais notaveis sao

« Moda da distribuicdo posteriori, também conhecido como método de estimacédo
maximum a posteriori (MAP)

Oy4p = argmax p(0|x) (4.3)

0eSy
« Valor esperado da distribuicao posteriori

0;p = E(0X = x) (4.4)
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Um problema comum enfretado na estatistica Bayesiana origina-se da possibilidade da
distribuicao posteriori ndo ser conhecida, devido a complexidade da chamada constante
de normalizacido /0659 p(0)p(x|0)d0, presente no denominador do teorema de Bayes. Tal
constante frequentemente nao possui forma analitica conhecida ou nao pode ser expressa
com funcdes elementares, o que impossibilita o procedimento de estimacgao completa exata
e de estimacdo baseada em alguns estimadores pontuais, como o estimador da esperanca
da distribuicado posteriori (Equagao 4.4). Porém, em muitos casos, este problema pode ser
contornado por meio de métodos de inferéncia Bayesiana aproximada.

O estimador MAP (Equagao 4.3), equivalente a moda da distribuigao posteriori, ¢ um
dos estimadores pontuais computacionalmente mais eficientes, visto que pode ser obtido
pela solugdo de um problema de otimizagao e portanto independe do valor da constante
de normalizagdo, o que permite simplificar a funcédo objetivo do problema de maximizacao

para o produto p(6)p(x|0).

4.1.2 Modelo Multilayer Perceptron

Redes neurais sdo uma classe ampla de modelos ndo-lineares de aprendizado de maquina
que possuem uma gama extensa de aplicacdes em diversas areas do conhecimento. Uma
subclasse bastante estudada dos modelos de redes neurais sdao os modelos multilayer percep-
tron (MLP), que possuem a propriedade de aproximagao universal em conjuntos compactos
(CYBENKO (1989)), assim como fungdes de base radial (RBF) e polindmios aproximadores.
Uma vantagem dos modelos de redes neurais sao sua natureza hierarquica, que permite a
geracgao de representacdes em multiplos niveis de granularidade e complexidade.

Um modelo multilayer perceptron f : R" — R! de K camadas, aplicado a4 um vetor de
observagdes x € R" pode ser definido pelas equacdes

f(x) = hg (4.5)

) ] = O
hi = ’ l (4.6)
g&(Wiihii+ b)), i=1,.,K

onde W;_; é uma matriz de pardmetros (também conhecida como ’pesos’ da camada i) e
b;_1 é um vetor de parametros (chamados de ’interceptos’ da camada i) de mesma dimenséo
de W;_1h;_;. As representacdes intermediarias h; calculadas para o vetor de entrada x sdo
chamadas de unidades ocultas da rede neural.

As fungdes g; : R — R sdo chamadas de fung¢des de ativacao e sdo aplicadas ao
final de cada camada da rede neural. Todas as funcdes de ativacdo da rede neural sdo
funcdes continuas, semi-diferenciaveis e usualmente nao-lineares. Além disso, a maioria
das fungdes de ativacdo sdo aplicadas elemento a elemento no vetor W;_ h;_; + b;_;.

Portanto, o modelo multilayer perceptron pode ser entendido como uma sequéncia
de transformacdes lineares intercaladas por funcdes de ativacdo que sdo usualmente
nao-lineares. Na Figura 4.1, um diagrama para uma rede neural multilayer perceptron
f : R* > R com trés camadas é representada. Para o exemplo, os parAmetros estimaveis
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h,

QLR D

hy

Figura 4.1: Diagrama de um modelo Multilayer Perceptron com K = 2 camadas, dimensdo de entrada
n = 2 e dimensao de saida m = 1 e tamanhos de camada N; = 4 e N, = 3.

da rede neural sdo os elementos das matrizes { W,, Wi, W,} de dimensdes 4x2, 3x4 e 1x3 e
os elementos dos vetores { by, b, b,} de dimensodes 4, 3 e 1.

A funcao de ativacido g; tem papel importante na rede neural resultante e sua escolha
pode depender da natureza do problema. Nas camadas intermediarias de uma rede neural
MLP, as func¢odes de ativagdo usualmente cumprem o papel de quebrar a linearidade das
transformagdes consecutivas, fazendo assim que o modelo multilayer perceptron seja um
modelo nao linear em relacao ao vetor de entradas x. Na ultima camada da rede neural, a
funcéo de ativagao final gx tem também o papel de mapear a tltima unidade oculta hg_,
para o dominio de saida de interesse.

Algumas das fungdes de ativacdo classicas da literatura para modelos MLP sdo: a funcao
sigmoide (ou logistica) o : R — [0, 1], cuja funcéo inversa é conhecida como a funcéo de
ligacao logit, a funcao tangente hiperboélica tanh : R — [0, 1] e a fun¢do unidade linear
retificada ReLU : R — R".

1
olx) = 1+e*
eX — e
tanh(x) = ——— (4.7)
eX+e”*

ReLU(x) = max(0, x)

Diferentemente de outros modelos de aprendizado de maquina baseados em métodos
de kernel, como support vector machines (SVM) e regressao via processos Gaussianos (GP),
a complexidade computacional de prever uma nova observagao com uma rede neural
independe do tamanho da amostra utilizada na fase de treinamento, o que torna atrativo o



4.1 | CONCEITOS TEORICOS

uso dessa classe de modelos em grandes conjuntos de dados.

Além disso, a arquitetura de uma rede neural multilayer perceptron (MLP) é extre-
mamente compativel com algoritmos de computacdo paralela, o que permite diminuir
consideravelmente o tempo efetivo de execucao e treinamento do modelo com o uso de
placas de processamento grafico (GPUs).

Na estimacio de modelos (multilayer perceptron) para problemas de regressio (y; € R¥)
¢ usual estimar os parametros do modelo 6 a partir do método de minimos quadrados.
Para uma amostra de observagoes y, ..., y,, a perda quadratica é dada por

1(6) = z i - Hil? (4.8)

onde y; = fp(x;). De maneira equivalente, podemos associar as observagdes yj, ..., y, a um
modelo probabilistico gerador dos dados

v M N(fo(x), 02L),  i=1,..n (4.9)

E facil verificar que minimizar a fun¢io de perda quadratica é equivalente a maximizar
a log-verossimilhanca do processo gerador descrito, se tratarmos o pardmetro ¢ como
fixo e conhecido.

_kn _n n 1 A _ N
Pt o Yal 0, 62) = (27) % det(lea?) ZHeXp -5 - ) Lea?) (i - 1) (4.10)

kn 1 » R .
log p(y1, s yu| 0, 02) = - log(27ra?) - pPe Z‘i(yi -9 (yi- ) (4.11)

Do

1 - .
log p(y1, . Yul0, 07) o —QZH%—MH% (4.12)

e i=1

Os parametros do modelo podem ser estimados maximizando-se a verossimilhanca
da amostra y, ..., y, a partir de métodos de otimizacdo de primeira ordem. Os gradientes
Vof (x) do vetor de parametros 6 do modelo podem ser obtidos por meio de algoritmos
de diferenciacao automatica (RALL (1986) e WENGERT (1964)), que permitem calcular os
gradientes de maneira eficiente para qualquer arquitetura diferenciavel de modelo.

Devido ao nimero elevado e alta simetria dos parametros estimaveis, ha uma preocu-
pacdo natural de que os algoritmos de otimizagdo empregados fiquem presos em maximos
locais da verossimilhanca de performance subétima. Essa preocupagao é legitima em
regimes onde o nimero de parametros é baixo em relagdo ao tamanho da amostra, mas
como alguns trabalhos observam (ALLEN-ZHU et al. (2019a), SAFRAN e SHAMIR (2018),
OYMAK e SOLTANOLKOTABI (2020) e ALLEN-ZHU et al. (2019b)), este problema desaparece
em um regime de super-parametrizacdo, onde a convergéncia para solugdes 6timas € rapida
e estavel, mesmo empregrando-se apenas métodos de otimizacdo de primeira ordem.
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4.1.3 Redes Neurais Bayesianas

VariagOes bayesianas para os modelos de redes neurais foram primeiro estudadas pelos
trabalhos de BUNTINE e WEIGEND (1991), MacKay (1992) e NEAL (1992). Segundo MacKay
(1992), o ponto de vista Bayesiano pode ser benéfico para os modelos de redes neurais pois
trata o problema de estimacao a partir do ponto de vista de distribuicdes de probabilidade
definidas sobre o espago paramétrico, o que permitira estudar as incertezas associadas ao
modelo de maneira mais geral e direta.

MacKay (1992) também argumenta que o uso de distribui¢des priori nos modelos
formaliza e facilita a utilizacdo de mecanismos de regularizacédo, o que previne o problema
de sobreajuste dos dados de treinamento, que ocorrem quando o modelo memoriza os
dados de treinamento e perde capacidade de generalizacdo em novos contextos.

Uma versdo Bayesiana para o modelo discutido na secdo anterior (Eq. 4.9) pode ser
construido associando distribui¢des priori ao vetor de parametros da rede neural 0 e a
variancia do termo de ruido 0. Como discutido na Secio 4.1.1, o log da func¢do densidade
de probabilidade posteriori do modelo para um conjunto de observagoes (xi, 1), ..., (X, Vu)
¢ dado por

1 n
10g p(0, 0Z[71,-ws 3n) o Iog p(6. 09) = 2 3. Iy = fux)l (@.13)

¢ i=1

No contexto de redes neurais bayesianas, é comum assumir que p(0, 6?) = p(0) p(c?).
Uma extensa variedade de distribuicdes priori para o vetor de parametros 6 foram estudadas
na literatura de Redes Neurais Bayesianas. Em particular, a distribui¢do normal isotropica
se destaca como uma alternativa simples e efetiva para atenuar o fendmeno de sobreajuste,
além de possuir conexdes com trabalhos amplamente explorados como a regressao ridge
(HoEerL e KENNARD (1970)), weight decay (PLAUT (1986)) e a teoria de regularizadores de
Tikhonov (TikHONOV (1943), TIKHONOV (1963)).

Sob a priori normal isotrépica, a distribui¢do de probabilidade priori do vetor de
parametros 6 é dada por

0 ~ N(0,ox\I), omy >0 (4.14)

1
log p(0) o —GT”@”% (4.15)

NN

que alternativamente pode ser vista como um termo de penalidade L, (ou penalidade ridge,
HoERL e KENNARD (1970)) para a log-densidade da distribuigdo posteriori p(6, 62|y, ..., Yu)
resultante, onde o hiperparAmetro o, controla a forga do efeito de regularizacio nos
parametros do modelo. Um exemplo do efeito de regularizacdo em modelos multilayer
perceptron é ilustrado na Figura 4.2.

Alguns trabalhos estudam outras possiveis escolhas de distribuicdo priori para redes
neurais Bayesianas, como a distribuicdo Laplace (WiLL1ams (1995)), distribuicao horseshoe
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Figura 4.2: Aproximagdes da funcdo f(x) = —f—oxz - sen(5x/r) (linha solida azul nos graficos) a partir
de uma amostra de 25 pontos acrescidos de ruido N(0, v/0.4) (pontos em laranja) com modelos de redes
neurais Multilayer Perceptron de duas camadas (linha pontilhada, verde) estimados na amostra com
diferentes valores para T = oxay: (@) T=1071, (b)) =107, ()t =5-102 e(d) 7 = 0.

(CARvVALHO et al. (2009)) e log-uniforme (KINGMA et al. (2015)) que induzem esparsidade
no vetor de parametros.

Como estudado em NEAL (1996), outra propriedade importante das redes neurais
Bayesianas de uma camada oculta, sob distribui¢des priori independentes e identicamente
distribuidas de variancia finita, convergem para um processo gaussiano no limite em que a
dimensao da camada oculta tende ao infinito, devido ao teorema do limite central. Outros
trabalhos (LEE et al. (2017), MATTHEWS et al. (2018)) generalizam esse resultado para redes
com profundidade arbitraria sob outras restri¢des, e encontram kernels aproximadamente
equivalentes a modelos de redes neurais profundas.

Dado o caracter nao-linear e super-parametrizado dos modelos de redes neurais, a
obtencdo, mesmo que aproximada, da distribui¢do posteriori para esta classe de modelos
pode ser uma tarefa extremamente desafiadora. Métodos tradicionais de inferéncia baseados
em Markov Chain Monte Carlo (MCMC) sdo pouco efetivos para esta classe de modelos
devido ao problema de alta dimensionalidade e baixa identificabilidade dos parametros
do modelo. Além disso, aproximagdes baseadas em processos Gaussianos com fung¢des de
kernel equivalente podem ser pouco efetivas computacionalmente quando o tamanho do
conjunto de dados é elevado.

4.1.4 Modelo Linear Gaussiano de Espaco de Estados

A classe de modelos lineares Gaussianos de espago de estados, como vista em DURBIN
e KoormAN (2012), pode ser escrita como
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ﬂt = Fﬁt—l + Wy, w; ~ Nk(o, P), = 1, 2, (416)

x;=HP, +€, € ~Ny,0,0Q) (4.17)

onde x; é um vetor observavel de dimensdo m x 1 e B, é um vetor latente de dimenséao
k x 1, chamado de vetor de estados no instante t. Além disso, assume-se também que

Bo ~ N(uo, %)

O modelo de espago de estados descreve um sistema dindmico onde cada quantidade
observavel x; depende exclusivamente de um vetor latente de estados f; que governa
a evolugdo temporal do sistema. O ato de realizar uma medigdo no sistema é descrito
por meio da Equagdo 4.17, chamada de equacdo de medicdo do sistema, que transforma
linearmente o vetor de estados f; usando a matriz H de dimensdo m x k e o vetor de ruido
de observacdo €;. De maneira complementar, a equagao 4.16 que descreve a dinamica do
sistema por meio de um modelo autoregressivo vetorial (3.2) é chamada de equacdo de
evolucgao do sistema.

Figura 4.3: Diagrama de um modelo de espaco de estados de variaveis latentes { By, P, Pz, Bs. ...} (em
laranja) e observagoes {x1, x,, x3, ...} (em branco).

Modelos lineares Gaussianos de espacos de estados sdo amplamente utilizados em
diversas areas do conhecimento, como por exemplo em Engenharia (CHAN et al. (1979),
WENG et al. (2006)), Economia (ATHANS (1974), PAsrICHA (2006)) e Metereologia (DELLE
MoONACHE et al. (2011)). Em muitas aplica¢des, um dos principais interesses é obter a
distribuicdo do vetor de estados dado um conjunto de observagdes x, ..., x,. Para este
objetivo, tipicamente, utilizam-se procedimento de filtracao ou suavizagao.

Os procedimentos de filtracdo buscam obter as distribui¢cdes dos estados do sistema
condicionados nas observagoes disponiveis até o tempo presente t, p(f;|xi, ..., X;), enquanto
os procedimentos de suavizacido tem como objetivo calcular as distribui¢cdes dos estados
condicionados a todas as n observagdes disponiveis p(f;|xi, ..., x,).

Decorrente do fato das distribuicoes de B, €; e w; serem normais multivariadas e da
linearidade do sistema dinamico, a distribuicdo conjunta de todos os estados e medidas
(%15 s X5 Pos - Bn) também é normal multivariada, o que garante que a distribuicdo condi-
cional de qualquer subconjunto de variaveis da distribui¢io completa também sera normal
multivariada. A partir deste resultado, o procedimento de filtracéo iterativo conhecido
como Filtro de Kalman pode ser usado para obter a distribuicio exata de (f;|xi, ..., x;).
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Filtro de Kalman

O Filtro de Kalman é um algoritmo iterativo para obter p(f;|xi, ..., x;) que depende da
execuc¢do de duas etapas para todo t = 0,1,...,n

« Atualizacao temporal: Obter p(f;|x;, ..., x;-1) usando p(B;_1|xi, ..., X;-1)

« Etapa de medicao: Obter p(f|xy, ..., x;) usando p(B|x, ..., x;-1)

Atualizacio Temporal
Partindo de uma distribuicdo conhecida (B;-1|xi, ..., x4-1) ~ Ne(te-1t-1, Pi-11-1) € decor-

rente da equagao de evolucido de estados B, = Ff,_;+w,_1, é facil verificar pelas propriedades
de linearidade da distribui¢do normal multivariada que

Bilxi, ..o X121 ~ Nk(FIlt—1|t—1, FPt—1|t—1FT +P) (4.18)

ou mais resumidamente

Bilxi, s x40 ~ Nk(”t\tfl,Pt\t—l) (4.19)

onde py1 = Fpyqy1 € Pyyy = FPy 1 F T+ P. O que conclui a etapa de atualizagio
temporal.

Etapa de Medicao

A partir da distribuigao obtida na etapa anterior (f;|xi, ..., X,-1), podemos obter a distri-
buicdo conjunta de (f;, x;) a partir da transformacéo linear dada pela equacdo de medicéo
x; = HP; + € e usando novamente propriedades de linearidade da distribuicdo normal
multivariada

B Hijt-1 Pt\H Pt|t—111 T
X1, X1 | ~ Niem , 4.20
< x| | %t X g Hpye |’ |HPyw HPy o H™ + Q (4.20)

Ao condicionar a distribui¢ao conjunta de (B, x;|xi, ..., x;) na variavel x; usando o lema
da distribui¢ido condicional de distribui¢cdes normais multivariadas, obtem-se que

(ﬁt|x1, ceey xt) ~ Nk(ﬂt|t; Pt|t) (4.21)

onde

Hyr = Hyje-1 + Pt\t—1HT(HPt|t—1HT + Q)_l(xt - Hﬂt\t—l) (4.22)
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Py = Pyy - Pt\t—lHT(HPﬂt—lHT + Q)_lHPﬂt—l (4.23)

o que conclui a etapa de medicao.

Procedimentos de filtragao sao particularmente uteis na estimagdo de parametros de
um modelo linear Gaussiano de espaco de estados. Dado um sub-conjunto desconhecido
de parametros do sistema 6 < (H, F, R, P), a verossimilhanca marginal p(x, ..., x,|0) é dada
por

p(xl5-~sxn|9) = H p(xta ﬂt|x1""sxt—1; e)dﬁt
=1 (4.24)

= g P(Bilx1, ... xi-1, 0)p(x,| By, O)d By

Repetindo-se as etapas de atualizacdo temporal e medicao para cada t = 0, ..., n, é possi-
vel computar as distribuicdes p(x;|x, ..., x;-1, @), necessarias para avaliar a verossimilhanca
marginal do sistema p(xy, ..., x,|6) no problema de estimacdo dos pardmetros de um modelo
linear Gaussiano de espaco de estados.

Além disso, a distribuicdo do tltimo estado filtrado do sistema (B;|xy, ..., x,, @) também
pode ser usada para prever x;.;, por meio das equacoes de evolucdo e medicdo, no caso em
que 0 é conhecido.

(%te1] X1, s X1, 0) ~ Np(HF py, HFPy, F* + PYH™ + Q) (4.25)

Para 0 desconhecido, a distribui¢ao preditiva de x;,,|x;, ..., x; é dada por

P(x1|x1, s X1) = /p(xt+1|x1, s X111, ) p(O|x1, ..., x,)dO (4.26)

No caso em que a distribuigao posteriori p(0|x, ..., x;) € desconhecida, mas é possivel
obter amostras desta através de um procedimento de inferéncia aproximado, amostras
para a distribuicdo preditiva também podem ser obtidas através da equacio 4.25.
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4.2 Modelo Linear-Neural de Espaco de Estados para
previsao da ETT]

4.2.1 Motivacao e Revisao Bibliografica

Como verificado em diversos trabalhos da literatura (CAJjuEIRO et al. (2009), CALDEIRA
et al. (2010), CALDEIRA et al. (2016b), CALDEIRA et al. (2016a)), os modelos tradicionais
de previsao da ETT] brasileira de melhor performance usualmente se baseiam nos con-
ceitos de reducgdo de dimensionalidade ou de decomposicao das curvas das de taxas de
juros. Em especial, os modelos Nelson e Siegel dindmico (D1eBoLD e L1 (2006)) e Nelson,
Siegel e Svensson dinamico se destacam gracas aos inumeros resultados empiricos que
indicam a superioridade desta classe de modelos em relacao as abordagens tradicionais
alternativas.

A partir de uma analise comparativa entre a classe de modelos Nelson e Siegel dindmico
(com estimacdo em uma etapa) e abordagens alternativas vistas no Capitulo 3, uma lista
de possiveis motivos para o sucesso desta classe de modelos pode ser construida:

(i) Possibilidade de estimagao conjunta dos componentes temporais e locais
(ii) Continuidade e suavidade das curvas preditas
(iii) Estabilidade assintdtica das curvas preditas

A caracteristica (i) garante que a decomposicao ou reducao de dimensionalidade seja
coerente com a componente temporal especificada, e portanto tem alta importancia para o
problema de previsdo de curvas, apesar de causar sucetibilidade ao problema de sobreajuste
em alguns contextos. A caracteristica (ii) pode ser vista como uma inclusdo de conhecimento
de dominio que garante que taxas de juros de vencimentos parecidos também devem ser
parecidas. O item (iii) favorece formatos de curvas com taxas que se estabilizam em
vencimentos mais longos, o que garante que as curvas geradas pelo modelo sejam mais
plausiveis teoricamente.

No entanto, como visto no Capitulo 3, a classe de modelos Nelson e Siegel dindmico
depende de um conjunto de fun¢des de carga pré-determinadas e fixadas (ao escolher o
parametro A), limitando a capacidade expressiva do modelo apenas a combinacdes lineares
de funcdes deste conjunto. Com o objetivo de relaxar esta hipétese, novos modelos que
permitem estimar decomposicdes dinamicamente a partir do conjunto de dados foram
propostos nos ultimos anos.

Algumas destas abordagens buscam melhorar o ajuste de decomposi¢des de curvas
de taxas de juros de maneira independente (desconsiderando a componente temporal do
modelo), mas que depois podem ser adaptadas ao contexto de previsao da ETT] usando-se
uma abordagem de estimacdo baseada em duas etapas (como descrito no Capitulo 3).
FARIA e ALMEIDA (2018), por exemplo, sugerem um modelo misto para a curva de taxa
de juros usando um modelo paramétrico baseado na extensao de SVENSsON (1994) para
a extremidade mais longa e B-Splines cubicas para as extremidade mais curtas, TAKADA
e STERN (2015) propde a utilizacdo de algoritmos de fatoracdo nio-negativa de matrizes
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e MINEO et al. (2020) sugerem uma decomposicao livre de arbitragem com B-Splines
restritas.

Decomposic¢ao . .. -
dinAmica (i) (ii) (iii)
D1eBOLD e L1 (2006) v v v
BowsHER e MEEKS (2008) v v
Hays et al. (2012) v v v
TAKADA e STERN (2015) v
FARIA e ALMEIDA (2018) v v v
SuimoN et al. (2020) v
MINEO et al. (2020) v v

Tabela 4.1: Comparativo entre trabalhos revisados quanto as caracteristicas: Decomposicdo dinamica
(estimada a partir de dados), Estimagdo conjunta dos componentes temporais e locais (i), Continuidade
e suavidade (ii) e Estabilidade assintotica (iii)

Outros autores propde a utilizacdode Splines cubicas em um modelo de espago de
estados, que permite estimar as duas componentes do modelo em unica etapa. BOWSHER e
MEEKS (2008) sugerem o modelo Functional Signal Plus Noise que descreve a curva de taxa
de juros com uma unica Spline cubica de k nos que interpola um conjunto de coordenadas
latentes da curva, que sao modeladas com um processo VAR(1). HAys et al. (2012) sugere
a utilizacdo de uma Spline ctbica para cada funcao de carga de um modelo de espago de
estados.

Na Tabela 4.1, os trabalhos revistos nessa secdo sdo representados em relacdo a aderén-
cia s quatro propriedades listadas. E possivel verificar que nenhum dos modelos propostos
atingem todas as propriedades listadas simultaneamente, o que estimula naturalmente a
pergunta da possibilidade de um modelo com todas estas propriedades atingir melhores
resultados.

Como uma tentativa de preencher esta lacuna, na secao a seguir, é apresentada uma
extensdo do modelo linear Gaussiano de espaco de estados, com o objetivo de gerar
novas decomposicdes a partir de dados e preservar as caracteristicas descritas neste
capitulo.

4.2.2 Modelo

Com o objetivo de obter novas decomposicdes para as curvas de taxas de juros em um
modelo linear gaussiano de k fatores, uma abordagem intuitiva seria estimar toda a matriz
de medicao H de M x k parametros livres conjuntamente com os demais parametros do
modelo (F, P, Q).

No entanto, esta abordagem sofre de duas principais desvantagens. As previsdes nao
podem ser calculadas para alguma maturidade nao observada m ¢ {my, ..., my;} sem um
procedimento de interpolacdo ou extrapolacdo. Além disso, o modelo néo induz que taxas
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de juros com vencimentos parecidos também devem ser parecidas (como discutido em
4.2.1).

Com o objetivo de atenuar estes dois problemas, a seguinte extensao ao modelo linear
de espaco de estados Gaussiano é proposta:

Bi=FBi+w, w o Ni(0, P) (4.27)

yi(m) = go(m)" B, + €(m) (4.28)

onde m é um vencimento, f; é um vetor de k fatores do instante de tempo t e go(m) :
R — R¥ é uma rede neural de vetor de parametros 6. A funcio gy pode ser vista como um
gerador parametrizado de k func¢des de base do espago de curvas de taxas de juros:

5 (m)
go(m) = ; ):(m) (4.29)

k-1
¢ (m)

onde E)O), ey gbék_l) sdo os termos da ultima camada da rede neural gy.

Alternativamente, o modelo também pode ser interpretado como uma tnica rede neural
fo(m): R — R cuja ultima camada possui coeficientes variantes no tempo (segundo o
processo estocastico de 4.27) e funcdo de ativacido identidade.

A estrutura da rede neural gy garante cargas continuas e diferenciaveis, permitindo

avaliar a y,(m) em qualquer vencimento, assim como a decomposicdo de Nelson e Siegel.

Entretanto, para simplificar os calculos adiante, go(m) é avaliada apenas no vetor de

vencimentos fixos [my, ..., my]”.

Com esta simplificagdo, a equacdo de medigao (4.28) do modelo de espagos de estados
pode ser entio representada em termos de y;, = [y,(my), ..., y/(my)]’ e a matriz de medicdes
Hy = [go(m,), ..., go(mar)]”, produzindo a familiar expressio da equacdo de medicéo:

vi=Hef + €&, & "™ Ny(0,Q) (4.30)

onde Q é uma matriz positiva definida.

Para garantir flexibilidade e boas propriedades do modelo, é proposta uma arquitetura
para a rede neural gy composta por duas camadas escondidas, com fun¢des de ativacdo
tangente hiperbdlica (4.7), que sdo suaves e possuem boas propriedades de convergéncia
(LECUN et al, 2012).

Para facilitar a interpretacdo dos fatores do modelo, a primeira funcao de carga de g
é fixada como (ﬁfgo)(m) = 1. Além disso, para induzir representa¢des similares ao modelo
de Nelson e Siegel, uma funcao de ativacao sigmoide € incluida na camada final da rede
neural, limitando assim as fung¢des de carga geradas no intervalo [0, 1] e facilitando que
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a rede neural seja capaz de recriar padrdes de decaimento exponencial para 0 ou para 1,
assim como a decomposicdo de Nelson e Siegel.

Com a flexibilidade que a inclusido do modelo de redes neurais proporciona, é possivel
obter decomposi¢des continuas para um nimero arbitrario de fatores desejados, a0 mesmo
tempo que o acoplamento com modelo de evolugio de estados (4.27) garante que estas
decomposicdes produzam fatores relevantes para a descrever o comportamento temporal.
Entretanto, como os modelos de redes neurais sdo aproximadores universais de funcoes,
restringir a complexidade do modelo proposto pode ter suma importéncia para garantir a
suavidade das decomposicdes obtidas e prevenir o problema de sobreajuste.

Além disso, como DiEBOLD e RUDEBUSCH (2013) observam, induzir independéncia entre
fatores na equacgéo de evolucao de estados, efetivamente reduzindo o modelo VAR(1) a
multiplos modelos AR(1) independentes, tem efeito benéfico nas previsdes obtidas para
a curva americana. Entretanto, no caso brasileiro, os trabalhos de ANIsimov (2020) e
CALDEIRA et al. (2016a) obtém resultados superiores utilizando um modelo VAR(1) sem
estas simplificacdes. O que também sugere que a presenca de um método de regularizacéo
calibravel para o modelo de evolucdo de estados pode ser benéfico em alguns casos.

Com estes objetivos, um mecanismo de regularizacdo para o modelo proposto baseado
na escolha de distribuicdes priori para ambas componentes do modelo é descrito a seguir
na Secdo 4.2.3. Em seguida, um procedimento de estima¢do em uma etapa é descrito na
Secdo 4.2.4.

4.2.3 Especificacao da Priori

Modelo de Decomposicao

Os modelos de redes neurais sdo usualmente suscetiveis ao problema de sobreajuste
em de conjuntos de dados pequenos ou na auséncia de mecanismos de regularizagio
apropriados (BARRON (1991)). Como visto anteriormente na secdo 4.1.3, o framework
Bayesiano pode ser aplicado de maneira bem sucedida no contexto de redes neurais,
fornecendo uma variedade de técnicas de regularizacdo baseados na escolha de prioris
para os parametros do modelo.

Como discutido no capitulo 4.1.3, a distribuicdo normal isotrépica é uma escolha
popular de priori para redes neurais Bayesianas com efeito de regularizacdo. Para uma
rede neural gy de |0| parametros, a priori normal isotrépica é dada por

0 ~ N(0, o5n 1), oy > 0 (4.31)
0 0 1
log p(0) =~ log(2m) ~ D og(oy) ~ 5 T [Iwif 432)
ONN web

O grau de regulariza¢do de gy é controlado pelo hiperpardmetro o%,, onde valores
mais baixos para oy, induzem penalidades mais altas no modelo, como visto no exemplo
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da Figura 4.4.
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Figura 4.4: Seis amostras da rede neural gg : R — R* (utilizada no experimento do capitulo 5.3)
obtidas sob a priori normal isotrépica 0 ~ N(0, o2 ) para diferentes valores de o,

Uma técnica possivel para escolher de maneira subjetiva o hiperpardmetro o consiste
em analisar as caracteristicas das decomposi¢des de curvas geradas sob a distribuigao
priori de € para multiplos valores de o%y. Conforme ilustrado na Figura 4.4, a partir
da analise grafica das decomposicdes geradas pelo modelo sob a priori especificada, é
possivel escolher o valor do hiperpardmetro o5, em termo da suavidade desejada das
decomposi¢des obtidas.

Parametros de Transicao de Estados

Outro caso de uso popular de distribuicdes priori com efeito de regularizagio é a classe
de modelos modelos autoregressivos vetoriais (VAR), que possuem nimero de paradmetros
excessivo quando utilizados em espacos de alta dimensionalidade.

Uma escolha comum de priori com efeito de regularizacido para esta classe de modelos
é a priori de Minnesota (LITTERMAN (1986)), que associa a matriz de transi¢cdo de um
processo VAR a uma distribui¢do normal centrada ao redor de um passeio aleatoério. Essa
hipotese é especialmente util no contexto de previsao de curvas de taxas de juros, pois
como discutido anteriormente, o passeio aleatério é usualmente um modelo dificil de se
superar, especialmente em curtos horizontes de tempo.

Diferentemente da abordagem empirical bayes sugerida no trabalho original de Lit-
TERMAN (1986), uma variacdo da priori de Minnesota baseada na conjugacdo entre as
distribuicdes normal e gama inversa (GIANNONE et al. (2015)) pode ser construida a partir
das relacoes:
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vec(P) @ I1G(a,b), a>0, b>0 (4.33)

vec(F)|P ~ Ni(vec(Iy), V) (4.34)

onde P = diag(P,, P,, ..., Py) é uma matriz diagonal de covariancias do termo de ruido w; e
V é uma matriz de covariancias de termos v;; dados por

Az’ . — .
(S e J, A>0, 0=<y=<l (4.35)
(Ay)*P/P;, sei#j

O hiperparametro A controla o grau de certeza na hipotese de passeio aleatorio, en-
quanto y controla a intensidade do relacionamento de fatores distintos, relativo ao valor
de A. Ao reduzir o valor do hiperparametro y, a influéncia entre fatores distintos também
diminui. Particularmente, quando y = 0, o modelo VAR(1) pode ser escrito como k pro-
cessos AR(1) independentes. Na Figura 4.5, o efeito do parametro y é ilustrado em quatro
amostras das matrizes de transi¢io geradas pela priori de Minnesota, com a = 2, b = 107
A=0.2.

Assim como na se¢do anterior, a selecdo dos hiperparametros da distribuicdo priori
pode ser feita de maneira subjetiva através da analise das matrizes de transicao e fatores
gerados em diferentes configuracdes de hiperparametros. A presenca de um modelo ou
estudo de referéncia também pode ser usada nesta etapa como base para escolha dos
valores dos hiperparametros (a, b, A, y).

4.2.4 Estimacao

Condicional aos pardmetros do modelo © = [, F, P, Q], o carater linear do modelo
é preservado, e portanto o Filtro de Kalman pode ser utilizado para obter a distribui¢do
exata dos fatores ff;, dadas as ultimas (¢ — 1) observagdes. Portanto, como visto no Capitulo
4.1.4, é possivel avaliar a funcio de densidade da distribui¢do posteriori, dada por

T

p©ly) < p(O) [T p(y:lyr, s yi-1,©)

t=1

1 (ﬁtb’ls s Yi-1, O)p(Yi| 1, ©)d by (4.36)

~

= P(G)HJ\[ (s HoPyji-1, Ho Py 1He +0Q)

t=1

~

onde N é a funcdo de densidade gaussiana e os termos ;-1 = E(Bi|y1, ..., -1, ©) € Pyy_y =
Var(Bi|y1, ..., ¥i-1, ©) sdo obtidos diretamente das equacdes de recorréncia de Kalman.

Para obter as estimativas pontuais dos parametros do modelo a funcdo de densidade da
distribuicdo posteriori pode ser maximizada utilizando métodos de otimizacdo baseados
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Figura 4.5: Quatro amostras da matriz F com k = 5 fatores sob a priori de Minnesota em trés
configuragdes diferentes de hiperparametros. Em todos os painéis: a = 2, b = 1073, 1 = 0.2. Para as
linhas: (a) y = 0.33, (b) y = 0.66 e (c) y = 0.99.

em gradiente. Através do algoritmos de diferenciacdo automatica, o gradiente Vo p(0|y)
pode ser calculado de maneira eficiente para qualquer arquitetura diferenciavel de rede
neural. O custo computacional de se calcular o Filtro de Kalman em cada avaliacdo da
densidade p(B|y) pode ser reduzido usando-se o algoritmo de computacio paralela proposto
por SARKKA e GARCIA-FERNANDEZ (2019) que, assintoticamente ao nimero de unidades
de processamento disponiveis, alcanga complexidade logaritmica de tempo efetivo de
processamento.

Apesar da obtencao de estimativas pontuais que maximizam p(®|y) ser direta, inferir a
distribuicdo p(0©|y) pode ser uma tarefa extremamente complexa. Como visto na Secdo 4.1.3,
os modelos de redes neurais sdo super parametrizados e possuem baixa identificabilidade, o
que dificulta a utilizacdo de métodos de inferéncia baseados em Markov Chain Monte Carlo
(MCMC), que se provam necessarios na auséncia de solugdes analiticas para a posteriori,
como no caso do modelo proposto. Além disso, como cada avaliacdo de p(©|y) exige a
aplicacgao do Filtro de Kalman, gerar um nimero elevado de amostras da posteriori pode
se tornar computacionalmente desafiador.

Recentemente, diversos métodos de inferéncia aproximada foram propostos para quan-
tificar a incerteza de estimacdo em modelos de redes neurais Bayesianas (ver (F1Los et al,
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2019) para uma discussdo comparativa entre as abordagens mais utilizadas), a quantificacdo
da incerteza pode ser crucial para aplica¢des com o objetivo de gerenciamento de risco ou
precificacio de derivativos, porém estes temas fogem do escopo deste trabalho.

4.2.5 Previsao
A partir das estimativas pontuais para as matriz F e os parametros 6, uma previsiao

da ETT]J para o instante ¢ + h pode ser obtida evoluindo a equagio de estados a partir do
ultimo estado filtrado f;; e fazendo-se a medi¢do segundo a Equacdo 4.28:

Yesn(m) = géMAP(m)TﬁAZApﬂﬂt (4.37)



Capitulo 5

Avaliacao Empirica

5.1 Metodologia

A qualidade das previsdes dos modelos ajustados é avaliada numa amostra de teste
para multiplos horizontes de tempo. Para cada instante de tempo ¢ da amostra de valida-
¢do, a previsdo para t + h é obtida e comparada com a curva efetiva y;,;, os resultados
sdo registrados em uma base de dados, onde sdo calculadas métricas de performance
agregadas.

Para os modelos baseados na abordagem de dois passos, a previsiao para h-passos a
frente no momento ¢ sdo obtidas através da evolugao dos fatores extraidos disponiveis
em ¢ para o passo t + h, utilizando o modelo VAR estimado. A previsdo resultante é entdo
convertida para o formato de curva de juros usando a equacdo de decomposicao.

Para os modelos baseados na abordagem de estimativa em uma etapa, o procedimento
é semelhante, mas requer uma etapa extra de atualizacdo do Filtro Kalman no final de cada
iteracdo. O procedimento completo é descrito abaixo, para cada periodo de tempo t:

1. Obter a previsao F hﬁm para os fatores da curva t + h, a partir do vetor de fatores
filtrados By, = E(B|y:, ... y:) e a matriz de transicdo estimada F.

2. Converter os fatores previstos usando a matriz de medicdo estimada H para obter a
previsdo da curva de taxa de juros completa de t + h:

At+h Y oh
yi" = HE'By, (5.1)
3. Atualizar as equagdes de recorréncia de Kalman usando a proxima observacao y;,;
para obter B;.

As previsdes sdo entdo avaliadas utilizando a métrica Root Mean Squared Error (RMSE),
calculada para cada vencimento m e horizonte h considerados:
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1 T

T & Dealm) =3 m)’ (52)

RMSE(m, h) = \/

onde t, é o indice da primeira observacio fora da amostra utilizada na estimacao, y!""(m)
é a previsao (calculada em ¢) da taxa de juros de vencimento m para o instante ¢t + h,e T é
o numero total de observacdes do conjunto de dados.

Outra métrica de interesse para medir a qualidade das previsdes de cada modelo é a
média aritmética e desvio padrao das métricas RMSE, calculadas ao longo dos vencimentos
considerados

mRMSE(h) = z\_14 3 RMSE(m, h) (53)

SRMSE(h) = % f (RMSE(m, h) - mRMSE(h))* (5.4)

Os modelos baseados em estima¢do em uma etapa (como Nelson e Siegel dinamico e o
modelo proposto no capitulo 4.2.2) sdo estimados usando métodos de otimizagao baseada
em gradiente da biblioteca Pytorch (PASzKE et al. (2019)), com a implementac¢io do algoritmo
parallel-scan do Filtro de Kalman (SARKKA e GARCIA-FERNANDEZ (2019)) da biblioteca Pyro
(BINGHAM et al. (2019)), na linguagem de programacéo Python.

5.2 Experimento com Dados Artificiais

5.2.1 Descricao do Experimento

Nesta se¢do, um experimento com dados artificiais com objetivo de testar a viabilidade
em termos praticos do modelo linear-neural de espaco de estados é conduzido. Para isso,
um processo gerador baseado em um caso particular do modelo LNEE ¢é criado:

Zy = th,l + Wy, Ww; i’i“d Nz(o, P) (55)
iid
yi(m) = ¢(m)"z, + e(m), e(m) = N(0,0?) (5.6)
_fo.88 -0.80] _  [0.04 000] , ) .
onde F = [0.88 0.33 }, = [0'00 0'04], o = 0.04 e as fungdes de carga sdo dadas

por

m) = ¢0(m)} _ [e—(m—o.zs)z/o.zs] 57)

¢1 ( m) ef(m70.75)2/0.04
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Deste processo, sdo geradas um total de 500 observagdes, sendo as primeiras 400
destinadas a estimativa dos parametros dos modelos testados e as tlltimas 100 para avaliacao.
Além disso, para facilitar a manipulagao dos dados gerados, as curvas sdo avaliadas num
conjunto restrito de 20 pontos {my, ..., my } igualmente espacados no intervalo [0, 1].

Os valores escolhidos para F e P garantem que a série temporal gerada dos fatores
z; do modelo tenham comportamento ciclico e relativamente previsivel, como visto na
Figura 5.1.

zZ; zi, 0=<1t=<60

o
ﬁ'wut“‘ KU 'H\

T T T T T T T T T T T T
0 100 200 300 400 500 0 10 20 30 40 50 60

Tempo Tempo

Figura 5.1: Série temporal do primeiro (linha azul) e segundo fator (linha laranja) de z,. Painel da
esquerda: série completa. Painel da direita: primeiras 60 observacoes.

Na Figura 5.2, as funcdes de cargas da Equacéo 5.7 sdo representadas conjuntamente
com as primeiras 4 curvas geradas pelo modelo, retratadas com e sem a presenca do
termo de ruido de medi¢do €. O valor de o2 = 0.04 ¢ escolhido de forma a introduzir uma
quantiade significativa de ruido, sem distorcer completamente o formato das curvas geradas,
para testar a robustez das decomposi¢des obtidas pelo modelo proposto na presenca de
ruido.

Neste experimento, o modelo Linear-Neural de Espaco de Estados (LNEE) é inicializado
com uma rede neural gy de trés camadas com 64, 32 e 32 unidades ocultas, respectiva-
mente. Assim como discutido em 4.2.2, sdo utilizadas funcdes de ativacdo do tipo tangente
hiperbdlica para as camadas intermediarias e sigmdide para a camada final.

Dado o nuimero reduzido de fatores, uma distribui¢do priori pouco informativa é
atribuida aos pardmetros da componente temporal do modelo. Para isso, sdo usados os
hiperparametros (4, y) = (0.5,0.9), e (a, b) = (0.1,0.001), obtidos através do procedimento
de simulacdo descrito em 4.2.3. Com o intuito de analisar as decomposi¢des obtidas pela
rede neural gy na auséncia de mecanismos de regularizacdo, a variancia para os parametros
de gy ¢ fixada como o} = 10°.

Os parametros do modelo LNEE sao estimados a partir de métodos de maximizagao
de primeira ordem para a densidade da distribuigao posteriori p(®|yy, ..., Y400), assim como
descrito no Capitulo 4.2.4.

Para verificar a importancia na escolha de pontos iniciais dos algoritmos de otimizacao,
a estimacdo do modelo LNEE é feita duas vezes, a primeira com inicializacdo aleatéria para
todos os parametros do modelo, e a segunda, usando as componentes principais da matriz
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Figura 5.2: Painel superior esquerdo: fun¢des de carga ¢p(m) calculadas para m € {my, ..., my}. Painel
superior direito: quatro primeiras curvas geradas no conjunto de dados antes da inclusdo do termo
de ruido de medicao. Painel inferior: quatro primeiras curvas geradas no conjunto de dados apds a
inclusdo do termo de ruido de medicdo €;.

de dados para inicializar para as func¢des de carga gy do modelo. Na segunda execucao, os
parametros iniciais 8, de gy sdo obtidos a partir de um procedimento de pré-treinamento
da rede neural com o objetivo de minimizar o erro quadratico médio entre as func¢des de
carga do modelo e a matriz de componentes principais de Y.

5.2.2 Resultados

Na Figura 5.3, sdo representadas as decomposicdes obtidas ao final do procedimento
de estimacio dos parametros do modelo. E possivel verificar que ambos os modelos LNEE
foram capazes de recuperar grande parte do formato das fun¢des de carga originais do
processo gerador dos dados. Em especial, nota-se que o modelo LNEE com inicializacido
aleatoria capturou melhor a segunda funcédo de carga enquanto o outro modelo capturou
melhor a primeira funcdo de carga.

Como esperado, o procedimento de estimacdo do modelo LNEE, com funcdes de
carga inicializadas a partir das duas componentes principais, atingiu convergéncia mais
rapidamente que o modelo com incializacdo aleatoria, reduzindo pela metade o nimero
total de iteracOes necessarias.

A série temporal dos fatores filtrados ﬁt“, obtida através das equagdes de recorréncia do
Filtro de Kalman (4.1.4), é apresentada na Figura 5.4 para ambos os modelos. Nota-se que
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Figura 5.3: Funcoes de carga reais da Equacgdo 5.7 (em linhas solidas) e fungdes de carga estimadas (em
linhas pontilhadas). Painel superior esquerdo: duas primeiras componentes principais. Painel superior
direito: decomposicao estimada do modelo LNEE com 0 inicializado aleatoriamente. Painel inferior:
decomposicdo estimada do modelo LNEE, com 0 inicializado a partir das duas primeiras componentes
principais.

LNEE (inicializacao aleatdria)

Tempo

LNEE (inicializacdo PCA)
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Figura 5.4: Primeiras 50 observacdes dos fatores filtrados ﬁt\t = E(Bi|y1, ... yt) (linhas tracejadas) dos
modelos LNEE com as duas inicializagdes (aleatéria e componentes principais) e a série temporal dos
fatores z; gerados pelo modelo verdadeiro (linhas soélidas).
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ambos os modelos foram capazes de reproduzir com precisdo o padrio ciclico do processo
gerador dos dados, entretanto, os fatores filtrados do modelo com inicializacdo aleatoria
obtiveram resultados mais proximos dos fatores originais.

A performance dos dois modelos LNEE sao avaliadas usando o processo descrito na
secdo 5.1, para os horizontes de 1, 5, 10, 15 unidades de tempo. Um exemplo das previsoes
obtidas pelo modelo LNEE com inicializacdo aleatdria é apresentado na Figura 5.5. Dos
resultados das métricas RMSE médias, apresentados na Tabela 5.1, é possivel concluir que
apesar das diferencas aparentes entre as decomposicdes obtidas, ambos os modelos obtém
resultados semelhantes na tarefa de previsao.

Horizonte (dias) Inicializacgdo RMSE d.p
aleatoria 0.299 0.035

1

PCA 0.300 0.034
, aleatéria 0.510 0.086
PCA 0.510 0.086
10 aleatodria 0.744 0.125
PCA 0.744 0.125
15 aleatéria 0.981 0.171

PCA 0.982 0.171

Tabela 5.1: Média e desvio-padrdo da métrica RMSE das previsoes does modelos LNEE com as duas
inicializacoes (aleatoria e componentes principais) para os horizontes de 1, 5, 10 e 15 unidades de
tempo.

A partir dos resultados do experimento realizado, é possivel concluir que o modelo
proposto foi capaz de recuperar com precisdo a decomposicéo original do processo gerador
criado, mesmo sob a presenca de ruido. Além disso, foi possivel que uma inicializagao
cuidadosa dos pardmetros da rede neural gy pode reduzir significativamente o tempo de
convergéncia na estimac¢ao dos pardmetros do modelo sem afetar significativamente os
resultados obtidos na tarefa de previsao.

Além disso, nota-se que mesmo sob a auséncia de regularizagio e presenca de ruido de
medicdo no conjunto de dados, a rede neural do modelo proposto produziu func¢des de carga
com um padrao suave e estavel. No entanto, por se tratar de um experimento controlado, os
resultados podem ser pouco conclusivos. Para investigar melhor a influéncia da distribuicéo
priori nas decomposicdes obtidas e performance de previsdo, um experimento com este
proposito é conduzido na Secao 5.3 usando os dados da ETT]J brasileira.
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Figura 5.5: Quatro previsdes do modelo LNEE (inicializagdo aleatéria) para os horizontes de 1, 5, 10 e
15 unidades de tempo, partindo do instante de tempo t = 400.

5.3 Experimentos com a ETTJ Brasileira

5.3.1 Descricao do Experimento

A fim de avaliar empiricamente o desempenho da técnica proposta, um experimento
é realizado com a curva de juros brasileira construida e divulgada pela bolsa de valores
brasileira B3 a partir de contratos futuros de depositos interfinanceiros (Futuro DI)!, como
usualmente usado na literatura brasileira de modelagem da estrutura a termo das taxas
de juros (ver CALDEIRA et al. (2010), VICENTE e TABAK (2008) e CAJUEIRO et al. (2009), por
exemplo). Diferentemente das taxas de contratos de swap, os contratos futuros de DI tem
maior diversidade de vencimentos e alta liquidez, o que torna atraente a utilizacdo desta
classe de ativos para a construcio das curvas de taxas de juros, ainda que a série historica
disponivel para este tipo de ativo seja menor que a de contratos de swap.

A base de dados extraida compreende o periodo de Agosto de 2003 a Agosto de 2018

para os vencimentos de 1, 2, 1, 2, 3, 6, 12, 24, 36, 48, 60, 72 e 84 meses de 21 dias uteis.

UInformacdes obtida a partir do Manual de Curvas do site oficial da B3.
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Os vértices faltantes da base de dados sdo interpolados usando-se o método flat-forward
(MarTz (2002), descrito na segao 2.6.3). As principais estatisticas descritivas do conjunto
de dados sdo apresentadas na Tabela 5.2.

Vencimento (meses) Média Desvio Padrdo Minimo Maximo p(21) p(252)

1 11.60 2.97 6.45 21.01 0.99 0.56
2 11.59 2.96 6.43 20.56 0.99 0.55
3 11.58 2.95 6.41 20.16 0.99 0.55
6 11.59 2.90 6.41 19.53 0.99 0.53
12 11.68 2.80 6.59 19.30 0.98 0.52
24 11.94 2.56 7.10 19.84 0.97 0.52
36 12.10 2.44 7.65 20.53 0.96 0.54
48 12.21 2.40 7.98 21.34 0.96 0.56
60 12.27 2.42 8.21 22.10 0.96 0.57
72 12.32 2.45 8.38 22.82 0.96 0.57
84 12.37 2.48 8.53 23.33 0.96 0.58

Tabela 5.2: Estatisticas descritivas para taxas de juros anuais, referentes ao periodo de Agosto de 2003
a Agosto de 2018 da base de dados descrita em 5.3.1, em escala de pontos percentuais. As autocorrelagoes
amostrais para 21 e 252 dias uteis das taxas de juros em cada vencimento sdo reportadas respectivamente
nas colunas p(21) e p(252).

Sao comparadas as previsoes fora da amostra obtidas pelo modelo linear-neural de
espaco de estados (LNEE) em relacdo as seguintes abordagens classicas: passeio aleatorio
(RW), o0 modelo Nelson e Siegel dinamico (DNS) e o modelo Nelson, Siegel e Svensson
(DSV). Ambos os modelos DNS e DSV sao testados com as abordagens de estimagdo de
parametros em uma etapa e duas etapas.

Para avaliar se a inclusio da rede neural é benéfica no modelo proposto (LNEE), um
modelo Gaussiano linear de espaco de estados (GLEE) com matriz de carga H estimavel
também ¢é incluso no experimento. Além disso, para verificar se os modelos com 4 fatores
sdo suficientes, o modelo LNEE e GLEE sido ambos testados com 4 e 5 fatores latentes.

Na abordagem de estimacdo em duas etapas para os modelos DNS e DSV, seguindo o
método descrito por NELSON e SIEGEL (1987), um procedimento de otimizacido combinatéria
¢é usado para escolher os pardmetros de decaimento exponencial que minimizam a soma
total dos quadrados da curva de juros observada e a curva reconstruida a partir dos fatores
de decomposi¢ido, como descrito em 3.2.2. Os valores obtidos por este procedimento para
os parametros de decaimento exponencial também sédo re-utilizados na abordagem de
estimacao em uma etapa.

Para aumentar a estabilidade numérica e acelerar a convergéncia, os parametros esti-
maveis dos modelos DNS e DSV de uma etapa sdo inicializados com as estimativas obtidas
na abordagem em duas etapas. Com o mesmo objetivo, a matriz de medicdo H do modelo
GLEE ¢ inicializada com a matriz de carga H, do modelo DSV. Além disso, o vetor de
parametros 0 da rede neural do modelo LNEE também ¢ inicializado com uma solucdo
que reproduz aproximadamente a matriz de cargas do modelo DSV, usando o mesmo
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procedimento de pré-treinamento da rede neural gy utilizado no experimento anterior
(5.2.1).

Dada a complexidade computacional do modelo LNEE, todas as abordagens sugeridas
sdo avaliadas usando os primeiros 12 anos de dados para estimar uma vez os parametros
e os 3 anos restantes para avaliar as previsoes fora da amostra para 1 semana, 1 més, 3
meses e 6 meses a frente.

Em todos os modelos LNEE, sido utilizadas redes neurais com duas camadas interme-
diarias, ambas com 300 unidades ocultas intercaladas de fun¢des de ativacdo tangente
hiperboélica e funcdes de ativacdo sigmoéide para a tltima camada, assim como descrito em
4.2.2.

Os hiperparametros da distribui¢éo priori do modelo LNEE sao escolhidos com base
nos resultados obtido do modelo DSV com estimacdo em uma etapa e com a ajuda de
procedimentos de simulacdo. Assim como no experimento anterior, distribui¢des priori
pouco informativas sdo usadas a fim de avaliar o comportamento do modelo na auséncia
de fortes influéncias externas. Uma analise mais abrangente do impacto da distribuigao
priori no desempenho do modelo é apresentada a seguir na Secdo 5.3.3.

Para os hiperparametros da distribuicdo gama inversa, sdo selecionados (a, b) =
(0.1,0.001) tais que a priori resultante seja pouco informativa e tenha pico proximo a
estimativa da variancia de transi¢cdo dos estados obtida no modelo DSV. Como descrito em
4.2.3, os demais hiperparametros da priori de Minnesota séo escolhidos de forma qualitativa
através de uma inspecdo manual das matrizes de transicio e das séries temporais de fato-
res geradas. Deste procedimento, os valores (4, y) = (0.5, 0.9) sdo escolhidos por gerarem
observacoes visualmente plausiveis e que ainda mantém boa parcela de variabilidade.

A partir de um procedimento analogo de simulagio para as funcdes de carga gy (Figura
4.4), &y = 0.05 é escolhido por gerar funcdes de carga suaves, mas que ainda apresentam
complexidade superior as fun¢des de carga da decomposicdo de Nelson e Siegel.

5.3.2 Resultados

As tabelas 5.3 a 5.6 reportam os resultados das métricas RMSE para as previsoes fora
de amostra dos nove modelos considerados e quatro horizontes previsao. Em cada modelo,
as métricas de performance sao reportadas nos 11 vencimentos considerados, assim como
a média geral e desvio-padrdao da métrica RMSE.

Na previsdo para 1 semana (Tabela 5.3), todos os modelos, exceto o modelo 5-GLEE e
o modelo Nelson e Siegel dindmico obtiveram melhores pontuagdes do que o modelo de
passeio aleatorio (RW), que é tipicamente um modelo dificil de ser superado em horizontes
curtos de previsdo. O modelo LNEE de cinco fatores alcancou o menor valor de RMSE
médio, seguido de perto pelo modelo LNEE de quatro fatores.

Para as previsao de 1 més (Tabela 5.4), os modelos LNEE ainda alcan¢aram o menor valor
de RMSE médio geral e melhor performance nas maturidades de longo prazo. Entretanto,
os modelos DSV também apresentaram bom desempenho, superando os demais modelos
nos vencimentos de curto e médio prazo.
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Vencimentos (meses tuteis)
Modelo 1 2 3 6 12 24 36 48 60 72 84 Média d.p
RW 0.95 095 1.07 147 199 266 290 298 3.02 3.03 303 219 0.87

DNS® 102 079 1.14 215 254 266 299 3.03
DNS® 110 081 1.17 220 253 280 295 294

©w
o
S

315 334 234 0.89
305 320 234 0.84

N
O
3]

DSV®@ 077 079 1.05 146 2.16 268 290 3.01 298 304 315 218 0.93
DSV® 075 078 098 1.35 218 281 281 290 295 301 312 215 093

4-GLEE 0.71 0.75 097 151 216 2.79 2.81 2.89 296 3.01 3.08 215 0.93
5-GLEE 0.69 0.89 1.28 189 210 2.60 2387 3.06 310 3.02 3.01 223 0.87

4-LNEE 0.75 0.73 089 136 2.08 2.80 281 290 296 3.00 3.05 212 094
5-LNEE 0.66 0.72 0.89 137 207 265 285 29 300 298 296 2.10 0.95

Tabela 5.3: Métrica RMSE (x10°) das previsdes fora de amostra para horizonte de tempo de 1 semana.
Os simbolos (V) e @ sdo usados para diferenciar estimacdo em uma e duas etapas, respectivamente.

Vencimentos (meses tuteis)
Modelo 1 2 3 6 12 24 36 48 60 72 84 Média d.p
RW 3.27 324 334 375 440 534 576 591 598 6.00 6.00 482 1.16

DNS® 157 198 257 386 472 509 560 592 6.02 625 647 455 1.70
DNS® 158 194 251 375 465 519 536 556 573 588 6.04 438 158

DSV @
DSV ™

-
w
p—
=
(=)}
-}

211 293 4.00 498 548 577 585 6.03 6.25 422 1.80
202 2.72 418 541 549 562 576 587 6.02 423 174

—_
[o)}
—
—_
9
O

4-GLEE 175 2.00 232 3.06 4.23 540 548 561 574 580 588 430 1.61
5-GLEE 2.24 270 3.12 376 424 519 571 6.06 6.09 592 586 463 140

4-LNEE 1.63 175 2.00 272 4.03 532 542 556 570 578 585 416 1.70
5-LNEE 1.77 198 224 294 407 516 549 565 5.67 5.59 553 419 156

Tabela 5.4: Métrica RMSE (x10°) das previsdes fora de amostra para horizonte de tempo de 1 més. Os
simbolos (V' e ® sdo usados para diferenciar estimacdo em uma e duas etapas, respectivamente.
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Vencimentos (meses uteis)
Modelo 1 2 3 6 12 24 36 48 60 72 84 Média d.p
RW 935 933 934 946 987 11.09 11.89 12.05 12.00 1199 1196 10.76 1.21

DNS® 451 520 590 752 9.05 1027 11.27 1177 1192 1220 1245 9.28 2.87
DNS® 442 503 563 7.4 893 1037 10.80 11.03 11.17 11.27 1137 8.83 2.63

DSV® 3.64 4.24 480 6.05 750 9.24 1042 11.08 1136 11.76 12.11 838 3.09
DSV® 420 442 468 577 814 1046 1087 11.01 11.10 11.15 11.24 846 2.93

4-GLEE 4.98 5.29 557 632 812 1032 10.69 10.83 1090 10.89 1093 8.62 2.47
5-GLEE 649 6.80 7.01 721 791 992 1083 11.26 11.27 11.08 10.99 9.16 1.95

4-LNEE 4.14 440 4.67 5.60 7.70 10.09 1058 10.79 1091 1096 11.02 826 2.85
5-LNEE 4.81 5.04 524 589 7.50 9.58 10.16 10.34 10.34 10.25 10.21 8.12 232

Tabela 5.5: Métrica RMSE (x10%) das previsdes fora de amostra para horizonte de tempo de 3 meses.
Os simbolos ¥ e @ sao usados para diferenciar estimagio em uma e duas etapas, respectivamente.

Vencimentos (meses uteis)
Modelo 1 2 3 6 12 24 36 48 60 72 84 Média d.p
RW 18.08 18.14 18.19 18.17 17.89 1837 19.04 1894 1871 18.64 18.58 18.43 0.36

DNS® 882 955 1030 1227 1439 1628 1749 17.89 1790 18.10 1831 14.66 3.59
DNS® 847 9.04 9.64 1159 1439 16.64 17.07 1698 16.87 16.78 16.77 14.02 3.42

DSV® 803 886 9.65 11.53 13.33 1520 1654 17.17 17.39 17.77 18.12 13.96 3.67
DSV 849 886 934 11.24 1438 1689 17.06 16.85 1670 1656 1654 13.90 3.47

4-GLEE 9.75 10.15 1051 11.77 14.23 16.52 16.60 16.39 16.23 16.06 1599 14.02 2.73
5-GLEE 10.67 10.78 10.80 11.09 12.63 15.20 1590 16.03 1596 15.78 15.70 13.69 2.34

4-LNEE 8.03 8.43 8.82 1039 1336 16.11 1648 1640 1634 16.24 16.23 1335 3.49
5-LNEE 845 8.69 887 991 12.38 15.00 1548 1543 15.34 15.23 15.21 12.73 2.97

Tabela 5.6: Métrica RMSE (x10%) das previsdes fora de amostra para horizonte de tempo de 6 meses.
Os simbolos ¥ e @ sao usados para diferenciar estimagio em uma e duas etapas, respectivamente.
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DNS DSV
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Figura 5.6: Funcoes de carga estimadas dos modelos DNS, DSV, GLEE e LNEE. As cargas dos modelos
GLEE sao linearmente interpoladas dentro intervalo dos 11 vencimentos considerados, entretanto, ndo
sdo extrapoladas para nenhum vencimento fora deste intervalo.
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DNS DSV
0.2 0.2

-0.2 T T T T T T -0.2 T T T T T T
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Figura 5.7: Séries temporais dos fatores filtrados ﬁﬂt = E(B|y1, - Y1) dos modelos DNS e DSV, com
estimagdo em uma etapa, e dos modelos GLEE e LNEE.

O mesmo padrido observado nas previsoes de 1 més também é encontrado nos resultados
do horizonte de 3 meses (Tabela 5.5). No entanto, a diferenca de desempenho médio entre
os modelos LNEE e os outros candidatos torna-se mais perceptivel. Surpreendentemente,
para o modelo DSV, a abordagem de estimagido em duas etapas obteve RMSE visivelmente
menor do que a versdo em uma etapa. Observa-se também que o desempenho dos modelos
GLEE diminuiu significativamente, permanecendo apenas acima dos modelos DNS e do
modelo de passeio aleatorio.

No horizonte de previsdo de 6 meses (Tabela 5.6), o desempenho relativo dos modelos
LNEE em relacdo aos outros candidatos foi muito superior, especialmente no modelo de
cinco fatores. Observa-se também que o modelo DSV de duas etapas e o modelo de 5-GLEE
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alcancaram um bom desempenho.

As funcoes de carga estimadas dos modelos DNS, DSV, GLEE e LNEE sao mostradas
na Figura 5.6. Da figura, nota-se que funcdes de carga estimadas dos modelos GLEE
apresentam comportamento nao suave e instavel. Além disso, apesar do modelo GLEE ser
inicializado com a decomposi¢ao do modelo DSV, as cargas estimadas dos modelos GLEE
mostraram ter perdido o comportamento assimptotico original da decomposicdo de Nelson
e Siegel, o que pode dificultar o processo de extrapolagao da curva para vencimentos fora
do intervalo originalmente considerado.

Ao contrario dos modelos GLEE, as fung¢des de carga dos modelos LNEE de 4 e 5 fatores
apresentaram comportamento suave e assimptoticamente estavel, que sdo propriedades
importantes das curvas de taxas de juros, como discutido na secdo 4.2.1.

Em alguns aspectos, a interpretacdo dos fatores da decomposicao estimada do modelo
4-LNEE é semelhante a do modelo de Nelson, Siegel e Svensson. Por exemplo, os fatores
P e B, podem ser interpretados como dois fatores de médio prazo com picos em torno
dos vencimentos de 18 e 36 meses, embora ¢, apresente uma leve saliéncia em torno de
vencimento mais curtos e taxas de crescimento e decaimento mais rapidas. Outra diferenca
notavel entre os fatores do modelo 4-LNEE e DSV pode ser vista na funcéo de carga ¢, que

se assemelha a uma versao espelhada do padrao de decaimento exponencial do modelo
DSV.

Na versao de 5 fatores do modelo LNEE, a interpretagdo torna-se mais complexa.
Entretanto, da Figura 5.6 é possivel identificar um fator de curto prazo (B;) e trés tipos
diferentes de fatores de médio e longo prazo (B, f; e f,). De maneira similar a versdo do
modelo LNEE de 4 fatores, umas das fung¢ao de carga de médio prazo também apresenta uma
saliéncia na extremidade curta da curva, o que indica uma correlacio entre movimentos
de médio e curto prazo neste fator.

Na Figura 5.7, a série temporal dos fatores filtrados de cada modelo é apresentada. E
possivel verificar que os fatores extraidos dos modelos 4-GLEE e 5-GLEE apresentam grande
variabilidade, especialmente no segundo e terceiro fator. Além disso, das decomposicoes
avaliadas, os fatores filtrados dos modelos LNEE exibiram maior estabilidade, o que indica
que as decomposicdes aprendidas pela rede neural do modelo sdo uteis para a tarefa de
previsao.

5.3.3 Analise de Impacto dos Hiperparametros da Distribuicao
Priori

Com o objetivo de avaliar empiricamente o impacto da distribuicdo priori especificada
no modelo LNEE, o experimento de previsao descrito na se¢io anterior é repetido usando
um conjunto variavel de hiperpardmetros para o modelo LNEE de quatro fatores.

Devido ao alto nimero de hiperparametros disponiveis, apenas um subconjunto dos hi-
perparametros mais importantes sdo considerados na analise. Assumindo uma perspectiva
pratica, os principais hiperparametros do modelo LNEE sdo a variancia dos coeficientes da
rede neural o}y, que controla diretamente o grau de regularizagio das fung¢des de carga
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geradas, e o hiperparametro y da priori de Minnesota, que controla a forca da crenga na
hipotese de passeio aleatorio.

NN
Horizonte (dias) y 5x102 1x10% 5x10% 1x 10"
0.1 2.16 2.15 2.14 2.14
5 0.5 2.12 2.12 2.12 2.13
0.9 2.13 2.13 2.15 2.12

0.1 4.44 4.36 4.30 4.29
20 0.5 4.09 4.10 4.13 4.12
0.9 4.14 4.16 4.19 4.16

0.1  10.15 9.75 9.52 9.47
60 0.5 8.12 8.13 8.16 8.15
0.9 8.20 8.24 8.28 8.27

0.1 18.63 17.70 17.16 17.07
120 0.5 13.11 13.11 13.18 13.17
0.9 13.18 13.27 13.35 13.37

Tabela 5.7: RMSE médio das previsbes fora de amostra do modelo 4-LNEE de cada combinagdo dos
hiperparametros da distribui¢do Priori y € [0.1,0.5,0.9] e aﬁ,N €[5x1073,1x1072,5x1072,1x 1071],
fixando-se (a, b) = (0.1,0.001) e A = 0.5.

Na Tabela 5.7, os valores da métrica RMSE médio de todos os vencimentos sao reprodu-
zidos para cada combinagao considerada de hiperpardmetros. Dos resultados experimentais,
é possivel verificar que a distribui¢do priori de Minnesota impactou significativamente
o desempenho geral das previsdes dos modelos, especialmente em horizontes de tempo
maiores. Observa-se que a qualidade das previsdes obtidas é significativamente menor
na penalidade mais forte testada (y = 0.1). Entretanto, verifica-se que um valor médio de
penalidade (y = 0.5) produziu resultados superiores aos obtidos no experimento anterior
com uma priori pouco informativa (y = 0.9).

Da Tabela 5.7, também é possivel identificar que o parametro de regularizacao da rede
neural produziu baixo impacto no RMSE médio das previsdes. Porém, verifica-se que a
penaliza¢do mais forte testada ofy = 5 x 107 produziu ganhos consistentes para os casos
em que y € {0.5,0.9}, o que indica que uma regularizacdo mais agressiva pode ser benéfica
para o desempenho geral do modelo.

Na Figura 5.8, sdo representadas as funcdes de carga estimadas para todos modelos
testados. E possivel identificar que as decomposicdes de hiperparametros y € {0.5,0.9} e
mesma varidncia oy sdo altamente similares. Além disso, nota-se que o hiperparametro
de regularizacio da rede neural o} afetou principalmente a altura dos picos das funcdes
de carga e a velocidade de decaimento nos vencimentos mais longos.
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Figura 5.8: Funcoes de carga estimadas do modelo 4-LNEE de cada combinagdo dos hiperparametros
da distribui¢ao priori y € [0.1,0.5,0.9] e O'I%]N €[5x1073,1x10725x 10721 x 1071], fixando-se
(a,b) = (0.1,0.001) e A = 0.5.



Capitulo 6

Conclusoes

Neste trabalho foi proposto um modelo para previsido de curvas de taxas de juros
que faz aprendizado de novas decomposicdes a partir de dados com uma rede neural. No
Capitulo 4.2, o modelo proposto foi apresentado, assim como distribui¢des Priori com
efeitos de regularizacdo para os parametros do modelo e um procedimento de estimacéo
em uma etapa.

No Capitulo 5.2, o modelo proposto foi avaliado em um experimento com dados artifici-
ais, que mostrou que o modelo foi capaz de estimar com precisdo o processo gerador original
dos dados e de reproduzir boas propriedades nas decomposicdes de fatores obtidas.

No Capitulo 5.3, um experimento com 14 anos de dados extraidos das curvas de taxas de
juros brasileira mostrou que o modelo proposto obteve resultados superiores a abordagens
tradicionais da literatura de previsido de curvas de taxas de juros. Ao analisar as fung¢des
de carga estimadas pelo modelo neste experimento, foi possivel identificar propriedades
vantajosas nas decomposi¢des obitdas, como suavidade, estabilidade assintotica e interpre-
tabilidade dos fatores do modelo. Além disso, uma anélise das séries temporais dos fatores
filtrados mostrou que os fatores do modelo apresentaram comportamento mais estavel e
previsivel que os competidores testados.

Por udltimo, um experimento para analisar o impacto da distribuicao Priori definida
sob os parametros do modelo foi conduzido na Secdo 5.3.3. Do experimento, foi possivel
verificar que a escolha de hiperparametros da distribuicdo Priori do modelo pode impactar
positivamente a qualidade das previsdes obtidas. Particularmente, verificou-se que uma
penalidade mais forte para os pesos da rede neural (65 = 5 x 107°) e penalidades inter-
mediarias para os parametros da matriz de transi¢do (y = 0.5) produziram previsdes de
melhor qualidade, especialmente para horizontes de tempo maiores.

6.1 Sugestoes para Estudos Futuros

As analises abordadas neste trabalho podem ser estendidas para garantir maior robustez
de resultados empiricos através de um procedimento validagido-cruzada com janelas moveis
para estimacdo e avaliagdo do modelo. Apesar do custo computacional elevado, este tipo
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de anéalise pode isolar melhor o efeito dos ciclos econémicos nos resultados, que podem
ser sensiveis a escolha de periodo utilizado nas séries temporais de interesse.

Uma outra extensio possivel para estudar com maior profundidade os resultados obtidos
de modelos baseados em decomposicdo seria estudar isoladamente o comportamento da
série de fatores filtrados da decomposi¢do de cada modelo. Ajustando-se um modelo para
prever os fatores filtrado de um dos modelos de decomposicio, seria possivel quantificar a
"previsibilidade"induzida pela escolha do modelo de decomposigao, sem recorrer a analise
visual do grafico dos fatores filtrados, como feito neste trabalho.

Dadas as semelhancgas diretas, uma ampla gama de extensdes desenvolvidas para a
classe de modelos Nelson e Siegel dindmico também podem ser adaptadas para o modelo
proposto neste trabalho, como por exemplo a inclusao de variaveis macroecondmicas
na equacao de evolucédo de estados (DIEBOLD et al. (2006)) e a modelagem simultanea de
curvas de multiplos paises (DIEBOLD et al. (2008)).

Outra linha de estudo possivel refere-se a ampliar as aplicacdes do modelo proposto
a outros tipos de problema. Por exemplo, problemas de elaboracdo de estratégias de
negociagio para carteira de produtos de renda fixa, ou problemas de gestao de risco de
carteiras de renda fixa. Em particular este altimo, que foi apontado como uma limitagéo
do modelo proposto devido a dificuldade de realizar inferéncia completa nos parametros
do modelo, poderia ser contornado com analises empiricas das distribuicdes dos erros de
previsdo em novas amostras de dados, por exemplo.

Uma corrente de pesquisa possivel diz respeito as melhorias do método de otimizacao
utilizado para obter estimativas pontuais dos parametros do modelo, uma vez que métodos
de otimizacao baseados em gradiente em modelos de espaco de estados podem sofrer de
problemas de instabilidade e exigir uma escolha cuidadosa de pontos iniciais. Uma alterna-
tiva popular em modelos de fatores dinamicos é o algoritmo Expectation-Maximization (EM)
de estimacdo de parametros, visto que este exibe comportamento robusto e usualmente se
aproxima rapidamente de uma vizinhanca de um ponto 6timo local, apesar da convergéncia
para um 6timo local ser lenta. Como observado por WATsoN e ENGLE (1983), o algoritmo
EM pode ser utilizado para se obter bons pontos iniciais de um algoritmo de otimizacio
baseado em gradiente, combinando assim os beneficios de ambas abordagens.

Para o modelo proposto neste trabalho, uma solucdo de estimacdo hibrida com o
algoritmo EM ainda exigiria a utilizacdo de métodos iterativos na etapa de maximizacéo do
algoritmo, devido a auséncia de solugdes analiticas para a estimacdo de parametros de uma
rede neural. Apesar disso, uma abordagem hibrida de otimizacao baseada no algoritmo
EM e em métodos baseados em gradiente ainda desfrutaria de ganhos de performance e
robustez, dado que o niimero de execugdes do Filtro de Kalman, que é a operacdo de maior
custo computacional do calculo da fun¢io objetivo, seria reduzido significativamente.
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