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Resumo

Oliveira, R. A. Modelos lineares parciais aditivos com erros simétricos condicionais au-
torregressivos e penalizagao com splines cubicos. 2021. Tese (Doutorado) - Instituto de

Matemética e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2021.

Neste trabalho propomos os modelos lineares parciais aditivos com erros simétricos condicionais
autorregressivos e penalizacao com splines ciibicos de regressao para modelar tendéncia e sazonali-
dade em séries temporais. As fungoes de verossimilhanca penalizada, escore penalizada e matriz de
informacao de Fisher penalizada s&o obtidas, bem como um processo iterativo do tipo backfitting
(Gauss-Seidel) é desenvolvido para obter as estimativas de maxima verossimilhanga penalizada dos
componentes paramétrico e nao paramétrico, alternando com o procedimento usual do algoritmo de
Quase-Newton, em particular o método BFGS, e a generalizacao para problemas de grande porte, o
chamado método L-BFGS para obter as estimativas dos pardmetros de dispersao e de autocorrela-
¢ao. Em seguida, apresentamos métodos de diagnostico, tais como anélise de residuos, e influéncia
local sob cinco esquemas de perturbagao: ponderacao de casos, pardmetro de dispersao, variavel
resposta, variavel explicativa continua e coeficiente de autocorrelacao. Estudos de simulacdo sao
desenvolvidos supondo diferentes distribuicbes para os erros e sob modelos condicionais autorre-
gressivos de ordem um e dois, diante de diversos cenérios. Avaliamos as propriedades empiricas dos
estimadores dos pardmetros de localizacao, dispersao e autocorrelagdo. A abordagem apresentada
é discutida em quatro aplicagbes. O primeiro exemplo refere-se ao banco de dados de anomalia
da temperatura média global anual na superficie terra-mar no periodo de 1880 a 2020. O segundo
exemplo refere-se ao banco de dados sobre a temperatura média diaria na cidade de Sao Francisco
nos Estados Unidos no periodo de janeiro de 1995 a abril de 2020. O terceiro exemplo refere-se aos
dados diarios de polui¢ao e meteorolégicos na estacdo da Marginal Tieté na Ponte dos Remédios
na cidade de Sao Paulo no periodo de janeiro de 2014 a dezembro de 2020. E, o quarto, e tltimo,
aborda a mortalidade cardiovascular média semanal no condado de Los Angeles no periodo de 1970
a 1979.

Palavras-chave: erros autorregressivos, erros simétricos, métodos de diagnostico, modelos semi-

paramétricos, regressao penalizada, splines ctibicos de regressao.
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Abstract

Oliveira, R. A. Additive partial linear models with autoregressive conditional symmetric
errors and penalized cubic spline. 2021. Tese (Doutorado) - Instituto de Matematica e Esta-

tistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2021.

In this thesis we propose additive partial linear models with autoregressive conditional symme-
tric errors based on penalized cubic regression splines for modeling trend and seasonality in time
series. A penalized log-likelihood function as well as the penalized score and penalized Fisher infor-
mation matrix are derived. A backfitting (Gauss-Seidel) iterative process is developed for estimating
the additive components jointly with the usual procedure of the Quasi-Newton algorithm, in parti-
cular the BFGS method, and the generalization for large problems, the so-called L-BFGS method
to obtain the dispersion and autocorrelation estimates. Diagnostic methods, such residual analysis
and the local influence approach with five perturbation schemes, namely case-weight, dispersion
parameter, response variable, continuous explanatory variable and autocorrelation coefficient, are
developed. Simulation studies are performed to assess the large sample behavior of the maximum
penalized likelihood estimators. Finally, the methodology is illustrated with four applications. The
first example refers to the anomaly database of annual global average temperature on land-sea sur-
face in the period from 1880 to 2020. The second application is on the modeling of the average daily
temperature in the city of San Francisco in the United States, from January 1995 to April 2010. The
third application discusses the modeling of daily pollution data available from Ponte dos Remédios
station in Sdo Paulo city from January 2014 to December 2020. And, the fourth, and last, approach

the average weekly cardiovascular mortality in Los Angeles County in the period from 1970 to 1979.

Keywords: autoregressive errors, cubic regression splines, diagnostic procedures, penalized regres-

sion, semiparametric models, symmetric errors.
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Capitulo 1

Introducao

Os avangos na tecnologia revolucionaram a maneira como processamos as informagoes e elabo-
ramos as pesquisas ambientais, socioeconémicas e de negbcios. Esses avancos na teoria e na pratica
sdo uma resposta & crescente complexidade e competitividade nos diversos campos de estudo. A
complexidade aumenta o risco associado as decisoes, tornando importante ter uma boa base de
informacgoes.

O objetivo das pesquisas cientificas é fornecer aos estudiosos, formadores de politicas e empre-
sarios, de maneira semelhante, informacoes que facilitem a tomada de decisao. Praticamente toda
organizagao, publica ou privada, opera em um ambiente incerto e dinAmico, com conhecimento im-
perfeito do futuro. A pesquisa cientifica é parte integrante do sistema de planejamento e controle,
e as organizagoes precisam de um procedimento de estudo que lhes permitam entender e prever o
futuro de maneira eficaz e oportuna.

Modelos de regressao sao técnicas estatisticas aplicadas com frequéncia que servem de base para
o estudo e caracterizacao de um sistema de interesse. Utiliza-se anélise de regressao para formular
um modelo matemético razoavel da relacao entre as variaveis preditoras e a varidvel resposta do
sistema. Existem diversos tipos de modelos, e a escolha de um pode ser baseada no conhecimento
prévio do sistema ou em consideragoes como suavidade e continuidade da resposta e das varidveis
preditoras.

No contexto em que as observagoes sao obtidas ou medidas ao longo do tempo, a ordem dos dados
é fundamental. Neste tipo de dados existe de certa forma uma dependéncia com os acontecimentos
anteriores ou posteriores. Logo, é de interesse modelar essa dependéncia. Nao obstante, tem-se a
modelagem e previsao de séries temporais as quais sao um problema matemaético com aplicagoes
em diversos setores a fim de realizar um melhor planejamento e auxiliar na tomada de decisoes de
diretores empresariais e gestores publicos. O principal objetivo da modelagem de séries temporais
é coletar e estudar as observagoes passadas de uma série temporal para desenvolver um modelo
apropriado que descreva suas caracteristicas. Esse modelo é usado para prever valores futuros ou
entender a relagao com outras séries.

Uma série temporal é um conjunto sequencial de pontos de dados, medido tipicamente em tem-
pos sucessivos. Esta é dita ser continua quando as observagoes sao feitas continuamente no tempo,
define-se o conjunto 7" = {t : t; <t < t2} a série temporal sera denotada por {z(t) : t € T'}. Uma
série temporal é dita ser discreta quando as observagoes sao feitas em tempos especificos, geralmente
equiespagados. Matematicamente define-se o conjunto 7" = {t1,...,t,} a série temporal sera deno-
tada por {x(t) : t € T'}. Por simplicidade considera-se T' = {0, 1,2, ...}, ouseja, {z(t),t = 0,1,2, ...},
em que t representa o tempo decorrido. Nesta tese, consideramos o tempo discretizado em que as
observagoes sao feitas em tempos especificos. As medidas em uma série temporal sdo organizadas
em uma ordem cronolégica adequada. Os sistemas do mundo real exibem comportamentos nao li-
neares e nao estacionarios. Atualmente, existem muitos objetos descritos por séries temporais com
tendéncias de comportamento desconhecidas, componentes sazonais e estocasticos, o que complica
significativamente a aquisicao de um modelo preditivo eficaz.
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Em diversas situagoes os dados apresentam atipicidade que, de certa forma, sao inconsistentes
com as demais observagoes. Deste modo, os modelos tradicionais que lidam com as suposi¢oes de
normalidade dos erros ndo sao satisfeitos. Isso pode comprometer as inferéncias usuais, como, por
exemplo, estimativas viesadas dos pardmetros, teste de hipoteses erréneos, ou identificagao incorreta
do modelo. Nesse momento, cabe ao pesquisador adotar ou abordar anélises mais robustas nos
estudos em desenvolvimento. No contexto da andlise de regressao, existem os modelos com erros
simétricos (Cysneiros e Paula, 2005).

A familia simétrica de distribui¢des permite uma extensdo da distribuicdo normal para mode-
lagem estatistica de dados reais envolvendo distribui¢gdes com caudas mais pesadas e mais leves do
que as da distribuicdo normal. As distribui¢oes que possuem caudas pesadas apresentam valores
distantes das medidas de localizagdo (medidas de tendéncia central, ou medidas de posigdo como
média, mediana e moda) com probabilidade maior do que a distribui¢do normal. Caudas pesadas
ocorrem, por exemplo, quando a variancia (medidas de dispersao indicam a variabilidade dos dados
como varidncia, desvio padrao) ¢é alta, até mesmo infinita como é o caso da distribuigdo Cauchy.
Também estao associadas a ocorréncia de valores discrepantes ou extremos (outliers), entendidos
como valores muito distantes daqueles das demais observagoes. Embora um valor discrepante possa
resultar de um erro de medida, também pode ser um resultado genuino, indicando um comporta-
mento extremo da varidvel, que merece ser estudado, e nao removido.

Dentre os principais trabalhos realizados sobre modelos simétricos temos Galea et al. (2003,
2005), Vanegas e Cysneiros (2010) que estudaram diagnosticos estatisticos em modelos lineares e
nao lineares com erros simétricos, respectivamente, enquanto que Cysneiros et al. (2007, 2010) desen-
volveram métodos de diagnéstico para modelos lineares e nao lineares heterocedasticos simétricos.
Considerando erros simétricos autoregressivos, por exemplo, Paula et al. (2009) discutiram estima-
¢ao e diagnostico em modelos lineares com erros elipticos AR(1), Liu (2004) desenvolveu métodos
de diagnoéstico em modelos de séries temporais heterocedasticos condicionais sob erros elipticos e
Cao et al. (2010) apresentaram procedimentos para avaliar a heterocedasticidade e autocorrelagao,
bem como métodos de diagnostico em modelos nao lineares com erros simétricos AR(1).

No entanto, pode-se melhorar a qualidade do ajuste dos modelos lineares com erros AR(1),
levando em consideragao a relagao entre tempo e resposta no componente sistematico, e como esse
tipo de forma geralmente nao é linear, componentes nao paramétricos parecem ser mais flexiveis que
os paramétricos, sendo assim, indicados. Tais modelos, denominados modelos parcialmente lineares,
foram investigados sob erros normais (ver, por exemplo, Greene (2012)) e, mais recentemente, sob
erros simétricos independentes (ver, por exemplo, Ibacache-Pulgar e Paula (2011); Ibacache-Pulgar
et al. (2013)), com énfase especial nos procedimentos de estimacao e diagnostico.

Os resultados obtidos em Ibacache-Pulgar e Paula (2011) e Ibacache-Pulgar et al. (2013) foram
estendidos por Relvas e Paula (2016) para o caso em que os erros sao representados pela forma
AR(1). Embora a defini¢ao do modelo esteja correta, em nosso trabalho damos énfase na decompo-
sicao da série temporal, no primeiro momento, em dois componentes, tendéncia e sazonalidade. No
que se refere & parte nao paramétrica f(-) do modelo, ao invés de utilizar spline cibico natural, ao
qual devemos estimar r parametros referentes aos valores distintos da variavel explicativa, represen-
tamos f(-) em uma forma aditiva. Desse modo, estamos ajustando um modelo paramétrico em que
f(+) assume uma forma flexivel paramétrica. Quando temos muitas variaveis explicativas continuas
¢é praticamente impossivel ajustar uma funcao f(-) para cada covariavel. Assim, a principal apli-
cabilidade de usar f(-) é controlar efeitos importantes tais como tempo, temperatura, umidade, e
outros em modelos com componentes paramétricos. Uma vantagem com essa abordagem é diminuir
o namero de parametros a serem estimados pela fungao f(-). No segundo momento, apresentamos
um procedimento de regressao paramétrico e nao paramétrico combinado que acomoda facilmente
transformagoes lineares dos dados e, portanto, fornece uma estrutura conveniente para a anélise
desse problema.

Os modelos lineares parciais aditivos s@o uma extensao natural do modelo nao paramétrico
com erros simétricos, além disso, generalizar a ordem 1 para ordem p dos erros autorregressivos
permite uma maior flexibilizacao da modelagem estatistica. Sao adotadas fungbes ndao paramétricas
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para estudar a relagao entre a variavel resposta e as variaveis explicativas permitindo, assim, uma
maior flexibilidade e ndo impondo uma forma rigida de dependéncia na modelagem das varidveis
em questao.

1.1 Motivacao

A influéncia das atividades humanas no clima da Terra é bastante discutida e pode trazer
mudancas neste século. Na verdade, de acordo com dados da industria de resseguros, o niimero
de desastres relacionados ao clima aumentou significamente desde 1970 (Cheema et al., 2011).
Mudangas climaticas tém sido para muitos paises uma das maiores ameacas ambientais & produgao
de alimentos, disponibilidade de adgua, biodiversidade florestal e aos meios de subsisténcias (Chung
et al., 2011).

Por um lado, entender a natureza e a escala de possiveis mudancas climéticas nas cidades
pode ser de interesse dos formuladores de politicas e das pessoas que nelas trabalham. Isso pode
dar a chance de estarem preparados para melhores medidas de mitigacao e adaptacao. Por outro
lado, a anélise e previsao de séries temporais tornou-se uma ferramenta ampla em varias aplicagoes
hidrometeorologicas para estudar tendéncias e mudancas de chuvas, umidade, temperatura, vazao e
muitas outras variaveis ambientais (Machiwal e Jha (2009); Soltani et al. (2007)). Trabalhos recentes
na determinagao de probabilidades de mudanga de temperatura global incluem, por exemplo, Cahill
et al. (2015), Mikkonen et al. (2015) e Rahmstorf et al. (2017).

Considerando o trabalho realizado por Relvas e Paula (2016) em que os autores modelam a
relagdo da série dependente de temperatura média da cidade de Ubatuba e a série de Cananéia,
cidades do Estado de Sao Paulo, e uma fungdo do tempo para controlar possiveis efeitos do tempo,
pode-se observar que nao ha o cuidado em decompor a série de acordo com uma possivel tendéncia
e sazonalidade. Além disso, a funcao é definida pelo spline ciibico natural, em grandes amostras,
o numero de noés que representa r valores distintos da variavel explicativa cresce indefinidamente.
Sendo assim, o custo computacional aumenta e adotar um spline que tenha o nimero de nos fixos
é mais coerente.

O objetivo desta tese é criar e discutir estratégias robustas para analisar uma série temporal
e entender os fendémenos que a acometem. No primeiro momento, estendemos os modelos lineares
parciais com erros simétricos condicionais autorregressivos de primeira ordem por considerar o pre-
ditor linear com dois componentes nao paramétricos, para modelar a tendéncia e a sazonalidade
como sugerido por Wood (2017, na Secao 7.7.2). Ao contrario do trabalho proposto por Relvas e
Paula (2016), os componentes nao paramétricos sao formados por splines ctbicos e ciclicos com nos
fixos ao invés de splines ctibicos naturais. Logo, em seguida, realizamos uma generalizacao do mo-
delo, ou seja, desenvolvemos os modelos lineares parciais aditivos com erros simétricos condicionais
autorregressivos de ordem p. Apresentamos as analises dos residuos e, por ltimo, uma anélise de
diagnoéstico, com uma nova concepgao dos coeficientes de autocorrelagao.

Os resultados deste trabalho visam auxiliar pesquisadores de qualquer area, mesmo aqueles
com pouca experiéncia em modelagem estatistica, na anélise de dados com dependéncia temporal.
O desenvolvimento adequado desse tipo de estudo é essencial para criacao de politicas piblicas e
de uma gestao empresarial que possam promover melhorias na tomada de decisao de governos e
empresarios.

1.2 Organizagao do trabalho

O trabalho foi desenvolvido na seguinte sequéncia. No capitulo 2, apresentamos os conceitos de
spline cubico penalizado de regressao e sua versao ciclica, regressao com erros simétricos e com erros
simétricos autorregressivos de primeira ordem. No capitulo 3, propomos os modelos lineares aditivos
com erros simétricos condicionais autorregressivos de primeira ordem decompondo a série em dois
componentes: tendéncia e sazonalidade com o uso de splines com nos fixos. No capitulo 4, estende-
mos para os modelos lineares parciais aditivos com erros simétricos condicionais autorregressivos de
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ordem p. No capitulo 5, discutimos métodos de selecao de modelos e métodos de diagndstico, anélise
de residuos e anélise de sensibilidade. No capitulo 6, descrevemos a biblioteca aplms desenvolvida
em R, a qual sera disponibilizada no Comprehensive R Archive Network (CRAN). No capitulo 7,
realizamos simulagoes de dois modelos AR(1) e AR(2) para diferentes distribui¢oes dos erros, e
discutimos o problema de mé especificag@ao na escolha do modelo. No capitulo 8, realizamos quatro
aplicagoes para ilustrar o uso dos modelos em estudo. No capitulo 9, apresentamos as conclusoes
do trabalho e nos apéndices resumimos algumas metodologias utilizadas no texto.



Capitulo 2

Conceltos

Modelos estatisticos sao representagoes simplificadas de dados, geralmente construidos a partir
de alguns relacionamentos matemaéticos ou numericamente definidos. A analise de dados fornece
uma escolha extremamente valiosa de técnicas de modelagem. Todas essas técnicas se beneficiam
de algumas ideias gerais sobre dados e modelos, assim, podemos expressar quais dados devem ser
usados nos modelos e quais relacionamentos o modelo postula sobre os dados.

Modelos estatisticos reproduzem as propriedades de outros objetos “reais”, mas de uma forma
mais simples ou conveniente. Fazemos inferéncias a partir dos modelos e as aplicamos aos verdadei-
ros objetos, para os quais as mesmas inferéncias seriam impossiveis ou inconvenientes. As diferencas
entre os modelos e a realidade sao os residuos, geralmente, sao a chave para alcancar maior entendi-
mento e um melhor modelo. Um bom modelo reproduz com maior precisao possivel as propriedades
relevantes do verdadeiro objeto, além de ser conveniente de usar e apresentar interpretagoes do
fenomeno em estudo. Qualquer bom modelo deve facilitar inferéncias precisas e convenientes. O
custo de criar ou usar um modelo também nos limita em alguns casos. Os modelos estatisticos
permitem inferéncias sobre um objeto, atividade ou processo, modelando alguns dados observéveis
associados.

A conveniéncia dos modelos estatisticos depende, é claro, da aplicacao e dos tipos de inferéncia
que os pesquisadores necessitam. Os critérios geralmente aplicados incluem simplicidade; por exem-
plo, um modelo é mais simples se requer menos pardmetros ou variaveis explicativas. Um modelo
que usa muitas variaveis, além de peso e deslocamento, teria que nos recompensar com previsoes
substancialmente mais precisas, especialmente se as variaveis adicionais fossem mais dificeis de me-
dir. Menos quantificavel, mas extremamente importante é que o modelo corresponda, tanto quanto
possivel, a conceitos ou teorias que o pesquisador possui sobre o verdadeiro objeto.

A modelagem estatistica é um processo de varios estagios que envolve, frequentemente, o uso
repetido dos seguintes passos: 1- obtencao de dados adequados para representar o processo a ser
modelado; 2- escolha de um modelo o qual seré utilizado para descrever alguma relagao nos dados;
3- ajuste do modelo, geralmente, estimando os parametros; 4- avaliacdo do modelo para ver o que
diz sobre os dados; 5- uso de diagnoésticos para ver de que maneira relevante o modelo nao se encaixa
tdo bem quanto deveria. Os resumos e diagnosticos podem envolver tabelas, descrigoes verbais e
exibigoes graficas. Isso pode sugerir que o modelo falha em prever ou explicar todas as propriedades
relevantes dos dados, ou podemos considerar um modelo mais simples que pode ser quase tao bom
quanto um ajuste mais completo. Em qualquer um dos casos, o modelo serd modificado, e o ajuste
e a analise serdao executados novamente.

Ao analisar observagoes obtidas sequencialmente ao longo do tempo, deve-se atentar aos mo-
delos e ajustes de séries temporais, uma vez que a ordem dos dados é essencial. Além disso, as
observagoes vizinhas sao dependentes, e o interesse é analisar e modelar essa dependéncia. De um
modo geral, os padroes dos dados servem como um guia com duas finalidades diferentes. Primeiro,
uma simples observacao dos dados mostrara ao pesquisador como eles se comportam. A natureza
desse comportamento serve como um guia para especular sobre o padrao dos dados no futuro. Se-
gundo, o padrao dos dados pode sugerir a existéncia de um relacionamento entre duas ou mais
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variaveis. Nesse caso, os dados histéricos de uma tnica variavel nao fornecem informacoes sobre o
padrao subjacente. Um exemplo desse padrao de dados é a relagao entre o consumo de bens em
uma economia e o nivel de renda da populacdo. A medida que o nivel de renda aumenta, espera-se
que o consumo de bens e servigos também aumente.

Ao coletar dados para fazer uma previsao, o pesquisador geralmente enfrenta um dos seguintes
padroes nos dados: horizontal, tendéncia, sazonal e ciclico. Quando nao hé tendéncia nos dados,
o pesquisador esti lidando com um padrao de dados horizontal. Isso implica que as observagoes
nao tendem a aumentar ou diminuir de forma sistemética. Em termos estatisticos, nos referimos
a isso como um padrao estacionario. Em tal situagao, o pesquisador tem a mesma probabilidade
de observar o proximo valor da série acima ou abaixo do valor estacionério. A duracdo do tempo
é o fator mais critico ao decidir se um padrao horizontal é observado nos dados. Quanto menor o
horizonte de tempo, maior a probabilidade de observar um padrao horizontal nos dados. A Figura 2.1
mostra um padrao horizontal tipico para uma variavel Y; ao longo do tempo t.

//\/\ M/\A

t

Figura 2.1: llustra¢ao de dados com padrao horizontal.

O padrao de tendéncia é um movimento de crescimento a longo prazo de uma série temporal. A
tendéncia pode ser ascendente, descendente ou estavel. Pode ser representada como um grafico linear
ou nao linear suave. Nos negdcios e na economia, associamos padroes de tendéncia & evolucao das
preferéncias do consumidor, as mudancas nos desenvolvimentos tecnolégicos, ao produto nacional
bruto, as mudancas na renda, aos precos das agoes, a expansao industrial e s mudangas nas politicas
fiscais do governo. Dependendo da natureza da variavel, o padrao varia de linear, como mostrado
na Figura 2.2(a), para outras formas nao lineares, como mostrado nas Figuras 2.2(b)-2.2(f). Em
um padrao de tendéncia linear, a variavel de interesse cresce uma quantidade absoluta constante
em cada periodo de tempo ().
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Figura 2.2: llustracao de diferentes tipos de tendéncia em modelos de séries temporais.

Um padrao sazonal nos dados é observado quando um movimento previsivel e repetitivo é notado
em torno de uma linha de tendéncia dentro de um determinado periodo (anos, meses, horas).
Isso significa que, para podermos analisar as variagoes sazonais, precisamos ter dados relatados
semanalmente, mensalmente, trimestralmente, etc. Os padroes sazonais existem por véarios motivos.
Quando uma empresa decide reportar lucros e perdas trimestralmente, nos referimos a isso como
um padrao sazonal induzido internamente, enquanto fatores como o clima provocam uma “estacao”
induzida externamente. Exemplos de padroes sazonais de dados estao associados a vendas de roupas,
6leo para aquecimento e o niamero de carros novos vendidos durante um determinado periodo do
ano, devido a mudancgas no modelo. A Figura 2.3 ilustra um padr@o no qual uma variagdo sazonal
é observada.

t

Figura 2.3: llustracao de série temporal com padrao sazonal.

Um padrao ciclico ocorre com expansoes e contragoes comerciais e econdmicas. Embora exis-
tam semelhancas com um padrao sazonal, os movimentos ciclicos variam em duracao, geralmente
durando mais de um ano. Os padroes ciclicos diferem em intensidade ou amplitude e estdo corre-
lacionados com ciclos de negbcios em uma economia nacional. Na previsao, os padroes ciclicos sao
mais dificeis de prever, porque os ciclos nao se repetem a intervalos constantes de tempo. Portanto,
¢ impossivel distinguir entre comportamento ciclico e tendéncia em suave evolugao. Os analistas
dedicaram quantidades substanciais de tempo e esforco para prever ciclos com mais precisdo. No
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entanto, esses esforcos nao foram tao frutiferos quanto se esperava. Pesquisas e desenvolvimentos
metodologicos continuos podem lancar mais luz sobre o assunto.

Além dos padroées acima, os dados de séries temporais também podem exibir o que é chamado
de padrao autocorrelacionado. Esse padrao mostra simplesmente que os dados em um periodo
de tempo estdo relacionados ao seu valor em periodos anteriores. Quando confrontado com um
padrao de dados autocorrelacionados, o analista sabe que existe uma correlagdo automatica entre
as observagoes em uma série. Isso significa que, se houver uma autocorrelagao positiva alta, o valor
em junho estard positivamente relacionado ao valor em maio, para dados observados mensalmente.
Fatores como comportamento do consumidor, tendéncias e sazonalidade sao importantes e devem
ser considerados na observacao de padroes de dados autocorrelacionados.

2.1 Regressao paramétrica e nao paramétrica

A analise de regressao é um ramo da estatistica que caracteriza os relacionamentos de forma
paramétrica ou nao paramétrica entre diferentes variaveis aleatérias de uma amostra ou populagao.
A regressao paramétrica assume varias suposigoes a respeito dos dados brutos, como um relacio-
namento linear subjacente e uma distribuicao especifica para o erro, frequentemente, assume-se a
distribui¢ao normal ou gaussiana. A regressao nao paramétrica reduz ou elimina estas suposigoes de
linearidade dos dados e permite que conclusoes mais gerais sejam feitas para uma variedade maior
de dados que pode levar a um melhor ajuste.

Embora a regressao paramétrica seja amplamente usada nas pesquisas cientificas e, também, seja
o ramo da estatistica mais frequentemente ensinado nas aulas introdutoérias, nem sempre é o mais
apropriado. Se os dados falharem em seguir a distribui¢do normal, as conclustes realizadas serao
baseadas em suposigoes falsas e frequentemente imprecisas e enganosas. Se os dados, por exemplo,
nao forem suficientemente “normais”, existem algumas opgoes. Se a distribui¢ao verdadeira, como,
por exemplo, uma exponencial, for conhecida, existem testes e modelos paramétricos especificos
para essa distribuigao que podem ser aplicados.

Outra opgao comum ¢é fazer uma transformagao dos dados e ver se esses sao normais ou seguem
outra distribui¢ao conhecida. Caso os dados ainda nao sejam normais ou facilmente identificaveis
como uma distribuicao conhecida especifica, serao necessérias estatisticas nao paramétricas para a
analise. Como o nome indica, esse ramo da estatistica usa menos suposicoes sobre os dados, como
assumir apenas uma distribuicao continua.

No geral, as conclusGes sdo mais rigorosas devido as suposigdes enfraquecidas sobre a distri-
buicao dos dados. No entanto, como consequéncia dessas suposic¢oes, a distribuicao e os modelos
de regressao aplicados sao geralmente mais complicados e dificeis de interpretar. Em outras pa-
lavras, para dados que estao proximos de uma distribui¢ao conhecida, métodos nao paramétricos
adicionam complexidade desnecessaria. Isso é indesejavel, uma vez que o pesquisador almeja um
modelo simples e capaz de interpretar termos e partes de seu modelo. Apesar dessa complexidade
aumentada, os modelos nao paramétricos geralmente sao uma boa escolha devido ao aumento da
flexibilidade e aplicabilidade aos dados.

Regressao linear é uma das técnicas estatisticas mais antigas e amplamente usadas. Considere
um par de dados (z;,y;),i = 1,...,n, entdo tem-se o modelo da forma

yi = Bo + Pra; + € (2.1)

para os dados observados. A regressao linear é frequentemente aplicada aos dados sem um objetivo
especifico em mente. E util, no entanto, identificar dois dos principais objetivos para os quais a
regressao linear é vantajosa. A distingao entre estes nao é de todo rigida e, regularmente, os dois se
aplicam. O primeiro objetivo da regressao ¢ fornecer um resumo ou redugao dos dados observados, a
fim de explorar e explicar a relacdo entre a variavel independente x e a variavel resposta y. E 6bvio
e natural, quando determinado grafico de dados exibe uma tendéncia linear aproximada, desenhar
uma linha reta para enfatizar essa tendéncia. A regressao linear automatiza esse procedimento e
garante comparabilidade e consisténcia dos resultados, além de permitir uma interpretacao dos
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parametros, em particular da inclina¢do (3. Outro objetivo da regressao ¢ usar o modelo (2.1) para
predicao: dado qualquer ponto x dentro do intervalo amostral, uma estimativa do valor esperado
de uma nova observagao y no ponto x é dada por BQ + le, em que Bg e Bl sdo estimativas de 3y
e B1. Embora a predigao seja, sem duvida, um aspecto importante da regressao, é provavelmente
uma reflexdo muito mais precisa da pratica estatistica considerar a regressdo principalmente como
um método baseado em modelos para resumo de dados.

A base de regressao fundamentada em modelos a distingue um pouco das ideias mais exclusi-
vamente baseadas em dados subjacentes a técnicas mais puramente exploratorias, como as apre-
sentadas por Tukey (1977). A adogao de uma abordagem pautada em um modelo tem vantagens e
desvantagens. Uma vantagem ¢é que a metodologia pode ser estendida a uma ampla variedade de es-
truturas de dados alternativos, por exemplo, ao longo das linhas de modelos lineares generalizados,
como discutido por McCullagh e Nelder (1989).

Existem muitos conjuntos de dados em que é claramente inapropriado ajustar um modelo de
linha reta da forma (2.1), sendo assim, um modelo mais apropriado ¢ dado por

yi = f(zi) t & (2.2)

em que f é alguma curva qualquer. Em geral, um modelo de regressao paramétrico assume que a
forma de f é conhecida, exceto para muitos parametros desconhecidos. A forma especifica de f pode
vir de teorias cientificas e/ou aproximagoes sob algumas suposi¢oes simplificadas. As suposigoes
podem ser restritivas e as aproximacgoes podem ser grosseiras para algumas aplicagoes. Um modelo
inadequado pode levar a um viés sistematico e a conclusoes enganosas. Na pratica, deve-se sempre
verificar a forma assumida para a funcao f.

Muitas vezes é dificil, se nao impossivel, obter uma forma funcional especifica para f. Um modelo
de regressao nao paramétrico, em geral, ndo assume uma forma predeterminada. Em vez disso,
faz-se suposicoes sobre propriedades qualitativas de f. Por exemplo, alguém pode estar disposto a
assumir que f é “suave”, o que nao se reduz a uma forma especifica com nimero finito de pardmetros.
Desse modo, geralmente leva a algumas colegoes dimensionais infinitas de fungoes. A ideia bésica da
regressao nao paramétrica é deixar os dados falarem por si mesmo. Isso permite que os dados possam
se encaixar melhor em alguma fung¢ao sem impor nenhuma forma especifica a f. Consequentemente,
os métodos nao paramétricos sao em geral mais flexiveis. Eles podem descobrir a estrutura nos dados
que, de outra forma, poderia ser perdida.

A exposicao simples acima indica que a técnica de regressao nao paramétrica pode ser aplicada
a diferentes etapas da anélise de regressao: exploracao de dados, construcao de modelos, teste de
modelos paramétricos e diagnostico. De fato, a suavizacao de splines é uma ferramenta poderosa
e versatil para criar modelos estatisticos para explorar estruturas dos dados. Um spline é uma
representacao matemaética para a qual é facil construir uma interface que permitird ao usuario
projetar e controlar a forma de curvas e superficies complexas. A abordagem geral é que o usuario
insere uma sequéncia de pontos (nos) e é construida uma curva cuja forma segue de perto essa
sequéncia. Os pontos sao chamados de pontos de controle. Uma curva que realmente passa por cada
ponto de controle é chamada de curva de interpolagao; uma curva que passa perto dos pontos de
controle, mas nao necessariamente por eles, é chamada de curva de aproximagao.

Considere, primeiro, o que aconteceria se tentassemos ajustar um modelo da forma (2.2) por
minimos quadrados, sem colocar restricoes na curva f. E entao, é claro, que a soma residual dos
quadrados pode ser reduzida a zero escolhendo f para interpolar os dados fornecidos. A colocacgao
de condigoes de suavidade em f nao faz nenhuma diferencga essencial. Um bom ajuste aos dados
nao é tnico, o importante, é o bom ajuste das curvas. Outro objetivo, muitas vezes conflitante,
é obter uma estimativa de curva que nao exiba flutuacoes subitas. A ideia basica da abordagem
da penalidade é quantificar a nocdo de uma curva que flutua rapidamente e, em seguida, colocar
o problema de estimativa de uma maneira que explique o compromisso necessario entre os dois
objetivos bastante diferentes na estimativa de curvas.

O modelo permite uma especificacao flexivel da dependéncia da resposta das covariaveis, mas
especificando o modelo apenas em termos de ‘fungoes suaves’, em vez de relacionamentos paramétri-
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cos detalhados, é possivel evitar uma espécie de modelos pesados e complicados. Essa flexibilidade e
conveniéncia custam dois novos problemas tedricos. E necessario que ambas representem as funcoes
suaves de alguma maneira e escolher o quao suaves elas devem ser.

Existem diversos métodos para representar f, algumas vezes requer-se que esta seja representada
de tal forma que (2.2) torna-se um modelo linear, ou seja, representamos f em uma forma aditiva.
De tal forma que estamos ajustando um modelo paramétrico em que f assume uma forma flexi-
vel paramétrica. Quando temos muitas varidveis explicativas continuas é praticamente impossivel
ajustar uma funcao f para cada covariavel. Assim, a principal aplicabilidade de usar f é controlar
efeitos importantes tais como tempo, temperatura, umidade, e outros, em modelos com componen-
tes paramétricos. Isso pode ser feito ao escolher uma base, definindo o espaco da funcao no qual
f (ou uma aproximagao fechada para isso) é um elemento. Escolher uma base significa escolher
algumas funcoes base, as quais serao tratadas como completamente conhecidas: se bj(z) é a j-ésima
funcao base, entao f é assumida com a seguinte representacgao:

f(x) = Z bj(x)B; (2.3)

para valores dos pardmetros desconhecidos, ;. Substituindo (2.3) em (2.2), produz-se claramente
um modelo linear. A seguir, vamos especificar algumas bases para o modelo: polinomial, base linear
por partes, spline cibico natural e spline cibico. Esta ultima seré utilizada no decorrer da tese,
uma vez que possui vantagens diante das demais, principalmente, menor custo computacional.

Polinomial: como um exemplo simples, suponha que f é comportada a ser polinomial de 4*
ordem, entao o espago dos polinémios é de ordem 4 e contém f. Uma base para esse espago ¢é
bi(z) =1, ba(x) = x, bz(z) = 22, by(x) = 23 e by(z) = 2%, entdo de (2.3) tem-se que

f(@) = Bo+ Bz + Box? + B3z + Bz,

e o modelo (2.2) torna-se
yi = Bo + Brx; + ﬁzx? + ﬂ3$§ + Bw? + €.

A abordagem classica é usar para f um polindmio de ordem baixa em que os coeficientes sao
estimados por minimos quadrados. Essa abordagem é amplamente usada na préatica e facilmente
implementada usando a abordagem de regressao multipla.

Regressao polinomial é uma técnica popular, mas héa diversas desvantagens. Um delas é que
observagoes individuais podem exercer uma influéncia, de maneira inesperada, em partes remotas
da curva. Outra dificuldade é que a elaboracao implicita do modelo no aumento do grau polinomial
ocorre em etapas discretas e nao pode ser controlada continuamente. Um terceiro ponto, nao ne-
cessariamente uma desvantagem, é que os polindmios de um determinado grau formam uma classe
de modelos de dimensao finita ‘com arestas duras’ e pode haver alguma vantagem em permitir que
os dados determinem o modelo ajustado de uma maneira um pouco mais flexivel.

Base linear por partes: segundo Wood (2017), uma base para fung¢des lineares por partes de
uma variavel univariada z é determinada inteiramente pelos locais das derivadas descontinuadas da
funcéo, ou seja, pelos locais nos quais as partes lineares se juntam. Sejam esses nos denotados por
{:U;“ :j=1,...,r}, e suponha que x> w7y, entdo para j =2,..,7r — 1

(x—aj_)/(x] —x]_y), xj_ <z <aj,

bj(z) = (:ij—x)/(x;fH—xj), i <x<Tig,
0, caso contrario,
enquanto que

b (.’E) — (ZL‘;—ZE)/(Iﬂg—CBT), LL‘<1’;7
! 0, caso contrario,
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b (x) = (Z‘ B $;_1>/(x: - .%'::_1), xr > I‘:_b
' 0, caso contrario.

Portanto, b;(x) ¢ zero em todos os lugares, exceto no intervalo entre os nés imediatamente para
ambos os lados de z}. Além disso, bj(z) aumenta linearmente de 0 em z7_; a 1 em 7} e depois
diminui linearmente a 0 em z7,,. Fun¢oes base como essa, que sao diferentes de zero apenas em
alguns intervalos finitos, tém suporte compacto. Note que uma maneira exatamente equivalente
de definir bj(x) ¢ como a interpolagdo linear dos dados {z},7/ : i = 1,...,7}, em que 77 = 1 se
i = j e zero caso contrario. Usando esta base para representar f(x), (2.2) torna-se o modelo linear
y = XB + €, em que X;; = bj(x;).

A escolha do grau de suavidade do modelo, aqui controlado pela dimensao da base, r, pode
ser arbitraria e levar a modelos e conclusoes erréoneas. Um modelo organizado em noés espacados
uniformemente nos quantis, r — 1, geralmente, nao sera aninhado dentro de um modelo baseado em
r no6s espacados de modo uniforme (igualmente espagados). E possivel comegar com uma grade de
nos e simplesmente eliminar sequencialmente, como parte da selecdo backward, mas o espagamento
desigual resultante entre nos pode levar a um desempenho ruim do modelo. Além disso, o ajuste de
tais modelos de regressao tende a depender fortemente dos locais escolhidos para os nos.

Uma alternativa é manter a dimensao da base fixada em um tamanho um pouco maior do que
se acredita ser razoavelmente necessario, mas controlar a suavidade do modelo adicionando uma
penalidade “ondulada” ao objetivo de ajuste por minimos quadrados. Para mais detalhes veja Wood
(2017). Essa técnica oferece uma maneira perfeitamente razoavel de representar as fungoes suaves
em modelos aditivos, mas é possivel uma melhora substancial. Em particular, se representarmos os
termos do modelo suave usando bases de spline, é possivel obter um erro de aproximagao de funcao
consideravelmente reduzido para uma dada dimensao da base de suavizagao.

Splines cubicos: uma das primeiras técnicas sdo os splines cubicos naturais os quais sdo
interpoladores mais suaves. Veja em Green e Silverman (1994) mais detalhes e provas dessa técnica
baseada no original de Schoenberg (1964). Além disso, Relvas e Paula (2016) desenvolveram sua
teoria sob essa perspectiva. A propriedade de interpolacdo mais suave nao € a tnica boa propriedade
dos interpoladores de splines cabicos. Em De Boor et al. (1978, Cap. 5) sao apresentados varios
resultados mostrando que a interpolacao ciibica de splines é 6tima, ou pelo menos muito boa, em
diversos aspectos.

Essas propriedades dos interpolantes de splines sugerem que esses devem fornecer uma boa base
para representar termos suaves em modelos estatisticos. Qualquer que seja a verdadeira fungéo
suave subjacente, um spline deve ser capaz de aproximé-la, e se quisermos construir modelos a
partir de fungoes suaves de covaridveis, entao representar essas fungoes com base em aproximagoes
suaves é intuitivamente atraente.

Particularmente no contexto de regressao, é natural que qualquer medida de suavidade nao
seja afetada pela adigdo de uma fung¢ao constante ou linear, de modo que se duas fungoes diferem
apenas por uma funcao constante ou linear, sua suavidade deve ser idéntica. Isso leva naturalmente
4 ideia de uma suavidade funcional que depende da segunda derivada da curva em consideragao.
Claro, alguém poderia considerar o maximo de |f”| ou o nimero de pontos de inflexdao em f. Mas,
dada uma curva f definida em um intervalo [a,b], a maneira intuitivamente atraente de medir
a suavidade de uma curva duas vezes diferencidvel f é calcular sua segunda derivada quadrada
integrada f; {f" (x)}Q dr, a qual ¢ uma medida global de suavidade que possui, como veremos,
vantagens computacionais consideraveis.

Dessa forma, em trabalhos estatisticos, y; é usualmente calculado com ruido, e isso geralmente
é mais util ao suavizador x;, ao invés de interpolar os dados y;. Para esse fim, em vez de tomar
f(z;) = yi, pode ser melhor tratar f(z;) como n parametros livres do spline cubico, e estimé-los

em ordem a minimizar
n

b
S i — Fla)l? + A / f(2)de, (2.4)

=1
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em que A é um parametro ajustavel (tunable) - ou parametro de penalizagao, usado para controlar
o peso relativo a ser dado aos objetivos conflitantes de correspondéncia dos dados e producgao de
uma fun¢ao f suave. A funcao f(z) resultante é um spline de suavizagao (Reinsch, 1967).

Portanto, em vez de ser escolhida antecipadamente, a base do spline ciibico surge naturalmente
da especificacao do objetivo de suavizagao (2.4), no qual o que se entende por ajuste do modelo
e suavidade é precisamente definido de maneira independente da base. Suavizar splines parece ser
pouco ideal. O tinico problema substancial é o fato de eles terem tantos parametros livres quanto os
dados a serem suavizados. Isso é um desperdicio, ja que, na pratica, A quase sempre sera alto o sufi-
ciente para que o spline resultante seja mais suave do que os n graus de liberdade poderiam sugerir.
De fato, muitos graus de liberdade de um spline sao frequentemente suprimidos completamente pela
penalidade. Para suavizagao univariada com splines ctibicos, o grande nimero de pardmetros acaba
por nao ser problematico (por exemplo, De Hoog e Hutchinson (1986) fornecem um algoritmo O(n)
estavel), mas assim que tentamos lidar com mais covariaveis o custo computacional torna-se grave.

Um compromisso 6ébvio entre reter as boas propriedades de splines e a eficiéncia computacional
é usar splines penalizados de regressao. Na sua forma mais simples, isso envolve a construgao de
uma base de spline (e penalidades associadas) para um conjunto de dados menor do que sera
analisado e, em seguida, o uso dessa base (mais penalidades) para modelar o conjunto de dados
original. Os valores de covaridveis no conjunto de dados menor devem ser organizados para cobrir
bem a distribuicao dos valores de covaridveis no conjunto de dados original. Essa ideia de splines
penalizados de regressao é apresentada em Wahba (1980) e Parker e Rice (1985), por exemplo.

Por fim, existem muitas bases equivalentes que podem ser usadas para representar splines cibi-
cos. Aqui iremos descrever os splines cibicos penalizados de regressao, e sua versao ciclica, desen-
volvidas por Wood (2017). Uma abordagem é parametrizar o spline em termos de valores nos nos.
Considere definir uma funcao de spline ctbico, f(x), com r nos fixos, x1,...,z,, seja B; = f(z;) e
¢; = f"(xj). Dessa forma, o spline pode ser escrito como,

f(z) = a; (2)B; + a;_(l‘)ﬁju,_l + ¢ (2)G + c;r(a:)CjH, se xj <x<xjt, (2.5)

em que as fungoes base a;, a;“, ¢ e c;r estdo definidas na Tabela 2.1. As condigoes em que o spline
deve ser continuo na segunda derivada, em x;, e deve ter segunda derivada zero em x1 e x,, implica
que

B¢ =Dg,
em que ¢~ = (C2,...,¢-1)7, (1 = (& = 0 e B e D sao definidos na Tabela 2.1. Defina F~ = B™'D,

em que 0 é uma linha de zeros, temos que ¢ = F3. Portanto, o spline pode ser reescrito na forma
linear, em termos de 3 como

f(z) = a;(x)ﬂj + aj(:c)ﬁjﬂ +c; (x)F;B + c;r(az)Fj_i_l,B, se xj <z <xjq,

a qual se resume em (2.3) da seguinte maneira,

Portanto, dado um conjunto de valores x nos quais avalia-se o spline, é facil obter um modelo de
mapeamento da matriz B para estimé-lo. Também pode ser mostrado, por exemplo, em Lancaster
e Salkauskas (1986) que

/mT f/,(fl,‘)2dl‘ _ BTDTB_lDB,
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em que M = D'B™!'D ¢ a matriz penalidade para as bases. Essa base possui interpretacao direta
dos parametros, nao requer algum tipo de reescala das variaveis preditoras, é preciso escolher os
locais dos nos, z;.

Tabela 2.1: Definicio das funcoes base e matrizes usadas para definir o spline cubico de regressao.
hj =Tj41 — Ty
Fungoes base para o spline ctibico

aj (z) = (x4 —x) /by ¢5 (@) = [(zj41 — 2)%/h; — hj(zj —x)] /6

aj (x) = (z —x;)/h; f () = [(x — 2;)*/hj — hj(z — ;)] /6
Elementos da matriz nao-zero - spline nao ciclico
D;;=1/h; D1 =—1/hi —=1/hix1 Djipo = 1/hipa
Bi; = (hi 4+ hit1)/3 1=1,..., k=2
Biit1 = hiy1/6 Bit1; = hiy1/6 i=1,...,k—=3

Elementos da matriz nao-zero - spline ciclico

B;zeu = Bj,iq = h;—1/6 ‘Ezz = (hi—1+ hi)/3
Di—l,i:Di,i—lzl/hi—l Dm:—l/hi_l—l/hi 1=2,...,k—1

By = (hg-1+h)/3 'ELk—l = hy_1/6 B;k—lvl = hi—1/6
Diy=—1/hy =1/hp—y  Dijp1=1/hp D11 =1/hg—1

Fonte: extraido de Wood (2017, p. 201)

Muitas vezes, é apropriado que uma funcao suave do modelo seja “ciclica”’, o que significa que
a funcao tem o mesmo valor e as primeiras derivadas nos limites superior e inferior. Por exemplo,
na maioria das aplicagoes, nao seria apropriado que uma fun¢ao suave no decorrer do ano fosse
alterada descontinuamente no final do ano. O spline ctibico penalizado de regressao anterior pode
ser modificado para produzir tal suavidade. O spline pode ser escrito da forma (2.5), mas temos
que B1 = fBr e (1 = (. Nesse caso, definimos o vetor 87 = (B1,...,8-1) € €T = (C1y. .., Cro1).
As condigoes em que o spline deve ser continuo na segunda derivada em cada nd, e que f(x1) deve
corresponder a f(x,) até a segunda derivada, sdo equivalentes a

B¢ =Dg,

em que B e D sao definidos na Tabela 2.1. Por razoes similares, pode-se escrever o spline da seguinte
maneira:

A segunda derivada penalizada é dada por
Ty - -
f"(x)’dz = 8'D B Dg,

1

em que M=D B 'D ¢ a matriz penalidade para as bases. Essa base possui interpretacao direta
dos parametros, nao requer um tipo de reescala das varidveis preditoras e é preciso escolher os locais
dos nos, z;.

Em relacao ao spline penalizado de regressao tem-se que muitas escolhas aparentemente arbi-
trarias podem influenciar o ajuste. O trade-off tipico esta definido entre viés e variancia. Deseja-se
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fazer selegoes de modo a evitar sobreajuste (overfitting) ou sub-ajuste (underfitting). Sabe-se que ao
adicionar mais nés tem-se maior flexibilidade, mas isso pode potencialmente levar ao sobreajuste.
O ajuste é influenciado pelo ntimero e localizacdo dos nés aos quais sao incluidos. Além disso, héa
uma terceira variavel, mais direta, que influencia o ajuste: a adigao explicita da penalidade. Em
suma, almeja-se selecionar as localizagoes dos nos e o parametro de suavizagdo A (penalidade) que
melhor captura a forma subjacente de nossos dados. Segundo Henderson e Souto (2018) embora
a selecao de todos os pardmetros: o niimero e a localizagao dos nds e o pardmetro de suavizagao,
é facil mostrar que as escolhas do grau e nés sao muito menos cruciais do que a escolha de A, o
pardmetro de suavizagao. Ou seja, ao usar um nimero suficientemente alto de nés, a suavidade de
nosso ajuste pode ser controlada por A. Portanto, quando o niimero de nés é fixo, é preciso escolher
A de forma apropriada.

Existem diversas formas de selecionar os parametros de maneira orientada por dados, nos concen-
traremos em uma das abordagens mais comumente usada: validagao cruzada generalizada (VCG),
que sera discutida nas proximas segdes. De acordo com Henderson e Souto (2018) sobre os expe-
rimentos realizados em relagdo ao nimero de nos, a literatura indica que: (1) adicionar mais nos
somente melhora o ajuste para um pequeno nimero de nés; (2) ao usar muitos nés, o minimo da
VCG para ajustes lineares e quadraticos torna-se indistinguivel.

Embora existam critérios mais formais para selecionar o nimero e a localizacao dos nés, Ruppert
et al. (2003) fornecem solugdes simples que geralmente funcionam bem. Sua escolha padrao de r é

r = min{(1/4) X nameros tnicos de z;; 35},

em que r é o namero de nos. Para os locais dos nos, eles sugerem

r+1 L. . .
Ky = 9 — ésimo quantil de amostra do tinico x;,
r

parar =1,...,r.

A proposta de Eilers e Marx (1996) mostra que quando f é um B-spline (base de De Boor) é
possivel apresentar que a penalizagao da segunda derivada ao quadrado pode ser aproximada por
uma penalizacao discreta que é mais eficiente na estimacao dos parametros. Esse procedimento é
chamado de penalizacao por P-splines. Porém, esse nao é objetivo do trabalho, pois estamos usando
outros tipos de splines, assim mantemos a penalizacao do quadrado da segunda derivada.

Eilers e Marx (1996, 2010) argumentam que noés igualmente espagados sdo sempre preferidos.
Eilers e Marx (2010) apresentam um exemplo onde nés igualmente espagados superam nos espagados
de quantis. O melhor tipo de espacamento de nés ainda esta em debate e ambos os métodos ainda
sao comumente usados. Montoya et al. (2014) testam o desempenho de diferentes métodos de
selecao para determinar o ntimero de noés através de simulacoes, de tal maneira em que os nos
sao dispostos de forma equidistantes em um modelo P-spline. Especificamente, eles comparam os
métodos apresentados em Ruppert et al. (2003) com o método de sele¢ao de né do algoritmo myopic
e o método de selecdo de no6 do algoritmo de busca completa. Seus resultados mostram que o método
de escolha padrao possui um desempenho tao bom ou melhor do que os outros métodos ao usar
diferentes métodos de selecao de pardmetro de suavizagado comumente usados.

De acordo com Henderson e Souto (2018), embora a localizagao dos nos tenha pouco efeito sobre
o ajuste ao usar uma quantidade suficientemente grande de noés, eles podem se tornar importantes
ao lidar com problemas mais complexos. Por exemplo, ao tentar suavizar fungoes de regressao com
forte variabilidade local ou com dados esparsos. Nesses casos, usar um algoritmo mais complexo
para fazer sua selecao pode ser mais apropriado.
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2.2 FErros simétricos

A analise de regressao é uma das metodologias estatisticas mais utilizadas nos ramos da ciéncia e
engenharia, as quais buscam relagdes funcionais entre as variaveis. O exemplo mais tipico de anélise
de regressao é a modelagem de regressao linear multipla, usada para explicar a relagao entre variaveis
explicativas e preditora bem como prever valores da variavel resposta. Relatos abrangentes da teoria
e aplicagoes do modelo de regressao linear sao discutidos, por exemplo, em Weisberg (2005), Seber e
Lee (2012) e Montgomery et al. (2012). Essa técnica geralmente ¢ baseada em um modelo estatistico
no qual os termos de erro sao assumidos como varidveis aleatérias independentes e identicamente
distribuidas de modo que a distribuigao é considerada normal.

A estrutura das distribuicoes de erro desempenha um papel significativo na analise das equa-
¢oOes de regressao. Se a distribuicao de erros nao for normal, exceto para grandes amostras, nao
serd possivel usar as técnicas de inferéncia para testar a adequacao da equacao de regressao, e a
distribuicao do coeficiente de regressao se desvia do procedimento padrao. Portanto, para se ter
uma anélise precisa, é necesséario considerar a estrutura das distribuigoes dos erros.

A violagao da suposi¢ao de normalidade pode afetar adversamente a eficiéncia dos estimadores,
a falta de robustez e pode ser limitada para representar os dados com precisdo. De fato, o impacto da
violagao da normalidade no desempenho dos estimadores é frequentemente negligenciado. Portanto,
tem sido de enorme interesse desenvolver estimadores eficientes para distribui¢oes de erros nao
normais.

Outra desvantagem dos erros Gaussianos é o fato da distribuicao ser mesocurtica. Em muitas
ocasioes, os dados estatisticos mostram um pico ou achatamento, indicando algum tipo de curtose.
Sendo assim, as varidveis em estudo s@o platicirticas ou leptocirticas. Para analisar esses tipos
de variaveis, sao necessarios modelos com caudas mais leves ou mais pesadas que podem ser uma
boa alternativa. Em situacdes como essa, mesmo que o formato da curva de frequéncia da amostra
seja simétrico e em forma de sino, a aproximagao normal pode se ajustar mal a distribuigao (Rao
et al., 1997). Além disso, observagoes atipicas influenciam de forma desproporcional os ajustes sob
normalidade. Por um tempo, uma alternativa era usar uma transformacao na varidvel resposta
para obter melhores resultados, ou até mesmo simetria dos dados. Contudo, mesmo com ajustes
aos modelos com erros normais, as estimativas obtidas eram sensiveis a observagoes extremas,
conhecidas como pontos aberrantes ou outliers. Por esses motivos, varios pesquisadores propuseram
analises mais robustas. Dentre as solugoes, destaca-se uma familia de distribuigao diferente para os
termos do erro, nas quais se destacam as distribuices simétricas. Assim, é possivel minimizar as
influéncias de pontos aberrantes nas estimativas e inferéncia dos parametros, ou seja, assume para
os erros distribuicoes com caudas mais pesadas ou mais leves que as da distribui¢do normal.

Essa classe de distribuigoes possui grandes avangos na literatura. Em Chmielewski (1981), Fang
et al. (1990), Fang e Anderson (1990), Cysneiros (2004) e Gupta e Varga (2012) podem ser encon-
tradas revisoes das areas em que sao aplicadas as distribuigdes simétricas. Cambanis et al. (1981)
observam que a classe de distribuigoes simétricas coincide com a familia de distribuicoes elipti-
cas univariadas. Em relacdo aos modelos com estimativas robustas, Lange et al. (1989) propoem
modelos supondo erros com distribui¢ao t—Student com v graus de liberdade, Little (1988) e Ya-
maguchi (1990) propéem modelos baseados em erros com distribui¢do ¢—multivariada e normal
contaminada, os quais adicionam-se pardmetros que permitem ajustar a curtose da distribuicao dos
dados. Taylor (1992) desenvolveu um modelo de regressao linear em que os erros tém distribuigao
exponencial poténcia com um parametro extra de forma. Arellano-Valle (1994) apresentou vérios
resultados sobre as propriedades, inferéncias e aplicagoes aos modelos de regressao em distribuigoes
elipticas. Ferrari e Uribe-Opazo (2001) estendem esses resultados para modelos de regressao linear
simétricos. Uribe-Opazo et al. (2008) desenvolveram teoria assintotica de segunda ordem para testes
de escore na classe dos modelos de regressao lineares simétricos. Cysneiros (2004) desenvolveram
métodos restritos e de validacao de modelos de regressao simétricos e modelos de regressao line-
ares heterocedasticos simétricos, em que o trabalho propoe metodologias de influéncia local, bem
como medidas de alavancagem. Posteriormente, Cysneiros e Paula (2005) apresentaram os princi-
pais resultados inferenciais e as técnicas de diagnostico em modelos nao lineares, lineares e lineares
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heterocedasticos com erros simétricos e, por fim, discutiram algumas extensoes de modelos elipticos
para dados correlacionados. Cysneiros et al. (2007) discutiram sobre os modelos lineares heteroce-
désticos simétricos, bem como aspectos de robustez dos estimadores de maxima verossimilhanca
contra outliers e observagoes com variancia grande, teste de escore e diagnosticos para heterocedas-
ticidade. Cysneiros (2011) desenvolveu os modelos de regressao para os erros simétricos. Cao et al.
(2010) estudaram conjuntamente heteroscedasticidade e autocorrelagdo em modelos de regressao
nao lineares com erros simétricos, e Relvas e Paula (2016) propuseram os modelos parcialmente
lineares com erros simétricos autorregressivos de primeira ordem.

De Cysneiros (2004), formalmente, podemos definir uma distribui¢ao sendo simétrica da seguinte
maneira. Considere uma variavel aleatéria Y, a qual possui distribuicao simétrica com pardmetro
de posi¢ao pu, parametro de escala ¢ e funcao geradora de densidade g(-), sua fungao de densidade
de probabilidade pode ser expressa como

em que §; = W, pwER,p>0eg(-) éuma fungao definida positiva R, ou seja, g : R — [0, 00)

tal que fooo w2 g(u)du = 1 (Kelker, 1970), sendo conhecida como uma geradora de densidades.
O nome gerador de densidade deve-se ao fato de que se u é uma distribuigdo simétrica, nao
necessariamente possui densidade. Assim, se a densidade de w existe, ela deve assumir a forma
g(u?) para alguma funcdo ndo negativa g(-) de uma varidvel escalar, que satisfaca a condicio
Io° 9w du = [3° ufég(u)du = 1 (veja, por exemplo, (Fang et al., 1990, Segao 2.2.3)). Essa con-
digdo é necesséria para que h(y; i, @) seja uma fungao densidade de probabilidade. Dessa forma,
denotamos Y ~ S(u, ¢) a variavel simétrica definida acima.

A funcdo caracteristica toma a forma exp(itu)p(t2¢) para alguma funcio ¢(-), em que i = /—1.
Kelker (1970) mostrou que, se & 3(1-h)-1 g(0) é integravel, entao existem os momentos de ordem k da
variavel aleatoria Y. Pela definigdo acima, podemos observar que a fungao g(-) caracteriza a fungao
de probabilidade simétrica. Além disso, se a esperanca e a varidncia de Y existem, entao elas sao
dadas por E(Y) = p e Var(Y) = ;¢, respectivamente, em que §; = —2¢’(0) é uma constante
positiva que depende da distribuigao simétrica que esta sendo utilizada, com ¢'(0) = dp(d)/dd |s=o
e que nao depende dos parametros u e ¢ .

Se Y ~ S(u,¢), entdo a + bY ~ S(a + bu,b*¢) em que a,b € R com b # 0. Logo, a combi-
nacao linear de uma variavel aleatoria simétrica é também uma variavel aleatoria simétrica. Uma
padronizacao que serd utilizada no decorrer deste trabalho é a seguinte:

(Y —p)
=7

ou seja, com funcao densidade h(z) = h(z;0,1) = g(z?) para z € R, de modo que Z é chamada de
variavel simétrica padrao.

As distribuigbes simétricas apresentam parametros de posi¢ao e escala e, em muitos casos, a
funcado g(-) depende de um parametro adicional, chamado parametro de forma, que vai ser indicado
como v, controlando a curtose da distribuicdo. Esse parametro pode ser fixado ou estimado a
partir dos dados. Nessa situacgao, tem-se uma maior flexibilizagao das caudas, ocasionando ajustes
mais adequados. Com base nas distribui¢goes com essas caracteristicas, neste trabalho, a atencao
estara voltada para as seguintes distribui¢oes: normal, normal generalizada (Nadarajah, 2005),
t—Student, t—Student generalizada, logisticas tipo I, tipo II e generalizada e exponencial poténcia.
A Tabela 2.2 descreve as fungoes densidade de probabilidade das distribuicoes citadas anteriormente
e o parametro &, para mais detalhes, veja Cysneiros e Paula (2005).

~ 5(0,1),
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Tabela 2.2: Funcdo geradora de densidade de probabilidade e &, para algumas distribuicoes simétricas

Distribuigao g(9) &g
Normal \/%exp(—é/% 1
Normal generalizada Wli/y)exp(—\/y ) }:8’%;
VV/Q _ v+l
t—Student W(V + 5) 2 l/%’ v>2
vo/2 v
t—Student generalizada m(m +0)” 5 ngi2’ v > 0,19 > 2
Logistica-I % 0, 79569
Logistica-1T % %2
v
Logistica Generalizada o105 [(l—s—iii({_—o;:{/?}f] 20/ (v)
. . exp(—lél/(1+”)) 21+ {3(v+1)/2}
Exponencial Poténcia F(1+1%”2)21+(1+V)/2 TR

Nota: I'(-) e Beta(+,-) sdo as fung¢oes gama e beta, respectivamente, ¢ é uma constante norma-
lizadora, ¢ ~ 1.48430029 e v'(-) é a fungao trigama
Fonte: extraida de Cysneiros e Paula (2005)

2.2.1 Modelo de regressao paramétrico linear com erros simétricos

Para definir a classe dos modelos de regressao simétricos, supomos primeiramente que Y1,...,Y,
sao varidveis aleatorias independentes, cada uma com distribuicao pertencente a classe simétrica
definida em (2.6). Com isso, o modelo linear simétrico é definido por

T .
yi:Xi/3+€i7 i=1,...,n,

(2.7)

em que B = (Bo,--.,Bry—1) & o vetor de parametros desconhecidos de dimensdo (ro x 1), x; =

(1,21, .. ,xim_l)T é o vetor que representa os valores das varidveis explicativas cuja dimensao
& (ro x 1), tem-se que p = XB com X = (1,},x/,...,x,}))T sendo uma matriz (n x ry) de posto

completo. Portanto, os modelos de regressao linear simétricos sao definidos por (2.6) e (2.7). Quando
a existéncia dos momentos for satisfeita para as distribuigdes da classe simétrica, temos que E(y;)=
pi e Var(y;) = &40, alguns valores de &, sdo apresentados na Tabela 2.2,

O logaritmo da funcdo de verossimilhanca de 8 = (37, ¢)" é dado por

L(8) = —Flogs + ¥ _ log [9(5,)].
=1

em que 6; = (y; — pi)?/9 e yi ~ S, ¢).

Para obter a funcao escore e a matriz de informacgao de Fisher, precisamos derivar a funcao
L(6) em relagao aos parametros desconhecidos. Para isso, supomos aqui que tais derivadas existem
e que as distribuigoes simétricas utilizadas neste estudo satisfazem certas condigoes de regularidade
necessarias para a validade dos resultados: (i) a existéncia dos momentos e (ii) a diferenciagao da
funcao log-verossimilhanca em todo espago paramétrico.

A funcao escore para 3 é dada por

Em geral, no contexto simétrico é usual definir Wy (5) e W, (0) de tal forma que W, = {dlog [¢(d)]} /dé =
g'(0)/9(6) e Wy (0) = [dW,(8)] /dé. Entao
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8L(0)_" 8(52_n & L .(‘)ui
9B - Wy (65) Z{d)(yz MZ)&B]'}’

para j = 0,...,79— 1. As expressoes W, (0) e W (9) para as distribuigoes simétricas utilizadas nesta
pesquisa sao apresentadas na Tabela 2.3.

Tabela 2.3: Expressoes para W,(0) e Wi (6) para algumas distribuigées simétricas

Distribuigao W,y (9) W5 (9)
Normal —% 0
Normal generalizada —%5(”/2)_1 —(1'2%11)5(”/2)_2
v+1 v+1

t—Student —2(1/7% m
t—Student Generalizada — 2(”51:15) 5 (l”ji}s)g
Logistica-I —tan(g) —sec(g)/Q

TS . exp(—Vv§)—1 2exp(—v/8)Vo+exp(—2v/5)—1
Logistica-II (“2v0)[Lrexp(—Va)] (_463/2)[1+exp(_\/5)]2

oo . —au[exp(—a\/g)—l] _av 2acexp(—a/6)Vo+exp(—2a1/8)—1
Logistica Generalizada (C2vo)[L+exp(—avi)] ) (53/2)[1+exp(—a\/5)]2
Exponencial Poténcia —m (HV)Q%(;’VH)/(HV)

Fonte: extraida de Cysneiros e Paula (2005)

Portanto, segundo Cysneiros e Paula (2005) a fungao escore para 3 na forma matricial é dada
por

1
Us(0) = 5XTDVe,

em que D, = diag{vi,...,v,} com v; = —2W,(d;), e e = (y — ), parai=1,...,n.
Analogamente, a funcao escore para ¢ é obtida

Logo, a fun¢é@o escore para ¢ é expressa na forma

Uy(0) = — {;JDve - n} .

Para a estimagao dos pardmetros nos modelos de regressao simétrica podemos utilizar o método
de méaxima verossimilhanga como apresentado em Cysneiros e Paula (2005), o qual consiste em
encontrar as estimativas do vetor de parametros 3 e do escalar ¢ através da solugao das equagoes
dadas por Ug(0) = 0e Ug(@) = 0. A solugao dessas equacoes nao possui forma fechada, tornando-se
necessario o uso de métodos iterativos para obter as estimativas de maxima verossimilhanca. Sendo
assim, essas estimativas podem ser obtidas por meio do algoritmo do método de escore de Fisher,
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discutido em Cysneiros e Paula (2005), cujo processo iterativo conjunto é dado por

-1

B = [XTDX] XDy 28)
1

§H) = LeWTDE), (2.9)

para u = 0,1,....

O processo iterativo (2.8)-(2.9) garante solugdo positiva para a estimativa de
maxima verossimilhanga de ¢. Deve-se iniciar o processo com valores ,8(0) e ¢

. O procedimento

descrito acima é o mesmo descrito por Gourieroux e Monfort (1995, p. 170).
Por meio das fungoes escores, é possivel obter a matriz Hessiana, de acordo com Cysneiros e
Paula (2005) as submatrizes ficam dadas por

2
_ 0 Lp(o_l_) _ —lXTDaX,
oBoB ¢
L¢¢:&:;2:¢2{2+5 DC(S—EE DUE},
L0 2 -
Ly =27 _ 2 xTy
Bo = 0BId $2 )
em que D, = diag{ai,...,a,}, D, = diag{cl,.. JCnt, 0 = (51,... W), € = (e1,...,60)" e
b= (by,...,b,)", sendo a; = —2 {W ) + 26; W’ }, c; = { )+ 5inI(5i)} € ¢

€ = Yi — Hy-

Dado que a fungao L(0) é assumida regular com respeito ao vetor de parametros € segundo as
condigoes apresentadas em Cox e Hinkley (1974), podemos assumir que o estimador de maxima ve-
rossimilhanca de 8, 8 é um estimador consistente e segue distribuicao assintoticamente normal, cuja

matriz de variancias e covariancias depende da matriz de informacao de Fisher Zyg = E [—t99:|,

a qual pode ser expressa na forma

_|Zps O
oo = [ 0 I¢>¢]'

Para o modelo em questao, pode-se mostrar que as submatrizes da matriz de informacao de
Fisher sao definidas por

_ _32Lp(9)} Adg o7
T =B{-Tgagt | = EX %

9L, (0)
I(M,—E{— 8¢2 } 4¢2(4f9_1)
0L 0°Ly(0)
I/8¢_E{ aﬁa¢ }_0(r0><1)7
em que f; = E [WgZ(UQ)Uﬂ edy =E [WQQ(UQ)U2], com U ~ §(0,1). A Tabela 2.4, extraida de

Cysneiros e Paula (2005), apresenta os valores de d, e f, para algumas distribuigoes simétricas.
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Tabela 2.4: Valores de dg e fy para algumas distribuicoes simétricas.

Distribuicao dg f,
Normal % %
v _1)20),3+(2/1) (243
Normal Generalizada (H(*l)QB)VZ(HV) (1 1)28;(::;21) re+y)
v+1 3(v+1
t—Student m 4EV+3§
t—Student Generalizada % igﬁig
Logistica-I 0, 369310044 1,003445984
Logistica-II % 0,60749
Logistica Generalizada 4(042,2/121) %w
. . r{(3—v)/2} (v+3)
Exponencial Poténcia DA+ D2} At

Nota: 9’(+) é a fungao trigama.
Fonte: extraida de Cysneiros e Paula (2005)

Note que B e ¢ sao ortogonais, ou seja, E {[GQL(O)]/GB(?qﬁ} = 0. Logo, os estimadores 3 e ¢ sio

assintoticamente independentes. Contudo, temos que Igﬁ = 4‘5 (XTX)_1 é um estimador consis-
g
. A ca s s P .. ~1 52 ,
tente da matriz de variancias e covariancias assintoticas de 8. De forma similar, I, = % é um
g

A ~c1 1
estimador consistente da variancia assintotica de ¢. Os estimadores Z g e I, podem ser utilizados

para encontrar regides de confianca assintéticas para B e intervalos de confianca assintéticos para é

Podemos encontrar na literatura basicamente trés métodos para a estimacao do pardmetro
de forma da distribuigdo normal generalizada: o método de maxima verossimilhanga (Nadarajah,
2005), o método dos momentos (Dominguez-Molina et al., 2003) e ainda uma combinagao de ambos
(Varanasi e Aazhang, 1989). Da mesma forma, os graus de liberdade v da distribui¢ao ¢ de Student
podem ser estimados por meio do método de méxima verossimilhanca e do método dos momentos
(Arellano-Valle, 1994). No entanto, para obtermos estimativas mais estéveis para os parametros
dos modelos, optamos por trabalhar com o pardmetro v fixo no conjunto de valores inteiros, este
pardmetro é selecionado por meio do procedimento de selecdo que consiste em minimizar o critério
de Akaike (AIC) e validagao cruzada generalizada (VCG), os quais serao detalhados nas proximas
segoes.

2.2.2 Modelo parcialmente linear com erros simétricos

Os modelos paramétricos possuem vantagens definidas, quando apropriados. Os métodos infe-
renciais correspondentes geralmente posuem propriedades de eficiéncia. Além disso, os parametros
podem ter algum significado fisico que os tornam interpretéveis e de interesse do pesquisador. Infe-
lizmente, por causa desses fatores, os modelos paramétricos sao frequentemente usados quando ha
pouca informacao disponivel sobre a relagao das variaveis em estudo. De fato, o uso de um modelo
paramétrico inadequado pode produzir inferéncia enganosa ou incorreta sobre a curva de regressao.

A modelagem de regressao paramétrica é, sem duvida, a abordagem mais prevalente na anélise de
regressao. No entanto, existem outros métodos para ajustar a relagao dos dados. Com esse propostio
temos as técnicas de regressao nao paramétrica. Esses métodos permitem maior flexibilidade na
forma possivel da curva de regressao e, em particular, ndo fazem suposi¢ées sobre uma forma
paramétrica (Eubank, 1999).

Técnicas de regressao nao paramétricas superam a dificuldade inerente as técnicas paramétricas
(a forma funcional de = é conhecida). No entanto, seu uso nao ¢é isento de custos. Geralmente, os
estimadores ndo paramétricos sao menos eficientes que a variedade paramétrica quando o modelo
paramétrico é valido. Consequentemente, técnicas de regressao nao paramétricas dependem mais
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fortemente dos dados para obter informagcoes sobre x do que suas contrapartes paramétricas.

Dessa forma, o que nos preocupa ¢é simplesmente relaxar a suposicao de linearidade na equa-
¢ao (2.7). A forma natural é considerar o modelo ndo paramétrico simples com apenas um preditor
da seguinte maneira:

yi = f(@i) + €. (2.10)

A regressao simples ndao paramétrica é frequentemente chamada de “suavizagao do grafico de
dispersao” porque uma aplicacao importante permite tracar uma curva suave através de um gréafico
de dispersao de y em relagao a x. Quando ha mais de dois ou trés preditores, modelos mais restritivos
sao desenvolvidos. Um desses modelos é o modelo de regressao linear aditivo:

UYs :fl(xli)+f2($2i)+...+fk(l‘ki)+6i. (2.11)

Nota-se que uma generalizagdo desse modelo envolve uma parte paramétrica e outra nao pa-
ramétrica, sendo assim, podemos construir os modelos semiparamétricos, ou modelos parcialmente
lineares, como definidos em Green e Silverman (1994). O modelo parcialmente linear com erros
simétricos é tutil quando a relagao da variavel resposta com a varidvel explicativa nao é linear nem
tampouco conhecida, podendo ser usada de maneira nao paramétrica. Além disso, podemos utilizar
uma distribuicdo com caudas mais pesadas, diminuindo, assim, o peso de observagoes aberrantes
nas estimativas do modelo, produzindo dessa forma ajustes mais robustos. Esses modelos foram
desenvolvidas por Ibacache-Pulgar et al. (2013) e emergem como uma ferramenta poderosa na mo-
delagem estatistica devido a sua flexibilidade para modelar efeitos das variaveis explicativas que
podem contribuir de maneiras paramétrica ou nao paramétrica. Tais modelos assumem a seguinte
relacdo entre a resposta e os valores das variaveis explicativas:

Yi = fO(in) + fl(xli) + fQ(in) +..t fk($k1) + €, (2'12)

T o vetor (rg x 1) de valores

das variaveis explicativas, f(-) uma fungdo de uma variavel explicativa que contribui de maneira
nao parameétrica e ¢; representa o termo do erro da i—ésima observacdo. Assume-se que €; segue
uma distribuicao simétrica, ou seja, €; ~ S(0, ¢). Este modelo, escrito em forma matricial, pode ser
representado por

comi=1,...,n, y; a i—ésima variavel resposta, fo(zo,) = %/ 3, e x

y = Novo+ N1y + ... + Npyg + €

em que y é um vetor (n x 1), N; é uma matriz (n x ;) para [ = 0,...,k com cada linha igual

and7T

. Tem-se que Ng = X representa os dados da matriz de planejamento da parte paramétrica
e N1 a Ny, referem-se as fungoes base da parte nao paramétrica do experimento.

Nos trabalhos desenvolvidos por Green e Silverman (1994) e Ibacache-Pulgar et al. (2013) temos
que f(+) possui a forma de spline cibico natural, nesse caso, o nimero de nos nao é fixo, corresponde
ao namero de valores distintos da variavel explicativa. Assim, a forma de f(-) ndo é conhecida a
priori e tem-se apenas a suposicao de que f(-) é pelo menos duplamente diferenciavel e a solugao
através da penalizagdo do quadrado da segunda derivada é de um spline ctibico natural.

A funcao de verossimilhanca penalizada do modelo definido acima, a qual reduz a presenca de

super ajuste na presenca de um nimero elevado de nés, pode ser escrita da seguinte forma:

n
n /\1 /\k
L(6,A) = —Zlogp + ) log[g(6)] — 5 My — ... = Ty My,
=1
em que @ = (Yo, Y155 Vis ¢)T, A é o vetor de pardmetros de suavizagao e M; é a matriz de pena-
lizagao (r; x 1) paral =1,..., k definidas na Secao 2.1. Nas proximas subsegdes, apresentaremos as

fungdes escore e as matrizes de informagao de Fisher deste modelo. Segundo Ibacache-Pulgar et al.
(2013) a fungao escore dos parametros do logaritmo da fungao de verossimilhanga sao dadas por
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Usando as fungoes escores, também é possivel obter a matriz Hessiana, sendo as submatrizes
dadas por

- 0°L,(0) 1
Loy = # = ——Nj DuNo,
Y0970 ¢
21,
’Yz’n—a »(9) **NlTD Ny —\M,;, [=1,...,k,
v 8’71 o
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T o @
para [,I' = 0,...,k e [ # 1'. Agora, com as matrizes obtidas acima, é possivel obter a matriz de

informacao de Fisher, que é definida como Zyg = E [—i(%)]. Para o modelo em questao, pode-se

mostrar que as submatrizes da matriz de informagao de Fisher sao expressas nas formas

2
Tpo=FE {_W} — %NJNO,
870870 10}
2
'Yl’Yl = { 8 L } %NITNI + Al]-\/‘[la l - 17 7k7
8’)/58’71 ¢
O?Liy(
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, =E —IN/ Ny
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paral,l’ =0,...,kel #1.

Ibacache-Pulgar et al. (2013) propoem alguns procedimentos para a estimagao dos parametros do
modelo definido nesta Se¢do que combina procedimentos do método escore de Fisher e do algoritmo
backfitting. O objetivo de tais métodos é maximizar o logaritmo da funcao de verossimilhanca
penalizada. Na literatura numérica, o algoritmo é geralmente chamado de método iterativo de
Gauss-Seidel (Ralston e Rabinowitz (2001) e Golub e Van Loan (2012, Cap. 10)). Diversos trabalhos
sobre esse principio de reducdao de dimensao e modelos aditivos generalizados promoveram o uso
do algoritmo de backfitting, tais como Friedman e Stuetzle (1981), Breiman e Friedman (1985),
Hastie e Tibshirani (1986), Hastie e Tibshirani (1987), Hastie e Tibshirani (1990). Estabelecer
convergéncia do algoritmo em casos de interesse estatistico mostrou-se bastante dificil (Buja et al.,
1989, Segao 3.4).

O algoritmo de ajuste backfitting percorre os termos individuais no modelo aditivo e atualiza
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cada um usando um processo mais suave. Isso é feito suavizando os residuos parciais adequadamente
definidos até que a convergéncia seja alcancada. Os ciclos continuam até que nenhuma das fungoes
mude de uma iteragao para a seguinte. Normalmente, sao necessarias trés ou quatro iteragdes por
variavel. Isso pode ser uma tarefa computacionalmente intensiva, se a dimensao k for alta. Portanto,
sao necessérias bases rapidas de regressao unidimensional como blocos de construcao elementares
desse algoritmo. Nesse caso, o suavizador de spline cibico de regressao penalizada com noés fixos
desenvolvido em Wood (2017) ird apresentar maior eficiéncia computacional em relagao aos splines
ciibicos naturais.

2.3 Modelo com erros autorregressivos de primeira ordem

Os modelos lineares anteriores assumem que os erros siao identicamente e independentemente
distribuidos. A suposicao de independéncia em alguns momentos nao é satisfeita, mas geralmente
é uma aproximacao razoavel. Quando as observagoes abrangem uma série temporal, em que um
tnico individuo é rastreado por muitos periodos ou pontos no tempo as dependéncias entre os erros
podem existir. Os periodos proximos um dos outros sdo provaveis de serem semelhantes aos periodos
relativamente remotos. Essa semelhanca pode muito bem se estender aos erros, que representam
as causas omitidas da variavel resposta. Embora a dependéncia de tempo entre os erros possa ser
insignificante, nao é aconselhével assumir a priori que esse seja 0 caso.

Considere que o processo mais usado na pratica é o processo autorregressivo de primeira ordem,
abreviado AR(1):

€ = p€t—1 + e, (2.13)

em que, |p| < 1, o erro no periodo ¢t depende diretamente apenas do erro do periodo anterior, €1, e
de um erro contemporéaneo aleatério e;. Diferentemente dos erros de regressao €;, assumiremos que os
erros aleatorios e; sao independentes um do outro (e de € de periodos anteriores) e que e; ~ N (0, ¢).
A correlacgao serial nos erros de regressdo, portanto, é totalmente gerada pela dependéncia parcial
de cada erro do periodo anterior. Devido a sua importancia nas aplicacoes e a sua simplicidade,
vamos descrever o processo AR(1) com mais detalhes.

Suponha, no entanto, que o processo que gera os erros seja estaciondrio. Estacionariedade signi-
fica que todos os erros tém a mesma esperanga (que, de fato, supomos ser 0), uma dispersao comum
(¢) e que a covariancia de dois erros depende apenas da separagao entre eles no tempo. Denote ¢;
como o erro para o instante de tempo t e €45 0 erro para o instante de tempo ¢ + s (em que s
¢ um namero inteiro - positivo, negativo ou 0), a estacionariedade implica que, para qualquer ¢, a
covariancia entre €; e €45 é

COV(ét, 6t+5) = E(€t6t+5) = ¢p5 = COV(Gt, 6t—8)7

em que pg, chamada autocorrelagdo (ou correlagao serial) em defasagem (lag) s, é a correlagao entre
dois erros separados por instantes de tempo.

Algumas realizagoes de séries temporais geradas pela equagao (2.13), com e; ~ N(0,1), sdo
mostradas na Figura 2.4. Na Figura 2.4(a), p = 0 e, consequentemente, os € nao estao correlaciona-
dos, um processo de série temporal as vezes denominado ruido branco. Na Figura 2.4(b), p = 0, 85;
observe como os valores da série proximos tendem a ser semelhantes. Na Figura 2.4(c), p = —0, 65;
veja aqui como a série tende a passar de valores negativos para positivos. Finalmente, a Figura
2.4(d) ilustra um processo nao estacionario, com p = 1,01.

A Figura 2.4(b) também fornece algumas informagoes intuitivas sobre os problemas de estimativa
apresentados por erros autocorrelacionados:

1. Como os erros que estao proximos no tempo provavelmente sao semelhantes, h4 muito menos
informacOes em uma série temporal altamente autocorrelacionada do que em uma amostra
aleatoria independente do mesmo tamanho. Isso provavelmente aumentara a autocorrelagao
dos erros. Por exemplo, muitas vezes é improdutivo gerar observagoes usando periodos de
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Figura 2.4: Ilustracao de séries temporais para diferentes valores do termo de autocorrelagdo p.

tempo menos espagados (dados mensais ou trimestrais em vez de anuais). Os dados mensais ou
trimestrais também aumentam a possibilidade de efeitos “sazonais”. Uma abordagem simples
para efeitos sazonais € incluir regressores ficticios por meses ou trimestres. Da mesma forma,
regressores simulados para os dias da semana podem ser apropriados para algumas séries
temporais diarias. Abordagens mais sofisticadas para efeitos sazonais sdo descritas na maioria
dos textos sobre andlise de séries temporais, como as de Harvey (1990) detalhadas na segao
7.6 e George G. Judge (1985) mencionadas nas segoes 7.2.4 e 7.7.2.

. Durante um periodo relativamente curto, é provavel que uma série altamente autocorrela-

cionada suba ou desca, ou seja, mostre uma tendéncia positiva ou negativa. Isso é verdade
mesmo que a série seja estaciondaria e, portanto, acabe retornando & sua expectativa de 0. Se,
por exemplo, nossa amostra consistisse apenas nas 25 primeiras observagoes da Figura 2.4(b),
haveria uma tendéncia negativa nos erros; se nossa amostra consistisse em observagoes de 75
a 100, haveria uma tendéncia positiva.

. Como as variaveis explicativas em uma regressao de série temporal também manifestam ten-

déncias direcionais, um aumento ou queda nos erros de uma série temporal curta pode induzir
uma correlacio entre uma variavel explicativa e os erros em uma amostra especifica. E im-
portante, no entanto, entender que ndo hé implicagoes de que as estimativas por minimos
quadrados sejam tendenciosas devido & correlagao entre as varidveis explicativas e os erros.
Em muitas amostras, as vezes, havera correlacoes negativas entre os erros e as variaveis explica-
tivas, as vezes, correlacoes positivas e, as vezes, praticamente nenhuma correlagao. Entretanto,
as correlagdes — as vezes negativas, as vezes positivas - que ocorrem em amostras especificas
podem aumentar acentuadamente a variacao do estimador de minimos quadrados.

. Finalmente, como o estimador de minimos quadrados for¢ca uma correlacao nula da amostra

entre as variaveis explicativas e os residuos (em oposi¢ao aos erros nao observados), as variagoes
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de amostragem dos coeficientes de minimos quadrados podem ser subestimadas. Lembre-se de
que, em uma série curta, erros altamente correlacionados automaticamente manifestam uma
tendéncia em uma amostra especifica.

O processo AR(1) é o membro mais simples da familia de processos autorregressivos. No processo
autoregressivo de ordem p [abreviado AR(p)|, ¢; depende diretamente dos erros p anteriores e de
um erro aleatorio e;:

€t = P1€¢—1 + P2€t—2 + ... + Pp€t—p + €.

Conforme Kutner et al. (2005), uma das principais causas dos termos de erro autocorrelaciona-
dos positivamente em aplicagoes de regressao econdémica e de negbcios envolvendo dados de séries
temporais é a omissao de uma ou varias varidveis-chave do modelo. Quando os efeitos ordenados
pelo tempo dessas varidveis-chave “ausentes” sao correlacionados positivamente, os termos de erro
no modelo de regressao tendem a ser automaticamente correlacionados positivamente, pois incluem
efeitos de varidveis ausentes.

Considere, por exemplo, a regressao das vendas anuais de um produto em relagdo ao prego
médio anual do produto durante um periodo de 30 anos. Se o tamanho da populagao tiver um
efeito importante nas vendas, sua omissao no modelo pode levar a correlagdo positiva dos termos
de erro, porque o efeito do tamanho da populacao nas vendas provavelmente esté positivamente
correlacionado ao longo do tempo. Outra causa dos termos de erro autocorrelacionado positivamente
nos dados econoémicos é a presenca de erros sistematicos de cobertura nas séries temporais de
variaveis de resposta, cujos erros geralmente tendem a se correlacionar positivamente no decorrer
do tempo.

Quando os termos de erro no modelo de regressao sao automaticamente correlacionados posi-
tivamente, o uso de procedimentos comuns de minimos quadrados tem varias consequéncias im-
portantes: (i) os coeficientes de regressao estimados ainda sao imparciais, mas nao possuem mais a
propriedade de variagdo minima e podem ser bastante ineficientes; (ii) o erro quadratico médio pode
subestimar seriamente a varia¢ao dos termos do erro; (iii) o desvio padrao estimado calculado de
acordo com procedimentos comuns de minimos quadrados pode subestimar seriamente o verdadeiro
desvio padrao do coeficiente de regressao estimado e (iv) intervalos de confianga e testes usando as
distribui¢oes t—Student e F' de Snedecor nao sdo mais estritamente aplicéveis.

Dessa forma, percebe-se a importéancia de incluir no modelo a presenca da estrutura de correlagao
a fim de evitar os problemas. O modelo de regressao linear com erros autorregressivos de primeira
ordem é definido como

Yi = Bo + Bz + €,

€ = pe€i—1 + eg.

Podemos expandir o modelo acima considerando um ntmero maior de varidveis explicativas de
forma similar. Este modelo de regressao apresenta algumas propriedades interessantes. Dentre elas,
podemos destacar que a correlagao imposta aos erros é funcao do parametro p. Mais precisamente,
temos que a correlagao entre erros defasados em s unidades é igual a p®. Ha diversos processos de
estimagao para os modelos lineares com erros autorregressivos, para mais detalhes veja Fox (2015)
e Kutner et al. (2005).

Diante de tais circunstancias, Relvas (2013) desenvolveu em sua dissertagdo a generalizagao de
tal modelo para os modelos parcialmente lineares com erros simétricos autoregressivos de primeira
ordem com o intuito de nao restringir aos erros com distribuigao normal. Em particular, a suposi-
¢ao de erros simétricos com caudas mais pesadas do que as caudas da distribuicao normal leva a
estimativas robustas contra observagoes aberrantes.
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Capitulo 3

Modelos aditivos com erros simétricos
condicionais AR(1)

Para desenvolver modelos precisos de forma consistente, um pesquisador deve utilizar um pro-
cedimento sistematico que possa ser aplicado rapidamente e modificado conforme necessario. Dessa
forma, seguir um processo cientifico pode ajudar. O método cientifico é composto por instrugoes
que sao descrigoes de conjuntos de agoes ou operagoes que podemos seguir com precisao. Referimos
essas instrugoes como “definicdo operacional”’, a qual deve conter uma especificacao de todas as
operagoes necessérias para alcancar os mesmos resultados quando repetidas.

O processo de modelagem pode ser simples ou complexo. Comeca quando surge a necessidade
de entender um determinado conjunto de dados que exige uma resposta. Perguntas como por qué a
modelagem é necessaria e como os resultados serao usados sao muito importantes. Uma vez tomada
a decisao de desenvolver uma previsao, é necessario elaborar um modelo tebrico que responda as
perguntas do pesquisador.

A construgao teodrica do modelo ajuda formar a relagdo que existe entre as intmeras variaveis
do modelo. Ao mesmo tempo, permite segregar influéncias em fatores internos ou externos. Aqueles
que o pesquisador possui controle sao os fatores internos. J& aqueles que ele opera fora do controle
sao os fatores externos. Por um lado, se estiver interessado em uma previsao de tendéncias a longo
prazo, podemos escolher, por exemplo, uma tendéncia ou um modelo de regressao para esta tarefa.
Por outro lado, se for do seu interesse uma previsao de curto prazo, ou seja, projecoes semanais
ou mensais, podemos escolher, por exemplo, a média mével, suavizacao exponencial ou modelos
Box-Jenkins para a analise.

Com os dados em maos, estamos prontos para identificar o modelo tedrico mais adequado, ou
seja, aquele que suporta a estrutura da investigacao. Os dados podem vir de documentos internos
ou de fontes externas. Deve-se ter cuidado com o tipo e a qualidade do que estd sendo coletado.
A anélise dos dados nao deve ser tomada simplesmente como um processo mecanico. Antes de
ajustar o modelo, devemos familiarizar-se com o problema em si. Qualquer informacao que ajude no
processo de ajuste, como natureza dos dados, varidveis externas e internas, tendéncia e sazonalidade,
deve ser analisada cuidadosamente. Isso permite que o pesquisador veja o modelo ajustado de
uma perspectiva dindmica. Caso seja necessario reavaliar os resultados, é nesse estigio que as
mudancas podem ser feitas. Os modelos devem ser testados quanto & sua confiabilidade e validade.
Os resultados da previsao devem ser comparados com os reais para avaliar a precisdo do modelo.

A avaliacio nessa fase serve como um processo de controle. As vezes, a confiabilidade e validade
do modelo aumentam com a inclusdo de outros fatores ou variaveis, alteracoes no periodo de tempo
ou variacOes na periodicidade dos dados. O ciclo de feedback deve ser usado para ajustar a previ-
sdo adequadamente. A etapa final do processo da pesquisa é apresentar os resultados. E essencial
perceber que, para o pesquisador, embora a tarefa de fornecer uma previsao tenha terminado, o
processo de refini-la ainda nao foi finalizado.

Para enfatizar, uma boa previsdo nao é estatica, mas dinmica. Seria vantajoso estabelecer um
procedimento para avaliar seu modelo continuamente e reconhecer que condicoes inesperadas no

27
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fendmeno dos dados podem alterar as premissas do modelo previsto e, portanto, exigir uma nova
estimativa.

O foco desta tese ¢ examinar o problema de estimar a fungdo f(.) na presenga de correlagao,
nao o de estimar a propria fungao de correlagao. Nesse contexto, nossos objetivos sdo (1) explicar
algumas das dificuldades associadas a presenga de correlagdo na regressdo nao paramétrica, (2)
fornecer uma visao geral da literatura de regressdo nao paramétrica que trata do caso de erros
correlatos e (3) desenvolver métodos para contribuir neste processo. Grande parte da literatura em
regressao nao paramétrica se baseia em argumentos assintéticos para esclarecer o comportamento
probabilistico dos métodos propostos. A mesma abordagem sera usada aqui, mas tentamos fornecer
intuigao aos resultados também. Varios problemas, alguns bastante fundamentais, ocorrem quando
se tenta a regressdo nao paramétrica na presenca de erros correlatos. De fato, no cenario mais
geral em que nenhuma forma paramétrica é assumida para a média nem a funcao de correlagao, o
modelo é essencialmente nao identificavel, de modo que é teoricamente impossivel estimar qualquer
uma das fungOes separadamente. Na maioria das aplicagOes praticas, no entanto, o pesquisador
tem alguma ideia do que representa um tipo razoéavel de ajuste para os dados disponiveis, e ele
usaré essa expectativa para decidir o que é uma estimativa de funcao “aceitavel” ou “inaceitavel”.
Para todas as técnicas de regressao nao paramétrica, a forma e a suavidade da funcao estimada
dependem em grande parte do valor especifico escolhido para um “pardmetro de suavizacao”, definido
diferentemente para cada técnica. Para evitar a necessidade de selecionar um valor para o parametro
de suavizagao por tentativa e erro, varios tipos de métodos de selegao orientados a dados foram
desenvolvidos para auxiliar os estudiosos nessa tarefa. No entanto, a presenca de correlacao entre
os erros, se ignorada, faz com que os métodos de selecao de pardmetros de ajuste automaético
comumente usados, como validacao cruzada, sejam interrompidos.

Para avaliar a utilidade de uma técnica de modelagem em uma situagao especifica, neste capi-
tulo, introduziremos os modelos nao paramétricos com erros simétricos autorregressivos de primeira
ordem e, assim, prestaremos atenc¢ao ao padrao dos dados em relagdo & tendéncia e sazonalidade
usando fungdes ndo paramétricas para descrevé-las. O modelo proposto é definido na Secéo 3.1,
enquanto a fungao de verossimilhanga penalizada é considerada na Segao 3.2 para a estimacgao pa-
ramétrica. A fungdo escore e a matriz de informacao de Fisher para os parimetros de interesse sao
derivados na Segao 3.3, assim como o processo iterativo de backfitting (Gauss-Seidel) para obter
as estimativas de maxima verossimilhanga penalizada (EMVPs). Procedimentos inferenciais sao
discutidos na Segao 3.4 e os graus de liberdade efetivos sao derivados a partir de um suavizador
apropriado na Secao 3.5.

3.1 O modelo

Baseado em Cleveland et al. (1990) e Wood (2017, Secao 7.7.2) propoem-se modelar a ten-
déncia e a sazonalidade de uma série temporal seguindo um modelo aditivo com erros simétricos
autorregressivos de primeira ordem:

vi = fr(t)+ fs(si) +e, (1=1,...,n), (3.1)
€ = pe-1te, —1<p<l,

em que y; denota a i—ésima resposta observada, fr(t;) e fs(s;) sdo as fungdes ndo paramétricas
suavizadoras, t; e s; indicam, respectivamente, o i—ésimo tempo e o tempo do respectivo ano
para o i—ésimo tempo, p é o coeficiente de autocorrelagao, enquanto e; sao os erros simétricos
independentes com média zero e pardmetro de dispersao ¢, isto é, e; id S(0,¢) parai=1,...,n.
Ha alguns atrativos ao considerar erros AR(1), como apontado por Greene (2012, p. 910), tem-se a
conveniéncia e a aproximacao razoavel para modelar processos mais complexos. Todavia, extensoes
para erros AR(p) também podem ser consideradas no modelo (3.1)-(3.2) e sera discutida com
maiores detalhes no préximo capitulo.
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As fungoes f(-) descritas pelos autores Green e Silverman (1994), Ibacache-Pulgar et al. (2013)
e Relvas e Paula (2016), ja discutidas anteriormente, possuem a forma de spline ctubico natural,
ou seja, o nimero de nés nao ¢é fixo e corresponde ao nimero de valores distintos da variavel ex-
plicativa. As fungoes f(-) aqui descritas assumem formas lineares flexiveis, conforme discutido em
Wood (2017). Assume-se que f(-) pertence ao espago funcional, e respeita algumas condigoes esta-
belecidas. Pretende-se encontrar uma combinacao linear de func¢oes nesse espaco capaz de explicar
o0 comportamento e se ajuste a variavel explicativa de forma nao paramétrica. As estimativas do
componente nao paramétrico ¢t podem ser obtidas pelos métodos de suavizacao por splines, um cri-
tério de penalizacao e com a subvencao do pardmetro de suavizagao. Dessa forma, para cada ponto
t; denominado no, sera obtida uma estimativa f(t;). E fundamental escolher um certo nimero de
noés, mas, para isso, é necessario tomar cuidado em relagdo a escolha da quantidade de nos; se for
um namero muito grande, pode causar um ajuste préximo & interpolacao dos dados, o que nao é
conveniente; se o nimero de nds for pequeno, pode-se acarretar um mau ajuste.

Sendo assim, as fungoes fr(t) e fs(s) s@o expressas na forma linear fr(t) = Z;‘gl nr,; (t)y
e fs(s) = lril_l ns,(8)7s,, respectivamente, com 07, (t) e 1s,(s) denotando a j—ésima e [—ésima
fungoes base e y7; e g, sao parametros desconhecidos a serem estimados no modelo. Em particular,
fr(t) serd representada por um spline cibico penalizado de regressdo com nos fixos nos valores tg-)
(j =1,...,r7), enquanto que fg(s) sera representado por um spline ctubico penalizado de regressao
ciclico com nos fixos nos valores s? (l=1,...,rg — 1), ja discutidos anteriormente na Secao 2.1 e
descritos na Tabela 2.1 referente a Tabela 5.1 de Wood (2017). Note que as fungdes fr e fs nao
sao estimadas, mas sao expressas em formas lineares flexiveis.

Podemos escrever o modelo (3.1)-(3.2) na seguinte forma matricial:

y = Nrvyr + Ngvs + €, (3.3)

em que y é um vetor (n x 1) de respostas observadas, Np é uma matriz (n X rp) e fungdo base
com linhas nr(t;) = (n1, (t:), -, n1,., (t;))" e o (i,§)—ésimo elemento igual & parametrizagio dos
splines em termos de seus valores nos noés t?, Ng é uma matriz (n xrg—1) e fungao base com linhas
ng(ti) = (s, (8i), 08,41 (5,))" e o (i,1)—ésimo elemento igual & parametrizacio dos splines em
termos de seus valores nos noés s?, parai=1,...,n,j=1,....,rpel=1,...,r9— 1, e€éo
vetor (n x 1) de erros autoregressivos de primeira ordem dado por (eg,...,e,)" . Os parametros
desconhecidos sao vy = (y7y, .. - WTTT)T evg = (vsy,--- ,757,371)1—. Expressoes para np(t) e ns(s)
podem ser derivadas a partir da Tabela 5.1, elaborada com base em Wood (2017). Portanto, o
modelo matricial em (3.3) possui as matrizes

i S S T
nry (t1) ... nt,,. (t1) 15, (51) 77&571( 1)
ns(s2) .o s, i (s2)
nry(t2) .. o (t2)
Np=1 . . - e Ng= : - :
) 1 ot o) 15, )
' g L msi(s1) oo s (s1)

Sabendo que e; é uma variavel aleatoria simétrica independente, tem-se que a fungao densidade
de probabilidade é dada por

he(ei) = ﬁg(éi), e €R,

em que 0; = ¢*1e§, com g : R — [0,00) tal que fooo u_%g(u)du = 1, sendo conhecida como uma
geradora de densidades (veja, por exemplo, Fang et al. (1990)). Quando a geradora existe, temos
que E(e;) = 0 e Var(e;) = &40, em que & > 0 é uma constante que pode ser obtida a partir do
valor esperado da variavel radial ou a partir da derivagao da fungao caracteristica. Cysneiros e
Paula (2005) fornecem informagoes adicionais sobre as expressoes de &, para algumas distribuicoes
simétricas, como apresentado na Tabela 2.2. Assume-se que £, é conhecido ou fixo, ou estimado
separadamente.



30 MODELOS ADITIVOS COM ERROS SIMETRICOS CONDICIONAIS AR(1) 3.2
Quando existem, a média e a varidncia de y;, dado o conjunto de observacoes passadas y;_1,
similarmente a Relvas e Paula (2016), pode-se derivar do modelo (3.1)-(3.2) da seguinte maneira:

1. Para a primeira observagao, tem-se que y; ~ S(uj,®) com pj = E(y1) = fr(t1) + fs(s1) =
nr(t) 'y +ns(t) Ty

2. Para a distribui¢do condicional y; | y;—1 g (17, @), tem-se que pf = E(y; | yi—1) = fr(ti) +
fs(si) + plyi-1 — fr(ti-1) — fs(si-1)}, parai=2,....,n

Os primeiros dois momentos para y; sao derivados com mais detalhes em Relvas e Paula (2016),

€ nota-se que

E(yi) = BB | yie1)] = nr(t) 'vr + ns(si) 'vs, Vi,

i1 2i
Var(ys) = Var [E(yi | gi1)] + B [Var(ys | gi_1)] = € 3 p¥ —¢§(( —r),
7=0

Para obtermos as covariancias entre diferentes observagoes de y; e y;—j;, ou seja, E(y;, yi—;), tal

que j < %, temos que,
_ T T T T
Eyii—s) =B { |7 (t)vr + 05 (575 + ot = nf (it )vr = nd (sim1)7s) + €0)
X (7t )Y + 18 (555075 + Pt — 1 (g 1) vr — nd sy 1)vs) +eiy)]| |
=(np(ti)vr + ns(szhs)(w( i—)Yr + 13 (5i-5)75)
p°E { Yie1 = 07 (tie)vr — 18 (5i-1)78) Wimjo1 = 0 (tij1)vr — ng(sz‘—j—l)’m)}
(E(yl 16— j) + E(elyl —j— 1))

_E(yz)E(y i)+ p (E(Wi1ei—y) + E(eyi—j-1)) + p*Cov(yi-1, Yimj1),

mas, como i — j — 1 < ¢, temos que E(e;y;—j—1) = 0, portanto

Cov(yi, yi—j) = pE(yi—1€i—;) + p*Cov(yi—1,Yi—j—1)-

Uma expressao geral para Cov(y;,yi—;j), j < @, com erros autorregressivos de primeira ordem
podem ser expressas por dois casos j =i —1le j <i— 1.
Paraocaso j=1i—1

Cov(y, yi—j) = Cov(yi, y1) = pE(yi_1e1) = ¢€p' L.
Jano caso j <i—1,
Cov(yi, yi—j) = ¢ép’ + p*Cov(yi—1,Yi—j—1)

= ¢&p’ + p*p? Cov(yi—a, yi—j—2)
= 06 + ¢€p" 2 + p* T2 Cov(yims, yinj-3)

1—2
DI

=0

Podemos destacar que a maior covarincia esta entre observagoes consecutivas, para |p| < 1.
Além disso, para pontos distantes, ou observagoes ndo consecutivas, a covariancia torna-se cada vez

mais préoxima de 0.
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3.2 Funcao de verossimilhanca penalizada

Suponha que y;,7 = 1,...,n, é uma variavel aleatéria e assuma que condicionalmente ao con-

junto de informagoes passadas, y; segue uma distribuicao simétrica, ou seja, y; | yi—1 g (1f, ),
logo podemos reescrever a funcao de distribuicao conjunta do modelo da seguinte maneira:

hy (Y1, 92, - Yn) = hn(Yn | Yn—1s - Y1) Pn—1(Yn—1 | Yn—2, .-, y1) ... ha(y2 | y1)h1(y1).

Logo, similarmente aos modelos simétricos, considere 8 = (’y}, 'yg, $,p)t €O CR", comr =
r7+17s+1 sendo o niimero de parametros a ser estimado. O logaritmo da funcao de verossimilhanca
associada a 8 é dado por

L(8) = —3 log(é) + Y log{g(3,)}. (3.4)
i=1

A maximizagao de (3.4) sem impor restrigoes sobre as fungoes nao paramétricas fr(t) e fs(s)
pode levar a overfitting e a nao identificabilidade dos pardmetros. Para resolver esse problema,
deve-se incorporar uma funcao penalidade sobre cada componente nao paramétrico. Analogamente
a Hastie e Tibshirani (1990) (veja também Green e Silverman (1994)), assume-se que fr(t) e fs(s)
sao continuas e integraveis na segunda derivada, entao o logaritmo da funcao de verossimilhanca
penalizada fica dado por

by br
L,(6,\) = L() — AT/ (1)) dt — s [£4(s)])? ds, (3.5)

2 Jap 2 Jaug

isto é, tem-se que a penalizagdo da segunda derivada de fr(t) e fs(s) paraar <t <bpeag <s<
bs, em que Ar > 0 e Ag > 0, sdo os pardmetros suavizadores que serao estimados separadamente.
De Wood (2017), tem-se que

br bS
2 2
[t = adMev o [ [£56)) ds = v IMss,

ar as

em que My = D;BEIDT e Mg = DbTwBElDS sdo matrizes nao negativas definidas de dimensoes
(rp xrp) e (rs —1xrg—1), respectivamente, nomeadas de matrizes de penalidade. Essas matrizes
dependem somente dos nos e sdo definidas na Tabela 2.1 para as versoes splines ctibicas de regressao
penalizada para a tendéncia e sua versao ciclica para a sazonalidade (veja Tabela 5.1 elaborada por
(Wood, 2017)).
Assim, o logaritmo da funcao de verossimilhanca penalizada reduz a
Ly(0.3) = L(0) — LMy — Sy [ Mg, (36)
2 2

em que A = (A7, Ag) " denota o vetor paramétrico de suavizacao. Na proxima secdo sera derivado
o processo iterativo backfitting (Gauss-Seidel) para maximizar (3.6) para A fixo.

3.3 Estimacao dos parametros

Nesta secao apresentamos a funcao escore penalizada, a matriz Hessiana penalizada e a matriz
informacao de Fisher penalizada e o processo iterativo para estimacao das componentes que en-
volem a tendéncia, a sazonalidade e também os paradmetros da distribuicao simétrica com errros
autorregressivos de ordem um, os calculos com maiores detalhes podem ser vistos no Apéndice A.1.



32 MODELOS ADITIVOS COM ERROS SIMETRICOS CONDICIONAIS AR(1) 3.3

3.3.1 Funcgao escore penalizada

A funcao escore penalizada de € pode ser expressa como Uz = 0L,(6,X)/06 = Uy — M(X)0,
em que Uy é a funcao escore regular dada por

U oy 1(AN7)"D, A€
U oLy N f(AN )TD,Ae
Ys ¢ I S v
U9 = | e e e = ] e e e I N R T I R s
U, OLy(O.\) 351y (Dl — 1)
0
Up BLP(O,)\) —é(BG)TDUAG
Op

em que M(A) = blockdiag { \rMr, AsMg, 02} com 03 sendo uma matriz de zeros (2x2), € = y—N~y
com v = (v4,v%)" e N = (Ng,Ng), as matrizes A e B de dimensio (n x n) foram usadas por
Cao et al. (2010) e sao definidas por

1 0 0 0 0 0 0O 0 . 0 0
IR 0 o 1 0 0 ... 0 0
Aa=|" ' eB=|0 -10 0 of,
0 ... 0 - 1 0 ... 0 ... -10
em que D, = diag{vi,...,v,} com v; = =2Wy(9;) e Dy, = diag{m,...,my} com m; = v;;, para

i=1,...,n, enquanto W,(d) = ¢'(6)/g(d) e 1,, ¢ um vetor de uns (n x 1). As quantidades Wy (J) e
W;(0) para algumas distribuigées simétricas sao discutidas em Cysneiros e Paula (2005) e podem
ser conferidas na Tabela 2.3. A manipulagdo computacional a partir dessas matrizes tornam-se mais
atrativas e facilita a estimacao dos pardmetros do modelo.

3.3.2 Matriz Hessiana penalizada

A matriz Hesslana penalizada (segqua derivada) do logaritmo da fungao de verossimilhanga é
dada por ng = 0°L,(8, A)/9000" = Lgyg — M(X), a qual é detalhada no Apéndice A.2, e é dada
por,

I_"YTVT L'YT'VS Ly Logp

L 00 = Ijﬁsw Ij’YSWS I,‘_vs¢ Ifysp
Loy Lgys  Lgg Ly
Lyyy Ly Lp¢ Lip
Sabe-se que
.. - . - . .
Lorys = Lygars Lorg = Ly Lorp = Lpys
T

. - . - .
Lyso = Ligyg Lysp =Ly e Lop = Lpg-
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Além disso, as submatrizes da diagonal de Lgg podem ser escritas, em notagao matricial, como

Loy = 202 - L {(AND (D, + 4D (AND)}.
£y = m = L {(AN9) (D, + 4D (ANS) ).
fp = a2L§$,>\) = (;2 {5+0'D.s-6'D.1,} e
Lpp = (“9215(;,}\) = ; {(BG)T (=D, +4Dy) (Be)} :

J& as submatrizes cruzadas sao expressas como

Byros = m - {(AN2)" (4D, - D,)(ANS) |
Lo = W = ; {(AN7)T(2D, - D,)(Ae) |,
frpy = 2202~ (BT (D, ~ 4D)(AND) + (BND)'D,AC)
Lo = W = ; {(ANg)T(2D; - D,)(A€)
L., = W - ; {(BG)T(DU — 4Dy)(ANg) + (BNS)TDUAE} e
Ly = %’p _ (;2 [Be)(D, ~2D,)(Ae)}

Os elementos restantes da matriz sdo obtidos pela simetria. Com esses calculos, completamos a
matriz observada de Fisher. Entretanto, toda proposta de estimagao neste trabalho sera realizada
com a matriz de informagao de Fisher, que representa a matriz esperada, apresentada na proxima
subsecao.

3.3.3 Matriz de informagao de Fisher penalizada

A matriz de informagao forma uma ferramenta de interesse para verificar a eficiéncia, ou seja,
a obtencao do limite de informacgoes para a variacao do estimador. A matriz de informacao, Z, é o
valor esperado negativo da matriz de derivadas parciais de segunda ordem do logaritmo da funcao
de verossimilhanga a ser maximizada, ou seja, Ige =-E {5‘L§(0, 2)/06806" } = Tyg — M(X). Os
calculos com maiores detalhes sdo apresentados no Apéndice A.3 cujas submatrizes sdo dadas por
Ly Lhsvs: Zogs Lops Lorvsy Lards Loyrpy Lhser Lygp € Lpp. Além disso, a matriz ¢ simétrica,

Pps
portanto,
T T T
Lirvs = Loy Lirg =Ly Lorp = Loy
T T T
Zs6 = L Lysp=ZLpy © Lyp =L,

Com o auxilio dos célculos no Apéndice A.3, a matriz de informacao de Fisher, Z, pode ser
considerada como uma matriz bloco diagonal da seguinte maneira:



34 MODELOS ADITIVOS COM ERROS SIMETRICOS CONDICIONAIS AR(1) 3.3

b
_n

Too = g2y =D e

Adg¢ p*(1 = p*)
Lpp = 1_gp2 {(”—1)—1_p2 5

sendo que os demais elementos da matriz sdo 0, uma vez que v = (v4.,v4) " é ortogonal aos paré-
metros (¢, p) | . Temos que N4 = (AN, ANg), d, e f, sdo dadas por E{W7(2%)2%}, B{W?(2?)z"},
respectivamente, com z ~ 5(0,1). Essas quantidades podem ser auferidas na Tabela 2.4. Podemos
definir a matriz de informagao de Fisher regular de 8 como

I’YTVT I’YT’YS 0 0

Tz T 0 0 .
IG@ _ ’YS'YT ’Y({;'YS I¢¢ 0 — blockdlag{zv,\“ I¢¢, Ipp}'
0 o 0 I,

3.3.4 Processo iterativo

Analogamente a Hastie e Tibshirani (1990, Cap.5) e Wood (2017, Cap.6), deriva-se o processo
iterativo de backfitting (Gauss-Seidel) para obter o EMVP de 5 = (54,7&)" alternado com o
processo iterativo para obter os EMVP de ¢ e p. Assumindo A fixo, tem-se que resolver as seguintes
equacoes:

{(AN7)TD,(AN7) + oArMr } 7 = (AN7) D, A(y — Nevs)

{(AN5)TD,(ANg) + 0AsMs | 75 = (ANs)TDLA(y —~ Nryy),

as quais podem ser simplificadas para
vr = Sr(Ar)A{y —Nsvs} e v5=Ss(As)A{y — Nrvr},

em que Sp(Ap) = {(ANT)TDU (AN7) + ¢)\TMT}_1 (AN7) "D, é a matriz de suavizacdo do com-
ponente de tendéncia e Sg(Ag) = {(ANS)TDU(ANS) + (b)\gl\/lg}*l (ANg)'D,, a matriz de sua-
vizacao da componente de sazonalidade.

Entao, propoe-se, para ¢, p e X fixos, o seguinte processo iterativo para obter o EMVP de ~:

1. Defina os nés, e entao calcule N7, Ng, M e Mg.

2. Inicialize um contador como u = 0, determine um valor inicial para 0.
3. Baseado em 6", faga o seguinte:

©F

(a) A partir dos valores iniciais 80 = (’yT 0

’U(O) =v; |9(O) e D,S)O) = diaglgign {’UZ(O)} Entao, calcule

-
,VS(O)T,¢(0),p(U)) , obtenha A, os pesos

—1
S'9(\p) = {(ANT)TDS}U(ANT) n qSATMT} (AN7)" DO

-1
s{(As) = { (ANs) 'DV(ANg) + pAsMs}  (ANg) D).
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(b) Avalie a seguinte expressao para ,ngﬂ) o 7%u+1):

Yt = st ) A {y - Nevi” }

75 =8 ) A {y - Neag ™}

parau =0,1,.... Atualize S%)(AT) e S(Su)()\s). Repita (b) substituindo 4® por ®+1),
respectivamente, até a convergéncia para algum critério. A condicao de convergéncia
utilizada em todos os passos do algoritmo foi que a diferenga maxima entre os elementos
dos vetores estimados da iteracao (u) e da (u + 1) fossem menores do que 0, 001.

A convergéncia do processo iterativo descrito acima e as condigdes de convergéncia se-
guem do Teorema 4.2 de Green e Silverman (1994, p. 68). Esse algoritmo conhecido como
backfitting pode convergir em poucos passos, porém depende da escolha dos parametros
de suavizagao A7 e Ag. Os quais sao determinados por validagdo cruzada por minimizar
a quantidade VCG(A), discutido nas proximas Segoes, para uma grade selecionada de
valores.

4. Repita o processo iterativo dado pelo passo (b) com o processo iterativo abaixo usando o
método quase Newton Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS) ver Davidon (1991) e Mit-
telhammer et al. (2000), ou “L-BFGS-B” desenvolvido por Byrd et al. (1995) para obter o
EMVP de ¢ = (¢, p)" dado por

¢ = argmax L3, 00, o), 1=0,1,2,...
(¢:0)

Para a distribuigdo t—Student com v graus de liberdade, o peso atual ol = wv+1)/(v+ 5§u)),

i
u u P . N . A .
com 51-( ) — 0; |((, ), é inversamente proporcional & distancia entre o valor observado y; e seu valor

(

predito atual uiu) de modo que observagoes “aberrantes” (outlier) tendem a ter pesos menores no
processo de estimacao. Interpretacgoes similares podem ser aplicadas a outras distribuigoes do erro
com cauda pesada.

3.4 Procedimentos inferenciais

Modelos lineares sob erros normais e simétricos possuem condicoes de regularidade semelhantes
para grandes amostras, o que garante consisténcia, eficiéncia e normalidade dos EMVPs. Como
para o caso paramétrico, a matriz de varidncia-covariancia aproximada 0 pode ser obtida a partir da
inversa da matriz de informacao esperada (veja, por exemplo, Wood (2017, Cap.6)). Essencialmente,
\//EE(/O\) = (Ige ]5)_1, em que Ige foi definida na se¢do 3.3.1. Essa abordagem tem suporte na
abordagem Bayesiana para modelos lineares, conforme descrito em Wood (2017, p. 293). Se y =
N~ + €, em que € segue uma distribui¢ao normal n-variada e uma priori improépria é assumida para
~, entao a distribui¢do a posteriori |y segue uma distribuigdo normal multivariada de média ¥ e
matriz de varidncia-covaridncia que corresponde a inversa da respectiva matriz de informacao de
Fisher penalizada para ~. Assim, intervalos de credibilidade podem ser construidos para quaisquer
quantidades derivadas de =. Esta abordagem pode ser estendida, para n grande, para a classe
simétrica.

Considerando a ortogonalidade entre 7 e (¢, p) ", assim como entre ¢ e p, obtém-se

Var(3) = (Z)7 ;)71

em que )7 = T, +M,(A) com M, (A) = blockdiag{\rMr, AsMg}. Além disso, \//z;(qb) = K(;(; g
e Var(p) = K, [5. Desde que fr = Npyp e f5 = Ngvg, em que fp = (fr(t1),..., fr(tn) " e
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fs = (fs(s1),. .., fs(Sn)) , pode-se obter a matriz de variancia-covariancia aproximada Var(/fT) =
NpVar(y,7)N; e Var(fg) = NgVar(¥¢)N{. Entdo, analogamente a Vanegas e Paula (2016), uma
banda de confianga pode ser desenvolvida para (f7(t1), ..., fr(t,))" e (fs(s1),..., fs(sn))T.

3.5 Graus de liberdade efetivos

Desde que a penalizagao da fungao de suavizagao fr(t) e fs(s) leva a um encolhimento (shrin-
kage) dos EMVPs 41 e 4g com respeito aos EMV, é crucial para a sele¢ao do modelo e dos testes
de hipoteses a estimagao dos graus de liberdade efetivos correspondente aos EMVPs. Analogamente
a Hastie e Tibshirani (1990, Cap.5), Green e Silverman (1994, Cap.5) e mais recentemente Wood
(2017, Cap.5), deriva-se abaixo os graus de liberdade efetivos correspondentes aos EMVPs 4 e 4 ¢4
a partir de um suavizador apropriado.

Na solugao das equagoes de estimagao Uz = 0, tem-se que

y = {le)vl/\\IA—l—gZA)Mv()\)} {le)vNA’/)\/—l-l/\\T;f) K(y N'y)}
e~ . “1 11
- {N}DUNA + ¢MV(>\)} N DzD;Ay.
1 1
Entéao, tem-se a relagio DN 4y = DZ A
PP
N\D? (3.7)

1
é nomeada suavizador linear para A fixo e projeta o estimador da resposta transformada DZ Ay
1

na meédia predita transformada D? A\ﬁ Em particular, sob erros normais e p = 0, tem-se que
H(A) = N{NTN + ¢M, (A)}INT. Os graus de liberdade efetivos dos suavizadores sdo definidos

como a soma dos autovalores de H(X), a saber dfy(A) = tr{H(X)}. De Eilers e Marx (1996), tem-se
que

~1 < ~ ~ -1 - ~1
df,(A) = {DgN <NTDUNA+¢M7()\)) N}Dg}

{ NJD,N, + M, (3) NID,K,
_1~ 1\

tr (ITT+T5—1 + Q 2¢M’Y(A)Q 2)

rr+rg—1 1

— 1+ a;(A)’

em que «;(A) > 0 s@o os autovalores da matriz definida nao negativa Q_%gl\/l (A) Q_% os quais

sao dependentes dos parametros de suavizagao; QY2 ¢ uma matriz positiva definida e Q Q2 =

NAD NA, parai=1,...,rp+rg—1. Os graus de liberdade efetivos dfs(Ar) e dfs(Ag) correspondem

a soma dos primeiros 7 e os ultimos rg autovalores, respectivamente, do suavizador linear H(X).
Portanto, os graus de liberdade efetivos sao dados por

df(A) = dfy(A) + 2
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3.6 Comentarios

Neste capitulo introduzimos os modelos aditivos com erros simétricos condicionais de ordem
AR(1), em que o componente aditivo referente ao tempo ¢ decomposto em um componente rela-
cionado & tendéncia e outro relacionando & sazonalidade. Esses componentes sao aproximados por
splines cubicos de regressao penalizados. Um processo iterativo do tipo backfitting para obter os
coeficientes estimados dos splines cibicos penalizados de regressao é alternado com um procedi-
mento usual de maxima verossimilhanca para obter ¢2 e p. A funcao escore penalizada e a matriz
de informagao de Fisher penalizada sao obtidas, bem como os graus de liberdade efetivos sao deri-
vados. No préoximo capitulo discutiremos os modelos lineares parciais aditivos com erros simétricos
condicionais AR(p).
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Capitulo 4

Modelos lineares parciais aditivos com
erros simétricos condicionais AR(p)

Os pesquisadores costumam ver uma série temporal como uma realizacado de um processo esto-
castico. Os principais objetivos em analise de séries temporais sao entender as leis das probabilidades
que as conduz e, assim, compreender a dindmica subjacente, prever eventos futuros e controla-los
por meio de intervengoes. H4 uma infinidade de processos estocéasticos que podem gerar os mesmos
dados observados, pois o niimero de observagoes é sempre finito. No entanto, alguns desses processos
sao mais plausiveis e admitem melhor interpretagao do que outros. Sem mais restrigoes no processo
subjacente, é impossivel identificar o processo a partir de um ntmero finito de observagoes.

Uma abordagem popular é limitar as leis de probabilidades a uma familia especifica e, em
seguida, selecionar um membro da familia que seja mais plausivel. O primeiro é chamado de mode-
lagem e o ultimo de estimacédo, ou inferéncia estatistica. Quando a forma das leis de probabilidades
em uma familia é especificada, exceto por alguns parametros definidores de dimensao finita, esse
modelo é conhecido como paramétrico. Quando os parametros de defini¢ao estdo em um subconjunto
de um espago dimensional infinito ou as formas das leis de probabilidades nao sao completamente
especificadas, esse modelo é frequentemente chamado de nao paramétrico. A fronteira entre os dois
tipos de modelos paramétricos e ndo paramétricos nem sempre é clara. Apesar disso, essa distingao
nos ajuda a escolher um método de estimagao apropriado.

Ao selecionar um modelo, a interpretabilidade, simplicidade e viabilidade desempenham papéis
importantes. Um modelo selecionado deve refletir razoavelmente a lei fisica que governa os dados.
Um modelo simples é geralmente preferivel. A familia de modelos de probabilidades deve ser ra-
zoavelmente grande para incluir as leis de probabilidades subjacentes que geraram os dados, mas
nao deve ser tdo grande que os parametros de definicdo ndo possam mais serem estimados com
uma precisao razoavelmente boa. Ao escolher um modelo de probabilidades, primeiro extrai-se ca-
racteristicas salientes dos dados observados e depois escolhe-se um modelo apropriado que possua
essas caracteristicas. Apos estimar os parametros ou as funcoes no modelo, verifica-se se este ajusta
razoavelmente bem aos dados e procura-se melhorias adicionais sempre que possivel. Diferentes fi-
nalidades da anélise também podem ditar o uso de outros modelos. Por exemplo, aquele que fornece
um bom ajuste e admite uma boa interpretacao nao é necessariamente bom para a previsao.

Nos dltimos anos, houve um interesse consideravel na literatura estatistica em relacao a familias
flexiveis de distribuig¢oes capazes de modelar dados que apresentam caudas mais pesadas ou leves
que a distribuicao normal usual. Neste contexto, os modelos considerados que tém mostrado um
comportamento promissor em cenarios nao padronizados sdo advindos das distribuigoes simétricas
(vide, por exemplo, Cysneiros e Paula (2005)).

Neste capitulo propomos algumas extensdes do modelo com erros simétricos autorregressivos de
primeira ordem de Relvas e Paula (2016) para as situagoes em que os dados apresentam correlagao
de ordem p, com a possibilidade de incluir covariaves no modelo, com caracteristicas paramétricas
ou nao. Os novos modelos sao particularmente atraentes devido ao fato de serem capazes de ajustar
dados com maior ordem de correlagao, caudas mais pesadas ou leves que a distribui¢do normal. As
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vantagens desse modelo estao voltadas & simplicidade das fungoes splines cubicas penalizadas de
regressao apresentadas em Wood (2017), que diminuem o custo computacional dos splines ctbicos
naturais discutidos ao longo do trabalho de Relvas (2013). Além disso, podemos decompor a série
temporal em estudo nos componentes de tendéncia e sazonalidade, os quais podem necessitar de
fungbes mais flexiveis para descrevé-los, e a sazonalidade pode exigir uma funcao ciclica. Outra
vantagem esté relacionada ao fato dos dados nem sempre serem autorregressivos de primeira ordem,
sendo assim, a necessidade da ordem p leva a modelos mais flexiveis.

Neste capitulo introduzimos os modelos lineares parciais aditivos com erros simétricos condi-
cionais autorregressivos de ordem p — MLPAS condicionais AR(p). Na Segao 4.1, apresentamos
a classe e derivamos alguns resultados bésicos. Na Se¢ao 4.2 apresentamos a fungdo de verossimi-
lhanga penalizada. Na Se¢ao 4.3 derivamos a fungao escore penalizada e a matriz de informagao de
Fisher penalizada. Em seguida, desenvolvemos o processo iterativo para a estimacao dos parame-
tros de interesse do modelo. Na Secao 4.4 elaboramos os procedimentos inferencias. Finalmente, na
Secao 4.5, derivamos os graus de liberdade efetivos do modelo proposto.

4.1 O modelo

Considere um modelo em que as observacoes sdo o vetor de rg valores de covaridveis decorrentes
de funcoes lineares paramétricas e a soma de k fungoes nao paramétricas mais um erro aleatorio,
dado pela seguinte maneira

yi =x; B+ fi(wy) + falwe,) + -+ fulew) + e, (i=1,...,n). (4.1)

Até agora, consideramos apenas a possibilidade de autocorrelacao de primeira ordem. O termo
de erro também pode ser correlacionado com valores préprios que ficaram mais de um periodo de
tempo, de modo que, na regressao,

€ = P1€i—1 + p2€i—2 + ... + Pp€i—p + €4, (4.2)

os varios pp, para p > 1, também seriam significativos. E improvével, embora nao impossivel,
que uma série inteira de p, seja significativa, mas geralmente nao ¢ o que acontece. E p’s sao os
coeficientes de autocorrelagdo, enquanto e; sdo os erros simétricos independentes com média zero e
parametro de dispersao ¢, isto é, e; u S(0,¢), parai=1,...,n.

Em muitos casos o pesquisador esta interessado em entender o desempenho de certas variaveis
em relagao a perfodos anteriores. Dessa forma, o termo p4 seria significativo para dados trimestrais.
No caso mensal, o termo p1s seria significativo — mas nao os p intermediarios. Nessas situagoes, se
a autocorrelagao sazonal aparecer nos dados, geralmente é preferivel ajustar os dados sazonalmente
ou, se os dados forem suficientemente robustos, use as equagoes de teor da primeira diferenca. Se o
problema nao desaparecer, adicione a variavel defasada com o atraso de 4 (trimestre) ou 12 (més),
ou use o periodo atual menos 4 trimestres (ou 12 meses) atréas.

Dessa forma, podemos escrever o modelo (4.1) em notagdo matricial da seguinte forma:

y = Novg + Niv; + Noyy + ... + Niyy, + €, (4.3)

em que y é um vetor (n x 1) de respostas observadas, por conveniéncia, adotamos X e 3 como Ny a
matriz de experimento (n X rg) e 7y 0 vetor paramétrico (g X 1), respectivamente. Aqui ¢ indica o
nimero de varidveis explicativas resultantes da regressao linear mais o intercepto. N; é uma matriz
(n x ;) e fungao base com linhas n;, (t;) = (nll(tgl)), My, (tgl)))T, e o (4, j)—ésimo elemento igual
& parametrizagao dos splines em termos de seus valores nos noés t9,.. .t?l, sendoquel=1,...,k, e
k refere-se ao nimero de fungoes ndo paramétricas. Resumidamente temos as matrizes,
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l [
1 M2 on i nu(tél;) wép
1 - t (T
No— | 7?22 ' N2ro e N — ?712(.2) 7711(‘2), =12k
Ltz o g M) e (D)

Similarmente a Relvas (2013), pode-se derivar algumas propriedades para o modelo (4.1)-(4.2).
Com p pardmetros autorregressivos, temos o seguinte:

1. Para a primeira observagao, tem-se que y; ~ S(uj, ¢) com

(1)

1 k
1y =E(y) =x|{ B+ filte) + ..+ fultey) = 00,70 + 01, (&) )vy + .. + 1, ()

2. Para a distribuicao condicional y; | yi—1,- -, Ymax(i—p,1) g (17, @), tem-se que

i =E(i [ yi-1, -+ Ymax(i—p,1)) =

1 k
=ng,v0 + 0], (v + -l ()
min(i—1,p)
T T 1 T k
+ > pilvis—me_ Yol (tE_)j)“n — M (ti_)j)'vj},
j=1

parai=2,...,n.
3. Em geral, temos que a média marginal é dada por

1 k .
wi=Ew) =mgv0 + v+l (v, =1,

4. Em relagao a varidncia marginal do modelo, temos que levar em consideragdo a ordem de
autocorrelacao dos erros.

(a) Para o modelo com erros AR(1):

i—1 0 1— pgi
Var(ys) =63 _pi =€o— 5.
j=0

1

(b) Para o modelo com erros AR(p):

i—1 i—1 i-1
Var(y;) = £p + ¢ Z p3Var(yi_j) + 22 ijpj'COV(yi—p Yi—jr)-
j=1 Jj=1j'=1
J#3'3<d’

5. Pode-se derivar as covariancias entre duas observacoes, Cov(y;, ¥i—;), portanto

(a) Para o modelo com erros AR(1):

e Para j =14 —1,
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e Para j <i—1,
Cov(yi, yi—j) = PEP + poov(yi_l,yi_j_l)

= ¢&p’ + p* P! Cov(yi—2, yij—2)
= 9p" + ¢Ep T + 0 PP Covlyis. yijs)

i—2
= ¢ Z pj+2l.

=0

(b) Para o modelo com erros AR(p):

e Para j=i—1,

p
Cov(yi, yi—j) = Cov(yi, 1) = > pE(yi-1e1).
=1

e Para j=1i—2,

P
Cov(yi, yi—j) = Cov(yi, y2) = piCov(yi—1,yi5-1) + »_ mE(Yiiex)
=1

p
+p1 Y pCov(yii,91)-

=2
e Para j =1 —p,
p—1 P
Cov(yi, yi—j) = Cov(yi, yp) = Y piCov(yi1,yx—1) + Y pEWi-rex)
=1 =1
p p—l
+ ) e Cov(yii, yr—v)-
=1 /=1
1A
e Paraj<i—p=kFk,
p p
Cov(yi, yi—j) = Cov(yi yk) = > prCov(yi—t, k1) + > pE(vi-iex)
=1 =1
p p
+ 3 pior Cov(yi—, yr—v)-
=1 =1
LA

O modelo proposto é recomendado para estudar a relagao da variavel resposta e de uma ou mais
variaveis explicativas, esta pode ser considerada paramétrica ou nao paramétrica. No segundo caso,
nao ha um certo interesse em estudar os efeitos, apenas controlar a variavel resposta em estudo,
como por exemplo, podemos controlar a tendéncia e a sazonalidade diante de outras variaveis. Pelo
fato das observagoes serem correlacionadas ao longo do tempo, temos maior precisao no modelo
em estudo. Além disso, a variavel resposta possui caudas mais pesadas ou mais leves do que a
distribuicao normal, portanto, teremos ganhos na interpretacao e resultados.



4.3 FUNCAO DE VEROSSIMILHANGA PENALIZADA 43

4.2 Funcao de verossimilhanca penalizada

Seja 6 = (‘yg,’le,...,*yz,gzb,pl,...,pp)T EOCR ,comr=rg+ri+...+r,+p+1sendo o
numero de pardmetros a ser estimado. O logaritmo da fungao de verossimilhanga regular associada
com 6 é dado por

L(8) = —3 log(¢) + Y log{g(3,)}. (1.4)
i=1

A maximizacao de (4.4) sem impor restrigdes sobre as fun¢oes nao paramétricas pode levar a
overfitting e a nao identificabilidade dos parametros. Para resolver esse problema, deve-se incorpo-
rar uma funcio penalidade sobre cada componente ndo paramétrico. Assume-se que essas funcoes
sdo continuas e integraveis na segunda derivada, entdo o logaritmo da funcao de verossimilhanca
penalizada é dado por

2 2

1 ak

by by,
L,(6,A) = L(6) — A1/ O dt— .~ 2 [ o) e, (4.5)

em que tem-se a penalizacdo da segunda derivada de fi(t) para a; < t < by, com \; > 0 para
Il =1,...,k, os parametros de suavizacado que serdo estimados separadamente. De Wood (2017),
tem-se que
b
2
/ (/@] dt =~ My, 1=1,...,k,

ap
em que M; = DlTBl_lDl, l=1,...,k, s@o matrizes nao negativas definidas de dimensoes (r; x r),
nomeadas de matrizes de penalidade. Essas matrizes dependem somente dos nos e sao definidas na
Tabela 2.1. Assim, o logaritmo da funcéo de verossimilhanca penalizada reduz a

Al Ak
Lp(0,) = L(0) = -y Miyy — . = v My, (4.6)
em que A = (A1,...,\x) ! denota o vetor paramétrico de suavizacao. Na proxima secao serd derivado

o processo iterativo backfitting (Gauss-Seidel) para maximizar (4.6) para X fixo.

4.3 Estimacao dos parametros

Nesta Secao apresentamos a funcao escore penalizada, a matriz Hessiana penalizada e a matriz
de informacao de Fisher penalizada bem como o processo iterativo para a estimacao do componente
nao paramétrico e dos parametros que envolvem as varidveis independentes e, por fim, os parametros
da distribui¢ao simétrica com errros AR(p). Os célculos com maiores detalhes podem ser vistos no
Apéndice B.2.

4.3.1 Funcgao escore penalizada

A fungao escore penalizada de € pode ser expressa como Ug = 0L,(0,)/00 = Uy — M(X)0,
em que Uy é a fungao escore regular dada por
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U, (ANp) 'D, A€
U, (AN;)"D, A€
U, X (AN,)'D,Ae
Uy = |- =g , (4.7)
U¢ %17—{ (Dmln - 1n)
Uy, —(Bye) "D, A€
Uy, —(Bpe) ' D, A€

em que M(X) = blockdiag {0,,, A\1M, ..., A\tMy, 0,41}, com 0,41 sendo uma matriz de zeros
(p+1xp+1),e =y—Nvycom~y = ('yoT,fyI,...,fyZ)T eN=(Ng,Ny,...,N;),AeBj,j=1,...,p
sao matrizes (n x n) definidas por

(p+1)
1 0 0 0 0 0 O
—p1 1 0 0 0 0 0 O
(p+1) —p2 —p 1 0 0 0 0 0
A = . e
~Pp —Pp-1 —Pp-2 —p1 1 0 U
0 —Pp  —Pp-1 —p2 —p1 0 0 0
0 0 0 0 —p2 —p1 1
0jxn)
-1 0 O .. 0 0
B,— |0 -1 0 0 ol
o ... 0 .. -1 0
em que D, = diag{v1,...,v,} com v; = =2W;(9;) e Dy, = diag{m, ..., my} com m; = v;0;, para

i=1,...,n, enquanto Wy(d) = ¢’(6)/g(d) e 1,, &€ um vetor de uns (n x 1).

4.3.2 DMatriz Hessiana penalizada

A matriz Hessiana penalizada (segunda deriva_da) do logaritmo da func¢ao de verossimilhanga
penalizada é dada por Lge = 9?L,(0,X)/0000" = Lgg—M(N), a qual é detalhada no Apéndice B.2,
e é denotada por

Ij‘"/ovo :E"YO'Yl Ij‘"/(wk :!:."704’ Iﬁ/opl ce P‘WOPP
Lyivo Loy Lyive Lyig Lyipy oo Ly,
Lgo = Loyyo  Lyem Ly Loygg Lypr oo Ly,
I‘Qﬁvo P(ﬁ”yl e ;I.:‘¢'Yk .L¢¢ .Ij‘¢pl e I—‘¢Pp
Lpvo Loy oo Loy Loig Lo -0 Lpip,

LPp'YO Lp;m Lppw Lpp¢> Lﬂpm Lpppp
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Tem-se que a matriz Lgy é simétrica, portanto

. T . g . . .
L’Y[’Yl/ - Lﬁfl/’Yj’ L’ndj - L¢'Yl7 L’Ylpj LPJ’W’ ! ?é = O’ ]-7 R ka
.. T . T . y

Lpjp, = Lp]_/pj e Lep, =Ly s jFI=1..p

Além disso, as submatrizes da diagonal de Lgg podem ser escritas, em notagao matricial, como

0%L,(0, A 1
L., = 8'7];((37—'—) =3 {(ANZ)T(—DU + 4Dd)(ANl)}, para [ =0,1,....k
l
2
L
L¢¢:8§E¢g7)\)—¢12{2+5—rD5 5TD1} (§]
. 0’L,(0,2) 1 .
Lpp; = g(p?) = p {(Bje)—r (=D, +4Dy) (Bje)} , para j=1,...,p
j

Ja as submatrizes cruzadas sao expressas como

i, = W ; {(AN))T (4D, - D) AND}, 147 =01, k,
o = W - 5 {(aN)T 2D, - D) (A0},
i, = W ;{(ANZ) (D, — 4D,)(Bje) + (B;N) D, Ac}.
o) = % (;2 [(Bje) (D, —2D5)(Ac)} e
e =L = (B Dy DB} 27

Os elementos restantes da matriz sao obtidos pela simetria. Com esses calculos, completamos
a matriz de informacao observada. Entretanto, toda proposta de estimag@o neste trabalho seréa
realizada com a matriz de informacao de Fisher, que representa a matriz esperada, apresentada na
préxima subsecao.

4.3.3 Matriz de informacao de Fisher penalizada

A matriz de informagao forma uma ferramenta de interesse para verificar a eficiéncia, ou seja,
a obtencao do limite de informacoes para a variacao do estimador. A matriz de informacao, Z, é o
valor esperado negativo da matriz de derivadas parciais de segunda ordem da log-verossimilhanca
a ser maximizada, ou seja, Ize =-E {OLIQ)(G, A)/@O@HT} = Tyg — M(XA). Os calculos com maiores
detalhes sao apresentados no Apéndice B.3, em que submatrizes sao dadas por Z,, Zsg, Zp, Py
L4 Loypn, € Lyp,- Além disso, a matriz € simétrica, portanto,

7 IT T I

n T T IW’ - I¢w Ivng ngw L#1=0,1,...,k,
T T . .

ijpj’ = Iﬂj//)j € I¢Pj = ijd?’ J ?é ]l = 1> YL

Considere algumas quantidades ja discutidas anteriormente como d, = E [Wg2 (ZQ)Zz] e fg =
E [WgQ(Z 2)Z*] com Z~5(0,1). Duas condigoes de regularidade serdo usadas para encontrar a matriz
de informagao de Fisher dos pardmetros @ e sdo dadas por
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(i) E[Ug] =0,
8L, (8, IL,p(0,2)\ >
0000 06
Além disso, precisamos dos dois primeiros momentos e a matriz de covaridncias da variavel ¢;
no modelo. Sabe-se que e; ~ S(0, ¢).
No primeiro momento, vamos analisar dois casos para os modelos autorregressivos de ordem 1,
ou AR(1),

e Considere €g =0

Podemos reescrever o erro autorregressivo, €; = pi€;—1 + e;, usando a forma recursiva da
seguinte maneira:

€1 = €1,
€2 = p1e1 + ey,
2
€3 = pje1 + p1e2 + €3,

4.8
€4 = pfel + 0%62 + p1€3 + eu, (4.8)

€ = Pli_lel + Pi_2€2 + ...+ plei—a + prei1 + e

Dessa forma, como escrevemos ¢; e pelo fato de e serem independentes, pode-se mostrar que

E(El) = 0,
. , Unl _ 2
b= Var(e) = i V0P L pd 1] sg =06 > oY = ¢5M = E(e2),
=0
’ (4.9)
(1=
Cov(ei, 6i-1) = E(eieim1) = B(preim1 + ei)eim1] = piE [ 4] = Pl?bg(l_ilp%
1

Para obter a covaridncia entre €; e €;_ para algum s, primeiro note que por aplicar repetidas
substituigoes em (4.8) podemos reescrever como

s—1
S
€ = P1€i—s T g ﬁjlei—j-

j=1
Logo,
Sl (1—p"")
Cov(e;, €i—s) = E(eiei—s) = E | (piei—s + Z P{ei—j)ez‘—s = Pi¢fW (4.10)
i=1 !

Para derivar a correlagao entre s periodos de dois erros, dividimos (4.10) por (4.9) e obtemos

€ s _ 2(i—s) ) _ 2(is) 1/2
E(ei€i—s) _ piE(1 — p1" ) /(1 — p?) _ [(1 o )] |
[BE)EE)]? oe/(1—ph)[(1—p2)(1 -2z T (1= p)
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Assim, quanto maior for o intervalo de tempo entre duas perturbagdes, menor sera a correlagao
entre elas. Agora estamos dispostos a escrever a matriz de covaridncia para €. A partir de
(4.9) e (4.10) obtemos

6% 61;2 ... €1€p
T _ E(GGT) _ E €9€1 62 . €9€n _ ¢§V,
€n€1 €Ep€a ... 6%
em que
(1—-p}) p(l=pd) ... A"V —p2)
—2
vo 1 pi(1—-p}) (1-pd) PP - ph)
1 —p : : " :
-1 -2
P =p2) TP L (=)

Considere €y # 0

Segundo Judge et al. (1982) assume-se que a perturbagao atual ¢; depende do erro no periodo
anterior, €,_1, e de outro erro, e;, que assume-se média zero e varidncia constante e nao
correlacionado ao longo do tempo. Isso é,

E(e;) =0, E(e?)=¢¢ e BE(ejey) =0 para i#7.

Essas propriedades podem ser escritas em notagao matricial como

E(e)=0 e E(ee') = ¢¢L,.

Essas suposi¢oes constituem o modelo estatistico linear geral com erros autorregressivo de
primeira ordem. O pardmetro p; é desconhecido e, junto com -y, devemos estimé-los. Nesse
momento vamos estudar as propriedades estatisticas de ¢;. Para investigi-los mais detalhada-
mente, substituimos recursivamente a expressao €¢; = p1€;—1 + e;. Este processo produz,

€ = pP1€-1+¢;

p1(p1€i—oa +ei—1) + €

,O%Gzez + prei—1 +€;

P%(P16i73 +eio)+prei—1+e;
= ,0‘;’61'73 + P%ezeQ + p1ei-1 + ¢

_ 2 j—1
= p1€i—j + e +pirei—1+prei—2+...+pp €i—jy1.
Se assumimos que —1 < p; < 1 e seja j — 0o, resumimos a expressao anterior como

€ =¢; + pi1e;—1 + pfezez + ...

iy (4.11)
= pjei,'.
j}zjol j

A suposicao de que j vai ao infinito implica que o processo ja estd operando por um longo
periodo no passado e a suposigdo de que |p1| < 1 implica que os ¢; s@o estacionérios. Esta
dltima suposicao também significa que as varincias e covariancias de €; sdo constantes ao
longo do tempo. Se |p1| > 1, entao, conforme progredimos no tempo, a variancia de ¢; aumenta,
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tornando-se eventualmente infinita. A parte sisteméatica de y; torna-se dominada pelo erro e
o modelo, tal como estd, é dificil de analisar. Assim, devemos supor que |pi| < 1: esta é
provavelmente uma suposicao razoavel, desde que N tenha sido especificado corretamente.

Note pela equagao (4.11) que o erro ¢; pode ser expresso como a soma ponderada de uma série
de tempo de erros aleatdrios nao correlacionados e distribuidos de forma idéntica dados por
€ir€i_1,€i_2,..., COM 0S PESOS 1,p1,p%, ... declinando geometricamente com o tempo. Esta
situacao indica que a influéncia dos fatores que afetam y e que ndo foram capturados por N
nao é notada instantaneamente, mas é distribuida ao longo do tempo. O termo ¢; consiste
na influéncia de eventos atuais (e;), a influéncia de eventos que ocorreram um periodo atras
(e;—1), a influéncia de eventos que ocorreram héa dois periodos (e;—2), e assim por diante .
Além disso, se estendermos (4.11) para o futuro, temos

2
€ = € t+piei—1+pre—2+...
2
€i+1 = €i+1 + p1e; +plei—1+ ...
2
€i+2 = €i42+ piei+1+prei+ ...

o que ilustra que, & medida que avangamos no futuro, a contribuicdo de um determinado
termo, digamos, e;, diminui. Se 0 < p; < 1, sua contribuigao tera sempre o mesmo sinal, e se
—1 < p1 < 0, sua contribuicao oscilaré no sinal.

Dessa forma, agora, podemos calcular a média e matriz de covariancia para € = (€1, €a, . . ., en)T.
A partir de (4.11),
o
E(e) = 3 p/B(eiy) =0
j=1
e
¢ == Var(e) = E(e) = E [(e¢ + prei—1 + piei—a +...)%
=E [ef + ,0%622_1 + pilei—z + ...+ preiei—1 + P%eiei—2 + .. }
— B(e2) + pRE(e} 1) + PIE(e] o) + .. @12)
= ¢E(L+pf +pi+...)
e
(1-p7)

Na derivagao acima, observe que, como e;’s nao sao correlacionados, a esperanca de todos os
termos do produto cruzado é zero, por exemplo, E(e;e;—1) = 0. Além disso, a ultima igualdade
resulta da soma de uma progressio geométrica infinita, cuja razio comum é p?.

Também é uma questao simples encontrar a autocorrelagao em lag s. Por exemplo, no lag 1,
temos a autocovariancia

COV(EZ‘, 61',1) == E(Eieifl)

E[(prei—1 + ei)ei1]
p1¢€-

Portanto, a autocorrelacao no lag 1 é expressa por

Cov(e;, €i—-1) _ P19e

o= \/Var(e;)Var(e;—1) Pe
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Da mesma forma, para o lag 2,
Cov(e;,€i—2) = E(ei€i-2)

E{[p1(p1€i—2 +ei—1) +eilei_2}
= p%‘be

e, portatno, g2 = p%.

A covariancia entre s periodos de dois erros é dada por

Cov(ej, €i—s) = E(€i€i—s) = E(€i456;) = (4.13)

Para derivar a autocorrelacao entre s periodos de dois erros, dividimos (4.13) por (4.12) e

obtemos
COV(Eia Eifs) _ pi‘b&/(l — ,0%) _ ps
[Var(e))Var(e,_s)| /2 0&/(1—p3) "V

Assim, quanto maior for o intervalo de tempo entre duas perturbagoes, menor sera a correlagao
entre elas. Agora, estamos dispostos a escrever a matriz de covaridncia para €. A partir de
(4.12) e (4.13) obtemos

6% €1€9 ... €1€p
2
Y —Elee’) = F €261 € ... €6 | _ BEV,
€En€l  €Ep€ 6%
em que
1, p?_;
. P1 1 p1 : P?_g
V= pioom 1 7. (4.14)
1—pf
A 1

Além disso, temos que a inversa dessa matriz, é definda como V~! e dada por

1 —p 0 ... 0 0 0
—p1 14+p2 —p1 ... 0 0 0
v 0 —p1 1+4+p2 ... 0 0 0
0 0 0 cee —=p1 1402 —py
0 0 o ... 0 —-p 1

De maneira mais geral, para o processo autorregressivo de primeira ordem, g, = pj, e como

| p1 |< 1, as autocorrelagoes dos erros decaem exponencialmente em dire¢ao a 0 conforme o lag s
fica maior. Esse comportamento é aparente nos exemplos da Figura 4.1, que mostra as fungoes de
autocorrelagdo AR(1) para p = 0,95 e p = —0,75. Observe que a autocorrela¢ao no lag 0 é gg = 1.

Agora no segundo momento, vamos estudar os modelos autorregressivos de ordem 2, ou seja,

AR(2), na primeira abordagem, tentamos reescrever de forma recursiva a expressao, €; = p1€;—1 +



50 MODELOS LINEARES PARCIAIS ADITIVOS COM ERROS SIMETRICOS CONDICIONAIS AR(P)4.3

1.d]
0.8
0.5
Q04 Qs I
‘M L R R 5 N R
0.0 L
T .
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
Lag, s Lag, s
(a) pr =0,95 (b) p1 =—-0,75

Figura 4.1: Autocorrel¢ao tedrica ps para o processo AR(2) com €; = p1€;—1 + paci—2 + €;.

p2€i—2 + €;, mas como pode ser visto abaixo, a medida que ¢ — n, torna-se custoso e trabalhoso.

€ = P1€i—1 + p2€;—2 + €;
= pi(pi€i—2 + p2ei—3 + ei—1) + p2(pr€i—3 + paci—a +€i—2) + €

=€+ p1ei—1 + p2ei—2 + ... (4.15)

em que E(e;) = 0, E(ejey) = 0 para i # i/, e E(e?) = ¢£. Esse processo serd estacionario se
p1t+p2<1,pa—p1 <le—1<py<1. Segundo Judge e Griffiths (1985) e Fox (2015) os elementos
da matriz de covariancia E(ee’) = Y = ¢¢V podem ser encontrados a partir da variancia

(1—p2)
(14 p2)[(1 = p2)? = pi]’

¢e = Var(e) = ¢¢

Multiplicando (4.15) por €;—1 e tomando as esperangas, temos que

Cov(ei,ei1) = pE(e_1) + paE(ei1€i2)
= p1¢e + p2Cov(e;, €i-1),

jA que E(e?fl) = ¢ e E(€;_1€6,—2) = Cov(€;_1,€—2) = Cov(e;, €;—1). Resolvendo para a autocovari-

ancia,

P1
= Cov(e;, €i-1) = ..
61 = Covleneir) = 720

Similarmente, para s > 1,

¢s = Cov(es, €i—s) = pi1E(ei—1€i—s) + p2E(€i—2€i—s)
= plgbsfl + p2¢372

e, assim, podemos encontrar as autocovariancias recursivamente. Por exemplo, para s = 2,

$2 = p1P1+ p2do
= p191 + p2oe,

em que ¢y = ¢, € para s = 3,
b3 = p1o2 + p2o1.
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Dessa forma, a inversa de V é dada por

1 —p1 —p2 0 0 0

-p 1+pt —pitpipe —p2 0 0

—p2 —pr+pip2 1+pi+p3 —p1+ e 0 0

vi=| 0 —p2 —p1+pip2 1+ p2+ p3 0 0
0 0 0 0 1+p? —p1

0 0 0 0 —p 1

2.

As autocorrelagdes para o modelo AR(2) seguem a divisdo das autocovariancia por o7:

lag0O:090 = 1,
lagl:p1 = Pl ,
L —p2
P
1a'g 2: 02 = 1 + P2,
— P2
lag 3: 03 = pro2+p201 e

lag s >3:0s = p10s—1+ p20s—2-

Se o processo for estacionério, entao essas autocorrelagoes decaem para 0, embora o padrao de
decaimento possa ser mais ou menos complexo dependendo dos valores e sinais dos paradmetros
autorregressivos p; e p2. Veja dois exemplo na Figura 4.2.

1 d]
Il “ W L
B T
T

Figura 4.2: Autocorrelagdo tedrica gs para o processo AR(2) com €; = p1€;—1 + paei—o + €;.

Lag, s
(a) p1 =0,75,p2 = 0,15

Lag, s
(b) pP1 = 1, 1,p2 = *0,80
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No desenvolvimento anterior, descrevemos como o modelo linear geral com erros AR(1) pode
ser estendido aos modelos com erros AR(2). Se tivermos observagoes suficientes, essa extensao
prontamente generaliza para erros que seguem qualquer processo AR de ordem finita. No entanto, a
expressao para a matriz variancia-covariancia Y, torna-se progressivamente mais complicada. Uma
expressao geral para V é dada por Wise (1955).

Thomas e Wallis (1971) sugerem que, quando obtemos dados trimestrais, um processo de quarta
ordem pode ser apropriado. No entanto, em vez de um processo geral de quarta ordem, eles sugerem
que apenas os distirbios nos trimestres correspondentes de cada ano devem ser correlacionados. Isso
leva & especificagao

€ = P1€i—4 T €4,

cuja matriz de varidncia-covariancia fica dada por

PV, = ¢€(V1 @ 1),

em que Vi é de dimensao (n/4 x n/4) e tem a mesma estrutura como V obtida a partir de um
processo AR(1), veja equagao (4.14). A estrutura é tal que E(e;6,—5) = 0 a menos que s seja um
multiplo de 4, no caso em que temos <Z>€pi/4. Também, ¢, = ¢&/(1 — p?).

Com o auxilio dos célculos no Apéndice B.3, a matriz de informagdo de Fisher, Z, pode ser
considerada como uma matriz bloco diagonal do seguinte modo:

4¢?
PP — %’rp
¢ )
em que,
n—lE 2 n—lpice. n—p—HE .
21;1:1 (€) > i1 2(fzez+1) e Dl o (€i€i+p-1)
" _ e
Y, — o 2y Bleein) Yo E() e 2t Blei€itp-2)
p = . . . .
L L : K
Sl Bleeip1) S Eleieinp-a) . >t B(e})
¢ uma matriz (p x p) discutida no Apéndice B.3. Note que existe ortogonalidade entre v =
(Yo ,71 -7 ) T e (¢, p") T veja detalhes nos Apéndices B.2 e B.3. Portanto, os demais elementos

da matriz sdo 0. Temos que N4 = (ANy, ANy,...,ANy), d4 e f; sdo dadas por E{W;(z2)22},
E{Wg2 (22)2*}, respectivamente, com z ~ S(0,1). Essas quantidades podem ser auferidas na Ta-
bela 2.4. Podemos definir a matriz de informacao de Fisher regular de 8 como

Zww o 0% g 0 ... 0
I’VI'YO 1:7171 . I’YI"/k O 0 .. O
I’Yk"/() l"Yk'Yl L. I’Yk'Yk 0 0 . 0
— — blockdi Y 19P PP
Zoo 0 o ... 0 I 0o ... 0 blockdiag{Z™", 1%, I}
0 0 ... 0 0 Imm . 1pew
0 0 ... 0 0 1 ... T
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4.3.4 Processo iterativo

O processo iterativo de backfitting (Gauss-Seidel) para obter os EMVPs das partes paramétricas
e as funcoes nao paramétricas de 4 = (’?g , ﬁ;r, . ,777;—)—'— alternando com o processo iterativo para
obter os EMVPs de ¢ e p, assumindo A fixo, é dado por resolver as seguintes equagoes:

{(ANo) "D, (ANo) } 70 = (ANo) "Dy A(y = 3" N;v)), (4.16)
J#0
{(ANZ)TDAANZ) + cszl} v = (AN)) ' D,A(y = Novo — Y Npyp), (1=1,...,k), (4.17)
U#

as quais podem ser simplificadas para

Yo=S0Ay =Y Ny o, % =SiMASY —Novo— > Ny o,
140 VAl

em que Sg = {(AN) D, (ANp)} ' (ANy) "D, e S;(\) = {(AN;))TD,(AN;) + 6\ M;} ' (AN;) "D

Entéao, propoe-se, para ¢, p e A fixos, o seguinte processo iterativo para obter o EMVP de 7:
1. Defina os nos, e entao calcule Nq,...,Ni e My,..., My, Ny é conhecida.
2. Inicialize um contador como u = 0, determine um valor inicial para 0.

3. Baseado em 0", faca o seguinte:

(a) A partir dos valores iniciais () = <’)’0( )T, VAL ,qﬁ ,p(lo), ey p]()o)> obtenha A,

0S pesos vl@ = ]9(0) e Dq(, ) = diag;<;<, {vgo)}. Entao, calcule

-1
s’ = { (AN)) 'DI(ANy) | (ANg) "D,
-1
s{”(v) = {(AN)TDO(AN) + oAM | (AN)'DY, (1=1,....k).

(b) Avalie a seguinte expressao para »y(“+1)7 7§u+1):

v =siAly =S Ny B
10

k
A =8 (A {y Ny - ZNWZ(")},

’Y;U—H) _ S(u) )\k { Z N 7(u+1)}

para v = 0,1,.... Atualize S(()u), Sl(u)()\l). Repita (b) substituindo ’yl( u) por '71( utl) , para
I =1,...,k até a convergéncia para algum critério. A condicao de convergéncia utilizada
em todos os passos do algoritmo foi que a diferenga méxima entre os elementos dos
vetores estimados da iteracao (u) e da (u + 1) fossem menores do que 0, 001.

A covergéncia do processo iterativo descrito acima e as condig¢oes de convergéncia seguem
do Teorema 4.2 de Green e Silverman (1994, p. 68). Esse algoritmo conhecido como

v
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backfitting pode convergir em poucos passos, porém depende da escolha dos pardmetros
de suavizacao A;. Os quais sdo determinados por validagdo cruzada por minimizar a
quantidade VCG(A), discutido nas proximas Segdes, para uma grade selecionada de
valores.

4. Repita o processo iterativo do passo (b) com o processo iterativo abaixo usando o método quase
Newton Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS) ver Davidon (1991) e Mittelhammer et al.
(2000), ou “L-BFGS-B” desenvolvido por Byrd et al. (1995) para obter o EMVP de ¢ = (¢, p) "

dado por
¢t = arg max Lp('Ay(u—H), o, p(s)), s=0,1,2,...
(¢.P)
O calculo direto dos EMVPs de 4;,(l = 0,...,k) é raramente usado na préatica, porque o

algoritmo de backfitting é mais eficiente para obter 4;; ndo requer matrizes de alta dimensao e sua
inversa. Todavia, as fungoes escores obtidas em (4.7) e igualando-as a zero, conforme (4.16) e (4.17)
podem ser tteis se desejarmos estudar algumas propriedades tedricas dos EMVPs. Para alguns casos
especiais de MLPAS condicionais AR(p), considere X, ¢ e D, fixos, é possivel manipular as equagoes
algebricamente e obter formas fechadas para as estimativas de v;(l = 0,..., k). Por exemplo:

(i) Para vy =0 e k = 2, temos que
= T -1 T
71 = {(AN)TW2(ANY) + oMMy} (ANY)TWaAy,
-1
o = {(AN2)TW1(AN2) + ¢>\2M2} (ANy) WAy,
em que
-1
W, = D, — Dy(AN)) {(ANl)TDU(ANl) + ¢A1M1} (AN;)"D, = D, [I, — (AN1)S1],

-1
W, = D, — D,(AN>) {(ANQ)TDU(ANQ) + ¢/\2M2} (AN,)"D, = D, [I, — (AN,)S,].
(ii) Para vy # 0 e k =1, temos que
= T -1 T
Fo = {(ANo)"'W1(ANo)}  (ANg) WAy,
—1
71 = {(AN)TW(AND) + oA Mi ) (AN1) WAy,

em que Wy = D, [I,, — (ANy)So] .

(iii) Para vy #0e k =2,

~ T -1 T

Fo = { (ANo) "W12(ANo) | (ANo) WioAy,
—1

¥ = {(ANl)TWOQ(ANl) + (ﬁ)\lMl} (ANI)TWO2AYa
-1

Ny = {(ANZ)TWM(ANQ) - ¢A2M2} (AN;) "W, Ay,

em que

—1
Suw = {(AN;)'D,(AN;) — (AN;) "D, (AN,)S; (AN)) + pAM;} ~ (AN;)'D,
Wy =D, [I, = A{N;Syr — NSy (ANy)Sy + NySyr — NSy (ANy) Sy + Ny Sy (AN) Sy (AN, ) Sy
VI#£1':0,1,2, e My=0.
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4.4 Procedimentos inferenciais

Nesta sec¢ao, discutiremos alguns aspectos inferenciais para os modelos lineares parciais aditivos
com erros simétricos condicionais autorregressivos de ordem p. Primeiro, descrevemos um proce-
dimento para obter os erros padrao aproximados para as estimativas dos pardmetros e derivamos
faixas de erro padrao pontuais aproximadas para as func¢ées nao paramétricas. A seguir, sdo apre-
sentadas discussoes sobre a estimativa dos graus de liberdade efetivos.

4.4.1 Erro padrao aproximado

Modelos lineares sob erros normais e simétricos possuem condicoes de regularidade semelhantes
para grandes amostras, o que garante consisténcia, eficiéncia e normalidade dos EMVPs. Como
para o caso paramétrico, a matriz de varidncia-covaridncia aproximada € pode ser obtida a partir
da inversa da matriz de informacao esperada. Essencialmente, \75(5) = (Ige |§)_1, em que Ige
foi definida na Secdo 4.3.3 e com mais detalhes no Apéndice B.3. Essa abordagem tem suporte
na abordagem Bayesiana para modelos lineares, conforme descrito em Wood (2017, p. 293). Se
y = N~ + €, em que € segue uma distribuicao normal n-variada e uma priori imprépria é assumida
para -y, entao a distribui¢do a posteriori v|y segue uma distribuigdo normal multivariada de média 4
e matriz de varidncia-covariancia que corresponde ao inverso da respectiva matriz de informagcao de
Fisher penalizada para . Assim, intervalos de credibilidade podem ser construidos para quaisquer
quantidades derivadas de «. Esta abordagem pode ser estendida, para n grande, para a classe
simétrica. Em particular, se estivermos interessados em extrair inferéncias para vy, ¥ = (Y1, -+, V&),
¢ e p, as matrizes aproximadas de varidncia-covaridncia podem ser estimadas usando as matrizes
bloco diagonal correspondentes obtidas de Z,; 1 isto é,

|
Var(7o) = (Ivo% L) IZM) ‘9 o

— __ _ _ _\ —1
Var("?l, s 7’/)7]6) = (Iz’y B IgO’YTIXO’YO 11307) ‘a

E considerando a ortogonalidade entre 4 e (¢, p) ", assim como entre ¢ e p, obtém-se

Var(g) =1} ; e

Var(p) =I,, |5

Uma banda de erro padrao pontual aproximada (BEP) para «,(-) (veja, por exemplo, Wahba
(1983)) ¢ dada por BEPappuex( (1)) = 31(t9) % 2,/ Vatapprox (31(8)). em que Vakappror (F(8]))

denota a varidncia estimada aproximada de 777[(75%), (l=1,....k;j=1,...,71).

4.4.2 Intervalos de confianca simultaneos

CIO‘

1j"' n]’

1/2
C’If‘; ) {f €ER fl(to Y- fI< @71 —a*/2) [Var(t?j)} } é o intervalo de confianga baseado

Seja 100(1 — «)% um nivel de confianga simultaneo desejado de CIY em que

na normalidade de 100(1 — a*)% de fl(t?j), com \//az“(to ) sendo a estimativa de Var(t?j). A confia-

bilidade dos intervalos de confianca simultaneos de CI{" j*), cee C’Ig‘g) pode ser obtida tal que

P{ i1 [fz(t?j) € CIZ-(;Y*)” =1-— P{ n [fz(t?.) ¢ CI(Q*)]}
= 1_Zp[fl géCI ]

21—7705,
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em que 7; € o namero de nos escolhidos. Assim, de acordo com o método de Bonferroni, o* é um valor
tal que de o* = a/r; para que o nivel de confianga simultaneo de Clﬁ;*), cee Clﬁ"(;) seja pelo menos
100(1 — «)%. Os intervalos de confianca simultaneos podem ser usados para testar informalmente o
significado de uma varidvel explicativa cujo efeito é modelado nao parametricamente. De fato, uma
linha reta de inclinagéo zero que pode estar localizada dentro dos intervalos de confianga simultaneos
é uma evidéncia informal de efeito nulo da covariavel associada. Os métodos de Tukey e Scheffé sao
procedimentos alternativos ao método de Bonferroni para construir a banda de confianga simultanea

para cada funcao nao paramétrica.

4.4.3 Testes de hipoteses

Se tratarmos o logaritmo da func¢ao de verossimilhanga penalizada como uma verossimilhanga
usual, podemos utilizar os testes de hipoteses ja conhecidos na literatura. Por exemplo, para vari-
ancias conhecidas podemos aplicar o teste da razao de verossimilhancas ou teste de Wald através
da inversa da matriz de informagao de Fisher para fazer inferéncia, para n grande, a respeito de =
e supondo normalidade assintotica ~;.

Vamos considerar as hipoteses Hg : 7v; = 0 contra H; : 7y; # 0. O teste de Wald é dado por

§W = F?lTV";’ll:y\b
em que \Affyl é a matriz de varidncia-covaridncia do [-ésimo componente nao paramétrico para
l=1,...,k, e sob a hipétese nula, &y ~ lefl, df sao os graus de liberdade efetivos do modelo. No
caso de V~, nao ser de posto completo, a inversa de V+, pode ser substituida por uma inversa
generalizada Vf),l. Segundo Wood (2017), quando o parametro de suavizagao é desconhecido, as
estatisticas do teste sob a hipétese nula sao geralmente menores que deveriam ser, e a hipotese nula

acaba nao sendo rejeitada muito facilmente. Em termos préticos, se essas estatisticas estiverem em
torno de um limite para a aceitacao ou rejeicao de uma hipotese, devem ser analisadas com cautela.

4.5 Graus de liberdade efetivos

Desde que a penalizagao da fungao de suavizacao f1(t1) a fx(tx) leve a um encolhimento (shrin-
kage) dos EMVPs 4, a 4, com respeito aos EMVs, é crucial para a selegdo do modelo e dos testes
de hipodteses a estimagao dos graus de liberdade efetivos correspondente aos EMVPs. Analogamente
a Hastie e Tibshirani (1990, Cap. 5), Green e Silverman (1994, Cap. 5) e mais recentemente Wood
(2017, Cap. 5), deriva-se abaixo os graus de liberdade efetivos correspondente aos EMVPs 7, 4, a
v & partir de um suavizador apropriado.

Na solucao das equacoes de estimacao Ug = 0, tem-se que

o~~~ ~ -1 (v~ o~~~

7 = {NID.Ni+éM,(n}  {NID,N47+NID,A(y - N7)
N~~~ ~ -1 - ~1 1.

= {NID,N4+¢M,(\)}  NiD;D?Ay,

1 1
em que, M, () = blockdiag {0y, \iMy, ..., A\yMj}. Entao, tem-se a relacao Dy N4y = D§ AN~ =
1 1

DZAji = ﬁ(A)f)g Ay, em que
~ ol (o o~ ~ -1 1
H(\) = DNy {N}DUNA + qﬁMv(A)} N D2 (4.18)
1
é nomeada suavizador linear para A fixo e projeta o estimador da resposta transformando DZ Ay
p

PN
na média predita transformada DPQ Apn. Em particular, sob erros com distribui¢ao normal e p = 0,
tem-se que HA) = N{NTN + ¢M,(A\)}"INT.
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__ Os graus de liberdade efetivos dos suavizadores sao definidos como a soma dos autovalores de
H(M), ou seja, dfs(A) = tr{H(X)}. De Eilers e Marx (1996), tem-se que

~1 P~~~ ~ -1 - ~1
df,(A) = tr{DgNA (N}DvNA+¢M7(A)> Nng}

o~~~ ~ 1 -~ ~
- tr{ NATDUNA+¢M7(>\)) NID,N4

(
= tr { (ITT-H“S + Q%&SMW()‘)QQA}
ro+rit... 4718 1
= X fraw

i=1

em que «;(A) > 0 sdo os autovalores da matriz definida nao negativa Q_%&EMV(}\) Q_% e Q%Q% =
N;';f)vl/\\TA, para i = 1,...,79 + 11 + ... + rx. Os graus de liberdade efetivos dfs(\g), dfs(A1) a
dfs(A\x) correspondem a soma dos primeiros rg, r; e os tltimos r autovalores, respectivamente, do
suavizador linear ﬁ(A) Portanto, os graus de liberdade efetivos do modelo em estudo sao dados
por

df(A) = df(A) +p + 1.

4.6 Comentarios

Neste capitulo introduzimos os modelos lineares parciais aditivos com erros simétricos condi-
cionais AR(p), em que o componente aditivo pode ser decomposto em um ou mais componentes,
por exemplo, em um determinado estudo podemos estar interessados em saber se uma variavel
possui tendéncia nao linear ao longo do tempo, mas também apresentar sazonalidade em relacao
aos meses do ano ou dias da semana. Além disso, alguns determinados horéarios podem estar dire-
tamente relacionados ao aumento ou nao dessa variavel. Assim, aplicar componentes aditivos faz
total sentido, visto que héa possibilidade destas variaveis apresentarem comportamento flexivel ao
longo do tempo. E, logo sao aproximados por splines ciibicos penalizados de regressao. Um processo
iterativo do tipo backfitting para obter os coeficientes estimados dos splines ctibicos penalizados de
regressao ¢ alternado com um procedimento usual de méxima verossimilhancga para obter gZ; ep. A
funcdo escore penalizada e a matriz de informacao de Fisher penalizada s@ao obtidas, bem como os
graus de liberdade efetivos sao derivados.
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Capitulo 5

Analise de Diagnoéstico

Apos o processo de estimagao dos parametros, é importante determinar se as premissas subja-
centes ao modelo sdo atendidas e se a equagao modela com precisdo o processo em estudo. Sabe-se
que nem todas as observagoes no conjunto de dados desempenham um papel harménico ao ajustar
um modelo de regressao. Algumas podem ter mais impacto, por exemplo, no processo de estimagao
do que outras, a escolha da distribuicao para o erro pode nao ser apropriada para o conjunto de
dados investigados. Portanto, conclusoes baseadas nesses modelos podem ser equivocadas. Diante
de tal problema, a solucao é examinar quanto o modelo considerado é adequado para os dados
antes de fazer inferéncias. A identificagdo de observagoes que afetam as estimativas dos parametros
é uma componente importante para validagao de modelos. Observagoes que influenciam despropor-
cionalmente determinados resultados da analise de regressao sdo chamadas observagoes influentes.
O estudo dos dados e como diferentes partes deles influenciam a inferéncia é chamado analise de
influéncia ou anéalise de sensibilidade.

De maneira mais geral, deseja-se identificar subconjuntos de dados que tém influéncia despropor-
cional no modelo de regressao estimado. Como discutido por Belsley et al. (1980), esses subconjuntos
influentes podem vir de varias fontes:

1. observagoes digitadas incorretamente (resultados de erros durante a coleta ou o processamento
dos dados);

2. erros inerentes aos dados (ou conscientizar o pesquisador da possibilidade de que parte dos
dados venha de outro regime ou subpopulacao que possua caracteristicas muito diferentes em
comparagao a populagao estudada);

3. valores extremos que sao observagoes legitimamente extremas.

Sendo assim, Andrews e Pregibon (1978) destacaram que precisamos encontrar os valores extre-
mos que importam. O que querem dizer com isso é que nem todos os discrepantes sao prejudiciais,
pois influenciam indevidamente, por exemplo, a estimativa dos pardmetros no modelo de regressao.
Se nem todos os valores extremos importam, examinar apenas os residuos pode nao nos levar a de-
teccao de observagoes aberrantes ou incomuns. Assim, sdo necessarias outras maneiras de encontrar
observagoes influentes.

E preciso uma filosofia geral na identificacdo de modelos para permitir aos pesquisadores certa
flexibilidade no exercicio de seu julgamento subjetivo. E um fato que raramente existe um verdadeiro
modelo na prética. Um bom mecanismo de identificagao de modelos deve levar & selecao de um que
seja estatisticamente solido e significativo. Um modelo parcimonioso é sempre preferivel quando dois
modelos candidatos parecem igualmente bons. Como todo ajuste estatistico, é importante realizar
uma verificagao de diagnodstico para um modelo de série temporal ajustado.

Uma suposigao basica do modelo de regressao linear é que os termos de erro seguem uma distri-
buicao normal. Porém, sabe-se que alguns fenémenos nem sempre estao de acordo com essa suposi-
¢ao, produzindo dados de distribui¢ao com caudas pesadas, assimetria ou multimodalidade. Essas
caracteristicas podem ser contornadas por transformagoes de dados (ou seja, Box-Cox, etc.), as

99



60 ANALISE DE DIAGNOSTICO 5.2

quais podem tornar a normalidade aproximada com resultados empiricos razoaveis. Apesar disso,
algumas desvantagens possiveis desses métodos sao: (i) transformagoes fornecem informagoes re-
duzidas sobre o esquema de geracao dos dados subjacente; (ii) transformagoes das componentes
podem nao garantir a normalidade; (iii) pardmetros podem perder a interpretabilidade em uma
escala transformada; e (iv) as transformagoes podem nao ser universais e geralmente variam com
o conjunto de dados. Portanto, de uma perspectiva préatica, é necessario buscar um modelo teoérico
apropriado que evite a transformacao dos dados. Na préatica, quando nada se sabe sobre a verda-
deira distribuicao dos termos do erro, uma anélise de regressao linear baseada em qualquer um dos
modelos acima pode ser realizada usando um modelo especificado incorretamente. Além disso, pode
haver situagoes em que uma tnica familia paramétrica é incapaz de fornecer um modelo satisfatorio
para variagoes locais nos dados observados.

Para que a selecao do modelo seja feita de forma adequada, sao propostos diversos métodos com
intuito de verificar a qualidade do ajuste. Os objetivos dos procedimentos de diagnostico sao avaliar
a existéncia de afastamento das suposigoes feitas inicialmente para o modelo, bem como detectar
observagoes discrepantes, especialmente, pontos influentes e predigoes outliers. Essas observagoes
podem exercer grande influéncia sobre as estimativas dos parametros e, em algumas situagoes,
podem causar alteracoes inferenciais.

5.1 Andalise de residuos

Anélise de residuos é uma ferramenta importante para detectar observacdes aberrantes e desvio
das suposigoes feitas para a distribuicao dos erros nos modelos de regressao. Entre os varios estudos
propostos, o residuo quantilico (Dunn e Smyth, 1996) pode ser facilmente obtido quando a fungao de
distribuicao acumulada (fda) é conhecida. Tal residuo para observacoes independentes (y1, ..., yn) "
¢ definido como 1y, = &~ HEF,(y;; 0)}, em que Fy(yi; 0) e ®(-) denotam, respectivamente, a funcao
de distribuigao de probabilidade de y; e a fda da N(0,1), para i = 1,...,n. Para n grande e sob o
modelo postulado rq,,...,7,, seguem distribui¢ao normal padrao.

No entanto, de acordo com Barros e Paula (2019), para observagoes correlacionadas deve-se
considerar a distribuigdo condicional independente com respeito & respectiva funcao de distribuicao
acumulada condicional, a qual pode ser dada por Fy, (y1;0), Fyyy, (¥2:0); - - -5 Fyi(vr e ym—r) (Un3 6).
Dessa forma, os residuos quantilicos condicionais sao dados por

re, =0 HEF, (yi;0)},....r5 =S HE, e ) (U3 0)},

para i = 1,...,n. Para n grande e sob o modelo postulado (4.1)-(4.2) r¢ ,...,rg seguem distri-

bui¢ao normal padrao. O grafico de probabilidade normal pode ser aplicado para avaliar desvios do
modelo postulado, assim como detectar possiveis observagoes aberrantes.

A analise residual examina, assim, o erro para cada valor y previsto. Ao visualizar graficamente
os residuos contra o valores ajustados ou residuos contra o tempo, é possivel detectar se as suposigoes
foram violadas. Se houver um padrao claro para os graficos residuais, em vez de uma distribuicao
aleatoria dos residuos, isso indica que uma das suposi¢oes pode ser violada. Por exemplo, se os
residuos sao inicialmente muito pequenos, mas se espalham e ficam cada vez maior, isso indicaria
que a variagdo nao é constante. Outra maneira de verificar graficamente as suposigoes é através de
um grafico Q-Q, que representa o quantil da amostra em relagdo ao quantil tedérico para determinar
se dois conjuntos de dados vém de uma populagao com uma distribuigdo especifica. Como estamos
interessados em verificar se nossos residuos seguem uma distribui¢cdo normal, queremos um grafico
Q-Q normal. Como o nome indica, estamos comparando os quantis do nosso primeiro conjunto de
dados contra os quantis do nosso segundo conjunto, em que quantil se refere & quantidade de dados
que fica abaixo desse ponto. Os erros em estudo sao simétricos autoregressivos de ordem p. Contudo,
foi possivel encontrar um residuo (residuo quantilico condicional) que sob essas distribuigoes para
o0s erros sao assintoticamente iid N(0, 1).
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5.2 Influéncia local

Avaliar a sensibilidade dos parametros estimados sob pertubag¢oes no modelo/dados é outra
ferramenta importante em modelos de regressao. Se essas perturbagoes causarem efeitos despropor-
cionais em determinados resultados do modelo, pode ser indicio de que este estd mal ajustado ou
existem afastamentos importantes das suposigoes feitas para o mesmo. A identificagdo das observa-
¢Oes responsaveis por essas discrepancias pode ajudar na escolha de um modelo mais adequado aos
dados. Excluir casos (veja, por exemplo, Cook e Weisberg (1982)) e influéncia local (Cook, 1986)
sao os procedimentos mais populares. Mas, apagar observacoes nao é usual em modelos de regressao
com erros em série temporal, entdo considera-se nesta secado somente o método de influéncia local,
isto ¢, a avaliagdo de pequenas pertubagoes na estimacao do modelo (4.1)-(4.2).

A medida de influéncia mais conhecida introduzida por Cook (1986) é avaliar a influéncia de pe-
quenas perturbagoes nos dados ou no modelo utilizando o afastamento da funcao de verossimilhanca
definida por

LD(w) = 2 {Lp(a, A) — L8, | w)} ,

em que Lp(b\, A) é o logaritmo da funcdo de verossimilhanga penalizada do modelo postulado,
Lp(g,)\ | w) é o logaritmo da func¢ao de verossimilhanga penalizada do modelo perturbado pelo
vetor de perturbacoes aplicadas no modelo. Tem-se que L, (8, A | wg) = L,(0, X) e consequentemente
LD(wp) = 0. Logo, desde que LD(w) > 0, wo ¢ um ponto de minimo da fun¢ao LD(w). Em geral, o
vetor w é introduzido no modelo via w = wg + af, em que €, wg € R™ e a medem a magnitude da
perturbagdo na direcao £. Assumimos que existe um wq tal que L,(0, A | wg) = L, (6, A) para todo
6. A proposta de Cook (1986) é estudar o comportamento de LD(w), ou de alguma outra medida de
influéncia, em torno do vetor de nao-perturbagao wg e mostrar que a curvatura normal Cp de LD(w)
em wq na direcdo de algum vetor unitério £ ¢ dada por Cp = Cy(0) = 2 | LTAT(-L,) AL |
com ||€|| = 1, em que L, ¢ a matriz de informagio observada penalizada (veja os Apéndices A e
B), A é uma matriz dada pelas derivadas de cada pardmetro ou fungdo nao paramétrica, ou seja,
A = 0’Ly(0,\ | w)/000w" avaliada em 0 = 0 eemw=w.

O grafico dos elementos | £y, | versus ¢ (ordem dos dados) pode revelar que tipo de perturbagao
tem mais influéncia sobre LD(w), na vizinhanga de wqg (Cook, 1986). Ou, pode-se adotar o grafico
de indice de C; = 2 | ¢; | para avaliar a presenga de observagoes influentes, em que ¢;; forma a
diagonal principal da matriz C = AT (~L,) ' A.

Vamos derivar a matriz A para avaliarmos a influéncia local das observacoes em cinco esquemas
de perturbagao diferentes. Sendo assim, é possivel encontrar as matrizes de curvatura normal que
serao diagonalizadas para encontrarmos o vetor £,,4,, 0 qual representa a maior curvatura da matriz
Cy(0) em que os valores do vetor sdo interpretados conforme cada observagao muda as inferéncias
sobre pequenas alteragdes no modelo ou nos dados. Os esquemas de pertubagao aplicadas ao modelo
(4.1) e (4.2) podem ser resumidamente utilizados no modelo (3.1) e (3.2). O primeiro considera que
cada observagao possui um peso diferente no processo de estimagao. O segundo pondera a perturba-
¢80 no parametro de dispersdo. O terceiro mensura que a variavel resposta é deslocada de um valor
determinado. O quarto avalia que a variavel explicativa continua na parte paramétrica seja deslo-
cada por um valor. O quinto, e tultimo, quantifica uma modificagdo na estrutura de autocorrelagao
dos dados.

Como Cp ndo ¢ invariavel sob mudanga uniforme de escala, Poon e Poon (1999) propuseram a
curvatura normal conformal para @ na dire¢do unitaria [|£|| = 1, a qual é definida por

Cy(0) = £7Ce/\/tx(C?),

em que 0 < Cy(0) < 1, C = AT{(—f,za)_l}A com f;gg sendo a matriz de informagao ob-
servada (veja os apéndices A e B), tr(C?) = Y7 a2, em que «a sdo os autovalores de C e
A=(Ag, Al ALALLAL, AL )T éumamatriz (rg+ 1+ ...+ p+ 1 xn)
com suas quantidades calculadas no Apéndice C para cada tipo de esquema de perturbagao. Tais
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formas matriciais facilitam o desenvolvimento de cdédigos computacionais para avaliar as curvaturas
normal conformal.

Varios graficos de diagnéstico podem ser derivados. Por exemplo, denotando os autovalores
normalizados como Qmax = @1 > -+ > Qg > q/\/n > Qpi1--- @, > 0, uma medida de influéncia
agregada para todo ¢ autovetor influente é definida como

em que ej; denota o i-ésimo elemento do j-ésimo autovetor e;, para ¢ = 1,...,n, j = 1,...,k
eq=0,1,2,.... O grafico indice de m(q); é sugerido para revelar aquelas observagoes que sao
g-influentes, isto ¢, influentes para todos os autovetores, de modo que Ce, > g/ V.

Em particular, se o interesse é avaliar a curvatura normal conformal na direcdo da i-ésima
observagao, representada pelo vetor (n x 1) d; formada por zeros e com 1 na i-ésima posi¢ao, temos
que

n
Cq, = Ci =m?*(0); = Y _ aye,,
=1

que corresponde ao quadrado da contribuigdo total dos autovetores ortonormais. Um critério de
corte sugerido por Lee ¢ Xu (2004) considera como mais influentes as observagoes dadas por C; >
C + cDP(C), em que C e DP(C) denotam, respectivamente, a média e o desvio padrdo de C
(Ci,i=1,...,n) e c & selecionado aproprladamente

Para uma partl(;ao particular @ = (0] ,05 )T com 6, definido, por exemplo, como 8, = =, §; = ¢
ou #1 = p1, pode-se avaliar a curvatura normal conformal por

Cy(61) = £7C1£//tx(C?),

em que 0 < Cp(6y) < 1, C; = AT{(-LI)~t — G2} A e GI202 = blockdiag {0, (LI2%2)~1}.
Novamente, pode-se representar o grafico indice de C;(0;) para avaliar a influéncia das observa-
coes em 51.

Varios trabalhos tém sido desenvolvidos na derivagao de curvaturas de influéncia local em mo-
delos linearescom erros simétricos. Por exemplo, Galea et al. (2003) derivaram tais curvaturas em
modelos lineares elipticos univariados, enquanto Osorio et al. (2007) e Ibacache-Pulgar et al. (2012)
derivaram as curvaturas de influéncia local em modelos lineares elipticos paramétricos e semipara-
meétricos mistos, respectivamente. Galea et al. (2005) desenvolveram curvaturas para os modelos nao
lineares com erros simétricos. Da mesma forma, Cao et al. (2010) e Relvas e Paula (2016) obtiveram
os graficos de influéncia local para modelos com erros simétricos univariados AR(1). Recentemente,
Borssoi et al. (2020) aplicaram a metodologia em modelos mistos elipticos com erros de medida em
uma covariavel.

5.2.1 Perturbacao ponderacgao de casos

Considere que cada observagao possui um peso diferente no processo de estimagao, dessa forma,
pode-se avaliar a contribui¢ao individual de cada uma. O logaritmo da fungdo de verossimilhanca
penalizada fica dada por

A
p(0,A | w) sz i(0) — *71 [ My — = Sy My

em que L;(0) = —3log(¢) +1og(g(5;)) e w = (wy, ..., wy) é o vetor de pesos, com 0 < w; < 1. Neste
caso, o vetor de nao perturbagao é wg = (1,..., l)T. Com os célculos do Apéndice C, tem-se os
elementos da matriz A avaliados em 0 e w( expressos da seguinte maneira:
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0L, _1 (AN)"D(v)D(A,), 1=0,....k
= — v == P
awa’)’l (b l €)s ) y vy
%L, 1] 1/D(m)
= — - — @
0w 2¢ 2¢
%L, 1 T
=——(Bje) D(v)D(A =1,...
awgp] Cb( ]6) (U) ( 6)7 J 9 » Dy
em que 1, = (1,...,1)7 e D(A.) é uma matriz diagonal com elementos dados por Ae. As matrizes

devem ser avaliadas em 6.

5.2.2 Perturbacao no parametro de dispersao

Considere como um esquema de perturbagao, a mudanga no parametro de dispersao de ¢ (modelo
homoscedéastico) para ¢/w; (modelo heterocedastico), em que 0 < w; < 1. A funcdo densidade de
probabilidade Y; assume, neste caso, a forma

Ry
hy, (y | wi) = jg(wzﬁi), (5.1)
em que w; denota o peso correspondente ao i-ésimo caso, i = 1,...,n. Quando wo = (1,..., l)T, o}

modelo perturbado (5.1) reduz ao modelo postulado (2.6). A matriz A avaliada em 0 e wy ¢ dada
por

L, 1 T

dwdy, ~ g AN D) —2D(A)]D(Ae), 1=0,....k,
L, &'

6w8§b ZQ[D(U)%D(d)] e

%L,

Pwdp, ~(B,e) 2D(@) =D D(A), j=1.....p

Por exemplo, os graficos indices de Cy(y,) e Cy(¢) podem ser tteis na escolha de um modelo
de regressao linear simétrico robusto contra estruturas heterocedésticas.

5.2.3 Perturbacao na variavel resposta

Considere a i-ésima resposta perturbada como y.; = ; +w;, em que w; € R e wo = (0,...,0)".
Dessa maneira, é possivel avaliar a sensibilidade das estimativas quando ha mudancgas nas respostas
das observagoes. Esse esquema de pertubacao leva a

T T T
€w; = Yi + Wi — N, Y0 — M, 010 — -+ — N, Vs
2
(€w; — Prew_yy — - — ppew(i_p))

¢

Os célculos para a obtencao da matriz A estao presentes no Apéndice C. Essa pode ser decom-
posta em

2L, 2L, 2L, 2L, 2L, oL, \ 1"
Owdvyy ) ' \Owdvy, )’ \Owdvy, ) \Owdgp ) \Owdp1 )’ \Owdp,) | ’

Bus =
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em que essas medidas avaliadas em 6 e sob o vetor de nao perturbagao wg sao dadas por

2
(AN D)~ AD@] A, =0,k
9’L
awa]; Z;(AG)T [D(v) — 2D(d)] A e
0°L,, :l(B,e)T [4D(d) — D(v)] A — 1(A€>TD<U)B‘ 1
8wapj ¢ I (z) iy J yeees D

5.2.4 Perturbacao na variavel explicativa

Neste esquema de perturbacao, considera-se que a r-ésima varidvel explicativa continua seja
acrescida de uma constante. Portanto, supoe-se que a r-ésima variavel explicativa fique expressa

por ngo)i = 17(():) + w;, Vi = 1,...,n. Para tal caso, temos as seguintes quantidades:
Cor = Ui = M0 — L = - — T — Wiy,
5. = (ewi T PlCw gy T T ppew(i—p))Q
v = .
' )

De acordo com os célculos do Apéndice C, tem-se se a matriz A avaliada em 6 e wy com os
seguintes elementos:

0°Ly ”Yz(r) T B

Gwrs; = 5 (AN)TUD() ~ DA, =0,k
aQLp 'Y(()T) T

9wdd o (Ae)' 2D(d) —D(v)] A e

2 (r) (r)
= (B,07 [D() ~ 1D(@)] A - "0-(A0 DB, j=1L....p

5.2.5 Perturbacgao no coeficiente de autocorrelagao

Sun (2017) desenvolveu uma abordagem diferente aos esquemas de perturbagao que aplicada
ao coeficiente de autocorrelacao. Neste esquema de pertubacao, considere o r-ésimo coeficiente

acrescido de uma constante apropriada. Portanto, supoe-se que p,r, = pr +w;, Vi = 1,...,n ¢
r=1,...,p. Para tal caso tem-se as seguintes quantidades:
T T T
€ =Yi — Mo, Y0 — N;V1 — -+ — N, Vk»
(€i — P1€(i—1) =« — Pp€(i—p) — wie(i—r))Q
Ow; = p .

De acordo com os célculos do Apéndice C, tem-se se a matriz A avaliada em 6 e wg com os seguintes

elementos:
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2

8i§§l =;<AN1>T [D(v) — 4D(d)] D(By) + (B,N;) 'D(1)D(A,), 1 =0,....k,
2

gw{;’;b =g;2(Ae)T [D(v) — 2D(d)] D(B,) ¢

oL, 1

dwdp; ¢

em que D(B,.) é uma matriz diagonal com elementos dados por B;€.

5.3 Selecao de modelos

A selecao de modelos é um problema fundamental em estatistica. Suponha que realizamos uma
colecao de modelos que refletem uma variedade de estruturas e informacoes nos dados e a tarefa é
selecionar um dentre eles que melhor explique ou ajuste os dados. Nesse sentido, o objetivo da selegao
de modelos equivale a selecionar um que se adapte bem aos dados, mas nao seja muito complexo.
Outro objetivo importante é selecionar modelos que tenham uma boa capacidade preditiva (fora da
amostra), ou seja, com uma motivagao preditiva explicita.

A classe de modelos simétricos é bastante ampla, contendo distribuicées de caudas pesadas e
caudas mais leves do que a distribuicdo normal. Além disso, a classe admite modelos em que todos
os parametros da distribuicao da variavel resposta sao ajustados em funcao de variaveis preditoras,
e os modelos dessa classe podem ter termos fixos, aleatérios, de alisamento e os coeficientes de
autocorrelacao. Para a comparacao de modelos encaixados e nao encaixados nessa classe, pode-se
usar o critério de informagao de Akaike (AIC) (Akaike, 1973) ou o critério de informacao Bayesiano
(BIC) (Schwarz, 1978). Dessa forma, podemos selecionar a distribuigdo para o erro simétrico apro-
priado no modelo, assim como o pardmetro de suavizagao Ai, ..., Ay no processo iterativo descrito
nas Segoes 3.3.4 e 4.3.4. Ambos os critérios consistem em minimizar as fungdes

AIC(A) = —2L,(6, A) + 2df(A) e BIC(A) = —2L, (8, A) + log(n)df(X).

Além disso, tem-se o critério GAIC, que esté disponivel no pacote gamlss, para mais detalhes
veja Stasinopoulos et al. (2015), permite a utilizagdo de penalizagoes para valores 2 < k < log(n).
Assim, o critério consiste em minimizar a quantidade

GAIC(\) = —2L,(6, A) + kdf(A).

5.4 Estimacao do parametro de suavizacgao

Nas se¢oes anteriores, as derivagoes e inferéncias para as fungoes f(-) consideravam o parametro
de suavizacdo A = (A1,...,\r) ! como fixos. Contudo, esse pardmetro também pode ser estimado.
De acordo com Green e Silverman (1994), pode-se escolher esse parametro apos teste de véarios valo-
res para o mesmo conjunto de dados e analisar as curvas obtidas, ou, seguir um método automatico
de tal forma que os parametros de suavizagao serao obtidos através dos dados.

Wood (2017) mostra que se A for muito alto, os dados serdo sobre-suavizados demais e, se for
muito baixo, os dados serao sub-suavizados: nos dois casos, isso significa que a estimativa f (1) nao
seré proxima da verdadeira fungao f(-). Idealmente, seria bom escolher A para que f (+) fique o mais
proximo possivel de f(-). Dessa forma, o método de validagao cruzada comum é uma abordagem
razoavel. Se os modelos sao julgados apenas por sua capacidade de ajustar os dados a partir dos
quais foram estimados, modelos complicados sao sempre selecionados em relacao aos mais simples.

O método de validagao cruzada tem como objetivo estimar o erro de predigdo de um modelo
ajustado aos dados. Esse método utiliza parte dos dados para a construgao do modelo e a outra parte
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para a sua validagao, ou seja, parte dos dados sao considerados na avaliacao da adequabilidade do
ajuste. Segundo Green e Silverman (1994), quando a estimativa da funcao f(-) é um spline cubico,
a expressao de calculo da validacao cruzada é dada por

" . 2
Ve ) =n 'Y (y":yi ) ,
= \1—"hy(N)
em que y; sao as estimativas de y, dado A fixo, e /h\m()\) é o i-ésimo elemento da matriz fI(A)
definida em (3.7) e (4.18). Deve-se escolher A que minimize VC(A).

A validacdo cruzada generalizada é uma forma modificada da validacdo cruzada bastante uti-
lizada para a escolha do parametro de suavizacao diferente de VC, basta substituir o respectivo
valor h;; de H(A) por sua média n~'tr [H(X)]. E computacionalmente caro calcular VC(A), uma
vez que é possivel encontrar o trago de H(A) sem necessariamente encontrar todos os valores de
cada elemento de h;;:

voain = MIVDAY I

)]

Da mesma forma que na validagao cruzada, define-se uma grade de valores dos parametros de
suavizagao do vetor A e aqueles valores que minimizam a quantidade VCG() sao escolhidos.
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O Pacote - APLMS

Esta segao apresenta uma visao geral de como o pacote APLMS, sigla em inglés que se refere a
additive partial linear models with symmetric errors, esti estruturado no software R. Esse pacote
permite que saidas numéricas e graficas sejam exibidas para estimacao, inferéncia, simulagao e
técnicas de diagnéstico para os modelos lineares parciais aditivos com erros simétricos condicionais
autorregressivos de ordem p e splines cubicos penalizados de regressao ja descritos anteriormente.
Este software deve ser usado com o ambiente R para computagao e graficos estatisticos. Nosso pacote
é composto por 7 fungoes que permitem aos usuarios obter informagoes dos métodos propostos.

O R (Thaka e Gentleman, 1996) é uma linguagem e um ambiente estatistico que possui facilida-
des para a manipulacdo de dados, geracao de graficos e modelagem estatistica. E um software livre
e pode ser copiado e distribuido entre usuarios, bem como pode ser instalado em diversos computa-
dores. Os codigos fontes do R estao disponiveis no site http://r-project.org onde pode ser baixado
e executado, e atualmente sao gerenciados por um grupo chamado Core Development Team.

O pacote aqui desenvolvido serd disponibilizado no The Comprehensive R Archive Network
(CRAN) e pode ser facilmente baixado e utilizado nas bases de dados dos pesquisadores. Com
a ideia de difundir a modelagem estatistica para dados correlacionados ao longo do tempo, de-
senvolvemos as fungdes aplms, summary.aplms, residuals.aplms, influence.aplms e
simulation.aplms. A func¢do aplms consiste nas rotinas computacionais que permitem a es-
timacao dos parametros do modelo para os diferentes tipos de erros simétricos e o ajuste dos
pardmetros autorregressivos e da dispersao do modelo MLPAScarp ou em inglés - APLMScarp pelo
método backfitting. A funcdo summary.aplms permite gerar o resumo de estatisticas, inferén-
cias e teste de hipoteses do modelo ajustado. A funcao residuals.aplms retorna os residuos
quantilicos do modelo, além de realizar o grafico normal de probabilidades com envelope. A funcao
influence.aplms permite acessar a influéncia local do modelo ajustado. E, por ultimo, a funcao
simulation.aplms gera erros simétricos autorregressivos de ordem p.

A seguir, a sintaxe do comando para o ajuste de um modelo APLMS sob uma distribui¢do
simétrica qualquer.

Tabela 6.1: Resumo das func¢ées no pacote APLMS

Funcgao Descrigao

aplms Estimacao dos modelos lineares parciais aditivos com erros simétricos condicionais AR(p)
family.aplms Familias de distribuicao em aplms

summary.aplms Resumo para o objeto aplms ajustado

residuals.aplms Residuos do objeto aplms

influence.aplms Influéncia local do objeto aplms

simulation.aplms Simulagdo de erros simétricos AR(p)
confidence.band  Bandas de confianca

Fonte: Elaborada pelo autor (2021)

Detalhes sobre o uso das fungoes (descritas na Tabela 6.1) podem ser obtidos nas paginas de
ajuda correspondentes. Uma chamada da rotina da fungao aplms procede como
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aplms

Estimacao dos modelos lineares parciais aditivos com erros simétricos

condicionais AR (p)

Descricao

aplms é usado para ajustar modelos lineares parciais aditivos com erros simétricos con-
dicionais autorregressivos de ordem p, fornece uma descrigdo simbolica do preditor aditivo e uma
descrigao da distribuigao dos erros. O comando usa o algoritmo de backfitting para combinar dife-
rentes métodos de suavizagdo ou ajuste. Os métodos atualmente suportados sao regressao local e

splines de suavizagao.

Uso

aplms (formula,

Argumentos

formula

family

data

control

lam

Detalhes

family=fam(),data,p=1,control, lam)

uma expressao da féormula como em outros modelos de regressao, da
forma resposta ~ preditoras. Para mais detalhes, veja a documen-
tacdo de 1m e formula. Os termos de suavizacao nao paramétricos
incorporados sao indicados por s para suavizar os splines. Veja a docu-
mentagao para s para seus argumentos. Suavizadores adicionais podem
ser adicionados por criar as fungoes de interface apropriadas. Interagoes
com termos de suavizagdo nao paramétricas nao sao totalmente supor-
tadas, mas nao produzirao erros; simplesmente produzirao a interacao
paramétrica usual.

uma descri¢ao da distribuigao simétrica do erro a ser usada no modelo.
Isso pode ser uma string de caracteres que nomeia uma funcio, ou o
resultado de uma chamada de uma fungao de familia (consulte family
para mais detalhes ou fun¢oes de familia.).

um data frame opcional que contém as varidveis no modelo. Se nao
encontrado em data, as variaveis sao obtidas do ambiente formula,
geralmente o ambiente do qual o aplms é chamado.

indica o ntmero de coeficientes de autocorrelacao a serem estimados no
processo de ajuste dos dados.

uma lista de pardmetros para controlar o processo de ajuste. Consulte a
documentagao para aplms.control para mais detalhes. Eles também
podem ser definidos com um conjunto de argumentos para o proprio
aplms.

uma lista de parametros de suavizagao A caso esteja modelando al-
guma funcao de suavizagdo no modelo aditivo. Se haver alguma fungao
de suavizagao, o padrao serd considerado 100. Para trés fungoes, por
exemplo, use lam=c(200,10,5).

O modelo aplms é ajustado usando o algoritmo de escore local, com ajustes iterativos
do modelo semiparamétrico pelo backfitting. O algoritmo backfitting é o método Gauss-Seidel para
ajustar modelos semiparamétricos, suavizando iterativamente os residuos parciais.
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Valores

aplms retorna um objeto que pode ser examinado por print, summary e plot. Compo-
nentes podem ser extraidos usando as fungoes extrator predict, fitted, residuals, deviance,
formula, family. Pode ser modificada usando update.

Os residuals, fitted, values, coefficientes e effects podem ser extraidos por
fungoes genéricas de mesmo nome, ao invés do operador "$". A func¢do family retorna o objeto
da familia inteiro usado no ajuste.

AIC AIC do modelo ajustado: lembre-se de que os graus de liberdade usa-
dos nesses célculos s@o os graus de liberdade efetivo do modelo, e a
verossimilhancga é avaliada no maximo da verossimilhanca penalizada.

coefficients os coeficientes da parte paramétrica do additive.pred multiplica as
colunas da matriz do modelo. Os nomes dos coeficientes sao 0os nomes
dos efeitos de grau tnico de liberdade (as colunas da matriz do modelo).

additive.pred o ajuste aditivo dado pelo produto da matriz modelo e os coeficientes,
mais as colunas dos componentes $smooth.

fitted.values os valores médios ajustados, obtidos por transformar os componentes
additive.pred usando a inversa da fungao de ligagao.

smooth, edf, var esses trés caracterizam os aspectos nao paramétricos do ajuste. smooth
é uma matriz dos termos de suavizamento, com as colunas correspon-
dente a cada termo do suavizador no modelo; se nao hi termos no sua-
vizador, todas esses componentes estarao ausentes. Cada coluna corres-
ponde a uma parte nao paramétrica estrita do termo, enquanto a parte
paramétrica é obtida a partir da matriz do modelo. edf é um vetor
dado os graus de liberdade efetivo aproximados para cada coluna do
suavizador smooth. var é a matriz contendo a varidncia aproximada
para os suavizadores.

residuals os residuos quantilicos a partir do ajuste semiparamétrico do modelo.
iter o numero de iteragoes locais usadas para obter as estimativas.
control a lista de controle aplms usada no ajuste.

converged indica se o método de ajuste iterativo convergiu ou nao.

family um vetor caracteristico com trés elementos que fornece o nome da fa-

milfa, principalmente para fins de impressao.

Autores
Escrito por Rodrigo Oliveira e Gilberto Paula, seguindo exclusivamente o trabalho realizado
nesta tese, e a filosofia em Wood (2017) do pacote mgcv.

Exemplos

library (aplms)

library (mgcv)

data (SFranc)

fit<-aplms (temp~s (day.of.year,bs="cc",k=20)+s (time,bs="cr"),
data=SFranc, p=2)

summary (fit)

plot (fit)
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family.aplms Familias de distribuicdo em aplms

Descricao

Referem-se as familias das distribuices simétricas estudadas no Capitulo 2 que podem ser
usadas na funcao aplms. Também é possivel acrescentar outras distribui¢oes simétricas, desde
que as mesmas quantidades das tabelas 2.2 e 2.3, e as funcoes, densidade de probabilidade e a
acumulada, sejam fornecidas.

Detalhes

As seguintes familias pertencem & familia simétrica de distribuicoes. Elas sdo uteis em todas
as fungoes de modelagem.

e Normal: family=Normal ();

e Normal Generalizada: family=GNormal (v1);

e {-Student: family=Stud (1) ;

e {-Student Generalizada: family=GStud (v1,12);
e Logistica I: family=LogisI ();

o Logistica II family=LogisII();

e Logistica Generalizada family=GLogis (o, 1) ;

e Exponencial Poténcia family=Powerexp (V7).

summary.aplms Resumo para o objeto aplms ajustado

Descrigao
Dado um objeto ajustado por aplms () e produz varios resultados a partir dele.

Uso
summary.aplms (model, test=TRUE)

Argumentos

model um objeto ajustado produzido por aplms ()

test por padrao os testes para os termos dos pardmetros estimados sao cal-
culados e apresentados. Caso test=FALSE, esses resultados sao omi-
tidos.

Detalhes

Os graus de liberdade efetivos do modelo sdo tomados como o trago discutido nos Capi-
tulos 3 e 4. Outra alternativa de encontrar os graus de liberdade efetivos do modelo sao: para o
caso paramétrico, basta calcular o traco da matriz de planejamento tr (ANSg) , espera-se que seja
aproximadamente o nimero de covariaveis no modelo 7g, ji para o caso nao paramétrico calculamos
tr (ANS;).
Por padrao os valores-P para os termos paramétricos do modelo sao baseados no teste de Wald
usando a matriz de covariancia dos coeficientes.
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Valores

summary.aplms

71

produz uma lista de informagoes resultante de um objeto aplms ajus-
tado.

é um array das estimativas dos coeficientes estritamente paramétricos

p.coeff
do modelo.

p.err é um array dos p.coeff dividido pelos seus erros padrao.

p.pV ¢ um array dos valores-P para a hipotese nula de que o parametro
correspondente é zero. Calculado com referéncia a distribuigao ¢, com
os graus de liberdade efetivos estimados para o ajuste do modelo, se
o paradmetro de dispersao tiver sido estimado, e a distribuicao normal
padrao, se nao.

Kk o nimero de termos de suavizagao no modelo.

s.coeff um array das estimativas das fungdes nao paramétricas suavizadas.

v.err ¢ um array dos v.coeff dividido pelos seus erros padrao.

D.pV é um array dos valores-p aproximados para a hipétese nula de que cada
termo do suavizador é zero. Essas quantidades sao apenas aproxima-
goes.

se é um array dos erros padrao estimados para todos pardmetros estima-
dos.

edf graus de liberdade efetivos do modelo.

residual.edf

n

np

sp.criterion

estimacao dos graus de liberdade dos residuos.
ntmero de dados.

nimero de coeficientes do modelo (coeficientes de regressao, sem os
parametros de suavizagao ou outros pardmetros da verossimilhanga).

o valor minimizado do critério de selecao de suavidade.

a familia em uso.

family

formula a féormula original aplms.

dispersion o parametro de escala estimado.

data os dados originais fornecidos no ajuste do modelo.
Exemplos

library (aplms)

library (mgcv)

data (SFranc)

fit<-aplms (temp~s (day.of.year,bs="cc",k=20)+s (time,bs="cr"),
data=SFranc, p=2)

summary (fit)

plot (fit)

residuals.aplms  Residuos do objeto aplms

Descricao

Retorna os residuos para o objeto do modelo aplms ajustado. Esta disponivel os residuos
Quantilicos e de Pearson.

Uso
residuals.aplms (model, type=c ("Quant", "Pearson"),plot=NULL)
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Argumentos

model um objeto ajustado produzido por aplms ().

type o tipo de residuos desejados. Usualmente um dos "Quant", "Pearson".

plot o tipo de grafico desejado. O valor padrao é NULL, ou seja, nenhum
grafico serd mostrado. Usualmente um dos seguintes comandos pode
ser escolhido, "index", "QQ".

Detalhes

Os residuos de Pearson sao os residuos brutos divididos pelo desvio padrao dos dados, de
acordo com a relagao de varidncia média do modelo e o pardmetro de escala estimado. Os residuos
quantilicos é uma transformagao que segue distribui¢cdo normal padrao. Caso deseja-se imprimir os
graficos dos residuos, é possivel obter os graficos indices aos quais se resumem no plot dos residuos
ao longo do tempo, além de verificar se ha heteroscedasticidade dos dados. Ou, pode-se realizar o
grafico Q-Q normal, em que é possivel verificar se as suposi¢oes do modelo sao atendidas, simetria,
ou se é necessario usar distribui¢oes com cauda mais pesadas ou mais leves.

Valores
Um vetor de residuos.
Exemplos

library (aplms)

library (mgcv)

data (SFranc)

fit<-aplms (temp~s (day.of.year,bs="cc",k=20)+s (time,bs="cr"),
data=SFranc, p=2)

residuals.aplms (fit, type="Quant",plot="QQ")

influence.apmls Influéncia local do objeto aplms

Descricao

Toma um objeto aplms ajustado e produz algumas informagoes de diagnoéstico sobre o
procedimento e resultados de ajuste. Retorna a curvatura conformal normal do objeto do modelo
aplms ajustado. Estao disponiveis as perturbacoes Weight-Case, Dispersion, Response,
Explanatory e CorAR.

Uso
influence.apmls (model,
pert=c ("Weight", "Dispersion”, "Response",
"Explanatory", "CorAR"),
param=NULL, ident=NULL, p, plot=FALSE)
Argumentos
model um objeto ajustado produzido por aplms ().
pert o tipo de perturbacgao desejada. Usualmente pode-se decidir em escolher

as seguintes perturbagoes: "Weight", "Dispersion", "Response",
"Explanatory"e "CorAR".
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param caso a perturbagdo escolhida seja "Explanatory", ou seja, envolva
uma das varidveis explicativas paramétricas, é necessario identificar
qual delas estard sob analise. Nesse caso indicar o nome da varidvel
conforme estd no banco de dados.

ident indica a quantidade de pontos influentes a serem considerados ao apre-
sentar o grafico.

D indicar qual coeficiente de autocorrelagao esta sob analise.

plot por padrao plot é plot=FALSE, caso deseja-se retorno do gréfico para
a influéncia local coloque plot=TRUE.

Detalhes

Essa funcao fornece os pontos influentes do conjunto de dados em anélise conforme o tipo
de perturbacao desejada. O grafico dos pontos influentes pode ser solicitado desde que o argumento
plot seja TRUE.

Valores
Um vetor relacionado & influéncia local do modelo ajustado aos dados.
Exemplos

library (aplms)

library (mgcv)

data (SFranc)

fit<-aplms (temp~s (day.of.year,bs="cc",k=20)+s (time,bs="cr"),
data=SFranc, p=2)

influence.aplms (fit, perturbation="Weight", ident=7)

simulation.aplms Simulacio de erros simétricos AR(p)

Descricao

Um simples conjunto de dados com erros simétricos autorregressivos de ordem p.

Uso
simulation.aplms (n, family=Normal () ,dispersion=1, corAR)
Argumentos
n o tamanho do vetor a ser simulado.
family a familia desejada para a distribuicao do erro simétrico. Para mais
detalhes, veja family.aplms.
dispersion o parametro de dispersao para a distribuigao do erro.
corAR o vetor dos coeficientes de autocorrelagao.
Detalhes

Esse conjunto de dados é artificial, e é usado para estudos de comportamento dos modelos
ajustados.

Valores
Um vetor dos erros da familia de distribui¢oes simétricas e autorregresssivos de ordem p.

Exemplos
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simulation.aplms (n=1000, family=Powerexp (0.3), corAR=c (0.635,-0.32))

confidence.band Bandas de confianca para o modelo ajustado

Descricao
Fungao para extrair as bandas de confianga das variaveis do modelo aplms () ajustado.

Uso
confidence.band (model, variable=NULL,all.data=FALSE, points=FALSE)

Argumentos

model um modelo ajustado do objeto de classe aplms.

variable por padrao, esse argumento é NULL, nesse caso, a funcao retornara o
grafico das bandas de confianga de todos as variaveis no modelo. Caso,
deseja-se uma variavel no modelo ajustado, basta indica-la.

all.data por padrao, esse argumento é FALSE, nesse caso, a funcao retornara
o grafico das bandas de confianga de todos as varidveis no modelo. Se,
all.data=TRUE, tem-se a banda de confianga para todo o conjunto de
dados. Gréfico de superficie esta disponivel nesse caso. E, variable sera
considerada como NULL.

points por padrao, esse argumento é FALSE, assim os graficos ndao retornarao
os pontos dos dados. Se points=TRUE tem-se a inser¢do dos pontos no
grafico.

Detalhes

A funcao retorna um ou mais grificos para as bandas de confianca do modelo aplms
ajustado. Quando tem-se mais de uma variavel paramétrica, ou uma paramétrica e uma funcao de
suavizagao, é possivel obter uma superficie de resposta para o modelo ajustado.

Exemplos

library (aplms)

library (mgcv)

data (SFranc)

fit<-aplms (temp~s (day.of.year,bs="cc",k=20)+s (time,bs="cr"),
data=SFranc, p=2)

confidence.band(fit,all.data=TRUE, points=FALSE)



Capitulo 7
Simulacoes

A simulagao de dados é uma técnica fundamental na programagao e pesquisas estatisticas, além
de eficaz para desenvolver o conhecimento e as habilidades em torno dos métodos propostos. Sempre
que um novo método estatistico é desenvolvido ou usado, h& premissas que precisam ser testadas
e confirmadas, portanto, gera-se dados artificias para testa-las. As vantagens dos dados simulados
se devem ao baixo custo em gerar valores aleatérios em vez de obter dados coletados. Ao simular
cenarios que se alinham ou até mesmo se destoam com os métodos propostos em estudo, é possivel
detectar quais extraem informacoes mais robustas e eficientes no conjunto de dados reais.

Ha situacoes em que um conjunto de dados é apenas aproximadamente normal, nesse caso, é
bem provavel que as estimagoes de parametros, inferéncia estatistica e métodos de diagnéstico nao
sejam adequados. Uma maneira de entender esses fenémenos é simular dados de populagoes nao
normais, ou melhor, simular diversos cenarios com distribuigoes diferentes e adversidades que podem
acometer os métodos propostos. A simulagao fornece controle completo sobre as caracteristicas do
modelo da populagao a partir do qual os dados (simulados) sao obtidos.

Neste capitulo seré apresentado um estudo comparativo entre os modelos propostos por meio de
simulagoes de Monte Carlo. O objetivo é avaliar o desempenho e o comportamento dos estimadores
de maxima verossimilhanga penalizada para os parametros autorregressivos (p’s), a dispersao ¢,
a parte paramétrica e as func¢oes de suavizag@o, no processo iterativo desenvolvido nos Capitulos
3 e 4, nos modelos lineares parciais aditivos com erros simétricos condicionais autorregressivos de
ordem p. Esses, sdo baseados em amostras de tamanho finito e sem observagoes atipicas.

Estimativas de méxima verossimilhanca de modelos simétricos com distribuicao dos erros de
caudas mais pesadas que a normal tendem a ser menos sensiveis a observagoes extremas. Dessa
forma, estamos interessados em investigar a robustez dessas estimativas nesses casos. A fim de
esclarecer este ponto para alguns modelos simétricos, realizamos 1000 réplicas de Monte Carlo com
conjunto de dados de tamanho n = 100, 300 e 500.

Todas as rotinas computacionais foram desenvolvidas durante esta pesquisa e organizadas em
uma biblioteca denominada aplms utilizando a linguagem de programagao R em sua versao 4.0.3.
Detalhes da sintaxe de comandos para ajuste de um modelo MLPAS condicionais AR(p)-APLMS
utilizando o pacote aplms foram apresentados no capitulo 6. Além disso, todas as rotinas escritas
estao disponiveis mediante solicitacao.

Os critérios abaixo foram utilizados para avaliar e comparar o desempenho dos estimadores de
méxima verossimilhanga penalizada dos parametros 7o, ¢ e El s. Com o intuito de generalizar e
facilitar a notagao, consideremos 6; como substituto para 7p,, ¢; € p;, ou seja, 0; é o valor estimado
do respectivo parametro 8 na i-ésima réplica de Monte Carlo.

1. Média dos valores estimados:

>
1000 -

S
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2. Viés médio dos valores estimados de 9:

o 2o (6i - 0)
Viés(0) = 1000 .

3. Erro quadratico médio (EQM) estimado de 0:

Y00, — g)?
EQM(f) = ==t~/
Q (0) 1000

7.1 Simulagao AR(1)

No primeiro momento, o principal objetivo desse estudo de simulacao é analisar o comporta-
mento das estimagoOes sob diversos tamanhos amostrais e diferentes distribuigoes simétricas com
erros autorregressivos de primeira ordem AR(1). Na simulacdo, consideramos duas fungdes nao pa-
ramétricas que representam a tendéncia fi e a sazonalidade fy e o erro simétrico AR(1) da seguinte
maneira:

yi = fi(t) + fa(si) + &, (i=1,...,n),

(7.1)
€ = pei—1t+ e, —1<p<l,

em que os parametros assumem os valores ¢ = 1 e p = —0,75, —0,25, 0,25 e 0,75. Para ilustrar
e;, consideramos as distribui¢oes normal, t—Student com v = 3 graus de liberdade, exponencial
poténcia com pardmetros v = —0,3 e ¥ = 0,5, normal generalizada com v = 3 e Logistica-II,
nomeadas como NO, t3, EPy, EP2, NG e Lo, respectivamente, veja a Figura 7.1. Pode-se notar
que as distribuicoes normal generalizada e exponencial poténcia com paradmetro de forma negativo
apresentam caudas mais leves que a distribuicdo normal, enquanto que as distribui¢oes t—Student,
Logistica-II e exponencial poténcia com pardmetro de forma positivo apresenta caudas mais pesadas
que a distribuicao normal.

Distribuigéo: No -—-- tg —— EPos ----- EPos -—-- Ng - -- L

0,3

0,2

f(x)

0,1

0,0

Figura 7.1: [lustracao da distribuicdao dos erros e;

Além disso, a fungdo fi(t;) = 2(t3 + cos(nt?)), em que t; = i/n e fo(i) = 2sen(i/(7n/100)). As
fungoes fi e fo sao fixas para todas as simula¢des em cada cenério, veja Figura 7.2.
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Figura 7.2: Disposicao das fungdes nao paramétricas tedricas para a tendéncia (cima) e sazonalidade
(baizo), para os tamanhos amostrais iguais a 100, 300 e 500.

As Tabelas D.1, D.2, D.3, D.4, D.5 e D.6 apresentam os resultados das simulagoes para cada
distribuigao do erro que s@o: normal, t-Student (v = 3), exponencial poténcia (v = —0,3 e v = 0, 5),
normal generalizada (v = 3) e Logistica-1I, respectivamente. Nas seis tabelas é possivel observar
que o viés das estimativas dos parametros é menor quando adota-se a verdadeira distribuicao do
erro da qual os dados foram gerados. Além disso, pode-se notar que a precisao das estimativas estd
diretamente relacionada ao tamanho amostral, quando n — oo tem-se que o viés de p e ¢ diminui
consideravelmente em média. Além disso, a consisténcia de ¢ s6 é alcancada quando estamos sob a
verdadeira distribuigdo dos erros.

Note que ao aumentarmos o tamanho amostral, o critério AIC tende a selecionar o modelo
correto para as verdadeiras distribuicées dos erros. Isso nao ocorre para as distribui¢ées exponencial
poténcia com v = 0.5, uma vez que, tendemos a selecionar o modelo com erros Logistica-II. E, o
modelo com distribuicao normal generalizada, ja que tendemos a selecionar o modelo exponecial
poténcia com v = —0.3. Esse erro na selecao dos modelos em relagao a verdadeira ditribuicao dos
erros se deve ao fato das proximidade entre as distribui¢oes como pode ser vista pela Figura 7.1.

As Figuras D.1 e D.2 referem-se & média das estimativas para as fungdes de tendéncia e sazo-
nalidade, respectivamente, sob a verdadeira distribuicao dos erros simulados. Constata-se que de
acordo que aumentamos o tamanho amostral a média das estimativas das fungoes tende & verdadeira

funcao.
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7.2 Simulacao AR(2)

No segundo estudo de simulagoes, o principal objetivo é analisar o comportamento das estima-
¢oes dos modelos lineares parciais aditivos com erros simétricos condicionais autorregressivos de
ordem p maior do que 1. Nessa simulacao, consideramos p = 2, ou seja, AR(2). Diferentes tama-
nhos amostrais e distribuicoes simétricas sao analisados. No momento da simulagao, consideramos
a parte paramétrica fy e duas fungdes nao paramétricas representadas por fi e fo e o erro simétrico
AR(2) da seguinte forma:

yi = folx:i) + fi(ti) + fa(si) + €, (i=1,...,n),
€ = P1€i—1 + p2€i_9 + €4,

(7.2)

em que e; ~ S(0, ) e o parametro ¢ assume os valores 1 e 3, consideramos as distribui¢des normal,
t—Student com v = 3 graus de liberdade, exponencial poténcia com parametros v = —0,3 ev = 0, 5,
normal generalizada com v = 3 e logistica-II, nomeadas, respectivamente, como NO, t3, PE;, PEo,
NG e La. Os coeficientes de correlagao sao dados por p; = 0,656 e po = —0,309. Além disso, as
fungoes sao definidas da seguinte maneira

Jo(xi) = Bo + Bix,

o (24)?
At =——=g=+12 ¢ (7.3)

- ~3/5
fa(si) = 3/ (si(1 — s;)) sen (%) - 0,2,

emque fp=2,0 =7, 2, ~U[-1;1],t; = —=34+i6/(n—1) comi=0,...,n—1e s; = rep(i, times =
4) com i = seq(0, 1,length = (n/4)). As fungoes fo, f1 e f2 s@o fixas para todas as simulagoes em
cada cenario, veja a representagao dos componentes nao paramétricas dadas pela Figura 7.3.

1 1 1
0 0 0
< < <
2 -2 2
0 25 50 75 100 0 100 200 300 0 100 200 300 400 500
Tempo Tempo Tempo
1 1 1
~— 0 — 0 ~— 0
(2] w )
= = =
1 - 1
0 25 50 75 100 0 100 200 300 0 100 200 300 400 500
Tempo Tempo Tempo

Figura 7.3: Disposi¢ao das fungoes nao paramétricas tedricas para os componentes fi (cima) e fo (baizo),
para os tamanhos amostrais iguais a 100, 300 e 500.
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A Tabela D.7 representa o percentual de acerto, dado pelo critério AIC, referente a cada dis-
tribuicao do erro simulado. Note que & medida que aumentamos o tamanho amostral também
aumentamos o nosso percentual de acertos para a verdadeira distribuicao dos erros. As Tabelas
D.8, D.9, D.10, D.11, D.12 e D.13 apresentam os resultados das simulagoes para cada distribuigao
do erro que sdo normal, t—Student (¥ = 3), exponencial poténcia (v = —0,3 e v = 0,5), normal
generalizada (v = 3) e logistica-II, respectivamente. Nas seis tabelas é possivel observar que o Erro
Quadratico Médio, entre parénteses, das estimativas dos parametros é menor quando adota-se a
verdadeira distribuicdo do erro da qual os dados foram gerados. Além disso, pode-se notar que a
precisao das estimativas esta diretamente relacionada ao tamanho amostral, quando n — oo, tem-se
que o EQM de ﬁo, p1, P2 € gb diminuem consideravelmente em média. Quando incrementamos o
tamanho amostral de n = 100 para n = 500, a redugdo do EQM da estimativa de p1, por exemplo,
para a distribui¢do do erro normal, passou de 0,0119 para 0,0023, redugao de 80,67%, o EQM
para po passou de 0,0219 para 0,0023, redugao de 89,50%, e o EQM para ¢ passou de 0,0439 para
0,0053, reducao de 87,93%. Em todos os cenérios considerados, os parametros pi, p2, em média,
foram subsestimados, ou seja, as estimativas fornecidas foram menor do que o verdadeiro valor do
parametro. Os erros quadraticos médios tendem a zero para n — oo e quando escolhemos a mesma
fonte de distribuicao dos erros geradora dos dados.

As Figuras D.3 e D.4 referem-se & média das estimativas para as fungoes fi e fo, respectivamente,
sob a verdadeira distribui¢ao dos erros simulados. Constata-se que de acordo que aumentamos o
tamanho amostral a média das estimativas das fung¢oes tende a verdadeira funcao simulada.
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Capitulo 8

Aplicacoes

8.1 Anomalia da temperatura média global na superficie terra-mar

O aquecimento global designa o aumento das temperaturas médias do planeta ao longo dos
ultimos tempos e é um dos principais problemas que a Terra enfrenta atualmente. Em tese, é
causado pelas praticas humanas, embora existam discordancias quanto a isso no campo cientifico.
Uma das causas desse problema climatico que afeta todo o planeta é a intensificagdo do efeito
estufa, fendmeno natural responsével pela manutengao do calor na Terra e que vem apresentando
uma maior intensidade em razao da polui¢ao do ar resultante das praticas humanas. A emissao
de gases de efeito estufa antropico é proveniente, principalmente, pelo diéxido de carbono devido
4 queima de combustiveis fosseis. Além desse, ha o metano, compostos orgéanico volateis, material
particulado (MP2,5 e MP10, por exemplo) e ozdnio.

Devido & mudanca da temperatura média global da superficie terrestre, ocednica e na atmosfera,
o padrao climéatico global também sofre alteragoes. O que resulta em chuvas e secas incomuns em
diversos lugares. A consequéncia mais alarmante dessa tendéncia de aumento da temperatura global
é o derretimento do gelo, que inclui tanto o gelo marinho quanto as camadas de gelo continentais
e geleiras. O derretimento do gelo é geralmente considerado o resultado do aumento do nivel do
mar global, vale salientar que o efeito do derretimento no aumento do nivel do mar global nao é
uniforme.

A tendéncia de aumento da temperatura foi observada como aumento da temperatura do oceano
e da terra. A Figura 8.1 ilustra o aumento da anomalia da temperatura média global na superficie
terra-mar de 1880 até recentemente por meio de anomalias de temperatura a partir de medigoes
do ar de superficie em estagoes meteorologicas e medigoes de temperatura da superficie do mar em
navios e satélites. Este valor foi calculado a partir da anomalia da temperatura média global anual
referenciada aos 14°C que ¢ a média estimada de 1951-1980 Hansen et al. (2006). Hansen et al.
(1981) observaram um aumento na temperatura da Terra em cerca de 0,4°C entre 1880 e 1970.

Anomalias positivas mostram que a temperatura observada estava mais quente do que a linha
de base, enquanto uma anomalia negativa indica que a temperatura observada estava abaixo da
linha de base. Desde a década de 1980, a variagao anual da temperatura do século 20 tem sido
consistentemente positiva. Em 2020, a anomalia da temperatura da superficie terra-mar era de
0,98°C. As anomalias de temperatura sao geralmente mais importantes no estudo das mudangas
climéaticas do que a temperatura absoluta. Isso ocorre porque, ao calcular as temperaturas absolutas
médias, fatores como localizacgao e elevagao da estagao podem ter impactos criticos nas temperaturas
absolutas, mas ser menos significativos nos célculos de anomalias. A Figura 8.1 ilustra a mudanga
na temperatura global da superficie em relagao as temperaturas médias de 1951-1980. Dezenove dos
anos mais quentes ocorreram desde 2000, com excegao de 1998. O ano de 2020 empatou com 2016

para o ano mais quente ja registrado desde o inicio da manutencdo de registros em 1880 (fonte:
NASA /GISSY).

"https://data.giss.nasa.gov/gistemp/graphs/graph _data/Global Mean Estimates based on TLand and
Ocean_Data/graph.txt
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Figura 8.1: Ilustra¢ao da série temporal da anomalia da temperatura média global (°C) anual na superficie
terra-mar.

8.1.1 Modelagem

Estudar a anomalia da temperatura média global anual é importante uma vez que podemos
entender as causas e os efeitos catastroficos aos quais os seres humanos podem enfrentar. Dessa
forma, para entender melhor o problema, podemos desenvolver um modelo com erros simétricos
condicionais autorregressivos e penalizacao com splines ciibico dado da seguinte maneira:

anom; = fo + fr(tempo;) + €, i=1,2,...,141, (8.1)

em que 3y ¢ o intercepto do modelo, fr(-) é uma func¢ao suave aproximada por spline de regressao
cubica, enquanto que anom; indica a anomalia da temperatura média global da superficie terra-
mar do ¢—ésimo ano, tempo; € o i—ésimo ano e €; sao os erros simétricos autorregressivos de
ordem 1, dados por €; = p1€;—1 + €; com e; ~ S(0.¢). Nessa aplicagao, consideramos os erros com
distribuicao normal, normal generalizada e o exponencial poténcia. Definimos uma série de valores
para o parametro de suavizagdo e A; = 350 foi escolhido por minimizar o critério de validagao
cruzada generalizada. Consideramos 7 nos fixos para o tempo, o qual foi obtido a partir dos quantis
da variavel tempo.

A Tabela 8.1 nos mostra os resultados da variavel anomalia da temperatura média global anual
da superficie terra-mar ao longo dos anos seguindo o modelo (8.1) autorregressivo de primeira
ordem. Pelo critério AIC, temos que o melhor modelo é dado pela distribuicao exponencial poténcia
com v = —0, 33, ou seja, uma distribuicao com cauda mais curta que a normal.

Tabela 8.1: Qualidade de ajuste para o modelo (8.1) sob erros com distribuicdo normal, normal generalizada
e exponencial poténcia ajustados aos dados de anomalia da temperatura média global anual da superficie
terra-mar.

Modelo AIC(A) VCG(A) df(A)  df(r)
Normal -252,8843  0,0097  3,8291 12,8291
Normal generalizada(,—oy -259,9224  0,0186  5,8381  4,8381
EP(,—_0,33) -267,5862  0,0151  5,4348 4,4348

O pacote aplms desenvolvido em linguagem R e discutido no Capitulo 6 é usado para obter as
informagoes definidas nos Capitulos 3, 4 e 5 a fim de estudar melhor a varidvel dependente ao longo
do tempo. Dessa maneira, o modelo (8.1) pode ser ajustado no R, basta carregar o pacote aplms
e dispor os comandos da seguinte maneira:
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> library (aplms)

> ajustel <- aplms (anom~s (tempo,bs="cr",k=7),
family=Powerexp (-0.33),p=1, lam=c (350))

> summary (ajustel)

Family: PowerExponential (-0.33)
Link function: identity

Formula:
aplms (anom~s (tempo,bs="cr",k=7), family=Powerexp (-0.33) ,p=1, lam=c (350))

Parametric coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 0.0495 0.0124 4.0020 0.000102 =x«%

Signif. codes: 0 “*xx  0.001 “x+«"~ 0.01 “«° 0.05 “.” 0.1 °~ ~ 1

Approximate significance of smooth terms:
edf Chisqg p-value
S (tempo) 4.4348 10.25787 0.00098766 #*%*x*

Signif. codes: 0 “%xx  0.001 "%+~ 0.01 "%~ 0.05 .~ 0.1 °~ =1

Correlation structure:
Estimate Std. Error t wvalue Pr(>|t])
rhol 0.4191 0.0723 5.7993 3.32816e-09 **xx

Signif. codes: 0 “*%xx" 0.001 “x+x” 0.01 “+«° 0.05 . 0.1 °~ ~ 1

AIC = -267.5862 BIC = -251.5602 GCV = 0.0151
Dispersion est. = 0.0140 n= 141

Apos ajustar o modelo e definir que o erro com distribuigdo simétrica exponencial poténcia
apresenta melhores resultados, vamos & analise de residuos e sensibilidade do modelo. A Figura 8.2
descreve o histograma, os graficos de indices, probabilidade normal, a funcao de autocorrelagao,
funcao de autocorrelagdo parcial dos residuos quantilicos condicionais e os pesos contra os resi-
duos quantilicos condicionais do modelo (8.1) sob erros com distribui¢do exponencial poténcia com
v = —0,33 ajustados aos dados. Os graficos de indices nao apresentam tendéncia nem variabili-
dade ao longo do tempo, o que indica que a variagdo do erro parece constante e que a tendéncia
foi controlada. A partir do grafico de probabilidade normal, é possivel identificar que o modelo de
erro de cauda mais leve é adequado para ajustar os dados. As fungoes de autocorrelagao (FACs) e
fungoes de autocorrelagao parcial (FACPs) dos residuos condicionais parecem confirmar a suposigao
de independéncia. E, por fim, nota-se que a distribui¢ao exponencial poténcia adota pesos diferentes
para as observagoes.
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Figura 8.2: Histograma (primeiro-esquerdo), grdfico de indices dos residuos (primeiro-direito), fungdo de
autocorrelagio (sequndo-esquerdo), fungao de autocorrelagao parcial (segundo-direito), probabilidade normal
(terceiro-esquerdo), e peso ¥; contra os residuos (terceiro-direito) do modelo ajustado (8.1) para a anomalia
da temperatura média global na superficie terrestre-ocednica sob erros com distribuicao exponencial poténcia

comv =—0

,33.
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E, por ultimo, podemos analisar a curvatura conformal das observagoes para diferentes esque-
mas de perturbacao. A Figura 8.3 representa os esquemas de perturbagéao ponderacao de casos, do
parametro de dispersao, da variavel resposta e o coeficiente de autocorrelacdo dado por p; para
o modelo (8.1) definido anteriormente para a anomalia da temperatura média global na superficie
terra-mar. A variavel em estudo apresenta poucos pontos que possivelmente sdo influentes e po-
dem alterar as estimativas do estudo. O método de perturbagao pelo coeficiente de autocorrelagao
apresenta o maior grau de influéncia. Na proxima anélise, os valores entre parénteses indicam, o
primeiro reflete ao valor observado e o segundo o valor esperado naquele periodo. O ano de 1941
(0,18; 0,0016) aparenta ser influente com relagao aos casos: ponderado e coeficiente de autocorre-
lagao. O ano de 1944 (0,2; 0,0009) demonstrou ser influente em relagdo aos casos de perturbagao:
ponderado, parametro de dispersao e coeficiente de autocorrelagao. E; o ano de 1964 (-0,2; 0,0215)
mostrou ser influente quanto aos casos: ponderado, pardmetro de dispersao e na variavel resposta.
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Figura 8.3: Grdficos de indices C; nos esquemas de perturbagdo, ponderagdo de casos (primeiro-esquerdo),
pardmetro de dispersao (primeiro-direito), varidvel resposta (segundo-esquerdo) e coeficiente de autocorre-
lagio (p1) (segundo-direito) do modelo (8.1) para a anomalia da temperatura média global na superficie
terra-mar sob erros com distribuicao dos erros exponencial poténcia com v = —0,33.

A Figura 8.4 mostra a tendéncia positiva da série histérica em estudo, a anomalia da temperatura
média global anual da superficie terra-mar. Esse aumento detectado pode trazer consequéncias
diversas e complexas para o planeta, além de danos irreversiveis & humanidade. Alguns efeitos ja
sao percebidos, como ondas de calor, elevagao dos niveis oceénicos. O calor intenso aumenta os
riscos de doencas cardio-respiratorias, alergias, infecgoes, crises de asma e estresse térmico. Com
o aquecimento global, fendémenos ciclicos e anomalias climaticas vém tornando-se cada vez mais
frequentes, tais como o El Nino, que, entre outras consequéncias, proporciona secas severas em
muitas regioes do globo. O que dificulta o acesso a agua, uma vez que ha maior ocorréncia de
secas, e, em periodos mais prolongados. Essa situagdo prejudica a oferta de recursos naturais para
os seres vivos e a manutencao da cadeia alimentar. O que pode levar muitas espécies & extingao.
De toda forma, ainda nao existe um consenso especifico sobre todos os fendémenos causados pelo
aquecimento global, que pode gerar ainda a maior incidéncia de tufGes e furacoes ou a presenca
deles em areas onde nao eram comuns. Os desequilibrios climaticos provocam uma maior incidéncia
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de tempestades em certas areas, que passam a sofrer com esse problema.
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Figura 8.4: Bandas de confian¢a pontuais para a tendéncia do modelo (8.1) sob erros com distribuicao
exponencial poténcia com v = —0,33 ajustado & anomalia da temperatura média global anual na superficie
terra-mar (°C).

8.2 Temperatura em Sao Francisco

Uma outra ilustragao das metodologias pospostas nesta tese consiste na analise da temperatura
média (em °C) diaria da cidade de Sao Francisco no periodo de Janeiro de 1995 a Abril de 2020,
um total de 9252 observagoes. Algumas observagoes ausentes foram imputadas pela média dos trés
dias anteriores e posteriores a data. Os dados podem ser obtidos a partir do arquivo de temperatura
média didria da Universidade de Dayton - Agéncia de Protecio Ambiental 2, (Kissock, 1999). As
temperaturas médias didrias publicadas no site sao obtidas do conjunto de dados Global Summary
of the Day (GSOD) e sao calculadas a partir da leitura da temperatura por 24 horas.

Sao Francisco esté localizada na costa oeste dos Estados Unidos, no extremo norte da Peninsula
de Sao Francisco e inclui trechos significativos do Oceano Pacifico e da Baia de Sao Francisco dentro
de seus limites. Cercada nos trés lados por agua, o clima é bastante influenciado pelas correntes
frias do Oceano Pacifico. O tempo da cidade é ameno o ano inteiro, caracterizado por um clima
temperado mediterranico, o verao é longo, agradavel, arido e de céu quase sem nuvens; o inverno é
curto, fresco, com precipitacao e de céu parcialmente encoberto. A temperatura média no inverno
é de 10 a 12 °C, raramente caindo abaixo de zero, e a temperatura média no verao é de 15 a 21 °C.

Da mesma forma que Wood (2017, Segao 7.7.2), propomos o seguinte modelo aditivo para
explicar a temperatura média diaria de Sao Francisco:

temp; = By + fr(tempo;) + fs(dia.do.ano;) + €;, (8.2)

em que fr(-) e fs(-) sdo fungdes suaves aproximadas por splines de regressao ctbica e de regressao
cibica ciclica, respectivamente, enquanto temp, indica a temperatura média diaria do i—ésimo dia,
tempo; é o i—ésimo dia, dia.do.ano; indica o dia do ano respectivo ao i—ésimo dia, e €; sao erros
simétricos autorregressivos de ordem p, conforme discutido no Capitulo 4, para ¢ = 1,...,9252.
Como alguns anos s&o bissextos, o padrao é dia.do.ano variar de 1 a 366. Para o nosso modelo,
consideramos 80 e 15 nés fixos para o tempo e dia do ano, respectivamente, aos quais foram obtidos
a partir dos quantis da variavel tempo. A homogeneidade da sazonalidade também é assumida ao
longo dos anos.

http://academic.udayton.edu/kissock /http/Weather /default.htm
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E importante observar que nas analises apresentadas por Wood (2017, Secao 7.2.2) para explicar
a temperatura média da cidade do Cairo, foi aplicado o mesmo modelo (8.2) com €; = pe;—1 + e,
estrutura AR(1), e; iid N(0, 02), mas com efeito aleatério do ano e independéncia entre os anos.

8.2.1 AnaAlise descritiva

Sabemos que a tendéncia é o aumento ou diminuicao a longo prazo dos dados. Nos dados em
estudo é possivel observar uma leve tendéncia crescente. Com o apoio computacional poderemos
perceber se essa tendéncia é estatisticamente significativa. Por outro lado, o padrao sazonal ocorre
quando uma série temporal é afetada por fatores sazonais, como a época do ano ou o dia da semana.
A Figura 8.5 descreve a série temporal e a distribuicdo empirica, para cada més, da temperatura
média didria de Sao Francisco. Os dados mensais da temperatura média na Figura 8.5 mostram
a sazonalidade provavelmente induzida pela mudanga das estagdes na cidade de Sao Francisco. O
ciclo ocorre quando a exibi¢cao de dados aumenta e diminui sem um periodo fixo. Essas flutuagoes
geralmente sdo devidas, nesse caso, as condi¢oes de fendémenos naturais (furacoes, La Nina, El
Nino) ou desastres provocados pelo homem (queimadas). Esses ciclos ndo podem ser diretamente
observados pela Figura 8.5.
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Figura 8.5: Série temporal e distribui¢iao empirica da temperatura média (°C) didria em Sao Francisco de
Janeiro de 1995 a Abril de 2020.

A sazonalidade parece ser bastante semelhante ao longo de todos os anos. A fim de entender
melhor como o fenémeno da sazonalidade afeta a série, dividimos o ano pelos meses. A Figura 8.6
representa o Bozplot e o grafico de densidade para cada més ao longo dos anos. Pode-se perceber
que os meses de dezembro (21) a margo (20) sdo os meses mais frios que remetem ao inverno
no hemisfério norte. E, da mesma forma, temos os dias mais quentes no periodo de junho(21) a
setembro(23).
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Figura 8.6: Bozplot e grifico de densidades por més da série temporal da temperatura média (°C) didria
em Sdo Francisco de Janeiro de 1995 a Abril de 2020.

A Figura 8.6 nos remete a uma sazonalidade mensal. Sendo assim, calculamos a média mensal
dos dados diarios ao longo dos anos, veja a primeira imagem da Figura 8.7. Esse grafico enfatiza o
padrao sazonal mensal esperado ao longo do tempo. Primeiro, o grafico sazonal é semelhante a um
grafico de tempo, exceto que os dados sao plotados em relagao aos meses individuais em que os dados
foram observados. Um segundo grafico alternativo que enfatiza os padrdes sazonais é descrever a
média dos dados mensais ao longo dos anos, veja o segundo grafico da Figura 8.7. Esse grafico nos
revela uma certa homogeneidade na sazonalidade da série. O terceiro grafico da Figura 8.7 revela
mini graficos de tempo para cada més. Aqui, a média para cada estagdo é mostrada como uma
linha horizontal azul. Essa forma de plotagem permite que o padrao sazonal subjacente seja visto
claramente e também mostra as mudancas na sazonalidade ao longo do tempo. E especialmente ttil
na identificagdo de mudancas em determinadas estagoes. Outro ponto interessante com este grafico
é perceber uma leve tendéncia positiva da temperatura ao longo dos anos. Durante todos os meses,
o relacionamento é positivo, com o atraso 12 mostrando o efeito sazonal mais forte.
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Figura 8.7: Média mensal da série de temperatura média didria de Sao Francisco, ao longo dos anos (cima,),
grdfico dos meses em relagao aos anos individuais (meio) e dados de cada estagao coletados juntos em mini
grdficos de tempos separados (baizo).
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Outra maneira de analisar os dados das séries temporais é plotar cada observacao em relagao
a outra observacao que ocorreu algum tempo antes. Por exemplo, pode-se plotar y; e y;_1. Isso é
chamado de grafico de defasagem, porque se estd plotando as séries temporais contra defasagem
em si. As correlagoes associadas aos graficos de defasagem formam o que é chamado de “fungao de
autocorrelacao”. A autocorrelagdo é quase a mesma que a correlagdo. No entanto, a autocorrelagao
é a correlagao de uma série temporal com uma copia defasada de si mesma. A Figura 8.8 mostra
o grafico de y; contra y;_s para diferentes valores de s, em que o eixo horizontal mostra valores
defasados da série temporal. A relacdo é positivamente forte na defasagem 12, refletindo forte
sazonalidade nos dados.
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Figura 8.8: Grificos de dispersao defasados para a média mensal da temperatura média (°C) didria em Sao
Francisco de Janeiro de 1995 a Abril de 2020.

8.2.2 Modelagem

Diante a investigacao preliminar, pode-se observar que nossa série possui sazonalidade e possi-
velmente uma tendéncia positiva ao longo do tempo. A fim de entender melhor o processo que define
os dados em estudo, iremos aplicar os modelos estudados nos Capitulos 3 e 4. Os resultados podem
auxiliar na tomada de decisao de 6rgaos publicos e empresas privadas. Estes aos quais dependem e
envolvam a temperatura média diaria de Sao Francisco.

Sob o modelo (8.2), esperamos controlar a sazonalidade e depois detectar a tendéncia da tempe-
ratura média diaria ao longo de décadas. Para ter uma flexibilidade de curtose, ajustaremos o mo-
delo (8.2) aos dados na distribui¢ao de erros normal, bem como na distribuigao de erros t—Student
com v graus de liberdade (distribuigdo de caudas mais pesadas) e distribui¢ao de erro exponencial
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poténcia com o parametro de forma v (distribui¢do de caudas mais pesadas para 0 < v < 1 e
distribui¢ao de caudas mais curtas para —1 < v < 0).

Aplicamos o algoritmo backfitting descrito nas Segdes 3.3.4 e 4.3.4 para uma grade de valores
(A1, Ag) para escolher os valores adequados dos parametros de suavizagdo. Em seguida, obtemos as
medidas de AIC e VCG sob as distribuigbes com erros normais, t—Student e exponencial poténcia
com parametros de forma v. Esses pardmetros foram estimados separadamente em cada ajuste,
juntamente com os parametros de suavizagao. A Tabela 8.2 descreve os valores de AIC e VCG,
além dos graus de liberdade efetivos df(Ar) e df(Ag) do modelo (8.2), sob distribuigdo dos erros
normais, t—Student (com v = 5 graus de liberdade) e exponencial poténcia (com v = 0, 6) ajustadas
a temperatura média diaria de Sdo Francisco, com estruturas AR(1), AR(2) e AR(3). Os valores
selecionados para os parametros de suavizagao foram (Ar, Ag) = (500, 5).

Tabela 8.2: Qualidade de ajuste para o modelo (8.2) sob erros com distribuicao normal, t—Student e
Ezxponencial Poténcia ajustado & temperatura média didria de Sao Francisco.

AR Model AIC(A) VCG(A) df(A)  df(Ap)  df(\g)

N 32381,33  1,9379 33,2762 18,9216 11,3545
Ly 31749,37  1,1910 36,0735 21,2246 11,8489
EPg¢ 3177341 05901 42,6532 27,1344 12,5187
N 32180,79  1,8960 36,0015 20,3660 11,6355
2 4 31590,79  1,1735 38,5008 22,4844 12,0164
EPos 3161023 0,5844 44,6756 28,1178 12,5578
N 32155,33  1,8004 36,3490 19,8111 11,5379
3 4 31560,70 1,1692 38,8441 21,8986 11,9455

EPos 3158322 0,5825 456914 28,1353 12,5560

A Tabela 8.2 nos revela que o modelo com erros t—Student autorregressivos de ordem trés
apresenta o menor valor para o critério de Akaike(AIC), enquanto o modelo normal tem o menor
custo para estimar 4, o modelo t—Student é o intermediario e o modelo exponencial poténcia possui
o maior custo. Os modelos ajustados podem ser obtidos através do pacote aplms desenvolvido na
linguagem R e discutida no Capitulo 6 e é dado pelo seguinte comando

library (aplms)

ajuste <- aplms (temperatura~s (tempo,bs="cr",k=80)+
s(dia.do.ano,bs="cc",k=15),
data=SFranc,p=3, family=Stud (5), lam=c (500, 5))

As estimativas dos parametros dos modelos ajustados estdo descritas na Tabela 8.3. Note que
os interceptos dos modelos sdo proximos. Podemos notar que as estimativas do coeficiente de auto-
correlacao e seus erros padrao aproximados sao muito parecidos, mas as estimativas dos parametros
de dispersao nao sao comparaveis, pois estao em escalas diferentes.
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Tabela 8.3: Estimativas dos pardmetros (erros padrao aprorimados) do modelo (8.2) sob erros com dis-
tribui¢oes normais, t—Student e exponencial poténcia com estruturas AR(1), AR(2) e AR(3) ajustado a
temperatura média didria de Sao Francisco.

AR Model Bo p1 p2 ps ¢
N 14,0999(0,0485)  0,7029(0,0074) 1,9249(0,0283)
Ly 13,9079(0,0443)  0,7055(0,0066) — — 1,1823(0,0220)
EPpe  13,9149(0,0438)  0,7140(0,0063) — — 0,5897(0,0110)
N 14,1003(0,0417)  0,8051(0,0103)  -0,1468(0,0103) — 1,8825(0,0277)
2 13,9450(0,0393)  0,7949(0,0102)  -0,1241(0,0097) — 1,1645(0,0217)
EPos  13,9403(0,0389) 0,8022(0,0100) -0,1211(0,0094) — 0,5791(0,0108)
N 14,1002(0,0442)  0,8135(0,0104) -0,1912(0,0132) 0,0554(0,0104) 1,8774(0,0276)
3ty 13,9345(0,0415)  0,8023(0,0103) -0,1691(0,0125)  0,0556(0,0096) 1,1604(0,0216)
EPos  13,9243(0,0410) 0,8092(0,0095) -0,1652(0,0112) 0,0540(0,0096) 0,5773(0,0107)

De acordo com as analises, podemos perceber que o modelo com erro t—Student com v = 5 graus
de liberdade apresenta melhores resultados. Para acessar esses resultados use o comando summary
da seguinte maneira:

> summary (ajuste)

Family: Student (5)
Link function: identity

Formula:
temperatura~s (tempo, bs="cr", 80)+s (dia.do.ano,bs="cc", k=15)

Parametric coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])

(Intercept) 13.93453 0.041542 335.43567 < 2.2e-16 x*%*

Signif. codes: 0 ’"xx%x’ 0.001 "x%x’ 0.01 " 0.05 ".7 0.1 " 7 1
Approximate significance of smooth terms:

edf Chisqg p-value

s (tempo) 21.8986 252.6028 < 2.2e-16 *xx*%*

s(dia.do.ano) 11.9455 2957.924 < 2.2e-16 xxx*

Signif. codes: 0 ’"xx%x’ 0.001 "%+’ 0.01 " 0.05 ".7 0.1 " 7 1
Correlation structure:

Estimate Std. Error t wvalue Pr(>|t])

rhol 0.8023 0.0103 77.9831 < 2.2e-16 ##*%*

rho2 -0.1691 0.0125 -13.5707 < 2.2e-16 *x*+*

rho3 0.0556 0.0096 5.8062 6.6e-09 * % K

Signif. codes: 0 "xxx’ 0.001 "x%x’ 0.01 " 0.05 ".” 0.1 " 7 1
ATIC=31560.6996 BIC=31837.7587 GCV=1.1692

Dispersion est. = 1.1604 n=9262
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Na sequéncia, comparamos os modelos ajustados de acordo com a anéalises de residuos e estudos
de sensibilidade. A Figura 8.9 descreve os gréficos de indices, probabilidade normal, a funcao de au-
tocorrelagao, funcdo de autocorrelacao parcial e os pesos contra os residuos quantilicos condicionais
do modelo (8.2) sob erros com distribuigdo normal, t—Student com v = 5 e exponencial poténcia
com v = 0,6 ajustadas aos dados. Os graficos de indices nao apresentam tendéncia nem variabili-
dade ao longo do tempo, o que indica que a variacao do erro parece constante e que a tendéncia e
a sazonalidade foram controladas. A partir dos graficos de probabilidade normais, é possivel identi-
ficar que os modelos de erros de caudas mais pesadas sao mais adequados para ajustar os dados do
que o normal. As fungoes de autocorrelagao (FACs) e fungdes de autocorrelagao parcial (FACPs)
das trés séries dos residuos condicionais parecem confirmar a suposicao de independéncia. E, por
fim, nota-se que a distribuicao t—Student e exponencial poténcia adotam pesos diferentes para as
observagoes.

Com relacao aos estudos de sensibilidade, a Figura 8.10 descreve os graficos de indices de B;,
sob o esquema de perturbagao de ponderagao de casos, para avaliar a influéncia local da curvatura
normal conformal, e também pela partigao particular dado por f, c;AS e p do modelo (8.2), sob erros
com distribuigbes normais, t—Student e exponencial poténcia ajustadas & temperatura média diaria
de Sao Francisco, considerando o valor de corte de ¢ = 4, semelhante a Ibacache-Pulgar et al. (2013).
Os graficos indicam que as estimativas dos pardmetros sao menos sensiveis no modelo de erros com
distribuigao t—Student. O que corrobora com a escolha do modelo de acordo com o critério de
Akaike, e também pela analise preliminar dos residuos.

Finalmente, a Figura 8.11 descreve as bandas de confianga pontuais para a sazonalidade (ciclo
anual) e para a tendéncia da temperatura média diaria de Sao Francisco a partir do modelo escolhido,
t—Student com v = 5 graus de liberdade e estrutura de correlagdo dada por AR(3). O painel
esquerdo indica um crescimento lento da temperatura média diaria de janeiro a setembro onde
alcanca seu pico, e em seguida, uma diminui¢do mais rapida com menor variabilidade. O painel da
direita nos revela a tendéncia observada ao longo do tempo através do modelo selecionado. Note
que o intervalo de confianca ao longo dos anos é diferente de zero, o que nos leva a acreditar que
ha alteracao climatica. A tendéncia de longo prazo parece estar estacionaria até 2013, com um
aumento apds este ano até meados de 2019, onde houve uma queda, mas se sustentou em uma
média diaria na temperatura maior do que era esperado nos anos anteriores. Podemos observar que
a década atual de estudo apresenta uma temperatura média superior de 0,6218 °C com intervalo de
(0,6198;0,6239) em relagdo aos outros anos dentro do estudo. Note também que, a maior diferenca
média na temperatura didria na ultima década em relacdo ao periodo anterior em estudo foi de
2,8495 °C.
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Figura 8.9: Grdficos de indices dos residuos (primeiro), grificos de probabilidade normal (sequndo), funcao
de autocorrelagio - FACs (terceiro), funcao de autocorrelagao parcial - FACPs (quarto) e peso das observa-
¢oes contra os residuos quantilicos condicionais do modelo (8.2) sob distribui¢oes de erro normal (esquerda),
t—Student (centro) e exponencial poténcia (direita) ajustadas o temperatura média didria de Sao Francisco.
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Figura 8.10: Gridficos de indices de C; no esquema de perturbagdo ponderagio de casos para o modelo (8.2)

e também pela particao particular de f <z§ e p sob erros com distribuigoes normal (esquerda), t—Student
(centro) e exponencial poténcia (dzrezta) ajustadas a temperatura didria média de Sao Francisco.
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Figura 8.11: Bandas de confianga pontuais para os componentes de sazonalidade (esquerda) e de tendéncia
(direita) do modelo (8.2) sob erros com distribuicdo t—Student com v = 5 graus de liberdade ajustado a
temperatura média didria de Sao Francisco.

8.3 Particulas de poluicao no municipio de Sao Paulo

As particulas de poluicdo sdo um problema recorrente. Entende-se de poluente como alguma
substancia presente no ar, a qual pode tornar impréprio e prejudicial a saiidde humana, danos
materiais, a fauna e a flora. O nivel de polui¢ao atmosférica é medido pela quantidade de substancias
poluentes presentes no ar. Existe uma vasta quantidade de substancias que podem ser encontradas
na atmosfera. Sendo assim, é dificil identificar e classificar os poluentes. As interacOes entre as
diferentes fontes de poluigao e a atmosfera definem o nivel da qualidade do ar.

Segundo a Companhia Ambiental do Estado de Sao Paulo - Cetesb?, “a medicio sistemdtica
da qualidade do ar € restrita a wm numero de poluentes, definidos em razao de sua importincia e
dos recursos disponiveis para seu acompanhamento”. Um desses grupos de poluentes que indicam a
qualidade do ar sdo os materiais particulados (MP).

De acordo com a Agéncia de Protegdo Ambiental dos EUA (EPA), o material particulado é
uma mistura de particulas de diversos materiais, sendo todas cerca de cinco vezes mais finas que
um fio de cabelo ou mesmo menores que goticulas de substancias liquidas. O material particulado
pode ser gerado de processos como compostos quimicos organicos, dcidos, como sulfatos e nitratos,
metais, poeira, agricultura, incéndios, processos industriais, queima de combustiveis fosséis (residuo
de extrema toxicidade) a qual também ¢é responsavel pela liberacao de dioxido de carbono (CO2) -
gas de efeito estufa que contribui para o aquecimento global. O material particulado pode também
se formar na atmosfera a partir de gases como dioxido de enxofre (SO2), 6xidos de nitrogénio (NOx)
e compostos organicos volateis (COVs), transformando-se em particulas como resultado de reagoes
quimicas no ar.

Em complemento a EPA, o material particulado (MP) pode ser dividido em duas categorias. O
MPy 5 ¢ formado por particulas cujo tamanho chega até 2,5 micrémetros (um) e pode ser encontrado
em nevoeiros e na fumaga. J4 o MP1g, com particulas de tamanho entre 2,5 e 10 micrometros (pum),
pode ser encontrado em regides proximas a industrias. Essas particulas podem ficar retidas na
parte superior do sistema respiratério ou penetrar mais profundamente, alcancando os alvéolos
pulmonares.

O tamanho das particulas esté associado ao seu potencial para causar problemas & satide, quanto
menores maiores os efeitos provocados. Os efeitos negativos da poluicao atmosférica nos aparelhos
respiratorio e cardiovascular sao bastante conhecidos, por serem temas recorrentes de estudos, mas
os danos & satude provocados pela exposicao aos poluentes vao muito além, veja Pope 111 e Dockery
(2006) e Brunekreef e Holgate (2002). Estudos indicam diversas doengas motivadas pelo material
particulado, como doencas cardiovasculares, ataques cardiacos e arritmia cardiaca Brook et al.
(2010), infarto do miocardio Chen et al. (2020), relatos sobre o desenvolvimento de asma em criangas

3https://cetesb.sp.gov.br/ar/poluentes/
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Nastos et al. (2010), problemas respiratorios Kesavachandran et al. (2013). Outras complicagoes
podem estar relacionadas ao aumento na densidade das nuvens, o que dificulta a entrada da luz
solar na atmosfera, isso causaria impacto na diminuicdo da frequéncia das precipitacoes e chuva
acida, o que implica incerteza nas previsoes climéticas.

Apos listar esses problemas relacionados ao material particulado é de suma importancia entender
o fenébmeno e assim, auxiliar os 6rgaos fiscalizadores, o estado e as empresas a tomarem decisoes
assertivas ao real problema que acomete os seres humanos, a fauna e a flora. A legislagdo brasileira
de controle da poluicao do ar encontra-se defasada em relacao a de outros paises. Muitos paises ja
criaram leis que regulam os niveis de emissoes de material particulado e, para se adequarem aos
padroes exigidos, industrias se utilizam da tecnologia para diminuir suas emissoes. Em algumas
cidades ha o sistema de inspecdo veicular, que fiscaliza os niveis de emissées de monodxido de
carbono (CO), dioxido de carbono (CO2), hidrocarbonetos (HC) e material particulado dos carros
registrados na cidade.

8.3.1 Analise descritiva

Neste estudo, estudamos as concentragoes de MP3 5 e MP1g sob efeitos de outras variaveis CO,
NO, NO2, NOx e SO2, e variaveis meteorologicas (temperatura do ar, umidade relativa e velocidade
do vento). As concentragoes de cada poluente foram medidas em estagoes de monitoramento da
CETESB. Os dados estao disponiveis na plataforma e foram extraidos no periodo de janeiro de
2014 a dezembro de 2020 para a estagao Marginal Tieté na ponte dos Remédios, resultando em 2557
observagoes. O critério para a escolha foi a disponibilidade de dados para os poluentes escolhidos
e o perfil do trafego de veiculos na regiao da estagao. Os dados foram obtidos através do sistema
Qualar, a partir do pacote koffing, na linguagem R, para mais detalhes veja Amorim (2019).
Foram empregadas para predizer a concentracao interna anual e sazonal de MP3 5 e MP1o usando
os métodos estatisticos desenvolvidos nas se¢oes anteriores desta tese. Um dos principais objetivos
deste estudo foi determinar se as concentragoes de particulas diminufram nos tltimos 7 anos como
resultado das estratégias de controle de emissao de fontes implementadas em Sao Paulo.

Os dados estao dispostos por hora, ou seja, ao longo do dia ha 24 observacoes. Em nossa anélise
consideramos a média diaria para cada varidvel. Dessa forma, a Tabela 8.4 mostra as medidas
descritivas dos dados em si, consideramos o numero de dados faltantes, a média, o desvio padrao,
minimo e méximo, os quartis de 25%, 50% e 75%, intervalo interquartil (IIQ), além das medidas
de assimetria e curtose.

Tabela 8.4: FEstatisticas resumidas dos poluentes e meteoroldgicos do ar na estagcao Marginal Tieté na Ponte
dos Remédios, Sao Paulo, de janeiro de 2014 a dezembro de 2020.

Variével Faltantes  Média + DP Min P25 P50 P75 Max 11Q Assimetria  Curtose

MPs 5 Lsae 20421171 167 1183 1758 2502 8167 14,08 1,32 4,96
log(MP3 5) ' 2,86+ 0,56 051 247 287 325 440 0,78 -0,07 2,77
MP1o Li1g, 3358 L1881 454 2004 2054 4212 130,54 22,08 1,34 5,25
log(MP1) ' 337+ 055 151 300 339 374 487 0,74 -0,12 2,80
co 0,59% 0,75+ 0,36 0,14 047 069 094 271 047 1,20 5,26
NO 2,46% 62,18 £ 56,93 0,26 18,00 4543 90,37 34943 72,37 1,49 5,58
NO2 246% 57,31 +£2442 891 3807 54,77 73,18 153,52 35,11 0,55 2,98
NOx 2,46% 80,78 £ 57,37 6,04 3552 66,76 112,24 357,00 76,72 1,26 4,80
SO2 1,60% 259+ 147 000 1,52 226 335 957 183 1,18 4,66
TEMP 0,55% 21,45+ 3,40 10,34 19,10 21,61 23,94 30,48 4,84 0,25 2,74
UR 0,55% 69,34 + 10,00 32,06 63,90 69,88 76,15 93,50 12,25 -0,46 3,33
VvV 0,55% 2,12+ 048 090 1,79 2,10 242 429 0,63 0,37 3,34

Nota-se que a média da variavel MPg 5 & 20,42pg/m? com um desvio padrao de 11,71ug/m?3,
no periodo de janeiro de 2014 a dezembro de 2020 o minimo dessa varidvel foi atingido com a
concentracdo de 1,67ug/m? e maximo de 81,67ug/m3. Pode-se avaliar uma assimetria positiva de
1,32 e curtose de 4,96. Em relacio & variavel MP1q tem-se uma média de 33,581g/m? com um desvio
padrdo de 18,81ug/m?, no periodo de janeiro de 2014 a dezembro de 2020 o minimo dessa variavel
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foi atingido com a concentracdo de 4,54ug/m?® e maximo de 130,54ug/m3. Pode-se avaliar uma
assimetria positiva de 1,34 e curtose de 5,25. Para fins de estudo decidimos aplicar a transformagao
logaritmica nessas varidveis com o intuito de conseguir simetria nos dados e, portanto, aplicar os
métodos desenvolvidos. Ao realizar a transformagao logaritmica temos que a assimetria diminui
consideravelmente, veja que para a variavel MPy 5 ¢ -0,05; ja para a varidavel MPqg ¢ -0,12. E, em
relacao a curtose temos uma diminuicao de 4,96 para 2,77 para a variavel MP3 5 e de 5,25 para 2,80
para a variavel MPqg.

A Figura 8.12 representa o histograma das variaveis MP9 5 € MP1(, bem como, a transformacao
logaritmica das respectivas variaveis. Repare pelas Figuras 8.12(b) e 8.12(d) que a distribui¢ao dos
dados apoés a transformacao apresentam uma leve assimetria negativa. Esses dados serao analisados
em conjunto com as demais variaveis com o prop6sito de entender quais delas influenciam de forma
paramétrica e nao paramétrica os materiais particulados, os quais trazem grandes prejuizos a satde
das pessoas, as atividades agropecuérias, principalmente as incertezas nas previsoes climéticas, e
também problemas relacionados a fauna e a flora.

0,04 06
20,03 3
8 _8 0,4
2 0,02 2
(] [0)
a Qoo
0,01
0,001 ‘ ; ‘ i 0,0 !
0 20 40 60 80 1 2 3 4
MP; 5 log(MP,s5)
(a) MP25 (b) log(MP2,5)
0,8
0,6
o 0.02 o
ko] ©
S [0}
o S04
wn
S &
D 0,01
; a
Q 0,2
0,00{ ‘ ‘ 0.0 ! ! ! ‘
0 50 100 2 3 4 5
MP10 |09(MP10)
(C) MPl() (d) log(MPm)

Figura 8.12: Histograma das varidveis MPs 5 (cima) e MPg (baizo) e respectiva transformagao log(direita).

A Figura 8.13 mostra o fator médio de impacto das variaveis de material particulado em relagao
aos anos, ao més do ano e também ao dia da semana. Conforme mostrado nas Figuras 8.13(a) e
8.13(d), os niveis de MPy5 e MPyy diminuiram durante o periodo do estudo. As Figuras 8.13(b)
e 8.13(e) sugerem tendéncias sazonais em relagdo as concentra¢oes mensais. Os fatores médio de
impacto da concentracao do material particulado sdo mais prevalentes nos meses de junho a setem-
bro, meses relacionados ao inverno na cidade de Sao Paulo. As Figuras 8.13(c) e 8.13(f) sugerem
uma sazonalidade nos dias da semana, observe que segunda a sexta ha uma maior concentragao de
ambos materias particulados. Isso pode estar diretamente relacionado & maior incidéncia de veiculos
perto da estacao, uma vez que esta estd situada em uma regido de trafego intenso.

Além disso, uma simples comparagao das médias ou medianas anuais pode nao ser suficiente
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para examinar as tendéncias de concentragao e, portanto, uma anéalise estatistica mais sofisticada foi
empregada. Usando modelagem de regressao, a varidvel ano expressa a tendéncia de concentracgao
enquanto controlamos outros parametros. As concentragoes dependem nao apenas das fontes de
emissao, mas também das condigoes meteorologicas que podem variar de ano para ano. Assim, é
necessaria a inclusao de parametros meteorolégicos no modelo para distinguir tendéncias devido a
mudancas nas emissoes de fonte daquelas relacionadas ao clima. Isso é especialmente importante
para o estudo de tendéncias em um periodo relativamente curto, em que alguns anos atipicos podem
dificultar a comparacao das concentracoes médias anuais.
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Figura 8.13: Fator médio de impacto das varidveis MPs5(cima) e MPig(baizo) por ano(esquerda),
més(meio) e dia da semana(direita).
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A Figura 8.14 mostra a matriz de correlagdo das variaveis coletadas na estacao da Marginal
Tieté na Ponte dos Remédios. As variaveis materiais particulados MPy5 e MP1g apresentam uma
correlagao positiva forte de 0,95. J4 em relagao as outras varidveis, hd uma correlagdo positiva forte
com as variaveis CO, NO, NO2, NOx e SO2, uma baixa correlacdo com a variavel temperatura, e
por fim, apresentam uma correlagdo negativa com as variaveis metereologicas umidade relativa e
velocidade do vento.

R S I R <P R S

MP2.5 0,2 -0,51
0,8
0,24 -0,46
0,6
028 042 -054 | |,

0,15 -0,41 -0,45 0,2

0,33 -0,54 -0,49 0

0,2 -0,45 -0,48 | (0.2

so2 0,4 .-0,37 04

TEMP |-0,45 -0,07

UR 0,1

Figura 8.14: Matriz de correlagao das varidveis de polui¢ao e metereoldgicas na estacao da Marginal Tieté
na Ponte dos Remédios.

8.3.2 Modelagem

As anélises descritivas sao fundamentais para nos alertar sobre possiveis relagoes entre as varia-
veis, uma possivel tendéncia negativa da varidvel em estudo, a sazonalidade decorrente dos dias da
semana que refletem ao maior niimero de veiculos nas rodovias e a plena producao industrial nos
dias comerciais, e por fim, a sazonalidade mensal que pode estar relacionada com as estagoes do ano.
Como ja percebemos os meses de inverno apresentam maior concentragao de materiais particulados.
Uma outra questao que possa ser interessante para os pesquisadores é a influéncia das horas nas
variaveis. Mas este trabalho nao ira lidar com esses dados. Horarios de pico podem refletir uma
maior concentragdo de materiais particulados, ja que haverd mais automéveis em transito, assim
como o horério comercial o qual envolve a producao industrial. Essas hip6teses podem ser imple-
mentadas no modelo em estudo, e assim, verificar a possivel influéncia das horas na concentracao
de poluicao do ar, o que pode auxiliar pessoas a evitarem circular em certos locais e horérios para
prevenir problemas de satide, como jé discutido anteriormente.

Os materiais particulados MP3 5 ¢ MP1g sao assimétricos, dessa forma, realizamos a transforma-
cao log para torna-los simétricos, a fim de implementar e estudar os modelos propostos. Desenvol-
vemos diversas analises para encontrar as variaveis discutidas na Tabela 8.4, que melhor explicam
os materiais particulados. Para tanto, os modelos escolhidos sdo dados por

log(MPy5) = CO + NO + SO2 + TEMP + UR + VV

+ s(tempo) + s(dia.do.ano) + s(dia.da.semana) + ¢€;
log(MP1o) = CO + NO2 4 SO2 + TEMP + UR + VV

+ s(tempo) + s(dia.do.ano) + s(dia.da.semana) + €;

(8.3)

(8.4)
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em que € = pi€i—1 + ...+ pp€i—p + €; & autocorrelecionado de ordem p e e; possui distribuicao
simétrica com média 0 e parametro de dispersao ¢, a qual, pode ser expressa da seguinte ma-
neira e; s (0,¢). Nessa aplicagao, consideramos os erros com distribuigdo normal, t—Student e
exponencial poténcia.

A Tabela 8.5 nos mostra os resultados das variaveis MPy 5 e MP1, transformadas, seguindo os
modelos dados por (8.3) e (8.4). Note que para a variavel log(MPs3 5) pelo critério AIC, temos que o
melhor modelo é dado pelo esquema de autocorrelacao de ordem 3 e com a distribuicao t—Student
com v =5 graus de liberdade. Ja para a variavel log(MP1g), pelo critério AIC, temos que o melhor
modelo segue distribuigao t—Student com v = 5 graus de liberdade e o esquema de autocorrelagao
de ordem um.

Tabela 8.5: Qualidade de ajuste para os modelos (8.3) e (8.4) sob erros com distribuicao normal, t—Student
e Exponencial Poténcia ajustados aos dados de materiais particulados na estagao marginal Tieté, Ponte dos
Remédios.

Variavel  AR(p) Modelo AIC(A)  VCG(A)  df(A)  df(A)  df(hg)  df(Xs)
Normal 58,1805  0,0598 22,7752 3,9080 7,8682 1,9980

1 t—Student,_s -189,7868  0,0412 23,2211 3,9357 8,2867 1,9987

EP(, 0.6 -150,3678  0,0220 24,0428 3,9738 9,0696 1,9994

log(MPy o) Normal 55,1131 0,0597 23,6569 3,008 7,7579 1,9982
s\M25 2 t—Student,—5, -201,9630 0,0360 24,2236 3,9358 8,2888 1,9989
EP(,—0.) 154,0940  0,0219 25,1159 3,9770 19,1393 1,9996

Normal 41,1630  0,0593 24,4582 13,8857 7,5741 1,9984

3 t—Student(_s5, | -214,0122 0,0358 25,0857 3,9278 81589 1,9990

EP(,—0) -164,8815  0,0218 25,8816 3,9675 8,9146 1,9996

Normal -283,3535  0,0523 27,9979 7,3152 9,6845 1,9982

1 t—Student(,_s | -443,2088 0,0324 28,5762 7,7756 9,8017 1,9989

EP(,—0) -438,0337  0,0162 29,3373 8,4056 9,9321 1,9996

log(MP1o) Normal 281,5642  0,0523 29,0178 7,3307 9,6889 1,9982
s\ 10 2 ¢—Student,_s5, -441,5150 0,0324 29,5556 7,7587 9,7980 1,9989
EP(, 0. -436,2317  0,0162 30,4014 8,4639 9,9379 1,9996

Normal 281,5280  0,0523 29,9447 7,2735 9,6729 1,9983

3 t—Studemt,_; -4354319 0,0298 30,5963 7,7916 9,8057 1,990

EP(,—0.) 435,1216  0,0162 31,3502 8,4227 90,9278 1,9996

O pacote aplms desenvolvido em linguagem R e discutido no Capitulo 6 é usado para obter as
informagoes definidas no Capitulo 4 e 5 a fim de estudar melhor a influéncia das variaveis indepen-
dentes nas variaveis dependentes associadas & poluicao, material particulado, que sao definidas por
MP3 5 ¢ MPqg. Dessa maneira, os modelos (8.3) e (8.4) podem ser ajustados no R, basta carregar o
pacote aplms e dispor os comandos da seguinte maneira:

> library (aplms)

> ajustel <- aplms (MP2.51~CO+NO+SO2+TEMP+s (tempo,bs="cr",k=5)+
s(dia.do.ano,bs="cc",k=12)+s (dia.da.semana,bs="cc",bk=4),
family=Stud(5),p=3, lam=c(100,500,5))

> ajuste2 <- aplms (MP101~CO+NO2+S0O2+TEMP+s (tempo,bs="cr",k=10)+
s(dia.do.ano,bs="cc",k=12)+s (dia.da.semana,bs="cc",k=4),
family=Stud(5),p=1, lam=c(700,50,5))

> summary (ajustel)

Family: Student (5)
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Link function: identity

Formula:

8.3

MP2.51~CO+NO+SO24+TEMP+s (tempo, bs="cr", k=5) +s (dia.do.ano,bs="cc",k=12)+

s (dia.da.semana,bs="cc", k=4)

Parametric coefficients:

Estimate Std. Error t wvalue

(Intercept) 1.732069 0.120091
CO 0.676363 0.038185
NO -0.001279 0.000217
S02 0.092382 0.005387
UR -0.003676 0.000807
TEMP 0.048981 0.003261
vV -0.145356 0.012612
Signif. codes: 0 ’"x%xx" 0.001

Approximate significance of smooth

edf Chisqg p-value

s (tempo) 3.9278 35.4
s (dia.do.ano) 8.1589 308.
s(dia.da.semana) 1.9990 33.8
Signif. codes: 0 ’"xxx’ 0.001

Correlation structure:

Estimate Std. Error t wvalue

rhol 0.3651 0.0195 18.
rho2 0.0283 0.0200 1.
rho3 0.0684 0.0184 3.
Signif. codes: 0 ’"x%xx’" 0.001
AIC = -214.0122 BIC = -67
Dispersion est. = 0.0352 n=

> summary (ajuste?2)

Family: Student (5)

Link function: identity

Formula:

MP101~CO+NO2+S02+TEMP+s (tempo, bs="cr",k=10) +s (dia.do.

s (dia.da.semana,bs="cc", k=4)

Parametric coefficients:

Estimate Std. Error t wvalue
(Intercept) 2.336285 0.112970
CcoO 0.333092 0.027579
NO2 0.004401 0.000455
S02 0.073570 0.005313

Pr(>|t])
14.423008 < 2.2e-16 **xx%
17.712942 < 2.2e-16 **xx*
-5.909113 3.899e-09 *xx*+*
17.149490 < 2.2e-16 #*%*
-4 .557596 5.418e-06 *x*=*
15.019805 < 2.2e-16 *%xx*
-11.524968 < 2.2e-16 *xx*=*
"x+«” 0.01 "%’ 0.05 . 0.1 7 " 1
terms:
6413 3.405e-07 *x*%*
8652 < 2.2e-16 **x+%*
4365 4.469e-08 **x*
"x%" 0.01 "+’ 0.05"." 0.2 7 " 1
Pr(>[t])
73908 < 2.2e-16 **x=*
41607 0.1569
72254 0.0002 * % %
"x%7 0.01 "+’ 0.05 7. 0.1 7 " 1
.3465 GCV = 0.0358
2557

Pr(>[t])
20.680496 < 2.2e-16
12.077871 < 2.2e-16
9.676395 < 2.2e-16
13.845889 < 2.2e-16

ano,bs="cc",k=12) +

* Kk %
* Kk x
* Kk %

* Kk *
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UR -0.005840 0.000758 =7.705904 1.848e-14 xx*x
TEMP 0.044286 0.003063 14.456604 < 2.2e-16 *x*x%
A% -0.088762 0.012046 -7.368848 2.314e-13 xxx

Signif. codes: 0 ’"xx%x’ 0.001 "x%x’ 0.01 " 0.05 ".7 0.1 " 7 1

Approximate significance of smooth terms:

edf Chisqg p-value

s (tempo) 7.7756 73.4719 7.625e-13 x*x%*
s (dia.do.ano) 9.8017 315.3062 < 2.2e-16 **x*
s(dia.da.semana) 1.9989 18.8783 7.942e—-05 **x%

Signif. codes: 0 ’"*xx%x’ 0.001 "x%x’ 0.01 " 0.05 ".7 0.1 " 7 1

Correlation structure:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
rhol 0.3652 0.0165 22.177 < 2.2e-16 x#*x%

Signif. codes: 0O ’"xxx’ 0.001 "%’ 0.01 "x" 0.05 ".” 0.1 7 " 1

AIC = —-443.2088 BIC = -276.1357 GCV = 0.0324
Dispersion est. = 0.0317 n = 2557

O ajuste do modelo (8.3) apresenta resultados satisfatorios em rela¢ao as variaveis paramétri-
cas, entdo podemos notar que monoéxido de carbono (CO), dioxido de enxofre(SO2) e temperatura
(TEMP) possuem influéncia positiva quanto a variavel log(MPg5). Enquanto que 6xido de nitro-
géneo (NO), umidade relativa (UR) e velocidade do vento (VV) salienta influéncia negativa em
relagdo ao material particulado com didmetro de 2,5um. Além disso, note que a parte aditiva do
modelo é significativa, logo, temos que o material particulado foi influenciado ao longo dos anos,
veja Figura 8.15(a) em que houve uma diminui¢do na concentragdo de MPg 5 no periodo de 2014
a 2018. Logo em seguida, em 2019, h4 um leve aumento, mas tende a diminuir em 2020, o que
pode estar relacionado as restrigoes impostas durante a pandemia. Quanto aos meses do ano, veja
a Figura 8.15(c) em que o periodo de junho a setembro apresenta os maiores picos de concentragao
de material particulado com didmetro 2,5um, o que pode ser influéncia do inverno. E os dias da
semana, veja na Figura 8.15(e) que terca, quarta e quinta sao os dias com maior concentragao, isso
pode estar diretamente relacionado com a maior movimentagao de carros na regiao, dias comerciais.
Outro ponto a ser observado é que o coeficiente de autocorrelagdo ps nao é significativo, mas, ps é
significativo, sendo assim, escolhemos o modelo com erros de ordem 3.

Da mesma forma, analisamos o modelo (8.4) e os resultados sao aceitéveis em relagao as varia-
vels paramétricas ajustadas. As variaveis monoxido de carbono (CO), diéxido de nitrogéneo (NO2),
dioxido de enxofre (SO2) e temperatura (TEMP) apresentam influéncia positiva quanto a variavel
log(MP1g). Ja as variaveis umidade relativa (UR) e velocidade do vento (VV) possuem influéncia
negativa. Ademais, a parte aditiva do modelo é expressamente significativo, sendo assim, podemos
concluir que o material particulado com didmetro de 10um sofreu alteragdo ao longo dos anos, para
mais detalhes veja a Figura 8.15(b), note que ha uma estabilizagao nos anos de 2014 a 2017. Logo
em seguida, ha uma diminuicao na concentragdao do material particulado até 2018, mas logo, ha
uma tendéncia positiva, no periodo de 2018 a 2020. Mas, neste tltimo ano, houve um decréscimo,
como discutido anteriormente, ha indicios de que a pandemia decretada no inicio de 2020 possa
ter influenciado na diminuicdo da concentragao de MP1y. Em relacdo aos dias do ano, note na
Figura 8.15(d) que julho a setembro, meses de inverno no hemisfério sul, possuem uma maior con-
centracao do material. E, por fim, os dias de terca, quarta e quinta apresentam maior concentragao
de particulas com diametro de 10pm como pode ser visto na Figura 8.15(f). Além do mais, pelo
critério AIC, escolhemos o modelo com erros autorregressivos de ordem um, e pode-se observar
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pelos resultados da saida do R que o coeficiente p; = 0, 3652 é significativo.
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Figura 8.15: Impacto médio do ano, meses do ano e dias da semana em relagao aos materiais particulados
MP; 5 (esquerda) e MPyg(direita) sob erros com distribui¢do t—Student com v =5 graus de liberdade.

Para que tais conclusdes sejam discutidas, é necessario avaliar se o modelo est4 bem ajustado.
Portanto, cabe ao pesquisador fazer analise dos residuos dos modelos ajustados. Note que para
as analises aqui propostas, usamos os residuos quantilicos condicionais, conforme discutimos na
Secao 5.1. A Figura 8.16 apresenta o indice do residuo ao longo do tempo em que percebe-se que
nao existe um padrao, e, portanto ha homocedasticidade dos residuos, para a variavel log(MP3 5) ha
alguns pontos que podem ser considerados como outliers. O grafico quantil nos indica que existem
alguns pontos fora da normalidade. Os graficos da Fungao de Autocorrelacao (FAC) e a Fungao de
Autocorrelagao Parcial nos mostram que os residuos quantilicos ndo sdo autocorrelacionados e, por
fim, o grafico dos pesos dados por v; contra os residuos, nos mostram que as observagoes apresentam
diferentes pesos no processo de estimacao do modelo, o que difere da distribui¢do normal a qual
possui peso um para todas as observagoes.

E, por fim, podemos analisar a curvatura conformal das observagoes para diferentes esquemas
de perturbagao. A Figura 8.17 representa os esquemas de perturbagido ponderagdo de casos, para o
parametro de dispersao, variavel resposta, variavel explicativa (nesse caso selecionamos a variavel
dioxido de carbono - CO), e por fim, o coeficiente de autocorrelagdo dado por p; para os modelos



8.3 PARTICULAS DE POLUICAO NO MUNICIPIO DE SAO PAULO 105

(8.3) e (8.4) definidos anteriormente para os materiais particulados log(MP3 5) e log(MP1y), respec-
tivamente. A variavel log(MP3 5) apresenta poucos pontos que possivelmente sao influentes e podem
alterar as estimativas do estudo. O método de perturbacao pelo coeficiente de autocorrelacao apre-
senta o maior grau de influéncia. A variavel log(MP1g) apresenta poucos pontos influentes e com
pouca intensidade para os quatro primeiros esquemas de perturbacao. E, novamente, a perturbacao
pelo coeficiente de autocorrelagao apresenta 3 pontos com alto indice influéncia local.
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de autocorrelagao (p1) (quinto) dos modelos (8.3) e (8.4) com distribuiciao dos erros t—Student com v =5
graus de liberdade para log(MPs 5) (esquerda) e log(MP1g) (direita).
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8.4 Mortalidade cardiovascular

Segundo a OMS — "As doengas cardiovasculares (DCVs) sao a causa nimero um de morte no
mundo, ceifando cerca de 17,9 milhdes de vidas a cada ano. As DCVs sao um grupo de doengas
do coragdo e dos vasos sanguineos e incluem doencga coronariana, doenga cerebrovascular, doenca
cardiaca reumdtica e outras condi¢oes. Quatro em cada &5 mortes por DCV sao devido a ataques
cardiacos e derrames, e um ter¢o dessas mortes ocorrem prematuramente em pessoas com menos de
70 anos de idade. "*(traducio livre)

Dessa forma, é importante estudar as possiveis variaveis que podem afetar o avanco ou declinio do
nivel de mortalidade cardiovascular ao longo dos anos. Nos paises desenvolvidos, observa-se redugao
da for¢a da mortalidade por doengas cardiovasculares desde a metade do século XX, (Levi et al.,
2002). Mensah et al. (2017) descrevem possiveis causas e implicagdes do declinio da mortalidade
por doencgas cardiovasculares ao longo do século XX.

A possibilidade de relagoes entre os niveis de polui¢do do ar de curto ou longo prazo e morta-
lidade por doencas cardiovasculares é motivo de preocupacao para a populagao e érgaos publicos
responsaveis por estabelecer padroes de satde devido a poluigao do ar. As agéncias ambientais defi-
nem os padrdes para proteger a populagao em geral, incluindo subgrupos sensiveis, contra os efeitos
adversos a saide. Ha algumas preocupacgoes em relagao aos possiveis efeitos da poluicao do ar e a
mortalidade ao longo do tempo. Entéao, é importante identificar os fatores associados da mortalidade
quanto a poluicdo na presenca de fatores ambientais. E, identificar padroes que permita prever os
niveis de mortalidade em fung¢do da poluigao e dos efeitos do clima.

8.4.1 Analise descritiva

Nesse sentido, iremos analisar os possiveis efeitos da temperatura e poluicdo na mortalidade
semanal no condado de Los Angeles no periodo de 10 anos, de 1970 a 1979. Os dados podem
ser carregados diretamente no R através do pacote astsa os quais sao extraidos de um estudo de
Shumway et al. (1988), e também discutido por Shumway e Stoffer (2016). Dessa forma, a Tabela 8.6
mostra as medidas descritivas dos dados em si, consideramos a média, o desvio padrao, minimo e
maximo, os quartis de 25%, 50% e 75%, intervalo interquartil (I1Q), além das medidas de assimetria
e curtose.

Tabela 8.6: FEstatisticas resumidas da mortalidade cardiovascular média semanal, temperatura e particulas
de polui¢cdo no condado de Los Angeles no periodo de 1970 a 1979.

Variavel Média + DP Min P25 P50 P75 Max IIQ  Assimetria Curtose
Mortalidade 88,70 + 10,00 68,11 81,90 87,33 94,36 132,04 12,46 0,81 4,00
Temperatura 74,26 + 9,01 50,91 67,23 74,06 81,49 99,88 14,25 0,09 2,55
Particulas 4741 £ 15,14 20,25 35,85 4425 5754 97,94 21,69 0,57 2,54

Nota-se que a média da varidvel mortalidade cardiovascular é 88,70 com um desvio padrao
de 10, no periodo de 1970 a 1979 o minimo dessa varidvel foi atingido com 68,11 e méximo de
132,04. Pode-se avaliar uma assimetria positiva de 0,81 e curtose de 4,00. Em relacao a variavel
temperatura tem-se uma média de 74,26°F com um desvio padrao de 9,01 °F, no periodo de 1970 a
1979 o minimo dessa variavel foi atingido com 550,91°F e maximo de 99,88°F. Pode-se avaliar uma
assimetria positiva de 0,09 e curtose de 2,55. E, por fim, temos a varidvel particulas de polui¢cdo com
média de concentragao, 47,41, e desvio padrao de 15,14, registrou o minimo no periodo de 20,25, e
maximo de concentracao com 97,94.

A Figura 8.18 representa as trés séries ao longo dos anos dos possiveis efeitos da temperatura
e polui¢do na mortalidade cardiovascular média semanal. Note-se a forte componente sazonal em
todas as séries, correspondendo as variacoes inverno-verao e a tendéncia de reducao da mortalidade

cardiovascular no periodo de 10 anos, como ja discutido anteriormente.

“https://www.who.int /health-topics/cardiovascular-diseases/#tab—tab 1
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Figura 8.18: Mortalidade cardiovascular média semanal (parte superior), temperatura (parte central) e po-
lui¢ao por particulas de polui¢ao (parte inferior) no Condado de Los Angeles. Ezistem 508 médias suavizadas
de seis dias obtidas pela filtragem de valores didrios ao longo do periodo de 10 anos 1970-1979.
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O grafico de dispersao na Figura 8.19 indica uma possivel relacao linear entre a mortalidade e
as particulas de poluicao e uma possivel relagdo quadrética com a temperatura. Observe a forma
curvilinea da curva de mortalidade por temperatura, indicando que temperaturas mais altas, bem
como temperaturas mais baixas, estao associadas a aumentos na mortalidade cardiovascular. Tem-
se que o coeficiente de correlacdo entre a variavel mortalidade, temperatura e particulas é -0,4386
e 0,4439, respectivamente, enquanto que temperatura e particulas de poluigao é -0,0172.
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Figura 8.19: Diagrama de dispersao mostrando a relacao entre mortalidade cardiovascular média semanal
e as varidveis temperatura (primeiro) e particulas de polui¢ao (sequndo) no Condado de Los Angeles.

8.4.2 Modelagem

Baseado nos diagramas de dispersao, consideramos alguns modelos em que M; denota a morta-
lidade cardiovascular, T; denota a temperatura e P; denota os niveis de particulas, representados
da seguinte maneira:

M; = Bo + B1Ti + B2Pi + fr(tempo,) + fs(semana.do.ano;) + €;,

M; = Bo + B1T; + B2P; + Bstempo; + fs(semana.do.ano;) + €;,

M; = Bo + B1Ti 4 BoT? + B3P; + fr(tempo;) + fs(semana.do.ano;) + €,
M; = Bo + B1Ti + B2T? + BsP; + Batempo; + fs(semana.do.ana;) + €;,
M; = Bo + f(T;) + 51Pi + fr(tempo;) + fs(semana.do.ano;) + €;,

M; = Bo + f(T;) + p1P; + Batempo, + fg(semana.do.ano;) + €;,

(8.5)

em que [y é o intercepto do modelo, 1, B2 e B3 s@o os parametros a serem estimados, enquanto que
f(+) representa uma fungao nao paramétrica para T;, fr(-) e fs(-) sdo fungdes suaves aproximadas
por spline de regressao cubica e de regressao cubica ciclica, respectivamente, que representam a
tendéncia e sazonalidade na série em estudo. O termo tempo; é o vetor de tempos do i—ésimo
ano ao longo das semanas, semana.do.ano; indica a semana do ano respectivo ao i-ésimo ano, e
epstlon; sao erros simétricos autorregressivos de ordem p, conforme discutido no Capitulo 4, para
i = 1,...,508. A varidvel semana.do.ano varia de 1 a 52. Para o nosso modelo, consideramos
5, 8 e 9 nos fixos para a temperatura, o tempo e a semana do ano, respectivamente, aos quais
foram obtidos a partir dos quantis da varidvel tempo. A homogeneidade da sazonalidade também
é assumida ao longo dos anos. Os valores selecionados para os parametros de suavizagdo foram
(A A1 Ag) = (105 50; 10).
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Apos diversas analises chegamos na conclusao que o melhor modelo é dado por
M; = Bo + B1T; + B2T? + BsP; + Batempo,; + fs(semana.do.ana;) + €;, (8.6)

em que varias distribuigoes foram ajustadas com erros autorregressivos de ordem um e dois. Os
resultados desses modelos podem ser vistos na Tabela 8.7. Note que o modelo com o melhor ajuste
foi realizado com a distribuigao dos erros t—Student e autorregressivo de ordem dois.

Tabela 8.7: Qualidade de ajuste para o modelo (8.6) sob erros com distribui¢ao normal, t—Student, ezx-

ponencial poténcia e Logistica-1I ajustados a mortalidade cardiovascular média semanal no condado de Los
Angeles, entre 1970 e 1979.

AR Model AIC(A)  VCG(A) df(A)  df(\g)

N 3125,7155 27,5306 6,9731 1,9731
T 3122,0541 24,0499 7,1217 2,1217
EPo, 31223114 19,1752 7,3712 23712
Lo 3123,9089  8,6638 7,2906 2,2906
N 3063,9311 24,3774 6,6315 1,6315
2t 3060,8482 21,3520 6,7758 11,7758
EPo, 3061,9853 17,0290 7,0195 2,0195
L, 3064,1966  7,7275 6,9253 11,9253

A Tabela 8.8 representa a estimativa dos parametros e o erro padrao aproximado (em parénteses)
do modelo (8.6) sob erros com distribui¢bes normal, t—Student, exponencial poténcia e Logistica -
IT com estrutura AR(2) ajustado & mortalidade cardiovascular média semanal no condado de Los
Angeles, entre 1970 e 1979. Note que as estimativas sdo bem proximas para todos os parametros,
exceto para o parametro de dispersao.

Tabela 8.8: Estimativas dos pardmetros (erros padrao aproxzimados) do modelo (8.6) sob erros com distri-
buigoes normal, t—Student, exponencial poténcia e Logistica-II com estrutura AR(2) ajustado a mortalidade
cardiovascular média semanal no condado de Los Angeles, entre 1970 e 1979.

Variavel N t16 EPoyg LQ

Bo 3042,3397 (436,9003) 3019,3835 (418,5490) 3094,4664 (426,3001) 3021,2603 (409,8690)
tempo 14551 (0,2213) -1,4445  (0,2120) -1,4826  (0,2159) -1,4458  (0,2076)
part 0,1471  (0,0248) 0,1464  (0,0245) 0,1459  (0,0244) 0,1477  (0,0242)
temp -2,3686  (0,3053) -2,3207  (0,3029) -2,3230  (0,3009) -2,3099  (0,2987)
temp? 0,0159  (0,0020) 0,0156  (0,0020) 0,0157  (0,0020) 0,0155  (0,0020)
p1 0,2921  (0,0412) 0,2868  (0,0419) 0,2984 (0,0412) 0,2892  (0,0418)
p2 0,3705  (0,0413) 0,3640  (0,0409) 0,3610  (0,0406) 0,3592  (0,0406)
¢ 23,7560  (1,4906) 20,7943 (1,4218) 16,5682 (1,1388) 75204  (0,5581)

O pacote aplms desenvolvido em linguagem R e discutido no Capitulo 6 é usado para obter as
informacoes definidas nos Capitulos 3, 4 e 5 a fim de estudar melhor a variavel dependente ao longo
do tempo. Dessa maneira, o modelo (8.6) pode ser ajustado no R, basta carregar o pacote aplms
e dispor os comandos da seguinte maneira:

\4

library (aplms)

library (astsa)

> ajuste <- aplms (cmort~tempr+I (tempr”2)+part+tempo+
s (semana.do.ano, bs="cc",k=9),p=2,
family=Stud (16), lam=c(10))

\%

> summary (ajuste)
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Family: Student (16)
Link function: identity

Formula:
cmort~tempr+I (tempr”*2) +tpart+tempo+s (semana.do.ano, bs="cc",k=9)

Parametric coefficients:
Estimate Std. Error t wvalue Pr(>|t])

(Intercept) 3019.3835 418.5490 7.2139 2.057e-12 xxx
tempr -2.3207 0.3029 -7.6623 9.732e-14 xx=*
I(tempr”2) 0.0156 0.0020 7.8117 3.414e-14 xxx
part 0.1464 0.0245 5.9645 4.68e-09 %=
tempo -1.4445 0.2120 -6.8139 2.774e-11 *x*x

Signif. codes: 0 ’"xx%x’ 0.001 "x%x’ 0.01 " 0.05 ".” 0.1 " 7 1

Approximate significance of smooth terms:
edf Chisqg p-value
s (semana.do.ano) 1.7758 228.8835 < 2.2e-16 x*x%*

Signif. codes: 0 ’"*xx%x’ 0.001 "x%x’ 0.01 " 0.05 ".” 0.1 " 7 1

Correlation structure:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t])

rhol 0.2868 0.0419 6.84810 2.231le-11 #*xx
rho2 0.3640 0.0409 8.91074 < 2.2e-16 #*#*=*
Signif. codes: 0 “#%x" 0.001 “x»x" 0.01 “«° 0.05 .7 0.1 ~ ~ 1

AIC = 3060.8482 BIC = 3089.5130 GCV = 21.3520
Dispersion est. = 20.7943 n= 508

Apos estimar o modelo e definir que o erro com distribuicdo simétrica t—Student apresenta
melhores resultados, vamos & andlise de residuo e sensibilidade do modelo. A Figura 8.20 descreve
o histograma, os graficos de indices, probabilidade normal, a funcéo de autocorrelagao, funcao de
autocorrelacao parcial dos residuos quantilicos condicionais e os pesos contra os residuos quantilicos
condicionais do modelo (8.6) sob erros com distribuigao t—Student com v = 16 graus de liberdade
ajustados aos dados. Os graficos de indices nao apresentam tendéncia nem variabilidade ao longo
do tempo, o que indica que a variacao do erro parece constante e que a tendéncia e a sazonalidade
foram controladas. A partir do grafico de probabilidade normal, é possivel identificar que o modelo
de erro de cauda mais pesada é adequado para ajustar os dados. As funcgoes de autocorrelacao
(FACs) e fungoes de autocorrelagao parcial (FACPs) dos residuos condicionais parecem confirmar a
suposicao de independéncia. E, por fim, nota-se que a distribuigdo t—Student adota pesos diferentes
para as observagoes.
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Figura 8.20: Histograma (primeiro-esquerdo), grdficos de indices dos residuos (primeiro-direito), fun¢do de
autocorrelagdo (sequndo-esquerdo), fungao de autocorrelagio parcial (segundo-direito), probabilidade normal
(terceiro-esquerdo), e peso das observagoes contra os residuos quantilicos condicionais do modelo ajustado
(8.6) para a mortalidade cardiovascular média semanal sob erros com distribuicao t—Student com v = 16

graus de liberdade.
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E, por dltimo, podemos analisar a curvatura conformal das observagoes para diferentes esque-
mas de perturbacao. A Figura 8.21 representa os esquemas de perturbacao ponderacao de casos,
do parametro de dispersdo, da variavel resposta, das variaveis explicativas (tempo, temperatura e
particulas) e os coeficientes de autocorrelagao dados por p; e ps para o modelo (8.6) definido anteri-
ormente para a mortalidade cardiovascular média semanal. A varidvel em estudo apresenta poucos
pontos que possivelmente sao influentes e podem alterar as estimativas do estudo. Os métodos de
perturbacao dados pelo tempo e pelo coeficiente de autocorrelagao po apresentam o maior grau de
influéncia.

A Figura 8.22 mostra a sazonalidade da série histérica em estudo, mortalidade cardiovascular
média semanal. Note que o periodo das primeiras semanas (1-7) e ultimas semanas do ano (45-52)
apresentam maiores indices de mortalidade cardiovascular no condado de Los Angeles.
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Figura 8.21: Grdficos de indices C; nos esquemas de perturba¢ao, pondera¢ao de casos (primeiro-
esquerdo), parémetro de dispersio (segundo-esquerdo), varidvel resposta (terceiro-esquerdo), varidvel ex-
plicativa tempo (quarto-esquerdo), varidvel explicativa temperatura (primeiro-direito), varidvel explicativa
particulas (segundo-direito), coeficiente de autocorrelagao (p1) (terceiro-direito) e (p2) (quarto-direito) do
modelo (8.6) para a mortalidade cardiovascular sob erros com distribui¢io t—Student com v = 16 graus de

liberdade.
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Figura 8.22: Bandas de confianga pontuais para a sazonalidade do modelo (8.6) sob erros com distribui¢do
t—Student com v = 16 graus de liberdade ajustado & mortalidade cardiovascular média semanal.



Capitulo 9

Conclusoes

9.1 Consideracoes finais

Nesta tese apresentamos inicialmente uma revisao dos modelos paramétricos e semiparamétricos,
em consonéncia aos erros simétricos sem correlagao e autocorrelacionados de ordem um. Em seguida,
propomos os modelos lineares parciais aditivos com erros simétricos condicionais autorregressivos
de ordem p, em que o componente nao paramétrico pode ser expresso em uma combinacgao linear.
Para tanto, usamos os splines ctbicos penalizados de regressao, muitas vezes, é apropriado que
uma fungao suave do modelo seja “ciclica”, portanto construimos a versao ciclica do spline cibico
penalizado de regressao. Essas fungoes de suavizacao exigem uma forma diferente de penalizagao
no logaritmo da funcao de verossimilhanca, a qual foi considerada. Apresentamos a fungéo escore
penalizada, a matriz Hessiana penalizada e a matriz de informagao de Fisher penalizada do modelo.
A combinacdo dos processos iterativos backfitting e escore de Fisher foram implementados para
estimarem os pardmetros do modelo. Alguns resultados assintéticos estao disponiveis para derivar
um estimador consistente da matriz de covaridncia-varidncia para os estimadores paramétricos e
nao paramétricos.

Procedimentos usuais de diagnoéstico tais como residuos quantilicos sao descritos, e a influéncia
local das curvaturas conformais sdo derivados para cinco esquemas de perturbacgdo, caso ponde-
rado, dispersao, varidvel resposta, variavel explicativa e coeficiente de autocorrelacao. Estudos de
simulagao foram desenvolvidos para avaliar as distribui¢oes empiricas dos estimadores paramétrico
e ndo paramétrico e quatro conjuntos de dados foram analizados pelos procedimentos desenvolvidos
neste trabalho. Finalmente, um pacote denominado como aplms foi produzido na linguagem R para
ajustar os modelos lineares parciais aditivos com erros simétricos condicionais autorregressivos de
ordem p.

9.2 Sugestoes para pesquisas futuras

Existem diversas possibilidades de extensao para este trabalho. Seguem algumas delas:

e Nesse trabalho consideramos o modelo com erros autorregressivos de ordem p, podemos
estender e desenvolver o modelo com erros autorregressivos e de médias moveis, ou seja,

ARMA(p, q).

e Assumir que os erros sao heterocedasticos, ou seja, considere o pardmetro de dispersao ¢;
variando ao longo do tempo, dessa forma, podemos desenvolver os modelos ARCH(p).

e Explorar mais propriedades dos modelos lineares parciais aditivos com erros simétricos.
e Desenvolver testes para verificar se a sazonalidade é constante ao longo da série histérica.

e Verificar se os esquemas de perturbagao sao apropriados.
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Apéndice A

Funcao escore, matriz Hessiana e
informacao de Fisher: caso AR(1)

A.1 Funcao escore penalizada

Seja L, (6, ) o logaritmo da fun¢do de verossimilhanca penalizada do vetor paramétrico 8 =
(Y7,7$:¢,p) " denotado por,

n = A As
Lo(8,X) = =3 log(¢) + Y log{g(8:)} — TviMryr — Tv5Msys,
i=1

e 2
em que 0; = M, e =y —n7(t) Tvr —ng(s;) "yg eeg=0,parai=1,...,n.

A funcao escore penalizada para ¢ e p sdo, respectivamente, dadas por

oL, (6, A 1 -
Ug’ = 710( ’ ) = {n + E 2Wg((52)(52}
i=1

o6 20
€
OL, (0, A 2 «
U]/; — pép) — _a ;Wg(&)(el — pei,l)(q,l).

Além disso, as derivadas de L,(0, A) com respeito a Y1, € Vs, produz em

OL,(6,X)

Vr;
Uy’ =
g o,

2 |
= 3 E Wy (0i)(ei — pei—1)(Nij — pn-1yj,) — Ar[Mryrlj, 7= (1,...,7r7)
i=1

OL,(6, \)

U
b s,

2 n
= 73 > W6 (ei — pei1)(nirg — pngi—1y,) — AsMsvsli, 1=(1,...,75),
=1

em que [M7vyp]; e [Mgyg); denota a j-ésima e [-ésima posicao dos vetores Mrpyp e Mgyg, res-
pectivamente.
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Na notacgao matricial obtém-se

upr = PPN AN DA MMy,
U - (%g(v":‘) - ;(ANS)TDUAG — AsMss,
Uy = aL”(gZ’) 21¢1T(D1 ~1,) e

e = %gi’):—Qs(Be)TDUAe,

em que as quantidades Np,Ng, €, D,,D,,, A e B foram definidas na Secao 3.

A.2 Matriz Hessiana penalizada

Por simplicidade de notagao, considera-se n;;, = nr;(t;) e ny, = ng,(t;), (i =1,...,n,j =
1,...,rp e L =1,...,719).
Conside os parametros (’YTjKYTj,) para qual obtém-se as derivadas

VTV, %L »(0, 1
Lt = avaT, Ead ZW’ (R T ()

+2¢~ ! Z Wy( nng Pn(z‘—l)jT)(nij’T - pn(i—l)j’T) — A1 [MT]jj’ )

(j?j :]-5”'7 T)'
Em notacg@o matricial, obtém-se

O’L,(0,A) 1
= o] = > {(AND) (D, + 1D (AN} ArMy.

Analogamente para o vetor paramétrico yg tem-se

I YryT
Lp

. L, (0,2 1
Losvs = = P22 — ~ J(ANg) ' (=D, + 4D,)(ANg) b — A¢Ms.
P 37537; ¢ {( S) ( + d)( S)} Sivlg

A segunda derivada de Ly(0, X) com respeito a ¢ e p produz

60 PLy0,X)  n 2 Ly 2
- L{3ervsoa)
(]
. 8L 2 ¢
Lgp = ZW’ Z,1+$ZW9(51‘)61271
=1

— ;{(Be) (=D, +4Dy) (Bé)},

em que D, = diag{cy,...,c,} com ¢; = Wg’(&;) e Dy =diag{dy,...,d,} com d; = 5iWé(5i).
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As derivadas de Lj,(68, A) com respeito a (77;,7s,) produz em

YT YS aQL (0 )\) 1
= e ’ L ( i— X
P 87T'8’YSZ ¢ Z Nijp Pn( 1)]T)(TL lg — pn( ig )

x {4W; ()6 +2W 00}, G=1,...,rr) e (I=1,...,r9).
Em notacgao matricial, obtém-se

O*Ly(0,2) 1

[oTvs —
8"7’T8"/5 ¢

{(AN7)T(4D, - D,)(AN) }

Para as derivadas de L,(0, A) com respeito a (yr;,¢) and (y1;, p), obtém-se

e OPLy(O.A)
L

= ¢ [Z(nijT — Pi—1)j,) 12Wo(8i) + 2W(8:)8i } (ei — pei ]
=1

Ime w
8 ~ Oy0p
1 n
3 [Z €im1 {AW(6:)6; + 2Wy(6:) } (nij,. — Pn(i—l)jT)]
i1

1 n
+3 {2 > ngi1);, We(6i) (e — Péi—l)} ;
=1

que na forma matricial podem ser expressas como

i) = L {(AN7)T (2D, - D,)(Ac)}

¢
¢ 1
By = {(ANT)T(DU — 4Dy)(Be) + (BNT)TDUAG} .
Similarmente, as derivadas de L,(6, X) com respeito a (vg, ¢) e (g, p) produz em
3 1
fyse = 5 {(ANS)T(QDd - DU)(Ae)}
e

i3 = 5 {(AN5)T(D, —4D,)(Be) + (BNs) TDy(Ac) |
Finalmente, para a derivada L,(@, ) com respeito a (¢, p) obtém-se

. 92L,(0, A 1 |w— /"
Lf” - a};fap):gb2 Lz:q 1 {2W,(6:)6; + 20, (5)}(6i—P€i1)]

- ¢2{(Be) (D, - 2Dg)(Ae)}
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A.3 DMatriz informacao de Fisher penalizada

Aqui, deriva-se a matriz de informacgao de Fisher penalizada. Similarmente a Relvas e Paula
(2016), usa-se as condigoes de regularidade aplicadas para cada fungao log-verossimilhanga regular
L(6), nomeadamente E{JL(0)/00} = 0 e E{9?L(0)/0000"} = -E{[0L(6)/00] [0L(0)/00T]}, e
os resultados fy = E{W2(z*)2'} e dy = E{W}(z*)2*} com z ~ S(0,1), E(¢;) = 0 e Var(e;) =
dE(1 — p?) /(1 — p?), parai=1,...,n.

Para os parametros v, segue-se que

1
Iy = —E{¢(ANT)T (=D, +4Dy) (AN7) — ATMT}.
Pode-se mostrar que E(—D, +4D;) = —4d, e consequentemente a matriz de informacao de
Fisher penalizada para 7 fica dada por

4d
)T = ?Q(ANT)T(ANT) + ArMr.

Similarmente, obtém-se

4d
I)s7s = f(ANS)T(ANS) + AsMs.

Pelas condigoes de regularidade E(Ug) = 0 obtém-se E{W,(8;)é;} = —3,Vi. Entéo,

{2 - oo

1 1 .
= ¢2<fg4>7 \V/l,

em que Ly, (6, X) denota o i—ésimo elemento da fungao de log-verossimilhanca penalizada. Portanto,
obtém-se I9? = 78 (4f, — 1).
Para o parametro p tem-se que

{ <W>2 } = { (;Wg(&)(ﬁi - ,061'1)(61'1))2} = ZW;(éi)5i€?_1, Vi

Assim,

5 (iwgwi)(sieg_l) - [E {;Wg(&)&e?_l)

e por usar os momentos de €;, obtém-se
4 n 4 n—1 n—1 (1 . in)
_ 2 N 2y _
b= 5 ;:2 Blei-1) = 5do ;:1 B(ef) = 4dg¢ ;:1: =)

_ A4dy¢ PP =)
= 1_9p2 {(n_l)_l—p2 .

Consequentemente, a matriz informacao de Fisher penalizada para (‘yr}—, ,ng')‘l' fica dado por

TYS — 1 — 4d
Zys = -5 { L (AND) (1D, - D,)(ANs) } = 0 {(AND) (AN .
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e pode-se ver que yr e 7g nao sao ortogonais.
A partir das propriedades da distribuigao simétrica tem-se que

E {(Wg(dz) = Wg’(éz)éz) (Ei — pﬁi_l) ’ y,-_l} =0.

Entao, pode-se obter as seguintes matrizes informagao de Fisher penalizada:

)T = -E (;2 {(ANT)T(—DU + 2Dd)(A€)}:| =0,
05 = -F ;2 {(ANS)T(—DU + 2Dd)(Ae)}] -0 e
% — —E (;2 {(Be)T(DU . 2Dd)(Ae)}] —0.

A partir E(U}") = 0 segue-se que
1 T
B {5 (AND) DoAep =0,

entdao E(D,Ae€) = 0, deste modo obtém-se

T = —;E {(Be)T(Dv — 4D,)(AN7) + (BNT)TDUAe}
— —2p{B0" (D, - 4D.)(AND)}.

e desde que E{(BG)T} = 0 tem-se que

" = B [E {; ((BG)T(D’U - 4Dd)ANT)} | yil]

= E {;(Be)Téldg(ANT)} =0.

Similarmente, pode-se mostrar que Z7 = 0.
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Apéndice B

Funcao escore, Matriz Hessiana e
informacao de Fisher: caso AR(p)

Neste Apéndice derivamos alguns resultados para os modelos lineares parciais aditivos com erros
simétricos condicioanis autorregressivos de ordem p discutidos na Segao 4, a fungao escore, a matriz
Hessiana e a matriz informacao de Fisher penalizadas .

B.1 Funcao escore penalizada

Na estatistica, a fun¢ao escore, sob condigoes de regularidade adequadas, é o gradiente (o vetor
de derivadas parciais) do logaritmo da func¢ao de verossimilhanga em rela¢ao ao vetor de parame-
tros. Avaliada em um ponto especifico do vetor de pardmetro, a funcio escore indica a inclinagao
do logarimto da fungao de verossimilhanca e, portanto, a sensibilidade de pequenas alteragoes nos
valores dos parametros. Se o logaritmo da fungdo de verossimilhanca for continua no espago pa-
ramétrico, o escore desaparecerda no maximo ou no méximo local; esse fato é usado na estimativa
de méxima verossimilhanca para encontrar os valores dos pardmetros que maximizam a funcao de
verossimilhanca.

O logaritmo da funcao de verossimilhanga penalizada dos modelos lineares parciais aditivos com
erros simétricos condicionais autorregressivos de ordem p com r( variaveis paramétricas e k variaveis
nao paramétricas discutido na Segao 4 é denotado por

n
n )\1 >\k:
Lp(60,X) = —Zlog(6) + > log[g(8:)] = S Muyy — .. = Ty My,
i=1
em que,
(€ — pr€i1 — .. — Pp€ip)?
b= T G Yo T e
Considere ¢y = 0, podemos derivar o logaritmo da fun¢éo de verossimilhanga penalizada com
respeito aos paramétros @ = (Yo, Y1, -+ Vs @, Pl - - - ,pp)—r para obter a funcao escore penalizada

da seguinte maneira:
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Y0, 0L, (0, )
U, = 2277
' I,
2 ¢~ ¢ (%)
= —g 9(5‘) (Gi — pP1€i—1 — ... — Ppei—p)(noz‘j - 91770(1'_1)‘7_ — .= Pon(z‘—p)].)
— i
2 n
— By Z Wy (0i)(€i — prei—1 — - .. — pp€i—p)(N0i; — PIMo(i-1), — -+~ Pp770(i—p)j),
i=1
Ny O0L,(6,X)
vl = A
' o,
2 ¢~ 9 ()
= _5 9(8;) (€ — prei1 — ... — PpEi—p)(Tllz'j —PUMGi-1); T T ppnl(ifp)].) — [/\an,l]j
i=1 i
2 n
T Z Wq(0i)(ei — preimy — - = ppeizp) (Mi; = P1G-1); = -~ = Potii-p);) — MY
i=1
Vl:l,,]{ e ]—1,2, T
U — O0L,(6,X)
p 96
N % ? 9(5) (Ei_pleiil_”'_ppeiip) __% n+Z2Wg(5z)5l 5
i=1 ¢ P
Upj — 8Lp(0, A)
p a9,
2 ¢~ 9 (%)
= G2 ey G e e p)ln)
i=1 g
2 — |
= =% Z Wy(0:)(€; — preim1 — ... — pp€i—p)(€i—j), Vi=1,...,p,
i=1

em que [)\anl]j representa a j—ésima posi¢ao do vetor [\;M;vy,|. Sabe-se que g(d) identifica a
distribuicao simétrica a qual esta sob estudo e Wy (d) = gg,((gf)), para mais detalhes veja o Capitulo 2
e a Tabela 2.3. Para cada pardmetro a funcado escore pode ser escrita em forma matricial a qual

facilita nos calculos computacionais. Sendo assim, obtemos:

1
uje = g(ANO)TDUAe,
1
U}t = S(AN)TD Ae—AMpy, V=1,
6 L,
Up - ﬁ[Dmln_ln]’
. 1
Uy = —g(BjevaAe, Vi=1,...p.

B.2 Matriz Hessiana penalizada

A matriz Hessiana é uma matriz quadrada de derivadas parciais de segunda ordem de uma
fungdo com valor escalar ou campo escalar. Descreve a curvatura local de uma fungdo de muitas
variaveis. Suponha que h é uma fungéo com valor real de n variaveis d1, do, . . ., ,. A matriz Hessiana
de h é uma func¢ao da matriz(n x n) com valor no dominio de um subconjunto de dominio de h,
definido da seguinte forma: a matriz Hessiana em qualquer ponto do dominio é a matriz Jacobiana
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do vetor gradiente de h no ponto.

Se todas as derivadas parciais de segunda ordem (puras e mistas) de h sdo fungdes continuas
em torno de um ponto especifico do dominio, a matriz Hessiana existe e é dada pela expressao da
matriz em termos das parciais de segunda ordem. Em particular, se todas as parciais de segunda
ordem de h existem e sao continuas em todos os lugares, a matriz Hessiana de h existe em toda
parte e é dada pela expressao da matriz em toda parte. O papel principal da continuidade é nos
ajudar que, de fato, a matriz Hessiana existe.

No primeiro momento vamos calcular a diagonal principal da matriz Hessiana, ou seja, a segunda
derivada pura do logaritmo da fun¢ao de verossimilhanca para cada parametro. Dessa forma, temos

70570 _ 9*L,y(0, )
P 970,070,
= ¢ ZW' 8i(10i; — Pr7o(i—1), = -+ = Pplo(i—p),) (M0i, = P170(i—1), — -+ = Ppllo(i-p),)
</5 Z Wy( )(Moi; — P1Mo(i—-1); = -+ ppno(ifp)].)(WOij/ — PINO(i—1) ;0 T T Ppno(i—p)j/),
1.771.7 = 17 27 DR | 07
PR PR
O, 0,
= Z W (0:)di(mi; — prmii—v), = PpMiGi—p),) (i = PLNG=1), — -+ — PoTi(i—p),,)
¢ Z W 7711J PIM(i-1); — -+~ Ppm(z'—p)j)(mij/ T PUMNG-1) T T ppnl(i—p)j/)
—/\l[Ml]jj,, Vi=1,....k e j,i=1,2,...,1,

so L0\  n L Q-
L,” = sz 252 (z)QZW +@ZWQ(&)5§

r PiPj 82
pren = T ¢ZW’ —eij)(—€i_j) ¢ZW (—€imj)(—€i—j),

A forma matricial das expressoes anteriores se resumem a

£707 — = [(ANo)T (4D~ DL)(AN)].

Ly = ;[(ANI)T(zLDd—Dv)(ANZ)}—AlMl, Vi=1,...k
i = ;2[ +0'Ds—6'D,1, |,

ipen = g[(BJ-E)T(AJ)UZ—Dv)(Bje)}, vV ji=1,....p,

em que D, = diag{ci,...,c,} com ¢; = Wg/(éz-) e Dy = diag{dy,...,d,} com d; = 5iWé(5i).
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A derivada de Ly(6, A) com respeito a (7, ,'yl/j,) para todo l #1':0,1,2,...k, é dada por

]'il’ylj'yl/j' o a2Lp(9, A)
P nyl .a"}/l/
= = Z Mi; = PLM(i-1), - Ppnl(z‘—p)j)(m'ij, TP (i=1) T T ppnl’(i—p)j/)

><{4W/ )0 +2We(05)}, L#U:0,...k, j=1,...,m e j'=1,...,1,

o qual, em notagao matricial, torna-se

. 02L,(0,) 1
L) =22 2 AN T (4D, — D) (AN} .
, soinT ~ g |(AN)T(4D:~ D.)(ANY)

As derivadas de Ly(6,A) com respeito a (v,,9) e (71;,0j) sdo dadas por

i'l;’lj‘b _ 82Lp(0, A)

3% 99
= ¢2 Z P1€i—1 — - - Ppﬁz‘—p)("?lij —PIMNG-1); T T Ppm(i—p)j)
X {W/ )0+ We(6)}, 1=0,....k, e j=1,...,m,
., 0L,(6, )
Ly "o, 0py
V1, 0P5
= Z W(0:)di(mi; — prmii—v), = PpMi-p), ) (€ij7)
<f> Z W Ulzj PIM(i-1); — -+~ ppnl(ifp)j)(ei—j’)
+$ Z Wy (6:)(ei — pr€imi — ... — Ppei—p)(nl(i—j’)j)’
i=1

1=0,....k, j=1,...,r, §'=1,...,p.
Na forma matricial temos que,

) 02L,(0,A) 1
iy — WZQKANZ)T@DFDJ(A@L

¢
e OPLy(0,0) 1
i _ IGA) 5 [(

) AN))T(D, — 4Dy)(B;€) + (Bj,NZ)TDU(Ae)} .
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E, por fim, temos a derivada de L, (6, X) com respeito a (p;,¢) e (p;,p;). Portanto,

- pidh L, (
L = W ¢2Z — prei-1 = - — pp€ip)(€i—j) {Wy(8i) + Wy(d:)d:
= & [(B ) <Dv—znd><Ae>}, j=l.p
iy 8L, ( /
R Z i) (eiy) {Wy(80) +20;(60)0:)
J=F)

= ; |(Bye)T (4D, - Du><Bje>} L iEi=1....p

B.3 Matriz informacao de Fisher penalizada

Na Estatistica, a informacao de Fisher (as vezes chamada de informagao, Lehmann e Casella
(2006, p.115)) é uma maneira de medir a quantidade de informacdo que uma variavel aleatoria
observéavel Y carrega sobre um parametro desconhecido 6 sobre o qual a probabilidade de Y depende,
ou seja, de uma distribuicao que modela Y. Formalmente, é a variacao do escore ou o valor esperado
das informacoes observadas. O papel da informacao de Fisher na teoria assintotica da estimativa de
méxima verossimilhanga foi enfatizado pelo Estatistico Ronald Fisher (seguindo alguns resultados
iniciais de Francis Ysidro Edgeworth).

A matriz de informagoes de Fisher é usada para calcular as matrizes de varidncia-covaridncia
associadas as estimativas de méxima verossimilhanca. Também pode ser usada na formulacao de
estatisticas de teste, como o teste de Wald.

Seja h(y;; 0) a funcao de densidade de probabilidade (ou fun¢ao de massa de probabilidade) para
Y condicional ao valor de 8. Descreve a probabilidade de observarmos um dado resultado de Y, dado
um valor conhecido de 8. Se h tiver um pico acentuado em relagao as mudangas em 8, é facil indicar
o valor “correto” de @ a partir dos dados, ou equivalentemente, que os dados Y fornecam muitas
informacoes sobre o parametro 8. Se a probabilidade h for plana e espalhada, seriam necessérias
muitas amostras de Y para estimar o “verdadeiro” valor real de @ que seria obtido usando toda a
populagao amostrada. Isso sugere estudar algum tipo de variagao em relacao a 6.

Formalmente, a derivada parcial em relagdo a 8 do logaritmo natural da fungao de verossimi-
lhanga é chamada de escore. Sob certas condigbes de regularidade, se 8 é o pardmetro verdadeiro
(ou seja, Y é realmente distribuido como h(Y’;0)), o valor esperado (o primeiro momento) da fun-
cao escore ¢ 0, ou seja, E(Ug) = 0. A variancia da funcdo escore é definida como a informagao de

Fisher, e é dada por
P 2
Z)=E [(wlog (Y 9)) ] .

Note que 0 < Z(0). Uma variavel aleatoria que carrega muitas informagoes de Fisher implica
que o valor absoluto da funcdo escore geralmente é importante. A informagcao de Fisher ndo é uma
funcao de uma observacao especifica, pois a variavel aleatoria Y é calculada em média.

Se log [h(y; )] for duas vezes diferenciavel em relagao a 6, e sob certas condigoes de regularidade,
a informacao de Fisher também poderé ser escritas como Lehmann e Casella (2006, Lemma 5.3,
p.116)

1(6)=-E Kae?;eT tog Y e))}

Assim, a informagao de Fisher pode ser vista como a curvatura da curva de suporte (o grafico da
probabilidade logaritmica). Perto da estimativa de maxima verossimilhanca, as informagoes baixas
de Fisher indicam, portanto, que o maximo parece “contundente”, ou seja, o maximo é raso e ha
muitos valores proximos com uma log-verossimilhanca semelhante. Por outro lado, informagoes
altas de Fisher indicam que o maximo é nitido. Duas condigoes de regularidade serdao usadas para
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encontrar a matriz informacao de Fisher dos pardmetros 8 e sao dadas por

(i) E[Ug] =0,
2L, (6, A OL,(0,2)\>
0006 00
No primeiro momento iremos calcular as medidas puras da informagao, ou seja, a diagonal
principal da matriz de informacao. Considere algumas medidas ja discutidas anteriormente como
dg = E[W2(Z2*)2%) e fq = E[W2(Z%)Z*] com Z~ 5(0,1). Sob certas condigdes de regularidade,
se 0 & o verdadeiro parametro, isto ¢, Y é na realidade distribuido como h(Y’; @), pode ser mostrado
que o valor esperado (o primeiro momento) da fungao escore de ¢ é zero, ou seja, E[Uy(0)] = 0.

Portanto, conclui-se que E[W,(8;)d;] = —%, para qualquer i.
A informacao para o parametro ¢ é dado por

] -

11 NS N 25152
<2¢ ; qz)Wng)(sl) ] _ [ 1+ EO(0:8) + B (W3(5:)5?)

$2
1
= ? (fg - 1/4) .
Logo, podemos concluir que a informagao para ¢ é
op _ " _
)= 4752(4 fo—1).

O préximo passo é encontrar a matriz de informacgao dos parametros relacionados as rg covarié-
veis v, e os parametros v, da [—ésima varidvel nao paramétrica, em que [ = 1,..., k. As derivacoes
sao similares para os vetores de parametros, portanto, estabelecemos o passo a passo apenas para
o vetor 7. Dessa forma, temos que,

2
oL, (0, 2 2
E (159’(Yo)> = E <¢Wg(5z‘)(€z‘ — Pr€i-1 = .- = Pp€i—p)(T0i; = P170(i-1), = -+ — ppno(ip)j)) ]
J
4 2 2
= E gWg (5i)5z‘(770ij — P1Mo(i—1); — - T ppn[)(ifp)j)
4
= $dg(770z‘j — PMo(i—1); T - T PpUO(i—p)j)Q-

Na forma matricial, temos que a informacao para =, e 7; sao dadas por, respectivamente,

4d
)" = —I(ANy) (AN),
¢
4d
)7 = f(ANl)T(ANl) —AM, Vi=1,... k.
Neste momento, vamos encontrar a informagao para os parametros p1, ..., pp. De acordo com a

segunda condigao de regularidade, temos que
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OL, (0, \)\ >
E < Pi ( ? ) ) — E
Ip;

4
= E {E [¢W5(5i)5i€?_j | Vi1, .. ayip:| }

4 .
= E [qﬁdge%_j] Vi=1,...,p

_ 20
Para os erros autoregressivos de primeira ordem, ou seja AR(1), temos que E(e?) = ¢¢ ( £ 12)),
1

(1-p

caso €g = 0, a informagao se resume a

n n—1 n—1 i
A 4 1— p2z
e = dafom - i - S

=2 =1 =1 a

2y 2-1)
(n—1)- (pl(ll_plp% )>]

Ja para o caso em que nao definimos €p, temos que E(ez) gzﬁf logo

4d,¢
1—p?

4 n 4 n—1 n—1 1
2 2
151,01 = gdg ZE(Q’A) = gdg ZE(fz) = 4dgfz ﬁ
i=2 i=1 i=1 A1

4dg€(n —1)

1—pp

Para o modelo com erros autoregressivos de ordem p, ou seja, AR(p), sob os momentos de €;_;,
podemos escrever

n

IPJPJ — 4d9 Z

i=7+1

Ady L,y Adg(n—j)
] ¢ ;:1: [61] ¢ §Z5

em que E(e?) é discutida no Capitulo 4 com maiores detalhes.

O préximo passo é encontrar as esperangas mistas ou cruzadas entre os parametros 8 do modelo
postulado. Nesse momento aplicaremos a s '}gunda condlc;ao de regularidade com as informagoes ja
discutidas anteriomente. Sabemos que Iﬁyo 4d (ANg) " (ANy), também, temos que,

)7 =-E {; |(ANo)T(4D, - D,)(ANy)| } -

Dessa maneira, é facil ver que E[4Dy — D,| = —4d,. Assim, calculamos a informagao de Fisher
mista de v, e 7,;, dada por

)Y = g {; [(ANO)T(4Dd = Dv)(ANl)} } - ;4% [(ANO)T(ANZ)} . Vi=1,...,k

Podemos concluir que 7, e 7, nao sao ortogonais. Por semelhanca aos modelos simétricos tra-
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dicionais, ja discutido anteriormente, derivamos a seguinte expressao:

E{[Wy(6:) + W, (6:)05] (€ — préic1 — - .- — pp€ip) | Yio1,-- -, Yip} = 0.

Com esse resultado, podemos encontrar as seguintes esperangas mistas

7~ {2 [angTe@D, - Doag] b -0
N = —E{;Q :(ANZ)T(2Dd - Dv)(Ae)}} —0, Vi=1,... k
I = -E {;2 :(Bje)T(DU - 2Dd)(Ae)}} —0, Yji=1,...p.

Como E [U’Yo} = 0, segue que,

E [;(ANO)TDUAe] =0« E[D,A¢].

Logo, podemos concluir que,

7% = —;E { [(ANO)T(DU - 4DU)(Bje)} + (BjNo)TDU(Ae)}
= B[Ny (D, ~4D,) (B,
~ e {E[(AN) (D~ 4D,)(Bje) [yir.-.. i)}
_ ;E (ANo)"4d, (Bye)|

ja que E[(Bj€)] = 0. Logo, por analogia, temos que l'zj% =0,Vi=1,...,keVj=1,...,p
Por fim, temos a informagao de p; e p;» para j # j' : 1,...,p que é dada por

2
b2l B S G08 )6 + W) e )]
1
= E[¢ (AW (6:)0; + 2Wg(6:)) (ei- j)(q])}
- 1E {E [(4W/(5i)5i + QWg(‘Si)) (ei—j)(€i—jr) | i1, - 7yi—p]}
= Zl;lgE(EZ‘_]'GZ‘_]‘/).

Considere j' < j, portanto, podemos escrever a informacao de p; e p; da seguinte maneira,

n+j’ n—j+j’

4d _4d _Ady(n—j+'
pjp] - g Z (€i—j€ijr) g Z (€i€ivj—jr) g(gb)ﬁbj—j’v
i=j+1

em que E(eeT) ¢ discutida no capitulo 4. A expressao para Y, torna-se progressivamente mais
complicada. Uma expressao geral para V é dada por Wise (1955).



Apéndice C
Analise de sensibilidade

Nesta Segao apresentaremos os calculos da matriz A, conforme definida no Capitulo 5 as quais
sao utilizadas para detectar eventuais variacoes nas estimativas dos parametros sob pequenas per-
turbacoes no modelo ou nos dados. Através desses esquemas é possivel averiguar a sensibilidade
de algumas suposi¢oes do modelo, e assimilar melhor o processo de modelagem. A matriz A é
derivada para cinco diferentes tipos de perturbagao as quais serao apresentadas em subsegoes. O
primeiro, supomos uma ponderagao de casos na verossimilhanga do modelo. O segundo, ha uma
suposta pertubacao no pardmetro de dispersao. O terceiro, consideramos que a variavel resposta
seja acrescida de uma constante. O quarto, supomos que uma das variaveis explicativas (continua)
seja aumentado por ma constante. E, o quinto, supomos que o coeficiente de autocorrelacao seja
acrescido de uma constante. Cada um desses esquemas é conhecido,respectivamente, como, per-
turbacao ponderagao de casos, perturbacao ponderada no parametro de dispersao, perturbacgao na
variavel resposta, perturbagao na variavel explicativa e perturbagao no coeficiente de autocorrelagao.
Considere a verossimilhanga do modelo sem perturbacao dada por

. A
A\) = Z L, (6,)) Z L;(0) — —71 My, — 2k 'y;—Mk'yk. (C.1)

C.1 Ponderacao de casos

Considere que cada observacao possui um peso diferente no processo de estimacao, ou seja,
atribua uma ponderacao arbitraria para a verossimilhanca individual de tal forma que

Y
0 >‘|w sz i 771 M171 9 7;—Mk‘7k
nw )\1 )\
= i )+ szlog — ?’Y]—Ml"ﬁ — = ?7k Mk’)/k,

em que L;(0) = —3log(¢) + loglg(6;)], e w = (w1,...,w,) " & o vetor de pesos (ponderacdes), tal

que 0 <w; <1, para ¢ =1,...,n. Note que, para w; = 0 e wj = 1 para j # i excluimos o i-ésimo
individuo da expressdo do logaritmo da verossimilhanca. Além disso, o vetor de nao perturbacéao é
definida por wg = (1,...,1)T. Para este esquema, temos a seguinte quantidade:

5 — (62' — P1€—-1 — ... — ppfi—p)2

133



134 APENDICE C

As funcgoes escores sdo dadas por

OLp(0, A|w) 9' (%), 1
Toj = TWwi 9(6) 207 (s — prei—1 — ... — pp€i—p)(—o;; + PIN0G_1y; Tt Ppno(i_p)j)
= QE )wl( € — P1€i—1 — - ppei_p)(noij - p1770<z,1)] e T ppUO(i,p)j)7
OLp(0, A|w) g'(%:)
Ton, T 4007 207 (& — preic1 — - — ppeip) (=M1 + P10y, F oo P ,,)
— [MMiml;
W, (0;
= —29;)%(6@' — P1€i-1 = - = Pp€i—p) (Mg = PIMyy; — -+ = PpllG ;)
- [/\1M1’71] j
OLp(0, A|w) g'(%:)
T = g( ) 2¢ ( 162 1= - ppeifp)(inkij + plnk@,lh + A + ppnk@,p)])
— MMyl
W, (0;
= _29;)&)7/(62 —P1€i—-1 — ... — ppei*p)(nk’ij - plnk}(l,l)J T T ppnk(l,p)J)
— MMyl
OLp(0,A|w) _ ws 9'(6i) o 2
6 o Yigle)? (G me )
OLp(0, A|w) ACH I
— = tw; 2 i1 — .. — Pp€i—p)(—€i-1),
oo Tigen ¢ AT T i) any)
OLp(0, A|w) g'( )
— " = 4w 261'— €1 — oo — Pp€i—p)(—€ip).
Opp 9(51) ( P1€i—1 Ppei—p)( »)

A partir dos termos definidos acima derivamos em relacao a w para obter a matriz de curvatura
normal. Assim,

PLy(0Aw) __, Wy(5)

8@0207% = -2 ) (Ei — P1€i—1 — — Pp€i— p)( = PINOG_1y; T T ppWO(i,mj),
0L, (0, Aw W, (6;

az}('a’; | - g; )(61 — Pr€i—1 — - — Pp€i—p) (M — PIM 1y — - — PpM_py; )

¢ j

O Ly(0, Alw) W, (9:)

Owi OV - ¢ (i = preia = = ppei—l?)(”kij TPk gy T T Ppnk(i—p)j)7
PLyOMw) _ 1 Wy(0)d:
021L.,(0, \ W, (6;

87;(,37’01@) =42 9(; )(61‘ —pP1€i—1— ... — Ppﬁifp)(—ei,l),
%Ly (0, Nw) W,(5:)

az;iapp =+2 9¢ (€6 — pr€i—1 — ... — pp€i—p)(—€i—p).

Esse esquema de perturbagao permite identificar aqueles individuos que exercem um grande
impacto no processo de estimacao. Em notacao matricial e avaliando os elementos acima em 6 e
wy , temos que os elementos da matriz A sdo escritos como:
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|
0(7'()><n) = g(ANO) D(V)D(A€)7
1 . R )
Al(r1><n) = g(ANl)TD(V)D(A€)7
1o
1) 1'D@m) 1)
Ak+1(1xn) ~ + n A( ) S [D(m) — In] s
2¢ 2¢ 2¢
1. .
Agiii1,,,, = —+(Bi) ' DE)D(A,),
1o T
Ak+p+1(1 xn) = _E(Bpe) D(V)D(A€)7
em que 1, = (1,...,1)T e D(A¢) é uma matriz diagonal com elementos dados por Aé.
C.2 Perturbagao ponderada no parametro de dispersao
Esse esquema de perturbagao é introduzido por considerar ¢oy = ¢/w;, para i = 1,...,n, em
que w = (wi,...,wp) ", wi >0 e wy = 1,. Neste caso o logaritmo da funcao de verossimilhanca
resulta em
Lp(0, A |w) = - —log + Zlog oM My —... = 5 Yk M4

Para tal esquema temos a quantidade

wi(€; — preg—1 — ... — Pp€i—p)2

¢

As funcoes escore da verossimilhanca perturbada em relagdo aos pardmetros do modelo sao

8Lp(0,)\\w) — _9 Wg(wiéi)

50.11- = w;d; =

37()‘ WZT(E’L —pP1€i—-1 — ... — pri—p)(noij - P1770(1-,1>j T T ppnﬂ(i,mj)a
j
OL (G,A w) w. (wléz)
7’8%" — —2&}7;97(61' — P1E—1 — .. — PpEi p)(n =Py — e ppm(ifp)j)

J

- [AlMl7l]] ,VZ = 17 s k)
oL (9,)\‘(4)) 1 W, (wzéz)
T %9 = 3 w;d; === ” (e — preic — - — ppeip)?,
8L 0,)\ w W, wiéi .
(6, M) _ +2wiM(q — pr€i—1 — ... — ppei—p)(—€i—j), Vi=1,...p.
Ip; ¢
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Calculando a derivada dessa fungao para o vetor w, encontramos

82Lp(0, )\|w) Wg(wiéi)
awzayoj = - 2 ¢ (67; - plei—l e T ppel—p)(noz] - plno(i—l)j T T ppT/O(,_p)J)
W, (Wzéz)
- 2%51'97(@ = Pr€i—1 — . = Pp€i—p)(N0y; — PL1N0G_1y; — -+ — PpTI0G_p); )
82Lp(0, )\|w) Wg(wiéi)
W == QT(Q — P1€i—1 = - — Pp€i—p) (M, — PIM_1y; — o Ppm(i_p)j)
W, (w,él)
- 2%5@'97(@ = P1€im1 = -+ = Pp€ip) My = PLMG 1y = - = P p);)s
82Lp(0,)\|w) _ 2Wg(wi5i)5i B QWé(wzéz)wzézéz
dwidp 2¢ 2¢ ’
82L (0,)\|w) W, (wléz)
;Tapj =+ QQT(Q — P1€—-1 — ... — ppei_p)(—éi_j)
+ 20)151'7(@ — P1€i—1 — ... — ppei,p)(—ei,j).

O interesse do esquema de perturbagéo o pardmetro de dispersao pode revelar individuos que
interferem principalmente na modelagem da estrutura de escala, assim como indicar aqueles indi-
viduos influentes na estimagao dos parametros. Com esse ultimo calculo, completamos a matriz A
da curvatura conformal. Diferenciando L, (0, A|w) com relacdo a 0 e w; e avaliando em 6 = 0 e
w = wq, obtemos,

~ ~

(ANy)T [D(¥) - 2D(d)| D(Ae),

Z(AN))" [D(¥) - 2D(d)| D(Ae),

K(rpxn) — é
1 17 5
Ahtlm = 2755 [D(V) - QD(d)] 3
Atiiie = 5197 [2D@ - D) D(Ae),

Ak+P+1(1 xn)

em que D(A¢) é uma matriz diagonal com elementos dados por Aé.

C.3 Perturbacao na variavel resposta

A perturbacao na variavel resposta ¢ introduzida mediante alteragao de y; por y., = ¥; +w; em
que w; é um vetor de pertubacoes para i = 1,...,n. Portanto, é necessario derivar as fungoes escore
em relagdo ao vetor w. Antes, definimos as seguintes quantidades:
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T T T
€w; = Yi + Wi — Mo, Y0 — M1, — M, Ve

e me )
w; — .
¢
Além disso, temos que
1, sel=iq,
p1, sel=1—1,
aewi =< Pps Sel:i_pv
Owy )
0, caso contrario
¢ 2 l
+§Wg(6wi)(€wi T P1Cwyy T T ppew(i—p))7
_ﬂW/((S 1)(6 i T Pl€wi_qy — — Pp€uw_ )7
Wy(0,) _ ). ¢ T e T
Ow; ’ 2, ,
—#Wg(éwi)(ﬁwi - plew(i,w - - ppew(i,p))a
0,
Portanto, a log-verossimilhanca penalizada é dada por
)\k T
p(0, Ajw) = ZL (Olw) — 771 My == S My,
= ——log(¢) + Zlog ley1

sel =1,
sel=1—1,
sel=1—p,

caso contrario.

Sy My

As fungoes escore em relagao aos parametros do modelo supondo esse esquema de perturbagao

sao dadas por

IL(0, Alw) 9'(0w;) o 1
=1 2207 (€w; — Pr€w_1) — -+ — Pp€wi ) (M0 o F P10y o T - PpTw0_ )
670]' 9(5%-) (i-1) (i—p) (4,9) (i—1,5) (i—p,5)
Wy (6w,
= = 28 (s Py e Py ety T PGy T T PO )
0L, (0, A|w Wy (0w,
p(aw |w) - Qggbw >’(5wi — Pr€wi_yy — o PpCuii_p) Mty = P1Twl 1 gy — « -+ — PpMlii_p )
j
— [/\lMl'Yl]l , Vi=1,...,k,
9Ly (0, Alw) 1 g (0u,) -2 2
¢ 29 i 9(55) (=07 ) ews = Prewg_sy = = Pouy)
1 Wb,
2¢ ¢ ’
ILp(6, Alw) 9'0ui) o,
’ Ipi - 9(5:.) (2671) (6w, = Pr€w_yy = - = Ppluri_yy ) (—€uiyy)
2
=+ gWg(cSwi)(ewi = Plew_yy — e Pplup ) (—€wiy)s YI=1,..0p.
Calculando a derivada dessa fungao para o vetor w, encontramos
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L0 Aw) 4

a(AJla"}/l/. - ¢W§;(5wl)5wl(77wl’lj - Plnwl’(l_l)j — ... — ppnw”(l—p)j)
J
4p1
+ ?Wé(é‘”(m))éw(m) (nw”aﬂ)j — Pl e T pp%l'(m—p)j)
o s s
" ¢ 9O )0y (Mt 1y = PUIA 4y = -+ = Ppllatry;)
2
- awg(éwl)(nwl’lj - plnwl/(l_l)j Toee e T ppnwl/(l_p)j)
2p1
+ ?Wg(dw(lﬂ))(nwl/(lﬂ)j PNl T T ppm-)l/(zﬂ—p)j)
EAVA® VI =0,1,...,k
+ ? g( w(l+p))(77wl’(l+p)j - plnwl’(l+p_1)j T e T ppnwl’lj)7 - 07 P A
0L, (0, A|w) 2
7§wa¢ =— @Wg/(éwl)dwl(ewz — Plew_yy — -~ Pp€ug_,y)
2p1
* WW;((SWUH))‘SW(HU(6W<z+1> = P16 = T Ppfu )
20 W (50 )G
+ W 9( W(HP)) W(l+p) (E""(Hp) TPy T T ppewl)
2
- ﬁwg(éwl)(ewl - plew(lfl) e T ppGUJ(l,p))
2p
+ EWQ((S‘U(H-I))(EW(Z-Q—I) — P1€wy T T ppew(l+1_p))
2p
T ?;Wf’(éwum)(ew(um = Pl T T Ppti);
0L, (0, A|w) 4
aiulapl/ =t $W;(5”1)5”1(_6W(l—l'>)+
4p1 4pp
o ?W;(‘Sw(ul))éw(urm(*e‘ul) o ?Wé(éﬂup))a‘%up)(*€w<1+p—1>)
2 2p1 2p
W )~ G W0t J o) = W) oty )
2
- gwg(éw(l+1))(€w(l+1) —P1€y; — .- — prw(l+1,p))7 VZ/ = 17 Ry &

Além disso, devemos avaliar as matrizes D(dy,) ¢ D(v,) em funcdo de §. Denotamos essas

~

matrizes diagonal por D(d) e D(¥). Ainda, como A depende de p, chamaremos de A essas matrizes
utilizando p. Assim, podemos escrever os elementos de A, avaliados em 8 e wg , como
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b = 5(AN0)T [D(¥) —4D(@)| A
v = 5(ANDT [D(¥) —4D(@)| A
KW e A
i = 5(ANR)T [D(¥) —4D(@)] 4,
NV =(§2<Aef [D() - 2D(@)] A,
Attty =510 [1D@ - D] A~ Z(A) DEB,.
1 . N R 1 .

Ayt =3By " [1D(@) - DW] A - 5(A9"D(0)B,,

C.4 Perturbagao na variavel explicativa
Neste caso, o interesse é perturbar a r-ésima varidvel explicativa continua 775;0)1- = n(():) + wj,
Vi =1,...,n. Para este caso, consideramos as seguintes quantidades:

€w; = Yi — 77(—)2’70 - 771T¢'71 - nsz/Yk a wify(gr)’

0. = (€w; = Préwpy =+ = ppew(z'fm)z
w; — .
¢
Logo, obtemos as seguintes derivadas béasicas:
(— ér), sel =1,
o _PI’Y(()T)a sel=1— 17
Coi ) ) sel=1—
awl pp’YO ’ - D,
L0, caso contrario
e
( , 2’78” .
—Wg(5wi)7((>ewi = PlEuyy T ﬂpﬁw@,p)), sel =1
/ 2p17g .
w6y | O = prty e ) el =i L
ow, ;
/ 20p7" :
+Wg(5wi)7(€wi = Plew_qy — -~ ppew(iip)), sel=1—p,
L0, caso contrario.
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Dessa forma, a fungao log-verossimilhanga é expressa da seguinte maneira
Ak; T
p(0, Alw) = Z Li(0lw) — ‘)’1 My, - — DL My,

1
— Sy My, — i My

_ 2k

2 2

As fungoes escore em relagao aos parametros do modelo sob o esquema de perturbacgao adotado
sao

OLp(6, Alw) 9" (0w;) o 1
Mo, i 9(0u;) 207 (ews = Préwg 1) = - = Pplu ) (T ) PIOG 1y o F OpTe0G )
Wy (6w,
= 9¢w (€ = Prew 1) =+ = Pp€ug ) (o0 gy = P10 1 gy =+ = PpTleOGp )
L, (6, Alw) W, (6.)
p&% = 9¢w (i = Préw gy = = Pp€u_p) (Mol gy = PUlG 1) = -+ = Ppllliop )
J

- [)‘IMIFYZ]] ) Vi = 17 ceey ka
L0 Nw) 1 ()

96 = 25T gl TP New — mreuy — o = ppuy)’
— _i _ Wg((swi)éwi
2¢ ¢
IL, (0, Alw) 9 (0w;) o,
F apl =+ g(éw-) (2¢ 1)(60.11- T P1Cwyy T T ppfw“,p))(_etu(i,z))
2
= +$Wg(5wi)(€wi — Pr€w_yy — -~ Pp€ug_p ) (—€wiy)s VI=1,....p.

Calculando a derivada dessa fungéao em relagao ao vetor w, temos que

9L, (8, Aw) , e
W - Wg(é‘*’l)é‘*’l d) (le’zj - P177wl’<l,1)j — .. — panJll(lfp)j)
4p1yg”
= Wiy T(%VUHM = PNttty ~ -+ Pl (1))
4,7
W/((sw(“rp) )5w(l+p) T(nwy(l-&-p)j B plnwz,(l-!—p—l)j e ppnwl’lj)
(7’)
+ Wg(éwl) ¢) (nwl 15 plnwl’(lil)j — .. ppnwy(l—p)j)
(r)
2p17
_ Wg(5w<l+1))7(nwl’(l+l)j — pl’r]wolj — .. — ppnwz/<l+l—p)j)
(r)

2070
- Wg(5w<l+p>) p¢ (nwl/(ler)j - plnwl/(ler,l)j T T ppﬂwl’lj)v VZ/ = 07 17 cry k.
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W -+ wg’(awl)aw%‘(;%ew — Plewg ) - Ppeug )
- Wé((sw(m))d“’(m) W(GWHU — PLew — o Pp€uin_y)
= WG 1))y QPZJZ(()T) (Ceoirpy = PLEwG4p-1) ~ -+~ PpEur)
+ Wg(éwz)Q(f;é;)(ewl —P1€wyqy T T prw(l_p))
o Wg(é‘*’(wl))ZP;Zé”(Ew(lH) TP T T ppGW(lep))
B Wg(éw(z+p>)2pg;éﬂ(€ww+p> ~ PLeqipy T T Prtw);
W - Wé(‘swl)(swzzﬁf()ﬂ(_%al'wr
+ Wz;(‘sw(m))dw(m) 4p1¢70r)(_€”l) Tt Wé(éw(up))‘sw(zw) 4PP(Z((JT) (_€“<l+p—1>)
- Wg((swl)aéﬂ(_ewuw) + Wg(‘sw(m))zplgér) (=)t W9(5w<l+p>)2ppgér) (—€wpip)
+ Wg(5w(l+1))21?m(ew(l+l) — Plew, — - — ppew<l+17p>), vIl=1,...,p.

Esse esquema de perturbacao permite, por exemplo, detectar possiveis maus condicionamentos
entre algumas colunas da matriz de planejamento X;, ou Ny como definimos na estrutura desta
tese. Avaliando este esquema sob @ e wg, podemos escrever os elementos de A da seguinte maneira:
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O(rgxn) 3
’Yér) A T SV A
Alpyxn = 3 (ANy) " (4D(d) — D(v))A,
'Yg) AN T 3 S1) A
o =7 g (ANjy) (4D(d) — D(v))A,
’Yér) AT 3 SV A
Bttt =2 (A0 (2D - DW)A,

Ajiisg,,, =20 (B (D(¥) - 4D(d)A + 7(% (Ae) D(¥)B1,

Bttty =5 (By) (D)~ 1D@)A +7-(A) DB,

C.5 Perturbacao no coeficiente de autocorrelacao

Tendo em vista a importancia da autocorrelacdo na estrutura de covaridncia dos dados, aqui
estudamos o diagnoéstico de perturbagao do coeficiente de autocorrelagao em modelos de regressao
com erros simétricos. Para tanto, considere a perturbagao no r—ésimo coeficiente de autocorrelagao
Prw = Pr + w;. Além disso, temos que, €; = y; — 770Ti Yo — 771T1_ Y1 — 77;1.71@- Para facilitar a compreensao
das féormulas, vamos supor que r = 1, mas os resultados podem ser expandidos para qualquer
r=1,...,p. Considere

(€ — P1E(G—1) — Wi€(i—1) — «-- — pr(z'fp))2
Ow; = .
¢
A funcao log-verossimilhanca perturbada pode ser reescrita como
Ly(0, Alw) = 3 Li(0lw) — 2aT My, — .. — g My,
P ) 2 1 1 2 k
n A1 Ak
= —5108(9) + > _log (9(0.)) = SvI My = = Sy My
1

As fungoes escore em relagao aos parametros do modelo sob o esquema de perturbagao adotado
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Sa0
ILp (60, A|w) 9'(0ui) 5, -1
=+ =2 € — P W )€1y — e — €(i— X
8’)’0]- g(dwl) d) ( (pl ) ( 1) pp ( p))
X (—770(1.’].) + (p1r + Wi)no(iil/,j) +.o..+ Ppﬂo(i_p,ﬂ)
W, (b,
= — 2‘(];))(6Z — (pl/ + wl‘)€(i,1/) — ... pp€(i,p))><
X (770@,]') - (pl/ + wi)nO(i71/7j> e T pp,r]()(i,pyj))a
OL, (8, Alw) W, (6,)
— = —2——"5(¢ — (p1r + wi)€(i—1 — - €3
X (m(i,j) — (pr + wi)nl(i—ll,j) — .= ppm(i_pd.)) - [)\lMl'Yl]j Vi=1,...,k,
ILy(0, Alw) 1 9 (0w;) -2 2
6¢ - 2¢ + g(éu%) (_¢ )(61 - (pll +wl)6(l—1,) T T ppe(z—p))
_ i o Wg(éwi)éwi
2¢ ¢ ’
OLp (60, A|w) 9'0wi) 15,1
e L 2 i ! i ’i—/_"'_ i— _i—
o + g(%)( ¢~ )& — (pr +wi)e—1r Pr(i—p) ) (—€Gi-1))
2
=+ 5Wg(5wi)(€i —(pr +wi)e1ry — - — Ppe(i—p)) (—€i—p)), VI=1,....p,

em que 1’ representa que estamos lidando com a perturbacao do primeiro coeficiente de autocorre-
lagao. No entanto, esse valor pode ser substituido por qualquer valor de r = 1,...,p.
Calculando a derivada dessa fun¢éo em relagao ao vetor w, temos que

W =- 5Wé(5wi)5wi(_€(i—l’))(nl’(i,ﬁ — (P Fwim e P )

- ng(éwi)(_e(i1’))(77l’(m-) — (P + WMy = POy )

= 2WyBa)les = o+ ety = oo = o) ) W =Lk
W = ?W’(é 0w (€ — (P17 +wie( 10y — .. — Ppei_p)) (—€i-11))

- ;Wg(fswi)(@ — (pr F wi)eii—1ry = -+ = Pp€imp)) (—€(i-1));
PLOND) s AWy o) e10)

+ zwg(éﬁdi)(_e(il’))(_e(i1/))7 VI'=1,...,p

Com esse dltimo céalculo, completamos a matriz A para esse esquema de perturbacgao, tornando-
se possivel encontrar a curvatura normal. Lembramos que essas matrizes devem ser avaliadas em 0
e no vetor de nao perturbagao wo, que nesse caso, é dado por (0, ..., ) Assim, temos que D(dw)
e D(vy) em funcio de 8. Denotamos essas matrizes diagonal por D(d) e D(¥). Ainda, como A
é fungao de p, chamaremos de A essas matrizes utilizando p sob wqg Assim, podemos escrever os
elementos de A, avaliados em 0 e wp, como
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Org ) :;umo)T :D(o) - 4D(61): D(By) + ;(ByNO)TD(\?)D(Ag),

v = (AN [D(5) ~ (@] DBy + = (ByN:) "DED(A0)

_ :;(ANk)T D(¥) ~ 4D(d)| D(Bye) + ;(ByNk)TD(\?)D(Ag),
Atiy =55(A9T [D) —2D@)] DB )
Attty =5 B9 [iD@ - D] DB,
Attty = 5B [4D() ~ D) DBy

em que D(A¢) é uma matriz diagonal com elementos dados por A& e D(By¢) é uma matriz diagonal
com elementos dados por By€, dado que 1’ representa que estamos lidando com a pertubacao do
primeiro coeficiente de autocorrelagao, porém, esse valor pode ser substituido por qualquer valor de

r=1,2,...,p.
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Tabela D.1: Percentual de acerto pelo método AIC, média das estimativas, valor-P do teste de kolmogorov-Sminorff, viés e erro quadrdtico médio
(EQM) de p e ¢ do estudo de simulagdo no qual os dados sao gerados a partir do modelo (7.1) sob erro normal e ajustados sobre a distribui¢ao dos

erros normal, t3, PEy ¢ PEy, NG e Lo.

n=100 n=300 n=>500
p Erro  AIC ] KS viés EQM AIC P KS viés EQM AIC P KS viés EQM
N 11,8  -0,7391  0,0841 0,0109  0,0049 63,5 -0,7311  0,0132 0,0189  0,0021 82,9 -0,7314  0,4698 0,0186  0,0014
t3 2,0 -0,7406  0,0163 0,0094  0,0057 0,0 -0,7310  0,0239 0,0190  0,0024 0,0 -0,7319  0,6730 0,0181  0,0015
o075 PE1 65,8 -0,7390  0,0032 0,0110  0,0055 26,8 -0,7313  0,2424 0,0187  0,0023 13,1  -0,7314  0,5050 0,0186  0,0015
’ PE2 1,9  -0,7402  0,0040 0,0098  0,0054 1,0  -0,7309  0,0058 0,0191  0,0023 0,3 -0,7321  0,6157 0,0179  0,0015
NG 3,6 -0,7106  0,0053 0,0394  0,0086 0,3 -0,7235  0,3623 0,0265  0,0028 0,0 -0,7269  0,3779 0,0231  0,0017
Lo 14,9  -0,7397  0,1259 0,0103  0,0051 8,4  -0,7310  0,0037 0,0190  0,0022 3,7 -0,7316  0,8367 0,0184  0,0014
N 11,5  -0,2789  0,3998  -0,0289  0,0104 63,6 -0,2394  0,5455 0,0106  0,0036 83,1 -0,2307  0,9918 0,0193  0,0025
t3 1,1 -0,2815 0,0169  -0,0315  0,0122 0,0 -0,2400  0,3567 0,0100  0,0042 0,0 -0,2317  0,7003 0,0183  0,0028
0925 PE1 65,4 -0,2792  0,7183  -0,0292  0,0117 27,4  -0,2397  0,1500 0,0103 0,0041 13,1 -0,2304  0,9211 0,0196  0,0026
’ PE> 2,0 -0,2801  0,0891 -0,0301 0,0116 0,7 -0,2395  0,0983 0,0105  0,0041 0,4 -0,2316  0,8826 0,0184  0,0028
NG 4,2 -0,2126  0,0065 0,0374  0,0191 0,3 -0,2233  0,4779 0,0267  0,0052 0,0 -0,2219  0,6738 0,0281  0,0032
Lo 15,8  -0,2797  0,0446  -0,0297  0,0108 8,0 -0,2397  0,3733 0,0103  0,0038 3,4 -0,2311  0,9555 0,0189  0,0026
N 12,9 0,1606  0,8829  -0,0894  0,0206 63,0 0,2267  0,3070  -0,0233  0,0042 82,8 0,2433  0,5149  -0,0067  0,0022
t3 1,1 0,1593  0,9754  -0,0907  0,0235 0,0 0,2251  0,8793  -0,0249  0,0048 0,0 0,2418  0,6550  -0,0082  0,0026
0.25 PE; 65,4 0,1595  0,8757  -0,0905  0,0219 27,7 0,2265 0,6594  -0,0235  0,0046 13,3 0,2437  0,7721  -0,0063  0,0023
’ PEo 2,0 0,1608  0,9499  -0,0892  0,0225 0,3 0,2261  0,7379  -0,0239  0,0047 0,3 0,2424  0,6632 -0,0076  0,0025
NG 5,2 0,2548  0,0041 0,0048  0,0288 0,4 0,2448  0,6390  -0,0052  0,0047 0,1 0,2536  0,6486 0,0036  0,0025
Lo 13,4 0,1606  0,7218  -0,0894  0,0214 8,6 0,2260  0,4752  -0,0240  0,0044 3,5 0,2425  0,9004  -0,0075  0,0023
N 17,8 0,6566  0,0423  -0,0934  0,0188 65,1 0,7036  0,1678  -0,0464  0,0046 83,8 0,7179  0,4510  -0,0321  0,0023
t3 1,0 0,6566  0,0054  -0,0934  0,0206 0,0 0,7023  0,2857  -0,0477  0,0051 0,0 0,7168  0,2782  -0,0332  0,0026
0.75 PE; 58,2 0,6553  0,0871  -0,0947  0,0195 27,0 0,7030  0,2074  -0,0470  0,0048 13,0 0,7175  0,0594  -0,0325  0,0024
’ PE2 3,2 0,6583  0,0067  -0,0917  0,0199 0,3 0,7029  0,5673  -0,0471  0,0050 0,0 0,7171  0,3408  -0,0329  0,0026
NG 6,7 0,7383  0,1580  -0,0117  0,0137 0,5 0,7261  0,7191  -0,0239  0,0046 0,1 0,7301  0,1540  -0,0199  0,0023
Lo 13,1 0,6569  0,0428  -0,0931  0,0194 7,1 0,7031  0,3844  -0,0469  0,0048 3,1 0,7174  0,2614  -0,0326  0,0024
n=100 n=300 n=>500
P Erro  AIC b KS viés EQM AIC b KS viés EQM AIC b KS viés EQM
N 11,8 0,9886  0,0080 -0,0114  0,0186 63,5 1,0505  0,8844 0,0505  0,0097 82,9 1,0626  0,5537 0,0626  0,0082
t3 2,0 0,5803  0,0083  -0,4197  0,1849 0,0 0,6458  0,7104  -0,3542  0,1289 0,0 0,6597  0,6981  -0,3403  0,1179
o075 PE1 65,8 1,6312  0,0015 0,6312  0,4529 26,8 1,7563  0,5389 0,7563  0,5938 13,1 1,7824  0,6435 0,7824  0,6251
’ PEo 1,9 0,3993  0,0032  -0,6007  0,3639 1,0 0,4297  0,7093  -0,5703  0,3264 0,3 0,4359  0,6688  -0,5641  0,3189
NG 3,6 3,0225  0,0123 2,0225  4,3125 0,3 3,0366  0,4431 2,0366  4,2184 0,0 3,0471  0,3681 2,0471  4,2302
Lo 14,9 0,3182  0,0016  -0,6818  0,4669 8,4 0,3415  0,7357  -0,6585  0,4345 3,7 0,3462  0,7013  -0,6538  0,4279
N 11,5 0,9486  0,0002  -0,0514  0,0188 63,6 1,0089  0,8579 0,0089  0,0066 83,1 1,0251  0,4105 0,0251  0,0046
t3 1,1 0,5594  0,0053  -0,4406  0,2016 0,0 0,6211  0,7846  -0,3789  0,1467 0,0 0,6367  0,7115  -0,3633  0,1339
025 PE1 65,4 1,5668  0,0015 0,5668  0,3695 27,4 1,6873  0,4139 0,6873  0,4924 13,1 1,7200  0,7987 0,7200  0,5304
’ PEo 2,0 0,3835  0,0007 -0,6165  0,3829 0,7 0,4129  0,5175  -0,5871  0,3458 0,4 0,4206  0,8377  -0,5794  0,3364
NG 4,2 2,8714  0,0010 1,8714  3,7242 0,3 2,8969  0,1230 1,8969  3,6606 0,0 2,9265  0,4969 1,9265  3,7478
Lo 15,8 0,3056  0,0020  -0,6944  0,4840 8,0 0,3280  0,6286  -0,6720  0,4523 3,4 0,3341  0,8168  -0,6659  0,4439
N 12,9 0,9060  0,0390  -0,0940  0,0261 63,0 0,9788  0,8239  -0,0212  0,0066 82,8 0,9961  0,6843  -0,0039  0,0037
t3 1,1 0,5375  0,1687  -0,4625  0,2215 0,0 0,6037  0,8856  -0,3963  0,1599 0,0 0,6194  0,5280  -0,3806  0,1466
0.25 PE; 65,4 1,4974  0,0179 0,4974  0,2989 27,7 1,6378  0,3719 0,6378  0,4257 13,3 1,6715  0,4617 0,6715  0,4622
’ PEs 2,0 0,3669  0,1594  -0,6331  0,4037 0,3 0,4008  0,6006  -0,5992  0,3601 0,3 0,4089  0,8529  -0,5911  0,3501
NG 5,2 2,7343  0,0012 1,7343  3,2607 0,4 2,7949  0,3725 1,7949  3,2785 0,1 2,8357  0,5644 1,8357  3,4028
Lo 13,4 0,2923  0,2242  -0,7077  0,5027 8,6 0,3184  0,6949  -0,6816  0,4653 3,5 0,3247  0,8148  -0,6753  0,4565
N 17,8 0,9070  0,3612  -0,0930  0,0259 65,1 0,9632  0,5460  -0,0368  0,0072 83,8 0,9801  0,8832  -0,0199  0,0039
t3 1,0 0,5402  0,1221  -0,4598  0,2191 0,0 0,5963  0,9934  -0,4037  0,1657 0,0 0,6111  0,5794  -0,3889  0,1529
0.75 PE; 58,2 1,5037  0,1485 0,5037  0,3054 27,0 1,6134  0,5108 0,6134  0,3944 13,0 1,6456  0,3938 0,6456  0,4276
’ PEo 3,2 0,3673  0,2647  -0,6327  0,4032 0,3 0,3948  0,8651  -0,6052  0,3673 0,0 0,4026  0,6034  -0,5974  0,3575
NG 6,7 2,7923  0,0000 1,7923  3,5642 0,5 2,7853  0,0000 1,7853  3,2870 0,1 2,7989  0,0137 1,7989  3,2730
Lo 13,1 0,2926  0,2591  -0,7074  0,5022 7,1 0,3136  0,8730  -0,6864  0,4718 3,1 0,3197  0,6568  -0,6803  0,4632

idh
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Tabela D.2: Percentual de acerto pelo método AIC, média das estimativas, valor-P do teste de kolmogorov-Sminorff, viés e erro quadrdtico médio
(EQM) de p e ¢ do estudo de simulagdo no qual os dados sao gerados a partir do modelo (7.1) sob erro t-Student (v = 3) e ajustados sobre a distribuicao

dos erros normal, t3, PEy, e PEy, NG e L.

n=100 n=300 n=>500

P Erro  AIC b KS viés EQM AIC b KS viés EQM AIC b KS viés EQM
N 2,3 -0,7534  0,0240  -0,0034 0,0043 0,0  -0,7450  0,0047 0,0050 0,0015 0,0  -0,7433  0,0809 0,0067 0,0009
t3 75,9  -0,7486  0,2210 0,0014 0,0034 91,5  -0,7426  0,6717 0,0074 0,0011 97,7  -0,7426  0,4280 0,0074 0,0006
o5 FPE1 3,8 -0,7617  0,0015 -0,0117 0,0084 0,0 -0,7513  0,0121  -0,0013 0,0040 0,0  -0,7453  0,1740 0,0047 0,0029
’ PE> 2,0 -0,7494  0,1040 0,0006 0,0034 2,7  -0,7435  0,1657 0,0065 0,0011 1,0  -0,7425  0,0907 0,0075 0,0007
NG 0,0 -0,7361  0,0008 0,0139 0,0109 0,0  -0,7459  0,0059 0,0041 0,0048 0,0  -0,7418  0,2201 0,0082 0,0035
Lo 16,0  -0,7497  0,0662 0,0003 0,0033 5,8  -0,7431  0,3949 0,0069 0,0011 1,3  -0,7428  0,4370 0,0072 0,0007
N 1,6  -0,3503  0,0743  -0,1003 0,0156 0,0  -0,2787  0,9194  -0,0287 0,0035 0,0 -0,2584  0,9944  -0,0084 0,0018
t3 78,0 -0,3103  0,5275  -0,0603 0,0094 93,1 -0,2620  0,7928  -0,0120 0,0022 98,0  -0,2498  0,4679 0,0002 0,0012
025 PE1 3,2 -0,3977  0,3608  -0,1477 0,0330 0,0 -0,3115 0,8522  -0,0615 0,0114 0,0 -0,2764  0,5193  -0,0264 0,0064
’ PE> 1,5 -0,3204  0,4200 -0,0704 0,0103 2,4  -0,2666  0,8317  -0,0166 0,0024 1,0  -0,2515  0,5478  -0,0015 0,0012
NG 0,0 -0,3535  0,9213  -0,1035 0,0272 0,0  -0,3050  0,9706  -0,0550 0,0123 0,0 -0,2736  0,3301  -0,0236 0,0075
Lo 15,7 -0,3230  0,2828  -0,0730 0,0104 4,5  -0,2664  0,8776  -0,0164 0,0023 1,0  -0,2523  0,8765  -0,0023 0,0012
N 2,3 0,2185  0,2610  -0,0315 0,0080 0,0 0,2307  0,4563  -0,0193 0,0034 0,0 0,2402  0,7783  -0,0098 0,0019
t3 79,8 0,2355  0,1779  -0,0145 0,0063 93,7 0,2424  0,7304  -0,0076 0,0021 98,3 0,2475  0,9967  -0,0025 0,0012
0.25 PE; 2,0 0,1877  0,7871  -0,0623 0,0212 0,0 0,1981  0,9139  -0,0519 0,0121 0,0 0,2202  0,4105  -0,0298 0,0073
’ PE> 1,6 0,2317  0,8905  -0,0183 0,0063 1,7 0,2398  0,4562  -0,0102 0,0023 0,9 0,2464  0,7801  -0,0036 0,0012
NG 0,3 0,2446  0,1310  -0,0054 0,0265 0,0 0,2025  0,5135  -0,0475 0,0137 0,0 0,2204  0,7933  -0,0296 0,0087
Lo 14,0 0,2314  0,6933  -0,0186 0,0060 4,6 0,2400  0,3142  -0,0100 0,0022 0,8 0,2454  0,9849  -0,0046 0,0012
N 2,0 0,6846  0,0037  -0,0654 0,0128 0,0 0,7095  0,4005  -0,0405 0,0038 0,0 0,7232  0,0719  -0,0268 0,0019
ts 79,6 0,7089  0,0006  -0,0411 0,0073 93,9 0,7262  0,0170  -0,0238 0,0019 98,5 0,7345  0,1457  -0,0155 0,0009
0.75 PE; 1,9 0,6497  0,0411  -0,1003 0,0281 0,0 0,6693  0,2545  -0,0807 0,0135 0,0 0,6924  0,2077  -0,0576 0,0077
’ PE> 1,8 0,7029  0,0001  -0,0471 0,0082 1,6 0,7225  0,0413  -0,0275 0,0022 0,7 0,7322  0,1153  -0,0178 0,0010
NG 0,2 0,6889  0,0046  -0,0611 0,0248 0,0 0,6695  0,4078  -0,0805 0,0159 0,0 0,6881  0,4222  -0,0619 0,0094
Lo 14,5 0,7015  0,0000  -0,0485 0,0084 4,5 0,7219  0,1477  -0,0281 0,0022 0,8 0,7315  0,1022  -0,0185 0,0011

n=100 n=300 n=>500

p Erro  AIC Iy KS viés EQM AIC Iy KS viés EQM AIC ey KS viés EQM
N 2,3 2,5687  0,0000 1,5687 3,6043 0,0 2,7101  0,0000 1,7101 3,2781 0,0 2,7294  0,0076 1,7294 3,1850
t3 75,9 0,9358  0,0707  -0,0642 0,0458 91,5 1,0294  0,4628 0,0294 0,0153 97,7 1,0420  0,1885 0,0420 0,0099
o075 PE1 3,8 5,2308  0,0000 4,2308 27,2654 0,0 5,9707  0,0000 4,9707 28,6592 0,0 6,1310  0,0000 5,1310 28,7046
) PE> 2,0 0,8426  0,0000  -0,1574 0,0808 2,7 0,8881  0,0163  -0,1119 0,0299 1,0 0,8949  0,1237  -0,1051 0,0207
NG 0,0 9,7813  0,0000 8,7813  118,6714 0,0 10,6044  0,0000 9,6044  106,3785 0,0 10,8524  0,0000 9,8524  105,4287
Lo 16,0 0,6227  0,0025  -0,3773 0,1657 5,8 0,6563  0,0843  -0,3437 0,1256 1,3 0,6614  0,1184  -0,3386 0,1188
N 1,6 2,5687  0,0000 1,5687 3,7361 0,0 2,6765  0,0000 1,6765 3,1890 0,0 2,6890  0,0121 1,6890 3,0481
ts 78,0 0,9098  0,0477  -0,0902 0,0488 93,1 0,9929  0,2344  -0,0071 0,0141 98,0 1,0084  0,3919 0,0084 0,0075
0925 FPE1 3,2 5,3255  0,0000 4,3255 29,8133 0,0 5,9680  0,0000 4,9680 29,0941 0,0 6,0930  0,0001 5,0930 28,3575
’ PE> 1,5 0,8299  0,0001  -0,1701 0,0862 2,4 0,8679  0,0025  -0,1321 0,0351 1,0 0,8751  0,1552  -0,1249 0,0250
NG 0,0 9,7166  0,0000 8,7166  118,9890 0,0 10,5505  0,0000 9,5505  106,6125 0,0 10,7661  0,0000 9,7661  103,7499
Lo 15,7 0,6097  0,0236  -0,3903 0,1755 4,5 0,6391  0,0289  -0,3609 0,1378 1,0 0,6451  0,2040  -0,3549 0,1300
N 2,3 2,5777  0,0000 1,5777 3,8078 0,0 2,6355  0,0000 1,6355 3,0661 0,0 2,6545  0,0006 1,6545 2,9394
t3 79,8 0,8916  0,0095  -0,1084 0,0503 93,7 0,9685  0,2193  -0,0315 0,0149 98,3 0,9851  0,4829  -0,0149 0,0078
0.95 PE; 2,0 5,4493  0,0000 4,4493 31,6027 0,0 5,9239  0,0000 4,9239 28,8757 0,0 6,0522  0,0000 5,0522 28,0310
’ PEy 1,6 0,8226  0,0000  -0,1774 0,0896 1,7 0,8509  0,0027  -0,1491 0,0403 0,9 0,8601  0,0372  -0,1399 0,0294
NG 0,3 9,7681  0,0000 8,7681  117,4357 0,0 10,4359  0,0000 9,4359  104,8142 0,0 10,6803  0,0000 9,6803  102,3037
Lo 14,0 0,6018  0,0003  -0,3982 0,1817 4,6 0,6256  0,0682  -0,3744 0,1478 0,8 0,6331  0,1357  -0,3669 0,1388
N 2,0 2,4984  0,0000 1,4984 3,2865 0,0 2,5944  0,0000 1,5944 2,8755 0,0 2,6522  0,0002 1,6522 2,9376
t3 79,6 0,8968  0,0122  -0,1032 0,0485 93,9 0,9593  0,2687  -0,0407 0,0147 98,5 0,9746  0,5345  -0,0254 0,0076
075 PE; 1,9 5,2152  0,0000 4,2152 26,7981 0,0 5,8632  0,0000 4,8632 27,6914 0,0 6,1379  0,0000 5,1379 29,1244
’ PE> 1,8 0,8123  0,0000  -0,1877 0,0864 1,6 0,8398  0,0180  -0,1602 0,0419 0,7 0,8543  0,0519  -0,1457 0,0308
NG 0,2 9,5193  0,0000 8,5193  104,7854 0,0 10,3911  0,0000 9,3911  102,6555 0,0 10,8623  0,0000 9,8623  106,8165
Lo 14,5 0,5976  0,0001  -0,4024 0,1833 4,5 0,6181  0,0858  -0,3819 0,1528 0,8 0,6277  0,0321  -0,3723 0,1426
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Tabela D.3: Percentual de acerto pelo método AIC, média das estimativas, valor-P do teste de kolmogorov-Sminorff, viés e erro quadrdtico médio
(EQM) de p e ¢ do estudo de simulagdo no qual os dados sio gerados a partir do modelo (7.1) sob erro exponencial poténcia (v = —0,3) e ajustados
sobre a distribuicao dos erros normal, t3, PE; e PEy, NG e L.

n=100 n=300 n=>500
p Erro  AIC ] KS viés EQM AIC P KS viés EQM AIC P KS viés EQM
N 4,6  -0,7221  0,0167 0,0279  0,0059 13,0  -0,7207  0,0085 0,0293  0,0028 9,1  -0,7207  0,2632 0,0293  0,0019
t3 0,3 -0,7248  0,0033 0,0252  0,0073 0,0 -0,7210  0,0033 0,0290  0,0032 0,0 -0,7206  0,1777 0,0294  0,0023
o075 PE1 86,5 -0,7207  0,0361 0,0293  0,0061 85,3 -0,7210  0,0135 0,0290  0,0027 90,4 -0,7210  0,4906 0,0290  0,0018
’ PE2 1,1 -0,7243  0,0049 0,0257  0,0070 0,0 -0,7215  0,0017 0,0285  0,0032 0,0 -0,7208  0,3744 0,0292  0,0023
NG 2,4  -0,6819  0,1539 0,0681  0,0121 1,7 -0,7106  0,0153 0,0394  0,0036 0,5 -0,7146  0,1214 0,0354  0,0023
Lo 51 -0,7234  0,0169 0,0266  0,0064 0,0 -0,7207  0,0017 0,0293  0,0030 0,0 -0,7206  0,1578 0,0294  0,0021
N 3,8 -0,3099 0,7975 -0,0599  0,0096 8,7 -0,2341  0,4006 0,0159  0,0034 53  -0,2190  0,5785 0,0310  0,0030
t3 0,0 -0,3215 0,6189  -0,0715  0,0138 0,0 -0,2380  0,2689 0,0120  0,0045 0,0 -0,2215  0,7741 0,0285  0,0036
0925 PE1 86,8 -0,3032 0,8174 -0,0532  0,0090 88,2 -0,2319  0,4627 0,0181  0,0033 91,7 -0,2179  0,8054 0,0321  0,0029
’ PE> 1,0 -0,3192  0,7182  -0,0692  0,0128 0,0 -0,2379  0,5503 0,0121  0,0043 0,0 -0,2216  0,3636 0,0284  0,0036
NG 5,3 -0,2232  0,0582 0,0268  0,0130 3,1  -0,2094  0,1618 0,0406  0,0053 3,0 -0,2046  0,7839 0,0454  0,0041
Lo 3,1 -0,3155  0,9498 -0,0655 0,0112 0,0 -0,2360  0,5236 0,0140  0,0038 0,0 -0,2202  0,3486 0,0298  0,0033
N 3,9 0,2347  0,7343  -0,0153  0,0097 5,1 0,2545  0,9707 0,0045  0,0034 3,3 0,2645  0,9924 0,0145  0,0023
t3 0,0 0,2301  0,9772  -0,0199  0,0134 0,0 0,2499  0,9073  -0,0001  0,0047 0,0 0,2614  0,7475 0,0114  0,0030
0.25 PE; 84,0 0,2360  0,9468  -0,0140  0,0096 88,8 0,2569  0,9726 0,0069  0,0032 91,8 0,2659  0,9934 0,0159  0,0021
’ PEo 0,9 0,2322  0,9650 -0,0178  0,0127 0,0 0,2505  0,9540 0,0005  0,0045 0,0 0,2619  0,6597 0,0119  0,0030
NG 9,1 0,3705  0,0000 0,1205  0,0446 6,1 0,2830  0,8618 0,0330  0,0050 4,9 0,2802  0,9874 0,0302  0,0030
Lo 2,1 0,2329 0,8816  -0,0171  0,0111 0,0 0,2522  0,9916 0,0022  0,0040 0,0 0,2630  0,7620 0,0130  0,0026
N 5,1 0,6738  0,0369  -0,0762  0,0154 4,1 0,7069  0,0567  -0,0431  0,0041 2,1 0,7237  0,2747  -0,0263  0,0019
t3 0,2 0,6704  0,1095 -0,0796  0,0189 0,0 0,7003  0,1870  -0,0497  0,0057 0,0 0,7187  0,1265 -0,0313  0,0027
0.75 PE; 82,1 0,6746  0,0358  -0,0754  0,0146 80,2 0,7107  0,1215  -0,0393  0,0036 84,3 0,7267  0,4775  -0,0233  0,0016
’ PE2 1,1 0,6723  0,1389  -0,0777  0,0180 0,0 0,7013  0,2740  -0,0487  0,0055 0,0 0,7191  0,3901  -0,0309  0,0026
NG 9,2 0,7739  0,1965 0,0239  0,0155 15,7 0,7400  0,1600  -0,0100  0,0038 13,6 0,7456  0,0020  -0,0044  0,0020
Lo 2,3 0,6725  0,0705  -0,0775  0,0168 0,0 0,7035  0,1435  -0,0465  0,0049 0,0 0,7211  0,2007  -0,0289  0,0023
n=100 n=300 n=>500
P Erro  AIC b KS viés EQM AIC b KS viés EQM AIC b KS viés EQM
N 4,6 0,6563  0,0017  -0,3437  0,1242 13,0 0,6816  0,1728  -0,3184  0,1036 9,1 0,6810  0,4551  -0,3190  0,1031
t3 0,3 0,4035  0,0285  -0,5965  0,3595 0,0 0,4464  0,1467  -0,5536  0,3078 0,0 0,4524  0,2638  -0,5476  0,3007
o075 PE1 86,5 1,0606  0,0061 0,0606  0,0194 85,3 1,1054  0,1610 0,1054  0,0168 90,4 1,1037  0,5563 0,1037  0,0141
’ PEo 1,1 0,2704  0,0073  -0,7296  0,5335 0,0 0,2869  0,0481  -0,7131  0,5089 0,0 0,2884  0,6708  -0,7116  0,5067
NG 2,4 2,0212  0,0600 1,0212  1,1234 1,7 1,9226  0,0935 0,9226  0,8715 0,5 1,8933  0,5990 0,8933  0,8090
Lo 5,1 0,2165  0,0101  -0,7835  0,6146 0,0 0,2292  0,0753  -0,7708  0,5945 0,0 0,2302  0,6746  -0,7698  0,5928
N 3,8 0,6153  0,0562  -0,3847  0,1540 8,7 0,6447  0,5432  -0,3553  0,1283 5,3 0,6501  0,8447  -0,3499  0,1236
t3 0,0 0,3847  0,0065 -0,6153  0,3822 0,0 0,4261  0,7268  -0,5739  0,3307 0,0 0,4353  0,8119  -0,5647  0,3196
025 PE1 86,8 0,9903  0,0243  -0,0097  0,0152 88,2 1,0424  0,4328 0,0424  0,0071 91,7 1,0510  0,7939 0,0510  0,0057
’ PEo 1,0 0,2550  0,0186  -0,7450  0,5562 0,0 0,2724  0,3608  -0,7276  0,5298 0,0 0,2761  0,5958  -0,7239  0,5242
NG 5,3 1,8578  0,0539 0,8578  0,8166 3,1 1,7979  0,1839 0,7979  0,6547 3,0 1,7912  0,6921 0,7912  0,6356
Lo 3,1 0,2045  0,0077  -0,7955  0,6336 0,0 0,2177  0,3367  -0,7823  0,6122 0,0 0,2206  0,5403  -0,7794  0,6077
N 3,9 0,5747  0,3410  -0,4253  0,1869 5,1 0,6153  0,5490  -0,3847  0,1499 3,3 0,6241  0,9064  -0,3759  0,1425
t3 0,0 0,3638  0,3916  -0,6362  0,4084 0,0 0,4103  0,8295  -0,5897  0,3490 0,0 0,4212  0,7757  -0,5788  0,3358
0.25 PE; 84,0 0,9233  0,3413  -0,0767  0,0209 88,8 0,9922  0,5391  -0,0078  0,0049 91,8 1,0063  0,5729 0,0063  0,0029
’ PEs 0,9 0,2392  0,4919  -0,7608  0,5800 0,0 0,2609  0,5045  -0,7391  0,5466 0,0 0,2659  0,6667  -0,7341  0,5391
NG 9,1 1,7537  0,0000 0,7537  0,7028 6,1 1,6968  0,5118 0,6968  0,5006 4,9 1,7046  0,4761 0,7046  0,5049
Lo 2,1 0,1919  0,5691  -0,8081  0,6538 0,0 0,2087  0,3180  -0,7913  0,6265 0,0 0,2125  0,7205 -0,7875  0,6203
N 5,1 0,5729  0,5816  -0,4271  0,1880 4,1 0,6008  0,6563  -0,3992  0,1611 2,1 0,6087  0,4471  -0,3913  0,1542
t3 0,2 0,3669  0,1383  -0,6331  0,4044 0,0 0,4042  0,2615  -0,5958  0,3561 0,0 0,4139  0,3402  -0,5861  0,3443
0.75 PE; 82,1 0,9202  0,4968  -0,0798  0,0203 80,2 0,9669  0,6249  -0,0331  0,0054 84,3 0,9796  0,4386  -0,0204  0,0030
’ PEo 1,1 0,2394  0,2589  -0,7606  0,5797 0,0 0,2556  0,5222  -0,7444  0,5544 0,0 0,2601  0,5602  -0,7399  0,5477
NG 9,2 1,7268  0,0000 0,7268  0,6465 15,7 1,6710  0,0000 0,6710  0,4819 13,6 1,6676  0,0002 0,6676  0,4583
Lo 2,3 0,1920  0,5070 -0,8080  0,6536 0,0 0,2046  0,4385  -0,7954  0,6330 0,0 0,2080  0,6067  -0,7920  0,6274
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Tabela D.4: Percentual de acerto pelo método AIC, média das estimativas, valor-P do teste de kolmogorov-Sminorff, viés e erro quadrdtico médio
(EQM) de p e ¢ do estudo de simulagio no qual os dados sao gerados a partir do modelo (7.1) sob erro exponencial poténcia (v = 0,5) e ajustados
sobre a distribuicdo dos erros normal, t3, PEy e PEsy, NG e L.

n=100 n=300 n=>500
P Erro  AIC P KS viés EQM AIC b KS viés EQM AIC b KS viés EQM
N 10,2 -0,7543  0,0071  -0,0043 0,0041 8,0 -0,7461  0,0414 0,0039 0,0016 2,8  -0,7427  0,1913 0,0073 0,0009
t3 20,3 -0,7521  0,0368  -0,0021 0,0040 4,8  -0,7451  0,1187 0,0049 0,0014 0,9 -0,7426  0,3942 0,0074 0,0009
ors PE1 24,6  -0,7579  0,0794  -0,0079 0,0056 0,1  -0,7479  0,0195 0,0021 0,0024 0,0 -0,7430  0,0196 0,0070 0,0014
’ PE> 6,4 -0,7526  0,0175  -0,0026 0,0038 33,4 -0,7455  0,0770 0,0045 0,0014 42,1  -0,7426  0,3825 0,0074 0,0009
NG 1,0  -0,7405  0,2597 0,0095 0,0066 0,0 -0,7443  0,0229 0,0057 0,0027 0,0 -0,7408  0,0701 0,0092 0,0016
Lo 37,5 -0,7527  0,0022  -0,0027 0,0038 53,7 -0,7453  0,0686 0,0047 0,0014 54,2  -0,7426  0,1916 0,0074 0,0009
N 10,5  -0,3545  0,1186  -0,1045 0,0161 7,6  -0,2758  0,7398  -0,0258 0,0036 2,4 -0,2565  0,9078  -0,0065 0,0019
t3 21,9 -0,3377  0,3987  -0,0877 0,0136 4,8 -0,2690 0,6652  -0,0190 0,0031 1,1 -0,2534  0,9394  -0,0034 0,0017
025 PE1 21,8  -0,3697  0,4705  -0,1197 0,0222 0,1 -0,2836  0,7176  -0,0336 0,0055 0,0 -0,2604  0,8947  -0,0104 0,0029
’ PE; 56  -0,3418  0,2248  -0,0918 0,0138 35,5 -0,2700  0,8098  -0,0200 0,0031 47,5 -0,2536  0,7631  -0,0036 0,0017
NG 0,7 -0,3345  0,9416  -0,0845 0,0176 0,0 -0,2762  0,4719  -0,0262 0,0056 0,0 -0,2561  0,8543  -0,0061 0,0032
Lo 39,5 -0,3443  0,1103  -0,0943 0,0139 52,0 -0,2715  0,8887  -0,0215 0,0031 49,0 -0,2545  0,9025  -0,0045 0,0017
N 12,9 0,2229  0,6705  -0,0271 0,0086 6,7 0,2309  0,8261  -0,0191 0,0035 2,4 0,2415  0,5220  -0,0085 0,0020
tg 21,8 0,2278  0,9691  -0,0222 0,0087 5,1 0,2353  0,7506  -0,0147 0,0031 1,1 0,2442  0,4582  -0,0058 0,0018
0.25 PE; 19,9 0,2160  0,7948  -0,0340 0,0125 0,0 0,2241  0,2459  -0,0259 0,0055 0,0 0,2370  0,6886  -0,0130 0,0032
’ PE2 5,0 0,2261  0,9478  -0,0239 0,0087 34,6 0,2348  0,5953  -0,0152 0,0030 49,2 0,2439  0,3267  -0,0061 0,0018
NG 1,6 0,2756  0,0073 0,0256 0,0208 0,0 0,2332  0,5695  -0,0168 0,0056 0,0 0,2416  0,7148  -0,0084 0,0034
Lo 38,8 0,2264  0,7924  -0,0236 0,0080 53,6 0,2339  0,9187  -0,0161 0,0031 47,3 0,2433  0,2286  -0,0067 0,0017
N 12,1 0,6870  0,0003  -0,0630 0,0122 7,7 0,7078  0,1442  -0,0422 0,0039 1,7 0,7232  0,1027  -0,0268 0,0019
t3 21,5 0,6988  0,0046  -0,0512 0,0102 6,0 0,7144  0,4139  -0,0356 0,0031 1,1 0,7270  0,2751  -0,0230 0,0015
0.75 PE; 16,4 0,6760  0,0014  -0,0740 0,0169 0,0 0,6987  0,0920  -0,0513 0,0059 0,0 0,7173  0,1844  -0,0327 0,0030
’ PEs 6,2 0,6969  0,0027  -0,0531 0,0103 27,3 0,7137  0,2766  -0,0363 0,0031 47,4 0,7267  0,1042  -0,0233 0,0015
NG 1,4 0,7163  0,0053  -0,0337 0,0145 0,0 0,7075  0,5518  -0,0425 0,0058 0,0 0,7212  0,6700  -0,0288 0,0030
Lo 42,4 0,6940  0,0013  -0,0560 0,0106 59,0 0,7120  0,1493  -0,0380 0,0033 49,8 0,7256  0,1213  -0,0244 0,0016
n=100 n=300 n=>500
p Erro  AIC Iy KS viés EQM AIC Iy KS viés EQM AIC Iy KS viés EQM
N 10,2 2,4325  0,0269 1,4325 2,2486 8,0 2,6214  0,1397 1,6214 2,6936 2,8 2,6442  0,2752 1,6442 2,7442
tg 20,3 1,2645  0,0427 0,2645 0,1312 4,8 1,3938  0,4532 0,3938 0,1753 0,9 1,4178  0,5219 0,4178 0,1880
o075 PE1 24,6 4,2095  0,0177 3,2095 10,9800 0,1 4,6740  0,2076 3,6740 13,7511 0,0 4,7440  0,1769 3,7440 14,1773
’ PEo 6,4 0,9352  0,0762  -0,0648 0,0322 33,4 1,0079  0,0694 0,0079 0,0091 42,1 1,0185  0,6278 0,0185 0,0061
NG 1,0 7,5478  0,0339 6,5478 45,0687 0,0 8,0360  0,0304 7,0360 50,2761 0,0 8,1232  0,2004 7,1232 51,2256
Lo 37,5 0,7346  0,0812  -0,2654 0,0879 53,7 0,7891  0,0638  -0,2109 0,0501 54,2 0,7970  0,6622  -0,2030 0,0448
N 10,5 2,3785  0,0445 1,3785 2,0970 7,6 2,5664  0,2665 1,5664 2,5223 2,4 2,5984  0,3137 1,5984 2,5943
t3 21,9 1,2297  0,0349 0,2297 0,1132 4,8 1,3588  0,2519 0,3588 0,1510 1,1 1,3846  0,6724 0,3846 0,1603
025 FPE1 21,8 4,1360  0,0504 3,1360 10,5358 0,1 4,5869  0,1573 3,5869 13,1270 0,0 4,6751  0,1498 3,6751 13,6629
’ PEs 5,6 0,9116  0,0991  -0,0884 0,0354 35,5 0,9850  0,2600  -0,0150 0,0100 47,5 0,9981  0,6392  -0,0019 0,0055
NG 0,7 7,3321  0,0877 6,3321 42,2960 0,0 7,8596  0,0788 6,8596 47,8388 0,0 7,9925  0,1388 6,9925 49,3701
Lo 39,5 0,7153  0,0664  -0,2847 0,0983 52,0 0,7707  0,3775  -0,2293 0,0587 49,0 0,7806  0,6884  -0,2194 0,0515
N 12,9 2,3501  0,0096 1,3501 2,0221 6,7 2,5377  0,0454 1,5377 2,4337 2,4 2,5751  0,3401 1,5751 2,5211
t3 21,8 1,2184  0,0240 0,2184 0,1067 5,1 1,3385  0,0943 0,3385 0,1362 1,1 1,3662  0,7478 0,3662 0,1468
0.25 PE; 19,9 4,1026  0,0056 3,1026 10,3502 0,0 4,5504  0,0281 3,5504 12,8701 0,0 4,6446  0,4176 3,6446 13,4428
’ PE> 5,0 0,9004  0,0434  -0,0996 0,0374 34,6 0,9720  0,1967  -0,0280 0,0105 49,2 0,9871  0,6793  -0,0129 0,0058
NG 1,6 7,2598  0,0016 6,2598 41,5198 0,0 7,7813  0,0236 6,7813 46,7797 0,0 7,9283  0,3441 6,9283 48,4847
Lo 38,8 0,7062  0,0436  -0,2938 0,1034 53,6 0,7602  0,1635  -0,2398 0,0635 47,3 0,7718  0,6708  -0,2282 0,0556
N 12,1 2,3739  0,0356 1,3739 2,0853 7,7 2,5385  0,2054 1,5385 2,4367 1,7 2,5651  0,6215 1,5651 2,4882
t3 21,5 1,2238  0,0042 0,2238 0,1078 6,0 1,3376  0,1914 0,3376 0,1351 1,1 1,3586  0,2431 0,3586 0,1404
075 PE; 16,4 4,1631  0,0131 3,1631 10,7266 0,0 4,5707  0,1870 3,5707 13,0270 0,0 4,6402  0,2152 3,6402 13,4076
’ PE> 6,2 0,9072  0,0536  -0,0928 0,0358 27,3 0,9711  0,1832  -0,0289 0,0105 47,4 0,9819  0,6951  -0,0181 0,0056
NG 1,4 7,4860  0,0000 6,4860 46,0110 0,0 7,8345  0,0849 6,8345 47,5915 0,0 7,9243  0,1084 6,9243 48,4332
Lo 42,4 0,7108  0,0241  -0,2892 0,1004 59,0 0,7592  0,2190  -0,2408 0,0640 49,8 0,7677  0,6948  -0,2323 0,0572
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Tabela D.5: Percentual de acerto pelo método AIC, média das

distribuicao dos erros mormal, t3, PEy ¢ PEy, NG ¢ Lo.

e estimativas, valor-P do teste de kolmogorov-Sminorff, viés e erro quadrdtico médio
(EQM) de p e ¢ do estudo de simulagao no qual os dados sao gerados a partir do modelo (7.1) sob erro normal generalizada e ajustados sobre a

n=100 n=300 n=>500
p Erro  AIC ] KS viés EQM AIC P KS viés EQM AIC P KS viés EQM
N 4,6 -0,6962  0,1300 0,0538  0,0092 11,8 -0,7001  0,0295 0,0499  0,0045 6,9 -0,7055  0,2405 0,0445  0,0032
t3 0,4 -0,6970  0,0228 0,0530  0,0109 0,0 -0,6992  0,0657 0,0508  0,0051 0,0 -0,7041  0,1206 0,0459  0,0037
o075 PE1 86,8  -0,6971  0,1424 0,0529  0,0092 87,7 -0,7007  0,0284 0,0493  0,0043 92,5 -0,7066  0,1723 0,0434  0,0031
’ PE2 1,2 -0,6962  0,0147 0,0538  0,0104 0,0 -0,6992  0,0307 0,0508  0,0050 0,0 -0,7038  0,0747 0,0462  0,0037
NG 1,9 -0,6443  0,0430 0,1057  0,0210 0,4 -0,6860  0,0211 0,0640  0,0063 0,6 -0,6981  0,1533 0,0519  0,0040
Lo 51 -0,6962  0,0715 0,0538  0,0099 0,1 -0,6995  0,0231 0,0505  0,0048 0,0 -0,7046  0,1057 0,0454  0,0035
N 3,8 -0,2740 0,6733  -0,0240  0,0084 6,5 -0,1977  0,9990 0,0523  0,0060 4,9  -0,1921  0,9717 0,0579  0,0054
t3 0,1 -0,2841  0,7162 -0,0341  0,0120 0,0  -0,2007  0,8972 0,0493  0,0068 0,0 -0,1927  0,6667 0,0573  0,0059
0925 PE1 88,6  -0,2687  0,7547  -0,0187  0,0082 91,1  -0,1960  0,8452 0,0540  0,0060 93,4 -0,1920  0,8878 0,0580  0,0053
’ PE> 1,1  -0,2800  0,6428  -0,0300  0,0110 0,0 -0,1997  0,7389 0,0503  0,0068 0,0 -0,1922  0,6200 0,0578  0,0059
NG 2,6 -0,1582  0,0200 0,0918  0,0257 2,2  -0,1660 0,6183 0,0840  0,0109 1,7 -0,1754  0,6851 0,0746  0,0078
Lo 3,8 -0,2786  0,7999  -0,0286  0,0098 0,2 -0,1991  0,8923 0,0509  0,0063 0,0 -0,1923  0,9258 0,0577  0,0056
N 3,9 0,2617  0,9874 0,0117  0,0085 3,8 0,2799  0,8846 0,0299  0,0042 2,3 0,2850  0,9116 0,0350  0,0033
t3 0,1 0,2576  0,9477 0,0076  0,0119 0,0 0,2761  0,3030 0,0261  0,0052 0,0 0,2824  0,9837 0,0324  0,0038
0.25 PE; 88,7 0,2619  0,9401 0,0119  0,0086 89,5 0,2818  0,8872 0,0318  0,0041 91,9 0,2863  0,7540 0,0363  0,0032
’ PEo 0,7 0,2610  0,9255 0,0110  0,0111 0,0 0,2773  0,8115 0,0273  0,0052 0,0 0,2833  0,9472 0,0333  0,0038
NG 4,6 0,4088  0,0013 0,1588  0,0519 6,6 0,3140  0,1731 0,0640  0,0083 5,8 0,3045  0,5903 0,0545  0,0052
Lo 2,0 0,2603  0,9949 0,0103  0,0097 0,1 0,2781  0,6780 0,0281  0,0046 0,0 0,2838  0,9896 0,0338  0,0035
N 5,9 0,6721  0,0129  -0,0779  0,0146 1,4 0,7131  0,1099  -0,0369  0,0035 0,7 0,7237  0,3523  -0,0263  0,0019
t3 0,2 0,6707  0,1008  -0,0793  0,0183 0,0 0,7063  0,0798  -0,0437  0,0049 0,0 0,7184  0,0457  -0,0316  0,0027
0.75 PE; 80,7 0,6717  0,0368  -0,0783  0,0142 84,6 0,7169  0,4991  -0,0331  0,0031 83,9 0,7268  0,4905  -0,0232  0,0016
’ PE2 0,7 0,6737  0,0492  -0,0763  0,0168 0,0 0,7074  0,0150  -0,0426  0,0047 0,0 0,7193  0,1437  -0,0307  0,0026
NG 9,0 0,7725  0,2579 0,0225  0,0127 13,9 0,7608  0,0008 0,0108  0,0046 15,4 0,7511  0,0000 0,0011  0,0025
Lo 3,5 0,6716  0,0478  -0,0784  0,0161 0,1 0,7097  0,0742  -0,0403  0,0042 0,0 0,7210  0,0786  -0,0290  0,0023
n=100 n=300 n=>500
P Erro  AIC b KS viés EQM AIC b KS viés EQM AIC b KS viés EQM
N 4,6 0,4232  0,4846  -0,5768  0,3353 11,8 0,4380  0,2653  -0,5620  0,3168 6,9 0,4324  0,3710  -0,5676  0,3227
t3 0,4 0,2579  0,0837  -0,7421  0,5522 0,0 0,2860  0,2812  -0,7140  0,5104 0,0 0,2873  0,9217  -0,7127  0,5082
o075 PE1 86,8 0,6851  0,7111  -0,3149  0,1060 87,7 0,7101  0,7183  -0,2899  0,0866 92,5 0,6996  0,2775  -0,3004  0,0917
’ PEo 1,2 0,1739  0,1168  -0,8261  0,6829 0,0 0,1843  0,1916  -0,8157  0,6655 0,0 0,1833  0,6433  -0,8167  0,6671
NG 1,9 1,3396  0,0280 0,3396  0,1518 0,4 1,2500  0,4192 0,2500  0,0719 0,6 1,2068  0,1358 0,2068  0,0479
Lo 5,1 0,1391  0,1044  -0,8609  0,7415 0,1 0,1471  0,1469  -0,8529  0,7275 0,0 0,1462  0,7422  -0,8538  0,7290
N 3,8 0,3891  0,0723  -0,6109  0,3752 6,5 0,4068  0,6723  -0,5932  0,3526 4,9 0,4060  0,7137  -0,5940  0,3533
t3 0,1 0,2415  0,0678  -0,7585  0,5766 0,0 0,2690  0,3729  -0,7310  0,5348 0,0 0,2722  0,8538  -0,7278  0,5300
025 PE1 88,6 0,6269  0,0634 -0,3731  0,1441 91,1 0,6568  0,8536  -0,3432  0,1197 93,4 0,6552  0,9048  -0,3448  0,1201
’ PEo 1,1 0,1609  0,0798  -0,8391  0,7044 0,0 0,1720  0,8011  -0,8280  0,6857 0,0 0,1726  0,9085  -0,8274  0,6847
NG 2,6 1,2160  0,0064 0,2160  0,0793 2,2 1,1425  0,1585 0,1425  0,0275 1,7 1,1206  0,5850 0,1206  0,0183
Lo 3,8 0,1289  0,0700  -0,8711  0,7590 0,2 0,1375  0,7606  -0,8625  0,7440 0,0 0,1379  0,8483  -0,8621  0,7433
N 3,9 0,3687  0,1822  -0,6313  0,4004 3,8 0,3796  0,8562  -0,6204  0,3855 2,3 0,3838  0,9479  -0,6162  0,3801
t3 0,1 0,2327  0,0219  -0,7673  0,5899 0,0 0,2546  0,3276  -0,7454  0,5561 0,0 0,2602  0,6528  -0,7398  0,5476
0.25 PE; 88,7 0,5918  0,3809  -0,4082  0,1711 89,5 0,6101  0,9405  -0,3899  0,1536 91,9 0,6171  0,7617  -0,3829  0,1476
’ PEs 0,7 0,1534  0,0328  -0,8466  0,7171 0,0 0,1615  0,4029  -0,8385  0,7033 0,0 0,1639  0,9096  -0,8361  0,6992
NG 4,6 1,1260  0,0000 0,1260  0,0530 6,6 1,0486  0,5087 0,0486  0,0080 5,8 1,0481  0,7937 0,0481  0,0054
Lo 2,0 0,1231  0,0220 -0,8769  0,7693 0,1 0,1291  0,2088  -0,8709  0,7585 0,0 0,1310  0,9243  -0,8690  0,7551
N 5,9 0,3675  0,1340  -0,6325  0,4018 1,4 0,3742  0,3407  -0,6258  0,3922 0,7 0,3771  0,0129  -0,6229  0,3883
t3 0,2 0,2343  0,4121  -0,7657  0,5875 0,0 0,2539  0,3014  -0,7461  0,5570 0,0 0,2584  0,4231  -0,7416  0,5502
0.75 PE; 80,7 0,5906  0,1245  -0,4094  0,1716 84,6 0,5992  0,1347  -0,4008  0,1619 83,9 0,6043  0,0334  -0,3957  0,1573
’ PEo 0,7 0,1533  0,2200 -0,8467  0,7172 0,0 0,1599  0,4061  -0,8401  0,7059 0,0 0,1617  0,3064 -0,8383  0,7028
NG 9,0 1,1237  0,0000 0,1237  0,0757 13,9 1,0695  0,0000 0,0695  0,0285 15,4 1,0374  0,0000 0,0374  0,0077
Lo 3,5 0,1230  0,1927  -0,8770  0,7694 0,1 0,1280  0,4441  -0,8720  0,7605 0,0 0,1294  0,3807 -0,8706  0,7580
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Tabela D.6: Percentual de acerto pelo método AIC, média das estimativas, valor-P do teste de kolmogorov-Sminorff, viés e erro quadrdtico médio
(EQM) de p e ¢ do estudo de simulagio no qual os dados sio gerados a partir do modelo (7.1) sob erro Lo e ajustados sobre a distribuicdo dos erros
normal, t3, PE, e PEy, NG e Lo.

n=100 n=300 n=>500
o Erro  AIC K KS viés EQM AIC P KS viés EQM AIC b KS viés EQM
N 11,9  -0,7557  0,0038  -0,0057 0,0041 16,8 -0,7478  0,0373 0,0022 0,0015 9,3  -0,7446  0,1661 0,0054 0,0009
t3 15,5 -0,7540  0,0194  -0,0040 0,0042 2,3  -0,7469  0,0666 0,0031 0,0014 0,2  -0,7444  0,2833 0,0056 0,0009
o075 PE1 28,8 -0,7590  0,0532  -0,0090 0,0055 0,2 -0,7496  0,0332 0,0004 0,0022 0,0  -0,7451  0,0238 0,0049 0,0013
’ PE2 2,6 -0,7545  0,0047  -0,0045 0,0041 12,6  -0,7474  0,1054 0,0026 0,0014 11,4  -0,7444  0,3286 0,0056 0,0009
NG 1,6  -0,7433  0,1243 0,0067 0,0064 0,0 -0,7461  0,0516 0,0039 0,0025 0,0  -0,7430  0,0915 0,0070 0,0015
Lo 39,6 -0,7542  0,0039  -0,0042 0,0039 68,1 -0,7470  0,0796 0,0030 0,0014 79,1 -0,7445  0,3925 0,0055 0,0009
N 12,7  -0,3558  0,0796  -0,1058 0,0163 17,3 -0,2788  0,9923  -0,0288 0,0037 8,7  -0,2593  0,9823  -0,0093 0,0019
t3 15,4  -0,3431  0,4088  -0,0931 0,0148 2,6 -0,2737  0,9748  -0,0237 0,0035 0,6 -0,2567  0,7668  -0,0067 0,0018
0925 PE1 27,1 -0,3684  0,2780 -0,1184 0,0218 0,1 -0,2853  0,8529  -0,0353 0,0054 0,0 -0,2631  0,9028  -0,0131 0,0028
’ PE2 2,1 -0,3471  0,1940  -0,0971 0,0150 11,6  -0,2748  0,9428  -0,0248 0,0035 11,8  -0,2574  0,6606  -0,0074 0,0019
NG 1,4 -0,3355  0,9977  -0,0855 0,0175 0,0 -0,2783  0,6967  -0,0283 0,0055 0,0  -0,2591  0,9660  -0,0091 0,0029
Lo 41,3  -0,3476  0,0404  -0,0976 0,0146 68,4 -0,2753  0,8812  -0,0253 0,0034 78,9  -0,2575  0,5766  -0,0075 0,0017
N 14,5 0,2237  0,3905  -0,0263 0,0083 16,0 0,2295  0,9555  -0,0205 0,0036 8,1 0,2395  0,4954  -0,0105 0,0020
t3 15,3 0,2267  0,9986  -0,0233 0,0089 1,9 0,2326  0,6276  -0,0174 0,0035 0,8 0,2414  0,4340  -0,0086 0,0019
. PE; 25,6 0,2179  0,4056  -0,0321 0,0118 0,1 0,2238  0,3844  -0,0262 0,0053 0,0 0,2354  0,8369  -0,0146 0,0030
’ PE2 2,6 0,2255  0,8092  -0,0245 0,0088 9,6 0,2319  0,6478  -0,0181 0,0034 10,6 0,2409  0,4518  -0,0091 0,0020
NG 2,4 0,2732  0,0041 0,0232 0,0198 0,0 0,2329  0,7044  -0,0171 0,0055 0,0 0,2399  0,8404  -0,0101 0,0032
Lo 39,6 0,2263  0,6228  -0,0237 0,0079 72,4 0,2319  0,8367  -0,0181 0,0033 80,5 0,2409  0,2990  -0,0091 0,0019
N 15,3 0,6880  0,0045  -0,0620 0,0121 15,9 0,7082  0,0962  -0,0418 0,0039 7,7 0,7239  0,0439  -0,0261 0,0019
t3 15,3 0,6968  0,0067  -0,0532 0,0108 2,6 0,7129  0,2231  -0,0371 0,0034 0,3 0,7263  0,2354  -0,0237 0,0017
0.75 PE; 20,6 0,6787  0,0017  -0,0713 0,0162 0,0 0,7006  0,0986  -0,0494 0,0055 0,0 0,7192  0,1503  -0,0308 0,0027
’ PE> 2,7 0,6949  0,0055  -0,0551 0,0109 7,0 0,7118  0,2577  -0,0382 0,0035 7,8 0,7256  0,1051  -0,0244 0,0017
NG 2,9 0,7140  0,0088  -0,0360 0,0143 0,0 0,7079  0,4367  -0,0421 0,0055 0,0 0,7231  0,5540  -0,0269 0,0028
Lo 43,2 0,6935  0,0058  -0,0565 0,0108 74,5 0,7115  0,1603  -0,0385 0,0034 84,2 0,7257  0,0794  -0,0243 0,0017
n=100 n=300 n=>500
P Erro  AIC Iy KS viés EQM AIC ey KS viés EQM AIC Iy KS viés EQM
N 11,9 3,0403  0,0184 2,0403 4,4670 16,8 3,2669  0,0668 2,2669 5,2390 9,3 3,2960  0,5548 2,2960 5,3323
t3 15,5 1,6213  0,0823 0,6213 0,4795 2,3 1,7928  0,4056 0,7928 0,6596 0,2 1,8270  0,6192 0,8270 0,7039
o075 PE1 28,8 5,2419  0,0108 4,2419 19,0898 0,2 5,7856  0,0823 4,7856 23,3078 0,0 5,8668  0,0567 4,8668 23,9322
) PEo 2,6 1,1792  0,1442 0,1792 0,0749 12,6 1,2723  0,0492 0,2723 0,0880 11,4 1,2873  0,3703 0,2873 0,0912
NG 1,6 9,3594  0,0189 8,3594 73,4833 0,0 9,9429  0,0092 8,9429 81,2242 0,0 10,0389  0,0962 9,0389 82,4543
Lo 39,6 0,9268  0,1019  -0,0732 0,0317 68,1 0,9965  0,0776  -0,0035 0,0085 79,1 1,0077  0,6914 0,0077 0,0054
N 12,7 2,9861  0,0237 1,9861 4,2544 17,3 3,2108  0,0988 2,2108 4,9956 8,7 3,2459  0,2278 2,2459 5,1056
t3 15,4 1,5900  0,0253 0,5900 0,4418 2,6 1,7604  0,1791 0,7604 0,6124 0,6 1,7963  0,9210 0,7963 0,6538
0925 PE1 27,1 5,1697  0,0244 4,1697 18,5327 0,1 5,6961  0,0492 4,6961 22,4835 0,0 5,7846  0,0739 4,7846 23,1410
) PE, 2,1 1,1563  0,0321 0,1563 0,0674 11,6 1,2498  0,3393 0,2498 0,0776 11,8 1,2667  0,5629 0,2667 0,0798
NG 1,4 9,1405  0,0147 8,1405 69,9027 0,0 9,7552  0,0541 8,7552 77,9571 0,0 9,8819  0,0600 8,8819 79,6451
Lo 41,3 0,9080  0,0311  -0,0920 0,0349 68,4 0,9784  0,2575  -0,0216 0,0098 78,9 0,9913  0,5217  -0,0087 0,0054
N 14,5 2,9718  0,0116 1,9718 4,2009 16,0 3,1835  0,0341 2,1835 4,8751 8,1 3,2295  0,2100 2,2295 5,0334
t3 15,3 1,5905  0,0339 0,5905 0,4404 1,9 1,7436  0,0751 0,7436 0,5864 0,8 1,7805  0,6393 0,7805 0,6286
0.25 PE; 25,6 5,1613  0,0015 4,1613 18,4991 0,1 5,6615  0,0194 4,6615 22,1559 0,0 5,7735  0,1427 4,7735 23,0453
) PE> 2,6 1,1519  0,0572 0,1519 0,0657 9,6 1,2381  0,1669 0,2381 0,0718 10,6 1,2579  0,3548 0,2579 0,0753
NG 2,4 9,1126  0,0013 8,1126 69,6411 0,0 9,6775  0,0425 8,6775 76,5810 0,0 9,8502  0,1789 8,8502 79,1144
Lo 39,6 0,9041  0,0644  -0,0959 0,0353 72,4 0,9689  0,1228  -0,0311 0,0102 80,5 0,9838  0,5102  -0,0162 0,0056
N 15,3 2,9875  0,0378 1,9875 4,2582 15,9 3,1889  0,0810 2,1889 4,9018 7,7 3,2169  0,5810 2,2169 4,9745
t3 15,3 1,5941  0,0112 0,5941 0,4422 2,6 1,7501  0,1337 0,7501 0,5957 0,3 1,7782  0,6765 0,7782 0,6242
0.75 PE; 20,6 5,2106  0,0019 4,2106 18,9011 0,0 5,6877  0,0413 4,6877 22,4237 0,0 5,7561  0,2298 4,7561 22,8669
’ PE2 2,7 1,1559  0,1124 0,1559 0,0662 7,0 1,2407  0,1233 0,2407 0,0731 7,8 1,2540  0,7194 0,2540 0,0728
NG 2,9 9,2931  0,0000 8,2931 73,6465 0,0 9,7244  0,0473 8,7244 77,4982 0,0 9,8196  0,2250 8,8196 78,5387
Lo 43,2 0,9064  0,0672  -0,0936 0,0340 74,5 0,9703  0,1267  -0,0297 0,0101 84,2 0,9808  0,7386  -0,0192 0,0055
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Figura D.1: Grdficos da média das estimativas para a fungdo fi(t) sob ¢ =1 com coeficientes
de autocorrelagdo p = —0,75,—0,25,0,25 € 0,75 a partir do estudo de simulacao a qual os dados
foram gerados do modelo (7.1) sob os erros com distribuicao normal (primeiro), ts (sequndo),
PE) (terceiro), PEs(quarto), NG (quinto) e Ly (sexto) e ajustado sob o mesmo erro do modelo.
Tamanho amostrais de n = 100,300 e 500,na esquerda, meio e direita, respectivamente.
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Figura D.2: Grdficos da média das estimativas para a fungdo fa(s) sob ¢ =1 com coeficientes
de autocorrelagdo p = —0,75,—0,25,0,25 e 0,75 a partir do estudo de simulagdo a qual os dados
foram gerados do modelo (7.1) sob os erros com distribuicdo normal (primeiro), ts (sequndo),
PE, (terceiro), PEs(quarto), NG (quinto) e Ly (sexto) e ajustado sob o mesmo erro do modelo.
Tamanho amostrais de n = 100,300 e 500,na esquerda, meio e direita, respectivamente.
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D.2 Tabelas e graficos da simulagao AR(2)



Tabela D.7: Percentual de acerto pelo método AIC no estudo de simulag¢ao no qual os dados sao gerados sob a distribuicao dos erros, normal, t3, PF;y

GPEQ, NG@LQ.
N t3 PE1 PE2 Ng L2
p Erro 100 300 500 100 300 500 100 300 500 100 300 500 100 300 500 100 300 500
N 36 523 76,1 26 00 00 81,8 400 204 00 01 00 18 00 00 102 76 35
t 23 00 00 775 934 976 60 00 00 00 09 05 00 00 00 142 57 19
1 PE; 02 15 1,3 00 00 00 96 973 977 00 00 00 22 12 10 10 00 0,0
PE, 95 74 18 221 86 27 269 00 00 00 141 288 05 00 00 41,0 699 66,7
NG 02 01 04 02 00 00 980 987 985 00 00 00 1,1 12 1,1 05 0,0 0,0
I, 11,3 169 74 163 30 05 308 06 00 01 31 45 11 00 00 404 764 87,6
N 104 555 784 19 00 00 696 367 185 01 02 00 47 01 00 133 75 3.1
t3 22 0,1 00 778 922 969 3,7 00 00 0,0 1,2 06 0,2 00 0,0 16,1 6,5 25
, PEL L7 18 12 00 00 00 933 957 960 00 00 00 40 25 28 10 00 00
PE, 15,1 6,8 1,6 21,2 75 1.9 159 00 00 0.8 151 320 0,7 00 0,0 46,3 70,6 64,5
NG 04 02 05 03 00 00 955 978 963 00 00 00 24 20 32 14 00 00
Lo 16,5 164 77 151 26 03 21,3 03 00 05 35 49 14 0,0 0,0 452 772 87,1

(2)9V OVOVTININIS VA SODIAVED d SVTAIV.L
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Tabela D.8: Média das estimativas, valor-P do teste de kolmogorov-Sminorff, viés e erro
quadrdtico médio (EQM) de By, B1, ¢, p1 € p2 do estudo de simulagio no qual os dados sao
gerados a partir do modelo (8.5) sob erro normal e ajustados sobre a distribuicdo dos erros

normal, t3, PE,, PEs, NG e L.

n=100 n=300 n=500
Erro Bo KS viés EQM Bo KS viés EQM Bo KS viés EQM
N 2,0611  0,2538  0,0611 0,0173  2,0907  0,2296  0,0907 0,0121  2,0946  0,1003  0,0946 0,0113
ts 2,0630  0,3408  0,0630 0,0213  2,0916  0,3065  0,0916 0,0133  2,0942  0,7643  0,0942 0,0120
PE, 2,0592  0,3163  0,0592 0,0188  2,0905 0,2315  0,0905 0,0128  2,0948  0,2353  0,0948 0,0118
PE, 2,0618  0,3237  0,0618 0,0202  2,0908  0,4127  0,0908 0,0130  2,0943  0,5586  0,0943 0,0119
NG3  2,1461  0,0000  0,1461 0,3374  2,1233  0,0000  0,1233 0,1168  2,1038  0,9990  0,1038 0,0412
Lo 2,0623  0,1449  0,0623 0,0185  2,0912  0,2485  0,0912 0,0125  2,0943  0,2232  0,0943 0,0115
N 2,0571  0,2205  0,0571 0,0436  2,0916  0,2143  0,0916 0,0200  2,0951  0,0812  0,0951 0,0161
tg 2,0565  0,3011  0,0565 0,0548  2,0933  0,2932  0,0933 0,0239  2,0944  0,7368  0,0944 0,0183
PE, 2,0561  0,5883  0,0561 0,0495  2,09011  0,1854  0,0911 0,0222  2,0955 0,1875  0,0955 0,0176
PE, 2,0561  0,0994  0,0561 0,0524  2,0916  0,1763  0,0916 0,0231  2,0947  0,6460  0,0947 0,0182
NG3  2,1392  0,0000  0,1392 0,6645  2,1415  0,0000  0,1415 0,2594  2,1067  0,4853  0,1067 0,0861
Lo 2,0572  0,1545  0,0572 0,0469  2,0926  0,2298  0,0926 0,0213  2,0946  0,2673  0,0946 0,0168
n=100 n=300 n=500
Erro 81 KS viés EQM B1 KS viés EQM 81 KS viés EQM
N 6,9983  0,7931  -0,0017 0,0225  6,9990  0,9973  -0,0010 0,0064  7,0001  0,7079  0,0001 0,0040
ts 6,9955  0,9447  -0,0045 0,0280  6,9992  0,5748  -0,0008 0,0073  6,9992  0,8737  -0,0008 0,0046
PE; 7,0009  0,6008  0,0009 0,0246  6,9991  0,9976  -0,0009 0,0074  7,0003  0,4103  0,0003 0,0046
PE, 6,9952  0,9978  -0,0048 0,0264  6,9991  0,8504  -0,0009 0,0071  6,9988  0,9791  -0,0012 0,0045
NG3  7,0038  0,8596  0,0038 0,0819 17,0446  0,6617  0,0446 0,0360  7,0388  0,5188  0,0388 0,0269
Lo 6,9967  0,9498  -0,0033 0,0241  6,9990  0,8984  -0,0010 0,0066  6,9997  0,8118  -0,0003 0,0042
N 7,0018  0,7676  0,0018 0,0663  6,9994  0,9991  -0,0006 0,0192  7,0002  0,6091  0,0002 0,0120
tg 6,9970  0,7206  -0,0030 0,0818  6,9999  0,7924  -0,0001 0,0222  6,9988  0,9272  -0,0012 0,0138
PE, 7,009  0,6562  0,0059 0,0725  6,9997  0,9875  -0,0003 0,0221  7,0005 0,5759  0,0005 0,0137
PE, 6,9967  0,9797  -0,0033 0,0774  7,0002  0,9348  0,0002 0,0214  6,9984  0,8830  -0,0016 0,0137
NG3  7,0152  0,6091  0,0152 0,1969  7,0850  0,3785  0,0850 0,0911  7,0816  0,3993  0,0816 0,0648
Lo 6,9992  0,7689  -0,0008 0,0711  6,9995  0,9348  -0,0005 0,0200  6,9997  0,8458  -0,0003 0,0125
n=100 n=300 n=500
Erro é KS viés EQM é KS vies EQM é KS vies EQM
N 0,8393  0,0578  -0,1607 0,0439  0,9408  0,5884  -0,0592 0,0097  0,9636  0,9956  -0,0364 0,0053
ts 0,4857  0,2236  -0,5143 0,2732  0,5774  0,7885  -0,4226 0,1818  0,5962  0,7401  -0,4038 0,1650
PE; 1,3808  0,1073  0,3808 0,1957  1,5692  0,1456  0,5692 0,3421  1,6143 0,9824  0,6143 0,3893
PE, 0,3375  0,0599  -0,6625 0,4421  0,3846  0,6758  -0,6154 0,3798  0,3949  0,6585  -0,6051 0,3669
NGs  2,7178  0,0005  1,7178 3,2823  2,7647  0,2608  1,7647 3,1838  2,7957  0,5604  1,7957 3,2646
Lo 0,2691  0,1138  -0,7309 0,5363  0,3058  0,4747  -0,6942 0,4826  0,3137  0,9472  -0,6863 0,4715
N 2,5971  0,0873  -0,4029 0,3329  2,8596  0,4719  -0,1404 0,0746  2,9108  0,9570  -0,0892 0,0438
t3 1,5330  0,2125  -1,4670 2,2334  1,7646  0,3837  -1,2354 1,5543  1,8065  0,8278  -1,1935 1,4419
PE, 4,2860  0,1561 1,2860 2,1377  4,7744  0,1675  1,7744 3,3095  4,8799  0,6946  1,8799 3,6407
PE, 1,0497  0,0984  -1,9503 3,8333  1,1712  0,4094  -1,8288 3,3543  1,1939  0,9679  -1,8061 3,2682
NG3  7,9744 0,0110  4,9744 26,9817  8,3170 0,3147  5,3170 28,8524  8,3901  0,7643  5,3901 29,3921
Lo 0,8367  0,1061  -2,1633 4,6992  0,9310  0,4483  -2,0690 4,2871  0,9483  0,9106  -2,0517 4,2134
n=100 n=300 n=>500
Erro 1 KS viés EQM p1 KS viés EQM 2 KS viés EQM
N 0,6147  0,7545  -0,0413 0,0119  0,6235 0,8628  -0,0325 0,0043  0,6342  0,6000  -0,0218 0,0023
tg 0,6123  0,9419  -0,0437 0,0146  0,6216  0,9852  -0,0344 0,0051  0,6331  0,9959  -0,0229 0,0027
PE, 0,6128  0,8683  -0,0432 0,0129  0,6233  0,7726  -0,0327 0,0046  0,6341  0,8515  -0,0219 0,0025
PE, 0,6158  0,6752  -0,0402 0,0134  0,6221  0,9583  -0,0339 0,0050  0,6332  0,7850  -0,0228 0,0026
NG3  0,6748  0,0491  0,0188 0,0172  0,6383  0,4355  -0,0177 0,0049  0,6397  0,4017  -0,0163 0,0026
Lo 0,6142  0,7868  -0,0418 0,0128  0,6227  0,7966  -0,0333 0,0046  0,6338  0,8336  -0,0222 0,0025
N 0,6360  0,8170  -0,0200 0,0092  0,6327 0,688  -0,0233 0,0037  0,6391  0,6798  -0,0169 0,0021
tsg 0,6331  0,4879  -0,0229 0,0117  0,6312  0,9976  -0,0248 0,0045  0,6379  0,9898  -0,0181 0,0025
PE, 0,6341  0,9842  -0,0219 0,0101  0,6325  0,6383  -0,0235 0,0040  0,6392  0,6995  -0,0168 0,0023
PE, 0,6360  0,8272  -0,0200 0,0107  0,6314  0,8974  -0,0246 0,0044  0,6380 0,8044  -0,0180 0,0024
NGs  0,6719  0,0940  0,0159 0,0133  0,6418  0,9965  -0,0142 0,0044  0,6436  0,3065  -0,0124 0,0024
Lo 0,6353  0,4342  -0,0207 0,0100  0,6321  0,9796  -0,0239 0,0040  0,6386  0,8707  -0,0174 0,0023
n=100 n=300 n=500
Erro P2 KS viés EQM P2 KS viés EQM P2 KS viés EQM
N -0,4212  0,0007  -0,1122 0,0219  -0,3561  0,8856  -0,0471 0,0048  -0,3375  0,7320  -0,0285 0,0023
ts -0,4199  0,0126  -0,1109 0,0237  -0,3561  0,8659  -0,0471 0,0054  -0,3387  0,3578  -0,0297 0,0026
PE;  -0,4212  0,0052 -0,1122 0,0232  -0,3573  0,8581  -0,0483 0,0054  -0,3376  0,8534  -0,0286 0,0026
PE;  -0,4206  0,0120 -0,1116 0,0232  -0,3556  0,9174  -0,0466 0,0052  -0,3382  0,4939  -0,0292 0,0026
NGs  -0,3430  0,0001  -0,0340 0,0196  -0,3317  0,1824  -0,0227 0,0050  -0,3218  0,7696  -0,0128 0,0023
Lo -0,4207  0,0032  -0,1117 0,0223  -0,3558  0,7103  -0,0468 0,0050  -0,3380  0,5616  -0,0290 0,0024
N -0,4175  0,0004  -0,1085 0,0207  -0,3511  0,9250  -0,0421 0,0044  -0,3335  0,7570  -0,0245 0,0021
ts -0,4171  0,0128  -0,1081 0,0224  -0,3514  0,7803  -0,0424 0,0050  -0,3346  0,5059  -0,0256 0,0024
PE;  -0,4177  0,0042  -0,1087 0,0218  -0,3522  0,6998  -0,0432 0,0049  -0,3337  0,7496  -0,0247 0,0024
PE,  -0,4179  0,0160  -0,1089 0,0222  -0,3510  0,7577  -0,0420 0,0049  -0,3342  0,4086  -0,0252 0,0023
NGs  -0,3671  0,0033  -0,0581 0,0177  -0,3330  0,1777  -0,0240 0,0047  -0,3221  0,6699  -0,0131 0,0022
Lo -0,4173  0,0010  -0,1083 0,0211  -0,3510  0,8725  -0,0420 0,0046  -0,3339  0,4785  -0,0249 0,0021




TABELAS E GRAFICOS DA SIMULACAO AR(2)

Tabela D.9: Média das estimativas, valor-P do teste de kolmogorov-Sminorff, viés e erro
quadrdtico médio (EQM) de By, b1, ¢, p1 € p2 do estudo de simula¢ao no qual os dados sao
gerados a partir do modelo (8.5) sob erro t—Student (v = 3) e ajustados sobre a distribui¢io

dos erros normal, t3, PE1, PEy, NG e Ls.
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n=100 n=300 n=500
Erro Bo KS vies EQM Bo KS vies EQM Bo KS vies EQM
N 2,0641  0,3759 0,0641 0,0378 2,0889  0,0921 0,0889 0,0173 2,0942  0,0323 0,0942 0,0146
ts 2,0645  0,9527 0,0645 0,0288 2,0927  0,6995 0,0927 0,0167 2,0914  0,9518 0,0914 0,0132
PE, 2,0647  0,1661 0,0647 0,0983 2,0854  0,9265 0,0854 0,0363 2,1001  0,3016 0,1001 0,0296
PE, 2,0621  0,7995 0,0621 0,0284 2,0916  0,4818 0,0916 0,0160 2,0923  0,8869 0,0923 0,0132
NG3 2,1149  0,0000 0,1149 0,4672 2,1033  0,2367 0,1033 0,1133 2,1164  0,8554 0,1164 0,0721
Lo 2,0639  0,5351 0,0639 0,0270 2,0912  0,2875 0,0912 0,0157 2,0920  0,5161 0,0920 0,0128
N 2,0688  0,3160 0,0688 0,1025 2,0900  0,0923 0,0900 0,0362 2,0945  0,0220 0,0945 0,0259
ts 2,0650  0,7797 0,0650 0,0783 2,0938  0,7468 0,0938 0,0333 2,0901  0,6339 0,0901 0,0226
PE, 2,0711  0,0038 0,0711 0,3737 2,0856  0,8757 0,0856 0,0909 2,1038  0,4375 0,1038 0,0707
PE, 2,0628  0,7730 0,0628 0,0779 2,0929  0,5025 0,0929 0,0317 2,0918  0,7053 0,0918 0,0223
NG3 2,0438  0,0000 0,0438 0,9075 2,0880  0,6662 0,0880 0,2049 2,1140  0,7599 0,1140 0,1457
Lo 2,0649  0,4103 0,0649 0,0733 2,0922  0,5011 0,0922 0,0311 2,0910  0,5709 0,0910 0,0213
n=100 n=300 n=500
Erro B KS viés EQM B KS vies EQM B1 KS viés EQM
N 6,9923  0,6418  -0,0077 0,0611 6,9940  0,9508  -0,0060 0,0166 6,9961  0,8878  -0,0039 0,0108
ts 6,9923  0,9922  -0,0077 0,0402 6,9971  0,5148  -0,0029 0,0099 6,9963  0,7119  -0,0037 0,0062
PE; 6,9950  0,0425  -0,0050 0,1426 6,9907  0,8307  -0,0093 0,0516 6,9978  0,8979  -0,0022 0,0331
PE, 6,9942  0,9898  -0,0058 0,0426 6,9961  0,9990  -0,0039 0,0105 6,9959  0,2281  -0,0041 0,0068
NG5 7,0124  0,1359 0,0124 0,2181 7,0191  0,8044 0,0191 0,0917 7,0075  0,7012 0,0075 0,0548
Lo 6,9914  0,9036  -0,0086 0,0416 6,9960  0,7729  -0,0040 0,0105 6,9958  0,3508  -0,0042 0,0068
N 6,9908  0,6110  -0,0092 0,1754 6,9950  0,9503  -0,0050 0,0481 6,9922  0,7629  -0,0078 0,0327
ts 6,9923  0,9486  -0,0077 0,1161 6,9966  0,5840  -0,0034 0,0288 6,9926  0,8217  -0,0074 0,0186
PE, 6,0962  0,0175  -0,0038 0,4268 6,9994  0,9456  -0,0006 0,1452 6,0962  0,8452  -0,0038 0,0994
PE, 6,9958  0,7359  -0,0042 0,1223 6,9962  0,9726  -0,0038 0,0307 6,9916  0,5353  -0,0084 0,0205
NG3 7,0179  0,4050 0,0179 0,5046 7,0334  0,3726 0,0334 0,2249 7,0135  0,5897 0,0135 0,1517
Lo 6,9899  0,8113  -0,0101 0,1201 6,9953  0,5924  -0,0047 0,0309 6,0917  0,7443  -0,0083 0,0206
n=100 n=300 n=500
Erro & KS viés EQM é KS viés EQM & KS viés EQM
N 2,2883  0,0000 1,2883 2,4144 2,3503  0,0223 1,3503 1,9801 2,3238  0,0645 1,3238 1,8335
tg 0,8305  0,0018  -0,1695 0,0678 0,9272  0,4229  -0,0728 0,0167 0,9393  0,4477  -0,0607 0,0108
PE, 4,5720  0,0000 3,5720 18,2132 4,8745  0,0015 3,8745 16,1982 4,8180  0,0047 3,8180 15,1408
PE, 0,7560  0,0000  -0,2440 0,1038 0,7935  0,1408  -0,2065 0,0535 0,7925  0,3936  -0,2075 0,0492
NG3 8,5791  0,0000 7,5791 77,6368 8,6229  0,0014 7,6229 62,0998 8,4523  0,0052 7,4523 57,3546
Lo 0,5604  0,0015  -0,4396 0,2133 0,5918  0,2847  -0,4082 0,1719 0,5928  0,7022  -0,4072 0,1689
N 6,9023  0,0000 3,9023 20,8180 6,9971  0,0503 3,9971 17,2651 6,9613  0,1516 3,9613 16,3637
ts 2,6074  0,0014  -0,3926 0,5183 2,8181  0,4287  -0,1819 0,1406 2,8400  0,3414  -0,1600 0,0876
PE; 13,7945 0,0000 10,7945 155,2943 14,4260 0,0135 11,4260  139,5424 14,4432  0,0127 11,4432  135,5802
PE, 2,3133  0,0001  -0,6867 0,8405 2,3849  0,1750  -0,6151 0,4748 2,3822  0,6610  -0,6178 0,4344
NGs 25,0136 0,0000 22,0136  628,7866 25,3028  0,0295 22,3028  526,2669 25,2365  0,0112 22,2365  509,3710
Lo 1,7221  0,0022  -1,2779 1,8086 1,7841  0,2834  -1,2159 1,5263 1,7840  0,5471  -1,2160 1,5054
n=100 n=300 n=500
Erro 1 KS viés EQM p1 KS viés EQM 1 KS viés EQM
N 0,6269  0,1588  -0,0291 0,0099 0,6310  0,7187  -0,0250 0,0037 0,6363  0,8974  -0,0197 0,0021
ts 0,6372  0,0622  -0,0188 0,0067 0,6394  0,7199  -0,0166 0,0023 0,6425  0,1519  -0,0135 0,0014
PE; 0,6055  0,8859  -0,0505 0,0197 0,6138  0,7943  -0,0422 0,0096 0,6244  0,9980  -0,0316 0,0058
PE, 0,6356  0,4753  -0,0204 0,0072 0,6373 0,047  -0,0187 0,0025 0,6412  0,1381  -0,0148 0,0015
NG3 0,6432  0,9888  -0,0128 0,0215 0,6208  0,7442  -0,0352 0,0104 0,6277  0,9905  -0,0283 0,0065
Lo 0,6347  0,2168  -0,0213 0,0071 0,6372  0,8008  -0,0188 0,0025 0,6406  0,6582  -0,0154 0,0015
N 0,6458  0,2595  -0,0102 0,0083 0,6369  0,8240  -0,0191 0,0035 0,6403  0,8332  -0,0157 0,0019
ts 0,6482  0,1191  -0,0078 0,0058 0,6432  0,8497  -0,0128 0,0022 0,6449  0,2217  -0,0111 0,0013
PE, 0,6332  0,7661  -0,0228 0,0172 0,6236  0,7989  -0,0324 0,0088 0,6310  0,9870  -0,0250 0,0054
PE, 0,6489  0,3356  -0,0071 0,0062 0,6414  0,9784  -0,0146 0,0024 0,6439  0,2529  -0,0121 0,0014
NG3 0,6501  0,8656  -0,0059 0,0201 0,6256  0,7801  -0,0304 0,0097 0,6319  0,9931  -0,0241 0,0061
Lo 0,6483  0,1870  -0,0077 0,0061 0,6415  0,9684  -0,0145 0,0024 0,6435  0,7916  -0,0125 0,0013
n=100 n=300 n=500
Erro p2 KS viés EQM p2 KS viés EQM p2 KS viés EQM
N -0,4182  0,0023  -0,1092 0,0208  -0,3552  0,9214  -0,0462 0,0046  -0,3337  0,7351  -0,0247 0,0021
tg -0,3819  0,4729  -0,0729 0,0124  -0,3396  0,1149  -0,0306 0,0027  -0,3254  0,5569  -0,0164 0,0014
PE;  -0,4552  0,0027  -0,1462 0,0376  -0,3799  0,8559  -0,0709 0,0114  -0,3483  0,9884  -0,0393 0,0058
PE,  -0,3917  0,2226  -0,0827 0,0142  -0,3429  0,1507  -0,0339 0,0030  -0,3272  0,6567  -0,0182 0,0015
NGs  -0,3983  0,0023  -0,0893 0,0313  -0,3645  0,2014  -0,0555 0,0113  -0,3397  0,7426  -0,0307 0,0061
Lo -0,3945  0,0892  -0,0855 0,0143  -0,3445  0,4062  -0,0355 0,0031  -0,3279  0,3822  -0,0189 0,0015
N -0,4124  0,0007  -0,1034 0,0193  -0,3497  0,9495  -0,0407 0,0043  -0,3305  0,5096  -0,0215 0,0019
tg -0,3795  0,5955  -0,0705 0,0117  -0,3370  0,4281  -0,0280 0,0026  -0,3236  0,2764  -0,0146 0,0013
PE;  -0,4488 0,0139  -0,1398 0,0361  -0,3699  0,9927  -0,0609 0,0105  -0,3429  0,7797  -0,0339 0,0053
PE,  -0,3884  0,0838  -0,0794 0,0131  -0,3398  0,3432  -0,0308 0,0028  -0,3252  0,5279  -0,0162 0,0014
NG3  -0,4173  0,0138  -0,1083 0,0335  -0,3617  0,8529  -0,0527 0,0109  -0,3382  0,4629  -0,0292 0,0058
Lo -0,3907  0,0383  -0,0817 0,0133  -0,3410  0,5244  -0,0320 0,0029  -0,3257  0,4588  -0,0167 0,0013




158 APENDICE D
Tabela D.10: Média das estimativas, valor-P do teste de kolmogorov-Sminorff, viés e erro
quadrdtico médio (EQM) de Sy, P1, ¢, p1 € p2 do estudo de simulagdao no qual os dados sao
gerados a partir do modelo (8.5) sob erro exponencial poténcia (v = —0,3) - PEy e ajustados
sobre a distribui¢cdo dos erros normal, t3, PEy, PEy, NG e Lo.
n=100 n=300 n=500
¢  Erro Bo KS vies EQM Bo KS vies EQM Bo KS vies EQM
N 2,0624  0,0354  0,0624  0,0120  2,0887  0,1744  0,0887  0,0104  2,0921 0,081  0,0921  0,0100
t3 2,0626  0,6111  0,0626  0,0150  2,0891  0,3345  0,0891 0,0116  2,0915 0,3340  0,0915  0,0105
, PE1 20633 0,1827  0,0633 00120 20887 0,199  0,0887 0,0103  2,0924  0,0949  0,0924  0,0101
PEo 2,0623 0,4524 0,0623 0,0143 2,0891 0,2864 0,0891 0,0115 2,0914 0,5118 0,0914 0,0104
NGs 2,1318 0,0000 0,1318 0,2452 2,1066 0,0011 0,1066 0,0741 2,1149 0,2572 0,1149 0,0392
Lo 2,0622 0,0496 0,0622 0,0131 2,0889 0,2120 0,0889 0,0109 2,0917 0,2858 0,0917 0,0101
N 2,0634 0,0202 0,0634 0,0280 2,0886 0,1866 0,0886 0,0153 2,0908 0,0901 0,0908 0,0127
t3 2,0621 0,2380 0,0621 0,0373 2,0892 0,5380 0,0892 0,0191 2,0897 0,4481 0,0897 0,0144
3 PE; 2,0653 0,1414 0,0653 0,0281 2,0886 0,1968 0,0886 0,0151 2,0916 0,0720 0,0916 0,0129
PEo 2,0611 0,3039 0,0611 0,0354 2,0887 0,2605 0,0887 0,0187 2,0894 0,4706 0,0894 0,0141
NG3 2,1508  0,0000 0,1508  0,5853 2,1147  0,0004 0,1147  0,1325 2,0961 0,5144  0,0961  0,0674
Lo 2,0625  0,0288 0,0625  0,0315 2,0888  0,2010 0,0888  0,0168 2,0902  0,2401 0,0902  0,0133
n=100 n=300 n=>500
¢  Erro B KS vies EQM b1 KS vies EQM B1 KS viés EQM
N 6,9886 0,9244 -0,0114 0,0149 6,9958 0,7012 -0,0042 0,0042 6,9992 0,9909 -0,0008 0,0027
t3 6,9903 0,8651 -0,0097 0,0188 6,9951 0,8480 -0,0049 0,0058 6,9984 0,9867 -0,0016 0,0037
, PE1 69866 07358 -0,0134 00149 69961  0,6852 -0,0039  0,0038  6,9997  0,8870  -0,0003  0,0025
PE;  6,9911 0,7607 -0,0089 0,0175  6,9951  0,7440  -0,0049  0,0058  6,9985  0,9399  -0,0015  0,0036
NG3  6,9662 0,6513 -0,0338 0,0670  7,0433 0,8162  0,0433 0,0249  7,0094 0,5444  0,0094  0,0193
Lo 6,9897 0,9396 -0,0103 0,0163 6,9955 0,6086 -0,0045 0,0049 6,9988 0,9821 -0,0012 0,0031
N 6,9831 0,9708 -0,0169 0,0442 6,9925 0,6953 -0,0075 0,0124 6,9988 0,9924 -0,0012 0,0081
ts 6,9851 0,7379 -0,0149 0,0565 6,9915 0,9723 -0,0085 0,0174 6,9975 0,9746 -0,0025 0,0110
3 PE; 6,9799 0,5615 -0,0201 0,0438 6,9927 0,8580 -0,0073 0,0113 6,9996 0,9298 -0,0004 0,0075
PEo 6,9887 0,9888 -0,0113 0,0533 6,9918 0,8595 -0,0082 0,0173 6,9977 0,7496 -0,0023 0,0109
NG3s 6,9721 0,3899 -0,0279 0,1628 7,0752 0,6868 0,0752 0,0620 7,0487 0,9597 0,0487 0,0495
Lo 6,9845 0,9896 -0,0155 0,0490 6,9921 0,5764 -0,0079 0,0146 6,9982 0,9735 -0,0018 0,0093
n=100 n=300 n=500
¢  Erro é KS viés EQM & KS viés EQM S KS viés EQM
N 0,5113 0,3433 -0,4887 0,2440 0,5782 0,6858 -0,4218 0,1796 0,5938 0,9523 -0,4062 0,1659
t3 0,3157 0,1116 -0,6843 0,4712 0,3843 0,7238 -0,6157 0,3802 0,4001 0,8183 -0,5999 0,3606
1 PE; 0,8168 0,2846 -0,1832 0,0465 0,9290 0,7319 -0,0710 0,0093 0,9548 0,9310 -0,0452 0,0044
PE» 0,2112 0,1011 -0,7888 0,6232 0,2449 0,3357 -0,7551 0,5705 0,2529 0,9141 -0,7471 0,5584
NG3  1,6769 0,0001  0,6769 0,5870  1,6616 0,0358  0,6616  0,4608  1,6654 0,1130  0,6654  0,4525
Ly 0,1698  0,1693  -0,8302  0,6898  0,1962  0,5325 -0,8038  0,6464  0,2023  0,9522  -0,7977  0,6364
N 1,5009  0,3235 -1,4091  2,0364  1,7566  0,6057 -1,2434  1,5617  1,7954  0,8775 -1,2046  1,4601
t3 1,0068  0,2996  -1,9932  4,0025  1,1753  0,7644  -1,8247  3,3401 12144  0,5536  -1,7856  3,1944
3 PE; 2,5458 0,5206 -0,4542 0,3334 2,8223 0,9205 -0,1777 0,0696 2,8869 0,7413 -0,1131 0,0347
PEo 0,6623 0,0444 -2,3377 5,4748 0,7459 0,56347 -2,2541 5,0842 0,7657 0,7144 -2,2343 4,9941
NGs 4,9521 0,0003 1,9521 4,9893 4,9606 0,4004 1,9606 4,0058 4,9842 0,9006 1,9842 4,0176
Lo 0,5320 0,1570 -2,4680 6,0977 0,5972 0,6205 -2,4028 5,7755 0,6125 0,8913 -2,3875 5,7013
n=100 n=300 n=>500
[} Erro p1 KS viés EQM 1 KS viés EQM p1 KS viés EQM
N 0,6113  0,7458  -0,0447  0,0120  0,6179  0,6234 -0,0381 0,008  0,6311  0,9865 -0,0249  0,0026
t3 0,6063 0,7915 -0,0497 0,0169 0,6117 0,9869 -0,0443 0,0066 0,6276 0,9185 -0,0284 0,0035
1 PE; 0,6123 0,5832 -0,0437 0,0112 0,6211 0,9614 -0,0349 0,0044 0,6330 0,9935 -0,0230 0,0024
PEo 0,6101 0,4781 -0,0459 0,0156 0,6127 0,9266 -0,0433 0,0063 0,6280 0,7745 -0,0280 0,0034
NG3s 0,6831 0,5638 0,0271 0,0168 0,6415 0,1588 -0,0145 0,0050 0,6435 0,5063 -0,0125 0,0025
Lo 0,6093 0,6650 -0,0467 0,0139 0,6149 0,8074 -0,0411 0,0056 0,6293 0,8935 -0,0267 0,0030
N 0,6286 0,1453 -0,0274 0,0102 0,6279 0,6327 -0,0281 0,0041 0,6366 0,9662 -0,0194 0,0023
t3 0,6242 0,2143 -0,0318 0,0145 0,6227 0,9953 -0,0333 0,0056 0,6336 0,8542 -0,0224 0,0031
5 PE: 0,6287  0,4428  -0,0273  0,0096 0,6304  0,9924  -0,0256  0,0037 0,6381 0,9768 -0,0179  0,0022
PEs 0,6272 0,1141 -0,0288  0,0136 0,6234  0,9788  -0,0326  0,0054 0,6339  0,9134 -0,0221  0,0031
NG3 0,6789  0,9634 0,0229  0,0139 0,6436  0,4547  -0,0124  0,0040 0,6450 0,8413 -0,0110  0,0022
Lo 0,6270  0,3311  -0,0290  0,0120 0,6253  0,8929  -0,0307  0,0047 0,6351  0,9413  -0,0209  0,0027
n=100 n=300 n=500
¢  Erro B2 KS viés EQM B2 KS viés EQM B2 KS viés EQM
N -0,4174 0,0032 -0,1084 0,0220 -0,3561 0,3055 -0,0471 0,0049 -0,3390 0,5786 -0,0300 0,0027
t3 -0,4253  0,0447 -0,1163 0,0280 -0,3612  0,8763 -0,0522  0,0067 -0,3432  0,9273  -0,0342  0,0036
., PE1 04113 0,033 -0,1023 0,0202 -0,3529  0,1818  -0,0439  0,0044  -0,3365  0,7497  -0,0275  0,0024
PE,  -0,4235 0,0871 -0,1145 0,0266 -0,3600  0,4600 -0,0510 0,0064 -0,3422  0,8966 -0,0332  0,0035
NG3 -0,3177 0,0035 -0,0087 0,0165 -0,3185 0,0001 -0,0095 0,0041 -0,3158 0,7269  -0,0068  0,0020
Lo -0,4220 0,0176 -0,1130  0,0246 -0,3588  0,6539  -0,0498  0,0057 -0,3412  0,8634 -0,0322  0,0031
N -0,4171 0,0156 -0,1081 0,0215 -0,3518 0,4469 -0,0428 0,0045 -0,3351 0,7798 -0,0261 0,0024
ts -0,4263  0,0744 -0,1173  0,0274 -0,3567  0,8754  -0,0477  0,0063 -0,3390  0,9699  -0,0300  0,0034
3 PE; -0,4110 0,0011 -0,1020 0,0197 -0,3489 0,1493 -0,0399 0,0040 -0,3330 0,9142 -0,0240 0,0022
PE» -0,4248 0,0138 -0,1158 0,0264 -0,3559 0,6935 -0,0469 0,0060 -0,3380 0,8804 -0,0290 0,0033
NGs -0,3416 0,0002 -0,0326 0,0162 -0,3228 0,0009 -0,0138 0,0039 -0,3172 0,8059 -0,0082 0,0020
Lo 20,4220  0,0352  -0,1130  0,0241  -0,3544  0,5767  -0,0454  0,0053  -0,3371  0,9040  -0,0281  0,0029




TABELAS E GRAFICOS DA SIMULACAO AR(2)

Tabela D.11: Média das estimativas, valor-P do teste de kolmogorov-Sminorff, viés e erro
quadrdtico médio (EQM) de Bo, Bl, qg, p1 € pa2 do estudo de simulacao mo qual os dados sao
gerados a partir do modelo (8.5) sob erro exponencial poténcia (v = 0,5) - PEy e ajustados
sobre a distribuigcdo dos erros normal, t3, PEy, PEy, NG e Lo.
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n=100 n=300 n=500
Erro Bo KS viés EQM Bo KS viés EQM Bo KS viés EQM
N 2,0606  0,0649 0,0606 0,0371 2,0856  0,0403 0,0856 0,0180 2,0896  0,0267 0,0896 0,0145
t3 2,0616  0,2806 0,0616 0,0381 2,0848  0,8064 0,0848 0,0188 2,0891  0,5099 0,0891 0,0142
PE; 2,0601  0,3692 0,0601 0,0535 2,0873  0,4082 0,0873 0,0251 2,0902  0,1578 0,0902 0,0199
PEs 2,0603  0,1126 0,0603 0,0358 2,0856  0,2299 0,0856 0,0179 2,0891  0,4636 0,0891 0,0138
NG3 2,1109  0,0000 0,1109 0,7923 2,1126  0,0113 0,1126 0,1274 2,1108  0,3309 0,1108 0,0742
Lo 2,0611  0,0654 0,0611 0,0348 2,0848  0,4611 0,0848 0,0175 2,0892  0,2074 0,0892 0,0138
N 2,0565  0,0664 0,0565 0,1033 2,0833  0,0367 0,0833 0,0391 2,0868  0,0261 0,0868 0,0269
t3 2,0575  0,2559 0,0575 0,1049 2,0823  0,8263 0,0823 0,0413 2,0864  0,3645 0,0864 0,0265
PE; 2,0553  0,6654 0,0553 0,1614 2,0863  0,3780 0,0863 0,0619 2,0875  0,1871 0,0875 0,0435
PEo 2,0540  0,1648 0,0540 0,0987 2,0832  0,2887 0,0832 0,0386 2,0864  0,5330 0,0864 0,0251
NG3 2,1129  0,0000 0,1129 0,9907 2,1084  0,2082 0,1084 0,2028 2,1051  0,4180 0,1051 0,1483
Lo 2,0571  0,1050 0,0571 0,0953 2,0821  0,4817 0,0821 0,0375 2,0864  0,1834 0,0864 0,0249
n=100 n=300 n=500
Erro B1 KS viés EQM B1 KS viés EQM B1 KS viés EQM
N 6,9824  0,9897  -0,0176 0,0663 6,9896  0,9624  -0,0104 0,0172 6,9979  0,8847  -0,0021 0,0114
t3 6,9907  0,9272  -0,0093 0,0585 6,9907  0,7175  -0,0093 0,0157 6,9969  0,9180  -0,0031 0,0095
PE; 6,9767  0,8446  -0,0233 0,0939 6,9878  0,9990  -0,0122 0,0258 6,9993  0,7959  -0,0007 0,0182
PEs 6,9894  0,9996  -0,0106 0,0577 6,9904  0,4453  -0,0096 0,0157 6,9966  0,8151 -0,0034 0,0095
NG3 6,9747  0,9932  -0,0253 0,1993 7,0407  0,9994 0,0407 0,0731 7,0153  0,2822 0,0153 0,0485
Lo 6,9866  0,9783  -0,0134 0,0581 6,9905  0,9056  -0,0095 0,0154 6,9973  0,9753  -0,0027 0,0097
N 6,9771  0,9640  -0,0229 0,1966 6,9859  0,9871 -0,0141 0,0513 6,9966  0,8646  -0,0034 0,0340
t3 6,9889  0,9763  -0,0111 0,1732 6,9874  0,8110  -0,0126 0,0469 6,9946  0,9689  -0,0054 0,0282
PE; 6,9673  0,7861 -0,0327 0,2840 6,9827  1,0000  -0,0173 0,0781 6,9992  0,8476  -0,0008 0,0549
PEo 6,9906  0,9952  -0,0094 0,1724 6,9877  0,5120  -0,0123 0,0470 6,9941  0,9176  -0,0059 0,0284
NG3 6,9972  0,9941 -0,0028 0,4260 7,0461  0,9700 0,0461 0,1695 7,0414  0,1051 0,0414 0,1189
Lo 6,9831  0,8902  -0,0169 0,1722 6,9873  0,8361 -0,0127 0,0460 6,9955  0,9429  -0,0045 0,0290
n=100 n=300 n=500
Erro b KS viés EQM b KS viés EQM Iy KS viés EQM
N 2,2515  0,1504 1,2515 1,7602 2,4606  0,5156 1,4606 2,1959 2,5235  0,6963 1,5235 2,3593
t3 1,1451  0,0007 0,1451 0,0770 1,2896  0,2808 0,2896 0,1042 1,3307  0,6742 0,3307 0,1211
PE; 3,9119  0,0798 2,9119 9,1699 4,3995  0,4274 3,3995 11,7942 4,5418  0,6193 3,5418 12,6972
PEo 0,8589  0,0324  -0,1411 0,0465 0,9408  0,4170  -0,0592 0,0124 0,9655  0,9695  -0,0345 0,0064
NG3 7,2611  0,0454 6,2611 41,8248 7,6780  0,1328 6,6780 45,3682 7,8410  0,3816 6,8410 47,2764
Lo 0,6736  0,0319  -0,3264 0,1231 0,7361  0,4958  -0,2639 0,0752 0,7551  0,9592  -0,2449 0,0632
N 6,9795  0,1039 3,9795 17,6508 7,4569  0,4193 4,4569 20,4277 7,6178  0,7387 4,6178 21,6696
t3 3,5929  0,0038 0,5929 0,8807 3,9190  0,2090 0,9190 1,0292 4,0245  0,7107 1,0245 1,1566
PE; 12,2141  0,0158 9,2141 91,4826 13,3774  0,5770 10,3774  109,8604 13,7423  0,6262 10,7423  116,7907
PE2 2,6678  0,0132  -0,3322 0,3611 2,8526  0,6838  -0,1474 0,1022 2,9160  0,9956  -0,0840 0,0547
NG3 21,7069  0,0362 18,7069  372,0203 23,1026  0,1951 20,1026  410,8432 23,6141  0,4547 20,6141  429,2570
Lo 2,0907  0,0144  -0,9093 0,9823 2,2313  0,5589  -0,7687 0,6412 2,2803  0,9358  -0,7197 0,5474
n=100 n=300 n=500
Erro 1 KS viés EQM p1 KS viés EQM 1 KS viés EQM
N 0,6297  0,5375  -0,0263 0,0101 0,6324  0,7882  -0,0236 0,0041 0,6389  0,9371 -0,0171 0,0023
t3 0,6313  0,5189  -0,0247 0,0101 0,6354  0,8093  -0,0206 0,0034 0,6413  0,9101 -0,0147 0,0020
PE; 0,6242  0,5577  -0,0318 0,0139 0,6274  0,6575  -0,0286 0,0062 0,6350  0,9967  -0,0210 0,0037
PEo 0,6319  0,2903  -0,0241 0,0099 0,6354  0,8992  -0,0206 0,0034 0,6411  0,9587  -0,0149 0,0020
NG3 0,6630  0,8644 0,0070 0,0167 0,6359  0,8153  -0,0201 0,0065 0,6392  0,9868  -0,0168 0,0040
Lo 0,6315  0,5594  -0,0245 0,0095 0,6345  0,6527  -0,0215 0,0035 0,6405  0,8433  -0,0155 0,0020
N 0,6484  0,5256  -0,0076 0,0089 0,6399  0,8886  -0,0161 0,0037 0,6436  0,9626  -0,0124 0,0022
t3 0,6468  0,5295  -0,0092 0,0089 0,6419  0,6327  -0,0141 0,0031 0,6453  0,9329  -0,0107 0,0018
PE; 0,6457  0,6027  -0,0103 0,0124 0,6359  0,8131 -0,0201 0,0057 0,6405  0,9816  -0,0155 0,0035
PE2 0,6475  0,2277  -0,0085 0,0087 0,6420  0,9253  -0,0140 0,0031 0,6452  0,9796  -0,0108 0,0018
NG3 0,6642  0,9919 0,0082 0,0141 0,6397  0,8207  -0,0163 0,0060 0,6429  0,9940  -0,0131 0,0038
Lo 0,6483  0,3408  -0,0077 0,0084 0,6413  0,4576  -0,0147 0,0032 0,6448  0,9280  -0,0112 0,0019
n=100 n=300 n=500
Erro p2 KS viés EQM p2 KS viés EQM p2 KS viés EQM
N -0,4164  0,0002  -0,1074 0,0207  -0,3516  0,2038  -0,0426 0,0046  -0,3330  0,9837  -0,0240 0,0024
t3 -0,3991  0,2285  -0,0901 0,0172  -0,3460  0,4561 -0,0370 0,0040  -0,3300  0,9194  -0,0210 0,0021
PE; -0,4302  0,0000  -0,1212 0,0272  -0,3585  0,1740  -0,0495 0,0066  -0,3373  0,8243  -0,0283 0,0036
PE2 -0,4027  0,0218  -0,0937 0,0176  -0,3465  0,5987  -0,0375 0,0040  -0,3300  0,8050  -0,0210 0,0021
NG3 -0,3783  0,0002  -0,0693 0,0227  -0,3415  0,0379  -0,0325 0,0065  -0,3278  0,8645  -0,0188 0,0036
Lo -0,4065  0,0345  -0,0975 0,0179  -0,3482  0,6308  -0,0392 0,0041 -0,3311  0,9804  -0,0221 0,0021
N -0,4092  0,0001 -0,1002 0,0189  -0,3462  0,2205  -0,0372 0,0042  -0,3291  0,9864  -0,0201 0,0022
t3 -0,3929  0,1471 -0,0839 0,0157  -0,3416  0,4437  -0,0326 0,0037  -0,3267  0,9468  -0,0177 0,0019
PE; -0,4235  0,0001 -0,1145 0,0254  -0,3522  0,1242  -0,0432 0,0062  -0,3327  0,9790  -0,0237 0,0034
PEo -0,3958  0,0347  -0,0868 0,0160  -0,3419  0,7339  -0,0329 0,0037  -0,3267  0,8976  -0,0177 0,0019
NG3 -0,3960  0,0001 -0,0870 0,0230  -0,3418  0,1704  -0,0328 0,0060  -0,3265  0,9149  -0,0175 0,0035
Lo -0,3997  0,0058  -0,0907 0,0164  -0,3434  0,6444  -0,0344 0,0037  -0,3276  0,9632  -0,0186 0,0019




160 APENDICE D
Tabela D.12: Média das estimativas, valor-P do teste de kolmogorov-Sminorff, viés e erro
quadrdtico médio (EQM) de Sy, P1, ¢, p1 € p2 do estudo de simulagdao no qual os dados sao
gerados a partir do modelo (8.5) sob erro normal generalizada e ajustados sobre a distribui¢ao
dos erros normal, t3, PEy, PEy, NG e Ls.
n=100 n=300 n=500
¢  Erro Bo KS vies EQM Bo KS vies EQM Bo KS vies EQM
N 2,0636  0,3259  0,0636  0,0089  2,0887  0,0886  0,0887  0,0093  2,0936  0,0264  0,0936  0,0097
t3 2,0653  0,9308  0,0653 0,0110  2,0883  0,2422  0,0883  0,0099  2,0931  0,5079  0,0931  0,0100
, PE1 20635 03617 00635 00087 20893 0,1781  0,0893 0,094  2,0939  0,2366  0,0939  0,0097
PE;  2,0640 0,9935  0,0640 0,0104  2,0882 0,842  0,0882  0,0098  2,0934  0,5927  0,0934  0,0101
NGs  2,1279  0,0000  0,1279 0,1872  2,1174 0,0003  0,1174 0,0551  2,1057 0,5668  0,1057  0,0292
Ly 2,0643  0,7115  0,0643  0,0097  2,0884 0,0814 0,084 0,0095  2,0933 0,112  0,0933  0,0098
N 2,0629  0,32908  0,0629 0,0178  2,0871 0,131  0,0871  0,0121  2,0941  0,0375  0,0941 0,015
ts 2,0625 0,7644  0,0625 0,0229  2,0853  0,2638  0,0853  0,0138  2,0925 0,4437  0,0925  0,0126
4 PE1  2,0642 07200 00642 00179 2,088 0,2266 00888 00122  2,0950 0,2434  0,0950 0,016
PE,  2,0612 0,7457  0,0612 0,0215  2,0856 0,2587  0,0856  0,0138  2,0930  0,2288  0,0930  0,0126
NGs  2,1314 0,0000  0,1314 0,5649  2,1175 0,0043  0,1175 0,0875  2,1112  0,4242  0,1112  0,0506
Ly 2,0625 0,7609  0,0625 0,0196  2,0861  0,0713  0,0861  0,0127  2,0932  0,1096  0,0932  0,0119
n=100 n=300 n=500
¢  Erro B KS vies EQM b1 KS vies EQM B1 KS viés EQM
N 6,9919  0,9201 -0,0081 0,0085  6,9965 0,7923  -0,0035  0,0025  7,0010 0,8989  0,0010  0,0016
ts 6,9927  0,8080  -0,0073  0,0121  6,9947  0,3923  -0,0053  0,0035  7,0009 0,9464  0,0009  0,0022
, PE1 69915 07856 -0,0085 0,000 69979  0,6311 -0,0021  0,0023 7,001 03705 0,001l  0,0014
PE;  6,9921 0,9714 -0,0079 0,0113  6,9948  0,3577  -0,0052  0,0033  7,0012  0,7629  0,0012  0,0022
NG3  6,9706 0,6134 -0,0294 0,0423  7,0372 0,1219  0,0372 0,0166  7,0135 0,8457  0,0135  0,0122
Ly 6,923  0,9577  -0,0077  0,0099  6,9955  0,5069  -0,0045  0,0029  7,0009  0,9576  0,0009  0,0019
N 6,0968  0,6806  -0,0032  0,0242  6,9952  0,3987  -0,0048  0,0077  7,0017  0,7441  0,0017  0,0045
t3 6,9982  0,9058  -0,0018  0,0343  6,9933  0,3686  -0,0067 0,0107  7,0010 0,9717  0,0010  0,0064
4 PE1 69957 0,6386 -0,0043 00224  6,9969 0,8374 -0,003l  0,0071  7,0022 0,812  0,0022  0,0041
PE;  6,9978 0,9516 -0,0022 0,0324  6,9934  0,2807  -0,0066  0,0102 7,009  0,7845  0,0019  0,0063
NGs  6,9731 0,3558  -0,0269  0,0999  7,0578 0,8127  0,0578 0,0393  7,0444 0,9178  0,0444  0,0316
Lo 6,9977  0,4790  -0,0023  0,0282  6,9941  0,3815  -0,0059  0,0090  7,0013  0,7877  0,0013  0,0053
n=100 n=300 n=500
¢  Erro é KS viés EQM & KS viés EQM S KS viés EQM
N 0,3123  0,4807 -0,6877 0,744  0,3501  0,8923 -0,6499  0,4231  0,3598  0,8796  -0,6402  0,4102
ts 0,1921 0,1981 -0,8079 0,536  0,2339  0,8578 -0,7661  0,5873  0,2440 0,7226  -0,7560  0,5717
, PE1 04968 05155 -0,5032 0,2568  0,5601  0,8572  -0,4399  0,1951  0,5759  0,5934  -0,4241  0,1807
PE;  0,1290 0,5013 -0,8710 0,7590  0,1487 0,9560 -0,8513  0,7249  0,1537  0,6339  -0,8463  0,7163
NGz  1,0479  0,0001  0,0479  0,0412  1,0099  0,2344  0,0099  0,0084 1,009  0,3102  0,0096  0,0036
Ly 0,1039  0,4440 -0,8961  0,8033  0,1192  0,9985  -0,8808 0,7760  0,1231  0,5268  -0,8769  0,7690
N 0,9284  0,0582  -2,0716  4,3096  1,0521  0,5414  -1,9479  3,8001  1,0784  0,9478  -1,9216  3,6958
t3 0,5869  0,5230 -2,4131  5,8340  0,7074  0,6928  -2,2926  5,2597  0,7343  0,7488  -2,2657  5,1356
4 PE1  1,4793  0,0731 -15207 23561  1,6835 0,8797 -13165 1,7468  1,7266  0,7887  -12734  1,6298
PE;  0,3868 0,2373 -2,6132  6,8324  0,4479  0,6151 -2,5521  6,5144  0,4613  0,9038  -2,5387  6,4455
NGs  2,9657 0,0000 -0,0343 0,4623  2,9783  0,0185 -0,0217  0,0658  2,9910  0,5632  -0,0090  0,0312
Ly 0,3110  0,3137  -2,6890  7,2320  0,3588  0,5326 -2,6412  6,9765  0,3694 0,8919  -2,6306  6,9206
n=100 n=300 n=500
[} Erro p1 KS viés EQM 1 KS viés EQM p1 KS viés EQM
N 0,6058  0,6625 -0,0502 0,0124  0,6177 0,5325  -0,0383  0,0048  0,6309 0,7636  -0,0251  0,0026
t3 0,6012  0,3997  -0,0548  0,0168  0,6121  0,5935 -0,0439  0,0067  0,6263  0,8881  -0,0297  0,0035
, PE1 06071 07710 -0,0489  0,0121  0,6206 0,7866  -0,0354  0,0043  0,6333  0,8646  -0,0227  0,0023
PE;  0,6053 0,7949  -0,0507 0,0153  0,6130 0,5038  -0,0430  0,0065  0,6273  0,9378  -0,0287  0,0034
NG3  0,6926 0,3533  0,0366 0,0196  0,6432  0,3089  -0,0128  0,0047  0,6457 0,9516 -0,0103  0,0025
Ly 0,6040  0,6417  -0,0520 0,0141  0,6150  0,3358  -0,0410  0,0056  0,6286  0,9350  -0,0274  0,0030
N 0,6114 0,7619  -0,0446  0,0118  0,6253  0,5891  -0,0307  0,0042  0,6355  0,9267  -0,0205  0,0024
ts 0,6054 0,8164  -0,0506 0,0159  0,6208 0,7136  -0,0352  0,0058  0,6320 0,7494  -0,0240  0,0032
5 PE1 06121 07609 -0,0439 00117 06274 0,8397 -0,0286 0,037  0,6373  0,6989  -0,0187  0,0021
PE,  0,6085 0,8615 -0,0475 0,0146  0,6212 0,6689  -0,0348  0,0057  0,6330 0,9138 -0,0230  0,0031
NG3  0,6748 0,5892  0,0188 0,0159  0,6424 0,4308 -0,0136  0,0041  0,6449  0,9907 -0,0111  0,0023
Ly 0,6092  0,4625 -0,0468  0,0133  0,6231 0,3410  -0,0329 0,009  0,6338 0,9118  -0,0222  0,0027
n=100 n=300 n=500
¢  Erro 2 KS viés EQM B2 KS viés EQM B2 KS viés EQM
N -0,4188  0,0048 -0,1098 0,0216 -0,3571  0,1101  -0,0481  0,0047 -0,3394  0,6682 -0,0304  0,0026
ts -0,4275  0,0092 -0,1185  0,0273 -0,3633  0,0180  -0,0543  0,0063 -0,3436  0,4038  -0,0346  0,0035
. PBEi 04119 00015 -0,1029 0,0198 -0,3531 0,768  -0,0441  0,0043 -0,3368  0,9882  -0,0278  0,0023
PE, -0,4258 0,0251 -0,1168 0,0260 -0,3618 0,0817 -0,0528  0,0061  -0,3429  0,5387  -0,0339  0,0034
NG3  -0,3029 0,0151  0,0061 0,0165 -0,3146 0,0638 -0,0056  0,0040 -0,3127  0,9462  -0,0037  0,0020
Lo -0,4239  0,0128 -0,1149  0,0241  -0,3604  0,1032  -0,0514  0,0054 -0,3416  0,4295  -0,0326  0,0030
N -0,4219  0,0449  -0,1129  0,0219  -0,3566  0,2940  -0,0476  0,0048  -0,3366  0,8620  -0,0276  0,0025
ts -0,4321  0,1246 -0,1231  0,0278  -0,3632  0,0103  -0,0542  0,0065 -0,3406  0,5602  -0,0316  0,0033
5 PBE1  -04148 00348 -0,1058 0,0197 -0,3526 0,5484  -0,0436  0,0043 -0,3343  0,9889  -0,0253  0,0023
PE;  -0,4294 0,0958 -0,1204 0,0264 -0,3622  0,1243  -0,0532  0,0063 -0,3402  0,7262 -0,0312  0,0032
NG3 -0,3315 0,0014 -0,0225 0,0156 -0,3236  0,0279  -0,0146  0,0038 -0,3169  0,6155 -0,0079  0,0020
Lo -0,4274  0,0640  -0,1184  0,0246  -0,3601  0,0561  -0,0511  0,0055 -0,3386  0,7704  -0,0296  0,0028




TABELAS E GRAFICOS DA SIMULACAO AR(2)

Tabela D.13: Média das estimativas, valor-P do teste de kolmogorov-Sminorff, viés e erro
quadrdtico médio (EQM) de By, b1, ¢, p1 € p2 do estudo de simula¢ao no qual os dados sao
gerados a partir do modelo (8.5) sob erro Lo e ajustados sobre a distribui¢ao dos erros normal,

tg, PEl, PEQ, NG e LQ.
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n=100 n=300 n=500
Erro Bo KS vies EQM Bo KS vies EQM Bo KS vies EQM
N 2,0575  0,0725 0,0575 0,0453 2,0860  0,0475 0,0860 0,0208 2,0902  0,0287 0,0902 0,0160
ts 2,0580  0,3045 0,0580 0,0494 2,0860  0,6467 0,0860 0,0229 2,0894  0,4179 0,0894 0,0165
PE, 2,0581  0,4848 0,0581 0,0651 2,0873  0,5017 0,0873 0,0290 2,0907  0,1865 0,0907 0,0222
PE, 2,0558  0,1617 0,0558 0,0469 2,0863  0,1659 0,0863 0,0221 2,0891  0,2882 0,0891 0,0160
NG3 2,1207  0,0000 0,1207 0,6436 2,1123  0,0100 0,1123 0,1551 2,1048  0,4651 0,1048 0,0893
Lo 2,0577  0,0917 0,0577 0,0438 2,0857  0,3765 0,0857 0,0207 2,0897  0,1920 0,0897 0,0155
N 2,0520  0,0746 0,0520 0,1289 2,0836  0,0463 0,0836 0,0472 2,0875  0,0271 0,0875 0,0314
ts 2,0538  0,3523 0,0538 0,1421 2,0839  0,7148 0,0839 0,0537 2,0861  0,3675 0,0861 0,0329
PE, 2,0509  0,6917 0,0509 0,1971 2,0854  0,4609 0,0854 0,0735 2,0890  0,2040 0,0890 0,0509
PE, 2,0492  0,3970 0,0492 0,1360 2,0841  0,3056 0,0841 0,0512 2,0857  0,2177 0,0857 0,0317
NG3 2,1016  0,0000 0,1016 0,8707 2,1111  0,1451 0,1111 0,2463 2,1014  0,2603 0,1014 0,1787
Lo 2,0531  0,1469 0,0531 0,1244 2,0833  0,2995 0,0833 0,0470 2,0865  0,1834 0,0865 0,0299
n=100 n=300 n=500
Erro B KS viés EQM B KS vies EQM B1 KS viés EQM
N 6,9874  0,9342  -0,0126 0,0828 6,9916  0,6871  -0,0084 0,0209 6,9979  0,9342  -0,0021 0,0144
ts 6,9959  0,8686  -0,0041 0,0784 6,9936  0,9664  -0,0064 0,0207 6,9979  0,9506  -0,0021 0,0134
PE; 6,9807  0,8147  -0,0193 0,1140 6,9886  0,9997  -0,0114 0,0309 6,9985  0,8145  -0,0015 0,0220
PE, 6,9957  0,9872  -0,0043 0,0781 6,9936  0,8122  -0,0064 0,0213 6,0974  0,8245  -0,0026 0,0137
NG3 6,9776  0,7693  -0,0224 0,2299 7,0375  0,8966 0,0375 0,0909 7,0242  0,0529 0,0242 0,0595
Lo 6,9919  0,9968  -0,0081 0,0752 6,9930  0,9392  -0,0070 0,0194 6,0979  0,9836  -0,0021 0,0130
N 6,9832  0,9778  -0,0168 0,2457 6,9880  0,7329  -0,0120 0,0624 6,0972  0,8684  -0,0028 0,0428
ts 6,0979  0,9029  -0,0021 0,2322 6,9908  0,7640  -0,0092 0,0620 6,9971  0,9067  -0,0029 0,0395
PE, 6,9710  0,8646  -0,0290 0,3453 6,9827  0,9965  -0,0173 0,0932 6,0979  0,7922  -0,0021 0,0660
PE, 6,9997  0,9981  -0,0003 0,2342 6,9918  0,8974  -0,0082 0,0636 6,9965  0,9751  -0,0035 0,0403
NG3 7,0012  0,9048 0,0012 0,5392 7,0454  0,9669 0,0454 0,2043 7,0443  0,0657 0,0443 0,1456
Lo 6,9910  0,9632  -0,0090 0,2229 6,9902  0,8593  -0,0098 0,0581 6,0972  0,9865  -0,0028 0,0385
n=100 n=300 n=500
Erro & KS viés EQM é KS viés EQM & KS viés EQM
N 2,8596  0,0707 1,8596 3,7690 3,1063  0,3457 2,1063 4,5333 3,1746  0,3172 2,1746 4,7891
tg 1,5054  0,0026 0,5054 0,3443 1,6893  0,3360 0,6893 0,5061 1,7436  0,7830 0,7436 0,5712
PE, 4,9480  0,0413 3,9480 16,7467 5,5155  0,2024 4,5155 20,7821 5,6619  0,2704 4,6619 21,9838
PE, 1,1038  0,0272 0,1038 0,0531 1,2054  0,2974 0,2054 0,0558 1,2354  0,8150 0,2354 0,0637
NG3 9,1161  0,0510 8,1161 70,0835 9,6206  0,0291 8,6206 75,5932 9,7713  0,3004 8,7713 77,7167
Lo 0,8663  0,0333  -0,1337 0,0438 0,9433  0,5560  -0,0567 0,0116 0,9664  0,9188  -0,0336 0,0062
N 8,8498  0,0515 5,8498 37,1111 9,4042  0,2614 6,4042 41,8858 9,5840  0,3977 6,5840 43,8976
ts 4,7165  0,0068 1,7165 3,7812 5,1343  0,1639 2,1343 4,8360 5,2755  0,7736 2,2755 5,3443
PE; 15,4128 0,0343 12,4128  165,1123 16,7453  0,3246 13,7453  192,5028 17,1272  0,3695 14,1272  201,8641
PE, 3,4250  0,0117 0,4250 0,5770 3,6531  0,4620 0,6531 0,5492 3,7312  0,8760 0,7312 0,6096
NGs 27,2834  0,0976 24,2834  625,3872 28,9153  0,1084 25,9153  682,8874 29,4166  0,2298 26,4166  704,9116
Lo 2,6858  0,0124  -0,3142 0,3405 2,8583  0,6052  -0,1417 0,0955 2,0190  0,9788  -0,0810 0,0523
n=100 n=300 n=500
Erro 1 KS viés EQM p1 KS viés EQM 1 KS viés EQM
N 0,6353  0,5303  -0,0207 0,0098 0,6329  0,7628  -0,0231 0,0038 0,6403  0,9802  -0,0157 0,0023
ts 0,6345  0,8675  -0,0215 0,0103 0,6351  0,8492  -0,0209 0,0036 0,6418  0,8795  -0,0142 0,0021
PE; 0,6316  0,5581  -0,0244 0,0131 0,6282  0,8266  -0,0278 0,0057 0,6372  0,9962  -0,0188 0,0036
PE, 0,6355  0,3760  -0,0205 0,0101 0,6348  0,8743  -0,0212 0,0036 0,6415  0,9946  -0,0145 0,0022
NG3 0,6659  0,7376 0,0099 0,0160 0,6362  0,8712  -0,0198 0,0060 0,6413  0,9873  -0,0147 0,0038
Lo 0,6358  0,3001  -0,0202 0,0094 0,6346  0,4396  -0,0214 0,0035 0,6414  0,9662  -0,0146 0,0021
N 0,6533  0,6179  -0,0027 0,0088 0,6402  0,8174  -0,0158 0,0035 0,6446  0,9921  -0,0114 0,0022
ts 0,6509  0,5662  -0,0051 0,0092 0,6415  0,5967  -0,0145 0,0032 0,6457  0,8050  -0,0103 0,0020
PE, 0,6515  0,7812  -0,0045 0,0119 0,6367  0,8529  -0,0193 0,0052 0,6421  0,9724  -0,0139 0,0034
PE, 0,6517  0,4368  -0,0043 0,0090 0,6414  0,7239  -0,0146 0,0033 0,6455  0,9667  -0,0105 0,0020
NG3 0,6676  0,9255 0,0116 0,0134 0,6402  0,9571  -0,0158 0,0054 0,6445  0,9177  -0,0115 0,0037
Lo 0,6527  0,3496  -0,0033 0,0084 0,6413  0,4256  -0,0147 0,0031 0,6455  0,9895  -0,0105 0,0019
n=100 n=300 n=500
Erro p2 KS viés EQM p2 KS viés EQM p2 KS viés EQM
N -0,4162  0,0003  -0,1072 0,0205  -0,3496  0,1810  -0,0406 0,0043  -0,3333  0,9836  -0,0243 0,0023
tg -0,4026  0,1098  -0,0936 0,0183  -0,3457  0,4401  -0,0367 0,0041  -0,3316  0,6925  -0,0226 0,0022
PE;  -0,4280  0,0001  -0,1190 0,0260  -0,3550  0,0381  -0,0460 0,0061  -0,3364  0,9350  -0,0274 0,0034
PE,  -0,4061  0,0147  -0,0971 0,0188  -0,3465  0,5288  -0,0375 0,0041  -0,3319  0,6608  -0,0229 0,0023
NGs  -0,3811  0,0009  -0,0721 0,0219  -0,3381  0,0209  -0,0291 0,0061  -0,3267  0,9547  -0,0177 0,0033
Lo -0,4081  0,0265  -0,0991 0,0185  -0,3470  0,5399  -0,0380 0,0040  -0,3321  0,8051  -0,0231 0,0022
N -0,4084  0,0003  -0,0994 0,0186  -0,3444  0,1663  -0,0354 0,0040  -0,3295  0,9278  -0,0205 0,0022
tg -0,3956  0,1162  -0,0866 0,0167  -0,3413  0,5160  -0,0323 0,0038  -0,3282  0,7512  -0,0192 0,0021
PE;  -0,4207  0,0002  -0,1117 0,0241  -0,3491  0,0489  -0,0401 0,0057  -0,3321  0,9040  -0,0231 0,0031
PE,  -0,3986  0,0299  -0,0896 0,0170  -0,3420  0,5025  -0,0330 0,0039  -0,3284  0,8901  -0,0194 0,0021
NGj3  -0,3954  0,0001  -0,0864 0,0220  -0,3387  0,0740  -0,0297 0,0056  -0,3257  0,9304  -0,0167 0,0032
Lo -0,4007  0,0053  -0,0917 0,0168  -0,3423  0,5522  -0,0333 0,0037  -0,3286  0,8503  -0,0196 0,0020
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Figura D.3: Grdficos da média das estimativas para a fungao f1(t) sob ¢ = 1,3 com coeficientes
de autocorrelacao p1 = 0,656 e py = —0,309 a partir do estudo de simulacdo a qual os dados
foram gerados do modelo (8.5) sob os erros com distribuicao normal (primeiro), ts (sequndo),
PE) (terceiro), PEs(quarto), NG (quinto) e Ly (sexto) e ajustado sob o mesmo erro do modelo.
Tamanho amostrais de n = 100,300 e 500,na esquerda, meio e direita, respectivamente.
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Figura D.4: Grdficos da média das estimativas para a func¢ao f2(s) sob ¢ = 1,3 com coeficien-
tes de autocorrelacao p1 = 0,656 e po = —0,309 a partir do estudo de simulagao a qual os dados
foram gerados do modelo (8.5) sob os erros com distribuicao normal (primeiro), ts (sequndo),
PE, (terceiro), PEs(quarto), NG (quinto) e Ly (sexto) e ajustado sob o mesmo erro do modelo.
Tamanho amostrais de n = 100,300 e 500,na esquerda, meio e direita, respectivamente.
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