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The most merciful thing in the world, I think,
is the inability of the human mind to correlate all its contents..
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Resumo

CRUZ, R. M. Critérios de informacio e selecio de modelos lineares mistos. 2020. 44 f. Dissertagao
(Mestrado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2020.

O modelo linear misto é amplamente utilizado na anélise de medidas repetidas e de dados longitudinais,
e compreende duas abordagens. A primeira é apropriada quando estamos interessados em parametros
populacionais (efeitos fixos) e a segunda é indicada quando os coeficientes individuais (efeitos aleatérios) sdo
de interesse. A sele¢do de modelos mistos, quando realizada por meio de critérios de informagcédo, leva
em conta estas diferencas de abordagem: o Critério de Informacdo de Akaike (AIC) marginal baseia-se na
log-verossimilhanc¢a marginal, e o Critério de Informagdo de Schwarz (BIC) é similar ao critério anterior,
mas também inclui o ntmero total de observagdes. O AIC condicional baseia-se na log-verossimilhanga
condicional aos efeitos aleatérios. Realizamos um estudo de simulacdo para observar o comportamento
destes critérios frente a diversos cendrios, concluindo que o AIC (marginal ou condicional) e o BIC
apresentaram frequéncia de selegdo do modelo correto elevada mesmo para tamanho amostral reduzido
(n = 10), desde que a quantidade de observacdes por individuo seja elevada (m > 13). Além disso, quanto
mais correlacionados os dados, sdo necessarios tanto tamanho amostral quanto ntimero de observacdes por
individuo maiores (n > 30 e m > 16, respectivamente) para deteccdo do modelo correto. Consideramos
dois exemplos em que ilustramos a aplicagdo do AIC marginal e do AIC condicional. Mostramos que
a selecdo de modelos por intermédio dos critérios AIC e BIC é compativel com a anédlise de residuos
associada.

Palavras-chave: AIC, BIC, dados longitudinais.
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Abstract

CRUZ, R. M. Information criteria and linear mixed model selection. 2020. 44 f. Dissertagdo (Mestrado)
- Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2020.

Linear mixed models are widely used in repeated measures and longitudinal data analysis, and
comprehend two distinct approaches. The first is adequate when the interest lies on populational-averaged
parameters (fixed effects) and the second is adequate when the subject-specific coefficients (random effects) are
of interest. The selection of mixed models, when accomplished via information criteria, takes these different
approaches into account: the marginal Akaike Information Criterion (AIC) is based on the marginal log-
likelihood, and the Schwarz Information Criterion (BIC) is similar to the aforementioned criterion, but also
includes the total number of observations. The conditional AIC is based on the conditional log-likelihood
on the random effects. We performed a simulation study to observe the behavior of these criteria in various
scenarios, concluding that the AIC (marginal ou conditional) and the BIC presented a high frequency of
selection of the correct model even for small sample size (n = 10), provided that the number of individual
observations is large (m > 13). Besides that, the higher the correlation in the data, the higher the need for
both the sample size and the number of individual observations to be large (n > 30 e m > 16, respectively)
in order to detect the correct model. We considered two examples in which we ilustrate the application of
the marginal AIC and the conditional AIC. We showed that the model selection through the AIC and the
BIC is compatible with the associated residual analysis.

Keywords: AIC, BIC, longitudinal data.
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Capitulo 1

Introducao

O modelo linear misto é amplamente utilizado na anélise de medidas repetidas e de dados longitudinais,
situagdes que fogem do cendrio classico em que as observagdes sdo independentes entre si. Por exemplo,
em um estudo analisado por Singer et al. (2017), um conjunto de bezerros recém-nascidos foi submetido a
uma dieta experimental por um periodo de 26 semanas apds o nascimento e, a cada 2 semanas, o peso
de cada bezerro foi mensurado. Admitindo que os bezeros representam uma amostra aleatéria avaliada
em diversos instantes, o modelo misto é apropriado para, por exemplo, estudar o comportamento do
valor esperado do peso (populacional ou de algum bezerro especifico) ao longo do tempo. Em outras
palavras, este tipo de modelo tem a capacidade de descrever o comportamento longitudinal tanto da
resposta populacional (population averaged) quanto da especifica (subject-specific).

Modelos mistos apresentam determinadas caracteristicas, como estruturas de covaridncia mais comple-
xas que permitem representar a possivel dependéncia entre as observagdes da mesma unidade com um
numero menor de pardmetros e a possibilidade de previsdo de efeitos aleatérios, que os tornam funda-
mentalmente diferentes de modelos lineares com apenas efeitos fixos. A resposta esperada é modelada
por meio dos efeitos fixos (populacionais) e a estrutura de covariancia é modelada por meio dos efeitos
aleatérios (condicionais ou especificos), ou seja, esse tipo de modelo envolve a especificagdo tanto da estrutura
de média quanto de covariancia.

A estimagdo dos parametros é frequentemente concretizada por meio do método de méxima verossi-
milhanca e de méxima verossimilhanga restrita para os componentes de variancia [Demidenko (2013)].
Apbs a estimacdo dos parametros, é necessario verificar se o0 modelo proposto é compativel com os dados,
tanto no que diz respeito a resposta média quanto a estrutura de covaridncia. Dentre as principais técnicas
diagnoésticas disponiveis, destacam-se a andlise de residuos marginais, condicionais ou de efeitos aleatérios,
além da andlise de influéncia, por meio de pontos alavanca e distancia de Cook. Mais detalhes sobre
esse topico sdo fornecidos em Nobre (2004), Nobre & Singer (2007), Nobre & Singer (2011) e Singer et al.
(2017). Além disso, ferramentas descritivas, como gréficos de perfis médios e de varidncias amostrais, sdo

instrumentos tteis para escolher estruturas para efeitos fixos e covaridncias [Rocha & Singer (2018)].
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Além das técnicas de diagndstico, a selegdo de modelos mistos pode ser realizada por meio de critérios
de informacdo, como o de Akaike (1973) e o de Schwarz (1978) — AIC e BIC, respectivamente. O AIC
marginal (com base na distribuicdo marginal da varidvel resposta) é utilizado para selecio de modelos
mistos em que o interesse estd no valor esperado da distribui¢do marginal. Este critério depende tanto da
verossimilhanca da variavel resposta quanto de um termo de penalizagdo que, em geral, estd relacionado ao
nuimero de parametros desconhecidos do modelo. Por outro lado, para a selecdo de modelos mistos em que
o interesse esta relacionado a variacdo da resposta individual (modelos condicionais), Vaida & Blanchard
(2005) sugerem a utilizacdo do que denominaram AIC condicional, que se baseia na verossimilhanca da
variavel resposta condicionada aos efeitos aleatérios e em um termo de penalizacdo que depende do que
foi definido por Hodges & Sargent (2001) como graus de liberdade efetivos do modelo.

Também é possivel se utilizar o critério de informacédo bayesiano BIC para selegdo de modelos mistos.
Apesar de diferencas conceituais, como a atribui¢do de probabilidades a priori para os modelos, este critério
tem expressdo similar ao AIC, uma vez que envolve a verossimilhanga da varidvel resposta e um termo de
penalizagdo que depende do ntimero de pardmetros do modelo — além do logaritmo do ntimero total de
observagdes. Na prética, os pacotes computacionais informam ambos os critérios e é comum utiliza-los em
conjunto para se decidir qual modelo selecionar.

O objetivo desta dissertagdo é fazer uma revisdo dos critérios de informacdo AIC e BIC, utilizados como
possiveis ferramentas de selecdo de modelos lineares mistos (em conjunto com técnicas de diagnoéstico),
e ilustrar situagdes préaticas em que tais critérios sdo indicados e situagdes em que é preferivel utilizar
outras técnicas, como andlise de diagnoéstico. A importancia deste trabalho esta relacionada ndo apenas a
revisdo tedrica, mas também a maneira como os critérios AIC e BIC devem ser utilizados, na prética, para
selecionar modelos mistos, uma vez que, para este tipo de modelo, alguns fatores influenciam a qualidade
da selecdo via AIC e BIC — dentre eles, o tamanho amostral e a quantidade de observagdes por individuo,
além do grau de variabilidade e da correlagdo entre as observacoes.

No Capitulo 2 descrevemos brevemente o modelo linear misto em sua formulagdo mais cldssica, além
de métodos de estimagdo de parametros e as principais ferramentas utilizadas na analise de diagnéstico,
como residuos marginais e condicionais. No Capitulo 3, fornecemos uma nogdo conceitual sobre o AIC
e discorremos, com mais detalhes, sobre os critérios AIC marginal e AIC condicional. No Capitulo 4
apresentamos uma breve introdugédo sobre o BIC e sua formulagdo classica. No Capitulo 5 conduzimos
um estudo de simulacdo para observar o comportamento e a qualidade dos dois critérios na selecdao
de modelos com diferentes efeitos aleatdrios e estruturas de covaridncia. No Capitulo 6 apresentamos
duas aplicagdes dos critérios de informacédo na selecdo de modelos mistos para dados de crescimento de
bezerros [Singer et al. (2017)] e para dados de velocidade relativa de transporte mucociliar do palato de
sapos [Rocha & Singer (2018)]. Por fim, no Capitulo 7, concluimos com uma discussao sobre as técnicas

utilizadas. Resultados técnicos mais detalhados sdo apresentados no Apéndice.



Capitulo 2

O modelo linear misto

O modelo linear misto pode ser expresso como:
yi =Xip+Zb; +e;, (2.1)

i=1,2,...,n,emquey; (m; x 1) é o vetor de respostas observadas para a i-ésima unidade amostral, X;
(m; x p) e Z; (m; x s;) sdo matrizes de especificagdo (de posto completo) dos efeitos fixos e aleatérios,
respectivamente, B (p x 1) é o vetor de efeitos fixos, b; (s; x 1) é o vetor de efeitos aleatérios associado a
i-ésima unidade amostral e e; (m; x 1) é o vetor de erros aleatérios, com b; ~ N (05, G;) e ; ~ N (04, R;)
independentes. Em geral, o nlimero de efeitos aleatérios por individuo (s;) é constante.

Na forma compacta, o modelo (2.1) pode ser escrito como:
y=XB+Zb+e, (2.2)

emquey=(y;,....y), X=X,...x})T,Z= @ 1Z;, b= (by,....by) ee=(ef,...,e])", com
N=Y" mjes=Y} s eooperador & representa a soma direta de matrizes [Harville (2011)].

Seja T = (y',8")" o vetor (g x 1) com pardmetros associados a G(y) = G = ".Gi(sxs)e
R(0)=R=a" R, (NxN),e0=(B",t")" o conjunto dos k = p + q parametros do modelo (2.2).

A suposicdo distribucional adotada, nomeadamente,

b) % 0 , G Osxn
e On Onxs R
implica
y ~N(XB,V), (2.3)
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em que V = V(t) = ZGZ" + R é a matriz de covariancias da variavel resposta. Em geral, considera-se
R = ¢?1y, especificando o modelo de independéncia condicional homocedastico. O caso gaussiano é
aquele mais utilizado na prética em virtude da relativa simplicidade de interpretagdo e da facilidade
de implementa¢do computacional. Para maiores detalhes, o leitor pode consultar Diggle et al. (2002),
Verbeke & Molenberghs (2005), Demidenko (2013), entre outros.

O modelo misto permite a realizagdo de inferéncias sob o enfoque populacional (marginal), por meio dos
efeitos fixos, ou individual (condicional), por meio da previsdo dos efeitos aleatérios. A abordagem adotada
depende fundamentalmente do objetivo do estudo. No primeiro caso, o objetivo é modelar E(y;) = X;B,
o valor esperado da varidvel resposta para a subpopulacdo com caracteristicas definidas por X; e, no
enfoque condicional, o objetivo é modelar E(y;|b;) = X;B + Z;b;, o valor esperado condicionado aos efeitos
aleatérios, ou seja, a inferéncia diz respeito a unidades amostrais especificas.

A estimacdo dos parametros é frequentemente baseada no Estimador de Médxima Verossimilhanga (maxi-
mum likelihood estimator ou MLE). E comum, ainda, o uso do Estimador de Mdxima Verossimilhanca Restrita (res-
tricted maximum likelihood estimator ou REML) que reduz o viés de estimagdo de V [Patterson & Thompson
(1971)].

A funcdo log-verossimilhanga de y, aqui denotada por log-verossimilhanca marginal de y, é
1 _
£(0) = log f(y/0) = —5 [Nlog27 +log V| + (y = XB) V" (y - XB)] - (2.4)
Do mesmo modo, a log-verossimilhanga condicional de 'y, dado b, é

L(8b) = log f(y|8,b) = [N log 27 +1og |R| + (y — XB —Zb) 'R} (y — XB — Zb)} . (25)

1
2
De fato, a quantidade (2.5) ndo é uma verossimilhanga legitima, dado que b é uma varidvel latente.

Considerando T conhecido, o MLE de B, denotado por (), é

3 Tyt

B(t) = (xTV*lx) XTv-ly. (2.6)
O MLE de T é o vetor T que maximiza a funcdo de verossimilhanga perfilada

f% [Nlogzn +1log|V| + [y — XB(7)] TV ]y — xB(r)]} . 2.7)
=T T

N N T
Por meio de T e B(T), obtém-se 6 = (ﬁ T ) , 0 MLE de 6. Entretanto, como T é enviesado para T

(Harville (1977)), é dada preferéncia ao REML T de T. Nesse cendrio, Tg é o vetor que maximiza a fungdo

f% [Nlogzn +log|V|+1og [XTV IX| + [y — XB(7)] TV [y — xB(r)]} , (2.8)
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que ¢é semelhante a (2.7), com a inclusdo do termo de correcdo de viés — 1 log | X' V~1X|. Por meio de Tx e
~ ~ ~ ~T .\ "
Br = B(Tr), obtém-se Or = (ﬁR,’lg) , 0 REML de 6.

Os efeitos aleatérios sdo previstos a partir da distribui¢do conjunta de y e b, por meio das chamadas

Equagoes de Henderson [Henderson (1950)]:

X'R1X X'R1z B X'R 1y 29)
Z'R'X zZ'R'z+G 1/ \b Z'R 1y

Supondo G e R conhecidas, o melhor estimador linear nio enviesado (best linear unbiased estimator ou BLUE)

de B e o melhor preditor linear ndo enviesado (best linear unbiased predictor ou BLUP) de b sdo, respectivamente,

~

B=(XTv7x) Xy, (2.10)

b=Gz'v! (y - xB) = GZ Wy, @.11)

~1
emque W=V 1 _-Vv-IXx (XTV’1X) x'vl, Consequentemente,

Jac]
)
I

B, Var(B) = (xTV*lx) .

E(b)=0, Var(b)=GZ WZG.

Na prética, como geralmente sdo desconhecidas, G e R sdo substituidas por G e R — obtidas preferen-
cialmente por maxima verossimilhanga restrita — e, nesse caso, (2.10) e (2.11) sdo denominados BLUE e
BLUP empiricos (EBLUE e EBLUP, respectivamente). Para mais detalhes sobre o processo de estimacdo de
pardmetros no contexto de modelos mistos, o leitor pode consultar Robinson (1991), Diggle et al. (2002),
Demidenko (2013), entre outros.

No caso de modelos lineares mistos, a andlise de residuos é levemente diferente e envolve trés tipos de

residuos:
¢ Residuos marginais, € =y — XB, que predizem € =y — E(y) = y — X (erros marginais);

e Residuos condicionais, € = y — XB — Zb, que predizem e = y — E(y|b) = y — XB — Zb (erros

condicionais);
* Residuos de efeitos aleat6rios, Zb, que predizem Zb = E(y|b) — E(y).

Os residuos marginais sdo indicados para verificagdo de linearidade dos efeitos fixos, presenca de
observagdes atipicas e validacdo da matriz de covaridncias V. Os residuos condicionais sdo utilizados para
verificacdo da hipétese de homocedasticidade e de normalidade dos erros condicionais e, também, sdo
tteis para deteccdo de observacdes atipicas. Os residuos de efeitos aleatérios, além de ser indicados para

deteccdo de unidades amostrais atipicas, sdo utilizados para verificagdo da hipétese de normalidade dos



6 O MODELO LINEAR MISTO 2.0

efeitos aleatérios. Mais detalhes sobre ferramentas de diagnéstico para modelos lineares mistos podem ser
encontrados em Hilden-Minton (1995), Tan et al. (2001), Fung et al. (2002), Nobre (2004), Nobre & Singer
(2007), Nobre & Singer (2011) e Singer et al. (2017).



Capitulo 3

Critério de Informacao de Akaike

Os critérios de informagdo, juntamente com técnicas de diagnostico, sdo tteis para a selegdo de modelos.
O Critério de Informacédo de Akaike, mais conhecido como AIC, é derivado da informacéo ou distancia de
Kullback-Leibler, que mede a discrepancia entre dois modelos [Kullback & Leibler (1951), Akaike (1973)].
Seja f(-) a densidade de probabilidade geradora dos dados e G = {ggj(-) = gi(-16,),0; € ©;,j =
1,2,...,m} uma familia de m modelos com parametros desconhecidos 6; candidatos a aproximacao de f.

Paragg € G, 0 € {6;,j=1,...,m}, a Informacdo de Kullback-Leibler entre f e gg é definida como

(f,0) = Ey log (x)]  Ey log s(+16)] = [ 1og (F30-) rxi, 61

e, segundo Burnham & Anderson (2002), pode ser interpretada intuitivamente como a distancia entre os
dois modelos ou como a informacao perdida ao se utilizar gg para aproximar f.

Em (3.1), Ef [log f(x)] é constante, pois depende apenas de f, ou seja,

—Ey [logg(x[0)] = Z(f, g9) — Ef [log f(x)], (3.2)

e o termo Z(f, g9) — Ef [log f(x)] € uma medida de disténcia relativa entre f e go. Se Z(f, go,) < Z(f, o,
ou, equivalentemente, —Ef [log g(x|6;)] < —Ej [logg(x|6;)], entdo gp, é mais adequado que ge;- Conse-
quentemente, o termo E [log ¢(x|0)] torna-se a quantidade de interesse e foi utilizada por Akaike (1973)
como base para a criagao do AIC. Entretanto, diferentemente de (3.1), —E¢ [log g(x|6)] é uma medida de
distancia que ndo possui um zero absoluto, explicando porque é referida como uma medida de distancia
relativa entre f e g [Burnham & Anderson (2002)].

No contexto de selecdo de modelos, o objetivo é escolher, dentre um conjunto de modelos candidatos,
aquele que minimiza (3.2). Contudo, na prética, (3.2) ndo pode ser utilizada diretamente, pois requer o
conhecimento prévio de f e gy, que sdo desconhecidas. Isso indica que, na verdade, a selecdo de modelos

com base na Informagdo de Kullback-Leibler busca minimizar o valor esperado de um estimador de (3.2).
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Com base nisso, no desenvolvimento do AIC, Akaike (1973) utilizou uma versdo modificada de (3.2)

denominada Informagdo de Akaike. Denotando por 'y = (y1,...,yx)" e y* = (yi,...,y;)" amostras
aleatérias independentes com densidade desconhecida f, a Informacdo de Akaike é
Al = By [Ey (logg(y*[o(y))] = [ [ [1o83(y* B £y )dy*| F(¥)dy, (33)

em que g(y*[8(y)) é um modelo candidato para f avaliado em 8(y), o MLE de 6 obtido por meio de y. Em
teoria, (3.3) depende de duas réplicas independentes provindas do mesmo processo gerador f.

Akaike (1973) mostrou que (3.3) pode ser estimado por meio de n ' log ¢(y|8) = n~" i log g(vi|0),
mas que este estimador é enviesado, uma vez que utiliza 0 mesmo conjunto de dados para esfti:rilar 0e(3.3),
isto é, por depender de apenas uma das amostras. Sob certas condi¢des de regularidade, que envolvem
principalmente a suposi¢do de independéncia nos dados e a forma do espago paramétrico de 0 [Akaike
(1973), Burnham & Anderson (2002) e Greven & Kneib (2010)], o viés é aproximadamente igual a k/7n, em

que k é a quantidade de parametros estimaveis do modelo [em geral, k = dim(6)]. Logo, um estimador

assintoticamente ndo enviesado para (3.3) é

1& =
5 L loggile) = . (34)
Multiplicando (3.4) por —2n, Akaike definiu o critério
n ~
AIC = -2 logg(yi[6) + 2k. (3.5)

i=1

Com base no ajuste dos modelos candidatos a aproximagdo da verdadeira distribuicdo dos dados,
o modelo a ser selecionado é aquele que produz o menor valor de (3.5). E importante apontar que,
no desenvolvimento do AIC, ndo se supde que o verdadeiro modelo pertenca ao conjunto de modelos
candidatos, isto é, o AIC serve para selecionar o modelo que mais bem aproxima o verdadeiro processo
gerador dos dados dentre os candidatos.

Uma vez que (3.2) é uma medida de distancia relativa, isto é, sem zero absoluto, temos que a ordenagdo
e a diferenga entre os valores de AIC dos modelos candidatos é mais importante do que seu valor
propriamente dito. Por esse motivo, Burnham & Anderson (2002) recomendam a utilizagdo de um indicador

que denominaram diferencas de AIC, denotado por:

AAIC; = AIC; — AIC,in (3.6)

em que AIC; é o valor do AIC obtido para o modelo candidato i e AIC,,;,, é o valor minimo do AIC
dentre esses modelos. Portanto, as diferencas de AIC constituem um método direto de identificagdo do

modelo com AIC minimo e de discriminagéo entre os modelos, sem afetar a ordenacéo e a diferenca entre
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os mesmos. Segundo Burnham & Anderson (2002), quanto maior A;, menos plausivel é que o modelo
correspondente seja 0 melhor. Com base nisso, esses autores propuseram uma regra empirica de escolha

do melhor modelo, apresentada na Tabela 3.1.

Tabela 3.1: Regra empirica para selegdo do melhor modelo via AIC (sugerida por Burnham & Anderson (2002))

A; Nivel de suporte empirico do modelo i
0-2 Substancial
4-7 Consideravelmente baixo
> 10 Essencialmente nenhum

Considere, por exemplo, o cendrio em que os modelos candidatos gi, ¢» e g3 apresentaram valores de
AIC iguais a 3, 10 e 14, respectivamente. Como o AIC de g; é o minimo, as diferencas de AIC para este
conjunto de modelos sdo iguais a AAIC,, = 0, AAIC,, =7 e AAICy; = 11. Nesse caso, g1 € escolhido
como o melhor modelo, pois as diferengas de AIC de g, e g3 sdo relativamente altas, levando em conta a
regra empirica definida na Tabela 3.1.

Por outro lado, considere o caso em que os modelos g1, g2 e g3 apresentaram valores de AIC iguais
a 3, 4 e 14, respectivamente. As diferencas de AIC, nesse caso, sdo iguais a AAICg1 =0, AAI ng =1le
AAICq, = 11 g, tanto g1 como g podem ser considerados como os melhores modelos. Nesse caso, para
decidir entre g1 e g2, podemos escolher o modelo mais parcimonioso (com o menor ntimero de pardmetros)
ou utilizar outras técnicas, como andlise de diagndstico.

Entre as limitagdes do AIC, destaca-se o baixo desempenho quando o tamanho amostral é pequeno
em relagdo ao ntiimero de parametros do modelo. Com base nisso, Sugiura (1978) e Hurvich & Tsai (1989)

propuseram a utilizagdo de um AIC corrigido para amostras finitas, dado por

n
Arce =23 togg(ulo) +2 (== ) & 67)
b n—k—1

em que n é o tamanho amostral. Quando n — +o0, AIC, — AIC, ou seja, ambos os estimadores sdo
assintoticamente equivalentes. Portanto, quando o tamanho amostral é pequeno, é aconselhével utilizar
(3.7) em vez de (3.5).

Para selecdo de modelos mistos, duas versdes do AIC costumam ser empregadas de acordo com o
objetivo do estudo: estimar pardmetros populacionais ou prever efeitos aleatérios. No primeiro caso, o AIC
marginal é recomendado e, no segundo, o critério denominado AIC condicional, com versdes assintéticas e

para amostras finitas, conforme indicado nas se¢des seguintes.
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3.1 AIC marginal

O AIC marginal é um critério de informagdo derivado de (3.3) utilizado na selegdo de modelos mistos

quando o objetivo é comparar modelos cujo foco é o valor esperado (populacional) da varidvel resposta.

Exemplo 3.1. Suponha um conjunto de n individuos cuja pressdo sanguinea foi observada ao longo de
m instantes de tempo. Denotamos por y;; a pressdo sanguinea do i-ésimo individuo no j-ésimo instante de

observacdo. Considere o conjunto de modelos

My : Yij :,Bo-l-ﬁﬁi]’—l-ei]'
Mo yij=Po+ (B1+bu)tij +ej
Ms: yij = (Bo+ boi) + Bitij + e

My yij = (Bo+boi) + (B1 + bui)tij +eij,

em que Py € o valor esperado da resposta no instante t;; = 0, f; € a variagdo esperada da resposta por
unidade de tempo, i =1,...,1n,j=1,...,m,e; ~ N (0, 02), boi ~ N(0,72), by; ~ N(0,7%) e Corr(by;, by;) =
po1, com (bo;, bi)" independente de ¢;;. O objetivo € determinar, entre os quatro modelos apresentados,
qual é o mais adequado para modelar a média populacional E(y;;). Neste caso, os quatro modelos
candidatos possuem a mesma média para a varidvel resposta, E(y;j) = Bo + B1t;j, porém estruturas de
covariancia distintas, induzidas pela presenga dos efeitos aleatérios. Apds o ajuste dos modelos, calculamos
o AIC marginal para M1, Mj, M3 e My, e selecionamos o modelo com AAIC minimo. No Capitulo 6

apresentamos um exemplo detalhado com aplicagdo desta técnica.

Considere o modelo misto (2.2), em que y ~ N (XB, V). Lembremos que V depende da matriz de
covariancias dos efeitos aleatérios (G) e da matriz de covaridncias dos erros aleatérios (R).

Normalmente, o AIC marginal é calculado por meio do MLE (5) ou do REML (ER) de 0. Ambas as
opgoes sdo usualmente fornecidas por pacotes computacionais (R, SAS etc). Segundo Vaida & Blanchard

A T
(2005), o AIC marginal com base em 6 = (ﬁT, ?T) ¢é definido como

mAIC = —2L£(8) +2(p +q) (3.8)

em que £(8) é a fungio (2.4) avaliada em 8 e p 4 g = dim(8) é o ntmero de parametros no modelo (2.2). O

AIC marginal corrigido correspondente a (3.7) é definido como

mAICc = —2L£(8) 42 ( (r+9q) (3.9)

N
N—-p—gq-1

em que N = Y_1' | m; é o total de observagdes das n unidades experimentais.
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. o ST 7\,
O AIC marginal com base em g = (,BR, TR> é
mAICg = —2L(8R) + 24 (3.10)

em que £(8) é a fungdo (2.4) avaliada em O e g = dim(T) é o nimero de parametros nio redundantes da
matriz de covariancias V. Nesse caso, o AIC marginal corrigido é dado por:
mAICcg = —2L(8g) +2 <N_I\;:Z_1) q. (3.11)
O AIC marginal é um estimador assintoticamente enviesado de (3.3) [Greven & Kneib (2010)] e as razdes
para existéncia de viés, mesmo assintético, estdo relacionadas as condi¢des de regularidade assumidas
em seu desenvolvimento, que nio sdo necessariamente verdadeiras no modelo linear misto. Por exemplo,
0 espaco paramétrico ® nio é uma transformacio de R¥, dadas as restri¢cdes nos parametros da matriz
de covariancias, e as observagdes ndo sdo independentes devido as correlacdes induzidas pelos efeitos
aleatorios.
Essas peculiaridades ddo abertura ao desenvolvimento de critérios de informagdo que buscam minimizar
o viés. Miiller et al. (2013) discutem com mais detalhes alguns pontos, como a falta de um termo simples
de corregdo de viés que torne o AIC marginal ndo enviesado e o fato de o termo de penalizacdo dar o
mesmo peso para os pardmetros de B e 7. Shang & Canavaugh (2008), por exemplo, propdem a utilizagdo

de bootstraping para estimar um termo de correcdo de viés apropriado.

3.2 AIC condicional

O AIC condicional se baseia no modelo condicional y|b ~ N (X + Zb,R) e é utilizado de maneira
similar ao AIC marginal. A principal diferenca é que o AIC condicional é indicado para a sele¢do de
modelos mistos cujo interesse estd relacionado a variagdo da resposta individual. Portanto, a comparagdo
direta de valores de AIC marginal e AIC condicional ndo é recomendada, uma vez que estes critérios sdo

utilizados em contextos distintos.

Exemplo 3.2. Em relagdo ao Exemplo 3.1., suponha que o objetivo seja prever o valor esperado individual

da pressdo sanguinea, isto é, condicionada a individuos especificos. Nesse caso, considere os modelos:

My yii=Bo+ (B1+bi)tij +ejj
My yii = (Bo + boi) + Bitij + ejj

Mz yij = (Bo+boi) + (B1 + bui)tij + e

em que By e By tém a mesma interpretagdo do Exemplo 3.1, ¢;; ~ N (0,0?), by; ~ N'(0,3), by ~ N(0, 7)
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e Corr(by;, by;) = po1, com (by;, by;)" independente de ejj. Neste caso, sob a 6tica condicional, em M;
supomos que a inclinag¢do (1) é comum a todos os individuos, em M, adotamos interceptos aleatérios e
em M3 modelamos tanto o intercepto como a inclinagdo por meio de efeitos aleatérios. Ap6s o ajuste dos
modelos, calculamos o AIC condicional (e, consequentemente, o AcAIC) para os trés modelos mistos e
selecionamos o modelo com AcAIC minimo. No Capitulo 6 apresentamos um exemplo mais detalhado

com aplicagdo desta técnica.

Analogamente ao desenvolvimento do AIC por meio de (3.3), Vaida & Blanchard (2005) basearam o

AIC condicional em

~2Efys) {Esiyw) [log 8y 1), B} =2 [ [ [ [ 1083(y"[8(3), B(y)) f(y'[b)dy" | £(y, b)dydb,

(3.12)

em que y e y* correspondem a amostras condicionalmente independentes da varidvel resposta com
verdadeira distribuigdo f(-|b). Além disso, f(y,b) é a distribuicdo conjunta de y e b e log g(y*|8(y), b(y))
é a funcao log-verossimilhanca condicional de y*, avaliada em feb.

A expressdo para o AIC condicional é similar a (3.8), com duas diferencas importantes: a fungdo
log-verossimilhanga é condicional aos efeitos aleatdrios e o termo de corregdo de viés esta relacionado
com os graus de liberdade efetivos do modelo (p) [Hodges & Sargent (2001)]. Formalmente, p = tr{H}, em
que H é a matriz de projecdo tal que y. = Hy. No modelo condicional, y. = E (y|B,b) = XB+Zb e,
consequentemente,

—1
X'RIX xRz X'RIX X'R71Z

p=tr . (3.13)
Z'RIX Z'R1Zz+G! Z'RIX Z'R1Z

Em termos de interpretagdo, p estd relacionado ao ntimero de pardmetros da estrutura de média do
modelo condicional, que engloba tanto os efeitos fixos quanto os efeitos aleatérios. Para mais detalhes
sobre o obtengédo de (3.13), consulte o Apéndice C.

Suponha que, por exemplo, R = ¢?Iy, Gg = 0 2G e V = ¢? (ZGOZT + IN>. Vaida & Blanchard (2005)

mostram que, se 02 e Gy sdo conhecidos,
cAIC = —2L(8|b) +2p (3.14)

é ndo enviesado para (3.12). Nesse caso, £(8|b) é a funcdo (2.5) avaliada no MLE 8 (ou REML 6g) e no
BLUP b (2.11).

Nas condig¢des anteriores, supondo 02 desconhecido e Gy conhecido, o AIC condicional com base no
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~ ~T N\ T ~
MLE @ = (/3 ,0) eno EBLUP b ¢

N(N-p-1)
(N=p)(N-p-2)

cAICc = —2L(0]b) +2 [ (o+1)+ N(p+1) 2)} . (3.15)

(N=p)(N—p-

. ® T
O AIC condicional com base no REML 6i = (,B;,&\R) é

e N—p—1 p+1
cAICcg = —2L(Br|b) +2 {N —— P+ + x> . 2] . (3.16)
Quando n — +oo,
cAIC = —2L(8b) +2(p +1), (3.17)

ou seja, o termo de correcdo de viés 2(p + 1) inclui o numero de graus de liberdade efetivos do modelo —
relacionados aos efeitos fixos e aos efeitos aleatérios — e um parametro da matriz R (¢?). Vaida & Blanchard
(2005) provam que (3.14), (3.15) e (3.16) sdo ndo enviesados.

Na prética, como G e R geralmente sdo desconhecidas, p é substituido pelo estimador p, obtido por
meio da estimagdo de G e R (via médxima verossimilhanca restrita). Nesse contexto, critérios diferentes com
base no AIC condicional sdo propostos. Vaida & Blanchard (2005) propdem simplesmente substituir p por

p em (3.17), gerando o critério

cAIC = —2L(

0b) +2(5+1), (3.18)
alegando que a correcdo nos graus de liberdade devida aos pardmetros desconhecidos em G é despre-
zéavel assintoticamente e que a log-verossimilhanca condicional (2.5) ndo depende de G. Para R néo

necessariamente igual a ¢?Iy;, Overholser & Xu (2008) provam que o AIC condicional

~

cAIC = —2L(8]b) +2(p + qr), (3.19)

em que gr é o numero de pardmetros desconhecidos em R, é assintoticamente ndo enviesado para (3.12) e

é a generalizacdo de (3.17). Assim como em (3.18), na pratica, o AIC condicional utilizado é

cAIC = —2£(

8lb) +2(p +qr). (3.20)

Miiller et al. (2013) retinem um conjunto de critérios propostos por diversos autores, com premis-
sas e estruturas mais complexas que (3.18) e (3.20). Por exemplo, contrariamente ao critério (3.18),
Burnham & White (2002) e Burnham & Anderson (2002) recomendam a inclusdo de todos os parame-

tros de R e G no termo de penalizacao.
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Capitulo 4

Critério de Informacao de Schwarz

O Critério de Informacédo de Schwarz, mais conhecido como BIC (Bayesian Information Criterion), é uma
ferramenta para selecdo de modelos frequentemente utilizada em conjunto com o AIC. A expressdo do
BIC é muito semelhante a (3.5), porém suas premissas e obtencdo sdo distintas. A seguir apresentamos os
fundamentos para a defini¢do do BIC. Para mais detalhes, o leitor pode consultar Bhat & Kumar (2010) ou
Delattre et al. (2014).

Sejam Mj, My, ..., M; modelos candidatos com probabilidades a priori p(My), p(M3), ..., p(M)),
respectivamente. O BIC utilizado como critério de informagdo se baseia no fator de Bayes [Kass & Raftery

(1995)]

_ plyIMp)  p(Mly)p(My) 1)

Bi) = JoTMy) ~ p(Mely)p(M;)”

em que y é uma amostra aleatéria de tamanho n. Se Bjt(y) > 1, M; é mais fortemente apoiado pelos
dados do que My, isto é, o critério favorece a escolha de M j- Supondo, a priori, que os modelos sdo

equiprovaveis, tem-se

ik(Y) = o 42)

Logo, entre os modelos candidatos, o critério seleciona aquele cuja probabilidade a posteriori é maxima.

Com base nisso, o objetivo ¢ encontrar uma expressdo para o maximo de p(M;|y). Pelo Teorema de Bayes,

p(Mjly) < p(y|M;)p(M;). (4.3)

Maximizar (4.3) é o mesmo que maximizar

Pyl M) = [ £(y16,)7;(0)d0; = [ exp {10 [F(yle;);(6))]} e, @4

15
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em que f(y|6;) é a fungdo de verossimilhanga e 77;(6;) ¢ a distribuigdo a priori dos parametros 6;, 6, € ©;,
sob M. Denotando por 6 a moda a posteriori de Q = log [f(y|6;)7;(8;)] e considerando uma expansao

de Taylor de segunda ordem de Q ao redor de 6, tem-se
~ _ ~ 1 A\T ~
Q ~ log [ £(y/8))7;(8))| + (6, 8)) vQ‘e,.:aj +5(6,-9;) Ho (6,-9;), (4.5)

em que VQ = dQ/00; e Hy, € a matriz quadrada com dimensao igual ao nimero de elementos de 6}, tal

que Hy;y = 0%Q/96,,00,

_ . Denotando ﬁg]. = —Hy,, € possivel mostrar, por meio do método de Laplace
0,=6;
177

[Barndorff-Nielsen & Cox (1989)] para aproximacdo da integral [4.4] e de manipulag¢des algébricas, que
2log p(yIM;) ~ 210gf(y|5j) +2log n]-(b']-) + dim(8;) log 27 + log det (ﬁ;},l) . (4.6)

Adotando 71j(6;) = 1, isto &, distribuicao a priori nao informativa para 6;, Q = log f(y|6;) e 5]- = 5]-,

em que 5]- é o MLE de 6]-, temos

~ 9*log f(y6))
Hun = =550, lo—o. (*7)

ou seja, ﬁgj é a matriz de Informacao de Fisher observada. Supondo verdadeiras algumas condic¢des de
regularidade como, por exemplo, que os dados independentes e identicamente distribuidos e o tamanho

amostral é suficientemente grande [Delattre et al. (2014), Bhat & Kumar (2010)],
det (ﬁe,-) — nim(8)) det (Igj) (4.8)

em que Ig]. é a matriz de Informacdo de Fisher para uma tnica observacao y;. Substituindo (4.8) em (4.6) e

ignorando os termos que ndo envolvem #, tem-se, para n suficientemente grande,
2log p(y|M;) = 2log f(y|6;) — dim(6;) log n. (4.9)

Em (4.9), fazendo k = dim(6;) e multiplicando ambos os membros da aproximagao por —1, obtém-se o

critério
BIC = —2log f(y|8) + klogn. (4.10)
O modelo a ser selecionado é aquele cujo valor do BIC é minimo. Para selecionar modelos como (2.2),
BIC = —2£(8) + (p +q) log N. (4.11)

Como os critérios AIC e BIC possuem regras similares em relagdo a selecdo de modelos, no sentido de es-
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colherem aquele com valor minimo, independentemente do valor propriamente dito, Burnham & Anderson
(2002) definiram o indicador de diferencas de BIC, que é andlogo as diferengas de AIC (3.6) tanto na forma
como é construido, calculando as diferengas de BIC dos modelos candidatos em relacdo ao BIC minimo,
quanto na regra de escolha do melhor modelo, apresentadada na Tabela 3.1.

A formulagdo (4.11) é a versdo do BIC mais utilizada na pratica e geralmente estd implementada em
pacotes computacionais, como o nlme() do repositério R [Pinheiro et al. (2019)]. No Exemplo 3.1, o AIC
marginal e o BIC sdo ferramentas titeis para selegdo do melhor modelo e, no Exemplo 3.2, podemos utilizar
o AIC condicional ou, também, o BIC. Portanto, o AIC utilizado na sele¢do de modelos mistos pode ser
marginal ou condicional, dependendo do objetivo do estudo (estimagdo dos efeitos fixos ou previsao dos

efeitos aleatdrios, respectivamente). O BIC, por outro lado, ndo faz essa distingdo.
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Capitulo 5

Simulacao

Neste capitulo apresentamos um estudo de simula¢do com o objetivo de mostrar em quais situagdes
os critérios mAIC (3.8), BIC (4.11) e cAIC (3.20) sdo mais adequados. A ideia é comparar modelos em um
contexto em que os erros aleatérios sdo independentes (primeiro contexto) e em outro contexto, em que os
erros aleatérios sdo autorregressivos (segundo contexto). Os valores dos parametros utilizados como base
foram obtidos a partir do Exemplo 6.3 de Singer et al. (2017).

Em cada contexto, os dados foram gerados sob o modelo misto

Yij = (Bo+boi) + (B1 + bui)tij + Batsi + e;f (5.1)

* t; = (t,...,tiy) centralizados segundo tij = (tl*] —1)/4,29, com tf = (26,27,...,26 + m—1),

e B=(8,0 1,39 0,55)",

. — ( boi
b; = (bli'

2
) ~ N(0,Gyp), com Gy = ( T Po1ToT1 ),

2
P01T0T1 T

e; ~ N(0,Ry), com Ry = Rg(c?) = ¢?I,; no primeiro contexto e Ry = Ro(c?,¢) = (i) 1<jk<ms
rik = Uqu‘t"/_tik |, no segundo contexto, em que ¢ é a variancia condicional e ¢ é o coeficiente de

correlacdo autorregressivo.

No primeiro contexto, consideramos os cendrios obtidos por meio da varia¢do de 7 (10, 20, 30 e 40), m
(8,10, 13, 15 e 20), 02 (0,8 e 1,6) e dos parametros de G, a saber, 72 (0,4 e 0,8), 72 (0,4 e 0,8) e py1 (04 € 0,8).
Para cada cendrio, geramos S = 1.000 conjuntos de dados e, a cada um destes, ajustamos 7 modelos mistos
com a mesma estrutura de independéncia condicional e diferentes efeitos fixos e aleatérios, apresentados

na Tabela 5.1. Em seguida, calculamos os valores dos critérios de informacao mAIC, BIC e cAIC para os

19
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respectivos modelos. Do mesmo modo, no segundo contexto, consideramos os cendrios obtidos por meio
da variagdo de n (10, 30 e 50), m (13, 16, 19 e 22), 0 (0,8 e 1,6), 72 (0,4 e 0,8), T2 (0,4e 0,8) e ¢ (0,3,0,5 e
0,7). Para cada cendrio, foram gerados S = 1.000 conjuntos de dados e, cada um destes, foram ajustados
4 modelos mistos com diferentes estruturas de covaridncia condicional e efeitos aleatérios, mas com os
mesmos efeitos fixos do processo gerador dos dados, conforme apresentamos na Tabela 5.5. Em seguida,
calculamos os mesmos critérios de informacdo do primeiro contexto.

O desempenho dos critérios de informagdo foi avaliado individualmente por meio da frequéncia de
sele¢des corretas para cada 1.000 simulagdes, em porcentagem, levando em conta a regra empirica proposta
por Burnham & Anderson (2002), conforme discutimos no Capitulo 3. Em cada simulagdo, ajustamos
todos os modelos candidatos e obtivemos os respectivos valores de mAIC, BIC e cAIC. Consideramos
como o modelo selecionado, por exemplo, aquele cujo valor de mAIC é o menor e que possui uma
diferenca absoluta maior que 2 em relagdo ao modelo com segundo menor mAIC, garantindo um nivel de
discriminagdo razodvel. Se a diferenca entre os dois menores mAIC for menor ou igual a 2, selecionamos o
modelo mais parcimonioso (com menor quantidade de pardmetros). Aplicamos esta regra para o mAIC, o
BIC e o cAIC individualmente.

A seguir apresentamos, para cada critério de informagdo abordado, os detalhes e os resultados das

simulac¢des obtidos em cada contexto.

5.1 Modelo misto com erros aleatdérios independentes
A Tabela 5.1 contém os 7 modelos candidatos ajustados.

Tabela 5.1: Modelos candidatos utilizados na simulagdo (M, é o modelo verdadeiro)

Mi: yj= (Bo+bo) + (Bi+bu)ty + Bati + ej Ro=Ro(c?)
Mo yij= (Botbo) + (Br+buty + + ej, Ro=Ro(c?)
Mz yij= (Bo+bo) + biitij + ﬁztlzj + eij, Ro=Ry(c?)
My yij= boi + (Bi+bi)ty +  Poti + e, Ro=Ro(0?)
Ms: yij = Bo + (Bit+bu)t; + ﬁzt?j + ¢j, Ro=Rg(c?)
Me: yij= (Bo+bo) + Bitij + Batfi  + e Ro=Ro(c?)
Mz yij= (Bo+boi) + B1tij + + ¢j, Ro=Ro(c?)

O modelo M é o verdadeiro, ou seja, a frequéncia de selegdes corretas obtida pelo critério (mAIC, BIC
ou cAIC) é a quantidade de vezes (%) que M foi selecionado para cada conjunto de 1.000 simulagdes,

levando em conta que o valor do respectivo critério para este modelo deve ser o menor e apresentar uma



5.1 MODELO MISTO COM ERROS ALEATORIOS INDEPENDENTES 21

diferenca absoluta de pelo menos 2 em relacdo aos valores obtidos para os demais modelos.

Apresentamos nas Tabelas 5.2, 5.3 e 5.4 a frequéncia (%) de sele¢des do modelo correto para os critérios
mAIC, BIC e cAIC, respectivamente. Observamos que o desempenho de cada critério na escolha do
modelo correto esta associado ao tamanho amostral (1), ao niimero de observagdes por individuo () e a
razdo entre a variancia total dos efeitos aleatdrios (Tg + 7712) e a variancia do erro aleatério (¢2), denotada
por A.

Supondo que a escolha dos modelos se baseia na capacidade dos mesmos em modelar a média
populacional, concluimos por meio da Tabela 5.2 que a porcentagem de escolhas corretas ao utilizar o
mAIC estd associada principalmente ao tamanho amostral (1), ao ntimero de observagdes por individuo
(m) e a razdo entre variancias A. Para tamanho amostral reduzido (n = 10), o mAIC seleciona o modelo
correto com frequéncia elevada (> 79%) se o ntiimero de observagdes por individuo for relativamente alto
(m > 15). Para tamanho amostral mais elevado (1 > 20), a porcentagem de sele¢des corretas é praticamente
maéxima se o ntimero de observagdes por individuo também for elevado (m > 15). Observamos também
que, quanto maior a varidncia total dos efeitos aleatérios (entre unidades amostrais) em relagdo a varidncia
dos erros aleatérios (dentro da mesma unidade amostral), maior a porcentagem de escolhas do modelo
correto. Por exemplo, para n = 20 e m = 15, a porcentagem de acertos aumenta de 52% para 93% quando
A aumenta de 0,5 para 2. Por outro lado, em alguns casos, o desempenho do AIC marginal ndo é razoavel.

Por exemplo, para n < 20 e m < 8, a porcentagem de acertos ndo ultrapassa os 50%.

Tabela 5.2: Frequéncia de sele¢des do modelo correto via AIC marginal (%)

A:(Tg—i—rf) /o /\:(Tg—i-‘[lz) /o?
n m n m
05 075 10 15 20 05 075 10 15 20
8 2 5 9 17 21 8 24 29 48 61 62
10 18 20 37 54 59 10 75 81 89 98 99
10 13 63 73 87 97 98 30 13 100 100 100 100 100
15 79 89 96 99 99 15 100 100 100 100 100
20 96 98 99 100 99 20 100 100 100 100 100
8 9 17 28 43 46 8 40 41 59 75 76
10 52 56 76 92 93 10 90 92 97 100 100
20 13 97 98 99 100 100 40 13 100 100 100 100 100
15 99 99 100 100 100 15 100 100 100 100 100

20 100 100 100 100 100 20 100 100 100 100 100
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Em relagdo ao BIC, observamos um comportamento similar ao do AIC marginal, conforme mostra a
Tabela 5.3. A principal diferenca é que, quando comparamos a frequéncia de escolhas corretas dos dois
critérios para valores iguais de 1, m e A (ou seja, 0 mesmo cendrio), a porcentagem de escolhas do modelo
correto ao utilizar o BIC é, em geral, menor que a do mAIC, sobretudo quando n é pequeno (n = 10).
Para tamanho de amostra e ntimero de observagdes por individuo mais elevados (n > 20 e m > 13), o
BIC apresenta porcentagem de escolhas do modelo correto tdo alto quanto o AIC marginal e ambos os
critérios sdo igualmente indicados para a selecdo de modelos mistos quando o interesse esta centrado no

valor esperado (populacional) da varidvel resposta.

Tabela 5.3: Frequéncia de selegdes do modelo correto via BIC (%)

A= (g +17) /0? A= (g +17) /0>
n m n m
05 075 1,0 1,5 20 05 075 10 15 20
8 0 2 5 5 8 5 7 19 30 33
10 4 4 13 25 30 10 39 49 71 91 92
10 13 31 41 64 82 88 30 13 95 98 100 100 100
15 59 68 83 93 93 15 99 100 100 100 100
20 84 88 93 94 94 20 100 100 100 100 100
8 1 2 7 17 20 8 7 14 29 43 44
10 15 24 48 68 74 10 57 66 85 98 98
20 13 82 88 98 100 100 40 13 100 100 100 100 100
15 94 97 100 100 100 15 100 100 100 100 100
20 99 99 100 100 100 20 100 100 100 100 100

Por outro lado, supondo que a escolha dos modelos se baseia na capacidade dos mesmos em modelar a
média individual (ou condicional), concluimos por meio da Tabela 5.4 que a porcentagem de escolhas do
modelo correto ao utilizar o cAIC estd associada ao tamanho amostral (1), a0 ntimero de observagdes por
individuo (m) e a razdo entre variancias (A). Para tamanho amostral reduzido (n = 10), o cAIC seleciona o
modelo correto com porcentagem praticamente maxima se o niimero de observagdes por individuo for
relativamente alto (m > 13). Para tamanho amostral mais elevado (n > 20), a porcentagem de sele¢des do
modelo correto é elevada mesmo se o ntimero de observagdes por individuo néo é tao alto (m = 8), ou seja,
neste tipo de abordagem (condicional), o AIC condicional é uma ferramenta com desempenho consideravel,
desde que o tamanho amostral seja suficientemente grande (n > 20). Observamos também que, assim como

no caso do AIC marginal, quanto maior a variancia total dos efeitos aleatérios (entre unidades amostrais)
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em relac¢do a varidncia dos erros aleatérios (dentro da mesma unidade amostral), maior a porcentagem de
escolhas do modelo correto. Por exemplo, para n = 10 e m = 10, a porcentagem de acertos aumenta de
57% para 86% quando A aumenta de 0,5 para 2. Em poucos casos, o desempenho do AIC condicional ndo

é razoavel. Por exemplo, para n < 10 e m < 8, a porcentagem de acertos ndo ultrapassa os 52%.

Tabela 5.4: Frequéncia de selecdes do modelo correto via AIC condicional (%)

A= (g +17) /0> A= (g +17) /0o?
n m n m
05 075 10 15 20 05 075 10 15 20
8 37 34 44 50 52 8 64 64 72 84 85
10 57 61 72 85 86 10 95 94 99 100 100
10 13 97 97 99 100 100 30 13 100 100 100 100 100
15 100 100 100 100 100 15 100 100 100 100 100
20 100 100 100 100 100 20 100 100 100 100 100
8 52 53 62 74 75 8 68 72 85 94 95
10 86 87 94 99 99 10 97 100 100 100 100
20 13 100 100 100 100 100 40 13 100 100 100 100 100
15 100 100 100 100 100 15 100 100 100 100 100
20 100 100 100 100 100 20 100 100 100 100 100

Em resumo, observamos que em grande parte dos cendrios os trés critérios de informagdo estudados

(AIC marginal, BIC e AIC condicional) acertam sempre, sobretudo quando n > 20 e m > 13.

5.2 Modelo misto com erros aleatérios autorregressivos
A Tabela 5.5 contém os 4 modelos ajustados no segundo contexto.

Tabela 5.5: Modelos candidatos utilizados na simulagio (M, é o modelo verdadeiro)

Mi: yi= (Bo+bo) + (Bitbi)ty + Pty + ej, Ro=Ro(c?¢)
Myt yij= (Bo+bo) + (Bi+bu)ty + !321‘12]- + eij, Ro=Ry(c?)
Mz yij= (Bo+bo) + Bitij + Batfi  + e, Ro=Ro(c?¢)

Mgy = Bo + (Bit+bity +  Bati + e, Ro=Ro(c?¢)




24 SIMULACAO 52

O modelo M é o verdadeiro, ou seja, a frequéncia de selegdes corretas obtida pelo critério (mAIC, BIC
ou cAIC) é a quantidade de vezes (%) que M foi selecionado para cada conjunto de 1.000 simulagdes,
assim como nas simula¢des do primeiro contexto.

Apresentamos nas Tabelas 5.6, 5.7 e 5.8 a frequéncia (%) de selegdes do modelo correto para os critérios
mAIC, BIC e cAIC, respectivamente. Observamos que o desempenho de cada critério na escolha do
modelo correto esta associado ao tamanho amostral (1), ao niimero de observagoes por individuo (1), a
razdo entre a variancia total dos efeitos aleatérios (Tg + le) e a variancia condicional (¢2), denotada por A,
e ao coeficiente de correlagdo autorregressivo (¢).

Supondo que a escolha dos modelos se baseia na capacidade dos mesmos em modelar a média
populacional, concluimos por meio da Tabela 5.6 que a porcentagem de escolhas do modelo correto ao
utilizar o mAIC esta associada principalmente ao tamanho amostral (1), ao ntiimero de observagdes por
individuo (m), a razdo entre variancias (A) e, em menor intensidade, ao coeficiente autorregressivo (¢). Para
tamanho amostral reduzido (1 = 10), o mAIC seleciona o modelo correto com frequéncia moderada se
A > 1 (entre 33% e 69%) mesmo quando o ntimero de observacdes por individuo é elevado (m = 22), e essa
porcentagem diminui se o valor de ¢ aumenta. Por exemplo, para n = 10, m = 22 e A = 2, a porcentagem

de acertos diminui de 69% para 44% quando o coeficiente de correlacdo ¢ aumenta de 0,3 para 0,7.

Tabela 5.6: Frequéncia de selegdes do modelo correto via AIC marginal (%)

A= () /e A= () /e A= () /e
m ¢ n m ¢ n m
05 075 1 15 2 05 075 1 15 2 05 075 1 15 2
13 13 18 29 44 56 13 5 20 28 35 46 13 17 17 24 33 42
16 26 34 43 53 65 16 12 26 34 42 59 16 20 26 28 36 43
10 10 10
19 29 39 52 64 68 19 21 30 40 43 49 19 25 28 29 37 43
22 30 42 53 65 69 2 22 32 45 46 54 2 27 28 29 39 44
13 4 60 81 8 94 13 43 48 67 79 94 13 35 49 69 8 91
6 55 75 87 87 98 16 54 67 88 92 9 16 37 52 73 79 89
30 05 30 07 30
19 70 75 89 89 100 19 60 79 90 95 99 19 40 64 78 8 92
2 69 79 94 95 100 2 73 8 91 98 98 2 52 67 79 90 98
13 69 8 9 9 100 13 57 58 8 99 100 13 51 74 8 94 98
16 78 88 95 98 100 16 73 8 97 99 100 16 5 76 8 95 100
50 50 50
19 90 95 99 100 100 19 8 94 99 100 100 19 84 94 97 99 100
22 94 99 100 100 100 22 92 98 99 100 100 22 8 94 98 100 100

Para tamanho amostral mais elevado (n = 30), a porcentagem de selecdes do modelo correto é alta
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(> 70%) se o ntimero de observagdes por individuo também é elevado (m > 19). Para n = 50, a porcentagem
de selecdo do modelo correto é consideralvemente alta mesmo para m = 13. Consequentemente, no caso em
que os erros sdo condicionalmente autorregressivos, o AIC marginal é indicado para a selecdo de modelos
mistos se tanto o tamanho amostral quanto o niimero de observagdes por individuo sdo suficientemente
grandes (n > 30 e m > 16, respectivamente).

Em relacdo ao BIC, observamos que a porcentagem de escolhas do modelo correto ao utilizar este
critério é, em geral, menor que a do mAIC, sobretudo quando n < 30 e ¢ > 0,7. Além disso, para
que o BIC selecione o modelo correto com uma porcentagem consideravel, é necessario que, além do
tamanho amostral, o nimero de observagoes por individuo seja mais elevado que no caso de independéncia
condicional (m > 22), conforme mostramos anteriormente na Tabela 5.3. Portanto, estes resultados mostram
que, no caso em que os erros aleatérios sdo autorregressivos, o BIC é indicado para a selecdo de modelos

mistos apenas se n > 30 e m > 22, uma condi¢do mais rigida quando comparada ao caso de independéncia

condicional.
Tabela 5.7: Frequéncia de sele¢des do modelo correto via BIC (%)
A= (G +712) /0* A= (@ +1})/0? A= (B +1})/0?
¢ n m ¢ n m ¢ n m

05 075 1 1,5 2 05 075 1 1,5 2 05 075 1 15 2
13 8 4 6 10 24 13 0 ) 6 8 9 13 2 3 6 7 15
16 5 6 12 19 21 16 1 6 7 13 18 16 4 3 7 15 14

10 10 10
19 6 12 13 20 29 19 1 6 5 12 11 19 1 4 4 9 10
22 7 12 17 19 28 22 2 9 10 11 12 22 3 5 6 8 10
13 13 19 33 43 61 13 2 6 21 32 61 13 3 11 18 28 49
16 15 27 44 49 81 16 13 18 30 56 71 16 4 10 24 33 46

03 30 05 30 07 30
19 21 30 49 67 97 19 14 29 44 55 80 19 10 14 26 34 60
22 18 34 78 86 98 22 26 34 47 65 78 22 11 14 30 39 61
13 12 30 56 65 86 13 4 15 52 74 80 13 7 19 3 55 78
16 24 39 53 84 99 16 16 38 62 80 97 16 13 20 34 56 86

50 50 50
19 43 55 65 88 100 19 41 53 60 82 97 19 38 50 58 79 89
22 48 61 91 98 100 22 45 57 8 92 98 22 44 55 83 90 95

Por outro lado, supondo que a escolha dos modelos se baseia na capacidade dos mesmos em modelar a
média individual (ou condicional), concluimos por meio da Tabela 5.8 que a porcentagem de escolhas do
modelo correto ao utilizar o cAIC estd associada ao tamanho amostral (1) e ao nimero de observagoes

por individuo (). Para tamanho amostral reduzido (n = 10), o cAIC seleciona o modelo correto com
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porcentagem praticamente maxima se o nimero de observagdes por individuo for relativamente alto
(m > 16).

Para tamanho amostral mais elevado (n > 30), a porcentagem de selecdes do modelo correto é elevada
mesmo se o nimero de observagdes por individuo ndo é tdo alto (m = 13), ou seja, neste tipo de abordagem
(condicional), o AIC condicional é uma ferramenta com desempenho consideravel, mesmo quando o
tamanho amostral ndo é tdo elevado (n > 10). Além disso, em geral, quanto maior o valor de ¢, menor a

porcentagem de sele¢des do modelo correto, sobretudo se n ou m sdo reduzidos.

Tabela 5.8: Frequéncia de sele¢des do modelo correto via AIC condicional (%)

A= (@ +7) /0 A= (@+7) /0 A= (@ +7) /o
m ¢ n m ¢ n m
05 0,75 1 15 2 05 0,75 1 15 2 05 0,75 1 15 2
13 54 56 55 62 64 13 51 60 60 ) 61 13 50 49 50 49 52
16 = 80 87 92 95 96 16 | 72 83 88 93 93 16 = 81 84 84 88 88
10 10
19 | 85 88 95 95 97 19 | 78 84 92 92 95 19 = 80 83 89 90 95
22 84 92 97 95 100 22 79 87 92 93 95 22 82 84 86 89 96
13 | 84 85 93 94 94 13 | 83 72 77 76 77 13 52 S 50 51 50
16 | 93 99 100 100 100 16 | 90 94 100 100 100 16 | 93 97 98 98 100
05 30 07 30
19 | 97 99 100 100 100 19 9 100 100 100 100 19 | 9 97 100 100 100
22 | 9% 98 100 100 100 2298 100 100 100 100 22 97 97 100 100 100
13 | 9 94 95 93 95 13 | 85 82 76 78 76 13 53 52 53 48 49
16 | 98 99 100 100 100 16 = 97 99 100 100 100 16 | 97 99 100 100 100
50 50
19 99 100 100 100 100 19 98 100 100 100 100 19 | 9% 99 100 100 100
2299 100 100 100 100 2299 100 100 100 100 22 1 99 99 100 100 100

Em resumo, observamos que, em ambos os cendrios, o desempenho dos critérios de informagdo esta
associado a alguns fatores, como o tamanho amostral, o ntimero de observagdes por individuo, a relacao
entre as varidncias inter e intraunidades amostrais e o coeficiente de correlacio. Em ambos os casos,
verificamos que, quanto maior n, m e A, maior a porcentagem de acertos. Por outro lado, quanto maior o
coeficiente de correlagdo ¢, menor a porcentagem de selegdes corretas para os trés critérios de informacao,
sobretudo o BIC, que apresentou porcentagem de acerto, em geral, mais baixa que no caso de erros

independentes.



Capitulo 6

Exemplos

Analisamos dois exemplos de conjuntos de dados com o intuito de ilustrar a utilizagao dos critérios de

informacao para selecdo de modelos mistos, combinando-os a técnicas descritivas e de diagnéstico.

6.1 Dados de crescimento de bezerros

Os dados deste exemplo foram obtidos a partir de um estudo sobre o crescimento de bezerros conduzido
pela Empresa Brasileira de Pesquisa Agropecudria (EMBRAPA) e analisado por Singer et al. (2017). Os
dados sdo fornecidos na Tabela A.1 (em anexo) e correspondem a coletas quinzenais do peso, em kg, de 28
bezerros submetidos a uma dieta alimentar por um periodo de 26 semanas ap6s o nascimento. O objetivo é
estudar o comportamento do valor esperado (populacional) do peso como uma funcéo do tempo.

A Figura 6.1 apresenta o gréfico de perfis correspondente. A linha pontilhada descreve o peso médio

nos instantes de observagédo e sugere que um polindmio de 2° grau pode ser utilizado como modelo.

150-

Peso (kg)
3

50-

Semana

Figura 6.1: Perfis de peso dos bezerros ao longo das semanas (linha pontilhada: perfil médio)

27
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E possivel observar, também, um “paralelismo” nas curvas de crescimento individuais, isto é, bezerros
que nasceram com peso menor tendem a ter o peso menor ao longo do tempo em relacdo a bezerros mais
pesados. Este tipo de comportamento sugere a inclusdo de efeitos aleatérios no modelo, dada a aparente
especificidade de peso de cada bezerro. Outra caracteristica interessante é que a variabilidade do peso
aumenta ao longo do tempo, isto é, a variancia da varidvel resposta é uma fungdo do tempo, conforme

mostra a Figura 6.2.
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Figura 6.2: Gridfico de varidncia do peso em fungdo do tempo

A Figura 6.3 apresenta o grafico do desenhista (Draftman’s plot) dos dados. Os elementos da diagonal
principal representam os instantes de tempo (sermana) e os elementos abaixo da diagonal principal denotam
os coeficientes de correlagdo quando comparamos o peso dos bezerros entre dois instantes de tempo. A
Figura 6.4 contém o grafico de correlacdo de Grady-Helms, que mostra as correlagdes da Figura 6.3 em
funcado da defesagem (lag) temporal de uma maneira mais clara e direta. Os gréficos sugerem a presenga de
correlagdo serial nos dados, dado que as curvas com as correlagdes decaem lentamente — aparentemente,
de maneira exponencial.

Com base na andlise descritiva, consideramos os seguintes modelos candidatos:

M 2y = Bo + Bitij + Baty; + eij

My yij = (Bo+ boi) + Butij + Batsi + eij

Mz yi = (Bo + boi) + (B1 + bui)tij + ot + ¢

My yij = (Bo+boi) + (B1 + bui)tij + (B2 + bai)£5; + e

M 2y = (Bo + boi) + (B1 + bui)tij + (B2 + ba)tF: + €]

em que y;; € 0 peso do i-ésimo bezerro no j-ésimo instante, i = 1,2,...,28, j =1,...,m; (m; é o nimero de
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Figura 6.3: Gridfico do desenhista do peso ao longo do tempo (semana na diagonal principal, correlagdes na diagonal inferior)
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Figura 6.4: Grdfico de correlagio de Grady-Helms
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observagdes do bezerro i), B = (Bo, B1, ﬁz)T, ejj ~ N(0, 0'2) independentes, el’-‘j ~ N(0, 02) correlacionados

segundo COT’T’(E;}-,E?}C) = (Pltijit"kl, 0 S (P S 1, bOi ~ N(O, Tg), bli ~ N(O, T12>, bZi ~ N(O, T22)’ COT?’(bOl’, bli) =

7°
Na Tabela 6.1 apresentamos os resultados do ajuste dos 5 modelos candidatos obtidos por Méxima

po1, Corr(bg;, ba;) = poz e Corr(byj, by) = p12, com (b, byj, by;) T independente de ejjedee

Verossimilhanga. Utilizamos o pacote computacional nime() do repositério R [Pinheiro et al. (2019)] e a

codificacdo da anélise é apresentada no Apéndice D.

Tabela 6.1: Estimativas (e erros padroes) dos modelos candidatos ajustados

Modelo
Parametro
Ml Mz ./Vl3 M4 MS
Bo 32,8(2,00 32125 32912 32709 335(1,0)
P 7315 8109 7709 8012 78(L0)
P2 1402 1301 1401 1302 1,301
3 - 137,9 30,2 18,0 0,7
T2 - - 16,6 354 18,4
2 - - - 0,60 0,26
001 - - -0,31 -0,32 0,98
002 - - - 0,16 -0,59
012 - - - -0,73 -0,54
o? 217,9 77,1 14,7 8,0 24,7
- 1,8 3,2 6,8 0,8
- - - - 0,61
N° de pardmetros 4 5 7 10 11
N efeitvo de pardmetros 4 29,9 54,6 77,8 46,8
mAIC 3.055,4 2.764,5 2.269,3 2.136,4 2.039,3
BIC 3.071,1 2.784,1 2.296,7 2.175,6 2.082,4
cAIC - 2.697,9 2.107,5 1.905,4 1.952,4
AmAIC; 1.016,1 7252 230,0 97,1 0
ABIC; 988,7 701,7 214,3 93,2 0
AcAIC; - 792,5 202,1 0 47,0

A: varidncia total dos efeitos aleatérios / variancia dos erros aleatdrios

Como o objetivo da modelagem ¢é estimar o peso médio populacional (marginal), comparamos os
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modelos por meio do mAIC (3.8) e do BIC (4.11) ou, alternativamente, por meio das diferencas AmAIC; e
ABIC; (3.6). Por outro lado, se o objetivo fosse selecionar o melhor modelo para prever o peso esperado de
algum bezerro especifico (condicional), a comparacéo seria feita por meio do cAIC (3.20) ou das diferencas
AcAIC;.

Nesse caso, M5 é o modelo com menor valor de AIC marginal e BIC entre os modelos candidatos e
apresentou consideravel diferenca AAIC e ABIC em relacdo aos valores dos demais modelos, sobretudo
M1 (AAICy, = 1.016,1 e ABICp, = 988,7). Além disso, observamos que ¢ = 0,61, indicando que um
modelo com erros aleatérios autorregressivos deve ser considerado. Consequentemente, esse é o modelo
selecionado por meio de ambos os critérios.

Na Figura 6.5 apresentamos os graficos de residuos para o modelo selecionado (Ms). Observamos que
os residuos ndo apresentam tendéncias nem variabilidade expressivamente diferente em relacdo aos valores
ajustados, e apresentam poucos valores atipicos (apenas 3% dos residuos marginais e 7% dos residuos
condicionais). Além disso, a suposi¢do de normalidade dos erros aleatérios parece ser satisfeita, como
mostram o QQplot e o histograma dos residuos condicionais. Em relacdo aos efeitos aleatérios, observamos
que a hip6tese de normalidade parece satisfeita, conforme mostra o QQPlot da distancia de Mahalanobis
dos efeitos aleatdrios estimados, e ndo foram observados individuos atipicos. Consequentemente, levando
em conta os resultados da andlise descritiva, da andlise de diagnéstico e dos critérios de informagcéao,
concluimos que M5 é o modelo selecionado. Adicionalmente, nas Figuras B.1, B.2, B.3 e B.4 (em anexo)
apresentamos os graficos de residuos dos demais modelos candidatos. Para maiores detalhes sobre as
técnicas de diagnoéstico utilizadas, o leitor pode consultar Singer et al. (2017).

E importante observar que, se o objetivo fosse selecionar o melhor modelo para prever o peso esperado
de algum bezerro especifico, o AIC condicional selecionaria My, que é o modelo com menor valor de
cAIC. Neste modelo, assumimos que os dados sdo condicionalmente independentes, o que contraria os
resultados da andlise descritiva (Figuras 6.3 e 6.4).

Uma possivel explicacdo para esta divergéncia pode ser encontrada na conclusdo das simulagdes
do Capitulo 5, em que os modelos comparados sdo similares aos modelos candidatos deste exemplo.
Verificamos no Capitulo 5 que, em linhas gerais, quando maior o coeficiente de correlacao autorregressivo,
menor a porcentagem de acertos, sobretudo para o BIC (Tabelas 5.6, 5.7 e 5.8). Nesse cendrio, a utilizagdo
dos critérios de informacao para selecdo dos modelos é indicada apenas se tanto o tamanho amostral quanto
o ntimero de observacoes por individuo é elevado (n = 50 e m > 19). Entretanto, o conjunto de dados
deste exemplo apresenta tamanho amostral (n = 28) e quantidade de observagdes por individuo (m = 14)
relativamente moderados (com base nos padrdes das simulagdes), ou seja, os critérios de informagdo tém
uma porcentagem de acerto mais baixa. Por exemplo, observamos na Tabela 5.8 que, quando n = 30, m = 13
e ¢ = 0,7, a porcentagem de selegdes corretas do modelo misto com erros aleatérios autorregressivos
utilizando o cAIC é da ordem de 50%, um valor relativamente baixo. Isso mostra o porqué da divergéncia

observada entre a anélise descritiva e a selegcdo via AIC condicional.
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Figura 6.5: Andlise de residuos para o modelo Ms: (a) Valores ajustados marginais versus Residuos marginais padronizados, (b)
Histograma dos residuos marginais padronizados, (c) Residuo marginal padronizado por observagio, (d) Valores preditos versus
Residuos condicionais padronizados, (e) QQplot dos residuos condicionais padronizados, (f) Histograma dos residuos condicionais
padronizados, (g) QQplot da distdncia de Mahalanobis, (h) Disténcia de Mahalanobis por unidade
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6.2 Dados de palatos de sapos

Os dados deste exemplo foram obtidos a partir de um estudo analisado por Singer & Andrade (2000)
e sdo apresentados na Tabela A.2. Eles correspondem a velocidade relativa de transporte mucociliar do
palato de 10 sapos, observada 5, 10, 15, 20, 25, 30 e 35 minutos apés a sua imersdo em uma solucéo de
peréxido de hidrogénio com concentracdo de 16 uM. Para efeitos didaticos, admitamos que o objetivo seja
fazer a previsao da velocidade relativa para sapos especificos.

Na Figura 6.6 apresentamos o gréafico de perfis correspondente que sugere que um polinémio de 2°
grau poderia representar a evolucdo da velocidade relativa individual (condicional) ao longo do tempo. A

linha pontilhada em destaque descreve a velocidade relativa média em cada instante de tempo.

\\\

//\iq}/_\\\\%_%_

Velocidade
o
o

0.6-

10 20 30
Tempo (min)

Figura 6.6: Petfis de velocidade relativa de transporte mucociliar ao longo do tempo (linha pontilhada: perfil médio)

Assim como no exemplo anterior, é possivel observar um “paralelismo” nas curvas individuais, mesmo
com um numero pequeno de observagdes por individuo (m = 7). Esse comportamento sugere a inclusdo
de efeitos aleatérios no modelo.

Analogamente ao exemplo anterior, na Figura 6.7 apresentamos o grafico do desenhista (Draftman’s plot)
dos dados e na Figura 6.8 mostramos o grafico de correlagdo de Grady-Helms, que ndo sugere a presenga
de correlagdo serial nos dados (uma vez que temos um ntmero reduzido de observagdes por individuo).

Com base na andlise descritiva e no objetivo do estudo, consideramos os seguintes modelos candidatos:

M yij = Bo+ (B1 + bui)tij + Bats; + e
Mo yij = (Bo + boi) + Butij + oty + e
Mt yip = (Bo+boi) + (B1 + bii)tij + oty + e

My i = (Bo+ boi) + (B1 + bui)tij + (B2 + byt + e
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Figura 6.8: Grdfico de correlagio de Grady-Helms
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em que y;; € a velocidade relativa de transporte do i-ésimo sapo no j-ésimo instante, i = 1,2,...,10,
j=1,...,7, Bo, B1 e B2 sdo coeficientes de regressdo populacionais fixos, e;; ~ N (0, 0?) independentes,
boi ~ N(0,73), b1; ~ N(0,7F), byi ~ N(0,73), Corr (b, br;) = por, Corr(boi, bai) = poa € Corr(byj, byi) = p12,
com (bg;, byj, by;) | independente de ejj.

A Tabela 6.2 apresenta os resultados do ajuste dos 4 modelos candidatos obtidos por Maxima Verossi-
milhanca. Utilizamos o pacote computacional nime() do repositério R [Pinheiro et al. (2019)] e a codificagdo

da andlise é apresentada no Apéndice D.

Tabela 6.2: Estimativas (e erros padrdes) dos modelos candidatos ajustados

Modelo
Parametro
My My M; My
Bo 1,19 (0,06) 1,19 (0,08) 1,19 (0,07) 1,19 (0,11)
B1 -2,35(044) -2,35(047) -2,35(0,36) -2,35(0,66)
Ba 2,57 (0,62) 2,57 (0,70) 2,57 (0,46) 2,57 (0,72)
Tg - 0,013 0,030 0,113
2 0,122 - 0,347 3,707
2 - - - 3,957
Po1 - - -0,797 -0,955
002 - - - 0,967
012 - - - -0,999
o? 0,015 0,020 0,008 0,005
A 79 0,6 45,0 1.515,2
N° de pardmetros 5 5 7 10
N° (efetivo) de pardmetros 11,9 114 19,9 20,9
mAIC -61,7 -49,3 -76,5 -92,8
BIC -50,5 -38,1 -60,7 -70,4
cAIC -78,3 -61,9 -113,8 -147,4
AmAIC; 31,1 43,5 16,4 0
ABIC; 19,9 32,3 9,6 0
AcAIC; 69,1 85,5 33,5 0

A: variancia total dos efeitos aleatérios / varidncia dos erros aleatdrios

Como o objetivo é estimar a velocidade relativa individual (condicional), comparamos os modelos por
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meio do cAIC (3.20) ou das diferengas AcAIC;. Por outro lado, se o objetivo fosse selecionar o melhor
modelo para estimar a velocidade relativa esperada populacional (marginal), a comparagdo seria feita por
meio do mAIC (3.8) e do BIC (4.11) ou, alternativamente, por meio das diferencas AmAIC; e ABIC; (3.6).

Nesse caso, My é o modelo com menor valor de AIC condicional entre os modelos candidatos e
apresentou consideréavel diferenca AcAIC em relagdo aos valores dos demais modelos, sobretudo M,
(AcAICp, = 85,5).

Na Figura 6.9 apresentamos os graficos de residuos para o modelo selecionado (My). Observamos que
os residuos ndo apresentam tendéncias nem variabilidade expressivamente diferente em relacdo aos valores
ajustados, e apresentam poucos valores atipicos (apenas 6% dos residuos marginais e 4% dos residuos
condicionais). Além disso, a suposi¢do de normalidade dos erros aleatérios parece ser satisfeita, como
mostram o QQplot e o histograma dos residuos condicionais. Em relacao aos efeitos aleat6rios, observamos
que a hipé6tese de normalidade parece satisfeita, conforme mostra o QQPlot da distdncia de Mahalanobis
dos efeitos aleatdrios estimados, e ndo foram observados individuos atipicos. Consequentemente, levando
em conta os resultados da andlise descritiva, da andlise de diagnoéstico e dos critérios de informagéo,
concluimos que My é o modelo selecionado. Adicionalmente, nas Figuras B.5, B.6 e B.7 (em anexo)
apresentamos os graficos de residuos dos demais modelos candidatos.

Neste exemplo, apesar da limitagdo no tamanho amostral (n = 10) e no namero de observagdes por
individuo (m = 7), observamos que, em My, a razdo de variancias estimada (7\ = 1.515,2) é expressivamente
alta. Mostramos no Capitulo 5 que, em geral, quanto maior o valor de A, maior a proporcdo de sele¢des

corretas, sobretudo para o cAIC (Tabela 5.4).
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Figura 6.9: Andlise de residuos para o modelo My: (a) Valores ajustados marginais versus Residuos marginais padronizados, (b)
Histograma dos residuos marginais padronizados, (c) Residuo marginal padronizado por observagio, (d) Valores preditos versus
Residuos condicionais padronizados, (e) QQplot dos residuos condicionais padronizados, (f) Histograma dos residuos condicionais
padronizados, (g) QQplot da distincia de Mahalanobis, (h) Distdncia de Mahalanobis por unidade
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Capitulo 7

Conclusao

Critérios de informagao sdo ferramentas de selecdo de modelos especialmente titeis e indicadas quando
a quantidade de modelos candidatos é elevada, uma vez que permitem a comparagdo da adequabilidade
dos modelos aos dados de maneira simples e direta. Entretanto, apresentam limitagdes ocasionadas pela
forma como foram definidos ou pela complexidade dos modelos que buscam selecionar. Especialmente
no caso da selecdo de modelos mistos, vimos que alguns fatores influenciam o poder de selecdo do
AIC (marginal e condicional) e do BIC, como tamanho amostral reduzido, estruturas de correlagdo mais
complexas ou o tipo de abordagem do modelo misto selecionado (marginal ou condicional).

Os estudos de simulagdo que realizamos mostraram que, no caso de independéncia condicional, o
AIC marginal, o AIC condicional e o BIC apresentaram frequéncia de sele¢do do modelo correto elevada
mesmo para tamanho amostral reduzido (n = 10), desde que a quantidade de observagdes por individuo
seja elevada (m > 13). Além disso, verificamos que, quanto maior o quociente entre a varidncia total
dos efeitos aleatérios e a varidncia dos erros aleatérios, maior a porcentagem de sele¢des corretas. Em
comparacdo, no contexto de erros condicionalmente autorregressivos, as simula¢des mostraram que é
necessario tanto tamanho amostral quanto ntiimero de observag¢des por individuo maiores (n > 30 e
m > 16, respectivamente) para detec¢do do modelo correto com porcentagem considerdvel, mas que esta
porcentagem decresce com o aumento do coeficiente de correlagdo autorregressivo. Portanto, quanto mais
correlacionados os dados, menor ¢é a frequéncia de escolhas do modelo correto pelos critérios de informagéo
estudados.

A anélise dos dois exemplos mostrou que, na pratica, é aconselhdvel combinar diferentes técnicas para
selecdo de modelos. No exemplo da subsecdo 6.1, vimos que os critérios de informagdo (AIC marginal e
BIC) sugerem a mesma decisdo que a andlise de residuos, ou seja, ambas as técnicas validaram o mesmo
modelo como o melhor entre os candidatos. A decisdo foi sustentada, também, por estimativas significantes
de alguns parametros — como o coeficiente de autorregressao —, pelo tamanho amostral (1 = 28) além do
namero de observagdes por individuo (m = 14). Da mesma forma, no exemplo da subsecdo 6.2, tanto a

andlise dos residuos como o AIC condicional indicaram um tinico modelo como o melhor, mesmo com

39
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tamanho amostral (1 = 10) como o ntimero de observagdes por individuo (m = 7) relativamente pequenos.
Nesse caso, a magnitude da estimativa da razdo entre a varidncia total dos efeitos aleatérios e a varidncia
dos erros aleatérios foi um fator importante para a consolidacdo da escolha do melhor modelo.

Em resumo, o cendrio em que o tamanho amostral e o ndmero de observagdes por individuo sdo ambos
pequenos é o menos indicado para a utilizagdo dos critérios de informagao. Por isso, é sempre conveniente

utilizd-los juntamente com técnicas descritivas e de diagnéstico.
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Tabela A.1: Peso de bezerros (em kg)
Semana
Bezerro
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26
1 280 327 369 41,7 428 503 535 482 548 610 644 742 854 937
2 452 449 478 555 573 640 637 655 707 792 827 914
3 31,0 306 325 325 352 405 471 562 683 800 930 1050 1180 1304
4 36,0 397 421 472 492 519 608 698 81,0 895 970 1054 1156 1235
5 290 329 366 380 448 542 581 658 732 815 920 1037 1126 1233
6 280 351 329 411 520 501 513 568 649 729 790 834 932 1020
7 400 420 468 521 549 652 1047 1106 1247 1368 1534
8 42,0 458 535 592 714 712 749 835 885 102,7 1116 1197
9 30,0 340 354 359 380 489 500 621 705 830 910 1039 1165 1270
10 43,0 437 482 474 482 547 580 627 774 88 971 1071 1153 1270
11 31,0 316 334 409 459 465 550 598 662 769 8,8 930 1033 1125
12 270 315 380 426 470 56,7 648 747 841 949 1066 1223 1306 1415
13 320 359 425 489 545 678 712 847 939 1022 1160 1262 1382 150,0
14 340 344 391 413 433 511 541 654 751 879 980 1087 1242 1313
15 41,0 424 475 583 695 794 91,7 1040 1192 1331 1454 1565 1672 1768
16 31,9 341 397 463 500 587 642 81,0 91,5 1069 1171 1277 1442 1549
17 40,0 418 500 555 586 635 703 800 900 1026 101,2 1204 1309 1371
18 31,0 307 341 443 478 594 683 772 842 962 1041 1140 1230 1320
19 350 386 397 402 371 431 439 481 583 686 785 86,8 999 1062
20 330 407 463 559 672 746 874 954 1105 1225 1270 1363 1448 1515
21 37,0 36,6 103,6 110,7 120,0 126,7 1322
22 360 333 350 399 445 465 505 550 591 689 782 751 790 77,0
23 300 358 412 520 640 749 910 955 148,0 1545 167,6
24 385 445 471 543 609 749 833 897 997 1100 120,8 1351 1415 1570
25 30,0 372 439 490 528 602 763 808 942 1026 1110 1156 1214 1345
26 32,7 359 40,2 52,5 61,1 80,9 93,0 1001 1032 108,0
27 320 355 392 437 518 634 761 81,1 846 898 974 1110 1202 1342
28 320 347 361 395 452 530 566 637 701 744 8,1 902 961 1036




A0

Tabela A.2: Velocidade relativa de transporte mucociliar

Tempo (min)

Sapo
5 10 15 20 25 30 35
1 0,88 0,73 0,61 0,58 0,61 0,48 0,52
2 0,87 0,69 0,50 0,42 0,38 0,38 0,44
3 1,43 0,98 0,70 0,54 0,43 0,41 0,43
4 1,30 1,00 0,67 0,68 0,53 0,67 0,62
5 0,92 0,86 0,88 0,85 0,79 0,66 0,82
6 1,21 1,01 0,75 0,79 0,69 0,70 0,82
7 0,68 0,86 0,86 0,59 0,57 0,61 0,66
8 0,75 0,74 0,96 0,87 1,00 0,90 1,14
9 0,97 0,84 0,71 0,83 0,67 0,73 0,72
10 1,08 1,12 0,86 1,02 0,85 0,90 0,89
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Apéndice B

Figuras
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Figura B.2: Andlise de residuos para o modelo My (Exemplo 1): (a) Valores ajustados marginais versus Residuos marginais
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preditos versus Residuos condicionais padronizados, (e) QQplot dos residuos condicionais padronizados, (f) Histograma dos
residuos condicionais padronizados, (g) QQplot da distincia de Mahalanobis, (h) Distdncia de Mahalanobis por unidade
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Figura B.3: Andlise de residuos para o modelo M3z (Exemplo 1): (a) Valores ajustados marginais versus Residuos marginais
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Figura B.5: Andlise de residuos para o modelo My (Exemplo 2): (a) Valores ajustados marginais versus Residuos marginais
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residuos condicionais padronizados, (g) QQplot da distincia de Mahalanobis, (h) Distincia de Mahalanobis por unidade
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Figura B.6: Andlise de residuos para o modelo My (Exemplo 2): (a) Valores ajustados marginais versus Residuos marginais
padronizados, (b) Histograma dos residuos marginais padronizados, (c) Residuo marginal padronizado por observagio, (d) Valores
preditos versus Residuos condicionais padronizados, (e) QQplot dos residuos condicionais padronizados, (f) Histograma dos
residuos condicionais padronizados, (g) QQplot da distincia de Mahalanobis, (h) Distdncia de Mahalanobis por unidade
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Figura B.7: Andlise de residuos para o modelo M3z (Exemplo 2): (a) Valores ajustados marginais versus Residuos marginais
padronizados, (b) Histograma dos residuos marginais padronizados, (c) Residuo marginal padronizado por observagdo, (d) Valores
preditos versus Residuos condicionais padronizados, (e) QQplot dos residuos condicionais padronizados, (f) Histograma dos
residuos condicionais padronizados, (g) QQplot da distincia de Mahalanobis, (h) Distincia de Mahalanobis por unidade
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Apéndice C

Graus de liberdade efetivos

No modelo condicional, § = E(y|B,b) = X + Zb. Com base nisso, temos:

¥ =XB+2Zb
B
=|x z]|_
b
—1
X'R1X X'R" 1z X'R™?
~(x 2) ;
Z'RIX Z'R1Zz+G! Z'R!
—1
X'R1x X' Rz X'R!
em que H = (X Z)
Z'RIX Z'R1Zz+G! Z'R!

Utilizando a propriedade ciclica do traco do produto de trés matrizes, temos que:

p = tr{H}
—1
XTR-1X X'R1Z X'R™?
=tr (X Z)
Z'RIX Z'R1Zz+G? Z'R!
-1
X'RIX X'R1Z X'R™?
=tr (X Z>
Z'RIX Z'R1Zz+G! Z'R!
-1
t X'RIX X'R1Z X'RIX X'R!Zz
=tr
Z'RIX Z'R1Zz+G! Z'RIX Z'RZ
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Apéndice D

Codigos

Exemplo 1 - Ajuste do modelo e andlise de diagndstico

require (nlme)
require (AICcmodavg)

require(car)

# Funcdo que calcula o AIC condicional

source ( _ _ )

# O arquivo da andlise de diagnéstico pode ser encontrado no sitio:
# http://www.ime.usp.br/~jmsinger/GLMMdiagnostics. zip
source ( _ )
### Leitura da base de dados
data_calf = read.csv( _ p
header = T, sep = , dec = )
data_calf$bezerro = as.factor(data_calf$bezerro)
# Transformar a varidvel ’semana’ em 'meses’

data_calf$meses = (data_calf$semana)=7/30

### Ajuste dos modelos candidatos
modex1l = list ()
ctrl <— ImeControl (opt= , maxlIter=1e8, msMaxIter = 1e8)
modex1[[1]] <— Im(peso ~ 1 + meses + I(meses”2),
data=data_calf)
modex1[[2]] <— Ime(peso ~ 1 + meses + I(meses”2),
random = ~ 1lbezerro, data=data_calf,

method= , control=ctrl, na.action=na.omit)
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modex1[[3]] <— Ime(peso ~ 1 + meses + I(meses”2),

random = ~ 1 + meses|bezerro, data=data_calf,

method= , control=ctrl, na.action=na.omit)

modex1[[4]] <— Ime(peso ~ 1 + meses + I(meses”2),

random = ~ 1 + meses + I(meses”2)|bezerro,
data=data_calf,

method= , control=ctrl , na.action=na.omit)

modex1[[5]] <— Ilme(peso ~ 1 + meses + I(meses”"2),

random = ~ 1 + meses + I(meses”2)|bezerro,
correlation=corCAR1 (form=~meses|bezerro),
data=data_calf,

method= , control=ctrl, na.action=na.omit)

### Resultados

# Efeitos fixos (beta)

summary .lm (modex1[[1]])$coefficients

round (as
round (as
round (as

round (as

.vector (fixed.effects (modex1[[2]])),1)
.vector (fixed.effects (modex1[[3]])),1)
.vector (fixed.effects (modex1[[4]])),1)
.vector (fixed . effects (modex1[[5]])) ,1)

# Erro padrdao de beta

round (sqrt (diag(vcov(modex1[[1]]))) ,1)

round (sqrt (diag(vcov(modex1[[2]]))) ,1)

round (sqrt (diag(vcov(modex1[[3]]))) ,1)

round (sqrt (diag(vcov(modex1[[4]]))) ,1)

round (sqrt (diag(vcov(modex1[[5]]))) ,1)

# componentes de variancia

summary (modex1[[1]]) $sigma”2

VarCorr (modex1[[2]])

VarCorr (modex1[[3]])

VarCorr (modex1[[4]])

VarCorr (modex1[[5]])

# Coeficiente de correlagdo autorregressivo (modelo 5)

as.numeric(coef (modex1[[5]] $model$corStruct ,unconstrained=FALSE) [1])
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# mAIC, BIC e cAIC
mAIC = unlist (lapply (modex1, AIC))
BIC = unlist(lapply (modexl, BIC))
cAIC = c(AIC(modex1[[1]]),
cAIC1 (modex1[[2]], phi=0)$cAIC,
cAIC1 (modex1[[3]], phi=0)$cAIC,
cAIC1 (modex1[[4]] , phi=0)$cAIC,
cAIC1 (modex1[[5]] , phi=0.614791)$cAIC)

# Numero de parametros do modelo (p + q)
k = c(4,

cAIC1 (modex1[[2]], phi=0)$df,

cAIC1 (modex1[[3]], phi=0)$df,

cAIC1 (modex1[[4]], phi=0)$df,

cAIC1 (modex1[[5]] , phi=0.614791)$df)

# Numero efetivo de pardmetros do modelo (rho + 1 ou rho + 2)
k_efetivo = c(4,

cAIC1 (modex1[[2]], phi=0)$rho + 1,

cAIC1 (modex1[[3]] ,phi=0)$rho + 1,

cAIC1 (modex1[[4]] ,phi=0)$rho + 1,

cAIC1 (modex1[[5]] ,phi=0.614791)$rho + 2)

ml = modex1[[1]]

2

modex1[[2]]

&

modex1[[3]]
m4 = modex1[[4]]
m5 = modex1[[5]]

### Andlise de Residuos — Modelo 1
residM1 = data.frame(index= 1:371,
fitl = fitted (ml),

residl = residuals(ml)/(summary(modex1[[1]]) $sigma))

# Grafico 1

par (mfrow = ¢(1,2), mar = c(5.1, 4.1, 4.1, 2.1))
limit = 2

plot(residM1$fitl , residM1$residl,

xlab = expression (paste ( )), main = ,
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ylab = expression (paste ( ),
pch = 20, cex = 1.0, cex.lab = 1.0, cex.axis = 1.0,
ylim = c(—1.3*max(abs(range(residM1$residl))),
1.3 +*max(abs (range (residM1$residl)))))
abline(h = 0, Ity = 3)
abline (h = —limit, Ity = 3)
abline (h = limit, 1ty = 3)
# Grafico 2
hist (residM1$residl ,breaks = c¢(—6:6) ,freq = F, main =

ylab = ,
xlab = expression (paste ( ),
cex = 1.0, cex.lab = 1.0, cex.axis = 1.0)
curve (dnorm(x, mean=0, sd=1),col= , lwd=2, add=TRUE, yaxt=

# Grafico 3

plot(residM1$residl , xlab = p
ylab = expression (paste ( ),
main = ,

pch = 20, cex = 1.0, cex.lab = 1.0, cex.axis = 1.0,

D.0

ylim = c(—1.3*max(abs(range(residM1$residl))) ,1.3 *max(abs(range(residMl1$residl

)))))
abline(h = 0, Ity = 3)
abline (h = —limit, Ity = 3)
abline (h = limit, 1ty = 3)
# Gréfico 4

qqPlot(residM1$residl , ylab = , main =

xlab = , pch = 20)

### Andlise de Residuos — Modelo 2
residM2<—residdiag .nlme(m2, limit=2,plotid =2:6)

### Andlise de Residuos — Modelo 3

residM3<—residdiag .nlme(m3, limit=2,plotid =2:6)

### Andlise de Residuos — Modelo 4

residM4<—residdiag .nlme(m4, limit=2,plotid =2:6)

### Andlise de Residuos — Modelo 5

residMb<—residdiag .nlme(m5, limit=2,plotid =2:6)
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r

Exemplo 1 - AIC condicional

equire (matrixcalc)

cAIC1 = function(modelo, phi) {

beta = as.vector(fixed.effects(modelo))

n

as.numeric(modelo[[2]] $ngrps[1])

N = modelo[[2]]$ ‘N’
tempos = data_calf[!is.na(data_calf$peso),c(1,4)]

X_temp = Z_temp = list ()

# Matrizes de especificagdo por individuo completas
# (supondo que o modelo inclui todos os efeitos fixos/aleatérios)
for(k in 1:n) {

X_temp [[k]]

cbind (rep (1,length (tempos[tempos$bezerro==k,2])),
tempos|[tempos$bezerro==k,2],

tempos[tempos$bezerro==k,2]"2)

Z_temp[[k]] X_temp|[[k]]

2
1l

list ()
Zi = list ()

# Selecionar as colunas das matrizes de especificacdo Xi
# (de acordo com os efeitos fixos incluidos no modelo)
if (modelo$call$fixed == ~ ) |
for(k in 1:n) {
Xi[[k]] = X_temp[[k]][,c(1,2,3)]
}
} else if (modelo$call$fixed == ~ ) |
for(k in 1:n) {
Xi[[k]] = X_temp[[k]][,c(1,2)]
}
} else if (modelo$call$fixed == ~ ) |
for(k in 1:n) {
Xi[[k]] = X_temp[[k]][,c(1,3)]
}
} else if (modelo$call$fixed == ~ )
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for(k in 1:n) f{
Xi[[k]] = X_temp[[k]][,c(2,3)]
}
} else if (modelo$call$fixed == ~ ) A
for(k in 1:n) {
Xi[[k]] = as.matrix (X_temp[[k]1[,31)
}
} else if (modelo$call$fixed == ~ )
for(k in 1:n) f{
Xi[[k]] = as.matrix(X_temp[[k]][,2])
}
} else if (modelo$call$fixed == ~ )
for(k in 1:n) {
Xi[[k]] = as.matrix (X_temp[[k]1[,11)

# Selecionar as colunas das matrizes de especificacdo Zi
# (de acordo com os efeitos aleatdrios incluidos no modelo)
if (modelo$call$random == "~
for(k in 1:length (X_temp)) {
Zi[[k]] = Z_temp[[k]][,c(1,2,3)]
}
} else if (modelo$call$random == "~ ) |
for(k in 1:length(X_temp)) {
Zi[[k]] = Z temp[[K]I[,c(1,2)]
}
} else if (modelo$call$random == "~
for(k in 1:length(X_temp)) {
Zi[[k]] = Z_temp[[k]][,c(1,3)]
}
} else if (modelo$call$random == "~
for(k in 1:length(X_temp)) {
Zi[[k]] = Z_temp[[k]][,c(2,3)]
}
} else if (modelo$call$random == "~
for(k in 1:length(X_temp)) {
Zi[[k]] = as.matrix(Z_temp[[k]][,3])
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} else if (modelo$call$random == "~ ) |
for (k in 1:length (X_temp)) {
Zi[[k]] = as.matrix(Z_temp[[k]][,2])
}
} else if (modelo$call$random == '~ ) |
for (k in 1:length (X_temp)) {
Zi[[k]] = as.matrix(Z_temp[[k]][,1])

Ri_temp = getVarCov(modelo, type= YI[1]]

Gi = getVarCov(modelo, type= ) # Dimensdo de Gi é fixa
Gi_inv = solve (Gi)

Ri = Vi = list () # Dimensdo de Ri e Vi varia entre individuos

Ri_inv = Vi_inv = list ()

# redimensionar as tabelas para levar em conta as observagdes faltantes

for(k in 1:n) {

obs = Xi[[k]][,2]+30/14 + 1 # observacdes presentes por individuo
Ri[[k]] = Ri_temp[obs,obs]

Vi[[k]] = Zi[[k]]%x%Gi%+%t (Zi[[k]]) + Ri[[k]]
Ri_inv[[k]] = solve(Ri[[k]])
Vi_inv[[k]] = solve(Vi[[k]])

R_inv = Reduce(direct.sum,Ri_inv)

V_inv Reduce(direct.sum, Vi_inv)
# Blocos da matriz utilizada para estimar rho

A_temp = B_temp = C_temp = D_temp = E_temp = list ()

for(k in 1:n) {
A_temp[[k]] = t(Xi[[k]])%%Ri_inv [[k]]%%Xi[[k]]
B_temp[[k]] = t(Xi[[k]])%:%Ri_inv [[k]]%%Zi[[k]]
C_temp[[k]] = t(Zi[[k]]1)%%Ri_inv [[k]]%%Xi[[k]]
D_temp[[k]] = t(Zi[[k]])%%Ri_inv [[k]]%%Zi[[k]]+Gi_inv
E_temp[[k]] = t(Zi[[k]])%%Ri_inv [[k]]%%Zi[[k]]
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= Reduce( JA_temp)
= Reduce (cbind ,B_temp)
= Reduce (rbind ,C_temp)

= Reduce(direct.sum,D_temp)

m g N %= >

= Reduce(direct.sum,E_temp)

rhoA = rbind (cbind (A,B) ,cbind (C,D))
rhoB = rbind (cbind (A,B) ,cbind (C,E))

# Inversa de uma matriz de blocos

D_orig_inv = solve(D)

A_inv = solve (AB%+%D_orig_inv%:x%LC)

B_inv = —A_inv%+%B%+%D_orig_inv

C_inv = —D_orig_inv%+%%+%A_inv

D_inv = D_orig_inv+D_orig_inv%*%%+%A_inv%+%B%+%dD_orig_inv
rhoA_inv = rbind (cbind (A_inv ,B_inv) ,cbind (C_inv ,D_inv))

# Simplificar o cdlculo do determinante

logdetV = sum(unlist (lapply (lapply (Vi ,FUN=det) ,FUN=log)))

logdetR = sum(unlist (lapply(lapply (Ri,FUN=det) ,FUN=log)))

resMarg = residuals (modelo, level =0)
resCond = residuals (modelo, level=1)
logLik_m = —0.5#(N+log(2+pi) + logdetV + t(resMarg)%+%V_inv%+%resMarg)

logLik_c —0.5*(N+log (2+pi) + logdetR + t(resCond)%+%R_inv%=%resCond)

rho = sum(diag(rhoA_inv%x%rhoB))

p = length(beta)

q = ifelse (phi==0,
nrow (Gi)+choose (nrow (Gi) ,2) + 1,
nrow (Gi)+choose (nrow (Gi) ,2) + 2)

mAIC = —2+logLik_m + 2x(p+q)
mAICc = —2+logLik_m + 2+ (N/(N-p—q—1)) * (p+q)
BIC = —2+logLik_m + log(N)*(p+q)

cAIC = ifelse (phi==0,
—2+logLik_c + 2+ (rho+1),
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—2+logLik_c + 2#(rho+2))

cAICc = ifelse (phi==0,
—2«logLik_c + 2% (Nx (N-p—1)* (rho+1)-Nx (p+1))/ ((N-p) * (N-p—2)) ,
—2+logLik_c + 2% (Nx (N-p—1)* (rho+1)Nx (p+2))/ ((N-p) * (N-p—2)))

return (list(logLik_m=logLik_m,logLik_c=logLik_c,
p=round (p) ,q=round(q) ,df=round (p+q) ,rho=rho,
MAIC=mAIC, mAICc=mAICc, BIC=BIC, cAIC=cAIC, cAICc=cAICc))

Exemplo 2 - Ajuste do modelo e andlise de diagnéstico

require (nlme)
require (AICcmodavg)

require (car)

# Funcdo que calcula o AIC condicional

source ( _ _ )

# O arquivo da andlise de diagnéstico pode ser encontrado no sitio:
# http://www.ime.usp.br/~jmsinger/GLMMdiagnostics. zip

source ( _ )

### Leitura da base de dados
data_frog = read.csv( _ ,

header = T, sep = , dec = )

data_frog$sapo = as.factor(data_frog$sapo)

### Ajuste dos modelos candidatos
modex2 = list ()
ctrl <— ImeControl (opt= , maxlIter=1e8, msMaxIter = 1e8)
modex2[[1]] <— Ime(speed ~ 1 + time_h + I(time_h"2),
random = ~ O+time_hlsapo, data=data_frog,
method= , control=ctrl, na.action=na.omit)
modex2[[2]] <— Ime(speed ~ 1 + time_h + I(time_h"2),
random = ~ 1llsapo, data=data_frog,
method= , control=ctrl , na.action=na.omit)
modex2[[3]] <— lme(speed ~ 1 + time_h + I(time_h~"2),

random = ~ 1 + time_hlsapo, data=data_frog,
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method= , control=ctrl, na.action=na.omit)
modex2[[4]] <— Ime(speed ~ 1 + time_h + I(time_h~"2),
random = ~ 1 + time_h + I(time_h”"2)l|sapo, data=data_frog,

method= , control=ctrl , na.action=na.omit)

### Resultados

# Efeitos fixos (beta)

round (as.vector (fixed . effects (modex2[[1]])) ,2)
round (as.vector (fixed . effects (modex2[[2]])) ,2)
round (as.vector (fixed.effects (modex2[[3]])) ,2)

round (as.vector (fixed . effects (modex2[[4]])) ,2)

# Erro padrio de beta

round (sqrt (diag (vecov (modex2[[1]]1))) ,2)
round (sqrt (diag (vecov (modex2[[2]]1))) ,2)
round (sqrt (diag (vecov (modex2[[3]]1))) ,2)
round (sqrt (diag (vcov (modex2[[4]]))) ,2)

# componentes de variancia
VarCorr (modex2[[1]])
VarCorr (modex2[[2]])
VarCorr (modex2[[3]])
VarCorr (modex2[[4]])

# mAIC, BIC e cAIC

mAIC = unlist (lapply (modex2, AIC))

BIC = unlist(lapply (modex2, BIC))

cAIC = c(cAIC2(modex2[[1]]) $cAIC,
cAIC2(modex2[[2]]) $cAIC,
cAIC2(modex2[[3]]) $cAIC,
cAIC2(modex2[[4]]) $cAIC)

# Numero de parametros do modelo (p + q)
k = c(cAIC2(modex2[[1]])$df,

cAIC2 (modex2[[2]]) $df,

cAIC2 (modex2 [[3]]) $df,

cAIC2 (modex2[[4]]) $df)
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# Numero efetivo de parametros do modelo (rho + 1 ou rho + 2)

k_efetivo = c(cAIC2(modex2[[1]])$%$rho + 1,
cAIC2(modex2[[2]]) $rho + 1,
cAIC2(modex2[[3]])$rho + 1,
cAIC2(modex2[[4]])$rho + 1)

### Andlise de Residuos — Modelo 1

residMl<—residdiag .nlme(modex2[[1]], limit=2,plotid =2:6)

### Anadlise de Residuos — Modelo 2

residM2<—residdiag .nlme(modex2[[2]],limit=2,plotid =2:6)

### Andlise de Residuos — Modelo 3

residM3<—residdiag .nlme(modex2[[3]] ,limit=2,plotid =2:6)

### Anadlise de Residuos — Modelo 4

residM4<—residdiag .nlme(modex2[[4]], limit=2,plotid =2:6)

Exemplo 2 - AIC condicional

require (matrixcalc)

cAIC2 = function (modelo) {

beta = as.vector(fixed.effects (modelo))

n = as.numeric(modelo[[2]]$ngrps[1])

N = modelo[[2]]$ ‘N’

tempos = data_frog[!is.na(data_frog$speed) , c(1,4)]
X_temp = Z_temp = list ()

# Matrizes de especificacdao por individuo completas
# (supondo que o modelo inclui todos os efeitos fixos/aleatérios)

for(k in 1:n) {

X_temp[[k]] = cbind(rep(1l,length (tempos[tempos$sapo==k,2])),
tempos|[tempos$sapo==k,2],
tempos|[tempos$sapo==k,2]72)

Z_temp[[k]]

X_temp [[k]]
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x
Il

list ()
Zi

list ()

# Selecionar as colunas das matrizes de especificacao Xi
# (de acordo com os efeitos fixos incluidos no modelo)
if (modelo$call$fixed == ~ _ _ )
for(k in 1:n) {
Xi[[k]] = X_temp[[Kk]][,c(1,2,3)]
}
} else if (modelo$call$fixed == ~ )
for(k in 1:n) {
Xi[[k]] = X_temp[[k]][,c(1,2)]
}
} else if (modelo$call$fixed == ~ ) |
for(k in 1:n) {
Xi[[k]] = X_temp[[k]][,c(1,3)]
}
} else if (modelo$call$fixed == ~
for(k in 1:n) {
Xi[[k]] = X_temp[[k]][,c(2,3)]
}
} else if (modelo$call$fixed == ~ ) |
for(k in 1:n) {
Xi[[k]] = as.matrix (X_temp[[k]][,3])
}
} else if (modelo$call$fixed == ~ )
for(k in 1:n) {
Xi[[k]] = as.matrix(X_temp[[k]][,2])
}
} else if (modelo$call$fixed == ~ 1" A
for(k in 1:n) {
Xi[[k]] = as.matrix(X_temp[[k]][,1])

# Selecionar as colunas das matrizes de especificagdo Zi
# (de acordo com os efeitos aleatdrios incluidos no modelo)

if (modelo$call $random == "~ ) |
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for(k in 1:length(X_temp)) {
Zi[[k]] = Z_temp[[Kk]][,c(1,2,3)]
}
} else if (modelo$call$random == "~ ) |
for(k in 1:length(X_temp)) {
Zi[[k]] = Z_temp[[Kk]][,c(1,2)]
}
} else if (modelo$call$random == "~ ) |
for(k in 1:length(X_temp)) {
Zi[[k]] = Z_temp[[Kk]][,c(1,3)]
}
} else if (modelo$call$random == "~ ) |
for(k in 1:length(X_temp)) {
Zi[[k]] = Z_temp[[Kk]][,c(2,3)]
}
} else if (modelo$call$random == "~ ) |
for(k in 1:length(X_temp)) {
Zi[[k]] = as.matrix(Z_temp[[k]][,3])
}
} else if (modelo$call$random == "~ ) |
for(k in 1:length(X_temp)) {
Zi[[k]] = as.matrix(Z_temp[[k]][,2])
}
} else if (modelo$call$random == "~ ) |
for(k in 1:length(X_temp)) {
Zi[[k]] = as.matrix(Z_temp[[k]][,1])

Ri_temp = getVarCov(modelo, type= YI[1]]

Gi = getVarCov(modelo, type= ) # Dimensdo de Gi é fixa
Gi_inv = solve (Gi)

Ri = Vi = list ()

Ri_inv = Vi_inv = list ()

for(k in 1:n) {
Ri[[k]] = Ri_temp[1:nrow (Xi[[k]]) ,1:nrow(Xi[[k]]) ]
Vi[[k]] = Zi[[k]]%%Gi%%t (Zi[[k]]) + Ri[[k]]
Ri_inv[[k]] = solve(Ri[[k]])
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Vi_inv [[k]] = solve(Vi[[k]])

R_inv

Reduce(direct.sum,Ri_inv)

V_inv = Reduce(direct.sum, Vi_inv)

# Blocos da matriz utilizada para estimar rho

A_temp = B_temp = C_temp = D_temp = E_temp = list ()

for(k in 1:n) f{

A_temp[[k]] = t(Xi[[k]])%%Ri_inv [[k]]%%Xi[[k]]

B_temp[[k]] t(Xi[[k]])%*%Ri_inv [[k]]%*%Zi[[k]]
t(Zi[[k]])%*%Ri_inv [[k]]%*%Xi[[k]]

t(Zi[[k]])%*%Ri_inv [[k]]%=*%Zi[[k]]+Gi_inv

C_temp[[k]]
D_temp[[k]]
E_temp[[k]]

t(Zi[[k]])%*%Ri_inv [[k]]%=*%Zi[[k]]

Reduce ( JA_temp)

Reduce (cbind ,B_temp)
Reduce (rbind ,C_temp)

Reduce(direct.sum,D_temp)

m g 0O W >
Il

Reduce (direct.sum,E_temp)

rhoA = rbind (cbind (A,B) ,cbind (C,D))
rhoB = rbind (cbind (A,B) ,cbind (C,E))

# Inversa de uma matriz de blocos

D_orig_inv = solve(D)

A_inv = solve (A-B%+%D_orig_inv%:+%LC)

B_inv = —A_inv%+%B%+%D_orig_inv

C_inv = -D_orig_inv%+%%+%A_inv

D_inv = D_orig_inv+D_orig_inv%*%%+%A_inv%+%B%+%dD_orig_inv
rhoA_inv = rbind (cbind (A_inv ,B_inv) ,cbind (C_inv ,D_inv))

# Simplificar o cdlculo do determinante
logdetV = sum(unlist (lapply (lapply (Vi ,FUN=det) ,FUN=log)))

logdetR = sum(unlist (lapply (lapply (Ri,FUN=det) ,FUN=log)))

resMarg = residuals (modelo, level=0)
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resCond = residuals (modelo,level=1)

logLik_m = —0.5+(Nxlog(2+pi) + logdetV + t(resMarg)%+%V_inv%:+%resMarg)

logLik_c —0.5+(N+log (2+pi) + logdetR + t(resCond)%+%R_inv%:+%resCond )

rho = sum(diag(rhoA_inv%+%rhoB))

p = length(beta)

q = nrow (Gi)+choose(nrow(Gi) ,2) + 1

mAIC = —2+logLik_m + 2x(p+q)

mAICc = —2+logLik_m + 2+ (N/(N-p—q—1))* (p+q)
BIC = —2+logLik_m + log(N)=x(p+q)

cAIC = —2+logLik_c + 2+ (rho+1)

cAICc = —2xlogLik_c + 2+ (N+ (N-p—1)* (rho+1)+N= (p+1))/ ((N-p) +* (N-p—2))

return (list(logLik_m=logLik_m,logLik_c=logLik_c,
p=round(p) ,q=round (q) ,df=round (p+q) ,rho=rho,
MAIC=mAIC, mAICc=mAICc, BIC=BIC , cAIC=cAIC, cAICc=cAICc))
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