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Resumo

Gustavo Oshiro de Carvalho. Niimero de vértices visitados no modelo de sapos
em grafos completos. Dissertacio (Mestrado). Instituto de Matemaética e Estatistica,
Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2022.

Estudamos um sistema de passeios aleatorios conhecido como modelo de sapos. Inicialmente, ha uma
particula em cada vértice do grafo completo de ordem n; um vértice do grafo é fixado como origem e a
particula presente nele é considerada ativa, enquanto todas as outras particulas sdo ditas inativas. Cada
particula ativa realiza um passeio aleatério simples sobre o grafo e tem probabilidade 1 - p de morrer antes
de cada passo. Particulas inativas se tornam ativas no momento em que seu vértice é visitado por uma
particula ativa. Nesta dissertacdo, estudamos o nimero de vértices visitados por particulas ativas quando

n — oo,

Palavras-chave: modelo de sapos, passeios aleatérios, grafo completo.






Abstract

Gustavo Oshiro de Carvalho. Number of visited vertices of the frog model on com-
plete graphs. Thesis (Master’s). Institute of Mathematics and Statistics, University of

Sao Paulo, Sao Paulo, 2022.

We study a random walk system known as frog model. Initially, there is a particle at each vertice of
the complete graph of order n; a vertice of the graph is fixed as the root and the particle placed at the
root is considered active, while all other particles are called inactive. Each active particle performs a simple
random walk on the graph and has probability 1 - p of dying before each step. Inactive particles become

active the moment their vertice is visited by an active particle. In this dissertation, we study the number of

vertices visited by active particles as n — co.

Keywords: frog model, random walks, complete graph.
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Capitulo 1

Introducao

O modelo de sapos é um sistema de particulas interagentes que vem sendo estudado
por diversos probabilistas. Esse modelo é frequentemente associado a dinamica do espalha-
mento de um rumor ou de um virus numa populacdo. Considerando o contexto epidémico
sob uma populagao de n pessoas, o objetivo deste trabalho é estudar a quantidade assintotica
(n — o0) de individuos infectados, onde a todo instante, cada individuo infectado podera
morrer/curar-se ou passar o virus adiante para qualquer uma das n - 1 outras pessoas da
populacéo, infectando-a caso ela ainda néo esteja infectada e nem morta/curada.

De forma genérica, esse modelo pode ser definido da seguinte maneira. No instante
inicial, existem particulas espalhadas por um grafo G conectado, finito ou infinito. Todas as
particulas comecam inativas, exceto as que estiverem em um vértice especial denominado
origem de . As particulas ativas realizam um passeio aleatério simples, usualmente
simétrico e a tempo discreto, sob o grafo G, independente das outras particulas. Toda
particula inativa permanece parada em seu vértice inicial até o momento em que ele for
visitado por alguma particula ativa; no instante seguinte, a particula que estava inativa
se torna ativa e passa a realizar sua dinamica como particula ativa. Ha versdes onde as
particulas ativas vivem infinitamente, bem como versdes onde as particulas ativas tém
vida fixa finita ou até vida aleatdria.

Grande parte da literatura sobre o modelo de sapos é focada no caso em que as particulas
ativas tém vida infinita e G é um grafo infinito. Para esse caso, varios estudos visam
descrever condi¢des para recorréncia ou transiéncia, isto é, condi¢des para que o vértice
de origem seja visitado infinitas vezes ou nao, como [34, 30, 21, 19, 32, 24, 22, 23] (estudos
como [12, 9, 10, 33, 5] consideram passeios aleatorios ndo simétricos); outros estudos tém
o objetivo de descrever a forma de crescimento do conjunto de vértices visitados, como [2,
4,20, 8] ([17, 13] consideram passeios aleatorios ndo simétricos e [31] considera passeios
aleatorios a tempo continuo).

Alguns artigos focam no modelo de sapos para o caso em que G é um grafo finito.
Quando a vida das particulas é infinita, trabalhos como [16, 18] estudam o tempo de
cobertura do grafo, ou seja, o primeiro instante de tempo para o qual cada vértice de G
tenha sido visitado ao menos uma vez. Quando a vida das particulas ativas ¢é fixa e finita,
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estudos como [7, 16] focam em descobrir o menor valor ¢t € IN'! para que todo o grafo
seja visitado, onde t é a vida de cada particula. H4 também artigos como [3, 25, 28], que
estudam os casos onde as particulas ativas morrem quando se movem para vértices ja
visitados anteriormente, buscando compreender o numero de vértices visitados nesse
processo.

A versao do modelo que mais nos interessa nesta dissertagéo é conhecida como a de vida
geométrica. A cada instante de tempo, cada particula ativa sobrevive com probabilidade p €
[0, 1] ou morre com probabilidade 1 - p, independente das outras particulas e dos instantes
anteriores, fazendo com que cada particula ativa tenha uma vida aleatéria seguindo uma
distribuicdo geométrica de parametro 1 - p. Quando G é um grafo infinito, o interesse
principal é estudar a sobrevivéncia do modelo, em particular o parametro critico p, tal que
quando p < p. 0o modelo se extingue em algum momento com probabilidade 1 e quando
p > p. o modelo sobrevive infinitamente com probabilidade estritamente maior do que
zero (ver [1, 11, 26, 27]). De maneira similar para o grafo finito K,, grafo completo com n
vértices, com configuracao inicial de uma particula por vértice, um parametro critico p.
¢ definido em [3], tal que quando p < p. a proporc¢éo de vértices visitados converge em
distribuicdo para zero no limite de n — oo e quando p > p. essa convergéncia para zero
nao ocorre; além disso, em [3], também é demonstrado que p, = 1/2. Sob essas mesmas
condigdes, resultados parecidos sdo encontrados em [25].

Assim como o caso citado acima, consideramos o modelo de sapos com vida geométrica
e que inicialmente ha uma particula em cada vértice de G = K,,. O teorema principal desta
dissertacdo extende o resultado de [3] descrito acima, principalmente na fase supercritica
(p > 1/2), mostrando qual a probabilidade de que uma proporc¢éo estritamente maior que
zero de vértices seja visitado e que caso isso ndo ocorra, o nimero de vértices visitados é
no maximo da ordem de log n. Denote por V,(K,) o numero de vértices visitados durante
todo o processo no grafo K,,.

Teorema 1. (i) Se p < 1/2, para qualquer funcdo f : N — R tal que lim,_, f(n) = +oo,
vale
lim P(V.(K,) =< f(n)) = 1.

(ii) Se p > 1/2, entdo existem constantes ¢ > 0 e ¢’ € (0, 1) tais que

1 —
lim P(V.o(K,) < clog n) = Tp’
2p-1
lim P(Vo(K,) = ¢'n) = pT.

Em particular, a funcéo f(n) da parte (i) do Teorema 1 também pode ser substituida por
clog n, para qualquer ¢ > 0. Para a parte (ii), vale notar que os eventos { V.(K,) < clog n}
e {Vo(K,) = ¢’n} sdo disjuntos para n suficientemente grande e que % + % =1,0que
torna os eventos citados complementares no limite de n — co. Também vale notar que
utilizando o Teorema 1 também chegamos no resultado apresentado em [3] de que p, = 1/2,

onde p, é o parametro critico descrito anteriormente.

! Nesta dissertaciio, utilizamos a convencio de N = {1,2,3,..} e Ng = N u {0}.
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O Teorema 1 continua valendo ao trocar V(K,) por V(K?), onde K é um grafo com
a mesma estrutura de K,, mas com a adi¢do de um auto-loop em cada vértice. De fato, a
prova da parte supercritica é realizada primeiro para K! e posteriormente extendida para
K, por meio de um acoplamento, enquanto a parte subcritica é provada para qualquer
sequéncia de grafos conectados.

As ideias e técnicas utilizadas na demonstragdo do Teorema 1 sdo inspiradas no estudo
da existéncia de uma componente gigante no grafo aleatorio de Erdos—Rényi (ver [14, sec.
11.2] para mais detalhes). Também serdo utilizados alguns conceitos basicos de processos
de ramificagio, que podem ser vistos com mais detalhes em [15, sec. 5.4].

O resultado do Teorema 1 ¢ intuitivo se pensarmos que um valor grande de n combinado
com um numero pequeno de vértices visitados faz com que quase toda particula que
sobreviva visite um vértice novo e ative uma nova particula. Portanto, nos primeiros
instantes do modelo, intuitivamente o nimero de vértices visitados se assemelha ao de
individuos em um processo de ramificacdo que gera 2 descendentes com probabilidade
p e 0 descendentes com probabilidade 1 - p, cuja probabilidade de extincao é igual a 1

para p < 1/2 ou igual a 1_713 para p > 1/2. Para p > 1/2, o processo de ramificacdo descrito

. . L 2p-1 .
cresce infinitamente com probabilidade pT, evento que se associa a V.(K,) ser da ordem
de n.

Essa intuicdo também leva a uma outra questao: suponha que inicialmente ha uma
particula no vértice origem de K, e que o nimero de particulas nos demais vértices seja
independente e identicamente distruibuido, com a mesma distribui¢do de uma variavel
aleatoria n € IN,. Denote V"(K,) como uma extensio de V,,(K,) para esse novo regime.
Defina a(p, ) como a probabilidade de extin¢do de um processo de ramificacdo onde se
gera 0 descendentes com probabilidade 1 - p, e k € IN descendentes com probabilidade

p.P(n =k -1).

Questao. Quais seriam as condi¢oes sob a distribui¢do de n tais que:

(i) Se a(p, n) = 1, para qualquer funcao f : N — R tal que lim,_,, f(n) = +oo, vale:

lim P(V(K,) = f(n)) = 1.

ii) Existem constantes ¢ > 0 e ¢’ € (0, 1) tais que:
q

lim P(VP(K,) < clog n) = a(p, ),

n—oo

lim P(V(K,) = ¢’n) = 1 - a(p, n).
n—oo
No Teorema 1, a pergunta é respondida para a condi¢ao especifica de n = 1. O foco da
questdo esta na parte (ii), ja que a parte (i) pode ser mostrada com argumentos similares
aos da demonstracéo da parte (i) do Teorema 1.
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1.1 Organizacao da dissertacio

A dissertagdo se organiza da seguinte maneira. Em §2 é descrito um processo auxiliar
que possui uma relagio direta com o modelo de sapos mas que simplifica o estudo do nu-
mero total de vértices visitados. Em §3 sdo postulados resultados sobre o processo auxiliar
que serdo uteis para demonstracdo do Teorema 1, enquanto §3.2 descreve notacdes extras
para que esses resultados possam ser provados em §3.3. Em §4 finalmente se demonstra o
Teorema 1, sendo que em §4.1 se encontra a demonstracao da fase subcritica para uma
sequéncia qualquer de grafos conectados e em §4.2 se demonstra a fase supercritica, pri-
meiro para K em §4.2.1 e depois extendido para K, em §4.2.2 por meio de um acoplamento
entre o modelo nesses dois grafos.
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Definicao do processo auxiliar

O processo auxiliar é feito em rodadas. A cada rodada, apenas uma particula verifica se
sobrevive e, em caso afirmativo, se move. Sempre que ndo houver mais particulas ativas,
uma particula extra é injetada no vértice de origem do grafo, de modo que o processo
nunca acabe. Formalmente, o processo auxiliar pode ser descrito como a seguir:

Seja G = (V, £€) um grafo conectado e finito com |V| = n € N, n > 2. Atribuimos um
rétulo a cada vértice de modo que V = {1,2,..,n} e 1 € V é o vértice fixado como origem
de V. Sejam {B;(G),i € N} e {(S5(Q))nen, x € N} conjuntos independentes de variaveis
aleatdrias independetes e identicamente distribuidas, em que By = Bi(Q) determina a
sobrevivéncia ou morte da particula que participa da k-ésima rodada para o grafo G, onde
B; "4 Ber(p); (S})nen = (S5(Q))nen € um passeio aleatdrio simples e simétrico em G da
particula de indice x. Consideramos que Sf = x,x € Ve S} = L,x € {n+ 1L,n+2,..},
ou seja, os indices 1,2, ..., n se referem a particulas originais que nascem no seu vértice
correspondente enquanto os indices n+1, n+2, ... se referem a particulas extras que nascem
na origem de V. Consideramos que p # 1, percebendo que o Teorema 1 é trivial para o caso
em que p = 1, ndo sendo necessaria a utilizacdo de um processo auxiliar nesse caso.

Considerando k € Ny, o processo auxiliar sera descrito pelos seguintes objetos aleato-
rios:

« Vi = Vi(Q): conjunto dos vértices de G visitados por particulas originais até o final
da rodada k.

« YV, = V{(G): conjunto dos vértices de G visitados por quaisquer particulas (originais
ou extras) até o final da rodada k.

o Ar = Ax(G): conjunto dos indices das particulas originais ativas ao final da rodada
k.

« wr = wi(Q): indice da particula que participara (morrendo ou se movendo) da rodada
k+1.

o s, = sx(G): numero do (possivel) passo do passeio aleatorio a ser realizado na rodada
k+1.

o Sk = Sk(Q): vértice (possivelmente) visitado na rodada k.
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Apesar do grafo G aparecer em todas as notagdes, ele sera omitido sempre que conve-
niente para facilitar a escrita.

A dinamica do processo auxiliar é descrita da forma a seguir:

Iniciamos com V, := {1}, Vy := {1}, Ag := {1}, wp :=1,5 :=1e S :=1
Para k > 1:

Sk 1= Syt

s
« Se By = 0 (particula wy_; morre):
Vi 1= Vi
Vi =V,
Ak i= A \{wer )
min(Ay), se A # @,
wp i=q9n+1, se A =0, w1 €V,
Wi+ 1, se A =D, wi_ € V.
S = 1.
« Se By =1 (particula wy_; sobrevive):
Vot {S}, se Ay # 9,
Vi1, se A =@.
V. =V, u{S}
A USSP\ Vier) = A U ({S P\ V), se Ag 2O,

@, se Ay.1=0.
Wi = Wi_1.
S 1= Sp1 + 1.

vk =

Ak =

A partir do processo citado acima, podemos definir a rodada em que o processo original
acaba (a altima particula original morre) por

R =R(Q) :=inf{k : A (C) = 0}.

No processo auxiliar, consideramos também que particulas inativas que sdo ativadas
depois de R se tornam ativas extras. Pela observacao anterior, teremos que a partir de R,
0 processo continua apenas com particulas extras, pois toda particula a (possivelmente)
se mover sera uma das particulas diretamente injetadas na origem de G ou uma particula
ativada depois de R. Por conta disso, teremos Ay = @ e V; = Vg para k = R, enquanto V;
pode continuar crescendo mesmo apds R. Note também que Vj = V] para k < R.

A vida (quantidade de passos) de qualquer particula ativa é dada por uma distribuicéo
geométrica de parametro 1 - p, que é finita com probabilidade 1, ja que consideramos
anteriormente que p # 1. Além disso, o nimero de particulas originais ativadas até qualquer
instante é no maximo |V| = n < co. Logo, R ¢ finito com probabilidade 1.

Apesar disso, o processo auxiliar como um todo ¢ infinito, ja que ele sempre se re-
nova ao injetar particulas extras no vértice de origem. Esse fato torna possivel analisar
o comportamento da particula (original ou extra) que realiza a rodada k para qualquer
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k e N.

Para k € N defina a variavel X = X;(G) de acordo com o que ocorre com a particula
de indice wi_; na rodada k:

¢« X; =0 < By =0 : A particula morre.

« Xk =1 & (Bx =1)n(S € V{_,) : A particula sobrevive e vai a um vértice ja
visitado anteriormente.

« Xj =2 < (Br=1)n (S ¢ V[_,) : Aparticula sobrevive e vai a um vértice nunca
visitado anteriormente.

A variavel anterior pode ser interpretada como o nimero de descendentes (no sentido
de processos de ramificacdo) da particula durante a rodada k. Apesar disso, os resultados
do processo de ramificacdo nao podem ser diretamente aplicados pois Xj, X,, ... ndo sdo
independentes nem identicamente distribuidos.

Definimos V] = V/(G) := |[Vi(Q)|, Vi = Vi(C) : = |Vi(C)|, Ak = Ak(Q) :=|Ak(C)| e

k
Ap= Q) =1 A= AC) =1+ Y (X0 - 1), k=1. (2.1)
j=1

Note que pelas defini¢oes acima e pelo processo descrito, vale que:

A, = Al(k < R), keN (2.2)
k
Vi=1 V=1+Y X =2), keN; (2.3)
=
Vi = V{I(k < R) + VgI(k = R), ke IN% (2.4)
R =inf{k : A} =0}. (2.5)

Assim, A}, representa o nimero de particulas potencialmente ativas ao final da rodada
k; Ay representa o numero de particulas efetivamente ativas ao final da rodada k; V}
representa o nimero de vértices potencialmente visitados até o final da rodada k; Vi
representa o nimero de vértices efetivamente visitados até o final da rodada k; e, como
dito anteriormente, R representa o instante em que o processo original acaba.

Definimos também o numero total de vértices visitados por particulas originais durante
todo o processo por:

Vo = Va(©) 1= lim Vil©) = Vi (0). (2.6)
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Veja que V,, = Vi ndo é afetado pelas particulas extras injetadas no processo, ja que
elas sdo acionadas depois de R. As particulas extras sdo uteis apenas pelas facilidades
matematicas que trazem, como poder avaliar o nimero de particulas potencialmente ativas
e vértices potencialmente visitados sem a necessidade de se preocupar se todas as particulas
originais ja morreram ou nao.

E importante notar que V., também descreve o nimero total de vértices visitados no
modelo de sapos correspondente. Isto é, a dindmica de que em cada rodada apenas uma
particula ativa pode se mover mantém o mesmo numero final de vértices visitados do que
a dinamica de que em cada rodada todas as particulas ativas podem se mover ao mesmo
tempo. Portanto, o estudo sobre o modelo de sapos sera feito a partir de V..

Embora o processo auxiliar possa ser definido para grafos genéricos, ele tem maior
utilidade para estudo no grafo completo e suas variantes, pelo fato da distribuicao de

Xj poder ser determinada dado V/_,. Especificamente, vale que S{(K}) tLd UD(V) e
SE(Kn)|SE_,(Ky) ~ UD(V\{S_,(Kn)}) para k € N e x € IN, onde UD simboliza a distribuicdo
uniforme discreta. Assim, temos que:

P(Xi(K?) = x|V{_(K) =v) = 1 £, se x =1, (2.7)

1-p, sex=0,
P(Xi(K,) = x|V (Ky) = v) = {220 e x =1,

se x = 2.




Capitulo 3

Resultados auxiliares

3.1 Enunciados dos resultados

Nessa secdo, mostramos alguns resultados envolvendo o processo auxiliar especifi-
camente para o grafo K. Portanto, durante toda a secéo, estara implicito e omitido que
=K,

= K°.

Lema 1. Para qualquer (x;, x3, ..., x) € {0, 1, 21K vale:

k-1
P(Xi = x| X1 = Xp-1, ., X1 = x1) = P(X) = xk|V1:_1 =1+ Z]I(xi = 2)).

i=1

Ou seja, em termos da distribuicao de X}, é equivalente simplesmente saber a quan-
tidade de vértices potencialmente visitados no momento k - 1, ou saber exatamente em
quais momentos particulas morreram, sobreviveram e foram a vértices ja visitados ou
sobreviveram e foram a vértices nio visitados.

Em particular, o Lema 1 nos diz que podemos trocar livremente e em qualquer quan-
tidade o evento (X; = 0) por (X; = 1) e vice-versa na intersecgao nj’.‘z‘ll(Xj = X;), sem que
isso altere a distruibuicdo de Xj| n]’;‘ll (X; = x;). O corolario a seguir nos diz que o mesmo
também vale quando consideramos a troca de (X; = 0) ou de (X; = 1) por (X; € {0,1}) e
vice-versa.

Corolario 1. Fixe uma sequéncia qualquer (x, X,, ..., x¢) € {0, 1, 2}¥. Seja uma sequéncia de
conjuntos Y, Ys, ..., Yy  {0,1,2} tal que parai € {1,2,...k - 1} vale que x; € {0,1} <
Yic{0,1},Y; #+ @ etambém x; = 2 < Y; = {2}. Temos que

P(Xk = Xk|Xk_1 = Xk-1, ...,Xl = xl) = P(Xk = Xk|Xk_1 € Yk_l, ...,X1 € Yl)

Em particular, a juncdo do Lema 1 com o Corolario 1 nos diz também que se
P(V] = vy, ..., V{_| = vp_1) > 0,entdo P(Xy = x|V} = vy, ..., V| = V1) =P(Xk = x| V{_| = Uk-1).
Para isso, basta observar que a condicional V] = vy,.., V/_; = v, equivale a dizer em
quais indices i vale que X; = 2 e em quais indices j vale que X; € {0, 1}.
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Lema 2. Para qualquer k = 2, vale que X;, Xy, ..., X sdo condicionalmente independentes
dado V] = v, V) = vy,..., V]| = vr1. Ou seja, para qualquer sequéncia (x, x,, ..., Xx) €
{0,1,2}% , vale

P(Xy = X150 Xp = x| V] = 01, ., VI = Uk1)

k (3.1)
= HP(XJ = x|V] = o1, V| = U1).
i1

Efetivamente, apenas o Lema 2 sera utilizado diretamente na prova do Teorema 1. O
motivo para o Teorema 1 ser provado primeiramente para K vem justamente do Lema
2 ser provado apenas para esse grafo (varias dificuldades técnicas aparecem ao se tentar
provar o lema para K, ja que nesse caso cada passo de uma particula depende da sua
posicao anterior).

Abaixo, citamos também um resultado mais genérico de probabilidade envolvendo
Cotas de Chernoff, que nao esta ligado ao processo auxiliar, mas que sera util posterior-
mente:

Lema 3 ([29], Teorema 4.5). Se X segue uma distribuicdo binomial, entdo:

2

P(X < E(X)-1t) < eXp(ZE(X)

), t>0.

3.2 Notacgoes auxiliares

Aqui denotaremos algumas notagdes que serao uteis para provar os resultados auxiliares
discutidos na sec¢do anterior.

Para k € IN, uma sequéncia fixa qualquer (x;, x, ..., x¢) € {0, 1, 2}k ea€ {1, ..k} denote
os seguintes conjuntos de indices

19 :={ie{1,..,a} : x, =0},
IV :={je{1,..,a} : x; = 1},

1@ :={le{1,.,a} : x =2}.

Para simplificar a notagio, esta omitida a dependéncia de I”, IV e [Y em relacio a
sequéncia (x, ..., Xk).

Note que para qualquer a € {1, ..., k}, vale que I,§°>, I;U e Iéz) sdo uma parti¢do de {1, ..., a},
isto 6, IO n IV =@, IVnI? =@, [P =@e IO uvIVuI?={1,..,a}.

Para qualquer conjunto A = {ay, ay, ..., a,,} < IN, denotamos os eventos
{(Xa=x}={X, =xnX,=xn..nX, =x}, x=0,1,2;

{Xs€B}={X, €BnX, €Bn..nX, €B}, Bc{0,1,2};
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{By=y}={B,, =ynB,=yn..nB, =y}, y=0,1;
{SA € v/} = {Sﬂl € vc/h—l n Saz € v:lz—l n..n Sam € v;m—l};
(2@ V') = (S, €V, 08, €V nonS, €V, ).

De acordo com essa notacao, temos:

(X1 = xl) n (X2 = xz) n..n (Xk = xk) = (XI;EO) = 0) n (XIIEI) = 1) n (Xlliz) = 2).

3.3 Prova dos resultados auxiliares

Prova do Lema 1. Temos que
P(Xk = 1|Xk_1 I.X'k_l,...,Xl = xl)
= P(Xk = 1|XI(0) = O,XI(I) = l,XI(z) = 2)
k-1 k-1 k-1
/ / /
= P(Bk = 1, Sk € vk71|BI}£(i)1 = O’B(I££)1UI}£%)1) = 1, SII(cl—)l (S V 5 SII£%)1 e V )
./ / /
= p.P(S5 € {1}U(Ujel,(f_)l{Sf})|BI,£‘1)1 = O,B(I)(cl—)IUIlgz—)l) =1, SII<<1—)1 eV, 51152-)1 ¢V

(2)
¢ 1+|L°
= p(—EL)

~ p(l + 2{:11 I(x; = 2)

n

),

onde U denota unido disjunta.

Veja que S é independente de By, ..., By e de Sy, ..., Sx_1, € apesar do mesmo nao valer
para o conjunto aleatorio V;_, = {1}U(Ujell(cz_)l {S;}) <V, temos que [V{_,| =1+ |Il£2_)1|, Como
Sk ~ UD(V), a probabilidade em (*) é determinada apenas pela cardinalidade desse conjunto,
que ndo é dependente de S;, ..., Sy_1, apesar do proprio conjunto ser.

Por outro lado, vale

P(X; = 0| Xk-1 = Xp—1, .0, X4 = x1)

4 /
= P(Bk = O|BI’E(1)1 = 0, B(IIEI_)1UI/EZ_>1) = 1, 51151_)1 G V N SIIE)1 e V )
= P(Bk = 0)
=1-p.

K1y _
Temos que P(Xy = 2| Xk-1 = Xp-1, -, X1 = X1) = w pelos resultados anterio-
res e por X € {0,1,2}.

O resultado segue da comparacéo direta dos resultados apresentados com (2.7).

]

Prova da Corolario 1. Note que para qualquer i € {1,2,...,k - 1}, ¥; s6 pode ser igual a {2},
{0}, {1} ou {0, 1}. Denote y; como o tnico elemento de Y; quando Y; # {0,1}.

11
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Considere iy, iy, ..., i; como os elementos do conjunto {i : ¥; = {0,1}}. Caso o conjunto
acima seja vazio (g = 0), o Corolario 1 esta provado automaticamente pelo Lema 1. Caso
contrario, utilizando o Lema 1, temos que:

P(Xk = .‘X'k|Xk,1 € Yk*ly ...,Xl (S Yl)
_ P(Xk = Xk,Xk_l € Yk—l’ ...,X1 (S Yl)
P(Xi1 € Yi1,... X1 € YY)

1 1

1
Z Z Z P(Xk = X, X1 = V=15 s X1 = Y1)

yil =0 yi2 =0 yiq =0

1 1 1
Y Y e Y P(X = Yt X = 1)

Vi =0 ¥, =0 yig=0

1 1
Z 2 P(Xk = xk|Xk71 = Yk-1» o X = Y1)P(Xk71 = Yk-1» o X1 = Y1)

yil =0 yiq =0

1 1
Z Z Xk—1 = Vietr o X1 = )/1)

-1

I(Y; = {2}))-

+ :
- ||M"‘

= P(Xk = xk|Vk 1= =1

~.
I
_

O Lema 1 foi utilizado na ultima igualdade.
Como Y; = {2} < x; = 2, podemos utilizar o Lema 1 para finalizar a prova. [
Prova do Lema 2. Comecamos denotando v, = 1 (pois VJ = 1) e notando que se

{me{1,2, ., k-1} : vy =0, +1} # Iﬁ)l, trivialmente a equacdo (3.1) vale pois os dois
lados serdo iguais a zero, jaque X, =2 < V, =V,  +1

Portanto, precisamos demonstrar apenas para os (xi, ..., X¢-1) € (vy, ..., Ux_1) tais que
{me{1,2,..k-1} : v, =v,+1} = I,Er‘l)l. Assim, temos para qualquer a € {1,..,k - 1}:

(X0, €{0,1}) n (X = 2) = (Vi =ov)n..n(V] =v,), (3.2)

(X0 =0)n(Xm =1)n(Xe =2)c (V] =v)n..n(V] =1,). (3.3)

Antes de prosseguirmos, relembramos um fato conhecido de probabilidade, que surge
da aplicacdo da defini¢do de probabilidade condicional consecutivas vezes.

Fato 1 (Regra do produto). Se Gy, G,, ..., Gy, sdo eventos quaisquer, entao:

P(n7,Gi) = [ [ PG| 2 G)P(Gy).
j=2
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Entao, aplicando a regra do produto junto com (3.2) e (3.3), temos que

P(Xl = X1, ...,Xk :xk|V1/ = U1y eeny V]ifl = Uk—l)
P(XIIEO) = 0, XIIED = LXIIEZ) = 2)

P(XIIEZ)I = Z,XY(IIE(i)lUIIS)I) € {0, 1})

H]-C:z P(X] = xj|Xj—1 = Xj1, 0 X1 = x1)
_ J
[lieu oy PG = 20X = 2, X040 € {0,13)
1
e, yiapy PG € 10: 111Xy = 2, X0 0 € 40,11
P(X; = x1)
[P(X, = 21 € 1) + P(X; € {0,1)I(1 € (1", v I[{"))]

*

*

Note que, por comparag¢io termo a termo dos produtérios, a expressdo acima se iguala
k _ ’ _ /7 _ .
alo P(X; = x|V{ = vy, ..., V| = 1) se valem:

o (i) P(Xi = x|V} = v1,.., V| = Uk1) = P(Xge = xi| Xpeo1 = X1, 0, Xq = 17).
« (ii) Para i € (I® \ {1}):

P(X; = xi|Xi—1 = Xi_1, 0 X1 = X1)
POG = 20Xy = 2, X400 € 40,11

P(Xl = xi|V1/ = U1y eeny VI:—l = Uk—l) =

. (iii) Para j € (1% v 1Y)\ {1}):

P(Xj = xj’Xj—l = Xjoq, s Xq = x1)

PX; =x|V! =v,.., V], = vry) = .
(X = x|V] = v1,., Vg = 0k1) PO € {0.1}1X,0 = 2. X 0,0, € {0.1])

- (iv)
P(X] = X1|V1/ = 'U],-..,V]:_l = vk_l)
= P(X; = x,)
P(X; = 2)I(1 € IP) + P(X; € {0,1)I(1 € (17, u 1)

Ou seja, a demonstracao se finaliza ao mostrar (i), (ii), (iii) e (iv). Cada um dos quatro
itens é demonstrado abaixo:

(i) Direto pelo Corolario 1 combinado com (3.2).
.. . 2
(ii) Para i € (I,ﬁf)1 \ {1}):
Por (3.2), trivialmente temos que P(X; = 2|V] = vy,..., V{_, = v_;) = 1. Utilizando o
Corolério 1, concluimos também que PX=20Xi1 =X, Xi=21)

P(X;=2|X (9y=2,X €{0,1
(Xi=2| 10 72X 10,0, {0,1})

(iii) Para j € (I, u 1)\ {1}):

13
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P()(] = levl/ = Vs oeens V/:—l = vk—l) = P(‘X; = xj|X(2) = Z,XI(O) I E {0 1})
B P(XII(cZ) 2 X I(l) \{]} c {0, 1},)(] = xj)
P(Xllgz—)l = 2,XI(0 1) € {0, 1})

P(X; = x| X0 = 19,19 € {0,1})
(;) I;-l ( - U -

P()(] = ij(j_l = xj—ls ...,X1 = xl)

P(X; € {0, 1}|X1j@ = Z’X(If?iulj(_li) € {0,1})

A ultima igualdade vem do Corolario 1.
A igualdade em (*) vem de usar a regra do produto e o fato de que, pelo Corolario 1,
para qualquer [ > j vale:
P(Xl = 2|XIl(2 =2, X © 70 € {0, 1})

(Ilfl Ilfl
= P(X; = 2|X,00 = 2, X
-1

@y € 10,11 X = X)),

e também
P(Xl € {0: 1}|XIZ(—Z; = 2"Xv(Il(?1UIl(ji) € {Oa 1})
= P(Xl = 0|XII(2 = Z’XI(O) 1(1) € {0, 1})
+P(Xl=1’X( —2X 1(1))6{0 1})
=H&=|X@_2X “Mwewﬁh&z%)
+P(Xl:1|XIl( =2, X (0) (1) MWD {0,1},){}=xj)

=P(X € {0’1}|X11( =2, X QNG € {0,1},)(]- = x])

As igualdades acima simplificam os termos gerados pela regra do produto aplicada
a direita de (*) em todos os indices [ > j. Nos indices [ < j, a simplicacdo acontece
automaticamente pela regra do produto. Portanto, sobra apenas o termo em j.

(iv)
(@) .
Selel”:
Entdo, por (3.2), trivialmente P(X; = 2|V] = v,.., V| = v1) = 1 e também

P(X;=2) _
PCG=2)I(el?, )+ PG €{0,1 NI, uI)

Se1e (I uvI®):

De maneira analoga ao que foi feito em (iii), podemos utilizar a regra do produto e o

Corolario 1 para ver que P(X; = x;|V] = vy, .., V{_| = v4y) = %

]



Capitulo 4

Prova do Teorema 1

4.1 Fase subcritica

Como ja dito anteriormente, a demonstracdo apresentada aqui para a parte (i) do
Teorema 1 funciona para qualquer sequéncia de grafos G, G, ... conectados. Estara implicito
e omitido a presenca do grafo G, nas notagdes.

Demonstragao do Teorema 1 (i). p < 1/2.

A ideia € criar um processo que se associe ao caso em que toda particula que sobreviva
necessariamente vai a um vértice novo e ativa uma nova particula, de forma que esse
processo domine o modelo original.

Defina variaveis aleatorias X, X7, ..., tais que X; = 2B; para j € IN. Ao comparar com
a definicao de Xj, temos

X' =0 B =0 X; =0,
{] <~ B = X (4.1)

X =2 < B=1 < (X;=1)u(X;=2)

Note que X/, X, , ... sdo independentes e identicamente distribuidas, pois By, B, ... tam-
bém sao. Considere X" como uma variavel aleatdéria que possui a mesma distribuicdo
comum de X/, X;, .... Vale que

E(X")=2P(B, =1)=2p < 1. (4.2)

Criamos um processo de ramificacdo com distribui¢ao de prole dada por X*, também
feito por rodadas de modo que se verifica o numero de descendentes de apenas um individuo
por rodada.

De maneira completamente analoga as defini¢des (2.1), (2.3), (2.4), (2.2), (2.5) e (2.6) do
processo auxiliar, denote o numero de individuos potencialmente vivos ao final da k-ésima

15
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rodada do processo de ramificacio por
k
Al =1+ Z(X; -1), (4.3)
j=1

e o numero de rodadas até a extin¢io dessa populagdo por

R" :=inf{ke N : A" =0}. (4.4)

A quantidade total de individuos desse processo de ramifica¢do pode ser escrita como
R+

Vii=1+ ) I(X = 2).

j=1

Veja que (4.2) nos diz que o processo de ramificacdo com distribui¢do de prole X* se
extingue, e portanto tem uma quantidade total finita de individuos, com probabilidade 1
(perceba que a probabilidade de extingdo nio é alterada se contarmos os descendentes de
um individuo por vez a cada rodada). Como, por hipoétese, lim,_,., f(n) = +oo, vale que:

lim PV < f(n)) = 1.

(o8]

Por (4.1), temos que para qualquer k € N vale que X} = Xj, implicando que A} = A} e
portanto que R* = R. Por isso, temos também que V| > V.. Logo, concluimos que:

lim P(V., < f(m) = 1.

4.2 Fase supercritica

4.2.1 Provapara K,
Aqui, demonstramos o Teorema 1 (ii) na versao Ky, ou seja:

Proposicao 1 (Adaptagio do Teorema 1 (ii) para K?°). Se p > 1/2, entdo existem constantes
c>0ec €(0,1) tais que:

1 —
lim P(V(K}) < clogn) = Tp
2p -1
lim P(Vu(K°) > ¢'n) = —pp .

Demonstragao. p > 1/2.



4.2 | FASE SUPERCRITICA

Durante toda a demonstracio, estara implicito e omitido a presenga do grafo K¢ nas
notagdes. Além disso, consideramos p € (1/2, 1) pois o resultado ¢é trivial para p = 1.

A demonstracio sera feita mostrando os 3 itens abaixo:

e (a)Para k. = 2—2_—lognek, = (1 - —2-)n, vale que lim,_,., P(R € [k_, k,]) = 0.

(1+2p) o3 12 1+2p
« (b)lim, .. P(Vo < clogn|R < k) =1elim, .. P(Voo = ¢/n|R > k,) = 1.

e (c) lim,_, P(R < k.) = %
Note que a juncdo desses 3 itens finaliza a prova. Agora, cada um dos itens sera

demonstrado por vez:

(a)
Determine 4p
k. =k(n) :=2——————1logn;
(1+ 2p)[ 23]
2
k. =k.(n) :=(1- s 2p)n.

Vejaque 0 < 1 - 1+22p < 1 para p € (1/2,1).

Determine V. := {(vy, vy, ..., 1) € N1 2 P(V] = vy,,.., V]| = vpy) > O}

Para k € N n [k_, k. ], podemos construir variaveis aleatorias Yj, ..., Y independentes e
também condicionalmente independentes dado V| = vy, ..., V/_; = vy, (v, ..., Upo1) € Vi,
tais que para j € {1,..., k}:

1-p, sex=0,
P(Y; = x) = ka*, se x =1, (4.5)
pk) - se x =2
n °’ '
Para qualquer j € {1,..., k} vale que V/, < j < k < k,. Portanto, comparando (4.5) com
(2.7) mais o Lema 1 e Corolario 1, vemos que X; é estocasticamente maior que Y; com
respeito a medida condicional P(:|V] = vy,, ..., V{_; = v_1), ou seja

P(X; < x|V] = v1,,., V{; = 0k1)) < P(Y; = x|V] = 01y, Vi) = Uky)

para todo x € R e (vy, ..., vr_1) € V. Denotaremos esse fato por X; = Y, onde > é o simbolo
usual de ordenacio estocastica e o asterisco serve para enfatizar a medida condicional.

De acordo com [6, Teorema 2.2.9], se Xj,..., X; e Y, ..., i sdo duas sequéncias de

variaveis aleatorias independentes, vale que X; = Y; Vj € {1,..,k} = Z]'.ll X = Z}il Y;.

Apesar da condigdo de X, ..., Xi serem independentes ndo valer nesse caso, o Lema 2 nos
ajuda a utilizar o resultado citado acima para as distribui¢des condicionais e para ordenacdo
estocastica condicional. Utilizando isso, temos que

17
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. (4.6)
< P(Z Y < x|V = v, ., Vi, = 0)P(VY = 0,0, Vi = Upd)
(01,0, 0k-1)EV Jj=1
k
= P(Z Y; < x)
=1
Ou seja, a ordenacao estocastica nao condicional Zj].ll X; = z]].czl Y; também vale.
Seja a; := (£ - L)k. Note que dadd) | 2 0 nos mostra que -2 — 1 ¢
Ja dr == (15, ~ 3K q dp T (1+2pp que 155, ~ 3

crescente, além de continua. Além disso vale que p = 1/2 = 1?2’ i 3 = 0 e também que
p=1= 1312’1) - 3 = £. Concluimos ento que 0 < a; < k para p € (3, 1).

Usando as Cotas de Chernoff para distribuicdo binomial do Lema 3, juntamente com o
fato de que Zj’.il I(Y; = 2) ~ Bin(k, @) e com (2.1), temos

P(A} < ap + 1)

k
=P() X< k+a)

j=1

k
< P(Z Y, < k+ a)
=1

k k
=P WY, =1)+2 ) I(Y; =2) < k+a)

k+ak
2

k
< P(Y (Y, =2) = )

=P(§;H(1G=2)skp—pik+—k(p—%)+p1:1k+ +%) (4.7)
_ p@klnm - 2) < E@klnm “2)kp- )+ e ~ ), (1%3”2— ok,

= P(JZ:: I(Y; = 2) < E(}Zk; I(Y; = 2)) - k[gﬁ ; i])

< exp( i) )

2kp(1 - &)
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4p
= exp(-2logn) = o(n™")..

Veja que as Cotas de Chernoff puderam ser aplicadas pois % >0 parap > 1/2. A
troca de k por k- em (*) vem dos fatos de que k_ < k e que exp(-x) é funcdo decrescente.

Considere o evento A := Ugennk k](Ar = ar + 1) de que em algum instante
k € Nu [k, k.] ha a; + 1 ou menos particulas potencialmente ativas. Pela propriedade de
subaditividade da medida de probabilidade e (4.7), temos:

P(A)s Y P(Ar=ac+1) < ko(n™) = o(1).
keNn[k_,k,]

Entdo com alta probabilidade?, ocorre A° = ngewnpk k(A% > ax + 1).

Como R :=inf{k : A} =0}, entdo lim, ., P(R € [k_, k,]) = 0.

(b)

Diretamente pela definicdo de R, sabemos que pelo menos para um j € {1,2,.., R}, vale
que X; = 0. Portanto, quando R < k_, temos por (2.3), (2.4) e (2.6) que Voo = Vg = V} =
1+Y 5 I(X=2)<1+R-1<k.

Concluimos entao que
lim P(Vo < k|R< k) =1.

n—oo

Por outro lado, para |k, | = max{x € Z : x < k. }, temos que a probabilidade de se ter
ko+ap, _ (12p2—4p—1
2 4(1+2p)?

) ou menos vértices potencialmente visitados é igual a:

, k, + a, k., + a,
P(V = = k)=P(k I =2)+ 1=~ k)
=1
l +J k _ 1 _ 1
= P() I(X = 2) < (k. );(ak* ))
’flj (4.8)
) & k,
QP 1, = 2) < el H
k=1
UQJ
<P(Y (Y, =2) < k] + Akl
k=1 2

I Para duas sequéncias de funcoes fi, f2, ... € g1, g2, ..., dizemos que f;, = o(gy) se limy—o0 g =0.

2 Para uma sequéncia de eventos Aj, As, ..., dizemos que A, ocorre com alta probabilidade se lim,_,« P(A;) =
1.
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A desigualdade (*) vale pois | k,| = k, — 1. Além disso, a; = ck, para uma constante
c € (0,1), portanto vale que qyr,| = clk,] = c(k, = 1) = ar, —c = a, - 1.

A ultima expressao em (4.8) é o(n!) (ou simplesmente o(1), que ja é suficiente nesse
caso), percebendo que | k.| € INn[k_, k.] e vendo que o termo em questao aparece em uma

das desigualdades de (4.7).
Portanto, vale que

k+ + Ay, k+ + dg, n—oo

R<k)P(R<k,) — 0.

P(V{M < R>k,)PRR > k,)+ P(V(M <

Entéo, se lim,_,. P(R > k,) > 0 (afirmacdo que sera mostrada na parte c), vale que
lim, . P(V}},) > kvae g > k,) = 1. Além disso, por (2.3), (2.4) e (2.6) quando R > k, > |k, ]|,

2
vale que Voo = Vg = Vig,) = V).

Concluimos entao que

k.
lim P(V., > —— %

n—oo

R>k,)=1.

Relembre que k, = ¢;n para uma constante ¢; € (0,1) e que a;, = ¢;k, = c¢;¢n para

uma constante ¢, € (0, 1), logo Eraw — o/p para um valor ¢’ € (0, 1), concluindo assim a

2
demonstracao da parte (b).

(c)
Retomemos a variavel aleatoria X* apresentada em §4.1:
1-p, sex=0,
PX =x)=1{ P (4.9)
p, sex=2.

Consideramos novamente um processo de ramificacdo com distribui¢do de prole dada
por X* onde o nimero de descendentes de apenas um individuo é avaliado a cada rodada
e retomamos as definicdes (4.3), (4.4), reescritas abaixo:

k
A =14 Y6 - 1)
j=1

representando o numero de particulas potencialmente ativas desse processo de ramificacédo
ao final da rodada k e
R :=inf{ke N : A}’ =0}

representando o instante onde o processo de ramificacio acaba. Note que agora é necessaria
a definicdo de R* := +cose {k € N : A’ =0} = @, ja que no caso p > 1/2 pode acontecer
com probabilidade positiva do processo nunca acabar. Além disso, definimos

Ap = A I(k < R") (4.10)
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representando o nimero de particulas efetivamente ativas desse processo de ramificacdo

ao final da rodada k.

Definimos o evento em que o processo de ramificagdo com distribuicdo de prole X se
extingue, porém apos a rodada k_ por

BZ, :={k_ < R" < +o0}.

Definimos mais um processo de ramificacdo, com o mesmo esquema de rodadas, com
distribuicdo de prole X, em que:

1-p, sex=0,
PX =x)={85 sex=1, (4.11)

n
k.
pnk) - ge x = 2.
n
Analogamente, considere que X, X;, ... sdo variaveis aleatorias independentes e iden-

ticamente distribuidas com a mesma distribuicao de X~ e defina
k
A =1+ Y06 - )
j=1

como o numero de individuos potencialmente vivos ao final da k-ésima rodada. Defina
também
R :=inf{ke N : A =0}

como o instante em que o processo de ramificacdo com prole dada por X~ acaba, também
considerando que R := +oose {k € N : A =0} = @.

Considere que os dois processos de ramificacédo citados acima sdo independentes de
V/,V;,.... Considere também que tanto X/, X;, ... quanto X;, X;, ... sdo condicionalmente
independentes dado V/, V7, ....

Temos que k < k. = V], =1+ 2]1.:11 I(X; = 2) < k_. Portanto, comparando (4.9) e
(4.11) com (2.7) mais o Lema 1 e Corolario 1, vemos que X < X < X! parak € Nn[1, k]
Utilizando a independéncia condicional junto com a ordenacéo estocastica condicional,
assim como feito em (4.6), chegamos que Zjlil X = Zle X = ZJ’.; X" e portanto que

© =< A} = A paratodo k € Nn[1, k_]. Entdo podemos acoplar os trés processos de modo
que R" < k. = R=< k_etambém R < k. = R =< k_. Assim vale que:

P(R" <00)-P(B;)=PR =k)<PR=<k)=<PR =k)=PR <oo). (4.12)

Por propriedades de processos de ramificacdo, P(R" < o0) é a menor solugio positiva
de:

P(R* <) =1-p+P(R" < 00)’p.
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Resolvendo a equacédo de segundo grau acima chegamos em

1-p
P(R" < 00) = ——.
P

Vale também que P(R™ < o) é a menor solucdo positiva de

P(R"<o00)=1-p+P([R < oo)% +P(R < oo)zp—(nr_l k’).

Resolvendo a equagio de segundo grau acima chegamos em

P(R_<oo)— n(l—p) n:)oo 1—p

- pn-pk. p

Denotamos [k_-] = min{x € Z : x = k_}. Vale, por (4.7), que lim,, ., P(A}; | > apx1+1) =
1 e portanto lim, .. P(Afj ; > a1 + 1) = 1. Entdo, se lim, .., P(R* > k_) > 0 (*), temos que
lim, . P(Af; | > aii + 1|R” > k) = 1. Além disso, quando R" > k_, vale que R" = [k_] e
por (4.10), temos que Ay, ; = Af; ;. Assim concluimos que:

P(B;)=P(R" > k.,R" < o)
=P(R" > k,R" <00, Afy 1 > a1+ 1) + P(R" > k,R" <00, Afj 1 < ape 1 + 1)
P(R* > k_,R" < oo, A[*kf] > apy + 1) . P(R* > k_,A[*kf] < ap+1)
P(R* > k., Af | > apey + 1) P(R* > k)
= P(R" < 00,|R" >k, Ajj 1 > ap + 1) + P(Af < ap ) + 1R > k)

1 — n—oo
< (Tp)a”{']+1 +P(Aj s ap+1R" > k) — 0

onde a ultima desigualdade se da pela probabilidade de extin¢do de pelo menos ap | + 1

processos de ramificacdo independentes, cada qual com probabilidade de extingao I-p

I

Veja que a condicdo (*) é verdadeira pelo fato de E(X™) > 1.

Aplicando em (4.12) todos os limites encontrados, concluimos que

lim PR < k) = ~—£.
P

n—oo

4.2.2 Extensao para K,

Aqui sera demonstrada a parte (ii) do Teorema 1.

Demonstragao. A prova sera divida nas partes (a), (b) e (c).
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« (a) Para n € {2,3,...}, descrever um acoplamento entre modelo de sapos em K, e em

« (b) Mostrar que para o acoplamento em (a), valem as propriedades:
- (b.1) VI(K?) = V/(K,) Vk €N,
— (b.2) Vo(K?) < Vo(K),
- (b.3) P[0 (V/(KD) = V/(K))] = (1 - B)F vk eN.

+ (c) Com a ajuda desse acoplamento, mostrar que existem constantes ¢ > 0 e ¢’ € (0, 1)
tal que:

1-p

= lim, . P(Vo(K}) < clogn) = =

- lim,_,e P(Voo(K;) = ¢'n) = %

i.id

(a) Fixe n € {2,3,...}. Como estamos considerando que Bi(K}) Ber(p) e também

Bi(K,) "= Ber(p), podemos acoplar os processos de forma que By(Ky) = Bi(K,), k = 1
(ou seja, a particula da rodada k sobrevive nos dois processos ou morre em ambos). Além
do acoplamento nas vidas das particulas, a seguir também serdo acoplados os passeios
aleatorios:

Considere que Si(K}) e Sk(K,) sejam independentes caso By(K;) = Bi(K,) = 0 ou
Vi_(K?) # V[_(K,). Por outro lado, caso Bi(Ky) = Bi(K,) = 1 e V/_(K}) = V/_,(K,), 0
acoplamento entre Si(K?) e S¢(K,,) € como descrito abaixo:

Denote Si(K,) = S}(K,) para algum passo s de alguma particula w, assim como
Sk(K?) = S%'(K°). Como |V,§71(K,‘;)| = Vi(K?) = VI (K, = |V, (Ky)| e pela descri-
cdo do processo vale que S*(K,) € V; ,(K,) e S¥ (K% € V| (K°), podemos defi-
nir uma funcio g {1, n} \ {S¥" (K9} — {1,..,n} \ {S¥,(K,)} bijetora, tal que
x € V| (KO\{S¥ (K9} <= gi(x) € V] (K, \{S¥,(K,)}. O acoplamento nos passeios
aleatdrios sera feito de acordo com o que foi reahzado pela particula w° no seu passo s° no
grafo K

« Caso a particula nao faga um loop (S (K°) # S¥'(K?)):
Faremos com que S*(K,) = gi(S%"(K?)).

- Caso a particula faca o loop (S%",(K?) = S%'(K?)):
Simplesmente escolhemos S(K,) de acordo com sua distribui¢do condicional
5 (KIS 1 (Kn) ~ UD({1, ..., n} A { S (Kn) ).

Veja que o acoplamento anterior é possivel pois ele mantém as distribuicdes
S (Kn)IS2y(Kn) ~ UD({L, ... n} \ {81 (Ki)}) € S37(K7) ~ UD({1,2, ... n}).

(b.1)

Primeiramente, sabemos que Vj(Ky) = 1 < 1 = V;(K,). Basta mostrar que para esse
acoplamento, teremos V/(K;) = V/(K,), partindo da suposicao que V;_,(K?) = V/_(K,),
ke N.

Simplesmente reescrevendo (2.3), temos que:
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Vi(©) = ViLi(G) + I(Xk(G) = 2). (4.13)

Pelo acoplamento nas vidas das particulas, no passo k pode ocorrer apenas que By(K})
Bi(K,) = 0 ou Bi(KY) = Bi(K,) = 1. Trivialmente, no primeiro caso temos que Xy(K?)
Xi(K,) = 0 e por (4.13), junto com a suposicdo da indugéo, vale que V{(K?) = V{_(K?)
Vi_(Ky) = V{(K,). Para o segundo caso, temos mais trés opcoes:

IA

« V/_(K?9) < V/_(K,) (ou equivalentemente, V] ,(K?) + 1 = V[_(K,)):

Por (4.13), sabemos que V/(K}) = 1+ V/_,(K?) e por outro lado V/_,(K,) = V{(K,).
Portanto V/(K?) = V/(K,).

+ Via(KD) = Vi (Ky) e SE2L(KR) # S (K):

Pela descricio do acoplamento e da fungdo g, temos que S (K°) € V;_,(K?) <
S'(Ka) = ge(S (K7)) € Vi_y(K,). Entdo I(Xu(Ky) = 2) = E(Xk( n) = 2) e por (4.13)
concluimos que V/(K?) = V{(K,).

« VLKD) =V (Ky) e So L(KY) = (Kr(:)

A realizacdo do looping, junto com o fato que Bi(Ky) = 1, faz com que Xj(K;) = 1.
Entéo, por (4.13), vale que V/(K?) = V/_(K}) = V{_(Ky) = V{(Kp).

A indugédo conclui a demonstracido de (b.1).
(b.2)
Note que podemos reescrever (2.1) como

k
ALG )- Y X(Bi(G) =0), keN. (4.14)

Jj=1

Entdo, pelo acoplamento nas vidas das particulas e por (b.1), temos que
AL(K?) < AL(K,) Vk € N e consequentemente teremos R(K?) = inf{k : AL(K?) =0} <

inf{k : A}(K,) = 0} = R(K,). Portanto, por (b.1), (4.13), (2.4) e (2.6), temos que
ValK9) = Ve (K2) = Vo KD = Viger (K2 = Vige) (Kn) = Vel Ko).
(b.3)

Note que no acoplamento considerado acima, temos que a cada rodada a probabilidade
da particula em K} sobreviver e realizar um looping é £, independente das outras rodadas.
Além disso, sempre que ndo houver particula que sobrev1va e realize um looping nas
rodadas 1,2, ..., k, teremos que V/(KY) = V/(K,), ..., V/(K?) = V{(K}). Portanto, vale que

P[ak (V/(K) = V/(K))] = (1 - f—;)k, vk € N.
(©)

Como para qualquer n € {2,3,...}, é possivel encontrar um acoplamento tal que
Voo(K}) = Vio(K,), concluimos que Vo (K)) = V. (K,) para todo n € {2,3,...}. Juntando
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esse fato com o resultado da Proposi¢do 1, temos, para as mesmas constantes ¢ > 0 e
¢’ € (0,1) consideradas na proposicéo:

1 —
lim sup P(Vio(K,) = clog n) = limsup P(Va(K?) = clog n) = Tp’ (4.15)
- S L 2p-1
liminf P(V.(K,) = ¢'n) = liminf P(Vo(K}) = ¢'n) = T, (4.16)
onde para qualquer sequéncia numérica xj, xs,..., se denotam liminf, ,.x, :=
lim, o (inf 2n xn) € limsup, | x, := lim,_(sup,,., x»). Vale que os limites inferior e

superior sempre existem (diferentemente do limite usual) e liminf,_,, x,, < limsup,_,_, x;.
Além disso, vale que liminf,_,. x, = limsup, . x, se e somente se o lim,_, x, existe,
sendo este igual aos limites inferior e superior.

Pela parte (c) da demonstracdo da Proposicdo 1, sabemos que tomando k_ = k_(n) :=

4”2,,_1]2 log n, vale que lim,_,., P(R(KY) < k_) = %. Além disso, pela propriedade (b.3)

(2 2
do acoplamento, vale que

NV = V(K] = 1.

Também teremos que limn_mP[nJlf;J(Vj’(Kr‘l’) = V/(K))IR(K;) < k] = 1, pois

lim, ,. P(R(K;) < k) = % > 0. Por conta de (4.14) e do acoplamento nas vidas das

particulas, vale que {n]l-fiJ(Vj’ (Ky) = V/(Ky)} = {n}fiJ(Aj’.(K,?) = A{(K,))}. Além disso, condi-
cionado em R(K?) < k_, também temos {n}fiJ(Aj’.(K,‘l’) = A{(K,))} < {R(K}) = R(K,)} e por-
tanto {nlE(V/(K9) = V/(K)} € {Vao(KD) = Vi) (K2) = Vi (KE) = Vi (Kn) = Vio(Ka)
Vale que

lim P[Vi(K?) = Vi(K,)|R(K?) < k] = 1.

n—oo

Além disso, pela parte (b) da demonstracao da Proposi¢ao 1, sabemos que para a mesma
constante ¢ da proposicdo vale

lim P(V(K,) =< clogn|R(K;) < k_) = 1.

n—oo

Como {(Vu(KY) = Vuo(Ky)) n (Veo(K}) < clogn)} ¢ {Vo(K,) = clog n}, podemos juntar
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as duas equagdes acima, obtendo

liminf P(V(K,) = clog n|R(K}) < k_)

n—oo

> lim inf P(Vio(K®) = Vio(K,), Veo(KP) = clog n|R(K?) < k.)

n

= liminf P(V(K}) = Voo(Ky)|R(K}) < k)

+ linl)iorolf P(V(K}) = clog n|R(K}) < k_)
- lirrl)i;lf P[(Vo(K}) = Vio(Kp)) U (Voo(K) = clog n|R(K}) < k)]
= 2 - liminf P[(V(K}) = Voo(Ky)) U (Vo(KY) < clog n|R(K}) < k_)]

n—oo

>1

Portanto

liminf P(V(K,) = clogn) = liminf P(V(K,) < clog n|R(K}) < k_) =

n—oo

liminf P(R(K}) < k_)

n—oo (4.17)
1-p
e

=1

Juntando as desigualdades (4.15) e (4.17), concluimos que:

lim P(V(K,) < clog n) = 1'7”.

n—oo

Concluimos que limsup, , P(V(K,) = ¢'n) <

1 -2 - 21
P
equacao (4.16), temos que:

o Combinado com a

lim P(Vo(K,) = ¢n) = 2L~ 1.

n—oo p

Isso conclui a demonstracio.
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