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Resumo

Jairo Angel Guzman. Identificagao de modelos lineares mistos gaussianos. Tese (Dou-
torado) - Instituto de Matemaética e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2021.
O objetivo deste trabalho é avaliar uma possivel méa especificacao de modelos lineares mistos
gaussianos. Essa avaliacao permite reconhecer quando o modelo ¢ incorretamente especifi-
cado e identificar a fonte do erro de especificacao, que pode estar na estrutura da média,
na estrutura da matriz de covaridncias ou em ambas. Com esse propdsito, propomos testes
baseados na matriz de informacao obtida da funcao de verossimilhaca que, em conjunto com
diagnosticos graficos, sao usados na identificagdo. Um estudo de simulagao permite avaliar
os testes em quanto ao poder e a taxa do erro tipo I. Concluimos com uma aplicacao da
estratégia da andlise proposta num exemplo com dados reais.

Palavras-chave: ma especificagao, testes, diagnoésticos graficos.
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Abstract

Jairo Angel Guzméan. Identification of linear gaussian mixed models. Tese (Doutorado)
- Instituto de Matemaética e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2021.

The objective of this work is to evaluate a possible misspecification in the gaussian linear
mixed models. This evaluation makes it possible to recognize when the model is incorrectly
specified and to identify the source of the specification error, which can be in the structure of
the mean or in the structure of the covariances matrix of the vector of response, or in both
cases. For this object, we propose tests based on the Fisher information matrix obtained
from the likelihood function in joint together with graphics diagnostics for identification the
model. A simulation study allows evaluating the tests in terms of power and type I error
rate. We conclude with an application of the proposal developing examples with real data.

Keywords: misspecification, testes, graphics diagnostics.
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Capitulo 1

Introducao

Estudos longitudinais (ou de painel) tém como caracteristica a observacdo de uma ou
mais variaveis respostas sequencialmente ao longo do tempo na mesma unidade amostral.
Na Tabela 1.1 sao apresentados dados de um estudo longitudinal realizado na Faculdade de
Medicina da Universidade de Sao Paulo, Brasil, que envolve a observagao do volume (ml)
do ventriculo esquerdo, num grupo de 29 criancas consideradas prematuras (pré—termo) e
observadas ao longo de 15 semanas poés-concepcao. Essas medidas foram tomadas usando
métodos ecocardiograficos. Estudos longitudinais permitem analisar os perfis de resposta
média e individual, assim como salientar possiveis mudancas populacionais e individuais.
Estudos longitudinais constituem um caso especial de estudos de medidas repetidas. Deta-
lhes sobre estudos longitudinais podem ser encontrados em Diggle et al. (2002), Molenberghs

& Verbeke (2005) e Hedeker & Gibbson (2006).

A presenca de dados omissos é comum em conjuntos de dados provenientes de estudos
longitudinais. Os dados na Tabela 1.1 mostram uma estrutura irregular e desbalanceada em
relacao ao tempo. Os dados omissos sao classificados de uma maneira geral como informativos
ou nao informativos. Neste trabalho consideramos apenas dados omissos nao informativos,
ou seja, em que a probabilidade de omissao depende somente dos valores observados, [Little
& Rubin (1987)]. A anélise de dados longitudinais é mais complexa quando hé presenca de
dados omissos. Nesse caso, é mais dificil especificar um modelo linear misto para representar
a variacao da resposta média ao longo do tempo e a possivel estrutura de covariancia de

cada unidade amostral.



Tabela 1.1: Volume(ml) do ventriculo esquerdo em 29 criangas pré—termo, [Afiune (2000)].

Semana poés-concepgao

ID 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
1 1.69 094 1.03 1.52 091 091 1.60 2.74 2.57 2.74 2.92
2 3.38 2.05 3.65 4.25 4.83 6.13

3 1.33 1.60 1.60 241 3.65 4.83

4 1.37 1.16 0.86 1.60 235 3.38 3.31 5.09
5 1.60 252 210 2.63

6 2.57 3.11 5.18 6.54

7 1.95 2.10 1.86 2.05 2.99 241 2.99

8 4.83 1.26 1.48 3.11 4.10

9 4.25 2.92 3.44 4.25 7.88
10 2.25 2.05 2.05 4.25

11 1.26 2.80 292 4.41 518 8.24

12 1.52 1.33 091

13 3.44 1.44

14 2.74 2.74 3.38 4.10 4.33 4.25

15 1.60 220 2.35 5.18

16 2.05 1.64 1.95 3.18 3.18 4.10

17 210 241 2.63 4.25

18 2.10 2.05 2.80 4.02

19 292 1.37 1.33 2.10 1.95 3.31

20 1.16 235 191 2.74 3.94

21 241 241 1.73 2.74 5.36

22 191 1.77 1.23 126 1.12 1.52

23 1.77  2.63 3.65

24 1.26 1.52 1.95 4.33

25 2.99 2.92 5.18 5.93

26 1.33 1.03 1.60 2.20 2.99

27 235 235 2.05 257 3.38

28 1.64 2.86 2.41 2.74 4.10
29 1.77  2.35 2.35 2.74 3.51

A anélise de conjuntos de dados oriundos de estudos longitudinais pode ser realizada
por meio de modelos lineares mistos. Duas fontes de variabilidade estao presentes neste tipo
de modelos: a primeira permite modelar a variacao entre os perfis individuais da variavel
resposta e a segunda estd relacionada com a dispersao da resposta em torno dos perfis
individuais. A correspondente matriz de covariancias intraunidades amostrais num modelo
linear misto pode ser simples ou complexa. A simplicidade reduz o nimero de parametros
e os problemas de identificabilidade. Detalhes sobre modelos mistos podem ser encontrados
em Diggle et al. (2002), Molenberghs & Verbeke (2005) , Wang (2013) e Demidenko (2013).

A vantagem de analisar dados longitudinais considerando modelos lineares mistos é que
eles incorporam caracteristicas tais como a variacao entreunidades e intraunidades amostrais,
dados omissos e covariaveis que dependem do tempo. Quando um modelo linear misto é
proposto para um conjunto de dados, o mecanismo gerador desses dados nao é conhecido.
Nesse caso, modelam-se os dados por meio de uma familia paramétrica de densidades de

probabilidade que pode ou nao conter a verdadeira densidade dos dados. Se a densidade



de probabilidade dos dados pertence a familia paramétrica adotada, entao o modelo esta
corretamente especificado; em caso contrario, o modelo apresenta erro de especificacao e,
consequentemente, as propriedades de eficiéncia e consisténcia do estimador de méaxima

verossimilhanca do vetor de parametros do modelo podem nao valer.

Erros de especificagdo num modelo linear misto gaussiano podem ocorrer devido a uma
incorreta especificacao na forma funcional da resposta média ou a uma incorreta especifi-
cacao na estrutura da matriz de covariancias do vetor de respostas. Neste trabalho foram

consideradas situacoes em que hé incorrecoes na especificacao da:

(i) estrutura da média, ha4 uma omissao de uma variavel explicativa na forma funcional

da resposta média,

(ii) estrutura na matriz de covariancias do vetor de efeitos aleatorios, o erro esta no nimero

de elementos no vetor de efeitos aleatorios,

(iii) estrutura na matriz de covariancias do vetor de efeitos aleatorios, os erros aleatorios

sao considerados independentes,

(iv) especificagdo da matriz de covariancias do vetor de erros aleatorios, concretamente os

erros aleatorios seguem um processo autorregressivo de ordem 1, AR(1),

(v) estrutura no ntimero de elementos no vetor de efeitos aleatorios e os erros aleatorios

seguem um processo autorregressivo de ordem 1, AR(1), conjuntamente.

Alguns autores utilizaram testes estatisticos para avaliar erros de especificacao de modelos
lineares. Por exemplo, Hausman (1978) propos um teste para detectar erros de especificagao
na esperanca condicional do vetor de erros aleatorios dado o vetor de variaveis explicativas.
White (1982) propos um teste denominado Teste da Matriz de Informacao (T'M1), baseado
na diferenca entre a matriz formada pelos elementos que estao na diagonal principal e acima
da diagonal principal da matriz de informacao de Fisher e pelos elementos na mesma posi¢ao
na matriz de covariancias do vetor escore. Um resultado diferente de zero, nesta diferenca, é
indicativo que o modelo linear apresenta erro de especificagdao. O autor, sugere nao trabalhar
com todos esses elementos nas matrizes descritas porque isso aumenta o nimero de para-

metros, os graus de liberdade e consequentemente o poder do teste. Hall (1987) decompos



o TM I proposto por White (1982) na soma de trés formas quadraticas independentes num
modelo linear autorregresivo médias moveis (ARMA). A primeira forma considera um teste
usando multiplicadores de Lagrange, o qual permite analisar heterocedasticidade. As outras
duas formas, sao expressas em termos do terceiro e do quarto momento dos residuos do
modelo, o que permite mostrar que o teste falha para detectar correlacao e que nao é as-
sintoticamente 6timo para avaliar heterocedasticidade, assimetria e curtose conjuntamente.
Furno (1996) mostrou que o teste proposto por White (1982) pode ser decomposto na soma
de formas quadraticas para o caso de um modelo linear ARMA, a decomposicao facilita a
detecgao de nao linearidade na parte fixa e na estrutura do modelo. Inoue et al. (2014) pro-
puseram um método que permite detectar e identificar erros de especificacdo na estrutura
da matriz de covariancias do vetor de erros aleatorios num modelo linear autorregressivo de
ordem 1 (AR(1)), fazendo a analise da decomposi¢ao da matriz de covariancias dos erros de
previsao e fazendo a andlise da funcao de verossimilhanca marginal de modelos dindmicos

estocésticos.

Em todos os casos anteriores, s6 ha presenca de uma fonte de variacao, devida ao erro
aleatorio no modelo linear. No caso dos modelos lineares mistos, a presenca de duas fontes
de variabilidade, requer mais atencao do que os modelos lineares. Para a deteccao de erros de
especificagdo de modelos lineares mistos, Jiang (2001) propds um teste que permite avaliar
erros de especificagao na distribuicdo do vetor de efeitos aleatorios. Huang (2011) apresenta
um teste que permite identificar erros de especificacao na distribuicao do vetor de efeitos

aleatorios.

Em modelos lineares mistos, técnicas exploratorias permitem identificar a fonte dos erros.
Por exemplo, Lesaffre & Verbeke (1998) sugeriram técnicas exploratorias para identificar ob-
servagoes discrepantes (outliers) que influenciam localmente nestes tipos de modelos. Rocha
(2004) propos um conjunto de técnicas graficas e analiticas para o diagnostico da matriz
de covariancias intraunidades amostrais em estudos com medidas repetidas. Essas técnicas
abrangem a analise da matriz de covariancias e correlacoes amostrais, dos graficos de disper-
sao multipla, do grafico de perfil médio e de perfis individuais, dos graficos de perfis das linhas
das matrizes de correlacoes amostrais em funcao da defasagem e do variograma amostral das

observacoes padronizadas. Verbeke & Molenberghs (2013) usaram a funcao gradiente como



uma ferramenta de diagnoéstico para identificar erros de especificacao na distribuicao do vetor
de efeitos aleatorios num modelo linear misto. Drikvandi et al. (2017) usaram a funcao gradi-
ente com o fim de avaliar erros de especificagao na distribuicao do vetor de efeitos aleatorios.
Singer et al. (2017) propuseram um conjunto de ferramentas gréaficas para analisar violagoes
nas suposi¢coes em modelos lineares mistos. Essas ferramentas sao baseadas em anélises de
trés tipos de residuos: marginais, condicionais e de efeitos aleatorios. Rocha & Singer (2018)
recomendaram métodos exploratorios baseados na analise dos perfis individuais e médio para

identificar o namero de efeitos fixos e aleatorios. Esses autores também aconselham a anéalise

das linhas da matriz de covariancias amostral para identificar o nimero de efeitos aleatorios

no mesmo tipo de modelo.

Outros autores propuseram testes para deteccao de erros de especificacao em modelos
lineares generalizados mistos. Huang (2009) prop6s um teste que permite avaliar erros de
especificacgao na distribuicao do vetor de efeitos aleatorios neste tipo de modelos. Abad et al.
(2010) propuseram dois testes com o objetivo de detectar erros de especificacao na distri-
buicao do vetor de efeitos aleatorios num modelo linear generalizado misto. Ambos os testes
sao modificacoes do teste apresentado por White (1982). O Teste da Matriz de Informacao
Modificada (TMIM) é baseado em uma estatistica formada pela soma dos elementos da di-
agonal principal da matriz de informacao esperada, e pelos elementos da diagonal principal
da matriz do produto cruzado do vetor escore.

O segundo teste chamado Teste do Estimador “Sanduiche” (TESD), ¢ baseado no vetor
formado pela diagonal principal do estimador “sanduiche” da matriz de covariancias do esti-
mador de maxima verossimilhanca do vetor de parametros do modelo. Este vetor é adicionado
ao vetor formado pelos elementos diagonais da inversa da matriz de informacao esperada.
Os autores consideram que a estatistica do teste tem distribuicao normal assintotica, e sob
algumas condigoes de regularidade apresentadas no apéndice C, constroem um estimador

consistente para a matriz de covariancias da estatistica.

Nossa proposta contempla a construcao de trés testes de facil manejo computacional a
partir da proposta de Abad et al. (2010) em conjunto com diagnésticos graficos,

Singer et al. (2017). Os testes permitem identificar um modelo linear misto gaussiano com



erro de especificado, e os diagnoésticos graficos permitem localizar a fonte dos erros, quando
houver. Em resumo, a proposta avalia a combinacao de dois métodos um método analitico
com outro grafico.

No primeiro caso, propomos usar a estatistica apresentada por Abad et al. (2010) no caso
do TMIM, mas usar a matriz de informacao observada avaliada no estimador de maxima
verosimilhancga do vetor de parametros do modelo como um estimador da matriz de covari-
ancias esperada, e propomos uma forma alternativa para calcular um estimador consistente
para a matriz de covariancias da estatistica. O teste proposto é chamado Teste Alternativo
da Matriz de Informacao.

No segundo caso, propomos uma estatistica baseada no estimador “sanduiche” da matriz de
covariancias do estimador de méaxima verossimilhanca do vetor de parametros, com o obje-
tivo de substituir a matriz de informacao esperada pela matriz de informacao observada, o
que permite capturar toda a informagcao sobre os parametros do modelo contida nos dados,
o que permite fazer a diferencia com a proposta no teste T ESD apresentado por

Abad et al. (2010). Além disso, sugerimos um estimador consistente para a matriz de co-

variancias da estatistica, o teste construido é chamado, Teste do Estimador “Sanduiche”

Modificado.

No terceiro caso, propomos usar a mesma estatistica que no caso anterior, mudando a forma
de calcular a matriz de covariancias da estatistica. Isto permite facilitar os calculos compu-
tacionais. Para a construcao da matriz de covariancias é usada uma expansao em série de
Taylor da estatistica proposta e o método Delta. O teste é chamado de Teste do Estimador
“Sanduiche” Alternativo. As propriedades estatisticas de todos os testes serdo avaliadas por

meio de estudos de simulagao.

No Capitulo 2 descrevemos o modelo linear misto, especificando notacao, estimacao,
incluindo as propostas dos testes e as técnicas de diagnostico. No Capitulo 3, apresentamos
o processo de simulacao. No Capitulo 4 fazemos uma aplicacao com dados reais, utilizando
0s testes propostos em conjunto com técnicas de diagnoéstico com o fim de encontrar um
modelo adequado. No Capitulo 5 sao apresentadas as conclusoes e estudos futuros. Detalhes

técnicos sao apresentados no Apéndice.



Capitulo 2

Modelo linear misto

A forma geral de um modelo linear misto é

independentes em que Y; = (Yi,, Yy, ---» Yim;) | Tepresenta o vetor das m; observagoes regis-
tradas para a i-ésima unidade amostral, 3 = (81,...,3,) denota o vetor de parametros de
localizacao ou efeitos fixos, X; é a matriz correspondente & especificagao dos termos fixos,
bi = (bui,...,by) " representa o vetor de efeitos aleatorios, Z; é a matriz que corresponde
a especificacao do vetor de efeitos aleatorios e e; representa o vetor de erros aleatorios.
Supde-se independéncia entre b; e e;, b; ~ N,,.[0, G(0)], e; ~ N,,,,[0, R;(0)],i =1,...n. O
vetor @ = (01,...0;) " contém todos os componentes (parametros) ndao redundantes da matriz
de covariancias do vetor b;. O vetor ¢ = (B7,07)(s x 1) representa o vetor de todos 0s

parametros no modelo (2.1). A matriz de covariancias do vetor y; pode ser escrita como
Var(y;) =Vi(0) =V; = Z,GZ] + R;, (2.2)
em que G = G(0) e R, = R;(0). Em resumo,

yi ~ N, [ X8, V] (2.3)

Segundo Laird & Ware (1982), o modelo (2.1) pode ser expresso em dois estagios. No
primeiro estégio, considera-se a distribuicao condicional do vetor de respostas y; dado b;, ou

seja,

yi|bi ~ N, [ Xu8 + Z;b;, R}], (2.4)
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e no segundo estagio é considerada a distribuicao

b ~ N, [0,G]. (2.5)

Quando R; = 02I,,,, o modelo resultante ¢ conhecido como modelo de independéncia

condicional homocedéstico.
O modelo (2.1) pode ser expresso em forma compacta como
y=XB+ Zb+ e, (2.6)

em que y = (y,ys,...,y]) (N x1), N =5 m,, contém as respostas das n unidades
i=1

amostrais, 3= (81,...,8,)", X = (X/,.... X, )" (N xp), Z =@, Z;(N x nq),

b= (bf,...,bz)T (ng x 1), e = (elT,...,eZ)T(N x1),b~NJ[0,¥] ee~ NIO,R], com

v=v0)=1,9G, R=R(0) =& R, e I, denota a matriz identidade de ordem n. Os

simbolos @ e ® indicam a soma direita e o produto de Kronecker respectivamente, [Searle

(1982, p.264)]. A distribui¢ao do vetor aleatorio y ¢

y ~ Nn[XB,V(8)], (2.7)
em que

Var(y) =V(0) = Z¥Z" + R.

2.1 Inferéncia

Os métodos de estimagao mais usados para estimar os parametros do modelo (2.1) sdo o
método de Maxima Verossimilhanga (MV), o método de Méaxima Verossimilhan¢a Restrita
(MVR) tratados por exemplo, por Patterson & Thompson (1977) e Robinson (1991), entre
outros e o método bayesiano, abordado por Tountenburg (1982) e Jiang (2007), por exemplo.

A metodologia de maxima verossimilhanca gera estimadores nao enviesados para os efei-
tos fixos. No entanto, produz estimadores enviesados para os parametros da matriz de co-
variancias intraunidades amostrais. Este viés surge devido & nao consideracao da perda de

graus de liberdade na estimacao dos termos fixos.
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Os vetores aleatorios yi, . . . , ¥, sdo independentes com distribui¢ao indicada em (2.3). A
fungao de densidade de probabilidade associada a cada vetor y; é denotada f(y;; ¢). Levando
em consideracdo as func¢oes densidade de probabilidade das variaveis aleatorias (2.4) e (2.5),

a funcao de verosimilhanca de ¢ é

L(gyy) = H flys @) = H /f(yi;ﬁb\bi)f(bi;(ﬁ)dbz’- (2.8)

1<i<n 1<i<ng,

O logaritmo da funcao de verossimilhanca é

l(¢;y) = Zli(d);yi), (2.9)

em que

(i) = 5 log(2m) — S1og V(6] - 5 { (v~ X,8) [V:(0)] (.~ X.B)}  (2.10)

representa a contribuicao do i-ésimo individuo ao logaritmo da verossimilhang¢a do modelo

marginal. Alternativamente [(¢;y) pode ser escrita como

1) = — { Nlog(2m) + log [VO) +y — XB) VO (- XB)}. (211)

A derivada parcial de [(¢; y) com relagdo ao vetor ¢ é o vetor escore de ¢, cuja expressao

Uiy T
ol(:y) "
s(gry) ==, = Vildy) = o | (212)
Y
L 00

em que o operador V(-) = %() Agora,
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3l§d¢é;y)
ol (a¢§y) _ : : (2.13)
s C:5))
9By
e
alfaq;;y)
oY)
965
em que
ol(p;y) o 1 _,0V(0) I+ _,0V(0) —1
o6, Str | V()] a6, se V(o) a6, [V(0)] e, (2.15)
t=1,...,k, e tr(-) representa o traco da matriz (-). Resolvendo o sistema
0l(¢;y)
= 2.1
T =0 (216)
com 6@ conhecido, em seguida resolvendo
ol(¢;y)
— = = 2.1
aet 07 ( 7)

obtemos os estimadores dos efeitos fixos e os estimadores dos parametros da matriz de co-
variancias [ver Gumedze & Dunne (2011), entre outros |.
Para reduzir o viés no processo de estimacao dos componentes do vetor @, por maxima veros-

similhanca restrita, Harville (1977) e Patterson & Thompson (1977) propuseram usar uma
transformacao linear do tipo y* = U 'y com E (Uy*) = 0. Os autores sugerem considerar

amatriz U, tal que U'U =1, e UU ' =1, - X(X"X) ' X", de forma que,
y* ~Ny_, [0,U'V(O)U] . (2.18)

O logaritmo da funcao de verossimilhanca marginal restrita é
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14(0:9) = ~ NP iog(2m) — L10g [V(0)] ~ 5 tox | x T v(0) " x| - N PaTwg) e

(2.19)
em que € = y — XB(0), B(6) = (XTW(G)]*lX)_lXT[V(O)]*ly, B(6) é o estimador de
maxima verossimilhanca de 3 obtido sob a suposicao de que 6 é conhecido. A maximizacao
de (2.19) gera os estimadores éR de maxima verossimilhanca restrita de 6. gR em conjunto

com BR = 3(53), constituem os estimadores de maxima verossimilhanca restrita desejados.
Detalhes do procedimento de maximizac¢ao podem ser encontrado em Demidenko (2013). A

funcao (2.19) também pode ser escrita como

Ir( = ——{ p)log(2m) + log [V(0)| + log | X T[V(6)] ' X| +y Py},  (2:20)

CcOoI1n

P = [V(0)]" — [V(O)] ' X (X T[V(0) ' X) "X T[V(9)] "

Diferenciando (2.20) com respeito a cada um dos componentes do vetor 8, temos

0lr(0;y) 1 |9log|V(0)| Olog |XT[V(6)]'X)| +OP
A it A — 2.21
a0, 2 00, + D6, Ty 96, Yyl ( )

t=1,...,k, em que

dlog [V(0)| _10V(0)
= o (e T,

(2.22)

oP  _9V(8)

55~ P P

Olog| XTV(O) ' X| . Lo -10(XTV(0)]1X)
) = —tr ((X [V(0)]7'X) 9, )
(2.23)
— _tr ((XT[V(O)]—lX)—1XT[V(0)]—1 agéte) [V(e)]_lX)
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Procedimentos iterativos permitem encontrar as estimativas para os elementos (compo-
nentes) da matriz de covariancias contidos no vetor 8. Detalhes desses procedimentos podem

ser encontrados em Zhu (2016).

Preditores dos efeitos aleatorios podem ser obtidos conjuntamente com os estimadores
para os parametros de localizacdo por meio das equagoes de Henderson (1975). Henderson
(1975) maximiza a distribui¢do de probabilidade conjunta das variaveis aleatorias y e b com

respeito a B e com respeito a b. Esse processo permite chegar as equagoes

X"R'X X'R'Z i) XTR 1y
~ | = : (2.24)
Z'R'X Z'R'Z+9! b Z'R 'y
Considerando (2.24) e supondo ¥ e R conhecidos de forma que V(0) ¢ conhecida, o

estimador de méaxima verossimilhanca de 3 é
B(6) = (XTV(O) ' X)X T[V(0)] 'y (2.25)
Além disso, a predicao de b é dada por
b(6) = wZT[V(6)] ' (y — XP). (2.26)

Detalhes do processo de estimacdo podem ser encontrados em Henderson (1975), McCullogh

& Searle (2001, p.259).

Pode-se mostrar que

e que Var(B(O)) = V(,@(G)) = (XT[V(O)]’IX)A, quando Var(y) = V(). Além do

anterior,

Var(b(8)) =V(b(0)) = TZTQ(6)Z¥, (2.27)
em que

Q(0) = [V(O)| ™ — [V(0) ' X (X "[V(8) "' X) "' X "[V(6)] "
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Var(b(6) — b(6)) = V(b(0) — b(6)) = ¥ — V(b(h)).
Como em geral as matrizes R e ¥ sao funcoes de 6, uma vez estimado o vetor 6,

obtemos R = R(é) oW = \Il(é\) Substituindo 6 por 8 e resolvendo o sistema das equacdes
de Henderson (1975), obtemos o melhor estimador linear nao enviesado empirico (Empirical
best linear unbiased estimator - EBLUE) para B e o melhor preditor ndo enviesado empirico

(Empirical best linear unbiased predictor - EBLUP) para o vetor b, nomeadamente

o~

B(6) = (X [v(@) X)XV 'y (228)

~ o~ ~ ~ A~ A~

b(8) = T(0)Z'[V(9)]"'(y — XB(0)). (2.29)

Nao é dificil mostrar que

V(b(6)) =V (8(5) - b)
(2.30)
= w(0)2" ([vV(O))] " — [V(6) " X (X"[V(8) ' X)) Zw(8),

2.2 Propriedades assintéticas do estimador de maxima
verosimilhanca

Em geral nao conhecemos o processo gerador do vetor y, ou seja, nao conhecemos qual
¢ a verdadeira funcao densidade de probabilidade g(y). O que fazemos é propor um modelo
linear misto com as suposicoes a respeito da distribuicao dos efeitos aleatorios e dos erros

aleatorios.

O vetor aleatorio y terd uma funcdo densidade f(y,@). Se existe um vetor ¢y € © tal
que g(y) = f(y,do), pode-se concluir que o modelo estéd corretamente especificado; em

caso contrario, o modelo terd erro de especificacdo. Yu et al. (2018) ilustram que quando

o modelo esta corretamente especificado, ¢,,, obtido por maxima verossimilhanca ou por
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méaxima verossimilhanca restrita, ¢ um estimador consistente para ¢g, ou seja,

bn = Py (2.31)

Detalhes sobre convergéncia em probabilidade podem ser emcontrados em Sen & Singer
(1993, p.34).
Quando o modelo esté incorretamente especificado, existe um vetor ¢* € ©, que minimiza

o critério de informacao (ou distancia) de Kullback — Leibler [Abad et al. (2010)],

KL(g: f,¢) =E, {log f‘?;y()ﬁ)] = /g(y) log f(g;,yzb)dy- (2.32)

RN

White (1982) prova que quando o modelo esta corretamente especificado, o tnico valor que

minimiza o critério de informacgao de KL é ¢p*=¢y. Suponhamos que as seguintes matrizes

existem
o =5[22 |
R )
T ) M () I

Em tal caso, de acordo com White (1982)

An($a) 5 A(9).

82[1'(05; Yi)
0Pr 0

ridade apresentadas no Apéndice C, se o modelo (2.1) esta corretamente especificado,

Seja H = e —H a matriz de informacao observada. Sob as condigoes de regula-

A(¢o) + B(¢o) = 0, (2.33)

[White (1982)]. A expressao (2.33) é chamada de igualdade da matriz de informagao.
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Sob as mesmas condicoes indicadas acima é possivel demonstrar

Vil — do) L N, [0, V()] (2.34)

em que
V(o) = [A(0)] ™" B(¢o)[A(¢o)] . (2.35)
Detalhes podem ser encontrados em Freedman (2006).
2.3 Deteccao de erros de especificacao num modelo linear

misto gaussiano

Em modelos lineares mistos, erros de especificacao podem ocorrer na estrutura da média,

ou na estrutura da matriz de covariancias do vetor de respostas, nesse caso pode ocorrer

Quando o ntmero de efeitos aleatérios esté incorrecto.

Quando o niimero de efeitos aleatorios esta correto, mas a matriz G esta incorretamente

especificada.

Quando a matriz de covariancias intraunidades amostrais R; esta incorretamente es-

pecificada.

Quando o numero de efeitos aleatdrios estd incorrecto e a matriz de covariancias R;

estd incorretamente especificada.

Nas proximas segoes apresentamos métodos analiticos que utilizam testes para identificar
quando um modelo linear misto gaussiano tem erro de especificacao. Esses testes nao indicam
a fonte do erro. Neste caso, métodos graficos podem ser utilizados para localizar e identificar

a fonte do erro.
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2.3.1 Meétodos analiticos

2.3.1.1 Teste Alternativo da Matriz de Informacao

O Teste Alternativo da Matriz de Informacgao é baseado na hipdtese Hy de que se o
modelo (2.1) estiver corretamente especificado, verifica-se A(¢g) + B(¢o) = 0.

Com base numa amostra aleatoria yy, ..., y, as matrizes A(¢g) e B(¢y) sao estimadas por
An($n) e por Bn((/ﬁn) Por simplicidade consideramos a estatistica dn(y;(/ﬁn) constituida

pela diagonal principal da matriz A, (¢,) + B, (¢y), ou seja

dn(yS (:gn) =diag [An<$n) + Bn(&gn)}

g (2.36)
s Zl d(yi; 9) ’¢:$n
em que d(y;; ¢) denota o vetor de dimensdo (s X 1) com componentes
A - 3211(@ Yi) {8li(¢> Yi) }2 _ )
di (yi, @) = 9,2 + 90 Jd=1,...,s; (2.37)
ou seja d(y;; @) é da forma
Pli(¢s yi) {8li(¢; Yi) }2
992 D1 di(yi; @)
d(yi; ¢) = : + : = : : (2.38)
Oli(: yi) {amqﬁ; ) } ds(yi; )
093 05

Abad et al. (2010) propoem a estatistica d(y; ¢) = diag[A(¢) + B(¢)] e estimam as
matrizes A(¢@) e B(¢) por meio das matrizes A, (¢o) € B, (o), isso faz a diferenca entre a
proposta dos autores e a nossa proposta.

Para a construgao da matriz de covariancias da estatistica (2.36), denotada M(¢y), sob

Hy usamos uma expansao em Taylor de primeira ordem da estatistica /nd,, (y; $n) ao redor

de ¢y para obter
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Mi(¢o) = E [ (a(@)a(®)" )] lo=g, (2.39)

com
a(¢) = d(y; ¢) - Vd(¢) [A(¢)] ' Vi(d;y) (2.40)
em que Vd(¢) = %ﬁ e Vi(d;y) = 8l(aqbd;)y)7 detalhes da demostracao sao encontrados

em Gourieroux & Monfort (1995, p.183) e Zeigler (2011, p.46). A matriz (2.39) pode ser

estimada por

Mn <$n> = % y [ai (¢) ai(¢)T} )¢:$n J (2.41)

i=1

em que

ai(¢) = d(ys; ) — V() [A(d)] " VIi(#; ). (2.42)

Sob as condigoes de regularidade no apéndice C, e sob Hy, a estatistica \/nd,, (y; an), é

tal que

Vnd,(y, ,) ~ N, [0,M(¢y)] , (2.43)

em que a expressdo A significa distribuido assintoticamente [White (1982)]. Considerando
(2.43) e usando o Teorema de Cochran [Sen & Singer (1993, p.137)], a estatistica do Teste

Alternativo da Matriz de Informacao, toma a forma

EAMI = nd,(y, $,)" [M,(dn)] " du(y, dn), (2.44)

e sob Hy segue uma distribuigao x2, onde s sao os graus de liberdade. Detalhes sao indicados
no apéndice D.

A taxa do erro tipo I associada com a regido EAMI > x2 ,, é
P(EAMI > X2, |Hy), (2.45)

em que Xi,s denota o quantil o de uma distribuicao qui quadrado com s graus de liberdade.
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Se H, for falsa, com H; a hipotese alternativa,

1— P(EAMI < %, |Hy), (2.46)

representa o poder do teste.

2.3.1.2 Teste do Estimador “Sanduiche” Modificado

Nesta secao desenvolvemos a proposta do Teste do Estimador “Sanduiche” Modificado
baseado no estimador “sanduiche” da matriz de covariancias do estimador ¢,, a saber

(A, ()] B(h)[An(,)] " [Freedman (2006)], e na hipotese Hy que se o modelo (2.1) ¢

corretamente especificado, verifica-se

[A(60)] 7 Bu(@0)[An(h0)] 7 + [An(0)] ! = 0.

Para a construcao do teste propomos a estatistica,

d;(fn) =diag |[An(30)] " Bu(dn)[An($0)] " + [An(S0)] ']

=ding |[4,(¢,)] " Bu(6.)[A,(.)] ] +ding [[4.6] | o up)
— > @)y,

que é similar a proposta dos autores Abad et al. (2010). A diferenca est4 em que nosso caso,

utilizando a informagcao do vetor ¢ contida nos dados, estimamos a matriz A(¢), por meio

da matriz An(cgn) enquanto os autores estimam a matriz A(¢) por meio da matriz A, (¢,).

Em (2.47)
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" T | 0°li(¢; yi) - oli(@; yi) Oli(P; yi) li(¢; yi) o
(@) =diag ( o) (Zoew) (o)

. a2li(¢;yi) -
+diag (—8¢j 9o ) ],

agora,

di;(¢) = diag (

82li(¢>;yz-))_1 <8li(¢; yi)ali(¢§yi)> (82li<¢; yi))_1 o
(%j@qﬁh agb] aﬁbh a¢j8¢h

li(b; y; - .
d;;(¢) = diag (ﬁ) ]eseja

di(§.) = ding |[4,(6,))] " Bu(S)[ A =D di(@) |, (249)

() = i [JA(B)) 1] = 3360, (249

i=1,...,n;5=1,...,se h = 1,...,s. A estatistica (2.47) é indicador potencial para
detectar erro de especifica¢do no modelo (2.1).

De maneira similar como no teste anterior, sob as condicoes de regularidade no Apéndice

C e sob Hj, aplicando o teorema central do limite, a estatistica \/ﬁd:(qgn) tem distribui-

¢ao normal com média 0 e matriz de covariancias denotada por C,(¢y), considerando que

E (dii(60) = 1i(9). e E (d5(@.)) = i(0).
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(2.50)

Detalhes desta matriz sao encontrados no apéndice D. Computacionalmente a estima-

¢ao da matriz (2.50) requer de derivadas parciais de ordem superior de (2.10), ndo obs-

tante, o manejo computacional é de facil implementagao, considerando p,’f(cgn) = —d”{((,gn)
n

~ 1 .~
e py(d,) = ﬁd;(d)”)’ um estimador consistente da matriz (2.50) é

— - " i~ N T
Cutd) = 57 2 ( (41060 - 1i(60) (4140 - i)
n N ~ T
3 (0@ - w3(@0) (50 - wst6) )
= (2.51)
n - —~ T
S (4180 - i @0) (43060 - (@) )
=1
n N Y ~ T
5 (080 - (60) (410680 - i(30) )
Agora, sob as condigoes de regularidade no apéndice C e sob Hy, temos
Vid;, () ~ N.[0,C. (o) (252)

detalhes no apéndice D. Tendo em conta (2.52), sob Hy, aplicando o teorema de Cochran

[Sen & Singer (1993, p.137), a estatistica do teste toma a forma



DETECCAO DE ERROS DE ESPECIFICACAO NUM MODELO LINEAR MISTO GAUSSIANO 21

ESDM = nd:($n)T[a($n)]_ld;($n> (2'53)

que tem uma distribuigdo amostral assintotica x?2, detalhes no apéndice D. A taxa do erro

tipo I associado a regiao ESDM > Xis, ¢ calculada por

P(ESDM > X2, |Hy). (2.54)
Se H, for falsa, sendo H; a hipotese alternativa,

1 — P(ESDM < X2, |Hy), (2.55)

representa o poder do teste.

2.3.1.3 Teste do Estimador “Sanduiche” Alternativo

O Teste do Estimador “Sanduiche” Alternativo é baseado no estimador “sanduiche” da
matriz de covariancias do estimador $n, e na igualdade da matriz de informacao (2.33) sob

a hipotese Hy que o modelo (2.1) é corretamente especificado. Considerando a distribui-

¢ao assintotica do estimador ¢, e tendo em consideracao as condigoes de regularidades no

apéndice C, é conhecido que,

Vi (6= o) 2N [0, V(o)) (2:56)

em que V(¢g) é como em (2.35), [White (1982)]. Considerando o vetor

d(¢) = diag [[A(¢)]"'B()[A()]"" + [A(d)] ], (2.57)

sob a suposicao de que é diferencidvel em ¢y, podemos construir

Vd(¢o) = Vd() [¢p=¢, 7 O

O vetor d;((gn) apresentado em (2.47), é um estimador do vetor (2.57), e é indicador
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potencial para detectar erro de especificagdo no modelo (2.1). Seja o vetor

di1(¢)
d,(¢) = diag [[An(¢)] ' Bu(¢)[An(@)] " + [Au(9)] 1] = E : (2.58)
dss(¢)
com o fim de construir
Vd,(¢) =V [diag [An(¢) " Bu(d)[Au(¢)] ! + [Au(¢)] ] (2.59)
Od11(¢) 9d11(¢)
Od1 T O0ds
= : : (s X s). (2.60)
0dss(¢) Odss ()
O¢1 T O¢s

Usando (2.56), sob a hipdtese Hy e o método Delta [Sen & Singer (1993, p.136)], obtemos

Vi (d(@n) = d(@0)) 2 N0, V(o) V() Vd(g)),  nm—oo,  (261)

detalhes no apéndice D. Sob a hipotese Hy e com (2.61), aplicando o teorema de Cochran

[Sen & Singer (1993, p.137)], a estatistica do estimador “sanduiche” alternativo toma a forma

EESA = b (6) [Vdo(@)V(@)Vd (@) d (b)), (2.62)

o qual tem uma distribuigio assintotica x?, detalhes sdo ilustrados no apéndice D.
V(dy) = [An(Pn)] By (¢n)[An(hn)] ™" representa um estimador da matriz de covariancias

do estimador “sanduiche” do vetor $, esse estimador é nao enviesado e consistente [White
(1982)]. Note que para calcular (2.62) foram necessarias derivadas parciais de grau 3 da
fungao logaritmo da verosimilhanga de f(y;¢), pelo que expressdes em forma analitica sao
complicadas de serem obtidas, sendo necessarias otimizar funcao nao lineares usando a fun-

cao optim de R.

Sob Hj, a taxa estimada do erro tipo I é
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P(EESA > X2, |Hy). (2.63)

Se H, for falsa e H; é a hipotese alternativa,

1— P(EESA < X}, |Hy), (2.64)

representa uma estimativa do poder do teste.

2.3.2 Meétodos graficos

Os diagnosticos graficos permitem identificar e localizar a fonte de erro de especificagao
em um modelo linear misto gaussiano, se este existir. Hilden (1995) e Rocha & Singer (2018),
por exemplo, estendem a anélise de residuos para modelos lineares mistos. No modelo misto

(2.1) ha duas fontes de variagao, e e b, que geram trés tipos de residuos:

~

(a) os residuos marginais, &€ = y — X 3, que predizem o erro marginal,

E=y—-Ey) =y — X3,

(b) os residuos condicionais, e = y — X8 — Zb, que predizem o erro condicional,

y—E(ylb)=y— XB—Zb,

(c) os residuos do efeito aleatorio, ZB, que predizem o efeito aleatorio,

Zb = E(y|b) — E(y).

Cada um deles permite estudar alguma suposi¢ao do modelo.

Para analisar a suposi¢ao de linearidade entre E(y) e as covariaveis dadas em X, Hilden

(1995) e Singer et al. (2017) sugerem analisar o grafico dos residuos marginais € versus os
valores ajustados. Um comportamento nao sistematico em torno do valor 0 ilustra falta de

evidéncia contra a suposigao de linearidade. De acordo com Lesaffre & Verbeke (1998), se a

estrutura da matriz de covariancias intraunidades amostrais ¢ adequada, V; = Z,;GZ,' + R;
T ) A~ 71/2 ~ . 1. .
Vi = [T, = €& || com ¢; = V; & e ||| denotando a norma euclidiana, deveria ter

valores proximos de 0. Um grafico de v; versus os indices das unidades amostrais ajuda a de-

tectar casos em que a matriz de covariancias intraunidades amostrais nao ¢ adequada. Uma
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estrutura de covariancias inadequada para o i-ésimo individuo, por exemplo, teria valores
“grandes” de v;. Dado que V(€;) =V, — X,(X;"[V)] "' X,;) ' X", Singer et al. (2017) consi-

deraram a substituicao dos residuos ¢; na expressao v; pelos residuos marginais padronizados
~ ~ 112 ~
&= [V(&)] &, em que V(§&;) representa o i-ésimo elemento na matriz bloco diagonal

V- X(XV1X)"1XT. Os autores também propoem v;* = \/v;/m; como uma medida pa-

dronizada da adequagao da estrutura de covariancia intraunidades amostrais. O diagnéstico
-~ *

grafico & v; wersus o indice ¢, permite a identificagdo de unidades que tém uma estrutura

de covariancias possivelmente inadequada. Os autores também analisam a linearidade dos

efeitos fixos em modelos do tipo (2.1), considerando o grafico dos residuos marginais padro-

~ - o \11/2 ~
nizados construido com, & = fij/ [diagj <V(§Z)>] , em que diag; <V(£l)> representa o

~

j-ésimo elemento da diagonal principal da matriz V(&) versus os valores de cada variavel

explicativa bem como versus os valores ajustados.
Dado que V(€) = R [V—l - V*X(XTv—lX)*lXTv—l] R = RQR,

Nobre & Singer (2007), consideram que os residuos condicionais podem ser heterocedésticos

e sugerem a construcao do grafico dos residuos condicionais padronizados,

AN AN A

1/2
e = éij/ [diagij (RQR)} , em que diag;; (RQR) representa a j-ésima observacao da
i-ésima unidade amostral na diagonal principal da matriz RQ R versus os valores ajustados
para avaliar a homoscedasticidade dos erros condicionais (nos casos de modelos com homos-

cedasticidade condicional) ou contra os indices de observagoes, para detecgao de observagoes

discrepantes.
Na auséncia de confundimento, para detalhes ver (Jiang, 2007) e (Hilden, 1995), sob a
~ ~ -1,
suposicao de normalidade para os efeitos aleatorios, M; = bI{V (bZT - bi> } b; ( a distancia

de Mahalanobis entre b; e E(b;) = 0 ) deveria seguir uma distribui¢ao qui-quadrado com ¢
graus de liberdade. Um grafico QQ [Wilk & Gnanadesikan (1968)], baseado na distribuigao
Xg pode ser utilizado para verificar se os efeitos aleatorios seguem uma distribui¢ao gaussiana

g-variada. A Tabela 2.1 é reproduzida de Singer et al. (2017) e apresenta um resumo das
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técnicas de diagnodstico usadas para avaliar o ajuste de um modelo linear misto gaussiano
do tipo (2.1). Essas técnicas permitem localizar (se houver) fontes de erro de especificagao

neste tipo de modelos.

Tabela 2.1: Técnica de diagndstico grifico para detecgio de fonte de erros de especificacdo em um
modelo do tipo (2.1).

Diagnéstico para Tipo de residuo Grafico

Linealidade do efeito fixo (E(y) = X3 ) Marginal g;; versus valores ajustados
ou varidveis explicativas.

Presenca de observacoes aberrantes (y;;) Marginal ?;7 versus indices de observa-
coes.

Matriz de covariancia intraunidades amostrais (V;) Marginal v} versus indices de unidades.

Presenca de observacoes aberrantes (y;;) Condicional e;; versus indices de observa-
coes.

Homoscedasticidade dos erros condicionados(e;;) Condicional €;; versus valores estimados.

Normalidade dos erros condicionados(e;;) Condicional grafico QQ normal para una
transformacao de € .

Presenca de unidades distantes (b;) Efeitos aleatérios M, versus indices de unida-
des.

Normalidade do efeito aleatorio (b;) Efeitos aleatorios szz QQ plot para M;.




Capitulo 3

Estudo de Simulacao

O objetivo desse capitulo é ilustrar a anélise conjunta dos testes desenvolvidos no Capitulo
2, assim como das ferramentas diagnosticas sugeridas por Singer et al. (2017), com o fim de
avaliar se um modelo misto gaussiano esta incorretamente especificado, e se estiver identificar
as fontes dos erros de especificagao.

Com os dados em Afiune (2000), descritos no Capitulo 1, usamos a técnica proposta
por Rocha & Singer (2018), a qual consiste na anéalise dos perfis individuais para identificar
tanto a estrutura da resposta média como dos efeitos aleatorios para um modelo linear misto
gaussiano. O modelo identificado foi um polinémio de grau dois na parte fixa com intercepto
e inclinagao, na parte aleatéria um polindémio de grau um com intercepto. Especificamente

o modelo é

Yij = Bo + Blmij + ﬁQl'%j ~+ bo; + bul‘ij + €ij, (3.1)

em que y;; representa a j-ésima observagao no individuo ¢-ésimo, x;; representa o j-ésimo
tempo registrado para o i-ésimo individuo. 5y, 81, 52 sao os parametros de localizagao, by;, by;
representam o intercepto, e inclinacao aleatodrias e e;; representa o erro aleatério. Tal como

foi descrito no Capitulo 2 o modelo pode ser expresso em forma compacta, considerando

1 a, o 1z
Xi=1: : WAES
1, xfm 1,
ol o
Supondo G = < 0 021 ) e R; = oI, com independéncia entre b; e e;, b; ~ N[0, G,
001 0'1

26
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e; ~ N[0, R],i=1,...n. O vetor y; é tal que

Yi ~ Nmi(X’i/87Vi)7 (3~2)

Vi = Z,GZ! + R;. Sendo ¢ = (ﬁT, BT)T o vetor de todos os parametros do modelo

(3.1), por maxima verossimilhanga obtemos (Em a saber

0.536 0.569

o~ T
A= ( 2451 1.390 0.548 ) G-
0.569 0.888

) ,0% = 0.404 (3.3)

esses valores sao considerados como os verdadeiros valores dos parametros no processo de
simulacao.

Uma segunda parte deste mesmo capitulo contempla, a analise de diferentes tipos de
erros de especificacao em modelos lineares mistos gaussianos, também é exibido o grafico da
funcao de autocorrelagao para detectar uma possivel autocorelacao dos erros condiconais.
Para isso dependendo do tipo de erro considerado similamos um conjunto de dados de um
modelo particular na Tabela 3.1 e ajustamos um modelo da mesma Tabela. Cada modelo
permite estudar um tipo de erro especifico, de tal maneira que em cada caso ilustramos os
testes para identificar se o modelo estd incorretamente especificado, e aplicamos os diag-
noésticos graficos para localizar as fontes dos erros. Para o processo de simulacao geramos o
vetor de dados y;, © = 1,...,n; considerando que cada individuo tenha o mesmo nimero de
observacoes, de tal forma que a estrutura do conjunto de dados y é balanceada e completa.
Além disso, é levando em consideragao o poder e a taxa do erro tipo I, usando os tamanhos

amostrais n = 50, 100, 200, 400, 600, 800, 1000 e 2000, e um nivel de significancia 5%.

3.1 Modelos considerados para analisar erros de especi-
ficacao em modelos lineares mistos gaussianos

Nesta secao sao listados na Tabela 3.1 os modelos considerados para a aplicacao dos
testes e dos diagnosticos gréaficos, assim como a andlise do poder e da taxa do erro tipo I.
Os valores dos parametros dos modelos listados foram definidos em (3.3), e para o caso IV

e VI com p=0.9.
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Tabela 3.1: Modelos considerados para o processo de simulagao.

28

Caso Modelo G R;
0(2) 001
I Yij = Bo + Brxij + Pox?; + boi + biizij + €y oI,
001 Uf
0'8 001
n Yij = Bo + Brzij + boi + brizij + € o2I,
o1 o3
111 Yij = Bo + Biwij + e + boi + eij ol oI,
1 p p2 m;—1
1 P m; —2
o2 om
v | yi; = Bo+ Bizij + Bax?; + boi + biwij + €ij ’ o? 1 5 ol <1
001 Uf
p
1
0'8 0
V| i = Bo + B + Bar?; + boi + biizij + e oI,
0 o2
1 P p2 pmt—l
1 P p7n1;—2
VI Yij = Bo + Biwij + B + boi + eij o3 a? 1, Jol <1
p
1
3.2 Avaliacao de um modelo corretamente especificado

Nesta secao ilustramos um exemplo de um modelo corretamente especificado, para isso

simulamos um conjunto de dados do modelo I, na Tabela 3.1. Com os dados simulados

ajustamos o modelo I, sob a hipotese Hy que o modelo nao tem erro de especificacao. Na

Figura 4.24 sao apresentados o comportamento dos perfis individuais simulados das unidades

amostrais, o perfil médio e o perfil loess. Visualizamos variabilidades inter e intraunidades

amostrais ao longo do tempo. Identificamos possiveis correlagoes intraunidades amostrais

por meio da observacao dos perfis dispostos acima ou abaixo do perfil loess e médio.
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Figura 3.1: Perfis individuais para as 29 unidades amostrais, linha tracejada é o perfil loess, e a
linha continua € o perfil médio dos dados simulados.

Na Tabela 3.2 encontramos os resultados de cada um dos testes. Os testes nao detectam erro

de especificacao no modelo ajustado aos dados simulados, o que j& era de esperar, dado que

o modelo ajustado aos dados foi o modelo que gero os dados.

Tabela 3.2: Valores das estatisticas dos testes e valores p.

EAMI walor-p ESDM  wvalor-p EESA wvalor-p
0.35 0.99 0.33 0.99 0.10 0.99

Na continuagao sao apresentados os diagnosticos graficos. A funcao de autocorrelacao
ilustrada na Figura 3.2, nao mostra evidéncia grafica para suspeitar que os erros condicionais

estejam correlacionados serialmente.
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LI

Lag

Figura 3.2: Grdfico da fung¢do de autocorrelacdo.

O diagnostico grafico do indice modificado de Lesaffre—Verbeke exibido na Figura 3.3,

nao detecta nenhum tipo de violagao na suposicao da matriz de covariancias proposta.

Modified Lesaffre—Verbeke index

0 5 10 15 20 25 30
Unit index

Figura 3.3: Grdfico de indice modificado de Lesaffre - Verbeke. A linha tracejada no grifico repre-
senta 3o quartil + 1.5 distdncia interquartis.

Pode-se observar na Figura 3.4 que o comportamento dos residuos marginais padronizados

nao apresentam tendéncia para levar a suspeita de alguma violagao na estrutura da média.
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Figura 3.4: Grdfico para os residuos marginais padronizados.

Pode-se observar na Figura 3.5 que o comportamento dos residuos padronizados condicio-

nados nao apresentam tendéncia para se suspeitar de alguma violacao nos erros condicionais.
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Figura 3.5: Grdfico dos residuos padronizados condicionados e histograma.

A anadlise da Figura 3.6 para a distancia da Mahalanobis permite concluir que a distribuigcao
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do vetor de efeitos aleatorios nao tem afastamento importante de uma distribuicao normal.

Mahalanobis distance quantiles

Chi-squared quantiles

Figura 3.6: Grdfico QQ para a distdncia da Mahalanobis.

De acordo com os graficos dos residuos minimamente confundidos e a densidade, exibidos
na Figura 3.7, conclui-se que a distribuicao do erro condicional nao tem afastamento de uma

distribuicao normal.

Density
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35

Standardizedd least confounded residuals

[ T T T T T 1
6 -4 2 0 2 4 6

N(0,1) quantiles Std least confounded residuals

Figura 3.7: QQ) plot e histograma para os residuos minimamente confundidos padronizados.

Nesta secao foi ilustrado o comportamento de um modelo corretamente especificado.

Passaremos a analisar nas seguintes secoes erros de especificagdo com relagao a estrutura da
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resposta média e com relacao & matriz de covariancias do vetor de respostas.

3.3 Analise quando ha presenca de erro de especificacao
na estrutura da resposta média

Neste caso vamos a gerar um unico conjunto de dados do modelo I, descrito na Tabela

3.1, considerando os valores de 3, G, e ¢ indicados em (3.3). O vetor de resposta é tal que
Y ~ qu(XZB,Vl),

em que V; = Z,GZ + R;. Com os dados obtidos, ajustamos um modelo similar ao modelo
I, mas o termo quadratico é omitido, essa omissao induz ao erro de especificacao da parte

fixa. O modelo a ajustar é apresentado na linha I1 da Tabela 3.1.

Na continuacao ilustramos os resultados da aplicacao de cada teste ao modelo ajustado.

Cada teste permite identificar se o modelo apresenta erro de especificacao.

3.3.1 Meétodo analitico

Os testes detectam que o modelo tem erro de especificagao, como pode ser observado nos

resultados apresentados na Tabela 3.3.

Tabela 3.3: FEstatisticas de cada teste e valor-p

EAMI walor-p ESDM wvalor-p EFESA valor-p
33.07 0.00 21.10 0.00 34.19 0.00

Agora identificamos a fonte do erro de especificacao via diagnosticos graficos.

3.3.2 Meétodo grafico

A fungao de autocorrelacao é exibida na Figura 3.8 e nao mostra evidéncia de correlacao

serial nos erros condicionais.
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Lag

Figura 3.8: Grdfico da fung¢do de autocorrelagao

O gréfico do indice de Lesaffre — Verbeke modificado apresentado na Figura 3.9, nao

ilustra evidéncia de algum tipo violagao na suposi¢ao da matriz de covariancias proposta.

20 25 3.0

1.5

1.0

0.0 0.5

Modified Lesaffre—Verbeke index

0 5 10 15 20 25 30
Unit index

Figura 3.9: Grdfico do indice modificado de Lesaffre— Verbeke.

O grafico para os residuos marginais padronizadosna Figura 3.10, sugere evidéncia de
uma errdnea especificacao na estrutura da média. O grifico que apresenta uma curvatura

identifica omissao de um termo quadratico na estrutura da média.
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Figura 3.10: Residuos marginais padronizados.

O grafico dos residuos minimamente confundidos padronizados exibidos na Figura 3.11,

sugere que o vetor de erros condicionais tem uma estrutura homocedastica.
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Figura 3.11: QQ plot e histograma para os residuos minimamente confundidos padronizados.

Na Figura 3.12 o grafico da distancia dos quantis de Mahalanobis ¢ exposto, nao exibe
evidéncia contra o comportamento gaussiano do vetor de efeitos aleatorios, e a Figura 3.13

nao mostra evidéncia para suspeitar da normalidade para o erro condicional.
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Mahalanobis distance quantiles

Chi-squared quantiles

Figura 3.12: Grdfico da distdncia dos quantis de Mahalanobis.
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Figura 3.13: QQ plot e histograma para os residuos minimamente confundidos padronizados.

Nesta segao foi analisado erro de especificacao na estrutura da média. Na Tabela 3.4 sao
apresentados os resultados dos testes sob 1000 iteracoes quando é analisado, via simulagao

o poder e a taxa do erro tipo L.
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Tabela 3.4: Poder e taxa do erro tipo I (E.tipol ) para os testes: alternativo da matriz de informagao
(I), do estimador “sanduiche” modificado (I1) e do estimador “sanduiche”alternativo (111 ).

I 17 111

" Poder E .tipol Poder  (E.tipol) Poder E.tipol
50 0.18 0.25 0.84 0.42 0.83 0.32
100 0.19 0.18 0.94 0.25 0.88 0.22
200 0.26 0.12 0.99 0.18 0.90 0.19
400 0.43 0.11 1.00 0.12 1.00 0.11
600 0.54 0.08 1.00 0.10 1.00 0.09
800 0.84 0.07 1.00 0.09 1.00 0.08
1000 0.88 0.06 1.00 0.07 1.00 0.06
2000 0.99 0.05 1.00 0.05 1.00 0.05

Segundo os resultados na Tabela 3.4, o teste I tem baixo poder mesmo para amostras
grandes n = 600. Comparando os resultado do teste I/ com o teste III, 1] apresenta
melhor comportamento na taxa do erro na medida que aumentam os tamanhos da amostra,

a partir da amostra de tamanho 400, o poder nao apresenta diferencas.

3.4 Anailise quando ha presenca de erro de especificacao
na estrutura da matriz de covariancias do vetor de

respostas

Nesta secao estudamos a situacao em que o modelo apresenta erro de especificacao na
matriz de covariancias do vetor de respostas, concretamente estudamos especificacao incor-
reta em: o nimero de efeitos aleatorios. Neste caso ha uma omissao na inclinacao aleatoria,
os efeitos aleatorios sao considerados independentes, quando em verdade nao sao indepen-
dentes, os erros aleatorios seguem um processo autorregresivo de ordem 1, AR(1). O erro esta
na matriz de covariancias intraunidaes amostrais e finalmente consideramos o caso em que

o nimero de efeitos aleatorios esta errado e os erros aleatorios seguem um processo AR(1).
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3.4.1 HA presenca de erro de especificacao no niimero de efeitos
aleatorios

Nesta secao simulamos um conjunto de dados do modelo I, apresentado na linha 7 da
Tabela 3.1, supondo que a estrutura da resposta média esta representada por um intercepto,
inclinacao e efeito quadratico, o componente aleatorio esté representado por um intercepto
e uma inclinagio com X, Z; definidos como na especificagao para (3.1) e 3, G e ¢ como

m (3.3). Supde-se independéncia entre b; e e;, b; ~ N>[0,G], e; ~ N;,,[0, R],i = 1,...n.
O vetor y; é tal que
Yi ~ N, (X58,V5).

16 Perfil médio
Perfil loess  ------

14

12

10 +

Volume(ml) do ventriculo esquerdo

Tempo ( meses centrado na semana 33)

Figura 3.14: Comportamento dos perfis individuais simulados ao redor do perfil médio e do perfil
loess.

Na Figura 3.14 ilustramos os perfis simulados de resposta, o perfil médio e o perfil loess. Os
perfis permitem perceber um crecimento da varidncia com o tempo.

Com os dados simulados é ajustado o modelo 11, apresentado na Tabela 3.1, linha I11.
Neste caso omitimos a inclinacao aleatoria que induz o erro de especificacao no niimero de

efeitos aleatorios, assim a matriz de covariancias gerada por esse modelo induz uma estrutura
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uniforme, em que as variancias sao constantes ao longo do tempo.

Para a anélise do poder nesta situagao, simulamos um tnico conjunto de dados do modelo
I, e ajustamos o modelo [1]. Para a andlise da taxa do erro tipo I, simulamos do modelo

111 e ajustamos o modelo I11.

Na sequéncia sao ilustrados os resultados do comportamento dos testes para identificar

que o modelo apresenta erro de especificacao.

3.4.1.1 Meétodo analitico

Os testes indicam que o modelo esté incorretamente especificado, tal como é observado na

Tabela 3.5. Em qualquer dos casos, os testes detectam que o modelo tem erro de especificacao.

Tabela 3.5: Valores das estatisticas dos testes e valores p.

EAMI wvalor-p ESDM  wvalor-p EESA valor-p
1485.81 0.00 135.27 0.00 12.29 0.03

Ao analisar o resultado grafico, na Figura 3.15 pode-se observar que a estrutura para a

matriz de covariancias, pode nao ser apropriada al menos para os individuos, #2 e #6.

oV

Modified Lesaffre—Verbeke index

Unit index

Figura 3.15: Grdfico de indice modificado de Lesaffre - Verbeke.

Na Figura 3.16 do grafico dos residuos marginais padronizados. Nao é percebido uma



ANALISE QUANDO HA PRESENCA DE ERRO DE ESPECIFICACAO NA ESTRUTURA DA
MATRIZ DE COVARIANCIAS DO VETOR DE RESPOSTAS 40

violagao na suposicao da estrutura da média no modelo ajustado. Nao obstante no gréfico
dos residuos marinais padronizados é amostrado a existéncia de heterocedasticidade na dis-
tribuicao do erro aleatorio. A variabilidade aumenta com tempo indicando a auséncia do

efeito aleatorio associado ao coeficiente angular.
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Figura 3.16: Grdfico dos residuos marginais padronizados

Na Figura 3.17 o grafico da distancia da malahanobis é exibido, nesse grafico nao ha
suspeita que o erro aleatério nao tenha uma distribuicao normal e na Figura 3.18 é percebido

algumas observacoes influentes, por exemplos, #2, #10 e #23.
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Mahalanobis distance quantiles
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Figura 3.17: Grifico QQ para a distancia de Mahalanobis.
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Figura 3.18: Grdfico da distancia de Mahalanobis.

Na Figura 3.19 o grifico QQ para os residuos minimamente confundidos padronizados
é exibido, esse grafico nao ilustra suficiente informacao sob alguma condicao para suspeitar

violagao na suposicao da distribuicao normal para o erro condicional.
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Figura 3.19: Grifico QQ e histograma para os residuos minimamente confundidos padronizados.

O grafico dos residuos padronizados apresentados na Figura 3.20 nao ilustrada evidéncia
forte que indique que o erro condicional nao tenha uma distribuicdo normal. Além do anterior,
¢ observado que a observacao 15 do individuo 2, #2.15, a observacao 15 do individuo 6,
#6.15, a observacao 15 do individuo 10, #10.15 e a observacao 13 do individuo 10, podem

ser consideradas em destaque, possiveis valores atipicos com respeito as observacoes restantes.
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Figura 3.20: Grdfico dos residuos condicionados padronizados.

Analise do poder e a taxa do erro tipo 1.

Tabela 3.6: Poder e taza do erro tipo I (E.tipol ) para os testes: da matriz de informagao alternativo
(1), do estimador “sanduiche” modificado (I1) e do estimador “sanduiche” alternativo (I11).

I 11 117

" Poder FE.tipol Poder FE.tipol Poder FE.tipol
50 0.85 0.42 0.92 0.33 0.35 0.41
100 0.98 0.21 0.99 0.21 0.39 0.30
200 1.00 0.18 1.00 0.19 0.87 0.23
400 1.00 0.11 1.00 0.10 0.91 0.18
600 1.00 0.09 1.00 0.08 0.95 0.10
1000 1.00 0.07 1.00 0.06 1.00 0.07
2000 1.00 0.06 1.00 0.05 1.00 0.05

Embora para os tamanhos da amostra entre 50 e 200 o poder dos testes do estimador
“sanduiche” alternativo seja baixo comparado com os outros testes, para amostras superiores
ou iguais a 400 nao tem muita diferencas.

No caso da taxa do erro tipo I o comportamento nao difere significativamente.
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3.4.2 Ha presenca de erro de especificacao na matriz de covarian-

cias do vetor de efeitos aleatorios, os efeitos aleatdrios sao

considerados independentes

Neste caso vamos simular um tnico conjunto de dados do modelo apresentado na linha
I da Tabela 3.1, esse modelo tem na parte fixa intercepto, inclinacao e efeito quadratico e
na parte aleatoria intercepto e inclinacao. Um modelo de independéncia condicional homo-
cedastico, admitindo que os efeitos aleatorios estao correlacionados. Supoe-se independéncia

entre b; e e;, b; ~ N3[0,G], e; ~ N,,,[0,R;],i =1,...n. O vetor de dados y; ¢ tal que

Yi ~ Nmi(Xiﬁvvi)'

Com os dados simulados ajustou-se um modelo similar ao anterior, sob a hipotese Hy de
que o modelo ajustado nao tem erro de especificacao, considerando os efeitos aleatorios
independentes, o modelo descrito esta na linha V' da Tabela 3.1.

Para o poder, simulamos do modelo I e ajustamos o modelo V' e para a taxa do erro tipo

I, simulamos modelo V' e ajustamos o modelo V.

Na subsecao 3.4.2.1 usamos os testes para identificar que o modelo apresenta erro de

especificacao.

3.4.2.1 Meétodo analitico

Analisando a Tabela 3.7, os resultados dos testes indicam que o modelo apresenta erro

de especificacao. Em todos os casos cada um dos testes rejeitam a hipotese H.

Tabela 3.7: Estatistica de cada teste, valor-p com nivel de significincia 5%.

EAMI wvalor-p ESDM  wvalor-p EESA valor-p
18.26 0.01 1312.15 0.00 156.11 0.00

Na seguinte secao vamos a usar os diagnosticos graficos para identificar a fonte do erro

de especificacao.
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3.4.2.2 Meétodo grafico

Analisando a funcao de autocorrelacdo apresentada na Figura 3.21, ndo ha suficiente
evidéncia grafica para concluir que o modelo ajustado tenha correlagao serial nos erros con-

dicionais.

Auto

Figura 3.21: Grdfico da func¢do de autocorrelagao.

Na Figura 3.22 o gréafico do indice de Lesaffre — Verbeke modificado indica que pelo

menos, para os individuos #2 e #25, a matriz de covariancias proposta nao é adequada.
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Figura 3.22: Grdfico do indice modificado de Lesaffre— Verbeke.

Analisando o grafico dos residuos marginais padronizados apresentado na Figura 3.23, é

observada uma variabilidade que aumenta com o tempo. Essa variabilidade possivelmente é
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devida & incorreta especificacao na estrutura da matriz de covariancias do vetor de efeitos

aleatorios no modelo ajustado.
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Figura 3.23: Grdfico dos
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A andlise da Figura 3.24, sugere que as observacoes #2, #6, #10 e #23 podem ser ana-

lisadas como outliers, comparadas com o resto.
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Figura 3.24: Grdfico da distdncia de Mahalanobis.
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Os resultados apresentados na Figura 3.25 permitem evidenciar que a distribuicao do

vetor de efeitos aleatorios nao tem um afastamento da distribuicao normal.

Mahalanobis distance quantiles

/ .
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Chi-squared quantiles

Figura 3.25: Grdfico da distdncia dos quantis de Mahalanobis.

Pela Figura 3.26 é percebido plausibilidade da suposicao de normalidade para a distri-

bui¢ao nos erros condicionais.
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Figura 3.26: Grdfico dos residuos condicionais padronizados.
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Analisando a Figura 3.27, evidenciamos que a distribuicao do vetor de erros aleatorios

ncao tem um afastamento da distribuicao normal.
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Figura 3.27: Grdfico QQ para os residuos condicionais padronizados e histograma.
Agora vamos analisar o comportamento dos testes considerando o poder e a taxa do erro

tipo 1.

Tabela 3.8: Poder e taza do erro tipo I (E.tipol ) para os testes: da matriz de informagao alternativo

(1), do estimador “sanduiche” modificado (I1) e do estimador “sanduiche” alternativo (I11).

1 17 117

" Poder (E.tipol) Poder (E.tipol) Poder  (E.tipol)
50 1.00 0.36 0.94 0.69 0.96 0.43
100 1.00 0.21 0.95 0.65 0.98 0.31
200 1.00 0.17 0.97 0.59 0.99 0.20
400 1.00 0.10 0.98 0.45 1.00 0.10
600 1.00 0.09 0.99 0.32 1.00 0.08
800 1.00 0.07 1.00 0.22 1.00 0.07
1000 1.00 0.06 1.00 0.10 1.00 0.06
2000 1.00 0.05 1.00 0.06 1.00 0.05

O poder mais alto e a taxa mais baixa foi determinado pelo teste da matriz de informacao

alternativo. Nessa ordem das ideias, o teste do estimador “sanduiche” modificado apresenta
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melhor comportamento do poder comparado com o teste do estimador “sanduiche” alterna-

tivo.

3.4.3 HaA presenca de erro de especificacao na estrutura da matriz
de covariancias intraunidades amostrais

Nesta secao com o fim de avaliar erro de especificacdo na estrutura da matriz de cova-
riancias no vetor de erros aleatérios num modelo linear misto gaussiano, usando os testes
e os diagnosticos graficos descritos no Capitulo 2, primeiramente simulamos um conjunto
de dados de um modelo que tem na parte fixa inclinacao, intercepto e efeito quadratico, na
parte aleatoria um polinémio de grau um com intercepto. Os erros aleatérios seguem um
processo AR(1), p = 0.9, o modelo descrito esta na linha IV da Tabela 3.1. Posteriormente,
com os dados simulados é ajustado um modelo que tem na parte fixa inclinagao, intercepto
e efeito quadratico, na parte aleatéria, intercepto e inclinagao, é considerado um modelo de
independéncia condicional, sob a hipotese Hy que o modelo nao tem erro de especificagao.

Este modelo é descrito na linha I da Tabela 3.1.

Para o poder, simulamos do modelo IV e ajustamos o modelo I, para a analise da taxa

do erro tipo I, simulamos do modelo IV e ajustamos o modelo V.

Na sequéncia ilustramos os resultados dos testes que permitem identificar se o modelo

apresenta erro de especificacao.

3.4.3.1 Meétodo analitico

Os testes detectam que o modelo apresenta erro de especificacao e, é suficiente analisar

a Tabela 3.9 para verificar o resultado.

Tabela 3.9: Estatisticas de cada teste e valor-p, 5% significincia.

EAMI wvalor-p ESDM  wvalor-p EFESA valor-p
64.11 0.00 620.70 0.00 1233.40 0.00

Uma vez identificado que o modelo apresenta erro de especificagdo, usamos os diagnosticos

graficos para localizar a fonte do erro.
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3.4.3.2 Meétodo grafico

Analisando o comportamento da funcdo de autocorrelagao apresentada na Figura 3.28,
h& suspeita para indicar que o vetor de erros aleatérios condicionais tenha uma estrutura

AR(1).

Lag

Figura 3.28: Grdfico da fung¢do de autocorrelagdo.

Na Figura 3.29 o grafico do indice modificado de Lesaffre—Verbeke é analisado. Neste
grafico é observado que, pelo menos, para as unidades #2, #17 e #22 a matriz de covariancias

proposta é inapropriada.
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Figura 3.29: Grifico do indice modificado de Lesaffre— Verbeke.

Na Figura 3.30 ¢ analisado o grafico dos residuos marginais padronizados; na qual nao se
observa evidéncia grafica para suspeitar que o modelo em estudo tenha erro de especificacao

na estrutura da média.

1410.
1414 1435 -
Guagag MY g 13 e 2015, o
248 2413 2414, °
N (aeaara t
2 FANN - o .
3 . : PR
= I B | s
£ | | I L > o
=) 35 B AR | . S
g o 1 L . c
E f{' LRI ] i . : 2
2 tg0 3 o O i I
N HHEIR S S B B
k<] g2, . 1
= ;". et b . . i []
k=] . R . .
s o ® . .
2 W 8. M -
(7] el ® S 7
o~ e
D
2
o
g
T T T T T r T T T T T 1
7 8 9 10 11 -6 -4 -2 0 2 4 6
Marginal fitted values Standardized marginal residuals

Figura 3.30: Grdfico dos residuos marginais padronizados

Na Figura 3.31, observa-se que nao existe evidéncia grafica para suspeitar que o vetor de
erros aleatorios nao tenha uma distribuicao normal. Por outro lado, na Figura 3.32 nao ha

evidéncia para suspeitar de alguma violacao nos erros condicionais.
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Mahalanobis distance quantiles
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Figura 3.31: Grdfico da distdncia dos quantis de Mahalanobis.
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Figura 3.32: Grdfico dos residuos condicionais padronizados.

Na Figura 3.33, sao analisados os residuos minimamente confundidos padronizados. A
Figura nao ilustra evidéncia para suspeitar que os erros aleatorios condicionais nao tenha

uma distribuicao normal.
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Figura 3.33: QQ plot e histograma para os residuos minimamente confundidos padronizados.

Na continuacao sao analisados os resultados do poder e da taxa do erro tipo I.

Tabela 3.10: Poder e taza do erro tipo I (E.tipol ) para os testes: da matriz de informagao alter-
natiwo (1), do estimador “sanduiche” modificado (I1) e do estimador “sanduiche” alternativo (111 ).

1 17 117

" Poder FE.tipol Poder FE.tipol Poder FE.tipol
50 0.99 0.48 1.00 0.37 0.93 0.36
100 1.00 0.34 1.00 0.21 0.95 0.32
200 1.00 0.28 1.00 0.19 0.96 0.21
400 1.00 0.21 1.00 0.11 0.97 0.12
600 1.00 0.14 1.00 0.11 0.98 0.10
800 1.00 0.10 1.00 0.09 1.00 0.09
1000 1.00 0.09 1.00 0.08 1.00 0.07
2000 1.00 0.06 1.00 0.05 1.00 0.05

Analisando o resultado do poder dos testes, nao difierem notavelmente. Com relacao a
taxa do erro tipo I, o teste 11 exibe um resultado menor que os outros testes, nao obstante,

em geral a taxa tende para o nivel de significancia em todos os casos.
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3.4.4 HaA presenca de erro de especificacao no ntiimero de efeitos

aleatorios e na matriz de covariancias intraunidades amostrais

Neste caso simulamos dados de um modelo que tem na parte fixa intercepto, inclinacao
e efeito quadratico, na parte aleatoria s6 tem um intercepto. Os erros aleatorios seguem um
processo AR(1). Na Tabela 3.1 sdo ilustradas as estruturas das matrizes do vetor de efeitos
aleatorios e do vetor de erros aleatorios, b; ~ N0,03], €; ~ N;,,[0, R;],i = 1,...n. O vetor

y; é tal que

Yy; ~ N’mi(Xi/B> Vz)a

o modelo descrito é apresentado na linha VI dessa Tabela. Com os dados simulados ajus-
tamos um modelo que apresenta na parte fixa intercepto, inclinacao e efeito quadratico, na
parte aleatoria um intercepto e uma inclinacao, considerando que os efeitos aleatorios estao
correlacionados e que o modelo é de independéncia condicional homocedastico. O modelo

descrito é indicado na linha I da Tabela.

Para a analise do poder simulamos do modelo VI e ajustamos o modelo I, e para a taxa

do erro tipo I, simulados do modelo VI e ajustamos o modelo V1.

Na sequéncia usamos os testes para identificar que o modelo apresenta erros de especifi-
cacao.
3.4.4.1 Meétodo analitico

Os testes detectam que o modelo tem erro de especificacao, ver Tabela 3.11.

Tabela 3.11: Vulores das estatisticas dos testes e valores p.

EAMI walor-p ESDM  wvalor-p EESA valor-p
87.80 0.00 35.42 0.00 32.20 0.00

Agora vamos a localizar onde estao as fontes dos erros de especificacao.

3.4.4.2 Meétodo grafico

Analisando a fungao de autocorrelacao na Figura 3.34, é notado que existe evidéncia para

concluir que os erros eleatorios apresentam uma estrutura autorregresiva.
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Autocorrel

Lag

Figura 3.34: Grdfico da fung¢do de autocorrelagdo.

Ao analisar o resultado na Figura 3.35, grafico do indice modificado de Lesaffre—Verbeke,
pode-se observar que a matriz de covariancias proposta, pode nao ser a mais apropriada, pelo

menos, para os individuos #6, #23 e #26.

Modified Lesaffre—Verbeke index
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Figura 3.35: Grifico do indice modificado de Lesaffre— Verbeke.
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Na Figura 3.36, sao analisados os residuos marginais padronizados. Nao é percebido uma

violagao na suposicao da estrutura da média.
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Figura 3.36: Grdfico dos residuos marginais padronizados e histograma.

Tendo em conta a Figura 3.37, é captado que existem algumas observacoes outliers, por

exemplo, as observacoes #8, #15, #16 e #29.

Segundo a Figura 3.38, ha evidéncia grafica para concluir que a distribuicao do vetor

de efeitos aleatoérios nao seja normal. Esse resultado provavelmente é percebido devido a

omissao do efeito aleatorio de intercepto no modelo ajustado.
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Figura 3.37: Grdfico da distdncia de Mahalanobis.
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Figura 3.38: Grdfico da distincia dos quantis de Mahalanobis.

Na Figura 3.39 é ilustrado o grafico de residuos minimamente confundidos padronizados,
o qual exibe informacao para suspeitar da violagao na suposicao da normalidade para o
erro condicional. Essa deteccao é devido ao fato que o modelo ajustado ¢ de independéncia
condicional homocedastico, mas os dados para ajustar o modelo, foram originados tendo

presente que o vetor de erros aleatorios segue um processo AR(1).
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Figura 3.39: QQ plot e histograma para os residuos minimamente confundidos padronizados.

A Figura 3.40 ilustra evidéncia para suspeitar que o vetor de erros aleatorios nao é normal.
Além do anterior, é evidénciado que, a observacao quinze do individuo 11, escrita, #15.11,
a observacao 15 do individuo 10, #15.10, a observacao vinte e oito do individuo 1, #28.1,

podem ser consideradas em destaque, possiveis valores atipicos com respeito as observagoes

restantes.
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Figura 3.40: Grifico dos residuos condicionados padronizados e histograma.
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Identificadas as fontes dos erros de especificacao, analisamos o poder e a taxa do erro

tipo I.

Tabela 3.12: Poder e taza do erro tipo I (E.tipol ) para os testes: da matriz de informagdo alter-
natiwo (1), do estimador “sanduiche” modificado (I1) e do estimador “sanduiche” alternativo (111 ).

T 7 1T
" Poder E.tipol Poder  E.tipol Poder  E.tipol
50 024  0.63 0.35  0.73 0.15  0.60
100 0.32  0.42 0.42  0.63 0.30  0.53
200 0.48  0.30 0.51  0.35 0.38  0.25
400 0.65  0.21 0.60 0.2 045  0.12
600 0.78  0.12 0.78  0.10 0.60  0.09
1000 0.88  0.09 0.89  0.07 0.82  0.08
2000 1.00  0.07 1.00  0.05 1.00  0.06

Analisando os resultados do poder dos testes, notamos que o melhor poder é registrado

por o teste do estimador “sanduiche” modificado e o poder mais baixo é registrado por o

teste do estimador “sanduiche” alternativo.

Em quanto a taxa do erro tipo I, a menor taxa é exibida por o teste do estimador “sanduiche”

alternativo.



Capitulo 4

Aplicacao

Nesta segao é analisado o conjunto de dados de Afiune (2000), exibidos na Tabela 1.1
e descritos no Capitulo 1. Os dados sao desbalanceados e incompletos, no sentido que nem
todos os individuos apresentam o mesmo nimero de observacoes durante as 15 semanas de
observagao. Os dados correspondem ao volume (ml) do ventriculo esquerdo de 29 criangas
prematuras e constituem um estudo longitudinal realizado na Faculdade de Medicina da
Universidade de Sao Paulo, Brasil.
Na Figura 4.1 podemos observar que nao é simples propor um modelo fazendo uma ana-
lise visual dos perfis individuais e médio dada a natureza dos dados. O perfil loess sugere
um polinémio do segundo grau para o perfil médio. Identificamos heterocedasticidade por
intermédio da observacao de diferentes variabilidades da resposta ao longo do tempo. Para
analisar a variacao da resposta média ao longo do tempo, neste caso sugerimos um modelo
linear misto gaussiano com intercepto, inclinagao e efeito quadratico (dado o comportamento
dos perfis) na parte fixa, e intercepto e inclina¢do na parte aleatéria. Com o fim de modelar
a heterocedasticidade observada propomos que o modelo seja de independéncia condicional

homocedastico para simplicidade.

60
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Perfil médio  ——
Perfil LOESS ------

volume(ml) do ventriculo esquerdo
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Figura 4.1: Comportamento dos perfis individuais ao redor do perfil médio e do perfil loess.
Consideramos o seguinte modelo

= Bo + bixy; + ﬁ2$ + boi + buixi; + €. (4.1)

1=1,...,29; 7 =1,...,m; em que y;; denota a j-ésima observagao para o i-ésimo individuo,

xj; representa o tempo em que a observagao ocorre. Para reduzir possiveis problemas relacio-

T . ) T — 33

nados com multicolinearidade, transformamos a variével tempo fazendo zj; = 1—29 Com
~ . , 30 dias

a transformacao, a unidade de tempo é meses, observando que 4.29 = — com

7 dias por semana
origem na semana 33. [y, 51 e (o, representam respectivamente o intercepto, a inclinacao e
o coeficiente quadratico da curva populacional. by;, by; sao o intercepto e inclinagao aleatéria
associados ao i-ésimo individuo e e;; representa o erro aleatério associado & j-ésima obser-

vado para o i-ésimo individuo.

O modelo em (4.1), pode ser expresso em forma compacta como

yi = XiB+ Z;b; + e, (4.2)
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T ~ . L, . .
em que y; = (Yi,,-.-,Yim,) representa as m; observagoes registradas para a i-ésima unidade
amostral,
* *2
Lozy
. . . T 4 A . ~
X, = oo : , B8 = (Bo,...,02) contém os parametros de localizagdo ou
* *2
*
1 aj

efeitos fixos. b; = (by;, by;)" representa o vetor de efeitos aleatérios, Z; = : : )

*
1 ximi
corresponde a especificagdo do vetor de efeitos aleatorios e e; = (ei1,...,€im,) | Tepresenta
- 0y Oo1 ~
o vetor de erros aleatérios. Assume-se que G = ( 0 ) e R, = ¢%I,,,, supoe-se
001 0'1

independéncia entre, b; ~ N[0, G] e e; ~ N,,,[0, R;]. Logo

Y; ~ Nmz[XZ/Ba ‘/1]7

. . T, .
em que V; = Z,GZ] + 0*I,,. A estimacdo do vetor ¢ = (B7,07) ¢ realizada usando
méaxima verossimilhanca dado que temos interesse em estudar erro de especificagao tanto
na estrutura da parte fixa como na matriz de covariancias do vetor de respostas no modelo

linear misto gaussiano 2.1.

Apresentamos na Tabela 4.1 os resultados do modelo ajustado.
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Tabela 4.1: Resultados do modelo ajustado

Parametro Estimativa(SE)

o 2.4515 (0.1569)
By 1.3990 (0.2079)
Bs 0.5483 (0.1145)
on 0.5362 (0.1737)
o} 0.8883 (0.3412)
001 0.5691
o2 0.4042 (0.0590)
AIC 382.91
BIC 403.89

Para avaliar se esse modelo esta bem especificado, empregamos os testes propostos no
Capitulo 2. Os resultados dos testes, apresentados na Tabela 4.2 indicam que existe erro na

especificagdo desse modelo, sem determinar qual ou quais sdo as caracteristica responsaveis.

Tabela 4.2: Estatisticas de cada teste e valor — p

Estatistica wvalor wvalor —p
EAMI  44.09 < 0.001
ESDM  71.14 < 0.001
FESA 69.10 < 0.001

Dado que foi identificado que o modelo apresenta erro de especificacao, utilizaremos os

diagnosticos graficos propostos por Singer et al. (2017) para localizar a fonte do erro.

4.0.1 Meétodo grafico

A Figura 4.2 corresponde a funcao de autocorrelacao para o modelo estimado. Analisando
a figura, nao existe evidéncia grafica para suspeitar que os erros condicionais estejam auto-
correlacionados serialmente. Detalhes sob a funcao de autocorrelagao sao dados em Pinheiro

& Bates (2000, p.258).
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Autocorrelation

Figura 4.2: Fungao de autocorrelagao.

De acordo com o grafico do indice de Lesaffre—Verbeke modificado na Figura 4.3, a matriz

de covariancias proposta nao é a mais adequada para os individuos #8 e #9.
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Figura 4.3: Grdfico do indice de Lesaffre— Verbeke modificado.

Examinando o resultado grafico apresentado na Figura 4.4, os residuos marginais padro-
nizados, nao ilustram evidéncia para suspeitar que a estrutura da parte fixa do modelo seja

inadequada.
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Figura 4.4: Grifico QQ de residuos marginais padronizados e histograma.

Na Figura 4.5 ¢é ilustrado o grafico da distancia de Mahalanobis, pode — se observar a
existéncia de um ponto sobre a linha tracejada, suspeitando que esse ponto ¢ um possivel

individuo discrepante comparado com os outros.
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Figura 4.5: Grdfico da distdncia de Mahalanobis.

Na Figura 4.6 é analisado o grafico da distancia dos quantis de Mahalanobis que nao
exibe evidéncia grafica para concluir que a distribuicao do vetor de efeitos aleatérios nao

seja normal.
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Mahalanobis distance quantiles

Chi-squared quantiles

Figura 4.6: Grdfico da distdncia dos quantis de Mahalanobis.

Na Figura 4.7 é ilustrado o grafico dos residuos condicionais padronizados, em esse grafico
sao destacados como possiveis valores atipicos a observacao 1 do sujeito 8, #8.1, a observa-
cao 5 do sujeito 9, #9.5 e a observacao 1 do sujeito 13, #13.1. Além do anterior, a figura
nao exibe uma tendéncia para suspeitar da presenca de heterocedasticidade para os erros

condicionais.

Na Figura 4.8 o gréafico dos residuos condicionais minimamente confundidos é apresen-
tado. No grafico nao ha tendéncia para suspeitar que a distribuicao do vetor de erros condi-

cionais nao seja normal.
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Figura 4.7: Grdfico de residuos condicionais padronizados e histograma.
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Figura 4.8: Grdfico QQ e histograma dos residuos condicionais minimamente confundidos.

Analisando os diagnésticos propostos por Singer et al. (2017), dispostos nas Figuras 4.6
e 4.8, nao é evidenciada mé especificacao nem da distribuicdo dos efeitos aleatorios nem da
distribuicao dos erros condicionais. No entanto, de acordo com o resultado do gréfico do indice
modificado de Lesaffre—Verbeke ilustrado na Figura 4.3, a matriz de covariancias adotada

nao estd corretamente especificada para as unidades #8 e #9. Esses resultados sugerem
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uma modificacao do modelo concretizada pela alteracao na estrutura de covariancias com o
acréscimo de variancias diferentes para as unidades #8 e #9. Mais especificamente, propomos

um modelo alternativo considerando o mesmo modelo em (4.1), mas com e;; ~ N (0, 0?);

o} =7%i=8,9 e o0=0"em outro caso.

Os resultados do ajuste estao indicados na Tabela 4.3

Tabela 4.3: Resultados do ajuste do modelo alternativo

Parametro  Estimativa(SE)

Bo 2.4307 (0.1593)
B 1.4410 (0.2190)
By 0.4922 (0.0996)
ol 0.5889 (0.1849)
o7 1.0864 (0.3676)
001 0.6635

o2 0.2559 ( 0.0404)
F. Variancia (2.8790)*
AIC 357.80
BIC 381.78

Este modelo apresenta menor AIC' e BIC que o modelo anterior.

Novamente, para avaliar se o modelo alternativo estd bem especificado, empregamos os
trés testes desenvolvidos neste trabalho. Os resultados dos testes sao apresentados na Tabela

4.4, indicam que o modelo apresenta erro de especificacao, mas sem determinar a causa.

Tabela 4.4: Estatistica de cada teste e valor — p

Estatistica  valor  wvalor —p

EAMI 434.04 < 0.001
ESDM 17.11 < 0.001
EESA 1848.01 < 0.001

Dado que foi detectado que o modelo apresenta erro de especificacao, o objetivo é localizar

a fontes dos erros, para isso os diagnodsticos gréaficos sao utilizados.
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4.0.2 Meétodo grafico

Na Figura 4.9 é apresentado o grafico da fungao de autocorrelacao, nao hé tendéncia para

concluir que o modelo final tenha correlacao serial nos erros condicionais.

Autocorrelation
°

Figura 4.9:0ij‘ico da fsemsgdo de aultoocorrelagdo.

De acordo com o grafico do indice de Lesaffre—Verbeke modificado na Figura 4.10, a

matriz de covariancias proposta nao é a mais adequada, pelo menos, para o individuo #13.

Modified Lesaffre-Verbeke index

T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30

Unit index

Figura 4.10: Grifico de indice de Lesaffre— Verbeke modificado.

Na Figura 4.11 dos residuos marginais padronizados, nao ha tendéncia grafica que indique

que a estrutura da parte fixa seja inadequada.
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Figura 4.11: Grdfico dos residuos marginais padronizados e histograma.

Na Figura 4.5 é exibida o grafico da distancia de Mahalanobis, pode—se observar a
existéncia de dois pontos sobre a linha tracejada, suspeitando que os pontos poderian ser

valores atipicos.
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Figura 4.12: Grdfico da distdncia de Mahalanobis.

Segundo a Figura 4.13 da distancia dos quantis de Mahalanobis, nao ha tendéncia gra-
fica para suspeitar que existe erro de especificacao na distribuicao para o vetor dos efeitos

aleatorios.
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Figura 4.13: Grdfico da distincia dos quantis de Mahalanobis.

Na figura 4.14 dos residuos condicionais padronizados nao ilustra a presenca de uma
heterocedasticidade dos erros condicionais. Na Figura 4.15 dos residuos condicionais mini-
mamente confundidos nao existem tendéncias graficas que permitam concluir que ha erro de

especificacao na distribuicao dos erros condicionais.
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Figura 4.15: Grifico QQ e histograma para os residuos condicionais minimamente confundidos.

Similarmente como na anélise do caso anterior, os diagnosticos dispostos nas Figuras 4.13
e 4.15, nao evidenciam mé especificagdo nem da distribuicao dos efeitos aleatorios nem na
distribuicao dos erros condicionais. Nao obstante, dado que o resultado grafico do indice de
Lesaffre—Verbeke modificado, Figura 4.10, e o resultado na distribuicao dos erros marginais,
Figura 4.11, sugerimos uma nova modificacao do modelo fazendo uma alteracao na estru-
tura de covariancias definindo variancias diferentes para as unidades #8, #9 e #13 e outra
variancia para o resto do grupo. O modelo final proposto é o mesmo modelo analisado em

(4.1), mas com as condigdes,

02 =7%i=28,9,13 e o =0?%em outro caso.

) i

Os resultados do ajuste estao indicados na Tabela 4.5,
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Tabela 4.5: Resultados do ajuste do modelo final

Parametro Estimativa(SE)
Bo 2.4635 (0.1570)
163} 1.5007 (0.2084)
B2 0.4649 (0.098)
oo 0.5657 (0.1737)
o} 0.9411 (0.3219)
001 0.6015

o? 0.2527 (0.0395)
F. Variancia (2.8930)*
AIC 354.95
BIC 378.93

Analisando os resultados do AIC e BIC, o melhor modelo considerado é o modelo final.
Além do anterior, o coeficiente estimado da funcao varidncia para o modelo alternativo é
(2.8790)? e para o modelo final é (2.893¢)?, ilustrando um decrescimento na variabilidade

das medidas do volume.

Para avaliar se esse modelo estd bem especificado, empregamos os testes propostos. Os
resultados na Tabela 4.6 indicam que nao hé falha na especificacao do modelo.

Tabela 4.6: Estatisticas dos testes e valor — p

Estatisticas valor wvalor —p

EAMI 6.20 0.62
ESDM 1.00 0.99
EESA 0.01 1.00

A continuacao sao empregados os diagnosticos graficos com o fim avaliar os resultados

graficamente.

4.0.3 Meétodo grafico

Na Figura 4.16 é apresentado o grafico da fungao de autocorrelacao, nao ha tendéncia

para concluir que o modelo final tenha correlacao serial nos erros condicionais.
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Autocorrelation
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Figura 4.16: Grdfico da fung¢do de autocorrelagdo.

Na Figura 4.17 é apresentado o grafico do indice de Lesaffre—Verbeke modificado, ele

nao mostra evidéncia que indique erro de especificacao na matriz de covariancias proposta.
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Figura 4.17: Grifico do indice de Lesaffre— Verbeke modificado.

Na Figura 4.18 os residuos marginais padronizados sao ilustrados, nao evidenciam grafi-

camente suspeita que exista erro de especificacao na especificacao da parte fixa do modelo.
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Figura 4.18: Grdfico dos residuos marginais padronizados e histograma.

Na Figura 4.19 é apresentado o grafico da distancia de Mahalanobis. Sob a linha tracejada
h& dois pontos, indicando que eles poderian ser possiveis individuos atipicos com respeito as
restantes observacoes. O individuo #11 tem seis observacoes, a média de essas observagoes

é 4.41 e o individuo #25 tem quatro observagoes, e a média é 4.22.
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Figura 4.19: Grdfico da distdncia de Mahalanobis.

Na Figura 4.20 da distancia dos quantis Mahalanobis nao ilustra evidéncia grafica para

suspeitar que o vetor de efeitos aleatorios nao tenha distribuicao normal.
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Figura 4.20: Grdfico da distincia dos quantis de Mahalanobis.

Analisando a Figura 4.21 do grafico dos residuos condicionais padronizados e a Figura
4.22 para os residuos condicionais minimamente confundidos, nao existem evidéncias que

indiquem que ha erro de especificacao na distribuicdo para os erros condicionais.
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Figura 4.21: Grdfico dos residuos condicionais padronizados.
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Figura 4.22: Grifico QQ e histograma para residuos condicionais minimamente confundidos.
4.1 Aplicacao 2

Resultado de um estudo realizado na Escola Paulista de Medicina da Universidade Fe-

deral de Sao Paulo, Brasil um conjunto de dados com uma estrutura balanceada e completa
sao apresentados nas Tabelas 4.7 e 4.8. Os dados representam a concentragao de bilirrubina
(umol/L) medida em 89 recém — nascidos a termo saudaveis em aleitamento materno du-
rante os dias 1,2,3,4,5,6,8,10 e 12. a pés do nascimento. O objetivo é explicar a variacao

média da concentracao de bilirrubina com relacao ao tempo.
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Tabela 4.7: Concentragdo de bilirrubina (umol/L) em recém — nascidos (RN) sauddveis em alei-

tamento materno.

Dias apo6s o nascimento

RN | 1 2 3 4 5t 6 8 10 12
1 127 04 00 05 06 00 00 05 0.8
2 |45 55 39 27 29 20 15 13 1.7
3 |70 92 131 121 123 103 85 6.2 38
4 144 61 88 74 68 62 55 49 33
5 (40 77 75 103 106 93 73 58 64
6 |65 74 53 45 29 33 30 32 34
7132 23 09 02 00 00 06 05 0.0
8§ |62 77 59 41 45 24 20 15 09
9 |30 45 80 81 86 74 6.8 55 49
10 {20 24 29 23 19 21 20 12 0.1
11 (6.2 81 109 80 54 64 50 35 34
12 {46 6.3 58 46 46 3.0 3.0 30 25
13 145 75 80 106 109 11.0 81 7.2 4.3
14 166 91 77 84 81 76 39 35 19
15 (28 43 33 23 10 16 16 15 14
16 {40 5.0 42 39 21 22 21 22 21
17 (28 38 00 00 0.0 0.0 0.0 00 0.0
18160 81 38 27 17 17 14 00 1.1
19 124 45 47 53 45 35 33 30 40
20 |54 b7 37 30 20 00 00 00 0.0
21 131 43 38 43 28 21 16 13 18
22 154 69 69 55 62 62 36 34 38
23 100 00 00 00 00 1.0 00 05 0.5
24 146 41 51 35 40 34 19 29 13
25 |55 64 86 81 64 63 65 70 7.2
26 |24 53 24 17 16 03 01 00 0.0
27 122 17 12 13 03 15 1.0 02 0.2
28 129 25 12 11 13 13 13 00 0.0
29 155 78 92 83 82 65 54 54 56
30 135 46 44 45 32 30 17 10 0.0
31 142 45 18 07v 02 1.1 06 05 0.1
32 163 78 99 61 53 30 37 35 4.0
33 146 11 07 18 11 10 10 1.2 1.6
34 136 73 72 60 48 44 36 34 3.1
35 126 38 35 19 12 07 07 09 14
36 129 44 73 83 87 76 80 78 6.8
37 150 92 96 123 98 122 86 82 74
38 |45 70 87 105 103 74 79 75 6.8
39 149 97 112 110 86 7.7 55 48 5.0
40 123 22 20 29 27 20 14 11 02
41 106 02 00 02 00 00 00 04 0.0
42 135 5.2 74 94 72 70 48 40 21
43 |50 89 88 94 103 104 11.8 11.3 10.6
44 |73 97 123 109 13.7 131 121 13.6 10.2
45 165 66 80 44 34 33 14 20 1.2
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Tabela 4.8: Concentragao de bilirrubina (umol/L) em recém — nascidos (RN) sauddveis em alei-

tamento materno.

Dias apo6s o nascimento

RN | 1 2 3 4 5 6 8 10 12
46 |54 73 78 86 91 9.0 97 63 6.0
47 135 50 48 45 35 35 36 3.0 28
48 |15 48 41 50 41 35 21 35 3.3
49 139 29 15 10 15 11 07 05 0.1
50 |28 22 15 12 09 03 05 00 0.2
ol 6.2 68 46 35 24 31 27 30 35
92 |59 100 86 93 105 89 100 9.7 7.2
53 |88 99 75 110 73 50 51 40 29
54 |54 82 80 82 67 46 32 27 4.0
55 |51 60 27 10 08 05 04 05 0.5
o6 |41 9.1 105 12.8 14.8 11.8 135 11.2 7.3
o7 |80 102 94 76 57 29 30 34 20
58 140 65 78 86 55 67 38 22 1.2
59 |63 H6 55 46 32 09 14 12 1.2
60 |14 13 02 00 03 04 06 08 1.0
61 |36 73 73 80 42 50 28 25 20
62 126 34 13 05 15 1.0 02 05 1.1
63 | 6.7 114 146 141 136 96 9.0 7.8 3.9
64 |26 86 90 98 96 86 62 59 55
65 |40 61 56 37 31 39 23 23 22
66 |55 75 83 66 60 40 3.0 27 3.3
67 163 75 90 83 &7 92 92 76 74
68 1 9.1 11.3 144 143 9.8 10.0 126 13.2 124
69 |59 73 106 87 88 71 69 42 40
(16 00 00 00 00 00 00 00 0.0
71167 40 20 12 15 12 03 09 04
72 164 57 20 15 05 07 12 06 0.3
73|12 09 02 06 00 00 00 06 04
4151 45 42 36 33 25 17 16 1.6
™25 15 24 11 19 20 16 08 06
7 36 50 41 26 13 24 20 22 24
77|43 50 66 31 22 28 25 1.7 1.2
78 | 7.5 10.6 120 135 96 115 92 76 7.7
79 165 81 11.0 107 100 97 79 74 5.2
80 |36 66 99 88 11.5 120 120 11.3 9.7
81 |36 37 28 20 15 00 1.2 16 0.5
82 126 14 13 10 16 04 00 03 0.6
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Na Figura 4.23 sao analisados os perfis individuais de acordo com os dados nas tabelas an-

teriores. Podemos observar que o loess sugere um polindomio de grau trés para o perfil médio.

Identificamos heterocedasticidade por intermédio da observacao de diferentes variabilidades

da resposta ao longo do tempo.

Perfil médio
Perfil loess

15 +

10

bilirrubina ( umol/L)
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Figura 4.23: Perfis individuais ao redor do perfil médio e do perfil loess da concentracao de bilir-

rubina.

Para analisar a variacao da resposta média da concentragao de bilirrubina ao longo do

tempo usamos um modelo linear misto. Empregamos a proposta de Rocha & Singer (2018)

para identificar o grau do polinémio da parte fixa e da parte aleatoria do modelo. O resultado

permite propor um modelo com intercepto, inclinacao, efeito quadratico e efeito ctibico na

parte fixa, na parte aleatoria intercepto e inclinagao, considerando um modelo de indepen-

déncia condicional homocedastico por simplicidade.

Modelo proposto
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Yij = Bo + Brry; + 52%2;* + 53@)’;* + boi + buixi; + eij, (4.3)

i =1,...,82; j = 1,...,9 em que y;; denota a j-ésima observagao para o ¢-ésimo indivi-
duo. Para reduzir possiveis problemas relacionados com multicolinearidade, transformamos
a varidvel tempo z;; fazendo x;‘; = r;; —T. x;; representa o j-ésimo tempo para o ¢-€simo in-
dividuo. 8y, 81, B2 € B3, representam respectivamente o intercepto, a inclinacao, o coeficiente
quadrético e o o coeficiente ctibico da curva populacional. by;, by; sao o intercepto e inclinacao
aleatoria associados ao i-ésimo individuo e e;; representa o erro aleatorio associado a j-ésima

observado para o i-ésimo individuo.

O modelo em (4.3) pode ser expresso em forma compacta como

= ! t b G istrad -ési idad
em que y; = (Yi,,---,Yim,) representa as m; observagoes registradas para a i-ésima unidade
amostral,
*k *%2 *%3
Loy 2™
) ) ) . T , N .
X, =1 : : : : , B = (Bo, b1, P2, P3) contém os parametros de localizacao
*ok *%2 *%3
kk
1z

ou efeitos fixos. b; = (bg;, by;) | representa o vetor de efeitos aleatorios, Z; =

Kk
1 ximi
corresponde a especificagao do vetor de efeitos aleatorios e e; = (e, ...,€im,) representa
2
L Oy Oo1 9 ~
o vetor de erros aleatorios. Assume-se que G = ) e R, = o0°I,,, supoe-se
001 0'1

independéncia entre, b; ~ N [0,G] e e; ~ N,,,[0, R;]. Logo

em que V; = Z,GZ/ + 0°I,,,. A estimacio do vetor ¢ = (,BT,BT)T é realizada usando

maxima verossimilhanca.
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Ajustamos o modelo (4.3) aos dados descritos nas Tabelas 4.7 e 4.8 e na Tabela 4.9

apresentamos os resultados.

Tabela 4.9: Resultados do modelo ajustado

Parametro Estimativa (SE)

B 48670 (0.3427)
By -0.4220 (0.0432)
B -0.0443 (0.0058)
B 0.0106 (0.0015)
o0 3.0140
o1 0.1928
001 0.1713
o 1.3999
AIC 3002.41
BIC 3039.25

Para avaliar se o modelo esta bem especificado, empregamos os testes propostos no Ca-
pitulo 2. Os resultados dos testes apresentados na Tabela 4.10 indicam que existe erro de

especificagdo no modelo em estudo, sem determinar as caracteristica responsaveis.

Tabela 4.10: Estatisticas de cada teste e valor — p

Estatistica walor wvalor —p
EAMI  24.65 < 0.001
ESDM  59.22 < 0.001
EESA  32.01 < 0.001

Dado que foi identificado que o modelo apresenta erro de especificacao, utilizaremos os

diagnosticos graficos para localizar a fonte do erro.

A funcao de autocorrelacao ilustrada na Figura 4.24, mostra evidéncia grafica para suspeitar

que os erros condicionais estejam correlacionados serialmente.
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Figura 4.24: Grdfico da fung¢do de autocorrelagdo.

O gréfico do indice modificado de Lesaffre—Verbeke exibido na Figura 4.25, detecta que

a matriz de covariancias proposta é inapropiada al menos para os individuos #3, #56, #63

e #80.
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Figura 4.25: Grdfico de indice modificado de Lesaffre - Verbeke.

Analisando o grafico dos residuos marginais padronizados apresentado na Figura 4.26,
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nao existe evidéncia para supeitar que a estrutura da meédia seja inadequada.
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Figura 4.26: Grdfico dos residuos marginais padronizados.

Os resultados apresentados na Figura 4.27 permitem evidenciar que a distribuicao do

vetor de efeitos aleatérios tem um afastamento da distribuicao normal.

10

Mahalanobis distance quantiles

Chi-squared quantiles

Figura 4.27: Grdfico da distincia dos quantis de Mahalanobis.

Analisando a Figura 4.28 os individuos #3, #43, #44, #56, #57, #63, #68 e #80 podem

ser considerados como observagoes outliers com respeito as restantes.
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Figura 4.28: Grdfico da distdncia de Mahalanobis.

Pela Figura 4.29 é percebido plausibilidade na suposicao da normalidade para a distri-

bui¢ao nos erros condicionais.
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Figura 4.29: Grdfico dos residuos condicionais padronizados.

Analisando a Figura 4.30, evidenciamos que a distribuicdo do vetor de erros aleatorios

tem um afastamento da distribuicdo normal.
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Figura 4.30: Grdfico QQ para os residuos condicionais padronizados e histograma.

De acordo com o resultado do gréafico do indice modificado de Lesaffre—Verbeke ilustrado
na Figura 4.25, é sugerido uma modificagdo do modelo (4.3) concretizada pela alteragdo na
estrutura de covariancias com o acréscimo de variancias diferentes para as unidades #3, #56,
#63 e #80. Mais especificamente, propomos um modelo alternativo considerando o mesmo
modelo em (4.3), mas com e;; ~ N (0,07), em que

0?2 =71%1=3,56,63e8) e 0?=0%em outro caso.

Ajustamos o modelo (4.3) aos dados descritos nas Tabelas 4.7 e 4.8. Na Tabela 4.11 os

resultados do modelo ajustado sao apresentados.
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Tabela 4.11: Resultados do modelo ajustado

Parametro  Estimativa (SE)

% 47535 (0.3399)
By 10.4224 (0.0409)
By -0.0356 (0.0055)
By 0.0100 (0.0015)
o 2.9917

o1 0.1813

001 0.1635

o 1.2993

F. Variancia (2.22090)?
AIC 2954.73
BIC 2996.17

Segundo os resultados na Tabela 4.12 ¢ identificado que o modelo apresenta erro de
especificacao.

Tabela 4.12: FEstatisticas de cada teste e valor — p

Estatistica wvalor wvalor —p
EAMI 58.67 < 0.001
ESDM  46.27 < 0.001
EESA 44.12 < 0.001

Utilizaremos os diagnosticos graficos para localizar a fonte do erro. A func¢ao de autocorrela-
cao ilustrada na Figura 4.31, mostra evidéncia grafica para suspeitar que os erros condicionais

estao correlacionados serialmente.
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Figura 4.31: Grdfico da fung¢do de autocorrelagdo.

O gréfico do indice modificado de Lesaffre—Verbeke exibido na Figura 4.32, detecta que

a matriz de covariancias do vetor de respostas é inapropiada para o individuo #13.
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Figura 4.32: Grdfico de indice modificado de Lesaffre - Verbeke.

O grafico dos residuos marginais padronizados apresentado na Figura 4.33, ndao mostra

evidéncia grafica para suspeitar que existe violagao na estrutura da média.
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Figura 4.33: Grdfico dos residuos marginais padronizados.
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Os resultados apresentados na Figura 4.34 permitem evidenciar que a distribuicao do

vetor de efeitos aleatdérios nao tem um afastamento da distribuicdo normal.

o
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Mahalanobis distance quantiles

Chi-squared quantiles

Figura 4.34: Grdfico da distincia dos quantis de Mahalanobis.

Analisando a Figura 4.35 os individuos #43, #44, #57, #68 e #80 podem ser conside-

rados como observacgoes outliers com respeito as restantes.
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Figura 4.35: Grdfico da distdncia de Mahalanobis.

Pela Figura 4.36 é percebido plausibilidade na suposicao de normalidade para a distri-

bui¢ao nos erros condicionais.
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Figura 4.36: Grdfico dos residuos condicionais padronizados.

Analisando a Figura 4.37 evidenciamos que a distribuicdo do vetor de erros aleatorios

nao tem um afastamento da distribui¢ao normal.
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Figura 4.37: Grdfico QQ para os residuos condicionais padronizados e histograma.

Em forma similar como no caso anterior considerando o resultado do grafico do indice
modificado de Lesaffre—Verbeke ilustrado na Figura 4.32, sugerimos uma modificacao do
modelo (4.3) com a altera¢do na estrutura de covariancias, considerando variancias diferentes
para as unidades #3, #13 #56, #63 e #80. Mais especificamente, propomos um modelo
alternativo considerando o mesmo modelo em (4.3), mas com e;; ~ N(0,07), em que

o7 =7%1=3,13,56,63e8) e o7 = 0% em outro caso.

i =

Uma vez que o modelo (4.3) é ajustado aos dados, o objetivo é avaliar se o modelo esta

bem especificado, para isso empregamos os testes desenvolvidos.

Na Tabela 4.13 os resultados do modelo ajustado sao apresentados.
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Tabela 4.13: Resultados do modelo ajustado

Parametro  Estimativa (SE)

% 17292 (0.3399)
B, 20.4239 (0.0407)
By -0.0336 (0.0054)
B3 0.0099 (0.0014)
09 2.9926

o1 0.1838

001 0.1635

o 1.2777

F. Variancia (2.18160)>
AIC 2946.77
BIC 2988.20

Analisando a Tabela 4.14,

Tabela 4.14: Estatisticas de cada teste e valor — p

Estatistica wvalor wvalor —p
EAMI 72.55 < 0.001
ESDM  60.45 < 0.001
EESA 69.22 < 0.001

concluimos que os testes detectam que o modelo apresenta erro de especificacao. Agora
usando os diagnoésticos graficos, ilustramos a fonte do erro.
A Figura 4.38 mostra evidéncia grafica para suspeitar que os erros condicionais estejam

correlacionados serialmente.
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Figura 4.38: Grdfico da fung¢do de autocorrelagdo.

O gréfico do indice modificado de Lesaffre—Verbeke exibido na Figura 4.39, nao detecta

que a matriz de covariancias proposta seja inapropiada.
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Figura 4.39: Grdfico de indice modificado de Lesaffre - Verbeke.

Analisando o grafico dos residuos marginais padronizados apresentado na Figura 4.40,

observamos que esse grafico nao ilustra uma incorreta especificacao na estrutura da média.
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Figura 4.40: Grdfico dos residuos marginais padronizados.

Os resultados apresentados na Figura 4.41 permitem evidenciar que a distribuicao do

vetor de efeitos aleatdérios nao tem um afastamento da distribuicdo normal.

Mahalanobis distance quantiles

Chi-squared quantiles

Figura 4.41: Grdfico da distincia dos quantis de Mahalanobis.

Analisando a Figura 4.42 os individuos #43, #44, #57, #68 e #80 podem ser conside-

radas como observacgoes outliers com respeito as restantes.
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Figura 4.42: Grdfico da distdncia de Mahalanobis.

Pela Figura 4.43 é percebido plausibilidade da suposicao de normalidade para a distri-

bui¢ao nos erros condicionais.
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Figura 4.43: Grdfico dos residuos condicionais padronizados.

Analisando a Figura 4.44, evidenciamos que a distribuicao do vetor de erros aleatorios

nao tem um afastamento da distribuicao normal.
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Figura 4.44: Grdfico QQ para os residuos condicionais padronizados e histograma.

Com o fim de tentar modelar a autocorrelacao ilustrada na Figura 4.38, propomos um
modelo tal como em (4.3) com uma matriz de covaridncias ndo estruturada para o erro
condicional, ou seja com uma estrutura de correlagdo geral e especificamos a forma dos
termos das variancias considerando uma variancia para un grupo determinado e outra para
o resto, ou seja, e;; ~ N (0,0?) com

02 =7121=3,13,56,63e 80 e 0?2 = 0% em outro caso.

Apresentamos na Tabela 4.15 os resultados do modelo ajustado.



Tabela 4.15: Resultados do modelo ajustado

Parametro  Estimativa (SE)
Bo 13166 (0.3112)
By -0.2075 (0.0415)
By 20.0500 (0.0104)
B3 0.0075 (0.0014)
09 1.6509

o1 4.67e-06
o 9.4259

o 1.2777

F. Variancia (1.83340)>
AIC 2556.42
BIC 2763.60

APLICACAO 2
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Os resultados dos testes indicados na Tabela 4.16 ilustram que o modelo apresenta erro

de especificacao.

Os diagnésticos graficos ilustrados na continuagao permitem detectar a fonte do erro.

Tabela 4.16: Estatisticas de cada teste e valor — p

Estatistica wvalor wvalor —p
EAMI 43.27 < 0.001
ESDM 3512 < 0.001
EESA 22.58 < 0.001

A Figura 4.45 nao mostra evidéncia grafica para suspeitar que os erros condicionais estejam

correlacionados serialmente.



APLICACAO 2 98

0.8 o -

0.6 4 -

0.4 o -

Autocorrelation

0.2 - F

0.0

Lag

Figura 4.45: Grdfico da fung¢do de autocorrelagdo.

O gréfico do indice modificado de Lesaffre—Verbeke exibido na Figura 4.46, detecta que

a matriz de covariancias é inapropiada para os individuos #37, #44 e #53 e #68
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Figura 4.46: Grdfico de indice modificado de Lesaffre - Verbeke.

Analisando o grafico dos residuos marginais padronizados apresentado na Figura 4.47,

nao ilustra uma incorreta especificacao na estrutura da matriz de covariancias no vetor de
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efeitos aleatorios.
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Figura 4.47: Grdfico dos residuos marginais padronizados.

Os resultados apresentados na Figura 4.48 permitem evidenciar que a distribuicao do

vetor de efeitos aleatorios nao tem um afastamento da distribuicao normal.

Mahalanobis distance quantiles

Chi-squared quantiles

Figura 4.48: Grdfico da distincia dos quantis de Mahalanobis.

A andlise da Figura 4.49, sugere que as observagoes #10, #37, #41, #43, #44, #67,

#68 e #78 podem ser analisadas como possiveis outliers comparadas com o resto.
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Figura 4.49: Grdfico da distdncia de Mahalanobis.

Pela Figura 4.50 é percebido plausibilidade da suposicao de normalidade para a distri-

buicao nos erros condicionais.
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Figura 4.50: Grdfico dos residuos condicionais padronizados.

Pela Figura 4.51 é percebido plausibilidade da suposicao de normalidade para a distri-

buicao nos erros condicionais.
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Figura 4.51: Grdfico QQ para os residuos condicionais padronizados e histograma.

Nesta parte propomos um modelo tal como em (4.3) considerando uma matriz de covari-
ancias nao estruturada para o erro condicional e considerando uma variancia para un grupo
determinado e outra para o resto, e;; ~ N(0,02); 07 = 72, i = 3,13, 37, 44,53, 56,63, 68 e 80
e 02 = 0, em outro caso.

Na Tabela 4.17 os resultados do modelo ajustado sao ilustrados.

Tabela 4.17: Resultados do modelo ajustado

Parametro  Estimativa (SE)

% 3.9327 (0.2957)
8, 20.2328 (0.0429)
By -0.0348 (0.0098)
B3 0.0057 (0.0012)
09 1.984375e-06
o1 3.734792e-05
001 1.7034e-15

o 1.2777

F. Variancia (2.0460)2
AIC 2504.41
BIC 2711.59

Os resultados dos testes sao ilustrados na Tabela 4.18. Esses resultados indicam que o
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modelo apresenta erro de especificagao.

Tabela 4.18: FEstatisticas de cada teste e valor — p

Estatistica wvalor wvalor —p
EAMI 91.93 < 0.001
ESDM  76.17 < 0.001
EESA 51.16 < 0.001

Com os testes detectamos a fonte do erro de especificagdo. A Figura 4.59 nao mostra evi-

déncia grafica para suspeitar que os erros condicionais estejam correlacionados serialmente.
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Figura 4.52: Grdfico da fung¢do de autocorrelagdo.

O gréfico do indice modificado de Lesaffre—Verbeke exibido na Figura 4.60, nao detecta

que a matriz de covariancias proposta seja inapropiada.



APLICACAO 2 103

Lr) —
x
Q
o
£
g v -
(D)
2
p
| ™ 7 78
g -
"8 ..............................................................................
8 °
- N . ® . ° .
-c * o [ ] L]
2 ® o ° o -.- L] .
'-g o . -'. L] . . . ° .. . o
= '.."'a G o © '- e ® . o o ..- N
o —
I I I I I
0 20 40 60 80
Unit index

Figura 4.53: Grdfico de indice modificado de Lesaffre - Verbeke.

Analisando o grafico dos residuos marginais padronizados apresentado na Figura 4.54,

observamos que esse grafico nao ilustra uma incorreta especificacao na estrutura da média.
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Figura 4.54: Grdfico dos residuos marginais padronizados.

O resultado apresentado na Figura 4.55 permitem evidenciar que a distribuicao do vetor

de efeitos aleatérios nao tem um afastamento da distribuicdo normal.
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4.55: Grdfico da distincia dos quantis de Mahalanobis.
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A anélise da Figura 4.56, sugere que as observacoes #14, #25, #43 e #78 podem ser

analisadas como possiveis outliers comparadas com o resto.
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Figura 4.56: Grdfico da distdncia de Mahalanobis.

Pela Figura 4.57 é percebido plausibilidade da suposicao de normalidade para a distri-

buicao nos erros condicionais.
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Figura 4.57: Grdfico dos residuos condicionais padronizados.

Analisando a Figura 4.58, evidenciamos que a distribuicao do vetor de erros aleatorios

nao tem um afastamento da distribuicao normal.
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Figura 4.58: Grdfico QQ para os residuos condicionais padronizados e histograma.

Finalmente considerando uma matriz de covariancias nao estruturada para o erro condi-

cional e considerando uma varidncia para un grupo determinado e outra para o resto. Nesse

caso, fazemos e;; ~ N(0,02); em que 07 = 72, i = 3,13,37,44,52,53,56,63,68,78 ¢ 80 e
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0? = 02, em outro caso.

Na Tabela 4.19 os resultados do modelo ajustado sao ilustrados.

Tabela 4.19: Resultados do modelo ajustado

Parametro  Estimativa (SE)

% 3.8203 (0.2870)
B, 20.2295 (0.0424)
5, -0.0323 (0.0096)
B3 0.0053 (0.0012)
09 1.966189¢-06
o1 3.462905e-05
001 1.7034e-15

o 2.6090

F. Variancia (2.0980)2
AIC 2488.70
BIC 2695.88

Os resultados dos testes na Tabela 4.20, indicam que o modelo nao apresenta erro de
especificacao.

Tabela 4.20: FEstatisticas de cada teste e valor — p

Estatistica wvalor wvalor —p

EAMI 1.40 0.99
ESDM 7.12 0.52
EESA 4.26 0.83

Dado que os testes nao detectam erro de especificacao, usamos os diagnosticos gréaficos
para ilustrar esse resultado.
A Figura 4.59 nao mostra evidéncia grafica para suspeitar que os erros condicionais estejam

correlacionados serialmente.
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Figura 4.59: Grdfico da fung¢do de autocorrelagdo.
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O gréfico do indice modificado de Lesaffre—Verbeke exibido na Figura 4.60, nao detecta

que a matriz de covariancias proposta seja inapropiada.
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Figura 4.60: Grdfico de indice modificado de Lesaffre - Verbeke.

Analisando o grafico dos residuos marginais padronizados apresentado na Figura 4.61,

observamos que esse grafico nao ilustra uma incorreta especificacao na estrutura da média.
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Figura 4.61: Grdfico dos residuos marginais padronizados.

O resultado apresentados na Figura 4.62 permitem evidenciar que a distribui¢do do vetor

de efeitos aleatérios nao tem um afastamento da distribuicdo normal.

Mahalanobis distance quantiles
4

Chi-squared quantiles

Figura 4.62: Grdfico da distincia dos quantis de Mahalanobis.

A analise da Figura 4.63, sugere que as observacoes #14, #25, #43 e #79 podem ser

analisadas como observacoes outliers comparadas com o resto.
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Figura 4.63: Grdfico da distdncia de Mahalanobis.

Pela Figura 4.64 é percebido plausibilidade da suposicao de normalidade para a distri-

buicao nos erros condicionais.
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Figura 4.64: Grdfico dos residuos condicionais padronizados.

Analisando a Figura 4.65 detectamos que o histograma dos residuos minimamente con-

fundidos tem um comportamento normal, situacao que é evidenciada também no gréfico

de QQ), ou seja que a distribuicao do vetor de erros aleatérios nao tem um afastamento da



distribuicao normal.
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Figura 4.65: Grdfico QQ) para os residuos condicionais padronizados e histograma.
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Capitulo 5

Conclusao e estudos futuros

5.1 Conclusao

e Os resultados do processo de simulacao e das aplicacoes ilustram que os testes detectam
erro de especificacao num modelo linear misto gaussiano, e que os diagnosticos graficos

identificam a fontes dos erros.

e Os testes e os diagnosticos gréaficos identificam erros de especificagao em modelos line-

ares mistos gaussianos.

5.2 FEstudos futuros

e Avaliar um modelo linear misto usando os testes e os diagnésticos graficos quando:

— O vetor de efeitos aleatorios tem uma distribuicao diferente a gaussiana.
— O vetor de erros aleatérios tem uma distribuicao diferente a gaussiana.

— As duas situacoes anteriores.

e Disponibilizar os cddigos desenvolvidos num pacote de R.
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Apéndice A

A.1 Derivadas do logaritmo da funcao de verossimilhanca

Tendo em conta a funcao densidade de probabilidade para a distribuicao do vetor aleatorio
(2.3), sdo apresentados os calculos das primeira, segunda e terceira do logaritmo da funcdo
de verossimilhanca do vetor ¢. Estas derivadas foram usadas para a construcao dos testes

desenvolvidos neste trabalho.

i d) = ) F Ve {-geTVile | (A1)

emque,e; =y; — X;0 e V,= ZiGZiT +0%1,,.

A funcao de log-verossimilhanca é

m; 1 1 _
(. i) = logf (u ) = — 2log(2m) — Slog |Vi| - Se/ Vi e (A2

112
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A.2 Derivadas de primeira ordem

A.2.1 Derivada do vetor escore

6li(¢7 yi)
Doy, @) _ Oy | o
Viogf(y,, @) = =0 0 = TN = | QS w) ] (A3)
0ll(¢, yi)
Jo?
em que, %ﬁ’yl)(p x 1), W(q x1)e W(l X 1).

A.2.2 Derivada primeira com relacao ao vetor 8

oli(b, y:) 1 9 ™ 9 T
8,6 - 2 aﬂ‘r (ei )881 (ei Vz el)? (A4)
= %(X;)(Q‘/;_lei) = X,'Vi 'e;, Demidenko (2013, p.174). (A.5)
oli(9,y:)
. alz(d)’ yz) — 660 — X-TV-fle-.
op oli(9syi) Y
OB

A.2.3 Derivada primeira com relacao aos componentes do vetor 6

ali(¢ayi)
(i)
i\PyYi
8lz(¢7 y’b) — 00 (A 6)
00 : ' '
8li(¢3yi)
90,
O gradiente com respeito ao elemento k-ésimo, k = 1,. .., q, da entrada do vetor 6, Stroup

(2012, p.136-137) ¢
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Oli(p,y;) 1 0V, 1 +, ., (OV; 1
L — _Z : Ze'V ~le;. A.
20, 2tr V. 2, + 5 V. V. 'e; (A7)

A.2.4 Derivada primeira com relacao a o?

oi(¢) 1 1y, LTy
S0z 2tr(V; )+2eiV; e;.

A.3 Derivadas de segunda ordem

A.3.1 Derivada segunda do vetor 87 com relacdo ao vetor 3

8211' D, Yi 0 - -
T ) L (XTV e =~ XV, ()

A.3.2 Derivada segunda dos componentes do vetor § com relagao

ao vetor 3

0 [0li(d,ys)| _ O 1 1 (Vi 1 v (Vi -1,
EM[ oo | ~ap| 2" \Vi \gg ) T2e Y \ag ) Vo)

0 |1 1y -1 (Vi) - Tyt (Vi)
35 {2@1/; <89k>v; el] XV G ) Ve

k=1,...,q.

A.3.3 Derivada segunda de ¢? com relacao ao vetor f3

’l( b, y;) _ Ty, —1( Vi
B2 XV (ﬁ)

(86))]-

V. le; (p x 1), [ (Petersen & Pedersen, 2012, p.11 ,Eq.

7
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A.3.4 Derivada segunda de cada componente do vetor # com relacao

a o2

a2li(¢ayi)_ 0 1 1 (9Vi L -1 (Vi -1
00200,  00? {_5“ <V; (aek))+§eivi (aek)v; ei}

_1 —2 a‘/z _1 Tyr—1 —1 a‘/l a‘/; 1 -1
2“(‘/@' (86,)) ¢ Vi Vi \ag, ) T\ag )V g Ye

A.3.5 Derivada segunda da funcao logaritmo da verossimilhanca

dos componentes do vetor 6"

0*li(¢,yi) _ Lip (V_1 82V Ly oV, - 8%)

001, 00, 2 00,00k, " 00, ' by,

1 o o ®Vi Vi Vi OVi_ _ 0Vi) . ,

Loty _ 4 _ . e, A.
o Vi {aeklaek2 D00 B0n, 00y, 00n, T © (4.9)

| oV L aVi\ 1 oV .V, OV oV
= tr (Vv i) - eV ) VA vl e, Vol (A0
2r<l 6r, aek) € Vi {aekl 90, o0y, aekl}e i (A10)

emquef, =1,...qel, =1,...q

A.3.6 Derivada segunda de ¢? com relacao a o>

Pli(¢yyi) 0

1
002002 Qo2 2

(A.11)
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A.4 Derivada terceira ordem

A.4.1 Derivada terceira com respeito a cada componente do vetor

B

9 (9*li(b,y;) 9 Ty -1
- : =1,...,8 — | ———— )| = —(—X, V. X;) =0, pel
Nota-se que: para todo t,k=1,... s, as, ( 9803 ) 0@( .V ) pelo

que:

i (a2li(¢’ yz)) —0
OB aB” '

Odi(yi @) _ 0 [{alogf(yi,¢)}2+321ogf(yi,¢)]

o 09, Oy, Do’
(A.12)
_ o 0log f(yi,¢) Plog f(yi, @) | 9log [(yi, @)
e e O (0dr)*
x : _ 1 - ad(yia ¢)
(A.12) sao elementos da matriz, VD, (y;, ¢) = n; [ 06 :
[ 0dy 0y 0dy  9dy ody |
9% OB " 008 0o o
ody ody  0dy ody  Ody
n 8 a o o o 2 2
VDu(g,p) = 130 | 0O T o dn o
9ds  Ods Ods  Ods 9ds
0By OB "7 o3 o T do?

Tendo en conta a expressao dois na equagao (A.12), as terceiras derivadas parciais sdo:
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[ Plioy)  Pl(oy) Plildy)  Pli(dy) Plildyi)
96,08 P8I0 05106 DBIO62 0B (002)?
Plilpy))  Pllody) Pli(dy) . Plldy) Pl
OBpOp3 96035 0003 9Bp003 aﬁp(802)2
Plilpy))  Plldy) Pli(dy)  Plildy) Pl (5 % 5)
90,02 06,052 90,062 001907 96, (002)*
Plilpy))  Plilody) Pli(oy) . Plldy) Pl
00403 00,0083 90,007 904002 90, (902)>
Plilpy)  Pllody) Pli(dy) . Plldy) Pliey)
952037 90202 902007 902002 952(902)° |

A.4.2 Derivada com relacao aos elementos do vetor 3, da derivada

segunda dos elementos do vetor 0

Note-se que,

alz(¢’yz> _ 1 -1 a‘/; 1 Tyr—1 a‘/; -1
06, 2"\ (gg)) t2E Vi (G ) Vi e

entao,
82li<¢ayi) 1 1 [ OV; _1 (OV; -1 [ OVi 1 (OV; 1
3—92_§H(Vi (aek)vi (39k>>_eiw (aek)vi (39k)‘/i “
assim,

8 azli(¢ayi) _ a 1 —1 a‘/z —1 8‘/; Tyr—1 a‘/z —1 a‘/z —1
3_@[ 907, ]_T@[ﬁtr(w (591@)% (59k>>_eivi (aek)vi (%k)vi ©

em que X, representa a t-ésima coluna da matriz X;.
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A.4.3 Derivada com relacao a 8; da derivada segunda de o2

0 82li(¢7yi) _ 0 |1 o (OV; _ oIV 3,. _
7 o) o 3 (0 () e o

0
- (el Ve = X[V e+ e VX,
t

(A.14)

)

A.4.4 Derivada terceira com relacao aos elementos do vetor 6

0 a2li(¢’yi) o 0 |1 1 oV, 1 oV, Tyr_1 A% _1 A% _1
3_@[3—9%}_5—91{5“(% (991@)% <39k))_eivi (8919)‘6 (391@)% ei]’

a primeira expressao em (A.15) é

9 [tr (Vlaw Vlaw)] = —tr (Vlaw v Wiy 0Vi | g 0Vig, o OV VlaVZ) :

00, Y00, " 00y Y00, Y 00, " 06, Log, 06, Y 06,
(A.16)
. . . o [0V,
Analisando a expressao dois em (A.15), tendo em conta que, 20 70,1 = 0 temos,
1 k

9 | 1y, [0V 1 (Vi -1
20, [ei% (aek)vi (ae)vi il

oVi__OVi__OVi OVi__,0Vi_ _,0Vi OVi__,dVi_ _,dV;
_ _ ,Ty,-1 7 '_1 7 '_1 % 7 ‘_1 7 '_1 7 7 ‘_1 ) ‘_1 2 .—1 .
=—eV {%VZ 90,7 96, 00, 06,7 06, 96, 06, " ael}vl ci

(A.17)

A.4.5 Derivada da derivada segunda do logaritmo da funcao de

verossimilhanca de o

2 [a%w, w)] 0 [1

—|= —2) — e V. e,
02 |~ 8, Qtr(Vl ) —e Vi %e| . (A.18)
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Trabalhando com a primeira expressao em (A.18) temos:

0 |1 1 A% A%
— (V)| = (v ity 2oy 22yt . A.19
891 |:2 r ( 2 ):| 2 r ( () 891 ) + 7 ael 7 ) ( )
Analisando a segunda expressao em (A.18),
g Ty -1 Vi, o 1 9Vie, 9V —1
— |e; V. %e;| = —e, V, \Z \Z \%Z \%Z V. "e,. A.20
ael |:6Z 7 e:| e'L (2 891 (2 + 7 89l 7 + K3 ael 1 e ( )

A.4.6 Derivada com relaciao a > da derivada segunda do logaritmo

da verossimilhanca de ﬁg

9 [PlLi(b,y . o (0%li(o,y; ' 0 B
do? [ (gﬁgy )} :dlag{aag ( aﬁ(a; ))} =d1ag{w (-XV, 1X¢)}

= diag { (X' V;?X,) } .

(A.21)

A.4.7 Derivada com relacao a 02, da derivada segunda do logaritmo

da verossimilhanca de o?

822 [32(%(;,)12;»] “ 3 Ftr (Vi) —e (A.22)

A.5 Apéndice B

Expressoes necessarias para os testes propostos

A.5.1 Matrizes

Tendo em conta (2.1) a fungao logaritmo da verossimilhanga para o i-ésimo individuo no

modelo marginal é
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() = —SHog(2m) = Slog V(0] — - { (v~ XiB) Vi) (wi - Xip) . (A29)

De acordo com (A.23), a fungdo logaritmo da verossimilhan¢a para o vetor ¢ é dada por

e, y) = ZIng Yi, d) = > _li(d,y1). (A.24)
=1

Tendo em conta algumas propriedades matriciais | Searle (1982)], A, (¢) e B, (¢) dadas

por

1 [ OPlogf(yi, ) 1 < [ ?li(d;y:)
A"“b)_ﬁZ(W) 52( OP0GT )e

o - 3li(¢;’yz’)ali(¢§yz’> . _
Bn(cﬁ)_;( P60 5%, >,k,l_1,...,s,

em que ¢ considerado

PlLi(pry) O’Li(yy) 0%l y;)

, A; A A Qﬁ(?ﬁT 0p00" 8ﬂ802
ool 808BT 00007 39302 ’
A3 Asz Ass Plilpyy)  *li(piyi)  0°li(d;yi)
do20BT  00200;y;  00%0c?
li(piys)  Pli(pyys)  0li(piys)  0%Li(psys)  0%Li(iys)  0%Li(Piyi)
(8B0)? 0B00pb1 080002 8Bpo1? 9Boo01 8Boo?
Pli(piys)  Pli(piys)  O2li(piys)  0lLi(pyys)  0%Li(iys)  0%Li(Piyi)
051980 (8ﬁ1)2 0310002 0B1012 9Booo1 0Bpo?
" 82li2(¢;y¢) 6211’(247;?!1‘) BQZi(d’?'gi) 62l¢g¢;y;) 82[1‘(5’??41’) 32l¢(§b;?2/i)
0 0cz0 o] 00z0 000 0
AdB) = 50 | oiom dtiom Ol dlise new Phbw |
i=1 a70Bo o30B1 8029002 (001)2 do?oo1 doio?
82li(<g§yi) 3211(?;%) 32li(g>392i) 3211‘(@";3;1') 3?3(@)@/{) 32811'(@1;1')
00108 00108 001000 00100 o 010
Pl Phldy) Plidw) Chldw)  h(e) 0w
00208y 0201 0020002 0020012 0020001 (00)2
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. . Bll Bl? Bl3
mi(ﬁb, yi) ali<¢ayz’> _
- B21 B22 B23 )
0Py, olo)
B31 B32 B33
Oli(piys) Oli(B;yi)  Oli(Piys) Oli(Biyi)  Oli(Psys) Oli(P;yi)
oB 0BT o6 00T 12J6} O0?
_ Oli(diys) Oli(syi)  Oli(sys) Oli(dsys)  Oli(bsyi) Oli(ys)
00 0BT 00 00T 00 Oo? ’
Oli(piys) Oli(Byi)  Oli(Piys) Oli(B;yi)  Oli(Psys) Oli(D;yi)
do2 FIcH O02 00T 002 Oc2
representada por By, (¢) igual a,
oli(b;yi) 2 Oli(p;yi) Oli(Psyi)  Oli(Psyi) Ol (¢> yi) Oli(dyy:) Ol (¢‘ yi)  Oli(@;yi) Oli(P;yi) ERACSD)
9Bo 9Bo 0p1 9Bo o3 9PBo o3 9PBo 001 9foo?
Oli(¢syi) Oli(P;yi) Oli(¢3yi) 2 Oli(¢syi) Oli(Psyi)  Oli(@syi) Oli(syi)  Oli(byyi) Oli(@syi)  Oli(Piyi) Ol (¢ Yi)
0p1 9po 91 0p1 002 9p1 12 0p1 001 91
n Oli(P;yi) Oli(Piyi)  Oli(Piys) Oli(iyi) oli(P;yi) 2 Oli(¢syi) Oli(Psyi)  Oli(@syi) Oli(diyi)  Oli(sys) Ol (¢> yi)
1 Z 0002 9Bo 803 0B 308 308 603 dao 001 800
| () Ali(diys)  Oli(eyi) Oli(diyi)  OLi(diyi) Oli(diyi) <61i(¢;yi> ) P Ol Oi(diys)  Oli(iyi) Ol (9rp:)
- 0c12 dBo 012 061 do12 8o d0? 0c12 001 902
Oli(¢yyi) Oli(Psyi)  Oli(@syi) Oli(Piyi)  Oli(Piys) Oli(Pyyi)  Oli(@yi) OLi(Psyi) Ol ($:yi) 2 Ali(¢;y:) Ol (¢ Yi)
001 9Bo 001 0B 001 9002 001 o3 80012 001
Oli(iyi) Oli(diys)  Oli(dsyi) Oli(dsys)  Oli(diyi) Oli(Pyyi)  Oli(d,yi) Oli(diyi)  Oli(sys) OLi(ebiyi) (8zz(¢,yi))2
002 dBo Oo? 01 Oo2 0002 Oo2 Ool12 002 0001 Oo?

o gradiente do vetor d,(¢) ¢é

Vd,(¢) = Vdiag (A.(¢) ' Bu($)An(d) " + An(¢) ),

aaqbdlag (An(#) "' Bu()An(¢) ™" + Anl9) "),

0 —diag (A4, (qb)*l) :

0 —diag (A ((ﬁ)ian((p)An((ﬁ)il) O

09
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Pli(d;y) PlLi(dyy:) 0%Li(d:y)
0BoOBT 05007 03002
0A,(9) _ 0 Pl(diyi) 0*li(Piyi) 0°li(¢;yi) k=1 s (A.26)
¢ 0Py, 00037 00007 00002 ’ T '
Pl(d;y) 0lLi(dyy:) 0%Li(d:ys)
902087 00200 90200

Devemos encontrar, para todo k

9 <5li(¢% yi)) —0,

Opr \ 0BOBT
k=1,23.
oV, oV, oV,
Note-se que, 902 = ZOZOT, Door = Z1Z0T + ZyZ] e 907 = Z,Z].

Por outro lado, para k = 4,

Pli(pryi)  Pli(Pryi)  Pli(Prys)  Pli(dys)  Pli(diys)  9Pli(diye)

(0B0)? 9B00pb1 080002 9Boo1? 9B00o01 dBoo?
Pli(piys)  Pli(diys)  Pli(diys)  2li(diys)  2li(diys)  02li(dys)
961980 (0B1)? 08310002 9B1012 8Booo1 dBoc?
n 82li2(¢§yz‘) 82[1’(2¢§yi) 32(%@;1247;) azlig¢§y2i) Bgli(g);yi) 3211'(;7-’7;511')
_ 1 05080 9o50p1 o0 Oo§0os 002001 Oogo
A"(¢) T on Z Pli(pryi)  O*li(Piys) 9%1i() li(dsyi)  Pli(bsyi)  0%Li(bsyi) )
i=1 a20Bo o20B1 0020002 (801)? do?oo1 dojo?
li(pyys)  %li(piys)  Pli(iys)  0li(piys)  0li(dpiys)  0%li(Piys)
001980 001061 0010002 001003 (8001)2 Oog102
Pli(pry:)  Pli(pry)  Pli(piys)  Pli(py) () FPli(Piye)
0020Bp 02081 0020002 0020012 0020001 (00)2
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. . Bll Bl? Bl3
3li(¢, yi) ali<¢ayz’> _
- B21 B22 B23 )
0Py, olo)
B31 B32 B33
Oli(piys) Oli(B;yi)  Oli(Piys) Oli(Biyi)  Oli(Psys) Oli(P;yi)
oB 0BT o6 00T 12J6} O0?
_ Oli(diys) Oli(syi)  Oli(sys) Oli(dsys)  Oli(bsyi) Oli(ys)
00 0BT 00 00T 00 Oo? ’
Oli(piys) Oli(Byi)  Oli(Piys) Oli(B;yi)  Oli(Psys) Oli(D;yi)
do2 FIcH O02 00T 002 Oc2
representada por By, (¢) como,
oli(b;yi) 2 Oli(p;yi) Oli(Psyi)  Oli(Psyi) Ol (qb yi) Oli(dyy:) Ol (¢‘ yi)  Oli(@;yi) Oli(P;yi) ERACSD)
9Bo 9Bo 0p1 9Bo o3 9PBo o3 9PBo 001 9foo?
Oli(¢;yi) Oli(P;y:) Oli(¢3yi) 2 Oli(¢syi) Oli(Psyi)  Oli(@syi) Oli(syi)  Oli(byyi) Oli(@syi)  Oli(Piyi) Ol (¢ Yi)
0p1 9po 91 0p1 002 9p1 12 0p1 001 91
n Oli(P;yi) Oli(Piyi)  Oli(Piys) Oli(iyi) oli(P;yi) 2 Oli(¢syi) Oli(Psyi)  Oli(@syi) Oli(diyi)  Oli(sys) Ol (¢> yi)
1 Z 0002 9Bo 803 0B 808 308 Bog dao 001 800
| () Ali(diys)  Oli(eyi) Oli(diyi)  OLi(diyi) Oli(diyi) <61i(¢;yi> ) P Ol Oi(diys)  Oli(iyi) Ol (9rp:)
- Oo12 dBo 012 061 do12 8o d0? 0c12 001 902
Oli(¢yyi) Oli(Psyi)  Oli(@syi) Oli(Piyi)  Oli(Piys) Oli(Pyyi)  Oli(@yi) OLi(Psyi) Ol ($:yi) 2 Ali(¢;y:) Ol (¢ Yi)
001 9Bo 001 0B 001 9002 001 o3 80012 001
Oli(piyi) Oli(Piyi)  Oli(sys) Oi(diys)  Oli(dswi) Ols(boys)  Oli(Pyyi) Oli(biyi)  Oli(diys) Oli(Diyi) (8zz(¢,yi))2
002 dBo Oo? 01 Oo2 0002 Oo2 Ool12 002 0001 Oo?

o gradiente do vetor d,(¢) ¢é

Vd,(¢) = Vdiag (An(9) ' Ba(¢)An(¢) ' + An(d) ),

ai,dwg (An(#) "' Bu()An(¢) ™" + Anl9) "),

Agora,
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0An(P)"L  9An($) ! ))
Op1 Ops

0ps

(An@) 1282 a,(0) - Aue) P a ()" ))
A

W9) % (2P O ) x (Lo Aue) )

= —diag (An(qb)1 X 04.($) x (I, ® An(qb)l)) .

em que ® representa o produto kronecker de matrizes. Por outro lado,

a%diag (A(®) ' Bu(#)Au(9) ") = diag (8% (An<¢>—1Bn<¢>An<¢>‘l>>

= diag (%Anw)‘an(qb)An(cb)‘l - An<¢>‘1%3n<¢>An<¢>‘l)

Agora,

d 1 -1 _ _10A,(9) —1 1 .
%An(qb) B,.(9)A.(¢) = —A.(9) B A,(¢) B,(¢)A,(d) " e temos inte-

resse em

’li(;y:) Pl y:) 0%l ys)
0B03T 0B3067 03002
0A, () _ 0 | Pl(eiy) 0%Li(diy) Pl yi)
0 Oy, 00087 00007 00002
Pli(d;y)) Pli(piyi) Pl ys)
002087 00200 002002

k=1,...,s. (A.27)
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A.5.2 Calculando cada expressao em (A.25)

Devemos encontrar, para todo k,

0 <3li(¢, yi)) _o,

O \ 0BOBT
k=1,....3
a‘/; T a‘/; T T a‘/; T
Note que, 87‘8 = ZOZ() s % = ZIZO + ZOZl € 87;% = Z121 .

Por outro lado, para k = 4,

0 812(¢7yz) _ 0 - vIiyv-lyv ) T _18‘/1' —1 vy
am(aﬁam oo (VX =XV gV

1 til 1 til tzzl
com Z; = oo :<Z0 Z1>eXi= Do : :<Xi0 X, Xi2>‘
1t L t,, 6.
Para k =5,

0 (Oi(dy)\ 9 | oty wTi ol . o
8¢k ( aﬂaﬂ—r B 80'01( XZ ‘/; XZ) _XZ ‘/; {ZIZO +Z0Z1 }‘/; X;.

Para k = 6,

0 (9. yi) 9 XTvVx XTy! Ty -1
9o, ( 0B0BT aa%( DVOX) = XIVEAZ VX
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Para k=7,

0 oli(d, y:) . 0  yYvTv-lwv) _ vwTyv-2vw
o oo ) = oos (CXTV) = XTVE2x,

Temos interesse em,

5 o 5 8250303 8%503001 825030% 5
(Zi2.00) _ (G.9) OUlow) Ploaw) | 0,

I \ 0BI8T ) oy, 0p10of 081000y 0f1007 Oy,
PlLi(p,y:) Lo, y:) L, y;)
85280'3 8ﬁ28001 8ﬁ230%

A.6 Analisando a expressao A;; em (A.28)

Para analisar a expressdo —— (Aj2) para k= 1,..., s., lembremos que

IPr

0 (ali(¢7yi)) 0 (ali(d)ayi) oli(p, y:) 8li(¢,yi)>
8ﬁk 89T N 86k 80'8 8001 (90'% ’

cada expressao dentro da matriz A, pode ser encontrada calculando

ali(¢7yi> 1 718‘6 I+, oV, -1
T T (VL Ze.! V. V. 'e;, A.29
do? 2 P\ do? + 261 ‘oot ! € ( )

ali(¢7 yi) 1 -1 ov; | oV, -1
A I e |V —e V1—"LVvle, A.30
8001 2 ' ! 8001 + 282 ! 8001 i € ( )

(P, yi) 1 0V, 1 v, 10Vie
A S Ll B 7 —e'V V. le,. A.31
do? 2 Y do? + 26Z ‘o do? € (A.31)

Calculando a derivada segunda de (A.29), (A.30) e (A.31) com relagdo a cada S, k =

1,2,3.
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9 (0li(¢,yi) | Ty/—1 R Ty/—1
——X, V. ZyZ, V. e, ——e, V. " ZyZ, V. " X,
aﬁ(} ( 60'02 9 i0 Y4 04y V; € 262 i 040 Y 0

0 ali(¢ayi) | Ty -1 L +o, Ty/—1
—— X V. ZyZ, V. e,—-e. V. " ZyZ, V. ' X;
aﬁl ( ao_g 2 il ¥ 040 ¥ € 262 i 040 Y 1

0 ali(¢ayi) | — Ty —1 I+ Ty —1
—— X, V. ZyZ, V. e,— —e, V.. ZyZ, V. X;s.
aﬂQ ( 80’3 2 271 040 Y € 281 ) 04p Y 2

9 (0l(o,y; 1 B - 1 - -
(. 9:) ==X V' {Z.Z2) + 2,Z] } V. 'e, — ~e/ V. ' {Z,Z) + Z,Z] } V; ' X,
850 60'01 2 2

o [0l y; 1 B - 1 - -
(. 9i) —~X\Vi'{ZZ) + 2,2} Vi e, — e Vi ' {Z:2Z) + ZoZ) } V' X,
0p Jon 2 2

(¢, v 1 1
0 (dldy)) _ 1 2Vi'{Z2.2) + Z20Z] } Ve — —e] VT {Z1Z) + ZoZ] } Vi X
P>\ don 2 9

9 all(¢7 yz) 1 B B 1 B )
9o ( do? - _EXiOT‘/i IZOZITV; ‘e, — —e] V' Z,Z! V' X,.

9 all(d)ayz) 1 _ B 1 ) )
b1 ( 02 ) = T XaVi B2V e — pe Vi Z Vi X

9 all(d)? yz) 1 _ B 1 - B
02 ( do? - —§XZ;V; 1202V e — §€IV; 'Z0Z[ V1 X

Calculando as derivadas terceiras com relacao a ¢y, k =1,...,7 temos
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0 82l1(¢7 y'L) _ _
9fo ( 9Bp00} ) =X,V ZoZ, Vi Xy,
b ( 8/3(0(2’0% )) - §XiT0Vi_1Z0Z0TVi_1Xi1 + §Xz‘T1V;_IZOZOTVi_1XiO.
322 ( 8,6(0?0% )) - §XiT0Vi_120Z0TVi_1Xz‘2 + §X;Vi_IZOZOTVi_1Xio-
(9 (92ll , Y 1 3 - B 1 ) i .
9o ( %(gcg )) = 5 X0 Vi 22V, ZoZ] Vi e+ el Vi 202 Vi 202 Vi X,
0 0V 0
0 62l1(¢7 yz)
dooi oJeoler
1

1
X Vi Z,Z) + 2,Z } V' ZyZ) V; e + 5onvg—lZOZOTV;1 {(Z,Z) + Z,Z] } V; 'e;+

1 1
5e;rv;fl {(Z,:Z2) + Z,Z] } V' ZyZ) V; X0 + éejwlzozgwl {Z,:2) + Z,Z] } V' Xy0.

002\ 0Bydo? )

1 1
EonwlzlzIV;*lZOZJV*lei - §X£‘/;*1Z0ZJW’1Z1Z1T%*1ei+

1 1
iejwlzlszlzozgw—lxm + ie;'_VleOZOTVZ.‘lzlleVleio

]

1 1
502 \ "3Bo002 ) = §XJOV;—ZZOZOT V. e + 5_X;.T,V;lZOZOT V. %e;+
0

1 1
56 Vi 'Z0Z) V,  Xio + el Vi ZoZg Vi X,

A.6.1 Analisando a expressao A3 em (A.28)

Temos interesse en calcular a terceira derivada da expressao Ai3 com relacao a cada

019, y») 9

—X-TV-_2eZ-), parak=1,...,7.

_a(lﬁk( A A

| .
elemento ¢y, isto é Bon ( 88007
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)
— (=X V%) = X V.72 Xy
95, (=X V%) i Vi 0
i (_X;‘/;—Qel) — Xi—r‘/;_2Xi1-
b
i (_X;‘/;_zei) = X'V’ X,
g5
% (-X.' V%) = X'V, ' 2,Z) V; %e; + X,V ZyZ) Ve,
0
aj (-X,'V %) =XV, ' {Z,Z) + Z,Z] } V %e; + X,V *{Z:Z) + ZyZ] } Ve,
01
%)

5oz (“X{Vie) = X[V 2,2] V. e + X[V, Z, 2]V e
01

% (X' Vi %e;) =2X Ve,

A.7 Analisando a expressao A, em (A.28)

Vamos fazer o calculo geral da segunda derivada do [;(¢;y;) com relagao ao vetor 6, isto

27 ..
6 0°li(¢; yi)

00007 '
Pli(pyys)  0%li(b,y:i) 0%l b;ui)
doddo? do2don doldo?
a2l¢(¢;yi)_£ oli(@;yi) Oli(@,y:) Oi(diyi) | Pli(dry) Pli(dsy) Pl y)
00007 00 do? dod, do? N Do 008 00010001 Dog100%
Pl(p;yi) Pli(Psyi) Pl yi)
doido? doidon doido?

Devemos calcular a terceira derivada da matriz A5 com relacao a ¢, para todo k, sendo

assim, temos
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82li(¢; yi) 52li(¢5 yz) 8212‘(@ yz)
olertolers Do20og; Joddo? M,, M, Mj;
0 3251'(9?-”; yi) 82li(¢; yz) 8%(@’); yz) _ M M M. (A.32)
a¢k (200130(2) 820018001 200160% 2 - > ’
li(d;yi) O°li(d;ys) 0°li(d;yi) M M Mss
D20t 002000, Do2do?

Temos interesse em calcular a terceira derivada da expressao A;3 com relacao a cada

27 .
elemento ¢y, isto é 0 (8 Li(¢, y’)) - i (_X.TV._2ei), parak=1,...,7.

6gz5k 66002 8¢k t t

o (-X,"V;%e;) = X'V, 2 X,

00

2 (-X,'V %) = X'V, ’ X,y

06

9 (-X,'V%e;) = X'V, 2 Xy

02

% (=X,'V%e;) = X'V, ' 202,V %e; + X'V, > ZyZ, V 'e;.
o)

aa (-X,'Vile)) = X'V, ' {Z,:Z) + 2,Z] } V; e; + X'V, {Z,Z) + Z,Z] } V; e,
001
5,

— (-X,'V %) = X,V ' 2, Z] V %e; + X'V, > Z, Z[ V 'e;.

80_% K3 (2 K3

2 —X'Vi2,) =2X. Ve,
( i) i

9o i V1 i V1
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A.7.1 Analisando a expressao Ay em (A.28)

Vamos fazer o célculo geral da segunda derivada de [;(¢;y;) com relagio ao vetor 8, isto

27. cay.
& a lz(¢7yz)

00007 ’
Pli(iyi) Pl(dyi) Pli(dsy)
olertolers o200, Joddo?
3%(@5%%)_2 oli(¢;y:) Oli(p,y) Oli(Piyi) | _ | Pl(dsy) Plildiy) Pl yi)
8089T n 00 80'(2) 80'[2)1 30'% N 80'0160'(2) 80'0160'01 80'0180'%
Pl(p;yi) Pli(P;yi) 0l yi)
do?dat 002000, do2do?

Calculando a terceira derivada da matriz A5 com relacdo a ¢ para todo k, temos

Pli(p;ys) Pli(dy:)  Pli(d;ui)
2305803 (203(3001 90380% M, M, Mi;
0 | Olldiy) PUuldiy) PU(@iy) | _ | 1 ap M (A.33)
a¢k 52)00150(2) 320018001 ?00180% - - > ‘ '
li(b;y) Oli(diy) O°lLi(d;y) Ms M Mss

do?0a? ooy, doido?
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0
Para resolver My; em (A.33) para todo k, devemos encontrar,— (M), isto é

olo
9 9 1 -1 Ty, -1 T Ty, -1 Ty, -1 Ty, —1
8_60 (Mll) :8_60 §tr (‘/; Z(]Zo V7: Z()ZO ) — € ‘/z Z0Z0 ‘/; Z(]ZU ‘/Z e; | .
=XV, ' ZyZ )V, 2y Z Ve e VT 20 Z) VT 20 Z, Vi X .
9 0 1 -1 Ty, -1 T Ty/—1 Ty, -1 Ty,—1
8_61 (Mll) :8_61 §tr (‘/; Z(]Zo Vz- Z0Z0 ) —€; ‘/2 Z0ZO ‘/; ZOZ[) ‘/Z- €; |.
=X, |V, 'Z,Z) V' ZyZ, V, ei +e] V,  Z20Z, V20 Z, Vi X
d 9 1 -1 Ty, -1 T Ty, -1 Ty, -1 Ty, —1
8_62 (Mll) :8_62 étr (‘/Z ZOZO Vz- Z()ZO ) — el- ‘/7: Z0Z0 ‘/; Z(]ZU ‘/; e; | .
=X V. ' ZyZ VT ZyZ Vi e + e Vi Zy 2 VI Z0 Z ) VT X,
9 9 1 -1 Ty, -1 T Ty, -1 Ty, -1 Ty,—1
80'2 (Mll) :W étr (‘/; Z(]Z[) ‘/1- Z0Z0 ) — € ‘/7: Z0Z0 ‘/; Zozo ‘/; €; |.
0 0

—tr (Vi ' ZyZ) V' ZyZ ) V' ZoZy ) + €] V' ZyZ) Vi 2y Z) Vi Zy Z) Ve

3, o [1 B B _ _ _
% (M) =50 (itr (V, WAYAR% 1ZOZOT) —e/ V.2 Z] V. ZyZ) V, 1ei)
01 01

=—tr (V' {Z:2) + 22| } V; ' Z,Z) V"' ZyZ )
—tr (V' Z,Z) V' {Z:2) + 22, } V' ZyZ))

+e/ V' {Z:Z2) + 202} V' ZyZ) V' ZyZ, V] e,

+e/ Vi 'Z,Z) V' {Z,Z) + ZoZ] } V' ZyZ, V] e,

VLIV 2,2V 22 + 22}V e

0 9 (1
557 (M) =5 (ﬁtr (Vi'202, V' 202 ) — €] V' 2,2, V' ZoZ Vi‘lei)
1 1

1 1
=5t (Vi'z,Z2) V' ZyZ, V' ZyZy ) + St (Vi'Z2yZ, V' 2,2/ V' Z,Z) ) +
e, V12, Z! V' ZZ/ V' Z,Z) Ve, + ] VT 2, Z VT 2, Z] VT ZyZ] Vet

)

e, Vi ' ZyZ) Vi ' 202, V' 2, Z V] e,
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0 :
Para resolver M1, em (A.33) para todo k, devemos encontrar,— (M), isto é

e

Assim,

1 1
% (iejvi-lzozgvg-l {2,.2] + 2,2, } Vi_lel) = =5 X0V 22,V {Z 2 + Zo2) } Ve
0

1
— §€IW_IZOZJ‘/;_1 {le(;r + Z()Zl—r} ‘/i_lXi().

Por outro lado,

1
- (elvi(zal v 2zl vz Vo) -
0

1 1
— X Vi 2120 + 202} V. Z0Z] Ve — e[ VT {202, + 202} Vi 202 VT X,

0
Agora, para —— (Mi,),
gor pr@ﬁl( 12)

Z,Z, + Zozf})>

1 1
CE (—eTvlzova;l {Z,:2) + Z,Z] } V] 'e; + §ejv;*1 {22y + 7,7} v;lzozg‘/;lei) :

Derivando a segunda expressao na soma anterior temos:
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1
— (56214—120251/;—1 {2,2) +Z,Z]} V;_lez)
1
= —§XJW12()ZJV;1 {Z,:2) + Z,Z] } V; 'e;—

1
éeiTVi‘lZoZOTVi‘l {z,2] +Z,Z} V[ ' X

e

0 (1 +o 4 T T -1 Ty -1

1
1
= -2 Vi Z0Z) + ZoZ] Y VT Z,Z) V] e,
1
—y?‘é‘l {2,z + 2,2 } V[ ' Z,Z] V; ' X,.
Agora bem, para o caso,—— (M) temos:
95>

temos,

0
0P,

1
(ﬁejvg—lzozgvi—l {2,2) + Z,z]} V;_lei>
1
= —§ngﬂzozgvgfl {Z:Z) + Z,Z] } V; 'e;—

1
e Vi \ZZ Vi {22 + 202} Vi X
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Por outro lado, para a segunda expressao na soma acima, temos

1
% (éeml (2,2 + 2,2] )V, 2,2] V)
2

1
— _§X;V;1 {2,2) + Z,Z] } V' ZyZ, V" 'e;

1
—iejV;l {Z,:Z2) + Z,Z] } V' ZyZ) V; ' X ;.

Agora, para o caso,~—— (Mi2) temos
0o

0
507 (M) =—tr (V' ZyZ V' 202,V {2, Z) + ZyZ] })
0

+e/ V' 202, V; ' ZyZ, V(2,2 + ZyZ] } Vi e

]

+e/ Vi 'ZZ) V' {Z,:2) + ZoZ] } V' ZyZ, V] e,

135



0
do?

Para o caso,

0

80‘01

Finalmente,
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1
—— (My3) = — §tr (\ARVAVAR Ay AV AR A {leOT + ZyZ] })

- %tr (Vi'202,V; ' 2,2V ' {Z,Z, + Z,Z, })

1
—e/ V. 'Z,Z[ V' ZyZ] V' (2,2 + ZoZ) } Ve

+ 2 K3 (2

+-e/ Vi 'ZyZ) V' 2, Z) VT {2, Z) + ZyZ] } V] e,

N | —

1

+§eIW1ZOZOTV;1 {Z,Z2) + Z,Z } V' Z,Z] Ve,
1

+§€¢T‘/E_1zlz1TVf1 (2.2] + 202} V' Z,Z) V[ e,

+-e/ Vi {Z:Z) + 2,2, } V' Z,Z] V; ' ZyZ, Ve,

1
+§ejvi—1 {Z,:2) + 2,2 } V' ZyZ, V; ' Z, Z] V" e;.

(M) = — %tr (Vi'{2.2] + 22/} V' 2,2,V ' {2, 2] + Z,Z] })

— %tr (Vi '202) Vi ' {2.2) + 2,2, } V[ ' {Z:Z) + ZZ] })

1
+ 5e;TVf1 {(Z2,2] + 2,2} V' 2,2, Vi ' {Z,Z, + Z,Z] } V" 'e;
+ e/ V22V 2,2 + 20Z] Y Vi {202 + 2,Z] ) Ve

+e/ V' {22y + 202} Vi {Z,Z) + ZoZ| } V' ZyZ, Ve,

136

1
+-e; V' {Z1Z) + ZoZ] } V' Z,Z) V] {Z,0Z) + ZyZ]} V] e,

2 K3 (2
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0

1
507 (M) = — Str (V2202 V' {Z,2) + Z,Z] })

- %tr (Vi'202,V;?{Z:Z) + ZyZ] })
% V2,2,V ' {Z,Z) + Z,Z] } V" 'e;

1
+ §ejv;—1zozgvi-2 {Z,:2] + Z,Z] } Ve,

e, Vi 'ZyZy Vi {Z,Z) + ZyZ] } Ve,

N

_|_

[ Vi*lz,z) + 2,2} V' ZyZ) V!

N —
®

+
1
+§ejv 2,2 + 2,2 } V2,2, V] e,

1
LIV 212 + BB VB2V e,

O interesse esta centrado em % (Ms), 821 (M;3), %‘8 (Mi3) ..., % (M;3) . Sendo as-

sim, encontramos cada um das derivadas indicadas ,

— i <§e;|"/; IZ ZTVlZQZJ‘/;lez) 7

derivando cada expressao tense,

1
_% <_6TV 1Z0ZTV1Z1Z1—F‘/;16i> :§X;5V271ZOZJ‘/271Z1Z;’V;*1
0

+-e/ V' ZyZ, V7 2, Z VT X

l\DI»—l
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0 1 1
o (elVR IV 2V e ) < XV 2BV BV e
0

e/ V12,2V ZyZ, V. Xy

N | —

+

Calculando a derivada segunda de M3,

1 1
—% <§ejm—lzozgw—1zlsz—lei) zéxgw—lzozgvg—lzlszlei
1

2

1
+ 5eTVi—lZOZOTVﬁlefv;—lxﬂ,

e
o (eIv 2BV B2V ) - XV 22V 22V e
+%ejwlzlszlzozgwlxﬁ.
Agora para,

0 (1 _ _ _
% <§eiTVZ 'Z0Z, V' 2,2, V, 1€i>
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tense,

0 1 1
~ 95, <§BI‘C_IZOZ<)T‘/¢_121Z1TV¢_1@) =§X£‘4_IZOZ(>TV¢_12121TVflez‘
2

e/ Vi'ZyZy V' 2, Z) V] X,

1
2

0 1 1
~ 35, (56:‘6_1212;‘4_120Z5Vf18i> =§X£‘4_1Z121T‘6_IZOZOTVf1€z‘
2

1
+-e, V' Z\Z| V' 2, Z) V' X,

2 (2

agora,

5, _ B _
@(Mlg) = —tr (V; ' Zy2Z, V; ' ZyZ) V; ' Z, Z])
0

+e/ Vi 202y VT 202y Vi 21 2]V e

1
—e/ V' ZyZ, V' 2, Z] V1 Z,Z Ve,

—1—21

e/ VIZ,Z, V2, Z/ V' Z,Z] Ve,

DN | —

+

+e/ V12,2V, ZyZ) VT ZyZ) Vi e,

(2

para

0 0
o0, (M3)

- 80'01 B 80'01 2 v

Resolvendo o anterior, tense

139

1 1
<§tr (V;lzozgwlzlzf)) 0 <_eTv—IZOZJV;1zlzIW1eZ-> :



0

80'01
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1
(Myz) = —str (Vi {(2,2] + 2,2} V' 2,Z) V"' Z, Z)

— %tr (Vi'ZyZ V' {Z2,Z) + ZyZ] } V' Z,Z))

1
+-e/ Vi {Z:1Z) + 2,2 } V' ZyZ) V' 2, Z] V] e

2 K3 7

1
+56 Vi ZZ,V,

Nz,Z] + 2,2} V' Z,Z[ V] e

1
+§€IW_1ZOZJW‘12121T‘/;‘1 {(Z,2] + 2,Z]} V. 'e;

1
+-e/ Vi {Z:Z) + 2,2, } V' Z,Z] V' ZyZ, Ve,

2 K3 7

1
+-e/V.'Z,Z]V,

2 (2 2

Devemos encontrar agora,

N2.2] +2,2]} V' 20Z] Ve

1
<§€IW_IZOZ<)T‘/¢_121Z1TV¢_181'>

o

0 0 (1
907 (M) = 505 (5“ V"2, V2.2, )) B
1 1
o (1 +o Ty —1 Ty —1
=52 a8 Vi L4 Vi ZZ, Vi e ),
1
assim,

0 (1 . _
907 (§tr (V. '2y2, V, 1Z121T)>

Agora temos,

1
—5tr (Vi '2,:2/ V' 2,2, V' Z,Z])

1
-t (Vi'Z2y2,V;'2,Z/ V' Z,Z)).
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0 (1 1
(36T V 22TV B2 IV ) = Ll Vi B2V BaZ VO 2V et

902 \2

1

1 1
~e/ V' ZyZ V., ' 2\ Z[ VT 2, Z] Ve + 5eﬁ/;lzoZJV;*ZIZﬁ/;-lzlzfvi—lei,

1
=—e/ V. ' 2,2/ V' Z,Z,V, ' Z,Z[ V, e + ] Vi 20 Z ) Vi 2, Z] Vi 2, Z] Vi e,

a /1 1
~ 557 <§eiTVi_1Z1Z1TV;_1ZOZOTV;_1ei) = §eiTVZ._1ZlZlT‘/'i_1Z1Z1TV;_1ZOZJV;_1ei+
1

1 1
563‘/;—1lefw—lzlsz—lzozgvg—lei + §eJV;—1ZlZIV;—1ZOZJW1lefvi—lei,

1
eV 2,2V 12,2/ V' Z,Z] Ve, + §e:V;_121ZITVi_1Z0Z0TVi‘121Z1TVflei.

0
Para o caso de — (Msy), se tem

9o

27 “ay.
5 (PUE) 0 gy 8 (L (5 ey )

1
- % (56:‘/;1 {Z,:2) + 2,z } V' {Z,Z, + ZyZ, } V;lei) ,
0

:%Xgovi—l {Z,2) + 2,2 } V. ' {Z,Z) + Z,Z } V; e,

+%ejv;1 {22y + 2,2 } V' {Z,Z) + ZyZ| } V] ' Xy0.
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0 [ 0%:(e; y)) . el (1 3 ]
& ( (Oo0r)” ) OB (M) = P o (Vi {22, +

5 V. Z,zZ, + ZOZIT}))

o0 (1
=35 (§e:W_1 {Z,2) + 2,2 } V' {Z,Z, + Z,Z] } V;le,-) ,
1
1
— §XiT1V[1 (Z,2) + ZyZ] } V' {Z,Z) + Z,Z } V; e+

%ejvi—l {2,:2) + 2,2 } V' {Z,Z, + Z,Z] } V; ' X,1.

Por outro lado,

0 (PL(dsy)) 0 0 1 ) — : ]
02 ( (9o01)” ) = a5 M) = 55 (5“ (Vi ' {z 0 Z Vi Z,2] + 2,Z] }))

_ % (%ejvjl {220+ 202} V7' (2,2, + 2,Z] } Vi_lei) )
2

- %Xi—g‘/il {Z1ZoT + ZOZI} |7 {ZlZOT + Z0Z1T} Vle

1
+ 5e,TV;1 {2,2] + 2,2} V' {Z,Z) + Z,Z] } V; ' X,
Analisando,
0 82l2(q’>, yl) 0 0 1 _ —
00} ( o) )~ 903 M) = 5z 3t (VT 220 + 2020} VT {202, + 2021))

1
- % (561‘/;1 {Z:2) + 2,2 } V' {Z,Z, + ZyZ] } Vilei) ,
0
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A.8 Apéndice C
Condicgoes de regularidade

Consideramos a variavel aleatéria y;, ¢ = 1,...,n. com funcao de distribuicao conjunta

G sob ©, o espaco euclidiano mensuravel com densidade Radon-Nikodim g = % Se G é

desconhecida a priori, entdo é selecionada una familia (F(y)) de fungbes de distribuicao que

podem o nao conter a verdadeira estrutura de GG. Essa familia satisfaz as seguintes suposigoes.

1. A familia de fungoes de distribuicao F(y) tem fungao de densidade Radon-Nikodim

)

2. As seguintes propriedades sao certas:

e E[log(g(y))] existe e |logf(y, ¢)| < m(y) para toda y € Q2
3. KL(g : f; @) tem um unico minimo em ¢* € ©

dlogf(y, @)
Oy,

e diferencidveis de ¢ para cada y € €2

4. As funcoes , S20 mensuraveis com respeito a y para cada ¢ € ©, continuas

sao dominadas por fung¢oes integraveis com

Plogf(y, @) ‘ } ‘ dlog f(y, ¢) dlogf(y, )
L0 N Oy

respeito a M para todo y € € e para todo ¢ € ©.

6. As seguintes propriedades sdo certas:

(a) @* é um ponto interior de ©
(b) B(¢*) é nao singular, e

(c) ¢* é um ponto regular de A(¢*).

Usando as suposigoes de 1. a 6. White (1982) mostra que
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Theorem 1 Normalidade assintotica

Dadas as suposicoes de 1. a 5.
Vit (60— ¢7) A N(0, V()

além, do que Vn($n) 5 V(Y.

. As funcoes
0 [|0f(y, 9)
’8@ o f(y,9)

sao dominadas por fungoes integraveis com respeito a ¢, para todo ¢ € © e o suporte

minimo de f(y, ¢) nao depende de ¢.

. As funcoes

oy’

existem e sao continuas em ¢ para cada y.

. As funcgoes
adk (y? ¢) 8f(y7 ¢>
2D ¢ oy, 09 L0

sao dominadas por funcoes integraveis com respeito a M para todo y € (2.

. As funcoes

Oy

existem e sao continuas em ¢ para cada y.
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A.9 Apéndice D

A.9.1 Teste Alternativo da Matriz de Informacao

e A ideia para a construgao da matriz de covariancias da estatistica v/nd,(y; ¢,) é,
primeiro usar uma expansao em Taylor de primeira ordem dessa estatistica ao redor
de ¢y, segundo usar o teorema do limite central, seguindo as indicagoes detalhadas em

Gourieroux & Monfort (1995, p.183).

e Sabemos que sob as condicoes de regularidade no apéndice C, e sob a hipdtese nula

Hy que o modelo é corretamente especificado a estatistica /nd, (y; (gn), é tal que

Vnd,(y, ,) ~ N. [0, M(¢y)] , (A.34)

[White (1982)]. Usando o Teorema de Cochran [Sen & Singer (1993, p.137)] conside-

rando que Mn@n) ¢ uma estimacao da matriz M(¢y) e conheciendo que

~

M., () =5 M(bo)

Teorema 4.1 White (1982), entao

EAMI = nd,(y,$,) M ()] " du(y, dn) (A.35)

¢ distribuido assintoticamente como 2.

A.9.2 Teste do Estimador “Sanduiche” Modificado

e Considerando que E <de($n)> = Mf(¢)7 e £ (déz(aﬁn)) = NZ(¢)~
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Cou [d3(@)] = 3 Cou [diu(@2) + d3(.)]

=1

Z (V(dii(@n) + V(ds(Bn) + Cov (dii(bn). dii()) + Cov (dsy(bn), dii(n) ) |

Z (4260 - wi(@) (d1.(60) - wite)) )+

3

E ((d;@n) —15(@)) (d3(B) — m3(9)) )+

1

)

)
Z ((dL (@)~ ui(®)) (d§i<$n>—u;<¢>)T)+
)

ZE ((d;@n) — () (di.(@0) — wi(6)) ).

(A.36)

Agora, sob as condigoes de regularidade e sob Hj, tendo em conta o teorema central

do limite, temos

Vit [ (@) —E (i) ) | AN (0,C.(0))

e sob Hy,
E (4;(6,) = (% fjd:(&») ~ s (Z (i) + d;i@n))) —0. (a3)

entao

v (¢a) ~ N [0, Co(o)] (A.38)

Aplicando o teorema de Cochran, [Sen & Singer (1993, p.137)], e tendo em conta que

—~ o~

C,(¢,) &€ um estimador consistente de C,(¢) temos que
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2. (A.39)

A.9.3 Teste do Estimador “Sanduiche” Alternativo

e Considerando a distribuicao assintotica do estimador ¢, e tendo em consideragao as

condic¢oes de regularidades no apéndice C, entao

Vit (6= o) A N[0, V(o) (A.40)

em que V(¢y) € como em (2.35), [White (1982)]. Além disso, Vd(@) |p=¢, existe, entao

usando (A.40) e o método Delta, [Sen & Singer (1993, p.136)], obtemos
Vit (d;(®,) = din)) 2 N(0,Vd(go)V(90) V(@) ). n—so0  (Adl)

De acordo com (A.37), E (d,’;(qgn)) = 0, sob a hipotese Hy, com (A.41), aplicando o te-

orema de Cochran, [Sen & Singer (1993, p.137)], a estatistica do estimador “sanduiche”

alternativo,

—~ ~ o~ o~ —~ -1 —~
b (6)T [V (@0)V(hn)Vin(d) | di(n) 2 X2 (A.42)
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