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Resumo

NASCIMENTO, L. M. Equações de reação-difusão com termos concentrados na fron-
teira. 2023. - f. Dissertação (Mestrado) - Instituto de Matemática e Estatística, Universidade de
São Paulo, São Paulo, 2023.

Neste trabalho, apresentamos a dedução de uma equação efetiva que aproxima em espaços
apropriados um problema de reação-difusão-convecção definido num domínio fino com termos con-
centrados na fronteira. O problema é descrito por uma equação diferencial parcial elíptica não linear
com duas condições de fronteira de Neumann, uma homogênea e uma não homogênea. A não li-
nearidade do problema aparece tanto na equação governante quanto na condição de fronteira não
homogênea. Por meio de uma mudança de variável apropriada, mostramos que o novo problema,
colocado em uma região bidimensional, pode ser aproximado por uma equação diferencial regular,
unidimensional, que captura os efeitos de todos os processos físicos relevantes que ocorreram no
problema original. As principais motivações para este tipo de problema são provenientes de aplica-
ções na engenharia química.

Palavras-chave: equações diferenciais, termos concentrados, equação de reação-difusão, domínios
finos.
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Abstract

NASCIMENTO, L. M. A diffusion-reaction equation with boundary concentrated terms.
2023. - f. Dissertação (Mestrado) - Instituto de Matemática e Estatística, Universidade de São
Paulo, São Paulo, 2023.

In this work, we present the deduction of the effective model that describes a convection-
diffusion-reaction problem in a thin domain with terms concentrated on the boundary. The problem
is set by a nonlinear elliptic partial differential equation with two Neumann boundary conditions,
one homogeneous and the other non-homogeneous. The nonlinearity of the problem appears both
in the governing equation and in the non-homogeneous boundary condition. By means of an appro-
priate change of variables, we show that the new problem after the change of variables, placed in a
two-dimensional region, can be approximated by a regular one-dimensional problem, that captures
the effects of all relevant physical processes that occur in the original problem. The main motivati-
ons for this type of problem are driven by chemical engineering processes.

Keywords: differential equation, concentrated terms, reaction-difusion equation, thin domains.
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Capítulo 1

Introdução

Equações Diferenciais são comumente utilizadas para modelar diversos fenômenos físicos, quí-
micos e biológicos. Dentre muitos exemplos podemos mencionar tais como: problemas envolvendo
mecânica de corpos, efeitos de reações químicas, crescimento populacional, evolução de doenças e
etc.

Fazendo o uso das mesmas, é possível modelar problemas de convecção-difusão-reação que apa-
recem naturalmente quando trabalhamos com processos químicos e físicos em diversas áreas. Em
especial, na área de engenharia química, sendo de grande interesse tanto do ponto de vista teórico,
quanto do ponto de vista prático.

No presente trabalho, estudamos uma equação estacionária de reação-difusão em um canal fino
(ou longo) com termo de reação não linear concentrado em uma faixa estreita oscilatória próxima
a uma parte da parede do canal. Na parte oposta da fronteira do canal, uma condição não linear
é determinada modelando a reação catalisada pela parede. Este tipo de problema descreve, por
exemplo, um transporte do soluto por convecção e difusão onde as partículas do soluto sofrem uma
reação química irreversível em uma parte da fronteira e reagem entre si na vizinhança da outra.
Em seguida permita-nos mencionar alguns trabalhos importantes sobre transportes de soluto. Tay-
lor [9] foi o pioneiro a discutir a dispersão de um soluto passivo em um fluxo laminar. Em seguida,
Aris realizou em seu trabalho [22] a derivação formal de equações efetivas que descrevem o pro-
blema na ausência de reação química. Mikelic̀ em [2] derivou rigorosamente o modelo assintótico
para o transporte de soluto na presença de reação química linear de primeira ordem na parede do
canal. Com o mesmo tipo de condições de contorno, Allaire tratou em [8] um modelo mais geral
de reação-difusão-convecção via Homogeinização. Os trabalhos [16, 15] investigaram os efeitos de
geometria da curva e da microestrutura dos fluidos na dispersão do soluto. É importante mencionar
que os trabalhos acima mencionados são todos lineares.

Nosso objetivo aqui é derivar de maneira rigorosa o modelo efetivo descrito pela equação de
valor de contorno unidimensional, fornecendo uma boa aproximação do problema original quando
a razão entre a espessura do canal e seu comprimento é pequena. Mais precisamente estudamos um
modelo baseado em uma equação diferencial de reação-difusão elíptica com termos concentrados na
fronteira. Fizemos um estudo aprofundado do artigo [14] que ao que sabemos, foi a primeira ten-
tativa de realizar uma análise rigorosa de um problema como o descrito neste trabalho. Ademais,
combinamos resultados e comparamos as técnicas apresentadas em [10, 11, 16] para prosseguir com
o desenvolvimento do texto.

Mais precisamente, estudamos uma família de soluções dadas pela seguinte equação elíptica não
linear com condições de contorno de Neumann

1
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
−D∆wϵ +Qϵ(y)

∂wϵ

∂x
+ cwϵ =

1

ϵα
χθϵf(w

ϵ) em Rϵ

D
∂wϵ

∂νϵ
= ϵg(wϵ) em Γ e

∂wϵ

∂νϵ
= 0 na ∂Rϵ \ Γ,

(1.1)

onde o domínio Rϵ em questão é um canal simples fino (ou longo) definido da seguinte maneira,

Rϵ = {(x, y) ∈ R2 : x ∈ (0, 1), 0 < y < ϵH}, 0 < ϵ≪ 1. (1.2)

Denotamos por Γ ⊂ ∂Rϵ a parede inferior do canal, dada por

Γ = {(x, 0) ∈ R2 : x ∈ (0, 1)}. (1.3)

No problema (1.1), D > 0 trata-se da difusão molecular, c é o coeficiente de reação, νϵ =

(νϵ1, ν
ϵ
2) é o vetor normal unitário que aponta para fora de ∂Rϵ e

∂

∂νϵ
é a derivada normal. Além

disso, assumimos no problema (1.1) que a velocidade é incompressível. Como estamos estudando o
problema em um domínio fino, é razoável tomarmos a velocidade como unidirecional, implicando
que

Qϵ(y) = Q
(y
ϵ

)
,

onde Q ∈ L∞(0, H).
As funções f, g : R → R são funções não lineares de classe C2, limitadas e com derivadas limita-

das até segunda ordem. Do ponto de vista de investigar o comportamento assintótico do problema
(1.1), tal condição sobre as não linearidades f e g não implica nenhuma restrição significativa, já
que estamos interessados em soluções uniformemente limitadas na norma L∞.

A função

χθϵ : R2 → R

é a função característica definida na faixa estreita θϵ,

θϵ = {(x, y) ∈ R2 : x ∈ (0, 1), ϵ(H − ϵαGϵ(x)) < y < ϵH}, (1.4)

onde α é um parâmetro positivo, Gϵ : (0, 1) → R+ é uma função suave e não negativa que satisfaz
0 ≤ Gϵ(x) < H, ∀x ∈ (0, 1) e ϵ > 0. Veja a figura 1 onde o domínio fixo Rϵ e a vizinhança oscilante
θϵ são ilustradas.

Γ

θϵ

Figura 1: Domínio considerado Rϵ.

Ademais, Gϵ pode oscilar quando ϵ→ 0 já que assume a seguinte forma,

Gϵ(x) = G
(
x,

x

ϵβ

)
, para algum β > 0. (1.5)
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A função G : (0, 1)×R → R é não negativa e contínua. Além disso, supomos que é uniformemente
contínua em y, isto é, para cada η > 0, ∃δ > 0 tal que

|G(x, y)−G(x′, y)| ≤ η, ∀x, x′ ∈ [0, 1],

sempre que,
|x− x′| < δ e y ∈ R.

Também, assumimos que G é l(x)− periódica em y para cada x ∈ (0, 1), i.e

G(x, y + l(x)) = G(x, y), ∀y ∈ R

com a função de período l positiva e uniformemente limitada satisfazendo 0 < l0 ≤ l(x) ≤ l1 em
(0,1). Claramente, o conjunto θϵ é uma vizinhança da fronteira superior de Rϵ cuja espessura e
comportamento oscilatório dependem dos parâmetros positivos α e β, respectivamente. Note que
estes parâmetros definem a expessura e oscilação quando ϵ tende à zero. Além disso, se G depende
somente de x, então a função Gϵ não depende de ϵ e a faixa estreita θϵ não possui comportamento
oscilatório.

Para modelar a concentração de reações na região θϵ, procedemos como [11, 15]. Combinamos
a função característica χϵ com parâmetro ϵ e a função não linear f definindo o termo de reação
concentrada como

1

ϵα
χθϵf ∈ L∞(Rϵ).

Como Rϵ ⊂ (−ϵb, ϵH) × (0, 1) se degenera em um intervalo quando ϵ tende à zero, é esperado
que a família de soluções wϵ convirja para uma solução de uma equação unidimensional capturando
o perfil variável do comportamento oscilatório da faixa estreita, bem como o efeito da condição de
contorno não linear. Vamos mostrar que o problema limite de (1.1) é dado por


−Duxx + qux + cu =

1

H
(µ(x)f(u) + g(u)), em (0, 1)

ux(0) = ux(1) = 0.
(1.6)

onde,

q =
1

H

∫ H

0
Q(y)dy, (1.7)

representa a média da velocidade, e

µ(x) =
1

l(x)

∫ l(x)

0
G(x, y)dy (1.8)

é o coeficiente não-negativo em L∞(0, 1) relacionado à faixa estreita θϵ definida por Gϵ. Diante
disso, podemos concluir que o modelo assintótico (1.6) captura os efeitos que buscamos: os efeitos
de convecção, as reações na fronteira, dentro da faixa oscilatória e também o efeito da geometria da
região onde as reações ocorrem. Em nossa análise, combinamos os resultados de [23, 11, 17] para
lidar com o canal fino e usamos as integrais concentradas discutidas em [23, 11, 15, 1] para obter o
valor médio de G(x, ·) para cada x ∈ (0, 1). O coeficiente µ captura o comportamento oscilatório e a
geometria da faixa estreita onde se concentram as reações. Se G não depende de y, a faixa estreita
não tem comportamento oscilatório e portanto, µ(x) = G(x) em (0, 1).

Para estudar o problema (1.1) em Rϵ, realizamos uma mudança de variável através do isomor-
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fismo
Å
x1,

1

ϵ
x2

ã
que consiste em trocar o domínio fino Rϵ por um domínio fixo,

Ω = {(x1, x2) ∈ R2 : x1 ∈ (0, 1), 0 < x2 < H}, (1.9)

e a faixa θϵ por oϵ,

oϵ = {(x1, x2) ∈ R2 : x1 ∈ (0, 1), (H − ϵαGϵ(x1)) < x2 < H}. (1.10)

Assim, reescrevemos (1.1) da seguinte forma,



−D
Å
∂2uϵ

∂x21
+

1

ϵ2
∂2uϵ

∂x22

ã
+Q(x2)

∂uϵ

∂x1
+ cuϵ =

1

ϵα
χoϵf(u

ϵ), em Ω

∂uϵ

∂x1
N1 +

1

ϵ2
∂uϵ

∂x2
N2 = 0, em ∂Ω \ Γ

D

Å
∂uϵ

∂x1
N1 +

1

ϵ2
∂uϵ

∂x2
N2

ã
= g(uϵ), em Γ.

(1.11)

De maneira análoga, a função χoϵ : R2 → R é a função característica da faixa oϵ, N = (N1, N2) é
o vetor normal exterior a ∂Ω e Ω ⊂ R2 é o conjunto dado em (1.9). Tal mudança consiste em esticar
a direção x2 por um fator ϵ−1 que estabelece uma difusão muito rápida na direção x2. Devido a
esse forte mecanismo de difusão, espera-se que as soluções de (1.11) se tornem mais homogêneas na
direção x2 quando ϵ→ 0, de modo que a solução limite não depende da segunda variável e, portanto,
o problema (1.6) será unidimensional. Isso está totalmente de acordo com a ideia intuitiva de que
uma equação em um domínio fino deve se aproximar de um problema unidimensional definido num
segmento de reta.

Vamos relembrar a definição de solução hiperbólica.

Observação 1.0.1. Recordamos que uma solução de estado estacionário u de uma equação dife-
rencial não linear é dita ser hiperbólica, se λ = 0 não for um autovalor da equação linearizado, em
torno da solução u. Assim, se u satisfaz a equação (1.6) e é hiperbólico, então λ = 0 não é um
autovalor do problema de autovalor:


−Dvxx + qvx + cv =

1

H
(µ(x)f ′(u) + g′(u))v + λv, em (0, 1)

vx(0) = vx(1) = 0.
(1.12)

Agora, estamos aptos a enunciar nosso resultado principal:

Teorema 1.0.1. Suponha que o coeficiente de reação c em (1.11) satisfaz c >
∥Q∥2

L∞(0,H)

4D .

a) Então, se {uϵ}ϵ>0 é uma família de soluções do problema (1.11), existe uma subsequência uϵ,
ainda denotada por uϵ e uma função u ∈ H1(Ω) com u(x1, x2) = u(x1), solução do problema
(1.6), tal que

∥uϵ − u∥H1(Ω) → 0, quando ϵ→ 0.

b) Por outro lado, se uma solução u de (1.6) é hiperbólica, então existe uma sequência uϵ de
soluções do problema (1.11) satisfazendo

∥uϵ − u∥H1(Ω) → 0, quando ϵ→ 0.
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Para cada ϵ > 0, definimos o conjunto de equilíbrio,

Eϵ = {uϵ ∈ H1(Ω) : uϵ é uma solução de (1.11)}. (1.13)

As afirmações nos itens (a), (b) no Teorema (1.0.1) correspondem à semicontinuidade superior e
inferior do conjunto de equilibrio do problema parabólico associado a (1.11) em ϵ = 0.

O presente trabalho é formado por quatro capítulos, um apêndice e referências bibliográficas. O
primeiro capítulo refere se à introdução, descrição do problema e enunciado do Teorema principal.

O capítulo 2 refere-se à uma breve revisão de conceitos e resultados que serão importantes para
o desenvolvimento deste trabalho. Falamos sobre Espaços de Banach, Hilbert, os Espaços Lp, fun-
ções periódicas em L1, convergência fraca e fraca∗, Formas bilineares em Espaços de Banach e uma
breve introdução aos Espaços de Sobolev.

O capítulo 3 está dedicado a mostrar a equivalência entre os problemas (1.1) e (1.11). Vamos ver
alguns resultados envolvendo integrais concentradas com o objetivo de mostrar que integrais concen-
tradas convergem para integrais de contorno. Vamos definir de maneira rigorosa formas bilineares
aϵ, a0, não linearidades Fϵ e F0 e operadores Aϵ e A0 em espaços de funções apropriados com o ob-
jetivo de escrever (1.11) numa forma abstrata e analisar o comportamento da família de soluções uϵ.

No capítulo 4 vamos mostrar o resultado pincipal deste trabalho, o Teorema 1.0.1 que corres-
ponde à continuidade do Conjunto de Equilíbrio Eϵ definido em (1.13). Provar este resultado se
resume a mostrar que as soluções do problema (1.11) são semicontínuas superiormente e inferior-
mente.

Para finalizar, adcionamos ao apêndice alguns resultados básicos que estão fora do escopo deste
texto.
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Capítulo 2

Resultados Básicos

Este primeiro capítulo tem como objetivo descrever resultados e definições que são necessários
para o desenvolimento deste trabalho. Este capítulo está dividido em quatro seções com subseções.
Descrevemos na primeira seção: uma revisão da definição de norma, produto interno, espaços de Ba-
nach e Hilbert, os espaços Lp, as desigualdades de Young, Hölder, Minkowiski e de Cauchy-Schwarz,
definimos o conceito de função característica, função teste e funções periódicas com oscilação rápida
e enunciamos o Teorema de convergência à média. Na segunda seção, definimos convergência fraca
e fraca∗, expomos suas relações com a convergência forte e caracterizamos convergência fraca e
fraca∗ nos espaços Lp. Na terceira seção, definimos as formas bilineares em espaços de Banach e
enunciamos o Teorema de Lax-Milgram, que será importante para estudar o operador Aϵ que nos
auxilia a escrever os problemas (1.11) e (1.6) em suas formas abstratas. Na última seção, introduzi-
mos a definição de distribuições e algumas de suas propriedades, descrevemos os espaços de Sobolev
W s,p, definimos o operador traço, a generalização da fórmula de Green para espaços de Sobolev e
o famoso teorema do mergulho de Sobolev. Dando continuidade, definimos os espaços de Sobolev
com expoente negativo W−s,p e os espaços de Sobolev com potenciais de Bessel. Para um estudo
mais aprofundado dos temas abordados neste capítulo recomendamos [4, 5, 3, 20, 15, 7].

2.1 Os Espaços Lp e algumas propriedades

Antes de definirmos os espaços Lp vamos relembrar algumas propriedades sobre espaços de
Banach e Hilbert. Aqui, O é um espaço mensurável, i.e O está munido de uma sigma-álgebra e uma
medida, a qual deixaremos implícita ao longo do texto.

Definição 2.1.1. Uma aplicação ∥ · ∥ : E → R+ dada por x 7→ ∥x∥ é dita ser uma norma em um
espaço vetorial E se

i) ∥x∥ = 0 ⇐⇒ x = 0;

ii) ∥λx∥ = |λ|∥x∥, para algum λ ∈ R e x ∈ E;

iii) ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥, para algum x, y ∈ E.

E é dito ser espaço normado e a norma é denotada por ∥ · ∥E.

Além disso E é dito ser espaço de Banach se E é completo, i.e se toda sequência de cauchy em
E converge em E. A convergência aqui, nesse caso, é chamada de convergência forte, ou seja,

xn → x em E ⇐⇒ ∥xn − x∥E → 0.

Definição 2.1.2. Seja H um espaço vetorial sobre R. Uma aplicação

7



8 RESULTADOS BÁSICOS 2.1

(·, ·) : H ×H → R
(x, y) 7→ (x, y)H

é um produto interno se

i) (x, y)H > 0 ⇐⇒ x ̸= 0;

ii) (x, y)H = (y, x)H , para algum x, y ∈ H;

iii) (λx+ µy, z)H = λ(x, z)H + µ(y, z)H , para algum λ, µ ∈ R, x, y e z ∈ H.

E H é um espaço de Banach com respeito a norma associada ao produto interno, i.e,

∥x∥H = (x, x)
1
2
H ,

dizemos que H é um espaço de Hilbert.

Definição 2.1.3 (Espaço Separável). Dizemos que um espaço X é separável se X contém um
subconjunto denso enumerável.

Definição 2.1.4 (Espaço Reflexivo). Se x ∈ X, x′ ∈ X ′, denotamos por ⟨x′, x⟩ o número real
x′(x). X ′ é dito ser o dual do espaço X. Definimos,

i) ∥x′∥ = sup{⟨x′, x⟩| : ∥x∥ = 1};

ii) Um espaço de Banach X é dito ser reflexivo se (X ′)′ = X. Mais precisamente, isso implica
que para todo x′′ ∈ (X ′)′, ∃x ∈ X tal que

⟨x′′, x′⟩ = ⟨x′, x⟩, ∀x′ ∈ X ′.

Definição 2.1.5. Seja p ∈ R com 1 ≤ p ≤ +∞. Definimos

Lp(O) =

ß
f : O → R : f é mensurável e tal que

∫
O
|f(x)|p < +∞

™
,

sabe-se que Lp(O) é um espaço de Banach com a norma,

∥f∥Lp(O) =

∫
O
|f(x)|pdx,

ver [4], pág.: 93 Teorema 4.8 caso 2). Quando p = ∞,

L∞(O) = {f : O → R : f é mensurável e ∃C ∈ R com |f | ≤ C q.t.p em O} .

Sabe-se também que L∞(O) é um espaço de Banach com a norma,

∥f∥L∞ = inf{C : |f(x)| ≤ C q.t.p em O}

ver [4], pág.: 93 Teorema 4.8 caso 1).

Ademais, se f ∈ L∞ temos que

|f | ≤ ∥f∥L∞ , q.t.p em O.

O espaço das funções que são localmente integráveis é dado por,

L1
loc(O) = {f : f ∈ L1(ω), para qualquer aberto limitado ω com ω ⊂ O}.
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Se p = 2, L2(O) é um espaço de Hilbert com o produto escalar

(f, g)L2(O) =

∫
O
f(x)g(x)dx.

Proposição 2.1.1 (Desigualdade de Young). Sejam A,B ≥ 0. Sejam, 0 < p <∞ e p′ ∈ R tal que
1
p + 1

p′ = 1 (p e p′ são ditos expoentes conjugados). Então,

AB ≤ Ap

p
+
Bp′

p′
.

Além disso, a igualdade acima é válida ⇔ Ap = Bp′.

Demonstração. Ver [4], pág.: 91, Teorema 4.6.

A Desigualdade de Young nos auxilia a provar à desigualdade de Hölder,

Proposição 2.1.2 (Desigualdade de Hölder). Seja 1 ≤ p ≤ +∞ e p′ seu conjugado, i.e


1
p′ = 1− 1

p , se 1 < p <∞

p′ = 1, se p = ∞

p′ = ∞, se p = 1.

Então, ∫
O
|f(x)g(x)|dx ≤ ∥f∥Lp(O)∥g∥Lp′ (O),

para qualquer f ∈ Lp(O) e g ∈ Lp′(O). Quando p = 2, a desigualdade anterior é chamada de
Desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Demonstração. Ver [4], pág.: 91, Teorema 4.6.

O resultado a seguir refere-se a uma generalização da desigualdade Triangular para os espaços
Lp.

Proposição 2.1.3 (Desigualdade de Minkowski). Seja 1 ≤ p ≤ ∞. Se f, g ∈ Lp(O), então f + g ∈
Lp(O) e

∥f + g∥p ≤ ∥f∥p + ∥g∥p.

Demonstração. Ver [3], pág.: 57, Desigualdade 6.11.

Definição 2.1.6 (Função Característica). Seja A um conjunto mensurável em Rn. A função ca-
racterística de A é a função χA definida por

χA(x) =

 1, se x ∈ A,

0, se x ∈ Rn \A.

Definição 2.1.7 (Uniformemente convexo). Dizemos que o espaço de Banach E é uniformemente
convexo se para qualquer ϵ > 0, existe δ > 0 tal que

x, y ∈ E, ∥x∥E ≤ 1, ∥y∥E ≤ 1, ∥x− y∥E > ϵ⇒
∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥ < 1− δ.
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Proposição 2.1.4. O espaço Lp(O) é separável para 1 ≤ p < +∞, e é uniformemente convexo
para 1 < p < +∞.

Definição 2.1.8 (Função simples). Uma função f : Rn → R é dita ser função simples se

f(x) =
m∑
k=1

αkχIk ,

com m ∈ N, αk ∈ R onde Ik é um intervalo de Rn para qualquer k = {1, · · · ,m}. Se O ⊂ Rn é um
aberto limitado, denotamos por S (O) o conjunto das funções testes da forma

∑m
k=1 αkχIk , tal que

Ik ⊂ O para qualquer k = {1, · · · ,m}.

Definição 2.1.9. Considere O um aberto e limitado de Rn. Para qualquer função φ : O → R, o
suporte de φ, denotado por suppφ, é definido como o seguinte conjunto fechado,

suppφ = {x ∈ O, φ ̸= 0} ∩ O.

Denotamos por D(O) o conjunto das funções infinitamente diferenciáveis com suporte compacto em
Rn. Denotamos também por Cc

0(O) o conjunto das funções contínuas com suporte compacto em Rn.

Teorema 2.1.1. D(O) é denso em Lp(O). Para 1 ≤ p < +∞.

Proposição 2.1.5. Seja f ∈ L1
loc(O) tal que∫

O
f(x)φ(x)dx = 0, ∀φ ∈ D(O).

Então, f = 0 q.t.p.

Demonstração. Ver [20] pág.: 17, proposição 3.

Definição 2.1.10 (Derivada multi-índice). Seja α = (α1, · · · , αn) ∈ Nn um multi-índice, denota-
mos

|α| = α1 + · · ·+ αn.

Assim, a derivada multi-índice é denotada por

∂α =
∂|α|

∂α1
x1 · · · ∂αn

xn

,

onde para |α| = 0, ∂α é a identidade.

Teorema 2.1.2 (Príncipio da Limitação Uniforme). Sejam X um espaço de Banach e Y um espaço
normado. (Tλ)λ∈L uma família em B(X,Y ) tal que para cada x ∈ X fixo

sup
λ∈L

∥Tλx∥ <∞

então ∃ c > 0, tal que

∥Tλ∥ < c, ∀λ ∈ L.

2.1.1 Funções periódicas em L1

Nesta seção estudamos uma classe de funções periódicas de oscilação rápida que serão impor-
tantes ao longo deste trabalho. Nos atentaremos à funções da forma,

aϵ(x) = a
(x
ϵ

)
, (2.1)
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onde a é uma função periódica e, a partir de agora, ϵ > 0 assume seus valores em uma sequência
que tende à zero. Considere Y um intervalo em RN definido por

Y =]0, l1[× · · ·×]0, lN [, (2.2)

onde, l1, · · · , lN são números positivos dados. Vamos denotar Y como o período de referência da
função. A seguir, vamos definir a noção de periodicidade de funções definidas em quase toda parte.

Definição 2.1.11. Seja Y como definido em (2.2) e f uma função definida q.t.p em RN . A função
f é dita ser Y− periódica se,

f(x+ kliei) = f(x), q.t.p em Rn, ∀k ∈ Z, ∀i ∈ {1, · · · , N},

onde {e1, · · · , en} é uma base canônica de Rn. Se n = 1, dizemos que a função f é l1− periódica.

O valor médio de uma função periódica é essencial para o estudo de funções periódicas de
oscilação rápida. O que nos leva a seguinte definição:

Definição 2.1.12. Seja O um aberto limitado de Rn e f uma função em L1(O). O valor médio de
f sobre O é o número real MO(f) dado por,

MO(f) =
1

|O|

∫
O
f(y)dy.

2.2 Convergência fraca e fraca* em espaços Lp

Nesta seção, estudamos as definições de convergência fraca e fraca∗, que são importantes para o
desenvolvimento deste trabalho. Aqui, E é um espaço de Banach real munido de uma norma ∥ · ∥E .
As definições e resultados a seguir serão utilizados com frequência nos capítulos seguintes.

Definição 2.2.1. Sejam E,F espaços de Banach. Seja Λ : E → F uma aplicação linear. Então, a
aplicação linear Λ é limitada se

sup
x∈E\{0}

∥Λ(x)∥F
∥x∥E

< +∞.

Denotaremos por L (E,F ) o espaço das transformações lineares limitadas de E em F .

Proposição 2.2.1. A quantidade,

∥Λ∥L (E,F ) = sup
x∈E\{0}

∥Λ(x)∥F
∥x∥E

≤ +∞

define uma norma em L (E,F ), onde L (E,F ) é um espaço de Banach com esta norma. Temos
então que,

∥Λ(x)∥F ≤ ∥Λ∥L (E,F )∥x∥E , ∀x ∈ E, (2.3)

onde ∥Λ∥L (E,F ) é o menor valor para o qual (2.3) é válido. Além disso,

∥Λ∥L (E,F ) = sup
x∈E\{0}

∥Λ(x)∥F
∥x∥E

= sup
∥x∥E=1

∥Λ(x)∥F ,

para Λ ∈ L (E,F ).

O Teorema a seguir nos fornece algumas propriedades dos espaços das transformações lineares
L (E,F ).
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Teorema 2.2.1. Seja Λ uma transformação linear de E em F . Então, as seguintes afirmações são
equivalentes:

a) Λ é limitada;

b) Λ é continua;

c) Λ é contínua no ponto v0 ∈ E.

Demonstração. (a) ⇒ (b) Fixe u, v ∈ E. Daí,

∥Λ(u)− Λ(v)∥F = ∥Λ(u− v)∥F ≤ ∥Λ∥L (E,F )∥u− v∥E , ∀u, v ∈ E.

Com isso, Λ é contínua.
(b)⇒ (c) Segue da definição de continuidade.
(c) ⇒ (a) Seja v0 ∈ E. Suponha que Λ é contínua em v0. Então, ∀ϵ > 0, ∃δ > 0 tal que,

∥v − v0∥E < δ ⇒ ∥Λ(v)− Λ(v0)∥F < ϵ,

fazendo w = v − v0, temos,

∥w∥E < δ ⇒ ∥Λ(w)∥F < ϵ.

Consequentemente, tomando z =
2

δ
w, temos

sup
∥z∥E=1

∥Λz∥F =
2

δ
sup

∥w∥E= δ
2

∥Λw∥F ≤ 2

δ
ϵ

Portanto, ∥Λ∥L (E,F ) ≤
2

δ
ϵ. Logo, Λ é limitada.

Definição 2.2.2. Se E é um espaço de Banach, o conjunto das transformações lineares e contínuas
de E em R é dito ser o dual do espaço E e é denotado por E′.

O espaço dual E′′ = (E′)′ de E′ é dito ser o bidual de E. Podemos caracterizar os espaços duais
a partir do Corolário a seguir.

Corolário 2.2.1. O espaço dual E′ é caracterizado como E′ = L (E,R) e é um espaço de Banach
com a norma:

∥x′∥E′ = sup
x∈E\{0}

|⟨x′, x⟩E′,E |
∥x∥E

, ∀x′ ∈ E′.

Temos também que,

|⟨x′, x⟩E′,E | ≤ ∥x′∥E′∥x∥E , ∀x ∈ E.

Pelo que acabamos de enunciar, E′′ é também um espaço de Banach. Em geral, identificamos
E como um subespaço de E′′ através de uma isometria canônica.

Proposição 2.2.2. Seja x ∈ E e a aplicação fx : E′ → E′′ onde x′ 7→ ⟨x′, x⟩E′,E ∈ R. Então
fx ∈ E′′ e a aplicação F : E → E′′ dada por x 7→ fx é uma isometria, isto é,

∥x∥E = ∥F (x)∥E′′ = ∥fx∥E′′ .

A partir deste resultado, podemos identificar x com fx, e então E com a imagem F (E) ⊆ E′′.
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2.2.1 Convergêcia fraca

Agora estamos aptos a definir a noção de convergência fraca para um espaço E de Banach
qualquer.

Definição 2.2.3 (Convergência Fraca). Uma sequência (xn)n∈N em E converge fracamente para x
se, ∀x′ ∈ E′

⟨x′, xn⟩E′,E → ⟨x′, x⟩E′,E , quando n→ ∞.

Denotamos a convergência fraca por,

xn ⇀ x, fracamente em E.

Proposição 2.2.3. Convergência forte implica em Convergência fraca.

Demonstração. Seja (xn)n∈N ⊂ E tal que xn → x. Para qualquer x′ ∈ E′, temos que

|⟨x′, x⟩E′,E | ≤ ∥x′∥E′∥x∥E , ∀x ∈ E.

Assim,

|⟨x′, xn⟩E′,E − ⟨x′, x⟩E′,E | ≤ ∥x′∥E′∥xn − x∥E , ∀x ∈ E.

Passando o limite na desigualdade anterior,

lim
n→∞

|⟨x′, xn⟩E′,E − ⟨x′, x⟩E′,E | ≤ lim
n→∞

∥x′∥E′∥xn − x∥E

⇒ lim
n→∞

|⟨x′, xn⟩E′,E − ⟨x′, x⟩E′,E | = 0, ∀x ∈ E.

Assim, xn ⇀ x, fracamente em E.

Nem sempre temos que convergência fraca implica em convergência forte. Para termos esta
equivalência precisamos adcionar a hipótese de que espaço é finito, i.e, dimE = N <∞.

Proposição 2.2.4. Se a dimE = N < +∞, a convergência forte e fraca são equivalentes.

Demonstração. Seja (xn)n∈N uma sequência em E tal que xn ⇀ x0, fracamente em E. Vamos
mostrar que, ∥xn−x0∥E → 0. Seja (ei)

N
i=1 base de E tal que ∥ei∥E = 1, para qualquer i = 1, · · · , N .

Então, para qualquer y ∈ E, ∃y1, · · · , yN unicamente determinados em R tal que

y =

N∑
i=1

yiei.

Sendo assim, podemos definir a aplicação fi : E → R dado por fi(y) = yi, i = 1, · · · , N a qual está
bem definida, pois, se i ̸= j, com i, j = 1, · · ·N , fi(y) = yi e fj(y) = yj , tem-se

⇒ fi(y) = fj(y) ⇐⇒
N∑
i=1

yiei =
N∑
j=1

yjej ⇐⇒ yi = yj .

Note que, em particular

lim
n→∞

⟨fi, xn − x0⟩E′,E = 0, i = 1, · · · , N.
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Mas,

∥xn − x0∥E =

∥∥∥∥∥
N∑
i=1

eifi(xn − x0)

∥∥∥∥∥
E

≤
N∑
i=1

∥eifi(xn − x0)∥E

≤
N∑
i=1

|fi(xn − x0)| → 0,

o que implica que xn → x0.

Proposição 2.2.5. Seja (xn)n∈N uma sequência que converge fracamente para x em E. Então,

i) (xn)n∈N é uma sequência limitada em E, i.e, ∃ uma constante C independente de n tal que,
∀ n ∈ N, ∥xn∥E ≤ C.

ii) A norma em E é semi-contínua inferiormente com respeito a convergência fraca, ou seja,

∥x∥E ≤ lim inf
n→∞

∥xn∥E .

Demonstração. Suponha que xn ⇀ x, fracamente em E.

i) Como xn ⇀ x, em E, para cada x′ ∈ E temos que

⟨x′, xn⟩E′,E → ⟨x′, x⟩E′,E .

Assim, ⟨x′, xn⟩E′,E é limitado para cada x′ ∈ E′. Logo, ∃Cx′ > 0 tal que,

|⟨x′, xn⟩E′,E | ≤ Cx′ .

Portanto, a aplicação Tn : E′ → R dada por x′ 7→ ⟨x′, xn⟩E′,E é linear e limitada, pois

sup
n∈N

|⟨Tn, x′⟩E′,E | = sup
n∈N

|⟨x′, xn⟩E′,E | ≤ Cx′ <∞.

Pelo Princípio da limitação uniforme ∃c > 0 tal que

∥Tn∥E ≤ C, ∀n ∈ N.

Com isso,

∥Tn(x′)∥E′ ≤ C∥x′∥E′ , ∀n ∈ N
⇒ |⟨x′, xn⟩E′,E | ≤ C∥x′∥E′ , ∀n ∈ N.

Pelo Teorema de Hahn-Banach A.1.3,

∥xn∥E = max
x′ ̸=0

ß
x′(xn)

x′

™
, ∀x′ ∈ E,

segue-se que

∥xn∥E ≤ C, ∀n ∈ N.

Logo, xn é limitada.
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ii) Como,

|⟨x′, xn⟩E′,E | ≤ ∥x′∥E′∥xn∥E .

Então, passando o lim inf na desigualdade anterior,

|⟨x′, x⟩E′,E | ≤ ∥x′∥E′ lim inf
n→∞

∥xn∥E .

Pelo Teorema de Hahn-Banach , existe x′ ∈ E tal que ∥x′∥E′ = 1 e ⟨x′, x⟩E′,E = ∥x∥E . Logo,

∥x∥E ≤ lim inf
n→∞

∥xn∥E .

Proposição 2.2.6. Seja (xn)n∈N uma sequência em E. Temos que,

a)xn → x, forte em E ⇒ b)

ß
i)xn ⇀ x, fracamente em E,

ii)∥xn∥E → ∥x∥E .

Se E é uniformemente convexo, então (a) ⇐⇒ (b).

Demonstração. Suponha que E é uniformemente convexo.
(a) ⇒ (b) o item (i) segue do Lema 2.2.3 e o item (ii) segue da desigualdade,

|∥x∥E − ∥y∥E | ≤ ∥x− y∥E .

(b) ⇒(a) Se x = 0, temos claramente que ∥xn∥E → 0 ⇒ xn → 0 forte em E. Suponha que
x ̸= 0. Suponha também por contradição que,

lim sup
n→∞

∥xn − x∥ > 0.

Então, existe uma subsequência, ainda denotada por (xn)n∈N tal que,

lim sup
n→∞

∥xn − x∥ = l > 0. (2.4)

Podemos assumir que ∥xn∥E ̸= 0 e denotamos por zn =
xn

∥xn∥E
e z =

x

∥x∥E
. Observe que, por

definição ∥zn∥E = ∥z∥E = 1. Além disso, desde que para qualquer x′ ∈ E′

⟨x′, zn⟩E′,E =
1

∥xn∥E
⟨x′, xn⟩E′,E .

Pelo item (i)(b), zn ⇀ z consequentemente,

(zn + z)

2
⇀ z, fracamente em E.

Pelo item (ii) de (2.2.5) temos,

1 = ∥z∥E ≤ lim inf
n→∞

∥∥∥∥zn + z

2

∥∥∥∥
E

≤ lim sup
n→∞

∥∥∥zn
2

∥∥∥
E
+ lim sup

n→∞

∥∥∥z
2

∥∥∥
E
= 1. (2.5)

Considere ϵ > 0 tal que ϵ <
l

2∥x∥
. Por (2.4), ∃n0 tal que, para n > n0 temos
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∥xn − x∥E > l − (l − 2ϵ∥x∥E) = 2ϵ∥x∥E .

Pelo item (ii)b, ∃n1 tal que para n > n1 temos

|∥xn∥E − ∥yn∥E | ≤ ϵ∥x∥E .

Então, para qualquer n > max{n0, n1}, temos

2ϵ <
∥xn − x∥E

∥x∥E

≤
∥∥∥∥ xn
∥xn∥E

− x

∥x∥E

∥∥∥∥
E

+

∥∥∥∥ xn
∥x∥E

− xn
∥xn∥E

∥∥∥∥
E

= 2∥zn − z∥E .

Como temos que, para qualquer n > max{n0, n1}, ∥zn − z∥E > ϵ. Consequentemente, por E ser
uniformemente convexo, ∃δ > 0 tal que

lim
n→∞

∥∥∥∥zn + z

2

∥∥∥∥
E

≤ 1− δ < 1,

o que contraria (2.5).

O resultado a seguir é uma das principais propriedades sobre espaços de Banach reflexivo.

Teorema 2.2.2 (Eberlein-Šmuljan). Suponha que E é reflexivo e seja (xn)n∈N uma sequência
limitada em E. Então,

i) Existe uma subsequência (xnk
)k∈N de (xn)n∈N e x ∈ E tal que, quando k → ∞, xnk

⇀ x,
fracamente em E.

ii) Se cada subsequência fracamente convergente de (xn)n∈N tem o mesmo limite x ∈ E, então a
sequência (xn) converge fracamente para x.

Demonstração. Ver [13], pág.: 141.

A proposição abaixo nos diz quando podemos passar o limite em um produto de sequências
convergentes fraca-forte.

Proposição 2.2.7. Seja (xn)n∈N ⊂ E e (yn)n∈N ⊂ E′ tal que, i)xn ⇀ x, fracamente em E

ii)yn → y, forte em E′.

Então,

lim
n→∞

⟨yn, xn⟩E′,E = ⟨y, x⟩E′,E .

Demonstração. Note que,

lim
n→∞

|⟨yn, xn⟩E′,E − ⟨y, x⟩E′,E | = lim
n→∞

|⟨yn − y, xn⟩E′,E + ⟨y, xn − x⟩E′,E |

≤ lim
n→∞

∥yn − y∥E′∥xn∥E + lim
n→∞

|⟨y, xn − x⟩E′,E | = 0

⇒ ⟨yn, xn⟩E′,E → ⟨y, x⟩E′,E .
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A partir da definição de convergência fraca em um espaço de Banach qualquer, podemos definir
a convergência fraca em espaços Lp, para 1 < p <∞. O que nos leva a seguinte definição.

Definição 2.2.4. Seja (un)n∈N uma sequência em Lp(O) com 1 < p < ∞. Dizemos que un ⇀ u,
fracamente em Lp(O) se,∫

O
unφdx→

∫
O
uφdx, ∀φ ∈ Lp′(O) com

1

p
+

1

p′
= 1. (2.6)

O resultado abaixo nos fornece uma caracterização sobre convergência fraca em espaços Lp(O).

Proposição 2.2.8. Seja 1 < p < ∞ e (un)n∈N uma sequência em Lp(O). Então, as seguintes
afirmações são equivalentes:

a) un ⇀ u, fracamente em Lp(O), b)


i)∥un∥Lp(O) ≤ C, independente de n

ii)

∫
I
undx→

∫
I
udx, para qualquer intervalo I ⊂ O, O ⊂ Rn.

Demonstração. (a) ⇒ (b) Suponha que un ⇀ u, fracamente em Lp(O). Então i) segue de (2.2.5) e
para ii), basta tomar a função φ = χI .

(b) ⇒ (a) Seja φ ∈ Lp(O), com
1

p
+

1

p′
= 1. Como o conjunto das funções testes de O é denso

em Lp(O), ∃ uma função teste φn tal que

∥φ− φn∥Lp′ (O) ≤ η,

com,

φn =
m∑
k=1

αkχIk ,

onde m ∈ N e αk ∈ N e Ik é um intervalo de O, para qualquer k = 1, · · · ,m. Então,∫
O
(un − u)φdx =

∫
O
(un − u)φndx+

∫
O
(un − u)(φ− φn)dx.

Por ii) temos que quando n→ ∞,∫
O
(un − u)φndx =

m∑
k=1

αk

∫
Ik

(un − u)dx→ 0.

Usando i) e a Desigualdade de Hölder, temos∫
O
(un − u)(φ− φn)dx ≤ ∥un − u∥Lp′ (O)∥φ− φn∥Lp(O) ≤ C1η,

onde C1 não depende de η nem de n. Logo, temos que∫
O
(un − u)φdx→ 0.

2.2.2 Convergência fraca∗

Como visto na subseção anterior, a verificação de que uma sequência qualquer converge fraca-
mente está fortemente ligada à estrutura do espaço E′. Pode acontecer que o espaço dual E′ seja
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um espaço “muito grande”, o que torna a verificação da condição de convergência fraca difícil. Além
disso, neste caso, existem poucas sequências que convergem fracamente. Esta situação nos leva à
seguinte noção mais geral, de convergência fraca∗.

Definição 2.2.5 (Convergência fraca∗). Seja F um espaço de Banach e E = F ′. Uma sequência
(xn)n∈N em E converge fracamente∗ para x se,

⟨xn, x′⟩F ′,F → ⟨x, x′⟩F ′,F , ∀x′ ∈ F

ou seja, xn ⇀ x, fracamente∗ em E.

O limite fraco∗ quando existe, é único. Pois, se a sequência (xn)n∈N admite dois limites fraco∗

x e y, pela definição anterior, temos que

⟨x, x′⟩F ′,F = ⟨y, x′⟩F ′,F , ∀x′ ∈ F

o que implica que x = y em F ′.

Vejamos um resultado que relaciona convergência fraca e fraca∗.

Proposição 2.2.9. Seja F um espaço de Banach e E = F ′. Então qualquer sequência que converge
fracamente em E, converge fraco∗ em E.

Demonstração. De fato, seja (xn)n∈N uma sequência de E = F ′ tal que xn ⇀ x, fracamente em E.
Então, por definição,

⟨x′, xn⟩F ′′,F ′ → ⟨x′, x⟩F ′′,F ′ , ∀x′ ∈ F ′′,

pois F ⊆ F ′′.

Enunciaremos a seguir alguns resultados sobre convergência fraca∗.

Proposição 2.2.10. Seja (xn)n∈N uma sequência que converge fraca∗ para x em E = F ′, onde F
é de Banach. Então,

i) (xn)n∈N é uma sequência limitada em E,i.e, ∃ uma constante C independente de n tal que,
∀n ∈ N, ∥xn∥E ≤ C.

ii) A norma em E é semi-contínua inferiormente com respeito a convergência fraca∗, ou seja,

∥x∥E ≤ lim inf
n→∞

∥xn∥E .

Demonstração. Análogo ao caso da convergência fraca (2.2.5).

Vejamos uma versão análoga ao Teorema de Eberlein-Šmuljan para convergência fraca∗.

Teorema 2.2.3. Suponha que F um espaço de Banach separável e seja E = F ′. Se (xn)n∈N uma
sequência limitada em E. Então,

i) Existe uma subsequência (xnk
)k∈N de (xn)n∈N e x ∈ E tal que, quando k → ∞, xnk

⇀ x,
fraca∗ em E.

ii) Se cada subsequência fracamente convergente de (xn)n∈N tem o mesmo limite, então a sequên-
cia (xn) converge fraca∗ para x, i.e

Assim como podemos passar o limite em um produto de sequências convergentes fraca-forte,
podemos também passar o limite em um produto de sequências fraca∗-forte.
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Proposição 2.2.11. Seja (xn)n∈N ⊂ E = F ′ e (yn)n∈N ⊂ E′ tal que,{
i) xn ⇀ x, fraca∗ em E

ii) yn → y, forte em E′.

Então,

lim
n→∞

⟨yn, xn⟩F ′,F = ⟨y, x⟩F ′,F .

Demonstração. Análogo ao caso de convergência fraca (2.2.7).

Vamos definir convergência fraca∗ em L∞.

Definição 2.2.6. Dizemos que uma sequência (un)n∈N converge fraco∗ em L∞(O) se,∫
O
unφdx→

∫
O
uφdx, ∀φ ∈ L1(O).

Como L1(O) não é reflexivo, a convergência fraca e fraca∗ em L∞(O) não são equivalentes.
Vejamos uma maneira de caracterizar a convergência fraca∗ neste espaço.

Proposição 2.2.12. Seja (un)n∈N uma sequência em L∞(O). Então, as seguintes afirmações são
equivalentes:

a) un ⇀ u, fraca∗ em Lp(O), b)


i)∥un∥Lp(O) ≤ C, independente de n,

ii)

∫
I
undx→

∫
I
udx, para qualquer intervalo I ⊂ O.

Demonstração. (a) ⇒(b) O item i) segue do Teorema 2.2.3 e ii) segue da escolha da função simples
φ = χIk , onde Ik ⊆ O é um intervalo aberto.

(b) ⇒ (a) Análogo ao caso da convergência fraca (2.2.8).

A partir dessas definições, podemos enunciar o Teorema de Convergência à média, resultado
importante ultilizado na Teoria de Homogeneização, que utilizaremos neste trabalho.

Teorema 2.2.4 (de Convergência à Média). Seja 1 ≤ p ≤ +∞ e f uma função Y−periódica em
Lp(Y ). Considere

fϵ(x) = f
(x
ϵ

)
, q.t.p em Rn. (2.7)

Então, se p < +∞, quando ϵ→ 0

fϵ ⇀ MY (f) =
1

|Y |

∫
Y
f(y)dy, fracamente em Lp(O),

para qualquer aberto limitado O de Rn.
Se p = +∞, então

fϵ ⇀ My(f) =
1

|Y |

∫
Y
f(y)dy, fracamente* em L∞(Rn).

Demonstração. Ver [5], pág.: 32 Teorema 2.6.
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2.3 Formas Bilineares em Espaços de Banach

Nesta seção faremos uma rápida introdução às formas bilineares em espaços de Banach. Falare-
mos sobre coercividade e enunciaremos o teorema de Lax-Milgram que nos garante que um problema
variacional possui única solução. Tal resultado será importante para que seja possível analisar as
soluções dos problemas (1.11) e (1.6).

Definição 2.3.1. Seja a uma aplicação de V ×V em R. a é dita ser ums forma bilinear em V , se,
para qualquer u ∈ V , as aplicações:

a(u, ·) : v ∈ V 7→ a(u, v) ∈ R,
a(·, v) : u ∈ V 7→ a(v, u) ∈ R,

são lineares.

Definição 2.3.2. Uma aplicação de V × V em R é limitada em V se existe C > 0 tal que

|a(u, v)| ≤ C∥u∥V ∥v∥V .

Definição 2.3.3. Uma forma bilinear a em V é dita ser simétrica se

a(u, v) = a(v, u), ∀u, v ∈ V.

É dita ser positiva se,

a(u, v) ≥ 0, ∀u ∈ V .

E é dita ser coerciva em V com constante de coercividade α0, se existe α0 > 0 tal que

a(u, u) ≥ α0∥u∥2V , ∀u ∈ V .

A aplicação vai ser uniformemente coerciva quando α0 não depende de u.

Teorema 2.3.1 (Lax-Milgram). Seja a uma forma bilinear contínua em um espaço de Hilbert H .
Suponha que a é coerciva com constante de coercividade α0. Então, a equação variacional

a(u, v) = ⟨F, v⟩H ′,H , ∀v ∈ H (2.8)

tem única solução u ∈ H . Além disso,

∥u∥H ≤ 1

α0
∥F∥H ′ .

Demonstração. Ver [5], pág.: 66 Teorema 4.6.

2.4 Os espaços de Sobolev e algumas propriedades

Antes de definirmos os espaços de Sobolev vamos introduzir a noção de distribuição e derivada
de uma distribuição.

Definição 2.4.1. Seja (φn)n∈N uma sequência em D(O). Dizemos que (φn)n∈N converge para um
elemento φ ∈ N se,

i) Se existe um conjunto compacto K ⊂ O tal que, para qualquer n ∈ O, suppφn ⊂ K,

ii) Para qualquer α ∈ NN , ∂αφn converge uniformemente para ∂αφ em K.
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Definição 2.4.2. Uma aplicação T : D(O) → R é dita ser distribuição em O, se

i) T é linear, i.e

∀λ1, λ2 ∈ R, φ1, φ2 ∈ D(O), T (λ1φ1 + λ2φ2) = λ1T (φ1) + λ2T (φ2),

ii) T é sequencialmente contínuo, i.e,

φn → φ em D(O) ⇒ T (φn) → T (φ).

Denotamos por D ′(O) o conjunto das Distribuições em O.

Definição 2.4.3. Dizemos que uma distribuição T está em L1
loc(O) (respectivamente em L1(O)),

se existe f ∈ L1
loc(O) (respectivamente em L1(O)), tal que T = Tf , onde T é dada por

Tf (φ) =

∫
O
fφdx, ∀φ ∈ D(O). (2.9)

Observação 2.4.1. Suponha que t ∈ D ′(O) como na Definição 2.4.1. Então a função f é unica-
mente determinada no ponto de vista da Proposição 2.1.5. Por este motivo, identificamos T com
f .

Definição 2.4.4 (Derivada de uma distribuição). Seja T ∈ D ′(O). Para qualquer i = 1, · · · , n a

derivada
∂T

∂xi
de T com respeito a xi é definida por≠

∂T

∂xi
, φ

∑
D ′(O),D(O)

= −
≠
T,

∂φ

∂xi

∑
D ′(O),D(O)

, ∀φ ∈ D(O).

A derivada de ordem α de T é dada por,

⟨DαT, φ⟩ = (−1)|α|⟨T,Dαφ⟩, ∀φ ∈ D(O).

É fácil ver que Dα : D ′(O) → D ′(O) é uma distribuição. Pois, suponha que Tn → T em D ′(O).
Então,

⟨Tn, φ⟩ → ⟨T, φ⟩ ∀φ ∈ D(O).

Assim, ∀ψ ∈ D(O), pela expressão anterior:

⟨DαTn, ψ⟩ = (−1)|α|⟨Tn, Dαψ⟩ n→∞→ (−1)|α|⟨T,Dαψ⟩ = ⟨DαT, ψ⟩

⇒ DαTn → DαT em D ′(O), A linearidade é óbvia. Sendo assim, Dα é uma distribuição.

Observação 2.4.2. Note que, nem sempre a derivada de uma função localmente integrável em O é
uma função localmente integrável em O. Um exemplo disso é a função de Heaviside. Ela é localmente
integrável em R. Mas, sua derivada (no sentido de distribuição) não é localmente integrável. Para
uma demonstração mais clara deste fato, ver [20] pág.: 30, 31. e [5] pág.: 43 Exemplo 3.14.

Observação 2.4.3. Seja f ∈ L1((O)). Suponha que a derivada
∂f

∂xi
está em L1(O). Pela Obsevação

2.4.4, temos que ∫
O
f
∂φ

∂xi
dx = −

∫
O

∂f

∂xi
φdx, ∀φ ∈ D(O). (2.10)

A partir disso e da Proposição 2.1.5, temos em particular que, f é uma função de classe C1, e
a derivada no sentido de distribuição coincide com a derivada parcial usual (clássica) já que a
expressão (2.10) nada mais é do que a fórmula de Green 2.4.3.

Com estas definições em mãos, estamos aptos a definir os famosos Espaços de Sobolev.
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2.4.1 Espaços W s,p, W−s,p e Hs,p

Seja O ⊂ Rn aberto, 1 ≤ p < ∞ e s ∈ N. Se u ∈ Lp(O) temos por (2.4.2) que u admite
derivadas de todas as ordens no sentido de distribuição. Mas, não é verdade em geral que Dαu
seja uma distribuição definida por uma função de Lp(O). Quando isso ocorre, podemos definir um
espaço vetorial denominado de espaço de Sobolev W s,p(O), o que nos leva a seguinte definição:

Definição 2.4.5 (Os espaços W s,p(O)). Seja 1 ≤ s < ∞ e s ∈ N. Definimos o espaço de Sobolev
W s,p(O) como sendo,

W s,p(O) := {u|u ∈ Lp(O), Dαu ∈ Lp(O), ∀|α| ≤ s}.

Quando s = 1 e 1 ≤ p <∞,

W 1,p(O) :=

ß
u : u ∈ Lp(O),

∂u

∂xi
∈ Lp(O), i = 1, · · · , N

™
.

Para s = 1 e p = 2, denotamos W 1,2(O) = H1(O) por

H1(O) :=

ß
u : u ∈ L2(O),

∂u

∂xi
∈ L2(O), i = 1, · · · , N

™
,

quando s = 0, W 0,p = Lp(O).

Vejamos algumas propriedades sobre estes espaços.

Proposição 2.4.1. i) O espaço W s,p(O) é um espaço de Banach com a norma,

∥u∥W s,p(O) :=

Ñ∑
|α|≤s

∥Dαu∥Lp(O)

é 1
p

, 1 ≤ p <∞;

ii) O espaço W s,p(O) é separável para 1 ≤ p <∞ e reflexivo se 1 < p <∞;

iii) O espaço H1(O) é de Hilbert com o produto interno

(v, w)H1(O) = (v, w)L2(O) +
N∑
i=1

Å
∂v

∂xi
,
∂w

∂xi

ã
L2(O)

, ∀v, w ∈ H1(O). (2.11)

Demonstração. Ver [5], pág.: 44 Proposição 3.7.

Teorema 2.4.1 (Imersões de Sobolev). Suponha que ∂O é Lipschitz contínua. Então,

i) Se 1 ≤ p < N , W 1,p(O) ⊂ Lq(O) com

- injeção compacta para q ∈ [1, p ∗ [, onde
1

p∗
=

1

p
− 1

N
,

- injeção contínua para q = p∗

ii) Se p = N , W 1,N (O) ⊂ Lq(O) com injeção compacta se q ∈ [1,+∞[,

iii) Se p > N , W 1,p(O) ⊂ C0(O) com injeção compacta.

Teorema 2.4.2 (Teorema do Traço). i) Existe uma única aplicação linear contínua, chamada
traço

γ : H1(Rn−1 × R∗
+) → L2(Rn−1),

tal que para qualquer u ∈ H1(Rn−1 × R∗
+) ∩ C0(Rn−1 × R+) tem-se γ(u) = u |Rn−1 .
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ii) Assuma agora que O é um conjunto aberto limitado em Rn tal que ∂O é Lipschitz contínua.
Então existe uma única aplicação linear contínua tal que

γ : H1(O) → L2(∂O),

tal que para qualquer u ∈ H1(O)∩C0(O) tem-se que γ(u) = u |∂O . A função γ(u) é chamada
de traço de u em ∂O.

Demonstração. Ver [5], pág.: 49 Teorema 3.28.

Se ∂O é Lipschitz contínua, então o vetor normal unitário exterior O está bem definido em quase
todo ponto da ∂O. Então, o teorema a seguir extende a fórmula de Green em espaços de Sobolev
para funções suaves.

Teorema 2.4.3 (Fórmula de Green). Suponha que ∂O é Lipschitz contínua. Seja u, v ∈ H1(O).
Então, ∫

O
u
∂v

∂xi
dx = −

∫
O
v
∂u

∂xi
dx+

∫
O
γ(u)γ(v)nids,

para 1 ≤ i ≤ N e quando n = (n1, · · · , nN ) corresponde ao vetor unitário normal à O.

Usando o operador traço definido no Teorema 2.4.2 podemos definir o espaço de Sobolev H1
0 (O).

Definição 2.4.6. Suponha que ∂O é Lipschitz contínua. Então,

W 1
0 (O) = H1

0 (O) =
{
u : u ∈ H1(O) e γ(u) = 0

}
.

Note que, H1
0 (O) ⊂ H1(O) isso implica que H1

0 é um espaço de Hilbert com o produto interno
definido em (2.11). Além disso, pode-se demonstrar o Teorema da imersão de Sobolev para os
espaços W 1

0 , assumindo que ∂O é Lipschitz contínua:

Teorema 2.4.4 (Imersões de Sobolev). Suponha que ∂O é Lipschitz contínua. Então,

i) Se 1 ≤ p < N , W 1,p
0 (O) ⊂ Lq(O) com

- injeção compacta para q ∈ [1, p ∗ [, onde 1
p∗ = 1

p − 1
N ,

- injeção contínua para q = p∗

ii) Se p = N , W 1,N
0 (O) ⊂ Lq(O) com injeção compacta se q ∈ [1,+∞[,

iii) Se p > N , W 1,p
0 (O) ⊂ C0(O) com injeção compacta.

Podemos definir os espaços de Sobolev com expoentes negativos.

Definição 2.4.7 (Os espaços W−s,p(O)). Suponha que 1 < p <∞,

W−s,p(O) := (W s,p
0 O)′.

Quando p = 2,

H−s(O) = (Hs
0(O))′ = (W s,2

0 (O))′.

Quando s = 1 e p = 2,

H−1(O) = (H1
0 (O))′.

A norma neste espaço é definida por,

∥F∥H−1(O) = sup
H1

0 (O\{0})

|⟨F, u⟩H−1,H1
0
|

∥u∥H1
0

.
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Proposição 2.4.2. Suponha que ∂O é Lipschitz contínua. Temos a inclusão L2(O) ⊂ H−1(O) com
injeção compacta.

Demonstração. Ver [5], pág.: 55 Proposição 3.43.

Antes de definirmos os espaços com potenciais de Bessel, introduziremos o espaço das funções
suaves com decaimento rápido.

Definição 2.4.8. O espaço S (Rn) de todos as funções suaves com decaimento rápido é o conjunto
de todas as funções f : Rn → C tal que, ∀α ∈ Rn e N ∈ N, existe uma constante Cα,N tal que

|∂αx f(x)| ≤ Cα,N (1 + |x|)−N

uniformemente em x ∈ Rn. Se f ∈ S (Rn) e m ∈ N, definimos a semi-norma,

|f |S := sup
|α|+|β|≤m

sup
x∈Rn

|xα∂βxf(x)|.

Observação 2.4.4. As funções f ∈ S (Rn) são chamadas de "função de Schwarz."

Agora estamos aptos para definir os Espaços com potenciais de Bessel.

Definição 2.4.9. Seja s ∈ R. Então o (Lp) espaço com potencial de Bessel Hs,p(Rn) é definido
por:

Hs,p(Rn) := {u ∈ S (Rn) : ⟨Dx⟩su ∈ Lp(Rn)} ,

com a a norma,

∥u∥Hs,p := ∥u∥s,p := ∥⟨Dx⟩su∥p,

onde ⟨ξ⟩ := (1 + |ξ|2)
1
2 e ⟨Dx⟩sf = F−1

î
⟨ξ⟩sf̂

ó
, ∀f ∈ S ′(Rn). Quando p = 2,

Hs,2(Rn) :=
{
u ∈ S (Rn) : ⟨Dx⟩su ∈ L2(R⋉)

}
,

com a norma,
∥u∥Hs,2 := ∥u∥s,2 := ∥⟨Dx⟩su∥2.

Considere o domínio limitado suave O ⊂ Rn com fronteira suave ∂O e considere também
Γ ⊂ ∂O, um subconjunto da fronteira isolado do resto da fronteira, isto é, dist (Γ, ∂O \ Γ) > 0.
Então, para σ ≥ 0 suficientemente pequeno podemos definir a fronteira paralela inferior como

Γσ = {x− σ−→n , x ∈ Γ}

onde, −→n (x) denota o vetor normal unitário exterior em x ∈ Γ. Note que Γ0 = Γ. Definimos também
a faixa de largura ϵ e base Γ como

ωϵ = {x− σ−→n (x), x ∈ Γ, σ ∈ [0, ϵ)} =
⋃

0≤σ<ϵ

Γσ

para ϵ suficientemente pequeno, digamos 0 < ϵ < ϵ0. Podemos enunciar um lema sobre integrais
concentradas em espaços com Potenciais de Bessel, que será importante na seção de Integrais
concentradas.

Proposição 2.4.3. Assuma que v ∈ Hs,p(O) com 1
p < s ≤ 2 e s − N

p ≥ (N−1)
q , ou v ∈ H1,1(O),

i.e, s = 1 = p e q = 1. Então, para ϵ0 suficientemente pequeno, temos

i) A aplicação,

[0, ϵ0] ∋ σ 7→
∫
Γσ

|v|q, é contínua. (2.12)
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ii) Existe uma constante C independente de ϵ e v tal que para qualquer ϵ ≤ ϵ0, temos

sup
σ∈[0,ϵ)

∥v∥Lq(Γσ) ≤ C∥v∥Hs,p(O). (2.13)

iii) ∫
ωϵ

|v|q =
∫ ϵ

0

Å∫
Γσ

|v|q
ã
dσ, (2.14)

se q = 1 a igualdade ainda é válida sem o valor absoluto. Em particular,

1

ϵ

∫
ωϵ

|v|q ≤ C∥v∥qHs,p(O) e, (2.15)

lim
ϵ→0

1

ϵ

∫
ωϵ

|v|q =
∫
Γ
|v|q. (2.16)

Demonstração. Ver [16] Lema 2.1. pág.: 187.
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Capítulo 3

Resultados Preliminares

Neste capítulo vamos mostrar que os problemas definidos em (1.1) e (1.11) são equivalentes.
Definiremos um espaço adequado para trabalharmos com problemas em domínios finos, H1

ϵ (Ω),
munido de norma e produto inteno. Em seguida, veremos alguns resultados envolvendo integrais
concentradas, falaremos sobre a existência de soluções e integrais concentradas não lineares. Para
finalizar o capítulo falaremos sobre a formulação abstrata do problema.

3.1 Equivalência entre os problemas (1.1) e (1.11)

Nesta seção vamos verificar de maneira formal que os problemas (1.1) e (1.11) são equivalentes.
Para tanto, seja wϵ solução de (1.1) um função de classe C2 em Rϵ. Considere a seguinte mudança
de variáveis h : Rϵ → Ω dada por (x1, x2) 7→

(
x1,

1
ϵx2

)
, onde h é claramente bijetora. Portanto,

dado ωϵ uma função definida em Rϵ podemos definir uϵ em Ω por

uϵ(x, y) = ωϵ ◦ h−1(x1, x2), ∀(x, y) ∈ Ω.

Desta forma também temos

ωϵ(x1, x2) = uϵ ◦ h−1(x1, x2) = uϵ(h(x1, x2)) = uϵ
Å
x1,

1

ϵ
x2

ã
= uϵ (x, y) .

Por isso, usando a regra da cadeia, obtemos

∂ωϵ

∂x1
(x1, x2) =

∂

∂x1
(uϵ ◦ h)(x1, x2)

=
∂

∂x1

Å
uϵ
Å
x1,

1

ϵ
x2

ãã
=
∂uϵ(x, y)

∂x
.

Além disso,

∂ωϵ

∂x2
(x1, x2) =

∂

∂x2
(uϵ ◦ h)(x1, x2)

=
∂

∂x2

Å
uϵ
Å
x1,

1

ϵ
x2

ãã
=
∂(uϵ(x, y))

∂x

∂y

∂x2
+
∂(uϵ(x, y))

∂x

∂y

∂x1

=
1

ϵ

∂uϵ(x, y)

∂y
.

27
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Derivando novamente, obtemos

∂2wϵ

∂x21
=

∂

∂x1

Å
∂wϵ

∂x1

ã
=

∂

∂x1

Å
∂uϵ

∂x

ã
=
∂2uϵ

∂x2
,

e ainda,

∂2wϵ

∂x22
=

∂

∂x2

Å
∂wϵ

∂x2

ã
=

∂

∂x2

Å
1

ϵ

∂uϵ

∂y

ã
=

1

ϵ2
∂2uϵ

∂y2
.

Por fim, vamos mostrar a equivalência entre as condições de contorno. Nas fronteiras superior e
inferior de Rϵ os vetores normais unitários apontando para fora são respectivamente νϵ = (0, 1) e
νϵ = (0,−1). Veja que tais vetores também são os vetores normais às fronteiras superior e inferior
de Ω que aqui denotamos por N = (N1, N2). Nas fronteiras laterais temos νϵ = N = (−1, 0) à
esquerda e νϵ = N = (1, 0) à direita. Assim, para a condição de contorno homogênea

0 =
∂ωϵ

∂νϵ
= ⟨∇ωϵ, νϵ⟩

=

ï
∂ωϵ

∂x1
· 0 + ∂ωϵ

∂x2
· 1
ò

=

ï
∂ωϵ

∂x1
· 0 + 1

ϵ

∂ωϵ

∂x2
· 1
ò
ϵ

=

ï
∂uϵ

∂x1
· 0 + 1

ϵ2
∂uϵ

∂x2
· 1
ò
ϵ,

que nos dá

∂uϵ

∂x
N1 +

1

ϵ2
∂uϵ

∂y
N2 = 0, na fronteira superior.

Para a condição de contorno não homogênea, nas fronteiras laterais obtém-se a mesma expressão
de maneira similar

ϵg(ωϵ) = D
∂ωϵ

∂νϵ
= D⟨∇ωϵ, νϵ⟩ = D

ï
∂uϵ

∂x
· 0 + 1

ϵ2
∂uϵ

∂y
· 1
ò
ϵ.

Como

g(wϵ(x1, x2)) = g((uϵ ◦ h)(x1, x2)) = g(uϵ(x, y)) = g(uϵ)

temos,

D

Å
∂uϵ

∂x
N1 +

1

ϵ2
∂uϵ

∂y
N2

ã
= g(uϵ), em Γ.

3.2 Os espaços H1
ϵ (U)

Seja U ⊂ R2 um aberto qualquer. Definimos o espaço H1
ϵ (U) como sendo o espaço H1(U)

munido da norma,

∥u∥2H1
ϵ (U) = ∥u∥2L2(U) +

∥∥∥∥ ∂u∂x1
∥∥∥∥2
L2(U)

+
1

ϵ2

∥∥∥∥ ∂u∂x2
∥∥∥∥2
L2(U)

, para ϵ > 0. (3.1)

Veja que, devido ao forte mecanismo de alta difusão que aparece na frente da segunda derivada na
equação, este espaço torna-se adequado para trabalharmos com problemas em domínios finos.
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Lema 3.2.1. O espaço H1
ϵ (U) com a norma (3.1) é um espaço normado.

Demonstração. De fato, sejam w, v ∈ H1
ϵ (U). Então,

1) Observe que,

∥w∥2H1
ϵ (U) = ∥w∥2L2(U) +

∥∥∥∥ ∂w∂x1
∥∥∥∥2
L2(U)

+
1

ϵ2

∥∥∥∥ ∂w∂x2
∥∥∥∥2
L2(U)

≥ 0,

pois, ∥w∥2L2(U),
∥∥∥∥ ∂w∂x1

∥∥∥∥2
L2(U)

e
1

ϵ2

∥∥∥∥ ∂w∂x2
∥∥∥∥2
L2(U)

são não negativas.

Além disso,

∥w∥2H1
ϵ
= 0 ⇐⇒ ∥w∥2L2(U) +

∥∥∥∥ ∂w∂x1
∥∥∥∥2
L2(U)

+
1

ϵ2

∥∥∥∥ ∂w∂x2
∥∥∥∥2
L2(U)

= 0

⇐⇒ w =
∂w

∂x1
=
∂w

∂x2
= 0, q.t.p em U.

2) Seja λ ∈ R,

∥λw∥2H1
ϵ (U) = ∥λw∥2L2(U) +

∥∥∥∥λ∂w∂x1

∥∥∥∥2
L2(U)

+
1

ϵ2

∥∥∥∥λ∂w∂x2

∥∥∥∥2
L2(U)

= |λ|2
Ç
∥w∥2L2(U) +

∥∥∥∥ ∂w∂x1
∥∥∥∥2
L2(U)

+
1

ϵ2

∥∥∥∥ ∂w∂x2
∥∥∥∥2
L2(U)

å
= |λ|2∥w∥2H1

ϵ (U).

Portanto, ∥λw∥H1
ϵ (U) = |λ|∥w∥H1

ϵ (U).

3) Para provarmos a desigualdade triangular, mostraremos que

∥w + v∥2H1
ϵ (U) ≤

(
∥w∥H1

ϵ (U) + ∥v∥H1
ϵ (U)

)2
,∀w, v ∈ H1

ϵ (U)

que é equivalente a,

∥w + v∥H1
ϵ (U) ≤ ∥w∥H1

ϵ (U) + ∥v∥H1
ϵ (U), ∀w, v ∈ H1

ϵ (U).

De fato, usando a linearidade da derivada fraca e a Desigualdade de Minkowski para 2.1.3
L2(U)

∥w + v∥2H1
ϵ (U) = ∥w + v∥2L2(U) +

∥∥∥∥∂(w + v)

∂x1

∥∥∥∥2
L2(U)

+
1

ϵ2

∥∥∥∥∂(w + v)

∂x2

∥∥∥∥2
L2(U)

≤
(
∥w∥L2(U) + ∥v∥L2(U)

)2
+

Ç∥∥∥∥ ∂w∂x1∥∥∥∥L2(U)

+

∥∥∥∥ ∂v∂x1
∥∥∥∥
L2(U)

å2

+
1

ϵ2

Ç∥∥∥∥ ∂w∂x2∥∥∥∥L2(U)

+

∥∥∥∥ ∂v∂x2
∥∥∥∥2
L2(U)

å2

. (3.2)

Continuando,
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∥w + v∥2H1
ϵ (U) ≤ ∥w∥2L2(U) + ∥w∥2L2(U) +

∥∥∥∥ ∂v∂x1
∥∥∥∥2
L2(U)

+

∥∥∥∥ ∂w∂x1
∥∥∥∥2
L2(U)

+
1

ϵ2

∥∥∥∥ ∂v∂x2
∥∥∥∥2
L2(U)

+
1

ϵ2

∥∥∥∥ ∂w∂x2
∥∥∥∥2
L2(U)

= ∥w∥2H1
ϵ (U) + ∥v∥2H1

ϵ (U).

Assim,

∥w + v∥2H1
ϵ (U) ≤

(
∥w∥H1

ϵ (U) + ∥v∥H1
ϵ (U)

)2
,∀w, v ∈ H1

ϵ (U).

Seja U ⊂ R2 um aberto qualquer. Em H1
ϵ (Ω) definimos o seguinte produto interno,

(ϕ, φ)H1
ϵ (U) =

∫
U

ß
∂ϕ

∂x1

∂φ

∂x1
+

1

ϵ2
∂ϕ

∂x2

∂φ

∂x2
+ ϕφ

™
dx1dx2 (3.3)

Lema 3.2.2. O espaço H1
ϵ (U) com o produto interno (3.3) é um espaço de Hilbert.

Demonstração. Vamos checar que (·, ·)H1
ϵ (U) define um produto interno. Sejam ϕ, φ e ψ ∈ H1

ϵ (U) e
α, λ ∈ R.

1) Não é difícil ver que

(ϕ, ϕ)H1
ϵ (U) =

∫
U

®Å
∂ϕ

∂x1

ã2
+

1

ϵ2

Å
∂ϕ

∂x2

ã2
+ ϕ2

´
dx1dx2 ≥ 0.

Além disso, (ϕ, ϕ)H1
ϵ
= 0 ⇐⇒ ϕ = 0. Já que

(ϕ, ϕ)H1
ϵ (U) = 0

⇐⇒
∥∥∥∥ ∂ϕ∂x1

∥∥∥∥
L2(U)

+
1

ϵ2

∥∥∥∥ ∂ϕ∂x2
∥∥∥∥
L2(U)

+ ∥ϕ∥2L2(U) = 0

⇐⇒ ϕ = 0 q.t.p em Ω.

2) Para a simetria,

(φ, ϕ)H1
ϵ (U) =

∫
U

ß
∂φ

∂x1

∂ϕ

∂x1
+

1

ϵ2
∂φ

∂x2

∂ϕ

∂x2
+ φϕ

™
dx1dx2

=

∫
U

ß
∂ϕ

∂x1

∂φ

∂x1
+

1

ϵ2
∂ϕ

∂x2

∂φ

∂x2
+ ϕφ

™
dx1dx2.

= (ϕ, φ)H1
ϵ (U).

3) Vamos provar a linearidade e a homogeneidade do produto interno apenas na primeira entrada,
a prova é idêntica para a segunda coordenada. Assim sendo, usando a linearidade da derivada,
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(αϕ+ λψ, φ)H1
ϵ (U) =

∫
U

ß
∂(αϕ+ λψ)

∂x1

∂φ

∂x1
+

1

ϵ2
∂(αϕ+ λψ)

∂x2

∂φ

∂x2
+ (αϕ+ λψ)φ

™
dx1dx2

= α

∫
U

ß
∂ϕ

∂x1

∂φ

∂x1
+

1

ϵ2
∂ϕ

∂x2

∂φ

∂x2
+ ϕφ

™
dx1dx2

+λ

∫
U

ß
∂ψ

∂x1

∂φ

∂x1
+

1

ϵ2
∂ψ

∂x2

∂φ

∂x2
+ ψφ

™
dx1dx2

= α(ϕ, φ) + λ(ψ,φ).

Lema 3.2.3. As normas ∥·∥H1(U) e ∥·∥H1
ϵ (U) são equivalentes ∀ϵ > 0 fixado.

Demonstração. É claro que, ∀ϵ ∈ [0, 1], temos que

∥ · ∥H1(Ω) ≤ ∥ · ∥H1
ϵ
.

Por outro lado, seja u ∈ H1
ϵ (Ω). Daí,

∥u∥2H1
ϵ (U) = ∥u∥2L2(U) +

∥∥∥∥ ∂u∂x1
∥∥∥∥2
L2(U)

+
1

ϵ2

∥∥∥∥ ∂u∂x2
∥∥∥∥2
L2(U)

=

∫
U

®Å
∂u

∂x1

ã2
+

1

ϵ2

Å
∂u

∂x2

ã2
+ u2

´
dx1dx2

=
1

ϵ2

∫
U

®
ϵ2
Å
∂u

∂x1

ã2
+

Å
∂u

∂x2

ã2
+ ϵ2u2

´
dx1dx2

≤ 1

ϵ2

∫
U

®Å
∂u

∂x1

ã2
+

Å
∂u

∂x2

ã2
+ u2

´
dx1dx2

=
1

ϵ2
∥u∥2H1(U).

Então,

∥ · ∥H1(U) ≤ ∥ · ∥H1
ϵ (U) ≤ ϵ−2∥ · ∥H1(U).

Observação 3.2.1. Da expressão (3.1), temos que qualquer sequência uϵ ∈ H1
ϵ (Ω) com ∥uϵ∥H1

ϵ (Ω) ≤
C para alguma constante C positiva que não depende de ϵ satisfaz:∥∥∥∥∂uϵ∂x2

∥∥∥∥
L2(Ω)

≤ ϵC, ∀ϵ > 0.

Consequentemente, ∥∥∥∥∂uϵ∂x2

∥∥∥∥
L2(Ω)

→ 0, quando ϵ→ 0.

3.3 Integrais concentradas

Nesta seção, faremos um estudo sobre integrais concentradas inicialmente introduzidos em
[10, 11, 15, 19]. Nosso objetivo é mostrar que integrais concentradas convergem para integrais
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de contorno. Uma integral concentrada nada mais é do que a representação da concentração de
uma função numa vizinhança da fronteira onde ela é considerada.

Inicialmente provamos o seguinte resultado associado às funções oscilantes Gϵ.

Lema 3.3.1. Se Gϵ é definida como em (1.5), então

Gϵ(·) → µ(·) = 1

l(·)

∫ l(·)

0
G(·, s)ds, fracamente∗ em L∞(0, 1).

Demonstração. Vamos provar que,∫ 1

0

®
Gϵ(x)−

1

l(x)

∫ l(x)

0
G(x, s)ds

´
φ(x)dx→ 0, quando ϵ→ 0, ∀φ ∈ L1(0, 1).

Sabemos que o conjunto das funções simples é denso em L1(0, 1) e daí qualquer função teste pode
ser aproximada por uma combinação linear de funções características. Sendo assim, é suficiente
tomarmos φ = χ(e,f), onde χ(e,f) é a função característica no intervalo (e, f) para 0 ≤ e ≤ f ≤ 1.
Portanto, temos que

Ie,f =

∫ f

e

®
Gϵ(x)−

1

l(x)

∫ l(x)

0
G(x, s)ds

´
φ(x)dx.

Para isso, seja η > 0 e considere uma partição do intervalo (e, f) dada por {e = x0, x1, · · · , xn = f}
e x̂i, um ponto fixo no intervalo Ji = [xi−1, xi], onde, i ∈ {1, · · · , n} tal que

sup
i

sup
x∈Ji,y∈R

|G(x, y)−G(x̂i, y)| < η.

Note que, podemos reescrever Ie,f como a soma de 5 integrais, somando e subtraindo termos de
maneira apropriada, i.e,

Ie,f =
5∑

i=1

Iie,f ,

onde,

I1e,f =

n∑
i=1

∫
Ji

{
G
(
x,

x

ϵβ

)
−G

(
x̂i,

x

ϵβ

)}
dx,

I2e,f =

n∑
i=1

∫
Ji

®
G
(
x̂i,

x

ϵβ

)
− 1

l(x̂i)

∫ l(x̂i)

0
G(x̂i, s)ds

´
dx,

I3e,f =

n∑
i=1

∫
Ji

®
1

l(x̂i)

∫ l(x̂i)

0
G(x̂i, s)ds−

1

l(x̂i)

∫ l(x̂i)

0
G(x, s)ds

´
dx,

I4e,f =

n∑
i=1

∫
Ji

®
1

l(x̂i)

∫ l(x̂i)

0
G(x, s)ds− 1

l(x̂i)

∫ l(x)

0
G(x, s)ds

´
dx,

I5e,f =

n∑
i=1

∫
Ji

®
1

l(x̂i)

∫ l(x)

0
G(x, s)ds− 1

l(x)

∫ l(x)

0
G(x, s)ds

´
dx.

Estimando cada uma das integrais, inferimos que
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|I1e,f | =
∣∣∣∣∣

n∑
i=1

∫
Ji

{
G
(
x,

x

ϵβ

)
−G

(
x̂i,

x

ϵβ

)}
dx

∣∣∣∣∣
≤

n∑
i=1

∫
Ji

∣∣∣{G(
x,

x

ϵβ

)
−G

(
x̂i,

x

ϵβ

)}∣∣∣ dx
≤ η(f − e).

Analogamente,

|I3e,f | =
∣∣∣∣∣

n∑
i=1

∫
Ji

®
1

l(x̂i)

∫ l(x̂i)

0
G(x̂i, s)ds−

1

l(x̂i)

∫ l(x̂i)

0
G(x, s)ds

´
dx

∣∣∣∣∣
≤

n∑
i=1

∫
Ji

∣∣∣∣∣ 1

l(x̂i)

∫ l(x̂i)

0
G(x̂i, s)ds−

1

l(x̂i)

∫ l(x̂i)

0
G(x, s)ds

∣∣∣∣∣ dx
≤

n∑
i=1

∫
Ji

ß
1

l(x̂i)
l(x̂i)η

™
dx

≤ η(f − e).

Para I4e,f e I5e,f ,

|I4e,f | =
∣∣∣∣∣

n∑
i=1

∫
Ji

®
1

l(x̂i)

∫ l(x̂i)

0
G(x, s)ds− 1

l(x̂i)

∫ l(x)

0
G(x, s)ds

´
dx

∣∣∣∣∣
≤

n∑
i=1

∫
Ji

∣∣∣∣∣ 1

l(x̂i)

∫ l(x̂i)

0
G(x, s)ds− 1

l(x̂i)

∫ l(x)

0
G(x, s)ds

∣∣∣∣∣ dx
=

n∑
i=1

∫
Ji

∣∣∣∣∣ 1

l(x̂i)

∫ l(x̂i)

l(x)
G(x, s)ds

∣∣∣∣∣ dx
=

n∑
i=1

∫
Ji

H

l(x̂i)
∥lη̂ − l∥L∞(0,1)dx

<
n∑

i=1

∫
Ji

H

l0
∥lη̂ − l∥L∞(0,1)dx

< H

Å
1

l0
∥lη̂ − l∥L∞(0,1)(f − e)

ã
,

onde, lη̂ é a função escada definida para cada η > 0 e dada por lη̂(x) = l(xi) sempre que x ∈ Ji.
Continuando,
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|I5e,f | =
∣∣∣∣∣

n∑
i=1

∫
Ji

®
1

l(x̂i)

∫ l(x)

0
G(x, s)ds− 1

l(x)

∫ l(x)

0
G(x, s)ds

´
dx

∣∣∣∣∣
≤

n∑
i=1

∫
Ji

∣∣∣∣∣ 1

l(x̂i)

∫ l(x)

0
G(x, s)ds− 1

l(x)

∫ l(x)

0
G(x, s)ds

∣∣∣∣∣ dx
=

n∑
i=1

∫
Ji

∣∣∣∣∣
Å

1

l(x̂i)
− 1

l(x)

ã∫ l(x)

0
G(x, s)ds

∣∣∣∣∣ dx
<

Å
l1
l0

ã2
H∥lη̂ − l∥L∞(0,1)(f − e),

pois,

1

l(x̂i)
− 1

l(x)
=
l(x)− l(x̂i)

l(x̂i)l(x))

e, l0 ≤ l(x) ≤ l1. Para concluirmos a prova, resta nos estimar I2e,f . Para isso, usaremos o Teorema
de Convergência à Média 2.2.4. Como Gϵ é uma função l(x)−periódica em L2(0, 1),

I2e,f =
n∑

i=1

∫
Ji

®
G
(
x̂i,

x

ϵβ

)
− 1

l(x̂i)

∫ l(x̂i)

0
G(x̂i, s)ds

´
dx→ 0, quando ϵ→ 0.

Atentando-se ao fato de que as estimativas para as integrais I1e,f , I
3
e,f , I

4
e,f , I

5
e,f não dependem de

ϵ > 0 e que ∥lη̂ − l∥L∞(0,1) → 0 quando η → 0, temos que, I1e,f , I
3
e,f , I

4
e,f , I

5
e,f convergem pra zero,

quando η → 0 uniformemente em ϵ. Portanto, podemos concluir que Ike,f , k = 1, 2, 3, 4 e 5 converge
a zero quando ϵ→ 0 ∀φ ∈ L1(0, 1). Logo,

Gϵ(·) → µ(·), fraca∗ em L∞(0, 1).

Lema 3.3.2. Suponha que v ∈ Hs(Ω) com
1

2
< s ≤ 1 e s− 1 ≥ −1

q
. Então, para ϵ0 pequeno existe

uma constante C > 0 que não depende de ϵ e v, tal que para qualquer 0 < ϵ ≤ ϵ0, temos

1

ϵα

∫
oϵ

|v(ξ)|qdξ ≤ C ∥v∥qHs(Ω) .

Demonstração. Considere a seguinte mudança de variáveis x1 = ξ1 e x2 = −ξ2 +H. Daí,

1

ϵα

∫
oϵ

|v(ξ)|qdξ = 1

ϵα

∫ 1

0

∫ H

H−ϵαGϵ(ξ1)
|v(ξ1, ξ2)|qdξ

= − 1

ϵα

∫ 1

0

∫ 0

ϵαGϵ(x1)
|v(x1, H − x2)|qdx1dx2

=
1

ϵα

∫ 1

0

∫ ϵαG(x1)

0
|v(x1, H − x2)|qdx1dx2,

onde o determinante do Jacobiano da mudança de variáveis é dado por

|detJ(ξ1, H − ξ2)| =
∣∣∣∣Å 1 0

0 −1

ã∣∣∣∣ = 1.

Para concluirmos a demonstração, basta aplicar a Proposição 2.4.3.
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Lema 3.3.3. Seja uϵ, ϕϵ ∈ H1(Ω), e u, v ∈ H1(0, 1) satisfazendo uϵ ⇀ u e ϕϵ ⇀ ϕ, fracamente em
H1(Ω). Então, ∫

Γ
γ(g(uϵ))γ(ϕϵ)dS →

∫ 1

0
g(u)ϕdx, (3.4)

1

ϵα

∫
oϵ

f(uϵ)ϕϵdx1dx2 →
∫ 1

0
µf(u)dx, (3.5)

quando ϵ→ 0, onde µ é dado por (1.8) e γ : Ht(Ω) → L2(Γ) é o operador traço com 1/2 < t < 1.

Demonstração. A priori note que, como uϵ ⇀ u, fracamente em H1(Ω), temos que uϵ → u em
L2(Ω), devido à imersão compacta H1(Ω) ↪→ L2(Ω). Agora, como g é de classe C2 e é limitada com
derivadas limitadas num conjunto convexo Ω, temos pelo Teorema do Valor Médio que

∥g(uϵ)− g(u)∥2L2(Ω) =

∫
Ω
|g(uϵ)− g(u)|2dx1dx2

≤ ∥g′∥2L2(Ω)∥u
ϵ − u∥2L2(Ω)

≤ ∥g′∥2L∞(Ω)|Ω|∥u
ϵ − u∥2L2(Ω).

Como ∥g′∥L∞(Ω) não depende de ϵ, segue-se

g(uϵ) → g(u) em L2(Ω).

Somando e subtraindo termos apropriados em (3.4) e usando a linearidade do operador traço, vemos
que,

∫
Γ
γ(g(uϵ))γ(φϵ)dS −

∫ 1

0
g(u)φdx =

∫ 1

0
γ(g(uϵ))γ(φ)dx−

∫ 1

0
g(u)φdx

=

∫ 1

0
γ(g(uϵ))γ(φϵ)− g(u)φdx

=

∫ 1

0
γ(g(uϵ))γ(φϵ)− γ(g(u))γ(φϵ) + γ(g(u))γ(φϵ)− g(u)φdx

=

∫ 1

0
γ(g(uϵ))γ(φϵ)− γ(g(u))γ(φϵ) + g(u)γ(φϵ)− γ(φ)g(u)dx

=

∫ 1

0
γ(g(uϵ)− g(u))γ(φϵ)dx−

∫ 1

0
γ(φϵ − φ)g(u)dx.

Como γ é contínua e por hipótese, uϵ → u, φϵ → φ, forte em L2(Ω) e g(uϵ) → g(u) em L2(Ω),
segue-se que ∫

Γ
γ(g(uϵ))γ(ϕϵ)dS →

∫ 1

0
g(u)ϕdx.

Agora, vamos estimar (3.5)

1

ϵα

∫
oϵ
f(uϵ)φϵdx1dx2 −

∫ 1

0
µf(u)φdx =

1

ϵα

∫
oϵ
f(uϵ)φϵ − f(uϵ)φ+ f(uϵ)φdx1dx2

+

∫ 1

0
f(u)Gϵ(x1)φ− f(u)Gϵ(x1)φdx1 −

∫ 1

0
µf(u)dx.

Mas,
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∫ 1

0
f(u)Gϵ(x1)φdx1 =

∫ 1

0
f(u)φ

Ç∫ H

H−ϵαGϵ(x1)

1

ϵα
dx2

å
dx1dx2 =

1

ϵα

∫
oϵ
f(u)φdx1dx2.

Posto isso, reescrevemos

1

ϵα

∫
oϵ
f(uϵ)φϵdx1dx2 −

∫ 1

0
µf(u)φdx =

1

ϵα

∫
oϵ
f(uϵ)(φϵ − φ)dx1dx2 +

1

ϵα

∫
oϵ
(f(uϵ)− f(u))φdx1dx2

+

∫ 1

0
f(u)(Gϵ(x)− µ)φdx

= I1 + I2 + I3.

Agora vamos estimar cada Ii. Usando o Lema 3.3.2

|I1| =
∣∣∣∣ 1ϵα

∫
oϵ
f(uϵ)(φϵ − φ)dx1dx2

∣∣∣∣
≤ 1

ϵα

∫
oϵ
|f(uϵ)(φϵ − φ)| dx1dx2

≤ 1

ϵα
∥f∥L∞(0,1)

∫
oϵ
|φϵ − φ|dx1dx2

≤ C∥f∥L∞(0,1)∥φϵ − φ∥Hs(Ω).

Como φϵ ⇀ φ, fracamente em H1(Ω), φϵ → φ, forte em Hs(Ω) sempre que 1
2 < s ≤ 1. Assim,

quando ϵ→ 0, I1 → 0.
Prosseguindo, usando a Desigualdade de Hölder, o Lema 3.3.2 e o fato que f é globalmente

Lipschitz com constante de Lipschitz Lf

|I2| =
∣∣∣∣ 1ϵα

∫
oϵ
(f(uϵ)− f(u))φdx1dx2

∣∣∣∣
≤ 1

ϵα

∫
oϵ
|(f(uϵ)− f(u))φ|dx1dx2

≤
Å

1

ϵα

∫
oϵ
|f(uϵ)− f(u)|2dx1dx2

ã 1
2
Å

1

ϵα

∫
oϵ
|φ|2dx1dx2

ã 1
2

≤ C
1√
ϵα

∥f(uϵ)− f(u)∥L2(oϵ)
1√
ϵα

∥φ∥L2(oϵ)

≤ CLf∥uϵ − u∥Hs(Ω)∥φ∥Hs(Ω).

Como uϵ ⇀ u, fracamente em H1(Ω), uϵ → u, forte em Hs(Ω), ∀1
2 < s ≤ 1. Portanto, I2 → 0,

quando ϵ→ 0.
Para I3, temos pelo Lema 3.3.1 que I3 → 0, ∀f(u)φ ∈ L1(0, 1). Assim, I1 + I2 + I3 → 0 quando

ϵ→ 0. Logo,

1

ϵα

∫
oϵ

f(uϵ)ϕϵdx1dx2 →
∫ 1

0
µf(u)dx.



3.4 EXISTÊNCIA DE SOLUÇÕES 37

3.4 Existência de soluções

Nesta seção discutimos a existência da família de soluções uϵ para ϵ > 0. Para tanto introduzimos
as formas bilineares aϵ : H1

ϵ (Ω)×H1
ϵ (Ω) → R e a0 : H1(0, 1)×H1(0, 1) → R dadas por,

aϵ(u, v) =

∫
Ω

ß
D

Å
∂u

∂x1

∂v

∂x1
+

1

ϵ2
∂u

∂x2

∂v

∂x2

ã
+Q

∂u

∂x1
v + cuv

™
dx1dx2,∀ϵ > 0, (3.6)

a0(u, v) = H

∫ H

0
{Duxvx + quxv + cuv}dx, para ϵ = 0 (3.7)

onde

q =
1

H

∫ 1

0
Q(y)dy.

Lema 3.4.1. As formas definidas em (3.6) e (3.7) São

i) Bilineares;

ii) Contínuas;

iii) Uniformemente coercivas.

Demonstração. i) Segue da definição de aϵ e a0.

ii) Com efeito, para ϵ > 0

aϵ(u, v) =

∫
Ω

ß
D

Å
∂u

∂x1

∂v

∂x1
+

1

ϵ2
∂u

∂x2

∂v

∂x2

ã
+Q

∂u

∂x1
v + cuv

™
dx1dx2, ∀ϵ > 0 ∀ϵ > 0.

Daí,

|aϵ(u, v)| =
∣∣∣∣∫

Ω

ß
D

Å
∂u

∂x1

∂v

∂x1
+

1

ϵ2
∂u

∂x2

∂v

∂x2

ã
+Q

∂u

∂x1
v + cuv

™
dx1dx2

∣∣∣∣
≤

∫
Ω

∣∣∣∣ßDÅ ∂u∂x1 ∂v∂x1 +
1

ϵ2
∂u

∂x2

∂v

∂x2

ã
+Q

∂u

∂x1
v + cuv

™∣∣∣∣ dx1dx2
≤ D

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂u∂x1 ∂v∂x1
∣∣∣∣+ D

ϵ2

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂u∂x2 ∂v∂x2
∣∣∣∣+ ∫

Ω
Q

∣∣∣∣ ∂u∂x1 v
∣∣∣∣+ c

∫
Ω
|uv| dx1dx2.

Aplicando a Dedigualdade de Hölder 2.1.2 a cada uma das integrais anteriores, obtemos

|aϵ(u, v)| ≤ D

Ç∥∥∥∥ ∂u∂x1∥∥∥∥L2(Ω)

∥∥∥∥ ∂v∂x1
∥∥∥∥
L2(Ω)

+
1

ϵ2

∥∥∥∥ ∂u∂x2
∥∥∥∥
L2(Ω)

1

ϵ2

∥∥∥∥ ∂v∂x2
∥∥∥∥
L2(Ω)

å
+ ∥Q∥L∞(0,1)∥

∂u

∂x1
∥L2(Ω)∥v∥L2(Ω) + c∥u∥H1

ϵ (Ω)∥v∥H1
ϵ (Ω)

≤ D(∥u∥H1
ϵ (Ω)∥v∥H1

ϵ (Ω)) +
D

ϵ2
(∥u∥H1

ϵ (Ω)∥v∥H1
ϵ (Ω))

+ ∥Q∥L∞(Ω)∥u∥H1
ϵ (Ω)∥v∥H1

ϵ (Ω) + c∥u∥H1
ϵ (Ω)∥v∥H1

ϵ (Ω)

=

Å
D +

D

ϵ2
+ ∥Q∥L∞(Ω) + c

ã
∥u∥H1

ϵ (Ω)∥v∥H1
ϵ (Ω)

= L∥u∥H1
ϵ (Ω)∥v∥H1

ϵ (Ω).

Logo, aϵ é limitada e portanto, é contínua ∀ϵ > 0.
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Agora, para ϵ = 0,

|a0(u, v)| =
∣∣∣∣∣H

∫ 1

0
{Duxvx + quxv + cuv} dx

∣∣∣∣∣
≤ H

∫ 1

0
|Duxvx + quxv + cuv|dx

≤ H
(
D∥ux∥L2(0,1)∥vx∥L2(0,1)∥Q∥L∞∥ux∥L2(0,1)∥v∥L2(0,1) + c∥u∥L2(0,1)∥v∥L2(0,1)

)
≤ H(D∥u∥H1(0,1)∥v∥H1

(0,1)
+ ∥Q∥L∞∥u∥H1(0,1) + c∥u∥H1(0,1))

= (HD +H∥Q∥L∞ + c)∥u∥H1(0,1)∥v∥H1(0,1)

= L′∥u∥H1(0,1)∥v∥H1(0,1).

Logo, a0(u, v) é limitada e portanto, é contínua ∀ϵ = 0.

iii) Vamos dividir a prova em 2 casos:

1) Para ϵ > 0, dado u ∈ H1
ϵ (Ω)

aϵ(u, u) =

∫
Ω

®
D

ÇÅ
∂u

∂x1

ã2
+

1

ϵ2

Å
∂u

∂x2

ã2å
+Q

∂u

∂x1
u+ cu2

´
dx1dx2

⇒
∫
Ω

®
D

ÇÅ
∂u

∂x1

ã2
+

1

ϵ2

Å
∂u

∂x2

ã2å
+ cu2

´
dx1dx2 = aϵ(u, u)−

∫
Ω
Q
∂u

∂x1
udx1dx2.

Usando a Desigualdade de Hölder 2.1.2, para p = 1 e p′ = ∞ temos,

∫
Ω

®
D

ÇÅ
∂u

∂x1

ã2
+

1

ϵ2

Å
∂u

∂x2

ã2å
+ cu2

´
dx1dx2 ≤ aϵ(u, u) + ∥Q∥L∞(0,1)

∥∥∥∥ ∂u∂x1u
∥∥∥∥
L1(Ω)

Aplicando novamente para p = p′ = 2 temos

∫
Ω

®
D

ÇÅ
∂u

∂x1

ã2
+

1

ϵ2

Å
∂u

∂x2

ã2å
+ cu2

´
dx1dx2 ≤ aϵ(u, u)+∥Q∥L∞(0,1)

∥∥∥∥ ∂u∂x1
∥∥∥∥
L2(Ω)

∥u∥L2(Ω).

(3.8)

Como,
∥∥∥∥ ∂u∂x1

∥∥∥∥
L2(Ω)

, ∥u∥L2 ≥ 0 e
1

2
+

1

2
= 1. Pela Desigualdade de Young 2.1.1 também

temos ∥∥∥∥ ∂u∂x1
∥∥∥∥
L2(Ω)

∥u∥L2(Ω) ≤
δ

2

∥∥∥∥ ∂u∂x1
∥∥∥∥2
L2(Ω)

+
1

2δ
∥u∥2L2(Ω) . (3.9)

Daí, aplicando (3.9) em (3.8), obtemos

∫
Ω

®
D

ÇÅ
∂u

∂x1

ã2
+

1

ϵ2

Å
∂u

∂x2

ã2å
+ cu2

´
dx1dx2 ≤aϵ(u, u)

+
1

2
∥Q∥L∞(0,1)

Ç
δ

∥∥∥∥ ∂u∂x1
∥∥∥∥2
L2(Ω)

+
1

δ
∥u∥L2(Ω)

å
.
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Assim,

aϵ(u, u) ≥ D

∥∥∥∥ ∂u∂x1
∥∥∥∥2
L2(Ω)

+
D

ϵ2

∥∥∥∥ ∂u∂x2
∥∥∥∥2
L2(Ω)

+ c∥u∥2L2(Ω) −
1

2
∥Q∥L∞(0,1)

Ç
δ

∥∥∥∥ ∂u∂x1
∥∥∥∥2
L2(Ω)

+
1

δ
∥u∥2L2(Ω)

å
= D

Å
D − δ

2
∥Q∥L∞(0,1)

ã∥∥∥∥ ∂u∂x1∥∥∥∥2L2(Ω)

+
D

ϵ2

∥∥∥∥ ∂u∂x1
∥∥∥∥2
L2(Ω)

+

Å
c− 1

2δ
∥Q∥L∞(0,1)

ã
∥u∥2L2(Ω).

Agora, tomamos δ > 0 tal que

c

∥Q∥L∞(0,1)
>

1

2δ
>

∥Q∥L∞((0,1)

4D
,

ou seja,

c >
∥Q∥L∞(0,1)

2δ
>

∥Q∥2L∞(0,1)

4D
.

Logo

aϵ(u, u) ≥ min

ß
D − δ

2
, D, c− 1

2δ
∥Q∥L∞(0,1)

™Ç∥∥∥∥ ∂u∂x1∥∥∥∥2L2(Ω)

+
1

ϵ2

∥∥∥∥ ∂u∂x2
∥∥∥∥
L2(Ω)

+ ∥u∥2L2(Ω)

å
≥ min

ß
D − δ

2
, D, c− 1

2δ
∥Q∥L∞(0,1)

™
∥u∥2H1

ϵ (Ω),∀u ∈ H1
ϵ (Ω).

Com isso, temos então que ∃K > 0 que não depende de ϵ ∈ (0, 1] tal que,

aϵ(u, u) ≥ K∥u∥2H1
ϵ (Ω), ∀u ∈ H1

ϵ (Ω) e ϵ ∈ (0, 1].

Logo, aϵ é uniformemente coerciva ∀ϵ ∈ (0, 1].

2) Caso 2: Para ϵ = 0

a0(u, u) = H

∫ 1

0
{Du2x + quxu+ cu2}dx

⇒ H

∫ 1

0
{Du2x + cu2}dx = a0(u, u)−H

∫ 1

0
quxudx.

Usando a Desigualdade de Hölder, o fato |q| ≤ ∥Q∥L∞(0,1) e em seguida a Desigualdade
de Young,

H

∫ 1

0
{Du2x + cu2}dx ≤ a0(u, u) +H|q|∥uxu∥L1((0,1))

≤ a0(u, u) +H∥Q∥L∞∥ux∥L2(0,1)∥u∥L2(0,1)

≤ a0(u, u) +
H

2
∥Q∥L∞(0,1)

Å
δ∥ux∥L2(0,1) +

1

δ
∥u∥2L2(0,1)

ã
.

Tomando δ > 0 como fizemos no caso 1,
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a0(u, u) ≥
−1

2
∥Q∥L∞

Å
δH∥ux∥2L2(0,1) +

H

δ
∥u∥2L2(0,1)

ã
+HD∥ux∥2L2(0,1) + cH∥u∥2L2(0,1)

≥
Å−δ

2
∥Q∥L∞(0,1) +DH

ã
∥ux∥2L2(0,1) −

H

2δ
∥u∥2L2(0,1)∥Q∥L∞(0,1) + cH∥u∥2L2(0,1)

≥ min

ß−δ
2
∥Q∥L∞(0,1) +DH, cH − H

2δ

™Ä
∥ux∥2L2(0,1) + ∥u∥2L2(0,1)

ä
≥ min

ß−δ
2
∥Q∥L∞(0,1) +DH, cH − H

2δ

™
∥u∥2H1

ϵ (0,1)
, ∀u ∈ H1(0, 1) e ϵ, δ > 0.

Portanto, ∃K ′ > 0 que não depende de ϵ ∈ [0, 1] tal que

a0(u, u) ≥ K ′∥u∥2ϵ1(Ω),

logo, a0 é uniformemente coerciva em H1(0, 1).

Observação 3.4.1. Como ∥·∥H1
ϵ (Ω) ≥ ∥·∥H1(Ω) ∀ϵ ∈ [0, 1], temos do Lema 3.4.1 que

aϵ(u, u) ≥ k ∥u∥2H1(Ω) ,∀ϵ ∈ [0, 1] e u ∈ H1(Ω).

3.5 Integrais concentradas não lineares

Considere, para ϵ > 0 a família de aplicações Fϵ : H
1
ϵ (Ω) → H−s(Ω), com 1

2 < s < 1, dado por

Fϵ = Fϵ,f + Fg, (3.10)

onde,

⟨Fϵ,f (u), v⟩ =
1

ϵα

∫
oϵ

f(u)vdx1dx2 (3.11)

e

⟨Fg(u), v⟩ =
∫
Γ
γ(g(u))γ(v)dS, ∀v ∈ Hs(Ω). (3.12)

Lembrando que f e g são funções de classe C2, não limitadas e com derivadas limitadas e oϵ é
dado em (1.10). A aplicação γ : Ht(Ω) → L2(Γ) é o operador traço com 1

2 < t < 1.
De maneira análoga, podemos definir o operador F0 : H

1(0, 1) → H−s(0, 1), 1
2 < s < 1 por

F0 = F0,f + F0,g, (3.13)

onde,

⟨F0,f (u), v⟩ =
∫ 1

0
µf(u)vdx (3.14)

e,

⟨F0,g(u), v⟩ =
∫ 1

0
g(u)vdx, ∀v ∈ Hs(0, 1). (3.15)

Observação 3.5.1. Uma consequência do Lema 3.3.3 é que

⟨Fϵ(u
ϵ), ϕϵ⟩ → ⟨F0(u), ϕ⟩, quando ϵ→ 0.
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Lema 3.5.1. Suponha que 1
2 < s < 1. Então,

1) Existe k > 0 independente de ϵ tal que

∥Fϵ(u)∥H−s(Ω) ≤ k, ∀u ∈ H1
ϵ (Ω) e 0 < ϵ ≤ ϵ0.

2) Para cada 0 < ϵ ≤ ϵ0, a aplicação Fϵ : H
1
ϵ (Ω) → H−s(Ω) é globalmente Lipschitz, uniforme-

mente em ϵ.

3) Para cada u ∈ H1(Ω), temos

∥Fϵ(u)− F0(u)∥H−s(Ω) → 0, quando ϵ→ 0.

4) Se uϵ → u em H1(Ω), quando ϵ→ 0. Então,

∥Fϵ(uϵ)− F0(u)∥H−s(Ω) → 0, quando ϵ→ 0.

Demonstração. 1) Dividiremos a demonstração em duas etapas. Primeiro, mostraremos para
ϵ > 0 e em seguida ϵ = 0. Com efeito, para ϵ > 0, para cada u ∈ H1

ϵ (Ω), temos que

∥Fϵ(u)∥H−s(Ω) = sup
∥v∥Hs=1

|⟨Fϵ(u), v⟩| = sup
∥v∥Hs=1

⟨(Fϵ,f + Fg)(u), v⟩.

Assim,

|⟨Fϵ(u), v⟩| = |⟨Fϵ,f (u), v⟩+ ⟨Fg(u), v|

=

∣∣∣∣ 1ϵα
∫
oϵ

f(u)vdx1dx2 +

∫
Γ
γ(g(u))γ(v)dS

∣∣∣∣
≤ 1

ϵα

∫
oϵ

|f(uϵ)v| dx1dx2 +
∫
Γ
|γ(g(u))γ(v)| dS

≤
Å

1

ϵα

∫
oϵ

|f(u)|2dx1dx2
ã 1

2
Å

1

ϵα
|v|2dx1dx2

ã 1
2

+

Å∫
Γ
|γ(g(u))|2dS

ã 1
2

Ç∫
γ
|γ(v)|2dS

å 1
2

≤ C1∥v∥Hs(Ω) + C2∥g∥L∞∥γ(v)∥L2(Γ)

≤ (C1 + C2∥g∥L∞)∥v∥Hs(Ω).

Note que Cj , j ∈ {1, 2} e ∥g∥L∞ não dependem de ϵ nem de v. Logo, ∃k > 0 tal que

∥Fϵ(u)∥H−s(Ω) ≤ k, ∀u ∈ H1
ϵ (Ω) e 0 < ϵ < 1.

Para ϵ = 0,

∥F0(u)∥H−s(0,1) = sup
∥v∥Hs(0,1)=1

|⟨F0(u), v⟩|.

Novamente, como (∥µ∥L∞∥f∥L∞ + ∥g∥∞) não depende de ϵ nem de v, ∃k′ > 0 tal que,

∥F0(u)∥H−s(Ω) ≤ k′, ∀u ∈ H1(0, 1).
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2) Para ϵ > 0, para cada u,w ∈ H1
ϵ (Ω) e v ∈ Hs(Ω), temos que

|⟨Fϵ(u)− Fϵ(w), v⟩| = sup
∥v∥Hs(Ω)=1

|⟨Fϵ(u)− Fϵ(w), v⟩|.

Assim, usando a Desigualdade de Hölder 2.1.2 e o Lema 3.3.2

|⟨Fϵ(u)− Fϵ(w), v⟩| = |⟨Fϵ,f (u) + Fg(u)− (Fϵ,f (w) + Fg(w))), v⟩|

=

∣∣∣∣ 1ϵα
∫
oϵ

(f(u)− f(w))vdx1dx2 +

∫
Γ
(γ(g(u)− g(w)))γ(v)dS

∣∣∣∣
≤ 1

ϵα

∫
oϵ

|(f(u)− f(w))v|dx1dx2 +
∫
Γ
|γ(g(u)− g(w))γ(v)|dS

≤ C

Å
1

ϵα

∫
oϵ

|f(u)− f(w)|2dx1dx2
ã 1

2

∥v∥Hs(Ω)

+

Å∫
Γ
|γ(g(u)− g(w))|2dS

ã 1
2
Å∫

Γ
|γ(v)|2dS

ã 1
2

.

Logo, pelo Teorema do Valor Médio, temos que

|⟨Fϵ(u)− Fϵ(w), v⟩| ≤ C

Å
1

ϵα

∫
oϵ

|f ′(u+ (1− w))|2|u− w|2dx1dx2
ã 1

2

∥v∥Hs(Ω)

+

Ç∫ 1

0
|g′(ρu+ (1− s)w)|2γ|(u− w)|2dx

å 1
2
Å∫

Γ
|γ(v)|2

ã2
≤ C∥f ′∥L∞

Å
1

ϵα

∫
oϵ

|u− w|2dx1dx2
ã 1

2

∥v∥Hs(Ω)

+ ∥g′∥L∞

Ç∫ 1

0
|γ(u− w)|2dx

å 1
2

∥v∥Hs(Ω)

≤ (C∥f ′∥L∞ + ∥g′∥L∞)∥v∥Hs(Ω)∥u− w∥H1
ϵ (Ω)

para algum τ e ρ com, 0 ≤ τ ≤ 1 e 0 ≤ ρ ≤ 1. Pela expressão anterior, ∃L > 0 independente
de ϵ tal que

∥Fϵ(u)− Fϵ(w)∥H−s(Ω) ≤ L∥u− w∥H1
ϵ (Ω), para cada 0 < ϵ ≤ ϵ0.

Para ϵ = 0, para cada u,w ∈ H1(0, 1) e v ∈ Hs(0, 1)

|⟨F0(u)− F0(w), v⟩| = sup
∥v∥Hs(0,1)=1

|⟨F0(u)− F0(w), v⟩|.

Assim, usando a Desigualdade de Hölder 2.1.2
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|⟨F0(u)− F0(w), v⟩| = |⟨F0,f (u) + F0,g(u)− (F0,f (w) + F0,g(w)), v⟩|

=

∣∣∣∣∣
∫ 1

0
µ(f(u)− f(w))vdx+

∫ 1

0
(g(u)− g(w))vdx

∣∣∣∣∣
≤

∫ 1

0
|µ(f(u)− f(w))v|dx+

∫ 1

0
|(g(u)− g(w))v|dx

≤ ∥µ∥L∞

Ç∫ 1

0
|f(u)− f(w)|2dx

å 1
2

∥v∥Hs(0,1)

+

Ç∫ 1

0
|g(u)− g(w)|2dx

å 1
2

∥v∥Hs(0,1).

Pelo Teorema do Valor Médio,

∥F0(u)− F0(w)∥H−s(0,1) ≤ ∥µ∥L∞

Ç∫ 1

0
|f ′(τu+ (1− τ)w)|2|u− w|2dx

å 1
2

∥v∥Hs(0,1)

+

Ç∫ 1

0
|g′(ρu+ (1− ρ)w)|2|u− w|2dx

å 1
2

∥v∥Hs(0,1)

≤
(
∥µ∥L∞∥f ′∥L∞∥v∥Hs(0,1) + ∥g′∥L∞∥v∥Hs(0,1)

)
∥u− w∥H1

ϵ (0,1)

onde, 0 ≤ τ ≤ 1 e 0 ≤ ρ ≤ 1. Isto nos diz que existe L > 0 independente de ϵ tal que:

∥F0(u)− F0(w)∥H−s(Ω) ≤ L∥u− w∥H1(0,1).

Logo, para cada 0 ≤ ϵ ≤ ϵ0, Fϵ é globalmente Lipschitz uniformemente em ϵ.

3) Seja u ∈ H1
ϵ (Ω) vamos mostrar que ∥Fϵ(u) − F0(u)∥H−s(Ω) → 0 quando ϵ → 0. De fato,

considere s0 tal que 1
2 < s0 < 1. Para cada u ∈ H1

ϵ (Ω) e v ∈ Hs0(Ω), temos que

|⟨Fϵ(u), v⟩ − ⟨F0(u), v⟩| =
∣∣∣∣∣ 1ϵα

∫
oϵ

f(u)vdx1dx2 +

∫
Γ
γ(g(u))γ(v)dS −

∫ 1

0
(µf(u)− g(u))vdx

∣∣∣∣∣ .
Pelo Lema 3.3.3 temos que

⟨Fϵ(u), v⟩ → ⟨F0(u), v⟩, quando ϵ→ 0. (3.16)

Além disso, fixando u ∈ H1
ϵ (Ω) e usando o item (1), temos que o conjunto

{Fϵ(u) ∈ H−s(Ω) : ϵ ∈ (0, ϵ0]}

é equicontínuo. Portanto, a convergência em (3.16) é uniforme se v é um elemento de um
subconjunto compacto de Hs0(Ω). Então, escolhendo s0 tal que 1

2 < s0 < s < 1, temos que a
irmersão Hs ↪→ Hs0 é compacta, e então

∥Fϵ(u)− F0(u)∥H−s(Ω) = sup
∥v∥H−s(Ω)=1

|⟨Fϵ(u)− F0(u), v⟩| → 0, ϵ→ 0. (3.17)

4) Suponha que uϵ → u emH1
ϵ (Ω) quando ϵ→ 0. Vamos mostrar que ∥Fϵ(uϵ)−F0(u)∥H−s(Ω) → 0
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quando ϵ→ 0. De fato, pela Desigualdade de Minkowiski e por Fϵ ser Lipschitz pelo item (2)

∥Fϵ(uϵ)− F0(u)∥H−sΩ = ∥Fϵ(uϵ) + Fϵ(u)− Fϵ(u)− F0(u)∥H−s(Ω)

≤ ∥Fϵ(uϵ)− Fϵ(u)∥H−s(Ω) + ∥Fϵ(u)− F0(u)∥H−s(Ω)

≤ L∥uϵ − u∥H1
ϵ (Ω) + ∥Fϵ(u)− F0(u)∥H−s(Ω),

como uϵ → u em H1
ϵ (Ω) e ∥Fϵ(u)− F0(u)∥H−s(Ω) → 0 quando ϵ → 0, segue-se que Fϵ(uϵ) →

F0(u), quando ϵ→ 0.

Lema 3.5.2. Seja s tal que 1
2 < s < 1. Então, para cada 0 ≤ ϵ ≤ ϵ0 Fϵ : H1

ϵ (Ω) → H−s(Ω) e
F0 : H

1(0, 1) → H−s(0, 1) são Frechét diferenciáveis, uniformemente em ϵ,

F ′
ϵ : H

1
ϵ (Ω) → L (H1

ϵ (Ω), H
−s(Ω))

u 7→ F ′
ϵ(u) : H

1
ϵ (Ω) → H−s(Ω)

v 7→ F ′
ϵ(u)v = F ′

ϵ,f (u)v + F ′
g(u)v

F ′
0 : H

1(0, 1) → L (H1(0, 1), H−s(0, 1))

u 7→ F ′
0(u) : H

1(0, 1) → H−s(0, 1)

v 7→ F ′
0(u)v = F ′

0,f (u)v + F ′
0,g(u)v

onde, L (H1
ϵ (Ω), H

−s(Ω)) e L (H1(0, 1), H−s(0, 1)) denotam os espaço das transformações lineares
contínuas de H1

ϵ (Ω) em H−s(Ω) e H1(0, 1) em H−s(0, 1) respectivamente,

⟨F ′
ϵ(u)v, w⟩ = ⟨F ′

ϵ,f (u)v, w⟩+ ⟨F ′
g(u)v, w⟩

:=
1

ϵα

∫
oϵ

f ′(u)wvdx1dx2 +

∫
Γ
γ(g′(u)v)γ(w)dS, ∀w ∈ Hs(Ω) e 0 < ϵ ≤ ϵ0

⟨F ′
0(u)v, w⟩ = ⟨F ′

0,f (u)v, w⟩+ ⟨F0,g(u)v, w⟩

:=

∫ 1

0
µf ′(u)vwdx+

∫ 1

0
g′(u)vwdx, ∀w ∈ Hs(0, 1).

Demonstração. Como f e g possuem derivadas limitadas, temos F ′
ϵ(u) ∈ L (H1

ϵ (Ω), H
−s(Ω)), para

cada u ∈ H1
ϵ (Ω). Agora, vamos mostrar que dado η > 0, ∃δ > 0 independente de ϵ tal que

∥(Fϵ(u+ w)− Fϵ(u)− F ′
ϵ(u))v∥H−s(Ω) ≤ η∥v∥H1

ϵ (Ω), ∀v ∈ H1
ϵ (Ω) com ∥v∥H1

ϵ (Ω) ≤ δ.

Para ϵ > 0, usando a Desigualdade de Hölder 2.1.2 e o Lema 3.3.2
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|⟨Fϵ(u+ v)− Fϵ(u)− F ′
ϵ(u)v, w⟩| ≤ |⟨Fϵ,f (u+ v)− Fϵ,f (u)− F ′

ϵ,f (u)v, w⟩|
+ |⟨Fg(u+ v)− Fg(u)− F ′

g(u)v, w⟩|

≤ 1

ϵα

∫
oϵ

|(f(u+ v)− f(u)− f ′(u)v)w|dx1dx2

+

∫
Γ
|(γ(g(u+ v))− γ(g(u))− γ(g′(u)v))w|dS

≤ C

Å
1

ϵα

∫
oϵ

|f(u+ v)− f(u)− f ′(u)v|2dx1dx2
ã 1

2

∥w∥Hs(Ω)

+

Ç∫ 1

0
|g(u+ v)− g(u)− g′(u)v|2dx

å 1
2

∥w∥2L2(Γ)

= I1 + I2.

Inicialmente vamos estimar I1, pelo Teorema do Valor Médio, A Desigualdade de Hölder 2.1.2 e o
Lema 3.3.2 para q = 4 nos dá

I1 = C

Å
1

ϵα

∫
oϵ

|f ′(u+ τv)− f ′(u)|2|v|2
ã 1

2

∥w∥Hs(Ω)

≤ C

[Å
1

ϵα

∫
oϵ

|f ′(u+ τv)− f ′(u)|4dx1dx2
ã 1

2
Å

1

ϵα

∫
oϵ

|v|4
ã 1

2

] 1
2

∥w∥Hs(Ω)

≤ C

[Å
1

ϵα

∫
oϵ

|f ′(u+ τv)− f ′(u)|4dx1dx2
ã 1

2

∥v∥2H1
ϵ (Ω)

] 1
2

∥w∥Hs(Ω)

≤ C

[Å
1

ϵα

∫
oϵ

|f ′′(ρ(u+ τv)) + (1− ρ)u|4|τv|4dx1dx2
ã 1

2

∥v∥2H1
ϵ (Ω)

] 1
2

∥w∥Hs(Ω)

≤ C
′∥f ′′∥L∞

Å
1

ϵα

∫
oϵ

|v|4dx1dx2
ã 1

4

∥v∥Hs(Ω)∥w∥Hs(Ω)

≤ C
′∥f ′′∥L∞∥v∥2H1

ϵ (Ω)∥w∥Hs(Ω),

onde 0 ≤ τ ≤ 1 e 0 ≤ ρ ≤ 1.
Para estimar I2, procedemos de maneira análoga ao que foi feito em I1,
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I2 =

Ç∫ 1

0
|g(u+ v)− g(u)− g′(u)v|2dx

å 1
2

∥w∥2L2(Γ)

=

Ç∫ 1

0
|g′(uβv)− g′(u)v|2dx

å 1
2

∥w∥2L2(Γ)

≤

Ç∫ 1

0
|g′(u+ βv)− g′(u)v|4dx

å 1
2
Ç∫ 1

0
|v|4dx

å 1
2

 1
2

∥w∥2L2(Γ)

≤

∥v∥2H1
ϵ (Ω)

Ç∫ 1

0
|g′′(t(u+ βv) + (1− t)u)|4|βv|4

å 1
2

 1
2

∥w∥2L2(Γ)

≤ ∥g′′∥L∞∥v∥2H1
ϵ (Ω)∥w∥

2
L2(Γ),

0 ≤ β ≤ 1, 0 ≤ t ≤ 1. Assim, de I1 e I2

∥Fϵ(u+ v)− Fϵ(u)− F ′
ϵ(u)v∥H−s(Ω) ≤ (c∥f∥L∞∥w∥Hs(Ω) + ∥g′′∥L∞∥w∥2L2(Γ))∥v∥

2
H1

ϵ (Ω).

Dado η > 0 seja δ = η
k > 0, com k = c∥f∥L∞∥w∥Hs(Ω) + ∥g′′∥L∞∥w∥2L2(Γ), como por hipótese

∥v∥H1
ϵ (Ω) ≤ δ, obtemos

∥Fϵ(u+ v)− Fϵ(u)− F ′
ϵ(u)v∥H−s(Ω) ≤ η∥v∥H1

ϵ (Ω),

como δ não depende de ϵ, para cada 0 < ϵ ≤ ϵ0. Logo Fϵ é Frechét diferenciável uniformemente em
ϵ.

Para ϵ = 0,

|⟨F0(u+ v)− F0(u)− F ′(u)v, w⟩| ≤ |⟨F0,f (u+ v)− F0,f (u)− F ′
0,f (u)v, w⟩|

+ |⟨F0,g(u+ v)− F0,g(u)− F ′
0,g(u)v, w⟩|

≤
∫ 1

0
|µ(f(u+ v)− f(u)− f ′(u)vw|dx

+

∫ 1

0
|(g(u+ v)− g(u)− g′(u)v)w|dx

= I3 + I4.

Estimando I3

I3 ≤ ∥µ∥L∞

Ç∫ 1

0
|(f(u+ v)− f(u)− f ′(u)v)w|dx

å
≤
Ç∫ 1

0
|f(u+ v)− f(u)− f ′(u)v|2dx

å 1
2
Ç∫ 1

0
|w|2dx

å 1
2

∥µ∥L∞ .

Procedendo de maneira análoga ao caso onde ϵ > 0, aplicando o Teorema do Valor Médio duas
vezes e usando a Desigualdade de Hölder, obtemos

I3 ≤ ∥µ∥L∞∥f ′′∥L∞∥v∥2H1
ϵ (Ω).
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De maneira análoga, para I4,

I4 ≤ ∥g′′∥L∞∥v∥2H1
ϵ (Ω).

Assim,

∥F0(u+ v)− F0(u)− F ′
0(u)v∥H−s(Ω) ≤ (∥µ∥L∞∥f ′′∥L∞ + ∥g′′∥L∞)∥v∥2H1(0,1).

Dado η′ > 0 seja δ =
η′

k′
, que não depende de ϵ, onde k′ = ∥µ∥L∞∥f ′′∥L∞ + ∥g′′∥L∞ , obtemos

∥F0(u+ v)− F0(u)− F ′
0(u)v∥H−s(Ω) ≤ η′∥v∥H1

ϵ (Ω).

Logo, F0 é Frechét diferenciável uniformemente em ϵ.

3.6 Formulação abstrata do problema

Nesta seção vamos introduzir uma família de operadores Aϵ associada às formas bilineares (3.6)
e (3.7) de forma a escrever o problema de maneira conveniente e abstrata. Veremos também que
estes operadores são inversíveis, lineares, contínuos, fechados e compactos.

Proposição 3.6.1. Dado h ∈ L2(Ω), existe um único u ∈ H1
ϵ (Ω) tal que aϵ(u, v) = ⟨h, v⟩, ∀v ∈

H1
ϵ (Ω). Mais geralmente, ∀h ∈ H−1(Ω) existe u ∈ H1

ϵ (Ω) tal que aϵ(u, v) = ⟨h, v⟩.

Demonstração. Como aϵ é bilinear, contínua e coerciva, pelos Lemas 3.4.1, 3.4.1 e 3.4.1 a existência
do u segue do Teorema de Lax-Milgram.

Para cada ϵ > 0, como consequência da proposição anterior definimos o operador linear ilimitado
Aϵ : H

1
ϵ (Ω) ⊂ H−1(Ω) → H−1(Ω) pela expressão

⟨Aϵu, v⟩−1,1 = aϵ(u, v), ∀v ∈ H1(Ω). (3.18)

Por isso, podemos escrever o problema (1.11) na forma abstrata Aϵu = Fϵ(u), para ϵ > 0.
As soluções dos problemas são obtidas como pontos fixos das aplicações A−1

ϵ ◦ Fϵ(u
ϵ) = uϵ e

A−1
0 ◦ F0(u) = u. A existência de soluções do problema (1.11) segue do Teorema do ponto fixo de

Schauder, o qual enunciaremos a seguir.

Teorema 3.6.1 (do Ponto fixo de Schauder). Seja X um espaço de Banach. Suponha K ⊂ X é
compacto e convexo, e assuma também que A : K → K é contínuo. Então, A tem um ponto fixo
em K.

Demonstração. Ver [7], pág.: 502 Teorema 3.

Vale a pena observar que, aqui, X pode ter dimensão infinita. Quando X tem dimensão finita
o teorema se reduz ao Teorema do ponto fixo de Brouwer.

Voltando ao nosso problema, vejamos algumas propriedades do operador Aϵ.

Lema 3.6.1. O operador Aϵ é bijetor. E sua inversa, A−1
ϵ é contínua, fechada e compacta.

Demonstração. Pela definição de Aϵ temos que

Aϵu−Aϵv = 0 ⇐⇒ ⟨Aϵ(u− v), φ⟩ = 0, ∀φ ∈ H1
ϵ (Ω).

Em particular,

0 = ⟨Aϵ(u− v), u− v⟩ = aϵ(u− v, u− v) = ∥u− v∥2H1
ϵ (Ω)
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⇒ u = v em H1
ϵ (Ω). Logo Aϵ é injetiva. A sobrejetividade segue do Teorema de Lax-Milgram. Além

disso, A−1
ϵ é contínua porque

sup
v∈H1

ϵ (Ω)

|⟨Aϵu, v⟩| = sup
v∈H1

ϵ (Ω)

≥ |aϵ(u, v)| = ∥u∥2H1
ϵ (Ω)

i.e,

∥Aϵu∥H−1(Ω) ≥ ∥u∥2H1
ϵ (Ω).

Agora, veja que, como um operador T é fechado ⇐⇒ GrafT é fechado, temos que Aϵ é fechado.
Por Aϵ ser invertível,

Graf [Aϵ] = Graf [A−1
ϵ ],

pelo Teorema do Gráfico Fechado, A−1
ϵ é linear e contínuo. Para a compacidade, como a imagem

de Aϵ é igual a H1
ϵ (Ω) que é compacto em H−1(Ω), segue-se que A−1

ϵ é compacto.



Capítulo 4

Continuidade do Conjunto de Equilíbrios

Neste capítulo vamos mostrar o resultado principal deste trabalho, o Teorema 1.0.1. Os itens
(a) e (b) do Teorema 1.0.1 correspondem respectivamente à semicontinuidade superior e inferior
do conjunto de equilíbrios Eϵ, definido em (1.13). Procederemos da seguinte maneira, vamos provar
primeiro a semicontinuidade superior e a seguir, usando o Teorema A.4.1, algumas propriedades
sobre Convergência Discreta (P convergência: ver apêndice A.3) e índice de ponto fixo, provaremos
a semi-continuidade inferior com a hipótese adcional de que o conjunto Eϵ é formado por equilíbrios
hiperbólicos.

4.1 Semicontinuidade superior

Antes de mostrar a semi-continuidade superior, considere as aplicações

A−1
ϵ ◦ Fϵ : H

1
ϵ (Ω) → H1

ϵ (Ω) e A−1
0 ◦ F0 : H

1(0, 1) → H1(0, 1) (4.1)

onde Aϵ e A0 estão definidas em (3.18) e Fϵ e F0 estão definidas em (3.10, 3.13) Vejamos agora
algumas propriedades destas aplicações.

Lema 4.1.1. Seja A−1
ϵ ◦ Fϵ as aplicações definidas em (4.1). Então,

i) A−1
ϵ ◦ Fϵ é compacto ∀ϵ ≥ 0 fixado.

ii) {A−1
ϵ ◦ Fϵ(u

ϵ)}ϵ∈[0,1) é uma família pré-compacta sempre que ∥uϵ∥H1
ϵ (Ω) é uniformemente li-

mitado. De fato, existe uma subsequência, ainda denotada por A−1
ϵ ◦ Fϵ(u

ϵ), e u ∈ H1(0, 1),
tal que

∥∥A−1
ϵ ◦ Fϵ(u

ϵ)−A−1
0 F0(u)

∥∥
H1

ϵ (Ω)
→ 0, quando ϵ→ 0.

iii) Se ∥uϵ − u∥H1
ϵ (Ω) → 0 quando ϵ→ 0, então

∥∥A−1
ϵ ◦ Fϵ(u

ϵ)−A−1
0 F0

∥∥
H1

ϵ (Ω)
→ 0.

Demonstração. i) Pelo Teorema A.1.1 e por (3.6.1) o operador A−1
ϵ define um isomorfismo de

H−1(Ω) em H1(Ω). Como a imersão H2−s(Ω) ↪→ H1(Ω) é compacta, para 0 < s < 1 e por
Fϵ ser contínua, podemos concluir que A−1

ϵ Fϵ é uma aplicação compacta e contínua ∀ϵ > 0,
A−1

ϵ ◦ Fϵ(u
ϵ) ⊂ H2−s(Ω). Podemos concluir com o mesmo argumento que A0F

−1
0 é compacto

e contínuo.

ii) Considere uϵ ∈ H1
ϵ (Ω) tal que ∥uϵ∥H1

ϵ
≤ C. Consequentemente,

∥uϵ∥L2(Ω) +

∥∥∥∥∂uϵ∂x1

∥∥∥∥2
L2(Ω)

+
1

ϵ2

∥∥∥∥∂uϵ∂x2

∥∥∥∥2
L2(Ω)

≤ C2

49
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então,

∥uϵ∥2L2(Ω),

∥∥∥∥∂uϵ∂x1

∥∥∥∥
L2(Ω)

e
1

ϵ

∥∥∥∥∂uϵ∂x2

∥∥∥∥
L2(Ω)

≤ C, ∀ϵ > 0. (4.2)

Por (4.2) e pelo Teorema de Eberlein-Šmuljan 2.2.2, temos que existe uma subsequência, ainda
denotada por uϵ tal que

uϵ ⇀ u, fracamente em H1(Ω), com
∂uϵ

∂x2
→ 0, forte em L2(Ω) (4.3)

para algum u ∈ H1
ϵ (Ω). Além disso, por (4.3) temos que u(x1, x2) = u(x1) em Ω, isto é, u

não depende da segunda variável x2 e daí, u ∈ H1(0, 1). De fato, ∀φ ∈ C∞
0 (Ω) usando (2.10),

temos
∂uϵ

∂x2
= 0, q.t.p em Ω já que∫

Ω
u
∂φ

∂x2
dx1dx2 = lim

ϵ→0

∫
Ω
uϵ
∂φ

∂x2
dx1dx2 = lim

ϵ→0

∫
Ω

∂uϵ

∂x2
φdx1dx2 = 0. (4.4)

Agora, denote ωϵ = A−1
ϵ Fϵ(u

ϵ). Temos que ωϵ satisfaz Aϵωϵ = Fϵ(u
ϵ), i.e,

aϵ(ω
ϵ, ωϵ) =

1

ϵα

∫
oϵ

f(uϵ)ωϵdx1dx2 +

∫
Γ
g(uϵ)ωϵdx1dx2.

Como f, g são de classe C2 são limitadas com derivadas limitadas, temos por (3.4.1) e (3.3.3)
que ωϵ é uma sequência uniformemente limitada em H1

ϵ (Ω). Ademais, segue do Lema 3.3.3
que,

k∥ωϵ∥2H1
ϵ (Ω) ≤ aϵ(ω

ϵ, ωϵ)

=

∫
Ω

®
D

ÇÅ
∂ωϵ

∂x1

ã2
+

1

ϵ2

Å
∂ωϵ

∂x2

ã2å
+Q

∂ωϵ

∂x1
ωϵ + c(ωϵ)2

´
dx1dx2

=
1

ϵα

∫
oϵ

f(uϵ)ωϵdx1dx2 +

∫
Γ
g(uϵ)ωϵdS.

Assim, denotando

A = D

∥∥∥∥∂ωϵ

∂x1

∥∥∥∥2
L2(Ω)

+
D

ϵ2

∥∥∥∥∂ωϵ

∂x2

∥∥∥∥2
L2(Ω)

+ ∥Q∥L∞

∥∥∥∥∂ωϵ

∂x1

∥∥∥∥2
L2(Ω)

∥ωϵ∥L2(Ω) + ∥ωϵ∥2L2(Ω)

temos, usando a Desigualdade de Hölder e o Lema 3.3.2

A ≤ 1

ϵα

∫
oϵ

|f(uϵ)||ωϵ|dx1dx2 +
∫
Γ
|g(uϵ)||ωϵ|dS

≤
Å

1

ϵα

∫
oϵ

|f(uϵ)|2dx1dx2
ã 1

2

∥ωϵ∥2L2(Ω) +

Å∫
Γ
|g(uϵ)|2dS

ã 1
2

∥ωϵ∥2L2(Γ)

≤ (C∥f(uϵ)∥L∞ |oϵ|)
1
2 ∥ωϵ∥2L2(Ω) + ∥g(uϵ)∥2L2(Γ)∥ω

ϵ∥L2(Γ)

=
Ä
C

1
2H

1
2 ∥f(uϵ)∥L∞ + ∥g∥2L∞(Γ)|Γ|

1
2

ä
∥ωϵ∥2H1(Ω).

Logo, inferimos que

k∥ωϵ∥2H1
ϵ (Ω) ≤ aϵ(ω

ϵ, ωϵ) ≤ Ĉ∥ωϵ∥H1(Ω),
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onde Ĉ =
Ä
C

1
2H

1
2 ∥f(uϵ)∥L∞ + ∥g(uϵ)∥2L2(Γ)

ä
> 0 e não depende de ϵ. Além disso, como

∥ · ∥H1
ϵ (Ω) ≥ ∥ · ∥H1(Ω), para ϵ ∈ (0, 1) obtemos,

∥ωϵ∥L2(Ω),

∥∥∥∥∂ωϵ

∂x1

∥∥∥∥
L2(Ω)

e
1

ϵ

∥∥∥∥∂ωϵ

∂x2

∥∥∥∥
L2(Ω)

≤ Ĉ

k
, ∀ϵ ∈ (0, 1].

Usando um argumento análogo a (4.2) e (4.3), podemos extrair uma subsequência, ainda
denotada por ωϵ tal que

ωϵ ⇀ ω, fracamente em H1(Ω),
∂ωϵ

∂x2
→ 0, forte em L2(Ω),

para algum ω ∈ H1(0, 1). Com isso, podemos passar o limite em

⟨Aϵω
ϵ, φ⟩ = ⟨F ϵ(uϵ), φ⟩, tomando φ ∈ H1(0, 1).

Com efeito, de (4.2) e (4.3) e o Lema 3.3.3, obtemos que

⟨A0ω, φ⟩ = ⟨F0(u), φ⟩,

para todo φ ∈ H1(0, 1) o que implica que ω = A−1
0 F0(u). Ainda, usando o Lema 3.3.3

a(ωϵ, ωϵ) = ⟨Fϵ(ω
ϵ), ωϵ⟩ → ⟨F0(ω), ω⟩ = a0(ω, ω), quando ϵ→ 0.

iii) Suponha agora que ∥uϵ−u∥H1
ϵ (Ω) → 0 quando ϵ→ 0, então ∥uϵ∥H1

ϵ (Ω) ≤ C, para algum C > 0
independente de ϵ. Seguindo por um argumento análogo ao que foi feito no item (ii), para
uma subsequência digamos, uϵ qualquer, podemos extrair uma subsequência tal que

∥A−1
ϵ ◦ Fϵ(u

ϵ)−A−1
0 F0(u)∥H1

ϵ (Ω) → 0,

onde ∥uϵ − u∥H1
ϵ (Ω) → 0. Com isso, concluímos a demonstração, já que a subsequência é

arbitrária.

Lema 4.1.2. Seja uϵ uma família de soluções do problema (1.11). Então, existe uma subsequência
ainda denotada por uϵ e uma função u ∈ H1(0, 1) dependendo unicamente da primeira variável,
isto é, u(x1, x2) = u(x1), solução do problema (1.6) tal que

∥uϵ − u∥H1(Ω) → 0, quando ϵ→ 0.

Demonstração. Note que, as soluções uϵ do problema (1.11) são uniformemente limitadas em H1
ϵ (Ω)

com respeito a ϵ. Aliás, uϵ ∈ Eϵ satisfaz o problema (1.11) se, e somente se

∫
Ω

ß
D

Å
∂uϵ

∂x1

∂φ

∂x1
+

1

ϵ2
∂uϵ

∂x2

∂φ

∂x2

ã
+Q

∂uϵ

∂x1
φ+ cuϵφ

™
dx1dx2 =

1

ϵα

∫
oϵ

f(uϵ)ωϵdx1dx2+

∫
Γ
g(uϵ)ωϵdS,

(4.5)
∀φ ∈ H1

ϵ (Ω). Assim, tomando φ = uϵ, temos pelos Lemas 3.3.3, 3.4.1 e por um argumento análogo
usado no item (ii) do Lema 4.1.1 que,

k∥uϵ∥2H1
ϵ (Ω) ≤ C

1
2H

1
2 ∥f∥L∞(Ω)∥uϵ∥L2(Ω) + ∥g∥L∞(Γ)∥uϵ∥L2(Ω) ≤ Ĉ∥uϵ∥H1

ϵ (Ω),

para algum Ĉ > 0 independente de ϵ. Portanto, como ∥ · ∥H1
ϵ (Ω) ≥ ∥ · ∥H1(Ω) para ϵ ∈ (0, 1), temos
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∥uϵ∥L2(Ω),

∥∥∥∥∂uϵ∂x1

∥∥∥∥
L2(Ω)

e
1

ϵ

∥∥∥∥∂uϵ∂x2

∥∥∥∥
L2(Ω)

≤ Ĉ

k
, ∀ϵ ∈ (0, 1].

Argumentando como em (4.2) e (4.3) do lema anterior, podemos extrair uma subsequência, ainda
denotada por uϵ tal que

uϵ ⇀ u, fracamente em H1(Ω) e
∂uϵ

∂x2
→ 0, forte em L2(Ω), (4.6)

para algum u ∈ H1(0, 1). Com isso, podemos passar o limite em (4.5). Pelos Lemas 3.3.3 e 4.1.1,
obtemos

∫
Ω
{Duxφx +Q(x2)uxφ+ uφ} dx1dx2 =

1

ϵα

∫ 1

0

∫
H−ϵαGϵ(x1)

f(u)φdx1dx2 +

∫ 1

0

∫ 1

0
g(u)φdx1dx2

=

∫ 1

0
Gϵ(x1)f(u)φdx1 +

∫ 1

0
g(u)φdx1

=

∫ 1

0
µf(u)φdx1 +

∫ 1

0
g(u)φdx1,

∀φ ∈ H1(0, 1). Como u e φ não dependem de x2,∫ 1

0
H {Duxφx + quxφ+ uφ} dx1dx2 =

∫ 1

0
µf(u)φdx+

∫ 1

0
g(u)φdx. (4.7)

A expressão (4.7) trata-se da formulação variacional do (1.6).
Finalmente, provaremos a convergência forte em H1(Ω). Para isso, usaremos o item (ii) de

(2.2.5), isto é, a norma é semi-contínua infeiormente com respeito a convergência fraca, ou seja

∥u∥H1(Ω) ≤ lim
ϵ

inf ∥uϵ∥H1(Ω). (4.8)

Usando (4.5), (4.4),(4.7) e (4.8), vemos que

∫ 1

0
H

Å
du

dx

ã2
dx =

∫ 1

0

∫ H

0
|∇u|2dx1dx2 =

∫
Ω
|∇u|2dx1dx2

≤ lim inf
ϵ∈(0,1)

∫
Ω
|∇uϵ|2dx1dx2

≤ lim sup
ϵ∈(0,1)

∫
Ω
|∇uϵ|2dx1dx2

≤ lim sup
ϵ∈(0,1)

∫
Ω

ß
∂uϵ

∂x1
+

1

ϵ2
∂uϵ

∂x2

™
dx1dx2

≤ 1

D

®
−
∫ 1

0
H

{
quxu+ u2

}
dx+

∫ 1

0
{µf(u) + g(u)}udx

´
=

∫ 1

0
H

Å
du

dx

ã2
dx.

Logo, ∫
Ω
∇uϵ2 →

∫
Ω
∇u2

o que nos dá ∥uϵ∥H1(Ω) → ∥u∥H1(Ω). Como a subsequência uϵ pertence à um espaço de Hilbert,
concluímos que uϵ → u em H1(Ω).
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4.2 Semicontinuidade inferior

Provaremos aqui a semi-continuidade inferior de Eϵ. Para provar este resultado usaremos algumas
propriedades vistas em (4.1.1). Além disso, usaremos alguns conceitos envolvendo convergência
discreta e índice de ponto fixo. Esta teoria está fora do escopo deste trabalho, por isso, com o objetivo
de deixar o trabalho autocontido, explicitamos no apêndice algumas definições e propriedades que
nos auxiliam na prova do lema enunciado a seguir.

Lema 4.2.1. Seja u uma solução hiperbólica do problema (1.6). Então existe uma sequência de
soluções uϵ do problema (1.11) tal que,

∥uϵ − u∥H1(Ω) → 0, quando ϵ→ 0.

Demonstração. Note que, pelo Teorema da Função Inversa aplicada à ϕ : H1(0, 1) → H1(0, 1) dada
por u 7→ a0(u, ·)−⟨F0(u), ·⟩ e por u ser hiperbólica segue se que u é um equilíbrio isolado emH1(0, 1).
Então, ∃δ > 0 tal que u é solução única do problema (1.6) na bola aberta B(u, δ), u ∈ H1(0, 1).
Além disso, u é um ponto fixo hiperbólico da aplicação A−1

0 F0 e satisfaz |ind(u,A−1
0 F0)| = 1 ̸= 0.

Observe que, como a família de operadores compactos satizfazem os itens (i) e (ii) do Lema 4.1.1
e H1(0, 1) ⊂ H1(Ω), segue de (A.4.1) que ∃ϵ0 > 0 tal que o operador A−1

ϵ Fϵ tem pelo menos um
ponto fixo uϵ ∈ B(u, δ), para cada ϵ ∈ (0, ϵ0) tal que ∥uϵ − u∥H1

ϵ (Ω) → 0 quando ϵ → 0. Como
∥ · ∥H1

ϵ
≤ ∥ · ∥H1(Ω) quando ϵ ∈ (0, 1), segue-se que, ∥uϵ−u∥H1(Ω) → 0 quando ϵ→ 0. O que conclui

a prova do lema.
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Apêndice A

Apêndice

A.1 Resultados básicos e definições

Definição A.1.1 (Fronteira de classe Ck). Seja U ⊆ Rn aberto. Dizemos que a fronteira ∂U é de
classe Ck com 1 ≤ k <∞ se para cada ponto x ∈ ∂U existe r > 0 e uma função f : Rn−1 → R tal
que temos,

U ∩B(x, r) = {x ∈ B(x, r) : xn > f(x1, · · · , xn−1)}.

Da mesma forma ∂U ∈ C∞ se ∂U ∈ Ck, ∀k = 1, 2, · · · e ∂U é analítica se a aplicação f é
analítica. Além disso, se ∂U ∈ C1, então ao longo da fronteira ∂U é definido o campo vetorial
unitário apontando para fora,

ν = (ν1, · · · , νn).

A normal unitária em cada ponto x ∈ ∂U é ν(x) = ν = (ν1, · · · , νn).

Definição A.1.2 (Domínio Lipschitz). Seja n ∈ N e Ω ⊂ Rn aberto limitado de Rn e ∂Ω sua
fronteira. Então Ω é dito ser domínio Lipschitz se para cada ponto p ∈ ∂Ω se existem H hiperplano
de dimensão n− 1 através de p, uma função Lipschitz contínua g : H → R r > 0 e h > 0 tal que

Ω ∩ C = {x+ y−→n : x ∈ Br(p) ∩H, −h < y < g(x)}
∂Ω ∩ C = {x+ y−→n : x ∈ Br(p) ∩H, g(x) = y}

onde, −→n é um vetor unitário normal à H,

Br(p) = {x ∈ Rn : ∥x− p∥ < r} ,
C = {x+ y−→n : x ∈ Br(x) ∩H, −h < y < h} .

Teorema A.1.1. Seja Ω um convexo, limitado e aberto de Rn. Então, para cada f ∈ L2(Ω) e para
cada λ > 0 existe um único u ∈ H2(Ω) solução de

−
n∑

i,j=1

∫
Ω
aijDiuDjvdx+ λ

∫
Ω
uvdx =

∫
Ω
fvdx (A.1)

para todo v ∈ H1(Ω). A expressão (A.1) é a formulação fraca do problema de Neumann para a
equação

Au+ λu = f, em Ω. (A.2)

A expressão (A.1) é equivalente a expressão (A.2) com a condição de fronteira

55
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n∑
i,j=1

viγ (aijDju) = 0, q.t.p em Γ, (A.3)

onde Γ é a fronteira de Ω.
Aqui A é um operador linear elíptico de ordem 2 com coeficientes suaves

Au =

n∑
i,k=1

Di(ai,kDk,u) +

n∑
i=1

aiDiu+ a0u.

Demonstração. Ver [21], pág.: 149 Teorema 3.2.1.3.

Teorema A.1.2. Sejam E e F dois espaços de Banach e seja (Ti)i∈I uma família (não necessari-
amente enumerável) de operadores lineares contínuos de E em F . Assuma que,

sup
i∈I

∥Tix∥ <∞, ∀x ∈ E.

Então,
sup
i∈I

∥Ti∥L (E,F ) <∞.

Demonstração. Ver [4], pág.: 32 Teorema 2.2.

Teorema A.1.3 (Teorema de Hahn-Banach caso real). Sejam X um espaço de vetorial sobre R e
p : X → R um funcional sublinear. Seja Y um subespaço de X. Seja f : Y → R um funcional linear
tal que:

f(x) ≤ p(x), ∀x ∈ Y.

Então f tem uma extensão f̃ : X → R linear, tal que

f̃(x) ≤ p(x), ∀x ∈ Y.

Demonstração. Ver [4], pág.: 1 Teorema 1.1.

A.2 Derivada de Fréchet

A noção de diferenciabilidade pode ser generalizada para espaços de Banach. Em particular,
existem várias definições diferentes e úteis para a derivada de um aplicação não-linear. Aqui, nos
restringiremos às seguintes definiçõe:

Definição A.2.1 (Derivada de Fréchet). Sejam X,Y espaços de Banach. Uma aplicação f : X → Y
é diferenciável no ponto a ∈ X se existe uma aplicação linear contínua f ′(a) : X → Y tal que

∥f(x)− f(a)− f ′(a)(x− a)∥Y = o (∥x− a∥) , quando x→ a.

Neste caso f ′(a) ∈ L (X,Y ) e é chamada a derivada de Fréchet de f no ponto a.

Observe que, se os espaços forem reais,a derivada de Fréchet é a derivada clássica que conhecemos
do cálculo. Podemos também definir a Derivada de Fréchet da seguinte maneira,

Definição A.2.2. Sejam U ⊂ X e f : X → Y , onde X e Y são espaços de Banach. Dizemos que
a aplicação linear f ′(a) : X → Y é a Derivada de Fréchet de f em a ∈ X se, ∀ϵ > 0, ∃δ > 0 tal
que,

∥f(a+ h)− f(a)− f ′(a)h∥Y ≤ ϵ∥h∥X , ∀h sempre que ∥h∥X ≤ δ.
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A.3 P− convergência

Nesta seção do apêndice, definiremos a noção de convergência discreta (P− convergência) que
foi importante para a prova do Lema 4.2.1.

Sejam E e En, n ∈ N espaços de Banach reais ou complexos e seja P = (Pn) um sistema de
operadores (que podemos denotar também de conexão) Pn : E → En, n ∈ N tal que,

∥Pnu∥En → ∥u∥E , ∀u ∈ E quando n→ ∞, (A.4)

que diz respeito a consistência das normas de E e En e,

∥Pn(au+ a′u)− (aPnu+ a′Pnu
′)∥En → 0,∀u, u′ ∈ E e a, a′ ∈ K = R,C, (A.5)

que diz respeito a linearidade assintótica de Pn. Qualquer sistema que satisfaz essas duas condições
é chamado de sistema de conexão para os espaços de Banach En, E com n ∈ N.

Definição A.3.1. Uma sequência (un)n∈N com un ⊂ En converge discretamente para u ∈ E ou
(P-converge para u ∈ E) se,

∥un − Pnu∥En → 0, quando n→ ∞

e escrevemos un
P→ u ou simplesmente un → u.

Vejamos a seguir algumas propriedades sobre convergência discreta.

1) O limite discreto quando existe, é único, i.e, se un
P→ u e un

P→ u′, então u = u′.

2) Linearidade do P−limite, i.e, se

un
P→ u, u′n

P→ u′, a, a′ ∈ K = R ouC ⇒ aun + a′u′n → au+ au′.

3) Consistência das normas no P−limite. Se,

un
P→ 0 ⇐⇒ ∥un∥ → 0;

un
P→ u ⇐⇒ ∥un∥ → ∥u∥.

4) Uma subsequência (u′n)n′∈N′⊂N de uma sequência (un)n∈N que converge discretamente para
algum u ∈ E, tem o mesmo limite da sequência (un)n∈N.

Note que, para qualquer u ∈ E, existe (un)n∈N que converge discretamente para u, basta
denotar un = Pnu, n ∈ N.

5) Se a sequência de operadores Pn, n ∈ N são lineares e limitados, pelo princípio da limitação
uniforme e por (A.4), ∥Pn∥ ≤ C, n ∈ N e C é uma constante independente de n.

Por fim, temos a seguinte propriedade:

6) Considere u ∈ E e u(n) com n ∈ N. Então,

∥u(n) − u∥ → 0 ⇒ Pnu
(n) P→ u.

Definiremos agora a noção de Convergência discretamente compacta ou (P− compacta).

Definição A.3.2. Uma sequência (un)n∈N com un ∈ En é discretamente compacta ou (P−compacta)
quando toda subsequência (un)n∈N′⊂N que converge discretamente, e escrevemos (un)−P−compacta.
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As propriedades enunciadas anteriormente para convergência discreta são válidas para conver-
gência discreta compacta, i.e,

1) un
P→ u ⇒ P−compacta;

2) (un), (u′n) P− compacta, a, a′ ∈ K = R ou C, ⇒ (aun + a′u′n) P−compacta;

3) (un) P−compacta ⇒ ∥un∥ ≤ C, n ∈ N e C independente de n.

Definição A.3.3. Uma sequência de operadores An : En → Fn converge discretamente (ou é
PP−convergente) para um operador A : E → F , quando

un
P→ u⇒ Anun

P→ Au

e escrevemos

An
PP→ A

ou simplesmente, An → A.

Definição A.3.4 (Convergência compacta de operadores). Uma sequência (Cn) de operadores
Cn : En → Fn converge compactamente para um operador C : E → F se Cn

PP→ C e a seguinte
condição de compacidade é satisfeita,

un ∈ En, ∥un∥ ≤ C, n ∈ N ⇒ (Cnun) PP − compacta.

A.4 Índice de ponto fixo de um operador compacto

Seja E um espaço de Banach real e Ω ⊆ E um conjunto aberto, não vazio e limitado com fecho
Ω e fronteira ∂Ω. A seguir, T : Ω → E é um operador contínuo e compacto que têm ponto fixo
em ∂Ω. Para tal operador, pode-se atribuir um inteiro ind(T ; Ω), denotado por índice de ponto fixo
de T em Ω que caracteriza a existência de pontos fixos de T em Ω. Infelizmente, a definição de
índice de ponto fixo é bastante complicada e está fora do escopo deste trabalho. Pra um estudo
mais aprofundado indicamos o trabalho [12].

A seguir, citaremos algumas propriedades sobre o índice. As primeiras 5 não necessitam de
definição.

1) Se ind(T ; Ω) ̸= 0, então T tem pelo menos um ponto fixo em Ω;

2) ind(T ; Ω′) =ind(T ; Ω), para qualquer subconjunto aberto Ω′ ⊆ Ω tal que T não tem ponto
fixo em Ω \ Ω′.

Em particular, para um ponto fixo isolado u∗ de T , ind(T ;u∗) =ind(T ;U) não depende de
uma vizinhança suficientemente pequena U de u∗ e é denotado por índice de u∗.

3) ind(T ; Ω) =ind(T ◦,Ω◦) se T (Ω) ⊆ E◦, é um subespaço fechado de E, onde Ω◦ = Ω ∩ E◦ e
T ◦ : Ω◦ → E◦, é a restrição de T . Observe que, o caso onde Ω◦ = ∅ está incluso, pois, por
definição, ind(T, ∅) = 0.

4) ind(T ; Ω) =ind(BTB−1;BΩ) para qualquer operador B ∈ L (E,F ) que possui inversa limi-
tada B−1 ∈ L (F,E). Aqui, F é espaço de Banach.

5) ind(T ; Ω) =ind(T1; Ω). Sempre que os operadores compactos e contínuos T, T1 : Ω → E
são homotópicos na ∂Ω. Dizemos que os operadores T, T1 : Ω → E são homotópicos na
∂Ω se existe um operador compacto contínuo F : [0, 1] × ∂Ω → E com F (0, 1) = Tu,
F (1, u) = T1u para qualquer u ∈ ∂Ω e tal que F (λ, ·) não tem, para qualquer λ ∈ [0, 1],
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pontos fixos em ∂Ω. Em particular, dizemos que T e T1 são linearmente homotópicos em ∂Ω
se F (λ, u) := λT1u + (1 − λ)Tu não admite pontos fixos em ∂Ω. Uma condição suficiente
para isso é dada por:

sup
u∈∂Ω

∥T1u− Tu∥ < inf
u∈∂Ω

∥u− Tu∥.

Vejamos agora algumas condições para ind(T ; Ω) ̸= 0 ou ind(T ;u∗) ̸= 0.

6) Se Ω é convexo e T (Ω) ⊆ Ω (condições do Teorema do ponto fixo de Schauder), então
ind(T ; Ω) = 1.

7) Se existe um u◦ ∈ Ω tal que u ̸∈ [u◦, Tu] para qualquer u ∈ ∂Ω então ind(T ; Ω) = 1.

8) Se Ω contém a origem, é convexo e simétrico com respeito à 0, e se T (−u) = −u, para qualquer
u ∈ ∂Ω, então ind(T ; Ω) é primo.

9) Se T é Fréchet diferenciável no ponto fixo u∗ de T e se ker(1− T ′(u∗)) = {0}, então o ponto
fixo u∗ é isolado e |ind(T ;u∗)| = 1.

Agora, estamos aptos à enunciar o Teorema de convergência para operadores compactor usado
na prova do Lema 4.2.1. Se E e En são espaços de Banach reais com um sistema de conexão
P = (Pn), e seja Ω ⊂ E e Ωn ⊂ En, n ∈ N conjuntos abertos e limitados. Temos o seguinte
resultado.

Teorema A.4.1. Assuma que as seguintes condições são satisfeitas:

i) T : Ω → E e Tn : Ωn → En são operadores compactos e contínuos, T não tem ponto fixo na
∂Ω, ind(T ; Ω) ̸= 0;

ii) Ω e Ωn, n ∈ N são consistentes no seguinte sentido:

∀u ∈ Ω, ∃(un) : un ∈ Ωn, un
P→ u, , n ∈ N;

un ∈ Ωn, un
P→ u, n ∈ N′ ⊆ N ⇒ u ∈ Ω;

un ∈ ∂Ωn, un
P→ u, n ∈ N′ ⊆ N ⇒ u ∈ ∂Ω.

iii) Tm → T compactamente, i.e,

un ∈ Ωn, un
P→ u, n ∈ N′ ⊆ N ⇒ Tnun

P→ Tu, n ∈ N
un ∈ Ωn, n ∈ N ⇒ Tnun é P− compacto.

Então, ∃n0 ∈ N tal que para n ≥ n0 o operador Tn tem pelo menos um ponto fixo u∗n na ∂Ωn.
Qualquer sequência (u∗n) de pontos fixos Tn, n ≥ n0 é P−compacta e os P−limites são pontos
fixos de T em Ω. Em particular, se T tem pelo menos um ponto fixo u∗, com índice não-nulo em
Ω, então,

∥u∗n − Pnu
∗∥ → 0, n ≥ n0.

Demonstração. Ver [12] pág.: 661.
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