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Resumo

NASCIMENTO, L. M. Equagoes de reagao-difusao com termos concentrados na fron-
teira. 2023. - f. Dissertacao (Mestrado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de
Sao Paulo, Sao Paulo, 2023.

Neste trabalho, apresentamos a dedugao de uma equacao efetiva que aproxima em espagos
apropriados um problema de reagao-difusao-convecgao definido num dominio fino com termos con-
centrados na fronteira. O problema é descrito por uma equagao diferencial parcial eliptica nao linear
com duas condigoes de fronteira de Neumann, uma homogénea e uma nao homogénea. A nao li-
nearidade do problema aparece tanto na equagao governante quanto na condicao de fronteira nao
homogénea. Por meio de uma mudanca de variavel apropriada, mostramos que o novo problema,
colocado em uma regiao bidimensional, pode ser aproximado por uma equagao diferencial regular,
unidimensional, que captura os efeitos de todos os processos fisicos relevantes que ocorreram no
problema original. As principais motivagoes para este tipo de problema s&o provenientes de aplica-

¢Oes na engenharia quimica.

Palavras-chave: equacgoes diferenciais, termos concentrados, equacao de reacao-difusao, dominios

finos.
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Abstract

NASCIMENTO, L. M. A diffusion-reaction equation with boundary concentrated terms.
2023. - f. Dissertacao (Mestrado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao
Paulo, Sao Paulo, 2023.

In this work, we present the deduction of the effective model that describes a convection-
diffusion-reaction problem in a thin domain with terms concentrated on the boundary. The problem
is set by a nonlinear elliptic partial differential equation with two Neumann boundary conditions,
one homogeneous and the other non-homogeneous. The nonlinearity of the problem appears both
in the governing equation and in the non-homogeneous boundary condition. By means of an appro-
priate change of variables, we show that the new problem after the change of variables, placed in a
two-dimensional region, can be approximated by a regular one-dimensional problem, that captures
the effects of all relevant physical processes that occur in the original problem. The main motivati-

ons for this type of problem are driven by chemical engineering processes.

Keywords: differential equation, concentrated terms, reaction-difusion equation, thin domains.
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Capitulo 1

Introducao

Equagoes Diferenciais sdo comumente utilizadas para modelar diversos fendmenos fisicos, qui-
micos e biologicos. Dentre muitos exemplos podemos mencionar tais como: problemas envolvendo
mecanica de corpos, efeitos de reagoes quimicas, crescimento populacional, evolugao de doencas e
ete.

Fazendo o uso das mesmas, é possivel modelar problemas de convecgao-difusao-reagdo que apa-
recem naturalmente quando trabalhamos com processos quimicos e fisicos em diversas areas. Em
especial, na area de engenharia quimica, sendo de grande interesse tanto do ponto de vista tedrico,
quanto do ponto de vista pratico.

No presente trabalho, estudamos uma equacao estacionaria de reagao-difusao em um canal fino
(ou longo) com termo de reagao nao linear concentrado em uma faixa estreita oscilatoria proxima
a uma parte da parede do canal. Na parte oposta da fronteira do canal, uma condi¢do nao linear
¢ determinada modelando a reacao catalisada pela parede. Este tipo de problema descreve, por
exemplo, um transporte do soluto por convecgao e difusdo onde as particulas do soluto sofrem uma
reacao quimica irreversivel em uma parte da fronteira e reagem entre si na vizinhanca da outra.
Em seguida permita-nos mencionar alguns trabalhos importantes sobre transportes de soluto. Tay-
lor [9] foi o pioneiro a discutir a dispersao de um soluto passivo em um fluxo laminar. Em seguida,
Aris realizou em seu trabalho [22] a derivagao formal de equagoes efetivas que descrevem o pro-
blema na auséncia de reagdo quimica. Mikelit em [2]| derivou rigorosamente o modelo assintdtico
para o transporte de soluto na presenca de reagao quimica linear de primeira ordem na parede do
canal. Com o mesmo tipo de condigdes de contorno, Allaire tratou em [8] um modelo mais geral
de reagao-difusdo-convecgao via Homogeinizac¢ao. Os trabalhos [16, 15] investigaram os efeitos de
geometria da curva e da microestrutura dos fluidos na dispersao do soluto. E importante mencionar
que os trabalhos acima mencionados sao todos lineares.

Nosso objetivo aqui é derivar de maneira rigorosa o modelo efetivo descrito pela equagao de
valor de contorno unidimensional, fornecendo uma boa aproximacao do problema original quando
a razao entre a espessura do canal e seu comprimento é pequena. Mais precisamente estudamos um
modelo baseado em uma equacao diferencial de reacao-difusao eliptica com termos concentrados na
fronteira. Fizemos um estudo aprofundado do artigo [14] que ao que sabemos, foi a primeira ten-
tativa de realizar uma analise rigorosa de um problema como o descrito neste trabalho. Ademais,
combinamos resultados e comparamos as técnicas apresentadas em [10, 11, 16| para prosseguir com
o desenvolvimento do texto.

Mais precisamente, estudamos uma familia de solugoes dadas pela seguinte equacao eliptica nao
linear com condigoes de contorno de Neumann
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ow* 1
—DAW + Qely) 5 + e’ = Zxo, f(w) em R
. . (1.1)
Daw =eg(w®) em I e o _ 0 na OR°\T,

ove ove

onde o dominio R em questao ¢ um canal simples fino (ou longo) definido da seguinte maneira,
RE={(z,y) eR*:2€(0,1),0<y<eH}, 0<e<1. (1.2)

Denotamos por I' C OR° a parede inferior do canal, dada por

= {(z,0) cR?: 2 € (0,1)}. (1.3)
No problema (1.1), D > 0 trata-se da difusdo molecular, ¢ é o coeficiente de reagao, v¢ =

0
(vf,v5) & o vetor normal unitario que aponta para fora de OR® e e é a derivada normal. Além
v

disso, assumimos no problema (1.1) que a velocidade é incompressivel. Como estamos estudando o
)

problema em um dominio fino, é razoével tomarmos a velocidade como unidirecional, implicando

que

Q) =@ (Y),

€
onde Q € L*>(0,H).

As funcoes f,g : R — R sdo fungdes nao lineares de classe C2, limitadas e com derivadas limita-
das até segunda ordem. Do ponto de vista de investigar o comportamento assintético do problema
(1.1), tal condicao sobre as nao linearidades f e g nao implica nenhuma restrigao significativa, ja
que estamos interessados em solucées uniformemente limitadas na norma L°.

A funcao

xo. : RZ >R

¢é a funcao caracteristica definida na faixa estreita 0,

0. = {(z,y) €ER?: 2z € (0,1), e(H — *Ge(x)) <y < eH}, (1.4)

onde a é um parametro positivo, G, : (0,1) — RT é uma fungio suave e nao negativa que satisfaz
0<Gcr)< H,Vr € (0,1) e e > 0. Veja a figura 1 onde o dominio fixo R e a vizinhanga oscilante
0. sao ilustradas.

r
Figura 1: Dominio considerado R°.

Ademais, G, pode oscilar quando € — 0 ja que assume a seguinte forma,

Ge(x) =G (ac, e%) ,para algum 3 > 0. (1.5)
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A funcdo G : (0,1) x R — R & nao negativa e continua. Além disso, supomos que é uniformemente
continua em y, isto é, para cada n > 0, 36 > 0 tal que

|G($7y) - G(:I,‘/,y)| < 7, \V/LL‘,Iﬂ/ € [07 1]7

sempre que,
v —2'| <6 e yeR.

Também, assumimos que G é [(z)— periddica em y para cada x € (0,1), i.e

G(z,y+U(z)) = G(z,y), Yy eR

com a func@o de periodo [ positiva e uniformemente limitada satisfazendo 0 < lp < l(z) < I} em
(0,1). Claramente, o conjunto . é uma vizinhanga da fronteira superior de R cuja espessura e
comportamento oscilatéorio dependem dos pardmetros positivos « e 3, respectivamente. Note que
estes parametros definem a expessura e oscilagdo quando € tende a zero. Além disso, se G depende
somente de z, entdao a funcdo G, nao depende de € e a faixa estreita 6. ndo possui comportamento
oscilatorio.

Para modelar a concentragao de reagoes na regiao 6., procedemos como [11, 15]. Combinamos
a funcao caracteristica x. com pardmetro € e a funcao nao linear f definindo o termo de reacgao
concentrada como

1
6—ax9€f € L*°(R").

Como R® C (—eb,eH) x (0,1) se degenera em um intervalo quando € tende & zero, é esperado
que a familia de solugoes w, convirja para uma solugao de uma equagao unidimensional capturando
o perfil varidvel do comportamento oscilatorio da faixa estreita, bem como o efeito da condi¢ao de
contorno nao linear. Vamos mostrar que o problema limite de (1.1) é dado por

—Dugg + qug + cu = %(u(x)f(u) + g(u)),em (0,1)

(1.6)
uz(0) = ugy(1) = 0.
onde,
1 rH
_ 1 1.
q H/o Q(y)dy, (1.7)
representa a média da velocidade, e
@=L [ Gy (18)
wer) = — z,y)dy 1.8
l(z) Jo

é o coeficiente nao-negativo em L>°(0,1) relacionado & faixa estreita 6. definida por G.. Diante
disso, podemos concluir que o modelo assintético (1.6) captura os efeitos que buscamos: os efeitos
de convecgao, as reagoes na fronteira, dentro da faixa oscilatéria e também o efeito da geometria da
regiao onde as reagoes ocorrem. Em nossa analise, combinamos os resultados de [23, 11, 17] para
lidar com o canal fino e usamos as integrais concentradas discutidas em [23, 11, 15, 1] para obter o
valor médio de G(z, -) para cada x € (0,1). O coeficiente p captura o comportamento oscilatorio e a
geometria da faixa estreita onde se concentram as reagoes. Se GG nao depende de y, a faixa estreita
nao tem comportamento oscilatorio e portanto, u(x) = G(x) em (0, 1).

Para estudar o problema (1.1) em R€, realizamos uma mudanca de variavel através do isomor-
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1
fismo (xl, xg) que consiste em trocar o dominio fino R¢ por um dominio fixo,
€
Q= {(x1,22) €R*: 21 €(0,1),0 < 29 < H}, (1.9)
e a faixa 6. por o,

0c = {(x1,22) € R?: 21 € (0,1), (H — €“Ge(z1)) < 20 < H}. (1.10)

Assim, reescrevemos (1.1) da seguinte forma,

O*us 1 a%f) Out e 1 ¢
-b (f?fII% e gz +Q(x2)ax1 e = eaXoef(U ), em &2
ous 1 Ou®
8:61N1+:25762N2—07 am 0T )
8U6 1 8u6 > €
D <8x1N1 + 67287$2N2 - g(u )7 em L.

\

De maneira analoga, a funcio x,, : R> — R ¢ a fun¢do caracteristica da faixa o., N = (N7, Na) é
o vetor normal exterior a 9§ e 2 C R? ¢ o conjunto dado em (1.9). Tal mudanca consiste em esticar
a direcdo o por um fator e~! que estabelece uma difusdo muito rapida na direciio 5. Devido a
esse forte mecanismo de difusdo, espera-se que as solugoes de (1.11) se tornem mais homogéneas na
direcao x2 quando € — 0, de modo que a solugao limite nao depende da segunda variavel e, portanto,
o problema (1.6) sera unidimensional. Isso esta totalmente de acordo com a ideia intuitiva de que
uma equagao em um dominio fino deve se aproximar de um problema unidimensional definido num
segmento de reta.

Vamos relembrar a definigdo de solugdo hiperbolica.

Observagao 1.0.1. Recordamos que uma solugao de estado estacionério u de uma equagao dife-
rencial nao linear é dita ser hiperbodlica, se A = 0 nao for um autovalor da equagao linearizado, em
torno da solugao u. Assim, se u satisfaz a equagao (1.6) e é hiperbélico, entdao A = 0 nao é um
autovalor do problema de autovalor:

~ Dt + i e = 5 (12 (0) + ' (w))o + Ao em (0,1)
(1.12)
v.(0) = v,(1) = 0.

Agora, estamos aptos a enunciar nosso resultado principal:

. N . Q12

Teorema 1.0.1. Suponha que o coeficiente de reagao ¢ em (1.11) satisfaz ¢ > H”Z#.

a) Entao, se {u}cso € uma familia de solugoes do problema (1.11), existe uma subsequéncia uc,
ainda denotada por u¢ e uma fungdo u € HI(Q) com u(z1,z2) = u(z1), solugao do problema
(1.6), tal que

v — ullgr) — 0, quando € — 0.

b) Por outro lado, se uma solug¢ao u de (1.6) é hiperbdlica, entao existe uma sequéncia uc de
solugdes do problema (1.11) satisfazendo

v — ullgr () — 0, quando € — 0.
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Para cada € > 0, definimos o conjunto de equilibrio,

& = {uf € H'(Q) : u¢ é uma solugao de (1.11)}. (1.13)

As afirmagoes nos itens (a), (b) no Teorema (1.0.1) correspondem & semicontinuidade superior e
inferior do conjunto de equilibrio do problema parabolico associado a (1.11) em e = 0.

O presente trabalho é formado por quatro capitulos, um apéndice e referéncias bibliograficas. O
primeiro capitulo refere se & introducao, descricao do problema e enunciado do Teorema principal.

O capitulo 2 refere-se & uma breve revisao de conceitos e resultados que serdo importantes para
o desenvolvimento deste trabalho. Falamos sobre Espacos de Banach, Hilbert, os Espacos LP, fun-
coes periddicas em L', convergéncia fraca e fraca*, Formas bilineares em Espacos de Banach e uma
breve introdugao aos Espagos de Sobolev.

O capitulo 3 esta dedicado a mostrar a equivaléncia entre os problemas (1.1) e (1.11). Vamos ver
alguns resultados envolvendo integrais concentradas com o objetivo de mostrar que integrais concen-
tradas convergem para integrais de contorno. Vamos definir de maneira rigorosa formas bilineares
ae, ag, nao linearidades F, e Fy e operadores A, e Ag em espacos de fungoes apropriados com o ob-
jetivo de escrever (1.11) numa forma abstrata e analisar o comportamento da familia de solugdes u¢.

No capitulo 4 vamos mostrar o resultado pincipal deste trabalho, o Teorema 1.0.1 que corres-
ponde & continuidade do Conjunto de Equilibrio &, definido em (1.13). Provar este resultado se
resume a mostrar que as solugoes do problema (1.11) sdo semicontinuas superiormente e inferior-
mente.

Para finalizar, adcionamos ao apéndice alguns resultados basicos que estéo fora do escopo deste
texto.
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Capitulo 2

Resultados Basicos

Este primeiro capitulo tem como objetivo descrever resultados e definigoes que sao necessarios
para o desenvolimento deste trabalho. Este capitulo esta dividido em quatro se¢oes com subsecoes.
Descrevemos na primeira se¢ao: uma revisao da defini¢do de norma, produto interno, espacos de Ba-
nach e Hilbert, os espagos LP, as desigualdades de Young, Holder, Minkowiski e de Cauchy-Schwarz,
definimos o conceito de funcao caracteristica, funcao teste e fungoes periddicas com oscilagao rapida
e enunciamos o Teorema de convergéncia & média. Na segunda secao, definimos convergéncia fraca
e fraca®, expomos suas relagbes com a convergéncia forte e caracterizamos convergéncia fraca e
fraca™ nos espagos LP. Na terceira se¢do, definimos as formas bilineares em espacos de Banach e
enunciamos o Teorema de Lax-Milgram, que sera importante para estudar o operador A, que nos
auxilia a escrever os problemas (1.11) e (1.6) em suas formas abstratas. Na tltima sec@o, introduzi-
mos a definigao de distribuigoes e algumas de suas propriedades, descrevemos os espagos de Sobolev
W#P  definimos o operador trago, a generalizacao da férmula de Green para espagos de Sobolev e
o famoso teorema do mergulho de Sobolev. Dando continuidade, definimos os espacos de Sobolev
com expoente negativo W %P e os espagos de Sobolev com potenciais de Bessel. Para um estudo
mais aprofundado dos temas abordados neste capitulo recomendamos [4, 5, 3, 20, 15, 7].

2.1 Os Espacos L? e algumas propriedades

Antes de definirmos os espacgos LP vamos relembrar algumas propriedades sobre espacos de
Banach e Hilbert. Aqui, & é um espaco mensuravel, i.e ¢ est4 munido de uma sigma-algebra e uma
medida, a qual deixaremos implicita ao longo do texto.

Definigao 2.1.1. Uma aplicagao || - || : E — Ry dada por x — ||z|| € dita ser uma norma em um
espago vetorial E se

i) ||z]]| =0 <= = =0;
it) || Az|| = |A|[|z]|, para algum X € R e x € E;
iii) ||z +yll < |lz| + ||yll, para algum z,y € E.
E ¢ dito ser espago normado e a norma € denotada por || - || .

Além disso E é dito ser espaco de Banach se F é completo, i.e se toda sequéncia de cauchy em
E converge em E. A convergéncia aqui, nesse caso, ¢ chamada de convergéncia forte, ou seja,

Ty =z em E < |z, —z||g — 0.

Definicao 2.1.2. Seja H um espaco vetorial sobre R. Uma aplicacao
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(,-): HxH—R
(‘T?y) = ($,y)H

€ um produto interno se
i) (x,y)g >0 <= x#£0;
ii) (x,y)g = (y,x) g, para algum x,y € H;
iii) Az + py, 2)g = Mz, 2)g + 1y, 2)m, para algum A\, p € R, x,y e z € H.
E H é um espaco de Banach com respeito a norma associada ao produto interno, i.e,

1
el = (z, %),

dizemos que H é um espago de Hilbert.

Definicao 2.1.3 (Espago Separavel). Dizemos que um espago X € separdvel se X contém um
subconjunto denso enumerdvel.

Defini¢ao 2.1.4 (Espago Reflexivo). Se z € X, 2/ € X', denotamos por (x',x) o nimero real
x'(x). X' ¢é dito ser o dual do espago X. Definimos,

i) [l = sup{(a’, )|+ l=f] = 1};

ii) Um espago de Banach X € dito ser reflexivo se (X') = X. Mais precisamente, isso implica
que para todo ' € (X'), x € X tal que

(2" 2"y = (o, x), V2’ € X'
Definigao 2.1.5. Sejap € R com 1 < p < +o00. Definimos

LP(0) = {f : 0 = R: fé mensurdvel e tal que/ |f(2)]P < —1—00} ,
o

sabe-se que LP(O') é um espago de Banach com a norma,

T /ﬁ f (@) Pde,

ver [4], pdg.: 93 Teorema 4.8 caso 2). Quando p = oo,

L>®(0)={f:0 —=R: fémensurdvel e 3C € R com |f| < C q.t.p em O}.

Sabe-se também que L*°(0) € um espaco de Banach com a norma,

L = inf{C : |f(x)| < C q.t.p em O}
ver [4], pdg.: 93 Teorema 4.8 caso 1).

Ademais, se f € L* temos que

Il < | fllzee, q.t.pem O.

O espaco das fungoes que sao localmente integraveis é dado por,

L, .(0)={f:f € L'(w), para qualquer aberto limitado w com @ C O}.
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Se p =2, L?(0) ¢ um espaco de Hilbert com o produto escalar

(fs9) 20 Z/ﬁf(a:)g(x)dx.

Proposicao 2.1.1 (Desigualdade de Young). Sejam A, B > 0. Sejam, 0 < p < oo e p' € R tal que
% + 1% =1 (p ep sao ditos expoentes conjugados). Entao,

A B
AB< = 4 7
p p

Além disso, a iqualdade acima € vdlida < AP = BP'.
Demonstragao. Ver [4], pag.: 91, Teorema 4.6. O
A Desigualdade de Young nos auxilia a provar & desigualdade de Holder,

Proposigao 2.1.2 (Desigualdade de Holder). Seja 1 < p < 400 e p’ seu conjugado, i.e

1 _q1_1
17_1 p,sel<p<oo
p=1, sep=o0

p =00, sep=1.
Entao,

[ 1#@a(@ds < 1oyl

para qualquer f € LP(0) e g € LV (0). Quando p = 2, a desigualdade anterior é chamada de
Desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Demonstragao. Ver [4], pag.: 91, Teorema 4.6. O

O resultado a seguir refere-se a uma generalizacao da desigualdade Triangular para os espagos
LP.

Proposicao 2.1.3 (Desigualdade de Minkowski). Seja 1 < p < oo. Se f,g € LP(0), entao f+g €
LP(0O) e

1f+gllp < [1fllp + llgllp-
Demonstragao. Ver [3], pag.: 57, Desigualdade 6.11. O
Definigao 2.1.6 (Fungao Caracteristica). Seja A um conjunto mensurdvel em R™. A fun¢do ca-

racteristica de A € a funcdo xa definida por

1, sex €A,
xa(z) = 0, sex e R"\ A.

Definigao 2.1.7 (Uniformemente convexo). Dizemos que o espago de Banach E é uniformemente
convezo se para qualquer € > 0, existe § > 0 tal que

T+y
r,ye E |zl <1, |lylle <1, [[z—yllg>e= H2H <1-6.
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Proposicao 2.1.4. O espago LP(0) é separdvel para 1 < p < +00, e € uniformemente convezo
para 1 < p < 400.

Defini¢ao 2.1.8 (Funcao simples). Uma funcao f : R™ — R € dita ser funcao simples se

f@) =" arxiy,
k=1

comm € N, a € R onde I}, é um intervalo de R™ para qualquer k ={1,--- ,m}. Se O C R"™ € um
aberto limitado, denotamos por 7 (0) o conjunto das fungoes testes da forma Y -, axxr,, tal que
Iy, C O para qualquer k ={1,--- ,m}.

Definigao 2.1.9. Considere & um aberto e limitado de R™. Para qualquer funcio ¢ : 0 — R, o
suporte de @, denotado por suppy, € definido como o seguinte conjunto fechado,

suppp ={x € 0, ¢ #0}NO0.

Denotamos por 2(0) o conjunto das fungoes infinitamente diferencidveis com suporte compacto em
R™. Denotamos também por C§(O) o conjunto das fungoes continuas com suporte compacto em R™.

Teorema 2.1.1. Z(0) é denso em LP(0). Para 1 < p < +00.

Proposicao 2.1.5. Seja f € Li. (0) tal que

loc

/ﬁf(x)go(x)dx =0, Vo€ 2(0).

Entao, f =0 q.t.p.

Demonstragao. Ver 20| pag.: 17, proposigao 3. O]
Definigao 2.1.10 (Derivada multi-indice). Seja o = (a1, -+, an) € N™ um multi-indice, denota-
mos

Assim, a derivada multi-indice € denotada por

olal

(031 Qi 7
oy - Og)

0% =
onde para |a| =0, 0% € a identidade.
Teorema 2.1.2 (Principio da Limita¢ao Uniforme). Sejam X um espago de Banach e Y um espago
normado. (Tx)xer uma familia em B(X,Y) tal que para cada x € X fizo

sup ||Thz| < oo
AEL

entao 3 ¢ > 0, tal que

ITa|| < e, YA€ L.

2.1.1 Funcoes periédicas em L!

Nesta secao estudamos uma classe de fungoes periddicas de oscilagao rapida que serao impor-
tantes ao longo deste trabalho. Nos atentaremos a fungoes da forma,

X

ac(x) =a (—) , (2.1)

€
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onde a é uma funcao periddica e, a partir de agora, ¢ > 0 assume seus valores em uma sequéncia
que tende & zero. Considere Y um intervalo em R definido por
Y =]0,11[x -+ x]0,In], (2.2)

onde, Iy, -+, Iy s@0 numeros positivos dados. Vamos denotar Y como o periodo de referéncia da
funcao. A seguir, vamos definir a nogao de periodicidade de fungoes definidas em quase toda parte.

Definigao 2.1.11. Seja Y como definido em (2.2) e f uma funcio definida q.t.p em RY. A funcao
f € dita ser Y — periddica se,

f(z + klie;) = f(z), qtpemR", VkeZ, Yie{l,--- N},
onde {e1,--- ,ep} € uma base candnica de R™. Se n =1, dizemos que a fungao f é ly— periddica.

O valor médio de uma fungao periddica é essencial para o estudo de fungoes periddicas de
oscilagao rapida. O que nos leva a seguinte definigao:

Definigao 2.1.12. Seja O um aberto limitado de R" e f uma fungdo em L'(O). O valor médio de
f sobre O ¢é o nimero real Ms(f) dado por,

mez%émm.

2.2 Convergéncia fraca e fraca* em espagos L

Nesta segao, estudamos as defini¢gbes de convergéncia fraca e fraca®, que sdo importantes para o
desenvolvimento deste trabalho. Aqui, E é um espago de Banach real munido de uma norma || - || 5.
As defini¢oes e resultados a seguir serao utilizados com frequéncia nos capitulos seguintes.

Definigao 2.2.1. Sejam E, F espagos de Banach. Seja A : E — F uma aplicacio linear. Entdo, a
aplicacao linear A € limitada se

wp 8@l

see\(o}y ITlE
Denotaremos por Z(E, F') o espago das transformagoes lineares limitadas de F em F.

Proposigao 2.2.1. A quantidade,

Az
Al 2e,F) = sup M

< +o0
seeNoy ITlE

define uma norma em L (E,F), onde L (E,F) é um espago de Banach com esta norma. Temos
entao que,
[A@)F < Al 2EmllzlE, VoeE, (2.3)

onde ||All ¢(g,ry € 0 menor valor para o qual (2.3) € vdlido. Além disso,

Alx
Ml = sip PO on a@)r,
zepNfo} 7llE 2] p=1

para A € L (E, F).

O Teorema a seguir nos fornece algumas propriedades dos espagos das transformacgoes lineares
Z(E,F).



12 RESULTADOS BASICOS 2.2

Teorema 2.2.1. Seja A uma transformacgao linear de E em F. Entao, as sequintes afirmagoes sao
equivalentes:

a) A € limitada;
b) A é continua;
c) A é continua no ponto vy € E.

Demonstragao. (a) = (b) Fixe u,v € E. Dai,

[A(u) = A@)|[F = [[A(u = V)l < Al 2m,m) v =vle, Yu,veE.

Com isso, A é continua.
(b)= (c) Segue da defini¢ao de continuidade.
(¢) = (a) Seja vg € E. Suponha que A é continua em vg. Entao, Ve > 0, 30 > 0 tal que,

o —wolle <6 = [[A(v) = Alwo)l[F <e,
fazendo w = v — vy, temos,
lwlleg <é=[[A(w)][r <e

2
Consequentemente, tomando z = —w, temos

4]

2 2
sup [[Azl|p =5 sup [Aw|p < e
lzllp=1 |wl 5=

2
Portanto, [[Al| (g r) < <€. Logo, A é limitada. O

Definigao 2.2.2. Se E ¢ um espaco de Banach, o conjunto das transformacoes lineares e continuas
de E em R € dito ser o dual do espaco E e é denotado por E'.

O espaco dual E” = (E') de E’ é dito ser o bidual de E. Podemos caracterizar os espacos duais
a partir do Corolério a seguir.

Corolario 2.2.1. O espago dual E' é caracterizado como E' = Z(E,R) e é um espago de Banach
com a norma:

(@', 2) pr B
||| = sup ————=

, Vo' e E.
seeN{0}  lzllE

Temos também que,

(@, 2) g ] < |2 || er|l2lle, Vo € E.

Pelo que acabamos de enunciar, E” é também um espaco de Banach. Em geral, identificamos
E como um subespaco de E” através de uma isometria canonica.

Proposicao 2.2.2. Seja © € E e a aplicagio fy : E' — E" onde 2/ — (2/,2)p g € R. Entao
fe € E" e a aplicagio F : E — E” dada por x — f, € uma isometria, isto €,

lzlle = 7 (@) ler = | foll2-

A partir deste resultado, podemos identificar 2 com f,, e entdo FE com a imagem .Z# (E) C E”.
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2.2.1 Convergécia fraca

Agora estamos aptos a definir a nocao de convergéncia fraca para um espaco F de Banach
qualquer.

Definigao 2.2.3 (Convergéncia Fraca). Uma sequéncia (x,)neny em E converge fracamente para x
se, Vo' € E’

(', Tn)EE — (x’,x}El,E, quando n — oo.

Denotamos a convergéncia fraca por,
Tp — x, fracamente em E.
Proposigao 2.2.3. Convergéncia forte implica em Convergéncia fraca.
Demonstragao. Seja (x,)neny C E tal que z, — x. Para qualquer 2’ € E’, temos que
(2’ 2)pr e < |l2'|| 2], Yz € E.
Assim,
(@', 2n) pr.p — (2", 2) .| < |2 prllan — 2l|E, Vo€ E.

Passando o limite na desigualdade anterior,

lim (2, 2n)p 5 — (@', 2)pr | < lm ||2'||p||lzn — 2]|5
n—oo n—oo

= lim [(¢/,2n)p g — (', 2)p 5| =0, Va € E.
n—,oo

Assim, x,, — z, fracamente em F. O]

Nem sempre temos que convergéncia fraca implica em convergéncia forte. Para termos esta
equivaléncia precisamos adcionar a hipotese de que espago ¢é finito, i.e, dim F = N < .

Proposigao 2.2.4. Se a dimFE = N < 400, a convergéncia forte e fraca sio equivalentes.

Demonstragao. Seja (zp)neny uma sequéncia em E tal que x, — g, fracamente em E. Vamos

mostrar que, ||z, —xo||z — 0. Seja (e;)¥, base de E tal que ||e;|| g = 1, para qualquer i = 1,--- , N.
Entéo, para qualquer y € E, 3y',--- , 4" unicamente determinados em R tal que

N

i=1
Sendo assim, podemos definir a aplicagao f; : E — R dado por fi(y) =yi, i =1,--- , N a qual esta

bem definida, pois, se i # j, com i,j = 1,--- N, fi(y) =y; e f;(y) = y;, tem-se

N N
= fiy) = fily) <= Y ye=) ye = v =y
i=1 j=1
Note que, em particular

lim (fi,a:n—x0>E/’E :0, 1= 1,'” ,N.
n—00
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Mas,

|zn — 20llE =

< Z lei fi(an

<Z\f1

o que implica que z,, — xg.

Proposicao 2.2.5. Seja (zy)nen uma sequéncia que converge fracamente para x em E. Entdo,

n_'xO

E

zo)||E

xo)| = 0,

2.2

i) (Tn)nen € uma sequéncia limitada em E, i.e, 3 uma constante C independente de n tal que,

VneN, |z, <C.

ii) A norma em E é semi-continua inferiormente com respeito a convergéncia fraca, ou seja,

lzllg <lim inf ||z,| .
n—o0

Demonstra¢ao. Suponha que x, — xz, fracamente em F.

i) Como x, — z, em F, para cada 2/ € F temos que

<9€/, 96n>E',E — <96/,SC>E/,E.

Assim, (@, z,)pr g ¢ limitado para cada 2’/ € E'. Logo, 3C, > 0 tal que,

(@, ) p| < Cor.

Portanto, a aplicacao T}, : E' — R dada por 2’ — (2/, z,) g g € linear e limitada, pois

sup (T, 2 VB E| = Sup|<a: Tn)pr | < Cp < 00.

neN neN

Pelo Principio da limitagao uniforme dc > 0 tal que

HZ%HE < Cﬁ Vn € N.

Com isso,

1T ()| < Cllal| 7,
= (2, 2n) 1 5| < Olla’|| . ¥n € N,

Pelo Teorema de Hahn-Banach A.1.3,

|2nllE = max

x/($n)
ZJ
segue-se que

}, Vo' € B,

|2all < C, Vn €N

Logo, x, é limitada.

Vn € N
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ii) Como,

(@ 2n) b Bl < 12| || -

Entao, passando o lim inf na desigualdade anterior,

(@, 2)pr | < ||l2'||p lim inf || p.
n—oo

Pelo Teorema de Hahn-Banach , existe 2’ € E tal que ||2/||pr =1 e (¢/,2)pr p = |||/ . Logo,

lzllg <lim inf ||z,|g.
n—o0

Proposicao 2.2.6. Seja (zy)nen uma sequéncia em E. Temos que,

i)y, — x, fracamente em E,

a)x, — x, forte em E =) { i)||znlle — | 5.

Se E € uniformemente convexo, entdo (a) <= (b).
Demonstracao. Suponha que E é uniformemente convexo.

(a) = (b) o item (i) segue do Lema 2.2.3 e o item (i) segue da desigualdade,

lzlle = llyllel < llz -yl

(b) =(a) Se x = 0, temos claramente que ||z,||[g = 0 = x, — 0 forte em E. Suponha que
x # 0. Suponha também por contradi¢ao que,

lim sup |z, — x| > 0.
n—o0

Entao, existe uma subsequéncia, ainda denotada por (x,)nen tal que,

lim sup ||z, —z|| =1> 0. (2.4)
n—oo
Podemos assumir que ||z,||g # 0 e denotamos por z, = oz =2 Observe que, por
(e ]| 2

ennicao |((Zn||lg = ||Z||lE = 1. em disso esde que para qualquer xr &
definigao ||z,||p = [|z|]|g = 1. Além disso, desde que para qualg "e E

1

:7.%/.%' E'E-
Tl " 7o

(', 2n) .1
Pelo item (7)(b), z, — z consequentemente,

(zn + 2)
2

— z, fracamente em FE.

Pelo item (i7) de (2.2.5) temos,

1= 2|5 <lim inf |2
. Zn . z .
<lim sup ||—| +1lim sup [|=|| =1. (2.5)
n—oo Il 2 1lE n—oo 1 211E

l
Considere € > 0 tal que € < m Por (2.4), Ing tal que, para n > ng temos
x
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[n —2llp > 1= (= 2¢||z|[5) = 2¢[z]|

Pelo item (i7)b, In; tal que para n > n; temos

lznlle =yl 2l < €zl

Entao, para qualquer n > max{ng, n;}, temos

% < |20 — zllE
[Ed[¥a
S‘ Tn T ‘ Tn  Tn
lenlle  lzllelly  lllzle  lzalelg
=2z, — 2||B-

Como temos que, para qualquer n > max{ng,n1}, ||z, — z||p > €. Consequentemente, por E ser
uniformemente convexo, 39 > 0 tal que

Zn + 2

lim
n—oo

<1-46<1,
E

o que contraria (2.5). O

O resultado a seguir é uma das principais propriedades sobre espacos de Banach reflexivo.

Teorema 2.2.2 (Eberlein-émuljan). Suponha que E € reflexivo e seja (Tp)nen uma sequéncia
limitada em E. Entdao,

i) Existe uma subsequéncia (zn, )ken de (Tn)nen € x € E tal que, quando k — oo, x,, — x,
fracamente em E.

ii) Se cada subsequéncia fracamente convergente de (x,)nen tem o mesmo limite x € E, entdo a
sequéncia (x,,) converge fracamente para x.

Demonstragao. Ver [13], pag.: 141. O

A proposicao abaixo nos diz quando podemos passar o limite em um produto de sequéncias
convergentes fraca-forte.

Proposicao 2.2.7. Seja (2n)neny C F e (yn)neny C E tal que,

i)xy, — x, fracamente em E

1) yn — y, forte em E'.
Entao,

lim <ynvl‘n>E’,E = <y»$>E’,E-
n—oo

Demonstracao. Note que,

lim \<yn7$n>E/,E - <y7$>E',E| = lim ’<yn - ya$n>E’,E + <y,fb“n - 55>E’E’
n—oo n—oo
< lim ||y, —yllellznlle + lim [{y, 2, —2)p g| =0
n—o00 n—00

= <yn,$n>E/,E — (¥, 2)p B
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A partir da definicdo de convergéncia fraca em um espaco de Banach qualquer, podemos definir
a convergéncia fraca em espagos LP, para 1 < p < co. O que nos leva a seguinte definicao.

Definigao 2.2.4. Seja (un)nen uma sequéncia em LP(O) com 1 < p < co. Dizemos que u, — u,
fracamente em LP(O) se,

/ 1 1
/ Uppdr — / updr, Yo € LP (0) com —+ — = 1. (2.6)
o o p P

O resultado abaixo nos fornece uma caracterizagao sobre convergéncia fraca em espagos LP(0).

Proposicao 2.2.8. Seja 1 < p < 00 e (Up)nen uma sequéncia em LP(O). Entao, as sequintes
afirmacédes sao equivalentes:

i)|[unllLr(oy < C, independente de n

NN p
a) un — u, fracamente em LF(&), b) zz)/undx — /udm, para qualquer intervalo I C €, 0 C R™.
I I

Demonstragao. (a) = (b) Suponha que u,, — u, fracamente em LP(€). Entao i) segue de (2.2.5) e
para i), basta tomar a fungao ¢ = x7y.

1 1
(b) = (a) Seja ¢ € LP(0), com — + — = 1. Como o conjunto das fungdes testes de & & denso
p p

em LP(0), 3 uma fungao teste ¢, tal que

e — SDnHLp’(ﬁ) <,

com,
m
SOTZ = Zakxlk7
k=1
onde m € N e ap € Ne I é um intervalo de €, para qualquer k = 1,--- , m. Entao,

/ﬁ(un —u)pdr = /ﬁ(un — u)ppdx + /ﬁ(un —u)(p — pp)dx.

Por ii) temos que quando n — oo,

/ (Up, — u)ppdr = Zak/ (up, — u)dz — 0.
v k=1 Ik

Usando i) e a Desigualdade de Holder, temos

[ (=l = @i < =l o = @ullisir) < Con

onde C nao depende de n nem de n. Logo, temos que

/ (up, — u)pdr — 0.
%

2.2.2 Convergéncia fraca*

Como visto na subsegao anterior, a verificagdo de que uma sequéncia qualquer converge fraca-
mente esta fortemente ligada a estrutura do espago E’. Pode acontecer que o espaco dual E’ seja
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um espago “muito grande”, o que torna a verificacdo da condicao de convergéncia fraca dificil. Além
disso, neste caso, existem poucas sequéncias que convergem fracamente. Esta situacao nos leva a
seguinte no¢ao mais geral, de convergéncia fracasx.

Definigao 2.2.5 (Convergéncia fraca*). Seja F' um espag¢o de Banach e E = F'. Uma sequéncia
(zn)nen em E converge fracamente* para x se,

/ / /
<xn7$>F’,F — <.’L‘,SU>F/7F, V' € F
ou seja, x, — x, fracamente” em E.

O limite fraco* quando existe, é tinico. Pois, se a sequéncia (z,)nen admite dois limites fraco*
x e y, pela definicdo anterior, temos que

/ / /
(x, 2" ) pr = (y,2" ) p, V2' €F
o que implica que z =y em F”.
Vejamos um resultado que relaciona convergéncia fraca e fraca*.

Proposicao 2.2.9. Seja F um espaco de Banach e E = F'. Entdo qualquer sequéncia que converge
fracamente em E, converge fraco* em E.

Demonstragao. De fato, seja (2, )nen uma sequéncia de E = F’ tal que x,, — x, fracamente em E.
Entao, por definigao,

<3U/,5Un>F”,F' — <~T/>5U>F“,F/7 Vx’ S F”,
pois F' C F”. O
Enunciaremos a seguir alguns resultados sobre convergéncia fracax.

Proposigao 2.2.10. Seja (,)nen wma sequéncia que converge fraca® para x em E = F', onde F
€ de Banach. Entdo,

i) (Tn)nen € uma sequéncia limitada em Ei.e, 3 uma constante C' independente de n tal que,
Vn €N, ||zl < C.

ii) A norma em E é semi-continua inferiormente com respeito a convergéncia fraca®, ou seja,
lzllg <lim inf ||z,| .
n—oo

Demonstragao. Analogo ao caso da convergéncia fraca (2.2.5). O
Vejamos uma versao anéloga ao Teorema de Eberlein-Smuljan para convergéncia fraca®.

Teorema 2.2.3. Suponha que F um espago de Banach separdvel e seja E = F'. Se (xp)nen uma
sequéncia limitada em E. Entdo,

i) Existe uma subsequéncia (zp, )ken de (Tn)nen € x € E tal que, quando k — oo, x,, — x,
fraca® em E.

ii) Se cada subsequéncia fracamente convergente de (Ty)nen tem o mesmo limite, entao a sequén-
cia (xy,) converge fraca* para x, i.e

Assim como podemos passar o limite em um produto de sequéncias convergentes fraca-forte,
podemos também passar o limite em um produto de sequéncias fraca*-forte.
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Proposicao 2.2.11. Seja (xy)neny € E = F' € (Yn)neny C E' tal que,

{ i) T, — z, fraca® em E

it) yn — vy, forte em E'.

FEntao,
Wm (yn, n) 51,5 = (Y, T) p Fo-
n—o0
Demonstrag¢ao. Analogo ao caso de convergéncia fraca (2.2.7). O

Vamos definir convergéncia fraca™ em L.

Definigao 2.2.6. Dizemos que uma sequéncia (up)nen converge fraco™ em L>®(0) se,

/umpdx—)/ugpdm, Vo € LY(0).
% %

Como L'(0) nao é reflexivo, a convergéncia fraca e fraca* em L°°(&) ndo sdo equivalentes.
Vejamos uma maneira de caracterizar a convergéncia fraca* neste espago.

Proposicao 2.2.12. Seja (un)neny uma sequéncia em L°(0). Entao, as sequintes afirmagoes sao
equivalentes:

)unllzr(oy < O, independente de n,

a) up, = u, fraca® em LP(0), b){ updz —

i1) udx, para qualquer intervalo I C .
I I

Demonstragao. (a) =(b) O item i) segue do Teorema 2.2.3 e ii) segue da escolha da fungao simples
¢ = X1I,, onde I}, C €' &é um intervalo aberto.

(b) = (a) Analogo ao caso da convergéncia fraca (2.2.8). O

A partir dessas defini¢oes, podemos enunciar o Teorema de Convergéncia a média, resultado
) )
importante ultilizado na Teoria de Homogeneizacao, que utilizaremos neste trabalho.

Teorema 2.2.4 (de Convergéncia & Média). Seja 1 < p < +oo e f uma fungao Y —periddica em
LP(Y). Considere

fl@)=f (%) , g.t.p em R™. (2.7)

Entao, se p < +00, quando € — 0

fe— Ay (f) = ]Y1] /Y f(y)dy, fracamente em LP(0),

para qualquer aberto limitado O de R™.
Se p = 400, entdo

fe— My(f) = |}1/| /Yf(y)dy, fracamente* em L*°(R™).

Demonstragao. Ver [5], pag.: 32 Teorema 2.6. O
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2.3 Formas Bilineares em Espacos de Banach

Nesta secao faremos uma rapida introducao as formas bilineares em espacos de Banach. Falare-
mos sobre coercividade e enunciaremos o teorema de Lax-Milgram que nos garante que um problema
variacional possui tnica solugao. Tal resultado serd importante para que seja possivel analisar as
solugbes dos problemas (1.11) e (1.6).

Definicao 2.3.1. Seja a uma aplicacdo de VXV em R. a € dita ser ums forma bilinear em V| se,
para qualquer w € V', as aplicagoes:

a(u,-):v eV —a(u,v) €R,
a(-,v):u eV —a(v,u) €R,

sao lineares.

Definicao 2.3.2. Uma aplicacdo de V- xV em R € limitada em V' se existe C' > 0 tal que
|a(u, v)| < Cllullv|v]lv.

Definigao 2.3.3. Uma forma bilinear a em V € dita ser simétrica se

a(u,v) = a(v,u), Yu,v € V.

E dita ser positiva se,

a(u,v) >0, Yue V.
E € dita ser coerciva em V' com constante de coercividade g, se existe cg > 0 tal que
a(u,u) > agllull, YueV.
A aplicacao vai ser uniformemente coerciva quando oy nao depende de u.

Teorema 2.3.1 (Lax-Milgram). Seja a uma forma bilinear continua em um espago de Hilbert 7 .
Suponha que a € coerciva com constante de coercividade . Entao, a equagao variacional

a(u,v) = (F,v) e, Y€ H (2.8)
tem tnica solugdo u € €. Além disso,
1
ullz < —|1F|le
o

Demonstragao. Ver [5], pag.: 66 Teorema 4.6. O]

2.4 Os espacgos de Sobolev e algumas propriedades

Antes de definirmos os espagos de Sobolev vamos introduzir a nogao de distribui¢ao e derivada
de uma distribuicao.

Definicao 2.4.1. Seja (on)nen uma sequéncia em P(0). Dizemos que (on)neN converge para um
elemento ¢ € N se,

i) Se existe um conjunto compacto K C O tal que, para qualquer n € O, suppp, C K,

i) Para qualquer o € NN, 0%, converge uniformemente para 0%p em K.
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Definigao 2.4.2. Uma aplica¢io T : P(0) — R é dita ser distribuicao em O, se

i) T € linear, i.e

VAL, A2 € R 1,02 € 2(0), T(Ap1 + Aap2) = MT(p1) + AT (p2),

it) T é sequencialmente continuo, i.e,

pn = em P(0) = T(pn) = T(p).
Denotamos por 2'(0) o conjunto das Distribui¢oes em 0.

Definicao 2.4.3. Dizemos que uma distribuicio T estd em L}, (O) (respectivamente em L'(0)),

se existe f € L}, .(O) (respectivamente em L'(0)), tal que T =Ty, onde T é dada por

Ty(e) = | fods, Vo € 2(0). (2.9)

Observagao 2.4.1. Suponha que t € 2'(0) como na Definigao 2.4.1. Entao a funcao f é unica-
mente determinada no ponto de vista da Proposicao 2.1.5. Por este motivo, identificamos 7' com

f
Definigao 2.4.4 (Derivada de uma distribuigao). Seja T € 2'(0). Para qualquer i = 1,---,n a

derivada de T com respeito a x; € definida por

<‘97T7(p> _ <T, 890> , Yo e 2(0).
Oxi" "/ g1(0),9(0) i/ g1(0),9(0)

A derivada de ordem o de T € dada por,

T

<DaT7 §0> = (_1)‘a|<T7 Da90>a VC,O € @(ﬁ)
E facil ver que D® : 2'(0) — 2'(0) é uma distribuicio. Pois, suponha que T}, — T em 2'(0).
Entao,
(T, ) = (T, ) Vo€ 2(0).
Assim, Vi € 2(0), pela expressao anterior:

(DT, ) = (—1)l*N(T,, D) "= (—1)l*l(T, D) = (DT, %))

= D*T,, — D*T em 2'(0), A linearidade é 6bvia. Sendo assim, D* é uma distribui¢ao.

Observagao 2.4.2. Note que, nem sempre a derivada de uma func¢édo localmente integravel em & é
uma funcao localmente integravel em &. Um exemplo disso € a funcao de Heaviside. Ela é localmente
integravel em R. Mas, sua derivada (no sentido de distribui¢ao) nao é localmente integravel. Para
uma demonstragao mais clara deste fato, ver [20] pag.: 30, 31. e [5] pag.: 43 Exemplo 3.14.

of esta em L!(0). Pela Obsevacio

Observagao 2.4.3. Seja f € L*((€)). Suponha que a derivada 3
T

2.4.4, temos que

0y of
= — 0). 2.1
/ﬁ fods /ﬁ opds, Vg € 9(0) (2.10)

A partir disso e da Proposicio 2.1.5, temos em particular que, f é uma funcio de classe C', e
a derivada no sentido de distribuigao coincide com a derivada parcial usual (classica) ja que a
expressao (2.10) nada mais é do que a formula de Green 2.4.3.

Com estas definicoes em maos, estamos aptos a definir os famosos Espagos de Sobolev.
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2.4.1 Espacgos WP, WP e H*P

Seja ¢ C R™ aberto, 1 < p < o es € N. Se u € LP(0) temos por (2.4.2) que u admite
derivadas de todas as ordens no sentido de distribuicao. Mas, nao é verdade em geral que D%u
seja uma distribui¢ao definida por uma fungao de LP(&). Quando isso ocorre, podemos definir um
espago vetorial denominado de espago de Sobolev W*P (&), o que nos leva a seguinte defini¢ao:

Definigao 2.4.5 (Os espagos W*P(0)). Seja 1 < s < 0o e s € N. Definimos o espago de Sobolev
WEP(0) como sendo,

WP(0) .= {ulu € LP(0), D% € LP(0), V|a| < s}.
Quando s=1¢e1 <p < oo,

ou

T

wWhr(0) = {u cu € LP(0), cLP(O),i=1,-- ,N} .

Para s =1 e p =2, denotamos WH2(0) = HY(0) por

ou

HY(0) := {u cue L*(0), ;.

eLz(ﬁ),i:I,---,N},

quando s = 0, WO = LP(0).

Vejamos algumas propriedades sobre estes espacos.

Proposigao 2.4.1. i) O espago WSP(O) € um espago de Banach com a norma,
[ullwsnioy = | D IDUllLoey | » 1<p<o0;
o <s

ii) O espago WSP(O) € separdvel para 1 < p < oo e reflexivo se 1 < p < 0o;

iii) O espago H*(O) € de Hilbert com o produto interno

N
ov Ow 1
(’U,’U))Hl(ﬁ) = (U,w)L2(ﬁ) + ; <8xz, %)Lz(ﬁ) s V’U,U} eH (ﬁ) (211)

Demonstragao. Ver [5], pag.: 44 Proposi¢ao 3.7. O]
Teorema 2.4.1 (Imersoes de Sobolev). Suponha que 00 é Lipschitz continua. Entao,

i) Sel<p< N, W-?(0) C LI(O) com

1 1
- inje¢ao compacta para q € [1,p* [, onde — = — — —,
px p N
- injecao continua para q = px
i) Sep= N, WLN(0) C LI(O) com injegao compacta se q € [1,+oc],
iii) Sep > N, WLP(0) C C°(0) com injecdo compacta.
Teorema 2.4.2 (Teorema do Trago). i) Existe uma tnica aplicag¢do linear continua, chamada
traco
v HYR"™ x RY) — LR,

tal que para qualquer v € HY(R"™1 x R% )N CO(R™™! x R.) tem-se y(u) = u |gn-1 .
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it) Assuma agora que O € um conjunto aberto limitado em R™ tal que OO € Lipschitz continua.
Entao existe uma tnica aplicacdo linear continua tal que

v: HY(0) = L*00),

tal que para qualquer u € HY(O)NCO(O) tem-se que y(u) = u 9. A funcio v(u) é chamada
de trago de u em 00

Demonstragao. Ver [5], pag.: 49 Teorema 3.28. O

Se Q0 é Lipschitz continua, entdo o vetor normal unitéirio exterior & esta bem definido em quase
todo ponto da 0. Entéao, o teorema a seguir extende a formula de Green em espagos de Sobolev
para fungoes suaves.

Teorema 2.4.3 (Formula de Green). Suponha que OO ¢é Lipschitz continua. Seja u,v € HY(0).
Entao,

v / ou /
u—dr=— [ v=—dzx+ u)y(v)n;ds,
“om Vo, ﬁ'v( )v(v)

x
para 1 <i < N e quando n = (ny,--- ,ny) corresponde ao vetor unitdrio normal a O.
Usando o operador trago definido no Teorema 2.4.2 podemos definir o espaco de Sobolev H& (0).

Definigao 2.4.6. Suponha que OO € Lipschitz continua. Entdo,

Wi (0) = H}(0) = {u:ue HY(O) e ~(u) = 0}.

Note que, H}(0) C H(O) isso implica que Hj é um espago de Hilbert com o produto interno
definido em (2.11). Além disso, pode-se demonstrar o Teorema da imersao de Sobolev para os
espagos Wol, assumindo que & é Lipschitz continua:

Teorema 2.4.4 (Imersdes de Sobolev). Suponha que OO é Lipschitz continua. Entao,
i) Sel <p<N, Wol’p(ﬁ) C LY(O) com
- inje¢ao compacta para q € [1,p* [, onde Z% = % — %,
- injecao continua para q = p*
ii) Sep=N, W&’N(ﬁ) C LU(0O) com inje¢ao compacta se q € [1,+00],
iii) Sep > N, Wol’p(ﬁ) C C%O) com injegio compacta.
Podemos definir os espagos de Sobolev com expoentes negativos.
Definigao 2.4.7 (Os espacos W™P(0)). Suponha que 1 < p < oo,
W™P(0) .= (Wt O)'.
Quando p = 2,
H™*(0) = (Hj(0)) = (W5?(0)).
Quando s=1 e p =2,

A norma neste espago € definida por,

|(F, U)H*l,Hl\
[Fllg-1y= sup ——7—
mie\oy  lullm
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Proposigao 2.4.2. Suponha que O € Lipschitz continua. Temos a inclusio L*(0) C H=Y(0) com
mjecao compacta.

Demonstragao. Ver [5], pag.: 55 Proposicao 3.43. O]

Antes de definirmos os espagos com potenciais de Bessel, introduziremos o espacgo das fungoes
suaves com decaimento rapido.

Definicao 2.4.8. O espago . (R™) de todos as fungoes suaves com decaimento rdpido € o conjunto
de todas as funcoes f : R™ — C tal que, Voo € R" e N € N, existe uma constante Cy n tal que

102 ()] < Copn (1 + )~
uniformemente em x € R". Se f € S (R™) e m € N, definimos a semi-norma,
[fly == sup  sup |2°0]f(x)].
o] +[B|<m z€ER™
Observagao 2.4.4. As fungoes f € .7 (R") sao chamadas de "funcao de Schwarz."
Agora estamos aptos para definir os Espacos com potenciais de Bessel.

Definigao 2.4.9. Seja s € R. Entdo o (L”) espago com potencial de Bessel H*P(R™) € definido
por:

HSP(R™) := {u € S (R™) : (D,)*u € LP(R™)},

com a a norma,

sp = [[(Dz)"ullp,

onde (€) == (1+[¢[)7 e (D,)*f = Z 1 [(©)*f], Vf € #(R"). Quandop =2,

[ull o = [lu

H¥?(R") :={u € S (R") : (Dy)*u € L*(R™)},
com a norma,
[l g2 := [lulls,2 := (D) ull2.

Considere o dominio limitado suave & C R™ com fronteira suave 0 e considere também
I' € 00, um subconjunto da fronteira isolado do resto da fronteira, isto é, dist (I',00 \T') > 0.
Entao, para o > 0 suficientemente pequeno podemos definir a fronteira paralela inferior como

Iy ={zx—0W, zcI}

onde, ﬁ(az) denota o vetor normal unitério exterior em x € I'. Note que I'y = I'. Definimos também
a faixa de largura € e base I' como

we={z—0om(x), z€T, 00,6} = U T,
0<o<e
para e suficientemente pequeno, digamos 0 < ¢ < ¢y. Podemos enunciar um lema sobre integrais

concentradas em espacos com Potenciais de Bessel, que serd importante na se¢ao de Integrais
concentradas.

Proposicao 2.4.3. Assuma que v € H*P(0) com % <s<2es— % > (N;D, ouv € HH(0),

1.e, s=1=p eq=1. Entdo, para €y suficientemente pequeno, temos

i) A aplicagao,

[0,e0] > 0 »—>/ [v|?, € continua. (2.12)
s
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ii) Existe uma constante C' independente de € e v tal que para qualquer € < €q, temos

sup |[vl|zer,) < Cllvllgse(o)- (2.13)

o€l0,e

/we ol* = /0 </F ‘”’q> do, (2.14)

se g =1 a igualdade ainda é vdlida sem o valor absoluto. Em particular,

iii)

1
6/ v]? < CHU”%S,IJ(@)) €, (2.15)
wé

1
lim/ \v]q:/]v\q. (2.16)
e—0 € we T

Demonstragao. Ver [16] Lema 2.1. pag.: 187. O
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Capitulo 3

Resultados Preliminares

Neste capitulo vamos mostrar que os problemas definidos em (1.1) e (1.11) sao equivalentes.
Definiremos um espaco adequado para trabalharmos com problemas em dominios finos, H}(2),
munido de norma e produto inteno. Em seguida, veremos alguns resultados envolvendo integrais
concentradas, falaremos sobre a existéncia de solugoes e integrais concentradas nao lineares. Para

finalizar o capitulo falaremos sobre a formulagao abstrata do problema.

3.1 Equivaléncia entre os problemas (1.1) e (1.11)

Nesta se¢ao vamos verificar de maneira formal que os problemas (1.1) e (1.11) s@o equivalentes.
Para tanto, seja w® solucdo de (1.1) um funcio de classe C? em R¢. Considere a seguinte mudanca
de variaveis h : R —  dada por (x1,z2) — (a;l, %xg), onde h é claramente bijetora. Portanto,

dado w® uma fungao definida em R® podemos definir u¢ em {2 por

u(z,y) = w o h_1($1,x2), Y(x,y) € Q.

Desta forma também temos

_ € € 1 €
w(x1,x2) =uoh 1(x1,x2) = uf(h(z1,22)) = u (xl, E@) =u(z,y).

Por isso, usando a regra da cadeia, obtemos

Além disso,

ow*

0
1 (uf o h)(21, z2)

($17$2) = 87331

_i(e< 1 ))
T 9ry \ T2

_ouf(x,y)
- dx

ows

0
8.7}2 (l’l,l’z) = 7(u6 e} h)(l‘l, IL‘Q)

6952

_i(s< 1 ))
T 0w, \"\Th T

_ O(u(z,y)) 0y | O(u(z,y)) Oy

ox 0x9 ox ox1
_ 10u(z,y)
e 0y

27
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Derivando novamente, obtemos

J*we 0 <6w6)_ 0 (8u6> D?us

- 0z or )~ 0x?’

ax% - Oz

833‘1

e ainda,

0%we 0 (6w6> 0 (lauf) 1 0%us
Or3  Oxo \Oxo/  Oxy \€ Oy /) € Oy*’
Por fim, vamos mostrar a equivaléncia entre as condi¢bes de contorno. Nas fronteiras superior e
inferior de R os vetores normais unitarios apontando para fora sdo respectivamente v¢ = (0,1) e
v = (0,—1). Veja que tais vetores também sao os vetores normais as fronteiras superior e inferior
de © que aqui denotamos por N = (Ny, N2). Nas fronteiras laterais temos v = N = (—1,0) a
esquerda e v = N = (1,0) a direita. Assim, para a condi¢ao de contorno homogénea

ows

0= = (Ve v)
[ Ows Ow* }
_8331 + 83:2
[ Ow® 1 Ow*® }
LOx1 + € 0z ‘
[ Ous 1 ou¢ }
= . O - = 1
L0z + €2 0z ©
que nos da
ous 1 ou®
8u 1+ 38&]\[2 = 0, na fronteira superior.
x €~ 0y

Para a condig@o de contorno ndo homogénea, nas fronteiras laterais obtém-se a mesma expressao
de maneira similar

eg(cu):DayE = D(Vw,v°) =D o 0+6—28y 1] e
Como
g(w(z1,22)) = g((u 0 h) (21, 22)) = g(u’(x,y)) = g(u)
temos,
ou* 1 Ou® .
D(@xN1+ 7 Ng) =g(u), em I’

3.2 Os espagos H!(U)

Seja U C R? um aberto qualquer. Definimos o espago H!(U) como sendo o espaco H'(U)
munido da norma,

ou ||?

Oy

2 1
62

ou

2 2
HuHHel(U) = HUHLz(U) + H 92 , para € > 0. (3.1)

L2(U)

L2(U)

Veja que, devido ao forte mecanismo de alta difusao que aparece na frente da segunda derivada na
equacao, este espaco torna-se adequado para trabalharmos com problemas em dominios finos.
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Lema 3.2.1. O espaco H}(U) com a norma (3.1) é um espago normado.

Demonstracio. De fato, sejam w,v € H}(U). Entéo,

1) Observe que,

Il = Nl + | 5o dul” 5o
1 2 a_ - Y
HNU) — L2(U) ax L) 8.1‘2 L2
ois, [Jw||? ’ ow |* e ow |* $a0 nao negativas
) ) a_ S |l vas.
p L2(U) 8331 LQ(U) € 8332 LQ(U) g
Além disso,
ow ||? 1| owl|?
lwly =0 < [w]3a *H ‘ -
ow ow
:7:7:0 .t. U.
= w 02~ Do , q.t.p em
2) Seja A € R,
Aow || Mow |2
ol =l + | |+
e g Oy LZ(U 92 || 21
ow ow ||?
— )\2 w 2 + ‘ o
Al (H 1720 e 923 | 20

= \)\\QHwaHg(U)-
Portanto, [|Awl| g1y = [Alllwl g1

3) Para provarmos a desigualdade triangular, mostraremos que

2
|w + UH%Q(U) < (1wl @y + ol man)” s Yw,v € HX(U)

que é equivalente a,

lw +vll gy < lwllmw) + ol ), Yw, 0 € H(U).

De fato, usando a linearidade da derivada fraca e a Desigualdade de Minkowski para 2.1.3

L*(U)
owto)|* 1wt
2 _ 2 e S| A
Hw +UHH€1(U) = Hw +UHL2(U) + H 0z 2wy € ' 0xo L2(U)
2
2 810 87}
< (lwll ey + Ivllz2@)) +( Az || L2 0 ‘3331 L2(U)>
1 ow v |? i
L1 ow ov ) 3.2
€2 (' 0x2 L2(U) ‘6302 L2(U)> .

Continuando,
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3.2
e T e e e N e e |
w+v w w — — = ||l =l
HY(U) = L2(U) L2(U) or1 L) O L2U) €2 Oxo L2 €2 0o L)
= l[wll @) + 10l @y-
Assim,
2 2 1
lw + 3wy < (lollmw) + 1ollmw) ™ Yw, v € H(U).
O
Seja U C R? um aberto qualquer. Em H2(Q) definimos o seguinte produto interno,
¢ Op 1 0¢ Op }
= — et s dxid 3.3
(¢, ‘P)Hel(U) /U {8x1 Oz, + 2 By Oy + ¢y ( dridzy (3.3)

Lema 3.2.2. O espago H}(U) com o produto interno (3.3) ¢ um espaco de Hilbert.

Demonstragdo. Vamos checar que (-, ) g1(yr) define um produto interno. Sejam ¢, ¢ e ¢ € H!U)e
a, A € R.

1) Nao é dificil ver que

(6, ) vy = /U {(52)2 + ;2 (52)2 + (;52} dxidzoy > 0.

Além disso, (¢, ¢)1 =0 < ¢ =0. Ja que

(0, 0) 1y =0

9¢
) + 1611720 = 0

0x1

1

€2

9¢

= ' s

L2(U) L2(U

<~ ¢=0 q.t.pem Q.

2) Para a simetria,

_ [ {9 00 1 Op 9% }

(@7 (b)Hel(U) - /U {8{IZ'1 8:[?1 + 62 8:[;2 81-2 + SO(b dxldxg
= [ {2280, 12080 1 4
B /U {81‘1 8x1 + €2 8x2 ax2 + (Z)SD dr1dxs.
= (@b’ QO)HEI(U)

3) Vamos provar a linearidade e a homogeneidade do produto interno apenas na primeira entrada,
a prova é idéntica para a segunda coordenada. Assim sendo, usando a linearidade da derivada,
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A A
(b + Mp ©) a0 / [Oad +2v) By | 10ad + M) By

8%1 8%1 €2 (93?2 8372
_ 9¢ dp 106 Op }
B a/U {8$1 8x1 + 62 89:2 8952 + ¢§0 dmlde

oY 0 1 0y 0
+)\/{ ¢@+w“)+w}dmdm2
U

Ox1 011 €2 01 Oxo
= a(d, ) + A(, p).

Lema 3.2.3. As normas ||| g1y € ||| g1 () s@o equivalentes Ve > 0 fizado.

Demonstragio. E claro que, Ve € [0, 1], temos que

Il ) < I -
Por outro lado, seja u € H}(£). Dai,
ol =l + ||+ 5[ 2]
u = ||lu —_— — =
HY(U) L2(U) 0x1 L) 2 || 9z W)

B 8u>2 1(8u)2 )

e (2 (e
_62/(]{6 Ry + Dy + e“u” p dxidxs
1 8u>2 <8u>2 )

< = - -

_62/(]{<8a:1 + B + u” p dridxo

1

:2|\U\|12ql(U)-

Entao,

?

I Ny < - Ny < eI llavw-

Observacgao 3.2.1. Da expressao (3.1), temos que qualquer sequéncia u¢ € H}(£2) com HueHHl(Q)

C' para alguma constante C' positiva que nao depende de € satisfaz:

<eC, Ve > 0.

H out
L2(Q)

8952

Consequentemente,

ous
81‘2

— 0, quando € — 0.
L2(Q)

|

3.3 Integrais concentradas

+ (agp + )\w)cp} dzdxs

31

O
<

Nesta secao, faremos um estudo sobre integrais concentradas inicialmente introduzidos em
[10, 11, 15, 19]. Nosso objetivo ¢ mostrar que integrais concentradas convergem para integrais
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de contorno. Uma integral concentrada nada mais é do que a representagao da concentracao de
uma fungao numa vizinhanga da fronteira onde ela é considerada.
Inicialmente provamos o seguinte resultado associado as fungdes oscilantes G..

Lema 3.3.1. Se G € definida como em (1.5), entao

Ge(v) = p(+) / G(-, s)ds, fracamente® em L°°(0,1).

Demonstracao. Vamos provar que,

1 I(z)
1
/ {GE(:J:) — l()/ G(x, s)ds} o(x)dr — 0, quando € — 0, Vo € LY(0,1).
0 ) Jo
Sabemos que o conjunto das fungoes simples ¢ denso em L'(0,1) e dai qualquer fungao teste pode

ser aproximada por uma combinagao linear de fungoes caracteristicas. Sendo assim, é suficiente
tomarmos ¢ = Xx(c,f); onde x( ) € a fungao caracteristica no intervalo (e, f) para 0 < e < f < 1.

Portanto, temos que
i /f{cm ! /Z(I)G< >d} (2)d
e,f = elr) — —— x,s)as , p(x)ax.
= 1) Jo

Para isso, seja > 0 e considere uma partigao do intervalo (e, f) dada por {e = x¢,z1,- - , 2, = [}
e &;, um ponto fixo no intervalo J; = [x;_1, z;], onde, i € {1,--- ,n} tal que

sup sup |G(z,y) — G(Z:i,y)| <.
i x€J;,yeR

Note que, podemos reescrever I, y como a soma de 5 integrais, somando e subtraindo termos de
maneira apropriada, i.e,

5
Lyp=Y T
i=1
onde,
fZ/ G G(xe%)}dx
1 (&)
G l(i‘z)/o G’(azijs)ds} dzx,

{ofs
| {l(;v,) /0 - G(z,8)ds — léZ) /Ol(ii) G(x,s)ds} dx,

1 /l(fci) e, ) 1 /l(w) e, 5)d } p
T,8)ds — —— T,s)as o ar,
(&) Jo

I5vf_Z/ { Ten / Gla,s)ds — g )/Ol(m)G(x,s)ds}dx.

Estimando cada uma das integrais, inferimos que
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Analogamente,

Para [él,f e Ie5’f,

|12l =

onde, 1" ¢ a funcdo escada definida para cada n > 0 e dada por I"(z) = I(x;) sempre que x € J;.

Continuando,

1 l(fﬁi)G . p
1(@)/0 (Zi, s)ds — 5

U(Z:)
/ G(x,s)ds —
0 l

<>/

i=1" i
i/ /l(i’i) e, 9)d

= x,8)ds
i=1 /i (=)

n H R
=3 [ I = limyde
i=17Ji T\

n H .
<3 [ 1= omonis

1 .
<H <l0||l77 — Ul peo0,)(f = 6)) )

1
U(&:)

dx

1
(%)

1 /zmi) Clos } )
— ZT,s)as X
(&) Jo

1 (&)
/ G(z,s)ds
) Jo

g/ {l(;i) /Ol(ii) G(x,s)ds —

1(2:) Jo
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dx

(2

1 /l(r) Gle, 3)d } g
— Zr,Ss)as X
(&) Jo

1 I(z)

G(x,s)ds| dx

33
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)/ G(z,s)ds / G:csds}dm

1(2:) / Gz, ) / G(z, s)ds
. <z<fcl 1) /0 R

U\?
< (&) HI =t (f o)

dz

dzx

pois,

1 1 (x) — (@)

(&) Uz)  1#@:)(z))

e, lp < l(x) <. Para concluirmos a prova, resta nos estimar Ig £ Para isso, usaremos o Teorema
b

de Convergéncia a Média 2.2.4. Como G, é uma fungao I(x)—periédica em L?(0, 1),

1 W&)
f = Z/ { Zi, B l(fcz)/o G(z;, s)ds} dx — 0, quando € — 0.

Atentando-se ao fato de que as estimativas para as integrais I! . f,I : f,I 4 f,I of nao dependem de
e > 0 e que ||l77 — lHLoo 0,1) — 0 quando n — 0, temos que, Ie,f,I&f,Ie’f,Ie’f convergem pra zero,
quando 1 — 0 uniformemente em e. Portanto, podemos concluir que f £ k=1,2,3,4 e 5 converge
a zero quando € — 0 Vo € L'(0,1). Logo,

Ge() = p(-), fraca™ em L°°(0,1).
O

1 -1
Lema 3.3.2. Suponha que v € H*(2) com 3 <s<1es—12>—. Entao, para €y pequeno existe

uma constante C > 0 que ndo depende de € e v, tal que para qualquer 0 < € < €y, temos

1
% [ 1Ol < Clolle).

Demonstracao. Considere a seguinte mudanca de variaveis 1 = & e 19 = —& + H. Dai,

/ [v(§)|?dE = a/ / v(&1,62)[7dE
€ H—e*Ge (&
= —a/ / |v(z1, H — 22)|9dz1dxs
€ 0 Je*Ge(z1)
1 1 re*G(z1)
= a/ / |U($1,H — :Bg)‘qd:zldﬂjg,
€ Jo Jo

onde o determinante do Jacobiano da mudanca de varidveis é dado por

detstenti-e)l=|(o %) )=t

Para concluirmos a demonstragao, basta aplicar a Proposicao 2.4.3. O
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Lema 3.3.3. Seja u, ¢ € HY(Q), e u,v € H'(0,1) satisfazendo u — u e ¢¢ — ¢, fracamente em

HY(Q). Entao,
/ v(g(u )dS — / u)pdz, (3.4)

1 1
60l/ fu)odridry — / pf (u)de, (3.5)
[ 0
quando € — 0, onde p1 € dado por (1.8) e~y : HY(Q) — L?(T') € o operador trago com 1/2 < t < 1.

Demonstracao. A priori note que, como u® — wu, fracamente em Hl(Q), temos que u¢ — u em
L?(£2), devido & imersdao compacta H(Q)) < L?(£2). Agora, como g ¢ de classe C? e ¢ limitada com
derivadas limitadas num conjunto convexo 2, temos pelo Teorema do Valor Médio que

o) = g(u) |20 / 19(u) — g(uw)Pdardas

<lg’ HL?(Q)HU - U||L2(Q)

< 11912 gy 2l — 2
Como ”g/HLoo(Q) nao depende de €, segue-se

g(u) = g(u) em L*(Q).

Somando e subtraindo termos apropriados em (3.4) e usando a linearidade do operador trago, vemos
que,

/F v(g(uf €)dS — / @dx—/[)l*y d:):—/olg(u)godx

JRL 1 o) — g(u)pda
1
fl

1 1
[ 06 = s~ [ 1 - Pt
0 0

Il
(e
\g

©) = v(g(w)v(¢) + v(g(w)v(°) — g(u)pdz

o
\Q

©) = v(g(w)v(¢°) + g(u)y(¥°) — v(p)g(uw)dz

o
\Q

Como v é continua e por hipotese, u¢ — u, ¢¢ — ¢, forte em L3(Q) e g(uf) — g(u) em L3(£),

segue-se que
/ (g (i)Y (6°)dS — / )bz,

Agora, vamos estimar (3.5)

1
= [ edondn =~ [ ppeds = / Fu)o — FuYp + f(uYpdardes

1
/ J@)Ge(a1)p — f(u)Gelarr)pdary — /0 uf (u)dz

Mas,
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1 H 1 1
/ fw)Ge(z1)pdry = / flu)e (/ dxg) dridxs = O5/ f(u)pdzidzs.
0 —e*Ge(x1) (3 € o€

Posto isso, reescrevemos

1
= [ rsdnda = [ prgds = / A = @danda + = [ (F() = Fa))pdardes

/ f(u — p)pdx

=1+ I+ Is.

Agora vamos estimar cada I;. Usando o Lema 3.3.2

1
|11] = =

[ 5~ ooz

< [ 1 — o) dorda

1
< oy [ 167~ eldnides
< Clflle@ulle — ellas@

Como ¢ — ¢, fracamente em H'(Q), ¢ — ¢, forte em H*(2) sempre que % < s < 1. Assim,

quando € — 0, I; — 0.
Prosseguindo, usando a Desigualdade de Holder, o Lema 3.3.2 e o fato que f é globalmente

Lipschitz com constante de Lipschitz Ly

1
|I2| =

/ (F(u) — f(u)) oy dicy
< — / (u))p|dz1dxs

1 1
< a/ | f(u \zdmdxg 2 (t/ !<p|2dx1dx2>2
€ € Joe
1
< Cﬁ”f(ug) - f(u)”LQ(of)ﬁH(PHLQ(OE)
< CLgllu® — ul gsyllell s @)

Como u¢ — wu, fracamente em H'(Q), u¢ — u, forte em H*(Q), V% < s < 1. Portanto, I? — 0,

quando € — 0.
Para I3, temos pelo Lema 3.3.1 que I3 — 0, Vf(u)p € L'(0,1). Assim, I; + I + I3 — 0 quando

e — 0. Logo,
1 1
60‘/ f(u€)¢€dx1dm2—>/ wf(u)dx
0Oc 0
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3.4 Existéncia de solucoes

Nesta secao discutimos a existéncia da familia de solugoes u€ para ¢ > 0. Para tanto introduzimos
as formas bilineares a. : H1(2) x H}(Q) = R e ap: H'(0,1) x H*(0,1) — R dadas por,

ae(u,v) = / {D (%@ + L Ou dv > + Q@v + cuv} dridxg, Ve > 0, (3.6)
Q

01021 = €2 Oxy Oxy 0z
H
ap(u,v) = H/O {Dugvy + quyv + cuv}dr, para € = 0 (3.7)
onde
1t
-5 | Qway

Lema 3.4.1. As formas definidas em (3.6) e (3.7) Sao
i) Bilineares;
ii) Continuas;
iii) Uniformemente coercivas.

Demonstracao. i) Segue da defini¢ao de a. e ap.

ii) Com efeito, para € > 0

ou Ov 1 Bu 81}) ou }
€ ) = D - S ) .
ae(u,v) / { < o 961+ 2 D g +Q lv—i—cuv dridzo,Ve >0 Ve >0

Dali,

ou Ov 1 Ou 81}) ou }
p(ge v - 9u v gu dz1d
Q{ (81:1 0z + €2 Oxo Oxo +an1v+cuv 1Lz

(p(2nor Lowony pou )
Q 0x1 0x1 €2 0x9 Oza 6301
)

Q

/ ou Ov
62Q

(97.%'2 81’2
Aplicando a Dedigualdade de Holder 2.1.2 a cada uma das integrais anteriores, obtemos

|ae(u, v)| =

<

d(L‘l dl’g

ou Ov

87.1'1(97.%'1 —|—C/ |’LL’U|dl’1d:L’2.

JRIE

ou ov ou ov
|ac(u,v)| < D\ |5 o . S 5
+ 1@l oo 01)|| ||L2 vllzz) + ellull gz vl g1 )

< D(||U||H€1(Q)HU||H§(Q)) + §(||u||H€1(Q)HU||Hg(Q))
+ HQHLO@(Q)HUHHg(Q)HUHHg(Q) + CHUHHQ(Q)HUHHQ(Q)

= (D+ 2+ 1QNm + ) Il
= Lllull g2 o1Vl 712 02)-

Logo, a. é limitada e portanto, é continua Ve > 0.



38 RESULTADOS PRELIMINARES 3.4

Agora, para € = 0,

1
lag(u,v)| = ‘H/ {Duzv; + qugv + cuv} dx
0

1
< H/ | Dug vy + qugv + cuv|dx

0
<H (D”U:I:HL2(0,1)H’Um”m(o,l)HQHLOOHua:HL2(o,1)H’UHL2(0,1) + C||UHL2(0,1)HUHL2(0,1))

< HDl[ullzr o llvlley, | + 1@l Lo llullmro,1) + ellullaro,)

(0,1)

= (HD + H||Q|[> + o)[|ull g1 0,0y V] 1 (0,1)
= LIHUHHl(O,l)HU”H1(0,1)~
Logo, agp(u,v) é limitada e portanto, ¢ continua Ve = 0.

iii) Vamos dividir a prova em 2 casos:

1) Para e > 0, dado u € H}(Q)
- du )2 1 ( du )2 du
ae(u,u) —/Q{D ((3371 + 2 \ s —i—Qa—lu—i—cu dx1dxo
1/ Ou )2
:>/ { ((81:1> + = (8@ ) + cu }d:cldmg = ac(u,u) / Qa—xludxldxz

Usando a Desigualdade de Holder 2.1.2, para p =1 e p’ = oo temos,

ou )2 1 < ou )2 ) o
Do~ ) +5 |32 daydzy < ac(u, -
/n { ((8x1 2 \ Oz + cu” b dridzy < ae(u,u) + || Q| Lo (0,1) oz, " o
Aplicando novamente para p = p’ = 2 temos
ou 2 1 ou 2 ou
p((52) +a(5) ) + o) andes < a1l |
/Q{ ( oz, 2 \ oz, + cu? p dardry < ac(u, w)+|Qllp=(0,1) 921 |2 ull 20y
(3.8)
ou 1 1 .
Como, |- — , lullr2 > 0 e = 4+ = = 1. Pela Desigualdade de Young 2.1.1 também
ox £2(Q) 9 "9
temos
u 5| ou | 1 9
9z, <3|z + 55 : 3.9
‘ 07112 Il = 2H31‘1 2@ 20 ez o) (3.9)

Dai, aplicando (3.9) em (3.8), obtemos

ou )2 1 ( u >2 ,
D\\aar ) <
/Q { ((8951 * €2 \ Oz5 +cu” ¢ dridry <ac(u,u)

ou
gl (522

1
+ SHUHLQ(Q) .
2(9)
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Assim,
ou |2 D ou | 1 ou ||? 1
> D= = 2, 00— = [1Q]| oo == = w2
w20 Z] 4B ], e ~ 319l (5H o I L
) ou || D du ||? 1
= (D~ 1@l 2l (e w0 ) sy
@lion) || + 3 ] g, (o= 5@l e
Agora, tomamos § > 0 tal que
SR T () 75T ()
1@l Loo0,1y ~ 20 4D
ou seja,
. 1@l £ (0,1 . QI 0,1y
26 4D
Logo
5 1 du ||? 1| Ou
ac(u,u Zmin{D—f,D,c—— o } H — ||z + ||ul?
( ) 2 26HQ”L (0,1) ( 8551 L2(Q) 62 ax2 LQ(Q) H ”LZ(Q)

J

> min {D—f,
2

1
D, ol o Il oy, Yu € HLQ).
Com isso, temos entao que 3K > 0 que nao depende de € € (0, 1] tal que,

ae(u,u) > KHuH%ﬁl(Q),Vu € HX(Q) eee (0,1].

Logo, a. ¢ uniformemente coerciva Ve € (0, 1].

2) Caso 2: Para e =0

1
ao(u,u) = H/ {Du? + quzu + cu?}dax
0

1 1
= H/ {Du? + cu*}dz = ap(u, u) — H/ quzudz.
0 0

Usando a Desigualdade de Holder, o fato [g| < [|Q][z(,1) € em seguida a Desigualdade
de Young,

1
H/ {Du?g + cu®Ydx < ag(u,u) + Hq[luzull 1 (0,1
0
< ao(u, u) + H||Ql| o[tz 20,1 lvll z2(0,1)

H 1
< aofu,w) + 1@l o) (Sluellzzion + 5l )

Tomando § > 0 como fizemos no caso 1,
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—1 H
ao(u,1) > Qe (3H s ) + sy ) + HDlualg sy + el
—9 2 H, 2 2
> (21Qlw0) + DH) s By — ka0 Qe 0y + eH o
. -0 H
> min { 1@l e(on) + DH.cH — T4 (sl + [0l 0)

. [—6 H
Z min {7||QHL°°(0,1) + DH, cH — 275} ||U||§{€1(071), Yu € Hl(()’ 1) € 6,5 > 0.
Portanto, 3K’ > 0 que nao depende de € € [0, 1] tal que

ao(u, u) > K,Hqul(Q)»

logo, ag & uniformemente coerciva em H'(0,1).
Observagao 3.4.1. Como ||| gy1(q) = ||l g1 (q) Ve € [0, 1], temos do Lema 3.4.1 que
ac(u,u) > k|ulf g, Ve € [0,1] e u € H'(Q).

3.5 Integrais concentradas nao lineares

Considere, para € > 0 a familia de aplicagdes F,. : HX(Q) — H%(Q), com % < s < 1, dado por

F.=F.;+F, (3.10)

onde,
(F. p(u),v) = eia / fw)vdzrdes (3.11)
(Fy(u), v) = /F A(g(u)1(0)dS, Vo € H*(9). (3.12)

Lembrando que f e g sdo funcdes de classe C?, ndo limitadas e com derivadas limitadas e o, é
dado em (1.10). A aplicagdo v : H'(Q) — L*(T') ¢é o operador trago com 3 < t < 1.
De maneira analoga, podemos definir o operador Fy : H*(0,1) — H~*(0,1), % < s<1por

Fy = FO,f + F(),g, (313)
onde,
1
(Fostu).0) = [ pflayuds (3.14)
0
1
(Fo,g(u),v) :/ g(u)vdz, Yv e H*(0,1). (3.15)
0

Observagao 3.5.1. Uma consequéncia do Lema 3.3.3 é que

(Fe(u), ¢%) — (Fo(u), @), quando € — 0.
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Lema 3.5.1. Suponha que % < s < 1. Entao,

1) Eziste k > 0 independente de € tal que

[Fe(u) | r-s(q) < k,Yu € H () e 0 < e < €.

2) Para cada 0 < € < €y, a aplicagio F,. : HX(Q) — H~*(Q) ¢ globalmente Lipschitz, uniforme-
mente em €.

3) Para cada u € H*(Q), temos

[ Fe(u) — Fo(u)llg—s) — 0, quando € — 0.

4) Se uc — u em HY(Q), quando ¢ — 0. Entdo,

| Fe(ue) = Fo(u)|l g5y — 0, quando € — 0.

Demonstragao. 1) Dividiremos a demonstragdo em duas etapas. Primeiro, mostraremos para
€ > 0 e em seguida € = 0. Com efeito, para ¢ > 0, para cada u € H}(f2), temos que

[Fe()ll -+ = sup [(Fe(u),v)| = sup ((Fej+ Fg)(u),v).

[oll s =1 ol ms=1

Assim,

[{Ee(w), v)] = [{Fe p(u), v) + (Fy(u), v|

& [ ftnide+ [ o) )ds|

< [ ldnday + [ hlgone)ds

1 1

1 2 /1 2

< (a/ |f(u)\2dx1d:x2>2 (a|v\2d:c1dx2>2
€ Jo. €

+(/ (gpPas)’ ( / |v<v>|2ds)é

< Gillollgs @) + Callgllzee Iy (W)l 2(r)
< (C1 + Collgllzeo) vl s (-

Note que Cj, j € {1,2} e ||g|| L~ nao dependem de € nem de v. Logo, 3k > 0 tal que

[ Fe(u)l sy <k, Yue HY(Q) el <e<l.

Para e =0,

[Fo(u)lla-s01) = sup  [(Fo(u),v)].

loll s (0,1y=1

Novamente, como (||u| |l fllze + ||¢]/cc) nd0 depende de € nem de v, Ik’ > 0 tal que,

[ Eo (W)l -s(0) < K, Yue HY(0,1).
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2) Para e > 0, para cada u,w € H}(Q) e v € H*(Q), temos que
[(Fe(u) = Fe(w),v)| = sup  [(Fe(u) — Fe(w), v)].

vl s ()=1

Assim, usando a Desigualdade de Holder 2.1.2 e o Lema 3.3.2

[(Fe(u) = Fe(w), v)| = [{Fe j(u) + Fy(u) = (Fe f(w) + Fy(w))), v)]

=| & [ ) = it + [ Glatn) - gwh))is)
< & [ 1000~ fwpidandss + [ i) - g)las

<ot / £(a) - f<w>12dx1dxz)2 ooy

+( [t |d5) ([t rdS)

Logo, pelo Teorema do Valor Médio, temos que

(P = Fw), o) <€ (5 [ 17 (0= )P - w|2d:c1dx2)§ Joll=co

(/ 16 (pu+ (1 — s)w) Pl (u - w \dx) /w 12

/ 1 2 2
< Ol fl| e e lu — w|*dz1dzs | 0] s ()

1
1 2
+ 119l (/0 \v(u—w)Ide> V]l 225 )

< (ClIf Mz + g o) 0l sy 1w = w2 a)

para algum 7 e p com, 0 <7 <1e0 < p < 1. Pela expressao anterior, 3L > 0 independente
de € tal que

[ Fe(u) — Fe(w) || g-s) < L|lu — w|[g1(q), para cada 0 < e < e.
Para € = 0, para cada u,w € H'(0,1) e v € H*(0,1)

[(Fo(u) = Fo(w),v)| = sup  [(Fo(u) — Fo(w),v)|.

lvll s 0,1)=1

Assim, usando a Desigualdade de Holder 2.1.2
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[(Fo(u) = Fo(w), v)| = |(Fo,f(u) + Fog(u) = (Fo,(w) + Fog(w)), v)|
1

1
n(f () — f(w))ode + / (9(u) — g(w))vdz
0

1
< [ ) = pwpypide + / (g(u) — g(w))elda
< Il ( / e de) lollieoy
o ([ 1ot |dx> Jollr0.

Pelo Teorema do Valor Médio,

1
1 3
[Fo(w) = Fo(w)llg-s0,1) < llpllze= (/0 |f'(ru+ (1= 7)w)Plu — wl2dfﬂ) [0l z2(0,1)

1
2
(/ lg'(pu+ (1 = p)w )|2|u—w|2dfv) [0l z20,1)

< (lelizoe 1 Nz ol s o,0) + g oo vl 7 (0,1)) 1 = w2 0,1

onde, 0 <7 <1e0<p< 1. Isto nos diz que existe L > 0 independente de € tal que:

| Fo(u) — Fo(w)|lg-sq) < Lllu —w| g10,1)-

Logo, para cada 0 < € < ¢y, F, é globalmente Lipschitz uniformemente em e.

3) Seja u € HL(Q) vamos mostrar que ||Fy(u) — Fo(u)|[gr-s(0) — 0 quando € — 0. De fato,
considere sg tal que 1 < sy < 1. Para cada u € HX(Q) e v € H* (1), temos que

1
E / f (uyodaydazs + /F +(g(u))1(0)dS — /0 (1 (u) — g(u))vdz| .

[(Fe(u), v) = (Fo(u), v)| =

Pelo Lema 3.3.3 temos que

(Fe(u),v) = (Fo(u),v), quando e — 0. (3.16)

Além disso, fixando u € H!(Q) e usando o item (1), temos que o conjunto

{Fe(u) € H*(Q) : e € (0, €]}

é equicontinuo. Portanto, a convergéncia em (3.16) é uniforme se v é um elemento de um
subconjunto compacto de H*°(2). Entao, escolhendo s¢ tal que % < 80 < 8 < 1, temos que a
irmersao H® — H?®° é compacta, e entao

| Fe(u) = Fo(u)llg-s) =  sup  [(Fe(u) — Fo(u),v)| — 0, € — 0. (3.17)

||U||H—S(Q):1

4) Suponha que u¢ — uem H}(€2) quando € — 0. Vamos mostrar que || Ft (ue)—Fo(u)|| -5 (o) — 0
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quando € — 0. De fato, pela Desigualdade de Minkowiski e por F; ser Lipschitz pelo item (2)

[Fe(ue) = Fo(u)llp—sq = [[Fe(ue) + Fe(u) — Fe(u) — Fo(u)|lm—s(
< |[Fe(ue) = Fe(u)ll a-s(a) + [1Fe(u) — FO( N =)
< Lljue — ull g1 () + [[Fe(u) — Fo(u)l| -5
como u¢ — u em H}(Q) e ||Fe(u) — Fo(u)||g-s(q) = 0 quando € — 0, segue-se que F(uc) —

Fy(u), quando € — 0.
O

Lema 3.5.2. Seja s tal que % < s < 1. Entdo, para cada 0 < € < ¢y F, : H}(Q) — H*(Q) e
Fy: HY(0,1) — H=%(0,1) sdo Frechét diferencidveis, uniformemente em e,

F: H(Q) — L(H(Q), H*(2))
s F'(u): HY(Q) = H5(Q)
v Fl(u)v = F, j(u)v + Fy(u)v

Fy - HY0,1) = 2(H"(0,1), H%(0,1))
w— Fj(u) : H'(0,1) — H%(0,1)
v Fy(u)v = Fy p(u)v + Fy ,(u)v

onde, £ (H} (), H=%(Q)) e L(H(0,1), H=*(0,1)) denotam os espago das transformagdes lineares
continuas de HX(2) em H=3(Q) e HY(0,1) em H~*(0,1) respectivamente,
(F(uyv,w) = (F] p(u)v,w) + (Fy(u)v, w)
= a/ f(w)wvdrydzs + / (g (w)v)y(w)dS, Yw € H*() e 0 < e < €
€ Oc N
(Fo(u)v, w) = (Fp f(u)v, w) + (Fyg(u)v, w)

1 1
::/ ,uf'(u)vwdx—i—/ g (w)vwdz, Yw e H*(0,1).
0 0

Demonstragdo. Como f e g possuem derivadas limitadas, temos F/(u) € Z(H (), H*(Q)), para
cada u € H}(). Agora, vamos mostrar que dado 1 > 0, 3§ > 0 independente de € tal que

I(Fe(u +w) = Fe(u) = F{(w))vll g-s) < nllvlmz), Yo € H(Q) com [|[v][mq) < 0.

Para e > 0, usando a Desigualdade de Hélder 2.1.2 e o Lema 3.3.2
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[(Fe(u+v) = Fe(u) = F{(u)v, w)| < [(Fep(u+0) = Fep(u) = F{ p(u)o, w)]
+ [{Fy(u +v) = Fy(u) — Fy(u)v, w)|
<

1

< [ 190 1) — F@pPdodan) ol
1 :
([ a0 = a0 - ) bty

=1 + I

Inicialmente vamos estimar I, pelo Teorema do Valor Médio, A Desigualdade de Holder 2.1.2 e o
Lema 3.3.2 para ¢ = 4 nos da

1 :
n=c (5 [ 1) = F@RR) ol

1

" 31 2] 2
<c|( [ 1w - reltands) (£ [ ) ] looll =0

r 1
1 3
<C <€a/ |f'(U+TU)f'(U)|4de1d$2) ||U||§1€1(Q)] [wllzs ()

N|=

=
D=

1 " 4 4 2 2
<O\ [ FplutT)+ Q= pulfirofideidzs ) vl )| vl

1
/ 1 1
<= (5 [ bltdondan) ollgoy ol
< N e 0l e 1wl 0 (),

onde 0 <7<1e0<p<1.
Para estimar I», procedemos de maneira analoga ao que foi feito em I,
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1 3
I = (/0 Ig(u+v)—g(U)—9’(U)v\2dfv) [w]|Z2 )
1 3
(/O Ig’(Uﬂv)—g’(U)v\de> [w]|Z2 )

B 1
1 2
< (/ \g'<u+/3v>—g'<u>v|4dx) |v\4dx } ol 22y
0
_ "
< ol (/ 19" (Hu + Bv) + (1 — tyu)* Bvl4> ol 22y
< g e o3 gy w3 .

0<8<1,0<t<1. Assim,de I7 e Iy

|Felu+ ) = Feluw) = Flu)oll—soy < (ell flle ol + 19"z )z 1012 0

Dado n > 0 seja 6 = # > 0, com k = cll fllzee lwll s ) + Hg”HLoonH%Q(F), como por hipotese

]| 1) < 6, obtemos

[Fe(u+v) = Fe(u) = F(w)vll g-s@) < nllvllm o),

como ¢ nao depende de €, para cada 0 < € < €g. Logo F, é Frechét diferenciavel uniformemente em
€.
Para € = 0,

[(Fo(u+v) — Fo(u) — F'(u)v,w)| < [(Fo r(u+v) = Fop(u) = Fy p(u)v, w)]
+ [(Fog(u+v) = Fog(u) = Fp 4 (u)v, w)]

< [t 0 = 0 - @l

" /O (g + ) — g(u) — o (uyo)uoldz
= I3+ 1.

Estimando I3

1
I < ||ull~ ( /0 (f(u+v) = flu) - f’<u>v>w|da:)

< (/0 |f(u+v)— flu) — vl dm) (/ |w] dﬂ?) [l e

Procedendo de maneira analoga ao caso onde ¢ > 0, aplicando o Teorema do Valor Médio duas
vezes e usando a Desigualdade de Hélder, obtemos

Is < lull o "z vl o)
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De maneira analoga, para Iy,

L < lg" oo 102 e

Assim,

1Fo(u + ) — Fo(u) — Eg(w)vllg-sc) < (lellze ./ 1z + 9" Iz [v]F0.1)-
/
Dado 1/ > 0 seja 6 = %, que nao depende de €, onde k' = ||u||po || "]z + ||g” || Loc, obtemos
[Fo(u + v) = Fo(u) = Fy(u)vllg-s(q) < 0'l|vllm o)

Logo, Fj é Frechét diferenciavel uniformemente em e. O

3.6 Formulagao abstrata do problema

Nesta se¢ao vamos introduzir uma familia de operadores A, associada as formas bilineares (3.6)
e (3.7) de forma a escrever o problema de maneira conveniente e abstrata. Veremos também que
estes operadores sao inversiveis, lineares, continuos, fechados e compactos.

Proposicao 3.6.1. Dado h € L?(R), existe um tinico u € H(Q) tal que ac(u,v) = (h,v), Vv €
HY(Q). Mais geralmente, Yh € H=1(Q) existe u € H}(Q) tal que ac(u,v) = (h,v).

Demonstra¢ao. Como ae é bilinear, continua e coerciva, pelos Lemas 3.4.1, 3.4.1 e 3.4.1 a existéncia
do u segue do Teorema de Lax-Milgram. O

Para cada € > 0, como consequéncia da proposic¢ao anterior definimos o operador linear ilimitado
Ao HY Q) c H71(Q) — H~Y(Q) pela expressio
(Acu,v)_11 = ac(u,v), Yo e H(Q). (3.18)

Por isso, podemos escrever o problema (1.11) na forma abstrata Acu = Fc(u), para € > 0.
As solugoes dos problemas sdo obtidas como pontos fixos das aplicacoes AZ! o F.(u¢) = u e
Ayt o Fy(u) = u. A existéncia de soluges do problema (1.11) segue do Teorema do ponto fixo de
Schauder, o qual enunciaremos a seguir.

2

Teorema 3.6.1 (do Ponto fixo de Schauder). Seja X um espago de Banach. Suponha K C X é
compacto e convexo, e assuma também que A : K — K € continuo. Entdao, A tem um ponto fizo
em K.

Demonstragao. Ver [7], pag.: 502 Teorema 3. O

Vale a pena observar que, aqui, X pode ter dimensao infinita. Quando X tem dimensao finita
o teorema se reduz ao Teorema do ponto fixo de Brouwer.
Voltando ao nosso problema, vejamos algumas propriedades do operador A..

Lema 3.6.1. O operador A, € bijetor. E sua inversa, A-' é continua, fechada e compacta.

Demonstracao. Pela definicao de A, temos que

Au—Av =0 < (A(u—v),p) =0, cheHel(Q).

Em particular,

0= (Ac(u—v),u—v) = ac(u—v,u—v) = u—2v|Fg
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= u = v em H}(Q). Logo A, é injetiva. A sobrejetividade segue do Teorema de Lax-Milgram. Além
disso, A;l ¢ continua porque

sup |<A5U, U>| = sup 2> ‘ae(uavﬂ = HUH%{l(Q)
veHL(Q) veHL(Q) ‘

i.e,

[Acullg-1(Q) = ||U||§{€1(Q)-

Agora, veja que, como um operador T é fechado <= GrafT é fechado, temos que A, é fechado.
Por A, ser invertivel,

GraflA] = Graf[A;l},

pelo Teorema do Grafico Fechado, A-! é linear e continuo. Para a compacidade, como a imagem
de A, éigual a H!(Q) que é compacto em H~!(Q), segue-se que A-! é compacto. O



Capitulo 4

Continuidade do Conjunto de Equilibrios

Neste capitulo vamos mostrar o resultado principal deste trabalho, o Teorema 1.0.1. Os itens
(a) e (b) do Teorema 1.0.1 correspondem respectivamente a semicontinuidade superior e inferior
do conjunto de equilibrios &;, definido em (1.13). Procederemos da seguinte maneira, vamos provar
primeiro a semicontinuidade superior e a seguir, usando o Teorema A.4.1, algumas propriedades
sobre Convergéncia Discreta (& convergéncia: ver apéndice A.3) e indice de ponto fixo, provaremos
a semi-continuidade inferior com a hipotese adcional de que o conjunto &, é formado por equilibrios
hiperbdlicos.

4.1 Semicontinuidade superior

Antes de mostrar a semi-continuidade superior, considere as aplicacoes

AT o F: HY Q) — HY Q) e Agto Fy: HY(0,1) — H'(0,1) (4.1)

onde A, e Ay estao definidas em (3.18) e F, e Fy estao definidas em (3.10, 3.13) Vejamos agora
algumas propriedades destas aplicagoes.

Lema 4.1.1. Seja AZ! o F, as aplicagdes definidas em (4.1). Entio,

i) AZt o F, é compacto Ve > 0 fizado.

it) {AZ" o Fe(u)}eepo,1) € uma familia pré-compacta sempre que ||uc HH1 ) ¢ uniformemente li-
mitado. De fato, existe uma subsequéncia, ainda denotada por AZ' o F.(u€), e u € H(0,1),
tal que

HAs_l o F.(uf) — Ay ' Fy(u — 0, quando € — 0.

Mz @)

iti) Se ||u® = ul[ g1y = 0 quando € — 0, entdo HAﬁ_l o Fe(uf) — AalFoHHl(Q) — 0.
Demonstragao. i) Pelo Teorema A.1.1 e por (3.6.1) o operador A-! define um isomorfismo de

H=1(Q) em HY(Q). Como a imersao H>75(Q)) — H'(Q) é compacta, para 0 < s < 1 e por
F, ser continua, podemos concluir que AZ'F, ¢ uma aplicagio compacta e continua Ve > 0,
Al o F (uf) € H*7(Q). Podemos concluir com o mesmo argumento que AgF, ' é compacto
e continuo.

ii) Considere u¢ € H(Q) tal que |u|[ 1 < C. Consequentemente,
ou’ 2
821?1

< C?

w2y +
L2(92)

10w
(91'2

L*(9)

49
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entao,

ou

1
€2
2y H o

o =
J2T(0)

ous
61’2

<C, Ve>0. (4.2)
L2(Q)

Por (4.2) e pelo Teorema de Eberlein—émulj an 2.2.2, temos que existe uma subsequéncia, ainda
denotada por u€ tal que

€

Z — 0, forte em L?(Q) (4.3)
2

u® — u, fracamente em H'(Q2), com

para algum u € H}(Q). Além disso, por (4.3) temos que u(x1,z2) = u(x1) em Q, isto &, u
nio depende da segunda variével z2 e dai, u € H'(0,1). De fato, Vo € C§°(£2) usando (2.10),
8 €
temos v _ 0, q.t.p em €2 ja que
8%2

€

Jyp . Oy _ U
—dz1drs =1 ‘——dxridry =1 dzidxs = 0. 4.4
/QU&EQ 1T eg% Q b 8132 T1ar egl(l] Q 0:13280 e ( )

Agora, denote w® = AZ1F,(u). Temos que w® satisfaz A°w® = F,(uf), i.e,

1
ac(w,w) = ea/ f(u€)w€dx1dx2+/Fg(ue)wedxldacg.

Como f, g sao de classe C? sdo limitadas com derivadas limitadas, temos por (3.4.1) e (3.3.3)
que w® é uma sequéncia uniformemente limitada em H!(Q). Ademais, segue do Lema 3.3.3
que,

kllw (I ) < ae(w,w)

B 8w5>2 1 ((M)Q owe o2
_/Q{D((axl —1—6—2 925 anlw + c(w)? p drydxe

1
= a/ f(ue)wed:vldacg—I—/g(ue)wedS.
€

Oc T

Assim, denotando

2 2

2
D
€2

ow©
8.231

owe
81‘2

owe
833‘1

A-p)

) + 1|Ql e~ | oIl 20 + w1720
Q

L2(Q) L2( L2(Q

temos, usando a Desigualdade de Holder e o Lema 3.3.2

1
A< Ea/ |f(u5)]|we|d:c1dac2+/|9(UE)HWE|dS
O¢ r

1 1
1 € E € € § €
< (i [ 1 Pdoadny) " o By + ([ loIPds)” 1o
l € € €
< (CF ) o) F o 1220y + g () ey Il 2y
11 . 1 .
= (C2H2||f(u)l|zoe + 191300 () IT12) 0371 -

Logo, inferimos que

Rl g < ae(w,0) < Ol oy,
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onde C' = (C2H2||f Mz + [lg(u )H%Q( )) > 0 e nao depende de e. Além disso, como

|l = I+ |51 (), para e € (0,1) obtemos,
ow® 1 || Ow® C
||O.) ||L2 (Q)» a - P) < E, Ve € (0, 1]
Tl LQ(Q) € ) LQ(Q)

Usando um argumento analogo a (4.2) e (4.3), podemos extrair uma subsequéncia, ainda
denotada por we tal que

Oow®
6952

para algum w € H'(0,1). Com isso, podemos passar o limite em

w® — w, fracamente em H'(Q), — 0, forte em L?(Q),

(A, p) = (F(u), ), tomando p € H'(0,1).
Com efeito, de (4.2) e (4.3) e o Lema 3.3.3, obtemos que

<A00.), (10> = <F0(’LL), SD>7
para todo ¢ € H'(0,1) o que implica que w = AalFo(u). Ainda, usando o Lema 3.3.3

a(w,we) = (Fe(w),w) = (Fo(w),w) = ap(w,w), quando ¢ — 0.

iii) Suponha agora que [[u®—ul| 1) — 0 quando € — 0, entdo ||u||g1 (o) < C, para algum C > 0
independente de e. Seguindo por um argumento andlogo ao que foi feito no item (ii), para
uma subsequéncia digamos, u¢ qualquer, podemos extrair uma subsequéncia tal que

1AZ! o Fe(u) = A" Fo(u) | m0) = 0,

onde [[u¢ — ul|g1(q) — 0. Com isso, concluimos a demonstracio, ja que a subsequéncia é
€
arbitraria.

O

Lema 4.1.2. Seja u¢ uma familia de solugoes do problema (1.11). Entao, ezxiste uma subsequéncia
ainda denotada por u¢ e uma func¢io u € H'(0,1) dependendo unicamente da primeira varidvel,
isto €, u(z1,x2) = u(z1), solugao do problema (1.6) tal que

[ = ull g1y = 0, quando € — 0.

Demonstragio. Note que, as solucdes u¢ do problema (1.11) sdo uniformemente limitadas em H!(Q)
com respeito a e. Alias, u¢ € &, satisfaz o problema (1.11) se, e somente se

out Jp 1 Ouf ago) ou® } / / o e
/Q {D (8:131 Ry + = 2 Oy Oy + Q@ @+ cutpp dridrs = f(u)wdzridxa+ (u®)wedS,
(4.5)

Vo € H} (). Assim, tomando ¢ = u€, temos pelos Lemas 3.3.3, 3.4.1 e por um argumento analogo
usado no item (ii) do Lema 4.1.1 que,

11 R
k”uEH%ﬂ(Q < C2H?2||fl| gy llull L2y + N9l ooyl L2y < Cllullar e

para algum C' > 0 independente de e. Portanto, como || - Iz > I [l (o) para € € (0,1), temos
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ou’
Oxo

out

_— <
ox1

L*(Q)

1 C
— —, V 1].
€ k 66(07 ]

. }
12(@)

Argumentando como em (4.2) e (4.3) do lema anterior, podemos extrair uma subsequéncia, ainda
denotada por u€ tal que

€

— 0, forte em L?(Q), (4.6)

u — u, fracamente em H'(Q) e
T2

para algum v € H'(0,1). Com isso, podemos passar o limite em (4.5). Pelos Lemas 3.3.3 e 4.1.1,
obtemos

1 1
/{Duzgox—i—Q(xg)uxgo—i—ucp}dxld:cg: a/ / ¢d$1dx2+/ / u)pdrdxs
Q H—e*Ge(z1
:/ Ge(z1)f godxl—i—/ g(u)pdxy
1
=/ puf (u )sodw1+/0 g(u)pdzy,

0
Vo € H(0,1). Como u e ¢ nao dependem de z2,

1 1 1
/ H {Duyp, + quzp + up} dridry = / wf (u)edr + / g(u)pdz. (4.7)
0 0 0

A expressao (4.7) trata-se da formulagao variacional do (1.6).
Finalmente, provaremos a convergéncia forte em H!(f)). Para isso, usaremos o item (ii) de
(2.2.5), isto é, a norma ¢ semi-continua infeiormente com respeito a convergéncia fraca, ou seja

lull 1) < hmmf w1 (4.8)

Usando (4.5), (4.4),(4.7) e (4.8), vemos que

1 du 2 1 prH
/ H() dmz/ / |Vul|*dzidas :/ \Vu|?dzidas
0 dx 0 Jo Q

<lim inf /\Vu€| dxidz
€€(0,1)

<lim sup /\Vu€| dx1dxo
€€(0,1)

< lim sup /{au—i-lau} dridxs

€€(0,1) 8%1 €2 8%2

D{ /0 H{quxu+u }dm+/ {pfu)+ g(u )}udm}

/Vu62 —>/Vu2
Q Q

o que nos da [[ufl|g1(q) — HuHH1 ). Como a subsequéncia u pertence a um espago de Hilbert,
concluimos que u¢ — u em H'(Q). O

Logo,
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4.2 Semicontinuidade inferior

Provaremos aqui a semi-continuidade inferior de &,. Para provar este resultado usaremos algumas
propriedades vistas em (4.1.1). Além disso, usaremos alguns conceitos envolvendo convergéncia
discreta e indice de ponto fixo. Esta teoria esta fora do escopo deste trabalho, por isso, com o objetivo
de deixar o trabalho autocontido, explicitamos no apéndice algumas defini¢oes e propriedades que
nos auxiliam na prova do lema enunciado a seguir.

Lema 4.2.1. Seja u uma solugao hiperbdlica do problema (1.6). Entao existe uma sequéncia de
solugoes u¢ do problema (1.11) tal que,

[ = ul g1y = 0, quando € — 0.

Demonstracio. Note que, pelo Teorema da Fungdo Inversa aplicada a ¢ : H'(0,1) — H'(0,1) dada
por u + ag(u, -)—(Fo(u), -) e por u ser hiperbolica segue se que u é um equilibrio isolado em H(0,1).
Entdo, 3§ > 0 tal que u é solugdo tnica do problema (1.6) na bola aberta B(u,d), u € H*(0,1).
Além disso, u ¢ um ponto fixo hiperbolico da aplicacio AalFo e satisfaz |ind(u, A51F0)| =1#0.
Observe que, como a familia de operadores compactos satizfazem os itens (i) e (ii) do Lema 4.1.1
e H(0,1) C H(Q), segue de (A.4.1) que Jeg > 0 tal que o operador AZ!F, tem pelo menos um
ponto fixo u® € B(u,d), para cada e € (0,¢€) tal que |[u® — ul|g1q) — 0 quando e — 0. Como
I Ilz2 < |- |71 (@) auando € € (0, 1), segue-se que, [[u® —u||g1(q) — 0 quando € — 0. O que conclui
a prova do lema. ]
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Apéndice A

Apéndice

A.1 Resultados basicos e definicoes

Definigao A.1.1 (Fronteira de classe C*). Seja U C R™ aberto. Dizemos que a fronteira OU € de
classe C* com 1 < k < oo se para cada ponto x € OU existe r > 0 e uma funcdo f: R = R tal
que temos,

UNB(z,r)={x € B(z,r):xyp > f(z1, - ,Tn-1)}

Da mesma forma OU € C® se OU € C*, Vk = 1,2,--- e OU € analitica se a aplicacio f é
analitica. Além disso, se OU € C', entdo ao longo da fronteira OU ¢ definido o campo vetorial
unitdrio apontando para fora,

v=-,").

A normal unitdria em cada ponto x € OU é v(z) =v = (v1,--- V™).

Defini¢ao A.1.2 (Dominio Lipschitz). Seja n € N e Q C R"™ aberto limitado de R™ e 09 sua
fronteira. Entdo 2 € dito ser dominio Lipschitz se para cada ponto p € 082 se existem H hiperplano
de dimensao n — 1 através de p, uma funcgdo Lipschitz continua g: H - R r >0 e h > 0 tal que

QNC={z+y":xe€B,(p)NH, —h<y<g(x)}
IONC ={z+y" :ze€B.(p)NH, g(z)=y}

onde, T € um vetor unitdrio normal a H,

By(p) ={x e R" : ||z — p|| < r},
C={z+yn:xzeB(x)NH, —h<y<h}.

Teorema A.1.1. Seja Q um convezo, limitado e aberto de R"™. Entdo, para cada f € L*(Q) e para
cada X\ > 0 existe um tnico u € H*(Q) solugio de

- Z/aijDiuDjvdx—}—)\/uvd:n:/fvdz (A1)
/e 0 0

para todo v € H' (). A expressio (A.1) é a formulagdo fraca do problema de Neumann para a
equacao

Au+ du=f, em Q. (A.2)

A expressio (A.1) € equivalente a expressao (A.2) com a condi¢ao de fronteira

95
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Z vy (a;;Dju) =0, g.t.p emT, (A.3)
ij=1

onde I" € a fronteira de Q.
Aqui A € um operador linear eliptico de ordem 2 com coeficientes suaves

n n
Au = Z Di(ai,kaju) + Z a; D;u + agu.
ik=1 i=1
Demonstragao. Ver [21], pag.: 149 Teorema 3.2.1.3. O]

Teorema A.1.2. Sejam E e F dois espagos de Banach e seja (T;)ie; wma familia (nao necessari-
amente enumerdvel) de operadores lineares continuos de E em F. Assuma que,

sup || Tiz|| < oo, Vx € E.

el
FEntao,
sup | Ti|l z(, ) < o0
el
Demonstragao. Ver [4], pag.: 32 Teorema 2.2. O

Teorema A.1.3 (Teorema de Hahn-Banach caso real). Sejam X um espago de vetorial sobre R e
p: X — R um funcional sublinear. Seja Y um subespaco de X. Seja f: Y — R um funcional linear
tal que:

f(z) <p(x), VxeY.

Entao f tem uma extensao f : X — R linear, tal que

f(z) < p(x),vz €Y.

Demonstragao. Ver [4], pag.: 1 Teorema 1.1. O

A.2 Derivada de Fréchet

A nogao de diferenciabilidade pode ser generalizada para espagos de Banach. Em particular,
existem varias defini¢Ges diferentes e uteis para a derivada de um aplicagdo nao-linear. Aqui, nos
restringiremos as seguintes definicoe:

Definigao A.2.1 (Derivada de Fréchet). Sejam X,Y espagos de Banach. Uma aplicagio f : X —Y

é diferencidvel no ponto a € X se existe uma aplicag¢io linear continua f'(a): X =Y tal que
1f(2) = fla) = f'(a)(z — a)lly = o(|z —al), quandox — a.

Neste caso f'(a) € L(X,Y) e € chamada a derivada de Fréchet de f no ponto a.

Observe que, se os espagos forem reais,a derivada de Fréchet é a derivada classica que conhecemos
do célculo. Podemos também definir a Derivada de Fréchet da seguinte maneira,

Definicao A.2.2. Sejam U C X e f: X — Y, onde X eY sao espacos de Banach. Dizemos que
a aplicagao linear f'(a) : X —Y € a Derivada de Fréchet de f em a € X se, Ve > 0, 36 > 0 tal
que,

If(a+h) = f(a) = f'(a)hlly < elhlx, Vh sempre que ||h]lx < 0.
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A.3 Y- convergéncia

Nesta se¢ao do apéndice, definiremos a nogao de convergéncia discreta (4 — convergéncia) que
foi importante para a prova do Lema 4.2.1.

Sejam E e E,, n € N espagos de Banach reais ou complexos e seja & = (P,) um sistema de
operadores (que podemos denotar também de conexao) P, : E — E,, n € N tal que,

| Poullg, — ||ullg, Yu € E quando n — oo, (A.4)
que diz respeito a consisténcia das normas de E e E, e,

| Pr(au + a'u) — (aPyu + o' )|, — 0,Yu, v’ € E e a,d’ € K =R,C, (A.5)

que diz respeito a linearidade assintotica de P,. Qualquer sistema que satisfaz essas duas condigoes
é chamado de sistema de conexao para os espacgos de Banach F,,, £ com n € N.

Definicao A.3.1. Uma sequéncia (up)nen com u, C E, converge discretamente para u € E ou
(P -converge para u € E) se,

lun, — Poullg, — 0, quando n — oo
P .
€ escrevemos u, — U ou simplesmente U, — u.
Vejamos a seguir algumas propriedades sobre convergéncia discreta.

.. . . L . P P ~
1) O limite discreto quando existe, é unico, i.e, se u, = u e u, — ', entdo u = u'.

2) Linearidade do & —limite, i.e, se

P P
up = u, u, >u', a,a € K=R ouC = au, + du, = au+ au'.

3) Consisténcia das normas no &?—limite. Se,
un 50 = lugl| - 0;
P

4) Uma subsequéncia (u),)penven de uma sequéncia (up)peny que converge discretamente para
algum u € E, tem o mesmo limite da sequéncia (uy)neN.

Note que, para qualquer u € FE, existe (up)nen que converge discretamente para u, basta
denotar u, = P,u, n € N.

5) Se a sequéncia de operadores P,,, n € N sao lineares e limitados, pelo principio da limitacao
uniforme e por (A.4), ||P.|| < C, n € Ne C ¢ uma constante independente de n.
Por fim, temos a seguinte propriedade:

6) Considere v € E e u(™ com n € N. Entéo,

[u™ —ul| = 0= Pu™ %
Definiremos agora a no¢ao de Convergéncia discretamente compacta ou (& — compacta).

Definigao A.3.2. Uma sequéncia (up)nen comu, € E, é discretamente compacta ou (¥ —compacta)
quando toda subsequéncia (up)nen N que converge discretamente, e escrevemos (uy, ) — 2 — compacta.
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As propriedades enunciadas anteriormente para convergéncia discreta sdo validas para conver-
géncia discreta compacta, i.e,

1) up Aouw= & —compacta;
2) (up), (ul,) P— compacta, a,a’ € K =R ou C, = (au, + a’'ul,) #?—compacta,;
3) (up) #P—compacta = |u,|| < C, n € N e C independente de n.

Defini¢ao A.3.3. Uma sequéncia de operadores A, : E, — F, converge discretamente (ou €
PP —convergente) para um operador A : E — F, quando

P 4
Uy — U = Apu, — Au
e escrevemos

PP

A, = A

ou simplesmente, A, — A.

Definigao A.3.4 (Convergéncia compacta de operadores). Uma sequéncia (Cy) de operadores

Cn : E, — F, converge compactamente para um operador C' : E — F se Cy, 7L Cea sequinte
condi¢ao de compacidade € satisfeita,

up € Ep, |up|| £C, neN= (Chu,) PP — compacta.

A.4 Indice de ponto fixo de um operador compacto

Seja E um espaco de Banach real e 2 C E um conjunto aberto, nao vazio e limitado com fecho
Q e fronteira 9. A seguir, T :  — F é um operador continuo e compacto que tém ponto fixo
em Of). Para tal operador, pode-se atribuir um inteiro ind(7"; ©2), denotado por indice de ponto fixo
de T em ) que caracteriza a existéncia de pontos fixos de 7' em ). Infelizmente, a definicao de
indice de ponto fixo é bastante complicada e esta fora do escopo deste trabalho. Pra um estudo
mais aprofundado indicamos o trabalho [12].

A seguir, citaremos algumas propriedades sobre o indice. As primeiras 5 ndo necessitam de
definigao.

1) Se ind(7T;2) # 0, entdao T tem pelo menos um ponto fixo em €2;

2) ind(T; Q') =ind(T; ), para qualquer subconjunto aberto ' C  tal que T nao tem ponto
fixo em Q\ .

Em particular, para um ponto fixo isolado u* de T, ind(7;u*) =ind(T'; U) nao depende de
uma vizinhanca suficientemente pequena U de u* e é denotado por indice de u*.

3) ind(T; Q) =ind(7°,Q°) se T(2) C E°, é um subespaco fechado de E, onde Q° = QN E° e
T° : Q° — E°, é a restricao de T. Observe que, o caso onde Q° = () esta incluso, pois, por
defini¢ao, ind(7, @) = 0.

4) ind(T; Q) =ind(BTB~'; BQ) para qualquer operador B € Z(E, F) que possui inversa limi-
tada B~! € Z(F, E). Aqui, F é espaco de Banach.

5) ind(T; Q) =ind(Ty; Q). Sempre que os operadores compactos e continuos 7,7} : Q@ — FE
sao homotopicos na 0. Dizemos que os operadores 7,7 :  — E sdo homotdpicos na
0f) se existe um operador compacto continuo .# : [0,1] x 9Q — E com .#(0,1) = Tu,
Z(1,u) = Tyu para qualquer u € 9 e tal que .Z(\,-) ndo tem, para qualquer A € [0,1],
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pontos fixos em 9€). Em particular, dizemos que T e T sdo linearmente homotopicos em OS2
se Z(A\u) := MNThu+ (1 — A\)Tu nao admite pontos fixos em 9. Uma condigao suficiente
para isso é dada por:

sup ||[Thu — Tu| < inf |lu— Tul.
u€HN u€dn

Vejamos agora algumas condigoes para ind(7; Q) # 0 ou ind(T;u*) # 0.

Se ¢ convexo e T(Q) C Q (condigdes do Teorema do ponto fixo de Schauder), entdo

ind(T; ) = 1.
Se existe um u°® € Q tal que u & [u®, Tu] para qualquer u € 9 entao ind(T;Q) = 1.

Se €2 contém a origem, é convexo e simétrico com respeito a 0, e se T'(—u) = —u, para qualquer
u € 02, entdo ind(7'; 2) é primo.

Se T é Fréchet diferenciavel no ponto fixo u* de T e se ker(1 — T"(u*)) = {0}, entdo o ponto
fixo u* é isolado e |ind(T;u*)| = 1.

Agora, estamos aptos a enunciar o Teorema de convergéncia para operadores compactor usado
na prova do Lema 4.2.1. Se E e E, sdo espagos de Banach reais com um sistema de conexao
P = (P,),esejaQd C EeQ, CE, n €N conjuntos abertos e limitados. Temos o seguinte
resultado.

Teorema A.4.1. Assuma que as sequintes condigoes sao satisfeitas:

i) T: Q= FEeT,:Q, = E, sio operadores compactos e continuos, T ndao tem ponto firo na

o, ind(T;Q2) # 0;

ii) ey, n €N sao consistentes no sequinte sentido:

= P

Vu € Q, I(uy) : up € Qn, up =>u, ,neN;
—_ L{/7 —

Un € Qpytn > u,neNCN=uecQ

[7)
uHGGQn,uniu, neN CN=uec .

iit) T, — T compactamente, i.e,

— 4 P
Un € U, up > u,n €N CN= Thu, = Tu,n €N

Un € Qp,n € N= Thu, é P— compacto.

Entao, Ing € N tal que para n > ng o operador T, tem pelo menos um ponto firo u, na OSY,.
Qualquer sequéncia (u)) de pontos fizos T, n > ng é P—compacta e os P —limites sao pontos
fixos de T em Q. Em particular, se T tem pelo menos um ponto fixo u*, com indice ndo-nulo em
), entdo,

[u, = Pow™|| = 0, n = no.

Demonstragao. Ver [12] pag.: 661. O
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