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Resumo

Lucas Motta Freire. Condi¢des de qualificacio para Otimizacio Semidefinida. Dis-
sertacdo (Mestrado). Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo,
Sao Paulo, 2023.

Nondegeneracy-CQ e Robinson’s-CQ sdo duas das mais conhecidas condigdes de qualificacio para
problemas de otimizagio semidefinida, estas consistem em analisar a independéncia linear de um conjunto
de m(m + 1)/2 vetores que dependem do nucleo da restri¢ao. O objetivo deste trabalho consiste em estudar
uma nova maneira de avaliar a Nondegeneracy-CQ e Robinson’s- CQ, de maneira a se analisar a indepen-
déncia de um conjunto de cardinalidade significativamente menor, originando assim o conceito de "Weak-
Nondegeneracy-CQ”e "Weak-Robinson’s-CQ”. O intuito deste trabalho consiste em estudar novas condi¢ées
de qualificagio equivalentes a Nondegeneracy-CQ e Robinson’s-CQ para Programacéo néo linear Semidefi-
nida (NSDP), estruturando-se inicialmente sobre algumas nog¢des obtidas da Programacio Nao Linear sobre
o Cone de Segunda Ordem (NSOCP). Estruturamos este trabalho, primeiramente, estudando condicdes de
qualificacdo mais fracas para NSCOP, em especial, Nondegeneracy-CQ e Robinson’s-CQ, com o intuito de
estabelecer condicdes de qualificacdo equivalentes a estas, sobre o contexto de (NSOCP). Por fim, todas
as definicoes, resultados e exemplos obtidos para NSOCP sio estendidos naturalmente para Programacéo

Semidefinida.

Palavras-chave: Programacio Semidefinida. Programacio Nao Linear sobre o Cone de Segunda ordem.

Weak Nondegeneracy.






Abstract

Lucas Motta Freire. Constraint Qualifications for Semidefinite Programming.
Thesis (Master’s). Institute of Mathematics and Statistics, University of Sdo Paulo, Sdo
Paulo, 2023.

Nondegeneracy and Robinson’s-CQ are some of the best-known constraint qualifications for semidef-
inite optimization problems, which consist of analyzing the linear independence of a set of m(m + 1)/2
vectors that depend on the constraint kernel. The aim of this work is to study a new way of evaluating
Nondegeneracy-CQ and Robinson’s-CQ, to analyze the independence of a set of significantly smaller car-
dinality, thus originating the concept of "Weak-Nondegeneracy-CQ” and "Weak-Robinson’s-CQ”. The pur-
pose of this paper is to study new qualification conditions equivalent to Nondegeneracy-CQ and Robinson’s-
CQ for Nonlinear Semi-Definite Positive Programming (NSDP), structuring initially on some notions ob-
tained from Nonlinear Second Order Programming (NSOCP). We structure this work, first, by studying
weaker qualification conditions for NSCOP, in particular, Nondegeneracy-CQ and Robinson’s-CQ, to es-
tablish qualification conditions equivalent to these, on the context of (NSOCP). Finally, all the definitions,

results, and examples obtained for NSOCP are naturally extended to Semidefinite Programming.

Keywords: Semidefinite programming. Second order cone programming. Weak Nondegeneracy.






vii

Lista de abreviaturas

CQ Condicgao de Qualificagao
(—Constraint Qualification)
MFCQ Condicdo de Qualificacdo de Mangasarian-Fromovitz
(—Mangasarian-Fromovitz’s constraint qualification)
LICQ Condicdo de Qualificacdo de Independéncia Linear
(—Linear Independence constraint qualification)
NCP Programacao Nao Linear Conica
(—Nonlinear Conic Programming)
NSOCP Programacao Nao Linear sobre o Cone de Segunda Ordem
(—Nonlinear Second-Order cone programming)
NSDP Programacédo Nao Linear Semidefinida
(—Nonlinear Semidefinite Programming)
KKT Karush - Kuhn - Tucker






Lista de simbolos

]Lm

Sm

8T
lin(K)
cone(V)
ce
T(y)
]Rm

RY
A(M)
.00
dist(x,C)
[x]+
M
V()

Cone de Lorentz de dimensdo m

Espaco das Matrizes Simétricas de dimensdo m

Cone das Matrizes Simétricas Semidefinidas positivas de dimensdo m
Espaco Linearizado de K (—Linearity Space of K)

Fecho Coénico de V

Cone Polar de C

Cone Tangente a C em um ponto y

Espaco Euclidiano de dimenséo m

Espaco Euclidiano de dimensdo m com componentes maiores ou iguais a zero.
i-ésimo autovalor da matriz M

Projecdo de x sobre C

Distancia de x até o conjunto C

Méximo entre 0 e x € R

Aplicacao/Matriz adjunta de M

Gradiente de f aplicado em x






Lista de figuras

2.1 Decomposicdoem L, . . . . . ... ... o L

xi






Sumario

Introducao

1 Conceitos Preliminares

1.1 Cones e Independéncia Linear .

1.11
1.1.2

1.2 Bases paramétricas
1.3 Matrizes simétricas

1.4 Projecdo

1.4.1

1.5 Problemas de Otimizac¢do Cdnica

Cones . .........

Independéncia linear . .

Funcgoes espectrais . . .

2 Nondegeneracy para NSOCP

2.1 O cone de segunda ordem

2.2 O problema sobre o cone de segunda ordem . . . ... ..........

2.3 Nondegeneracy e Bases Paramétricas . . . . ... ... ... .......

3 Nondegeneracy para NSDP

3.1 O Problema Nio Linear Semidefinido Positivo . . . . .. .. ... . ...

3.11
3.1.2

3.2.1
3.2.2
3.2.3

4 Conclusao

Elementos da Anélise Convexa . . . . . . . . . . . . . ... ...

Redugdo para NSDP . .
3.2 Weak-Nondegeneracy para NSDP

Sequéncia de Autovetores e Nondegeneracy . . .. .. ... ...

Exemplos . ... ....

Resultados interessantes

—_ =
— R 0 N R W W W

N = =
— O U1

27
27
31
32
37
37
42
46

51

xiii



xiv

Referéncias

53



Introducao

Uma das principais estratégias para o estudo de problemas de otimizacdo em geral,
consiste em estudar o conjunto viavel de maneira tal, a encontrar pontos que satisfacam
as tdo conhecidas condic¢des de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) (pontos estacionarios). Estas
condicdes foram inicialmente desenvolvidas por Karush em 1939 em sua dissertacdo de
mestrado no Departamento de Matematica da Universidade de Chicago porém, s6 foram
reconhecidas na década de 70 devido o grande desenvolvimento tecnolégico instaurado
e seu grande valor para a resolucdo de problemas militares e econdmicos referentes a
época. Contudo, é bem conhecido na literatura que se um ponto viavel satisfazer as con-
dicoes KKT este no entanto, ndo sera necessariamente uma solucio para o problema, ou
seja, estas equagdes nio constituem por si s6 uma condi¢do de otimalidade para o pro-
blema.

Entretanto, algumas hipoteses de regularidade podem ser impostas sobre a descri¢do
analitica do conjunto viavel, de modo a garantir, que toda solucéo local satisfaz as equa-
¢coes KKT, ou como é comumente falado, é um ponto estacionario para o problema. Estas
hipoteses sobre o conjunto viavel sdo nomeadas pela literatura de Qualificacdes de Res-
tri¢des, em inglés, constraint qualifications. Para o nosso trabalho utilizaremos o termo
em portugués conhecido por, condigoes de qualificacdo (CQs). A grosso modo, estas con-
di¢des garantem descrever o conjunto viavel localmente em termos de uma aproximacao
de primeira ordem, isto é, permite caracterizar toda solucdo do problema em termos da
primeira derivada das func¢oes restricdes que descrevem o conjunto viavel. Neste traba-
lho, estaremos interessados em fazer um levantamento tedrico sobre duas das mais rele-
vantes condi¢cdes de qualificacdo para problemas de otimizacdo com restri¢des conicas,
Nondegeneracy-CQ e Robinson’s-CQ. Contundo, nosso intuito principal sera estuda-las no
contexto de Programacao Nao Linear sobre o cone de Segunda Ordem e Programacao Nao
Linear Semidefinida, isto é, problemas de otimizagdo impostos sobre os cones:

Ly = {x=(x,%) e RxR™ " : xp > %]}

STi{MGSm : vx € R™, xT Mx > 0}
respectivamente.

Em especial, Nondegeneracy-CQ foi originalmente descrita sobre o contexto de proble-
mas de otimizagdo de autovalores por uma abordagem essencialmente geométrica, como
¢ bem visto em ROBINSON, 1976a, entretant0, nossa abordagem principal consiste em
estudar Nondegeneracy-CQ, consequentemente Robinson’s CQ, definindo-a propriamente
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através da estrutura do problema, em contrapartida da defini¢do usual dada pela trans-
versalidade entre dois espagos. Assim, usaremos uma caracterizacdo feita em SHAPIRO,
1997, Prop. 6 que consiste em escrever a Nondegeneracy-CQ em termos do gradiente das
entradas de um “bloco ativo”isolado da restricao.

Durante este texto vamos seguir essencialmente a teoria construida nos trabalhos
ANDREANI, HAESER, M1TO, RAMIREZ e SILVEIRA, 2022 ¢ ANDREANI, HAESER, M1TO e RaA-
MIREZ, 2023, que consistem em estudar condi¢des de regularidade para NSOCP e NSDP
através de, sequéncias de autovetores obtidas por meio de uma decomposicdo pré esta-
belecida sobre o cone. Com isto, vamos propor o que os autores definiram como ” Weak-
Nondegeneracy”e "Weak-Robinson’s CQ”, cujas versoes, fornecem uma interpretacio mais
fraca para a Nondegeneracy-CQ e Robinson’s-CQ porém, apresentam grande valor teérico
para a analise de pontos estacionarios. E importante destacar, que a motivagdo para a
construcdo destas versdes mais fracas surgem primeiramente sobre o contexto de NSDP,
oriundo do conceito de pontos aproximadamente KKT’s para NSDP abordado em AN-
DREANI, HAESER e VIANA, 2020. Posteriormente em ANDREANI, HAESER, M1TO, RAMIREZ
e SILVEIRA, 2022, foi estudado esta nocdo para o contexto de NSOCP com o intuito de
estender os resultados obtidos até entdo para NSDP. No entanto, durante este trabalho
sera apresentada a construcdo de Weak-Nondegeneray e "Weak-Robinson’s-CQ na ordem
contraria dos fatos.

Para a leitura deste trabalho destacamos que, no capitulo 1 é levantado todo um ar-
cabouco tedrico de conceitos preliminares, cujo principal objetivo é contextualizar e jus-
tificar as proposicoes levantadas no capitulo 2 e capitulo 3. No capitulo 2, é levantado
um breve estudo sobre a Nondegeneracy-CQ para NSOCP em conjunto com a definicdo de
Weak-Nondegeneracy além de apresentar uma equivaléncia entre estes dois conceitos. Por
fim, no capitulo 3 estudamos de fato as condicdes de qualificacao para Programacgao Semi-
definida cujo interesse maior sera generalizar os resultados obtidos no capitulo 2.



Capitulo 1

Conceitos Preliminares

1.1 Cones e Independéncia Linear

Aqui discutiremos varios conceitos preliminares da analise convexa, analise matricial
e algebra linear, com énfase sobre o conceito de independéncia linear, no qual demonstra
ser de suma importancia para um estudo estratégico das principais condi¢des de qualifi-
cacao para a otimizacao coOnica.

Aqui, sempre que nos referirmos a espagos vetoriais estaremos restritos a espacos
de dimenséo finita equipados com algum produto interno, de modo que, para o produto
interno usual, {-,-) : R"xR"—R sera utilizada a notagdo, (x, y) = xTy = Y.\ | x;3, sejam
quaisquer x, y € R". Para o produto interno em um espaco vetorial qualquer, manteremos
a nota¢ao usual (-, -) ressaltando que, a menos de mencéo, o produto ficara implicito sob o
contexto do espaco a ser trabalhado. Para vetores x € R" utilizaremos sua disposicdo em
coluna onde, ocasionalmente podera ser denotado por x = (xy, -, xn)T.

1.1.1 Cones

Seja Y um espaco linear de dimensao finita, um subconjunto ndo-vazio K de Y é dito
Cone quando, ax € K para todo x € K e « > 0, além disso, dados dois pontos a,b € K,
este é dito um cone convexo se, e somente se, conter o segmento de linha entre a, b, isto
é, Ada+ (1 — A)b € K sempre que, a,b € K com A € [0, 1]. Vale lembrar que um cone K € Y
é dito "pontudo”(pointed cone) se, x € K e —x € K entdo, x = 0.

Definicao 1.1 (Lineality space). Seja K C Y um cone, denotamos lin(K) como o maior
subespaco contido em K.

Note que, desta forma, K € Y sera um ”pointed cone’se, e somente se, lin(k) = {0}.

A seguir definiremos importantes estruturas para a otimizacdo conica, que juntas, for-
maram o alicerce principal para nosso trabalho.

Definicao 1.2 (Fecho Conico). SejaV C X, onde X é um espaco vetorial, dada a familia
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{K;;i € I} de todos os cones que contém V, onde I é um conjunto de indices define-se:

cone(V) = ﬂKl (1.1)

i€l
como o fecho conico de V, isto é, 0 menor cone que contémV.

Uma importante estrutura para o estudo de condi¢des de otimalidade para problemas
de otimizagdo nomeia-se Cone Polar, de modo a ser definido para um conjunto convexo,
da seguinte forma:

Definicao 1.3 (Cone Polar). Dado um conjunto convexo C C X definimos o conjunto
C°={yeX : VxeC, (x,y) <0}

Como o Cone Polar de C.

Além do cone polar, é importante analisar, o conjunto de todas as direcdes tangen-
tes em relagcdo a um conjunto C, a partir de um ponto. Onde claramente este, satisfaz a
estrutura de um cone, veja

Definicao 1.4 (Cone Tangente ). Dado um conjunto C o cone tangente (Bouligand) em um
ponto y € C é definido por:

3{dk}keN — d, 3R D {tihen—04,

T. =ldeX :
) {E vk eN,y+pd<ecC

Note que, tomar y+tkdk € C para as sequéncias acima definidas, nos garante, que dada
uma direcdo tangente, ao diminuir o tamanho do passo #; nesta direcdo, nos aproximamos
do conjunto em uma ordem assintoticamente menor do que que o passo, isto é, o cone
tangente pode ser definido por

(1.2)

IR, D {then—04, tal que
Tc()’)igdZ + O {tchen—04 q }

dist(y + td*, D) = o(t;)

1.1.2 Independéncia linear

SejaV = {vy, ..., v} C X, onde X é um espago vetorial, dizemos que os elementos de V'
~ . . ~ . m ~
sdo linearmente independentes se, e somente se, ndo existe a € R nao-nulo tal que,

m
> awj=0 (1.3)
=1

Por outro lado, se existe a € R nao nulo, tal que (1.3) é valida, entdo os elementos
de V, séo ditos linearmente dependentes. Similarmente, se exigirmos a; > 0 para todo j €
{1,...,m}, os vetores serdo ditos positivo-linearmente independentes(dependentes). Vale
lembrar, que o conceito de independéncia linear possui grande importancia no estudo
das aplicacdes lineares, visto que dada a matriz M que representa uma aplicacdo linear
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A : X—Y sobre respectivas bases de X, Y. A é injetora se, e so se, M possui posto-coluna
completo, isto é, as colunas de M formam um conjunto linearmente independente.

Em um primeiro momento, a definicdo de cone e o conceito de independéncia linear
parecem ser dissociados entre si, entretanto, como sera visto, relacionar estes conceitos
pode nos fornecer uma nova abordagem para o estudo de condi¢des de qualificagao.

Definicio 1.5 (Independéncia linear conica). Seja K € R™ um cone convexo e fechado. A
matriz M € R""*™ ¢ dita K-linearmente independente se ndo existe v € K ndo nulo, tal que
Mv = 0.

Observacao 1.1. Note que, dispondo os vetores {v,, ..., ,,,} como as colunas da matriz M com
n . m m . . ~ . .

v; € R, e assumindo K = R"™ (Ry), resgatamos o conceito usual de independéncia linear

(positivo-independéncia linear) para vetores.

Observacao 1.2. Note que a defnigdo 1.5 nos garante uma caracterizacdo de injetividade de
M sobre o cone C.

1.2 Bases paramétricas

Para um cone K convexo e fechado, verifica-se que é possivel caracterizar a in-
dependéncia linear conica de uma matriz M sobre K simplesmente analisando uma
positivo-independéncia linear sobre conjuntos essencialmente menores que estruturam
K. Veja:

Proposicio 1.1. Seja K C R™ um cone convexo e fechado, tal que existe um conjunto de
indice ] (possivelmente infinito) e, para cada j € J, um subconjunto finito &; C K cujos os
elementos sdo linearmente independentes de tal forma que

K = U cone(&)). (1.4)
jeJ

Entdo, a matrizM € R™"™ é K-linearmente independente se, e somente se, a familia {Mv}veggj

¢ positivo-linearmente independente, para cada j € ] fixado.

Prova. Suponha que M is K-linearmente independente, dado um indice j € J arbitrario e
a; € R, escalares, v € %j tal que:

Z aiMv = M Z av|=0 (1.5)

RYUS %] RYUS %]

Como K é um cone convexo, segue que a combinacio linear positiva ¥ = ) ce ;v per-
J

tence a K, e por hipotese v = 0. Agora da independéncia linear de &; segue-se que a; = 0
para cada v € &;. Portanto, a familia {M v}vegj ¢ positivo-linearmente independente.

Por outro lado, assuma que {Mv}vegj é positivo-linearmente independente, dai, tome
v € K tal que MV = 0. Entao, existe algum indice j € J tal que ¥ € cone(&)); isto é, existe
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algum escalar a; > 0, v € &}, de modo que v = Zve%j a;v que satisfaz (1.5) dai, vale que
a; = 0 para todo v € &; portanto v = 0. 0]

Observacao 1.3. Vale notar, que a proposicao (1.1) pode ser facilmente estendida para o
produto cartesiano de cones convexos fechados K = Hje] Kj onde ] é um conjunto de indice.
Exigindo a K—independéncia linear da familia de matrizes {M;;j € J}, partindo dos indices
j, pode-se construir convenientemente a matriz bloco:

M= M, (1.6)
F e
e exigir a K-independéncia linear de M.

Exemplo 1.1. Seja K = R?, note que utilizando a seguinte decomposigdo:

R* = {(rcos(0),rsen(0);r > 0e 6O €|0,2x]} = U cone(cos(0), sen(0))
0€[0,27]
Podemos entdo dizer, que uma matriz M € R™** sera R*-linearmente independente (ou
injetiva) se, e somente se, M(cos(0), sen(0)) # 0 para todo 6 € [0, 2r].

~ . . A . . m .
Observacao 1.4. Perceba que o conceito de independéncia linear em R™ pode ser facilmente
posto em termos de bases paramétricas, basta tomarmos:

R"= | span({(1,~w). (1w}

onde, span({(1, —w), (1, w)} denota o espago linear gerado pelos vetores (1, —w) e (1, w). Entdo,
uma matriz M é R -linearmente independente (ou seja, injetiva) se, e somente se, os vetores

M(1, —w) e M(1,w)

- . . -1
sdo linearmente independentes para cada w na base paramétrica{w € R™ ~ : |w| = 1}.

Note que no exemplo (1.1), trocamos a analise da independéncia linear de um conjunto
com dois vetores, por analisar a independéncia linear de um conjunto com um tinico vetor
para cada valor paramétrico 0, caracterizando a independéncia linear conica por meio
de bases paramétricas como é visto em (1.4). Este tipo de abordagem, sera central para
o estudo de condicdes de qualificagdo para problemas de otimizacdo cOnica que serdo
abordadas nos proximos capitulos.

1.3 Matrizes simétricas

Um dos nossos objetos de estudo sera o espago das matrizes simétricas a valores reais,
. ’ . . nxn . .
isto é, matrizes M tais que, M € R""" e que MT = M. Em especial, estamos interessados
. . n ~
em estudar o subespaco das matrizes que satisfazem, x’ Mx > 0 para todo x € R" néo nulo,
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isto ¢, o espaco das matrizes simétricas semi-definidas positiva ($). Para a desigualdade
estrita xT Mx > 0 diz-se que M ¢é definida positiva.

A grosso modo, estas matrizes podem ser interpretadas como uma generalizacdo de
um nuamero positivo qualquer de maneira a surgir naturalmente em diversos problemas
na matematica, em especial em problemas de otimizagdo. A seguir, sera apresentado
propriedades e caracterizagdes importantes que serdo utilizadas por todo o restante do
texto.

Proposicao 1.2. Seja uma matriz M € 8™ comm > 2. Se M ¢é definida positiva, entdo:
1. Todos os elementos da sua diagonal sdo positivos;

~ , . .y ~ . m
2. Todos os autovalores de M sdo numeros reais positivos (ndo negativos, para M € $7),
+ om
e seus autovetores pertencem R, (R™);

3. O determinante, o traco, e todos os determinantes principais menores de M sdo positi-
vos;

4. Qualquer combinacdo linear ndo negativa de matrizes definida positivas é definida
positiva;

5. DadoU € R"™™ entao, UT MU ¢ semi-definida positiva. Além que, rank(UT MU) =
rank(U) e, UTMU ¢ definida positiva se, e somente se, rank(U) = m;

+ ; , , iy
onde R, denota o conjunto dos niumeros reais positivos.

Demonstragao. Os itens 1, 2 podem ser vistos em SULI e MAYERs, 2007, Teo. 3.1. Para o
item 3 e 4 recomendamos a leitura da se¢do 7.1 de HORN e JOHNSON, 2012 em conjunto
com o a observacdo 7.1.8 também de HORN e JOHNSON, 2012. O]

Observacao 1.5 (SULI e MAYERS, 2007, Teo. 3.1). As reciprocas de dois dos resultados da
proposicdo (1.2) sao verdadeiras:

« Se todos os autovalores de uma matriz simétrica M sdo positivos entdo, M é definida
positiva;
« Se cada determinante principal menor de uma matriz simétrica M é positivo entdo, M
¢ definida positiva;
Proposicio 1.3 (HORN e JoHNSON, 2012, Teo. 7.2.6). Seja A € SY ek €12,3,,...}, entdo
existe uma tinica matriz P € 8 tal que Pk = A. Mais ainda,
a) PA = AP e existe um polinémio real p(t) tal que B = p(A);
b) rank(A) = rank(P), isto é, B é positiva definida se A também for;

O caso mais usual para a proposi¢ao acima é quando k = 2, de modo que utilizaremos
para a caracterizacdo da condi¢do de complementariedade para um problema de otimiza-
cao semidefinda.

Para uma matriz M € $™ pode-se obter uma decomposicio em termos de seus auto-
valores dispondo M por M = UAUT tal que U = [uy, , uy,] é uma matriz ortogonal m x m
cujas colunas sdo determinadas pelos autovetores de M e A = Diag(A(M), ..., A,,(M))
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uma matriz diagonal, cujos elementos sdo os respectivos autovalores de M. Comumente,
pode-se escrever M da seguinte forma:

M= 3 MM (M) (M)T (1.7)
i=1

onde, 4;,(M) € R denota o i-ésimo autovalor de M dispostos em ordem nao-crescente,
(isto é A;(M) > (M) > ... > A,(M)) e (M) € R" corresponde a qualquer autovetor
associado aos autovalores de modo que o conjunto {y;(M) : i € {1,...,m}} é uma base or-
tonormal de R"™. Esta é a tdo conhecida decomposicio espectral para matrizes simétricas,
para mais detalhes, veja HORN e Jounson, 2012, Secdo 4.4

Para o espaco das matrizes quadradas definimos a funcdo autovalor A : R"*"—>R"
dada por M — A(M) = (A;(M), ..., A, (M))T € R". Assim, a decomposicio espectral para
uma matriz M pode ser simplesmente escrita por M = UDiag(A(M))U.

Proposiciao 1.4 (Teo. 4.5.15 HORN e JOHNSON, 2012). Sejam A,B € §™ entio AB € &
e AB = BA se, e somente se, A e B compartilham a mesma decomposicao espectral, isto é,
existe uma matriz ortogonal U € R™ "™ tal que A = UA,UT e B=UAgU".

E bem conhecido que o espaco 8" é um Espaco Euclidiano equipado com o produto
interno de Frobenius, de modo que, dadas M, N € $™ defini-se (M, N) = trace(MTN ) =
trace(MN) = 223-21 M; jN; j, de modo a definir a norma |M|p = /trace(MN). Neste espaco,
pode-se definir diversas normas, relacionadas diretamente com os autovalores da matriz,
veja a se¢do 5.6 de HORN e JOHNSON, 2012, que caracteriza |M|r da seguinte forma

IMIF = VA M) + ..+ 2 (M)?
Outro exemplo para a norma que pode ser visto é dado por
Exemplo 1.2. Al -norma é definida para uma matriz M € 3™ por

Ml = y
|M]o 1;?]?§m|ml]|

Observacao 1.6. Vale lembrar que os autovalores de uma matriz simétrica sdo funcoes
Lipschitz-continuas em relagdo a entradas das matrizes, pois, se A\(M) é vetor com os autova-
lores de M dispostos em ordem ndo crescente, entdo vale

[AM + N) = AM)]oo < JAN)]e0 = [N

IAGM + N) = Al < AVl = INT (18)

As duas desigualdades acima, sao conhecidas por Teorema de Mirsky e Teorema de Hoffman-
Wielandt respectivamente, veja STEWART e SUN, 1990, Cor. 4.12

Uma propriedade importante para o produto interno de Frobenius é dada por um li-
mite superior para o produto de duas matrizes que depende dos autovalores das mesmas,
veja
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Proposicao 1.5 (THEOBALD, 1975). Dadas A, B € 8™ entao, vale:

MN) < 3 )
i=1

Proposicio 1.6. Se A, B € $ entdo as seguintes proposicdes sdo equivalentes
a) (A,B) =0
b) AB=0

Demonstracdo. Pela proposicio (1.3), sejam A = P? e B = Q? com P,Q € $'}'. Entéo Para
a) = b) basta notar que

[PQI? = (PQ. PQ) = tr(PQPQ) = tr(Q" PTPQ) = tr(QP?Q) = tr(P*Q?) = (A, B) = 0 (1.9)
portanto, AB = P(PQ)Q =0
Para b) = a) o resultado é imediato da defini¢do do traco. O
Para terminarmos esta secdo, apresentaremos propriedades conicas para o espago das
matrizes simétricas, semi-definidas positivas, como se segue
Proposicio 1.7. Para o espaco S} vale:
1. 8% é um cone convexo fechado.
2. ST é simétrico, isto é:
(a) ST é self-dual;
(b) ST é full-dimensional, isto €, o interior de ST é ndo vazio;

(c) ST ¢ homogéneo, isto é, para todo par x, y no interior de ST, existe uma bijecdo
linear T, tal que T(x) = y e T(S}) = S5

1.4 Projecao

Dado um problema de otimizacdo, veremos que uma importante estratégia para a cons-
trucdo de algoritmos que buscam solugdes consiste em utilizar métricas que estimam a
viabilidade de ponto qualquer dado, para o contexto desse trabalho, uma métrica bastante
util sera determinada pelo Operador Projecdo, cujo sera bem definido sobre o contexto de
cones convexos, fechados.

Definicao 1.6 (Operador Proje¢do). Seja x € X e um conjunto fechado C C X definimos o
operador [[-(x):X—X dado por

[1o(x) = argmin|x — y| (1.10)
yeC

como o operador projecdo de x sobre o conjunto C.
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Este operador pode nos fornece uma boa métrica, pois nos garante um artificio para
medir a distancia de um determinado ponto x € X para um conjunto fechado C dado.
Visto que

dist(x,C) = inf |x — y| = [x —TIc@)l.
yeC

Sabe-se também, que para um conjunto convexo e fechado C C X temos que [[(x)eC é
unica. Além que, podemos caracteriza-la, através do angulo que esta estabelece com todo
elemento do conjunto:

Proposicao 1.8 (Izma1Lov e SoLopov, 2005, Teo. 3.2.4). Seja C C X, um conjunto convexo
e fechado temos que w =[] ~(z) se, e somente se,

(z—=w,c—w)<0

para todo c € C.
Proposicao 1.9. Para todo z € X vale que
1. (I1c(@), I1(2)) = 0;
2. TN = inflz - yl;
eC

y

Demonstragio. Como a [].(z) € C para todo a > 0, vale, pela proposigéo (1.8) que

(z=Tlc@.aIIc(@)-TIc(z)) <0

isto é,
(a—1)Xz—]]c(2).]1c(2)) <0

para valores @ > 1 e o < 1, logo, a Unica possibilidade é tal que (z—]-(2).[1-(2)) =0. Agora,
definindo w = z —[].(2), perceba que, para todo c € C°,

(z—=w,c—w) = ([To(2).c—w)<0 (1.11)

onde, da ultima desigualdade é dada pela propria defini¢do do polar, logo, de (1.8) conclui-
se que w =[]~(z) e assim

(@ I1e-(2)=0 e ITIe- (Z)||:||Z—HC(Z)||=I'"J£ lz=yl
ye
O

No capitulo (3), sera util saber, dada uma matriz simétrica M € g™ qual a matriz,
melhor identifica M, no espago das matrizes simétricas semi-definidas positivas, isto é,
como determinar [ (M), assim, apresentaremos a seguir um importante resultado para
0 nosso estudo

Proposicao 1.10 (Prop. 2.5 LOURENCO et al, 2018). Seja M € $™, entdo [Ts»(M) € dado por

[Tsr AD=X.2, [AOD ] w (M (M) (1.12)
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onde [A], = max{0, A} para todo A € R.

1.4.1 Funcoes espectrais

Definicio 1.7 (Fungdes simétricas). Uma funcdo real f : Q C R"—>R é dita simétrica, se
f(v) = f(Pv) para toda matriz permutacio P € R"™". Em particular, o conjunto Q ¢ dito
simétrico se, PQ = Q

Definicao 1.8 (Funcoes espectrais). Uma funcdo f : Q € 8" —R é dita ortogonalmente
invariante se, f(UT XU) = f(X) para toda matriz ortogonal U.

Note que, uma fun¢ido ortogonalmente invariante depende unicamente do conjunto
dos autovalores de uma matriz, assim, nomearemos tais fun¢des por "Funcoes Espectrais”.
Perceba que a funcgdo autovalor X + A(X) = (4, ..., A,,(X)) para uma matriz X € R™"™
é ortogonalmente invariante.

A classe de funcdes acima, sera bastante util durante a evolucdo dos proximos capitu-
los, desta forma, apresentaremos expressdes Uteis para a nossa analise. Veja.

Proposicao 1.11 (LEwis, 1996, Teo. 1.1). SejaQ C R" um conjunto aberto e simétrico, supo-
nha que a funcao f : Q—R seja simétrica. Entao a funcao espectral f(A(M)) é diferenciavel
em M se, e somente se, f é diferenciavel no vetor A(M). Neste caso o gradiente de f o A em M
¢ dado por

(f = 2 (M) = UT(Diag(V f(AM))MU (1.13)
para toda matriz ortogonal U tal que M = UT(Diag(/l(M)))U

Note que, a proposicao (1.11) nos fornece uma expressao para o gradiente de uma
funcao espectral aplicada a uma matriz, assim, podemos entdo definir a aplicagio derivada
aplicada em matriz X como a aplicacio D(f o A)(X) : $" =R tal que

Y = D(f - DXOY] = ((f - ' (X),Y) (1.14)

1.5 Problemas de Otimizacao Conica

Um problema de Otimizacdo Coénica padrdo é posto formalmente da seguinte
forma:
Minimizar f(x),
xex (NCP)
sujeitoa  g(x) € K

De modo que, f : X—R, g : X—>Y sdo funcdes continuamente diferenciaveis, X, Y
sdo espacos vetoriais de dimenséo finita equipados com um produto interno (-,-) e uma
norma | - | = \/m, K C Y um cone, convexo e fechado. Para x € X, x sera dito viavel
para (NCP) se, e s6 se, g(x) € K e, o conjunto de todos os pontos viaveis sera denotado
por &.

Sob alguma hipoétese de regularidade, dado um ponto x € &, se este for uma solugao
local para o problema entao, existira um multiplicador de Lagrange Y € Y tal que satisfaca
a seguinte definicao,

11
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Definicao 1.9 (KKT). Seja x € &, este sera dito um ponto KKT, se, e somente se, existir

Y €Y tal que:
Vf(x)+ Dg(x)*[Y] =0
(g(x),Y)=0 (1.15)
YeK®

Onde, Dg(x)* é a matriz adjunta da funcao derivada Dg(x) : X—Y, de modo que, Y sera
dito um Multiplicador de Lagrange associado a x para (NCP).

Aqui, o gradiente V f(x) € X é unico elemento, tal que, Df(x)[d] = (Vf(x),d). A pri-
meira equacao de (1.9) é dita equagdo de Lagrange, a segunda equagéao sera dita condi¢éo
de complementariedade e a terceira é conhecida como viabilidade dual.

Observacao 1.7. Vale lembrar que, dada uma aplicagao linear A : X—Y define-se a Ad-
junta de A (A*) como a tinica aplicagdo linear A* : Y—X tal que:

(Ax,y) = (x, A*y) (1.16)
para todo (x,y) € X x Y.

Para qualquer ponto x € & que satisfaca (1.15), este sera dito ponto estacionario, ou
simplesmente ponto KKT. Além disso, para o problema (NCP), denota-se A(x, f) como o
conjunto de todos os multiplicadores de Lagrange associados a x para uma funcéo objetivo
f. Como ja foi mencionado, qualquer solucdo local sera necessariamente um ponto esta-
cionario, se esta satisfazer uma determinada condicio de regularidade, motivando assim
nossa proxima definigao:

Defini¢ao 1.10 (Condicdo de qualificacdo). Uma condig¢ao de qualificagiao (CQ) é uma
proposicdo acerca da descri¢do analitica do conjunto &, tal que sob essa proposicao, todo
minimizador local é ponto estacionario.

Importantes classes de problemas podem ser postos da forma (NCP), entre eles, um
problema néo linear de otimizac¢do com m restricdes de igualdades e p restri¢gdes de desi-
gualdades geralmente descrito da seguinte forma

Minimizar f(x),
xeR"

sujeitoa  h(x) =0 (PNL)

gx) <0

onde h : R"-»R"™, g R">R? sio funcdes continuamente diferenciaveis. Neste caso,
definimos o cone K = {0} x —]Rﬁ c R™?, onde Ri ¢ o conjunto de niimeros reais nao

. . , o m -~
negativos, assim neste contexto, seu polar é dado por K* = R™ x R?, e as condi¢des KKT
para um ponto viavel x serdo

V(%) + Dh(x)T[A] + Dg(x) 1] = 0
(g(x),m) =0 (1.17)
(Lp) e R"xRY
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Na literatura, existem diversas condicdes de qualificacdes para problemas (PNL), visto
que este é um campo de pesquisa bastante vasto e furtivo, assim vale destacar duas das
principais condi¢des de qualificacdo para PNL, a saber, "Condicao de Independéncia Linear
- (LICQ)- ou regularidade - e a "Condi¢do de Mangasarian-Fromovitz - (MFCQ) que podem
ser postas da seguinte forma,

Definicao 1.11 (LICQ). Dizemos que vale LICQ em um ponto viavel x se
(Dh(T[AL, DT[] = (0,0) = (4, 1) = 0 (1.18)
ou, equivalentemente, os vetores
{Vh(x),Vgi(x) : ie{l,..,m}, j€ A(X)} (1.19)

sdo linearmente independentes. Onde A(x) = {j € {1,...,p} : gi(x) =0}e Dg(J'c)T ¢ matriz
cuja j-ésima coluna é Vgj(x) para j € A(X).

E de maneira equivalente definimos

Definicao 1.12 (MFCQ). Dizemos que vale MFCQ em um ponto viavel X se os vetores
{Vhi(x),Vgi(x) : i€{l,..,m} j€ A(X)} (1.20)
s@o positivo-linearmente independentes. Onde A(x) = {j € {1,..., p} : g;j(x) = 0},

Isto é, a regularidade do problema é determinada exigindo a (positivo)independéncia
linear das colunas das matrizes Dh(%) e Dg(a'c)T definidas a partir das restri¢des analiti-
cas do problema realmente relevantes para a solucdo local. Desta forma, para o contexto
conico (NCP) de maneira geral, a regularidade, ou independéncia linear para um ponto
x) € &, pode ser posta por:

DG(x)*[a] =0
(G(x),a) =0 =>a=0 (1.21)
a €K’

Conhecida, na literatura como "Condicdo de Qualificacdo de Robinson- (Robinson’s-
CQ). Veja RoBINSON, 1976b. Outra importante classe de problema conico, que de certa
maneira generaliza o problema néo linear (PNL), é estabelecido ao exigir que as restrigdes
sejam postas sobre o cone de segunda ordem (NSOCP) no qual é definido da seguinte
forma: .

lei{ {x=(x,%) e RxR™ " : xp>|%|}, se m>1, (1.22)
R4, se m=1

Outra classe de problemas conicos bem conhecida é obtida impondo as restricdes so-
bre o cone das matrizes simétricas semi-definida positivas (NSDP) ja mencionado anteri-
ormente. Dadas estas ponderacdes, nosso principal objetivo sera o estudo de condigdes
de regularidade para NSOCP e NSDP através do conceito de independéncia linear tdo
difundido para PNL, mas com enfoque no contexto conico.

13
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Durante este texto, sera enfatizado o estudo das tdo conhecidas condi¢oes de qualifica-
cdo, Nondegeneracy-CQ e Robinson’s-CQ. Entretanto vale ressaltar, que diferente de PNL,
estas condi¢cdes demonstram apresentar um grau de generalidade alto para problemas de
grande escala quando tratadas sobre NSDP, ou seja, para estes problemas, as solugdes
tendem a néo satisfazer tais condicOes regularidade, entretanto, em ANDREANI, HAESER,
Mi1to, RAMIREZ e SILVEIRA, 2022 e ANDREANI, HAESER, MITO e RAMIREZ, 2023 0s autores,
através do conceito de decomposi¢do em autovetores, desenvolveram um interessante
abordagem para a independéncia linear tratada sobre (NSOCP) e (NSDP) de maneira tal,
a aproveitar com mais eficacia a estrutura do problema cdnico em si, evitando de certa
forma, tal generalidade. Assim, os capitulos se sucedem de modo a discutir essencialmente
esta nova abordagem com intuito de fornecer aporte teérico e possivelmente novos resul-
tados a partir deste.



Capitulo 2

Nondegeneracy para NSOCP

Neste capitulo, nosso principal interesse sera discutir a ideia de independéncia li-
near para problemas de otimizagio néo lineares postos sobre o cone de segunda ordem
(NSOCP), neste contexto, a condicio de qualificacdo de independéncia linear é de certa
forma, transcrita por meio da conhecida condi¢do de qualificacdo Nondegeneracy-CQ).
Com este intuito, inicialmente serdo levantadas algumas propriedades algébricas e ge-
ométricas para o cone de Segunda Ordem cuja a intengdo sera estabelecer o conceito
de decomposicio sobre este cone e entdo motivar a definicdo de uma versao fraca para
Nondegeneracy-CQ, a saber, Weak-Nondegeneracy. Ao fim, estabeleceremos algumas con-
di¢des de equivaléncias sobre estas definicdes. A discussao aqui, sera feita, inteiramente
sobre os resultados obtidos pelo o trabalho ANDREANI, HAESER, M1TO, RAMIREZ e SIL-
VEIRA, 2022 com a intenc¢do de conectar as principais ideias obtidas aqui ao contexto de
(NSDP).

2.1 O cone de segunda ordem

Nosso principal objeto de estudo desta secio sera o cone de segunda ordem L,, ¢ R"™,
(ou cone de Lorentz), que usualmente é definido por:

L = { i{Rx = (xp, %) € R x R™! xp 2 x|}, se m i L, (C.L)
. se m=

Costuma-se, para o cone ]Lm, denotar por:
bd L, ={xel,, :xx=|x] e x=0} (2.1)
intlL, ={xel,, : x> |x[} (2.2)
respectivamente, a borda de I, excluindo-se a origem 0, e o interior de L,,.

Assim como no espacgo das matrizes simétricas semidefinidas positivas, os elementos
do cone de Lorentz podem ser estruturados por meio de uma decomposi¢io, deste modo,
seguindo a abordagem de AL1ZADEH e GOLDFARB, 2003 Secdo 4, com o intuito de construir
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uma algebra particular para 1., com propriedades geométricas e algébricas semelhantes
ao cone das matrizes simétricas, considere x = (x,, X) € RxR™ e y=0ny) € ]Rx]Rm_l,
assim pode-se definir a seguinte operacéo binaria * : R x R"—R"™ dada por:

—T—
Xy

xX*xy= XoY1 + WX (2‘3)
XoYn t YoXn

Esta multiplicacdo ira fornecer importantes propriedades algébricas bastante uteis
para o nosso estudo:

Proposicio 2.1. Para todo x,y ez € R™ vale:

—~

x*(ay+pz) = axxy+fxxz and(ay+ fz)*x = ay*x+ Pz*x paratodoa, f € R;
2. X*Yy=y*X;
3. Ovetore = (1, 0) é o tnico elemento identidade: x x e = x;

. % ndo é associativo param > 2;

4
5. No produto de k copias de x: x * x *--- % x, a ordem em que se realiza a multiplicacdo
ndo importa, isto é, x é associativa para a poténcia de modo que, xP » x4 = xP*4,

Onde 0 denota o vetor nulo de R™ *.

A verificagao destas propriedades se faz imediatamente a partir da defini¢éo (2.3), por
isto sera omitida por agora. As propriedades acima nos garantem uma boa sustentacéo
7 m PRL . .
para trabalhar com a algebra (R", *) e permitira fazer interessantes analogias entre o
cone L,, e o cone 3. Vejamos:

Para todo x = (xj, x) € R x R™! podemos escrever:
1 B 1 1 B 1
x = E(XO +lxD|{ = )+ E(XO —|xD{ _= (2.4)
I I

de modo que, pondo:

—

1 -
M) =x+ (Rl e w(x) = 5(<—l>ﬁ) e XEO o
SL,Dw) e

com w € R™" um vetor unitario qualquer e i € {1,2}, podemos entdo reescrever a
equacao (2.4) no seguinte formato:

x = A (0)u1(x) + Aa(x)uy(x) (2.6)

Comparando as expressdes (2.6) e (1.7) nota-se que, podemos interpretar a grosso
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modo, os elementos de (2.5) como uma espécime de autovalor e autovetor associados a
um elemento de R™. Entretanto note que, dada uma matriz simétrica M € $" qualquer,
onde:

M =UAUT = AlululT +o + Auyul (2.7)

os elementos que decompdem a matriz M sdo as matrizes de posto 1, dadas por u,ulT ,
construidas a partir dos autovetores de u; de M, parai € {1,...,m}. Além disso, definindo
o seguinte polindmio,

p(A,x) = 22— 2x0A + (x§ — |x[*) (2.8)

verifica-se facilmente que os escalares A;(x) = x5 — |%| e A5(x) = x; + | x| s@o raizes para
p(A, x), assim o polindmio (2.8) é dito polindmio caracteristico de x.

Observacio 2.1. E valido lembrar que da proposicdo (1.2) uma matriz é dita semi-definida
positiva se, e somente se, seus autovalores sdo nao-negativos, isto é, A; > 0 para todo i €
{1,--,n}, sendo assim, perceba que da defini¢io (C.L.) dado um elemento x € R™, a luz da
decomposigao (2.4) garante-se que, x € IL,, se, e somente se, A;(x) > 0 e Ay(x) > 0.

Perceba também que, da decomposicdo estabelecida acima para o cone de segunda
ordem, para os vetores que decompdem x € R u;(x) e uy(x) em (2.6) vale as seguintes
relacoes:

u(x) * up(y) = 0, (2.9)
w () =u(x) e up(x)? = up(x), (2.10)
up(x) + up(x) =, (2.11)
u1(x) = Rup(x) e wuy(x) = Ruy(x) (2.12)
u(x), up(x) € bd I, (2.13)
onde
R= [ (1) —11,?1_1 ] (2.14)

com I, ; a matriz identidade de ondem m — 1.

Para qualquer par de vetores {u;, us} que satisfazem as propriedades (2.9), (2.10) e (2.11)
dizemos que estes constituem um jordan Frame.

Observacao 2.2. Vale notar, que as propriedades postas sobre o elementos u;(x) e uy(x) da
decomposic¢ao (2.4), também sao estabelecidas para a decomposicao espectral de uma matriz
simétrica (2.7). Pois, definindo a operacdo simétrica

XY = %(XY+YX) (2.15)

podemos verificar, que as matrizes de posto 1 uiuiT em (2.7) constituem também um Jordan
Frame. Esta é uma caracteristica intrinseca a cones simétricos, como pode ser visto na proxima
proposigdo
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Proposiciao 2.2 (FARAUT, 1994, Teo. 3.1.2). Seja (&, *) uma algebra de Jordan Euclidiana
e seja y € &. Entdo, existem idempotentes primitivos cq, ..., ¢, satisfazendo:

¢ *c =0, parai # j (2.16)
G*¢=¢ i=1,..,r (2.17)

1 +..+c(x)=e, i=1,...,r (2.18)
(2.19)

e, unicos numeros reais oy, ..., 0, tais que

y =01 +- 4+ 0,Cy

Terminaremos esta se¢do, apresentando uma representacdo geométrica para os ele-
mentos de L,,, em vista das propriedades (2.13) e (2.12), em conjunto com a decomposi¢io
espectral (2.4).

e

Y
=t

Figura 2.1: Decomposicdo em L,



2.2 | O PROBLEMA SOBRE O CONE DE SEGUNDA ORDEM

2.2 O problema sobre o cone de segunda ordem

O problema de otimizacdo, com multiplas restricdes conicas de segunda ordem, é fre-
quentemente posto da seguinte forma:

Minimizar f (x),
xeR (NSOCP)
sujeito a gj(x) € ]Lmj, vjie{l,..,q}

Onde, f : R" > Re g : R" — R sio fungdes continuas e diferenciaveis para
todo j € {1,...,q} com ]Lmj c R™. Usualmente, para um ponto x € R", modificando a

notacao, as restri¢des conicas serdo denotadas por gi(x) = (gjo(x), gj(x)) € R x R™ !
Denotaremos o conjunto de todos os pontos viaveis de (NSOCP)) por #. Como de usual,
para x € & oriundo das equagdes (2.1), (2.2) costuma-se particionar o conjunto {1,--, g}
da seguinte forma:

Ip(x) ={j € {1, g} gi(x) = 0},
Ip(x) = {j € {1, q}; gj(x) € bdy Ly},
L (x) = {j € {1, q}; g;(x) € intLLy, }

Uma importante abordagem para o estudo de problemas de otimizagao, consiste na
reformulacdo do problema para um contexto tecnicamente mais simples, para a otimiza-
¢do coOnica, reformulamos o problema, utilizamos uma técnica de reducio de cones. Esta
abordagem nos rende um estudo mais qualificado sobre o conjunto viavel por meio de
parametrizagdes e de modo a facilitar o estudo das condi¢des de regularidade para o con-

junto viavel. Veja [BONNANS e SHAPIRO, 2000, sec. 3.4.4] para um estudo mais aprofun-
dado.

Definicao 2.1 (Redugio de cones). Sejam Y e Z espacos de dimensao finita, sejam K C Y
e C C Z conjuntos convexos e fechados. Diremos que K é Cl—redutivelpara o conjunto C em
um ponto y* € K se, existe uma vizinhanca V de y* e uma aplicagioyy : V. — Z, l-vezes
continuamente diferenciavel ('), tal que:

1. Paratodoy €V entdo, y € K se, e somente se, /(y) € C;
2. DY(y”™) : Y — Z é sobrejetiva;

Rudemente falando, um conjunto convexo e fechado é redutivel a outro em um dado
ponto j, se este pode ser parametrizado localmente em torno de y* através do outro. A
defini¢do (2.1) nos trara uma nova abordagem sobre (NSOCP) pois, a a partir desta con-
seguiremos reduzir o cone I, em qualquer ponto y* de L,, de maneira a simplificar a
construcgao de condi¢des de qualificacdo para o problema.

Proposicao 2.3. O Cone de segunda ordem 1,,, é redutivel em todo ponto y* € L,.

Demonstracado.

« Se y* =0, reduzimos L, para o proprio L = LL,, tomando ¢(y) = y;
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« Seyeint L, (yy > IIFII), reduzimos [, para o cone L = {0} tomando ¢(y) = 0;

. Se y* € bd, Ly(y¢ = [y*]), reduzimos L,, para o cone L = R_ tomando ¢(y) = [y] -
Yo- 0]

Por meio da abordagem de reducao acima, podemos entdo agora, estudar duas impor-
tantes condi¢des de qualificacdo na literatura de (NSOCP), conhecidas por Nondegeneracy-
CQ e Robinson’s CQ. Entretanto é valido lembrar, que na literatura, sob a 6tica da otimiza-
¢do cdnica, esta pode ser definida de diversas formas, contudo para o contexto de (NSOCP)
as definicdes apresentam-se semelhantes.

Definicao 2.2 (Nondegeneracy). Considere o problema:

Minimizar f(x),
xeX (CP)
sujeitoa  g(x) € K

onde f, g sao fungoes duas vezes continuamente diferenciaveis, X,Y e Z sdo espagos de di-
mensdo finita e K C Y um cone convexo fechado, redutivel ao cone convexo fechado C C Z
em um ponto y* = g(x*) € K por meio de . O ponto viavel x* é dito nao-degenerado (com
respeito a ) quando a derivada da funcdo o/ = - g é sobrejetiva.

Assim, utilizando o Lema (2.3) e a definicdo (2.2), poderemos caracterizar
”Nondegeneracy-CQ”para (NSOCP) da seguinte maneira

Proposicao 2.4 (Nondegeneracy-CQ). Seja x € F para (NSOCP) x satisfaz
Nondegeneracy-CQ se:

e A seguinte familia
T - T
{Dg ()" Rigi ()} ey, NP2}y (2.20
¢ K—linearmente independente, onde K = R/l [Lierx) R™.

Demonstragdo. Seja X € F e j € Iy(X) isto ¢, gj(X) = 0, a luz do Lema 2.3 e da definicdo
(2.2), pondo A; : R"->R" dada por A; = ¢/ o gj com /(y) = y, teremos que X satisfaz
Nondegeneracy-CQ se a aplicacdo DA;(%) : R"—R"™ for sobrejetiva. Entio, com o auxilio
da regra da cadeia tém-se:

DA;(x) = Dy(g;(x))Dgj(x) = I,Dg;(x) = Dg;(x)

assim, sabe-se que DA;(x) = Dg;j(x) é sobrejetiva, se e s6 se, possui posto linha completo,
isto é, pela definicédo (1.5) D gj()'c)T precisa ser ]ij-Linearmente Independente. De maneira
analoga, considerando j € Ip)( ou seja, gjo(¥) = gj(x))) reduziremos o cone por meio de
¥(¥) = [9] = yo, assim

W) = (—1, i) - L9
Iy

ou utilizando (2.14), V¢/(y) = yiRy, dai, teremos:
0
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1

DA;(%) = Dy(g;(2)Dg;(%) = Dg;(%)" 8jo(%)

Rgj(x)

Ou seja, a sobrejetividade de DA;(x) é dada pelo vetor D gj(fc)TR gj(%). Por fim, para
j € Ly(x) reduzimos I, por /(y) = 0 em L = {0}, que é trivialmente irrelevante para a
analise da Nondegeneracy. Assim, posto a redugdo acima em conjunto, e considerando a
observacgdo (1.3) tém-se que X satisfaz Nondegeneracy se, e so se, x satisfazer (2.20). [J

2.3 Nondegeneracy e Bases Paramétricas

Da proposicao (2.4) pode-se observar que, avaliar Nondegeneracy-CQ em um dado
ponto viavel de (NSOCP) consiste intrinsecamente em estabelecer uma independéncia
linear conica para um determinado conjunto que, essencialmente depende da derivada
das funcoes restri¢oes. Entretanto, como é feito em ANDREANT, HAESER, MITO, RAMIREZ €
SILVEIRA, 2022, a avaliagdo desta independéncia linear pode ser posta sobre um conjunto
com dimensao menor porém, com um sacrificio de um nimero maior de avaliacdes. Assim,
motivados pela observacao (1.4) e explorando o conceito de bases paramétricas dado na
secdo (1.2) podemos obter a seguinte caracterizacdo para Nondegeneracy-CQ:

Proposicao 2.5. Seja x um ponto viavel de (NSOCP) entdo, x satisfaz "Nondegeneracy-
CQ7se, e somente se, a familia de vetores

{Dg;(® uy (gi(x))}

jEIB(JZ') U {Dg](X)T(l’ _W])s ng(x)T(la W])}}GIO()Z') (221)

¢ linearmente independente para todo w; € R™! tal que [w;| = 1, j € I)(x).

Demonstragdo. Considere o produto C = Hje] Cj, J = Ig(x) u [)(%), de modo que

e R ,se j€Ig(x)
TTIR™ ! se j € I(x)

desta forma, com o auxilio das observacdes (1.3) e (1.4) tomando a matriz bloco M =
[M;]jey disposta como em (1.6) cujos blocos sdo dados por:

M; =

{ Dgi(®) u;(gi(%)) ,se j€ Ip(%)
)

Dgi(x)T ,se j € L(x)

assim, na proposicdo (2.4), a familia (2.20) é K-linearmente se, e somente se, a matriz
M é C-linearmente independente, ou seja, (2.21) é linearmente independente para todo
w; € R™! tal que [w;]| = 1, j € L)(%). O

Apesar do conjunto (2.21) ser essencialmente menor para se analisar a independéncia
linear, aumentamos o nimero de analises ao trabalhar com a base paramétrica S = {wj €

R™1 |wjl = 1} para j € I,(x). Do ponto de vista teorico, torna-se coerente, visto que, o
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cone de segunda ordem, pode ser posto na forma

L, = U cone({(1, —w), (1, w)}). (2.22)
weR™'

Iwi=1

Entretanto, como sera visto, toda a avaliacdo sobre a base S pode ser desnecessariamente
generalista para alguns exemplos que possuem estruturas especificas. Com isto, observa-
mos que é possivel refinar ainda mais a analise da Nondegeneracy-CQ de modo a aproveitar
melhor a estrutura do problema. Seguiremos com um exemplo motivador:

Exemplo 2.1 (ANDREANI, HAESER, MiTO, RAMIREZ e SILVEIRA, 2022, Ex.: 3.1). Sejam
g0-81 : R" — R funcoes continuamente diferenciaveis. Definindo g(x) = (go(x), g1(x))
a fungao restrigdo para o problema NSOCP (g(x) € L) considere x tal que:

- g(x) =0
o {Vgy(x),Vg(x)} sao linearmente independentes.
Assim, note que, X satisfaz Nondegeneracy-CQ visto que, Dg(x)" ¢ R?-linearmente inde-

pendente. Por um outro olhar, considere agora o problema equivalente (NSOCP) cuja funcdo
restrigdo é dada por:

g(x) = (go(x), g1(x),0,...,0) € Ly,

Agora, para o problema reformulado, utilizando a proposicao (2.5) estabelecemos Nonde-
generacy por meio da independéncia linear dos seguintes vetores:

DEE)" (1, =) = Vgo(%) — w,Vgy (%), e DEH)(1,W) = Vgy(x) + W Vg (%)
para todow = (wy, -, Wy,_1) com |w| = 1. Observe que, Nondegeneracy falha para w; = 0.

Note que, g(x) pode admitir iniimeras decomposicoes de autovetores do tipo %(1,w) e

%(1, —w) entretanto, para cada x tal que g;(x) # 0, utilizando (2.5) podemos determinar,
unicamente os autovetores de g(x) por:

T T

- _1 g1(x) - _1 g1(x)
@) =3 (1’_||g1<x)||’°’ 0) ¢ wlit =g (1’ sl 0) |

Isto nos faz pensar, que apesar das muitas decomposicoes possiveis para g(x), as tinicas re-
levantes para a estrutura do problemas sdo tais que w = (£1,0, ..., 0). De fato, seguimos por
meio de uma andalise local em torno de x, isto é, considere qualquer sequéncia {xk}kelN - X,
deste modo, temos 0s casos:

. Se g1(x*) # 0 para cada k € N, podemos definir unicamente as sequéncias {u;(5(x*))} e
{uz(g(xk))} dadas por meio da decomposicao, de modo que os pontos %(1, w) e %(1, —w) tais
que w1 = 0 ndo fazem parte dos seus pontos limites.

. Se gl(xk) = 0 para algum indice k € N, podemos entao escolher convenientemente a decom-
posicao de g(xk) de maneira tal, a evitar os pontos %(1, w) e %(1, —w) e w; = 0 como pontos
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limites.

Assim, para toda sequéncia {x}n = X, avaliar a "Nondegeneracy-CQ”localmente em
torno de x, se da pela analise sobre os pontos limites w = (+£1,0,...,0), assim teremos os
vetores

DE(®)'(1,—w) = Vg(D) FVgi(x), e DEHE)(LW) = Vgo(x) + Vg1 (%)
. que sdo linearmente independentes.

De acordo com os autores, o exemplo anterior nos induz a pensar que, exigir a in-
dependéncia linear de (2.21) para todo w; pode ser desnecessariamente forte para uma
condicdo de qualificagdo. Com isto, somos motivados a analisar a construir uma condi¢do
de qualificacdo estruturada em Nondegeneracy-CQ, de maneira tal, a ser avaliada em um
conjunto relativamente menor de vetores, preservando as informagdes da estrutura do
problema. Assim, podemos definir:

Definicao 2.3 (Weak-Nondegeneracy). Seja x um ponto viavel para (NSOCP). Dizemos que
X satisfaz Weak-Nondegeneracy se, para cada sequéncia {x} oy = % existe ] Coo N e se-
quencias de autovetores convergentes {u (gj(xk))}Kela%(l, —w;) e {uz(gj(xk))}KE[e%(l, W),
para cada j € I)(x) de maneira tal que (2.21) é linearmente independente sobre estes pontos
limites.

Pela proposig¢ao (2.5) e pela definicdo (2.3) acima, perceba que, para x € #, se x satisfa-
zer Nondegeneracy entéo x satisfaz weak-Nondegeneracy, dado que o os pontos limites das
sequéncias de autovetores estio contidos na base paramétrica S = {w; € rR™ ! lwill = 1}
entretanto, vamos nos perguntar, se o contrario é necessariamente verdadeiro, veja a se-
guir

Exemplo 2.2 (ANDREANT, HAESER, M1TO, RAMIREZ e SILVEIRA, 2022, Ex.: 3.2). Considere
a seguinte restricdo para o problema (NSOCP)

g(x) = (x1, x5, x3) € g

Dado o ponto viavel x = (0,0) veja que este, ndo satisfaz Nondgeneracy-CQ. Veja por
exemplo, que para w = (%, %) ouw = (_T;, %) teremos

pyya-m=(y) e Deaw=(, )

Por outro lado, podemos evitar tais pontos, considerando os pontos limites das sequéncias de
autovetores. Assim, para avaliar Weak-Nondegeneracy considere uma sequéncia qualquer
{xk}keN—n’c com isto temos trés possiveis casos a considerar:

« Existe] C, N tal que xéc > 0 para todok € I;
+ O caso 1 falha, porém existe I Co, N tal que xé‘ < 0 para todok € I;

« Os casos anteriores falham e teremos x§ = 0 para k suficientemente grande;
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Estudando o caso 1, note que, por meio de (2.4), g(xk) pode ser determinado por:

1 1
g(f) = 1/2(F = Vo) | —1/v2 |+ 1720 + V2 [ 1/42
-1/42 1/42

logo, seus autovetores sdo unicamente determinados por

T T
w(g(")) = % (1,—%,—%) e u(g(x) = %(1 % %)

para todo k € I. Com isto, definindow = (%, %), veja que

1 1
limu ) == 1, —w e limu k) = = 1,w
P 1(g(x") 2( ) P 2(8(x")) 2( )
Assim, avaliando weak-Nondegeneracy nestes pontos limites teremos

pa-m=1( ) e pewawm-3( ;)
que sao linearmente independentes. O caso 2 é inteiramente analogo, com um ajuste
apenas no sinal. Para o caso 3, de (2.5) temos que a decomposic¢ao de g(xk) ndo é unica,
e a partir da definicdo de Weak-Nondegeneracy podemos tomar uma decomposigdo
conveniente para cada g(x*), escolhendo assim a mesma decomposicdo dos casos an-
teriores, de modo que X satisfaz Weak-Nondegeneracy.

Como é visto em ANDREANI, HAESER, M1TO, RAMIREZ e SILVEIRA, 2022, neste contexto
de (NSOCP), Nondegeneracy demonstra-se nao ser equivalente a Weak-Nondegeneracy,
contudo, adicionando uma hipdtese sobre a derivada das restri¢des conseguimos ob-
ter uma nova forma de estabelecer uma relacdo direta de equivaléncia entre Weak-
Nondegeneracy e Nondegeneracy, vejamos:

Proposicao 2.6. Seja x € F para NSOCP SOCP tal que g(x) = 0 com X satisfazendo
weak-Nondegeneracy, além disso suponha que:

e Paratodow € R™ ' com lw| = 1, existed € R" tal que Dg(x)d = A1(1, —w)+A,(1, w)
com Ay # As.

Entdo, x satisfaz Nondegeneracy.

Demonstragao. A prova sera essencialmente por contradicido. Supomos que x nao satisfaz
, . ces . _ m—1
Nondgeneracy. Isto é, existe um vetor unitario w € R’ tal que

{Dg®' (1, -w), Dg)" (1, W)} (1)

sao linearmente independentes. Seja d tal que Dg(x)d = A{(1, —w) + A5(1,w) com A; # A,.
Defina x* = % + t.d para qualquer #, — 0. Deste modo,

g(x*) = g(x) + 4 Dg(®)d + o(ty).
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Desde que g(x) = 0, segue-se que

(g0(x5), 8(xF)) = t (A1 (1, —w) + Ap(1, W) + o(ty.)
865 = 1y — ADw + olty)

assim

£(xF) (= A)w+ o) /tk S

8GR 1A = A)w + o(te) /tk|
e como w € R™! com [w| = 1, é tal que (1) é linearmente dependente, concluimos
que, X ndo satisfaz weak-nondegeneracy, o que contradiz nossa hipotese, logo, x satisfaz
Nondegeneracy. O

Perceba que, pela proposicido acima, para obtermos uma equivaléncia direta entre
Nondegeneracy-CQ e Weak-Nondegeneracy-CQ é necessario exigir uma decomposicdo
unica para Dg(x)d. Esta equivaléncia ja foi estabelecida em ANDREANI, HAESER, MITO,
RAMIREZ e SILVEIRA, 2022 entretanto, os autores exigiram uma hipdtese de sobrejetivi-
dade sobre a derivada das restricdes em adi¢do com Weak-Nondegeneracy. O proximo
resultado mostrara uma conexao entre a sobrejetividade da derivada das restri¢des com a
diagonalizacdo exigida em (2.6).

Proposiciao 2.7. Sejam g(x) = (go(x), g(x)) € R x R™ ! ¢ matriz

Dg(x) = | Vgi(x)
je{1;m—1}

de modo que as linhas da matriz derivada Dg(x) sejam correspondentes aos vetores gradien-
tes de g(x). Entdo, Dg(x) é sobrejetiva se, e somente se, para todow € R™ ! com lw| = 1,
existed € R" tal que Dg(x)d = 2;(1, —w) + A5(1, w) com A; # A,.

Demonstragao. Primeiramente, suponha que Dg(x) seja sobrejetiva, desta forma, seja um
vetor unitario w € R,,_; qualquer, por hipétese existe uma direcio d € R" tal que
Dg(x)d = w. Com isto, basta definir

y = Dg(x)d = (Vgo(x)"d, D(x)d) = (35, )

Deste modo, utilizando a decomposigio (2.4) tém-se:

Dg(x)d = (YO,W)
= %()’0—1)(_11))4‘%(}/0‘*‘1)(:‘/)
= Al(l,—W)“t‘Az(l,W)

como queriamos mostrar. Por outro lado, suponha que para todow € R,,,_; unitario, exista
uma direcdo d € R" tal que Dg(x)d = A;(1, —w) + A5(1, w) com A; # A,. Isto é,

(Vgo(x)Td, Dg(x)d) = (g + Ay, (A = A)w)
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ou seja, para qualquer w € R,,,_; com |w| = 1 tém-se que existe d € R" tal que
Dg(x)d = (A2 = A)w

assim, para provar a sobrejetividade de Dg(x)d, considere y € R™! qualquer. Se y = 0
basta tomar d = 0, por outro lado, se y # 0 escrevemos w = y/|y|, com isto, existem d, 1,
e Ay tal que

o Y
Dg(x)d = (A2 — A7
Iyl
logo, escrevendo
. d
L _db
=M
teremos Dg(x)d = y. Portando Dg(x) é sobrejetiva. O

Veja que, das proposicdes (2.6) e (2.7) originalmente neste trabalho, obtemos uma nova
caracterizacao da Proposicdo 3.1 de ANDREANI, HAESER, M1TO, RAMIREZ e SILVEIRA, 2022
cuja é posta por:

Proposicao 2.8 (ANDREANI, HAESER, M1TO, RAMIREZ e SILVEIRA, 2022, Prop.: 3.1). Sejax €
F para (NSOCP), x satisfaz Nondegeneracy se, e somente se, X satisfaz weak-Nondegeneracy
e a matriz

Dg(x) = | Vgj(x)
je{t; - m—1}
¢ sobrejetiva.
A proposicéo (2.6) nos sera bastante util ao estudarmos estes mesmos conceitos sobre
Nondegeneracy-CQ e Weak-Nondegeneracy-CQ voltados para o contexto de programacio

semidefinida, cujo apresenta curiosas semelhancas com a programagao posta sobre o cone
de segunda ordem.



Capitulo 3

Nondegeneracy para NSDP

3.1 O Problema Nao Linear Semidefinido Positivo

O nosso principal interesse neste capitulo é estudar como estender os resultados obti-
dos no capitulo (2) para Nondegenreacy-CQ e Weak-Nondegeneracy para o contexto de um
problema de otimizagdo néo linear semidefinido positivo (NSDP). Isto é, para problemas
do tipo

Minimize f(x),
x€R" (NSDP)
sujeitoa  G(x) = 0

De modo que, f : R > Re G : R" - §" sao fun¢des continuamente diferenciaveis,
§™ é o espaco das matrizes simétricas, onde > é uma relagdo parcial induzida sobre o
cone convexo, fechado das matrizes m x m simétricas semi-definida positivas $7. Uma
caracterizacdo para esta relacdo é dada por:

M>NeoM—NeS™

O conjunto viavel para ( NSDP) sera denotado por % = G~1($7) assim como no capitulo
(2) ficando subentendido qual problema esta sendo tratado pelo o contexto.

Definicio 3.1. Seja x € R" a derivada de G(x) ¢ a aplicacéo linear DG(x) : R" — 3"
definida pela seguinte acao (em relacdo a base canonica):

d ~ DG(x)[d] = ) D, G(x)d; (3.1)
i=1

Para todod € R", onde Dy.G(x) € S™ ¢ a derivada parcial de G em relacio a variavel x; em
x = (X1, s X) € R".

Vejamos que, dada a aplicacio DG(x) : R"—3"™ para o célculo da sua adjunta
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DG(x)* : $™—R" temos, parad e R" e Y € " vale

dTDG(x)*[Y] = (DG(x)[d],Y)

n
(3.2)
= () D,G(x)d,.Y)
i=1
onde para simplificar a notacdo escreveremos o vetor DG(x)*[Y] = D* e a matriz
Dy.G(x) = DG, assim, de (3.2) tém-se
n
d'D* = () dDG,.Y)
i=1
n
= ), d(DGy,Y)
i=1
logo concluimos que as componentes de D* serdo dadas por D = (D,G(x),Y) isto
é,
T
DG(x)*[Y] = [(DGy,.Y),....(DGy,. )]
T
m m
= Z O, &ij(X)Yijs -5 Z 95, &ij (%))
= A= (3.3)
L,j=1 i,j=1
m
= D Ve
ij=1

Assim, definimos

Definicao 3.2. Seja DG(x) : R"—>8" a aplicacio derivada de G aplicada em x define-se a
adjunta DG(x)* : 8"—R" como a aplicacio tal que

Y > DG(x)*[Y] = ), Vg(x)yy (3.4)
i,j=1

Na proposicdo a seguir, analisaremos a proposicdo (1.11) aplicada sobre a restri¢do
conica de (NSDP) para obtermos uma importante expressao para o calculo da derivada
de fungdes espectrais que dependem especificamente dos autovalores da funcio restricdo
matricial G : R"—8". Isto ¢, para funcdes do tipo f(x) = g(A(G(x))).

Proposicio 3.1. Seja G : R"—>3" tal que x — G(x) € 8. Dada g : R"—R uma funcéo
simétrica qualquer. Defina a funcado espectral f = (g o A) o G tal que f(x) = g(A(G(x))).
Entdo,

Vf(x) = DG*(x)[U” Diag(g’ (AG(x)))U] (3.5)
para toda matriz ortogonal U tal que G(x) = U (Dia g(AG(x)U

Demonstragao. Note que, como g é uma funcdo simétrica pela proposicéo (1.11) f ¢ dife-
renciavel se, e somente se, g(A(G(x))) é diferenciavel em A(G(x). Além de que, a derivada
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de g o A aplicada em G(x) ¢ a aplicacio D(g o 1)(G(x)) : $"—R tal que
Z = D(g » N(G)IZ] = (g > V' (G(x))). Z)
= (U Diag(g’ (MG(ONU, Z)

Para concluirmos o resultado, basta observar, que para calcular a derivada da funcdo f
podemos aplicamos a regra da cadeia

D(H(G(x)DI] = DH(G(x)IDG(x)[]] (3.6)

para a composicdo das aplicacdes D(g - 1)(G(x)) : $"—R e DG(x) : " —R", portanto
Df : R">R é tal que
d — Df(x)[d] = D(g - A(G(x)[DG(x)[d]] :
= (UT Diag(g"(MG(x)))U, DG(x)[d])
= d' DG*(x)[U” Diag(g’ (MG()))U]

assim, considerando que V f(x) é o vetor tal que D f(x)[d] = d'V f(x) entdo
Vf(x) = DG*(x)[U" Diag(g’ (AG(x)))U] (3.7)

como queriamos mostrar. ]

A equacdo (3.5) sera de extrema importancia para o estudo dos multiplicadores de
Lagrange para (NSDP) que sera nossa proxima discussao.

Seja X € F com r = rank(G(x)) e U € R™ ™ qualquer matriz ortogonal cujas colunas
sdo compostas pelos autovetores de G(x), tomando a particio U = [PE] tal que P €
R™”" possui colunas que correspondem aos autovetores associados com os autovalores
positivos de G(x) e as colunas de E € R™ ™" correspondentes aos autovetores associados
com os autovalores nulos de G(x). Note que,

G(x)E=0 ¢ EE-= L,_,. (3.8)

onde ¢; denota a i-ésima coluna de E parai € {1,..,m — r}. Assim, para uma matriz E que
satisfaz (3.8), faremos um abuso de notacéo e diremos que Ker(G(x)) é gerado por E.

Um dos nossos objetivos é estudar condicdes de otimalidade baseadas nas classicas
equacdes de Karush-Kuhn-Tucker (KKT), que por meio das equagdes da definigdo (1.9)
para (NCP), para o contexto de (NSDP) podem ser postas da seguinte maneira:

Defini¢do 3.3. (KKT) Dizemos que um pontox € F satisfaz as equagoes KKT quando existe
algumY > 0 tal que:

ViL(%Y) = Vf(x) - DG(x)*[Y] =

(G(®),Y) =

bl

0 KKT
. (KKT)

3
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OndeL : R" x 8™ — R ¢ a fun¢io Lagrangiana para ( NSDP) dada por:

L(x,Y) = f(x) —(G(x).Y) (3.9)

Definiremos A(X, f) como o conjunto de todos os multiplicadores de Lagrange asso-
ciados a x para o problema (NSDP) com f como funcdo objetivo. Se A(x, f) # 0 entdo
seus elementos serdo ditos pontos KKT para (NSDP). A segunda equacdo de (KKT) é dita
condi¢do de complementariedade, e esta pode ser caracterizada da seguinte forma:

Proposicio 3.2. Sejax € F, sejar = rank(G(%)) e E €¢ R™ ™ tal que Ker(G(%)) é gerado
por E. Para todo Y € A(X, f) temos que (G(X),Y) = 0 se, e somente se, Y é da forma

¥ = EVE (3.10)
ondeY € ST,
Demonstragdo. Como Y e G(x) sdo semi-definidas positivas, pela proposicédo (1.6) a com-
plementariedade (G(x),Y) = 0 é equivalente a G(x)Y = 0. Isto é,
ImY € (ImG(x))* = KerG(x) (3.11)
ou seja, YG(x)v = 0 para todov € KerG(x) 2 ImY,logo YG(x) = 0 = G(x)Y. Assim, G(X)Y

comutam e pela proposicio (1.4) existe U = [P E] tal que G(%) = UAgUT e ¥ = UAUT.
Agora, seja E associado ao KerG(x) tém-se

G(R)Y = GE)(PA,P" + EA,E)) = GE)(PA,P') = 0 (3.12)
isto é, APPT =0, onde A, e A, sdo sub-blocos da matriz diagonal A,, assim Y = EA,E. Por

outro lado, seja E tal que KerG(x) é gerado por E entfo, repetindo o argumento acima
teremos, novamente

Y = EAGET =) 08¢

_ ~ m-—r - .
desta forma, fixando os vetores ¢; e escrevendo ¢ = ijl Ajej para cadai € {1,...,m —r}

temos,
T
m-—r 5 m-—r m-—r
Y= 6> 4| D A7

m-—r 5 m-—r
i ij€i
S \= T (3.13)

com [f/]ij = ;lij = éixlij. Portanto, como Y € $ entdo Y e S, Perceba que Y nio precisa
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ser necessariamente diagonal. ]

Observacio 3.1. E valido lembrar que as condicoes (KKT) ndo constituem por si s6, uma
condigdo necessaria para a solugdo local do problema, a menos, que estas estejam postas em
conjunto com alguma condigdo de qualificagdo, por exemplo, uma das mais conhecidas e
estudadas condicoes de qualificacdo para (NSDP) é conhecida como Robinson’s CQ. Veja na
definicdo a seguir

Definicao 3.4 (SHAPIRO, 1997, Def. 3). Seja x € F, X satisfaz Robinson’s CQ se, existe uma
direciaod € R" tal que
G(x) + DG(x)[d] € int(ST) (3.14)

onde int($"') denota o interior topolégico de 3.

Entretanto, podemos usar a proposi¢ao 2.97 de BONNANS e SHAPIRO, 2000 para carac-
terizar Robinson’s CQ em sua forma dual, dizendo que, x € & satisfaz Robinson’s CQ se, e

somente se,
DG(x)*[Y] =0

(G(X),Y) =0t =Y =0 (3.15)
Y>>0

utilizaremos, daqui em diante a caracterizacdo acima para propormos novos resulta-

dos.

3.1.1 Elementos da Analise Convexa

Aqui escreveremos alguns elementos da analise convexa para o contexto de
(NSDP).

Partindo da definicio (1.4) para o cone C = 7 tém-se para uma matriz M € S
temos
Te(M) ={N € 8™ : d'Nd > 0,vd € Ker M} (3.16)

Portanto, para cada ponto viavel ¥ de (NSDP) e para E tal que KerG(x) é gerado por E
tém-se } .
Ty(M) = {N € 8™ : (Ey)'N(Ey) > 0,vy € Ry}
= {N eg™: yTETNEy >0,Vy € ]Rn} (3.17)
={Nes™  E'NEx 0]
Assim, teremos que o espaco linearidade, ou lineality space, definido como o maior subes-
paco contido em T,(M) podera ser caracterizado por

lin(Ty, (M) = {N €es" . EF'NE= 0} (3.18)

com os elementos acima, podemos discutir umas condi¢do de regularidade, posta original-
mente sobre o contexto de otimizacgio para autovalores em SHAPIRO e FAN, 1995 sobre o
nome de Transversalidade. Veja

Definicao 3.5 (SuAPIRO, 1997, Def. 4). Seja x um ponto viavel para o problema (NSDP)
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diz-se que X satisfaz Nondegeneracy-CQ se existed € R" tal que

Im DG(%) + lin(T, (G(%)) = ™

3.1.2 Reducao para NSDP

Nossa estratégia para definir a Nondegeneracy-CQ para o contexto de (NSDP) sera
analoga ao que foi feito no capitulo (2), isto é, utilizaremos a ideia de redugéo de cone,
definida em (2.1), de modo a parametrizar localmente o cone 3 em torno de y = G(x)

m-—r —
para o cone 5,  onde r = rank(G(x)).

Exemplo 3.1. Seja M € ST com r = rank(M) de modo que M = [P E]Diag(A(M))[P ENT
onde A{(M) >, ..., A,,(M) e E a matriz associada aos m — r autovalores nulos de M, ou seja,
suas colunas é;(M), ..., &,_,(M) constituem uma base ortogonal e ME = 0. Como a funcdo
autovalor é uma funcdo continua, para qualquer matriz N € 8" suficientemente proxima
de M vale quer = rank(N) e

N = [Py Ey]Diag(A(N))[Py Ey]" (3.19)

de modo que E,, é uma matriz ortogonal, associada aos m — r menores autovalores de N.
Assim, perceba que, N € "', se e somente se, a matriz diagonal EENEN € ST_r, Jja que os
outros r autovalores sdo ndo negativos. Logo, para uma vizinhanga V(M) suficientemente
pequena de M, o cone 3! pode ser posto como

INeS : ELINE, e ST} (3.20)
desta forma, considerando a aplicacdoy : V(M)—S™ " tal que
N - y(N) = EINE, (3.21)

teremos que Y/(-) é uma aplicagdo continuamente diferenciavel, cuja derivada em M é apli-
cacdo DY(M) : $"—S8"™" dada por:

DY(M)[N] = (DE' [N])ME + E' NE + E' M(DE[N1) (3.22)

portanto, como ME = 0, temos que DY(M)[N]| = E'NE. Segue entdo que DyYy(M)[N] é
sobrejetiva e 8’y é C®-redutivel em M paraC = S ,m —r.

Portanto, por meio da defini¢do (2.2), temos que, para X € F este satisfaz
Nondegeneracy-CQ se, e somente se, KerG(Z) = 0 ou a aplicacdo linear gz : R"—>3" "
tal que

d v Yz[d] = ETDG(J‘C)[d]E (3.23)

é sobrejetiva, para uma matriz fixada E tal que KerG(x) é gerado por E. Assim, dizer que
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a aplicagdo
n

1

zld] = E' DG)[IE = E" (
1

Dx,,dl.)E-
(3.24)

= Y(E' D, G®E)d;
i=1

é sobrejetiva, é o mesmo que afirmar que:

Proposicao 3.3 (Suariro, 1997, Prop. 3.2). Seja X um ponto viavel para (NSDP), denotando
r = rank(G(x)). Entao, x satisfaz "Nondegeneracy-CQ”se, e somente se, Ker G(x) = 0 ou os
vetores

_ T
vj(%, E) = ] Dy, G()e;, ... &] D, G(%)g; | 1<i<j<m—r (3.25)

sdo linearmente independentes, onde E € R™" ™"

Ker(G(%)) é gerado por E.

¢ uma matriz fixa arbitraria, tal que

Veja que,

_ T
vj(%, E) = ] Dy, G(2)e;. ..., &] D, G(%)g; |

= [(Dy,G(x).¢]). ... (D, G(x), &é] )] !

T
~ T , =T ~-T | - T
eiej + e]'ei el'e]' + ejel' 3.26
<DX1G(x), 2 >,~"’<Dan(x)a 2 ( )

T - .T
eiej +e]-ei

= DG(x)*

Assim, Nondegeneracy-CQ é equivalente a independéncia linear dos vetores

DG(x)*

gl + e8! o
—, 1<i<j<m-r (3.27)

Da proposicdo acima, apresentaremos agora uma proposicio equivalente, de modo
que poderemos avaliar Nondegeneracy-CQ sobre a independéncia linear de um conjunto
essencialmente menor, entretanto com o custo de aumentar as observa(;c”)es para todas as
possiveis escolhas de E ao invés de olharmos para apenas uma E fixada.

Proposicao 3.4 (ANDREANI, HAESER, M1TO e RAMIREZ, 2023, Prop. 3.2). Seja X um ponto
viavel para (NSDP) e r = rank(G(x)). Considere

(%, E) ri€{l,....m—r}} (3.28)
entdo,

1. x satisfaz Nondegeneracy-CQ se, e somente ser = m, ou o conjunto (3.28) é linearmente
independente para cada matriz E tal que Ker(G(x)) é gerado por E.
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2. x satisfaz Robinson’s CQ se, e somente ser = m ou o conjunto (3.28) é positivo linear-
mente independente para cada matriz E tal que Ker(G(x)) é gerado por E.

Demonstragao. Parar = m o resultado verifica-se trivialmente, o caso de maior interesse

consiste quando r < m. Primeiramente, perceba que dada £ € R™* (m=r) ta] que Ker(G(x))
é gerado por E, perceba que (3.28) é (positivo) linearmente independente se, e somente se,
dados os escalares ay, ..., @, € R(com a; >0, ..., &,_, > 0) respectivamente tal que

m-—r _ m-—r
> (%, E) = ) aDG(x)*[e8] | = DG(%)*
i=1 i=1

m-—r
> aiéiéiT] =0, (3.29)
i=1

entdo, devemos ter @; = ... = @,,_, = 0. Desta maneira, (3.28) é (positivo) linearmente
independente se, e somente se, para cada matriz Y € $™ do tipo

m—r (041 T T
Y= el =E E = EDiag(a)E (3.30)

Om—r
coma = (a,.... ) €ER™ " (= (a1, ..., 0,—,) € R ") devemos ter
DG*[Y]=0=Y =0 (3.31)

Posto isto, primeiramente suponha X satisfaz Nondegeneracy-CQ isto é, (3.31) vale para
toda matriz Y € 8™ do tipo

mZ—r éiéf + é]élT } 11 Am—r T (
Y=Y g———" =E S ; E 3.32)
i,j=1 Y 2

= Om—r1 - Om—rm—r

. o T oz .
com ¢;; € R e o = aj. Isto é, paraY = EZE com Z € $™" e E uma matriz fixada. Em

. . . Sy =1 T
particular, (3.31) vale para matrizes Y tais que Y = EDiag(a)E logo 3.28 é linearmente
independente. Agora por outro lado, suponha que (3.28) é linearmente independente para

N N = . Yy
toda matriz E tal que kerG(x) é gerado por E, desta forma, considere Y = EZE com
Z € §™. Como Z é uma matriz simétrica, considere uma matriz ortogonal C € R™" ™"
tal que clzc = Diag(zy, ..., zm—_), logo

Y = ECDiag(z, ..., zm_r)CTET = (EC)Diag(zy, ..., zm_y)(CE)T (3.33)

Agora, perceba que a matriz EC também é uma matriz que gera o espaco kerG(x) logo,
por hipdtese Y satisfaz (3.31) e (3.30), ou seja, (3.28) é linearmente independente. Por fim,
para provarmos a equivaléncia referente a Robinson’s CQ note que, de (3.15) X satisfaz
Robinson’s CQ se, e somente se, (3.31) vale para toda matriz Y € $ tal que (G(%),Y) = 0

ou melhor, de (3.2), para toda matrizY € 37 da forma Y = EY/ET com ¥ € §TXMT

. . S =T ~ -
ou seja, (3.31) vale para matrizes Y = EDiag(a)E com a > 0, logo (3.28) sdo positivo-
linearmente independentes.

Para a reciproca, suponha que (3.28) sao positivo-linearmente independentes e toma-
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mos Y tal que DG*(X)[Y] = 0,Y € §7 e (G(X),Y) = 0, repetindo o argumento feito para
Nondegeneracy-CQ pode-se obter uma matriz E que gera o espaco KerG(x) e que seja da

forma Y = EDiag(a)ET com ¢ > 0. Logo, por hipétese Y = 0 e como Y é arbitraria, x
satisfaz Robinson’s CQ. [

Motivados pela proposicdo (3.1) encotraremos uma importante relacdo entre a soma
dos menores autovalores de G(x) com uma matriz E € R™ ™" tal que Ker(G(%)) é gerado
por E. Veja

Proposicao 3.5. Seja G : R"—>8" tal que x — G(x) € $". Considere r = rank(G(x)) e
E € R™™" uma matriz tal que Ker(G(x)) é gerado por E. Seja 6,,_, : R"—R tal que

Omr(0) = Y M(G(x)) (3.34)
=1

k

a soma dos “m — r “menores autovalores de G(x). Entdo
Vo,,_,(x) = DG*(x)[EE"] (3.35)

Demonstracdo. Note que o,,_, =(g > 1) o G é uma funcio espectral onde g : R"—R é
uma funcéo simétrica dada pela soma das “m —r’menores componentes. Assim, podemos
utilizar a equacdo (3.5) para o célculo de Vo,,_,(x). Assim para toda U ortogonal tal que
G(x) = UDia g(/l(G(x)))UT com A;(G(x)) >, ..., 4,,(G(x))teremos:

Vo (x) = DG*(x)[U” Diag(g’(AG())))U] (3.36)

Assim, perceba que g ¢ uma funcio diferenciavel em R" e g’(A(G(x)) é o vetor, tal que, as
primeiras r componentes sao nulas e as ultimas m—r sdo iguais a 1. Deste modo, tomando a
particio U = [P E] tal que ker(G(x)) é gerado por E, entdo a matriz UT Diag(g’(A(G(x))))U
sera dada pela matriz bloco

; ’ T _ 0 0 T
[P EIDiag(g' GGMIPE = [PE]| ¢ 0 Jies -
= EET
portanto
Vo,_r(x) = DG*(x)[EET]
[

Para um problema de otimizac¢do nao linear (PNL), em WAacHSMUTH, 2013, Teo. 2 prova-
se que, se o multiplicador de Lagrange associado a um dado ponto viavel é unico, entao
tém se que vale (LICQ), ou seja, os gradientes das restricdes do problema sdo linearmente
independentes. Por meio das duas proposicdes acima, abordaremos aqui uma nova carac-
terizacdo para a prova deste mesmo resultado para o contexto de (NSDP) por meio da
Nondegeneracy-CQ, veja:
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Proposicao 3.6. Seja x um ponto viavel para (NSDP), se existe um unico multiplicador
de Lagrange Y € A(x, f) para toda funcdo f que assume minimo em X entdo, X satisfaz
Nondegeneracy-CQ.

Demonstragao. Primeiramente, é importante observar que o Unico multiplicador de La-
grange varia de acordo com a funcdo objetivo f. Com isto, considere r = rank(G(x)) e
uma matriz arbitraria E € R™*™ " tal que KerG(x) é gerado por E. Defina f : R">R
tal que f(x) = —0,,_,(x) como em (3.34). Assim, tém-se que f(x) > 0 para todo x € R"
além que, pelo item 2 da proposicio (1.2) f(x) = 0. Portanto, (%) < f(x) vx € R", isto é,
X € um minimizador local para o problema de funcdo objetivo f. Assim, Y € A(x, f)se e

somente se, Y € ST e
Vf(x)+ DG*(x)[Y] =0

(G(z). Y) —o (3.38)

Da proposicio (3.5) e utilizando o fato de que (G(X),Y) = 0 se, e somente se, Y € $' com

¥ da forma ¥ = EVE" (3.2) para alguma Y € $7"™" | as equacdes (3.38) sio dadas por
—DG*[EE" | + DG*(R)[EVE ] = 0

DG*(®)[EVE' —EE' | =0 539

Assim, perceba que Y = FE" € A(%, f). Por outro lado, seja Y € 8" da forma Y =
EDiag(a)ET tal que DG*(x)[Y] = 0 para qualquer @ = (&,...,%,—,) € R". Denote
C =1+ max{|a|} comi € {1,...,m — r} desta forma, note que

Y=Y+ EDiag(a/C)ET
é um multiplicador de Lagrange logo, supondo a unicidade para A(%, f) tém-se
¥ = ¥ + EDiag(a/C)E"

ou seja
EIE" = EE' + EDiag(a/C)E" = E(I + Diag(a/C)) E"

assim, 1 =1+ % para todoi € {1,...m—r} ou seja o; = 0, portanto v;(x, E) sdo linearmente
independentes, isto é, x satisfaz Nondegeneracy-CQ. O

Até entdo, veja que a caracterizagdo da Nondegeneracy-CQ feita em (3.4) possui relacédo
direta com a analise dos multiplicadores de Lagrange, tornando a proposi¢ao (3.4) uma im-
portante ferramenta tedrica para o estudo da Nondegeneracy-CQ. Entretanto, assim como
foi estabelecido no capitulo (2), procuraremos estudar, se a analise sobre todas as possi-
veis escolhas de E podera ser, ainda mais refinada, a ponto de termos uma condicio de
qualificacdo essencialmente mais fraca, que aproveite melhor a estrutura do problema e,
que nos forneca um bom valor teérico para o estudo dos pontos KKT. Com isto, a proxima
secdo nos trara uma motivagao para definirmos o conceito de Weak-Nondegeneracy para
(NSDP).



3.2 | WEAK-NONDEGENERACY PARA NSDP

3.2 Weak-Nondegeneracy para NSDP

3.2.1 Sequéncia de Autovetores e Nondegeneracy

Na literatura, ha diversas técnicas e conceitos para determinar a existéncia de multi-
plicadores de Lagrange para (NSDP). Em ANDREANTI, HAESER e VIANA, 2020 utiliza-se uma
interessante técnica, que consiste essencialmente, em aplicar um método de penalidade
externa para (NSDP) regularizando-o localmente em torno de um minimizador local atra-
vés de uma funcdo penalidade P(x). Esta fun¢io penalidade, essencialmente, determina
uma medida para a viabilidade de um ponto qualquer. O préximo resultado, trata-se de
uma formula bem conhecida para o estudo desta funcdo penalidade, na qual tera grande
relevancia para a determinacdo da existéncia de pontos KKT.

2
Proposicio 3.7. Seja G : R"—8" uma funcdo diferenciavel e P(x) = ”HSTG(")H . Entao o
gradiente de P em x € R" ¢é dado por

VP(x) = 2DG(x)* [ [T5,6()] (3.40)

2
Demonstragao. Primeiramente perceba que P(x) = HHSTG(X)H =tr ((HSTG(X))Z) assim, uti-
lizando o fato de que o traco de uma matriz é caracterizado pela soma dos seus autovalores
tém-se,

P(x) = Y 4 (([Tsx607)
i=1

- (3.41)
=4 (HSTG(’C))Z
i=1
ou seja, de (1.10)
P() = Y1 GENE (342)

i=1
Assim perceba que P é uma fungio espectral da forma P = (g o 1) - G com a fungio

simétrica g : R"—>R tal que
n

x> gl) =Y %4, (3.43)

i=1

onde [x;], = max{0, x;}. Logo, Vg(x) = 2([x; ]+, ... [%,]+) = 2[x], e utilizando a formula
(3.5) temos
VP(X) = DG*(x)[U” Diag(g’ (A (G(x)))U] (3.44)

onde g'(2(G(x))) = 2[A(G())]; dai
UDiag(g'(A(G))U = UDiag(2[A (G(x))])UT

= UDiag (2 (I15»6(0)) UT (3.45)
= ZHSTG(X)
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Portanto,
VP(X) = 2DG*(x) [[Ts,6()] (3.46)

Através da funcdo penalidade apresentada na proposicao (3.7) os autores em AN-
DREANI, HAESER e VIANA, 2020 constroem o conceito de pontos aproximadamente KKT
(AKKT) para (NSDP), cujos sdo pontos, que determinam uma sequéncia de modo a conver-
gir para uma solucdo do problema. Esta técnica se baseia nas tdo conhecidas "Condi¢des
de otimalidade sequenciais”exploradas para problemas nio lineares de otimizacao (PNL)
como é visto em ANDREANI, HAESER e MARTINEZ, 2011. Assim, exploraremos um impor-
tante resultado para nos motivar a nossa proxima definicéo.

Proposicao 3.8 (ANDREANI, GOMEZ et al., 2022, Teo. 3.2). Seja x um minimizador local de
(NSDP). Entdio, para qualquer sequéncia {p rex— + o, existe alguma sequéncia {x*}, . —x
tal que para cada k € N, x* é um minimizador local para a funcéo penalizada regularizada

1 ~ 2
Fx) = f0)+ S lx = 31 + 2 [T (3.47)

Em particular, tomando a sequéncia Y* = PrIlsn (-G(b)) tém-se que v, L(xK, Y —0.

Demonstragdo. Primeiramente, considere uma vizinhanga local para X garantindo sua oti-
malidade, assim definiremos o seguinte subproblema regularizado

Minimize F(x),
xeR . (3.48)
sujeitoa  |x — x| <6

para d > 0. Agora, como o problema ¢ limitado, garantimos {xk} . uma sequéncia gerada

pelos minimizadores locais de (3.48) e um ponto limite qualquer §, isto é, lim Xk =35 para
kel

I Coo N. Como x* é um minimizador local, temos Fk(xk) < Fi(%) para todo k € N, assim

f) + % M| > f65) + %le" - x| + % M -cey|

o que nos leva a

k\ _ f(= k-
Af ) = f&)) + Lkl + ”Hg'f(—c(xk))uz
Pk Pk

Mo -oc| >

2
assim, como X é um ponto viavel para (NSDP), teremos que HHST(—G()_C))H = 0, além de

que, {x¥},.x é limitada e pp—> oo, portanto, teremos

i [acocon] =
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ou seja, G(5) € $77. Por fim, perceba que, para qualquer z € & tal que |z — x| < § temos
Fk) + 1k = 517 < B() < (@) = ) + e 3l
com isto, tomando o limite para k € I
f@) + k=5 < f@) + Slz = 3P
ou seja, § ¢ um minimizador para o problema local

o 1 _i2
Minimize x)+ =[x — x|,
nimize fx) + L~ 4
sujeitoa  G(x) € $7 (3.49)

|x—x] <6
portanto, § = % e para k € I suficientemente grande, teremos |x* — x| < § e para cada

k € N vale que, x* é um minimizador local para o problema irrestrito para a funcio
objetivo Fi(x). O

Com a proposicao acima, prova-se que, sobre Nondegeneracy-CQ a sequéncia de mul-
tiplicadores de Lagrange para x é limitada, veja

Proposicao 3.9 (ANDREANI, HAESER, M1TO e RaAMIREZ, 2023, Sec. 3.1). Seja X um minimi-
zador local de (NSDP). Sobre Nondegeneracy-CQ vale que a sequéncia Y* = PrITsn(-G()) €
limitada.

Demonstragao. Suponha que {Yk}kdN é ilimitada, desta forma definimos a sequéncia limi-
tada {Y* /|Y¥|} de modo que existe I C,, N tal que {Yk}kd—ﬂ_/. Assim, de (3.40)

V, LK, YR) = V(xR + (xF — %) + DG(x)*[YF] (3.50)
utilizando a proposi¢do (3.8), isto é, de VxL(xk, Yk)—>0 temos
DG(xk)* [Yk/IYk|| -0

ou seja, DG(x)*[Y] = 0, logo Y € Ker DG(x)* = Im DG(%)". Da definicéio de YX, note que,
0Y>0e(G(x),Y)=0,entdo Y € lin(TST(G(J‘c)))l. Portanto,

Y € Im DG(x)" n lin(T,(G(x)))™ (3.51)
que contradiz a Nondegeneracy-CQ. [

Observacao 3.2. Vamos observar que a proposicdao acima pode ser posta em termos da pro-
posicdo (3.3), pois, tomando a decomposicdo espectral de Yk, perceba que seus m —r menores
autovalores sdo nulos, isto ¢, )Li(Yk) = [pk/li(—G(xk))L =0 para todoi € {m —r +1,...,m}
e todo k € N suficientemente grande, visto que

M(=G(x9)) = =y i11(G(XF)). (3.52)
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assim, de (3.8) e da equacao (3.50) teremos

m-—r

VLK, YE) = VR = ) [ prdi(=GGE)) | vk, E¥)—0 (3.53)
i=1

onde EX € R™ ™™ é uma matriz cuja ai-ésima coluna é dada por um_i+1(G(xk)). Com isto,
perceba que, se pudermos escolher EX de tal maneira, que seus pontos limites E garantem
que {vi(x,E : i € {1,...,m —r})} sejam linearmente independentes, entdo, a luz do que foi
visto na proposicdo (3.9), teremos que Y* serd limitada. Assim, analogamente ao capitulo (2),
analisaremos o valor teérico ao se exigir a independéncia linear de {v;(x,E) : i € {1,...,m—r}
para os pontos limites de alguma sequéncia {E¥Yn de autovetores de G(x*).

Definicao 3.6 (Weak-Nondegeneracy). Seja x um ponto viavel para (NSDP) e seja

r = rank (G(x)). Dizemos que X satisfaz Weak-Nondegeneracy(respectivamente, Weak-

Robinson’s CQ) se, Ker G(x) = 0 ou: Para toda sequéncia {x}jcx—% existe alguma
AL . . k mxm-—r

sequéncia de matrizes com colunas ortogonais {E"}; .y € R tal que

1. As colunas de EX sdo os autovetores associados aos m —r menores autovalores de G(xk)
para cada k € N.

2. Existe um ponto limite de {Ek}de tal que o conjunto {vy(x,E) : i € {1,...,m —r}} de-
finido em (3.28) sao (positivo) linearmente independentes.

Observacao 3.3 (ANDREANI, HAESER, M1TO e RAMIREZ, 2023, Obs. 3.1). Intuitivamente a
defini¢ao acima, pode ser postulada por uma nogdo de continuidade de autovetores de G(x).
Note que, para x viavel com r = rank (G(x)) comor < m para cada x suficientemente
proximo de x tém-se A.(G(x)) > A,,1(G(x)), com isto podemos definir o conjunto

B(x) =|Ee R™™ .

G(x)e; = Ap—iz1(G(x))e;, Vie{l,...,m—r} } (3.54)

ETE=1,_,

que estabelece todas as matrizes cujas colunas sdo autovetores ortogonais associados aos me-
nores autovalores de G(x), isto é, E = [eq,...,eym_,|. A definicao de Weak-Nondegeneracy
busca pontos limites de sequéncias de matrizes ortogonais que estdo em 9B construindo as-
sim B(xX) para qualquer sequéncia {x*}ye,—x. De [BONNANS e SHAPIRO, 2000, Def. 2.52]
podemos estabelecer o limite superior da sequéncia de imagens {@(xk)}keN definido como:

limsup B(x*) ={z : A ¢, N, El{zk}kd—»z, vk eI, z € B(xF)}

k—> o0

Como os autores ressaltam em ANDREANI, HAESER, M1TO e RAMIREZ, 2023, determinar
o conjunto 9B (x) na pratica pode ser uma tarefa complicada. Logo, Weak-Nondegeneracy
pode ndo ser uma boa ferramenta computacional para a maioria dos casos, entretanto
pode ser um bom ponto de partida tedrico para estabelecer uma nova condicao de quali-
ficagao estruturada em Nondegeneracy-CQ, para isto vejamos qual é a associagdo entre a
definicao de (3.6) para a analise das condi¢des KKT.
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Proposicao 3.10 (ANDREANI, HAESER, M1TO e RAMIREZ, 2023, Teo. 3.2). Seja x € F um
minimizador local para (NSDP) que satisfaz weak-Robinson’s CQ entdo, X satisfaz as condi-
¢oes KK'T.

Demonstragdao. Seja X um minimizador local que satisfaz Robinson’s-CQ. Considere a
sequéncia {x*}, n—% tal que, x* é minimizador local da funcéo

£ + e =517 + 2 1000 (3.55)

Seja {Y*},.\ tal que YX = PkIlsn(-G(x")) para uma sequéncia arbitraria {pi}en- Se r =

k

rankG(x) e r < m, teremos, como x" é solucéo local vale que

V(x5 + (x* — %) + DG()*[Y*] = o. (3.56)

Sem perca de generalidade podemos assumir Al(—G(xk)) > .2 )lm(—G(xk)) para cada
k e, como G(.) e A(.) sdo funcdes continuas temos que G(x*)>G(%). Assim, tomando k
suficientemente grande, a saber K, € N, temos que 4;(—G(x¥)) < 0 para todo i € {m —r +
1,...,m}. Logo para cada k > K|, temos

m-r
YE =) afef(e), (3.57)
i=1

com aik = [pk/li(—G(xk))]Jr >0e elk = um_i+1(G(xk)) uma sequéncia arbitraria de

autovetores associados com Am_iH(G(xk)), para cada i € {1,...,m — r}. Por fim, tome
EF = [elf, s ,’f1_r] que é limitada, assim, tomando uma subsequéncia se necessario, seja

qualquer ponto limite E = [é, ..., é,,_,] tal que, Ker G() é gerado por E, assim de (3.56)

Vv f(xk) - ngDG(xk)* kel ()] =0
i=1

o (3.58)
VIR = Y af DGR)* [ef ()T | -0
i=1
onde Dg(xk)* [elk(elk)T] = vl-l-(xk, EF) assim teremos
V(xR — afv(xk, EF)—0 (3.59)

Para a sequéncia {aik, ...,a,]f1_r}, se esta tiver qualquer subsequéncia convergente, tome
qualquer ponto limite @ = (&, ..., %,_,) e perceba que @ gera um multiplicador de La-
grange para X, Cujo

m-—r
Y=Y ae@! = EVE" (3.60)
i=1

Assim, nos resta mostrar, que a sequéncia {al-k}keN comi € {1,...,m —r}, deve ser limitada
se x satisfaz Weak-Robinson’s CQ. Suponhamos que {x*},.x seja ilimitada, desta forma
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considere

mk = max{aik riefl,...,m—r}oo0 (3.61)

assim, construa a sequéncia limitada {(0{{C s a,]§1_r) /mk }en € tomando uma subsequéncia
se necessario, considere um ponto limite nao nulo (;,...,a,) > 0. Portanto, dividindo
(3.59) por mF para cada k € N, tomando k— + co obtemos

m—r
>, @vi(%E) =0 (3.62)
i=1

logo, {vi(%,E) : i € {1,...,m — r}} é positivo linearmente dependente. Portanto, como
assumimos qualquer escolha de {EF} e qualquer E, X nio satisfaz Weak-Robinson’s CQ.

]

3.2.2 Exemplos

Nesta secdo, sera discutido com um pouco mais de detalhes varios exemplos aborda-
dos em ANDREANTI, HAESER, M1TO e RAMIREZ, 2023, cujos se demonstram essenciais para
um estudo detalhado sobre como obter uma equivaléncia entre Weak-Nondegeneracy e
Nondegeneracy-CQ.

Exemplo 3.2 (ANDREANI, GOMEZ et al., 2022, Sec. 3.1). Considere o problema (NSDP) com
a seguinte restri¢do
_|*x X
Glx) = [ X2 X1 ]
sobre o ponto x = (0,0). Assim, temos

« Claramente x ndo satisfaz Nondegeneracy ja que G(x) = 0 (basta considerar a base
canénica de R em (3.28));

« Por outro lado, note que os autovalores de G(x) sdo dados por A; = x1+x3 e Ay = x1—X
para todo x € R? e seus respectivos autovetores v € R? sdo dados tais quev; = w e
V1 = =V, se xy # 0, ou qualquerv € R? se Xy = 0. Logo de (3.54)

+1 -1 1 +1 1 1 £0

1 o1 || =1 o1 || e
B(x) =

{EG]RZXZ:ETE:]IZ}, sex, =0

deste modo, para toda sequéncia ("} % tem-se

k. 1|11 . 1 [-11 , P
E_ﬁ[l 1] ‘ E_ﬁ[l 1] € linsup S0

logo, localmente G(x) gera os vetores vi1(%, E) = [1,—1] e vpy(%, E) = [1,1] que sdo
linearmente independentes. Logo, X satisfaz Weak-Nondegeneracy.

« Considere o exemplo acima para a fungao objetivo f(x) = 2x;, veja que ¥ = (0,0) é
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um minimizador local para o problema, ja que, G(x) € ST < x; > 0, com isto, da
definicao (3.3), os multiplicadores de Lagrange para X sao dados por:

2 |ty [_|0
0 212 0
isto é, cada multiplicador de Lagrange Y € ST} associado a % é da forma:

—[1‘9 0 para  0€[-1,1]\{0}

v= 0 1+6

O exemplo (3.2) exibe duas importantes observagoes:
« Nondegeneracy e Weak-Nondegeneracy nao sdo equivalentes;
« Weak-Nondegeneracy nao garante a unicidade dos multiplicadores de Lagrange.

Para melhorarmos a analise, vejamos agora um caso com dimensdo maior, mas que
possui uma estrutura bastante especifica.

Exemplo 3.3 (ANDREANI, GOMEZ et al., 2022, Sec. 3.1). Consideremos agora o problema
(NSDP) com a seguinte restri¢do

X1 0 x3
G(X) = 0 X992 0 =0
xi3 0 x33

Note que o ponto viavel x = (0,0,0,0) de maneira equivalente ao exemplo (3.2) nao
satisfaz Nondegeneracy-CQ, para ver isso basta tomar o conjunto {v;(x,E) : i € {1,2,3}} em
(3.28) com

1 0 0
E=|0 J2/2 —J2/2
0 V2/2 2/2

Entretanto, X satisfaz Weak-Nondegeneracy. Considere uma sequéncia {xk}de—n'c. Veja-
mos, se xfg = 0 recaimos ao caso trivial, de modo que os autovalores de G(xk) sdao dados
pordy = xK, 4 = xk, e Ay = xf; e EX = I com E = I3 gerando assim o conjunto
fvi(x, E)} = {[1,0,0, O]T, [0,1,0, O]T, [0,0,1, O]T} que é linearmente independente. Por outro
lado, seja {xk}keN—n‘c tal que x{% # 0 para todo k € N temos que os autovalores de G(x5)
sdo dados por:

M= L (o 4 ok - )

k _ k
Ay = xp,
1/ k k k
M= (xk + x5+ 6
2(11 33 )

onde §* = \/ Ak )2 + (k)2 + (652 — 2xK x5, cujo seus respectivos autovetores serdo da-
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dos por:
_M 0 _M
k k
k _ 2x13 k _ k _ 2x13
v = 0 vw=11 vy = 0
1 0 1

assim, para xk; > 0 (o0 caso xf; < 0 é analogo) teremos que:

k k k k k k k k
. X tx33+0 sl . —Xjp—Xx33—0 . 75|
lim P = lim — = 1 e lim P = lim —— = -1
k—>o0 2x13 k—>o0 X3 k—>oc0 2xl3 k—>oc0 X3

portanto v{<—>[—1, 0,1], v§—>[0, 1,0] e v§—>[0, 0, 1]. Deste modo obtemos EF € $%° de ma-

neira que:

ke | o o
VEL AT I
e,

-1 0 1 9

|27 %

EEsE=| 0 1 o0

1, L
V2 NP

e obtendo os vetores de interesse, teremos:

1 0 1

_ = 1 0 _ = 1 1 _ = 11 0
vi1(%,E) = 2| 1 Voo (%, E) = 21 o v33(X, E) = o 1
-2 0 2

que facilmente, verificam-se linearmente independentes.

Note que o exemplo anterior, nos diz algo sobre a Weak-Nondegeneracy, visto que
a estrutura local das sequéncias {Ek}kdN coincide com a estrutura da restricio, ou seja,
possuem a mesma esparsidade.

Aproveitando esta nocdo de como se comporta a esparsidade da restricdo em relacédo
a Weak-Nondegeneracy, vejamos agora como verificar Weak-Nondegeneracy para o caso
onde a estrutura da restricdo é uma matriz diagonal.

Proposicao 3.11 (ANDREANI, HAESER, M1TO e RAMIREZ, 2023, Obs. 3.2). Considere a se-
guinte restri¢do para o problema (NSDP.

g1(x)
G(x) = >0

gm(x)

Entao um ponto x viavel satisfaz Weak-Nondegeneracy se, e somente se, o conjunto{Vg;(x) :
gi(x) = 0} € linearmente independente.
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Demonstragdo. De fato, note que parar = m verifica-se trivialmente. No entanto, o caso
mais interessante é dado quando r < m. Desta forma podemos assumir, sem perca de
generalidade que {i € {1,...,m} : g(x) =0} ={r + 1,...,m} onde r = rank(G(x)) assim:

g1(%)
Gx) = & (%)
0

assim para toda sequéncia {xk}de —X podemos tomar

Eki[ﬂo ]_)E':[]IO ]eRmxm—r

m—r m—r

Agora, note que

(%, B) s i €{l,....m—r} = {Vgr1(2), ..., Vgm()}

assim, se {Vgi(x) : g(x) = 0} é linearmente independente entdo, x satisfaz Weak-
Nondegeneracy. Por outro lado, suponha que X satisfaca Weak-Nondegeneracy, isto é, para
qualquer sequéncia {xk}kEN—n'c e qualquer {Ek}de—>E = [é,...,ém_,] tém-se que con-
junto {v;(x) : i € {1,...,m —r}} é linearmente independente. A demonstragio consiste em
observar que E ter4 a forma

0 mi ‘
E= [ 0 ] onde Q € R™™"é uma matriz ortogonal

oriunda diretamente da estrutura diagonal de G(x) onde g;(x¥) # 0 para todoi € {1,...,m—
r}. Assim, perceba que

vi(%E) = Y Vgi(R)Q4_, = Gg®)T(Q 0 Q) (3.63)

j=r+1

onde Q; é ai-ésima coluna de Q e Dg(x) é a matriz Jacobiana de g(x) = (g,,1(x), ..., gn(x))
em X comi € {1,...,m—r}. ’Q; © Q;"denota o produto de Hadamard, que se tém, multipli-
cando entrada por entrada do vetor Q;). Logo,

span{v(%) : i €{1,...,m—r}} C ImDg(x)"

assim
m—r =dim(span{v;(x) : i€ {1,...,m—r}})

< dim(Ing(J'c)T)
= rank(Dg(J'c)T) <m-r

portanto, rank(Dg(x)") = m—r ou seja {Vg,,1(%), ..., Vg,(%)} é linearmente independente.
N
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Por fim, para o término deste capitulo, serdo propostos novos exemplos e resultados,
cujo principal intuito sera estabelecer uma correspondéncia entre Nondegeneracy-CQ e
Weak-Nondegeneracy assim como disposto para NSOCP, algo que, até entdo, ainda ndo
foi estabelecido na literatura.

3.2.3 Resultados interessantes

Seja G(x) € S a restri¢do para o problema (NSDP), dado x € & considere {xF}.x tal

que x* = % + t*d onde {}, —0, logo, localmente em torno de x teremos

G(x*) = G(x) + 4t DG(x)d + o(t;)

Deste modo, seja X um ponto viavel tal que G(x) = 0, tém-se

G(K) = 1k (DG(a'c)d ; (3.64)

o(ty.)

tk
assim, definindo a sequéncia {Rs}keN tal que, RS = DG(x)d + % teremos G(x¥) = ths e
R’é—)Rd = DG(x)d. Com isto, podemos definir

90’; ={UeR™™: UTR(’;U = Diag(z), vlu = I}

3.65
Dy ={U e R™™ : UTRyU = Diag(z), UTU =T} (3.65)

os conjuntos das matrizes ortogonais que diagonalizam Rfl e R; respectivamente, logo,
perceba que 9§ C 9;.

Observacao 3.4. Vale ressaltar que uma correspondéncia entre Robinson-CQ e Weak-
Robinson CQ ainda nao foi bem estabelecida nem sobre o contexto de NSOCP, tal qual sobre
o contexto de NSDP até a presente data deste trabalho.

Os conjuntos dados em (3.65) serdo uteis para a discussao de alguns exemplos interes-
santes, cujos terao como principal motivacao, caracterizar, embora em casos particulares,
o conceito de Weak-Robinson CQ que possivelmente podera ser util para correlaciona-lo
com Robinson-CQ.

Exemplo 3.4. Considere uma restricao G(x) € Si e uma sequéncia {x*},. de modo que
{x"}—>x com % um ponto viavel como definido na observagado acima, suponha ainda que

1

1 = 1 0
k .
Rd‘[HHM

Note que os autovalores de Rs sao dados por /1,-(R§) =1+ % distintos, dessa forma

Al 4l )

ou seja, 95 C @HZ = R**?,

=1,
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Exemplo 3.5. Considere o problema (NSDP) com a seguinte restrigdo

| &11(x)  gra(x)
Glx) = [ g12(x)  g2o(x) =0

e um ponto viavel x, tal que os gradientes da diagonal {Vg1(x),V gy (%)}, sdo positivo-
linearmente dependentes. Ou seja, 30 > 0 tal que Vg1(x) = —0V gy, (X). Deste modo, perceba
que se, {Vg11(x), Vg2(%)} sdo linearmente independentes, tém-se:

Vg (®)Td Vgp(x)'d

Ra= [ Vg12()Td Vgp(®)'d ] (3.66)

Neste caso, como{Vg;,(%), Vg1,(X)} sdo LI existe uma direciod € R" tal que, Vg;1(x)Td = 0
e Vg12(¥) d = 0, portanto, sem perca de generalidade, podemos escrever

a 0
Rd_[O —Qa]

ou seja, M{(Ry) = a e A5(Ry) = —0a, isto ¢, D; = {I,}, assim, para E = 1, os vetores
fvi(, E)} = {Vg11(%), Vgaa (%)} ndo sdo positivo-linearmente independentes, dado por hipé-
tese, logo nao vale Weak-Robinson’s CQ. Agora, por outro lado, se {Vg;1(x),Vg2(%)} sdo
linearmente dependentes, considere entdo a direcdo

_ Vgi1(%)
Vg1 ()l

Assim, sem perca de generalidade teremos

| 5

para algum & € R. Logo, os autovalores de Ry sdo dados por,

(1-0) £ /(1 —0)% +4(0 + £2)
2

MRg) =
Agora, note que, por hipétese a matriz D, (x) = [9, g;j(X)]; j=1,2 pode ser escrita por

D, (%) = 9,811(%)  £9,811(%)

— N IO _
| é0,811(X) —00,.g11(X) —8xig11(x)[§ _9]—3x,-g11(x)]

parai € {1,...n}. Assim, os vetores {v;(x, E)} serdo dados por
o5 T N ST a1t
vi(%, E) = [ei (0,811(%)))é;, ... & (5x,,g11(x)])ei]

T
= [0, 81 (e Je ..., g11 (D)el e

=T _ ;T 17
= [0, 811D 1R, ..., 0, g11(D)e] L(Rye]
= A(Ry)Vg11(x)
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Portanto {v;(x,E)} sdo positivo linearmente dependentes, logo X ndo satisfaz Weak-
Robinson’s CQ.

O exemplo acima, prova que, para o caso Si, Weak-Robinson’s CQ nunca podera ser
valido quando os gradientes da diagonal principal sdo positivo linearmente dependen-
tes.

Como foi visto nos exemplos acima, Nondegeneracy-CQ e Weak-Nondegeneracy nao
possuem equivaléncia direta em nenhum dos cones apresentados até entio, entretanto no
capitulo (2) na proposigao (2.6) foi possivel estabelecer, adicionando uma hipétese a mais
sobre a decomposicao da restricio a weak-Nondegeneracy, uma relagdo de equivaléncia
entre estas sobre o contexto de (NSOCP).

Para terminarmos o capitulo, apresentaremos originalmente o proéximo resultado, que
complementa o trabalho ANDREANI, HAESER, M1TO e RAMIREZ, 2023, fornecendo, em ana-
logo ao que foi feito na proposicéo (2.6) do capitulo anterior, uma correspondéncia entre
Weak-Nondegeneracy e Nondegeneracy-CQ para o contexto de (NSDP).

Proposicao 3.12. Seja X um ponto viavel para (NSDP) tal que r = rank(G(x)). Entao x

satisfaz Nondegeneracy-CQ se, e somente se, X satisfaz Weak-Nondegeneracy e,

. Para toda matriz E € ™) tq] que KerG(x) é gerado por E, existe uma direciod € R"
de modo que ET DG(%)dE é diagonal e simples (Uma matriz diagonal cujos elementos séo
diferentes entre si).

Demonstragao. Perceba que, pela proposicido (3.4), fica claro que, Nondegeneracy im-
plica em Weak-Nondegeneracy. Agora, por outro lado considere que X satisfaz Weak-
Nodegeneracy em conjunto com a hipétese adicional acima. Suponha que X ndo sa-
tisfaz Nondegeneracy, ou seja, existe E tal que KerG(x) é gerado por E e o conjunto
{vi(x,E) : i €{l,...,m —r}} é linearmente dependente. Primeiro, mostraremos que E é
uma base continua. Seja d € R" tal que E' DG(%)dE é diagonal e simples. Considere

K= x4+ tr, —0,, deste modo, segue-se que,

G(x*) = G(%) + 4t DG(x)d + o(tx.)

assim
ETG(x*)E = ETG(%)E + t.ET DG(%)dE + o(t;.)
[y
tlETG(xk)E — ET'DG(x)dE + @
k k

onde utilizamos o fato de G(x)E = 0. Desta forma, para k suficientemente grande, pode-
mos assumir que %ETG(xk)E é simples, visto que El DG(x)dE é diagonal e simples por
%

hipé6tese. Logo, existe uma tinica matriz ortogonal P* tal que:

PkI

1T Ak k Ak ¢ pkNT
—E'G E = P*A*(P d
, £ o) (P)" onde, { NS ETDG(x)Ed.
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ou seja, tl(Pk)TETG(xk)EPk = AF assim, escrevendo EX = EPKE teremos
k

tl(Ek)TG(xk)Ek = AF
k

ou seja, EF também corresponde aos m — r autovetores de G(xb), logo por hipdtese, o
conjunto {v;(x, E)} deve ser linearmente independente, o que é uma contradi¢io, logo x
satisfaz Nondegeneracy.

]






Capitulo 4

Conclusao

O objetivo final deste trabalho, é realizar um levantamento teérico na literatura sobre
as principais condi¢des de qualificagdes para problemas nio lineares semi-definidos. Con-
tudo, estas condi¢des, apresentam-se ser desnecessariamente generalistas para problemas
de grande porte. Desta forma, buscando uma remediacio a isso foi explorado, uma aborda-
gem, que consiste em enfraquecer estas condigdes, de modo a preservar ao maximo a estru-
tura do problema. Para isto, o principal alicerce, se d4, por fazer uma analise local, e fazer
analises sobre pontos limites de "auto-decompositores ativos”da restricdo conica. Como
foi visto, reduzimos a analise sobre pontos limites de sequéncia de autovetores.

Esta abordagem, todavia, acredita-se ser(o autor), possivelmente estendida para um
problema conico qualquer, desde que o cone, tenha por si s6 a propriedade de simetria,
visto que, a principal hipotese utilizada, foi uma espécie de decomposigao espectral, sobre
o cone. E conhecido na literatura que, cones simétricos, sempre admitem uma decomposi-
cdo espectral veja (LOURENGO et al., 2018). Com isto, paira-nos a motivagao, para genera-
lizar os resultados obtidos para (NSOCP) e (NSDP) sobre cones simétricos quaisquer, em
especial, as condi¢des de equivaléncias (2.6) e (3.12) obtidas para (NSOCP) e (NSDP) com
suas versdes mais fraca. Acredita-se também, que ha muito o que ser explorado, sobre
perspectiva de se analisar estas formas fracas de condicdes de qualificagdes na existén-
cia e unicidade de Multiplicadores de Lagrange, e assim, possivelmente, construir novas
condicdes de qualificacdes que exploram ao maximo a estrutura do problema.
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