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Resumo

No presente trabalho apresentamos algumas solucoes classicas para o problema de dois e trés
corpos. Uma solucao memoravel para o problema de trés corpos, na qual os corpos perfazem uma
coreografia em forma de Oito, esta solugao foi encontrada em 2000 por Montgomery e Chenciner.
Por fim abordamos um pouco do problema classico de n-Corpos e suas solugoes particulares.

Palavras-chave: Problema de Kepler, Solucao Coreografica, Configuragao Central.
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Abstract

In this work we present some classical solutions for the Newtonian problem with two and three
bodies. A remarkable solution for the three body problem, found by Montgomery and Chenciner,
in which each body has an eight-shaped orbit is presented. Finally some particular solutions of the
n-body problem and the so called central configurations, are presented and discussed.

Keywords: Kepler problem, Choreographic Solution, Central Configurations.
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Capitulo 1

Introducao

O movimento dos corpos celestes ha muito tempo encanta os homens. Portanto, como funciona
tal movimento foi uma das primeiras perguntas da dinamica. Com o intuito de responder a essa

pergunta diversos modelos foram criados. Dois destes seguem abaixo:

e Os gregos teocéntricos diziam que a terra ocupava o centro geométrico do universo e os corpos
celestes moviam-se ao seu redor. Primeiro sugeriram que o movimento se dava sobre circulos
concéntricos, o que em seguida se tornou insatisfatorio, pois nao explicava certas observagoes.
Em 200 a.C. o astréonomo Ptolomeu de Alexandria propoe o uso de epiciclos, vide figura
1.1, mesmo assim alguns fenomenos ainda nao eram explicados ou a sua descrigao era muito

complexa. Estas idéias foram aceitas até o século dezesseis;

e Na primeira parte do século XVI Nicolau Copérnico publica um trabalho intitulado De Rev-
olutionibus Orbium Coelestium, vide [6], no qual faz a hip6tese de que a terra e os demais
planetas giravam ao redor do sol. Vide figura 1.2. Este modelo ja havia sido sugerido 2000

anos antes pelo astréonomo grego Aristarco. Mas ambos nao foram bem recebidos.

As idéias de Aristarco e Copérnico aproximam melhor o movimento dos corpos celestes, como
é sabido hoje. Estes pensamentos serviram para os trabalhos de Galileu e de Kepler.

Os trabalhos de Galileu e Kepler dao inicio a estudos qualitativos da mecanica. Em seguida
temos uma era quantitativa da mecanica que comeca com Newton, quando ele resolve o problema

de dois corpos no seu célebre [1]. Neste periodo quantitativo, no contexto da mecénica celeste um
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Figura 1.1: Representacgao da trajetoria epicicloidal de um planeta no modelo de Ptolomeu.

1% b

1=
|Z
LF]

Figura 1.2: Representagao do sistema solar segundo Copérnico [6].

problema bastante estudado foi o de n-corpos com forgas gravitacionais, sobre o qual escreveram
grandes nomes da ciéncia. Uma questao bastante abordada era a estabilidade do sistema solar,

que foi analisada por Laplace usando expansao em série. Laplace concluiu que o sistema solar é



estavel, outros também o fizeram como Lagrange, Poisson, Dirichlet e Haretu, entre outros. Muitos
resultados importantes foram obtidos neste periodo dentre eles as solugoes de Euler e de Lagrange
para o problema de trés corpos, que serao mostradas a seguir. Recentemente uma nova solucao
para o problema de trés corpos foi obtida por Chenciner e Montgomery, também serd mostrada a
seguir. Uma colecao de solugoes homograficas também foi construida.

Em 1889 Poincaré mostrou que as séries usadas por Laplace et al divergiam para pequenas
perturbagoes. Em 1887 Ernst Heinrich Bruns provou que nenhum método analitico envolvendo as
equagoes algébricas usuais pode resolver o problema de n-corpos [2]. Estes dois eventos marcam o
inicio da era qualitativa da mecanica. Apds estas conclusoes, Poincaré desenvolveu diversos métodos
para fazer estudos qualitativos sobre as equacgoes diferenciais, o que torna possivel obter informagcoes
sobre as solugoes de problemas, que como o de n-corpos, nao tem solucao explicita [3]. Muitos dos
esforgos para resolvé-lo quantitativamente nao foram em vao. Nessas tentativas varios ramos da
matematica e da mecanica se desenvolveram, tendo surgido técnicas de andlise numérica, teoria
dos sistemas dinamicos, teoria de perturbagoes, métodos quantitativos e qualitativos das equacoes
diferenciais, topologia, probabilidade, andlise combinatoéria, geometrias diferencial e algébrica, entre
outros [4].

Aqui abordaremos em especial o problema de Kepler, que na linguagem moderna é o problema de
dois corpos com potencial Newtoniano. Mostraremos um teorema que relaciona a lei da gravitacao
de Newton e as leis de Kepler. Discorreremos também a cerca de alguns aspectos geométricos e
topolégicos do problema. Uma secao, em especial, é dedicada a regularizacao e a construgao de
equivaléncias entre o fluxo do problema de Kepler e o fluxo geodésico em superficies de curvatura
constante.

Por fim falaremos sobre o problema de n-corpos e suas solugoes particulares conhecidas na
literatura. Seguem algumas nocoes e notacoes que facilitarao o entendimento do texto. O leitor
que estiver familiarizado com os formalismos da mecanica cldssica pode omitir o restante desta

secao.
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1.1 Nocgoes Preliminares da Mecanica Newtoniana

Para complementacao do texto introduzimos aqui algumas nogoes preliminares. Este assunto

pode ser encontrado, por exemplo, em [5].

Definicao 1.1.1 Chamaremos de particula (ou corpo) todo ente fisico cujas dimensées puderem

ser esquecidas quando descrevemos seu movimento.

Definicao 1.1.2 Os resultados obtidos levarao em conta os sequintes postulados de Newton:

1. Tempo(Absoluto) é uma nog¢dao exata e universal, e flui uniformemente sem relagio com

qualquer coisa externa;

2. Espacgo(Absoluto) é uma nogao erata e universal, e se estende uniformemente sem relagao

com qualquer coisa externa;

3. Referencial Inercial é uma cole¢cao coerente de instrumentos de medida (réguas e reldgios)

capaz de determinar diferencas de Tempo Absoluto e de Espaco Absoluto;

4. Momento Linear ¢ uma grandeza vetorial para cada sistema fisico, que determina sua

capacidade potencial de mudar sua vizinhanca;

5. Forga € uma grandeza vetorial que determina a maneira como 0s corpos sensiveis interagem

mutuamente.

Estes enunciados podem ser encontrados em [7].

Definicao 1.1.3 Num dado referencial inercial a posicao de uma particula € descrita por um vetor
r € R3, entdo um sistema de n particulas € descrito por n vetores ri,...,r,. A velocidade de uma
particula € a taxza de variacdo temporal de seu vetor posicao,

dr;
dt’

VZ:I'Z:

Daqui por diante & denotara a derivada temporal de x.



1.1. NOCOES PRELIMINARES DA MECANICA NEWTONIANA )

Definicao 1.1.4 Chamaremos de massa da particula a quantidade que relaciona seu momento

linear com sua velocidade.

Com isto podemos enunciar as leis de Newton.

Definicao 1.1.5 As leis que regem o movimento dos corpos sequndo a mecanica Newtoniana sao

as sequintes:

1. Primeira Lei de Newton: Um sistema fisico tem momento linear constante se sobre ele

ndo atuam forcas.

2. Segunda Lei de Newton: Seja x : R — R? a aplicacdo que descreve a trajetoria de uma

particula de massa m sob a agcdo de um campo vetorial
F:R"—R3 F=F(xx1).

FEntao,

d . .
pr {mx} = F(x,x,1).

3. Terceira Leit de Newton: Para cada forca aplicada sobre um sistema fisico corresponde

uma rea¢do com mesmo modulo e sentido oposto ao da forca.

Definigao 1.1.6 O momento angular de uma particula de massa m e vetor posi¢ao r é o sequinte
vetor

j=rAmr

Definicao 1.1.7 Dado um sistema com n massas my, ..., my, localizadas por ri,...,r,, respecti-

vamente, chamaremos de centro de massa o sequinte vetor
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Definicao 1.1.8 Dado um sistema com n massas maq, ..., my, localizadas por r1,...,r,, respecti-

vamente. Chamaremos de momento linear total o sequinte vetor

n
1=1

Definicao 1.1.9 Dado um sistema com n massas maq, ..., my, localizadas por r1,...,r,, respecti-

vamente. Chamaremos de momento angular total o sequinte vetor

n
J= E r; /\mzr,
i=1

O porque destas quantidades serem tomadas com essas formas serd dado logo a seguir.

Definicao 1.1.10 Dado um sistema com n massas maq, ..., My localizadas por ri,...,r,, respec-

tivamente. Chamaremos de momento de inercia do sistema a sequinte quantidade escalar

n
1= E m;r; er;.
1=1

Definicao 1.1.11 Um campo de forcas F : R3 — R3 € dito conservativo se existe wma funcdio

escalar V : R® — R tal que
n
Fo-yw
i=1

onde V; € o gradiente em relacdo as coordenadas de r;. Chamamos V de potencial do campo de

forcas F.

Definicao 1.1.12 Um campo de for¢as F : R3 — R3 € dito central se existe uma funcgdo escalar
¢ :R¥™ = R tal que

Fi - (b(rlu v 7rn)ri7

ondei=1,...,n.

Definicao 1.1.13 Dado um sistema com n massas maq, ..., My localizadas por ri,...,ry,, respec-
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tivamente. Chamaremos de energia cinética do sistema a sequinte quantidade escalar

1 n
1=

Definicao 1.1.14 Dado um sistema conservativo com n massas mi, . .., My localizadas porry, ..., 1y,

respectivamente. Chamaremos de energia mecanica do sistema a sequinte quantidade escalar
1 n
E=T+V = §;mif’i0f‘i+v.
1=

onde V' € o potencial € chamado de potencial do sistema.
Destas defini¢oes podemos retirar os seguintes resultados.

Teorema 1.1.15 Num sistema isolado com n massas maq,...,my localizadas por r1,...,r,, res-

pectivamente, o momento linear total do sistema se conserva.

Teorema 1.1.16 Num sistema conservativo com n massas mq, ..., my localizadas por ry, ..., 1y,

respectivamente, a energia mecanica do sistema se conserva.

Teorema 1.1.17 Num sistema isolado com n massas myq, ..., my, localizadas por ri,...,r,, res-

pectivamente, se o campo de forcas € central, o momento angular total do sistema se conserva.

1.2 Nogoes Preliminares da Mecanica Lagrangiana

Aqui mostramos algumas defini¢oes e resultados da mecénica Lagrangiana. As nocoes de tempo

e espaco continuam as mesmas. Uma boa referéncia para este assunto é [8].

Definicao 1.2.1 FEntende-se por niumero de graus de liberdade de um sistema fisico o nimero
minimo de quantidades necessdrias para definir univocamente sua posi¢ao. Considerando um sis-
tema com (3 graus de liberdade, chamaremos de coordenadas generalizadas quaisquer B quantidades
(q1,...,q3) = q € RP, que consigam definir univocamente sua posicdo. O conjunto de todas as
coordenadas generalizadas € chamado de espaco de configuragoes. Em acordo com a defini¢cao 1.1.3

chamaremos (qi,...,qg) = q € R? de velocidades generalizadas do sistema.
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Definicao 1.2.2 Chamaremos de funcao principal de Lagrange ou Lagrangiana de um sistema

fisico a sequinte funcdo escalar

L:RPxRPxR—R

Aqui V e T sao as mesmas definidas em 1.1.11 e 1.1.13, porém devemos imaginar que elas foram
escritas como acima e que, possivelmente, passaram por uma mudanca de coordenadas que levou

as antigas coordenadas cartesianas em novas coordenadas generalizadas.

A fungao principal de Lagrange contém todas as informagoes sobre o sistema fisico. O conhecimento
desta e o uso do principio da minima ac¢ao, que esta descrito em 1.2.3, nos conduzirao a um sistema
de equacgoes diferenciais que nos permite determinar as equacoes de movimento. Em verdade, este

sistema de equacoes diferenciais é equivalente aquele que obtemos usando a segunda lei de Newton.

Principio 1.2.3 Suponha um sistema fisico descrito, no espago de configuracao por q(t), tal que
q(t1) = ¢V e q(ty) = ¢, entdo o caminho que o sistema percorre de V) até ¢?) ¢ aquele q(t) no
qual o funcional

s— " Lt

t1

€ extremizado. O funcional S é chamado de a¢do do sistema.

De modo analogo podemos escrever o principio da minima acao como uma equacao variacional,

to
§8=6 | L(q, ¢ t)dt =0, (1.1)

t1

que é dizer que o caminho ¢(t) que leva de ¢ até ¢@ é aquele no qual a primeira variacao de S
¢ nula, mantendo ¢(t;) = gV e q(ta) = q? fixos.
Vamos desenvolver 1.1, notando que a variacao no tempo é nula. Dai temos,

to
55:/ |:8—L05q—|—8—l‘/o5q' dt =0,
t1 aq aq
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ou ainda,
2 7oL d (0L d (0L
0S = — e+ —(—=—0dqg) —— =) edq|dt =0.
" [&]. q+dt<8q. q) dt<8q'>. q}
Integrando o segundo termo temos

oL f2 2ToL  d (OL

1

como os extremos estao fixos o primeiro termo se anula, devemos ter entao

oL d (0L
L () 2o 1.2
dq dt ( 9q > ’ (12)

Definicao 1.2.4 As (8 equacoes diferenciais em 1.2 sdo chamadas de equagoes de FEuler-Lagrange.

Juntas as equacoes em 1.2 determinam completamente a dindmica do sistema a menos das 20
constantes de integracao, analogamente a segunda lei de Newton.

Decorre imediatamente o seguinte resultado

Teorema 1.2.5 Suponha que a Lagrangiana de um sistema seja L = L(q,q,t), entdo a adigdo de
qualquer func¢ao escalar g(q,t) que seja a derivada total, com respeito ao tempo, de outra func¢do

ndo altera as equacdes de movimento do sistema.

Podemos usar algumas propriedades da funcao principal de Lagrange para mostrar leis de

conservagao semelhantes aquelas mostradas nos trés primeiros teoremas.
Definigao 1.2.6 Chamaremos de momento canonicamente conjugado o sequinte vetor

0oL

P = 75—
Iqx

Note que no caso de coordenadas cartesianas este coincide com o momento linear dos postulados

de Newton.
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Teorema 1.2.7 Suponha que a Lagrangiana de um sistema fisico seja dada por

L= L(q17 sy Qk—1,qk+1;5 - - - JQﬁuq.la"' Jq.,B7t)7

isto €, a Lagrangiana ndao € func¢ao da k-ésima coordenada generalizada. Entdo o k-ésimo momento

conjugado € uma constante do movimento.

Quando a Lagrangiana nao é funcao da k-ésima coordenada generalizada dizemos que esta coorde-

nada ¢ ciclica.

Teorema 1.2.8 Suponha que a Lagrangiana de um sistema isolado seja L. Pelos postulados de
Newton o tempo flui uniformemente e o espaco € homogéneo e isotropico, ou seja, a Lagrangiana
nao depende explicitamente do tempo e o potencial depende apenas das coordenadas. Entdo asso-

ciado a estes fatos temos as sequintes leis de conservagao.
1. A homogeneidade do tempo implica na conservacdo da energia;
2. A homogeneidade do espaco implica na conservacdo do momento linear total do sistema;

3. A isotropia do espaco implica na conservag¢do do momento angular total do sistema.
Por fim vamos definir um sistema de coordenadas que por vezes é ttil.

Definicao 1.2.9 Considerando um sistema formado por n-massas, localizadas por qi,...,qy,, Te-

spectivamente. Definimos as coordenadas de Jacobi como seque

( n n
§o = Zi:l mig;/ Zi:l my
S =q—q
€2 =q3— >or migi/ S0 my (1.3)

En = Qo — 200y maai/ S0 My

Passemos agora ao problema de Kepler onde usaremos algumas destas notacoes.



Capitulo 2

O Problema de Kepler

Neste capitulo vamos tratar o problema de dois corpos interagindo gravitacionalmente.

Em um primeiro momento trabalhamos com o caso geral. Nas sec¢oes seguintes, levando em conta
a conservacao dos momentos linear total e angular total, consideramos diretamente o problema
reduzido. Dessa forma, apés uma escolha conveniente de unidades temos de estudar a seguinte

equacao diferencial

d*q q
aq_ 9 2.1

onde | - | denota a norma Euclidiana usual.

A Hamiltoniana neste caso se escreve como
ol 1 (2.2)

Na secao 2.2 apresentamos alguns fatos geométricos acerca das orbitas, no espago de con-
figuracao e no espago de fase, decorrentes das simetrias desta funcao Hamiltoniana.
Mostramos a equivaléncia entre o problema de Kepler e o fluxo geodésico em superficies de

curvatura constante.

11
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2.1 Leis de Kepler e a Gravitacao de Newton

Entre 1609 e 1619 o matematico, astronomo e astrélogo Johannes Kepler publicou, entre outros
trabalhos, Astronomia Nova [10] e Harmonice Mundi [11]. Baseado nas idéias heliocéntricas de
Nicolau Copérnico e nos dados de mais de 14 anos de observacao do observatorio de Tycho Brahe,

Kepler postulou trés leis, hoje chamadas leis de Kepler, as quais seguem

1. Primeira Lei: Os Planetas se movem em érbitas elipticas com o Sol num dos focos, [10];
2. Segunda Lei: O segmento que vai do Sol ao Planeta varre dreas iguais em tempos iguais, [10];

3. Terceira Lei: O periodo de revolugao da érbita é proporcional a poténcia trés meios do eixo

maior da elipse, [11].

Em seguida, vem o problema de dizer se estas leis podem ser, ou nao, obtidas a partir de
nocoes fundamentais. Para isto iniciam-se discussoes sobre a dinamica do movimento planetario
e, por conseguinte, tentativas de descricao da lei de interacao que regia tal movimento. Com este
proposito Isaac Newton formula em 1666 a lei da gravitacdo universal e a publica em 1687 no seu

Philosophiae Naturalis Principia Mathematica [1].

Lei da Gravitagao Universal: A interacao gravitacional entre dois corpos pode ser expressa
por uma forga central, atrativa, proporcional ao produto das massas destes corpos e inversamente
proporcional ao quadrado da distancia entre eles [5].

Assim, em moddulo, a for¢a que um exerce no outro é dada por

Gm1m2
F=—p

onde my e mo representam as massas dos corpos, d a distancia entre eles e G é uma constante de

proporcionalidade, que de acordo com medigoes recentes [12] é dada por

G = (6,67259 + 0,00085) - 10”1 N . m? . Kg~2.
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Vamos considerar o problema no contexto abordado por Newton e Kepler, que é interacao dos

Planetas com o Sol. Assim vamos enunciar e provar o seguinte

Teorema 2.1.1 Considere um sistema formado pelo Sol e um outro planeta qualquer e que a
interacao entre eles seja independente da velocidade. Entdo o movimento deste planeta € dado
pelas leis de Kepler se, e somente se, a interacdo € dada na forma da lei da gravita¢do universal

de Newton.

Prova: Mostraremos primeiro a reciproca, isto €, a lei da gravitacao universal implica nas leis
de Kepler.

Suponha que seja valida a lei da gravitacdo universal. Entao, considerando como particulas
o Sol, com massa mj, e o planeta, com massa ms, com posicdes dadas por qi, g € R3,
respectivamente. Nao vamos considerar o caso da colisao. Assim temos a seguinte Lagrangeana
para o sistema

L: (RS —{0}) x (R®) =R

onde

Gm1m2

+ — 2.3
lg1 — g2 (2:3)

.. 1 . .
L(q1,92,G1,G2) = B} (mlql2 + m2Q22)
Mudando para coordenadas de Jacobi ela se escreve como

- mi+mo\ 2 mimso -2 Gmims
L(&o,&1,80,81) = (7) o +o—=&4 +—F—-
( ) 2 2(m1 + mg) ‘61’
A Lagrangeana em 2.3 conduz a uma equacio diferencial em R'? . Para cada corpo devemos
determinar uma 6-upla, na qual trés coordenadas sao posicoes e as outras velocidades. Como &, é

ciclica temos

&o(t) = £0(0) + 1£(0)
donde precisamos estudar apenas a Lagrangeana

mi1mso -2 Gmlmg
L=——"7""FH +——--—. 2.4
2(mq + m2)£1 |€1] 24
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Vemos que 2.4 conduz a uma equacao diferencial em RS da seguinte forma

mimg - 1
mi + mso ‘61’3

=0.
Como estamos falando do Sol interagindo com um outro planeta temos m; >> ms, 0 que para o
caso Sol e Terra por exemplo é bastante razoavel, uma vez que estima-se que no sistema solar a

soma das massas de todos os planetas e asterdides corresponda a 0,2% da massa do Sol, vide [13],

dai podemos fazer
&1

T 0. (2.5)

&1+ Gmy

Com isto estaremos impondo que o centro de massa do sistema, praticamente, coincida com o do
Sol.

Conforme mencionado no capitulo 1, para estes problemas consideramos o espago como sendo
isotrépico, portanto a lagrangeana 2.4 é invariante por rotagoes rigidas. Este fato nos leva a
conservacao do vetor momento angular J do sistema. Assim o movimento da érbita da equagao 2.5
se d&4 num plano fixo, ortogonal ao vetor momento angular. Vamos usar coordenadas polares sobre

este plano, conforme indicado na figura 2.1.

Figura 2.1: Plano de movimento onde evidenciamos o uso de coordenadas polares.
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Com a observacao da conservacao do momento angular vemos que 2.5 é na verdade uma equacao

diferencial em R*. Usando coordenadas polares para a posicdo temos,
& = (rcosf,rsind).
O médulo do momento angular, que é conservado, em coordenadas polares fica dado por
J = mgy 120, (2.6)
enquanto que a energia cinética fica dada por
T = % (7'»2 v r20'2) . (2.7)

Juntando 2.6 e 2.7 a definicao da energia mecanica do sistema, que também se conserva visto que

a Lagrangeana 2.3 nao tem dependéncia explicita no tempo, temos

.2 2
mo T J Gmimy
E = — 2.
2 + 2mo 12 r (2:8)
onde usamos
. J do
0= ——-w=—. (2.9)

me T2 dt
Voltemos nossa atengao & equagao 2.6, nesta vemos que € varia com |r| e ndo muda de sinal

durante o movimento, pois é razoavel supor que J # 0, assim pelo teorema da funcéao implicita

podemos fazer § = 0(r). Desta feita podemos usar 2.8 e 2.9 para fazer

. dr 2 J2 Gmima dr J
T2 (E- - 2.1
"Tu \/m2 < 2ma 12 + r > df ma 12’ (2.10)

donde
Jdr

6 = —
r2\/2m2E— ‘7{—2 + %

(2.11)
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onde k = Gmimsg?. Integrando esta expressdao obtemos a menos de uma constante aditiva

J/r—k/J

\/2maE + 5

0(r) = arccos

Invertendo esta relacao obtemos

p
) = ——— 2.12
r(©) 1+ ecosf’ ( )

J? / k?
p:? , &= ngE—l—ﬁ

A expressao 2.12 representa a equacao de uma elipse em coordenadas polares, vide figura 2.3, desde

com

que 0 < ¢ < 1. Isto mostra parcialmente a validade da primeira lei de Kepler. Para ver que a
condicao 0 < € < 1 é verificada podemos analisar como ¢ varia com a energia. Para isto devemos
analisar os graficos do chamado potencial efetivo,

J2 Gm1m2

 2mogr? r

Ver

Vide figura 2.2 abaixo

Temos que observar empiricamente que no caso de interesse o movimento se da numa regiao
confinada, isto é com energia negativa. Para valores positivos de energia, (¢ > 1), temos ramos
de hipérboles e para o valor nulo, (¢ = 1), temos uma pardbola, ambas sao solucoes ilimitadas.
Portanto, nao representam as observacoes.

Passemos agora ao segundo postulado de Kepler e mostremos que este decorre diretamente da
conservagao da norma do momento angular. Para a trajetoria eliptica descrita acima teremos a

seguinte equacao para o calculo do elemento de drea, A, varrida pelo vetor posicao

r2df  r?do
dA = 5 = Eadt,
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Y, WA

)

Vef [o]
A
P X P X
1+¢ \ 2
rmax
Y
Ty
ry
X
Figura 2.2: Possiveis movimentos para J # 0.
ou usando 2.6,
J
dA = §dt. (2.13)

Como J é conservada a drea A é fungao linear do tempo e isto implica que para tempos iguais
teremos areas iguais. Disto decorre a segunda lei de Kepler, que é conhecida como lei das areas,

vide figura 2.4.

Observagao 2.1.2 Um fato interessante a se mencionar nesse ponto € a interpretacao de Kepler
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- Y

Figura 2.3: Orbita em forma de elipse.

4,

Figura 2.4: Lei das dreas A; = As.

acerca dessa lei, [10]. Uma vez que ele nao conhecia o conceito de inércia ele acreditava que o
Sol impelia uma for¢a lateral inversamente proporcional a distancia sobre os Planetas, (entenda-se
por for¢a lateral a componente tangencial que estaria na dire¢cao do vetor velocidade). Bastante

diferente da interpretacao atual.

Para a terceira lei de Kepler consideremos a equacao 2.12 e passemo-la para coordenadas carte-

sianas (rcosf,rsinf) = (z,y). Com tal procedimento teremos

(1 —e2)? pe 2 1—-e%\ ,
e T +z) + e y- =1 (2.14)
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Se observamos ainda a forma padrao para a equacao da elipse em coordenadas cartesianas, a qual

seja
ac + )2 y?
g +

Fazendo a correspondéncia desta com a 2.14, vemos que
1—¢2

p
V1—¢2

Sendo que a é o semi-eixo maior da elipse e b o semi-eixo menor. Sabendo que a &drea total da

b=

elipse é dada por

A = mab (2.15)
e considerando a expressao 2.13, temos
J
t) = —t
At) =t
de tal forma que a area total sera
J
A= 57 (2.16)

onde T representa o periodo de revolucao da érbita eliptica.

Tomando os resultados de 2.15 e 2.16 temos
2mwab = JT,

inserindo nesta as expressoes para oS semi-eixos nos vem

m p p 27Tp1/2 p3/2
T=— =

TA- Vi J (1-e2)p2
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Portanto, com uma constante

SI¥

temos

T =Cd*?,
que é a terceira lei de Kepler.

Observagao 2.1.3 Para chegarmos a expressao 2.12 fizemos uso de wm método, que consistia em
buscar as integrais primeiras do problema e usd-las para reduzir os graus de liberdade do sistema.
Assim um sistema inicialmente em R'2, foi posto em RS usando as seis quantidades conservadas
do momento linear. Em sequida, usando a conservacao do mddulo, da direcio e do sentido do
momento angular total levou-se o sistema para R®. Por fim usamos a conservacdo da energia total
do sistema para obter uma equacio em R? e resolver para r em funcdo de 6. Em verdade, usou-se o
fato de existirem 10 integrais primeiras no problema de dois corpos para reduzir o nimero de graus

de liberdade do sistema de doze para dois.

Vamos mostrar agora que as leis de Kepler implicam na lei da gravitacao universal de Newton.
Considere que sejam validas as leis de Kepler para o movimento planetario, assim por hipdtese
temos que o movimento é planar. Por conseguinte, podemos usar coordenadas polares para descre-
ver tal movimento. Tomando a expressao da aceleracao em coordenadas polares obtemos para um

planeta de massa m,, as seguintes expressoes
my <7‘ — 7‘92) =F
A (2.17)

210 + 10 =0

A segunda equacao de 2.17 é equivalente a conservacao do momento angular, podemos multiplicar

por r em ambos os lados e obter

270 + 120 = % (7«29') —0
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dai

myr20 = J = constante. (2.18)

Como podemos ver a funcao 6 nao troca de sinal durante o movimento, isso implica que pelo teorema

da fungao implicita podemos encontrar = r(f) . Usando a regra da cadeia para derivacao temos
d (1\ 7
g \r) J

(1 P
— (=) =——. 2.1
do? (r) 0.J (2.19)

Juntando 2.19 com a primeira equacao de 2.17 temos

2 (1 (N Fr?
dez \ r r)  myJ?

Esta expressao é conhecida como férmula de Binet, e serve para determinar a érbita se conhecemos

e ainda

a interacao ou a interacao se conhecemos a érbita. Aqui usaremos seu segundo propésito:

F= —mf;ﬂ [%22 <%> + <%>] . (2.20)

Partimos agora da expressao de uma elipse em coordenadas polares para a orbita, pois assumimos

a priori a primeira lei de Kepler. Donde

1 1+ ecost

r P
Usando esta dltima em 2.20 temos,

mpJ? [ ecosf 1+ecosf
— — -

F =
r? p p
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o que nos da
mpJ2 1

F= —
p 1

(2.21)

Para que a expressao 2.21 nos dé a lei da gravitagdo resta mostrar que J2/p é constante para todos
os planetas. Para isto considere a segunda lei de Kepler, isto é, tome a expressao 2.18 para calcular

a area da elipse. Assim nos vem

Com esta expressao podemos obter o periodo de revolucao da dérbita fazendo

A 21
dAjat T

T

(2.22)

onde ¢ e ¢y sao, respectivamente, o semi-eixo maior e o semi-eixo menor da elipse. Nas relagoes
da elipse é facil ver que p = ¢32/c;. Tomando o quadrado de 2.22 e dividindo por ¢;3, temos a

seguinte expressao

2 2

T 472y 472 p
- = . 2.23
613 61J2 J2 ( )

Finalmente considerando terceira lei de Kepler, vemos que o lado direito da expressao 2.23 deve ser
uma constante para todos os planetas. Desta feita temos que 2.21 é equivalente a lei da gravitacao

universal de Newton [14].

2.2 Alguns Aspectos Geométricos do Problema de Kepler

Em carédter de complementacao colocaremos a seguir um resultado de Willian Rowan Hamilton.

Para isto vamos considerar diretamente a expressao

d’x kx
- 2.24
dt? |x|3 (2:24)
onde x € R3 e k é um nimero real positivo. Esta equacdo é chamada de equacio de Kepler. Como

vimos acima o problema de dois corpos pode ser reduzido a forma 2.24.
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Para o teorema a seguir assumiremos a equacao 2.24 com condicoes iniciais em t = tg

X(to) = X
e
dx
v(to) = E(to) = Vo,

mas de forma que xg e v( sejam linearmente independentes. Segue o resultado de Hamilton de

1846, vide [15], um enunciado em linguagem mais simples pode ser encontrado em [16].

Teorema 2.2.1 Quando t varia o vetor velocidade se move ao longo de um circulo C, o qual estd
no mesmo plano P que contém a origem, mas em geral ndo estd centrado nela. Qualquer circulo

pode ocorrer. Este circulo juntamente com a orientacdo determinam a orbita univocamente.

Prova: Como mencionado na prova do teorema anterior temos as seguintes integrais primeiras

para 2.24
J=xxv (2.25)
e
vk

2.25 nos dé que o movimento é planar, vamos entao escolher um referencial no qual o vetor posicao

se escreva, em coordenadas polares, como

x = (rcosf,rsind,0).

Desta forma, como antes, o médulo do momento angular é dado por

do
.2
J=r a
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Vamos escrever a equacao de Newton em coordenadas polares também, donde

dv k

i ——(cos ,sin 6, 0) (2.27)
,

Como no teorema anterior, vamos usar o argumento da nao mudanca de sinal de df/dt com r

durante o movimento e usar o teorema da funcao implicita para fazer § = 6(r). Em seguida

aplicando a regra da cadeia a equagao 2.27, temos

dv

i —R(cosf,sind,0) (2.28)

onde R = k/J. Integrando 2.28 temos
v = R(—sinf,cos6,0) +c

onde ¢ = (c1, c9, 0) é uma constante de integracao. Isto nos mostra que o vetor velocidade se move
ao longo de um circulo de raio R = k/J, centrado em c e estd no plano ortogonal ao momento
angular.
E interessante notarmos que v —c é sempre ortogonal a x. Dal medir o angulo entre dois vetores
velocidade sobre o circulo C é o mesmo que medir o angulo os respectivos vetores posi¢ao na origem.
A razao ¢ = |c|/R é chamada excentricidade de C e podemos escolher coordenadas de forma
que

v = R(—sinf,e + cos 6,0).

Desta feita,0 médulo do momento angular fica dado por,
J =rR(1+ecosf)

resolvendo para r temos, novamente,

rzip
1+ ecosb
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com p = J?/k.
Usando a equagao de Binet como acima veremos que esta expressao para r satisfaz a equagao

de Newton.
[ |

Vale ressaltar que no caso do movimento hiperbdlico a origem estd fora do circulo de velocidades,
no caso parabdlico a origem estd exatamente sobre o circulo de velocidades e, por fim, no caso
eliptico a origem se encontra dentro do circulo de velocidades. A seguir, colocamos as figuras que
mostram os trés tipos possiveis de movimento, dentro da hipétese de independéncia linear das
condigoes iniciais que fizemos acima.

No caso do movimento eliptico, como pode ser visto na figura 2.5, o circulo de velocidades é
completamente percorrido, assim podemos falar de duas velocidades sobre uma mesma reta que

passa pela origem. Temos o seguinte

Lema 2.2.2 Sejam Vi e Vy duas velocidades sobre o circulo C, as quais estao sobre uma linha que
passa pela origem. Entdo,

V1'V2:C-C—R2:2E

Prova: Considere w diametralmente oposto a V1, assim existe e tal que,

Vi=c+e

wW=c—e,

donde vemos que

W'V1:C-C—e'e:C'C—R2:2E.

Como Vi, Vo e w formam um triangulo retangulo, segue que Vi é ortogonal a Vo — w. Dai

Vi-Vy=Vy-w e temos o resultado do lema.
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x(1)

Figura 2.5: Hoddgrafo do caso E < 0, note que o circulo de velocidades é completamente percorrido.

Figura 2.6:

v

Hodégrafo do caso E > 0, note que o circulo de velocidades nao é completamente percorrido.
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v

Figura 2.7: Hodégrafo do caso E' = 0, note que o circulo de velocidades é percorrido a menos de um ponto.

2.3 Regularizacao

Se nao é feita a hipotese de independéncia linear das condigoes iniciais existem certos problemas
com singularidades nas solugoes do problema de Kepler. Estas sao solucbes com momento angular
nulo, que correspondem a um corpo em queda sobre o outro. Em verdade, o campo hamiltoniano
gerado por 2.2 nao é completo. Contudo, existem procedimentos que nos permitem estudar tais
solugoes. Com uma regularizagao apropriada a singularidade em |¢q| = 0 pode ser removida.

Vamos estudar primeiramente o caso unidimensional. Assim consideraremos o problema de um
corpo caindo para a origem de acordo com a lei de Newton. Entao a equacao de movimento tem a

seguinte forma
k

LR
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cuja Hamiltoniana é dada por

h=1 (2.29)

Sem perda de generalidade vamos considerar também x > 0.
Vamos introduzir uma nova varidvel independente, com o intuito de expandir a escala de tempo
a medida que x — 0, isto é, quanto mais préximo da origem mais devagar as mudancas nesta

variavel. Isto pode ser feito pela seguinte

dt = |x|ds, ds= ﬂ
]

Este s = [ dt/|x| é conhecido como parametro de Levi-Civita.

Vamos usar a seguinte notacao para a derivagao em s,

~ds’

¢é a nova velocidade. Prosseguimos escrevendo 2.29 nesta nova variavel

1k
2= el

e realizando a seguinte mudanca na variavel dependente,

Dai a velocidade e a energia ficam, respectivamente, dadas por

/ /
T =2ww,
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Donde
2% — hw? = k. (2.30)

Consideremos os casos possiveis h <0, h=0e h > 0.

No primeiro 2.30 nos leva a

w/2 w2 _,
T e
2 |k

que é a equacao de uma elipse com centro na origem. Vemos que a excentricidade da elipse depende
somente do valor de h, uma vez que o cruzamento da curva com o eixo w’ sempre se d4 em i\/m,
vide figura [2.8(a)].

No caso de energia nula temos retas, com velocidade ++/k/2, vide figura [2.8(b)].

Por fim, no caso negativo 2.30 nos leva a

w/2 w2 _,
& ¢
2 |h]

que é a equacao de ramos de hipérboles. Vemos que a excentricidade destas também depende

somente do valor de h, uma vez que novamente o cruzamento da curva com o eixo w’ sempre se da
em ++/k/2, vide figura [2.8(c)].

h<0 h=0 h>0

"™

/7T

(a) (b) (¢)

Figura 2.8: Movimento regularizado para os varios valores de energia.

O importante neste tratamento é vermos que a singularidade foi regularizada, isto é, o corpo
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cal para origem e quando chega até ela o faz com velocidade finita w = 0 = W' = \/k/2.

Um caso bastante interessante de regularizacgao foi feito por Jinger Moser em [9]. Ele con-
siderou as érbitas limitadas do problema de Kepler num espaco n-dimensional, isto é, considerou a
Hamiltoniana

lp|?

1
H((LZ)):T—?‘

com g € R" e p € R" sobre os niveis de energia negativos. E demonstrou que, depois de uma
compactificacao apropriada, a superficie de energia constante (h < 0) é topologicamente equivalente

ao fibrado tangente unitario de uma esfera S™. Tal resultado segue no préximo teorema.

Teorema 2.3.1 Para energias negativas, H = h < 0, o fluxo do problema de Kepler em R™ €

equivalente ao fluro geodésico sobre S™

Observagao 2.3.2 Na prova a sequir queremos apenas dar uma idéia geral. Para maiores detalhes,
veja [9].

Prova: Consideremos o fluxo geodésico sobre S™. Este é dado pela seguinte equagao variacional

vinculada,

5 f Ie'lds =0
=1

onde &€ = (&,&1,...,&) € R <. >), |€] =< &€& >'/2 e/ continua a denotar derivacio em

relacdo a s. Usando a equacao de Euler-Lagrange somos levados a
'+ < >¢=0

Tomando 1 = ¢ temos,

(2.31)
com || =1e < &n>=0. Assim,

@@m%=%<mn><&§>
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é uma funcao hamiltoniana para 2.31, desde que vale

5’:(1)77

=%

Vamos introduzir coordenadas cartesianas a este problema procedendo com uma projegao estereo-

grafica pelo polo (1,0,...,0),
&

F(f)z = T; = 1_50.

(2.32)

Como tratamos do fluxo sobre S™ é desejavel que estendamos esta projecao de modo que a projecao
de TS™ dé R?" = (x, ), e que isto seja feito via transformacdes candnicas para preservar a estrutura

das equacoes de Hamilton. Assim devemos exigir também que

> hndém =Y yrday,. (2.33)
m=0 k=1

Tentemos o seguinte ansatz de solucao

yk:f(ga 77)77194‘9(5» 77)5197 ]{7:1,,71,

usando 2.32, 2.33 e o vinculo |£| = 1 obtemos

Yk = (1 — &o)mk + noSk- (2.34)

As féormulas para a inversao desta projecao, seguem

|l‘|2—1 2:Ek
_ P _ T o,
50 |3§‘|2+1’ é.k |$|2+17 ) y
(§]
Cz2+1

n = <,y >, Nk ye, k=1,....,n.

2



32 CAPITULO 2. O PROBLEMA DE KEPLER
A funcao Hamiltoniana é levada na seguinte

X 2 2
(E(z, y)n(z, y) = Flz, y) = WW-

Como as transformacoes foram canonicas temos que as equagoes de Hamilton sdo preservadas,

Vamos considerar o fluxo sobre a superficie de nivel F' = 1/2. E facil ver que o fluxo sobre esta

superficie depende apenas do gradiente de F. Logo, se substituirmos F por uma funcao de F,

du (1Y _,
dF \2/)

u = u(F), tal que

o fluxo é o mesmo. Portanto, tomemos

|22 +1)

G:\/2F—1:( Iyl =1,

e o fluxo Hamiltoniano

sobre G = 0.
Vamos considerar agora uma mudanca na variavel independente, andloga ao parametro de Levi-
Civita

- / 1ylds, (2.35)

donde obtemos

i=lyl7'Gy, = — |y 'G,.

Note que
‘y’_le = H,
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(§]
|y|_1Gw - Hw
com
1 |z
H=|ylg-—=="1 _ 1yt
|y 5= 5 ly|

Finalmente, fazemos a mudanca de coordenadas (x,y) — (—p,q), donde obtemos a Hamiltoniana

do problema de Kepler

Assim o fluxo geodésico sobre S™ é equivalente ao do problema de Kepler em R™. Em verdade,
as transformacoes 2.32, 2.33 e 2.35 levam o fibrado tangente unitario da esfera num espago de fase
2n-dimensional, e por conseguinte levam os grandes circulos de S™ nas elipses do problema de Kepler

sobre a superficie de energia H = —1/2. Segue representagao pictérica da projegao estereogréfica.

So

&s

&

Figura 2.9: Projecao estereogréfica para o caso n = 2.

Vale ressaltar que se inserirmos o polo norte da esfera representaremos também as érbitas de

colisao do problema de Kepler, mas a projecao usada e a mudanca na variavel independente ja nos
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dao o fluxo regularizado.

Inspirado nos trabalhos de Moser, E. A. Belbruno em [17], considerou os casos complementares
ao trabalho de Moser, isto é, as érbitas ilimitadas do problema de Kepler num espacgo 2-dimensional.
Com uma construcao bastante similar a anterior, Belbruno mostrou a equivaléncia entre o fluxo do
problema de Kepler com energia positiva (movimento hiperbélico), e o fluxo geodésico sobre um 2-
hiperboldide imerso num espago de Lorentz 3-dimensional e que o caso de energia nula (movimento
parabdlico), é equivalente ao fluxo geodésico num plano. No préximo teorema mostramos o caso
com energia positiva. Para maiores detalhes do caso com energia nula, vide [17].

Vamos denotar as folhas do hiperboléide por Hy : —53 +&24+¢2 = —1 (+ e -, respectivamente, se
referem a folha superior e inferior do hiperboléide), imerso num espaco de Lorentz L2 = (&, &1, &)
com métrica ds? = —d&2 + d&? + d¢3. Fagamos ainda €T = (1,0,0) e £~ = (—1,0,0). A seguir

consideraremos o fluxo geodésico sobre HT = {{H}\¢T}.

Teorema 2.3.3 Para energias positivas, H = h > 0, o fluro do problema de Kepler em R? ¢

equivalente ao fluro geodésico sobre Hi.

Observagao 2.3.4 Na prova a sequir queremos apenas dar uma idéia geral. Para maiores detalhes,

veja [17].

Prova: Consideremos a seguinte funcao
<> L*xL3 =R

dada pela seguinte regra

<a,f >=—apbo + a1 + azfs. (2.36)

E simples ver que 2.36 define um produto interno sobre THI e que a parametrizagao
¢ = (coshu, sinh u cos v, sinh u sin v)

define um referencial mével (&,,&,) ortogonal sobre T Hi.
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Vamos agora olhar para o fluxo geodésico sobre Hi. Este é dado pela seguinte equacgao varia-
cional vinculada,
6 [ <&, >ds=0

< 5/75/ >=—1

onde <, > é a funcao definida em 2.36 e ' continua a denotar derivagao em relagao a s. Usando a

equacao de Euler-Lagrange somos levados a

'- < >¢=0
Defina
n=_¢,
1
T(Em=—5<&E><mnn>
e
-1 0 0
A=|[ 0o 10
0 0 1
Dai temos
¢ =AY,
= —AY
K ¢ (2.37)
< fa g >=—1
<& n>=0
E assim o fluxo de 2.37 sobre T = —1/2 é nosso candidato a fluxo equivalente ao do problema de
Kepler.

Vamos agora construir projecdes de L3 em [¢1, &] que levardo Hi em T2, onde

T? = {¢ €[, &)/ <&E> > 1},
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Para tal fagcamos
&

e (2.38)

()i =2 =

Como tratamos do fluxo sobre S™ é desejavel que estendamos esta projecao de modo que a projegao
deT Hi dé, localmente, R* = (x,y), e que isto seja feito via transformacdes canénicas para preservar

a estrutura das equagoes de Hamilton. Assim devemos exigir também que
2 2
Z N d&m = Z Yrdry. (2'39)
m=0 k=1
Tentemos o seguinte ansatz de solucao

yk:f(ga 77)77194‘9(5» 77)5197 ]{7:1,,71,

usando 2.38, 2.39 e o vinculo < ¢, £ >= —1 obtemos

Yk = (S0 — 1)k + 10 (2.40)

As férmulas para a inversao desta projecao, seguem

|:E|2 +1 2xy
= = k=1,2
60 |$|2 — 17 gk |$|2 — 17 )
e
2
x| -1
n = <z,y >, Uk:‘ ’2 Yk, k:172
A funcao Hamiltoniana é levada na seguinte
2
2> — 1

Como as transformacoes foram canonicas temos que as equagoes de Hamilton sdo preservadas,
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&

Figura 2.10: Projegdo que leva HI em 7.

Vamos considerar o fluxo sobre a superficie de nivel F' = 1/2. Novamente, vamos substituir F'

por uma fungao de F', u = u(F), tal que

du (1Y) 1
dr\2)
o fluxo é o mesmo. Portanto, tomemos

241
G=vaF-1= Dy

e o fluxo Hamiltoniano

sobre G = 0.
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Vamos considerar a mudanca na varidvel independente

t:/\y]ds, (2.41)

donde obtemos

b=y 7'Gy, =~y G
Note que
yl~'G, = H,
(§]
ly| "' Gy = H,
com
H=pp o =By

Finalmente, fazemos a mudanca de coordenadas (x,y) — (—p, q), donde obtemos a Hamiltoniana

do problema de Kepler

Assim o fluxo geodésico sobre Hi é equivalente ao do problema de Kepler em R?. Em ver-
dade, as transformacoes 2.38, 2.40 e 2.41 levam o fibrado tangente unitario de Hi num espaco
de fase 4-dimensional. Segue representacao pictérica da projecao estereografica. Novamente, se
introduzirmos ¢+ em Hi teremos a érbitas de colisao do problema de Kepler com energia positiva
regularizadas.

Passaremos a alguns resultados do problema de trés corpos.



Capitulo 3

Problemas de Trés Corpos

Neste capitulo vamos tratar o problema de trés corpos interagindo gravitacionalmente. Na
histéria da ciéncia, este foi um problema muito atacado, talvez pela proximidade com o problema
solivel de dois corpos. Muitos matemaéticos, fisicos e astronomos famosos se dedicaram ao problema
de trés corpos gravitando e obtiveram importantes resultados. Para citar nomes, Euler, Lagrange,
Jacobi, Hill, Poincaré, Levi-Chivita, Birkhoff, entre outros. Vamos ver a seguir as solucoes de Euler
e de Lagrange para o problema Newtoniano e a belissima solucao coreografica em forma de Oito

de Chenciner e Motgomery.
3.1 Problema Newtoniano de 3-corpos

Considere um sistema formado por 3 particulas de massas mq,mso, ms localizadas no espaco
Euclidiano pelas coordenadas ¢1 € R3, ¢ € R3, g3 € R3, respectivamente. Suponha que a interacao
sobre a i-ésima particula para com a j-ésima seja dada pela Lei da Gravitacao Universal de Newton,
conforme enunciado no capitulo 2, suponha também que seja valido o principio da superposicao.

Assim, a Lagrangiana do sistema é dada por

3
1 .12 Gm;m;
L= 3 ;:1 mg|gi|© + E — (3.1)

1<i<j<3 |4 — 441

39
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Usando a equacao de Euler-Lagrange temos

_ Gma(q1—q2)  Gm3(q1—q3)

i =

l[q1—q2]3 lq1—q33
. Gmi(ge—q1)  Gma(g2—qs3) 3.2
2= lg2—aq1]3 lg2—q3|3 (3.2)
Gy = _Gmi(es—q1) _ Gma(gs—qe)
3 lg3—q1]3 lgs—q2[®

A equacdo 3.2 é uma equacio diferencial em R'8, isto é, para resolvé-la precisamos determi-
nar uma 6-upla de coordenadas para cada corpo. Poderiamos tentar solucionar 3.2 encontrando
integrais primeiras que reduzissem seu numero de graus de liberdade. Porém as integrais usadas
no problema de dois corpos nao seriam suficientes, pois sendo elas apenas 10 levariam a equacao
18-dimensional em outra 8-dimensional que ainda nao poderia ser resolvida diretamente. Portanto,
deve-se encontrar outro método ou outras integrais primeiras o que, em verdade, nao é possivel visto
que pelo teorema de Bruns o problema de 3-corpos tem apenas 10 integrais primeiras algébricas,
as mesmas do problema de 2-corpos, vide o teorema 4.1.1 no préximo capitulo.

Neste ponto de nosso estudo precisamos impor uma restricao que nos ajuda a diminuir os graus
de liberdade do problema. Vamos supor que o movimento dos trés corpos se dé em um plano fixo.
Isto leva 3.2 numa equacao 12-dimensional que tem 6 integrais primeiras, ou seja, ainda nao pode
ser resolvida diretamente.

Supondo que estamos trabalhando no referencial do centro de massa, temos

miqi + magz + mgqz = 0. (3.3)

Consideremos entao que seja planar o movimento dos corpos e a seguinte mudanca de coorde-

nadas [19], vide figura 3.1,

S1 =43 — 42
S2 =41 — Qg3
(3.4)
$3 =42 — q1
s1+s04+s3=0
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ms;

m, s, m,

Figura 3.1: Representacao das coordenadas relativas.

Assim usando 3.4 o sistema 3.2 fica na seguinte forma,

s1 = —%81 + Gmysr
82 = —G—%SQ + GmgsT

|s2]

(3.5)
. GM
§3 = — 1553 + Gmsst
. _S1 S2 53

ST = [aF T s T 3PP

onde M é a massa total do sistema. Usando 3.4 e 3.3 vemos que

m283—Mm3s2

q1 =

mM381—"M1 S¢
g = 13 1M 183
g3 = Ts2-mas)

Passemos agora aos resultados de Euler de 1767, vide [20] e [19].

Teorema 3.1.1 Considere um problema planar de trés corpos interagindo gravitacionalmente.

Entao, existe wma solucao tal que os corpos permanecem sobre uma reta a cada instante do movi-
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mento.

Prova: Para este caso a Lagrangiana é dada por 3.1 com ¢; € R?, o que leva ainda as equacoes
de Euler-Lagrange da forma 3.2. Considere o uso da mudanca de coordenadas 3.4, isto conduz ao
sistema 3.5. Dizer que as particulas permanecem sobre uma mesma reta a cada instante é analogo

a dizer que as coordenadas relativas respeitam a condigao

s9 = sy

s3=—(1+1)s1

onde 1 é uma funcao constante de sinal definido, positiva por simplicidade.
Diferenciando duas vezes a primeira equacao de 3.6 e agrupando com as duas primeiras equacoes

de 3.5 temos

) - M 1 1
s+ 29s1 =G Mw—w—i-(mg—mlw) <1+E_ (1+¢)2>} |8811|3, (3.7)

mas comao,

¥ =0.
Temos que o lado direito de 3.7 deve se anular, ou seja, o polinomio

(mg + m3)p°® 4 (3meg + 2m3)w4 + (3mg + mg)w?’ — (3my + mg)l/}2 — (3my + 2ms3) — (m1 + ms),

deve ter uma raiz positiva. De fato, pela regra dos sinais de Decartes, vemos que este polinéomio
tem uma raiz positiva. Assim, com este 1 podemos voltar & equacdo 3.5 e subtrair da primeira

equacao multiplicada por mg a terceira multiplicada por m; , donde obtemos

(3.8)

s"lz—GM{ my +mz(1 + ) } 51

(L+)2 [ms +mi(1+ )] J [s1]3

A equacao 3.8 tem a mesma forma da equagao 2.5 acima. Assim usando métodos andlogos podemos
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resolver 3.8 e obter, em coordenadas polares, um resultado da forma

sr=—X
L 14 6cosb’
onde
T+ 9)? ms + ma (1 + )]}
N GM [mq +mz(1 +)?]
e

2E, J}

5 T 1,
{ GM [m1+ms(1+1)?] }
(1+4)2[m3+ma (1+9)]

sendo Ji a norma de uma integral primeira analoga ao momento angular, mas para a coordenada
relativa s , Iy seria a energia, mas da coordenada relativa s; e s] indica a coordenada polar radial.

Dai usando 3.6, obtemos

_ X o
- 1+5005981

__x =~
§2 = 1+6cos€81

—(1+P)x ~
1+0 cos @ S1

S§3 —

onde 57 é a indicacao da mudanca de direcao de s; no plano.

Por fim, usando as expressoes para a inversao da mudanca de coordenadas nos vem

—x[ma2+(matms)] &

n = M (1406 cos )
4 = x[ﬁg(?glc(ols-;l)b)]g\l (3.9)

_ xX(miyp—ma) ~
93 = M(1+50059)81

A expressao 3.9 é chamada solucao grafica, pois dela temos informacao apenas sobre as configuracoes
dos corpos no espaco.

Se nas condicoes iniciais temos § = 0, teremos uma solugao onde os corpos mantém as distancias
mutuas fixas e permanecem sobre uma reta a cada instante, vide figura 3.2. Essa solucao é chamada
de equilibrio relativo.

Com outras condigoes iniciais podemos ter elipses, parabolas ou hipérboles dependendo dos

valores de energia e das massas. Como ilustracao colocamos o caso eliptico, vide figura 3.3.
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Figura 3.2: Representacgao da solucdo de equilibrio relativo de Euler. Aqui my : mo :mg =2:3: 4.

Figura 3.3: Representacao da solucdo de Fuler. Aqui my : mg :m3=2:3:4.

Passemos agora aos resultados de Lagrange de 1772, vide [21] e [19].

Teorema 3.1.2 Considere wm problema planar de trés corpos interagindo gravitacionalmente.
Entao, existe uma solugao tal que os corpos permanecem sobre os vértices de um triangulo eqiildtero

a cada instante do movimento.

Prova: Para este caso a Lagrangiana é dada por 3.1 com ¢; € R?, o que leva ainda as equacoes
de Euler-Lagrange da forma 3.2. Considere o uso da mudanca de coordenadas 3.4, isto conduz ao
sistema 3.5. Notemos que em 3.5 se s = 0 teremos equagoes desacopladas, vamos entao supor que

tal condigao seja vélida. Temos que s = 0 em duas situagoes. Primeira, quando |s1| = |s2| = |s3],
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que nos leva a uma solugao com os trés corpos equidistantes. Segunda, quando os trés corpos estao
sobre uma mesma reta,que é a solucao de Euler com um valor fixo para 1. Logo, vamos nos ater a

solucao com corpos equidistantes. Desta feita vamos ter a 3.5 desacoplada na seguinte forma,

GM

S1 = —W81

Gy =—GMg . (3.10)
|s2]

o — _GM

83 = 538

As equagoes 3.10 estao na mesma forma de 2.5. Estdo com métodos similares aos usados acima

podemos encontrar suas solugoes. Assim temos

— K1 o
S51 = 1+61 cos 051

_ K2 o
S2 = 1+02 005082

_ K3 &
83 = 1+63 cos 053
onde
Ji
M aM
e

[2F; J?
572: ]\22_‘_17

sendo J; a norma de uma integral primeira andloga ao momento angular, mas para a coordenada
relativa s; , E; seria a energia, mas da coordenada relativa s; e §7 indica a mudanca de direcao de
s1 no plano.

Lembrando ainda que para a solucao eqiiilatera temos

R -1/2  V/3/2

SS9 = 81,

—/3/2 —1/2
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-1/2 —/3/2
V3/2 —1/2

~

S1,

&
I

01 = 02 = I3,

K1 = K2 = K3,

Por fim, usando as férmulas para inversao da mudanca de coordenadas recebemos.

m,

Figura 3.4: Representacao da solugao de equilibrio relativo de Lagrange. Aqui devemos ter m; = mo = ms.

(ms—m2) V3(ma+ma)
a1 = a ’ ’ 81
M(l + 61 cos 9) V3(mz—ma)  (mz—ma) ’
2 2
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(2mz+m1)  V3my
o — K2 2 2 s
M(1+62cos8) | VB (2mz+m1)
2 2
_(mit2me)  VBmy
45 = K3 2 2 &
M(1+03cos6) | 3Bma (m1+2m2)

2

2

Como antes, estas sao chamadas de solugoes graficas, pois carregam apenas as informagoes sobre o

hodografo das massas no plano.

Figura 3.5: Representacgao da solucao de Lagrange. Aqui devemos ter m; < mo < ms.

Se nas condigbes iniciais tivermos d; = 0, teremos novamente uma solucao em que a distancia

entre os corpos é preservada, vide figura 3.4. Esta solucao também é chamada de equilibrio relativo.

Para solugoes com k; # 0,teremos elipses, parabolas ou hipérboles dependendo dos valores da

energia. Como ilustragao colocamos aqui o caso eliptico, vide figura 3.5.
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3.2 Uma Solucao Memoravel para o Problema de Trés Corpos

Uma solucao particular bastante interessante do problema de trés corpos é obtida no caso de
trés massas iguais, fazendo uma érbita em forma de Oito, vide figura 3.6, descoberta numericamente
por C. Moore em 1993 [22]. Em 2001 A. Chenciner e R. Montgomery [23] redescobriram o Oito e

provaram sua existéncia. Segue descricao deste problema.

Figura 3.6: A Orbita em oito de Chenciner e Montgomery.

Considere um problema planar de trés corpos, cada um com massa unitaria, que interagem pela
lei da Gravitacao Universal de Newton. Para tal sistema teremos a seguinte fungao principal de

Lagrange

1 1 1
+ +
ln— a2 | — a3l g2 — g3

L= (g + g +[d3*) + , ¢ € R, (3.11)

N =

onde consideramos, por simplicidade, G = 1, vide 4.0.13, isto é, o espaco de configuracdo com

coordenadas baricéntricas é dado por

X ={q=(q1,92.43) €R°/q1 + 2 + g3 =0} .

3.2.1 Construcao do Espaco de Triangulos Orientados.

Primeiramente notemos que 3.11 leva, em principio, a uma equacdo em R'?2. No espaco de
configuracao é conhecido que apods a reducao com as simetrias por translacao e rotagao o espaco
de configuracao do problema de trés corpos é uma variedade de dimensio trés homeomorfa a R3,
vide [25] pagina 4. Vamos estudar a cinemdtica de solugdes particulares as quais tem momento
angular total nulo.

O chamado espago de triangulos orientados, vide [24], foi colocado primeiramente por Richard
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Moeckel em [25], e por ele chamado de esfera de forma, vide figura 3.13. Mostraremos aqui duas
possiveis construcoes desta esfera, a primeira delas usando a férmula de Herén de Alexandria.

Considerando 7 o triangulo formado pelos trés corpos, vide figura 3.7. A férmula de Herdn fica

m,

m, N m 5

Figura 3.7: Triangulo 7 formado pelos trés corpos.

dada por

S% =p(p — Va)(p — Vb)(p — Vo), (3.12)

onde S e p representam, respectivamente, a area e o semi-perimetro de 7. A expressao 3.12 pode
ser escrita na forma

52:1—16(2ab—|—2ac—|—2bc—a2—b2—c2).

Daqui por diante, nesta secao, identificaremos m; = i, para facilitar as notagoes. Consideraremos
também que a terna (a, b, c) representa todos os triangulos cujos lados tém essas medidas a menos
de reflexdes. Para ser mais precisos, tomaremos o conjunto dos triangulos no plano quocientado
pela rotacao e translacao de triangulos. Assim cada ponto neste espago representa duas classes de

triangulos, vide figura 3.10 .

Proposigao 3.2.1 Nas condi¢oes descritas acima temos

@1 |* + |g2* + |gs]* = 1
S a+b+c=3.

g1 +ag2+q3=0
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Prova: Observemos a figura abaixo,

Figura 3.8: Coordenadas e angulos em 7.

Notemos que sao validas as seguintes relacoes,

a= q% + q§ — 2@2q3 cos aq
b=q}+q5 —2q1q3cosaa

c= q% + q% — 2q1q1 cos asg

ou equivalentemente,
a=(q2—qs)e(q2—g3)
b= (1 —gs)e(q1—qs) > (3.13)
c=(q1—q)e(q1— q)

onde e indica o produto interno usual do plano.

Somando as equagoes de 3.13 e reagrupando temos

a+b+c=q o2 —q@—q)+qe(2¢2—q1 —q3) + 30 (293 — q1 — q2)

ou ainda,

a+b+c=3q 0q +3q20q2+ 3q3 @ g3,
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que é nos da
a+b+c

3 = |q1|* + |g2f* + |as|*-

Isto confirma o resultado do enunciado.

Assim no espago Euclidiano das ternas (a, b, ¢), tomar o momento de inércia unitario é o mesmo

que fazer a intersecao do primeiro octante com o plano

a+b+c=3,

vide figura 3.9.

a+b+c=3

a

Figura 3.9: Plano equivalente ao momento de inércia unitério.

Vamos agora localizar alguns tridngulos do espago de configuragao associados com esse plano.
O ponto de intersegao com a reta a =b=c é (1,1,1) e d4 a configuragdo do triangulo eqiiilatero,

que corresponde a solugao de Lagrange, mostrada no teorema 3.1.2. O ponto médio de ¢ = 3 — b,
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com a = 0, é a colisdo bindria C1(2 com 3), o ponto médio de ¢ =3 — a, com b =0, é Co(1 com 3)

e, por fim, o ponto médio de b = 3 — a, com ¢ =0, é C3(2 com 1), vide figura 3.10.

Proposigao 3.2.2 A drea dos triangulos € constante nas intersecoes desse plano, a + b+ ¢ = 3,

com cada casca esférica

(a—1P2+b-1)>2+(c—1)% =17

com 1 < 4/3/2.

Prova: Vamos tomar a segunda forma da férmula de Herdn,a expressao do plano que intercepta o

octante e a expressao da casca e colocar na forma de um sistema nao linear, o qual segue

52:1—16(2ab+2bc+2ac—a2—b2—c2)
a+b+c=3 . (3.14)
(a—1)2+b—-1)2+(c—1)2=1r2

Expandindo a terceira equacao de 3.14, temos
a? + 0% +c* —2a —2b—2c+3 =12 (3.15)
podemos também reescrever a primeira equacao de 3.14 da seguinte maneira

5% = 1_16 [(a+b+c)(a+b+c)— 2(a® +b* + 62)] . (3.16)

Inserindo 3.15 em 3.16, temos

1
52:1—6 [(a+b+c)a+b+c)—2(r* +2a+2b+2c—3)].

Usando agora a segunda equagao de 3.14 sai

1
52 = 1_6(3 — 27"2).
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Assim quando olhamos na figura 3.10, vemos que a drea dos triangulos decresce & medida que
nos afastamos de (1,1, 1), sobre o plano a+ b+ ¢ = 3 e que esta drea se torna zero quando estamos

nas bordas, ou seja, quando r = /3/2.

S? = constante

Figura 3.10: Representacao de alguns pontos no plano.

Consideremos agora as seguintes operagoes:

1. Excluir os pontos do plano a + b+ ¢ = 3, que distam de (1,1,1) com um raio maior que raiz
quadrada de trés meios, de modo que seja obtido um disco de raio R = /3/2, onde moram
todas as possiveis configuragoes de triangulos com momento de inércia unitario, vide figura

3.11;

2. Como a cada ponto desse disco estao associadas duas classes de triangulos, de orientagoes
distintas, vamos separar essas classes de uma forma conveniente. Estabelecemos a corre-
spondéncia entre este disco e os dois hemisférios, com a convencao configuragoes positivamente

orientadas no hemisfério norte e as negativas no hemisfério sul, vide figura 3.12;

3. Justapor estes dois hemisférios com as devidas posicoes correspondentes no equador.
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E,

Figura 3.11: Ilustragao da retirada do disco de a + b+ c = 3.

Assim temos construida a esfera de forma, ou o espaco dos tridangulos orientados, como o descrito

acima. Nessa representacao a colisao total é

a=b=c=0,

e as colisdes binarias sao indicadas da seguinte maneira

C1 = (2 com 3) = [a =0
Cy = (1 com 3) =[b=0]
C3 = (1 com 2) = [¢ = 0]

As solucoes de Euler, descritas no teorema 3.1.1 s@ao encontradas no disco antipodas as colisoes
binarias. Como tanto as colisoes quanto as configuragoes de Euler sao invariantes pela reflexao
através do equador devem ser levadas nos mesmos pontos. Assim tomando a aplicacao antipoda
na prépria esfera, teremos

Ci = E’ia

onde é feita a convencao F; = configuragao da solucao de Euler com o i-ésimo corpo entre os outros
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dois.

Notemos que o segmento meridiano que liga C; a FE; representa uma familia de tridngulos
isésceles. Chamaremos cada um desses meridianos de I50;, vide figura 3.12. Os pdlos dos hem-
isférios correspondem & solugao de Lagrange. Através desta configuragao fixaremos uma orientacao
para os triangulos sobre a esfera dizendo que o pélo norte tem orientagao positiva. Assim chamare-

mos este ponto de LAG. Por mimetismo, chamaremos o pélo sul de LAG_. Se sobre a esfera

1 LAG,

1 LAG

Figura 3.12: Espaco dos triangulos orientados.

de forma imaginamos coordenadas esféricas, podemos entender a coordenada azimutal como sendo
relacionada a area dos triangulos; a coordenada axial variando sobre uma dada latitude fixa como
mudancas nos triangulos que preservem sua area; por fim, a coordenada radial estaria relacionada
com o valor da soma dos lados do triangulo.

Passemos agora a uma construcao do espago de triangulos orientados, considerando agora a

complexificacdo das coordenadas ¢; e usando duas fungoes conhecidas na literatura. A funcao de



56 CAPITULO 3. PROBLEMAS DE TRES CORPOS

mudanca de coordenadas de Jacobi, mas com uma mudanca de escala, a qual segue

J(q1,q2,93) = (21,22) = (%(Q:’, —q2), \/g <Q1 - %((D + Q3)>) :

a primeira coordenada de Jacobi foi omitida pois ja estamos no referencial do centro de massa.
A diferenca desta aplicacao para as coordenadas de Jacobi estda nos fatores que multiplicam as

coordenadas relativas. Isto é feito para que o momento de inércia fique da seguinte forma
2 2
1= ‘2’1’ + ’22‘ .

Da mesma forma, como as rotacdes em R? de q1, ¢2 e g3 ndo alteram o potencial Newtoniano, a
rotacao das coordenadas z; e z em C? ndo muda o problema. Esta simetria pode ser aproveitada
para reduzir o problema. Podemos tomar o quociente desta esfera em C? pela acdo de S', assim a
cada circulo da esfera

212 + |22 = 1,

associaremos um ponto sobre S2, vide figura 3.12. Esta é a esfera de forma, vide figura 3.13. Isto

é feito usando a aplicagao de Hopf, ou aplicacao de Kustaanheimo-Stiefel,
R:C*->RxC=R?

R(z1,22) = (u1,u2 + iug) = (|21]* — 22| 251 22) -

Note que

2
1821, 22) 2 = (0} +ud +ul) = (] + |22]?)” = I2.

Assim temos,

(RoJ);_, = Esfera de Forma.

Com esta formulagao fica mais facil calcular as coordenadas dos pontos sobre a esfera de forma

a partir das configuragoes em X. Seguem alguns pontos, onde por abuso de linguagem fazemos
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2
(2, + ]z, =1 S

Figura 3.13: Representacao da aplicacdo de Hopf, note que a esfera & esquerda estd em C2.

RoJ(y) =y,
1 \/§ 1 \/3
e —1 = (-, —— = (-, ——
Ch ( aovo)v Co (27 2 70)7 C3 (27 2 aO)a
1 V3 1 V3
B =( By=(-%,-2200), By=(->,%"
1 (7()’0)’ 2 ( 9’ 5 )7 2 ( 2’ 9 aO)a

LAG, = (0,0,1), LAG_ = (0,0,—1).

Um resultado interessante é o seguinte lema de Hsiang, vide [23]

Lema 3.2.3 Para cada ponto u = (u1,us2,u3) sobre a esfera de forma existe um triangulo corres-

pondente, cujos lados sao
Va;, =1 —ue(,
onde convencionamos a; = lado oposto ao corpo i.

3.2.2 A Construcao da Orbita em Forma de ”Oito”.

Vejamos agora como seria a representacao da orbita em forma de oito sobre o espaco de

triangulos orientados. Primeiro consideremos os seguintes fatos:

e Os célculos numéricos indicavam que a dérbita em oito passava pelas trés configuracoes de

Euler e por trés tridngulos isésceles [22];

e Outros célculos numéricos indicavam que a 6rbita em oito é estavel, [23].
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150, IS0, 150,

_

L —

Figura 3.14: A curva do Oito sobre a esfera de forma.

Observagao 3.2.4 Para visualizagao, comecemos de uma das configuragoes de Euler digamos, E3,
e 1maginemos que 0s corpos tém condigoes iniciais apropriadas, de forma que dai sejam levados
em algum triangulo em 1501.

Fagcamos uma reflexdo desta curva no plano que passa por Ey, C1 e LAG,, isto €, o plano que
contém 1S0;1. Desta forma obtemos uma curva que leva de 1SOy em Eo. Agora vamos refletir
este no plano que contém 1SOs e em sequida refletir no plano que contém o equador desta esfera,
assim obteremos a curva que leva By em 1S0s3.

Prossequindo com este procedimento, por mais nove vezes alternando os indices obteremos uma
curva fechada, vide figura 3.14. Esta curva representa a orbita em forma de oito sobre a esfera de
forma, olhando este esquema podemos intuir da figura que ndo temos colisdo nestas curvas, pois

em nenhum momento passamos por algum Cj;.

Vejamos como seriam no Oito os instantes descritos nos paragrafos acima, primeiramente ob-

servemos na figura 3.15 a configuragao E3 sendo levada em 1.SO; e em seguida de I.SO; para Fs.
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t=0 t=2T=T/6
(E;) (E,)

t=T=T/12
(ISO))

Figura 3.15: Movimento dos corpos sobre o Oito.

Na figura acima também colocamos T'que representa o perfodo total da érbita, que corresponde
a doze vezes o tempo T, que é gasto para levar de F3 em 150;. Note também que no instante

inicial temos o momento angular total nulo, bem como em todas as outras configuragoes.
3.2.3 A Orbita em Oito

Seja T € RT, usaremos a seguinte notacao para o quociente dos reais para com os intervalos de

tamanho T

_ z, se |z <T
R/T7 = ] o
x— MIM(T,z), se |x| >T

onde MIM (T, x) indica o maior miltiplo inteiro de 7' menor que z em médulo.
Definicao 3.2.5 O grupo de Klein Zy X Ziy € um grupo cujos elementos sao a identidade, a reflexdo

vertical, a reflexdo horizontal e a rotacao de w. Note que o grupo de Klein assim definido tem como

geradores a reflexdo vertical o1 e a reflexdo horizontal os.
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Definicao 3.2.6 Definimos a acdo do grupo de Klein sobre R/TZ como sendo

Definicao 3.2.7 Definimos a acdo do grupo de Klein sobre R? como sendo
o1(u,v) = (—u,v),

02 (U, U) - (u7 _U)'
Colocamos abaixo o principal resultado desta secao, cuja prova serd esbogada a seguir.

Teorema 3.2.8 Considere wm sistema formado por trés massas unitdrias que realizam um movi-
mento planar, cujas posicoes podem ser definidas sobre X . Entdo, com condi¢oes iniciais apropri-

adas, temos uma orbita planar em forma de Oito Q : R/TZ — R?, a qual respeita as segquintes

condigoes

1. Para cada tempo t

Q(t)+Q<t+§>+Q<t+%> =0.

2. Q :R/TZ — R? ¢ equivariante com respeito a acdo do grupo de Klein Zy x Zo sobre R/TZ e

sobre R2, ou seja,

Q (01(t)) = 01 (Q(1))

Q (02(t)) = 02 (Q(2))

3. A érbita q: R/TZ — X fica dada por

a0 = (Q(i+3).0(t+3) 0).
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que é uma orbita periddica de periodo T, tal que a cada instante o momento angular total do

sistema € nulo.

Antes de fazer a prova, consideremos alguns resultados que serao usados nesta. Aqui vem
a importancia de definirmos a orbita sobre a esfera de forma. Como mostrado acima, podemos
imaginar a rbita como varios arcos obtidos uns dos outros por reflexoes. Assim basta que provemos
que existe uma curva que leva de E3 até 1507 que respeite as condicoes do Oito. Vamos definir o

seguinte conjunto
A = {Curvas de X que levam de F3 até 1SO; em um tempo 7'},

onde T = T/12.
A partir deste conjunto podemos construir a curva em Qito, da seguinte maneira. Procuremos

em A a curva que minimiza o funcional

T
S:/O L(g, q)dt, (3.17)

onde L é a funcao principal de Lagrange do sistema, como definida em 3.11. A existéncia de tal
caminho é consequéncia de resultados de cédlculo das variacoes, que nao serao aqui detalhados.

Partindo da existéncia devemos apenas mostrar que neste caminho nao temos colisoes.
Proposigao 3.2.9 Um caminho de A que minimiza a ag¢ao 3.17 nao tem colisoes.

Prova: Vamos fazer uso de dois lemas, seguindo o trabalho de Kuo-Chang Chen em [26]. Definamos

A. o conjunto das curvas de A que passam por alguma colisdo, que é
A. = {Curvas de A, tais que ¢;(s) = ¢;(s), para algum i # j e s € [0,T]}.
Assim queremos mostrar que vale a seguinte

inf S(¢q) < inf S(g).

qeEN qeA.
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Em verdade, o lado esquerdo é aproximadamente 2.537/3 ¢ o lado direito tem cota inferior aproxi-

madamente igual a 2.557/3 vide [26].
Lema 3.2.10 Assuma que T = 1. Entdo, S(q) > 2.87 para qualquer q € A..

Demonstragao: Fixemos um ¢ € A. e definamos,

— = max S1) — S .
B= fg 51,826[0,T}|Q( 1) — q(s2)]

Caso 1: 2.22 < . No instante inicial digamos que distancias entre 1 e 3 seja d e por conseguinte a

distancia de 1 a 2 é 2d e que i e j colidem no instante s € [0, 1]. Assim vale a seguinte desigualdade

d2
02 () — GO + lay(s) — ;O > 5
A primeira desigualdade é satisfeita para todo ¢ € [0, 1], daif fazendo 74;(t) = |q;(t) — ¢;(t)| temos

13 < |q1(t) — q1(0)[ + [q1(0) — g3(0)| + [g3(0) — g3(?)]

<V2(lq1(t) — @1 (0)]? + |g3(0) — q3(t)[?) +d

< 2v2p

De modo andlogo,

rog < 2v/2p,

r12 < 3V2p.

Escrevendo a acao explicitamente, usando estas desigualdades acima e a de Cauchy-Schwartz, temos

1 /! Ir 1 1
&@z—/MWH/{—+—+—Pt
2 Jo 0o L2 T3 723
1 2

2 ([ 10) 575,

Y
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2 2V/2
w22
2 3

f().

Notemos agora que a fungao f(u) da dltima expressao é estritamente crescente para

2
uzgi,
V3

e por conseguinte o minimo desta no intervalo [2.22,+00) ocorre em pu = 2.22. Mas neste ponto
f(2.22) =~ 2.89 que é maior que 2.87.

Caso 2: 0 < p < 2.22. Vamos assumir, por enquanto, que a colisao ocorra entre 2 e 3. Os
outros casos podem ser feitos de modo semelhante.

Definamos
1/2

1
w = (/ |<h|2dt> ;
0

entao para todo s € [0, 1] vale

1
a1(s) — q1(0)] < /O guldt < w,

p2 = ai(s) = a(0)1* + la2(s) — a2(0)* + laa(s) — g3(0)?
5 (0105) = @) +1a2(5) — 02(0))? + las(s) — a5(O)

$11(5) — 01(0) + a2(5) ~ O + las(s) — a5(0)P

v

v

como desde o inicio supusemos o referencial baricéntrico podemos substituir ¢; + ¢ por —g3. Desta

feita obteremos da ltima expressao o seguinte

©w >

N W

lg3(s) — q3(0)]*.



64 CAPITULO 3. PROBLEMAS DE TRES CORPOS

De modo andlogo, obtemos para os outros dois corpos

2

w > Slai(s) = ai(0)%,

N W

1> =lga(s) — q2(0) .

N W

Vamos agora estimar cotas superiores para rio e r13 em qualquer instante, para depois fazermos a

substituicao na expressao da acao.

ri3(t) < lqi(t) — q1(0)] + [q1(0) — g3(0)] + |g3(0) — g3(t)]

2
d z
w + —l-\/;u

w+\/§<1+%>u,

IN

IN

e similarmente

2 1
7”12(75)§w+2d+\/;,u§w+\/§<2+%>#.

Escrevamos a expressao da acao com o seguinte rearranjo nos termos sob o sinal de integracao

1 ’ 2 1
S =/ <—+—+— dt+ | |z + +—|dt
@ 0 2 ri2  T13 0o L2 (ldal” + lds ") 93

Notemos que o segundo termo é a acao de um problema de dois corpos, que no caso de érbitas do

tipo colis@o-ejecao teve sua cota inferior calculada por W. Gordon, em [27], e por ele chamada de

7T_2 1/3
5 .

A2. Usando o resultado de Gordon temos

Ay =

N W

Voltando a expressao da agdo, nos vem

1 212
Slg) = /<@+i+i>dt+Az
0

2 rio 713
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w? 1 1
= 7+w+ﬁ(2+\/§/3)u +w+\/§(1+\/§/3),u
w? 1 1
Z 2y +v2(2 +/3/3)2.22 AT TV2(1+V3/3)222 g(w).

A fungao g(w) tem um minimo aproximadamente em w =~ 0.05495356 e seu valor é aproximada-

mente ¢(0.05495356) ~ 0.32397448 > 0.32397. Juntando estas estimativas temos
S(q) > Az +0.32397 = 2.55376 + 0.32397 = 2.87773 > 2.87.

Com isto provamos o lema.

Para nosso caso vamos usar o seguinte corolario do lema 3.2.10.

Corolario 3.2.11 Considerando o mesmo problema do lema com um T qualquer, teremos que vale
S(q) > 2.87T'/3,

para qualquer q € A..
Por fim devemos usar o seguinte lema
Lema 3.2.12 Eziste um caminho ¢ € A com agdo S(q) < 2.64T1/3.

Demonstragao: Vamos tomar uma parametrizacao da esfera de forma como segue
(u1,ug,us) = (cosd cos ¢, cos O sin ¢, sin 9),

usando o lema 3.2.3 podemos escrever o potencial Newtoniano, restrito a I = 1, nestas coordenadas

da seguinte maneira

1 1 1
_ n + :
V1+4cosfcosd  /1+cosfcos(p+2m/3) +/1+cosfcos(¢p+ 4m/3)

_V(¢7 9)
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Vamos agora restringir nossa atencao ao potencial sobre o circulo da esfera de forma que respeita
a seguinte condicao

0 = arctan (2sin ¢),
donde recebemos
1 1 1

—Vi(¢) = + + :
(qb) 1+ cos ¢ 1+ cos ¢p+2m/3 1+ cos ¢p+4m/3
\/14+4sin? ¢ \/14+4sin? ¢ \/1+4sin? ¢

Podemos ver que —V (¢), com ¢ € [0,7/3], tem valor méximo de aproximadamente v = 3.535734 <
3.536. Seja agora Q € A o caminho com I qualquer que leva de F3 em IS0; com velocidade

constante e o comprimento deste caminho sobre a esfera. Podemos verificar que

1 1
n= 3 arctan <Z> ~ 0.659058 < 0.66.

Desta forma a acao de Q deve satisfazer a seguinte desigualdade
T 2
1 (VI 1 1 /] vT
SQ:/ —|—= | ——=V(o(t dt<—<—>+—:hl.
Derivando h em relacao a I vemos que ela assume valor minimo em
T2 2/3
n

Levando agora este I na expressao da acao de Q temos

1 772 I/T2 2/3 I/T2 -1/3
s@ < 5(7)(5) (%)

= g (vn)¥3 T3 ~ 2.636494T"/3

< 2.64TY3,

Com isto provamos o lema.
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]

Juntando o resultado do corolario 3.2.11 e do lema 3.2.12 temos o resultado da proposi¢ao. Com

isto provamos o lema.
|

Assim podemos dizer que o caminho que leva de F5 em 1507 e minimiza o funcional acao nao
tem colistes. Por conseguinte a primeira parte do Oito estd bem definida.

Para fazermos a prova do teorema principal resta-nos mostrar entao que solucao obtida como
nos comentarios da observacao 3.2.4 respeita as condigoes do teorema.

Prova do teorema 3.2.8:

Seja Q : R/TZ — R? a curva que descreve o movimento de um corpo sobre o oito, vamos
mostrar que neste caso temos satisfeitas as condigoes do teorema principal. Consideremos entao
que

Q(t) = gs(t). (3.18)

Cada arco ligando uma configuragao de Euler & configuracao isdsceles mais préxima é percorrido
num tempo 7' = T'/12, pela construgao da esfera de forma. Consideremos entao o seguinte esquema

para as posicoes mostrados nas figuras abaixo.

Figura 3.16: Instante ¢ = 0. Figura 3.17: Instante t = T'/3.

Note que nas figuras acima, 3.17 corresponde a 3.16 apds feita uma permutacao ciclica dos

corpos, isto é, de 3.18 decorre que

@) =Q (t+T/3) (3.19)

De modo analogo, note que nas figuras abaixo 3.19 corresponde a 3.18 apés feita duas permutacoes
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Figura 3.18: Instante ¢ = 0. Figura 3.19: Instante t = T'/3.

ciclicas dos corpos, isto é, de 3.18 decorre que

q(t)=Q (t+21/3) (3.20)

De 3.18, 3.19 e 3.20 temos a seguinte expressao para a érbita no espago X

q(t) = (Q <t + ?) ,Q <t + g) ,Q (t)> , (3.21)

deste fato e considerando que estamos no referencial do centro de massa, temos

Q<t+%>+@<t—l—§>—l—@(t):0,

que é o item I do teorema.
O item 2 do teorema decorre diretamente da construgao feita acima para @ e do lema 3.2.3.
Para vermos o item & do teorema, dentre outros possiveis caminhos, podemos usar a decom-
posigao de velocidades de D.Saari, que pode ser encontrada em [28]. No caso do problema planar
de trés corpos esta decomposicao nas coordenadas esféricas do espago de triangulos orientados, fica

dada por
R2
4

. . 2 2
<02+¢2COS29) +J— + ﬂ,

T =R
R+ 77 T3

onde R? = I representa o momento de inércia da configuracdo, J o médulo do momento angular

total, P é o momento linear total do sistema e M a massa total do sistema. Vide [29].
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No problema considerado aqui P = 0, pois estamos no referencial baricéntrico. Desta feita a

energia cinética fica dada por

o R%2 /., . J?
_ P2 2 2 .2
T=R +T<9 + ¢ cos 6)+R2,
Assim escrevamos a acao com essa decomposicao,
T 2 2
_ 2 17 (5o 2, .2 J
S—/O [R + 1 (9 + ¢ cos 9) + 2 V] dt, (3.22)

claramente temos a seguinte desigualdade

Tr. R2 . . Tr. R2 . . J2

/ [R2+— (92+¢2cos29) —v} dt < / [R2+ - (92+¢2cos29> + 2 —V] dt, VJ>0.
0 4 0 4 R

Assim um caminho que minimiza a agao de Fy e ISO; deve ter momento angular total nulo. Disto

e da equacao 3.21 temos o item 8 do teorema.

Recentemente uma outra prova para a existéncia desta orbita foi feita por R. Moeckel em [30].
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Capitulo 4

O Problema de n-Corpos

Neste capitulo vamos fazer uma breve apresentacao sobre o problema geral de n massas in-

teragindo gravitacionalmente. Este Problema surge como pergunta natural apds os trabalhos de

Newton.
Considere um sistema formado por n particulas de massas m1,mao, ..., m, localizadas no espaco
Euclidiano R? pelas coordenadas q1, qa, - . . , ¢n, respectivamente. Suponha que a interacdo sobre a, i-

ésima particula para com a j-ésima seja dada pela Lei da Gravitagao Universal de Newton, conforme
enunciado no capitulo 2. Suponha também que seja véalido o principio da superposicao. Assim, a

Lagrangiana do sistema é dada por

Zmzqz + > GWETZJ (4.1)
J

1<i<j<n

Em uma notagao compactada, podemos escrever a equagao de Fuler-Lagrange para 4.1 na seguinte

forma

MQ = —-VV, (4.2)

onde usamos uma matriz diagonal

M = diag[my,ma, ..., my],

71
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um vetor de R3"

Q= (q1,92,---,qn);

um operador diferencial

V= (V1,V2,--- avn)7

com Vj sendo o gradiente nas coordenadas do k-ésimo corpo e a energia potencial

v=— Y Gmaim;. (4.3)

1<i<j<n |4 — 4

E f4cil notar que expressao 4.3 nao estd bem definida quando temos sobreposicao de corpos.

Vamos restringir nossa atencao fora deste caso.

Definigao 4.0.13 Chamamos de conjunto colisdo o sequinte

A=A

i#]

onde

Assim vamos restringir nossa atencao ao caso em que V : {R?’”\A} — (—00,0) enquanto estudar-

mos este problema. Desta feita tomaremos condigoes iniciais

Q(0) € {R*™\A},

Q(0) e R,
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4.1 Nao-Integrabilidade do Problema de n-corpos

Podemos pensar no problema de n-corpos como um problema de valor inicial

$=F(S) = (Q, _M—lvv)

(4.4)
$(0) = (Q0),Q(0)) € {R*™\A} x RS

onde S = (Q, Q) e RO e F: R3™ x {R3”\A} — RO é continuamente diferencidvel, pelo menos
num aberto em torno de (Q(O), Q(O)) € R, Tal fato advém da escolha das posigdes iniciais fora
de A. Isto é suficiente para usarmos o teorema de existéncia e unicidade, vide [31], para garantir

que existe 0 € R e uma unica aplicacao

S (=6,5) — RO
=S = (Q).Q0)

solucao de 4.4. Muito embora tal solucao exista e seja Unica ela nao pode ser determinada por
quadraturas, pois de acordo com o préximo resultado, de E. Julliard-Toseal em [32], temos apenas
10 integrais primeiras para o problema de n-corpos em R3. Em verdade, Julliard-Tosel generalizou

os resultados obtidos por H. Bruns em [2]. Abaixo enunciamos o teorema de Bruns generalizado.

Teorema 4.1.1 No problema Newtoniano de (n + 1)-corpos em RP, comn >2 el <p<n+1,
toda integral primeira que seja algébrica com respeito as posicdes, momentos e tempo € uma funcao
algébrica das integrais primeiras cldssicas: a energia, as p(p — 1)/2 componentes do momento

angular total e as 2p integrais que vem do movimento retilineo uniforme do centro de massa.

Para nosso caso temos p = 3, e as integrais primeiras seguem. Primeiramente a energia fica

dada por
E=T+V =Y mg?- Y M (4.5)

)
i—1 1<i<j<n |4 — aj
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em seguida o momento angular total, o qual seja
n
J = Z miqi A\ gi, (4.6)
i=1

e por fim, o momento linear total

i=1

Contando quantas quantidades escalares temos em 4.5-4.7, vemos que o resultado é exatamente 10
quantidades. Agora se observarmos a expressao 4.2 vemos que esta é uma equacao diferencial em
R5” e pelo teorema anterior se n > 2 nao conhecemos métodos para determinar diretamente sua
solucao. O que é feito geralmente é estudas casos particulares, fazendo restricbes nas massas ou nas
préprias configuracoes ao longo do tempo. No préximo capitulo vamos estudar um tipo de solucao

possivel, que é o caso em que as posicoes iniciais formam configuracoes centrais.
4.2 Alguns resultados do problema geral de n-corpos
Vamos introduzir aqui alguns conceitos e teoremas que foram obtidos ao longo dos mais de

trezentos ano de estudo do problema de n-corpos.

Definigao 4.2.1 Chamaremos de momento de inércia generalizado a sequinte quantidade escalar

1 n
(=3 > milail, (4.8)
i=1
que também pode ser escrita como
1 n
C = % Z m,-mj]qi — q]"2, (49)
t1<i<j<n

onde my =Y ;- m; € massa total do sistema.

Teorema 4.2.2 No problema de n-corpos, conforme descrito acima, vale a sequinte igualdade

(=2T+V =T+E=2E-V.
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Esta € a chamada de identidade Lagrange-Jacobi.

Prova: Derivando a expressao 4.8 obtemos,

R
¢= 5277%%"%
i1

e por conseguinte,
n n
C=> mid® + ) migi e g
i=1 i=1

Lembrando que V é uma fungao homogénea de grau (—1) nas componentes dos ¢;’s, temos
n
> gieViV=-V
i=1

logo,
(=2T+) qeViV=20T+V=T+E=2E-V.
i=1

Teorema 4.2.3 Para o problema de n-corpos, descrito acima, vale a sequinte desigualdade para o

modulo do momento angular

J2 < 4C (5 - E) .
Esta € a chamada desigualdade de Sundman.

Prova: Lembremos que

] =

)

n
Z miq; N qG;
i—1

Logo pelas desigualdades triangular e de Cauchy-Schwartz

n n n
|J| < Z Imiqi A dil < Zmz lgil 1di] = Z Vmi |gi| v/mi | il
=1 i=1 i=1
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que ainda podemos escrever como sendo

n n n
|J] < Z\/mi|Qi|\/mi|Qi| < Zmqu Zmidi2,
i=1 i=1 i=1

donde

n n
1<\ | D mad | D madi® = v/20V2T = ACT,
i=1 i=1
elevando ambos os membros ao quadrado e usando o teorema anterior temos
J2§4CT:44(¢'—E).

Teorema 4.2.4 No problema de n-corpos existem constantes positivas a,as,as, as, que dependem

apenas das massas, tais que valem as sequintes

a1y/¢ < max qu-—quSaz\/Z

1<i<j<n
e
a3 . Qg
—— < min |¢ —¢j| < ——
V_1<z'<j<n’Z il < 1%

A seguir vamos usar estes resultados para demonstrar alguns teoremas acerca do colapso total,
que é o caso em que todos os corpos colidem num mesmo instante. Uma exposicao direta e bem

escrita destes teoremas pode ser encontrada em [33].
Lema 4.2.5 No problema de n-corpos, se ocorrer o colapso total entao ele ocorre em tempo finito.

Prova: Observemos primeiramente que no colapso total temos ¢ = 0. Suponha, por contradicao,
que o colapso ocorre em t. = +o00. Vamos definir d;,;,(¢) como sendo a menor distancia entre os

corpos no instante ¢, que é

dimin () = min |¢;(t) — g;(t)],
i#]
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logo,
Portanto, o potencial V' no colapso
lim V(t) = —oc.

t——+o0

Pela identidade de Lagrange-Jacobi temos,

lim ((t) =2F — lim V(t) = +oo.

t——+o0 t——+00

Assim, existe ¢1 tal que,

t>t = C(t) > 1.

Integrando esta desigualdade duas vezes obtemos,
L,
¢(t) > St tat+e,
onde ¢1 e ¢y sao constantes de integracao que dependem apenas de t1. Desta forma temos,

lim ((t) = 400,

t——+o00

mas isto é uma contradicao, ja que no colapso temos ¢ = 0. O mesmo raciocinio pode ser usado

para o caso em que o colapso se dé em t = —o0.

Teorema 4.2.6 No problema de n-corpos, se ocorre o colapso total,

Q:{(QM---aQn)EA/%:(B:---:%},

entao o momento angular total é nulo. FEste resultado € conhecido como teorema de Sundman-

Weierstrass.
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Prova: Pelo lema 4.2.5 podemos considerar que o tempo de colapso é t., com t. < oco. Dal
temos

thl dmzn(t) == 0,

t—te

logo,
lim V' (Q(t)) = —oc.

t—te

Usando a igualdade de Lagrange-Jacobi nos vem que

lim ¢ (Q(t)) = +oc.

t—te

Como ¢ (Q) é regular em @, podemos garantir que numa vizinhanga a esquerda de ¢, vale ¢ Q1)) >
0. Por definicio ¢ (Q) é uma funcao nao negativa, portanto podemos concluir que ¢ (Q(t)) < 0 nessa

vizinhanga. Usando agora a desigualdade de Sundman podemos escrever

.. J?
C(Qt) > m + E.

Multiplicando ambos os membros por —¢ (Q(t)) > 0, temos

. J¥X )
¢¢ > 4—< + EC.

Dai integrando temos
2

1d /; J*d d

Integrando 4.10, agora definidamente em [t1, 2], com ty < t., vem

~ % [(é(m)? - (g’(tl))?] > —J; In (283) CE[C(ta) - ¢(t)] (4.11)

que pode ser reescrito como

i (S0 < ot — e+ § [ (Ge)” - ()] (4.12)
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das consideragoes sobre as derivadas de (, feitas acima, temos
. 2 . 2 . 2
(¢en) - (Ce)) " < ()
((t2) — C(t1) < ((t2)

Inserindo 4.11 e 4.12 em 4.10 e usando esta tltima consideragao, nos vem

EC(ts) + (é(tl))2

=T ()

J2
4

Tomando agora

hm - 07
ta—te In (

dai temos que no caso de colisao total

79
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Capitulo 5

Configuracoes Centrais

Depois que Newton colocou o problema de n-corpos, houve muitas tentativas de resolvé-lo.
Duas destas foram mostradas na secao 3.1, que eram as solugoes de Euler e de Lagrange, mas
se repararmos nestas solugoes a restricao imposta fez com que voltdssemos a ter um potencial
central, ou seja, a restricao tornou possivel separar o problema de trés corpos em trés problemas
de um corpo sob acao de um campo central. De certa forma estas solu¢ées motivaram a defini¢ao
de configuragoes centrais do problema de n-corpos, que seriam configuracoes espaciais nas quais

conseguimos separar o problema em n problemas de um corpo sob acao de um campo central.
5.1 Definicoes e Resultados da Literatura

Definigcao 5.1.1 Em um instante fixo tg, dizemos que n massas mq,...,my, localizadas no ref-
erencial do centro de massa pelos vetores qi,...,qn/(q1,...,qn) € {R3" — A}, respectivamente,

formam uma configuracao central se vale

onde A\ = XNq1,...,q,) € uma fun¢ao nao nula. Em outras palavras, podemos dizer que a for¢a
resultante sobre a i-ésima massa aponta na direcio do centro de massa. De modo equivalente,

podemos escrever a condi¢cdo de configuracao central da seguinte maneira

)‘Qi:_zw Vi=1,...,n (5.2)
" gi — g4l

81
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Podemos encontrar a forma de A da seguinte maneira, em acordo com as definicoes e notagoes
do capitulo 4

usando a equacao 5.1, temos

mig; = ViV = Am;g;.

Se tomarmos o produto interno por g; em ambos os membros, temos
(=ViV)eqi = m;q; e q

Somando em i, lembrando que V' é homogénea de grau (—1) e a definicio do momento de inércia

generalizado, vide 4.2.1, temos

V =\ (20)

logo,
Vv

A= —.
2¢

Se fizermos rotagoes rigidas em torno do centro de massas, ou homotetias, no espago de con-
figuragoes dos n-corpos iremos preservar a propriedade que define as configuragoes centrais. Por-
tanto iremos pensar em configuracoes centrais modulo essas operagoes.

Classes de Equivaléncia: Dizemos que duas configuragoes centrais sao equivalentes se pode-
mos passar de uma a outra fazendo homotetias e/ou rotagoes. Assim daqui por diante estaremos
nos referindo a classe de equivaléncia de uma configuragao central quando encontrarmos um repre-
sentante da mesma.

Existem varios exemplos conhecidos de configuracoes centrais. Dentre eles o problema de dois
corpos e as proprias solucoes de Euler e de Lagrange mostradas acima formam a cada instante
uma configuracao central. No decorrer da histéria do problema de n-corpos muitas configuracgoes

centrais foram estudadas e catalogadas.

Definicao 5.1.2 Uma solucao do problema de n-corpos € homogrdfica se a figura geométrica de-
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scrita pelos corpos na condicao inicial € preservada durante o movimento. Em outras palavras,
nas solucoes homogrdficas do problema de n-corpos as configuracoes dos corpos mudam apenas por

rotacoes e homotetias.

Definicao 5.1.3 Chamaremos de equilibrio relativo as solugoes do problema de n-corpos nas quais

as configuracoes dos corpos mudam apenas por rotagoes.

No contexto de solugoes homograficas temos o seguinte resultado que é chamado teorema de

Laplace por A. Wintner em [34].

Teorema 5.1.4 Se a solucdo do problema de n-corpos € homogrdfica, entdao os corpos formam uma

configuracdo central a cada instante.

Este teorema torna fundamental o estudo das configuragoes centrais, pois ele nos diz que se
forem conhecidas todas as configuracoes centrais, entao serao conhecidas também todas as possiveis
solucoes homograficas. Em verdade as solucées homograficas sao as unicas solugoes explicitas con-
hecidas para o problema de n-corpos, antes do uso de computadores para simulacoes, eram as tnicas
solucoes conhecidas. Uma boa referéncia para o estudo e classificacao de solucées homograficas do
problema de n-corpos é o trabalho de C. Vidal e G. Renildo em [35] no qual também pode ser
encontrada uma prova do teorema de Laplace enunciado acima.

Um caso particular do uso de configuracoes centrais em astrodinamica é o uso de solucées do
tipo equilibrio relativo como tentativa de modelagem dos anéis de Saturno, como pode ser visto
nos trabalhos de D. Saari em [36] e referéncias do mesmo.

No caso planar do problema de m-corpos, podemos fazer estudos da topologia envolvida no
problema com um método analogo aquele usado no problema de dois corpos acima. Em seus
trabalhos sobre topologia e mecénica S. Smale em [13] provou que as configuracoes centrais sao
as imagens inversas dos valores criticos de uma aplicacdo que associa a cada ponto do espaco de
fase sua energia e momento angular. Assim o conhecimento das configuracoes centrais também é

importante no entendimento da topologia do problema de n-corpos.
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Algumas solucgoes possiveis tais como as de colisao total ou de ejecdo nas quais os corpos se
afastam mutuamente tem relacdo direta com configuracoes centrais isso é o que nos mostra os

préximos dois resultados de D. Saari em [38] e C. Maccord em [39], respectivamente.

Teorema 5.1.5 Se a solucdo do problema de n-corpos € a de colisdo total, entao o sistema tende

para uma configuracao central.

Teorema 5.1.6 Se a solucdo do problema de n-corpos € homotética, entdo € uma configuracdo
central a cada instante. Em particular as solugoes nas quais os corpos se afastam mutuamente

mesmo que ndao homotéticas tendem para configuracoes centrais.

Algumas solucoes particulares simples envolvem configuracoes centrais também. Um exemplo
estd nos trabalho de F. Moulton, vide [40], qual os n-corpos estdo sobre uma reta. De certo
modo uma generalizacao da solucao retilinea de Euler. O resultado é a contagem das possiveis

configuracoes centrais colineares.

Teorema 5.1.7 Para qualquer escolha das massas positivas no problema de n-corpos planar ezx-
istem exatamente n!/2 configuragoes centrais colineares. Que correspondem as permutagoes dos

corpos sobre a reta.

Assim vemos que no caso de configuracoes centrais colineares, dadas n massas temos um nuimero
finito de configuragoes possiveis. De certa forma isto motiva a seguinte conjectura feita por A.
Wintner no caso espacial em [34] e reformulada do S. Smale no caso planar em [37]. Abaixo segue

o enunciado de Smale

Conjectura 5.1.8 Dadas n massas positivas mq, ..., my, € finito o nimero de configuracoes cen-

trais planares formadas por elas?

No caso de dois corpos temos apenas uma configuracao. Para trés corpos temos cinco casos,
as trés configuragoes de Euler e as duas de Lagrange. Recentemente M. Hampton e R. Moeckel
em [42] provaram que o nimero de configuragdes centrais planares com quatro massas € finito. O

resultado segue
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Teorema 5.1.9 FEziste apenas um numero finito de configuracoes centrais para o problema planar
de quatro corpos com massas positivas. Em verdade o nimero destas configuracoes estd entre 32 e

8472.

Abaixo colocamos a representacao de duas configuracoes centrais planares para o problema de

quatro corpos.

m m m m

Figura 5.1: Dois exemplos de configuragoes centrais planares .

Existe um resultado devido a G. Roberts em [43] que é quase uma negacao para essa conjectura,
porém ele permite que uma das massas seja igual a —0.25 o que sai fora do enunciado da conjectura.

O resultado segue

Teorema 5.1.10 No problema planar de 5-corpos se quatro massas sao iguais a 1 e a quinta €
igual a —0.25, entdo existe uma familia a um pardametro de configuracdes centrais, com as quatro

massas iguais nos vértices de um losango e a quinta, negativa, no centro.

Segue a representacao do resultado de Roberts, vide figura 5.2.
5.2 Resultados

Primeiramente vamos definir agora um conjunto de equacdes que sao muito tuteis na deter-
minagao de configuragoes centrais. Sao as chamadas equagdes de Dziobek, uma referéncia para
elas estd nos trabalhos de Y. Hagihara em [44]. Aqui vamos apresentar as equagoes de Dziobek
apenas para areas e volumes em R?, mas podemos generalizar facilmente estas expressdes para

hipervolumes de R% com d > 3.
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19 (0u)

10 (1,0
— O
1 —0257(0.0) 7

1 O (0,—14)
Figura 5.2: Exemplo de Roberts: temos configuragoes centrais para todos os valores positivos de u.

Definicdo 5.2.1 As equacédes de Dziobek com dreas em R® sdo dadas por

f”:ka(le—Rj)Awk:O, 1§Z<j§n (53)
ki,

onde Rij = Rj; = |g;i — g e Aiji = (¢ — qj) N (g — qr) € a drea do tridgngulo formado por m;, m;

e mi.

Definicdo 5.2.2 As equacédes de Dziobek com volumes em R® sdo dadas por

fin=">_ mp(Rix — Rjx) Agjpe =0, 1 <i<j<nh=1,..n (5.4)
k#i,j,h

onde Rij = Rj; = |qi — q; > € Aijnk = (¢ — ;) N(qj —qn) ® (g — qx) € 0 volume do tetraedro formado

POT My, My, Mp € M.
Vamos mostrar agora que as expressoes em 5.2 é equivalente a expressao 5.3.
Teorema 5.2.3 Considerando uwm sistema de n massas nao colineares, entdo elas formam uma

configuracdo central se e somente se respeitam a sequinte condi¢do

fiy=0, Vi,j(1<i<j<n).
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Prova: Suponhamos que as n massas formam uma configuracao central planar.

existe A tal que

Agi = — Y mpRa(a: — a)-
ki

Naturalmente, podemos retirar um termo da soma acima, para j # ¢, obtendo

Agi = — > miRie(qi — q) — m;Rij(gi — j).
k#i,j
Do mesmo modo para g; com j # 4, obtemos
Agj == Y mpRir(a; — ar) — miRji(g; — a:).

Considere agora a subtracao de 5.5 por 5.6, donde

Mg —q5) = — Z mi[Rit (¢ — ar) — Rjr(q5 — )] — [mjRi; — miRyi) (¢ — qj)-

k#i,j
Tomando produto o vetorial por (g; — ¢;) em ambos os membros de 5.7, temos
0=-— Z my (R — Rjr)Aijr = — fij-
k#i,j

Logo, fij = 0, para todo 1 <1i < j < n.

Reciprocamente, consideremos que as equacoes de Dziobek sao verificadas

fij = Z me (R, — Ry ) (¢ — q5) N (¢ — qx) = 0,
htin

para 1 <17 < j < n, as quais podem ser escritas da forma

n n
> miRi(gi —a5) Agi—ar) = D miRk(a — ;) A (g — ai).
oy oy

87

Portanto,

(5.6)

(5.7)

(5.8)
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No membro esquerdo de 5.8 podemos incluir o termo em j sem alterar a igualdade. Da mesma

forma, podemos inserir o termo em 7 no membro direito. Assim, temos
n n
> mRin(gi — 45) A — ae) = Y mrRik(ai — ¢;) A (g — ar),
ki kg

ou seja,

(@ —a) N Y miRa(a —ar) = > maRrlai A (g — an) + (g5 A aw)]. (5.9)
k#i k#j

Denotando V,;V por F;, vemos que a igualdade 5.9 pode ser escrita como

F n
(gi = a5) A — =D miRjlai A (g5 — ar) + (¢ A ar)].
bok#j

Podemos inserir a direita da igualdade 5.9 o termo —gq; sem alterd-la, obtendo

o) n
(gi —ap) A= > muRjslai A (a5 — k) + i A (=g + an)]-

(3

Py
rearranjando o lado direito temos
F; -
(Gi—a) A— = > muRklai A (g — a) — a4 A (g5 — )]
‘ k#j
n
= D muRil(a —a5) A (g5 — @)
oy
F.
= (¢ —qj) A m_]j’
donde
F; F;
(qi—qy')/\#i Z(Qi—qj)/\#j,

a qual implica que

(q,- — Qj) A (m]F, — szJ) =0. (510)
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Efetuando o produto vetorial termo a termo em 5.10 , obtemos
g N miFy —q; A\mFy — q; AmjF;+qj AmiFy =0,

de onde temos

mjqi A Fy —miqi N Fjj —mjq; A Fy 4+ maq; A Fj = 0.

Somando em j com j # i, temos

n n n
(M—mi)qi/\Fi—miqi/\ZFj— ijQj /\Fi+mi2q]~/\Fj:0, (5.11)
J#i J#i J#i

onde M é a massa total. Como o centro de massa esta na origem do referencial, temos

Zm]q] =0= ng% —m;g;. (5.12)
J#i

Visto que o espaco é homogeéneo e isotrépico e o sistema é isolado, temos que as quantidades de

momento linear total e momento angular total sdo conservadas. Entao, respectivamente, temos

ZF—0:>ZF—— (5.13)

J#i

Zq]/\F —O:>Zq]/\F) (—qi A Fy). (5.14)
J=1 J#i

Substituindo 5.12, 5.13 e 5.14 em 5.11, obtemos
Mgi N Fy —migi N Fy + miqi A Fy +miqi A Fy —migi AN F; = 0.

Desta forma, Mq; A F; = 0, logo ¢; e F; sao paralelos, ou seja, F; = \;q;, ou ainda ¢; = (\;/m;)q;

i Aj B
(qu — E%) A (g —q;) = 0.

De 5.10, decorre
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Assim,
Ai

)\.
—qNgj——LqgiNg =0,
m; m;

0 que implica em
A Aj
<— - > (4j A ai) = 0.

my m]'

Se g; ¢ paralelo a g;, a igualdade acima se verifica facilmente. Se ¢; e g; sao nao colineares, temos

que
ﬁ _ ﬁ —\
m;  m; ’
para todo i, j. Portanto,
Gi = A\,
para todo i = 1,2,...,n, como queriamos provar.

Uma prova andloga pode ser feita para o seguinte teorema

Teorema 5.2.4 Considerando um sistema de n massas ndao coplanares, entao elas formam uma

configuracdo central se e somente se respeitam a sequinte condi¢ao

f,’jhzo, Vz,j,h(1§2<]§n)e(h:1,,n)

Como uma primeira aplicacao destas equacoes vamos seguir os trabalhos J. Bernat, J. Llibre e
E. Pérez-Chavela em [45] no qual eles definem o que vem a ser configuracoes planares do tipo pipa
no problema de quatro corpos. Os resultados aqui expostos podem ser encontrados em [46].

Estudaremos configuragoes centrais planares nao colineares do problema de 4—corpos que tém
a forma de pipa, ou simplesmente configuracoes centrais do tipo pipa, as quais podem ser definidas
como aquelas que tém um eixo de simetria passando por duas das massas. A configuracido do tipo
pipa é chamada convexa se nenhum dos corpos estd localizado no interior do fecho convexo dos
outros trés. Veja Figura 5.3. Caso contrario, dizemos que a configuracao do tipo pipa é concava.

Veja Figura 5.4.



5.2. RESULTADOS 91

| Y2
S
SN
’ 1 N
ARETEN m
’ 1 \ (AN 3
’ I \ TN
/ ! AN PR
’ ! \ VRN
/ 1 \ ’ 1 N
’ 1 \ 4 1 \
J I \ ,/ 1 N
s/ | N , 1 AN
’ 1 AN / | AN
4 1 \ ’ 1 \
4 1 N\ 4 A
/ 1 AN / 1 \
’ 1 \ ’ 1 \\
J/ I \ / | \
1 \ ’ \
/ 1 N J/ H \
// : \\ // 1 \\
1 \
! o/l \
K I N / PPISaE VO AN
™ ! ‘e /! T T R
=IIT T AT o= 4 PPtae | Sl \
m, e ! e m, S : RN
~<_ H - Lo H ~o
RIS @ Amm e J
. m, : m,
1
m, |
Figura 5.3: Pipa convexa. Figura 5.4: Pipa concava.

Suporemos que as massas mg e my estarao sobre a reta de simetria das configuracoes do tipo

pipa, sendo que a posicao de mg estard fixa, conforme a Figura 5.5. O resultado é o seguinte

Teorema 5.2.5 Considere quatro massas my, ms, ms e my localizadas em (—x,0), (z,0), (0,v/3/2)

e (0,y), com x>0 ey <+/3/2, de acordo com a Figura 5.5. Valem as sequintes afirmagoes:

1. Para cada

. 2v/3-3 1 1 2v3+3

x e — p— p— e —
0 2 2 2 2 ’

existe um intervalo aberto nao vazio I, tal que, para cada yo € I,, existem massas posi-

tivas m1 = msg, m3 e my de modo que 0s quatro corpos, como na Figura 5.5, estdo numa

configuracdao central do tipo pipa;

2. Para xg =1/2 eyy = \/3/6, existem massas positivas my = meo = mg e my de modo que 0S

quatro corpos, como na Figura 5.5, estdo numa configuracdo central do tipo pipa céncava;

3. Para xqg = \/3/2 ey = —\/3/2, existem massas positivas mi1 = my = mg = my de modo que

08 quatro corpos, como na Figura 5.5, estdo numa configuracdo central do tipo pipa conveza.

Prova:
Nesta secao faremos a prova do Teorema 5.2.5 utilizando as equagoes de Dziobek 5.3. Para o

problema planar de 4—corpos 5.3 é um conjunto de 6 equacoes. As configuracoes do tipo pipa, como
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Figura 5.5: Configuracao central do tipo Pipa.

na figura 5.5, sem colises, devem satisfazer, entre outras, as seguintes relagoes

T3 =723, 714 =724, A1g3 = Ao3y.

Consideremos as equacoes de Dziobek de nosso problema

fi2 =m3 (Ri3 — Ra3) Ajag +my (Ria — Roa) Aq2a =0, (5.15)
fi3 =ma (Ri2 — R32) Aizz +my (Ria — R34) Aq3q =0, (5.16)
fia = ma (Ri2 — Ra2) Aqag +ms3 (Riz — Raz) Aqaz =0, (5.17)
fas = my (Ro1 — R31) Aag1 + my (Roa — R3a) Aozq =0, (5.18)
faa = my (Ro1 — Rar) Aaar +ms (Rag — Raz) Aoaz =0, (5.19)

faa =my (R31 — Ra1) Azar +ma (R3a — Rag) Azap = 0. (5.20)
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Usando as relagoes acima, podemos reescrever a equacao (5.20) da seguinte maneira

(m1 —ma) (R31 — Ra1) Asq; = 0.

Nas hipéteses do Teorema 5.2.5, o termo Aj34 nunca se anula, dai m; = mgy ou Ri3 = Ri4. Se
R13 = Ry4, temos um quadrado, que é uma configuracao central se, e somente se, m, = mo = mg3 =

my (veja item 3 do Teorema 5.2.5). Assim, podemos supor, sem perda de generalidade, que

m1:m2:1.

A equagao (5.15) é trivialmente satisfeita. Usando as relagoes de simetria acima, temos

fiz3=0% fo3=0

fia=0% foyu =0.

Portanto, é suficiente encontrar solugoes para (5.16) e (5.17), com valores positivos para as

massas ms e my4. Vamos reescrever estas equacgoes de modo a obter mg e my4 como funcoes das

posicoes
(Ri2 — Ra2) A2
ma = , 5.21
® 7 (Raz — Ri3) Ayaz (5.21)
(Ri2 — R32) Aqso
my = . 5.22
* (R3q — R14) A3 (5:22)

Desejamos encontrar, se existirem, as regioes no semiplano x > 0 para as quais teremos valores pos-
itivos para ambas as massas. Devemos, entao, estudar o sinal dos termos envolvidos nas expressoes

de mg e my em (5.21) e (5.22), respectivamente.

Substituindo as coordenadas, conforme indicacoes da Figura 5.6, temos

(ng—R42) <O(:}(x,y) S {x>0,—\/§x<y<\/§m},
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3 3
(R3a — R14) <0 (2,y) € {:1:>0,y < —%sz{—%}’

—\/ A2
(R43—R13)<0<:>(33,y)6{x>0,y<\/g 23+ x})

1
(R12 —Rgg) <0<:>($,y) S {x > §7y< ?}

Para o sinal das 4reas orientadas consideremos primeiramente 0 < y < v/3/2. Neste caso, nas

expressoes (5.21) e (5.22) vale

Ag2 <0, Az >0, A32<0, Agz4<0.

Assim, comparando o sinal de cada um dos termos de (5.21) e (5.22), teremos que se (z,y) € AjUA,,

as massas ms e my serao positivas, onde

2 — 1
Alz{(m,y)€R2:$<x<§,—§x2+§<y<\/§x},

1 3 3 3
Az:{($,y)€R2:§<$<§70<y<_%$2+%}‘

Consideremos agora y < 0. Neste caso, nas expressoes (5.21) e (5.22), temos
Agz >0, Az >0, Az <0, Agge <0

Novamente, comparando o sinal de cada um dos termos de (5.21) e (5.22), teremos que se (z,y) €

As = B1 U By, as massas mg e my serao positivas, onde

3 4
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O caso y = 0 nao precisa ser considerado, pois, nao ocorre configuracao central do tipo pipa, devido
ao Teorema da Reta Perpendicular Bissetora, conforme [25].

Finalmente, concluimos que se (zg,y0) € A1 U Ay U Ag, vide Figura 5.6, entao as massas
my =1, mg=1, mg=m3(z0,%), ma=ma(zo,%0),

com posicoes

V3
r = (_‘T070)7 ro = (Z'(),O), r3 = <07 7 ’ T4 = (an())a

formam uma configuracao central do tipo pipa, como mostrada na Figura 5.6. O intervalo I,
do enunciado do teorema é obtido tomando a interse¢ao da reta x = zg com a regiao aberta A;,
i =1,2,3. Isso demonstra o item 1 do Teorema 5.2.5.

Para a prova do item 2, observemos que, neste caso, valem rio = 713 = 193 = 1, 114 = oy
e A1yz = Aogy. Assim, fio = 0 é trivialmente satisfeita. De fi3 = 0 e de fo3 = 0 resultam,
respectivamente, R14 = R34 € Roy = R34. Portanto, R14 = Roy = R34. Assim, de fogy = 0e f34 =0,
temos m; = ms3 e mj; = me, respectivamente. Logo, m; = mg = mg3. De posse dessas conclusoes
sobre as massas e sobre as distancias, segue que fi4 = 0 também ¢ trivialmente satisfeita. Isso
conclui a prova do item 2 do Teorema 5.2.5.

Passemos agora a prova do item 3 do Teorema 5.2.5. Neste caso, os 4 corpos estao sobre os
vértices de um quadrado, de modo que as seguintes igualdades sao obtidas: 719 = 134, 713 = 793 =
4 = rog € A1z = Aqyg = Aogy = Aqyo. Substituindo essas informacoes nas equagoes de Dziobek
resulta que fi2 = 0 e f34 = 0 sdo trivialmente satisfeitas, enquanto que de fi3 = 0, fi4 = 0,
foz = 0 e foq = 0 resultam mo = my, mgy = mg, m1 = my € m; = mg, respectivamente. Portanto,

mi = mo = mg = my e o item 3 do Teorema 5.2.5 estd demonstrado.

Baseados no Teorema 5.2.5, seguem os seguintes corolarios.

Coroldrio 5.2.6 Para cada 1/2 < zo < \/3/2, existem dois intervalos abertos disjuntos Ifel,,

tal que para cada yy € I;c'[) Ul , existem massas positivas mi = ms, ms € my, de modo que os quatro

o’
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y=-Bx

Figura 5.6: Regioes de existéncia de configuragoes centrais do tipo pipa.

corpos, como na Figura 5.5, estejam numa configuracdo central do tipo pipa. Mais especificamente,
se Yo € I;:) a configuragdo central € do tipo pipa concava e se yo € I, a configuragdo central é do

tipo pipa conveza.

Coroldario 5.2.7 Considere 0 < x < (2v/3 — 3)/2. Entdo ndo existem y € R e massas positivas
mi, ma, ms € my, de modo que 0s quatro corpos, como na Figura 5.5, estejam numa configuragdo

central do tipo pipa.

Corolério 5.2.8 Considere y < \/3/2. Entdo, se x > (2v/3 + 3)/2, ndo evistem massas positivas
mi, ma, ms € my, de modo que 0s quatro corpos, como na Figura 5.5, estejam numa configuragdo

central do tipo pipa.

Um caso que pode interessar o leitor sao as configuragoes centrais planares encaixantes, vide [47].
Vamos considerar agora alguns casos de configuracoes centrais espaciais, onde aplicaremos o
segundo conjunto de equagoes de Dziobek 5.4. O préximo resultado pode ser encontrado em [48].
Primeiramente consideremos um problema de 5 corpos que de certa forma é uma generalizacao

para o caso da pipa acima. Vamos supor as seguintes condicoes, vide 5.7(a) e 5.7(b):

1. O vetores posicao r1, ro e 13 estdo nos vértices de um triangulo equildtero 7
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(a)

Figura 5.7: Configuragoes centrais espaciais para 5-corpos. Configuragao Concava (a). Configuracao Convexa
(b).
2. Defina a reta p passando pelo baricentro de 7 perpendicular ao plano que contém 7. O vetor

r4 € p esta fixo e ndo pertence ao plano contendo 7;
3. O vetor r5 € p, 15 # 4.

Este tipo de configuracao é chamada concava se um dos corpos esta no interior do fecho convexo dos
outros quatro, vide figura 5.7(a). Caso contrario a configuragao é chamada convexa, vide 5.7(b).
Aqui nés diremos que uma configuracao é concava do tipo 1 se o corpo 5 estd no interior do fecho
convexo de 1, 2, 3 e 4, e diremos que a configuragao é concava do tipo 2 se o corpo 4 esta no interior
do fecho convexo de 1, 2, 3, 5.

Para simplificar a notacao em nossos resultados, vamos considerar as seguintes coordenadas no
nosso problema, r1 = (z,0,0), ro = (—2/2, —/32/2,0), r3 = (—2/2,v/32/2,0), r4 = (0,0,v6/3) e
r5 = (0,0,y) com x > 0 e y # v/6/3, vide figura 5.8. Assim z é o raio da circunferéncia circunscrita
ao triangulo 7 e y é a altura, com sinal, do quinto corpo com respeito ao plano que contém 7 .
Note que o quinto corpo estaria no baricentro de 7 se y = 0. Por conseguinte, a configuracao é

convexa se e somente se y < 0.



98 CAPITULO 5. CONFIGURACOES CENTRAIS

(0,0,v/6/3)

(—z/2, V3x/2, 0)

(—z/2,—V32/2,0)

ms (0,0,y)

Figura 5.8: Coordenadas para o problema com 5 corpos.
Com estas consideragoes temos o seguinte resultado,

Teorema 5.2.9 Considere vetores posi¢cao nos vértices de um triangulo equildtero T, r1 = (x,0,0),
ro = (—3:/2,—\/355/2,0), ry = (—3:/2,\/33:/2,0) e vetores posicao 14 = (0,0,\/6/3), rs = (0,0,9)
sobre p, onde p € a reta que passa pelo baricentro de T perpendicular ao plano que contém T, de

acordo com a figura 5.8. Assim,as sequintes afirmacoes sao vdlidas:

1. Existe um valor minimo T = Tyun = (3\/5 — 2\/3)/3, tal que se 0 < x < Typin NGO exis-
tem posicoes r1,...,1rs nem massas positivas mq, ..., ms, tais que estes corpos formem uma

configuracdo central;

2. Ezistem dois segmentos Iy = ((3v2 —2v/3)/3,v/3/3) e I, = (V3/3,V6/3), tais que para
cada x € 11 U Iy existe um segmento nao vazio de possiveis valores para y, portanto possiveis
posi¢oes para rs e massas positivas mq, ..., ms, tais que estes corpos formam uma familia a

um parametro de configuracoes centrais concavas do tipo 1;
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3. FExiste um valor distinguido e bem determinado x = T para o qual existe apenas uma posi¢cao
r5, tal que os corpos formam uma familia dois parametros de configuracdes centrais concavas
do tipo 1. Em verdade, esta configuracao € exatamente aquela em que temos quatro massas

iguais nos vértices de um tetraedro reqular e o quinto corpo no baricentro deste tetraedro;

4. Eziste um segmento I3 = (\/3/3, (2\/54—3\/5)/3), tal que para cada x € I3 existe um seg-
mento nao vazio de possiveis valores para y, portanto possiveis posi¢oes para rs e massas pos-
itivas m1, ..., ms, tais que estes corpos formam uma familia a um parametro de configuracioes

centrais converas;

5. Existe um segmento ilimitado a direita Iy = (4\/3/3, —|—oo), tal que para cada x € I existe
um segmento ndo vazio de possiveis valores para y, portanto possiveis posicdes para 15 €
massas positivas mq,...,ms, tais que estes corpos formam uma familia a um pardmetro de

configuracoes centrais concavas do tipo 2;

6. Exziste um valor distinguido e bem determinado x = T para o qual existe apenas uma posicao
r5, tal que os corpos formam uma familia dois parametros de configuracdes centrais concavas
do tipo 2. Em verdade, esta configuracdo € exatamente aquela em que temos quatro massas

iguais nos vértices de um tetraedro regular e o quinto corpo no baricentro deste tetraedro.

Observagao 5.2.10 Neste resultado os itens 2, 3 e 4 do teorema estdo relacionados aos resultados

obtidos por Leandro em [49], assim como os itens 3 e 6 podem ser encontrados em [34].

Prova:

Usaremos as equacoes de Dziobek com volumes, 5.6. Para cinco corpos teremos um sistema de
30 equacgOes, mas existem algumas simetrias no nosso caso que simplificam os calculos. Para as
distancias entre os corpos temos Ris = Ri3 = Ro3, R14 = Roy = R34 € Ri5 = Ros = R35. Com

nosso sistema de coordenadas temos Ajs34 > 0. Levando em conta as simetrias nos vem

Aqgs = —Aqazs = —Aogis = Aouzs = Asgs = —Asaos,

A5z = —Aqs32 = —Aos13 = Aoszr = Assia = —Assan,
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A1524 = _A1534 = _A2514 = A2534 = A3514 = _A3524-

Levando estas simetrias nas equacoes de Dziobek temos 9 equagoes de 5.4 trivialmente satisfeitas

fi23 =0, fi2a =0, fi25 =0, fi32 =0, fi34 =0, fi35 =0, fa31 =0, faza =0 e faz5 =0.

Ainda notando as simetrias, as seguintes equivaléncias entre equacoes sao validas,

J1u5 =05 fisa =06 fus1 = 0 (Ri2 — Raa) Augsa(ma —mg) =0, (5.23)
Jous =0 foss = 06 fuso = 0 (Ri2 — Ria) Agys1(my —mg) =0, (5.24)
f315 =06 f35u =05 fasz3 =06 (Ri3 — Ria) Azasi(mg —ma) = 0. (5.25)

Dai as 21 equagoes restantes de 5.4 sao reduzidas a 15 equagoes. Como nossas classes de con-
figuracOes centrais satisfazem ry # r5 temos Aigs0 7# 0, Aoys1 # 0 e Agys1 # 0. Das equagoes 5.23,
5.24 e 5.25 temos que analisar dois casos: quando as massas my = mg = mg3 e quando rq, 79, T3 €
r,4 estao nos vértices de um tetraedro regular.

Caso 1. Considere 11, 19, 73 € 74 n0S vértices de um tetraedro regular. Temos entao o seguinte

lema,

Lema 5.2.11 Considere r1, ro, 3 € r4 nos vértices de um tetraedro reqular. Entao, existe apenas
uma posicao rs no centro de massa do tetraedro e massas positivas My = Mg = M3z = My = M €
ms, tais que os corpos formam uma familia a dois parametros de configuracoes centrais concavas

do tipo 1.

Prova. Devido as simetrias as seguintes equacoes sao equivalentes em 5.4

fuue =04 fou1 =0, fluz =0 fau1 =0, fosz =0 fauo =0,

fis2=0% fos51 =0, fi53 =0 f351 =0, fos3 =0 f350=0.

Dai as 15 equacoes restantes sao reduzidas a 9 equacoes. De fiq4o = 0, fi1az3 = 0, 2 fou3 = 0 temos

ms (R15 — R45) A1425 = 0, ms (R15 — R45) A1435 =0e ms (R25 - R45) A2435 = 0, respectivamente.
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As Aqgo5 # 0, Aqy35 # 0 e Agyzs # 0 segue que Ri5 = Ry5 = Ros. Isto implica que r5 deve estar
no centro de massa do tetraedro. Levando esta informagao em fi55 = 0, fi53 = 0 e fos3 = 0 temos
(mg—my) (R13 — R35) Ais23 = 0, (ma—my) (Ri2 — Ras) Aisz2 = 0 e (m1—my) (Ri2 — Ris) Aosz1 =
0, respectivamente. Estas 3 ultimas equacoes sao satisfeitas somente quando mq = mgy = mg = my.
Por sua vez mjs pode assumir qualquer valor positivo. As outras 3 equacOes restantes fi45 = 0,

foas = 0 e f345 = 0 sao trivialmente verificadas. Assim o lema esta provado.

Defina 7 = v/3/3. Assim 71 = (v/3/3,0,0), r2 = (—v/3/6,-1/2,0), r3 = (—/3/6,1/2,0),
r4 = (0,0,4/6/3) e r5 = (0,0,4/6/12). O lema 5.2.11 prova item 3 do teorema 5.2.9. No restante

desta prova omitiremos esta situacao de configuracao central concava.

Caso 2. Considere m; = my = mg = m. Entao as equacoes 5.23, 5.24 e 5.25sa0 satisfeitas e

fuue =04 fliz =0 fos1 =0 fouz3 =0 f3a1 = 0 & faue =0,

fis52 =04 fi53 =0 fa51 =0 fos3 =0 f351 = 0 & fa52 = 0.

Noutros termos, as 30 equacoes foram reduzidas a apenas 2, as quais seguem

fia2 = m (Ri3 — R3q) Aqazz + ms (Ri5 — Ras) Aqa25 = 0, (5.26)

fis2 = m (Ri3 — R3s) Ais23 + my (Risa — Ras) A1s24 = 0. (5.27)

As equagoes 5.26 e 5.27 podem ser resolvidas diretamente de forma a termos my = my(x,y, m)
e ms = ms(x,y, m), respectivamente. Nestas equacoes m pode ser entendido como um parametro
para as configuracoes centrais.

Da equacao 5.26 e 5.27 temos

ma  (Rzs — Ri3) Ais23
ma _ , 5.28
m  (Ria — Ras) Ais24 (5.28)
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ms  (Ras — Ri3) A1423
— = . 5.29
m  (Ris — Ras) Aa2s (5.29)

O que precisamos determinar sdo os subconjuntos de D = {x > 0,y € R,y # v/6/3} onde ambas
as razoes de massas my/m e mg/m sao positivas. Para o estudo dos sinais os termos que aparecem
nas expressoes 5.28 e 5.29 temos Rzs — Ri3 = 0 se e 6 se (v,9) € {z > 0,y = -2z} U {z >
0,y = v2z} (Retas), Ry — Rys = 0 se e s6 se (z,y) € {z > 0,y = V6/3 — V922 +6/3} U {z >
0,y = v6/3 + 922 + 6/3} (Ramo de Hipérbole), R3y — Ri3 = 0 se e s6 se(w,y) € {z = /3/3},
Ris — Rys = 0 se e s6 se (z,y) € {z > 0,y = V6(2 — 322)/12} (Pardbola), Ais03 = 0 se e s6 se
(z,y) € {x > 0,y = 0}, A1504 = 0 se e 86 se (7,9) € {zr > 0,y = V6/3}, Arsa5 = 0 se e s6 se
(z,y) € {x >0,y = V6/3}. Veja figuras 5.9 e 5.10.

l 7/
: 1 7
E |,’
y=6/3--- - //| """""""""
__i/ M
/E\\l "
kLo T >
N r\ \
N\ ~ \
‘N S\
N AN O
T\ \ N
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I \ A \
: .\\ \y:(\/é—\/9x2+6)/3
l \\\
Rl ‘\\

Figura 5.9: Regioes abertas Hi, Hs e W.

Caso 2.1. Considere x >0 ey = 0.



5.2. RESULTADOS 103

Lema 5.2.12 Considere 5 = (0,0,0), que é y = 0. Entao, ndo existe x > 0 tal que os 5 corpos

com massas positivas formem uma configuracao central de acordo com a figura 5.8.

Prova. Das equacoes 5.27 temos

m (Ri3 — R3s) Aisag + ma (Rig — Rus) Ais24 = 0.

Por hip6tese Aqs03 = 0. Como (R14 — Ra5) # 0 e A524 # 0 entdao my = 0. Isto é uma contradigao.
[ |

Caso 2.2. Considere 0 < x < (3v/2 —2v/3)/3 e y # v/6/3. Temos o seguinte lema.

Lema 5.2.13 Considere 0 < xz < (3\/5 — 2\/§)/3. Entao nao existe posi¢cao para o corpo 5 sobre
p e massas positivas m;, 1 = 1,...,5, tais que estes corpos formem uma configuragcao central de

acordo com a figura 5.8.

Prova. Devemos analisar trés casos: y < 0,0 <y < v6/3 e y > 1/6/3.

Considere y < 0. Da equagao 5.26 temos

m (Riz — R34) A1423 + ms (Ri5 — Rys) Aq425 = 0.

Por hipdtese Ri3 — R3q < 0, Ri5 — R45 < 0, A1403 > 0 e A1405 > 0. Por conseguinte, os coeficientes
da expressao acima tem o mesmo sinal. Para que se anule precisamos que ms e m tenham sinais
opostos. Isto é uma contradigao.

Considere 0 < y < \/6/3 Por hipétese Ri3— R34 < 0, R13— R3g5 > 0, R14 — Ry5 < 0, Aqg93 > 0,
Aqgo5 > 0, Agsaz > 0, Agsoq < 0, Rys — Ry5 < 0,5e 0 <y < vV6(2—322)/12 e Ri5 — Ry5 > 0, se
V6(2 — 322)/12 < y < V6/3.

Da equacao 5.26 temos

m (R13 — R3a) Avazg + ms (Ri5 — Rus) Aqags = 0.
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Se 0 < y < v/6(2 — 322)/12 entdo os coeficientes da expressdo acima acima tém o mesmo sinal,
portanto para que se anule é preciso que ms e m tenham sinais opostos. Isto é uma contradicao.

Considere agora a equacao 5.27 temos
m (Ri3 — R35) Aisas + ma (Rig — Ry5) A1s24 = 0.

Se v6(2 —322)/12 < y < v/6/3 entdo os coeficientes da expressdo acima acima tém o mesmo sinal,
portanto para que se anule é preciso que my4 e m tenham sinais opostos. Isto é uma contradicao. Se
y = V6(2 —322)/12 entdo Ry5 — Ry5 = 0 mas isto implica que m = 0 na equacio 5.26. Novamente
temos contradicao.

Considere y > v/6/3. Da equacio 5.26 temos
m (Ri3 — R3q) A1423 +m5 (Ri5 — Ras) Ava25 = 0.

Por hipétese Ri13 — R34 < 0, Ri5 — Ra5 > 0, A1403 > 0 e Aq495 < 0. Por conseguinte os coeficientes
da expressao acima acima tém o mesmo sinal, portanto para que se anule é preciso que ms e m

tenham sinais opostos. Isto é uma contradicao.

Do lema 5.2.13 provamos o item 1 do teorema 5.2.9. O valor Zi, = (3v/2 —2v/3)/3 é definido
como a coordenada z da intersecao das curvas Rgs — R13 =0 e Ri5 — Ry5 = 0, vide figura 5.9.

Caso 2.3. Considere z > 0e 0 <y < v6/3.

Defina ‘H = H; U Ho, vide figura 5.9,onde

Hl:{%ﬂ<x<§,w<y<@},

92 _ 2
ng{?<$<?,0<@/<%}.
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Para (z,y) € Hy temos > 0, 0 < y < v/6/3, R3s — Ri3 > 0, R34 — Ri3 < 0, Ri5 — Ry5 < 0,
Riy — Ry5 < 0, Azo3 > 0, A1 < 0, Aqgo3 > 0 e Ajges > 0. Para (z,y) € Ha temos x > 0,
0<y<+V6/3, Rgs— Rz >0, R3g— Ri3 > 0, Ry5 — Ry5 > 0, Ryq — Ry5 < 0, Aqz3 > 0, Aqsoq < 0,
Aqg93 >0 e Aggos > 0.

E fécil ver que para (x,y) € H o lado direito das expressdes 5.28 e 5.29 é positivo, portanto
temos configuragoes centrais concavas do tipo 1.

As projecoes ortogonais dos conjuntos abertos H; e Hs sobre o eixo x nos da dois segmentos
L = ((3V2—-2v3)/3,V3/3) e I = (V/3/3,1/6/3), respectivamente. Para cada z, € I; U I a reta
T = x, intersecta Hq1 U Hs em um segmento nao vazio. Isto prova o item 2 do teorema 5.2.9.

Caso 2.4. Considere z > 0 e y < 0.

Para termos configuragdes centrais convexas é necessario que y < 0. Defina o conjunto aberto
W = Wi U Wy,vide figura 5.9, onde

A/ 2
le{§<x§\/§,—\/§$<y<?—w},

Wgz{\/igx<w,—\/§x<y<W}.

Para (z,y) € W temos z > 0, y < 0, R35s — R13 > 0, R34 — R13 > 0, R15 — Ry5 > 0, R14 — Ry5 > 0,
Aqs23 <0, Ags24 <0, Aqge3 > 0 e Aggos > 0.

E facil ver que para (z,y) € W o lado direito das expressoes 5.28 e 5.29 é positivo e por
conseguinte temos configuracoes centrais convexas.

A projecao ortogonal de W sobre o eixo x nos d4 um segmento I3 = (\/3/3, (2V3 + 3\/5)/3)
Para cada x, € I3 a reta = z, intersecta V¥V em um segmento nao vazio. Isto prova o item 4 do
teorema 5.2.9.

Caso 2.5. Considere z >0 ey > /6/3.

Defina seguinte regido ilimitada aberta, vide figura 5.10,

4 £/Qr2
U:{ \3/§<9c,\/(_5+ 393; +6<y<\/§az}.
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3/:\/596/ 7’
/Z 7

3:::4\/3/3 t

Figura 5.10: Regiao aberta .

Para (:L',y) €U temosz >0,y > \/6/3, R3s5—Ry13 >0, R34 —R13 > 0, Ri5—Ry5 < 0, Ryy—Ry5 > 0,

Atqs23 > 0, A4 > 0, Ajge3 > 0 e Aqgos < 0.

E facil ver que para (z,y) € U o lado direito das expressdes 5.28 e 5.29 é positivo e por

conseguinte temos configuracoes centrais concavas do tipo 2.

A projecdo ortogonal de U sobre o eixo x nos d4 o segmento ilimitado I; = (4v/3/3, +-00). Para

cada x, € I, areta x = x, intersecta U em um segmento nao vazio. Isto prova o item 5 do teorema

5.2.9.

lema,

Caso 2.6. Considere r1, ro, r3 e r5 nos vértices de um tetraedro regular. Temos o seguinte

Lema 5.2.14 Semq = mo = m3 = ms = m e my est@o emr| = (4\/5/3,0,0), ro = (—2\/3/3, —2,0),

ry = (—2\/3/3, 2, 0), Ty = (0,0, \/6/3) ers; = (0,0,4\/6/3) entdo estes corpos formam uma familia

a dois parametros de configuracoes centrais concavas do tipo 2.

Prova. Por hipétese z = 4\/§/3 ey = 4\/6/3. Para estes valores temos Ri3 — R3s = 0 e

Ri4 — R45 = 0. Por conseguinte, a expressao 5.27 é satisfeita para todo m4 > 0. Como ms = m a
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equacao 5.26 pode ser escrita como

m [(Ri3 — R34)Ava23 + (Ri5 — Ra5)Aqa25] = 0.

Com estes valores para e y temos 713 = 715 = 4, 134 = 45 = V6, Aa93 = —A1495 = 8v/2. Por
um célculo direto vemos que (Ry13 — R34)A1423 + (R15 — Ras)A1425 = 0. E facil ver que rq, 72, 5 €

r5 estao nos vértices de um tetraedro regular e que r4 estd no baricentro do tetraedro.
|

A prova do item 6 do teorema 5.2.9 segue do lema 5.2.14 onde Z = 4v/3/3. Isto finda a prova

do teorema.
[ |

Um caso de configuracao central espacial parecido e com prova similar este é o proximo teorema

para um problema de seis corpos o qual respeita a seguinte construcao

1. Os vetores posicao r1, 72 e r3 estdo nos vértices de um triangulo equilatero 7 cujos lados tem

comprimento a;

2. Seja L a linha passando pelo baricentro de 7 e perpendicular ao plano que contém 7. Os
vetores posicao r4,75,7¢ € L. Mais especificamente, o vetor rg estd fixo no baricentro de 7 e

os vetores 14 e 15 estao localizados simetricamente com respeito ao plano que contém 7 .
Com estas consideragdes temos o seguinte resultado.

Teorema 5.2.15 Assuma trés corpos com massas mi, mo € mg nos vértices de um triangulo
equildatero T cujos lados tem comprimento fixo a, dois corpos com massas my e ms estao localizados
simetricamente sobre a linha L passando pelo baricentro de T e perpendicular ao plano que contém
T e um corpo com massa mg no baricentro de T de acordo com a figura 5.11. Para que este seis

corpos formem uma configuracao central as sequintes afirmacoes devem ser satisfeitas:

(a) As trés massas mi, ma e ms Sao iguais;
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L

my

ms
1
1

Figura 5.11: Os corpos com massas m1, ms € ms estdo nos vértices de um triangulo equilatero 7, o corpo
com massa mg estd no baricentro de 7 e os corpos com massas my, ms estao localizados simetricamente
sobre L.

(b) As duas massas my e ms $Go iguais.
Seja b a distancia entre os corpos com massas my e mg (veja a figura 5.11).

1. Exziste um intervalo ndo vazio I1 C R tal que, para cada b € Iy existem wvetores posicao r;,
1=1,...,6 e massas positivas mi; = mg = ms, M4 = My € Mg, tais que 0S Seis corpos estao

em uma configuragdo central;

2. Suponha que mq = mo = mg = my4 = ms = m. Entdo existe um intervalo ndao vazio Io C R

tal que, para cada b € Iy existem vetores posicdo i, 1 = 1,...,6 e massas positivas m e mg
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tais que os seis corpos estao em uma configuracao central;

3. Suponha que mi1 = my = mg = my = ms = mg = M. FEntdo existe um unico valor para

b. € Iy tal que, 0s seis corpos estdo em uma configuragcao central.

A prova deste teorema pode ser encontrada em [50].

Existem muitos problemas em aberto na linha das configuracoes centrais do problema, princi-
palmente no caso espacial.

Observando as provas dos teoremas 5.2.5 e 5.2.9 é notdvel a semelhanca entre as figuras 5.6 e
5.9. De fato, no problema planar também temos uma regiao ilimitada semelhante aquela mostrada
na figura 5.10. Uma pergunta natural é: Substituindo o tridangulo equilatero da base por um outro
poligono regular o resultado é, ainda, similar? Se a resposta for afirmativa temos de encontrar uma
prova simples para a mesma.

Conhecidas as configuragoes podemos construir solugoes homograficas tomando a velocidade de
cada massa perpendicular ao vetor posicao, no centro de massa, e de tal forma que essas velocidades
tenham maédulos proporcionais, com mesma constante de proporcionalidade, ao médulo do vetor
posigao [51]. Desta forma todas as massas farao érbitas conicas em torno do centro de massa, vide

figura 5.12.
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Figura 5.12: Solucao homografica para seis corpos.
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