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Resumo

Oliveira, Artur Almeida Moura de Um estudo sobre as Coordenadas de Fatou durante a
bifurcagao parabdlica. 2023. 120 f. Dissertagdo de mestrado - Instituto de Matematica e Esta-

tistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2023.

A presente dissertacao possui o objetivo de trazer detalhes sobre a implosao parabélica utilizando
as Coordenadas de Fatou, estudando os conceitos e principais teoremas da bifurcacao parabolica
dentro da area da dindmica complexa em C. Para um estudo completo, introduzimos conceitos
bésicos do tema, além de importantes resultados dos mapas quase-conformes, tais como a cirurgia
quase-conforme, que foi de grande interesse para compreender a bifurcacdo parabdlica, objetivo
principal do trabalho. A area de dindmica complexa foi primeiramente estudada por Gaston Julia,
Pierre Fatou, Lucjan Bottcher, Gabriel Koenigs, Ernst Schréder, entre outros e, ultimamente Shishi-
kura, Douady, Hubbard e Sullivan fizeram importantes contribui¢oes para o avango da Din&mica
Complexa Moderna. O trabalho usa como referéncia a obra de Shishikura, intitulada Bifurcacao
de pontos Fixos Parabolicos. Cada capitulo do trabalho estd organizado por temas. O primeiro
capitulo traz detalhes sobre os conceitos basicos da dindmica complexa que sao importantes para
o entendimento da bifurcagdo de pontos fixos parabdlicos. O segundo traz detalhes sobre os mapas
quaseconformes. O terceiro sobre a dindmica parabdlica. O quarto traz o objetivo principal do tra-

balho, a bifurcacao parabdélica. Por fim, nos tultimo capitulos, os apéndices.

Palavras-chave: dinamica complexa; bifurcagao parabélica; implosao parabdlica; coordenadas de

Fatou.

iii



iv



Abstract

Oliveira, Artur Almeida Moura de. A study about the Fatou Coordinates during the para-
bolic fixed points bifurcation. 2023. 120 f. Dissertartion - Instituto de Matematica e Estatistica,
Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2023.

The present dissertation has the objective of bringing details about the parabolic implosion
using the Fatou coordinates, studying the concepts and main theorems of the parabolic bifurcation
within the area of complex dynamics in the complex plane. For a complete study, we introduce
basic concepts of the area, in addition to important results of the quasiconformal mappings, such
as the quasiconformal surgery, which was of great interest to understand the parabolic bifurcation,
the main objective of the work. The area of complex dynamics was first studied by Gaston Julia,
Pierre Fatou, Lucjan Bottcher, Gabriel Koenigs, Ernst Schréder, among others, and lately Shishi-
kura, Douady, Hubbard and Sullivan made important contributions to the advancement of Modern
Complex Dynamics. The work uses as a reference the paper by Shishikura, entitled Bifurcation of
Parabolic Fixed Points. Each chapter of this paper is organized by themes. The first chapter details
the basic concepts of Complex Dynamics which are important to understanding the bifurcation of
parabolic fixed points. The second brings details about the quasiconformal mappings. The third on
Parabolic Dynamics. The fourth brings the main objective of the work: the parabolic bifurcation.

And, in the last chapters, the appendices.

Keywords: parabolic implosion; parabolic bifurcation, complex dynamics; Fatou coordinates.
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1 Dinamica Holomorfa

No primeiro capitulo deste trabalho, abordaremos algumas propriedades importantes sobre di-
namica holomorfa, utilizando as definigbes e teoremas disponiveis nas obras de John W. Milnor, de
Theodore Carleson e Theodore W. Gamelin, referenciados, respectivamente, em [Mil06] e [CG13|.

1.1 Mapas holomorfos
Uma fungdo complexa f : U C C — C é dita C-diferenciével ou holomorfa em zy se existir o

seguinte limite:
i 4 F0 1) = f(20)
n—0 n

)

com 7 € C. Vamos denotar este limite, se existir, por f’(2g), isto é, a derivada de f em 2.

Uma fungdo f, como no pardgrafo acima, é dita holomorfa se for C-diferenciével em todos os
pontos z € U. Pode ser demonstrado que se f for holomorfa entao f é equivalentemente complexa
analitica, isto é, se f é holomorfa em U entao, para todo z € U e r > 0, tal que B(zp,r) C U, temos
que

f(Z) = Z an(z - ZO)n-

n>0

Se f possuir uma funcdo inversa f~! que também seja holomorfa, dizemos que f é biholomorfa.
Se considerarmos f(z) = u(z,y) + iv(x,y), sendo u,v : R? — R fungdes C! e z € C tal que

0 0
z =z +1y, onde z,y € R, entdo a derivada de f em z pode ser representada por f/(z) = 8j + za—v
b
0 0
ao tomar n — 0 real no limite da defini¢ao da C-diferenciabilidade ou por f'(z) = a—v — za—u com
Y Y

n — 0 imaginario. Igualando-se a parte real e a parte imaginaria das duas possiveis representagoes,
notamos que uma fungéo holomorfa satisfaz as equagoes de Cauchy-Riemann:

@_81}
or Oy
ou_"ov
oy Oz

Além destas propriedades, os mapas holomorfos sdo mapas abertos, ou seja, se U C C e f :
U — C é uma fungéo holomorfa nao constante, entdo f manda subconjuntos abertos de U em
subconjuntos abertos de C.

1.2 A compactificacao do plano complexo

Vamos falar agora da Esfera de Riemann, entendida como uma compactificagdo do plano com-
plexo, uma maneira de se estender o conjunto C dos ntimeros complexos com um ponto no infinito.
Desta forma, oo passa a ser um ponto como todos os outros em C. Assim, definimos a esfera de
Riemann como C = CU{oo}. O nome desse conjunto ¢ dado em referéncia ao matematico do século
XIX Bernhard Riemann.
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E conveniente trabalhar com a dindmica de f na esfera de Riemann, uma vez que, ao longo
deste trabalho, vamos analisar a dindmica de algumas érbitas em uma vizinhanca ao redor de oco.
A topologia de C é induzida pela métrica cordal x, a qual é definida por

X(zl 2’2) _ ‘Zl _22‘
x : \/1+1|21|2\/1+|Z2|2
X(21,0) = —————=
v 1+ ‘21|2
1 o . s
Cabe ressaltar que x(z1,22) = x | —, — |. Além disso, em conjuntos compactos do plano, a métrica
Z1 R9

Euclidiana usual e a métrica cordal sdo topologicamente equivalentes. Isso significa que, se uma
sequéncia f, de fungoes converge de modo uniforme na métrica cordal para uma fungao f # co em
um conjunto S C (@, entao f, converge para f em qualquer subconjunto compacto de S.

Quando compactificamos o conjunto complexo dessa forma, oo se torna um ponto como os outros.
Em particular, para as fungdes polinomiais de grau p > 2, oo é um ponto fixo super atrator. Assim,
oo possui uma bacia de atragao. Neste caso, existe R > 0 tal que, se |z| > R entao f"(z) — oo
quando n — co. Na secao 1.4, daremos mais detalhes sobre a dindmica de f nesse caso.

Como mencionado, a esfera de Riemann é compacta e destacam-se duas cartas:

1
p1:2—2 VzeC;, @o:z+— — em torno de oo.
z

Ao longo deste trabalho, quando formos estudar a dindmica de f préoximo de oo, aplicaremos a
1

£

carta @y e estudaremos assim g(w) = numa vizinhanga de 0.

1.3 Propriedades dos mapas holomorfos na esfera de Riemann

Definiremos as fungdes racionais. Se p(z) e ¢(z) sao fungdes complexas polinomiais, definimos
~ . p s z .
uma fungao complexa racional r : U C C — C como r(z) = pE; Apresentaremos a seguir uma
q(z

proposicao que afirma que toda funcdo holomorfa na esfera de Riemann possui a forma de uma

fungdo racional. O grau de funcoes desse tipo é definido como o maior grau entre p(z) e g(z) e a

P'(2) - q(z) — p(2) - ¢'(2)
7*(2) '

Proposigao 1.3.1. O conjunto das fun¢des holomorfas em Céo conjunto das fungoes racionais.
Veja a demonstragao em [Chel7], p. 23.

derivada de uma fungédo racional é dada pela regra do quociente: r/(z) =

Considere U uma vizinhanca aberta de zg € Ce f:U— C. Entéo:

1. Se f'(20) # 0, entao zp é um ponto regular. Logo, f é um homeomorfismo local de U em f(U)
e, como f é aberta, f~!: f(U) — U é continua e holomorfa. Neste caso, f ¢ conforme, ou seja,
f preserva angulos durante a sua aplicacdo. Isso pode ser visto pelo fato que seu Jacobiano,
por satisfazer as equagoes de Cauchy-Riemann, é uma matriz de rotagao.

2. Se f'(z9) = 0, entdo, zg € um ponto critico e f nao é mais injetora de U em f(U). De fato,
f mapeia U em f(U) k a 1 vezes, isto é, cada ponto em f(U) admite k pré imagens em U,
contadas com multiplicidade, onde k é a ordem da primeira derivada nao nula em z.
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1.4 Pontos fixos e pontos periédicos de mapas holomorfos

Seja f : C — C. Dado zy € C, chamamos de drbita de zy sob f(z) a sequéncia de pontos
20, 21, 22, ... onde cada ponto desta sequéncia ¢ dado por z, = f(z,—1) paran =1,2,3, ..., onde

fH2) = fofo.of(2).
N—

n vVeEZES

O principal objetivo no estudo da dindmica holomorfa é entender como uma pequena pertur-
bacgao pode afetar o comportamento de uma érbita inteira. Se a familia f™ for equicontinua em
uma vizinhanca U de zg entao, se perturbada, nao ocorre grandes mudancgas na 6rbita desse ponto.
No entanto, se a familia nao for equicontinua, nao podemos garantir nada. Estabelecendo alguns
critérios e condigoes, tentamos entender o que acontece com tais orbitas.

Ao estudar a dindmica das orbitas de pontos no plano complexo nos deparamos com alguns
pontos muito importantes: os pontos fixos e os pontos periddicos. Definimos um ponto fixo como
todo ponto zg € C tal que f(z9) = zp e ponto peridédico como todo ponto zy € C para o qual existe
n > 1 tal que f"(z9) = z9. Damos o nome de periodo da érbita periddica ao menor n possivel que
satisfaga f™(zp) = zo. Para terminar, chamamos uma orbita de pré-periddica se algum ponto da

orbita de zg, nao sendo z, é periodico, i.e se f&7(z) = f2(20), com j > 0.

1.5 Classificacao de pontos fixos

Um ponto fixo zp de uma funcao f : U C C — C holomorfa é chamado de atrator se existir
uma vizinhanga V' de zp, na qual todas as iteradas sucessivas f™ estejam definidas e a sequéncia
f™ convergir uniformemente para a fungao z = zg. Um ponto fixo 2y de f é chamado de repulsor
se existir uma vizinhanga V' de zy onde, para todo z € V diferente de 2y, f"(z) ¢ V, para algum
n > 1. Ou seja, mesmo que z esteja bem perto de zg, ap6s algum namero de iteragoes, sua Orbita
se afastara de zg. Veja que a orbita de z nao tende necessariamente para o infinito ou algum ponto
especifico, ela simplesmente se afasta de zg.

Seja zp um ponto fixo atrator. Damos o nome de bacia de atra¢ao ao conjunto &7 = {z € C :
f™(z) = 20 quando n — oo}, isto é, todos os pontos z € C cujas érbitas tendem para o ponto
fixo atrator ao longo das iteracoes.

Seja zp um ponto fixo para f. Chamamos de multiplicador de f em 2y a derivada de f em zy, isto
é, A = f'(z0). O valor absoluto do multiplicador determina o comportamento do sistema proximo
ao ponto fixo. Em particular, pode-se demonstrar que um ponto fixo é atrator se, e somente se,
|A] <1 e repulsor se, e somente se, |\| > 1. De fato, temos 4 possiveis casos:

e atrator, se |f'(z0)| < 1;
e super atrator, se f'(z9) = 0 (i.e. pontos fixos e criticos sdo pontos super atratores);
e neutro ou indiferente, se |f'(20)| = 1;

e repulsor, se |f'(z9)] > 1.

Quanto aos pontos fixos neutros, eles se dividem em:

e racionalmente neutros ou parabdlicos: se A for uma raiz da unidade, i.e. A puder ser escrito
2mi B ~ . .
na forma e ", onde p, g € Z sao primos entre si. Neste caso, note que A7 = 1.

e irracionalmente neutros: quando A = e?™* onde t € R\Q. Neste caso, nio existe um inteiro
n tal que A" =1

Os pontos fixos parabdlicos possuem um papel um tanto quanto intrigante: em algumas regides
temos oOrbitas atratoras e, em outras, 6rbitas repulsoras.
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Se zg ¢ um ponto fixo repulsor, pelo Teorema da Fungao Inversa, existe uma vizinhanga V de z,
na qual existe um ramo analitico da func¢ao inversa de f e, neste ramo, 2y é um ponto fixo atrator
para a funcdo inversa f~!, ou seja, nesse caso faz sentido observar as pré imagens da funcéo f, i.e
f™™ = 29 quando n — oo.

Podemos classificar também pontos peridédicos da mesma forma usando f™ ao invés de f.

Z‘f'\ ‘LM LE\ 1 IW\(Z)
z . zL:/—\.20
k iy\%mz)s 4 2 :
LA felz) ;}) L k)
1

2

Figura 1.1: A esquerda, um caso de érbita repulsora para f(z) = 2% com 2z = 0,74 0,8 e, a direita, um

caso de orbita atratora para f(z) = 22 com zg = 0,4 + 0, 5i

1.6 Conjugacoes

Sejam U,V C @, f:U—=Ueg:V —= V. Dizemos que f e g sdo topologicamente conjugadas
se existe um homeomorfismo ® : U — V tal que para todo z € U temos a seguinte propriedade

Do f(z) =go®(2).

Quando temos uma conjugagao entre uma fung¢ao f e uma fungdo g em um subconjunto U C C
significa que podemos entender a dindmica de f conhecendo a de g, ou seja, ambas possuem propri-
edades topologicas idénticas, em particular, o mesmo nimero de pontos fixos ou pontos peridédicos
além de orbitas periédicas com as mesmas propriedades topolégicas.

Se @ for conforme, dizemos que f e g sao conformemente conjugadas. Resumidamente, se ¢ for
conforme, ela conserva os dngulos e a orientacao e preserva o multiplicador das érbitas, enviando
circulos infinitesimais em circulos infinitesimais.

No capitulo 2, veremos as propriedades das conjugacoes quaseconformes.

1.7 Teoria Local

Seja f : U C C — C uma fungao holomorfa onde 0 € U e f(0) = 0, com expansao proxima de 0
dada por f(z) = Az + a2z + a3z> + .... Seu ponto fixo z = 0 possui multiplicador A e, se |A| # 0, 1,
veremos pelo teorema a seguir que f pode ser reduzida para uma forma mais simples através de
uma mudanca de coordenadas apropriada.

Teorema 1.7.1 (Teorema da linearizagao de Koenigs). Seja f : U — C holomorfa definida como
acima em uma vizinhanga de 0. Se o multiplicador X satisfaz 0 < |A| < 1 ou 1 < |A| < oo, entao
existe uma vizinhanga V- do ponto fixo 0 e uma mudanga de coordenadas holomorfa w = ¢(z) em V.,
fazendo com que ¢po fo ¢t se torne o mapa linear w — \w, para todo w € V C C. Esta mudanca
de coordenadas € unica, a menos de multiplicacdo por uma constante nao nula.

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada no capitulo 8 de [Mil06], p. 74.
Suponha agora que f seja holomorfa e possua um ponto fixo super-atrator, ou seja, f(p) = p
com X\ = |f'(p)| = 0. Sem perda de generalidade, podemos utilizar uma mudanga de parametro local
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para fazer com que o ponto fixo esteja localizado em z = 0. Neste caso, pela natureza do ponto fixo,
a situagao é diferente do Teorema de Koenigs, uma vez que nao ha parte linear. Vamos enunciar o
Teorema de Bottcher e sua demonstragao pode também ser encontrada no capitulo 9 de [Mil06].

Teorema 1.7.2 (Teorema de Béttcher). Seja f holomorfa definida como

n+1 +

ceey

f(z) =anz" + apnt12

onde n > 2 e a, # 0. Entao eziste uma mudanga de coordenadas local holomorfa w = ¢(z) que
conjuga o mapa f com o mapa w +— w" em uma vizinhanga V de ¢(0) = 0. Essa mudanca de
coordenadas € inica a menos de multiplicagao por uma (n — 1)-ésima raiz da unidade.

O Teorema de Bottcher nos diz que, préximo a um ponto fixo critico, f é conjugada a um mapa
da forma
pofod ™ iwmwh,

com n > 1. Este teorema é de grande importancia no caso de polindmios na esfera de Riemann,
pois eles tém um ponto fixo super atrator no infinito.

Para o caso dos pontos fixos neutros, que sao divididos em pontos fixos racionalmente neutros
e irracionalmente neutros, a linearizagdo é mais complicada. Veremos agora o caso de pontos fixos
racionalmente neutros, mas, primeiro, vamos definir o que sao vetores atratores e vetores repulsores
e as pétalas atratoras e repulsoras.

Seja f(2) = z + az""! + .... Chamamos n + 1 de multiplicidade do ponto fixo parabélico zg.

Definicao 1.7.3. Dizemos que um vetor unitario v na origem é repulsor se av™ é real e positivo.
De modo semelhante, dizemos que um vetor v é atrator se av™ é real e negativo.

Assim definido, temos n dire¢des atratoras igualmente espacadas separadas por n direcoes re-
pulsoras também igualmente espacgadas, ou seja, as diregoes atratoras e repulsoras sao sempre
intercaladas.

Definigao 1.7.4 (Pétala atratora e pétala repulsora). Sejam Z € C um ponto fixo parabolico de
multiplicidade n+1 > 2, com n = 1,2,3, ... e U C C uma vizinhanca de 2 suficientemente pequena,
de modo que f mapeia difeomorficamente U em outra vizinhanca U’ de 2. Chamamos de pétala
atratora de f na direcao atratora v em Z o conjunto simplesmente conexo 2 C UNU’ que satisfaz
as seguintes propriedades:

1. a sequéncia de iteradas f*, restrita a Q_, converge uniformemente para a funcio constante

Z > 2

-

2. a oOrbita de um ponto zg sob f é eventualmente “absorvida” por €)_ se, e somente se, ela
converge para Z na direcao v.

Semelhantemente, podemos definir a pétala repulsora na diregao repulsora v/ como um conjunto
simplesmente conexo 4 C UNU’ se Q0 for uma pétala atratora para a funcio f~!: U’ — U na
direcao v.

Teorema 1.7.5 (Teorema de Linearizagao de Fatou). Seja z € C wm ponto fixo parabélico de
multiplicidade n+1 > 2, comn = 1,2,3, .... Entao existem n pétalas atratoras e n pétalas repulsoras
Yy tal que, em gada pétala j, com j = 1,2,....,n, existe um mapa conforme (um difeomorfismo
analitico) ¢, : V. — C satisfazendo

para todo z € Qiﬂf‘l(Qi). Chamamos o mapa cpj_ de coordenada de Fatou atratora na j-ésima
pétala atratora e o mapa <pj+ de coordenada de Fatou repulsora na j-ésima pétala repulsora.
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Demonstraremos este teorema, para o caso n = 1, no capitulo 3 deste trabalho.

Para os pontos fixos irracionalmente neutros de f, o multiplicador A pode ser expresso por
e?™€. Chamaremos ¢ € R\Q de nimero de rotagio para o espaco tangente no ponto fixo 2. Em
determinadas condigoes existe uma mudanga de coordenadas z = ¢(w) que conjuga f & rotagao
irracional w — Aw, tal que

flo(w)) = p(Aw),

préximo da origem, no entanto podemos afirmar que nem sempre existe uma mudanca de coorde-
nadas como esta. Vamos enunciar dois teoremas que nos dao casos nos quais podemos linearizar f
e casos em que nao podemos.

Teorema 1.7.6 (Teorema da nao-linearizacio de Cremer). Sejam A = €™ com 6 ¢ Q, no circulo

unitdrio e d > 2. Se a sequéncia ° nao for limitada quando n — oo, entdo nado existe

A" —
nenhum ponto fixo com multiplicador A de uma funcdo racional de grau d que possa ser linearizado
localmente.

Teorema 1.7.7 (Teorema da linearizagao de Siegel). Se

1
SV € limitado por uma funcao poli-
nomial de varidvel q, entdo todo germe de fungdo holomorfa com ponto fixo tendo multiplicador A
wrracionalmente neutro pode ser localmente linearizado.

Sugerimos ao leitor que utilize a referéncia [Mil06] p.117 para consultar a demonstracao destes
dois teoremas e obter mais informacgoes a respeito dos pontos fixos irracionalmente neutros.

1.8 Normalidade de funcoes holomorfas

Vamos definir agora o que sao as familias normais de funcoes. Considere a colegao de fungoes
holomorfas .# = {f; : i = 1,2,...}, onde f; : U C C — C. Esta colegio ¢ chamada de familia
normal em um conjunto aberto e conexo U C C se cada sequéncia de f; possuir uma subsequéncia
que converge uniformemente em um compacto de U para uma fungdo analitica. Pelo teorema de
Arzelé-Ascoli, isso é equivalente as fungoes f; formarem uma familia equicontinua em U.

Teorema 1.8.1 (Arzela-Ascoli). Seja F = {f; :i=1,2,...}, onde f; : U C C — C, uma familia
de funcgoes complexas continuas e holomorfas, entdo % € normal se, e somente se, a familia F €
equicontinua.

Por meio deste teorema, a normalidade de uma familia de fungoes esta ligada ao quanto as
fungOes se encontram proximas entre si. Uma familia normal implica que as fungoes da cole¢do nao
estao totalmente espalhadas, mas de certo modo elas se mantém agrupadas, onde o comportamento
de cada uma nao se altera drasticamente para pontos em uma mesma vizinhanca.

Vamos utilizar a propriedade de familias normais na dindmica complexa no estudo da familia
de iteradas

F={f"n=12 .}

de uma fungado holomorfa ao longo do trabalho. A normalidade de uma familia de fungoes é usada
na definicao de dois conjuntos essenciais para a dindmica complexa. Tais conjuntos sao chamados
de Conjunto de Julia e Conjunto de Fatou.

O matematico francés Paul Montel forneceu um resultado importante que condiciona as fami-
lias normais de func¢bes a uma propriedade forte: uma omissao de valores. Esse resultado muitas
vezes é chamado de Teste Fundamental de Normalidade. Mais detalhes sobre o teorema podem ser
encontrados no capitulo 3 de [Mil06].

Teorema 1.8.2 (Teorema de Montel - Teste Fundamental de Normalidade). Seja # = {f; : i =
1,2,...} uma familia de fungoes holomorfas f; : U C C — C. Suponha que, para qualquer f; € 7,
fi sempre omita trés valores em C: z1, zo e z3. Entao . € uma familia normal de fungoes.
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1.9 Conjunto de Julia e conjunto de Fatou

O conjunto de Julia e o conjunto de Fatou s@o dois conjuntos complementares: o primeiro
formados por pontos com dindmica cadtica e o segundo formado por pontos que se comportam de
uma maneira similar na dinimica.

Formalmente, o conjunto de Fatou é o conjunto dos pontos z € C em que a familia de iteradas
f™ € normal em suas vizinhangas. O complementar é o conjunto de Julia.

Definigao 1.9.1 (Conjuntos de Fatou e Julia). Seja f uma fungdo racional definida em C. O
conjunto dos pontos z € C tais que a colegao de iteradas {f"™ : com mn > 1} é normal em uma
vizinhanca de z é chamado de Conjunto de Fatou e o denotamos como Fy. Ao seu complementar
chamaremos de Conjunto de Julia e o denotaremos por Jy.

A nomenclatura para esses conjuntos advém dos mateméticos franceses Gaston Julia e Pierre
Fatou, cujos trabalhos contribuiram em peso para os estudos de dindmica complexa no inicio do
século XX.

De forma simples, podemos dizer que o conjunto de Fatou para uma fungao consiste nos pontos e
suas vizinhancas que se comportam de uma maneira similar por iteragoes repetidas e o conjunto de
Julia consiste nos pontos tais que uma pequena perturbacgao é capaz de causar mudancas drésticas
na dindmica da funcao.

Teorema 1.9.2. O conjunto de Julia de uma fun¢io holomorfa f : C — C ¢ totalmente invariante
sob f. Ou seja, se um ponto z pertence ao conjunto de Julia, entao todas as pré imagens e todas as
1magens deste ponto também pertencem a esse conjunto. O mesmo vale para o conjunto de Fatou.

Teorema 1.9.3. A bacia de atra¢do para uma orbita periddica atratora estd contida no conjunto de
Fatou. Em contrapartida, a fronteira da bacia de atracao da orbita periodica atratora estd contida
no conjunto de Julia, bem como toda drbita periddica repulsora de f.

As demonstragoes dos dois ultimos teoremas podem ser vistas, respectivamente, em |[Mil06] p.39
e p.43.

No caso em que os pontos periodicos sao indiferentes, isto &, |(f2) (z9)] = 1 (podendo ser
parabolicos ou irracionalmente neutros), a situagao é mais complicada. Em particular, podemos
dizer que todo ponto periddico parabdlico pertence ao conjunto de Julia (veja [Mil06] p.44).

Definigao 1.9.4. Definimos componente de Fatou qualquer componente conexa do conjunto de
Fatou e vamos denota-la aqui por C.

Vejamos algumas propriedades relacionadas as componentes de Fatou:

1. A imagem de qualquer componente de Fatou por uma fungao racional é outra componente do
conjunto de Fatou. Entao temos que, por uma funcdo racional, duas componentes de Fatou
sao disjuntas ou sao as mesmas.

2. Considere a sequéncia de iteradas das componentes de Fatou C, = f"(C). Existem duas
possibilidades para esta sequéncia: a primeira é que exista um 7 > 0 e um /[ > 1 de modo
que Cjq; = Cj, ou seja, as componentes de Fatou sao entao periédicas ou pré periddicas; ou
C; # C, para qualquer j # n, neste caso, as componentes sao chamadas de componentes
errantes de Fatou. Em particular, pelo Teorema de Sullivan [Sul85|, os mapas holomorfos
na esfera de Riemann nao possuem componentes errantes.

Definigao 1.9.5. Definimos um disco de Siegel como uma componente simplesmente conexa do
conjunto de Fatou, na qual f(z) esta analiticamente conjugada a uma rotagao irracional e definimos
um anel de Herman como uma componente de Fatou duplamente conexa, na qual f é conjugada a
uma rotacao irracional.
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Seja f uma fungao racional com grau d > 2 definida na esfera de Riemann e U uma componente
periddica de Fatou, entao um dos quatro casos ocorre:

1. U contém um ponto peridédico atrator, isto é, U é uma bacia de atracao;
2. U é parabolica;

3. U é um disco de Siegel;

4. U é um anel de Herman.

Veja abaixo alguns exemplos de componentes de Fatou.

Figura 1.2: Componentes de Fatou para cada um dos casos, considerando f. uma funcdo quadrdtica

(a) Bacia de atracao (b)  Componente (c) Disco de Siegel
parabolica  (couve-
flor)

1.10 Mapas polinomiais

Seja P uma fungao polinomial de grau d > 2. Entao co é um ponto fixo super atrator. Os pontos
cujas Orbitas tendem para o infinito fazem parte da bacia de atragao do infinito:

Ax(P) ={z: P"(z) — oo}.

Definimos agora o conjunto de Julia preenchido como o complementar de A, isto €, o
conjunto dos pontos cujas 6rbitas ndo tendem para o infinito e o denotamos por K (P):

K(P)={z:P"(z) » oo}.

O conjunto de Julia pode ser definido como a fronteira comum ao conjunto de Julia preenchido
e & bacia de atracao de infinito:

J(P) := 0K (P) = 0Ax(P).

Quando d = 2, ¢ facil ver que todo polinémio pode ser escrito na forma Q.(z) = z? + c.
Chamamos a familia de fun¢bes representadas por Q. de familia quadratica, a qual representa
todos os polindémios ménicos de grau 2 centrados em c.

Para simplificar, vamos denotar o conjunto de Julia preenchido para uma funcdo da familia
quadratica por K(Q.) = K.. Ressaltamos que para uma fungao Q. dessa familia, o tnico ponto
critico em C esta localizado na origem.

Um importante resultado: se o ponto critico pertencer ao conjunto de Julia preenchido, entao
K. é conexo, mas se a 6rbita do ponto critico tender para o infinito, o conjunto de Julia preenchido
é totalmente desconexo.

Vamos agora estudar um pouco do Conjunto de Mandelbrot. Adrien Douady e John H. Hub-
bard, em [DH09|, definiram e demonstraram teoremas importantes, alguns dos quais vamos mostrar
resumidamente a seguir.
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Definigao 1.10.1 (Conjunto de Mandelbrot). Definimos o conjunto de Mandelbrot como o conjunto
de parametros ¢ para elementos da familia quadratica tais que K. é conexo, isto é, parametros c
tais que a orbita do ponto critico 0 seja limitada:

M = {c:Qr(0) » oo quando n — oo}.

Proposigao 1.10.2. O conjunto de Mandelbrot .# é um subconjunto fechado simplesmente conexo
1
do disco {|c| < 2} que intersecta o eixo real no intervalo [—2, 1l Além disso, o conjunto de

Mandelbrot compoe exatamente todos os valores de ¢ tais que |Q7(0)| < 2, para todo n > 1.
A prova pode ser vista com mais detalhes em [CG13].
Teorema 1.10.3. O conjunto de Mandelbrot é conezo.

Demonstracio. Seja Q.(z) = 2?2 + c. Fazendo uso do Teorema de Béttcher, podemos conjugar
conformemente Q., de modo que essa conjugacio seja tinica, a0 mapa z — 22 em uma vizinhanca
U, de co em C. Esta conjugacao pode ser definida como ¢ : U, — C\D,, sendo D, o disco centrado
na origem com raio r > 0, tal que

L

¢(z) = lim (Q¢(2))2",
n—00
onde a raiz é escolhida de forma que (Q?(z))%” ~ z, além do mais ¢(z) ~ z proximo de oco.
E possivel notar que ¢ satisfaz a relacdo de conjugacdo com Q., uma vez que

$(Qc(2)) = ¢*(2).

Se o ponto critico ¢ nao estd em U, entdao, pelo Teorema da Funcao Inversa, (). possui um
inverso analitico, levando U, em Q;*(U.). Se ¢ ndo esta em Q. '(U.) também, podemos estender
novamente para Q. 2(U.) e assim por diante, até que ¢ € Q- ¥(U,). Estas extensdes nos dao um
mapa conforme ¢ : Q. — C\Dg_, onde o novo dominio . depende de J(Qv).

Se J(Q.) é conexo, entdo ¢ ¢ A(oo) e, assim, o processo de extensdo para ¢ pode ser repetido
infinitamente, fazendo com que . = A(c0). Se J(Q.) for desconexo, ¢ € A(0) e ¢ se estende até
um disco topoldgico cuja fronteira é uma figura 8 contendo o ponto critico. Embora nao seja 6bvio,
R. =1 se J(Q.) for conexo e R. > 1 caso contrario.

Consideramos o mapa ®(c,z) = ¢.(z) : C\#/’ — C\D. Pode-se mostrar que o mapa d &
conforme, assim (C\.//l ¢ um disco e portanto .# é conexo. O
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Figura 1.3: Conjunto de Mandelbrot



2 Mapas quaseconformes

Antes de comecgarmos nosso estudo sobre a implosdo parabolica, vamos apresentar nesse capitulo
algumas caracteristicas importantes sobre os mapas quaseconformes com base na obra de Nuria
Fagella at al, intitulada “Quasiconformal surgery in holomorphic dynamics”, referenciada em [BF14]
e na obra de Lars V. Alfhors, intitulada “Lectures on quasiconformal mappings”, referenciada em
[Ah106].

Intuitivamente, se f : A C C — C é um homeomorfismo que preserva a orientacao entre
conjuntos abertos no plano e se f é continuamente diferenciavel, entao f é K-quaseconforme se a
derivada de f em cada ponto mapeia circulos em elipses com excentricidade delimitada por K.

2.1 Coeficiente de Beltrami e dilatacao de mapas quaseconformes

Seja F' : A ¢ C — C uma fungao complexa definida como F(z) = az + bz, com a,b €
C. Dizemos que F preserva a orientacao se tivermos que |b| < |a|. Definimos o Coeficiente de

. ~ b . :
Beltrami como a razao pu(F) = —. No nosso contexto, podemos relacionar estes coeficientes com a

holomorficidade de F', afirmando que F' é holomorfa se, e somente se, b = 0, ou equivalentemente,
u(F) = 0.

Se aplicarmos F' em um quadrado com lados gerados pelos vetores 1 e ¢, teremos como imagem
um paralelogramo com lados gerados por a +b e (a — b)i. Se u(F) # 0, a pré-imagem por F' de um
circulo unitério infinitesimal é uma elipse infinitesimal.

R
2040) com o € —, podemos reescrever F como F(z) =

277
ela|(z + |p|e?Z), indicando-nos que F é uma composicdo de uma transformacao R-linear, que

vamos definir por S(z) = |a|(z + |u|e®Z), e um mapa de rotagdo, R(z) = €'®z. A partir dessa
composigao, temos que os dois autovalores de S s@o reais e dados por |a|(1+ |u|) e |a|(1 — |x|) com
os respectivos autovetores sendo et e ¢0t3

A partir dos autovalores e autovetores, temos que o eixo maior da elipse E(F) = F~(S!) ¢
0+

Ao colocarmos a = |ale’® e b = |u|e!

. ~ ; s . . ~
dado por na diregdo do vetor €2 e o eixo menor dado por na direcao do

2

" Tal(T— [l [al (1 + D)
vetor e,

Ao contrario de quando F'(z) = az+bz preserva a orientacao, dizemos que F' reverte a orientagao
quando |a| < [b].

Dizemos que uma propriedade é valida em quase todos os pontos de A se o conjunto de pontos
onde a propriedade nao é vilida formar um conjunto de medida zero. Por exemplo, quando dizemos
que uma fungdo f : A — R é continua em quase todo ponto em A, significa que ha um conjunto

B C A de medida zero de modo que para cada x € A\B a fungao f é continua em x.
Definicao 2.1.1. Definimos a dilatagdo de F' como sendo

L ()| Ja] + o
T [a(®)] ~ lal = ol

K

que é claramente maior ou igual que 1, se F preserva a orientacao. Esta relacao é usada para
determinar a forma da elipse, mas nao sua posicao, diferentemente do coeficiente de Beltrami, que
é usado para determinar ambos.

11
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(a-b)i

Figura 2.1: Imagem de F' em um quadrado de lados dados pelos vetores 1 e i

Figura 2.2: A pré imagem de um circulo unitdrio é uma elipse

Sejam V,W C C e seja D(W, V) o conjunto de todas as fungoes f : W — V que preservam a
orientagao e possuem derivadas reais nao nulas em quase todo ponto, tal que a fungao w — D f(w)
seja mensuravel. Se tal fungdo complexa puder ser escrita na forma f(w) = u(z,y) + w(z,y),

admitindo w = x + iy, podemos definir suas derivadas complexas (a derivada em w, f, = =—, e a

ow
of

derivada conjugada em w, fi = —=) através da relagao:
ow

of _1(of _ofN of _1(of of
ow 2\dz Oy ow 2\0z Oy)’

Em cada ponto w € W, onde f possui derivadas nao nulas, o mapa diferencial de f, Df(w) :
Twf — Tiw)V, que ¢ definido como a soma das derivadas complexa e conjugada de f no ponto w,
ou seja,

Df(w) = - f(uw)duw + - f(w)d,

é linear.

Da linearidade da diferencial de f, a pré imagem por D f de um circulo infinitesimal em T't(,,) V'
é uma elipse em T, f para quase todo w € W. Assim, podemos dizer que a diferencial de f define
uma elipse F,, em quase todo plano do fibrado tangente de W.

Neste caso, podemos definir o coeficiente de Beltrami, em quase todo ponto, como o quociente

da derivada conjugada complexa em w pela derivada complexa em w, ou seja, fif = Al Portanto,
w
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f

Figura 2.3: As elipses infinitesimais no plano tangente T, W sdo mapeadas em circulos infinitesimais no
plano tangente Ty, V através da diferencial Df de f, se Df existir.

podemos redefinir também como se calcula a dilatagdo para f do seguinte modo:

f
14|22
v VR e
A Lol 5=l
u

Definigao 2.1.2. Sejam U C Ce TU = U T,U o fibrado tangente sobre U, isto é, a colegdo dos

uelU
espagos tangentes nos pontos u € U, cada um visto como uma copia de Cr. Uma estrutura quase

complexa o em U é um campo de elipses infinitesimais mensuréavel, isto é, uma elipse no fibrado
tangente, definida a menos de uma multiplicacao por constante, para quase todo u € U, tal que
u — p(u) é mensuravel.

Uma estrutura conforme significa que podemos considerar Cr como um C-espago vetorial com
a multiplicacao escalar complexa padrao. De fato, qualquer mapa linear real invertivel L pode ser
usado para definir uma nova estrutura conforme no dominio de L, o que é uma nova operagao
transformando Cr em um espaco vetorial C, estendendo a estrutura do R-espago vetorial.

O que precisamos fazer agora é redefinir como multiplicar elementos de Cr por escalares com-
plexos. Praticamente, precisamos definir a “multiplicacao” por 7. Isto é, podemos escolher um mapa
linear real J e assim definirmos uma multiplicagdo por escalar complexo usando-o do seguinte modo:
cxz = Re(cz) + Im(cJ(z)), onde ¢,z € C. Apoés isso, usando o fato que i%z =i -4 - z = —z, obte-
mos J(J(z)) = —z. A estrutura induzida por L é definida escolhendo J = L~! o I o L, admitindo
I(z) = iz no modo padrao.

Assim, uma estrutura quase complexa é uma estrutura complexa no plano tangente em quase
todo ponto. Podemos interpretar uma estrutura quase complexa como o pullback da estrutura
complexa padrao.

Defini¢ao 2.1.3. Sejam f € DT (U,V) e oy uma estrutura quase complexa com coeficiente de
Beltrami associado pf, com pyp = f—ﬁ, entao dizemos que py € o pullback de pp = 0 sob f. Podemos

escrever: oy(u) = f*oo(u) ou, usando o coeficiente de Beltrami, pg(u) = f*uo(u), para quase todo
uel.

Podemos generalizar e considerar o pullback de qualquer estrutura quase complexa sob um mapa
f, nao somente o de pg. Para isso precisamos exigir algo extra para a defini¢ao: o mapa f precisa ser
absolutamente continuo em relagdo & medida de Lebesgue, isto é, a pré-imagem por f de qualquer
conjunto de medida zero tem que ser de medida zero. Denotamos a subclasse de DT(U, V) que
consiste de fungoes com essas propriedades como Dar (U, V).

Podemos compor coeficientes de Beltrami ao realizarmos um pullback. Veja que se f: U — V,
em Dy (U, V) e p puder ser dada por um mapa g : V. — W na classe D" (V, W), em notagdo u = pg,
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entao, ao realizarmos um pullback de p por f, teremos que
= fTug = 1"(9"m0) = (g0 f) 1o = pgoy-

Vamos definir agora o que é uma estrutura quaseconforme f-invariante. Sejam U um
subconjunto aberto de C e f : U — U uma fungdo em Dg (U,U). Suponha o uma estrutura quase
complexa em U com coeficiente de Beltrami p. pu serda f-invariante se f*u(u) = u(u) para quase
todo u € U. Podemos também denotar esta invaridncia por f como f*o = 0.

Vejamos um caso de um pullback invariante. Suponha que uma estrutura quaseconforme o,
com coeficiente de Beltrami y, seja F-invariante, onde F' € D (V, V). Considere G € Df (U,U) e
fe D(J)r (U, V) e suponha também que o seguinte diagrama comute com a a¢ao dos trés mapas:

Vv—V

Figura 2.4: Diagrama comutativo entre f, F e G

A estrutura do pullback f*o é G-invariante. De fato,
G (f'u)=(feG) u=(Fof)u=f(Fpn=[fpn

O uso de estruturas quaseconformes invariantes sera de extrema importancia na aplicacao da cirurgia
quaseconforme.

2.2 Derivada distribucional

Dizemos que uma funcao f definida em um dominio U C R? possui derivadas distribucionais,
fz e fy, se f satisfaz a seguinte propriedade

//gfxd:cdy = —//ngd:vdy
[[ atsdots =~ [ [ g, 1z

para toda g que seja C' e com suporte compacto no dominio.

A derivada distribucional f, é localmente integrével, i.e. Lllo .» Se existir uma vizinhanca compacta
N para cada ponto no seu dominio de defini¢ao tal que ffN | fz|dxdy < oco. O mesmo vale para a
derivada distribucional f,.

E importante notar que se f € Llloc nao ¢ O, entdo as derivadas distribucionais podem néo ser
definidas por fun¢des. Caso sejam definidas por funcgdes, ou até mesmo se f for C!, suas derivadas
distribucionais coincidem com as derivadas no caso ordinério.

2.3 Definigao analitica de mapas quaseconformes

Vamos apresentar a definicdo analitica de mapas quaseconformes que utiliza as derivadas dis-
tribucionais.

Definigao 2.3.1 (Defini¢ao de um mapa K-quaseconforme). Considere U,V C C e seja dado K > 1.

K+1

Um homeomorfismo f : U — V é K-quaseconforme se, e somente se, existir ¢ = tal que

2

1. f possui derivadas distribucionais localmente quadrado integraveis, i.e. Lj ;
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| £l
L
Se f for um difeomorfismo entre subconjuntos compactos, entao f é quaseconforme. Podemos
obter K pela continuidade das derivadas e o fato de que uma funcéo continua atinge seu maximo
em conjuntos compactos.

2
loc*

2

<q,em L

E possivel notar também que um mapa quase conforme ¢é diferenciavel em quase todo ponto e,
neste caso, as derivadas, distribucionais e analiticas, coincidem em quase todo ponto.

Vamos relacionar a definicdo de mapas K-quaseconformes com os pullbacks por um mapa qua-
seconforme. Precisamos que a estrutura quase complexa f*og, induzida por f como o pullback da
estrutura complexa conforme oy, tenha dilatacao limitada, i.e. Ky = K < o00. Isso significa que
quanto maior for K, mais distante o mapa f esta de ser conforme, ou seja, mais distantes as elipses
infinitesimais estao de se tornarem circulos infinitesimais.

2.4 Definigoes geométricas de mapas quaseconformes

Veremos nesta se¢do duas defini¢bes geométricas de mapas quaseconformes. A primeira envolve
quadrilateros e retangulos no plano. A segunda envolve anéis (coroas circulares) ao invés de qua-
drilateros.

Um quadrilatero Q(z1, 22, 23, 24) € um dominio de Jordan nos complexos com uma sequéncia
ordenada de pontos na fronteira (21, 22, 23, z4). Podemos mapear conformemente qualquer quadri-
latero (2 em um retangulo por um mapa ¢ com moédulo definido da seguinte maneira:

p(22) — p(z1)
¢(z3) — p(22) |

mod Q(z1, 22, 23, 24) 1= ‘

Dizemos que dois quadrilateros sao conformemente equivalentes se, e somente se, eles possuirem
o mesmo modulo. Uma propriedade importante é que se alternarmos os vértices do quadrilatero @,
o novo mddulo serd dado por

1
mod Q(z1, 22, 23, 24)

p(23) — p(22)
©(24) — p(23)

‘90(23) — ¢(22)
o(22) — ¢(21)

mod Q(ZQa Z37Z47Z1) = ’

Sejam U,V C C e considere ¢ : U — V um homeomorfismo que preserva a orientacao. Pode-
mos dizer que a imagem por ¢ de qualquer quadrilidtero @), compactamente contido em U, é um
quadrilatero compactamente contido em V.

Definigao 2.4.1 (Primeira definigdo geométrica de um mapa K-quaseconforme). Sejam U,V C C
e considere ¢ : U — V um homeomorfismo que preserva a orientagao. Dizemos que ¢ é um mapa
K-quaseconforme, com K > 1, se, e somente se, ¢ satisfaz a seguinte relagao

1
I mod @ < modp(Q) < K mod @,

para todos os quadrilateros ) compactamente contidos em U.

Definimos um anel aberto A em C como um dominio duplamente conexo em C. Dado um
anel A, existe um mapa conforme ¢ que mapeia A em um anel padrao, sendo este definido por
Ap i ={2€C:0<r < |zl <R < o0}, que é Ginico a menos de uma multiplicagdo por uma
constante. Seu modulo pode ser definido da seguinte maneira:

11 i O<r<R<
modA := modA, p = 27 Ogr’ > " >

o0, se r=0 ou R=00

A relag@o entre a definicdo do médulo para os quadrilateros e a do moédulo dos anéis é que para
um quadrilatero qualquer de médulo M podemos escolher um retangulo equivalente com vértices
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ordenados da forma (0,27 M, 27w (M + 1), 27i) e, utilizando a fungao exponencial z — e, podemos
mapear o retangulo no anel padrao Ay g, onde log R = 27 M.

2mi

2x

}EﬂgR = /\

0 logR

Figura 2.5: Um retdngulo sendo mapeado a um anel padrao com o mesmo mddulo através da funcao
exponencial

Defini¢ao 2.4.2 (Segunda definigao geométrica de um mapa K-quaseconforme). Sejam U,V C C e
K > 1 dado. Um homeomorfismo que preserva a orientacao ¢ : U — V é um mapa K-quaseconforme
se, e somente se, ele satisfazer a seguinte relacao

% mod A < mody(A) < K mod (A),

para todos os anéis A compactamente contidos em U.

Observacao: nas defini¢oes analiticas de mapas quaseconformes, ndo foi necessério a hipdtese sobre
os homeomorfismos preservarem a orientacao. Essa condigdo vinha como uma consequéncia! Mas
para obter a equivaléncia entre as defini¢oes analiticas e as defini¢hes geométricas, precisamos
adicionar essa hip6tese no caso das definigoes geométricas.

Lema de Weyl

Se U C C é aberto e f : U — C é uma distribuiggo em U 1-quaseconforme com derivada
distribucional f, localmente integravel em U, entao f é conforme.

Demonstragao. Seja D,(z) o disco de raio r > 0 centrado em z e ¢, uma familia de fungoes-teste
com suporte em D,(z) que tendem para a fungdo Delta quando € — 0. Assim, as convolugoes

fe = f *@e sao fungoes C*° em U, := {z € C: D,(z) € U} e satisfazem %];6 = 0, fazendo com que

cada fe seja uma funcao analitica em U,.. Agora, vamos tomar r; < ro e uma funcao n que seja C*°
com suporte em (r1,72) tal que f:f n(r)dr = 1. Podemos observar que a equagao

2 p2m f ZO + Tez@)
fe ded
2m / z— (20 + Te’e) n(r)dédr

é verdadeira no disco de raio r; em torno do ponto zg € Uy4,. Desta forma, a distribuicao f. pode
n(r)

z— (20 + ret?)

e, assim, f obtém um valor em cada ponto. J& que as fungbes-teste variam continuamente como

fungoes de z, a funcdo f é continua. Ao utilizarmos uma variante apropriada da Formula Integral

de Cauchy, podemos mostrar que a derivada existe e é continua. O

ser calculada na funcéo teste fixada para cada z fixado, convergindo quando € — 0
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2.5 Propriedades dos mapas K-quaseconformes

Sejam U,V C Ce ¢ : U — V um homeomorfismo que preserva a orientagao. Vamos estabelecer
algumas propriedades sobre os mapas K-quaseconformes:

1. Se ¢ é K-quaseconforme, entdo ¢! também é K-quaseconforme.

2. Se ¢ é K-quaseconforme e puder ser composta, pela direita ou pela esquerda, com um mapa
conforme, entdo a composicao é também K-quaseconforme. Ou seja, a classe de mapas K-
quaseconformes é invariante sob mapas conformes.

3. A composi¢do de um mapa Ki-quaseconforme e um mapa Ks-quaseconforme é um mapa
K1 Ks-quaseconforme.

4. Como consequéncia da primeira defini¢ao analitica, um homeomorfismo ¢ é K-quaseconforme
se, e somente se,  é localmente K-quaseconforme.

5. Se ¢ é K-quaseconforme de classe C', entdo a dilatacio de uma elipse E, no plano tangente
T,U é limitada por K em todo z € U.

6. Suponha que ¢ seja K-quaseconforme, entao, em cada compacto de U, ¢ satisfaz uma condigao
de Holder uniforme: )
[p(21) — @(22)] < M|z — 2%

7. Se ¢ é bilipschitziana, ou seja, se @ satisfaz para algum L > 0 a relagao

1
7la = 22| < lp(a1) = @(z2)] < Liz1 — 2,
entao ¢ é K-quaseconforme. A reciproca nao é verdade.

O proéximo resultado é muito importante na aplicacao da cirurgia quaseconforme. Vamos falar
do Teorema Mensuravel da Aplicacdo de Riemann que esté relacionado com a existéncia de uma
determinada solugao para a equacao de Beltrami.

2.6 Teorema mensuravel da aplicacao de Riemann e Lema-chave

O Teorema Mensuravel da Aplicagdo de Riemann ou Teorema da Integrabilidade, provado em
1960 por Lars Ahlfors e Lipman Bers, afirma que se p é uma fungdo mensuravel limitada em C,
onde ||u]leo < 1, ent@o existe uma tnica solu¢ao f para a equagao de Beltrami %(z) = u(z)g—g(z),

sendo f um homeomorfismo quase conforme em C que fixa os pontos 0, 1 e co.

Teorema 2.6.1. Sejam U um subconjunto aberto de C, com U ~ D (respectivamente U = C) e o
uma estrutura quaseconforme em U com coeficiente de Beltrami p e com dilatagdo uniformemente
limitada, isto é, K (o) < co. Equivalentemente, suponhamos que a norma do supremo essencial de
|| seja menor que 1, i.e. ||p]|,, =k < 1. Entdo p € integrdavel, ou seja, existe uma fungio ¢ : U — D
(ou respectivamente em C) homeomorfa que é solugao para a equagao de Beltrami, sendo esta:

_ 9z0(2)
d.(2)

para quase todo z € U. Além disso, ¢ € unica a menos de uma composi¢ao com um automorfismo
de D, respectivamente C.

()

Observagao 2.6.2. Se a forma de beltrami p depende de parametros (A — py) de forma continua
ou holomorfa, entdo o mapa quaseconforme ¢y, que integra u), também depende do parametro A
de forma continua ou holomorfa, respectivamente.
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Definicao 2.6.3 (Mapas quase-regulares). Seja U C C um conjunto aberto e K < co. Chamamos
g : U — C de mapa K-quase-regular se, e somente se, g puder ser expressa por

g="rogp
onde ¢ : U — ¢(U) é K-quaseconforme e f : ¢(U) — g(U) é holomorfa.

Diretamente da defini¢cdo, pode-se notar que g é localmente K-quaseconforme, exceto em um
conjunto discreto de pontos ¢! (Cr(f)), sendo Cr(f) o conjunto de pontos criticos de f, i.e. pontos
onde [’ se anula. Isso acontece pois, ao redor destes pontos, f nao ¢ injetora.

Lema 2.6.4 (Lema-chave para a aplicagao da cirurgia quaseconforme). Sejam S uma superficie
de Riemann isomorfa a C ou a (6, g : S — S um mapa quase-regular e u uma forma de Beltrami
g-invariante em S, com |u||, = k < 1. Entao existe um mapa holomorfo f : X — X, onde
X e {(C,@}, tal que g e f sdo quaseconformemente conjugadas.

Demonstragcdo. Seja ¢ : S — X uma fungao, obtida pelo Teorema da Integrabilidade, que integra
a forma de Beltrami ;. Entdo se definirmos f := @ o go o', o seguinte diagrama comuta:

(Sﬂu) 49) (Sa :u)

/
(X, o) —— (X, po)
Do modo como f foi definida, f é quase-regular satisfazendo f*ug = pg em quase todo ponto.

Ao aplicar o Lema de Weyl, obtemos que f é holomorfa e quaseconformemente conjugada a g por
©.

O
(o) (C, 1)

( 0o 0 ( 04 o
ﬂo 00 ﬂO 00
o 01p 0 Q g™ o 01p 0
N ¢ 0 0 Q/ N ¢ 0 0 Q/

D19 qo D19 qo
o IN <o IN
I g
(C, no) (C, o)

095 902e 95682
O O~.0 O~ 0
080 05(°0 % 0800570 %9
00000090 0 00|00©°

O ~ O 010 S0
9,00 |50°g S22 l00°g
0000 00 Oo 00
0o, 0/°9 00,0 °9
0-%9% o000 o -0 000
000|050 00 0050

Figura 2.6: Ezemplo do lema-chave para S = C



3 Dinamica parabodlica

3.1 Introdugao

Neste capitulo vamos estudar dindmica parabdlica e demostrar o teorema de Fatou apresentado
no capitulo 1 deste trabalho. Primeiramente, vamos mostrar a construcao das pétalas atratora e
repulsora, importantes durante a dindmica. Logo apés, enunciaremos e demonstraremos a existéncia
das coordenadas de Fatou e mostraremos a forma assintotica de tais coordenadas. Para o desenvol-
vimento deste capitulo, estudamos os teoremas e proposi¢oes publicados no capitulo 2 “Local theory
of parabolic fixed points” da obra de Shishikura intitulada “Bifurcation of Parabolic fixed points”,
referenciada neste trabalho como [Shi00].

Para comecar, por simplicidade, vamos assumir que o ponto fixo do nosso sistema dindmico estéa
em z = 0, a menos de uma conjugacao por translacdo. Assumiremos também que f((0) =1 e que

(/(0) # 0, mas, via conjugacao, podemos considerar também f{/(0) = 3

Nosso estudo se dara com base na familia de mapas holomorfos Fy = {fo : C—C: fo(0) =
0, f4(0) =1, f§'(0) = 1}, com série de poténcias:

fo(z) =z 4 22 +az2®...

1
Ao fazer uma mudanga de coordenadas dada por I(z) = ——, obtemos
z

fiw)i= (o frorw) =w 1+ 2 +0 ().

ondeae(CeweI(z)C@

E possivel notar que, para w proximo de oo, f§ se comporta de forma similar que a translacao
T(w) =w+ 1.

Para determinar como sao as érbitas de fy, fazemos uso dessa primeira mudanca de coordenadas,
isto &, ja que f se comporta quase como uma translacao por 1, suas érbitas sao, aproximadamente,
linhas horizontais. Logo, como as drbitas de fo sao as pré-imagens por I das érbitas de fj, elas sao
aproximadamente circulos, tangentes ao eixo real em z = 0.

Seja b > 0 suficientemente grande. Considere as duas regioes abaixo:

Q+:{w€C|Re(w)<—*b+|Im(w)\} e O ={weC|Re(w)>b—

; . | L= w . Im(w)|}.
Se b > 0 é grande o suficiente, f i0-uq+ esta definida e é injetora, satisfazendo

fo(w)=(w+1)] <

1
—. Na figura 1.1 pode-se ver a representagao dessas regioes que formam o dominio de fj.

A acao da fungao f sobre o dominio é resumida de forma que a imagem por ela esta sempre
& direita, uma vez que sua dindmica é quase uma translacao por 1, desta forma, ainda com b > 0
grande o suficiente, f3(Q7) € Q= U {oo} e QF C f3(QF U {c0}).

Note que oo é ponto fixo parabolico para f;. Ao ser conjugada com fj através da mudancga de
coordenadas w = I(z), verificamos que, para todo z € QF UQ~, temos fi"(z) — oo com n — o0,
fi(00) = o0 e (f3)'(00) = 1.

Vamos, entao, relembrar que a bacia de atracao de oo é definida como o conjunto de todos os
pontos cuja itera¢ao pela fun¢do em questao tende para oo e a denotaremos por A(oco). De acordo

19
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Figura 3.1: Representacao geométrica do dominio de f*

com a dinémica de fj, nota-se que Q= C A(00) e, assim, reciprocamente, se considerarmos uma
vizinhanga V' de zp € C, de modo que f;"(z) esteja definido para todo n e para todo z € V(%) e
0" (2) = o0 ao passo que n — oo, entao fi"(z9) € 27, para algum n > 1.

Para retornar a dinamica de f; para as coordenadas de fp, basta compormos fj com a pré-
imagem pela mudanca de coordenadas I, i.e. I~'. Através dessa composicao, podemos definir con-
juntos que serao de grande importéncia ao longo do nosso estudo, chamados de pétalas atratoras e de
pétalas repulsoras de fy. Definimos como pétala atratora (respect. repulsora) de fy, e a denotamos
como Q_ (respect. £2;), o conjunto dado por I71(Q27) (respect. I~1(QT)).

Esses dois conjuntos satisfazem algumas propriedades, sendo elas descritas abaixo:

1. Q_ e Q. sdao dominios simplesmente conexos e limitados por curvas de Jordan que passam
+ p p que p
pela origem, pois, através da mudanca de coordenadas I~1(w), a linha It é levada a fronteira
da regiao €2, e, respectivamente a linha [~ é levada a fronteira da regiao 2_
g + S P g

2. fo esté definida e é injetora no conjunto Q_ U Q4 U {0}, o qual é uma vizinhanga da origem;

3. fo(22) € Q_U{0} e Oy C fo(Q4 U{0}), quando aplicamos a mudanca de coordenadas
I1(w), o semiplano esquerdo QO é levado & pétala repulsora 24 e o semiplano direito Q= é
levado & pétala atratora €)_, nos dois casos a funcdo fy possui um comportamento regular,
entretanto, em contraposi¢ao a dinamica simples de f, a orbita de fy tende ao ponto fixo
0 na pétala atratora e a fronteira da pétala repulsora quando zg € €24 saindo assim de €.
Ambas as orbitas em 24 e 2_ seguem uma trajetoria similar a um circulo.

Definicao 3.1.1. No caso geral, para uma funcao analitica f cujo ponto fixo é {, vamos definir a
bacia de atragado do ponto fixo parabélico de f como o conjunto

P = {z | existe uma vizinhanca de z na qual f" esta definida e f" unif. ¢ conforme n — oo}.

Para fy € Fp, a bacia de atragao de zg = 0 sera definida através do que construimos de f{, isto
é, fi'(z) = 0 se, e s0 se, fi"(w) — oo, onde w ¢ o corresponde de z € V(0) sob a mudanga de
coordenadas I. Isso quer dizer que estamos interessados nos pontos que eventualmente entram em
Q™. Portanto, a bacia de atragdo de z = 0 para fy é definida por

%o =]

3.1.1 Coordenadas de Fatou

Na secao anterior vimos a construgao das pétalas e definimos f;j, uma conjugagao de fy, formada
através de composicoes com a mudanca de coordenadas I, cuja dindmica é parecida com a translagao
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1
T(w) = w+1, diferindo dela por menos que —. Nesta subsegao, veremos que existe, em cada pétala,

uma conjugacao parcial entre fo e T'. Estas conjugagoes sao chamadas de coordenadas de Fatou.

Antes de provar a existéncia e a unicidade das coordenadas de Fatou, veremos a defini¢cdo do do-
minio fundamental. Esse dominio sera de grande importancia para a construgao das coordenadas
de Fatou.

Definigao 3.1.2. Sejam z(f e 2, pontos que estejam localizados em C da seguinte maneira:

Re(zf) < —b—2
Re(zy ) > b 7’

onde b é a mesma constante na definicdo de QF. Continuando, vamos definir as linhas verticais

I {2 +iy:y e R}

Im= {z +iy:yeR} "’

Assim, ao aplicarmos f sobre a linha [, vemos que fi(I7) se localiza & direita de [, permanecendo
em 27, delimitando portanto uma regiao fechada, contida inteiramente em {27, que se parece
com uma faixa vertical. Denotaremos tal regiao por S~. Do mesmo modo, fi(I*) e It delimitam
uma regidao fechada em Q7 e a denotaremos por S*. Estas regides serdo chamadas de regioces
fundamentais no plano da coordenada w.

O nome de fundamental advém da propriedade de que todas as érbitas possuem apenas um re-
presentante dentro da regiao, assim nosso estudo se basearé inteiramente nelas, nao sendo necessario
investigar a dindmica das 6rbitas no plano complexo inteiro.

Para representarmos S* na dindmica de fy e nas regides 4, basta aplicarmos I~! em ST,
istoé, Sy =1 _1(Si). Tais regioes, no plano de coordenada z, sdao as regides fundamentais para a
dinamica de fo|g, e elas possuem um formato de “croissant”, com suas pontas na origem.

Através da dinamica da fungao fj, podemos ver que toda érbita em OF passa por ST apenas
uma tnica vez, com excecdo apenas de quando a oérbita de z € QF por f{ possuir um representante
em [*, pois dai sua imagem estara na outra fronteira da regido S*, no caso f3(I%).

S+ Q+

— TRy T e Ty

S¢

Figura 3.2: Representagdo geométrica do dominio de fo e de S4 a esquerda e do dominio de f§ e de ST
a direita

Teorema 3.1.3 (Existéncia das coordenadas de Fatou). Sejam fo € Fy, f§ e QF como anterior-
mente. Entao existem dois unicos (a menos de uma constante aditiva) mapas conformes (difeomor-
fismos analiticos) p* : QF — C que satisfazem a seguinte relago:

{w o f3)(w)
(™ o f3)(w)

et (w)+1L,we QF
e (w)+1,we Q™
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Para demonstrar o teorema, vamos construir a regiao onde o teorema da existéncia de tais
coordenadas sera contextualizado.
Sejam by, by € C de modo que Re(bz) > Re(b1). Vamos definir a regido Q(b1, b2) como

Q(b1,b2) ={z € C: Re(z —b1) > —|Im(z — b1)|, Re(z — b2) < |[Im(z — b2)|}.

Note que se by = —oo (respectivamente by = 00), a condi¢ao envolvendo b; (respectivamente ba)
deve ser removida.

Figura 3.3: Um exemplo de uma possivel regido Q(by,bs) contendo uma regiao fundamental S.

Vamos provar o teorema através da proposicao abaixo:

Teorema 3.1.4. Considere f; como uma fun¢ao holomorfa definida em Q = Q(bi,b2)) com
Re(b1) < Re(by) — 2. Suponha que para todo z € Q sejam vdlidas as sequintes condigoes:
1
“ 152 - (1l <
o () -1 < 5
0 4

Entao, temos:
1. f§ € univalente em Q;

2. Seja zp € Q tal que Re(b1) < Re(z) < Re(b2) — Z Considere S a regiao fechada delimitada

pela linha vertical | = {zo + iy : y € R} e por fi(l). Entao, para todo z € Q, existe um unico
n € Z para o qual (f3)"(z) estd definida e pertence a S\ fi(l);

3. Existe uma fungdo univalente (inica, a menos de uma constante) ¢ : Q — C tal que
o(fo(2)) = ¢(2) + 1;

Demonstragao. 1. Obvia.

2. Veja que, a partir da primeira desigualdade (|f;(z) — (2+1)| < 1/4), fi(z) dista da translagao
por 1, um valor menor que 1/4. Assim, Vz € Q\(S\f;(l)) apenas uma das iterages de f;
pertencerd a S\ f (1), exceto o caso em que (f§)"(z) € [, pois dai (f)"1(2) € f5(0).

3. Considerando o mesmo zg do item anterior, vamos definir uma fun¢do G : X = {z =z + iy :
0<z<1,z,y € R} - @ da seguinte forma:

Gz +iy) = (1 —x)(20 +iy) + xf5 (20 + iy).
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Vamos relembrar aqui que, se uma fungao complexa f : C — C é escrita na forma f(z) =
u(z,y) + iv(z,y), admitindo z = = + iy, temos que suas derivadas complexas (a derivada de
z e a derivada conjugada de z) serdo dadas através da relagao:

af_1<af ,af> . 8f_1<6f+,8f>

9z 2\azr "oy 9z 2

i
ox oy
Prosseguindo, podemos derivar G com respeito as partes real e imaginaria e obtermos:

oG N . oG . .

- = fo(z0 +iy) — (20 +iy), 5~ = iz(f5) (20 +iy) +i(1 — 2).

ox Jy

Vamos fazer algumas estimativas sobre as derivadas complexas afim de se obter uma estimativa
para a dilatagdo de G. Assim, continuamos:

oG 1[oG 0G 1 . ' / | .
PR _ = —— — | — _ = * - . B _1
5, 1‘ ‘2 [(% zay} 1' 2|f0(zo+zy) (zo+iy+1)+z((f5) (z0 +iy) 1)|_4’
oG 1[0G 0G 1 ) . , . )
0z ‘2[6954—2811” 2\f0(20+2y) (z0 +iy + 1) + z((f) (20 + iy) 1)|_4

A dilatagdo de G seré encontrada através de

G  OG

0z = 0z

1

1.5_
44 5

assim, vemos que G é um mapa quaseconforme na faixa S, uma vez que ele seria conforme
se, e 86 se, — = 0.

0z
O mapa G satisfaz G71(f$(2)) = G71(2) + 1 para z € I. De fato, pondo [y = {z € C : z =

iy,y € R} ely ={z2€ C:z=1+iy,y € R} como as linhas perpendiculares que passam por 0
e 1, respectivamente, podemos calcular o mapa G em pontos pertencentes a elas e obtermos:

Gliy) =2 +1y €l;

G(1+1iy) = fo(z0 +iy) € f5(D).

Nao ¢é dificil ver agora que, ao aplicarmos G~!, obtemos:
GH(f5(2) = G NG +iy)) = 1+iy = G (2) + 1,

tomando z € I.

Vamos construir ¢ usando cirurgia quaseconforme. Considere o conjunto X = {z : 0 <
Re(z) < 1}, a translacdo por 1: T(z) = z + 1, com z € X, e tome 0y como a estrutura
conforme padrao de C. Podemos definir uma nova estrutura quase complexa o € C como

fue=Gpo, em X
pr = (T ng, em T~"(X)

Note que a estrutura quase-complexa p é limitada, uma vez que G*py = p é quaseconforme
e T conforme. Assim, pelo Teorema Mensuravel da Aplicacdo de Riemann, existe um tnico
mapa H : C — C quase conforme, onde H*uy = pug e ainda fixa os pontos 0 e 1, ou seja,

HO)=0e H(1) = 1.

Por construcdo, a composicio H o T o H™! preserva a estrutura padrido op, sendo assim
conforme. Agora que conseguimos um mapa conforme, note que a translagdo 7" néo possui
pontos fixos, consequentemente HoToH ! também nao possui, logo é também uma translacio
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Figura 3.4: Exemplo da a¢ao do pullback adaptando a estrutura quase complexa no dominio de G, levando
elipses infinitesimais em circulos infinitesimais.

por um, pois uma vez que H o T o H=1(0) = 1, concluimos que H o T o H~1(2) = T(z).

Vamos definir agora ¢ como ¢ = H oG~ em S, podemos usar a relagao ¢(fg(2)) = ¢(2) + 1
para estender og para toda a regiao Q. Notamos que ¢ estd bem definida e, pela construgao
de G~ e H, vemos que ¢ é continua e homeomorfa, uma vez que ¢! = G o H~! onde
G e H! sdo continuas e, fazendo uso do Teorema de Morera', como ¢ é analitica fora da
orbita de [, entao, pelo Lema de Weyl, ela é analitica em toda a regiao (), uma vez que ¢ é
quaseconforme e p* g = pg. Portanto, esta é a funcao univalente desejada: ¢ = H o G~1.

Figura 3.5: Constru¢do do mapa H na regidgo Q

Para provar a unicidade, suponhamos que ¢ seja outra fungdo com as mesmas propriedades
que @, entdo s = 1 0 ! comuta com a translacdo T, pelo menos em (Q), assim o &
estendida em C holomorficamente, também comutando com 7. Da mesma maneira, @, =
Yo gol_l tem as mesmas propriedades, o que faz ¢ ser obrigatoriamente uma funcéo afim.
Consequentemente, uma fungao afim que comuta com uma translagao acaba se tornando uma
translacao por uma constante. Logo, ¢ é tnica, a menos de uma constante.

O

1
Teorema 3.1.5 (Forma assintotica das coordenadas de Fatou). Se fj(w) =w+1+ 240 <2>,
w w

entdo p* ¢ dada por
o (w) = w — alog(w) + cx+ + o(1)

conforme w — 00, onde c+ sdo constantes. Ademais, ¢ sdo tinicas, a menos de uma constante. O
dominio de ¢ pode ser tomado como o setor DT = {w : Re(w) < —b-+k|Im(w)|} e o dominio de p~
como o setor D™ = {w : Re(w) > —b—k|Im(w)|}, com b > 0 sendo uma constante suficientemente
grande e k uma constante em [0,1]. Note que, para todo k neste intervalo, D¥ C QT e D~ C Q.

'O teorema de Morera, em homenagem a Giacinto Morera, o qual foi um matematico e engenheiro italiano (1856
- 1909), contribui com um resultado para mostrar que uma fungéo complexa é holomorfa. Este teorema estabelece a
reciproca do teorema de Cauchy. Ele afirma que se U C C é um aberto e f : U — C uma fung¢éo continua, de modo

que satisfaca / f(2)dz = 0, para todo triangulo fechado A C U, f é uma fun¢ao holomorfa em U.
oA
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Ideia da prova
1
Considere a fungao definida por v(w) = fi(w) —w, sendo fi(w) =w+1 + + O < > Vale
w2

lembrar que f; € uma funcao analitica, assim temos algumas situacoes a conszdemr. Note que v(w)
diferencia pouco de 1 e, se v =1 entdo fi(w) = v(w) +w = w+ 1, e entao f; é exatamente o

w
mapa de tempo 1 do fluxo constante ’r = 1. Portanto, para iniciar, vamos fazer uma comparagao

d
da orbita de f§ com a orbita do fluxo d—z: = v(w), perto de infinito.

Podemos achar uma solugdo para esse fluzo através do método da integral:

Z d
-
- / e
2 U(7)
Assim. considerando t acima como uma fungdo complexa, podemos dizer que as coordenadas de

Fatou devem ter um comportamento semelhante ao da fungao t(z).

Demonstracdo. Vamos comegar mostrando primeiro o comportamento semelhante das coordenadas

w
de Fatou com a funcao ¢(z), a qual é uma solugao para o fluxo o v(w). Para isso, vamos precisar

da seguinte proposicao:

Proposigao 3.1.6. Suponha que ¢ e v sejam fungées holomorfas em uma regido ¥* que satisfacam
as seguintes propriedades:

1
¢ € univalente em 7, |v(z) — 1] <  paraz € Ve
oz +v(2)) = ¢(2) + 1, desde que z,z +v(z) € ¥.
Entao:

1. Existem constantes universais positivas Ry, Cy, Cy tais que se ¥ = {z € C: |z — 2| < R},
onde R > R, entao

/ 1 9. 02
. I<C < =
() (Zo) U(Zo) >0 R2 + "U (ZO)’ R
2. Suponha que ¥ = {z € C* : p1 < arg(z) < p2}, desde que py < p1 + 27 ¢ |v/(z)| < ||+

com z € ¥ e C,v > 0. Considerando zp € ¥ e p), ph de modo que p; < p)| < ph < pa, existem
constantes R, C* > 0 (com C* dependendo de p1, p}, p2 e ph) e £ € C tais que

oo~ [ - <o (4 i)

desde que z satisfaga p| < arg(z) < pj e dist(z,C\?) > 1.

Demonstracao. 1. Para provar o primeiro item, podemos supor que zg = 0. Agora, tomemos
R >> 1, i.e. R muito maior que 1. Revendo o Teorema da distor¢ao de Koebe, disponivel no
apéndice A desse trabalho, na pagina 44, temos que se |z| < R — 2, entao

/

¢'(2)

(
2 - <1_|vgn>2’

v(z)| )so(z +0(2)) — ¢(2)
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uma vez que ¢ ¢é univalente na vizinhanga {7 : |n — z| < 2}. Entéo, temos que

@I o)1
Y ey

) T lez+uz) —e(z)| T |u(z)]
Utilizando que ¢(z 4+ v(z)) = ¢(z) + 1, resulta em:

)

mol < |p'(2)| <

assim C” < |¢/(2)] < C’, com |z] < R — 2.

Relembremos que a formula integral de Cauchy nos diz que a derivada n-ésima de uma de-
terminada fungao holomorfa f : U C C — C pode ser encontrada através da formula

9 ) = m}if(z)M

o2" 210 Jo (2 — zp)n !

Assim, fazendo uso da formula integral de Cauchy, podemos estimar o valor de |¢”(2)], sendo

1 /

¢"(z) expressa por j([ Lﬁ)zdn e considerando D = {n : [n — z| = &}. Reduzindo a
2t Jp (n—2)

expressao de ¢”(z), temos

¢'(n) 1 7{ ¢'(n 7{
— L 2 dnl < |— _—
[¢"(2)] = zmﬂim_zy "‘ o D<n—z2 = o !n—ZHW—Z\Z
1 R 1
< — .= o
o B I =R

C R
Assim, chegamos que |¢"(2)] < El para todo z tal que |z| < 7

Vamos utilizar a féormula de Taylor com o Resto Integral para chegarmos numa expressao para
©(z + v(z)). Observe que:

1
P+ a) = pl) +ag!() +a? [ (1= 0z + at)i
0
Substituindo a por v(z), temos que

1
p(z +v(2)) —p(2) = v(2)¢'(2) + v*(2) /O (1 =1)¢"(z + v(2)t)dt

—_——
e(z)+1
1
1 — ()0 (2) = v2(2) / (1= 1) (= + v()t)dt. (3.1)
0
C R 5 R 5 R
_ / < — R 3 - e -
Note que |1 — v(z)¢'(2)| < 7 desde que |z] < 5 "1 entao |z| < 5 © 2| + 153~
R
|z +v(2)| < 3 uma vez que
1 1 18,
) [ =096+ o@na] <12 [ 10- 0l +atar < &
0 0 — R
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Tomando-se a norma da derivada de 1 — v(z)¢’(z), temos que:

L1 v(2)e(2)

z

R
Mas, pela formula integral de Cauchy aplicada em % e considerando D = {n: |n — z| = Z},
segue que:

- / [ - - i
5 PP ) = o SordRRTTY T R?

d '_1

/ !

7{ v(n)w(z)d ‘<150162 R _ G
p (n—2)

Assim, temos agora que:

[v'(2)#(2) + 0(2)¢"(2)] < 75 (3:2)

Mais uma vez, utilizando a formula integral de Cauchy, vamos estimar a norma de v/(z) e de

v"(2), tomando z em D = {77 tn— 2] < 5} Assim:
Ly, o
27 Jp (n — 2)? R

1% o(z) =dn Sg.
2mi Jp (n—z)3 R?
)
Aplicando agora a formula de Taylor para [v'(2)| no ponto zg = 0 com |z| < T temos que

Cs

[v'(2)] =

0" (2)] =

[v'(2)] < |V'(0)] + |2|[v"(0)] < |'(0)] + ok De 3.2, continuamos com
’ Cs
OFS <o 2

/ / " / ’_//H T " Cs
[v(2)@ () +u(2)e () < [o(2)] -l ()] + o) |7 (2)] < 43

¢ < 6 (5 + 100

5
desde que |z| < T Por fim, temos que

H—d@ww—tﬂ@AU—ﬂW&+MWW4§@W%NS@<+W®®-

Em particular, temos que
L (1 Cy
1= ¢ 000 < (5 + 100 ) < G

Para obtermos a desigualdade pretendida, basta generalizarmos para qualquer zy € C e mul-

v(z0)

3
, uma vez que — < |v(z)| < 7 paraz € ¥, portanto

tiplicarmos pela norma de 1

¢'(z0) —

— ¢'(20) <C (1 + |v’(z0)|> < @.

R? R

v(20) v(20)

. Precisamos demonstrar o item que majora a diferenga da coordenada de Fatou e do fluxo

d - -
constante v(z) = d—j Veja bem que dist(z,C\¥) > Cs|z|, com C3 > 0, dentro do setor
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Py < arg(z) < ph. Assim, podemos usar a desigualdade no item anterior para a regiao {w :
|lw — z| < Cs|z|}, portanto temos:

~ 1 ~ 1 1
< ~7+1}’Z SC(—F).
1 ((03|Z|)2 ‘ ( 0)’> 4 |z’2 ’z‘l-l-u

ok

Integrando ambos os lados da desigualdade acima em um caminho menor Ry, obtemos a

desigualdade procurada:
Z dn 1 C
o[ 54 (o)
‘ 20 0(1) E{NE]

Demonstracao do teorema:

Vimos que as coordenadas de Fatou seguem um comportamento semelhante ao tempo 1 do
dz
dt

z

para o fluxo <t = / (77)> sao, de fato, proximas, sendo a distdncia entre elas limitada por
20 VM

1 C

C* (M+W),comze"f/:{ze(c*:p1<arg(z)<,02;p2<p1+27r}.

fluxo constante v(z) = —. A proposigao anterior mostra que as coordenadas de Fatou e a solugao

. a 1
Agora, vamos considerar que v(z) = f5(2) —z2 =14+ —-+0 <2>, com z € ¥ e vamos usar
z z
p = cpi, pois a demonstracao serve tanto para a atratora quanto para a repulsora. Por hipotese,

1

¢'(z) — =| £ —5 que entao nos da
v

C
[v/(2)] < —. Assim, a desigualdade em %% implica que SFE
z

2%

\S” <Z>‘/zov<m‘§\§05|zr'

Precisamos da forma de —— e, utilizando o conhecimento sobre o inverso multiplicativo de uma

v(z)

1 a 1
série de poténcias, podemos afirmar que — =1— -4+ 0 (2) Dai, temos que
z z

v(z)

Zd z 1 1
gpi(z)%/ 77—i—ci:/ <1—a+0<2>>dn+ci:z—alogz+ci+0<),
2 0(1) 20 n U z

portanto, temos que o comportamento assintotico das coordenadas de Fatou é dado por
©F(2) = z —alog z + ¢t + o(1),

quando z — oo.
O

As coordenadas de Fatou sao tinicas, a menos de uma constante. Podemos normalizar o™ e ¢,
através de um acréscimo de uma constante, tal que:

¢~ (w) — ¢ (w) — 0,
sempre que w € Q- NOT e Im(w) — oco. Consequentemente, é automdtico que

0 (w) — ¢t (w) — 27ia,
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sempre que w € Q- NQT e Im(w) — —o0.

Essa normalizagio € justificada pela escolha das ramificagdes do logaritmo complexo nas expres-
soes de ¢, pois temos que elas diferem na componente inferior de Xt NQ~™ por 2mi e coincidem na
componente superior da mesma regido. Se a constante a € ndo nula, ™ e ¢~ nao podem coincidir,
justamente por causa das ramificagoes escolhidas do logaritmo em QT N Q™.

Definigao 3.1.7. Através de uma composicdo com a mudanga de coordenadas I, podemos obter as
coordenadas de Fatou nas pétalas. Assim, oy = ¢T ol : Q, — C sera chamada de coordenada de
Fatou repulsora de fy. Da mesma forma, o = ¢~ ol : Q_ — C sera chamada de coordenada
de Fatou atratora de fj.

Definicio 3.1.8. Cilindros de Ecalle

Considere a relagao de equivaléncia z ~ fyp(z), se z e sua imagem por fy ambos pertencerem
a mesma pétala. Vamos construir o conjunto quociente de S_ utilizando a relagao de equivaléncia
considerada e identificando z € I71(I7) e fo(2) € I71(f5(17)). Assim, temos o cilindro topolégico:

C_=5_/., com zn~ fo(z).

De forma semelhante, define-se C; = S,/ ~. Assim, chamamos C_ de cilindro de Ecalle de chegada
e C de cilindro de Ecalle de saida. Ambos os cilindros herdam a estrutura da superficie de Riemann,
uma vez que fp é um mapa conforme.

3.1.2 Mapa de transicao (Horn Map)

Nesta se¢ao vamos definir os conceitos a respeito do mapa de transigdo. Com relagao aos cilindros
de Ecalle, o mapa de transicao tem o papel de fazer uma correspondéncia entre vizinhancas nas
“extremidades” do cilindro C't com vizinhancas nas “extremidades” do cilindro C_. Basicamente,
o mapa nos diz que, tomando um nimero complexo na regiao fundamental S*, sendo sua parte
imaginaria suficientemente grande, a sua Orbita eventualmente chegara na regiao fundamental S—.

Definigao 3.1.9. Considere a regidao Dy = {w : [Im(w)| > by + 2|Re(w)|}. Se by > 0 for suficien-

temente grande, podemos definir, nesta regidao, o mapa Ey, = ¢_o (o)t =p o(p)~L. A partir
da definicao, o mapa EY, satisfaz a seguinte propriedade:

Efo(w +1) = Efo(w) +1
E facil verificar esta propriedade, uma vez que, considerando ¢! (w + 1) = f o o~ (w), temos

Epy(w+1) = (p- 0 (o) N(w+1) = p_o fo(piH(w)) = p_ 0 gl (w) + 1= Ep(w) +1

Figura 3.6: Representagcao do dominio de Efo colorido em amarelo
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O mapa de transigao

O mapa Ej, esta definido em Dz = {w : [Im(w)| > by + 2|Re(w)|} e satisfaz By, (w + 1) =
Ef,(w) + 1. A partir da relagdo acima, podemos estender o mapa E na regiao {w : [Im(w)| > o},
onde 79 > 0 grande.

Fazendo uso do mapa exponencial 7(z) = €2™*  podemos definir o mapa de transi¢ao. Considere
1o > 0 como antes, definimos:

Dp,, ={0 <|w[ < e 2™} U {e?™0 < |w| < oo}

Agora, podemos definir o mapa Ey, : DEfo — C* por:

Efy=noEpon ' =mop_o(pr) tort=(rop_)o(rop)™

Chamaremos o mapa Ey, de mapa de transicao ou de transformacao de Ecalle.

Deste modo, definimos um mapa de transicao a partir de um isomorfismo relacionando os cilin-
dros de Ecalle com o plano complexo sem o ponto fixo 0, ou seja, definimos um mapa de transicao
localizado préximo das pontas das regidoes com formato de croissant em torno da vizinhanga do
ponto fixo.

O comportamento assintotico de ¢* nos mostra que E o (w) —w tende a um limite, denotando-o,
por exemplo, como m, quando I'm(w) — oo e a outro, por exemplo m_, quando I'm(w) — —oc.
Dai, Ey, se estende analiticamente para 0 e oo, obtendo-se Ey, (0) = 0 e Ef (0c0) = oo, onde
E% (0) # 0 e EY (00) # 0. A exponencial na composicio faz com que a extremidade superior (+ioo)
seja enviado para 0 e a extremidade inferior(—ico) seja enviada para +oc.

)& S (=) .
Ep=qolf szl=e
T e 2P 9 %%

CE»; C_=S. / Cy=5y, c*

Figura 3.7: Representacao do a¢do dos mapas Efo e E¢, sobre as extremidades de C_

Assim, construimos o mapa de transi¢do, definido em uma vizinhanca localizada nas “pontas”
do cilindro de saida C, que leva a dindmica de C; para C_.
Veja como funciona esta dindmica nos dois planos:
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Figura 3.8: Representacdo da a¢do da transformagao de Ecalle nos planos

Veja na proxima imagem a dindmica da transformacao de Ecalle nos cilindros topologicos.

/,.

Figura 3.9: Representacdo da a¢do da transformagdo de Ecalle no cilindro Cy
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4 Bifurcacao Parabélica

Nesta secao, vamos estudar o comportamento da dindmica a partir de uma pequena perturbacao
da funcdo fy apresentada anteriormente. Para o desenvolvimento deste capitulo, estudamos os
teoremas e proposigoes publicados no capitulo 3, “Local theory of parabolic bifurcation”, da obra
de Shishikura, intitulada “Bifurcation of Parabolic fixed points”, referenciada neste trabalho.

Um dos cenérios principais a ser estudado tem um comportamento intrigante. Como visto, antes
de fy ser perturbada, 0 é um ponto fixo parabolico de multiplicidade 2. Apods fy sofrer a perturbagéao,
tal ponto fixo parabolico bifurca-se em dois pontos fixos. Seus multiplicadores (o valor absoluto das
derivadas em cada ponto fixo) sdo proximos de 1, assim eles podem ser atratores, repulsores ou
indiferentes.

Na secdo anterior, vimos que as orbitas de fo(z) = z+ 22 +... estdo contidas em curvas similares
a circulos. A aparéncia das érbitas apos a perturbacdo ndo muda muito, ou seja, ainda se parecem
com curvas “quase circulares”’, entretanto ha dois casos:

1. o ponto fixo 0 bifurca-se em dois pontos fixos, um atrator e outro repulsor, em diregdes opostas
no plano complexo, fazendo com que as 6rbitas fluam do ponto fixo repulsor em trajetorias
que convergem para o ponto fixo atrator. Nesta situagao, o multiplicador A de um dos pontos
fixos que bifurcaram em 0 estd mais proximo do eixo real do que do imaginario no circulo

-7 T 3m bmw
q 7 :
unitario, i.e. arg(A —1) € [4 ,4] U[4, 4}7

2. conhecido como “batedor de ovos”, o ponto fixo 0 bifurca-se também em dois pontos fixos
em direcoes opostas, mas desta vez as Orbitas podem passar por uma abertura entre eles.
Nesta situagao, diferentemente do caso 1, o multiplicador A de um dos pontos fixos que
bifurcaram em 0 esta mais proximo do eixo imaginério do que do eixo real no circulo unitério,

3 om 7
ie. arglA—1) € [Z, I] U [I, I}

Figura 4.1: Localizacdo dos multiplicadores \ e X' em cada caso

(a) Caso 1 (b) Caso 2

No primeiro caso, a mudanca no comportamento das érbitas ao longo das iteragoes nao se altera
de forma drastica. Assim, o foco do nosso estudo concentra-se no segundo caso.

No estudo da bifurcagao dos pontos fixos parabdlicos de fungoes polinomiais quadraticas, Fatou
e Julia usaram uma importante relagao com respeito ao comportamento dos multiplicadores em tais

33
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pontos. Para os polinémios quadraticos, existem dois pontos fixos finitos, assim dois multiplicadores,
X e XN, a serem considerados. Sendo a relacao

1 1
A—1 + N =1
limitada na vizinhancga de 1, eles devem estar em dire¢oes opostas no circulo unitario, assim podemos
considerar qualquer um deles na discussao anterior.

Essa relacao surge pela definicao de indices holomorfos para uma fun¢do complexa quadratica.
Vamos mostrar esta relagdo com mais detalhes no apéndice B, na pagina 51 do trabalho.

Analisando o segundo caso, o “bateador de ovos”, é possivel que, ao longo de um grande ntimero
de iteragoes, tais 6rbitas passem pela abertura muitas vezes antes de sair da vizinhanca dos pontos
fixos. Esse modelo de 6rbitas provoca grandes mudancas na dindmica global e até mesmo no conjunto
de Julia, porém o efeito da perturbacao no parametro pode acumular durante a iteragao, dificultando
o controle do processo.

E importante ressaltar que, apos a perturbacio no parametro, os elementos estudados na secio
anterior ainda vao existir, tais como as regides fundamentais e os cilindros de Ecalle. Contudo,
diferentemente do caso nao perturbado, as pontas da regiao em forma de croissant serao localizadas
cada uma em um ponto fixo.

Figura 4.2: A esquerda a dindmica do caso nao perturbado e & direita a dindmica do 2° caso apds a
perturbagao

4.1 Configuracao basica das funcoes perturbadas

Ao perturbar fo(z) = z+ 22 +... € Fyy, obtemos uma funcio préxima de fy com dois pontos fixos
proximos do ponto fixo de fjy, no caso, 0. Ao fazermos uma translacdo a partir de uma mudanca de
coordenadas proximo da identidade, um desses pontos fixos é transladado para a origem e entao f
admite a forma

f(z) = Az +agz® +azz® + ...

Note que ha duas escolhas de ponto fixo para transladar para a origem.
Vamos considerar a familia de fungoes

F = {f|f esta definida e ¢ analitica na vizinhanga da origem, f(0) = 0, f'(0) # 0}.

Como 0 vem da bifurcagdo de um ponto fixo parabdlico, escrevemos a derivada de f em 0 como

) 1
f'(0) = e2m(f) | tomando a(f) € C, com 5 < Re(a(f)) < 7 Com isso, concentraremos nosso

foco nos mapas pertencentes a seguinte familia de fungoes:

91:{f€9:|arga(f)\<£}.
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Eixo imagindrio

o5

z T
Dominio de af )

45 o ds 7 Eixoreal 45

-0.5

Figura 4.3: Dominio de a(f).

Vamos agora encontrar uma relagao para o valor do outro ponto fixo, denotado por o = o(f).
Observe que o(f) é uma das solucdes de f(z) — z = 0. Relembramos que f'(0) = >™(/) ¢ f”(0) ~

{/(0) = 1. Assim, substituindo esses dados na equacdo com z # 0, obtemos

Az — 2z +apz? + O(2%)

Xy — 24 g2 + 0(23) =0
(¥ — 1)z + ag2z?® + O(23) = 0.

Utilizando a expansdo de Taylor para €™ e substituindo-a na expressio, obtemos que

(1+2mia+ O(a?) — 1)z + az2> + 0(23) = 0
2miar + O(a?) + agz + O(2%) = 0
o(f) =z = —2mia + O(a®) + O(2%)

(4.1)

Observe que quando o — 0 o termo O(z%) — 0 e, portanto, o(f) possui a seguinte expansio
assintotica:

o(f) = =2mia(f)(1+o(1)),

ou seja, o(f) = O(«) ao passo que f — fo.

Definicao 4.1.1. Topologia compacto-aberto com o dominio de definigao

Dizemos que dois mapas sdo considerados distintos se eles possuem dominios diferentes, mesmo
que porventura um seja uma extensao do outro. Uma vizinhanga de um mapa analitico f : D(f) —
C sera definida como um conjunto formado por

{g9: D(g) — C | g ¢ analitica, D(g) D K ¢ supd(g(z), f(z)) < €},
z€k

considerando K um compacto em D(f), € > 0 e d(-,-) a métrica esférica.

Vamos definir a topologia compacto-aberto com o dominio de definigado como o sistema de vizi-
nhangas, no qual uma sequéncia de fungoes converge uniformemente em cada subconjunto compacto
do dominio se, e somente se, para todo compacto K C D(f) existir um ng > 0 tal que se n > ny,
K C D(fn) e fnlk — f|x uniformemente em K com n — oo.

A topologia compacto-aberto geralmente € utilizada em estudos envolvendo espaco de fungoes
e pode ser aplicada na teoria de homotopia e anélise funcional. Foi primeiramente desenvolvida
por Ralph Fox em 1945, mas logo ela também se revelou uma topologia natural e interessante,
localmente convexa, do ponto de vista teérico da medida. De fato, nas ultimas seis décadas, a
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topologia compacto-aberto tem sido amplamente estudada do ponto de vista da topologia geral,
bem como da teoria da medida topolégica.

4.1.1 Coordenada de desdobramento

Para estudarmos a dindmica apos a perturbacao do pardmetro em f de modo similar ao estudo
da dindmica de fy que fizemos na se¢ao anterior, isto €, utilizando regides fundamentais, coordenadas
de Fatou e cilindros de Ecalle, vamos introduzir uma nova coordenada a fim de que o mapa f se
pareca com uma translacido, com um pequeno erro comparado & translagdo por 1. Essa coordenada
chama-se coordenada de desdobramento e a denotamos por w.

Definicao 4.1.2. A mudanga de coordenadas a partir de w
Suponha que f € .7 e a = a(f) # 0. Apresentamos uma nova coordenada w € C de modo que
z seja dada através da transformagao:

g
Tf(w) =z= 1— e—27riaw .

Assim, podemos definir a translagao T¢(w) a partir dessa transformacao, obtendo

Veremos, no decorrer do nosso estudo, que Ty serd responsavel por nos dizer, dependendo da
variagao de «(f), como serd o formato da regiao onde a nossa dindmica estara definida. De forma
resumida, T regula o quao inclinado o eixo central da regiao estd e também o afastamento das
fronteiras da regido.
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Figura 4.4: A coordenada de desdobramento 7y e a agdo da translagio Ts

A partir da defini¢ao acima e tomando f suficientemente proxima de fy (com a(f) # 0), podemos
listar algumas propriedades da transformacao 7.

Proposicao 4.1.3. Resultados acerca de 7

C— C\{0,0},

é um recobrimento universal, cujo grupo de transformacao
w2z =T1p(w

de recobrimento é gerado pela translagao Ty. Além disso, 7¢(w) — 0 quando Im(aw) — 400
e 7¢(w) = o quando I'm(ow) — —oo.

1. O mapa 7y :

1
2. Defina 1o(w) = I"1(w) = ——, entdo temos
w
sup d(ry(w), 7o(w)) =5 0,
weA

~ 3
d(-,-) representa a métrica esférica em C e A é o conjunto dado por {fw : |Re(aw)| < 4}.



4.1 CONFIGURACAO BASICA DAS FUNCOES PERTURBADAS 37

3. Para todo € > 0, existe Ry > 0 independente de f tal que se

we C\ U T7Dp, entao |tp(w)| <e,
nez

com Dp, = {w' : |w'| < Rp}.

Demonstracao. 1. Esta claro, uma vez que ¢ suficiente calcular os limites em 77(w).

1 1
1— e 2m&  2mig
3/4} e limitada na fronteira desse conjunto, inclusive quando I'm(§) — foo. Por consequéncia

do principio do valor méaximo®, a funcio também é limitada no interior de tal regidio. Assim,
—0Ty

2. Seja a fungao . Observe que esta fungao é analitica no conjunto {¢ : |Re(§)| <

temos que |7 — < Clo|. Como o termo —

— 1, entao a afirmacéao é verificada.

Tio
Cabe ressaltar que a demonstracao ainda é satisfeita para 0 < k < 1 no conjunto {¢ : |Re(§)| <

k}.

3. Veja que se Ry é suficientemente grande, pelo item 2, 74(0Dg,) est4 contido em um pequeno
disco em torno da origem.

O]

Vamos estudar a dindmica de f usando a coordenada w. Mas, primeiro, vamos construir um
novo mapa dependente dos pontos fixos em uma pequena vizinhanga V' da origem. Vamos definir o
mapa analitico uy : V' — C\ {0} envolvendo os pontos fixos por

f(z) ==

up(z) = z2(z—o0)

Veja que, se f = fo, o(fo) =0, pois 0 é o tinico ponto fixo com multiplicidade 2 para fy, logo

ugy(2) = fO(ZZ)Z_ =140

Através de uma integral, podemos ver que as correspondéncias f — o(f) e f — uy(2) sdo continuas.

1
Além disso, temos que - < |uf(2)| < 2 em V se supormos que o(f) € V e com z suficientemente

pequeno obtemos a seguinte desigualdade:

o(flur(2)

| SOl <

1
9’

quando f € .7 esta suficientemente proxima de fy e Rg > 0 é grande, tomando w € C\J,,c7, T% Dr,
e z=Tp(w).
Definicao 4.1.4. Vamos definir agora a funcao que desenvolvera um papel fundamental na conju-

gacao parcial, usando a coordenada de desdobramento w. Tal fun¢ao possui uma dindmica similar
ade f5. Seja D(Fy) = C\ U, ez, T} Dr,, vamos definir Fy : D(Fy) — C por

L (o)
2mia(f) g<1 1—|—Zu]c(:<:)>7

onde z = 7f(w). Lembrando também que consideramos o ramo principal do logaritmo complexo,
ie. —m < Imllog(-)] < .

Ff(w) =w +

1O principio do valor méaximo, advindo do estudo de equacdes parciais parabolicas e elipticas, nos diz que se a
funcgdo em questao, definida em um determinado dominio, admite um maximo, ou seja, é limitada, seu maximo pode
ser encontrado na fronteira desse dominio.
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Proposicao 4.1.5. Para f € .% proxima de fy, a(f) # 0 e tomando Ry > 0 grande o suficiente,
podemos descrever algumas propriedades importantes sobre a fungao Fy:

1. fOTf:TfOFfeTfOFf:FfOTf;

1 1
2. Para w € D(Fy), |Fr(w) — (w+1)| < T ]F]’c(w) —1| < e
1
3. Ff(w)=w+1+0 <2> quando I'm(aw) — +oc;
w

4. Denotemos Fy = fi =7, Lo fo o 19, assim

sup |Fy(w) — Fo(w)| — 0,

wGD(Ff)
quando f — fy.
Demonstragao. 1. Vamos comecar mostrando a primeira relagao a partir de 770 Fy(w). Veja que
o
Tp o Fy (w) = . i oU
1_67 e er2 7 g<71—|—zu>

Mas note que, utilizando a relagao apresentada 77 = z = 1_;%, temos como chegar
em uma relacdo para a quantidade e=2™°% gsendo ela dada por e 27w —= 1 — 7 Agora,
z
substituindo na tltima igualdade, chegamos a
o o
7y o Fy(w) = ou \ L o :1 1+ zu 1_C
1—(1- (1—f) —7(—*)
< l—i—zu) > 1+ (z—o)u z
o o(z+z(z —o)u)

ozt z(z—o)u—(z—o0)(14z2u)  z4z(z—0)u—(z—0)(1 + zu)
2+ z2(z—0o)u

Nesse momento, note que de us(z) = f(j)_z;, temos que f(z) = z 4 z(z — o)u. Assim,
2(z—0
substituindo em 77 o Fy(w), obtemos
of(2) of(2)
F — e = e .
7y o Fy(w) z4+ (z—0)(zu—1— zu) o Jz) = Jery

Logo, concluimos que 7¢ o Fg(w) = f o 7¢(w). Veremos agora a segunda relacao:

R S SR T ORI |
2mia(f) g<1 1+zuf(z)> a(f)

= |\w — 1 1 o) — M — ° w
_< a(f)) * i) g<1 1+zuf<z>> Fy o Ty(w).
Portanto, Ty o Fg(w) = Fy o Tf(w).

TfoFf(w):w+

o(f)ugs(z)

5| < Gl

2. Vamos provar dois itens, 2 e 4, comegando pelo item 4. A partir de
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o(f)us(2)
1+ zuy(2)
expansao em série de Taylor, podemos afirmar que

temos = O(a), pois o(f) = O(a) e assim, estimando o logaritmo utilizando

sup
wED(Ff)

Fylw) = <“’ - zm'agufiu(z)))‘ = O(@).

1 1
Pela periodicidade de F't, sendo o seu periodo —, basta fazer as estimativas em ¢ w : [Re(aw)| < }\
o

2
- ~fo(z) =2
Dg,. Sabemos que, quando f — fo, entdo o(f) — 0, uy(2) — uyg, = ——%5— uniforme-
z
1
mente em V' e 7y — 79 uniformemente em {w : |Re(aw)| < 2}. Portanto, quando f — fy e

relembrando que o(f) = —2mia(f)(1 + o(1)), temos o seguinte:

w o(flup(rr(w)) w ug, (ro(w))
2mia( D)L+ 7y (w)up(rp(w)) T ro(w)up(mo(w))
Mas,
v ugy(10(w)) _ ot fo(mo(w)) — 70(w)
1+ 7o(w)ug, (To(w)) 7o(w) fo(ro(w)) — 10(w)
70 (w)? <1 + 1o(w) o(w)? >
o Jo(ro(w)) — 70(w) _ —Jfo(ro(w)) + fo(ro(w)) — 70(w)
To(w)  mo(w)? + mo(w)(fo(r0(w)) — T0(W)) To(w) fo(o(w))
1 -1

— @) =1, o fooTo(w) = Fo(w),

1
sendo esta convergéncia uniforme na referida regiao {w | Re(aw)| < 3 \ Dg,. Portanto,
assim provamos o item 4. De forma semelhante, provamos também o item 2, ja que Fy(w) =

1 .
w+1+0 ( e, se necessario, aumentamos Ry.
w

3. Para provar o item 3, veja que e2™() = f/(0) =1 — o(f)ur(0). Assim, podemos notar que

1
Fi(w)—(w+1) = 0 quando I'm(a(f)w) — +oo. Como F possui periodo de —, o decaimento
Q@
precisa ser exponencial. Através da expansao por série de Fourier, concluimos que, quando
1
Im(a(f)w) = 400, F(w) =w+ 1+ 0 <w2)
O

4.1.2 Coordenadas de Fatou

A partir de agora, ja temos o necessario para dar inicio & construcao das coordenadas de Fatou
e das regioes fundamentais para a dinimica perturbada. Resumidamente, assim como no caso da
funcdo nao perturbada fp, vamos definir duas regioes, chamadas regioes fundamentais, onde nelas
serao definidas dois tipos de coordenadas, a coordenada de Fatou atratora e a coordenada de Fatou
repulsora.

Teorema 4.1.6. Considere fy € %. Levando em conta a topologia compacto-aberto apresentada
anteriormente, em uma vizinhanca Vo de fo, tal que se tomarmos f € Vo N F1, existem dois
conjuntos fechados de Jordan, denotados por S_ ; e Sy ¢, e dois mapas analiticos, o_ 5 e o4 5, que
satisfazem as propriedades descritas abaizo:
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1. A regiago S_ ¢ (respectivamente Sy r), € limitada por um arco l_ e sua imagem por f (res-
pectivamente 14 e sua imagem f(ly)), de modo que Iy liga os dois pontos fizos {0,0(f)} e
satisfaz também 1+ N f(l+) = {0,0(f)} e S_ NSy ={0,0(f)};

2. Considerando a regido Sy ; = Sy ¢\ {0,0(f)}, podemos definir py ¢ de modo que ela seja
analitica e injetiva em uma vizinhancga de S;:, I

3. Tomando z € S” s existen > 1 tal que f"(2) € S € para o menor n possivel, temos que

P (f1(2) = 9 s(2) = +n;

b
a(f)

4. Fazendo f € F tender para fo, temos entao que Sy 5 — S 5, U{0} na métrica de Hausdorff
e 4t — P+ f, na topologia compacto-aberto.

Demonstra¢ao. Vamos comegar definindo os conjuntos onde nosso estudo acontecera. Considere V
uma vizinhanca de fy € %, na qual todas as propriedades a respeito da coordenada de desdobra-
mento sejam validas para f € %, com a(f) # 0. Em todo o desenvolvimento da demonstragao,

vamos tomar f € VN .Z1, ou seja, a(f) # 0 e |arg(a(f))| < %

Tome 1 > 0 e considere

_ 1 _ 1
Qf:Q(’Ylv_'Yl‘f‘c)m) (S Q?:Tf(Qf):QCYl_a(f)a_’Yl)a

onde a regido Q(-,-) é definida da mesma forma que no caso nao perturbado, isto é, no nosso caso
temos

QJ? =w € C: Re(w—1) > —|Im(w— )|, Re <w+71—ﬁ) < ‘Im(w%—%—ﬁ)‘}
Q}“ weC: Re (w—'lerﬁ) >—‘Im(w—yl+ﬁ> yRe(w+7) < IIm(w+’Yl)|}

e, se v for grande o suficiente, entéo Qf C D(Fy), VfeVnZ.
Podemos fixar dois pontos wt € Q]jf, para toda f € VN %, de modo que Re(w™) > 71,
Re(wt) < —v1 — 2 e Re <ﬁ) > 2(y + 1). 1
Lembremos que, anteriormente, definimos a fungao Fy(w) tal que |Fy(w) — (w + 1)| < 1°
1
|F J’c(w) -1 < 1 em {24 r. Assim, consequentemente, podemos utilizar as propriedades da proposigao

3.1.4. Pelo item 2 daquela proposigao, existe duas regioes, S]T C Q]f e SJI C Qj? , que sao limitadas
por It = {w* +iy : y € R} e por Ff(li). Tais regioes serao as regioes fundamentais para
fevn#.

Pelo item 3 da mesma proposicao, existem dois mapas univalentes e analiticos, cp;f : Q;{ —Ce
©r - QJT — C, que satisfazem

pr (Fr(w)) = ¢f(w) +1 e of (Fy(w)) = ¢y (w) + 1.

p . /£y _ E +
Além disso, 7y (w™) = ¢y (w™). N

Agora, se aplicarmos a mudanga de coordenadas 7¢(w) em S 7 e I*, obtemos uma correspon-
déncia entre o plano cartesiano usando a coordenada w e as pétalas atratora e repulsora usando a
coordenada z. Neste caso, S4 r e [4 sao as imagens pela mudanca de coordenadas 7¢ com os dois

pontos fixos adicionados, {0,0(f)}.
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Figura 4.5: Ezemplo de dois dominios Q}”‘ € QJT com suas respectivas regioes fundamentais, usando —— =

| a(f)
4—21 ey =
n=3
|
+ 2,
3y
[E o
1lafy ‘ 5
L ] ‘ &
(a) Regiao Q}', onde wt = -2+ (b) Regido Q, onde w™ = 0,8+

Agora, podemos provar a afirmacéao 1 da proposicdo em questdao. Veja que, para provar que
S_ NS4 r={0,0(f)}, ésuficiente provar que

S7 N <U T}‘Sj{) =0.

neL

E isso acontecera se

1
Re <(f>‘ for grande o suficiente, uma vez que quanto mais préximo da
@

)

origem e do eixo real « estiver mais distante — se torna da origem e, assim, mais distante fica Sf_
Q@

da translacao T aplicada em S]T.
Para chegarmos na expressao para as coordenadas de Fatou nas pétalas atratora e repulsora,
@+, vamos defini-las como

=+ —
g =5 0 (s o)

uma vez que 7y € injetora numa vizinhanca de S}t, logo podemos estender (7¢ | Sff)_l a uma

vizinhanga de S’ - Utilizando isso e a forma como foi construida ¢4, mostramos a propriedade 2
da nossa proposicao.
O item 4 decorre da definicao das coordenadas de Fatou e do seguinte lema:

Lema 4.1.7. Se fixarmos 29 € @ e normalizarmos py: de modo que pys (z0) = 0, teremos uma
correspondéncia continua fj — ¢ com respeito a topologia compacto-aberta, tendo fj as propri-
edades na proposicao 3.1.4.

Demonstracao. Utilizando as fungoes f e f; definidas em ) e com as mesmas propriedades na

proposi¢ao 3.1.4, podemos construir as fungoes G e H para f e Ggr e Hyr para fj e temos 55 =
Z

oG | 0Gg , 9Gy

0z 0z

G+ pela construgao de G e H — Hy: pelo Teorema da aplicagao de Riemann Mensurével com
pardmetros. Assim, oy = G*og — ofp = Gfg*ao e H — Hjyr em qualquer compacto quando f — fg.
Por fim, ap6s estender ¢, temos que ¢ — ¢ quando f — f7. O

quando f — f;, em qualquer compacto de {z|0 < Re(z) < 1}, pois G —

Vamos dar enfoque entao na prova do item 3 de nossa proposi¢ao. Para dar suporte a construgao
do que sera apresentado, precisaremos enunciar e provar um lema muito atil.
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Lema 4.1.8.

gpj{ oT¢(w) — gof(w) + a(lf) — 0, quando f — fo.

Demonstracao. Note que a composicao goj[ o Ty esta definida em QJT, uma vez que Tf_l(Q}') =
Q;, logo satisfaz a mesma equacao funcional que @ De acordo com a unicidade apresentada na
proposigao 3.1.4 (proposi¢ao acerca das propriedades das coordenadas de Fatou para o caso nao
perturbado), existe uma constante d, dependente de f tal que

go}r ol = 90; +d
Vamos relembrar que na proposi¢ao 4.1.5 vimos que, quando I'm(a(f)w) — oo, Fr(w) = w +

1 z
14+0 (2 , entdo, utilizando a mesma comparagao da orbita de fo com o fluxo i v(z), visto
w

no caso nao perturbado, podemos apropriar da solucao desse fluxo, através de integracao, e chegar

que
|50
—_— —w
wE Ff ("7) -
s 3
converge para uma constante, desde que w tenda para oo dentro do setor 1 < arg(w — wp) < T
De fato,

A et
wiFf(ﬂ)—U wil—i—O(l) wt w w

1 1 1
=wt+a ( — i) +0 <2> % const.
woow w
Assim, segue que existe uma constante dependente de f, denotaremos por c4(f), que faz com
que
FEw) = w+ ca(f) + o(1)

quando w — oo dentro de um setor (mais restrito que no paragrafo anterior) da forma

3n

4

. / /
{w.4<p1<arg(w—w0)<p2<

} C ij, com wy € C.

Logo, podemos representar a constante d(f) como o seguinte limite

d(f) = Tim (pF o Ty(w) - o (w))

w—r00
Assim,

) = Jim [(w= i+ ) = w ke ()| =eslh) - e - 75
1

Agora, assim como foi estudado anteriormente, vamos definir o mapa Ef(w) =0 (go}r)_ no
dominio cp;f(Q; N Q}'), o qual contém, pelo menos, a faixa vertical {w : |Re(w)| < 1, |[Im(w)| >
Mo}, considerando que 7y > 0 seja grande o bastante. Para toda f € VN %, podemos escolher
uniformemente 7y. Deste modo, a equagao funcional Ef(w +1) = Ef(w) + 1 é satisfeita, sempre
que ambos os lados estiverem definidos.

O mapa E ¢ pode ser estendido & regido {w : |[Im(w)| > no} e, utilizando o comportamento
assintotico de cp}t, temos que

Ef(w) = w+c_(f) — e (f) +o(1),
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quando I'm(w) — oo. Veja que E’f(w) —w também tende para uma constante ao passo que Im(w) —
—00.

Sejang < m1 < m2. Assim, vamos definir uma regiao retangular com vértices iny, 14+in1, 1+n2 € ino
e, a partir disso, vamos calcular a integral de linha de E +(w) —w ao longo do contorno desta regiao.
Pelo Teorema de Cauchy, a integral ao longo deste contorno é nula. Além disso, pela periodicidade
de E #(w) — w, as integrais nos lados verticais sdo iguais com sinais opostos. Logo, obtemos uma
expressao envolvendo apenas as integrais de linha sobre os lados horizontais do contorno definido,
e assim:

14im I4im2

0 :/ (By(w) — w)dw —/ (B (w) — w)duw.
i in2

Agora, fazendo 12 — 0o e desenvolvendo a integral de linha sobre o contorno inferior, obtemos

que
14+dmy
/ (By(w) — w)dw = e () — ex (f),
m
pois

1+ing 1+in2
/ (By(w) — w)dw = / (e-(f) — cx(f))dw = c_(f) — e4 (f)

12 in2

No caso nao perturbado, o lema 4.1.7 nos diz que a correspondéncia F' +— ¢ & continua com
respeito & topologia compacto aberto. Da mesma forma, através dessa proposicao, obtemos que
cpj% — @% ao passo que f tende para fy. Consequentemente, E = E ty, uniformemente no segmento
[in1, 1+ am]. _

Finalmente, através da normalizacao de Ey, apresentada em 3.1.2, temos entao

1+im I4ing

e =erlh= [ Eyw) - wdw— [ (Bglw) -~ w)dw =0,

1 m

Portanto, podemos concluir a demonstragao do item 3 da nossa proposigdo, uma vez que
pyoTy—w; + L e+ (f) = e=(f).
a(f)

O

Para normalizarmos ¢, podemos adicionar constantes (sendo no caso c;(f) e c—(f)) e usar a

relagao ¢, + c+(f) —c—(f) a qual pode-se notar que depende continuamente de f. Logo, com essa
normalizacao, obtemos:

_ 1 _
80? o Ty(w) = ¢y (w) — o(f) =Ty oy (w).

Vamos, por fim, demonstrar o item 3 da proposi¢ao 4.1.6. Lembremos que S]T e Tf(S]T) sa0
faixas verticais, como definidas anteriormente, contidas em Q}r, mas repare que Tf(S]?) sempre
estard a esquerda de S;[. Pela dindmica que construimos nessas regioes, sabemos que em algum
momento ao longo das iteragoes por Fy um ponto wg € Tf(S]?) passa por S;{ antes de sair da regiao

Q}F Digamos que n seja o menor nimero possivel de iteragoes de Fy para que F}L(wo) € S}'. Dalf,

of (Ff (wo)) = ¢f (wo) +n =, @5 (T; " (wo)) —

UJO:Tf(w)

L—&-n
alf)

ou, usando ¢4 f = go? o 7-]71 |S;: (w), foTy =70 Ffeofato de que T é a transformagao de Deck
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do mapa de recobrimento 77 chegamos a expressao desejada:

o f(f"(2) = o 5(2) — a(lf) + n.

O

Apo6s a demonstracdo do teorema, conseguimos entender o papel das coordenadas de Fatou
na conjugacao a translagdo por 1 durante a perturbacao de mapas polinomiais com pontos fixos
parabdlicos. O objetivo deste trabalho era compreender esta relagao através do estudo da dinamica
local da bifurcagao parabélica. No artigo de Shishikura, usado na maior parte do estudo, é possivel
compreender ainda mais. Em sua continuacgao, ele mostra os efeitos causados pela perturbacao nos
pardmetros de fy quando a dindmica é definida globalmente, como é no caso das fungoes racionais.
Ele utiliza uma extensao para regioes maiores das coordenadas de Fatou e do mapa de transicao
para que ele possa fazer uma conexao entre as érbitas globais e as érbitas proximas do ponto fixo.



5 Apéndice A

Vamos enunciar e demonstrar o teorema da distor¢ao de Koebe, mas, para isso, precisamos de
alguns teoremas e lemas que sao usados em sua prova. Veremos o primeiro deles que é o Teorema
da area.

Vamos trabalhar com uma colegao especifica de mapas complexos. Seja .# = {g : W — C :
g ¢ univalente em T, li)m g(z) = 00,¢'(c0) =1}, onde W = {z € C : |z] > 1}. Um elemento de .#
possui a seguinte expzang%o em série:

by b
g(z):z+b0+—1—|—%+...,
z oz

a qual é convergente para todo z € I'. Deste modo, vale ressaltar que cada g € .# mapeia W no
complemento de um conjunto compacto e conexo em C.

; b b
Teorema 5.0.1 (Teorema da Area). Se g(z) = z = by + 24 % + ... pertence a M, entio
z oz

> nlbn|? < 1, valendo a igualdade se, e somente se, C\ f(W) tenha medida de Lebesque nula.

Demonstra¢ao. Considere r = |z|, com z € W. Seja C, a imagem por g do circulo de raio r. Podemos
afirmar que cada C, é uma curva simples, fechada e suave. Agora, seja F;, a componente conexa e
limitada de C\C,. Aplicando o Teorema de Green, para cada r > 1 e considerando w = x + iy um
elemento da imagem de g, obtemos:

Area(E,) = / xdy = 1/ wdw = 1 9(2)d'(2)dz.
Cr 2i Je,

2 |z|=r

Adaptando, temos:

i 1 (27 . > . > 4 4
Area(Er) = 5 / (7‘629 + Z bn,’nnewﬁ) <1 — Z by’rl’lel(l/+1)9> T,ezade.
0 n=0 v=0
Resultando em:

s (7‘2 - Zn|bn|2r_2”> :

n=1

Tirando o limite fazendo r tender a 1, pela direita, concluimos que

Area(C\g(I")) == (1 — Zn|bn|2> .

n=1

Como o lado esquerdo da equagao deve ser positivo, entdo Y oo, n|b,|? < 1.
]

A partir do Teorema da Area, podemos fazer uma analise sobre cada termo da série. Como cada
1

NG

termo ¢ positivo, para todo n > 1, teremos |by| <

45
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Entretanto, esses limites sao fortes para n = 1 mas nao sao para n > 2, pois, por exemplo, a

fungao
1

V/nz"

gn(2) = 2+
nao é univalente em I', uma vez que sua derivada

/(2)2:1__ Vﬁi

Zn+1

se anula em alguns pontos em I'.
Vamos ver um corolario que vai nos dar uma ideia sobre a variacao dos coeficientes b,,.

Corolario 5.0.2. Se g € .#, entao |b,| < 1, valendo a igualdade se, e somente se, g puder ser

colocada na forma ¢(z) = z + bg + -1 |b1] = 1.
z

Demonstra¢ao. Do teorema anterior, temos diretamente que |b;| < 1.
Se ocorre a igualdade, todos b,, com n > 2, precisam ser necessariamente nulos. Assim, a fungao
g adquire a forma mencionada. O

Vamos definir agora uma colecao de fungoes que também serd muito tutil para nosso estudo.
Estamos falando sobre a cole¢ao de mapas

S={f:D— C: f éunivalente em D, f(0) =0, f'(0) = 1},

considerando D como o conjunto {z € C : |z| < 1}. Uma fungao dessa cole¢do pode ser descrita
como f(z) = z + azz® + azz® + ..., onde a, € Cen > 2.

Veremos um teorema que seréa de extrema importancia para provarmos os teoremas futuros, uma
vez que sempre utilizaremos o seu resultado. Tal teorema recebe o nome do matematico Bieberbach
e, assim como o Teorema da Area nos dava um parametro de variacdo dos coeficientes b,, na funcao
g, esse teorema nos dard uma estimativa sobre os coeficientes a,, com n > 2 na funcao f.

Teorema 5.0.3 (Teorema de Bieberbach). Se f € S, entdo |az| < 2, valendo a igualdade se, e so
se, f for uma rotacao da funcao de Koebe.

Demonstragio. Seja f(z) = z + agz? + azz® + .... Aplicando a transformacdo da raiz quadrada e

usando que (x + 1)% =1+ 2%~ §x2 + Em?’ + ..., obtemos o seguinte
a a
hz) = /F(z2) = 2 + 5223 + §3z4 + ..

e, ao aplicarmos a transformagcao da inversao, chegamos a

() 1 1 1 1 as n
glz) = = = =z =Z— — cees
hifz) A Ly e 1+2‘%+... 22

z 2z z

Assim, o mapa g pertence a colegao .4, fazendo com que, pelo corolario 5.0.2, |az| < 2.
Se tivermos que |az| = 2, ent@o g se reduz a:

implicando em
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- 1 .
Fazendo uma transformagao de coordenada w = — em D, podemos concluir que
z

w i %w

— — _ ,—i0 0
flw) = 1— efuw)? — € (1— efw)? e "K(e"w),
considerando K como a funcao de Koebe, i.e. K(z) = ﬁ Portanto, obtendo f(w) como uma
-z
rotacao da funcao de Koebe. O

Vale ressaltar que, do Teorema do mapa aberto que diz que a imagem de todo aberto por uma
fungao holomorfa é aberta, temos que para toda f € S, f(D) contém um disco de raio R > 0
centrado em 0.

Por volta de 1907, Koebe concluiu que existe uma constante uniforme p tal que, para toda
f € S, sua imagem contém o disco aberto B(0, p). Quanto ao mapa de Koebe, definido aqui em D,

o resultado sugere que p nao é maior que —. p = 1 foi conjecturado por Koebe e provado depois,

por volta de 1916, por Ludwig Bieberbach.
Veremos entao esse importante resultado que sera usado na prova do Teorema da distor¢ao de
Koebe.

1 1
Teorema 5.0.4 (Teorema do 1 de Koebe). Para toda f € S, a bola |w| < 1 estd contida em f(D).

Demonstragio. Considere f(z) = z + azz? + ... uma funcdo da colecio S e esta omitindo um
valor w € C. Vamos aplicar uma transformacao, chamada de transformacao do valor omitido, para
construir o seguinte mapa na classe S

h(z):mzz—l—(az—i—;)ZQ—i—....

Pelo Teorema 5.0.3 (Teorema de Bieberbach), deveremos ter

1 1 1
“Z‘a2+a2+'=a2l+az+ ‘§2+2=4:>\w|2-
w w N~~~ w 4
<2 N——
<2

1
Portanto, |w| > 1 e a demonstracao esta concluida.
O

Ao variar f/(z), formas em D sao distorcidas sob a a¢ao de f € S. Por exemplo, se alterarmos
rapidamente o tamanho de |f’(z)|, teremos curvas de mesmo tamanho proximas umas das ou-
tras sendo mapeadas em curvas de tamanho completamente diferentes; se alterarmos rapidamente
arg f'(z), faremos com que retas sejam mapeadas em curvas com curvaturas acentuadas.

Primeiro, antes de enunciar e demonstrar o Teorema da distor¢cao de Koebe, vamos demonstrar
um teorema que servira de base para o que precisamos.

Teorema 5.0.5. Para cada f € S, temos que

2f"(z) 20z 4|
— < ,
i) 1=z 7 1=z

considerando |z| < 1.

Demonstracao. Dada f € S e z € D, vamos aplicar a transformacao do automorfismo do disco e
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assim, obtermos o mapa

T Ao T2 F(2)

Note que F € S. Assim, pelo Teorema 5.0.3, o médulo do coeficiente de w? é menor ou igual a
2. Logo,

Flw) = ’ <fu++zj”> e L ((1 i) 22) w4 .

4
RSl

f'(z) _ 202
f'z)  1=|z?

4z|

=

(1 _ |Z|2)f”(Z) _ 22’ < 4 = f//(Z) 2z >

f'(2) flz)  1—|z?

obtendo, portanto, a desigualdade desejada.

O

Teorema 5.0.6 (Primeira versao do Teorema da Distor¢ao). Para cada f € S e para cada z € D,

temos a sequinte relacdo
1— |Z| /
- = < 2) <

1+ |z|
(1—1z))?

Demonstracao. Para provarmos o teorema 5.0.6 vamos mostrar primeiro um lema que seré til para
calcularmos as derivadas com relagao as coordenadas polares.

Lema 5.0.7. Existe um ramo de log f/(z) definido em ID que mapeia 0 em 0. Além disso, Vz € D,
onde z = re? e r = |z|, temos que

f'(z) _ 9 / 0 /
z =r—(lo z)|) + ir—(ar z)).

) =g g | () + ir (e £1(2)
Demonstragiao. Vamos restabelecer aqui que, como f € S, entdao f/(0) = 1 e, para todo z € D,
() # 0. Assim, existe um ramo continuo de log f'(2) definido em D que mapeia 0 em 0. Ainda,
considere u(z) = u(re®) uma fungao holomorfa arbitréaria definida em algum aberto U C C. Usando
a substituigdo por coordenadas polares definida por z = rcos @ + irsen, com r = |z|, temos

ou ou 0z ou 0 , ou , ou
"o =5 TaE(T(COSH +isend)) = r&(COSG +isenf) = 2
Vamos definir uma fungao u(z) por u(z) = log f’(z). Sabendo que u/(z) = f’} )f”(z) e que
z
1!
logz = log|z| + iarg(z), podemos chegar em uma relagdo a partir da razao J}/((Z;, aplicando
z
ou__ou
"or T 792
f'z) _ 9 oy — 2 N ' e '
2 B8 =2 (108 () = g (08 £1(2)) = g Qo | () + i3 (aas /()

O

Depois que provamos o lema envolvendo as derivadas de uma determinada fungédo, daremos
continuidade & prova do teorema em questao.
Assim. observe que a desigualdade |w — ¢| < R nos diz que

¢— R < Re(w) <c+R.
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Usando o Teorema 5.0.5 e considerando |z| = r obtemos

2 " 2
2re Ar < Re zf"(z) < 2r 4r '
1—72 1—92— fl(z) ) = 1—r2 1—12

Simplificando, temos

22 — 4r < Re 2f"(2) < 22 + 4r
P ) S 1ee

Segundo o lema que vimos, lema 5.0.7, existe um ramo de log f’(z) continuo definido em D

que leva 0 em 0 e usando na desigualdade acima a relagdo envolvendo a derivada P apresentada,
z
chegamos a
r(2r —4) 0 T r(2r+4)
2 < Talog’f (re”)| < -2

1
e, multiplicando pelo termo —, considerando que r = |z| # 0, temos que
r

2r — 4 0 2r +4
<
< T gl re?)

1—r2

Agora, vamos integrar esses termos de 0 até R. Mas, para isso, fixemos 6 e damos inicio a
integracao pelo método da utilizagdo de frages parciais. Dividiremos cada uma das trés partes da
desigualdade como trés integrais diferentes:

R
2r — 4
0 ].—T'
/ —log | f'( re )]dr;

R
2 4
3./ T+2d7’.
0 1—7r

Assim, desenvolvendo a integral, temos

R R R
2r — 4 -1 3 1-R
1. Vej dr = dr— dr =log|1-R|-3log |1+ R| = log —————
ejaque/O T2l /0 —dr /0 o og | |—3log | | =log e

2. Temos diretamente que / — log | f'(re)|dr = log | f'(Re™)|;

Ror+4 R L 1+R
. - —log|1 + R| — 3log|1 — log —— 2%
3 /0 1_T2dr /0 1+Rdr—|—3/0 1_Rdr og|l+ R| —3log|1 — R| = log A-R)

Portanto, nossa desigualdade anterior fica do seguinte modo

1+R

< log|f'(Re")| < log W

1 1-R

0

S0+ R?
Para representar a desigualdade acima sem a necessidade do logaritmo, podemos fazer uso do

mapa monoétono e e, deste modo, chegamos & desigualdade desejada:

1-R 4 1+R
< ! R 10 <
ou melhor, com z € D,
1—|z| 1+ |z
<|f ST L
Ay == ay
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Podemos notar que a primeira versao do Teorema da Distor¢ao envolve uma estimativa sobre
a norma da primeira derivada de f em relacdo a z. Veremos agora a segunda versao do mesmo
teorema, mas envolvendo uma estimativa sobre a norma da propria f.

Teorema 5.0.8 (Segunda versao do Teorema da distor¢ao de Koebe). Para cada f € S, cada z € D

com z # 0, temos
r

Tz S )] <

(1+r2°= 3ol =

r
(1—=7)
Demonstrag¢io. Tomando o limite superior em |f’(2)| na desigualdade da primeira versao do Teo-

rema da Distor¢ao teremos um limite superior em |f(z)].
Seja z = re’ € D fixado. Do Teorema Fundamental do Célculo, sabemos que

flz) = /Or £ (ne'®)dn.

Entao,

r ) 1+ n
f(z =/ f’ne“’dnﬁ/dn
1= [ et < [ G
1
Lembramos que, pelo teorema de 1 de Koebe, f(D) D B(0,1/4). Assim, como estamos em

dimensao 2, um limite inferior em |f’(z)| ndo nos retorna em um limite inferior em |f(z)|. Vamos
ter duas possibilidades:

Considerando a primeira possibilidade, temos que para todo r € (0,1), ﬁ
—r

mente obtemos que ——— < [f(2)].

r
(L—r)
1
Considerando, desta vez, a segunda possibilidade, pelo Teorema do 1 de Koebe, um raio de

uma circunferéncia dado por rz, com r € [0,1], estd contido na imagem de f. Sabendo que f é
injetora, podemos afirmar que a pré imagem por f deste raio é uma curva suave em D ligando 0
em z. Denotando esta curva por C', temos

1) = [ fwie.
C
Da defini¢ao de C, para qualquer ponto w € C, f'(w)dw possui o mesmo argumento que o argumento
de z. Sendo assim,

T 1_7,’ r

1= [ ] = [ 1wl > [" G =




6 Apéndice B

Neste apéndice vamos abordar os conceitos sobre a teoria dos residuos.

Vamos tomar um ponto fixo isolado f(zp) = zp de uma fun¢ao holomorfa com uma variavel
complexa e, primeiro, vamos definir o que é um residuo.

Note que toda func¢ao complexa analitica pode ser representada na forma de uma expansao em
série de Laurent, ou seja, podemos representa-la através da seguinte expansao:

+oo

f(Z) = Z an(z - C)n’

n=—oo

onde ¢ € C. Assumindo que f(z) seja uma fun¢ao com um polo de ordem p na singularidade z = zy,
podemos adaptar esta representacao para a seguinte série de Laurent:

—+00

fz) =" an(z—z)"

n=—p

Para chegarmos na defini¢do do residuo, vamos tomar a integral de f(z) em um circulo de raio
~ centrado em zp, mas que nao envolva nenhum outro polo. Assim,

f{ f(2)dz = n:ij an 7{ (2 — 20)"dz.

Usando-se novamente o Teorema de Cauchy, podemos verificar que, para todos os termos da
expansao onde n # —1, a integral se anula e, assim, definimos como residuo de f o calculo do
coeficiente a_1 da expansdo em série de Laurent, ou, da mesma forma, a seguinte relacao:

res(f,z0) = % j([ f(2)dz
g

Agora que vimos o que é um residuo, podemos definir o ndice holomorfo de uma fungao com-
plexa f em zy (lembrando aqui que zp # co) como sendo outro tipo de residuo:

1 dz
L(f&o) - ZM%YZ—‘]C(Z)’

onde v é considerada como uma curva fechada em torno de zg. Caso zg = oo, podemos utilizar
1 ) . .

uma mudanca de coordenadas ¢(z) = —. Assim, podemos relacionar o indice holomorfo de f em oo
z

como sendo o residuo de ¢ o fo ¢~ em 0.
Para concretizarmos a razao da relagao estudada por Fatou e Julia acerca dos multiplicadores
dos pontos fixos, veremos agora o Teorema que afirma tal relagao.

Teorema 6.0.1. Para qualquer mapa racional f : C — C que ndo seja identicamente o mapa
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identidade f(z) = z, vale a relagao:
Z L(fa Z) =1,
f(z)==
para todos os pontos fizos. No caso de um ponto fixo unico, considerando o seu multiplicador da
forma X = f'(z0) # 1, o indice holomorfo é dado por

1

) =123

Demonstrag¢io. Vamos comegar conjugando, se necessario, f por uma mudanga de variaveis ¢(z) =
1 . - . ..

—, dai podemos considerar que oo nao esté fixado por f. Deste modo, f(z) continua limitada quando
z

|z| = oo e assim podemos representa-la através de uma expansao em série de Laurent na forma de

1 1 n 1 n 1 n 1 n
= ao— a2 — aq—;
2— f(z) =z @ 22T ’

tomando |z| grande. Assim, temos que a Integral de Cauchy de ao longo de uma

1 1
2mi z — f(2)
curva suficientemente grande em torno de zp é igual a 1. Esta integral é igual & soma dos indices
holomorfos ¢(f, z;) em cada ponto fixo de f e, consequentemente, temos a relagdo da soma dos
indices holomorfos em todos os pontos fixos de uma func¢ao complexa racional.

Para calcular ¢(f, z;) em um ponto fixo cujo multiplicador A; é diferente de 1, podemos utilizar

2= [f(2)

a expansao em série de Laurent de em uma vizinhanca de z;.

O

O interessante para o caso de polinémios quadraticos, especificamente em 4, é que se f tiver
um ponto fixo com multiplicador A\; bem proximo de 1, consequentemente |¢| serd grande. Entao f
precisa ter pelo menos um outro ponto fixo com || grande e, consequentemente, Ay serd proximo
ou igual a 1.

Toda fungao complexa polinomial p(z) de grau d > 2 possui d+ 1 pontos fixos, sendo um destes
um ponto fixo super atrator no infinito, isto é, com multiplicador igual a 0, logo o indice holomorfo
t(p,00) = 1. Entao, consequentemente, a soma dos indices para todos os outros d pontos fixos é
igual a zero. No caso de polindmios quadraticos, se A1 e Ay sdo os multiplicadores dos pontos fixos

finitos, temos entao que
1 1

N1t vo1

Para mais detalhes sobre Indices Holomorfos e a Teoria de Residuos Complexos, o leitor pode
checar [Mil06]

0.
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Indice Remissivo

DFT, veja transformada discreta de Fourier
DSP, veja processamento digital de sinais

Fourier
transformada, veja transformada de Fourier

STFT, veja transformada de Fourier de tempo
reduzido

TBP, veja periodicidade regiao codificante
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