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Resumo

Barrios Camargo, J. C. Avaliagdo do Potencial de Métodos de Volumes Finitos de Tipo
Godunov para Problemas Sismicos. 2021. Dissertacao - Instituto de Matematica e Estatistica,
Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2021.

O célculo de um sismograma para qualquer problema 3D vagamente realista é computacional-
mente caro, e é por isso que métodos numéricos melhores estdo constantemente sendo procurados
para resolver o problema da propagacao de ondas elasticas. Neste trabalho foram implementados
dois métodos de volumes finitos em problemas sismicos para analisar o desempenho deles neste
tipo de problema tao desafiador e importante na sismologia computacional.

O primeiro método é do tipo upwind, chamado de algoritmo de propagacao de onda e desenvol-
vido por Randall J. LeVeque [LeV02b], neste método sdo usados solucionadores de Riemann exatos
ou aproximados, que podem ser dificeis de resolver e computacionalmente caros de implementar
para a leis de conservagao em geral, mas sdo simples para o problema de onda eldstica.

O segundo método é do tipo Central-Upwind, método desenvolvido por Alexander Kurganov
e Chi-Tien Lin [KL07]. Neste método o uso de solucionadores de Riemann ¢é evitado, tornando-se
uma alternativa mais simples, com a desvantagem de ter uma dissipacdo numérica relativamente
maior.

De acordo com os resultados obtidos podemos concluir que embora os métodos de volumes
finitos apresentam uma maior dissipagdo numérica, o erro introduzido pela dispersdo numérica é
muito baixo, fazendo destes uma ferramenta apropriada para problemas sismicos quando temos
fortes descontinuidades no meio, onde os métodos de diferencas finitas mostram mais dispersao

numérica.

Palavras-chave: Algoritmo REA, Leis de Conservagdo Hiperbdlicas, Esquemas Central- Upwind,

Algoritmo de Propagacao de Onda, Equacoes de Elasticidade.






Abstract

Barrios Camargo, J. C. Evaluation of the Potential of Godunov-Type Finite Volume
Methods for Seismic Problems. 2021. Dissertation - Instituto de Matemaética e Estatistica,

University of Sao Paulo, Sao Paulo, 2021.

The calculation of seismograms for any vaguely realistic 3D problem is computationally expen-
sive, which is why better numerical methods are constantly being sought to solve the problem of
elastic wave propagation. In this work, two finite volume methods were implemented in seismic
problems to analyze their performance in this type of problem that is so challenging and important
in computational seismology.

The first method is an upwind method, called wave propagation algorithm and developed by
Randall J. LeVeque [LeV02b], this method uses exact or approximate Riemann solvers, which can
be difficult to solve and computationally expensive to implement for general conservation laws, but
are simple for elastic waves.

The second method is of the Central-Upwind type, a method developed by Alexander Kurganov
and Chi-Tien Lin [KLO7]. In this method the use of Riemann solvers is avoided, making it a much
simpler alternative, with the disadvantage of having a relatively higher numerical dissipation.

According to the results obtained, we can conclude that although finite volume methods present
greater numerical dissipation, the error introduced by numerical dispersion is very small, making
them an appropriate tool for seismic problems when we have strong discontinuities in the medium,

where finite difference methods show more numerical dispersion.

Keywords: REA Algorithm, Hyperbolic Conservation Laws, Central-Upwind Schemes, Wave Pro-
pagation Algorithm, Elasticity Equations.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Tema da pesquisa

A propagacdo de ondas sismicas é modelada numericamente resolvendo o problema de propa-
gacao de ondas eldsticas, também chamado de problema direito em imageamento sismico, e estara
no cerne de muitas aplicagoes da sismologia computacional tais como a exploracdo geofisica, propa-
gacao de ondas regionais, sismologia global ou planetaria, movimento do solo e ruptura dinamica,
topografia sismica (inversao de forma de onda completa), vulcanologia, simulac¢ao de ruido ambiente
e onda eldstica em meios aleatérios [Igel7].

Uma das principais aplicagbes é a exploragao geofisica, campo em que a analise de ondas
sismicas é necessaria para explorar o subsolo em busca de recursos e monitorar sua extracao ao
longo do tempo. Naturalmente, quanto mais realista for o modelo direto de propagacao de ondas,
melhores serdo as imagens no problema inverso. Além disso, nenhum outro campo da aplicacao
da sismologia computacional ha tanto controle sobre as geometrias fonte-receptor, e os atuais
experimentos 3D maritimos, ou terrestres, produzem conjuntos de dados impressionantes. Entre as
caracteristicas mais importantes dos modelos de exploragao é que eles sdo simulados em dominios
limitados e, portanto, é importante impor adequadamente condi¢es de fronteira absorventes. Os
modelos de exploragao devem garantir que os limites fluido-sélido (fundo marinho) sejam refletidos
e transmitidos corretamente e, em alguns casos, a geometria de descontinuidades fortes deve ser
respeitada.

A formacao de imagens da estrutura interior da Terra utilizando dados sismicos é um dos cam-
pos mais ativos da sismologia computacional, e que atualmente estd em expansao. Durante décadas
a estrutura interior da Terra foi mapeada utilizando predominantemente informacoes de tempo de
viagem e conceitos tedricos de raios para o problema direto. Nas tltimas décadas isso mudou dras-
ticamente com o aumento do poder computacional, o objetivo agora é calcular formas de onda
completas para modelos 3D, usando métodos numéricos, e relaciond-las com as observagoes da
melhor forma possivel. Sismogramas sintéticos para algumas estruturas terrestres 3D iniciais nao
concordam perfeitamente com as observagdes. Seguindo esquemas iterativos, que alteram progres-
sivamente o modelo terrestre, o descompasso entre a teoria e as observagoes pode ser minimizado:
este procedimento é chamado de inversao de forma de onda completa (Full Waveform Inversion -
FWI).

Um dos aspectos mais importantes das simulagoes de formas de onda no contexto da inversao

de formas de onda é que os algoritmos formais requerem muitos problemas diretos para serem
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resolvidos, tornando as simulagées 3D computacionalmente caras.

A inversdo completa da forma de onda é um campo extremamente ativo. E provavel que em
poucos anos se torne a tecnologia padrao para inverter a estrutura em todas as escalas mas inverter
dados reais é sempre dificil. Em termos de técnicas numéricas, métodos de diferencas finitas e de
elementos espectrais com malhas hexaédricas regulares ou gerais tém sido amplamente utilizados
[lgel7], [TCACT12]. Os métodos computacionalmente mais caros baseados em malhas tetraédricas
oferecem pouca vantagem; ver por exemplo [DK06], [KDDLPIO7], [dIPKDIOT7].

1.2 Desenvolvimento numérico

Diferentes modelos matematicos foram desenvolvidos simulando a propagacdo das ondas na
complexa estrutura geoldgica da terra, usando diferentes técnicas, como diferengas finitas, ele-
mentos finitos, volumes finitos, métodos espectrais ou elementos de fronteira, método de Galerkin
descontinuo, além de métodos hibridos, que foram constantemente melhorados para obter uma
solugdo precisa e confidvel da equacao de onda para varios meios [Igel7]. Ainda assim, o método de
diferencas finitas, devido a sua velocidade, simplicidade e baixo custo para modelar com precisao a
propagacao de ondas em praticamente todos os meios, continua sendo o método mais utilizado. No
entanto, embora atualmente o método de diferengas finitas seja encontrando em grandes aplicagoes
na analise da propagacao de ondas sismicas, em estruturas complexas da terra, incluindo aquelas
com grandes contrastes de velocidade, forte heterogeneidade, alivio ou atenuacao topografica, a
metodologia pode falhar. [KCT14]. Isso se deve principalmente & hipdtese frequentemente usada na
formulacido de métodos de diferencas finitas de que tanto o meio de propagacdo das ondas, como
a funcdo solucdo do problema, sdo fungoes suaves. Para casos de problemas com descontinuidades,
a precisdo dos métodos de diferencas finitas fica deteriorada e pode falhar na representacdo da
propagacao por regioes de transicbes abruptas.

O método de volumes finitos oferece uma grande vantagem ao geralmente nao exigir suavidade
do meio de propagacdo ou da solucdo do problema, sendo, portanto, uma escolha natural para
a modelagem em meios heterogéneos. Neste tipo de método, cada célula de malha pode receber
propriedades de material diferentes, a propagacgao de informacao entre as células é feita anali-
sando a fisica imposta nas fronteiras das células, sendo principalmente adequado e popular para
sistemas de leis de conservagao hiperbdlicas e leis de equilibrio; ver, por exemplo [GR96], [Kr697],
[Hes17],[Kurl6],[Kurl8],[Tor13], [LeV02b].

Em geral, dois tipos de volumes finitos dominam a literatura: aqueles do tipo Godunov, tam-
bém chamados de esquemas Upwind; e os esquemas Centrais. A ideia principal na construgao dos
esquemas centrais e Upwind é similar, baseada no algoritmo REA(do inglés Reconstruct — Evolve
— Average, [LeV02b]). Por exemplo, para esquemas de primeira ordem, a ideia é usar uma aproxi-
magao global constante por partes da solugdo em um determinado instante de tempo e evolui-la
exatamente para o proximo instante de tempo, usando a forma integral do sistema de equacoes de
interesse. A diferenca entre os esquemas Upwind e Centrais se da na forma de selecionar o volume de
controle no espaco-tempo para a evolucao no tempo. Na metodologia upwind, o primeiro esquema
de volumes finitos é o esquema Godunov proposto em [God59]. A importancia deste trabalho é
reconhecida no fato de que os métodos de volume finitos sdao frequentemente chamados de esquemas

de tipo Godunov. No esquema Godunov cléssico, a solucdo exata dos problemas de Riemann que
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surgem em cada interface de célula é necessaria no inicio de cada passo de tempo. O problema de
Riemann consiste na equagao diferencial parcial junto com dados iniciais constantes por partes,
cuja solucao consiste em um conjunto de ondas movendo-se a velocidades constantes, sob restri-
¢oes adequadas, ver, por exemplo [Bec78], [Tor09], [Tor13]. No entanto, os problemas de Riemann
sdo dificeis de resolver e muitas vezes sdo computacionalmente caros, razao pela qual diferentes
resolvedores aproximados de Riemann foram desenvolvidos [Tor09], [GR96], [Kr697], [LeV02b]. O
esquema central de Lax-Friedrich pode ser visto como uma alternativa simples ao esquema Godu-
nov classico. A ideia chave na construcdo de esquemas centrais é escolher os volumes de controle
de tal forma que nao é necessario resolver problemas de Riemann no Passo de Evolugao, fazendo
dos esquemas centrais uma ferramenta numérica particularmente simples e universal para sistemas
hiperbdlicos gerais. A desvantagem desses métodos é que a sua dissipagdo numérica é relativamente
grande quando comparados com os esquemas Upwind, o que os torna inadequados para grandes in-
tegragoes de tempo. Devido a esta desvantagem, surgem os esquemas central-upwind, originalmente
desenvolvidos em [KNPO1], [KT02]. Estes esquemas pertencem a familia de esquemas centrais livres
de problemas de Riemann do tipo Godunov, mas incorporam algumas informagoes Upwind sobre
as velocidades locais de propagacao, o que ajuda a reduzir uma quantidade excessiva de difusao
numérica tipicamente presente nos esquemas centrais (escalonados) nao-oscilatérios cléssicos.

Em particular, neste trabalho foram implementados dois métodos de volumes finitos do tipo
Godunov, baseados no algoritmo REA, para avaliar o potencial deste tipo de método na modelagem
de ondas sismicas, analisando diferentes testes em meios heterogéneos.

O primeiro método é do tipo Upwind, é o algoritmo de propagacao de ondas (WPA do inglés
Wave Propagation Algorithm), desenvolvido originalmente em [LeV97]. O algoritmo de propagacao
de ondas originalmente implementado no Clawpack (e ainda usado em grande parte do cédigo e
implementado neste trabalho) é um método de tipo Upwind baseado no uso das ondas resultantes de
cada solugdo de Riemann juntamente com fungoes limitadoras. A implementacao de limitadores de
fluxo oferece resolucao nitida de descontinuidades sem oscilagbes numéricas e precisao de segunda
ordem onde a solugdo ¢é suave. Este método tem se mostrado uma excelente op¢do quando se
trata de resolver numericamente diferentes problemas de propagacao de ondas. Alguns exemplos
de aplicac¢des podem ser vistos na galeria do site do Clawpack, onde vocé pode encontrar aplicacoes
para a equagao de advecgdo, equagoes de acustica linear (em meios homogéneos e heterogéneos),
equacao de Burguer, equagoes de Euler para dindmica dos gases, equacbes de aguas rasas e até as
equacgoes de elasticidade, além de exemplos de aplicagées na simulacido de tsunamis utilizando o
pacote Geoclaw.

O segundo é um método do tipo Central-Upwind (CUp) desenvolvido por Alexander Kurganov
e Chi-Tien Lin em [KLO7], que é uma modificacio dos esquemas unidimensionais totalmente e
semi-discretos central-upwind originalmente desenvolvidos em [KNPO1], nos quais a dissipagao
numérica é ainda mais reduzida, fazendo uma projecdo mais precisa das quantidades evoluidas na
grade original. No caso semi-discreto, o procedimento de reducdo da dissipagdo leva a um novo
fluxo numérico menos dissipativo. Devido a simplicidade e generalidade deste tipo de método, os
esquemas central-upwind tém se mostrado uma alternativa atraente para resolver problemas de
propagacao de ondas cujos resultados podem ser vistos, por exemplo: em [KL07] o esquema é
aplicado para resolver as equagoes de Euler; em [Kurl8] é desenvolvido um método central-upwind

para equagoes de aguas rasas; em [CT13] é realizado um estudo dos esquemas centrais para leis de
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conservagao em meios porosos; e, mais recentemente, em [KLZ21] é apresentada uma melhoria na
dissipacdo numérica de esquemas central-upwind com implementagdo em uma ampla variedade de
exemplos numéricos complexos.

Os dois métodos antes mencionados e implementados neste trabalho sdo métodos de alta reso-
lucdo com no maximo de ordem dois, o que muitas vezes é a melhor op¢do em termos de equilibrio
entre o custo computacional e a resolucdo desejada, especialmente para problemas em meios hetero-
géneos e com estruturas relativamente complexas. Porém, os métodos podem ser estendido para alta

ordem, ver, por exemplo, [KPL13] para o caso do WPA, e [Kurl6] para o caso do Central-Upwind.

1.3 Motivacao e Objetivos

Embora tenhamos encontrado referéncias em que as equagoes de elasticidade sdo resolvidas
numericamente (na forma de primeira ordem como sistema hiperbélico acoplado) implementado o
método WPA [LeV02a], [LeV02c], e implementando uma modifica¢do do método Central-Upwind
[KP11], ndo encontramos referéncias em que o desempenho desses métodos tenham sido analisados
quando aplicados a problemas sismicos.

O objetivo principal do trabalho é a implementagdo desses métodos de volumes finitos do tipo
Godunov baseados no algoritmo REA na solugdo numérica das equagoes de elasticidades e analisar
o desempenho quando aplicados a problemas sismicos.

Para atingir o objetivo maior, foram almejados os seguintes objetivos especificos:

e Estudo e implementagdo dos métodos de volumes finitos para as equagoes de elasticidade

lineares em 1D.
o Extensao e implementacao dos métodos para as equacoes de elasticidade lineares 2D.

e Analise e implementagdao dos métodos em problemas sismicos.

1.4 Organizacao do Trabalho

O restante do trabalho estd estrutura em quatro capitulos descritos a seguir. No Capitulo 2
sdo apresentados os conceitos basicos de leis de Conservacao hiperbdlicas, essenciais para o de-
senvolvimento e a aplicacdo dos métodos numéricos apresentados neste trabalho, assim como a
forma das equacodes de elasticidade 1D e 2D, que sdo as equagoes para as quais os métodos foram
implementados. No Capitulo 3 sdo apresentados a teoria dos métodos de volumes finitos de tipo
Godunov e dos métodos WPA e CUp. No Capitulo 4 sdo apresentados os resultados numéricos ao
resolver numericamente as equagoes de elasticidade em 1D e 2D implementando os métodos WPA
e CUp descritos no capitulo anterior. Finalmente, no Capitulo 5, sdo discutidas algumas conclusoes

obtidas neste trabalho analisando as vantagens e desvantagens dos métodos implementados.



Capitulo 2
Conceitos Preliminares

Neste capitulo estudamos algumas propriedades elementares de uma classe de Equagoes Diferen-
ciais Parciais (EDPs) Hiperbolicas. Os aspectos selecionados das equagoes sao aqueles considerados
essenciais para a andlise das equacbes de elasticidade e a implementacdo de métodos numéricos.
Para informagdes gerais sobre EDP e os conceitos apresentados aqui, ver, por exemplo [Tor09] ou
[LeV02b]. Aqui se apresentam quase exclusivamente conceito de EDPs hiperbdlicos e leis de con-
servacao hiperbélicas em particular os quais serdo necessarios ao desenvolver a teoria dos métodos

de volumes finitos que serdao implementados.

2.1 Leis de conservacao

Uma lei de conservacdo unidimensional é uma equagao diferencial em derivadas parciais que

pode ser escrita na forma
0 0

onde f(q) é a fungdo de fluxo, onde assumiremos = € R, ¢t € R. Para abreviar, neste trabalho as

derivadas parciais geralmente serdo denotadas por subscritos, portanto pode-se escrever (2.1) como

q(z,t) + f(a(z,t))s = 0, (2.2)

que pode ser escrita na forma quase-linear como

@+ f'(0)qz = 0. (2.3)

A equacgdo (2.2) é chamada de forma diferencial da lei de conservacao. As leis de conservagao
normalmente surgem mais naturalmente das leis fisicas em uma forma integral, afirmando que,

para quaisquer dois pontos x1 e x2

;;/;:2 q(z,t)dx = f(q(w1,t)) — fq(x2,1)), (2.4)

sendo esta equagao, 2.4, chamada de forma integral da lei de conservagao.
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2.2 Sistemas de leis de Conservacao

Um sistema de leis de conservacdo ¢ um sistema de equagoes diferenciais parciais dependentes
do tempo com uma estrutura particular. Para uma dimensdo espacial, as equacbes assumem a

forma:
ar(z,t) + f(g(z,t))z = 0, (2.5)

onde ¢ : RxR — R™ é um vetor m — dimensional de varidveis conservadas ou variaveis de estado,
como a massa, 0 momento e energia em um problema de dindmica de fluidos. Mais precisamente,

g; ¢ a funcao de densidade para a j-ésima varidvel de estado, com a interpretagao de que

/I Y g t)da (2.6)

1

é o valor total desta varidvel de estado no intervalo [z, x| no tempo t.

2.3 Leis de conservagao com funcgoes de fluxo espacialmente va-
riaveis

Em uma dimenséao espacial, as leis de conservagao com fungoes de fluxo espacialmente variaveis

tem a forma
qt + f(Q(wv t)a x)m =0 (27)

onde ¢(x,t) € R™ é o vetor de quantidades conservadas e f : R™ x R — R™ é a fungdo de fluxo,

possivelmente uma funcao nao linear de q.

2.4 Sistemas de leis de conservacao hiperbdélicas

Um sistema de leis de conservagdo linear tem a forma (2.2) com f(q) = Ag, com base em

[LeV02b], diz-se que um sistema de leis de conservagao linear da forma

é chamado de hiperbdlico se a matriz A,,xm, é diagonalizavel com autovalores reais, que denotaremos

por

M <A< <am, (2.9)

A matriz A, «m € diagonalizdvel se houver um conjunto completo de autovetores, ou seja, se houver
vetores diferentes de zero r1,r2,...,r™ € R™ tais que

ArP = Mr? parap=1,2,...,m, (2.10)

e esses vetores sdo linearmente independentes. Neste caso, a matriz

R=1[r? ™, (2.11)
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formada pela colecio dos vetores r!,r?,...,7™, é nao singular e possui inversa R~!. Entdo, tem-se
R'MR=A y A=RAR, (2.12)
onde
Moo ..o
0 X -~ 0 | 9
A=|. | = diag( A A% ™). (2.13)
0 0 --- )\

Portanto, A pode ser trazido para a forma diagonal por uma transformagao semelhante e, usando

(2.12), o sistema linear (2.8) pode entao ser reescrito como
R7'¢;+ R 'ARR ‘¢, = 0. (2.14)
Definindo w(x,t) = R™!q(z,t), entdo (2.14) assume a forma
wt + Aw, = 0. (2.15)

Como A é diagonal, este sistema se desacopla em m equagbes de advecgdo independentes para os
componentes wP de w:

wl + XNPwP =0, parap=1,2,...m. (2.16)

Como todo AP é real, essas equacoes de advecgdo fazem sentido fisico e podem ser usadas para
resolver o sistema original de equagoes (2.8).
O sistema quase-linear
a + A(g, z,t)ge = 0, (2.17)

diz-se que é hiperbdlico num ponto (g, x,t) se a matriz A(q, x,t) satisfaz a condigdo de hiperboli-
cidade (diagonalizavel com autovalores reais) neste ponto.

Por fim, dizemos que a lei de conservacao (2.2) é hiperbdlica se a matriz Jacobiana (f’(q))
aparecendo na forma quase-linear (2.3) satisfaz a condigdo de hiperbolicidade para cada valor

fisicamente relevante de gq.

2.5 Equacao de adveccao

Para a funcao de fluxo f(q) = ugq, com u constante, a lei de conservagao da forma (2.2) é dada
por
gt + ugy = 0, (2.18)

e é chamada de equagdo de advecgao [LeV02b]. A equagdo (2.18) é uma EDP escalar, linear, de
coeficiente constante e hiperbdlica. A solucao geral para esta equacdo é muito facil de determinar.
Qualquer funcgao suave da forma

q(z,t) = §(z — ut), (2.19)

satisfaz a equagao diferencial (2.18), como é facilmente verificado, e de fato qualquer solugao para

(2.18) é desta forma para algum . Observe que ¢(x,t) é constante ao longo de qualquer raio no
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espago-tempo para o qual x — ut = constante. Por exemplo, ao longo do raio X (t) = xg—ut o valor
de ¢(X(t),t) é igual a ¢(zo), para algum x( onde potencialmente conhecemos G(xp). Os valores
de ¢ simplesmente sdo advectados (ou seja, sdo transportados) com uma velocidade constante u,
como seria de se esperar fisicamente. Os raios X (t) sdo chamados de caracteristicas da equagao.
Mais geralmente, as curvas caracteristicas de um EDP s@o curvas ao longo das quais a equacao
é simplificada de alguma maneira particular. Para a equacao (2.18), pode-se ver que ao longo de
X (t) a derivada temporal de q(X (t),t) é

La(X(t),t) = q(X(t),t)+ X'(t)q.(X(t),1)
gt + ugy (220)
- 0.

e a equagao (2.18) se reduz a uma equagao diferencial trivial ordindria %Q = 0, onde Q(t) =
q(X(t),t). Isso leva novamente & conclusdo de que ¢ é constante em toda curva caracteristica.
Para mais informagoes sobre a solugao desta equacao usando o método das caracteristicas ver, por

exemplo, [Eval0].

2.6 Problema de Cauchy

O problema de Cauchy para o sistema de coeficientes constantes (2.8) consiste nessas equagoes

junto com dados iniciais,
q(z,0) = qo(x), para —oo <z < 0. (2.21)
Seguindo [LeV02b], a partir desses dados, podemos calcular dados
wo(z) = R qo(x), (2.22)
para o sistema (2.15). A p-ésima equacao em (2.15) é a equacao de adveccao
wf + Nwb =0, (2.23)

com solucao
wP(z,t) = wP(z — APt,0) = wh(x — APt). (2.24)

Apés calcular todos os componentes w?(z,t), podemos combiné-los no vetor w(z,t), e entdao
q(z,t) = Rw(zx,t) (2.25)

dé a solugdo para o problema original.

Observe que (2.24) pode ser escrito como
m
q(z,t) = Z wP (z, t)rP, (2.26)
p=1

de modo que o vetor ¢(z,t) pode ser visto como uma combinacio linear dos autovetores a direita

r!,...,r™ em cada ponto no espaco-tempo, e assim como uma superposicio de ondas se propagando
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em velocidades diferentes AP. Os valores escalares wP(x,t) para p = 1, ..., m fornecem os coeficientes
desses autovetores em cada ponto e, portanto, a forca de cada onda. Os requisitos de hiperbolicidade
garantam que esses vetores sejam linearmente independentes e, portanto, cada vetor ¢ tem uma
representagao unica nesta forma. As manipulagdes resultantes em (2.23) mostram que o coeficiente
apropriado w}(z) = wP(x,0) é simplesmente advectado com uma velocidade constante AP conforme
o tempo evolui, isto é, wP(z,t) = wh(x) ao longo da curva X (t) = x¢ + APt. Essas curvas sdo
chamadas de caracteristicas da p-ésima familia, ou simplesmente p - caracteristicas. Elas sdo linhas
retas no caso de um sistema de coeficientes constantes. Observe que, para um sistema estritamente
hiperbélico, m curvas caracteristicas diferentes passam por cada ponto no plano x —t. O coeficiente
wP(z,t) do autovetor P na expansao de autovetores (2.26) de g(z,t) é constante ao longo de
qualquer p-caracteristica . As fungoes wP(x,t) sdo chamadas de caracteristicas varidveis.

Se L := R7!, e as filas da matriz L sdao denotadas por ¢!,¢?,...,¢™. Esses vetores fila sdo os

autovetores a esquerda da matriz A,
PA = \PPP (2.27)

enquanto os rP sdo os autovetores a direita.
Pode-se escrever a varidvel caracteristica wP(z,t), que é o p-ésimo componente de R~ 1q(z,t) =
Lq(x,t) , Assim como

wP(x,t) = Pq(x,t). (2.28)

Pode-se entdo reescrever a solucdo ¢(z,t) de (2.26) compactamente em termos dos dados iniciais
qo como

q(x,t) = i[ﬁpqo(x — APt)]rP. (2.29)
p=1

2.7 Problema de Riemann

O problema de Riemann é um caso particular de um problema de Cauchy e consiste na equacao
hiperbdlica junto com uma condi¢ao inicial especial que é constante por partes com uma desconti-
nuidade de salto tnico,

1, sex <0,
qo(w,t) = { 4 (2.30)
qr, sex > 0.

Devido a natureza do problema, espera-se que essa descontinuidade se propague ao longo das
curvas caracteristicas. Para a equacdo de adveccdo escalar ¢ + uq, = 0, a matriz de coeficientes é
o valor escalar 1 x 1, 4. O tinico autovalor é A = 4, e o autovetor pode ser escolhido como r! = 1.
A solugao para o problema de Riemann consiste na descontinuidade ¢qr — gl que se propaga com
velocidade u ao longo da caracteristica, e a solugao é q(z,t) = qo(z — ut).

Para o caso do sistema de leis de conservagao linear (2.8), resolver o problema de Riemann
consiste em tomar os dados iniciais (g, ¢,) € R™ x R™ e decompor o salto ¢, — ¢; em autovetores
de A:

@ —q=alrt ... 4 o™, (2.31)

Isso requer a resolucao do sistema linear de equagoes,

Ra =g, —q, (2.32)
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para o vetor a, e assim a = R (¢, — ¢), onde a tem componentes of = (P(g. — q), com P o

autovalor a esquerda anteriormente definido e por tanto af = w? — w?.

Para o problema de Riemann, a notagdo pode ser simplificada se decompusermos ¢; y ¢, como

m m
q = Z wi'r? Y qr = Z whrP. (2.33)
p=1 p=1

entdo a p-ésima equacdo de adveccao (2.23) tem dados de Riemann

Posix <0,
wh(z)=4 "7 (2:34)
wP stz >0.

E essa descontinuidade simplesmente se propaga com velocidade AP, entao

P osiz— APt <0,
wP(z,t) =4 "L T (2.35)
wl stz — At > 0.
Se p(z,t) é o valor maximo de p para o qual x — APt > 0, entao
p(”“:ﬂ m
q(z,t) = Z wlrP 4+ Z wi'r?, (2.36)
p=1 p:p(a:,t)

Que ¢é escrito de forma mais concisa como

gz, t) =Y whkrP+ D wr?, (2.37)

PIAP<x/t DIAP>Z /T

Como oPrP é o salto em ¢ através da p-ésima onda na solugdo do problema de Riemann, a notagao

para esta onda ¢ introduzida como em [LeV02b)
WP = aPrP. (2.38)

Por (2.29), a solugdo ¢(x,t) pode ser escrita em termos das ondas de duas maneiras diferentes:

gz, t) =g+ Y, WP (2.39)
p:AP<z/t

=q¢— Y WP (2.40)
DIAP>x [t

2.8 Ondas Elasticas

Nesta se¢ao é explorada a natureza hiperbélica do problema de equagoes de elasticidade tempo-
dependente de primeira ordem no contexto da propagacao de ondas eldsticas ou elastodinamica,
importante em muitas aplicagoes de propagacdao de ondas, incluindo o problema da modelagem
de ondas sismica. Para pequenas deformagdes, a teoria da elasticidade linear pode ser geralmente
usada, mas mesmo este caso pode ser numericamente desafiador, visto que a maioria dos problemas

praticos envolvem materiais heterogéneos e geometria complicada.
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Geralmente, existem dois tipos béasicos de ondas que podem se propagar em um sélido eldstico:
ondas-P (P-Wave, ondas de pressao ou ondas primarias) e ondas-S (S-Wave, ondas de cisalha-
mento ou ondas secundarias). Em uma dimensao, as ondas-P e as ondas-S podem ser modeladas
separadamente por sistemas disjuntos de duas equagoes. Em problemas multidimensionais, ha um

acoplamento total e a situagdo é mais complicada [LeV02b].

2.8.1 Equacoes de elasticidade 1-D

As equagoes de onda eldstica unidimensional para ondas de compressao (Ondas-P), tém a forma

Et('rvt) - uw(x>t) =0,

2.41)
(,O(ZL')U({L‘, t))t - O‘(E(Q?, t)v :L‘)IJC =0, (

onde €(x,t) é a deformagao, u(z,t) a velocidade, p(x) a densidade e o(e,x) a tensdo. Também se
usa m = pu para denotar o momento. A relagdo tensdo-deformacdo (junto com p) varia de uma
maneira especifica com = para representar um meio heterogéneo. Esta é uma lei de conservagao

nao linear da forma (2.7), onde

Q(x7t):[ i ‘|:[ i ]7 f(Q7m):l_m/p(x)‘|

pu m —o(e, )
Para pequenas deformagoes, podemos assumir uma relacao tensao-deformacao linear da forma
o(e,x) = K(z)e

onde K (z) é o médulo volumétrico de compressibilidade. Neste caso, o sistema hiperbdlico linear

gt + (A(z)q), = 0 possui a matriz de coeficientes

K@) . (2.42)

2.8.2 Equacoes de elasticidade 2-D

Para modelar ondas de compressao (Ondas-P) em 2-D pode-se usar o seguinte sistema

€t — Uz — vy = 0,
(p(z,y)u)t — 0 (K(z,y);€) =0, (2.43)
(pla, y)u)e — oy (K (,y)i ) = 0.

Aqui, v e v sdo as velocidades nas diregdes x e y, respectivamente, e p é a densidade. O sistema

2.43 pode ser escrito na forma

@+ f(g,2,9)s + 9(q,z,y)y =0 (2.44)
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onde
9 mu/p mv/p
g=| mu |, flg=] —o |, 9(@)= 0 ) (2.45)
My 0 —0

onde m, = pu e m, = pv denotam os momentos correspondentes.
Novamente, para pequenas deformagoes podemos assumir uma relacao tensao-deformacao linear
da forma

o(e,z,y) = K(z,y)e

onde K (z,y) é o médulo volumétrico de compressibilidade. Neste caso, o sistema hiperbdlico linear

¢t + (A(z,y)q)z + (B(z,y)q)y = 0 possui matrizes de coeficientes

0 —1/p(z,y) 0 0 0 —1/p(z,y)
Alz,y) = | —K(z,y) 0 0 |,B(z,y) = 0 0 0 . (2.46)
0 0 0 —K(x,y) 0 0

Este sistema é uma simplificacao tal que apenas ondas-P sdo modeladas, e ndo ondas-S [LeV02a].



Capitulo 3

Métodos de volumes finitos

Neste capitulo sdo apresentadas as ideias béasicas do método de volumes finitos (MVF) do
tipo Godunov. O desenvolvimento destes métodos é realizado através do algoritmo RFEA, proposto
por Godunov [God59], que é uma base para a construgdo de varios esquemas numéricos deste
tipo. Sdo apresentadas duas metodologias diferentes para aplicar o algoritmo REA, que levam a
duas classes de MVF de tipo Godunov: os métodos upwind e os métodos central-upwind. Em
particular, apresentamos o desenvolvimento do algoritmo de propagacao de onda (WPA), que é
um MVF upwind de tipo Godunov desenvolvido por LeVeque [LeV02b], bem como, apresentamos
o desenvolvimento de um método Central-Upwind (CUp), desenvolvido por Kurganov e Lin em
[KLO7], que ¢ um MVF Central-Upwind do tipo Godunov.

Em dimensao 1, o MVF é baseado na subdivisao do dominio espacial em intervalos, chamados
de volumes finitos, ou volumes de controle, e no rastreamento de uma aproximacao da integral do
fluxo ¢ sobre cada um desses volumes. Em cada instante de tempo, esses valores sdo atualizados
usando aproximagoes para o fluxo através dos extremos dos intervalos.

A malha contém volumes de controle do tipo C; = (z;_1/2,%i41/2), de largura fixa Az =
Tiy1/2 — Ti—1/2, € um passo de tempo At = tnt1 — ¢ conforme mostrado na Figura 3.1. O valor

Q7 ird aproximar o valor médio ao longo do i-ésimo intervalo no tempo ¢,:

QF ~ 1/%“/2 tp)dz = 1/ tn)d 3.1
i T Ag . q(z,tn)dr = Ar e q(z,tn)dz, (3.1)
n+1

75n+1 QZ

FI", Fn

i—1/2 i+1/2

= >
ty
1 Q7 Qi1

Figura 3.1: llustracdo das varidveis em um método de volumes finitos para atualizar o valor QF pelos fluzos
nas interfaces do volume de controle.

Para simplificar, assumimos uma grade uniforme, mas isso nao é obrigatorio e é simples gene-

13
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ralizar os métodos para malhas ndo uniformes. Se ¢(z,t) é uma fungio suave, entdo a integral em
(3.1) coincide com o valor de ¢ no ponto médio do intervalo para O(Axz?). Trabalhando com os
valores (Q;, entretanto, é mais facil usar propriedades importantes da lei de conservagao para deri-
var métodos numéricos. Em particular, pode ser assegurado que o método numérico é conservativo
de uma forma que imita a solugdo verdadeira. Isso ocorre porque Zi]\il Q! Az aproxima a integral
de ¢ ao longo de todo o intervalo [a,b], e se um método que estd na forma conservativa é usado
(conforme descrito abaixo), entdo essa soma discreta mudard apenas devido aos fluxos nos limites
x =aex=0>b. A massa total dentro do dominio computacional serd preservada, ou pelo menos ird
variar corretamente desde que as condigbes de contorno sejam devidamente impostas [LeV02b].

A forma integral da lei de conservacao da

% /C (@, t)dr = fq(wim1y2,1) = F(@(@ig1/2,1))- (3.2)

A integragao de (3.2) no tempo de ¢, a t,4+1 produz

|, atetunydz = |

i 0

tnt1 tnt1
a(a, tn)da = / (a0, D)t — / Fa(@ipn o t)dt. (3.3)

Com isso, dividindo toda a equagao (3.3) por Az, temos:

ﬁ fCi q(z,tpy1)de = ﬁ fCi q(z,ty)dx (3.4)
— s [ (g, 0)dt = Jo Fla(@igj,t))dt]
e assim pode-se escrever as integrais em termos de médias em células (3.1)
n+1 n 1 tn+1 tn+1
QI =0 —— F(q(@iq12,1))dt — fla(zi_yy2,t))dt] . (3.5)
Al’ tn tn

Em geral, ndo é possivel avaliar as integrais de tempo no lado direito de (3.5) exatamente, uma vez
que q(x;41/2,t) varia com o tempo ao longo de cada borda de célula e ndo se tem a solucdo exata

para trabalhar. Mas isso sugere métodos numéricos da forma

Qi+l =Qi - F( i+1/2 Fi—l/z)v (3.6)

x
onde F" /2 ¢ uma aproximagao ao fluxo médio ao longo de = z;_1 /o
n 1 tn+1
FiZypp= At /tn fla(@i_1y2,t))dt. (3.7)

Para um problema hiperbdlico, como a informacio se propaga com velocidade finita, é razodvel
supor que F;* /2 € Fi /2 podem ser obtidos com base apenas nos valores das médias das células

vezinhas Q7' 1, QF e QF, Q7 , respectivamente. Entao pode-se usar uma férmula da forma

FiTil/2 = F(QiL1,QY), FZ}H/Q = F(QF, Q1) (3.8)

onde F é uma fungdo de fluxo numérico nas respectivas interfaces.
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O método explicito totalmente discreto é dado por

Q?—H :Q?_%[}_( 8 ?+1)_~7:( ?47@?)]

. N . (3.9)
= Q7 — %[ i+1/2 Fz‘—1/2]'

O método especifico obtido depende de como a féormula F é escolhida.

3.1 Meétodos de tipo Godunov - Algoritmo REA

Uma base para a construcdo de diversos esquemas numéricos do tipo Godunov para leis de
conservagao é o algoritmo REA (Reconstruct, Evolve, Average) proposto por Godunov [God59].

Esta abordagem consiste basicamente nas seguintes etapas:

1. Reconstruir uma funcio polinomial por partes ¢"(x,t,) definida para todos xz, a partir dos
valores aprozimados Q. No caso mais simples, € uma fungao constante por partes que assume

o valor Q} no i-ésimo volume de controle, ou seja,

q"(x,ty) = Q7 para todo x € C;.

2. Evoluir a equagio hiperbdlica exatamente (ou aprozimadamente) com esses dados iniciais

para obter §"(x,tp4+1) um tempo t depois.

3. Calcular a média desta funcdo sobre cada volume de controle para obter novos wvalores

aproximados )
Q= 52 [ @ tan)da.

Ax
Todo esse processo é entao repetido na proxima etapa.
Para implementar esse procedimento, deve-se ser capaz de resolver a equacao hiperbélica na etapa
2. Como se estd comegando com dados constantes por partes, isso pode ser feito usando a teoria

de problemas de Riemann.

3.2 Componentes necessarios para convergéncia

Existem varias consideragoes que entram em jogo para julgar quao boa é uma funcao de fluxo
especifica para cédlculo numérico. Um requisito essencial é que o método resultante seja conver-
gente, ou seja, a solugdo numérica deve convergir para a verdadeira solu¢ao da equagao diferencial
conforme a grade é refinada (com Az, At = 0 ). Isso geralmente requer duas condigoes (Teorema
de equivalencia de Lax [LeV02b], [Hir07]):

e O método deve ser consistente com a equagao diferencial, o que significa que se aproxima

bem localmente.

e O método deve ser estdvel em algum sentido apropriado, o que significa que pequenos erros
cometidos em cada etapa de tempo nao crescem muito rapido nas etapas de tempo subse-

quentes.
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Uma condicdo necessaria que deve ser satisfeita por qualquer método de volumes finitos se es-
peramos que ele seja estavel e convirja para a solucdo da equacao diferencial conforme a grade é
refinada é a condi¢do CFL, nomeada em homenagem a Courant, Friedrichs e Lewy [CFL67]. Ele
simplesmente afirma que o método deve ser usado de forma que a informagao tenha a oportuni-
dade de se propagar nas velocidades fisicas corretas, conforme determinado pelos autovalores da
Jacobiana do fluxo f'(q).

condicao CFL: Um método numérico pode ser convergente apenas se seu dominio de de-
pendéncia numérica contiver o dominio de dependéncia verdadeiro da EDP, pelo menos no

limite quando Ax e At vao para zero, [LeV02b].

Em outras palavras, a condicdo CFL nos diz que em uma etapa de tempo de tamanho At a

informacao nao pode ser propagada a uma distancia maior que o tamanho Az do volume.

3.3 Meétodos de volumes finitos upwind do tipo Godunov

Para problemas hiperbdlicos, espera-se que a informacao se propague como ondas que se movem
ao longo das caracteristicas. Para um sistema de equacoes, vocé tem varias ondas que se propagam
em velocidades diferentes e talvez em dire¢des diferentes. Faz sentido tentar usar o conhecimento
da estrutura da solucdo para determinar boas func¢des de fluxo numérico. Esta ideia d& origem aos
métodos upwind nos quais a informacao para cada variavel caracteristica é obtida olhando para a
direcdo de onde esta informacgao deve vir.

Para a equacdo de advecgao escalar, ha apenas uma velocidade, positiva ou negativa e, portanto,
um MFV upwind é normalmente também um método unilateral, com Q?H determinado com base
em valores apenas a esquerda ou apenas a direita.

Para um sistema de equagoes, pode haver ondas viajando em ambas diregoes, portanto, um MVF
upwind ainda deve usar as informacoes de ambos os lados, geralmente usando a decomposicao
caracteristica (muitas vezes através da resolugao de problemas de Riemann) para selecionar quais
informagoes usar de cada lado [LeV02b].

Para a equagao de advecgao de coeficiente constante, ¢ +ug, = 0, com @ > 0, se os fluxos numéricos

sao definido como
F e =uQiy, Flyjp =uQf (3.10)

isto leva ao MVF upwind de primeira ordem para a equagdo de advecgao

uAt

Q= Q- S Qr - Q). (3.11)
este método é estavel enquanto
uAt
0< A <1, (3.12)

que segue da condi¢io CFL.

Também podemos adotar o ponto de vista da propagacao de ondas, o que serd 1til para estender
e implementar o MVF upwind. O salto W;_y,» = Q7' — Q}'; pode ser visto como uma onda que se
move no volume de controle C; com velocidade u. Esta onda modifica o valor de ¢ em —W,;_; /5 a
cada ponto que passa. Com o passar do tempo, ele se move uma distdncia uAt e passa por uma

fragdo uAt/Ax do volume de controle e, portanto, os valores aproximados sdo modificados por esta



3.3 METODOS DE VOLUMES FINITOS UPWIND DO TIPO GODUNOV 17

fragao de —W;_1 2,
1 aAt
QI =07 + Tw(_wi—l/Q)a (3.13)
que leva de novo ao MVF upwind (3.11).
Na discussdo anterior, assumimos que u > 0. Agora, se u© < 0 entao a direcdo upwind é para a

direita e, portanto, os fluxos numéricos em x;_ /2 € Tip1/2 SAO

Fl 0 =@y, Fli10 = uQi (3.14)
respectivamente e o MVF upwind tem a forma

QiJrl:Qi - Ax( z’+1*Qz’)a (3-15)

que pode ser escrito na forma de propagacdo de onda como
. aAt
QM = Q= S W, (3.16)
com Wi 10 = Q71 — QF. As interpretagoes apresentadas acima sdo transportadas para este caso

u < 0, com a direcao do fluxo invertida. O método (3.15) é estavel enquanto

~1< <o (3.17)

As duas férmulas (3.10) e (3.14) podem ser combinadas em uma tnica férmula upwind que é vélida

para qualquer que seja o sinal de u definindo os fluxos nas interfaces como sendo
=0 QF + " Q7,4 Flyy g =0 Q% +u7Q7, (3.18)

onde

u" = maz(u,0), = = min(a,0). (3.19)

As versoes de propagagdo de onda do método upwind em (3.13) e (3.16) também podem ser

combinadas para dar a férmula geral

i . AL _
QU =Qp - E(U+W¢_1/2 +u" Witi/2)- (3.20)

3.3.1 Algoritmo de propagacao de onda de primeira ordem (WPAO)

O WPA é um MVF upwind de tipo Godunov desenvolvido por Randall J. LeVeque [LeV02b)]
na forma de propagacdo de onda para sistemas de leis de Conservacdo hiperbdlicas lineares, essa
abordagem, consiste em tomar um ponto de vista ligeiramente diferente, para desenvolver férmulas
simples para sistemas de leis de conservagao lineares andlogas & forma (3.20) do MVF wupwind na
equagao de adveccao. Nesta secdo é apresentado o WPA de primeira ordem, que serd denotado por
WPAO.

A Figura 3.2 mostra a solugdo de um sistema de leis de conservacao linear de duas equagoes
assumindo A! < 0 < A2, A funcdo ¢"(z,t,41) normalmente terd duas descontinuidades no volume

de controle C;, nos pontos z;_1,5 + N At e Tit12 + AAL.
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Em vez de tentar trabalhar com essa funcao diretamente para calcular os novos valores aproxima-
N At
2
Wiy /2 wW? i+1/2

2 (3

)

Wl 1/2 W+1/2

Figura 3.2: O problema de Riemann € resolvido em cada interface de célula, e a estrutura de onda € usada
para determinar o tempo exato de solu¢do um tempo t mais tarde. A onda W _1/9s DOT exemplo, se moveu

uma distincia N2At para a célula.

dos, lembre-se de que, para um sistema de leis de conservacao linear, a solugdo para o problema de

Riemann pode ser expressa como um conjunto de ondas,

Qi — Qi1 = Z affl/Q Z 1/2’ (3.21)
p=1

onde se observara o efeito de cada onda nas médias das células.
Considere a onda denotada por Wf_l /2 ha Figura 3.2, por exemplo. Consiste em um salto em
q dado por

WE—1/2 = 0‘1271/27“% (3.22)

propagando-se com velocidade A\? e, portanto, apés o tempo At, o salto é se moveu uma distancia
A2At. Esta onda modifica o valor de ¢ em uma fracio do volume de controle dado por A\?At/Ax.
Conclui-se que o efeito desta onda sobre o valor aproximado de ¢ é alterar o valor aproximado pela

quantidade
AL
Az

onde o sinal de menos surge porque o valor V\/Z.z_1 /2 mede o salto da direita para a esquerda.

Cada uma das ondas que entram no volume de controle tem um efeito andlogo no valor apro-
ximado, e os novos valores aproximados podem ser encontrados simplesmente adicionando esses

efeitos independentes. Para o caso mostrado na Figura 3.2, verifica-se que

an+1 = Q- )\2Atw2 e AlAtW+l/2
(3.24)
= Qf — KLy + AW ).

Observe que foram usadas a onda W? originada de z;_ /2 € a onda W! originada de z;, /2, com
base nas velocidades de onda assumidas. Isso pode ser escrito de uma forma que facilmente é
generalizada para sistemas de leis de conservacao hiperbélicos arbitrarios de m equacdes.
Sejam
AT = maz(),0), AT =min(A,0), (3.25)

e suponha que a solugdo para o problema de Riemann consiste em m ondas WP viajando a veloci-

dades AP, cada uma das quais pode ser positiva ou negativa. O valor aproximado é entao atualizado
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por

n 0 A&
Q +1 _ Q Ao Z(x\p -‘er 12 + Z +1/2 . (3.26)

p=1
ou seja, o valor aproximado ¢ afetado por todas as ondas a direita de x;_; /o e por todas as ondas
a esquerda de x;, /0. Esta € uma generalizacio de (3.20).

Como notagao abreviada, os seguintes simbolos também sdo inseridos, e sdo chamados de flu-

tuagoes,
ATAQi—12 = Z(/\p) Wi 1o
=
(3.27)
A+AQ2‘—1/2 = Z(Ap) WZ 1/2°
e
Portanto (3.26) pode ser reescrito como
=g - B A AA 3.28
QYT =07 — E( Qi—1/2 + Qit1/2); (3.28)

que define o método de Godunov de primeira ordem na forma de propagacdo de onda, denotado
por WPAQ.

3.3.2 Algoritmo de propagacao de onda de alta resolugdo (WPA)

Anteriormente foi apresentado o WPAO, um MVF upwind para sistemas de leis de conservagao
hiperbdlicas lineares, um método apenas de primeira ordem de precisao e que introduz uma grande
quantidade de difusdo numérica, produzindo baixa precisdo e resultados irregulares [LeV02b]. Neste
capitulo, mostra-se como o WPAO pode ser melhorado pela introducao de termos de correcdo em

(3.28), para obter um método da forma

At ~
Q?“ =Q; — (A AQi—1/2 + ATAQit1/2) — Am(FzH/z — Fi_12). (3.29)

Aqui, os fluxos F;_; /2 € Fiﬂ /2 sdo baseados nas ondas resultantes da solugao do problema de
Riemann, que ja foram calculadas no processo de determinacio das flutuacoes ATAQ,_, /2 €
AiAQiH /2- A forma bésica desses termos de corregao ¢ motivada pelo método de Lax-Wendroff
(LxW) como descrito em [LeV02b].

O método Lax-Wendroff para o sistema de leis de conservacdo linear, ¢; + Ag, = 0, é baseado

na expansao da série de Taylor
q(z,tht1) = q(x, tn) + Atge(x, t,) + %AtQQtt(x, tn) + - . (3.30)
Da equacao diferencial, temos que ¢; = —Agq,, e derivando isso d&
gt = —Aqet = A2(]m,

onde foi usado que ¢zt = ¢tz = (—AQz).. Ao usarmos essas expressoes para g € ¢ em (3.30) temos

1
4(2, 1) = (@, tn) = AtAGe(w,tn) + 5 (A Aque(w, tn) + - -+ . (3.31)
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Conservando apenas os trés primeiros termos do lado direito e substituindo as derivadas espaciais

por aproximagoes de diferencas finitas centrais, temos o método LxW,

At 1 (At

2
QI =qQr - %A( 1 — Qi) + B Ax) AX(QP —2Q7 + Qyy), (3.32)

que é um método de segunda ordem de precisao.
A derivagao anterior do método é baseada em uma interpretacao de diferencas finitas, com @} se
aproximando do valor do ponto ¢(z;, t,,). No entanto, o método LxW (3.32) pode ser reinterpretado

como um MVF da forma (3.6) se os fluxos numéricos forem definidos como

Fllyp = 3AQL +Q7) — 3 5 4%(QF - QiLy),
(3.33)
Fi7—L|—1/2 = %A(Q? + Q%) — %%A% 1 — Q7).

Métodos de segunda ordem de precisao, como LxW, fornecem uma precisdo muito maior em solugoes
suaves do que o WPAOQ, mas falham perto de descontinuidades, onde oscilagbes sdo geradas. Na
verdade, mesmo quando a solugdo é suave, podem ocorrer oscila¢des devido & natureza dispersiva
desses métodos. Os métodos como o WPAQ tém a vantagem de manter a solu¢gdo monotonicamente
varidvel em regioes onde a solugdo deve ser monoténica, mesmo que a precisdao ndo seja muito boa.
A ideia do WPA é combinar as melhores caracteristicas de ambos os métodos [LeV02b]. A precisao
de segunda ordem é obtida quando possivel, mas ndo ¢ insistida em regides onde a solugao nao esta
se comportando bem (e a expansao da série de Taylor nem é valida). Para um sistema linear de

leis de Conservagao hiperbdlicas ¢; + Aq, = 0, com A, xm, podem-se definir as seguintes matrizes

(AH* 0 0 (AH~ 0 0

|0 o2 . 0 |0 (OS IEEE 0 (3.34)
: oy o0 | : Loy |
0 0 ... (mTF 0 0 ... (A"

onde AT s6 tem os autovalores positivos na diagonal, com os negativos substituidos por zero, e ao

contrario para A~. Agora defina
A" =RATR™' ¢ A" =RAR. (3.35)

Dado que AT + A~ = R(AT + A")R™! = RAR™! = A, pode-se reescrever (3.33) como
. . . 1 At
Flyys = (ATQi + A7Qi) + Al (T = A1) (Qi = Qi) (3.36)

onde |[A| = AT — A~.

Na equagao (3.36) o fluxo do LxW tem a forma do fluxo do WPAO (3.28 mais um termo de
corre¢do). A ideia apresentada em [LeV02b] é modificar o termo final na equagao (3.33), aplicando
algum tipo de limitador que mude a magnitude da correcao usada atualmente, dependendo de como
a solucao estd se comportando. A ideia é aplicar os limitadores de forma que a parte descontinua
da solugao permaneca nao oscilante enquanto a porcao suave permaneca precisa. Para isso, deve-se

utilizar a estrutura caracteristica da solucao. Isso é facilmente realizado uma vez que o problema de
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Riemann, necessario para aplicar o WPAO, tenha sido resolvido. Os termos de correcao de segunda
ordem podem ser calculados com base nas ondas que surgem nessa solucao do problema Riemann,
com cada onda limitada independentemente das outras. Para definir o WPA, a magnitude deste
termo de correcao deve ser limitada de acordo com a variacdo dos dados.

O termo de corre¢do pode ser reescrito como

1 At 1 At s
1Al (I - M’AO (Qi = Qi1) = S 4] (I - MM) z;Wf,l/g, (3.37)
p:
onde Wf_l /2= af_l /27"7’ sdo as ondas encontradas ao resolver o problema de Riemann. O WPA é
definido substituindo cada onda Wf_l /o DOr uma versao limitada,
Wfflm = 1[’(95)71/2))/\}?71/2’ (3.38)
onde
o Wiy Wiapp oy [i=1 siv>0, (3.39)
4 = m [ = .
e Wi Wilij i+1 si AP <0,

e 1 é um limitador de fluxo. Neste trabalho é implementado o WPA usando o limitador MC
(Monotonized Central) [Van79] na sua versao de limitador de fluxo [LeV02b]

¥(0) = max(0, min(1 + 0)/2,2, 20), (3.40)
e o limitador SuperBee, também na versao de limitador de fluxo

¥ (6) = max(0, min(1, 20), min(2, 9)). (3.41)
A funcéo de fluxo para o WPA é entdao dada por,

Fi1p=A"Qis1+ A" Qi+ Fi_y o, (3.42)

onde o primeiro termo é o fluxo do WPAO, e o fluxo de correcio F,_; /2 € definido por
~ 1 At il
Fiaja =541 (1- 5o141) S WL (3.43)
p:

Note que |A|rP = |AP|rP, de modo que (3.43) pode ser reescrito como

~ 1 & At ~
Fi—1/2 — 5 Z |)\p| (1 - A(L‘|)\p|> Wip—l/Q' (344)
p=1

3.3.3 Extensao a leis de conservagao com funcgoes de fluxo espacialmente varia-

veis

No caso de uma lei de conservacao com fluxo espacialmente varidvel (2.7), a fun¢ao de fluxo
f(g,x) pode ser discretizada em relagdo a = de alguma forma consistente com uma interpretagao
de volume finito. Para uma determinada grade, assumiremos a discretizacdo de fungdes de fluxo

centrado em células. Nesta abordagem seguimos o artigo [BLMRO3], no qual se assume que a fungao
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de fluxo f(q,z) é discretizada para produzir uma fungao de fluxo f;(¢), que se mantém em toda a
i-ésima célula da grade. Isto é muito natural para muitos problemas, por exemplo, para o problema
de elasticidade num meio heterogéneo, podemos assumir que cada célula de grade é composta de
um tnico material, e o fluxo f;(q) para esta célula é entdao determinado pelas rela¢oes constitutivas
para este material. Esta fungdo de fluxo pode ser definida simplesmente por f;(q) = f(q,x;), se
a variacdo de f com z é suficientemente suave, ou um procedimento de homogeneizacdo mais
sofisticado pode ser necessario se f varia substancialmente na grade, como feito em [LeV02b] para
problemas com coeficientes de variagao rapida.

Quando sao utilizadas fungdes de fluxo centrado em células, o problema generalizado de Rie-

mann na interface de célula x;_; /5 consiste na equagio

at + (F’ifl/Q(qu x))l‘ = 07 (345)
onde
i— < i— )
Fiyp= { fi-ale) sew <oy (3.46)
filg)  sex>wxi_y9,
junto com dados iniciais
Qi1 sex< Ti_1/2
q(z,0) = (3.47)
Qi  sex >z

Como descrito em [BLMRO03], assume-se que as fungoes de fluxo centradas em células sdo espe-
cificadas. Isto é apropriado para nosso problema como foi discutido acima. Essa abordagem se
aplica diretamente apenas a este caso, uma vez que € a diferenca de fluxo entre as células que é
decomposta em ondas.

Apresentaremos a seguir como resolver aproximadamente o problema de Riemann generalizado
(3.45) em x;_1 /9, de uma forma eficiente, que pode ser usado em conjunto com um algoritmo de
propagacao de ondas modificado. Este algoritmo é baseado em uma matriz jacobiana aproximada
A;_1/2 que deve ser definida na borda da célula. O problema de Riemann nao linear original ¢ entao

substituido pelo problema de Riemann linear para a equacao
@+ (Ai—1/2)qz = 0. (3.48)

Na verdade, nao precisamos da matriz A;_;/5, mas simplesmente seus autovalores, Sf_l /o> € au-
tovetores rf_l /2 (para p = 1,2,...,m), uma vez que estes sdo usados diretamente na resolugao do
problema de Riemann. No caso espacialmente variavel, varias abordagens para escolher esses au-
tovetores com base nos fluxos vizinhos sao possiveis. Seguindo a abordagem feita em [BLMRO3], a
maneira natural é escolher os autovetores de f/_;(Q;—1) que correspondem a autovalores negativos
(e, portanto, as ondas esquerdas) e combind-las com os autovetores de f/(Q;) que correspondem a
autovalores positivos (e, portanto, as ondas direitas). Isso s6 é possivel se isso produz um conjunto
de m vetores linearmente independentes.

O problema cldssico de Riemann para o sistema de coeficiente constante (3.48) com dados
(3.47) pode ser facilmente resolvido em termos dos autovetores rf_l /o A abordagem padrao foi

descrita na secgdo (2.7) e ao solucioné-lo obtemos as ondas Wfi No entanto, a utilizacdo destas

1/2>
ondas sz—1 /2 1O algoritmo de propagacao de ondas nao necessariamente produzird um algoritmo
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conservativo, a menos que a condicao

Ai12(Qi — Qi—1) = fi( Qi) — fi-1(Qi-1) (3.49)

seja satisfeita [BLMRO3].

A principal novidade do algoritmo apresentado em [BLMRO03] é a seguinte: nao se resolve o pro-
blema de Riemann realizando uma decomposi¢ao classica, em vez disso, se usa uma decomposicio
de onda baseada no fluxo, na qual se decompée diretamente a diferenga de fluxo f;(Q;)— fi—1(Qi-1)

como uma combinagao linear dos autovetores r;_1 /o,

fi(Qi) = fim1(Qi-1) = Z 5?—1/2Tf—1/2 = Zf—1/27 (3.50)
p=1 p=1
onde
Bicaja = R jp(fi(Qi) = fim1(Qimn)). (3.51)

Para fluxos espacialmente varidveis esta ¢ uma decomposicdo mais natural por razoes discutidas
em [BLMRO3]. Os vetores ZP = fPrP serao chamados de ondas-f, pois sdo andlogos as ondas WP,

mas carregam incrementos de fluxo em vez de incrementos em gq.

Para utilizar as ondas ZP no algoritmo de propagacao de ondas podemos modificar ligeiramente

as formulas antes vistas, definindo as flutuacoes
- _ P
A A1'71/2 - Zp:sfﬁl/2<0 Zz'—l/?’

(3.52)
"4+Ai—1/2 = Zp:sf_l/pozfll/z’

onde somamos somente sobre o p para o qual 31;—1 /2 é negativo ou positivo, e se substitui o fluxo

de corre¢ao por

1 &= p At p ZP
Fi1) = 5 zjl Sgn(si_1/2) 1 - E|Si_1/2‘ Z¢_1/2> (3.53)
p=

onde ZP é uma versao limitada da onda Z?, chamada de onda-f, obtido da mesma forma que WP

seria obtido a partir de WP.

3.3.4 Extensao a duas dimensoes

Agora apresentamos a extensdo do WPA para equacoes hiperbdlicas em duas dimensoes. Para
isso considere uma grade cartesiana uniforme em duas dimensées, usando a notacao ilustrada na
Figura 3.3. O valor Q7 representa uma média de células sobre a célula da grade (,7) no momento

ln,
1 Yj+1/2  [Tit1/2
Qi x| [ gty ta)dody, (3.54)
" AxAy Yj—1/2 JTi—1/2 "

onde Ar = Lit1/2,5 — Li—1/2,5» Ay = Yij+1/2 — Yij—1/2-
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Yj+r1/2

Qij

Yj—-1/2

Tj—1/2 Lj+1/2

Figura 3.3: Grade de volume finito em duas dimensoes, onde Q; ; representa a média de células.

3.3.4.1 WPA totalmente discreto 2-D (FWPA)

Nesta secao é apresentada uma extensao do WPA para leis de conservacao lineares hiperbélicas
que gera um método totalmente discreto baseado no método LxW para equacbes bidimensionais
e o método de Corner-Transport Upwind para a equacao de advecgdo, informagao mais detalhada
sobre o método pode ser encontrada em [LeV02b].

Para introduzir o método, considere o caso especial de uma grade retangular da forma Cj; =
[Ti—1/2, Tit1/2] X [Yj—1/2:Yj+1/2), como mostrado na Figura 3.3, em que Ax = z;41/9 — ¥;_1/5 €
Ay = Yjr1/2 — Yj—1/2:

O método de LxW para o sistema de leis de conservacdo linear de coeficiente constante g +
Agq, + Bg, = 0 pode ser interpretado como um método da forma

At At
n+1 n m m n n
Qi = Q= L Fyeg = Filapzl - fy[ ijr12 = Gijoiyo] (3.55)

onde os fluxos sdo dados por

Fi 125 = 3AQi—1j+ Qi) — AEAX Qi — Qi1y)
— AL AB[(Qi g1 — Qi) + (Qim141 — Qim15)
+(Qij — Qij—1) + (Qi—1j — Qi—1,5-1)],
(3.56)
Gij—12 = 3B(Qij1+ Qi) — 5B (Qij — Qijj-1)
—sas BA[(Qit1,j — Qig) + (Qir1j-1 — Qij—1)
+(Qij — Qi—1,5) + (Qijj—1 — Qi-1,5-1)],
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os quais, substituindo em (3.55), obtemos o método de LxW totalmente discreto

1 A
Qn+ = Z , QAQ:A( i+l ? 1 j) 2AtyB( A 3,j+1 Qn,j—l)
A A
+2A2tm2 AZ( i+1,5 2Qz] + Qz 1 g) gAty BZ( i,5+1 QQZ + QZj—l) (3.57)
8AA;Ay (AB 4+ BA)(Qiy1 541 — Qi1 1) — (@1 — Qi1 1))

Este pode ser reescrito na forma de flutuagoes

Qn+1 = QZ] — %(A—i_AQifl/Q,j =+ A_AQi+1/2,j)
—RL(BTAQ; j_12 + B~AQ; j117) (3.58)
—%(Fiﬂ/zj —Fi_1)25) — %(Gi’j+1/2 —Gijo12),

onde o termo ATAQ;_; /2,j » bor exemplo, representa a atualizagdo do WPAO para o valor da célula
Qi; resultante do problema de Riemann na borda (i — 1/2, ). Os outros trés termos similares séo
as atualizacbes do WPAO resultantes dos problemas de Riemann nas outras trés bordas. Para uma
versdo 2-D do método WPAQ, tomamos F = G = 0 em todos os lugares.

Para obter a versao 2-D totalmente discreta do WPA, os fluxos F' e G sédo utilizados para termos
de correcao, tanto aqueles decorrentes da introducéo de limitadores, como em uma dimensao, para
modelar os termos A% e B? em (3.57), como também aqueles novos modelando os termos de
derivadas cruzadas envolvendo AB e BA em (3.57) como mostrado no algoritmo a seguir tirado de
[LeV02b].

1. Inicializar FZ',I/QJ' =0e C;'Z-J,l/g = 0 em cada interface.

2. Varrer através da grade, resolvendo cada problema de Riemann em x. Na interface entre

as células C;_1 ; e C;; usamos dados ();—1,; e (J;; para calcular as ondas W ou ondas-f

—-1/2,5
Zzp—l/2,j e velocidades S?—I/Z,j' Também calculamos as flutuagoes A”AQ;_1 /5 ; € AT AQi—1/2,

exatamente como em uma dimensao espacial.

3. As ondas W /2,5 (ou Z " 1/2,) ) sdo limitadas para obter W —1/2, (ou Z _1/2,] ) as quais sao
obtidas ao comparar WZ, 1/2, (ou Z 12, ) com WI 1/2,j (ou ZI 1/2,] ), onde

I 1 —1 sesl 1/2,5

1+1 se sZ 1/2,

>0,
<0,

e estes sdo usados para atualizar os fluxos de correcao nesta interface:

~ ~ 1 & At ~
Fifl/Z,j = Fifl/Z,j + 5 Z |Sf_1/27j‘(1 - E|Sf_1/2’j‘)wf_l/27j7 (3-59)
p=1
ou
; ; 5 P At 24
Ficijpg=Fiapitg > sgn(s;_y ) (1 E|Si71/2| Zi 12 (3.60)
p=1

quando usamos as ondas-f.

4. A flutuagao ATAQ;_, /2,; € usada para calcular uma flutuagdo transversal ascendente Bt A+
AQ;_1/2,; € uma flutuagao transversal descendente B~ ATAQ,_, /2,; Tesolvendo um problema

de Riemann transversal. Em geral, os simbolos BT ATAQ e B~ ATAQ representam um tinico
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vetor obtido por alguma decomposicio da flutuacio ATAQ. No caso de um sistema linear de

leis de conservacao, estes sao calculados decompondo a flutuacao ATAQ,_; /2,j €m autovetores

de B,
A+AQi71/2,j = Z’Ypryp,
p=1
¢ definindo .
BiA+AQ¢—1/2,j = Z(Ayp)iVPTypa (3.61)
p=1

onde 7Y e A\YP sdo, respectivamente, os autovetores e autovalores de B. Esta decomposicao
de onda de ATAQ;_; /2,; pode ser vista como resolver um segundo problema de Riemann
na direcao transversal, mesmo que nao seja baseado em estados esquerdo e direito como
normalmente interpretamos um solucionador de Riemann. A contribuic¢ao resultante de todas
as ondas diretas é dividida em partes ascendentes e descendentes com base nos autovetores

correspondentes a ondas planas na direcao y.

5. As flutuacoes BT ATAQ,_, /2,; a0 usadas para atualizar os fluxos de corregao acima e abaixo
da célula C;; :

C:Yi7j+1/2 = (:;,g+1/2— tB+A+AQz 1/2,59
G;

(3.62)
Gi,j—l/Q i,j—1/2 — QAQ;B A AQz 1/2,5-

6. De forma semelhante, a flutuacao esquerda A~ AQ);_; /5 ; € dividida em flutuagoes transversais

B*A-AQ;_, /2,j » que sdo entao usadas para atualizar os fluxos acima e abaixo da célula C; 1 ;:

—1,5+1/2 — 2A$B+A AQZ 1/2,55
—-1,5—-1/2 — gAxB A™ AQZ 1/2,5-

—1,j+1/2

—1,5-1/2

(3.63)

L G
L e

7. Os passos 2 — 6 sdo agora repetidos para cada problema de Riemann em y, nas interfaces
entre as células C; ;-1 e C;; . As ondas resultantes W ;_1/o ou Z;;_1/o sao limitadas por
comparagoes na diregao y e usadas para atualizar G; ;_;/3. Na resolugao destes problemas
de Riemann também calculamos as flutuagoes BiAQm_l /2, que sdo entao divididas trans-
versalmente em AiB+AQiJ_1 /2 € AiB*AQm_l /2- Estas quatro flutuagoes transversais sao

usadas para modificar o fluxo F.

8. Por tltimo, a férmula de atualizacao (3.58) é aplicada para avangar no tempo, com o intervalo

temporal At,

Qi = @y e (ATAQu A AQu)
— o (BTAQi 12+ BAQi 4 p2) (3.64)

T Ax (Fi+1/2,j - ~z’—1/2,j) - 2; (éi,j+1/2 - éi,j—1/2) :

3.3.4.2 WPA com divisdo dimensional (DSWPA)

O jeito mais facil de estender métodos numéricos unidimensionais para mais dimensoes espa-
ciais é usar a divisdo dimensional, como mostrado em [LeV02b]. Um problema multidimensional é

simplesmente dividido em uma sequéncia de problemas unidimensionais. Isto é facil de aplicar em
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uma grade cartesiana alinhada com os eixos de coordenadas, como mostrado na Figura 3.3.

Por exemplo, o problema linear de coeficientes constantes bidimensional
gt + Agz + Bgy =0 (3.65)
pode ser dividido em dois passos

Passo 1 (varredura em x): q + Ag, = 0, (3.66)
Passo 2 (varredura em y) : ¢+ Bgy, = '

n
]
unidimensionais ¢, + Ag; = 0 ao longo de cada linha das células C;; com j fixo, atualizando Q7

para ();;:

Na varredura em x comeca-se com médias de células no momento t, e resolvemos problemas

At
Qf,j =Qij— E(Fﬁuzg - ‘Fz‘n—2/2,j)7 (3.67)
onde F" /2,] ¢ o fluxo numérico do WPA para o problema unidimensional entre as células Cj_1 ;
e CU

Na varredura em y usamos entdo os valores ();; como dados iniciais para resolver o problema

unidimensional ¢; + Bgy, = 0 ao longo de cada coluna de células com ¢ fixo, o que resulta em Q?j“:
At
1 * * *
Qii" = Qi ~ 5, Gl — Gl (3.68)

Note que, com essa abordagem, nao sao modelados explicitamente os termos de derivadas cruzadas
envolvendo ¢, na expansao da série Taylor. Em cada passo (varredura) apenas sao modeladas
segundas derivadas em cada direcao de coordenadas, g € gyy , que aparecem no WPA unidimen-
sional. O termo ¢, surge automaticamente do procedimento de fracionamento.

A solugao intermediaria ¢* resultante da varredura em z envolve modelagem de termos Agq, e
na varredura em y sdo calculados os termos Bg;;, que modelam B(Agy)y.

O procedimento acima é chamado Divisdo de Godunov, e em vez disso pode ser usado a chamada

Divisdo de Strang,

* _ n At mn _ n

ij T Wi~ 2Az (Fz'+1/2,j Fifl/2,j)’

ok _ *x _ At * — G*

ig = Wij Ay( i,j+1/2 i,j—l/Z)’ (3.69)
n+l _ ~nn _ At *k _ IRk
ij — Wi T 2Az (Fz‘+1/2,j Fi—1/2,j)'

Com a divisao de Strang acima também sao modelados os termos A(Bg,), na segunda varredura
em z, que também sdo necessarios na expansao da série Taylor. Somente no caso de coeficiente
constante com AB = BA a divisdo de Godunov dd um método de segunda ordem de precisao,
enquanto o método com a divisdo de Strang garante ordem dois em casos mais gerais. No entanto,
na pratica, ha muito pouca diferenca nos resultados obtidos com as duas abordagens. Neste trabalho

sera implementado o WPA usando a divisao de Godunov.
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3.4 Meétodos Centrais

Para sistemas nao lineares de leis de conservagdo, resolver um problema de Riemann pode ser
uma operagao cara, e pode até nao ser possivel exatamente. Uma variedade de solucionadores apro-
ximados de Riemann foram desenvolvidos para simplificar este processo [LeV02b], mas algoritmos
baseados em problemas de Riemann ainda sdo tipicamente caros em relacdo a abordagens que
exigem apenas a avaliacao da funcao de fluxo.

O método Lax-Friedrichs (LxF) (3.4.1) é um método muito simples que usa apenas a avaliagdo
de fluxo e é amplamente aplicavel. No entanto, é apenas de primeira ordem de precisdo e é muito
dissipativo. Consequentemente, uma grade muito fina deve ser usada para obter boas solugoes

aproximadas, o que também leva a um algoritmo caro.

3.4.1 Método de Lax-Friedrichs (LxF) - Algoritmo REA

Como visto anteriormente, o MVF upwind de tipo Godunov, WPAQ, é um método conservativo
que exige a solucdo de uma sequéncia de problemas de Riemann para o calculo do fluxo numérico
fazendo deste um método tipicamente caro.

O esquema abaixo, tirado de [SJ12], mostra uma abordagem que evita a solugdo do problema
de Riemann no passo de evolugdo do algoritmo RFA usando uma grade deslocada chamada de
dual. Reescrevendo o método LxF aplicando o algoritmo REA obtém-se:

(i) Reconstrugao: a solugao é aproximada, no tempo t,, por uma fungéo polinomial constante
por partes,

q"(z,t,) = QF Vr € Cy; (3.70)

)

(ii) Evolugao: Para evoluir a equacao, é utilizada a forma integral da lei de conservagao,
d
G [ a@.0de = fa@iaya.0) = Falaiag0). (3.7)
Integrando a equacdo 3.71 no tempo i, a t,+1 temos
tn1 tn+1
[ a@tunde = [ atde= [ slaiyptit = [ i 6.72)

com isso, dividindo toda a equacio 3.72 por Az, ficamos com:

e aaban)ds = 2 Jo e t)ds

t t (3.73)
— s [ Fla(@igr e, 0)dt — [ Fla(wimyya, t))de]
e assim pode-se escrever as integrais em termos do conceito de médias em células 3.1,
n+1 n 1 tn+1 tn+1
QI =Qf — — fla(wip1/2,t))dt — fq(xi—yy2,t))dt]| . (3.74)
ACL‘ tn tn

Seguindo essa linha, de novo para o conhecimento de q(z;11/2,t) € q(zi_1/2,t) é necessirio a
solugdo de problemas de Riemann. Para evitar isso, é introduzida a nova malha dual e um novo
passo de tempo Atcpr, onde o novo volume de controle é D; = [x;, zi41].

Repetindo os passos da evolu¢do como na equagao (3.74) com o novo volume de controle e o
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novo passo de tempo Atorr, sujeito a condicdo CFL em malha deslocada,
, 1
Ay max|fi(s)l < 5 (3.75)

chega-se ao esquema LxF em malha deslocada

n 1 Ti41 5 1 Tit1 ~
Qi—:_ll/2 = E/ q(z,tpy1)dr = E/ G(z,t,)dx

Tq Ty
1

L [/t:nu F@(@ig o 1))t — /t:n+1 f((f(xi—l/Q,t))dt}

1 Tit1/2 Tit1 (3.76)
= — / G(z, ty)dx + G(z, t,)dx
Ax x; 1 :1:¢+1/2
]_ tn+l Q d tn+l Q d
[ s [
| r@ua= [T e
1 Tit1/2 Ti41
n+1l _ n n
Qi+1/2 T Ax |:/J:Z @ide /xi+1/2 Qiﬂdx]
1 trn+1 tn1
-~ | Qa7 p@n] .17
tn tn

A
= QI+ QI — o IF(Q) — F@)

n+1
i+1/2"
(iii)Projecdo ou calculo da média: com a solugdo em malha deslocada, obtém-se solucgoes

A Figura 3.4 mostra a construgdo da solucdo Q)

aproximadas Q?H na malha original. A solucdo ¢(x, t,+1) é aproximada por uma fung¢ao polinomial
constante por partes q(z, tp,+1), como o método de Lax-Friedrichs é de primeira ordem, usa-se uma

funcao polinomial constante por partes,
Gz, thy1) = Q;fllﬂ, Vz € C;. (3.78)

Logo, a solugdo aproximada Q?H, no tempo t,41, projetada na malha original serd dada por

n+1 1 i n+1 Tit1/2 n+1
Q" = Az /x ) Qi—1/2dx+/x_ Qi+1/2
i—1/2 7

_ Qs + Q1 (3.79)
2

1 A
= QI +2Q7 + QI + 5 1F(Q1) — (@)

3.4.2 Esquemas Central-Upwind

O esquema esquema Lax-Friedrichs, reinterpretado como MVF, é o protétipo dos esquemas
centrais. Porém, este é um esquema de primeira ordem muito dissipativo, que normalmente nao
fornece uma resolucao satisfatéria a menos que um grande ntimero de pontos de grade seja usado.
Seguindo o Algoritmo REA, uma extensao do método LxF a esquemas de segunda ordem (e também
de maior resolugao) foi proposta por Nessyahu e Tadmor em [NT90], prevenindo que oscila¢oes nao

fisicas aparegam na presenca de descontinuidades ou valores altos dos gradientes das solugoes.
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n+1
i+1/2

i—1 Qi+l

Ti—1 Ti—1/2 Ti Tit1/2  Titl z

Figura 3.4: Esquema Laz-Friedrich (LzF) em malha deslocada.

A grande desvantagem dos esquemas centrais escalonados como o Nessyahu-Tadmor (NT)
[NT90] é a sua dissipagdo numérica relativamente grande. Isso os torna inapropriados para in-
tegragoes de tempos longos, calculos em estado estacionario e para os casos em que pequenas
etapas de tempo sdo aplicadas e também nao admitem uma forma semi-discreta. A fim de elimi-
nar as desvantagens acima mencionadas, foi proposta uma nova classe de regimes centrais de alta
resolucao em [KT00]. A ideia principal na construgao dos novos esquemas centrais é utilizar as velo-
cidades de propagacao locais para obter uma estimativa mais precisa do comprimento dos leques de
Riemann. A solugao evolui entao separadamente em volumes de controle "ndo suaves'(aqueles que
incluem os "leques de Riemann") e "suaves', e os dados resultantes distribuidos ndo uniformemente
sao projetados de volta na grade original, nao deslocada.

A dissipagdo numérica presente em esquemas centrais pode ser ainda mais reduzida utilizando
velocidades de propagacao locais unilaterais. Esta situacao conduz aos chamados esquemas Central
- Upwind (CUp), introduzidos em [KNPO1]. Esta classe de esquemas goza de todas as principais
vantagens dos esquemas centrais de alta eficiéncia e livres de problemas de Riemann, além de
simplicidade e universalidade. Ao mesmo tempo, tem uma certa natureza upwind ja que inclui
mais informagoes sobre as dire¢oes de propagagao de ondas, o que leva a uma maior resolucao.

Neste trabalho, apresentamos o esquema desenvolvido em [KL07] na forma semi-discreta, no
qual implementam uma etapa de projecao menos dissipativa do que no esquema Kurganov-Tadmor
(KT) desenvolvido em [KNPO01] como mostrado em [KLO7]. Isso leva a novos esquemas Central-
Upwind semi-discretos com viscosidade numérica ainda menor e, como resultado, a uma melhoria

adicional na resolugao de partes nao suaves da solugéo.

3.4.3 Esquema Unidimensional Semi-discreto Central-Upwind Kurganov-Lin
(CUp)

Nesta secao, descreve-se o esquema semi-discreto unidimensional Central-Upwind desenvolvido
por Kurganov e Lin em [KLO7] desenvolvido seguindo o algoritmo REA.

Para simplificar, é considerada uma grade uniforme, z, := ax. Também é assumido que no
nivel de tempo atual, ¢ = ¢,, , as médias de células da solugao, Q}', estao disponiveis. Entao, a

evolucao da solugdo computada para o préximo nivel de tempo, t = t,11 , pode ser apresentada
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por o esquema unidimensional semi-discreto CUp que tem a forma de diferencia de fluxo:

d o« Hipp(t) = Hioyp(t)
%Qz(t) . Az ) (380)

escolhendo o fluxo numérico H;_;/5 , como sendo

az—‘tl/zf(qi_—lm) - ai_—1/2f(q:-—1/2)

+ —
_ 4179 — 912 in
H; 15(t) = + az_—l/Qai—l/Q [-‘r/—/ - qz‘—tl/?] - (3.81)

+ —_a- _
172 =~ Qiyy2 @172~ Q12

Obtemos o método Central-Upwind Kurganov-Lin. Onde as velocidades locais unilaterais, afc_l /2

sao dadas por

a = max Am or w)],0p >0, 3.82
i—1/2
wec(qi_—l/z’qztlm) dq
_ of
a; 9= min A1 ((w)) ,O} <0, (3.83)
12 wec(q;1/2’q;1/2) { dq

onde A\; < ---\,, sdo os autovalores do jacobiano g—é, e Clq,_, /2"1;—1 /2) é uma curva no espaco
de fase que conecta os valores correspondentes do lado esquerdo e do lado direito da reconstrugao

linear em x = Ti1/2,

_ Ax
Q19 = Qi — 7(%)?; (3.84)
Ax
610 = Qi+ = (@i, (3.85)
respectivamente, onde as derivadas numéricas
0
g = 52 +0(Aa), (3.56)
Ox T=x;,t=tn

sao calculadas com uso de limitadores de fluxo.

Os limitadores de fluxo usados neste trabalho sdo: o limitador MC [Van79] correspondente a

n_ o QF —Qi 1 Qi — @ Q% —QF
0q;' = minmod <2 Ay SAL ,2 s > , (3.87)
onde
min;{x;}, se x; >0 Vi,
minmod(z1, x2,...) = { max{x;}, sex; <0Vi, |, (3.88)

0, outro caso

e o limitador SuperBee definido por

dq;' = mazmod ('rm’nmod <2Qi _ ’;1, Qi“ —Q ) , minmod (Qi il , QQiH — Qi ))

Az Az Az Az ’
(3.89)
onde
max;{x;}, sex; >0 Vi,
maxmod(xy, T2, ...) = { ming{z;}, sex; <0Vi, . (3.90)

0, outro caso
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Por tltimo, o termo de corre¢ao em (3.81) (que é um termo incorporado de anti-difusdo que
corresponde ao valor reduzido na dissipagao numérica, em comparacdo com o esquema CUp semi-
discreto original de [KNPO1]) é

+ int int -
q." —w;"” w;" —-q.
qzlntl/Q — minmod z+ 1/2 i 1/2’ i—1/2 i—1/2 7 (391)

e o
Qi 172 = W179 Yiq/2 — G190

com

. @ o 12 = G ppGi1 2 — (G j0) = PG 0)
U}Zl-ﬁtl/QZ i—1/24i—1/2 i—1/24i—1/2 _{ i—1/2 i—1/2 } (392)

+ _
G172 = Gi_1/2

3.4.4 Esquema Bidimensional semi-discreto Central-Upwind Kurganov-Lin (CUp)

Nesta segao, estendendemos o esquema semi-discreto Central - Upwind Kurganov-Lin (CUp)
para duas dimensoes espaciais como feito em [KL07], no qual seguem [KNP01] com uma abordagem
“dimensao a dimensao” para estender o método unidimensional.

Similar ao caso 1-D, consideramos uma grade uniforme x; = iAx, y; = jAy, e At :=t,41 —ty.

O esquema CUp semi-discreto 2-D resultante serda entdo obtido na seguinte forma de diferenga

fluxo: ” ”
xr xT
40, () = — i1/2 (0 = HE 1o (0 Hiyy p(t) = Hiy () (3.93)
dat N Az Ay ’ '
escolhendo os fluxos numéricos de segunda ordem como sendo
+ E - w
. Gy flaitag) — e ) - ol —ala, s—int
i—1/2,j(t) = F - @i1/2,5%-1/2,5 | ~F - ~ 9125
G125~ Y1725 Ui1/25 — %i-1/2,5
(3.94)
(§]
+ N - s
HY ) bi,j—l/Qf(Qi,j—l) B bz‘,j—1/2f(qz‘,j) b+ b= (I{q,j - qZNJ 1 y—int
ij1/2(t) = A 05=1/20001/2 | ¥ ~b, ~%j-1/2
J=1/2 0 Tig-1/2 h,j—=1/2  Vij—1/2
(3.95)

Obtemos o esquema CUp Kurganov-Lin, as velocidades locais de propagac¢ao unilaterais podem

ser estimadas, por exemplo, por

a;."_l/zj = maxi\; A(q%) , Am A(qZ_Lj)
bjj*l/? = Imax >\l B(qu) ) m B(sz\il,])
o ‘ ) W 5 (3.96)
ai—l/Q,j = min Al (A(qz,])> (A(qul,j)> }
- - ; N
b,_yp; = min {/\1 ( ( ZS )) » Am (B(qz—l,j)) 70}7
onde, \1 < A9 < --- < A\, 880 08 m autovalores das correspondentes Jacobianas, A := gﬂ; e B:= gg ,
e os valores pontuais da reconstrucao linear por partes sao dados por
A A
qZEJ = QF + S )iy ql]\g = QS ()i (3.97)
W._on _ Az n S n _ Ay n :
Gy = Qfy — T ()7 ;= Qi — % (@)

onde de novo as derivadas numéricas sao calculadas com uso de limitadores de fluxo.
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.. t ~ .. ~
Similarmente ao caso 1-D, chamamos de ¢’ 1’%’] e qz’j ”{ /2 08 termos de correcdo de dissipacéo

que sao dados por

W_, int NE SW __, int t SE
o int mznmod( Gy —wit ey Wit “hiy q7] WMy Witiyey %15 )
p— ;T + — at + ’
i=1/2,j @i_1/2, '7ai—1/2,j a;_ 1/2, i % 1&/29 a;_ 1ézg 0y Ta;_ 12, i 12 (3 98)
. qSW_wz:n_t w —q! qa; in w —q! .
qyfmt — minmod i, i,j—1/2 ,J 1/2 Hi,j—-1 i,5 i,j—1/2 ,J 1/2 Hi,5-1
1,j—1/2 at. —a. . + at. —a. . a+ o ?
1,j—1/2 w—l/2 i-1/2,5 %,5— 1/2 Gig—1/2" % 5-1/2 %ig-1/2" 2,1—1/2
onde + w E w E
wint %1y, % 10,01, )~ Fg7 )]
i_1/27j - at —a. B ’
N S 71—1/2,5\7 1—1/2,JS N (399)
wint _ b@j_l/gqi’j_bi,]-_l/quyjfl_[f(qiyj)_f(q 17‘7_1)}
4,j—1/2 bT b 9

4,j—1/2 i,j—1/2

e ql]\gE , qf\gw, quE , q;g]W sao os valores dos pontos de canto correspondentes da reconstrugao linear

por partes na célula (j, k) dados por

L A A — A A
qz{VjE = Zj + Tm(%c)ﬁg + Ty(Qy)Zja QE]E = Zj + Tm(qm)ZJ o Ty(qy)Zj’ (3 100)
A A A A .
o = QY — 5 (aa)i; + )y, gy = Q= Fa)ly — Fay)iy-

3.4.5 Algoritmo de Runge-Kutta

Nesta segdo é apresentado um método numérico para resolver EDOs, a partir das formulagoes
semi-discretas, descritas anteriormente.

O método Runge-Kutta pode ser entendido como um aperfeicoamento do método de Euler
com uma melhor estimativa da derivada da func¢do, que busca uma melhor estimativa da derivada
[KT00]. Um método de Runge-Kutta de ordem n possui um erro da ordem de O((At)"™) enquanto
o método de Euler possui um erro da ordem O(At).

Considerando a equagdo semi-discreta na forma (3.80) e denotando seu lado direito por C[Q], o

esquema modificado de Euler, usado neste trabalho, e da forma
Q' = Q"+ At- C[Q]
Q= 3Q" +1(Q" + At- QM)
(3.101)
Q= 3Q" +3(Q* + At Q%)

Qn+1 — QS

como descrito em [CT13] para o esquema Runge-Kutta de terceira ordem.






Capitulo 4

Resultados numeéricos

4.1 Condicoes de fronteira

Na pratica, a solucdo deve sempre ser calculada em algum conjunto finito de células na grade
que cobre um dominio limitado, e na primeira e na dltima células as informacgoes vizinhas necessa-
rias nao estao disponiveis. Em vez disso, vocé tem um conjunto de condigGes de contorno fisicas,
como serd visto abaixo, que deve ser usado para atualizar esses valores de células. Para tanto, o do-
minio computacional serd estendido para incluir algumas células adicionais em cada extremidade,
chamadas células fantasmas, cujos valores sdo estabelecidos no inicio de cada passo de tempo de
alguma forma que depende das condi¢bes de contorno e talvez da solucdo interior como feito em
[LeV02b].

As condicgbes de contorno devem ser usadas para decidir como definir os valores das células
fantasmas, mas isso geralmente pode ser feito de uma forma que depende apenas das condigoes de
contorno e é desacoplado inteiramente da escolha do método numérico que é entdo aplicado.

Suponha que o problema esteja no dominio fisico [a, b], que é subdividido nas células Cy, Co, ...,
Cny com z1 =aexyt1 =b, de modo que x = (b—a)/N. Se é usado um método para o qual Fﬁlm
depende apenas de Q7" ; e QF, é necessario apenas de uma célula fantasma em cada extremidade.
A célula fantasma Cyp = (a — Az, a) permite calcular o fluxo Fl”/2 no limite esquerdo enquanto a
célula fantasma Cy11 = (b, b+ Ax) é usada para calcular FJQH/2 em x = b. Com os métodos WPA
e CUp, sdo necessarias duas células fantasmas em cada extremo.

A solugao no dominio original [a, b] serd chamada como a solugéao interior; é calculada em cada
etapa de tempo pelo método numérico. No inicio de cada etapa de tempo, os valores interiores

T, ..., Q% sdo obtidos a partir da etapa de tempo anterior (ou das condigdes iniciais se n = 0),
e é aplicado um procedimento de condi¢do de contorno para preencher as células fantasmas com
valores Q' para ¢ = —1,0ei = N+1, N +2 antes de aplicar o método na préxima etapa de tempo.
Varios exemplos serdao mostrados para vermos como os valores das células fantasmas podem ser
modificados para implementar varias condigoes de contorno fisicas.

Considere um sistema de leis de conservacao linear hiperbélico da forma (2.8) em um intervalo
limitado a < x < b. Isso é chamado de problema de valor inicial em dominio limitado, ou IBVP
do inglés initial-boundary-value problem para abreviar, uma vez que é um problema dependente
do tempo para o qual precisamos tanto de dados iniciais quanto das condic¢oes de fronteira. Para
um sistema de m equagoes, precisamos de um total de m condigdes de contorno. Normalmente,

algumas condi¢oes devem ser prescritas no limite esquerdo x = a e algumas no limite direito x = b.

35
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A quantidade de informagoes necessarias em cada fronteira depende do ntimero de autovalores de
A que sdo positivos e negativos, respectivamente.
Para um sistema linear diagonalizado em geral temos um conjunto desacoplado de equagoes de
adveccao,
wl + MNw? =0, (4.1)

entdo, é necessario especificar as condigdes de fronteira em w?(z,t) em z =ase AP >0eem z = b
se AP < 0. Por enquanto, suponha que todos os autovalores sejam diferentes de zero. Portanto, se

o sistema de m equacbes tem n < m autovalores negativos e m — n autovalores positivos, ou seja,
MIN< A< < AT A2 << (4.2)

entdo, é necessario especificar m — n condigdes de contorno em x = a e n condigdes de contorno

em x = b. Para saber que tipo de dados de fronteira devem ser impostos, particione o vetor como

onde w! € R" e w!! € R™" no caso das equacdes de elasticidade apresentadas neste trabalho,

n =m—n = 1, portanto w! = w' e w!! = w?. Entdo, no limite esquerdo, z = a, por exemplo, devem

I

ser especificados os componentes de w!!, enquanto w! sio varidveis de saida. E valido especificar

w!! em termos de w!. Por exemplo, pode ser usada uma condicio de contorno linear da forma

w!(a,t) = Biw! (a,t) + g1(t), (4.4)

onde B € RUm*" ¢ g, ¢ R™" Se B = 0, entdo sdo simplesmente especificados valores dados
para as variaveis de entrada. Mas em uma fronteira fisica geralmente ha alguma reflexdo das ondas
de saida, e isso requer um B; diferente de zero.

As condicoes de fronteira devem ser especificadas como parte do problema e sdo determinadas
pela configuracao fisica, geralmente ndo em termos de varidveis caracteristicas. Nem sempre é facil
ver quais sdo as condig¢Oes de contorno corretas que devem ser impostas na equagao matematica.
Pode haver varias informacGes sobre o que estd acontecendo na fronteira e é necessario saber quais
condigoes de fronteira impor para que o problema matematico ndao fique mal posto, por isso, no
nosso caso, ajuda muito saber qual é a estrutura caracteristica, como feito anteriormente, pois revela
quantas condigoes de contorno sdo necessarias e permite verificar se as condi¢des apropriadas estao

sendo impostas para um problema bem colocado.

4.1.1 Condicgoes de fronteira peridédicas

Um conjunto de condigoes de contorno que sdo muitas vezes tuteis matematicamente sdo as

condigoes de contorno periddicas
q(a,t) = q(b, t). (4.5)

Esse conjunto de condigoes de contorno acopla informacgoes nas duas fronteiras, e a ideia é que as

ondas que saem de uma extremidade devem reentrar na outra extremidade. A condigao (4.5) pode
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ser reinterpretada em termos das varidveis caracteristicas como

w(a,t) = w!(b,1),

wl(b,t) =  wl(a,t). (4.6)

I'em x = a sdo especificados usando os valores de saida em = = b,

Os m — n valores de entrada w’
enquanto os n valores de entrada w! em z = b sdo especificados usando os valores de saida em

x = a. Numericamente, as condi¢ées de contorno periddicas sdo implementadas fazendo

QY =QN 1, @ =QF, QN1 =Q1, Qr2a=03 (4.7)

no inicio de cada passo de tempo.

4.1.2 Paredes sélidas

Considere um tubo de gds com uma parede solida em cada extremidade. Nesse caso, espera-se
que as ondas-P sejam refletidas neste limite de uma maneira particular (consulte [LeV02b] para

1 II)

a relacdo entre w' e w''). Sabe-se que a velocidade deve ser zero em cada extremidade o tempo

todo, pois o gas nao pode fluir através das paredes sélidas. Isso sugere que devemos definir
u(a,t) = u(b,t) = 0. (4.8)

Em vez de trabalhar com as varidveis caracteristicas, entretanto, neste caso, é mais facil retornar
a proépria condigdo de contorno fisica. Seguindo [LeV02b], as férmulas para os valores das células

fantasmas em cada intervalo de tempo sdo

para Qg : €0 = €1, uy = —uq,

para QQ_1: £_1 = &9, U_] = —U9, (4.9)
para QNi1: EN41 =EN,  UN41 = —UN, '
para Qni2: ENj2 =EN-1, UN{2 = —UN_1.

Isso pressupoe que a condicao de fronteira de parede solida pode ser definida refletindo todos

os componentes de () e, em seguida, negando a componente da velocidade.

4.1.3 Ondas de entrada

Agora suponha que vocé deseja impor uma condi¢do de contorno em x = a, que gere, por
exemplo, uma onda de entrada senoidal de frequéncia w, isso requer a imposi¢do de uma condicio
de contorno da forma

w?(a,t) = sin(wt) (4.10)

como o sinal de entrada, junto com a nao reflexdo de qualquer sinal de saida que tenha sido
gerado no dominio. Neste caso, deve ser aplicada alguma decomposicao caracteristica no processo
de aplicacdo do procedimento de contorno para impor as condigoes de contorno corretas. Se ()1 é

decomposto em Q1 = Wir! + W2r2, entdo o valor da célula fantasma Qg deve ser definido como

Qo = Wirt +sin(w(t, + Az/2c))r? (4.11)
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como feito em [LeV02b].

4.1.4 Condigoes de fronteira nao refletivas ou absorventes

Os pontos = a e x = b sdo limites artificiais, no sentido de que sao introduzidos apenas para
tornar o dominio computacional finito e ndo correspondem aos limites fisicos. Portanto, é desejavel
impor condigoes de contorno nao reflexivas nesses limites que nao introduzam reflexoes espurias
das ondas de saida, imitando um dominio infinito.

Essas condig¢bes de contorno também sdo chamadas de condicées de contorno de absorcao, pois
devem absorver completamente qualquer onda que as atingir. Essas condi¢Ges de contorno sao
extremamente importantes em muitas aplicagoes praticas. Frequentemente, é necessario modelar o
que esta acontecendo em uma pequena parte do espaco fisico que deve ser truncado artificialmente
em algum ponto. Considere o problema de modelar ondas sismicas na Terra, ndo podemos esperar
modelar a Terra inteira, nem devemos precisar disso para entender fendémenos localizados. Vocé
deseja cortar o dominio o suficiente para ter um bom modelo, mas o mais préximo possivel para
reduzir o tamanho do dominio computacional e o tempo de computacao necessario. A especificagdo
de boas condigoes de contorno de absorcao é frequentemente crucial para a obtencgao de resultados
uteis. Uma variedade de abordagens sofisticadas foi desenvolvida para especificar as condigoes de
contorno numéricas apropriadas.

Com métodos do tipo Godunov que envolvem a solucdo do problema de Riemann em cada
interface, verifica-se que simplesmente usar a extrapolacdo de ordem zero geralmente fornece um
conjunto razoavel de condicbes de contorno absorventes que sdo extremamente simples de imple-
mentar. Para o problema de actistica unidimensional simples, a escolha pode ser analisada comple-
tamente usando a decomposicdo caracteristica, mas nao é necessario passar pela diagonalizacdo ao

definir as condi¢oes de contorno e podemos simplesmente definir

Qg = Q?a Qil = Q?v QnNJrl = Q?\h Q%JrZ = Q%v (412)

em cada etapa de tempo como mostrado em [LeV02b]. Observe que, definindo Qo = Q1, garantimos
que a solugdo para o problema de Riemann na interface x; /2 consiste em nenhuma onda, ou mais
apropriadamente, que as intensidades de onda o/f /2 sdo todas zero. Entdo, em particular, ndo ha
ondas geradas na fronteira, independentemente do que esta acontecendo no interior, como desejado

para condicoes de fronteira nao refletivas ou absorventes.

4.2 Resultados unidimensionais

Para aplicar o WPA, devemos resolver o problema de Riemann para o sistema (2.41). Para isso
assumimos que cada volume finito tem associada a ele uma densidade p; e uma relagdo tensiao-
deformagdo o;(g;) = K;e; seguindo a abordagem descrita em [BLMRO03]. O problema de Riemann

em x;_j /o entre as células i — 1 e 7 entdo consiste nas equagdes (2.41) com

. (4.13)

p(z) = { o e o(e,z) = { 7i1le) = Kiniei sew <icipp

pi se T > Ti_1/o oi(e) = Kig; se T > Ti_1/9

e dados arbitrarios Q;—1 e Q;.
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Wl
W2

Qz’—l Qz

Pi—1, Ui—1(5z'—1) Pis Uz'(é“z’)

Figura 4.1: Estrutura da solucio do problema de Riemann

A matriz jacobiana para o sistema (2.8.1) é

: (4.14)

f"(q’x):l 0 —1/p<x>]:l_o ~1/plx)

_0'5(571') 0 K(w) 0

com autovalores +c¢(x), em que a velocidade da onda de compressao é dada por

_Joe(e,z) K (x)
c(z) = \/ FORE \/p(:n) . (4.15)

Os autovetores correspondentes sao

r(z) = : Z(la:) ] , para s'(x) = —c(x), (4.16)
r?(z) = [ 1 ] , para s*(z) = c(x), (4.17)
| —Z(2)

onde Z(z) = p(z)c(x) é a impedancia.

Para este sistema de duas equagdes ha sempre um autovalor negativo e um autovalor positivo
em cada ponto, correspondendo a ondas que se propagam para a esquerda e direita, respectiva-
mente, e os autovalores nunca mudam o sinal neste quadro Lagrangiano. Assim, espera-se que o
fluxo seja continuo em qualquer descontinuidade material. Isto também decorre naturalmente de
consideragoes fisicas, uma vez que os componentes do fluxo sdo —u e —o, e claramente a velocidade
e a tensdo devem ser continuas em uma interface para que o modelo se mantenha continuo.

O problema de Riemann é discutido em [LeV02c], onde é apresentada uma descricio de uma
abordagem para calcular a solugdo exata. No entanto, um solver aproximado de Riemann funciona

muito bem, com base na defini¢io da matriz A;_/, em termos de seus autovetores e autovalores,
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como usado em [BLMRO03],

1 i1(gi- Ki_
7"1‘1—1/2 =7 = [ 1 ) para 3%—1/2 = _\/w = —\/“7 (4.18)

Zi1 Pi—1 Pi—1
(]
1 ol K
7“1'271/2 = Tz‘z = [ 7 ] , para 512*1/2 = ’;’) = p—z (4.19)
— 4y 7 7

O algoritmo descrito na se¢ao (3.3.3) pode ser aplicado decompondo a diferenca de fluxo f;(Q;)—

fi—1(Qi—1) como uma combinacao linear desses autovetores.
fi(Qi) — fi-1(Qi—1) = 51‘1—1/27}‘1—1/2 + 51'2—1/27“1‘2—1/2 = Zi1—1/2 + Zi2—1/2' (4.20)

Para isso, notamos que

fi(Qi) — fim1(Qi—1) = [ i/ ] - [ Tmis1/pic ] = [ Miz1/piz1 =i/ pi ] (4.21)

—oi(&i) —0i—1(€i-1) K;_1gi1 — Kig;
1 1] 1 Z;, 1
Ri 1= L A ! 4.22
i—1/2 [Zzl Z; ] ’ i—1/2 Zi+ Ziq [Z21 ] ]7 ( )

portanto,

_ p—1 Uj—1 — Uj
— Ti—1/2
/ L Ki,16i,1 - Kisi

1
i-1/2
{ @'271/2
(4.23)

_ 1 [ Zi(ui—1 — u;) + (K161 — Kigg) ]
2t |z (g — w) — (K1 — Kiey)

Feito isso ja temos tudo necessario para aplicar o WPA. Note que, embora em geral resolver um
problema de Riemann seja bastante caro (para uma lei de conservagao geral), no caso das equagoes
de elasticidade (2.41), usar este solucionador de Riemann aproximado acaba sendo bastante simples
e computacionalmente eficiente.

Embora os esquemas CUp tenham sido projetados para os sistemas de leis de conservagdao como
(2.2), estes podem ser diretamente aplicadas ao sistema com fluxos espacialmente variaveis (2.7).

Para implementar o esquema CUp, precisaremos apenas conhecer os autovalores da matriz
jacobiana (4.14), dados por (4.15).

4.2.1 Avaliacao dos erros

Para avaliagdo dos erros e analise das solugoes numéricas calculadas ao implementar os diferentes
métodos apresentados, foram utilizadas as defini¢bes que seguem. Sejam @Q; e (); as medias das

solugbes numérica e exata, respectivamente, na célula C;. O erro absoluto E é dado por

E=1Qi - Qi (4.24)
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Com o proposito de quantificar os erros, definem-se duas normas

L erro: ||E|) = 2N, Az|Q; — Qil;

i (4.25)
Lo erro: ||E||leo maxi<;<n |Qi — Qi

onde (Q; na auséncia da solucao exata, pode ser uma solugdo calculada em uma malha fina.
Deve-se notar que a norma L; dd uma visdo mais global dos erros, enquanto a norma L.,

enfatiza os erros que aparecem nos picos ou nas descontinuidades [Canl3].

4.2.2 Teste de Precisao

Considere as equagdes de elasticidade lineares em um meio homogéneo sujeita a dados iniciais
perioédicos
e(x,0) = sin(rx), wu(z,0) = sin(mx), (4.26)

além disso, com p(z) =1 e K(x) = 1, x € [-1,1]. Este problema admite a solu¢ao global suave.
Calculamos tal solucdo no tempo 1" = 2, que corresponde a uma revolugdo ao longo do dominio
com condic¢bes de fronteira periddicas, variando o nimero de pontos da grade, N. Na Tabela 4.1,
comparamos a precisdo dos métodos WPA e CUp. Os resultados mostram que o erro absoluto do
método CUp é maior em comparagio ao erro do método WPA. De acordo com a Tabela 4.1, a
ordem de precisao dos métodos é 2 na norma L', o que estd de acordo com a teoria. Por causa
da funcgéo limitadora ndo linear, esses métodos nao sdo de ordem 2 formalmente na norma L,
mesmo quando aplicados a problemas com solucbes suaves ja que o limitador normalmente leva a
um recorte da solugao proximo aos extremos (maximos ou minimos locais) devido a natureza TVD
do limitador (Osher e Chakravarthy em [OC84] mostram que os métodos TVD devem, de fato,
degenerar para primeira ordem de precisdo em pontos extremos). Os métodos foram implementados

utilizando o limitador MC.

4.2.3 Custo computacional

Para avaliar o custo computacional, os métodos WPA e CUp apresentados, foram comparados
com um método de diferencas finitas de ordem 8. Os resultados sdo mostrados nas tabelas 4.2, 4.3.
O modelo homogéneo foi inicializado com os pardmetros dados por p = 2500K g/m3, ¢ = 4500m /s,
kE = pc?, 29 = 0, 1 = 1000Km, fo = 1/15Hz e foi utilizado um termo fonte de Ricker, e a
simulagao foi feita até o tempo ¢ = 100s.

O método de diferencgas finitas foi implementado utilizando Numpy, de forma similar ao usado
para os métodos de volumes finitos apresentados, e as equagbes de elasticidade lineares foram
resolvidas na formulagao Velocidade - Tensao em malha escalonada (Staggered Grid) como discutido
em [Igel7].

Na tabela 4.2 sdo mostrados os resultados obtidos ao implementar os métodos com o CFL = 0.5,
para comparar o custo dos métodos baixo as mesmas condigoes, e claramente o método de diferencas
finitas de ordem 8 (DF8) é computacionalmente mais eficiente do que os métodos de volumes finitos
WPA e CUp, mas os métodos de volumes finitos apresentados, aceitam um CFL maior do que o
método de diferengas DF8. Assim, na tabela 4.3 sdo mostrados os resultados obtidos ao implementar
os métodos utilizando o C'F'L 6timo para cada método, o método DF8 foi implementado utilizando

o melhor C'FL possivel (valores maiores que 0.75 resultam no método ficar instavel) e os métodos
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Tabela 4.1: Teste de precisdo. Resultados obtidos no tempo T = 2 correspondente a uma revolu¢do ao longo
do dominio [—1,1] com condigdo inicial sin(wz) e condigdes de fronteira periddicas.

CFL =0.1
H Norma L' H Norma L*°
N H WPA ‘ ordem ‘ CUp ‘ ordem H WPA ‘ ordem ‘ CUp ‘ ordem
100 || 2.067E-03 - 2.581E-03 - 8.611E-03 - 9.858E-03 -
200 || 5.268E-04 1.97 | 6.710E-04 | 1.94 3.693E-03 1.22 | 4.362E-03 1.17
400 | 1.300E-04 | 2.01 1.693E-04 1.98 1.507E-03 1.29 1.798E-03 1.27
800 || 3.240E-05 | 2.00 | 4.282E-05 | 1.98 | 5.994E-04 | 1.33 | 7.086E-04 | 1.34
1600 || 8.046E-06 | 2.00 | 1.076E-05 | 1.99 | 2.398E-04 | 1.32 | 2.952E-04 | 1.26
3200 || 2.003E-06 | 2.00 | 2.701E-06 | 1.99 | 9.487E-05| 1.33 | 1.183E-04 | 1.31
CFL =0.5
H Norma, L' H Norma L*°
N H WPA ‘ ordem ‘ CUp ‘ ordem H WPA ‘ ordem ‘ CUp ‘ ordem
100 || 2.067E-03 - 2.563E-03 - 8.611E-03 - 9.443E-03 -
200 || 5.268E-04 | 1.97 | 6.661E-04 | 1.94 | 3.693E-03 | 1.22 | 4.337E-03 | 1.12
400 | 1.300E-04 | 2.01 1.686E-04 1.98 1.507E-03 1.29 1.776E-03 1.28
800 || 3.240E-05 | 2.00 | 4.259E-05 | 1.98 | 5.994E-04 | 1.33 | 7.060E-04 | 1.33
1600 || 8.046E-06 | 2.00 | 1.070E-05 | 1.99 | 2.398E-04 | 1.32 | 2.914E-04 | 1.27
3200 || 2.003E-06 | 2.00 | 2.689E-06 | 1.99 | 9.487E-05| 1.33 | 1.168E-04 | 1.31

Tabela 4.2: Tempo de computo em sequndos para cada um dos métodos, dr é o comprimento em x, Nt é
o numero de passos de tempo, CFL = 0.5.

CFL =05
dx | Nt | DF8 | WPA [ CUp
250m | 3600 | 3.7165E-01 | 5.1533E-01 [ 6.7953E+00
125m | 7200 | 1.1567E+00 | 1.6624E+00 | 2.0558E+01
62.5m | 1440 | 4.3585E+00 | 5.6905E+00 | 6.5955E+01
31.25m | 28800 | 1.5772E+01 | 2.6269E+01 | 3.1429E+02
15.625m | 57600 | 6.2063E+01 | 1.7117E+02 | 1.6565E+03

Tabela 4.3: Tempo de computo em sequndos para cada um dos métodos, dr é o comprimento em x, Nt é

o numero de passos de tempo, implementados com o CFL étimo para cada método

CFL = 0.75 | CFL = 0.95
d«x | Nt [ DF8 | dx | d | WPA | CUp
250m | 2400 | 2.5434E-01 [ 250m [ 1895 | 3.0289E-01 | 3.6398E-+00
125m [ 4800 | 8.0600E-01 | 125m | 3789 [ 8.8558E-01 | 1.1688E+01
62.5m | 9600 | 3.1024E+01 || 625 [ 7579 | 2.7029E+00 | 5.3834E+01
31.25m | 19200 | 1.0869E+01 || 31.25 [ 15158 | 1.1564E+01 | 1.7660E+02
15.625m | 38400 | 4.0617E+01 || 15.625m | 30316 | 7.0134E+01 | 1.0809E+03
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WPA e CUp foram implementados utilizando o melhor CFL possivel também (com valores maiores
que 0.95 o método fica instével). Conforme os resultados obtidos, podemos concluir que se os
métodos de volumes finitos foram implementados utilizando o maior CFL possivel diminuindo assim
o numero de passos de tempo, o método WPA tém custo computacional similar com o método DF8
e que o método CUp é o mais custoso computacionalmente ao resolver numericamente as equagoes

de elasticidade lineares unidimensionais.

4.2.4 Teste de dissipagao

Uma das desvantagens dos esquemas Central-Upwind é que a dissipacdo numérica destes é
relativamente grande, para verificar isso foi realizado um teste de dissipagdo para mostrar uma

comparacao entre o método WPA e o método CUp. A condicdo inicial para este teste é dada por

e(,0) = exp(—100(x — 0.5)?) sin(80z),

u(z,0) = exp(—100(z — 0.5)2) sin(80z), (4.27)

junto com condi¢oes de contorno periédicas e K (z) = 1, p(z) = 1 em um dominio = € [0, 1].
Na Figura 4.2 sdo mostradas as solu¢oes dos métodos WPA e CUp utilizando 400 volumes, nos
tempos t = 1 e t = 10, correspondendo a 1 e 10 revolucdes ao longo do dominio. Pode ser visto que

o método CUp é muito mais dissipativo do que o método WPA.
t=1 t=10

—-- exata
WPA

1.00 — exata 1.00 4
n WPA

. ﬂ ﬂ ' | |
rl

N ,\ \ |

oco_—-._/‘\jil‘,\’[if\,__ 00

—02s] RN 025

i

—1.00 T T T T —1.00 T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

Figura 4.2: Teste de dissipagdo, teste das equagies de elasticidade lineares implementando os métodos WPA
e CUp em um pacote de ondas. Os resultados no tempot =1 et =10 sao mostrados, correspondendo a 1 e
10 revolugdes através do dominio no qual as equacdes sao resolvidas com condicées de contorno periddicas.

4.2.5 Testes de complexidade variavel

Para testar o desempenho dos métodos, tanto o WPA quanto o CUp foram implementados em

trés problemas de complexidade crescente. Em cada caso, as condi¢Oes iniciais sdo dadas por

(2.0) [% _3 cos(10mz — 4#)} JK(z) se0.4<z<0.6,

e(z,0) =

1/K(x) caso contrario. (4.28)
u(z,0) = 0.

Uma solucao de referéncia, assumida como “exata”, é calculada com o método WPA em uma
grade com 51200 volumes. Esta solucao serd usada para realizar uma analise de convergéncia dos

métodos em um meio heterogéneo, com variagao suave nos teste 1 e 2. Em cada caso, é apresentada
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uma solugdo implementando o método LxF em uma grade com 204800 volumes para verificar se a

solucao obtida estd de acordo com o esperado.

4.2.5.1 Teste 1 (1D)

Na Figura 4.3, ambos métodos sao implementados em um problema em que os autovalores

variam espacialmente, mas os autovetores sao identicamente constantes, com
c(x) =1+ 0.5sin(107z), Z(x) =1. (4.29)

Com esses dados, sdo calculados p(z) = Z(z)/c(z) e K(z) = c(x)Z(x). Neste caso o sistema
linear pode entao ser diagonalizado e reduzido a duas equagoes de adveccao de coeficiente varidvel
[LeV02b]. Consequentemente, as ondas para a esquerda e para a direita sdo desacopladas, e o pulso
inicial se divide em duas ondas distintas, como visto na Figura 4.3.

Nas figuras 4.4 e 4.5 mostramos a solugdo obtida com os métodos CUp e WPA junto com
um grafico na escala log-log dos erros vs. o tamanho da grade na norma L;. No analise do erro
esperamos um comportamento linear com inclinacdo dada pela ordem de precisdo do método. Nos
graficos de analise de erro o Slop = 1 corresponde com a inclinagdo de ordem 1, e o Slop = 2
corresponde com a inclinagdo de ordem 2. De acordo com a figura 4.4, podemos ver que o método
CUp apresenta algumas oscilagdoes quando sao usados 200 volumes, tais oscila¢gdes ndo aparecem ao
refinar a malha como mostrado na figura 4.4 (b) ao usar 800 volumes finitos, vemos que o método
atinge ordem 2. Podemos observar na figura 4.5 que o método WPA | consegui representar muito
bem a solucdo mesmo com 200 volumes e ndo apresenta as oscilagoes vistas ao implementar o
método CUp com 200 volumes. Baseados no grafico de analise de erro podemos dizer que o método

apresenta uma ordem de precisao um pouco maior do que 2.

——- Condic&o Inicial
—— LxF - 204800 pts

2.4 A

2.2

2.0

181

1.6

1.4

1.2 4

1.0

T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

Figura 4.3: Teste 1, equagdes de elasticidade linear com variagio apenas nos autovalores (a velocidade).
Sdao mostradas a condigcdo inicial e a solugdo obtida pelo método LrF em uma malha de 204800 volumes no
tempo t = 0.4.
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Figura 4.4: Teste 1, equacdes de elasticidade linear com variacao apenas nos autovalores (a velocidade). Sao
mostradas a condigio inicial (linha tracejada) e a solugio implementando o método CUp no tempo t = 0.4
com 200 volumes (a), com 800 volumes (b); e (c) a ordem de precisdo na norma L* para o método CUp

4.2.5.2 Teste 2 (1D)

Na Figura 4.6 é considerado um caso em que a impedancia e, portanto, os autovetores também
variam espacialmente

c(x) =14 0.5sin(107x), Z(x) =14 0.25cos(107x). (4.30)

Neste caso, as ondas para a esquerda e para a direita estdo totalmente acopladas como mostrado na
figura 4.6. Em ambos os casos, conforme mostrado nas Figuras 4.7 (¢) e 4.8 (c), a ordem observada
é de aproximadamente 2 em cada caso. Na Figura 4.7, em (a) e (b), pode-se observar que o método

CUp apresenta oscilagdes que nao sao tipicas da solugdo, como mostrado na Figura 4.6, mas tais
oscilagbes nao aparecem com o método WPA.
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Figura 4.5: Teste 1, equagdes de elasticidade linear com variagio apenas nos autovalores (a velocidade).
Sdo mostradas a condigio inicial (linha tracejada) e a solugio implementando o método WPA no tempo

t = 0.4 com 200 volumes (a), com 800 volumes (b); e (c) a ordem de precisio na norma L' para o método
CUp
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Figura 4.6: Teste 2, equagdes de elasticidade linear com variagao autovalores (a velocidade) e os autovetores

(a impeddncia)Sao mostradas as a condi¢do inicial e a solugio implementando o método LzF em uma malha
de 204800 volumes no tempo t = 0.4.
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Figura 4.7: Teste 2, equacies de elasticidade linear com variacao autovalores (a velocidade) e 0s autovetores
(a impeddncia). Sdo mostradas a condigao inicial (linha tracejada) e a solugio implementando o método CUp
no tempo t = 0.4 com 200 volumes (a), com 800 volumes (b); e (c) a ordem de precisio na norma L' para

o método CUp
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Analise de erro para o método WPA na norma L'

1.00e-02 4 == Slope=1
Slope =2

—— Emos WPA
1.00e-03 4

1.00e-04 +
1.00e-05 +
1.00e-06 +

1.00e-07 4

(c) 100e-03

Figura 4.8: Teste 2, equagdes de elasticidade linear com variagio autovalores (a velocidade) e os autovetores
(a impedancia). Sao mostradas a condicao inicial (linha tracejada) e a solugio implementando o método
WPA no tempo t = 0.4 com 200 volumes (a), com 800 volumes (b); e (c) a ordem de precisio na norma L

para o método CUp
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4.2.5.3 Teste 3 (1D)

Na Figura 4.9, os métodos sdo implementados em um problema em que o meio é descontinuo,

(4.31)

2 caso contrartio 2 caso contrario

0.6 0.35 < x < 0.65 6 0.35 < x < 0.65
o(z) = { se x , Z(z) = { se x ,

Neste caso o esquema LxF mesmo com uma grade de 204800 volumes apresenta uma descontinui-
dade em ¢ nas interfaces do material, mas como dito antes, espera-se que o fluxo seja continuo
em qualquer descontinuidade de material, visto que claramente a velocidade e a tensao devem ser
continuas em uma interface para que o modelo continuo seja mantido, como pode ser visto na Fi-
gura 4.9 (b), que mostra a soluc¢do para o problema, implementando o método WPA usando 51200
volumes.

Neste teste o pulso inicial se divide em ondas que se movem para a esquerda e para a direita
que refletem repetidamente nas interfaces, levando a uma sequéncia de ondas em cada diregao.
Nesse caso, a precisdo de segunda ordem néo é esperada, mas uma taxa de aproximadamente 1,9
é alcangada com o método WPA, enquanto o método CUp mostra uma taxa muito mais baixa,
que parece se deteriorar ainda mais conforme a grade é refinada. Como mostrado na Figura 4.10
(a) e (b) o método CUp também apresenta as descontinuidades em o, nas interfaces entre os
materiais vistas na solugdo implementando o esquema LxF na Figura 4.9 (a). Apesar de apresentar
descontinuidades nas interfaces entre diferentes materiais, o esquema CUp consegue capturar as

ondas que sdo transmitidas e refletidas.
o(e,z) o(e,x)

-

=== Condigao Inicial -
—— LxF - 204800 244

=== Condicdo Inicial
—— WPA - 51200pts

v
[}
1
\
!
1
1
1
\
]
]
1
'
1
1
i
1
\
\
]
[l
\
l
]
1
1
V
'
|
\
'
1
i

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

(a)
Figura 4.9: Teste 3, equacoes de elasticidade linear com uma descontinuidade de salto nos autovalores e
nos autovetores. Sao mostradas a condi¢io inicial (linha tracejada), a solugao implementando o método LzF
em uma malha de 204800 volumes (a) e a solugio implementando o método WPA em uma malha de 51200
volumes (b) no tempo t = 0.5.
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——- Condigao Inicial
—— Cup - 200pts
exata

——- Condigao Inicial
Cup - 800pts

Analise de erro para o método CUp na norma L'

1.00e-02 4 —#— Slope =1

Slope =2
—— Emos CUp
1.00e-03 §

1.00e-04 5
1.00e-05 ¢
1.00e-06 5

1.00e-07 5

 m

1.00e-03

10

Figura 4.10: Teste 3, equacdes de elasticidade linear com uma descontinuidade de salto mos autovalores e

nos autovetores. Sao mostradas a condigio inicial (linha tracejada) e a solugdo implementando o método

para o método CUp

CUp no tempo t = 0.5 com 200 volumes (a), com 800 volumes (b); e (c) a ordem de precisdo na norma L*

4.2
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——- Condigao Inicial
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——- Condigé&o Inicial
'WPA - 800pts

Analise de erro para o método WPA na norma, L!

1.00e-02 4

1.00e-03 5

1.00e-04 5

1.00e-05 5

1.00e-06 3

1.00e-07 §

1.00e-08 5

-+

—
—

Slope =1
Slope = 2
Erros WPA

(c)

1.00e-03

10
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Figura 4.11: Teste 3, equacdes de elasticidade linear com uma descontinuidade de salto nos autovalores e
nos autovetores. Sao mostradas a condicio inicial (linha tracejada) e a solu¢do implementando o método
WPA no tempo t = 0.5 com 200 volumes (a), com 800 volumes (b); e (c) a ordem de precisdo na norma L

para o método CUp.
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4.2.5.4 Teste 4 (1D)

No Teste 3, o método CUp mostrou a formacdo de uma descontinuidade em o nas interfaces,
quando o meio é descontinuo. Em problemas préticos, os parametros do material muitas vezes
variam aleatoriamente, este pode ser o caso em um problema sismolégico, por exemplo, onde o tipo
béasico de rocha varia lentamente (exceto por certas interfaces de transi¢oes abruptas), mas estd
cheio de estruturas heterogéneas aleatorias em escalas menores. Para ilustrar esse caso, considere
um meio periddico formado por camadas alternadas de dois materiais diferentes. Cada camada tem

uma unidade da espessura.

(4.32)

B se2j+1l<xz <2542,

PA se2j <ax<2j+1,
ple) = K( . .
Kp se2j+1<x<25+2,

{KA se2j <x<2j+1,

o(e) = Ke
compg =1, pp=3eocsle,x) = Kpe =¢, op(e,x) = Kge = 3¢.
Neste caso, os dados iniciais sdo q(z,0) = [¢,m]T = 0 e é aplicada uma condi¢io de fronteira
em x = 0 da forma

u(0,t) =

{ —0.2(1 4 cos(m(t — 30)/30)) se t <60, (4.33)

se t > 60.

Na Figura 4.12, a tensdo o(e,x) é mostrada para o teste 4, implementando o método WPA e
uma solucao “exata” (linha pontilhada) calculada com o método WPA em uma malha de 76800
Volumes. Pode ser visto que o WPA resolve o problema satisfatoriamente produzindo uma solucio
continua conforme o esperado, enquanto o esquema CUp gera erros nas interfaces entre materiais,

é mais difusivo e mais dispersivo com relacdo ao método WPA conforme mostrado na Figura 4.13.
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o(e,x) em t = 240

0.6 WPA - 1200pts
""" exata
0.5
0.4 -
0.3
0.2
0.1
[ USSR SO
‘ : : : :
0 50 100 150 200 250 300
o(e,x) em t = 240
0.6 4 & WPA - 4800pts
""" exata
0.5 1
0.4 1
0.3 4
0.2
0.1
o 50 100 150 200 250 300

Figura 4.12: Teste 4, equacao de onda eldstica linear em um médio descontinuo de variagdo rdpida. Acima
é mostrada a tensao o(e,z) em t = 80 e t = 240, implementando o método WPA com 1200 Volumes, abaizo

s

€ mostrada a tensdo o

(e,x2) em ¢t =80 e t = 240, implementando o método WPA com 4800 Volumes.
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o(e,z) em t = 80 o(e,x) em t = 240
Cup - 1200pts Cup - 1200
ogd e exata o84 e exata
0.6 0.6
0.4 A 0.4
0.2 { 0.2 1
0.0 eneats A [ U U U U L E .
o] 50 100 150 200 250 300 o 50 100 150 200 250 300
o(e,x) em t = 80 o(e,z) em t = 240
CUp - 4800pts —— CuUp - 4800pts
osd e exata o8d e exata
0.6 i 0.6 1
0.4 - 0.4
0.2 0.2 4
0.0 Jesesns® e et ee bbb e et s e st et se b e enes s F T S, w e
4] 50 100 150 200 250 300 ] 50 100 150 200 250 300

Figura 4.13: Teste 4, equacao de onda eldstica linear em um médio descontinuo de variagdo rapida. Acima
é mostrada a tensio o(e,x) em t = 80 e t = 240, implementando o método CUp com 1200 Volumes, abaizo

)3

é mostrada a tensio o(e,z) em t =80 e t = 240, implementando o método CUp com 4800 Volumes.
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4.3 Resultados bidimensionais

Para aplicar o WPA usando a divisao dimensional descrita na segao (3.3.4.2) ao sistema de
equagoes de elasticidade (2.43), é necessério resolver o problema de Riemann em z e em y como

feito em uma dimensao, lembrando que o problema bidimensional,
q + Age + BQy =0, (4.34)
pode ser dividido entdo em dois passos,

Passo 1 (varredura em x): q + Agy =0, (4.35)
Passo 2 (varredura em y) : q; + Bgy = 0. .

No passo 1 comecamos com médias de células (7'; no momento ¢, e resolvemos problemas
unidimensionais ¢; + Ag, = 0 ao longo de cada linha das células C; ; com j fixo, para isso, como
no caso unidimensional, ¢ assumido que cada volume finito tem associado a ele uma densidade p; ;
e uma relacdo tensao-deformacao o; j(g; ;) = Kj je; 5, como feito em [LeV02b] para as equagdes de
acustica linear 2-D.

A matriz jacobiana f,(q,z,y) para o sistema (2.43) é

0 —1/p(z,y) 0
fq(qa$7y) = _K("I;7y) 0 0 ) (436)
0 0 0
e os autovalores sao
s = —c(x,y), s =0, s =c(z,y), (4.37)
onde
K
c(z,y) = \/Us(g’w’y) = \/ (‘T’y), (4.38)
p(z,y) p(z,y)
com autovetores correspondentes,
1/\/K(x,y)p(x,y) 0 —1/\/K(I7y)p(l’7y)
T,ml _ 1 ’ Tm2 — 0 7 T,a:?; — 1 (439)
0 1 0

Como em uma dimensio, usamos um solucionador aproximado de Riemann que funciona muito

bem, com base na definigao da matriz A;_; /5 ; em termos de seus autovetores e autovalores como

Koo 1s
) " i—1,5Pi—1,j » Kiil’j
T e = T = 1 , para sy ;= — ﬁ7 (4.40)
1—1,7
0
0
r =101,  parasi? ;=0 (4.41)
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K. -
, para sffl/% =— p” (4.42)
1/7.7

x3 _x3
Tic1/2,5 = Vi =

1/\/Kijpij
1

0

O algoritmo descrito na secao 3.3.3 agora pode ser aplicado decompondo a diferenca de fluxo

fi,j(Qi ;) — fi—1,;(Qi-1,;) como uma combinagao linear desses autovetores

_ il 1 2 2 3 3
fij(Qig) — fi1(Qiz1j) = 51'—1/24‘77—1/2,]‘ + B 124 125 T ﬁi—1/2,jrf—1/2,j

(4.43)
_ 1 2 3
=Zi 1251 212 T 21,
Para isso, notamos que
—(mu)ij/pij —(mu)i-1,j/pi-1,5
fij(Qij) = fic1j(Qim1) = | —oijleiy) | —| —oim1i(Ei-14)
i 0 0
(4.44)
(ma)i-1,5/pi-1,5 — (Mu)ij/pij
= Ki-1jei-15 — Kijeij
i 0
1/VEKi1jpi-1; 0 —=1/\/Kijpi; reth 0 et
(Rx)i—1/05 = 1 0 1 = 1 0 1 7|, (4.45)
0 1 0 0 1 0
onde r*1l .= 1/\/Ki—1,jpi—1; € reld .= 1/\/K; jpi j, logo
_T;rl3 0
1
-1
(Rw)i—l/lj = el _ i3 0 0 L (4.46)
-1 7
e, portanto,
511—1/2,;' Ui—1,j — Ui,j
Py | =R | Kigeiy — Kijei
3
(4.47)
(wim1j — uig) — r"P(Kioyjeim1; — Kijeig)
= W 0

—(uij — uig) + (Ko jeio1y — Kijeig)

Feito isso ja temos tudo necessario para aplicar o WPA no passo 1 (varredura em z).
No passo 2 resolvemos problemas unidimensionais g; + Bg, = 0 ao longo de cada coluna das
células C;; com i fixo, seguindo a metodologia implementada em [LeV02b] para as equacoes de

acustica linear 2-D.
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A matriz jacobiana g,4(q, z,y) para o sistema (2.43) é

0 0 —1/p(z,y)
9¢(¢: @,y) = 0 0 0 : (4.48)
Os autovalores sao
sV = —c(z,y), $?=0, s =c(z,y), (4.49)
onde
K
c(z,y) = \/UE(S’x’y) = \/ (x’y), (4.50)
p(z,y) p(z,y)
com autovetores correspondentes
]./VK(CL',y),O(CL',y) 0 —1/\/K(£L',y),0(l',y)
7,,:1/1 — O , ryQ — 1 , ’,”ys e 0 (451)
1 0

Como feito anteriormente, usamos um solucionador aproximado de Riemann com base na de-

finicao da matriz B; j_;/, em termos de seus autovetores e autovalores com

1/VEKij-1pij1 I
v =l = yl _ i,j—1
Tij—1/2 = Tij—1 = 0 ) para s;; ., = - m, (4.52)
1 )
0
y2 — y2 _
Tii—i2= | 0| para s;; g5 = 0 (4.53)
1
e
1//Ki;pij -
v =¥ = v3i i.j
Tij—1/2 = Tijg = 1 , para s; g5 == P (4.54)

0

O algoritmo descrito na segao 3.3.3 pode ser aplicado decompondo a diferenca de fluxo g; ;(Q; ;) —

i,j—1(Qij—1) como uma combinagao linear desses autovetores

_ nl yl 2 y2 3 y3
9i5(Qig) = 9ij1(Qij1) = Bl 1 orls 1o+ By ot B et

_ =1 2 3

= Zijp T 2t 2y

)

(4.55)
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Para isso, notamos que

[ —(ma)ij/pij =(mo) j-1/pij—1
9ij(Qij) — Gij—1(Qij—1) = 0 - 0
—0ij(&ij) —04-1(8ij-1)
, (4.56)
(Mo)ij—1/pij—1 — (Mw)ij/ pij
= 0
| Kigaagij-1— Kigeig
1/VEKij-ipij—1 0 —1/\/Kijpij pyit gyt
(Ry)ij1/2 = 0 1 0 =/ 0o 1 o0 |, (4.57)
1 0 1 1 0 1
onde T‘yll = 1/\/Ki,jflpi,j71 € T‘y13 = 1/\/Ki,jpi,j
0 —ryl3
1
—1 _
(RY)ijrpp= iz | O 1 0 |, (4.58)
-1 0 oyt
e, portanto,
Bli 1 Vij—1 = Vi
—1
Ticie | = By 0
?,j—l/Q Kij-18ij-1 — Kijé€ij
(4.59)

(Vi1 = vij-1) = VP (Kijeijo1 — Kijeig)
= ST 0

—(vij—1 = vig) + V(K jo1ei -1 — Kigeig)

Feito isso ja temos tudo necessario para aplicar o WPA no passo 2 (varredura em y).

Para aplicar o WPA totalmente discreto descrito da se¢ao 3.3.4.1 ao sistema de equagoes de
elasticidade (2.43), além de ter que resolver problemas de Riemann unidimensionais, como feito
anteriormente, também é necessario resolver um problema de Riemann transverso que modela a
propagacao transversa. Para isso a flutuacdo a direita ATAQ obtida da resolucido do problema de
Riemann em x, como feito no passo 1 da divisdo dimensional, é dividida em flutuacoes transversais
ascendentes e descendentes BT ATAQ e B~ AT AQ que modificam os fluxos Gijt1/2 € Gij_1/2 acima
e abaixo da célula (i, ), respectivamente. Para calcular a flutuacdo descendente B~ ATAQ, por
exemplo, é necessario decompor o vetor AT AQ em autovetores correspondentes a ondas ascendentes
e descendentes decorrentes da interface em (i, — 1/2). Seguindo a ideia apresentada em [LeV02b)]

desenvolvida para as equacoes de acustica linear, obtém-se

1/\/Kij—1pij—1 0 —1/\/K; jpi
A+AQ’i—1/2,j =~! 0 +72 01|+ 0
1 0 1

, (4.60)
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com velocidades —c; j_1, 0, ¢; ; respectivamente. Ao resolver este sistema linear temos

N (ATAQ;_1/2)" + (1/VEij)(ATAQ;_1 )2 5)?
1/ VKij-1pij—1+ 1/ Kijpij ’

em que (ATAQ;_1/2;)? é o p-ésimo elemento do vector AYAQ;_1 /s ;.

(4.61)

O coeficiente ! é o tinico necessério para calcular a flutuacao descendente, obtida multiplicando

a primeira onda em (4.60) pela velocidade dessa onda descendente

1V Eij-1pij-1
B ATAQ; 125 = —cij17' 0 . (4.62)
1

Para calcular a flutuacio ascendente BT ATAQ, decompomos o vetor ATAQ em autovetores

correspondentes a ondas ascendentes e descendentes decorrentes da interface em (i,j + 1/2),

1/V/Kijpij 0 —1/VEKij+1pij+1
0

ATAQ; 125 =7" 0 +y 1| +4° (4.63)
1 0 1
com velocidades —c¢; ;, 0, ¢; j+1 respetivamente.
Ao resolver este sistema linear temos
3 _(A+AQi—1/2,j>1 +(1/y/ Ki,j)(A+AQi—1/2,g’)3 (4.64)

’7 =
1/\/Kijpij+1//Kij1pij+1

O coeficiente 43 é o tinico necesséario para calcular a flutuacio ascendente, que é obtida multipli-

cando a terceira onda em (4.63) pela velocidade desta onda ascendente,

—1/V/Kijr1pij+1
BTATAQ; 12, = Cij+17° 0 (4.65)

1

A flutuagao esquerda A~ AQ);_; /3 ; deve igualmente ser decomposto de duas maneiras diferen-
tes para calcular as flutuagoes transversais B~ A~AQ;_1/2; € BTAAQ;_, /2,j- As formulas sao
bastante semelhantes com i substituido por : —1 em K e p acima modificando os fluxos G;_1 ;11,2
e G;_1 j_1/2 como apresentado nos passos 5 e 6 do algoritmo apresentado na segio 3.3.4.1.

Uma abordagem semelhante é feita ao varrer na direcdo y. Depois de resolver o problema
de Riemann na interface (i,j — 1/2), definimos BiAQi’j_l /2, a flutuagao BTAQ é dividida em
flutuacoes transversais B~ ATAQ e BT AT AQ que modificam os fluxos Fi 12 e Fi12; aesquerda
e direita da célula (i,j), respectivamente. Para calcular a flutuagdo transversal A~BTAQ, por
exemplo, precisamos decompor o vetor Bt AQ em autovetores correspondentes a ondas decorrentes

da interface em (i — 1/2, j)

Ki-1,pi-1,j 0 —1/\/Ki jpi;
BYAQ; ;12 = o 1 +920 | +7° 1
0 1 0

: (4.66)
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com velocidades —c¢;_1 5, 0, ¢; j respectivamente. Resolver este sistema linear resulta em

= (BTAQ; j_1/2)" — (—1//Kij)(BTAQ; j_1/2)*
1/ VEKi—1pi1j+ 1/ Kijpi; ’

em que (B+AQ1‘7]‘_1/2)p é 0 p-ésimo elemento do vector B+AQZ-J~_1/2. O coeficiente ' é o tinico

(4.67)

necessario para calcular a flutuagdo necessaria, que é obtida multiplicando a primeira onda em

(4.66) pela velocidade dessa onda

Ki—1,pi-1,
.A_B-FAQZ‘,]-_UQ = —C1;17j’71 1 . (4.68)
0

Para calcular a flutuacio A~BTAQ, decompomos o vetor BTAQ em autovetores correspon-

dentes a ondas decorrentes da interface em (i 4+ 1/2, 7),

1/V/Kijpi 0 —1/\/Kit1,pit1,
BYAQ;j 172 = 7' 1 +4% 0 | +9° 1 , (4.69)
0 1 0

com velocidades —c¢; ;, 0, ¢j41,j respetivamente. Resolver este sistema linear resulta em

5 —(BTAQ; j_1)2)" + (1//EKij)(BTAQ; j_1/2)

= (4.70)
1/\/Kijpij+ 1/ Kit1,jpi+1,

O coeficiente 43 é o tinico necessirio para calcular a flutuacio necessiria, que é obtida multi-

plicando a terceira onda em (4.69) pela velocidade desta onda,

—1/\/Ki1,piv1,
A+B+AQ1’J,1/2 = Ci+17j’)/3 1 . (471)

A flutuagao B~ AQ; j_1/2 deve igualmente ser decomposta de duas maneiras diferentes para calcular
as flutuacgoes transversais A”B~AQ; ;_1/2 € ATB-AQ; 4 /2- As férmulas sao bastante semelhantes
com j substituido por j — 1 em K e p acima modificando os fluxos F;_1/5 ;1 € Fiy1/2-1-

Para implementar o método CUp precisamos conhecer o maior e o menor autovalores das

matrizes jacobianas f,(q,x,y) e gq(q,x,y), dados por
A3 = C(l’,y), A = _C(‘Ta y)a (472)

respectivamente, onde

_ oe(e,2,y) _ K(z,y)
eley) = \/ plz,y) W)(fv,y) ' (4.73)

4.3.1 Caso homogéneo: verificagao dos algoritmos

Considere um problema radialmente simétrico para que uma solucdo de referéncia possa ser

calculada resolvendo um problema eldstico unidimensional com termo de fonte geométrico. Para
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isso, considere o dominio [—1,1] x [—1,1], com K(z,y) =4, p(z,y) = 1 e condigao inicial

w(r—0.5) _
o(z.y) = (1 + cos (70.2 ))/K(x,y), se |r—0.5]<0.2, (4.74)

0, caso contrario

comu =0, v =0, onde r = /22 + 92 é o raio. As condi¢des de fronteira sdo nao refletivas ou
absorventes.

Neste caso pode-se reduzir a complexidade do problema numérico substancialmente, aprovei-
tando a simetria. J4 que esta sendo resolvido um problema onde a solugao é sabidamente simétrica
radialmente, pode-se reescrever as equagoes em coordenadas polares, obtendo um sistema que se
reduz a um problema na varidvel de espago tnico r. As equacbes transformadas envolverdo um
termo fonte geométrico.

As equagoes de elasticidade bidimensionais (2.43) com simetria radial sdo reduzidas a

a-Ur= (4.75)
pUp — o, (K;e) = 0,
que tem exatamente a mesma forma que o sistema unidimensional de equagoes (2.41), mas com a
adicdo de um termo fonte geométrico no lado direito.
Para resolver as equagoes (4.75), suponha que ji obtivemos Q* de Q™ resolvendo o sistema
homogéneo ¢; + f(q)r = 0. E desejado agora avancar Q7 para QZ‘H resolvendo a EDO ¢ = ¥(q)
ao longo do tempo t em cada célula da grade. Neste caso, esta equacgdo pode ser resolvida com

exatidao. Para o sistema (4.75) os termos fontes isolados sdo
e, (4.76)

uma vez que U é constante neste sistema, o valor de g; é constante e esta EDO ¢ facilmente resolvido
exatamente, fazendo
1
eftt = el = AUUY) [ (ripy),
urtt = yr
; :

2

(4.77)

Nas Figuras 4.15, 4.16, 4.17, mostra-se a tensao o(x,y,e(z,y)), e um gréafico de dispersao comparado
com uma solugdo de referencia 1D computada com o método WPA-1D em uma malha de 51200
Volumes, nas implementagoes 2D foram usados 100 volumes em z e y (Azx = Ay = 0.02) e CFL =
0.5 (At = 0.005).

Observamos que a solucdo obtida com os métodos em 2D correspondem com o grafico de disper-
sao apresentado, neste teste também podemos observar como as condi¢oes de fronteira absorventes
apresentadas na secdo 4.1.4, embora surpreendentemente eficaz, essa abordagem infelizmente nao
é tao eficaz quanto em uma dimensao, exceto no caso especial de ondas planas que saem normais a
fronteira do dominio. Uma onda de saida em algum angulo em relacdo a grade pode ser vista como
uma superposi¢do de varias ondas se movendo nas direcoes x e y. Algumas dessas ondas devem
ser recebidas da perspectiva do limite computacional. Isso fica claro pelo fato de que resolver um
problema de Riemann em x ou y no meio de uma onda tao obliqua resultard em ondas nao triviais
movendo-se com velocidades positivas e negativas. O uso de extrapolagao de ordem zero resultara

na perda de algumas dessas informagoes. O fato de ndo haver ondas de entrada normais ao limite
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Figura 4.14: condicdo inicial para o exemplo 1, caso homogéneo

4.3

resulta em uma representagéo incorreta da onda obliqua de saida, que aparece computacionalmente

como uma onda refletida de entrada [LeV02b].
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Figura 4.15: Stress (o(x,y,e(x,y))) e grifico de dispersao ao implementar o WPA-2D totalmente discreto.
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Figura 4.16: Stress (o(x,y,e(x,y))) e grifico de dispersao ao implementar o WPA-2D utilizando a divisao

dimensional.
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Figura 4.17: Stress (o(x,y,e(x,y))) e grifico de dispersao ao implementar o CUp.
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4.4 Testes em sismica

4.4.1 Teste 1.

No primeiro teste temos um dominio que vai de xg =0 a 1 = 1000m e zp = 0 a z; = 1000m,
um perfil de velocidade com 5 interfaces de velocidades diferentes variando de 1,5km /s a 5,5km/s.

Usamos uma fonte de Ricker, mostrada na figura 4.19, dada por
g(t) = (1 =27 f3(t — t0)?) exp(n® f3,(t — t0)?),

onde fyr = 0.015 é a frequéncia em kHz e ty) = 1/fa;. A fonte foi colocada no meio do dominio a
uma profundidade de 20m, os receptores foram colocados ao longo do eixo x a uma profundidade
de 20m. No fundo, do lado esquerdo e direito, foram usadas condi¢bes de contorno nao refletivas
ou absorventes descritas na secao 4.1.4. No topo foram impostas condi¢ées de parede solida ou
refletivas descritas na seccao 4.1.2.

Na figura 4.19 mostramos o perfil de velocidades, a ubicagdo do termo fonte (em vermelho)
e a ubicacdo dos receptores (em verde, representados cada 100m),na figura 4.18 é mostrada uma
solucdo de referéncia, no tempo ¢t = 0.3s, calculada com um método de diferencias finitas de ordem
20 utilizando o pacote Devito [LLLT19, LLL"20] em uma malha com 6401 pontos em z e 6401
pontos em z e na figura 4.25 é mostrado o grafico do receptor no tempo t = 1s, o corte foi feito em
x = 330m.

Na tabela 4.4 é mostrado o erro na norma L' e na norma L>™ para a solucdo do teste 1 no
tempo t = 0.3s entre os métodos DF2, DF8, CUp, DSWPA, FWPA e o método DF20, podemos
observar que o erro dos métodos de volumes finitos apresentados é menor que o erro observado
com os métodos de diferencias finitas DF2 e DFS, tanto na norma L' quanto na norma L. Entre
os métodos de volumes finitos apresentados se observa que na norma L°° o método que obtive
o menor erro foi o método CUp, mas na norma L' os métodos DSWPA e FWPA apresentam
melhores resultados notando que o método DSWPA foi um pouco melhor que o método FWPA.
Na figura 4.20 sdo mostrados os resultados obtidos ao implementar o método DF2, se observa que
com Ax = Az = 10m o método ndo consegue representar bem a solugdo apresentando anisotropia
numérica e que ao diminuir o Az = Az para 5m e 2.5m podemos observar que de fato o método ja
consegue representar bem a solucdo mas apresenta bastante dispersdo ao momento de representar
as ondas refletidas. Observamos na figura 4.21 que ao implementar o método DF8 no teste 1 o
método nao apresenta anisotropia numérica mesmo com Az = Az = 10m, no entanto, uma soluc¢ao
dispersiva é observada ao representar as ondas que sao refletidas mesmo com Az = Az = 5m e 2.5m.
Na figura 4.22 sao apresentados os resultados obtidos ao implementar o método CUp, aqui podemos
observar que esse método apresenta error nas interfaces onde temos mudancas na velocidade, como
visto em uma dimensao, mesmo assim podemos observar uma solu¢dao nao dispersiva mas claramente
mais dissipativa quando comparada com a solucdo obtida com o método DF, tal dissipacao é muito
mais forte nos picos das ondas como esperado devido ao uso do limitador néo linear TVD, MC. Nas
figuras 4.23 e 4.24 observamos as solugoes obtidas ao implementar os métodos FWPA e DSWPA|
observamos que com Az = Az = bm e 2.5m os métodos conseguem representar muito bem a
solucdo com muito pouca dissipacdo e sem a dispersao apresentada nos métodos de diferencias

finitas, podemos observar que as solugoes obtidas com o método DSWPA e FWPA sao muito
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4.4

Tabela 4.4: Comparacdo numérica dos erros entre os métodos DF2, DF8, CUp, DSWPA, FWPA e o método
DF20 na norma L' e na norma L*°, para a solugio (campo o(x,y)) do teste 1.

DF2 - Diferencias finitas de ordem 2

DFR - Diferencias finitas de ordem 8

N Norma L' | Norma L*>® N Norma L' | Norma L*>®
101 5.117E4+01 | 2.508E-01 101 3.635E+01 | 1.551E-01
201 2.530E+01 | 1.306E-01 201 2.038E+01 | 9.920E-02
401 1.338E+01 | 7.201E-02 401 1.015E+01 | 5.250E-02
CUp DSWPA
N Norma L! Norma L N Norma L' Norma L
101 2.697E401 | 9.656E-02 101 2.298E+01 | 1.034E-01
201 1.462E+01 | 6.350E-02 201 1.272E+01 | 9.110E-02
401 7.546E400 | 4.043E-02 401 6.826E4+00 | 4.370E-02
FWPA
N Norma L' Norma L
101 2.327E+01 | 1.059E-01
201 1.314E+01 | 9.070E-02
401 7.027E+00 | 4.240E-02

parecidas tanto qualitativa como quantitativamente, deve-se notar que tanto os métodos DSWPA

e FWPA foram implementados usando o limitador de fluxo SuperBee.

Na tabela 4.5 mostramos o erro para os receptores do teste 1, na norma L' e na norma L™, de

acordo com os resultados obtidos podemos observar que de fato os métodos de volumes finitos apre-

sentados resultam ser muito mais dissipativos que os métodos de diferencias finitas implementados,

sendo o pior o método CUp como era de esperar. No entanto, vemos que embora os métodos de

diferencas finitas apresentem menores erros e solugbes menos dissipativas, devemos notar que eles

apresentam uma grande dispersdo em relagdo aos métodos de volumes finitos, conforme observado

nas figuras 4.26, 4.27, 4.28, 4.29, 4.30.
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Tabela 4.5: Comparacio numérica entre os métodos DF2, DF8, CUp, DSWPA, FWPA e o método DF20
na norma L' e na norma L, para o receptor localizado em = = 330m obtido no teste 1.

DF2 - Diferencias finitas de ordem 2

DFSR - Diferencias finitas de ordem 8

N Norma L1 Norma L N Norma L1 Norma L°°
101 2.996E+01 | 2.984E-01 101 1.658E+01 1.512E-01
201 1.578E+01 1.344E-01 201 1.254E+01 1.131E-01
401 1.023E+01 | 7.100E-02 401 8.627E+00 | 5.910E-02
CUp DSWPA
N Norma L1 Norma L N Norma L1 Norma L°°
101 2.319E+01 | 4.063E-01 101 2.199E+01 | 3.870E-01
201 1.879E+01 | 3.259E-01 201 1.711E+01 | 3.120E-01
401 1.682E+01 | 2.899E-01 401 1.573E+01 | 2.842E-01
FWPA
N Norma L1 Norma L
101 2.197E+01 | 3.859E-01
201 1.709E+01 | 3.105E-01
401 1.572E+01 | 2.818E-01
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Figura 4.18: Solucio de referencia para o campo o(x,y) calculada com um método de diferencias finitas
de ordem 20 utilizando o pacote Devito, numa malha de 6401 pontos em x e 6401 pontos em z (Ax = Az =

1
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Figura 4.19: a) Termo fonte utilizado no Teste 1, frequéncia de 0.015 KHz; b)Perfil de velocidade, ubicagio
da fonte (em vermelho) e os receptores (em verde, representados com uma separagio de 100m entre cada).

4.4.2 Teste 2.

No segundo teste pegamos as mesmas condigoes do teste 1, mais trocamos a frequéncia da
fonte de fjr = 0.015 KHz para fj; = 0.05 KHz. De novo a fonte foi colocada no meio do dominio
a uma profundidade de 20m, os receptores foram colocados ao longo do eixo = e colocados a uma
profundidade de 20m. No fundo, do lado esquerdo, e direito, foram usadas condi¢des de contorno
nao refletivas ou absorventes descrita na seccao 4.1.4. No topo foram impostas condi¢es de parede
solida ou refletivas descritas na secgao 4.1.2.

Na figura 4.31 é mostrada uma solucao de referéncia, no tempo ¢t = 0.3s, calculada com um
método de diferengas finitas de ordem 20 utilizando o pacote Devito [LLLT19, LLL"20], numa
malha com 6401 pontos em z e 6401 pontos em z (Azx = Az = 0.15625m) e na figura 4.37
mostramos o grafico do receptor no tempo t = 1s, o corte foi feito em x = 330m.

Na tabela 4.6 sao mostrados os erros obtidos ao comparar a solucdo do teste 2 no tempo
t = 0.3s implementando os métodos DF2, DF8, CUp, DSWPA, FWPA, onde podemos observar
que de novo os métodos de volumes finitos apresentam melhores resultados quando comparados
com os métodos de diferencias finitas tanto na norma L' como na norma L>. Podemos observar
nas figuras 4.32, 4.33 que ao aumentar a frequéncia do termo fonte, o método de DF2 apresenta
uma maijor anisotropia numérica. Na figura 4.34 mostramos a solu¢do ao implementar o método
CUp e podemos notar que de fato esse método e muito mais dissipativo que os métodos de volumes
finitos DSWPA e FWPA de acordo com o observado nas figuras 4.36 e 4.35. Neste teste de novo é
claro que o erro nos métodos de diferencias finitas aumenta muito mais é pela dispersao que pela
dissipagao pelo contrario nos métodos de volumes finitos o erro aumenta mais pela dissipacao que
pela dispersao, isso pode ser confirmado pelo observado na tabela 4.7 onde sdo mostrados os erros
para o receptor localizado em z = 250m no tempo ¢t = 1s, observamos que enquanto os erros na
norma L do método DF8 sdo menores que os erros dos métodos de volumes finitos CUp, DSWPA
e FWPA, os erros na norma L' sdo maiores. A dissipacdo dos métodos de volumes finitos é evidente

nas figuras 4.40, 4.41, 4.42 sendo o método CUp o mais dissipativo deles.
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Figura 4.20: Solugio para o campo o calculada com um método de diferencias finitas de ordem 2, a)
Ax = Az =10m, b) Ax = Az = b5m, ¢) Ax = Az = 2.5m, d) comparagio entre o método de diferencias
finitas de ordem 2 e o método de diferencias finitas de ordem 20, corte feito em x = 330m.
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Figura 4.21: Solugio para o campo o(x,y) calculada com um método de diferencias finitas de ordem 8, a)
Ax = Az =10m, b) Ax = Az = bm, ¢) Ax = Az = 2.5m, d) comparagio entre o método de diferencias
finitas de ordem 8 e o método de diferencias finitas de ordem 20, corte feito em x = 330m.
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Figura 4.22: Solugio para o campo o(x,y) calculada com o método Central-Upwind Kurganv-Lin, a) Az =
Az = 10m, b) Ax = Az = 5m, ¢) Az = Az = 2.5bm, d) comparagdo entre o método Central-Upwind
Kurganv-Lin e o método de diferencias finitas de ordem 20, corte feito em x = 330m.
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Figura 4.23: Solugio para o campo o(x,y) calculada com o WPA totalmente discreto, a) Ax = Az = 10m,
b) Az = Az =b5m, ¢) Az = Az = 2.5m, d) comparagio entre o WPA e o método de diferencias finitas de
ordem 20, corte feito em x = 330m.
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Figura 4.24: Solugdo para o campo o(x,y) calculada com o WPA utilizando divisao dimensional, a) Ax =
Az =10m, b) Az = Az =5m, ¢) Ax = Az = 2.5bm, d) comparagio entre o WPA com divisdo dimensional
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Figura 4.25: Sismograma de referencia do campo o(x,y) calculado com um método de diferencias finitas
de ordem 20 utilizando o pacote Devito, numa malha de 6401 pontos em x e 6401 pontos em z (Ax = Az =
10m), Lfinal = 1s.
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Figura 4.26: Sismograma do campo o(x,y) calculado com o método de diferencias finitas de ordem 2, a)
Ax = Az =10m, b) Ax = Az = bm, ¢) Ax = Az = 2.5m, d) comparagio entre o método de diferencias
finitas de ordem 2 e o método de diferencias finitas de ordem 20, corte feito em x = 330m.
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Figura 4.27: Sismograma do campo o(x,y) calculado com o método de diferencias finitas de ordem 8, a)
Az = Az =10m, b) Ax = Az = bm, ¢) Ax = Az = 2.5m, d) comparagio entre o método de diferencias

finitas de ordem 8 e o método de diferencias finitas de ordem 20, corte feito em xz = 330m.
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Figura 4.28: Sismograma do campo o(z,y) calculado com o método CUp, a) Ax = Az = 10m, b) Az =
Az = 5m, ¢) Ax = Az = 2.5m, d) comparagio entre o método CUp e o método de diferencias finitas de

ordem 20, corte feito em x = 330m.
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Figura 4.29: Sismograma do campo o(x,y) calculado com o método DSWPA, a) Ax = Az = 10m, b)
Az = Az = bm, ¢) Az = Az = 2.5m, d) comparagdo entre o método DSWPA e o método de diferencias
finitas de ordem 20, corte feito em x = 330m.
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Figura 4.30: Sismograma do campo o(x,y) calculado com o método FWPA, a) Ax = Az = 10m, b)
Ax = Az = 5m, ¢) Ax = Az = 2.5m, d) comparagio entre o método FWPA e o método de diferencias
finitas de ordem 20, corte feito em x = 330m.
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Tabela 4.6: Comparacio numérica dos erros entre os métodos DF2, DF8, CUp, DSWPA, FWPA e o
método DF20 na norma L' e na norma L™, para a solugdo do teste 2 no tempo t = 0.3s, o corte foi feito

em x = 250m.

DF2 - Diferencias finitas de ordem 2

DFR - Diferencias finitas de ordem 8

N Norma L! Norma L* N Norma L! Norma L*
201 1.060E4-02 | 4.649E-01 201 8.646E+01 | 5.483E-01
401 9.157TE+401 | 5.130E-01 401 5.234E+01 | 3.660E-01
801 4.123E401 | 2.969E-01 801 2.860E+01 | 2.104E-01
CUp DSWPA
N Norma L' Norma L°° N Norma L! Norma L*
201 5.684E+01 | 3.883E-01 201 5.249E+01 | 3.515E-01
401 5.296E+01 | 3.363E-01 401 3.359E+01 | 2.384E-01
801 2.610E+01 | 2.016E-01 801 1.288E+01 | 1.540E-01
FWPA
N Norma L! Norma L*
201 5.260E+01 | 3.552E-01
401 3.462E+01 | 2.463E-01
801 1.286E+01 | 1.488E-01

Tabela 4.7: Comparacao numérica dos erros entre os métodos DF2, DF8, CUp, DSWPA, FWPA e o método
DF20 na norma L' e na norma L, para o receptor localizado em x = 330m do teste 2 no tempo t = 1s.

DF2 - Diferencias finitas de ordem 2

DFS8 - Diferencias finitas de ordem 8

N Norma L' Norma L N Norma L! Norma L
201 7.274E401 | 7.709E-01 201 3.538E+01 | 4.302E-01
401 3.687TE4+01 | 5.896E-01 401 2.659E+01 | 5.871E-01
801 2.685E+01 | 4.707E-01 801 2.106E+01 | 3.434E-01
CUp DSWPA
N Norma L' Norma L N Norma L' Norma L
201 2.572E401 | 7.168E-01 201 2.542E+01 | 7.082E-01
401 2.403E+401 | 6.381E-01 401 2.115E+01 | 5.982E-01
801 2.028E401 | 5.117E-01 801 1.473E+01 | 4.581E-01
FWPA
N Norma L' Norma L
201 2.542E+01 | 7.086E-01
401 2.129E+01 | 6.008E-01
801 1.481E+01 | 4.584E-01
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Figura 4.31: Solugio de referencia do campo o(x,y) calculada com um método de diferencias finitas de
ordem 20 utilizando o pacote Devito, numa malha de 6401 pontos em x e 6401 pontos em z (Ax = Az =
0.15625m), o corte foi feito em x = 250m.
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Figura 4.32: Solugio para o campo o(x,y) calculada com um método de diferencias finitas de ordem 2, a)
Ax = Az =5m, b) Ax = Az =2.5m, ¢) Az = Az = 1.25m, d) comparagio entre o método de diferencias
finitas de ordem 2 e o método de diferencias finitas de ordem 20, corte feito em x = 250m.
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Figura 4.33: Solugio para o campo o(x,y) calculada com um método de diferencias finitas de ordem 8, a)
Ax = Az =5m, b) Ax = Az =2.5m, ¢) Az = Az = 1.25m, d) comparagdo entre o método de diferencias
finitas de ordem 8 e 0o método de diferencias finitas de ordem 20, corte feito em x = 250m.
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Figura 4.34: Solugio para o campo o(z,y) calculada com o método CUp Kurganov-Lin, a) Az = Az = 5m,
b) Az = Az = 2.5m, ¢) Az = Az = 1.25m, d) o método CUp Kurganov-Lin e o método de diferencias
finitas de ordem 20, corte feito em x = 250m.
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Figura 4.35: Solugio para o campo o(x,y) calculada com o WPA totalmente discreto, a) Ax = Az = bm,
b) Ax = Az = 2.5m, ¢) Az = Az = 1.25m, d) comparacio entre o WPA e o método de diferencias finitas
de ordem 20, corte feito em x = 250m.
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Figura 4.36: Solugio para o campo o(x,y) calculada com o WPA utilizando divisdo dimensional, a) Az =
Az =5m, b) Ax = Az =2.5m, ¢) Ax = Az = 1.25m, d) comparagdo entre o WPA com divisio dimensional
e o método de diferencias finitas de ordem 20, corte feito em x = 250m.
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Figura 4.37: Sismograma de referencia do campo o(x,y), calculado com um método de diferencias finitas
de ordem 20 utilizando o pacote Devito, numa malha de 6401 pontos em x e 6401 pontos em z (Ax = Az =
0.15625m), tfina = 1s, corte feito em x = 330m.
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Figura 4.38: Sismograma do campo o(x,y) calculado com o método de diferencias finitas de ordem 2, a)
Ax = Az =5m, b) Ax = Az =2.5m, ¢) Az = Az = 1.25m, d) comparagio entre o método de diferencias
finitas de ordem 2 e o método de diferencias finitas de ordem 20, corte feito em x = 330m.
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Figura 4.39: Sismograma do campo o(x,y) calculado com o método de diferencias finitas de ordem 8, a)
Ax = Az =5m, b) Ax = Az =2.5m, ¢) Az = Az = 1.25m, d) comparagdo entre o método de diferencias
finitas de ordem 8 e o método de diferencias finitas de ordem 20, corte feito em xz = 330m.
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Figura 4.40: Sismograma do campo o(x,y) calculado com o método CUp, a) Ax = Az = bm, b) Az =
Az =2.5m, ¢) Ax = Az =1.25m, d) comparagio entre o método CUp e o método de diferencias finitas de

ordem 20, corte feito em x = 330m.
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Figura 4.41: Sismograma do campo o(z,y) calculado com o método DSWPA utilizando divisdo dimensional,
a) Axr = Az = 5m, b) Az = Az = 2.5m, ¢) Az = Az = 1.25m, d) comparagio entre o método WPA
utilizando divisdo dimensional e o método de diferencias finitas de ordem 20, corte feito em xz = 330m.
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Figura 4.42: Sismograma do campo o(x,y) calculado com o método WPA totalmente discreto, a) Ax =
Az =5m, b) Az = Az = 2.5m, ¢) Ax = Az = 1.25m, d) comparagio entre o método WPA totalmente

discreto e o método de diferencias finitas de ordem 20, corte feito em x = 330m.
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Tabela 4.8: Comparacdo numérica dos erros entre os métodos DF2, DF8, CUp, DSWPA, FWPA e o método
DF20 na norma L' e na norma L™, para o receptor localizado em x = 1200m do teste 3 no tempo t = 1s

DF2 - Diferencias finitas de ordem 2

DFS8 - Diferencias finitas de ordem 8

Axr = Az Norma L! Norma, L™ Axr = Az Norma L! Norma, L
10m 5.059E401 | 5.007E-01 10m 1.424E+01 | 8.830E-02
5m 4.406E+01 | 3.943E-01 5m 1.097E+01 | 5.502E-02
2.5m 2.618E+01 | 1.355E-01 2.5m 9.485E4+00 | 1.653E-02
CUp DSWPA
Ar = Az Norma L' Norma, L Axr = Az Norma L! Norma, L
10m 1.780E+01 | 4.645E-01 10m 1.779E+01 | 4.648E-01
5m 1.438E+01 | 3.929E-01 Sm 1.424E+01 | 3.939E-01
2.5m 1.010E+01 | 3.049E-01 2.5m 1.012E+01 | 3.060E-01
FWPA

Ar = Az Norma L! Norma, L

10m 1.805E+01 | 4.708E-01

5m 1.603E+01 | 4.192E-01

2.5m 1.286E+01 | 3.333E-01

4.4.3 Teste 3.

No terceiro teste temos um dominio que vai de g = 0 a 1 = 3000m e z5 = 0 a zg = 1000m,
junto com o perfil de velocidade mostrado na figura 4.43 com velocidades diferentes variando
entre 1.5km/s a 4km/s. Usamos o mesmo termo fonte dos testes anteriores com uma frequéncia
far =0.025KHz.

De novo a fonte foi colocada no meio do dominio a uma profundidade de 20m, os receptores
foram colocados ao longo do eixo x e colocados a uma profundidade de 20m. No fundo, do lado
esquerdo, e direito, foram usadas condig¢oes de contorno néo refletivas ou absorventes descrita na
seccao 4.1.4. No topo foram impostas condi¢ées de parede solida ou refletivas descritas na secgao
4.1.2.

Na figura 4.44 mostramos o grafico dos receptores no tempo t = 1s calculado com um método
de diferencas finitas de ordem 20 utilizando o pacote Devito, numa malha com 19201 pontos em x
e 6401 pontos em z (Ax = Az = 0.15625m), o corte foi feito em = = 1200m.

Nos testes 1 e 2 as descontinuidades entre as diferentes velocidades era muito forte (1km/s
entre cada camada) fazendo que os métodos de diferencias finitas tiveram um error de dispersao
maior, neste teste é apresentado um perfil de velocidades com varia¢Ges menores e de acordo com
os resultados obtidos na tabela 4.8 , podemos observar que o método de diferencias finitas de ordem
8 consegue melhores resultados que os métodos de volumes finitos, mesmo assim podemos observar
que na norma L™ as diferencias sdo muito maiores que quando comparamos os erros na norma L',
isso mostra que de fato quando temos um perfil de velocidades com variacdo suave claramente os
métodos de diferencias finitas resultam muito melhores que os métodos de volumes finitos CUp,
DSWPA, FWPA. De novo podemos observar que o método CUp é um pouco mais dissipativo que
os métodos DSWPA e FWPA.
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Figura 4.43: Perfil de velocidade utilizado no teste 3.
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Figura 4.44: Sismograma de referencia calculado com um método de diferencias finitas de ordem 20 uti-
lizando o pacote Devito, numa malha de 19201 pontos em x e 6401 pontos em z (Ax = Az = 0.15625m),
trinat = 1s, o corte foi feito em x = 1200m.



Tempo (s)

4.4 TESTES EM SISMICA 93

0 --- DF20-Ref
—— DF2-dx10
— DF2-dx5
— DF20-dx2.5
0.2
—
w0
~—
o 04
o
5
=
0.6 1
0.8 4
1
d)

Figura 4.45: Sismograma do campo o(z,y) calculado com o método de diferencias finitas de ordem 2, a)
Ax =Az=10m, b) Ax = Az =5m, ¢) Ax = Az = 2.5m, d) comparagio entre o método DF2 e o método
de diferencias finitas de ordem 20, corte feito em x = 1200m.
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Figura 4.46: Sismograma do campo o(x,y) calculado com o método de diferencias finitas de ordem 8, a)
Ax = Az = 10m, b) Az = Az = 5m, ¢) Ax = Az = 2.5m, d) comparagio entre o DF8 e o método de
diferencias finitas de ordem 20, corte feito em x = 1200m.
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Figura 4.47: Sismograma do campo o(x,y) calculado com o método CUp, a) Ax = Az = 10m, b) Az =
Az = 5m, ¢) Ax = Az = 2.5m, d) comparagio entre o método CUp e o método de diferencias finitas de

ordem 20, corte feito em x = 1200m.
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Figura 4.48: Sismograma do campo o(z,y) calculado com o método DSWPA, a) Ax = Az = 10m, b)
Ax = Az =5m, ¢) Ax = Az = 2.5m, d) comparagio entre o método DSWPA e o método de diferencias

finitas de ordem 20, corte feito em x = 1200m.
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campo o(x,y) calculado com o método FWPA, a) Ax = Az = 10m, b)

Ax = Az = 5m, ¢) Ax = Az = 2.5m, d) comparagio entre o método FWPA e o método de diferencias
finitas de ordem 20, corte feito em x = 1200m.






Capitulo 5

Conclusoes

O objetivo principal dessa dissertacao foi o de analisar o potencial de métodos de volumes finitos
de tipo Godunov em problemas de propagacido de ondas sismicas.

Conforme os resultados obtidos, podemos concluir que, embora os métodos de volumes finitos
apresentem uma maior dissipagdo numeérica, o erro introduzido pela dispersao numérica é muito pe-
queno, fazendo destes esquemas uma ferramenta apropriada quando temos fortes descontinuidades
no meio, onde os métodos de diferencas finitas apresentam mais dispersao numérica.

Observamos que o método CUp apresenta uma maior dissipacdo que os métodos DSWPA e
FWPA e, além disso, apresenta oscilagoes nas interfaces onde o meio é descontinuo.

Os métodos de volumes finitos CUp, DSWPA, FWPA estudados sdo de ordem 2 e, ao ser
comparados com o método de diferencas finitas DF2, de segunda ordem, observamos que de fato
os resultados obtidos com os métodos de volumes finitos sdo muito melhores (maior acuracia). No
entanto, o custo computacional dos métodos de volumes finitos é maior que o custo computacional
do método DF2.

Baseados no numero de operagoes requeridas na implementacao dos métodos e lembrando que
os métodos DSWPA e FWPA sao baseados no método de Lax-Wendroff, que é um método de
diferencas finitas de ordem 2, vemos que o custo computacional adicional no caso do método
DSWPA ¢ incrementado pela necessidade da resolucao do problema de Riemann em cada interface
de célula. No caso das equagoes de elasticidade, o problema de Riemann nao requer muito esforgo
computacional, mas ha um custo extra da implementacao dos limitadores de fluxo nao-lineares. Por
outro lado, o método DF8, precisa de um esténcil maior, e exige um esfor¢co computacional similar
que o método WPA, porém, o WPA apresenta um menor erro de dispersdo que o DF8, apesar
de um maior erro de dissipagdo. No caso do método FWPA, além da necessidade da solucdo do
problema de Riemann e a implementacao dos limitadores de fluxo, também necessitamos resolver
um problema de Riemann transverso. Mesmo assim, o custo computacional deste método pode ser
comparado ao custo computacional do método DFS.

Podemos observar que os métodos DSWPA e FWPA apresentaram resultados muito similares
e o método DSWPA ¢é mais barato computacionalmente, e mais simples de implementar, quando
comparado com o0 FWPA. Um dos motivos é potencialmente o fato de termos o sistema de coorde-
nados alinhado com a divisdo dimensional, assim como termos um alinhamento das interfaces de
mudancas de meios com o sistema de coordenadas. Em problemas mais complexos, pode ser que o
FWPA mostre vantagens, e isso serd investigado oportunamente.

Embora o método CUp seja mais geral e mais simples de implementar, devido a ndo necessidade
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de se resolver o problema de Riemann, no caso das equagoes de elasticidade apresentado ele requer
mais operagoes para avangar um volume finito no tempo, comparado com os métodos DSWPA e
FWPA, devido a introducao dos termos de correcao de dissipacao e a necessidade de usar o método
de Runge-Kutta para diminuir a dissipagao numérica ao ser implementado por grandes integracoes
de tempo.

De forma geral, observamos que os métodos de volumes finitos aqui investigados tem um grande
potencial para a uso em simulagdes numéricas de ondas actsticas e elasticas, com custo computa-
cional similar a métodos de diferencas finitas de ordem 8, frequentemente usados na literatura de
imageamento sismico, mas com menores erros de dispersdao. Vale ressaltar que o processo de ima-
geamento sismico é geralmente mais sensivel a erros de dispersao do que de dissipacao, reforcando,
portanto, o potencial dos métodos.

Como panorama futuro, estamos investigando o desempenho dos métodos de volumes finitos
em modelos de velocidades mais realistas, para colocar em pratica a analise desse tipo de esquema

em problemas inversos (FWI).
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