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Resumo

Ruge, V. D. F. Calculo de forma usando formas diferenciais e calculo exterior. 2021. Dissertagao-

Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2021.

No presente trabalho se aborda o cédlculo de forma usando o formalismo das formas diferenciais.
Isso fornece uma abordagem unificada e consistente para computar derivadas de forma de
ordem superior e evitar as tediosas manipulagoes envolvidas pelo calculo vetorial classico.
A derivada exterior de formas diferenciais é a linguagem natural para expressar principios
de conservagao subjacentes a muitos modelos baseados em equacoes diferenciais parciais. Se
apresenta a derivada de forma de solugoes de problemas de valor de fronteira (PVF) eliptico

de segunda ordem com condicao de fronteira de Neumann, Robin e Dirichlet.

Palavras-chave: forma diferencial, derivada de forma, derivada de Lie, teoremas de estrutura

de Hadamard-Zolésio.






Abstract

Ruge, V. D. F. Shape Calculus using differential forms and exterior calculus. 2021. Dissertagao-

Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2021.

In the present document, the shape calculus is approached using the formalism of differential
forms. This provides a unified and consistent approach to computing higher-order derivatives
and avoids the tedious manipulations involved in classical vector calculus. The exterior
derivative of differential forms is a natural language for expressing conservation principles
underlying many partial differential equations based models. We present the shape derivatives
of solutions of second order elliptic boundary value problems with Neumann, Robin and

Dirichlet boundary conditions.

Keywords: differential form, shape derivative, Lie derivative, Hadamard-Zolésio structure

theorems.






Conteudo

[Preliminares

1 Aplicacoes multilineares alternadas| . . . . . . . . ... ... 0.

2.4 Pullbackl . . . . . . .

[2.6 Espacos de Sobolev de tormas diferenciais| . . . . . . . ... ...
[2.7 Operador de Hodge| . . . . . . . .. ... . oo

[Calculo de formal

13 Calculo de forma para formas diferenciais| . . . . . . . ... ... .. ... ..

4 NEEGTALS| . . . . v v o o e e e e e e e e e e e e e

5 Integrais de fronteiral . . . . . . . . ... Lo

|6 Derivadas de forma para formas bilineares| . . . . . . . .. ... ... ... ..

|[Formas diferenciais como proxies vetoriais|

[7 Correspondencia entre formas diferenciais e funcoes escalares ou vetoriais|

18 Correspondencia entre operadores|. . . . . . . . . . . e e

[9 Correspondéncia entre integrais| . . . . . . . . . . . . ..o

{10 Correspondéncia entre o produto exterior e o operador de Hodge| . . . . . . .

|Calculo de forma em proxies vetoriais|

[11  Integrais de Dominio| . . . . . . . . . . . .. .

12 Integrais de Frontewra] . . . . . . .. . ... ... .. ... ...

11

15
15
15
17
19
20
21
22
22
27
27

29
30
31
34
35

37
37
38
40
41



10 CONTEUDO

[Aplicacoes: Derivada de formal

{14  Derivada de forma para solucoes de PVF' de segunda ordem| . . . . . . . . ..

115 Formulacao duall

[Consideracoes finais|

[Anexos|

51
51
56

61

63



Introducao

A geometria é o estudo do espago e das propriedades das formas no espaco. Consequentemente,
a geometria estd na base de muitas teorias fisicas atuais: relatividade geral, eletromagnetismo,
mecanica de fluidos, todas tém fortes estruturas geométricas subjacentes. A teoria de Einstein,
por exemplo, afirma que a forga do campo gravitacional é diretamente proporcional a curvatura
do espaco-tempo. A geometria diferencial é, portanto, a lingua materna de numerosas teorias
fisicas e matematicas. Infelizmente, a natureza geométrica inerente de tais teorias é frequen-
temente obstruida por sua formulagao em notagoes vetoriais ou tensoriais: o uso tradicional
de um sistema de coordenadas, no qual as equagoes definidoras sao expressas, muitas vezes
obscurece as estruturas subjacentes por um uso esmagador de indices. Além disso, tais

expressoes complexas emaranham o contetiido topolégico e geométrico do modelo.

A natureza geométrica desses modelos é mais bem expressa e elucidada através do uso do
calculo exterior de formas diferenciais, introduzido pela primeira vez por Elie Cartan. Este
calculo baseado em geometria foi desenvolvido e refinado ao longo do século XX para se tornar
a base da geometria diferencial moderna. O cdlculo das formas externas permite expressar
equagoes diferenciais e integrais em espagos suaves e curvos de maneira consistente, enquanto
revela os invariantes geométricos em jogo. Por exemplo, as operacoes cldssicas de gradiente,
de divergéncia e rotacional, bem como os teoremas de Green, de Gauss e de Stokes, podem
ser todos expressos concisamente em termos de formas diferenciais e de um operador nessas

formas chamado de derivada exterior.

Um dos fundamentos mateméaticos da otimizacao de forma é o calculo de forma, que consiste
na diferenciacdo de funcionais e de operadores com respeito as variagoes de um dominio
espacial. Normalmente os problemas de otimizacao de forma sao resolvidos mediante métodos
numéricos iterativos, mas também é necessario ter alguma informagao do gradiente e/ou da
Hessiana de forma. Para estudar isto, o trabalho a seguir baseia-se nos resultados publicados
por Ralf Hiptmair e Jingzhi Li em [I]. O célculo de forma é aproximado a partir do método
de velocidade, isto é, as perturbacoes de forma sao dependentes de fluxos gerados por campos

vetoriais.

Para obter as derivadas de forma usamos o cédlculo de formas diferenciais em oposi¢ao ao
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12 INTRODUCAO

calculo vetorial classico; a adoc¢ao de formas diferenciais nos permite ter algumas vantagens:

1. O calculo de formas diferenciais geralmente fornece formulas simples, enquanto o calculo

vetorial deve recorrer a expressoes complicadas.

2. Invariantes sao facilmente descobertas quando sao expressas como formas diferenciais
invocando o teorema de Stokes, o lema de Poincare, ou aplicando diferenciagao exterior.
Observe também que a derivada externa das formas diferenciais - a parte antissimétrica
das derivadas - é uma das partes mais importantes da diferenciacdo, uma vez que é

invariante sob a mudanga do sistema de coordenadas.

3. Asformas diferenciais oferecem uma descrigao independente de coordenadas para modelos,
em contrapartida o calculo vetorial depende das coordenadas, cuja escolha geralmente

¢ arbitraria.

4. A derivada exterior de formas diferenciais é a linguagem natural para expressar principios
de conservagao subjacentes a muitos modelos baseados em Equagoes Diferenciais Parciais

(EDP’s). As derivadas de forma tém um papel fundamental na otimizagao de forma.

No primeiro capitulo sao apresentados alguns conceitos basicos: definigoes e notagoes associadas
as formas diferenciais, especialmente as operacoes do calculo exterior como derivada exterior;
produto interior; o pullback, entre outros. Ao final do capitulo é apresentado o teorema de
Stokes, um resultado essencial para o entendimento deste trabalho que relaciona a derivada

exterior com a integracao de formas diferenciais.

No capitulo seguinte, se expoe as correspondéncias entre formas diferenciais e os proxies
vetoriais, isto é, a relacao entre as operagoes do cdlculo exterior de formas com as operagoes

de funcdes escalares ou funcoes vetoriais para o caso da variedade  C R3.

No terceiro capitulo, se usa o calculo exterior de formas diferenciais e a derivada de Lie para
apresentar o teorema fundamental de estrutura de Hadamard, que afirma essencialmente que
as derivadas de forma dependem apenas do componente normal das deformacoes na fronteira
do dominio de referéncia. Também se mostra como obter as derivadas de ordem superior de

maneira recursiva, repetindo os mesmos argumentos usados ao obter o gradiente de forma.

No quarto capitulo, se expressa a teoria abstrata apresentada no terceiro capitulo em termos
de proxies vetoriais, isto é, fungoes escalares e campos vetoriais com énfase no gradiente e na

Hessiana de forma de integrais de dominio ou de fronteira.
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Por 1ltimo, como as formas diferenciais facilitam o tratamento de diferentes classes de
Problemas de Valor na Fronteira (PVF), se analisa o caso de uma equagao diferencial parcial
de segunda ordem e se apresenta a maneira de determinar a derivada de forma de uma solugao
para um problema variacional, aplicando os teoremas de estrutura expostos nos capitulos
anteriores. No final do capitulo se deriva, através do método variacional, um Problema de

Valor na Fronteira discutido a partir da perspectiva dual, com a condicao de Dirichlet.
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Preliminares

Nesta secao preliminar, apresentaremos algumas nocoes importantes do calculo exterior de
formas diferenciais. Para revisar com mais detalhes as definicbes e teoremas expostos nesta

secao se recomenda ao leitor ler as referéncias [3] 4].

1 Aplicacoes multilineares alternadas

Suponha que E, F' e H sao espagos vetoriais normados. Vamos considerar o espago vetorial

normado LZ(E : F') de aplicacoes I-lineares continuas E' — F.

Definicao 1. Uma aplicagdo l-linear f € LZ(E; F) é chamada de alternada se
f(z1,...,2;) = 0 sempre que exista pelo menos um indice i, (1 < i <1—1) tal que x; = Ti41
(em outras palavras, quando dois elementos adjacentes sao iguais). Para | = 1, toda fun¢ao

linear E — F' € alternada.

E evidente que as aplicacoes I-lineares alternadas formam um subespaco fechado em L' (E; F)
que serd denotado por AY(E;F); de fato, suponha que f € L'(E;F) é o limite de uma
sequéncia f, € AY(E; F): entdo lim, o0 ||f — fu|| = 0, isto é, para z1,...,2; € E o limite de

falx1, ..o xp) é f(z1,...,2).

Quando trocamos dois argumentos adjacentes de f, o valor f muda de sinal:

f( oy Ljy Lj4-15 - - ) = —f( ey Lj41, Lgy - - )

Podemos trocar sucessivamente argumentos adjacentes de f até obter uma n-tupla de elementos
de E, tal que dois argumentos adjacentes sejam iguais. Portanto, se x; = x; para i # j, entao
f(z1,...,2p) =0.

1.1 Produto de aplicagoes multilineares alternadas

Sejam f € AY(E;F) e g € A™(E;G) duas aplicacoes alternadas, para definir o produto entre

f e g vamos introduzir uma aplicagao bilinear continua

. FxG—H

15



16 PRELIMINARES

com valores no espaco vetorial normado H. Isto permite que f e g sejam associadas mediante

uma aplicacio h : E'T™ — H como segue,

h(z1, ... ziem) = (f(z1, - 20), 9(@1g1s -+ -, Tim) (1)

Evidentemente h é multilinear e continua, mas em geral nao é alternada; h é alternada

quando é considerada como funcao das primeiras [ variaveis z1,...,z; e alternada quando é
considerada como funcao das dltimas m varidveis x;11,...,Z;+m. Denotaremos este espago
por A (E; H).

Podemos associar a cada h € AY*(E;H) um h € A"™(E;H) mediante uma aplicacio
bilinear continua:
GLm : AV(E; H) — AT (E; H). (2)

Por definigao, ¢; (k) é a aplicacao multilinear

h=>Y e(0)(oh) =D e(0)(Ea): - To(rm)) (3)
g e
onde ¢(0) é o sinal da permutacdo o e o somatério sendo sobre todas as permutagoes do
conjunto {1,...,l 4+ m} tal que

ol)<...<a(l) e ol+1)<...<a(l+m). (4)

Podemos ver que h, definida em ¢é de fato alternada, ou seja, que dada uma sequéncia de
vetores z1,...,%+m € E na qual dois elementos consecutivos sao iguais, isto é, z; = x;41,

temos que h(z1,...,T14m) = 0. (ver [3 p. 12])

Definicao 2. O produto exterior de f € A(E;F) e g € A™(E; Q) relativo a ® : F x G — H,
denotado por f A g, é o elemento ¢.m(h) € AT (E; H) onde h é elemento de AV™(E; H)
definido por . Como a formula:

(f A g)(mh e 7xl+m> = Z 6(0)(I)(f(xa(l)v ce 7xa(l))7g(xa(l+1)7 R 7xa(l+m)))’ (5)

(e

sendo o somatdrio sobre todas as permutacgoes o de {1,...,l+ m}, satisfazendo .

Exemplo: No casoem quel =m = 1; f € AY(E; F) e g € A'(E;G), entdo fAg € A2(E; H)

é uma aplicacao bilinear

(71, 72) = ®(f(71),9(72)) — ©(f(22), 9(21))-

Neste caso simples é claro que é alternada ja que o lado direito é zero quando x1 = xo. De
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maneira mais geral, se [ = 1 e m é arbitrario, entao:

m

(fAG) @0, wm) = Y (=1 ®(f(2:), 91, - Tim1, Tig1, - - Tn))-
i=0
Suponha que E tem dimensao finita k, e escolhemos uma base para E. Entao vamos
identificar E com R*. Um resultado importante é que toda aplicacdo [-linear alternada f €

AP(RF; F) possui uma tinica descricio da forma:

f= Z Ciy,oiy Wiy N oo N Uy, (6)

1<ip<...<i<k

No lado direito de @ cada termo da soma é o produto entre uma constante ¢;, .. ; € F e
uma forma [-linear alternada u;, A ... Awu;. O simbolo A representa um produto exterior de

formas [-lineares (que serd definido de maneira mais precisa na préxima secao).

2 Formas diferenciais

Seja p um ponto de R3, o conjunto dos vetores ¢ — p,p € R3(com a origem em p) serd
chamado de espaco tangente de R? em p e denotado por Rg. Os vetores e; = (1,0,0),e2 =
(0,1,0),e3 = (0,0,1) da base candnica de R} serdo identificados com os seus transladados
(€1)p, (e2)p, (e3)p no ponto p. A cada espaco tangente RI?; podemos associar um espaco dual
(R2)*, que é o conjunto das aplicacdes lineares ¢ : R — R. Uma base para (R3)* é obtida
a partir de (dz;)p,i = 1,2,3, onde z; : R3 — R é a aplicacio que associa a cada ponto sua
i-ésima coordenada. O conjunto
(dx;)p,i=1,2,3

é de fato a base dual de (e;), onde

5 0, se 1#j
z;
(dr)ples) = 7' =

1, se 1=7.

Definicao 3. Um campo de formas lineares em R® é wma aplicagcdo w que associa a cada

p € R? um elemento w(p) € (Rf;)*. w pode ser escrito como

3
w= E a;dx;,
i=1

onde a; sao funcoes reais em R3. Se as funcdes a; fossem diferencidveis, w seria chamada de

forma diferencial de grau 1.
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Agora, vamos estender a nogao de forma diferencial a R". Seja p € R", R} o espago
tangente a R™ no ponto p e (R})* seu espago dual, seja Al(]R;)* o conjunto de todas as

aplicagoes [-lineares alternadas

Com as operacoes usuais, Al (RZ)* é um espago vetorial. Dados ¢1,...,p; € (R;,‘)*, podemos

obter um elemento @1 A ... A ¢ de Al (R})* colocando

(1 A A (Ve ..., vy) = det(pi(vy)), 4,5=1,...,1

Podemos concluir a partir das propriedades de determinantes que @1 A ... A ¢ é de fato
Ilinear alternada. Em particular (da;, ), A ... A (dxi,), € A(RE)* i1 = 1,...,4 = n. Esse

elemento serd denotado por (dz;, A ... A dx;)p.

O conjunto {(dzs, A ... Adxy)p,in < ... < iyi; € {1....,n}} é uma base para A'(R?)*
(veja E).

Definigao 4. Uma l-forma em R™ ¢ uma aplicacdo w que associa a cada ponto p € R™ um

elemento w(p) € A! (Ry)*. w pode ser escrita como

w(p) = Z iy ,...iy(P)(dziy Ao AN dxy)p, iy € 100001,
11<...<1;

onde a;, .. ;, sao funcoes reais de R"™, que se fossem diferencidveis, a w seria chamada de

[-forma diferencial.

Exemplo: Seja f, g, h, s funcdes reais diferenciais em R*, podemos escrever as seguintes formas:
0-formas, f,g,h e s sao funcoes reais em R?,

1-formas, f dxy + g dxo + h dxs + s dxy,

2-formas, f dxy A dxo + s dxrs A dxy,

3-formas, h dri1 A dxo N\ drg + g dro A dxs A dxy,

4-formas, f dxi A dxo A dxs A dxy.

Vamos denotar por Z.Z"™(Q) o conjunto de todas as I-formas diferenciais de classe C™,
definidas em 2 C R".

Para o nosso trabalho vamos manter a notacao usada em [1]. Logo, uma [-forma diferencial
w em um domfnio § C R? é uma aplicacdo com valores no espaco de formas multilineares
alternadas A!(R?)
w:ijde:xEQCRde(x) e AL(RY), (7)
I
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onde todos os componentes w; € C™({2) e a somatoria aplicada sobre todas as I[-permutacoes
crescentes I = (i1...,4) com 1 <14y < ... <4 <d, e denotamos dz; = dz;; A ... A dz;,.
Anteriormente definimos o produto de formas multilineares alternadas, e isso nos permite

introduzir o produto exterior de formas diferenciais.

2.1 Produto exterior

Definigao 5. O produto exterior das formas diferenciais w (uma l-forma) e n (uma k-forma),

denotado por w An é a forma diferencial

p = w(p) An(p).

Se w en sdo de classe C™, seu produto exterior w An é de classe C™. Nos definimos assim

uma aplicacao bilinear
2.F™(Q) x 2.FF5M(Q) — 2.FHFm(Q).
Usando (@, a forma explicita dessa defini¢cdo é

(WA (561, &k) = ZE(U)‘I’(W($§ Eo(1)s -2 So))s (T Eo41)s - - Eolinr)))s  (8)

oz

sendo a somatdria sobre todas as permutacoes o de {1,...,l + k}, satisfazendo (4).

Usando as representacoes candnicas de w e n:
w=w(p)dz, A...NA dz,

n=n(p)dz; A...Ndz;,

o produto w A 7, relativo a uma aplicagao linear continua ®, definida em (2), é
wAn=®(w(p),n(p))de, N...Adx, Adej AN dz,.

Aqui, ®(w(p),n(p)) é o produto das fungoes w e n relativo a ®; por exemplo, se tanto w
como 7 sao fungoes numeéricas e ¢ : R x R — R é multiplicagao de escalares, ®(w(p),n(p)) é

simplesmente o produto das funcoes w e 7. Resta determinar a forma canoénica de

dz;, N\ ... Ndz, N\ dxj, NN d,

Podemos determinar dois casos. Primeiro, se i1,...,1%,J1,-..,Jkr nao sao todos diferentes,
o produto é zero. Segundo, se i1,...,1%,Jj1,--.,Jjk sao todos distintos, temos que escrever a
permutacao o em ordem estritamente crescente ri,..., 7%, temos entao

dryy Ao N dag AN dagy AN dag, = e(o)dap, AN dayy
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Exemplo: Seja w = x1dxy + xodrs + x3dxrs uma 1-forma em R? e n = z1dxy Adxy + dxy Ades

uma 2-forma em R3, temos que
w AN = zedry A dry Adrs + xzxides A dxy A\ dre = (321 — x2)dry A dxs A drs.

2.2 Produto interior

Vamos definir o produto interior (ou contracéo) de uma forma diferencial w € 2.25™(Q),
onde Q C R4,

Definigao 6. [78] Seja v € R? um campo vetorial e w € AY(Q) uma I-forma, o produto interior

ivw € uma (I — 1)-forma definida por :

ww =20 sew € uma 0 — forma,
ww = w(v) sew éuma 1 — forma,
ww(wo,...,w;) =w(v,wa,..., W) se w é uma l — forma.

Para ver como isto funciona vamos estudar um exemplo simples. Vamos considerar umas

2-formas bésicas, dx A dy,dy A dz e dz A\ dz. Seja v = (v, v2,v3), temos

iv(de Ndy) = (dz A dy)(v,-)
=dx(v)dy(:) — dy(v)dx(-)

= v1dy — vadz,

iv(dy N dz) = (dy Ndz)(v,-)
— dy(v)dz(') - dz(V)dy(-)

= vodz — v3dy,

iv(de Ndz) = (dz Ndz)(v,-)
— de(v)dz(-) — dz(v)da(")

= v1dz — vsdz.

Relembramos que o conjunto de todas as formas diferenciais de classe C" serd denotado
por 2.ZV™(Q) e por 2.F5°(Q) para formas diferenciais de classe C*(). Além disso,
H*(Q; A/(R%))(s € R}) denota o espago de todas as formas diferenciais com cada componente

em H*(Q2), onde H*(€2) é um espaco de Sobolev, que pode ser visto como um espago de Hilbert
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obtido completando 2.7%°°(Q) com respeito & norma
HWH%—IS(Q;Al(Rd)) = Z HwIH%—IS(Q)' (9)
I
Em particular, usaremos a notacio L2(Q; A/(RY)) em vez de HO(Q; AY(R?)).

2.3 Derivada exterior

Vamos considerar uma operacao importante que nao possui procedimento analogo na teoria
das aplicacoes alternadas. Seja um dominio  C R%, queremos associar a cada w = Yo jwrdxr €
2.75°(Q) sua (I + 1)-forma diferencial, denotada por dw e chamada de derivada exterior.

Pode-se representar como:

dwzzz;

=1

Ow _
Liw; A duy € 2.FH12(9Q). (10)

&Ti

Exemplo: vamos mostrar um exemplo classico em R3 com as coordenadas z,y, z, seja

w = Pdx 4+ Qdy + Rdz,

onde P,Q e R sdo funcdes de classe C' de x, v, 2. Um célculo simples tem como resultado a
forma canonica:

dw =dP Adx +dQ A dy + dR A dz

isto é:

_ (08 _9Q oF _OR 0@ _op
dw-(ay 6z)dy/\dz+(8z ax)dz/\dac—i—((% ay)dm/\dy.

Vamos escrever uma propriedade fundamental da derivada exterior.

Teorema 1. Seja w € 2.F™(Q) uma forma diferencial de classe C™ com m > 2, entio
ddw = 0. (11)

Prova: Primeiro, vamos assumir que w € 2.% O’m(Q), isto é, w é uma funcao f: R? = R que

associa a cada (z1,...,24) € R um valor f(z1,...,24) € R, entdo:

d(df)=4d gdxj =>d <af) di;
j=1"" i=1 !

n n an
= Z (Zl om0, dx; N d$j> ,

Jj=1
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onde
0% f B 0% f
8xi8xj N axjaxi
e dv; AN dr; = —dx; A\ dz;. Portanto, obtemos
0% f 0% f
d(df) = ; <axiaxj - axjaxi) dz; Adxj = 0. (12)

Agora, seja w = > ajdzry, sem perda de generalidade pode-se supor o caso w = aydx; com
aj # 0. Temos
dw =daj A (dzy) + ard(dzy),

onde d(dzy) = d(1) A dxy = 0, logo,
d(dw) = d(day N dxy) = d(dar) A (dxr) + day A d(dzr) = 0,
ja que d(day) =0 e d(dzxy) = 0, provando assim o teorema. O

2.4 Pullback

Se 7 : Q — Q for um difeomorfismo entre duas variedades suaves de R?, entdo o pullback
T*: 9.F5(Q) — 2.75°() ¢ dado por:

(T7w) (@) (v1, .- vi) = (W(T(2))) (DT (2)ve, ..., DT (&)n1), (13)

onde vi,...,v; € R? e a aplicacdo linear D.7(2) : R — R? é o jacobiano de .7 em . O

pullback satisfaz a regra de transformacao

/ w—/?*w. (14)
Q

7(Q)
E importante lembrar que o pullback comuta com a derivada exterior, isto é,
T*(dw) = d(T*w), Ywe 2F5°(Q), (15)
e com o produto exterior
T*wAn)=T'wANT*y,  Ywe 2F5°(Q),¥n e 2.75°(Q). (16)

2.5 Teorema de Stokes

O teorema de Stokes é um resultado central na teoria de integragdo em variedades que
relaciona a derivada exterior e a integragdo de formas diferenciais, além de generalizar o

teorema fundamental do célculo.
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Seja © C R? uma variedade diferencidvel de dimenséo d orientada com fronteira 9. A

fronteira tem orientacao induzida [13].
Teorema 2 (Teorema de Stokes (formas diferenciais)). Seja w uma (I — 1)-forma (I < d) em

/dw:/w. (17)
Q

o

), entao:

O integrando w no lado direito pode se entender como a restri¢cdo de w em 05). Se a fronteira

for vazia, o lado direito pode se interpretar como zero.
Prova: Ver [5], p.310]. O

O teorema de Stokes mostra que, conhecendo w na fronteira de €2, podemos prever uma

propriedade dela no interior: a integral total da sua derivada.

Exemplos

1. Seja Q = [a,b], entdo d = 1, e uma O-forma w, isto é, uma funcao f € C*([a,b]). A
fronteira OS2 consiste em dois pontos a e b, orientados por —1 e +1, respectivamente,

entao:
b

b
Q/dw:CL/df:a/j"'(:v)da:

[e=10- 1@

o0
A interpretagao da integral de uma 0-forma sobre uma variedade de dimensao 1 é uma
soma ponderada pelo peso das suas orientagoes £1. Pode-se ver que o teorema de Stokes

se reduz ao teorema fundamental do célculo.

2. Seja Q C R? fechado e limitado, cuja fronteira é uma curva simples fechada 9. Seja
v = (f,g) um campo de funcdes de classe C'(Q, R) definido em , consideremos uma
1-forma w = f dx + g dy em 2, entao:

af  Og

dw=df Ndz +dgNdy = <—8y+8x>dac/\dy.

Suponha que fixamos a orientagao dz A dy tal que a ordem das coordenadas seja (x,y).
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Usando o teorema de Stokes temos:

/fdx+gdy—/<—w+8g>dxAdy
Q
- [ (=5 o
Q

O tnico que resta descobrir é a orientacao da integral de linha; para isso, vamos assumir
que vy : [0,7] — 0N é uma parametrizacao da curva com pontos y(0) = v(7") (uma curva
de Jordan), cuja orientacdo é determinada como segue: se n e t sdo o vetor normal
unitario a curva e o vetor tangente unitario positivo, respectivamente, em algum ponto

dado t de v, entao (n,t) estd orientado positivamente.

Nos exemplos a seguir vamos usar algumas definicbes da geometria diferencial uteis

que o leitor encontrard na secdo de Anexos (atlas, particdo de unidade, etc).

3. Seja Q uma superficie compacta suave e orientada em R? com fronteira 99, {i,j, k} sdo
vetores unitarios nas diregoes dos eixos x,y e z, respectivamente. Seja v = (f, g, h) um
campo diferencidvel (f, g, h fungoes de trés variaveis) e consideremos w uma 1-forma
em (2, isto é,

w= f(z,y,z)dz + g(x,y, 2)dy + h(z,y,z)dz

definida em uma vizinhanca aberta de £ em R3. Por calculo direto da derivada exterior

de w temos

_(9h_ 99 of _oh 99 _9f
dw-(ay 8z>dy/\dz+(az Ox)dZAdx+(8x ay)alx/\aly.

Considerando um atlas orientado A = {Fa(ua, Vo) : Uy — R3} de 2 com uma particao
de unidade {pq : @ — [0, 1]}, podemos expressar cada um dos termos dzx A dy, dy A dz

e dz A dx em termos de du, A dv,, logo,

_ oh _9g of _oh 99 _0f
_EJMK@ &)@Aw+<& %JMAM+QM @)“A@]
_ Oh 09 qop OW:2)  (OF O 40 Oz7)

= gpa { <8y 8z> det B(tter, v0) + 9 92 det oter, 00

dg Of d(z,y)
+ (8:5 3y> det B(iter, v0) dug N dvg,.

Em cada carta de coordenadas locais F,(U,), o vetor normal a Q em R?® pode-se
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encontrar usando o produto vetorial

OF, O0F, dy,z) . oz, z) d(x,y)
D X Do det 73(1@, Ua)l + det 7@(1@, Ua)J + det 75(%“ va)k'

Temos que o rotacional do campo vetorial v é

curl v = @—@ i+ g_@ i @_ai
S \oy 0z 0z Oz J ox Oy

Portanto, dw pode ser reescrito como

OF, OF,
dw = %:pa(curl v) - <6ua X Bva) dug N dvg,.

O vetor normal unitario a superficie ) é

OFq OFy

N — Qg Qg

OF,  OF, ‘ ’

Oe Ova

e usando o fato de
oF,

8ua vy

dugdvg,

-3

(ver pagina 64 em anexos) temos que

/dw:/curlv-NdS.

Q Q

Usando o teorema de Stokes , temos finalmente

/(curl v)-NdS = /fdx + gdy + hdz.
Q

Os vetores {i, j, k} tem a mesma orientagdo de {v, T,N} onde v é um vetor binormal

da curva 99, T é o vetor tangencial a 9Q e N é o vetor normal a € em R3.

Para entender a orientagao de 9€2, pode-se parametrizar localmente 2 pelas coordenadas
(s,t), tal que {t = 0} s@o os pontos na curva 952, ou seja, S é localmente parametrizada
por s. O vetor binormal unitédrio a 9€) é dado por v = % e escolhemos por convengao
que a orientacdo de {v, 2 5 seJa a mesma que {au ,av }. Portanto {v, 8S,N} tem a
mesma orientacao de {M’ Foo N}. Finalmente vemos que {2— Jao ava , N} tem a orientacao
usual {i, j, k}.

. Seja © C R? o dominio de integracdo fechado e limitado com fronteira 95, seja v =

(f, g, h) um campo diferencidvel definido em €, {i, j, k} s@o vetores unitarios nas diregoes
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dos eixos x,y e z, respectivamente. Consideremos w uma 2-forma em §2 definida como
w= f(z,y,z)dy Ndz + g(x,y, z)dz A dx + h(z,y, z)dx A dy.

Entao 5 9 9
dw = (f—i-g-i-) de Ndy A dz.
z

/ duw — / div(v)dV,

Q Q

Portanto, temos que

onde div(f,g,h) = df + 6y + é a divergéncia do campo vetorial v. Por outro lado,
vamos considerar um atlas szf = {Fa(ua, Vo We) : Uy — RS} de Q tal que, para uma
parametrizacao local da fronteira, os pontos da fronteira estao dados por {w, = 0} e

os pontos do interior por {w, > 0}, logo 00 estd localmente parametrizada por (uq, vy ).

Podemos escolher a orientacao de (uq, v) de tal forma que

o) o)
— P ’W} tenha a

{ -t
mesma orientagao de {1i, j, k}, equivalentemente { Fuo 8v %} tem a mesma orientacao
09, d

de {i,j,k}. Além disso, seja N um vetor normal (ver [7 ]) ado por
OF, OF,
(o] X o]
.
6uz X 81}2‘

OF, OF, . ~ - )
Logo, {8u T ,N} tem a mesma orientagao de {i, j, k}. Portanto, —3u. © N apontam
na mesma direcao. Vamos reescrever w em termos de du, A dv, sobre cada carta

coordenada:

w:Zpaw

—Zpa<fdet oy, 2) gdeta(fn’z)—khdeta(x’y))dua/\dva

(U, Vo) (U, va) (U, Vo)

F, F,
—ZV <8 av )padua/\dva

aua
8Fa
— Zv 8ua D0, duy N dv,.
Portanto,

Fa

/w:/v~Npaa OFa duadva:/v-NdA.
Oun Oy

o0 oN oN

Podemos concluir para este exemplo, que o teorema de Stokes se reduz ao teorema da
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divergéncia.

/divvdV: /v-NdA.

Q o0

Os exemplos anteriores mostram como o teorema de Stokes generaliza o teorema fundamental
do calculo e os trés teoremas classicos do calculo vetorial. Esses resultados serao tuteis mais

tarde.

2.6 Espacos de Sobolev de formas diferenciais

Sobre uma variedade orientada riemanniana podemos definir os espagos de Sobolev H*(£2) e
W (§2) de fungdes com derivadas em L?(2) e LP(Q), respectivamente. Tais espacos de Sobolev
sao espagos de Hilbert de formas diferenciais [2, [I5]. Os espacos de Hilbert importantes para

as formas diferenciais sao
H* (d, Q, A,(Rd)) — {w c H (Q,Al(Rd)> |dw € H* <Q,Al+1(Rd)>}
para k € N, e a norma, esta definida por:

= + [ duw |

2 2 2
|| w HH’“(d,Q,Al(Rd))' H w HHk(Q,Al(Rd)) Hk(Q,Al+1(Rd)) .

Quando k = 0, simplesmente escrevemos H (d , €, Al(Rd)).

Definimos os espacos de Banach:
H(div, Q) = {u € L*(Q)|div(u) € L*(Q)},

H(curl, Q) = {u € L*(Q)| curl(u) € L*(Q)},

onde u € R3, que terd definicdes especiais em termos de prozies vetoriais em R? (ver

capitulo 3).

2.7 Operador de Hodge

Antes de falar do operador de Hodge precisamos conhecer a definicdo de métrica riemanniana.

Definicao 7. Uma métrica riemanniana g sobre uma variedade suave €2 em R™ é um produto
interno escolhido, tal que, para cada x € Q, g, : T,Q2 x T,Q = R, (T,Q é o plano tangente a

Q em x), g = g, satisfaz as sequintes propriedades:
1. g(u,v) = g(v,u) para todo u,v € T,12,
2. g(u,u) >0 para todo u € T,2,

3. g(u,u) =0 se e somente se u = 0.
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Em R” a métrica riemanniana é o préprio produto interno de R", isto é, g,(u,v) = (u,v).

Agora, podemos definir o operador de Hodge, que sera representado por (x).

Definigao 8. Seja Q2 uma variedade de dimensdo d e g uma métrica riemanniana, o operador
de Hodge * : AY(Q) — AHQ) serd o tinico isomorfismo que aplica qualquer uma I-forma em

sua (d — 1)-forma dual sobre a variedade, e satisfaz:
wAsn = (wny  wne Q)

onde v € o elemento de volume. O operador * depende da métrica riemanniana g em §2 e
também da orientagao escolhida. O volume de forma v € definido (ver [14)]) em coordenadas

locais sobre a variedade §2, como
v =vol =x(1) = \/gdz1 A ... Ndzy,.

O wvolume total da variedade 2 € dado por

volQ:/Q*(l).

Por exemplo, no espaco euclidiano R? com coordenadas cartesianas temos
xdr =dy Ndz, =dy=dzANdxr, =xdz=dxA dy.

O operador * satisfaz as seguintes propriedades:
1 ks w=(—1)dDy,
2. #(c1w + cam) = c1(xw) + ea(*),
3. wA*xw =0=w=0.

Definigio 9. (Produto interno Hodge) Para quaisquer duas I-formas w e n em AYQ) com
suporte compacto sobre uma variedade Q de dimensdo d, podemos definir o produto L?-interno

de Hodge como
(w,n) —/<w,n> (1) = / w A,
Q Q
onde w A *1 € uma d-forma, o produto interno € linear e simétrico, (w,n) = (n,w).

Para especificar a métrica riemanniana do operador Hodge serd usada a notacao *4, onde g

é uma métrica riemanniana.



Calculo de forma

Existem muitas func¢oes e funcionais que dependem da forma de um conjunto ou dominio.

V() :/91,

para um aberto Q C R3. Outro é o funcional de drea da supérficie

A(Q):/ml.

Esses tipos de quantidades aparecem em uma variedade de problemas de otimizacao. O

Um exemplo € o funcional de volume,

objetivo principal do cédlculo de forma é calcular as derivadas de fungoes com respeito a uma
geometria 2. Frequentemente essas derivadas de forma podem ser escritas como integrais na
fronteira, neste caso falamos de férmula de Hadamard. Também, com as derivadas de forma
podemos estudar a dependéncia de solugoes de equagoes diferenciais parciais em deformagoes
de um dominio. Neste trabalho o estudo do calculo de forma estd baseado no método de
velocidade [111 [16, 17].

Seja 2 C R um dominio limitado de classe C™ (m > 2) com fronteira I' = 9 e seja D C R?
um hold-all domain com fronteira suficientemente suave, tal que Q € D. Consideramos t > 0 e
v :[0,#] x D — R? onde v € C([0, ], R?) é Lipschitz em x e v(-,z) -n(x) = 0,Vx € 9D, e uma
configuracio inicial x(0, X) = X € R%. Introduzimos uma familia de fluxos T;(v) X = x(t, X),

definida como solugao da equagao diferencial ordinaria

%x(t,X) —v(tx(t, X)),  tel0,] (19)

x(0,X) = X, X eD. (20)

Sabemos pelo teorema de Picard-Lindelof que a solucao do problema , existe e é

unica. O fluxo gera uma familia de difeomorfismos de classe C™

T,(v)X =x(t,X), t>0, Xe€D. (21)

29
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Portanto, podemos definir uma familia de dominios deformados
Q(v) =Ty (v)(Q) = {T1(v)(X) : X € Q}. (22)

Note que o campo normal n;(v) sobre a fronteira I';(v) = 9(Q(v)) pertence a
Cm=YT,RY), (ver [?7, p.16].

Defini¢ao 10. (derivada de Lie [18]) Seja w uma l-forma, T; um fluro em direcio de um

campo vetorial v, a derivada de Lie Zyw se define como

Low = %Tt(v)*w . = }EI(I) W, (23)
onde Ty(v)* € o pullback de Ty(v), que jd haviamos mencionado na secio [2.4)
Pela férmula de Cartan [18], podemos representar a derivada de Lie como
Lyw = (diy + ivd)w. (24)
Note-se que a derivada de Lie e a derivada exterior comutam:
d%, = Z.d. (25)

3 Calculo de forma para formas diferenciais

O primeiro passo é conhecer os teoremas de estrutura fundamentais de Hadamard da perspectiva
das formas diferenciais e das integrais de dominio e de fronteira. Em virtude do teorema de
Stokes podemos tratar as integrais de fronteira como integrais de dominio.

Vamos considerar o conjunto Z(D) = {Q: Q € D, de classe C™} de subconjuntos de D.

Um funcional de forma é uma aplicagao
J: (D) =K, (26)

onde &7 (D) é um subconjunto de (D) e K é uma representagdo de R ou C. Um dominio
Q de classe C™ transformado por um campo de velocidade v € C™(D,R?) sera representado
mediante Q;(fv). Podemos escolher o7 (D) = {Q(v);t € [0,¢]} onde Qp(v) = Q e dado em

P (D). (Nota: é provavel que precisemos ter dominios de classe C').

Definicao 11. (Derivada de forma para funcionais de forma) Seja um campo vetorial v €

C™(D,R%). Dizemos que o funcional de forma J tem uma derivada de forma em Q na diregio
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v, se o limite a sequir existir e for finito, linear e continuo

o ) — J(©)
t—0 t

(27)

Denotaremos este limite como (dJ(§2);v).

Seja © ¢ R? uma variedade de dimensdo d, limitada, e de classe C™. O funcional de

dominio para uma densidade de forma w € 2.7%™(R%) definida globalmente é
J(Q) = / w. (28)

Para definir as derivadas de forma de ordem superior para integrais de dominio e de fronteira
introduzimos os campos vetoriais vy, ..., vi € C™(R? R%), e definimos o dominio transformado

como

Qe (Vis - Vi) = T (Vi) (- (T, (Vi) (2))) (29)

Portanto, a integral sobre o dominio transformado é

JV]_,...,Vk(tl) ety tk) = / w. (30)

Definicao 12. (Derivadas de forma para integrais de dominio [11]). Para um funcional de
dominio J(Q) e os campos de velocidade v, w, vy, ..., vi € C™(R? RY) definimos as derivadas

de forma

(@1@);v) = S 000

<d2J(Q);v,W> = % {;J"’W(t’s)‘t:o}

o o
k . _
<d J(Q),vl,...,vk> = o { 5 vt )

)
s=0

)

Em particular, dJ()) e d*J () sio o gradiente de forma e a Hessiana de forma, respectivamente.

thO'

4 Integrais de dominio

A seguir vamos apresentar os primeiros resultados registrados em [I] referentes as integrais

de dominio.

Teorema 3. (Primeiro teorema de estrutura fundamental) O funcional de dominio J(§) dado

por (@ tem derivada de forma de primeira ordem
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(dT(Q):v) = /sz :/dm _ /ivw, (31)
Q Q
derivada de forma de sequnda ordem

@Iv.w) = [ Bt~ [ dinaive) = [ iuldivo) (32)
Q Q

e derivadas de forma para ordem superior k > 2

d*JQ); v, vy = [ (L oo Loy )w
Q

:/divk(divkl(---(divlw)))
Q

:/ivk(divk_l(...(divlw))). (33)
[2/9)

Prova: Para transformar o dominio deformado §2; em €2 usamos o pullback e a definicao da

derivada de Lie de uma densidade de forma junto com a férmula de Cartan.

i | i
= _ w — i w
| dt dt

Qt(v) t:0 Tt(V)Q

Ccllt/Tt(v)*w = /va = /(div+ivd)w
Q Q

t=0 Q

t=0

Como dw é uma (d+1)-forma numa variedade d-dimensional, temos que dw = 0. Uma anélise
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semelhante é usada para obter a derivada de forma de segunda ordem:

t=0 } Ss=

(d®J(Q);v,w) = i {gt Jyw(t,s)

0

_ 9112 / o
R ot
Qustviw)  / li—0/ ls=0
0 0 * *
-5 / T,(w) Ti(v)"w

t=0 s=0

D\b\ .

(diw + iwd)(diy + ivd)w

{O\

di (diyw) = /iw(divw).

oN

Mediante passos recursivos podemos obter as derivadas de forma para ordens superiores. [J

Os colchetes de Lie entram em jogo para conhecer a estrutura da Hessiana de forma, isto
é, a composicao de transformagoes consecutivas de €2 ao longo de dois campos de velocidade.

Para dois campos de velocidade v e w diferenciaveis, o colchete de Lie é definido como
[w,v] = (Dv)w — (Dw)v,

com Dw e Dv sendo os jacobianos de v e w, respectivamente. Observando a expressao (32))

temos que:

(2T (Q); v, w) = / Guow o (IO w,v) = / Lo L, (34)

que, junto com a identidade da derivada de Lie (ver [18, s. 4.1]) seguinte:
Lwvw = Lwlyw — Ly Lyw, (35)

nos permite mostrar a seguinte condigao de simetria, condi¢cao que também pode ser encontrada

por calculo vetorial [I1) p.504].

Corolario 1. A condicdo suficiente para a simetria da Hessiana de forma de uma integral de
dominio, isto €,

(d*J(Q); v, w) = (d*T(Q);w, ), (36)

/.g[w’v}w =0. (37)
Q
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Prova: E suficiente usar a identidade dos colchetes de Lie 1} O

E importante dizer que, em geral, a Hessiana nao é simétrica, ou seja, podem existir dois
campos v e w, tais que

(@ J(Q);w,v) # (d* T (Q); v, w).

Exemplo: Seja € um disco unitdrio em R?, cuja fronteira I' é um circulo unitario. Considere

7(Q) = /Q da.

@) - |

Q

o funcional

Entao
divvdx = / v - ndl’,
r

(d*T(Q); v, w) —/Fdiv(v)w'ndl“.

Logo, escolhendo os campos v(z,y) = (1,0) e w(z,y) = (%,O), temos

divv =0, divw|p =2z =cosf em T.
Logo, v-n = cosf em I'. Obtemos entao
(d*J(Q); v, w) =0,

enquanto

2m
(d*T(Q); w, V) :/divw(v-n)dF :/ cos® 0df > 0.
0

r

5 Integrais de fronteira

Seja
10)= [ (33)
r
um funcional de fronteira de uma densidade de forma superficial (globalmente definida em
D)n € 2F1m(RY).

Teorema 4. (Segundo teorema de estrutura fundamental) O funcional de fronteira I(T") tem as
sequintes derivadas de forma sob condigoes adequadas de suavidade no dominio e nos campos

de velocidade vy, ..., vk, para k=1

(dI(T);v) = / iyd(n), (39)
r
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para k = 2
@I0):vw) = [ i), (40)
I

e para k>3
(dEI(T);ve,...,vi) = /ivkd(ivk_ld...(z'vld(n))). (41)
T

Pelo teorema de Stokes temos que I(T') = [ dn. Portanto, o resultado é consequéncia
Q

imediata do Teorema [3| e do fato de que a derivada exterior e a derivada de Lie comutam.

Um resultado similar ao Coroldario [1l envolve os colchetes de Lie:

(PI(T); v, w) = /ngvdn (42)
Q

(2I(T); w,v) — / Lo L. (43)
Q
Portanto, a condicao de simetria para a Hessiana de forma para integrais de fronteira é:

/ﬁw,v}n =0, (44)
r

que é semelhante ao resultado do Corolario [l exceto pelo dominio de integragao T'.

6 Derivadas de forma para formas bilineares

Em problemas de otimizacao de forma que sdo representados mediante equagoes diferencias
parciais (com formulacdo variacional) surgem formas bilineares. Para isso introduzimos o

seguinte lema:
Lema 1. Para duas I-formas, w,n € 2.7"™(Q) (0 <1< d—1), a forma bilinear dada por
7(Q) = / wdw A di, (45)
Q

onde * € o operador Hodge estrela, tem a sequinte derivada de forma:

(dJ(Q2);v) = /XV(*dw/\ dn) = /zv(*chu A dn). (46)
Q T

Prova: Como foi mostrado no capitulo de preliminares, o operador de Hodge, a derivada
exterior e o produto exterior definem uma forma, logo, xdw A dn pode ser entendido como
uma forma. Portanto, o resultado é consequéncia direta do primeiro teorema de estrutura
fundamental (Teorema [3)). O
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Formas diferenciais como proxies

vetoriais

Para entender este trabalho, precisamos de algumas equivaléncias entre formas e prozies

vetoriais que serdo apresentadas nesta secdo. Seja  C R3.

7 Correspondéncia entre formas diferenciais e fungoes escalares ou

vetoriais

As correspondéncias na Tabela 1. estabelecem isomorfismos T; entre [-formas diferenciais,
0 <1< 3, em R? e funcdes continuas u ou campos vetoriais u, chamados prozies vetoriais.
Isto é, quando uma variedade 2 é considerada como um espaco afin A(R3), o espaco tangente
ax € Q é denotado por T,(A(R3)) pode-se identificar como R? dotado do produto interno
euclidiano. Portanto, identificacdes naturais de A°(A(R3)) e A3(A(R?)) com R e de A'(A(R?))

e A2(A(R?)) com R3 podem ser estabelecidas como segue: sejam v, va, vg € R3,

Tabela 1. Correspondéncia de formas diferenciais w
com funcoes escalares u ou campos vetoriais u.
l forma diferencial fun¢do u/campo vetorial u
l= x — w(z) u(z) = w(x)
=1 x—{v—ow(x)(v)} (u(z),v) = w(x)(v)
=2 x — {vi,ve = w(z)(v1,ve)} (u(z), vy X va) = w(x)(vy,va)
l=31|2z—{vi1,ve, vz > w(z)(v1,ve,v3)} | u(x)det(vy, va,v3) = w(z)(vi, Ve, v3)

Por exemplo, seja u(x) = (f1(x), f2(x), f3(x)) um campo vetorial suave em R3, a correspondente
1-forma é w = fi(x)dx; + fa(x)dxe + f3(x)dz3, enquanto a 2-forma correspodente é n =
f1(x)dza Adxs — fo(x)dwy Adzs+ f3(x)dxy Adws. Logo, para qualquer campo vetorial v € R3

temos que (u(x),v) = w(x)v.

Podemos interpretar geometricamente as [-formas neste espaco de uma maneira simples.

Por exemplo, suponha que os eixos coordenados do espaco sao x1,x2 e x3, entao, para uma
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2-forma dzq A dzo e um par de vetores a e b em R3, temos

onde ajby — biag é a drea do paralelogramo projetado pelos vetores a e b no plano (z1,x2).
dxy Ndzxy é chamada de componente (x1,x3) da drea assinada, enquanto dxs Adxs e dr; Adxs
sao as componentes (x2, x3) e (x1,x3) das dreas assinadas, respectivamente. No caso de uma 3-
forma temos o volume do paralelepipedo que é gerado pelos trés vetores a, b, ¢ € R3. De forma

similar, para uma 1-forma, dx; representa o valor do comprimento do vetor na coordenada

a

dry ANdzo | ay

as

by
by | = det | ™
b3 as 2

= ai1by — bras,

x1 e dzxa, o valor do comprimento do vetor na coordenada s, assim:

a

dml an

as

=deta; = ay, e dza

8 Correspondéncia entre operadores

Na Tabela 2.[2, 20] apresentamos as correspondéncias entre os operadores (derivada exterior,

produto interior e derivada de Lie), os espagos de uma [-forma w com os operadores de fungoes

ai

as

= detas = as.

escalares u ou campos vetoriais u em um espaco euclidiano de trés dimensoes.

Tabela 2. [28] Correspondéncia de espagos/operadores de formas w
com espacos/operadores de funcoes escalares v ou campos vetoriais u.
w | dw w o | Lw HA(2)
l=0|grad u v-grad u H(Q)
l=1|curlu |[v-u |grad v-u+curluxv | H(curl;Q)
l=2|divu uxv | curluxv+vdivu H(div; Q)

=3 uv div(uv) L* ()

Observagao: Se +— denota uma correspondéncia fundamental e d a derivada exterior, o

seguinte diagrama comuta

{0 — forma} «——— {fungodes}

d

{1 — forma} <—— {campo

d

{2 — forma} +—— {campo

d

{3 — forma} «———— {fungoes}

grad

curl

div

vetorial }

vetorial }




a)
b)

c)
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Esta comutagao baseia-se no seguinte:
Se a 0-forma w +— a uma funcao A, entao a 1-forma dw <— ao campo vetorial grad A.
Se a 1-forma w <— a campo vetorial F, entao a 2-forma dw <— ao campo vetorial curl F.

Se a 2-forma w +— a campo vetorial F, entao a 3-forma dw <— a funcao div F.

Isto é simples de provar:

a)

Suponha que w = A é uma 0O-forma que corresponde a uma fungao A(x,y,z) de classe
C! em R3 (R3com eixos z,y,z). Pela definicio de derivada exterior temos que dw =
Azdr + Aydy + A.dz, e temos que grad A = A,i+ A,j + Ak, onde i, j, k sao vetores
unitarios nas direcoes x,y, z, respectivamente. Pelas defini¢coes do cédlculo vetorial vemos

que hé uma correspondéncia entre dw e grad A.

Se w = Pdx+ Qdy+ Rdz for uma 1-forma correspondente ao campo vetorial F = Pi+Qj+
Rk, temos que dw = (Py — Q.)dy Ndz+ (P, — Ry) dz Ndx + (Q, — Py) dz A dy, enquanto
pela definicao do rotacional temos que curl F = (P, — Q)i+ (P, — Ry)j+ (Qz — Py) k.

Portanto, dw e curl F correspondem.

Se w = PdyAdz+ Qdx Adz + Rdx A dy for uma 2-forma correspondente ao campo vetorial
F = Pi+ Qj+ Rk, temos que dw = (P, + Q, + R.) dx A dy A dz, enquanto da definicao da
divergéncia de um campo temos divF = P, 4 @, + R.. Portanto, hd uma correspondéncia

entre dw e divF.

Embora a prova seja facil, apenas calculo, as implicagoes sao importantes. Unimos as operacoes

dispares de grad, div e curl e, usando a correspondéncia fundamental, mostramos que todos

sao casos especiais da derivada exterior. Como consequéncia do resultado anterior temos o

seguinte corolario:

Corolario 2.

a) Para qualquer func¢do A de classe C2, temos curl(grad A) = 0.

b) Para qualquer campo vetorial F de classe C?, temos div(curl F) = 0.

Prova:

a)

b)

Sejaw +— A, entdao dw +— grad A, logo, d(dw) +— curl(grad A). Segundo o Teorema
temos d(dw) = 0, portanto, curl(gradA) = 0.

Seja w «— F, entdo dw «— curl F, logo, d(dw) <— div(curl F). De maneira similar

ao item anterior, considerando novamente o Teorema |1} temos que div(curl F) = 0.
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No caso da derivada de Lie, vamos analisar o caso [ = 1. Representemos a derivada de Lie da
1-forma por meio da férmula de Cartan ([24)):

Low = (diy + ivd)w.

Da Tabela 1 temos a correspondéncia w <— u. Logo, olhando as correspondéncias do produto

interno e da derivada exterior, temos:

tyw+—v-u e diyw<— grad(v-u),

dw<+—curlu e idw<+— (curl u) xv.

Finalmente, temos que a correspondéncia é
Zyw «— grad(v - u) + (curl u) x v.

De maneira similar, pode-se construir as correspondéncias para [ = 0,2 e 3.

9 Correspondéncia entre integrais

No célculo vetorial nés sabemos como integrar campos vetoriais sobre curvas parametrizadas e
superficies. Primeiro, suponha que v é uma curva parametrizada e F é um campo de funcoes
suaves. Entao podemos integrar o componente de F, que aponta na direcdo dos vetores
tangentes a 7. Esta integral é usualmente denotada por f,y Fds e esta definicao é exatamente
a mesma de f7 w, quando w é uma 1-forma.

A partir do célculo vetorial, sabemos como integrar campos vetoriais sobre superficies parametrizadas.
Neste caso, a componente do campo vetorial a integrar é aquela que é normal a superficie,
e usualmente denotamos esta integral como | ¢ FdS, que ¢ justamente a mesma definigao de
f gw, quando w ¢é uma 2-forma.

Por tltimo, para uma regido 3-dimensional 2 C R? integramos uma funcio f(z1,x9,3).
Em célculo usualmente denotamos esta integral como fQ fdV, que é precisamente a mesma

defini¢do para fQ w, quando w é uma 3-forma.

Tabela 3. Correspondéncia entre integrais de formas diferenciais e

prozies vetoriais em R3.

[ integral de forma diferencial | integral de fun¢do f/campo vetorial F
L= fy Jy fdz = 1)
I=1 f7 w f7 Fds
=2 Jgw Js FdS
=3 Jow Jo fAV
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10 Correspondéncia entre o produto exterior e o operador de Hodge

A correspondéncia entre o produto exterior e o operador de Hodge para formas diferenciais

e prozies vetoriais pode-se encontrar na tabela seguinte [21] :

Tabela 4. Correspondéncia entre o produto exterior e o operador de Hodge

para formas diferenciais e proxies vetoriais

Formas diferenciais Prozies vetoriais
Produto A A ALR3) x AY(R3) — A2(R3) | x : R? x R® — R? (produto vetorial)
roduto
A AN(R3) x A2(R3) — A3(R?) | - : R3 x R? — R (produto escalar)
- AO(R3 A3(R3 id: R -+ R
Operador Hodge * (R") = A*(R®) 1 -
* 1 AY(R3) — A2(R3) id: R® — R3

Na Tabela 4 podemos ver que, em termos de prozies vetoriais de um espacgo euclidiano, o

produto exterior pode-se ler como
TowAn) = (Tiw) x (Y1) Vw,n€ 2710(Q),

Ts(wAn) = (Tow) - (T1n) Yw € @92’0(9),77 € @91’0(9),

onde T; (0 < [ < 3) estabelece o isomorfismo ja mencionado entre uma [-forma e fungoes
continuas/campos vetoriais (Tabela 1). Finalmente, devemos indicar que o produto externo

com uma 0-forma equivale a uma multiplicagdo pontual com sua fungao associada (ver [2§]).
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Calculo de forma em proxies vetoriais

Neste capitulo vamos introduzir alguns resultados da geometria diferencial (ver [8, [I7]), mais
especificamente do cédlculo diferencial tangencial, que sao frequentemente usados para calcular
derivadas de forma. Expressaremos a teoria apresentada no capitulo do calculo de forma em

termos de proxies vetoriais, em um espaco euclidiano de dimensao d.

Seja 7 € C(RY) (¥ € CH(I',RY)) uma extensdo cldssica de alguma funcio escalar u (campo
vetorial v) na superficie I (alguma vizinhanca de I" [23]) para todo o espago R, por meio da
funcao distancia assinada (a fungao de distancia assinada (ou fungao de distancia orientada)
de um conjunto 2 em um espago métrico determina a distancia de um dado ponto x da
fronteira de |Omega, com o sinal determinado por se x estd em ) ver [111, 29]. Logo, podemos

definir os seguintes operadores:

Definicao 13. Gradiente de superficie:
gradru = grad 4 — (grad @ - n)n. (47)

Divergéncia de superficie:
divpv =divv — Dvn - n, (48)

onde n € o vetor normal unitdario exterior em I'.

Definicao 14. Assumindo que Q2 € de classe C?, a curvatura média $ de T' é definida por
ﬁ = diVF n.

Para um vetor v € R? podemos definir a componente tangencial vr, isto é, a projecdo

ortogonal de v sobre o plano tangencial a I', como
vp=v — (v-n)n.

Isto nos permite escrever os seguintes resultados:

Proposicao 1. [17] Assuma que Q € de classe C?, f € CY(I',R%) e v € CY(T',RY), entdo
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0
grad | = gradpf + J'n, (
leF(fn) = ﬁf> (
divpv =divpvr + Hv - n (51
div(fv) = grad(f) - v + f div(v), (
(

/dinV:/.ﬁv-n,
r r

/gradpf-v:/—fdivrv+5§fv-n. (54)
r r

As férmulas e sao conhecidas como a férmula tangencial de Stokes e a férmula

tangencial de Green, respectivamente. Essas expressoes podem se encontrar em [111 [32].

11 Integrais de Dominio

Seja 2 um dominio de classe C™ com fronteira I' e f uma funcao suave, definimos um

funcional de dominio como

J(Q) = [ fdz. (55)
/

ﬁd,m

Pode-se entender f como um prozy vetorial para uma forma w € & em um volume de

dimensao d. Usando formulacdo do Teorema (3, podemos escrever o seguinte lema:

Lema 2. Seja Q de classe C™ (m > 1), f uma fungdo suave e dois campos de velocidade v
ew € C™(RY,RY). O gradiente de forma de J, definido em , existe e pode-se escrever

como

(@I(:v) = [(Fv)-nds (56)
I

e a Hessiana de forma

@@pvow = [ (G +07) (e w.n)
r
- /f ((Svr,wr) —wr - gradp(v-n) — vp - gradp(w - n)) ds (57)

r
+ [ f(Dvw) - nds,
/

onde S = Dn € a seqgunda forma fundamental (aplicagao de Weingarten) [19].
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Prova: Como ja tinhamos visto, uma funcao escalar f pode ser vista como um proxy vetorial
de uma forma, onde a contragao (produto interno) com um campo de velocidade v equivale
ao produto entre uma fungao escalar f e um campo vetorial (veja a Tabela 2), e o operador d
corresponde ao operador div neste caso. Entao, pelo Teorema (primeiro teorema fundamental

de estrutura), a derivada primeira é dada por:

d
dJ(Q);v) = —Jy = dr | = — d
(@I@)) = GhD)| = dt/f:c dT(!fx
:% Tt(v)*fda:—/dzvfda: /lefV
Q Q
:/(fv)-nds,
r

onde o ultimo passo foi obtido pela aplicacao direta do teorema de Stokes. Para obter a
derivada de forma de segunda ordem, vamos usar também o Teorema [3| Temos

L

/le(fV w - n)d /gradf v+ fdiv v)(w-n)ds

r r

= / (gradrf vr + g—fv n+ f(Dvn-n+ divp v)) (w-n)ds

(d?T(Q);v,w) = 883 {gtJVW(t s)

/ div(w div(fv))dz

© / (gradrf vr + (gi +S’Jf> v-n+ fDvn-n+ fdivp VF> (w-n)ds. (58)
T

Na quinta igualdade (5) temos usado a identidade e substituido divv por (48)), e em
(6), a identidade . Aplicando a férmula tangencial de Green para vp e (w - n)f,

obtemos
/gradr((w ‘n)f)-vp+ (w-n)fdivp vpds = /f)(w ‘n)fvr-nds = 0. (59)
r r

Expandindo o gradiente do primeiro termo e usando o resultado (59), podemos reescrever o

lado direito de (b8]) como

F/ <(gf +ﬁf> v n+f(Dvn.n)> (w-n) — fvrgradp(w - n)ds. (60)

Note que nos calculos feitos até agora nao temos usado a funcao de distancia auxiliar que

geralmente usa-se para obter a expressao , ver [11], p.504].
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Logo, para obter a simetria da expressao , os colchetes de Lie [w,v] = Dvw — Dwv

desempenham um papel importante. Consideremos a seguinte expressao:

Dvw-n= Dvn-n(w-n)+ Dvwp -n
= Dvn-n(w-n)+ Dprvwr -n+ (Dvan® n)wr - n

= Dvn-n(w-n) + gradp(v-n) - wp — Drawr - v, (61)

onde temos usado a decomposicao dos campos em suas partes tangencial e normal. O 1dltimo
termo pode ser reescrito como wr - Drnvr, pois Drn é a aplicagdo de Weingarten, que é
simétrica. Resta apenas substituir (61]) em para encontrar a expressao (57) da Hessiana

de forma. n

Para ter a simetria da Hessiana de forma no caso dos prozies vetoriais f, a condicao
suficiente de simetria do Corolério 1 (no caso das integrais de dominio com formas diferenciais)

é equivalente a

[ atrwovyis = [(fwovl)nds = [ f(Dvyw = (W) n s
o0

Q oN
12 Integrais de Fronteira

Seja f uma funcio suave definida em R?, a integral de fronteira definida em T' = 9Q é
() = /f ds. (62)
r

Observe que

I(F):/f ds:/fn-nds, (63)
T I

onde pode-se entender fn-n como uma contragdo i,w, com f sendo o proxy vetorial de
alguma densidade volumétrica de forma w € P.F l’d(Q). Note-se que, conhecido I', podemos
estender o vetor normal unitario (apontando para fora) para tornar-se um campo globalmente

definido, tal que i,w seja uma (d — 1)-forma que nao depende de €.

Lema 3. Seja Q de classe C™ (m > 2), f uma fun¢ao suave e sejam dois campos de velocidade

v e w diferencidveis. A derivada primeira (associada ao gradiente de forma) da integral de
fronteira I(T'), dada por (63), é

(dI(T);v) = / (v-n) (gfl + 9 f) ds. (64)

r
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A derivada de sequnda ordem (associada a Hessiana de forma) da integral de fronteira é

(*I(D); v, w) = F/ (Dan ‘n+ %gi + (ﬁQ — 1trace(5’2)> f) (v-n)(w-n)

2
+ (g{l + 5’Jf> (S(vp,wr) — wp - gradp(v - n) — vp - gradp(w - n))
+ <g£ +Y)f) ((Dv)w) - nds.

Prova: Quando introduzimos um campo vetorial v, temos um dominio transformado 9;(v)

ao longo do campo v, usando ((63))
@) = 510 = 5 [ ) mv) d (65)
Tt T dt t t 5
r

O integrando fn:(v) pode-se entender como uma densidade superficial de forma sobre a
fronteira, sendo ns(v) o campo normal em 9€2; transformado ao longo do campo de velocidade
v (dependendo naturalmente do pseudotempo t). No instante inicial n = ny(v)|;—o aplicamos
a derivada de um produto na expressao acima e obtemos que o integrando se transforma em
f'm-n+2fn’ - n. Portanto, a expressao (65) é

(@e)v) = [ divip)eew ds+2 [ o)) n ds, (66)
I

r

onde temos interpretado d como div e a contracao (ver Teorema 4) como um produto, além
de estender unitariamente pelo dominio global mediante a técnica de distancia assinada (ver
[11]). No segundo integrando, temos a derivada temporal de fn;(v)-n;(v) quando ¢ = 0. Note

que a derivada do campo normal n;(v) [32] (a extensdo de n é unitaria) é
n;(v)|t—o = —gradp(v - n), (67)

que é um campo tangencial em I' e portanto, este integrando é zero. Usando a identidade

, obtemos

@I(0)v) = [ lgrad() - n-+ f divia) (v s

- F/<v ) (gfl +ﬁf> ds,
I

onde div(n) = trace(Dn) = $. O resultado pode-se encontrar em [29, p.354] mas nesta

dissertacao é apresentado de uma maneira mais simples e direta.
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Para a derivada de forma de segunda ordem (associada a Hessiana de forma) podemos
repetir os mesmos argumentos da derivada de primeira ordem junto com o Teorema 4, isto
é, aplicamos a regra da derivacao de um produto e ortogonalidade @ duas vezes, para os

pseudotempos t e s.

(d*I(T); v, w) = 8‘93 {gtfv,w(r)

o

div(vdiv(fn))(w-n)ds

s=0

div(v(grad(f) -n+ fdiv(n)))(w-n)ds

(div v(grad(f)-n+ fdiv(n))

T Tt T~

+ grad(grad(f) -n+ fdiv(n)) - v(w - n)ds. (68)
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Podemos escrever o resultado acima como

(PI(T); v, w) = / (div v (gﬁ +y3f> + grad (af ﬁf)) (w-n)ds
r

<:>/<(diVFV[‘+f)v-n+DVn'n (af )
I

+ vp - gradp <g£+5’3f>+(v-n) n (gf ﬁf))( n)ds

(divp vp + Dvn - n) (g‘rfl —|—.6f> + vp - gradp (g{l +Y)f> (w-n)

T—

+<Y38+5§ f+<8f>+f+ﬁ f)(v n)(w - n)ds

(divp vp + Dvn - n) <g£ —|—.6f> + vp - gradp <g£ —i—ﬁf) (w-n)

)

—

—

+ <D2fn ‘n+ 25% + (9% - ;trace(éa))f) (v-n)(w-n)ds
= [(prmensond (92 - Junace(sr ) (vonwem
4 <g£ +f)f> (Dvn-n)(w-n) — <§ﬁ +53f> vrgradp(w - n)ds

5 / <D2fn ‘n+ 253% + <552 — ;trace(52)> f) (v-n)(w-n)
T

—

+ (gﬁ +ﬁf) (S(ve,wr) — wp - gradp(v - n) — vp - gradp(w - n))
+ <g£ +fof> ((Dv)w) - nds.

No passo (2), foram utilizadas as identidades e para o primeiro termo, e no segundo
termo usamos a decomposicao do campo v em sua componente tangencial e normal. De modo
que, organizando os termos, obtivemos (3). Usando o teorema [5| (ver Anexo) que relaciona
a mudanga da curvatura média ao longo da curva com a traca de S (trace(S)), podemos
escrever (4). Logo, aplicando a férmula de Green para superficies, obtemos (5), e para chegar
a expressao final (6) basta decompor (Dvn - n)(w - n) da mesma maneira que foi feito na
discussao da Hessiana de forma para integrais de dominio .

Sendo f uma funcao escalar, a condigao de simetria dessa Hessiana de forma para uma integral

de fronteira é

/(gfmf)[ ]~nds=/<gfl+ﬁf> (Dv)w — (Dw)v) -0 ds = 0.

r r
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13 Derivada normal

Seja I' a fronteira de um dominio limitado de classe C™ e seja f € H l%)c(Rm)- Consideremos

o seguinte funcional de forma:
0
() :/&Jids = /grad f - nds. (69)
r r

Entendemos f como uma O-forma w e grad como substituto de d : 2.Z%™(Q) — 2.71™(Q),

portanto, podemos expressar

/grad f-nds
r
como
/*dw.
r

De fato, dw é uma 1-forma que é aplicada pelo operador de Hodge *dw em uma (d—1)-forma
(cujo prozy vetorial seria gradf). Podemos aplicar o Teorema 4 para este caso da seguinte

maneira:

Lema 4. Com condicdes adequadas de suavidade sobre o dominio €2 e os campos de velocidade
v, a deriada de forma de (@/ existe e pode-se representar como

(dI(T); vy = /(divr gradpf + D?fn-n+ $Hgrad f-n)(v-n)ds. (70)
r
Prova: Em virtude do Teorema 4 temos

(dI(T);v) = (d/grad fn,v), (71)

r

logo, usando as expressoes e podemos obter o resultado

(d / grad f-n,v) — / (div(grad f)(v - n)ds

r r

= /D(gradf)n -n + divp(gradf))(v - n)ds
r

= /(Dan ‘n +divp(gradrf) + Hgrad f-n)(v-n)ds.
r

O]

Os trés ultimos resultados apresentados nesta se¢ao, os Lemas[2] [3], e[l podem ser encontrados
em [I].
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14 Derivada de forma para solucoes de PVF de segunda ordem

Muitos problemas surgidos da fisica (eletrodinadmica, mecanica de fluidos, entre outros) podem
ser formulados mediante o calculo de formas diferenciais. EDPs lineares podem-se representar
mediante Problemas de Valor na Fronteira (PVF), que encaixam-se perfeitamente na estrutura
fornecida pelo calculo de formas diferenciais. O principio é que, considerando as quantidades
envolvidas como func¢oes ou campos vetoriais, podemos fazer uma andlise superficial que induz
ao erro. No entanto, a fisica nos diz qual é a sua verdadeira natureza. Algumas quantidades
como B, J e a grad u sao medidas como fluxos através de superficies; outras, como E podem
ser expressadas através de integrais de caminho. Em suma, todas essas quantidades devem ser
consideradas como formas diferenciais. Por exemplo, para as equacoes lineares de Maxwell:
seja © C R3, vamos considerar h € AL(Q), e € AY(Q), b € A%(Q), j € A%2(Q) e jo € A2(Q),
que sao respectivamente: campo magnético, campo elétrico, inducao magnética, densidade de
corrente e densidade de corrente imposta. A seguir se apresentam as equagoes de Maxwell de

forma vetorial a esquerda, e a sua forma diferencial correspondente a direita:

curl E = —9;B, de = —04b,
curl H=1J + J, dh = j + jo,
J=0(E+vxB), J = *q(e —iyb),
(H = B, *ch =D.

Nosso interesse particular é estudar um modelo eliptico de um PVF e expressar a derivada de
forma da solugao fraca deste problema, por meio do célculo de forma de integrais de dominio

e de fronteira.

Dado um dominio limitado © € R? de classe C™, pode-se considerar um PVF eliptico para

uma [-forma w
(—1)%7d %o dw + *yw = 1) em 2, (72)

Tr(*adw) = (=)' Tr(xsw + ¢) em T, (73)

o1
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onde *q,*, e *3 sao operadores de Hodge, *.,*, em 2 e g em I' (ver Definicao . Sendo,
« e 7 métricas riemannianas em {2 e f uma métrica riemanniana em I'. Tr é o operador
traga (nao confundir com operador traca da dlgebra linear, observe que trace # Tr) [24],
e ¥ ((d —l)-forma) e ¢ ((d — 1 — 1)-forma) sdo duas formas diferenciais suaves definidas
globalmente. A equacao corresponde a condicao de fronteira de Robin, que se reduz ao

caso Neumann quando *g = 0.

O operador traga T'r possibilita, por meio de uma formulacdo em um espaco de Sobolev,
estender para a fronteira de um dominio a nogao de restricao de uma funcao. Isto é importante
no estudo das equacoes diferenciais parciais com condic¢oes de fronteira, onde solucgoes fracas
podem nao ser suficientemente regulares para satisfazer as condigoes de fronteira. A seguir

vamos explicar isso de uma forma mais concisa:

Seja 2 um dominio limitado com uma fronteira 0f) diferencidavel. Se u for uma fungao de
classe C! em (, sua restricio é bem definida e continua em 0. Em outras palavras, podemos
conhecer os valores de u na fronteira 0S2, porque a fungdo é continua e avangamos do interior
até a fronteira do dominio. N6s chamamos essa funcao Tr : 92 — R de traca de u, tal que
para cada z € 912, ela tem o mesmo valor de u : 2 — R, quando nos movemos do interior de
Q até z. Porém, se u for solucao de alguma equacao diferencial parcial, geralmente a solugao
fraca que pertence apenas a um espaco de Sobolev, podemos encontrar dificuldades, ja que,
tais fungoes geralmente nao sao continuas. K a operagao limite de u quando nos movemos do
interior de ) em diregdo a x, que usamos anteriormente, pode nao ser permitida para algum
x, porque esse limite nao produziria um valor tinico para todas as sequéncias de pontos que
convergem a x. A maneira mais simples de sair dessa dificuldade é observando que, embora
um elemento u de um espago de Sobolev possa estar mal definido como uma funcao, ele
pode ser aproximado por uma sequéncia de funcoes u,, de classe C!, definidas em €. Entdo
a restricdo de u na fronteira pode ser redefinida como o limite da sequéncia de restrigoes uy,
em Of).

Precisamos dos espacos de Sobolev que prescrevem tragas:

HAYQ, ) = {w e HAY(Q);  Trw= w} .
E importante lembrar que a traga de uma I-forma w € AY(Q), denotada com Trw, com
respeito a alguma variedade (n—1)-dimensional, resulta em uma [-forma na mesma variedade
[26]. A traga Tr comuta com a derivada e o produto exterior, isto é, dTrw = Trdw e

Tr(w An) = Trw A Trn, respectivamente.

Quando falamos de solugoes do problema ,, temos em mente a solucao fraca, que se

pode obter a partir da férmula de integracao por partes (ver [28, p. 247]), isto é, procuramos
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uma tnica forma w € {n € H(d,Q, A (RY)),Tr(n) € L*(T,A'(R?))}, tal que para toda forma
diferencidvel n € H(d,Q, A/(R?))

/(*adw/\dn+*7w/\n)+/Tr(*5w/\n):/w/\n—/Tr(gb/\n). (74)
I Q

Q r

Definigdo 15. Seja um campo de velocidade v € C™(R% R?) e o dominio perturbado Q; =
Ty (v)S2. Seja w(Q) a solugio de (79),(73) no dominio Q. A derivada de forma de w() na

direcdo v, denotada por dw, € definida como

d
dw = —w(Q) . 75
700 (75)
Podemos caracterizar a correspondente derivada de forma da solucdo do problema ,
derivando a expressao com respeito a t, substituindo Q e w(£2) por Q; e w(£2;), respectivamente.

Por aplicacao direta do Teorema [3] do Teorema [ e da Definicao [15] temos o seguinte lema:

Lema 5. A derivada de forma dw € {n € H(d,Q, A'(RY)); Tr(n) € L3(T, AY(RY))}, da solucdo
w e H'(d,Q, A (RY) de € a unica solugdo do sequinte problema variacional:

/(*ad(éw) A dn + #,0w An) + /Tr(*géw) A
Q r

— [itonm = [ivtradondy+rwnn
T T

— / tydT'r((xpw + @) A 1). (76)

Para todas as formas suaves n € 2.F5°(RY).

No caso d = 3, a forma fraca do problema variacional eliptico corresponde a H(£2),
H(curl; Q) e H(div;Q2), quando [ = 0,1 = 1 e [ = 2, respectivamente. Em termos de prozies
vetoriais, podemos representar os operadores de Hodge como um produto com as funcoes

coeficientes denotadas por a, 5 e 7.
Para uma 0-forma e duas funcdes escalares f € L%(Q) e g € H?(f2), que sdo representacdes
em prozies vetoriais das formas ¢ e ¢ em ([74). Sendo assim, temos o seguinte:

Coroldrio 3. A derivada de forma du € {w € H'(Q) : w|yg € H'(T')} da solugdo u € H*()

de , para l =0, € a Unica solugdo do sequinte problema variacional:
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/(a grad du - grad v + youv) + /5(5uv
Q r

= /fuv ‘n— / (a gradpu - gradpov + yduv) v - n
r r

_F/v.n<£l(5u+g)+ﬁ(6u+g)> v, (77)

para todo v € C*®°(R?).

Prova: Usando as correspondéncias entre formas diferenciais e prozies vetoriais apresentados
na Tabela 2, pode-se escrever o lado esquerdo da expressao ((76)):

/(*adéw A dn + x4 0w An) + /Tr(*ﬂéw Am) = /(a grad du - grad v + youv) + /Béuv. (78)
Q r Q r

Por outro lado, aplicando os Lemas 2 e 3 podemos reescrever cada uma das integrais do lado

direito da expressao (76]), da seguinte maneira:
1. Usando o Lema 2, temos para o primeiro integrando

[itonn = [(ropvn.

r r

2. Novamente usando o Lema 2, temos para o segundo integrando

/iv(*adw Adn+ xgw A n) = /(a gradu - gradv + yuv)v - n.
N I

3. Usando o Lema 3, temos para o ultimo integrando do lado direito de

/ivdTr((*gw +¢) Am) = /v ‘n <§n(<ﬁu T 9)0) + H((Bu +g)v)) ,
I I

resultando na expressao a seguir

/(fv)v ‘n— /(a gradu - gradv + yuv)v - n — /v ‘n (aan((ﬁu +g)v) + H((Bu + g)v)> ,

r r r

onde

(Bt g)) = o-(But g+ (But g) o

ou Ov

du - dv = dru - d —
a gradu - gradv = o gradpu - gra Fv+a8n8n
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Somando as duas dltimas expressoes e usando a condicao de fronteira de Robin a% + (Bu+

g) = 0, terminamos a prova. O

Logo, podemos reformular a forma forte da equacao diferencial parcial para a derivada de
forma du, sob as condigbes ja mencionadas de suavidade. Testando ([77]), primeiro com fungoes

suaves v com traga nula, e posteriormente funcoes suaves v com traca nao-nula. A forma forte

de segue de

—div(a grad du) +you=0 em €, (79)
aa(;r?) + Béu =divp((v - n)a gradru) + v-n <6(6§;—g) + H(Pu+ g)>
+ (f —~yu)v - n. em T, (80)

obtendo desta forma o PVF eliptico para uma derivada de forma du e sua condi¢ao de Robin

associada (ou de Neumann quando § = 0).

Em [6] pode-se encontrar as derivadas de forma de solugoes de problemas de espalhamentos
(scattering) acusticos e/ou eletromagnéticos, ou seja, podemos estudar esses problemas da
perspectiva das formas diferenciais. Uma equagao que aparece frequentemente em problemas
de espalhamento elasto-acistico é a equagao de Helmholtz (ver [27, p.575]). Podemos aplicar
os conhecimentos até aqui expostos para reescrever a equacao de Helmholtz em termos de

formas diferenciais.

Seja 2 C R? um dominio limitado com fronteira 9Q = I'y UT'y (onde I'y representa uma
fronteira exterior e I'y representa uma fronteira interior), a equacao de Helmholtz para uma

{-forma w é

(—1)d_ld *dw —*w =0 em (2, (81)
com condigoes de fronteira

Tr(xdw) = (—1)*Tr(®(u)) em Ty, (82)

Tr(xdw) = (—=1)*'Tr(¥)  em Iy, (83)

onde *, é o operador de Hodge que representa o produto com o coeficiente da equacao de
Helmholtz k2, conhecido como o nimero de onda. Nas condicdes de fronteira , ,Ue

® correspondem a (d — [ — 1)-formas diferenciais sobre a fronteira I'; e 'y, respectivamente.

Como no exemplo anterior, podemos obter a forma fraca do Problema de Valor na Fronteira
,, mediante a férmula de integracao por partes. Procuramos uma forma w € {£ €
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H(d,Q, Al(RY)), Tr(€) € L2(T', AY(RY))}, tal que para toda forma diferencial ¢ temos:
/(*dw/\d{—*vw/\f)—i—/TT(\I/(u)/\f) ——/Tr(q)/\ﬁ). (84)
Q r Iy

Se mudamos de notagdo, de formas diferenciais a prozies vetoriais, podemos representar
w+— pewu<+— u. O par (p,u) é conhecido como o campo de espalhamento elasto-acistico,
onde p é a pressao do fluido em (2, enquanto u é o campo de deslocamento no dominio
interno a I'y (para maior detalhamento do problema de espalhamento elasto-acustico escrito
em proxies vetoriais ver [27, p.575]). De maneira similar ao PVF eliptico, podemos caracterizar
as derivadas de forma das solugoes w e u do PVF ,,, denotadas por dw e du. Logo,
pela aplicagdo direta do Teorema [3] do Teorema [d] e da Defini¢ao quando d = 0, obtemos:

/(*d(éw) A dE —xqddw N E) + / tv(xdw A d€ — *qw A E)

Q Iy

+ /Tr(@(éw) NE+ /TT(@(&U) NE) + / dTr(®AE) =0. (85)

I's Iy It
15 Formulagao dual

A seguir vamos estudar a derivada de forma para um PVF em uma formulagao variacional
dual, ou seja, vamos discutir o PVF , a partir de uma perspectiva dual e equipada

da condicao de fronteira de Dirichlet
w=¢ em TI. (86)
Para entender a perspectiva dual introduzimos uma (d — [ — 1)—forma
p = *qdw, (87)

ou
o1 p = (_1)(d—l—1)(l+1)dw, (88)

onde *,-1 é o inverso do operador Hodge *, com
%g-1 0 %q = (—1)(@" =D+ 1g

num espaco euclidiano orientado positivamente, sendo Id o operador identidade. Entao,
(72)) pode-se reescrever usando (87)) como

(—1)ldp + xw = em €. (89)
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Podemos escrever a forma fraca da formulacao dual de e de maneira similar a
como foi definido em . Para todas as formas diferenciais 7 € 2.74"V°(RY) e v €
9.F37b°(RY), temos

/ g1 p AT+ (=1)@ DD A dr 4 (1)@= =D D / Tr¢ ATrr =0, (90)
Q T

/Q(1)(d_l)dp/\1/+/9*7w/\uz/9¢/\u. (91)

A partir da derivada de forma da formulacao dual em um dominio perturbado €2;, e seguindo
os mesmos passos do caso do PVF com condicdao de Robin, ou seja, derivando com respeito

ao pseudotempo ¢ e fazendo uso do Teorema [3] e do Teorema 4, encontramos

/ t0-10p AT 4+ (=)D g, A dr 4 (—1)( =D+ / tvd(Tro NTrT)
Q r

+ / ivTr(sp-1p AT+ (=)D EDG A dr) =0, (92)
r

/(—1)(d*l)d5p/\u+/ *Wéw/\l/—i—/ivTr ((—1)(d*l)dp/\y+*,yw/\u)—\I//\z/) =0. (93)
Q Q r

Até aqui temos caracterizado as derivadas de forma dw e dp da forma primal w e da forma

dual p.

A seguir, vamos discutir o caso [ = 0 e, por uma questao de simplicidade, assumimos os
coeficientes & = 1 e v = 0 dos operadores de Hodge, isto é, *, = 0. Podemos interpretar as
formas diferenciais 1) e ¢ em e como duas fungdes escalares f € L2(R%) e g € H?(R?).
E usando as expressoes e como referéncia, podemos escrever a formulacao dual do

problema de Dirichlet em termos de proxies vetoriais. Para o problema de Dirchlet

—Au=f em (94)
u=g em T, (95)

obtemos a forma dual fraca fazendo
q = grad u. (96)

Logo, procuramos u € L2(Q) e q € H(div; ), tal que

/q~pd:c+/udivpda;—/gp-n Vp € H(div;Q),
Q Q r

/divq vdx+/fvdx:() Yo € L(9).
Q Q
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Com as condicoes adequadas de suavidade no dominio e nas fun¢des podemos assumir que
u € H?(Q) e q € H'Y(div; Q). A seguir, vamos representar éu e dq como as derivadas de forma
de u e q em diregao a algum campo de velocidade v. Interpretando q como uma (d— 1)-forma
e u como uma O-forma em ]Rd, e reinterpretando e em termos de proxies vetoriais
temos para a forma variacional das derivadas de forma é: procuramos dq € H(div;Q2) e
Su € L*(), tal que para todo p € (C®(Q))? e v € C™(Q)

/5q-pdw+/(5udivp dx+/v-n(q-p+udivp)ds
Q Q r

:/v.n<5<gvm+ﬁgp.n>d& (98)
T on

/divéq vdx—i—/v-n(divq—f)vda::O.

Q r

A perda de regularidade nas derivadas de forma dq e u comparadas com q e u é consequéncia
da diferenciagdo com respeito ao dominio, em particular, se deve a regularidade fraca dos
dados da fronteira. Isto é, u € H?(Q) enquanto du € H'(Q), da mesma maneira para q
e a sua derivada de forma dq. E importante ter em conta isto, ja que, como consequéncia
da perda de regularidade nas derivadas de forma, formulagoes variacionais para formas nao

suaves poderao ser elegidas.

Para determinar que a condi¢ao de fronteira é satisfeita pela derivada de forma du, devemos
observar o seguinte: inicialmente, testar a primeira equacao de com p € (C®(Q))% e
v € C*°(Q) implica que

dq = grad du. (99)

Portanto, du € L?(Q) e dq € L%(Q) implica que du € H'(). Logo, testando a primeira
equacgao de com p € (C*®(92))? e expandindo o terceiro termo nas direcdes tangencial e
normal, e usando as expressoes e (53), vemos que

q-p+udivp=(q-n)(p-n)+qr-pr+uDp)n-n+udivr pr + Hup - n. (100)

Note que pela regra da cadeia temos

dgp-n) Jg
o = 3nP n+g(Dp)n-n+ g(Dn)p - n. (101)

Onde (Dn)p = Sp é o vetor tangencial, logo, g(Dn)p - n = 0, devido & ortogonalidade da
aplicacao de Weingarten ([19]). Fazendo um célculo direto com v = g em T, e (54) para

qr - pr ¢ udiv pr temos
ou 0Og
/F<5“+V‘“<an‘an>>l°'nd8—0- (102)
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Como p é arbitrario, temos que

B ou 0Og
5u——<an—an>v-n em T, (103)

no espaco traca H'/2(Q), sendo u e g € H?(Q).
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Consideracoes finais

E evidente que a estrutura das formas diferenciais facilita a compreensao do contetido geométrico
e topolégico de modelos de otimizagao ou de modelos fisicos de mecénica de fluidos, eletromagnéticos,
entre outros. O método de velocidade de Delfour-Zolésio é ttil para definir e estudar o
gradiente de forma e os teoremas de estrutura. Como foi apresentado, a estrutura essencial
das derivadas de forma pode ser facilmente compreendida em termos da derivada de Lie.
Também conhecemos a condicao de simetria da Hessiana de forma em termos dos colchetes
de Lie. Ditas aproximacoes sao convenientes para obter as derivadas de forma de solucGes de
Problemas de Valor na Fronteira (PVF) de segunda ordem.

Pode-se ver o potencial das derivadas de forma para estudar problemas de espalhamento
(scattering), por exemplo, sistemas elasto-actsticos de equagoes acopladas, pois, a caracterizagao
das derivativas de forma serve para garantir a estabilidade, a taxa de convergéncia e a

eficiéncia numérica dos métodos iterativos usados para resolver problemas inversos [6].
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Anexos

A seguir, vamos introduzir alguns conceitos e resultados da geometria diferencial (ver [19])
que foram usados quando apresentamos na secao ([2.5)) a integral para uma forma diferencial

sobre uma variedade 2.

Quando uma variedade é coberta por multiplas parametrizacoes, onde nenhuma das quais
pode cobrir toda a variedade, podemos dividir uma [-forma definida em (2) em pedacos
menores, para que cada peca seja completamente coberta por uma tunica parametrizacao.

Isso foi feito usando a particao da unidade a ser discutida.

Introduzimos primeiro a nogao de suporte:

Defini¢io 16. Seja Q C RY uma variedade suave. Dada uma I-forma w (0 <1 < d) em Q,

podemos definir o suporte de w como

Suppw = p € Q;w(p) # 0,
isto é, o fecho do conjunto {p € Q:w(p)} # 0.

Suponha que € é uma variedade orientada com F(uj,...,uq) : U — € como uma das

muitas parametrizagoes locais. Se uma d-forma w em (2 s6 aparece em F'(U), ou precisamente
Suppw C F(U),

entao podemos definir fQ w. Isto é, se em F(U) temos w = ¢pduy A dug A ... A duy,, definimos

/w—/ w.
Q F(U)

Outra ferramenta importante é chamada de particao da unidade, que ”divide” uma forma
diferencial em pequenos pedacos, tal que cada pedaco seja coberto por uma parametrizacao

simples. Antes de definir a particdo de unidade definamos a nocéo de atlas:

Definicao 17. Um atlas de classe C* numa variedade Q € wma colecdo A de parametrizacioes

F:U — Q de classe C*, cujas imagens cobrem €.
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Definicao 18. (ver [30]) Seja Q@ uma variedade suave com um atlas A = {F, : Uy — Q},
tal que Q@ = s Fa(Ua). A particio da unidade subordinada ao atlas A é uma familia de

fungées suaves pq : 2 — [0, 1] com as sequintes propriedades:
1. Supp po C Fo(Uy) para qualquer o;
2. para qualquer p € Q) existe um conjunto aberto O C €1, contendo p, tal que
Supp poNO # 2
para uma quantidade finita o;

3. > pa=1.
o’s

A partir de uma d-forma w definida em uma variedade orientavel €2 que estd parametrizada
por um atlas orientado A = {F, : Uy, — Q}. Seja {po : Q@ — [0,1]} a particao da unidade

subordinada a A, entao, pela terceira propriedade na definigao ([30]) temos:

w = (ZP&) w = Zpaw'
a’s a’s

=1

Nota final do Teorema de Stokes: Se F(u,v) : U — © C R3 é uma parametrizacio para

cobrir toda a variedade €2, podemos definir o elemento de superficie como

AU dv,,.

oF, OF,
ds_%:‘aua % Ovgy

Porém, nao toda superficie pode ser coberta com uma Unica parametrizacao, logo, podemos
definir um atlas orientado A = {Fy, : U, — Q} com uma partigdo de unidade {p, : @ — [0, 1]}

subordinada ao atlas A. Temos
5=
o

Teorema 5. O operador curvatura Rs € um operador simétrico que atua sobre o plano tangente.

OF, _OF,
ou

EIR dun,dvg,.

Podemos denotar #(S) e #(s) como seus valores proprios, chamados curvaturas principais.

Podemos definir que curvatura média $Hs € a metade da traca, assim

polawao (1 L L
ST T \mG) T Rals) )

Definimos a curvatura gaussiana como

1
Gs = Smmncs) = de )
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O elemento de drea sobre uma superficie T's no ponto y = x + sn(x) estd relacionado com o

elemento de drea da superficie I' no ponto x, através da relacao
dGs(y) = (1+ 2sh(x) + 5°G(x)) d( ().

A derivada normal do operador de curvatura Ry €

0 9
R, = 2.
Além disso,
P 1 , 1/ 1 1
§sn = g racel) =75 (mas) * 9%%@)) ’
B
96, = —29.G..
8SGS ﬁSGS

A prova deste teorema pode ser encontrada em [25].
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