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Resumo

Megale, J. M. Problemas de Sincronismo em uma Familia de Campos Vetoriais. 2020. 111
f. Tese (Doutorado) - Instituto de Matemaética e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo,
2020.

Esta tese é dedicada ao estudo de sistemas de forcas quase-centrais tais que as fungoes f e g
dependem apenas da variavel x, isto é,

JE:—.ﬁf(ZC), y:_yg(x)v f,gGCw.

Fixada f encontramos condigOes sobre g para existir § > 0 tal que, as solugoes do sistema com
condigdes inicias x(0) = zo,%(0) = 0,y(0) = vo,y(0) = Po sejam periddicas de menor periodo
7(z0), Y(x0,Y0,¥0) # 0 com 0 < xg < 0, em que 7(xg) é o menor periodo da solugdo da primeira
equagao do sistema com condigoes iniciais x(0) = xg,%(0) = 0. Denotamos esse fenémeno por
7(xg)-isocronismo.

Mostramos que a existéncia de g satisfazendo essa propriedade é determinada pelo jato de ordem
2 de f em 0.

Nosso resultado principal estabelece que para f analitica real, definida e positiva numa vizi-
nhanca da origem, I, com f(0) = 1 e satisfazendo 3f”(0) > 4f/(0)2, existem no maximo duas
fungoes g, analiticas reais, definidas e positivas em I, tal que o sistema possui 7(zg)-isocronismo.
Além disso, exibimos como seré o resultado em série de poténcias das g com essa propriedade, isso
permite determinar explicitamente os possiveis jatos de ordem k de g em 0. Esses ficam completa-
mente determinados por j*)g(0) e -+ £(0).

Quando 3f”(0) = 4f'(0)? ndo se tem o mesmo tipo de resultado, pois o sistema é degenerado.
Neste caso, conseguimos determinar apenas os jatos pares de g em 0. O caso f = g estd contido
nessa classe de sistemas.

Para 3f”(0) < 4f/(0)? mostramos que nio existe g analitica real tal que o sistema possui 7(zo)-
isocronismo.

Palavras-chave: equacgoes de segunda ordem, campo de vetores, equagoes de Hill, sincronismo.
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Abstract

Megale, J.M Synchronism problems in a family of vector fields 2020. 111 f. Tese (Doutorado)
- Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2020.

This thesis is dedicated to the study of quasi-central force systems where the functions f and g
depend only on the variable z, that is,

JE:—.ﬁf(ZC), y:_yg(x)v f,gGCw.

Fixing f, we find conditions on ¢ to exist 4 > 0 such as the solutions of the system with ini-
tial conditions z(0) = z0,%(0) = 0,y(0) = 0,y(0) = go are periodic with smallest period
7(x0), V(20, Y0, Y0) # (0,0,0) with 0 < zp < 0, where 7(x¢) is the smallest period of the solution of
the system’s first equation with initial conditions x(0) = z¢, & = 0. We denote this phenomenon by
7(xg)-isochronism. We show that the existence of g satisfying this property if defined by the order
2 jet of f in 0.

Our principal result establishes that for real analytic f, positive and defined in a neighborhood
of the origin, I, with f(0) = 1 and satisfying 3f”(0) > 4f(0)?, there are at most two functions g,
real analytic, positive and defined on I, such as the system has a 7(z¢)-isochronism. Furthermore,
we present how the result behaves in power series of g carrying this property and this allows us
to explicitly determine the possible order k jets of g(z) in 0. These are completely determined by
§®g(0) and j*+V £(0).

When 3f”(0) = 4f(0)? we do not have the same result since the system is degenerate. In this
case, we could only determine the even jets of g in 0. This class of systems contains the case f = g.

For 3f”(0) < 4f'(0)? we prove that there is no real analytic g such that the system has 7(zo)-
isochronism.

key-words: Second order equations, vector fields, Hill equations, synchronism;



vi



Sumario

1 Introdugao 1
1.1 Organizagao do Trabalho. . . . . . . .. .. . . 4
2 Preliminares e fatos basicos 5
2.1 Observagoes sobre equagdes de Hill . . . . . . ... ... ... oL 5
2.2 Jatos . ..o 7
3 Alguns resultados de estabilidade para sistemas posicionais 9
3.1 Dinamica do sistema & = —zf(z) . . . . . . ... 9
3.2 Estabilidade para alguns sistemas posicionais . . . . . . . . ... ... 11
3.2.1 Sistemas do tipo: X (z,y) = —af(z),Y(z,y) = —yf(x) . . . . ... ... ... 11
3.2.2  Sistemas do tipo: X(z,y) = —xf(z),Y(z,y) = —yg(x) . . . .. ... ... .. 15

4 Condigoes computaveis para estabilidade da origem de sistemas posicionais e
isocronismo 19
4.1 Um método computacional para a estabilidade na origem . . . ... . ... ... .. 19
4.1.1 Asfungbes tempodeparada . . . . . . . ... 20
4.1.2 Resultados de estabilidade . . . . . . . . .. ... L 21
4.2 Isocronismo para uma classe de sistemas hamiltonianos . . . . . . . . .. .. ... .. 22
4.2.1 TIsocronismono plano . . . . . . . . . ... 23
4.2.2 Resultados de Estabilidade . . . . ... ... .. ... 0L 24
5 Condigoes necessarias e suficientes para o 7(x)-isocronismo 27
5.1 Resultados preliminares . . . . . . . . .. 27
5.1.1 Introducao . . . . . . . .. e 27
5.2 Calculo das derivadas de 7,1 eto . . . . . . ... 32
5.2.1 Equacio das variacdes para z e calculo de 7®)(0) . . . . . ... 32
5.2.2 Equagio das variagoes para y; e calculo t¥(0) . . . . . ... ... ... ... 37
5.2.3 Equagao das variagoes para ys e céalculo de tgk) 0) .. 42
5.2.4 Foérmulas das Derivadas de 7,t1,t2 . . . . . . . .o 45
5.3 Propriedades das derivadas de 7,%1,t5 . . . . . . ... Lo 46
6 Resultado Principal 53
6.1 Resultados. . . . . . . . . e 54
6.1.1 Demonstragao do Lema 6.1.1 . . . . . . . . . . ... ... ... 56
6.1.2 Demonstracao do Lema 6.1.2 . . . . . . . ... ... oo 59
7 Comentéarios e Aplicagoes 69
7.1 Condigoes necessarias para o 7(xg)-isocronismo . . . . .. ... 69
7.2 Aplicagdes . . . . . . . 72
721 Caso f=g . . . . 72
7.2.2  Centro iSOCrONO . . . . . . . . . . 73
7.2.3 Paridade da fungao f(x) e 7(xp)-isocronismo . . . . . ... ... 74

vil



viii

SUMARIO

7.3 Alguns resultados de estabilidade . . . . . . . ... ... oL 76
8 Consideragoes finais 81
A Derivadas de 7,t; e t2 em zero até a quarta ordem 83
A.1 Algumas contas referentes ao célculo das derivadas de 7 em zero até a quarta ordem 83

A.2 Algumas contas referentes ao célculo das derivadas de t; em zero até a quarta ordem 84
A.3 Algumas contas referentes ao célculo das derivadas de to em zero até a quarta ordem 86

B Demonstragoes dos lemas auxiliares 89
B.1 Demonstracao do Lema 6.1.3 . . . . . . . .. .. 89
B.2 Demonstracao do Lema 6.1.4 . . . . . . . ... 93
B.3 Demonstragao do Lema 6.1.5 . . . . . . . .. ... 97
B.4 Demonstracao do Lema 6.1.6 . . . . . . . . ... 105

Referéncias Bibliograficas 111



Capitulo 1

Introducao

Considere o movimento de uma particula de massa unitaria no plano sujeito a agao de um campo
de forgas posicional, ou seja, a for¢a depende apenas da posicao da particula.
Em linguagem matematica, de acordo com a linguagem Newtoniana, esse movimento é repre-

sentado pela equagao diferencial linear de segunda ordem

i="F(q), q=(x,y)€R? (1.1)

em que F : R? — R? é o campo de forcas considerado.
Sejam X (x,y) e Y(x,y) as componentes da forga imposta sobre a particula, com X, Y : Q =
QCcR2—R,X,Y €C' e X(0,0) = Y(0,0) = 0, as equacdes diferenciais sio

o (1.2)
i=Y(z,y), (z,y)eQ=QeR? 0€Q,

Definigao 1.0.1. A forca F = (X;Y) € dita conservativa se erxiste Il : Q — R, 11 € C?, tal que

VI, = —F. Se nao existe Il satisfazendo essas condi¢oes a forca € nao-conservativa.

A teoria sobre a estabilidade de Liapunov para sistemas do tipo (1.1) sujeito a ac¢ao de forgas
atrativas, isto ¢, F'(q) do tipo —f(q)gq, com f(q) > 0, e conservativas é simples. Nestes casos,
utilizando o Teorema de Dirichlet-Lagrange mostra-se que a estabilidade sempre ocorre.

Uma questdo interessante é estudar a estabilidade segundo Liapunov dos equilibrios de (1.1)

quando a forca F' = (X;Y') é "quase central"no sentido descrito a seguir.
Definigao 1.0.2. O sistema

= —xf(x,y)

i (1.3)
i=-yg(z,y), (z,9)€eQ=Q€eR? 0€eQ,

com f(z,y) > 0 e g(z,y) > 0 para todo (x,y) € §, é chamado de sistema de for¢as quase-

central.

Note que o campo nao é central, mas aponta para dentro das circunferéncias de centro na origem,

no sentido que, se ¢ = (z,y), vale que o produto escalar q.F(q) < 0, para todo ¢ # 0.



2 INTRODUCAO

Nesta linha as principais referéncias sao os trabalhos de A. Barone, M. O. Cesar, G. Zampieri e
G. Gorni. Os estudos comecaram no inicio dos anos 80, com um caso particularmente interesse que

ocorre quando f = g, neste caso os sistemas sao conhecidos como sistemas de forgas-centrais:

z= —a:f(x,y)

. (1.4)
i=-yf(z,y), (z,y)eN=Q€eR?* 0€Q,

com f(z,y) > 0 para todo (z,y) € €,

Claro que a origem é o unico ponto de equilibrio dessa equagao e o campo F' é radial e aponta
para o centro (na diregdo da origem, em virtude do sinal negativo).

Se (1.4) é conservativo é simples ver que f(z,y) é constante e ha estabilidade.

O problema abordado por A.Barone e M.O.Cesar consistia em estudar a estabilidade da origem
para estes sistemas no caso nao conservativo e ficou conhecido informalmente, ao menos no IME-
USP, como “Problema da for¢a que aponta”. Durante anos A.Barone e M.O.Cesar estudaram esse
problema, sem muito sucesso.

Em 2005, voltaram a estudé-lo e publicaram o artigo: [BNdOCO05], no qual supondo f analitica
e a existéncia de uma integral primeira a mais do tipo energia para (1.4) foram obtidos alguns
resultados de estabilidade para origem.

No final dos anos 80, em parceria com G. Zampieri, passaram a estudar a estabilidade da origem

de sistemas nao conservativos do tipo

&=—xf(x), §=—yf(z) (1.5)

com f:U — R, U aberto, 0 € U, f(z) > 0 e f continua.

O objetivo era encontrar todos os casos estaveis, ou seja, encontrar todas as fungoes f(z) para
as quais a origem do sistema (1.5) é estavel.

No artigo [Zam88]|, publicado em 1988, G.Zampiere construiu a classe de todos os casos estaveis,
o0 que praticamente esgotou o problema da estabilidade para sistemas do tipo (1.5).

Assim, A.Barone, M.O.Cesar e G.Zampiere comegaram a estudar a estabilidade da origem para

sistemas (1.3) tais que as fungdes f e g dependem apenas da variavel z, isto é,

i=—xf(0), §=—yg(a), (L6)

com f,g:U=UCR—R,0€U,f geC! (nommimo) e f(z) > 0,g(x) > 0.

A meta era encontrar condigoes sobre as funcgdes f e g que implicassem na estabilidade da
origem. Destaca-se o trabalho [BNdOCGO02], em que A.Barone, M.O.Cesar e G. Gorni apresentam,
para alguns casos, condigoes computdveis em termos das derivadas de f(z) e g(z) em 0 até a segunda
ordem para a origem ser estavel ou instével.

Além da estabilidade, os sistemas (1.6) foram estudados sobre outros aspectos. Dentre eles
destaca-se o da coexisténcia de solugoes periddicas.

Como f(0) > 0, a origem (z,%) = (0,0) é um centro para a equagao (1.6)1, logo as solugoes
sao periodicas (para condigdes iniciais suficientemente perto de 0). Para xy > 0 fixado, considere a
solugao de (1.6); com condigoes iniciais #(0) = o, 2(0) = 0. Seja x(t; xo) essa solu¢ao, com menor

periodo 7(xg).



Substituindo x(¢; zp) na segunda equagao do sistema, obtemos a equacdo de Hill

§j = —yg(x(t;x0)), (1.7)

Dizemos que ocorre a coezisténcia de solugoes periodicas se a solugao de (?7) com condigoes
iniciais y(0) = yo e ¥(0) = 7o é periddica para todo par (yo,Jo)-

Existem vérias questoes relacionadas a essa problema. Por exemplo:

Quais sao as condigbes que as fungoes f(z) e g(z) devem satisfazer para que o sistema (1.6)
apresente coexisténcia de solugbes periddicas para cada xg suficientemente pequeno numa vizinhancga
de zero?

Surgiu-nos a seguinte questao: Dada f(z) analitica, definida e positiva numa vizinhanga de zero,
I, existem fungoes g(z) analiticas, definidas e positivas em I tais que, para cada z suficientemente
pequeno numa vizinhanga de zero, ocorra a coexisténcia de solucoes periddicas e, além disso, todas
as solugdes sejam periodicas de menor periodo 7(xg)?

Se sim, é possivel estabelecer condigdes sobre os k-jatos de g(x) em zero que garantam que isso
ocorra?

Nosso objetivo principal neste trabalho é responder essas perguntas.

O termo coexisténcia pode estar, neste tipo de problema, relacionado a outros aspectos, por isso
nesta tese chamamos de 7(x¢)— isocronismo a propriedade: para cada z( suficientemente pequeno
numa vizinhanca de zero, ocorre a coexisténcia de solugoes peridédicas e, além disso, todas as solugoes
sao periodicas de menor periodo 7(x).

Uma maneira equivalente de enunciar o problema ¢é: Dada f(x) satisfazendo as condigoes acima,
existem fungoes g(x) satisfazendo as mesmas condigoes tais que, para cada z( suficientemente
pequeno numa vizinhanga de zero, a solu¢ao de (1.7) com condigdes inicias y(0) = yo e y(0) = o €
periodica de menor periodo 7(xg), para todo par (yo, Jo)?

Neste contexto, 7(xg)-isocronismo denota a seguinte situa¢do: para cada z( suficientemente
pequeno numa vizinhanga de zero, a solugao de (1.7) com condigoes inicias y(0) = yo e y(0) = go &
periodica de menor periodo 7(z¢), para todo par (yo,9o)-

Mostraremos que se a func¢ao f(x) satisfizer algumas condigoes sobre suas derivadas em zero, a
resposta para as perguntas é positiva. Mais especificamente, mostraremos o Teorema A. Aqui e no
resto do trabalho j) f (0) representa o polinémio de Taylor de ordem k& de f em 0 (ou, em outro

jargao, o k— jato de f em 0, veja a Se¢ao 2.2 para essa nomenclatura).

Teorema A: Considere o sistema (1.6), com f(x) analitica real, definida e positiva numa vizi-
nhanga de 0 € R, I, com f(0) = 1.

4
i) Se f"(0) > gf’(O)Q, entao existem no mdximo duas funcgoes g(x) analiticas reais, definidas e

positivas em I, com g(0) = 1, tal que o sistema possui T(xg)-isocronismo. Uma delas tem

§(0) = F'(0) = ;=247 (07 + 18/7(0)

e a outra

§(0) = £'(0) + ;v/~2AF (07 + 15/7(0).

Além disso, se g(x) é uma dessas fungées e k é um natural ndo nulo, g*t1(0) fica completa-
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mente determinado por j(k)g(O) e j(kH)f(O)-

4
it) Se f(0) < gf’(O)Q, nao existe g(x) analitica real, definida e positiva em I, tal que o sistema

possui T(xp)-isocronismo.

4
iti) Se f"(0) = gf'(O)2 e g € analitica real, definida e positiva em I, tal que o sistema possui

7(g)-isocronismo e k natural tmpar nao nulo, g*+t1(0) fica completamente determinado por
i®g(0) e j*HV £(0).

Também obtemos resultados para o caso de (1.6) ter 7(x)-isocronismo e f e g serem de classe
C*, k > 2. Nesta situacdo determinamos, a partir de j(k)f(O) dado quais os possiveis j(k)g(O) para
os quais existe 7(xg)-isocronismo (no Capitulo 7 exibi-se explicitamente essas possibilidades para o
caso k = 4).

1.1 Organizacao do Trabalho

O texto esta organizado da seguinte maneira. No Capitulo 2 faremos a revisao de alguns aspectos
da Teoria de Equacgoes de Hill que estarao presentes ao longo do texto.

Iniciaremos o Capitulo 3 com algumas consideragoes sobre a dindmica do sistema planar
& = —x f(x), apresentaremos a fungao periodo 7(z¢) e suas principais propriedades.

A seguir, iremos enunciar os principais resultados de estabilidade obtidos por A. Barone, G.
Zampieri e M .O. Cesar para sistemas do tipo (1.5) e (1.6). Mostraremos como nosso problema esta
relacionado com esses resultados de estabilidade.

Dedicaremos o Capitulo 4 & exposigao dos artigos [BNAOCGO02] e [Zam88|. O primeiro é de
extrema importancia para nés. A partir dele obtivemos ferramentas importantes para construcao
dos nossos resultados. Destacam-se as defini¢Ges e propriedades das fungoes ¢ e t3 e um método
que permite calcular as derivadas dessas fungoes em zero.

O segundo apresenta resultados interessantes sobre isocronismo no plano, o que motivou algumas
questoes que sao tratadas no texto.

No Capitulo 5 estdo os nossos primeiros resultados. Demonstraremos o Teorema 5.1.2, que
fornece condigoes necessarias e/ou suficientes, em termos das derivadas de ordem k das fungoes 7, ¢ e
to em zero, para a ocorréncia de 7(xg)-isocronismo em sistemas do tipo (1.6). Além disso, obteremos
expressoes para 7(*)(0), tgk) (0) e ték) (0) e provaremos algumas propriedades dessas derivadas. Parte
dos célculos desse capitulo estdao no Apéndice A.

No Capitulo 6, utilizando os resultados obtidos no capitulo anterior, demonstraremos o Teorema
A supramencionado. Os calculos com todos os detalhes estdao no Apéndice B.

Para finalizar, no Capitulo 7 apresentaremos algumas aplicagoes interessantes do Teorema 5.1.2
e mostraremos como os resultados obtidos nestas aplicacoes estao relacionados com resultados ja

conhecidos de estabilidade.



Capitulo 2
Preliminares e fatos basicos

Neste capitulo iremos relembrar alguns resultados basicos da Teoria de Equacgoes de Hill |, que
utilizaremos ao longo do texto. Para mais informagoes sobre o assunto sugerimos a leitura de [MS66].
Apresentaremos também uma breve definigdo de jato de uma fungdo na origem. Para uma visao
mais aprofundada do assunto recomendamos a leitura de [Saill].

No decorrer da tese utilizaremos varios resultados de Analise e Teoria de Equagoes Diferenciais
Lineares. Dentre eles destacamos: o Teorema da depéndencia continua das solucdes com respeito as
condicoes iniciais e o Método da Variagao dos Pardmetros para resolucao de sistemas lineares. Nao

iremos enunciar esses resultados. Como leitura complementar sugerimos [MSRO04].

2.1 Observagoes sobre equagoes de Hill

A

Como é destacado no classico texto de Magnus e Wilker [MS66], o termo “equagao de Hill” é uma
maneira conveniente de denominar equagoes diferenciais lineares de sequnda ordem homogéneas com
coeficientes periodicos.

Assim, "equacao de Hill"denotaria uma equacao
Z4a(t)z+b(t)z=0 (2.1)

em que a(t) e b(t) sdo fungoes periodicas de menor periodo T > 0.

E bem conhecido que, no caso de a(t) ser C!, a mudanca de variaveis

y = exp (Ag)) z,

em que A(t) é uma primitiva de a(t), transforma (2.1) em uma equagao do tipo

i+ Qt)y =0 (2.2)

a(t)?  a(t)

com Q(t) = b(t) —

Portanto, se a(t) e b(t) forem periddicas de menor periodo T' > 0, entao Q(t) também é periodica
de periodo T', embora aqui nada garante que este ¢ o menor periodo desta fungao (pode até ser
constante).

Essa consideragoes justificam, apesar da ressalva feita sobre o menor periodo, a tendéncia atual
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em usar o termo “Equacao de Hill” apenas para denotar equagoes do tipo (2.2).

Neste trabalho seguimos essa convencao da literatura atual.

Uma questao importante da Teoria de Equacoes de Hill é determinar a existéncia de solugoes
periodicas.

O valor do periodo da solugao (que é um multiplo do periodo T dos coeficientes da Equagao de
Hill) é fundamental para caracterizagao das solugoes periddicas. Na verdade, somente as solugoes
de periodo T ou 2T sao interessantes.

A equacao (2.2), com as condigoes acima, tem duas solugdes continuamente diferenciaveis y; (t)

e y2(t) determinadas pelas condigoes iniciais

y1(0) = 1,91(0) = 0,%2(0) = 0,92(0) = 1. (2.3)

Essas solugbes sao conhecidas como solugoes normalizadas. E pela propriedade do Wronskiano

y1(0)g2(t) — y2 ()91 (t) = 1, V.
E valido o seguinte teste de estabilidade:
Teorema 2.1.1. As solugoes de (2.2) sao estdveis se e somente se §1(T) + yo(T') € real e vale
91.(T) + y2(T)| < 2
ou
(1) +132(T)==x2 e y(T)=up(T)=0.

Se em (2.2) a funcdo Q(t) é par é possivel estabelecer relagoes entre os valores de y1, 91, y2 € 92
em T/2 e T, as quais nos fornecem mais informagoes sobre as solugoes periddicas de periodo T e
2T.

Teorema 2.1.2. Sejam y1(t) e ya2(t) as solugoes normalizadas de (2.2), com Q(t) par. As sequintes

relagées ocorrem:
1oy (T) = 251(T/2)32(T/2) = 1 = 200(T/2)y2(T/2) + 1
2. 12(T) = 2y2(T/2)52(T/2);
3. u(T) = 251(T/2)in (T/2);
4- 1(T) =y (T).

Em todos os casos, y1(t) = y1(—t), isto é, y1(t) € uma fungao par. Similarmente,
ya2(t) = —ya(—t), y2(t) € uma fungao impar em relagao a t.

Sempre que existir uma solucdo nao trivial de periodo T ou 2T, também existird uma solu¢do
periodica nao trivial que € par ou impar. Portanto, estas solugdes periddicas sao necessariamente
multiplas de uma das solugoes normalizadas y1(t) ou y2(t), a menos que todas as solugdes sejam

periddicas (com periodo T ou 2T).

O resultado a seguir exibe condigoes necessérias e suficientes para a existéncia de solugoes

periodicas de (2.2).
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Teorema 2.1.3. Supondo que as condi¢oes do Teorema 2.1.2 sdo satisfeitas, se existe solugdo
periddica nao trivial de (2.2), entao também existe uma solug¢io nao trivial que € par ou impar

(podem existir ambas), de periodo T ou 2T, e além disso, essa solugao é:
1. par e de periodo T se e semente se y1(T/2) = 0;
2. impar e de periodo T se e somente se y2(T/2) = 0;
3. par e de periodo 2T se e somente se y2(1/2) = 0;
4. tmpar e de periodo 2T se e somente se y2(t/2) = 0.

Solucoes periddicas pares ou impares de periodo T ou 2T sao necessariamente miltiplas das solucoes

normalizadas y1(t) ou ya(t).

2.2 Jatos

Nesta tese consideraremos funcoes diferenciaveis de abertos de R™ em RP e neste contexto a
nogao de jato mostra-se uma ferramenta conveniente.

Denote por Ji(n,p) o espago vetorial real dos polinémios g : R™ — RP com ¢(0) = 0.

Considere U um subconjunto aberto de R e f : U +— RP de classe C*°.

Para a € U denote por Uy, =U —a = {x € R" : x+a € U} e por j*f(a) o polinomio de Taylor
de ordem k na origem de hy(z) = f(z +a) — f(a),x € U,,.

Como h,(0) = 0, tem-se que j*f(a) € Ji(n,a).

Definigao 2.2.1. Nestas condigdes, a funcio j*f : U w J¥(n,p) que a cada a associa j*f(a)

chama-se jato k de f e o polinomio j* f(a) é denominado jato k de f em a (ou k- jato de f em a).

Neste trabalho estamos interessados nas fungoes f : I — R, em que I é um intervalo aberto que
" (k)

/ (a)x2+...f (a)xk.
2! k!

Devido ao nosso problema dar especial destaque ao k-jato de f na origem, vai-se neste trabalho

contém o zero, e mais especial no seu k-jato que ¢ j* f(a) = f'(a)x +

empregar como sindnimos esse jato k e o proprio polinomio de Taylor de ordem k de f em zero (de

fato esse tltimo polinémio ¢, neste jargdo, f(0) + j*£(0)).
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Capitulo 3

Alguns resultados de estabilidade para

sistemas posicionais

3.1 Dinamica do sistema & = —xf(z)

Nesta se¢ao faremos algumas consideragoes sobre a dindmica do sistema planar & = —z f(z).
As principais referéncias sdo [Zam88| e [Zam11].

Apresentaremos a fungao periodo do sistema e suas propriedades. Como veremos ao longo do
texto, a classe de diferenciabilidade dessa funcdo seréa de grande importéncia para obtencao dos
nossos resultados.

Para mais informagoes sobre a fungao periodo 7(zg) e suas propriedades sugerimos a leitura do
trabalho [dS02].

Considere o sistema
i=—af(x), f:U—~R, 0cU=UCR, f(z)>0 (3.1)

com f continua, o que garante a unicidade de solugoes.

Este sistema admite a integral primeira da energia

A energia potencial V é de classe C! e

V(0) = tim @) _ £(0) > 0.

z—0 T

Como consequéncia a origem x = 0,2 = 0 é um centro para (3.1), isto é, existe uma vizinhanga
aberta 0 C R? da origem, invariante por (3.1), tal que todas as solugoes de (3.1) com condicoes
iniciais em 2\ {0,0} sao periddicas.
Além disso, cada uma dessas solugdes corta a semi reta (x,0), x > 0 em um Gnico ponto.
Assim, existe Ty tal que, o retrato de fase de (3.1) em  fica determinado pelas solugoes x(t)
desta equacdo com condigoes iniciais z(0) = xo,%(0) = 0, com 0 < xg < Tp e, ademais, estas
solugoes sao periddicas, p ortanto definidas em R.

Denotaremos esta solu¢ao por z(t, zp).
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Note que, como #(t) = z(—t,z) também é solucio de (3.1) e #(0) = zo, o = 0, tem-se que,
Z(t) = z(t) para todo t, ou seja, z(t,zy) é par.

Denotaremos por 7(x¢) o menor periodo de t — x(t; o), ou seja, se 0 < p < 7(xp), entdo existe
ao menos um intervalo real I tal que z(t + p;zg) # z(t;xo), Vit € I.

A partir de agora, sempre que dizermos que a solugao é 7(zg)-periodica estamos admitindo que
7(z¢) é o menor periodo da solugao.

Considere a func¢ao
T sgn(x)y/2V (z), entdo w(zx)? =2V (x). (3.3)

em que sgn(z) é o sinal de x.

Como oy
lim (z) = f(0), entao @(0)=[f(0)]"%> 0.
z—0 X
Além disso,
— _ zf(r) —
() = ) —u (0) >0 quando z~ 0.

Portanto, existe um intervalo maximal J aberto, com 0 € J | tal que u definida poru=u| J é
um difeomorfismo de classe C'! sobre um intervalo simétrico I = u(.J).

Definindo h(z) = u~!(—u(z)), temos que h também ¢ um difeomorfismo:

h € Diff'(J,.J), h(h(z)) ==z, h(0)=0, K (0)=-1. (3.4)

V(h(z)) =V (z), sgn(h(z)) = —sgn(z).

A funcdo h é chamada de involucdo associada a V. Como h~! = h, grafico de h é simétrico com
respeito & diagonal dos quadrantes impares, ou seja, (x,h(z)) tem (h(z),x) como ponto simétrico
e coincide com o ponto (h(x),h(h(z)) no grafico.

Considere a solucao peridédica que intersecta o eixo x no ponto xg € J. Como xp > 0 entao

h(zo) < 0 é outra intersec¢ao. Pela conservagao de energia, temos que o periodo dessa solugao é

o dx
=2 ATy .

A funcéo 7(zg) é tal que 7(zo) — 27(f(0))"/? quando xo — 0F.
De fato, considere (3.5). Se yo € I, 90 > 0,29 = u~(yo), entdo h(xg) = u=(—yp), assim

B u(yo) dx _ Yo W
T(yo) = 2/u_1(_y0) V2(V(z0) — V() 2/—y0 o — 1

(Y)Y (<) dr
- 2 .

2
Yo —r?

r
Fazendo a mudanca de varidvel s = arcsin () para yo € I,yo > 0,
Yo

T(yo) = 2/02 (@™ (yosin(s)) + (u™")' (~yosin(s)) ds. (3.6)



ESTABILIDADE PARA ALGUNS SISTEMAS POSICIONAIS 11

Entao,

lim T(ye) = 2m(u-1)/(0) = — 28 — _ 27|
i ) =270 = 2 =

Da formula (3.6), para zg € J,zp > 0, temos

™

T(z0) = 2/02 ((ufl)'(u(:cg) sin(s)) + (u™) (u(zo) sin(s)) ds.

Proposicao 3.1.1. O periodo T(xg) de t v+ x(t;20) € uma fun¢io C* em {xg € J : 29 > 0}.

Demonstracao. Para xg € J,xzg > 0, temos

T(z0) = 2/02 ((uil)'(u(xg) sin(s)) + (u™) (u(zo) sin(s)) ds.

A fungdo u é um C! difeomorfismo. Como f € C*, temos que u(x) = /V(x), para z > 0 é de

classe C?, bem como V = f’ e a inversa u~'(y) para y > 0. Isto prova o resultado. O

A Proposicao 3.1.1 nos fornece informacoes sobre a classe de diferenciabilidade da funcao pe-
riodo. Nesse caso, temos que f é de classe C! o que implica 7(xg) de classe C*

E conhecido que a funcdes f e 7(zo) possuem a mesma classe de diferenciabilidade, ou seja, se f
e de classe C" entao 7(xp) também o é. Em particular, se f é de classe C* a fungao 7(xp) também
¢ C'™, o que garante a existéncia das derivadas de 7(xg) de todas as ordens.

No caso da funcado f ser analitica o mesmo resultado é vélido. Para prova desse resultado,

sugerimos a leitura de [dS02].

3.2 Estabilidade para alguns sistemas posicionais

Na literatura, os principais resultados de estabilidade da origem para sistemas de forcas quasi-
centrais sao recorrentes dos trabalhos de A. Barone, M.O Cesar, G.Zampieri e G.Gorni.

Nesta secao apresentaremos alguns desses trabalhos. Aqui, restringimo-nos a enunciar os prin-
cipais resultados obtidos e abordar algumas ideias envolvidas em suas demonstragoes.

No Capitulo 7, utilizando os nossos teoremas, obteremos uma prova diferente de alguns desses

resultados.

3.2.1 Sistemas do tipo: X (z,y) = —zf(x),Y(z,y) = —yf(z)

As referéncias para o estudo de sistemas desse tipo sao os artigos [BNZ86],[BNdOC88| e [Zam88|.
O objetivo principal desses é encontrar as fungdes f(z) tais que a origem do sistema ¢é estéavel.
Considere o sistema
= —of(), §=-uf(), (3.7)

f:U= U — R,0 € U e f continua, o que garante a existéncia, unicidade e dependéncia continua
de solugoes.

Note que se f(0) < 0, entao a origem ¢é instavel. Para ver isto é suficiente considerar os movi-
mentos ao longo do eixo y. Portanto, vamos assumir f(0) > 0.

O sistema admite duas integrais primeiras. Uma delas ¢é a integral da energia de (3.7); e a outra

é a integral das areas, dadas, respectivamente, por
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L(xvya:tay) :y.’E—CCy:C

Como vimos na Se¢ao 3.1, a origem no plano x, & é um centro, ou seja, todas as solugoes, numa
vizinhanga da origem no plano x, &, sao periédicas e possuem a origem em seu interior.

Considere a solugao x(t;xo; o), satisfazendo z(0) = zg > 0 e #(0) = 0. Seja T'(xg) o menor
periodo dessa solugao. Por simplicidade, denotaremos T'(z¢) por 7.

Substituindo x(t; z¢;0) em (3.7)1, obtemos a equagao de Hill com coeficientes de periodo 7" :

§=—yf(z(t;20;0)). (3.8)

Da Teoria de Floquet (veja [MS66]) o sistema possui duas solugoes normalizadas y; e y2, satis-
fazendo as condigbes iniciais (2.3).

Note que z(t, zg,0) = z(—t, zo,0), logo y1 : t — x(t, z0,0)/x0 € a solugdo par de (3.8) e
yl(o) = 17 yl(o) = 07 yl(t + T) = yl(t)7 yl(t) = yl(_t)
Da integral de energia do sistema, segue que, se h(zx) é a fungao definida em na Segao 3.1, entao

ti=min{t e Ry :y1 =0} e h(zg) =max{x € R_:V(z) =V(z)}

E=V(zo), w(E)=0, w(xt1)=Fv2V(x0), v1(T/2)=h(x0)/x0, 3:1(T/2)=0,

Consideremos agora a solugdo impar do sistema, y2(t). Da integral das &reas (que ao longo de

y2(t) vale zp, temos
yo(xt1 +nT) = :E(QV(m’o))*l/2’ U2(T/2 4+ nT) = zo/h(x0), Go(nT) =1,

para cada n € Z.
Seja t — ¢(t) solugao de (3.8), temos que

(1) = ¢(0)y1 (t) + H(0)ya(t).
A funcgao y2(t + T') também é solugao, portanto
y2(t + 1) = y2(T)ya (t) + y2(1),

usamos que ¥2(nT) = 1.

Para t = nT, como y1(nT) = y1(0) = 1 temos

Y2((n + 1)T) — yo(nT) = y2(T).
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Portanto,

y2(nT) = ny2(T), paracada n € Z.

Donde segue que
d(nT) = ¢(0) + ne' (0)y2(T), paracada n € Z.

Fazendo t = —T'/2 em ya(t + T'), temos que y2(7T") = 0 se e somente se y2(7/2) = 0.

Assim, segue o resultado:

Proposicao 3.2.1. Ou todas as solugoes da equagio (3.8) sao periddicas de periodo T, ou cada
solugao t — ¢(t), com ¢'(0) # 0 € ilimitada. O primeiro caso ocorre se, e somente, se y2(T) = 0

ou, equivalentemente, y2(T'/2) = 0.

Esta proposi¢ao foi enunciada e demonstrada originalmente em [BNZ86|. Ela mostra que a
estabilidade da origem do sistema (3.7) é equivalente a total periodicidade, ou seja, cada solugao
numa vizinhanca da origem é peridédica de periodo 7.

Utilizando a integral das areas, conclui-se que a origem do sistema é estavel se e somente se
cada solugdo numa vizinhanga da origem ¢é periédica de menor periodo T.

Além da Proposicao 3.2.1, os autores encontram uma classe de fungoes em que a instabilidade

ocorre. Em particular, o equilibrio é instével se a funcao g definida por

9(0):7,9(3?) =2 para x # 0.

tem um minimo isolado extremo em x = 0.

O resultado principal do artigo é obtido no caso em que f é par.

Teorema 3.2.1. Seja f par. A origem do sistema (3.7) € estdvel se e somente se f € localmente

constante em zero, ou seja, somente no caso trivial.

Em [BNdOCS88| ¢ obtido um caso de estabilidade nao trivial. Para isso, usou-se conceito de forca

pseudo-conservativa.

Definigao 3.2.1. Considere o sistema (1.2). Se existe I1: Q — R, 1T € C?, tal que
I =aX +9Y, —II, =X + Y,

entao a forca F(X,Y) é chamada de pseudo-conservativa. A funcao I1 é chamada de pseudo-

potencial.

A partir da generalizagdo de alguns teoremas conhecidos de mecéanica, os autores mostram o

seguinte:

Proposicao 3.2.2. Os sistemas do tipo (1.2), tais que a forca F' € pseudo-conservativa possuem

integrais primeiras do tipo:

Vi(z,&,y,9) = a(z,y)3* + 2v(z, y) iy + Bz, y)y* + H(z, y).
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em que
1 1
a=a+by+c? B=d+ex+cz?, y=k— §bx—§ey—cxy,
com a,b,c,d, e, k constantes.
Além disso, vale que

Proposicao 3.2.3. Se a fungio V' é uma integral primeira de (1.2), entao existem a,b,c,d, e, k € R,

tais que

1 1
(b+2cy) X —(e+2cx)Y + </<: — ibx — —ey — ca:y) (Y, — X))+ (a+by+cy*) X, — (d+ex+cx?)Y, = 0.

2
(3.9)
Para sistemas do tipo (3.7), a igualdade (3.9) é
3 1y, 3 AN
[2ef—|- <d+2ex> f] Y+ [ Qbf—i— <k be>f] xz=0.
Em particular, para y = 0,
3 1\
— §bf <k — 261’) f =0, (3.10)
o que implica
1
- §ef (d+ ex) f=o. (3.11)
2 2
Das equagoes (3.10) e (3.11), temos, respectivamente
3 3
_ l _ ©
1@ == 79 = @it e
0 que implica em
1
bp+2gk =0, ep—2dqg=0, flr)=-—"-—=+ 3.12
() T ao)". (3.12)

Neste caso, o sistema (3.7) possui trés integrais primeiras distintas.

Por exemplo, para (a =1,b=c=d=e=k =0),

1., x?
t o2
2 (2p)(p + qx)

Utilizando essas integrais primeiras é provado que:

Proposicao 3.2.4. A origem para o sistema (3.7) com f(x) como em (3.12) € estdvel para qualquer

P positivo.

A proposi¢ao acima apresenta um caso estabilidade nao trivial. Observe que a classe de sistemas
dada por f(z) da forma (3.12) é muito especial, pois somente nesses casos ocorre a conservagao da
pseudo-energia.

O resultado principal de [BNdOCS88| apresenta uma condi¢ao necessaria para estabilidade da

origem.

Proposigao 3.2.5. Se f € C! e f"(0) existe, a condigdo

3£(0)"(0) = 4f'(0)?,
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é necessdria para estabilidade da origem de (3.7).

Isto mostra que para esses sistemas a instabilidade é genérica.

Surge a pergunta: Para que funcdes, além da fungdo constante e das fungoes da forma (3.12), a
estabilidade da origem de (3.7) ocorre?

Em [Zam88|, G. Zampieri construiu a classe de todos os casos estaveis. Esta é bastante restrita,
dado arbitrariamente f € C°(R;,R) com f(0) > 0, existe uma extensdo continua, de f, f : R
R, para qual a estabilidade ocorre. Além disso, quaisquer duas dessas extensoes coincidem numa
vizinhanga da origem.

Esta construcao envolve a utilizagdo de uma "fungao chave", k, definida em termos das fungoes
u e h (veja Secdo 3.1) e alguns resultados de [BNZ86]. Nao iremos reproduzi-la aqui, uma vez que
esta nao sera utilizada na obtencao dos nossos resultados.

Para finalizar, ressaltamos que para sistemas (3.7) a origem ¢ estével se e somente se cada solugao
numa vizinhanga da origem é periédica com menor periodo 7. Em outras palavras, a origem do

sistema é estavél se e somente se o sistema possui 7(xg)-isocronismo.

3.2.2 Sistemas do tipo: X(z,y) = —zf(x),Y(z,y) = —yg(zx)

Os sistemas deste tipo foram estudados sob dois principais aspectos: estabilidade e coexisténcia
de solucoes periodicas.

Comegaremos com a estabilidade. Iremos apresentar os principais resultados dos artigos [BNdOC91]|
e [BNdAOC92]. O objetivo desses é encontrar condigoes sobre a fungoes f e g que impliquem na es-
tabilidade da origem do sistema.

Neste sentido, tem-se também os artigos [BNdOCGO02| e [Zam11]. Devido & importéancia desses
para o desenvolvimento da tese, reservamos o préximo capitulo somente para exposi¢cao dos mesmos.

Considere o sistema

fog:U—~RO0ecU=UCR,f,geC? f(0)>0,g(0) > 0. (3.13)

Esse sistema escrito como equacio de primeira ordem em R? fica dado por:

T =2z
Y=z
21 = —xf(x)
g = —yg(x).

\

Como é tradicional na literatura, veja os artigos citados e o livro [MS66], iremos trata-lo como
sistema de segunda ordem, ou seja, da forma (3.13).

Como f(0) > 0, entao existe Ty tal que Vg, com 0 < xy < T, a solugao z(t;xg) de (3.13)1,
com x(0;x9) = xg e £(0;z9) = 0 & 7(x¢)— periddica e par.

Substituindo x(t;x¢) em (3.13)2, obtemos uma familia de equagoes de Hill,

§ = —yg(x(t;x0)), (3.14)
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indexada por xzg.

Como z(t,zp) é par, estamos no caso simétrico das Equagoes de Hill.

Sejam y1(t; ) e ya(t;xp) as solugdes normalizadas de (3.14) satisfazendo as condigdes (2.3).
Essas fungoes yi(t;z0) e ya(t;x9) sdo continuamente diferenciaveis e satisfazem a igualdade do
Wronskiano

Y1t 20)ya(t; wo) — y2(tsxo)tn (t20) =1, VEER.

No caso f = g o sistema possui duas integrais primeiras, a integral da energia mecanica de (3.13);
e a integral das areas. No caso f # g nao ocorre a conservacao do movimento angular, isto é, o
sistema nao possui a integral das areas.

Em [BNdOC91]| ¢ introduzido o conceito de integral das areas generalizadas.

Definicao 3.2.2. Dizemos que o sistema (3.13) admite uma integral das dreas generalizada se

existem uma vizinhanca aberta da origem W C U e uma fungdo de classe C2, s,
s: W\{(0,0)} — R,
s(x, ) nao nula em cada vizinhanga de (0,0), e tal que
V =s(z,2)y —y$(x; &)

€ uma integral primeira (3.13), onde $(x; &) = sz(x, )T — v f(x)sz(x, T).

A seguir os autores apresentam condigOes necessarias e suficientes para existéncia de integral

das areas generalizadas para (3.13). Destacamos a seguinte:

Teorema 3.2.2. Supondo f(0) > 0,g(0) >0 e 0 < 6 < Tg. O sistema (3.13) possui integral das
dreas generalizadas, s, se e somente se, para todo € > 0, existe (ag,by) C (0,9),a9 <€, ei € {1;2}

tal que Yz € (ag,bo), yi(t; xo) € periddica de periodo T(xg).

Utilizando essas condigoes sao construidas fung¢oes de Liapunov para o sistema (3.13), nos casos
de total periodicidade e quando 4¢g(0) # n?f(0), para todo natural n. Mais precisamente, sdo obtidos

os resultados:

Teorema 3.2.3. Se f(0) > 0,9(0) > 0 e y;(¢t;z0),i € {1,2} sao periddicas de periodo T(xo) para
todo 9,0 < xy < 0, com 0 < Ty, entao o sistema (3.13) admite uma fun¢ao de Liapunov para

estabilidade da origem.

Teorema 3.2.4. Se f(0) > 0,9(0) > 0 e 4g(0) # n?f(0), para todo n € N, entdo o sistema (3.13)
admite uma funcgio de Liapunov para estabilidade da origem. Estes casos sdo aperiddicos, isto €,
existem solugoes nao periddicas de periodo T(xg) perto da origem. Em particular yy (t, xo) € ya2(t, xo)

nao sao periodicas.

O Teorema 3.2.4 mostra que a estabilidade da origem é genérica para (3.13).
Como vimos, (3.14) é uma familia de equagdes de Hill indexada por zg. Da Teoria de Floquet
para o caso simétrico (veja [MS66]), temos que y2(7(z0); x0) = y1(7(z0,x0)) € também sdo validos

os resultados de estabilidade da origem y = 0,y = 0 para xg-segao:

a) se y2(7(x0); zo) > 1, entdo a origem é instével;
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b) se y3(7(wo); o) < 1, entdo a origem é estével.
c) se y2(1(wo);0) = 1 e ya(7(w0); 20) = 91(7(x0), 20) = 0, entdo a origem & estavel.
d) se y2(1(x0); o) = 1 e y3(7(w0); w0) + 92 (7(20), ¥0) > 0, entdo a orgem em instavel.

Esses resultados seguem do Teorema 2.1.1.
Em [BNdOC92], utilizando a identidade do Wronskiano, os resultados de estabilidade acima sao

reescritos em termos da funcdo & valores reais:

77) se  yo(1(xo); ) # 0;

Hz0) = g(a0) se ya(r(x0); w0) = 91 (7(x0), %) = 0,
+00 se  y2(7(x0); x0) # y1(7(20), 20) = 0.

E sao obtidos os critérios de estabilidade:

Teorema 3.2.5 (Critério de Estabilidade para xg Segao). Uma condigao necessdria e suficiente
para estabilidade da xqg secdo €é:
0< l(l’o) < +00

Teorema 3.2.6 (Critério Fundamental de Estabilidade). Uma condi¢do necessdria e suficiente para

a estabilidade da solugio v =y =2 =1y =0 de (4.1) €

0 < liminfl(zg) < limsupl(zg) < 400
zo—07F 20—0F

O Teorema 3.2.6 permite obter informagoes sobre a estabilidade da origem a partir da anélise
do comportamento da fung¢ao ! numa vizinhanga de zero.

Em [BNdOCGO02], os Teoremas 3.2.5 e 3.2.6 sao utilizados para obtencao de um novo Critério
de Estabilidade, do qual sdo extraidas condigoes necesséarias e/ou suficientes para estabilidade da
origem em termos de f(0), g(0), f/(0), f”(0), ¢'(0), " (0).

No aspecto de coexisténcia de solugoes periddicas destacam-se os trabalhos de G. Zampieri:
|[Zam89] e [Zam99|. Iremos apresenta-los sem muitos detalhes, o que a primeira vista parece estranho,
uma vez que estamos interessados em um tipo especial de coexisténcia de solugdes periodicas. O

motivo para isso é que a abordagem utilizada nesses trabalhos é diferente da que utilizamos na tese.

Definigao 3.2.3. Considere (3.14), com xzq fizado. Dizemos que ocorre a coezisténcia de solugoes

periddicas se todas as solugoes de (3.14) sao periddicas de mesmo periodo T(xg).

Como consequéncia dos Teoremas 3.2.2 e 3.2.3, conclui-se que: Se o sistema admite integral
das areas generalizadas (veja Defini¢do 3.2.2), entao estabilidade é equivalente a coexisténcia de
solugoes periddicas para cada equagao de Hill (3.14). Neste caso, a tripla (f,g,s) é denotada de
coexistence-like.

Sempre que (f, g, s) é coezistence-like, dadas f e s existe uma relagao entre f, s e g que determina
g unicamente.

Algumas fungoes s sdo tais que para cada f existe g, unicamente determinada por f e s, tal que

(f,g,8) & coexistence-like.
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Cada uma dessas s determina o seguinte problema, conhecido como free coexistence-like: De-
terminar todas as funcées f de classe Ct, definidas numa vizinhanga de 0 € R e com f(0) > 0, tal
que a origem € um equilibrio estdvel para (3.13) (com g determinada unicamente por f e s).

Existem quatro familias de free coexistence-like:

z f(x)
x+o

2. s(x,2) =z, g(x)= f(x);

1. s(z,z)=xz+0, g(z)= , o eR\ {0}

3. s(z, ) = (1+ax)i, g(z)= <1 + sar ) f@)+zf'(x), aeR;

4. s(x,z) =xi, g(x)=4f(x)+zf'(z).

G.Zampieri resolveu todos os casos de free coexistence-like, ou seja, para cada caso acima en-
controu todas as fungdes f(z) para as quais a origem ¢ estével.

No caso 1) é facil ver que ocorre instabilidade para toda fungao f. O problema para os caso
2),3) e 4) sdo nao-triviais e foram resolvidos, respectivamente em [BNdOCS88|,|Zam89| e [Zam99).

Para mais informagoes sobre a coexisténcia de solugoes periddicas, sugerimos a leitura do Ca-
pitulo 7 de [MS66].



Capitulo 4

Condicoes computaveis para estabilidade
da origem de sistemas posicionais e

1SOCronismo

Este capitulo ¢ dedicado & apresentacao dos artigos: [BNAOCGO02] e [Zam11]. O primeiro for-
neceu ferramentas essenciais para o desenvolvimento desta tese. Os resultados que obtemos, no
Capitulo 5, sdo dados em termos das derivadas de ordem k em zero das fungoes 7,t1 e t9, as duas
ultimas definidas nesse artigo. Além disso, é apresentado um método que permite calcular as de-
rivadas até a segunda ordem dessas fungoes em zero. A partir da aplicagdo sucessiva do método,
obtivemos informacoes importantes sobre as derivadas de ordem mais alta dessas fungoes, que foram
fundamentais para a demonstragdao dos nossos principais resultados.

Em [Zam11], Zampieri apresenta uma classe de sistemas hamiltonianos auténomos de 2 graus de
liberdade e descreve toda a dindmica desses sistemas. Estamos interessados nas condi¢oes necessarias
de estabilidade obtidas, as quais mostramos, no Capitulo 7, serem iguais as condigoes necessérias

para ocorréncia de 7(xg)— isocronismo que obtemos ao aplicar nossos resultados.

4.1 Um método computacional para a estabilidade na origem

Vamos, nesta segao, apresentar os resultados do artigo "A Computational Method for the Stability
of a Class of Mechanical Systems” dos autores Angelo Barone- Netto, Mauro de Oliveira César e
Gianluca Gorni [BNdOCGO02], que serao tuteis em nosso trabalho.

O objetivo deste artigo é estudar a estabilidade da origem para sistemas do tipo

i = —yg(x),

(4.1)

com f e g de classe C2, definidas numa vizinhanga aberta de 0 € R, tais que f(0) > 0,¢(0) >0 e
4¢(0) = n%f(0), para algum n € N.

Lembramos que o caso 4g(0) # n?f(0), para todo n € N, foi estudado em [BNdOCS88], no qual
mostrou-se que estes casos sao estaveis.

O resultado principal é chamado pelos autores de Novo Critério de Estabilidade (variante do
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Teorema 3.1 de [BNdOC91]), sao dadas condigoes suficientes de estabilidade ou instabilidade para
a origem, a partir da analise do valor assumido por uma funcao que caracteriza a estabilidade, L.
Esta ¢é definida em termos da func¢éo periodo 7 e das funcoes t1 e to, apresentadas pelos autores no
texto, chamadas de tempos de parada.

Com a aplicacao do Novo Critério de Estabilidade sao obtidas condigbes necessarias ou suficien-
tes para estabilidade da origem em termos de um sistema de desigualdades em f(0), g(0) f/(0), ¢'(0),
f"(0) e g"(0).

Como veremos, para a obtencao dessas condigoes de estabilidade é preciso calcular as derivadas
T, t1 e to em 0 até a segunda ordem. Os autores apresentam um método para estes calculos,
utilizando equagoes variacionais. Deixamos a apresentagao desse método para o préximo capitulo,
em que fazemos explicitamente os calculos para as derivadas dessas fungoes na origem até a ordem
4.

Além das condigoes para estabilidade, sao apresentadas varias aplicagoes interessantes do Novo
Critério de Estabilidade. Dentre elas é obtida novamente a condigao suficiente de instabilidade para
o caso f = g, apresentada por Barone e Mauro em [BNdOCSS|.

Daremos énfase ao resultado principal do artigo e as defini¢ées que utilizaremos para construgao
dos nossos resultados. Destacamos em especial as defini¢oes das fungoes 7, t1 e ta, bem como a suas

propriedades.

4.1.1 As funcoes tempo de parada

O resultado principal de [BNdOCGO02] é baseado em duas fungoes, t1 e to. Nesta subsecao
apresentaremos as defini¢oes e algumas propriedades dessas funcoes.

Sem perda de generalidade, toma-se f(0) = 1 e sdo estudados os casos em que 4g(0) = n?, para
algum n € N.

As fungoes t1 e to sdo definidas como:
t1(xp) = n-ésimo zero estritamente positivo de 91 (., xo).

ta(xo) = n-ésimo zero estritamente positivo de ya(., zp).
A Proposigao provada a seguir corresponde & Proposicao 3.1 de [BNdOCGO02].

Proposicao 4.1.1. Para cada xg suficientemente pequeno, t1(xg) e to(xo) estao bem definidas e

sGo suaves com respeito a g, e t1(0) = t2(0) = 2.

Demonstragao. As solugoes fundamentais yi(¢;z9) e y2(t;x0) de (3.14) sdo suaves com respeito a

(t;z0). Em particular, para xg = 0

nt 2 . nt
y1(t,0) = cos <2> e y2(t,0) = —sin <2> .

Portanto, ¢1(0) = t2(0) = 27. Como 9;(t,0) = 0 entdo §;(¢,0) # 0, seus zeros sao isolados e, aléem
disso, pode-se aplicar o Teorema da Funcao Implicita para equagao 9i(t;z9) = 0 na incognita.
Conclui-se assim que, para z( suficientemente pequeno, a fungao t — ¢;(¢;x9) também tem o n-
ésimo zero no tempo t1(xg) perto de 27, dependendo suavemente (pelo menos C*') de zp. A prova

para to(zg) é analoga. O
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4.1.2 Resultados de estabilidade

Usando as fungoes 1 e to os autores definem, para x( suficientemente pequeno, uma nova fungao
que caracteriza a estabilidade:
7(z0) — t1(zo)
———————= se to(xg) # T(x0);
T(:Eo) — tQ(SCQ) ( ) ( )
l(zo) = 1 se  ti(xg) = ta(zg) = 7(x0),

+o0 se  ti(xo) # ta(wo) = T(20)-
Utilizando esta fungao é obtido o principal resultado do artigo:

Teorema 4.1.1. (Novo Critério de Estabilidade) A origem (y,y) = (0,0) € um equilibrio estdvel

para a familia de equagoes de Hill (3.14) se e somente se:

0 < l(zp) < +o0.
A origem (x,%,y,9y) = (0,0,0,0) é um equilibrio estdvel de (4.1) se e somente se

0 < liminf I(z) < limsupi(z) < 400
zo—0F 20—0F

O quociente que define [ tem, no caso principal, a forma indeterminada 0/0 quando xy — 0.
Para aplicar a Regra de I’Hépital é preciso calcular as derivadas de 7, t1 e t3 em zg = 0. Como dito
anteriormente, deixaremos esses calculos para o proximo capitulo.

Os resultados do Teorema 4.1.1 sdo anélogos aos ja enunciados no Capitulo 3, Teoremas 3.2.5
e 3.2.6, trocando-se [ por L. Contudo, o Teorema 4.1.1 nos fornece condicoes de estabilidade menos
abstratas que dos outros teoremas, uma vez que conhecidas as derivadas de 7, ¢t e t2 em 0, as

condigoes ficam dadas em fungao das derivadas de f e g em 0, como obtém-se a seguir:

Teorema 4.1.2. Suponha que f e g sio de classe C? e g(0) = n?f(0)/4 > 0 para algum n € N.

Sejam
p1 = 20f'(0)* = 9f"(0) + 244" (0),
p2 = 20f'(0)* —10£(0)g'(0) — 104'(0)* + 9(¢”(0) — "(0)),
ps = 20f'(0)% — 14f(0)g'(0) + 24'(0)* + 3(¢"(0) — 3f"(0)),
pa = n*(20f'(0)* = 9£”(0)) + 24(2f'(0)g'(0) — 29'(0)*) — 4" (0)
+ n*(9f"(0) + 24¢"(0) — 20f'(0)* — 48f'(0)¢'(0)).
Entao

a) Cason =1: Se ¢'(0) # 0, entao a origem é um equilibrio estdvel; se ¢'(0) =0 e p; # 0, entdo

a origem € estdvel.

b) Cason =2: Se paps >0, entdo a origem € estdvel; se ou pap3 < 0 ou somente um dos dois é

nulo, entdo a origem € instdvel.

c) Cason > 3: Sepy # 0, entao a origem € estdvel.
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Apresentaremos a demonstracdo do caso n = 2, o qual futuramente sera do nosso interesse. Para

as formulas das derivadas de 7,t1 e t9 veja o Teorema 5.2.1 desta tese.

Demonstragao. Para n = 2, temos 7/(0) — t{(0) = 7/(0) — t4(0) =0 e

"00Y — £7(0) = P2 "00Y — t7(0) = @
P10~ (0) = T2, 0) ~ 5(0) = 2

Entao, se p3 # 0, ta(zg) # 7(x0) para xo # 0 suficientemente pequeno e

"(0) — #4(0) _ mpa/12
70) — t4(0)  mps/12’

- T
lim (xg) =

zo—01 ( 0) T
Utilizando o Novo Critério de Estabilidade, tem-se que: se paps > 0, entdo a origem é estavel, e se
pop3 < 0 a origem é instavel.

Se pa # 0 e p3 = 0 observe que:

e Se ta(wg) # 7(x0) em um intervalo (0,d), para algum & > 0, entdo é claro limg, e |I(20)] &

400, 0 que garante a instabilidade.

e Se s e T sd0 iguais em uma sequéncia xf — 07, como ps # 0, tem-se 7(zf) # t1(xf), portanto

l[(zfy) = +00 e outra vez ha instabilidade.

4.2 Isocronismo para uma classe de sistemas hamiltonianos

Nesta se¢ao apresentaremos alguns resultados obtidos por Gaetano Zampieri no artigo: "Com-
pletely Integrable Hamiltonian Systems with Weak Lyapunov Instability or Isocrony" |Zam11].
Nesse notéavel trabalho o autor introduz a classe de sistemas hamiltonianos auténomos de dois

graus de liberdade:
1 =Dp2
@2 =p

p1=—F'(q1)q

P2 = —F(q1).

A func¢do Hamiltoniana do sistema é:

H(q,p) = pip2 + F(q1)qo.

Zampieri mostra que estes sistemas sao completamente integraveis e descreve sua dindmica em
todos os detalhes.

Para estes sistemas a instabilidade é genérica. Tem-se um tipo especial de instabilidade, todas
as orbitas do sistema linearizado de (4.2) na origem em R* sdo limitadas e ndo existem movimentos
assintoticos para o equilibrio, ou seja, nenhuma solugao nao-constante tem a origem como ponto
limite quando ¢t — —oo. Este tipo de instabilidade foi denominada por Zampieri de Instabilidade

Fraca.
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Por outro lado, a estabilidade é rara e caracterizada pela presenca de um centro isécrono no
plano ¢, p2. Isto é, uma condigao necesséria e suficiente para estabilidade da origem de (4.2) é que
todas as orbitas numa vizinhanga de (0,0) no plano ¢j,p2 tenham o mesmo periodo. Neste caso,
todas as érbitas de (4.2) em R*, com (g1, p2) perto de (0,0), sio periddicas e tém o mesmo periodo.
Lembramos que um centro is6crono é aquele cuja fungéo periodo é constante. Assim, dizemos que
um sistema é is6crono se sua fungao periodo for constante.

Restringimo-nos a apresentar Segao 2 de [Zam11] e alguns resultados de estabilidade. Na Subse-
cao 4.2.2 sao obtidos resultados para centros isdcronos bidimensionais. Dentre estes resultados sao
dadas condigbes necessarias para que o centro no plano ¢i, pe seja isdécrono, e consequentemente, a

origem do sistema (4.2) seja estéavel.

4.2.1 Isocronismo no plano

Considere a equagao

i=—F(z), F(0)=0, F(0)>0, (4.3)

com F' continua numa vizinhanga de 0 em R e diferenciavel em 0.

O sistema (4.3) é conservativo, logo possui a integral de Energia:
j;2 T
G(z, i) = 5 T V(z), V(x)= / F(s)ds. (4.4)
0

Como vimos na Segao 3.1, a fungao periodo é

zo dx
Tiw) =2 /mwo) V2V (@) - V(@)

em que h é a involugao associada com V (veja a Segao 3.1).

Utilizando a fun¢ao 7(zg), sd@o provados os resultados:

Teorema 4.2.1. (Determinando centros isécronos). Seja V' de classe C* perto de 0 € R; assuma
que exista V'"(0) > 0. Seja J um intervalo aberto (como na Secio 3.1) e h € Diff*(J;J) a involugdo
associada com V. Entao todas as drbitas de & = —V'(x) que intersectam o intervalo J do eizo x,

no plano x, &, sao periddicas e englobam a origem. Além disso, possuem um mesmo periodo se, e

somente se,
V(0
Vix) = 8( )(x —h(z))?, zel (4.5)
Neste caso, dizemos que a origem € um centro isécrono para & = —V'(x).

A partir de (4.5) e de propriedades da involu¢ao h sao obtidas algumas condigdes necessarias
para a funcao periodo ser constante. Estas podem ser usadas para verificar quando uma funcao F

gera localmente um centro isdécrono.

Corolario 4.2.1 (Condigdes necessarias). Seja V tal que V) (0) exista, satisfazendo V(0) =

V’(0) =0,V"(0) > 0. Se, além disso, a origem é uma centro isécrono para & = —V'(x), entdo
vy = VIO g - VEOVIO)  140VE(0)
3V7(0) V"(0) 9V B (0)3
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No nosso caso F(z) = —xf(z), com f definida e positiva numa vizinhanca de 0, de classe
C, f(0) =1

:1-:2 x
Glai) =5+ V), Vi) _/0 sf(s)ds.

Note que z f(x) satisfaz todas as hipoteses do Corolario 4.2.1, assim seguem as condiges necessarias

para existéncia de um centro isécrono para & = —x f(x) :

_20f/(0)?

_ 56®(0)f'(0)  448f'(0)*
9 ) - - .

F4(0) : 5

£"(0)

(4.6)

Uma outra maneira de se obter as condiges (4.6) é derivar a fun¢do 7 com respeito a g, calcular
em xo = 0 e igualar a zero. Para isso, podemos usar as derivadas da fun¢do 7 em 0 até a quarta

ordem, Teorema 5.2.1.

4.2.2 Resultados de Estabilidade

Em |Zam11] sdo demonstrados alguns resultados de estabilidade para o sistema (4.2). Apresen-
taremos somente o enunciado destes resultados, provados por Zampiere naquele trabalho.

Considere o sistema de dois graus de liberdade definido pela fungao Langragiana

i=—-F(z), i§=-yF'(zr)y, F(0)=0, F'(0)>0, (4.7)

com F € C! perto de 0 em R. Este sistema possui duas integrais primeiras G(z, %) e F(z,y,2,9)
j}2 T
Glay i) = +Via) Vie) = [ Fls)ds,
0

F(z,y,2,9) = 92 + g(x)y.

Fixando zo € J, g > 0, seja t — X (t;x0) a solucdo periodica de (4.7); com condigdes iniciais
(z0,0). Substituindo X (¢;z9) em (4.7)2, obtemos a equacao de Hill,

j=—F'(X(t z0))y. (4.8)

Proposicao 4.2.1. Seja xg € J, com xo > 0, entao as solugoes de (4.8) sao todas T(xq) periddicas
ou sao todas ilimitadas, com exce¢ao das que sao proporcionais a t — X (t,z9). Uma condi¢ao

necessdria e suficiente para que todas sejam periddicas de mesmo periodo T(xg) € que T'(x) = 0.

Zampieri concluiu que a origem em R* é um equilibrio instével de (4.7) se, e somente se, é possivel
encontrar zp > 0 arbitrariamente perto de 0 tal que a equagao (4.8) tem solugoes ilimitadas. Da

Proposigao 4.2.1, é o obtido o principal resultado de estabilidade para (4.7).

Teorema 4.2.2 (Estabilidade e Instabilidade Fraca). Seja F uma fungdo C' perto de 0 em R
com F(0) = 0, F'(0) > 0, entdo a origem em R* ¢ um equilibrio estdvel para o sistema (4.7), se e
somente se a origem em R? ¢ localmente um centro isécrono para ¥ = —F(z), neste caso todas as
orbitas de (4.7) com (x, %) perto de (0,0) sao periddicas e possuem o mesmo periodo. Se o equilibrio

¢ instdvel, entdo existe wma sequéncia de condigées inicias que convergem para a origem em R?,



ISOCRONISMO PARA UMA CLASSE DE SISTEMAS HAMILTONIANOS 25

cujas solucoes correspondentes sao ilimitadas. A instabilidade € fraca, isto significa que nao existe
nenhum movimento assintético para o equilibrio, ou seja, nenhuma solucdo nao-constante tem a

origem como ponto limite quando t — —oo.
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Capitulo 5

Condicoes necessarias e suficientes para

o 7(xp)-isocronismo

Estudaremos neste capitulo sistemas do tipo:

&= —xf(x),
i = —yg(z),

(5.1)

com (f,g) € C*(J) x C*(J), J C R intervalo aberto satisfazendo (3.4) , f(x) > 0, g(z) > 0.

Nosso objetivo é encontrar condigdes para o 7(xg)-isocronismo, ou seja, fixada f(z) procurar
condigbes sobre g(x) para existir 6 > 0, tal que as solugoes de (5.1) com condigoes iniciais: z(0) =
x0,2(0) = 0,y(0) = yo,9(0) = o sejam 7(x0)- periddicas, ¥(zo, yo, %0) # (0,0,0), com 0 < xg < 0.

Lembrando que 7(z¢)-periodica significa que a solugao é periddica de menor periodo 7(zg).

Como estamos interessados em sistemas que possuam solugoes periddicas numa vizinhanga da
origem, vamos nos concentrar em sistemas com 4g(0) = n?f(0), para algum n € N.

Na Segao 5.1 obtemos o resultado principal deste capitulo, o Teorema 5.1.2. Supondo f e g
analiticas o teorema apresenta condigOes necessarias e suficientes, em termos das derivadas das
fungoes 7,1 e t2 em zero, que garantem a ocorréncia de 7(zg)-isocronismo para o sistema (5.1). Se
f e g sdo fungoes de classe C™ essas condi¢Oes sdo apenas necessarias.

A seguir, na Segao 5.2 exibimos um método que permite obter as formulas para as derivadas
das fungoes 7,t1 e to em zero. Aplicando esse método sucessivamente, deduzimos expressoes para
780, (0) e £57(0), k natural.

Para finalizar, na Se¢do 5.3 apresentamos algumas propriedades dessas expressdes, que serao

importantes para demonstragao do nosso resultado principal.

5.1 Resultados preliminares

5.1.1 Introducao

Nesta secao apresentamos o resultado principal deste capitulo.

Considere o sistema (5.1) satisfazendo as condigoes iniciais: z(0) = z¢ > 0,2(0) = 0,y(0) = yo
e 9(0) = go. -

Para cada g € J, seja z(t;xo) a solucao de (5.1)1, com condigoes iniciais x(0) = xg, £(0) = 0.

27
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Sabemos que x(t; o) esta definida para todo t € R e é periddica. Se xg # 0, entdo 7(zp) é o menor

perfodo de x(t, xg). Se o = 0, entao 7(0) = lim, _,o+ = 2m/4/f(0).
Substituindo x(t, z¢) na segunda equagao de (5.1), obtemos uma familia de equagoes de Hill

y= _yg(x(t7x0))7 (52)

indexada por xzg.

Sejam y1(t, xo) e ya(t, zo) as solucdoes normalizadas de (5.2), respectivamente, com
y1(0;20) =1, 91(0;20) =0

yQ(O; .7}()) =0 yg(t; Jro) =1.

Para cada xg > 0, (5.2) é uma equacao de Hill, simétrica, pois x(t,z¢) é par.
Na proposigao a seguir, obtemos uma primeira condigao necesséria sobre a fungao g(x) para que

(5.1) apresente 7(xg)-isocronismo.
Proposicao 5.1.1. Considere o sistema (5.1). Se ocorre T(xg)-isocronismo, entio g(0) = f(0).

Demonstragao. Para cada xg € J, a solucdo z(t; z¢) é 7(xp)- periddica. A fungao periodo 7 é suave
e satisfaz: lim, o+ 7(xo) = 27/+/f(0). Considere a equagao de Hill correspondente com condigoes
inicias 4(0) = g0, 5(0) = jo.

Por hipétese, a solugao y(t; xo, 0, yo, yo) € 7(zo)-periddica, ou seja,

y(t + 7(x0), 20,0, v0,%0) = y(t,70,0,0,%0), VteR. (5.3)

Como (5.3) ¢ valida para todo zg € J, vale quando fazemos g — 0T, logo

y(t+ lim 7(z0),0,0,y0,90) = y(t,0,0,yo,Jo)-

x0—>0+

Usando que lim,, g+ 7(20) = 27/4/ f(0), temos que o menor periodo de y(t, 0,0, yo, Jo), se (Yo, Yo) 7#

(0,0), deve ser 27/4/ f(0).

Para z¢p = 0, temos que (5.2) é
Y= _y(ta O)Q(O),

e as solucoes fundamentais sao

y1(t,0) = cos (@t) e 12(t,0) = \/;(T)Sin (@t) ,

. Portanto, ¢g(0) = f(0). O

2
v 9(0)

Sem perda de generalidade, consideraremos f(0) = 1. Assim, uma condi¢ao necessaria para (5.1)

cujo menor periodo é

possuir 7(xg)-isocronismo ¢é ¢g(0) = 1.

Da Teoria de Floquet, caso simétrico, veja o Capitulo 2, Teoremas 2.1.2 e 2.1.3, segue o resultado.

Teorema 5.1.1. Seja w: R — R de classe C*, k > 2, par e periédica de menor periodo p > 0. Se
y1(t) e ya2(t) sao as solugoes normalizadas da equacao de Hill ij = —w(t)y, entao y2(p) = y1(p) e,

além disso:
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a) pelo menos uma das solugoes normalizadas é periddica de menor periodo p ou 2p;
b) y1(t) serd periddica de menor periodo p se, e sd se, y1(5) = 0;

¢) y1(t) serd periddica de menor periodo 2p se, e sé se, y1(5) = 0;

d) y2(t) serd periddica de menor periodo p se, e s6 se, ya(5) = 0;

e) ya(t) serd periddica de menor periodo 2p se, e sé se, ya(5) = 0;

f) todas as solugoes periddicas pares dessa equagao de Hill sao mailtiplas de yy e todas as solugoes

periodicas impares dessa equagao sao maultiplas de yo;

g) as solugdes de §j = —w(t)y serao todas periddicas, se, e s6 se, y1 e yo forem periddicas. Nesta

sttuacao todas as solucoes nao triviais dessa equacdo terao o mesmo menor periodo.

A seguir expomos um resultado importante para a sequéncia do trabalho, pois esclarece um
ponto que nos preocupava. Como z(t; xg) é peridédica de menor periodo 7(zg), é claro que a fungao

g(z(t,z9)) tem 7(xp) como periodo, mas, a principio, a unica coisa que se pode afirmar sobre o

7(z0)

menor periodo dessa funcdo é que, se g(z) é ndo constante, o menor periodo é -

para algum
natural n.

Entretanto, como ¢(0) = 1, vai-se poder concluir em razao do Teorema da dependéncia continua
e diferenciavel das solugoes de e.d.o em relacao a pardmetros e condigoes iniciais, e ao supracitado
Teorema 5.1.1, que n serd 1 ou 2, como segue na Proposicao 5.1.2.

Enfatizamos aqui que nessa proposi¢do nao se faz mengao a 7(zp)-isocronismo, ela decorre

apenas da hipotese g(0) = 1.

Proposicao 5.1.2. Se g(0) =1 e g(x) nao é constante em nenhuma vizinhanca da origem, entdo

: . ; 7(20)
existe 0 > 0 tal que, para todo 0 < xg < § o menor periodo de g(x(t,x0)) € T(xg) ou =5>.

Demonstragao. Suponha, como antes, f(0) = 1. Assim, ¢g(0) =1 e 7(0) = 2.

Como visto na prova da Proposigao 5.1.1, y1(¢,0) = cos(t) e y2(t,0) = sin(t). Pela defini¢ao de
y1(t, o) e ya(t, o) tem-se ¢1(0,z9) = y2(0,z0) = 0. Segue-se do teorema da dependéncia continua
e diferenciavel das solugoes de equacoes diferencidveis em relagao a pardmetros e da continuidade

de 7(zg), que existe § > 0 tal que, para xo € [0,9), tem-se:
i) 7(zg) € (2 — 3,27+ 1).

ii) 91 (¢, o) € y2(t, zo) anulam-se exatamente duas vezes em (0,27 + 3), uma vez em (m—1,7+1)

e outra em (27r — %,27r + %) .
iii) Como 47;'2"1 < §, entdo pode-se escolher ¢ para que se 0 < ¢ < 0, entao y1(t, xo)y2(t, v0) # 0
47r+1]
=1

I
Agora veja que 7(x¢) é um periodo de g(x(t,z¢)), assim, se g nao é constante entao o menor periodo
7(z0)

n(zo)’
Por fim, vai-se provar que, se 0 < xg < d, entdao n(zg) < 2. Suponha, por absurdo, que existe

1
zg € [0,0) para o qual n(xp) > 3. Entdo py, = ;Eﬁg% < 2”;2 = 4zl

Como g(z(t,zp)) € par, o Teorema 5.1.1 garante que pelo menos uma das solugdes normalizadas

no intervalo [0,

dessa funcao é pg, = com n(zg) > 1 natural.

de j = —g(x(t,x0)y), y1 ou Y2, é periddica com menor periodo pg, ou 2p, e, dos itens (b), (c), (d), (e)
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daquele resultado vem que pelo menos uma das fungoes yi (¢, zo), 91 (¢, zo), y2(t, o), Y2(t, xo) anula-

_ Pzg
se para t = —*.

Mas 250 < 4L ¢ isso contraria uma das conclusdes (1) e (444). O

Gostarfamos de enfatizar as conclusoes (i), (ii) e (iii) que foram obtidas aqui. Elas decorrem
apenas de g(0) = 1, e valem sempre nessa situagao (seja g constante ou nao). Faremos uso delas
nas demonstracoes a seguir varias vezes, em particular nas Proposigoes 5.1.3 e 5.1.4.

Em |[BNdOCGO02|, para todo xy suficientemente pequeno proximo da origem sao definidos os
tempos de parada.

Considere n = /4¢(0)/£(0),

t1(xp) = n-ésimo zero estritamente positivo de 91 (., zo).
ta(xp) = n-ésimo zero estritamente positivo de ya(., xo).
Como estamos interessados somente no caso g(0) = f(0), ou seja, n = 2, iremos considerar:

Definicao 5.1.1. Para todo g suficientemente pequeno
ti(xo) = 2°zero estritamente positivo de (., xo).

ta(xg) = 2°zero estritamente positivo de ya(., xo).

A proxima proposigao nos permite relacionar a ocorréncia do 7(zp)-isocronismo com as fungoes

tl,tg eT.

Proposicao 5.1.3. Se hd 7(xg)-isocronismo em (5.1), entdo existe § > 0 tal que t1(xg) = ta(xg) =

T(xg), para todo 0 < xg < 0.

Demonstragao. Como o sistema possui 7(xg)-isocronismo, entao yi(t,xg) e ya(t, zo) sao periddicas
de menor periodo 7(xg).

Seja § > 0 da prova da Proposi¢ao 5.1.2. Sabemos que, para todo 0 < xy < 4, 7(z9) € (27 —
3.2m+1) e 41 (t, o), y2(t, 20) anulam-se em (0, 27+ 3 ) exatamente duas vezes, uma em (7 —1,7+1)
e outra em (21 — %, 21 + %) Concluimos na demonstracao da Proposicao 5.1.2 que o primeiro zero
estritamente positivo de 31 (¢, o) e ya(t, zo) pertence ao intervalo (m — 1,7 + 1) e o segundo zero
estritamente positivo percente a (27— %, 27r+%). Como 7(z9) € (27— %, 27r+%) e, por periodicidade,

91 (7 (x0),x0) = 0 e y2(7(x0),x0) = 0, conclui-se que t1(xg) = ta(zo) = 7(x0). O
Na proposigao a seguir obtemos uma condigao suficiente para ocorréncia de 7(xg)-isocronismo.

Proposicao 5.1.4. Se g(0) = f(0) e ti(xg) = ta(wo) = 7(x0), para zo9 > 0, entio (5.1) tem

7(zg)-1socronismo.

Demonstragao. Suponha, como antes, f(0) = 1. Assim, g(0) = 1.
Sejam y1(t,z9) e ya(t,xo) as solugdes normalizadas de (5.1) e considere § > 0 definido na
demonstracao da Proposicao 5.1.2.

Pela propriedade do Wronskiano,

U1 (t, :L’o)])g(t, CE()) — yl (t, :L’o)yg(t, LUQ) = 1, vt € R. (54)
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Note ainda que, como observado apds a Proposi¢ao 5.1.2, se 0 < x9 < J entdo, caso yi(t,zo)

e ya(t, o) seja periddicas, seu menor periodo terd de ser maior que 2w — % e 7(xg) € I =

(2r — 3,27 +1).
Como t1(zg) = to(xo) = 7(0), tem-se y1(7(x0), o) = y2(7(x0), x0) = 0.

T(x
Agora vamos analisar a situagao conforme o menor periodo de g(z(t,xg)) seja 7(xp) ou ( 0).

Caso 1: Se o menor periodo de g(z(t,zp)) é 7(xo). Entéo, pelo Teorema 5.1.1, y1 (7 (o), x0) =
2(7(w0), 20) e assim, por (5.4) com t = 7(xg), tem-se y1(7(x0),20)? = H2(7(x0),70)? = 1. Como
foi destacado na demonstragao da Proposigao 5.1.2, y1 (¢, xg) > 0 em I3, portanto yi(7(z¢),zo) = 1
e, por (5.4), tem-se yo(7(z0),x0) = 1.

Assim, 7(xg) é um periodo tanto de y;(t,x9) como de ya(t,z¢) e, como 7(zg) € Iz, este é o

menor periodo.
7(z0)

2
Como ja comentado, nesse caso nao ha como p ser menor periodo de y; (¢, zg) ou ya(t, xp).

Caso 2: Se o menor periodo de g(x(t,zp)) é p =

Por outro lado, o Teorema 5.1.1 garante que pelo menos uma dessas duas fungoes é periddica
com menor periodo p ou 2p. Resulta daqui que y1(t, zg) ou ya2(t, zp) é peridédica com menor periodo
2p = 7(xo).

Isso mostra que y1(7(x0), z9) = 1 ou ga(7(x0), zo) = 1.

Como 41 (7(z0), x0) = y2(7(z0), x0) = 0, usa-se (5.4) e, da mesma forma como no caso I, conclui-

se que ambas as fungoes y1 (¢, o) e ya(t, zo) sdo periddicas de menor periodo 2p = 7(xp). O

Teorema 5.1.2. Se hd 7(xg)-isocronismo em (5.1) e f e g sio de classe CF, entio
@0y =0y = ¢(0)  para todo 0 < j < k. (5.5)
Além disso, se f e g sao fungoes analiticas (5.1), tem T(x9)-isocronismo se, e somente se,
7®0) =t 0) = (0)  para todo k> 0. (5.6)

Demonstra¢ao. Da demonstragao da Proposic¢ao (4.1.1), concluimos que as fungoes ¢ e to pertencem
a mesma classe de diferenciabilidade das fungoes 91 (.;zg) e ya(; o), como essas sao de classe C*,
segue que t1 e ty também sio de classe C*¥. O mesmo vale para a funcio periodo 7(z¢), como f é
C*, entdo 7(xg) também ¢é de classe C*. Um resultado analogo é vilido quando f e g sdo fungoes
analiticas. Disso, e da Proposicao (5.1.3), segue que para f e g de classe C* ou analiticas, se o
sistema possui 7(zg)-isocronismo, sdo satisfeitas, respectivamente, (5.5) e (5.6).

Para a condi¢do suficiente, como f e g sdo analiticas, temos que t1(x¢),t2(xo) e 7(z9) sao
analiticas, logo admitem expansao em série de Taylor em torno da origem que convergem para elas.

Disso, e de (5.6) segue que t1(xg) = t2(z9) = 7(z0). O resultado segue da proposicao 5.1.4. O

Do teorema acima, concluimos que se f(x) é analitica, caso existam, as fungoes g(z) analiticas
tal que o sistema (5.1) possui 7(xg)-isocronismo sao aquelas que a igualdade (5.6) ¢ satisfeita. Por
outro lado, se f(z) é de classe C* as condigdes (5.5) ndo sdo suficientes para garantir a existéncia
de funcées g(x) de classe C*, de modo que ocorra 7(xg)-isocronismo, porém podemos garantir que
se essas fungoes existirem elas sao tais que satisfazem a igualdade (5.5).

Esse teorema serd de extrema importéncia para demonstracao dos resultados dos préximos

capitulos. Em particular, no Capitulo 7, obtemos vérias aplicacoes interessantes desse teorema para
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o caso CF.

5.2 Calculo das derivadas de 7,%; e t5

N

Esta secio é dedicada a apresentacio de um método que permite calcular 7 (0), t(lk) (0) e
tgk)(O), para todo k natural. Este método foi apresentado originalmente em [BNdOCGO02]|, no qual
os autores estudaram os casos em que 4¢g(0) = n?f(0), para algum n € N, e apresentaram as
férmulas das derivadas de 7, t1 e t9 em zero até a segunda ordem.

Aqui, estudamos o nosso caso de interesse, ou seja, n = 2. Calculamos explicitamente as féormulas
das derivadas de 7, t; e to em 0 até a quarta ordem e aplicando sucessivamente o método deduzimos
expressoes para 75 (0), tgk) (0) e tgk)(O), para todo k natural.

No que segue, suporemos as funcoes f e g analiticas. As mesmas contas sdo validas se as fungoes

forem suaves.

5.2.1 Equagao das variagoes para z e calculo de 7 (0)

Estamos interessados em calcular as derivadas 7#(0),Vk € N.

Considere a igualdade

z(r(x0),20) =0 e 7(0)=2m, (5.7)

valida para todo x( suficientemente pequeno.
Derivando (5.7) repetidamente com respeito a xg e fazendo xg = 0, obtemos expressdes para o
célculo das derivadas de 7%(0).

De fato, derivando (5.7) com respeito a xg

(7 (20); 0)7' (0) + gi(T(xo);UCo) =0 (5.8)
0

e fazendo xy = 0, temos

oy D
Z(2m;0)7'(0) + B (2m;0) = 0.

Assim, obtemos uma expressao para o calculo de 7/(0) (se @(277; 0) = 0, derivamos (5.8) nova-

Oxg

mente com respeito a o e assim sucessivamente até ser possivel calcular 7/(0)).

Agora, derivando (5.8) com respeito & xg

i@ 25
T (T(z0); .730)(7"(1,‘0))2 + 286(7(:00); 20)7 (w0) + & (7(20); 0) 7" (20) + 22(7'(560); x9) =0. (5.9)
Z0 CCO

Fazendo z¢p = 0 em (5.9) e usando o valor de 7/(0), obtemos uma expressiao para o calculo de
7(0).
k .

T
Assim, de maneira recorrente, para todo k € N, fazendo W(T(xo); xo) = 0 e tomando zp = 0,
Zo

obtemos uma expressdo para o calculo de 7 (0).

Observe que para o calculo de 7¢ (0) precisamos conhecer as derivadas com respeito ao tempo
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das funcoes
oPx
W(T(xo);xo), com 0<p<Ek,
Lo
calculadas em t = 2.
No que segue, iremos utilizar o método das equagoes variacionais para calcular estas fungoes.

Seja x(t, o) a solugdo do problema de Cauchy
Z=—xf(x) xz(0)=umz9, %(0)=0. (5.10)

Lembremos que como f é uma fun¢ao analitica, as fungoes z(t; xo) e Z(t, xg) também sdo analiticas
com respeito a (t;z).
Derivando x(t; z9) e &(t,xo) repetidamente com respeito & xg e tomando zy = 0, obtemos um

sistema de equagoes diferenciais para as fungoes:

oFx
o (t) = Oirn’g(t; 0).
De fato, seja .
pr(t5:70) = & (t:20)
Zo
Temos que
R i AN A
ik (t; o) = ok (t; o) = (%c’g;( (t; 20) f(x(t; 20)))
® g
Aqui, fi(t; 20) = —5 5~ (t20)-
e k=0
fio(t; zo) = —(x(t, wo) f((t; 20)))-
e k=1
" 0 _
pa(t;xo) = 87%(—$(t,960)f(33(ta960)))
= o (ta)f(alts0)) — (00 ({15 20)) o (5 0)
e k=2
82
ﬂg(t;l’o) = W(_x(tv‘TO)f(l‘(t;l‘O)))
T

0 0
= 3 <M(—x(t,xo)f(w(t;$0)))>

S G

258 T 2
~ (e () +2 (G5 Ea) ) Galtao)
" ox 2 y 2x
a0 (G sa0) ) +altian) () G5 0500)
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Em geral, para todo k € N, segue do Teorema de Schwarz que dado jix—1(¢;z9) determinamos

Lk (t; zp) fazendo

fir(t20) = (o (8 20) (5.11)

A expressao de (i (t;xo) é dada em fungao das derivadas da funcdo x(t; xp) com respeito a xg
até a ordem k e de derivadas de f até a ordem k, calculadas em z(t; o).

Tomando zg = 0 nessas expressoes, para cada natural k obtemos uma equagao diferencial de
segunda ordem que pg(t;0) deve resolver.

Lembrando que f(0) = 1 e denotando p(t;0) por ug(t), temos com relagao as condigdes iniciais

dessa equagao:

e para k=0:
fio(t) + po(t) f(no(t)) =0, po(0) =0,  4io(0) = 0.

O problema de Cauchy nao ¢é linear, mas é trivialmente resolvido pela fungao nula. Usando

que po(t) = 0, segue que

e para k=1:
fin(t) + pa(t) =0, pa(0) =1, 4ia(0) = 0.

e para k>1:

1%(0) = 0, 4ix(0) = 0.

No lado direito da expressao do sistema néo aparece f*)(0), pois o termo £ (0), Vk € N, é maltiplo
de po(t) que é identicamente nulo.

Para ilustrar o caso k > 1 seguem as equagoes para k = 2, 3,4

T fia(t) + p2(t) = =2f"(0)p5 (t),  p2(0) =0, 4i2(0) = 0.
o k=3

jia(t) + pa(t) = =3f"(0)ui () = 6.1/ (0) ()pa(t),  p3(0) =0, 4iz(0) = 0.
o k=4

jia(t) + pa(t) = —4f (0)ur(t)us(t) — 6p2(t)[f(0)(k1(1))* + p2(t) f'(0)]

— 4O 0) (1 (£)® + Bpa(H)pa () £7(0) + ps(t) £ (0)].
p4(0) =0, 1is(0) =0

Para k = 1, a solugao é
w1 (t) = cos(t).

Para k > 1, os sistemas sao triangulares lineares e podem ser resolvidos com fungoes elementares.
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Substituindo os valores de po(t) e p1(t) na equacao do sistema com k = 2, obtemos
jia(t) + pa(t) = =2f(0) cos®(t), p2(0) =0, 1ia(0) =0,

cuja solucao é /
pa(t) = f z())O) (2cos(t) + 2cos(2t) — 3).

Fazendo o mesmo processo para k =3 e k = 4, temos

hs(t) = 2714 F(0)2 (29 cos(t) + 16 cos(2¢) + 3 cos(3t) + 60E sin(t) — 48)

3 " ; i i
B T6f (0) (6t sin(t) + sin(2t) sin(t)) .

at) = —22i £7(0) £(0) cos(t)? — g £7(0) + 6£(0)3 cos(t) cos(2t) — % F/(0)? cos(t) cos(3t)
+10£/(0)? cos(t)t sin(t) — % F0) + % F(0)? cos()? + %Z F(0)? cos(?)
105 9

— %f’(O)cos(t)f”(())tsin(t)+ 3 f”(O)f’(O)—if”(O)f’(O)tsin(t)+10f’(0)3tsin(t)

- %7 cos() £(0)'(0) — % cos(t) cos(5t) £ (0) — 113 cos(t) cos(5t) £/(0)°

- % cos(t) cos(4t) f'(0)® — i cos(t) cos(3t) f"(0) + ...

(Devido & extensao de pu4(t), colocamos aqui apenas os primeiros termos de sua expressao, no
Apéndice A a expressao esta completa).
Assim, de maneira recorrente, conhecidas as solucoes pp(t), 0 < p < k — 1, substituimos essas

solugoes no sistema
fik (1) + pr(t) = FFlo(), (1), - pa (), £1(0), £(0), .. FED(0)]
1k (0) = 0, 1ix (0) =
e obtemos a solucao
(i (t) = FFlfuncoes elementares, f/(0) ..., f#~1(0)].
Voltemos ao calculo das derivadas da funcao periodo. Temos que:

#(2m;0))7'(0) + (ii(?w; 0) =0,

esta relacao nos d4 0 = 0. Entéo, derivando a expressao acima com respeito a g, obtém-se

by 2
# (r(w0)s20) (7 (20))? + 2 () 0)7 (w0) + (r(z0)s 00)7" (20) + 5 () 20) = 0. (512)
0 Lo
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Agora, tomando zp = 0 em (5.12),
2 .

T (2, ())7"(0)2 + 2(;9;)(27@ 0)7'(0) + &(27,0)7"(0) + g:;(%r, 0) =0,
0

isto é,
0+ 2ji1(27)7'(0) + 0 + fig(27) = 0.

Como
ji1(27) = —cos(2m) = —1 # 0,

obtemos o valor de 7/(0) :

12(2
7_/(0) — IU’Q( ﬂ')
2
Usando a expressao de po(t), temos que
7(0) = 0.

Tomando a derivada de (5.12) com respeito a zg, fazendo xo = 0 e usando que 7/(0) = 0, obtemos:

it i
——(2m,0)7" 7(2 ®) ~(2m,0) =
3&%( m,0)7"(0) + &(27,0)7(0) + 330%( m,0) =0,

isto é,
3ji1 (27)7"(0) + fio(2m)7®)(0) + fu3(27) = 0

Usando as formulas de po(t), p1(t) e us(t) o valor de 7”(0) é:

7_//(0) — '[L3(2Tr) =T <5f/(0)2 - if//(0)> :

Repetindo o processo acima duas vezes, obtemos para 73)(0) e 7()(0) :

_ Gia2m)7"(0) + ju 2m).

%(0) . ;

) (g) = 10/i3(2m)r(0) + 10ﬂ;<2w>r<3><o> + fis(2m)

Utilizando as expressdes de pia(t), uz(t), ps(t), 77(0) e 73)(0) :

00 = (<5107 0+ 5 1107

i

10 = (1707”0 - 221020 + 5

64

L3
12

" / 5
P2+ 2ot - 200).

O célculo de pus5(t) estd no Apéndice.
Seja
i

% (T(z0); T0),

ri(7(w0); 20) = 87530
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temos que
ro(T(x0);0) = @(7(x0); o)
ozx 0
r1(7(wo);z0) = %(T(xo);wo)zafm(ro(T(xo);wo));
0%

(7(20), 0) = <9(Z()(T1(T(x0);x0))‘

r2(7(z0); w0) = 876(2)
Assim, para todo k € N, derivando ri_1(7(z0); z9) com respeito a xg, obtemos ri(7(xo); o).

Como mostramos anteriormente, igualando 1 (7(x); o) a zero e fazendo xg = 0, obtemos 0 = 0
(usando que 7(0) = 2m).

Fazendo o mesmo para ro(7(zg); zg) achamos uma expressao para o calculo de 7/(0), e assim
sucessivamente. Logo, fazendo ri11(7(20),z0) = 0 e tomando zp = 0 encontramos uma férmula
para o calculo de 7(*)(0).

Note que para k > 1, ao aplicarmos a regra da cadeia, o termo (k) (0) sempre sera multiplo de
ji1(27) que é nao nulo. Logo, 7(¥)(0) esta bem definido.

Usando que 7/(0) = 0 e 7(0) = 27, da Regra da Cadeia para fungoes de duas variaveis, segue

que a expressao de (k) (0) pode ser escrita da seguinte maneira:

5)(0) fes1(27) + GE[F2(0), ..., 73FD(0), iy (27), . . ., jig—1(27)]. (5.13)

T k41

5.2.2 Equagao das variagoes para y; e calculo t5(0)

A equagao abaixo ¢é satisfeita implicitamente por ¢;(xg) para o perto de zero:
yl (tl ($0); 1:0) =0 e tl(O) = 2m. (5.14)

Derivando (5.14) repetidamente com respeito a xy e fazendo xy = 0, obtemos expressoes para o
célculo das derivadas de t¥(0).

De fato, derivando (5.14) com respeito a x¢, temos

§1(t1(wo); z0)t (o) + gi;(h(wo);%) =0. (5.15)

E fazendo zg = 0,

. din
N 0) —
91(2m;0)t71(0) 4+ D2g (2m;0) = 0.

Assim, obtemos uma expressao para o calculo de ¢} (0).
Derivando (5.15) com respeito a xg,

7101 0) o)t 20)? -+ 252 (0): )t (o)

2 .

. 0
+4j1(t1(zo); x0)t] (o) + 87%1(151(370); wg) = 0,
0
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fazendo x¢ = 0 e usando t/(0),

Y1 (2m,0)t'(0)* + 2%(%; 0)t;(0)
BZL‘O

%

i1 (27, 0)tY (0
+Hi(2m, 0OH(0) + 75

(2m;0) = 0.

Obtemos uma expressao para o calculo de t/(0).
9%

k
Oxg

Assim, de maneira recorrente, para todo k € N, fazendo (t1(x0),x9) = 0 e tomando z¢ = 0,

obtemos uma expressao para o calculo de tgk)(()).
Observe que para o calcular tgk) (0) precisamos conhecer as derivadas com respeito ao tempo das

fungoes
Py
W(T(xo)ﬁfo), com 0<p<Ek,
T
calculadas em ¢t = 2.
No que segue, iremos utilizar o método das equagoes variacionais para calcular estas fungoes.

A funcao t — y1(t; xo) é solu¢ao do Problema de Cauchy

v = —g(x(t;z0))y1, »1(0) =1, 91(0) =0,

Derivando 41 = —g(z(t;z0))y1 com respeito a zg e fazendo xy = 0, obtemos sistemas de equagoes
para as fungoes desconhecidas
o(t) = %(t- 0)
k - 83:’5’ )
contendo também as fungdes p(t,0).
De fato, seja
"
t; = —(t .
Uk( l‘o) axlg ( :CO)
Temos que
8ky-1 o
t; = t; = —(— t; t; .
AGE) 8:1:’5 (t;20) ax,g( 9(z(t; 20))y1(¢; 20))
2
Aqui, U (t; o) = %:;(t; xo)
e Parak=0:
vo(t; zo) = —g(@(t; xo))y1(t; x0).
e Parak=1:
Bitiz0) = oo (—g(alt:zo) i (t:20))) = 5 (io(t:20))
170—6%9,0?;1,0—0:600,0
0 Ox
= — B (timo)g(x(ti0)) — yi(t0) 5 (t:20)g (w(t;20)).
0 Jxg
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e Parak=2:
82
a(t;w0) = 55 (=g(x(t; z0))y1(t; 20))

0
— o (5 Catatt oDt ao))
= —;zo(’l}l(t;xo))

2
= —aaj%l(t; x0)g(z(t; o)) — 2212(t;x0)§;i)(t;xo)gl(x(t; 20))

2., T 2

— e Gg 0l olti0) (i) () ) ot

Em geral, para k € N, segue do Teorema de Schwarz que dado ¥y_1(t; z¢) determinamos ¥ (t; xo)

fazendo

Gt 20) = ;330@'4'—1(“ 70)). (5.16)

A expressao de U (t; xo) serda dada em fungao das derivadas parciais de x(t; o) e yi1(t; z¢)com
respeito a xg até a ordem k e de derivadas de g até a ordem k calculadas em x(¢; x¢).

Tomando zg = 0 nessas expressoes, para cada k natural, obtemos uma equacao diferencial de
segunda ordem que vg(t,0) deve resolver.

Lembrando que f(0) = g(0) = 1, po(t) = 0 e denotando vg(t,0) por vg(t) temos, com relacao

as condigoes iniciais dessa equagao:

e Para k=0:
to(t) +vo(t) =0 vo(0) =1 vp(0) = 0;

e Para k #0:

B+ v = FFlui(t), ..., pui(t), v0(t), - . ., vp—1(£), ' (0), ..., g"(0)],

T B1(8) + v1(t) = —vo (D1 (D)g'(0) v1(0) =0 #,(0) = 0.
e k=2
B (t) + v2(t) = =g (0)p2(t)vo(t) — 29" (0)pa (H)vr () — g" (0)pa (1) *v0 ()
12(0) =0 92(0) = 0.
e k=3

U3(t) +vs(t) = —3va(t)pa(t)g'(0) — 3vi (1) (i (1)g"(0) + 2(t)g'(0))
— () (13 (t)g" (0) + 3p2(t) 1 (1)g" (0) + p3(t)g'(0))
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v3(0) =0 3(0) = 0.

Ua(t) +oa(t) = —dpa(t)us(t)g'(0) — 6v2(t)[g"(0) (pe1(1))* + p2(t)g' (0)]
— 4o (D[ (£))°9® (0) + 3pa(t) (t)g" (0) + pa(t)g' (0)]
)9 (0) + 6u2(t) (11 (1) %9 (0)
t)g"(0) + 3(u2(t))*g"(0) + pa(t)g'(0)].

v4(0) =0 04(0) = 0.

Os sistemas sao triangulares lineares e podem ser resolvidos por fungoes elementares.Para k =
0, vp(t) = cos(t).

Substituindo vg(¢) e p1(t) no sistema para k = 1, temos
o1(t) +v1(t) = —cos®(t)g’ (0) v1(0) =0 1(0) =0.

cuja solugao é

(cos(t) sin2(%) - sinQ(t)> .

Substituindo os valores de 1 (t), u2(t), vo(t) e v1(f) no sistema para k = 3, e resolvendo esse sistema

obtemos

vo(t) = 2(—48 4 29cos(t) + 16 cos(2t) + 3 cos(3t) + 60t sin(t)) f/(0)g'(0)
4+ 2(—48 + 29 cos(t) + 16 cos(2t) + 3 cos(3t) + 60t sin(t))g’(0)*
18sin(t) (6t + sin(2t))g” (0)

Os célculos de v3(t) e v4(t) estao no Apéndice A.

Assim, de maneira recorrente, conhecidas as solugoes p, e vp—1(t), 0 < p < k, obtemos a solugao
vg(t).

Note que a expressao de vg(t) sera da forma

vp(t) = FFlfuncdes elementares, f/(0), ..., f*1(0),¢'(0),...,¢%(0).]

Voltemos ao célculo das derivadas de ¢1(xg). Temos que

%(t1($0);$0) = O, (517)

i1 (t1(z0); o) th (o) + o

tomando z¢p = 0 em (5.17),
’Uo(?ﬂ)t/l (0) + ’[)1(27T) = 0.

Usando as expressoes de vg e v1, ¥9(2m) = —1#0e

t1(0) = 0.
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Derivando (5.17) com respeito & zg

1 (b2 (o), 20)t (o) + 222@1(%); r0)t, (o)

. 0%y
i (11 (x0): 20)7" (20) + 5 (11 (w0): 20) = 0
0

e fazendo xy = 0, temos
Wo(2m)t(0)2 + 207 (27)t; (0) + @0 (27) ¢} (0) + v2(27) = 0.

Como t](0) = 0, usando as expressoes de vg(t) e vao(t), temos:

£(0) = 75 (10£'(0)g'(0) +10/(0)? — 99" (0)) -

Repetindo o processo acima duas vezes, obtemos para tgg)(()) e t§4)(0) :

—vi3(27) — 36 (2m) ! (0)

3) 0 _
10 = o (2m)

— iy (27) — 6ug(2m)tY (0) — i3y (27)73) (0)
Vo (27)

Utilizando as expressoes de vy (t),v1(t), v3(t),va(t), t](0) e t§3)(0), obtemos

10) = 7o O2F0) ~ 240 + 3¢0)g"(0) ~ S (0)f(0) ~ 54" (0)f(0)
£ 200

100) = w290+ 207 25" 0)£0) ~ 224 (0)g"(0)(0)
= TGO O 0)+ g (0)' + 1/(0)g"(0) + 59" (0)5'0)
£ g O7"(0) = S O O + 22 ()0 + 129/(02(0)
£ 2G0P0) - 2 0707 - 22 g (029 (0))

Seja
sk(t1(x0); xo) = %]Zj(tl(wo);xo),
:

Para todo k € N, derivando s_1(t1(zo); z¢) com respeito a xg, obtemos si(t1(xo); xo).
Fazendo si(t1(z0); x0) = 0 e tomando g = 0 encontramos uma férmula para o célculo de t&k) (0).
Note que para todo natural k, ao aplicarmos a Regra da Cadeia em (5.14), o termo tgk)(O)
sempre sera multiplo de #9(27) que é nao nulo. Logo, tgk)(O) esta bem definido.

Usando que t}(0) = 0 e ¢t1(0) = 27, da Regra da Cadeia para fungdes de duas variaveis segue
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que a expressao de t¥(0) pode ser escrita da seguinte maneira:
7 (0) = op(2m) + GEEP(0), ... £F7D(0), By(2m), . B (2))- (5.18)
5.2.3 Equagao das variagoes para 1, e calculo de tgk)(O)
A equagao abaixo ¢ satisfeita implicitamente por t2(xg) para xo perto de zero:
ya(ta(xo);xo) =0 e t2(0) = 27. (5.19)

Derivando (5.19) repetidamente com respeito a xy e fazendo xy = 0, obtemos expressoes para
(k)
ty (0).

De fato, derivando (5.19) com respeito a

. 0
i (ta(r0); 70)th (o) + 5 2 (t2(r0); 70) = 0 (5:20)
e fazendo zy = 0,
s (27 0)14(0) + 22 (27,0) = 0.
Oxo

Assim, obtemos uma expressao para o calculo de t5(0).

Agora, derivando (5.20) com respeito a xg, temos

iia(ta(x0), 20)th (20)? + 2§§,§<t2<xo>; 7o)t} (o)

. 02
Fa(ta(w0): 0)t(w0) + 3 (ta(ao): 20) = 0
Lo
e fazendo ¢y = 0, temos
Y
i2(2m,0)t5(0)2 + 2272 (27, 0)£,(0)
8930
. " 82y2
+2(2m;0)t5(0) + —==5- (273 0) = 0.
Oxg

Usando t5(0), obtemos uma féormula para o calculo de ¢5(0).
k

2 (t2(x0), o) = 0 e tomando z¢ = 0,

Assim, de maneira recorrente, para todo k € N, fazendo 5k
x
0

obtemos uma expressao para o calculo de ték)(O).

Observe que para calcular tgk)(()), precisamos conhecer as derivadas com respeito ao tempo das
funcoes
a;jg(tz(ﬂfo)aﬂfo)v com 0<p<k,
calculadas em t = 27.
No que segue, iremos utilizar o método das equagoOes varicionais para calcular estas funcoes.

A fungao t — y1(t; zo) é solugdo do Problema de Cauchy

2 = —g(x(t;z0))y2, 32(0) =1, 72(0)=0.

Derivando i = —g(z(t; z))y2 com respeito a zp e fazendo xg = 0, obtemos sistemas de equagoes



CALCULO DAS DERIVADAS DE 7,7} E T, 43

diferenciais para as fungoes desconhecidas

8" yy
ug(t) == ——(¢;0
0= 5 260
contendo também as fungdes u ().
Note que, para todo k natural, a equagao diferencial de segunda ordem cuja wug é solugao é
analoga a equacao diferencial de segunda ordem cuja vy é solugao, trocando vy por u; e mudando
as condigbes iniciais do sistema para ug(t) por ug(0) = 0,10(0) = 1.

Assim, para

e k=0:
iio(t) +uo(t) =0 up(0) =0 4o(0) = 1;

e k#0:
i 4 up = FFua (), .. pn(t), uo(t), . . . up—1(£): 4 (0), ..., g™ (0)].
uk(O) = 0, uk(O) = 0.

Para k = 0, a solugao do sistema é ug(t) = sin(t).

Substituindo ug(t) e p1(t) na equagao do sistema com k = 1, temos
i (t) + u1(t) = —cos(t) sin(t)g’(0) u1(0) =0 11(0) = 0.

cuja solugao é

ui(t) = 29:3(0) (cos(t) sin(t) — sin(t) 0032(;)>

Agora, substituindo wug(t), u1(t), 11(t) e pa(t) na equagao do sistema com k = 2, obtemos

288us(t) = (—168tcos(t) + 86sin(t) + 32sin(2t) + 6sin(3t))f'(0)g'(0)
+ (24t cos(t) + 22sin(t) — 32sin(2t) + 6sin(3t))g’(0)?
+  9(4t cos(t) — tsin(t) + sin(3t))g" (0).

Assim, de maneira recorrente, conhecidas as 1, € u,—1(t) solugoes, 0 < p < k, obtemos a solugao

ug(t). A expressao de ug(t) serd da forma

up(t) = FF[fungoes elementares, f(0), ..., f*71(0),4(0),..., g™ (0)].

Voltemos ao célculo de ték) (0). Temos que:

Oy2

8%0 (tz(xo);&"o) = 0, (5.21)

Yo (t2(w0); w0)ts (o) +
tomando zg = 0:
to(2m)t5(0) + ug (2m) = 0.

Como 1o (27) = cos(2m) =1 # 0,
t5(0) = —uy (2m).
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Usando u; (), temos
th(0) = 0.

Agora, derivando (5.21) com respeito a xg

Ja(ta(ao) o)t (z0)? + 2522 (o) o))

2

0
P (ta(w0); w0) = 0,

+92(ta(20); x0)ts (x0) + OnZ
)

e fazendo ¢ = 0, temos
T (2m)t5(0) + 207 (2m)t5(0) + 1o(2m)t5(0) + ug(27) = 0.

Como t5(0) =0 e up(2m) =1
t5(0) = —uz(2m).

Usando ug(t),
t5(0) = 75 (141'(0)g/(0) — 24/(0)* = 39" (0)) .

Repetindo o processo acima duas vezes, obtemos as féormulas de tgg) (0) e tg4)(0) :

_ —U3<27T) — 3’&1(27T)t/2/(0)
UO(27T)

| —ug(2m) — 4 (2m)14(0) — day (2m)257(0)
T:L[)(QTF) '

Utilizando as expressoes de ug(t), u1(t), ua(t), t5(0) e tég)(O),

157(0) = w(50'(0)g"(0) = 59'(0)f"(0) + 54/ (0)F(0)° = 3¢/ (0 F'(0)
— 005 0) + 540

B0) = 29707~ 1od (0~ 29 (0) — 56/ 0)g"(0) + S g (0)2(0)
— SO 0) TG OF O — g 0202 + 1 (07 £(0)
— SO0 = g (074"(0) + g 0)(0) + 54" (0)f(0)
= 2T O O)70) + 1 (0)9"(0)10).

Seja .
arlta(0), 20) = 22 (120 w0),
Zo

Para todo k € N, derivando gx_1(t2(z0); o) com respeito a xo obtemos gx(t1(zo); xo).

Fazendo qg(t2(zo),z9) = 0 e tomando zyp = 0, encontramos uma férmula para o calculo de
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t87(0).

Note que, para todo natural k, ao aplicarmos a Regra da Cadeia em (5.19), o termo ték)(O)
sempre serda multiplo de 7p(27) que é nao nulo. Logo, tgk)(O) esta bem definido.

Usando que t4(0) = 0 e t2(0) = 27, da Regra da Cadeia para fungoes de duas variaveis, segue
que

t8(0) = —up(2m) + GE[E2(0), ..., £8F7(0), ug (27), ... g (270)]. (5.22)

5.2.4 Foérmulas das Derivadas de 7,14, 15

Para facilitar futuros calculos, os resultados das derivadas de 7,t; e {3 em zero até a quarta

ordem seguem no teorema.

Teorema 5.2.1 (Formula das Derivadas de 7,t1,t2 ). Supondo que f e g sao fungoes de ordem
C*(no minimo), f(0) =1 e g(0) = 1. Entdo,

7(0) = 0
1 5 ! 2 3 1
0 = (5707 - 3r0),
3 1 / 10 /
100 = (<5070 + 5 10°).
K0) = (770)70) = 2 FOPLO) + G 02+ 3T T 0 - 500,
#(0) =0,
£(0) = 35 (10/(0)g'(0) + 10/(0)? ~ 99" (0))
470 =7 (30770 - 5508 + 540" 0) - $40)70) - 301 0) + o0 07).
10) = w(=2090) + 2200 - 2g"(0)5(0) - T2 (0" (0)1'(0) ~ T2 (0)f”(0)0)
b 22000 + T(0)g"(0) + Lg"OF0) + L 0)5"(0)  Sig"O)F 07 + 22 (0)7'(0)°
+ IR 02170) + g 0 70) - L2 R0 - 22 g (0179 (0).
£(0) =0,
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t00) = 2—39”(0)2 - %g’(o)4 - %gw (0) - égf(o)gw(o) N % JORF(0)
_ %g”(o)f”(o) + 1429’(0)]“(0)3 - %39/(0)2]0/(0)2 N %g,(o)gf,(o)
- D007 - 29020 + g0 70 + 200
B0 )0 + g 007 0)

5.3 Propriedades das derivadas de 7,1, 1ty

Esta secdo é dedicada a enunciar e demonstrar alguns lemas que nos fornecem propriedades
importantes das derivadas das fungoes 7,t; e to em zero.

Nos célculos que seguem utilizaremos as seguintes formulas:
e Para k = 2q,

/COS(t)kdt = (2((12;)'1')” sin(t) (((2}0)”)”> cos(t)® D) 4 ¢

e Parak=2¢+1

2 I (2p— 1)1 .
/cos(t)kdt = 2q+ 1)l sin(t) pz_:o T cos(t) ),

em que o duplo fatorial (I)!! é definido da seguinte maneira: se [ é impar, é o produto dos naturais
impares menores ou iguais a [. Se [ é par, é o produto dos naturais pares menores ou iguais a .

Para demonstragao das formulas veja [Weil.
Lema 5.3.1. Para todo q € N, 7?9(0) depende de f?9(0) e 79t (0) nao depende de f29+1(0).

Demonstrag¢do. Na Subsecio (5.2.1), obtivemos a expressio (5.13) para o calculo de 7% (0), ou seja,

para todo natural k

1
k+1

7®(0) = fkr1(2m) + GHr®(0), . 7EED(0), yin(2m), - i (2)-

Como
pi(t) = FF[fungdes elementares, f/(0) ..., f*~1(0)],

px(t) ndo depende f*)(0) e 0 mesmo se mantém para as derivadas de pg(t) com respeito ¢. Portanto,
na expressao de 7% (0) o termo f*)(0) s6 aparece em fig41(27).

A expressao de ugy1(t), para k # 0, é obtido resolvendo o sistema :

,ukJrl(t) + Mk+1(t) = Fk[:u’l(t)7 oo 7/"Lk(t)7 f,(0)7 f”(O), s f(k)(o)]
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O lado direito do sistema é obtido fazendo
ak+1

k+1
Oz

(—z(t; o) f (2 (t; 20)),

i1 (t; T0) =

e tomando zg = 0.
Aplicando a Regra da Cadeia sucessivamente e fazendo xg = 0, observamos que, para todo
natural k, o termo de jig41(t; 29) que depende de f*)(0) é da forma —(k + 1)(u1 () f*)(0).
Usando que p(t) = cos(t) o termo & (k + 1)(cos(t))*+1 f*)(0).

1
Note que na expressao de Tk(O) o termo fix41(27) estd multiplicado por Ay = g Logo, o

sistema pode ser reescrito como
jir1(8) + prgr () = — cos() 1 F(0) = Flua(8), .. pe (1), £/(0), f(0), ... fE7D(0)]

pe4+1(0) =0, fue41(0) = 0.

Note que pOdeInOS reSOlVer 0OS Seguintes SiStemaS Separadamente e depOiS somar suas SOlu(;6eS para
obter piy11(t)

. ket 1y p(k

i1 () + g1 (t) = —(cos(t)*1) F#)(0)

pr41(0) =0,  fu41(0) =0,

k1 (t) + g1 (t) = =Frun(8), - ., ui(t), £/(0), £7(0),... f&1(0)]
pe+1(0) =0, fue11(0) = 0.

Como f (k) (0) aparece somente nas equagoes do primeiro sistema, resolveremos apenas esse sistema.

Estudaremos separadamente os casos em que k é par e k é impar.

e Caso k = 2¢, para algum ¢ € N.

fing+1(t) + p2g1 (1) = —(cos(t))*+ fC9(0)
2g+1(0) =0,  fi2g41(0) = 0.
Utilizando o Método da Variacao dos Parametros a solucao do sistema é:
pogia(t) = f&0 (0)[< / sin(t)(cos(t))2q+1dt> cos(t) — < / (cos(t))2q+2dt> sin(t)
+ ¢y cos(t) + cpsin(t)],

com ¢ = — ([ sin(t)(cos(t))??T1) |;=o e ca = + ([ cos(t)?7T2dt)
Como, Vq € N

t=0"

/sin(t)(cos(t))zqﬂdt = —2ql+2 cog(24+2) ()

/(cos(t))2q+2dt = ggi;;:: sin(t) Z (2p>””(cos(t))2p+1 i,
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entao

1
q+2

prgia(®) = O00) (=g eos) 4 g costr)

ARG >531[ O3 G cos<t>>2p“+tsin<t>]
p=0

Derivando fi2q41(t) com respeito a t e calculando em ¢ = 2, temos

jagia(2) = 2 (5L 190(0)

Como, para todo q natural, —27 (ggi; > £ 0, concluimos que 7(29(0) depende de f29)(0).

Caso k = 2¢ + 1, para algum ¢q € N.
jiag+2(t) + p2qr2(t) = —(cos(1))* fEH (0)
f124+2(0) = 0, f12442(0) = 0.
Utilizando o Método da Variagao dos Parametros a solugao do sistema é:
Hog+2(t) = f(2q+1)(0)[</ sin(t)(cos(t))2q+2dt) cos(t) — (/(cos(t))2q+3dt) sin(t)
+ c1cos(t) + cosin(t)],

com ¢; = — ([ sin(t)(cos(t))??2dt) =0 € c2 = 4 ([ (cos(t))*t3dt), _, .

Como, Vq € N
(2¢+3)

/sin(t)(cos(t))2q+2dt =—

3 cos(t)

g+1
/ (cos(t)) 23t = m |:sin(t) Z) W(cos(t))%]
-
entao

pagsa(®) = OO | (=g os@) 4 o costo))]

, 2q+2)0 | 2 op— 1) )
1@ H)(O)m {(Sln(t))i;) W(Cos(t))2 ]

Derivando com respeito a t e calculando em ¢t = 27, temos
fizgr2(2m) = —fPIT(0) x 0 =0,V € N.

Concluimos que, 7241 (0) nao depende de f2¢+1)(0).
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Lema 5.3.2. Para todo q € N, tg2q)(0) depende de g (0) e thqH)(O) nio depende de g24t1)(0).
Demonstragao. Na Segao (5.2.1), obtivemos a expressao (5.18) para o calculo de tgk)(O), ou seja,

para todo natural k&
t9(0) = o (27) + G52 (0), ..., tFD(0), 81 (2m), .. B (27).

Como
v (t) = Fl(k) [fungdes elementares; f'(0), ..., f&=1(0),¢'(0),..., 9" (0)].

O mesmo se mantém para as derivadas de vg(t) em relagdo a t, logo em t¥(0) o termo que depende
g (0) s6 aparece em 0y,(27).

A expressao de vi(t), para k # 0, é obtida resolvendo o sistema:

i}k +’Uk = Fk[:uh ey Uk VO - '7kalag/(0)7 DR 7g(k)(0)}7

v(0) =0, 0£(0) =0
em que o lado direito da equagao é obtido fazendo

k

k(_yl(t§ l’o)g(.l‘(t; xO)))v Vk e N,

U (t;20) = 9k
0

e tomando zg = 0.
Aplicando a Regra da Cadeia e fazendo xg = 0, observamos que o termo de U (t; 0) que depende
g®)(0) & da forma —vg(t) (11 (t))* g™ (0). Usando que p (t) = cos(t) e vo(t) = cos(t), o sistema pode

ser reescrito como

i}k + v = _g(k) (0) COS(t)(k+1) - F[Nl@)? cee 7)uk'—1(t)’ U1 (t)v v 7Uk—27g/(0)> s 7g(k_1) (0)]7

Utilizando o mesmo raciocinio da demonstracao anterior, resolveremos apenas o sistema

iy, + vp = —g*)(0) cos(t) K+

Note que este sistema coincide com o sistema que resolvemos na demonstragao do Lema (5.3.2).
Assim, concluimos os mesmos resultados trocando 7 por t; e g por f. Ou seja, se k = 2q entao
t?q) (0) depende de g9 (0) | e se k = 2q + 1, entdo t§2q+1)(0) nao depende de g(4+1(0). O

Lema 5.3.3. Para todo q € N, téQq)(O) depende de > (0) e téQqH)(O) nao depende g7t (0).

Demonstragio. Na Secio 5.2.1, obtivemos a expressdo (5.22) para o calculo de t5(0), ou seja, para

todo k natural

t8(0) = —up(2m) + GE[E2(0), ..., t5F7(0), g (27), .. gy (270)].
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A expressao de ug(t) é da forma
up(t) = FFlfuncdes elementares, f/(0),..., f#=1(0),4(0),...,¢*(0)].

Logo, em t5(0) o termo g% (0) s6 aparece em uy(t), que para k # 0 & obtido resolvendo o sistema

i+ up = FFlun (), pe(®), ur (), up—1 (1), ¢'(0) ... g (0)],
urp(0) =0, uk(0) =0,
onde o lado direito é obtido fazendo

Bk
iig(t; 20) = Tgﬁg(_yQ(t;xO)g(x(t; 0)))

e tomando xg = 0.

Aplicando a Regra da Cadeia e fazendo zp = 0, Vk € N, o termo de g (t;0) que depende de

g™ (0) & uo(t) (1 (t))*g™(0).
Usando que ug(t) = sin(¢) e p1(t) = cos(t) o sistema pode ser reescrito na forma:

ity + up, = —g™ (0) sin(t) (cos(t))* — Fk[,ul(t), (@), ur (8,1, 60, ..., g%*TH(0)],

uk(O) = 0, uk(O) = 0.

Como estamos interessados somente na parte da solugao do sistema que depende de g(k)(O), resol-
veremos apenas o sistemas:
iig, 4 ug = —g™® (0) sin(t) (cos(t))*

we(0) =0, i(0) = 0.

e Caso k = 2¢q, para algum ¢ € N.

O sistema é:
fizg + uzq = —g*?(0) sin(t)(cos(t))*

qu(O) = 0, ﬂgq(()) =0.

Utilizando o Método da Variagao dos Parametros a solugao é

wnlt) = o)1 | Gsine) eost)) ) costt) - [ ) cos(o) ) sine

+ ¢ cos(t) + cpsin(t)],

com ¢ = — ([(sin(t))?(cos(t))dt) |s=o e c2 = ([ sin(t)(cos(t))* 1 dt) |s=o.
Como Vq € N,

/sin(t)(cos(t))2q“dt - _2(]12 cos(t)(2a+2)
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/sin(t)Q(cos(t))2th = /cos(t)zth— /cos(t)zq“dt
20— 1! (29 +1)! =
N (( ?2(1)!!) §2Z+2 l') [ Z 2p+ 1 I (cos(t))+! +t]
1 ,
RS sin(t)(cos(t)) 2+,
entao
_ q (2q B 1) (2q —+ 1)‘ = D
ug(t) = g®9(0) ( ol g+ ) [Sln cos(t pz: 2p—|— D (cos(t))? +1]
2qg—1 2g+ 1! 1 .
+ g (B - B (eos(t) - 5 sin()
sy (27) = +27 <(2?2;)!1!)” _ E;Z 1 ;;::) g®D(0) £0, VgeN.

Concluimos que, Vq € N, t(QQ) (0) depende de ¢?9)(0).

e Caso k =2¢+ 1, para algum g € N.

O sistema é:

tiogy1(t) + ugqr1(t) = — Sin(t)(cos(t))2q+1g(2q+1)(())

U2g+1 (0) =0,

ling+1(0) = 0.

Utilizando o Método da Variagao dos Parametros a solugao do sistema é:

wa(®) = o= VO [ (s cos(t) e ) costr

g
<51

n )(cos(t))2q+2dt> sin(t) + ¢1 cos(t) + co sin(t)],

com ¢ = — ([ (sin(t))?(cos(t))?7dt) =0 e co = ([ sin(t)(cos(t))?72dt) |i—o.
Como Vq € N,
: 242 3, _ (2¢+3)
/sm(t)(cos(t)) dt 5013 cos(t)
e

/ (sin(£))2(cos(t)) 2t

/(cos(t))2q+1dt - /(cos(t))2q+3dt

(2q)!

2¢ + 1!

2g+3

Qg+ [ . Eep—1
T2 +3)n) (Sm(t)pzo @p)!

cos(t)%+ 2 sin(t),
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entao

Ungir(t) = g<2q+1>(0)< (29)!! _(2q+2)!!) Sin(t)zq: (2])_1

(2¢+ DI (2¢+3)!

1

(2¢+1) ()~
g ( )2q+3

sin(t)

wsgi1(27) = 0 x gD 0).

Logo, Vq € N, tf‘”” (0) nao depende de g(24+1)(0).



Capitulo 6

Resultado Principal

Neste capitulo provaremos o nosso resultado principal:

Teorema Principal: Considere o sistema (5.1). Suponha f(x) analitica real, definida e positiva

numa vizinhan¢a da origem I, com f(0) = 1.

i) Se 3f"(0) > 4f'(0)2, entio existem no mdzimo duas funcées g(x) analiticas reais, definidas e

i)

i)

positivas em I, com g(0) = 1, tal que o sistema possui T(xg)-isocronismo. Uma delas tem

JO) = f(0) -3V 2AFOF + 15770)

g0 = 2O O Corpr ) - 20
e a outra:

g'(0) = f(0)+ %\/—24]‘”(0)2 T 1877(0)

g"(0) = 9f’:1(0) i ;}(o) V—24f(0)2 + 18"(0) — 5f/?()0)Z.

Além disso, se g(x) é uma dessas fungées e k é wm natural nao nulo, g*t1(0) fica completa-
mente determinada por j®g(0) e j++D £(0).

Se 3f(0) < 4f(0)2, entdo ndo existe g(x) analitica real, positiva e definida em I, tal que o

sistema possui T(xg)-isocronismo.

Se 3f"(0) = 4f'(0)? e g ¢ analitica real, positiva e definida em I, com g(0) = 1, tal que o
sistema possui T(zg)-isocronismo, entdo para k natural impar nao nulo, g**t1(0) fica com-

pletamente determinado por j(k)g(O) € j(kﬂ)f(o)-

Para faciltar a demonstragao dividimos o teorema em trés partes: Teoremas 6.1.1, 6.1.2 e 6.1.3,

e a desmonstragao do Teorema 6.1.2 em dois Lemas: 6.1.1 e 6.1.2, os quais desmonstramos nas

Subsecoes 6.1.1 e 6.1.2, respectivamente.

Os célculos da prova do Lema 6.1.2 sdo extensos e repetitivos. Aqui, apresentaremos as principais

ideias envolvidas e algumas contas. Os calculos completos podem ser verificados no Apéndice B.

93
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6.1 Resultados

Teorema 6.1.1. Considere o sistema (5.1). Sao dadas f(x) e g(x) analiticas reais, definidas e
positivas numa vizinhanca da origem, I, com f(0) = g(0) =1 e 3f"(0) > 4f'(0)%. Se g(z) € tal que

o sistema (5.1) possui 7(xg)-isocronismo, entao as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:

¢(0) = £'(0) ~ ;v/=2AF (0 + 1877(0) (6.1)
" / / 2
g(0) = O O Sorper sy - Y (6.2
§(0) = £'(0) + ;/~2AF (0 + 1577(0) (63)
" ! / 2
g"(0) = 9f4(0) + 5f6(0) V=24 1(0)2 + 187(0) — W?EO). (6.4)

Demonstra¢ao. Aplicando o Teorema 5.1.2 para as derivadas pares de 7,t; e to calculadas em 0,

temos

7@0(0) = $9(0) = t$9(0), VgeN.

Para ¢ = 1, fazendo 7(?(0) — tg2)(0) =0, 73)(0) — téQ)(O) = 0 e utilizando as férmulas dadas no

Teorema 5.2.1, obtemos, respectivamente, as seguintes expressoes para o calculo de ¢g”(0)

20 10 ,

§'(0) = = FO0) + f(0) + 5 0)(0) + 59/ (0)*
§'(0) = =2 (P +37(0) + 5 £(0)g/0) ~ 340"

Como as duas expressoes devem ser iguais:

SIOF0)+ 302 - f(0) =0.

Resolvendo a equagao do segundo grau em ¢'(0), obtemos as duas possibilidades (6.1) e (6.3)

¢(0) = F'(0) ~ ;=247 (07 + 18F7(0)

ou

1
g'(0) = f'(0) + 5 v/=24f'(0)> + 18f"(0).
Para o calculo de ¢”(0) em cada um desses casos, obtemos, respectivamente, (6.3) e (6.4)

§'(0) = 17(0) = 2 £/(0)y/=2AF O + 1877(0) — 3 f/(0)

§'(0) = 117(0) + 2 f/(0)y/ =24 (0 + 1877(0) — 2 f/(0)%




RESULTADOS 55

Corolario 6.1.1. Seja f(x) analitica real, definida e positiva numa vizinhanga da origem, I, com
f(0) = 1. Se 3f"(0) < 4f'(0)?, entdo ndo existe funcio g(x) analitica real, definida e positiva em

I, com g(0) =1 tal que o sistema (5.1) possua T(x)-isocronismo.

Demonstragiao. No Teorema 6.1.1, mostramos que se existe g(z) analitica real tal que o sistema

(5.1) possui 7(xg)-isocronismo, entao

¢(0) = f(0) & V=240 + 1877(0).

4f'(0)
Se f(0) < f;) ) , a expressao de ¢’(0) nao estd definida em R. Portanto, ndo existe g(x) real tal
que (5.1) possua 7(zg)-isocronismo. O

Teorema 6.1.2. Suponha que f(x) é uma func¢ao analitica real e positiva em uma vizinhanca da
origem, I, com f(0) =1 e3f"(0) > 4f'(0)%. Entdo existem no mdzimo duas fun¢des analiticas reais
g(x) definidas em I, com g(0) = 1, tais que o sistema (5.1) tenha 7(xq)-isocronismo. Além disso, se

g(x) for uma dessas fungoes e k é um natural nao nulo, g(kH)(O) fica completamente determinado
por j®g(0) e j*1 £(0).

Demonstracao. Aplicando o Teorema 5.1.2 para as derivadas pares de 7,t; e t5 calculadas em 0,

temos

70(0) = 1$9(0) = ¢79(0) Vg e N.

Para ¢ > 1, dos Lemas (5.3.2) e (5.3.3) segue, respectivamente, que tg2q)(0) e thq)(O) possuem
g9 (0) em suas expressoes.
Na demonstracéo desses lemas calculamos os coeficientes de (29 (0) e mostramos que sao nao

nulos. Assim, fazendo 7(29)(0) — thQ) (0) = 0 e isolando g(?9(0), obtemos:

2471 41 (29) / (2¢—-1)
g(2q) (0) = Hl [f (0)7 s 72f <Eg)q7—gi_(10))'v' > 9 (0)] . (6.5>

(2g +2)!
Fazendo o mesmo para 729 (0) — téQq)(O) = 0, temos

(29)(0) = HY[f(0),. .., f29(0),4(0),...,g%D(0)]
! _%((2(1—1)!! (2q+1)!!>

291 (2¢+2)

Note que o termo f(29(0) esta presente nas duas expressoes (Lema 5.3.1).
Utilizaremos os lemas abaixo para conclusao da demonstracao do resultado. As provas dos lemas

serao feitas, respectivamente, nas Subsecoes 6.1.1 e 6.1.2.

Lema 6.1.1. Para todo natural ¢ > 1, igualando as expresses (6.5) e (6.6), obtemos que g(23=1)(0)

€ dado pela expressao:
A(2g = 1) 0(0) = H[f(0),..., F*9(0),4'(0), ..., g2 (0)], (6.7)

em que A(2q — 1) = C?1¢g/(0) + D> f(0), €24, D? € R, ndo nulos.

Aqui, apesar da notagio C?? e D1, estes coeficientes nao dependem de g(QQ)(O).
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Lema 6.1.2. Em (6.7), C*1 = —D?, para todo q natural.

Dos lemas acima, concluimos que A(2g — 1) = 0 se, e somente se, ¢'(0) = f(0).
Dado o jato k de g(x) em 0 no caso em que (5.1) possui tal 7(x)-isocronismo, segue do Teorema
(6.1.1) que

§(0) = £'(0) + ;/~2AF (0 + 15/7(0),

ou seja,

§(0) ~ £/(0) = /=247 (0 + 187(0).

Como 3f”(0) > 4f(0)?, entdo ¢g’(0) — f'(0) # 0. Assim, para todo ¢ natural, a partir de j29-2)g(0)

2¢-1) esta bem

no caso em que (5.1) possui 7(zg)-isocronismo, a expressao (6.7) para o calculo de g
definida. E j(27-1Yg(0) fica unicamente determinado.

A partir de j4=1g(0), utilizando a expressio (6.5) ou a expressio (6.6) calcula-se g(29(0) e
29 ¢(0) fica unicamente determinado.

No Teorema 6.1.1 sdo obtidas duas condigdes distintas sobre as derivadas ¢’(0) e ¢”(0). Portanto,
temos dois jatos distintos de ordem k = 2 para g(x) em zero, um dado pelas condigoes (6.1) e (6.2)
e o outro dado pelas condicoes (6.3) e (6.4). Ao calcularmos ¢(®(0), obtemos dois valores, um
obtido ao utilizarmos (6.1) e (6.2) e o outro obtido ao utilizarmos (6.3) e (6.4). Logo, temos duas
possibilidades para jatos distintos de ordem k = 3 de g(x) em zero. O mesmo vale para as derivadas
de g(x) em zero de ordem maior que 3.

Concluimos que existem no méaximo duas fungdes g(z) tais que o sistema (5.1) possui 7(zp)-

isocronismo. O

Teorema 6.1.3. Seja f(x) analitica real e definida positiva em uma vizinhan¢a da origem, I, com
f(0) =1 e 3f"(0) = 4f'(0)2. Seja j*)g(0), com k tmpar, tal que g(z) é analitica real e positiva
I, com g(0) = 1. Se g(z) ¢ tal que o sistema (5.1) possui T(xq)-isocronismo, entio g*+v(0) fica
completamente determinado por j* g(0) e jE+1 £(0).

Demonstragio. Como 3f”(0) = 4f'(0)? e g(x) ¢ tal que o sistema (5.1) possui 7(zg)-isocronismo, en-
tao ¢’(0) = f/(0). Assim, para ¢ natural, ndo conseguimos determinar j(2¢=1)(0) usando j24=2) g(0)
em (6.7), pois A(2¢ — 1) é nulo.

Por outro lado, dado j24-1¢(0), utilizando (6.5) ou (6.6) calcula~se g9 (0). E j29¢(0) fica uni-

camente determinado. O

No que segue, faremos as demonstragoes dos Lemas 6.1.1 e 6.1.2.

6.1.1 Demonstracao do Lema 6.1.1

Demonstragio. Vamos calcular os coeficientes de ¢(29=1)(0) nas expressdes de (6.5) e (6.6).

Para cada ¢ natural, a expressao para o calculo de thq)(O) é
£39(0) = doq(27) + GH[,(0), ..., P97 (0), 5,(2), .. ., Bag_1(27)]. (6.8)
Como, para todo natural [,

u(t) = Fi[funcdes elementares, f'(0), ..., f4=1(0),4'(0)...,¢"(0)]
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e t§2q71)(0) ndo possui g2971(0) na sua expressdo (Lema 5.3.2), entdo os termos de (6.8) que depen-
dem de g?¢71(0) provém de vg4(27) ou gq_1(27).
A expressao (6.8) foi obtida derivando a igualdade

9 (t1(zo),zo) =0, €1 (2m) =0

repetidamente com respeito a xg e fazendo xg = 0.
Para todo natural ¢, ao aplicarmos a regra da cadeia na igualdade acima, 95— (27) sempre sera
multiplo de ¢} (0) que ¢ nulo. Portanto, g?¥~1(0) na expressdo 6.8 provém somente de tg,(27).

A expressao de vy, (t) é obtida resolvendo o sistema

aq (1) + v2g(t) = F2[pa(t), .. pizg (), v0(t), - - -, v2-1(2), ¢'(0), ..., g*V(0)],

v24(0) =0, 094(0) =0,

que é obtido fazendo
.. 0%
Uiaq(t; w0) = —5 (—y1(t5 20)g(2(t; 20)))
oz

e tomando xy = 0.
Aplicando o Teorema de Schwarz sucessivamente, observamos que os termos do lado direito do

sistema que dependem ¢29=1(0) sdo da forma:

oy, or , 2g—1 (0-1) P ox 292 0
Qanco(t’m) <a$0(t,mo)) g (0), a2qy1(t,xo)8—$(2)(t,mo) 8—%(15,:30) g (0),

Ox a2q—1y1 /
2q——(t; L YO 0),
qaxo( o) (8x§q1 (t;z0) | 9'(0)

em que azq = q(2¢ — 1).

Tomando xy = 0, os termos ficam:

2qu1 (£)p1 ()% gP71(0), aquo(8)pn ()22 (#)2(D)g 1O, 2qu1 (H)vzg-1(2)g' (0).

S6 estamos interessados na parte de voq—1(t) que depende 9(2‘1*1)(0), ou seja, a parte da dada pela
resolucao do sistema:
Tag—1 + Tag—1 = —vo () (£)*7 1 ()91~ 1(0)
V9q—1(0) =0, V2q—1(0) = 0.

Logo, os termos que dependem de g(27=1(0) a expressio de thq) (0) sao obtidos resolvendo o sistema

Bog +v2q = —2qu1(t)vr(t)% g1 (0)
—agquo(H)p (1) ()a(t)g®* 1 (0)
—  2qpu1 (t)T2g-1(t)g'(0).
v2g(0) =0, 24(0) = 0.

Note que vy (t), p2(t) e Tag—1(t) dependem, respectivamente, somente de ¢’(0) , f'(0) e g24=1(0).
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Assim, a soluc@o desse sistema serd da forma:
vag(t) = Ilzq[fun(;()es elementares; g'(0)g?71(0); £/(0)g®7=1(0)].
Derivando wvy,(t) com respeito a t e calculando em ¢ = 27 :
ing(27) = T1"[g'(0)g%1(0); £/(0)g® =D (0)].

Analogamente, para todo natural ¢, os termos que dependem ¢?¢=1(0) na expressao de tgq)(())

sao obtidos resolvendo o sistema:

figg +uzg = —2qu1(t)ur(t)* g1 (0)
— agquo(t)pa (6972 () pa(t) g~ DO
- 2qp (t)ugqe—1(t)g'(0),

u24(0) =0, Ug4(0) =0, (6.9)
em que ﬂgq_l(t) ¢é a solugao do sistema
Tig—1 + g1 = —ug(t)pa (£)*7 " (£)g21~ 1O

ﬂ2(171(0) = 07 a2q71(0) =0.

Note que wy(t), pa(t) e Uaq—1(t) dependem, respectivamente, somente de ¢'(0) , f/(0) e g1 (0).

Assim, a solugao de (6.9) é da forma:
ugq(t) = ng[fungées elementares; g'(0)g°7(0); f/(0)g7=1(0)].
Calculando em ¢ = 27
ugg(27) = T390~V (0): £/ (0)g >~ 0)].

Portanto,

(20) () — H[£(0), .., £O9(0):9'(0), ..., gD (0)] + T1"[£(0)g®~ D (0), ¢/ (0)9%~ D (0)]
g - /RN
T <(2q + 2)!!)

gy — B0 F0(0). 4 0). ..o 2(0)) + T [ (00 (0).f (0)g~) (0)]
g - L ((2q1)” B (2q+1)”>
Tt T 2gr2)
Igualando as duas expressoes, temos
L (0)g%D(0), g'(0)g > D(0)] | B[f(0)9%(0), ¢'(0)g% 1 (0)]

(2¢ + )N 2q—1 )! 2q—|—1)”
Ty VY 27T
(2q + 2)!! M (2q+ 20
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_Hf0), -, 129(0),6'(0), - 922 (0) i 0 [f(0),. ., [9(0),6(0), .., g%~ (0)]
B ) ((2q+1)!!> ) <(2q—1)!! (2q+1)!!> ’
T\ 2q 12 e

291 (2 +2) o1
6.10
que pode ser reescrito como:
_ =2 _
A(2g = 1)g*=0(0) = H[1(0),..., f29(0),4'(0),....g**(0)],
em que
A} By
-1 — 1 1 /
Alg—1) L (Qer DN @D (gD 10)
(2q + 21 2ol (2q+ 2
+ A’ + By’ '(0)
o (@aF DI T (2q - DI (2q+ 1) I
(2q + 21 2ol (2q+ 20
com A?q,qu, B%q, ng €R.
Seja
A} By
C* = ! 1 6.11
o (@a+ 1) + L (@a=DI _ @g= 1) (6-11)
(2q + 21 2ol (2¢+ 20
e o AT B
D1 = . 6.12
L (a1l * (@D g1 (6.12)
(2q + 21 2ol (2q+ 20
Assim, obtemos a expressao (6.7). O
6.1.2 Demonstracao do Lema 6.1.2
Devemos calcular A7, B3, A%q e ng e mostrar que C?¢ = —D?4, para todo ¢ natural. Para

isso, iremos enunciar e provar alguns lemas auxiliares. Nas demonstracées nao iremos explicitar

todas as contas, os detalhes das contas encontram-se no Apéndice B.

Lema 6.1.3. Para todo q natural, vale

A= —gang(zq + 3) <m> : (6.13)

Demonstracdo. Devemos resolver o sistema:
g + vag = —azquo(t)u (£)*72 () 2 (t) g4~ (0)

’qu(O) = 0, @QQ(O) = 0,

derivar a solucao obtida com respeito a t e calcular em t = 27.
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Substituindo vo(t), u1(t) e pa(t), temos

2 1
g + Vg = —agg cos(t)?1! (3 cos(t) + 3 cos(2t) — 1) (6.14)

’qu(O) = 0, Q}Qq(O) = O,

Vamos reescrever o sistema (6.14) em sistemas independentes e depois encontrar as solugoes destes

sistemas.

e Resolugao do sistema (S1)

2
Seja K= gagq.

Aplicando o Método da Variagdo dos Parametros a solugdo do sistema é

1 1
vt = K ( TR (cos(t))2472 + T cos(t)>
(29)!! . 2 (2p— DN 2p
K1+ i | C®) pz:(:) (st
e Resolugao do sistema (52)
1')'5? + vé? = —(—ay, cos(t)Qq*l)

2 . (2
w§2(0) =0, @) (0) =0,
Seja ko = —aag.

Aplicando o Método da Variagdo dos Parametros a solugao do sistema é

v§§>(t) = K <—1(cos(t))2q+1+21qcos(t)>

2q
(g -1 (s (2p)! i1
- K 291 sin(t) 2 o+ 1)”(cos(t)) + tsin(t)
e Resolugao do sistema (53)
. 1 -
Ué?z) + vg;) = 302 cos(t)?47! cos(2t)

3 .(3
o§)(0) =0, o (0) =0,
Para todo ¢ natural,

cos(t)%71 cos(2t) = 2 cos(t)2 — cos(t)27 L.
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Assim, (53) pode ser reescrito como
1
véq) + vé ) = —gagq(2 cos(t)24T — cos()271)

3 3
05 (0) =0, 04 (0) =0,
e Resolugao do sistema (S3);

2
vgq) + v§3)1 = —ag, cos(t)%t!

3
vH(0) =0, 851 (0) = 0.

. 2
Seja (K3)1 = gagq.

Aplicando o Método da Variacdo dos Parametros a solucao do sistema é

Uéi;)h( t) = (Ka3) <_ 2q:— 2(Cos(t))2q+3 + 2(]12 COS(t)>
a9 (o
0 B (Wt

p=

e Resolugao do sistema (53)9

. 1
Seja (K3)2 = _§a2q-

Aplicando o Método da Variacdo dos Parametros a solucao do sistema é

03%>=<m»(;;mmW“+$wa

(2¢ — 1)1 iy

— (K3)2 291 22 2p— 1 cos(t))Qp + tsin(t)
p=0

A solucao do sistema (6.14), vg4(t), é a soma das solugoes dos sistemas S1,52,(53)1 e (53)2.

Derivando wvy,(t) com respeito a t e calculando em ¢ = 2, temos

(2¢ — 1!

A¥ = _og KQ& —2m(K3) (2g)!!

(29)!!

Substituindo os valores de Ko, (K3)1 e (K3)2,

— 27T(K3)2

A (2¢+ DN 87 (2¢g— D!
A% A ) O8N T )
L 3 %2094 o) T 320 (gg)
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Simplificando,
4dmas (2¢ — N
APD = 20 (9g 4 3) (L2
! 3 a3 (g 2
O
Lema 6.1.4. Para todo natural q, vale
4drag (2g — 3)!
Bi = - 20(2q 4 5) (o). 6.15
L 5 29 gz (6.15)
Demonstraciao. Devemos encontrar a solugao do sistema:
ling + Uuzq = —azquo(t)i ()27 () pa(t)
UQq(O) = 0, qu(O) = 0,
e calcular em t = 2.
Substituindo wug(t), u1(t) e pa(t), temos
. . 2q—2 2 1
liog + ugqg = —agq sin(t) cos(t) 3 cos(t) + 3 cos(2t) — 1 (6.16)
’U,Qq(O) = 0, Qqu(O) = 0,
Procedendo de maneira anéloga a demonstragao do lema anterior, obtemos ugg(t).
Calculando em t = 27, temos
8t (2¢ —3)! (2¢— 1IN 4m (2¢+ D!
)2 7 Sk ST AL P P Sk S Al P Sk S A
L 3 12094 o)1 T g T 3 2 (g 1 o)1
Simplificando,
4ras (2g — 3)!
By = ——21(2¢+5) | oo ).
! 3 O\ oo
O
Lema 6.1.5. Para todo q natural, vale
8q¢(2¢+3) [ (2¢ — 1!
AY = : 6.17
2 3 (2q +2)!! (6.17)
Demonstracdao. Devemos resolver o sistema:
s +vzg = —2qm ()i ()*g%7D(0)
— 2qu1(t)v24-1(t)g'(0),
v24(0) =0, 094(0) =0, (6.18)

em que Ugq—1(t) € a solucdo do sistema:
Vg1 + V2g-1 = — cos(t)21ga=1) (),

D2q-1(0) =0, Ug,-1(0) = 0. (6.19)
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Substituindo os valores de p1(t), v1(t) e Taq—1(t) em (6.19), temos
Tag_1 + Tag_1 = — cos(t)?1ga=1)(0)

U2g-1(0) = 0, V2g-1(0) = 0,

cuja solugao é

1 1
T — 2=\ 2q+2
T a(t) = g DO) g eos(t)T o+ s cos()
(2q)!! e (2p -1 o
@0t DI sin(t) pzo - (cos(t)? ]].
Substituindo os valores de p1(t),vi(t) e Tag—1(t) em (6.18), temos
" 2g-1 (1 2 2 1 1 (24—1)
Ugqg +v2g = —2qcos(t)™? 3 cos(t)* — 3 + 3 cos(t) | ¢'(0)g"“?~(0)
_ . 2q+2 1 10 (20-1)
2q cos(t) < 20 11 cos(t) + T cos(t) | ¢'(0)g (0)

(29)!! : 2 - (2p — ! 2 / (2¢—1)
— 2qcos(t) Rl sin(t) pz:;) f(cos(t)) Pl 4 (0)g"“=(0).
Utilizando o Método da Variagdo dos Paramétros calculamos vyy(t). Derivando com respeito ¢ e

fazendo t = 2,

¢ 4dqm [((2¢+ 1) 8qm [ (2¢ — 1)!! dgm [ (2q + 3)!!
4, 3 ((2q—|—2)!!>+3< 2N >+2q+1 <(2q+4)!!>

(29)! 2p— 1N ((2p+3)1  (2p+ 1)
- 4q”<<2q+1>!!> < >

M=

@2p)! \(2p+4)!  (2p+2)!

Il
=)

p

Simplificando,

20— @Tﬂ(ww) ((2(]—1)”) . <( (2g)! ) qz:i) (2p — D! ((Qp—l- 1)1!) C 6a)

(2 +2)! 2¢ + 1! (2p)!! (2p+ 4N

Para completar a prova, utilizaremos a seguinte afirmacao:

Afirmacgao 6.1.1. Para todo natural g > 2,

20 ((2¢— D\ (29! S (2p- 1) [ (2p+1)!
3((2q+2)!!)_(2q+1)!!2 2p)!! ((2p+4)u>'

p=0
De (6.20) e da Afirmacgao 6.1.1,

. 8¢(2q+3) [(2¢— 1)
A= ((2q+2)!!>'
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Prova da Afirmacgao 6.1.1

Demonstra¢ao. Provaremos usando inducao em . Para ¢ = 2 a igualdade é verificada,

2q<(2q—1)!!> 43 4 1

3\ (2¢+2)1') 3611 48 12

ZQp—l” (2p+ 1)1\ 4l L 13y 8/1 3)_ 85 1
2q+1” o\ (@2p+4) 51 \4l " 2(6)1) 15\8 96/ 1532 12

Supondo que vale para que g = k,
2% ((2k— DI\ (2k)! ki 2p— 1! [ (2p+ 1!
3\Q2k+2)) (21<:+1)!!p:O 2p)!! \ (2p + 4)!!

vamos mostrar que vale para ¢ = k + 1, ou seja,

2(k+1) ((2k+1)!!> (2k 4+ 2)!! Z (2p— 1! <(2p+ 1)!!>.

3 (2k+4)1) ~ (2k+3)! 2p)t \ (2p + !
De fato,
(2k + 2)! 2p—1” p+D\ (2k+2)(2 L(2p— DI [ (2p+ D!
(2k +3)!! 2 P! \2p+4)  (2k+ 3)( 2k+1 I 2p)!! \(2p+4)!

(2k+2) (2k)N (2k—1)!!(2k+ 1!
2k +3) 2k + DI k)1 (2k+ 4)II"

Usando a hipdtese de inducao,
i Cp—! (@p+ 1D\ (2k+2
o (2p)!! p+4")  (2k+3

2k (2k — DI | (2k+2) ( (26— D!
32k+2)11) T 2k+3) \ 2k + )N

)
)
(2k +2) (2k — 1)
)
+1)

(2k +3) 3(2k + 4)!! [(2K +3)(2k + 1)

(2k+ 1!
(2k + 4!
O
Lema 6.1.6. Para todo q natural, vale
8qm ((2¢ — )N
Bl — 20 (2 ) 6.21
2 =13 <(2q+2)!! (6.21)
Demonstra¢dao. Devemos resolver o sistema:
fing () + uzq(t) = —2qu1 ()™ ur (£)g"4~(0)

= 2qua(t)u2e—1(t)g'(0).
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em que Uzq—1(t) € a solugdo do sistema
ﬁ2q—1 (t) + U2q—1 (t) = ug (t)ul (t)ZQ*lg(qul) (0)

TUag-1(0) =0, zy—1(0) = 0. (6.23)

Substituindo os valores de ug(t) e pi(t) em (6.23), obtemos
Ung—1(t) + ugg—1(t) = —sin(t) cos(£)2971(¢) g2V (0)

Uag-1(0) =0, Uze-1(0) =0,

cuja solugao é

J— q_ —

Substituindo os valores de w1 (t), p1(t) e Uaq—1(t) em (6.22)

1 1
fiog(t) + ugy(t) = —2qcos(t)a1) <3 cos(t) sin(t) — 3 sin(t ) g (0)g?11(0)

2g — 2)!! 2 S2p-1
- 2qcos(t)[<§2g_1;” - (2; —?1)”) sin(¢ I[)pr).')cos(t)%*'1

sin(t)]g'(0)9"*1(0).

qg+1

Utilizando o Método da Variacao dos Parametros, obtemos us4(t) e fazendo t = 27,

52— g (a2 qzl 2p -1 ((2p+ D! (2p+3)!
SERNC7ES VI 2Q+1” @p)t \(2p+2)!  (2p+4)!

b=
n dgm ((2¢ — 1! (2¢+ D!
3 (2¢)!! (2¢+2)')°
Simplificando,
qg—1
B2 = 4qr (2g — 2)!! Z 2p—1 (2p + D! 4 dam (2q= MY (6.24)
2 (2q + 1)!! = 2p)! 2p+4)! 3 \(2¢+2)!

Para completar a prova do lema, utilizaremos:

Afirmacao 6.1.2. Para todo natural g > 2, vale

1/(2¢—1! (2q — 2)!! ZQp—l” (2p+ D!
EANC7E IV ARRCTESVIP: n \@pran)
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Da Afirmacao (6.1.2) e de (6.24), segue que
8qm ((2g — 1)!!
B =42 ()
2 =13 ((2q+2)!!

Prova da Afirmagao B.4.1

Demonstra¢ao. Provaremos por indugao. Para ¢ = 2 a igualdade é verificada,

1/(2¢—D"\ 13 1
3<(2q—|—2)!!> 48

T 3611 48
(24 ~2) Z ool (Gl 2118y 21 8) 25 1
(2¢ + 1) P! \(2p+4)!1) s \4ll C2(6)!)  15\8 96/ 1532 48
Supondo que vale para que ¢ = k,
1((2k—DI1\  (2k—2)! ’“i 2p— 1! [ (2p+ DI
3\@2k+2)!')  (2k+ 1) = 2p)!t \(2p+4t)’
vamos mostrar que vale para ¢ = k + 1, ou seja,

1/@E+1I\ 2R s (2p— 1D [ (2p+1)!
3 ((2k;+4)!!) N (2k+3)!!p§ (2p)!! ((2p+4)!!>‘

De fato,

Zzp—lu 2p+D\  (2k)(2k —2)! ZQp—l” (2p + D!
2k+3” o\ (@2p+4d)")  (2k+3)(2k+ ! 2p)!! \ (2p + 4)!!
(2k)1(2k — 1)!!(2k + 1)..
(2k + 3)1(2k)!1(2k + )1

Usando a hipétese de inducao,

(2p — ! < 2p + 1)!!> O (2k) (1(2k—1)!!> . ((2k—2)!!(2k—1)!!)
3

2k+3” el \(2p+a) 2k +3) \3 @2kt 2! @R)1(2k + )1
@ (@D (k-1
= 213 <3(2k+2)!! + 2k(2k+4)!!>
(2k — 1)
= 3@kt 3k F ORI+ L]
1@k
T3 (2k+4)!

Prova do Lema 6.1.2
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Demonstragio. Substituindo (6.13) e (6.15) na expressao de C?? dada por (6.11), temos

4 (2¢g — )N 4 (2g — 3)!
o9 (o) 3ol 9) (o)

o9 — A
g+ 5 (20— D!
(2¢ +2)!! (2¢ + 2)!!
2 (2¢ DU (2g+2)11 2 (2 = 3)!1 (2¢ + 2)!!
= 320 G o e 3% Y g a2 — 1
9 -y 2 (2 — 3)!
= 300G T (2q+5)(2q_1)

2

Agora, substituindo (6.17) e (6.21) na expressdao de D?? dada por (6.12), temos

8qm (2¢ — ! 8qm [ (2q — 1)!!
. +3 (Geran) +3(<2q+2>!!)
- ) <(2q+1)!!> ) ((2(]—1)!!)
"\ @2q+2)! "¢+

_ 4q (2¢g — )N 4q

- 3(2Q+3)<(2q+1)!!>+3

_ 16¢ ( (g+1) )
3 \(2¢+1))°
Como agq = ¢q(2q — 1), concluimos que

16q ( (¢+1)
D(2Q):_C(QQ):< Vg >2eN.
3 \(2q+ 1) 1=
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Capitulo 7
Comentarios e Aplicacoes

Neste capitulo apresentaremos algumas aplicagoes da teoria desenvolvida nos capitulos anterio-
res. Inicialmente, na Segédo 7.1, provamos dois corolarios do Teorema 5.1.2, que fornecem condigoes
necessarias para que o sistema (5.1) possua 7(x()-isocronismo.

Na Secao 7.2, utilizando esses corolarios, reobtemos alguns dos resultados para estabilidade de
sistemas quase-centrais apresentados no Capitulo 3.

Para finalizar, na Se¢ao 7.3, obtemos uma extensao do Teorema 4.1.2, para o caso n = 2.

Ao menos de mengao explicita ao contrério, estamos supondo f e g positivas e definidas numa

vizinhanca de 0 € R.

7.1 Condigoes necessarias para o 7(z()-isocronismo

Nesta secdo, supondo as funcoes f e g de classe C4, obtemos condicdes necessarias em funcao
das derivadas de g e f em zero até a quarta ordem para que o sistema 5.1 possua 7(z)-isocronismo.
Dividiremos em dois casos, quando 3f”(0) > 4f/(0)2 e 3f'(0) = 4f(0)2.

Corolario 7.1.1. Supondo f e g de classe C* satisfazendo f(0) = g(0) =1 e 3f”(0) > 4f'(0)2. Se

(5.1) possui T(xp)-isocronismo, entdo

§(0) = £'(0) + 1v/~2AF (07 + 15/7(0)

20

§'(0) =~ OF + 1"(0) + 5 10 0) + 59/ (0,

SIO0) =g 0) = 1O+ 2/ O 0) + DL OF 0 + 51d 01F(0) ~ =25 (0)(0)"
= PO + 2 FD0) - 22 PO+ 2SO 0) — L0 - g (0
+ 2O 0)70) ~ G O 0)0) — 25" O)F (0 + g (07£(0)
- 200 + 9 (024 (0),
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56

g0 = —FFOS0 + 550" 0- o0 =0+ 100)
_ %f//(())? + %9(3) (0>f/(0) ( )f(B)( ) igg//(o)f//(o) + %91(0)3]@/((])
- %g”w)f’(())z + %g’m)g(?’)(m + %g’(O)Qf”(O) - %g%o)?f’(o)? — %Gg'm) £(0)3
— 2L0200) 12 0)9" (0)5'(0) — T (0)7(0)(0) + 25 (0)* ~ 205" (0%

Demonstra¢ao. Vamos aplicar o Teorema 5.1.2.

Para k = 2, os valores de ¢’(0) e ¢”(0) sdo dados no Teorema 6.1.1, ou seja,

¢(0) = £'(0) + 1/ ~2AF 0 + 1877(0),

50 = L0+ 5f’ ) /2Oy 18F7(0) -

Como 3f”(0) > 4f/(0)2, entao ¢’(0) e ¢’ (O) estao bem definidos.

Para k impar, ao aplicarmos o Teorema 5.1.2 ndo obtemos informacoes sobre g*(0). Portanto,

51(0)?
e

aplicaremos somente para as derivadas de ordem par.
Para k = 4, utilizaremos as féormulas dadas no Teorema 5.2.1.

Calculando 7@ (0) — tY(0) = 0 e isolando g™ (0), obtemos
1

g (0) = —%f’<o>f<3><o>+55f'<o>2f<> Lo IO = 2P0+ 9 0)
— 02+ B (0)70) + 5o 0)5D(0) ~ 21" (0)7"(0) + P05 0)
- SO0+ %’(0>g<3><o> + ‘1‘—39’<0>2f”<0> = 20270 - TGO (0)
— 2 0%9"(0) T g 0017 (0) ~ g (O)F" O (0) + g (0)! — 27" (0)%

Agora, calculando 7(*(0) — tg4) (0) e isolando ¢ (0), temos

F10) ~ 150
21

3
G027 0) - 2" 0)(0)

LI 10) - S 007 — T (02"(0)

dD0) = —56(0)£O)(0) + 275 (02 1"(0) + 5D (0) — 12

=909 (0) +

Igualando as duas expressdes acima e isolando ¢ (0),
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SIO)(F0) g O) = +5560) =2/ 01/ ©0) = Ty g 050 ~ T 0P F(0) + 2 0207
+TFOFD0) - 2f00) + 10 - 22 FO02110) + G 0P + =g (0
— IGO0 0)10) + 2 g 0)5"O)f (0) + 239" 0 0 g (0)2(0)
+ O 0)1(0) — S (07 (0),

Podemos escolher uma das duas formulas para ¢(*(0), optamos pela primeira. O

Observe que temos duas condigoes distintas para ¢'(0), para cada uma dessas condigoes temos
uma condigao diferente para ¢”(0), e assim sucessivamente. Logo, obtemos duas condigoes distintas

para cada derivada de g(x) calculada em zero.

Corolario 7.1.2. Supondo f e g de classe C* satisfazendo f(0) = g(0) =1 e 3f”(0) = 4f'(0)2. Se

(5.1) possui T(xg)-isocronismo, entao
g'(0) = f'(0), ¢"(0) = £"(0),

g D(0) = 5 FOFO0) - S0 + 299 (0)0).

Demonstracao. Vamos aplicar o Teorema 5.1.2.

Para k = 2, os valores de ¢’(0) e ¢”(0) sao dados no Teorema 6.1.1, ou seja,

¢(0) = £'(0) + 1/ ~2AF 07 + 18/7(0)

+ 5“’2(0) V=24 f(0)2 + 18£"(0) — 5f’§0)2.

g0 = 210

Usando que 3f”(0) = 4f'(0)?, segue que:

g'(0) = f/(0), ¢"(0) = £"(0).

Para k > 2, as contas sdo as mesmas da demonstracao do corolario anterior. Assim, na féormula de
4
¢®)(0), usando que ¢'(0) = f'(0) e g"(0) = f"(0) = gf’(O)Z, obtemos

40

fO0) = =210 +8f(0) /P (0). (7.1)

Na expressiao de g™ (0), usando que ¢’(0) = £/(0), 3¢"(0) = 3f"(0) = 4f'(0)? e (7.1), temos

40

L0+ 29D (0)f(0).

4 !
g(0) = =2 F(0)f(0) ;

O]

Observamos que nao ha restricao sobre ¢ (0). O mesmo se mantém para todas as derivadas

impares de g(z) em zero de ordem maior que 3.
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7.2 Aplicacoes

Nesta sec@o apresentamos algumas aplicagoes dos Coroléarios 7.1.1 e 7.1.2. Nosso objetivo é
mostrar como os nossos resultados estao relacionados com resultados ja conhecidos de estabilidade

para sistema de forgas quase-centrais.

7.2.1 Caso f=yg

Considere o sistema

(7.2)

com f definida numa vizinhanca da origem I, positiva e de classe C'*.

Como vimos, no Capitulo 3, a estabilidade da origem de sistemas do tipo (7.2) foi estudada em
[BNZ86[,[BNAOCS88| e [Zam88]. Nestes trabalhos mostrou-se que a origem do sistema ¢é estavel se
e somente se cada solugao perto da origem é periddica de menor periodo 7(zg). Logo, a origem do
sistema ¢é estavel se e somente se o sistema possui 7(xg)-isocronismo.

Existem fungbes nao triviais em que a origem de (7.2) é estavel. Por exemplo, no artigo
[BNdAOCSS| ¢é exibida a seguinte familia de fungoes para as quais a origem é estavel (veja o Capitulo
3):

f@)=(p+qz)® peRi,qeR.

No que segue, encontraremos condigoes necessérias para estabilidade da origem de (7.2), com

f(0) = 1. Iremos reobter a "velha"condigao de estabilidade, demonstrada originalmente em [BNdOCS8§],

3f7(0)? = 4f'(0)2. Além disso, apresentaremos outra condicao de estabilidade para f((0), dada
em funcdo das derivadas f(0) e f)(0).

Aplicagao 7.2.1. Se a origem do sistema (7.2) € estdvel, entdo

£(0) = /07, (7.3
FO0) = =0 + 8D (0)0). (7.4

Demonstrag¢ao. Como a origem de (7.2) é estavel, entdao o sistema possui 7(zg)-isocronismo e as

seguintes condigoes sao satisfeitas:

§(0) = £'(0) + ;/~24F (0 + 1877(0)

q"(0) = 9f;’1(0) + 5f;(0) V/—24f(0)2 + 18f"(0) — 5"”;0)2.
Usando que f/(0) = ¢/(0) e ¢”(0) = £”(0), obtemos
37(0) = 4£'(0)"
Estamos nas hipéteses do Corolario 7.1.2, logo
9 D(0) = 5 FOFD0) — S0 + 2 g9 0)0).
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Como g (0) = f®(0) e g™ (0) = F1(0), segue que

— f(0)".

FO(0) =87'(0)f9(0) - 5

Exemplo 7.2.1. Considere o sistema (7.2), com f(x) = (1 +qx)3,q € R.
Sabemos que a origem do sistema € estdvel. Vamos verificar que as condigoes (7.3) e (7.4) sao
satisfeitas.

De fato, temos que
F0)=1,£(0) = =3¢, f"(0) =12¢>, fP(0)=—604", f¥(0)=360q",
logo

4(39) _ 4f'(0)?
3 3

f1(0) = 12¢* =

Desenvolvendo o lado direito de (7.4), temos

43—0 F1(0)* = 8(—3¢)(—60¢%) — ?(—3(1)4 = 1440¢* — 1080¢* = 360¢* = f(0).

8(0)/%(0) ~

7.2.2 Centro is6crono

Considere o sistema,
i = —af()
j=—y(f(z)+af'(z))

Como vimos na Segao 4.2 a origem do sistema (7.5) é estavel se, e somente se, o centro do sistema

(7.5)

planar & = —x f(x) é is6crono. Neste caso, todas as solugoes de 7.5 numa vizinhanga da origem em
R* sdo periodicas de periodo 7(zg).

Concluimos que se o sistema (7.5) possui 7(zg)- isocronismo, entdo a origem em R* é estavel,
logo o centro & = —xf(x) é isocrono. Assim, como consequéncia do Corolario 4.2.1, as seguintes

condigoes devem ser satisfeitas:

_ 200

448 f'(0)4
5 -

7(0) 5

00 = 2100 0) (7.6

No entanto, a reciproca nao é necessariamente verdadeira, ou seja, se a origem de (7.5) é estavel,
nao podemos afirmar que o sistema possui 7(x()-isocronismo, uma vez que todas as solugoes perto
da origem em R* podem ser periédicas de periodo 7(xg), mas o menor periodo destas solucdes pode
ser diferente de 7(xp).

No que segue, mostramos que se o sistema (7.5) possui 7(xg)- isocronismo, entdo as condi¢oes

(7.6) sao verificadas.

Aplicagao 7.2.2. Considere o sistema (7.5), com f de classe C* e f(0) = 1. Se (7.5) possui T(zq)-

1socronismo, entao

20
9

448

F10) = THOR F10) =10+ 2 FO0)f0).
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Demonstragao. Por hipotese o sistema possui 7(xg)-isocronismo, logo as seguintes condi¢oes sao

satisfeitas:

§(0) = £'(0) + ;/~24F (0 + 15/7(0),

" / , )
g9"(0) = 9f4(0) + 5f6(0) V/—24f(0)2 + 187(0) — 5f§)0).

Como g(z) = f(z) + xf'(z), entdao ¢'(0) = 2f'(0) e ¢”"(0) = 3f”(0). Substituindo nas condigoes

dadas acima, obtemos

£10) = 35 0%

Estamos nas hipoteses do Corolario 7.1.1. Substituindo g3 (0) = 4f®3)(0) e g™ (0) = 5f®(0) nas

férmulas dadas nesse corolario, temos

710) = =21+ 250 (0).

O

Agora, supondo que o centro do sistema & = —xf(x) seja is6crono, encontraremos condigoes

necessarias para ocorréncia de 7(xp)— isocronismo em (7.5).

Aplicagao 7.2.3. (Centro isécrono) Considere o sistema (5.1). Suponha f e g de classe C*4,
com f(0) = g(0) =1 e tal que a origem x = 0,4 = 0 é um centro isécrono de & = —xf(x) de

periodo T(xp). Se (5.1) possui T(xg)-isocronismo, entao
g'(0) = ¢"(0) = ¢ (0) = g*(0) = 0

ou
g'(0)=2f0), g¢"(0)=3f"(0), ¢®0)=4f30), ¢ (0)=5D(0)
Demonstragao. Por hipotese, o centro de & = —x f(x) é isdcrono, logo

20
9

FOP, 7O =25 O+ T 10 0)

7(0) = .

20

Como f”(0) = jf/(O)z, as hipoteses do Coroléario (7.1.1) sdo satisfeitas, substituindo os valores

dados acima nas formulas de ¢’(0), g”(0), ¢"(0) e g*(0), o resultado segue. O

7.2.3 Paridade da fungao f(z) e 7(z()-isocronismo

Aplicagao 7.2.4. Considere o sistema (5.1). Supondo f(x) e g(x) de classe C*, com f(0) = g(0) =
1. e f(z) par.

a) Se f"(0) >0 e (5.1) possui T(xq)- isocronismo, entio

o — L3V, 9f"(0)
g(0) = £V ) = 22
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9D0)g(0) = 2FD0) ~ 02 = S 0 = g 07 + g 0270)
- ﬁg%w (0) + 45 9/ 04" (0),
7 4 ! / 7 1 / /"
g 0) = L FIOR + g (07 F7(0) + 20 0)gD(0) — 6" (0)1(0) ~ 21d (09" (0)

b 200+ 2007 + 100,

b) Se f"(0) =0 e (5.1) possui T(xq)- isocronismo, entao

c) Se f(0) < 0, entdo nao existe g(x) real tal que (5.1) possui T(xq)-isocronismo.

Demonstrag¢ao. A fungao f(x) é par, logo todas as derivadas de ordem {mpar sao nulas.
Por hipotese, o sistema possui 7(zg)-isocronismo, utilizando as férmulas do Teorema 6.1.1, a

seguinte condigao é satisfeita
1
¢(0) = +\/I877(0).

Os itens a) e b) seguem, respectivamente, dos Corolarios 7.1.1 e 7.1.2.
Se f”(0) < 0, entdo a raiz da formula de ¢’(0) nao esta definida, logo nao existe g(x) real tal

que o sistema (5.1) possui 7(x()-isocronismo. O

Aplicagdo 7.2.5. (f(z) + 1 impar) Supondo que f(z) — 1 e g(x) sdo de classe C*, k natural,
satisfazendo f(0) = ¢g(0) =1 . Se f(x) — 1 € impar, entio nao existe g(x) real tal que o sistema

(5.1) possui T(xq)-isocronismo.

Para o caso f = g, no artigo ([BNZ86]), mostrou-se que: se a fun¢ao f(x) é continua e par, a
origem do sistema ¢ estavel se, e somente se, f(x) é localmente constante em zero.
Na proxima aplicagao, para o caso f(x) analitica com f(0) = 1, provamos esse resultado de uma

maneira diferente.

Aplicagao 7.2.6. Considere o sistema (7.2), com f analitica, par e f(0) = 1. A origem do sistema

é estdvel se e somente se f(x) € localmente constante em zero.

Demonstracao. A condicao suficiente é imediata.
Vamos provar a condi¢ao necesséria. Por hipotese, a origem é estavel, logo o sistema (7.2) possui
7(z0)- isocronismo.

Fazendo 7(29)(0) — thQ)(O) = 0 e isolando ¢(®9(0), obtemos a expressao:

(20)(0) = HY[f(0),. .., f29(0),4(0),...,9%1(0)]
s (<2q—1>u<2q+1)n> ~
"o T 22

(7.7)

(Vide demonstracao do Teorema 6.1.2.)
Note que, f(29(0) aparece apenas na expressao de 74 (0) e, como mostramos no Lema 5.3.1,
£29(0) ¢ maltiplo de —27((2q + 1)!!/(2q + 2)!!). Logo, em (7.7), 9 (0) ¢ multiplo de (2q + 1).
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Fazendo f = g nessa expressao,

Hy[£'(0), ..., f9(0)]

£37(0) = o <(2q_ DI g+ 1)!!)’

2ol (2¢+2)

isolando £(29)(0) e usando que a funcio f(z) é par, ou seja, todas as derivadas impares de f(z) sdo

nulas, temos

~HP[f(0), ..., f2D(0)]

(29) () = ’
"\ @g+2)u
Como o sistema possui 7(xg)-isocronismo, vale que f”(0) = gf’(O)Q, logo f”(0) = 0.

Usando inducéo sobre ¢ em (7.8), conclui-se que f(29)(0) = 0 para todo natural q.
Como a fungio f(x) ¢ analitica com f(0) = 1 e f)(0) = 0, para todo k natural, concluimos
que f(x)=1. O

7.3 Alguns resultados de estabilidade

Esta secao destoa um pouco do resto da tese, aqui se discutem resultados de estabilidade de
sistemas quase-centrais, em que o 7(xg)-isocronismo aparece de forma literal.

Ressolvemos incluir a se¢ao pois (além de ela ter poucas paginas), aproveitam-se os calculos feitos
para as derivadas de 7,%; e to para exibir mais algumas condigoes computéveis de estabilidade, que
nao apareciam na literatura e também destaca o fato, bastante esperado, de 7(zp)-isocronismo,
além de ser um fenémeno raro, altamente genérico, ndo pode ser"finitamente detectado"no sentido
dado por A.Barone, M.O.Cesar ¢ G.Gorni em [BNdOCGO02].

Como vimos, em [BNdOCGO02] é estudado o sistema:

T = —l'f(.%'),

(7.9)
i = —yg(x),

com f,g funcoes de classe C? definidas numa vizinhanca aberta de 0 € R, com f(0) > 0,9(0) > 0
e 4g(0) = n2f(0), para algum natural n.
Para z( suficientemente pequeno é definida a funcao que caracteriza a estabilidade:
T(zo) — t1(x0) ‘
se  t1(zo) = t2(x0) = 7(w0)
+oo se t1(zo) # ta(zo) = (o).

O Novo Critério de Estabilidade (Teorema 4.1.1) é dado em termos da fungio I(zg). Utilizando
esse critério sdo obtidas condigbes necessarias e/ou suficientes, em termos das derivadas de f(z) e
g(z) em zero até a segunda ordem, que permitem verificar se a origem do sistema ¢ estavel ou nao.
Aqui, reproduziremos o resultado para o caso em que estamos interessados, ou seja, n = 2. Para os

demais valores de n veja o Capitulo 4.
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Teorema 7.3.1. Supondo que f e g sio de classe C? e g(0) = f(0) = 1. Sejam
p == 20f'(0)? = 10f'(0)g'(0) — 10¢'(0)* + 9(¢"(0) — f"(0)),
p3 = 20f"(0)* = 14f'(0)g'(0) + 24'(0)* + 3(¢"(0) — 3/"(0)),

Se paps3 > 0, entdo a origem € estdvel, se paps < 0 ou somente um dos dois € nulo, entdo a origem
€ instdavel.
No teorema anterior, ps e p3 sdo obtidos, respectivamente, fazendo 12(7()(0) — gQ)(O)) e

12(r2(0) - 157(0)).
Uma pergunta natural é: o que ocorre se pa = p3 = 07
Utilizando as férmulas das derivadas de 7,1 e to em zero até a quarta ordem, dadas no Teorema

5.2.1, é possivel responder essa pergunta.
Suporemos f e g de classe C* e denotaremos ps por q§2) e p3 por qu).

Teorema 7.3.2. Supondo que f e g sio de classe C* e g(0) = f(0) = 1, sejam
¢f?) == 20'(0)* = 10£'(0)¢/(0) — 10g'(0)* + 9(¢"(0) — f"(0)),
g8 == 20f'(0)* — 14£'(0)g'(0) + 24(0)* + 3(3"(0) — 31"(0)),
aM = 13447 (0)F3(0) — 6600 (0)2£”(0) — 1204 (0) + 6160 (0)* + 513" (0)>2
— 672¢%(0)f'(0) — 2244'(0) f)(0) + 234¢”(0) " (0) — 21364/ (0)* f'(0) + 7284"(0) f'(0)”

(

—  448¢'(0)9)(0) — 5164'(0)*f"(0) + 5809(0)£'(0)* — 35684 (0) f'(0) + 22044/ (0)*¢"(0)
+2300¢'(0)g"” (0)f(0) + 18844/(0) " (0)f(0) + 1209 (0) — 10364’ (0)* — 747¢"(0)*,

\_//\

)
)

oY = 13445 (0) 3 (0) — 6600 (0)2£”(0) — 120 (0) + 6160 (0) 513" (0)?
—99¢"(0) + 84¢'(0)* + 249 (0) + 64¢'(0)g'¥ (0) — 684¢'(0)* " (0) + 1264"(0) f"(0)
—  5T12f'(0)f'(0) + 24364/ (0)*f'(0)* — 7284'(0)* f'(0) 4 7124"(0) f'(0)* + 924'(0)*¢" (0)
— 352¢/(0)f®)(0) — 2889 (0) f(0) + 3156¢'(0) /" (0) f'(0) — 36¢'(0)g" (0) f'(0).

a) Se q(2) () 0, entao a origem € estdvel;

b) Se q(z) ) <0 ou somente um dos dois ¢ nulo, entdo a origem € instdvel;

c) Se q12) e qg) sao simultaneamente nulos e q§4)q£4) > 0, entdo a origem € estdvel; se q§ )¢ <0

ou somente um dos dois € nulo, entdo a origem € instdvel.

Demonstragao. Os itens a) e b) estao demonstrados no Capitulo 4.

Vamos demonstrar o item c).
Para os céalculos envolvendo as derivadas das func¢ao 7,t1 e t9 em zero, utilizaremos as férmulas

dadas no Teorema 5.2.1.
Da definicao de I(xg), temos que

lim i(xo) = lim —7(3:0) —h (:UO).
zo—0 20—0 T(x0) — to(x0)
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Como 7(0) = t1(0) = t2(0) = 27, obtemos uma indeterminacao do tipo 0/0. Usando a Regra de
L’Hépital:

. M (0) — M
lim [(z9) = (0 tél)(o).
w0 o) - §0(0)

Como 7/(0) = t}(0) = t5(0) = 0, aplicamos novamente a regra de L’Hopital

; @ () — ¢
lim [(z9) = () té)(o).
w0 7(0) — 4D )

Temos que 72 (0) — th) (0) = 7rq§2)/12 e 73)(0) — tg) (0) = ﬂqég)/IQ, assim

(2)

. = q1
lim l(xg) = ==
7030 (wo) e
Como, por hipotese, q§2) = qéZ) = 0, utilizamos a regra de L’Hopital

; @) () — ¢3)
lim [(zg) = T (0) té)(o).
w0 70(0) ~ 490

Fazendo 7()(0) — tgg)(O), reorganizando convenientemente os termos da expressao resultante e
usando que q§2) (0) = 0, segue que 73)(0) —t§3) (0) = 0. De maneira analoga, usando que q§2) (0) =0,
obtemos 7(3)(0) — tg3) (0) =0.

Da regra de L’Hopital,

. @) — ¢
lim I(zg) = T (0) t%4)(0)'
w0 20 (0) ~ 49 0)

Temos 74 (0) — tg4)(0) = 7Tq§4)/192 e 7((0) — tgl)(()) = wqé4)/192, logo

(4)

im 7(z) = A
Jim, {(0) =~
92
O restante da demonstracao é analoga as dos itens a) e b). O

A seguir, apresentamos algumas aplicacoes desse teorema.

Aplicagao 7.3.1. Critério de estabilidade ou instabilidade para o origem do sistema:

&= -z,
j=yy(x),
com g de classe C* e g(0) =1:
a) se g’ (0) #0 e
7
2 _go 10
3740027 9

a origem € instdvel;

b) se 39"(0) < —2¢'(0)? ou 9¢"(0) > 104'(0)?, a origem ¢ estdvel;
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¢) se g'(0) =0,g"(0) =0 e gD (0) # 0, a origem ¢ estdvel.
Exemplo 7.3.1. Se g(x) = 1 + ax + bx? + cx® + dz*, com a,b,c,d € R, as condigdes sdo:

a) sea#0 e

2b 10
—I< <=
- -9

2
a2

W =

a origem € instavel;
b) sec< —a?/3 ouc>5a?/9, a origem € estdvel;
c) sea=0,b=0ed#0, aorigem € estdvel.

Na aplicacao a seguir, consideramos f e g polindmios contendo apenas graus pares até o quarto
grau e obtemos condicoes sobre seus coeficientes para que ocorra estabilidade ou instabilidade da

origem.

Aplicagao 7.3.2. Considere o sistema
i = —z(1+ az?® + bat),
g =—y(1+ ca? + da?),
com a,b,c,d € R :
a) se|c| < |a| ou |c| > 3lal, entdo a origem € estdvel;
b) sela| <|c| < 3la| ou|a|] < |c| < 3|a| a origem € instdvel;
c) sea=c=0 el|d <|b|l oul|d| > 5|b|, a origem € estdvel;
d) sea=c=0 el|b <|d| <5|b| ou|b| <|d| <5|b|, entao a origem é instdvel.
Exemplo 7.3.2. Considere os sistemas

&= —x(l+2?) &= —x(1 + 48z%)
j=—y(1+a*—a?) j=—y(1+48z")
Em ambos sistemas a origem € instdvel. A instabilidade seque, respectivamente, dos itens b) e
d) da Aplicagio 7.3.2.

Definigao 7.3.1. Dizemos que o sistema € n-decidivel se a estabilidade ou instabilidade da origem

pode ser decidida pelos valores das derivadas de f(x) e g(z) em x =0 de ordens 0 até n.
No exemplo acima, o primeiro sistema 2-decidivel e o segundo é 4-decidivel.
Supondo que f, g sao fungoes de classe C°, com ¢(0) = f(0) = 1. Definimos as quantidades

st” =700 - 17(0);

s = ) (0) — t8(0).

Motivados pela demonstracao do Teorema 7.3.2 e pela teoria desenvolvida nos capitulos anteri-
ores, enunciamos o resultado a seguir, que deixa claro que 7(zp)-isocronismo é uma situagao de

estabilidade que nao e finitamente decidivel, que é um fato de todo esperado.
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Teorema 7.3.3. Seja (5.1) com f e g positivas numa vizinhanca da origem, de classe C™ e

9(0) = f(0) =1

i)- se o sistema possui T(xg)-isocronismo, entao
n n
sg):sg)zo, Vn € N.

Neste caso, a origem do sistema € estdvel. Mas nao existe natural n tal que o sistema seja
n-decidivel.

ii)- se existe k € N tal que, para todo k natural, com k < k :

sgk) = sgk) =0 e s@sg) >0,

entao a origem do sistema € estdvel (nao inclui o caso em que ocorre T(xg)-isocronismo) e o
sistema € k- decidivel;
iii)- se existe k € N tal que, para todo k natural, com k < k :

sgk) = sgk) =0 e s@sg) <0,

ou somente um dos dois € nulo, entdo a origem do sistema € instdvel e o sistema € k-decidivel.

Demonstragao. O item i) segue do Teorema 5.1.2 e as demonstragoes dos itens ii) e iii) é similar

a demonstragao do Teorema 7.3.2. O

Observamos que versoes do teorema acima sao validas quando f e g sao fungoes de classe C"
ou analiticas. No caso de f e g analiticas, no item i), temos uma condi¢do necessaria e suficiente

para ocorréncia do 7(z)-isocronismo.



Capitulo 8
Consideracoes finais

Nesta tese estudamos sistemas de forcas quase-centrais tais que as fungoes f e g dependem

apenas da variavel x, isto é,

i':—l'f(l'), ?j:—yg(l‘), f,gGCw.

Nosso problema consiste em: fixada f, procurar condigbes sobre g(x) para existir 6 > 0 tal que,
as solugoes do sistema com condigdes inicias z(0) = xg, 2 = 0,y(0) = yo, §(0) = Yo sejam periddicas
de menor periodo 7(xo),V(z0,y0,%0) 7 0 com 0 < zp < 4§, em que 7(xg) é o menor periodo da
solugao da primeira equagao do sistema com condigoes iniciais z(0) = zg, #(0) = 0. Denotamos esse
fenomeno por 7(xg)-isocronismo.

Esse problema pode ser abordado em diferentes aspectos. Como um problema de isocronismo
de "sistema mecéanico", linha abordada por G.Zampieri em [Zaml1]|, ou na linha de coexisténcia
de solugoes periodicas abordada pelo mesmo em [Zam89]. Além disso, podemos encaré-lo também
sob aspecto de equacgoes de Hill, ou seja, obter condigoes sob uma familia de equagoes de Hill que
possuam uma propriedade de isocronismo extremamente forte, o 7(xg)-isocronismo.

Nosso resultado principal estabelece que para f analitica real, definida e positiva numa vizi-
nhanca da origem, I, com f(0) = 1 e satisfazendo 3f”(0) > 4f'(0)2, existem no méaximo duas
fungoes g, analiticas reais, definidas e positivas em I, tal que o sistema possui 7(z)-isocronismo.
Além disso, exibimos como serd o resultado em série de poténcias das g com essa propriedade,
isso permite determinar explicitamente os possiveis jatos de ordem k de g(x) em 0. Esses ficam
completamente determinados por j*)g(0) e j*+1) £(0).

Quando 3f”(0) = 4f(0)? ndo se tem o mesmo tipo de resultado , pois o sistema é degenerado.
Neste caso, conseguimos determinar apenas os jatos pares de g em 0. O caso f = g estd contido
nessa classe de sistemas.

Para 3f”(0) < 4f'(0)? mostramos que nio existe g analitica real tal que o sistema possui 7(zg)-
isocronismo.

Destacamos que isto nao é surpreendente, do ponto de vista dos trabalhos de isocronismo, que
existam tao poucas possibilidades para a g. Uma questao notavel é a importancia do jato 2 de f
em 0 para determinar questoes de existéncia e degenerecéncia de g.

Outro fato notavel é a importancia que as fungoes "tempos de parada, (¢1,t2), tém neste
problema, de fato, o Teorema 5.1.2 deixa isso evidente.

Os temas abordados nessa tese dao impulso & novas questoes interessantes que serao abordadas
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em trabalhos futuros.
Uma delas é estudar as condicoes de convergéncia da série de poténcias das func¢oes g obtidas
no nosso teorema, talvez a mais urgente, mas também uma das mais delicadas. A outra é analisar

com mais detalhes o caso 3f”(0) = 4f"(0)?, caso em que o sistema ¢ degenerado.



Apéndice A

Derivadas de 7,t1 e to em zero até a

quarta ordem

Para o calculo das derivadas de 7,t; e ty, utilizamos o software Maple. Aqui, apresentaremos
parte das contas envolvidas que nao estao presentes na Se¢ao 5.2.1. As constantes a, b, ¢, d, o, 8, v, w
denotam, respectivamente, f'(0), f(0), f*(0), f*(0), g'(0), g"(0), g¥(0), g (0).

A.1 Algumas contas referentes ao calculo das derivadas de 7 em

zero até a quarta ordem

jia(2m) =0, fin(2m) = ~2a, jis(2m) = Ba’m — Jbm, jia(2m) = ~3b

A expressao de py(t) é:

pa(t) = —5/2c+105/8ab+ 38/3a> cos(t)* + 2 cos(t)?c + 29/18a> cos(t) — 113/6a> 4 4/5 cos(t)c
—  3/16 cos(t) cos(5t)ab + 25/16 cos(t)abcos(3t) — 5/3 cos(t)a’t sin(3t) — 3/2 cos(t)ab cos(2t)
— 3/8cos(t)abcos(4t) — 3/16sin(t) sin(5t)ab + 15/16 sin(t) sin(3t)ab — 3 sin(t) sin(2t)ab
4+ 5/3sin(t)a’t cos(3t) — 3/8sin(t) sin(4t)ab — 1/20sin(t) sin(5t)c — 1/20 cos(t) cos(5t)c
—  1/4cos(t) cos(3t)c 4 4sin(t) sin(2t)a® — 21/2ab cos(t)? — 31/36a> cos(t) cos(3t)
— 1/2sin(t) sin(4t)a® — 1/12sin(t) sin(5t)a® — 9/2abt sin(t) + 3/4 cos(t)abt sin(3t)
—  3/4sin(t)abt cos(3t) — 9/2a cos(t)bt sin(t) — 1/12 cos(t) cos(5t)a® — 1/2 cos(t)a> cos(4t)
—  41/36sin(t) sin(3t)a® — 5/12sin(t) sin(3t)c + 10a3t sin(t) + 6a> cos(t) cos(2t)
— 17/8abcos(t) + 10a® cos(t)t sin(t).

Derivando com respeito a t e calculando em ¢t = 27,

100
[(2m) = —15abm + ?ag’w
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A expressao de p5(t) é obtida resolvendo o sistema

fis(t) + ps(t) = —Bap(t)pa(t) — 10p3(8)[b(p (2))? + apa(t)] — 10pa(t)e(u1(1))® + 3bpz(t)ua (t) + pa(t)al
— Spa (D) (0)* + Gepa(t)ua(t)® + s () (8)b + 3b(ua(1))? + pa(t)al,

ps(0) =0,  f15(0) = 0.

760/9a” cos(t)? — 375/512 cos(t)b* 4 55/96 cos(t)d — 30a” cos(t)bt sin(t) + 185/288a* cos(t)

5 cos(t)abt sin(3t) — 15/16 cos(t)a?bt sin(4t) — 15/2 cos(t)abt sin(2t) — 5sin(t)abt cos(3t)
15/6 sin(t)abt cos(4t) + 235/2a%b — 135/32sin(t)b*t cos(2t) — 31/9sin(t) sin(3t)ac

—  1/3cos(t) cos(5t)ac — 5/4sin(t) sin(5t)ab + 75/8 cos(t)a’bt? + 50/3 cos(t)a't sin(2t)

—  7/3cos(t) cos(3t)ac + 55/4 cos(t) cos(3t)a’ * b — 5/4 cos(t) cos(5t)a*b — 11 /72 cos(t) cos(6t)ac
—  25/96 cos(t) cos(6t)a’b — 25/8 cos(t)a*z sin(4t) 4+ 115/12sin(t)a’bsin(3t)

1100/9 sin(t)a’t cos(3t) — 25/96 sin(t) sin(6t)a®b — 1/3sin(t) sin(5t)ac — 11/72sin(t) sin(6t)ac
35/2sin(t)act + 5/12 cos(t) cos(4t)ac + 135/128 cos(t)b*t sin(4t) + 165,/64 cos(t) cos(4t)a’b

— 100/9 cos(t)a't sin(3t) 4 67/8 cos(t) cos(2t)ac + 73/8 sin(t) sin(2t)ac — 1/24 sin(t) sin(4t)ac

—  135/128sin(t)b*t cos(4t) + 115/64 sin(t)a’bsin(4t) + 25/8 sin(t)a’t cos(4t)

— 1115/32bsin(2t) sin(t)a? — 1365/32 cos(t) cos(2t)a?b — 25/6a*t sin(t) cos(2t)

+ 200/3a® cos(t)tsin(t) + 135/512 cos(t)b? cos(4t) + 2525/36a*t sin(t) — 52/3a cos(t)%e

— 1130/9a* + 65/192a2b cos(t) — 23/36 cos(t)ac — 90a* cos(t)?b — 1435/288 sin(t)a* sin(4t)

—  5/192sin(t) sin(6t)d — 25/16 sin(t)dt + 4165/144 sin(t) sin(2t)a” + 45/512 sin(t)b? sin(4t)

—  1385/288 cos(t) cos(4t)a* — 15/256 cos(t) cos(6t)b? — 25/432 cos(t) cos(6t)a’

7435/144a* cos(t) cos(2t) — 5/9sin(t) sin(5t)a* — 25/432sin(t) sin(6t)a* — 75/64 sin(t) sin(2t)d
585/256 sin(t) sin(2t)b* — 205/27 sin(t)a’ sin(3t) — 15/256 sin(t) sin(6t)b* — 15/64 sin(t) sin(4t)d
45/64 sin(t)b*t — 125/12 cos(t)a'z? — 5/9 cos(t) cos(5t)a* — 155/27a* cos(3t) cos(t)

45 /4bt sin(t)a? cos(2t) — 545 /8bt sin(t)a® — 68/3ac.

=
at
S
~
~—

+ o+

+ o+ o+ o+

Derivando com respeito a t e calculando em t = 27,

25 2725 585
ba’m — —dm + atr —

voY 2
8 12 Ga ™

f5(27) = 35acm —

A.2 Algumas contas referentes ao calculo das derivadas de t; em

zero até a quarta ordem

5 5 3
01(2m) =0, B1(2m) = —a,  B(27) = Zaam + 604277 = Ba(2m) = =5
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A expressao de vs(t) é obtida resolvendo o sistema:

i3(t) +va(t) = —3api(t)va(t) — 3Bvr(t)p(t)® — Bawvi (t)pa(t)
— o) (1)’ = 3Bvo(t)pa(t)pa (t) — avo(t) ua(t),

v3(t) = —5/8y+ 3/32cos(t)aftsin(3t) — 25/32a% — 227/9602a + 77/64a8 + 23 /2403 cos(t)?
— 229/72003 cos(t) + 1/2cos(t)*y + 7/4aB — 25/16aa® + 21 /64ab — 3/4 sin(t) Bat
— 1/4sin(t) sin(2t)aB + 1/2sin(t) sin(2t)a’a — 1/16 cos(t) cos(4t)a’a — 1/16 cos(t) cos(4t) fa
— 11/960sin(t) sin(5t)a’a — 1/32 cos(t) cos(4t)aB — 1/24 cos(x) cos(4x)aa® + 977/720a* cos(x)a
— 229/360c cos(t)a® + 1/6sin(t) sin(2t)a® — 5/48 sin(t) sin(3t)y — 1/48 cos(t) cos(4t)a’
4+ 5/12a3tsin(t) — 1/320sin(t) sin(5t)a® — 1/16 cos(t) cos(3t)y — 1/48 sin(t) sin(4t)a®
— 1/80sin(t) sin(5t)y — 53/480a,3 cos(t) — 1/320 cos(t) cos(5t)a® — 49/576 cos(t)a? cos(3t)
4+ 1/4cos(t)cos(2t)a® + 7/24a* cos(t)a + 23/12a cos(t)?a? — 55/576 sin(t) sin(3t)a’
— 9/16abcos(t)? — 149/240Ba cos(t) + 1/5abcos(t) — 1/80 cos(t) cos(5t)y — B cos(t)?a
4+ 5/8a” cos(t) sin(t)at — 1/4 cos(t) cos(2t)fa — 3/8aBtsin(t) + 5/128 cos(t)ab cos(3t)
—  1/8cos(t) cos(2t)aB + 5/6aa’t sin(t) + 5/4a’at sin(t) + 55/384 cos(t)af cos(3t)
—  1/160 cos(t) cos(5t)aa® + 5/24 cos(t) cos(3t)Ba — 5/48 cos(t)at sin(3t) + 23 /576 cos(t)a’a cos(3t)
— 1/2sin(t)sin(2t)Ba — 11/960 cos(t) cos(5t)aa — 3/640 cos(t)cos(5t)ab — 1/40 cos(t) cos(5t) fa
— 11/640 cos(t) cos(5t)aB + 1/576 sin(t) sin(3t)aa — 55/288 sin(t) sin(3t)aa? + 1/3 sin(t) sin(2t)aa?
—  1/16sin(t) sin(4t)a’a — 1/16 sin(t) sin(4t) Ba + 11/128 sin(t) sin(3t)aB + 3/128 sin(t) sin(3t)ab
—  9/16a cos(t)bt sin(t) + 5/4a cos(t)a’t sin(t) — 9/16c cos(t) sin(t) Bt + 3/32 cos(t)abt sin(3t)
4+ 5/48sin(t)a’at cos(3t) + 5/24 sin(t)aa’t cos(3t) — 3/32sin(t)aft cos(3t) + 1/5 cos(t)y
— 3/32sin(t)abt cos(3t) + 1/8sin(t) sin(3t) Ba — 3/640sin(t) sin(5¢)ab — 1/40sin(t) sin(5t) Sa
— 11/640sin(t) sin(5t)aB — 1/160sin(t) sin(5t)aa® + 5/48 sin(t)a’t cos(3t) — 1/32sin(t) sin(4t)a3
— 1/24sin(t) sin(4t)aa® + 5/8° cos(t) sin(t)t + 3/4a’a cos(t) cos(2t) + 1/2a cos(t)a? cos(2t)
— 49/288a cos(t)a? cos(3t) — 17/16c cos(t)*B — 5/24 cos(t)aa’t sin(3t) — 5/48 cos(t)a’at sin(3t).

Derivando com respeito a t e calculando em ¢ = 27

1 1
v3(2m) = ga37r + ana%r — gaﬂw — gﬁaw — %O&bﬂ + §Oa2a7r.

A expressao de vy(t) é obtida resolvendo o sistema:

Ua(t) +va(t) = —dap(t)s(t) + 6v2(t)[=B(ua(1))* — apa(t))
+ Ao ()= (t)? = Bpa(t)ua ()8 — p(t)al
+ wo(t)[~w(pa () — 6ypa(t)un (t)? — 4ﬁu3( Y () — 38(p2(1))* — pa(t)al,
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Derivando v4(t) com respeito a t e calculando em ¢ = 2,

. 5 5, 91 7 157 165 55 33 5 39 7 623
2 = _— _ — _ — _ _ — — _ —
04(27) 6% b 245@ T+ GO~ <6 abar + — The T+ T 32ﬁb7r+ 5701 = 2 Baam
223 167 7 347 )
+ Eaa‘gw — 4—8a2ﬁpz’ + 30T + ﬂa?’aﬂ QW —52

A.3 Algumas contas referentes ao calculo das derivadas de t;, em

zero até a quarta ordem

7 1 1
i (2m) =0, up(2m) = —caar + B + 6a27r, 12(27) =0

A expressao de us(t) ¢ obtida resolvendo o sistema:

iia(t) +us(t) = —3ap(t)ua(t) — 3Bur(t)p (t)* — 3aus () pa(t)
—ug(t)ym (t)® = 3Buo(t)pa(t)a (t) — o (t) s (8),

uz(t) = —1/5sin(t)y + 139/7200> sin(t) + 7/48 sin(t)a’at sin(3t) + 7/48 cos(t)a’at cos(3t)

1/16sin(t) cos(3t)y — 1/12sin(t) cos(2t)a> — 1/48 sin(t) cos(4t)a® + 1/320 sin(t) cos(5t) a3

1/48 cos(t) sin(4t)a® + 9/32abt — 5/8aa’t — 9/32at — 1147/720a2a sin(t) — 7/8a2 cos(t)?at
3/16c cos(t)?Bt — 7/32a cos(t) B sin(t) + 5/120a sin(t) cos(2t) + 43 /24 sin(t)a? cos(t)
1/2asin(t)a? cos(2t) — 3/2f sin(t)a cos(t) + 49/288a sin(t)a? cos(3t) + 25/48a2 cos(t)a sin(t)
1/48 sin(t)a’t sin(3t) + 5/576 sin(t)aa cos(3t) — 5/24 sin(t) cos(3t)Ba + 1/4 sin(t) cos(2t) fa
11/960sin(t) cos(5t)a’a + 5/384 sin(t)aB cos(3t) 4 1/160 sin(z) cos(5t)aa® — 1/8sin(t) cos(2t)a3
1/48sin(t) cos(4t)a®a + 1/24sin(t) cos(4t)aa® — 1/32sin(t) cos(4t)aB + 1/16sin(t) cos(4t) Ba
11/6405sin(t) cos(5t)as + 1/40sin(t) cos(5t)Sa — 5/128 sin(t)ab cos(3t) — 21 /32 sin(t) cos(t)ab
7/24 cos(t) sin(3t)Ba 4 17/384 cos(t) sin(3t)af + 2/3 cos(t) sin(2t)aa® — 1/3 cos(t) sin(2t)a’a

—  1/48cos(t)a’t cos(3t) + 1/32 cos(t) sin(4t)aB — 5/4aa’t cos(t)? — 3/32sin(t)abt sin(3t)

+  5/24sin(t)aa’t sin(3t) — 1/32sin(t)aft sin(3t) + 5/24 cos(t)aa’t cos(3at) — 3/16a3t

—  1/32cos(t)aBt cos(3t) — 3/32 cos(t)abt cos(3t) + 1/4 cos(t)Bat — 1/24 cos(t) sin(4t)aa®
— 1/48cos(t)si

o+ 4+

+ o+ + o+

(

(t) sin(4t)a’a + 9/16abt cos(t)? + 3/640sin(t) cos(5t)ab — 43 /288 cos(t) sin(3t)aa?
4+ 7/128 cos(t) sin(3t)ab + 17/576 cos(t) sin(3t)a’a — 1/160 cos(t) sin(5t)a? + 1/8a? cos(t)?t

—  1/40 cos(t) sin(5t) fa — 11/640 cos(t) sin(5t)a8 — 1/16 cos(t) sin(4t) Ba + 1/480> cos(t) sin(t)
4+ 11/960 cos(t) sin(5t)a’a — 3/640 cos(t) sin(5t)ab + 3/4a2at cos(t) — 7/6aa’t cos(t)

— 1/8aftcos(t) + 1/8sin(t) cos(5t)y + 149/240sin(t)Ba + 1/4sin(t) cos(t)y — 1/12a3t cos(t)
— 1/320 cos(t) sin(5t)a® — 1/48 cos(t) sin(3t)y + 13/576 sin(t)a cos(3t) — 1/12a°t cos(t)

—  7/576 cos(t) sin(3t)a® — 1/5absin(t) + 203/480a6 sin(t) — 1/80 cos(t) sin(5t)y + 21 /160 at
+ 229/360a sin(t)a’.
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Calculando em ¢t = 27

17 8 1 1 3 1
uz(2m) = _Eaa% + gazmr — §a37r - §aﬁ7r + §ab7r + §Ba7r.

A expressao de uy(t) é obtida resolvendo o sistema:

a(t) Fua(t) = —dop(t)u (t) + 6uz (8) [~ Bk (1)) — apa(8)]
+ duy ()= (m (1))® = 32t (1) 8 — pa(t)a
+ uo(t)[— ( 1) = 6ypz(t)pn (1) — 483 () (1) — 3B(p2(1))? — pa(t)al,

Calculando em ¢t = 27

33 7 1 1 57 21 119
ug(2mw) = 64[327 + 1—604 T+ 8w7r + 30T = EaQbW + 3251)7T — Taagﬂ
203 91 263 3
—old’r — —alar + Ba T+ —a25 — —abar — —apfa.

16 24 16 16
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Apéndice B

Demonstracoes dos lemas auxiliares

B.1 Demonstracao do Lema 6.1.3

Lema B.1.1. Para todo q natural, vale

4 2 — 1)l
A% — —gagqﬁ(2q +3) <()> .

(2q + 2)!!
Demonstracao. Devemos resolver o sistema:
g + Vag = —agquo(t) 1 (t) 2172 (1) pa (t) g2~ VO

’qu(O) = 0, @Qq(O) = 0,

derivar a solugao com respeito a t e calcular em ¢t = 27.

Substituindo vg(t), u1(t) e pa(t), temos

2 1
Ugg 4 V2qg = —a2q cos(t)2a~Y) (3 cos(t) + 3 cos(2t) — 1)

qu(0> = 0, Q)Qq(O) = 0,

(B.1)

Reescrevemos (B.2) em sistemas independentes e depois encontramos as solugoes desses sistema. A

soma destas solucoes é a solucao geral do sistema original, ou seja, voq(t).

e Resolugao do sistema (S1)

; 2
Ué}]) + U%) = —30% cos(t)*

v ) =0, ¥ 0) =0,

2
Seja K1 = gagq.

Aplicando o Método da Variagao dos Parametros a solugao do sistema é

v (t) = K1[< / sin(t)(cos(t))2th> cos(t)—< / (cos(t))Qqut) sin(t)

+ ¢ cos(t) + cpsin(t)],
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Como, Vg € N
1

2¢g+1

cos(t)ath)

/ sin(t) (cos(t))Xdt = —

/ (cos(t))20 dt = (2((121)'1')1' (sin(t) 3 W(cos(t))%) ,

entao

v%) (t) = K < ! (cos(t))?1T2 4 2ql+1 cos(t))

S 2q+1
f (2;2?!1!)!! ((Siﬂ(t))zpi0 (2?2;) !1!)*” (COS(t))Q”)
e Resolucao do sistema (52)
i) 4 05 = —(—azg cos(t)? )

w2 (0) =0, ¥2(0) =0,
Seja ky = —agg.

Aplicando o Método da Variacao dos Pardmetros a solucao do sistema é

W2(t) = K2[< / sin(t)<cos(t))2q1dt> cos(t)—< / (cos(t))2th> sin(t)

+ ¢ cos(t) + cgsin(t)],

Como, Vq € N

/sin(t)(cos(t))qudt = _21(] Cos(t)(2Q)

entao

v(t) = Ko <21q(cos(t))2q+1 + 5 Cos(t)>
- (2?2;)!1!)” (Siﬂ(t)iz(:) (2](92?!1!)” (cos(t)*! + tsin(t))
e Resolugao do sistema (53)
i)é?q’) + vg;) = —lagq cos(t)?47! cos(2t)

3

v (0) =0, 5)(0) =0,



DEMONSTRACAO DO LEMA ??

Para todo ¢ natural,
cos(t)27 1 cos(2t) = 2cos(t)?9TY) — cos(t) 271,
Assim, (S3) pode ser reescrito como

. 1 _
vé:;) + vg‘z) = —gagq(2 cos()29T! — cos(t)?71)

3 (3
vy (0) =0, i3, (0) =0,
Resolugao do sistema (53)1

. 2
’Ug;)l + Uéi;))l = _§a2q COS(t)

2q+1

uH0) =0, 951 (0) = 0.

) 2
Seja (Ko)1 = a2,

Aplicando o Método da Variacao dos Parametros a solugao do sistema é

o0 = (o [ sin()cos(o) e ) coste) - ( [ coste)2ar ) sint

+ ¢ cos(t) + cpsin(t)],

Como, Vq € N

/(cos(t))2q+2dt = m sin(t) Z (2p)!!!!(cos(t))2p+1 Lt

entao

3
o) = (K (—2q+ ;

- (K3)12q” sin(t)? Z W(cos(t))zp + tsin(t)
! = "

Resolucao do sistema (53)9
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Aplicando o Método da Variagao dos Parametros a solugdo do sistema é

20 = (o [ sin(e)cos(o) e ) coste) - ( [ coste)a ) sinte)

+ c1cos(t) + cosin(t)].

Como, Vg € N
1
/sin(t)(cos(t))2q_1dt i cos(t)?
q
e
(29 q :
t))%4dt = ; )P 1
/(coS( ) ) p:o 2p+ 1 1y (©os(®)
entao

qg—1
(K3)2(2(q2;)!1!)” (sin(t)2 > (2(]92;)!1!)”(cos(t))27J +tsin(t))

p

A solucao do sistema (B.2), va4(t), é a soma das solugoes dos sistemas S1,52,(53); e (S3)2.

vaq(t) = K <— 2q::- l (cos(t))?1T2 + 2q11 Cos(t))

2¢)!! . 1 (2p— 1N .,
- me (<sm<t>>22“ép)”’<cos<t>>2 )

-1
- (Sin<t>2q2(2”””<cos<t>>2p“ +tsin<t>)

- (KS)lm (sin(t)2 Z (2](?2]?)!1!)”(005(15))2” + tsin(t))

Qe—D [ L5 @p- 1 _—
(Kg)QT (sm(t)ZZ:O(2]))!!((:os(t))2 —i—tsm(t))

Derivando v, (t) com respeito a t e calculando em ¢ = 27, obtemos
Al == 27TK27(2Q)”

Substituindo os valores de Ko, (K3)1 e (K3)2, temos

(2¢ + )M

(2¢ — 1)!!
(2¢ +2)! ;

— 27T(K3)1 (2(])”

2’/’(’(K3)2

A (2q+ DN 87 (2¢— )N

A% o \d o) 08 Aed T )
L 3202 2 T 3 (2
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Simplificando,

(29) . 47ra2q (2q — 1)”
AT =3 (2q+3)<(2q+2)!! '

B.2 Demonstragao do Lema 6.1.4

Lema B.2.1. Para todo natural q, vale

q 4magy 2qg — 3)!!
B = —TZ(Qq +5) <E23+23”> . (B.3)

Demonstracao. Devemos encontrar a solucao do sistema:
ligg + U2q = _a2qU0(t)M1(t)2qi2(t)M2 (t)

UQq(O) = O, '[LQQ(O) = 0,

e calcular em t = 2.

Substituindo ug(t), u1(t) e p(t), temos
. . (2 _2) 2 1
tigq + Ugq = —agq sin(t) cos(t)' 3 cos(t) + 3 cos(2t) — 1 (B.4)

uzq(0) =0, g4(0) =0,

Reescrevemos o sistema B.4 em trés sistemas independentes e depois somamos as solugoes de

cada um, obtendo ugq(t).

e Resolugao do sistema (P1)

) 2 . -
i)+ uly) = — S, sin(t) cos(t) %

1 (1
u, (0) =0, i)(0) =0,
Aplicando o Método da Variagao dos Parametros a solugao do sistema é
() = K1[< / sin<t)2(cos(t))2q—1dt> cos(t) — ( / (sin(t) cos(t))qut> sin(t)
+ ¢1cos(t) + casin(t)]

_ K1[< / cos(1)1=1dt — / cos(t)2q+1dt> cos(t) — ( / (sin(?) cos(t))qut> sin(t)

+ c1co8(t) + cosin(t)]

Como, Vg € N
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2g+1

temos

-1
ugz) t) = Ki (2g — )1 (sin(t) qz (2p '1‘)” (COS(t))Qp) cos(t)
" —~ "

1 1
+ K (2q 1 cos(t)2 ! gin(t) — 50+ 1 Siﬂ(t))

(2 — 2)!! (2¢) g ! .
<(2q—1)!!_(2q—|—1)”) (smwz G (cos(t))? H)2q+151n(t)]

e Resolugao do sistema (P2)

- K

Aplicando o Método da Variacao dos Parametros a solucao do sistema é

U;2q) t) = KQ[(/ sin(t)Q(cos(t))zqzdt> cos(t) — </ sin(t)(cos(t))%~ 1dt> sin(t)
+ ¢y cos(t) + cosin(t)],
Como, Vq € N ,
/sin(t)(cos(t))Qq_ldt = “2q cos(t) (29

1

' . 2q—3)!  (2q—1)! N
/Sln(t)Q(COS(t))Q dt = <EQZ_2§!! ( ((]zq)u > (Sm

(cos(t ))27’+1 + t)

p:0

- 21q sin(t) cos(t)%9.
2 -3 (2¢— 1) =
) = K2<E2Z—2;!! - ?241)!!) ) (COS Jein(f p;o 2p+1 (cos ))ZPHHCOS(”)

1
- K227q Sln(t)
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e Resolugao do sistema (P3)

, 1 : _
ué‘? + u;?;) =302 sin(t) cos(t)?772 cos(2t)

3 . (3
u§y(0) =0, i) (0) =0,
Para todo ¢ natural,
cos(t)297 cos(2t) = 42 cos(t)?? — cos(t)2172),

e P3 pode ser reescrito como

) 1 . -
i)+ ) = S azg sin(0)(2 cos(1)* — cos()*

e Resolugao do sistema (P3);
MOINON 2 ; 2
g, +uy, =-— 392 sin(t) cos(t)

a1 (0) =0, a$)(0) =0,

Aplicando o Método da Variagao dos Parametros a solugao do sistema é

WMt = (Esh / sin(t)Q(cos(t))zth) cos(t)—( / sin(t)(cos(t))2q+1dt> sin(t)

+ cpcos(t

~—

+ cosin(t)]
(Ka)i] / (cos(t))24dt — / (cos(t))2q+2dt> cos(t) — ( / sin(t)(cos(t))2q+1dt> sin(t)
+ co sin(t)]

+ cpcos(t

~—

Como, Vq € N

cos(t)2a2),

/ sin(t) (cos(t))21Hdt — —

2g+2

—_

p:
1

5012 cos(t)?7 L sin(t)
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entao
. 2¢—1I  (2¢+ D | . 0 (2p) .
) = (K3)1< ?2q>!!) B (2Z+2§!!> (Sm(t) ot 2 (2;i1)!!(008(t>)2 +1+tcos(1t))
— (K3)12q:_2sin(t)

e Resolugao do sistema (P3),
1
dg;h + ug’l)Q =— <—3a2q> sin(t) cos(t)?42
3 (3
ugq)Q(O) =0, ugq)z(()) =0,

Aplicando o Método da Variagdo dos Parametros a solugdo do sistema é

W) = (Ks) / sin(t)2(cos(t))2q_2dt) cos(t)—< / sm(t)(cos(t))?q—ldt> sin(t)

+ 4
—~ O
N»—\
e
L0
[ )]
~~
~
+
Q
[}
w0
.
=}
—~
~
=

_|_
)
[y
Q
@}
[0}
~
~—
+
Q
[\
n
—_-
=
—~
~
—

Como, Vg € N

q—2
- 21qcos(t)2q sin(t)
Assim,
q—1
ué?;h(t) = (K <gg : 23:: B (2?2;)!1!)!!> (Sin(t) cos(t) (2;2?!1!)” (cos(t))*P+! + tcos(t))
p=0

_ (K3)221q sin(t)
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A solugao do sistema (B.4) é a soma das solugoes dos sistemas P1, P2, (P3); e (P3),.

-2 @ S (@2p-1) 1
ugq(t) = K <E2Z_1; (2((]_?_)1 ”> (sm Z p2p i cos(t))2p+1> 2q+1sm(t)]

p=0

— q_l
b | (B oy (cos@)sm(oz(@p)”)<cos<t>>2p+l+tcos<t>>}

2q—2)1 (29 < (2p+ 1!

1
— KQ* sin(t)
2q

29— 11 (2¢+ 1)! !
t K <( ?2q)!!) B E2Z+2§!!> (Sm ot pz 2p+1 Ik (cos(B))H + teos(t)

- (K
( 3)12q+2

2¢—3)!1  (2¢ — 1) <
= (K3)2 (223_23” ! ((12(])”) > (Sm cos(t Z 2p+1 ” (cos(t))?P*! 4t cos(t)

- (K3)221q sin(#)

sin(t)

Calculando ugq em t = 27

B — +27TK2<(2<]—3)”_(2q—1)!!>+2W(K3)1<(2q—1)!!_(2q+1)!!>

2¢—2)1 (29 2ol (2q+ 20
2qg — 3)! 2qg — 1!
+ 2m(Hs) (Ezg—zgu - ?2q>!!) )

Substituindo os valores de Ko, (K3)1 e (K3)2, e simplificando, temos

8t (2¢ —3)! (2¢— D! 4m (2¢+ D!
)27 Sk ST AL P P Sk S Al S S
1 3 20 (g2 T g T 3 0 (2g 1 o)
Simplificando,
4drag (2g — 3)!!
)2 — Y ) — . B.
L 3 (q+5)((2q+2)!! (B-5)
O
B.3 Demonstracao do Lema 6.1.5
Lema B.3.1. Para todo q natural, vale
—_ 1\
A% 8q(2q +3) ((2¢ — )N . (B.6)
3 (2¢ +2)!!
Demonstracao. Para calcular o coeficiente qu devemos resolver o sistema
Uog + 02 = —2qua(t)ur (t)2q719(2q71)<0) (B.7)

— 2qu1(t)T2g-1(t)g'(0), (B.8)
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U(2q) (0) = 0, ?.]2q<0) =0

em que Uq—1(t) € a solucao do sistema

Vog—1 + Vag—1 = —vp(t)pr (¢)%97 (£) g2~

52(1_1(0) =0, ﬁgq_l(O) = 0.

Substituindo os valores de p;(t),vi(t) e Tag—1(t) em B.9 , obtemos

52q_1 + Vog—1 = —cos(t)qu(Qq_l)(O)

ﬁzq_l(O) =0, égq_l(O) =0,

cuja solugao é

Ugg—1(t) = g1 (0)[— 2q1+ 1 cos(t)%12 + (2q1+ 0 cos(t)
2¢)!! 2 (op— 1)
- (2; qu)l)u (Sl ODQ% ( Z()2p)u) (Cos(t))gp) ]

1’}2(1 +112q = —2qcos(t)2q*1 <

— 2gcos(t) (— 7

(2¢ + 1)!!

e Resolugao do sistema S;

, 2
Seja L = 3¢

Aplicando o Método da Variagdo dos Parametros a solugdo do sistema é

W) = L1[< / sin(t)(cos(t))2q+1dt) cos(t)—< / (cos(t))2q+2dt> sin(t)

+ cpcos(t) + cosin(t)],

Como, Vq € N

/sin(t)(cos(t))2q“dt - _2(]12 cos(t)(22+2)

24 cos(t) {W” (sin<t>2 yo ot <Cos<t>>2p) ] # (0> ).
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entao,

- g ((sin(t))?Z@””!!(cosu))%“ +tsm<t>> .

4
Seja Lo = —gq.

Aplicando o Método da Variacao dos Parametros a solugao do sistema é

vy (1)

|
[\
/?
—
(@]
@]
n
—~
~
~—
~—
[\
>}
+
=
+
(@]
@]
n
—~
~
~—
N———

, 2
Seja (L3) = ng-

Aplicando o Método da Variagdo dos Parametros a solugao do sistema é

vty = L3[< / sin(t)(cos(t))24dt> cos(t)—( / (cos(t))2q+1dt) sin(t)

+ c1cos(t) + cgsin(t)],

Como, Vq € N

cos(t)ath)

/ sin(t) (cos())*dt = —5 —

/(cos(t))2q“dt = (2223_)!1!)” (sin(t) Z Zp— LN '1.)!! (cos(t))Qp)

99
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entao

ii 1
00 = Lo (gt o)+

Resolugao do sistema S,

i i 2
i)éqv) + Uéqv) = — <— g > cos(t)2q+3

vs(0) =0, 05(0) = 0.
2q
2q+1°
Aplicando o Método da Variacao dos Pardmetros a solucao do sistema é

Seja Ly = —

o(t) = L4[< / sin(t)(cos(t))2q+3dt> cos(t) — ( / (cos(t))2q+4dt) sin(t)

+ ¢ cos(t) + cgsin(t)],

Como, Vq € N
1
: 2q+3 34 L(+)\29+4
/sm(t)(cos(t)) dt 21 cos(t)
e
1
2+ [ T (op)
/(cos(t))2q+4dt = 22(14‘43” sin(t) Z (2;4_)1)”((:03@))22’“ +t

entao

i 1 1
véq )(t) = L4 <— . (cos(t))2+5 + 21 cos(t))

-1
a3 Sm(t)f (2p — D!
“2¢+ )

2q
2q+1°
Aplicando o Método da Variacao dos Parametros a solucao do sistema é

Seja Ly =




v (t)

e Resolugao do sistema S(,;)

véq)-l- égz) =

(2)!

Seja L6 = —2QW

e Resolugao de S(,y),

HCOR

+ Ug;)

s (0) = 0,
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1 2p — 1 2
—Lg cos(t Z (cos(t))

p=0

o571 (0) = 0.

Aplicando o Método da Variagao dos Parametros a solugao do sistema é

v (1) =

s ()

Lg

Lg

p=

1 pr nn
1 2p— nn
c1 cos(t) + ¢ sm( ).

q

0

/sm cos(t (Z 2p2;'1‘ cos t))2p) dt] cos(t)
/ cos(t)? (Z W(cos(t))2p> dt] sin(t)
— i

P
1 cos(t) + casin(t).

/ sin(t) (cos(t))2p+1dt) cos(t)

/ cos(t))2p+2dt) sin(t)

101
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Como, Vg € N
1
. 2p+1 — 2p+2
/sm(t)(cos(t)) dt o+ 2 cos(t)

¢ p

2p+1)! [ @2nn 2041

(cos())F2dt = =<0 { sin(t) Y = (cos(8)) T 41 |

(2p+2)! — (20 + 1!

Assim,
[ 4
(vi)1 _ 2p — ]- 2p+3 2p - 1) 1
vy (8) = Ls pz_: (2p)!! 2p +2 cos(t) + pz;) 2p)l! 2p+2 cos(t)

o Z 2p;1 ;ii; (Sln<t>2z (21(2+l)!1!)n<008<t>)”“+tsin(t>>]

e Resolugao de S,

Uéz;z)z + vg;i)z = —Lg(— COS(t)g) (Z (2pp!1!)”(COS(t))2p)

v 2(0) =0, 85"2(0) = 0.

Aplicando o Método da Variagdo dos Parametros a solugdo do sistema é

v () = —Lg [ / sin(t) cos(t)? (Z W(cos(t))2p) dt] cos(t)
p=0
+ Ls {/ cos(t)* (Z (2](?2]9)!1!)”(008(25))27’) dt] sin(t)
p=0
+ ¢ cos(t) + cpsin(t).
q —
qu”)z(t) = (Z 2p2p lll A /sin(t)(cos(t))2p+3dt) cos(t)
+ (Zq: 2p2p|1| ! / cos(t))2p+4dt) sin(t)
p=0

+ c1cos(t) + cosin(t).

Como, Vg € N

cos(t)?P 4

/sin(t)(COS(t))2p+3dt - 2+ 4



>

| p=0

MQ

| p=0

DEMONSTRACAO DO LEMA 77

! cos(t)?PT° — 2‘1: (2p— " 1 cos(t)]

= 2p)!! 2p+4

2p — !
2p)!! 2p+4
(2p — D! (2p + )N
2p)t (2p+ !

pt+1
(sm(t)2 Z (QZ)””(COS(IS))QZ+1 +t sin(t))]

103
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A solugao do sistema (B.7) é a soma das solugoes dos sistemas S;, Sii, Siii, Siv, Sv, S(m-)l e S(m-)Q.

vag(t) = Ly <_

2¢ +1
(29)! : (217—1)” P
_ 3(2q+ 1)” (sm t)QpZ:O (2p)” (Cos(t))2 )
+ Ly <_2q14(C05(t))2q+5 2q+4cos(t)>
Qq+30 [ L, @2p—1) _
~ B | 5 gm0 +tsm<t>>

q
(2p—-D!I' 1 )23 (2p—D!I' 1
Lg | — P+ t
+ Lo |- oo 2p 2 +pzo oo 2p 2

7 (2p— 1) (2p + 1)! . :
- L Z(fzp)!.) E2§+2 ( QZ 2z+1” (cost t))QlHHSln(t))]

_p:O =
[ ¢ q
2p—1! 1 2o 2p—1 1
+ L cos(t P cos(t
0 pZ::o 2p)! 2p+4 pZ:: 2p)! 2p+4 ®)

(]

L @2p— DN p+3) [ L (@)
+ L6 Z (2p)|l (2p+4)” (Sln(t)2 o m(COS( ))2l+1 +tSlD( ))] :

Derivando vg,(t) com respeito a t, calculando em ¢ = 27 e substituindo os valores L;,1 < i < 6,

segue que

0 4qm ((2¢+ DN 8gm ((2¢ — D! dg [ (29 + 3)N
A= ((2q+2)”>jL 3 ( (29)" )+2q+1<(2q+4)”>

L@2p-1D" [(2¢+3)" (2 + 1)
- 4q7r(2 1) )Z o)l <2q—{—4)!!_(2q+2)!!>

p=0
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Vamos simplificar essa expressao

dgm [ (2¢+ 1N (2g — D! dgm (2q + 3)!!

At = 3<_(2€I+2)” (29)" ) (2¢ +1) (2¢ +4)!!

(2g)!! 2p— DI /(2p+3)1 (2p+ 1)
"2q+1) ! 4 Dl \2p+4)!  (2p+2)!
2 2¢ — 1)!1 (2 I 211 (2 — D! (2q + 1)
_4q7r(Q) (q )(q+3) +4qw(q) (2¢ =D (2¢ +1)
2¢+ DI (29 (2q + D)1 2¢+ DI (291 (2q + 2)11

_ 4gm (2¢ + 1)+ 2(2¢ — D! 2! (2¢ — )N (2g + D!
- ( 2q+2>” > TR DT @0l (201 2)
—1

_ 4(]7r (2p—1)"<(2p+3)!! (2p+1)!!>

et \(2p+ C(2p+2)!
_ dgm (2¢ — ! (2q = 2p—1! /(2p+ D!
= 3 ard) ((2q+2)”> am ((2q+ ) ZO (2p)!! ( 2p+4)”)
o Aqm (2 — 2p=D! [(2p+ 1)
A% g (2q + 6) <(23+> Z p o < 2i+4)”>. (B.10)

=0

Para completar a demonstragao, utilizamos:

Afirmacgao B.3.1. Para todo ¢ > 2 € N,

2 ((2¢ -\ qi 2p— D! /(2p + 1)
3 \ (2 +2)! 2q—|—1”p:0 ol \(2p+a)-

De (B.10) e da Afirmacao (B.3.1),

8¢(2¢ +3) [(2¢ — )N
A = : B.11
2 3 (2q +2)! (B-11)
O
B.4 Demonstracao do Lema 6.1.6
Lema B.4.1. Para todo q natural, vale
8qm ((2¢ — )N
B2 = 420 (2 ) B.12
> =ty <(2q+2)!! (B-12)

~ 2 . ~ .
Demonstragio. Vamos calcular o valor de B3, para isso devemos encontrar a solugao do sistema:

ing(£) + ugg(t) = —2qu(t)2~ Dy (t)gPa=(0)
—  2qu1(t)U2q—1(t)g'(0).

U2q(0) = O, ﬂgq(O) = 0. (B.13)
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em que Uzq—1(t) é a solugdo do sistema

U(2qg—1) (£) + T(ag—1) (1) = uo(t) (£)*4 Vg7 (0)
Tgq—1(0) =0, Tigg_1(0) = 0. (B.14)
Substituindo os valores de uy(t) e p1(t) em (B.14), obtemos

Uzq—1 + Ugg—1 = — sin(t) cos(t)2971 ()29~ O)

ﬂzqfl((]) = 0, ﬁqul(O) = 0,

cuja solucao é

q—1
- _(2¢-1) (2g — 2)!! (29)!! (2p -1 1 o1 L
Ugq—1 = g**1 7 (0) {((2{] O g+ D0 sin(t E_ cos (t)*P i1 sin(t) | .

Substituindo os valores de (%), p11(t) e Ugq—1 em (B.13)
1 1
lgg +U2q = —2¢ cos(t)2a~Y) (3 cos(t) sin(t) — 3 sin(t)) ¢'(0)g21=9(0)

q—1 B
—  2qcos(t) |:<(2q —n (Qq)”) ) sin(t) (2pl)” cos(t)2 L — q—lkl sin(t)]

2¢— DI~ (2¢+ )

X g'(0)g®(0)

e Resolugao do sistema F;
Do 2
U;q) + gq) = gq sin(t) cos(t) 29

u2(0) =0, a5 (0) =0,
Seja My = %

Aplicando o Método da Variagao dos Parametros a solugdo do sistema é

u(t) = Mﬂ( / sin(t)2(cos(t)) th) cos(t) — < / sin(t)(cos(t))2q+1dt> sin(t)

+ ¢ cos(t) + cpsin(t)],

Como, Vg € N :
[ sinoeost) e =~ oty
: v (Qa=DN g+ [ (2p)!
/sm(t)2(cos(t))2 dt = ( e 2)!!) (sm(t) 2 m(cos(t))%—s'1 + t)
1

5012 sin(t) cos(t)241,
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Assim
R I C0) (eos()*1 41 | costt)
2q - I I ”
(2g)! (2q +2 p=0 2p —|— 1)
1 1
= —M1[2q ) sin(t) cos(t)?7T2 4 5012 sin(t) cos(t)?9T2 — 212 sin(t)]

e Resolugao do sistema P;;)

(i ji 2q . _
ung) + ung) = — <—3 sin(t) cos(t)@q 1)>
2 .(2
usy (0) =0, (0) =0,
Aplicando o Método da Variacdo dos Parametros a solucao do sistema é

us (1) = —Ml[( / sin(t)Q(cos(t))qudt> Cos(t)—< / sin(t)(cos(t)) th) sin(t)

+  c1cos(t) + e sin(t)],

Como, Vq € N

cos(t) (24D

[ sintt)(cos(t) e =~

q—1
oot = (22 G (o)

_ 1 ; 2q+1
5012 sin(t) cos(t)*9T".
Assim,
q—1
(i4) . (2g — 2)! B (2g)! . (2p — 1! o
us, (t) = —M !((2(1 —On  @gt ) sin(t) ; o (cos(t)) cos(t)
= —M; (- L sin(t) cos(t)%7T! + b sin(t) cos(t)?4T! — 1 sin(t)
! 2¢+1 2¢+1 2¢+1
e Resolugao do sistema P;;;)
q—1
(zzz) (di3) — _9 (2q - 2)” - (2Q)” : (2p — 1)” 2p+1
+ Uy, q cos(t) ((Zq 1 @gt ) sin(t) 2 Gl cos(t)

ufy (0) =0, il (0) =o.

(2g —2)!! (2g)M
(2¢ — DI (29 + 1)!!> ‘

Seja M3 = 2q (
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Aplicando o Método da Variagao dos Parametros a solugdo do sistema é

q—1
gq”)(t) = Mj| /sin(t)2 (2](92;)'1') cos(t)?PT2dt | cos(t)
p=0
q—1
_ /Sln(t) (2](92;)'1‘>” cOS(t)2p+3dt Sln(t)

+ ¢y cos(t) + cosin(t)],

que pode ser reescrito como:

qg—1
it (2p — 1 ! .
“gq (1) = Z p /sm(t)2 cos(t)?P2dt | cos(t)
p=
=L on 1)1
- Z@ZP”/sin(t) cos(t)?3dt | sin(t)
p:() ( p)"
+ ¢y cos(t) + cosin(t)],
Como, Vq € N
i 2p+3 g4 — _ (2p+3)
/sm(t)(cos(t)) dt 2p_|_4(30s(t)

[§]

[smteeostoyrzae = (SRR e (sin(t) CLEE AT t>

Cp+2)!! (2p+ ! par 20+ 1)!
1
o1 d sin(t) cos(t)?P+3,
entao
-1 P
(423) 2p - 1 iy 217 + 1) (217 + 3 241
Uy (1) = Ms Z )l (2p+2)! (2p+4 Z 2l+1 T (cos(t)) +t| cos(t)

| p=0 l=0

,_.

-1 o -1 ot
+ M Z ) sin(t) cos(¢ Z sin(t) cos(t)

1 H
- 2p)!! 2p+4 = 2p)!! 2p+4
q—1
2p 1 .
t
" pz=:0 (2p" 2p+4sm()

A solugao do sistema B.13 é a soma das solugoes dos sistemas F;), P;;) € P;) ou seja
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I -1

_ (2= @g+DM\ [ = (2p)! 21
ug(t) = M ( Gl gt sin(t) 2 T 1)”(005(15)) + 1t || cos(t)

1 1

- M t) cos(t)2H? + t) cos(t)?+? — ——sin(¢
1[2q 2 sin(t) cos(t) sm ) cos(t) 5012 sin(t)]

[ /(2g—2)! q L(2p— 1

- M ¢ sin(¢ p (cos(t))2p cos(t)
(2¢ —1)! 2q + p:()
1 1
- M- sin(t) cos(t)?9T! + sin(t) cos(t)24T! — sin(t)
2¢+1 2q +1 2¢+1
[q—1 P
Cp—DN /2p+ 1IN (2p+ )N . (2nn 2141
M. — t t t t

t M NIRRT sin ); G5 Dy oSBTt cos(t)

lp-1 1 “lp-1 1

— 2p+4 — 2p+4
+ M; pz:: ) 2p ) sin(t) cos(¢ 2 @)l 2p 1 sin(t) cos(t)
q—1
(2p — 1
t

* (2p H 2

=0

=

Calculando em t = 27 e substituindo os valores de M; e Ms, temos

2 -2 2! V2 (@p-DN /@D (2 I
ng =4q7r<(q ) (29) )Z P ((p+) _(p+3))

2¢—1 g+ D) = @) \@+2n (2p+ 4!
n dgm ((2¢ =D (2¢+ D!
3 2q” 2q+2)”
1
(2 — 2)11(2¢ — D)1 — (2! <= (2p — D)1 (2
_ g (P4 (29 (29) Z P (2p + D
2q+ nHn = 2p)t (2p+ N
n dgr ((2q+2)!1(2¢ — DN — (2¢ + !
3 (2q + 2)!!
2 — )M\ L2 2p— D (2p+ 1) 4 2¢ — 1)!!
B2 — dgr (2¢ —2) Z(p M (2p+1) | dam (2¢ — DMy (B.15)
(q¢+1)1) = @) @+t 3\ (20+2)

Afirmacao B.4.1. Para todo ¢ > 2 € N,
1 /(2¢— 1! (2 — 2)!! Z 2p -1 ((2p+ D!
3\ (2¢+2)! 2q+1 M (2p)!! Cp+4) -
Da Afirmagao (B.4.1) e de (B.15), temos que

q 8qm ((2g — )N
By' = +% <E2Z+2)u> (B.16)




110 APENDICE B



Referéncias Bibliograficas

[BNdOCSS]

[BNAOC91]

[BNdOC92]

[BNdOC05]

[BNdOCG02]

[BNZ86]

[dS02]

[MS66]

[MSRO4]

[Saill]

[Wei|

[Zam88|

[Zam89)

Angelo Barone-Netto e Mauro de Oliveira Cesar. Non-conservative positional systems
stability. Dynamics and Stability of Systems, 2(3-4):213-221, 1988. 11, 13, 14, 18,
19, 20, 72

Angelo Barone-Netto e Mauro de Oliveira Cesar. The existence of liapunov functions
for some non-conservative positional mechanical systems. Journal of Differential
FEquations, 91(2):235-244, 1991. 15, 16, 20

Angelo Barone-Netto e Mauro de Oliveira Cesar. A necessary and sufficient condition
for the stability of the equilibrium. Journal of Differential Equations, 96(2):142 —
151, 1992. 15, 17

Angelo Barone-Netto e Mauro de Oliveira Cesar. Some central forces-stability. Qua-
litative theory of Dynamical Systems, 6:1-8, 2005. 2

Angelo Barone-Netto, Mauro de Oliveira Cesar e Gianluca Gorni. A computational
method for the stability of a class of mechanical systems. Journal of Differential
Equations, 184(1):1 — 19, 2002. 2, 4, 15, 17, 19, 20, 30, 32, 76

Angelo Barone-Netto e Gaetano Zampieri. Atractive central forces may yield liapunov
instability. Dynamical Systems and Partial Differential Equations, Proceedings of the
7th ELAM, Editorial Equinoccio (Caracas), paginas 105-112, 1986. 11, 13, 15, 72,
75

Emivan Ferreira da Silva. A func¢do periodo para uma classe de sistemas hamiltonia-
nos. Tese de Doutorado, Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao
Paulo, Brasil, Novembro 2002. 9, 11

W. Magnus e S.Wilker. Hill’s Equations. Interscience, 1966. 5, 12, 15, 16, 18

M.W Hirsh, S.Smale e R.L.Devaney. Differential Equations, Dynamical Systems, and
a Introduction to Chaos. Elsevier,USA, 2004. 5

Marcelo José Saia. Uma introdugcao a Teoria de Singularidades. Notas
Didaticas,ICMC-USP, 2011. 5

Eric W Weisstein. Cosine Integral. From MathWorld—A Wolfram Web Resource.
https://mathworld.wolfram.com/Cosinelntegral.html. Acesso em 10 de nov. 2020.
46

Gaetano Zampieri. Liapunov stability for some central forces. Journal of Differential
Equations, 74(2):254 — 265, 1988. 2,4, 9, 11, 15, 72

Gaetano Zampieri. Solving a collection of free coexistence-like problems in stability.
Rendiconti del Seminario Matematico dell’Universita di Padova, 81:95-106, 1989. 17,
18, 81

111



112 REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

[Zam99] Gaetano Zampieri. The last free coexistence-like problem. An International Jounal
for Theory € Applications, 3:933-943, 1999. 17, 18

[Zam11] Gaetano Zampieri. Completely integrable hamiltonian systems with weak lyapunov
instability or isochrony. Communications in Mathematical Physics, 303:73 — 87, 2011.
9, 15, 19, 22, 23, 24, 81



	Introdução
	Organização do Trabalho

	Preliminares e fatos básicos
	Observações sobre equações de Hill
	Jatos

	Alguns resultados de estabilidade para sistemas posicionais
	Dinâmica do sistema =-xf(x)
	Estabilidade para alguns sistemas posicionais
	Sistemas do tipo: X(x,y)=-xf(x), Y(x,y)=-yf(x)
	Sistemas do tipo: X(x,y)=-xf(x), Y(x,y)=-yg(x)


	Condições computáveis para estabilidade da origem de sistemas posicionais e isocronismo
	Um método computacional para a estabilidade na origem
	As funções tempo de parada
	Resultados de estabilidade

	Isocronismo para uma classe de sistemas hamiltonianos
	Isocronismo no plano
	Resultados de Estabilidade


	Condições necessárias e suficientes para o (x0)-isocronismo
	Resultados preliminares
	Introdução

	Cálculo das derivadas de , t1 e t2 
	Equação das variações para x e cálculo de (k)(0)
	Equação das variações para y1 e cálculo t1k(0)
	Equação das variações para y2 e cálculo de  t2(k)(0) 
	Fórmulas das Derivadas de , t1, t2

	Propriedades das derivadas de , t1, t2

	Resultado Principal
	Resultados
	Demonstração do Lema 6.1.1
	Demonstração do Lema 6.1.2


	Comentários e Aplicações
	Condições necessárias para o (x0)-isocronismo
	Aplicações
	Caso f=g
	Centro isócrono
	Paridade da função f(x) e (x0)-isocronismo

	Alguns resultados de estabilidade

	Considerações finais
	Derivadas de , t1 e t2 em zero até a quarta ordem
	Algumas contas referentes ao cálculo das derivadas de  em zero até a quarta ordem
	Algumas contas referentes ao cálculo das derivadas de t1 em zero até a quarta ordem
	Algumas contas referentes ao cálculo das derivadas de t2 em zero até a quarta ordem

	Demonstrações dos lemas auxiliares
	Demonstração do Lema 6.1.3
	Demonstração do Lema 6.1.4
	Demonstração do Lema 6.1.5
	Demonstração do Lema 6.1.6

	Referências Bibliográficas

