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Resumo

Neste trabalho, nosso objetivo é realizar o tratamento analitico e numérico de problemas

de equagoes diferenciais parciais parabélicas com condi¢oes de contorno dindmicas.

Seja Q C R%, d = 1,...,n um dominio limitado e suave. O exemplo-modelo que utilizaremos
é denominado problema de Wentzell, e pode ser declarado da seguinte forma: dados
f € L3([0,00[, L*(2)), ug € H' () e p, & > 0, encontrar u : Q x [0, co[— R tal que

Ou—Au = fem Q x[0,00],
—0,u = pdu + Ku sobre 0$) x [0, 0o,
u(r,0) = wug(x) em Q= QUOIN.

Veremos que ha uma unica solucao fraca
u € L7 ([0,00[; H'(Q)) 0 H' ([0, 00[; L*(Q) @ L*(09)) ,
para a formulagao fraca do problema de Wentzell:
/QVu-Vvdx—ir/i/rvuds—l—/ﬂvatudx+u/;3mvds:/vadx, Yo € H(Q),

para cada t € [0, 00[ fixado. Cabe destacar que também abordaremos a contrapartida

estacionaria do problema de Wentzell.

Inicialmente, para o tratamento analitico, apresentaremos alguns resultados da teoria de
espagos de Hilbert e Sobolev a fim de obter a existéncia e unicidade de solugbes fracas para
os problemas propostos. Apés obter a solugao fraca, discretizaremos os problemas (com
uma e duas dimensoes espaciais) para obter solugoes aproximadas por meio do método
dos elementos finitos. Serdao desenvolvidos em Python os métodos Ritz-Rayleigh para
problemas elipticos e o método de Crank-Nicolson para problemas parabdlicos, tanto em
uma quanto em duas dimensoes. Em duas dimensoes, utilizaremos a biblioteca open-source
FEniCS. Por fim, a analise numérica estd intrinsecamente relacionada ao estudo do erro
e, consequentemente, da ordem de convergéncia. Demonstraremos os teoremas de ordem
de convergéncia dos métodos aplicados aos problemas unidimensionais e ao problema

bidimensional eliptico.

Palavras-chave: Equacoes diferenciais parciais. Problema de Wentzell. Elementos finitos.
Ritz-Rayleigh. Crank-Nicolson. FEniCS.



Abstract

In this work, our objective is to perform the analytical and numerical treatment of problems

involving parabolic partial differential equations with dynamic boundary conditions.

Let Q c R% d =1,...,nbeabounded and smooth domain. The model example we will use
is called the Wentzell problem, and it can be stated as follows: given f € L%([0, oo[, L*(f2)),
ug € HY(Q), and p, k > 0, find u : Q x [0, 0co[— R such that

Ou—Au = fin Q x[0,00],
—0,u = pdwu+ Kku on 9N x [0, 00],
u(2,0) = wp(x) in Q= QUIN.

We will show that there exists a unique weak solution
u € L7 ([0,00[; H'(Q)) 0 H' ([0, 00[; L*(Q) @ L*(09)) ,
for the weak formulation of the Wentzell problem:

/Vu-Vvdx—l—ﬁ/vuds—i—/v@tudx—i—u/@tuvds:/fvd:c, Yo € HY(Q),
Q T 0 T 0

for each fixed t € [0,00[. It is worth noting that we will also address the stationary

counterpart of the Wentzell problem.

Initially, for the analytical treatment, we will present some results from the theory of
Hilbert and Sobolev spaces in order to obtain the existence and uniqueness of weak
solutions for the proposed problems. After obtaining the weak solution, we will discretize
the problems (with one and two spatial dimensions) to obtain approximate solutions
using the finite element method. We will implement the Ritz-Rayleigh methods for elliptic
problems and the Crank-Nicolson method for parabolic problems in Python, both in
one and two spatial dimensions. In two dimensions, we will use the open-source FEniCS
library. Finally, the numerical analysis is intrinsically related to the study of error and,
consequently, the order of convergence. We will demonstrate convergence order theorems
for the methods applied to one-dimensional problems and the two-dimensional elliptic

problem.

Keywords: Partial differential equations. Wentzell problem. Finite elements. Ritz-Rayleigh.
Crank-Nicolson. FEniCS.
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1 Introducao

Em muitos fend6menos naturais a necessidade de predicao e compreensao adequada
surge naturalmente. Fenomenos fisicos, bioldgicos, quimicos e a formulacdo de modelos
matematicos, como probabilisticos, podem ser descritos via Equagoes Diferenciais.
Temos como exemplos modelos atmosféricos, de escoamento de fluidos, de problemas de

elasticidade, entre outros.

As Equagoes Diferenciais sao divididas entre Ordindrias (EDOs), equagdes cujas
derivadas dependem de apenas uma variavel independente (geralmente associada ao
tempo), e as Parciais (EDPs), que sdo equagoes cujas derivadas dependem de duas ou
mais varidveis independentes (geralmente associadas ao espago e tempo). Para boa parte
das EDOs nao é possivel explicitar uma solucao analitica, isso se agrava nas EDPs. Desse
modo, torna-se importante a elaboracao de ferramentas computacionais atreladas a teoria

de andlise numérica.

Quando buscamos aproximar numericamente a solu¢ao de uma EDP, dois métodos
numéricos se destacam. Sao eles: Diferencas Finitas, comumente chamado de FDM (Finite
Difference Method) e Elementos Finitos, FEM (Finite Elements Method). Sendo que o
FDM possui variantes, de acordo com a escolha para aproximacao das derivadas e o FEM
possui variagoes de acordo com a definicao dos elementos e a classe de fungoes utilizada.
Algumas dessas variantes serao abordadas ao longo do trabalho. Além desses métodos, é
relevante mencionar o Método dos Volumes Finitos, que também desempenha um papel
crucial na aproximagao numérica de solugoes de EDPs, especialmente em problemas

complexos de fluxo na Dindmica dos Fluidos Computacional (CFD).

Neste capitulo, apresentaremos os tipos de equagoes diferenciais e as condig¢oes de
contorno cruciais para o desenvolvimento deste trabalho. Comecaremos estabelecendo as
equagoes de Laplace, Poisson e calor. Em seguida, discutiremos as condigoes iniciais e
apresentaremos algumas das principais condi¢des de contorno encontradas na literatura.
Além disso, faremos uso de ferramentas da teoria de andlise funcional, como espacos de
Hilbert, o teorema de Lax-Milgram e os espagos de Sobolev, que sao fundamentais para a
compreensao dessas equacoes e a resolucao de problemas mais complexos. Os resultados

deste capitulo serao usados ao longo de toda a dissertacgao.

A titulo de exemplo, no capitulo 4, estudamos problemas governados pela equacgao
do calor. Mais especificamente, nosso interesse recai a um problema com condi¢oes de
contorno dindmicas, denominado: o problema de Wentzell. Este é um dos casos abordados
por Baldzs Kovacs e Christian Lubich em [1], que foi a principal motivagao para a elaboracao
deste trabalho.
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Problemas com condig¢oes de contorno dinamicas estao no centro de pesquisas atuais,
como destacado por Alain Miranville em [2]. Numericamente, a presenga de condigoes de
contorno dindmicas ndo homogéneas em problemas parabdlicos nao lineares (um t6pico
de estudo para projetos futuros) nao havia sido abordada na literatura matematica até
a publicacao de [2]. Miranville também faz mencao a uma série de autores dedicados a

investigagdo numérica dessa classe de problemas.

Como mencionado anteriormente, as EDPs desempenham um papel fundamental
em diversos fenémenos de grande relevancia, sendo que as condicoes de contorno dinamicas.
Este tipo de condigoes de contorno sdo especialmente importantes para simulacoes de fluxo
compressivel, devido ao carater hiperbdlico que o mecanismo convectivo exibe no dominio
tempo-espago. Consulte o trabalho de Lax sobre ondas de choque [3]. Além disso, segundo
2], essas condigoes de contorno sdo encontradas em fendmenos como superaquecimento
(ou resfriamento), efeitos da tensao superficial, zonas de separagao e interagoes com as
paredes em sistemas confinados. Consequentemente, uma ampla variedade de aplicagoes

industriais esta relacionada a esse campo de estudo.

Por fim, recomendaremos cinco referéncias que abordam com maior profundidade
os temas do capitulo atual e que foram de extrema importancia para a elaboragao dos
capitulos seguintes: [4], [5], [6], [7] e [8].

Nesse capitulo de introducao (Capitulo 1), o dividimos em duas partes. Primeira-
mente, na Secao 1.1, fornecemos uma visao geral das equagoes diferenciais, com foco nas
equagoes de Laplace e Poisson, na equacgao do calor e nas condi¢oes iniciais e de contorno.
Em seguida, aprofundamos nas ferramentas da analise funcional, apresentadas na Secao
1.2, introduzindo espagos de Hilbert, o teorema de Lax-Milgram e espacgos de Sobolev.
No Capitulo 2, formulamos problemas abstratos em equagoes diferenciais, apresentando
formulagoes fracas para problemas elipticos e parabdlicos. Os capitulos subsequentes (3 e
4) aplicam essas formulagoes a problemas especificos. O tratamento numérico também é
discutido, explorando métodos de elementos finitos para casos unidimensionais e bidimensi-
onais. O trabalho conclui com consideracoes finais no Capitulo 5, abordando um problema
adicional, representado pela equacao de Poisson com condigoes de contorno dinamicas.
Analisamos o impacto da escolha das condig¢oes de contorno em condig¢oes iniciais fixas e
apresentamos conclusoes e perspectivas futuras. Adicionalmente, um apéndice (Capitulo

A) fornece algumas demonstragoes de resultados apresentados na Secao 1.2.
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1.1 Equacoes diferenciais

1.1.1 Equacdes de Laplace e Poisson

Considere a EDP eliptica:
—Au(z) = f(z), v € Q, (1.1)

em que Q C R? d=1,...,néum aberto e o operador de Laplace A, também chamado
de Laplaciano, age apenas nas variaveis x e é definido por
0? 0?

Dizemos que

e Se f =0, entdo a equagao (1.1) é denominada equagao de Laplace.

« Se f #0, entdo a equagao (1.1) é denominada equagao de Poisson.

1.1.2 Equacao do calor

Considere a equacao diferencial parcial:

?Z(x,t) + Vi(z,t) = f(z,1).

Podemos estudar diferentes casos para a equacao acima. O primeiro que vale a pena
mencionar é a equagao do transporte, que é obtida através da substituicao j(z,t) =

vu(z,t), sendo v o campo de velocidades, que é constante. Obtemos assim

?Z(a:,t) +oVu(z,t) = f(z,t), tal que (x,t) € 2x]0, 0. (1.2)

Um aspecto muito relevante para a mecanica dos fluidos é o fato de que, geralmente, a
velocidade de convecgao é ndo uniforme e/ou nao constante. Em tais casos, é necessario
recorrer a equacao de continuidade para simplificar o termo convectivo. Além disso,
estamos acostumados a observar uma contracao entre o vetor de velocidade e o operador

de gradiente, que esta ausente porque o problema ¢ unidimensional.

O segundo caso, que nos leva a um dos principais objetos de estudo desse trabalho,
é a equagao do calor/difusao, obtida substituindo j(x,t) = —kVu em que k > 0 é o

coeficiente de difusao térmica.

?Z(:E,t) — kAu(z,t) = f(x,t), tal que (z,t) € 2x]0, 00l (1.3)

Obtemos, assim, uma equagao parabdlica, em que a varidvel ¢ € [0, 00| corresponde ao

tempo e z € Q0 C R? ao espaco. Além disso, dizemos que a EDP é homogénea caso
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o termo fonte f seja zero para todo (z,t), e ndo-homogénea caso o contrario. Cabe
notar que é possivel fazer a combinagao entre as equagoes (1.2) e (1.3). Fisicamente, uma
aplicacao originada dessa combinagao entre as duas equagoes culmina na modelagem da

dispersao de algum poluente em um rio

g:;(x, t) — kAu(x,t) + vVu(z,t) = f(x,t), tal que (z,t) € 2x]0, 00l (1.4)

1.1.3 Condicdes iniciais e de contorno

Considere o caso em que Q C R?, d =1,...,n, é um aberto limitado e suficiente-
mente regular e denote por 052 a fronteira de (2. Inicialmente, vamos nos lembrar um pouco
da teoria de EDOs. Sabemos que para obter a existéncia e unicidade da solugdo de uma
equagao diferencial ordinaria do tipo u/(t) = f(t, u(t)) precisamos de uma condigao inicial.
Com a equagao do calor (1.3), o andlogo ocorre: precisamos conhecer u(z,0) para todo
x € () para determinar a solu¢gao de maneira tnica. Contudo, para o problema eliptico

(1.1) a condigao inicial nao é necessaria, por ser invariante no tempo.

Quanto as condi¢oes de contorno, podemos dizer que existem trés condi¢oes que

sdo as mais presentes em problemas de equacoes diferenciais. Sao elas

i) Dirichlet: a condicao de Dirichlet é dada por
u(z,t) = g(x,t) , Yo € 0N. (1.5)

De modo que, se g # 0, a condi¢do (1.5) é dita ndo homogénea. Caso g = 0 a
condigao (1.5) é dita homogénea. Do ponto de vista da equagao do calor (1.3), é

como se estivéssemos atribuindo diretamente valores da temperatura u na fronteira.

ii) Neumann: sendo j o vetor do fluxo de energia (J/(m?s)), dado por j(z,t) =

—kVu(z,t). A condigdo de Neumann é dada por:
j(x,t) - v(z) = g(x,t) , Vo € 09. (1.6)

De modo que, assim como no caso anterior, classificamos a homogeneidade da
condi¢ao (1.6) de acordo com os valores de g. Novamente, no ponto de vista da
equagao do calor (1.3), g controla o fluxo de calor. Caso nao haja fluxo de calor

na fronteira, dizemos que o sistema é isolado. Nesse caso, a condi¢cao de Neumann

u
equivale a — = 0, em que v é a normal que aponta para fora de 9f).

ov

iii) Robin: a condigao de Robin é dada por:

jlx,t) - v(z) = Mu(z,t) + g(x,t) , Vo € 09. (1.7)
Nesse caso, o fluxo de calor é proporcional a temperatura. Essa condi¢ao equivale a
ou .
k— = —Au — g, caso J = —kVu.

ov
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0
Observacao 1.1.1. Se u for suficientemente regular, a derivada direcional —u(x) pode

ov

ser definida como 8—5(35) = Vu(x) - v(z).

Exemplo 1.1.1. O curso de andlise numérica desempenhou um papel fundamental
no desenvolvimento de muitas das andlises que serao feitas ao longo deste trabalho.
Especificamente, no projeto final [9], nos concentramos em um problema de dispersao de
poluentes que foi resolvido por meio da implementacao de elementos finitos. Este exemplo
envolve a modelagem da dispersao de um poluente especifico em um reservatério de agua

retangular com comprimento L.

Se supormos que o comportamento de cada se¢dao transversal do tanque é uniforme,

podemos modelar o problema unidimensionalmente, como mostra a Figura 1.

Figura 1 — Exemplo: Reservatorio de agua 3D e sua representacao 1D.

O objetivo é obter a concentracao de poluente ¢ no reservatério na posicao x e

instante de tempo ¢, dada em g/m? pela equacao

¢:10,L] x [0,00) — R
(x,t) — o(x,t).

E importante observar que aqui cada ponto z € [0, L] representa uma segao transversal do

tanque. Vamos adotar as seguintes notagoes e definigoes:

o J(x,t): é o fluxo difusivo, isto é, a quantidade de contaminante que passard por uma

certa segao transversal por unidade de tempo. (unidade g/(m?s)).

o u(z): é um coeficiente de difusdo, que depende, por exemplo, da viscosidade do
meio e da temperatura. Quanto menor for p, mais lento serd o processo de difusao.

(unidade m?/s).

o F(z,t) representa a fonte de poluentes, em g/(m3s), ou seja, a quantidade de

poluentes adicionada ou retirada no ponto x do tanque no instante ¢.

Supomos que a agua que preenche o reservatorio estd inicialmente em repouso. A
difusdo do poluente no meio se da, entdao, de acordo com a lei de Fick, que afirma que o

poluente é difundido de regides com concentragdo mais alta para mais baixa, havendo uma
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tendéncia ao equilibrio. Com isso, lembrando que o gradiente de uma func¢ao aponta para
a direcao de seu maior crescimento, podemos expressar a lei matematicamente usando
menos o gradiente de concentracao. Levando em conta a viscosidade do meio, temos a

seguinte forma

TG 8) = —pla) £ (8. 1) (18)

Fixados intervalos de tempo e espaco At e Az, sabemos que a concentracao de
poluente no instante t4 At sera igual a concentracao do instante anterior somada a variacao
de concentragao devido ao fluxo de difusao J no intervalo [z, x4+ Az|, somada a quantidade
de poluentes adicionada ou retirada do reservatério devido a fonte de poluentes F'. Desse
modo, podemos modelar a equagao da difusdao (ou calor) que junto com condigbes iniciais

e de fronteira, definem a distribuicao de poluente ao longo do tempo no reservatoério.

0 0

a(b(z,t) - %J(m,t) — F(z,t) = 0,t€[0,00)exe€]|0,L]
o(t,0) = a, t€]0,00) (1.9)
o(t, L) = b, tel0,00)
gb(O?x) - ¢07 YIS (O’ L)

Um caso particular do problema (1.9) é o caso em que a distribuigao da concentragao
de poluente no reservatério é invariante no tempo, isto é, 9,¢(x,t) = 0. Neste caso, dizemos
que o regime é estaciondrio, caso contrario, que é o caso (1.9), o regime é dito transiente.

Entao, obtemos de (1.9) que o problema governante no regime estacionario é dado por

42 [ gote0| = P = 0. v
(1.10)
o0) = a
oL) = b

Nessa equacao, estamos lidando com um problema de difusdo em um dominio unidimensi-
onal com condicoes de contorno de Dirichlet. Conhecendo o coeficiente de dispersao pu, a
fonte de poluentes F' e a concentracao de poluentes nas extremidades do reservatorio ¢,

podemos buscar algum modo de obter a solucao dos problemas acima.

Observacao 1.1.2. Temos outras equagodes que representam outros fendmenos fisicos
que se assemelham a lei de Fick (1.8). Uma delas é pela lei de Hooke na teoria da
elasticidade, a qual substituimos p por o, pardmetro relacionada a elasticidade do
material. Outra é dada pela lei de Fourier, a qual substituimos p por s, parametro
relacionada a conducao de calor em um material. Para mais detalhes, veja a discussao

sobre leis constitutivas em [10].
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1.2 Ferramentas de analise funcional

Nesta sec¢ao, introduziremos alguns resultados de analise funcional no intuito de
utilizé-los como ferramentas para provar a boa colocagao dos problemas de equagoes
diferenciais que queremos abordar. Inicialmente, introduziremos o conceito de espacos
vetoriais com produto interno. A partir do produto interno, podemos definir a norma e a
métrica em um espaco vetorial V', que sao duas fungoes muito importantes em analise e

geometria, mais especificamente no estudo de projecgoes.

Definicao 1.2.1. Um espaco com produto interno é um espaco vetorial V' equipado
com uma fungdo (-,-) : Vx V. — R, chamada de produto interno, que satisfaz as

propriedades

i (r,z) >0,Vx eV, (x,x) =0 <= 2 =0 (Positividade).
ii. (z,y) = (y,x) (Simetria).
iii. (ax,y) = a(z,y), Va € R (Homogeneidade).
iv. (x +y,z2) = (x,2) + (y, z) (Bilinearidade).

A partir do produto interno, podemos definir a norma ||u|| = (u,u)? em V, induzindo

um espago normado, e a métrica d(u,v) = ||u — v||, induzindo um espago métrico.

Podemos relacionar o produto interno de dois vetores com as suas normas, estabe-
lecendo que o valor absoluto do produto interno é menor ou igual ao produto das normas.
Esse resultado é denominado desigualdade de Cauchy-Schwarz. Ela serd amplamente

utilizada para provar e estabelecer cotas superiores e inferiores.

Proposigao 1.2.1. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Seja (-, -) um produto interno

em V' com a norma ||u||* = (u,u). Entao,
[ (w,0) | < lulllloll, Yu,v e V.

Demonstracao. Veja a Proposigao A.1.1.

1.2.1 Espacos de Hilbert

Em espacos vetoriais normados, ¢ bastante usual caracterizarmos muitas nogoes de
topologia por meio de sequéncia. Para tanto, sdo necessarios os conceitos de convergéncia e
completude em um espaco normado. Desse modo, apresentaremos as defini¢oes de espaco

de Banach e o principal tipo de espaco tratado nesse trabalho: o espago de Hilbert.
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Definigao 1.2.2. Uma sequéncia (z,) em um espago normado M ¢é dita convergente
(ou fortemente convergente) se existe u € M tal que, para todo € > 0, existe um indice
N tal que, se n > N, entdo |z, — u| < €. Além disso, uma sequéncia é dita de Cauchy se,
para todo € > 0, existe um indice N tal que, se m,n > N, entdo |z,, — x,| < £. Dizemos
que um espago normado é completo se toda sequéncia de Cauchy converge no espaco.
Um espago de Banach é um espaco normado completo, por defini¢ao. Finalmente, um

espaco completo cuja norma seja proveniente de um produto interno ¢ chamado de espaco
de Hilbert.

Agora, apresentaremos alguns resultados importantes dos espacos de Hilbert. No
Capitulo 3, utilizaremos as duas proposi¢oes a seguir, cujas demonstragdes e outras
propriedades dos espagos de Hilbert podem ser encontradas em [7] e [8]. A primeira
proposicao atua como uma espécie de teorema de Bolzano-Weierstrass generalizado para
espacos de Hilbert. Enquanto a segunda proposicao demonstra que operadores lineares
compactos implicam convergéncia fraca em convergéncia forte para espacos de Hilbert.

Suas demonstragoes sao obtidas em [5].

Definicao 1.2.3. Seja X um espaco vetorial normado sobre R. Um funcional linear
em X é uma aplicacao linear f : X — R continua. O conjunto de todos os funcionais

lineares sera denotado por X*. A norma de f é

11 = sup N i 1p @),

wex Nzl jax=t
x#0

Defini¢ao 1.2.4. Dizemos que uma sequéncia (z,,) de H é fracamente convergente
para um elemento x se, para cada funcional linear continuo f no dual H*, a sequéncia

(f(xy,)) converge para f(x). Notacao: (x,) — =.

Proposicao 1.2.2. Seja H um espago de Hilbert separdvel, isto €, existe um subconjunto
S C H que seja enumerdvel e denso em H. Entdo toda sequéncia limitada em H admite

uma subsequéncia fracamente convergente.

Proposicao 1.2.3. Sejam H; e Hy espacos de Hilbert, e seja T : Hi — Hy um operador

linear. Entdo as afirmagoes sao equivalentes:

i) T é compacto.

it) Qualquer sequéncia u, que converge fracamente a u em Hy € tal que Tu, converge

fortemente a Tu em Hs.

Consideremos Q um aberto de R?, d = 1,...,n. Precisamos de algumas definicoes
prévias para apresentar alguns dos mais importantes espagos de Banach e Hilbert deste
trabalho.
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Definigao 1.2.5. Dizemos que uma fungao f : 2 — R é mensuravel se para todo a € R
{x €eQ| flx) < a} ¢ Lebesgue mensuravel.

Se f e g sdo fungdes mensuraveis, dizemos que f = g em p-quase todo ponto (p-q.t.p) se
diferem apenas em um conjunto de medida de Lebesgue nula. Seja 1 < p < 0o, definimos

o espaco das func¢oes denominadas p-Lebesgue integraveis
LP(Q) = {90 : @ — R mensuravel ‘ / lplP dz < o0, 1 <p< oo}
Q
Para p = oo definimos os espago das fungoes essencialmente limitadas

LZ(Q) = {go : 2 — R mensuravel ‘ aM >0 tal que || <M pu— q.t.p.} :

Observe que o espaco LP tem estrutura de espaco vetorial, mas nao é normado,
pois se tomarmos f,g € LP com 1 < p < oo onde ambas tém o mesmo valor, exceto em

um conjunto de medida nula, entao

L1 =g de=0%f=g.
Q

Para dar uma estrutura de espago normado, consideramos a relacao de equivaléncia: duas

fungoes sao p equivalentes se sao iguais em u-q.t.p.

Definicao 1.2.6. Seja 1 < p < o0o. Definimos o espago LP(2) como o espago de todas as
classes de equivaléncia das fungoes Lebesgue-mensuraveis. Além disso, o espaco

LP(€)) é munido de uma norma natural || - ||z», dada por

| flloe == (/Q |fIP dx>p , para qualquer f € LP(Q).

Para o espago L™(£2) das fungbes mensuraveis em €2 e que sao essencialmente limitadas

em (2, definimos a norma

gl = inf{M | |f(@)| < M, p-a.t.p}.

Por fim, dizemos que f estd localmente em L?(Q2), ou f € LI (), se f € LP’(K) para

loc

todo K C ) compacto.

Vale observar que agora obtemos a estrutura de espagos vetoriais normados, mas
nao so isso. O teorema de Riesz-Fischer (vide [11]) nos d& que ||-||z» é uma norma completa
em LP(Q). Portanto LP(§2) é um espaco de Banach.

Para o caso particular em que p = 2, temos que para quaisquer f,g € L?(Q), a

fungéo || - ||z dada por

s = ([ 12 o)’ L)
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define uma norma proveniente do produto interno (-, -);. definido por

(fi9)2 = /Qfg dz. (1.12)
Como o espago LP(§2) munido da norma || - ||» ¢ um espago de Banach para p € [1, 00),
temos que L*(2) munido || - ||z também é. Além disso, como esta norma ¢é derivada do

produto interno (-, -);», podemos concluir que L?(2) é um espago de Hilbert.

1.2.2 Teorema de Lax-Milgram

Sobre espacos de Hilbert, funcionais lineares apresentam limitagoes quanto a forma
que eles podem assumir. O Teorema 1.2.1 da representacao de Riesz torna esta ideia mais
precisa. Adicionalmente, visando contornar algumas limitacoes do teorema da representacao
de Riesz, em especial nos casos em que o operador diferencial nao é simétrico, consideramos
o estudo do Teorema 1.2.2 de Lax-Milgram . Antes de enunciarmos os teoremas, o exemplo

a seguir nos mostra que um produto interno pode facilmente definir um funcional linear.

Exemplo 1.2.1. Seja H um espaco de Hilbert. Fixado y € H, podemos definir o operador
l,: H— R (ou C), tal que ¢,(z) = (z,y).

Note que ¢, ¢ linear pela linearidade do produto interno. Além disso, pela desigual-

dade de Cauchy-Schwarz (Proposigao 1.2.1),

[y ()] = [z, 9} [ < [l |yl
Logo ¢, pertence ao dual de H (H*). A continuidade é verificada por

[y (2)]
]

Além disso, se ¢, # 0, entdo y # 0. Logo, para x = y temos que

ly(@)| = [ (2, 9) | < [lz][llyll = < lyll = Iyl < lyll-

lyl1* = Cy. ) = 6, 0) < I lla-llyll = Nyl < 114,

H*-

Portanto, |4,z = |ly||-

Para cada y € H, construimos de maneira natural um funcional ¢, associado a
y. Pelo teorema da representacao de Riesz estes sdo os tnicos elementos de H*. Assim,
a aplicagao de H* para H que associa a cada f € H* para um unico y € H tal que

f(z) = (y, x) para todo x € H é uma isometria linear bijetiva.

Teorema 1.2.1. (Representagao de Riesz) Sejam H um espaco de Hilbert e f um
funcional linear continuo sobre H. Entao eziste um unico elemento y € H tal que f(x) =

(x,y) para todo x € H, onde (-,-) é o produto interno sobre H. Além disso,

11 = sup Ly
0P Tl
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Demonstracao. Veja o Teorema A.4.1. 0

O teorema de Lax-Milgram pode ser interpretado como uma forma alternativa do

teorema de Riesz, mas com uma forma bilinear no lugar do produto interno.

Definig¢ao 1.2.7. Seja b: H x H — R uma forma bilinear. Dizemos que b ¢ limitada

(ou continua) se
Ja > 0 tal que |b(u,v)| < allullg||v||g, Yu,v € H. (1.13)
Dizemos que b é coerciva se
38 > 0 tal que b(u,u) > Bllul|3;, VYue H. (1.14)
Dizemos que b é simétrica se
b(u,v) =b(v,u), Vu,ve€ H. (1.15)

Corolario 1.2.1. (Lax-Milgram Simétrico) Seja b: H x H — R uma forma bilinear

limitada, coerciva e simétrica. Entao, para todo f € H*, existe unico uy € H, tal que
b(us,v) = f(v), YveH.
Demonstracgao. Veja o Corolario A.4.1.

Exemplo 1.2.2. Vamos considerar o seguinte problema com condi¢ées de contorno

Dirichlet homogéneas:

Ou+V-F(u) = fem Qx]0,T]
u(z,t) = 0 sobre 00Qx]0,T] (1.16)

u(z,0) = wup(x) em Q

i) Caso F(u) = —Vu, temos a equagao do calor dyu — Au = f. Para o problema
estacionario, temos a equagcao eliptica —Awu = f. Na subsecao seguinte estudaremos
algumas propriedades dos espacos de Sobolev. Dentre eles, daremos maior énfase ao

espago Hi(2) = H}, um subespago de H'() tal que se ¢ € H}, entdo ¢|sn = 0

[ Vu-Veds= [ fodr— (Vu,Ve) = (.02

Desse modo, podemos definir b : Hy x H; — R por b(u, ¢) = (Vu, V), .. Entao,
podemos ver facilmente que b define uma forma bilinear simétrica. Além disso, no
exemplo 1.2.4 mostraremos que b é limitada e coerciva. Portanto o teorema de Riesz
1.2.1 é suficiente para garantir a existéncia e unicidade de uma solugao fraca para o

problema estacionario de (1.16).
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ii) Considere os problemas de difusao com convecgao estacionario obtido quando F'(u) =
—Vu + wv, ou seja, —Au + vVu = 0, onde v é um campo escalar e v um
campo vetorial. Da mesma forma que fizemos anteriormente, podemos reformular

o problema para sua forma variacional

b(u,p) = /Qfgp dz em que b(u,) = /Q (Vu-Vo+v-Vup) dz.

Contudo, observamos claramente que b(u, ¢) # b(p,u). Logo o teorema de Riesz
nao é suficiente para garantir a existéncia e unicidade de solugao utilizando a forma

bilinear b.

O exemplo anterior nos mostra que o Corolario 1.2.1 estabelece uma condicao
suficiente para a existéncia e unicidade de solucoes de certas equagoes diferenciais. No
entanto, observando o item ii), surge a questao se essa condigdo pode ser enfraquecida
ou se ha uma formulacio mais geral do teorema. E nesse contexto que apresentamos o
teorema de Lax-Milgram, uma generalizacdo do resultado anterior que permite uma maior
flexibilidade nas hipodteses, sem comprometer a validade do resultado. Este teorema é

fundamental para o estudo de problemas variacionais em espacos de Hilbert.

Teorema 1.2.2. (Teorema de Lax-Milgram) Seja b: H x H — R uma forma bilinear

limitada e coerciva. Entdao, para todo f € H*, existe tnico uy € H, tal que
blus,v) = f(v), YveH.
Demonstragao. Veja o Teorema A.4.2.

Observacao 1.2.1. Note que no Teorema 1.2.2 nao precisamos que b seja simétrica.

1.2.3 Espacos de Sobolev

Os espagos de Sobolev sao classes de fungoes fundamentais na analise de equagoes
diferenciais parciais, oferecendo um arcaboucgo tedrico para estudar a regularidade das
solugoes. Esses espagos dependem diretamente do conceito de derivada fraca, que estende o
conceito classico de derivada, preservando a férmula de integracao por partes e permitindo
o calculo de derivadas que nao podem ser obtidas no sentido classico. Assim, além de
fornecer informacoes sobre a suavidade das fungoes, os espagos de Sobolev sdao essenciais
na formulacao e analise de problemas de valor de contorno, possibilitando estabelecer

resultados de existéncia, unicidade e regularidade das solugoes.

Definigao 1.2.8. Seja a = (aq, -+ ,a;,) € N® um multi-indice. Definimos o operador
diferencial 0* de ordem |a| := a3 + -+ + a,, por:
olel
0° :

T O Dxon
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Exemplo 1.2.3. Considere os possiveis casos para .

e Selal=0 = a=(0,---,0) = J0%u=nu.
ou
e Selal=1 = a=(0,---,0,1,0,---,0) = 0u=—
afﬂj
« Se |a| = 2 entdo temos dois casos possiveis
0%u
i =(0,---,0,2,0,---,0) = 0%u=—.
1) «Q (7 s Uy 45 Uy ) ) u 83712
82
i) a=(0,,0,1,0,--,0,1,0,-- ,0) = %= 0.
8$il’j
Sejam Q C RY, d = 1,...,n, um aberto e f : 2 — R uma funcio diferencidvel.

Partindo do problema de Poisson, temos para toda fungao teste ¢ € C°(Q2), ou seja, ¢ é

de classe C*°(Q) e possui suporte compacto, isto é,

supp(p) :=={z € Q| p(z) # 0} é um conjunto fechado em R" e limitado.

Podemos integrar por partes e obter que

Agxfjgodx:/mfgods—/ﬂf;idx.

Porém, como ¢ possui suporte compacto contido em €, segue que ¢(z) = 0 para todo x

na fronteira de {2, ou seja

dp
5@ __/fmf“

Agora, repetindo esse processo |a| vezes, obtemos

[ @ e de= (1) [ f(o°0) da. (1.17)

Note que precisamos garantir a existéncia da derivada 0., f e precisamos que f € LY(Q),
porque d,, ¢ € C(Q). Essa construcao nos motiva a umas das principais defini¢bes para

esse trabalho: a derivada fraca.

Definigao 1.2.9. Dados p € [1,00) e k € N, o espago de Sobolev W"?(2) é definido
como o conjunto de fungdes f € LP()) que possuem derivadas fracas de ordem até k,
denotadas por 0° f, com 0 < |a| < k, pertencentes a LP(2). A a-ésima derivada fraca

g=0°f ¢ uma funcio g € L () que satisfaz a equagao

/Qggo de = (—1)"‘/{2]’(8‘“@) dz, para toda ¢ € C°(Q). (1.18)
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O Espago de Sobolev W*?(Q) com a norma || - ||yy.», dada por

1 1

P p

Iflwes = [ S 107015 ) = | [ [ X 102017 ) ao
a<k Q a<k

¢ um espaco de Banach para todo 1 < p < co. Em particular, iremos trabalhar com o caso

em que p = 2, ou seja,

Wh2(Q) = {f € L*(Q) | 0°f € L*(Q), 0 < |o] <k},

que é um espago de Hilbert e é denotado por H*(£2). O produto interno (-, -} é definido

por
(f,9) = D (0°f,0%) 2.
|| <K
E a norma || - || g, proveniente do produto interno (-, -) ;. é definida por
£ W7 = D2 0% IIZ--
| <k

Definigdo 1.2.10. Definimos o espaco Wg?(€) como fecho de C°(Q) em W ().
WP (Q) = C=(Q). (1.19)

Observacao 1.2.2. Se () é de classe C'°, ou seja, a fronteira e a geometria de {2 sao
suaves até infinitas derivadas. Entdo Wg*(Q) é o espaco das funcoes f € WHP(Q), tais

que as derivadas normais de ordem até k — 1 se anulam na fronteira

Wor(@) = {f € /(@) | 9°F € L(Q). ol < ke 3 =05 <k~ 1 em 00},

Em particular, denotaremos por H¢ () o espaco (de Hilbert) W,?(Q). Para toda
f.g € H}(2) definimos o produto interno (-, -) ;1 por

(90w = (VEVG 2+ 9) 12 (1.20)
A norma proveniente do produto interno (-, -) 1, é dada pela funcéo || - ||z definida por
£z = IV £ + £ (1.21)

Dentre as caracteristicas presentes nos espacos de Hilbert H} (), é importante
destacar que C*°(Q2) e C°(Q) sdao densos em H}(Q) (vide [5]). Essa observagao amplia
consideravelmente a gama de propriedades disponiveis nesses espacos. Em particular,

a inclusao Hj(2) € C*(Q) nos permite demonstrar a desigualdade de Poincaré, uma

propriedade fundamental no estudo do problema de Dirichlet.

Teorema 1.2.3. (Desigualdade de Poincaré) Seja 2 um aberto limitado de R™. Entdo

existe uma constante positiva C = C(n, Q) tal que para todo v € H(Q) nds temos

[ull > < ClVul| 2.
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Demonstracao. Veja o Teorema A.5.3.

Corolario 1.2.2. Seja Q2 um aberto limitado de R"™. Entao existe uma constante positiva
C = C(n,Q) tal que para todo v € H} () nds temos

lu|lm < Cl|Vul| 2. (1.22)
Demonstragao. Veja o Corolario A.5.1.

Exemplo 1.2.4. Sejam Q C R, d = 1,...,n, um aberto limitado e f € L?(Q) o termo

fonte do problema de Poisson com condigoes de contorno de Dirichlet homogénea

—Au = f, €
u = 0, x€df)

Multiplicando ambos os lados da equagao diferencial acima por v € Hj () e integrando

sobre €2, temos pela identidade de Green dada por
—/vAuda::/Vu-Vvdx—/ vVu - v dz, (1.23)
Q Q 19)

temos que
—/vAud:z::/Vu~Vvd:c—/ UVu~Vd:c:/fvdx.
Q Q o9 Q

Como v € H} (), da expressdo precedente somos conduzidos a
/QVU -Vovdr = /va dr, paratodo v € Hy(Q).
Definindo a forma b : H3(Q) x H}(2) — R e o funcional F' : H}(2) — R tais que
b(u,v) = (Vu, Vu) 2 e F(v) = {f,v)p2,

podemos demonstrar facilmente que tanto b quanto F' sdo lineares e limitados em H3(f2).
Por exemplo, para a forma bilinear, podemos utilizar a desigualdade de Cauchy-Schwarz

(Proposicao 1.2.1) e a definigdo da norma || - ||z (conforme 1.21) para mostrar que:
[b(u, V)| = [(Vu, Vo) pa | < [Vl 2] Vol| 2 < flull g [o]la
Por fim, o corolario 1.2.2 nos permite facilmente mostrar a coercividade da forma bilinear:
bu,w) = (Vu, Vo = [ Vel > el

Portanto, segue do Teorema de Lax-Milgram 1.2.2 a existéncia e unicidade de u €
H}(€2), uma solugio fraca o problema de Poisson com condigdes de contorno de Dirichlet

homogéneas.

Por fim, concluiremos enunciando dois resultados vistos em [8] que sdo fundamentais
para mostrar existéncia e unicidade de solugoes fracas para os problemas elipticos que

trataremos no capitulo 3.
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Proposicdo 1.2.4. Seja Q C RY um aberto limitado com a propriedade de extensdo, isto
é, para todo u € HY(Q), eriste w € H(R?) tal que w|q = u. Entio a imersio de H*()

em L?*(Q2) é compacta.

Proposicao 1.2.5. Seja Q C R um aberto conexo, e seja u € H'(Q) tal que 0, u(x) =0
u—q.t.p Q, para j =1,--- ,d. Entao existe uma constante ¢ € R tal que u(x) = ¢ p—gq.t.p.

1.2.4 Espacos de Sobolev com valores em espacos de Hilbert

Para a formulagao fraca de problemas parabdlicos, que veremos no capitulo a seguir,
introduziremos o conceito de espagos com valores em espacos de Hilbert. Seja H um espago
de Hilbert. O espago L? ([0, T]; H) é o espago das fungdes mensurdveis u : [0, 7] — H,
tais que

T
| @), dt < oo.
0

Este é um espago Hilbert (com identificagdo usual: u = v se [, [[u — v||3, dz = 0), cujo

produto interno e norma sao dados por

T ) T )
(f, 9>L2([07T];7{) 3:/0 (f(t),9(t))y dt e HfHL2([0,T};H) 3:/0 1 (@)115, dt.

De modo analogo, o espaco H* ([0, T]; H) é o espago das fungdes mensuréveis v : [0,T] —
H, tais que u € L? ([0, T]; H) e para qual existe v’ € L*([0,T]; H), derivada fraca de u,

isto é, que satisfaz

| D ut' () dt = — | L) dt, Yo e 0 (10, 00]) .

Este também é um espago Hilbert. Por questao de simplicidade, denotando L? ([0, T]; H)

por L%(H), temos que seu produto interno e norma sio definidos como

(9 mqompy = D repp + D egy © Wi goman = 112200 + 11 Z200)-
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2 Formulacao de Problemas Abstratos em

Equacoes Diferenciais

Neste capitulo, iremos explorar a formulacao fraca de problemas elipticos e para-
bélicos sem nos concentrar diretamente em suas condigoes de fronteira, esses problemas
sao denominados problemas abstratos. Essa abordagem nos permite compreender e definir

alguns aspectos fundamentais da existéncia de solucoes fracas para essas EDPs.

2.1 Formulac3o fraca de problemas elipticos abstratos

Seja Q um aberto limitado de R?, d = 1,...,n, com fronteira I'. Dado f € L?(2),

consideremos a equacao de Poisson

—Au(z) = f(z) em €. (2.1)

Suponha que u € C?(Q) e v € CYQ). Multiplicando a equagao (2.1) por v e

integrando sobre (), temos
/fvdx:—/vAudx:—/ V- (vVu) dx+/Vu~Vvdac
Q Q Q Q
:—/vVu'uds—l—/Vu-Vvd:c
r Q
:—/v&,uds—l—/ Vu - Vo dx.
r Q
Esta manipulacao nos conduz naturalmente ao problema variacional:

/QVU - Vo dx — /Fv&,u ds = /va dx. (2.2)

A equagao (2.2) sera usada ao longo do trabalho para definir solugoes fracas de
problemas governados pela equacao de Poisson (2.1). Vamos ilustrar alguns exemplos de

formulagoes fracas abaixo.

Exemplo 2.1.1. Vamos considerar trés condi¢oes de fronteira para o problema de Poisson.

i. Condicao de contorno de Dirichlet: u =0 em I":

Neste caso, u,v € H3(2) e, como v(z) = 0 para z € ', temos por (2.2) que:
/ Vu-Vovdr = / fu dx. (2.3)
Q Q

ii. Condigao de contorno de Neumann (para u regular): d,u =0 em I'.

Neste caso, u,v € H'(Q) e como d,u(x) =0 para z € ', temos por (2.2) que vale a

formulacao fraca dada pela Equacao (2.3).
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iii. Condicao de contorno de Robin: —0,u = u em I.

Neste caso, u,v € H(Q), e pela equagdo (2.2) a formulacio fraca é:
/Vu-Vvdx—l—/uvds:/ fudex.
Q r Q

Agora surge o seguinte questionamento: sob quais condi¢oes garantimos a existéncia

e unicidade de u que satisfaga a formulagao fraca do problema de Poisson?

Suponha V C R% d =1,...,n, um espaco de Hilbert, tal que seja possivel definir
b:VxV —ReF:V — R que satisfazem b(u,v) = F(v), para todo v € V. As

fungoes b e F' sdo associadas a formulagao fraca do problema de Poisson.

Nesse contexto, se F' é um funcional linear continuo e b é uma forma bilinear
continua e coerciva, entao, pelo teorema de Lax-Milgram 1.2.2, existe um tnico u € V' que

satisfaz b(u,v) = F(v), para todo v € V.

Portanto, podemos concluir que a boa colocacao das solugdes fracas estd diretamente
relacionada as condigoes de fronteira. O exemplo a seguir ilustra um caso em que nao é

possivel encontrar uma solugao.

Exemplo 2.1.2. Seja = [0,1]. Nao ha como garantir a existéncia e unicidade do

problema de Poisson para todo f.

—u" = fem Q=10,1]
wW(0) = 0 (2.4)
u(l) = 0

De fato, pelo teorema fundamental do calculo, temos que

—u"'=f = /u”daz—/fdx:>/fd:c—— (1) +u'(0) = 0.

Isso significa que s6 é possivel obter uma solugao se fol f dz = 0. Contudo, indo mais além

no processo de integracao, temos que u é dada por

u'(a:):—/oxf()dy:>ux // y) dy dz.

1 ~ . . .
Logo, mesmo que [, f dz = 0, a solugao estd determinada a nao ser por uma constante.

2.2 Formulac3o fraca de problemas parabdlicos abstratos

Seja Q C RY, d =1,...,n, um dominio suave com fronteira I'. A equacdo do calor

sem condicoes de contorno ¢ dada por:

(2.5)

u=ugem§, t=0

{ Owu(x,t) — Au(z,t) = f(x,t) em Qx]0, 7T
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De modo andlogo ao que fizemos na segdao anterior, suponha que v € C*(Q) e u €
C?1(Q x [0,0]). Essa notacao ¢ utilizada conforme definida por [6], o que implica que
u é de classe C% em Q e de classe C! em [0, 00[. Multiplicando a equagdo (2.5) por v e

integrando sobre €2, obtemos:

[ rode == [ vdu(t) de+ [ vdu(r) do
. /F vd,u(t) ds + /Q Vu(t) - Vo do + /Q vyu(t) de.

Desse modo somos conduzidos naturalmente ao problema variacional:

/QVu(t) - Vo dz + /Qvf)tu(t) dz — /Fvﬁyu(t) ds = /va dz, Vte|[0,00[. (2.6)

A equagao (2.6) sera usada para definir solugoes fracas de problemas governados pela

equagao do calor (2.5). Vamos ilustrar alguns exemplos de formulagdes fracas abaixo.

Exemplo 2.2.1. Vamos considerar trés condi¢oes de fronteira para a equacao do calor.

i. Condigao de contorno de Dirichlet: u(t) = 0 em I":

Neste caso, para cada t € [0,00[, u(t),v € H}(Q) e, como v(z) = 0 para x € T,
temos por (2.6) que:

/Qvatu(t) dz + /Q Vu(t) - Vo de = /va dz. (2.7)

ii. Condigdo de contorno de Neumann (para u regular): d,u =0 em I,

Neste caso, u,v € H' () e como d,u(z) = 0 para x € T, temos por (2.6) que vale a

formulagao fraca dada pela Equagao (2.7).

iii. Condicao de contorno de Robin: —0,u = u em I.

Neste caso, u,v € H'(Q), e pela equagdo (2.6) a formulacio fraca é:
/ voyu(t) dx —i—/ Vu(t) - Vo do + / u(t)v ds = / fodx.
Q Q r Q

Sejam V' e H dois espagos de Hilbert, com normas || - ||y e || - |z, de modo que a
norma | - || seja proveniente do produto interno (-, -),, e que V seja denso e continuo
sobre H. Vamos supor que b: V x V — R seja uma forma bilinear simétrica, continua
e coerciva associada ao laplaciano da equagao (2.5). Nesse caso, no intervalo de tempo
0 <t < T, para o dado inicial uy € H e uma fun¢ao f € L* ([0, T]; V*), a formulacio fraca
consiste em: encontrar u € L? ([0, T]; V)N H' ([0,T]; V*) tal que

{ <1'L(t),U>V*,V + b(u(t)>v) = (f(@»”)v*,v VoeVeO<t<T (2 8)
u(0) = ug ’ T |
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A formulagao fraca dada pela Equagao (2.8) nos faz questionar se had uma forma
mais simples de expressi-la. Vamos estudar alguns resultados de [7] para simplifica-la.
Como V' C H é um espaco de Hilbert denso e continuo sobre H. Entao, podemos observar
que se u € H, temos que v € V — (v, u), ¢ linear e continua. Logo u € V*. Portanto,
temos V' C H C V*. Em outras palavras, temos que a imersao V < H implica na imersao
H— V*,

Definicao 2.2.1. Sejam V — H espacos de Hilbert. Definimos o operador linear A :
D(A) — H associado a forma b: V x V — R, como o operador que satisfaz

Au = f.
Além disso, o espago D(A) é denominado dominio de A e é dado por
D(A) ={ueV |3f € H tal que b(u,v) = (f,v),, Vv e V}.
A proposicao abaixo é uma variagdo do teorema de Lax-Milgram simétrico, sua
demonstracao pode ser obtida em [12].

Proposicao 2.2.1. Seja b : V xV — R uma forma bilinear simétrica, continua e

coerciva. Entdo existe A:V — V* tal que
(Au,v)y. = blu,v).
Podemos mostrar que A € positivo e autoadjunto como operador ndao limitado em V*.

Assim, vemos que D(A) = A7 (H) e Au = Au, para todo u € D(A).

Exemplo 2.2.2. Sejam V = H}(Q) e H = L*(Q2), entdo V* = H Q). Se b: H}(Q) x
H} () — R é dado por

b(u,v) = /QVU -Vodr, entdio A=—-A:Hj(Q)— H Q).

Exemplo 2.2.3. Sejam V = H'(0,1), H = L*(0,1) e b : H'(0,1) x H'(0,1) — R
definida por
1
b(u, v) = / W dz + u(0)o(0) + u(1)u(1).
0
Nesse caso temos que

1 1
D(A) = {u cH'|3f € L*tq /0 uw'v" dz + u(0)v(0) + u(1)v(1) :/0 fvdz, Yv € Hl}.

Proposigao 2.2.2. O operador A e o dominio definido D(A) definidos no Exemplo 2.2.3

sao dados por

D(A) = {u € H*(0,1) | v/(1) + u(1) = u/(0) — u(0) = 0 em 90} e A(u) =u".
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Demonstracao. A demonstragao segue conforme as linhas do Teorema 5.19 de [7].

O proéximo teorema garante a existéncia da solucao fraca para problemas parabdlicos.

Teorema 2.2.1. Sejam V — H espagos de Hilbert, f € L*([0,T);V*) e ug € H definidos
no problema (2.8). Entdo existe iinico u € H* ([0, T]; V)N L2 ([0, T); V) tal que

u'(t) + Au(t) = f(t) e u(0) = ug.
Consequentemente, para todo v € V', vale também a formulagdo fraca

(W'(1), V) ey + (Au(t), v)ye = (f(1),0)y y -

Demonstracao. A demonstragao segue conforme as linhas do Teorema 8.37 de [7].

Agora, a Secio 8.5 de [7] nos permite concluir que, se u € Ve f € L*([0,T]; H).
Entdao u € L* ([0, T); D(A)) N H' ([0, T]; H). Consequentemente a equacio

<Ul(t)v U>v*,v + <Au(t), U)v*y = (f(t), U)v*,v,

é equivalente a formulagao fraca

(W' (), v) g + b(u(t), v) = (f(),v) s - (2.9)

Assim obtemos uma relagao que simplifica o processo de obtencao das formulacoes fracas

que iremos trabalhar, como podemos ver no exemplo a seguir.

Exemplo 2.2.4. Seja Q C R?, d = 1,...,n, um aberto limitado com fronteira I'. Para
a equagao do calor com condigbes de contorno de Robin (Equagao (4.2)), teremos que
V =HYO), H=L*Q) e D(A) = H%(Q), onde H%() ¢ o espago das funcdes H*(Q) que

satisfazem as condigoes de Robin, isto é,
H{(Q) = {u(t) € HQ) | - d,ult) = ru(t) em I'}

Sejam uy € HY(Q) e f € L?([0,T]; L*(2)). Entao, pela Equagdo (2.9), a formulacio fraca
do problema Calor Robin consiste em encontrar u € L* ([0, T]; H*(Q)) N H' ([0, T); L*(2)))
tal que para cada t € [0, 00[, u(t) € Q C R — R satisfaz

/Qvﬁtu(t) dz + /Q Vu(t) - Vo dx + /{/Fu(t)v ds = /va dz, Yve H'Y(Q).

Nesta etapa, temos intuito de concluir a boa colocacao dos problemas parabdlicos.
Iremos nos basear fortemente na construgao feita em [1], além de assumirmos alguns
resultados estudados em [8] e [13], que tornam possivel garantir a continuidade e unicidade

da solucao fraca através da estimativa de energia. Sob as hipoteses da formulacao fraca
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governada pela Equagdo (2.8), considere f = 0. Assim, podemos vé-la como o fluxo
gradiente de H
(i, 0) ey = —E'(u)(v) para todo v € V,

onde o funcional de energia quadratica £ : V — R ¢é definido por
1
E(v) = ib(v,v), Yo eV,

implica que E' : V — V* é tal que
, 1 1
E'(u)(v) = Eb(u,v) + Eb(v,u) = b(u,v), Yv e V.
Utilizaremos a estimativa de energia para obter uma estimativa da solucao fraca.

Comegaremos supondo v = u(t). Além disso, note que

d . . . 1d
at (u(t),u(l))y = <u(t)7u(t)>v*,v + <u(t)vu(t)>v,v* = <u(t)7u(t)>v*,v = 5%”“(0”?{
Ao integrarmos a equacao (2.8) de 0 até ¢, obtemos
1 9 t
SN — Slluoll +2 [ () ds = [ (f(5), u(s))y ds
Contudo, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz (1.2.1), sabemos que
| (), uls)yey | < AL velluls) v,
T sup ‘(gzﬁ V) s V‘ Desse modo, podemos dizer que
llvll=
1 2 o 2
[F6) w5y | < oG + Sluts)l, > 0.
Portanto, podemos concluir que
1 9 « 2
SN = Sl +2 [ Bus)) ds < [ [ 17@IF + STu@IR] ds (210

Observacao 2.2.1. Uma forma simples de provar as relagdoes acima pode ser vista
se considerarmos A, B € R. Assim, vale que (4 — B)? > 0 = AB < 1A? + i1B%
Consequentemente AB = £A(1/e)B < (¢A)?/2 + B?/2¢%. Considerando ¢ = 1/\/a,
podemos concluir que AB < (1/2a)A? + (a/2)B?. Este resultado também é conhecido

como desigualdade de Young.

Agora, isolando os termos com integrais da desigualdade (2.10), obtemos que

V*d3+/—\]u Hv 3—2/

Podemos verificar que, como b é coerciva, entao b satisfaz a desigualdade de Garding,

SO = ol < [ 5o 115(5)

também conhecida como coercividade fraca: existem o > 0 e ¢ € R, tais que b(v,v) >
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al|v]|? — c||v]|%. Essa propriedade pode ser estudada em [14]. Entao, aplicando a desigual-

dade de Garding no termo a direita da desigualdade acima, temos que
t t t
| =2B(u(s) ds = [ =b(s,5) ds < [ —alluls)|[} + cllu(s) % ds
0 0 0
logo

1 1 t 1 to t
SHu@ =5 lold < [ o) ds+ [ Slu(s)lf ds+ [ —allu(s)[[E +eljuts)|% ds
2 2 0 2« 0 2 0

Ao multiplicarmos por dois e reorganizando alguns termos, obtemos que

t 1 ot ¢
@)l +a [ () ds < ol + = [ IFGIE- ds+2¢ [ u(s)lf ds.  (211)

Agora, iremos recorrer a desigualdade de Gronwall. A desigualdade de Gronwall

também ¢é conhecida como o lema de Gronwall, conforme descrito por Larsson em [4].

Lema 2.2.1. Sejam a e b constantes reais positivas. Se ¢ é uma fungdo continua nao

negativa tal que
o(t) <a-+ b/otgo(s) ds, t >0. FEntio (t) <ae”, t>0.
Demonstracao. Veja [4].
Desse modo, na equagao (2.11), defina

.ds e b=2c

o) = Nl a = Nuolly + = [ 156)

Assim, podemos concluir pelo Lema 2.2.1 que

Ju( +e [ lu)E ds < exoer) (Juolly + = [ 1762 ds). (212)

Como o Teorema 2.2.1 garante a existéncia da solu¢ao para o problema fraco (2.8), podemos
utilizar a desigualdade (2.12) para concluir a boa colocagao dessas solugoes. De fato, para
t € [0,7T], temos de (2.12) que:

lull i < Cr (luolln + [ fll2ora) e lullzzorvy < Cr (lluolla + [ fll20z) -

Para a unicidade, suponha que existam u,u € L*([0,T]; H) que satisfazem o problema

abstrato (2.8), ou seja,

(W'(t),9) +blu(t), 9) = (f,0), (@(t),¢) +b(a(t),d) = (f,¢) e u(0)=1u(0)=up.

Logo
(W'(t) = @'(t), ¢) + blu(t) — a(t), ¢) =

|
—
=
<=
~—
@)
—~
<
|
g}
S~—
Yy
S
N—
|
S

Portanto
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Agora, em relagao a continuidade, se existirem u e @ em L>([0,T]; H), tais que u(0) = ug

e u(0) = qy. Entao
(W'(8),0) +b(ult),0) = (f,6) e (@(t),8)+bla(t),6) = (f,0).

Sendo assim, dado & > 0, existe § = ¢/Cr tal que |ug — dollg + || f — fllz20.0+ < €/Cr,

o que implica em:

~ ~ ~ ~ g
[ = @l L 0,13y + lu — | 20,730y < Cr (Huo — Tollm + || f — f”L?(O,T;V*)) <Crgy =c
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3 Equacao de Poisson com condicoes de con-

torno de Robin

Ao longo deste trabalho, nosso principal objetivo é estudar problemas que variam ao
longo do tempo, com foco especial no estudo da equacao do calor. No entanto, é importante

observar que os problemas de Poisson representam casos estacionarios da equacgao do calor.

Nesse contexto, dedicaremos este capitulo ao estudo de problemas de Poisson
com condic¢oes de contorno de Robin. A estrutura de abordagem que adotaremos quando
apresentarmos um problema de EDPs sera a seguinte: comegaremos com a formulacao fraca
do problema, passaremos para uma analise numérica detalhada no cenario unidimensional
e, em seguida, expandiremos para uma analise numérica no contexto bidimensional. Neste

capitulo, as se¢oes correspondentes a esses topicos sdo as 3.1, 3.2 e 3.3, respectivamente.

No decorrer deste capitulo, desenvolveremos um algoritmo de aproximacao por
elementos finitos utilizando splines lineares, conhecido como o método de Ritz-Raleigh.
Além disso, para o caso bidimensional, apresentaremos o software FEniCS, uma ferra-
menta amplamente reconhecida e utilizada pela comunidade de analise numérica para a

aproximacao de equacgoes diferenciais via elementos finitos.

Consideremos um dominio abert limitado 0 C R? e sua fronteira I'. Sejam f € L?(2)

e k > 0. O problema de Poisson com condi¢oes de Robin é definido da seguinte forma:

{ —Au = femQ CR", (3.1)

—0,u = rkuemT .

3.1 Formulac3o fraca do problema de Poisson Robin

Na secao 2.1 estudamos a formulacao fraca de problemas elipticos abstratos, resul-
tando que sua formulagao variacional é dada pela Equagao (2.2). Nas condigdes de (3.1),

temos, pela condi¢do de Robin, que
—/vAudx:—/v&,uds—i—/ Vu-Vvdx:/i/vudJH—/ Vu - Vo dx.
Q r Q r Q
Portanto, o problema variacional nos induz a solucao fraca do problema (3.1).

Definigao 3.1.1. Dizemos que u € H'(2) é uma solugdo fraca para o problema de

Poisson com condi¢oes de contorno de Robin (3.1), se:

/Vu-Vvdx—i-/@/vuds:/fvdx, Vv e HY(Q).
0 T Q

Para garantir a boa colocagao dessa solugao fraca, iremos verificar as hipoteses do

Teorema 1.2.2 de Lax-Milgram. Para isso, nos basearemos no Capitulo Sete de [7].
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Primeiro, recorreremos a continuidade do trago: existe um tnico operador linear
continuo T : H'(Q) — L*(T"), tal que T'(u) = u|r para todo u € C*(Q). Portanto, para
todo u € H'(2), temos que

1 Tull 2y < Cllullm - (3.2)

Desse modo, considerando u e v como elementos de H'(2), podemos utilizar a desigualdade

de Cauchy-Schwarz e obter a relagao

(

1.2.1 3.2)
(w,0) 2y < Nl lolleay < C?llullayoyllvllae)- (3.3)

Com isso, estamos aptos para demostrar que a solucao fraca 3.1.1 satisfaz as hipoteses do

Teorema de Lax-Milgram 1.2.2.

Proposigao 3.1.1. Fizado f € L*(Q), temos que o operador linear F : H(2) — R
E(v) == ([,v)12(q) € continuo em HY(Q).

Demonstragio. Para toda v € H'(Q), temos que

1.2.1
[E)] = [{f;0) 2y | < [[fllzz@llvll2 @)
1.21

(1.21)
< flze (Il + 190l ) "= 1 fl2@ o).

Proposigao 3.1.2. Dados u,v € H'(Q), a forma bilinear b: H*(Q)) x H(Q)) — R
b(u,v) == (Vu, V) o) + 5w, v) o) € equivalente a || - ||z

Ou seja, ewistem c1,ca > 0 tais que c1l|ullfnq) < b(u,u) < collullfp ) Em outras palavras,

temos que a forma bilinear b é continua e coerciva.

Demonstragao. Essa demonstracao sera dividida em duas etapas, tratando da continui-

dade e da coercividade de b separadamente.

1. Continuidade:

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz 1.2.1 e pela continuidade do trago (3.2), segue

[b(u, v)| = [ (Vu, VU) 120y + K (U 0) 2 |
< [(Vu, VU>L2(Q) |+ &[ (u, U>L2(r) |
< IVl 2o Vol @) + sllull2m) vl 2
< lullzr@llvll @) + KC[[ull @y vl )

= (kC? + D ([l l|vllai@),  Yu,v e H'(Q).
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2. Coercividade:

Suponha que b ndo seja coerciva, ou seja, que nao exista C' > 0 tal que
b(u,u) > Cllullfqy, Yue H(Q).
Desse modo, supondo C,, = 1/n, temos que nao vale a desigualdade
b(u,u) > Collullipng), Yue HY(Q).
Isso significa que existe uma sequéncia nao nula v, € H'(Q) tal que
1 2
b(vn, vp) < ;HUHHHl(Q)-

Agora, definindo u, = vy, /||vs| m1(q), temos

b(ty,, u ):b( Un Un 14”“"”%1% 1
nsy n |

allere)” [[vall e n ||vn||§p(g)

Concluimos que é possivel determinar uma sequéncia u, € H'(2) tal que

Contudo, sabemos pela Proposigao 1.2.2 que (u,) admite uma subsequéncia que
converge fracamente, em particular, podemos supor que a prépria (u,) converge
fracamente para algum v € H'(Q). Mas pela Proposicao 1.2.4 temos que a imersao
H'(Q) — L?(Q) é compacta, e pela Proposicao 1.2.3 temos que operadores lineares
compactos levam a convergéncia fraca em convergéncia forte para espacos de Hilbert.

Logo teremos que u,, — u fortemente em L*((2).

Por outro lado, usando a hipétese de que lim,, ., b(u,, u,) = 0, podemos afirmar

que
. 2 o
nh_r}noo/g |V, (z)|* de = 0. (3.4)
Consequentemente
lull 220y = Y [[unl|z2@) = Hm ([Junllzre) = | Vi 20

= lim Jun @) — lm [[Vun|[r2@ =1-0=1.

Além disso, todas as derivadas fracas de u sdo iguais a zero, porque se v € C°(Q),

entao

/Qu(a:)ﬁxjv(x) dr = lim [ wu,(z)0;;v(r) dr = lim — /Q V()0 un(z) dz =0,

n—aoo [9) n—aoQ

e pela Proposigao 1.2.5 temos que existe ¢ € R tal que u(z) = ¢, p-q.t.p. de . Com

isso podemos concluir que lim,, o u, = u em H 1((2), porque as derivadas fracas
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convergem para zero, assim como a derivada fraca de u, e u, converge para u em

L?(Q). Entao, pela continuidade do trago, temos lim,, o T, = Tu = clp em L*(T).

Por fim, pela definicao da forma bilinear, obtemos que

[ ds= lim [ |Tu,(2)|*ds
r

T n—oo
~ lim (/F yTun<z)\2ds+/Q|wn<x>y? dx) — lim Bty 1) = 0.

Logo ¢ = 0, o que é uma contradicdo com ||ul|2(q) = 1. Portanto b(-,-) é coerciva.
UJ

A Proposicao 3.1.1 e a Proposicao 3.1.2 nos permitem concluir que a forma bilinear
b e o funcional linear F' satisfazem as hipdteses do Teorema de Lax-Milgram 1.2.2. Assim,

existe uma tnica solugao u € H'(Q) para o problema fraco b(u,v) = F(v), onde

b(u,v) = (Vu, V) 1oq) + £ (U, 0) pory € F(0) = (f,0) 12 - (3.5)

3.2 Caso unidimensional do problema de Poisson Robin

Para o problema (3.1), considere Q2 C R um aberto limitado (intervalo aberto).
Em [15] sao apresentados diversos problemas de equagoes diferenciais, dentre eles temos
o exemplo a seguir, que difere apenas em alguns termos de (3.1), como o coeficiente de

difusao.

Exemplo 3.2.1. Considerando Q = [Zpin, Tmax], cOm 0 < Zpin < Tmax. O ponto de
equilibrio de um processo de reacgao-difusao envolvendo uma tnica substancia é dado pelo

problema

—(au') = f em Q aberto,
a(xmin)u,(xmin) = '%(-Tmin) (u(xmin) - gD(wmin)) + gN(xmin)a

— (T )U (Tmax) = K(Tmax) (W(Tmax) = 90 (Tmax)) + IN (Tmax),

onde u :  — R é quem desejamos calcular, e ela representa a concentracdo da substancia.
As outras fungoes que compoe o problema sio: a :  —]0,00[ que é o coeficiente de
difusdo, f : 2 — R ¢é o termo fonte, xk : I' — [0, 00[ é a permeabilidade nos extremos,
gp : I' — R é o ambiente de concentracao e, por fim, gy : ' — R é fluxo externo
induzido através da fronteira. No caso em que gy(x) = 0, recaimos no seguinte modelo
fisico: o fluxo externo é proporcional a diferenca de concentragao entre o limite do dominio

e seus arredores.

Embora seja importante garantir a existéncia e unicidade da solugao, isso nem

sempre nos permite expressi-la de forma explicita. Portanto, podemos nos questionar
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se ha uma maneira de aproximar essas solu¢oes com clareza. A resposta é que, dentro
das hipdteses que garantem uma solugao fraca para esse grupo de equagoes diferenciais
parciais, é possivel utilizar métodos numéricos para obter aproximacoes das solugoes.
Optaremos pelo método de elementos finitos, que é amplamente utilizado para resolver
problemas de equagoes diferenciais parciais. Simplificadamente, ele se baseia na subdivisao
de um dominio em elementos finitos, onde cada elemento finito é apenas um mebro de
uma particdo do dominio §2. Esses elementos sdo “conectados” uns aos outros por meio de
fungoes de interpolacao (polinomiais) que estabelecem uma representagdo aproximada da
solucdo do problema em todo o dominio. A partir disso, o problema ¢é discretizado em um

sistema de equacoes lineares, que pode ser resolvido numericamente.

Mais precisamente, em [16], Ciarnet define o método de elementos finitos como a
tripla (U, Vg, , Gy, ), onde V), é a malha (partigdo do dominio §2 em elementos finitos),

Vi, € definido como o espaco de fun¢oes aproximagao e Gy, ¢ o grau de liberdade.

h

3.2.1 Elementos finitos em uma dimensao

Nesta sec¢ao iremos discutir o método de elementos finitos obtido através de splines
lineares. Para essa construgao, tomaremos como referéncia [5], [17] e [18]. No intuito de
simplificar a aplicagdo, iremos considerar em (3.1) o caso unidimensional 2 = [0,1] C R e

r = 1. Iremos realizar os testes no seguinte problema de Robin unidimensional:

—u”" = femQ
w'(0) = u(0) (3.6)
—u/(1) = wu(l)

Pela defini¢ao 3.1.1, temos que a solugao fraca deve satisfazer a equacao
(Vu, V) 2 + (U, 0) oy = (f1 V) 2y V0 € HY(Q),
que corresponde a seguinte formulagao variacional:
/ uw'v" dz + u(1)v(1) + u(0)v(0) = / fodz, Yve HY(Q). (3.7)
Q Q

Agora, os elementos finitos serao determinados pelo método de Ritz-Raleigh, que define
a solucdo como sua aproximacio uy, em um subespaco de dimensdo finita S, C H 10, 1).
Cabe evidenciar que u;, é a projecdo ortogonal de u em S, com relacdo ao produto
interno definido pela forma bilinear b, esse resultado serd demonstrado na proposicao 3.2.2.

Portanto, buscamos u;, € S, tal que

/Quﬁlv' dz + up(1)v(1) + up(0)v(0) = /va dr, Vv e HY(Q). (3.8)

Vamos discutir a definicio de S), de forma mais detalhada. Primeiro, fixamos uma

particdo de [0, 1] usando um pardmetro h = 1/n, onde n é o niimero de subintervalos da
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particao. Cada subintervalo é denotado por K, onde j varia de 1 a n. Podemos escrever

K; como [xj_1,x;], em que z; é igual a jh. Por fim, o espago Sy, serd definido como

Sy = {U € C([0,1]) : v é linear em cada particdo V() := {K;}7_, e v|k; € IP’l} :

Isso significa que se v € Sy, entdo o grafico de v em K ; € a reta que liga os pontos
(zj_1,v(z;_1)) a (2;,v(z;)). Uma base para o espaco Sj, ¢ dada pelas fungdes chapéu
¢iy 1 =0,...,n, ou seja, o espago de splines lineares, em que cada funcao ¢; e suas

derivadas sao dadas por

¢i(r) = whi_la [Ti1, 2], ¢i(x) = %, (@51, 4],
¢i(z) = 5=, (@i, T, = 4 ¢i(x) = _%7 [, 1], (3.9)
0, caso contrario. 0, caso contrario.

A figura a seguir representa geometricamente as fungoes chapéu dos splines (3.9).

A

£y Iy T2 T3 Iy ... Tp-2 Tp-1 Ty xT

Figura 2 — 1D FEM: Base de splines lineares.

Note que todos chapéus estao presentes, incluindo os extremos ¢g e ¢,,. Isso se da

por estarmos considerando condig¢oes de Robin, logo as fung¢oes nao precisam ser nulas na

fronteira I". Desse modo, se considerarmos v; = ¢; para j =0,...,n e up(x) = Iy 0 ¢;.
Entéao, pela Equagao (3.8), a;, i = 0,...,n, sdo solugdes do sistema de equagdes normais
(A+ R)a = b, (3.10)

onde A + R representa a matriz de rigidez com tamanho n+1 xn+ 1 e b é o vetor de

fonte com tamanho n 4 1, com cada matriz e vetor dados pelas equagoes

Ay = [ 0y e, Ry = 0,000+ 0,000) e b= [ fodr

Podemos detalhar ainda mais o sistema (3.10). Para isso, considere o suporte de cada
¢; (fecho do conjunto de pontos onde ¢;(x) # 0): supp(¢;) := [zi_1,xi11]. Note que a
intersecgao entre os interiores dos suportes de ¢; e ¢; sera nao vazia apenas se |i — j| < 1.

Isso nos permite explicitar o sistema matricial
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o Para a matriz de rigidez A temos que < ;S ¢;>L2 =0 se |[i — j| > 1. Isto faz com que
a matriz do sistema linear seja tri-diagonal e suas integrais sao facilmente obtidas.
Além disso, as entradas da matriz R sao todas zero, exceto quando i = j = 0 e
i = j =n, caso em que temos Ry = 1 = R,,. Portanto, como h = 1/n, a matriz de

rigidez (A 4+ R) é a matriz tri-diagonal dada por

n+1 —n 0 0
-n  2n —-n 0
AR -n 2n -—n 0 311
A= 0 —n 2n 0 (3.11)
0 0O 0 O n+ 1]
o O vetor de fonte é dado por
T
b= [<f7 ¢0>L2 ) <f7 ¢1>L27 EII) <f7 ¢TL—1>L27 <f7 ¢TL>L2] : (312)
Lembrando que o produto interno entre f e ¢; pode ser escrito em termos do suporte
de cada ¢;
1 Tit1
(f.00)2 = [ T@u(a) do = [ f@)u(a) do.
Ti—1

Exemplo 3.2.2. Queremos construir uma funcdo u : Q2 — R que satisfaca as condicoes
de contorno do problema (3.6). Assim, bastard encontrar o termo fonte do problema
para determinar uma funcao que satisfaz (3.6). Essa estratégia é denominada solugao
manufaturada. Nesse caso, consideraremos u(z) = sin (rx) + 7, logo u/(z) = 7 cos (7x).

Assim, temos que
' (0) =7 =u(0), ¥(1)=-7=-u(l) e f(x)=nr’sin(rz).

Portanto, buscaremos aproximagoes u;, € S, que satisfazem a equagao (3.8) associada ao

problema

—u" = m¥sinmz, em Q= (0,1),

w'(0) = wu(0), (3.13)
—u/(1) = wu(l).

cuja solucio analitica é dada por u(z) = sin (7z) 4+ 7. Como dito anteriormente, S, é uma
base composta por fungoes chapéus definidas na equagao (3.9). As figuras 3 e 4 mostram
o exemplo particular dos splines lineares, e suas derivadas, calculados numericamente em

uma discretizacao de oito pontos pelo codigo presente no arquivo SplinesLineares.py.
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Figura 3 — 1D FEM: Splines.

# Bibliotecas SplineslLineares.py

# Define as funcoes \phi_i

1.0 — ¢o

def phi(x, xi, h): —
cond=[((x-xi)>=0) & (x<=xi+h), 08 ] — &
((x-xi)<=0) & (x>=xi-h), T

(x>xi+h), 08 1 s

(x<xi-h)] »
fun=[lambda x: ((xi+h)-x)/h,

lambda x: (x-(xi-h))/h, *

lambda x: O, |

lambda x: 0] *

T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

return np.piecewise(x,cond,fun)
# Define as funcoes \phi’_i Figura 4 — 1D FEM: Derivadas.
def phi_der(x, xi, h):

cond=[((x-xi)>0) & (x<=xi+h), N
((x-xi)<0) & (x>=xi-h),
(x>xi+h), 4 — %
(x<xi-h)] 2 __:
- —
fun=[lambda x: -1/h, :::
lambda x: 1/h, ] ﬁ
lambda x: O, —F
lambda x: O] ol

T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

return np.piecewise(x,cond,fun) T

Neste momento, procederemos com a implementacao do método de elementos finitos,
baseando-nos no método denominado Ritz-Raleigh, conforme desenvolvido em [18], que
consiste em resolver (3.10). Para isso serdo necessarias duas bibliotecas de c6digo aberto
disponiveis em Python. A primeira, que ja foi empregada na construcao das bases de Splines
lineares, e que sera amplamente utilizada ao longo deste trabalho, ¢ a NumPy. Trata-se
de uma biblioteca essencial em Python para computacao cientifica e analise numérica.
Ela oferece estruturas de dados eficientes, como arrays multidimensionais (chamados de
ndarrays), além de fungoes mateméticas especificas para operagdes em arrays. A segunda
biblioteca, a qual estamos usando exclusivamente para integracao, é o SciPy. Amplamente
empregada em computagao cientifica e analise de dados em conjunto com o NumPy, o
SciPy disponibiliza uma variedade de func¢oes e ferramentas para resolver problemas em

areas como algebra linear, otimizagao e calculo numérico.

O codigo abaixo apresenta as principais fung¢oes para aplicagao do método de

elementos finitos. O programa completo se encontra no arquivo: MEF.py.

# Bibliotecas MEF.py
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# Calcula a solucao u(x) usando coeficientes e funcoes de base
def u_sol(x, coef, h, x_disc):
y =0
for i in range(len(coef)):
y += coef[i]l*phi(x,x_disc[i],h)
return y
# Monta a matriz de rigidez do metodo dos elementos finitos
def matriz_rigidez(n):
A = np.zeros((n+1,n+1))
diag_principal = np.full(n+1l, 2%n)
diag_principal[0] = n + 1
diag_principal[n] = n + 1
diag_adjacente = np.full(n, -n)
A = np.diag(diag_principal) + np.diag(diag_adjacente, 1) + np
.diag(diag_adjacente, -1)
return A
# Monta o vetor fonte do metodo dos elementos finitos
def vetor_fonte(n, f):
d = np.zeros((n+1,1))
d[0,0]l=integrate.quad(lambda x: n*f(x)*(1/n-x),0,1/n) [0]
d[n,0]l=integrate.quad(lambda x: n*f(x)*(x-1+1/n) ,1-1/n,1) [0]
for j in range(1l,n):
d[j,0]l=integrate.quad(
lambda x: n*f(x)*(x-(j-1)/n), (j-1)/n, j/n) [0]
d[j,0]1=d[j,0]+integrate.quad/(
lambda x: -n*f(x)*(x-(j+1)/n), j/n, (j+1)/n) [0]
return d
# Aplicacao do metodo de Ritz-Raleigh
def RitzRaleigh(n, h, x_disc, f):
A = matriz_rigidez(n)
d = vetor_fonte(n, f)
alpha = np.linalg.solve(A, 4d)
u = lambda x: u_sol(x, alpha, h, x_disc)

return alpha, u

Por fim, podemos utilizar os programas escritos em “SplinesLineares.py” e “MEF.py”
para implementar de forma simples o método de elementos finitos para resolver o problema
(3.13). E importante destacar que o arquivo “MEF.py” precisard ser adaptado para cada
aplicagao especifica em nosso projeto, devido a construgao da matriz de rigidez, que varia
de acordo com o problema. Por outro lado, nao é necessario fazer modificagoes na base de

splines lineares gerada pelo arquivo “SplinesLineares.py”.
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O codigo a seguir representa a estrutura principal do cédigo contido no arquivo

ElipticRobin.ipynb.

# Bibliotecas ElipticRobin.ipynb

# Descricao do problema
u_teo = lambda x: np.sin(np.pi*x) + np.pi # Solucao analitica
f = lambda x: (np.pi**2)*np.sin(np.pi*x) # Termo fonte
Xx_ min = 0; x_max = 1 # Dominio [x_min, x_max]
e = []; el2 = [] # Erros com as normas L~ \infty e L72
M = [2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256] # Discretizacoes espaciais
# Looping espacial
for n in np.array(M):
h = 1/n; x = np.linspace(a, L, n+l1) # Discretizacao espacial

alpha, u_num = RitzRaleigh(n, h, x, f) # Funcao de MEF.py

A figura 5 apresenta algumas aproximacoes numéricas obtidas ao variar a discreti-

zagao do tamanho de passo h, com valores de n igual a 4 e 256, respectivamente.

Problema de Poisson com condicdes de Robin paran = 4 Problema de Poisson com condi¢cdes de Robin para n = 256

—— Solugéo via MEF
——- Solucdo analitica

—— Solugéo via MEF
——- Solucdo analitica

4.0 4.0

3.8

3.8

344

344

3.24 3.24

00 02 0a 06 08 10 00 02 04 06 08 10
X X

Figura 5 — Aproximacgoes para o problema unidimensional: Poisson Robin.

3.2.2 Ordem de convergéncia

Ao utilizar métodos numeéricos para resolver equacoes diferenciais, é fundamental
compreender o comportamento da convergéncia das aproximagoes obtidas. A Figura 5
ilustra um exemplo que desperta o interesse nesse aspecto. Observamos que as aproximagoes
numéricas se aproximam progressivamente da solucao analitica, o que indica convergéncia
para a solugdo. No entanto, estimar adequadamente o erro é importante ndo apenas para
garantir a confiabilidade do método, como também para obter a ordem de convergéncia
que o método estd proporcionando para a aproximacao. A ordem de convergéncia é
uma medida que quantifica o quao rapido o erro diminui a medida que refinamos a

malha de discretizagdo. Nesse contexto, precisamos de resultados que nos fornecam as
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ferramentas adequadas para investigar o erro cometido e a ordem de convergéncia do

método desenvolvido para o Problema (3.1) e de futuras aplicagoes.

Queremos mostrar em que sentido uy se aproxima de u quando h — 0. Para isto,
vamos comegar definindo o interpolante linear continuo por partes I, : H(0,1) — Sh

pela seguinte expressao
In(v) = Y_v(z;)¢;. (3.14)
5=0

Com o objetivo de encontrar a ordem de convergéncia, faremos uma adaptacao de alguns

resultados estudados em [5] e [17].

Proposicao 3.2.1. FExiste uma constante C' > 0 tal que o interpolador I, satisfaz as

estimativas

”Ih’U — U||L2(0,1) S Ch2H”U//||L2(0’1), Yv S HQ(O, ].)
||(]hv — U)/HL?(O,I) S Ch||U”||L2(O,1), Yv S H2<O, ].)

Demonstragao. Proposigao 1.1 de [17].

Sejam f € L*(0,1) e b: H'(0,1) x H'(0,1) — R o termo fonte e a forma bilinear

associados a formulagao variacional dada pela Equacao (3.7), ou seja, b é definida como

b(u, ) = (', &) jaor) + u(0)6(0) + u(1)(1). (3.15)

A proposicao seguinte nos fornece a interpretagdo geométrica das aproximagoes que estamos
obtendo. Basicamente, temos que as solugoes u;, sao as projegdes ortogonais de v no espago

de dimensao finita S.

Proposi¢ao 3.2.2. Sejam u € H?*(0,1) e uy € S, € HY(0,1) as dnicas fungoes tais que,
b(ua ¢) = <f7 ¢>L2(071) ) v¢ € Hl(oa 1) € b(“h? X) = <f7 X>L2(0’1) ) VX € Sh‘

Entdo |[u — upllpy = inf, 5, [[u — xlls, em que |lullp = /b(u,u).

Demonstracio. Como S), C H'(0,1), podemos fixar ¢ = x € S, subtrair as equacoes, e
obter
b(u —up, x) =0, Vx € S (3.16)

Consequentemente

o= = bos — 0= ) = blos = a0 = x o+ X — )

:b(u_uhnu_X)+b(u_uhax_uh>‘

Como x — uy, € Sy, temos pela equacio (3.16) que b(u — uy, x — up) = 0. Além disso, pela
desigualdade de Cauchy-Schwarz 1.2.1 temos que b(u — up,u — x) < [[u — up||p|lv — x||p-
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Portanto, temos que |Ju —up||; < [lu— wunllp]|u — x|lp, logo ||u—usllp < |lu— x]|s, para todo

Y € Sy, ou seja, lu — uplly = inf .3, lu — x||o-

O

Estamos quase aptos para provar as estimativas de erro da nossa aproximacao.

Precisamos apenas do lema a seguir relacionado ao operador A que definimos em 2.2.1.

Lema 3.2.1. Seja A : D(A) — L*(0,1) o operador linear associado a forma bilinear
b: H'(0,1) x H'(0,1) — R definida pela equagio (3.15). Ou seja,

Au:=f e D(A) = {u € H' | 3f € L* onde b(u,v) = (f,v) 2, Vv € Hl} = H3(0,1).
Entao A € uma bijecdo continua.

Demonstracao. Inicialmente, a Proposicao 2.2.2 nos permite verificar facilmente que Au
é continuo, porque
[Aul[r2 = | = u"ll > < Cllul 2.

Quanto a bije¢ao, comegaremos mostrando a injetividade. Se u € D(A) é tal que

Au = 0, entdo, pela coercividade de b, temos que
0= (Au,u) ;> = b(u,u) > c|jul|F,

o que implica em |Ju||z1 = 0, ou seja, u = 0. Portanto A ¢ injetivo.

Por fim, quanto a sobrejetividade, vemos em [5] que é possivel obter uma transforma-
¢ao linear continua 7 : L*(0,1) — H*(0,1) tal que (T(f),v) ;1 = (f,v) 2 e, pelo teorema
de Lax-Milgram, uma transformagcao linear continua e bijetora T': H'(0,1) — H'(0,1)
tal que b(u,v) = (Tu,v) . Desse modo, temos que mostrar que se f € L*(0,1), entdo
u:= (T oT)(f) € D(A) e Au = f. Para isso, basta observar que, para todo v € H*(0, 1),

temos que

b(u,v) = b (T7'T)(f),0) = (TTT)F),v) = (T(F)v) g = (£,0)10

H1
Logo u € D(A) e Au = f. Portanto A é sobrejetor.
O

Teorema 3.2.1. Dada f € L*(0,1), sejam u € H*(0,1) e u, € S, € H'(0,1) as tinicas

funcoes tais que

b(u,¢) = (f.0), Yoe H'(0,1) e blun,x)=(fx), Vx€Sh

Logo eziste C > 0 independente de Sy, tal que

1. Hul — U;LHLQ(O,l) S ChHU”HLQ(O,l)-
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2. HU — uhHLz(O,l) § Ch2Hu,/HL2(O,1)-

Demonstracao. Demonstrar as desigualdades acima é a garantia de que wu, converge
para u tanto em L?(0,1) como em H'(0,1). Cabe notar que obteremos convergéncia linear
O(h) em H'(0,1), enquanto para L?(0,1) obtemos convergéncia quadritica O(h?). Além
disso, podemos observar que nao ha como garantir a convergéncia em H2(0,1). Afinal, as

fungoes uy, sequer pertencem a H?(0,1).

L lu = upllz2 < Chlu”| 2
Observe que é possivel obter uma relagao natural entre as normas || - ||z2 e || - ||
e = [ @) dr < [ /@) de 4 u2(0) + (1) = [l
Sendo assim, temos
[u" = whllz2 < Jlu = unllo- (3.17)
Sem perda de generalidade, vamos considerar que C' é uma constante que pode ser

diferente em cada desigualdade. Pela Proposigao 3.2.2, temos que

lu = uplp = min [Ju — x|,
XESh
Pela forma que definimos o interpolante I, na Equacao (3.14), temos que [u € Sh.
Entao temos que
[ = unlly < llu = Tnulle. (3.18)

Contudo, sabemos pela Proposi¢ao 3.1.2 que a norma || - ||, é equivalente a norma

-l H1(0)- Logo vale a continuidade

||u—[hu||b S C’||u—]hu||H1. (319)
Observe que a relagao obtida com o interpolante I, em relacao a norma || - |71 pode
ser reescrita em relacao a norma || - ||z2. Dai, pela Proposigao 3.2.1, temos que

1/2
lu— Dol = (lu = Lull?e + | (w = D) [72) 7 < CA||u”|[ 2+ hlju”||12). (3.20)

Por fim, como h < 1 temos que h* < h, logo (3.17), (3.18), (3.19) e (3.20) nos

permitem concluir que

I =i lle < C(R* [l |2 + hllu”[|z2) < Chllu”|| e

2. ||u— upl|re < Ch2||u"|| 2

Seja A : D(A) — L*(0,1) o operador associado a forma bilinear b : H'(0,1) x
H'(0,1) — R definida pela equacio (3.15). Podemos determinar ¢ € H?(0,1) de

modo que Ap = u — uy, onde Au = —u”. Portanto, ¢ também serd uma solugao de
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b(p,v) = (u — uyp,v), para todo v € H'(0,1). De acordo com o Lema 3.2.1, temos
que A é continua e bijetora de H%(0,1) a L?(0,1). Desse modo

¢l = [|A7 A2 < Cl AP 2 < Cllu — | 2. (3.21)
Dessa forma, se considerarmos ¢ = u — uy,, temos

lu = unllfz = (u = up,u = un) = b(d,u — up,)

=b(¢ — Ino + Ino,u —up) = b(¢ — I, u — up) + b(Ind, u — up).
(3.22)

Observe agora que Iy¢ € Sy, e ¢ = u — uy, € 5%, pela relagao (3.16). Assim, pela
simetria de b (b(I,0, ®) = b(¢, In¢) = (¢, In¢)), obtemos

(¢ — Ing, u—up) +0(Ing, u—un) = b(¢—Ind,u—up) < [|¢—Indlpllu—unlls. (3.23)
Pela equivaléncia da norma || - ||, com a norma || - || g1, temos que 3Cy > 0, tal que
16 = Indllollu = unlls < Culld = Ll || = un ]| - (3.24)

Agora, pela proposicao 3.2.1, pela relagao (3.21) e como h? < h, temos que existe
Csy > 0 tal que

16 = Ingllr < 11§ = Ind > + (1@ — 1ng)'|| 2
< Co(h?||¢"|l22 + hll¢"[l2) < Cohll@lluz < Cohllu — upll2.  (3.25)

Pelo que mostramos no item anterior desse teorema, podemos considerar o mesmo

Csy > 0, tal que
[ = unllmr < llu—unllz2 + |(w = un)'ll2 < flu = unllL2 + Cohllu”|[L2. (3.26)
Logo, por (3.25) e (3.26), temos que
6 = Ingllmrllu — unll < Chllu — unl| 2 (llu — unllz> + Cohllu”|l2) - (3.27)
Portanto, por (3.22), (3.23), (3.24) e (3.27), temos que

lu — wnllZ> < Cohllu — unllra(llu — |2 + Cohllu”|| )

= Cohllu — un|Z> + C3R*lu — up 2 ]|u”|| 2.
Isolando os termos ||u — /25, obtemos
(1= Cah)llu = unl> < C3R*|lu — un ] cal|u”|| 2
Para h < 1/2C, temos que (Ch)?/(1 — Ch) < 2(Ch)?. Assim, podemos concluir que

Ch)?
=l < S

lu”llze < Ch|Ju”|| 2.
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Exemplo 3.2.3. O teorema 3.2.1 nos mostra que a ordem de convergéncia esperada para
o exemplo 3.2.2 serd quadratica, o que significa que uma redugao em h = 1/n pela metade

resulta em uma reducao de quatro vezes no erro.

Neste contexto, iremos avaliar duas formas distintas de estimar o erro: a norma
|| - ||z2 € a norma || - ||z~. A norma || - ||z~ é frequentemente escolhida em aplicagoes

numeéricas devido a sua simplicidade de execugao.

Sendo u a solugao analitica do problema (3.13), calcularemos a solugado numérica uy,
paran € {2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256}. No entanto, para cada valor de n, estimaremos
o erro em um conjunto maior de pontos, mais especificamente, para cada n, calcularemos
o erro nos pontos x; = i/(10n), com ¢ € {0,--- ,10n}. Essa etapa é necessaria devido ao
fato de que se considerarmos apenas o valores em z; = i/n, com i € {0,--- ,n}, estariamos
calculando o erro diretamente nos nés, o que resultaria em um erro muito pequeno devido

ao arredondamento.

A Tabela 1 apresenta os erros e seus quocientes, evidenciando a convergéncia

quadrética na norma || - ||z, definida como

lun(z) = w(@)lz= = _max fun(zi) — ul@:)]

O célculo dessa norma é realizado através do codigo abaixo:

y = np.linspace(a, L, 10*n + 1)
# Calcula a norma L_infinito do erro

norma_linfinito = np.max(np.abs(u_num(y) - u_teo(y)))

Tabela 1 — Ordem de convergéncia (|| - ||~) do problema unidimensional: Poisson Robin.

Pontos (n) Erros (e,) Convergéncia (e,_1/e,)

2 2.090170e — 01

4 7.032614e — 02 2.97211

8 1.884551e — 02 3.73172

16 4.792086e — 03 3.93263

32 1.203093e — 03 3.98314

64 3.010906e — 04 3.99578

128 7.529249¢ — 05 3.99895

256 1.882436e — 05 3.99974

Em contrapartida, a tabela 2 registra os resultados obtidos utilizando a norma

| - llz2, que é definida como

lun(x) - ||L2=W fun(z) — ule |2dx—«zl/h [un(z) — u(x)]? da.
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Note que, como a solu¢do numérica uy, é dada por pontos que se aproximam da solucao

nos noés, ¢ necessaria uma interpolagao linear da forma:

Tpi1 — T T—T
up () = up () = 4 g () ————
Tp+1 — Tk Tp41 — Tk

O c6digo a seguir calcula a norma || - ||z do erro:

y = np.linspace(a, L, 10*n + 1)
# Calcula a norma L2 do erro
integral = 0
for k in range(len(y)-1):
interpol = lambda x: u_num(y[k])*(y[k+1] - x)/(y[k+1] - y[k])
+ u_num(y[k+1]) *(x-y[k]) /(y[k+1] - y[k])
erro_x = lambda x: (u_teo(x) - interpol (x))**2
int , error = integrate.quad(erro_x, yl[k], y[k+1])
integral += int

norma_1l2 = np.sqrt(integral)

Tabela 2 — Ordem de convergéncia (|| - ||z2) do problema unidimensional: Poisson Robin.

Pontos (n) Erros (e,) Convergéncia (e,_1/e,)

2 1.508770e — 01

4 3.928435e — 02 3.84064

8 9.920920e — 03 3.95975

16 2.486501e — 03 3.98991

32 6.220178e — 04 3.99748

64 1.555290e — 04 3.99937

128 3.888378¢ — 05 3.99984

256 9.721041e — 06 3.99996

As Tabelas 1 e 2 comparam os erros e as taxas de convergéncia usando as normas || - || L= e

Il - || 22, respectivamente. Podemos notar que, a medida que o niimero de pontos n aumenta,
a convergéncia quadratica ocorre rapidamente em ambas as normas. Qutra maneira de
verificar a ordem de convergéncia quadratica é observando a inclinacao da reta obtida no

grafico log(n) x log(e,), para cada n da discretizagdo, que devera se aproximar de +2.
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Curva log(n) x log(e,)
1 g glen

—— Norma L®
—— Norma L?

104

loglen)

1 2 3 4 5
log(m)

Figura 6 — Reta de ordem de convergéncia: Poisson Robin unidimensional.

A Figura 6 nos permite constatar novamente a convergéncia quadratica em ambas
as normas. No entanto, cabe observar que os erros calculados na norma || - |2 tendem
a ser menores e uma taxa de convergéncia mais veloz em comparagdo com a norma
|| - || L. Portanto, a escolha da norma depende das necessidades especificas do problema,
da precisao desejada na andlise dos erros e o custo computacional que sera gasto, visto

que o célculo na norma || - ||z2 tende a exigir um custo computacional maior.

Observacao 3.2.1. Enquanto analisamos os resultados de programacgao, surgiu uma
questdo interessante: ao construir a matriz A + R (conforme mostrado na equagdo (3.11)),
nos deparamos com a presenca dos termos de R, que sao adicionados aos extremos da

matriz A.

No entanto, cada elemento nao nulo da matriz A depende diretamente de n, que
sera grande, se n o for. Entao, surge a duvida: sera que faz muita diferenca somar os

termos de R se a matriz A ja é dominante?

Vamos analisar com mais detalhes para entender melhor a situagao. Primeiro
devemos nos perguntar: que problema de equagoes diferenciais esta definido pelo sistema
Aa = b? Esse seria um problema de Poisson em um sistema isolado (2.4), ou seja, com

condi¢oes de Neumann.
Agora, o que ocorre numericamente ao removermos o termo R do sistema? Obtemos
det(A) = 0, isso implica que nao ha solugao para o sistema Aa = b.

Na verdade, esse é um resultado esperado. Como observamos no exemplo 2.1.2,
nao ha como garantir a existéncia e unicidade do problema (2.4). Numericamente, isso se

reflete no sistema construido, resultando em um sistema para qual nao ha solucao.
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3.3 Caso bidimensional do problema Poisson Robin

Nesta secao iremos discutir o método de elementos finitos bidimensional obtido
através de triangulagoes. Para essa construgao, tomaremos como referéncia os textos
[18], [19] e [20]. No intuito de simplificar a aplicacdo, iremos considerar em (3.1) o caso

bidimensional Q = [0,1] x [0,1] C R? e k = 1. Entdo, iremos realizar os testes no problema

—Au
—d,u

3.3.1 Elementos finitos em duas dimensoes

de Robin bidimensional:
fem €

uwem .

Conforme a Secao 3.1, temos que a formulacao fraca do problema de Poisson com
condigoes de Robin é dada pela Equagao (3.5). Desse modo, temos que a formulagao
variacional da aproximagao é dada por: buscamos u;, € V}, tal que b(up,vy) = F(vy), para

todo v, € V},, onde

b(un, v) = (Vun, Von) 2y + (Un, Un) oy € F(0n) = (f,vn) 120 -

e 0 espago:
Vi, C {v € H'(Q) | d,v +v = 0 sobre F}.

Escolhendo {¢1, -+ ,¢n} como uma base de V},, podemos definir

N
uh:Zaj¢j(xay) € /Uh:¢i(x7y)7i:17'“aN-
j=1
Substituindo esses resultados na formulagao variacional, obtemos um sistema linear da
forma: Au = r, onde A é uma matriz N x N, com A;; = b(¢;, ¢;) e r é um vetor de

tamanho N tal que r; = (¢i, f) 2(q)-

Um polindmio p de grau N nas varidveis x e y tem a forma 3=, ;< n aijz'y!, onde a;;
sao os coeficientes (constantes). Para definir um polinémio por partes em €2, o dominio
() precisa ser particionado em subdominios. Uma fun¢ao polinomial por partes é uma
funcao definida por um polindmio em cada subdominio de 2. A cole¢do de subdominios é
chamada de malha. As malhas bidimensionais mais comuns sao triangulagées: o dominio
Q2 é particionado em tridngulos. Assumiremos que a intersecao de quaisquer dois tridngulos
é sempre ou um vértice (comum aos dois tridngulos) ou uma aresta (comum aos dois
tridngulos). A figura abaixo mostra uma triangulagdo no quadrado 2 = [0, 1] x [0, 1]

particionado em N = 5 pontos.
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1.04 ® 1.0 21 il 23 24 25

0.8 0.8
2

0.6 0.6
4 15

0.4 - 0.4
10|

0.2 0.2
0.0 - 0.0 2
T T T T T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 7 — 2D FEM: Triangulacao em um quadrado unitario.

Uma triangulacao consiste de N; triangulos T; e N, vértices z;, com 1 <i < N; e
1 <j < N,. A figura 7 mostra a enumeragao dos nés em uma malha definida em €2, onde
geramos N; = 32 tridngulos (veja a figura 8), N, = 25 vértices para uma discretizagao de
N = 5 pontos. Cada tridngulo é associado a trés vértices da lista {21, 22, -+ , 2N, }, que

podem ser identificados pelos seus indices na lista:

i. indices dos vértices do triangulo T; : m; 1, ni2 € n; 3

ii. os vértices de T} sao zy, |, %n,, € Zn, ;- De modo que os indices n; ; relacionam os

indices locais (j = 1,2, 3) com os indices globais.

No processo de analise e implementacao do método de elementos finitos, é necessario
considerar uma familia de triangulagoes. Cada triangulacao é caracterizada pelo seu
tamanho de malha h (comprimento caracteristico de malha), que é definido como o
didmetro maximo dentre todos os diametros dos triangulos que compoem a triangulacao.
Denotamos uma triangulacao por 7T,. O espacgo de fungoes mais simples formado por
polindmios por partes continuos em (2, consiste em funcoes afins por partes continuas
em 7. Seja p uma funcdo polinomial linear por partes continua em 2. Entao, a fungao p

restrita a cada T; € T}, é da forma

pi(z,y) = p(,y)|,. = ai + bix + ciy,

com a;, b; e ¢; sdo determinados (unicamente) pelos valores de p;(x,y) nos vértices de T;.

Seja V}, o conjunto de todas as fungoes v lineares por partes continuas definidas
em Tp,. Desse modo, Vj, é um subespago vetorial de H'(Q) de dimensao finita, tal que
dim V}, = N,. Cada funcdo v € V}, pode ser determinada por um vetor a € R" consistindo

dos valores nodais da fungao v. Assim, é possivel determinar uma base {¢1,-- , ¢y, } para
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o espaco Vj, de modo que a funcao v € Vj, pode ser escrita como a combinacao linear

v =N a;¢;. Assim, para todo a € RNe, temos Y1 a;¢i(75,9;) = v(zj,y;) = a;, entdo

6 € {u € C(@) ||, ¢ afim, Vi=1,-- ,Nv} e Gilz) = 6.

3.3.2 Esparsidade da matriz global
Se {¢1,- -+ ,¢n} é uma base para Vj, entdo a matriz global A € RV*N ¢ dada por
A= [Aij}a onde A;; =b(d;,¢;), Vi,j=1,---,N.

A figura 7 representa a enumeragdo dos nés, e como dito anteriormente, geramos Ny = 32
tridngulos enumerados pela figura 8. Além disso, podemos observar o conjunto suporte de

cada ¢;. Por exemplo, para ¢; e ¢19 temos que

Supp(qSl) = Tl U TQ, enquanto Supp(¢19) = T21 U T22 U T23 U Tgo U T31 U T32.

1.0 1.0
25 27 29 31 25 27 29 31
26 28 30 32 26 28 30 32
0.8 - 0.8 -
17 19 21 23 17 19 21 23
0.6 1 18 20 22 24 0.6 1 18 20 22 24
0.4 1 9 11 13 15 0.4 1 9 11 13 15
10 12 14 16 10 12 14 16
0.2 0.2
1 3 5 7 1 3 5 7
2 4 6 8 2 4 6 8
0.0 - 0.0 -
T T T T T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 8 — 2D FEM: Enumeracao e os suportes de ¢; e ¢1g.

Note que, como esses suportes sdo disjuntos, temos que b(¢q, ¢19) = 0 e, conse-
quentemente A; 19 = Ayg1 = 0. Isso significa que A;; # 0 somente se a intersecdo entre os
suportes de ¢; e ¢; ¢ nao vazia. Isso acontece quando 7 e j sao vértices livres de um mesmo
tridngulo, caso em que esses pontos nodais sao chamados de adjacentes. Considere o

vértice livre 13 e o suporte de ¢;3 mostrados na figura 9
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Os unicos pontos nodais livres adjacentes ao vértice 13 sdo: 7, 8, 12, 13, 14, 18 e 19.

1.0+

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0 A

21

22

23

24

2 5

20

5

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Figura 9 — 2D FEM: Suporte de ¢3.

Supondo que a linha de A associada ao ponto nodal 13 seja a linha 13, entao os tinicos valores

que podem ser nao nulos dessa linha, ocorrem em: A;37, Aisg, Ai312, A1313, A1314, Ai1z1s

e Ais19. Nesse caso, podemos observar que a matriz A possui no maximo cinco nimeros

nao nulos por linha. Isso acontece devido a simetria da malha. Com auxilio numérico

iremos calcular os elementos A;3;, para j =7, 8, 12, 13, 14, 18 e 19.

Para o elemento A;37, precisamos determinar certos polindmios pi, p2, ps € pa,

tais que p;(z,y) =a+bxr + cy, com i =1, 2, 3 e 4 A figura 10 nos mostra as regioes de

integracao que devemos considerar para obter cada fun¢ao p;.

101

0.8

0.6

0.4 4

0.2 4

0.0 4

20

1.01

0.8

0.6 4

T1

0.4 4

T1

0.2 4

0.0 4

101

0.8

0.6 4

0.4 4

0.2 4

0.0 4

20

1.0

T
0.2

T
0.4

T
0.6

T
10

T
0.0

10

Figura 10 — Célculo de A;37: Regiao de integragao.

Definindo p; = ¢13‘T2, tal que ele seja um em (1/2,1/2) e zero em (1/2,1/4) e

(1/4,1/4). Obtemos o sistema linear
= p(1/2,1/2) = a+bj+cj

p(1/2,1/4) = a+0b}+ci

= pi(z,y) =4y —1 = Vpi(z,y) = (0,4).
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Definindo p, = qﬁlg‘Tl, tal que ele seja um em (1/2,1/2) e zero em (1/4,1/2) e (1/4,1/4).

= p(1/2,1/2) = a+bs+cs
0 = pa(1/4,1/2) = a+bi+cl = po(r,y) =42 -1 = Vpy(z,y) = (4,0).
0 = pa(1/4,1/4) = a+bi+ct

Definindo ps = ¢7‘T2, tal que ele seja um em (1/4,1/4) e zero em (1/2,1/4) e (1/2,1/2).

p3(1/2,1/2) = a+bl+cl
p3(1/2,1/4) = a+bi+ct = ps(z,y) =2—4x = Vps(z,y) = (—4,0).
= p3(1/4,1/4) = a+bj+cg

Definindo py = ¢7‘ tal que ele seja um em (1/4,1/4) e zero em (1/4,1/2) e (1/2,1/2).

T1
0 = pa(1/2,1/2) = a+0bi+ck
0 = pa(1/4,1/2) = a+by+ci = palr,y) =24y = Vpu(z,y) = (0, —4).
1 = p(1/4,1/4) = a+bl+ct

Desse modo, podemos concluir que

A7 = / Vp1 - Vps +/ D1P3 +/ Vpa - Vpy +/ DaP4
T2 T'ro T1 Ity
0 0
= [ 0.4 (=40 + [ (4,0)-(0,~4) =0

T2 T1

Além disso, pela simetria da malha, temos analogamente que A;319 = Aj37 = 0.

Agora, para o ponto A;3s, a regiao de integragao serd defi- 104 2 7 = =
nida pela figura ao lado. Os polindmios sao representados

por p;, onde i = 1,2,3, e 4. E importante observar que °°] b4
P1 = ¢13 - ja foi calculado anteriormente. A partir deste ol

ponto, omitiremos os sistemas. £ !

0.4 =

I
S
&

|
—_
@
<

=

I

=
(@)

S~—
x|

P1= Q13 = Nz,

0.2 4

p2:¢8T2 — p2lz,

P3 = @13

T3

P4=¢8T3 — palz,

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

)
)
)=1—4dx +4y e Vps = (—4,4) L ‘ ‘ ‘ ‘ i
)

Figura 11 — Célculo de A;33.

Note que as areas dos tridngulos sdo as mesmas, e serdao denotadas por Ar que,

nesse caso Ar = 1/32. Desse modo, podemos concluir que

Aizg Z/ Vp1 - Vpy +/ P1p2+/ Vps - Vpy +/ P3Pa
T2 I'po T3 T'rs
0 0
— [ (4,0)- (4, —4)+/ (—4,4) - (0,4) :/ 16+ [ —16= —16(247) = L.

T2 T3 T2 T3
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Além disso, novamente pela simetria da malha, é possivel mostrar que A;318 = A138 = —1.
Para o ponto A;312 temos que a regiao de integracao é 1o R 2 2 24 =
dada pela figura 12 e devemos calcular novamente quatro

fungoes afins, denotadas por p;, com ¢ =1, 2, 3 e 4. E °f] bd

importante observar que o polinébmio p; = ¢13 - ja foi
. 0.6 T6
calculado anteriormente. A

0.4 =

201:¢13T1 — pilx, 4y —1e Vp; =(0,4)

= —4dx +4y e Vpy = (—4,4)
1+4x —4y e Vps = (4,—4) *°
2 —4x e Vpy = (—4,0)

D2 = 012 — polz,

(
. (
(
(

5

)
)
p3=¢13T6 — p3(z,y ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ .
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Yy

Pa = G12 T6 — p4lZ,

Figura 12 — Célculo de A13712.

Desse modo, podemos concluir que

Az 12 = / Vp1 - Vpy + / D1P2 +/ Vps - Vpy + / DP3P4
T1 FTI T6 FTG
——— —_———

0 0
— [ (0.4)-(~4,4 / 4,—4) - (—4,0 :/ 16 —16 = —16(2A7) = —1.
[ 04 (—a9+ [ (4-9- (40 =] <16+ [ (24r)
Mais uma vez, pela simetria da malha, temos que Aj314 = Aj312 = —1.

Portanto, resta apenas o ponto A;313. A figura 13 representa a regiao de integracao
e, diferente dos casos anteriores, temos apenas um sistema associado a cada triangulo, mas

devemos calcular ao total seis fungoes, denotadas por p;, com ¢ =1, 2, 3, 4, 5 e 6.

p1= 13 o pi(z,y) =4y —1e Vp, =(0,4) 081 g
P2 = P13 = pa(z,y) =4z —1 e Vpy = (4,0) 061 T6 Ts Ta 1
P3 = 913 o p3(z,y) =1 —4dx +4y e Vps = (—4,4) o4 T / ™

pa=¢13|,, = pPa(r,y) = —dz+3 e Vpy = (-4,0) . 1
ps = 13|, = ps(z,y) = —dy+3eVp; = (0,—4) | ;
Pe = P13 6 = pe(r,y) =1+4x — 4y e Vps = (4, —4) 00 02 ot o6 08 10

Figura 13 — Célculo de A3 3.

Desse modo, podemos concluir que

Avgs = [ (Vo + [ (Ipal2+ [ (Ve + [ (Vp?+ [ (Tps)2+ [ (Vo

:/Tl(o,4)2+/TQ(4,0)2+/TS(—4,4)2+/T4(—4,0)2+/T5(o, —4)2+/TG(4, _4)?

= [ 16+ [ 16+ [ 324 [ 16+ [ 16+ [ 32=16(347) 4.
T1 T2 T3 T4 T5 T6
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Com isso podemos concluir que a linha treze da matriz A é dada por

Asz;i=0 -~ 0 -1 000 -1 4 -1 000 -1 0 --- 0.
»J h/?—/ %,7_/
X X

Nessa construcao, temos que a matriz A é da ordem de 25 x 25, ou seja, possui 625
elementos, sendo que somente 107 sdo nao nulos. Isso representa aproximadamente 17%
do tamanho total matriz. Quando uma malha é refinada o niimero de vértices adjacentes
a um dado vértice ndo aumenta. Assim, a esparsidade da matriz global aumenta. Por
exemplo, refinando a malha anterior de forma que A seja da ordem 72 x 72, terlamos 326

valores nao nulos na matriz. Isso representa aproximadamente 6%, de um total de 5184.

3.3.3 Introducdo ao FEniCS

Na subsecao anterior, construimos uma linha do sistema matricial referente a um
noé cujo suporte nao coincide com a fronteira, que corresponde & interface onde ocorre a
condicao de Robin. Podemos observar que a complexidade da construcao do MEF em
duas dimensoes aumenta consideravelmente em comparacao com o que foi desenvolvido
para uma dimensao. Dessa forma, optaremos por utilizar um software especifico para a

resolucao dos MEF.

Escolhemos o FEniCS, uma colegao de pacotes de codigo aberto que permite a
aproximacao da solucao de equacgoes diferenciais utilizando o MEF. A interface do FEniCS
¢é compativel com C++ e Python, e pode ser utilizada nos sistemas operacionais Linux,
Mac e Windows. Optamos por empregar a linguagem Python no ambiente Windows,
utilizando o subsistema Linux (WSL2). Dessa maneira, conseguimos realizar a instalagao

conforme as orientacoes disponiveis em FEniCS on Ubuntu.

Além disso, a propria plataforma disponibiliza um livro-texto com diversos exemplos
e pacotes disponiveis: [21]. Entre os pacotes disponiveis, é importante destacar o DOLFIN,
que é amplamente utilizado em nossas aplicagoes. Ele representa a interface C++/Python

do FEniCS, fornecendo o ambiente de resolugao dos problemas.

No entanto, algumas das fung¢des do FEniCS precisam ser melhor aprofundadas.
Por exemplo, o DOLFIN permite criar uma malha com uma tnica linha de cédigo: para
obter uma malha triangular uniforme sobre quadrado Q2 = [0, 1] x [0, 1] dividida em 4 x 4

quadrados, utilizamos a funcao: UnitSquareMesh.


https://fenicsproject.org/download/archive/
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1.0 A

0.8 1

from dolfin import x*
import matplotlib.pyplot as plt

0.6 1

0.4 1

mesh = UnitSquareMesh (4, 4)
plot (mesh); plt.show() 021

0.0 1

T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 14 — FEniCS: Malha.

Para definir espagos funcionais e fungoes, o FEniCS fornece classes. Um espago
funcional é criado com trés argumentos: (malha, tipo de elemento, grau do elemento finito).
Neste trabalho, utilizaremos apenas espagos de fungoes da familia Lagrange padrao ('P’
pode ser escrito como "Lagrange’). Para fungoes definidas no espago funcional, as classes
Function, TrialFunction e TestFunction sao fornecidas. Desse modo, podemos definir a

aproximacao u e a fungao de teste v.

V = FunctionSpace(mesh, ’P’, 1)
u = TrialFunction (V)
v = TestFunction (V)

Para resolver uma EDP, uma op¢ao adicional para especificar condi¢oes de contorno deve
ser oferecida. Como exemplo inicial, as condi¢oes de contorno de Dirichlet necessitam
de trés argumentos: (espago funcional, expressao up, fungdo que define os pontos na

fronteira).

def boundary(x, on_boundary):
return on_boundary
V = FunctionSpace(mesh, ’P’, 1)
u_D = Expression(’x[0]-c*t’, degree=1, c=c,t=0)

bc = DirichletBC(V, u_D, boundary)

O problema variacional pode ser definido tanto em sua forma padrao quanto em
sua forma abstrata. Definimos a forma variacional discreta e funcional em uma notacao
proxima as que obtemos analiticamente. A UFL (Unified Form Language) é uma linguagem
especifica para a descricdo de formulas variacionais. Em termos simples, a UFL permite
que os usudrios descrevam equacoes matematicas de forma abstrata, sem se preocupar com
os detalhes de implementacgao. Utilizaremos a UFL para escolher espagos de elementos
finitos e expressoes para formas fracas em uma notacao matematica préxima. Nela as

integrais sao expressas pela multiplicagao com uma medida que representa o integrante.
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Assim, uma multiplicacdo com dx é a integral sobre o interior do dominio €2, com ds é a

integral na fronteira 0€2. Além disso, a UFL tem uma maneira de expressar derivadas:

f = Dx(v, i)

que descreve a derivada escalar na dire¢ao espacial x;. Como um exemplo, a forma abstrata

da equacao do calor resolvida com o método de Euler implicito pode ser escrito em UFL:

F = uxv*dx + dt*dot(grad(u), grad(v))*dx - (u_n + dt*f)*vxdx
a, L = 1lhs(F), rhs(F)

# Ou

u*vxdx + dtxdot(grad(u), grad(v))x*dx

)
1]

L = (u_n + dt*xf)*vxdx

Além disso, podemos definir elementos finitos com UFL:

element = FiniteElement(family, cell, degree)

onde family é uma das possiveis familias de elementos, cell é o dominio do elemento e
degree o grau polinomial. Informacoes sobre como uma célula é definida e quais familias
estdo disponiveis também podem ser encontrados na documentacao do UFL em [21].

Posteriormente, o passo de tempo com FEniCS é realizado como

u = Function (V)

t =0

for n in range(num_steps):
t += dt; u_D.t = t # Atualizacao no tempo
solve (a == , u, bc) # Resolve o problema variacional
u_n.assign(u) # u_ n recebe u

3.4 Equacao de Poisson bidimensional com condicoes de contorno

de Robin

Nesta secao, realizaremos a aplicacdo do método dos elementos finitos para resolver
equagoes elipticas bidimensionais com condi¢oes de contorno de Robin. Consideraremos
Q2 =10,7/2] x [0,7/2] e kK = 1. Entao, iremos realizar os testes no seguinte problema de
Robin:

{ —Au = femQ, (3.28)

—J,u = uemlI.
Cabe notar que, uma vez que nao estamos lidando com as condigoes de contorno de
Dirichlet, a implementacao se torna essencialmente uma aplicacao da notacao por UFL.

Com base na defini¢ao 3.1.1, temos que

b(u,v) = <VU>VU>L2(Q) + <u7U>L2(F) e F(v)= <f7U>L2(Q)
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Exemplo 3.4.1. Dado que Q2 = [0,7/2] x [0,7/2], iremos determinar uma fungao u :
Q — R que satisfaca as condigdes de contorno do problema (3.28), e assim serd possivel

definir o termo fonte. Seja

u(z,y) = (Cos(a:) + sin(x)) (cos(y) + Sin(y)),
suas derivadas normais satisfazem as condi¢oes de Robin em I'; dadas abaixo:
0,u(0,y
—390“(7/2’ Yy

Oyu(z,0
—Oyu(z, m/2) = cos(x) + sin(x) = u(x, 7/2).

= ( —sin(0) + cos(())) (cos(y) + Sin(y)) = cos(y) + sin(y) = u(0,y).
= (Sin(ﬂ'/2) — cos(7r/2)) (Cos(y) + Sin(y)) = cos(y) +sin(y) = u(m/2,y).
= cos(x) + sin(x) = u(z, 0).

)
)
)
)

Portanto, o problema eliptico bidimensional com condi¢oes de Robin é dado por

uwem .

{ —Au = 2(sin(x) + cos(x)) (sin(y) + cos(y)) em €,
—d,u

O codigo a seguir ilustra as aproximacoes u, € Vj, que satisfazem a formulagao
fraca do problema acima, obtida pela Definicao 3.1.1. O arquivo completo é intitulado

2D-PoissonRobin.ipynb.

# Bibliotecas 2D-PoissonRobin.ipynb

# Definindo a quantidade de pontos e os vetores de erro

M = [2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512]; e = []; el2 = []

for n in np.array(M): # Looping espacial
nx = ny = n # Definindo a malha
mesh = RectangleMesh(Point (0, 0), Point(pi/2, pi/2), nx, ny)
Vh = FunctionSpace(mesh, ’Lagrange’, 1)
u_teo = Expression(’(sin(x[0])+cos(x[0]))x*

(sin(x[1])+cos(x[1]))’, degree=2)#Teorica
f = Expression(’2*(sin(x[0])+cos(x[0]))*
(sin(x[1])+cos(x[1]))’, degree=2) # Fonte

Fomulacao variacional

TrialFunction(Vh); v = TestFunction(Vh)
(dot (grad(u), grad(v)))*dx + uxvxds; F = fx*xvx*dx

¥ O £ #
]

Resolvendo o metodo de Ritz-Raleigh
u = Function (Vh)

solve(b == F, u)

# Erro na norma L2

error_L2 = errornorm(u_teo, u, ’L2°)

el2.append(error_L2)
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# Erro na norma do maximo
vertex_values_u_teo = u_teo.compute_vertex_values (mesh)
vertex_values_u = u.compute_vertex_values (mesh)
error_max = np.max(np.abs(vertex_values_u_teo -

vertex _values_u))

e.append (error_max)

A Figura 15 registra as aproximacao obtidas com n, = n, =4, 16 e 512 pontos, respecti-

vamente.

“00 02 04 06 08 1.0 1.2 1.4 “00 02 04 06 08 1.0 1.2 1.4 o0 02 0.4 06 0.8 1.0 1.2 1.4

Figura 15 — Aproximagoes para o problema bidimensional: Eliptico Robin.

O exemplo 3.4.1 mostra como o software FEniCS simplifica a obtencao de aproxi-
magoes para algumas EDPs. Considerando que, para condig¢oes de contorno do tipo Robin,
necessitamos apenas da formulacao fraca do problema, podemos aplicar a mesma aborda-
gem a problemas variacionais que envolvem dominios temporais, como as EDPs parabdlicas.
O Capitulo 4 serd dedicado a essa categoria de EDPs. Contudo, antes disso, assim como
fizemos na se¢ao 3.2, precisamos garantir a confiabilidade da aplicagao desenvolvida no

Exemplo 3.4.1 por meio do estudo de erro e ordem de convergéncia.

Nessa etapa seguiremos o desenvolvimento feito em [4], para 2 C R? um dominio
poligonal convexo, ou seja, €2 é o interior de um poligono. Considerando f € L*(f),

definiremos o problema modelo:
Au:=—-Au=f em Q com —J,u=usobrel. (3.29)
Acima A : H3(Q2) — L*(Q), onde A := —A é um isomorfismo de H(2) em L*(Q) e

H%(Q) == {u € H*(Q) | — d,u = u sobre I'}.

De fato, para mostrar que A é injetivo, suponha u € H% tal que Au = 0. Isso
implica que v é uma solucao fraca do problema de Laplace com condigoes de contorno
de Robin. Logo b(u,v) = 0 para todo v € H*(€2), onde b é a forma bilinear dada pela

Equagao (3.5). Considerando v = u, temos que b(u,u) = 0, e pela coercividade de b, segue
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que u = 0. Por fim, o teorema de Lax-Milgram 1.2.2 garante a unicidade da solucao fraca
para o problema de Laplace Robin, portanto A é injetivo. Agora, quanto a sobrejetividade,
dado f € L*(Q), temos pelo Teorema 3.2.3.1 de [22] que existe um tinico u € Hz() tal
que Au = f, portanto A é sobrejetivo.

Lembramos da Segdo 3.1 que a formulagao variacional do problema de Robin (3.29)
consiste em encontrar uma tnica solugao u € H'(£2) que satisfaca a Definigao 3.1.1, onde
r = 1. Além disso, na Subsecao 3.2.2, observamos que, sob as hipoteses do Teorema 3.2.1,
a estimativa de regularidade implica em uma ordem de convergéncia quadratica para o
Problema (3.6). No trabalho de Larsson em [4], a demonstragao do Teorema 3.2.1 parte da
suposicao de que €2 é convexo. Como estamos lidando apenas com dominios retangulares

em duas dimensoes, podemos sempre assumir a convexidade de 2.

Nossa discussao sobre a aproximagao de (3.29) segue linhas semelhantes as do
problema (3.6). Desta vez, dividimos o dominio poligonal Q = (0,1) x (0,1) em tridngulos.
Mais precisamente, temos 7, = {K; C Q | i = 1,..., N} um conjunto de tridngulos

fechados K, uma triangulacao de €2, de modo que

-

Q= |JK;, hg =dam(K;), h= max hg,.
1 €{1,..,N}

1

Vamos utilizar a notacdo S, ¢ H 1(Q) para representar as fungoes continuas e
lineares por partes na triangulacao 75, onde as fungdes nao precisam ser nulas em I’
(novamente, por considerarmos condi¢oes de Robin). Com {P]}jvzh1 denotando todos os
noés em Ty, e {9, }j\f:hl representando as fungoes piramidais correspondentes: ¢;(P;) := 0;;.

Definimos o operador de interpolacio I, : C(Q) — S, da seguinte forma:

Ny,
(Ihw)(x) = > vids(x), onde v; = v(F). (3.30)
i=1
O interpolante ;v coincide com v nos nés P;, ou seja,
(Ihv)(‘PZ) :U(-F)i)7 parai: 17 7Nh'

Iremos assumir as seguintes estimativas locais de erro para o interpolante:

Okh%(”UHHQ(K)a VK €Ty, e
Crhgl|vl a2y, VK € Th.

HIh’U — U”LQ(K)

(3.31)
IV (Ihv = )|l L2k

<
<

Como sugerido no Problema 5.12 de [4], as demonstragoes sao baseadas no Lema de
Bramble-Hilbert.

Nesse contexto, se restringirmos as familias {7 }o<n<1 de triangulagdes nas quais
os angulos de todos os tridngulos K pertencentes a todos os membros da familia {75} sdo

limitados inferiormente, independentemente de h, entdo é possivel provar que as constantes
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Ck sao uniformemente limitadas. Assim obtemos as estimativas globais:

1w = vll ey = ¢Z 1 = 0l < ¢z Cehllollmey < CH¥ ol (3:32)
K K

110 — 0| i) < Ch|v| a2y, Yo € H* (). (3.33)
Agora, podemos demonstrar que uy, converge para a projecao de u em Sy,. Definimos

a projegdo de Ritz como o tnico operador Ry, : H'(Q) — S), que satisfaz b(Ryv, ) =
b(v, x), para todo x € Sj. Isso implica que b(v — Rv, x) = 0 para todos os x € Sh, 0 que,
por sua vez, implica que v — Ryv L S,. Outra forma de entender a projecio de Ritz é que
Ryv é a aproximacao por elementos finitos da solugdo do problema eliptico, cuja solucao
exata é v € H'(Q). Além disso, conforme veremos no Teorema 3.4.1 e Proposicao 3.4.1, e

semelhante as Equagoes (3.32) e (3.33), temos as estimativas de erro para a projegao de
Ritz:

R —v|jre < Ch?||vllgz e ||Rpv —v|lm < Ch||v||lge, Vv € H*(Q). (3.34)

Proposigao 3.4.1. Sejam Q C R? um dominio poligonal convezo, f € L*(2) o termo
fonte, uw € H*(Q) e uy € Sy, tais que

b(u,v) = (f,0) 120y, YW E HY(Q) e blun,x) = (f, X2y, VX E Sh.
Entao:
|un — ullp = min Ix —ulls e [lu—unlm@ < Chfllrz@), em que |- |s=1/0(,").
X€5h

Demonstragao. Podemos considerar v = y pela arbitrariedade de v € H'(2). Fazendo
a diferenca b(u, x) — b(up, x), temos que b(u — up, x) = 0, para todo x € Sj. Logo uy
¢ a projegao ortogonal em (H',b) (espaco H' e norma || - ||3). Portanto ||ju — upl, =
min, g, flu = x/ls.

Por fim, sabemos que b é uma forma bilinear continua e coerciva. Logo

lu — upll 1) < Chllu —uplly = Cy min |lu — x|, < Cymin |lu — x| g (@
XESH XESH

Por fim, o préximo teorema estima a ordem de convergéncia na norma || - || z2q).

Teorema 3.4.1. Sejam Q C R?* um dominio poligonal convexo, u € H*(Q) e uy € S

solugoes da formulagdo fraca do Problema (3.29). Entao:

Jun — ullr2i) < CR?| flr2(0)-
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Demonstragio. Seja e = uj, —u € L*(Q). Sabemos A define uma bijecio de Hx(2) para
L3(92), logo existe tinico ¢ € H%(), tal que

Ap=e¢ em Q. (3.35)

Além disso, como A é um isomorfismo ||| g2y = C|le]|2(a). Consequentemente

lel| 72 = llu = unllZ2(0) n b(, u — up) 5 b(¢ — Ing,u—up) < [[¢ — Ino|[o]lu — unlls

< COll¢ = Indl a1y llv — unllzr ) < (CR|Ol m20)) (Ch| fll22(0))

(%) (Chllu — un || £2@)) (Ch|| fl L2 ()

Onde, em (1) temos que (u — up, V) 2(q) = (AP, V)2 = b(¢,v), para todo v € HY(Q),
em particular consideramos v = u — uy,. Em (2) temos que I,¢ € S, L u — uy e em (3)

estamos usando que ||¢|| g2 = C||e||r2(). Entao, temos que

[ = unl|720) < CP2[lu — unll 2@l f 1| 2 -

Portanto, podemos concluir que

lu — wnlz2) < CR?|| £l 2(0)-

OJ

O Teorema 3.4.1 nos diz que a ordem de convergéncia esperada para o problema
bidimensional (3.1) serd quadritica na norma || - ||z2. No exemplo a seguir, constataremos
a convergéncia quadratica na norma || - ||z para o problema do Exemplo 3.4.1. Também

estimaremos a ordem de convergéncia com a norma || - ||z~ e compararemos os resultados.

Exemplo 3.4.2. Os resultados dos célculos dos erros nas normas || - ||z~ e || - |12, apresen-
tados no algoritmo do Exemplo 3.4.1, que se encontra no arquivo 2D-PoissonRobin.ipynb,
estao listados na Tabela 3. Além disso, podemos calcular a ordem de convergéncia, definida

como: ordem = erro, /erro, ; = 2" /2"

Tabela 3 — Ordem de convergéncia do problema bidimensional: Poisson Robin.

Pontos | Erros (|| - ||z~) | Ordem (|| - ||z=) | Erros (|| - ||z2) | Ordem (|| - ||12)

2 1.409154e — 01 1.594002e — 01

4 4.497572e — 02 3.13314 4.514228e — 02 3.53106

8 1.802946e — 02 2.49457 1.191309e — 02 3.7893

16 6.343594e — 03 2.84215 3.040602e — 03 3.918

32 2.072156e — 03 3.06135 7.658633e — 04 3.97016

64 6.443303e — 04 3.21598 1.919655e — 04 3.98959

128 1.933934e — 04 3.33171 4.803342¢ — 05 3.9965

256 5.653277e — 05 3.42091 1.201177e — 05 3.99886

512 1.619394e — 05 3.49098 3.003202e — 06 3.99966
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Curva log(n) x log(e,)

—— Norma L?
12 { —— Norma L*

101

loglen)

log(m)

Figura 16 — Reta de ordem de convergéncia: Poisson Robin bidimensional.

Os resultados da analise de erro e da ordem de convergéncia apresentados na
Tabela 3 e na Figura 16 confirmam a convergéncia quadratica na norma || - || z2(q), conforme
esperado pelo Teorema 3.4.1. No entanto, a norma || - || () nao exibe convergéncia de
segunda ordem. No trabalho de [7], somos apresentados ao lema de Aubin-Nitsche, o qual

nos permite concluir a existéncia de um termo (|logh|??) que impede a convergéncia

quadrética na norma || - || e (q):

| — up|| e < ch?|log hl*?||Vu|2e, VYu € C*(Q).

Desse modo, podemos concluir a eficicia do método Ritz-Raleigh utilizando FEniCS para
resolver o problema (3.28).
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4 Problemas parabdlicos

4.1 Introducao

No capitulo 3 trabalhamos com o problema de Poisson, que é o caso estacionario
da equacao do calor. Contudo, nao justificamos a escolha das condigoes de fronteira de
Robin. Agora estamos aptos para justificd-la. Temos como objetivo estudar o problema
de Wentzell, que é dado pela equacao do calor com condigoes de contorno dinamicas.
Seja €2 C R™ um aberto limitado, convexo e suave com fronteira I' = 9€). O problema de

Wentzell é dado por:
Ou—Au = fem Qx][0,7T]
—0yu = powu+ kuem I' x [0,7] (4.1)
u(z,0) = wup(z) em Q=QUT
Podemos observar que o problema (3.1) representa o caso estacionario do problema (4.1).

Este capitulo tem como objetivo estudar as aproximacgoes por elementos finitos do
problema Wentzell uni e bidimensional. Contudo, estudaremos inicialmente outra variagao
do problema (4.1). Na segao seguinte, abordaremos a boa colocacao de solugoes fracas, a
aplicagao do método de elementos finitos e a de ordem de convergéncia para o problema
que nao envolve a derivada 0;u na fronteira I'. Este problema é conhecido como a equagao

do calor com condig¢oes de contorno de Robin e é definido pela seguinte equagao:

Ou—Au = femQx][0,7]
—0,u = kuem ' x[0,T] (4.2)
u(z,0) = wup(z) em 2

4.2 Equacao do calor com condicoes de contorno de Robin

4.2.1 Formulacao fraca

Sejam Q C R¢, d = 1,...,n, um dominio aberto, limitado e suave, f € L2([0,T], L*(Q2))
e k > 0 para o Problema (4.2). Vimos na Segao 2.2 que a formulagao fraca para a equacao
do calor é dada pela Equagao (2.6). Portanto, pela condi¢ao de contorno de Robin, temos

que a formulacao fraca deve satisfazer
/ fode = —/v&,uds—l—/ Vu-Vv—i—v@tudx:m/vuds—l—/ Vu - Vo + v0u d.
Q r Q r Q

Definigao 4.2.1. Dizemos que u € L? ([0,T]; H*(2)) N H' ([0, T]; L*(Q2)) ¢ uma solugao

fraca para a equagao do calor com condigoes de contorno de Robin (4.2), se:

/QVu(t) - Vo dzx + K/Fvu(t) ds + /Qvatu(t) dor = /va dz, Vve H'Y(Q)ete [0,
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Definindo a forma bilinear b : H'(Q2) x H'(2) — R e o funcional linear F' :
HY(Q) — R, tais que

b(uv U) = <vu(t)7 vU>L2(Q) + K <U’(t)7 U>L2(F) e F(U) = <f7 U)LQ(Q) ) vt e [07 OO[

Temos, pela simetria das integrais, que b é uma forma bilinear simétrica. Além disso, pela
Proposi¢ao 3.1.2 podemos concluir que que b define uma forma bilinear limitada e coerciva.
Portanto, pelo Teorema 2.2.1 e uma discussao que o segue (vide [6] ou [7]), garantimos a

existéncia e unicidade de solugdo para o problema fraco

b(u, v) + (Osu, v) o) = F(v), Vv € HY(Q).

4.2.2 Equacao do calor unidimensional com condices de contorno de Robin

Vamos considerar o caso unidimensional 2 = [0, L] C R, k = 1. A equagao do calor

homogénea com condigoes de contorno de Robin é dada por:

—Pu+ou = 0 em Q X |
0,u(0,t) = wu(0,t) em [0,7], (4.3)
—0,u(L,t) = w(L,t) em [0,T],
u(z,0) = wup(z) emNet=0.

O’ T]7

Para a aplicacao numérica, devemos discretizar tanto a parte espacial, quanto a
temporal. Quanto a discretizagao espacial, temos para todo v € H'(2), que a formulacio

variacional é dada pela Definicao 4.2.1. Neste caso, temos
/ Oy dz + / 0vu Byv d + u(L, )o(L) + u(0,)u(0) =0, Voe H'(Q).  (4.4)
Q Q

Agora, quanto a discretizacao temporal, utilizaremos o método de diferencas finitas,
também conhecido como FDM (Finite Difference Method). O FDM é um método numérico
que se baseia em aproximar as derivadas com diferencas finitas. Sabemos que a derivada
de uma fungao ¢ € C'(2) em um ponto a no intervalo Ja — R, a + R[, com R > 0, pode
ser calculada por qualquer um dos limites abaixo:

() it £OT W @) p(@) —pla=h) et )~ ela—h)
N 20 |

Utilizando a expansao em série de Taylor, podemos assumir termos suficientemente
pequenos e definir as aproximagoes pelo FDM:
iy elath)—ola) pla)—pla—h) plath)—pla—h)
Pla) = h ~ h ~ 2h '

forward backward centered

Aproximando a derivada de uma solugao aproximada U™ = u(t,), em que t,, = nk, por
U™ := k=Y (U —U"), com k = t,, 11 —t,. Para § € |0, 1], a solugdo fraca serd aproximada

por
<Un+l —_ynr

’ ,v>+b((1—9)U”+9U”+1,v):O, Vv € HY(Q). (4.5)
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Exemplo 4.2.1. Para a formulacao fraca (4.5), considere os seguintes valores de 6:

o Para 6 = 0, obtemos a aproximacao por forward. De fato, temos

< Un+1 —_ynr

’ ,v>+b(U”,U):0, Yo € H(Q).

o Para 60 = 1, obtemos a aproximacao por backward. De fato, trocando n + 1 — n,

segue que
<Un _ Unfl

k ,v>+b(U",v):0, Vv € HY(RQ).

o Para 6 = 1/2, obtemos

n+l _ 17n n n+1
<UkU,v> +5b <U+2U,v> =0, Yve HY(Q).

Esta abordagem descreve um método conhecido como o método de Crank-
Nicolson, que pode ser visto como a aproximacao centrada em t, + k/2, em
conjunto com a média de U™, para cada n € N. Cabe notar que, caso o problema

parabodlico nao seja homogéneo, temos que o método de Crank-Nicolson é dado por

<[]n+1_(]n’fu>_’_b<[]n+l_‘_[]n7v> _ <f(tn+17$)+f(tn>$)’v>, Yo € HI(Q)

k 2 2

Neste trabalho, optaremos pelo método de Crank-Nicolson. A escolha desse método
nao foi feita ao acaso. Em [4], é possivel estudar com maior rigor as diversas consequéncias
da escolha dos métodos possiveis para implementacao dos elementos finitos. A escolha do
método de Crank-Nicolson ¢ pelo fato de que, como veremos no Teorema 4.2.1, obtemos
ordem de convergéncia quadratica O(h* + k?), além do método ser incondicionalmente
estavel, ou seja, ele nao necessita de restrigoes especiais sobre o tamanho do passo ou outras
condi¢es para garantir sua estabilidade. Na pratica, isso implica que nao é necessario
utilizar um passo de tempo excessivamente pequeno para garantir a convergéncia. Para
uma compreensao mais aprofundada dos métodos de diferencas finitas e suas variacoes,

recomendamos a leitura de [4] e [18].

Nesse contexto, substituiremos as aproximagoes na Equagao (5.3), enquanto o
intervalo de tempo [0, 7] serd dividido em instantes tx, com k = 0,...,m, onde t; = kAt

e At = T'/m. Obtemos assim que o lado esquerdo de (4.4) é aproximado por

/L U(l‘,tk+1) —U(I',tk>v dx+/L(3 U(%,thrl) +U(3§',tk) O.v dr
0 At 0o 2 v

u(0, te41) + u(0, tx)
5 +

U(L) U(L, tk+1>2—|— U(L, tk) .

+v(0)
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Multiplicando ambos os lados por At e rearranjando alguns termos, obtemos

L At (L
/ u(z, tgrr)v — u(z, ty)v do + 7/ Opt(2, tpy1)0pv + Opu(x, ty)Opv dx
0 0
At At
+ 7[“(0, tr1) + u(0,2x)]v(0) + 7[“([” tr1) + u(L, ty)]o(L).

Utilizando a base de splines lineares dados pela Equacao (3.9), temos que u,(x,t) =
> g ai(t)oi(z), com h = L/n. Nesse caso, substituindo u pelas aproximagoes uy, e v por

¢j7j:()7"'7n
At

L n
| S et - Za@ o det 5 [ Zal ti1)0l0), +Za@ t)¢i) de
1=0

At At C

+5 > lai(tis1)9i(0) + ailty) :(0)]¢;(0) + - > lai(tis)di(L) + i(tr)di( L) (L)].
i=0 1=0

Como o problema (4.3) é homogéneo, podemos simplesmente isolar os termos que possuem

a;(tr+1) no lado esquerdo e os termos que possuem «;(t;) para o lado direito na equagao

(4.4). Assim, obtemos:

- L At , At At
ZZ:;) a;(trs1) [/0 Pid; + 7@% dz + ?Qbi(o)qu(()) + 2¢i(L)¢j<L)]

- L At , At At
— ;Oéi(tk) l/o Pihj — ?@% dz — ?cbi(O)qu(O) - 2¢i(L)¢j(L)] :

Pela definicdo de Sy, temos que ¢;(x;) = 1 se i = j e, caso contrario, ¢;(x;) = 0, onde
x; = jh = jL/n. Assim u(x;, ty) = X1 ci(te)i(x;) = j(ty). Portanto

ao(tet1) ao(tr)

(8 an) | (22
(k1) an (1)

o A matriz A é dada por A;; = /ngigbj de = (¢4, ¢j) ;2. Contudo (¢, ¢;),;. = 0 se

|i — j| > 1. Logo a matriz A é tri-diagonal e, pela simetria do produto interno, temos

que (@i, j) > = <¢j,¢i>L2. Entao

(b0, do) (D1, o) 0 0
(P1,00) (b1,01) (P2, 1) 0
0 (B2, 01) (P2, 02) (P3,02)
0 0 (B3, 2) (@3, P3)

o O o O

0 0 0 0 o {¢n dn)]
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Para h = z;41 —2; = L/n, com j = 0,--- ,n. Podemos explicitar os produtos
internos
t n (11 — )’ (xo—x1)* R
= 2 = W= g _ o= "
(0, o) */0 ¢o(r) do = /IO 5 de T 3
g T (& — Ty_q)? (Tp_1 —x0)® b
(o) = [} M@ b= [ 7 S e 3h? 3
Gi, 9i) = L¢2$ de= [ wdx+ mHM(M
o ' h? 2
Ti—1 T4
. (l’i—l - Ii)3 (IZ — Ii+1>3 - 2h .
= — e — 37,2 =3 para 0 <7 < n.
L Zit1 (@, —x)(x — x;
(Pit1, Di) :/0 Giy1(x)ps(x) dz = /I ( Hh ) ( . ) dr
1 x3 IQ Tit1 ‘
= = [—3 + 5 (xiJrl + xz) - w(xlﬂxl)L = 6 para 0 <7 < n.

Desse modo, temos que A é dada explicitamente pela matriz:

(h/3 h/6 0 0 0 ]
h/6 2h/3 h/6 0 0
) 0 h/6 2h/3 h/6 0
|0 0 h/6 2n/3 0
0 0 0 0 - h/3]

o A matriz B representa a matriz de rigidez de problemas elipticos. Ela ja foi calculada
anteriormente no problema (3.6). Além disso, as entradas da matriz R;; = ¢;(0)¢;(0)+
¢i(L)¢;(L) sao todas zero, exceto quando ¢ = j = 0 ou i = j = n. Entao, como

h = L/n, as matrizes B e R sao dadas por

[ 1/h —1/h 0 0 0 o -
~1/h  2/h —=1/h 0 0 .

0 —1/h 2/h —1/h 0

B= e R=

0 0 —1/h 2/h 0

. . . : 0

: : : : oo )
0 0 0 0 - 1/h - -

Exemplo 4.2.2. Sendo Q = [0, 7/2], queremos determinar uma fungao v : @ x[0,7] — R
que satisfaca as condi¢oes de contorno do problema (4.3). Podemos observar que a fungao

u(z,t) = exp (—t) [cos(z) + sin(x)] é solugdo do problema de Robin

Oyu = 0%u em [0, 7/2] x [0, T,
0,u(0,t) = u(0,t) em [0, 7],
—0u(m/2,t) = u(mw/2,t) em [0, 7],
up(z) = cos(x) + sin(x) em [0, 7/2].

(4.6)
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De fato, podemos verificar facilmente que u satisfaz a equacao diferencial:
Ou(z,t) = O2u(x,t) = —exp (—t)[cos(x) + sin(z)] = exp (—t) [ cos(z) — sin(x)] .
Além disso, as condi¢bes de contorno sao satisfeitas:
0,u(0,t) = u(0,t) = exp(—t) = exp (—t),

—0u(m/2,t) = u(r/2,t) = exp (—t) = exp (—1).

Como dito anteriormente, podemos utilizar o programa SplinesLineares.py e fazer
pequenas alteragoes no método MEF.py para implementar o método de elementos finitos.
Para resolver o problema (4.6), precisamos alterar a matriz de rigidez do programa MEF.py,

de modo que seja possivel aplicar o método de Crank-Nicolson.

# Bibliotecas de MEF.py
# Calcula a solucao u(x) usando coeficientes e funcoes de base
def u_sol(x, coef, h, x_disc):
y =0
for i in range(len(coef)):
y+=coef [il*phi(x, x_disc[i], h)#phi in SplinesLineares.py
return y
# Monta a matriz de rigidez do metodo dos elementos finitos
def matriz_rigidez(n, h):
A = np.zeros((n+1,n+1)); B= np.zeros((n+1,n+1)); R = np.zeros
((n+1,n+1))
Afo,0] h/3
Aln,n] h/3
for i in range(l,n):
Afi,i] = 2xh/3
for i in range(n):
A[i,i+1] = h/6
A[i+1,i] = h/6
B[0,0] 1/h
Bln,n] 1/h
for i in range(l,n):
B[i,i] = 2/h

for i in range(n):

B[i,i+1] = -1/h
B[i+1,i] = -1/h
R[0,0] =1
Rln, n] =

1
return A, B, R

# Aplicacao do metodo de Crank-Nicolson
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def CrankNicolsonGalerkin(n, h, x_disc, alpha, dt):

A, B, R = matriz_rigidez(n, h)

MR = A + (dt/2)*B + (dt/2)*R
VF = A - (dt/2)*B - (dt/2)*R
VF = np.dot(VF, alpha)

alpha = np.linalg.solve(MR, VF)
u = lambda x: u_sol(x, alpha, h, x_disc)

return alpha, u

O cbdigo a seguir constitui o cerne do programa intitulado HeatRobin.ipynb.

#
#

u_

X_

e
M

N_

#

Bibliotecas HeatRobin.ipynb

Descricao do problema

teo = lambda x, t: np.exp(-t)*(np.cos(x) + np.sin(x)) # Solucao
analitica

min = 0; x_max = np.pi/2; T = 1.0 # [x min, x max]x[0,T]

= []1; el2 = [] # Erros com as normas L~ \infty e L72

= [2, 4, 8, 16, 32, 64, 128] # Discretizacoes espaciais

t = [6, 10, 20, 40, 80, 160, 320] # Discretizacoes temporais

Looping espacial

for n in range(len(M)):

# Discretizacao espacial e temporal
h=(x_max - x_min)/M[n]; x=np.linspace(x_min, x_max, M[n]+1)
N_t2 = N_t[n]; dt = T/N_t2; t = np. linspace (0 , T, N_t2+1)
alpha = u_teo(x, 0.) # Funcao u_0(x)
for j in range(l, N_t2+1):

# CrankNicolsonGalerkin in MEF.py

alpha, u_num=CrankNicolsonGalerkin(M[n], h, x, alpha, dt)

# Funcao de plot

# Aumentando a quantidade de pontos para calcular o erro

y = np.linspace(x_min, x_max, 10*M[n] + 1)

erro_ponto = u_num(y) - u_teo(y, T)

# Norma L_infinito do erro

norma_linfinito = np.max(np.abs(erro_ponto))

e.append (norma_linfinito)

# Calcula a norma L2 do erro

integral = 0

for k in range(len(y)-1):
# Interpolacao para ligar os pontos da solucao numerica
interpol = lambda x: u_num(y[k])*(y[k+1] - x)/(y[k+1] - ¥y

[k]1) + u_num(y[k+1])*(x-y[k])/(y[k+1] - y[k])
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erro_x = lambda x: (u_teo(x, T) - interpol(x)) **2
int , error = integrate.quad(erro_x, ylk], yl[k+1])
integral += int

norma_1l2 = np.sqrt(integral)

el2.append (norma_12)

A figura 17 apresenta algumas aproximagcgoes numéricas obtidas pelo método de
elementos finitos no tempo t = 1. De modo que, o tamanho de passo no espago esta
variando em h = 7/(2n), com valores de n iguais a 4 e 128, e k assume os valores de 1/10
e 1/320, onde tjy1 =t; +k=1to+ (j + 1)k.

Equacao do calor com condigdes de Robin para h = 1/4 e k = 1/10

Equagado do calor com condigdes de Robin para h = 1/128 e k = 1/320

0.52 Pl Ty —— Solugéo via MEF

— Soluca MEF
. ~ === Solucéo analitica olucao via

=== Solucao analitica

0.52

0.50

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 14 16 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 12 1.4 16

Figura 17 — Aproximacoes para o problema unidimensional: Calor Robin.

Note que, no exemplo 4.2.2, conforme duplicamos a discretizagao espacial, também
precisamos aumentar duas vezes a discretizacao temporal. Isso é necessario para verificar
a ordem de convergéncia. Conforme estudado em [4], a ordem de convergéncia esperada

para o método de Crank-Nicolson é O(h? + k?), como veremos no teorema a seguir.

Teorema 4.2.1. Seja U™(z) =~ u(z,t,), n > 0, uma solu¢io aprorimada do Problema

(4.2) usando a formulagio de Crank-Nikolson:

QU™ x) +b (U™ +U"),x) = (3(f(tasn) + F(t)),x), VX E€ Sy n >0 wn

UO = IhU, '
onde ;U™ = k= (U™ —U™), e Iv é o operador de interpolagio Iyv(z;) = v(x;) (lem-
bramos que, existe C' > 0 tal que ||[v — Lyv||g2 < Ch?||v||y2). Entdo, para todo n > 0,

temos:

tn tn
U™ = ()2 < Ch2 <||v||H2 +/0 g | 22 ds) +Ok;2/0 gl 12 ds.

Demonstracao. Seja u(t,) = u(t,)(x) = u(z,t,) com u(ty) = v a solugao exata do
problema parabdlico (4.2). Ao longo da demonstracao omitiremos os indices referentes as

normas || - ||z2. Podemos comegar observando que

U" —u(t,) = (U" — Ryu(ty)) + (Ruu(t,) — u(ty,)) .
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Definindo 6" = U™ — Ryu(t,) e p" = Ryu(t,) — u(t,), temos que U™ — u(t,) = 6™ + p".

Pelas estimativas de erro da projecao de Ritz (3.34), segue que
"Il < CR*[lu(tn) || 2

tn
Pelo teorema fundamental do célculo, temos que u(t,) = v + / uy ds. Entao
0

tn
o7l < €2 (Jfollws+ [l ).

Portanto .
U7 = u(ta)ll < 160+ Ch (Jollz + [ e ds). (48)

Agora, devemos estimar ||#"||. Primeiramente, podemos observar que é possivel

obter w™ tal que " satisfaca a formulacao fraca
@07 )+ b (50 +07,x) = = (") (4.9)
De fato, substituindo " em (4.9), somos conduzidos a uma série de relagdes de igualdade
(4.9) = (0,(U™ — Rpu(ty)),x) +b <;(U"+1 — Rpu(t,11) + U™ — Rypul(ty,)), X) :

pela bilinearidade de b(-,-) e (-, ), podemos rearranjar alguns termos da equagao acima

(1.9) = @ x4 (SO + U3 )~ @ea(ta) 1) -b (§ (Raltaes) + Baultn)).x).

Note que os dois primeiros termos coincidem com a formulagdo de Crank-Nicolson (4.7).
Além disso, utilizaremos que a projegao de Ritz comuta com a derivada discreta (veja a

demonstragao na Observagao 4.2.1)

(1:9) = (5 (tur) + £(E))ox) = (Radhuta). x) = (5 (Raaltan) + Rua(t)).x )

Note que dados =,y € H'(Q), entdao b(Ryx + Ryy, 2) = b(z + 1, 2), para todo z € S,. Logo

(1.9) = (50 (tw) + ) x) = (Radu(ta), x) = b (5 (ultnsn) + b)), x).

Por fim, novamente pela formulacao fraca da solugao exata, temos que a forma bilinear

satisfaz a equacao

b (5 ultnir) + ), ) = = (500ltns) + i) X) + (50 ner) + 70)),X)-

Substituindo a forma bilinear b, resulta em

(4:9) = {5 (tnr) + F (1)), X) = (Radiu(tn). )
+ {Snltnn) i) x) = (50 ns) + 10)),X).
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anulando os termos com f e rearranjando o produto interno restante, a expressao fica

(19) = ~ (Ridu(t,) - ;(ut@nﬂ) Fult) v

Portanto, podemos concluir que para w™ := Rpdu(t,) — 3(us(tnt1) + w(t,)), entdo 0"

satisfaz a formulacao (4.9).
Indo mais além, podemos definir
1
= (Rh_I)atu(tn) € wg = atu(tn) _§(ut(tn+1)+ut(tn))v tais que w" = W?—ng.

De fato, basta observarmos que

S ltaer) + ()
= Budu(ts) — Deu(ts) + () — & (ve(tnir) + (1)

= (R = Duu(tn) + Bpt) = 5 (wnltsn) + alta) =+

w" = Rpou(t,) —

Por outro lado, a coercividade de b e a desigualdade de Cauchy-Schwarz nos possibi-
lita mostrar que o método de Crank-Nicolson ¢ incondicionalmente estavel. Considerando

x = U™ + U™ na Equagio (4.7), somos conduzidos a uma série de desigualdades

QU0+ 0 = —b (SO U, U4 U ) (S ) + (1), U + U

2

>0

< 5 <f(tn+1) + f(tn)7 U"+ Un+1>
< S (i) + £ (1070 + 0

Contudo, pela defini¢do de 0;, obtemos

—_

e N (A Y (Tl )

Consequentemente

(o) = o) (o + o) < §||f(tn+l) + I (T ]+ 1T

Eliminando os termos ||[U™"!]| + ||U"||, podemos concluir a estabilidade do método de

Crank-Nicolson
O < N0+ k) + ()|

Seguindo essa linha de raciocinio, temos indutivamente para cada n

O U7+ [ ) + )
<0+ k() + £t + |5 rn) + )
<1 St + 1)

Ih’l)
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Portanto, podemos concluir que o método de Crank-Nicolson satisfaz

Fltass) + (1)
Reproduzindo o mesmo processo para a formulagao (4.9), segue que 6™ satisfaz
n—1 ) n—1 ) n—1 )
101 < 16°11 + & D NIl = 1611+ & D Nl ll + & D lws -
j=0 §=0 5=0
Desse modo, pela Equagao (4.8), temos que a ordem de convergéncia devera satisfazer

JUm =t < R (olle + [ e ds) + 10°) + Z el + 6 5 el (.10
7=0
Devemos estimar cada um dos trés termos restantes da desigualdade (4.10). Primeiro, para
6°, a estimativa do erro (3.34) nos permite concluir que existe C' > 0, tal que
16°]1 = | Zwv = Ryoll < Znv = vl + [lv — Ryoll < CR?[jv] 2.

Por outro lado, para wy, temos pelo teorema fundamental do calculo que

t.
_ (Rh—])atu:(Rh—I)k‘l/J e ds = k™ / (Rp, — Duy ds.

t
Consequentemente, as estimativas de erro com a projecao de Ritz (3.34) nos dao que

tj+1
/ Ryu;y — u; ds
t .

1
< 2/ | Ruus — ue] ds < ChQZ/ et 1 ds_ch2/ el o ds.
A partir disso, podemos escrever
n—1 ) tn
16°] + & D llwdll < CR?[v]| = + Ch2/0 el g2 ds,
j=0
e pela desigualdade (4.10), temos que resta apenas estimar wy, pois
tn n—1 )
U7 = u(t)l) < € (ol + [l ds ) + k3 [l (1.11)
j=0

Esta é uma etapa importante da demonstragao. Quando escrevemos w" = wj + wy, o
objetivo era obter um unico termo que estimasse a aproximacao da derivada da solucao
exata O;u em comparacao com a derivada “real” da solugdo exata wu;. Nesse contexto,
essa etapa depende exclusivamente da discretizacao temporal, onde esperamos obter uma

ordem de convergéncia de O(k?).

Pela forma que definimos ws, temos que

Wl = dyult,) — ut(tn+1)2+ w(t) _ u(tnﬂ)k— u(ty,) B ut(tnﬂ);— ut(tn)‘
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Agora, utilizaremos a formula de Taylor de terceira ordem para aproximar u(t,,1) e u(t,)

em relacdo ao ponto médio u(ty,41/2)

k k2 1 ftn
u(tn) = u(tni1/2) — §ut(tn+1/2) + Uy (tny1y2) + §/t (tnt1/2 — $) wm(s) ds,
n+1/2

8
k k? 1 [tnt N
U(tnt1) = ultnyiyz) + sw(tnrije) + 5w (tnraye) + */ (tnt1/2 — 8) wm(s) ds.
2 8 2 Sty i1

Entao (o) (t,) Lo
U\ Ty — ultly, n+1
+1 k — ut(tn+1/2) + %/t (tn+1/2 — 8)2uttt<5) dS.

Da mesma forma, utilizaremos a férmula de Taylor de segunda ordem para aproximar

Ut (tni1) € u(t,) em relacio ao ponto médio wug(t,11/2)
k tn
altn) = wrltusr2) = Sun(tusie) + [ [tusrje = slu(s) ds,
lny1y2
]{; tn+1
eltnsn) = Wit ) + Juultuirya) = [ ltusrye = slua(s) ds.
n+1/2

Entao

th tn Lo
w( +1)2+ U ( ):ut(tn+1/2)+2/t + tnt1/2 — slug(s) ds.

Por fim, seguindo essa linha de raciocinio, concluimos que wj satisfaz

1 tn+1 1

tn+l
w;l = ﬁ . (tn+1/2 — S)QUttt(S) ds — 5 /tn |tn+1/2 — S|Uttt<8) ds.

Assim, podemos estimar o dltimo termo em (4.11). Pela desigualdade triangular, segue

n—1 n—1
kY Nl =k
j=0 j=0
n—1 .

<cy |

j=0 "t

1 [tiv 1 rtivs
%/t (tj+1/2 - 3)2uttt<5) ds — §/t |tj+1/2 - 5|Uttt(8) ds
; .

J
j+1 ol
(172 = 5 ()l ds + C Y [7 [tisa/2 = s ua(s)]] ds
N————’ §=0 t; N———

<k2 a <k

tn tn
< 0K [ fusa(s)] ds + Ch* [ ()] ds.

Portanto, substituindo a estimativa de k>>7_, |w|| em (4.11). Podemos concluir

que existe C' > 0 tal que o método de Crank-Nicolson converge quadraticamente
tn tn
U = utta)ll < 2 (ol + [ el ds) + 2 [ ] .
O

Observagao 4.2.1. Seja v € HY(2). A projecao de Ritz em v nos d4 que b(Ryv,x) =

b(v, x), para todo y € Sy Derivando no sentido de forward, obtemos

Oib(Ryv, x) = (O Rpv, x) + b(Rpv,0ix) e 0b(v, x) = b(0pv, x) + b(Ryv, 9yX) -
—— ——

=0 =0
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Entao

b(O:Ryv, x) = b(dw, x), para todo x € Sy.
Por outro lado, aplicando a projecao de Ritz na derivada 0,v, obtemos que
b(RpOw, x) = b(dw, x), para todo x € Sp.
Consequentemente
b0 Ry, X) = b(dw, x) = b(RLdyv, x), para todo x € Sj.
Portanto, pela unicidade da projecao, podemos concluir que 0, Ry, = Ry0;.

Exemplo 4.2.3. O teorema 4.2.1 nos mostra que a ordem de convergéncia esperada para
o exemplo 4.2.2 serd quadrética, ou seja, reduzindo h = 7/2n e k = T'/m pela metade,
resulta em uma reducao de quatro vezes no erro. Desse modo, novamente iremos avaliar a
ordem de convergéncia com duas normas distintas no célculo do erro: a norma || - ||z2 e
a norma || - ||ze. Sendo u a solucdo analitica do problema (4.6), calcularemos a solugao
numérica uy, para n € {2, 4, 8, 16, 32, 64, 128} e m € {5, 10, 20, 40, 80, 160, 320}.

Tabela 4 — Ordem de convergéncia do problema unidimensional: Calor Robin.

Espaco | Tempo | Erros- L* | Ordem - L* | Erros - L* Ordem - L?
2 D 6.174004e — 02 6.361246e — 02

4 10 1.670477e — 02 3.69595 1.598397e — 02 3.97977

8 20 4.259104e — 03 3.92213 4.001719e — 03 3.99428

16 40 1.070015e — 03 3.98041 1.000798e — 03 3.99853

32 80 2.678322¢ — 04 3.9951 2.502226e — 04 3.99963

64 160 6.697857e — 05 3.99877 6.255709e — 05 3.99991

128 320 1.674593e — 05 3.99969 1.563936e — 05 3.99998
A Tabela 4 apresenta os erros e seus quocientes, tanto na norma || - ||z~ quanto na
norma || - ||z2. Constatamos a convergéncia quadratica do método de Crank-Nicolson para

o problema (4.3), como esperado do Teorema 4.2.1.

4.2.3 Equacao do calor bidimensional com condicoes de contorno de Robin

Nesta sec¢ao, faremos a aplicagdo do método de Crank-Nicolson para a equacgao do

calor bidimensional com condigoes de contorno de Robin:

—Au+0u = fem Q2x]0,T7],
—0,u = wu sobre I'x]0,T7, (4.12)
u(z,0) = wup(z) em €.

Pela definigao 4.2.1 a formulagao fraca do problema (4.12) é dada pela equagao

<vu7 vv)LQ(Q) + <8tu7 U>L2(Q) + <'LL, U>L2(F) = <f7 U>L2(Q) ) Vo € Hl (Q>
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Sendo t, = kAt para discretizar a parte temporal, utilizaremos o método de Crank-
Nicolson. Denotando u(x,y,txy1) por u e u(z,y, tx) por uy, para cada k € {0,...,n} que
discretiza a parte temporal, temos que
U+ U U —
\Y ] - Vo dzr + /
/Q 2 o At

Multiplicando ambos os lados por At e rearranjando os termos u; a esquerda da equacao,

kvdx+/u+ukvds:/f+fkvdw.
r 2 o 2

obtemos a formulagao variacional que sera aplicada com o FEniCS. A forma bilinear é

dada por
At At
b(u,v):—/Vu~Vvdx+/uvdx+—/uvds,
2 Ja Q 2 Jr

e o funcional linear é dado por

At

Fi(v) = =

Q(f—i-fk)vdx——/Vuk Vvdx—i—/ukvdx——/ukvds

Exemplo 4.2.4. Consideremos Q2 = [0, 7/2] x [0,7/2] e que o termo fonte em (4.12) seja
nulo. Nesse caso, podemos construir uma solugao para o problema bidimensional, dada
por u(z,y,t) = ¢(x,t)p(y, t), onde ¢ representa a solugao em uma dimensao. Estudamos o
caso unidimensional na subsecao 4.2.2, e 14 verificamos que ¢(x,t) = e *(cos(x) + sin(z)) é
solugdo para o problema unidimensional. Nesse contexto, iremos verificar que u(zx,y,t) =
e ?*(cos(z) + sin(x))(cos(y) + sin(y)) é solucio de (4.12). De fato, se

u(z,y,t) = e *(cos(x) + sin(z))(cos(y) + sin(y))
Opu(x,y,t) = _Qt( in(x) + cos(x )(cos(y) + sin(y))
yu(z,y,t) =e” (COS( ) + sin(z))(—sin(y) + cos(y))
Au(x,y,t) = ~2t(cos(z) + sin(z))(cos(y) + sin(y))
Owu(z,y,t) = ~2?!(cos(x) + sin(z))(cos(y) + sin(y))

Entao temos que Au = d,u, satisfazendo a equacgao do calor. Além disso, as condigoes de

contorno sdo dadas por

0,u(0,5,t) = u(0,y,t) = e *(cos(y) + sin(y)) = 2t(cos.( ) +sin(y))
(/2. 1) = ulm /2,5, 8) = —e*(~1){cos(y) + sin(y)) = e *(cos(y) + sin(y))

Oyu(z,0,t) = u(x,0,t) = e *(cos(z) + sin(zr)) = 21t(cos( ) + sin(z))
—Oyu(z,m/2,t) = u(z,7/2,t) = —e *(cos(z) + sin(z))(—1) = e~ *(cos(x) + sin(z))

Portanto, iremos avaliar o método de Crank-Nicolson para o problema

Ou = Auem 2x]0,T],
—0,u = w sobre I'x]0,T7,
uo(z,y) = (cos(x) + sin(x))(cos(y) + sin(y)) em €.

O codigo abaixo constitui o cerne da execugao do programa: 2D-HeatRobin.ipynb
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# Bibliotecas 2D-HeatRobin.ipynb

N = [2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256] # Discretizacao espacial

K = [5, 10, 20, 40, 80, 160, 320, 640] # Discretizacao temporal
e = []; el2 = [] # Erros

Time = 1.0 # Tempo fimal

for n in range(len(N)): # Looping espacial

nx = ny = N[n]
mesh=RectangleMesh (Point (0,0) ,Point(pi/2,pi/2) ,nx,ny) # Malha
Vh = FunctionSpace(mesh, ’Lagrange’, 1) # Espaco de funcoes
u = TrialFunction(Vh); v = TestFunction (Vh)

u_teo = Expression(’exp(-2*t)*(cos(x[0]) + sin(x[0]))*(cos(x

[1]) + sin(x[1]))’, degree=2, t=0)

_k = interpolate(u_teo, Vh)
= 0.0; num_steps = K[n]; dt = Time / num_steps
Formulacao variacional

(dt/2) *dot (grad (u), grad(v))*dx + uxv*dx + (dt/2)*uxvxds
u_k*vxdx-(dt/2) *dot (grad (u_k) ,grad(v))*dx-(dt/2) *u_k*v*ds
Function (Vh)

H £ M o # o g
]

or k in range(num_steps): # Looping temporal
t += dt; u_teo.t =t
solve(b == F, u)

u_k.assign(u) # u_k recebe u

# Bloco de Plots

# Erro na norma L2

error_L2 = errornorm(u_teo, u, ’L2°)

el2.append(error_L2)

# Erro na norma do maximo

vertex_values_u_teo = u_teo.compute_vertex_values (mesh)

vertex_values_u = u.compute_vertex_values (mesh)

error_max = np.max(np.abs(vertex_values_u_teo -
vertex_values_u))

e.append(error_max)

Aqui Az = Ay = ©/2n e At = 1/m, onde n € {2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256} e
m € {5, 10, 20, 40, 80, 160, 320, 640}. Calculamos as aproximagoes no instante de

tempo fixo em ¢t = 1.0, para n e m. A Figura 18 mostra algumas aproximacoes obtidas

com n =8, 256 e m = 20, 640, respectivamente.
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0.26 0.26
0.24 0.24
0.22 0.22
0.20 0.20
0.18 0.18
0.16 0.16
0.14 0.14
1.50 1.50

Figura 18 — Aproximagdes para o problema bidimensional: Calor Robin.

Os erros obtidos sao dados pela tabela 5, onde constatamos a convergéncia qua-

drética do método de Crank-Nicolson para o problema (4.12) pela norma || - ||z2, como

esperavamos pelo Teorema 4.2.1.

Tabela 5 — Ordem de convergéncia do problema bidimensional: Calor Robin.

Espaco | Tempo | Erros- L* | Ordem - L* | Erros- L? | Ordem - L?

2 5) 4.952953e — 02 7.456322¢e — 02

4 10 1.010985¢e — 02 4.89914 2.051546e — 02 3.63449

8 20 3.443942¢ — 03 2.93554 5.319508e — 03 3.85665
16 40 1.127914e — 03 3.05337 1.345948e — 03 3.95224
32 80 3.497594e — 04 3.22483 3.377565e — 04 3.98496
64 160 1.047400e — 04 3.33931 8.453627e¢ — 05 3.9954
128 320 3.058002¢e — 05 3.42511 2.114134e — 05 3.99862
256 640 8.755072¢ — 06 3.49283 5.285872e — 06 3.99959

4.3 Equacao do calor com condicoes de contorno dinamicas

Finalmente, estamos aptos para estudar o problema central deste trabalho, o
Problema (4.1), também conhecido como o problema de Wentzell. As se¢Oes anteriores
surgiram naturalmente a partir dos experimentos realizados nesta se¢do. Como observamos
ao longo do trabalho, os Problemas (3.1) e (4.2) representam particularidades estacionarias
do problema (4.1), onde (4.2) é “estacionario em I'” no sentido de ter condigoes de contorno
que nao dependem da derivada O;u. Aborda-los primeiramente nos permitiu explorar varios
exemplos, cada um com suas caracteristicas unicas, e adquirir as ferramentas necessarias e

suficientes para lidar com maior clareza com o problema de Wentzell.



Capitulo 4. Problemas parabolicos 73

Nesta secao, realizaremos as aproximacoes e analises numéricas para a equacao do
calor com condigbes de contorno dindmicas (4.1). Para isso, organizaremos as subsegoes
da mesma forma que fizemos ao longo do trabalho, comecando com a Subsecao 4.3.1, na
qual detalharemos a formulacao fraca do problema. O estudo do caso unidimensional é
apresentado na Subsecao 4.3.2. Por fim, exploramos o caso bidimensional na Subsecao 4.3.3.
Assim, é possivel estudar o método de Crank-Nicolson unidimensional e sua aplicagao

bidimensional usando a biblioteca FEniCS.

4.3.1 Formulacao fraca do problema de Wentzell

Sejam 2 C R™ um dominio aberto, limitado e suave, f € L*([0,T], L*(R2)) e ki, > 0

para o problema (4.1). De acordo com a formulagao fraca (2.6), podemos escrever

/fvdx:—/vﬁyuds+/Vu-Vvdx%—/v@mdx.
Q r Q Q

Considerando a condi¢do de contorno dinamica, a formulagao fraca deve satisfazer:

—/va,,u ds—i—/ Vu - Vv + vosu dx:/(mu—i-,uﬁtu)v ds—i—/ Vu - Vv + vou dx.
r Q r Q

Definigao 4.3.1. Dizemos que v € L% ([0, T); H'(Q)) N H' ([0, T]; L*(Q) & L*(T")) é uma

solugao fraca para a equacao do calor com condigoes de contorno dindmicas (4.1), se:

/Vu-Vvdx—i—m/vuds—i—/vatudx—k,u/atuvds:/fvdx, Vv e HY(R).
0 T Q r Q

Note que H'(2) pode ser considerado um subconjunto denso de L?*(Q2) & L*(T)
através da identificagdo u € H'(Q) — (u,ulr) € L*(2) ® L*(T). Desse modo, podemos

seguir o raciocinio adotado ao longo do trabalho e definir

b(u,v) = (Vu, Vv) p2q) + £ (w,0) oy € F(v) = (f,0) 121

de modo que F e b satisfagam o Teorema 2.2.1, com V = H'(Q) e H = L*(Q) & L*(T")
(vide [6] ou [7]). Portanto, asseguramos a existéncia e unicidade da solugao para o problema

fraco
b(u, v) + (0w, v) 2y + 1Ok, V) p2ry = F(v), Vv € HY(Q).

4.3.2 Problema de Wentzell unidimensional

Vamos considerar o seguinte caso unidimensional homogéneo: 2 = [0,L] C R e

rk = pu = 1. Portanto, a equagao do calor homogénea com condi¢des de contorno dinamicas

¢ dada por:
—u(z,t) + Qu(z,t) = 0 em Qx]0, 7],
0,u(0,t) = u(0,t)+ du(0,t) em]0,T], (1.13)
—0,u(L,t) = w(L,t)+ Owu(L,t) em |0,T], '
u(z,0) = wup(x) em Qet=0,
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em que ug € H'(Q). Nesse caso, para todo v € H'(Q2), a formulacio variacional serd dada
por: determinar v € L* ([0, T); H'(Q)) N H' ([0, T]; L*(Q) & L*(T")) tal que

/Qatuv dz —I—/Qf‘)xuﬁmv dz + w(0,t)v(0) + 0:u(0,t)v(0)

(4.14)
+ u(L,t)v(L) + (L, t)v(L) =0, Yve HY(Q).

Agora, para discretizar a parte temporal, utilizaremos o método forward FDM em
conjunto com a média de u(z,t;), onde k € N e ¢, = kAt. Como dito na Segao 4.2, essa

abordagem resulta no método de Crank-Nicolson.

/L u($,tk+1> (LL’ tk) d:L’—|—/ l x tk+1) +U(l’ tk) O-v du
; x

At 2
t t L.t L.t

u(0, k:+1)2+ u(0, k)v(o) n u(L, k+1)2+ u(L, k;)U(L)

w(0, ty1) — u(0, k) u(L, tysr) — u(L, ty)
A7 v(0) + A7 v(L).

Multiplicando ambos os lados por At, temos
L At
/0 [u(x, tgyr) — ulx, ty)]v doe + 7/0 Oplu(m, tyyr) + u(z, tg)]0pv da
At At
+ 7[“(07 ti1) + u(0, 4)]0(0) + 7[“(@ tiv1) + u(L, ty)]o(L)

[0, tisr) — (0, 4)] 0(0) + [u(L, ter) — u(L, 1)) o(L).

Rearranjando os termos das integrais e utilizando a base de splines lineares dados
pela Equacao (3.9), temos que up(z,t) = >0, a;(t)¢:(z). Nesse caso, substituindo u pelas

aproximacoes uy € v por ¢;, j =0,...,n:
/ ZO‘Z 1) Picd; — ZO‘Z tr) iy dx + 7/ ZQZ(tk+1)¢;¢; + Zaz@k)qb;ﬁb; dz
i=0

+ Zo Oéz (try1)9i(0) + ci(te)d4(0) ) + Z 041 (trr1)@i(L) + ci(tr)di(L)]@;(L)]

n

+ > lai(trs1)$i(0) — i(tr)9i(0)]d;(0) + D _[evi(ti1)di(L) — cilt)di( L) (L)]-

i=0 i=0
Pela Equagao (4.13), podemos evidenciar todos os termos que possuem «;(t;41) no lado
esquerdo e os termos que possuem «;(t;) no lado direito. Assim, como estamos tomando
f =0, obtemos

v L At At At
S atuen) | [ 005+ ot ar+ (1) 60,00+ (5 +1) 6016, 0)

i=0
" At

=S| [0, - rote an+ (1- ) a0 00+ (1- 5 s
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Novamente, pela definicio de Sy, temos que ¢i(x;) = 1 sei = j e, caso contrério, ¢;(z;) = 0.

Assim, u(z;, tpr1) = 2oig Qilte+1)Pi(xj) = a;j(tg+1) € obtemos o sistema linear
ao(tes1) ao(tr)

At At , At At
<A+23+<2+4>@ : _<A—ZB+<L—2>@

A (thtr) n(tr)

Onde a matriz de rigidez e o vetor de transporte, sao dados pelas equagoes
Aij = /qui(bj dr, By = /Q¢§¢§ dr e Ry =¢;(L)¢i(L) + ¢;(0):(0).

Fazendo uma adaptacao do estudo realizado por Strauss na segao 4.3, que aborda

as condigoes de contorno de Robin, no trabalho [23], podemos formular o préximo exemplo.

Exemplo 4.3.1. Vamos determinar os possiveis valores de 5 € R tais que

u(i,t) = exp (—6) ( cos(Bz) + = sin <ﬂm>) ,

1
1—p B

seja uma solucao em 2 = [0, 1] do problema
—%u(z,t) + Ou(z,t) =0 em Qx]0,T],
0,u(0,t) = u(0,t) + Ju(0,t) em 0,77,

—0yu(1,t) =u(l,t) + Owu(1,t) em 0,77,
u(z,0) = ug(x) em €.

u
u

Primeiro, vamos verificar sob quais condi¢bes u satisfaz a equacgao do calor. As derivadas

de u sao dadas por

u(z,t) = exp (—[%t) (1 _152 cos(fx) + ;sin (B:v)) .
Opu(z,t) = exp (—B%t) (1 :B 5 sin (Bz) + cos (635)) :
O2u(z,t) = exp (—B%t) (1__552 cos (fx) — [sin (ﬂ:c)) :
Ou(r,t) = —B* exp (—°t) (1_152 cos(fx) + ;sin (ﬁx)) :

Note que 9?u(x,t) = dwu(x,t), satisfazendo a equagdao do calor. Além disso, a primeira
equacgao de contorno d,u(0,t) = u(0,t) + u(0,t) é satisfeita, pois

2

B

exp(~51) =~ exp(~ 1) — 2 exp(~%).

p



Capitulo 4. Problemas parabolicos 76

Agora, vamos verificar para quais valores de 5 a condi¢ado —0,u(1,t) = u(1,t) + u(l,t) é

satisfeita
o (=B (] .
o (=70 (s 9) 4 008 (9)) = exp (-%0) (1 cos(9) + s ()]
- o (1) (g cos() + S ()

1 1 2
= sin(ﬁ)(l_ﬁﬂz—ﬂ+ﬂ>=cos(ﬁ) <1+1—ﬁ2_1fﬁ2>

B2—(1-p5%)+(1-p%p2 1-32+1-3 21—
:”a”(m( <(1—)52)(6 )>: - (1—52):2
21-p%)8
— tan(f) = G 1

Portanto, o problema que iremos estudar as aproximagoes é dado por:

—02u(z,t) + Ou(x,t) =0 em |
0,0, £) = w(0, £) + dyu(0, 1)

—0,u(1,t) = u(l,t) —i—@tu( ,t) em 0,
)

onde tan(B3) = 2(1-5%)6

up(z) = @cos(ﬁx) sm (Bx 3T

2
Primeiramente, é importante observar que a condicao tan(f) = %

uma solucdo. Para encontrar um valor adequado de 3, utilizaremos o método de Newton,

possui mais de

que requer um chute inicial x.

Por exemplo, se escolhermos xy = 0.5, aplicando o método de Newton com uma
precisdao de 107?, obtemos que 8 = 3.5215818298571164 x 1077, e ¢ facil verificar que
[ = 0 é uma das solugbdes para esse problema de raizes. No entanto, essa solugao implica
que (1/p8)sin(fz) nao existe. Desse modo, optaremos por xy = 1, assim o método de
Newton, contido no arquivo Newton.py retorna S = 0.8086750733914313.

# Bibliotecas Newton.py

# f e a funcao que queremos encontrar as raizes
def f(x):
return (np.tan(x) + (2xx*(1 - x*%2))/(x**x4 - 3xx**x2 + 1))
# Derivada de f
def Df(x):
return((1/(np.cos(x) **2) ) +(2* (1 + x**6) )/ (1-3*x**2+x**x4) *%x2)
# x0 e o chute inicial e eps o criterio de parada.
# Aqui x0 = 1. e eps = 1le-15
def newton(f, Df, x0, eps):
i=0; x=[]; x.append(x0)
while ((f(x[i] + eps)*f(x[i] - eps)) > 0 ):
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xn = x[i] - £(x[i])/Df(x[i])
x.append (xn)
i = i+1

return x, 1i

Para concluir a aproximacao, foram necessarias um total de cinco iteragoes. A figura a
seguir representa o erro em relacao ao niumero de iteragoes, até que o critério de parada

de 1071% seja alcancado.

Erro em funcao das lteragoes

—— Variacdo do erro ao longo das iteracdes
0.20

0.15

0.05 4

0.00 4

lteracoes

Figura 19 — Método de Newton: Iteragoes vs Erro.

As matrizes do método de elementos finitos sdo as mesmas que as calculadas no
Exemplo 4.2.2. Contudo, precisamos fazer a alteracao referente ao sistema da funcao

CrankNicolsonGalerkin no arquivo MEF.py.

# Bibliotecas de MEF.py

# Blocos de codigos para calcular as matrizes

# Metodo de Crank-Nicolson

def CrankNicolsonGalerkin(m, h, x_disc, alpha, dt):
A, B, R = matriz_rigidez(n, h)

MR = A + (dt/2)*B + (1 + (dt/2))x*R
VF = A - (dt/2)*B + (1 - (dt/2))=*R
VF = np.dot(VF, alpha)

alpha = np.linalg.solve(MR, VF)
u = lambda x: u_sol(x, alpha, h, x_disc)

return alpha, u

Agora, fazendo uso dos programas Newton.py, SplinesLineares.py e MEF.py, podemos

aproximar o problema de Wentzell com o programa intitulado HeatDynamic.ipynb.
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# Bibliotecas HeatDynamic.ipynb

# Chute inicial para a raiz
x0=1.; eps=1le-15
nzero, qtditera = newton(f, Df, x0, eps) # Newton.py

beta = nzero[qtditeral

# Descricao do problema
u_teo = lambda x, t: np.exp(-t*beta**x2)*((1./(1.-(beta**2)))*np.
cos(beta*x) + (1./beta)*np.sin(betax*x))
x_min = 0; x_max = 1; T = 1.0
M= [2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256] # Discretizacoes espaciais
Nt =[5, 10, 20, 40, 80, 160, 320, 640] # Discretizacoes
temporais
e = []; el2 = [] # Erros com as normas L~ \infty e L~72
# Looping espacial
for n in range(len(M)):
# Discretizacao espacial e temporal
h = (x_max - x_min)/M[n]; x=np.linspace(x_min,x_max,M[n]+1)
N_t2 = N_t[n]; dt = T/N_t2; t = np. linspace (0 , T, N_t2+1)
alpha = u_teo(x, 0.) # Funcao u_0(x)
# Looping temporal
for j in range(1l, N_t2+1):
alpha, u_num=CrankNicolsonGalerkin(M[n], h, x, alpha, dt)
# MEF.py

# Funcao de plot

# Aumentando a quantidade de pontos para calcular o erro
y = np.linspace(x_min, x_max, 10*x(M[n]+1))
# Norma L_infinito do erro
norma_linfinito = np.max(np.abs(u_num(y) - u_teo(y, T)))
e.append (norma_linfinito)
# Calcula a norma L2 do erro
integral = 0
for k in range(len(y)-1):
interpol = lambda x: u_num(yl[k])*(y[k+1] - x)/(ylk+1] -y
[k1) + u_num(y[k+1])*(x-y[k])/(y[k+1] - y[k])
erro_x = lambda x: (u_teo(x, T) - interpol(x))**2

int , error = integrate.quad(erro_x, yl[k], yl[k+1])
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integral += int
norma_1l2 = np.sqrt(integral)

el2.append (norma_12)

A figura 20 apresenta algumas aproximacoes numéricas obtidas no tempo t = 1
fixado. De modo que, o tamanho de passo no espago estd variando em h = 1/n, com
valores de n iguais a 4 e 256, e o passo no tempo k assume os valores de 1/10 e 1/640,
onde tj11 =t; +k =1to+ (j + 1)k.

Problema de Wentzell para h = 1/4 e k = 1/10 Problema de Wentzell para h = 1/256 e k = 1/640

—— Solugao via MEF
—=—- Solugao analitica

—— Solugéo via MEF
—=—- Solugao analitica

- ~o

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X X

Figura 20 — Aproximagoes para o problema unidimensional: Calor Dindmicas.

Por fim, a Tabela 6 apresenta os erros e seus quocientes, tanto na norma || - || e
quanto na norma || - || ;2. Novamente vemos a ordem de convergéncia quadratica do método

de Crank-Nicolson para o problema (4.13).

Tabela 6 — Ordem de convergéncia do problema unidimensional: Calor Dindmicas.

Espaco | Tempo | Erros - L™ Ordem - L™ Erros - L? Ordem - L?

2 5 3.939743e — 02 3.023951e — 02

4 10 1.013309e — 02 3.888 7.593930e — 03 3.98206

8 20 2.561174e — 03 3.95642 1.901295¢ — 03 3.99408
16 40 6.406336e — 04 3.99788 4.755459¢ — 04 3.99813
32 80 1.602914e — 04 3.99668 1.189120e — 04 3.99914
64 160 4.006795e — 05 4.00049 2.973094e — 05 3.99961
128 320 1.001832e — 05 3.99947 7.433070e — 06 3.99982
256 640 2.504653e — 06 3.99988 1.858310e — 06 3.99991

4.3.3 Problema de Wentzell bidimensional

Considerando 2 C R? e k = u = 1 na equagdo (4.1). Realizaremos a aplicacao

do método de Crank-Nicolson para a equacao do calor bidimensional com condigoes de
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contorno dinamicas, dada por:

—Au+du = fem Q2x]0,T],
—0,u = u+ dw em I'x]0,T], (4.15)

u(r,0) = wup(x) em Q

em que f € L*([0,T]; L*(2)) e up € H*(2). Pela Defini¢ao 4.3.1, a formulagio fraca do
problema (4.15) é dada por

(Vu, V“>L2(Q) + (O, U>L2(Q) + <atu>U>L2(F) + (u, U>L2(r) = (/, U>L2(Q) ., Yve H'(Q).

Para cada k € N, tal que ¢, = kAt, denotaremos u(x,y,txr1) por u e u(x,y,tx) por ug.

Entao, temos pelo método de Crank-Nicolson que

/V[u_l—uk]-Vvdm—i—/u_ukvdx—l—/u_ukvds
Q 2 Q t r

A At
+/u+ukvds:/ f+fkvdx.
r 2 o 2

Multiplicando ambos os lados por At e rearranjando os termos u;, a direita da equagao,
obtemos a formulagao variacional que sera aplicada com o FEniCS. A forma bilinear é
dada por b: H'(Q) x H'(Q) — R, tal que

A A
b(u,v):;/QVU-VdejL/qudaH—(2t+1>/uvds,
r

e o funcional linear F': H'(Q) — R ¢ escrito como

A

At At
Fk(v)—7 Q(f—i—fk)vdx—2/QVuk-Vvd:c—|—/Qukvd:c+<1—2>/Fukvds.

Exemplo 4.3.2. Seja Q = [0, 1] x [0, 1], podemos observar que u : Q x [0,¢{] — R, dado
por

u(z,y,t) = e cos(rx) cos(my),
satisfaz as condigoes de contorno dindmicas do problema (4.15).
u(z,y,t) = e cos(rx) cos(my)

= u(0,y,t) =e "cos(my) e wu(l,y,t) =—e " cos(my)

= u(x,0,t) =e 'cos(mz) e wu(w, 1,t)

—e " cos(m)
Opu(x,y,t) = —me " sin(mx) cos(my)
= 0,u(0,y,t) = —0,u(l,y,t) =0
Oyu(x,y,t) = —me " cos(mz) sin(ry)
= Oyu(z,0,t) = —0yu(z,1,t) =0
Owu(z,y,t) = —e " cos(rx) cos(my)
= 0wu(0,y,t) = —e "cos(my) e Owu(l,y,t) =e " cos(my)

= OQuu(x,0,t) = —e cos(rx) e Owu(x,1,t) =e " cos(nz)
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Portanto:
0zu(0,y,t) = u(0,y,t) + 0pu(0,y,t) = 0= e cos(my) — e cos(my)
_aﬂﬁu<1a Y, t) = U(L Y, t) + atu(lv Y, t) — 0= —¢" COS(Wy) + e’ COS(’/Ty)
Oyu(x,0,t) = u(x,0,t) + Ou(z,0,t) = 0=e "cos(mz) — e " cos(mx)
—Oyu(z,1,t) = u(z,1,t) + Ou(x, 1,t) = 0= —e "cos(mz) + e " cos(mz).

Como u satisfaz as condigoes de contorno, podemos determinar o termo fonte
—Au+ O = f = 2e 'n*cos(mx) cos(my) — e~ cos(mx) cos(my) = f
= f(x,y,t) = (2n* — 1)e ' cos(rx) cos(my).
Portanto, iremos fazer a aproximacdo numérica do problema:

—Au+0u = (27?2 —1)e " cos(mz) cos(my) em Qx]0,T],
—0,u = u+ O sobre I'x]0, T,

ug(x,y) = cos(mx)cos(my) em Q.

O c6digo abaixo estd presente no arquivo 2D-HeatDynamic.ipynb. Apresentaremos o cerne

do algoritmo e os resultados obtidos na sequéncia.

# Bibliotecas 2D-HeatDynamic.ipynb

N = [2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256] # Discretizacao espacial

K [5, 10, 20, 40, 80, 160, 320, 640] # Discretizacao temporal
[1; el2 = [] # Erros

Time = 1.0 # Tempo final

e

for n in range(len(N)): # Looping espacial
nx = ny = N[n]; mesh = UnitSquareMesh(nx, ny) # Malha
Vh=FunctionSpace (mesh,’Lagrange’,1) # Espaco de funcoes
t=0.0; steps=K[n]; dt=Time/steps # Discretizacao temporal
u = TrialFunction(Vh); v = TestFunction (Vh)
u_teo = Expression(’exp(-t)*cos(pi*x[0])*cos(pi*x[1])"’,
degree=2, t=0) # Solucao analitica
u_k = interpolate(u_teo, Vh)
f = Expression(’ (2*pi*pi - 1)*exp(-t)*cos(pi*x[0])*cos(pixx
[1]1)°’, degree=2, t=0) # Termo fonte: f_{k+1}
f_k = Expression(’ (2*pixpi - 1)xexp(-t)*cos(pi*x[0])*cos(pi*
x[1])’, degree=2, t=0) # Termo fonte: f_{k}
# Formulacao variacional
b=(dt/2) *dot (grad(u), grad(v))*dx + uxv*dx+((dt/2)+1)*u*xv*ds
F = (dt/2)*(f + f_k)*xvxdx - (dt/2)+*dot(grad(u_k), grad(v))=*dx
+ u_k*vxdx + (1 - (dt/2))*u_kx*v*ds
u = Function(Vh)

for k in range(steps): # Looping temporal



Capitulo 4. Problemas parabolicos 82

t += dt; u_teo.t = t; f.t=t; f_k.t t-dt # Atualizacao
solve(b == F, u)
u_k.assign(u) # u_k recebe u

# Erro na norma L2

# Erro na norma do maximo

A figura 21 mostra algumas das aproximagoes obtidas com ¢ = 1.0. As discretizagoes
espaciais sao representadas por h = 1/N, onde N = n, = n,, e N = 8 e 256. As

discretizages temporais sao definidas por k = 1/K em que K = 20 e 640, respectivamente.

Figura 21 — Aproximagoes para o problema bidimensional: Calor Dindmicas.

Os erros obtidos decorrentes de diferentes discretizagoes sao dados pela tabela 7.
Concluimos que foi possivel constatar a convergéncia quadratica do método de Crank-

Nicolson para o problema (4.15) pela norma || - || 2.

Tabela 7 — Ordem de convergéncia do problema bidimensional: Calor Dinamicas.

Espaco | Tempo | Erros- L* | Ordem - L* | Erros- L? | Ordem - L?

2 5 1.146597¢ — 01 8.985074e — 02

4 10 4.524432¢ — 02 2.53423 2.903279¢ — 02 3.0948

8 20 1.594249¢ — 02 2.83797 8.027891e — 03 3.61649
16 40 5.089329¢ — 03 3.13253 2.070771e — 03 3.87676
32 80 1.538989¢ — 03 3.30693 5.224234e — 04 3.96378
64 160 4.504488¢e — 04 3.41657 1.309408e — 04 3.98977
128 320 1.289515¢ — 04 3.49316 3.275846e — 05 3.99716
256 640 3.631560e — 05 3.55086 8.191210e — 06 3.99922

Os exemplos 4.3.1 e 4.3.2 nos permitem concluir a eficacia do método de Crank-

Nicolson na aproximacdo do problema Wentzell unidimensional e bidimensional. E im-
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portante destacar que a ordem de convergéncia (O(h* + k%)) é demonstrada de maneira
semelhante a abordagem que utilizamos para o Teorema 4.2.1. Uma andlise detalhada é

conduzida por Kovéacs e Lubich, conforme documentado em [1].
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5 Consideracoes finais

5.1 Equacao de Poisson com condicoes de contorno dinamicas

Ao longo do trabalho, estudamos alguns casos particulares da equacgao do calor com
condigbes de contorno dindmicas (4.1). De modo anédlogo ao que foi feito para os Problemas
(3.1) e (4.2), podemos pensar no caso em que a equac¢ao no dominio {2 nao dependa da
derivada 0;u. Nesse caso, teremos condi¢oes de contorno dinamicas e a condigao inicial
up : ' — R. Esse problema é denominado problema de Poisson com condigoes de

contorno diniamicas e é definido pela seguinte equacao:

—Au = fem Qx]0,T],
—0,u = pdwu+ ku sobre I'x]0, 71, (5.1)

u(z,0) = wup(z) em I

Assim como fizemos anteriormente, dedicaremos uma secao para definir a formulacao fraca
do problema (5.1), outra para sua aplica¢gdo unidimensional e, por fim, uma para sua

aplicagao bidimensional via FEniCS.

Este é um problema que gostariamos de avaliar com maior rigor futuramente.
Isso porque ug estd definida apenas em I' e, desse modo, se torna inviavel calcular as
aproximacgoes uy, - - , U, ao longo do dominio €. Pense assim, para 2 = [xg, z,,], temos
que ug(z) serd apenas {ug(xg), uo(x,)}. Contudo, fizemos as aplicagbes do método de
Crank-Nicolson considerando uma extensdo ug :  — R adequada, e como veremos nas
Secoes 5.1.2 e 5.1.3, obtivemos nao somente a convergéncia da solugado aproximada para
solucdo analitica, quanto a convergéncia do método com ordem O(h?+ k?). Nesse contexto,
surge o questionamento: sera que é suficiente achar uma extensao adequada da condicao
inicial ug : @ — R em problemas que envolvem a derivada d,u apenas na fronteira?
Independente disso, apesentaremos os resultados obtidos e consideraremos o problema
(5.1) como objeto de estudos inicial apds a conclusdo deste trabalho. Cabe observar que o
problema descrito aqui nao foi abordado por Kovacs e Lubich em [1]. Portanto, ainda nao

somos capazes de justificar completamente os métodos e a convergéncia de forma rigorosa.

5.1.1 Formulacao fraca

Sejam Q C R% d = 1,...,n, um dominio aberto, limitado e suave, p,x > 0 e
f € L*([0,T], L*(2)) para o Problema (5.1). Note que, mesmo se tratando de um problema
parabdlico, temos que o dominio €) é governado por um problema eliptico. Desse modo, a

formulagao fraca do problema (5.1) satisfaz a Equagao (2.2). Portanto, pela condi¢ao de
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contorno dindmica, temos que a formulacao fraca deve satisfazer
/fvdx: —/v&,uds%—/ Vu-Vvdx:/v(uﬁtuijiu) ds—l—/ Vu - Vv dz
Q r Q r Q
:n/vuds+u/vatuds+/ Vu - Vo dz.
r r Q

Defini¢ao 5.1.1. Dizemos que v € L* ([0, T); H'(Q)) N H' ([0, T]; L*(T)) é uma solugao

fraca para o problema de Poisson com condigoes de contorno dindmicas (5.1), se:

/Vu-Vvdx—H%/vuds—i—u/v@tuds:/fvdx, Vv € HY(Q).
Q r r Q

Definindo

b(u,v) = (Vu, Vo) 12y + £ (W V) pary € F(v) = (f,0) 120 -

ja vimos que b ¢ uma forma bilinear simétrica, limitada e coerciva. Recomendamos os
trabalhos [24] e [25] para verificar a existéncia e unicidade de solugao para o problema

fraco
b(u, v) + p (O, v) o py = F(v), Vv € HY(Q).

5.1.2 Equacao de Laplace unidimensional com condicdes de contorno dinami-

cas

Vamos considerar o caso unidimensional Q = [0, L] C R e que x = p = 1:

t) = 0em 2x]0,T]
0,t) = u(0,t)+ Ou(0,t) em |0, T
—0,u(L,t) = wu(L,t)+ du(L,t) em ]0,T]
0)

= wo(z)em I’

(5.2)

Nesse caso temos que u(0,0) = ug(0) e u(L,0) = ug(L). Faremos extensdo de ug para
como a tnica solugao de —d*u = 0, ug(0) e uo(L) = ur. Logo
L—z x
I Ug + ZuL.
O problema fraco sera dado por: para todo v € H'(Q), a determinar « € L? ([0, T]; H(Q))N

H' ([0, T]; L*(T)) tal que

up(w) =

/Qagcuaxv dz + u(L, (L) + u(0, )o(0) + Beu(L, t)o(L) + Su(0, )u(0) = 0. (5.3)

Agora, discretizaremos a parte temporal pelo método Crank-Nicolson, discutido na
Secao 4.2. Sendo t, = kAt, para k € N, segue que
L t t 0,t 0,t
/ ax lU(x’ k+1)2+ U(l', k) ax'U dl' ‘l‘ u( ) k+1>2+ u( ) k)
0

+ U(O, tk+1> - U(O, tk)
At

u(L, tpyr) +u(L, ty)
2

U’(La tk+1) - U(L7 tk)
At

v(0) +

v(L)

v(0) + v(L).
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Multiplicando ambos os lados por At, temos
At (L At
= /0 Ortu(a, i2)0,0 + Dy, 40,0 A+ = [u(0,ti) + (0, 8)]0(0)

+ A2t[u(L, tk+1) + U(L, tk)]U<L>

+ [u(0, tgy1) — u(0,tx)]v(0)
+ [u(L, tpy1) — u(L, tg)]v(L) =0

Em relacio & base de splines lineares S, nosso problema pode ser formulado da seguinte

maneira: determinar os coeficientes «;(t) tais que

up(z,t) = é%(t)@@)-

Ao substituirmos u pela combinacdo linear acima e v por ¢; (onde j = 0, ..., n) na equagao

que obtivemos anteriormente, temos:
TS aulten)otd + 3 )66 de + 3 Flonltin)n0) + (b 0)1650)
¥ 2 laten)én(L) + as(t)di( L))o (L)
z:a@ t1)64(0) — s (t)4(0)]5(0)
z u(tis) (L) — au(te) i (D] (L) =

Evidenciando os termos que possuem «;(t;41) a esquerda e os que possuem «;(tx) a direita
A A
i) | [ ot ar+ (5 +1) 600,0 + (5 1) o]
i =S s (1- 5 0000+ (1- ) awiew]
i=0

Contudo, vimos que pela definicdo de Sy, ¢i(z;) = 1se i = j e, caso contrario,

¢i(x;) = 0. Desse modo, podemos reescrever a equacao acima como um sistema de equagoes

o(th+1) ao(tk)

e | e -2

o (trs1) o (tr)

Onde as matrizes, ja calculadas, sdo explicitadas pelas equagoes

Ay = [ didhdr o Ry =6,(L)ou(L) + 6,(0)6:(0).
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Exemplo 5.1.1. Sendo = [0, 1], temos que u(x,t) = 2z exp (—3t) —exp (—3t) +exp (—t)

¢é solucao do problema de Laplace

Du(z,t) = 0em Qx]0,T],
0,u(0,t) = wu(0,t) + u(0,1),
—ou(l,t) = wu(l,t) + Owu(l,t),
up(x) = 2z emT.

Note que, fazendo a extensdao de uy para Q, temos 9% = 0 e u satisfaz as condigoes as

condigoes de contorno dinamicas

)

— Zexp( 3t) = —exp (—3t) + exp (—t) + 3exp (—3t) — exp (—1).
)
t)

= 2exp( = 2exp (—3t) — exp (—3t) + exp (—1)

— 6exp (—3t) + 3exp (—3t) — exp (—1).

Portanto, a funcao dada satisfaz o problema de Laplace com condi¢bes de contorno
dindmicas. As matrizes do método de elementos finitos sao as mesmas que as calculadas
no Exemplo 3.2.2. Contudo, precisamos fazer a alteracao referente ao sistema da funcao

CrankNicolsonGalerkin no arquivo MEF.py.

# Bibliotecas de MEF.py

# Blocos de codigos para calcular as matrizes

# Metodo de Crank-Nicolson

def CrankNicolsonGalerkin(n, h, x_disc, alpha, dt):

A, R = matriz_rigidez(n)

MR = (dt/2)*A + (1 + dt/2)*R
VF = (-dt/2)*A + (1 - dt/2)x*R
VF = np.dot (VF, alpha)

alpha = np.linalg.solve(MR, VF)
u = lambda x: u_sol(x, alpha, h, x_disc)

return alpha, u

Agora, fazendo uso dos programas SplinesLineares.py e MEF.py, podemos aproximar o
problema de Laplace com condi¢oes de contorno dindmicas com o programa intitulado

Laplace Dynamic.ipynb.

# Bibliotecas LaplaceDynamic.ipynb

# Descricao do problema
u_teo = lambda x, t: 2*x*np.exp(-3*%t) - np.exp(-3*xt) + np.exp(-t)

x_min = 0; x_max = 1; T = 1.0
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M [2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256] # Discretizacoes espaciais
N_t = [5, 10, 20, 40, 80, 160, 320, 640]#Discretizacoes temporais

e [1; el2 = [] # Erros com as normas L7 \infty e L72

# Looping espacial

for n in range(len(M)):
# Discretizacao espacial e temporal
h = (x_max - x_min)/M[n]; x=np.linspace(x_min,x_max,M[n]+1)
N_t2 = N_t[n]l; dt = T/N_t2; t = np. linspace (0 , T, N_t2+1)
alpha = u_teo(x, 0.) # Funcao u_0(x) - Estamos pegando todo x
# Looping temporal
for j in range(l, N_t2+1):

alpha, u_num=CrankNicolsonGalerkin(M[n], h, x, alpha, dt)
# MEF.py

# Funcao de plot

# Calculando os erros na Norma L_infinito e na norma L2

A figura 22 apresenta algumas aproximagoes numéricas obtidas no tempo t = 1
fixado. De modo que, o tamanho de passo no espaco esta variando em A = 1/n, com valores
de n iguais a 4 e 256, e k assume os valores de 1/10 e 1/640, onde t,41 = t;+k = to+(j+1)k.

Problema de Laplace Dindmicas para h=1/2 ek = 1/5 Problema de Laplace Dinamicas para h = 1/256 e k = 1/640

—— Solugao via MEF P R f— Solugéo via MEF

=== Solugdo analitica - === Solugao analitica

0.42 1

0.40 1

0.38

u(x)

0.36 9

0.324

00 02 04 06 03 10 00 02 04 06 03 10
X X

Figura 22 — Aproximacoes para o problema unidimensional: Laplace Dindmicas.

Por fim, a Tabela 8 exibe os erros e seus quocientes nas normas || - ||z« e || - || z2-
A ordem de convergéncia quadratica do método de Crank-Nicolson nas duas normas ¢é
evidente. Era esperada a convergéncia quadrética na norma || - |2, conforme o Teorema
4.2.1, embora ainda esteja claro como adapta-lo para este caso. Portanto, podemos concluir

a eficicia do método numérico aplicado para resolver o problema (5.2).
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Tabela 8 — Ordem de convergéncia do problema unidimensional: Laplace Dindmicas.
Espaco | Tempo | Erros- L* | Ordem - L* | Erros - L* Ordem - L

2 5 5.752540e — 03 2.886139¢ — 03

4 10 1.429625¢ — 03 4.02381 7.171879¢ — 04 4.02424
8 20 3.568721e — 04 4.00599 1.790241e — 04 4.0061
16 40 8.918459¢ — 05 4.0015 4.473894e — 05 4.00153
32 80 2.229406e — 05 4.00037 1.118367¢ — 05 4.00038
64 160 5.573384¢e — 06 4.00009 2.795850e — 06 4.0001
128 320 1.393338¢ — 06 4.00002 6.989584¢ — 07 4.00002
256 640 3.483340e — 07 4.00001 1.747397e — 07 4.0

5.1.3 Equacao de Poisson bidimensional com condicdes de contorno dinamicas

Nesta secao, realizaremos a aplicacao do método de Crank-Nicolson por elementos
finitos para a equacao de Poisson bidimensional com condigoes de contorno dinamicas.

Consideraremos 2 C R? e 4 = x = 1 na equagao (5.1). Ou seja,

—Au(z,y,t) = f(x,y,t) em Qx]0,T],
—0u = u+ O em I'x]0,T7, (5.4)
U([L’,y,O) = UO(Iay) em I'.

Como fizemos na secdo anterior, vamos estender v, para € determinando o tnico ug que
satisfaz —Aug(z,y) = f(x,y,0) e uolr = u(z,y,0). A definigdo 5.1.1 nos permite explicitar
a formulagao fraca do problema (5.4). Para discretizar a parte temporal, utilizaremos o
método de Crank-Nicolson. Denotando u(z,y, tx+1) por u e u(z,y,ty) por ux, para cada

ke {1,..., N;} que discretiza a parte temporal, temos

U+ uy, U — Ug U+ ug
/Qv[ s }-Vvdx—l—/r N vdx—i—/F >

Multiplicando ambos os lados por At e rearranjando os termos u; a direita da equacao,

UdSz/f+fkvdx.
Q 2

obtemos a formulagao variacional que serd aplicada com o FEniCS. A forma bilinear é

At At
b(u,v):7/QVU-Vvda:+/uvds+7/uvds,
r r

e o funcional linear é escrito como

Fk(?)) = g

At At
(f—i—fk)vdw——/Vuk-Vvdx—i-/ukvds——/ukvds.
2 Ja 2 Ja r 2 Jr

Exemplo 5.1.2. Seja © = [0,1] x [0,1]. Vimos no exemplo 4.3.2 que u(z,y,t) =
et cos(mx) cos(my) satisfaz as condigoes de contorno dindmicas. Sendo assim, podemos

determinar o termo fonte do Problema (5.4):

~Au=f = f(z,y,t) = 2r%e " cos(rx) cos(my).
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Portanto, o problema teste sera:

—Au(x,y,t) = 2n%e ' cos(rz)cos(my) em Qx]0,T],
—0,u = u+ du sobre I'x]0, T7,
uo(z,y) = cos(mzx)cos(my) em T

Note que a extensao de ug a € satisfaz —Aug = 72 cos(mx) cos(my) e ulr = ug. O cbdigo

abaixo esta presente no arquivo 2D-PoissonDynamic.ipynb.

# Bibliotecas 2D-PoissonDynamic.ipynb

N = [2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256] # Discretizacao espacial

K [5, 10, 20, 40, 80, 160, 320, 640] # Discretizacao temporal
[1; el2 = []1 # Erros

e
Time = 1.0 # Tempo final
for n in range(len(N)): # Looping espacial
nx = ny = N[n]; mesh = UnitSquareMesh(nx, ny) # Malha
Vh=FunctionSpace (mesh,’Lagrange’,1) # Espaco de funcoes
t=0.0; steps=K[n]; dt=Time/steps
u = TrialFunction(Vh); v = TestFunction (Vh)
u_teo = Expression(’exp(-t)*cos(pi*x[0])*cos(pi*x[1])"’,
degree=2, t=0)
u_k = interpolate(u_teo, Vh)
f

Expression(’ (2*pix*pi)*exp(-t)*cos(pi*x[0])*cos(pi*x[1])"’,
degree=2, t=0)
f_k = Expression(’ (2xpixpi)*exp(-t)*cos(pi*x[0])*cos (pi*x
[1])’, degree=2, t=0)

Formulacao variacional
(dt/2)*dot (grad (u), grad(v))*dx + u*vx*xds + (dt/2)*u*xvxds
(dt/2)*(f + f_k)*v*xdx - (dt/2)*dot(grad(u_k), grad(v))x*dx
+ u_k*vxds - (dt/2)*u_kx*v*ds
Function (Vh)

u
for k in range(steps): # Looping temporal
t += dt; u_teo.t = t; f.t=t; f_k.t = t-dt
solve(b == F, u) # solucao
u_k.assign(u) # u_k recebe u
# Funcao de plot

# Calculando os erros na Norma L_infinito e na norma L2

A figura 23 mostra algumas das aproximagoes obtidas com ¢ = 1.0. As discretizagoes
espaciais sao representadas por h = 1/N, onde N = n, = n,, e N = 8 e 256. As

discretizagbes temporais sao definidas por k = 1/K em que K = 20 e 640, respectivamente.
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Figura 23 — Aproximacoes para o problema bidimensional: Poisson Dinamicas.

Por fim, a Tabela 9 exibe os erros e seus quocientes nas normas || - [z~ € || - || 2.
A ordem de convergéncia quadrética do método de Crank-Nicolson na norma || - ||z2 é
evidente, e é esperada caso valha o equivalente do Teorema 4.2.1. Portanto, podemos

concluir a eficidcia do método numérico aplicado para resolver o Problema (5.4).

Tabela 9 — Ordem de convergéncia do problema bidimensional: Poisson Dindmicas.

Espago | Tempo | Erros- L* | Ordem - L* | Erros- L? | Ordem - L?
2 5) 2.413560e — 01 1.156153e — 01
4 10 4.242033e — 02 5.68963 2.933237e¢ — 02 3.94156
8 20 1.517180e — 02 2.796 7.501543e — 03 3.91018
16 40 4.890708e — 03 3.10217 1.889984¢ — 03 3.9691
32 80 1.488757e — 03 3.28509 4.738523e — 04 3.98855
64 160 4.378372e¢ — 04 3.40025 1.185813e — 04 3.99601
128 320 1.257939¢ — 04 3.48059 2.965494e — 05 3.9987
256 640 3.552579¢ — 05 3.54092 7.414477e — 06 3.9996

5.2 Impacto da condicao de contorno para uma condicao inicial
fixa

Ao longo deste trabalho, dedicamos esforcos a resolugdo de quatro problemas
distintos de EDPs, cada uma com suas préprias caracteristicas e abordagens especificas.
No entanto, agora direcionamos nosso foco para um cenario singular em duas delas: a

condicao inicial ug serd a mesma para os Problemas (4.1) e (4.2).

Exemplo 5.2.1. No caso unidimensional, vamos considerar 2x]0, T'| = [—27, 27]x]0, 3.0].

Fixaremos os tamanhos de passo em um tnico valor. Para discretizacao espacial faremos
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h = 4w /128, enquanto para a discretizagao temporal serd de k& = 3/100. A Figura 24

apresenta as aproximacoes obtidas, com as seguintes condigoes iniciais:

2

uo(z) = cos(mz?), wup(x) =sin(rz?), wup(xr) =2° e wo(w)=2"

Problema com ug(x) = cos(mx?) Problema com ug(x) = sin(mx?2)

0124

—— Calor Robin

—— Calor Robin
—— Calor Dinamica

—— Calor Dinamica 0.100

0.104
0.08 4
X 0.06
=1
0.04 4
0.024

0.004

6 - 2 [ 2 a 6 6 “a 2 0 2 a 6
X X
Problema com ug(x) = x? Problema com up(x) = x3

—— Calor Robin
—— Calor Dinamica 601 —— calor Dinamica

—— Calor Robin

124
404

20
104

u(x)
u(x)
o

~20

—40

~60

Figura 24 — Aproximacoes para a equacao do calor unidimensional: Robin Vs Dinamicas.

Exemplo 5.2.2. No caso bidimensional, vamos considerar 2x]0,T] = [-2m,27] X
[—27, 27| x]0, 3.0]. Fixaremos novamente os tamanhos de passo em um tnico valor. Para
a discretizagdo temporal serda de k = 3/100, enquanto para discretiza¢ao espacial sera
h = 47 /128 tanto em z, quanto em y. A Figura 25 apresenta as aproximagoes obtidas,

com as seguintes condigoes iniciais:

uo(z,y) = 23 +y>,  wo(w,y) = cos(ra?)+sin(ny?) e wuo(x,y) = (cos x4sinz)(cos y+siny).
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- — 34,3
Calor Robin: up(x, y) = x> +y Calor Dindmicas: up(x, y)=x3 +y3

Calor Robin Calor Dinamicas
uo(x, y) = cos(nx?) + sin(my?) uo(x, y) = cos(nx?) + sin(my?)

Calor Robin Calor Dinamicas
up(x, y) = (cos(x) + sin(x))(cos(y) + sin(y)) up(x, y) = (cos(x) + sin(x))(cos(y) + sin(y))

Figura 25 — Aproximagdes para a equacao do calor bidimensional: Robin Vs Dinamicas.
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Os Exemplos 5.2.1 e 5.2.2 nos permitem conjecturar um comportamento interessante
das aproximagoes. Note que os problemas propostos ((4.2) e (4.1)) diferem apenas por
um termo J,u na fronteira. A presenca da derivada temporal d;u desempenha um fator
critico na influéncia das aproximagoes. De fato, como podemos ver nas Imagens 24 e 25,
observamos que as aproximagoes divergem consideravelmente nas proximidades da fronteira,
enquanto o comportamento no interior do dominio se mantém semelhante. Este estudo
de caso nao apenas enriquece nossa compreensao da dindmica das EDPs com diferentes
condigoes de contorno, mas também oferece “insights” para aplicagoes de modelos mais

complexos no futuro.

5.3 Conclusao

Em sintese, este trabalho concentrou-se na resolucao de equacgoes diferenciais
parciais, com destaque ao problema de Wentzell. Para compreender melhor a abordagem
necessaria para resolver o problema de Wentzell, exploramos alguns casos especificos,
incluindo as equagoes de Laplace/Poisson e a equagdo do calor, ambas com condigoes de

contorno de Robin.

Utilizando ferramentas de analise funcional, como espacos de Hilbert, o Teorema de
Lax-Milgram e espacos de Sobolev, formulamos adequadamente os problemas variacionais
para cada EDP, com o objetivo de obter suas solugoes fracas. Como subproduto dessa
abordagem, sob certas condi¢oes de regularidade das solugoes fracas, demonstramos a
viabilidade de métodos numéricos para aproximar as solugoes de forma precisa e eficiente.
Optamos pelos métodos de elementos finitos, essencialmente por duas razoes. A primeira
é que os métodos de elementos finitos baseiam-se em problemas variacionais, principal
objeto de estudo deste trabalho. A segunda razao é que tal familia de métodos é a mais
amplamente usada na aproximacao numérica de solugoes de problemas do mundo real

e/ou cientificos.

Para resolver a formulacao fraca de equagoes elipticas, empregamos o método de
Ritz-Rayleigh, enquanto a formulacao fraca de equacoes parabdlicas foi abordada por
meio do método de Crank-Nicolson. Em ambos os métodos, utilizamos uma base global de
fungbes afins, conhecida como base de Splines lineares, para aproximar o espaco de fungoes
que define a formulacao fraca em um espago de dimensao finita. Essa escolha metodologica
permitiu a obtencao de solugoes numéricas com convergéncia quadratica, e isso representa
um passo significativo em direcao a resolucao de problemas complexos regidos por EDPs
com condigoes de contorno dindmicas. Vale destacar a contribuicao da biblioteca FEniCS,
que simplificou significativamente a aplicacdo desses métodos nos casos bidimensionais,
facilitando a implementacao das relagoes matematicas necessarias para a construgao do

método de elementos finitos.
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5.4 Projetos futuros

Em termos de trabalhos futuros, hd um vasto campo de pesquisa em modelagem
matematica e simulagdo numérica de fendmenos fisicos complexos. Novas extensoes deste
trabalho podem incluir a andlise de problemas multidimensionais, a consideracao de
equagoes diferenciais nao-lineares e a exploracao de condi¢oes de contorno ainda mais
complexas. A pesquisa nesta area continuara a desempenhar um papel importante na

compreensao e na resolucao de uma variedade de problemas do mundo real.
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~

A Introduciao a analise funcional

]

A.1 Espacos com produto interno

Assumindo a Definicao 1.2.1, vimos na Secao 1.2 todo espaco vetorial com produto

interno possui uma propriedade importante denominada desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Proposigao A.1.1. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Seja (-, -) um produto interno

em V com a norma |z||* = (z,z). Entao,
|Gz, y) [ < Mlllllyll, Yo,y € V.

Demonstragio. Pela definigio produto interno, para todo A € R temos que ||z —Ay||* > 0.

Por outro lado, da definicdo de norma:

2 = Myl* = (@ — Ay, 2 — Ay)
= ||lzlI> = Az, y) — Ay ) + [AP]ly]]* > 0.

Y)  obtemos:

[yl
o= 2l = ol = ($222) ) = (S50t + 1 S22
—9

Fazendo a substituicio A = &

lylI? 1yl Iyl
[z * [y P

= ||z||* +
lyl” lyl>

, )P
=l =y 20

Assim, segue que ||z|* > |<”y”>2‘ = [lz]P[lyll*> > | (z, y) [

O

Vimos acima que um produto interno induz uma norma, que é sempre a norma
que usamos no espaco com produto interno, a menos que seja declarado o contrario. A

proposicao seguinte fornece uma caracterizagao de uma tal norma.

Proposicao A.1.2. Todo espago normado com norma || - || induzida por um produto

interno (-,-) satisfaz a lei do paralelogramo:

Iz +ylI* + ll = l* = 2llzl* + lly]*), Yo,y € V.



Apéndice A. Introdugdo a andlise funcional 97

Demonstracgao.

lz+yl*+lz—y|* = (z+y,2+y) +{x—y,z—y)
= |lz|* + (z,y) + (v, z) + ||y]|* + ||lz]|* = (z,y) — (y,z) + |Jy|]?
=2||z|I” + 2|lylI* = 2(||z||* + ||y]]*)-

O

Observacao A.1.1. Se uma norma for proveniente de um produto interno, podemos

recuperar o produto interno através da identidade de polarizagao:
4z, y) = llz +ylI* = [l= - yII*.

Logo, em qualquer espaco vetorial normado, pode existir no maximo um produto interno

que gera a norma.

A desigualdade de Cauchy-Schwarz e a lei do Paralelogramo sao ferramentas de
extrema importancia. Como exemplo, a desigualdade de Cauchy-Schwarz nos possibilita

provar que o produto interno preserva a continuidade.

Proposicao A.1.3. Sejam U um espago com produto interno e (x,,) e (y,) duas sequéncias

em U. Selim, oz, =x€U elim, .z, =y €U, entio lim, . (z,y,) = (x,y).

Demonstracao. Note que a desigualdade triangular nos da que

| <xn7yn> - <ZE,y> | = | <Inayn> - <In7y> + <xn7y> - <l’,y> |
S | <xnayn> - <mn7y> | + | <xn7y> - <I’,y> |7

e a desigualdade de Cauchy-Schwarz A.1.1 nos dé& que

0 <[ (@nyn) = (& 9) | < Nlzall- Ny = yll + lzn =[] [[yl]-

Como lim,, o, x, = zelim, oy, = ¥y, entdo lim,, . (z,—x) = 0elim, o (y,—y) =

Portanto pelo Teorema do Confronto,

n—ao0

0

Definicao A.1.1. Dizemos que dois elementos x e y de um espago com produto interno

(V,(-,)) sdo ortogonais, indicado por = L y, se (x,y) = 0.

Definigao A.1.2. Seja U um subconjunto de um espago com produto interno V. Definimos

o complemento ortogonal de U em V' como sendo o conjunto

Ut ={veV| (v,u) =0, Yue U}
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A.2 Espacos de Banach e Hilbert

Com base na Defini¢ao 1.2.2, as subsecoes seguintes serao dedicadas a apresentacao

de alguns exemplos elucidativos de espacos de Banach e espacos de Hilbert.

A.2.1 Espacos de Banach

Relembrando, podemos dizer que um espaco de Banach é um espaco vetorial munido

de uma norma que o torna completo.

Exemplo A.2.1. O espac¢o R munido da norma ||z|| = |z|, V2 € R é um espago de Banach,

pois sabemos que toda sequéncia de Cauchy de niimeros reais converge.

Exemplo A.2.2. O espago R? = {x = (z1,...,2,) | 21,...,7, € R} munido da norma
[z]| = \/l‘% + 25 + ...+ 22, Vo € RP é um espago de Banach.

De fato, ao considerarmos (z,) uma sequéncia de Cauchy em R? com n € N temos

que cada x,, é uma p-upla de niimeros reais, isto é, z, = (z(V 22 . z®) Como (z,) é

uma sequéncia de Cauchy, entdo para todo ¢ > 0 existe algum ng € N tal que

n,m > ng = ||z, — x| = \/(a:g) — a2+ @ =224+ (@ — a2 <

Em particular, para cada i = 1,2, ..., p, temos que n, m > ng implica que |29 —20)| < . Isso
nos mostra que cada sequéncia (azgf)) é uma sequéncia de Cauchy em R e portanto converge,
pelo exemplo anterior. Podemos entdo definir ) = lim z() com z = (2, 2@, ... @),
Claro que z € RP, agora nos resta mostrar apenas que este é o limite da sequéncia (x,,).
Para isso, tome £ > 0. Como () = lim (), entao para cada i = 1,2, ..., p, existe algum

n; € N tal que
) ) e ) )12 c2
n>n = 2% -2 < — = |2 — 202 < =
VP p

Tome Ny = max{n;}, com i =1,2,...,p, entdo

2
n > Npax = ||z, — 2| = \/(:m(ll) — 202 4 (@) —2@)2 4 4 (2P — 2@)2 < L
p

Portanto (x,) converge para x em RP.

Observacao A.2.1. Como o espaco normado C ¢ idéntico ao R?, segue entdo pelo exemplo

anterior que C é um espago de Banach. Portanto, CP também é um espaco de Banach.

Exemplo A.2.3. O espaco vetorial das sequéncias de escalares absolutamente p-soméveis

¢ denotado por /7. Ou seja,
P = {JI = (LIZ‘I,IQ, ) | Z |I‘1|p < OO}
i=1

Tal espago é munido de uma norma natural, dada por ||z||, = (X2, |xz|p)% Além de que

para 1 < p < oo, P é um espaco de Banach.
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Exemplo A.2.4. Seja X C 2 um espago de medida. Denotamos por LP(X, i) o espago

vetorial das classes de equivaléncias das fungoes escalares Lesbesgue-mensuraveis tais que
LP(Q):{¢:X—>]R|/]<p[pdy<oo,1§p<oo}

onde p denota a medida de Lebesgue em um espago mensuravel. Aqui duas fungoes estao

na mesma classe se sdo iguais em quase todo ponto (u — ¢.t.p). Este espago é munido de
1
uma norma natural, dada por || f||, = ([ |¢[Pdp)?. Este também é um espago de Banach.

A.2.2 Espacos de Hilbert

Relembrando, um espago de Hilbert é um espago com produto interno que é
completo com respeito a norma definida pelo produto interno (e é consequentemente um

espago de Banach).

Exemplo A.2.5. O caso particular do Exemplo A.2.3 com p = 2

= {x = (21, 22,...) | D a7 < oo}
i=1

¢ um espaco de Hilbert com o produto interno
<:L‘, y> = szyz
i=1

De fato, primeiro mostraremos que ¢? é um espaco vetorial relativamente as
operagoes  +y = (x, + yn) € Ax = (Ax,). Observe primeiro que caso z = (x,) e
y = (yn) pertencam a % entdo a série 3.5°, z;y; é convergente e que a convergéncia de uma
série é simplesmente a convergéncia de uma sequéncia de somas parciais. Pela desigualdade

de Cauchy-Schwarz, temos que

o0 2 o o oo o o0
(Z%%) SZw?ny:szyé@« > yi < oo
i=1 =1 i1 i=1 =1 \i=l

Portanto a série 7%, x;y; é convergente.

Além disso, temos que (z + y) € 2, pois
o0 o0
Z (.%Z + yi)Q = Z xf + Qxiyi + yf
i=1 i=1

= 29512 +2) @y +Z%2
=1 =1 i=1

= ll2lI* + llyll* + 2 3_ zay:

=1

< l2l* + llyl* + 2llz | lyll < oo.
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Agora, para A € R e o € (? temos

Z )\xZ
=1

()" = N*||]|* < o0.
1

i=
Assim, Az € 2. Consequentemente ¢? é um espaco vetorial.

Para mostrar que £? é um espaco de Hilbert basta mostrar que £ é um espaco

normado completo, isto é, que toda sequéncia de Cauchy em ¢? é convergente em ¢2.

Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em (% entdo fixado ¢ € N temos para cada

m,n € N que

i=1

2 — 20| = /(%) — 2i)2 < JZ @D = 20)2 = ||z — 7l <. (AD)

Logo (z{?) é de Cauchy. Consequentemente para cada i € N, existe um nimero real
l; = lim, oo . Defina [ = (Iy,ls, ..., 1;,...). Pela tltima desigualdade de (A.1), para
todo ¢ > 0, existe ng € N tal que m,n > ngy implica que ||z, — z,|| < &, ou seja,

o (2 — 20))2 < 2. Ao tomarmos m — oo, obtemos que para todo n > ny implica
que 32, (I; — 219)? < €2, isto mostra que (I — x,,) € /2. Mais ainda, [ = (I — )+, € (%,
pois ¢2 é espaco vetorial, e | = lim,,_,o 7,,. Portanto, toda sequéncia de Cauchy em ¢2 é

convergente, isto é, £ é um espaco de Hilbert.

Exemplo A.2.6. O espacgo /’ com p # 2 nao é um espaco de Hilbert. Suponha, por
absurdo, que /P seja um espaco de Hilbert para todo p # 2 natural. Considere as seguintes

sequéncias x,, y, € *:

e z=(z,) =(1,1,0,0,0,...)

e y=(y.) =(1,-1,0,0,0,...)
Pela definigao de 7 dizemos que a norma de (z,) é dada por

= 2%, para qualquer 1 < p < oo.

T =

Iz = (117 + [1P + [0 + ..)7 = (1 + 1)
E a norma de (y,)
lyll = (|17 + | — 1P + [0] + ...)7 = 27, para qualquer 1 < p < o0.

Além disso temos que

S
I

(z+y)=1(2,0,0,0,..) = [z +y| = (2°)
(CL’ - y) = (07270707 ) = ||$ - y” - (2p)
— e +yl?+llz -yl =4+4=38

B
Il
[} N}
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E estas sequéncias devem satisfazer a lei do paralelogramo
8=z +yll* + llz — yI* = 2(ll=lI* + llylI*) = 2(/|=[* + [ly]|*) = 8
Entao para todo p temos:
2l + llyl?) =2((27) + (27)*) =8 = p=2.

Contradicao. Concluindo que caso p # 2 o conjunto ¢ nao serd um espaco de Hilbert.

A.3 Projecao Ortogonal

O préximo teorema nos mostra que dados um subespaco vetorial fechado de um
espaco de Hilbert, e x € H, sempre ha um ponto deste subespaco que minimiza a distancia

deste subespago com o ponto .

Teorema A.3.1. Sejam U C H um subespago vetorial fechado e x € H. Entao existe

unico a € U, tal que:
|z —al| = inf{||z —al| | a € U}.

Além disso, v —a € U+, onde Ut ={u € H | {u,z) =0, Vz € U}.

Demonstracao. Organizamos a prova em duas partes. Na primeira provamos a existéncia
de @ em U, e na segunda a sua unicidade. Portanto, na primeira parte mostraremos que

para todo x € H, existe a tal que

d(z,a) = ||z —al| =inf{||z —a|| |a € U}.

Seja & = inf {||lz —a| |a € U} e (a,) em U C H, tal que ||z — a,|]* < 6% + L. Pela

lei do paralelogramo (Proposi¢ao A.1.2), temos que:

[(z —an) + (z — am)“2 + [(z — a,) — (z — am)”2 =2(||z - an”z + [l — am||2)

122 — (an + am)|* + llan — aml* = 2l = an||* + 2]z — am|*

2 2
122 = (an + am) I” + llan — apn||* < 26° + = + 2% + =
n m

2 2
122 — (an + am)”2 + [lan — am||2 <402+ =+ —
n m

2

P

2 2 1
- 24?4+ =2 —4H - = A2
|lan — an||* < + - + - T 2(an + an,) (A.2)

Vamos usar nessa demonstragao o fato de que sempre existe um ponto mais proximo
de um subconjunto convexo fechado de H. Lembramos que um conjunto U é convexo se

para todo u,v € U temos Au+ (1 —\)v € U, para todo A € [0, 1]. J& que U é um subespaco
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vetorial fechado, temos que Au + (1 — AN)v € U, Vu,v € U e A € [0, 1], satisfazendo a

2
definicdo de conjunto convexo. Logo, a, + a,, € U e entao Hx — %(an + am)H > 2. Isso

se d& pelo fato de U ser um espaco vetorial e assim 4 = %(an + a,,) = u € U, além de

||z — al| ser a distancia entre x e @, e § ser o infimo das distancias possiveis.

Pela equacao A.2 temos que:

2

2 2 1
||an—am||2§452—|—+—4’x—(an+am)
nom 2

2 2 2 2
<44+ =4+ = 48 = =+ =
m n m n

, 2 2

= ||lap — an|* < —+ —.

m n

Portanto (a,) é uma sequéncia de Cauchy em U, logo converge para a € H. Como U é
fechado a € U.

Tendo mostrado que a € U, devemos verificar a unicidade de a. Suponha que exista

a* € U tal que ||z — a*|| = §, com a* # a. Entao

>0

?

1,
Hu—Q(a +a)

pela equagao (A.2), temos que
af —all* <46’ -4 =0=a* =a.
| |
Portanto, vale a unicidade de a.

Agora, defina v = x — @ com x € H, mostraremos que v € UL, ou seja (v,y) = 0,
Vy € U. Considere ||z — (a —ty)|| = ||[v + ty||, com t € R, podemos desenvolver a partir da

definicio de uma norma. Seja A(t) = ||v + ty||?, temos que

At) = |lv+ty|* = (v + ty, v + ty)
= [Jv]|* + (v, ty) + {ty,v) + ||ty|?
= |Jv]|* + 2t (y, v) + *||y||*.

Por construgao temos que A(t) = |[v + ty||* admite valor minimo quando ¢ = 0, afinal
|l — al| é o infimo das distancias e A(0) = ||x — al|. Agora, para qualquer ¢t € R podemos
derivar e obter que a fun¢do admite valor minimo apenas quando ¢t = 0 (%A(O) = 0) e
(y,v) =0, afinal

d

d
SAW) =2y 0) + 2yl = TA0)=2(y0) =0,

Logo {y,v) =0, Vy € U, concluindo assim que v =z —a € U™. O

O Teorema A.3.1 nos motiva naturalmente ao conceito de projegao ortogonal, isto é,
a fungdo P : H — U dada por x — a (obtido através do Teorema A.3.1) é a Projegao
Ortogonal de z sobre U, e P satisfaz P? = P e ||P(z)| < ||z||-
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De fato P? = P, afinal
P(P(z)) = P(a) = a.
Além disso, como ||z||* = ||a||* + 2 (@, z — a) + ||« — a||* = ||a|]* + ||= — a@||?, segue-se que
1P(@)* = llall* < al® + [l — all* = ||l=[|* = [ P(2)]] < [l

Definicao A.3.1. Se existe tnico a € U que minimiza a distancia de x € H a U, dizemos

que a ¢ a Projecao Ortogonal de x sobre U dada pela fungao

P:-H—U

r —> a.
A projegdo P tem as propriedades
P’=P e |P(2)| <|z|, paratodoz € U.

Defini¢ao A.3.2. Se U=V +W e VNW = (), dizemos que U é soma direta de V e V,
e é denotada por

U=VaoW.

A.4 Teoremas de Riez e Lax-Milgram

A.4.1 Teorema da representacdo de Riesz

Teorema A.4.1. (Teorema da Representagiao de Riesz) Sejam H um espaco de
Hilbert, e f funcional linear continuo sobre H. Entdo existe um unico elemento y € H tal

que f(z) = (x,y) para todo x € H, onde (-,-) € o produto interno sobre H. Além disso,

11l = Nyl

Demonstragao. Organizamos a prova em 3 passos a saber: passo 1: Unicidade do

representante, passo 2: Existéncia do representante e passo 3: Isometria.

1. Unicidade do representante.

Suponha que além de y € H, w € H também satisfaz
f(z) = (x,y) = (x,w), para todo x € H.

Entao (z,y —w) = 0 para todo x € H. Como a igualdade precedente vale para todo
x € H, podemos tomar em particular z = y — w que nos conduz a ||y — w|| =0, a

partir da qual concluimos que y = w. Isto prova a unicidade de y.
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2. Existéncia do representante.

Queremos mostrar que todo elemento f € H* é da forma f, para algum y € H
onde f(x) := fy(x) = (x,y), para todo x € H. O caso f = 0 ¢ trivial, sendo
suficiente escolher y = 0. Assumiremos que f # 0. Como o funcional f é continuo,
o espago nulo K = f~1(0) = Kerf = {w € H | f(w) = 0} é um subespago vetorial
fechado préprio de H, e consequentemente pelo Teorema da Decomposi¢cao Ortogonal
(Teorema A.3.1), o espaco H pode ser representado na forma de soma direta ortogonal
H = K& K*. Portanto, existe v € K+ com ||v|| = 1 que pode ser um candidato para
representar f, pois é ortogonal ao ntcleo desse funcional. Observe que o elemento
(f(u)v — f(v)u) € K para todo v € H, afinal:

f(f(w)o = f(o)u) = fu)f(v) = f(0)f(u) = 0= (f(u)v - f(v)u) € K.

Podemos concluir que (v, f(u)v — f(v)u) = 0 para todo u € H, e consequentemente:

(v, f(w)) = (v, f(V)u) = f(u) (v,v) = (f(V)v,u) = f(u) = {f(v)v,u),

para todo u € H. Portanto, temos como representante de f em H, o elemento

y=vf(v).
3. Isometria.

Se f # 0, entao y # 0. Logo, para x = y temos que

1yl = (w,9) = £ @) < Ifllllylla-

Dividindo por [|y||z segue que [[y|lz < [[f]]..

Por outro lado, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz |f(z)| = | (z,y) | < ||z||u ||yl -

Além disso HSlnlpl\ (@, 9) | < lyllu- Portanto [|f]l. < llylla- Se llyllz < |[f]l+ e [[f]l- <

llyll g segue que || f|l« = ||yllz que é o resultado desejado.

O

Observacao A.4.1. O teorema de Riesz fornece uma aplicacdo de H* para H que associa
a cada f € H* o tinico y € H tal que f(z) = (y,z) para todo x € H. Pelo Teorema da

Representacao de Riesz, essa aplicacao é uma isometria linear bijetiva.

A.4.2 Teorema de Lax-Milgram

O Teorema de Lax-Milgram pode ser interpretado como uma forma do Teorema de
Riesz, mas com uma forma bilinear em lugar do produto interno. Admitindo as defini¢oes
dadas por (1.13), (1.14) e (1.15), podemos enunciar um caso “mais forte” do Teorema
de Lax-Milgram, por exigir mais hipoteses. O chamaremos de Teorema de Lax-Milgram

simétrico.
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Corolario A.4.1. (Lax-Milgram Simétrico) Seja b: H x H — R uma forma bilinear

limitada, coerciva e simétrica. Entdo, para todo f € H*, existe inico uy € H, tal que
b(us,v) = f(v), YveH.

Demonstragao. Perceba que por b ser coerciva e simétrica, entao b satisfaz os axiomas

de produto interno. Dado u € H, considere

b,: H— R

v — b(u,v) = by(v)
que é um funcional linear limitado. De fato b, € H*, ja que dados vy,v5 € H e « € R
by (avy + v2) = b(u, avy 4+ va) = ab(u,v1) + b(u, vy) = aby,(vy) + by(v2).
E por b(u,v) ser limitada, fixado u € H existe 5 > 0, tal que

[bu(0)] = [b(u, v)| < Bllulla-vlla = Kllvlm, com K = §ljullx.

Entao, fixado u € H temos pelo Teorema de Riesz que existe um tnico wy, € H

tal que b, (v) = (wy,, v) para todo v € H.

Devemos encontrar uy € H tal que
b(ur,v) = (us,v) = f(v),Yov € H.
De fato, novamente pelo Teorema de Riesz existe um tnico Cy € H tal que
f(v) = (Cy,v) Vv € H.

Assim, das duas ultimas expressdes acima, segue que uy = (. Consequentemente,
b(us,v) = (us,v) = f(v), Vv € H.

O
Observacao A.4.2. A solucdo u := uy em no Teorema A.4.1 satisfaz
/1]«
Julla < 5 (A.3)
De fato, pela coercividade de b temos que para qualquer u € H
£ 1]«
Bllull < b(u,w) = f(u) < |fllllullr = Bllullfy < Ifllllulln = llulln < 5

Importa ressaltar que a desigualdade em (A.3) representa um resultado de de-
pendéncia continua com respeito aos dados para o problema b(uf,v) = f(v) para todo

v € H. Realmente, dados fi, fo € H*, denotemos por u;,us € H as correspondentes
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solugoes garantidas pelo Teorema A.4.1 dos problemas b(uy,v) = fi(v) para todo v € H
e b(ug,v) = fo(v) para todo v € H. Entao, segue-se que u := u; — uy € H é portanto a

tnica solugao de b(u,v) = (fi — f2)(v) para todo v € H, de modo que (A.3) implica em
1f1 = Joll«

s — | < 122 S20

B

A desigualdade precedente mostra que a estabilidade da solugao de b(us,v) = f(v), para
todo v € H, depende fortemente do reciproco da constante de elipticidade §. Em outras

palavras, quanto maior a constante 3, melhor sera sua estabilidade.

O préximo lema ird nos auxiliar em uma das etapas da demonstragao do Teorema

de Lax-Milgram.

Lema A.4.1. Sejam H um espago de Hilbert e K # () um subconjunto qualquer de H. O
subespago vetorial gerado por K é denso em H se, e somente se, K+ = {0}.

Demonstracdo. Suponha que o subespaco gerado por K é denso em H e x € K*.
E preciso mostrar que z = 0. De fato, se + € K+ entdo v € H = K. Logo, existe
uma sequéncia (x,) em K tal que lim, .z, = z. Agora, como z € K=, segue que
(xn, ) = 0, para todo n € N. Pela Proposicao A.1.3, resulta que lim,,_, (z,,z) = (x, x).

Pela unicidade do limite, segue que {x,z) = ||x||*> = 0, ou seja, x = 0. Portanto, K+ = {0}.

Reciprocamente, suponha que K+ = {0}. Entdo, conforme a Observacio A.3.2
podemos escrever
H=KaoKH*L

Como K1 = {0}, segue que H = K.
U

Teorema A.4.2. (Lax-Milgram) Seja b: H x H — R uma forma bilinear limitada e

coerciva. Entdo, para todo f € H*, existe unico uy € H, tal que
b(ur,v) = f(v), Yv € H.

Demonstracao. Inicialmente faremos uma construcao analoga a feita na demonstracao do
Corolario A.4.1. Contudo, pelo fato da forma bilinear nao poder mais ser representada dire-
tamente por um produto interno, precisaremos de um resultado omitido na demonstragao

de sua “versdo simétrica”.

« Uma maneira de representar a forma bilinear como produto interno.

Fixado u € H, b,(v) = b(u, v) define um funcional de H*. Pelo Teorema de Riesz,

existe tnico wy, € H tal que

bu(v) = (wy,,v), Yv € H.
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Isto define um operador A dado por

A:H—H

u— wy, = A(u)

Entao
b(u,v) = (A(u),v), Yv € H.

e O que sabemos do operador A?

i) A é um operador linear limitado.

De fato A é linear ja que dados @ € R e uy,us € H temos

(A(auy 4 ugz),v) = b(auy + us, v)
= ab(uy, v) + b(uz,v)
= a{A(w),v) + (A(u2), v)
= (aA(uy) + A(uz),v) .

A é limitado, afinal, dado u € H

lA@IIF = (A(u), A(w)) = bu, A(u)) < allullal| AWz = [AWa < afuls.

ii) A é uma bijecao.

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz e por b ser coerciva, temos
lA@) [ llullir = [{A(u), u) | = [b(u, w)] = Bllullf; = |AW)|x = Bl

Logo, A ¢ injetiva, pois Ker(A) = {0}.
A é sobrejetiva: agora veremos que Im(A) = H. Essa demonstragao consiste
em dois passos
» Im(A) = Im(A).
« H CIm(A) (H =Im(A)).
Denote wy, = w. Para mostrarmos que Im(A) = Im(A), basta supormos uma

sequéncia de Cauchy w, € Im(A) com w, — w. Por definicdo de imagem,

existe uma sequéncia de pontos u,, € H tal que A(u,) = w,, para todo n € N.

Dados n,m € N, tem-se

1 1
lun =l < Zl1ACun) = Alum) 1 = Zllwn = wnlla.

8

Como (w,) é uma sequéncia de Cauchy, segue que (u,) também serd uma

sequéncia de Cauchy e pela completude de H, existe u € H tal que u, — u.
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Por outro lado, temos que se A é um operador linear e limitado, ou seja, A é
continuo. Logo

wy, = Au,) — A(u) = w.

Portanto w € Im(A). Assim Im(A) = Im(A).

Agora, mostraremos que Im(A) é denso em H. Como Im(A) é um subespago
vetorial fechado de H o Teorema A.3.1 nos garante a existéncia de v € H

ortogonal a Im(A), isto é
0= (A(u),v) = b(u,v)

para todo u € H.

Em particular considerando u = v, obtemos
b(v,v) =0

e pela coercividade de b
Blloll* < b(v,v) =0,
segue que v = 0. Assim pelo lema A.4.1 temos que o conjunto Im(A) é denso
em H. Logo Im(A) = H, ou seja, A é sobrejetiva. Portanto A é bijetiva.
« Consequéncia

A: H — H e o mapeamento de Riesz C': H — H* sdo isomorfismos, como sugere

a Figura 26.
B(u,v) = B,(¢) A A1 A
H H H Bijecdo H Isomorfisma
c Y o gl c
AtoC! Aloot = Al ot §
feH

Figura 26 — Interpretacao dos operadores — Teorema de Lax-Milgram.
Fixado f € H*, o candidato a solugdo é uy = A~ (C~L(f)).

bus,v) = (A(ug),v) = (A(A(CTH(),v) = (CTH(f),v) = f(v).

« Existéncia da Solugao

Fixado u € H, b,(v) = b(u,v) define um funcional linear em H*. Pelo Teorema de
Riesz
b(u,v) = (A(u),v), Yo € H,
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e A é um operador linear, limitado e bijetivo. Entao, para todo f € H*, o Teorema de
Riesz garante a existéncia e unicidade de um y € H tal que f(v) = (y,v). Finalmente,

considere u; = A7(y). Concluimos que
bug,v) = (A(A7 (), v) = (9,0) = F(0),
e Unicidade da Solugao
Suponha que existam uy,us € H tais que para todo f € H* temos
b(uy,v) = f(v) = b(ug,v), Vv € H = b(u; — ug,v) = 0.
Substituindo v = u; — us, segue pela coercividade de b que

Blluy — usll3 < b(ug — ug,uy — ug) =0

:>6HU1—U2H1211§O:>’U/1—'LLQIOZ>’U,1IUQ.

A.5 Espacos de Sobolev

Assumiremos a construgao feita na Subsecao 1.2.3, a qual nos conduz a Defini¢ao
1.2.9. Nesta se¢ao apresentaremos alguns resultados e exemplos associados as derivadas

fracas e aos espacos de Sobolev.

A.5.1 Derivada fraca

O conceito derivada fraca estende o conceito classico de derivada, com a particula-
ridade de preservar a férmula de integracao por partes. Além disso, exigindo apenas que a
fungio pertenca a Li..(Q), podemos calcular derivadas que nio sdo calculadas no sentido

classico.

Observagao A.5.1. Dizemos que [ estd localmente em LP(Q2), ou f € LV (), se
f € LP(K) para todo K C 2 compacto.

Exemplo A.5.1. Seja f: R — R a funcdo z — |z| a fungdo mddulo na reta.

f

-3 25 -2 -15 -1 05 0 0.5 1 15 2 25 3

Figura 27 — Fun¢ao moédulo na reta.
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Podemos listar algumas particularidades da funcao f.

i. f ndo é derivavel em Q = R. ii. f¢& LY Q).
iii. f e Li.(Q). iv. f admite derivada fraca.

i) De fato f nao é derivavel em 2 = R, o quociente de Newton nos da que:

lim f(0++h})L—f(o+) 14 -1=lim f(0~ +h}3j—f(0).

ii) A Figura 27 gera uma boa interpretagao geométrica do porqué f ¢ L'(Q). O fato
decorre pela area abaixo da curva nao convergir:
0 k 0 k
/ |z| de = lim / |z| de = lim / —zdr+ lim [ zdr= lim k* = oo.
—00 k—oo J—k k—oo J—k k—o0 J0 k—o0

iii) Como |f(z)| = |x| é continua para todo x no compacto K C {2, existe M =

max{|f(x)| | Vo € K}. Consequentemente:

/ |f(x)| dx < / M dx = Mu(K) < co. Portanto f € L ().
K K

iv) Por fim, a derivada fraca de f é dada pela fungdo sgn : @ — R, tal que

1, sex >0

sgn(z) =4 0, sex =0
—1, sex <0

Figura 28 — Derivada fraca da funcao médulo na reta.
Seja ¢ € C°(R). Entao

[ san()pt) dr=— [ o) dn + [ () dr

_ (w@)wm S /_ v¢/ () da:) +2p(z)[5 - /Ooo wg'(2) dz
:/Q|x|cp'(x) de.

Observacao A.5.2. A escolha de f no Exemplo A.5.1 ndo foi por acaso. Este é um
importante exemplo que nos ajuda ter melhor compreensao dos objetos apresentados. Além
de que nos itens ) e i), estamos explicitando um exemplo em que L'(Q2) C L{ (), mas
Li () ¢ LYQ) (LL.(Q) C LY(Q) s6 ocorre quando © for compacto). Isso mostra a maior
generalidade de L (), e por isso exigimos f € L] .(Q) em 1.2.9.

Exemplo A.5.2. Sejam Q = (0,2) e

z, sed < <1
u(z) =
1, sel<ax<?2
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Dada ¢ € C2°(0,2)

~ [ ut) @) da =—/1 Ja >dx—/2so’<a:> s

= —p(1) + ¢(1) +/

sendo que ¢(2) = 0 pois o suporte de ¢ estd contido em (0, 2). Logo

—/ dx—/olgo(x)dx

Portanto a derivada fraca de u(z) é dada por

1, se0<ax <1
v(z) =
0, sel<z<?2

O préximo teorema nos garante que se f admite derivada fraca, entdo a derivada

fraca de f é tnica. Contudo, faremos uso do seguinte lema:

Lema A.5.1. Seja f € L}, .(Q) tal que
/ f(x)p(x) de =0, para toda ¢ € C°(2).  Entao, f =0, pn— q.t.p.
Q

Teorema A.5.1. Sejam f € L, .(Q) ea € N. Se g e h, ambas em L;,.(Q), sdo as a-ésimas
derivadas fracas de f. Entao, g = h u — q.t.p.

Demonstracdo. Dada ¢ € C(Q2). Pelas hipéteses do teorema, se g e h sdo ambas

a-ésimas derivadas fracas de f, entao

/QQ<P dr = (—1)a/ﬂf3acp dx:/tho dz.

Entao
/ g dr — / he dx = / (9 — h)e dx =0, para toda ¢ € C:°(Q).
Q Q Q

Portanto, pelo Lema A.5.1, temos que ¢ — h =0 u — q.t.p, logo g = h.

A.5.2 Espacos de Sobolev

Conforme a Defini¢ao 1.2.10, o espago Wéf P(Q2) pode ser interpretado informalmente

como o espaco das funcdes f € WFP(Q) que se anulam na fronteira
WiP(Q) = {f € LP(Q) | 9°f € LP(Q), |a| < ke f =0 em QY.

Teorema A.5.2. Os espagos C=(Q) e C®(Q) sio densos em HE(Q) := Wy ().
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Teorema A.5.3. Desigualdade de Poincaré Seja 2 um aberto limitado de R™. Entdo

existe uma constante positiva C = C(n, Q) tal que para todo v € H () nds temos

|||z < C||Vul|Le. (A.4)

Demonstracdo. Pelo Teorema A.5.2, Hj(Q) C C>(£). Isso significa que podemos provar

para u € C>(2) que, por densidade, o mesmo resultado valerd para u € H{.

Sem perda de generalidade como (2 é limitado, suponha que supp(u) esteja “exclu-

sivamente no primeiro quadrante”, isto é
w(xy,...,x,) =0 casoao menos um x; <0, Vi=1,....n

em particular utilizaremos que u(xy,...,0,...,2,) = 0. Como u € C*(2), podemos

utilizar do Teorema Fundamental do Calculo
x
|U(l'1, L2y e v oy Tj—1, Tiy Tty - - - ,mn)’ = ‘/0 31'%(%173727 ces i1, U Ty, 7~’Un) dt
x
S/O |87Lu(x17$27'"7xi—17t7xi+1a"'7$n)| dt.

Sendo f(t) = 1, g(t) = |Oju(xy1,xs,...,t,x,)| na Desigualdade de Cauchy-Schwarz e
a=sup{|z;] € Q|i=1,...,n}. Entao,

1

/Oa |Oju(xy, 9, ...t xy,)| dt < (/Oa 12dt); (/Oa |Osu(xy, 29, ...t 2,)]? dt>2
= a? (/Oa Oy, 20, ..., t,2)]? dt>é .
Consequentemente:
lu(x1, 9, ..t 1) > < a/oa Osu(zy, To, . ., t, 20| dE.
Integrando novamente
/Oa (s, o, o o) |2 dE < a? /0 O, o, - -, 0) |2 d. (A.5)
Ao integrarmos sobre as demais variaveis, obtemos
/Q lu(z)? do < o™ /Q |Vul? dx.

Portanto

[ull > < Cl[Vul| 2.
O

Observagao A.5.3. No passo onde obtemos a Equagao (A.5) temos do lado direito uma

a/a </a |Osu(zy, T, .., t, )| dt) dt.
o \Jo

integral dupla
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Contudo, a integral de dentro sera constante ao substituirmos os limites de integra-

¢ao, obtendo assim que se
/Oa Oy, 29, ... )| dt = K
entao
a/oa (/Oa |Osu(wy, 29, ..., t, )] dt) dt = a/oaK dt = a*’K = a* /Oa |Osu(xy, 29, . .., t, )| dt.

Corolario A.5.1. Seja 2 um aberto limitado de R™. Entao existe uma constante positiva

C =C(n,Q) tal que para todo u € HL(Q) nds temos

lulli < CI[ull 2. (A.6)
Demonstragao. Pela Desigualdade de Poincaré existe C' = C'(n, (2) constante, tal que:
lullzz < CIVullze = lull eIVl < CIVulla+HVall 2 = llullm < (C+1)[Vul

O
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