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Resumo

SILVA, V. S. B. O método do adjunto médio em otimizacao de forma e aplicacoes. 2019.
Dissertagao (Mestrado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao
Paulo, 2019.

No presente trabalho abordamos conceitos de otimizagao de forma e os aplicamos utilizando um
c6digo educacional, baseado no método level set, escrito com o pacote FEniCS. Para tal, calculamos
a derivada de forma distribuida, que se apresenta como uma integral no dominio. Essa derivada de
forma distribuida é vantajosa para definir um algoritmo numeérico de otimizacao de forma baseado
no método level set, devido sua facilidade na implementacdo. Também apresentamos o método do
adjunto médio como uma alternativa eficiente para o célculo da derivada de forma distribuida.

Usando estes conceitos, estudamos um cédigo educacional para minimizacao da compliance no
contexto da elasticidade linear.

Através de varios exemplos classicos da otimizacdo de estruturas, demonstramos a eficiéncia da

abordagem estudada.
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Abstract

SILVA, V. S. B.. The averaged adjoint method in shape optmization and aplications.
2019. Dissertagao (Mestrado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo,
Sao Paulo, 2019.

In the present work we present several concepts of shape optimization and apply them using
an educational code based on the level set method,written using the FEniCS package. For this,
we compute the so-called distributed shape derivative, which takes the form of a domain integral.
This distributed expression of the shape derivative is advantageous for defining a numerical shape
optimization algorithm based on the level set method, due to its ease of implementation. We also
present the averaged adjoint method as an efficient alternative for the calculation of the distributed
shape derivative.

Using these concepts, we study an educational code for compliance minimization in the context
of linearized elasticity.

Through various classical examples of structural optimization, we demonstrate the efficiency of

this approach.

Keywords: Shape optimization, level set method, linear elasticity, shape derivative.
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Capitulo 1

Introducao

Sigmund, com o codigo Matlab "99 lines"” [19], deu inicio a cultura do compartilhamento e
publicacoes de codigos educacionais para otimizacao estrutural. Uma atualizacao de tal codigo,
ainda em Matlab, reduziu-o para 88 linhas e aumentou a velocidade da implementacao.

Ambos os codigos citados acima se baseiam na abordagem de microestrutura isotrépica so-
lida com penalidade (SIMP). Nessa linha, ¢ permitido que a densidade material assuma valores
intermediérios e as variaveis de otimizacao sao densidades materiais da malha de elementos. Os va-
lores intermediérios sdo penalizados para assumir valores (-1 e designs factiveis sdo obtidos usando
técnicas de regularizacao.

Varios outros cédigos tem sido publicados usando diferentes abordagens e plataformas além do
Matlab. Uma outra categoria de abordagens para otimizacao topoldgica que surgiu depois do SIMP
sao os métodos level set. Eles consistem em representar a fronteira do dominio em movimento €2
como o conjunto de nivel zero de uma func¢do ¢. Métodos level set sdo fundamentalmente diferentes
dos métodos de densidade como o SIMP, j4 que a configuracao da interface é mantida durante o
processo de otimizacao ao invés de relaxar o problema usando densidade de material. Métodos level
set foram introduzidos por Osher e Sethian no contexto do fluxo de curvatura média para facilitar a
modelagem das mudangas topologicas durante a evolugdo da curva. Desde entdo, tem sido aplicado
em muitos problemas de otimizagdo de forma e perturbacao de fronteira.

O codigo apresentado neste trabalho se encaixa na categoria dos métodos level set. Na aborda-
gem usual, o conceito de derivada de forma é usado para calcular a sensibilidade da func¢ao objetivo.
Usualmente os algoritmos sao baseados no fato da derivada de forma ser uma distribuicao na fron-
teira do dominio. Isso significa que a derivada é expressada como uma integral na fronteira e, entao,
estendida para o dominio inteiro ou por uma faixa estreita para o uso no método level set.

A derivada também pode ser escrita como uma integral no dominio, a qual é chamada de
derivada volumétrica ou expressdao de dominio da derivada de forma.

Do ponto de vista numérico, frequentemente a expressao de dominio é mais facil de implementar
que a expressao de fronteira por ser uma integral de volume. Outras vantagens da expressao de
fronteira é mostrada por [3, 7]. Em [3]|, mostra-se que a discretizacdo da expressao de fronteira
geralmente ndo leva para a mesma expressao que a derivada de forma calculada apds o problema
ser discretizado. Em [7], os autores concluem que as expressoes baseadas no volume para gradiente
de forma frequentemente oferecem mais acuracia que o uso de férmulas baseadas em tracos nas
fronteiras. O principal aspecto deste trabalho é de apresentar uma implementacao compacta, ainda
assim, eficiente do método level set para otimizacao estrutural de duas fases que se da gragas a
derivada de forma distribuida.

A escolha do FEniCS para a implementacao é motivada por sua notagao proxima a matematica,
a qual facilita a implementacao de formulagoes variacionias complicadas. O projeto FEniCS (https:
/ /fenicsproject.org/) é um projeto colaborativo focado em solugdes automatizadas de equagoes
diferenciais por métodos de elementos finitos. FEniCS pode ser programado tanto em Python quanto
em C++. Neste trabalho, focamos na linguagem Python por sua abordagem simples para iniciantes.

O presente trabalho se encontra estruturado da seguinte forma. No capitulo 2 introduzimos


https://fenicsproject.org/
https://fenicsproject.org/
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definicdo da derivada para um funcional de forma e alguns resultados que facilita a compreenssao dos
célculos no decorrer no trabalho. No capitulo 3 apresentamos o método do ajunto médio e o teorema
que nos permite calcular efetivamente a derivada de forma. J& no capitulo 4 exibimos a conexao
entre a representacao tensorial e a expressao usual de fronteira da derivada de forma. Por fim, no
capitulo 5 apresentamos dois exemplos do calculo da derivadade de forma por meio do método
adjunto médio. No capitulo 6 apresentamos a otimizagdo de forma para o caso da elasticidade
linear usando material ersatz baseado em todos os conceitos apresentados nos capitulos anteriores.
No capitulo 7 introduzimos o método level set com a discretizacao da equacdo de Hamilton-Jacobi
usada na implementacao numérica descrita no capitulo 8 justamente com algumas explicacoes dos
codigos usados que sdo encontrados no apéndice. Finalmente no tltimo capitulo aprensentamos
alguns resultados que mostram a eficiéncia da abordagem estudada no presente trabalho.



Capitulo 2

Derivada de forma

Em se tratando de problemas de otimizacao, apés a garantia da existéncia de solugdo comecamos
a busca por candidatos a solugdo 6tima. Em dimensao finita, por exemplo, para J : R® - R uma
funcdo de custo suficientemente suave, as condicoes necessérias de otimalidade sdo dadas pela
equagao VJ(z) = 0.

A mesma abordagem se da na otimizacdo de forma, mas agora estamos lidando com funcionais
cujo dominio é um conjunto de formas, ou seja, subconjuntos de R™. Nesse contexto uma certa
dificuldade é encontrada ao introduzir o conceito de derivada ja que os espacos de formas nao
possuem de imediato uma estrutura vetorial ou de variedade suave.

Na matematica, o conceito de diferenciabilidade se apresenta naturalmente para funcoes defi-
nidas em espacos vetoriais topoldgicos. A nogdo de diferenciabilidade se adapta bem a estrutura
de variedades Riemanianas, mesmo se a definicao de diferenciabilidade for mais complicada. Os
conjuntos de forma nao tem naturalmente uma estrutura vetorial nem uma estrutura de variedade
Riemaniana. Assim, para se obter nocoes de diferenciabilidade precisamos trabalhar com subcon-
juntos ou caminhos particulares desses conjuntos de forma.

No presente trabalho, para contornar tal situagao, foi obtido uma estrutura vetorial atrelada a
esses conjuntos de formas considerando perturbacoes de um dominio inicial, onde cada perturbacgao
estd associada a um parametro t € R e, introduzido uma familia de dominios parametrizados, pode-se
entdo definir uma derivada de forma.

Assim, neste capitulo veremos o método da velocidade que nos fornecera uma perturbacao de
dominio que possibilitara definir uma derivada para um funcional de forma. Também apresentaremos
alguns resultados que facilitardo os célculos no decorrer deste trabalho.

2.1 Preliminares para algumas defini¢oes

Defini¢ao 2.1. Seja p € R com 1 < p < oo e Q um subconjunto de R™. Denotamos por LP() o
espago das fungoes f:Q — R mensurdveis tais que [, |f(x)Pdz < oo.

Definicao 2.2. Seja Q um subconjunto aberto de R". O conjunto C5°(§) € o conjunto de todas as
fungées @ : Q - R infinitamente diferencidvel cujo suporte € um subconjunto compacto de €.

Definicao 2.3. Sejape R com 1 <p < oo e Q um subconjunto de R™. Dizemos que uma funcdo

f:Q —> R pertence ao espago denotado por LfOC(Q), quando esta for mensurdvel e dado qualquer

subconjunto compacto K de Q temos que [} |f(z)|P dz < oo. Ou seja,
flx € LP(Q2), VK ccQ

Definicao 2.4. Seja Q um conjunto aberto e v € (0,1] um nimero real. Uma funcio f:Q - R é
dita Hélder continua com expoente v se existir uma constante real C tal que:

|f(x) = f)|<Clr—y[", Va,yeQ.
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Definicao 2.5. Sejam € € R"™ um aberto, 1 < p < oo e k um inteiro nio negativo. Definimos o
espaco de Sobolev W*P(Q) como sendo

WEP(Q) = {f € LP(Q) | D“f € LP(Q) para todo multi-indice o tal que |o] < k}.
Onde D*f denota a derivada no sentido fraco.

Definicao 2.6. i) Se f:Q — R é limitada e continua, temos

1flleq) :=sup[f(2)].
zefd

it) A y-ésima seminorma de Hoélder de f:Q — R € definida como

{mx) —f(y)\}_

[f]CO”Y(Q) = Sup |x _ y|,y

z,yed
T+Y

i11) A y-ésima norma de Hélder de f:Q — R ¢é definida como

1 fllco @y = fllecay + [fleom (o)

Definicdo 2.7. O espaco de Holder CH*(Q) consiste de todas as fungoes f:Q — R" que pertencem
ao espago CF(Q) das fungées k vezes diferencidveis cuja norma

1 fllekr oy = Y 1D fllcogay + X [DYFleorva)

|| <k o=k
€ finito.
Aqui a = (aq,...,a,) € um multi indice e sua norma é dada por |a| =ag +...+ ay. A derivada
de ordem « é dada por
ol f (z)
Df(x) = —————.
/(@) ogt...0»

Assim, o espaco CF7(Q) consiste nas funcoes f k vezes diferencidveis e cujas k-ésimsa derivadas
parciais sao Holder continua com expoente .

2.2 Estrutura das derivadas de forma

Seja D c R™ aberto e limitado, de classe C' e P(D) o conjunto das partes de D. Defina para
k>0e0<ax<l

CE(D,R™) := {0 € (D, R™) | 6 possui suporte compacto em D}. (2.1)

Dado também um dominio Q c D com fronteira pelo menos C!, introduzimos o espaco dos campos
vetoriais

Cho(D,R™) = (0 CH* | 0-n = 0 em 00}, (2.2)

onde n é o vetor normal unitario apontado para fora de 2. Vamos considerar perturbacoes de
um dominio €2 usando campos € nao auténomos. Na maioria das vezes, apenas precisamos de
campos autonomos para definir derivadas de forma, mas, em alguns casos particulares, campos nao
auténomos podem ser Uteis. Vamos exigir a seguinte hipétese para o campo 6.
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Hipétese 1. Seja 7>0 e 0:[0,7] x D - R" tal que

0(-,z) eC([0,7];R™), VaxeD, (2.3)
16C,y) = 0C.@)le(fo,r1rm) < coly — ], Ya,yeD,
O(t,z) -n(x)=0, VxedD,Vtel0,T].

Para 7 > 0, introduzimos uma, familia de transformacoes T7(z) := T(t,x) como a solucio da
equacao diferencial ordinaria

%m(t, X) 0(t,z(t, X)), para t € [0, 7],
2(0,X) = XeR™

(2.6)
Observagao 2.1. Note que, por construgio, para t = 0 temos Tg =1, onde I denota o operador
tdentidade.

Veremos no Teorema 2.1 que para 7 suficientemente pequeno, o sistema (2.6) possui uma unica
solucdo. A transformacao T/ nos permite definir uma familia de dominios €; = T (Q) que nos sera
util para definir a derivada de um funcional de forma. Usaremos a notagao T3(Q) em vez de T/ ()
para simplificar.

O seguinte teorema fornece informacoes sobre a regularidade de T;.

Teorema 2.1. Seja 7 > 0 e 0 satisfazendo a Hipdtese 1, entdo a transformacao T, definida por
(2.6) e sua inversa T, ! satisfaz

1) T éC com respeito a t:
T(,X)eC([0,7];R™), VX eD. (2.7)

2) T ¢é Lipschitz com respeito a x:
AL>0, |IT¢,Y) =T X)lleqorrny < LY - X[, VX,YeD. (2.8)
3) T € bijetora com respeito a x:
Vte[0,7], X = Ty(X):D - D ¢ bijetora. (2.9)
4) T1 ¢ continua com respeito a t:
T7'(,z) eC([0,7];R™), VaxeD. (2.10)
5) T7Y ¢ Lipschitz com respeito a x:
3L>0, [T7'C,y)-T7' ¢~ o)lle(orrny € Lly -2, Va,yeD. (2.11)

Demonstragao. Defini-se o seguinte sistema aumentado em [0, 7]

) gt a(t), w(0)=X D,
dxgi(tt) (2.12)
- 1, x0(0)=0.
Introduzindo () := (2o(t),z(t)) € R"**, podemos escrever (2.12) como
dr(t) ., .
V@), (2.13)

#(0)=(0,X)eD:=R" x D,
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com 0(z) := (1,0(&)), e para & = (z0, z):

0(2) O(xo,x) para 0<x0<7 e xeD, (2.14)
0(2)

) = 6(r,xr) para T<zge xeD.

E facil conferir que os sistemas (2.12) e (2.13) sdo equivalentes em [0,7] e que £(¢) = (¢,z(¢)). O
campo de velocidade 6 é continuo em cada Z € D ja que

0(9) - 6(2) = (0,0(yo,y) - 0(x0, 7)),

e para 0 < xg,yo < 7 temos, usando Hipotese (1),

10(y0. ) = 0(z0,x)| = 10(yo,y) - O(z0, )]
10(y0,y) = 0(yo, )| +0(yo, z) = O(z0, )|
coly — x| +|0(yo, x) - 0(wo, x)|.

IN

IN

Agora, introduzimos o cone contingente de Boulingand 7o (z) para ® c R™*! em z € ©:

Ta@)=NN U [z@-0+eB],

>0 a>0 0<h<a

onde B & o disco unitario em R™*!. Usando (2.5), pode-se mostrar que para ® = D temos, para
Z=(rg,x)eDe0<zp<T,

0(z) = (1,0(2)) € Tp(&) = T+ (20) x Tp(z).

Além disso, (D) ¢ limitado e R™*! possui dimenso finita. Usando a versao do teorema de Nagumo
[12], existe uma solugao viavel & para (2.13), que significa, em particular, que

&(t) = (t,z(t)) e D=R" x D para qualquer ¢¢€[0,7].

Consequentemente, existe uma solucio 7" de (2.6) tal que T'(t, X) = x(t) € D em [0,7]. A unicidade
segue da condicao de Lipschitz (2.4).
Agora provaremos (2.8). Usando (2.6) e (2.4) temos

d
S (L(Y) = T,(X)) | = 0(, T(Y)) - (1, T(X))| (2.15)

<dTi(Y) - T (X)|
fot %(Ts(y) ~To(X))ds =Ty(Y) - Ty(X) - YV + X,

que nos leva, usando (2.15), a

1) =) <Y = X+ | [T @00 - T (0

t
< \Y—X|+f0 TS (V) = Ty(X)ds.

Aplicando o lema de Gronwall,

1) =T ()] <Y = Xexp ([ eds).
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Para 7 suficientemente pequeno, obtemos
T:(Y) - T,(X)[ < |LY - X,

para todo t € [0, 7]e para alguma constante L >0, o que prova (2.8).
Agora provaremos (2.9). Seja X € D e defina

y(s)=T-s(X), 0<s<t.

Entao,
%(s):—ﬁ(t—s,y(s)), 0<s<t, y(0)=Ty(X). (2.16)

Para cada z € D, podemos provar da mesma maneira que acima que a equacao diferencial
dy —
d—(s)z—e(t—s,y(s)), 0<s<t, y(0)=xeD (2.17)
S

possui uma solucio tnica em C*([0,t],R™), i.e y(s) € D para todo s € [0,t], ja que pela hipotese

(2.5) temos —0(t,x) € T, Vt e [0,7] e Vo € D.
A solucao de (2.17) define um mapeamento Lipschitziano

x> Sy(x) =y(s): D~ D,

tal que B
>0, |Si(y)-Si(z)|<cly—=|, Vte[0,7], Va,yeD. (2.18)

Agora, tendo em vista (2.16) e (2.17) temos
Si(Ty(X)) =y(t) =Tr-+(X) =X = S;o Ty =1 em D.
Para obter a outra identidade, considere a seguinte fungao
z(r) =y(t-r;z),

onde y(+,x) é a solugdo de (2.17). Por defini¢ao, temos

%(7«) =0(r,2(r)), 2(0) =y(t,z)

e entao
z=y(0,z) = 2(t) = Ti(y(t, z)) = Ti(Si(x))
:>TtOSt=I em Z_):St:Tt‘l:ﬁeY_),

o que prova (2.9). A continuidade Lipschitz uniforme (2.11) segue de (2.18) e (2.9).
Finalmente provaremos (2.10). Dado ¢ € [0,7], tome uma sequéncia arbitréria {t,}, t, — t.
Usando (2.7) e (2.9), para cada = € D, existe X € D tal que

Ti(X)=z eTy, »Ty(X) =z
Também,
T, (@) - T, () = T, (T/(X)) = T H(T(X) = T, (T(X)) - T, (T, (X)).
Usando (2.11) obtemos

T3 (@) = T ()] = TN (T(X) = TN (T, (X)) < TH(X) = T, (X))
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Finalmente usando (2.7) obtemos (2.10). O

Observagao 2.2. Teorema 2.1 mostra, em particular, que para t € [0,7], o fluro Ty : D — D € um
homeomorfismo e, consequentemente, mapeia fronteira em fronteira e interior em interior.

Definido a transformacao Tf nos permite definir uma familia de dominios
Q; == T (), (2.19)

que permite introduzir o conceito de derivada de forma.
Seja J : B — R um funcional de forma definido para algum conjunto admissivel B ¢ P(D).
Introduzimos, entdo, a seguinte nogao de diferenciabilidade com respeito a forma.

Defini¢ao 2.8. A semiderivada Euleriana de J em € na diregio 6 € Cg’l(D,R”) é definida pelo
seguinte limite, quando este existir,

NRCORRIC)

4J(2)(6) = lim t

(2.20)

i) Dizemos que J ¢é diferencidvel com respeito a forma € se possuir a semiderivada Euleriana
em ) para todo 0 € C°(D,R™), e a fun¢do

dJ(Q): CZ(D,R") - R,
6~ dJ(Q)(6),

¢ linear e continua. Nesse caso, dJ(€2) é chamado de gradiente de forma e dJ(Q)(0) ¢
chamada de derivada de forma em Q.

it) A derwada de forma dJ(Q)(0) é de ordem finita se existir um inteiro | > 0 e uma constante
¢ >0 tal que para cada compacto K c D,

|dJ(2)(0)| < |0, VYOeCZ(K,R"), (2.21)

onde [|0]|; = ¥jaj<t |D0|oo. Definimos a ordem de dJ(2) como sendo o menor inteiro 1 >0 tal
que (2.21) seja verificada.

2.3 O teorema de estrutura

Nosso objetivo nessa secao é descrever as propriedades da derivada de forma em um nivel
abstrato e enfatizar que todas as representacoes da derivada de forma satisfazem o mesmo teorema
de estrutura. A derivada de forma da Definicao 2.8 possui uma estrutura particular. Intuitivamente,
o funcional de forma permanece constante pelas transformacoes T3 que ndo alteram (2, isto é,
T:(2) = Q mesmo se alguns pontos no interior de §2 mudem. Consequentemente, a derivada de
forma é zero. Essa propriedade é valida para €2 aberto ou fechado. Matematicamente, essa ideia é
expressa pelo seguinte teorema.

Teorema 2.2. Seja ) c B aberto ou fechado. Sejo 0 € CS’I(D,R") um campo vetorial com suporte
compacto em ) satisfazendo a Hipdtese 1. Denote por Ty seu fluzo definido em (2.6). Entao temos

dJ(Q)(0) = 0.

Demonstracao. Por hipétese, # possui suporte compacto em €2 e podemos aplicar o Teorema 2.1
com  no lugar de D. Assim T} : Q — Q é um homeomorfismo e temos que T3(Q) = Q para todo
t € [0,7]. Se Q for fechado, entdo Q = Q e portanto T;(2) = Q. Agora, se Q for aberto, temos que
Q=QuaN e T,(0Q) = 9N. Assim, usando o fato de Ty : Q - Q ser um homeomorfismo, temos

T(Q)uT(00) =Ty (QuIN) = TH(Q) = Q= QU I = QUT(R),
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o que implica que T(Q2) = Q. Portanto, para € fechado ou aberto temos

T(@)-IQ) T =IO _

lim 0. (2.22)
t\0 t t\0 t
Assim, a derivada de forma se anula para tal campo de vetores 6. O

Note que a derivada de forma de J(2) sempre existe para campos de vetores com suporte
compacto em {2, mesmo se ndo existir para outros campos. Uma importante consequéncia desse
teorema, também para métodos numeéricos, é que independentemente da representacdo da derivada
de forma e da regularidade de €2, os valores de 6 fora da fronteira de {2 nao tém influéncia na
derivada de forma. Esse fato estd expresso no seguinte corolario.

Corolario 2.1. Seja Q € B um conjunto com fronteira C*. Suponha que J seja diferencidvel com
respeito a . Seja 0 € Cg’é (D,R™). Entao,

dJ(Q)(0) = 0.

Isso nos leva a um resultado fundamental de otimizacao de forma. Quando a fronteira do dominio
) e o campo velocidade 6 sdo suficientemente suaves, a derivada de forma possui uma estrutura
particular: ela se restringe a fronteira 0f) e depende apenas do componente normal do campo
velocidade 0 na fronteira.

Teorema 2.3 (Teorema de estrutura). Suponha I' := 0Q compacto e J wm funcional de forma
diferencidvel. Denote a derivada de forma por

dJ(Q):CX(D,R") >R, 0 dJ(Q)(). (2.23)

Se dJ() for de ordem k >0 e T de classe C**Y, entdo existe uma distribui¢io g : C*(T') - R tal
que

dJ()(0) = g(O)r - n), (2.24)
Demonstra¢ao. Ver |6, Corolario 1, p. 480-481]. O

Antes de comecar a calcular uma derivada de forma em um problema de otimizacdo propriamente
dito, iremos apresentar alguns resultados que usaremos com frequéncia nos calculos desenvolvidos
nos proéximos capitulos.

Lema 2.4. Seja T; solucio de (2.6) com 6 € CO' (D, R™). Temos entio que:

1) DT, = Db,

2) §(DT,)! =-Do,

3) S(DT)] = (DO)T,
4) G(DT) T =~(Do)".

onde (DO)T denota a transposta de (D8).

Demonstragaio. 1) Pela definicao de T} e pela regra da cadeia temos
d d
EDE((E) = DETt((I;) = D(H o ﬂ) = DH(Tt(l'))DTt(CC) (225)
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Assim,

4 1)

dt o = DO(Te(2)) DTi(x)|1=0 = DO(x).

2) Como I = (DT;)Y(DT}), temos que
0= L1(p1) " DTy)]
7 t t

d . L d
S (pT)H DT, = (DT DT,
- dt( ) i==(DTy) a7t

= %(DTt)_1|t=0 =—(DTy)™* (%DTt) (DT) =0
= LT g = -D0,
3)
d T d T THoT
P10 = (a(DTt)) = DT, Do
3%(DT1§)LO = (DT, DO )10 = DO".

4) Basta repetir o raciocinio utilizado para calcular (DT})~! usando a igualdade I = (DT})" T (DT;)".
O

Em muitos problemas de otimizagao de forma os funcionais de forma sdo expressos como integrais
definidas em um dominio 2 ou na fronteira desse dominio I' := 9€). Suponha f € I/Vlfw1 (R™) que
independe de t € [0,7], g € H?(R™), T de classe C? tal que o vetor normal unitario n ¢ classe C?.
O dominio perturbado €; = T;(2) com fronteira I'y = 9 é definido por (2.19).

Consideramos os seguintes funcionais de forma:

Ji() /Q F(t,y) dy, (2.26)

B = [ o@dri). (227)

Usando a mudanga de variavel y = T;(x), temos

J1(t)

Jo(t)

[ £ T@)n(t ) da, (2.28)
[ 9((@@) o Tihr (H)dr (). (2:29)

onde h(t,z) = |det(DT;(x))| é o Jacobiano da transformacéao y = Ty(z) e hp(t) = |M(x,t) n|, com
M (z,t) = (det DT})(DT;)™" é a matriz dos cofatores de DTj.

Note que, ao realizar a mudanga de variavel apenas reescrevemos as fungoes (2.26) de tal forma
que elas passam a ser representadas por uma integral definida no dominio fixo €2 e ndo mais em um
dominio variavel ;. Assim, com as funcoes (2.26) escritas da forma (2.28), aparece o parametro ¢
no integrando facilitando o célculo da derivada de forma.

Podemos ver isso no seguinte exemplo.

Exemplo 1. Para qualquer subconjunto mensurdvel Q c R™, o funcional de volume estd bem definido

por
J(Q) = fQ d.

Para Q com volume finito e § € DY(R™,R"), seja Q; = Ty(Q) o dominio perturbado. Usando a
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mudanga de varidvel y = Ty(x), podemos escrever o funcional de forma que depende do dominio
perturbado da sequinte maneira

J() = f dy = / |det(DT;)|dx = f det(DT;) d,
Q Q Q
para t pequeno. A expansao de f(t) := det(DT}) para t pequeno é
f(t) = £(0) +t£(0) + o(t?) = det(DT}) =1 +tdive + o(t?).
Assim a derivada € dada por

LT - T(9)

dJ(2)(0)

t\0 t
~ Jol+tdive+o(t?)dz - [ dv
Y
- lim/ divc9+0(t)das:fdiv9.
tNO JO Q

Uma vez que os funcionais de forma sao escritos da forma (2.28), isto &, com as integrais em
dominios independentes de ¢, precisamos calcular as derivadas dos integrandos. O seguinte teorema
fornece resultados que permitem calcular tais derivadas.

Lema 2.5. Seja U um subconjunto de R aberto e A(t) = aij(t),; ;. uma fungio com valores
matriciais diferencidvel em U. Denote d(t) := det A(t), entao d(t) € diferencidvel e satisfaz

d'(t) = tr(Adj(A(t))A'(t)) para t e U, (2.30)
onde Adj(A(t)) € a adjunta de A(t), i.e. a transposta da matriz de cofatores:
Adj(A(t)) = {cof aji}icij<n-
Além disso, se para cada t € U, A(t) for inversivel, entdo
d'(t) = [tr(ATL () A (¢))]d(¢). (2.31)

Demonstragao. Seja a(t) = {a1(t),az(t),...,an(t)} onde a;(t) é a i-ésima linha de A(t). Entao,
d'(t) =) det(aq (t), aa(t), ..., aj(t),...,an(t)).
i=1

Como Adj(A(t)) = cof aj; temos que

Adj(A(t))A' (1) {Z cof ag;(t)ay,; (t)}
1<i,j<N
Portanto,
tr(Adj(A(t))A'(t)) = i{kz_;n cof aki(t)a;ﬂ(t)} kzl {i cof ay;(t a,m(t)}

Usando a expansao de Laplace para determinantes, temos

Z cof ay;(t)ay,;(t) = det(aq(t), as(t),...,ai(t),...,an(t)).
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Portanto,
tr (Adj(A(t))(A'(t))) = édet(al(t), ag(t),...,ai(t),...,an(t)) =d'(t).

Se para todo t € U, A(t) for inversivel, entdo pela regra de Cramer, Adj(A(t)) = d(t)A~1(t) para
t € U. Assim, obtemos

d'(t) = tr (d() A () A (1)) = [t (A7 (D) A/ (£)]d(L).

O
Teorema 2.6. Seja 0 € Cg’l(R”,R”) que satisfaz a Hipdtese 1.
1) Seja f e LY(R™), entdo
lim|[f o Ty = fllL1ny = 0. (2.32)
2) Se §eCL (R",R") e fe WHL(R™), a fungdo
te foT, e Wh(R™)
estd bem definida e para cada t temos
d 1 (pn
@fOTzF (Vf-0)oT;eLj,(R"). (2.33)

Consequentemente a funcdo t v f o Ty pertence a C1([0,7]; L] (R™)) nCo([0,7]; W1 (R™)).

loc loc

3) Seja f € Wllog(R”)' Para cada t € [0,7], a fungao

fr foTi: Wil (R") > Wil (R") (2.34)

loc loc

e sua inversa sao localmente Lipschitz e

V(foT,) =DIVfoT,. (2.35)

4) Se 0 eCl (R"R"), entio a fungio
t h(t, ) : [077—] - Cg}c(Rn)

¢ diferencidvel e
dh(tv )
dt
Consequentemente a funcdo t — h(t,-) pertence a C'([0,7];Cl (R™)).

= [div @] o Tyh(t,-) € C (R™). (2.36)

Demonstracao. 1) Seja f, € C3°(R™). Assim,

IfoTi = fllimny = foTi=f+fo—TfotfpoTi—fpoTiloi(mn
If = Follor ey + 11fp = fp o Tillr ny +[1fp o Ti = f o Tell L1 )

IA

Usando a mudanca de variavel y = T;(x) no tltimo termo e o fato do Jacobiano da transfor-
macao usada ser uniformemente limitada, temos que

lf o T2 = fllpr ey < CIf = folliny + 1o = fp o TellLr @y
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Como f, € Ci°(R™), temos ||fp = fp o Tillr1(mny = 0 quando ¢ 0 para p fixo, e [|f = fpllL1(mn)
pode ser tornar arbitrariamente pequeno pela escolha de f,, pois C5°(R™) é denso em LY(R™).
Isso prova 2.32.

Provaremos (2.33) em ¢ = 0. Seja f), € C5°(R™). Temos a expansao

fo(Ti(2)) = fo(x) =tV fp - 0(Ti(2)) =tV fp () - €(t, 2)
1
= fo [Vip(x+s(Tiy(x) —x)) - V()] (Ti(x) —x)ds. (2.37)
onde €(t,-) > 0 em L*(R™). Integrando com respeito a = e definindo

m (1) = (T (@) = Fo() =19 Fy - O(T(@)) s o)
1
et )@) = [ IVh(e = s(T@) ~2)) - V()] ds.
Usando (2.37), obtemos

fo(Ti(x)) = fp(x) —tV £ - 0(Ti ()
t

nt(fp) = ‘

LY(R™)
=195 (@) (2 + [ TR+ s(Ti@) - ) ~ Thy@)] (i) - ) ey,
o que fornece

0t (fp) <V fpllpr eylle(t, )l pe mmy + calle(ts fo)llLrmnys (2.38)

onde ¢; é um limitante uniforme para ||} - I||;~. Denotando C(f,) a medida do suporte de
fp, temos as estimativas

IN

lle(t, fo)llLr ) CIV fpllLes @I Te = Il oo (mmy (2.39)
le(t, folllrrny < 201V fpll o ey | T2l oo (e (2.40)

AN

onde usamos a mudanga de variavel z = x + s(T;(z) — ) para obter (2.40).

Agora, seja f € WH(R™) e f, € C°(R™) que converge para f em W11 (R™). Podemos passar
o limite f, - f em (2.38) e obtemos a mesma desigualdade, mas com f ao invés de fp, i.e,

ne(f) <Vl myllet llpe mny + calle(t, )l mny- (2.41)

Também temos

G(t,f) Se(t?f_fp)+e(t>fp) (242)
assim, usando (2.39),(2.40) e (2.42), obtemos
lle(t, Pl @y < 20V = fo)llor @)l Tellw oo mry + C IV fpll s e[| T2 = 1] oo (-

Usando o fato de [[Ty/|yy1,.(rny ser uniformemente limitada obtemos |le(t, f)[[z1(mny — O
quando t — 0 e finalmente 7, — 0 usando (2.38).

A funcio dada em (2.34) e sua inversa sdo localmente Lipschitz, pois T e T7' o sdo com
respeito a x, veja itens 2) e 3) do Teorema 2.1. A expressao (2.35) é obtida pela regra da
cadeia.

Aqui usaremos o Lema 2.5 onde A(t) = DT} e d(t) = det A(t) = det DT} = h(t,x). Assim,
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temos que

d d _
ah(t,m) = Edet DTi(x) tr (DT7 " (z) DO(Ty) DTy (x)) Jh(t, )

tr (DO(Ty(z) DT, DT; ) ]h(t, z)
tr DO(Ty(z))]h(t, x)
div@] o Ti(z)h(t, ).

— o/

O

No caso em que o funcional de forma estd definido na fronteira, vimos que com a mudanca de
variavel no integrando acaba aparecendo a expressao do Jacobiano tangencial

hr(t) = h(H)|(DT) Tnl.

Com o item 4 do Teorema 2.6 temos que hr(t) ¢ diferenciavel em t = 0 em C°(T"). Considerando a
expressao

h(t)|DT; " n
W()(DT; T n, DT; T n)3

hr(t)

Podemos calcular sua derivada como

h(0) 2(£DT; " nji—o, DTy " n)
2 (DT;Tn,DT; T n)

div @ — (Dbn,n).

hr(0) = 1'(0)+



Capitulo 3

Adjunto Médio

Neste capitulo introduzimos o método do adjunto médio [20, 10|, que ¢ um método para calcular
derivadas de forma de funcionais que dependem de solucdes de uma EDP. Para ilustrar as ideias
principais dessa abordagem, comecaremos com a descricdo de um problema similar em dimensao
finita, que facilita a compreensdo do método quando estudado no contexto de otimizacao de forma.

3.1 O Lagrangiano em dimensao finita
Seja f:R™™ - R de classe C*, h: R™™ - R™ de classe C* e considere o problema

minimizar f(x) (3.1)

sujeitoa  zeR™"™ e h(x)=0.

E conhecido que se v € R™™ ¢ um ponto critico para (3.1)-(3.2), entdo existem multiplicadores de
Lagrange {p;}I"; com p; € R tal que

0,

> piVhi(u).
=1

h(u)
v f(u)

Em vista desse resultado, definimos o Lagrangiano como
L(x, ) = f(z) =Y Nihi(z) = f(z) = X-h(),
i=1

onde X = (A1, \2,..., ) € R™ e (hi(x),ho(x), -, hpn(x)) € R™. O Lagrangiano possui as seguintes
propriedades:

L(u,\) = f(u), VAeR™,
VoL(up) - Vf(u)—ipivhi(u)zo,
VAL(z ) = —h(x).

Neste trabalho, estamos interessados no caso onde as funcoes f e h sdo parametrizadas pelo escalar
t € R, i.e. consideramos funcoes f: R x R™" 5> R e h: R x R™™ - R™ ambas de classe C*. Nesse

contexto podemos considerar o problema parametrizado por ¢:

minimizar  f(¢,x) (3.3)
sujeitoa  zeR™™ e h(t,z)=0. (3.4)

15
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Seja u(t) um ponto critico parametrizado de (3.3)-(3.4), defini-se entdo o Lagrangiano parametri-
zado como

L2 = £(t,2) —i)\ihi(t,x) = f(ta) - A h(t2). (3.5)

Observe que temos
Ltu(),N) = F(hu(t)), YAER™ (3.6)
Vo L(tu(t),p(t)) = fo(tuu(t))_ipi(t)vmhi(tau(t)):07 (3.7)

onde p;(t) sao multiplicadores de Lagrange parametrizados por ¢t. Nosso interesse ¢ o calculo da
derivada em ¢ = 0 da fungao custo J(t) := f(t,u(t)). Assim, supondo que u(t) e f sao derivaveis em
t =0, para todo A € R™, temos por causa de (3.6) que

J'(0) = %[f(tau(t))”t:(l = %[ﬁ(tﬂL(t)a M=o, YA eR™. (3-8)

Obtemos
J'(0) = 0,L£(0,u(0),\) + VzL£(0,u(0),\) - u'(0).

Como essa igualdade é valida para qualquer A podemos escolher A = p(0) € R™ com p(t) =
(p1(t),p2(t),...,pm(t)) que nos fornece, tendo em vista (3.7)

J'(0) = 0:L£(0,u(0),p(0)) + V2L(0,u(0),p(0)) - u'(0) = 3:L(0, u(0), p(0)). (3.9)

Isso mostra que para calcular J'(0), precisamos conhecer u(0) e p(0), mas nio precisamos calcular
u’(0). Essa ¢ a propriedade chave usada para abordagens Lagrangianas em otimizacao de forma,
COMO veremos na, Se¢ao seguinte.

No entanto, ainda existe um obstaculo para se usar tal propriedade, que é o fato de termos
assumido a existéncia de u'(0). A prova desse fato pode ser similar ao calculo de u'(0), contudo
queremos evitar tudo isso. A principal ideia do método adjunto médio é introduzir um adjunto
médio p(t) que satisfaz

L(t,u(t), p(t)) = £(t,u(0),p(1)) =0, (3.10)
p(0) = p(0). (3.11)

Assim, usando (3.10) temos

L(t,u(t),p(t)) - £(0,u(0),p(t))
= L(t,u(t),p(t)) = L(t,u(0),p(t)) + L(t,u(0),p()) - L(0,u(0), p(t)) (3.12)
= L(t,u(0),p(t)) = £(0,u(0), p(t))-

Entao, para o funcional de custo, usando (3.6)

f(tau(t)) —f(O,U(O)) - ‘C(t7u(t)7)‘) —E(O,U(O),)\)
t t
£(,u(®),p(1)) - £(0,u(0),5(t))

t

(3.13)

pois vale para todo A € R™. Assim, temos, usando (3.13) e (3.12)

i £ (D, B(D) = £(0,u(0), (1))
t—0 t

i 205 2(0),5(8)) = £(0,u(0), (1)
t—0 t

J'(0)




3.2 DERIVADA DE FORMA VIA METODO DO ADJUNTO MEDIO 17

Finalmente, se conseguirmos provar que

o £06200), 50) = £(0,u(0), (1)
t—0 t

= 0,:L£(0,u(0),p(0)), (3.14)

entao teremos

J'(0) = 0:L(0,u(0),p(0))-

Dessa forma, obtemos (3.9) sem precisar provar a existéncia de u/(0). Em contrapartida, temos que
provar a hipotese (3.14), que correspondera a Hipotese (3) da secao 3.2.
A propriedade (3.10) pode ser obtida simplesmente tomando p(t) que satisfaz

[01 Vo L(t, su(t) + (1= )u(0), 5(1)) ds = 0. (3.15)

De fato, multiplicando (3.15) por (u(t) —u(0)), obtemos

/(;l(u(t) —u(0)) - Vo L(t, su(t) + (1 - s)u(0),p(t))ds
- fol %ﬁ(t, su(t) + (1 - s)u(0), p(t))ds
= L(t,u(t),p(t)) - L(t,u(0),p(t)) = 0.

Counsiderando (3.5) com A = p;(t), a equacao (3.15) também pode ser escrita da forma
/01 Vo f(t,su(t) +(1-3s)u(0))ds = iﬁi(t) [01 Vhi(t,su(t) + (1 -s)u(0))ds. (3.16)
Fazendo ¢t = 0 em (3.16) obtemos
T2 (0,(0)) = 35 (0)u(0,1(0)) =0 (317)
Fazendo a diferenga entre (3.17) e (3.7) em ¢t = 0, obtemos

> (pi(0) = pi(0))Vhi(0,u(0)) = 0.
i=1
Em forma matricial escreve-se

D;h(0,u(0))"(p(0) - 5(0)) =0,

onde Dyh(0,u(0)) é a matriz Jacobiana de h em (0,%(0)). Se D;zh(0,u(0)) tem posto méaximo,
entdo obtemos p(0) = p(0) que corresponde a (3.11). Na proxima se¢do, seguiremos a mesma linha
de raciocinio para problemas de otimizacdao de forma, mas com a dificuldade adicional de que a
variavel u(t) representara a solugdo de uma EDP que pertence a um espaco de fungoes de dimensao
infinita.

3.2 Derivada de forma via método do adjunto médio

Métodos Lagrangianos em otimizacado de forma nos permitem calcular a derivada de forma
de fun¢oes que dependem das solugoes de equacdes diferenciais parciais eficientemente, pois eles
fornecem imediatamente a equagao do adjunto. Veja [6] para a descrigao de tal método no caso linear.
Aqui o método do adjunto médio é um método tipo Lagrangiano introduzido em [20]. Com essa
abordagem a computacdo da derivada de forma é rapida, a recuperacdo da expressao da fronteira
¢ conveniente e, ndo ¢ necessario a suposi¢ao de pontos de sela, diferentemente em [6].
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Sejam dois espagos vetoriais E = E(Q), F = F(Q2) e 7 > 0 dados e considere a parametrizagao
O =T1(Q) para t € [0,7]. Nosso objetivo é diferenciar fun¢oes de forma do tipo J(€;) que podem
ser escritas, usando o Lagrangiano, como J(€) = £(Q,u’, 1), onde u € E(Q) e ¢ € F(). O
principal recurso do Lagrangiano é que para calcular a derivada de J(€);) precisaremos apenas
calcular a derivada de L£(, @,1&) com respeito a t, resultado que serd dado pelo Teorema 3.1.

Como L(Q4, ¢, 1) frequentemente é constituido de integrais em T3(£2), usando uma mudanca
de variavel podemos reescrever essas integrais em integrais no dominio fixo ) e, consequentemente,
transferir a dependéncia de t para o integrando. Contudo, no processo aparece as fungoes compostas
poT e E(Q) e Yol e F(Q), cujas derivadas nao sao calculadas diretamente ja que ¢ e ¥ sdo
definidas nos espagos E(€) e F ().

Felizmente, para calcular a derivada de forma podemos reparametrizar o problema considerando
L(Q, poT; L poT 1) em vez de L(Q, ¢, 1)), onde ¢ € E(Q), 1 € F(). Assim, a mudanca de variavel
nas integrais leva as funcgdes ¢ e ¢ no integrando, qual estd definido em espacos fixos.

Assim levamos em consideragao funcoes gerais do tipo G:[0,7] x Ex F > R,

G(tv 2 w) = E(E(Q)7 @ o Tt_17 ¢ ° Tt_l)'

O resultado principal dessa secdo mostra que para obter a derivada de forma de £, é suficiente
calcular a derivada de G com respeito a t enquanto atribuimos valores apropriados de ¢ e 1.
Além disso, consideramos a seguinte forma especifica

G(t,0,¢) = a(t, o, ¢) +b(t, ¢), (3.18)

onde a:[0,7]x ExF ->Reb:[0,7] x E - R sdo fungoes tais que 1 — a(t,¢,1) é linear para todo
tel[0,7] e peE.
Vamos assumir que para cada t € [0, 7] a equagdo

dypG(t,u',0;9) = a(t,u’, ) =0, Vi eF, (3.19)
admite uma solucdo tnica u' € E. Admitiremos também as seguintes suposicdes para G.
Hipotese 2. Para todo (t,v) € [0,7] x F
(i) [0,1] 3 s = G(t,su’ + (1 -5)u’,v) € absolutamente continua.
(i1) [0,1]3 s+ dpG(t,su’ + (1 - s)u’,9; @) pertence a L*(0,1) para todo ¢ € E.

Para t € [0, 7] introduzimos a equacio do adjunto médio associado a u’ e u” : encontrar pf € F

tal que
1
fo dpG(t,sul + (1 - s)u®,p'; @) ds =0, Ve E. (3.20)

Note que, para todo ¢ € [0, 7],
1
G(t,u',p") - G(t,u°, p) = fo dy,G(t,su' + (1 - 8)u’,p';ul —u®) ds = 0. (3.21)

Podemos agora enunciar o principal resultado dessa segao

Hipotese 3. Assumimos que

0ty _ 0 .t
hmG(tyum) G(0,u’, p")

_ 0,0
~NO + —atG(Ovu P )

Teorema 3.1. Suponha que as Hipdteses 2 e 3 sao satisfeitas e que exista uma tinica solu¢do p' da
equag¢do do adjunto médio 3.20. Entao, para qualquer 1) € F' obtemos

d d
Eb(t,ut)h:o = aG(t,ut,dJ)h:o = 9,G(0,u",p"). (3.22)
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Demonstragio. Denote g(t) := G(t,ut,p') - G(0,u%, p) e considerando (3.19) temos
g(t) = b(t,u") = b(0,u") = G(t,u',9) - G(0,u°,¢), Vo € F.
Usando a definicio do adjunto meédio p’, obtemos

g(t) = G(t,u',p") - G(t,u’, p") +G(t,u’, p") - G(0,u°, p").

=0 devido a (3.21)

Observando que g(0) =0 e usando Hipotese 3 obtemos

(1,0 ke = 9'(0)
g(t)

=lim =—~=
tNO

0 .ty _ 0 .t
_ iy G001 ~ GO, W7 p)
t\0 t

= 8tG(07 uO,pO).
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Capitulo 4

Representacao tensorial das derivadas de
forma

Nessa secao vamos identificar a representacao tensorial da derivada de forma que corresponde a,
uma vasta classe de problemas estudados na literatura para otimizagao de forma com restricdo de
EDP. Essa representacao tensorial possui vérias propriedades interessantes. Em particular, exibimos
a conexao entre essa representagao tensorial e a expressao usual de fronteira da derivada de forma.

4.1 Definicoes e propriedades

Defini¢ao 4.1 (Gradiente tangencial). Seja Q c RY, T' = 9Q de classe C? e ge CY(I'). O gradiente
tangencial Vr € definido como
Vrg=vVg-(vVg-n)n emT, (4.1)

onde g € Cl(Rd) ¢ uma extensdo de g e n o vetor normal unitdrio apontando para fora de €.
Definicao 4.2 (Divergéncia tangencial). Seja 6 uma fungio vetorial em C*(I',R™). A divergéncia
tangencial divyp € definida como

divp @ = div@ - Dfn-n em T, (4.2)
onde 0 € C'(R™,R™) ¢ uma extensio de 6. Também temos a formula

diVF 0 = tr(DFG),
onde } 3
Dr6 = D6 - (Dbn) ®n.

Defini¢do 4.3 (Curvatura aditiva). Suponha Q c R? de classe C?. A curvatura aditiva de T é
definida por H = divr n.

Defini¢do 4.4. Seja Q € B um conjunto com fronteira C¥, k > 1, onde B c P(D) é um conjunto
admissivel e D c R™. Dizemos que uma fung¢do de forma diferencidvel J de ordem k admite uma
representacdo tensorial se existirem tensores Sy € LY(D,L{(R™,R")) e &; € L'(99Q; LY(R",R")),
[=0,...,k, tais que

k
dJ(Q)(e)=Z/Dsl:Dledx+[mGZ:Dlreds, V0 € C*(D,R™). (4.3)
1=0

Aqui, EZ(R”,R") denota o espaco das fungoes multilineares de R™ x ... xR"™ em R".
[ S —
I vezes

Observacao 4.1. (a) Um caso particular da representacao tensorial (4.3) é o tensor energia-
momento de Eshelby, veja [15].
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(b) Quando J é diferencidvel com respeito & forma Q, entao por definicao 0 — dJ(2)(0) € uma

distribuicao, e se ) é compacto, a distribuicao 0 — dJ(2)(0) é de ordem finita.

(c) Se dJ(Q) for de ordem k =1 e |dJ(Q2)(0)| < C||0||g1(prny para todo 6 € C°(D,R™), entdo
pela densidade de C2°(D,R") em H}(D,R™) a derivada dJ(2) se estende a um funcional
continuo em HJ(D,R"), isto ¢,

dJ () (O)| < cllbl| g (pgny, € Hy(D,R").
Pelo teorema de Riesz, obtemos o campo de vetor W em H'(D,R™) tal que
Vo e HY(D,R"),  dJ(Q)(0) = /DDW . DO+ W -0dx,

e isso define a representagao tensorial (4.3) com S1=DW, So=W, &1 =0 ¢ Sy =0.

(d) A hipétese de que Q seja uwm conjunto de classe C* pode ser enfraquecida se &; =0 para todo
0<l<k.

Lema 4.1. Seja a,b,c € R™ vetores colunas ¢ M € R™ uma matriz quadrada, f ¢ CY(R™,R"),
g € CH(R™) entio temos

M:(b®c) = (Mc)-b, (4.4)
(a®b)e = (b-c)a, (4.5)
D(gf) = gDf+feVy, (4.6)
dived = Id: D@, (4.7)

onde Id é a matriz identidade.

A representacdo tensorial (4.3) ndo ¢é tnica no sentido que existem varias formas de escolher
os tensores S; e &;. Isso ¢é expresso pelo fato desses tensores estarem correlacionados. Descrevemos
essas relagbes para o caso k = 1 na Proposicdo 4.1, que descreve a ligagdo entre a representacgao
tensorial e a representagao de fronteira usual (2.24) da derivada de forma.

Proposicao 4.1. Seja Q um subconjunto de D com fronteira C'. Suponha que a derivada dJ(S2)
possut a representacao

dJ(Q)(e)=stl:De+so-9da:+fm<51:Dp9+60.ods. (4.8)

Se S; for de classe WH em Q e D\Q entdo, indicando por + e — as restricées dos tensores em Qe
D\QY, respectivamente, temos

-div(S])+S; = 0 em €, (4.9)
~div(8;)+S; = 0 em D\Q. (4.10)

Além disso, podemos reescrever a representagdo tensorial como uma distribuicdo na fronteira:
dJ(2)(0) = fm[(sf —§[)n]-0+6:-Dr +So-0ds,
onde n denota o vetor normal orientado para fora de 2.

Se a fronteira O for C? e g € WHH(0Q; LY (R™,R™)), entdo obtemos uma distribuicio mais
reqular, a expressdo de fronteira da derivada de forma:

dJ(Q)(8) = /89910-71615, (4.11)
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onde
g1:=[(8] = 87)n]-n+Gy-n+6&;-Drn—divp (&1 n) + H(S{n-n). (4.12)
Demonstracao. Aplicando Teorema 2.2 temos
dJ(Q)(8) = fD S1: DO+ S - 0dz + fm &, Dro+6o-0ds=0,  ¥0eCL(Qu(D\Q),RY).
Integrando por partes mostramos (4.9).

Entdo, quando 0Q é C!, substituindo (4.9) na expressdo da derivada de forma e usando a formula
de Green obtemos

fSlzDG
D

dJ(Q)(0)

[81:D9+f781:D9

Q D\Q
fm@:DF0+60-9ds+fm[(s;-s;)n]-eds
fQ(—div(SD+S§)-0dx+/D\§(—div(S[)+Sa)-0d:z

fm[(s{ _S1)n]-0+6,: Dro+So-0ds,  VOeCL(D,RY).

+

Mariteremos a mesma notagdo n para a extensdo da normal de uma vizinhanca de 0f). Seja 6 €
CY(D,R"™) e defina 6, := 6—(6-n)n a parte tangencial de 6. Entdo, 6,-n = 0 em 92 e consequentemente
do Teorema 2.3 temos dJ(2)(0;) = 0 que nos leva, em vista de (4.13):

dJ(€)(0)

dJ()((6-n)n)
(ST =SD)n-n)(0-n) + (S0 n)(0-n)ds

AQ Gl Drn(e . n) +n- 61VF(9 . n)ds,

+

onde usamos (4.6). Finalmente, usando &; € WH1(9Q; £ (R™, R™)) integramos por partes na fron-
teira 0S) para transformar o ultimo termo em (4.6)

AQn-ler(G-n)ds = faQ(—divr(G{n) +H(STn-n))(0-n)ds.

Portanto
aJ()() = /89((81’ -S7)n-n)(0-n))+(So-n)(0-n)ds (4.13)
; fdﬂ &, - Drn(0-n) + (—dive(6Tn) + H(STn - n))(8-n)ds,  (4.14)
que podemos reescrever como (4.11). O

Observagao 4.2. Na Proposicao 4.1, se &1 = 0, podemos ainda obter (4.9) quando Q é apenas
Lipschitz.

Corolario 4.1. Suponha que as hipdteses da Proposicio 4.1 sio salisfeitas. Suponha que o tensor
G1: 00 - L(R™,R") tem a forma &1 = a(I —n®n), onde o € CY(0Q). Entdo (4.11) simplifica
para

dJ(Q)(8) = fmgle.nds, (4.15)

onde g1 € dado por
g1:=[(8] -8])n]-n+&y-n+aH.

Demonstragdo. Primeiramente &7 =a(I-n®n)l =&y e &In=a(l-n®n)n=a(n-(n-n)n) =
0, assim os dois ultimos termos em (4.12) desaparecem. Em relagao ao terceiro termo de (4.12)
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escrevemos:
S1-Drn=a(l-n®n)-Drn =a(tr(Dr,) — (n®n) - Drn) = a(divpn— (Drnn) -n) = aH.
onde usamos (Drnn)-n=0 e divpn = H. O

Usando a abordagem do método do adjunto médio, podemos chegar na representagao (4.3) da
derivada de forma. Entdo a Proposicdo 4.1 pode ser usada para obter imediatamente a expressao
de fronteira do gradiente de forma correspondente a essa representacdo tensorial.



Capitulo 5

Derivada de forma para o problema de
Robin.

Nessa secdo vamos calcular a derivada de forma para um funcional do tipo minimo quadrado
usando o0 método do adjunto médio. Esse tipo de funcional é bastante usado nas aplicagoes, parti-
cularmente em problemas inversos e de controle 6timo. A ideia é de minimizar a distancia na norma
L? entre um estado desejado e o estado que queremos controlar. Assim, seja D ¢ R” um conjunto
compacto, O = {Q c D,Q aberto e mensuravel}, f € L?>(D) e z € H (D). Considere o seguinte
problema de otimizagao de forma

o 1 2
minimizar J(§2) = 5 fQ(u -2)°, (5.1)

sujeito a Q€ O e u solucao de (5.3). (5.2)

Aqui, v e HY(Q) é a solucdo do problema de Robin

fQVu-Vv+a[mvu=/va, Vue HY(Q). (5.3)

Se u for suficientemente regular, ele é solucao do problema cuja formulagao forte é
-Au = fem Q, (5.4)

9u +au =0 em 0f. (5.5)
on

Assim, seguindo a linha de raciocinio do Capitulo 2, definimos o Lagrangiano como

E(Q,wﬁ)=fQW-W+afaQW—/Qf¢+%fg(w—z)Q-

Com isso temos que

L(Qu,)=J(Q), VYieH (Q).
Note que L (2, 0, ) () = Jo Ve Vi + a foq Do - Jo f1, portanto
Ly(Q,u,8)($) =0, Vi e HH(9), (5.6)

j& que supomos u solucdo de (5.3). Assim, temos que a condi¢do de otimalidade (5.6) nos fornece a
restricao exigida para nosso problema de otimizacao.
Para obter a equagdo do adjunto calculamos a derivada parcial com respeito a ¢ na diregdo ¢

em (p,%) = (u,p).

Lo@up)(@) = [ ve-vpra [ op+ [ (u-2)p.
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Impondo a condicao de otimalidade obtemos a equacgao do adjunto

Encontrar p e H(Q): /QVg&-Vp+a/89¢p:—/§;(u—z)¢, VpeH!

Agora para calcular a derivada de forma com respeito a 2 pelo método do adjunto médio, vamos
mostrar que as hipoteses do Teorema 3.1 sao satisfeitas e assim aplicé-lo. Seguindo as notacoes ja
usadas no Capitulo 2, introduzimos G : [0,7]x Ex F - R com E=F=H'(Q) e

G(t.p,9) = LIT(Q), 0o Ty o T} )
- [ Vo) V@ T N wa [ el (po )~ [ f(woTh)
Q4 o Qy
1 _
o5 L ety -2
Usamos entao a seguinte notacdo mais especifica
G(t, 0, 0) = alt,,¢) + b(t, ),

onde a:[0,7]x ExF >R, b:[0,7] x E - R.

a(t,¢,1)

b(t, »)

Jveeriy e va [ eI (eo ) - [ flweT ),

1 _
) fﬂt(SOOTt ! _2)2-

Aplicando o Teorema 3.1, temos dJ(Q)(0) = 9;G(0,u,p) onde p é o estado adjunto solucao da
equacao

0,G(0,u,p) =0.
Lema 5.1. Para todo ¢ € H*(Q) temos que
V(go T ) =[(DT) o T, ]TVg o Ty .

Demonstracdao. Note que, para um z € R™ arbitrario, temos

DI(y)z=D(T; o T; '(y))z

z=D(T;0 Tt_l(y))z

2= DTy(T; (y))(DT; ' (y)2)

[DTU(T; ()] ™'z = DT, (y)=

[DT] o T = DT} (5.7)

TyoT ' =1

R

Assim, usando (5.7) obtemos

V(po Ty )(y) -h = vo(Iy'(y)) DIy (y)h
= V(T () [(DT) ' o T ' (y)]h

= [(DT) o T )TV o T M (y) - b

Portanto,
V(poT; V) =[(DT) o T ]TVh o T7

Pelo Lema 5.1 temos que
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a(t,,v)

J, ety Vet ra [ el (o) - [ fweTi)
JUPT) o T DT o T ()] Ve o I (1) Vo T (9)

wa [ @WoT Weo T W) - [, ST ).

Agora, com a mudanca de variavel y = T3(x), temos

a(t, ¢, 1)

b(t, )

[ AWve-vera [ wohet) - [ (foTvh(), (538)
5 |G-z, (59)

sendo h(t) e hr(t) os Jacobianos ja definidos na Segao 2.3.
Para verificar a Hipotese (3), temos que

0 .ty _ 0 ,t
hmG(t,u,p) G(0,u’,p")

AW=AO) 10 o) =)
t—0 t

t 2 t

_pt(fOTt)M +afaQ(u0pt)w'

=1 0,
Sy ¥

Pelo Teorema 2.6 sabemos que h(t) é diferenciavel e garantimos a existéncia do limite Pn& w.

Assim, pela diferenciabilidade de h(t), de (DT;)™! e de seu transposto, os limites

_ hr(t) —h
lim —A(t) A(0) e lim —F( ) F(O),
t—0 t t—0 t

também existem. Por tltimo, o seguinte lema garante que p' — p® quando t tende a zero e a Hipotese
3 (ver Secao 3.2) é satisfeita.

Lema 5.2. Eziste uma constante ¢ >0 tal que
Hpt_pOHHl(Q) <et, Vie [077—]'
Lema 5.3. Temos A’'(0) = (div#)I - DO - D",
Demonstra¢do. Pela regra da cadeia temos que
d
A'(t) = W@[DI DT ]+ h(t)%[DTt’lDT[T]

= W@)[DT DT T+ h(t)[%DT{lDT[T + DT{I%DT{T].
Pelo Lema 2.4 e pela Observacao 2.1, temos, para t = 0,

A'(0) = R'(0)I+h(0)[-DO-D0O"]
(dive)I - D - DA,
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Aplicando o Teorema 3.1, temos que, usando as notacoes u =u’ e p = p°
= O A)Vu-Vp—-h(t)p(foTy)+ 1(u—ZOT,g)Qh(t) +a [ (up)hp(t) ||e=o
Q 2 a0
! ! 1 !
= [ AV V- H(O)p(f o To) ~ h(O)p(VF ) 0 Ty + 5 (u=2 0 T,)*H (0)
~h(0)(u=20To)(Vz-0) o Ty +a [ (up)hi-(0)

= fQ((diVH)I—DG—DGT)Vu-Ver %div&(u—z)Q—diVpr—pr-H— (u=2)(Vz-0)

dive — DOn-n).
+a /89 up(div n-n)
Organizando dJ(2)(6) de forma que satisfaca a Proposicao 4.1, temos

dJ(Q)(0) = /Q ~DOVuvp - DO Vuvp + div(Vu - Vp + %(u ~2)2 - pf)
~(pVf+(u-2)vz)-0+ a/[;QupdiVG —upDfn - n.
Utilizando as propriedades do calculo tensorial, vistas no capftulo anterior, temos seguinte resultado.
Lema 5.4. Seja 0 € C1(D,R"), entdo
1) DO:1d=divé.
2) DOTVu-Vp=DO:(Vu® Vp).
3) divf - Dbn-n=(Id-n®n)Drb.
4) DOVu-Vp=D0:(Vp® Vu).
Demonstracao.  2) Observe que
(DO)TVu-Vp = vu- DOVp = (DOVD) - Vu.
Usando (4.4) do Lema 4.1 temos (DOVp) - Vu = DO : (Vu® Vp).
3) Definimos a derivada tangencial de 6 ao longo de I' como
Dr6:=DO-(DOn)®n= DO =Drf+(DOn)®n.
Substituindo em (4.7) temos
(Id-n®n)-(Drf+(Don)®n)=(Id-nen)-(Drf)+(Id-ne®n)-((DIn)®n).
De fato, usando Lema 4.1 e n-n =1 temos

(I-n®n):[(DOn)®n] = I:[(DIn)en]-(nen):[(DIn)®n]
= n-Dn-[(n®n)-n]-Dln
n-DOn-n-DOn
0

Portanto,
divf-DOn-n=(I-ne®n)-(Drb).

4) Basta usar (4.4) do Lema 4.1.
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Utilizando os resultados acima temos que,

1
dJ(Q)(0) fQ -DOVu-Vp - (Vu-Vp)DO(Vu® Vp) + [Vu-Vpld + E(u - 2)%Id-pfId]: D6

-[pVf+(u-2)vz]-0+ f(ggaup([d—n@n)DFG

1
fﬂ DO:[-Vp® Vu-Vu® Vp+ (Vu-Vp)Id+ 5 (u-2)’1d - pf1d]
+[-pVf-(u-2)-Vz]-0+ [(maup(ld—n®n)Dp9.
Entao, temos que

dJ(Q)(e):[Qsl:D9+so-De+fmel:DF9+60-0,

com
1
S1 = —Vp@Vu—Vu@Vp+(VU-Vp+§(U—Z)2—Pf)1d;
So = -pVf-(u-2)-Vz,
S, = aup(Id-ne®n),
Sy = 0.

Usando o Corolario 4.1 temos

1
g1 = [-Vp®Vu-Vu®Vp+Vu-Vpld+ i(u—z)QId—prd]-n+aH

[(-Vp®Vu)n]-n-[(-Vu® Vp)n]-n+[(-Vu-Vp)n] -n+ [%(u - z)gn] n—[(pfld)n]-n+aH

1
~20,up+ Vu- Vp+ o (u 2)? - pf +aH.

Utilizando a expressao do gradiente tangencial Vru = Vu — (Vu-n)n temos
Vu =Vru+ (Vu-n)n,
Vp=Vrp+(Vp-n)n.

Assim,

1
g1 = —20,udyp + (Vru+ Opun) - (Vrp + Oppn) + E(U ~2)? -pf+aH

1
—O0pudpp + Vru - Vrp + Opp(Vru-n) + §(u - z)2 -pf +aH.
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Capitulo 6

Otimizacao de forma para elasticidade
linear com dois materias

6.1 Abordagem usando o material ersatz

Usa-se a abordagem do material ersatz, que é comumente usada em otimizacao de estruturas,
ver [1, 21]. E conveniente usar nessas circunstancias, pois permite trabalhar em um dominio fixo D
invés de um dominio variavel 2, mas também pode criar problemas de instabilidade como apontado
em [4]. A ideia do método do material ersatz é que um dominio fixo © é preenchido com dois
materiais homogéneos com diferentes tensores de elasticidade Hooke Ag e A1 definidos por

Ai€ = 206 + \(Tr€)1d, i =0,1,

com moédulos de Lamé A; e p; para i =0,1, Id é a matriz identidade e £ é uma matriz. O primeiro
material se encontra no subconjunto aberto €2 de D e o outro material preenche o complemento.
Assim a lei de Hooke é escrita em D como

Aq = Aoxa + €Aoxp\as (6.1)

onde yq denota a funcao caracteristica de €2, e € € um parametro pequeno dado. Assim, a regiao
D\ representa uma "fase fracaenquanto que €2 ¢ a "fase forte". O otimizagdo ainda é em relacdo
a0 conjunto variavel 2, mas aqui €2 estd incorporado no conjunto fixo maior D. Note que calculamos
a derivada de forma para a equacdo diferencial parcial (EDP) incluindo o material ersatz, diferente
do que usualmente é feito na literatura.

Seja Q ¢ D c R™, m = 2,3, onde D é um dominio fixo cuja fronteira 0D esta particionada
em quatro subconjuntos 'y, Ty, T's e I'. Uma condigao de fronteira de Dirichlet (respectivamente
Neumann) é imposta em I'y (respectivamente I'). Em I',,, uma condi¢do de Neumann ndo homogénea
é imposta, que representa uma carga superficie dada g € H 3 (T',)™. A interface livre entre as fases
fraca e forte € 9. Uma mola com rigidez ks € acoplada na fronteira 'y, ¢ € modelada com uma
condi¢ao de fronteira de Robin; essa condicao é usada para mecanismos. Seja H;(D)m 0 espago
dos campos de vetores em H!(D)™ que satisfazem as condi¢des homogéneas de Dirichlet em T'y.
Define-se um dominio parametrizado Q; = T¢(Q) como em (2.19), e assumimos que T/ = I em
I'yUT', UL onde I é a identidade.

Na abordagem usando o material ersatz, o campo de deslocamento u € Hé(D)m ¢é a solucdo do
sistema elastico linearizado
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—divAge(u) = 0 em D, (6.2)

u = 0em Ty, (6.3)

Age(u) = gem I'y, (6.4)

Age(u) = 0 em T, (6.5)

Age(u) = —ksu em Ty, (6.6)

onde o gradiente simetrizado é e(u) := D“+TD“T, e Du" denota o transposto de Du. Considere o

seguinte funcional

J(Q) = clfDAXe(u(x)):e(u(x))+02fDFD(x,u(x))+03 fF Fr(z,u(z)). (6.7)

Assumimos que Fp e Fr sdo fungdes suaves de seus argumentos. O conjunto I';,, é um subconjunto
da fronteira 0€). Essa funcdo genérica abrange varios casos importantes como compliance e alguns
funcionais usados para mecanismo flexivel. O caso (¢1,c2,c¢3) = (1,0,0) corresponde & compliance
e o caso de mecanismo flexivel pode ser feito por uma escolha apropriada de Fp e FT, o que serd
discutido mais adiante.

Denotamos por u; a solucdo de (6.2)-(6.6) com Q; no lugar de Q. Definido u® := u; o T} e usando
a regra da cadeia temos que

Du' = D(us o T, ' o Ty) = [(Dug) o Ty]DTy = [(Dug) o T3] = Du'(DT) ™" (6.8)
= [(Du)ToT]= (D) " (Du')".  (6.9)

De (6.8) e (6.9) obtemos

e(ut o T 1) o T, e(uy) o Ty
Dug o Ty + (Dug) " o Ty
2
Dut(DTy) ™t + (DT,) T (Dut)T
5 .

Asgsim, podemos introduzir a seguinte notacao

Dut(DTy)™ + (DT,) T (Dut)T

E(t,u') =e(ul o Ty ) o T} = 5

(6.10)

A formulagdo variacional da EDP é: encontrar u; € H} (D)™ tal que

/DAQte(ut) te(vy) — fFS ksu - vy = /Fn g v, (6.11)

para todo v; € Hy(D)™. Continuamos com a mudanga de variavel  — T3(z) em (6.11), que nos
leva a

L[Aﬁte(ut)]OTtie(Ut)Oth(t)—fFSksUt'Ut:/an'vn VvtEH;(D)m, (6.12)

onde h(t) = |det DTy ¢ o Jacobiano da transformacdo z — Ti(x). Note que o Jacobiano em T}
aparece nas integrais em I',, e 'y, ja que assumimos que T3 = I em 9D. Em vista de (??), podemos
escrever (6.12) como

fDAQE(t,ut):E(t,v)g(t)—frs ksut-v:frng-v, (6.13)

para todo v € H}(D)™. De modo similar, temos
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J(Q) =1 LAQte(Ut) te(ug) + o LFD(x,ut(x)) +c3 st Fr(z,u/(z)),

e usando a mudanca de variavel x — T;(z) obtemos

J() =1 [ AaB(tu'): E(tu)h(t) + 2 [ Po(Ty(),u' (2)h(1) (@) (6.14)

+c3 fr Fr(z,u'(2)) ds,

6.2 Derivada de forma usando o Lagrangiano

Para calcular a derivada de forma de J(€2) usamos o método do adjunto médio. Escrevendo A
no lugar de Agq, por simplicidade, temos

Glt.p.) =er [ AB(t9): E(t.o)h(t) + 2 [ Fo(Tu(a),o(@)h(t)(2)
ves [ Fr(ap(@)+ [ AB(Le): EG0RD - [ kpv- [ g0,

onde ¢,% € H}(D)™. Tendo em vista (6.13) e (6.14), temos J(Q) = G(¢,u’,1)) para todo 1 €
HY(D)™. Assim, a derivada de forma pode ser calculada como

d
dJ(Q2)(0) = E(G(t,ut,w))lmo-
O adjunto é dado como solucao da seguinte primeira condicao de otimalidade

9,G(0,u,p)($) =0, Ype Hy(D)™,

que nos leva, usando A = AT, a
2clfﬂAE(0,u):E(O,gb)+02fD@qu(Tt(x),u(x))-g?)+03fr O Fr (2, u(z)) - &
- [ kpop+ [ AB0,8): E(0,p) =0, Vi€ Hy(D)".

Como E(0,v) = e(v) para todo v € Hé(D)m, e A= AT, obtemos a equacio do adjunto

JAew):e@) - [ kpeg =20 [ Ae(w)ie(@)-cx [ oFp(Ti(e)u(@))g

-c3 AS OuFr(z,u(x)) ¢

para todo ¢ € H}(D)™. Dando seguimento obtemos

dJ(Q)(0) =8,G(0,u,p) = &1 fQ ADE(0,u) : E(0, )
fe fQ AB(0,u) : 0,E(0,u) + AE(0,u) : E(0,u)div0
+02[D@$Fp(x,u(m))-9(a¢)+Fp(x,u(aﬁ))diV9+LA@E(O,U):E(O,p)

+ fQAE(O,u) :0:E(0,p) + AE(0,u) : E(0,p) divé
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Note que E(0,v) = e(v) para todo ¢ € Hj(D)™, entdo

-DvD6O - DO Du'

8E(0,v) = 5

Usando a propriedade A = AT, obtemos

ar@ ) =- [ %DUT(Ae(p) +(Ac(p))T): D0~ [ %DpT(Ae(u) + (Ae(u)T): DO
+ /Q(Ae(u) ce(p) + crAe(u) s e(u)) divl — ¢ '[Q(DUTAG(U) +Du (Ae(u))T): DO
. fD@pr(x,u(:r)) -0(z) + Fp(z,u(z)) div .

Usando que (Ae(v))T = Ae(v), temos

dJ(9)(8) = st1:D9+sU-0, (6.15)
S = —Du'Age(p) - Dp" Age(u) + (Age(u) : e(p) + c1Age(u) : e(u) + caFp (-, u))Id, (6.16)
S() = 8,£FD(-7u). (6.17)

Formula (6.15) é conveniente para implementagao numérica usando FEniCS.

6.3 Compliance

O caso da compliance é obtido com (c1,¢2,c3) = (1,0,0). Que nos leva a Sp=0, p=—-2u e

S1 = 2Du" Age(u) - Age(u) : e(u)Id. (6.18)

6.4 Multiplas cargas

No caso da compliance para miltiplas cargas e compliance, temos um conjunto de for¢as {g; }ier
e a compliance é a soma das compliances associadas a cada forca g;:

J(§2) ’:Zfrngi'uz’,

i€l
onde u; é a solucdo da elasticidade linearizada correspondente a g;. Assim, a derivada de forma
nesse caso é

dJ7(Q)(8) = fﬂ S, : Do, (6.19)

com Sy = Y;.; 2Du] Age(u;) — Age(u;) : e(u;)Id.

6.5 Comparacao: derivadas de forma com e sem material ersatz

Usualmente, a expressdao de fronteira da derivada de forma é usada nos métodos level set e
calculada para o problema sem o material ersatz, no entanto, o sistema elastico é resolvido usando
o material ersatz na parte numérica. Fssa pequena incompatibilidade é justificada pelo fato do
tensor do material ersatz ter pequena amplitude. A razdo de se tolerar essa incompatibilidade na
parte numérica, provavelmente se deve ao fato de a expressao de fronteira da derivada de forma
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naquele caso ser impraticavel lidar numericamente, ja que requer o calculo do pulo do gradiente ao
longo da interface em movimento entre a fase forte e fraca; ver (6.29).

De qualquer maneira, é mais preciso usar uma apropriada derivada de forma que corresponde
ao material ersatz na implementagdo numérica, em ordem de se evitar incompatibilidade. Outra
vantagem em usar a formula exata para a abordagem ersatz é que tal formula é valida para qualquer
valor de € e nao somente para um € suficientemente pequeno. Mostramos nessa se¢ao que calcular
e implementar a formula da derivada de forma de distribui¢do nao é mais dificil para a abordagem
ersatz.

Primeiro, comparamos a derivada de forma distribuida com ou sem material ersatz. Considere
o sistema elastico seguinte para o caso sem material ersatz:

—divAe(u) = 0 em 9, (6.20)
u = 0em Iy, (6.21)

Ae(u)n = g em I'y, (6.22)
Ae(u)n = 0 em T, (6.23)
Ae(u)n = —ksu em T. (6.24)

Também assumimos aqui que Iy, T';, e T's sdo fixos, mas nesse caso I' = 90Q\(T'yUT,,UTs) é a
fronteira livre. O tensor de elasticidade de Hooke A satisfaz A§ = 2u&+ A tr(€)Id, onde & e R™ ™, pu,
A s&o os parametros de Lamé. A formulagio variacional de (6.24) consiste em encontrar u € H ()™
tal que

/{;Ae(u):e(v)—frsksu-vzfrng-v, Vo e Hy(Q)™.

O funcional de custo nesse caso é

Jo(%) =1 /Q Ae(u) e(u) + co /Q Fp(x,u(z))dz+c3 ./I:S Fr(z,u(x))ds,.

Um célculo similar ao encontrado na secao 6.2 nos leva a

4T (Q)(0) = fﬂ Si:DO+Sg-0

com

S1 = -Du'Ae(p) - Dp" Ae(u) + (Ae(u) : e(p) + crAe(u) : e(u) + coFp(z,u))Id, (6.25)
So = O0Fp(z,u). (6.26)

No caso (c1,¢2,c3) = (1,0,0), que corresponde ao caso da compliance, temos Sp =0 e p = —2u 0 que
nos leva a

S1 = 2Du" Ae(u) - Ae(u) : e(u)Id, em . (6.27)

Note que (6.27) é semelhante a (6.18), a principal diferenga é que (6.18) é definida em D e (6.27) é
definida em Q. Assim, do ponto de vista numeérico, (6.18) nao é mais dificil de calcular que (6.27).

Agora comparamos a expressao de fronteira da derivada de forma com ou sem material ersatz
no caso da compliance. Suponha que 2 seja C2 e usando (6.27) e (4.11) da Proposicio 4.1, obtemos
a expressao de fronteira da derivada de forma

4TS () () = fm(sm-n)e-n - fF(Sln-n)G-n,
desde que OQ\T seja fixo. Entao calculamos

Sin-n = 2Du' Ae(u)n-n - Ae(u) : e(u)
2Ae(u)n-n-Dun— Ae(u) : e(u).
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Em T, temos que Ae(u)n =0 o que nos leva a

dJS(Q)(0) = /F “Ae(u) : e(u)d -, (6.28)

que é um caso particular da formula em [1, Teorema 7].
No caso do material ersatz, aplicando a Proposicao 4.1 e supondo 6 = 0 em 9D e 02 de classe
C?, obtemos a expressio de fronteira

ar(@)0) = [ [(St-SD)n]-nf-n,

com

[(S] -S7])n]-n=-[Ae(u):e(u)] +2A0e(u) " n- Du'n - 2eApe(u) n- Du n,

onde expoentes (-)" e ()~ denotam restri¢oes de 2 e D\, respectivamente. Também

[v] = va(v) = vp\a(v)

denota o salto de uma funcdo v sobre a interface 9€2; aqui yo(v) € o traco de vjo em 0. Usando a
condicao de transmissao Age(u)*n = eAge(u) ™ n em 02, obtemos
dT(Q)(0) = fa eAge(u)n- [Duln)f-n - fa Ae() ze(w)]o-n. (6.29)

As duas principais diferengas entre (6.29) e (6.28) sdo o termo de pequena perturbagao

2eApe(u”)n - [Duln

e o fato que [Ae(u) : e(u)] ser um salto sobre a interface 0.

6.6 Direcao de descida maxima
Nesse trabalho estamos interessados em problemas de otimizacao de forma do tipo

in J(Q
min J(€2),
onde B c P é algum conjunto admissivel de formas. Resolvido o problema do calculo da derivada,
utilizamos um método de busca linear adaptado ao contexto de funcionais de forma. Assim, assuma
que J : B - R seja diferencidvel com respeito a forma €2 c D c R".

Definicao 6.1. O campo de vetor 6 € CCO’l(D,R”) € chamado de direcdo de descida para J em €

se existir um € tal que
J(®Y(Q)) < J(Q) Vte(0,¢).

Se a derivada de forma de J em Q na direcao 0 existir e for uma direcao de descida, entdo por
definicdo
dJ(2)(0) <O0.

Para nosso método de gradiente, estamos procurando uma direc¢ao de descida 6. Quando d.J(£2;0)
¢é escrito usando a expressao da fronteira

40 () = fa LG8,

entao uma escolha pode ser tomar 6 = -G(Q2) - n. Contudo, essa escolha assume que G(2) e 92
sdo um tanto regulares e, na pratica, isso pode nos levar a 8 com uma regularidade baixa e um
comportamento instavel do algoritmo. Uma escolha melhor é encontrar uma dire¢do de descida mais
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suave encontrando 6 € H(0Q) tal que
B(0,€) = -d"(Q)(§) V€ e H(99), (6.30)

onde H(92) é um espago de Sobolev apropriado de campos de vetor em 92 e B : H(9Q) x H(992) —
R, k> 1, é uma forma bilinear definida positiva em 0f).

No nosso caso usamos a expressao distribuida (6.15) da derivada de forma, desta forma usamos
a forma bilinear definida positiva B : H(D) x H(D) — R, onde H(D) é um espaco de Sobolev
apropriado de campos de vetor em D). Assim, nosso problema é encontrar 6 € H(D) tal que

B(6,€) = -dJ(Q)(¢) VEeH(D). (6.31)

Com essa escolha, a solucao € de (6.31) é definida em todo D e é uma direcao de descida ja que
dJ(Q)(0)=-B(0,0) <0 se 6 +0.

Também é possivel combinar as duas abordagens substituindo d.J*(Q2)(#) por dJ**"(Q)(6)
em (6.31). Isso foi feito em [5] onde um melhoramento da convergéncia do método level set foi
observado. Em nosso algoritmo, escolhemos H(D) = H! (D)™ e

B(H,f):fpalDG:DngaQQ-f, (6.32)

com a1 =1 e ag = 0.1, com condicao de fronteira 8 -n =0 em 9D.
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Capitulo 7

Método level set

Para representar a evolugao geométrica numericamente, escolhemos o método level set devido sua
facilidade em lidar com mudancas topolégicas. Métodos usando splines, por exemplo, nao conseguem
lidar tdo bem apesar de ser mais preciso na representacao da geometria.

Métodos level set foram introduzidos por Osher e Sethian [15] para facilitar a modelagem da
propagacao de interfaces quando se deparava com mudancas topoldgicas durante a evolugao de
uma curva, como surgimento de quinas acentuadas, fusdo e divisdo de formas. A principal ideia
de um meétodo level set é representar implicitamente a fronteira de um dominio em movimento
Q; c D e R" como um conjunto de nivel zero de uma funcdo continua ¢(-,t) : D — R. Por exemplo,
seja = {|(x,y)| < 1} o disco unitario em R?, sabemos que sua fronteira é o circulo unitario. Mas
pode ser dada de forma implicita como o conjunto de nivel zero da funcio ¢(x,y) =22 +y>-1=0,
ou seja, 0Q = {(z,y) e R? | f(x,y) =0}.

0Q

oz, y)=22+y>-1=0

mterface

Figura 7.1: Representacio implicita da curva x> +y% =1

7.1 Introducao
Considere a familia de dominios €; ¢ D definidos como
Q:={xeD| ¢(x,t) <0}, (7.1)

onde ¢ : D xR" - R é alguma fungdo continua. Chamamos tal funcao de fungdo level set, pois se
assumirmos |V¢(-,t)| # 0 para qualquer ¢ € [0,7] no conjunto {x € D | ¢(z,t) =0} entdo temos

00 = {x €D | ¢(x,t) = 0}, (7.2)

39
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ou seja, a fronteira 9€); é o conjunto de nivel zero da fungao ¢(-,t). Assim, se explicitarmos uma
funcao level set podemos reconstruir o dominio correspondente para cada €2;.

Agora vamos supor que ; pode ser representado como € = T52, como em (2.19). Para tanto, seja
x(t) um ponto em movimento da fronteira 92, com velocidade ©(t) = 6(x(t)) de acordo com (2.6).
Diferenciando a relagao ¢(x(t),t) =0 com respeito a t, obtemos a equacao de Hamilton-Jacobi:

Op(z(t),t) +0(x(t)) - Vo(z(t),t) =0, em 09 x R", (7.3)

que entao é estendida para todo D via seguinte equacgao
Op(z,t) +0(x)-Vo(x,t) =0, em D xR*, (7.4)

ou alternativamente para U x R*, onde U é uma vizinhanga de 9€;.

Originalmente, o método level set foi projetado para rastrear interfaces suaves em movimento ao
longo da diregdo normal a fronteira. Teoricamente, isso é sustentado pelo Teorema 2.3: se o dominio
Q; e o gradiente de forma forem suficientemente suaves entao a derivada de forma somente depende
de 0 -n em 0€);. Nesse caso, podemos escolher um campo vetorial = ¥,n para a otimizacio e
notando que uma extensao de D do vetor normal unitario n apontando para fora de €, é dado por
n= ‘g—i‘, obtemos de (7.4) a equacao level set:

¢+ V|V =0, em D xR". (7.5)

Assim, para encontrar a funcado level set, temos que ter de anteméo uma condicdo inicial ¢(x,0) =
¢o(x) e um campo vetorial # para entao obté-la por meio da solugao da equacao diferencial

8t¢ + ﬁn’v¢‘
¢(x,0)

0, em DxR*, (7.6)
po(x).

A condicao inicial acompanhando a equagdao Hamilton-Jacobi acima pode ser escolhida como sendo
a fungdo distancia sinalizada para a fronteira inicial 9 a fim de satisfazer a condi¢do |[Vu| # 0 em
09}, i.e.

B d(xz,00), se xeQf,
do(z) = { ~d(xz,000), se x €.

Com a escolha de tal condigdo inicial tem-se |V¢| = 1, o que garante um bom comportamento no
processo de representagao implicita de interfaces, j4 que seu gradiente ndo assume valores extremos.

7.2 Meétodo level set e derivada de forma distribuida

No caso da derivada de forma distribuida, nés nao estendemos ¢, para D, ao invés obtemos
diretamente a direio de descida 6 definida em D resolvendo (6.31), onde d.J*°'(Q)(#) ¢ dado por
(6.15). Assim, diferente do método level set usual, # ndo é necessariamente normal a 9€; e ¢ nao é
regido por (7.5), mas pela equagao (7.4).

Em otimizacdo de forma, v, geralmente depende da solucdo de uma ou varias EDPs e de
suas derivadas. Como a fronteira 0€;, de modo geral, ndo coincide com os nos da malha onde ¢
e as solucdes das equacoOes diferenciais parciais estao definidas na aplicacdo numérica, o calculo
e a extensdo de 9, pode exigir interpolacao das fun¢bes em 0€; definidas apenas nos pontos da
malha, complicando a implementacao numérica e introduzindo erros de interpolacdo. Essa é uma
questao particular de problemas de interfaces, tais como os problemas de elasticidade com material
ersatz, onde 9, é o salto de uma fungao através da interface, como em (6.29), a qual requer varias
interpolacoes e propenso a erros. Ja na derivada de forma distribuida, 6 sé precisa estar bem definida
nos pontos da malha.
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7.3 Discretizacao da equacao de Hamilton-Jacobi

Seja D o quadrado unitario D = (0,1) x (0,1). Para a discretiza¢do da equagao Hamilton-Jacobi
(7.4), primeiro definimos a malha correspondente a D. Introduzimos os nés P;; cujas coordenadas
sao dadas por (iAz,jAy), 1 <i,j < N onde Az e Ay sdo os passos da discretizacdo nas diregdes x
e y respectivamente. Denote também t* = kAt o tempo discreto para k € N, onde At ¢ o passo do
tempo. Estamos procurando por uma aproximagao (j)fj ~ ¢(Rj,tk).

No meétodo level set usual, a equacdo (7.5) é discretizada usando o esquema upwind explicito
proposto por Osher e Sethian [14, 15, 18]. Esse esquema é apropriado para resolver (7.5), mas nao
¢ adequado para discretizar (7.4) que precisamos para nossa aplicacao. A equagao (7.4) é da forma

0o+ H(Vg)=0, em DxR*, (7.8)

onde H(V¢) :=0-V¢ é o chamado Hamiltoniano. Foi usado o fluxo de Lax-Friedrichs, ver [16], que
se escreve para LO0SSO Caso:

- _ _ p +p" ¢ +q"\ 1 _ 1 _
a (p 7p+,q,q+)=H( SRR )—Q(zf—p )a"”—§(p+—p o (7.9)

onde o = 0., o =10,], 6 = (6.,0,) e

p = D;¢ij=%, (7.10)
R (7.11)
= Doy =t _Vq;’j‘l, (7.12)
0" = Dyoy - PN (7.13)

sao as aproximagoes backward e forward da derivada de ¢ em x,y no ponto P;;, respectivamente.
Usando um passo de Euler explicito para a discretizacao do tempo, o esquema numérico correspon-
dente a (7.4) &

ot = ol - ALH (00", q7 "), (7.14)

onde p~,p*,q”, ¢" sdo calculados para ¢f;.

7.4 Reinicializacao

Para estabilidade numérica, a solugao da equacgao level set (7.4) nao pode ser muito achatada
ou ingreme. Isso é satisfeito a principio se ¢ é uma funcio disténcia, i.e. |[V¢| = 1. Mesmo que
inicializemos ¢ usando uma funcao distancia sinalizada, a solucao ¢ da equagao (7.4) geralmente
nao permanece proximo a uma fungdo distancia, assim regularmente reinicializamos ¢.

Apresentamos aqui de forma breve o procedimento para a reinicializa¢ao introduzida em [17].
A reinicializagao é feita resolvendo a seguinte equacao do tipo Hamilton-Jacobi:

Orp+S(0)(IVe|-1)
¢(x,0)

0 em DxR", (7.15)
¢(z,t), zeD, (7.16)

onde S(¢) é a aproximacdo da funcao distancia sinalizada

¢

S(d) =z ———
(¢) e

(7.17)



42 METODO LEVEL SET

com € = min(Az, Ay).
Para a discretizagao foi usado o esquema upwind explicito padrao,

k k - -
ol = ol - MK (p™p" a7 "),

onde
K(p_7p+7 q_a q+) = maX(S(¢Zj)7 0)K+ + mln(S(d)’Lj)7 O)K_>
e
K* = [max(p~,0)%*+min(p*,0)% + max(q~,0)? + min(qg*,0)?]
K~ = [min(p~,0)*+ max(p*,0)* + min(qg~,0)? + max(q*,0)?]

e onde p~,p*,q7,q" sdo calculados para gbfj usando (7.10).

Nl= N

)

)

74
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Implementacao Numeérica

Para a implementacao numeérica foi utilizado FEniCS 2017.1 [2, 8, 11], que ¢ uma plataforma de
computacao de codigo aberto usada para resolver equagoes diferenciais parciais. Tal possui interface
de alto nivel para Python e C++.

8.1 Introducao

O fluxograma 8.1 nos fornece uma visao geral do algoritmo ultilizado na implementa¢do nu-
mérica. Com isso, tomaremos ele como base para explicar as linhas de cédigos, que se encontra
no apéndice, para minimizacao da compliance de seis casos: cantilever, cantilever assimétrico, half-
wheel, bridge, MBB beam e cantilever duas forcas.

O codigo estd dividido em dois arquivos chamados init.py e compliance.py, sendo o
segundo o arquivo principal que contém as linhas de cédigo que executa algoritmo descrito no
fluxograma.

Ja o arquivo init.py, serve para identificar quais dos seis casos se deseja implementar e
retornar os dados exclusivos do caso escolhido como, por exemplo, o chute inicial da funcao level set
que no codigo denotamos por phi_mat, e as condi¢bes de fronteira. Assim, os dados de saida de
init.py compoem uma parte dos dados iniciais necessarios para a execugdo do arquivo principal
compliance.py. O que veremos com mais detalhes na secao que se segue.

8.2 Parametros dependentes dos casos e init.py

Como estamos lidando com a minimizac¢ao da compliance com restri¢cao de volume, o funcional
que minimizaremos sera

J(Q):=J(Q)+AV(Q), (8.1)

onde A é uma constante, V() é o volume de Q e J(€) a funcao compliance denotada por

J(Q) = fDAQe(u(az)) : e(u(z))dz.

A tabela 8.1 fornece todos os parametros que variam de acordo com o caso selecionado como
declarado no cédigo e o que representam.

O dominio D em todos os casos é um retangulo D = [0,lx] x [0,ly], onde cada caso possui
tamanhos dos lados 1x e 1y especificos. A variavel Load é a posicdo pontual onde uma forca seré
aplicada, por exemplo Load = [Point (1x, 0.5)] para o caso cantilever, o que significa que
um peso é aplicado no ponto (I,0.5).

Uma vez especificado os numeros de divisoes Nx, Ny nas dire¢oes x e y , dois tipos de discre-
tizacao de D sao realizadas. Uma usando a malha mesh construida usando a linha

mesh = RectangleMesh (Point (0.0,0.0),Point (1x,1ly),Nx,Ny,’crossed’

43
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Figura 8.1: Fluzograma do algoritmo para minimizacdo da compliance no contexto de lineariza¢do da
elasticidade

outra referente a malha cartesiana cujos pontos sdo definidos por
XX,YY = np.meshgrid(np.linspace(0.0,1x,Nx+1),np.linspace(0.0,1ly,Ny+1)).

A malha mesh é usada no algoritmo para calcular numericamente a solugao u do sistema eléstico
(6.2) - (6.6) e a direcao de descida 6 a partir da equacao (6.30) pelo método de elementos finitos.

A classe RectangleMesh cria uma malha em um retangulo em 2D gerado pelos pontos do
retangulo (0, 0) e (Ix, ly). O argumento opcional crossed significa que cada quadrado da malha
¢ dividido em quatro tridngulos definidos pelas diagonais transversais do quadrado. Escolhemos
1x, ly, Nx, Ny com lx Nz7! =1y Ny~ !. A escolha do argumento crossed é necessaria para
se ter um deslocamento w simétrico e para manter a simetria do design ao longo das iteragoes caso
o problema for simétrico, por exemplo o caso cantilever. Note que para preservar a simetria das
solugdes precisamos escolher um nimero impar de divisdes Nx ou Ny, dependendo da orientagao da
simetria. Por exemplo, no caso do cantilever simétrico, podemos escolher Ny=75 ja que o eixo de
simetria é a linha y = 1/2, e Nx=150.

Ja a malha cartesiana é utilizada para a inicializacao da fungao level set, na implementacgao do
esquema numérico (7.14) que resolve a equagao de Hamilton-Jacobi e também para a reinicializagao
(7.18). Em compliance.py tudo que for definido na malha cartesiana é diferenciada pelo sufixo
mat. Por exemplo, phi é uma func¢io definida em mesh enquanto phi_mat é funcio correspondente
definida na malha cartesiana.

A primeira inicializacdo da funcao level set se di por meio de phi_mat em init.py, com cada
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Tabela 8.1: Pardmetros dependentes dos casos

Notagao | O que representa
Lag | Multiplicador de Lagrange A para restricdo de volume
1x, ly | Tamanho dos lados do dominio D retangular
Nx, Ny | Namero de subintervalos dos lados 1x, 1y, respectivamente

Load | Posi¢ao do peso ou carga aplicada em um ponto do dominio D

bed | Lista que contém as condicGes de fronteira

mesh | Malha usada para resolver equagoes via elementos finito

phi_mat | Funcao level set inicial ¢ cujo dominio compde a malha cartesiana

Vvec | Espaco de funcées vetoriais

caso com sua inicializacdo particular.
No caso do cantilever simétrico escolhemos,

o(x,y) = —cos(8mx/l, )cos(4my) — 0.4 + max(200(0.01 — 2% - (y - ly/2)2), 0) (8.2)
+max(100(z +y -l — Iy, +0.1),0) + max(100(x -y — I + 0.1),0),

Os coeficientes dentro do cosseno determinam o nimero inicial de componentes conexas dentro
do dominio. Aqui (8.2) corresponde a dez "buracos"iniciais dentro do dominio (mais alguns semi-
buracos na fronteira de D).

A razdo para se adicionar trés termos max em (8.2) é especifica na nossa abordagem. Como
0 e CS’I(D, R™), temos # = 0 nos cantos do retangulo D. Assim sendo, a forma em uma pequena vizi-
nhanca das quinas nao ird mudar, e se iniciarmos com uma inicializagdo inapropriada acabariamos
com um pequeno corte com o material correto em determinados cantos. Dependendo do problema,
é facil de ver qual deve ser a distribuicao correta do material para o design final.

Outro problema pode aparecer em pontos da fronteira que estdo no eixo de simetria para os
problemas simétricos. De fato, devido a suavidade de 6 e a simetria do problema obteremos 6, =0
ou ¢, = 0 nesses pontos e a forma nao mudara. Por exemplo no caso do cantilever simétrico, esse
problema surge no ponto [0,1,/2]. Nao ha nenhum problema em [I;,1,/2], j& que esse é o ponto em
que o peso é aplicado, entdo dever ser fixo de qualquer jeito. Isso explica o termo max(200(0.01 —
2% - (y - 1,/2)?),0) em (8.2).

Por ultimo, temos as defini¢oes das condi¢oes de fronteiras. A fronteira I'y, que depende do caso,
é definida usando a classe DirBd, e instanciada por dirBd = DirBd () em init.py. Colocamos
a marca 1 para dirBd e marcamos as outras fronteiras com 0, e introduzimos a medida de fronteira
ds. A condicao de fronteira de Dirichlet em I'y é definida usando

DiriichletBC (Vvec, (0.0, 0.0), boundaries, 1)

Quando a fronteira I'y é desconectada, como no caso do half-wheel, a varidvel bcd é definida como
uma lista de condicoes de fronteira. Para o cantilever, bcd possui apenas um elemento. Para o caso
halfwheel definimos uma classe adicional DirBd2 para definir condicGes de fronteira bcd, pois ha
dois tipos de condic¢des de Dirichlet.

Na subsegbes seguintes, fornecemos as informagoes dos pardmetros que dependem dos casos
encontrados em init.py, como condigbes de fronteiras, posi¢do da carga/peso e inicializagao da
funcao level set.

8.2.1 Cantilever assimétrico

Aqui tomamos Load = [Point (1x, 0.0)] para o caso do cantilever assimétrico, para se ter
uma carga no canto inferior direito. A inicializagao é feita de modo que comeca com a fase material
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onde o peso é aplicado:

¢(z,y) = —cos(6mz/ly)cos(4my) — 0.4 + max(100(x +y — I — 1, +0.1),0).

8.2.2 Half-wheel

Para o half-wheel temos 1x, 1y = [2.0, 1.0]. A posi¢ido da carga é dada por Load =
[Point (1x/2, 0.0)]1.No canto (0.0, 0.0) precisa-se condi¢oes de Dirichlet pontuais e condigoes
de rolamento em (I, 0.0). Para isso usamos as seguintes fronteiras em init.py:

class DirBd(SubDomain) :
def inside(self, x, on_boundary):
return abs(x[0])< tol and abs(x[1])< tol
class DirBd2 (SubDomain) :
def inside(self, x, on_boundary) :
return abs (x[0]-1x)< tol and abs(x[1])< tol
dirBd,dirBd2 = [DirBd(),DirBd2 ()]

onde tol = 1E-14. Onde as suas partes da fronteira sdo marcadas com diferentes niimeros

dirBd.mark (boundaries, 1)
dirBd2.mark (boundaries, 2)

e definimos o vetor com as condigoes de fronteira como

bcd = [DirichletBC (Vvec, (0.0,0.0), dirBd, method=’pointwise’),\
DirichletBC (Vvec.sub (1), 0.0, dirBd2,method='pointwise’) ]

O método pointwise é usado ji que dirBd2 é um tnico ponto. Note aqui que a condi¢ao de ro-
lamento é alcancada colocando a componente Vvec. sub (1) sendo 0, de fato Vvec.sub (1) repre-
senta a componente y de uma funcao vetorial do espago Vvec. Nas linhas 50-51 de compliance.py,
condicoes aproximadas de Dirichlet para 6 sdo aplicadas em dirBdl e dirBd2 como cantos que
devem ser fixos.

A inicializacao precisa de um ajustes para encaixar no caso half-wheel. Escolhemos

¢(x,y) = - cos(3m(x —1))cos(7my) — 0.3 + min(5/l,(y - 1) +4,0) (8.3)
+max(100(z +y -l — 1y +0.1),0) + max(100(-z +y — [, + 0.1),0).

8.2.3 Bridge

Esse caso é similar ao half-wheel. A principal diferenca é a condicdo de Dirichlet pontual no
canto inferior direito, que corresponde a

DirichletBC (Vvec, (0.0,0.0), dirBd2,method="pointwise’)

Tomamos também a seguinte inicializacao
¢(x,y) = —cos(4m(x - 1))cos(4my) — 0.2 + max(100(y - I, + 0.05),0).

8.2.4 MBB-beam

Definimos o MBB-beam como no paper original [19]. Usamos a simetria do problema para
calcular a solu¢ao somente da metade direita do dominio. Assim, impomos a condi¢ao de rolamento
do lado esquerdo do dominio computacional D, que corresponde a u-n =0. Tomamos 1x = 3.0 e
ly = 1.0, e Nx, Ny devem ser escolhidos de acordo para manter a malha regular. Por exemplo,
podemos escolher Nx = 150, Ny = 50. Tomamos Load = [Point (0.0, 1.0)].

Também temos condigdes de rolamento pontuais no canto inferior direito de D. Em init.py
isso corresponde as seguintes defini¢oes de fronteira:
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class DirBd(SubDomain) :

def inside(self, x, on_boundary):

return near(x[0], .0)
class DirBd2 (SubDomain) :

def inside(self, x, on_boundary) :

return abs(x[0]-1x) < tol and abs(x[1l]) < tol
dirBd,dirBd2 = [DirBd(),DirBd2 ()]}

Entao as fronteiras sdo marcadas com diferentes nimeros:

dirBd.mark (boundaries, 1)
dirBd2.mark (boundaries, 2)

Definimos as condi¢des de fronteira em duas fronteiras dirBd e dirBd2:

bcd = [DirichletBC (Vvec.sub(0), 0.0, boundaries, 1),\
DirichletBC (Vvec.sub(l), 0.0, dirBd2,method=’pointwise’)]}

O termo +ds (2) nas linhas 50-51 ¢é ativo ja que dirBd2 néo é vazio, como para o caso half-wheel.
Também escolhemos a inicializagao apropriada:

¢(x,y) = —cos(4/lymx)cos(4my) — 0.4 + max(100(x +y — I — 1, +0.1),0) + max(5/l,(y — 1) +4,0).

8.2.5 Casos com cargas miltiplas

Para esse caso temos que Load = [Point (1x, 0.0), Point(lx, 1.0)] éuma lista. Na
linha 30 de compliance.py, Uéuma lista com dois elementos correspondentes as duas cargas. Isso
explica o comando de repeticdo for em _shape_der(ver linha 132). Tlustramos o caso de cargas
multiplas com um problema cantilever com duas cargas aplicadas no canto inferior e superior direito,
os dois com mesma intensidade para obter um a simetria no design. Usamos a inicializacao

¢(x,y) = —cos(4m(x - 0.5))cos(4m(y —0.5)) — 0.6 + max(50(y — I, + 0.1),0) — max(50(-y + 0.1),0).

8.3 QOutros parametros e compliance.py

Além dos parametros que dependem dos casos, temos os parametros do sistema elastico ou utili-
zados na busca linear e outros que sao inicializados nas primeiras linhas de c6digo de compliance.py.
Os principais parametros se encontram na tabela 8.2 e daremos mais detalhes de alguns deles nas
subsegOes seguintes.

Tabela 8.2: Pardmetros dependentes dos casos

Notacao | O que representa

eps_er | Coeficiente do material ersatz e
E, nu, mu, lmbda | ParAmetros de elasticidade
1s | Contador para a busca linear
1s_max | Numero méaximo de buscas

beta | Tamanho do passo utilizado no método gradiente

It | Contador que acompanha as iteracoes no loop principal

It_max | Nimero maximo de iteragoes
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8.3.1 Inicializacao da funcgao level set

A funcéo level set usada em compliance.py para definir e atualizar o dominio €2, est4 definida
na malha mesh e ndo na malha cartesiana para melhorar a precisdo dos céalculos. Assim, a func¢ao
level set phi é uma funcao no espaco V (ver secao 8.3.2) obtida a partir da matriz phi_mat,
inicializada em init.py, por meio da funcao _comp_1lsf. Esse processo é detalhado em 8.3.3.

8.3.2 Elementos finito
Na linha 28 e no arquivo init .py definimos os espagos de elementos finitos associado a mesh:

V = FunctionSpace (mesh, ’'CG’, 1)
Vvec = VectorFunctionSpace (mesh, ’'CG’, 1)

Aqui CG é uma abreviagao para continuous Galerkin é o tltimo argumento é o grau do elemento, que
significa que foi escolhido elementos de lagrange linear por partes. Como escolhemos a malha com
diagonais cruzadas, cada quadrado possui um vértice adicional em seu centro, onde as diagonais se
cruzam. Portanto o niimero total de vértices é

dofsV_max = (Nx+1)x (Ny+1) + Nx*Ny

Definimos também dofsVvec_max = 2*xdofsV_max na linha 37, que representa os graus de
liberdade do espago de fungdo vetorial Vvec.

8.3.3 Funcao _comp_1lsf

Aqui explicamos o mecanismo para se obter phi de phi_mat. A funcao phi_mat é atualizada
toda iteracao pela funcdo _hJj nalinha 100, e precisamos de phi para definir o novo conjunto Omega
na linhas 42-44. Observe que o conjunto de vértices de mesh sao os vértices da malha cartesiana
mais os vértices dos centros dos quadrados onde as diagonais se encontram. Assim, calculamos os
valores de phi no centro dos quadrados usando interpolagao.

Isso ¢é feito pela fungdo _comp_1lsf (linhas 173-182) da seguinte forma. Primeiro, nas linhas
33-34, dofsV e dofsVvec sao as coordenadas dos vértices associados com os graus de liberdade.
Eles sao usados nas linhas 35-36 para definir px, py e pxvec, pyvec, que assumem valores
inteiros e sao usados por _comp_1lsf para encontrar a correspondéncia entre as entradas da matriz
phi_mat e as entradas de phi. Em _comp_1lsf, precisamente na linha 175, conferimos se o vértice
associado a px, py correspondem ao vértice da malha cartesiana. Se este for o caso, o valor de
phi serd igual ao valor de phi_mat, caso contririo o vértice serd o centro do quadrado e o valor
de phi nesse ponto serd o valor médio dos quatro vértices do quadrado; veja linhas 179-181. Assim
a saida de _comp_1lsf serd a funcdo phi definida em mesh.

8.3.4 Atualizacao do dominio

O loop principal comega na linha 55. Na linha 57, €2 é instanciado por omega = Omega ().
Isso inicializa omega ou o atualiza se phi tiver sido atualizado dentro do loop. Na linha 59, omega
¢ marcado com o niimero 1 e o seu complementar com o nimero 0 na linha 58. Definimos a medida
de integracao para os subdominios 2 e D\Q2 usando

1 dx = Measure(’dx’) (subdomain\ _data=domains)
Usamos dx (1) para integrar em ) e dx (0) para integrar em D\(2; ver linha 68 como exemplo.

8.3.5 Resolvendo o sistema elastico

Agora podemos calcular U, a solugdo do sistema elastico nas linhas 61-62, usando _solve_PDE
nas linhas 116-127. Usamos um solver LU para resolver o sistema; ver linhas 125-126. Note que
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U é uma lista ji que consideramos o caso geral de varias cargas. Assim o tamanho da lista U é o
tamanho de Load; ver linha 30.

8.3.6 Atualizacao do funcional de custo

Nas linhas 64-70 calculamos a compliance, o volume de omega e o funcional de custo J corres-
pondente a (8.1). Observe que o comando par o céalculo da compliance ¢ parecido com a notagao
matematica, i.e. se assemelha a seguinte formula matematica:

J(Q) =€ f Sy : D0+ f S1:D0, Si=2ue(u):e(u)+Atr(e(u))?.
D\Q Q
Lembre que a compliance é a soma no caso de varias cargas, isso explica o loop for na linha 65.

8.3.7 Busca linear e critério de parada
A busca linear comeca na linha 72. Se o critério
J[It] > J[It - 1]

for satisfeito, entdo rejeitamos o passo atual. Nesse caso reduzimos o tamanho do passo beta
multiplicando-o por gamma na lina 74. Também, retomamos os valores anteriores de phi_mat
e phi, os quais armazenamos em phi_mat_old e phi_old, ver linha 75. Entdo precisamos
recalcular phi_mat e phi nas linhas 76-77 usando o novo passo beta.

Se o passo nao for rejeitado, entdo vamos para a préoxima iteragdo comecando na linha 85. Se
o passo foi aceito na primeira iteracao na busca linear, para acelerar a velocidade do algoritmo,
aumentamos o passo de referéncia beta0 colocando

betal0 = min (betal0 / gamma2, 1)

para tomar passos maiores, ja4 que gammaZ2 € menor que 1. Aqui beta0 é mantido menor que 1
para estabilizar o esquema numérico para a equagdo Hamilton-Jacobi, veja o passo do tempo dt
na linha 150. Escolhemos gamma2 = 0.8 em nossos exemplos; ver linha 21.

Se 0 ntmero maximo de buscas linear 1s_max for atingido, diminuimos na linha 85 o passo de
referéncia beta0 colocando

betald = max (betal0 * gamma2, 0.lxbetalO\_init)

Impomos um limite inferior 0.1+beta0_init em betal para que o tamanho do passo nao fique
tao pequeno. Note que beta é resetado para beta0 na linha 88.

8.3.8 Direcao de descida

FEniCS usa a Unified Form Language (UFL) para a representacao das formulagoes fracas de
equacoes diferenciais parciais, que resulta em uma notacao intuitiva préoxima a da usada na mate-
mética. Isso pode ser visto nas linhas 49-50, onde definimos a matriz av que corresponde a forma,
bilinear (6.32). Aqui theta e xi sdo fungbes em Vvec, xi ¢ a fungao teste em (6.31), enquanto
theta corresponde a # em (6.31). Em nosso c6digo usamos a notagdo th para 6 quando 6 é a
diregdo de descida. O coeficiente 1.0e4 nas condigoes de fronteira para av:

1.0ed* (inner (dot (theta,n),dot (xi,n)) = (ds(0) + ds(l) +ds(2)))

forga 6 -n proximo de zero em 9D, que corresponde a restrigio 6 € c? ’I(D,R”). Para casos onde
dirBD2 nao estd definido o termo ds (2) nao afeta o calculo.

Montamos a matriz para a EDP de th e define-se o solver LU nas linhas 50-53, antes de comecar
o loop principal. De fato, a forma bilinear B em (6.32) é independente de €. Assim, reutilizamos a
fatoragdo do solver LU para resolver a EDP para th usando o pardmetro reuse_factorization
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na linha 53. Isso permite uma economia de calculos, mas para as malhas maiores seria apropriado
usar abordagens mais eficientes como métodos de Krylov.

Na linha 90, calculamos a direcdo de descida th. A funcdo _shape_der nas linhas 129-139
resolve a EDO para 6, i.e. implementa (6.31)-(6.32) usando a expressdo de volume da derivada
(6.15) e (6.18). A formulagao variacional usada no cédigo para o caso de uma carga é: encontrar
0 e H¥(D)™ tal que

fDalpe:Dg+a29-g:—djvol(ﬂ,g),vgeﬂl(p)m (8.4)
onde djvol(sz)(g)=/D(2DuTAQe(u)—AQe(u):e(u)fd):Dg+Adeiv§,

com a1 =1 e ap = 0.1. Caso varias cargas sao aplicadas o lado direito de (8.4) deve ser substituido
pela soma das cargas u em u_vec.

O lado direto de (8.4) ¢é feito na linha 136, mas precisamos integrar separadamente em (2 e
D\Q usando dx (1) e dx (0), respectivamente. O sistema é resolvido na linha 138 usando o solver
definido na linha 52.

Na linha 90 obtemos a direcao de descida th no espaco Vvec. Para atualizar phi precisamos
de th na malha cartesiana. Como ja explicado, apenas precisamos extrair os valores apropriados
de th ja que a malha cartesiana estad incluido em mesh. Isso é feito nas linhas 91-97, e a funcéo
correspondente & malha cartesiana é th_mat.

8.3.9 Atualizacao da funcao level set

Entdo, para a atualizagdo da funcio level set phi_mat usamos a subfungdo _hj. A subfungio
_h7 nas linhas 141-152 segue exatamente o processo de discretizacao descrito na secao 7.3. Nas
linhas 143-146, as quantias Dxm, Dxp, Dyp, Dymcorrespondem ap~,p*, ¢*, ¢, respectivamente.
Na linha 142, tomamos 10 passos da atualizacao do Hamilton-Jacobi, que ¢ um padrao, no entanto
euristico, para acelerar a convergéncia. Em ordem a estabilizar o esquema numérico, escolhemos o
passo do tempo como

dt = betaxlx / (Nx*maxv)

onde maxv é igual a max(|f;] + |f2]), 1x/Nx e o tamanho da célula, e o tamanho de passo beta
¢ menor que 1 todo momento em vista da linha 86. Na linha 99, salvamos as versoes atuais de
phi e phi_mat nas varidveis phi_old, phi_mat_old, para usar no caso em que O passo é
rejeitado durante a busca linear. na linha 102, a fungdo phi é extrapolada para phi_mat usando
_comp_lsf.

8.3.10 Reinicializacao da fungao level set

A cada 5 iteragdes, reinicializamos a funcdo level set na linha 101. Isso é feito pela subfun-
¢80 _reinit nas linhas 154-157. A reinicializacao segue o procedimento descrito na secao 7.4.
Nas linhas 161-164, Dxm, Dxp, Dyp, Dym correspondem a p~,p*,q*, g, respectivamente. Nas
linhas 165 até 168, Kp e Km correspondem a K e K~ de (7.20)-(7.21), respectivamente. Linha 169
corresponde a (7.19) e linha 70 a atualizacao (7.18).

A func¢do signum é a aproximagcao da funcao sinal de ¢ correspondendo a S(¢), definida em
(7.17). Para calcular signum, usamos 1x/Nx para €, e |V¢| é calculado usando diferencas finitas
simétrica, que & dada por Dxs e Dys nas linhas 155-158.

8.3.11 Critério de parada

Finalmente nas linhas 104-105 conferimos se o critério de parada

if It>20 and max(abs (J[It-5:It] - J[It -1]1)) < 2.0*«J[It-1]/Nx**2:
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é satisfeito. Aqui, Tt—-1 é a iteracao corrente. Isso significa que o algoritmo para se 0 maximo da
diferenga entre o valor do funcional de custo na iteracdo vigente e o valor das quatro iteragoes
anteriores for menor que um certo limite. Para se tomar passos menores quando a malha fica mais
fino, foi determinado euristicamente o limite 2.0+J[It-1]/Nxx*2, que depende do tamanho da
malha Nx.
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Capitulo 9

Resultados

Neste capitulo exploramos diferentes inicializacoes, discretizagoes e testamos alguns multipli-
cadores de Lagrange com o intuito de analisar o comportamento do algoritmo e qual a influéncia
dessas alteragoes no design 6timo.

9.1 Influéncia da inicializacao

Fixado a discretizacdo com (N, N,) = (302,151) e o multiplicador de Lagrange A = 40 para o
caso do cantilever e A = 70 para o caso do cantilever assimétrico, geramos algumas inicializagdes a
partir das seguintes expressoes

¢1(x,y) = - cos(nmx/l;)cos(4my) — 0.4 + max(200(0.01 - 2% - (y - 1,/2)*),0) (9.1)
+max(100(z +y -l — 1, +0.1),0) + max(100(x -y — [ + 0.1),0),
¢2(x,y) = - cos(nma/l,)cos(4my) — 0.4 + max(100(x +y — I, — 1, +0.1),0), (9.2)

onde ¢ corresponde ao caso do cantilever e ¢o a0 caso assimétrico.

Para cada valor de n nas expressoes acima obtemos uma malha inicial com uma determinada
quantidade de componentes conexas, quanto maior o valor de n mais componentes conexas a ini-
cializacao terd. Nos dois casos comecamos com n = 6 e fomos aumentando em duas unidades e
obtivemos os resultados das figuras 9.1 e 9.2.

Concluimos que aumentando o nimero de componentes conexas na inicializacao gera um de-
sign também com mais componentes conexas. Assim, pode-se dizer que a topologia do design é
influenciada pela inicializacao.

9.2 Influéncia do multiplicador de Lagrange em diferentes malhas

Aqui exploramos como a variagdo do multiplicador de Lagrange em diferentes malhas influencia
o design otimizado. Para tal andlise fixamos uma inicializacdo para os dois casos observados e
observamos a topologia final dos designs gerados pelo algoritmo.

Nessa abordagem usamos o caso do cantilever e do half-wheel com as seguintes inicializagoes,
respectivamente,

d(x,y) = - cos(6mx/l, )cos(4my) — 0.4 + max(200(0.01 - 22 - (y - 1,/2)?),0)
+max(100(z +y -l — 1y, +0.1),0) + max(100(x -y — I + 0.1),0),

d(x,y) =—cos(3m(x —1))cos(Tmy) — 0.3 + min(5/l,(y — 1) +4,0)
+max(100(z +y -l =1, +0.1),0) + max(100(-z +y — [, + 0.1),0).

Os resultados sdo mostrados nas figuras 9.3, 9.4, 9.5, 9.6 ¢ 9.7. E interessante observar nesses
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resultados que a topologia do design otimizado depende de A e também do tamanho da malha.
Uma malha mais fina gera uma topologia mais complexa para um A fixo.

Observamos que hi uma tendéncia do nimero de componentes conexas diminuir com o aumento
de A.

Por fim pode-se concluir que o algoritmo é robusto em relacgdo a mudanca dos parametros. Em
alguns casos, o algoritmo pode falhar, mas isso é devido a pardmetros extremos, como no caso
half-wheel com A = 80 e malha (Nz, Ny) = (150,75) onde o multiplicador de Lagrange é grande
com uma malha nao fina suficiente.

Para finalizar a tabela 9.8 apresenta o design otimizado para os casos MBB_beam, cantilever
com duas cargas e bridge.

-
175 2. . . . : 125 150 175

-
050 1.00 150 175

Figura 9.1: Design otimizado para o cantilever simétrico, A = 40, (N, N,) = (302,151)
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Figura 9.2: Design otimizado para o cantilever assimétrico, A = 70, (N, N,) = (302,151)
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(Nx, Ny) = (102, 51)
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Figura 9.3: Design otimizado do cantiveler simétrico com diferentes A e (Nz, Ny) = (102, 51).
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Figura 9.4: Design otimizado do cantiveler simétrico com diferentes A e (Nz, Ny) = (150, 75).
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(Nx, Ny) = (202, 101)
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Figura 9.5: Design otimizado do cantiveler simétrico com diferentes A e (Nz, Ny) = (202, 101).

(Nx, Ny) = (302, 151)
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Figura 9.6: Design otimizado do cantiveler simétrico com diferentes A e (Nz, Ny) = (302, 151)
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(Nx, Ny) = (200, 100)

(Nx, Ny) = (300, 150)
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Figura 9.7: Design otimizado do caso bridge com vdrios

valores de A e de (N, Ny).
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Figura 9.8: Design otimizado dos casos bridge, MBB beam e cantilever com duas cargas.
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Apéndice

9.3 Init.py

1 from dolfin import =
> import numpy as np

1+ def init (Name) :

44 + np.maximum (100.0x (XX+YY-1x-1y+0.1),.0) +
np.maximum (100.0* (XX-YY-1x+0.1), .0)

61

5 tol = 1E-14 # tolerance for coordinate comparisons

6

7 if Name == ’'cantilever’:

8 Lag,Nx,Ny = [40.0,302,151]

9 if Name == ’'cantilever_asymmetric’:

10 Lag,Nx,Ny = [70.0,202,101]

11 if Name == "'half wheel’:

12 Lag,Nx,Ny = [50.0,200,100]

13 if Name == ’'bridge’:

14 Lag,Nx,Ny = [30.0,200,100]

15 if Name == ’'MBB_beam’ :

16 Lag,Nx,Ny = [130.0,150,50]

17 if Name == ’'cantilever_twoforces’:

18 Lag,Nx,Ny = [60.0,121,121]

19

20 if Name == ’'cantilever’ or Name == ’'cantilever_asymmetric’:
21 1x,1ly = [2.0,1.0]

22 XX,YY = np.meshgrid(np.linspace(0.0,1x,Nx+1),np.linspace(0.0,1ly,Ny+1))
23 #define boundary conditions

24 mesh = RectangleMesh (Point (0.0,0.0),Point (1x,1ly),Nx,Ny,’crossed’)
25 Vvec = VectorFunctionSpace (mesh, 'CG’, 1)

26 class DirBd (SubDomain) :

27 def inside(self, x, on_boundary) :

28 return near (x[0], .0)

29 dirBd = DirBd()

30 boundaries = FacetFunction("size_t", mesh)

31 boundaries.set_all (0)

32 dirBd.mark (boundaries, 1)

33 ds = Measure ("ds") (subdomain_data=boundaries)

34 bcd = [DirichletBC(Vvec, (0.0,0.0), boundaries, 1)]

36 if Name == ’'cantilever’:

37 s L L EEEEEE

38 # Cantilever case

39 FHEH A EH AR

40 Load = [Point (1x, 0.5)]

41 # Initialize level set function

42 phi_mat = -np.cos(8.0/1x*pi*XX) * np.cos(4.0xpi*YY) - 0.4\
43 + np.maximum (200.0* (0.01-XX**x2—-(YY-1y/2) **2), .0)\
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if Name == ’'cantilever_asymmetric’:
FHEH A S
# Asymmetric cantilever
E s E AL EEEEEEEEEEE
Load = [Point (1x, 0.0)]
# Initialize level set function
phi_mat = -np.cos(6.0/1x*pi*XX) * np.cos(4.0*pixYY) - 0.4\
+ np.maximum (100.0* (XX+YY-1x-1y+0.1),.0)

if Name == "half_wheel’ or Name == ’'bridge’:
1x,1ly = [2.0,1.0]
XX,YY = np.meshgrid(np.linspace(0.0,1x,Nx+1),np.linspace(0.0,1ly,Ny+1))
#define boundary conditions
mesh = RectangleMesh (Point (0.0,0.0),Point (1x,1ly),Nx,Ny, ' crossed’)
Vvec = VectorFunctionSpace (mesh, ’'CG’, 1)
class DirBd (SubDomain) :
def inside(self, x, on_boundary):
return abs(x[0])< tol and abs(x[1])< tol
class DirBd2 (SubDomain) :
def inside(self, x, on_boundary):
return abs(x[0]-1x)< tol and abs(x[1l])< tol
dirBd,dirBd2 = [DirBd(),DirBd2 ()]
boundaries = FacetFunction("size_t", mesh)
boundaries.set_all (0)
dirBd.mark (boundaries, 1)
dirBd2.mark (boundaries, 2)
ds = Measure ("ds") (subdomain_data=boundaries)
Load = [Point (1x/2, 0.0)]

if Name == "half_ wheel’:

iEE R R LA AL EE LR

# Half-wheel case

FHAHH A H AR

bcd = [DirichletBC(Vvec, (0.0,0.0), dirBd, method='pointwise’),\

DirichletBC (Vvec.sub (1), 0.0, dirBd2,method=’"pointwise’) ]

# Initialize level set function

phi_mat = —-np.cos((3.0*pi* (XX=1.0))) * np.cos(7+xpixYY) - 0.3\

+ np.minimum(5.0/1y *(YY-1.0) + 4.0,0) \

+ np.maximum (100.0* (XX+YY¥-1x-1y+0.1),.0) +
np.maximum (100.0* (-XX+YY-1y+0.1), .0)

if Name == ’'bridge’:
FHAHHAHHH AR A
# Bridge case
SRR R R &k
bcd = [DirichletBC(Vvec, (0.0,0.0), dirBd, method='pointwise’),\
DirichletBC (Vvec, (0.0,0.0), dirBd2,method="pointwise’) ]
# Initialize level set function
phi_mat = -np.cos((4.0%pi* (XX-1.0))) * np.cos (4*pi*YY) - 0.2 \
+ np.maximum (100.0* (YY-1y+0.05), .0)

if Name == ’'MBB_beam’:
FHHHHHHAHAH AR AR HHA
# MBB beam case
HHHHHE A
1x,1ly = [3.0,1.0]
XX,YY = np.meshgrid(np.linspace(0.0,1x,Nx+1),np.linspace(0.0,1ly,Ny+1))
#define boundary conditions
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mesh = RectangleMesh (Point (0.0,0.0),Point (1x,1ly),Nx,Ny,’crossed’)

Vvec VectorFunctionSpace (mesh, ’'CG’, 1)
class DirBd (SubDomain) :
def inside(self, x, on_boundary):
return near (x[0],.0)
class DirBd2 (SubDomain) :
def inside(self, x, on_boundary):

return abs (x[0]-1x) < tol and abs(x[1l]) < tol
dirBd,dirBd2 = [DirBd(),DirBd2 ()]
boundaries = FacetFunction("size_t", mesh)

boundaries.set_all (0)
dirBd.mark (boundaries, 1)
dirBd2.mark (boundaries, 2)

ds = Measure ("ds") (subdomain_data=boundaries)
bcd = [DirichletBC (Vvec.sub(0), 0.0, boundaries, 1), \
DirichletBC (Vvec.sub(l), 0.0, dirBd2,method="pointwise’) ]
Load = [Point (0.0, 1.0)]
# Initialize level set function
phi_mat = -np.cos(4.0/1lx*pi*XX) * np.cos(4.0%pixYY) - 0.4\
+ np.maximum (100.0* (XX+YY-1x-1y+0.1),.0)+ np.minimum(5.0/1y *(YY-1.0)
+ 4.0,0)
if Name == ’'cantilever_twoforces’:

FhAf A F A F AR AR
# Cantilever two forces
FHEFH AR S AR H A H AR AR AHA
1x,1ly = [1.0,1.0]

XX,YY = np.meshgrid(np.linspace (0.0, 1x,Nx+1),np.linspace(0.0,1ly,Ny+1))

#define boundary conditions

mesh = RectangleMesh (Point (0.0,0.0),Point (1x,1ly),Nx,Ny, ' crossed’)

Vvec VectorFunctionSpace (mesh, "CG’, 1)
class DirBd (SubDomain) :
def inside(self, x, on_boundary):
return near (x[0],.0)
dirBd = DirBd()
boundaries = FacetFunction("size_t", mesh)
boundaries.set_all (0)

dirBd.mark (boundaries, 1)

ds = Measure ("ds") (subdomain_data=boundaries)

bcd = [DirichletBC(Vvec, (0.0,0.0), boundaries, 1)]

Load = [Point (1x, 0.0),Point (1lx, 1.0)]

# Initialize level set function

phi_mat = -np.cos (4.0xpix (XX-0.5)) * np.cos(4.0*xpix(YY-0.5))

0.

COMPLIANCE.PY

6

- np.maximum (50.0* (YY-1y+0.1),.0)- np.maximum(50.0* (-YY+0.1), .0)

return Lag,Nx,Ny,lx,ly,Load,Name,ds,bcd, mesh,phi_mat, Vvec

9.4 compliance.py

from dolfin import =

from init import =

from matplotlib import cm, pyplot as pp
import numpy as np, sys, OS
pp.switch_backend (' Agg’)

\
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0 set_log_level (ERROR)

12 def _main () :
13 Lag, Nx, Ny, 1lx, ly, Load, Name, ds, bcd, mesh, phi_mat, Vvec =
init (sys.argv[l])

14 eps_er, E, nu = [0.001, 1.0, 0.3] # Elasticity parameters

15 mu, lmbda = Constant(E / (2 * (1 + nu))), Constant(E % nu / ((1 + nu) =*
(1 -— 2 % nu)))

16 # Create folder for saving files

17 rd = os.path.join(os.path.dirname(__ _file_ ), \

18 Name + ’/LagVol=’ + str(np.int_(Lag)) + ’'_Nx=" + str(Nx))

19 if not os.path.isdir(rd): os.makedirs (rd)

20 # Line search parameters

21 betalO_init, 1ls, ls_max, gamma, gamma2 = [0.5, 0, 3, 0.8, 0.8]

22 betal = betalO_init
23 beta = betal
1 # Stopping criterion parameters

25 ItMax, It, stop = [int (1.5 % Nx), 0, False]

26 # Cost functional and function space

27 J = np.zeros (ItMax)

28 V = FunctionSpace (mesh, ’'CG’, 1)

29 VolUnit = project (Expression(’1.0’, degree=2), V) # to compute volume

30 U = [0] % len(Load) # initialize U

31 # Get vertices coordinates

32 gdim = mesh.geometry () .dim()

33 dofsV = V.tabulate_dof_coordinates () .reshape( (-1, gdim))

34 dofsVvec = Vvec.tabulate_dof_coordinates () .reshape((-1, gdim))

35 px, py = [(dofsV[:, 0] / 1x) x 2 * Nx, (dofsV[:, 11 / ly) * 2 % Ny]

36 pxvec, pyvec = [(dofsVvec[:, 0] / 1lx) * 2 % Nx, (dofsVvec[:, 1] / ly) =
2 x Ny]

37 dofsV_max, dofsVvec_max = ((Nx + 1) % (Ny + 1) + Nx % Ny) =

np.array ([1l, 21)
38 # Initialize phi
39 phi = Function (V)

40 phi = _comp_1lsf (px, py, phi, phi_mat, dofsV_max)

41 # Define Omega = {phi<O0}

42 class Omega (SubDomain) :

43 def inside(self, x, on_boundary):

44 return .0 <= x[0] <= 1x and .0 <= x[1l] <= ly and phi(x) < 0

45 domains = CellFunction("size_t", mesh)

46 dX = Measure ('dx’)

47 n = FacetNormal (mesh)

48 # Define solver to compute descent direction th

49 theta, xi = [TrialFunction (Vvec), TestFunction (Vvec) ]

50 av = assemble ((inner (grad(theta), grad(xi)) + 0.1 % inner(theta, xi)) =
dx \

51 + 1.0e4 * (inner (dot (theta, n), dot(xi, n)) * (ds(0) + ds(l) +

ds(2))))

52 solverav = LUSolver (av)

3 solverav.parameters [’ reuse_factorization’] = True

54 ¥ ——— MAIN LOOP ——————————

55 while It < ItMax and stop == False:

56 # Update and tag Omega = {phi<0}, then solve elasticity system.
57 omega = Omega ()

58 domains.set_all(0)

59 omega.mark (domains, 1)

60 dx = Measure (’dx’) (subdomain_data=domains)
61 for k in range (0, len(Load)):

62 U[k] = _solve_pde (Vvec, dx, ds, eps_er, bcd, mu, lmbda, Loadl[k])
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# Update cost functional
compliance = 0

for u in U:

eU = sym(grad(u))

COMPLIANCE.PY

* dx (1))

S1 = 2.0 » mu * inner (eU, eU) + Imbda * tr(eU) xx 2
compliance += assemble (eps_er % S1 » dx(0) + Sl
vol = assemble (VolUnit * dx (1))
J[It] = compliance + Lag * vol
#$ - LINE SEARCH - —————F—"——"""—"————— - —————————
if It > 0 and J[It] > J[It - 1] and 1ls < ls_max:
ls += 1
beta »= gamma
phi_mat, phi = [phi_mat_old, phi_old]
phi_mat = _hj(th_mat, phi_mat, 1lx, ly, Nx, Ny, beta)
phi = _comp_1lsf (px, py, phi, phi_mat, dofsV_max)
print (" Line search iteration $s’ % 1s)
else:
print (/ xx 4% *x*xxxxxx+% ITERATION NUMBER %s’ % It)
print (/' Function value : %$.2f’ % J[It])
print (' Compliance : %$.2f7 % compliance)

if 1s == ls_max: betal = max(betal * gamma2, 0.1 % betalO_init)
if 1s == 0: betal = min(betal / gamma2, 1)
# Reset beta and line search index
ls, beta, It = [0, betalO, It + 1]
# Compute the descent direction th
th = _shape_der (Vvec, U, eps_er, mu, lmbda, dx, solverav, Lag)
th_array = th.vector () .array()
th_mat = [np.zeros((Ny + 1, Nx + 1)), np.zeros((Ny + 1, Nx + 1))]
for dof in xrange (0, dofsVvec_max, 2):
if np.rint (pxvec|[dof]) % 2 == .0:
cx, cy = np.int_(np.rint ([pxvec|[dof] / 2, pyvecl[dof] / 21))
th_mat[0] [cy, cx] = th_array[dof]
th_mat[1l] [cy, cx] = th_array[dof + 1]
# Update level set function phi using descent direction th
phi_old, phi_mat_old = [phi, phi_mat]
phi_mat = _hj(th_mat, phi_mat, 1lx, ly, Nx, Ny, beta)
if np.mod(It, 5) == 0: phi_mat = _reinit(lx, ly, Nx, Ny, phi_mat)
phi = _comp_1lsf (px, py, phi, phi_mat, dofsV_max)
$ - STOPPING CRITERION ———————————————————————————
if It > 20 and max(abs(J[It - 5:It] - J[It - 1])) < 2.0 % J[It -
Nx %% 2:
stop = True
¥ Plot Geometry ———————————————————————
if np.mod(It, 10) == 0 or It == 1 or It == ItMax or stop == True:
pp-.close ()
pp.contourf (phi_mat, [-10.0, .0], extent=[.0, 1x, .0, 1lyl, \
cmap=cm.get_cmap (' bone’))
pp.axes () .set_aspect ("equal’, ’"box’")
pp.show ()
pp.savefig(rd + " /it_" + str(It) + ’.pdf’, bbox_inches=’tight’)
return
# ______________________________________________________________________
def _solve_pde(V, dx, ds, eps_er, bcd, mu, lmbda, Load):
u, v = [TrialFunction(V), TestFunction (V)]
S1 = 2.0 » mu % inner (sym(grad(u)), sym(grad(v))) + lmbda * div(u)
div (v)
A = assemble (S1 % eps_er » dx(0) + S1 * dx(1))

print (' Volume fraction

# Decrease or increase line search step

$.2f7 % (vol / (1x * 1ly)))

1]

/
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b = assemble (inner (Expression((’0.0’, "0.0"), degree=2), v) * ds(2))
U = Function (V)

delta = PointSource (V.sub(l), Load, -1.0)

delta.apply (b)

for bc in bcd: bc.apply (A, b)

solver = LUSolver (A)

solver.solve (U.vector (), b)

return U

def _shape_der (Vvec, u_vec, eps_er, mu, lmbda, dx, solver, Lag):

X1 = TestFunction (Vvec)
rv = 0.0
for u in u_vec:
eu, Du, Dxi = [sym(grad(u)), grad(u), grad(xi)]
S1 =2 * mu * (2  inner ((Du.T) x eu, Dxi) - inner(eu, eu) * div(xi))
\
+ lmbda * (2 x inner (Du.T, Dxi) = div(u) - div(u) =* div(u) =
div(xi))
rv += —assemble (eps_er * S1 x» dx(0) + S1 % dx(l) + Lag » div(xi) =
dx (1))
th = Function (Vvec)

solver.solve (th.vector (), rv)
return th

def _hj(v, psi, 1lx, ly, Nx, Ny, beta):

for k in range (10):
Dym = Ny % np.repeat (np.diff (psi, axis=0), [2] + [1] = (Ny - 1),
axis=0) / ly
Dyp = Ny % np.repeat (np.diff (psi, axis=0), [1] x (Ny - 1) + [2],
axis=0) / ly

Dxm = Nx * np.repeat (np.diff (psi), [2] + [1] = (Nx - 1), axis=1l) / 1x
Dxp = Nx * np.repeat (np.diff(psi), [1] * (Nx — 1) + [2], axis=1l) / 1x
g = 0.5 % (v[0] = (Dxp + Dxm) + v[1l] x= (Dyp + Dym)) \

- 0.5 % (np.abs(v[0]) % (Dxp — Dxm) + np.abs(v[1l]) * (Dyp - Dym))
maxv = np.max(abs(v[0]) + abs(v[1]))

(
dt = beta * 1x / (
psi = psi - dt x g

return psi

Nx * maxv)

154 def _reinit (lx, ly, Nx, Ny, psi):

Dxs = Nx * (np.repeat(np.diff(psi), [2] + [1] » (Nx - 1), axis=1l)
+ np.repeat (np.diff (psi), [1] *= (Nx - 1) + [2], axis=1l)) /
1x)
Dys = Ny % (np.repeat(np.diff (psi, axis=0), [2] + [1] * (Ny - 1),
axis=0) \
+ np.repeat (np.diff (psi, axis=0), [1] = (Ny - 1) + [2], axis=0))

/ (2 % 1ly)
signum = psi / np.power (psi xx 2 + ((1x / Nx) xx 2) * (Dxs %% 2 + Dys
*% 2), 0.5)

for k in range (0, 2):
Dym = Ny % np.repeat (np.diff (psi, axis=0), [2] + [1] * (Ny - 1),
axis=0) / ly
Dyp = Ny x np.repeat (np.diff (psi, axis=0), [1] = (Ny - 1) + [2],
axis=0) / ly

Dxm = Nx * np.repeat (np.diff(psi), [2] + [1] = (Nx - 1), axis=1l) / 1x

Dxp = Nx % np.repeat (np.diff (psi), [1] » (Nx - 1) + [2], axis=1l) / 1x

Kp = np.sqgrt ( (np.maximum (Dxm, 0)) *x 2 + (np.minimum(Dxp, 0)) #*x 2 \
+ (np.maximum (Dym, 0)) %% 2 + (np.minimum(Dyp, 0)) **x 2)

Km = np.sqrt((np.minimum(Dxm, 0)) #** 2 + (np.maximum (Dxp, 0)) xx 2 \
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+ (np.minimum (Dym, 0)) ** 2 + (np.maximum(Dyp, 0)) *xx 2)
g = np.maximum(signum, 0) * Kp + np.minimum(signum, 0) % Km
psi = psi - (0.5 x 1x / Nx) * (g - signum)

return psi

def _comp_lsf (px, py, phi, phi_mat, dofsV_max):

for dof in range (0, dofsV_max):

if np.rint (px[dof]) % == .0:
cx, cy = np.int_(np.rint ([px[dof] / 2, pyldof]l / 21))
phi.vector () [dof] = phi_mat[cy, cx]

else:
cx, cy = np.int_(np.floor ([px[dof] / 2, pyldof]l / 21))
phi.vector () [dof] = 0.25 x (phi_mat[cy, cx] + phi_matlcy + 1, cx]

+ phi_mat[cy, cx + 1] + phi_mat[cy + 1, cx + 11)
return phi

67



68

RESULTADOS

9.4



Referéncias Bibliograficas

1]

2]

3]

4]

[5]

(6]

7]

8]

[9]

Grégoire Allaire, Frangois Jouve, and Anca-Maria Toader. Structural optimization using sen-
sitivity analysis and a level-set method. J. Comput. Phys., 194(1):363-393, 2004. 31, 36

Martin Alnzes, Jan Blechta, Johan Hake, August Johansson, Benjamin Kehlet, Anders Logg,
Chris Richardson, Johannes Ring, Marie Rognes, and Garth Wells. The fenics project version
1.5. Archive of Numerical Software, 3(100), 2015. 43

Martin Berggren. A unified discrete-continuous sensitivity analysis method for shape optimi-
zation. In Applied and numerical partial differential equations, volume 15 of Comput. Methods
Appl. Sci., pages 25-39. Springer, New York, 2010. 1

Marc Dambrine and Djalil Kateb. On the ersatz material approximation in level-set methods.
ESAIM Control Optim. Calc. Var., 16(3):618-634, 2010. 31

Frédéric de Gournay. Velocity extension for the level-set method and multiple eigenvalues in
shape optimization. STAM J. Control Optim., 45(1):343-367, 2006. 37

M. C. Delfour and J.-P. Zolésio. Shapes and geometries, volume 22 of Advances in Design and
Control. Society for Industrial and Applied Mathematics (SIAM), Philadelphia, PA, second
edition, 2011. Metrics, analysis, differential calculus, and optimization. 9, 17

R. Hiptmair, A. Paganini, and S. Sargheini. Comparison of approximate shape gradients. BIT,
55(2):459-485, 2015. 1

H.P. Langtangen and A. Logg. Solving PDFEs in Python: The FEniCS Tutorial I. Simula
SpringerBriefs on Computing. Springer International Publishing, 2017. 43

Antoine Laurain. A level set-based structural optimization code using FEniCS. Struct. Multi-
discip. Optim., 58(3):1311-1334, 2018.

Antoine Laurain and Kevin Sturm. Distributed shape derivative via averaged adjoint method
and applications. ESAIM Math. Model. Numer. Anal., 50(4):1241-1267, 2016. 15

A. Logg, K.-A. Mardal, and G. N. Wells, editors. Automated Solution of Differential Equations
by the Finite Flement Method, volume 84 of Lecture Notes in Computational Science and
Engineering. Springer, 2012. 43

Mitio Nagumo. Uber die Lage der Integralkurven gewdhnlicher Differentialgleichungen. Proc.
Phys.-Math. Soc. Japan (3), 24:551-559, 1942. 6

Antonio André Novotny and Jan Sokot owski. Topological derivatives in shape optimization.
Interaction of Mechanics and Mathematics. Springer, Heidelberg, 2013. 21

Stanley Osher and Ronald Fedkiw. Lewvel set methods and dynamic implicit surfaces, volume
153 of Applied Mathematical Sciences. Springer-Verlag, New York, 2003. 41

69



70

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 94

Stanley Osher and James A. Sethian. Fronts propagating with curvature-dependent speed:
algorithms based on Hamilton-Jacobi formulations. J. Comput. Phys., 79(1):12-49, 1988. 39,
41

Stanley Osher and Chi-Wang Shu. High-order essentially nonoscillatory schemes for Hamilton-
Jacobi equations. STAM J. Numer. Anal., 28(4):907-922, 1991. 41

Danping Peng, Barry Merriman, Stanley Osher, Hongkai Zhao, and Myungjoo Kang. A PDE-
based fast local level set method. J. Comput. Phys., 155(2):410-438, 1999. 41

J. A. Sethian. Level set methods and fast marching methods, volume 3 of Cambridge Monographs
on Applied and Computational Mathematics. Cambridge University Press, Cambridge, second
edition, 1999. Evolving interfaces in computational geometry, fluid mechanics, computer vision,
and materials science. 41

O. Sigmund. A 99 line topology optimization code written in matlab. Structural and Multi-
disciplinary Optimization, 21(2):120-127, 2014. 1, 46

Kevin Sturm. Minimax Lagrangian approach to the differentiability of nonlinear PDE constrai-
ned shape functions without saddle point assumption. SIAM J. Control Optim., 53(4):2017—
2039, 2015. 15, 17

Michael Yu Wang, Xiaoming Wang, and Dongming Guo. A level set method for structural
topology optimization. Comput. Methods Appl. Mech. Engrg., 192(1-2):227-246, 2003. 31



	Introdução
	Introdução
	Derivada de forma
	Preliminares para algumas definições
	Estrutura das derivadas de forma
	O teorema de estrutura

	Adjunto Médio
	O Lagrangiano em dimensão finita
	Derivada de forma via método do adjunto médio

	Representação tensorial das derivadas de forma
	Definições e propriedades

	Derivada de forma para o problema de Robin.
	Otimização de forma para elasticidade linear com dois materias
	Abordagem usando o material ersatz
	Derivada de forma usando o Lagrangiano
	Compliance
	Múltiplas cargas
	Comparação: derivadas de forma com e sem material ersatz
	Direção de descida máxima

	Método level set
	Introdução
	Método level set e derivada de forma distribuída
	Discretização da equação de Hamilton-Jacobi
	Reinicialização

	Implementação Numérica
	Introdução
	Parâmetros dependentes dos casos e init.py
	Cantilever assimétrico
	Half-wheel
	Bridge
	MBB-beam
	Casos com cargas múltiplas

	Outros parâmetros e compliance.py
	Inicialização da função level set
	Elementos finito
	Função _comp_lsf
	Atualização do domínio
	Resolvendo o sistema elástico
	Atualização do funcional de custo
	Busca linear e critério de parada
	Direção de descida
	Atualização da função level set
	Reinicialização da função level set
	Critério de parada


	Resultados
	Influência da inicialização
	Influência do multiplicador de Lagrange em diferentes malhas
	Init.py
	compliance.py

	Referências Bibliográficas

