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Resumo

Luis Alberto Garcia Santisteban. Extensdes biduais de operadores lineares e mul-
tilineares entre espacos de Riesz e reticulados de Banach. Tese (Doutorado). Insti-

tuto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Siao Paulo, 2023.

O objetivo desta tese é investigar propriedades de reticulado das m! extensdes de Arens de um operador
m-linear entre espagos de Riesz. No caso em que os espagos envolvidos sdo reticulados de Banach, tais
extensdes também sdo chamadas de extensdes de Aron-Berner. Provaremos resultados originais sobre os
seguintes temas: (i) Extensdes de Arens de operadores multilineares positivos e regulares. (ii) Extensdes
de Arens de multimorfismos de Riesz. (iii) Adjuntos e biadjuntos de operadores lineares regulares quase
Dunford-Pettis definidos em reticulados de Banach. (iv) Extensdes de Arens de operadores multilineares
regulares separadamente ordem continuos entre espagos de Riesz. (v) Ordem continuidade das extensdes
de Arens de polindmios homogéneos regulares entre espacos de Riesz. (vi) Extensdes de Aron-Berner de
operadores multilineares separadamente quase Dunford-Pettis entre reticulados de Banach. (vii) Extensoes

de Aron-Berner de operadores multilineares quase Dunford-Pettis entre reticulados de Banach.

Palavras-chave: Espacos de Riesz. Reticulados de Banach. Extensdes de Arens/Aron-Berner. Multimor-

fismos de Riesz. Ordem continuidade. Operadores quase Dunford-Pettis.






Abstract

Luis Alberto Garcia Santisteban. Bidual extensions of linear and multilinear op-
erators between Riesz spaces and Banach lattices. Thesis (Doctorate). Institute of

Mathematics and Statistics, University of Sdo Paulo, Sdo Paulo, 2023.

The main purpose of this thesis is to investigate lattice properties of the m! Arens extensions of an m-
linear operator between Riesz spaces. In the case the underlying spaces are Banach lattices, such extensions
are also called Aron-Berner extensions. The new results we prove address the following topics: (i) Arens
extensions of positive and regular multilinear operators. (ii) Arens extensions of Riesz multimorphisms.
(iii) Adjoints and second adjoints of regular linear almost Dunford-Pettis operators between Banach lat-
tices. (iv) Arens extensions of separately order continuous regular multilinear operators between Riesz
spaces. (v) Order continuity of the Arens extensions of regular homogeneous polynomials between Riesz
spaces. (vi) Aron-Berner extensions of separately almost Dunford-Pettis multilinear operators between Ba-

nach lattices. (vii) Aron-Berner extensions of almost Dunford-Pettis multilinear operators between Banach

lattices.

Keywords: Riesz spaces. Banach lattices. Arens/Aron-Berner extensions. Riesz multimorphisms. Order

continuity. Almost Dunford-Pettis operators.
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Introducao

Esta tese, na area de Analise Funcional, subarea de espagos de Riesz e reticulados de
Banach, trata de extensdes biduais de operadores lineares e multilineares entre espacos de
Riesz e entre reticulados de Banach.

Um operador linear continuo T: X — Y entre espacos de Banach admite uma
extensdo bidual por meio do seu biadjunto 7" : X — Y no sentido que JyoT = T"oJ,
emqueJy: X — X" eJy: Y — Y sdo os respectivos mergulhos candnicos. No caso
de um operador multilinear, o adjunto e, consequentemente o biadjunto, existem mas sdo
operadores lineares, e ndo multilineares. Mais precisamente, o adjunto de um operador
m-linear A : X x---xX,, —> Y entre espacos de Banach, definido por Aron e Schottenloher
[10], é o operador linear A" : Y* — L(X, ..., X;n; K) dado por

A*(y*)(xls cees xm) = y*(A(xl’ s xm))-

Aqui, L(X, ..., Xm; K) é o espaco das formas m-lineares de X; x --- x X, a valores no corpo
de escalares K. E claro que A* é um operador linear, e portanto seu biadjunto A* também
é um operador linear. Dessa forma nao ha como esperar que o operador linear A” seja
uma extensdo bidual do operador m-linear A. Uma outra estratégia deve ser adotada para
o estudo de extensdes biduais de operadores multilineares.

Um dos pioneiros no estudo de extensdes biduais de operadores multilineares foi
Richard Arens [9] em 1951. Sua abordagem foi tdo bem sucedida que tais extensdes tém
sido estudadas nos tltimos 70 anos a partir da técnica introduzida por Arens [9]. Um forte
impulso veio com o artigo de R. Aron e P. Berner [11], que introduziu, de forma definitiva,
o assunto na area de holomorfia em dimensao infinita. A construgéo original de Arens
para o caso bilinear, que depois foi generalizada para o caso multilinear por Aron e Berner,
é a seguinte: dado um operador bilinear A : X; x X, — Y entre espagos de Banach, defina
os seguintes operadores bilineares:

A Y x Xy — X5, A(Y, x1)(x) = ¥ (Alxy, x2)),

AT Xy x Y — X[, AT, y)(a) = 5 (A(y', x)) e
Ak‘k‘k : X‘lk x Xz** H Y** , Ak*k‘k(x;‘k’ x;*)(y*) — x;*(A‘k*(x*k’ yk))‘
E imediato que A** é um operador bilinear que satisfaz a igualdade JycA = A™*o(Jx,, Jx,),
isto é, A™ é uma extensio bidual de A. Desde entdo, A™ tem sido chamada de extensio de
Arens de A e fortemente estudada na teoria (veja, por exemplo, [15, 20, 21, 22, 51, 74, 75,
80]). Seguindo a mesma técnica, define-se a extensao de Arens de um operador m-linear A,
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denotada por Ar(m+1), que também vem sendo muito estudada (veja, por exemplo [13, 14, 17,

19, 26, 29, 39, 56]). Com o advento do trabalho [10], ficou claro que um operador m-linear
possui mais de uma extensdo bidual, sendo a extensdo de Arens apenas uma delas.

Muita pesquisa tem sido feita sobre a passagem, ou nao, de uma determinada proprie-
dade do operador multilinear para as suas extensdes biduais. Por exemplo, é verdade que
se um operador multilinear é continuo (ou compacto, ou tem posto finito, etc), entdo suas
extensodes de Arens (ou de Aron-Berner) também sdo continuas (ou compactas, ou de posto
finito, etc)? Ofereceremos nesta tese algumas contribuicdes neste sentido, no &mbito que
especificaremos a seguir.

Trabalharemos com extensdes biduais de operadores lineares e multilineares entre
espagos de Riesz e entre reticulados de Banach. Nesses casos tem-se uma estrutura a mais,
a estrutura de ordem, que supde-é compativel com as operagdes algébricas de espagos
vetoriais (no caso dos espagos de Riesz), e também com a norma (no caso dos reticulados de
Banach). Nossos resultados sao sobre biadjuntos e extensdes de Arens (ou de Aron-Berner)
de operadores lineares e multilineares entre espacos de Riesz e reticulados de Banach.
Resultados neste ambiente foram obtidos em, por exemplo, [6, 7, 22, 26, 29, 43, 44, 80].

Antes da descricao dos resultados da tese, cabe uma palavra sobre a terminologia. Em
primeiro lugar, as extensdes de Arens e as de Aron-Berner sdo exatamente as mesmas. Por
um lado, os trabalhos em espacos de Banach utilizam, em sua grande maioria, o termo
extensdes de Aron-Berner. Por outro lado, os trabalhos em espacos de Riesz utilizam o
termo extensdes de Arens. Seguindo essa linha, usaremos o termo extensdes de Arens
quando estivermos trabalhando com operadores entre espacos de Riesz e o termo extensdes
de Aron-Berner quando estivermos trabalhando com operadores entre reticulados de
Banach.

A seguir detalharemos como esta estruturada a tese. No Capitulo 1 apresentamos
resultados preliminares acerca de propriedades basicas dos espacos de Riesz e reticulados
de Banach, operadores lineares e multilineares positivos e regulares. Os resultados origi-
nais sdo apresentados nos capitulos subsequentes. No Capitulo 2 provamos que todas as
extensoes de Arens de operadores multilineares positivos e regulares entre espacos de Riesz
sdo positivos e regulares. Além disso, estabelecemos condi¢des suficientes no operador
multilinear assim como nos espacos de Riesz ou reticulados de Banach subjacentes de tal
forma que todas as extensdes de Arens de qualquer multimorfismo de Riesz sejam também
multimorfismos de Riesz. No caso em que o operador multilinear é um multimorfismo de
Riesz de posto finito, mostramos que as ditas extensdes coincidem e sdo multimorfismos
de Riesz. Em particular, todas as extensdes de Arens de qualquer multimorfismo de Riesz a
valores escalares sdao multimorfismos de Riesz.

No Capitulo 3 estudamos a ordem continuidade das extensdes de Arens de operadores
multilineares entre espacos de Riesz. Em primeiro lugar, por meio de um contraexem-
plo, mostramos que nem todas as extensdes de Arens de um operador multilinear sdo
separadamente ordem continuas. Motivados pelo contraexemplo e pelos artigos recentes
[26, 29], estabelecemos condigdes de tal maneira que todas as extensdes de Arens de
operadores multilineares regulares sejam separadamente ordem continuas. No caso de
uma forma multilinear A, isto é, quando o operador multilinear A toma valores em R,
com algumas hipéteses adicionais mostramos que a extensio de Arens A™*V tem P-
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separadamente, onde P é qualquer propriedade de funcionais lineares (veja Teorema 3.3.8).
Finalmente, provamos alguns resultados sobre a ordem continuidade das extensoes de
Arens de polindmios homogéneos entre espagos de Riesz.

No Capitulo 4 deixamos — temporariamente — os operadores multilineares regulares
e voltamos para operadores lineares regulares e trabalhamos com as seguintes classes:
operadores quase Dunford-Pettis, operadores quase limited e operadores positivamente
limited. Investigamos também quando o adjunto e o biadjunto de um operador linear
regular quase Dunford-Pettis é também quase Dunford-Pettis.

Finalmente, estudamos no Capitulo 5 o caso multilinear do que foi investigado no caso
linear no Capitulo 4. Trataremos dos dois conceitos naturais no caso multilinear, a saber,
operadores multilineares separadamente quase Dunford-Pettis e operadores multilinea-
res quase Dunford-Pettis. Entre muitos outros exemplos e resultados, veremos que nem
sempre operadores multilineares quase Dunford-Pettis tém uma extensdo de Aron-Berner
quase Dunford-Pettis. A partir disso, identificamos condicdes adicionais sob as quais os
operadores multilineares quase Dunford-Pettis admitem extensdes de Aron-Berner quase
Dunford-Pettis.

Os resultados obtidos no Capitulo 2 foram publicados no seguinte artigo:

« Bidual extensions of Riesz multimorphisms, Journal of Mathematical Analysis and
Applications 520 (2023), 126869, 18 pp.

Os resultados obtidos nos capitulos 3, 4 e 5 foram submetidos para publicagdo em
periddicos especializados e os preprints podem ser encontrados, respectivamente, em:

« Order continuity of Arens extensions of regular multilinear operators, submetido para
publicagio, disponivel em arXiv:2201.09116 [math.FA].

« Adjoints and second adjoints of almost Dunford-Pettis operators, submetido para pu-
blicacdo, disponivel em arXiv:2207.11105 [math.FA].

« Aron-Berner extensions of almost Dunford-Pettis multilinear operators, submetido
para publicacéo, disponivel em arXiv:2210.01876v1 [math.FA].






Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos alguns conceitos e enunciaremos resultados basicos
sobre espacos de Riesz, reticulados de Banach, operadores lineares e multilineares, os
quais serdo necessarios no decorrer da tese. As principais referéncias que compdem este
capitulo sdo [5, 61, 62, 66]. Nesses livros o leitor encontra as demonstra¢des dos resultados
enunciados e as justificativas dos exemplos apresentados.

1.1 Propriedades basicas dos espacos de Riesz

Seja M um conjunto nao vazio. Uma ordem parcial em M é uma relacio binaria < que
é reflexiva, antissimétrica e transitiva, isto é:

1. x < x para todo x € M.

2. Parax,yeM,sex<yey=<xentdox = y.

3. Parax,y,z€ M,sex<yey=<zentdox < z.

Um conjunto munido de uma ordem parcial é dito um conjunto ordenado.

Seja N um subconjunto do conjunto ordenado M. Um elemento a € M é chamado
de cota superior de N se y < a para todo y € N. Do mesmo modo um elemento b € M é
chamado de cota inferior de N se a < y para todo y € N. A menor cota superior de N, se
existir, é chamada de supremo de N e sera denotada por sup N; e a maior cota inferior de
N, se existir, é chamada de infimo de N e sera denotada por inf N.

Definicao 1.1.1. Um conjunto ordenado E é um espaco de Riesz se é um espaco vetorial
real e satisfaz as seguintes condicdes:

1. Parax,y,z€E,sex<yentiox +z =< y + z.
2. Parax,y€ Ee A€ R", se x < y entdo Ax < Ay.

3. Para quaisquer x, y € E o supremo e o infimo do conjunto {x, y} existem em E e sao
denotados por x v y = sup{x, y} e x Ay = inf{x, y}.
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Um conjunto ordenado E que satisfaz as duas primeiras condi¢des da Defini¢do 1.1.1
¢ chamado de espaco vetorial ordenado. Um subespaco vetorial Z de um espaco de Riesz
E é dito um subespaco de Riesz de E ou um subreticulado de E se, para todos x,y € Z, o
elemento x v y pertence a Z.

Vejamos alguns exemplos iniciais.

O corpo dos numeros reais R munido de sua ordem usual é um espaco de Riesz. Para
cada n € R, R" munido da ordem coordenada a coordenada, isto é, (xi, ..., x,) < (¥1, .., Yn)
se e somente se x; < y; para todo i = 1,..., n, ¢ um espaco de Riesz. E claro que

(%1, s X0) V(Y15 oo s Yu) = (max{x;, y1 }, ..., max{x,, y,}) e
(X1 e s X)) A(V1s o> Yu) = (min{xy, y1 }, ..., min{x,, y,}).

Seja Q um conjunto nao vazio. Um espaco de funcoes em Q é um espaco vetorial E
formado por fungodes f: Q — R tais que para todas f,g € E as func¢des definidas
por

(f v g)(x) = max{f(x), g(x)} e (f A g)(x) = min{f(x), g(x)} paratodo x € Q,  (1.1)

pertencem a E. Neste caso, E munido da ordem pontual, isto é,
f.g€E f<g< f(x) < g(x) para todo x € Q,

é um espaco de Riesz. E claro que o supremo e o infimo de duas func¢des siao dados por
(1.1). Os seguintes exemplos sdo espagos de fungdes, e portanto sdo espacos de Riesz com
a ordem pontual.

Exemplo 1.1.2. [5, p. 2]
1. O conjunto R® de todas as funcdes de um conjunto Q em R.

2. O conjunto C(Q) de todas as fung¢des continuas definidas em um espago topoldgico
Q tomando valores em R.

3. O conjunto Cy(QQ) de todas as fungdes continuas e limitadas definidas em um espaco
topologico Q tomando valores em R.

4. O cojunto £,(Q) de todas as funcdes limitadas definidas em um conjunto Q tomando
valores R.

Nos proximos exemplos consideramos, da maneira usual, sequéncias como funcoes
de N em R.

o]

5. € = {(xn)‘;l"=1 : x, € Rparatodone€ Ne Zl|xn|p < 00}, 0<p<oco
-
6. ¢ = {(xn)>, : x, € R paratodon € Nex, — 0}.

Como os espacos L, sdo, em geral, espacos de classes de equivaléncia de func¢des e ndo
de fungdes, optamos por néo inclui-los no exemplo acima de espacos de funcdes.
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Exemplo 1.1.3. Seja (2, B, 1) um espaco de medida. Os espacos L,(Q2, B, 11),0 < p < oo,
sao espacos de Riesz com a ordem quase pontual, isto é,

f.8€L,(Q B, ), f < g = f(x) = g(x) para y-quase todo x € Q,

¢ um espaco de Riesz.

O seguinte exemplo mostra um espago vetorial ordenado formado por fungdes a valores
reais que ndo é um espaco de funcdes.

Exemplo 1.1.4. Considere o conjunto C'[0, 1] de todas as fungdes f : [0,1] — R que
sdo diferenciaveis em [0, 1] e tais que f” € C[0,1]. Entdao C'[0, 1] munido com a ordem
pontual é um espaco vetorial ordenado mas nao é um espaco de funcdes, e portanto ndo
é espaco de Riesz. De fato, tomando f, g : [0,1] — R dadas por f(t) = te g(t) = 1 - t,
tem-se f,g € C'[0,1] mas f v g & C'[0, 1], uma vez que

1 1
(f v @)(t) = max{t,1 -t} = ‘t— 2 + 5 para todo x € [0, 1].

Note que C'[0,1] é um subespaco vetorial de C[0, 1], assim esse exemplo também
mostra que subespacos vetoriais de espacos de Riesz nem sempre sao subreticulados.

Seja E um espaco vetorial ordenado. O conjunto E* = {x € E : x > 0} é chamado de
parte positiva ou cone positivo de E, e um elemento de E* é dito positivo. Além disso, se E é
um espaco de Riesz, para cada x € E define-se

+

x"=xv0, x =(-x)v0 e |x|=xv(-x).

Os elementos x*, x~ e |x| sdo chamados de parte positiva, parte negativa e valor absoluto de
x, respectivamente. Mais ainda, dois elementos x, y € E sao ditos disjuntos se |x| A |y| = 0,
e neste caso escreve-se x L y.

Teorema 1.1.5. [62, Theorem 1.1.1] Seja E um espago de Riesz. Para todos x,y,z € E e
a € R tem-se:

) X+y=xVvVy+xAy.

i) xny = ~((0)v(y)xvy=-((x)a(-y) z+(xvy =(z+x)v(z+y)e
z+(xAny)=(z+x)n(z+Y).

iii) a(xvy)=axvayea(xAny)=axnay sempre que @ = 0.
. 1 1
w)xvy=S(x+y+lx-yhexny=_(x+y-|x-y).

1 1
v) [xviyl= S+ yl+ lx -yl elxd alyl = S+ vl = |x - yl).
vi) [x+ ylvix =yl = x| = |yl elx + y[alx -y = |x| +]yl.
vii) x =x" -x ex=(x-y) +xAY.

viii) x| = x + x7, ax| = |allx] e|lx[ = [y]l < [x + y[ < [x] + |y
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ix) (Desigualdades de Birkhoff) [xvz-yvz| < |x-y|lelxrz-yArz| < |x-y|. Em
particular, |x* - y*| < |x-y|e|x -y | = |x -y

x) x* L x~ e a decomposigdo de x na forma x = x* — x~ é a unica como a diferenca de
dois elementos positivos e disjuntos.

Xi) x < y se, e somente se, x" < y ey = x".

xii) Para todos w, xi,...,x, € E* tem-se WA (x; + - + X)) < WA X + = + WA Xp,.
xiii) x L y se, e somente se, |x| Vv |y| = |x| + |y|. Neste caso, |x + y| = |x| + |y|.
xiv) (xvy)nz=(xrnz)v(yrz)e(xny)vz=(xvz)r(yvz).

xv) (Propriedade de decomposicao de Riesz) Se |x| < |y + z|, entdo existem u, v € E tais
quelu| < |y, |v] = |z| ex = u+v. Além disso, se x, y, z sdo positivos, entdo u, v também
podem ser escolhidos positivos.

xvi) [x—y|l=xvy-xayelx-yl=|xvy-xvyl+[xrny-xny
Lema 1.1.6. Sejam E um espaco de Riesz e x,y,z € E tais que x L y e x L z. Entdo
x L (y+z).Sex,y,z € E" sdo dois a dois disjuntos, entdox + y +z = xVvV y Vv z.
Demonstragao. Por hipotese |x| A |y| = 0 e |x| A |z| = 0, entdo pelo Teorema 1.1.5,
0 < [xl A1y + 2D < x| A (] + |2D) < (x| Aly) + (x| A [2) = 040 = 0,
isso implica que x L (y + z). Por outro lado, pelo Teorema 1.1.5,
x+y+z=x+(y+z2)=x+(yvz)=xvyvz+xa(yvz)=xvyvz+xa(y+z)=xvyvz,

0 que nos permite concluirque x + y+z =xv yvz. O]

Definicao 1.1.7. Um espaco de Riesz E é:

(i) Dedekind completo se cada subconjunto nédo vazio limitado superiormente de E tem
supremo em E.

(ii) o-Dedekind completo se cada subconjunto enumeravel nao vazio limitado superior-
mente de E tem supremo em E.

Note que todo espago de Riesz Dedekind completo é o-Dedekind completo.

Exemplo 1.1.8. [62, p. 8]

(@) £p,1 < p < o0, e ¢y sdo espagos de Riesz Dedekind completos.

(b) Seja Buma o-algebra de subconjuntos de Q tal que B # P(Q2) e I3 contenha os conjuntos
unitarios de Q. Entdo L£,(Q2, B, 1), 1 < p < 00, com a ordem pontual, é um espaco de Riesz
o-Dedekind completo mas nido Dedekind completo.

(c) Paracada 1 < p < oo, L,(Q, B, 1) é um espaco de Riesz Dedekind completo. Se y é
o-finita entdo L. (€, /3, 1) € um espaco de Riesz Dedekind completo.

Por simplicidade, as vezes escreveremos L,(y) no lugar de L,(Q, B, j1).

Definicao 1.1.9. Seja E um espago de Riesz.
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(i) Um subconjunto W de E é um sélido se x € W sempre que |x| < |y| para algum
yeEW.

(i) Um ideal de E é um subespacgo vetorial solido.

(iii) Um ideal B de E é uma faixa se sup(N) € B para todo subconjunto N c B que possui
supremo em E. A faixa gerada por um subconjunto N é a menor faixa de E que
contém N, denotada por By.

(iv) Um vetor ndo nulo e € E é uma ordem unidade fraca se a faixa gerada por e satisfaz
B, =E.

(v) Um vetor nédo nulo e € E é uma ordem unidade se para cada x € E existe algum A > 0
tal que |x| = Ae.

Denote por ¢ o espaco vetorial de todas as sequéncias reais convergentes. Entdo c é
um subreticulado que nio é um ideal de £.. Por outro lado, ¢, é um ideal de £, mas nao é
uma faixa de £,,. Além disso, e = (1,1, ...) € uma ordem unidade de £.

Defini¢ao 1.1.10. Uma rede (x,),co em um espaco de Riesz E é:
(i) Decrescente, em notagdo x, |, quando a = ff implica x, < x. A notacdo x, | x signi-
fica que x, | e inf{x,} = x. Os simbolos x, T e x, T x sdo definidos analogamente.
[24
(ii) Ordem convergente para x € E, em notagao X, —> x, se existe uma rede (Va)aeq tal
que |x, - x| < y, | 0.

Defini¢ao 1.1.11. Um subconjunto N de um espaco de Riesz E é dito ordem fechado
quando (x,)sc0 € N e xa—0> x € E implica x € N.

Uma faixa é um ideal ordem fechado e uma faixa projetada W em um espaco de Riesz
E é uma faixa tal que E= W ® W9 onde W¢ = {x €E : x L yparatodo y € W}.

Um operador linear T entre espacos de Riesz é dito positivo se T(x) = 0 sempre que
x = 0.

Um operador linear P: X — X sobre um espago vetorial X é uma projecdo se
P? := PoP = P. Se W é uma faixa projetada de um espaco de Riesz E, entdo o operador
linear positivo Py : E — E dado por Py(x; + x,) = x;, € uma projecdo, chamada de
projegao de faixa.

1.2 Topologias fracas

Definicao 1.2.1. Uma seminorma sobre um espaco vetorial X ¢ uma funcéo |- |x : X —
R, x — |x|x, que satisfaz as seguintes condigdes:

(i) |x|x = 0 para todo x € X;
(ii) |Ax|x = |A] - |x|x paratodos A € Ke x € X;

(iii) |x + ylx = |x|x + |v|x para todos x, y € E (desigualdade triangular).
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Uma seminorma é uma norma se |x|x = 0 se, e somente se, x = 0. Quando nido houver
perigo de confusdo, escreveremos | - | no lugar de | - |x. Um espaco vetorial munido de
uma norma é um espago normado, e um espaco normado é um espaco de Banach quando
for completo na métrica induzida pela norma.

Seja E um espago de Riesz. Um funcional ¢ : E —> R é positivo se ¢(x) = 0, para
todo x € E*. Por E” denotamos o espago dos funcionais lineares regulares em E, isto é,
os funcionais lineares em E que podem ser escritos como a diferenca de dois funcionais
positivos (maiores detalhes serdo dados na Secao 1.4). Em E~ definimos a seguinte relacio
de ordem: x" < y" em E” se, e somente se, y* — x* é um funcional positivo. Assim, E~ com
essa estrutura é um espaco parcialmente ordenado. Para cada x € E, defina p, : E- — R
por p.(x") = |x’|(|x|) e note que p, é uma seminorma em E". A topologia em E~ gerada pela
familia de seminormas P = {p, : x € E} é chamada de topologia fraca absoluta e denotada
por |o| = |o|(E™, E) (veja [4, Capitulo 6]).

Os resultados que usaremos sobre a topologia fraca absoluta sio os seguintes.
Proposicao 1.2.2. ([18, Teorema 8.3.3], [66, Theorem 5.7.2]) Seja E um espaco de Riesz.

(i) Para cada x; € E", os conjuntos da forma
V(05 Prys o s P €) = {x" € E™ ¢ po(x’ = x5) < e paratodoi = 1,..., m},

onde ¢ > 0 € py,,..., px, € P, formam uma base de vizinhangas abertas de x; para a
topologia fraca absoluta |o|.

(ii) (E7,|o|) é um espago vetorial localmente convexo.

(iii) Para cada x € E, a seminorma p, : E- — R é|o|-continua.
. . . . ~ lo]
(iv) Sejam (x))wecq uma rede em E~ e x’ € E". Entdo x, —> x’ se, e somente se, p,(x,, -
x") — 0 para todo x € E.

Lema 1.2.3. Seja E um espaco de Riesz. As operacoes reticuladas em E™ sdo |o|-|o|-continuas.

Demonstragao. Seja (x))qscq uma rede em E~ tal que x;ﬂ) x’ € E". Pela Proposicdo 1.2.2,
|x? — x’|(]x]) — 0 para todo x € E. E pelo Teorema 1.1.5,

(e = () I(x]) = [, = x'[(x]) —> 0.

Novamente pela Proposicdo 1.2.2 segue que (xé)*ﬂ (x’)*, provando que a funcéo parte
positiva é |o|-|o]-continua. Como (x’)” = (-x’)" e |x’| = x* + x7, segue que as fung¢des parte
negativa e valor absoluto sdo |o|-|o|-continuas. [

Definicao 1.2.4. Por X" denotamos o dual topolégico do espaco normado X, isto é, X" =
{o: X — R : ¢ élinear e continuo}. Definimos:

1. A topologia fraca, denotada por o(X, X) ou w, é a topologia em X gerada pela familia
de seminormas {p,(-) = |¢(-)| : ¢ € X"}.
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2. A topologia fraca-estrela, denotada por (X", X) ou ', é a topologia em X* gerada
pela familia de seminormas {&.() : x € X}, onde &.(¢) = |¢(x)| para todo ¢ € X".

1.3 Espacos e reticulados de Banach

Definicao 1.3.1. Uma sequéncia (x,)’., em um espaco normado X é uma base de Schauder
de X se para todo x € X existe uma unica sequéncia de escalares (a,), , tal que x =

Y. a,x,. Neste caso, para cada n € IN considere o funcional x, : X — R definido por
n=1

x; (i a]-xj> = a,. A sequéncia (x}); ., € chamada de sequéncia de funcionais coordenados
da szcl:sle de Schauder (x,);;.
Definicao 1.3.2. Uma base de Schauder (x,);., de um espaco normado X ¢é dita:

(i) Contratil se span{x;, : n€ N} = X".

2. bix;

j=1

para todas sequén-

(ii) 1-incondicional, ou incondicional monétona, se <

o0
Z a;X;
=

1
cias de escalares ()72, e (b))2, tais que |aj| < |b;| para todo j € N.

A seguir recordamos as defini¢cdes dos espacos de sequéncias de Lorentz e do espaco
de Schreier que serdo de grande utilidade no Capitulo 2.

Definicao 1.3.3. Seja w = (w,)’, uma sequéncia de nimeros reais positivos ndo crescente
[se]

tal que w; = 1, lim w, = 0 e ), w, = co. O conjunto de todas as sequéncias de escalares
n—oo n=1
a = (a,),., tais que

"a" = Ssup Z |ap(n)|wn <00,
P n=1
onde p percorre todas as permutagdes de IN, é um espacgo de Banach chamado de espago de
sequéncias de Lorentz e é denotado por d(w, 1).

A teoria basica dos espacos de sequéncia de Lorentz pode ser encontrada em, por
exemplo, [57, Secdo 4.e].

Um subconjunto finito M = {n; < n; < -+ < n;} de nimeros naturais é admissivel se
k < n,. Denote por L a classe de todos os subconjunto admissiveis de IN.

Definicao 1.3.4. Seja ¢y, o espaco vetorial de todas as sequéncias reais eventualmente

nulas, isto é, que tem suporte finito. Para x = (x,,);., € ¢y, defina |x|s = sup ). |xx|. Entao
MeL keM
| - |s € uma norma em ¢y e o completamento de ¢y, nessa norma é chamado de espaco de

Schreier, denotado por S.

Para maiores informagdes sobre o espaco de Schreier S veja, por exemplo, [31,
76].

Uma seminorma | - | em um espaco de Riesz E é uma seminorma reticulada se para
todos x, y € E tais que |x| < |y| tem-se |x| = |y|- No caso em que | - | é uma norma, ela é

11
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chamada de norma reticulada.

Definicao 1.3.5. Um espaco de Riesz E munido de uma norma reticulada || - | € chamado

de espaco de Riesz normado. No caso em que a norma reticulada é completa, chamamos
(E,| - |) de reticulado de Banach.

Teorema 1.3.6. [5, Theorem 4.1] Para todo espaco de Riesz normado E, E* é um reticulado
de Banach.

Definicao 1.3.7. Um reticulado de Banach E é dito um espago de Kantorovich-Banach ou
KB-espago se cada sequéncia decrescente limitada em E* é convergente.

Relembre que um espaco de Banach E contém uma copia de um espacgo de Banach F
se existe um operador T : F — E que é um isomorfismo sobre sua imagem, isto é, T é
linear, injetor, continuo e o operador inverso T™! : T(E) — E também é continuo.

Adiantando um pouco o estudo de operadores lineares entre espacos de Riesz e reticu-
lados de Banach, dizemos que um operador linear T : E — F entre espagos de Riesz é
um homomorfismo de Riesz se T(|x|) = | T(x)| para todo x € E.

Diz-se que o reticulado de Banach E contém uma copia reticulada do reticulado de
Banach F se existe um homomorfismo de Riesz T : F — E que é um isomorfismo sobre
sua imagem.

Teorema 1.3.8. [5, Theorem 4.60] As seguintes afirmacdes sdo equivalentes para um reti-
culado de Banach E.

(i) E é um KB-espaco.
(ii) E ndo contém uma copia de c,.
(iii) E ndo contém uma copia reticulada de c,.
Definicao 1.3.9. Um reticulado de Banach E é:

(i) Um AL-espaco se sua norma ¢ aditiva, isto é, |x + y| = |x| + |y| para todos x, y € E
comxAny=0.

(ii) AM-espaco se sua norma é uma M-norma, isto é, se x Ay = 0 em E implicar |x v y| =
max{|x[, |y]}-

Definicao 1.3.10. A norma | - | de um reticulado de Banach E ¢é dita ordem continua se
X, | 0 em E implica |x,| | 0 em R.

Seja E um reticulado de Banach. De [5, p. 232], se E é um KB-espaco, entdo E tem
norma ordem continua. E por [62, Theorem 2.4.2], se E tem norma ordem continua, entdo
E é Dedekind completo e portanto o-Dedekind completo. Os espagos L,(u), 1 < p < oo,
sdo reticulados de Banach com norma ordem continua, e os espacgos C[0, 1], L,,[0,1] e £
com a norma do supremo sio reticulados de Banach cuja norma no é ordem continua, [5,
p. 187]. Além disso, por [62, Example i), p. 8-9] os reticulados de Banach £,,1 < p < o e ¢
sao Dedekind completos com a ordem pontual.

Teorema 1.3.11. [5, Theorem 4.56] As seguintes afirmacoes sdo equivalentes para um reti-
culado de Banach o-Dedekind completo E.
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(i) E tem norma ordem continua.
(ii) E ndo contém uma copia de £
(iii) E ndo contém uma copia reticulada de {.

Teorema 1.3.12. [62, Theorem 2.4.2 e Corollary 2.4.3] As seguintes afirmagoes sao equi-
valentes para um reticulado de Banach E.

(i) E tem norma ordem continua.
(ii) Cada sequéncia disjunta ordem limitada de E* é convergente para zero.
(iii) x;‘l—w> 0 para cada sequéncia disjunta limitada (x}); , em E’.

Teorema 1.3.13. [62, Theorem 2.4.14] As seguintes afirmacoes sao equivalentes para um
reticulado de Banach E.

(i) E* tem norma ordem continua.
(ii) Xy— 0 para cada sequéncia disjunta limitada (x,);,., em E.
(iii) E ndo contem nenhum subreticulado isomorfo a ¢;.

Um operador T : E — F entre reticulados de Banach que é um isomorfismo entre
espagos de Banach e um homomorfismo de Riesz é chamado de isomorfismo de Riesz. Neste
caso diz-se que E e F sdo Riesz isomorfos.

Teorema 1.3.14. [5, Theorem 4.29] Um reticulado de Banach E é um AM-espago com uni-
dade se, e somente se, E € Riesz isomorfo a C(K) para um (iinico a menos de homeomorfismos)
espaco topologico Hausdorff compacto K.

Como todo AL-espaco tem norma ordem continua, combinando [5, Theorem 4.23 e
Theorem 4.59] obtemos o seguinte:

Teorema 1.3.15. Se um reticulado de Banach E é um AM-espaco, entdo E* é um KB-espaco.

1.4 Operadores lineares em espacos de Riesz e
reticulados de Banach

Sejam X e Y espacos vetoriais. O espago vetorial dos operadores lineares T: X — Y
é denotado por L(X; Y).

Defini¢ao 1.4.1. Um operador linear T : E — F entre dois espacos de Riesz é dito:
(i) Positivo,em notacdo T = 0ou0 =< T, se T(x) = 0 para todo x € E".
(ii) Regularse T pode ser escrito como a diferenca de dois operadores positivos.

O conjunto de todos os operadores lineares regulares de E em F é um espago vetorial,
denotado por L,(E; F). No caso em que F = R o espaco L,(E;R) é denotado por E™ e
chamado de ordem dual de E. Dessa forma, E™~ := (E”)” é o ordem dual de E".
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Teorema 1.4.2. [5, Theorem 4.3] Cada operador linear positivo de um reticulado de Banach
em um espaco de Riesz normado é continuo. Em particular, todo operador regular é continuo.

Corolario 1.4.3. [5, Corollaray 4.5] E~ = E* para todo reticulado de Banach E.

Note que todo homomorfismo de Riesz é positivo: se x € E* entdao T(x) = T(|x]) =
|T(x)| = 0.

Kaplan, em 1973, mostrou que nem sempre L,(E; F) é um espaco de Riesz, veja [5,
Example 1.17]. Mas quando F é Dedekind completo, tal espaco sempre é um espago de
Riesz Dedekind completo, mas precisamente:

Teorema 1.4.4. (F. Riesz-Kantorovich [5, Theorem 1.18]) Se E, F sdo espacos de Riesz com
F Dedekind completo, entdao L,(E; F) é um espago de Riesz Dedekind completo. Além disso as
operagoes reticuladas em L,(E; F) satisfazem

| T|(x) = sup{|T(y)| : [¥] = x},
ISV T|(x) =sup{S(y) + T(z) : y,z€E" e y+z=x}, e
ISA T|(x) =inf{S(y) + T(z) : y,z€E" e y+z=x}

para todos S, T € L,(E;F) e x € E*. Mais ainda, se (T,),cq € uma rede em L,.(E; F), entdo
T, | 0 em L,(E;F) se, e somente se, T,(x) | 0 em F para cada x € E*.

Seja E um espaco de Riesz. Como R é um espaco de Riesz Dedekind completo, segue
do Teorema 1.4.4 que E~, e portanto E™", sdo espacos de Riesz Dedekind completos. Mais
ainda, cada operador linear regular T : E — F satisfaz

T"(x) =sup{T(y) : 0<y<x}e
T"(x) = sup{-T(y) : 0=y =< x}
paracadax € X*. Dai T=T"-T".
Seja T : E — F um operador linear entre espacos de Riesz. O operador
T": FF— E, T'(Y)x) = y(T(x)),

é chamado adjunto de T. Naturalmente, o biadjunto de T é definido por T”” = (T’)’. Quando
os espacos envolvidos forem espacos de Riesz normados ou reticulados de Banach, o adjunto
e o biadjunto de T sdo denotados por T* e T™, respectivamente.

Teorema 1.4.5. [5, Theorem 2.19 e Theorem 2.20] Sejam E, F espacos de Riesz. Se T : E —>
F é homomorfismo de Riesz, entao T” também é homomorfismo de Riesz.

Seja E um espaco de Riesz. O operador linear

Joo E— E7, Je(x)(e) = ¢(x),

é chamado de mergulho candnicode E em E™".

Teorema 1.4.6. [5, Theorem 1.69] Para todo espaco de Riesz E, o mergulho canonico
Jg: E—> E~ é um homomorfismo de Riesz.
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E importante mencionar que, diferentemente do caso do mergulho canénico em um
espaco de Banach, o mergulho candnico em um espaco de Riesz nem sempre ¢é injetor. Isso
acontece se E™ separa pontos de E, ou seja, para todos x, y € E, x # y, existe ¢ € E™ tal que
@(x) # ¢(y). Nesse caso, E pode ser visto como subespaco de Riesz de E™".

Em seguida discutiremos brevemente a nocdo de ordem continuidade de operadores

lineares. Relembre que a noc¢éo de ordem convergéncia foi introduzida na Defini¢do 1.1.10.

Outras duas defini¢des de ordem convergéncia podem ser consideradas (veja [1]):
Definicao 1.4.7. Seja E um espago de Riesz. Uma rede (x,),cq em E é dita:

(i) I-convergente para x € E se existem uma rede (y,)qscq em E e @y € Q tais que y, | 0
e |x, - x| = y, para todo o = .

(ii) 2-convergente para x € E se existe uma rede (yp)ser em E tal que yg | 0 e para cada
p €T existe um a, € Q tal que |x, - x| < yp para todo a = .

Quando o espaco de Riesz E é Dedekind completo as duas defini¢des acima de ordem
convergéncia junto com a ordem convergéncia definida na Defini¢ao 1.1.10 coincidem,
mas podem néo coincidir se E ndo é Dedekind completo ( veja [1, Example 1.4]). A ordem
continuidade pode ser considerada com respeito a qualquer uma dessas trés nogoes de
ordem convergéncia:

Definicao 1.4.8. Um operador linear regular T : E — F entre espacos de Riesz é ordem
continuo (respectivamente, 1-ordem continuo, 2-ordem continuo) se (T(x,))qscq € ordem
convergente (respectivamente, 1-convergente, 2-convergente ) para zero em F sempre que
(%2)eeq € uma rede ordem convergente (respectivamente, 1-convergente, 2-convergente )
para zero em E.

O espaco de todos os operadores regulares ordem continuos de E em F é denotado por
L,(E; F). Quando F = R, dito espaco ¢ denotado por E;,. Um operador positivo T : E — F
é ordem continuo se, e somente se, T(x,) | 0 em F sempre que x, | 0 em E, se, e somente
se, T(x,) T T(x) em F sempre que 0 < x, T x em E (veja [5, p. 46]).

De [5, p. 12-13] temos que todo operador regular é ordem limitado. Onde por operador
ordem limitado é um operador linear T : E —> F que leva subconjuntos ordem limitados
de E em subconjuntos ordem limitados de F.

Teorema 1.4.9. [5, Theorem 1.56] Para um operador linear ordem limitado T : E — F
entre dois espacos de Riesz com F Dedekind completo, as seguintes afirmagoes sao equivalen-
tes.

(a) T é ordem continuo.

(b) Se x, | 0 emE, entdo T(x,)— 0 em F.
(c) Sex, | 0 emE, entdoinf{|T(x,)|} = 0.
(d) T* e T~ sdo ordem continuos.

(e) |T| é ordem continuo.

Teorema 1.4.10. [5, Theorem 1.73] Se T: E —> F é um operador linear regular entre
espacos de Riesz, entdo T’ é ordem continuo.

15
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Provaremos a seguir que, para operadores lineares regulares tomando valores em
espacos de Riesz Dedekind completos, a ordem continuidade e a 1-ordem continuidade
sdo equivalentes. Para isso precisamos dos seguintes lemas.

Lema 1.4.11. Sejam E um espaco de Riesz, x € E e (x,)qcq uma rede em E. Entdo:
(a) x, | 0 se, e somente se, x, | einf{x, : « = a} = 0 para algum a, € Q.

(b) Se(xy)acq € 1-convergente para x € E, entdo (x, + y)qecq € 1-convergente parax+y € E
para todo y € E.

(c) Se(xy)qeq € 1-convergente para x € E e x, < y € E para todo o € Q, entdo x < y.

Demonstragao. (a) Note primeiramente que 0 < x,, para todo « > @. Suponha que exista
x € Etal que 0 < x < x, paratodo @ = . Dado f € Q, existe c € Qtalque f< o e < 0.
Como x, |, temos 0 < x < x, < xp, e portanto 0 < x < xg para todo f§ € Q. Por hipotese
segue que x = 0 e isso implica que inf{x, : @ = o} = 0 para algum a; € Q. A reciproca é
imediata.

(b) Por hipétese, existem uma rede (y,)oco em E e oy € Q tais que y, | 0 e |x, — x| < y,
para todo « = . Dado y € E, de

|(xy + ¥) = (x + y)| = |Xe — x| = y, para todo & = &
segue o que se deseja provar.

(c) Por hipétese, existem uma rede (V,)qecq em E e o € Q tais que y, | 0 e |x, — x| < y, para
todo @ = . Como x, < y para todo «, temos x, — x < y — x para todo «. Portanto, para
todo a = ap tem-se -y, < x, — x < y — x. Segue que x - y < y, para todo a > &. Como
Ve | 0, por (a) concluimos que x — y < 0, isto é, x < y. [

Lema 1.4.12. Seja T : E —> F um operador linear positivo entre espacos de Riesz.
(a) T é1-ordem continuo se, e somente se, T(x,) | 0 em F sempre que x, | 0 em E.

(b) T é ordem continuo se, e somente se, T é 1-ordem continuo.

Demonstragdo. (a) Suponha que T seja 1-ordem continuo. Supondo que x, | 0 em E, temos
0 < T(x,) | para todo a pois T é linear e positivo. E claro que (x,), é 1-convergente para
zero, portanto (T(x,)), é 1-convergente para zero em F por hipotese. Logo existem uma
rede (y,), em F e a tais que y, | 0 e 0 < T(x,) < y, para todo a > a,. Pelo Lema 1.4.11
temos inf{ T(x,) : @ = @} = 0, e novamente o Lema 1.4.11 nos garante que T(x,) | 0.

Reciprocamente, suponha que T(x,) | 0 em F sempre que x, | 0 em E. Seja (x,), uma
rede 1-convergente para zero em E. Entdo existem uma rede (y,), em F e a, tais que y, | 0
e |x.| < y. para todo a = . Por hipotese, T(y,) | 0 em F e |T(x,)| < T(|x,|) < T(y,) para
todo @ = a. Isso implica que T é 1-ordem continuo.

(b) Segue do item (a) e de [5, p. 46]. O

A demonstragdo a seguir é uma adaptagdo na demonstracdo do Teorema 1.4.9 e de [62,
Proposition 1.3.9].



1.4 | OPERADORES LINEARES EM ESPACOS DE RIESZ E RETICULADOS DE BANACH

Proposicao 1.4.13. Sejam E, F espacos de Riesz com F Dedekind completo. Um operador
linear regular T : E — F € ordem continuo se, e somente se, T é 1-ordem continuo.

Demonstragao. Suponha que T seja ordem continuo. Pelo Teorema 1.4.9, T* e T~ sdo
operadores positivos ordem continuos. Pelo Lema 1.4.12, T* e T~ sao operadores 1-ordem
continuos. De T = T* — T~ segue que T é 1-ordem continuo.

Reciprocamente, suponha que T seja 1-ordem continuo. Como T = T* - T, basta
mostrar que T e T~ sdo 1-ordem continuos. Para isso seja (x,),co uma rede em E tal que
x, | 0 em E e vejamos que T*(x,) | 0 em F. E claro que T*(x,) |, portanto falta apenas
verificar que

inf{T"(x,) : « € Q} =0.

Para isso, fixe oy € Q e y € E tais que 0 < y < x,,. Para cada @ € Q chame y, = y A x,.
Entdo, para todo o = o, temos x, < x,,, 0 que implica 0 < x,, - x,, e portanto

0<y=-Ya=Y-YAXe = (¥~ %)" = (Xg, — Xe)" = Xy = Xor- (1.2)

Considere o conjunto B= {a € Q : a > o }. Como Q é um conjunto dirigido, da definicédo
de B vemos claramente que B também é um conjunto dirigido com a relacdo herdada de Q.
Defina arede f : B— E por f(a) = y, para todo « € B. Assim, (V,)ecq € 1-convergente
para zero pois 0 < y, =< x, para todo @ € Q. Como T é 1-ordem convergente, a rede
(T(¥2))aecp € 1-convergente para zero, em simbolos, 1—1021'3 T(y,) = 0. E Como 0 = T*(x,)

para todo « € Q e F é Dedekind completo, existe z € F* tal que T*(x,) | z. Vejamos que
z = 0. Por (1.2) sabemos que para todo a = @, 0 < y — y, < X, — X, logo

TV) - T(Ye) = TV = V) = Ty = Ya) = T (Xe, = %) = T" () = T (%)

Segue que
T"(x,) = T"(x4,) - T(y) + T(y,) para todo a = a. (1.3)

Seja o € B. Entdo a = o, e dai T*(x,) = T"(x,) - T(y) + T(y,) para todo a € B. Dessa
forma,
0<z=<T(xg) = T"(xy) - T(y) + T(ys) para todo « € B.

Pelo Lema 1.4.11 temos
T(y)+z=1- Iin}g[T(y) + 2 - T(ya)] = T (xg),
a€
donde segue que T(y) + z = T*(x,,) para todo 0 < y < x,,. Portanto,

T+(x0!o) = SuP{T(Y) 1 0= ys= xllo)} = T+(x010) -z,

e dai z < 0, isto é, z = 0. Isso prova que T* é 1-ordem continuo e implica que T~ = (-T)*
também ¢é 1-ordem continuo pois —T o é. Segue que T~ é 1-ordem continuo, e pelo Lema
1.4.12 segue que T* e T~ sdo ordem continuos, o que prova que T é ordem continuo. [

Corolario 1.4.14. As seguintes afirmacgoes sdo equivalentes para um operador linear regular
T entre espagos de Riesz Dedekind completos.
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(a) T é ordem continuo.
(b) T é 1-ordem continuo.
(c) T é 2-ordem continuo.

Esse corolario nos da liberdade para trabalhar com qualquer um dos trés conceitos de
ordem continuidade quando os espacos envolvidos sao Dedekind completos, em particular
quando sao espagos duais.

1.5 Operadores multilineares regulares

As principais referéncias para esta segao sdo [59, 63, 64].

Definicao 1.5.1. Sejam m € N, X, ..., X;, e Y espacos vetoriais sobre o corpo K = R ou C.
Dizemos que uma aplicacdo A: X x -+ x X;, —> Y é um operador m-linear se A é linear
em cada uma de suas variaveis separadamente, isto é,

A(xy, ..., Ax; + x;,...,xm) = AA(Xy, ov s Xiy oev, X)) + AX, ...,x;, ey Xm)s
para quaisquer i € {1,..., m}, x;, x; €EX;ereK

O conjunto de todos os operadores m-lineares de X; x -+ x X;, em Y sera denotado
por L(Xi, ..., X,»; Y). E facil verificar que com as operagdes pontuais de fun¢des definidas a
seguir tornam L(Xj, ..., X,,; Y) um espaco vetorial sobre o corpo K:

1) Dados A,B€ L(Xi,...., X,; Y) e x; € X4, ..., Xn € X, definimos

(A+ B)(x1,..., xm) = A(xy, ..., Xim) + B(xy, ..v, Xim)-

2) Dados A€ L(Xi,...,Xm; Y),A€Kex €X,..., xn € Xy, definimos
(AA)(x1, ...y xm) = AA(X, oon s Xip).
Quando Xj, ..., Xj», Y sdo espacgos normados, o subespago vetorial de L(X, ..., X,; Y)

formado pelos operadores m-lineares continuos é denotado por L(Xi,..., X,,; Y). Para
A€ L(Xy,...,Xn; Y), a expressdo

lAl

sup{|A(x1, ..., xm)| : |x5] = 1,j=1,..., m}
inf{C >0 : |A(x1,..., xp)| = Cl|x1| - |xm| : x; € Ej,j=1,..., m}

define uma norma em L(Ey, ..., E,; F) que é completa quando F é espaco de Banach.

Exemplo 1.5.2. Dados os espacos vetoriais X, ..., X, e Y, escolha funcionais lineares
pi: X; — K,i=1,...,m,um vetor y € Y e defina

A Xy xx Xy — Y, AQxy, oo, Xm) = @1(x1) = @m(xm) Y-

E facil verificar que A € L(X, ..., Xn; Y).
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Definicao 1.5.3. Sejam Ei, ..., E,,, F espacos de Riesz. Um operador m-linear A : E; x -+ x
E,, — F é dito:

i) Positivo, em notacdo A = 0 ou A < 0, se A(xy, ..., X)) € F' paratodos x; € E|, ..., x,, €

ii) Regular se A pode ser escrito como a diferenca de dois operadores m-lineares positi-
VOs.

O espaco L(Ei,...,E,;F) é um espaco vetorial real ordenado com a seguinte or-

dem:
A=>BemL(E,,...,E,;F) <= A-B=0.

O subespaco vetorial ordenado de L(E;, ..., E,; F) formado por todos os operadores m-
lineares regulares sera denotado por L,(Ey, ..., E,; F).

Ja no caso linear vimos que o espago dos operadores regulares nem sempre é um espago
de Riesz. A condicao para que o espacgo dos operadores multilineares regulares seja um
espago de Riesz sera a mesma do caso linear, mas a obten¢io de formulas para as operacoes
reticuladas em L,(E,, ..., E,; F) depende do seguinte conceito.

Definicao 1.5.4. Sejam E um espaco de Riesz e x € E*. Uma particdo de x é uma sequéncia
finita de elementos de E* cuja soma é igual a x.

Denota-se o conjunto de todas as particoes de x € E* por ] x, isto é,

k
I[Ix= {(al,...,ak) :k€eN,ay,..,a. €E e Zajzx}.

J=1

Teorema 1.5.5. [59, Lemma 2.12 e Proposition 2.14] Sejam Ei, ..., E,, e F espagos de Riesz
com F Dedekind completo. Entdo o espago L,(E;, ..., En; F) dos operadores m-lineares regu-
lares é um espaco de Riesz Dedekind completo. Além disso, para todos A € L,(Ey,...,E; F) e
x; € Ef,...,xn € E, valem as seguintes formulas:

ki ke
. iy im\V¢ . (x5)Ki P =
AT(xy, e, X)) = sup{ Z Z(T(x s X)) ()i € IIx.j=1.., m}

=1 im=1

=1 ip=1

A (X1, ., X)) = sup{ Z Z(T(x“,...,xjg?))’ : (@”)5’:1 €ellx.j=1.., m}

ke knm
il im . ij k y —
|A| (215 ..y Xm) = sup{ Z Z |T(x;'s .., x,m)] = (xjf)ij’=1 €[lx.j= 1...,m}.

=1 ip=1

Mais ainda,
JAGa, ey xm)| < A (121, oo s [0m])

para todos A € L (E,,...,E,;F) ex; € Ey,..., x, € E,.

Assim como no caso linear, operadores multilineares positivos entre reticulados de
Banach sdo continuos (veja [63, Proposi¢do 4.2.1]), e portanto operadores multilineares
regulares também sao continuos. Mais ainda:
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Teorema 1.5.6. [63, Corolario 4.2.2 e Teorema 4.2.4] Sejam E,,...,E,, e F reticulados de
Banach com F Dedekind completo. Entao o espaco L,(Ej, ..., E,;; F) dos operadores m-lineares
regulares é um reticulado de Banach Dedekind completo com a norma regular dada por |A|, =
I|Al| para todo A € L.(E,,..., E,; F).

A semelhanca do caso linear, um operador m-linear A : E; x---x E,, —> F entre espacos
de Riesz ou reticulados de Banach é um multimorfismo de Riesz se

[A(x1, -ee s Xm)| = A(x1], oee s |X0m])

para todos x; € Ey, ..., x,, € E,,. Para maiores detalhes, veja [21, 22, 75].



Capitulo 2

Extensoes de Arens de
multimorfismos de Riesz

O ordem dual de um espago de Riesz E pode ser o espaco trivial, isto é, pode acontecer
E” = {0} mesmo com E # {0}. Por exemplo, para 0 < p < 1, M. M. Day [4, Theorem 5.24]
mostrou que o espaco de Riesz E = L,[0, 1] satisfaz E~ = {0}. Assim, no decorrer deste
capitulo e dos capitulos seguintes vamos supor que todos os espagos de Riesz envolvidos
tém ordem dual nio trivial, isto é, E~ # {0}.

Sejam m € IN, S,, o conjunto de todas as permuta¢des do conjunto {1,..., m}, p € S,
Ei,...,E,, F espacos de Riesze A: E; x--- x E,, —> F um operador m-linear regular. Neste
capitulo veremos que existem m! operadores m-lineares regulares AR? (A) : E;™ x - x
E.- — F7", ndo necessariamente distintos, que sao extensdes biduais de A no sentido de
que

JreA = Aan(A)"UEl, ,]Em),

isto é, o seguinte diagrama é comutativo:

ARN(A
E” x - x E~ —>-( ) F
]E1| JEm‘ Jr
El X see X EM%F

Os operadores AR? (A) sdo chamados de extensdes de Arens de A devido ao trabalho
pioneiro de R. Arens [9]. No contexto de espacos e reticulados de Banach, ditas extensdes
também sdo chamadas, extensdes de Aron-Berner devido ao trabalho de R. Aron e P.
Berner [11]. Neste caso tais extensdes sdo denotadas por AB? (A) e tém sido utilizadas de
forma recorrente no desenvolvimento da teoria de operadores multilineares, polindmios
homogéneos e funcdes holomorfas (veja, por exemplo, [13, 14, 17, 19, 39, 56]).

Uma linha de pesquisa muito explorada consiste em estudar se determinada propriedade
passa de um operador multilinear para suas extensdes de Arens. Seguindo nessa linha,
neste capitulo abordaremos as seguintes questdes:
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(i) Dado um multimorfismo de Riesz m-linear A: E; x --- x E,, —> F entre espacos de

Riesz, sera que todas as m! extensdes de Arens de A sdo multimorfismos de Riesz sobre

E;” x - xE"?

(ii) Dado um multimorfismo de Riesz m-linear A : E, x --- x E,;, —> F entre reticulados de

Banach, siao todas as m! extensdes de Aron-Berner de A multimorfismos de Riesz sobre
1* x cee X E;;:?

1
Lembre que, um espaco de Riesz F é Arquimediano se —x |, 0 em F para cada x € F*.
n

Descrevemos a seguir o que é conhecido sobre o assunto. Dado reticulados de Banach
E,, E,, F, e um bimorfismo de Riesz A : E; x E;, — F, Scheffold [75] provou que a restrigao
de uma extensdo de Arens de A, denotada por A™ : E;" x E;' — F™, é um bimorfismos de
Riesz sobre (E;);, x (E;),. Mais recentemente, Boulabiar, Buskes e Page [22] provaram que,
dado espacos de Riesz Arquimedianos Ej, E,, F e um bimorfismo de Riesz A : E; xE, — F,
a restricdo da extensdo de Arens A™ : E;” x E;” — F™~ é um bimorfismo de Riesz sobre
(E;); x (E;);. A extensio de Arens A™V : E7" x ... x E" —> F~~ de um operador m-linear
regular A: E; x--xE, — F entre espacos de Riesz foi extensamente estudada por Buskes
e Roberts [29], e a correspondente extensio de Aron-Berner A™*) : E;* x .- x E — F*
de um operador m-linear regular A : E; x --- x E,, —> F entre reticulados de Banach foi
estudada por Boyd, Ryan e Snigireva [26]. Na perspectiva desses desenvolvimentos muito
recentes, é natural abordar a generalizacdo dos resultados de Scheffold and Boulabiar et al.
em trés direcdes: (i) considerando operadores m-lineares, m € IN; (ii) levando em conta
todas as m! extensdes de Arens de um operador m-linear; (iii) investigando se as extensodes
de Arens de multimorfismos de Riesz sdo multimorfismos de Riesz sobre o produto de
todos os biduais, e ndo s6 sobre o produto das restri¢des correspondentes.

Para dar contribui¢des nessas trés direcdes, desenvolveremos na subsecédo 2.1 a teoria
de extensdes de Arens de operadores multilineares regulares sobre espacos de Riesz
seguindo a abordagem de Cabello Sanchez, Garcia e Villanueva [30] no caso de operadores
multilineares entre espacos de Banach. Obteremos, em particular, uma descricdo analoga a
descrigao de Davie e Gamelin [34] das extensdes de Aron-Berner em espacos de Banach
para o caso das extensdes de Arens em espacgos de Riesz. Faremos isso substituindo a
topologia fraca estrela pela topologia fraca absoluta. Usando a abordagem e os resultados
da Secdo 2.1, provaremos os resultados sobre extensdes de multimorfismos de Riesz na
Secdo 2.2. Primeiro estendemos o resultado mencionado acima devido a Boulabiar et al.,
com uma técnica diferente, para o caso multilinear e para todas as diferentes extensdes de
Arens de um multimorfismo de Riesz. Entdo mostraremos que a questio (i) tem resposta
afirmativa para multimorfismos de Riesz de posto finito tomando valores em espacos de
Riesz Arquimedianos. Além disso, provaremos que todas as extensoes de Arens de tais
multimorfismos de Riesz sdo coincidentes. Alguns resultados parciais para o caso geral,
que serdo uteis posteriormente, também serdo provados. Finalmente provaremos que a
questdo (ii) tem resposta afirmativa para multimorfismos de Riesz tomando valores em
uma classe de reticulados de Banach F que inclui, por exemplo, F = ¢, £,,1 < p < o0, 0
espago original de Tsirelson 7, seu dual 7, o espago de Schreier S, o predual d.(w, 1) do
espaco de sequéncias de Lorentz d(w, 1), ¢y(E) e £,(E),onde 1 < p<ocoeE = ¢, £;,1 < s <
0o, T, T,S,d(w,1).



2.1 | EXTENSOES DE ARENS DE OPERADORES MULTILINEARES REGULARES

2.1 Extensoes de Arens de operadores multilineares
regulares

Conforme anunciado, nesta se¢do aplicaremos o método desenvolvido por Cabello
Sanchez, Garcia e Villanueva [30] para descrever extensdes de Arens no caso de espaco de
Banach e para a construgao das m! extensdes de Arens de um operador m-linear regular
entre espagos de Riesz. Para m € IN considere a seguinte notagdo: dados espacos de Riesz
Ei,...,E,, uma permutacdo p € S,, e k € {1,..., m}, denotamos

E,..,E, se k=1,
Ei, ...y Esooispk-) B, ..., Ejy = 1 Ey,..., E, nessa mesma ordem onde E,y), ...,
E,(k-1) sdo retirados se k = 2,..., m.

Por exemplo (E;, ,E,E;) = (E,E;). Define-se o mesmo para a (m - k + 1)-upla

(X1, - 5p(1) X, -vsp(k=1) X5 ... » Xpy) € para o produto cartesiano Ey x -+ x pqyEx -+ x yg_)Ex - x Ep,.

Agora, se k = 1,..., m - 1, denotamos
El, ---ap(l) E, ’p(k) E, ...,Em = El,...,Em,

nessa mesma ordem, onde os espacgos de Riesz E,), ..., E,i) sdo retirados. Define-se o
mesmo para (X, ... ,p(1) Xs ... sp(k) Xs .- » Xm) € para o respectivo produto cartesiano. Finalmente,
se k = m, escrevemos L(Ey, ...,;0) E, ... .pi) E, ..., En; R) = R.

Fixe k € {1,...,m} e sejam p € S,, uma permutacio, Ei, ..., E, espacos de Riesz e
A€ L (E,....,,0)E, ... .pk-1) E, ..., Epy). Parax, € E,, v € {1,..., m}\{p(1), ..., p(k)} considere
os funcionais lineares

A(xl, -eap(1) X, ... >p(k) Xy ®yeany xm) : Ep(k) — ]R,
A(xl, -eeop(1) X, ... >p(k) X,®,0un, xm)(xp(k)) = A(xl, - p(1) X, ... >p(k-1) Xyeees xm), (2.1)
onde o ponto - esta na p(k)-ésima coordenada. Observe que no caso k = m temos
A1y e p(1) X eesp(m) X5 5o, Xm) = A € EJ . Chamamos os funcionais definidos acima

de funcionais associados ao operador A.

Note que, para todos x;,y; € E;, j € {1,...,m} \ {p(1),...,p(k)} e A € R, chamando
Cpk) = AKX, o, X5+ AYjs oo sp(1) Xs v () X 5 oo Xm) + Epiy —> R, tem-se

‘Pp(k) = A(xl, cees Xj, eeop(1) X, ... >p(k) Xy®yeuny xm)

2.2
+AA(X1,...,yj,...,p(1) x,...,p(k) x,-,...,xm). ( )

Lema 2.1.1. Sejam k € {1,..,m}, p € S, Ei,...,E, espacos de Riesz e A €
L.(Ei... »p(1) E, .. sp(k-1) E,...,E,). Entao:
(a) Se A é positivo, entdo, parax, € E;,r € {1,..., m}\{p(1), ..., p(k)}, os funcionais definidos

em (2.1) sao positivos.
(b) Os funcionais definidos em (2.1) sdo regulares.

Demonstragdo. (a) Suponha que A € L,(Ey, ..., E, ... .pk-1) E, ..., En) seja positivo e seja
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Xp(k) € Epy- Para todos x, € Ef, r € {1,..., m} \ {p(1), ..., p(k)},
A(xl, cees xp(l), -+ 5p(k) Xy®yeeny xm)(xp(k)) = A(xl, -+ 5p(1) X, ... >p(k-1) b xm) = 0,
0 que mostra que os funcionais associados ao operador A sio positivos.

(b) Seja A € L(Ei,....pq) E, ... .p(k-1) E, ..., Ep) um operador regular. Entdo existem opera-
dores positivos A;, A; € L(El, eeosp(t) Es ooy Es ..., Epy) tais que A = A; - A,. Considere £ =
(& sp) & oo spieen) €, o, E) tal que & € {+1, -1} paratodo j € {1,..., m} \{p(1), ..., p(k -
1)}, e denote P(&) = & - pa) & pk-1y € -+ Em € {+1,-1}. Sejam x, € E,,r € {1,...,m} \
{p(1),..., p(k)} e X, € Epry. Chamando t = A(X1, ..., p1) X oo k) X5 % - Xm)(Xp0) € R, por
(2.2) temos

I = A(xl, ceesp(1) X oeesp(k=1) X5 - 5 xm)

+ - + -
= A(X] = X[, e p(1) X5 eeesp(k=1) X5 eevs Xy = Xp)

m
ZA(xgl,...,p(l) X5 eeesp(k-1) x,...,xi’")— ZA(xfl,...,p(l) X5 eeesp(k-1) x,...,x,i’")
P(§)=-1
= Z (Al—A2)(x1§1,...,p(1) X5 eeesp(k-1) x,...,xi’")
P(&)=+1
Z (A1 —Az)(xl‘sl,...,p(l) X5 eeesp(k-1) x,...,xi’")
P(£)=-1
= A §Wl _A 51 fm
1(x1 5 eee 1)x -eesp(k-1) x,...,xm) 2(x1 > oo p(1) x,...,p(k_l) x,...,xm)
P(§)=+1
- Z (Al(xfl,...,p(l) Xy oeospll=t) X oon s ) Az(x1 s eeesp(1) Xy oensp(-1) x,...,xﬁlm)).
P(§)=-1

Note que para i = 1,2,

A; (xl seeep(1) Xy eoesp(k=1) X5 s xf’;'”) = Ai(xfl, (1) X eeep(k) X5 ® s e Sz )(xp k))

Como A;, A, sdo positivos, pelo item (a) segue que os funcionais associados aos operadores
Ay, A, sdo lineares e positivos. Além disso, como as somas acima sao finitas, concluimos
que os funcionais associados ao operador A sdo regulares. [

Proposicao 2.1.2. Sejam E,, ..., E,, espacos de Riesz, p € Sy, k € {1,...,m} e xp(k € E/;(k)
O operador

” p : L (El, -eeop(1) E, -+ ep(k-1) E, ,Em) —> ﬁr(El, -eeop(1) E, -esp(k) E, ,Em),

—7 P
xézk) (A)(xl, -eep(1) X, ... >p(k) Xy xm) = x;zk)(A(xl, - p(1) X, ... >p(k) Xy,® ey xm)),

é linear, regular e |x’/, |x | Além disso, se x,;, € E ) € positivo, entdo o operador

P
%
X,k é positivo.

Demonstracdo. E imediato que, para cada A € L,(E,, ..., o Es s pk-0)E, ..o s Ep), x’zk)p(A)

é (m - k)-linear. Sejam A;, A; € L(E;, ..., y0)E, ..., pk-1)E; ..., En) operadores positivos tais



2.1 | EXTENSOES DE ARENS DE OPERADORES MULTILINEARES REGULARES

que A=A, - Ay Parax; € E;,j€ {1,...,m}\ {p(1),..., p(k)}, chame
y= (xl, ey p(l)x,..., p(k)x,...,xm) € El X oeee X p(l)E X oeee X p(k)E X eee X Em,

Q= AXts ooy p(1)Xsees p()Xs * s> Xm) € @i = Ai(X15 ey p(1)Xs s p(l)Xs 5oy X)) cCOM i = 1,2,
Entdo ¢ = ¢; — ¢, pois A = A; - Ay, logo

X () = (@) = ()" = () ) (@) = (x2) (9) = (x43) ()
(( (k)) (1) + (x (k)) (‘Pz)) - ((x;;zk))+(§02> + (x” )7(471))
= () (AN + )" (4 - () () + () (A)) )

= () (A + () (42) ) 0) - ()™ (o) + () (40 ) ),

provando que

i () = (G777 (A) + () (4 ) = (0™ (o) + )" (40 ).

N J N J

::Tl ::TZ

E claro que T, e T, sdo operadores (m — k)-lineares. Para xp € Ef,j € {1,...,m} \
{pQ1),..., p(k)}, pelo Lema 2.1.1 os funcionais associados a A; e A,,

Ai(xl,..., p(l)x,..., p(k)x, -,...,xm) : Ep(k) — ]R, i= 1,2,
sdo positivos. Como (x;gk)y e (x;zk))" sdo funcionais positivos, temos, para i = 1,2,
que (x/;zk))i(A (X155 p(1)Xseees p(k)Xs*5..ns X)) S0 positivos em R. Disso segue que
( ) "(A; D (X1s ooy p(1)Xsees p(k)Xs ..., Xm) SAO positivos, e portanto (xgzk))*p(Ai) > 0

e( (k)) (A) = 0,10 = 12 Concluimos que T; = 0,i = 1,2, provando que

X0 (A) é regular, isto é, x7/, 0 ? esta bem definido. A hneandade é clara. Agora sejam
A€ Ly(E, ..., y0)E, ..., p-1)E, ..., Ep) positivo e 0 < p( € E Pelo Lema 2.1.1 temos
que, para todos x; € E;,j € {1, womi\{pQ1),..., p(k)}, os funcionais associados a A siao
positivos. Dai,

—p
0=< xézk)(A(xl,..., PDXs vy p(R) X5 s eees X)) = ” (A)(xl,..., D)X vy p(R)Xs vy X)),

L p P —p S e
provando quex(k) é positivo. Como x7(,," = (x7))" —(x ”k)) e como (x;))", (x74))” € E )

sao positivos, pelo feito acima segue que (xézk))”g (x p(k)) " sdo funcionais positivos, pro-

vando que x (k)p é regular.

Para finalizar a demonstracdo, sejam x; € E,j € {1,...,m} \ {p(1),..., p(k)} e seja
A€ L(E,..., E, ..., p-1)E, ..., E;) um operador positivo. J& sabemos que os funcionais
associados a A sdo positivos, portanto

|x k)| ( )(xl,..., p(l)x,..., p(k)x xm) = |x” |(A(X1,..., p(l)x,..., p(k)x, yeen xm))

> £X (k)(A(xl,..., p()Xs o5 p(k) X5 5 oen s X))

p
_ i(x;gk) )(A)(xl, e Ko s o)X s X
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//’D D

TP P TP
donde obtemos [x7, [ = i(xlgzk) ) Segue que |x/,,[ = |x71),

Em [26, 29] os autores aplicam a técnica de Arens [9] para construir a extensdo ao
bidual de um operador multilinear regular, da maneira que descreveremos a seguir. Dado
um operador m-linear regular A : E; x --- x E,, — F entre espacos de Riesz, considere os
seguintes operadores m-linear regulares:

o A": F™ x El X oo X Em—l E— E;n s A*(y/, xl,---»xmfl)(xrrI) = y/(A(xl""’xm))'
o A™ : E;n~ xF"xE xxE, 5 —> E;n—l’

A" (X0, Vs X1y vy Xm2)(Xme1) = X (A'(Y, X1, s X))
o A"t B xExF xEyx - xEy 3 —> E°

A (X L x Y X s Xmes) (Xmz) = X (A, Y, Xt e s Ximo2)).

o AU ) s B x e x B — F, A O(xl L x)(Y) = x(AM(Y ... X, y).

> Pm>

Compondo os operadores x”/,.' (k) " da proposicao anterior, definiremos as m! extensoes

de Arens de um operador m-linear regular, recuperaremos o operador A™*! como caso
particular e provaremos as propriedades basicas dessas extensoes.

Por 0 denotamos a permutacao de {1, ..., m} dada por 0(j) = m - j + 1.

Teorema 2.1.3. Sejam Ei, ..., E,, F espacos de Riesz, p € S,, e A um operador m-linear
regular de E; x - x E,, em F. Defina AR/ (A) : E{” x--xE.~ — F~ por

ARL(A) s X)) = (500, o+ ox0y ) (7 A),

para todo y’ € F~. Entdo:

(a) AR: (A) é um operador m-linear regular.

(b) AR? (A) estende A no sentido que AR? (A)e(Jg,, ..., Jg,) = JroA.

(c) Se A é positivo entdo AR (A) é positivo.

(d) ARY (A) = A™D_ Em particular ARS(A) = A™ no caso bilinear m = 2.

Demonstragao. Vejamos que AR’ (A) esta bem definido. Sejam x;” € E;",...,x, € E." e
A€ L. (E,...,Ey; F). E claro que AR (A)(x/,...,x) é linear e, alem disso, como E;",j =

> m

1,..., m, sdo espacos de Riesz, entdo para cada j = 1,..., m, temos x/" = (x/)" - (x{)". Para
cada £ = (&, ..., &y,) tal que & € {+1,-1} para todoj =1,..., m, escreva P(§”’) = §1 &y €

{+1,-1}. Para cada y’ € F~, pondo Uy = x;;m)po- ’zk)p, k =2,...,m, e usando que

7P + 77N NP
xty = () = G ™ = Gl = G g =1 m,

temos

AR (A, oo, X)(Y) = (%ﬂ ;zlp)(y oA) = ( 0y A))
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o (G 0om) ) - U () () /o1 )
()" - 6l ) () o)) )
U ()™ - i)™ ) (G o) )
- U(0)” ()" =) ) - U (G (6 7o) )
- U ()™ () (y’oA>)) . U3<(x,,2)), () 0-a))
:Ug((<x )G+ ) ) )0 e4) )
U (Gl )™ + G G ) (/4 )

P P P P
= U3<( Z (x;)fz))fz O(x;,ﬁ))’fl - (x;;fz))"zz °(x;,f1))§l )(Y/C’A))
P(§%)=+1 P(£2)=-1

p p p P
= Um<( Z (xézmq))gm*l °"'°(x[/,21))§1 - Z (x p(m- 1))5 ml °"'°(x//;z1))§1 )(yloA)>

(&

- Uz<(x”1>)* ()/OA)> U2<(x )" °A))
(
(

P(Em1)=+1 P(£m-1)=-1
p_ p p_ p ,
-y (( 3 o e ooy ) >_ 3 (( 3 o e ooy VB ) (y/oA)
P(Em)=+1 P(Em)=-1
=Ty =T

= Ty(y/eA) - Ty(y/A).

Como A é regular, existem operadores A;, A, € L(Ey, ..., E,;; F) positivos taisque A = A; - A,
e assim

AR (A) !, .., xp) () = Ti(y'2A) = Ty(y o A)
= T1(y'o(A; - A2)) - T(y'o(A; - Ay))

= (Ti(yoA)) + Ty(y'oAy)) - (Tu(y'0Az) + To(yoAy)).

Mais ainda, para cada i = 1,2 e todo y’ € F~, tem-se

T(yoA) = Y (G O)E )5/ o)
P(Em)=+1

3 ARG () )

P(Em)=

[ > AR A ()

P(EMm)=+1

).
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Com isso, obtemos que, para cada i = 1,2 e todo y' € Y~,

T/eA) = | D ARA) () () ) |0, (23)

P(Em)=

Analogamente segue que, para cada j = 1,2 e todo y’ € F~,

(/A= | Y ARG (x;,:)fm)

P(Em)=-1

) (2.4)

e dessa forma, por (2.3) e (2.4) segue que, para todos x;” € E;",...,x// € E.",

AR (A)x), .., x) = (Sy + Ry) = (S + Ry), (2.5)

onde, para i = 1,2, os funcionais S; = ), AR’;,(A,-)((XI”)&,...,( /7)em ) € F"eR; =
P(gm -

3 Aan(Ai)<(x1”)§1,.. ( ”)§m> sdo lineares. Usando que (x ”)ff €E",j=1,..,m,séo

P(Em)=-1

positivos, pela Proposicdo 2.1.2 concluimos que os operadores (x/;Ei))ff ,j=1,...,mséo

positivos Além disso, como a composi¢do de operadores positivos é positiva, segue que

((x )’f wo(x) ))51 ) é positivo. Uma vez que A; e A, sdo positivos, para todo 0 < y’ €
F~ temos y’°A; posmvo para i = 1,2. Logo

< ()= 0 )5 ) (3o = ARG (AN () o, () ) ()

e concluimos que S, R;, i = 1,2, sdo positivos, e portanto AR? (A)(x/’, ..., x]’) é regular, ou
seja, AR? (A) esta bem definido.

(a) E facil ver que AR’ (A) é m-linear. Provemos que AR’ (A) é regular. Para isso sejam
A€ L, (E,....,Ep;F)ex]” € E,...,x, € E;. Pela regularidade de A existem operadores
positivos A, A; € L(Ey, ..., E,;; F) tais que A = A; — A,. Observe que, para todo y’ € F~,

ARD(A) oo, X)) = (00, o+ oxl ") (0 A)
= (X o oxy) ) (oA = Ar))
=(x;2mfo- ; p)( A - (¥ oAr)
:(%"o... % p)(y °A;) - (%" -~ ")(y oAy)

= ARD(A)(x(, ..., x;)(y) = AR (Ag)(x] ,---,x,',f)()/)
_ (Aan(Al)(x”,..., X = AR (A)(X”, o X )(y’).

Assim, para todos x; € E;, ..., x € E.",
AR (A) (', ..., x7) = ARD (A)(x), ..., xI7) = ARC (Ag)(x)', ..., x1).

m

Segue que AR? (A) = AR? (A;)- AR’ (A;). Como A, e A; sdo operadores positivos, pelo feito
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acima segue que AR’ (A;) e AR’ (A,) sdo operadores positivos, o que prova que AR? (A) é
regular.

(b) Para todos x; € Ey, ..., x,, € E,; e y' € F~, aplicando a defini¢do de AR? (A), a Proposi¢ao
2.1.2 e a definicédo dos operadores Jg, i = 1,..., m, obtemos

AR (A, (1), e T ) (V) = Ty Coptmy) @ -+ T 0 (o)) (/0 A)
= Tty Coptm)” (T Coptmn)) =+ T (o)) (/2 4))
= Tty (%tm) ( (T, (Kpim- o oJE 1) (Xp(1)) ")(y'oA))
= ((]Ep(m_l)(xp(mfl)) o ofp o (%)) )(y °A)) (Xp(m))

= ]Ep(z)(xp(Z ) ( Ey1 (xp 1)) ( /OA)) (xla cees p(l)x» p(2)xs cees xm)
= Je,0) (%) (( ) (X 1)) ( /°A)) (xl""’ (X5 p(2)X5 s -'-’XM))

= (s @) (07°A)) (%150 g% %+ o0 X)) (Kp)
=]Ep(l>(xp(1))p(y’oA) (xl,..., p(l)x,...,xm)

= Je,0 (%) (52 A) (X1, ey p()Xs ® s ees X))

= (y/0A) (xl,..., P15 %5 xm) (x51)) = (V' A)(x1, .., Xim)

= Y (AQxr, o X)) = Je(AG o, X)) = TpeA) (X1, -5 Xm) (V).

Isso prova que AR? (A)e(Jg,, ..., Jg,) = JreA.

(c) Sejam A € L,(E,,...,E;F) positivo e 0 < x{ € E,...,0 < x// € E;~. Por um

lado, ( ;zm)po oxézl)p) é positivo pelo que foi feito acima. Por outro lado, para cada

y’ € F~ positivo temos (y'°A) positivo portanto ( ;;m)po s oX ) p)(y °A) = 0, ou seja,
AR? (A)(x(’, ..., x2)(y") = O paratodo y’ € F~ positivo. Isso mostra que AR? (A)(x}’, ..., x)7) =

>m
0, 0 que nos permite concluir que AR? (A) é positivo.

(d) Dados x; € Ej,....,xp-1 € En1,Y € F,x! € E-

~, como A(Y,Xi, ..., Xpo1) =
(Yo A)(x1, ..., Xm_1, *), temos

A (xm,y Xty oo, Xmoa)(Ximo1) = xZ(A*(y’,xl, ey Xppe1)) = x:,f((y’oA)(xl, s Xm-15*))
— 9
= x// (y’oA)(xl,...,xm,l) = x/7 (Y 0 A) (X1, v s Ximo2s *)(Xmo1)-

—0
Disso obtemos que A™ (xm, Y\ X1y ooy Xin—z) = X2 (Y 0A) (x4, ..., Xz, +). Agora, para todos
X1 €E,...,xXm 3 € Ep s,y €F, ;,f_l €E" ,x!€E",

m-1°

AT X Y X ey X)) (Xmez) = X (A (xm,y Xty ers Xms)
= xm_l(x,gg (y o A)(X1, vy Ximesy ®)) = x{,f_l (x,’,g (y'oA))(xl, ey Ximo2)
= X G (5 oAty X ) (i)
= (3 ) oA Xt s Xy ) ()

29
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provando que A™(x,,_, xp, ¥ X1, oo, Xpyo3) = (x”, eox_gg)(y’oA)(xl,..,,xm_g,-). Repetindo

m-1
0 processo m — 2 vezes obtemos que, para todos x;" € E;",...,xs € E." ey € F",

Al ) = (e ) (/o) = ARYANK e XY

Segue que A™V = ARY(A). O

Observacio 2.1.4. No Teorema 2.1.3, se u € L,(F; G), entdo AR (uA) = u”°AR? (A). De
fato, para x" € E;",...,x € E- ez € G,
AR (ueA)(xy', .., xi)(2) = (2o ox ) (2 oue )
= AR (A)(xy, ..., x0)(2 o)
= AR} (A)(x/", ..., x;)((2)
= (U AR. (A)(x]', ..., x))(Z).

Nosso proximo objetivo é mostrar que uma descri¢do das extensdes de Arens em
espacos de Riesz semelhante a descricdo de Davie e Gamelin [34], das extensoes de Aron-
Berner em espagos de Banach, é valida substituindo-se a topologia fraca estrela pela
topologia fraca absoluta |o|. Essa descri¢do sera util mais tarde. Come¢amos com um lema
preparatorio.

Lema 2 1.5. Sejam k € {1,...,m}, Ey,..., E,,, F espacos de Riesz, A € L.(E,,...,E;F), p €

Sm e X)) € By Xy ) € Ep(k 1> Xp(kr1) € Ep(ia)s v s Xp(m) € Ep(m)- Defina z7’, ..., z,, por
. x;@.) se j=1,...,k
Z n = 26
0) { Je,(%G)  se j=k+1,..,m (26)

Entao o operador linear regular
AR (ANzZY ey o s Z0) Exy— F,
AR (ANZ] s oes v s Zp) (X)) = ARW(A)(ZY, ..., 2,)),

onde o ponto « esta colocado na p(k)-ésima coordenada, é |o|-|c|-continuo.

Demonstragao. Para y’ € F~ e x ) € E chame B; = y/°A;, onde A; € L(E,, ... ,F),
i = 1,2, sdo operadores pos1t1vos tals que A =A; - Ay e wy = ]Epm(xp(/))’f =k+ 1,
Pela definicdo das coordenadas de z7/, ..., z//

s “m>
ARD(ANZ s oo Z)(x p(k))(y) AR, (A)(z] s 2) ()
—P —7P
= Wp(m)p © O Wp(fer1) Xy © ;’zfl) )(B)
= W ((w Po e ot Pox” Lo ox!! p)(B))
p(m) p(m-1) plk+1) p(k) p(1)
—7P —7P
= Woim) ((Wotm 1)+ Wotiern)” °xf)§k> o oxl ") (B))

—7 P P
= (Wotm0o * Wptke) o X[gg © *+ X )(Bi)(xp(m))
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L, TP p
<Wp(k+2)powp(k+1)p°x;2k) ° x;zl) )(Bi)(xl,---, p(1)Xs -e 5 p(k+2)X5 ---,Xm)

P P
Wp(k+2)p((wp(k+1)pox;2k) o OXZ,EI) )(Bi))(xlz oo p()Xs e p(k+z)X,-~-,xm)

w <k+z>(((Wp<k+1>’J°x’_?k>p° o x 0 (B)) (X1 ooy p)Xs s pr2)%s s X))

= ((wp(k+1) ox Po )( ) (X1 s p(1)Xs oo p(ke2)Xs ® 5 oees Xim) (Xp(ks2))
= (wp(k+1 poxp(k) p(l )(B) (X1 s p(1) X5 ee s p(ke1) X5 o s Xim)

= Woks1)” (( p(k) ) B)) Xty eoes p(1)Xseees plke1)Xs oo s Xm)

= wp(k+1)((( ) )) (X1 ees p1)Xs e p(k+1)x,-,...,xm))

—; P ;P
= (X o oxézl) )(Bl-)(xl, ey (D)X ey (k1) * s eees X ) (Xp(ks1))
7 P ;P
= (x/’)zk) . x;’)zl) )(Bi)(xl,..., pD)Xs ey p(k)Xs v s Xm)
P p p
=530 (e @230 ) (BD) (X s o)X s 1 s Xim)

= (L= 370 VB sy ity ) )

. J

= 0o €Epr)

isto &, ARP (A2, oo s s Z)(X)(V) = x((@)4) Para todos y' € F~ e x;) € Exjy.

|o] lo|
o X Entdo xg7 - — x — 0, logo

X% k)|) — 0 para todo x,;, € E_ (Proposu;ao 1.2.2). Dado ¢ € F~, pondo

Seja (x )ap €0, uma rede em E_;, tal que X

/7
|xap(k)

Vi = (P = el [ ) A @lo Al s Loy Xl oo Lot XL+ oo [XmD) € Ep

o0 Teorema 2.1.3 fornece

AR(ANE s ooy 2K ) = ARL(ANZ s e, 20 Nl
— JAR(AE P C A 48 (1)

< JARG(A ~ AN e DI, - o)
 (ARL(A) + AR (ADN(Z] . N AN (17)

2
- Z ARGAN(2 s e [2D(xE ) = X))
= X = X500l (Vo) + ¥, = X0l (Vi) — 04
o que implica que

ARG (AN &Y s oo 2 ) = ARG(ANEL s e 2 (L 0]) —

Pela Proposi¢ao 1.2.2 e da definicdo das seminormas que geram a topologia fraca absoluta
obtemos que AR, (A)(2]', ...+, ..., z)(xy  )— i ARG (AN s ovs e s Z0(X () O

Proposicao 2.1.6. Sejam E,, ..., E,, F espacos de Riesz com E,, ..., E, Arquimedianos, p €

31
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SmeA: Ex--xE, — F um operador m-linear regular. Para x’ € (E;),, k=1,...,m

AR (A)x),...,x)) = |o]- l1m -lo]- hm]F(A(xal,.. s Xa))s
)

%p(m)
onde, para cada k = 1,..., m, (Xy, )y € uma rede em Ey tal que Jg,(x,,) L, x| em (Ep);.

Demonstragdo. Para os funcionais dados x{” € (E;);, ..., x,. € (E;,);, defina z{’, ..., 2/, como
em (2.6). Como os E;,i = 1,..., m sdo Arquimedianos, por [50, Theorem 2] existe uma

. P , ; k=j

rede (X4)geo, €m E; tal que ]Ej(x%)—a|> x/’,j =1,..., m. No préximo célculo, o simbolo =
. ~ . . : . 6,k=j
significa que a conclusdo do Lema 2.1.5 esta sendo aplicada para k = j, e o simbolo 264

significa que (2.6) esta sendo usada para k = j:
AR (A)(xy', ... X)) = ARD(A)x) s oo, X7 ) (X )
k=m .
=" |o| = lim AR, (A)(x{, .., s oo s Xy ) Uy (X))

p(m)

2.6,](;"’!—1 |O'| _ hm ARrpn(A)(Z;/’ - Z//)

Fp(m) "
=[] = lim ARG (Ao X))
p(m
k=m-1
=" o] ~lim|o] = KmARL (A)(x .o, e X)) (X))
Gp(m plm-1
2.6,k;m 2 | | - lim |o'| - lim AR® (A)(Z ceey ;r/l)
Op(m) &p(m-1)
2657115~ lim -+ |o| - lim AR? (A)(2], ..., 2))
Op(m) p(2)
= lo] = lim =[] = lim ARG (A o, X))
k=1

= |o] - lim - |o] - lim ARY (A)(x{', ...« .o, i) Uk 0y (Xar )

QAp(m) Ap(1)

= |o| - lim - |o| - lim ARY (A)(Ug, (%), --- » JE,,(Xa,,))

p(m) p(1)
= |o| - lim - |o| = lim Jp(A(xg,, ..., Xa,,))-
Xp(m Ap(1)
Portanto AR? (A)(x’, ..., x0n) = |o| - li(rr§ || - EI(H]F( (Xays v Xg,))- O
p(m, p(1)

2.2 Extensodes de multimorfismos entre espacos de
Riesz

Dado um multimorfismo de Riesz A € L,(Ey, ..., E,;; F), Pelo Teorema 2.1.3(b) segue
imediatamente que a restricdo de qualquer extensdo de Arens AR? (A) de A sobre Jg, (E;) x
- x Jp (E,) € um multimorfismo de Riesz. Além disso, em [21] foi provado para o caso
bilinear que a restri¢io da extensio de Arens A™* = ARJ(A) a (E;);, x (E;); é um bimorfismo
de Riesz. A seguir mostramos que a formula obtida na Proposicdo 2.1.6 fornece uma
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demonstracao curta de uma extensdo desse fato a qualquer extensao de Arens de A e para
qualquer m.

Relembre que um operador m-linear A : E; x -+ x E,, —> F entre espacos de Riesz é
um multimorfismo de Riesz se |A(xy, ..., Xp)| = A(|x1, ..., |Xn|) para todos x; € Ey, ..., x,, €
E,.

Proposicao 2.2.1. Se os espacos de Riesz Ei, ..., E,, sdo Arquimedianos, F é um espaco de
Riesz e A € L,(Ey, ..., Ey; F) é um multimorfismo de Riesz, entdo, para qualquer p € S,,, a
restricdo de AR? (A) para (E;); x -+ x (E; ), é um multimorfismo de Riesz.

Demonstragao. Sejam p € S,,, A € L,(E,,..., Ep; F) um multimorfismo de Riesz e x{” €
(E)ys e s %0 € (E;). Pela Proposigao 2.1.6,

AR (A)x), ..., x)) = |o| = lim -+ |o| - lim Jr(A(xy,, ... » Xe,,))s
Ap(m) %(1)

. , lol
onde, para cada j = 1,...,m, (X4)yeq; € uma rede em E; tal que Jg(x,) —> x;". Como

as operagdes reticuladas sdo |o|-|o|-continuas, chamando o Lema 1.2.3 e usando que o

A . |o]
mergulho can6nico ¢ um homomorfismo de Riesz, do Teorema 1.4.6 segue que Jg,(|x, [)—

|x/’| para todo j = 1,..., m. Aplicando a Proposigéo 2.1.6,

AR (A)(|x)"], .. [xpy]) = |o] = lim -+ [o] = Him Jp(A(|x, | - [%ar, ])-

Ap(m) %(1)

Como A é multimorfismo de Riesz e Jr é homomorfismo de Riesz, JroA também é multi-
morfismo de Riesz, logo

ARAYK s ey 1K) = [o] = Lim ] = Lim Jp (A . )
Ap(1)

Fp(m)

= |o| - lim - |o| - lim |Jp(A(xy,, .., Xa,,))|
“p(m) aﬂ(l)

= |lo| - lim - |o| - lim Jp(A(xy,, ..., Xa,,))
®p(m) Qp(1)

= AR (A) (', ..., x1).

A penultima igualdade segue da |o|-|o|- continuidade das operacdes reticuladas (veja Lema
1.2.3). Assim,
AR (AL .. [l = [ARL(A) (', .. x)],

isto é, cada extensdo de Arens AR’ (A) é um multimorfismo de Riesz sobre (E;);, x -

(E):. O

m’n

X

Nos direcionamos agora aos nossos principais resultados deste capitulo. Similarmente
a nog¢do de aplicacdes de posto finito entre espacos vetoriais (veja, por exemplo, [65]),
dizemos que uma aplicacido que toma valores em um espaco de Riesz tem posto finito se o
subreticulado gerado por sua imagem for de dimensao finita.

Teorema 2.2.2. Se E,, ..., E, sdo espacos de Riesz, F é um espaco de Riesz Arquimediano e
A: E;x--xE, — F é um multimorfismo de Riesz de posto finito, entdo todas as extensoes

33



34

2 | EXTENSOES DE ARENS DE MULTIMORFISMOS DE RIESZ

de Arens de A, AR\ (A): E[” x--xE~— F, p €S, coincidem e sdo multimorfismos de
Riesz.

Demonstragao. Seja p € S,,. Comecamos com um multimorfismo de Riesz a valores escala-
res B: E;x---xE, — R.Pelo Teorema 2.1.3 obtemos que AR% (B) : E;"x---xE;” —> R éuma
forma m-linear regular. Por [52, Theorem 6] existem homomorfismos de Riesz ¢; : E; — R,
i=1,..,m,tais que B(xy,..., Xpn) = @:1(x1) -+ @m(xn) para todos x; € Ei, ..., x,, € E,,. Para
k=1,...,m, é claro que

Bk : ‘E1 X eee X p(l)E X eee X p(k—l)E X eee X Em _ IR
definida por

Bi(xy, ..., p(1) X5 ey p(k—1)X,---,xm) = <P1(x1) p(1)<P(Xp(1)) p(k-1)(P(xp(k—1)) (Pm(xm),

é uma forma multilinear. E claro também que By é positivo, pois cada ¢; ¢ um homomorfismo
de Riesz. Em particular, By € L,(Ey, ..., p)E, ..., pte-1)E, ..., En). Paracada k= 1,...,m-1e
cada x,) € E,k), tem-se

Bk(xla e p(l)x3 AR p(k)xs Sy xm)(xp(k)) = Bk(xb tres p(l)x> AR p(k—l)xa R xm)
= 01(x1) = p)@(%)  p(k-1)P(Xp(k-1)) *** Prm(Xim)
= @1001) = 0 @(X(m) ol P(Xp(h) *++ Om(Xm) @i (X))
= Bk+1(x1, ceey p(l)x, ceey p(k)x, veesy xm)q)p(k)(xp(k)),
ou seja, Bk(xl, cees p(D)Xs e pk) X5 ®5ens xm) = Bk+1(x1, cees p(1)Xs eees pk)Xs eees xm)(pp(k), k =

1,..,m - 1. Para k = m, temos B,, = ¢,m). Dados xp E“ sk =1,...,m-1, pela
Proposicao 2.1.2 temos

p(k) (Bk)(xl, coes p()Xs eees p(k)Xs eees xm) = x;zk)(Bk(xl’ oo p(1)Xs eees p(k)Xs ® 5 enns xm))
xpgk)(Bk.;.l(xl, cees p(l)x, vee s p(k)x, vee s xm)(pp(k))

Bk+1(x1, ceey P(l)x, ceey p(k)x, cery xm)x;fk)((pp(k))

e segue que xf’jzk)p(Bk) = X35 (@p()) B para k = 1,..., m—1. Além disso, para k = m obtemos

p(m "(B,) = x”m) (@o(m) = X)(,m)(@p(m)- Usando que B = By, para todos x{" € E;",..., x,; €
E.", temos

AR B)(x{', .., x0) = (x4 o oxlly) ) (B) = (x/f,) "o+ oxlf) ) (By)
= X)lm) ( () (x4 (By) )) )
= T (- () (xpi(@p)B2)) )
(% p(m) ( ( ;/)23[)( " p(BZ))) )
(o)X (++ (05 (%04 (0p(2)Bs) ) )
X <1>(‘Pp(1>)xp<2)(‘/’p(z>)xp<m> (- <x223>p(33)> )
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= p(l ) (@p(1) ++ X 2)(‘Ppm 2))x_m)p( Xo(m-1) (Bm 1))

= X0 @p1) ** X Ppim-2)X oy * (% ey (Pptm-1)) B

= p<1 J(@01) X2y (Pom-2) X o1 P X oy (@)
X0 (@p(1)) = Xy z>(qopm 2) Xy (m-1)(@p(m-1)) Xy (D))

ou seja,
AR (B)(x{', e x70) = X[ (1) -+ X (@m) = @7 (x)) -+ @ (x70),

onde ¢! é o biadjunto do homomorfismo de Riesz ¢;, i = 1,..., m. Assim, a extensdo néo
depende de p e, como ¢/, ..., ¢., sio homomorfismos de Riesz (Teorema 1.4.5), segue que
AR’ (B) é um multimorfismo de Riesz.

Como passo intermediario, para n € IN considere R” com a ordem coordenada a
coordenada e seja C: E; x -+ x E,, —> R”" um multimorfismo de Riesz. Pelo Teorema
2.1.3 sabemos que AR?(C) : E{” x - x E.” — (R")”™ = R" é uma forma m-linear regular.
Tomando as proje¢des canodnicas 7; : R" — R, j = 1,..., n, que sdo homomorfismos de
Riesz, cada 7;oC é um multimorfismo de Riesz a valores escalares. Da primeira parte da
demonstragdo obtemos que AR? (7;oC) : E{” x --- x E;” — R é um multimorfismo de Riesz
que nao depende de p. Pela Observacgéo 2.1.4,

7o ARG(C) = /> ARL(C) = AR)(1°C)
¢ um multimorfismo de Riesz para cada j = 1,..., n. De

AR (C)(x)', ..., x77) = ((me ARD(O)(x{, ..., X )Iy
segue que AR? (C) ndo depende de p e é um multimorfismo de Riesz, pois estamos traba-
lhando com a ordem coordenada a coordenada em R".

Finalmente, sejam F um espago de Riesz Arquimediano e A: E; x - x E,, — F um
multimorfismo de Riesz de posto finito. Chame de G o subreticulado de dimensao finita
de F gerado pela imagem de A, denote por i: G — F o operador inclusio e note que
a restricdo de A a G, denotada por A, : E; x -+ x E,, — G, é um multimorfismo de
Riesz. Chamemos de n € IN a dimenséo do espaco Arquimediano G. Por [73, Corollary 1,
p. 70] existe um isomorfismo de Riesz [ : G — R”", onde R" tem a ordem coordenada a
coordenada. Como I-A; é um multimorfismo de Riesz a valores em R", da segunda parte
da demonstracdo obtemos que AR (I°A;) é um multimorfismo de Riesz que ndo depende
de p. Pela Observagio 2.1.4,

AR (A) = AR? (eI oIoA;) = i”/o(I"") < AR (IoA,).

E claro que i ¢ homomorfismo de Riesz. Vejamos que (I"!)” também é homomorfismo de
Riesz. Para todo y € R" existe x € G tal que I(x) = y, e portanto

I yD = (G = o)) = x| = [T ().

Isso implica que "' é homomorfismo de Riesz, e dai (I"!)” também é homomorfismo
de Riesz pelo Teorema 1.4.5. Portanto AR? (A) nao depende de p e é um multimorfismo
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de Riesz, pois é a composicio de homomorfismos de Riesz com um multimorfismo de
Riesz. U

Definicao 2.2.3. Uma algebra de Riesz (A, ) é um espaco de Riesz .A com um produto =
que o torna uma algebra associativa e tal que x » y > 0 para todos x, y € A".

Uma algebra de Riesz (A, +) é uma f-algebra se x Ay = 0 em A implica que (x =
Z)Ay =(z+*x)Ay=0paratodo z € A". Se (A,*) é uma f-algebra, entdo o produto de
Arens o, definido a seguir, torna .4~ uma f-algebra (veja [80]). Dados x € A,y € A" e
x”,y” € A7, define-se:

yox: A—R, (Y -0y =y (x~y),
"oyt A—R, (& ey)y)=x"() -ye
x// @ y// . A~ - R , (x// @ y//)(zl) — x// :y//0 Z/)

Para maiores detalhes sobre algebras de Riesz e f-algebras, veja [5, Capitulo 2, p.
122].

Um espaco de Riesz é chamado lateralmente completo se todo conjunto de vetores
positivos disjuntos dois a dois tem supremo. Um espaco de Riesz que é ao mesmo tempo
lateralmente completo e Dedekind completo é chamado de espago de Riesz universalmente
completo [5, p. 126].

Observacao 2.2.4. Sejam E, ..., E,, espacos de Riesz e (A, ) uma f-algebra. Um multi-
morfismo de Riesz A: E; x --- x E,, —> A é dito multiplicativo se para cada i = 1,..., m,
existe um homomorfismo de Riesz T; : E; — A tal que

A(xlam’xm) = Tl(xl) ko m(xm)

para todos x; € Ei,...,x, € E,. A primeira parte da demonstra¢do do Teorema 2.2.2
pode ser facilmente adaptada para mostrar que todas as extensdes de Arens de A sdo
multimorfismos de Riesz, onde o contradominio de A é uma f-algebra. Na Verdade, aquele
mesmo raciocinio mostra que, para cada p € S,, e todos x;’ € E;",i = 1,.

Aan(A)(xlﬂ’ M) x:r:) = (x;)zm)oT;(m)) ©-0 ( p(l ) T;;zm)(xlzm)) "0 p(l (X )

onde @ é o produto de Arens que torna .4~ uma f-algebra. Isto mostra, em particular, que
todas as extensdes de Arens de qualquer multimorfismo de Riesz tomando valores em um
espaco de Riesz universalmente completo com ordem unidade fraca sdo multimorfismos
de Riesz multiplicativos.

O seguinte resultado parcial para multimorfismos de Riesz arbitrarios sera util mais
adiante.

Proposicao 2.2.5. Sejam E,, ..., E,, F espacos de Riesz, A € L,(E,, ..., Ey; F) um multimor-
fismo de Riesz e p € S,,. Para cada homomorfismo de Riesz y' € F~, Jp-(y')>AR.(A) é um
multimorfismo de Riesz e

AR (A, - )V = ARG (A)(x/], ..., [ ()
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para todos x;' € E;", ..., x,, € E.".

Demonstragdo. Seja y’ € F~ um homomorfismo de Riesz. Entdo y’A € L,(E,, ..., E,,) é um
multimorfismo de Riesz, e portanto AR’ (y'cA) : E;” x --- x E." —> R é um multimorfismo
de Riesz pelo Teorema 2.2.2. Para provar a primeira afirmacao é suficiente verificar que
Je-(y')°AR? (A) = AR? (y'~A): de fato, para todos x{” € E{",...,x,, € E,

Ur- (¥ ) ARL(AN(x, ..., x70) = Jr- (Y WARL(A) (X, ..., x7))
= ARL(A) (], ... x,)(Y)
7 P P
= (X o oxty )/°A)
= AR (y'oA)(x/, ..., x])).

Uma vez que acabamos de provar que Jp-(y')°cAR? (A) é um multimorfismo de Riesz e
usando que AR (A) = 0 (Teorema 2.1.3) e y’ > 0, para todos x;” € E;", ..., x, € E.~ obtemos

ARG (A)(|x)]s - [ D) = Up- (0 ) AR (AN, ..., 371
= [Ur- () AR (A) (7', ... x,,)]
= [ARL(A)(x/", ... ;) ()
< |ARL(A)(x, ... x)I(V)
< ARL(A)(x{], ., e DY),

donde decorre a segunda afirmacao. O]

2.3 Extensoes de multimorfismos entre reticulados de
Banach

Nesta secdo provaremos nossos resultados acerca de extensdes de multimorfismos de
Riesz entre reticulados de Banach. Come¢amos com as seguintes consequéncias imediatas
dos resultados provados anteriormente.

Proposicao 2.3.1. Sejam E,, ..., E,,, F reticulados de Banach.

(a) Se A€ L, (E,,...,E,; F) é um multimorfismo de Riesz de posto finito, entdo as extensoes
de Aron-Berner de A, AB) (A) : E x--xE» — F”, p € S,,, coincidem e sao multimorfismos
de Riesz.

(b) Se E;, ..., E;,, tém normas ordem continuas e A € L (E,, ..., Ey; F) é um multimorfismo de
Riesz, entdo as extensoes de Aron-Berner ABY(A): Ey x - xE» —> F” de A, p € S, sdo
multimorfismos de Riesz.

Demonstragao. Para um reticulado de Banach E, E~ é um reticulado de Banach (Teorema
1.3.6) e E” = E" pelo Corolario 1.4.3. Logo E™~ = E”. Assim, (a) segue do Teorema 2.2.2. E
como (E7); = E” uma vez que E" tem norma ordem continua (veja [62, Theorem 2.4.2]), (b)
segue da Proposicao 2.2.1. [

Os proximos resultados dizem respeito a extensdes de Aron-Berner de multimorfismos
de Riesz a valores vetoriais em reticulados de Banach arbitrarios.
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Proposicao 2.3.2. Sejam E,, ..., E,,, F reticulados de Banach, A € L,(E,, ..., E,,;; F) um mul-
timorfismo de Riesz e p € S,,. Entdo:

(a) y™oAB~ (A) é um multimorfismo de Riesz para cada homomorfismo de Riesz w*-continuo
Y™ € B,

(b) E verdade que

[ABL(A) (7, ., xp)I(V) = ABL(A)(Ix1], - DY)
para todos x;" € E,...,x» € E;” e y" € Span{¢ € F* : ¢ é um homomorfismo de Riesz}.

Demonstragao. (a)Seja y™* € F* um homomorfismo de Riesz w*—continuo. Podemos tomar
y" € F" tal que y™* = Jp(y"). Para cada y € F,

(v Jr) = y"Ur(y) = Jr-()Ur(») = () = ¥ (),

ou seja, y* = y™oJr. Logo y* ¢ homomorfismo de Riesz por ser a composi¢ao de homomor-
fismos de Riesz. Pela Proposicdo 2.2.5, y*<AB? (A) = Jp-(y*)°AB%, (A) é um multimorfismo
de Riesz, isto é, y™°AB/ (A) é multimorfismo de Riesz.

(b) Sejam x;" € E/,...,x, € E> e y € span{g € F* : ¢ é um homomorfismo de Riesz}.
Seja (y;)5., um sequéncia em span{¢ € F* : ¢ é um homomorfismo de Riesz} tal que
y, — y'. Para cada n € N existem k, € IN, homomorfismos de Riesz ¢., ..., o € F*

kn . .
e escalares a, ..., ak tais que y: = Y a/¢/. A continuidade de |AB.(A)(x}", ..., x3)| e de
j=1

AB. (A)(|x]’], ... s |x;]) e a Proposicéo 2.2.5 garantem que

[ABL (A - )| () = im JAB (A) (X .o, x30)[(37)

kn

(2 et)

Jj=1

= lim |AB? (A)(x], ...,

X WABL (A, ... x,)l(0h)

_
=
Mw

j 1

oy ABf (A (X, ..., [x3:)(})

=l

'M’“

n—oo =
kn
- lim AB’(A)(x], .. ( (Y ¢)

= lim ABL (AN} .o, [ )(3)

= ABL(A)(Ix7]s - 1 D).
Segue que
[ABL(A)(xT', - x)I(v) = ABL(A)(xy, -.., [ D ()
para todo y* € span{¢ € F* : ¢ é um homomorfismo de Riesz }. O]

A partir de agora, para um reticulado de Banach F a expressdo todas as extensoes



2.3 | EXTENSOES DE MULTIMORFISMOS ENTRE RETICULADOS DE BANACH

de Aron-Berner de qualquer multimorfismo de Riesz a valores em F sdo multimorfismos de
Riesz significa que, independentemente do nimero natural m e dos reticulados de Banach
Ei,...,E,, todas as extensdes de Aron-Berner de qualquer multimorfismo de Riesz de
E; x - x E,, em F sao multimorfismos de Riesz sobre E;" x --- x E’.

Lema 2.3.3. Seja F um reticulado de Banach tal que em F* existe uma base de Schauder
formada por homomorfismos de Riesz. Entao

F* =3span{¢p € F" : ¢ é um homomorfismo de Riesz }.

Demonstragao. Seja (y;);., uma base de Schauder de F* formada por homomorfismos de
Riesz. Para todo y* € F* existem unicos @, € R, n € N, tais que

y' = Z Ay, = ngl_rgo Z a,y, € span{¢ € F* : ¢ é um homomorfismo de Riesz },
n=1 n=1

donde segue o resultado. O]

Da Proposic¢ao 2.3.2(b) e do Lema 2.3.3 segue o seguinte resultado.

Corolario 2.3.4. Seja F um reticulado de Banach tal que F* tem uma base de Schauder
formada por homomorfismos de Riesz. Entao todas as extensoes de Aron-Berner de qualquer
multimorfismo de Riesz a valores em F sao multimorfismos de Riesz.

Antes de dar exemplos concretos, vejamos um resultado simples no contexto de espacos
de Riesz.

Proposicao 2.3.5. Se G é uma faixa projetada no espaco de Riesz F e todas as extensoes
de Arens de qualquer multimorfismo de Riesz a valores em F sdo multimorfismos de Riesz,
entdo o mesmo ocorre para multimorfismos de Riesz a valores em G.

Demonstragao. Sejam E, ..., E,, espagos de Riesz, A € L,(Ey, ..., E,; G) um multimorfismo
de Riesz e p € S,,. Denotando por i : G — F o operador inclusdioepor7: F — Ga
correspondente projecao faixa, a qual é um homomorfismo de Riesz, da Observacdo 2.1.4
segue que

AR? (A) = AR? (rroicA) = 1”0 AR (i°A)

¢ um multimorfismo de Riesz pois AR’ (i~A) é um multimorfismo de Riesz por hipotese e
x” é um homomorfismo de Riesz pelo Teorema 1.4.5. O

Veremos a seguir varios espagos para os quais o Corolario 2.3.4 se aplica. Denotemos
por (ey);; a sequéncia dos vetores unitarios canonicos dos espacos de sequéncias, isto é:
para todo n € N, e, = (Jux)5.; onde 8, = 1€ S = 0se n # k.

Exemplo 2.3.6. (a) Vejamos que c; tem uma base de Schauder formada por homomorfis-
mos de Riesz. Assim, o Corolario 2.3.4 se aplica para F = ¢,. De fato, considere o seguinte
isomorfismo canonico

il — ¢y Y = D Xabn
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Note que ¥(e,)((yk)r.;) = Yn para todo (yx)i.; € ¢. Assim, para todo n € IN, o funcional
¥(e,) € c; € um homomorfismo de Riesz. Como a sequéncia (e,);., € uma base de Schauder
para ¢;, a sequéncia (/(e,));, € uma base de Schauder de ¢, consistindo de homomorfismos
de Riesz.

(b) Vejamos que, para cada 1 < p < oo, existe uma base de Schauder em ¢, consistindo
de homomorfismos de Riesz. Assim, o Corolario 2.3.4 se aplica para F = £,. Para ver isso,

) 1 1 ) )
considere — + — = 1 e também o isomorfismo candnico

q

1 by — L YD) On)) = D XV

n=1

Note que ¢(e,)((z)r;) = za, paratodo (zi);; € £,. Logo, para todo n € N, o funcio-
nal ¢(e;) € £, ¢ um homomorfismo de Riesz. Como a sequéncia (e,);.; € uma base de
Schauder de ¢,, entdo a sequéncia (¢(e,));.; € uma base de Schauder de ¢, consistindo de
homomorfismos de Riesz.

Seja F um espago de Banach com base de Schauder 1-incondicional (x;)%,. Entdo F é
um reticulado de Banach com a ordem

:Z a;x; = 0 < a; = 0 para todo j.

j=1

(veja [58, p. 2]). Vejamos que, neste caso,

Z a;x;| = Z |aj|x;. (2.7)
j=1 j=1

\%

-a;x; Z a;x;, portanto z |laj|x; =

oo
)
j=1 j=1
(S
24

. (o] (o] o0
E imediato que ) |aj|x; = 2 aix; e Y, |aj|x;
j1 j=1 =i

v

‘Z ajxj’ Seja agora Y, b;x; € F tal que ) b;x; ;X € Z bix; = Z a;x;. Entdo b; >
j=1 j=1

b = —a; para todo j, logo b; > |a;| para todo j, assim Z = Y |aj|x;. Segue que Z |aj|x; é

: j:] ] 1

oo oo
a menor cota superior de {Z a;jxj, = Y, ajxj}, o que prova (2.7).
j= J=1

A partir de agora, sempre que dissermos que um espago de Banach F tem uma base de
Schauder 1-incondicional, F é considerado um reticulado de Banach com a ordem dada
pela base, conforme descrito acima.

Exemplo 2.3.7. (a) Seja F um espaco de Banach com base de Schauder 1-incondicional
(%7)72; que néo contem uma copia de ¢,. De [57, Theorem 1.c.9] sabemos que a base é
contratil e por [57, Proposition 1.b.1] segue que a sequéncia (x;);2, formada pelos funcionais
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coordenados, isto €, aqueles tais que

(o)
k=1

¢ uma base de Schauder em F*. Vejamos que, nesse caso, a base de Schauder (x;)]?’i_’1
formada por homomorfismos de Riesz:

* - (2'7) * - * —
X; < Z akxk> =" x; Z lak|xe | = |aj| = X; Z arxr ).
k=1 k=1 k=1

Assim, o Corolario 2.3.4 se aplica para F.

em F* é

(b) Por (a), o Corolario 2.3.4 se aplica para cada espaco de Banach reflexivo F com uma
base 1-incondicional. Apenas para dar exemplos reflexivos diferentes de £,, 1 < p < oo,
note que o espaco original de Tsirelson 7" [77] e seu dual 7 sdo espacos reflexivos com
bases 1-incondicional [31, Theorem 1.8 e Notes and Remarks p. 16)]. Assim, o Corolario
234seaplicaaF=T"eaF=T.

(c) Apenas para ilustrar, vamos dar mais dois exemplos de espacos nao reflexivos diferentes
de ¢, para os quais o Corolario 2.3.4 se aplica. O espaco de Schreier S (Defini¢do 1.3.4) e o
predual d.(w, 1) do espaco de sequéncia de Lorentz d(w, 1) (Definicdo 1.3.3) sdo espacos de
Banach nao reflexivos com bases 1-incondicionais que nao contém uma copia de ¢, (para
S veja [31, Corollary 0.8, Proposition 0.4, Theorem 0.5] e para d.(w, 1) veja [47, p. 1202],
[3, p- 1643] e [57, p. 19]). Por (a), o Corolario 2.3.4 se aplicaa F = Sea F = d.(w, 1).

(d) Pela Proposicdo 2.3.5, o Corolario 2.3.4 se aplica a todo reticulado de Banach F que é
uma faixa projetada em qualquer um dos reticulados de Banach mencionados nos exemplos
anteriores.

Nosso ultimo propédsito neste capitulo é ampliar substancialmente a classe de re-
ticulados de Banach F para as quais todas as extensdes de Aron-Berner de qualquer
multimorfismo de Riesz a valores em F sdao multimorfismos de Riesz. Para fazer isso,
lembramos que, dados uma sequéncia (F,),.; de reticulados de Banach e 1 < p < oo,

(o) (o) - %
(@nFn)p = {(xn)nﬂ tx, €F, e ”(xn)n:l”p = ( Z ”xn”p) < oo} €
n=1

(@nFn)y = {(xa)sly * X € Fy € [xa] —> 0}, () s ]| = sup [xl.
sdo reticulados de Banach com a ordem coordenada a coordenada (veja [5, p. 183]). Se
F = F, para todo n, € usual escrever £,(F) e ¢y(F) no lugar de (8,F), e (&,F),.

(o8]

Proposiciao 2.3.8. Sejam 1 < p < o e (F,);., uma sequéncia de reticulados de Banach tal
que, para cada n, todas as extensoes de Aron-Berner de qualquer multimorfismo de Riesz
a valores em F, sdo multimorfismos de Riesz. Entdo todas as extensoes de Aron-Berner de
qualquer multimorfismo de Riesz a valores em (&,F,), ou (®,F,), sdo multimorfismos de
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Riesz.

Demonstragao. Sejam m € N, p € S, e Ey, ..., E,, reticulados de Banach.

Dado um multimorfismo de Riesz A € L,(Ei, ..., E,y; (€,F,),), para cada k € IN considere
a projecdo na k-ésima coordenada

et (@nFn)p — Fies m((Yn)iet) = Vi

que é um homomorfismo de Riesz. Entao mcA € L,(E, ..., E,; Fr) € um multimorfismo de
Riesz. Por hipotese,

AB) (myoA) € L(ET, ..., E,; F) € um multimorfismo de Riesz para cada k. (2.8)
Tomando g tal que % %{ = 1, é conhecido que os operadores

Ur: (@4F})g — (@uF), . (i) (Vn)iy) Zyn(yn

Yot (@aF))y — (@uFy), . Y0y Zynm

sdo isomorfismos de Riesz, isto é, sdo isomorfismos entre espagos de Banach e homo-
morfismos de Riesz (veja [5, Theorem 4.6]). Assim, 5 := (y;')" : (@,F,); — (e.Fy), e

RN /A (®nFn), — (@,F,), sdo isomorfismos entre espagos de Banach. Note que,
Ut= (®,F), — (@ F) Para cada k € N, por i : F; —> (e,F,), denotamos a
inclusao canénica, ix(y;) = (0, ...,0, ;,0, ...). Note que a inversa de 1, é dada por

Ut (®aF), — (@aF,)p s 15 (V") = (v ol
Para todos y; € F; e (Vn)oq € (®nFn)p,
ko) ((Vn)nz1) = Vilme((Vn)aze)) = Vi) = 400, ..., 0, v, 0, .. )((Vn)za)s

mostrando que yieme = ¥4(0,...,0,¥;,0,...). Assim, para X" € ELj=1,..,m, ke Ne
Vi € .,

(ABLAYKs oo Xp)othoi) (Vi) = (ABLA)K] - )91)(0, .., 0, 3, 0, .)
= AB) (A)(x], ..., x;)(¥4(0, ..., 0, ¥, 0, ...))
= AB2 (A)(x)", ..., X (Vhomy)
= AB (moA)(X), ..., x2) (W0,

onde a ultima igualdade segue da Observacgdo 2.1.4. Isto mostra que
AB) (A)(x)"s ..., X, )oYnoiy = ABD (me A)(x, ..., X,,)
para cada k € IN. Além disso,

(PoAB (AN, %) = YABLAN . x5)
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= (1, "oy NABL(A)(x]', ... X))
= ¥ (Y5 (ABL(A)(x, ..., x},)
= Uy (Y1 (ABL(A)(]', ..., X,1))
= U (AB}(A)(x]', ... x, ) 1)
= (ABL(A)(x{', .., Xp)oYnein)yly
= (AB) (my e A)(x)'s ..., x,0))5n

n=1*

Segue que (Y°ABL (A))(x], ..., x;) = (AB? (m,0A) (X, ..., X))o Assim, por (2.8),

(Yo ABL(A(x], ..., )| = [(ABp (e AN, -y X3)) |
= (|AB (m, 0 A)(x)s ...
= (AB} (a0 A)(|77], -. |x |
= (Yo ABL(A)(|x]], ..., [x5,])-

n=1

Isso prova que /oAB” (A) é um multimorfismo de Riesz. Como 1 é uma bije¢ao positiva com
inversa positiva, i/ ¢ um homomorfismo de Riesz (veja [5, Theorem 2.15]), logo ¢! também
¢ homomorfismo de Riesz. Portanto, AB?,(A) = ¢y 'o(j>AB” (A)) é um multimorfismo de
Riesz, como queriamos demonstrar.

Para o caso de multimorfismos de Riesz a valores em (®,F),),, considere os seguintes
isomorfismos de Riesz,

vt (@aF)r — (@aFy s n()m)(n)is) = Y, iy,

n=1

V21 (@aF)eo — (@aF)1 s v )(V)m) Zyn ¥

onde (,F; ). € o reticulado de Banach formado pelas sequéncias limitadas com a ordem
coordenada a coordenada. Note que o adjunto de y; e a inversa de y, sdo dados por

Yi (@F)y — (@.F)1, iy )N = v (n((v))
V' (@) — (@aF))e, 15 (V) = (37 eh)i s

onde, para cada k € NN, iy é a inclusdo candnica. Seja A € L, (E,...,Ey;(e,F,)) um
multimorfismo de Riesz. Para cada k € N, a projecao mx : (®,F,)0 — Fr. mc((Vn)ie1) = Vo
¢ um homomorfismo de Riesz, logo my°A € L,(E,, ..., Ep; Fr) € um multimorfismo de Riesz
para todo k € IN,. Por hipotese AB, (mxoA) € L.(ET, ..., E,; F') ¢ multimorfismo de Riesz
para todo k. Chame

Y =¥:or (@B — (@, o
E claro que y é um isomorfismo de Riesz. Por outro lado, para todo y; € F; e todo
(J’n)‘:ﬂ € (enFn)Oa
e ) (n)izn) = Vel (n)it)) = ve(ve) = 1100, 0, 3 0, ) ()i,

ou seja, yiom = y1(0,...,0,3;,0,...). Dados x;” € E",j = 1,..., m, pelo que foi feito acima

43



44

2 | EXTENSOES DE ARENS DE MULTIMORFISMOS DE RIESZ

segue que, para todo k € IN,
ABL (A)(x;", ..., X, )oy1eix = ABD (myeA)(xy', ..., ) €

(P AB (AN s X3) = (AB (o AV, X))

e portanto y°AB” (A) é multimorfismo de Riesz. Dai, AB2(A) = y 'o(y-AB.(A)) também é
multimorfismo de Riesz, o que completa a demonstracao. ]

(o8]

Exemplo 2.3.9. Sejam 1 < p < oo, (p,); € (1, +00) e (F,);., uma sequéncia de reticulados
de Banach tais que, para cada n, F, = ¢; ou £, ou qualquer um dos reticulados de Banach
do Exemplo 2.3.7. Combinando o Corolario 2.3.4 com a Proposicao 2.3.8 concluimos que
todas as extensdes de Aron-Berner de qualquer multimorfismo de Riesz tomando valores
em (8,F,), ou em (&,F,), sdo multimorfismos de Riesz. Em particular, todas as extensdes
de Aron-Berner de qualquer multimorfismo de Riesz tomando valores em cada um dos
seguintes reticulados de Banach sao multimorfismos de Riesz: ¢)(E) e £,(E) onde 1 < p < oo
eE =c¢y,tl,1<s<00,T,T,S,d(w, 1) ou uma faixa projetada em qualquer um desses
espagos.



Capitulo 3

Ordem continuidade das extensoes
de Arens de operadores
multilineares regulares

Neste capitulo investigaremos quando extensoes de Arens de operadores multilineares
entre espacos de Riesz ou reticulados de Banach sdo separadamente ordem continuas.
Aplicacgoes para extensdes de polindmios homogéneos regulares serdo obtidas.

Os resultados que motivaram a investigar quando as extensdes de Arens sdo separada-
mente ordem continuas sdo os seguintes:

« Buskes e Roberts (2019) [29, Theorem 3.4]: Se A: E; x --- x E,, —> F é um operador
m-linear de variacdo ordem limitada entre espacos de Riesz, entdo sua extensdo de Arens
A E- .. x B — F é separadamente ordem continua em (E;)7, x -+ x (E):.

« Boyd, Ryan e Snigireva (2021) [26, Theorem 1]: Se A : E; x---xE,, —> F é um operador m-
linear regular entre reticulados de Banach, com F Dedekind completo, entdo sua extensao
de Arens A™V : E; x .. x E% —» F" ¢ separadamente ordem continua em (E})’, x - x
G

A pergunta 6bvia a luz desses dois resultados é se eles podem ou néo ser melhorados
no sentido de se obter ordem continuidade separada no produto das totalidades dos biduais
E" x-xE~eEx--xE; respectivamente, e ndo apenas nas restri¢des (E;), x --- x (E; ),
e (Ep), x -+ x (Ep),

n n*

Comecamos a responder essa questdo na Sec¢ao 3.1, onde, por meio de um contra-
exemplo, mostraremos que a resposta é negativa em geral. Para uma certa forma bilinear
regular A em #; x ¢j, que na verdade é a expressao da dualidade c¢; = ¢, sua extensao de
Arens A™ nao é separadamente ordem continua em #;" x ¢;". Na verdade, nosso contra-
exemplo revela um fendmeno interessante: mostraremos que A™ é ordem continua na
primeira variavel, mas ndo na segunda variavel; enquanto a outra extensio de Arens
de A é separadamente ordem continua. Em seguida, passaremos a buscar condi¢des no
operador e/ou nos espacos subjacentes que garantam que todas as extensdes de Arens
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sejam separadamente ordem continuas no produto dos biduais, e ndo apenas no produto
das restricdes. Na Secdo 3.2 provaremos que isso vale para somas finitas de operadores
multiplicativos em espacos de Riesz tomando valores em f-algebras Arquimedianas; em
particular para operadores de tipo finito entre espacgos de Riesz arbitrarios. O principal
resultado da Secéo 3.2, a saber, o Teorema 3.2.7, implica: (i) que todas as extensdes de Arens
de qualquer operador multilinear regular entre espacos de Riesz sdo ordem continuas em
pelo menos uma variavel. (ii) que todas as extensdes de Arens de um polinémio homogéneo
regular de um espaco de Riesz E para um espaco de Riesz F sdo ordem continuas na origem
em E™". (iii) Na melhora dos resultados de Boyd, Ryan e Snigireva e de Buskes e Roberts
para operadores regulares (veja Observacao 3.2.8). No final, na Sec¢ao 3.3 identificaremos
condi¢oes suficientes nos reticulados de Banach Ei, ..., E,, para que as extensdes de Arens
de qualquer operador m-linear regular de E; x--- x E,,, a valores em um reticulado de Banach
arbitrario F sejam separadamente ordem continuos em E;* x --- x E;*. Como consequéncia,
obteremos condicdes para que as extensdes de Arens de polindmios homogéneos regulares
em um reticulado de Banach E sejam ordem continuas em E.

Na maioria dos casos neste capitulo investigaremos a ordem continuidade de ope-
radores lineares regulares de E™~ em F™", em que E e F sdo espacos de Riesz, ou de E”
em F”, em que E e F sdo reticulados de Banach. Como todos esses espacos sao Dedekind
completos, devido ao Corolario 1.4.14 podemos usar qualquer uma das trés nocdes de ordem
continuidade. Lembre que, em espagos de Riesz, x, —%, x denota a ordem convergéncia de
uma rede (x,).cq para x. Para a teoria de operadores multilineares regulares e polinémios
homogéneos regulares nos referimos a [27, 28, 29, 59].

Definicao 3.0.1. Um operador m-linear A: E; x --- x E,, —> F entre espacos de Riesz é
separadamente ordem continuo (separadamente 1-ordem continuo, separadamente 2-ordem
continuo) se para todos j € {1,..., m} e x € Ex, k = 1,..., m, k # j, o operador linear

x; € Ej— A(xy,...,xp) €F
¢é ordem continuo (1-ordem continuo, 2-ordem continuo).

Para a definicdo de operador multilinear conjuntamente ordem continuo veja [26,
p. 234]. Se A é um operador regular entre reticulados de Banach com F Dedekind completo,
entdo A é separadamente ordem continuo se e somente se A é conjuntamente ordem
continuo [26, Theorem 2].

3.1 O contraexemplo

Lembre que um operador linear entre espagos de Riesz é o-ordem continuo se leva
sequéncias ordem convergentes em sequéncias ordem convergentes. E todo operador
ordem continuo é o-ordem continuo.

Considere o operador bilinear positivo

A: ty x cg — R s A((xn);o:p(yn);oﬂ) = Z XnYn-
n=1
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As duas extensdes de Arens de A sio denotadas por A™ = ARJ(A) e ARY(A), onde id é
a permutacio identidade. Conforme o anunciado, provaremos que a extensio ARIY(A)
¢é separadamente ordem continua em ¢ x ¢;” e que a extensdo A™ é ordem continua
na primeira variavel, mas nao na segunda. Embora todos os detalhes possam ser feitos
diretamente para essa forma bilinear, para evitar repeticdes desnecessarias aplicaremos
alguns resultados que serdo demonstrados posteriormente.

Hk

Pelo Teorema 3.2.7 sabemos que a extensdao A™ : £;" x ¢gg — R é ordem continua
na primeira variavel. Suponha que A™ seja ordem continua na segunda variavel, isto é,
para cada x™ € £}, o funcional linear A™*(x™,+) : ¢;; — R é ordem continuo. Denotamos
por

Yil— Y1) = D, %ym X = (X €4, = (Y € oy

n=1

o isomorfismo isométrico candnico. Tendo em conta que ¢ e ' : ¢ —> £ dado por
V@) = (p(en))>,, sdo operadores positivos, concluimos que § é um homomorfismo de
Riesz [5, Theorem 2.15]. Além disso, {/(x) = A(x, +) para cada x € ¢;.

Afirmacao 1. Para todo x™ € £, y™(x™) = A™(x™, ).

De fato, para todos y™ € ¢;" e x € ¢,

V) =y (P) = ¥ (Al ) = 7 (A)),

provando que ¥*(y™) = FH(A). Mais ainda, para todos x™ € #;" e y” € ¢,

YU = ) = (GT(A) = ABJA)(x, YY) = AT, Y7).
Isso prova que ¥ (x”)(y”) = A™(x™, y”), donde segue a Afirmagéio 1.

Afirmacao 2. x” € ¢ é ordem continuo em #;" se e somente se " (x™) € ¢;* é ordem
continuo em c;'.

wk

E facil ver que se x™ é ordem continuo entdo /”(x") é ordem continuo. Demonstremos
a implicac¢do inversa. Para isso suponha que x™ néo seja ordem continuo. Neste caso o
funcional positivo |x™| € £;" ndo é ordem continuo por Teorema 1.4.9. Logo existe uma rede
(x)acq em £; tal que x, | 0 mas élggfz{ “|(x;)} > 0. Para todo a € Q, x,, € ¢, logo existe

X

s

v € c; tal que ¢'(y;) = x,. Dessa forma,

Yo = ()70 = (@) () Lo,

pois (') é positivo e (/') é ordem continuo pelo Teorema 1.4.10. Segue que Y | 0 em ¢j".

Por hipodtese /”(x™) é ordem continuo, e portanto |/ (x™)| é ordem continuo novamente
por [5, Theorem 1.56]. Sendo iy homomorfismo de Riesz, " também é homomorfismo de
Riesz pelo Teorema 1.4.5, e entdo ¢/ (|x”)(v) = [ (x™)|(y;) | 0. Disso segue que

0 = inf{y"(x" D)} = inf{lx"I(¢ ()} = in

P X X

(x;)} > 0.

Essa contradicdo prova que x™ € #;” é ordem continuo em ¢; e demonstra a Afirmacdo
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Afirmacao 3. ¢;" contém um funcional que nao é ordem continuo em ;.

Seja c o reticulado de Banach de todas as sequéncias reais convergentes com a ordem
coordenada a coordenada e com a norma do supremo. Considere o funcional linear positivo
¢ : ¢ — R dado por ¢((x,);.,) = lim x,. Como ¢ é um subespago majorante de £, existe

n—oo

um funcional positivo ¢ € £, que estende ¢ (veja [5, Theorem 1.32]). Suponha que ¢ seja
o-ordem continuo. Para cada n € IN tome

X =(1,...,1,,0,..)=¢e ++e,€ce y=(1,1,..)Ec.

Note que 0 < x, T y e, por @ ser positivo e g-ordem continuo, 0 < @(x,,) T @(y). Por outro
lado, como ¢(y) = 1 e ¢(x,) = 0 para todo n € IN temos

1= ¢(y) = sup{@p(xn)} = 0.

nelN

Essa contradi¢do garante que ¢ ndo é o-ordem continuo e portanto ¢ € £, ndo é ordem
continuo em {.

Considere o isomorfismo de Riesz canénico ¢ : £, — ¢;, podemos tomar x™ € ¢, tal
que ¢*(x™) = ¢. Como ¢ € £, ndo é o-ordem continuo, existe uma sequéncia (x,);, em fx
talque x, | O e inng{ @(x,)} > 0. Mais ainda, existem y’ € #;, n € N, tais que ¢ '(y;) = x,.

ne
Logo y;, = ¢(x,) | pois ¢ é positivo, e portanto 0 < y., |. Suponha que exista y* € ¢ tal que
0 < y* < y; para todo n € N. Neste caso, como ¢~ é positivo,

0<¢7()) < ¢7(y) = xu,

o que nos leva a concluir que ¢7'(y") = 0. Segue que y* = 0 pois ¢™* é injetor, e portanto
y, | 0em £. De

inf{x"(y,)} = inf{(¢)(®)(¥)} = inf{($7) (@) (¥,)}

inf {G(4”'(v,)} = inf{G(x)} > 0,

segue que x™ nao é o-ordem continuo, e portanto ndo é ordem continuo como afir-
mado.

e

Finalmente, como A™(x", ) é ordem continuo, pela Afirmacao 1 sabemos que ¥ (x™)
¢é ordem continuo, logo a Afirmacéao 2 garante que x™ é ordem continuo. Isso mostra que
todo funcional em #;* é ordem continuo, mas sabemos pela Afirmacéo 3 isto ndo acontece.
A conclusao é que A™(x™, +) ndo é ordem continuo, isto é, A" ndo é ordem continuo na
segunda variavel.

Quanto a outra extensdo de Arens de A, a saber, ARizd(A) : ¢ x ¢; — R, uma vez que
¢, = £, tem norma ordem continua, o Corolario 3.3.1 garante que AR!4(A) é separadamente
ordem continua, portanto conjuntamente ordem continua por [26, Theorem 2].

Como a forma bilinear A é regular e de variacdo ordem limitada, este exemplo mostra
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que os resultados de Buskes e Roberts e de Boyd, Ryan e Snigireva, enunciados no inicio
deste capitulo ndo podem ser melhorados para obter a separabilidade ordem continuidade
no produto das totalidades dos biduais.

3.2 Operadores entre espacos de Riesz

Uma vez estabelecida a impossibilidade de se obter a ordem continuidade separada nas
extensoes de Arens em geral, passamos a buscar condi¢des sob as quais isso ocorre.

Nesta secdo apresentaremos nossos resultados sobre ordem continuidade separada no
produto das totalidades dos biduais das extensdes de Arens de operadores multilineares
entre espacos de Riesz. O principal resultado da secéo, a saber, o Teorema 3.2.7, é um
resultado multiuso, no sentido de que nos ajudara a esclarecer varias questdes sobre o
assunto deste capitulo. Em primeiro lugar, nesta secao ele sera usado para provar que as
extensdes de Arens de polindmios homogéneos regulares sdo sempre ordem continuos
na origem na totalidade do bidual do espago de seu dominio. Ainda nesta secao, sera
usado para estender o ja citado resultado de Boyd, Ryan e Snigireva [26, Theorem 1] no
sentido de provar que as extensdes de Arens sdo sempre ordem continuas em pelo menos
uma variavel. Finalmente, o Teorema 3.2.7 sera util varias vezes na proxima secao sobre
operadores entre reticulados de Banach.

Comecamos por mostrar que extensdes de Arens de operadores multilineares multipli-
cativos a valores em f-algebras Arquimedianas sdo separadamente ordem continuas no
produto das totalidades dos biduais.

Definicao 3.2.1. Sejam E,, ..., E,, espagos de Riesz e (A, x) uma f-algebra. Um operador
A€ L. (E,...,E,; A) é multiplicativo se existem operadores lineares regulares T;: E; —
A, i=1,...,m,tais que A(xy, ..., Xp) = Ty(x;) * - = T,,(x,,) para todos x; € Ey, ..., x,y € Ep.

Como as extensOes de Arens estdo definidas entre espacos de Riesz Dedekind com-
pletos, pelo Corolario 1.4.14 podemos usar qualquer uma das trés nocoes de operadores
lineares ordem continuos para investigar a separabilidade ordem continuidade de ditas
extensoes.

Proposicao 3.2.2. Sejam E,, ..., E,, espacos de Riesz e (A, x) uma f-algebra Arquimediana.
Se A € L,(E,,...,E,; A) é uma soma finita de operadores multiplicativos, entdo todas as
extensoes de Arens de A, AR? (A), p € S, coincidem e sdo separadamente ordem continuas.

Demonstragao. Seja B € L,(Ei, ..., E,; A) um operador multiplicativo e sejam T; : E; —>
A,i=1,...,m, operadores lineares regulares tais que B(xy, ..., Xp) = Ti(x;) * -+ * Tpu(x)
para todos x; € Ei, ..., x, € E,. Pela Observacdo 2.2.4 e pela demonstracdo do Teorema
2.2.2 sabemos que para cada p € S,, e todos x|, € E{,...,x/.,€ E/,,

AR (B)(x{, ..., x},) = /;(/m)(x//)zm)) ©-0 T,;fl)(x;&)),
onde o é o produto de Arens que torna .4~ uma f-algebra Dedekind completa, logo
Arquimediana e comutativa (veja [80, Corollary 3.5 e Corollary 3.6]. Dessa forma,

AR (B)(x]', ..., x) = T (x") @ =+ © T (X)),

49



50

3 | ORDEM CONTINUIDADE DAS EXTENSOES DE ARENS DE OPERADORES MULTILINEARES REGULARES

o que implica, em particular, que todas as extensdes de Arens de B coincidem.

Vejamos que a extensdo AR’ (B) é separadamente ordem continua. Para cada j €

. 7 /7. . . 7 ~ v °

{1,....m} sejam x" € E[,i=1,....m,i # j, e (xaj)ajegj uma rede em E; tal que X — 0.
X : ’/ . 4 4 ’/ 9

Entéo existem uma rede (z)qeq, € @), € € tais que z;/ loelx ;| = z;, para todo ¢; = a;,. E

(¢4
claro que o funcional

(iple - o |T (x) € A™

j+1

¢ =T () @ o | T (") o | T

j+1

é positivo. Usando que o produto @ é comutativo e [5, Exercise 12, p. 131],

AR BYx] o Ko )| = [TV () 0 0 TV(30) - © TY/(x)
=T ()l o [T (7 )l o | T (x| @ [T (x| @ -+ @ | T ()]
=Tl e (1T () @ -+ o | T ()] o [T ()l @ -+ | T (x)])
=T ()l e ¢ < | T [(xg ) © ¢ < |T"|(z7) © o.
A demonstracéo estard completa para B se provarmos que | T} |(z;: ) @ ¢ | 0. Para isso seja
y" € A" positivo. Entdo ¢ o y’ é positivo e, como T;” é ordem continuo (Teorema 1.4.10),

| T/’| é ordem continuo e positivo, Teorema 1.4.9. Isso nos permite concluir que |7;"|(z;) | 0.
Do Teorema de Riesz-Kantorovich (Teorema 1.4.4) segue que

(1T @ 0) () = T/ )@ 0 ¥) L 0,
e dai <|T]”|(zl;:) © (p) () | 0 para todo 0 < y’ € A". Aplicando mais uma vez o Teorema
1.4.4 obtemos (|Y}”|(zg) © @) | 0, como querfamos.

Seja agora A € L,(E,, ..., E,; A) uma soma de operadores multiplicativos, isto é, A =
zk:An, onde cada A, € L,(E,...,En,; A) é multiplicativo. Pelo que foi provado acima
g:albemos que as extensdes AR? (A,),n = 1,..., k, ndo dependem de p e sdo separadamente
ordem continuas. Segue que as extensdes AR’ (A) = zk: AR? (A,) nao dependem de p e sdo

n=1
separadamente ordem continuas. [

Como todo multimorfismo de Riesz a valores escalares é multiplicativo [52, Theorem
6], combinando a Proposicédo 3.2.2 com o Teorema 2.2.2 obtemos o seguinte:

Corolario 3.2.3. Todas as extensoes de Arens de uma soma finita de multimorfismos de
Riesz a valores escalares coincidem e sao separadamente ordem continuas.

Um operador A € L,(Ey, ..., E,; F) é de tipo finito se existem n € N, funcionais (p} € E;
evetoresy; €F,j=1,...,nei=1,..., m,tais que

A(xyy e, X)) = Z (p}(xl) qojm(xm))/j, paratodos x; € Ej,i=1,...,m.
j=1

Corolario 3.2.4. Todas as extensoes de Arens de uma aplicagao multilinear de tipo finito



3.2 | OPERADORES ENTRE ESPAGOS DE RIESZ
coincidem, sdo de tipo finito e sao separadamente ordem continuas.

Demonstragao. Dados ¢; € E;,i = 1,..., m, considere a forma m-linear regular
B : El X e X Em — ]R 5 B(xh'--,xm) = (pl(xl) o (pm(xm)-

Pela demonstracao da Proposicdo 3.2.2 todas as extensdes de Arens de B coincidem e
sdo separadamente ordem continuas. Além disso, para toda permutacao p € S,, e todos
x €E,....,x €E,

AR (B)(x)', .., xp) = ¢/ (%)) = @(x7y), (3.1)
onde ¢! é o biadjunto de ¢;, i = 1,..., m.
Sejam F um espaco de Riesz e y € F e considere o operador m-linear regular
C: Eyx-xE, —F, C(xt,..., Xp) = @1(x1) = Om(%) -
Dado y' € F, y'oC € L,(E,, ..., E,) e, para todos x; € Ei, ..., Xy € Ep,
(Ve C) o1, es Xm) = Y (Clxr, oon s X)) = ¥ (@1(351) = @) Y)
= 1(x1) - m(xm)Y'(¥) = ¥ (1)B(x1, .., Xim),
provando que y’°C = y’(y)B. E para todos x;" € E;", ..., x,, € E,~, por (3.1),

ARN(O)(Xs -, X)) = AR(Y 2O, ..., %) = AR (Y (9)B)(x, ..., %,y
= Y (AR B, -, x0y) = @1 (x]) - @ (7)Y ()-

Isto nos da, em particular, que todas as extensdes de Arens de C coincidem. Vejamos que
AR? (C) é separadamente ordem continua. Para cada k € {1,..., m} sejam x/" € E/,i =
1,....m, i # k, e (X;;)akegk uma rede em E; tal que xo’[; —5 0. Como a extensio AR? (B)

’ ’ o .
é separadamente ordem continua, AR (B)(x/’,...,x.,...,x) —> 0, e portanto existem

s o2
uma rede (f, )yco, em R e a, tais que t,, | 0 e [ARS(B)(x]', ..., XY, ... x))| < t,, para todo

s Moy m
@ = a,. Note que para todo y’ € F~,

AR (O, o, x,)(V) = ARL(B)(] ... ;)Y (v) = ARL(B)(xT', ... ;)P (1)),

isto é, AR? (C)(x{, ..., x)) = AR (B)(x’, ..., x/))Jr(y). Dessa forma, tendo em conta que o
operador Jr ¢ um homomorfismo de Riesz, para todo oy = ay,,

|ARD(C)(x's s X0 ooy X)) = |ARD(BY(xs . X[ e, X ) JE (W)
< |ARL(B)(x)”, o, xgps oo X IR (V)] = L J(|Y)-

Como Ji(|y|) € F~ é positivo e F~~ é Arquimediano, t, J¢(|y|) | 0 em F~ por [4, Theorem
1.28], e portanto AR? (C) é separadamente ordem continua.

Agora seja A € L(E, ..., Ep; F) de tipo finito. Tome n € N, funcionais ¢; € E; e vetores
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yi€F,j=1,...,ni=1,...,m, tais que
A(xyy ooy X)) = Z <p}(x1) = ¢"(xm)y;, paratodos x; € E,i=1,...,m.
=1

Para cada j € {1,..., n} considere os seguintes operadores m-linear regular:
C:j : El Xoeee X Em B F, ij(xb axm) = (P]l(xl) ‘ij(xm)yj
Pelo que provamos acima temos que, para todo, y' € F~ e x;' € E;", ..., xs € E.",

AR (C)(', oo, xp)(V) = [0]17 () - [T )y (), T = 1,

e também que AR/ (C)),j = 1,..., n ndo depende de p e é separadamente ordem continua.

De A = )’ C; obtemos AR/ (A) = ). AR’ (C;), donde segue que AR/ (A) nao depende do p e
j=1 Jj=1
é separadamente ordem continua. Para finalizar, de

n

AR(A) X, x, (V) = ZARZ(CJ)(X”,---,XZ)(J/) = D L)1)+ Lo (x)y (1)

J=1

= VL) = LoV K ))

n

= [ D10V G Lo )| 07

j=1

obtemos que AR’ (A) é de tipo finito. O]

Para prosseguir aos principais resultados de esta se¢io, precisamos de alguma prepara-
cao.

Lema 3.2.5. Sejam E,,...,E,, F espacos de Riesz com F Dedekind completo e (B,), uma
rede em L.(E,, ..., Ey; F). Entdo B, | 0 se, e somente se, By(xi,...,X,,) | 0 em F para todos
x €E,....,xn €EE,.

Demonstragao. Faremos a demonstracao por inducao sobre m. O caso m = 1 segue do
Teorema 1.4.4. Suponha que o resultado seja valido para n e seja (B,), uma rede em
L.(Ey, ..., E,.; F) tal que B, | 0. Considere o isomorfismo de Riesz

lp : ﬁr(El,...,EnJrl;F) e cr(El;Er(Ez :En+1;F))
dado por

V(A) (1) (2, ..o s Xne1) = A(Xy, X, oy K1)

Como y é positivo, 0 < (B,) |.Seja T € L,(Ey; L,(E, ..., E,.1; F)) tal que 0 < T < ¢/(B,)
para todo a. Como ¢! é positivo, 0 < ¢y }(T) < B, | 0, donde segue que 0 < "(T) < 0.
Isso prova que ¥/(B,) | 0 em L,(Ey; L, (E; ..., E,.1; F)). Pelo caso linear, temos 1/(B,)(x;) | 0
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em L,(E; ..., E,.; F) para todo x; € E;. A hipotese de inducao nos garante que

B (x1, X3, ooy Xna1) = Y(Bo) () (%2, .oy Xni1) L O

para todos x; € E;, ..., X1 € E,,. A demonstragio esta completa.

n+l-

Reciprocamente, suponha que B, (xi, ..., X,,) | 0 em F, para todo x; € E;, ..., x, € E},,
entdo 0 < B, | em L,(E,, ..., Ep; F).Seja B € L,.(E,, ..., Ey; F) tal que 0 < B < B, para todo a.
Neste caso temos 0 < B(xy, ..., Xp) < By(x1, ..., X;n), 0 que implica que 0 < B(xy, ..., x,,) < 0,
isto é, 0 < B < 0. Isso nos permite concluir que B, | 0. 0

Lema 3.2.6. Sejam E,,...,E,, espacos de Riesz, p € S,,, k € {1,...,m} ex (k) € (E;)(k));,. (0]
operador

P
X;Ek) : L (El, “+eap(1) E - sp(k-1) E, vees Em) —> Er(El, -eap(1) E, <+ sp(k) E, veey Em)
definido na Proposicdo 2.1.2 é ordem continuo.

Demonstragao. Pela Proposigéo 2.1.2 sabemos que operador xy k)p ¢ linear, regular e satisfaz

a desigualdade |x ‘

|xp(k)| Seja (Ay)qco uma rede no espaco dos operadores regulares

L(Ei,....p1)E, ... ope-1) E, ..., En) tal que A, —5 0. Ento existem (By)aeq uma rede em
L(Ey, ... E,..cope-1) E, ..., En) € g € Q tais que B, l 0e|A,| < B, para todo a = a.
Dessa forma,

II'D

——0p
X (Al = X7y ‘(]A ) =< |x” | (|Ag]) = ]xp(k)| B,) para todo a = a.

Xo(k)

Para cada x; € Ef com i € {1,...,m} \ {p(1),..., p(k)}, pelo Lema 3.2.5 temos

Ba(Xi1, eee sp(1) Xs wevsp(l) Xs %5 evs Xm) | O.

Como xp(k) é ordem continuo, |x (k)| € positivo e ordem continuo por Teorema 1.4.9, logo
|x (k)|( (X152 p(1) Xy oo () Xy 5 e s X)) ) | 0,isto é,

|xp(k)| (Ba)(xl, -+ 3p(1) X, ... >p(k) Xy oo xm) l 0.

Aplicando uma vez mais o Lema 3.2.5 obtemos |x”/,. (k)| (By) | 0, 0 que prova que o operador

—p
!’]zk) é ordem continuo. ]

Teorema 3.2.7. Sejam E,, ..., E,,, F espacos de Riesz, p € S,, e A€ L,(Ei, ..., E,; F).

(a) Para todos j € {1,..., m}, x;Ei) € E;(l), =1,..,j-1,¢e xp(l) ( ;(l.));l,i =j+1,..,m o0
operador
Xy € Exiy > ARG (AKX, .., X0y, oo X) € F (3.2)

é ordem continuo em E ;.
(b) AR? (A) é separadamente ordem continua em (E}), x -+ x (E;, ).
(c) AR?,(A) é ordem continuo na p(m)-ésima coordenada em todo o espago E
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Demonstragao. Provaremos somente o item (a), pois (b) segue imediatamente de (a) e (c)
segue de (a) tomando j = m

Para provar (a) tome j € {1,..., m} esejam x;, € E . i=1,...,j- 1, e xy, € (E ;) i

j+1,..., m. Tome uma rede (x’ emE™" (]) tal que x U)—» 0. Entdo existem uma rede

Xe, (,>) () €on>

/77

(Zap(j))ap(;)Gme em E ;) e a,;, tais que z l 0e|x u>‘ <z ', para todo a,) = a,;),. Como
A é regular, podemos escrever A = A1 Az para alguns operadores positivos A; e A, em
L.(E,...,En; F). E claro que o operador B := A; + A; é positivo. Denotando o operador

em (3.2) por AR? (A),~ Xl s PATA cada a,) = (),

|ARP(A)X<1> IR AT m>( “o>)| AR (A, .. % ;/(» s )|
< ARG (A7 s e 2 oo 2D
= ARG (Ay = Ao 1o D
= IARL(A) = ARLAN | b | )
< (AR(A1) + AR (A9)) (x|, oo, 1% |, 27])
= AR BY(/ |, o 132, oo 1D
= AR} (B)ar |t 1l bl (X )
< AR, (B)y Z AT L (m)‘( ‘/X;@)'

Como extensdes de Arens de operadores positivos sdo positivos, Teorema 2.1.3, segue que

177
0=< AR} (B)|x A AT A AP "xfwimﬂ(z%o)) l ’
Chamando T := |x] m)| |x’£}+1 | como cada |x,|,i = j+ 1,..., m, € ordem continuo,

pelo Lema 3.2.6 segue que |x”/.| (1)| é ordem continuo, e portanto T é ordem continuo e
positivo. Por outro lado, é claro que, para todo y’ € F~ positivo,

t= ([ 1| SR ")(y°B) € L(Ey, ... op1) Es ovv p-1) Es o s Enm)

¢ positivo. De z/ | | 0 concluimos que z&;U)p(S) 1 0,logo T(z(;;mp(S)) | 0, uma vez que T é
linear, positivo e ordem continuo. Assim, para todo y’ € F~ positivo,

AR] Byt ity 1ty el (Ze V) = ARLBY(|x] o 2z oo 1 DY)
P
(lx <m>l LA R PN R P ><y oB)

= (TozZ Pelcli, "o ol [ ) (v/<B)
- (( ‘;;(np |xp(} 1)| |x 1)| )( OB))
= T(27, (gl el ) ') ) = TGZ"(9) L o.

Segue do Lema 3.2.5 que AR? (B)|x;;1)| A (z/ % ) | 0, 0 que nos permite concluir

que AR? (A) € ordem continuo. ]
ﬂ(] 1 ﬂ(J+1) Xo(m)

Observacao 3.2.8. O Teorema 3.2.7 melhora [26, Theorem 1] nos seguintes sentidos: ele
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vale para todas as extensdes de Arens, vale para operadores entre espagos de Riesz, ndo
impde a hipotese de F ser Dedekind completo e, finalmente, assegura a ordem continuidade
em todo o bidual em uma das variaveis. Para operadores regulares, o Teorema 3.2.7 melhora
[29, Theorem 3.4] pois leva em conta todas as extensdes de Arens e garante a ordem
continuidade em todo o bidual em uma das variaveis. Em particular, o Teorema 3.2.7(b)
fornece uma demonstracio alternativa de [26, Theorem 1] e de [29, Theorem 3.4] para
operadores regulares entre espacos de Riesz. Mais ainda, o item (c) do teorema mostra que
A(m) = AR (A) é ordem continua na primeira variavel em E;".

Relembre que um polindmio m-homogéneo P: E — F entre espagos de Riesz é
positivo se seu operador m-linear simétrico correspondente P é positivo. Além disso,
P é regular, em notacdo, P € P,("E; F), se P pode ser escrito como a diferenca de dois
polindmios positivos.

As extensdes de Arens de um polinémio regular P € P,("E; F) sdo os polindmios
associados as extensdes de Arens de P, isto é: para cada p € S,, a extensdo de Arens de P
com respeito a p é o polindmio

AR°(P): E~ — F~, AR?(P)(x”) = AR..(P)(x”, ..., x").

Em [29, Theorem 3.5] esta provado que AR’ (P) é ordem continuo em (E”);. Aqui con-
seguimos avancar para a ordem continuidade na origem em todo o bidual da seguinte
forma:

Proposicao 3.2.9. Todas as extensoes de Arens de um polinémio P € P,("E; F) sdao ordem
continuas na origem em E™", no sentido de que Aan(P)(x;’)—o> 0emF~ paracadap € S,, e
qualquer (x!) e em E™ tal que x//—> 0 em E™".

Demonstragao. Escreva P = P, — P,, onde P; e P, sdo polindmios m-homogéneos positivos,
e seja P, P, : E™ — F os operadores m-lineares positivos simétricos associados a P; e P,,

. . o~ ~ 0 ~ .
respectivamente. Seja (x)4cq uma rede em E™~ tal que x/— 0. Entéo existem uma rede

//

(2)aco em E™™ e oy € Q tais que z7/ | 0 e |x/| < z// para cada @ > . Para cada permutagio

p € S, sabemos pelo Teorema 3.2.7 que o operador

i ~~ D D 7 "o 77
x" €E7 — ARV (P, + Po)(z,,, ..., 2, X, 2 z, ),

a0’ oy

onde x” esta na p(m)-ésima coordenada, é positivo e ordem continuo. Para a > @, temos
z) < z;; , assim, usando que AR? (P, + P,) é positivo, pelo Teorema 1.1.5,

JARL(P)(x)| = |ARL(Pr = Pa)(x))| = |ARD(Py = P2)")(xg s -0 %))
= |ARL(Py = Po)(x), ... x)| = |ARG(Py = )|, .. X))
< |AR (P, - P)|(2/, ..., 2)) < AR (P, + P)(2/, ..., 2
< AR (P, + Vz)(z;;, s s 2 Zogs e Zog) | .
Isso prova que AR? (P)(x/ )—O> 0 e completa a demonstracao. 0

Antecipando a pergunta que o leitor certamente tem em mente, informamos que em
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[24] esta provado que, para um polinémio homogéneo regular, a ordem continuidade em
um ponto nao implica na ordem continuidade em todos os pontos em geral. De qualquer
forma, o resultado acima sera util mais adiante.

3.3 Operadores entre reticulados de Banach

Nesta se¢do damos condig¢des sobre os reticulados de Banach E, ..., E,, de modo que,
para cada reticulado de Banach F, todas as extensdes de Arens de qualquer operador
m-linear regular de E, x --- x E,, a F sejam separadamente ordem continuas em E;" x - x E>".
Consequéncias sobre a ordem continuidade das extensdes de polindmios homogéneos
regulares também sdo obtidas.

Se o dual E* de um reticulado de Banach E tem norma ordem continua, entdo E* = (E*);,
(veja [62, Theorem 2.4.2]). Sendo assim, o seguinte resultado é consequéncia imediata do
Teorema 3.2.7.

Corolario 3.3.1. Sejam E,, ..., E,, F reticulados de Banach, A € L,(E,,...,E,;F) ep € S,.
Se E; tem norma ordem continua para todoj € {1,..., m}, j # p(1), entdo a extensdo de Arens
AB? (A) de A é separadamente ordem continua em E;" x --- x E’;.

O proximo resultado deixa claro que tipo de condicdo é necessaria para se obter ordem
continuidade das extensdes de Arens sobre o produto das totalidades dos biduais.

Proposicao 3.3.2. Sejam m = 2 e E,,..., E,, reticulados de Banach tais que a extensdo
de Arens A™Y de qualquer forma m-linear A € L,(E,,...,E,) é separadamente ordem
continua em Ey" x --- x E>. Entdo, para cada operador T € ﬁ,(E,»;EJ’f), Lj=1,....mi#j,0
funcional T"(x;") é ordem continuo em E;" para todo x;" € E}’.

Demonstracdo. Seja T € ﬁr(Ei;E;),j = 1,...,m,i # j. Escolha funcionais ¢, € E;, k =
1,...,m, k # i, j, ndo nulos e defina

A: E;x-xE, — R, A(x,..., Xn) = <H <pk(xk)>T(xi)(xj).
k=1

k#ij

E imediato que A é uma forma m-linear regular. Suponha i < j. Usando a descricio de
Davie-Gamelin das extensdes de Arens (veja [34] ou [49, Corolario 4.4.3]), para x;" € E]" e

redes (x,)qeq, em E; tais que xj" = w™-lim Jg,(x,,), [ = 1,..., m, obtemos
a
A*(’"”)(x;*, s Xy x], s X)) = harln h(f,.n liogn lyn?A(x“l’ cees X, )
m
= lim - lim - lim - lim ] T o0, ) Tx) ()
oq a; @ Am k=
k

1
Lj
1

3

—

o a;i @ Om-1

=lim--lim--- lim --- lim < (pk(xak)) T (x4,)(%e,) lim J,, (%, ) (@)

il
-

=~
Mo
<.

1
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oq a; Qj Om-1

= lim - lim --- lim --- lim ( ﬁ (pk(xak)> T (x4, (X)X (@)

j-1
= X (Pm) X}il(@n)liar}l---lim hm< Pk (xak)> T (x4, )(xa;)

% % k=1
k#i
j-1
H X () lim -~ lim - lim < 11 w(m)) lim T(xg, ) (%)
j-1
H X (@) lim -~ lim - lim < H <pk(xak))x;*(T(xm))
k=j+1 ' AN

ka Px hm“'li(;n< _ Qﬂk(xak))x;*(T(xa,-))

k=i+1 k=1
k#j
i-1
H x; (@r) lim -+ lim Pr(xg,) | lim T (") (x,)
k=i+1 @ g1 k=1 %
k+j
T et - (kam) ()
k#lj k#i,j

=<ka qok)r(x ).

k#i,j

Em resumo,

m
A XX X = ( H x,*:(<pk)> T (x7)(x")
iy

para todo x;* € E;". Como ¢y # 0, k # i, , existe x; € E tais que ¢x(x) = 1. Dali,

A*(m+1)(.]E1 (1) ooy X7, e x], o> JE, (Xm)) = ( H]Ek(xk)((pk)> T**(xi**)(xj**)

k#ij

( H <pk<xk>> T(x)(x") = T"(x)(x))-

k;&l]

Como A*™1 é separadamente ordem continua por hipétese, para todo x;* € E;* o funcional
T*(x;") é ordem continuo. Trocando i por j e j por i, segue que, para j < i, o funcional
T*(x;") é ordem continuo, completando a demonstragéo. ]
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Embora os proximos resultados sejam validos, com as modificacdes 6bvias, para todas
as extensoes de Arens AR/ (A) de um operador m-linear regular A, para aliviar o peso da
notacio das demonstracdes, nos restringiremos a extensio A™V = AR,‘;(A).

Lema 3.3.3. Sejam E,, ..., E,, reticulados de Banach, A € L.(E,,...,E,) ei € {1,...,m}. Se

X €E,j=1,..,i-1ex €E,j=1i+1,.., m, entdo o funcional

A*(m+1)UE1 (xl)s ,]E,;l (xi—l)a ) x;:.p ceey x:;) : E:* — R

€ W' -continuo e

“(m+ ok *x —=0 —0
A (m I)UEl (x1)> e a]Ei,1(xi—l)’ xl' 5 eees xm) = (xi O Oxm )(A)(xl’ cees xi—l)'

~ : dedk ek dedk (A)' ok ek - %
Demonstragdo. Seja (X )qeo, uma rede em E;* tal que x;; — x;* € E;". Para cada x; € E;
temos x;"(x]) = llglxai(xi). Dados x; € E;,j=1,...,i-1,e X" € Ej J=i+1,...,m
1

A*('””)(]El(xl), s JE (Xis1), X7y X))
- (]El(xl)“’o...o]Ei_l(xi_l)aox_y"o...ox “)(A)
= To ) () o Ty, Gar) oo 0% ) (A)
=]E1(x1)((JEz(x2)9°"'OJE, o) ox” Yoo’} (A))
= (Jra(e) o+ Ty Geir). oo - o) (A) (1)
= T () () o T, (o) oo - 0% ) (A)) (1)
= T ) () o - Ty () X o o o) (A)) (31, )
= () T, () X7 - o0 ) (A)) (1, +)(2)
= (e (0) o T, (i) ox o oxy”) (A) (31, %2)

= (T, Gerct) oo o o) (A) (X1 1)

= me( (xi**e" ox_:,:@)(A))(xl, s Xic2)

= Jo () (3770 x5 ) (A)) (1 ovvs X))

= ( °x_;26)(A)(x1’ ooy Xizg, +)(%Xim1)

( X ) (A) (X ey Xicz, Xio1)

x—;*e ( (ﬁe" Ox_fée)(A)) (X1, v s Xi-z, Xi-1)

x5 (5% ox20) (A)) (X oo X1 %o, #))

2 im (65 357 ) () (et o %12, %1, ))

=l A, (), T (), X5 )

—=0
X7 0w
—=0
X7 0w

onde, em (A), usamos que ((Eeo ox_;;e)(A))(xl, cees Xizg, Xi—1,*) € E;.
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Definiciao 3.3.4. Seja P uma propriedade de funcionais lineares em reticulados de Banach.
Dizemos que:

« Uma forma A: E x .- x Ei — R, onde Ei,..., E,, sdo reticulados de Banach, tem
P-separadamente se para todos j € {1,..., m} e x;" € E,i=1,...,m, i # j, o funcional

Ao - BT — R x> Al L x),
tem a propriedade P.

« P é uma propriedade de Arens se, independentemente do niimero natural m > 2, dos
reticulados de Banach E,, ..., E,, e da forma m-linear regular A € L,(E,, ..., E,), a exten-
sdo de Arens A1 de A tem P na primeira variavel, no sentido de que o operador
A*(l"”);a : E —> R tem P para todos x;" € E;', ..., x. € E’..

Xy e,
Exemplo 3.3.5. A ordem continuidade (Teorema 3.2.7(c)) e a w*-continuidade (veja [39,
p-413] ou Lema 3.3.3) sdo propriedades de Arens.

Definicao 3.3.6. Um operador linear T : X — Y entre espacos de Banach ¢é fracamente
compacto se T(Bx) é fracamente compacto em Y.

Teorema 3.3.7. [41, Theorem 2, p.482 e Lemma 7, p.484] As seguintes afirmacoes sao
equivalentes para um operador T € L(X; Y) entre espacos de Banach.

(i) T é fracamente compacto.
(i) T € L(Y", X") é w -w-continuo.
(i) T"(X™) < Jy(Y).

Teorema 3.3.8. Sejam P uma propriedade de Arens, m > 2 e E, ..., E,, reticulados de Ba-
nach. Suponha que:

(i) Paraj = 2,...,m-1,ei = 1,...,m — j, cada operador linear regular de E; em E., é
fracamente compacto.

(ii) Para todos k = 2,...,m, x;" € E]" e T € L,(E;;E;), o funcional T"(x;") € E" tem a
propriedade P.

Entdo, para cada forma m-linear A € L,(Ey, ..., E,,), a extensdo de Arens AV : E* x
- x E» — R tem P-separadamente.

Demonstragao. A demonstracao sera feita por indugdo sobre m. Para o caso m = 2, seja
A € L,(E,, E,). Pela hipotese de P ser uma propriedade de Arens, A™ tem a propriedade P
na primeira variavel. Provemos que, para cada x;" € E}", A™(x;", +) € E; tem a propriedade
P. Para isso, considere o operador linear regular T : E; — E; dado por T(x;) = A(x, *).
Para todos x;" € E; e x; € Ej,

o - - —=0
T () (%) = % (T(x)) = % (Alx, +)) = 7 (A) (1),
isto &, T"(x;") = x_g*e(A). Assim, para todos x;* € E}', x;" € E;’,

0

*k [ xx ok ok 5/ o (—0 —=0 —=0 skx [ wx wk
T7(x)(x) = x(T'(x,)) = x; (xz (A)) = (x1 °X )(A) = A7 (x], X))
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Como T (x}]") tem a propriedade P por hipotese, segue que A™(x]’, «) tem a propriedade
P. Isso mostra que o resultado vale para m = 2.

Suponhamos agora que o resultado seja verdadeiro para para n e provemos que também
é verdadeiro para n + 1. Estamos entdo supondo que as condicdes (i) e (ii) valem para n + 1.
Seja A € L,(E,, ..., E,.1). Relembre que, conforme ja vimos, paracada x; € E, i = 2,..., n+1,
o operador
—0
Pt ﬁr(Elw--,Ei) —)ﬁr(El’---»Eifl)

é dado por
X (B)x1, e i) = % (B3, s Xir, ).

. o - . —=0 . . —=t - B
E também que, para cada x;* € E}’, o funcional x;" : E; — R é dado por x;" = x;". Além
disso,

A x) = (e o J(A) = (370 o) (3 (A))
= () " 1),

+1
Como x| (A) € L,(E,,...,E,), pela hipotese indutiva obtemos que ( X (A)) e tem
P-separadamente, e portanto A“™*? tem a propriedade P nas n primeiras variaveis. Para

provar que A“"? tém a propriedade P na (n + 1)-ésima variavel, seja x;" € E,i=1,...,n
Nosso trabalho é mostrar que A" (x}",..., x>, +) : E7,, —> R tem a propriedade P. Dados

x;€E,i=1,...,n-1, considere o operador hnear regular

Axl,...,xn,l : En E:H-]: Axl,...,xn,l(xn) = A(xl’ AR xn: .)'
o
Dado x;,, € E;, ,, tome uma rede (x,,),, em E, tal que Jg (x,,) — x. Da o"-w'-

continuidade de [A,, , ,|” e do Lema 3.3.3 temos

(A T 6)000) = Bm{ Ay, 17U, (50 50)
= llm]En+1(Ax1 X 1(xan))(xn+1

= hm X (Ao (X)) = hmx (AG, ey X1, Xy, )
= hm X (A)(xl, cees Xn-1, Xg,)

= 11()(131A 2 (T, (31)s v Ty s (1) Ty (X )s Xy

= A*(mz)UEl(xl)s oo JEy (K1), X5 X0 q)-

A igualdade obtida é a seguinte:

[Ax1’~-~)xn-1]**(x:)(xnﬂ) (n+2)(] (xl) JEn—l(xn_l)’ xn > xn+1 (33)
Para x;; € E; e x; € E;,i = 1...,n - 2, considere o operador linear regular A, . , .- :
E,., — E;,, dado por

Axl,-‘-,xn—z,xff(xn—l)(xn+1) = A*(n+2)(]E1(xl)’ a]En—1(xn—1)’ x::’]Enﬂ(an))'
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Por outro lado, para cada x,.; € E,; o funcional [A,, ., (x:,-1)]" é uma extensdo
w'-continua de Ay, _,x:(X,-1). Mais ainda, como A, _, é fracamente compacto por
hipoétese, para cada x;” € E; o funcional [A,,  , ,]7(x; ) é w'-continuo (Teorema 3.3.7).

s

Tomando uma rede (x,,,,),,,, em E,.; tal que Jg,, (xq,.,) o x

n+1°

[Ax1 Xn-2,Xy, (xn 1)]**(xn+1) - hm[ X1, ...,x,,_z,x;'(xn—l)]**UEnn(xan+1))

On+1

= 11m]En+1 (xanﬂ )(Axl,i..,x,,,z,x;’ (xn—l ))

QAn+1

=lm Ay . (X0-1)(Xe,.,)

Qn+1
= EmA*("*Z)UEl(xl) s JEny (Xn1)s X5 T (X))
n+1
= im[Aq o, 1706 Uy (%)) = [Ax, o0 17067 (000)
QAn+1
(33) ins N
= A (n 2)(.]E1 (xl)s s]En_1(xn—1)5 xn 5 xn+1 . (34)

" ,
Tome uma rede (X, ,)q, , em E,; tal que Jg, ,(x,,_,) — x;-,. Usando que [A,, ., ,.]" é
@'-w’-continuo e o Lema 3.3.3, para cada x},, € E;,, temos

n+1

[Axl,...,xn,z,x;,*]**(x;1)(x:;1 - hm[Axl,...,x,,,g,x,*; ]**UE",l (xotn,l ))(x:;:1)

An-1

= llijm( X1y Xn=2, Xy (xan 1))(xn+1

An-1

= lim xn+1(Axlg---,xn—z,xg*(xan—l ))

An-1
- Em[Axl,...,xn—z,xZ*(xﬂ!n—l)]**(x:l*’rl
n-1
(3.4) ;. «(n+
= EmA (n Z)UEI(XI) JEn l(xan l) n+1)
n-1

= A*(n+2)UE1 (xl)a oo 3]En,2 (xn—Z): xn 1 x xn+1

A igualdade obtida nesse passo é a seguinte:

[Ax1 »Xn-2, x ]**(x 1)(xn+1) A ("+Z)U (xl) ’]Enfz (xn—Z)J x:l*—l’ xn H xn+1) (3'5)

Para x;, € E ,x € E ex; € E;,;i = 1...,n - 3, considere o operador linear regular
Axl,...,xn,3,x dado por

*:EnZ_)E

1% n+l1

Axlw-,xn—s,x;ilyx;*(xn—Z)(xn+1) = A*(n+2)(]E1(xl)a ’JEn—z(xan)’ Xy 1’ X ,JE,M(anrl))

Para cada x,_, € E,_; o funcional [A,,  x_,x: x(X.-2)]” é uma extensdo w’-continua de
Ay, xnscs xo(Xn—z). Por outro lado, como Ay, . , . ¢ fracamente compacto por hipotese,

nln

para cada x;", € E; o funcional [A,, ..., Xy, x**]**(x *,) é w'-continuo (Teorema 3.3.7).

Assim,

[Ax WXn=3 XX (xn 2)] ( n+1) = lim[Axl,...,x,,_g,x;'_l,x;[(xn—Z)]**(]Eml(Xaml))

n+l

= lim]Em-l (xanﬂ )(Axlw-sxn%,x;;l,x;; (xn—z))

n+1
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- llm Axl o Xn-3,Xp 15X, (xn 2)(xlxn+1)

An+1
= gm A*(’H—Z)UEl (x1)9 9]En_2 (xn—Z); x::_ls x:l*’]ErHl (xan+1))
n+1
- Em[Axl""’xn’z’x;*]**(x:l*—l)UEn+l (x‘xn+1))
= [Ax seensXn=2,X7, ] ( )(xn+1
(5) pu(n+2) "
AN (g, (1) s JEpy (Knm2)s X501 X005 %0 )- (3.6)

*

Como o operador [Ay,, x, x x]" € 0~ contlnuo para cada x,, € E;, |, tomando uma

rede (x, ,)q, , em E,_, tal que Jg, ,(x,, ,) =5 X, ,, do Lema 3.3.3 segue que

[Ax1,...,x,,_g,x,*,*_l,x;[]**( )(xn+1 hm[ Xt s Xn=3, X 1, X0 ]H(JE” z(xa,, 2))()(:;1)

Qn—2

B Erl;l]En+1( X1, ---:xnstx:zil:x;z‘(xa"’z))(x:;rl)
n

= lim .'X,'nJrl(Ax1 o Xn-3, X1, Xy, (xan 2))
Qn-2

= hm[ X1 s X3, Xy 1 e (xan_g)]**(x;:l)

An-2

6) .. n+ "
= lim A" Z)UEl(xl),---,]En_z(xa,,-z) X1 Xy X 1)

An-2

= A*(n+2)(]E1 (xl)’ ’JEn—a (xn—3)’ x:z*—Z’ x:z 1> x xn+1)

Repetindo o processo (n — 3) vezes chegamos a

(A 17 (6)0600) = A5 (0), 6500 6000), (3.7)

para cada x,, € EM, onde, para cada x; € E; e x;" € E]",i = 3,..., n, o operador linear
regular Ay ;. . E; — E;,, é dado por

AX1,xﬁ*»wx;*(xZ)(xml) = A*(MZ)(]El(xl)’]Ez (x2), x;’ L x:’]Em(xnﬂ))-

Finalmente, dados x;* € E,i = 2,..., n, o operador linear regular A, ,.: E, — E,
definido por
A () (6nr) = A (1), 55, x5 T (1)

¢é fracamente compacto pela condigdo (ii) para n + 1. Assim, para cada x;” € EJ,
[Ax xr,.x]7(x5") is @'-continuo e, além disso,

[Axﬁ',. (xl)]”(xn+1 - hm[ WXy (xl)]k*(.]En-v-l( Dln+1))
= 11mJEn+1(xan+1)(A .,x;*(xl))

Qn+1

= lim A, (x1)(xan+1)

Qn+1

= lim A (g, (1), X5, o, x5 Je (X))

Qn+1

:hm[ X155 e Xy ]H( )(.]En+1(xan+1))

An+1

= [Ax1 ,xg*,.“,x;*]**(x;)(x:zil )
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B7) . une o x
=) A Z)(,]El(xl), Xy ey X (3.8)

> *n+l/°

Tomando uma rede (x,,),, em E; tal que Jg, (x,,) N x;", a continuidade w'-w" de [Ay; - ]”
e o Lema 3.3.3 implicam que, para cada x},, € E

ok
n+1»

[Asy 1)) = Hm[ Ay 1" U () (57
= liarlrl-]ErHl (Axé*,“_,x;; (xaq ))(x:l:-l)

= lim x;',, (Asy.x; (%))
1

= lm[ Ay, ()] (5;%)

> *n+l

9 lim A D (T (X ), X5 s X
241

= A, L x).

Isso prova que [Ay o ]"(x]") = A2 (x, ..., x7,+). Pela condigéo (ii) para n + 1 sabemos
que [Ay;_.]"(x}") tem a propriedade P, e portanto Al"*?(x;’, ..., x., +) tem a propriedade

st

P. A demonstracdo esta completa. [

O Teorema 3.3.8 da condicoes suficientes para as extensdes de Arens de formas multili-
neares regulares serem separadamente ordem continuas sobre o produto das totalidades
dos biduais. Vamos agora tratar o caso de operadores multilineares regulares a valores
vetoriais.

Teorema 3.3.9. Sejam m = 2 e Ey, ..., E,, reticulados de Banach tais que:
(@) Paraj = 2,...,m-1,ei = 1,...,m - j, cada operador linear regular de E; em E; ; é
fracamente compacto.
(ii) Para todos k = 2,...,m, x;" € E]" e T € L,(E;; E}), o funcional T”(x;") é ordem continuo
em E”.

Entao, para todo reticulado de Banach F e qualquer A € L (E,, ..., E,; F), a extensdo de
Arens A™Y ¢ separadamente ordem continua em E; x - x E.

Demonstragao. Sejam A € L,(Ey,...,E,;F) e y" € F. Usando que y°A € L,(Ey,...,E,) e
também que a ordem continuidade é uma propriedade de Arens, a extensio (y‘oA) ™Y
¢ separadamente ordem continua pelo Teorema 3.3.8. Note que, para todos x;" € E}", i =
1,...,m,

A*(erl)(xM, o x;)(y*) _ (y*oA)*(erl)(xI*, o x**)'

m

Dado j € {1,..., m}, sejam x;" € E;" e (x;)eq, uma rede em E;” tais que x;;—o> 0. Existem

entdo uma rede (y;)ueo, €m E;" e o, € Q; de modo que y; loe x,| < v, para todo
@, = aj. Sem perda de generalidade, suponhamos que A e y* sejam positivos. Como

(y*oA)*(’”“)( E o IOV b ) I E" — R é positivo e ordem continuo,
AT Yo s D7) = (A T s () L O
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Segue pelo Teorema 1.4.4 que A™V(|x’|, ..., Voo -+ 1%ml) | 0 e, para todo ¢; = «,

AT, x| < AT |1 1))

< Ay o) Lo

ok ok

(] ~ * ’
Isso mostra que A*(m“)(x1 yorns Xogs ene s x;)—> 0 e prova que a extensdo A (m+1) & separada-

mente ordem continua. O]

Exemplo 3.3.10. Quanto a condicéo (i) acima, temos os seguintes exemplos entre reticu-
lados de Banach néo reflexivos:

(a) Todo operador de ¢, em ¢; = ¢; é compacto, donde fracamente compacto (isso é o
Teorema de Pitt, veja [46, Proposition 4.49].

(b) Todo operador de C(K), onde K é um espaco Hausdorff compacto, a valores em um
KB-espago é fracamente compacto. Para ver isso, relembre que KB-espacos ndo contém
uma copia de ¢, (Teorema 1.3.8) e aplique [68, Theorem 5].

(c) Como qualquer AM-espago com ordem unidade é Riesz isomorfo para algum C(K)
(Teorema 1.3.14), por (b) segue que todo operador de um AM-espaco com ordem unidade
a valores em um KB-espaco é fracamente compacto. Como o dual de um AM-espago é
um KB-espaco (Teorema 1.3.15), todo operador de um AM-espago com ordem unidade a
valores em seu dual é fracamente compacto. Em particular, todo operador de £, em ¢, é
fracamente compacto.

Corolario 3.3.11. Sejam m > 2 e Ey, ..., E,,, F reticulados de Banach tais que todo operador
regular de E; em E., é fracamente compacto, j = 2,...,m-1,i = 1,..., m—j. Se E] tem norma
ordem continua, entdo a extensdo de Arens A™*Y de qualquer operador A € L,(E,, ..., Ep,; F)
¢ separadamente ordem continua em E" x - x E>*.

Demonstragdo. A condi¢do (i) do Teorema 3.3.9 é dado pela hipotese. Para x;* € E;" e
T € L,(E; E;), x;" é ordem continuo pois a norma de E; é ordem continua [62, Theorem
2.4.2]. T é ordem continuo pelo Teorema 1.4.10, logo T (x;") = x;"T* também ¢é ordem
continuo, portanto a condicao (ii) do Teorema 3.3.9 é satisfeita. O resultado segue. 0

Relembramos que um espaco de Banach X é Arens regular se todo operador linear
continuo de X em X" é fracamente compacto. Para maiores detalhes, veja, por exemplo,
[39]. Os reticulados de Banach ¢, £, e C(K), onde K é um espaco de Hausdorff com-
pacto, em particular AM-espacos com ordem unidade, sdo Arens regulares (veja Exemplo
3.3.10).

Corolario 3.3.12. Seja E um reticulado de Banach Arens regular. Entao, para todo reticulado
de Banach F, a extensdo de Arens A™V de qualquer operador m-linear regular A: E™ —>
F ¢é separadamente ordem continua sobre (E*)™.

Demonstragao. A regularidade de Arens de E garante a condicéo (i) do Teorema 3.3.9. Mais
ainda para todo T € L,(E;E’), T*(E™) < Jg-(E") < (E™);, e isso implica a condicao (ii). O
resultado segue. ]
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Finalizamos este capitulo com mais um resultado sobre ordem continuidade de exten-
soes de Arens de polindmios homogéneos. Para um polindmio P € P,("E; F), escrevemos
PmD) .= ARY(P). Recordamos que P é ortogonalmente aditivo se P(x + y) = P(x) + P(y)
sempre que x e y sao disjuntos. A literatura sobre polindmios homogéneos ortogonalmente
aditivos é vasta e desenvolvimentos recentes podem ser encontrados em, por exemplo, [2,
25, 53].

Um operador linear u: E — E* é simétrico se u(x)(y) = u(y)(x) para todos x, y € E.
Um espaco de Banach X é simetricamente Arens regular se todo operador simétrico de X em
X" é fracamente compacto. Para exemplos de reticulados de Banach Arens regulares, veja
Exemplo 3.3.10. E claro que espacos Arens regulares sio simetricamente Arens regulares,
mas existem espacos simetricamente Arens regulares que ndo sao Arens regulares, veja
por exemplo [54].

Proposicao 3.3.13. Sejam E, F reticulados de Banach e P € P,("E;F). Se ou P ¢é ortogo-
nalmente aditivo e F = R ou E é simetricamente Arens regular, entdo a extensdo de Arens
pm) . E* 5 F* de P é ordem continua em E”.

Demonstragdao. Suponha primeiramente que P seja ortogonalmente aditivo e F = R. Pela
Proposicio 3.2.9 sabemos que a extensdo P*™V é ordem continua na origem de E* e de
[24, Proposition 8] segue a ordem continuidade em todo ponto de E™.

Suponha agora que E seja simetricamente Arens regular. E claro que podemos supor,
sem perda de generalidade, que P é positivo. Sabemos que a extensio (P)™*! é ordem
continua na primeira variavel em E™ pelo Teorema 3.2.7 e positiva uma vez que Pé
positivo. Para verificar que essa extensao é simétrica, seja p € S,,. Para cada ¢ € F*, como E
é simetricamente Arens regular e @oP é simétrico, por [12, Theorem 8.3] (ou [30, Corollary
6]) sabemos que a extensio ARﬁl(qools) também é simétrica. Entdo, para x|, ..., x,, € E”,

By ™D, e, x,)(@) = ARLP)(x] s X)(9) = ARG(@oP)(x]'s .., X;)

m

= ARL(9P)(X3i1)s oo s Xomy) = ARLPY (X5 X5y (9)
= (ﬁ)*(mu)(x;zl)’ o, x;zm))(q)),

provando que (P)"*) & simétrico. A ordem continuidade na primeira variavel e a simetria
implicam imediatamente que o operador m-linear positivo (P)™*! ¢ separadamente or-
dem continuo em (E~)™. Por [29, Lemma 2.6] segue que (P)*™V é conjuntamente ordem

continua em (E™)™. Assim, se x;*—o> x™ em E™, temos
* Sk S ok Sk o M\ + Sk ok * + ok
P('””)(xa) =(P) (m”)(xa,...,xa — (P) (m 1)(x ey X7) = pm 1)(x )

e isso nos permite concluir que a extensio P é ordem continua em E”. ]
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Capitulo 4

Adjuntos e biadjuntos de
operadores lineares quase
Dunford-Pettis

Um dos exemplo classicos de ideais de operadores é a classe dos operadores lineares
completamente continuos, que também sdo chamados de operadores de Dunford-Pettis.
Um operador T : X — Y entre espagos de Banach pertence a essa classe se T transforma
sequéncias fracamente nulas de X em sequéncia nulas em norma em Y. Esses operadores
tém sido estudados desde o inicio da Analise Funcional e sua importancia pode ser ve-
rificada nos principais livros sobre ideais de operadores, por exemplo, [36, 37, 38, 69]. A
contrapartida dessa importante classe de operadores no contexto de reticulados de Banach
sdao os operadores quase Dunford-Pettis, que sdo aqueles que transformam sequéncias
disjuntas fracamente nulas do dominio em sequéncias nulas em norma no contradominio.
Os operadores lineares quase Dunford-Pettis atrairam a aten¢do de muitos especialistas,
veja por exemplo [8, 20, 42, 48, 67, 70, 71, 72].

Neste capitulo investigaremos quando o adjunto T* e/ou o biadjunto T de um operador
linear T sdo quase Dunford-Pettis. Os resultados que provaremos generalizam todos os
resultados conhecidos no assunto. Na Secdo 4.1 provaremos que o biadjunto de qualquer
operador linear continuo tomando valores em um reticulado de Banach o-Dedekind com-
pleto contendo uma cépia de ¢, é quase Dunford-Pettis. Na Secdes 4.2 e 4.3 estabeleceremos
condi¢des, mais gerais que aquelas até entdo conhecidas, que garantem que T~ e/ou T™ sdo
quase Dunford-Pettis sempre que T for positivo e quase Dunford-Pettis. Finalmente, na
Secdo 4.4 investigaremos quando o biadjunto de um operador ordem fracamente compacto
¢é quase Dunford-Pettis.

4.1 Quando T é sempre quase Dunford-Pettis

Comecamos mostrando quando o biadjunto de qualquer operador positivo, ou regular,
ou continuo, é quase Dunford-Pettis. Além do seu interesse proprio, o principal resultado
que provaremos nesta secdo sera util para dar exemplos de que o biadjunto de um operador
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linear positivo quase Dunford-Pettis nem sempre é quase Dunford-Pettis.

Definicao 4.1.1. Sejam E um reticulado de Banach e X um espago de Banach. Um operador
linear T : E — X é quase Dunford-Pettis se |T(x,)| — 0 para toda sequéncia disjunta
e fracamente nula (x,)", em E; ou, equivalentemente, |T(x,)| — 0 para toda sequéncia
disjunta, positiva e fracamente nula (x,)., em E.

Para a equivaléncia mencionada na definigao, veja [6, Theorem 2.2].

Definicao 4.1.2. Um reticulado de Banach E tem a propriedade positiva de Schur (em
notacdo, E tem PPS) se |x,| — 0 para toda sequéncia positiva e fracamente nula (x;)5,
em E; ou, equivalentemente, |x,| — 0 para toda sequéncia disjunta e fracamente nula
(%), em E; ou, equivalentemente, |x,| — 0 para toda sequéncia positiva, disjunta e
fracamente nula (x,);, em E.

Para as equivaléncias mencionadas na definicéo, veja [78, p. 16].

Observe que nem sempre o biadjunto de um operador T € L(E; F) é quase Dunford-
Pettis. Por exemplo, considere o operador identidade id,, em ¢y. Seu biadjunto ¢ id; = id,,,
que claramente nao é quase Dunford-Pettis. Uma das caracterizacdes é a seguinte.

Teorema 4.1.3. Sejam E, F reticulados de Banach tais que F é o-Dedekind completo con-
tendo uma copia de ... As seguintes afirmacoes sao equivalentes:

(a) Para todo operador continuo T : E — F, T™ é quase Dunford-Pettis.

(b) Para todo operador regular T : E — F, T™ é quase Dunford-Pettis.

(c) Para todo operador positivo T : E —> F, T" é quase Dunford-Pettis.

(d) E” tem a propriedade positiva de Schur.

Demonstragao. As implicacoes (a)=(b)=>(c) sao obvias pois todo operador linear regular
entre reticulados de Banach é continuo (veja Teorema 1.4.2), e todo operador positivo é
regular por definicao.

(d)=(a) Sejam T € L(E;F) e (x;),;, uma sequéncia disjunta e positiva em E™ tal que

x;*—[i» 0. Entéo |x;

— 0 pois E” tem PPS por hipotese. Da continuidade de T temos

.|x

n

*k

0= [T"(x;)

_)0

5

donde segue que |T"(x;")| — 0 e prova que T™ é quase Dunford-Pettis.

n

(c)=(d) Suponha por absurdo, que E” nio tenha a propriedade positiva de Schur. Neste

. A . L L] L] *k Ik Kk w ok
caso existe uma sequéncia positiva e disjunta (z;)%, em E” tal que z;—> 0 e |z;| -~ 0.
Por [7, Proposition 2.1] podemos tomar tal sequéncia normalizada, isto é, |z;| = 1 para

todo n. Por [5, p. 182],

1=

z'| =sup{z,(z") : 0=z € E e|z’| = 1} para todo n € N.

Assim, existem a > 0 e uma sequéncia positiva (z;), em Bp tais que z,(z;) = « para
todo n € IN. Por outro lado, como F contém uma copia de £, a norma de F nao é ordem
continua, pelo Teorema 1.3.11. Além disso, o Teorema 1.3.12 nos garante a existéncia de
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um vetor y € F e de uma sequéncia disjunta (y,);., em F taisque 0 < y, < y e |y, = 1
para todo n € IN. Dado um vetor positivo z € E, para todo m € IN, pelo Lema 1.1.6,

m

0<5y=Y z(2)yn < Z EAREAEE Z Y = 2] - \/y < |2]y.

n=1

Segue que 0 < s, T< |z|y. Como F é o-Dedekind completo, existe w € F tal que s, T w.

Agora, [4, Theorem 1.14(iv)] garante que w = o- lim s,,, provando que a sequéncia (s,,)5,_,
m-—o0

é ordem convergente. Esta entdo bem definida a aplicacio

m

Ty: E' — F", Ty(z) = 0- lim Z Z,(2)Yn-
m—0oo n:1

Novamente por [4, Theorem 1.14(ii)] segue que a aplicagdo T, é aditiva. Pelo Teorema de
Kantorovich existe um operador linear positivo T : E — F que estende Tj,. Note que,
para todo n € N e todo z € E*, T(z) = Ty(z) = z,(z)y,. Para todo funcional positivo y* € F",

T'(y')2) = y(T(2)) = ¥y (2,(2)yn) = ¥ (¥n)2,(2),

donde segue que T*(y*) = y'(yn)z,. Além disso, para todo x™ € E” positivo,

T"(x")y) = x(T(y)) = X" (¥ (yn)zp) = x7(2,)y" () = 7 (2)Jr(ya)(¥)-

Em particular, para todo m € N,

T"(z) = 2,(2,)JF(Ym) = @Jp(Ym) = 0.

Usando que a norma de F™~ é reticulada e o mergulho candnico é uma isometria, obtemos

1Tzl = alJr(ym)l = alym| = a >0

00

para todo m. Recordando que a sequéncia (z;), , € positiva disjunta e fracamente nula,
concluimos que o biadjunto T de T nao é quase Dunford-Pettis. O]

Como reticulados de Banach duais sdo Dedekind completos, o Teorema 4.1.3 se aplica
para todo reticulado de Banach dual F contendo uma copia de f.

4.2 Resultados conhecidos versus resultados
novos

Nesta secdo enunciaremos dois teoremas, a saber, Teorema 4.2.6 e Teorema 4.2.11 — que
serdo demonstrados na secdo seguinte — e mostraremos que esses teoremas generalizam os
resultados conhecidos no assunto. Para comodidade do leitor, esses resultados conhecidos
também serdo enunciados nesta secao.

Para um operador positivo T entre reticulados de Banach, estamos interessados nas
relacoes entre T, T" e T serem quase Dunford-Pettis. Observe que:
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« T ser quase Dunford-Pettis ndo implica em geral que T seja quase Dunford-Pettis.
Para ver isso, basta tomar a identidade id,, em c.

« Se T é quase Dunford-Pettis, entdo o operador T : E — F é quase Dunford-Pettis.

(o8]

. A . « o w
De fato, seja uma sequéncia disjunta (x,)., em E tal que x,— 0. Usando que o
mergulho canoénico J; é um homomorfismo de Riesz e w-w-continuo, obtemos que

A . 7’ . . @ ek ek 4
a sequéncia (Jg(x,));., é disjunta e Jg(x,) — 0 em E”. Uma vez que T~ é quase
Dunford-Pettis, estende T e Jr é uma imersio isométrica, temos

ITGal = Ue(TCeal = 1T Up(xa))] — 0.

Isso mostra que T é quase Dunford-Pettis.

Por enquanto vamos nos concentrar nas questdes enunciadas a seguir. Dado um
operador linear positivo T : E — F entre reticulados de Banach, é verdade que:

(Q1) Se T é quase Dunford-Pettis, entdo seu adjunto T* : F* — E* também o é?
(Q2) Se T é quase Dunford-Pettis, entdo seu biadjunto T : E* — F” também o é?

Vejamos primeiramente que ambas as questdes tém resposta negativa em geral.

Exemplo 4.2.1. Para a questao (Q1), id,, é um operador positivo e quase Dunford-Pettis
pois ¢; tem PPS. Mas id, = id,, ndo é quase Dunford-Pettis pois £, ndo tem PPS (veja [78,

p. 82]).

Quanto a questdo (Q2), exibiremos dois operadores positivos quase Dunford-Pettis,
cujos biadjuntos nédo sdo quase Dunford-Pettis. Para cada n € IN, sejam os reticulados de
Banach ¢ = R" com a norma do méaximo e #' = R"” com a norma da soma, ambos com a
ordem coordenada a coordenada. Considere os reticulados de Banach

o]

( @, {’o’;)l =9 x=(x,)., : X €, paracadan€Ne x| := Z || < o0 ¢,
n=1

( @, t’ln)oo = {x = (Xy)py © Xy € ¢ paracadan € Ne |x| := sup|x,| < 00},
n

Por [16, Example 2.8] sabemos que o reticulado de Banach ( @, t’o’;)l tem PPS e que seu
bidual ( @, fO’Z,)T ndo tem PPS.

(a) Seja E um reticulado de Banach com PPS tal que E” nio tem PPS, por exemplo E =
(eenE t’o’j,) .- Considere o operador identidade id; : E — E. Entdo idg € quase Dunford-Pettis
mas id; = idg- ndo é quase Dunford-Pettis.

(b) Por um lado, por [16, Example 2.8] sabemos que ( @, {’1”)00 contém um subreticulado

isomorfo a ¢;. Logo, por [62, Theorem 2.4.14], a norma de ( ®, t’l”); nao é ordem continua.

*
[se]

Assim, o Teorema 4.1.3 nos garante a existéncia de um operador T : (eane l’;‘,) L (ean t’l’l)
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linear e positivo tal que T ndo é quase Dunford-Pettis. Por outro lado, T é quase Dunford-
Pettis pois ( ® e {’o’j,)l tem PPS.

Em vista do Exemplo 4.2.1, procuraremos identificar hipdteses — tanto nos reticulados
de Banach E, F como no operador positivo T € L(E; F), — de maneira a obter respostas
afirmativas para as questdes (Q1) e (Q2). Resumimos a seguir o que é conhecido sobre
essas questoes.

Teorema 4.2.2. (Aqzzouz, Elbour e Wickstead [7, Theorem 5.1]) As seguintes afirmacoes
sdo equivalentes para os reticulados de Banach E e F.

(a) Se T : E —> F é um operador linear positivo e quase Dunford-Pettis, entdo seu adjunto
T* também é quase Dunford-Pettis.

(b) Pelo menos uma das seguintes afirmacoes é valida:
(b1) E* tem norma ordem continua.
(b2) F* tem a propriedade positiva de Schur.

Sabe-se também que as vezes uma propriedade mais forte do que ser quase Dunford-
Pettis vale para o adjunto de um operador quase Dunford-Pettis positivo. Algumas defini-
¢Oes sdo necessarias para o enunciado preciso. Comecamos relembrando que, de acordo
com J. Diestel e J. Bourgain [23], um operador linear entre espagos de Banach é limited
se seu adjunto transforma sequéncias fraco estrela nulas em sequéncias nulas em norma.
Tendo isso em mente, o conceito definido a seguir é bem natural.

Definicao 4.2.3. Sejam E um reticulados de Banach e X um espaco de Banach. Um
operador linear T : X — E é positivamente limited, em notacdo T é PL, se |T*(x;)| — 0
para toda sequéncia positiva e fraca estrela nula (x});., em E".

E claro que se T é PL entdo T* é quase Dunford-Pettis. Mas a reciproca nem sempre é
verdade. O operador identidade id, em c;, por um lado, é quase Dunford-Pettis pois ¢; = £;
tem PPS. Por outro lado, id,, ndo é PL pois a sequéncia dos vetores canonicos (e, )., < #; é

positiva, e,—> 0 mas |en| = 1 para todo n.

As propriedades a seguir tém sido bastante estudadas na teoria dos reticulados de
Banach.

Definicao 4.2.4. Seja E um reticulado de Banach.
(a) E tem a propriedade positiva de Schur dual, em notacdo E tem PPSD, se |x,| — 0 para
toda sequéncia positiva (x}); ., em E* tal que x;—w> 0.
(b) E tem a propriedade (d) se, para cada sequéncia disjunta (x});, em E* tal que x;l—w> 0
tem-se que |xn|—w> 0.

Para maiores detalhes sobre a PPSD veja [7, 79] e sobre a propriedade (d) veja [32, 44,
60].

O seguinte resultado é uma combinacéo de [44, Theorem 3] e [43, Theorem 4.3].

Teorema 4.2.5. Sejam E, F reticulados de Banach tal que F tem a propriedade (d). As se-
guintes afirmacgoes sdo equivalentes:
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(a) Se T € L(E;F) é positivo e quase Dunford-Pettis, entdo T é positivamente limited, e
portanto T" é quase Dunford-Pettis.

(b) Pelo menos uma das seguintes afirmacoes é valida:
(b1) E* tem norma ordem continua.

(b2) F tem a propriedade positiva de Schur dual.

O resultado [45, Theorem 2.7] também esta relacionado com a questdo (Q1), mas se
utiliza de hipoteses com as quais ndo trataremos, de modo que nossos resultados nao sio
comparaveis a esse. Nosso resultado para a questdo (Q1) é o seguinte:

Teorema 4.2.6. Sejam E, F reticulados de Banach. As seguintes afirmacoes sdo equivalentes:

(a) Se T € L(E;F) é positivo e quase Dunford-Pettis, entdo T €é positivamente limited, e
portanto T" é quase Dunford-Pettis.

(b) Pelo menos uma das seguintes afirmacoes é valida:
(b1) E* tem norma ordem continua.
(b2) F tem a propriedade positiva de Schur dual.

Vejamos que esse teorema generaliza os dois teoremas conhecidos sobre o as-
sunto.

Observacao 4.2.7. (1) O Teorema 4.2.6 melhora o Teorema 4.2.5, pois obtemos a mesma
conclusdo sem a hipotese de que F tenha a propriedade (d).

(2) O Teorema 4.2.6, melhora a implicacdo (b1)=(a) do Teorema 4.2.2, pois obtemos uma
conclusdo mais forte com a mesma hipétese.

Agora nos voltamos para o que é conhecido sobre a Questao (Q2). Até onde conhecemos,
todo o que se sabe sobre isso é o que se obtém pela iteragdo dos resultados conhecidos
sobre a Questao (Q1), isto é, os Teoremas 4.2.2 e 4.2.5. Aplicando o Teorema 4.2.2 duas
vezes seguidas, primeiro para o operador e em seguida para o seu adjunto, obtemos o
seguinte:

. E verdade que T é quase Dunford-Pettis sempre que T € L(E; F) é positivo e quase
Dunford-Pettis, se pelo menos uma das seguintes afirmacoes é valida:

i) E* e F” tém norma ordem continua.

ii) E* tem norma ordem continua e E” tem PPS.

iii) F* tem PPS e F” tem norma ordem continua.

(
(
(
(iv) F* e E” tém PPS.

Note que o resultado é trivial com a afirmacao (iv) pois E* tem PPS. Vejamos que ndo
existem espacos com as propriedades (ii) e (iii). Se E* tem norma ordem continua entéo E*

nao tem copia de ¢, (ver Teorema 1.3.11), dai, E nao tem copia de #; e portanto E nio tem
PPS, logo E” ndo tem PPS. Agora, se F* tem PPS entdo F* tem um subreticulado isomorfo a
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t; e pelo Teorema 1.3.13, segue que F™ nao tem norma ordem continua. Assim, focaremos
nossa atencdo na afirmacao (i), enunciada explicitamente a seguir.

Corolario 4.2.8. SeE e F sao reticulados de Banach tais que E* e F** tém normas ordem con-
tinuas, entao T* é quase Dunford-Pettis sempre que T € L(E; F) ¢ positivo e quase Dunford-
Pettis.

Para enunciar o nosso resultado sobre a questio (Q2) que generaliza o corolario acima
precisamos da seguinte definicéo.

Definicao 4.2.9. Sejam X um espaco de Banach e F um reticulado de Banach. Um operador
T € L(X;F) é quase limited, em notacao T é QL, se |T*(y;)

— 0 para toda sequéncia

disjunta (y;)> , em F~ tal que y;‘,—d> 0.

Como todo reticulado de Banach o-Dedekind completo tem a propriedade (d) (veja
[44]) e o adjunto de qualquer operador T € L,(E, F) esta definido entre reticulados de
Banach Dedekind-completos, por [44, Theorem 3] segue que T* é PL se, e somente se, T* é

QL.

Aplicando o Teorema 4.2.5 duas vezes seguidas, primeiro para o operador e em seguida
para o seu adjunto, obtemos o seguinte:

« Sejam E e F reticulados de Banach tais que F tem a propriedade (d). Se T € L(E; F) é
positivo e quase Dunford-Pettis, entdo T* é PL, isto é, T* é QL, e portanto T é quase
Dunford-Pettis, se pelo menos uma das seguintes afirmacoes é valida:

i) E* e F” tém normas ordem continuas.

ii) E* tem norma ordem continua e E* tem PPSD.

iii) F tem PPSD e F** tem norma ordem continua.

(
(
(
(iv) F e E* tém PPSD.

Note que o resultado é trivial com a afirmacao (iv) pois E* tem PPSD. A seguir vamos
ver que nao existem espagos com as propriedades (ii) e (iii). De fato, suponha que E" tenha
norma ordem continua. Entao pelo que vimos anteriormente, neste caso E” nao tem PPS,
logo E* ndo tem PPSD. Mais ainda, se F tem PPSD entdo F* tem PPS, e pelo feito acima
podemos concluir que F* tem norma ordem continua. Assim, restringimos nossa atencéo
a iteracdo do Teorema 4.2.5 relativa a afirmacéo (i), enunciada a seguir.

Corolario 4.2.10. Sejam E e F reticulados de Banach tais que F tem a propriedade (d) e E’
e F* tém normas ordem continuas. Se T € L(E; F) é positivo e quase Dunford-Pettis, entdo T"
¢ positivamente limited, isto é, T" é quase limited, e portanto T™ quase Dunford-Pettis.

E importante observar que os Corolarios 4.2.8 e 4.2.10 néio se encontram enunciados
na literatura. Estamos considerando-os como resultados conhecidos por serem meras
combinagdes de resultados conhecidos.

Nosso resultado para a questdo (Q2) é o seguinte:
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Teorema 4.2.11. Sejam E e F reticulados de Banach tais que as normas de E* e de F sdo
ordem continuas. Se T € L(E; F) é positivo e quase Dunford-Pettis, entdo T* é positivamente
limited, isto é, T* é quase limited, e portanto T quase Dunford-Pettis.

Vejamos que esse teorema generaliza tudo o que é conhecido sobre a questéo (Q2).

Observacao 4.2.12. (1) No Teorema 4.2.11 obtemos uma conclusdo mais forte que no
Coroléario 4.2.8 com hipétese mais fraca.

(2) No Teorema 4.2.11 obtemos a mesma conclusio que no Corolario 4.2.10 com hipotese
mais fraca e sem a hipotese de que F tenha a propriedade (d).

(3) Ao aplicar primeiramente o Teorema 4.2.6 e em seguida o Teorema 4.2.2, obtemos um
resultado com a hipotese de que F tenha a propriedade (d); por isso o Teorema 4.2.11
melhora esse resultado.

(4) Ao aplicar primeiramente o Teorema 4.2.2 e em seguida o Teorema 4.2.6, obtém-se uma
versdo do Corolario 4.2.10 sem a suposicdo da propriedade (d). Acabamos de ver em (3)
que o Teorema 4.2.11 melhora esse resultado.

4.3 Demonstracoes dos Teoremas 4.2.6 € 4.2.11

Para demonstrar os teoremas enunciados na se¢ao anterior, a saber, Teorema 4.2.6 e
Teorema 4.2.11, precisamos de dois lemas preparatérios. O primeiro lema foi inspirado por
um argumento de [35, Lemma 2.4] que foi mais tarde refinado em [40].

Lema 4.3.1. Sejam E um reticulado de Banach e (x});,., uma sequéncia positiva em E* tal que

|x;|| = M para algum M > 0 e x;—w> 0. Entdo existem uma subsequéncia crescente (n,,)5_,
de N e uma sequéncia disjunta limitada (x,)y_, em E* tais que x;, (X,) = M(47' =27™) para
todo m € IN.

x,| = M > 0 para todo n € N. Tomando z;, = ”i—”" temos z;, = 0

Demonstragao. Por hipotese |
e, por [5, p. 182],

1=z, =sup{z,(z) : z€ E" e|z| = 1} paratodo n € IN.

Existe entdo uma sequéncia positiva (z,).; em E tal que |z,| = 1 e z}(z,) = ; para todo
n € IN. Como x,*l—w> 0 segue que z;—w> 0. Tomando n; = 1 temos z;(z,,) — 0, e portanto
existe n; > ny tal que z;, (z,,) < 221T Também temos z;,(z,, + z,,) — 0, logo existe n; > n,
tal que z;, (zn, + 2Zn,) < z5w. Prosseguindo por inducio construimos uma subsequéncia
crescente (n,,)5,_, de IN tal que

m-1
1
Zy, (Z an> < amn PATA todo m > 2.

k=1

Defina .
m-1 0
X = (an —4™. Z Zy =27 Z 2’kznk> para todo m = 2.
k=1 k=1

Tomando x; = 0, por [72, Lemma 2.6] ou pela demostracédo de [35, Lemma 2.4] sabemos
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que a sequéncia (x,,),_, € disjunta em E*. Note que, para todo m € N, 0 < x,, < z, , e
portanto |x,,| < |z,,| = 1 uma vez que a norma de E ¢ reticulada. Além disso, para todo
m= 2,

m-1 o *
" o m -m -k
z, (Xm) =z, | zn, —4"" Z Zy =27 Z 27"z,
k=1

\%
N
S
3
N
N
S
3
|
S
3
3
KN
N
=
|
~
3
NgE
™
~
N
S
v

|
N
B
3
—~
N
S
3
N
S
3
N
&)
3
7N
> 3
1} |
N
3
3
\/
|
N~
3
N
= %
3
N
a~
gk
~
~
N
S
S
SN—

L

Segue que z;m(xm) = 5 = 5w iStO &,

1
4
X (%) = (47— 27, | = M(a™ - 27)

para todo m € N. ]

Lema 4.3.2. Sejam E e F reticulados de Banach e T € L(E;F) um operador positivo. As
seguintes afirmacoes sdo equivalentes:
(a) T € positivamente limited.

(b) T*(¥;)(x,) — 0 para toda sequéncia positiva (y;);., em F* tal que y;—wl 0 e para toda
sequéncia disjunta limitada (x,);., em E*.

n=1

Demonstragao. Suponha que T seja PL. Tomando (y;)5.; e (x,);., como em (b), digamos
| x| = M para todo n € IN, temos

0= T'(y,)(x%0) < [T (yllxall = MIT"(y,)] — O.
Disso segue que (a) implica (b).

Para provar a implicacdo contraria, suponha (b) e seja (y});,., uma sequéncia positiva
em F* tal que y;—w> 0. Suponha, por contradicao, que | T*(y;)| —+ 0. Neste caso existem
uma subsequéncia (y, )., da sequéncia (y});., € @ > 0 tais que | T"(y;, )| = « para todo
m € IN. Como T" é positivo e y,*lm—w> 0, a sequéncia (T"(y;, ))m-; € positiva e T*(y;m)L 0
em E". Pelo Lema 4.3.1 existem uma subsequéncia (n,,);2, em IN e uma sequéncia disjunta
limitada (z;);2, em E* tais T"(y,, )(z) = a(4! - 27) que para todo j € IN. Por hipétese,

mj
T*(y; )z) —> 0, donde segue que a4™" < 0, e portanto « < 0. Essa contradi¢do garante
mj
que |T*(y;)| — 0, o que prova que T é PL. O]

Demonstracao do Teorema 4.2.6. (b)=(a) Sejam T : E — F um operador linear posi-

tivo e quase Dunford-Pettis e (y;);., uma sequéncia positiva em F” tal que y;L 0.
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Suponha primeiramente que a norma de E* seja ordem continua e tome (x,);., uma

sequéncia disjunta limitada em E*. Pelo Teorema 1.3.13 segue que Xy —> 0. Como T é
quase Dunford-Pettis, | T(x,)| — 0. Tome M > 0 tal que |y;| < M para todo n. De

0 = T (y)(xa) = yu(T(xn)) = [yoll - 1T ()| = M| T ()| — 0,
concluimos que T*(y;)(x,) — 0. Do Lema 4.3.2 segue que T é PL.

Suponha agora que F tenha PPSD. Neste caso temos |y;| — 0, o que implica que
|T°(y;)l = IT"lly;] — 0. Isso prova que T  PL.

(a)=>(b) Suponha por absurdo que a norma de E* nio seja ordem continua e F ndo tenha
PPSD. Por E* ndo ter norma ordem continua, pelo Teorema 1.3.12 existem uma sequéncia
disjunta positiva (x})", em E* e um funcional x* € E" tais que ||x)| = 1 e 0 < x, < x" para
todo n € IN. Existe entdo uma sequéncia (x,).; em E* tal que |x,| = 1 e x;(x,) =  para
todo n € IN. Vejamos que a aplicagao

S+ E— b, S(x) = (x,(x));;

n=1°

estd bem definida. De fato, para x € Ee m € N,

Yl = 3wl = (/) = < (.

Fazendo m — oo comprovamos que S est4 bem definida. E claro que S é um operador
linear positivo, pois cada funcional x], é positivo. Por outro lado, por F néo ter PPSD

existe uma sequéncia positiva (y;).., em F” tal que y;L 0e|y;| =1 para todo n. Logo
existe uma sequéncia (y,)s, em E* tal que |y,| = 1 e y,(y») = ; para todo n € N. A
aplicacdo

R: 64, —F, R((zn);ozl) = Z ZnYns
n=1

esta bem definida pois a série é absolutamente convergente em F:

[se] [se] [s]

Z "Znyn” = Z |Zn| . ||yn|| = Z |zn| < 00,

n=1 n=1 n=1

E claro que R é um operador linear positivo. Entdo a composi¢ao

(]

T:=RS: E—F, T(x) = Y. x,(x)Yn

n=1

também é um operador linear positivo. Como R e S sdo quase Dunford-Pettis, pois ¢; tem
PPS, segue que T é quase Dunford-Pettis. Finalizaremos a demonstragao provando que T
nao é PL. Para isso, note que T(x) = x,(x)y, para todo n € IN e todo x € E*. Logo, para
todo funcional positivo y* € F’,

T'(y)(x) = y(T(x) = ¥y (x,(x)yn) = ¥ (yn),(x)-
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Em particular, T*(y;)(xx) = yi.(vi)x;(x¢) para todo k € IN. Segue que

IT" ol = T'i)(%e) = yi(vi)xi(xie) =

>

FNIIE

0 que nos permite concluir que T néo é PL. m

Demonstraciao do Teorema 4.2.11. Por hipotese, T: E —> F e positivo e quase
Dunford-Pettis e E* e F tém normas ordem continuas. Seja (y;):., uma sequéncia dis-

junta positiva limitada em F*. Pelo Teorema 1.3.12 temos y,—— 0 por F ter norma ordem
continua. Pelo Teorema 4.2.6 segue que |T°(y;)| — 0. Seja (x’);, uma sequéncia positiva

em E” tal que x”"—> 0. Tomando M > 0 tal que |x"

< M para todo n € IN, temos

0= T7()(¥,) = %, (T () = I |- 1Tl = MIT (v,)| — O

Dai, T"(x;")(y,) — 0. O Lema 4.3.2 nos permite concluir que T* é positivamente limited, e
portanto T é quase limited. O

4.4 O papel da compacidade fraca

O objetivo desta secdo é mostrar como as propriedades de compacidade fraca de um
operador T impactam em T ou T™ serem quase Dunford-Pettis, mesmo quando T ndo é
quase Dunford-Pettis.

Supomos que o leitor esteja familiarizado com a teoria dos operadores fracamente
compactos. Relembramos que um operador linear T de um reticulado de Banach E a valores
em um espaco de Banach F é ordem fracamente compacto se T([0, x]) é relativamente fra-
camente compacto em F para todo vetor positivo x € E. E claro que operadores fracamente
compactos sdo ordem fracamente compactos, mas o operador identidade em L;[0, 1] é um
operador ordem fracamente compacto que nio é fracamente compacto [5, p.319]. Maiores
detalhes sobre a teoria de operadores ordem fracamente compactos podem ser encontrados
em, por exemplo, [62, Se¢do 3.4, p. 191] ou [5, p. 318].

Vejamos primeiramente que operadores positivos ordem fracamente compactos nem
sempre sdao PL. Para isso observe, por um lado, que o operador identidade id,, em ¢, é
fracamente compacto por ¢, ser reflexivo, e portanto é também ordem fracamente compacto.
Por outro lado, considerando o isomorfismo candnico ¢ : £, — £;, temos que (¢(e,)),.,

, A oy W .
¢ uma sequéncia positiva e (e,)— 0 em £,, mas

lidz(y(en))l = [Y(en)] = ea] = 1

para todo n. Isso prova que id,, ndo é PL.

O primeiro resultado desta secédo identifica condi¢des sob as quais operadores regulares
ordem fracamente compactos sdo PL, e portanto tém adjuntos quase Dunford-Pettis.

Teorema 4.4.1. Seja E um reticulado de Banach no qual toda sequéncia disjunta, positiva
e limitada é ordem limitada. Para todo reticulado de Banach F, se T € L,(E;F) é ordem
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fracamente compacto, entdo T é positivamente limited, e portanto T* é quase Dunford-Pettis.

Demonstragao. Como T é regular, existem operadores positivos T;, T, € L(E, F) tais que
T = T, - T,. E imediato que T* = T} - T;. Seja (y;)*, uma sequéncia positiva em F* tal que
y;L 0. Note que, para todo n € IN, T;(y;) é positivo para i = 1, 2. Consequentemente,
para todo x € E,

IT I = [T (v7) = Tl = [Ti(v7) = T () I(x])
= (L) + T = Ti()(x]) + T (v (%))
= Yo(Ti(IxD) + yu(Ta(x) = y,((Ty + T2)(|x[)) — O.

Isso prova que | T( yn)|i> 0 em E*. Agora seja (x,),., uma sequéncia disjunta e limitada
em E*. Por hipotese existe z € E tal que 0 < x,, < z para todo n € N, isto é, a sequéncia
(%4)5-, € ordem limitada. Como T é ordem fracamente compacto, por [5, Theorem 5.57]
segue que |T(x,)| — 0. Tome N > 0 de maneira que |y, | < N para todo n. De

T ()l = [y (TGl < [yal - 1T(xa)] = NIT(x)| — 0,

segue que T°(y;)(x,) —> 0. Por [40, Corollary 2.7] obtemos |T*(y;)] — 0, e isso é
suficiente para concluir que T é PL. ]

Operadores fracamente compactos, L-fracamente compactos, M-fracamente compactos
(veja [5, Secdes 5.2 e 5.3]) e operadores ordem L-fracamente compactos (veja [55]) sdo todos
ordem fracamente compactos (veja [5, Theorem 5.61 e p. 319 ] e [55]). Entdo o Teorema
4.4.1 se aplica para operadores regulares fracamente compactos, L-fracamente compactos,
M-fracamente compactos e ordem L-fracamente compactos.

Seja K um espaco Hausdorff compacto. E claro que toda sequéncia limitada em C(K)
¢ ordem limitada. Como operadores definidos em C(K) sdo fracamente compactos se, e
somente se, sdo ordem fracamente compactos (veja [62, p. 192]), a seguinte consequéncia
do teorema anterior segue.

Corolario 4.4.2. Sejam F um reticulado de Banach e K um espaco de Hausdorff compacto.
Se T € L,(C(K);F) ¢é fracamente compacto, entao T é positivamente limited, portanto T é
quase Dunford-Pettis.

Investigaremos agora quando o adjunto de um operador ordem fracamente compacto
é quase limited, e portanto o biadjunto é quase Dunford-Pettis. Por um lado, ja vimos que
a identidade id,, em ¢, é ordem fracamente compacto mas nao é quase limited. Por outro

lado:

Teorema 4.4.3. Seja E um reticulado de Banach na qual toda sequéncia disjunta, positiva e
limitada é ordem limitada. Para todo espaco de Banach X, se T € L(E; X) é ordem fracamente
compacto, entdao T" é quase limited, e portanto T~ é quase Dunford-Pettis.

Demonstracgao. Seja T € L(E; X) um operador ordem fracamente compacto. Por [5, The-
orem 5.58] existem um reticulado de Banach com norma ordem continua F, um homo-
morfismo de Riesz R: E —> F e um operador linear continuo S: F — X tais que
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T = SoR. Vejamos que R é PL. Para isso sejam (z})>_, uma sequéncia positiva em E* tal que

Z,—> 0 e (x,)>, uma sequéncia disjunta e limitada em E*. Por hipotese existe x € E tal
que 0 < x, < x para todo n € IN. Como R é positivo, temos 0 < R(x,) = R(x) para todo n, e
assim,

0 = R(z)(x) = Z(R(x2)) = Z(R(x)) — 0.

Segue que R(z;)(x,) — 0, e dai o Lema 4.3.2 nos garante que R é PL. Sejam (x;’);, uma

(o]

A . oge ek Sk o " A . o . . .
sequéncia positiva em E” tal que x;— 0 e (y;)>, uma sequéncia disjunta, limitada e

positiva em F’. Usando que F tem norma ordem continua temos y;—w> 0 pelo Teorema
1.3.12. Concluimos que |R*(y;)| — 0 pois R é PL. Tome N > 0 tal que |x;’| < N para todo
n € IN. De

0<R'()y) =x/(R(,) = |x;

IRl = NIR ()] — 0,

e

segue que R*(x;")(y;) — 0. Pelo Lema 4.3.2 temos |R"(x}")| — 0, e portanto

Segue que |T7(x;)| — 0, o que termina a demonstracdo de que T* é quase limited. [

—> 0.

T (e = 1(SeR)" (el = 15" (R (e DI = 157 - IR™(x7)

Novamente, o Teorema 4.4.3 se aplica para operadores fracamente compactos, L-
fracamente compactos, M-fracamente compactos e operadores continuos ordem L-
fracamente compactos. Além disso, também como antes, temos:

Corolario 4.4.4. Sejam X um espaco de Banach e K um espaco Hausdorff compacto. Se
T € L(C(K);X) é fracamente compacto, entdo T é quase limited, portanto T é quase
Dunford-Pettis.

Terminamos este capitulo com um resultado que se refere a biadjuntos de operadores
fracamente compactos definidos em reticulados de Banach E que eventualmente nio
satisfacam a hipotese do Teorema 4.4.3.

Proposicao 4.4.5. Seja T : E — F um operador linear fracamente compacto entre reticu-
lados de Banach e suponha que pelo menos uma das seguintes afirmacoes seja valida:

(a) T regular e F tem a propriedade positiva de Schur.

(b) T positivo, F tem norma ordem continua e E* tem a propriedade positiva de Schur.
Entdo T" é quase limited, e portanto T™ é quase Dunford-Pettis.

Demonstragao. Seja (x});., uma sequéncia positiva em E” tal que x;*L 0. Por hipétese,
T é fracamente compacto, logo T*(E™) < Jr(F), Teorema 3.3.7. Assim, para cada n € IN
podemos tomar y, € F tal que T7(x}") = Jr(yn)-

Suponhamos primeiramente que (a) ocorra. Neste caso existem operadores positivos
T., T, € L(E, F) taisque T = T, - T, pois T é regular. Como mencionado antes, T" = T;"-T,".
Como Jr é um homomorfismo de Riesz, para todo y* € F’,

YaDl = 1y 1(Aynl) = Te(lyaD(yD = Ur(ya)l(y”)
= TGy ) = 171Gy

y'(

79
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=T = T|(e)(y]) = (T + T )y

=TT (e)(y D) + T ey = %, (T + T)(y']) — 0,
donde segue que | yn|—w> 0. Como F tem a propriedade positiva de Schur, ||y,| = [|y.|| — O,
e assim

1T = Ur(ya)ll = lyal — 0.

Isso é suficiente para concluir que T* é quase limited.

(<]

Suponhamos agora que (b) ocorra e seja (y;)., uma sequéncia disjunta, positiva e
limitada em F*. Como a norma de F é ordem continua, temos y,*l—w> 0 pelo Teorema 1.3.12.

3 ’ . w
Por T ser fracamente compacto, T* é w*-w-continuo, Teorema 3.3.7. Por isso, T*(y;)— 0
em E". Como T7(y;,) = 0 para todo n (pois T é positivo) e, por hipotese, E* tem a propriedade
positiva de Schur, temos |T*(y;)| — 0. Mais ainda, de

Y2l = ya(|yal) = Je(lyaD)(¥2) = Uyl () = [T7(6)I(v,)
= T7(x,)(v) = %, (T () = [ |- 1T ()l — 0,

obtemos y;(y,) — 0. Por [40, Corollary 2.6] segue que |y,| — 0, e dai

1Tl = Vel = [yall — 0,

provando que T" é quase limited. O



Capitulo 5

ExtensOes de Aron-Berner de

operadores multilineares quase
Dunford-Pettis

Um operador multilinear entre espacos de Banach é fracamente sequencialmente
continuo se transforma sequéncias fracamente convergentes nos espacos do dominio em
sequéncias convergentes em norma no contradominio. Essa classe tem sido extensamente
estudada na literatura ha muitos anos (veja, por exemplo, [39] e as referéncias 14 listadas).
A questao que pergunta se as extensdes de Aron-Berner de operadores fracamente sequen-
cialmente continuos sdo fracamente sequencialmente continuas também ja foi estudada,
veja [33, 81].

Inspirados pelo conceito de operador linear quase Dunford-Pettis, explorado no capitulo
anterior, estudaremos neste capitulo os operadores multilineares que sdo separadamente
quase Dunford-Pettis (Se¢ao 5.1) e que sdo quase Dunford-Pettis (Secdo 5.2), bem como
suas extensdes de Aron-Berner.

Definicao 5.0.1. Sejam Ej, ..., E,, reticulados de Banach e X um espa¢o de Banach. Um

operador m-linear A: E; x -+ x E,, — X é:

« Separadamente quase Dunford-Pettis se para cada j € {1,...,m} e todos x; € E;,i =
1,...,m,i # j, o operador linear

A(x1,...,.xj_],', x}+15---:xm) : E] — Xs
A(Xy, oo X1, %, Xty ooy Xm)(X5) = A(X1, o, X)),

é quase Dunford-Pettis.

« Quase Dunford-Pettis se |A(x1 p, ..., Xmn)| —> 0 em X para todas sequéncias disjuntas e
fracamente nulas (x; ), em E;, i = 1,..., m.

De forma coerente com o que fizemos até aqui nesta tese, focaremos nossa atengao
no problema sobre as extensdes de Aron-Berner de operadores (separadamente) quase

81
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Dunford-Pettis serem ou nio (separadamente) quase Dunford-Pettis.

Exibiremos exemplos mostrando que essas questdes ndo tém respostas afirmativas em
geral e provaremos resultados que estabelecem condigdes sob as quais as respostas sdo
afirmativas. Mostraremos também que as duas propriedades acima sdo independentes, no
sentido de que nenhuma delas implica na outra.

5.1 Operadores multilineares separadamente quase
Dunford-Pettis

Esperamos que ao longo desta secdo o leitor se convenca de que é muito raro que
as extensdes de Aron-Berner de operadores separadamente quase Dunford-Pettis sejam
também quase Dunford-Pettis. Tentaremos fazer isso por meio de exemplos e provando
resultados que, de certa forma, mostram que hipoteses muito fortes sdo equivalentes
a se obter pouco nessa direcdo (veja Exemplo 5.1.2 e Proposi¢édo 5.1.4). De toda forma,
provaremos resultados positivos para o problema. Em particular, provaremos que extensoes
de Aron-Berner de operadores multilineares de posto finito sdo separadamente quase
Dunford-Pettis e que extensdes de Aron-Berner de operadores m-lineares positivos de ¢’
em £, também sao separadamente quase Dunford-Pettis.

Uma extensdo bidual de um operador m-linear continuo A : Xj x - x X;, — X entre
espagos de Banach é um operador m-linear continuo A: X[ x -+ x X;» — X" que
satisfaz

A(]xl (x1), ... s.]Xm(xm>) = Jx(A(xy, ..., X)),

ara todos x; € X-, i=1,...,m. E claro que extensdes de Aron-Berner sio extensdes
i i
biduais.

Por [6, Lema 4.1] segue que, um operador linear T de um reticulado de Banach E em
um espaco de Banach X é quase Dunford-Pettis se e somente se | T(x,)| — 0 para cada
sequéncia fracamente nula (x,)., em E*.

O lema a seguir, além de nos ser ttil em exemplos adiante, mostra que apenas operadores
separadamente quase Dunford-Pettis podem ter alguma extensdo bidual separadamente
quase Dunford-Pettis.

Lema 5.1.1. Sejam E,, ..., E,, reticulados de Banach, X um espaco de Banach e A : E; x -+ x
E,, — X um operador m-linear continuo. Se existe uma extensdo bidual de A separada-
mente quase Dunford-Pettis, entao A é separadamente quase Dunford-Pettis.

Demonstragdo. Suponha que A: Ef x--x E; —> X" seja uma extensio bidual de A. Para
todos x; € E;,i = 1,..., m, A(Jg, (x1), ..., Jg,,(xm)) = Jx(A(x1, ..., xn)). Sejam j € {1,...,m} e
(%,n)5-; uma sequéncia disjunta em E; tal que xj,n—w> 0. Como J;, ¢ um homomorfismo de
Riesz continuo, logo w-w-continuo, (Jg(x;,)),., € uma sequéncia disjunta positiva em E;" e

w g 7’ . A . 7’
Jg,(x,n)— 0. Como A é separadamente quase Dunford-Pettis e o mergulho canénico Jx é
uma isometria,

JA(X1, oo, Xy oo X)) = (A, oo, Xy s X))
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= ||ZUE1(XI)’ ’JEj(xj,fl)’ ’]Em(xm))” — 0’

para todosx; € E;,i=1,....m, i # j. Isso nos permite concluir que Aé separadamente
quase Dunford-Pettis. O]

Como todo funcional linear continuo definido em um reticulado de Banach é quase
Dunford-Pettis, todo operador m-linear regular A : E; x --- x E,, — R entre reticulados
de Banach, bem como suas extensdes biduais, sdo separadamente quase Dunford-Pettis.
Em particular suas extensdes de Aron-Berner sdo separadamente quase Dunford-Pettis.
Vejamos que isso ndo é mais verdade para operadores multilineares regulares com valores
vetoriais.

Exemplo 5.1.2. Considere o operador bilinear positivo
A: Rxty — £, , A(A,x) = Ax.

Para ver que o operador linear A(1,+) : £, — £, ndo é quase Dunford-Pettis, considere
a sequéncia disjunta positiva (e,);., formada pelos vetores unitarios candnicos em ¢,.
Sabemos que e, % 0em b, e lA(1, e,)| = |les] = 1 para todo n € IN. Assim, A néo é
separadamente quase Dunford-Pettis. Além disso, como #, é reflexivo, pelo Lema 5.1.1
nenhuma extensao bidual de A é separadamente quase Dunford-Pettis. Em particular, as
extensdes de Aron-Berner de A nédo sio separadamente quase Dunford-Pettis.

No préximo exemplo veremos que mesmo um operador A € L,(E;, ..., E,, F) separada-
mente quase Dunford-Pettis pode néo ter nenhuma extensdo bidual separadamente quase
Dunford-Pettis. Relembramos o leitor que a defini¢do da propriedade positiva de Schur
(PPS) esta na Definicédo 4.1.2.

Exemplo 5.1.3. Seja E um reticulado de Banach com PPS tal que E nédo tem PPS. Tome
por exemplo E = ( ®, {’o’},)l, que conforme vimos no Exemplo 4.2.1 E tem PPS e E” néo tem
PPS, onde o reticulado de Banach £ = R" é considerado com a norma do maximo e com a
ordem coordenada a coordenada. Considere o operador bilinear positivo

A: RxE— E, A(A,y) = Ay.

Para todo A € R, o operador A(A,+): E — E é quase Dunford-Pettis pois E tem
PPS. E claro que, para todo y € E, o operador A(+,y) : R — E é quase Dunford-Pettis.
Isso mostra que A é separadamente quase Dunford-Pettis. Vejamos que A admite uma
Unica extensao bidual separadamente w™-w*-continua e ela ndo é separadamente quase
Dunford-Pettis. Uma vez provado isso, as extensdes de Aron-Berner de A também néo sio
separadamente quase Dunford-Pettis pelo Lema 5.1.1. Como todo operador linear de R em
E* ede E em R* = R sdo compactos, de [15, Theorem 1] segue que A admite uma Unica
extensdo bidual A : R x E* — E™ que é separadamente '-w’-continua. E conhecido que
se um operador bilinear admite uma extensao bidual separadamente w*-w’-continua B,
entdo todas as extensdes de Aron-Berner coincidem com B (veja [51]). Seja y™ € E™, pelo
Teorema de Goldstine, y™ = w*—liﬂr{n Je(y.) para alguma rede (y,)qcq em E, logo

A2, y") = o = lim AQ, Je(y) = & - lim (AL, )

83
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= " - lim Jg(1y,) = A0" - lim J5(y,) = Ay”,

o que nos da A(A, y) = Ay”. E claro que o operador A(+, y) : R —> E” é quase Dunford-
Pettis, mas A(1,+) : E* —> E” no é quase Dunford-Pettis pois A(l,+) = id; e E” ndo tem
PPS. Concluimos que A é a tinica extensdo de Aron-Berner de A e nio é separadamente
quase Dunford-Pettis.

Proposicao 5.1.4. Seja m € IN. As seguintes afirmacoes sdo equivalentes para os reticulados
de Banach E,, ... ,E,, F.

(@) Dado i € {1,...,m}. Se T : E; —> F é um operador linear quase Dunford-Pettis, entdo
seu biadjunto T : E; — F” também é quase Dunford-Pettis.

(b) Se A é um operador m-linear separadamente quase Dunford-Pettis que admite uma ex-
tensdo bidual separadamente o'-w'-continua A: E} x - x E; —> F~, entdo para cada
j=1,...,metodos x; € E;, i # j, o operador linear Adxl,, D ET— F dado por

coXj-1,Xj+ 1500 Xm

Axl,...,)g,l,xj,,l,...,xm(x;*) = A(]El (xl)a ... a]qu (xjfl)’ x;*a]Ejﬂ (ijrl)’ oee ,]Em(xm))’

¢ quase Dunford-Pettis.

Demonstragao. (a)=(b) Suponha que A seja separadamente quase Dunford-Pettis e que
admita uma extensdo bidual separadamente w'-w’-continua A. Sejam j € {1,...,m} e
x;€E;,i=1,...,m,comi# j. Ooperadorlinear T : E; — F dado por T(x;) = A(xy, ..., X)
é quase Dunford-Pettis pois A é separadamente quase Dunford-Pettis. Entdo T é quase
Dunford-Pettis por hipotese. Seja (x;7,);., uma sequéncia disjunta positiva em E;" tal que

@ % dedke .
x;,— 0. Temos |T"(x;},)| — 0. Para cada n, o Teorema de Goldstine nos garante que
1 n o x 1: Az
existe uma rede (xaj)ajegj em E; tal que Xy =0 —h;jn ]Ej(xa;‘)- Como A é separadamente

W -w'-continua,

XUEI (x1)5 3]Ej_1(xj—1)s )(:;,;a]Ej+1()(}+1)s ’JEm(xm))
& =l AU, (), S (<0, e, ()

J

iy ok
Axl s Xj=1Xj+ 1500 Xm (x]n)

@ = lim Jp(A(x1, ooy Xy o s X))
Olj J

o = Tim JH(T(x3) = & = lim T (g (¥3) = T"(x],)

para Lodo n. Fazendo n — oo obtemos ||gxl,...,xj,1,xjﬂ,‘..,xm(xj*f,,) = T**(xjf‘fn — 0, 0 que prova

que A, .x, € quase Dunford-Pettis.

<o Xj-15Xj+15

(b)=(a) Sejam i € {1,..., m} e T € L(E;, F) um operador quase Dunford-Pettis. Escolha
funcionais lineares ndo nulos ¢; € E,j=1...mj#ie considere o operador m-linear
continuo
m
A: Ejx-xE, — F, A(xy,..., xm) = T(x;) - H @;(x;).
14

Como o operador T e os funcionais ¢;, j # i, sdo quase Dunford-Pettis, A é claramente se-
paradamente quase Dunford-Pettis. Usando que adjuntos de operadores lineares continuos
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sdo sempre w*-w’-continuos, é imediato que o operador m-linear

m

A B xoxEy— F AT, = TG [ %7

1
j=1j#i

é separadamente o*-w'-continuo. Mais ainda, para todos x; € Ei, ..., x,, € E,

AUe, (1), e Jo, (xm) = T, (x0)) - H Je(%)(0))

JeLj#i

= J(Tex) - T o)

JeLj#

(16~ TT ) = Il ),

j=1j#i

mostrando que A é uma extensio bidual de A. Entdo A preenche as hipoteses de (b). Como
cada funcional ¢; € E; é ndo nulo, podemos tomar x; € E; tal que ¢;(x;) = 1, j # i. Por (b), o

operador linear A, _ € quase Dunford-Pettis. Para todo x;" € E}",

<o Xj- 15X+ 1500 05X

A'(.]El (X1), a]Ei,l (xifl): x;*’]EHl (xi+1)’ :]Em(xm)) = T**(x;*)a

donde segue que T é quase Dunford-Pettis. [

Com relacdo as condigdes (a) e (b) da Proposi¢ao 5.1.4 é importante enfatizar o se-
guinte:

« A condicéo (a) foi investigada no Capitulo 4, e como o leitor pode verificar 14, ela
vale apenas sob hipoteses fortes sobre os espacos e/ou sobre o operador.

« A condicéo (b), que é equivalente a condigao (a), é muito menos que a implicacdo
desejada, que é a seguinte: se A é separadamente quase Dunford-Pettis, entdo as
extensoes de Aron-Berner de A sdo separadamente quase Dunford-Pettis.

Isso significa que, mesmo sob hipdteses fortes, muito pouco se obtém na direcido que
queremos. A conclusdo é que a implicacdo desejada deve valer apenas em situa¢des muito
especificas. O restante desta secido é devotado a busca dessas situacdes especificas nas
quais a implicacdo desejada é verdadeira.

A primeira situacgéo é o caso de operadores multilineares de posto finito. Relembre que
uma aplicacdo a valores em um espago vetorial é de posto finito se o subespaco vetorial
gerado por sua imagem tem dimenséao finita.

Lema 5.1.5. SejamE,, ..., E,, reticulados de Banach e X um espago de Banach. Todo operador
A€ L(E,,...,Ey; X) de posto finito é separadamente quase Dunford-Pettis.

Demonstragdo. Como A é de posto finito, existem k € IN, formas m-lineares conti-

k
nuas B; € L(E,,...,E,) e vetores y; € X,j = 1,...,k, tais que A = ) B; ® y;, 0 que
j=1
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significa que, para todos x; € Ei,...,x, € E,, A(x,...

k
,xm) = Z Bj(xl, cees

Xm)Y;. Para

sabemos que

j=1
. . A . . . w
cada i € {1,...,m}, seja (x;,)5., uma sequéncia disjunta em E; tal que x;, — 0.
Usando que Bi(xi, ..., Xi_1, *, Xis1, ..., Xm) € um funcional linear continuo,
j
|Bj(X1, ... s Xips o Xm)| —> 0, logo

JAQGKL, s Xy eee s X)| =

k
Z (X1, ooy Xipy oov s Xm) V)
]:

M»

xlw- xzn; xm)_V]”

M”'

|Bj(x19 cees xi,n, ves

-
Il
_

Isso prova que A é separadamente quase Dunford-Pettis.

Proposicao 5.1.6. Sejam Ey, ...

as extensoes de Aron-Berner de um operador m-linear de posto finito A € L(E,, ...,

de posto finito, e portanto sdao separadamente quase Dunford-Pettis.

Demonstragao. Seja A € L(E,, ...
Y, € X,j=1,...,k, tais que

s Xm)| - |3 — 0.

]

, E,, reticulados de Banach e X um espaco de Banach. Todas

E,.; X) sao

, E; X) de posto finito e tome k € N, B; € L(Ey, ..., E,,) e

k
A(xyy ..., Xp) = Z Bj(x1, ..., xp)y;, para todos x; € Ey, ..., x, € E,,.

Jj=1

Seja p € Sy,. Para todos x7,) € E7;) e ¥ € X", chamando C; = y*o(B; ® y;),j = L,...,

1) (C)(xl,... p(1) X5 oo Xmp) = X, )(Cj(xl,...,p(l) X, s X))

= X0 (Y (VB (X1 - 5p(a) X5 %5 oo X))
y (J’]) p(1) (B'(xl’ <eeop(1) Xy eees xm))
e Y O BNkt ity Xr-es i)

k
Isso mostra que x7,, ) ( W) =y (3)x, X ”(B;). Note que y*°A = Z y'o(B; ® ¥;)

j=1
todos x* ) EEp(l 2,...,m,

ABYAYT o X)) = (Ko 7 ) (32A)
= (x;*(m)po...oxp(z )(x ) (y*oA))

(= 'Do...
= (xp<m> Xp2) ( X >

o1
( ((y*"(B' ® Y1, e ap(1) X5 5 e s

k, temos

Xm))

k
= Z C,. Para
j=1
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k
= 2 Y (" o x) (50 (B)

k
= 3 ABL(B) ® Jr(3)(x) s oo X))

j=1
k

Segue que AB/ (A) = Z AB) (B;) ® Jr(y;) é de posto finito, e portanto separadamente quase
j=1

Dunford-Pettis pelo Lema 5.1.5. [

Agora passamos a segunda situacdo. Fazendo a identificagao Jr(F) = F, diz-se que uma
extensdo ao bidual de um operador multilinear ou linear com valores em F é genuina se
tal extensdo toma valores em F = Jp(F). Por exemplo, o biadjunto T de um operador
linear fracamente compacto T é uma extensao bidual genuina. Extensdes de Aron-Berner
genuinas de operadores multilineares tém sido estudadas na literatura, como por exemplo
em [15, 51].

Proposicao 5.1.7. Sejam E,, ..., E,, reticulados de Banach tais que seus duais tém a pro-
priedade positiva de Schur e F um reticulado de Banach com norma ordem continua. Se
um operador m-linear positivo A : E; x --- x E,, — F admite uma extensdo bidual positiva
genuina e separadamente w" - w"-continua A: Ex--xE» —> F", entdo A é separadamente
quase Dunford-Pettis. Em particular, A é separadamente quase Dunford-Pettis.

Demonstragao. Sejam i € {1,...,m} e z] € E]*.*,j = 1,...,m, j # i, funcionais lineares
positivos. Considerando a inversa J;! : Jz(F) — F do mergulho candnico, o operador
linear positivo

T: E—F, T(x) = ;YA . 20 T (56), 25 o Z5)),

m

estd bem definido pois a extensdo A é genuina. Dados um funcional x;* € E;" e uma
rede (x,)neo, em E; tal que x;* = w'-lim Jg,(x,,), o fato da extensdo A ser separadamente
Qi

w - -continua implica que

1

CO* - llm T**UEi(xa’i)) = CL)* - llm( T**o]Ei)(xai)

i

i+1° m

@ - lim Jp(T(x,)) = " - lim Z(z;*, s Zi JE (X)) Zings o s Z0)

= A2, 2 X 2 s 25) < JR(F).

i+1°

Isso mostra que T é fracamente compacto, e portanto T™ é quase Dunford-Pettis pela
Proposicao 4.4.5. Dessa forma, dada uma sequéncia disjunta positiva (x}},);.; em E;" tal que

[0
x;,— 0, temos

||Z(ZI*, ey B X T e Z)

in> ~i+1»

| = 1T7(xi0)

| — 0. (5.1)

87



5 | EXTENSOES DE ARON-BERNER DE OPERADORES MULTILINEARES QUASE DUNFORD-PETTIS

Dados funcionais x;" € E",j = 1,...,m, j # i, escreva x;° = (x")" - (x;")". Para cada

E™ = (Eveoes Bt E) € (+1,-1)71, chame P(E™) = & - 181+ £ € {+1,-1)

Como os funcionais (x;")" e (x;")” sdo positivos, de (5.1) decorre que

||Z(xl, L X[ 1,xln,JcM,...,x;)||
= A )= () s e (20) "= (620) 7 s () "= (6i51) s e, () 7= () )
- ” Z g((x;*)fl, ( l 1)5, ln’( l+1)§l+1 . ,(x:;)fm)

P(£m)=+1
- Z A((xl**)gl’ ( l l)gl l’xln’(xl-#l)giﬂ’""(x;r:)gm)
P(Em)=-1
< 3 A e ()5 X ()5 ()]
P(Emy=+1
AR s ()T X ()5 (X)) — 0.
P(&m)=-1

i Xirgs s Xm)| — 0, 0 que prova que Aé
separadamente quase Dunford-Pettis. O

Isso nos permite concluir que |A(x], ..., x}", X, X5

Para dar aplicacdes concretas da Proposicdo 5.1.7, relembre que um espaco de Banach
X é dito Arens-regular se todo operador linear continuo de X em X" é fracamente compacto
(veja, por exemplo, [39]).

Corolario 5.1.8. Sejam E, F reticulados de Banach tais que E é Arens-regular, E* tem pro-
priedade positiva de Schur, F tem norma ordem continua e todo operador linear continuo de
E em F ¢é fracamente compacto. Entdo, para todo m € IN, as extensoes de Aron-Berner de
qualquer operador m-linear positivo de E™ em F sdo separadamente quase Dunford-Pettis.

Demonstragao. Seja A: E™ — F um operador m-linear positivo. Como A é Arens-regular,
¢ bem conhecido que todas as extensdes de Aron-Berner de A coincidem e sdo separada-
mente o*-w'-continuas. Também é conhecido que, como todo operador linear continuo de E
em F é fracamente compacto, tais extensoes sdo genuinas (para todas estas informacdes veja
[15, 51]). Aplicando a Proposic¢ao 5.1.7 concluimos que todas as extensdes de Aron-Berner
de A sdo separadamente quase Dunford-Pettis. [

Exemplo 5.1.9. Vejamos que todas as extensdes de Aron-Berner de qualquer operador
m-linear positivo A : ¢J' — ¢, sdo separadamente quase Dunford-Pettis. De fato, pelo
Teorema de Pitt sabemos que ¢, é Arens-regular; ¢; = £; tem propriedade de Schur e ¢; tem
norma ordem continua. O resultado segue do Corolario 5.1.8.

5.2 Operadores multilineares quase
Dunford-Pettis

Nesta secdo veremos que a propriedade quase Dunford-Pettis se comporta melhor
que a propriedade quase Dunford-Pettis separada, no sentido de que menos hipdteses sdo
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necessarias para provar que extensoes de Aron-Berner de operadores quase Dunford-Pettis
sao quase Dunford-Pettis.

Comecamos a secdo provando a seguinte caracterizacdo dos operadores multilineares
quase Dunford-Pettis.

Lema 5.2.1. Sejam E,, ..., E,, reticulados de Banach, X um espaco de Banach e A : E; x

E,, — X um operador m-linear. Sdo equivalentes:

(a) A € quase Dunford-Pettis.

(b) |A(x1.ps-.-s Xmn)| — O para todas sequéncias disjuntas positivas (x;,);., em E; i =

1,..., m, tais que x,;n—> 0.

Demonstragao. Por definicdo, é claro que (a)=(b). Provaremos o caso bilinear m = 2 da
implicacao inversa. O argumento deixara claro que o caso geral segue de modo similar.
Sejam (x; ), sequéncias disjuntas em E;, i = 1,2, tais que xln—w> 0. Para todos i € {1, 2}
e n € N, temos x;, = x;, - x;,,. Como a sequéncia (x;,),., é disjunta, entdo, para todos
n+m,

0 < X, AX] < |Xin| A|Xim| =0 € 0= x;, AX;

lm_

< |Xin| A |Xim| = 0.

Lm =
Assim, as sequencias (x;,);.; e (x;,).; sdo positivas e disjuntas em E;. Chamando W; =
{xin : n € N}, segue que W; é um subconjunto relativamente fracamente compacto de E;.
Como a envoltoria sélida de W, em E; é

Sol(W;) = {x € E; : |x| = |x;,| para algum n € N},

(veja [5, p. 171]), temos x;,, x;,, € Sol(W;) para todo n € IN. Por [5, Theorem 4.34] segue

i,n’

w
+
que x;,—> O e xi)n—> 0. Por h1potese,

”A(xl,m x2,n)|| = ”A(x;,n - xl_,n’ x2+,n - xZ_,n)”
= ||A(x1+,n, xzfn) + A(X] X5 ) — A(xlfn, X ) = A(Xp x2+n)||

< |AG o 2 )]+ 1AGE s %)+ TAGK 0 %5+ A x5,)] — 0,
0 que prova que A é quase Dunford-Pettis. [
Veremos a seguir que nenhuma das seguintes implicagdes é verdadeira em geral:

A é separadamente quase Dunford-Pettis <= A é quase Dunford-Pettis.
Exemplo 5.2.2. (a) Para 1 < p < oo, considere o operador bilinear positivo
A by x by — R, A(x,y) = anyn

E claro que A é separadamente quase Dunford-Pettis, mas ndo é quase Dunford-Pettis pois
en—w> 0 em £, e em £, e A(e,, e,) = 1 para todo n € IN.

(b) O operador bilinear positivo A: R x £, — £, dado por A(A, x) = Ax é claramente
quase Dunford-Pettis mas nao é separadamente quase Dunford-Pettis (veja Exemplo 5.1.2).
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Como os operadores bilineares no Exemplo 5.2.2 estdo definidos em espacos reflexivos,
suas extensdes de Aron-Berner coincidem com os proprios operadores, logo extensoes de
Aron-Berner separadamente quase Dunford-Pettis nem sempre sdo quase Dunford-Pettis
e a reciproca também nem sempre é verdade.

Entre outras consequéncias, o lema a seguir estabelece que apenas operadores quase
Dunford-Pettis podem ter extensdes de Aron-Berner que sdo quase Dunford-Pettis. O
lema também nos auxiliara a mostrar que extensdes de Aron-Berner de operadores quase
Dunford-Pettis nem sempre sdo quase Dunford-Pettis.

Lema 5.2.3. Sejam E,, ..., E,, reticulados de Banach, X um espago de Banach e A : E; x -+ x
E,, — X um operador m-linear continuo.

(a) Se A admite uma extensdo bidual quase Dunford-Pettis, entdo A também é quase Dunford
Pettis.

(b) Se algum dos reticulados de Banach E,, ..., E,, tem a propriedade positiva de Schur, entdo
A é quase Dunford-Pettis.

Demonstracdo. (a) Suponha que A: E" x - x E7 —> X" seja uma extensio bidual de A
quase Dunford-Pettis. Para todos x; € Ey, ..., x,, € E,,,

AUz, (1), s Jon (Xm)) = T (A, ooy X)) (5.2)

. A . . . . [ .
Sejam (x; )5, sequéncias disjuntas em E; tais que x;,— 0,i = 1,..., m. Como o mergulho
candnico em cada reticulado de Banach E; é homomorfismo de Riesz, (J;,(x;,)).; € uma
A . . . ok . . A I3 w
sequéncia disjunta em E;". E a continuidade do mergulho canénico nos da Jg,(x;,)— 0.
Por hipoétese, |A(Jg, (%1.n), ---» J5, (Xmn))| — 0, € como Jx é uma imersdo isométrica, por
(5.2) temos

[AGe s s X = WxCAGE s sy X)) = VAU, (X1,0), s T, ()| — 0.

Isso prova que A é quase Dunford-Pettis.

(b) Suponha que E; tem PPS para algum j € {1, ..., m}. Sejam (x;,);.; sequéncias disjuntas
em E; tais que x;, —~50,i=1,...,mDa propriedade positiva de Schur de E; decorre
que |x;,|] —> 0. Como sequéncias fracamente convergentes sdo limitadas, podemos
tomar M; > 0 para todo i # j tal que |x;,| = M; para todo n € IN. Chamando K =
M - MM,y -+ My, > 0, temos

[AGeLn, - s Xmn)| < AL - Jnl = 0] - [2mnl = KIA] - |50 — 0,

0 que nos permite concluir que A é quase Dunford-Pettis. [

Teorema 5.2.4. Sejam E,, ..., E,,, F reticulados de Banach tal que F é o-Dedekind completo
e contém uma copia de {.,. As seguintes afirmacoes sdo equivalentes.

(a) Todo operador m-linear continuo A : E; x - x E,, —> F admite uma extensdo de Aron-
Berner quase Dunford-Pettis.

(b) Todo operador m-linear regular A : E; x --- x E,, —> F admite uma extensdo de Aron-
Berner quase Dunford-Pettis.
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(c) Todo operador m-linear positivo A : E; x --- x E,, —> F admite uma extensdo de Aron-
Berner quase Dunford-Pettis.
(d) E;* tem propriedade positiva de Schur para algum j € {1,..., m}.

Demonstragao. As implicagdes (a)=(b)=>(c) sdo triviais e a implicacdo (d)=(a) segue do
Lema 5.2.3.

Provemos a implicacdo (c)=(d). Suponha, por contradigio, que os reticulados de Banach
ET,...,E;, ndo tenham a propriedade positiva de Schur. Neste caso, para todo j = 1,..., m,
por [7, Proposition 2.1] existe uma sequéncia disjunta positiva (x;7);.; em E;" tal que
x]n—w> 0 e [x;,| = 1 para todo n € IN. Tome sequéncias positivas (x],,)72; em Bg;, j = 1,..., n,
tais que x7,(x;,) = 3 para todo n. Por outro lado, como F tem uma copia de £, por [5,
Theorem 4.56] sabemos que a norma de F nédo é ordem continua, e pelo Teorema 1.3.12
existem y € F e uma sequéncia disjunta (y,);., em F tal que 0 < y, < y e |y,| = 1 para
todo n € IN. Para x; € Ej+ e k € N, chamando

k m
Sk = Z i (H x;,n<xj>> :

temos 0 < s; T, e de

m m k m k m
O<s< ) <ynH 2654l - ”xj”) <TI0l D v =TTl \/ v < [T Ixly
Jj=1 j=1 n=1 j=1 n j=1

k
n=1 j j j =1

segue que s; ] z para algum z € F* pois F é o-Dedekind completo. Por [4, Theorem 1.14]
obtemos que z é o ordem limite da sequéncia (i)}, isto é, z = 0 - I}im sk- Isso significa

que a aplicagdo

k m
A E % xEp — F L A, Xp) = 0= lim > <y,,H3c;n(3cj)),
T nm =1

esta bem definida. De novo por [4, Theorem 1.14] a aplicagdo A é aditiva em cada variavel,
logo pela versdo multilinear do Teorema de Kantorovich [59, Theorem 2.3] existe um
operador m-linear positivo B: E; x --- x E,, —> F que estende A.

O proéximo passo é provar que nenhuma das extensdes de Aron-Berner de B é quase
Dunford-Pettis. Note que, para todos x; € E/,j = 1,...,m,e n € N,

B(x1, ooy Xm) = A(X1, oovs Xim) 2 Yo, (1) - X, 1 (Xm) 2 0.

Dados um funcional positivo y* € F* e uma permutacdo p € S,, chamando t,; =
x;(l),n(xp(l)), [=1,...,m-1, temos

(V7 0B(X15 vesp(1) X o eees X)W Xp(1)) = ¥ (B(X1, ..., X))
= y*(ynxi,n(xl) x:n,n(xm))
= xi,n(xl) x:n,n(xm)y*(;)’n)
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= xin(xl) “pa) b x:n,n(xm)yk(yn)tp(lﬁ

0 que nos permite concluir que

Y oB(Xts e spt) X, 05 s Xim) 2 X (K1) - p1) B X () Y (V) X1

Entao, para qualquer funcional positivo x,, € E},

= P(y oB) (X1, o yp(1)Xsp(2) X5 * v s Xm)(Xp(2) = x;zl)p(y*oB)(xl,...,p(l) o)
(V0B (1) X %y X))
> x;zl)(xl*,n(xl) ooty oo X ()Y (V)X 1),n)
= x;)n(xl) o) B X mn(xm)y (yn) " ( m n)
= X7 (%1) - p(1) Bt X (Xm) Y (V) X0y (X 1)) Eot2)
= X7 ,(31) = p(1) o)+ X 0 (Xm) Y (V) X1y (310,00 X2 (X02))-

Isso implica que, para quaisquer funcionais positivos X0y € Ejoy e X5 € E ),

(;&z)p X p)(y °B)(X1, - sp(1) Xop(2) Xop(3) X5 * - s Xm)(Xp(3))

= (% X500 ) (V7 B) (X1, e sptt) Xop@) X, e Xm)

Xp(2) (% (V" oB) (X1, - sp(1) Xop(2) X5 *5 o-v s xm))

Xty (5.0 50) p0) Byt X (i) V" (V) X0y (X30).) X 21.0)

= X1 (1) " p(1) Loyt X n(xm)y*(yn)x;zl( S, )X (2)( Z)n)

X3 0(50) *p(1) Ep(2) b3y X n(5m) Y (V) X0y (X000 )Xoty (X)) o)

X7 0(31) - p(1) @ bt Xy (Xm) Y (V) X0 p(l),n)x;’@(x;(z)’n)x;(s),n(xp@))

v

e isso, por sua vez, 1mphca que para quaisquer funcionais positivos x E E ,i=1,2,3,
temos

5P P TP\ (1)
(xp(3) °Xo5) Xy )(y oB) (%1, ... 5p(1) X3p(2) X3p(3) X> -v s Xm)

X, 3)((x 5(2) p(1)p(y OB))(xl,---, (1) X5p(2) X5p(3) X,°,---,xm))
p(3) (xl 2(X1) = p1) Lo(2) tp(3 xm n(Xm) Y (Yn)x ( )x;zz)(x*(z),n)x;(s),n)
= xl,n(xl) p(1) Ep(2) p3) T+ ( )Y (Vn)x (1)( 1), n)x z)( p(2).n )x ;23)(x;(3),n)

|V

Repetindo o processo m - 3 vezes obtemos que, para quaisquer funcionais positivos
X" €E" )= 1,...,m,etodo n €N,

ABL(B)(x; o)1) = (Ko o5 ?) (' oB)
x:)zl)(x;(l),n) xp(m)(xp(m),n)y*(yn)
= X (%) -+ X0 (X MIF (V) ()-

\%
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Em particular, para todo k € N,

ABf)n(B)(ka’ e xm,k) 2 xl,k(xl,k) xm,k(xm,k)]E(yk) 2 z_m]E(yk) 20

e assim, para cada k € IN, temos

- - 1 1 1
ABL (B s Xl = 5] = ol = o >

0 que prova que, para toda permutacéo p € S,,, a extensdo de Aron-Berner AB/ (B) ndo é
quase Dunford-Pettis. Isso completa a demonstracdo por contradigao. O

Agora estamos em condi¢des de dar exemplos de operadores multilineares quase
Dunford-Pettis cujas extensdes de Aron-Berner ndo sao quase Dunford-Pettis.

Exemplo 5.2.5. (a) Conforme mencionado anteriormente, o reticulado de Banach (ean f;‘,)l

tem PPS e seu bidual nio tem PPS. Além disso, a norma de ( ®, t’{‘)w nao é ordem continua
e por [5, Theorem 4.56] este reticulado contém uma copia de £,. Combinando o Teorema
5.2.4 e 0 Lema 5.2.3, existe um operador A € [l,(m( ®, t’o’},) * ( ®, t’ln);) quase Dunford-Pettis
tal que nenhuma de suas extensdes de Aron-Berner é quase Dunford-Pettis.

(b) Sejam K, ..., K,, espagos de Hausdorff compactos e infinitos. Por [5, p. 187], cada C(K)
nao tem norma ordem continua, e portanto C(K;)"” nao tem PPS. Logo o Teorema 5.2.4 e
o Lema 5.2.3 nos garantem a existéncia de um operador m-linear regular A : ( e, t’;’,)l x
C(K3) x -+ x C(K,;) — f. quase Dunford-pettis tal que nenhuma extensdo de Aron-Berner
de A é quase Dunford-Pettis.

Em vista do Exemplo 5.2.5, procuraremos a seguir condi¢des sob as quais as extensoes
de Aron-Berner de um operador multilinear quase Dunford-Pettis sio quase Dunford-
Pettis.

Definicao 5.2.6. Sejam Ej, ..., E,, reticulados de Banach e X um espago de Banach. Um
operador m-linear A : Ejx---xE, — X ¢é fracamente positivamente limited se, para cadaj €

{1,..., m}, tem-se |A(x] . ..., X] 5 .- » X}, ,)] —> 0 em X para toda sequéncia positiva (x; ),

em E; tal que x; n—w> 0 e todas sequencias limitadas positivas (x],)y.;,1=1,..., m, i # j, em
E:.
Exemplo 5.2.7. E claro que todo operador multilinear fracamente positivamente limited
é quase Dunford-Pettis. Vejamos que a reciproca nio é verdade em geral. Para ver isso
seja A: ¢y x ; —> R o operador bilinear positivo dado pela dualidade ¢; = £, isto é,
A(x,y) = Y, x,¥n. Como ¢, = ¢; tem PPS, do Lema 5.2.3 podemos concluir que A é quase

n=1
Dunford-Pettis. Por outro lado, para cada n chame

yn = (1""9 1’ 0, 0,...) = el + oo + en.

E claro que a sequéncia (y,)., < ; = £» ¢é limitada e positiva. Mais ainda, a sequéncia

(en)s, < c; é positiva e e,—> 0, mas A(e,, ¥n) = 1 para todo n € IN. Segue que A nio é
fracamente positivamente limited.
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Exemplo 5.2.8. Vejamos que extensdes de Aron-Berner de operadores multilineares

positivos quase Dunford-Pettis nem sempre sdo fracamente positivamente limited. Para

isso considere o operador bilinear positivo A : #; x ¢c — R dado por A(x, y) = Y, X, n.
n=1

E claro que A é quase Dunford-Pettis pois ¢ tem PPS. Vejamos que nenhuma extensio

de Aron-Berner de A é fracamente positivamente limited. De fato, tome a sequéncia

PSR A . w
(en), < ¢, dos vetores unitarios candnicos. Sabemos que e, — 0, logo J,(e,) = 0 e

]Co(en)—w> 0. Além disso, (e,);.; < ¢; é limitada, mas

A***Ut’l(en)’]co(en)) = ABizd(A)Ut’l(en)5]co(en)) = A(ens en) =1

para todo n.

Teorema 5.2.9. Sejam E,, E, reticulados de Banach tais que E;, E, tém normas ordem con-
tinuas. Se A € L(E,, E;) é uma forma bilinear positiva e quase Dunford-Pettis, entdo as ex-
tensoes de Aron-Berner de A sdo fracamente positivamente limited, e portanto sdo quase
Dunford-Pettis.

Demonstragao. Considere o operator linear positivo

T: E — E, T(x)(y) = A(x, y).
Seja (x,);., uma sequéncia disjunta em E; tal que x, — 0. E claro que T(x,) 0.
Como a norma de E; é ordem continua, por [62, Theorem 2.4.14] segue que, para toda
sequéncia disjunta limitada (y,);., em E;, y, —5 0. Por A ser quase Dunford-Pettis,
T(x,)(Yn) = A(%s, yu) — 0. De [40, Corollary 2.7] segue que | T(x,)| — 0. Isso prova que
T é quase Dunford-Pettis. Para todos x™ € E", y” € E; e x € Ej,

"(A)(x),

T'(y")(x) = y"(T(x)) = y"(Alx, *)) = ¥y~

e

mostrando que T°(y™) = FQ(A), e portanto

A‘kk*(x*-k, y**) - x** (FG(A)) - x**(Tk(y-k*)).

o0

Sejam (x;');., uma sequéncia positiva em E;" tal que x;*—w> 0 e (y;);., uma sequéncia
positiva limitada em E;’, digamos |y;’| = M, para todo n € N. Como T é quase Dunford-
Pettis, o Teorema 4.2.11 nos diz que | T"(x;’)| — 0. Entéo,

0= A"(x, ) = 6, (T'(y)) = T"(x)y) = Mil T ()| — 0,
donde segue que A (x;", y.') — 0.
. A . L ok ek w* *% '\ OO0
Sejam agora (w;’),., uma sequéncia positiva em E; tal que w;— 0 e (z;)>, uma
sequéncia positiva limitada em E’, digamos |z;| = M, para todo n € N. Como T ¢ quase

Dunford-Pettis, | T*(w;")| — 0 pelo Teorema 4.2.6, e portanto

0= A™(z,, wy) = 2, (T"(w;) = |lz,] - [T (W)l = M T"(w;))] — .



5.2 | OPERADORES MULTILINEARES QUASE DUNFORD-PETTIS

Segue que A™(z;’, w;) — 0.
Tudo isso prova que A™ é fracamente positivamente limited.

Trabalhando com o operador
§: B, — Ep, S(y)(x) = Alx, y),

raciocinio analogo ao que foi feito acima comprova que a outra extensdo de Aron-Berner
de A, a saber AB;d(A), também é fracamente positivamente limited. OJ

O proximo passo ¢ tratar o caso de operadores bilineares a valores vetoriais.

Teorema 5.2.10. Sejam E;, E,, F reticulados de Banach tais que E;, E, tém normas ordem
continuas, e A € L(E,, E,; F) um operador bilinear positivo e quase Dunford-Pettis. Suponha
que pelo menos uma das seguintes condicoes seja verdadeira.

(a) Toda sequéncia positiva disjunta e limitada em F* é ordem limitada.

(b) F* tem a propriedade positiva de Schur dual.

Entao as extensoes de Aron-Berner de A sdo fracamente positivamente limited, e portanto
quase Dunford-Pettis.

Demonstracgao. Seja p € S,. Pela Observacao 2.1.4 sabemos que
AB; (@A) = ¢"<AB,(A) para todo ¢ € F.

Para todo funcional positivo ¢ € F* é positivo, oA é uma forma bilinear positiva e quase
Dunford-Pettis, portanto AB,(¢-A) é fracamente positivamente limited pelo Teorema
5.2.9. Isso implica que ¢ °AB}(A) é fracamente positivamente limited. Sejam (x;");’, uma

sequéncia positiva em Ej" tal que x —0e (y;)>., uma sequéncia positiva limitada em
E;. Paratodo ¥ € F',

[ABY(A) (', v )W) < ABS(A)(x;, )
= ([YI"-ABj(A)(x, yn) — 0.

> (A) (%, v7)

Segue que AB}(A)(x; yn)—w> 0 em F”. De modo analogo obtemos ABy(A)(z, w )—w> 0
para toda sequéncia positiva (w;)%, em E;’ tal que w; —5 0 e toda sequéncia (z;),
positiva limitada em Ej".

Suponha primeiramente que (b) ocorra. Neste caso, |ABy(A)(x.", y:)] — 0, o que
prova que AB,(A) é fracamente positivamente limited.

Suponha agora que (a) ocorra e seja (¢,);.; uma sequéncia positiva disjunta e limitada
em F’. Existe entdo ¢ € F" tal que 0 < ¢, < ¢ para todo n € IN. Como cada funcional
AB(A)(x:, yo) : F* —> R é positivo,

0 < AB;(A)(x;, 3 )(@n) < ABy(A)(x;, y)(9) — 0.

Isso nos permite concluir que ABy(A)(x., y:)(¢n) — 0. Por [40, Corollary 2.7] segue que
||ABP (xn’yn )" - 0
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Analogamente prova-se que |AB,(A)(z;, w.)| — 0, portanto obtemos que AB}(A) é
fracamente positivamente limited. O

Observe que, para a forma bilinear continua A do Exemplo 5.2.8, ndo é verdade que

A" (x;, ') — 0 para toda sequéncia limitada (x;);’, em #;" e toda sequéncia positiva

3%\ 00 ek ek @ . . 3 ’
(¥7)oy em ¢y tal que y,— 0. O resultado a seguir mostra que o motivo disso ocorrer é
que um dos duais dos espacos do dominio, a saber #; = £, ndo tem a propriedade positiva
de Schur.

Teorema 5.2.11. Sejam E,, ..., E,, reticulados de Banach tais que seus duais tém a propri-
edade positiva de Schur e A € L,(E,,...,E,). Entao A™V(x}",, ..., x;,,) —> 0 para toda

° m,n
A . g ke ek ek 2y ~ . . . et
sequéncia positiva (x,, )5, em E, tal que x,, , — 0 e toda sequéncia limitada (x}_,);,
em Ej,k = 1,...,m — 1. Em particular, A e sua extensdo de Aron-Berner A™?Y sdo quase

Dunford-Pettis.

Demonstragao. Faremos a demonstragdo no caso em que m = 4. O argumento aplicado

deixara claro que o caso geral é analogo. Relembre que, para todos x;* € E;",i = 1,2, 3,4,
W(5) [ wr o o e\ [0 0

AP, x5, %57, X)) = (xl

—=t =t =0
0xX, 0X; °X, )(A), onde os operadores

5t LBy, B) — LBy, Bi)

sdo dados por x_{*g(B)(xl, s Xi1) = x7(B(xy, ..., Xi-1, +)). Suponha que o operador A seja
positivo.

Afirmacao 1. | — 0 para todos x; € E;, x; € E, e toda sequéncia positiva

x5 (A)(x, %)

w
ok (e kk ok
(x5 )ny em Ej tal que x;,— 0.

Para ver isto, note que pela Proposicio 2.1.2,

—0 =0
x4,n (A)(xl’ X2, ') (x3) = x4,n (A)(|X1|, |x2

)

(6s) = %7, (Ax1, |2zl %3, ) — 0,

—0 o . . .
Xy (A)(x1, X2, +)|—> 0. Considere o operador linear positivo

e portanto
T : Es — [:r(ElaEZ;E;) ) T3(x3)(x1,x2)(x4) = A(xy, X2, X3, Xg).

Uma vez que E}, E;, E; tém a propriedade positiva de Schur, por [20, Theorem 2.8] o espago
L,(E,, E;; E;) também tem a propriedade positiva de Schur, o que garante que o operador T3
¢ quase Dunford-Pettis. Seja (x3 ,);., uma sequéncia disjunta limitada em E;. Por hipotese,

. g . ’ ’ ~ @
E; tem a propriedade positiva de Schur, logo sua norma ¢ ordem continua, e entao x; ,— 0
por [62, Theorem 2.4.14]. Segue que |T5(x3,)| — O e

— 0 o
X (A3, [%2], 33.0)| = x4, (A2, %2, x50, %))
= Xan(Ts(x3,n)(|x1|, |%2[)

lcisall - el - ] - 1 T5(xs )] — 0.

A Afirmacéo 1 decorre agora de [40, Corollary 2.7].

X5 (A1, X, )(03,0)]

IA

IA

x4, n
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Afirmacio 2. | (@eox;fng)(A)(xl, ‘)

— 0 para todo x; € E;, toda sequéncia limitada

dedk ek A : i dedk ek ek w
(x3,)m-y em E5" e toda sequéncia positiva (x;’, ), em Ej tal que x;/,— 0.

De fato, aplicando a Proposicao 2.1.2 e a Afirmacao 1, temos

a0 =0 a0 (=t
(02) = (Iestal oxi ) (A)(|xl %) = x50 (35, (A)) (%), x2)
U
= |x3,n|(x4,n (A)(|x1, x2, ))

ok 0
= ||x3,n|| : ||x4,n (A)(|x1], %2, )

(G ox ) (A, +)

— 0.

Disso segue que |(E90E9)(A)(xl, ‘) 5 0em E;.Seja T, : E, —> L,(E,, E; E}) o opera-

dor linear positivo dado por

Ty (o) (31, x3)(x4) = A1, X3, X3, Xy)-

Assim como fizemos antes, como Ej, E;, E; tém a propriedade positiva de Schur, por [20,
Theorem 2.8] o espaco L,(E;, Es; E;) também tem essa propriedade, e portanto o operador
T, é quase Dunford-Pettis. Seja (x3.,);., uma sequéncia disjunta limitada em E,. Também
como fizemos antes, E, tem norma ordem continua, donde segue, por [62, Theorem 2.4.14],

que xz’,,—w> 0. Dai, | To(xz,,)| — 0, e de

=0 -
X4,n (A)(|x1], x2.m, |33])| = x4,n(A(|x1|’ X2,n5 | %3

XZn(Tz(xz,n)(lel, E)
[l - o] - %3] - [ To(2n] — 0,

—=0
|x4,n (A) (|1, 22,n, +)(63)]

IA

)

IA

obtemos me(A)(|x1 |, %215 -)—w> 0. Para toda sequéncia disjunta limitada (x3 ,);., em EJ,

0 0 -
0 = x;, (A)|x1], Xz0, )(%5.0) = x5 (AN X1, X5 X3.0)| < x5, (A X1 ], X5 X5, )
= Xy o (To(%2,0) (21, X3,1))

=< %l - Il - 12 all - [ To(20)| — O,

0 que nos permite concluir que me(A)ﬂle Xo.ns *)(X3,,) —> 0. Aplicando [40, Corollary

2.7] uma vez mais obtemos ||ffn9(A)(|xl|, Xo.ns+)| — 0, e pela Proposicéo 2.1.2,

0 0

— 0 — 0 =0 0 (=t
ox4,n )(A)(xl! ')(x2,n)| = |(x3,n Ox4,n )(A)(xl’xln)| = |x3,n| (x4,n (A))(|xl|’x2,n)
ok 0
= |x3,n|(x4,n (A)(|x1|3 X2.n» '))
0
' ||x4,n (A)(|x1|’ X2,n5 ')

[

< —> 0.

x3,n

A Afirmacéo 2 segue de [40, Corollary 2.7].

Afirmacio 3. | (Egoﬁeoﬁe) (A)] — 0 para toda sequéncia (x;}, ), limitada em E}", j =

A : el ek o0 Kk ek w*
2,3, e toda sequéncia positiva (x}’, )., em Ej" tal que x;’,— 0.

97
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Pela Afirmacao 2,

(35 ox X ) (A = [ (K X5 )(A)) (31)]
= x5 % ) (A, »))|

o w0 —=
= "xz,nu ) ”(xa,n °Xyn )(A)(xl, .

5

) 0 —0 — 0\ 4y @ , sncia di
donde concluimos que (x2,n X3y °Xin )(A)——> 0. Vejamos que, para toda sequéncia dis-
. .. —0 =0 ——06 ; ;
junta limitada (x; )., em E;, (xZn X3 X )(A)(xl,n) — 0. Para isso, seja T; : E; —

L,(E,, Es; E;) o operador linear positivo dado por
T (1) (3, 23)(%a) = A1, %3, X3, Xa)-

Por hipétese E;, E;, E; tém a propriedade positiva de Schur, logo o espago L,(E;, Es; E})
também tem essa propriedade por [20, Theorem 2.8], e portanto o operador T; é quase
Duford-Pettis. Mais uma vez a propriedade positiva de Schur de E; implica que sua norma
é ordem continua, e dai xl,n—w> 0 por [62, Theorem 2.4.14]. Segue que | T;(x1,)| — O e,
pela Proposicao 2.1.2,

=0 "
(x3) = x5 (A) (X1, %2, x3) = X (Alx1, s %2, 23, #))
= Xan(Tl(xl,n)(|le, x3))
< %50 - 2] - ] - 1 Ta (3 n)| — O

=0
|x4,n (A)(xl,m X2, ¢

ey €M

Temos entdo |E9(A)(x1,m X3, *)
E;,

— 0 —=0 o
|x4,n (A) (X1, X2, *)(23.0)| = |x4,n (A) (X1, X2, X3,)| = |x4,n(A(xl>mx23x3,n’ *))
= |xzn(Tl(x1,n)(x2, X3))|

< Il - Il - Is.nl - [T Gern] — O

Por [40, Corolario 2.7], ||x;fn9(A)(x1,n, Xy,

() = (] x5 ) (A) X %2) = 5] (3 (A)) G %)
= |x3*’jn|(x2fn (A)(xl,n’ X2, '))

ok -0
= ||x3,n|| : ||x4,n (A)(xl,na 5 ')

(3 ox ) (A) (s

— 0 —0
Segue que |<x3,n °Xyn )(A)(xl,m')
(%2,n)51 €m E7,

P — 0 "

Xn (A0, Xons ) (23)] = x5, (A) (X105 Xons X3)| = 1%, (A1 05 Xz 0y X3, #))]
= |xzn(T1(x1,n)(x2,m x3))|
< [xgal - Izl - 125] - [ T2(o61,0)] — 0.

Concluimos que EG(A)(xl,n, X5 )— 0. Para toda sequéncia disjunta limitada (x; )%,
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.
em Ej,

—0 —0 ”
0= x4,n (A)(xl,n’ x2,na ')(x3,n) = x4,n (A)(xl,n’ x2>n: x3,n) = x4,n(A(x1,na x2,m x3,n’ '))
= xZn(Tl(xl,n)(xz,m x3,n))

= 1xgal - Iznll - [2esnll - I TiCrrn)| — 0.

x4,n

. . —0 .
Isso nos permite concluir que xj, (A)(X1,n, X2 0, *)(%3,) — 0. Uma vez mais obtemos

0
|x4,n (A)(xl,ns X2,n5 ’)

— 0 por [40, Corollary 2.7], e assim,

0 ok
x3,n

X ) (A) i ) an)| = (35 o ) (A i %2m)| < 5] (3 (A)) Gty X2)
(3 (A1 X *))

=0
’ |x4,n (A)(xl,m X2,n5 ')

(5

x3,n

< | — 0.

x3,n

0

Aplicando [40, Corolério 2.7] pela pentltima vez obtemos | (x5, ome)(A)(xl,m )

portanto

—> 0, e

X (x5 (A) (e
% (355 a0 ) (A) (i, )|
G ox ) (A) (s <)

— 0 0 —0
|(x2,n Ox3,n C)x4,n )(A)(xl,n)| =

—> 0.

x2,n

0 0 —=0

Segue que (x5, X5, °Xin )(A)(x1,,) —> 0. Uma tltima aplicacdo de [40, Corollray 2.7]
nos fornece a Afirmacéo 3.

. . s% | 00 A : . . k2 %\ 00 A
Finalmente, sejam (x7},);, sequéncias limitadas em E", j = 1,2, 3, e (x;’,);., uma sequén-
. o . 4k sk (A)* ~
cia positiva em E} tal que x;7,— 0. Pela Afirmacéao 3,

0 0

. . - —=0
|A (5)(x1’n,...,x4,n) 00Xy, )(A)| =

x5 (355 ox i ) (A))]

—0
Xin )(A)] — 0,

= (5,

< |

xl,n ox3,n

0 que prova que A (x

T e s x;,) — 0, como queriamos demonstrar.

Para o caso em que o operador A é regular, tome operadores m-lineares positivos
Ay, A, tais que A = A; — A,. Note que A® = A® - AP e pelo que foi feito acima,
A;(s)(xfn, .., Xj,) — O para j = 1, 2. Portanto, A®(x{",, ..., x;’,) — 0. Em particular, A"®
é quase Dunford-Pettis e, pelo Lema 5.2.3(a), A é quase Dunford-Pettis. A demonstragio

esta completa. [

Chegamos finalmente ao caso dos operadores multilineares a valores vetoriais.

Teorema 5.2.12. Sejam Ey, ..., E,,, F reticulados de Banach tais que E}, ..., E, tém a propri-
edade positiva de Schur e A € L,(Ey, ..., E,; F). Suponha que pelo menos uma das seguintes
condigoes ocorra.

(a) F* tem a propriedade positiva de Schur dual.

(b) Toda sequéncia positiva disjunta e limitada em F* é ordem limitada.
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Entao |[A™Y(xy,, ..., x;p )| — 0 para toda sequéncia positiva (x; )7, em E;, tal que

x;‘;,n—> 0 e todas sequéncias limitadas (x;,)y., em E,k = 1,...,m - 1. Em particular, A e
sua extensdo de Aron-Berner A“™V sdo quase Dunford-Pettis.

Demonstracdo. Como A é regular, podemos escrever A = A; - A, onde A; e A, sdo ope—

radores m-lineares positivos. Dessa forma temos A*™1 = 4™ _ o™ geja (i oy

uma sequéncia positiva em E}; tal que x;:,n—w> 0 e sejam (x;,);.; sequéncias limitadas em
Ek=1,...,m-1. Para cada funcional Yy € F" temos y°A; € L,(E,,...,Ey),i=1,2,logo

(yoA) Xpm_1.nl> X n) — 0 pelo Teorema 5.2.11. De
AT D s X I = A XI} |xm 1 X ) (1Y)
_ 1 Ax(m+1) p
- |A - Xim- 1n| x (y )
< (A (m+1) A(m+1)) X m1n| X (y*)
2
= Yy kay X Xi) = 0.
=1
segue que a sequéncia positiva (|A ™D (x]",, ..., x5 ), converge para zero na topologia
w" de F”. Supondo que ocorra (a), segue que ||A (’"”)(xl p> o> Xy )| = 0, como queriamos.

Agora suponha que ocorra (b) e seja (¢,)>., uma sequéncia posmva disjunta e limitada em
F*. Existe entdo um funcional ¢ € F" tal que 0 < ¢, < ¢, para todo n € IN. De

AT X ) (00)] < IA*(’”“)I(

s X1l X n) (@)

< At mln\x )(¢)

= A —Az""“ |< %1l X5 ) (@)

< A" (g ><¢)+A"“”< oo X X ()
(<¢0A>m+1+<<ooA><m“>) m1n|x ) — 0

concluimos que A™(xy, ..., x5 )¢.) —> 0. A convergéncia desejada, a saber
A D (7, ., x| — 0, segue agora de [40, Corollary 2.7].

Em particular, em ambos os casos Ar(m+) & quase Dunford-Pettis, e o Lema 5.2.3(a) nos
garante que A também é quase Dunford-Pettis. O

Observacao 5.2.13. Com as modificacdes 6bvias, as conclusdes dos Teoremas 5.2.11 e
5.2.12 se verificam para todas as extensdes de Aron-Berner AB?, p € S, de A.

Exemplo 5.2.14. Quanto as hipoteses dos Teoremas 5.2.11 e 5.2.12, vejamos alguns exem-
plos:

(i) AL-espacos tém a propriedade positiva de Schur (veja [78, p. 16], e portanto duais de
AM-espacos tém essa propriedade. Em particular, duais de espacos C(K), com K compacto
Hausdorff, e L;(¢)" tém a propriedade positiva de Schur. Mais em particular ainda, o dual de
{, tem a propriedade positiva de Schur. Além disso, se os reticulados de Banach E, ..., E,
tém a propriedade positiva de Schur, entdo o dual do produto tensorial projetivo positivo
E, 8y -+ 8 E,, também tem a propriedade positiva de Schur por [20, Proposition 4.3].
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(ii) Para todo compacto Hausdorff K, o espaco C(K) tem a propriedade positiva de Schur
dual (veja [79, Example 4]), e o quociente de um reticulado de Banach com essa propriedade
por um ideal fechado também tem essa propriedade (veja [79, p. 763]). Em particular, £../c
tem a propriedade positiva de Schur dual.

(iii) E claro que, para todo compacto Hausdorff K, sequéncias positivas disjuntas e limitadas
no espaco C(K) sdo ordem limitadas.

Finalizaremos nosso estudo com um resultado sobre operadores multilineares quase
Dunford-Pettis tomando valores em f-algebras de Banach.

Sejam Ei, ..., E,, reticulados de Banach e (A, *) uma f-algebra de Banach. Relembre
que um operador m-linear A : E; x --- x E,, —> A é multiplicativo se existem operadores
lineares T;: E; — A, i =1,..., m, tais que A(xy, ..., Xpn) = T1(x1) * -+ * T;n(x,,) para todos
x; €E,...,x, €E,.

Veremos no exemplo a seguir que operadores multilineares regulares multiplicativos
nem sempre sdo quase Dunford-Pettis e suas extensdes de Aron-Berner nem sempre
sdo fracamente positivamente limited. Para o seguinte exemplo, em ¢, defina o seguinte

(o8]

produto: x - y = (x,Yn)>q, com X = (x,)%°,, Y = (¥), € co. E claro que (¢, ) é uma algebra
e satisfaz as propriedades de f-algebra. Para mais detalhes veja [5, p. 122-126]

Exemplo 5.2.15. Considere o operador bilinear multiplicativo
Az x> €y Alx,Y) = (KYn)psy = 1dg (%) - ide, (¥).
Note que as extensdes de Aron-Berner de A coincidem e sdo dadas por

A*H(zﬁ W) = (Zan);ozl = ABéd(A)(Z’ W):

para todas sequéncias z = (z,)5.,, w = (w,);; € fw. A sequéncia (e,);, é disjunta e en—> 0
em ¢y, mas |A(e,, e,)| = 1 = |A™(en, €,)| para todo n. Isso mostra que A e suas extensdes de
Aron-Berner nao sdo quase Dunford-Pettis, em particular as extensdes de Aron-Berner de
A ndo sdo fracamente positivamente limited.

Proposicao 5.2.16. SejamE,, ..., E,, reticulados de Banach, (A, ) uma f -algebra de Banach
eA: E x - xE, — A um operador m-linear multiplicativo, digamos A(xy, ..., Xp) =
Ti(x;) * -+ = Tpu(x), em que cada T; : E; —> A é um operador linear.

(a) Se os operadores Tj**,j = 1,..., m, sdo quase limited, entdo todas as extensoes de Aron-
Berner de A sao fracamente positivamente limited.

(b) Se T;" € quase Dunford-Pettis para algum j € {1, ..., m}, entao A e todas as suas extensoes
de Aron-Berner sao quase Dunford-Pettis.

Demonstragao. Pela Observacéo 2.1.4 sabemos que para toda permutacédo p € S,, e todos
vetores xi” € EY, ..., x,, € E,

ABL(A)X], s %) = T (X5(m) @ =+ © Ty (%50)s

onde © é o produto de Arens que torna .A” uma f-algebra de Banach (veja [74, Theorem
2.2]).
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(a) Seja (x7,),-; uma sequéncia disjunta em E;" tal que x —> 0,j €1{1,...,m}, e (x{})n;
sequéncias positivas e limitadas em E;", i = 1,...,m, i # ] Como 0 operador Tk € quase
limited por hipotese, temos | Ty, (x5, n)” — 0 onde] = p(k) para algum k E {1 .,m},
pois p é uma permutacio do ConJunto {1,..., m}. Por outro lado, podemos tomar Ml >0,
I # k, tais que |xy, | = M. Por (A", ©) ser uma f-algebra de Banach, temos

”ABfn(A)(xfn’ s x:r*l,n)” = ” T*Em)(X*Zm) n) ©-0T) (k)( p(k), n) ©-0 T;Zl)(";?l),rz)"
< ||T** )l I 00 0.+ 1 T ()

Loyl - || (k)( )| 1T 10,
=< N Tpim | Mo ==~ | T ey, )l -+ 1T 1>||M1
= [ Tty [ Mo =~ [ Ty || +z|| pli-D M1+ [Ty IMi] Ty ()| — 0.

Segue que |ABf, (A)(X]",, ..., X, )| — 0, eisso prova que todas as extensdes de Aron-Berner
de A sdo fracamente positivamente limited.

(b) Sejam (x7},);.; sequéncias disjuntas em E;" tais que x;;, —~50,i=1,...,m. Por hipétese,
| T, (x5,.)] — 0, além disso, também obtemos que T7;, (), n)——> Opara k=1,....,mk#
j. Como sequenc1as fracamente convergentes sao hmltadas existem constantes Mk > 0,
k # j, tais que | Ty, W = M. Como (A™, ©) é uma éalgebra de Banach, temos
[ABL(A) X s s X ) = | Ty ( myn) @ 7+ © To (K50 1) © -+ © Ty (350) )
= ” Tp(m) )” | p(})( p(;) n)" ” (1 (x )"

< Mm"'A/IjHA/Ij—l = My T, (x5, — 0,

provando que AB/ (A) é quase Dunford-Pettis. O Lema 5.2.3 nos garante que A é quase
Dunford-Pettis. ]

Pelo Exemplo 5.2.15 sabemos que, na Proposi¢io 5.2.16, a hipotese de que os biadjuntos
T;",i = 1,..., m, sejam quase limited e a hipotese de que algum dos operadores T;" seja

1

quase Dunford-Pettis sdo essenciais.
Concluimos nosso estudo com o seguinte corolario.

Corolario 5.2.17. Sejam m > 3, E,, ..., E,, reticulados de Banach, (A, ) uma f-algebra de
Banach, ¢ um funcional linear em E, e T; : E; —> A operadores lineares, i = 2, ..., m. Entdo
o operador m-linear

A: Eyx-xE, — A, Alxq,...,Xp) = ‘P(xl)Tz(xz) x e x To(Xm),

e todas as suas extensoes de Aron-Berner sdo quase Dunford-Pettis.
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