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Resumo

Luis Alberto Garcia Santisteban. Extensões biduais de operadores lineares e mul-
tilineares entre espaços de Riesz e reticulados de Banach. Tese (Doutorado). Insti-

tuto de Matemática e Estatística, Universidade de São Paulo, São Paulo, 2023.

O objetivo desta tese é investigar propriedades de reticulado das𝑚! extensões de Arens de um operador

𝑚-linear entre espaços de Riesz. No caso em que os espaços envolvidos são reticulados de Banach, tais

extensões também são chamadas de extensões de Aron-Berner. Provaremos resultados originais sobre os

seguintes temas: (i) Extensões de Arens de operadores multilineares positivos e regulares. (ii) Extensões

de Arens de multimorfismos de Riesz. (iii) Adjuntos e biadjuntos de operadores lineares regulares quase

Dunford-Pettis definidos em reticulados de Banach. (iv) Extensões de Arens de operadores multilineares

regulares separadamente ordem contínuos entre espaços de Riesz. (v) Ordem continuidade das extensões

de Arens de polinômios homogêneos regulares entre espaços de Riesz. (vi) Extensões de Aron-Berner de

operadores multilineares separadamente quase Dunford-Pettis entre reticulados de Banach. (vii) Extensões

de Aron-Berner de operadores multilineares quase Dunford-Pettis entre reticulados de Banach.

Palavras-chave: Espaços de Riesz. Reticulados de Banach. Extensões de Arens/Aron-Berner. Multimor-

fismos de Riesz. Ordem continuidade. Operadores quase Dunford-Pettis.





Abstract

Luis Alberto Garcia Santisteban. Bidual extensions of linear and multilinear op-
erators between Riesz spaces and Banach lattices. Thesis (Doctorate). Institute of

Mathematics and Statistics, University of São Paulo, São Paulo, 2023.

The main purpose of this thesis is to investigate lattice properties of the 𝑚! Arens extensions of an 𝑚-

linear operator between Riesz spaces. In the case the underlying spaces are Banach lattices, such extensions

are also called Aron-Berner extensions. The new results we prove address the following topics: (i) Arens

extensions of positive and regular multilinear operators. (ii) Arens extensions of Riesz multimorphisms.

(iii) Adjoints and second adjoints of regular linear almost Dunford-Pettis operators between Banach lat-

tices. (iv) Arens extensions of separately order continuous regular multilinear operators between Riesz

spaces. (v) Order continuity of the Arens extensions of regular homogeneous polynomials between Riesz

spaces. (vi) Aron-Berner extensions of separately almost Dunford-Pettis multilinear operators between Ba-

nach lattices. (vii) Aron-Berner extensions of almost Dunford-Pettis multilinear operators between Banach

lattices.

Keywords: Riesz spaces. Banach lattices. Arens/Aron-Berner extensions. Riesz multimorphisms. Order

continuity. Almost Dunford-Pettis operators.
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Lista de Símbolos

ℕ Conjunto de números naturais: 1, 2, 3, …

𝑆𝑚 Conjunto das permutações dos primeiros 𝑚 números naturais.

ℝ Conjunto dos números reais.

ℂ Conjunto dos números complexos.

𝑋1, … , 𝑋𝑚, 𝑋 , 𝑌 Espaços de Banach.

(𝑋1, … , 𝑋𝑚; 𝑌 ) Espaço de todos os operadores 𝑚-lineares contínuos de

𝑋1 × ⋯ × 𝑋𝑚 em 𝑌 .

(𝑋1, … , 𝑋𝑚; 𝕂) Espaço de todos os operadores 𝑚-lineares contínuos de

𝑋1 × ⋯ × 𝑋𝑚 em 𝕂, donde 𝕂 = ℝ ou ℂ.

𝐸1, … , 𝐸𝑚, 𝐸, 𝐹 Espaços de Riesz (reticulados de Banach).

(𝐸1, … , 𝐸𝑚; 𝐹 ) Espaço de todos os operadores 𝑚-lineares contínuos de

𝐸1 × ⋯ × 𝐸𝑚 em 𝐹 .

𝑟 (𝐸1, … , 𝐸𝑚; 𝐹 ) Espaço de todos os operadores 𝑚-lineares regulares de

𝐸1 × ⋯ × 𝐸𝑚 em 𝐹 .

𝐿(𝐸1, … , 𝐸𝑚; 𝐹 ) Espaço de todos os operadores 𝑚-lineares de 𝐸1 × ⋯ × 𝐸𝑚 em 𝐹 .

𝐸
∼
, 𝐸

∼∼ Ordem dual e ordem bidual do espaço de Riesz 𝐸.

𝐸
∗
, 𝐸

∗∗ dual topológico e bidual topológico de um espaço de Riesz

normado (reticulado de Banach) 𝐸.

𝐸
∗

𝑛
Espaço de todos os funcionais lineares ordem contínuos.

𝐸
+ Conjunto de todos os vetores positivos do espaço de Riesz 𝐸.

𝑟 (
𝑚
𝐸; 𝐹 ) Espaço de todos os polinômios regulares 𝑚-homogêneos.

𝑥𝛼 ↓ 𝑥 , 𝑥𝛼 ↑ 𝑥 Rede decrescente (resp. crescente) cujo ínfimo

(resp. supremo) é 𝑥 .

𝑥𝑛 ↓ 𝑥 , 𝑥𝑛 ↑ 𝑥 Sequência decrescente (resp. crescente) cujo ínfimo

(resp. supremo) é 𝑥 .

𝑥𝛼

𝑜

←←←←←←←←←→ 𝑥 , Rede ordem convergente para 𝑥 .

𝑥𝑛

𝑜

←←←←←←←←←→ 𝑥 , 𝑥 = 𝑜 − lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 Sequência ordem convergente para 𝑥 .

𝑥
∗

𝑛

𝜔
∗

←←←←←←←←←←←←←←←←→ 𝑥
∗ Sequência fraca estrela convergente para 𝑥 ∗.
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𝑥𝑛

𝜔

←←←←←←←←←←←←→ 𝑥 Sequência fraca convergente para 𝑥 .

𝑥𝛼 → 𝑥 Rede convergente para 𝑥 .

 Espaço de Schreier.

𝑑(𝑤, 1) Espaço de sequências de Lorentz.

𝑑∗(𝑤, 1) Predual do espaço de sequências de Lorentz.

 ∗ Espaço original de Tsirelson.

 Dual do espaço original de Tsirelson.
𝑘

∏

𝑛=1

𝑡𝑛 Produto de 𝑘 números reais.

∏𝑥 Conjunto de todas as partições de 𝑥 ∈ 𝐸
+.

𝐵𝐸 Bola unitária fechada em 𝐸.
𝑚

⋁

𝑛=1

𝑥𝑛 Supremo do conjunto {𝑥1, … , 𝑥𝑚}.

𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴) Extensão de Arens de um operador multilinear regular 𝐴.

𝐴𝐵
𝜌

𝑚
(𝐴) Extensão de Aron-Berner de um operador multilinear regular 𝐴.

𝑃(Ω) Conjuntos de partes de Ω.

𝑥 = |𝜎 | − lim
𝛼

𝑥𝛼 rede convergente na topologia fraca absoluta para 𝑥 .
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1

Introdução

Esta tese, na área de Análise Funcional, subárea de espaços de Riesz e reticulados de
Banach, trata de extensões biduais de operadores lineares e multilineares entre espaços de
Riesz e entre reticulados de Banach.

Um operador linear contínuo 𝑇 ∶ 𝑋 ⟶ 𝑌 entre espaços de Banach admite uma
extensão bidual por meio do seu biadjunto 𝑇 ∗∗

∶ 𝑋
∗∗
⟶ 𝑌

∗∗ no sentido que 𝐽𝑌 ◦𝑇 = 𝑇
∗∗
◦𝐽𝑋 ,

em que 𝐽𝑋 ∶ 𝑋 ⟶ 𝑋
∗∗ e 𝐽𝑌 ∶ 𝑌 ⟶ 𝑌

∗∗ são os respectivos mergulhos canônicos. No caso
de um operador multilinear, o adjunto e, consequentemente o biadjunto, existem mas são
operadores lineares, e não multilineares. Mais precisamente, o adjunto de um operador
𝑚-linear𝐴∶ 𝑋1×⋯×𝑋𝑚 ⟶ 𝑌 entre espaços de Banach, definido por Aron e Schottenloher
[10], é o operador linear 𝐴∗

∶ 𝑌
∗
⟶ (𝑋1, … , 𝑋𝑚; 𝕂) dado por

𝐴
∗
(𝑦

∗
)(𝑥1, … , 𝑥𝑚) = 𝑦

∗
(𝐴(𝑥1, … , 𝑥𝑚)).

Aqui, (𝑋1, … , 𝑋𝑚; 𝕂) é o espaço das formas 𝑚-lineares de 𝑋1 × ⋯ × 𝑋𝑚 a valores no corpo
de escalares 𝕂. É claro que 𝐴∗ é um operador linear, e portanto seu biadjunto 𝐴∗∗ também
é um operador linear. Dessa forma não há como esperar que o operador linear 𝐴∗∗ seja
uma extensão bidual do operador 𝑚-linear 𝐴. Uma outra estratégia deve ser adotada para
o estudo de extensões biduais de operadores multilineares.

Um dos pioneiros no estudo de extensões biduais de operadores multilineares foi
Richard Arens [9] em 1951. Sua abordagem foi tão bem sucedida que tais extensões têm
sido estudadas nos últimos 70 anos a partir da técnica introduzida por Arens [9]. Um forte
impulso veio com o artigo de R. Aron e P. Berner [11], que introduziu, de forma definitiva,
o assunto na área de holomorfia em dimensão infinita. A construção original de Arens
para o caso bilinear, que depois foi generalizada para o caso multilinear por Aron e Berner,
é a seguinte: dado um operador bilinear 𝐴∶ 𝑋1 × 𝑋2 ⟶ 𝑌 entre espaços de Banach, defina
os seguintes operadores bilineares:

𝐴
∗
∶ 𝑌

∗
× 𝑋1 ⟶ 𝑋

∗

2
, 𝐴

∗
(𝑦

∗
, 𝑥1)(𝑥2) = 𝑦

∗
(𝐴(𝑥1, 𝑥2)),

𝐴
∗∗
∶ 𝑋

∗∗

2
× 𝑌

∗
⟶ 𝑋

∗

1
, 𝐴

∗∗
(𝑥

∗∗

2
, 𝑦

∗
)(𝑥1) = 𝑥

∗∗

2
(𝐴

∗
(𝑦

∗
, 𝑥1)) e

𝐴
∗∗∗
∶ 𝑋

∗

1
× 𝑋

∗∗

2
⟶ 𝑌

∗∗
, 𝐴

∗∗∗
(𝑥

∗∗

1
, 𝑥

∗∗

2
)(𝑦

∗
) = 𝑥

∗∗

1
(𝐴

∗∗
(𝑥

∗∗

2
, 𝑦

∗
)).

É imediato que 𝐴∗∗∗ é um operador bilinear que satisfaz a igualdade 𝐽𝑌 ◦𝐴 = 𝐴
∗∗∗
◦(𝐽𝑋1

, 𝐽𝑋2
),

isto é, 𝐴∗∗∗ é uma extensão bidual de 𝐴. Desde então, 𝐴∗∗∗ tem sido chamada de extensão de
Arens de 𝐴 e fortemente estudada na teoria (veja, por exemplo, [15, 20, 21, 22, 51, 74, 75,
80]). Seguindo a mesma técnica, define-se a extensão de Arens de um operador 𝑚-linear 𝐴,
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denotada por 𝐴∗(𝑚+1), que também vem sendo muito estudada (veja, por exemplo [13, 14, 17,
19, 26, 29, 39, 56]). Com o advento do trabalho [10], ficou claro que um operador 𝑚-linear
possui mais de uma extensão bidual, sendo a extensão de Arens apenas uma delas.

Muita pesquisa tem sido feita sobre a passagem, ou não, de uma determinada proprie-
dade do operador multilinear para as suas extensões biduais. Por exemplo, é verdade que
se um operador multilinear é contínuo (ou compacto, ou tem posto finito, etc), então suas
extensões de Arens (ou de Aron-Berner) também são contínuas (ou compactas, ou de posto
finito, etc)? Ofereceremos nesta tese algumas contribuições neste sentido, no âmbito que
especificaremos a seguir.

Trabalharemos com extensões biduais de operadores lineares e multilineares entre
espaços de Riesz e entre reticulados de Banach. Nesses casos tem-se uma estrutura a mais,
a estrutura de ordem, que supõe-é compatível com as operações algébricas de espaços
vetoriais (no caso dos espaços de Riesz), e também com a norma (no caso dos reticulados de
Banach). Nossos resultados são sobre biadjuntos e extensões de Arens (ou de Aron-Berner)
de operadores lineares e multilineares entre espaços de Riesz e reticulados de Banach.
Resultados neste ambiente foram obtidos em, por exemplo, [6, 7, 22, 26, 29, 43, 44, 80].

Antes da descrição dos resultados da tese, cabe uma palavra sobre a terminologia. Em
primeiro lugar, as extensões de Arens e as de Aron-Berner são exatamente as mesmas. Por
um lado, os trabalhos em espaços de Banach utilizam, em sua grande maioria, o termo
extensões de Aron-Berner. Por outro lado, os trabalhos em espaços de Riesz utilizam o
termo extensões de Arens. Seguindo essa linha, usaremos o termo extensões de Arens
quando estivermos trabalhando com operadores entre espaços de Riesz e o termo extensões
de Aron-Berner quando estivermos trabalhando com operadores entre reticulados de
Banach.

A seguir detalharemos como está estruturada a tese. No Capítulo 1 apresentamos
resultados preliminares acerca de propriedades básicas dos espaços de Riesz e reticulados
de Banach, operadores lineares e multilineares positivos e regulares. Os resultados origi-
nais são apresentados nos capítulos subsequentes. No Capítulo 2 provamos que todas as
extensões de Arens de operadores multilineares positivos e regulares entre espaços de Riesz
são positivos e regulares. Além disso, estabelecemos condições suficientes no operador
multilinear assim como nos espaços de Riesz ou reticulados de Banach subjacentes de tal
forma que todas as extensões de Arens de qualquer multimorfismo de Riesz sejam também
multimorfismos de Riesz. No caso em que o operador multilinear é um multimorfismo de
Riesz de posto finito, mostramos que as ditas extensões coincidem e são multimorfismos
de Riesz. Em particular, todas as extensões de Arens de qualquer multimorfismo de Riesz a
valores escalares são multimorfismos de Riesz.

No Capítulo 3 estudamos a ordem continuidade das extensões de Arens de operadores
multilineares entre espaços de Riesz. Em primeiro lugar, por meio de um contraexem-
plo, mostramos que nem todas as extensões de Arens de um operador multilinear são
separadamente ordem contínuas. Motivados pelo contraexemplo e pelos artigos recentes
[26, 29], estabelecemos condições de tal maneira que todas as extensões de Arens de
operadores multilineares regulares sejam separadamente ordem contínuas. No caso de
uma forma multilinear 𝐴, isto é, quando o operador multilinear 𝐴 toma valores em ℝ,
com algumas hipóteses adicionais mostramos que a extensão de Arens 𝐴∗(𝑚+1) tem -
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separadamente, onde  é qualquer propriedade de funcionais lineares (veja Teorema 3.3.8).
Finalmente, provamos alguns resultados sobre a ordem continuidade das extensões de
Arens de polinômios homogêneos entre espaços de Riesz.

No Capítulo 4 deixamos – temporariamente – os operadores multilineares regulares
e voltamos para operadores lineares regulares e trabalhamos com as seguintes classes:
operadores quase Dunford-Pettis, operadores quase limited e operadores positivamente
limited. Investigamos também quando o adjunto e o biadjunto de um operador linear
regular quase Dunford-Pettis é também quase Dunford-Pettis.

Finalmente, estudamos no Capítulo 5 o caso multilinear do que foi investigado no caso
linear no Capítulo 4. Trataremos dos dois conceitos naturais no caso multilinear, a saber,
operadores multilineares separadamente quase Dunford-Pettis e operadores multilinea-
res quase Dunford-Pettis. Entre muitos outros exemplos e resultados, veremos que nem
sempre operadores multilineares quase Dunford-Pettis têm uma extensão de Aron-Berner
quase Dunford-Pettis. A partir disso, identificamos condições adicionais sob as quais os
operadores multilineares quase Dunford-Pettis admitem extensões de Aron-Berner quase
Dunford-Pettis.

Os resultados obtidos no Capítulo 2 foram publicados no seguinte artigo:

• Bidual extensions of Riesz multimorphisms, Journal of Mathematical Analysis and
Applications 520 (2023), 126869, 18 pp.

Os resultados obtidos nos capítulos 3, 4 e 5 foram submetidos para publicação em
periódicos especializados e os preprints podem ser encontrados, respectivamente, em:

• Order continuity of Arens extensions of regular multilinear operators, submetido para
publicação, disponível em arXiv:2201.09116 [math.FA].

• Adjoints and second adjoints of almost Dunford-Pettis operators, submetido para pu-
blicação, disponível em arXiv:2207.11105 [math.FA].

• Aron-Berner extensions of almost Dunford-Pettis multilinear operators, submetido
para publicação, disponível em arXiv:2210.01876v1 [math.FA].
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Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo apresentaremos alguns conceitos e enunciaremos resultados básicos
sobre espaços de Riesz, reticulados de Banach, operadores lineares e multilineares, os
quais serão necessários no decorrer da tese. As principais referências que compõem este
capítulo são [5, 61, 62, 66]. Nesses livros o leitor encontra as demonstrações dos resultados
enunciados e as justificativas dos exemplos apresentados.

1.1 Propriedades básicas dos espaços de Riesz

Seja 𝑀 um conjunto não vazio. Uma ordem parcial em 𝑀 é uma relação binária ≤ que
é reflexiva, antissimétrica e transitiva, isto é:

1. 𝑥 ≤ 𝑥 para todo 𝑥 ∈ 𝑀 .

2. Para 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀 , se 𝑥 ≤ 𝑦 e 𝑦 ≤ 𝑥 então 𝑥 = 𝑦.

3. Para 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑀 , se 𝑥 ≤ 𝑦 e 𝑦 ≤ 𝑧 então 𝑥 ≤ 𝑧.

Um conjunto munido de uma ordem parcial é dito um conjunto ordenado.

Seja 𝑁 um subconjunto do conjunto ordenado 𝑀 . Um elemento 𝑎 ∈ 𝑀 é chamado
de cota superior de 𝑁 se 𝑦 ≤ 𝑎 para todo 𝑦 ∈ 𝑁 . Do mesmo modo um elemento 𝑏 ∈ 𝑀 é
chamado de cota inferior de 𝑁 se 𝑎 ≤ 𝑦 para todo 𝑦 ∈ 𝑁 . A menor cota superior de 𝑁 , se
existir, é chamada de supremo de 𝑁 e será denotada por sup𝑁 ; e a maior cota inferior de
𝑁 , se existir, é chamada de infimo de 𝑁 e será denotada por inf 𝑁 .

Definição 1.1.1. Um conjunto ordenado 𝐸 é um espaço de Riesz se é um espaço vetorial
real e satisfaz as seguintes condições:

1. Para 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐸, se 𝑥 ≤ 𝑦 então 𝑥 + 𝑧 ≤ 𝑦 + 𝑧.

2. Para 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 e 𝜆 ∈ ℝ
+, se 𝑥 ≤ 𝑦 então 𝜆𝑥 ≤ 𝜆𝑦 .

3. Para quaisquer 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 o supremo e o ínfimo do conjunto {𝑥, 𝑦} existem em 𝐸 e são
denotados por 𝑥 ∨ 𝑦 = sup{𝑥, 𝑦} e 𝑥 ∧ 𝑦 = inf{𝑥, 𝑦}.
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Um conjunto ordenado 𝐸 que satisfaz as duas primeiras condições da Definição 1.1.1
é chamado de espaço vetorial ordenado. Um subespaço vetorial 𝑍 de um espaço de Riesz
𝐸 é dito um subespaço de Riesz de 𝐸 ou um subreticulado de 𝐸 se, para todos 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑍 , o
elemento 𝑥 ∨ 𝑦 pertence a 𝑍.

Vejamos alguns exemplos iniciais.

O corpo dos números reais ℝ munido de sua ordem usual é um espaço de Riesz. Para
cada 𝑛 ∈ ℝ, ℝ𝑛 munido da ordem coordenada a coordenada, isto é, (𝑥1, … , 𝑥𝑛) ≤ (𝑦1, … , 𝑦𝑛)

se e somente se 𝑥𝑖 ≤ 𝑦𝑖 para todo 𝑖 = 1, … , 𝑛, é um espaço de Riesz. É claro que

(𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∨ (𝑦1, … , 𝑦𝑛) = (max{𝑥1, 𝑦1}, … ,max{𝑥𝑛, 𝑦𝑛}) e

(𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∧ (𝑦1, … , 𝑦𝑛) = (min{𝑥1, 𝑦1}, … ,min{𝑥𝑛, 𝑦𝑛}).

Seja Ω um conjunto não vazio. Um espaço de funções em Ω é um espaço vetorial 𝐸
formado por funções 𝑓 ∶ Ω ⟶ ℝ tais que para todas 𝑓 , 𝑔 ∈ 𝐸 as funções definidas
por

(𝑓 ∨ 𝑔)(𝑥) = max{𝑓 (𝑥), 𝑔(𝑥)} e (𝑓 ∧ 𝑔)(𝑥) = min{𝑓 (𝑥), 𝑔(𝑥)} para todo 𝑥 ∈ Ω, (1.1)

pertencem a 𝐸. Neste caso, 𝐸 munido da ordem pontual, isto é,

𝑓 , 𝑔 ∈ 𝐸, 𝑓 ≤ 𝑔 ⟺ 𝑓 (𝑥) ≤ 𝑔(𝑥) para todo 𝑥 ∈ Ω,

é um espaço de Riesz. É claro que o supremo e o ínfimo de duas funções são dados por
(1.1). Os seguintes exemplos são espaços de funções, e portanto são espaços de Riesz com
a ordem pontual.

Exemplo 1.1.2. [5, p. 2]

1. O conjunto ℝ
Ω de todas as funções de um conjunto Ω em ℝ.

2. O conjunto 𝐶(Ω) de todas as funções contínuas definidas em um espaço topológico
Ω tomando valores em ℝ.

3. O conjunto 𝐶𝑏(Ω) de todas as funções contínuas e limitadas definidas em um espaço
topológico Ω tomando valores em ℝ.

4. O cojunto 𝓁∞(Ω) de todas as funções limitadas definidas em um conjunto Ω tomando
valores ℝ.

Nos próximos exemplos consideramos, da maneira usual, sequências como funções
de ℕ em ℝ.

5. 𝓁𝑝 =

{

(𝑥𝑛)
∞

𝑛=1
∶ 𝑥𝑛 ∈ ℝ para todo 𝑛 ∈ ℕ e

∞

∑

𝑛=1

|𝑥𝑛|
𝑝
< ∞

}

, 0 < 𝑝 < ∞.

6. 𝑐0 = {(𝑥𝑛)
∞

𝑛=1
∶ 𝑥𝑛 ∈ ℝ para todo 𝑛 ∈ ℕ e 𝑥𝑛 ⟶ 0}.

Como os espaços 𝐿𝑝 são, em geral, espaços de classes de equivalência de funções e não
de funções, optamos por não incluí-los no exemplo acima de espaços de funções.
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Exemplo 1.1.3. Seja (Ω,, 𝜇) um espaço de medida. Os espaços 𝐿𝑝(Ω,, 𝜇), 0 < 𝑝 ≤ ∞,
são espaços de Riesz com a ordem quase pontual, isto é,

𝑓 , 𝑔 ∈ 𝐿𝑝(Ω,, 𝜇), 𝑓 ≤ 𝑔 ⟺ 𝑓 (𝑥) ≤ 𝑔(𝑥) para 𝜇-quase todo 𝑥 ∈ Ω,

é um espaço de Riesz.

O seguinte exemplo mostra um espaço vetorial ordenado formado por funções a valores
reais que não é um espaço de funções.

Exemplo 1.1.4. Considere o conjunto 𝐶1
[0, 1] de todas as funções 𝑓 ∶ [0, 1] ⟶ ℝ que

são diferenciáveis em [0, 1] e tais que 𝑓 ′ ∈ 𝐶[0, 1]. Então 𝐶
1
[0, 1] munido com a ordem

pontual é um espaço vetorial ordenado mas não é um espaço de funções, e portanto não
é espaço de Riesz. De fato, tomando 𝑓 , 𝑔 ∶ [0, 1] ⟶ ℝ dadas por 𝑓 (𝑡) = 𝑡 e 𝑔(𝑡) = 1 − 𝑡 ,
tem-se 𝑓 , 𝑔 ∈ 𝐶

1
[0, 1] mas 𝑓 ∨ 𝑔 ∉ 𝐶

1
[0, 1], uma vez que

(𝑓 ∨ 𝑔)(𝑡) = max{𝑡, 1 − 𝑡} =

|
|
|
|

𝑡 −

1

2

|
|
|
|

+

1

2

para todo 𝑥 ∈ [0, 1].

Note que 𝐶1
[0, 1] é um subespaço vetorial de 𝐶[0, 1], assim esse exemplo também

mostra que subespaços vetoriais de espaços de Riesz nem sempre são subreticulados.

Seja 𝐸 um espaço vetorial ordenado. O conjunto 𝐸+
= {𝑥 ∈ 𝐸 ∶ 𝑥 ≥ 0} é chamado de

parte positiva ou cone positivo de 𝐸, e um elemento de 𝐸+ é dito positivo. Além disso, se 𝐸 é
um espaço de Riesz, para cada 𝑥 ∈ 𝐸 define-se

𝑥
+
= 𝑥 ∨ 0, 𝑥

−
= (−𝑥) ∨ 0 e |𝑥| = 𝑥 ∨ (−𝑥).

Os elementos 𝑥+, 𝑥− e |𝑥| são chamados de parte positiva, parte negativa e valor absoluto de
𝑥 , respectivamente. Mais ainda, dois elementos 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 são ditos disjuntos se |𝑥| ∧ |𝑦| = 0,
e neste caso escreve-se 𝑥 ⟂ 𝑦.

Teorema 1.1.5. [62, Theorem 1.1.1] Seja 𝐸 um espaço de Riesz. Para todos 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐸 e
𝛼 ∈ ℝ tem-se:

i) 𝑥 + 𝑦 = 𝑥 ∨ 𝑦 + 𝑥 ∧ 𝑦 .

ii) 𝑥 ∧ 𝑦 = −((−𝑥) ∨ (−𝑦)), 𝑥 ∨ 𝑦 = −((−𝑥) ∧ (−𝑦)), 𝑧 + (𝑥 ∨ 𝑦) = (𝑧 + 𝑥) ∨ (𝑧 + 𝑦) e
𝑧 + (𝑥 ∧ 𝑦) = (𝑧 + 𝑥) ∧ (𝑧 + 𝑦).

iii) 𝛼(𝑥 ∨ 𝑦) = 𝛼𝑥 ∨ 𝛼𝑦 e 𝛼(𝑥 ∧ 𝑦) = 𝛼𝑥 ∧ 𝛼𝑦 sempre que 𝛼 ≥ 0.

iv) 𝑥 ∨ 𝑦 =

1

2

(𝑥 + 𝑦 + |𝑥 − 𝑦|) e 𝑥 ∧ 𝑦 =

1

2

(𝑥 + 𝑦 − |𝑥 − 𝑦|).

v) |𝑥| ∨ |𝑦| =

1

2

(|𝑥 + 𝑦| + |𝑥 − 𝑦|) e |𝑥| ∧ |𝑦| =
1

2

(|𝑥 + 𝑦| − |𝑥 − 𝑦|).

vi) |𝑥 + 𝑦| ∨ |𝑥 − 𝑦| = ||𝑥| − |𝑦|| e |𝑥 + 𝑦| ∧ |𝑥 − 𝑦| = |𝑥| + |𝑦|.

vii) 𝑥 = 𝑥
+
− 𝑥

− e 𝑥 = (𝑥 − 𝑦)
+
+ 𝑥 ∧ 𝑦 .

viii) |𝑥| = 𝑥
+
+ 𝑥

−, |𝛼𝑥| = |𝛼||𝑥| e ||𝑥| − |𝑦|| ≤ |𝑥 + 𝑦| ≤ |𝑥| + |𝑦|.
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ix) (Desigualdades de Birkhoff) |𝑥 ∨ 𝑧 − 𝑦 ∨ 𝑧| ≤ |𝑥 − 𝑦| e |𝑥 ∧ 𝑧 − 𝑦 ∧ 𝑧| ≤ |𝑥 − 𝑦|. Em
particular, |𝑥+ − 𝑦+

| ≤ |𝑥 − 𝑦| e |𝑥− − 𝑦−
| ≤ |𝑥 − 𝑦|.

x) 𝑥
+
⟂ 𝑥

− e a decomposição de 𝑥 na forma 𝑥 = 𝑥
+
− 𝑥

− é a única como a diferença de
dois elementos positivos e disjuntos.

xi) 𝑥 ≤ 𝑦 se, e somente se, 𝑥+ ≤ 𝑦+ e 𝑦−
≤ 𝑥

−.

xii) Para todos 𝑤, 𝑥1, … , 𝑥𝑛 ∈ 𝐸
+ tem-se 𝑤 ∧ (𝑥1 + ⋯ + 𝑥𝑛) ≤ 𝑤 ∧ 𝑥1 + ⋯ + 𝑤 ∧ 𝑥𝑛.

xiii) 𝑥 ⟂ 𝑦 se, e somente se, |𝑥| ∨ |𝑦| = |𝑥| + |𝑦|. Neste caso, |𝑥 + 𝑦| = |𝑥| + |𝑦|.

xiv) (𝑥 ∨ 𝑦) ∧ 𝑧 = (𝑥 ∧ 𝑧) ∨ (𝑦 ∧ 𝑧) e (𝑥 ∧ 𝑦) ∨ 𝑧 = (𝑥 ∨ 𝑧) ∧ (𝑦 ∨ 𝑧).

xv) (Propriedade de decomposição de Riesz) Se |𝑥| ≤ |𝑦 + 𝑧|, então existem 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐸 tais
que |𝑢| ≤ |𝑦|, |𝑣| ≤ |𝑧| e 𝑥 = 𝑢+𝑣. Além disso, se 𝑥, 𝑦, 𝑧 são positivos, então 𝑢, 𝑣 também
podem ser escolhidos positivos.

xvi) |𝑥 − 𝑦| = 𝑥 ∨ 𝑦 − 𝑥 ∧ 𝑦 e |𝑥 − 𝑦| = |𝑥 ∨ 𝑦 − 𝑥 ∨ 𝑦| + |𝑥 ∧ 𝑦 − 𝑥 ∧ 𝑦|.

Lema 1.1.6. Sejam 𝐸 um espaço de Riesz e 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐸 tais que 𝑥 ⟂ 𝑦 e 𝑥 ⟂ 𝑧. Então
𝑥 ⟂ (𝑦 + 𝑧). Se 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐸+ são dois a dois disjuntos, então 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑧.

Demonstração. Por hipótese |𝑥| ∧ |𝑦| = 0 e |𝑥| ∧ |𝑧| = 0, então pelo Teorema 1.1.5,

0 ≤ |𝑥| ∧ (|𝑦 + 𝑧|) ≤ |𝑥| ∧ (|𝑦| + |𝑧|) ≤ (|𝑥| ∧ |𝑦|) + (|𝑥| ∧ |𝑧|) = 0 ∧ 0 = 0,

isso implica que 𝑥 ⟂ (𝑦 + 𝑧). Por outro lado, pelo Teorema 1.1.5,

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 𝑥 + (𝑦 + 𝑧) = 𝑥 + (𝑦 ∨ 𝑧) = 𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑧 + 𝑥 ∧ (𝑦 ∨ 𝑧) = 𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑧 + 𝑥 ∧ (𝑦 + 𝑧) = 𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑧,

o que nos permite concluir que 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 𝑥 ∨ 𝑦 ∨ 𝑧.

Definição 1.1.7. Um espaço de Riesz 𝐸 é:

(i) Dedekind completo se cada subconjunto não vazio limitado superiormente de 𝐸 tem
supremo em 𝐸.

(ii) 𝜎 -Dedekind completo se cada subconjunto enumerável não vazio limitado superior-
mente de 𝐸 tem supremo em 𝐸.

Note que todo espaço de Riesz Dedekind completo é 𝜎-Dedekind completo.

Exemplo 1.1.8. [62, p. 8]
(a) 𝓁𝑝 , 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, e 𝑐0 são espaços de Riesz Dedekind completos.
(b) Seja  uma 𝜎 -álgebra de subconjuntos de Ω tal que  ≠ 𝑃(Ω) e  contenha os conjuntos
unitários de Ω. Então 𝑝(Ω,, 𝜇), 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, com a ordem pontual, é um espaço de Riesz
𝜎-Dedekind completo mas não Dedekind completo.
(c) Para cada 1 ≤ 𝑝 < ∞, 𝐿𝑝(Ω,, 𝜇) é um espaço de Riesz Dedekind completo. Se 𝜇 é
𝜎-finita então 𝐿∞(Ω,, 𝜇) é um espaço de Riesz Dedekind completo.

Por simplicidade, às vezes escreveremos 𝐿𝑝(𝜇) no lugar de 𝐿𝑝(Ω,, 𝜇).

Definição 1.1.9. Seja 𝐸 um espaço de Riesz.
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(i) Um subconjunto 𝑊 de 𝐸 é um sólido se 𝑥 ∈ 𝑊 sempre que |𝑥| ≤ |𝑦| para algum
𝑦 ∈ 𝑊 .

(ii) Um ideal de 𝐸 é um subespaço vetorial sólido.

(iii) Um ideal 𝐵 de 𝐸 é uma faixa se sup(𝑁 ) ∈ 𝐵 para todo subconjunto 𝑁 ⊂ 𝐵 que possui
supremo em 𝐸. A faixa gerada por um subconjunto 𝑁 é a menor faixa de 𝐸 que
contém 𝑁 , denotada por 𝐵𝑁 .

(iv) Um vetor não nulo 𝑒 ∈ 𝐸 é uma ordem unidade fraca se a faixa gerada por 𝑒 satisfaz
𝐵𝑒 = 𝐸.

(v) Um vetor não nulo 𝑒 ∈ 𝐸 é uma ordem unidade se para cada 𝑥 ∈ 𝐸 existe algum 𝜆 > 0

tal que |𝑥| ≤ 𝜆𝑒.

Denote por 𝑐 o espaço vetorial de todas as sequências reais convergentes. Então 𝑐 é
um subreticulado que não é um ideal de 𝓁∞. Por outro lado, 𝑐0 é um ideal de 𝓁∞, mas não é
uma faixa de 𝓁∞. Além disso, 𝑒 = (1, 1, …) é uma ordem unidade de 𝓁∞.

Definição 1.1.10. Uma rede (𝑥𝛼 )𝛼∈Ω em um espaço de Riesz 𝐸 é:

(i) Decrescente, em notação 𝑥𝛼 ↓, quando 𝛼 ≥ 𝛽 implica 𝑥𝛼 ≤ 𝑥𝛽 . A notação 𝑥𝛼 ↓ 𝑥 signi-
fica que 𝑥𝛼 ↓ e inf

𝛼

{𝑥𝛼} = 𝑥 . Os símbolos 𝑥𝛼 ↑ e 𝑥𝛼 ↑ 𝑥 são definidos analogamente.

(ii) Ordem convergente para 𝑥 ∈ 𝐸, em notação 𝑥𝛼
𝑜

←←←←←←←←←→ 𝑥 , se existe uma rede (𝑦𝛼 )𝛼∈Ω tal
que |𝑥𝛼 − 𝑥| ≤ 𝑦𝛼 ↓ 0.

Definição 1.1.11. Um subconjunto 𝑁 de um espaço de Riesz 𝐸 é dito ordem fechado
quando (𝑥𝛼 )𝛼∈Ω ⊆ 𝑁 e 𝑥𝛼

𝑜

←←←←←←←←←→ 𝑥 ∈ 𝐸 implica 𝑥 ∈ 𝑁 .

Uma faixa é um ideal ordem fechado e uma faixa projetada 𝑊 em um espaço de Riesz
𝐸 é uma faixa tal que 𝐸 = 𝑊 ⊕𝑊

𝑑 , onde 𝑊 𝑑
= {𝑥 ∈ 𝐸 ∶ 𝑥 ⟂ 𝑦 para todo 𝑦 ∈ 𝑊}.

Um operador linear 𝑇 entre espaços de Riesz é dito positivo se 𝑇 (𝑥) ≥ 0 sempre que
𝑥 ≥ 0.

Um operador linear 𝑃 ∶ 𝑋 ⟶ 𝑋 sobre um espaço vetorial 𝑋 é uma projeção se
𝑃
2
∶= 𝑃◦𝑃 = 𝑃 . Se 𝑊 é uma faixa projetada de um espaço de Riesz 𝐸, então o operador

linear positivo 𝑃𝑊 ∶ 𝐸 ⟶ 𝐸 dado por 𝑃𝑊 (𝑥1 + 𝑥2) = 𝑥1, é uma projeção, chamada de
projeção de faixa.

1.2 Topologias fracas
Definição 1.2.1. Uma seminorma sobre um espaço vetorial 𝑋 é uma função ‖ ⋅ ‖𝑋 ∶ 𝑋 ⟶

ℝ, 𝑥 ⟼ ‖𝑥‖𝑋 , que satisfaz as seguintes condições:

(i) ‖𝑥‖𝑋 ≥ 0 para todo 𝑥 ∈ 𝑋 ;

(ii) ‖𝜆𝑥‖𝑋 = |𝜆| ⋅ ‖𝑥‖𝑋 para todos 𝜆 ∈ 𝕂 e 𝑥 ∈ 𝑋 ;

(iii) ‖𝑥 + 𝑦‖𝑋 ≤ ‖𝑥‖𝑋 + ‖𝑦‖𝑋 para todos 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 (desigualdade triangular).
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Uma seminorma é uma norma se ‖𝑥‖𝑋 = 0 se, e somente se, 𝑥 = 0. Quando não houver
perigo de confusão, escreveremos ‖ ⋅ ‖ no lugar de ‖ ⋅ ‖𝑋 . Um espaço vetorial munido de
uma norma é um espaço normado, e um espaço normado é um espaço de Banach quando
for completo na métrica induzida pela norma.

Seja 𝐸 um espaço de Riesz. Um funcional 𝜑∶ 𝐸 ⟶ ℝ é positivo se 𝜑(𝑥) ≥ 0, para
todo 𝑥 ∈ 𝐸

+. Por 𝐸∼ denotamos o espaço dos funcionais lineares regulares em 𝐸, isto é,
os funcionais lineares em 𝐸 que podem ser escritos como a diferença de dois funcionais
positivos (maiores detalhes serão dados na Seção 1.4). Em 𝐸

∼ definimos a seguinte relação
de ordem: 𝑥 ∗ ≤ 𝑦∗ em 𝐸

∼ se, e somente se, 𝑦∗
− 𝑥

∗ é um funcional positivo. Assim, 𝐸∼ com
essa estrutura é um espaço parcialmente ordenado. Para cada 𝑥 ∈ 𝐸, defina 𝜌𝑥 ∶ 𝐸

∼
⟶ ℝ

por 𝜌𝑥 (𝑥 ′) = |𝑥
′
|(|𝑥|) e note que 𝜌𝑥 é uma seminorma em 𝐸

∼. A topologia em 𝐸
∼ gerada pela

família de seminormas  = {𝜌𝑥 ∶ 𝑥 ∈ 𝐸} é chamada de topologia fraca absoluta e denotada
por |𝜎 | = |𝜎 |(𝐸

∼
, 𝐸) (veja [4, Capítulo 6]).

Os resultados que usaremos sobre a topologia fraca absoluta são os seguintes.

Proposição 1.2.2. ([18, Teorema 8.3.3], [66, Theorem 5.7.2]) Seja 𝐸 um espaço de Riesz.

(i) Para cada 𝑥 ′
0
∈ 𝐸

∼, os conjuntos da forma

𝑉 (𝑥
′

0
; 𝜌𝑥1 , … , 𝜌𝑥𝑚 ; 𝜀) = {𝑥

′
∈ 𝐸

∼
∶ 𝜌𝑥𝑖 (𝑥

′
− 𝑥

′

0
) < 𝜀 para todo 𝑖 = 1, … ,𝑚},

onde 𝜀 > 0 e 𝜌𝑥1 , … , 𝜌𝑥1 ∈  , formam uma base de vizinhanças abertas de 𝑥 ′
0

para a
topologia fraca absoluta |𝜎 |.

(ii) (𝐸
∼
, |𝜎 |) é um espaço vetorial localmente convexo.

(iii) Para cada 𝑥 ∈ 𝐸, a seminorma 𝜌𝑥 ∶ 𝐸
∼
⟶ ℝ é |𝜎 |-contínua.

(iv) Sejam (𝑥
′

𝛼
)𝛼∈Ω uma rede em 𝐸

∼ e 𝑥 ′ ∈ 𝐸
∼. Então 𝑥 ′

𝛼

|𝜎 |

←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←→ 𝑥
′ se, e somente se, 𝜌𝑥 (𝑥 ′𝛼 −

𝑥
′
) ⟶ 0 para todo 𝑥 ∈ 𝐸.

Lema 1.2.3. Seja 𝐸 um espaço de Riesz. As operações reticuladas em 𝐸
∼ são |𝜎 |-|𝜎 |-contínuas.

Demonstração. Seja (𝑥
′

𝛼
)𝛼∈Ω uma rede em 𝐸

∼ tal que 𝑥 ′
𝛼

|𝜎 |

←←←←←←←←←←←←←←←←→ 𝑥
′
∈ 𝐸

∼. Pela Proposição 1.2.2,
|𝑥

′

𝛼
− 𝑥

′
|(|𝑥|) ⟶ 0 para todo 𝑥 ∈ 𝐸. E pelo Teorema 1.1.5,

|(𝑥
′

𝛼
)
+
− (𝑥

′
)
+
|(|𝑥|) ≤ |𝑥

′

𝛼
− 𝑥

′
|(|𝑥|) ⟶ 0.

Novamente pela Proposição 1.2.2 segue que (𝑥
′

𝛼
)
+

|𝜎 |

←←←←←←←←←←←←←←←←→ (𝑥
′
)
+, provando que a função parte

positiva é |𝜎 |-|𝜎 |-contínua. Como (𝑥
′
)
−
= (−𝑥

′
)
+ e |𝑥 ′| = 𝑥+ + 𝑥−, segue que as funções parte

negativa e valor absoluto são |𝜎 |-|𝜎 |-contínuas.

Definição 1.2.4. Por 𝑋 ∗ denotamos o dual topológico do espaço normado 𝑋 , isto é, 𝑋 ∗
=

{𝜑∶ 𝑋 ⟶ ℝ ∶ 𝜑 é linear e contínuo}. Definimos:

1. A topologia fraca, denotada por 𝜎(𝑋 , 𝑋 ∗
) ou 𝜔, é a topologia em 𝑋 gerada pela família

de seminormas {𝜌𝜑(⋅) = |𝜑(⋅)| ∶ 𝜑 ∈ 𝑋
∗
}.
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2. A topologia fraca-estrela, denotada por 𝜎(𝑋 ∗
, 𝑋 ) ou 𝜔

∗, é a topologia em 𝑋
∗ gerada

pela família de seminormas {𝜉𝑥 (⋅) ∶ 𝑥 ∈ 𝑋}, onde 𝜉𝑥 (𝜑) = |𝜑(𝑥)| para todo 𝜑 ∈ 𝑋
∗.

1.3 Espaços e reticulados de Banach
Definição 1.3.1. Uma sequência (𝑥𝑛)∞𝑛=1 em um espaço normado 𝑋 é uma base de Schauder
de 𝑋 se para todo 𝑥 ∈ 𝑋 existe uma única sequência de escalares (𝑎𝑛)

∞

𝑛=1
tal que 𝑥 =

∞

∑

𝑛=1

𝑎𝑛𝑥𝑛. Neste caso, para cada 𝑛 ∈ ℕ considere o funcional 𝑥 ∗
𝑛
∶ 𝑋 ⟶ ℝ definido por

𝑥
∗

𝑛
(

∞

∑

𝑗=1

𝑎𝑗𝑥𝑗
)

= 𝑎𝑛. A sequência (𝑥
∗

𝑛
)
∞

𝑛=1
é chamada de sequência de funcionais coordenados

da base de Schauder (𝑥𝑛)∞𝑛=1.

Definição 1.3.2. Uma base de Schauder (𝑥𝑛)∞𝑛=1 de um espaço normado 𝑋 é dita:

(i) Contrátil se span{𝑥
∗

𝑛
∶ 𝑛 ∈ ℕ} = 𝑋

∗.

(ii) 1-incondicional, ou incondicional monótona, se
‖
‖
‖
‖
‖

∞

∑

𝑗=1

𝑎𝑗𝑥𝑗

‖
‖
‖
‖
‖

≤

‖
‖
‖
‖
‖

∞

∑

𝑗=1

𝑏𝑗𝑥𝑗

‖
‖
‖
‖
‖

para todas sequên-

cias de escalares (𝑎𝑗)∞𝑗=1 e (𝑏𝑗)
∞

𝑗=1
tais que |𝑎𝑗 | ≤ |𝑏𝑗 | para todo 𝑗 ∈ ℕ.

A seguir recordamos as definições dos espaços de sequências de Lorentz e do espaço
de Schreier que serão de grande utilidade no Capítulo 2.

Definição 1.3.3. Seja𝑤 = (𝑤𝑛)
∞

𝑛=1
uma sequência de números reais positivos não crescente

tal que 𝑤1 = 1, lim
𝑛→∞

𝑤𝑛 = 0 e
∞

∑

𝑛=1

𝑤𝑛 = ∞. O conjunto de todas as sequências de escalares

𝑎 = (𝑎𝑛)
∞

𝑛=1
tais que

‖𝑎‖ = sup

𝜌

{
∞

∑

𝑛=1

|𝑎𝜌(𝑛)|𝑤𝑛 < ∞

}

,

onde 𝜌 percorre todas as permutações de ℕ, é um espaço de Banach chamado de espaço de
sequências de Lorentz e é denotado por 𝑑(𝑤, 1).

A teoria básica dos espaços de sequência de Lorentz pode ser encontrada em, por
exemplo, [57, Seção 4.e].

Um subconjunto finito 𝑀 = {𝑛1 < 𝑛2 < ⋯ < 𝑛𝑘} de números naturais é admissível se
𝑘 ≤ 𝑛1. Denote por 𝐿 a classe de todos os subconjunto admissíveis de ℕ.

Definição 1.3.4. Seja 𝑐00 o espaço vetorial de todas as sequências reais eventualmente
nulas, isto é, que tem suporte finito. Para 𝑥 = (𝑥𝑛)

∞

𝑛=1
∈ 𝑐00, defina ‖𝑥‖ = sup

𝑀∈𝐿

∑

𝑘∈𝑀

‖𝑥𝑘‖. Então

‖ ⋅ ‖𝑆 é uma norma em 𝑐00 e o completamento de 𝑐00 nessa norma é chamado de espaço de
Schreier, denotado por  .

Para maiores informações sobre o espaço de Schreier  veja, por exemplo, [31,
76].

Uma seminorma ‖ ⋅ ‖ em um espaço de Riesz 𝐸 é uma seminorma reticulada se para
todos 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 tais que |𝑥| ≤ |𝑦| tem-se ‖𝑥‖ ≤ ‖𝑦‖. No caso em que ‖ ⋅ ‖ é uma norma, ela é
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chamada de norma reticulada.

Definição 1.3.5. Um espaço de Riesz 𝐸 munido de uma norma reticulada ‖ ⋅ ‖ é chamado
de espaço de Riesz normado. No caso em que a norma reticulada é completa, chamamos
(𝐸, ‖ ⋅ ‖) de reticulado de Banach.

Teorema 1.3.6. [5, Theorem 4.1] Para todo espaço de Riesz normado 𝐸, 𝐸∗ é um reticulado
de Banach.

Definição 1.3.7. Um reticulado de Banach 𝐸 é dito um espaço de Kantorovich-Banach ou
KB-espaço se cada sequência decrescente limitada em 𝐸

+ é convergente.

Relembre que um espaço de Banach 𝐸 contém uma cópia de um espaço de Banach 𝐹

se existe um operador 𝑇 ∶ 𝐹 ⟶ 𝐸 que é um isomorfismo sobre sua imagem, isto é, 𝑇 é
linear, injetor, contínuo e o operador inverso 𝑇 −1

∶ 𝑇 (𝐸) ⟶ 𝐸 também é contínuo.

Adiantando um pouco o estudo de operadores lineares entre espaços de Riesz e reticu-
lados de Banach, dizemos que um operador linear 𝑇 ∶ 𝐸 ⟶ 𝐹 entre espaços de Riesz é
um homomorfismo de Riesz se 𝑇 (|𝑥|) = |𝑇 (𝑥)| para todo 𝑥 ∈ 𝐸.

Diz-se que o reticulado de Banach 𝐸 contém uma cópia reticulada do reticulado de
Banach 𝐹 se existe um homomorfismo de Riesz 𝑇 ∶ 𝐹 ⟶ 𝐸 que é um isomorfismo sobre
sua imagem.

Teorema 1.3.8. [5, Theorem 4.60] As seguintes afirmações são equivalentes para um reti-
culado de Banach 𝐸.

(i) 𝐸 é um KB-espaço.

(ii) 𝐸 não contém uma cópia de 𝑐0.

(iii) 𝐸 não contém uma cópia reticulada de 𝑐0.

Definição 1.3.9. Um reticulado de Banach 𝐸 é:

(i) Um AL-espaço se sua norma é aditiva, isto é, ‖𝑥 + 𝑦‖ = ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖ para todos 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸

com 𝑥 ∧ 𝑦 = 0.

(ii) AM-espaço se sua norma é uma M-norma, isto é, se 𝑥 ∧ 𝑦 = 0 em 𝐸 implicar ‖𝑥 ∨ 𝑦‖ =
max{‖𝑥‖, ‖𝑦‖}.

Definição 1.3.10. A norma ‖ ⋅ ‖ de um reticulado de Banach 𝐸 é dita ordem contínua se
𝑥𝛼 ↓ 0 em 𝐸 implica ‖𝑥𝛼 ‖ ↓ 0 em ℝ.

Seja 𝐸 um reticulado de Banach. De [5, p. 232], se 𝐸 é um KB-espaço, então 𝐸 tem
norma ordem contínua. E por [62, Theorem 2.4.2], se 𝐸 tem norma ordem contínua, então
𝐸 é Dedekind completo e portanto 𝜎-Dedekind completo. Os espaços 𝐿𝑝(𝜇), 1 ≤ 𝑝 < ∞,

são reticulados de Banach com norma ordem contínua, e os espaços 𝐶[0, 1], 𝐿∞[0, 1] e 𝓁∞

com a norma do supremo são reticulados de Banach cuja norma não é ordem contínua, [5,
p. 187]. Além disso, por [62, Example i), p. 8-9] os reticulados de Banach 𝓁𝑝 , 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞ e 𝑐0
são Dedekind completos com a ordem pontual.

Teorema 1.3.11. [5, Theorem 4.56] As seguintes afirmações são equivalentes para um reti-
culado de Banach 𝜎 -Dedekind completo 𝐸.
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(i) 𝐸 tem norma ordem contínua.

(ii) 𝐸 não contém uma cópia de 𝓁∞.

(iii) 𝐸 não contém uma cópia reticulada de 𝓁∞.

Teorema 1.3.12. [62, Theorem 2.4.2 e Corollary 2.4.3] As seguintes afirmações são equi-
valentes para um reticulado de Banach 𝐸.

(i) 𝐸 tem norma ordem contínua.

(ii) Cada sequência disjunta ordem limitada de 𝐸+ é convergente para zero.

(iii) 𝑥
∗

𝑛

𝜔
∗

←←←←←←←←←←←←←←→ 0 para cada sequência disjunta limitada (𝑥
∗

𝑛
)
∞

𝑛=1
em 𝐸

∗.

Teorema 1.3.13. [62, Theorem 2.4.14] As seguintes afirmações são equivalentes para um
reticulado de Banach 𝐸.

(i) 𝐸
∗ tem norma ordem contínua.

(ii) 𝑥𝑛

𝜔

←←←←←←←←←←←←→ 0 para cada sequência disjunta limitada (𝑥𝑛)
∞

𝑛=1
em 𝐸.

(iii) 𝐸 não contem nenhum subreticulado isomorfo a 𝓁1.

Um operador 𝑇 ∶ 𝐸 ⟶ 𝐹 entre reticulados de Banach que é um isomorfismo entre
espaços de Banach e um homomorfismo de Riesz é chamado de isomorfismo de Riesz. Neste
caso diz-se que 𝐸 e 𝐹 são Riesz isomorfos.

Teorema 1.3.14. [5, Theorem 4.29] Um reticulado de Banach 𝐸 é um AM-espaço com uni-
dade se, e somente se, 𝐸 é Riesz isomorfo a 𝐶(𝐾) para um (único a menos de homeomorfismos)
espaço topológico Hausdorff compacto 𝐾 .

Como todo AL-espaço tem norma ordem contínua, combinando [5, Theorem 4.23 e
Theorem 4.59] obtemos o seguinte:

Teorema 1.3.15. Se um reticulado de Banach 𝐸 é um AM-espaço, então 𝐸∗ é um KB-espaço.

1.4 Operadores lineares em espaços de Riesz e
reticulados de Banach

Sejam 𝑋 e 𝑌 espaços vetoriais. O espaço vetorial dos operadores lineares 𝑇 ∶ 𝑋 ⟶ 𝑌

é denotado por 𝐿(𝑋 ; 𝑌 ).

Definição 1.4.1. Um operador linear 𝑇 ∶ 𝐸 ⟶ 𝐹 entre dois espaços de Riesz é dito:

(i) Positivo, em notação 𝑇 ≥ 0 ou 0 ≤ 𝑇 , se 𝑇 (𝑥) ≥ 0 para todo 𝑥 ∈ 𝐸
+.

(ii) Regular se 𝑇 pode ser escrito como a diferença de dois operadores positivos.

O conjunto de todos os operadores lineares regulares de 𝐸 em 𝐹 é um espaço vetorial,
denotado por 𝑟 (𝐸; 𝐹 ). No caso em que 𝐹 = ℝ o espaço 𝑟 (𝐸; ℝ) é denotado por 𝐸∼ e
chamado de ordem dual de 𝐸. Dessa forma, 𝐸∼∼

∶= (𝐸
∼
)
∼ é o ordem dual de 𝐸∼.
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Teorema 1.4.2. [5, Theorem 4.3] Cada operador linear positivo de um reticulado de Banach
em um espaço de Riesz normado é contínuo. Em particular, todo operador regular é contínuo.

Corolário 1.4.3. [5, Corollaray 4.5] 𝐸∼
= 𝐸

∗ para todo reticulado de Banach 𝐸.

Note que todo homomorfismo de Riesz é positivo: se 𝑥 ∈ 𝐸
+ então 𝑇 (𝑥) = 𝑇 (|𝑥|) =

|𝑇 (𝑥)| ≥ 0.

Kaplan, em 1973, mostrou que nem sempre 𝑟 (𝐸; 𝐹 ) é um espaço de Riesz, veja [5,
Example 1.17]. Mas quando 𝐹 é Dedekind completo, tal espaço sempre é um espaço de
Riesz Dedekind completo, mas precisamente:

Teorema 1.4.4. (F. Riesz-Kantorovich [5, Theorem 1.18]) Se 𝐸, 𝐹 são espaços de Riesz com
𝐹 Dedekind completo, então 𝑟 (𝐸; 𝐹 ) é um espaço de Riesz Dedekind completo. Além disso as
operações reticuladas em 𝑟 (𝐸; 𝐹 ) satisfazem

|𝑇 |(𝑥) = sup{|𝑇 (𝑦)| ∶ |𝑦| ≤ 𝑥},

|𝑆 ∨ 𝑇 |(𝑥) = sup{𝑆(𝑦) + 𝑇 (𝑧) ∶ 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐸
+ e 𝑦 + 𝑧 = 𝑥}, e

|𝑆 ∧ 𝑇 |(𝑥) = inf{𝑆(𝑦) + 𝑇 (𝑧) ∶ 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐸
+ e 𝑦 + 𝑧 = 𝑥}

para todos 𝑆, 𝑇 ∈ 𝑟 (𝐸; 𝐹 ) e 𝑥 ∈ 𝐸
+
. Mais ainda, se (𝑇𝛼 )𝛼∈Ω é uma rede em 𝑟 (𝐸; 𝐹 ), então

𝑇𝛼 ↓ 0 em 𝑟 (𝐸; 𝐹 ) se, e somente se, 𝑇𝛼 (𝑥) ↓ 0 em 𝐹 para cada 𝑥 ∈ 𝐸
+
.

Seja 𝐸 um espaço de Riesz. Como ℝ é um espaço de Riesz Dedekind completo, segue
do Teorema 1.4.4 que 𝐸∼, e portanto 𝐸∼∼, são espaços de Riesz Dedekind completos. Mais
ainda, cada operador linear regular 𝑇 ∶ 𝐸 ⟶ 𝐹 satisfaz

𝑇
+
(𝑥) = sup{𝑇 (𝑦) ∶ 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥} e

𝑇
−
(𝑥) = sup{−𝑇 (𝑦) ∶ 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥}

para cada 𝑥 ∈ 𝑋
+. Daí 𝑇 = 𝑇

+
− 𝑇

−.

Seja 𝑇 ∶ 𝐸 ⟶ 𝐹 um operador linear entre espaços de Riesz. O operador

𝑇
′
∶ 𝐹

∼
⟶ 𝐸

∼
, 𝑇

′
(𝑦

′
)(𝑥) = 𝑦

′
(𝑇 (𝑥)),

é chamado adjunto de 𝑇 . Naturalmente, o biadjunto de 𝑇 é definido por 𝑇 ′′
= (𝑇

′
)
′. Quando

os espaços envolvidos forem espaços de Riesz normados ou reticulados de Banach, o adjunto
e o biadjunto de 𝑇 são denotados por 𝑇 ∗ e 𝑇 ∗∗, respectivamente.

Teorema 1.4.5. [5, Theorem 2.19 e Theorem 2.20] Sejam 𝐸, 𝐹 espaços de Riesz. Se 𝑇 ∶ 𝐸 ⟶

𝐹 é homomorfismo de Riesz, então 𝑇 ′′ também é homomorfismo de Riesz.

Seja 𝐸 um espaço de Riesz. O operador linear

𝐽𝐸 ∶ 𝐸 ⟶ 𝐸
∼∼
, 𝐽𝐸(𝑥)(𝜑) = 𝜑(𝑥),

é chamado de mergulho canônico de 𝐸 em 𝐸
∼∼.

Teorema 1.4.6. [5, Theorem 1.69] Para todo espaço de Riesz 𝐸, o mergulho canônico
𝐽𝐸 ∶ 𝐸 ⟶ 𝐸

∼∼ é um homomorfismo de Riesz.
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É importante mencionar que, diferentemente do caso do mergulho canônico em um
espaço de Banach, o mergulho canônico em um espaço de Riesz nem sempre é injetor. Isso
acontece se 𝐸∼ separa pontos de 𝐸, ou seja, para todos 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸, 𝑥 ≠ 𝑦 , existe 𝜑 ∈ 𝐸

∼ tal que
𝜑(𝑥) ≠ 𝜑(𝑦). Nesse caso, 𝐸 pode ser visto como subespaço de Riesz de 𝐸∼∼.

Em seguida discutiremos brevemente a noção de ordem continuidade de operadores
lineares. Relembre que a noção de ordem convergência foi introduzida na Definição 1.1.10.
Outras duas definições de ordem convergência podem ser consideradas (veja [1]):

Definição 1.4.7. Seja 𝐸 um espaço de Riesz. Uma rede (𝑥𝛼 )𝛼∈Ω em 𝐸 é dita:

(i) 1-convergente para 𝑥 ∈ 𝐸 se existem uma rede (𝑦𝛼 )𝛼∈Ω em 𝐸 e 𝛼0 ∈ Ω tais que 𝑦𝛼 ↓ 0

e |𝑥𝛼 − 𝑥| ≤ 𝑦𝛼 para todo 𝛼 ≥ 𝛼0.

(ii) 2-convergente para 𝑥 ∈ 𝐸 se existe uma rede (𝑦𝛽)𝛽∈Γ em 𝐸 tal que 𝑦𝛽 ↓ 0 e para cada
𝛽 ∈ Γ existe um 𝛼0 ∈ Ω tal que |𝑥𝛼 − 𝑥| ≤ 𝑦𝛽 para todo 𝛼 ≥ 𝛼0.

Quando o espaço de Riesz 𝐸 é Dedekind completo as duas definições acima de ordem
convergência junto com a ordem convergência definida na Definição 1.1.10 coincidem,
mas podem não coincidir se 𝐸 não é Dedekind completo ( veja [1, Example 1.4]). A ordem
continuidade pode ser considerada com respeito a qualquer uma dessas três noções de
ordem convergência:

Definição 1.4.8. Um operador linear regular 𝑇 ∶ 𝐸 ⟶ 𝐹 entre espaços de Riesz é ordem
contínuo (respectivamente, 1-ordem contínuo, 2-ordem contínuo) se (𝑇 (𝑥𝛼 ))𝛼∈Ω é ordem
convergente (respectivamente, 1-convergente, 2-convergente ) para zero em 𝐹 sempre que
(𝑥𝛼 )𝛼∈Ω é uma rede ordem convergente (respectivamente, 1-convergente, 2-convergente )
para zero em 𝐸.

O espaço de todos os operadores regulares ordem contínuos de 𝐸 em 𝐹 é denotado por
𝑛(𝐸; 𝐹 ). Quando 𝐹 = ℝ, dito espaço é denotado por 𝐸∼

𝑛
. Um operador positivo 𝑇 ∶ 𝐸 ⟶ 𝐹

é ordem contínuo se, e somente se, 𝑇 (𝑥𝛼 ) ↓ 0 em 𝐹 sempre que 𝑥𝛼 ↓ 0 em 𝐸, se, e somente
se, 𝑇 (𝑥𝛼 ) ↑ 𝑇 (𝑥) em 𝐹 sempre que 0 ≤ 𝑥𝛼 ↑ 𝑥 em 𝐸 (veja [5, p. 46]).

De [5, p. 12-13] temos que todo operador regular é ordem limitado. Onde por operador
ordem limitado é um operador linear 𝑇 ∶ 𝐸 ⟶ 𝐹 que leva subconjuntos ordem limitados
de 𝐸 em subconjuntos ordem limitados de 𝐹 .

Teorema 1.4.9. [5, Theorem 1.56] Para um operador linear ordem limitado 𝑇 ∶ 𝐸 ⟶ 𝐹

entre dois espaços de Riesz com 𝐹 Dedekind completo, as seguintes afirmações são equivalen-
tes.

(a) 𝑇 é ordem contínuo.

(b) Se 𝑥𝛼 ↓ 0 em 𝐸, então 𝑇 (𝑥𝛼 )
𝑜

←←←←←←←←←→ 0 em 𝐹 .

(c) Se 𝑥𝛼 ↓ 0 em 𝐸, então inf{|𝑇 (𝑥𝛼 )|} = 0.

(d) 𝑇
+ e 𝑇 − são ordem contínuos.

(e) |𝑇 | é ordem contínuo.

Teorema 1.4.10. [5, Theorem 1.73] Se 𝑇 ∶ 𝐸 ⟶ 𝐹 é um operador linear regular entre
espaços de Riesz, então 𝑇 ′ é ordem contínuo.
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Provaremos a seguir que, para operadores lineares regulares tomando valores em
espaços de Riesz Dedekind completos, a ordem continuidade e a 1-ordem continuidade
são equivalentes. Para isso precisamos dos seguintes lemas.

Lema 1.4.11. Sejam 𝐸 um espaço de Riesz, 𝑥 ∈ 𝐸 e (𝑥𝛼 )𝛼∈Ω uma rede em 𝐸. Então:

(a) 𝑥𝛼 ↓ 0 se, e somente se, 𝑥𝛼 ↓ e inf{𝑥𝛼 ∶ 𝛼 ≥ 𝛼0} = 0 para algum 𝛼0 ∈ Ω.

(b) Se (𝑥𝛼 )𝛼∈Ω é 1-convergente para 𝑥 ∈ 𝐸, então (𝑥𝛼 +𝑦)𝛼∈Ω é 1-convergente para 𝑥 +𝑦 ∈ 𝐸

para todo 𝑦 ∈ 𝐸.

(c) Se (𝑥𝛼 )𝛼∈Ω é 1-convergente para 𝑥 ∈ 𝐸 e 𝑥𝛼 ≤ 𝑦 ∈ 𝐸 para todo 𝛼 ∈ Ω, então 𝑥 ≤ 𝑦 .

Demonstração. (a) Note primeiramente que 0 ≤ 𝑥𝛼 para todo 𝛼 ≥ 𝛼0. Suponha que exista
𝑥 ∈ 𝐸 tal que 0 < 𝑥 ≤ 𝑥𝛼 para todo 𝛼 ≥ 𝛼0. Dado 𝛽 ∈ Ω, existe 𝜎 ∈ Ω tal que 𝛽 ≤ 𝜎 e 𝛼0 ≤ 𝜎 .
Como 𝑥𝛼 ↓, temos 0 < 𝑥 ≤ 𝑥𝜎 ≤ 𝑥𝛽 , e portanto 0 < 𝑥 ≤ 𝑥𝛽 para todo 𝛽 ∈ Ω. Por hipótese
segue que 𝑥 = 0 e isso implica que inf{𝑥𝛼 ∶ 𝛼 ≥ 𝛼0} = 0 para algum 𝛼0 ∈ Ω. A recíproca é
imediata.

(b) Por hipótese, existem uma rede (𝑦𝛼 )𝛼∈Ω em 𝐸 e 𝛼0 ∈ Ω tais que 𝑦𝛼 ↓ 0 e |𝑥𝛼 − 𝑥| ≤ 𝑦𝛼

para todo 𝛼 ≥ 𝛼0. Dado 𝑦 ∈ 𝐸, de

|(𝑥𝛼 + 𝑦) − (𝑥 + 𝑦)| = |𝑥𝛼 − 𝑥| ≤ 𝑦𝛼 para todo 𝛼 ≥ 𝛼0

segue o que se deseja provar.

(c) Por hipótese, existem uma rede (𝑦𝛼 )𝛼∈Ω em 𝐸 e 𝛼0 ∈ Ω tais que 𝑦𝛼 ↓ 0 e |𝑥𝛼 − 𝑥| ≤ 𝑦𝛼 para
todo 𝛼 ≥ 𝛼0. Como 𝑥𝛼 ≤ 𝑦 para todo 𝛼 , temos 𝑥𝛼 − 𝑥 ≤ 𝑦 − 𝑥 para todo 𝛼 . Portanto, para
todo 𝛼 ≥ 𝛼0 tem-se −𝑦𝛼 ≤ 𝑥𝛼 − 𝑥 ≤ 𝑦 − 𝑥 . Segue que 𝑥 − 𝑦 ≤ 𝑦𝛼 para todo 𝛼 ≥ 𝛼0. Como
𝑦𝛼 ↓ 0, por (a) concluímos que 𝑥 − 𝑦 ≤ 0, isto é, 𝑥 ≤ 𝑦 .

Lema 1.4.12. Seja 𝑇 ∶ 𝐸 ⟶ 𝐹 um operador linear positivo entre espaços de Riesz.

(a) 𝑇 é 1-ordem contínuo se, e somente se, 𝑇 (𝑥𝛼 ) ↓ 0 em 𝐹 sempre que 𝑥𝛼 ↓ 0 em 𝐸.

(b) 𝑇 é ordem contínuo se, e somente se, 𝑇 é 1-ordem contínuo.

Demonstração. (a) Suponha que 𝑇 seja 1-ordem contínuo. Supondo que 𝑥𝛼 ↓ 0 em 𝐸, temos
0 ≤ 𝑇 (𝑥𝛼 ) ↓ para todo 𝛼 pois 𝑇 é linear e positivo. É claro que (𝑥𝛼 )𝛼 é 1-convergente para
zero, portanto (𝑇 (𝑥𝛼 ))𝛼 é 1-convergente para zero em 𝐹 por hipótese. Logo existem uma
rede (𝑦𝛼 )𝛼 em 𝐹 e 𝛼0 tais que 𝑦𝛼 ↓ 0 e 0 ≤ 𝑇 (𝑥𝛼 ) ≤ 𝑦𝛼 para todo 𝛼 ≥ 𝛼0. Pelo Lema 1.4.11
temos inf{𝑇 (𝑥𝛼 ) ∶ 𝛼 ≥ 𝛼0} = 0, e novamente o Lema 1.4.11 nos garante que 𝑇 (𝑥𝛼 ) ↓ 0.

Reciprocamente, suponha que 𝑇 (𝑥𝛼 ) ↓ 0 em 𝐹 sempre que 𝑥𝛼 ↓ 0 em 𝐸. Seja (𝑥𝛼 )𝛼 uma
rede 1-convergente para zero em 𝐸. Então existem uma rede (𝑦𝛼 )𝛼 em 𝐹 e 𝛼0 tais que 𝑦𝛼 ↓ 0

e |𝑥𝛼 | ≤ 𝑦𝛼 para todo 𝛼 ≥ 𝛼0. Por hipótese, 𝑇 (𝑦𝛼 ) ↓ 0 em 𝐹 e |𝑇 (𝑥𝛼 )| ≤ 𝑇 (|𝑥𝛼 |) ≤ 𝑇 (𝑦𝛼 ) para
todo 𝛼 ≥ 𝛼0. Isso implica que 𝑇 é 1-ordem contínuo.
(b) Segue do item (a) e de [5, p. 46].

A demonstração a seguir é uma adaptação na demonstração do Teorema 1.4.9 e de [62,
Proposition 1.3.9].
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Proposição 1.4.13. Sejam 𝐸, 𝐹 espaços de Riesz com 𝐹 Dedekind completo. Um operador
linear regular 𝑇 ∶ 𝐸 ⟶ 𝐹 é ordem contínuo se, e somente se, 𝑇 é 1-ordem contínuo.

Demonstração. Suponha que 𝑇 seja ordem contínuo. Pelo Teorema 1.4.9, 𝑇 + e 𝑇
− são

operadores positivos ordem contínuos. Pelo Lema 1.4.12, 𝑇 + e 𝑇 − são operadores 1-ordem
contínuos. De 𝑇 = 𝑇

+
− 𝑇

− segue que 𝑇 é 1-ordem contínuo.

Reciprocamente, suponha que 𝑇 seja 1-ordem contínuo. Como 𝑇 = 𝑇
+
− 𝑇

−, basta
mostrar que 𝑇 + e 𝑇 − são 1-ordem contínuos. Para isso seja (𝑥𝛼 )𝛼∈Ω uma rede em 𝐸 tal que
𝑥𝛼 ↓ 0 em 𝐸 e vejamos que 𝑇 +

(𝑥𝛼 ) ↓ 0 em 𝐹 . É claro que 𝑇 +
(𝑥𝛼 ) ↓, portanto falta apenas

verificar que
inf{𝑇

+
(𝑥𝛼 ) ∶ 𝛼 ∈ Ω} = 0.

Para isso, fixe 𝛼0 ∈ Ω e 𝑦 ∈ 𝐸 tais que 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥𝛼0
. Para cada 𝛼 ∈ Ω chame 𝑦𝛼 = 𝑦 ∧ 𝑥𝛼 .

Então, para todo 𝛼 ≥ 𝛼0 temos 𝑥𝛼 ≤ 𝑥𝛼0
, o que implica 0 ≤ 𝑥𝛼0

− 𝑥𝛼 , e portanto

0 ≤ 𝑦 − 𝑦𝛼 = 𝑦 − 𝑦 ∧ 𝑥𝛼 = (𝑦 − 𝑥𝛼 )
+
≤ (𝑥𝛼0

− 𝑥𝛼 )
+
= 𝑥𝛼0

− 𝑥𝛼 . (1.2)

Considere o conjunto 𝐵 = {𝛼 ∈ Ω ∶ 𝛼 ≥ 𝛼0}. Como Ω é um conjunto dirigido, da definição
de 𝐵 vemos claramente que 𝐵 também é um conjunto dirigido com a relação herdada de Ω.
Defina a rede 𝑓 ∶ 𝐵 ⟶ 𝐸 por 𝑓 (𝛼) = 𝑦𝛼 para todo 𝛼 ∈ 𝐵. Assim, (𝑦𝛼 )𝛼∈Ω é 1-convergente
para zero pois 0 ≤ 𝑦𝛼 ≤ 𝑥𝛼 para todo 𝛼 ∈ Ω. Como 𝑇 é 1-ordem convergente, a rede
(𝑇 (𝑦𝛼 ))𝛼∈𝐵 é 1-convergente para zero, em símbolos, 1-lim

𝛼∈𝐵

𝑇 (𝑦𝛼 ) = 0. E Como 0 ≤ 𝑇
+
(𝑥𝛼 )

para todo 𝛼 ∈ Ω e 𝐹 é Dedekind completo, existe 𝑧 ∈ 𝐹 + tal que 𝑇 +
(𝑥𝛼 ) ↓ 𝑧. Vejamos que

𝑧 = 0. Por (1.2) sabemos que para todo 𝛼 ≥ 𝛼0, 0 ≤ 𝑦 − 𝑦𝛼 ≤ 𝑥𝛼0
− 𝑥𝛼 , logo

𝑇 (𝑦) − 𝑇 (𝑦𝛼 ) = 𝑇 (𝑦 − 𝑦𝛼 ) ≤ 𝑇
+
(𝑦 − 𝑦𝛼 ) ≤ 𝑇

+
(𝑥𝛼0

− 𝑥𝛼 ) = 𝑇
+
(𝑥𝛼0

) − 𝑇
+
(𝑥𝛼 ).

Segue que
𝑇

+
(𝑥𝛼 ) ≤ 𝑇

+
(𝑥𝛼0

) − 𝑇 (𝑦) + 𝑇 (𝑦𝛼 ) para todo 𝛼 ≥ 𝛼0. (1.3)

Seja 𝛼 ∈ 𝐵. Então 𝛼 ≥ 𝛼0, e daí 𝑇 +
(𝑥𝛼 ) ≤ 𝑇

+
(𝑥𝛼0

) − 𝑇 (𝑦) + 𝑇 (𝑦𝛼 ) para todo 𝛼 ∈ 𝐵. Dessa
forma,

0 ≤ 𝑧 ≤ 𝑇
+
(𝑥𝛼 ) ≤ 𝑇

+
(𝑥𝛼0

) − 𝑇 (𝑦) + 𝑇 (𝑦𝛼 ) para todo 𝛼 ∈ 𝐵.

Pelo Lema 1.4.11 temos

𝑇 (𝑦) + 𝑧 = 1− lim
𝛼∈𝐵

[𝑇 (𝑦) + 𝑧 − 𝑇 (𝑦𝛼 )] ≤ 𝑇
+
(𝑥𝛼0),

donde segue que 𝑇 (𝑦) + 𝑧 ≤ 𝑇 +
(𝑥𝛼0

) para todo 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥𝛼0
. Portanto,

𝑇
+
(𝑥𝛼0

) = sup{𝑇 (𝑦) ∶ 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥𝛼0
)} ≤ 𝑇

+
(𝑥𝛼0

) − 𝑧,

e daí 𝑧 ≤ 0, isto é, 𝑧 = 0. Isso prova que 𝑇 + é 1-ordem contínuo e implica que 𝑇 −
= (−𝑇 )

+

também é 1-ordem contínuo pois −𝑇 o é. Segue que 𝑇 − é 1-ordem contínuo, e pelo Lema
1.4.12 segue que 𝑇 + e 𝑇 − são ordem contínuos, o que prova que 𝑇 é ordem contínuo.

Corolário 1.4.14. As seguintes afirmações são equivalentes para um operador linear regular
𝑇 entre espaços de Riesz Dedekind completos.



18

1 | PRELIMINARES

(a) 𝑇 é ordem contínuo.
(b) 𝑇 é 1-ordem contínuo.
(c) 𝑇 é 2-ordem contínuo.

Esse corolário nos dá liberdade para trabalhar com qualquer um dos três conceitos de
ordem continuidade quando os espaços envolvidos são Dedekind completos, em particular
quando são espaços duais.

1.5 Operadores multilineares regulares

As principais referências para esta seção são [59, 63, 64].

Definição 1.5.1. Sejam 𝑚 ∈ ℕ, 𝑋1, … , 𝑋𝑚 e 𝑌 espaços vetoriais sobre o corpo 𝕂 = ℝ ou ℂ.
Dizemos que uma aplicação 𝐴∶ 𝑋1 × ⋯ × 𝑋𝑚 ⟶ 𝑌 é um operador 𝑚-linear se 𝐴 é linear
em cada uma de suas variáveis separadamente, isto é,

𝐴(𝑥1, … , 𝜆𝑥𝑖 + 𝑥

′

𝑖
, … , 𝑥𝑚) = 𝜆𝐴(𝑥1, … , 𝑥𝑖 , … , 𝑥𝑚) + 𝐴(𝑥1, … , 𝑥

′

𝑖
, … , 𝑥𝑚),

para quaisquer 𝑖 ∈ {1, … ,𝑚}, 𝑥𝑖 , 𝑥
′

𝑖
∈ 𝑋𝑖 e 𝜆 ∈ 𝕂.

O conjunto de todos os operadores 𝑚-lineares de 𝑋1 × ⋯ × 𝑋𝑚 em 𝑌 será denotado
por 𝐿(𝑋1, … , 𝑋𝑚; 𝑌 ). É fácil verificar que com as operações pontuais de funções definidas a
seguir tornam 𝐿(𝑋1, … , 𝑋𝑚; 𝑌 ) um espaço vetorial sobre o corpo 𝕂:

1) Dados 𝐴, 𝐵 ∈ 𝐿(𝑋1, … , 𝑋𝑚; 𝑌 ) e 𝑥1 ∈ 𝑋1, … , 𝑥𝑚 ∈ 𝑋𝑚, definimos

(𝐴 + 𝐵)(𝑥1, … , 𝑥𝑚) = 𝐴(𝑥1, … , 𝑥𝑚) + 𝐵(𝑥1, … , 𝑥𝑚).

2) Dados 𝐴 ∈ 𝐿(𝑋1, … , 𝑋𝑚; 𝑌 ), 𝜆 ∈ 𝕂 e 𝑥1 ∈ 𝑋1, … , 𝑥𝑚 ∈ 𝑋𝑚, definimos

(𝜆𝐴)(𝑥1, … , 𝑥𝑚) = 𝜆𝐴(𝑥1, … , 𝑥𝑚).

Quando 𝑋1, … , 𝑋𝑚, 𝑌 são espaços normados, o subespaço vetorial de 𝐿(𝑋1, … , 𝑋𝑚; 𝑌 )

formado pelos operadores 𝑚-lineares contínuos é denotado por (𝑋1, … , 𝑋𝑚; 𝑌 ). Para
𝐴 ∈ (𝑋1, … , 𝑋𝑚; 𝑌 ), a expressão

‖𝐴‖ = sup{‖𝐴(𝑥1, … , 𝑥𝑚)‖ ∶ ‖𝑥𝑗‖ ≤ 1, 𝑗 = 1, … ,𝑚}

= inf{𝐶 > 0 ∶ ‖𝐴(𝑥1, … , 𝑥𝑚)‖ ≤ 𝐶‖𝑥1‖ ⋯ ‖𝑥𝑚‖ ∶ 𝑥𝑗 ∈ 𝐸𝑗 , 𝑗 = 1, … ,𝑚}

define uma norma em (𝐸1, … , 𝐸𝑚; 𝐹 ) que é completa quando 𝐹 é espaço de Banach.

Exemplo 1.5.2. Dados os espaços vetoriais 𝑋1, … , 𝑋𝑚 e 𝑌 , escolha funcionais lineares
𝜑𝑖 ∶ 𝑋𝑖 ⟶ 𝕂, 𝑖 = 1, … ,𝑚, um vetor 𝑦 ∈ 𝑌 e defina

𝐴∶ 𝑋1 × ⋯ × 𝑋𝑚 ⟶ 𝑌, 𝐴(𝑥1, … , 𝑥𝑚) = 𝜑1(𝑥1) ⋯ 𝜑𝑚(𝑥𝑚)𝑦.

É fácil verificar que 𝐴 ∈ 𝐿(𝑋1, … , 𝑋𝑚; 𝑌 ).
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Definição 1.5.3. Sejam 𝐸1, … , 𝐸𝑚, 𝐹 espaços de Riesz. Um operador 𝑚-linear 𝐴∶ 𝐸1 × ⋯ ×

𝐸𝑚 ⟶ 𝐹 é dito:

i) Positivo, em notação 𝐴 ≥ 0 ou 𝐴 ≤ 0, se 𝐴(𝑥1, … , 𝑥𝑚) ∈ 𝐹
+ para todos 𝑥1 ∈ 𝐸+

1
, … , 𝑥𝑚 ∈

𝐸
+

𝑚
.

ii) Regular se 𝐴 pode ser escrito como a diferença de dois operadores 𝑚-lineares positi-
vos.

O espaço 𝐿(𝐸1, … , 𝐸𝑚; 𝐹 ) é um espaço vetorial real ordenado com a seguinte or-
dem:

𝐴 ≥ 𝐵 em 𝐿(𝐸1, … , 𝐸𝑚; 𝐹 ) ⟺ 𝐴 − 𝐵 ≥ 0.

O subespaço vetorial ordenado de 𝐿(𝐸1, … , 𝐸𝑚; 𝐹 ) formado por todos os operadores 𝑚-
lineares regulares será denotado por 𝑟 (𝐸1, … , 𝐸𝑚; 𝐹 ).

Já no caso linear vimos que o espaço dos operadores regulares nem sempre é um espaço
de Riesz. A condição para que o espaço dos operadores multilineares regulares seja um
espaço de Riesz será a mesma do caso linear, mas a obtenção de fórmulas para as operações
reticuladas em 𝑟 (𝐸1, … , 𝐸𝑚; 𝐹 ) depende do seguinte conceito.

Definição 1.5.4. Sejam 𝐸 um espaço de Riesz e 𝑥 ∈ 𝐸
+. Uma partição de 𝑥 é uma sequência

finita de elementos de 𝐸+ cuja soma é igual a 𝑥 .

Denota-se o conjunto de todas as partições de 𝑥 ∈ 𝐸
+ por ∏𝑥 , isto é,

∏𝑥 =

{

(𝑎1, … , 𝑎𝑘) ∶ 𝑘 ∈ ℕ, 𝑎1, … , 𝑎𝑘 ∈ 𝐸
+ e

𝑘

∑

𝑗=1

𝑎𝑗 = 𝑥

}

.

Teorema 1.5.5. [59, Lemma 2.12 e Proposition 2.14] Sejam 𝐸1, … , 𝐸𝑚 e 𝐹 espaços de Riesz
com 𝐹 Dedekind completo. Então o espaço 𝑟 (𝐸1, … , 𝐸𝑚; 𝐹 ) dos operadores 𝑚-lineares regu-
lares é um espaço de Riesz Dedekind completo. Além disso, para todos 𝐴 ∈ 𝑟 (𝐸1, … , 𝐸𝑚; 𝐹 ) e
𝑥1 ∈ 𝐸

+

1
, … , 𝑥𝑚 ∈ 𝐸

+

𝑚
valem as seguintes fórmulas:

𝐴
+
(𝑥1, … , 𝑥𝑚) = sup

{
𝑘1

∑

𝑖1=1

⋯

𝑘𝑚

∑

𝑖𝑚=1

(𝑇 (𝑥
𝑖1

1
, … , 𝑥

𝑖𝑚

𝑚
))
+
∶ (𝑥

𝑖𝑗

𝑗
)
𝑘𝑗

𝑖𝑗=1
∈ ∏𝑥𝑗 , 𝑗 = 1… ,𝑚

}

.

𝐴
−
(𝑥1, … , 𝑥𝑚) = sup

{
𝑘1

∑

𝑖1=1

⋯

𝑘𝑚

∑

𝑖𝑚=1

(𝑇 (𝑥
𝑖1

1
, … , 𝑥

𝑖𝑚

𝑚
))
−
∶ (𝑥

𝑖𝑗

𝑗
)
𝑘𝑗

𝑖𝑗=1
∈ ∏𝑥𝑗 , 𝑗 = 1… ,𝑚

}

.

|𝐴|(𝑥1, … , 𝑥𝑚) = sup

{
𝑘1

∑

𝑖1=1

⋯

𝑘𝑚

∑

𝑖𝑚=1

|𝑇 (𝑥
𝑖1

1
, … , 𝑥

𝑖𝑚

𝑚
)| ∶ (𝑥

𝑖𝑗

𝑗
)
𝑘𝑗

𝑖𝑗=1
∈ ∏𝑥𝑗 , 𝑗 = 1… ,𝑚

}

.

Mais ainda,
|𝐴(𝑥1, … , 𝑥𝑚)| ≤ |𝐴|(|𝑥1|, … , |𝑥𝑚|)

para todos 𝐴 ∈ 𝑟 (𝐸1, … , 𝐸𝑚; 𝐹 ) e 𝑥1 ∈ 𝐸1, … , 𝑥𝑚 ∈ 𝐸𝑚.

Assim como no caso linear, operadores multilineares positivos entre reticulados de
Banach são contínuos (veja [63, Proposição 4.2.1]), e portanto operadores multilineares
regulares também são contínuos. Mais ainda:
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Teorema 1.5.6. [63, Corolário 4.2.2 e Teorema 4.2.4] Sejam 𝐸1, … , 𝐸𝑚 e 𝐹 reticulados de
Banach com 𝐹 Dedekind completo. Então o espaço 𝑟 (𝐸1, … , 𝐸𝑚; 𝐹 ) dos operadores𝑚-lineares
regulares é um reticulado de Banach Dedekind completo com a norma regular dada por ‖𝐴‖𝑟 =
‖|𝐴|‖ para todo 𝐴 ∈ 𝑟 (𝐸1, … , 𝐸𝑚; 𝐹 ).

À semelhança do caso linear, um operador 𝑚-linear 𝐴∶ 𝐸1 ×⋯×𝐸𝑚 ⟶ 𝐹 entre espaços
de Riesz ou reticulados de Banach é um multimorfismo de Riesz se

|𝐴(𝑥1, … , 𝑥𝑚)| = 𝐴(|𝑥1|, … , |𝑥𝑚|)

para todos 𝑥1 ∈ 𝐸1, … , 𝑥𝑚 ∈ 𝐸𝑚. Para maiores detalhes, veja [21, 22, 75].
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Capítulo 2

Extensões de Arens de
multimorfismos de Riesz

O ordem dual de um espaço de Riesz 𝐸 pode ser o espaço trivial, isto é, pode acontecer
𝐸
∼
= {0} mesmo com 𝐸 ≠ {0}. Por exemplo, para 0 < 𝑝 < 1, M. M. Day [4, Theorem 5.24]

mostrou que o espaço de Riesz 𝐸 = 𝐿𝑝[0, 1] satisfaz 𝐸∼
= {0}. Assim, no decorrer deste

capítulo e dos capítulos seguintes vamos supor que todos os espaços de Riesz envolvidos
têm ordem dual não trivial, isto é, 𝐸∼

≠ {0}.

Sejam 𝑚 ∈ ℕ, 𝑆𝑚 o conjunto de todas as permutações do conjunto {1, … ,𝑚}, 𝜌 ∈ 𝑆𝑚,
𝐸1, … , 𝐸𝑚, 𝐹 espaços de Riesz e 𝐴∶ 𝐸1 × ⋯ × 𝐸𝑚 ⟶ 𝐹 um operador 𝑚-linear regular. Neste
capítulo veremos que existem 𝑚! operadores 𝑚-lineares regulares 𝐴𝑅𝜌

𝑚
(𝐴)∶ 𝐸

∼∼

1
× ⋯ ×

𝐸
∼∼

𝑚
⟶ 𝐹

∼∼, não necessariamente distintos, que são extensões biduais de 𝐴 no sentido de
que

𝐽𝐹 ◦𝐴 = 𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴)◦(𝐽𝐸1 , … , 𝐽𝐸𝑚 ),

isto é, o seguinte diagrama é comutativo:

𝐸
∼∼

1
× ⋯ × 𝐸

∼∼

𝑚

𝐴𝑅
𝜌

𝑚(𝐴) //
𝐹
∼∼

𝐸1

𝐽𝐸
1

OO

× ⋯ × 𝐸𝑚

𝐽𝐸𝑚

OO

𝐴 //
𝐹

𝐽𝐹

OO

Os operadores 𝐴𝑅𝜌
𝑚
(𝐴) são chamados de extensões de Arens de 𝐴 devido ao trabalho

pioneiro de R. Arens [9]. No contexto de espaços e reticulados de Banach, ditas extensões
também são chamadas, extensões de Aron-Berner devido ao trabalho de R. Aron e P.
Berner [11]. Neste caso tais extensões são denotadas por 𝐴𝐵𝜌

𝑚
(𝐴) e têm sido utilizadas de

forma recorrente no desenvolvimento da teoria de operadores multilineares, polinômios
homogêneos e funções holomorfas (veja, por exemplo, [13, 14, 17, 19, 39, 56]).

Uma linha de pesquisa muito explorada consiste em estudar se determinada propriedade
passa de um operador multilinear para suas extensões de Arens. Seguindo nessa linha,
neste capítulo abordaremos as seguintes questões:
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(i) Dado um multimorfismo de Riesz 𝑚-linear 𝐴∶ 𝐸1 × ⋯ × 𝐸𝑚 ⟶ 𝐹 entre espaços de
Riesz, será que todas as 𝑚! extensões de Arens de 𝐴 são multimorfismos de Riesz sobre
𝐸
∼∼

1
× ⋯ × 𝐸

∼∼

𝑚
?

(ii) Dado um multimorfismo de Riesz 𝑚-linear 𝐴∶ 𝐸1 × ⋯ × 𝐸𝑚 ⟶ 𝐹 entre reticulados de
Banach, são todas as 𝑚! extensões de Aron-Berner de 𝐴 multimorfismos de Riesz sobre
𝐸
∗∗

1
× ⋯ × 𝐸

∗∗

𝑚
?

Lembre que, um espaço de Riesz 𝐹 é Arquimediano se
1

𝑛

𝑥 ↓ 0 em 𝐹 para cada 𝑥 ∈ 𝐹
+.

Descrevemos a seguir o que é conhecido sobre o assunto. Dado reticulados de Banach
𝐸1, 𝐸2, 𝐹 , e um bimorfismo de Riesz 𝐴∶ 𝐸1 × 𝐸2 ⟶ 𝐹 , Scheffold [75] provou que a restrição
de uma extensão de Arens de 𝐴, denotada por 𝐴∗∗∗

∶ 𝐸
∗∗

1
× 𝐸

∗∗

2
⟶ 𝐹

∗∗, é um bimorfismos de
Riesz sobre (𝐸

∗

1
)
∗

𝑛
× (𝐸

∗

2
)
∗

𝑛
. Mais recentemente, Boulabiar, Buskes e Page [22] provaram que,

dado espaços de Riesz Arquimedianos 𝐸1, 𝐸2, 𝐹 e um bimorfismo de Riesz 𝐴∶ 𝐸1 × 𝐸2 ⟶ 𝐹 ,
a restrição da extensão de Arens 𝐴∗∗∗

∶ 𝐸
∼∼

1
× 𝐸

∼∼

2
⟶ 𝐹

∼∼ é um bimorfismo de Riesz sobre
(𝐸

∼

1
)
∼

𝑛
× (𝐸

∼

2
)
∼

𝑛
. A extensão de Arens 𝐴∗(𝑚+1)

∶ 𝐸
∼∼

1
× ⋯ × 𝐸

∼∼

𝑚
⟶ 𝐹

∼∼ de um operador 𝑚-linear
regular 𝐴∶ 𝐸1 ×⋯×𝐸𝑚 ⟶ 𝐹 entre espaços de Riesz foi extensamente estudada por Buskes
e Roberts [29], e a correspondente extensão de Aron-Berner 𝐴∗(𝑚+1)

∶ 𝐸
∗∗

1
× ⋯ × 𝐸

∗∗

𝑚
⟶ 𝐹

∗∗

de um operador 𝑚-linear regular 𝐴∶ 𝐸1 × ⋯ × 𝐸𝑚 ⟶ 𝐹 entre reticulados de Banach foi
estudada por Boyd, Ryan e Snigireva [26]. Na perspectiva desses desenvolvimentos muito
recentes, é natural abordar a generalização dos resultados de Scheffold and Boulabiar et al.
em três direções: (i) considerando operadores 𝑚-lineares, 𝑚 ∈ ℕ; (ii) levando em conta
todas as 𝑚! extensões de Arens de um operador 𝑚-linear; (iii) investigando se as extensões
de Arens de multimorfismos de Riesz são multimorfismos de Riesz sobre o produto de
todos os biduais, e não só sobre o produto das restrições correspondentes.

Para dar contribuições nessas três direções, desenvolveremos na subseção 2.1 a teoria
de extensões de Arens de operadores multilineares regulares sobre espaços de Riesz
seguindo a abordagem de Cabello Sánchez, García e Villanueva [30] no caso de operadores
multilineares entre espaços de Banach. Obteremos, em particular, uma descrição análoga à
descrição de Davie e Gamelin [34] das extensões de Aron-Berner em espaços de Banach
para o caso das extensões de Arens em espaços de Riesz. Faremos isso substituindo a
topologia fraca estrela pela topologia fraca absoluta. Usando a abordagem e os resultados
da Seção 2.1, provaremos os resultados sobre extensões de multimorfismos de Riesz na
Seção 2.2. Primeiro estendemos o resultado mencionado acima devido a Boulabiar et al.,
com uma técnica diferente, para o caso multilinear e para todas as diferentes extensões de
Arens de um multimorfismo de Riesz. Então mostraremos que a questão (i) tem resposta
afirmativa para multimorfismos de Riesz de posto finito tomando valores em espaços de
Riesz Arquimedianos. Além disso, provaremos que todas as extensões de Arens de tais
multimorfismos de Riesz são coincidentes. Alguns resultados parciais para o caso geral,
que serão úteis posteriormente, também serão provados. Finalmente provaremos que a
questão (ii) tem resposta afirmativa para multimorfismos de Riesz tomando valores em
uma classe de reticulados de Banach 𝐹 que inclui, por exemplo, 𝐹 = 𝑐0, 𝓁𝑝 , 1 < 𝑝 < ∞, o
espaço original de Tsirelson  ∗, seu dual  , o espaço de Schreier  , o predual 𝑑∗(𝑤, 1) do
espaço de sequências de Lorentz 𝑑(𝑤, 1), 𝑐0(𝐸) e 𝓁𝑝(𝐸), onde 1 < 𝑝 < ∞ e 𝐸 = 𝑐0, 𝓁𝑠 , 1 < 𝑠 <

∞,  ∗
,  , , 𝑑∗(𝑤, 1).
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2.1 Extensões de Arens de operadores multilineares
regulares

Conforme anunciado, nesta seção aplicaremos o método desenvolvido por Cabello
Sánchez, García e Villanueva [30] para descrever extensões de Arens no caso de espaço de
Banach e para a construção das 𝑚! extensões de Arens de um operador 𝑚-linear regular
entre espaços de Riesz. Para 𝑚 ∈ ℕ considere a seguinte notação: dados espaços de Riesz
𝐸1, … , 𝐸𝑚, uma permutação 𝜌 ∈ 𝑆𝑚 e 𝑘 ∈ {1, … ,𝑚}, denotamos

𝐸1, … ,𝜌(1) 𝐸,… ,𝜌(𝑘−1) 𝐸,… , 𝐸𝑚 =

⎧
⎪
⎪

⎨
⎪
⎪
⎩

𝐸1, … , 𝐸𝑚 se 𝑘 = 1,

𝐸1, … , 𝐸𝑚 nessa mesma ordem onde 𝐸𝜌(1), … ,

𝐸𝜌(𝑘−1) são retirados se 𝑘 = 2, … ,𝑚.

Por exemplo (𝐸1, 2𝐸, 𝐸3) = (𝐸1, 𝐸3). Define-se o mesmo para a (𝑚 − 𝑘 + 1)-upla
(𝑥1, … ,𝜌(1) 𝑥, … ,𝜌(𝑘−1) 𝑥, … , 𝑥𝑚) e para o produto cartesiano 𝐸1 ×⋯× 𝜌(1)𝐸 ×⋯× 𝜌(𝑘−1)𝐸 ×⋯×𝐸𝑚.
Agora, se 𝑘 = 1, … ,𝑚 − 1, denotamos

𝐸1, … ,𝜌(1) 𝐸,… ,𝜌(𝑘) 𝐸,… , 𝐸𝑚 = 𝐸1, … , 𝐸𝑚,

nessa mesma ordem, onde os espaços de Riesz 𝐸𝜌(1), … , 𝐸𝜌(𝑘) são retirados. Define-se o
mesmo para (𝑥1, … ,𝜌(1) 𝑥, … ,𝜌(𝑘) 𝑥, … , 𝑥𝑚) e para o respectivo produto cartesiano. Finalmente,
se 𝑘 = 𝑚, escrevemos (𝐸1, … ,𝜌(1) 𝐸,… ,𝜌(𝑘) 𝐸,… , 𝐸𝑚; ℝ) = ℝ.

Fixe 𝑘 ∈ {1, … ,𝑚} e sejam 𝜌 ∈ 𝑆𝑚 uma permutação, 𝐸1, … , 𝐸𝑚 espaços de Riesz e
𝐴 ∈ 𝑟 (𝐸1, … ,𝜌(1) 𝐸,… ,𝜌(𝑘−1) 𝐸,… , 𝐸𝑚). Para 𝑥𝑟 ∈ 𝐸𝑟 , 𝑟 ∈ {1, … ,𝑚}⧵{𝜌(1), … , 𝜌(𝑘)} considere
os funcionais lineares

𝐴(𝑥1, … ,𝜌(1) 𝑥, … ,𝜌(𝑘) 𝑥, ∙ , … , 𝑥𝑚)∶ 𝐸𝜌(𝑘) ⟶ ℝ,

𝐴(𝑥1, … ,𝜌(1) 𝑥, … ,𝜌(𝑘) 𝑥, ∙ , … , 𝑥𝑚)(𝑥𝜌(𝑘)) = 𝐴(𝑥1, … ,𝜌(1) 𝑥, … ,𝜌(𝑘−1) 𝑥, … , 𝑥𝑚), (2.1)

onde o ponto ∙ está na 𝜌(𝑘)-ésima coordenada. Observe que no caso 𝑘 = 𝑚 temos
𝐴(𝑥1, … ,𝜌(1) 𝑥, … ,𝜌(𝑚) 𝑥, ∙ , … , 𝑥𝑚) = 𝐴 ∈ 𝐸

∼

𝜌(𝑚)
. Chamamos os funcionais definidos acima

de funcionais associados ao operador 𝐴.

Note que, para todos 𝑥𝑗 , 𝑦𝑗 ∈ 𝐸𝑗 , 𝑗 ∈ {1, … ,𝑚} ⧵ {𝜌(1), … , 𝜌(𝑘)} e 𝜆 ∈ ℝ, chamando
𝜑𝜌(𝑘) = 𝐴(𝑥1, … , 𝑥𝑗 + 𝜆𝑦𝑗 , … ,𝜌(1) 𝑥, … ,𝜌(𝑘) 𝑥, ∙ , … , 𝑥𝑚)∶ 𝐸𝜌(𝑘) ⟶ ℝ, tem-se

𝜑𝜌(𝑘) = 𝐴(𝑥1, … , 𝑥𝑗 , … ,𝜌(1) 𝑥, … ,𝜌(𝑘) 𝑥, ∙ , … , 𝑥𝑚)

+𝜆𝐴(𝑥1, … , 𝑦𝑗 , … ,𝜌(1) 𝑥, … ,𝜌(𝑘) 𝑥, ∙ , … , 𝑥𝑚).
(2.2)

Lema 2.1.1. Sejam 𝑘 ∈ {1, … ,𝑚}, 𝜌 ∈ 𝑆𝑚, 𝐸1, … , 𝐸𝑚 espaços de Riesz e 𝐴 ∈

𝑟 (𝐸1, … ,𝜌(1) 𝐸,… ,𝜌(𝑘−1) 𝐸,… , 𝐸𝑚). Então:
(a) Se𝐴 é positivo, então, para 𝑥𝑟 ∈ 𝐸+

𝑟
, 𝑟 ∈ {1, … ,𝑚}⧵{𝜌(1), … , 𝜌(𝑘)}, os funcionais definidos

em (2.1) são positivos.
(b) Os funcionais definidos em (2.1) são regulares.

Demonstração. (a) Suponha que 𝐴 ∈ 𝑟 (𝐸1, … ,𝜌(1) 𝐸,… ,𝜌(𝑘−1) 𝐸,… , 𝐸𝑚) seja positivo e seja
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𝑥𝜌(𝑘) ∈ 𝐸
+

𝜌(𝑘)
. Para todos 𝑥𝑟 ∈ 𝐸+

𝑟
, 𝑟 ∈ {1, … ,𝑚} ⧵ {𝜌(1), … , 𝜌(𝑘)},

𝐴(𝑥1, … , 𝑥𝜌(1), … ,𝜌(𝑘) 𝑥, ∙ , … , 𝑥𝑚)(𝑥𝜌(𝑘)) = 𝐴(𝑥1, … ,𝜌(1) 𝑥, … ,𝜌(𝑘−1) 𝑥, … , 𝑥𝑚) ≥ 0,

o que mostra que os funcionais associados ao operador 𝐴 são positivos.

(b) Seja𝐴 ∈ 𝑟 (𝐸1, … ,𝜌(1) 𝐸,… ,𝜌(𝑘−1) 𝐸,… , 𝐸𝑚) um operador regular. Então existem opera-
dores positivos 𝐴1, 𝐴2 ∈ 𝐿(𝐸1, … ,𝜌(1) 𝐸,… ,𝜌(𝑘−1) 𝐸,… , 𝐸𝑚) tais que 𝐴 = 𝐴1−𝐴2. Considere 𝜉 =

(𝜉1, , … ,𝜌(1) 𝜉 , … ,𝜌(𝑘−1) 𝜉 , … , 𝜉𝑚) tal que 𝜉𝑗 ∈ {+1, −1} para todo 𝑗 ∈ {1, … ,𝑚} ⧵ {𝜌(1), … , 𝜌(𝑘 −

1)}, e denote 𝑃(𝜉 ) = 𝜉1⋯𝜌(1) 𝜉 ⋯𝜌(𝑘−1) 𝜉 ⋯ 𝜉𝑚 ∈ {+1, −1}. Sejam 𝑥𝑟 ∈ 𝐸𝑟 , 𝑟 ∈ {1, … ,𝑚} ⧵

{𝜌(1), … , 𝜌(𝑘)} e 𝑥𝜌(𝑘) ∈ 𝐸𝜌(𝑘). Chamando 𝑡 = 𝐴(𝑥1, … ,𝜌(1) 𝑥, … ,𝜌(𝑘) 𝑥, ∙, … , 𝑥𝑚)(𝑥𝜌(𝑘)) ∈ ℝ, por
(2.2) temos

𝑡 = 𝐴(𝑥1, … ,𝜌(1) 𝑥, … ,𝜌(𝑘−1) 𝑥, … , 𝑥𝑚)

= 𝐴(𝑥
+

1
− 𝑥

−

1
, … ,𝜌(1) 𝑥, … ,𝜌(𝑘−1) 𝑥, … , 𝑥

+

𝑚
− 𝑥

−

𝑚
)

= ∑

𝑃(𝜉 )=+1

𝐴(𝑥
𝜉1

1
, … ,𝜌(1) 𝑥, … ,𝜌(𝑘−1) 𝑥, … , 𝑥

𝜉𝑚

𝑚
) − ∑

𝑃(𝜉 )=−1

𝐴(𝑥
𝜉1

1
, … ,𝜌(1) 𝑥, … ,𝜌(𝑘−1) 𝑥, … , 𝑥

𝜉𝑚

𝑚
)

= ∑

𝑃(𝜉 )=+1

(𝐴1 − 𝐴2)(𝑥
𝜉1

1
, … ,𝜌(1) 𝑥, … ,𝜌(𝑘−1) 𝑥, … , 𝑥

𝜉𝑚

𝑚
)

− ∑

𝑃(𝜉 )=−1

(𝐴1 − 𝐴2)(𝑥
𝜉1

1
, … ,𝜌(1) 𝑥, … ,𝜌(𝑘−1) 𝑥, … , 𝑥

𝜉𝑚

𝑚
)

= ∑

𝑃(𝜉 )=+1

(𝐴1(𝑥
𝜉1

1
, … ,𝜌(1) 𝑥, … ,𝜌(𝑘−1) 𝑥, … , 𝑥

𝜉𝑚

𝑚
) − 𝐴2(𝑥

𝜉1

1
, … ,𝜌(1) 𝑥, … ,𝜌(𝑘−1) 𝑥, … , 𝑥

𝜉𝑚

𝑚
))

− ∑

𝑃(𝜉 )=−1

(𝐴1(𝑥
𝜉1

1
, … ,𝜌(1) 𝑥, … ,𝜌(𝑘−1) 𝑥, … , 𝑥

𝜉𝑚

𝑚
) − 𝐴2(𝑥

𝜉1

1
, … ,𝜌(1) 𝑥, … ,𝜌(𝑘−1) 𝑥, … , 𝑥

𝜉𝑚

𝑚
)).

Note que para 𝑖 = 1, 2,

𝐴𝑖(𝑥
𝜉1

1
, … ,𝜌(1) 𝑥, … ,𝜌(𝑘−1) 𝑥, … , 𝑥

𝜉𝑚

𝑚
) = 𝐴𝑖(𝑥

𝜉1

1
, … ,𝜌(1) 𝑥, … ,𝜌(𝑘) 𝑥, ∙ , … , 𝑥

𝜉𝑚

𝑚
)(𝑥𝜌(𝑘)).

Como 𝐴1, 𝐴2 são positivos, pelo item (𝑎) segue que os funcionais associados aos operadores
𝐴1, 𝐴2 são lineares e positivos. Além disso, como as somas acima são finitas, concluímos
que os funcionais associados ao operador 𝐴 são regulares.

Proposição 2.1.2. Sejam 𝐸1, … , 𝐸𝑚 espaços de Riesz, 𝜌 ∈ 𝑆𝑚, 𝑘 ∈ {1, … ,𝑚} e 𝑥 ′′
𝜌(𝑘)

∈ 𝐸
∼∼

𝜌(𝑘)
.

O operador

𝑥
′′

𝜌(𝑘)

𝜌

∶ 𝑟 (𝐸1, … ,𝜌(1) 𝐸,… ,𝜌(𝑘−1) 𝐸,… , 𝐸𝑚) ⟶ 𝑟 (𝐸1, … ,𝜌(1) 𝐸,… ,𝜌(𝑘) 𝐸,… , 𝐸𝑚),

𝑥
′′

𝜌(𝑘)

𝜌

(𝐴)(𝑥1, … ,𝜌(1) 𝑥, … ,𝜌(𝑘) 𝑥, … , 𝑥𝑚) = 𝑥
′′

𝜌(𝑘)
(𝐴(𝑥1, … ,𝜌(1) 𝑥, … ,𝜌(𝑘) 𝑥, ∙ , … , 𝑥𝑚)),

é linear, regular e |
|
|
𝑥
′′

𝜌(𝑘)

𝜌 |
|
|
≤ |𝑥

′′

𝜌(𝑘)
|

𝜌

. Além disso, se 𝑥 ′′
𝜌(𝑘)

∈ 𝐸
∼∼

𝜌(𝑘)
é positivo, então o operador

𝑥
′′

𝜌(𝑘)

𝜌

é positivo.

Demonstração. É imediato que, para cada 𝐴 ∈ 𝑟 (𝐸1, … , 𝜌(1)𝐸,… , 𝜌(𝑘−1)𝐸,… , 𝐸𝑚), 𝑥 ′′𝜌(𝑘)
𝜌

(𝐴)

é (𝑚 − 𝑘)-linear. Sejam 𝐴1, 𝐴2 ∈ 𝐿(𝐸1, … , 𝜌(1)𝐸,… , 𝜌(𝑘−1)𝐸,… , 𝐸𝑚) operadores positivos tais
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que 𝐴 = 𝐴1 − 𝐴2. Para 𝑥𝑗 ∈ 𝐸𝑗 , 𝑗 ∈ {1, … ,𝑚} ⧵ {𝜌(1), … , 𝜌(𝑘)}, chame

𝑦 = (𝑥1, … , 𝜌(1)𝑥, … , 𝜌(𝑘)𝑥, … , 𝑥𝑚) ∈ 𝐸1 × ⋯ × 𝜌(1)𝐸 × ⋯ × 𝜌(𝑘)𝐸 × ⋯ × 𝐸𝑚,

𝜑 = 𝐴(𝑥1, … , 𝜌(1)𝑥, … , 𝜌(𝑘)𝑥, ∙ , … , 𝑥𝑚) e 𝜑𝑖 = 𝐴𝑖(𝑥1, … , 𝜌(1)𝑥, … , 𝜌(𝑘)𝑥, ∙ , … , 𝑥𝑚) com 𝑖 = 1, 2.
Então 𝜑 = 𝜑1 − 𝜑2 pois 𝐴 = 𝐴1 − 𝐴2, logo

𝑥
′′

𝜌(𝑘)

𝜌

(𝐴)(𝑦) = 𝑥
′′

𝜌(𝑘)
(𝜑) = ((𝑥

′′

𝜌(𝑘)
)
+
− (𝑥

′′

𝜌(𝑘)
)
−

)(𝜑) = (𝑥
′′

𝜌(𝑘)
)
+
(𝜑) − (𝑥

′′

𝜌(𝑘)
)
−
(𝜑)

= ((𝑥
′′

𝜌(𝑘)
)
+
(𝜑1) + (𝑥

′′

𝜌(𝑘)
)
−
(𝜑2)) − ((𝑥

′′

𝜌(𝑘)
)
+
(𝜑2) + (𝑥

′′

𝜌(𝑘)
)
−
(𝜑1))

=
(
(𝑥

′′

𝜌(𝑘)
)
+
𝜌

(𝐴1)(𝑦) + (𝑥
′′

𝜌(𝑘)
)
−
𝜌

(𝐴2)(𝑦))
−
(
(𝑥

′′

𝜌(𝑘)
)
+
𝜌

(𝐴2)(𝑦) + (𝑥
′′

𝜌(𝑘)
)
−
𝜌

(𝐴1)(𝑦))

=
(
(𝑥

′′

𝜌(𝑘)
)
+
𝜌

(𝐴1) + (𝑥
′′

𝜌(𝑘)
)
−
𝜌

(𝐴2))
(𝑦) −

(
(𝑥

′′

𝜌(𝑘)
)
+
𝜌

(𝐴2) + (𝑥
′′

𝜌(𝑘)
)
−
𝜌

(𝐴1))
(𝑦),

provando que

𝑥
′′

𝜌(𝑘)

𝜌

(𝐴) =
(
(𝑥

′′

𝜌(𝑘)
)
+
𝜌

(𝐴1) + (𝑥
′′

𝜌(𝑘)
)
−
𝜌

(𝐴2))

⏟⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏟⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏟

∶=𝑇1

−
(
(𝑥

′′

𝜌(𝑘)
)
+
𝜌

(𝐴2) + (𝑥
′′

𝜌(𝑘)
)
−
𝜌

(𝐴1))

⏟⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏟⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏟

∶=𝑇2

.

É claro que 𝑇1 e 𝑇2 são operadores (𝑚 − 𝑘)-lineares. Para 𝑥𝑗 ∈ 𝐸
+

𝑗
, 𝑗 ∈ {1, … ,𝑚} ⧵

{𝜌(1), … , 𝜌(𝑘)}, pelo Lema 2.1.1 os funcionais associados a 𝐴1 e 𝐴2,

𝐴𝑖(𝑥1, … , 𝜌(1)𝑥, … , 𝜌(𝑘)𝑥, ∙ , … , 𝑥𝑚)∶ 𝐸𝜌(𝑘) ⟶ ℝ, 𝑖 = 1, 2,

são positivos. Como (𝑥
′′

𝜌(𝑘)
)
+ e (𝑥

′′

𝜌(𝑘)
)
− são funcionais positivos, temos, para 𝑖 = 1, 2,

que (𝑥
′′

𝜌(𝑘)
)
±
(𝐴𝑖(𝑥1, … , 𝜌(1)𝑥, … , 𝜌(𝑘)𝑥, ∙ , … , 𝑥𝑚)) são positivos em ℝ. Disso segue que

(𝑥
′′

𝜌(𝑘)
)
±
𝜌

(𝐴𝑖)(𝑥1, … , 𝜌(1)𝑥, … , 𝜌(𝑘)𝑥, … , 𝑥𝑚) são positivos, e portanto (𝑥
′′

𝜌(𝑘)
)
+
𝜌

(𝐴𝑖) ≥ 0

e (𝑥
′′

𝜌(𝑘)
)
−
𝜌

(𝐴𝑖) ≥ 0, 𝑖 = 1, 2. Concluímos que 𝑇𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1, 2, provando que

𝑥
′′

𝜌(𝑘)

𝜌

(𝐴) é regular, isto é, 𝑥 ′′
𝜌(𝑘)

𝜌

está bem definido. A linearidade é clara. Agora sejam
𝐴 ∈ 𝑟 (𝐸1, … , 𝜌(1)𝐸,… , 𝜌(𝑘−1)𝐸,… , 𝐸𝑚) positivo e 0 ≤ 𝑥

′′

𝜌(𝑘)
∈ 𝐸

∼∼

𝜌(𝑘)
. Pelo Lema 2.1.1 temos

que, para todos 𝑥𝑗 ∈ 𝐸+

𝑟
, 𝑗 ∈ {1, … ,𝑚} ⧵ {𝜌(1), … , 𝜌(𝑘)}, os funcionais associados a 𝐴 são

positivos. Daí,

0 ≤ 𝑥
′′

𝜌(𝑘)
(𝐴(𝑥1, … , 𝜌(1)𝑥, … , 𝜌(𝑘)𝑥, ∙ , … , 𝑥𝑚))= 𝑥

′′

𝜌(𝑘)

𝜌

(𝐴)(𝑥1, … , 𝜌(1)𝑥, … , 𝜌(𝑘)𝑥, … , 𝑥𝑚),

provando que 𝑥 ′′
𝜌(𝑘)

𝜌

é positivo. Como 𝑥 ′′
𝜌(𝑘)

𝜌

= (𝑥
′′

𝜌(𝑘)
)
+
𝜌

−(𝑥
′′

𝜌(𝑘)
)
−
𝜌

e como (𝑥 ′′
𝜌(𝑘)

)
+, (𝑥 ′′

𝜌(𝑘)
)
−
∈ 𝐸

∼∼

𝜌(𝑘)

são positivos, pelo feito acima segue que (𝑥
′′

𝜌(𝑘)
)
+
𝜌

e (𝑥
′′

𝜌(𝑘)
)
−
𝜌

são funcionais positivos, pro-

vando que 𝑥 ′′
𝜌(𝑘)

𝜌

é regular.
Para finalizar a demonstração, sejam 𝑥𝑗 ∈ 𝐸

+

𝑗
, 𝑗 ∈ {1, … ,𝑚} ⧵ {𝜌(1), … , 𝜌(𝑘)} e seja

𝐴 ∈ 𝑟 (𝐸1, … , 𝜌(1)𝐸,… , 𝜌(𝑘−1)𝐸,… , 𝐸𝑚) um operador positivo. Já sabemos que os funcionais
associados a 𝐴 são positivos, portanto

|𝑥
′′

𝜌(𝑘)
|

𝜌

(𝐴)(𝑥1, … , 𝜌(1)𝑥, … , 𝜌(𝑘)𝑥, … , 𝑥𝑚) = |𝑥
′′

𝜌(𝑘)
|(𝐴(𝑥1, … , 𝜌(1)𝑥, … , 𝜌(𝑘)𝑥, ∙ , … , 𝑥𝑚))

≥ ±𝑥
′′

𝜌(𝑘)
(𝐴(𝑥1, … , 𝜌(1)𝑥, … , 𝜌(𝑘)𝑥, ∙ , … , 𝑥𝑚))

= ±
(
𝑥
′′

𝜌(𝑘)

𝜌

)
(𝐴)(𝑥1, … , 𝜌(1)𝑥, … , 𝜌(𝑘)𝑥, … , 𝑥𝑚),
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donde obtemos |𝑥 ′′
𝜌(𝑘)

|

𝜌

≥ ±
(
𝑥
′′

𝜌(𝑘)

𝜌

)
. Segue que |𝑥

′′

𝜌(𝑘)
|

𝜌

≥
|
|
|
𝑥
′′

𝜌(𝑘)

𝜌 |
|
|
.

Em [26, 29] os autores aplicam a técnica de Arens [9] para construir a extensão ao
bidual de um operador multilinear regular, da maneira que descreveremos a seguir. Dado
um operador 𝑚-linear regular 𝐴∶ 𝐸1 × ⋯ × 𝐸𝑚 ⟶ 𝐹 entre espaços de Riesz, considere os
seguintes operadores 𝑚-linear regulares:

◦ 𝐴
∗
∶ 𝐹

∼
× 𝐸1 × ⋯ × 𝐸𝑚−1 ⟶ 𝐸

∼

𝑚
, 𝐴

∗
(𝑦

′
, 𝑥1, … , 𝑥𝑚−1)(𝑥𝑚) = 𝑦

′
(𝐴(𝑥1, … , 𝑥𝑚)).

◦ 𝐴
∗∗
∶ 𝐸

∼∼

𝑚
× 𝐹

∼
× 𝐸1 × ⋯ × 𝐸𝑚−2 ⟶ 𝐸

∼

𝑚−1
,

𝐴
∗∗
(𝑥

′′

𝑚
, 𝑦

′
, 𝑥1, … , 𝑥𝑚−2)(𝑥𝑚−1) = 𝑥

′′

𝑚
(𝐴

∗
(𝑦

′
, 𝑥1, … , 𝑥𝑚−1)).

◦ 𝐴
∗∗∗
∶ 𝐸

∼∼

𝑚−1
× 𝐸

∼∼

𝑚
× 𝐹

∼
× 𝐸1 × ⋯ × 𝐸𝑚−3 ⟶ 𝐸

∼

𝑚−2
,

𝐴
∗∗∗
(𝑥

′′

𝑚−1
, 𝑥

′′

𝑚
, 𝑦

′
, 𝑥1, … , 𝑥𝑚−3)(𝑥𝑚−2) = 𝑥

′′

𝑚−1
(𝐴

∗∗
(𝑥

′′

𝑚
, 𝑦

′
, 𝑥1, … , 𝑥𝑚−2)).

⋮

◦ 𝐴
∗(𝑚+1)

∶ 𝐸
∼∼

1
× ⋯ × 𝐸

∼∼

𝑚
⟶ 𝐹

∼∼
, 𝐴

∗(𝑚+1)
(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
)(𝑦

′
) = 𝑥

′′

1
(𝐴

∗(𝑚)
(𝑥

′′

2
, … , 𝑥

′′

𝑚
, 𝑦

′
)).

Compondo os operadores 𝑥 ′′
𝜌(𝑘)

𝜌

da proposição anterior, definiremos as 𝑚! extensões
de Arens de um operador 𝑚-linear regular, recuperaremos o operador 𝐴∗(𝑚+1) como caso
particular e provaremos as propriedades básicas dessas extensões.

Por 𝜃 denotamos a permutação de {1, … ,𝑚} dada por 𝜃(𝑗) = 𝑚 − 𝑗 + 1.

Teorema 2.1.3. Sejam 𝐸1, … , 𝐸𝑚, 𝐹 espaços de Riesz, 𝜌 ∈ 𝑆𝑚 e 𝐴 um operador 𝑚-linear
regular de 𝐸1 × ⋯ × 𝐸𝑚 em 𝐹 . Defina 𝐴𝑅𝜌

𝑚
(𝐴)∶ 𝐸

∼∼

1
× ⋯ × 𝐸

∼∼

𝑚
⟶ 𝐹

∼∼ por

𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
)(𝑦

′
) = (𝑥

′′

𝜌(𝑚)

𝜌

◦ ⋯ ◦𝑥
′′

𝜌(1)

𝜌

)(𝑦
′
◦𝐴),

para todo 𝑦′
∈ 𝐹

∼. Então:
(a) 𝐴𝑅𝜌

𝑚
(𝐴) é um operador 𝑚-linear regular.

(b) 𝐴𝑅𝜌
𝑚
(𝐴) estende 𝐴 no sentido que 𝐴𝑅𝜌

𝑚
(𝐴)◦(𝐽𝐸1

, … , 𝐽𝐸𝑚
) = 𝐽𝐹 ◦𝐴.

(c) Se 𝐴 é positivo então 𝐴𝑅𝜌
𝑚
(𝐴) é positivo.

(d) 𝐴𝑅𝜃
𝑚
(𝐴) = 𝐴

∗(𝑚+1). Em particular 𝐴𝑅𝜃
2
(𝐴) = 𝐴

∗∗∗ no caso bilinear 𝑚 = 2.

Demonstração. Vejamos que 𝐴𝑅𝜌
𝑚
(𝐴) está bem definido. Sejam 𝑥

′′

1
∈ 𝐸

∼∼

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
∈ 𝐸

∼∼

𝑚
e

𝐴 ∈ 𝑟 (𝐸1, … , 𝐸𝑚; 𝐹 ). É claro que 𝐴𝑅𝜌
𝑚
(𝐴)(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
) é linear e, além disso, como 𝐸∼∼

𝑗
, 𝑗 =

1, … ,𝑚, são espaços de Riesz, então para cada 𝑗 = 1, … ,𝑚, temos 𝑥 ′′
𝑗
= (𝑥

′′

𝑗
)
+
− (𝑥

′′

𝑗
)
+. Para

cada 𝜉𝑚 = (𝜉1, … , 𝜉𝑚) tal que 𝜉𝑗 ∈ {+1, −1} para todo 𝑗 = 1, … ,𝑚, escreva 𝑃(𝜉𝑚) = 𝜉1 ⋯𝜉𝑚 ∈

{+1, −1}. Para cada 𝑦′
∈ 𝐹

∼, pondo 𝑈𝑘 = 𝑥
′′

𝜌(𝑚)

𝜌

◦ ⋯ ◦𝑥
′′

𝜌(𝑘)

𝜌

, 𝑘 = 2, … ,𝑚, e usando que

𝑥
′′

𝜌(𝑗)

𝜌

= (𝑥
′′

𝜌(𝑗)
)
+
− (𝑥

′′

𝜌(𝑗)
)
−
𝜌

= (𝑥
′′

𝜌(𝑗)
)
+
𝜌

− (𝑥
′′

𝜌(𝑗)
)
−
𝜌

, 𝑗 = 1, … ,𝑚,

temos

𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
)(𝑦

′
) =

(
𝑥
′′

𝜌(𝑚)

𝜌

◦ ⋯ ◦𝑥
′′

𝜌(1)

𝜌

)
(𝑦

′
◦𝐴) = 𝑈2(

𝑥
′′

𝜌(1)

𝜌

(𝑦
′
◦𝐴)

)
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= 𝑈2((
(𝑥

′′

𝜌(1)
)
+
𝜌

− (𝑥
′′

𝜌(1)
)
−
𝜌

)
(𝑦

′
◦𝐴)

)

= 𝑈2(
(𝑥

′′

𝜌(1)
)
+
𝜌

(𝑦
′
◦𝐴)

)
− 𝑈2(

(𝑥
′′

𝜌(1)
)
−
𝜌

(𝑦
′
◦𝐴)

)

= 𝑈3(
𝑥
′′

𝜌(2)

𝜌

(
(𝑥

′′

𝜌(1)
)
+
𝜌

(𝑦
′
◦𝐴)

))
− 𝑈3(

𝑥
′′

𝜌(2)

𝜌

(
(𝑥

′′

𝜌(1)
)
−
𝜌

(𝑦
′
◦𝐴)

))

= 𝑈3((
(𝑥

′′

𝜌(2)
)
+
𝜌

− (𝑥
′′

𝜌(2)
)
−
𝜌

)(
(𝑥

′′

𝜌(1)
)
+
𝜌

(𝑦
′
◦𝐴)

))

− 𝑈3((
(𝑥

′′

𝜌(2)
)
+
𝜌

− (𝑥
′′

𝜌(2)
)
−
𝜌

)(
(𝑥

′′

𝜌(1)
)
−
𝜌

(𝑦
′
◦𝐴)

))

= 𝑈3(
(𝑥

′′

𝜌(2)
)
+
𝜌

(
(𝑥

′′

𝜌(1)
)
+
𝜌

(𝑦
′
◦𝐴)

))
− 𝑈3(

(𝑥
′′

𝜌(2)
)
−
𝜌

(
(𝑥

′′

𝜌(1)
)
+
𝜌

(𝑦
′
◦𝐴)

))

− 𝑈3(
(𝑥

′′

𝜌(2)
)
+
𝜌

(
(𝑥

′′

𝜌(1)
)
−
𝜌

(𝑦
′
◦𝐴)

))
+ 𝑈3(

(𝑥
′′

𝜌(2)
)
−
𝜌

(
(𝑥

′′

𝜌(1)
)
−
𝜌

(𝑦
′
◦𝐴)

))

= 𝑈3((
(𝑥

′′

𝜌(2)
)
+
𝜌

◦(𝑥
′′

𝜌(1)
)
+
𝜌

+ (𝑥
′′

𝜌(2)
)
−
𝜌

◦(𝑥
′′

𝜌(1)
)
−
𝜌

)
(𝑦

′
◦𝐴)

)

− 𝑈3((
(𝑥

′′

𝜌(2)
)
−
𝜌

◦(𝑥
′′

𝜌(1)
)
+
𝜌

+ (𝑥
′′

𝜌(2)
)
+
𝜌

◦(𝑥
′′

𝜌(1)
)
−
𝜌

)
(𝑦

′
◦𝐴)

)

= 𝑈3

((

∑

𝑃(𝜉
2
)=+1

(𝑥
′′

𝜌(2)
)
𝜉2

𝜌

◦(𝑥
′′

𝜌(1)
)
𝜉1

𝜌

− ∑

𝑃(𝜉
2
)=−1

(𝑥
′′

𝜌(2)
)
𝜉2

𝜌

◦(𝑥
′′

𝜌(1)
)
𝜉1

𝜌

)

(𝑦
′
◦𝐴)

)

⋮

= 𝑈𝑚

((

∑

𝑃(𝜉
𝑚−1

)=+1

(𝑥
′′

𝜌(𝑚−1)
)
𝜉𝑚−1

𝜌

◦ ⋯ ◦(𝑥
′′

𝜌(1)
)
𝜉1

𝜌

− ∑

𝑃(𝜉
𝑚−1

)=−1

(𝑥
′′

𝜌(𝑚−1)
)
𝜉𝑚−1

𝜌

◦ ⋯ ◦(𝑥
′′

𝜌(1)
)
𝜉1

𝜌

)

(𝑦
′
◦𝐴)

)

=

[

∑

𝑃(𝜉
𝑚
)=+1

(
(𝑥

′′

𝜌(𝑚)
)
𝜉𝑚

𝜌

◦ ⋯ ◦(𝑥
′′

𝜌(1)
)
𝜉1

𝜌

)

⏟⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏟⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏟

∶=𝑇1

− ∑

𝑃(𝜉
𝑚
)=−1

(
(𝑥

′′

𝜌(𝑚)
)
𝜉𝑚

𝜌

◦ ⋯ ◦(𝑥
′′

𝜌(1)
)
𝜉1

𝜌

)

⏟⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏟⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏟

∶=𝑇2

]

(𝑦
′
◦𝐴)

= 𝑇1(𝑦
′
◦𝐴) − 𝑇2(𝑦

′
◦𝐴).

Como𝐴 é regular, existem operadores𝐴1, 𝐴2 ∈ 𝐿(𝐸1, … , 𝐸𝑚; 𝐹 ) positivos tais que𝐴 = 𝐴1−𝐴2

e assim

𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
)(𝑦

′
) = 𝑇1(𝑦

′
◦𝐴) − 𝑇2(𝑦

′
◦𝐴)

= 𝑇1(𝑦
′
◦(𝐴1 − 𝐴2)) − 𝑇2(𝑦

′
◦(𝐴1 − 𝐴2))

= (𝑇1(𝑦
′
◦𝐴1) + 𝑇2(𝑦

′
◦𝐴2)) − (𝑇1(𝑦

′
◦𝐴2) + 𝑇2(𝑦

′
◦𝐴1)).

Mais ainda, para cada 𝑖 = 1, 2 e todo 𝑦′
∈ 𝐹

∼, tem-se

𝑇1(𝑦
′
◦𝐴𝑖) = ∑

𝑃(𝜉
𝑚
)=+1

(
(𝑥

′′

𝜌(𝑚)
)
𝜉𝑚

𝜌

◦ ⋯ ◦(𝑥
′′

𝜌(1)
)
𝜉1

𝜌

)
(𝑦

′
◦𝐴𝑖)

= ∑

𝑃(𝜉
𝑚
)=+1

𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴𝑖)(

(𝑥
′′

1
)
𝜉1
, … , (𝑥

′′

𝑚
)
𝜉𝑚

)
(𝑦

′
)

=

[

∑

𝑃(𝜉
𝑚
)=+1

𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴𝑖)(

(𝑥
′′

1
)
𝜉1
, … , (𝑥

′′

𝑚
)
𝜉𝑚

)
]

(𝑦
′
).



28

2 | EXTENSÕES DE ARENS DE MULTIMORFISMOS DE RIESZ

Com isso, obtemos que, para cada 𝑖 = 1, 2 e todo 𝑦′
∈ 𝑌

∼
,

𝑇1(𝑦
′
◦𝐴𝑖) =

[

∑

𝑃(𝜉
𝑚
)=+1

𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴𝑖)(

(𝑥
′′

1
)
𝜉1
, … , (𝑥

′′

𝑚
)
𝜉𝑚

)
]

(𝑦
′
). (2.3)

Analogamente segue que, para cada 𝑗 = 1, 2 e todo 𝑦′
∈ 𝐹

∼
,

𝑇2(𝑦
′
◦𝐴𝑗) =

[

∑

𝑃(𝜉
𝑚
)=−1

𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴𝑗)(

(𝑥
′′

1
)
𝜉1
, … , (𝑥

′′

𝑚
)
𝜉𝑚

)
]

(𝑦
′
) (2.4)

e dessa forma, por (2.3) e (2.4) segue que, para todos 𝑥 ′′
1
∈ 𝐸

∼∼

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
∈ 𝐸

∼∼

𝑚
,

𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
) = (𝑆1 + 𝑅1) − (𝑆2 + 𝑅2), (2.5)

onde, para 𝑖 = 1, 2, os funcionais 𝑆𝑖 = ∑

𝑃(𝜉
𝑚
)=+1

𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴𝑖)(

(𝑥
′′

1
)
𝜉1
, … , (𝑥

′′

𝑚
)
𝜉𝑚

)
∈ 𝐹

∼∼ e 𝑅𝑖 =

∑

𝑃(𝜉
𝑚
)=−1

𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴𝑖)(

(𝑥
′′

1
)
𝜉1
, … , (𝑥

′′

𝑚
)
𝜉𝑚

)
são lineares. Usando que (𝑥

′′

𝑗
)
𝜉𝑗
∈ 𝐸

∼∼

𝑗
, 𝑗 = 1, … ,𝑚, são

positivos, pela Proposição 2.1.2 concluímos que os operadores (𝑥
′′

𝜌(𝑗)
)
𝜉𝑗

𝜌

, 𝑗 = 1, … ,𝑚 são
positivos. Além disso, como a composição de operadores positivos é positiva, segue que

(
(𝑥

′′

𝜌(𝑚)
)
𝜉𝑚

𝜌

◦ ⋯ ◦(𝑥
′′

𝜌(1)
)
𝜉1

𝜌

)
é positivo. Uma vez que 𝐴1 e 𝐴2 são positivos, para todo 0 ≤ 𝑦

′
∈

𝐹
∼ temos 𝑦′

◦𝐴𝑖 positivo para 𝑖 = 1, 2. Logo

0 ≤
(
(𝑥

′′

𝜌(𝑚)
)
𝜉𝑚

𝜌

◦ ⋯ ◦(𝑥
′′

𝜌(1)
)
𝜉1

𝜌

)
(𝑦

′
◦𝐴𝑖) = 𝐴𝑅

𝜌

𝑚
(𝐴𝑖)(

(𝑥
′′

1
)
𝜉1
, … , (𝑥

′′

𝑚
)
𝜉𝑚

)
(𝑦

′
)

e concluímos que 𝑆𝑖 , 𝑅𝑖 , 𝑖 = 1, 2, são positivos, e portanto 𝐴𝑅𝜌
𝑚
(𝐴)(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
) é regular, ou

seja, 𝐴𝑅𝜌
𝑚
(𝐴) está bem definido.

(a) É fácil ver que 𝐴𝑅𝜌
𝑚
(𝐴) é 𝑚-linear. Provemos que 𝐴𝑅𝜌

𝑚
(𝐴) é regular. Para isso sejam

𝐴 ∈ 𝑟 (𝐸1, … , 𝐸𝑚; 𝐹 ) e 𝑥 ′′
1
∈ 𝐸

∼∼

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
∈ 𝐸

∼∼

𝑚
. Pela regularidade de 𝐴 existem operadores

positivos 𝐴1, 𝐴2 ∈ 𝐿(𝐸1, … , 𝐸𝑚; 𝐹 ) tais que 𝐴 = 𝐴1 − 𝐴2. Observe que, para todo 𝑦′
∈ 𝐹

∼,

𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
)(𝑦

′
) = (𝑥

′′

𝜌(𝑚)

𝜌

◦ ⋯ ◦𝑥
′′

𝜌(1)

𝜌

)(𝑦
′
◦𝐴)

= (𝑥
′′

𝜌(𝑚)

𝜌

◦ ⋯ ◦𝑥
′′

𝜌(1)

𝜌

)(𝑦
′
◦(𝐴1 − 𝐴2))

= (𝑥
′′

𝜌(𝑚)

𝜌

◦ ⋯ ◦𝑥
′′

𝜌(1)

𝜌

)((𝑦
′
◦𝐴1) − (𝑦

′
◦𝐴2))

= (𝑥
′′

𝜌(𝑚)

𝜌

◦ ⋯ ◦𝑥
′′

𝜌(1)

𝜌

)(𝑦
′
◦𝐴1) − (𝑥

′′

𝜌(𝑚)

𝜌

◦ ⋯ ◦𝑥
′′

𝜌(1)

𝜌

)(𝑦
′
◦𝐴2)

= 𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴1)(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
)(𝑦

′
) − 𝐴𝑅

𝜌

𝑚
(𝐴2)(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
)(𝑦

′
)

=
(
𝐴𝑅

𝜌

𝑚
(𝐴1)(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
) − 𝐴𝑅

𝜌

𝑚
(𝐴2)(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
)
)
(𝑦

′
).

Assim, para todos 𝑥 ′′
1
∈ 𝐸

∼∼

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
∈ 𝐸

∼∼

𝑚
,

𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
) = 𝐴𝑅

𝜌

𝑚
(𝐴1)(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
) − 𝐴𝑅

𝜌

𝑚
(𝐴2)(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
).

Segue que 𝐴𝑅𝜌
𝑚
(𝐴) = 𝐴𝑅

𝜌

𝑚
(𝐴1)−𝐴𝑅

𝜌

𝑚
(𝐴2). Como 𝐴1 e 𝐴2 são operadores positivos, pelo feito
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acima segue que 𝐴𝑅𝜌
𝑚
(𝐴1) e 𝐴𝑅𝜌

𝑚
(𝐴2) são operadores positivos, o que prova que 𝐴𝑅𝜌

𝑚
(𝐴) é

regular.

(b) Para todos 𝑥1 ∈ 𝐸1, … , 𝑥𝑚 ∈ 𝐸𝑚 e 𝑦′
∈ 𝐹

∼, aplicando a definição de 𝐴𝑅𝜌
𝑚
(𝐴), a Proposição

2.1.2 e a definição dos operadores 𝐽𝐸𝑖 , 𝑖 = 1, … ,𝑚, obtemos

𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴)(𝐽𝐸1

(𝑥1), … , 𝐽𝐸𝑚
(𝑥𝑚))(𝑦

′
) = (𝐽𝐸𝜌(𝑚)

(𝑥𝜌(𝑚))

𝜌

◦ ⋯ ◦𝐽𝐸
𝜌(1)
(𝑥𝜌(1))

𝜌

)(𝑦
′
◦𝐴)

= 𝐽𝐸
𝜌(𝑚)

(𝑥𝜌(𝑚))

𝜌

((𝐽𝐸𝜌(𝑚−1)
(𝑥𝜌(𝑚−1))

𝜌

◦ ⋯ ◦𝐽𝐸
𝜌(1)
(𝑥𝜌(1))

𝜌

)(𝑦
′
◦𝐴))

= 𝐽𝐸
𝜌(𝑚)

(𝑥𝜌(𝑚))((𝐽𝐸𝜌(𝑚−1)
(𝑥𝜌(𝑚−1))

𝜌

◦ ⋯ ◦𝐽𝐸
𝜌(1)
(𝑥𝜌(1))

𝜌

)(𝑦
′
◦𝐴))

= ((𝐽𝐸𝜌(𝑚−1)
(𝑥𝜌(𝑚−1))

𝜌

◦ ⋯ ◦𝐽𝐸
𝜌(1)
(𝑥𝜌(1))

𝜌

)(𝑦
′
◦𝐴))(𝑥𝜌(𝑚))

⋮

= 𝐽𝐸
𝜌(2)
(𝑥𝜌(2))

𝜌

(𝐽𝐸𝜌(1)
(𝑥𝜌(1))

𝜌

(𝑦
′
◦𝐴)) (𝑥1, … , 𝜌(1)𝑥, 𝜌(2)𝑥, … , 𝑥𝑚)

= 𝐽𝐸
𝜌(2)
(𝑥𝜌(2)) ((

𝐽𝐸
𝜌(1)
(𝑥𝜌(1))

𝜌

(𝑦
′
◦𝐴)) (𝑥1, … , 𝜌(1)𝑥, 𝜌(2)𝑥, ∙ , … , 𝑥𝑚))

= ((𝐽𝐸𝜌(1)
(𝑥𝜌(1))

𝜌

(𝑦
′
◦𝐴)) (𝑥1, … , 𝜌(1)𝑥, 𝜌(2)𝑥, ∙ , … , 𝑥𝑚)) (𝑥𝜌(2))

= 𝐽𝐸
𝜌(1)
(𝑥𝜌(1))

𝜌

(𝑦
′
◦𝐴) (𝑥1, … , 𝜌(1)𝑥, … , 𝑥𝑚)

= 𝐽𝐸
𝜌(1)
(𝑥𝜌(1)) ((𝑦

′
◦𝐴)(𝑥1, … , 𝜌(1)𝑥, ∙ , … , 𝑥𝑚))

= (𝑦
′
◦𝐴) (𝑥1, … , 𝜌(1)𝑥, ∙ , … , 𝑥𝑚) (𝑥𝜌(1)) = (𝑦

′
◦𝐴)(𝑥1, … , 𝑥𝑚)

= 𝑦
′
(𝐴(𝑥1, … , 𝑥𝑚)) = 𝐽𝐹 (𝐴(𝑥1, … , 𝑥𝑚))(𝑦

′
) = (𝐽𝐹 ◦𝐴)(𝑥1, … , 𝑥𝑚)(𝑦

′
).

Isso prova que 𝐴𝑅𝜌
𝑚
(𝐴)◦(𝐽𝐸1

, … , 𝐽𝐸𝑚
) = 𝐽𝐹 ◦𝐴.

(c) Sejam 𝐴 ∈ 𝑟 (𝐸1, … , 𝐸𝑚; 𝐹 ) positivo e 0 ≤ 𝑥
′′

1
∈ 𝐸

∼∼

1
, … , 0 ≤ 𝑥

′′

𝑚
∈ 𝐸

∼∼

𝑚
. Por um

lado, (𝑥 ′′𝜌(𝑚)

𝜌

◦ ⋯ ◦𝑥
′′

𝜌(1)

𝜌

) é positivo pelo que foi feito acima. Por outro lado, para cada

𝑦
′
∈ 𝐹

∼ positivo temos (𝑦
′
◦𝐴) positivo, portanto (𝑥

′′

𝜌(𝑚)

𝜌

◦ ⋯ ◦𝑥
′′

𝜌(1)

𝜌

)(𝑦
′
◦𝐴) ≥ 0, ou seja,

𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
)(𝑦

′
) ≥ 0 para todo 𝑦′

∈ 𝐹
∼ positivo. Isso mostra que𝐴𝑅𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
) ≥

0, o que nos permite concluir que 𝐴𝑅𝜌
𝑚
(𝐴) é positivo.

(d) Dados 𝑥1 ∈ 𝐸1, … , 𝑥𝑚−1 ∈ 𝐸𝑚−1, 𝑦
′

∈ 𝐹
∼
, 𝑥

′′

𝑚
∈ 𝐸

∼∼

𝑚
, como 𝐴

∗
(𝑦

′
, 𝑥1, … , 𝑥𝑚−1) =

(𝑦
′
◦𝐴)(𝑥1, … , 𝑥𝑚−1, ∙), temos

𝐴
∗∗
(𝑥

′′

𝑚
,𝑦

′
, 𝑥1, … , 𝑥𝑚−2)(𝑥𝑚−1) = 𝑥

′′

𝑚
(𝐴

∗
(𝑦

′
, 𝑥1, … , 𝑥𝑚−1)) = 𝑥

′′

𝑚
((𝑦

′
◦𝐴)(𝑥1, … , 𝑥𝑚−1, ∙))

= 𝑥
′′

𝑚

𝜃

(𝑦
′
◦𝐴)(𝑥1, … , 𝑥𝑚−1) = 𝑥

′′

𝑚

𝜃

(𝑦
′
◦𝐴)(𝑥1, … , 𝑥𝑚−2, ∙)(𝑥𝑚−1).

Disso obtemos que 𝐴∗∗
(𝑥

′′

𝑚
, 𝑦

′
, 𝑥1, … , 𝑥𝑚−2) = 𝑥

′′

𝑚

𝜃

(𝑦
′
◦𝐴)(𝑥1, … , 𝑥𝑚−2, ∙). Agora, para todos

𝑥1 ∈ 𝐸1, … , 𝑥𝑚−2 ∈ 𝐸𝑚−2, 𝑦
′
∈ 𝐹

∼
, 𝑥

′′

𝑚−1
∈ 𝐸

∼∼

𝑚−1
, 𝑥

′′

𝑚
∈ 𝐸

∼∼

𝑚
,

𝐴
∗∗∗
(𝑥

′′

𝑚−1
,𝑥

′′

𝑚
, 𝑦

′
, 𝑥1, … , 𝑥𝑚−3)(𝑥𝑚−2) = 𝑥

′′

𝑚−1
(𝐴

∗∗
(𝑥

′′

𝑚
, 𝑦

′
, 𝑥1, … , 𝑥𝑚−2))

= 𝑥
′′

𝑚−1
(𝑥

′′

𝑚

𝜃

(𝑦
′
◦𝐴)(𝑥1, … , 𝑥𝑚−2, ∙)) = 𝑥

′′

𝑚−1

𝜃

(𝑥
′′

𝑚

𝜃

(𝑦
′
◦𝐴))(𝑥1, … , 𝑥𝑚−2)

= 𝑥
′′

𝑚−1

𝜃

(𝑥
′′

𝑚

𝜃

(𝑦
′
◦𝐴))(𝑥1, … , 𝑥𝑚−3, ∙)(𝑥𝑚−2)

= (𝑥
′′

𝑚−1

𝜃

◦𝑥
′′

𝑚

𝜃

)(𝑦
′
◦𝐴)(𝑥1, … , 𝑥𝑚−3, ∙)(𝑥𝑚−2),
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provando que 𝐴∗∗∗
(𝑥

′′

𝑚−1
, 𝑥

′′

𝑚
, 𝑦

′
, 𝑥1, … , 𝑥𝑚−3) = (𝑥

′′

𝑚−1

𝜃

◦𝑥
′′

𝑚

𝜃

)(𝑦
′
◦𝐴)(𝑥1, … , 𝑥𝑚−3, ∙). Repetindo

o processo 𝑚 − 2 vezes obtemos que, para todos 𝑥 ′′
1
∈ 𝐸

∼∼

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
∈ 𝐸

∼∼

𝑚
e 𝑦′

∈ 𝐹
∼,

𝐴
∗(𝑚+1)

(𝑥
′′

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
)(𝑦

′
) = (𝑥

′′

1

𝜃

◦ ⋯ ◦𝑥
′′

𝑚

𝜃

)(𝑦
′
◦𝐴) = 𝐴𝑅

𝜃

𝑚
(𝐴)(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
)(𝑦

′
).

Segue que 𝐴∗(𝑚+1)
= 𝐴𝑅

𝜃

𝑚
(𝐴).

Observação 2.1.4. No Teorema 2.1.3, se 𝑢 ∈ 𝑟 (𝐹 ; 𝐺), então 𝐴𝑅𝜌
𝑚
(𝑢◦𝐴) = 𝑢

′′
◦𝐴𝑅

𝜌

𝑚
(𝐴). De

fato, para 𝑥 ′′
1
∈ 𝐸

∼∼

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
∈ 𝐸

∼∼

𝑚
e 𝑧′ ∈ 𝐺∼,

𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝑢◦𝐴)(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
)(𝑧

′
) = (𝑥

′′

𝜌(𝑚)

𝜌

◦ ⋯ ◦𝑥
′′

𝜌(1)

𝜌

)(𝑧
′
◦𝑢◦𝐴)

= 𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
)(𝑧

′
◦𝑢)

= 𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
)(𝑢

′
(𝑧

′
))

= (𝑢
′′
◦𝐴𝑅

𝜌

𝑚
(𝐴))(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
)(𝑧

′
).

Nosso próximo objetivo é mostrar que uma descrição das extensões de Arens em
espaços de Riesz semelhante à descrição de Davie e Gamelin [34], das extensões de Aron-
Berner em espaços de Banach, é válida substituindo-se a topologia fraca estrela pela
topologia fraca absoluta |𝜎 |. Essa descrição será útil mais tarde. Começamos com um lema
preparatório.

Lema 2.1.5. Sejam 𝑘 ∈ {1, … ,𝑚}, 𝐸1, … , 𝐸𝑚, 𝐹 espaços de Riesz, 𝐴 ∈ 𝑟 (𝐸1, … , 𝐸𝑚; 𝐹 ), 𝜌 ∈

𝑆𝑚 e 𝑥 ′′
𝜌(1)

∈ 𝐸
∼∼

𝜌(1)
, … , 𝑥

′′

𝜌(𝑘−1)
∈ 𝐸

∼∼

𝜌(𝑘−1)
, 𝑥𝜌(𝑘+1) ∈ 𝐸𝜌(𝑘+1), … , 𝑥𝜌(𝑚) ∈ 𝐸𝜌(𝑚). Defina 𝑧′′

1
, … , 𝑧

′′

𝑚
por

𝑧
′′

𝜌(𝑗)
=

{

𝑥
′′

𝜌(𝑗)
se 𝑗 = 1, … , 𝑘,

𝐽𝐸
𝜌(𝑗)
(𝑥𝜌(𝑗)) se 𝑗 = 𝑘 + 1, … ,𝑚.

(2.6)

Então o operador linear regular

𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑧

′′

1
, … , ∙ , … , 𝑧

′′

𝑚
)∶ 𝐸

∼∼

𝜌(𝑘)
⟶ 𝐹

∼∼
,

𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑧

′′

1
, … , ∙ , … , 𝑧

′′

𝑚
)(𝑥

′′

𝜌(𝑘)
) = 𝐴𝑅𝑚(𝐴)(𝑧

′′

1
, … , 𝑧

′′

𝑚
),

onde o ponto ∙ está colocado na 𝜌(𝑘)-ésima coordenada, é |𝜎 |-|𝜎 |-contínuo.

Demonstração. Para 𝑦′
∈ 𝐹

∼ e 𝑥 ′′
𝜌(𝑘)

∈ 𝐸
∼∼

𝜌(𝑘)
, chame 𝐵𝑖 = 𝑦

′
◦𝐴𝑖 , onde 𝐴𝑖 ∈ 𝐿(𝐸1, … , 𝐸𝑚; 𝐹 ),

𝑖 = 1, 2, são operadores positivos tais que 𝐴 = 𝐴1 − 𝐴2 e 𝑤𝜌(𝑗) = 𝐽𝐸
𝜌(𝑗)
(𝑥𝜌(𝑗)), 𝑗 = 𝑘 + 1, … ,𝑚.

Pela definição das coordenadas de 𝑧′′
1
, … , 𝑧

′′

𝑚
,

𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴𝑖)(𝑧

′′

1
, … , ∙ , … , 𝑧

′′

𝑚
)(𝑥

′′

𝜌(𝑘)
)(𝑦

′
) = 𝐴𝑅

𝜌

𝑚
(𝐴𝑖)(𝑧

′′

1
, … , 𝑧

′′

𝑚
)(𝑦

′
)

= (𝑤𝜌(𝑚)

𝜌
◦ ⋯ ◦𝑤𝜌(𝑘+1)

𝜌
◦𝑥

′′

𝜌(𝑘)

𝜌

◦ ⋯ ◦𝑥
′′

𝜌(1)

𝜌

)(𝐵𝑖)

= 𝑤𝜌(𝑚)

𝜌

((𝑤𝜌(𝑚−1)

𝜌
◦ ⋯ ◦𝑤𝜌(𝑘+1)

𝜌
◦𝑥

′′

𝜌(𝑘)

𝜌

◦ ⋯ ◦𝑥
′′

𝜌(1)

𝜌

)(𝐵𝑖))

= 𝑤𝜌(𝑚)((𝑤𝜌(𝑚−1)

𝜌
◦ ⋯𝑤𝜌(𝑘+1)

𝜌
◦𝑥

′′

𝜌(𝑘)

𝜌

◦ ⋯ ◦𝑥
′′

𝜌(1)

𝜌

)(𝐵𝑖))

= (𝑤𝜌(𝑚−1)

𝜌
◦ ⋯ ◦𝑤𝜌(𝑘+1)

𝜌
◦𝑥

′′

𝜌(𝑘)

𝜌

◦ ⋯ ◦𝑥
′′

𝜌(1)

𝜌

)(𝐵𝑖)(𝑥𝜌(𝑚))

⋮
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= (𝑤𝜌(𝑘+2)

𝜌
◦𝑤𝜌(𝑘+1)

𝜌
◦𝑥

′′

𝜌(𝑘)

𝜌

◦ ⋯ ◦𝑥
′′

𝜌(1)

𝜌

)(𝐵𝑖)(𝑥1, … , 𝜌(1)𝑥, … , 𝜌(𝑘+2)𝑥, … , 𝑥𝑚)

= 𝑤𝜌(𝑘+2)

𝜌

((𝑤𝜌(𝑘+1)

𝜌
◦𝑥

′′

𝜌(𝑘)

𝜌

◦ ⋯ ◦𝑥
′′

𝜌(1)

𝜌

)(𝐵𝑖))(𝑥1, … , 𝜌(1)𝑥, … , 𝜌(𝑘+2)𝑥, … , 𝑥𝑚)

= 𝑤𝜌(𝑘+2)(((𝑤𝜌(𝑘+1)

𝜌
◦𝑥

′′

𝜌(𝑘)

𝜌

◦ ⋯ ◦𝑥
′′

𝜌(1)

𝜌

)(𝐵𝑖))(𝑥1, … , 𝜌(1)𝑥, … , 𝜌(𝑘+2)𝑥, ∙ , … , 𝑥𝑚))

= ((𝑤𝜌(𝑘+1)

𝜌
◦𝑥

′′

𝜌(𝑘)

𝜌

◦ ⋯ ◦𝑥
′′

𝜌(1)

𝜌

)(𝐵𝑖))(𝑥1, … , 𝜌(1)𝑥, … , 𝜌(𝑘+2)𝑥, ∙ , … , 𝑥𝑚)(𝑥𝜌(𝑘+2))

= (𝑤𝜌(𝑘+1)

𝜌
◦𝑥

′′

𝜌(𝑘)

𝜌

◦ ⋯ ◦𝑥
′′

𝜌(1)

𝜌

)(𝐵𝑖)(𝑥1, … , 𝜌(1)𝑥, … , 𝜌(𝑘+1)𝑥, … , 𝑥𝑚)

= 𝑤𝜌(𝑘+1)

𝜌

((𝑥
′′

𝜌(𝑘)

𝜌

◦ ⋯ ◦𝑥
′′

𝜌(1)

𝜌

)(𝐵𝑖))(𝑥1, … , 𝜌(1)𝑥, … , 𝜌(𝑘+1)𝑥, … , 𝑥𝑚)

= 𝑤𝜌(𝑘+1)(((𝑥
′′

𝜌(𝑘)

𝜌

◦ ⋯ ◦𝑥
′′

𝜌(1)

𝜌

)(𝐵𝑖))(𝑥1, … , 𝜌(1)𝑥, … , 𝜌(𝑘+1)𝑥, ∙ , … , 𝑥𝑚))

= (𝑥
′′

𝜌(𝑘)

𝜌

◦ ⋯ ◦𝑥
′′

𝜌(1)

𝜌

)(𝐵𝑖)(𝑥1, … , 𝜌(1)𝑥, … , 𝜌(𝑘+1)𝑥, ∙ , … , 𝑥𝑚)(𝑥𝜌(𝑘+1))

= (𝑥
′′

𝜌(𝑘)

𝜌

◦ ⋯ ◦𝑥
′′

𝜌(1)

𝜌

)(𝐵𝑖)(𝑥1, … , 𝜌(1)𝑥, … , 𝜌(𝑘)𝑥, … , 𝑥𝑚)

= 𝑥
′′

𝜌(𝑘)

𝜌

((𝑥
′′

𝜌(𝑘−1)

𝜌

◦ ⋯ ◦𝑥
′′

𝜌(1)

𝜌

)(𝐵𝑖))(𝑥1, … , 𝜌(1)𝑥, … , 𝜌(𝑘)𝑥, … , 𝑥𝑚)

= 𝑥
′′

𝜌(𝑘)( ((𝑥
′′

𝜌(𝑘−1)

𝜌

◦ ⋯ ◦𝑥
′′

𝜌(1)

𝜌

)(𝐵𝑖))(𝑥1, … , 𝜌(1)𝑥, … , 𝜌(𝑘)𝑥, ∙ , … , 𝑥𝑚)

⏟⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏟⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏟

∶=𝜑
𝑖

𝜌(𝑘)
∈𝐸

∼

𝜌(𝑘)

),

isto é, 𝐴𝑅𝜌
𝑚
(𝐴𝑖)(𝑧

′′

1
, … , ∙ , … , 𝑧

′′

𝑚
)(𝑥

′′

𝜌(𝑘)
)(𝑦

′
) = 𝑥

′′

𝜌(𝑘)
(𝜑

𝑖

𝜌(𝑘)
) para todos 𝑦′

∈ 𝐹
∼ e 𝑥 ′′

𝜌(𝑘)
∈ 𝐸

∼∼

𝜌(𝑘)
.

Seja (𝑥
′′

𝛼
𝜌(𝑘)

)𝛼
𝜌(𝑘)

∈Ω
𝜌(𝑘)

uma rede em 𝐸
∼∼

𝜌(𝑘)
tal que 𝑥 ′′

𝛼
𝜌(𝑘)

|𝜎 |

←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←→ 𝑥
′′

𝜌(𝑘)
. Então 𝑥 ′′

𝛼
𝜌(𝑘)

− 𝑥
′′

𝜌(𝑘)

|𝜎 |

←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←→ 0, logo
|𝑥

′′

𝛼
𝜌(𝑘)

− 𝑥
′′

𝜌(𝑘)
|(|𝑥

′

𝜌(𝑘)
|) ⟶ 0 para todo 𝑥 ′

𝜌(𝑘)
∈ 𝐸

∼

𝜌(𝑘)
(Proposição 1.2.2). Dado 𝜑 ∈ 𝐹

∼, pondo

𝜓
𝑖

𝜌(𝑘)
= (|𝑥

′′

𝜌(𝑘−1)
|
𝜌
◦ ⋯ ◦|𝑥

′′

𝜌(1)
|

𝜌

)(|𝜑|◦𝐴𝑖)(|𝑥1|, … , |𝜌(1)𝑥|, … , |𝜌(𝑘)𝑥|, ∙ , … , |𝑥𝑚|) ∈ 𝐸
∼

𝜌(𝑘)
,

o Teorema 2.1.3 fornece

|𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑧

′′

1
, … , ∙, … , 𝑧

′′

𝑚
)(𝑥

′′

𝛼
𝜌(𝑘)

) − 𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑧

′′

1
, … , ∙ , … , 𝑧

′′

𝑚
)(𝑥

′′

𝜌(𝑘)
)|(|𝜑|)

= |𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑧

′′

1
, … , ∙ , … , 𝑧

′′

𝑚
)(𝑥

′′

𝛼
𝜌(𝑘)

− 𝑥
′′

𝜌(𝑘)
)|(|𝜑|)

≤ |𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴1 − 𝐴2)|(|𝑧

′′

1
|, … , ∙ , … , |𝑧

′′

𝑚
|)|(|𝑥

′′

𝛼
𝜌(𝑘)

− 𝑥
′′

𝜌(𝑘)
|)(|𝜑|)

≤ (𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴1) + 𝐴𝑅

𝜌

𝑚
(𝐴2))(|𝑧

′′

1
|, … , ∙ , … , |𝑧

′′

𝑚
|)(|𝑥

′′

𝛼
𝜌(𝑘)

− 𝑥
′′

𝜌(𝑘)
|)(|𝜑|)

=

2

∑

𝑖=1

𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴𝑖)(|𝑧

′′

1
|, … , ∙ , … , |𝑧

′′

𝑚
|)(|𝑥

′′

𝛼
𝜌(𝑘)

− 𝑥
′′

𝜌(𝑘)
|)(|𝜑|)

= |𝑥
′′

𝛼
𝜌(𝑘)

− 𝑥
′′

𝜌(𝑘)
|(𝜓

1

𝜌(𝑘)
) + |𝑥

′′

𝛼
𝜌(𝑘)

− 𝑥
′′

𝜌(𝑘)
|(𝜓

2

𝜌(𝑘)
) ⟶ 0,

o que implica que

|𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑧

′′

1
, … , ∙, … , 𝑧

′′

𝑚
)(𝑥

′′

𝛼
𝜌(𝑘)

) − 𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑧

′′

1
, … , ∙, … , 𝑧

′′

𝑚
)(𝑥

′′

𝜌(𝑘)
)|(|𝜑|) ⟶ 0.

Pela Proposição 1.2.2 e da definição das seminormas que geram a topologia fraca absoluta

obtemos que 𝐴𝑅𝜌
𝑚
(𝐴)(𝑧

′′

1
, … , ∙ , … , 𝑧

′′

𝑚
)(𝑥

′′

𝛼
𝜌(𝑘)

)

|𝜎 |

←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←→ 𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑧

′′

1
, … , ∙ , … , 𝑧

′′

𝑚
)(𝑥

′′

𝜌(𝑘)
).

Proposição 2.1.6. Sejam 𝐸1, … , 𝐸𝑚, 𝐹 espaços de Riesz com 𝐸1, … , 𝐸𝑚 Arquimedianos, 𝜌 ∈
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𝑆𝑚 e 𝐴∶ 𝐸1 × ⋯ × 𝐸𝑚 ⟶ 𝐹 um operador 𝑚-linear regular. Para 𝑥 ′′
𝑘
∈ (𝐸

∼

𝑘
)
∼

𝑛
, 𝑘 = 1, … ,𝑚,

𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
) = |𝜎 |- lim

𝛼
𝜌(1)

⋯ |𝜎|- lim
𝛼
𝜌(𝑚)

𝐽𝐹 (𝐴(𝑥𝛼1
, … , 𝑥𝛼𝑚

)),

onde, para cada 𝑘 = 1, … ,𝑚, (𝑥𝛼𝑘 )𝛼𝑘 é uma rede em 𝐸𝑘 tal que 𝐽𝐸𝑘 (𝑥𝛼𝑘 )
|𝜎 |

⟶ 𝑥
′′

𝑘
em (𝐸

∼

𝑘
)
∼

𝑛
.

Demonstração. Para os funcionais dados 𝑥 ′′
1
∈ (𝐸

∼

1
)
∼

𝑛
, … , 𝑥

′′

𝑚
∈ (𝐸

∼

𝑚
)
∼

𝑛
, defina 𝑧′′

1
, … , 𝑧

′′

𝑚
como

em (2.6). Como os 𝐸𝑖 , 𝑖 = 1, … ,𝑚 são Arquimedianos, por [50, Theorem 2] existe uma

rede (𝑥𝛼𝑗
)𝛼𝑗∈Ω𝑗

em 𝐸𝑗 tal que 𝐽𝐸𝑗 (𝑥𝛼𝑗 )
|𝜎 |

←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←→ 𝑥
′′

𝑗
, 𝑗 = 1, … ,𝑚. No próximo cálculo, o símbolo 𝑘=𝑗

=

significa que a conclusão do Lema 2.1.5 está sendo aplicada para 𝑘 = 𝑗, e o símbolo 2.6,𝑘=𝑗

=

significa que (2.6) está sendo usada para 𝑘 = 𝑗:

𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑥

′′

1
, … ,𝑥

′′

𝑚
) = 𝐴𝑅

𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑥

′′

1
, … , ∙ , … , 𝑥

′′

𝑚
)(𝑥

′′

𝜌(𝑚)
)

𝑘=𝑚

= |𝜎 | − lim
𝛼
𝜌(𝑚)

𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑥

′′

1
, … , ∙ , … , 𝑥

′′

𝑚
)(𝐽𝐸

𝜌(𝑚)
(𝑥𝛼

𝜌(𝑚)
))

2.6,𝑘=𝑚−1

= |𝜎 | − lim
𝛼
𝜌(𝑚)

𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑧

′′

1
, … , 𝑧

′′

𝑚
)

= |𝜎 | − lim
𝛼
𝜌(𝑚)

𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑥

′′

1
, … , ∙ , … , 𝑥

′′

𝑚
)(𝑥

′′

𝜌(𝑚−1)
)

𝑘=𝑚−1

= |𝜎 | −lim
𝛼
𝜌(𝑚)

|𝜎 | − lim
𝛼
𝜌(𝑚−1)

𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑥

′′

1
, … , ∙ , … , 𝑥

′′

𝑚
)(𝐽𝐸

𝜌(𝑚−1)
(𝑥𝛼

𝜌(𝑚−1)
))

2.6,𝑘=𝑚−2

= |𝜎 | − lim
𝛼
𝜌(𝑚)

|𝜎 | − lim
𝛼
𝜌(𝑚−1)

𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑧

′′

1
, … , 𝑧

′′

𝑚
)

⋮

2.6,𝑘=1

= |𝜎 | − lim
𝛼
𝜌(𝑚)

⋯ |𝜎| − lim
𝛼
𝜌(2)

𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑧

′′

1
, … , 𝑧

′′

𝑚
)

= |𝜎 | − lim
𝛼
𝜌(𝑚)

⋯ |𝜎| − lim
𝛼
𝜌(2)

𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑥

′′

1
, … , ∙ , … , 𝑥

′′

𝑚
)(𝑥

′′

𝜌(1)
)

𝑘=1

= |𝜎 | − lim
𝛼
𝜌(𝑚)

⋯ |𝜎| − lim
𝛼
𝜌(1)

𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑥

′′

1
, … , ∙ , … , 𝑥

′′

𝑚
)(𝐽𝐸

𝜌(1)
(𝑥𝛼

𝜌(1)
))

= |𝜎 | − lim
𝛼
𝜌(𝑚)

⋯ |𝜎| − lim
𝛼
𝜌(1)

𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴)(𝐽𝐸1

(𝑥𝛼1
), … , 𝐽𝐸𝑚

(𝑥𝛼𝑚
))

= |𝜎 | − lim
𝛼
𝜌(𝑚)

⋯ |𝜎| − lim
𝛼
𝜌(1)

𝐽𝐹 (𝐴(𝑥𝛼1
, … , 𝑥𝛼𝑚

)).

Portanto 𝐴𝑅𝜌
𝑚
(𝐴)(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
) = |𝜎 | − lim

𝛼
𝜌(𝑚)

⋯ |𝜎| − lim
𝛼
𝜌(1)

𝐽𝐹 (𝐴(𝑥𝛼1
, … , 𝑥𝛼𝑚

)).

2.2 Extensões de multimorfismos entre espaços de
Riesz

Dado um multimorfismo de Riesz 𝐴 ∈ 𝑟 (𝐸1, … , 𝐸𝑚; 𝐹 ), Pelo Teorema 2.1.3(b) segue
imediatamente que a restrição de qualquer extensão de Arens 𝐴𝑅𝜌

𝑚
(𝐴) de 𝐴 sobre 𝐽𝐸1(𝐸1) ×

⋯ × 𝐽𝐸𝑚
(𝐸𝑚) é um multimorfismo de Riesz. Além disso, em [21] foi provado para o caso

bilinear que a restrição da extensão de Arens 𝐴∗∗∗
= 𝐴𝑅

𝜃

2
(𝐴) a (𝐸∼

1
)
∼

𝑛
× (𝐸

∼

2
)
∼

𝑛
é um bimorfismo

de Riesz. A seguir mostramos que a fórmula obtida na Proposição 2.1.6 fornece uma
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demonstração curta de uma extensão desse fato a qualquer extensão de Arens de 𝐴 e para
qualquer 𝑚.

Relembre que um operador 𝑚-linear 𝐴∶ 𝐸1 × ⋯ × 𝐸𝑚 ⟶ 𝐹 entre espaços de Riesz é
um multimorfismo de Riesz se |𝐴(𝑥1, … , 𝑥𝑚)| = 𝐴(|𝑥1|, … , |𝑥𝑚|) para todos 𝑥1 ∈ 𝐸1, … , 𝑥𝑚 ∈

𝐸𝑚.

Proposição 2.2.1. Se os espaços de Riesz 𝐸1, … , 𝐸𝑚 são Arquimedianos, 𝐹 é um espaço de
Riesz e 𝐴 ∈ 𝑟 (𝐸1, … , 𝐸𝑚; 𝐹 ) é um multimorfismo de Riesz, então, para qualquer 𝜌 ∈ 𝑆𝑚, a
restrição de 𝐴𝑅𝜌

𝑚
(𝐴) para (𝐸

∼

1
)
∼

𝑛
× ⋯ × (𝐸

∼

𝑚
)
∼

𝑛
é um multimorfismo de Riesz.

Demonstração. Sejam 𝜌 ∈ 𝑆𝑚, 𝐴 ∈ 𝑟 (𝐸1, … , 𝐸𝑚; 𝐹 ) um multimorfismo de Riesz e 𝑥 ′′
1

∈

(𝐸
∼

1
)
∼

𝑛
, … , 𝑥

′′

𝑚
∈ (𝐸

∼

𝑚
)
∼

𝑛
. Pela Proposição 2.1.6,

𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
) = |𝜎 | − lim

𝛼
𝜌(𝑚)

⋯ |𝜎| − lim
𝛼
𝜌(1)

𝐽𝐹 (𝐴(𝑥𝛼1
, … , 𝑥𝛼𝑚

)),

onde, para cada 𝑗 = 1, … ,𝑚, (𝑥𝛼𝑗 )𝛼𝑗∈Ω𝑗
é uma rede em 𝐸𝑗 tal que 𝐽𝐸𝑗 (𝑥𝛼𝑗 )

|𝜎 |

←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←→ 𝑥
′′

𝑗
. Como

as operações reticuladas são |𝜎 |-|𝜎 |-contínuas, chamando o Lema 1.2.3 e usando que o

mergulho canônico é um homomorfismo de Riesz, do Teorema 1.4.6 segue que 𝐽𝐸𝑗 (|𝑥𝛼𝑗 |)
|𝜎 |

←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←→

|𝑥
′′

𝑗
| para todo 𝑗 = 1, … ,𝑚. Aplicando a Proposição 2.1.6,

𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴)(|𝑥

′′

1
|, … , |𝑥

′′

𝑚
|) = |𝜎 | − lim

𝛼
𝜌(𝑚)

⋯ |𝜎| − lim
𝛼
𝜌(1)

𝐽𝐹 (𝐴(|𝑥𝛼1
|, … , |𝑥𝛼𝑚

|)).

Como 𝐴 é multimorfismo de Riesz e 𝐽𝐹 é homomorfismo de Riesz, 𝐽𝐹 ◦𝐴 também é multi-
morfismo de Riesz, logo

𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴)(|𝑥

′′

1
|, … , |𝑥

′′

𝑚
|) = |𝜎 | − lim

𝛼
𝜌(𝑚)

⋯ |𝜎| − lim
𝛼
𝜌(1)

𝐽𝐹 (𝐴(|𝑥𝛼1
|, … , |𝑥𝛼𝑚

|))

= |𝜎 | − lim
𝛼
𝜌(𝑚)

⋯ |𝜎| − lim
𝛼
𝜌(1)

|𝐽𝐹 (𝐴(𝑥𝛼1
, … , 𝑥𝛼𝑚

))|

=
|
|
|
|𝜎 | − lim

𝛼
𝜌(𝑚)

⋯ |𝜎| − lim
𝛼
𝜌(1)

𝐽𝐹 (𝐴(𝑥𝛼1
, … , 𝑥𝛼𝑚

))
|
|
|

= |𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
)|.

A penúltima igualdade segue da |𝜎 |-|𝜎 |- continuidade das operações reticuladas (veja Lema
1.2.3). Assim,

𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴)(|𝑥

′′

1
|, … , |𝑥

′′

𝑚
|) = |𝐴𝑅

𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
)|,

isto é, cada extensão de Arens 𝐴𝑅𝜌
𝑚
(𝐴) é um multimorfismo de Riesz sobre (𝐸

∼

1
)
∼

𝑛
× ⋯ ×

(𝐸
∼

𝑚
)
∼

𝑛
.

Nos direcionamos agora aos nossos principais resultados deste capítulo. Similarmente
à noção de aplicações de posto finito entre espaços vetoriais (veja, por exemplo, [65]),
dizemos que uma aplicação que toma valores em um espaço de Riesz tem posto finito se o
subreticulado gerado por sua imagem for de dimensão finita.

Teorema 2.2.2. Se 𝐸1, … , 𝐸𝑚 são espaços de Riesz, 𝐹 é um espaço de Riesz Arquimediano e
𝐴∶ 𝐸1 ×⋯ × 𝐸𝑚 ⟶ 𝐹 é um multimorfismo de Riesz de posto finito, então todas as extensões
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de Arens de 𝐴, 𝐴𝑅𝜌
𝑚
(𝐴)∶ 𝐸

∼∼

1
× ⋯ × 𝐸

∼∼

𝑚
⟶ 𝐹

∼∼, 𝜌 ∈ 𝑆𝑚, coincidem e são multimorfismos de
Riesz.

Demonstração. Seja 𝜌 ∈ 𝑆𝑚. Começamos com um multimorfismo de Riesz a valores escala-
res 𝐵∶ 𝐸1×⋯×𝐸𝑚 ⟶ ℝ. Pelo Teorema 2.1.3 obtemos que𝐴𝑅𝜌

𝑚
(𝐵)∶ 𝐸

∼∼

1
×⋯×𝐸

∼∼

𝑚
⟶ ℝ é uma

forma𝑚-linear regular. Por [52, Theorem 6] existem homomorfismos de Riesz 𝜑𝑖 ∶ 𝐸𝑖 ⟶ ℝ,
𝑖 = 1, … ,𝑚, tais que 𝐵(𝑥1, … , 𝑥𝑚) = 𝜑1(𝑥1) ⋯ 𝜑𝑚(𝑥𝑚) para todos 𝑥1 ∈ 𝐸1, … , 𝑥𝑚 ∈ 𝐸𝑚. Para
𝑘 = 1, … ,𝑚, é claro que

𝐵𝑘 ∶ 𝐸1 × ⋯ × 𝜌(1)𝐸 × ⋯ × 𝜌(𝑘−1)𝐸 × ⋯ × 𝐸𝑚 ⟶ ℝ

definida por

𝐵𝑘(𝑥1, … , 𝜌(1)𝑥, … , 𝜌(𝑘−1)𝑥, … , 𝑥𝑚) = 𝜑1(𝑥1) ⋯ 𝜌(1)𝜑(𝑥𝜌(1)) ⋯ 𝜌(𝑘−1)𝜑(𝑥𝜌(𝑘−1)) ⋯ 𝜑𝑚(𝑥𝑚),

é uma forma multilinear. É claro também que 𝐵𝑘 é positivo, pois cada 𝜑𝑖 é um homomorfismo
de Riesz. Em particular, 𝐵𝑘 ∈ 𝑟 (𝐸1, … , 𝜌(1)𝐸,… , 𝜌(𝑘−1)𝐸,… , 𝐸𝑚). Para cada 𝑘 = 1, … ,𝑚 − 1 e
cada 𝑥𝜌(𝑘) ∈ 𝐸𝜌(𝑘), tem-se

𝐵𝑘(𝑥1, … , 𝜌(1)𝑥, … , 𝜌(𝑘)𝑥, ∙ , … , 𝑥𝑚)(𝑥𝜌(𝑘)) = 𝐵𝑘(𝑥1, … , 𝜌(1)𝑥, … , 𝜌(𝑘−1)𝑥, … , 𝑥𝑚)

= 𝜑1(𝑥1) ⋯ 𝜌(1)𝜑(𝑥𝜌(1)) ⋯ 𝜌(𝑘−1)𝜑(𝑥𝜌(𝑘−1)) ⋯ 𝜑𝑚(𝑥𝑚)

= 𝜑1(𝑥1) ⋯ 𝜌(1)𝜑(𝑥𝜌(1)) ⋯ 𝜌(𝑘)𝜑(𝑥𝜌(𝑘)) ⋯ 𝜑𝑚(𝑥𝑚)𝜑𝜌(𝑘)(𝑥𝜌(𝑘))

= 𝐵𝑘+1(𝑥1, … , 𝜌(1)𝑥, … , 𝜌(𝑘)𝑥, … , 𝑥𝑚)𝜑𝜌(𝑘)(𝑥𝜌(𝑘)),

ou seja, 𝐵𝑘(𝑥1, … , 𝜌(1)𝑥, … , 𝜌(𝑘)𝑥, ∙, … , 𝑥𝑚) = 𝐵𝑘+1(𝑥1, … , 𝜌(1)𝑥, … , 𝜌(𝑘)𝑥, … , 𝑥𝑚)𝜑𝜌(𝑘), 𝑘 =

1, … ,𝑚 − 1. Para 𝑘 = 𝑚, temos 𝐵𝑚 = 𝜑𝜌(𝑚). Dados 𝑥 ′′
𝜌(𝑘)

∈ 𝐸
∼∼

𝜌(𝑘)
, 𝑘 = 1, … ,𝑚 − 1, pela

Proposição 2.1.2 temos

𝑥
′′

𝜌(𝑘)

𝜌

(𝐵𝑘)(𝑥1, … , 𝜌(1)𝑥, … , 𝜌(𝑘)𝑥, … , 𝑥𝑚) = 𝑥
′′

𝜌(𝑘)
(𝐵𝑘(𝑥1, … , 𝜌(1)𝑥, … , 𝜌(𝑘)𝑥, ∙ , … , 𝑥𝑚))

= 𝑥
′′

𝜌(𝑘)
(𝐵𝑘+1(𝑥1, … , 𝜌(1)𝑥, … , 𝜌(𝑘)𝑥, … , 𝑥𝑚)𝜑𝜌(𝑘))

= 𝐵𝑘+1(𝑥1, … , 𝜌(1)𝑥, … , 𝜌(𝑘)𝑥, … , 𝑥𝑚)𝑥
′′

𝜌(𝑘)
(𝜑𝜌(𝑘))

e segue que 𝑥 ′′
𝜌(𝑘)

𝜌

(𝐵𝑘) = 𝑥
′′

𝜌(𝑘)
(𝜑𝜌(𝑘))𝐵𝑘+1 para 𝑘 = 1, … ,𝑚−1. Além disso, para 𝑘 = 𝑚 obtemos

𝑥
′′

𝜌(𝑚)

𝜌

(𝐵𝑚) = 𝑥
′′

𝜌(𝑚)

𝜌

(𝜑𝜌(𝑚)) = 𝑥
′′

𝜌(𝑚)
(𝜑𝜌(𝑚)). Usando que 𝐵 = 𝐵1, para todos 𝑥 ′′

1
∈ 𝐸

∼∼

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
∈

𝐸
∼∼

𝑚
, temos

𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐵)(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
) = (𝑥

′′

𝜌(𝑚)

𝜌

◦ ⋯ ◦𝑥
′′

𝜌(1)

𝜌

)(𝐵) = (𝑥
′′

𝜌(𝑚)

𝜌

◦ ⋯ ◦𝑥
′′

𝜌(1)

𝜌

)(𝐵1)

= 𝑥
′′

𝜌(𝑚)

𝜌

(⋯ (𝑥
′′

𝜌(2)

𝜌

(𝑥
′′

𝜌(1)

𝜌

(𝐵1)))⋯ )

= 𝑥
′′

𝜌(𝑚)

𝜌

(⋯ (𝑥
′′

𝜌(2)

𝜌

(𝑥
′′

𝜌(1)
(𝜑𝜌(1))𝐵2))⋯ )

= 𝑥
′′

𝜌(1)
(𝜑𝜌(1))𝑥

′′

𝜌(𝑚)

𝜌

(⋯ (𝑥
′′

𝜌(3)

𝜌

(𝑥
′′

𝜌(2)

𝜌

(𝐵2)))⋯ )

= 𝑥
′′

𝜌(1)
(𝜑𝜌(1))𝑥

′′

𝜌(𝑚)

𝜌

(⋯ (𝑥
′′

𝜌(3)

𝜌

(𝑥
′′

𝜌(2)
(𝜑𝜌(2))𝐵3))⋯ )

= 𝑥
′′

𝜌(1)
(𝜑𝜌(1))𝑥

′′

𝜌(2)
(𝜑𝜌(2))𝑥

′′

𝜌(𝑚)

𝜌

(⋯ (𝑥
′′

𝜌(3)

𝜌

(𝐵3))⋯ )

⋮
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= 𝑥
′′

𝜌(1)
(𝜑𝜌(1)) ⋯ 𝑥

′′

𝜌(𝑚−2)
(𝜑𝜌(𝑚−2))𝑥

′′

𝜌(𝑚)

𝜌

(𝑥
′′

𝜌(𝑚−1)

𝜌

(𝐵𝑚−1))

= 𝑥
′′

𝜌(1)
(𝜑𝜌(1)) ⋯ 𝑥

′′

𝜌(𝑚−2)
(𝜑𝜌(𝑚−2))𝑥

′′

𝜌(𝑚)

𝜌

(𝑥
′′

𝜌(𝑚−1)
(𝜑𝜌(𝑚−1))𝐵𝑚)

= 𝑥
′′

𝜌(1)
(𝜑𝜌(1)) ⋯ 𝑥

′′

𝜌(𝑚−2)
(𝜑𝜌(𝑚−2))𝑥

′′

𝜌(𝑚−1)
(𝜑𝜌(𝑚−1))𝑥

′′

𝜌(𝑚)

𝜌

(𝜑𝜌(𝑚))

= 𝑥
′′

𝜌(1)
(𝜑𝜌(1)) ⋯ 𝑥

′′

𝜌(𝑚−2)
(𝜑𝜌(𝑚−2))𝑥

′′

𝜌(𝑚−1)
(𝜑𝜌(𝑚−1))𝑥

′′

𝜌(𝑚)
(𝜑𝜌(𝑚)),

ou seja,
𝐴𝑅

𝜌

𝑚
(𝐵)(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
) = 𝑥

′′

1
(𝜑1) ⋯ 𝑥

′′

𝑚
(𝜑𝑚) = 𝜑

′′

1
(𝑥

′′

1
) ⋯ 𝜑

′′

𝑚
(𝑥

′′

𝑚
),

onde 𝜑′′

𝑖
é o biadjunto do homomorfismo de Riesz 𝜑𝑖 , 𝑖 = 1, … ,𝑚. Assim, a extensão não

depende de 𝜌 e, como 𝜑′′

1
, … , 𝜑

′′

𝑚
são homomorfismos de Riesz (Teorema 1.4.5), segue que

𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐵) é um multimorfismo de Riesz.

Como passo intermediário, para 𝑛 ∈ ℕ considere ℝ
𝑛 com a ordem coordenada a

coordenada e seja 𝐶 ∶ 𝐸1 × ⋯ × 𝐸𝑚 ⟶ ℝ
𝑛 um multimorfismo de Riesz. Pelo Teorema

2.1.3 sabemos que 𝐴𝑅𝜌
𝑚
(𝐶)∶ 𝐸

∼∼

1
× ⋯ × 𝐸

∼∼

𝑚
⟶ (ℝ

𝑛
)
∼∼
= ℝ

𝑛 é uma forma 𝑚-linear regular.
Tomando as projeções canônicas 𝜋𝑗 ∶ ℝ

𝑛
⟶ ℝ, 𝑗 = 1, … , 𝑛, que são homomorfismos de

Riesz, cada 𝜋𝑗◦𝐶 é um multimorfismo de Riesz a valores escalares. Da primeira parte da
demonstração obtemos que 𝐴𝑅𝜌

𝑚
(𝜋𝑗◦𝐶)∶ 𝐸

∼∼

1
× ⋯ × 𝐸

∼∼

𝑚
⟶ ℝ é um multimorfismo de Riesz

que não depende de 𝜌. Pela Observação 2.1.4,

𝜋𝑗◦𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐶) = 𝜋

′′

𝑗
◦𝐴𝑅

𝜌

𝑚
(𝐶) = 𝐴𝑅

𝜌

𝑚
(𝜋𝑗◦𝐶)

é um multimorfismo de Riesz para cada 𝑗 = 1, … , 𝑛. De

𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐶)(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
) = ((𝜋𝑗◦𝐴𝑅

𝜌

𝑚
(𝐶)(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
))
𝑛

𝑗=1

segue que 𝐴𝑅𝜌
𝑚
(𝐶) não depende de 𝜌 e é um multimorfismo de Riesz, pois estamos traba-

lhando com a ordem coordenada a coordenada em ℝ
𝑛.

Finalmente, sejam 𝐹 um espaço de Riesz Arquimediano e 𝐴∶ 𝐸1 × ⋯ × 𝐸𝑚 ⟶ 𝐹 um
multimorfismo de Riesz de posto finito. Chame de 𝐺 o subreticulado de dimensão finita
de 𝐹 gerado pela imagem de 𝐴, denote por 𝑖 ∶ 𝐺 ⟶ 𝐹 o operador inclusão e note que
a restrição de 𝐴 a 𝐺, denotada por 𝐴1∶ 𝐸1 × ⋯ × 𝐸𝑚 ⟶ 𝐺, é um multimorfismo de
Riesz. Chamemos de 𝑛 ∈ ℕ a dimensão do espaço Arquimediano 𝐺. Por [73, Corollary 1,
p. 70] existe um isomorfismo de Riesz 𝐼 ∶ 𝐺 ⟶ ℝ

𝑛, onde ℝ
𝑛 tem a ordem coordenada a

coordenada. Como 𝐼 ◦𝐴1 é um multimorfismo de Riesz a valores em ℝ
𝑛, da segunda parte

da demonstração obtemos que 𝐴𝑅𝜌
𝑚
(𝐼 ◦𝐴1) é um multimorfismo de Riesz que não depende

de 𝜌. Pela Observação 2.1.4,

𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴) = 𝐴𝑅

𝜌

𝑚
(𝑖◦𝐼

−1
◦𝐼 ◦𝐴1) = 𝑖

′′
◦(𝐼

−1
)
′′
◦𝐴𝑅

𝜌

𝑚
(𝐼 ◦𝐴1).

É claro que 𝑖′′ é homomorfismo de Riesz. Vejamos que (𝐼
−1
)
′′ também é homomorfismo de

Riesz. Para todo 𝑦 ∈ ℝ
𝑛 existe 𝑥 ∈ 𝐺 tal que 𝐼 (𝑥) = 𝑦 , e portanto

𝐼
−1
(|𝑦|) = 𝐼

−1
(|𝐼 (𝑥)|) = (𝐼

−1
◦𝐼 )(|𝑥|) = |𝑥| = |𝐼

−1
(𝑦)|.

Isso implica que 𝐼 −1 é homomorfismo de Riesz, e daí (𝐼 −1)′′ também é homomorfismo
de Riesz pelo Teorema 1.4.5. Portanto 𝐴𝑅𝜌

𝑚
(𝐴) não depende de 𝜌 e é um multimorfismo
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de Riesz, pois é a composição de homomorfismos de Riesz com um multimorfismo de
Riesz.

Definição 2.2.3. Uma álgebra de Riesz (, ∗) é um espaço de Riesz  com um produto ∗

que o torna uma álgebra associativa e tal que 𝑥 ∗ 𝑦 ≥ 0 para todos 𝑥, 𝑦 ∈ +.

Uma álgebra de Riesz (, ∗) é uma 𝑓 -álgebra se 𝑥 ∧ 𝑦 = 0 em  implica que (𝑥 ∗

𝑧) ∧ 𝑦 = (𝑧 ∗ 𝑥) ∧ 𝑦 = 0 para todo 𝑧 ∈ +
. Se (, ∗) é uma 𝑓 -álgebra, então o produto de

Arens ⊙, definido a seguir, torna ∼∼ uma 𝑓 -álgebra (veja [80]). Dados 𝑥 ∈ , 𝑦′
∈ ∼ e

𝑥
′′
, 𝑦

′′
∈ ∼∼, define-se:

𝑦
′
⋅ 𝑥 ∶  ⟶ ℝ , (𝑦

′
⋅ 𝑥)(𝑦) = 𝑦

′
(𝑥 ∗ 𝑦),

𝑥
′′
⋄ 𝑦

′
∶  ⟶ ℝ , (𝑥

′′
⋄ 𝑦

′
)(𝑦) = 𝑥

′′
(𝑦

′
⋅ 𝑦) e

𝑥
′′
⊙ 𝑦

′′
∶ ∼

⟶ ℝ , (𝑥
′′
⊙ 𝑦

′′
)(𝑧

′
) = 𝑥

′′
(𝑦

′′
⋄ 𝑧

′
).

Para maiores detalhes sobre álgebras de Riesz e 𝑓 -álgebras, veja [5, Capítulo 2, p.
122].

Um espaço de Riesz é chamado lateralmente completo se todo conjunto de vetores
positivos disjuntos dois a dois tem supremo. Um espaço de Riesz que é ao mesmo tempo
lateralmente completo e Dedekind completo é chamado de espaço de Riesz universalmente
completo [5, p. 126].

Observação 2.2.4. Sejam 𝐸1, … , 𝐸𝑚 espaços de Riesz e (, ∗) uma 𝑓 -álgebra. Um multi-
morfismo de Riesz 𝐴∶ 𝐸1 × ⋯ × 𝐸𝑚 ⟶  é dito multiplicativo se para cada 𝑖 = 1, … ,𝑚,
existe um homomorfismo de Riesz 𝑇𝑖 ∶ 𝐸𝑖 ⟶  tal que

𝐴(𝑥1, … , 𝑥𝑚) = 𝑇1(𝑥1) ∗ ⋯ ∗ 𝑇𝑚(𝑥𝑚)

para todos 𝑥1 ∈ 𝐸1, … , 𝑥𝑚 ∈ 𝐸𝑚. A primeira parte da demonstração do Teorema 2.2.2
pode ser facilmente adaptada para mostrar que todas as extensões de Arens de 𝐴 são
multimorfismos de Riesz, onde o contradomínio de 𝐴 é uma 𝑓 -álgebra. Na verdade, aquele
mesmo raciocínio mostra que, para cada 𝜌 ∈ 𝑆𝑚 e todos 𝑥 ′′

𝑖
∈ 𝐸

∼∼

𝑖
, 𝑖 = 1, … ,𝑚,

𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
) = (𝑥

′′

𝜌(𝑚)
◦𝑇

′

𝜌(𝑚)
) ⊙ ⋯ ⊙ (𝑥

′′

𝜌(1)
◦𝑇

′

𝜌(1)
) = 𝑇

′′

𝜌(𝑚)
(𝑥

′′

𝜌(𝑚)
) ⊙ ⋯ ⊙ 𝑇

′′

𝜌(1)
(𝑥

′′

𝜌(1)
),

onde ⊙ é o produto de Arens que torna ∼∼ uma 𝑓 -álgebra. Isto mostra, em particular, que
todas as extensões de Arens de qualquer multimorfismo de Riesz tomando valores em um
espaço de Riesz universalmente completo com ordem unidade fraca são multimorfismos
de Riesz multiplicativos.

O seguinte resultado parcial para multimorfismos de Riesz arbitrários será útil mais
adiante.

Proposição 2.2.5. Sejam 𝐸1, … , 𝐸𝑚, 𝐹 espaços de Riesz, 𝐴 ∈ 𝑟 (𝐸1, … , 𝐸𝑚; 𝐹 ) um multimor-
fismo de Riesz e 𝜌 ∈ 𝑆𝑚. Para cada homomorfismo de Riesz 𝑦′

∈ 𝐹
∼, 𝐽𝐹 ∼(𝑦′

)◦𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴) é um

multimorfismo de Riesz e

|𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
)|(𝑦

′
) = 𝐴𝑅

𝜌

𝑚
(𝐴)(|𝑥

′′

1
|, … , |𝑥

′′

𝑚
|)(𝑦

′
)
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para todos 𝑥 ′′
1
∈ 𝐸

∼∼

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
∈ 𝐸

∼∼

𝑚
.

Demonstração. Seja 𝑦′
∈ 𝐹

∼ um homomorfismo de Riesz. Então 𝑦′
◦𝐴 ∈ 𝑟 (𝐸1, … , 𝐸𝑚) é um

multimorfismo de Riesz, e portanto 𝐴𝑅𝜌
𝑚
(𝑦

′
◦𝐴)∶ 𝐸

∼∼

1
× ⋯ × 𝐸

∼∼

𝑚
⟶ ℝ é um multimorfismo

de Riesz pelo Teorema 2.2.2. Para provar a primeira afirmação é suficiente verificar que
𝐽𝐹 ∼(𝑦

′
)◦𝐴𝑅

𝜌

𝑚
(𝐴) = 𝐴𝑅

𝜌

𝑚
(𝑦

′
◦𝐴): de fato, para todos 𝑥 ′′

1
∈ 𝐸

∼∼

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
∈ 𝐸

∼∼

𝑚
,

(𝐽𝐹 ∼(𝑦
′
)◦𝐴𝑅

𝜌

𝑚
(𝐴))(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
) = 𝐽𝐹 ∼(𝑦

′
)(𝐴𝑅

𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
))

= 𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
)(𝑦

′
)

= (𝑥
′′

𝜌(𝑚)

𝜌

◦ ⋯ ◦𝑥
′′

𝜌(1)

𝜌

)(𝑦
′
◦𝐴)

= 𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝑦

′
◦𝐴)(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
).

Uma vez que acabamos de provar que 𝐽𝐹 ∼(𝑦′
)◦𝐴𝑅

𝜌

𝑚
(𝐴) é um multimorfismo de Riesz e

usando que 𝐴𝑅𝜌
𝑚
(𝐴) ≥ 0 (Teorema 2.1.3) e 𝑦′

≥ 0, para todos 𝑥 ′′
1
∈ 𝐸

∼∼

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
∈ 𝐸

∼∼

𝑚
obtemos

𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴)(|𝑥

′′

1
|, … , |𝑥

′′

𝑚
|)(𝑦

′
) = (𝐽𝐹 ∼(𝑦

′
)◦𝐴𝑅

𝜌

𝑚
(𝐴))(|𝑥

′′

1
|, … , |𝑥

′′

𝑚
|)

= |(𝐽𝐹 ∼(𝑦
′
)◦𝐴𝑅

𝜌

𝑚
(𝐴))(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
)|

= |𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
)(𝑦

′
)|

≤ |𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
)|(𝑦

′
)

≤ 𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴)(|𝑥

′′

1
|, … , |𝑥

′′

𝑚
|)(𝑦

′
),

donde decorre a segunda afirmação.

2.3 Extensões de multimorfismos entre reticulados de
Banach

Nesta seção provaremos nossos resultados acerca de extensões de multimorfismos de
Riesz entre reticulados de Banach. Começamos com as seguintes consequências imediatas
dos resultados provados anteriormente.

Proposição 2.3.1. Sejam 𝐸1, … , 𝐸𝑚, 𝐹 reticulados de Banach.
(a) Se 𝐴 ∈ 𝑟 (𝐸1, … , 𝐸𝑚; 𝐹 ) é um multimorfismo de Riesz de posto finito, então as extensões
de Aron-Berner de 𝐴, 𝐴𝐵𝜌

𝑚
(𝐴)∶ 𝐸

∗∗

1
×⋯×𝐸

∗∗

𝑚
⟶ 𝐹

∗∗, 𝜌 ∈ 𝑆𝑚, coincidem e são multimorfismos
de Riesz.
(b) Se 𝐸∗

1
, … , 𝐸

∗

𝑚
têm normas ordem contínuas e 𝐴 ∈ 𝑟 (𝐸1, … , 𝐸𝑚; 𝐹 ) é um multimorfismo de

Riesz, então as extensões de Aron-Berner 𝐴𝐵𝜌
𝑚
(𝐴)∶ 𝐸

∗∗

1
× ⋯ × 𝐸

∗∗

𝑚
⟶ 𝐹

∗∗ de 𝐴, 𝜌 ∈ 𝑆𝑚, são
multimorfismos de Riesz.

Demonstração. Para um reticulado de Banach 𝐸, 𝐸∼ é um reticulado de Banach (Teorema
1.3.6) e 𝐸∼

= 𝐸
∗ pelo Corolário 1.4.3. Logo 𝐸∼∼

= 𝐸
∗∗. Assim, (a) segue do Teorema 2.2.2. E

como (𝐸
∼
)
∼

𝑛
= 𝐸

∗∗ uma vez que 𝐸∗ tem norma ordem contínua (veja [62, Theorem 2.4.2]), (b)
segue da Proposição 2.2.1.

Os próximos resultados dizem respeito a extensões de Aron-Berner de multimorfismos
de Riesz a valores vetoriais em reticulados de Banach arbitrários.
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Proposição 2.3.2. Sejam 𝐸1, … , 𝐸𝑚, 𝐹 reticulados de Banach, 𝐴 ∈ 𝑟 (𝐸1, … , 𝐸𝑚; 𝐹 ) um mul-
timorfismo de Riesz e 𝜌 ∈ 𝑆𝑚. Então:
(a) 𝑦∗∗∗

◦𝐴𝐵
𝜌

𝑚
(𝐴) é um multimorfismo de Riesz para cada homomorfismo de Riesz 𝑤∗-contínuo

𝑦
∗∗∗

∈ 𝐹
∗∗∗.

(b) É verdade que

|𝐴𝐵
𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑥

∗∗

1
, … , 𝑥

∗∗

𝑚
)|(𝑦

∗
) = 𝐴𝐵

𝜌

𝑚
(𝐴)(|𝑥

∗∗

1
|, … , |𝑥

∗∗

𝑚
|)(𝑦

∗
)

para todos 𝑥 ∗∗
1
∈ 𝐸

∗∗

1
, … , 𝑥

∗∗

𝑚
∈ 𝐸

∗∗

𝑚
e 𝑦∗

∈ span{𝜑 ∈ 𝐹
∗
∶ 𝜑 é um homomorfismo de Riesz}.

Demonstração. (a) Seja 𝑦∗∗∗
∈ 𝐹

∗∗∗ um homomorfismo de Riesz 𝜔∗
−contínuo. Podemos tomar

𝑦
∗
∈ 𝐹

∗ tal que 𝑦∗∗∗
= 𝐽𝐹 ∗(𝑦

∗
). Para cada 𝑦 ∈ 𝐹 ,

(𝑦
∗∗∗
◦𝐽𝐹 )(𝑦) = 𝑦

∗∗∗
(𝐽𝐹 (𝑦)) = 𝐽𝐹 ∗(𝑦

∗
)(𝐽𝐹 (𝑦)) = 𝐽𝐹 (𝑦)(𝑦

∗
) = 𝑦

∗
(𝑦),

ou seja, 𝑦∗
= 𝑦

∗∗∗
◦𝐽𝐹 . Logo 𝑦∗ é homomorfismo de Riesz por ser a composição de homomor-

fismos de Riesz. Pela Proposição 2.2.5, 𝑦∗∗∗
◦𝐴𝐵

𝜌

𝑚
(𝐴) = 𝐽𝐹 ∗(𝑦

∗
)◦𝐴𝐵

𝜌

𝑚
(𝐴) é um multimorfismo

de Riesz, isto é, 𝑦∗∗∗
◦𝐴𝐵

𝜌

𝑚
(𝐴) é multimorfismo de Riesz.

(b) Sejam 𝑥
∗∗

1
∈ 𝐸

∗∗

1
, … , 𝑥

∗∗

𝑚
∈ 𝐸

∗∗

𝑚
e 𝑦∗

∈ span{𝜑 ∈ 𝐹
∗
∶ 𝜑 é um homomorfismo de Riesz}.

Seja (𝑦
∗

𝑛
)
∞

𝑛=1
um sequência em span{𝜑 ∈ 𝐹

∗
∶ 𝜑 é um homomorfismo de Riesz} tal que

𝑦
∗

𝑛
⟶ 𝑦

∗. Para cada 𝑛 ∈ ℕ existem 𝑘𝑛 ∈ ℕ, homomorfismos de Riesz 𝜑1

𝑛
, … , 𝜑

𝑘𝑛

𝑛
∈ 𝐹

∗

e escalares 𝛼1

𝑛
, … , 𝛼

𝑘𝑛

𝑛
tais que 𝑦∗

𝑛
=

𝑘𝑛

∑

𝑗=1

𝛼
𝑗

𝑛
𝜑
𝑗

𝑛
. A continuidade de |𝐴𝐵

𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑥

∗∗

1
, … , 𝑥

∗∗

𝑚
)| e de

𝐴𝐵
𝜌

𝑚
(𝐴)(|𝑥

∗∗

1
|, … , |𝑥

∗∗

𝑚
|) e a Proposição 2.2.5 garantem que

|𝐴𝐵
𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑥

∗∗

1
, … , 𝑥

∗∗

𝑚
)|(𝑦

∗
) = lim

𝑛→∞

|𝐴𝐵
𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑥

∗∗

1
, … , 𝑥

∗∗

𝑚
)|(𝑦

∗

𝑛
)

= lim
𝑛→∞

|𝐴𝐵
𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑥

∗∗

1
, … , 𝑥

∗∗

𝑚
)|
(

𝑘𝑛

∑

𝑗=1

𝛼
𝑗

𝑛
𝜑
𝑗

𝑛)

= lim
𝑛→∞

𝑘𝑛

∑

𝑗=1

𝛼
𝑗

𝑛
|𝐴𝐵

𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑥

∗∗

1
, … , 𝑥

∗∗

𝑚
)|(𝜑

𝑗

𝑛
)

= lim
𝑛→∞

𝑘𝑛

∑

𝑗=1

𝛼
𝑗

𝑛
𝐴𝐵

𝜌

𝑚
(𝐴)(|𝑥

∗∗

1
|, … , |𝑥

∗∗

𝑚
|)(𝜑

𝑗

𝑛
)

= lim
𝑛→∞

𝐴𝐵
𝜌

𝑚
(𝐴)(|𝑥

∗∗

1
|, … , |𝑥

∗∗

𝑚
|)
(

𝑘𝑛

∑

𝑗=1

𝛼
𝑗

𝑛
𝜑
𝑗

𝑛)

= lim
𝑛→∞

𝐴𝐵
𝜌

𝑚
(𝐴)(|𝑥

∗∗

1
|, … , |𝑥

∗∗

𝑚
|)(𝑦

∗

𝑛
)

= 𝐴𝐵
𝜌

𝑚
(𝐴)(|𝑥

∗∗

1
|, … , |𝑥

∗∗

𝑚
|)(𝑦

∗
).

Segue que
|𝐴𝐵

𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑥

∗∗

1
, … , 𝑥

∗∗

𝑚
)|(𝑦

∗
) = 𝐴𝐵

𝜌

𝑚
(𝐴)(|𝑥

∗∗

1
|, … , |𝑥

∗∗

𝑚
|)(𝑦

∗
)

para todo 𝑦∗
∈ span{𝜑 ∈ 𝐹

∗
∶ 𝜑 é um homomorfismo de Riesz }.

A partir de agora, para um reticulado de Banach 𝐹 a expressão todas as extensões
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de Aron-Berner de qualquer multimorfismo de Riesz a valores em 𝐹 são multimorfismos de
Riesz significa que, independentemente do número natural 𝑚 e dos reticulados de Banach
𝐸1, … , 𝐸𝑚, todas as extensões de Aron-Berner de qualquer multimorfismo de Riesz de
𝐸1 × ⋯ × 𝐸𝑚 em 𝐹 são multimorfismos de Riesz sobre 𝐸∗∗

1
× ⋯ × 𝐸

∗∗

𝑚
.

Lema 2.3.3. Seja 𝐹 um reticulado de Banach tal que em 𝐹
∗ existe uma base de Schauder

formada por homomorfismos de Riesz. Então

𝐹
∗
= span{𝜑 ∈ 𝐹

∗
∶ 𝜑 é um homomorfismo de Riesz }.

Demonstração. Seja (𝑦
∗

𝑛
)
∞

𝑛=1
uma base de Schauder de 𝐹 ∗ formada por homomorfismos de

Riesz. Para todo 𝑦∗
∈ 𝐹

∗ existem únicos 𝛼𝑛 ∈ ℝ, 𝑛 ∈ ℕ, tais que

𝑦
∗
=

∞

∑

𝑛=1

𝛼𝑛𝑦
∗

𝑛
= lim

𝑚→∞

𝑚

∑

𝑛=1

𝛼𝑛𝑦
∗

𝑛
∈ span{𝜑 ∈ 𝐹

∗
∶ 𝜑 é um homomorfismo de Riesz },

donde segue o resultado.

Da Proposição 2.3.2(b) e do Lema 2.3.3 segue o seguinte resultado.

Corolário 2.3.4. Seja 𝐹 um reticulado de Banach tal que 𝐹 ∗ tem uma base de Schauder
formada por homomorfismos de Riesz. Então todas as extensões de Aron-Berner de qualquer
multimorfismo de Riesz a valores em 𝐹 são multimorfismos de Riesz.

Antes de dar exemplos concretos, vejamos um resultado simples no contexto de espaços
de Riesz.

Proposição 2.3.5. Se 𝐺 é uma faixa projetada no espaço de Riesz 𝐹 e todas as extensões
de Arens de qualquer multimorfismo de Riesz a valores em 𝐹 são multimorfismos de Riesz,
então o mesmo ocorre para multimorfismos de Riesz a valores em 𝐺.

Demonstração. Sejam 𝐸1, … , 𝐸𝑚 espaços de Riesz, 𝐴 ∈ 𝑟 (𝐸1, … , 𝐸𝑚; 𝐺) um multimorfismo
de Riesz e 𝜌 ∈ 𝑆𝑚. Denotando por 𝑖 ∶ 𝐺 ⟶ 𝐹 o operador inclusão e por 𝜋 ∶ 𝐹 ⟶ 𝐺 a
correspondente projeção faixa, a qual é um homomorfismo de Riesz, da Observação 2.1.4
segue que

𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴) = 𝐴𝑅

𝜌

𝑚
(𝜋◦𝑖◦𝐴) = 𝜋

′′
◦𝐴𝑅

𝜌

𝑚
(𝑖◦𝐴)

é um multimorfismo de Riesz pois 𝐴𝑅𝜌
𝑚
(𝑖◦𝐴) é um multimorfismo de Riesz por hipótese e

𝜋
′′ é um homomorfismo de Riesz pelo Teorema 1.4.5.

Veremos a seguir vários espaços para os quais o Corolário 2.3.4 se aplica. Denotemos
por (𝑒𝑛)∞𝑛=1 a sequência dos vetores unitários canônicos dos espaços de sequências, isto é:
para todo 𝑛 ∈ ℕ, 𝑒𝑛 = (𝛿𝑛𝑘)

∞

𝑘=1
onde 𝛿𝑛𝑛 = 1 e 𝛿𝑛𝑘 = 0 se 𝑛 ≠ 𝑘.

Exemplo 2.3.6. (a) Vejamos que 𝑐∗
0

tem uma base de Schauder formada por homomorfis-
mos de Riesz. Assim, o Corolário 2.3.4 se aplica para 𝐹 = 𝑐0. De fato, considere o seguinte
isomorfismo canônico

𝜓 ∶ 𝓁1 ⟶ 𝑐
∗

0
, 𝜓 ((𝑥𝑛)

∞

𝑛=1
)((𝑦𝑛)

∞

𝑛=1
) =

∞

∑

𝑛=1

𝑥𝑛𝑦𝑛.
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Note que 𝜓(𝑒𝑛)((𝑦𝑘)∞𝑘=1) = 𝑦𝑛 para todo (𝑦𝑘)
∞

𝑘=1
∈ 𝑐0. Assim, para todo 𝑛 ∈ ℕ, o funcional

𝜓(𝑒𝑛) ∈ 𝑐
∗

0
é um homomorfismo de Riesz. Como a sequência (𝑒𝑛)∞𝑛=1 é uma base de Schauder

para 𝓁1, a sequência (𝜓 (𝑒𝑛))∞𝑛=1 é uma base de Schauder de 𝑐∗
0

consistindo de homomorfismos
de Riesz.

(b) Vejamos que, para cada 1 < 𝑝 < ∞, existe uma base de Schauder em 𝓁
∗

𝑝
consistindo

de homomorfismos de Riesz. Assim, o Corolário 2.3.4 se aplica para 𝐹 = 𝓁𝑝 . Para ver isso,

considere
1

𝑝

+

1

𝑞

= 1 e também o isomorfismo canônico

𝜙∶ 𝓁𝑞 ⟶ 𝓁
∗

𝑝
, , 𝜓 ((𝑥𝑛)

∞

𝑛=1
)((𝑦𝑛)

∞

𝑛=1
) =

∞

∑

𝑛=1

𝑥𝑛𝑦𝑛.

Note que 𝜙(𝑒𝑛)((𝑧𝑘)
∞

𝑘=1
) = 𝑧𝑛, para todo (𝑧𝑘)

∞

𝑘=1
∈ 𝓁𝑝 . Logo, para todo 𝑛 ∈ ℕ, o funcio-

nal 𝜙(𝑒𝑛) ∈ 𝓁
∗

𝑝
é um homomorfismo de Riesz. Como a sequência (𝑒𝑛)

∞

𝑛=1
é uma base de

Schauder de 𝓁𝑞, então a sequência (𝜙(𝑒𝑛))
∞

𝑛=1
é uma base de Schauder de 𝓁

∗

𝑝
consistindo de

homomorfismos de Riesz.

Seja 𝐹 um espaço de Banach com base de Schauder 1-incondicional (𝑥𝑗)∞𝑗=1. Então 𝐹 é
um reticulado de Banach com a ordem

𝑥 =

∞

∑

𝑗=1

𝑎𝑗𝑥𝑗 ≥ 0 ⟺ 𝑎𝑗 ≥ 0 para todo 𝑗.

(veja [58, p. 2]). Vejamos que, neste caso,

|
|
|
|
|

∞

∑

𝑗=1

𝑎𝑗𝑥𝑗

|
|
|
|
|

=

∞

∑

𝑗=1

|𝑎𝑗 |𝑥𝑗 . (2.7)

É imediato que
∞

∑

𝑗=1

|𝑎𝑗 |𝑥𝑗 ≥

∞

∑

𝑗=1

𝑎𝑗𝑥𝑗 e
∞

∑

𝑗=1

|𝑎𝑗 |𝑥𝑗 ≥

∞

∑

𝑗=1

−𝑎𝑗𝑥𝑗 = −

∞

∑

𝑗=1

𝑎𝑗𝑥𝑗 , portanto
∞

∑

𝑗=1

|𝑎𝑗 |𝑥𝑗 ≥

|
|
|

∞

∑

𝑗=1

𝑎𝑗𝑥𝑗

|
|
|
. Seja agora

∞

∑

𝑗=1

𝑏𝑗𝑥𝑗 ∈ 𝐹 tal que
∞

∑

𝑗=1

𝑏𝑗𝑥𝑗 ≥

∞

∑

𝑗=1

𝑎𝑗𝑥𝑗 e
∞

∑

𝑗=1

𝑏𝑗𝑥𝑗 ≥

∞

∑

𝑗=1

−𝑎𝑗𝑥𝑗 . Então 𝑏𝑗 ≥ 𝑎𝑗 e

𝑏𝑗 ≥ −𝑎𝑗 para todo 𝑗, logo 𝑏𝑗 ≥ |𝑎𝑗 | para todo 𝑗, assim,
∞

∑

𝑗=1

𝑏𝑗𝑥𝑗 ≥

∞

∑

𝑗=1

|𝑎𝑗 |𝑥𝑗 . Segue que
∞

∑

𝑗=1

|𝑎𝑗 |𝑥𝑗 é

a menor cota superior de
{

∞

∑

𝑗=1

𝑎𝑗𝑥𝑗 , −

∞

∑

𝑗=1

𝑎𝑗𝑥𝑗

}

, o que prova (2.7).

A partir de agora, sempre que dissermos que um espaço de Banach 𝐹 tem uma base de
Schauder 1-incondicional, 𝐹 é considerado um reticulado de Banach com a ordem dada
pela base, conforme descrito acima.

Exemplo 2.3.7. (a) Seja 𝐹 um espaço de Banach com base de Schauder 1-incondicional
(𝑥𝑗)

∞

𝑗=1
que não contem uma copia de 𝓁1. De [57, Theorem 1.c.9] sabemos que a base é

contrátil e por [57, Proposition 1.b.1] segue que a sequência (𝑥 ∗
𝑗
)
∞

𝑗=1
formada pelos funcionais
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coordenados, isto é, aqueles tais que

𝑥
∗

𝑗

(

∞

∑

𝑘=1

𝑎𝑘𝑥𝑘
)

= 𝑎𝑗 ,

é uma base de Schauder em 𝐹
∗. Vejamos que, nesse caso, a base de Schauder (𝑥 ∗

𝑗
)
∞

𝑗=1
em 𝐹

∗ é
formada por homomorfismos de Riesz:

𝑥
∗

𝑗

(

|
|
|
|
|

∞

∑

𝑘=1

𝑎𝑘𝑥𝑘

|
|
|
|
|
)

(2.7)
= 𝑥

∗

𝑗

(

∞

∑

𝑘=1

|𝑎𝑘 |𝑥𝑘
)

= |𝑎𝑗 | =

|
|
|
|
|
|

𝑥
∗

𝑗

(

∞

∑

𝑘=1

𝑎𝑘𝑥𝑘
)

|
|
|
|
|
|

.

Assim, o Corolário 2.3.4 se aplica para 𝐹 .

(b) Por (a), o Corolário 2.3.4 se aplica para cada espaço de Banach reflexivo 𝐹 com uma
base 1-incondicional. Apenas para dar exemplos reflexivos diferentes de 𝓁𝑝 , 1 < 𝑝 < ∞,
note que o espaço original de Tsirelson  ∗ [77] e seu dual  são espaços reflexivos com
bases 1-incondicional [31, Theorem I.8 e Notes and Remarks p. 16)]. Assim, o Corolário
2.3.4 se aplica a 𝐹 =  ∗ e a 𝐹 =  .

(c) Apenas para ilustrar, vamos dar mais dois exemplos de espaços não reflexivos diferentes
de 𝑐0 para os quais o Corolário 2.3.4 se aplica. O espaço de Schreier  (Definição 1.3.4) e o
predual 𝑑∗(𝑤, 1) do espaço de sequência de Lorentz 𝑑(𝑤, 1) (Definição 1.3.3) são espaços de
Banach não reflexivos com bases 1-incondicionais que não contêm uma copia de 𝓁1 (para
 veja [31, Corollary 0.8, Proposition 0.4, Theorem 0.5] e para 𝑑∗(𝑤, 1) veja [47, p. 1202],
[3, p. 1643] e [57, p. 19]). Por (a), o Corolário 2.3.4 se aplica a 𝐹 =  e a 𝐹 = 𝑑∗(𝑤, 1).

(d) Pela Proposição 2.3.5, o Corolário 2.3.4 se aplica a todo reticulado de Banach 𝐹 que é
uma faixa projetada em qualquer um dos reticulados de Banach mencionados nos exemplos
anteriores.

Nosso último propósito neste capítulo é ampliar substancialmente a classe de re-
ticulados de Banach 𝐹 para as quais todas as extensões de Aron-Berner de qualquer
multimorfismo de Riesz a valores em 𝐹 são multimorfismos de Riesz. Para fazer isso,
lembramos que, dados uma sequência (𝐹𝑛)

∞

𝑛=1
de reticulados de Banach e 1 ≤ 𝑝 < ∞,

(⊕𝑛𝐹𝑛)𝑝 =

{

(𝑥𝑛)
∞

𝑛=1
∶ 𝑥𝑛 ∈ 𝐹𝑛 e ‖(𝑥𝑛)

∞

𝑛=1
‖𝑝 = (

∞

∑

𝑛=1

‖𝑥𝑛‖
𝑝

)

1

𝑝

< ∞

}

e

(⊕𝑛𝐹𝑛)0 = {(𝑥𝑛)
∞

𝑛=1
∶ 𝑥𝑛 ∈ 𝐹𝑛 e ‖𝑥𝑛‖ ⟶ 0}, ‖(𝑥𝑛)

∞

𝑛=1
‖ = sup

𝑛

‖𝑥𝑛‖,

são reticulados de Banach com a ordem coordenada a coordenada (veja [5, p. 183]). Se
𝐹 = 𝐹𝑛 para todo 𝑛, é usual escrever 𝓁𝑝(𝐹 ) e 𝑐0(𝐹 ) no lugar de (⊕𝑛𝐹 )𝑝 e (⊕𝑛𝐹 )0.

Proposição 2.3.8. Sejam 1 < 𝑝 < ∞ e (𝐹𝑛)∞𝑛=1 uma sequência de reticulados de Banach tal
que, para cada 𝑛, todas as extensões de Aron-Berner de qualquer multimorfismo de Riesz
a valores em 𝐹𝑛 são multimorfismos de Riesz. Então todas as extensões de Aron-Berner de
qualquer multimorfismo de Riesz a valores em (⊕𝑛𝐹𝑛)0 ou (⊕𝑛𝐹𝑛)𝑝 são multimorfismos de
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Riesz.

Demonstração. Sejam 𝑚 ∈ ℕ, 𝜌 ∈ 𝑆𝑚 e 𝐸1, … , 𝐸𝑚 reticulados de Banach.

Dado um multimorfismo de Riesz 𝐴 ∈ 𝑟 (𝐸1, … , 𝐸𝑚; (⊕𝑛𝐹𝑛)𝑝), para cada 𝑘 ∈ ℕ considere
a projeção na 𝑘-ésima coordenada

𝜋𝑘 ∶ (⊕𝑛𝐹𝑛)𝑝 ⟶ 𝐹𝑘 , 𝜋𝑘((𝑦𝑛)
∞

𝑛=1
) = 𝑦𝑘 ,

que é um homomorfismo de Riesz. Então 𝜋𝑘◦𝐴 ∈ 𝑟 (𝐸1, … , 𝐸𝑚; 𝐹𝑘) é um multimorfismo de
Riesz. Por hipótese,

𝐴𝐵
𝜌

𝑚
(𝜋𝑘◦𝐴) ∈ 𝑟 (𝐸

∗∗

1
, … , 𝐸

∗∗

𝑚
; 𝐹

∗∗

𝑘
) é um multimorfismo de Riesz para cada 𝑘. (2.8)

Tomando 𝑞 tal que 1

𝑝
+

1

𝑞
= 1, é conhecido que os operadores

𝜓1∶ (⊕𝑛𝐹
∗

𝑛
)𝑞 ⟶ (⊕𝑛𝐹𝑛)

∗

𝑝
, 𝜓1((𝑦

∗

𝑛
)
∞

𝑛=1
)((𝑦𝑛)

∞

𝑛=1
) =

∞

∑

𝑛=1

𝑦
∗

𝑛
(𝑦𝑛),

𝜓2∶ (⊕𝑛𝐹
∗∗

𝑛
)𝑝 ⟶ (⊕𝑛𝐹

∗

𝑛
)
∗

𝑞
, 𝜓2((𝑦

∗∗

𝑛
)
∞

𝑛=1
)((𝑦

∗

𝑛
)
∞

𝑛=1
) =

∞

∑

𝑛=1

𝑦
∗∗

𝑛
(𝑦

∗

𝑛
),

são isomorfismos de Riesz, isto é, são isomorfismos entre espaços de Banach e homo-
morfismos de Riesz (veja [5, Theorem 4.6]). Assim, 𝜓3 ∶= (𝜓

−1

1
)
∗
∶ (⊕𝑛𝐹

∗

𝑛
)
∗

𝑞
⟶ (⊕𝑛𝐹𝑛)

∗∗

𝑝
e

𝜓 ∶= 𝜓
−1

2
◦𝜓

−1

3
∶ (⊕𝑛𝐹𝑛)

∗∗

𝑝
⟶ (⊕𝑛𝐹

∗∗

𝑛
)𝑝 são isomorfismos entre espaços de Banach. Note que,

𝜓
−1

3
= 𝜓

∗

1
∶ (⊕𝑛𝐹𝑛)

∗∗

𝑝
⟶ (⊕𝑛𝐹

∗

𝑛
)
∗

𝑞
. Para cada 𝑘 ∈ ℕ, por 𝑖𝑘 ∶ 𝐹

∗

𝑘
⟶ (⊕𝑛𝐹

∗

𝑛
)𝑞 denotamos a

inclusão canônica, 𝑖𝑘(𝑦∗

𝑘
) = (0, … , 0, 𝑦

∗

𝑘
, 0, …). Note que a inversa de 𝜓2 é dada por

𝜓
−1

2
∶ (⊕𝑛𝐹

∗

𝑛
)
∗

𝑞
⟶ (⊕𝑛𝐹

∗∗

𝑛
)𝑝 , 𝜓

−1

2
(𝑦

∗∗
) = (𝑦

∗∗
◦𝑖𝑛)

∞

𝑛=1
.

Para todos 𝑦∗

𝑘
∈ 𝐹

∗

𝑘
e (𝑦𝑛)

∞

𝑛=1
∈ (⊕𝑛𝐹𝑛)𝑝 ,

(𝑦
∗

𝑘
◦𝜋𝑘)((𝑦𝑛)

∞

𝑛=1
) = 𝑦

∗

𝑘
(𝜋𝑘((𝑦𝑛)

∞

𝑛=1
)) = 𝑦

∗

𝑘
(𝑦𝑘) = 𝜓1(0, … , 0, 𝑦

∗

𝑘
, 0, …)((𝑦𝑛)

∞

𝑛=1
),

mostrando que 𝑦∗

𝑘
◦𝜋𝑘 = 𝜓1(0, … , 0, 𝑦

∗

𝑘
, 0, …). Assim, para 𝑥 ∗∗

𝑗
∈ 𝐸

∗∗

𝑗
, 𝑗 = 1, … ,𝑚, 𝑘 ∈ ℕ e

𝑦
∗

𝑘
∈ 𝐹

∗

𝑘
,

(𝐴𝐵
𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑥

∗∗

1
, … , 𝑥

∗∗

𝑚
)◦𝜓1◦𝑖𝑘)(𝑦

∗

𝑘
) = (𝐴𝐵

𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑥

∗∗

1
, … , 𝑥

∗∗

𝑚
)◦𝜓1)(0, … , 0, 𝑦

∗

𝑘
, 0, …)

= 𝐴𝐵
𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑥

∗∗

1
, … , 𝑥

∗∗

𝑚
)(𝜓1(0, … , 0, 𝑦

∗

𝑘
, 0, …))

= 𝐴𝐵
𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑥

∗∗

1
, … , 𝑥

∗∗

𝑚
)(𝑦

∗

𝑘
◦𝜋𝑘)

= 𝐴𝐵
𝜌

𝑚
(𝜋𝑘◦𝐴)(𝑥

∗∗

1
, … , 𝑥

∗∗

𝑚
)(𝑦

∗

𝑘
),

onde a última igualdade segue da Observação 2.1.4. Isto mostra que

𝐴𝐵
𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑥

∗∗

1
, … , 𝑥

∗∗

𝑚
)◦𝜓1◦𝑖𝑘 = 𝐴𝐵

𝜌

𝑚
(𝜋𝑘◦𝐴)(𝑥

∗∗

1
, … , 𝑥

∗∗

𝑚
)

para cada 𝑘 ∈ ℕ. Além disso,

(𝜓 ◦𝐴𝐵
𝜌

𝑚
(𝐴))(𝑥

∗∗

1
, … , 𝑥

∗∗

𝑚
) = 𝜓(𝐴𝐵

𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑥

∗∗

1
, … , 𝑥

∗∗

𝑚
))
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= (𝜓
−1

2
◦𝜓

−1

3
)(𝐴𝐵

𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑥

∗∗

1
, … , 𝑥

∗∗

𝑚
))

= 𝜓
−1

2
(𝜓

−1

3
(𝐴𝐵

𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑥

∗∗

1
, … , 𝑥

∗∗

𝑚
)))

= 𝜓
−1

2
(𝜓

∗

1
(𝐴𝐵

𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑥

∗∗

1
, … , 𝑥

∗∗

𝑚
)))

= 𝜓
−1

2
(𝐴𝐵

𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑥

∗∗

1
, … , 𝑥

∗∗

𝑚
)◦𝜓1)

= (𝐴𝐵
𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑥

∗∗

1
, … , 𝑥

∗∗

𝑚
)◦𝜓1◦𝑖𝑛)

∞

𝑛=1

= (𝐴𝐵
𝜌

𝑚
(𝜋𝑛◦𝐴)(𝑥

∗∗

1
, … , 𝑥

∗∗

𝑚
))
∞

𝑛=1
.

Segue que (𝜓 ◦𝐴𝐵
𝜌

𝑚
(𝐴))(𝑥

∗∗

1
, … , 𝑥

∗∗

𝑚
) = (𝐴𝐵

𝜌

𝑚
(𝜋𝑛◦𝐴)(𝑥

∗∗

1
, … , 𝑥

∗∗

𝑚
))
∞

𝑛=1
. Assim, por (2.8),

|(𝜓 ◦𝐴𝐵
𝜌

𝑚
(𝐴))(𝑥

∗∗

1
, … , 𝑥

∗∗

𝑚
)| = |(𝐴𝐵

𝜌

𝑚
(𝜋𝑛◦𝐴)(𝑥

∗∗

1
, … , 𝑥

∗∗

𝑚
))
∞

𝑛=1
|

= (|𝐴𝐵
𝜌

𝑚
(𝜋𝑛◦𝐴)(𝑥

∗∗

1
, … , 𝑥

∗∗

𝑚
)|)

∞

𝑛=1

= (𝐴𝐵
𝜌

𝑚
(𝜋𝑛◦𝐴)(|𝑥

∗∗

1
|, … , |𝑥

∗∗

𝑚
|))

∞

𝑛=1

= (𝜓◦𝐴𝐵
𝜌

𝑚
(𝐴))(|𝑥

∗∗

1
|, … , |𝑥

∗∗

𝑚
|).

Isso prova que 𝜓◦𝐴𝐵𝜌
𝑚
(𝐴) é um multimorfismo de Riesz. Como 𝜓 é uma bijeção positiva com

inversa positiva, 𝜓 é um homomorfismo de Riesz (veja [5, Theorem 2.15]), logo 𝜓 −1 também
é homomorfismo de Riesz. Portanto, 𝐴𝐵𝜌

𝑚
(𝐴) = 𝜓

−1
◦(𝜓 ◦𝐴𝐵

𝜌

𝑚
(𝐴)) é um multimorfismo de

Riesz, como queríamos demonstrar.

Para o caso de multimorfismos de Riesz a valores em (⊕𝑛𝐹𝑛)0, considere os seguintes
isomorfismos de Riesz,

𝛾1∶ (⊕𝑛𝐹
∗

𝑛
)1 ⟶ (⊕𝑛𝐹𝑛)

∗

0
, 𝛾1((𝑦

∗

𝑛
)
∞

𝑛=1
)((𝑦𝑛)

∞

𝑛=1
) =

∞

∑

𝑛=1

𝑦
∗

𝑛
(𝑦𝑛),

𝛾2∶ (⊕𝑛𝐹
∗∗

𝑛
)∞ ⟶ (⊕𝑛𝐹

∗

𝑛
)
∗

1
, 𝛾2((𝑦

∗∗

𝑛
)
∞

𝑛=1
)((𝑦

∗

𝑛
)
∞

𝑛=1
) =

∞

∑

𝑛=1

𝑦
∗∗

𝑛
(𝑦

∗

𝑛
),

onde (⊕𝑛𝐹
∗∗

𝑛
)∞ é o reticulado de Banach formado pelas sequências limitadas com a ordem

coordenada a coordenada. Note que o adjunto de 𝛾1 e a inversa de 𝛾2 são dados por

𝛾
∗

1
∶ (⊕𝑛𝐹𝑛)

∗∗

0
⟶ (⊕𝑛𝐹

∗

𝑛
)
∗

1
, 𝛾

∗

1
(𝑦

∗∗
)((𝑦

∗

𝑛
)
∞

𝑛=1
) = 𝑦

∗∗
(𝛾1((𝑦

∗

𝑛
)
∞

𝑛=1
))

𝛾
−1

2
∶ (⊕𝑛𝐹

∗

𝑛
)
∗

1
⟶ (⊕𝑛𝐹

∗∗

𝑛
)∞ , 𝛾

−1

2
(𝑦

∗∗
) = (𝑦

∗∗
◦𝑖𝑛)

∞

𝑛=1
,

onde, para cada 𝑘 ∈ ℕ, 𝑖𝑘 é a inclusão canônica. Seja 𝐴 ∈ 𝑟 (𝐸1, … , 𝐸𝑚; (⊕𝑛𝐹𝑛)0) um
multimorfismo de Riesz. Para cada 𝑘 ∈ ℕ, a projeção 𝜋𝑘 ∶ (⊕𝑛𝐹𝑛)0 ⟶ 𝐹𝑘 , 𝜋𝑘((𝑦𝑛)

∞

𝑛=1
) = 𝑦𝑘 ,

é um homomorfismo de Riesz, logo 𝜋𝑘◦𝐴 ∈ 𝑟 (𝐸1, … , 𝐸𝑚; 𝐹𝑘) é um multimorfismo de Riesz
para todo 𝑘 ∈ ℕ,. Por hipótese 𝐴𝐵𝜌

𝑚
(𝜋𝑘◦𝐴) ∈ 𝑟 (𝐸

∗∗

1
, … , 𝐸

∗∗

𝑚
; 𝐹

∗∗

𝑘
) é multimorfismo de Riesz

para todo 𝑘. Chame
𝛾 = 𝛾

−1

2
◦𝛾

∗

1
∶ (⊕𝑛𝐹𝑛)

∗∗

0
⟶ (⊕𝑛𝐹

∗∗

𝑛
)∞.

É claro que 𝛾 é um isomorfismo de Riesz. Por outro lado, para todo 𝑦
∗

𝑘
∈ 𝐹

∗

𝑘
e todo

(𝑦𝑛)
∞

𝑛=1
∈ (⊕𝑛𝐹𝑛)0,

(𝑦
∗

𝑘
◦𝜋𝑘)((𝑦𝑛)

∞

𝑛=1
) = 𝑦

∗

𝑘
(𝜋𝑘((𝑦𝑛)

∞

𝑛=1
)) = 𝑦

∗

𝑘
(𝑦𝑘) = 𝛾1(0, … , 0, 𝑦

∗

𝑘
, 0, …)((𝑦𝑛)

∞

𝑛=1
),

ou seja, 𝑦∗

𝑘
◦𝜋𝑘 = 𝛾1(0, … , 0, 𝑦

∗

𝑘
, 0, …). Dados 𝑥 ∗∗

𝑗
∈ 𝐸

∗∗

𝑗
, 𝑗 = 1, … ,𝑚, pelo que foi feito acima
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segue que, para todo 𝑘 ∈ ℕ,

𝐴𝐵
𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑥

∗∗

1
, … , 𝑥

∗∗

𝑚
)◦𝛾1◦𝑖𝑘 = 𝐴𝐵

𝜌

𝑚
(𝜋𝑘◦𝐴)(𝑥

∗∗

1
, … , 𝑥

∗∗

𝑚
) e

(𝛾 ◦𝐴𝐵
𝜌

𝑚
(𝐴))(𝑥

∗∗

1
, … , 𝑥

∗∗

𝑚
) = (𝐴𝐵

𝜌

𝑚
(𝜋𝑛◦𝐴)(𝑥

∗∗

1
, … , 𝑥

∗∗

𝑚
))
∞

𝑛=1
,

e portanto 𝛾◦𝐴𝐵𝜌
𝑚
(𝐴) é multimorfismo de Riesz. Daí, 𝐴𝐵𝜌

𝑚
(𝐴) = 𝛾

−1
◦(𝛾 ◦𝐴𝐵

𝜌

𝑚
(𝐴)) também é

multimorfismo de Riesz, o que completa a demonstração.

Exemplo 2.3.9. Sejam 1 < 𝑝 < ∞, (𝑝𝑛)∞𝑛=1 ⊆ (1, +∞) e (𝐹𝑛)
∞

𝑛=1
uma sequência de reticulados

de Banach tais que, para cada 𝑛, 𝐹𝑛 = 𝑐0 ou 𝓁𝑝𝑛
ou qualquer um dos reticulados de Banach

do Exemplo 2.3.7. Combinando o Corolário 2.3.4 com a Proposição 2.3.8 concluímos que
todas as extensões de Aron-Berner de qualquer multimorfismo de Riesz tomando valores
em (⊕𝑛𝐹𝑛)0 ou em (⊕𝑛𝐹𝑛)𝑝 são multimorfismos de Riesz. Em particular, todas as extensões
de Aron-Berner de qualquer multimorfismo de Riesz tomando valores em cada um dos
seguintes reticulados de Banach são multimorfismos de Riesz: 𝑐0(𝐸) e 𝓁𝑝(𝐸) onde 1 < 𝑝 < ∞

e 𝐸 = 𝑐0, 𝓁𝑠 , 1 < 𝑠 < ∞,  ∗
,  , , 𝑑∗(𝑤, 1) ou uma faixa projetada em qualquer um desses

espaços.
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Capítulo 3

Ordem continuidade das extensões
de Arens de operadores
multilineares regulares

Neste capítulo investigaremos quando extensões de Arens de operadores multilineares
entre espaços de Riesz ou reticulados de Banach são separadamente ordem contínuas.
Aplicações para extensões de polinômios homogêneos regulares serão obtidas.

Os resultados que motivaram a investigar quando as extensões de Arens são separada-
mente ordem contínuas são os seguintes:

∙ Buskes e Roberts (2019) [29, Theorem 3.4]: Se 𝐴∶ 𝐸1 × ⋯ × 𝐸𝑚 ⟶ 𝐹 é um operador
𝑚-linear de variação ordem limitada entre espaços de Riesz, então sua extensão de Arens
𝐴

∗(𝑚+1)
∶ 𝐸

∼∼

1
×⋯×𝐸

∼∼

𝑚
⟶ 𝐹

∼∼ é separadamente ordem contínua em (𝐸
∼

1
)
∼

𝑛
×⋯× (𝐸

∼

𝑚
)
∼

𝑛
.

∙ Boyd, Ryan e Snigireva (2021) [26, Theorem 1]: Se 𝐴∶ 𝐸1 ×⋯×𝐸𝑚 ⟶ 𝐹 é um operador 𝑚-
linear regular entre reticulados de Banach, com 𝐹 Dedekind completo, então sua extensão
de Arens 𝐴∗(𝑚+1)

∶ 𝐸
∗∗

1
× ⋯ × 𝐸

∗∗

𝑚
⟶ 𝐹

∗∗ é separadamente ordem contínua em (𝐸
∗

1
)
∗

𝑛
× ⋯ ×

(𝐸
∗

𝑚
)
∗

𝑛
.

A pergunta óbvia à luz desses dois resultados é se eles podem ou não ser melhorados
no sentido de se obter ordem continuidade separada no produto das totalidades dos biduais
𝐸
∼∼

1
× ⋯ × 𝐸

∼∼

𝑚
e 𝐸∗∗

1
× ⋯ × 𝐸

∗∗

𝑚
, respectivamente, e não apenas nas restrições (𝐸∼

1
)
∼

𝑛
× ⋯ × (𝐸

∼

𝑚
)
∼

𝑛

e (𝐸
∗

1
)
∗

𝑛
× ⋯ × (𝐸

∗

𝑚
)
∗

𝑛
.

Começamos a responder essa questão na Seção 3.1, onde, por meio de um contra-
exemplo, mostraremos que a resposta é negativa em geral. Para uma certa forma bilinear
regular 𝐴 em 𝓁1 × 𝑐0, que na verdade é a expressão da dualidade 𝑐∗

0
= 𝓁1, sua extensão de

Arens 𝐴∗∗∗ não é separadamente ordem contínua em 𝓁
∗∗

1
× 𝑐

∗∗

0
. Na verdade, nosso contra-

exemplo revela um fenômeno interessante: mostraremos que 𝐴∗∗∗ é ordem contínua na
primeira variável, mas não na segunda variável; enquanto a outra extensão de Arens
de 𝐴 é separadamente ordem contínua. Em seguida, passaremos a buscar condições no
operador e/ou nos espaços subjacentes que garantam que todas as extensões de Arens
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sejam separadamente ordem contínuas no produto dos biduais, e não apenas no produto
das restrições. Na Seção 3.2 provaremos que isso vale para somas finitas de operadores
multiplicativos em espaços de Riesz tomando valores em 𝑓 -álgebras Arquimedianas; em
particular para operadores de tipo finito entre espaços de Riesz arbitrários. O principal
resultado da Seção 3.2, a saber, o Teorema 3.2.7, implica: (i) que todas as extensões de Arens
de qualquer operador multilinear regular entre espaços de Riesz são ordem contínuas em
pelo menos uma variável. (ii) que todas as extensões de Arens de um polinômio homogêneo
regular de um espaço de Riesz 𝐸 para um espaço de Riesz 𝐹 são ordem contínuas na origem
em 𝐸

∼∼. (iii) Na melhora dos resultados de Boyd, Ryan e Snigireva e de Buskes e Roberts
para operadores regulares (veja Observação 3.2.8). No final, na Seção 3.3 identificaremos
condições suficientes nos reticulados de Banach 𝐸1, … , 𝐸𝑚 para que as extensões de Arens
de qualquer operador 𝑚-linear regular de 𝐸1 ×⋯×𝐸𝑚 a valores em um reticulado de Banach
arbitrário 𝐹 sejam separadamente ordem contínuos em 𝐸

∗∗

1
× ⋯ × 𝐸

∗∗

𝑚
. Como consequência,

obteremos condições para que as extensões de Arens de polinômios homogêneos regulares
em um reticulado de Banach 𝐸 sejam ordem contínuas em 𝐸

∗∗.

Na maioria dos casos neste capítulo investigaremos a ordem continuidade de ope-
radores lineares regulares de 𝐸∼∼ em 𝐹

∼∼, em que 𝐸 e 𝐹 são espaços de Riesz, ou de 𝐸∗∗

em 𝐹
∗∗, em que 𝐸 e 𝐹 são reticulados de Banach. Como todos esses espaços são Dedekind

completos, devido ao Corolário 1.4.14 podemos usar qualquer uma das três noções de ordem
continuidade. Lembre que, em espaços de Riesz, 𝑥𝛼

𝑜

⟶ 𝑥 denota a ordem convergência de
uma rede (𝑥𝛼 )𝛼∈Ω para 𝑥 . Para a teoria de operadores multilineares regulares e polinômios
homogêneos regulares nos referimos a [27, 28, 29, 59].

Definição 3.0.1. Um operador 𝑚-linear 𝐴∶ 𝐸1 × ⋯ × 𝐸𝑚 ⟶ 𝐹 entre espaços de Riesz é
separadamente ordem contínuo (separadamente 1-ordem contínuo, separadamente 2-ordem
contínuo) se para todos 𝑗 ∈ {1, … ,𝑚} e 𝑥𝑘 ∈ 𝐸𝑘 , 𝑘 = 1, … ,𝑚, 𝑘 ≠ 𝑗, o operador linear

𝑥𝑗 ∈ 𝐸𝑗 ↦ 𝐴(𝑥1, … , 𝑥𝑚) ∈ 𝐹

é ordem contínuo (1-ordem contínuo, 2-ordem contínuo).

Para a definição de operador multilinear conjuntamente ordem contínuo veja [26,
p. 234]. Se 𝐴 é um operador regular entre reticulados de Banach com 𝐹 Dedekind completo,
então 𝐴 é separadamente ordem contínuo se e somente se 𝐴 é conjuntamente ordem
contínuo [26, Theorem 2].

3.1 O contraexemplo

Lembre que um operador linear entre espaços de Riesz é 𝜎-ordem contínuo se leva
sequências ordem convergentes em sequências ordem convergentes. E todo operador
ordem contínuo é 𝜎-ordem contínuo.

Considere o operador bilinear positivo

𝐴∶ 𝓁1 × 𝑐0 ⟶ ℝ , 𝐴((𝑥𝑛)
∞

𝑛=1
, (𝑦𝑛)

∞

𝑛=1
) =

∞

∑

𝑛=1

𝑥𝑛𝑦𝑛.
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As duas extensões de Arens de 𝐴 são denotadas por 𝐴∗∗∗
= 𝐴𝑅

𝜃

2
(𝐴) e 𝐴𝑅id

2
(𝐴), onde id é

a permutação identidade. Conforme o anunciado, provaremos que a extensão 𝐴𝑅
id

2
(𝐴)

é separadamente ordem contínua em 𝓁
∗∗

1
× 𝑐

∗∗

0
e que a extensão 𝐴

∗∗∗ é ordem contínua
na primeira variável, mas não na segunda. Embora todos os detalhes possam ser feitos
diretamente para essa forma bilinear, para evitar repetições desnecessárias aplicaremos
alguns resultados que serão demonstrados posteriormente.

Pelo Teorema 3.2.7 sabemos que a extensão 𝐴
∗∗∗
∶ 𝓁

∗∗

1
× 𝑐

∗∗

0
⟶ ℝ é ordem contínua

na primeira variável. Suponha que 𝐴∗∗∗ seja ordem contínua na segunda variável, isto é,
para cada 𝑥 ∗∗ ∈ 𝓁

∗∗

1
, o funcional linear 𝐴∗∗∗

(𝑥
∗∗
, ∙)∶ 𝑐

∗∗

0
⟶ ℝ é ordem contínuo. Denotamos

por

𝜓 ∶ 𝓁1 ⟶ 𝑐
∗

0
, 𝜓 (𝑥)(𝑦) =

∞

∑

𝑛=1

𝑥𝑛𝑦𝑛, 𝑥 = (𝑥𝑛)
∞

𝑛=1
∈ 𝓁1, 𝑦 = (𝑦𝑛)

∞

𝑛=1
∈ 𝑐0,

o isomorfismo isométrico canônico. Tendo em conta que 𝜓 e 𝜓 −1
∶ 𝑐

∗

0
⟶ 𝓁1 dado por

𝜓
−1
(𝜑) = (𝜑(𝑒𝑛))

∞

𝑛=1
, são operadores positivos, concluímos que 𝜓 é um homomorfismo de

Riesz [5, Theorem 2.15]. Além disso, 𝜓(𝑥) = 𝐴(𝑥, ∙) para cada 𝑥 ∈ 𝓁1.

Afirmação 1. Para todo 𝑥 ∗∗ ∈ 𝓁
∗∗

1
, 𝜓 ∗∗

(𝑥
∗∗
) = 𝐴

∗∗∗
(𝑥

∗∗
, ∙).

De fato, para todos 𝑦∗∗
∈ 𝑐

∗∗

0
e 𝑥 ∈ 𝓁1,

𝜓
∗
(𝑦

∗∗
)(𝑥) = 𝑦

∗∗
(𝜓 (𝑥)) = 𝑦

∗∗
(𝐴(𝑥, ∙)) = 𝑦

∗∗
𝜃

(𝐴)(𝑥),

provando que 𝜓 ∗
(𝑦

∗∗
) = 𝑦

∗∗
𝜃

(𝐴). Mais ainda, para todos 𝑥 ∗∗ ∈ 𝓁
∗∗

1
e 𝑦∗∗

∈ 𝑐
∗∗

0
,

𝜓
∗∗
(𝑥

∗∗
)(𝑦

∗∗
) = 𝑥

∗∗
(𝜓

∗
(𝑦

∗∗
)) = 𝑥

∗∗
(𝑦

∗∗
𝜃

(𝐴)) = 𝐴𝐵
𝜃

2
(𝐴)(𝑥

∗∗
, 𝑦

∗∗
) = 𝐴

∗∗∗
(𝑥

∗∗
, 𝑦

∗∗
).

Isso prova que 𝜓 ∗∗
(𝑥

∗∗
)(𝑦

∗∗
) = 𝐴

∗∗∗
(𝑥

∗∗
, 𝑦

∗∗
), donde segue a Afirmação 1.

Afirmação 2. 𝑥 ∗∗ ∈ 𝓁
∗∗

1
é ordem contínuo em 𝓁

∗∗

1
se e somente se 𝜓 ∗∗

(𝑥
∗∗
) ∈ 𝑐

∗∗∗

0
é ordem

contínuo em 𝑐
∗∗

0
.

É fácil ver que se 𝑥 ∗∗ é ordem contínuo então 𝜓 ∗∗
(𝑥

∗∗
) é ordem contínuo. Demonstremos

a implicação inversa. Para isso suponha que 𝑥 ∗∗ não seja ordem contínuo. Neste caso o
funcional positivo |𝑥

∗∗
| ∈ 𝓁

∗∗

1
não é ordem contínuo por Teorema 1.4.9. Logo existe uma rede

(𝑥
∗

𝛼
)𝛼∈Ω em 𝓁

∗

1
tal que 𝑥 ∗

𝛼
↓ 0 mas inf

𝛼∈Ω

{|𝑥
∗∗
|(𝑥

∗

𝛼
)} > 0. Para todo 𝛼 ∈ Ω, 𝑥 ∗

𝛼
∈ 𝓁

∗

1
, logo existe

𝑦
∗∗

𝛼
∈ 𝑐

∗∗

0
tal que 𝜓 ∗

(𝑦
∗∗

𝛼
) = 𝑥

∗

𝛼
. Dessa forma,

𝑦
∗∗

𝛼
= (𝜓

∗
)
−1
(𝑥

∗

𝛼
) = (𝜓

−1
)
∗
(𝑥

∗

𝛼
) ↓ 0,

pois (𝜓 −1
)
∗ é positivo e (𝜓 −1

)
∗ é ordem contínuo pelo Teorema 1.4.10. Segue que 𝑦∗∗

𝛼
↓ 0 em 𝑐

∗∗

0
.

Por hipótese 𝜓 ∗∗
(𝑥

∗∗
) é ordem contínuo, e portanto |𝜓

∗∗
(𝑥

∗∗
)| é ordem contínuo novamente

por [5, Theorem 1.56]. Sendo 𝜓 homomorfismo de Riesz, 𝜓 ∗∗ também é homomorfismo de
Riesz pelo Teorema 1.4.5, e então 𝜓 ∗∗

(|𝑥
∗∗
|)(𝑦

∗∗

𝛼
) = |𝜓

∗∗
(𝑥

∗∗
)|(𝑦

∗∗

𝛼
) ↓ 0. Disso segue que

0 = inf
𝛼∈Ω

{𝜓
∗∗
(|𝑥

∗∗
|)(𝑦

∗∗

𝛼
)} = inf

𝛼∈Ω

{|𝑥
∗∗
|(𝜓

∗
(𝑦

∗∗

𝛼
))} = inf

𝛼∈Ω

{|𝑥
∗∗
|(𝑥

∗

𝛼
)} > 0.

Essa contradição prova que 𝑥 ∗∗ ∈ 𝓁
∗∗

1
é ordem contínuo em 𝓁

∗

1
e demonstra a Afirmação
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2.

Afirmação 3. 𝓁 ∗∗
1

contém um funcional que não é ordem contínuo em 𝓁
∗

1
.

Seja 𝑐 o reticulado de Banach de todas as sequências reais convergentes com a ordem
coordenada a coordenada e com a norma do supremo. Considere o funcional linear positivo
𝜑∶ 𝑐 ⟶ ℝ dado por 𝜑((𝑥𝑛)∞𝑛=1) = lim

𝑛→∞

𝑥𝑛. Como 𝑐 é um subespaço majorante de 𝓁∞, existe

um funcional positivo 𝜑 ∈ 𝓁
∗

∞
que estende 𝜑 (veja [5, Theorem 1.32]). Suponha que 𝜑 seja

𝜎-ordem contínuo. Para cada 𝑛 ∈ ℕ tome

𝑥𝑛 = (1, … , 1𝑛, 0, …) = 𝑒1 + ⋯ + 𝑒𝑛 ∈ 𝑐 e 𝑦 = (1, 1, …) ∈ 𝑐.

Note que 0 ≤ 𝑥𝑛 ↑ 𝑦 e, por 𝜑 ser positivo e 𝜎-ordem contínuo, 0 ≤ 𝜑(𝑥𝑛) ↑ 𝜑(𝑦). Por outro
lado, como 𝜑(𝑦) = 1 e 𝜑(𝑥𝑛) = 0 para todo 𝑛 ∈ ℕ temos

1 = 𝜑(𝑦) = sup

𝑛∈ℕ

{𝜑(𝑥𝑛)} = 0.

Essa contradição garante que 𝜑 não é 𝜎-ordem contínuo e portanto 𝜑 ∈ 𝓁
∗

∞
não é ordem

contínuo em 𝓁∞.

Considere o isomorfismo de Riesz canônico 𝜙∶ 𝓁∞ ⟶ 𝓁
∗

1
, podemos tomar 𝑥 ∗∗ ∈ 𝓁

∗∗

1
tal

que 𝜙∗
(𝑥

∗∗
) = 𝜑. Como 𝜑 ∈ 𝓁

∗

∞
não é 𝜎 -ordem contínuo, existe uma sequência (𝑥𝑛)

∞

𝑛=1
em 𝓁∞

tal que 𝑥𝑛 ↓ 0 e inf
𝑛∈ℕ

{𝜑(𝑥𝑛)} > 0. Mais ainda, existem 𝑦
∗

𝑛
∈ 𝓁

∗

1
, 𝑛 ∈ ℕ, tais que 𝜙−1

(𝑦
∗

𝑛
) = 𝑥𝑛.

Logo 𝑦∗

𝑛
= 𝜙(𝑥𝑛) ↓ pois 𝜙 é positivo, e portanto 0 ≤ 𝑦

∗

𝑛
↓. Suponha que exista 𝑦∗

∈ 𝓁
∗

1
tal que

0 < 𝑦
∗
≤ 𝑦

∗

𝑛
para todo 𝑛 ∈ ℕ. Neste caso, como 𝜙−1 é positivo,

0 ≤ 𝜙
−1
(𝑦

∗
) ≤ 𝜙

−1
(𝑦

∗

𝑛
) = 𝑥𝑛,

o que nos leva a concluir que 𝜙−1
(𝑦

∗
) = 0. Segue que 𝑦∗

= 0 pois 𝜙−1 é injetor, e portanto
𝑦
∗

𝑛
↓ 0 em 𝓁

∗

1
. De

inf
𝑛∈ℕ

{𝑥
∗∗
(𝑦

∗

𝑛
)} = inf

𝑛∈ℕ

{(𝜙
∗
)
−1
(𝜑)(𝑦

∗

𝑛
)} = inf

𝑛∈ℕ

{(𝜙
−1
)
∗
(𝜑)(𝑦

∗

𝑛
)}

= inf
𝑛∈ℕ

{𝜑(𝜙
−1
(𝑦

∗

𝑛
))} = inf

𝑛∈ℕ

{𝜑(𝑥𝑛)} > 0,

segue que 𝑥
∗∗ não é 𝜎-ordem contínuo, e portanto não é ordem contínuo como afir-

mado.

Finalmente, como 𝐴∗∗∗
(𝑥

∗∗
, ∙) é ordem contínuo, pela Afirmação 1 sabemos que 𝜓 ∗∗

(𝑥
∗∗
)

é ordem contínuo, logo a Afirmação 2 garante que 𝑥 ∗∗ é ordem contínuo. Isso mostra que
todo funcional em 𝓁

∗∗

1
é ordem contínuo, mas sabemos pela Afirmação 3 isto não acontece.

A conclusão é que 𝐴∗∗∗
(𝑥

∗∗
, ∙) não é ordem contínuo, isto é, 𝐴∗∗∗ não é ordem contínuo na

segunda variável.

Quanto à outra extensão de Arens de 𝐴, a saber, 𝐴𝑅id

2
(𝐴)∶ 𝓁

∗∗

1
× 𝑐

∗∗

0
⟶ ℝ, uma vez que

𝑐
∗

0
= 𝓁1 tem norma ordem contínua, o Corolário 3.3.1 garante que 𝐴𝑅𝑖𝑑

2
(𝐴) é separadamente

ordem contínua, portanto conjuntamente ordem contínua por [26, Theorem 2].

Como a forma bilinear 𝐴 é regular e de variação ordem limitada, este exemplo mostra
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que os resultados de Buskes e Roberts e de Boyd, Ryan e Snigireva, enunciados no início
deste capítulo não podem ser melhorados para obter a separabilidade ordem continuidade
no produto das totalidades dos biduais.

3.2 Operadores entre espaços de Riesz
Uma vez estabelecida a impossibilidade de se obter a ordem continuidade separada nas

extensões de Arens em geral, passamos a buscar condições sob as quais isso ocorre.

Nesta seção apresentaremos nossos resultados sobre ordem continuidade separada no
produto das totalidades dos biduais das extensões de Arens de operadores multilineares
entre espaços de Riesz. O principal resultado da seção, a saber, o Teorema 3.2.7, é um
resultado multiuso, no sentido de que nos ajudará a esclarecer várias questões sobre o
assunto deste capítulo. Em primeiro lugar, nesta seção ele será usado para provar que as
extensões de Arens de polinômios homogêneos regulares são sempre ordem contínuos
na origem na totalidade do bidual do espaço de seu domínio. Ainda nesta seção, será
usado para estender o já citado resultado de Boyd, Ryan e Snigireva [26, Theorem 1] no
sentido de provar que as extensões de Arens são sempre ordem contínuas em pelo menos
uma variável. Finalmente, o Teorema 3.2.7 será útil várias vezes na próxima seção sobre
operadores entre reticulados de Banach.

Começamos por mostrar que extensões de Arens de operadores multilineares multipli-
cativos a valores em 𝑓 -álgebras Arquimedianas são separadamente ordem contínuas no
produto das totalidades dos biduais.

Definição 3.2.1. Sejam 𝐸1, … , 𝐸𝑚 espaços de Riesz e (, ∗) uma 𝑓 -álgebra. Um operador
𝐴 ∈ 𝑟 (𝐸1, … , 𝐸𝑚;) é multiplicativo se existem operadores lineares regulares 𝑇𝑖 ∶ 𝐸𝑖 ⟶

, 𝑖 = 1, … ,𝑚, tais que 𝐴(𝑥1, … , 𝑥𝑚) = 𝑇1(𝑥1) ∗ ⋯ ∗ 𝑇𝑚(𝑥𝑚) para todos 𝑥1 ∈ 𝐸1, … , 𝑥𝑚 ∈ 𝐸𝑚.

Como as extensões de Arens estão definidas entre espaços de Riesz Dedekind com-
pletos, pelo Corolário 1.4.14 podemos usar qualquer uma das três noções de operadores
lineares ordem contínuos para investigar a separabilidade ordem continuidade de ditas
extensões.

Proposição 3.2.2. Sejam 𝐸1, … , 𝐸𝑚 espaços de Riesz e (, ∗) uma 𝑓 -álgebra Arquimediana.
Se 𝐴 ∈ 𝑟 (𝐸1, … , 𝐸𝑚;) é uma soma finita de operadores multiplicativos, então todas as
extensões de Arens de 𝐴, 𝐴𝑅𝜌

𝑚
(𝐴), 𝜌 ∈ 𝑆𝑚, coincidem e são separadamente ordem contínuas.

Demonstração. Seja 𝐵 ∈ 𝑟 (𝐸1, … , 𝐸𝑚;) um operador multiplicativo e sejam 𝑇𝑖 ∶ 𝐸𝑖 ⟶

, 𝑖 = 1, … ,𝑚, operadores lineares regulares tais que 𝐵(𝑥1, … , 𝑥𝑚) = 𝑇1(𝑥1) ∗ ⋯ ∗ 𝑇𝑚(𝑥𝑚)

para todos 𝑥1 ∈ 𝐸1, … , 𝑥𝑚 ∈ 𝐸𝑚. Pela Observação 2.2.4 e pela demonstração do Teorema
2.2.2 sabemos que para cada 𝜌 ∈ 𝑆𝑚 e todos 𝑥 ′′

1
, ∈ 𝐸

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
, ∈ 𝐸

′′

𝑚
,

𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐵)(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
) = 𝑇

′′

𝜌(𝑚)
(𝑥

′′

𝜌(𝑚)
) ⊙ ⋯ ⊙ 𝑇

′′

𝜌(1)
(𝑥

′′

𝜌(1)
),

onde ⊙ é o produto de Arens que torna ∼∼ uma 𝑓 -álgebra Dedekind completa, logo
Arquimediana e comutativa (veja [80, Corollary 3.5 e Corollary 3.6]. Dessa forma,

𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐵)(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
) = 𝑇

′′

1
(𝑥

′′

1
) ⊙ ⋯ ⊙ 𝑇

′′

𝑚
(𝑥

′′

𝑚
),
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o que implica, em particular, que todas as extensões de Arens de 𝐵 coincidem.

Vejamos que a extensão 𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐵) é separadamente ordem contínua. Para cada 𝑗 ∈

{1, … .𝑚} sejam 𝑥
′′

𝑖
∈ 𝐸

′′

𝑖
, 𝑖 = 1, … ,𝑚, 𝑖 ≠ 𝑗, e (𝑥

′′

𝛼𝑗
)𝛼𝑗∈Ω𝑗

uma rede em 𝐸
∼∼

𝑗
tal que 𝑥 ′′

𝛼𝑗

𝑜

←←←←←←←←←←←←←←→ 0.
Então existem uma rede (𝑧

′′

𝛼𝑗
)𝛼𝑗∈Ω𝑗

e 𝛼𝑗0 ∈ Ω𝑗 tais que 𝑧′′
𝛼𝑗
↓ 0 e |𝑥

′′

𝛼𝑗
| ≤ 𝑧

′′

𝛼𝑗
para todo 𝛼𝑗 ≥ 𝛼𝑗0 . É

claro que o funcional

𝜑 ∶= |𝑇
′′

1
(𝑥

′′

1
)| ⊙ ⋯ ⊙ |𝑇

′′

𝑗−1
(𝑥

′′

𝑗−1
)| ⊙ |𝑇

′′

𝑗+1
(𝑥

′′

𝑗+1
)| ⊙ ⋯ ⊙ |𝑇

′′

𝑚
(𝑥

′′

𝑚
)| ∈ ∼∼

é positivo. Usando que o produto ⊙ é comutativo e [5, Exercise 12, p. 131],

|𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐵)(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝛼𝑗
, … , 𝑥

′′

𝑚
)| = |𝑇

′′

1
(𝑥

′′

1
) ⊙ ⋯ ⊙ 𝑇

′′

𝑗
(𝑥

′′

𝛼𝑗
) ⊙ ⋯ ⊙ 𝑇

′′

𝑚
(𝑥

′′

𝑚
)|

= |𝑇
′′

1
(𝑥

′′

1
)| ⊙ ⋯ ⊙ |𝑇

′

𝑗−1
(𝑥

′′

𝑗−1
)| ⊙ |𝑇

′′

𝑗
(𝑥

′′

𝛼𝑗
)| ⊙ |𝑇

′′

𝑗+1
(𝑥

′′

𝑗+1
)| ⊙ ⋯ ⊙ |𝑇

′′

𝑚
(𝑥

′′

𝑚
)|

= |𝑇
′′

𝑗
(𝑥

′′

𝛼𝑗
)| ⊙ (|𝑇

′′

1
(𝑥

′′

1
)| ⊙ ⋯ ⊙ |𝑇

′′

𝑗−1
(𝑥

′′

𝑗−1
)| ⊙ |𝑇

′′

𝑗+1
(𝑥

′′

𝑗+1
)| ⊙ ⋯ ⊙ |𝑇

′′

𝑚
(𝑥

′′

𝑚
)|)

= |𝑇
′′

𝑗
(𝑥

′′

𝛼𝑗
)| ⊙ 𝜑 ≤ |𝑇

′′

𝑗
|(|𝑥

′′

𝛼𝑗
|) ⊙ 𝜑 ≤ |𝑇

′′

𝑗
|(𝑧

′′

𝛼𝑗
) ⊙ 𝜑.

A demonstração estará completa para 𝐵 se provarmos que |𝑇
′′

𝑗
|(𝑧

′′

𝛼𝑗
) ⊙ 𝜑 ↓ 0. Para isso seja

𝑦
′
∈ ∼ positivo. Então 𝜑 ⋄ 𝑦

′ é positivo e, como 𝑇 ′′

𝑗
é ordem contínuo (Teorema 1.4.10),

|𝑇
′′

𝑗
| é ordem contínuo e positivo, Teorema 1.4.9. Isso nos permite concluir que |𝑇 ′′

𝑗
|(𝑧

′′

𝛼𝑗
) ↓ 0.

Do Teorema de Riesz-Kantorovich (Teorema 1.4.4) segue que

(|𝑇
′′

𝑗
|(𝑧

′′

𝛼𝑗
) ⊙ 𝜑)(𝑦

′
) = |𝑇

′′

𝑗
|(𝑧

′′

𝛼𝑗
)(𝜑 ⋄ 𝑦

′
) ↓ 0,

e daí (|𝑇 ′′

𝑗
|(𝑧

′′

𝛼𝑗
) ⊙ 𝜑)(𝑦

′
) ↓ 0 para todo 0 ≤ 𝑦

′
∈ ∼. Aplicando mais uma vez o Teorema

1.4.4 obtemos (|𝑇 ′′

𝑗
|(𝑧

′′

𝛼𝑗
) ⊙ 𝜑) ↓ 0, como queríamos.

Seja agora 𝐴 ∈ 𝑟 (𝐸1, … , 𝐸𝑚;) uma soma de operadores multiplicativos, isto é, 𝐴 =

𝑘

∑

𝑛=1

𝐴𝑛, onde cada 𝐴𝑛 ∈ 𝑟 (𝐸1, … , 𝐸𝑚;) é multiplicativo. Pelo que foi provado acima

sabemos que as extensões 𝐴𝑅𝜌
𝑚
(𝐴𝑛), 𝑛 = 1, … , 𝑘, não dependem de 𝜌 e são separadamente

ordem contínuas. Segue que as extensões 𝐴𝑅𝜌
𝑚
(𝐴) =

𝑘

∑

𝑛=1

𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴𝑛) não dependem de 𝜌 e são

separadamente ordem contínuas.

Como todo multimorfismo de Riesz a valores escalares é multiplicativo [52, Theorem
6], combinando a Proposição 3.2.2 com o Teorema 2.2.2 obtemos o seguinte:

Corolário 3.2.3. Todas as extensões de Arens de uma soma finita de multimorfismos de
Riesz a valores escalares coincidem e são separadamente ordem contínuas.

Um operador 𝐴 ∈ 𝑟 (𝐸1, … , 𝐸𝑚; 𝐹 ) é de tipo finito se existem 𝑛 ∈ ℕ, funcionais 𝜑𝑖
𝑗
∈ 𝐸

∼

𝑖

e vetores 𝑦𝑗 ∈ 𝐹 , 𝑗 = 1, … , 𝑛 e 𝑖 = 1, … ,𝑚, tais que

𝐴(𝑥1, … , 𝑥𝑚) =

𝑛

∑

𝑗=1

𝜑
1

𝑗
(𝑥1) ⋯ 𝜑

𝑚

𝑗
(𝑥𝑚)𝑦𝑗 , para todos 𝑥𝑖 ∈ 𝐸𝑖 , 𝑖 = 1, … ,𝑚.

Corolário 3.2.4. Todas as extensões de Arens de uma aplicação multilinear de tipo finito
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coincidem, são de tipo finito e são separadamente ordem contínuas.

Demonstração. Dados 𝜑𝑖 ∈ 𝐸∼

𝑖
, 𝑖 = 1, … ,𝑚, considere a forma 𝑚-linear regular

𝐵∶ 𝐸1 × ⋯ × 𝐸𝑚 ⟶ ℝ , 𝐵(𝑥1, … , 𝑥𝑚) = 𝜑1(𝑥1) ⋯ 𝜑𝑚(𝑥𝑚).

Pela demonstração da Proposição 3.2.2 todas as extensões de Arens de 𝐵 coincidem e
são separadamente ordem contínuas. Além disso, para toda permutação 𝜌 ∈ 𝑆𝑚 e todos
𝑥
′′

1
∈ 𝐸

∼∼

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
∈ 𝐸

∼∼

𝑚
,

𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐵)(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
) = 𝜑

′′

1
(𝑥

′′

1
) ⋯ 𝜑

′′

𝑚
(𝑥

′′

𝑚
), (3.1)

onde 𝜑′′

𝑖
é o biadjunto de 𝜑𝑖 , 𝑖 = 1, … ,𝑚.

Sejam 𝐹 um espaço de Riesz e 𝑦 ∈ 𝐹 e considere o operador 𝑚-linear regular

𝐶 ∶ 𝐸1 × ⋯ × 𝐸𝑚 ⟶ 𝐹 , 𝐶(𝑥1, … , 𝑥𝑚) = 𝜑1(𝑥1) ⋯ 𝜑𝑚(𝑥𝑚)𝑦.

Dado 𝑦′
∈ 𝐹

∼, 𝑦′
◦𝐶 ∈ 𝑟 (𝐸1, … , 𝐸𝑚) e, para todos 𝑥1 ∈ 𝐸1, … , 𝑥𝑚 ∈ 𝐸𝑚,

(𝑦
′
◦𝐶)(𝑥1, … , 𝑥𝑚) = 𝑦

′
(𝐶(𝑥1, … , 𝑥𝑚)) = 𝑦

′
(𝜑1(𝑥1) ⋯ 𝜑𝑚(𝑥𝑚)𝑦)

= 𝜑1(𝑥1) ⋯ 𝜑𝑚(𝑥𝑚)𝑦
′
(𝑦) = 𝑦

′
(𝑦)𝐵(𝑥1, … , 𝑥𝑚),

provando que 𝑦′
◦𝐶 = 𝑦

′
(𝑦)𝐵. E para todos 𝑥 ′′

1
∈ 𝐸

∼∼

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
∈ 𝐸

∼∼

𝑚
, por (3.1),

𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐶)(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
)(𝑦

′
) = 𝐴𝑅

𝜌

𝑚
(𝑦

′
◦𝐶)(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
) = 𝐴𝑅

𝜌

𝑚
(𝑦

′
(𝑦)𝐵)(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
)

= 𝑦
′
(𝑦)𝐴𝑅

𝜌

𝑚
(𝐵)(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
) = 𝜑

′′

1
(𝑥

′′

1
) ⋯ 𝜑

′′

𝑚
(𝑥

′′

𝑚
)𝑦

′
(𝑦).

Isto nos dá, em particular, que todas as extensões de Arens de 𝐶 coincidem. Vejamos que
𝐴𝑅

𝜌

𝑚
(𝐶) é separadamente ordem contínua. Para cada 𝑘 ∈ {1, … ,𝑚} sejam 𝑥

′′

𝑖
∈ 𝐸

′′

𝑖
, 𝑖 =

1, … ,𝑚, 𝑖 ≠ 𝑘, e (𝑥
′′

𝛼𝑘
)𝛼𝑘∈Ω𝑘

uma rede em 𝐸
′′

𝑘
tal que 𝑥 ′′

𝛼𝑘

𝑜

←←←←←←←←←←←←←←→ 0. Como a extensão 𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐵)

é separadamente ordem contínua, 𝐴𝑅𝜌
𝑚
(𝐵)(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝛼𝑘
, … , 𝑥

′′

𝑚
)

𝑜

←←←←←←←←←←←←←←→ 0, e portanto existem
uma rede (𝑡𝛼𝑘

)𝛼𝑘∈Ω𝑘
em ℝ e 𝛼𝑘0 tais que 𝑡𝛼𝑘 ↓ 0 e |𝐴𝑅

𝜌

𝑚
(𝐵)(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝛼𝑘
, … , 𝑥

′′

𝑚
)| ≤ 𝑡𝛼𝑘

para todo
𝛼𝑘 ≥ 𝛼𝑘0

. Note que para todo 𝑦′
∈ 𝐹

∼,

𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐶)(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
)(𝑦

′
) = 𝐴𝑅

𝜌

𝑚
(𝐵)(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
)𝑦

′
(𝑦) = 𝐴𝑅

𝜌

𝑚
(𝐵)(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
)𝐽𝐹 (𝑦)(𝑦

′
),

isto é, 𝐴𝑅𝜌
𝑚
(𝐶)(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
) = 𝐴𝑅

𝜌

𝑚
(𝐵)(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
)𝐽𝐹 (𝑦). Dessa forma, tendo em conta que o

operador 𝐽𝐹 é um homomorfismo de Riesz, para todo 𝛼𝑘 ≥ 𝛼𝑘0 ,

|𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐶)(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝛼𝑘
, … , 𝑥

′′

𝑚
)| = |𝐴𝑅

𝜌

𝑚
(𝐵)(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝛼𝑘
, … , 𝑥

′′

𝑚
)𝐽𝐹 (𝑦)|

≤ |𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐵)(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝛼𝑘
, … , 𝑥

′′

𝑚
)||𝐽𝐹 (𝑦)| ≤ 𝑡𝛼𝑘

𝐽𝐹 (|𝑦|).

Como 𝐽𝐹 (|𝑦|) ∈ 𝐹 ∼∼ é positivo e 𝐹 ∼∼ é Arquimediano, 𝑡𝛼𝑘 𝐽𝐹 (|𝑦|) ↓ 0 em 𝐹
∼∼ por [4, Theorem

1.28], e portanto 𝐴𝑅𝜌
𝑚
(𝐶) é separadamente ordem contínua.

Agora seja 𝐴 ∈ 𝑟 (𝐸1, … , 𝐸𝑚; 𝐹 ) de tipo finito. Tome 𝑛 ∈ ℕ, funcionais 𝜑𝑖
𝑗
∈ 𝐸

∼

𝑖
e vetores
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𝑦𝑗 ∈ 𝐹 , 𝑗 = 1, … , 𝑛, 𝑖 = 1, … ,𝑚, tais que

𝐴(𝑥1, … , 𝑥𝑚) =

𝑛

∑

𝑗=1

𝜑
1

𝑗
(𝑥1) ⋯ 𝜑

𝑚

𝑗
(𝑥𝑚)𝑦𝑗 , para todos 𝑥𝑖 ∈ 𝐸𝑖 , 𝑖 = 1, … ,𝑚.

Para cada 𝑗 ∈ {1, … , 𝑛} considere os seguintes operadores 𝑚-linear regular:

𝐶𝑗 ∶ 𝐸1 × ⋯ × 𝐸𝑚 ⟶ 𝐹, 𝐶𝑗(𝑥1, … , 𝑥𝑚) = 𝜑
1

𝑗
(𝑥1) ⋯ 𝜑

𝑚

𝑗
(𝑥𝑚)𝑦𝑗 .

Pelo que provamos acima temos que, para todo, 𝑦′
∈ 𝐹

∼ e 𝑥 ′′
1
∈ 𝐸

∼∼

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
∈ 𝐸

∼∼

𝑚
,

𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐶𝑗)(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
)(𝑦

′
) = [𝜑

1

𝑗
]
′′
(𝑥

′′

1
) ⋯ [𝜑

𝑚

𝑗
]
′′
(𝑥

′′

𝑚
)𝑦

′
(𝑦𝑗), 𝑗 = 1, … , 𝑛,

e também que 𝐴𝑅𝜌
𝑚
(𝐶𝑗), 𝑗 = 1, … , 𝑛 não depende de 𝜌 e é separadamente ordem contínua.

De 𝐴 =

𝑛

∑

𝑗=1

𝐶𝑗 obtemos 𝐴𝑅𝜌
𝑚
(𝐴) =

𝑛

∑

𝑗=1

𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐶𝑗), donde segue que 𝐴𝑅𝜌

𝑚
(𝐴) não depende do 𝜌 e

é separadamente ordem contínua. Para finalizar, de

𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
)(𝑦

′
) =

𝑛

∑

𝑗=1

𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐶𝑗)(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝑚
)(𝑦

′
) =

𝑛

∑

𝑗=1

[𝜑
1

𝑗
]
′′
(𝑥

′′

1
) ⋯ [𝜑

𝑚

𝑗
]
′′
(𝑥

′′

𝑚
)𝑦

′
(𝑦𝑗)

=

𝑛

∑

𝑗=1

[𝜑
1

𝑗
]
′′
(𝑥

′′

1
) ⋯ [𝜑

𝑚

𝑗
]
′′
(𝑥

′′

𝑚
)𝐽𝐹 (𝑦𝑗)(𝑦

′
)

=
[

𝑛

∑

𝑗=1

[𝜑
1

𝑗
]
′′
(𝑥

′′

1
) ⋯ [𝜑

𝑚

𝑗
]
′′
(𝑥

′′

𝑚
)𝐽𝐹 (𝑦𝑗)]

(𝑦
′
),

obtemos que 𝐴𝑅𝜌
𝑚
(𝐴) é de tipo finito.

Para prosseguir aos principais resultados de esta seção, precisamos de alguma prepara-
ção.

Lema 3.2.5. Sejam 𝐸1, … , 𝐸𝑚, 𝐹 espaços de Riesz com 𝐹 Dedekind completo e (𝐵𝛼 )𝛼 uma
rede em 𝑟 (𝐸1, … , 𝐸𝑚; 𝐹 ). Então 𝐵𝛼 ↓ 0 se, e somente se, 𝐵𝛼 (𝑥1, … , 𝑥𝑚) ↓ 0 em 𝐹 para todos
𝑥1 ∈ 𝐸

+

1
, … , 𝑥𝑚 ∈ 𝐸

+

𝑚
.

Demonstração. Faremos a demonstração por indução sobre 𝑚. O caso 𝑚 = 1 segue do
Teorema 1.4.4. Suponha que o resultado seja válido para 𝑛 e seja (𝐵𝛼 )𝛼 uma rede em
𝑟 (𝐸1, … , 𝐸𝑛+1; 𝐹 ) tal que 𝐵𝛼 ↓ 0. Considere o isomorfismo de Riesz

𝜓 ∶ 𝑟 (𝐸1, … , 𝐸𝑛+1; 𝐹 ) ⟶ 𝑟 (𝐸1;𝑟 (𝐸2 … , 𝐸𝑛+1; 𝐹 ))

dado por
𝜓(𝐴)(𝑥1)(𝑥2, … , 𝑥𝑛+1) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛+1).

Como 𝜓 é positivo, 0 ≤ 𝜓(𝐵𝛼 ) ↓. Seja 𝑇 ∈ 𝑟 (𝐸1;𝑟 (𝐸2… , 𝐸𝑛+1; 𝐹 )) tal que 0 < 𝑇 ≤ 𝜓(𝐵𝛼 )

para todo 𝛼 . Como 𝜓 −1 é positivo, 0 ≤ 𝜓
−1
(𝑇 ) ≤ 𝐵𝛼 ↓ 0, donde segue que 0 ≤ 𝜓

−1
(𝑇 ) ≤ 0.

Isso prova que 𝜓(𝐵𝛼 ) ↓ 0 em 𝑟 (𝐸1;𝑟 (𝐸2 … , 𝐸𝑛+1; 𝐹 )). Pelo caso linear, temos 𝜓(𝐵𝛼 )(𝑥1) ↓ 0
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em 𝑟 (𝐸2 … , 𝐸𝑛+1; 𝐹 ) para todo 𝑥1 ∈ 𝐸+

1
. A hipótese de indução nos garante que

𝐵𝛼 (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛+1) = 𝜓(𝐵𝛼 )(𝑥1)(𝑥2, … , 𝑥𝑛+1) ↓ 0

para todos 𝑥2 ∈ 𝐸+

2
, … , 𝑥𝑛+1 ∈ 𝐸

+

𝑛+1
. A demonstração está completa.

Reciprocamente, suponha que 𝐵𝛼 (𝑥1, … , 𝑥𝑚) ↓ 0 em 𝐹 , para todo 𝑥1 ∈ 𝐸+

1
, … , 𝑥𝑚 ∈ 𝐸

+

𝑚
,

então 0 ≤ 𝐵𝛼 ↓ em 𝑟 (𝐸1, … , 𝐸𝑚; 𝐹 ). Seja 𝐵 ∈ 𝑟 (𝐸1, … , 𝐸𝑚; 𝐹 ) tal que 0 < 𝐵 ≤ 𝐵𝛼 para todo 𝛼 .
Neste caso temos 0 ≤ 𝐵(𝑥1, … , 𝑥𝑚) ≤ 𝐵𝛼 (𝑥1, … , 𝑥𝑚), o que implica que 0 ≤ 𝐵(𝑥1, … , 𝑥𝑚) ≤ 0,
isto é, 0 < 𝐵 ≤ 0. Isso nos permite concluir que 𝐵𝛼 ↓ 0.

Lema 3.2.6. Sejam 𝐸1, … , 𝐸𝑚 espaços de Riesz, 𝜌 ∈ 𝑆𝑚, 𝑘 ∈ {1, … ,𝑚} e 𝑥 ′′
𝜌(𝑘)

∈ (𝐸
∼

𝜌(𝑘)
)
∼

𝑛
. O

operador

𝑥
′′

𝜌(𝑘)

𝜌

∶ 𝑟 (𝐸1, … ,𝜌(1) 𝐸,… ,𝜌(𝑘−1) 𝐸,… , 𝐸𝑚) ⟶ 𝑟 (𝐸1, … ,𝜌(1) 𝐸,… ,𝜌(𝑘) 𝐸,… , 𝐸𝑚)

definido na Proposição 2.1.2 é ordem contínuo.

Demonstração. Pela Proposição 2.1.2 sabemos que operador 𝑥 ′′
𝜌(𝑘)

𝜌

é linear, regular e satisfaz

a desigualdade |
|
|
𝑥
′′

𝜌(𝑘)

𝜌 |
|
|
≤ |𝑥

′′

𝜌(𝑘)
|

𝜌

. Seja (𝐴𝛼 )𝛼∈Ω uma rede no espaço dos operadores regulares

𝑟 (𝐸1, … ,𝜌(1) 𝐸,… ,𝜌(𝑘−1) 𝐸,… , 𝐸𝑚) tal que 𝐴𝛼

𝑜

←←←←←←←←←←←←←←→ 0. Então existem (𝐵𝛼 )𝛼∈Ω uma rede em
𝑟 (𝐸1, … ,𝜌(1) 𝐸,… ,𝜌(𝑘−1) 𝐸,… , 𝐸𝑚) e 𝛼0 ∈ Ω tais que 𝐵𝛼 ↓ 0 e |𝐴𝛼 | ≤ 𝐵𝛼 para todo 𝛼 ≥ 𝛼0.
Dessa forma,

|
|
|
𝑥
′′

𝜌(𝑘)

𝜌

(𝐴𝛼 )
|
|
|
≤
|
|
|
𝑥
′′

𝜌(𝑘)

𝜌 |
|
|
(|𝐴𝛼 |) ≤ |𝑥

′′

𝜌(𝑘)
|

𝜌

(|𝐴𝛼 |) ≤ |𝑥
′′

𝜌(𝑘)
|

𝜌

(𝐵𝛼 ) para todo 𝛼 ≥ 𝛼0.

Para cada 𝑥𝑖 ∈ 𝐸+

𝑖
com 𝑖 ∈ {1, … ,𝑚} ⧵ {𝜌(1), … , 𝜌(𝑘)}, pelo Lema 3.2.5 temos

𝐵𝛼 (𝑥1, … ,𝜌(1) 𝑥, … ,𝜌(𝑘) 𝑥, ∙, … , 𝑥𝑚) ↓ 0.

Como 𝑥 ′′
𝜌(𝑘)

é ordem contínuo, |𝑥 ′′
𝜌(𝑘)

| é positivo e ordem contínuo por Teorema 1.4.9, logo
|𝑥

′′

𝜌(𝑘)
|(𝐵𝛼 (𝑥1, … ,𝜌(1) 𝑥, … ,𝜌(𝑘) 𝑥, ∙, … , 𝑥𝑚)) ↓ 0, isto é,

|𝑥
′′

𝜌(𝑘)
|

𝜌

(𝐵𝛼 )(𝑥1, … ,𝜌(1) 𝑥, … ,𝜌(𝑘) 𝑥, … , 𝑥𝑚) ↓ 0.

Aplicando uma vez mais o Lema 3.2.5 obtemos |𝑥 ′′
𝜌(𝑘)

|

𝜌

(𝐵𝛼 ) ↓ 0, o que prova que o operador

𝑥
′′

𝜌(𝑘)

𝜌

é ordem contínuo.

Teorema 3.2.7. Sejam 𝐸1, … , 𝐸𝑚, 𝐹 espaços de Riesz, 𝜌 ∈ 𝑆𝑚 e 𝐴 ∈ 𝑟 (𝐸1, … , 𝐸𝑚; 𝐹 ).
(a) Para todos 𝑗 ∈ {1, … ,𝑚}, 𝑥 ′′

𝜌(𝑖)
∈ 𝐸

∼∼

𝜌(𝑖)
, 𝑖 = 1, … , 𝑗 − 1, e 𝑥 ′′

𝜌(𝑖)
∈ (𝐸

∼

𝜌(𝑖)
)
∼

𝑛
, 𝑖 = 𝑗 + 1, … ,𝑚, o

operador
𝑥
′′

𝜌(𝑗)
∈ 𝐸

∼∼

𝜌(𝑗)
↦ 𝐴𝑅

𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝜌(𝑗)
, … , 𝑥

′′

𝑚
) ∈ 𝐹

∼∼ (3.2)

é ordem contínuo em 𝐸
∼∼

𝜌(𝑗)
.

(b) 𝐴𝑅𝜌
𝑚
(𝐴) é separadamente ordem contínua em (𝐸

∼

1
)
∼

𝑛
× ⋯ × (𝐸

∼

𝑚.
)
∼

𝑛
.

(c) 𝐴𝑅𝜌
𝑚
(𝐴) é ordem contínuo na 𝜌(𝑚)-ésima coordenada em todo o espaço 𝐸∼∼

𝜌(𝑚)
.
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Demonstração. Provaremos somente o item (a), pois (b) segue imediatamente de (a) e (c)
segue de (a) tomando 𝑗 = 𝑚.

Para provar (a) tome 𝑗 ∈ {1, … ,𝑚} e sejam 𝑥
′′

𝜌(𝑖)
∈ 𝐸

∼∼

𝜌(𝑖)
, 𝑖 = 1, … , 𝑗 − 1, e 𝑥 ′′

𝜌(𝑖)
∈ (𝐸

∼

𝜌(𝑖)
)
∼

𝑛
, 𝑖 =

𝑗 +1, … ,𝑚. Tome uma rede (𝑥 ′′
𝛼
𝜌(𝑗)

)𝛼
𝜌(𝑗)

∈Ω
𝜌(𝑗)

em 𝐸
∼∼

𝜌(𝑗)
tal que 𝑥 ′′

𝛼
𝜌(𝑗)

𝑜

←←←←←←←←←←←←←←→ 0. Então existem uma rede
(𝑧

′′

𝛼
𝜌(𝑗)

)𝛼
𝜌(𝑗)

∈Ω
𝜌(𝑗)

em 𝐸
∼∼

𝜌(𝑗)
e 𝛼𝜌(𝑗)0 tais que 𝑧′′

𝛼
𝜌(𝑗)

↓ 0 e |𝑥
′′

𝛼
𝜌(𝑗)

| ≤ 𝑧
′′

𝛼
𝜌(𝑗)

para todo 𝛼𝜌(𝑗) ≥ 𝛼𝜌(𝑗)0
. Como

𝐴 é regular, podemos escrever 𝐴 = 𝐴1 − 𝐴2 para alguns operadores positivos 𝐴1 e 𝐴2 em
𝑟 (𝐸1, … , 𝐸𝑚; 𝐹 ). É claro que o operador 𝐵 ∶= 𝐴1 + 𝐴2 é positivo. Denotando o operador
em (3.2) por 𝐴𝑅𝜌

𝑚
(𝐴)

𝑥
′′

𝜌(1)
,…,𝑥

′′

𝜌(𝑗−1)
,𝑥

′′

𝜌(𝑗+1)
,…,𝑥

′′

𝜌(𝑚)

, para cada 𝛼𝜌(𝑗) ≥ 𝛼𝜌(𝑗)0 ,

|𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴)

𝑥
′′

𝜌(1)
,…,𝑥

′′

𝜌(𝑗−1)
,𝑥

′′

𝜌(𝑗+1)
,…,𝑥

′′

𝜌(𝑚)

(𝑥
′′

𝛼
𝜌(𝑗)

)| = |𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑥

′′

1
, … , 𝑥

′′

𝛼
𝜌(𝑗)

, … , 𝑥
′′

𝑚
)|

≤ |𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴)|(|𝑥

′′

1
|, … , |𝑥

′′

𝛼
𝜌(𝑗)

|, … , |𝑥
′′

𝑚
|)

= |𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴1 − 𝐴2)|(|𝑥

′′

1
|, … , |𝑥

′′

𝛼
𝜌(𝑗)

|, … , |𝑥
′′

𝑚
|)

= |𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴1) − 𝐴𝑅

𝜌

𝑚
(𝐴2)|(|𝑥

′′

1
|, … , |𝑥

′′

𝛼
𝜌(𝑗)

|, … , |𝑥
′′

𝑚
|)

≤ (𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐴1) + 𝐴𝑅

𝜌

𝑚
(𝐴2))(|𝑥

′′

1
|, … , |𝑥

′′

𝛼
𝜌(𝑗)

|, … , |𝑥
′′

𝑚
|)

= 𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐵)(|𝑥

′′

1
|, … , |𝑥

′′

𝛼
𝜌(𝑗)

|, … , |𝑥
′′

𝑚
|)

= 𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐵)

|𝑥
′′

𝜌(1)
|,…,|𝑥

′′

𝜌(𝑗−1)
|,|𝑥

′′

𝜌(𝑗+1)
|,…,|𝑥

′′

𝜌(𝑚)
|
(|𝑥

′′

𝛼
𝜌(𝑗)

|)

≤ 𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐵)

|𝑥
′′

𝜌(1)
|,…,|𝑥

′′

𝜌(𝑗−1)
|,|𝑥

′′

𝜌(𝑗+1)
|,…,|𝑥

′′

𝜌(𝑚)
|
(𝑧

′′

𝛼
𝜌(𝑗)

).

Como extensões de Arens de operadores positivos são positivos, Teorema 2.1.3, segue que

0 ≤ 𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐵)

|𝑥
′′

𝜌(1)
|,…,|𝑥

′′

𝜌(𝑗−1)
|,|𝑥

′′

𝜌(𝑗+1)
|,…,|𝑥

′′

𝜌(𝑚)
|
(𝑧

′′

𝛼
𝜌(𝑗)

) ↓ .

Chamando 𝑇 ∶= |𝑥
′′

𝜌(𝑚)
|

𝜌

◦ ⋯ ◦|𝑥
′′

𝜌(𝑗+1)
|

𝜌

, como cada |𝑥
′′

𝜌(𝑖)
|, 𝑖 = 𝑗 + 1, … ,𝑚, é ordem contínuo,

pelo Lema 3.2.6 segue que |𝑥
′′

𝜌(𝑖)
|

𝜌

é ordem contínuo, e portanto 𝑇 é ordem contínuo e
positivo. Por outro lado, é claro que, para todo 𝑦′

∈ 𝐹
∼ positivo,

𝑆 ∶= (|𝑥
′′

𝜌(𝑗−1)
|

𝜌

◦ ⋯ ◦|𝑥
′′

𝜌(1)
|

𝜌

)(𝑦
′
◦𝐵) ∈ 𝑟 (𝐸1, … ,𝜌(1) 𝐸,… ,𝜌(𝑗−1) 𝐸,… , 𝐸𝑚)

é positivo. De 𝑧′′
𝛼
𝜌(𝑗)

↓ 0 concluímos que 𝑧′′
𝛼
𝜌(𝑗)

𝜌

(𝑆) ↓ 0, logo 𝑇 (𝑧′′
𝛼
𝜌(𝑗)

𝜌

(𝑆)) ↓ 0, uma vez que 𝑇 é
linear, positivo e ordem contínuo. Assim, para todo 𝑦′

∈ 𝐹
∼ positivo,

𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝐵)

|𝑥
′′

𝜌(1)
|,…,|𝑥

′′

𝜌(𝑗−1)
|,|𝑥

′′

𝜌(𝑗+1)
|,…,|𝑥

′′

𝜌(𝑚)
|
(𝑧

′′

𝛼
𝜌(𝑗)

)(𝑦
′
) = 𝐴𝑅

𝜌

𝑚
(𝐵)(|𝑥

′′

1
|, … , 𝑧

′′

𝛼
𝜌(𝑗)

, … , |𝑥
′′

𝑚
|)(𝑦

′
)

= (|𝑥
′′

𝜌(𝑚)
|

𝜌

◦ ⋯ ◦|𝑥
′′

𝜌(𝑗+1)
|

𝜌

◦𝑧
′′

𝛼
𝜌(𝑗)

𝜌

◦|𝑥
′′

𝜌(𝑗−1)
|

𝜌

◦ ⋯ ◦|𝑥
′′

𝜌(1)
|

𝜌

)(𝑦
′
◦𝐵)

= (𝑇 ◦𝑧
′′

𝛼
𝜌(𝑗)

𝜌

◦|𝑥
′′

𝜌(𝑗−1)
|

𝜌

◦ ⋯ ◦|𝑥
′′

𝜌(1)
|

𝜌

)(𝑦
′
◦𝐵)

= 𝑇((𝑧
′′

𝛼
𝜌(𝑗)

𝜌

◦|𝑥
′′

𝜌(𝑗−1)
|

𝜌

◦ ⋯ ◦|𝑥
′′

𝜌(1)
|

𝜌

)(𝑦
′
◦𝐵))

= 𝑇(𝑧
′′

𝛼
𝜌(𝑗)

𝜌

((|𝑥
′′

𝜌(𝑗−1)
|

𝜌

◦ ⋯ ◦|𝑥
′′

𝜌(1)
|

𝜌

)(𝑦
′
◦𝐵))) = 𝑇 (𝑧

′′

𝛼
𝜌(𝑗)

𝜌

(𝑆)) ↓ 0.

Segue do Lema 3.2.5 que 𝐴𝑅𝜌
𝑚
(𝐵)

|𝑥
′′

𝜌(1)
|,…,|𝑥

′′

𝜌(𝑗−1)
|,|𝑥

′′

𝜌(𝑗+1)
|,…,|𝑥

′′

𝜌(𝑚)
|
(𝑧

′′

𝛼
𝜌(𝑗)

) ↓ 0, o que nos permite concluir
que 𝐴𝑅𝜌

𝑚
(𝐴)

𝑥
′′

𝜌(1)
,…,𝑥

′′

𝜌(𝑗−1)
,𝑥

′′

𝜌(𝑗+1)
,…,𝑥

′′

𝜌(𝑚)

é ordem contínuo.

Observação 3.2.8. O Teorema 3.2.7 melhora [26, Theorem 1] nos seguintes sentidos: ele
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vale para todas as extensões de Arens, vale para operadores entre espaços de Riesz, não
impõe a hipótese de 𝐹 ser Dedekind completo e, finalmente, assegura a ordem continuidade
em todo o bidual em uma das variáveis. Para operadores regulares, o Teorema 3.2.7 melhora
[29, Theorem 3.4] pois leva em conta todas as extensões de Arens e garante a ordem
continuidade em todo o bidual em uma das variáveis. Em particular, o Teorema 3.2.7(b)
fornece uma demonstração alternativa de [26, Theorem 1] e de [29, Theorem 3.4] para
operadores regulares entre espaços de Riesz. Mais ainda, o item (c) do teorema mostra que
𝐴

∗(𝑚+1)
= 𝐴𝑅

𝜃

𝑚
(𝐴) é ordem contínua na primeira variável em 𝐸

∼∼

1
.

Relembre que um polinômio 𝑚-homogêneo 𝑃 ∶ 𝐸 ⟶ 𝐹 entre espaços de Riesz é
positivo se seu operador 𝑚-linear simétrico correspondente 𝑃 é positivo. Além disso,
𝑃 é regular, em notação, 𝑃 ∈ 𝑟 (

𝑚
𝐸; 𝐹 ), se 𝑃 pode ser escrito como a diferença de dois

polinômios positivos.

As extensões de Arens de um polinômio regular 𝑃 ∈ 𝑟 (
𝑚
𝐸; 𝐹 ) são os polinômios

associados às extensões de Arens de 𝑃 , isto é: para cada 𝜌 ∈ 𝑆𝑚 a extensão de Arens de 𝑃
com respeito a 𝜌 é o polinômio

𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝑃)∶ 𝐸

∼∼
⟶ 𝐹

∼∼
, 𝐴𝑅

𝜌

𝑚
(𝑃)(𝑥

′′
) = 𝐴𝑅

𝜌

𝑚
(𝑃)(𝑥

′′
, … , 𝑥

′′
).

Em [29, Theorem 3.5] está provado que 𝐴𝑅𝜃
𝑚
(𝑃) é ordem contínuo em (𝐸

∼
)
∼

𝑛
. Aqui con-

seguimos avançar para a ordem continuidade na origem em todo o bidual da seguinte
forma:

Proposição 3.2.9. Todas as extensões de Arens de um polinômio 𝑃 ∈ 𝑟 (
𝑚
𝐸; 𝐹 ) são ordem

contínuas na origem em 𝐸
∼∼, no sentido de que 𝐴𝑅𝜌

𝑚
(𝑃)(𝑥

′′

𝛼
)

𝑜

←←←←←←←←←←←←←←→ 0 em 𝐹
∼∼ para cada 𝜌 ∈ 𝑆𝑚 e

qualquer (𝑥 ′′
𝛼
)𝛼∈Ω em 𝐸

∼∼ tal que 𝑥 ′′
𝛼

𝑜

←←←←←←←←←←←←←←→ 0 em 𝐸
∼∼.

Demonstração. Escreva 𝑃 = 𝑃1 − 𝑃2, onde 𝑃1 e 𝑃2 são polinômios 𝑚-homogêneos positivos,
e seja 𝑃1, 𝑃2∶ 𝐸

𝑚
⟶ 𝐹 os operadores 𝑚-lineares positivos simétricos associados a 𝑃1 e 𝑃2,

respectivamente. Seja (𝑥
′′

𝛼
)𝛼∈Ω uma rede em 𝐸

∼∼ tal que 𝑥 ′′
𝛼

𝑜

←←←←←←←←←←←←←←→ 0. Então existem uma rede
(𝑧

′′

𝛼
)𝛼∈Ω em 𝐸

∼∼ e 𝛼0 ∈ Ω tais que 𝑧′′
𝛼
↓ 0 e |𝑥 ′′

𝛼
| ≤ 𝑧

′′

𝛼
para cada 𝛼 ≥ 𝛼0. Para cada permutação

𝜌 ∈ 𝑆𝑚, sabemos pelo Teorema 3.2.7 que o operador

𝑥
′′
∈ 𝐸

∼∼
↦ 𝐴𝑅

𝜌

𝑚
(𝑃1 + 𝑃2)(𝑧

′′

𝛼0
, … , 𝑧

′′

𝛼0
, 𝑥

′′
, 𝑧

′′

𝛼0
, … , 𝑧

′′

𝛼0
),

onde 𝑥 ′′ está na 𝜌(𝑚)-ésima coordenada, é positivo e ordem contínuo. Para 𝛼 ≥ 𝛼0 temos
𝑧
′′

𝛼
≤ 𝑧

′′

𝛼0
, assim, usando que 𝐴𝑅𝜌

𝑚
(𝑃1 + 𝑃2) é positivo, pelo Teorema 1.1.5,

|𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝑃)(𝑥

′′

𝛼
)| = |𝐴𝑅

𝜌

𝑚
(𝑃1 − 𝑃2)(𝑥

′′

𝛼
)| = |𝐴𝑅

𝜌

𝑚
((𝑃1 − 𝑃2)

∨
)(𝑥

′′

𝛼
, … , 𝑥

′′

𝛼
)|

= |𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝑃1 − 𝑃2)(𝑥

′′

𝛼
, … , 𝑥

′′

𝛼
)| ≤ |𝐴𝑅

𝜌

𝑚
(𝑃1 − 𝑃2)|(|𝑥

′′

𝛼
|, … , |𝑥

′′

𝛼
|)

≤ |𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝑃1 − 𝑃2)|(𝑧

′′

𝛼
, … , 𝑧

′′

𝛼
) ≤ 𝐴𝑅

𝜌

𝑚
(𝑃1 + 𝑃2)(𝑧

′′

𝛼
, … , 𝑧

′′

𝛼
)

≤ 𝐴𝑅
𝜌

𝑚
(𝑃1 + 𝑃2)(𝑧

′′

𝛼0
, … , 𝑧

′′

𝛼0
, 𝑧

′′

𝛼
, 𝑧

′′

𝛼0
, … , 𝑧

′′

𝛼0
) ↓ 0.

Isso prova que 𝐴𝑅𝜌
𝑚
(𝑃)(𝑥

′′

𝛼
)

𝑜

←←←←←←←←←←←←←←→ 0 e completa a demonstração.

Antecipando à pergunta que o leitor certamente tem em mente, informamos que em
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[24] está provado que, para um polinômio homogêneo regular, a ordem continuidade em
um ponto não implica na ordem continuidade em todos os pontos em geral. De qualquer
forma, o resultado acima será útil mais adiante.

3.3 Operadores entre reticulados de Banach

Nesta seção damos condições sobre os reticulados de Banach 𝐸1, … , 𝐸𝑚 de modo que,
para cada reticulado de Banach 𝐹 , todas as extensões de Arens de qualquer operador
𝑚-linear regular de 𝐸1 × ⋯ × 𝐸𝑚 a 𝐹 sejam separadamente ordem contínuas em 𝐸

∗∗

1
× ⋯ × 𝐸

∗∗

𝑚
.

Consequências sobre a ordem continuidade das extensões de polinômios homogêneos
regulares também são obtidas.

Se o dual 𝐸∗ de um reticulado de Banach 𝐸 tem norma ordem contínua, então 𝐸∗∗
= (𝐸

∗
)
∗

𝑛

(veja [62, Theorem 2.4.2]). Sendo assim, o seguinte resultado é consequência imediata do
Teorema 3.2.7.

Corolário 3.3.1. Sejam 𝐸1, … , 𝐸𝑚, 𝐹 reticulados de Banach, 𝐴 ∈ 𝑟 (𝐸1, … , 𝐸𝑚; 𝐹 ) e 𝜌 ∈ 𝑆𝑚.
Se 𝐸∗

𝑗
tem norma ordem contínua para todo 𝑗 ∈ {1, … ,𝑚}, 𝑗 ≠ 𝜌(1), então a extensão de Arens

𝐴𝐵
𝜌

𝑚
(𝐴) de 𝐴 é separadamente ordem continua em 𝐸

∗∗

1
× ⋯ × 𝐸

∗∗

𝑚
.

O próximo resultado deixa claro que tipo de condição é necessária para se obter ordem
continuidade das extensões de Arens sobre o produto das totalidades dos biduais.

Proposição 3.3.2. Sejam 𝑚 ≥ 2 e 𝐸1, … , 𝐸𝑚 reticulados de Banach tais que a extensão
de Arens 𝐴∗(𝑚+1) de qualquer forma 𝑚-linear 𝐴 ∈ 𝑟 (𝐸1, … , 𝐸𝑚) é separadamente ordem
contínua em 𝐸

∗∗

1
× ⋯ × 𝐸

∗∗

𝑚
. Então, para cada operador 𝑇 ∈ 𝑟 (𝐸𝑖; 𝐸

∗

𝑗
), 𝑖, 𝑗 = 1, … ,𝑚, 𝑖 ≠ 𝑗, o

funcional 𝑇 ∗∗
(𝑥

∗∗

𝑖
) é ordem contínuo em 𝐸

∗∗

𝑗
para todo 𝑥 ∗∗

𝑖
∈ 𝐸

∗∗

𝑖
.

Demonstração. Seja 𝑇 ∈ 𝑟 (𝐸𝑖; 𝐸
∗

𝑗
), 𝑗 = 1, … ,𝑚, 𝑖 ≠ 𝑗. Escolha funcionais 𝜑𝑘 ∈ 𝐸

∗

𝑘
, 𝑘 =

1, … ,𝑚, 𝑘 ≠ 𝑖, 𝑗, não nulos e defina

𝐴∶ 𝐸1 × ⋯ × 𝐸𝑚 ⟶ ℝ , 𝐴(𝑥1, … , 𝑥𝑚) =

(

𝑚

∏

𝑘=1

𝑘≠𝑖,𝑗

𝜑𝑘(𝑥𝑘)

)

𝑇 (𝑥𝑖)(𝑥𝑗).

É imediato que 𝐴 é uma forma 𝑚-linear regular. Suponha 𝑖 < 𝑗. Usando a descrição de
Davie-Gamelin das extensões de Arens (veja [34] ou [49, Corolário 4.4.3]), para 𝑥 ∗∗

𝑙
∈ 𝐸

∗∗

𝑙
e

redes (𝑥𝛼𝑙 )𝛼𝑙∈Ω𝑙
em 𝐸𝑙 tais que 𝑥 ∗∗

𝑙
= 𝜔

∗-lim
𝛼𝑙

𝐽𝐸𝑙
(𝑥𝛼𝑙

), 𝑙 = 1, … ,𝑚, obtemos

𝐴
∗(𝑚+1)

(𝑥
∗∗

1
, … , 𝑥

∗∗

𝑖
, … , 𝑥

∗∗

𝑗
, … , 𝑥

∗∗

𝑚
) = lim

𝛼1

⋯ lim
𝛼𝑖

⋯ lim
𝛼𝑗

⋯ lim
𝛼𝑚

𝐴(𝑥𝛼1
, … , 𝑥𝛼𝑚

)

= lim
𝛼1

⋯ lim
𝛼𝑖

⋯ lim
𝛼𝑗

⋯ lim
𝛼𝑚 (

𝑚

∏

𝑘=1

𝑘≠𝑖,𝑗

𝜑𝑘(𝑥𝛼𝑘
)

)

𝑇 (𝑥𝛼𝑖
)(𝑥𝛼𝑗

)

= lim
𝛼1

⋯ lim
𝛼𝑖

⋯ lim
𝛼𝑗

⋯ lim
𝛼𝑚−1 (

𝑚−1

∏

𝑘=1

𝑘≠𝑖,𝑗

𝜑𝑘(𝑥𝛼𝑘
)

)

𝑇 (𝑥𝛼𝑖
)(𝑥𝛼𝑗

) lim
𝛼𝑚

𝐽𝐸𝑚
(𝑥𝛼𝑚

)(𝜑𝑚)
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= lim
𝛼1

⋯ lim
𝛼𝑖

⋯ lim
𝛼𝑗

⋯ lim
𝛼𝑚−1 (

𝑚−1

∏

𝑘=1

𝑘≠𝑖,𝑗

𝜑𝑘(𝑥𝛼𝑘
)

)

𝑇 (𝑥𝛼𝑖 )(𝑥𝛼𝑗 )𝑥
∗∗

𝑚
(𝜑𝑚)

⋮

= 𝑥
∗∗

𝑚
(𝜑𝑚) ⋯ 𝑥

∗∗

𝑗+1
(𝜑𝑗+1) lim

𝛼1

⋯ lim
𝛼𝑖

⋯ lim
𝛼𝑗 (

𝑗−1

∏

𝑘=1

𝑘≠𝑖

𝜑𝑘(𝑥𝛼𝑘
)

)

𝑇 (𝑥𝛼𝑖
)(𝑥𝛼𝑗

)

=

𝑚

∏

𝑘=𝑗+1

𝑥
∗∗

𝑘
(𝜑𝑘) lim

𝛼1

⋯ lim
𝛼𝑖

⋯ lim
𝛼𝑗−1 (

𝑗−1

∏

𝑘=1

𝑘≠𝑖

𝜑𝑘(𝑥𝛼𝑘
)

)

lim
𝛼𝑗

𝑇 (𝑥𝛼𝑖
)(𝑥𝛼𝑗

)

=

𝑚

∏

𝑘=𝑗+1

𝑥
∗∗

𝑘
(𝜑𝑘) lim

𝛼1

⋯ lim
𝛼𝑖

⋯ lim
𝛼𝑗−1 (

𝑗−1

∏

𝑘=1

𝑘≠𝑖

𝜑𝑘(𝑥𝛼𝑘
)

)

𝑥
∗∗

𝑗
(𝑇 (𝑥𝛼𝑖

))

⋮

=

𝑚

∏

𝑘=𝑖+1

𝑘≠𝑗

𝑥
∗∗

𝑘
(𝜑𝑘) lim

𝛼1

⋯ lim
𝛼𝑖 (

𝑖−1

∏

𝑘=1

𝜑𝑘(𝑥𝛼𝑘
)

)

𝑥
∗∗

𝑗
(𝑇 (𝑥𝛼𝑖

))

=

𝑚

∏

𝑘=𝑖+1

𝑘≠𝑗

𝑥
∗∗

𝑘
(𝜑𝑘) lim

𝛼1

⋯ lim
𝛼𝑖−1 (

𝑖−1

∏

𝑘=1

𝜑𝑘(𝑥𝛼𝑘
)

)

lim
𝛼𝑖

𝑇
∗
(𝑥

∗∗

𝑗
)(𝑥𝛼𝑖

)

=

𝑚

∏

𝑘=1

𝑘≠𝑖,𝑗

𝑥
∗∗

𝑘
(𝜑𝑘) lim

𝛼𝑖

𝐽𝐸𝑖
(𝑥𝛼𝑖

)(𝑇
∗
(𝑥

∗∗

𝑗
)) =

(

𝑚

∏

𝑘=1

𝑘≠𝑖,𝑗

𝑥
∗∗

𝑘
(𝜑𝑘)

)

𝑥
∗∗

𝑖
(𝑇

∗
(𝑥

∗∗

𝑗
))

=

(

𝑚

∏

𝑘=1

𝑘≠𝑖,𝑗

𝑥
∗∗

𝑘
(𝜑𝑘)

)

𝑇
∗∗
(𝑥

∗∗

𝑖
)(𝑥

∗∗

𝑗
).

Em resumo,

𝐴
∗(𝑚+1)

(𝑥
∗∗

1
, … , 𝑥

∗∗

𝑖
, … , 𝑥

∗∗

𝑗
, … , 𝑥

∗∗

𝑚
) =

(

𝑚

∏

𝑘=1

𝑘≠𝑖,𝑗

𝑥
∗∗

𝑘
(𝜑𝑘)

)

𝑇
∗∗
(𝑥

∗∗

𝑖
)(𝑥

∗∗

𝑗
)

para todo 𝑥 ∗∗
𝑖
∈ 𝐸

∗∗

𝑖
. Como 𝜑𝑘 ≠ 0, 𝑘 ≠ 𝑖, 𝑗, existe 𝑥𝑘 ∈ 𝐸𝑘 tais que 𝜑𝑘(𝑥𝑘) = 1. Daí,

𝐴
∗(𝑚+1)

(𝐽𝐸1
(𝑥1), … , 𝑥

∗∗

𝑖
, … , 𝑥

∗∗

𝑗
, … , 𝐽𝐸𝑚

(𝑥𝑚)) =

(

𝑚

∏

𝑘=1

𝑘≠𝑖,𝑗

𝐽𝐸𝑘
(𝑥𝑘)(𝜑𝑘)

)

𝑇
∗∗
(𝑥

∗∗

𝑖
)(𝑥

∗∗

𝑗
)

=

(

𝑚

∏

𝑘=1

𝑘≠𝑖,𝑗

𝜑𝑘(𝑥𝑘)

)

𝑇
∗∗
(𝑥

∗∗

𝑖
)(𝑥

∗∗

𝑗
) = 𝑇

∗∗
(𝑥

∗∗

𝑖
)(𝑥

∗∗

𝑗
).

Como 𝐴∗(𝑚+1) é separadamente ordem contínua por hipótese, para todo 𝑥 ∗∗
𝑖
∈ 𝐸

∗∗

𝑖
o funcional

𝑇
∗∗
(𝑥

∗∗

𝑖
) é ordem contínuo. Trocando 𝑖 por 𝑗 e 𝑗 por 𝑖, segue que, para 𝑗 < 𝑖, o funcional

𝑇
∗∗
(𝑥

∗∗

𝑗
) é ordem contínuo, completando a demonstração.
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Embora os próximos resultados sejam válidos, com as modificações óbvias, para todas
as extensões de Arens 𝐴𝑅𝜌

𝑚
(𝐴) de um operador 𝑚-linear regular 𝐴, para aliviar o peso da

notação das demonstrações, nos restringiremos à extensão 𝐴∗(𝑚+1)
= 𝐴𝑅

𝜃

𝑚
(𝐴).

Lema 3.3.3. Sejam 𝐸1, … , 𝐸𝑚 reticulados de Banach, 𝐴 ∈ 𝑟 (𝐸1, … , 𝐸𝑚) e 𝑖 ∈ {1, … ,𝑚}. Se
𝑥𝑗 ∈ 𝐸𝑗 , 𝑗 = 1, … , 𝑖 − 1, e 𝑥 ∗∗

𝑗
∈ 𝐸

∗∗

𝑗
, 𝑗 = 𝑖 + 1, … ,𝑚, então o funcional

𝐴
∗(𝑚+1)

(𝐽𝐸1
(𝑥1), … , 𝐽𝐸𝑖−1

(𝑥𝑖−1), ∙, 𝑥
∗∗

𝑖+1
, … , 𝑥

∗∗

𝑚
)∶ 𝐸

∗∗

𝑖
⟶ ℝ

é 𝜔∗-continuo e

𝐴
∗(𝑚+1)

(𝐽𝐸1
(𝑥1), … , 𝐽𝐸𝑖−1

(𝑥𝑖−1), 𝑥
∗∗

𝑖
, … , 𝑥

∗∗

𝑚
) = (𝑥

∗∗

𝑖

𝜃

◦ ⋯ ◦𝑥
∗∗

𝑚

𝜃

)(𝐴)(𝑥1, … , 𝑥𝑖−1).

Demonstração. Seja (𝑥
∗∗

𝛼𝑖
)𝛼𝑖∈Ω𝑖

uma rede em 𝐸
∗∗

𝑖
tal que 𝑥 ∗∗

𝛼𝑖

𝜔
∗

←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←→ 𝑥
∗∗

𝑖
∈ 𝐸

∗∗

𝑖
. Para cada 𝑥 ∗

𝑖
∈ 𝐸

∗

𝑖

temos 𝑥 ∗∗
𝑖
(𝑥

∗

𝑖
) = lim

𝛼𝑖

𝑥
∗∗

𝛼𝑖
(𝑥

∗

𝑖
). Dados 𝑥𝑗 ∈ 𝐸𝑗 , 𝑗 = 1, … , 𝑖 − 1, e 𝑥 ∗∗

𝑗
∈ 𝐸

∗∗

𝑗
, 𝑗 = 𝑖 + 1, … ,𝑚,

𝐴
∗(𝑚+1)

(𝐽𝐸1
(𝑥1), … , 𝐽𝐸𝑖−1

(𝑥𝑖−1), 𝑥
∗∗

𝑖
, … , 𝑥

∗∗

𝑚
)

= (𝐽𝐸1
(𝑥1)

𝜃

◦ ⋯ ◦𝐽𝐸𝑖−1
(𝑥𝑖−1)

𝜃

◦𝑥
∗∗

𝑖

𝜃

◦ ⋯ ◦𝑥
∗∗

𝑚

𝜃

)(𝐴)

= 𝐽𝐸1(𝑥1)

𝜃

((𝐽𝐸2(𝑥1)

𝜃

◦ ⋯ ◦𝐽𝐸𝑖−1(𝑥𝑖−1)

𝜃

◦𝑥
∗∗

𝑖

𝜃

◦ ⋯ ◦𝑥
∗∗

𝑚

𝜃

)(𝐴))

= 𝐽𝐸1
(𝑥1)((𝐽𝐸2

(𝑥2)

𝜃

◦ ⋯ ◦𝐽𝐸𝑖−1
(𝑥𝑖−1)

𝜃

◦𝑥
∗∗

𝑖

𝜃

◦ ⋯ ◦𝑥
∗∗

𝑚

𝜃

)(𝐴))

= (𝐽𝐸2
(𝑥2)

𝜃

◦ ⋯ ◦𝐽𝐸𝑖−1
(𝑥𝑖−1)

𝜃

◦𝑥
∗∗

𝑖

𝜃

◦ ⋯ ◦𝑥
∗∗

𝑚

𝜃

)(𝐴)(𝑥1)

= 𝐽𝐸2
(𝑥2)

𝜃

((𝐽𝐸3
(𝑥3)

𝜃

◦ ⋯ ◦𝐽𝐸𝑖−1
(𝑥𝑖−1)

𝜃

◦𝑥
∗∗

𝑖

𝜃

◦ ⋯ ◦𝑥
∗∗

𝑚

𝜃

)(𝐴))(𝑥1)

= 𝐽𝐸2(𝑥2)(((𝐽𝐸3(𝑥3)

𝜃

◦ ⋯ ◦𝐽𝐸𝑖−1(𝑥𝑖−1)

𝜃

◦𝑥
∗∗

𝑖

𝜃

◦ ⋯ ◦𝑥
∗∗

𝑚

𝜃

)(𝐴))(𝑥1, ∙))

= ((𝐽𝐸3
(𝑥3)

𝜃

◦ ⋯ ◦𝐽𝐸𝑖−1
(𝑥𝑖−1)

𝜃

◦𝑥
∗∗

𝑖

𝜃

◦ ⋯ ◦𝑥
∗∗

𝑚

𝜃

)(𝐴))(𝑥1, ∙)(𝑥2)

= (𝐽𝐸3
(𝑥3)

𝜃

◦ ⋯ ◦𝐽𝐸𝑖−1
(𝑥𝑖−1)

𝜃

◦𝑥
∗∗

𝑖

𝜃

◦ ⋯ ◦𝑥
∗∗

𝑚

𝜃

)(𝐴)(𝑥1, 𝑥2)

⋮

= (𝐽𝐸𝑖−1
(𝑥𝑖−1)

𝜃

◦𝑥
∗∗

𝑖

𝜃

◦ ⋯ ◦𝑥
∗∗

𝑚

𝜃

)(𝐴)(𝑥1, … , 𝑥𝑖−2)

= 𝐽𝐸𝑖−1
(𝑥𝑖−1)

𝜃

((𝑥
∗∗

𝑖

𝜃

◦ ⋯ ◦𝑥
∗∗

𝑚

𝜃

)(𝐴))(𝑥1, … , 𝑥𝑖−2)

= 𝐽𝐸𝑖−1
(𝑥𝑖−1)(((𝑥

∗∗

𝑖

𝜃

◦ ⋯ ◦𝑥
∗∗

𝑚

𝜃

)(𝐴))(𝑥1, … , 𝑥𝑖−2, ∙))

= (𝑥
∗∗

𝑖

𝜃

◦ ⋯ ◦𝑥
∗∗

𝑚

𝜃

)(𝐴)(𝑥1, … , 𝑥𝑖−2, ∙)(𝑥𝑖−1)

= (𝑥
∗∗

𝑖

𝜃

◦ ⋯ ◦𝑥
∗∗

𝑚

𝜃

)(𝐴)(𝑥1, … , 𝑥𝑖−2, 𝑥𝑖−1)

= 𝑥
∗∗

𝑖

𝜃

((𝑥
∗∗

𝑖−1

𝜃

◦ ⋯ ◦𝑥
∗∗

𝑚

𝜃

)(𝐴))(𝑥1, … , 𝑥𝑖−2, 𝑥𝑖−1)

= 𝑥
∗∗

𝑖 (((𝑥
∗∗

𝑖−1

𝜃

◦ ⋯ ◦𝑥
∗∗

𝑚

𝜃

)(𝐴))(𝑥1, … , 𝑥𝑖−2, 𝑥𝑖−1, ∙))

(Δ)

= lim
𝛼𝑖

𝑥
∗∗

𝛼𝑖(((
𝑥
∗∗

𝑖−1

𝜃

◦ ⋯ ◦𝑥
∗∗

𝑚

𝜃

)(𝐴))(𝑥1, … , 𝑥𝑖−2, 𝑥𝑖−1, ∙))

= lim
𝛼𝑖

𝐴
∗(𝑚+1)

(𝐽𝐸1
(𝑥1), … , 𝐽𝐸𝑖−1

(𝑥𝑖−1), 𝑥
∗∗

𝛼𝑖
, … , 𝑥

∗∗

𝑚
),

onde, em (Δ), usamos que ((𝑥
∗∗

𝑖−1

𝜃

◦ ⋯ ◦𝑥
∗∗

𝑚

𝜃

)(𝐴))(𝑥1, … , 𝑥𝑖−2, 𝑥𝑖−1, ∙) ∈ 𝐸
∗

𝑖
.
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Definição 3.3.4. Seja  uma propriedade de funcionais lineares em reticulados de Banach.
Dizemos que:

∙ Uma forma 𝐴∶ 𝐸
∗∗

1
× ⋯ × 𝐸

∗∗

𝑚
⟶ ℝ, onde 𝐸1, … , 𝐸𝑚 são reticulados de Banach, tem

-separadamente se para todos 𝑗 ∈ {1, … ,𝑚} e 𝑥 ∗∗
𝑖
∈ 𝐸

∗∗

𝑖
, 𝑖 = 1, … ,𝑚, 𝑖 ≠ 𝑗, o funcional

𝐴𝑥
∗∗

1
,…,𝑥

∗∗

𝑗−1
,𝑥

∗∗

𝑗+1
,…,𝑥

∗∗

𝑚

∶ 𝐸
∗∗

𝑗
⟶ ℝ , 𝑥

∗∗

𝑗
↦ 𝐴(𝑥

∗∗

1
, … , 𝑥

∗∗

𝑚
),

tem a propriedade  .

∙  é uma propriedade de Arens se, independentemente do número natural 𝑚 ≥ 2, dos
reticulados de Banach 𝐸1, … , 𝐸𝑚 e da forma 𝑚-linear regular 𝐴 ∈ 𝑟 (𝐸1, … , 𝐸𝑚), a exten-
são de Arens 𝐴∗(𝑚+1) de 𝐴 tem  na primeira variável, no sentido de que o operador
𝐴

∗(𝑚+1)

𝑥
∗∗

2
,…,𝑥

∗∗

𝑚

∶ 𝐸
∗∗

1
⟶ ℝ tem  para todos 𝑥 ∗∗

2
∈ 𝐸

∗∗

2
, … , 𝑥

∗∗

𝑚
∈ 𝐸

∗∗

𝑚
.

Exemplo 3.3.5. A ordem continuidade (Teorema 3.2.7(c)) e a 𝜔∗-continuidade (veja [39,
p. 413] ou Lema 3.3.3) são propriedades de Arens.

Definição 3.3.6. Um operador linear 𝑇 ∶ 𝑋 ⟶ 𝑌 entre espaços de Banach é fracamente
compacto se 𝑇 (𝐵𝑋 ) é fracamente compacto em 𝑌 .

Teorema 3.3.7. [41, Theorem 2, p. 482 e Lemma 7, p. 484] As seguintes afirmações são
equivalentes para um operador 𝑇 ∈ (𝑋 ; 𝑌 ) entre espaços de Banach.

(i) 𝑇 é fracamente compacto.

(ii) 𝑇 ∗
∈ (𝑌 ∗

, 𝑋
∗
) é 𝜔∗-𝜔-contínuo.

(iii) 𝑇 ∗∗
(𝑋

∗∗
) ⊆ 𝐽𝑌 (𝑌 ).

Teorema 3.3.8. Sejam  uma propriedade de Arens, 𝑚 ≥ 2 e 𝐸1, … , 𝐸𝑚 reticulados de Ba-
nach. Suponha que:
(i) Para 𝑗 = 2, … ,𝑚 − 1, e 𝑖 = 1, … ,𝑚 − 𝑗, cada operador linear regular de 𝐸𝑗 em 𝐸

∗

𝑗+𝑖
é

fracamente compacto.
(ii) Para todos 𝑘 = 2, … ,𝑚, 𝑥 ∗∗

1
∈ 𝐸

∗∗

1
e 𝑇 ∈ 𝑟 (𝐸1; 𝐸

∗

𝑘
), o funcional 𝑇 ∗∗

(𝑥
∗∗

1
) ∈ 𝐸

∗∗∗

𝑘
tem a

propriedade  .

Então, para cada forma 𝑚-linear 𝐴 ∈ 𝑟 (𝐸1, … , 𝐸𝑚), a extensão de Arens 𝐴∗(𝑚+1)
∶ 𝐸

∗∗

1
×

⋯ × 𝐸
∗∗

𝑚
⟶ ℝ tem -separadamente.

Demonstração. A demonstração será feita por indução sobre 𝑚. Para o caso 𝑚 = 2, seja
𝐴 ∈ 𝑟 (𝐸1, 𝐸2). Pela hipótese de  ser uma propriedade de Arens, 𝐴∗∗∗ tem a propriedade 
na primeira variável. Provemos que, para cada 𝑥 ∗∗

1
∈ 𝐸

∗∗

1
, 𝐴∗∗∗

(𝑥
∗∗

1
, ∙) ∈ 𝐸

∗

2
tem a propriedade

 . Para isso, considere o operador linear regular 𝑇 ∶ 𝐸1 ⟶ 𝐸
∗

2
dado por 𝑇 (𝑥1) = 𝐴(𝑥1, ∙).

Para todos 𝑥 ∗∗
2
∈ 𝐸

∗∗

2
e 𝑥1 ∈ 𝐸1,

𝑇
∗
(𝑥

∗∗

2
)(𝑥1) = 𝑥

∗∗

2
(𝑇 (𝑥1)) = 𝑥

∗∗

2
(𝐴(𝑥1, ∙)) = 𝑥

∗∗

2

𝜃

(𝐴)(𝑥1),

isto é, 𝑇 ∗
(𝑥

∗∗

2
) = 𝑥

∗∗

2

𝜃

(𝐴). Assim, para todos 𝑥 ∗∗
1
∈ 𝐸

∗∗

1
, 𝑥

∗∗

2
∈ 𝐸

∗∗

2
,

𝑇
∗∗
(𝑥

∗∗

1
)(𝑥

∗∗

2
) = 𝑥

∗∗

1
(𝑇

∗
(𝑥

∗∗

2
)) = 𝑥

∗∗

1 (𝑥
∗∗

2

𝜃

(𝐴)) = (𝑥
∗∗

1

𝜃

◦𝑥
∗∗

2

𝜃

)(𝐴) = 𝐴
∗∗∗
(𝑥

∗∗

1
, 𝑥

∗∗

2
).



60

3 | ORDEM CONTINUIDADE DAS EXTENSÕES DE ARENS DE OPERADORES MULTILINEARES REGULARES

Como 𝑇 ∗∗
(𝑥

∗∗

1
) tem a propriedade  por hipótese, segue que 𝐴∗∗∗

(𝑥
∗∗

1
, ∙) tem a propriedade

 . Isso mostra que o resultado vale para 𝑚 = 2.

Suponhamos agora que o resultado seja verdadeiro para para 𝑛 e provemos que também
é verdadeiro para 𝑛 + 1. Estamos então supondo que as condições (i) e (ii) valem para 𝑛 + 1.
Seja𝐴 ∈ 𝑟 (𝐸1, … , 𝐸𝑛+1). Relembre que, conforme já vimos, para cada 𝑥 ∗∗

𝑖
∈ 𝐸

∗∗

𝑖
, 𝑖 = 2, … , 𝑛+1,

o operador
𝑥
∗∗

𝑖

𝜃

∶ 𝑟 (𝐸1, … , 𝐸𝑖) ⟶ 𝑟 (𝐸1, … , 𝐸𝑖−1)

é dado por
𝑥
∗∗

𝑖

𝜃

(𝐵)(𝑥1, … , 𝑥𝑖−1) = 𝑥
∗∗

𝑖
(𝐵(𝑥1, … , 𝑥𝑖−1, ∙)).

E também que, para cada 𝑥 ∗∗
1
∈ 𝐸

∗∗

1
, o funcional 𝑥 ∗∗

1

𝜃

∶ 𝐸
∗

1
⟶ ℝ é dado por 𝑥 ∗∗

1

𝜃

= 𝑥
∗∗

1
. Além

disso,

𝐴
∗(𝑛+2)

(𝑥
∗∗

1
, … , 𝑥

∗∗

𝑛+1
) = (𝑥

∗∗

1

𝜃

◦ ⋯ ◦𝑥
∗∗

𝑛+1

𝜃

)(𝐴) = (𝑥
∗∗

1

𝜃

◦ ⋯ ◦𝑥
∗∗

𝑛

𝜃

)(𝑥
∗∗

𝑛+1

𝜃

(𝐴))

= (𝑥
∗∗

𝑛+1

𝜃

(𝐴))

∗(𝑛+1)

(𝑥
∗∗

1
, … , 𝑥

∗∗

𝑛
).

Como 𝑥
∗∗

𝑛+1

𝜃

(𝐴) ∈ 𝑟 (𝐸1, … , 𝐸𝑛), pela hipótese indutiva obtemos que (𝑥
∗∗

𝑛+1

𝜃

(𝐴))

∗(𝑛+1)

tem
-separadamente, e portanto 𝐴∗(𝑛+2) tem a propriedade  nas 𝑛 primeiras variáveis. Para
provar que 𝐴∗(𝑛+2) têm a propriedade  na (𝑛 + 1)-ésima variável, seja 𝑥 ∗∗

𝑖
∈ 𝐸

∗∗

𝑖
, 𝑖 = 1, … , 𝑛.

Nosso trabalho é mostrar que 𝐴∗(𝑛+2)
(𝑥

∗∗

1
, … , 𝑥

∗∗

𝑛
, ∙)∶ 𝐸

∗∗

𝑛+1
⟶ ℝ tem a propriedade  . Dados

𝑥𝑖 ∈ 𝐸𝑖 , 𝑖 = 1, … , 𝑛 − 1, considere o operador linear regular

𝐴𝑥1,…,𝑥𝑛−1
∶ 𝐸𝑛 ⟶ 𝐸

∗

𝑛+1
, 𝐴𝑥1,…,𝑥𝑛−1

(𝑥𝑛) = 𝐴(𝑥1, … , 𝑥𝑛, ∙).

Dado 𝑥
∗∗

𝑛+1
∈ 𝐸

∗∗

𝑛+1
, tome uma rede (𝑥𝛼𝑛

)𝛼𝑛
em 𝐸𝑛 tal que 𝐽𝐸𝑛

(𝑥𝛼𝑛
)

𝜔
∗

⟶ 𝑥
∗∗

𝑛
. Da 𝜔

∗-𝜔∗-
continuidade de [𝐴𝑥1,…,𝑥𝑛−1

]
∗∗ e do Lema 3.3.3 temos

[𝐴𝑥1,…,𝑥𝑛−1
]
∗∗
(𝑥

∗∗

𝑛
)(𝑥

∗∗

𝑛+1
) = lim

𝛼𝑛

[𝐴𝑥1,…,𝑥𝑛−1
]
∗∗
(𝐽𝐸𝑛

(𝑥𝛼𝑛
))(𝑥

∗∗

𝑛+1
)

= lim
𝛼𝑛

𝐽𝐸∗
𝑛+1

(𝐴𝑥1,…,𝑥𝑛−1
(𝑥𝛼𝑛

))(𝑥
∗∗

𝑛+1
)

= lim
𝛼𝑛

𝑥
∗∗

𝑛+1
(𝐴𝑥1,…,𝑥𝑛−1

(𝑥𝛼𝑛
)) = lim

𝛼𝑛

𝑥
∗∗

𝑛+1
(𝐴(𝑥1, … , 𝑥𝑛−1, 𝑥𝛼𝑛

, ∙))

= lim
𝛼𝑛

𝑥
∗∗

𝑛+1

𝜃

(𝐴)(𝑥1, … , 𝑥𝑛−1, 𝑥𝛼𝑛
)

= lim
𝛼𝑛

𝐴
∗(𝑛+2)

(𝐽𝐸1
(𝑥1), … , 𝐽𝐸𝑛−1

(𝑥𝑛−1), 𝐽𝐸𝑛
(𝑥𝛼𝑛

), 𝑥
∗∗

𝑛+1
)

= 𝐴
∗(𝑛+2)

(𝐽𝐸1
(𝑥1), … , 𝐽𝐸𝑛−1

(𝑥𝑛−1), 𝑥
∗∗

𝑛
, 𝑥

∗∗

𝑛+1
).

A igualdade obtida é a seguinte:

[𝐴𝑥1,…,𝑥𝑛−1
]
∗∗
(𝑥

∗∗

𝑛
)(𝑥

∗∗

𝑛+1
) = 𝐴

∗(𝑛+2)
(𝐽𝐸1

(𝑥1), … , 𝐽𝐸𝑛−1
(𝑥𝑛−1), 𝑥

∗∗

𝑛
, 𝑥

∗∗

𝑛+1
). (3.3)

Para 𝑥 ∗∗
𝑛
∈ 𝐸

∗∗

𝑛
e 𝑥𝑖 ∈ 𝐸𝑖 , 𝑖 = 1… , 𝑛 − 2, considere o operador linear regular 𝐴𝑥1,…,𝑥𝑛−2,𝑥

∗∗

𝑛

∶

𝐸𝑛−1 ⟶ 𝐸
∗

𝑛+1
dado por

𝐴𝑥1,…,𝑥𝑛−2,𝑥
∗∗

𝑛

(𝑥𝑛−1)(𝑥𝑛+1) = 𝐴
∗(𝑛+2)

(𝐽𝐸1
(𝑥1), … , 𝐽𝐸𝑛−1

(𝑥𝑛−1), 𝑥
∗∗

𝑛
, 𝐽𝐸𝑛+1

(𝑥𝑛+1)).
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Por outro lado, para cada 𝑥𝑛−1 ∈ 𝐸𝑛−1 o funcional [𝐴𝑥1,…,𝑥𝑛−2,𝑥
∗∗

𝑛

(𝑥𝑛−1)]
∗∗ é uma extensão

𝜔
∗-continua de 𝐴𝑥1,…,𝑥𝑛−2,𝑥

∗∗

𝑛

(𝑥𝑛−1). Mais ainda, como 𝐴𝑥1,…,𝑥𝑛−1
é fracamente compacto por

hipótese, para cada 𝑥 ∗∗
𝑛
∈ 𝐸

∗∗

𝑛
o funcional [𝐴𝑥1,…,𝑥𝑛−1

]
∗∗
(𝑥

∗∗

𝑛
) é 𝜔∗-contínuo (Teorema 3.3.7).

Tomando uma rede (𝑥𝛼𝑛+1
)𝛼𝑛+1

em 𝐸𝑛+1 tal que 𝐽𝐸𝑛+1(𝑥𝛼𝑛+1)
𝜔
∗

⟶ 𝑥
∗∗

𝑛+1
,

[𝐴𝑥1,…,𝑥𝑛−2,𝑥
∗∗

𝑛

(𝑥𝑛−1)]
∗∗
(𝑥

∗∗

𝑛+1
) = lim

𝛼𝑛+1

[𝐴𝑥1,…,𝑥𝑛−2,𝑥
∗∗

𝑛

(𝑥𝑛−1)]
∗∗
(𝐽𝐸𝑛+1

(𝑥𝛼𝑛+1
))

= lim
𝛼𝑛+1

𝐽𝐸𝑛+1
(𝑥𝛼𝑛+1

)(𝐴𝑥1,…,𝑥𝑛−2,𝑥
∗∗

𝑛

(𝑥𝑛−1))

= lim
𝛼𝑛+1

𝐴𝑥1,…,𝑥𝑛−2,𝑥
∗∗

𝑛

(𝑥𝑛−1)(𝑥𝛼𝑛+1
)

= lim
𝛼𝑛+1

𝐴
∗(𝑛+2)

(𝐽𝐸1
(𝑥1), … , 𝐽𝐸𝑛−1

(𝑥𝑛−1), 𝑥
∗∗

𝑛
, 𝐽𝐸𝑛+1

(𝑥𝛼𝑛+1
))

= lim
𝛼𝑛+1

[𝐴𝑥1,…,𝑥𝑛−1
]
∗∗
(𝑥

∗∗

𝑛
)(𝐽𝐸𝑛+1

(𝑥𝛼𝑛+1
)) = [𝐴𝑥1,…,𝑥𝑛−1

]
∗∗
(𝑥

∗∗

𝑛
)(𝑥

∗∗

𝑛+1
)

(3.3)

= 𝐴
∗(𝑛+2)

(𝐽𝐸1
(𝑥1), … , 𝐽𝐸𝑛−1

(𝑥𝑛−1), 𝑥
∗∗

𝑛
, 𝑥

∗∗

𝑛+1
). (3.4)

Tome uma rede (𝑥𝛼𝑛−1
)𝛼𝑛−1

em 𝐸𝑛−1 tal que 𝐽𝐸𝑛−1(𝑥𝛼𝑛−1)
𝜔
∗

⟶ 𝑥
∗∗

𝑛−1
. Usando que [𝐴𝑥1,…,𝑥𝑛−2,𝑥

∗∗

𝑛

]
∗∗ é

𝜔
∗-𝜔∗-contínuo e o Lema 3.3.3, para cada 𝑥 ∗∗

𝑛+1
∈ 𝐸

∗∗

𝑛+1
temos

[𝐴𝑥1,…,𝑥𝑛−2,𝑥
∗∗

𝑛

]
∗∗
(𝑥

∗∗

𝑛−1
)(𝑥

∗∗

𝑛+1
) = lim

𝛼𝑛−1

[𝐴𝑥1,…,𝑥𝑛−2,𝑥
∗∗

𝑛

]
∗∗
(𝐽𝐸𝑛−1

(𝑥𝛼𝑛−1
))(𝑥

∗∗

𝑛+1
)

= lim
𝛼𝑛−1

𝐽𝐸𝑛+1
(𝐴𝑥1,…,𝑥𝑛−2,𝑥

∗∗

𝑛

(𝑥𝛼𝑛−1
))(𝑥

∗∗

𝑛+1
)

= lim
𝛼𝑛−1

𝑥
∗∗

𝑛+1
(𝐴𝑥1,…,𝑥𝑛−2,𝑥

∗∗

𝑛

(𝑥𝛼𝑛−1
))

= lim
𝛼𝑛−1

[𝐴𝑥1,…,𝑥𝑛−2,𝑥
∗∗

𝑛

(𝑥𝛼𝑛−1
)]
∗∗
(𝑥

∗∗

𝑛+1
)

(3.4)

= lim
𝛼𝑛−1

𝐴
∗(𝑛+2)

(𝐽𝐸1
(𝑥1), … , 𝐽𝐸𝑛−1

(𝑥𝛼𝑛−1
), 𝑥

∗∗

𝑛
, 𝑥

∗∗

𝑛+1
)

= 𝐴
∗(𝑛+2)

(𝐽𝐸1
(𝑥1), … , 𝐽𝐸𝑛−2

(𝑥𝑛−2), 𝑥
∗∗

𝑛−1
, 𝑥

∗∗

𝑛
, 𝑥

∗∗

𝑛+1
).

A igualdade obtida nesse passo é a seguinte:

[𝐴𝑥1,…,𝑥𝑛−2,𝑥
∗∗

𝑛

]
∗∗
(𝑥

∗∗

𝑛−1
)(𝑥

∗∗

𝑛+1
) = 𝐴

∗(𝑛+2)
(𝐽𝐸1

(𝑥1), … , 𝐽𝐸𝑛−2
(𝑥𝑛−2), 𝑥

∗∗

𝑛−1
, 𝑥

∗∗

𝑛
, 𝑥

∗∗

𝑛+1
). (3.5)

Para 𝑥 ∗∗
𝑛−1

∈ 𝐸
∗∗

𝑛−1
, 𝑥

∗∗

𝑛
∈ 𝐸

∗∗

𝑛
e 𝑥𝑖 ∈ 𝐸𝑖 , 𝑖 = 1… , 𝑛 − 3, considere o operador linear regular

𝐴𝑥1,…,𝑥𝑛−3,𝑥
∗∗

𝑛−1
,𝑥

∗∗

𝑛

∶ 𝐸𝑛−2 ⟶ 𝐸
∗

𝑛+1
dado por

𝐴𝑥1,…,𝑥𝑛−3,𝑥
∗∗

𝑛−1
,𝑥

∗∗

𝑛

(𝑥𝑛−2)(𝑥𝑛+1) = 𝐴
∗(𝑛+2)

(𝐽𝐸1
(𝑥1), … , 𝐽𝐸𝑛−2

(𝑥𝑛−2), 𝑥
∗∗

𝑛−1
, 𝑥

∗∗

𝑛
, 𝐽𝐸𝑛+1

(𝑥𝑛+1)).

Para cada 𝑥𝑛−2 ∈ 𝐸𝑛−2 o funcional [𝐴𝑥1,…,𝑥𝑛−3,𝑥
∗∗

𝑛−1
,𝑥

∗∗

𝑛

(𝑥𝑛−2)]
∗∗ é uma extensão 𝜔

∗-contínua de
𝐴𝑥1,…,𝑥𝑛−3,𝑥

∗∗

𝑛−1
,𝑥

∗∗

𝑛

(𝑥𝑛−2). Por outro lado, como 𝐴𝑥1,…,𝑥𝑛−2,𝑥
∗∗

𝑛

é fracamente compacto por hipótese,
para cada 𝑥 ∗∗

𝑛−1
∈ 𝐸

∗∗

𝑛
o funcional [𝐴𝑥1

, … , 𝑥𝑛−2, 𝑥
∗∗

𝑛
]
∗∗
(𝑥

∗∗

𝑛−1
) é 𝜔∗-contínuo (Teorema 3.3.7).

Assim,

[𝐴𝑥1,…,𝑥𝑛−3,𝑥
∗∗

𝑛−1
,𝑥

∗∗

𝑛

(𝑥𝑛−2)]
∗∗
(𝑥

∗∗

𝑛+1
) = lim

𝛼𝑛+1

[𝐴𝑥1,…,𝑥𝑛−3,𝑥
∗∗

𝑛−1
,𝑥

∗∗

𝑛

(𝑥𝑛−2)]
∗∗
(𝐽𝐸𝑛+1

(𝑥𝛼𝑛+1
))

= lim
𝛼𝑛+1

𝐽𝐸𝑛+1
(𝑥𝛼𝑛+1

)(𝐴𝑥1,…,𝑥𝑛−3,𝑥
∗∗

𝑛−1
,𝑥

∗∗

𝑛

(𝑥𝑛−2))
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= lim
𝛼𝑛+1

𝐴𝑥1,…,𝑥𝑛−3,𝑥
∗∗

𝑛−1
,𝑥

∗∗

𝑛

(𝑥𝑛−2)(𝑥𝛼𝑛+1
)

= lim
𝛼𝑛+1

𝐴
∗(𝑛+2)

(𝐽𝐸1
(𝑥1), … , 𝐽𝐸𝑛−2

(𝑥𝑛−2), 𝑥
∗∗

𝑛−1
, 𝑥

∗∗

𝑛
, 𝐽𝐸𝑛+1

(𝑥𝛼𝑛+1
))

= lim
𝛼𝑛+1

[𝐴𝑥1,…,𝑥𝑛−2,𝑥
∗∗

𝑛

]
∗∗
(𝑥

∗∗

𝑛−1
)(𝐽𝐸𝑛+1

(𝑥𝛼𝑛+1
))

= [𝐴𝑥1,…,𝑥𝑛−2,𝑥
∗∗

𝑛

]
∗∗
(𝑥

∗∗

𝑛−1
)(𝑥

∗∗

𝑛+1
)

(3.5)

= 𝐴
∗(𝑛+2)

(𝐽𝐸1
(𝑥1), … , 𝐽𝐸𝑛−2

(𝑥𝑛−2), 𝑥
∗∗

𝑛−1
, 𝑥

∗∗

𝑛
, 𝑥

∗∗

𝑛+1
). (3.6)

Como o operador [𝐴𝑥1,…,𝑥𝑛−3,𝑥
∗∗

𝑛−1
,𝑥

∗∗

𝑛

]
∗∗ é 𝜔∗-𝜔∗-contínuo, para cada 𝑥 ∗∗

𝑛+1
∈ 𝐸

∗∗

𝑛+1
, tomando uma

rede (𝑥𝛼𝑛−2
)𝛼𝑛−2

em 𝐸𝑛−2 tal que 𝐽𝐸𝑛−2(𝑥𝛼𝑛−2)
𝜔
∗

⟶ 𝑥
∗∗

𝑛−2
, do Lema 3.3.3 segue que

[𝐴𝑥1,…,𝑥𝑛−3,𝑥
∗∗

𝑛−1
,𝑥

∗∗

𝑛

]
∗∗
(𝑥

∗∗

𝑛−2
)(𝑥

∗∗

𝑛+1
) = lim

𝛼𝑛−2

[𝐴𝑥1,…,𝑥𝑛−3,𝑥
∗∗

𝑛−1
,𝑥

∗∗

𝑛

]
∗∗
(𝐽𝐸𝑛−2

(𝑥𝛼𝑛−2
))(𝑥

∗∗

𝑛+1
)

= lim
𝛼𝑛−2

𝐽𝐸𝑛+1
(𝐴𝑥1,…,𝑥𝑛−3,𝑥

∗∗

𝑛−1
,𝑥

∗∗

𝑛

(𝑥𝛼𝑛−2
))(𝑥

∗∗

𝑛+1
)

= lim
𝛼𝑛−2

𝑥
∗∗

𝑛+1
(𝐴𝑥1,…,𝑥𝑛−3,𝑥

∗∗

𝑛−1
,𝑥

∗∗

𝑛

(𝑥𝛼𝑛−2
))

= lim
𝛼𝑛−2

[𝐴𝑥1,…,𝑥𝑛−3,𝑥
∗∗

𝑛−1
,𝑥

∗∗

𝑛

(𝑥𝛼𝑛−2
)]
∗∗
(𝑥

∗∗

𝑛+1
)

(3.6)

= lim
𝛼𝑛−2

𝐴
∗(𝑛+2)

(𝐽𝐸1
(𝑥1), … , 𝐽𝐸𝑛−2

(𝑥𝛼𝑛−2
), 𝑥

∗∗

𝑛−1
, 𝑥

∗∗

𝑛
, 𝑥

∗∗

𝑛+1
)

= 𝐴
∗(𝑛+2)

(𝐽𝐸1
(𝑥1), … , 𝐽𝐸𝑛−3

(𝑥𝑛−3), 𝑥
∗∗

𝑛−2
, 𝑥

∗∗

𝑛−1
, 𝑥

∗∗

𝑛
, 𝑥

∗∗

𝑛+1
).

Repetindo o processo (𝑛 − 3) vezes chegamos a

[𝐴𝑥1,𝑥
∗∗

3
,…,𝑥

∗∗

𝑛

]
∗∗
(𝑥

∗∗

2
)(𝑥

∗∗

𝑛+1
) = 𝐴

∗(𝑛+2)
(𝐽𝐸1

(𝑥1), 𝑥
∗∗

2
, … , 𝑥

∗∗

𝑛+1
), (3.7)

para cada 𝑥 ∗∗
𝑛+1

∈ 𝐸
∗∗

𝑛+1
, onde, para cada 𝑥1 ∈ 𝐸1 e 𝑥 ∗∗

𝑖
∈ 𝐸

∗∗

𝑖
, 𝑖 = 3, … , 𝑛, o operador linear

regular 𝐴𝑥1,𝑥
∗∗

3
,…,𝑥

∗∗

𝑛

∶ 𝐸2 ⟶ 𝐸
∗

𝑛+1
é dado por

𝐴𝑥1,𝑥
∗∗

3
,…,𝑥

∗∗

𝑛

(𝑥2)(𝑥𝑛+1) = 𝐴
∗(𝑛+2)

(𝐽𝐸1
(𝑥1), 𝐽𝐸2

(𝑥2), 𝑥
∗∗

3
, … , 𝑥

∗∗

𝑛
, 𝐽𝐸𝑛+1

(𝑥𝑛+1)).

Finalmente, dados 𝑥 ∗∗
𝑖
∈ 𝐸

∗∗

𝑖
, 𝑖 = 2, … , 𝑛, o operador linear regular 𝐴𝑥

∗∗

2
,…,𝑥

∗∗

𝑛

∶ 𝐸1 ⟶ 𝐸
∗

𝑛+1

definido por
𝐴𝑥

∗∗

2
,…,𝑥

∗∗

𝑛

(𝑥1)(𝑥𝑛+1) = 𝐴
∗(𝑛+2)

(𝐽𝐸1
(𝑥1), 𝑥

∗∗

2
, … , 𝑥

∗∗

𝑛
, 𝐽𝐸𝑛+1

(𝑥𝑛+1))

é fracamente compacto pela condição (ii) para 𝑛 + 1. Assim, para cada 𝑥
∗∗

2
∈ 𝐸

∗∗

2
,

[𝐴𝑥1,𝑥
∗∗

3
,…,𝑥

∗∗

𝑛

]
∗∗
(𝑥

∗∗

2
) is 𝜔∗-contínuo e, além disso,

[𝐴𝑥
∗∗

2
,…,𝑥

∗∗

𝑛

(𝑥1)]
∗∗
(𝑥

∗∗

𝑛+1
) = lim

𝛼𝑛+1

[𝐴𝑥
∗∗

2
,…,𝑥

∗∗

𝑛

(𝑥1)]
∗∗
(𝐽𝐸𝑛+1

(𝑥𝛼𝑛+1
))

= lim
𝛼𝑛+1

𝐽𝐸𝑛+1
(𝑥𝛼𝑛+1

)(𝐴𝑥
∗∗

2
,…,𝑥

∗∗

𝑛

(𝑥1))

= lim
𝛼𝑛+1

𝐴𝑥
∗∗

2
,…,𝑥

∗∗

𝑛

(𝑥1)(𝑥𝛼𝑛+1
)

= lim
𝛼𝑛+1

𝐴
∗(𝑛+2)

(𝐽𝐸1
(𝑥1), 𝑥

∗∗

2
, … , 𝑥

∗∗

𝑛
, 𝐽𝐸𝑛+1

(𝑥𝛼𝑛+1
))

= lim
𝛼𝑛+1

[𝐴𝑥1,𝑥
∗∗

3
,…,𝑥

∗∗

𝑛

]
∗∗
(𝑥

∗∗

2
)(𝐽𝐸𝑛+1

(𝑥𝛼𝑛+1
))

= [𝐴𝑥1,𝑥
∗∗

3
,…,𝑥

∗∗

𝑛

]
∗∗
(𝑥

∗∗

2
)(𝑥

∗∗

𝑛+1
)
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(3.7)

= 𝐴
∗(𝑛+2)

(𝐽𝐸1
(𝑥1), 𝑥

∗∗

2
, … , 𝑥

∗∗

𝑛+1
). (3.8)

Tomando uma rede (𝑥𝛼1)𝛼1 em 𝐸1 tal que 𝐽𝐸1(𝑥𝛼1)
𝜔
∗

⟶ 𝑥
∗∗

1
, a continuidade 𝜔∗-𝜔∗ de [𝐴𝑥

∗

2
,…,𝑥

∗∗

𝑛

]
∗∗

e o Lema 3.3.3 implicam que, para cada 𝑥 ∗∗
𝑛+1

∈ 𝐸
∗∗

𝑛+1
,

[𝐴𝑥
∗∗

2
,…,𝑥

∗∗

𝑛

]
∗∗
(𝑥

∗∗

1
)(𝑥

∗∗

𝑛+1
) = lim

𝛼1

[𝐴𝑥
∗∗

2
,…,𝑥

∗∗

𝑛

]
∗∗
(𝐽𝐸1

(𝑥𝛼1
)(𝑥

∗∗

𝑛+1
)

= lim
𝛼1

𝐽𝐸𝑛+1
(𝐴𝑥

∗∗

2
,…,𝑥

∗∗

𝑛

(𝑥𝛼1
))(𝑥

∗∗

𝑛+1
)

= lim
𝛼1

𝑥
∗∗

𝑛+1
(𝐴𝑥

∗∗

2
,…,𝑥

∗∗

𝑛

(𝑥𝛼1
))

= lim
𝛼1

[𝐴𝑥
∗∗

2
,…,𝑥

∗∗

𝑛

(𝑥𝛼1)]
∗∗
(𝑥

∗∗

𝑛+1
)

(3.8)

= lim
𝛼1

𝐴
∗(𝑛+2)

(𝐽𝐸1
(𝑥𝛼1

), 𝑥
∗∗

2
, … , 𝑥

∗∗

𝑛+1
)

= 𝐴
∗(𝑛+2)

(𝑥
∗∗

1
, … , 𝑥

∗∗

𝑛+1
).

Isso prova que [𝐴𝑥
∗∗

2
,…,𝑥

∗∗

𝑛

]
∗∗
(𝑥

∗∗

1
) = 𝐴

∗(𝑛+2)
(𝑥

∗∗

1
, … , 𝑥

∗∗

𝑛
, ∙). Pela condição (ii) para 𝑛 + 1 sabemos

que [𝐴𝑥
∗∗

2
,…,𝑥

∗∗

𝑛

]
∗∗
(𝑥

∗∗

1
) tem a propriedade  , e portanto 𝐴∗[𝑛+2]

(𝑥
∗∗

1
, … , 𝑥

∗∗

𝑛
, ∙) tem a propriedade

 . A demonstração está completa.

O Teorema 3.3.8 dá condições suficientes para as extensões de Arens de formas multili-
neares regulares serem separadamente ordem contínuas sobre o produto das totalidades
dos biduais. Vamos agora tratar o caso de operadores multilineares regulares a valores
vetoriais.

Teorema 3.3.9. Sejam 𝑚 ≥ 2 e 𝐸1, … , 𝐸𝑚 reticulados de Banach tais que:
(i) Para 𝑗 = 2, … ,𝑚 − 1, e 𝑖 = 1, … ,𝑚 − 𝑗, cada operador linear regular de 𝐸𝑗 em 𝐸

∗

𝑗+𝑖
é

fracamente compacto.
(ii) Para todos 𝑘 = 2, … ,𝑚, 𝑥 ∗∗

1
∈ 𝐸

∗∗

1
e 𝑇 ∈ 𝑟 (𝐸1; 𝐸

∗

𝑘
), o funcional 𝑇 ∗∗

(𝑥
∗∗

1
) é ordem contínuo

em 𝐸
∗∗∗

𝑘
.

Então, para todo reticulado de Banach 𝐹 e qualquer 𝐴 ∈ 𝑟 (𝐸1, … , 𝐸𝑚; 𝐹 ), a extensão de
Arens 𝐴∗(𝑚+1) é separadamente ordem contínua em 𝐸

∗∗

1
× ⋯ × 𝐸

∗∗

𝑚
.

Demonstração. Sejam 𝐴 ∈ 𝑟 (𝐸1, … , 𝐸𝑚; 𝐹 ) e 𝑦∗
∈ 𝐹

∗. Usando que 𝑦∗
◦𝐴 ∈ 𝑟 (𝐸1, … , 𝐸𝑚) e

também que a ordem continuidade é uma propriedade de Arens, a extensão (𝑦
∗
◦𝐴)

∗(𝑚+1)

é separadamente ordem contínua pelo Teorema 3.3.8. Note que, para todos 𝑥 ∗∗
𝑖
∈ 𝐸

∗∗

𝑖
, 𝑖 =

1, … ,𝑚,
𝐴

∗(𝑚+1)
(𝑥

∗∗

1
, … , 𝑥

∗∗

𝑚
)(𝑦

∗
) = (𝑦

∗
◦𝐴)

∗(𝑚+1)
(𝑥

∗∗

1
, … , 𝑥

∗∗

𝑚
).

Dado 𝑗 ∈ {1, … ,𝑚}, sejam 𝑥
∗∗

𝑗
∈ 𝐸

∗∗

𝑗
e (𝑥

∗∗

𝛼𝑗
)𝛼𝑗∈Ω𝑗

uma rede em 𝐸
∗∗

𝑗
tais que 𝑥 ∗∗

𝛼𝑗

𝑜

←←←←←←←←←←←←←←→ 0. Existem
então uma rede (𝑦

∗∗

𝛼𝑗
)𝛼𝑗∈Ω𝑗

em 𝐸
∗∗

𝑗
e 𝛼𝑗0 ∈ Ω𝑗 de modo que 𝑦∗∗

𝛼𝑗
↓ 0 e |𝑥

∗∗

𝛼𝑗
| ≤ 𝑦

∗∗

𝛼𝑗
para todo

𝛼𝑗 ≥ 𝛼𝑗0
. Sem perda de generalidade, suponhamos que 𝐴 e 𝑦

∗ sejam positivos. Como
(𝑦

∗
◦𝐴)

∗(𝑚+1)
(|𝑥

∗∗

1
|, … , ∙, … , |𝑥

∗∗

𝑚
|)∶ 𝐸

∗∗

𝑗
⟶ ℝ é positivo e ordem contínuo,

𝐴
∗(𝑚+1)

(|𝑥
∗∗

1
|, … , 𝑦

∗∗

𝛼𝑗
, … , |𝑥

∗∗

𝑚
|)(𝑦

∗
) = (𝑦

∗
◦𝐴)

∗(𝑚+1)
(|𝑥

∗∗

1
|, … , ∙, … , |𝑥

∗∗

𝑚
|)(𝑦

∗∗

𝛼𝑗
) ↓ 0.
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Segue pelo Teorema 1.4.4 que 𝐴∗(𝑚+1)
(|𝑥

∗∗

1
|, … , 𝑦

∗∗

𝛼𝑗
, … , |𝑥

∗∗

𝑚
|) ↓ 0 e, para todo 𝛼𝑗 ≥ 𝛼𝑗0 ,

|𝐴
∗(𝑚+1)

(𝑥
∗∗

1
, … , 𝑥

∗∗

𝛼𝑗
, … , 𝑥

∗∗

𝑚
)| ≤ 𝐴

∗(𝑚+1)
(|𝑥

∗∗

1
|, … , |𝑥

∗∗

𝛼𝑗
|, … , |𝑥

∗∗

𝑚
|)

≤ 𝐴
∗(𝑚+1)

(|𝑥
∗∗

1
|, … , 𝑦

∗∗

𝛼𝑗
, … , |𝑥

∗∗

𝑚
|) ↓ 0.

Isso mostra que 𝐴∗(𝑚+1)
(𝑥

∗∗

1
, … , 𝑥

∗∗

𝛼𝑗
, … , 𝑥

∗∗

𝑚
)

𝑜

←←←←←←←←←←←←←←→ 0 e prova que a extensão 𝐴∗(𝑚+1) é separada-
mente ordem contínua.

Exemplo 3.3.10. Quanto à condição (i) acima, temos os seguintes exemplos entre reticu-
lados de Banach não reflexivos:

(a) Todo operador de 𝑐0 em 𝑐
∗

0
= 𝓁1 é compacto, donde fracamente compacto (isso é o

Teorema de Pitt, veja [46, Proposition 4.49].

(b) Todo operador de 𝐶(𝐾), onde 𝐾 é um espaço Hausdorff compacto, a valores em um
KB-espaço é fracamente compacto. Para ver isso, relembre que KB-espaços não contêm
uma copia de 𝑐0 (Teorema 1.3.8) e aplique [68, Theorem 5].

(c) Como qualquer AM-espaço com ordem unidade é Riesz isomorfo para algum 𝐶(𝐾)

(Teorema 1.3.14), por (b) segue que todo operador de um AM-espaço com ordem unidade
a valores em um KB-espaço é fracamente compacto. Como o dual de um AM-espaço é
um KB-espaço (Teorema 1.3.15), todo operador de um AM-espaço com ordem unidade a
valores em seu dual é fracamente compacto. Em particular, todo operador de 𝓁∞ em 𝓁

∗

∞
é

fracamente compacto.

Corolário 3.3.11. Sejam 𝑚 ≥ 2 e 𝐸1, … , 𝐸𝑚, 𝐹 reticulados de Banach tais que todo operador
regular de 𝐸𝑗 em 𝐸

∗

𝑗+𝑖
é fracamente compacto, 𝑗 = 2, … ,𝑚−1, 𝑖 = 1, … ,𝑚− 𝑗. Se 𝐸∗

1
tem norma

ordem contínua, então a extensão de Arens 𝐴∗(𝑚+1) de qualquer operador 𝐴 ∈ 𝑟 (𝐸1, … , 𝐸𝑚; 𝐹 )

é separadamente ordem contínua em 𝐸
∗∗

1
× ⋯ × 𝐸

∗∗

𝑚
.

Demonstração. A condição (i) do Teorema 3.3.9 é dado pela hipótese. Para 𝑥
∗∗

1
∈ 𝐸

∗∗

1
e

𝑇 ∈ 𝑟 (𝐸1; 𝐸
∗

𝑘
), 𝑥 ∗∗

1
é ordem contínuo pois a norma de 𝐸∗

1
é ordem contínua [62, Theorem

2.4.2]. 𝑇 ∗ é ordem contínuo pelo Teorema 1.4.10, logo 𝑇 ∗∗
(𝑥

∗∗

1
) = 𝑥

∗∗

1
◦𝑇

∗ também é ordem
contínuo, portanto a condição (ii) do Teorema 3.3.9 é satisfeita. O resultado segue.

Relembramos que um espaço de Banach 𝑋 é Arens regular se todo operador linear
contínuo de 𝑋 em 𝑋

∗ é fracamente compacto. Para maiores detalhes, veja, por exemplo,
[39]. Os reticulados de Banach 𝑐0, 𝓁∞ e 𝐶(𝐾), onde 𝐾 é um espaço de Hausdorff com-
pacto, em particular AM-espaços com ordem unidade, são Arens regulares (veja Exemplo
3.3.10).

Corolário 3.3.12. Seja 𝐸 um reticulado de Banach Arens regular. Então, para todo reticulado
de Banach 𝐹 , a extensão de Arens 𝐴∗(𝑚+1) de qualquer operador 𝑚-linear regular 𝐴∶ 𝐸

𝑚
⟶

𝐹 é separadamente ordem contínua sobre (𝐸∗∗
)
𝑚.

Demonstração. A regularidade de Arens de 𝐸 garante a condição (i) do Teorema 3.3.9. Mais
ainda para todo 𝑇 ∈ 𝑟 (𝐸; 𝐸

∗
), 𝑇 ∗∗

(𝐸
∗∗
) ⊆ 𝐽𝐸∗(𝐸

∗
) ⊆ (𝐸

∗∗
)
∗

𝑛
, e isso implica a condição (ii). O

resultado segue.
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Finalizamos este capítulo com mais um resultado sobre ordem continuidade de exten-
sões de Arens de polinômios homogêneos. Para um polinômio 𝑃 ∈ 𝑟 (

𝑚
𝐸; 𝐹 ), escrevemos

𝑃
∗(𝑚+1)

∶= 𝐴𝑅
𝜃

𝑚
(𝑃). Recordamos que 𝑃 é ortogonalmente aditivo se 𝑃(𝑥 + 𝑦) = 𝑃(𝑥) + 𝑃(𝑦)

sempre que 𝑥 e 𝑦 são disjuntos. A literatura sobre polinômios homogêneos ortogonalmente
aditivos é vasta e desenvolvimentos recentes podem ser encontrados em, por exemplo, [2,
25, 53].

Um operador linear 𝑢∶ 𝐸 ⟶ 𝐸
∗ é simétrico se 𝑢(𝑥)(𝑦) = 𝑢(𝑦)(𝑥) para todos 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸.

Um espaço de Banach 𝑋 é simetricamente Arens regular se todo operador simétrico de 𝑋 em
𝑋

∗ é fracamente compacto. Para exemplos de reticulados de Banach Arens regulares, veja
Exemplo 3.3.10. É claro que espaços Arens regulares são simetricamente Arens regulares,
mas existem espaços simetricamente Arens regulares que não são Arens regulares, veja
por exemplo [54].

Proposição 3.3.13. Sejam 𝐸, 𝐹 reticulados de Banach e 𝑃 ∈ 𝑟 (
𝑚
𝐸; 𝐹 ). Se ou 𝑃 é ortogo-

nalmente aditivo e 𝐹 = ℝ ou 𝐸 é simetricamente Arens regular, então a extensão de Arens
𝑃
∗(𝑚+1)

∶ 𝐸
∗∗
⟶ 𝐹

∗∗ de 𝑃 é ordem contínua em 𝐸
∗∗.

Demonstração. Suponha primeiramente que 𝑃 seja ortogonalmente aditivo e 𝐹 = ℝ. Pela
Proposição 3.2.9 sabemos que a extensão 𝑃 ∗(𝑚+1) é ordem contínua na origem de 𝐸∗∗ e de
[24, Proposition 8] segue a ordem continuidade em todo ponto de 𝐸∗∗.

Suponha agora que 𝐸 seja simetricamente Arens regular. É claro que podemos supor,
sem perda de generalidade, que 𝑃 é positivo. Sabemos que a extensão (𝑃)

∗(𝑚+1) é ordem
contínua na primeira variável em 𝐸

∗∗ pelo Teorema 3.2.7 e positiva uma vez que 𝑃 é
positivo. Para verificar que essa extensão é simétrica, seja 𝜌 ∈ 𝑆𝑚. Para cada 𝜑 ∈ 𝐹

∗, como 𝐸
é simetricamente Arens regular e 𝜑◦𝑃 é simétrico, por [12, Theorem 8.3] (ou [30, Corollary
6]) sabemos que a extensão 𝐴𝑅𝜃

𝑚
(𝜑◦𝑃) também é simétrica. Então, para 𝑥 ∗∗

1
, … , 𝑥

∗∗

𝑚
∈ 𝐸

∗∗,

(𝑃)
∗(𝑚+1)

(𝑥
∗∗

1
, … , 𝑥

∗∗

𝑚
)(𝜑) = 𝐴𝑅

𝜃

𝑚
(𝑃)(𝑥

∗∗

1
, … , 𝑥

∗∗

𝑚
)(𝜑) = 𝐴𝑅

𝜃

𝑚
(𝜑◦𝑃)(𝑥

∗∗

1
, … , 𝑥

∗∗

𝑚
)

= 𝐴𝑅
𝜃

𝑚
(𝜑◦𝑃)(𝑥

∗∗

𝜌(1)
, … , 𝑥

∗∗

𝜌(𝑚)
) = 𝐴𝑅

𝜃

𝑚
(𝑃)(𝑥

∗∗

𝜌(1)
, … , 𝑥

∗∗

𝜌(𝑚)
)(𝜑)

= (𝑃)
∗(𝑚+1)

(𝑥
∗∗

𝜌(1)
, … , 𝑥

∗∗

𝜌(𝑚)
)(𝜑),

provando que (𝑃)∗(𝑚+1) é simétrico. A ordem continuidade na primeira variável e a simetria
implicam imediatamente que o operador 𝑚-linear positivo (𝑃)

∗(𝑚+1) é separadamente or-
dem contínuo em (𝐸

∗∗
)
𝑚. Por [29, Lemma 2.6] segue que (𝑃)

∗(𝑚+1) é conjuntamente ordem
contínua em (𝐸

∗∗
)
𝑚. Assim, se 𝑥 ∗∗

𝛼

𝑜

←←←←←←←←←←←←←←→ 𝑥
∗∗ em 𝐸

∗∗, temos

𝑃
∗(𝑚+1)

(𝑥
∗∗

𝛼
) = (𝑃)

∗(𝑚+1)
(𝑥

∗∗

𝛼
, … , 𝑥

∗∗

𝛼
)

𝑜

←←←←←←←←←←←←←←→ (𝑃)
∗(𝑚+1)

(𝑥
∗∗
, … , 𝑥

∗∗
) = 𝑃

∗(𝑚+1)
(𝑥

∗∗
)

e isso nos permite concluir que a extensão 𝑃 ∗(𝑚+1) é ordem contínua em 𝐸
∗∗.
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Capítulo 4

Adjuntos e biadjuntos de
operadores lineares quase
Dunford-Pettis

Um dos exemplo clássicos de ideais de operadores é a classe dos operadores lineares
completamente contínuos, que também são chamados de operadores de Dunford-Pettis.
Um operador 𝑇 ∶ 𝑋 ⟶ 𝑌 entre espaços de Banach pertence a essa classe se 𝑇 transforma
sequências fracamente nulas de 𝑋 em sequência nulas em norma em 𝑌 . Esses operadores
têm sido estudados desde o início da Análise Funcional e sua importância pode ser ve-
rificada nos principais livros sobre ideais de operadores, por exemplo, [36, 37, 38, 69]. A
contrapartida dessa importante classe de operadores no contexto de reticulados de Banach
são os operadores quase Dunford-Pettis, que são aqueles que transformam sequências
disjuntas fracamente nulas do domínio em sequências nulas em norma no contradomínio.
Os operadores lineares quase Dunford-Pettis atraíram a atenção de muitos especialistas,
veja por exemplo [8, 20, 42, 48, 67, 70, 71, 72].

Neste capítulo investigaremos quando o adjunto 𝑇 ∗ e/ou o biadjunto 𝑇 ∗∗ de um operador
linear 𝑇 são quase Dunford-Pettis. Os resultados que provaremos generalizam todos os
resultados conhecidos no assunto. Na Seção 4.1 provaremos que o biadjunto de qualquer
operador linear contínuo tomando valores em um reticulado de Banach 𝜎-Dedekind com-
pleto contendo uma cópia de 𝓁∞ é quase Dunford-Pettis. Na Seções 4.2 e 4.3 estabeleceremos
condições, mais gerais que aquelas até então conhecidas, que garantem que 𝑇 ∗ e/ou 𝑇 ∗∗ são
quase Dunford-Pettis sempre que 𝑇 for positivo e quase Dunford-Pettis. Finalmente, na
Seção 4.4 investigaremos quando o biadjunto de um operador ordem fracamente compacto
é quase Dunford-Pettis.

4.1 Quando 𝑇
∗∗ é sempre quase Dunford-Pettis

Começamos mostrando quando o biadjunto de qualquer operador positivo, ou regular,
ou contínuo, é quase Dunford-Pettis. Além do seu interesse próprio, o principal resultado
que provaremos nesta seção será útil para dar exemplos de que o biadjunto de um operador
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linear positivo quase Dunford-Pettis nem sempre é quase Dunford-Pettis.

Definição 4.1.1. Sejam 𝐸 um reticulado de Banach e 𝑋 um espaço de Banach. Um operador
linear 𝑇 ∶ 𝐸 ⟶ 𝑋 é quase Dunford-Pettis se ‖𝑇 (𝑥𝑛)‖ ⟶ 0 para toda sequência disjunta
e fracamente nula (𝑥𝑛)

∞

𝑛=1
em 𝐸; ou, equivalentemente, ‖𝑇 (𝑥𝑛)‖ ⟶ 0 para toda sequência

disjunta, positiva e fracamente nula (𝑥𝑛)
∞

𝑛=1
em 𝐸.

Para a equivalência mencionada na definição, veja [6, Theorem 2.2].

Definição 4.1.2. Um reticulado de Banach 𝐸 tem a propriedade positiva de Schur (em
notação, 𝐸 tem PPS) se ‖𝑥𝑛‖ ⟶ 0 para toda sequência positiva e fracamente nula (𝑥𝑛)

∞

𝑛=1

em 𝐸; ou, equivalentemente, ‖𝑥𝑛‖ ⟶ 0 para toda sequência disjunta e fracamente nula
(𝑥𝑛)

∞

𝑛=1
em 𝐸; ou, equivalentemente, ‖𝑥𝑛‖ ⟶ 0 para toda sequência positiva, disjunta e

fracamente nula (𝑥𝑛)
∞

𝑛=1
em 𝐸.

Para as equivalências mencionadas na definição, veja [78, p. 16].

Observe que nem sempre o biadjunto de um operador 𝑇 ∈ (𝐸; 𝐹 ) é quase Dunford-
Pettis. Por exemplo, considere o operador identidade id𝑐0 em 𝑐0. Seu biadjunto é 𝑖𝑑 ∗∗

𝑐0
= 𝑖𝑑𝓁∞

,
que claramente não é quase Dunford-Pettis. Uma das caracterizações é a seguinte.

Teorema 4.1.3. Sejam 𝐸, 𝐹 reticulados de Banach tais que 𝐹 é 𝜎 -Dedekind completo con-
tendo uma cópia de 𝓁∞. As seguintes afirmações são equivalentes:
(a) Para todo operador contínuo 𝑇 ∶ 𝐸 ⟶ 𝐹 , 𝑇 ∗∗ é quase Dunford-Pettis.
(b) Para todo operador regular 𝑇 ∶ 𝐸 ⟶ 𝐹 , 𝑇 ∗∗ é quase Dunford-Pettis.
(c) Para todo operador positivo 𝑇 ∶ 𝐸 ⟶ 𝐹 , 𝑇 ∗∗ é quase Dunford-Pettis.
(d) 𝐸∗∗ tem a propriedade positiva de Schur.

Demonstração. As implicações (a)⇒(b)⇒(c) são obvias pois todo operador linear regular
entre reticulados de Banach é contínuo (veja Teorema 1.4.2), e todo operador positivo é
regular por definição.

(d)⇒(a) Sejam 𝑇 ∈ (𝐸; 𝐹 ) e (𝑥
∗∗

𝑛
)
∞

𝑛=1
uma sequência disjunta e positiva em 𝐸

∗∗ tal que
𝑥
∗∗

𝑛

𝜔

←←←←←←←←←←←←→ 0. Então ‖𝑥
∗∗

𝑛
‖ ⟶ 0 pois 𝐸∗∗ tem PPS por hipótese. Da continuidade de 𝑇 ∗∗ temos

0 ≤ ‖𝑇
∗∗
(𝑥

∗∗

𝑛
)‖ ≤ ‖𝑇

∗∗
‖ ⋅ ‖𝑥

∗∗

𝑛
‖ ⟶ 0,

donde segue que ‖𝑇
∗∗
(𝑥

∗∗

𝑛
)‖ ⟶ 0 e prova que 𝑇 ∗∗ é quase Dunford-Pettis.

(c)⇒(d) Suponha por absurdo, que 𝐸∗∗ não tenha a propriedade positiva de Schur. Neste
caso existe uma sequência positiva e disjunta (𝑧

∗∗

𝑛
)
∞

𝑛=1
em 𝐸

∗∗ tal que 𝑧∗∗
𝑛

𝜔

←←←←←←←←←←←←←←←←→ 0 e ‖𝑧
∗∗

𝑛
‖ ↛ 0.

Por [7, Proposition 2.1] podemos tomar tal sequência normalizada, isto é, ‖𝑧∗∗
𝑛
‖ = 1 para

todo 𝑛. Por [5, p. 182],

1 = ‖𝑧
∗∗

𝑛
‖ = sup{𝑧

∗∗

𝑛
(𝑧

∗
) ∶ 0 ≤ 𝑧

∗
∈ 𝐸

∗ e ‖𝑧
∗
‖ = 1} para todo 𝑛 ∈ ℕ.

Assim, existem 𝛼 > 0 e uma sequência positiva (𝑧
∗

𝑛
)
∞

𝑛=1
em 𝐵𝐸∗ tais que 𝑧∗∗

𝑛
(𝑧

∗

𝑛
) ≥ 𝛼 para

todo 𝑛 ∈ ℕ. Por outro lado, como 𝐹 contém uma cópia de 𝓁∞, a norma de 𝐹 não é ordem
contínua, pelo Teorema 1.3.11. Além disso, o Teorema 1.3.12 nos garante a existência de
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um vetor 𝑦 ∈ 𝐹 e de uma sequência disjunta (𝑦𝑛)
∞

𝑛=1
em 𝐹 tais que 0 ≤ 𝑦𝑛 ≤ 𝑦 e ‖𝑦𝑛‖ = 1

para todo 𝑛 ∈ ℕ. Dado um vetor positivo 𝑧 ∈ 𝐸, para todo 𝑚 ∈ ℕ, pelo Lema 1.1.6,

0 ≤ 𝑠𝑚 =

𝑚

∑

𝑛=1

𝑧
∗

𝑛
(𝑧)𝑦𝑛 ≤

𝑚

∑

𝑛=1

‖𝑧
∗

𝑛
‖ ⋅ ‖𝑧‖𝑦𝑛 = ‖𝑧‖ ⋅

𝑚

∑

𝑛=1

𝑦𝑛 = ‖𝑧‖ ⋅

𝑚

⋁

𝑛=1

𝑦𝑛 ≤ ‖𝑧‖𝑦.

Segue que 0 ≤ 𝑠𝑚 ↑≤ ‖𝑧‖𝑦. Como 𝐹 é 𝜎-Dedekind completo, existe 𝑤 ∈ 𝐹 tal que 𝑠𝑚 ↑ 𝑤.
Agora, [4, Theorem 1.14(iv)] garante que 𝑤 = 𝑜− lim

𝑚→∞

𝑠𝑚, provando que a sequência (𝑠𝑚)∞𝑚=1

é ordem convergente. Está então bem definida a aplicação

𝑇0∶ 𝐸
+
⟶ 𝐹

+
, 𝑇0(𝑧) = 𝑜 − lim

𝑚→∞

𝑚

∑

𝑛=1

𝑧
∗

𝑛
(𝑧)𝑦𝑛.

Novamente por [4, Theorem 1.14(ii)] segue que a aplicação 𝑇0 é aditiva. Pelo Teorema de
Kantorovich existe um operador linear positivo 𝑇 ∶ 𝐸 ⟶ 𝐹 que estende 𝑇0. Note que,
para todo 𝑛 ∈ ℕ e todo 𝑧 ∈ 𝐸+, 𝑇 (𝑧) = 𝑇0(𝑧) ≥ 𝑧∗𝑛(𝑧)𝑦𝑛. Para todo funcional positivo 𝑦∗

∈ 𝐹
∗,

𝑇
∗
(𝑦

∗
)(𝑧) = 𝑦

∗
(𝑇 (𝑧)) ≥ 𝑦

∗
(𝑧

∗

𝑛
(𝑧)𝑦𝑛) = 𝑦

∗
(𝑦𝑛)𝑧

∗

𝑛
(𝑧),

donde segue que 𝑇 ∗
(𝑦

∗
) ≥ 𝑦

∗
(𝑦𝑛)𝑧

∗

𝑛
. Além disso, para todo 𝑥 ∗∗ ∈ 𝐸∗∗ positivo,

𝑇
∗∗
(𝑥

∗∗
)(𝑦

∗
) = 𝑥

∗∗
(𝑇

∗
(𝑦

∗
)) ≥ 𝑥

∗∗
(𝑦

∗
(𝑦𝑛)𝑧

∗

𝑛
) = 𝑥

∗∗
(𝑧

∗

𝑛
)𝑦

∗
(𝑦𝑛) = 𝑥

∗∗
(𝑧

∗

𝑛
)𝐽𝐹 (𝑦𝑛)(𝑦

∗
).

Em particular, para todo 𝑚 ∈ ℕ,

𝑇
∗∗
(𝑧

∗∗

𝑚
) ≥ 𝑧

∗∗

𝑚
(𝑧

∗

𝑚
)𝐽𝐹 (𝑦𝑚) ≥ 𝛼𝐽𝐹 (𝑦𝑚) ≥ 0.

Usando que a norma de 𝐹 ∗∗ é reticulada e o mergulho canônico é uma isometria, obtemos

‖𝑇
∗∗
(𝑧

∗∗

𝑚
)‖ ≥ 𝛼‖𝐽𝐹 (𝑦𝑚)‖ = 𝛼‖𝑦𝑚‖ = 𝛼 > 0

para todo 𝑚. Recordando que a sequência (𝑧
∗∗

𝑛
)
∞

𝑛=1
é positiva disjunta e fracamente nula,

concluímos que o biadjunto 𝑇 ∗∗ de 𝑇 não é quase Dunford-Pettis.

Como reticulados de Banach duais são Dedekind completos, o Teorema 4.1.3 se aplica
para todo reticulado de Banach dual 𝐹 contendo uma cópia de 𝓁∞.

4.2 Resultados conhecidos versus resultados
novos

Nesta seção enunciaremos dois teoremas, a saber, Teorema 4.2.6 e Teorema 4.2.11 – que
serão demonstrados na seção seguinte – e mostraremos que esses teoremas generalizam os
resultados conhecidos no assunto. Para comodidade do leitor, esses resultados conhecidos
também serão enunciados nesta seção.

Para um operador positivo 𝑇 entre reticulados de Banach, estamos interessados nas
relações entre 𝑇 , 𝑇 ∗ e 𝑇 ∗∗ serem quase Dunford-Pettis. Observe que:



70

4 | ADJUNTOS E BIADJUNTOS DE OPERADORES LINEARES QUASE DUNFORD-PETTIS

• 𝑇 ∗ ser quase Dunford-Pettis não implica em geral que 𝑇 seja quase Dunford-Pettis.
Para ver isso, basta tomar a identidade id𝑐0

em 𝑐0.

• Se 𝑇 ∗∗ é quase Dunford-Pettis, então o operador 𝑇 ∶ 𝐸 ⟶ 𝐹 é quase Dunford-Pettis.
De fato, seja uma sequência disjunta (𝑥𝑛)

∞

𝑛=1
em 𝐸 tal que 𝑥𝑛

𝜔

←←←←←←←←←←←←→ 0. Usando que o
mergulho canônico 𝐽𝐸 é um homomorfismo de Riesz e 𝜔-𝜔-contínuo, obtemos que
a sequência (𝐽𝐸(𝑥𝑛))

∞

𝑛=1
é disjunta e 𝐽𝐸(𝑥𝑛)

𝜔

←←←←←←←←←←←←→ 0 em 𝐸
∗∗. Uma vez que 𝑇 ∗∗ é quase

Dunford-Pettis, estende 𝑇 e 𝐽𝐹 é uma imersão isométrica, temos

‖𝑇 (𝑥𝑛)‖ = ‖𝐽𝐹 (𝑇 (𝑥𝑛))‖ = ‖𝑇
∗∗
(𝐽𝐸(𝑥𝑛))‖ ⟶ 0.

Isso mostra que 𝑇 é quase Dunford-Pettis.

Por enquanto vamos nos concentrar nas questões enunciadas a seguir. Dado um
operador linear positivo 𝑇 ∶ 𝐸 ⟶ 𝐹 entre reticulados de Banach, é verdade que:

(Q1) Se 𝑇 é quase Dunford-Pettis, então seu adjunto 𝑇 ∗
∶ 𝐹

∗
⟶ 𝐸

∗ também o é?

(Q2) Se 𝑇 é quase Dunford-Pettis, então seu biadjunto 𝑇 ∗∗
∶ 𝐸

∗∗
⟶ 𝐹

∗∗ também o é?

Vejamos primeiramente que ambas as questões têm resposta negativa em geral.

Exemplo 4.2.1. Para a questão (Q1), id𝓁1 é um operador positivo e quase Dunford-Pettis
pois 𝓁1 tem PPS. Mas id∗

𝓁1
= id𝓁∞

não é quase Dunford-Pettis pois 𝓁∞ não tem PPS (veja [78,
p. 82]).

Quanto à questão (Q2), exibiremos dois operadores positivos quase Dunford-Pettis,
cujos biadjuntos não são quase Dunford-Pettis. Para cada 𝑛 ∈ ℕ, sejam os reticulados de
Banach 𝓁

𝑛

∞
= ℝ

𝑛 com a norma do máximo e 𝓁
𝑛

1
= ℝ

𝑛 com a norma da soma, ambos com a
ordem coordenada a coordenada. Considere os reticulados de Banach

( ⊕𝑛 𝓁
𝑛

∞)
1

∶=

{

𝑥 = (𝑥𝑛)
∞

𝑛=1
∶ 𝑥𝑛 ∈ 𝓁

𝑛

∞
para cada 𝑛 ∈ ℕ e ‖𝑥‖ ∶=

∞

∑

𝑛=1

‖𝑥𝑛‖ < ∞

}

,

( ⊕𝑛 𝓁
𝑛

1 )
∞

∶=

{

𝑥 = (𝑥𝑛)
∞

𝑛=1
∶ 𝑥𝑛 ∈ 𝓁

𝑛

1
para cada 𝑛 ∈ ℕ e ‖𝑥‖ ∶= sup

𝑛

‖𝑥𝑛‖ < ∞

}

,

Por [16, Example 2.8] sabemos que o reticulado de Banach ( ⊕𝑛 𝓁
𝑛

∞)
1

tem PPS e que seu
bidual ( ⊕𝑛 𝓁 𝑛∞)

∗∗

1

não tem PPS.

(a) Seja 𝐸 um reticulado de Banach com PPS tal que 𝐸∗∗ não tem PPS, por exemplo 𝐸 =

(⊕𝑛∈ 𝓁
𝑛

∞)
1

. Considere o operador identidade id𝐸 ∶ 𝐸 ⟶ 𝐸. Então id𝐸 é quase Dunford-Pettis
mas id∗∗

𝐸
= id𝐸∗∗ não é quase Dunford-Pettis.

(b) Por um lado, por [16, Example 2.8] sabemos que ( ⊕𝑛 𝓁
𝑛

1 )
∞

contém um subreticulado
isomorfo a 𝓁1. Logo, por [62, Theorem 2.4.14], a norma de ( ⊕𝑛 𝓁

𝑛

1 )

∗

∞

não é ordem contínua.
Assim, o Teorema 4.1.3 nos garante a existência de um operador 𝑇 ∶ (⊕𝑛∈𝓁

𝑛

∞)
1

⟶ (⊕𝑛𝓁
𝑛

1 )

∗

∞
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linear e positivo tal que 𝑇 ∗∗ não é quase Dunford-Pettis. Por outro lado, 𝑇 é quase Dunford-
Pettis pois ( ⊕𝑛∈ 𝓁 𝑛∞)

1

tem PPS.

Em vista do Exemplo 4.2.1, procuraremos identificar hipóteses – tanto nos reticulados
de Banach 𝐸, 𝐹 como no operador positivo 𝑇 ∈ 𝐿(𝐸; 𝐹 ), – de maneira a obter respostas
afirmativas para as questões (Q1) e (Q2). Resumimos a seguir o que é conhecido sobre
essas questões.

Teorema 4.2.2. (Aqzzouz, Elbour e Wickstead [7, Theorem 5.1]) As seguintes afirmações
são equivalentes para os reticulados de Banach 𝐸 e 𝐹 .

(a) Se 𝑇 ∶ 𝐸 ⟶ 𝐹 é um operador linear positivo e quase Dunford-Pettis, então seu adjunto
𝑇

∗ também é quase Dunford-Pettis.

(b) Pelo menos uma das seguintes afirmações é válida:

(b1) 𝐸∗ tem norma ordem contínua.

(b2) 𝐹 ∗ tem a propriedade positiva de Schur.

Sabe-se também que às vezes uma propriedade mais forte do que ser quase Dunford-
Pettis vale para o adjunto de um operador quase Dunford-Pettis positivo. Algumas defini-
ções são necessárias para o enunciado preciso. Começamos relembrando que, de acordo
com J. Diestel e J. Bourgain [23], um operador linear entre espaços de Banach é limited
se seu adjunto transforma sequências fraco estrela nulas em sequências nulas em norma.
Tendo isso em mente, o conceito definido a seguir é bem natural.

Definição 4.2.3. Sejam 𝐸 um reticulados de Banach e 𝑋 um espaço de Banach. Um
operador linear 𝑇 ∶ 𝑋 ⟶ 𝐸 é positivamente limited, em notação 𝑇 é PL, se ‖𝑇 ∗

(𝑥
∗

𝑛
)‖ ⟶ 0

para toda sequência positiva e fraca estrela nula (𝑥
∗

𝑛
)
∞

𝑛=1
em 𝐸

∗.

É claro que se 𝑇 é PL então 𝑇 ∗ é quase Dunford-Pettis. Mas a recíproca nem sempre é
verdade. O operador identidade id∗

𝑐0
em 𝑐

∗

0
, por um lado, é quase Dunford-Pettis pois 𝑐∗

0
= 𝓁1

tem PPS. Por outro lado, id𝑐0 não é PL pois a sequência dos vetores canônicos (𝑒𝑛)∞𝑛=1 ⊆ 𝓁1 é

positiva, 𝑒𝑛
𝜔
∗

←←←←←←←←←←←←←←→ 0 mas ‖𝑒𝑛‖ = 1 para todo 𝑛.

As propriedades a seguir têm sido bastante estudadas na teoria dos reticulados de
Banach.

Definição 4.2.4. Seja 𝐸 um reticulado de Banach.
(a) 𝐸 tem a propriedade positiva de Schur dual, em notação 𝐸 tem PPSD, se ‖𝑥

∗

𝑛
‖ ⟶ 0 para

toda sequência positiva (𝑥
∗

𝑛
)
∞

𝑛=1
em 𝐸

∗ tal que 𝑥 ∗
𝑛

𝜔
∗

←←←←←←←←←←←←←←→ 0.

(b) 𝐸 tem a propriedade (d) se, para cada sequência disjunta (𝑥
∗

𝑛
)
∞

𝑛=1
em 𝐸

∗ tal que 𝑥 ∗
𝑛

𝜔
∗

←←←←←←←←←←←←←←→ 0

tem-se que |𝑥
∗

𝑛
|

𝜔
∗

←←←←←←←←←←←←←←→ 0.

Para maiores detalhes sobre a PPSD veja [7, 79] e sobre a propriedade (d) veja [32, 44,
60].

O seguinte resultado é uma combinação de [44, Theorem 3] e [43, Theorem 4.3].

Teorema 4.2.5. Sejam 𝐸, 𝐹 reticulados de Banach tal que 𝐹 tem a propriedade (d). As se-
guintes afirmações são equivalentes:
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(a) Se 𝑇 ∈ 𝐿(𝐸; 𝐹 ) é positivo e quase Dunford-Pettis, então 𝑇 é positivamente limited, e
portanto 𝑇 ∗ é quase Dunford-Pettis.

(b) Pelo menos uma das seguintes afirmações é válida:

(b1) 𝐸∗ tem norma ordem contínua.

(b2) 𝐹 tem a propriedade positiva de Schur dual.

O resultado [45, Theorem 2.7] também está relacionado com a questão (Q1), mas se
utiliza de hipóteses com as quais não trataremos, de modo que nossos resultados não são
comparáveis a esse. Nosso resultado para a questão (Q1) é o seguinte:

Teorema 4.2.6. Sejam 𝐸, 𝐹 reticulados de Banach. As seguintes afirmações são equivalentes:

(a) Se 𝑇 ∈ 𝐿(𝐸; 𝐹 ) é positivo e quase Dunford-Pettis, então 𝑇 é positivamente limited, e
portanto 𝑇 ∗ é quase Dunford-Pettis.

(b) Pelo menos uma das seguintes afirmações é válida:

(b1) 𝐸∗ tem norma ordem contínua.

(b2) 𝐹 tem a propriedade positiva de Schur dual.

Vejamos que esse teorema generaliza os dois teoremas conhecidos sobre o as-
sunto.

Observação 4.2.7. (1) O Teorema 4.2.6 melhora o Teorema 4.2.5, pois obtemos a mesma
conclusão sem a hipótese de que 𝐹 tenha a propriedade (d).
(2) O Teorema 4.2.6, melhora a implicação (b1)⇒(a) do Teorema 4.2.2, pois obtemos uma
conclusão mais forte com a mesma hipótese.

Agora nos voltamos para o que é conhecido sobre a Questão (Q2). Até onde conhecemos,
todo o que se sabe sobre isso é o que se obtém pela iteração dos resultados conhecidos
sobre a Questão (Q1), isto é, os Teoremas 4.2.2 e 4.2.5. Aplicando o Teorema 4.2.2 duas
vezes seguidas, primeiro para o operador e em seguida para o seu adjunto, obtemos o
seguinte:

∙ É verdade que 𝑇 ∗∗ é quase Dunford-Pettis sempre que 𝑇 ∈ 𝐿(𝐸; 𝐹 ) é positivo e quase
Dunford-Pettis, se pelo menos uma das seguintes afirmações é válida:

(i) 𝐸∗ e 𝐹 ∗∗ têm norma ordem contínua.

(ii) 𝐸∗ tem norma ordem contínua e 𝐸∗∗ tem PPS.

(iii) 𝐹 ∗ tem PPS e 𝐹 ∗∗ tem norma ordem contínua.

(iv) 𝐹 ∗ e 𝐸∗∗ têm PPS.

Note que o resultado é trivial com a afirmação (iv) pois 𝐸∗∗ tem PPS. Vejamos que não
existem espaços com as propriedades (ii) e (iii). Se 𝐸∗ tem norma ordem contínua então 𝐸∗

não tem copia de 𝓁∞ (ver Teorema 1.3.11), daí, 𝐸 não tem cópia de 𝓁1 e portanto 𝐸 não tem
PPS, logo 𝐸∗∗ não tem PPS. Agora, se 𝐹 ∗ tem PPS então 𝐹 ∗ tem um subreticulado isomorfo a
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𝓁1 e pelo Teorema 1.3.13, segue que 𝐹 ∗∗ não tem norma ordem contínua. Assim, focaremos
nossa atenção na afirmação (i), enunciada explicitamente a seguir.

Corolário 4.2.8. Se 𝐸 e 𝐹 são reticulados de Banach tais que 𝐸∗ e 𝐹 ∗∗ têm normas ordem con-
tínuas, então 𝑇 ∗∗ é quase Dunford-Pettis sempre que 𝑇 ∈ 𝐿(𝐸; 𝐹 ) é positivo e quase Dunford-
Pettis.

Para enunciar o nosso resultado sobre a questão (Q2) que generaliza o corolário acima
precisamos da seguinte definição.

Definição 4.2.9. Sejam 𝑋 um espaço de Banach e 𝐹 um reticulado de Banach. Um operador
𝑇 ∈ 𝐿(𝑋 ; 𝐹 ) é quase limited, em notação 𝑇 é QL, se ‖𝑇

∗
(𝑦

∗

𝑛
)‖ ⟶ 0 para toda sequência

disjunta (𝑦
∗

𝑛
)
∞

𝑛=1
em 𝐹

∗ tal que 𝑦∗

𝑛

𝜔
∗

←←←←←←←←←←←←←←→ 0.

Como todo reticulado de Banach 𝜎-Dedekind completo tem a propriedade (d) (veja
[44]) e o adjunto de qualquer operador 𝑇 ∈ 𝑟 (𝐸, 𝐹 ) está definido entre reticulados de
Banach Dedekind-completos, por [44, Theorem 3] segue que 𝑇 ∗ é PL se, e somente se, 𝑇 ∗ é
QL.

Aplicando o Teorema 4.2.5 duas vezes seguidas, primeiro para o operador e em seguida
para o seu adjunto, obtemos o seguinte:

∙ Sejam 𝐸 e 𝐹 reticulados de Banach tais que 𝐹 tem a propriedade (d). Se 𝑇 ∈ 𝐿(𝐸; 𝐹 ) é
positivo e quase Dunford-Pettis, então 𝑇

∗ é PL, isto é, 𝑇 ∗ é QL, e portanto 𝑇
∗∗ é quase

Dunford-Pettis, se pelo menos uma das seguintes afirmações é válida:

(i) 𝐸∗ e 𝐹 ∗∗ têm normas ordem contínuas.

(ii) 𝐸∗ tem norma ordem contínua e 𝐸∗ tem PPSD.

(iii) 𝐹 tem PPSD e 𝐹 ∗∗ tem norma ordem contínua.

(iv) 𝐹 e 𝐸∗ têm PPSD.

Note que o resultado é trivial com a afirmação (iv) pois 𝐸∗ tem PPSD. A seguir vamos
ver que não existem espaços com as propriedades (ii) e (iii). De fato, suponha que 𝐸∗ tenha
norma ordem contínua. Então pelo que vimos anteriormente, neste caso 𝐸∗∗ não tem PPS,
logo 𝐸∗ não tem PPSD. Mais ainda, se 𝐹 tem PPSD então 𝐹 ∗ tem PPS, e pelo feito acima
podemos concluir que 𝐹 ∗∗ tem norma ordem contínua. Assim, restringimos nossa atenção
à iteração do Teorema 4.2.5 relativa à afirmação (i), enunciada a seguir.

Corolário 4.2.10. Sejam 𝐸 e 𝐹 reticulados de Banach tais que 𝐹 tem a propriedade (d) e 𝐸∗

e 𝐹 ∗∗ têm normas ordem contínuas. Se 𝑇 ∈ 𝐿(𝐸; 𝐹 ) é positivo e quase Dunford-Pettis, então 𝑇 ∗

é positivamente limited, isto é, 𝑇 ∗ é quase limited, e portanto 𝑇 ∗∗ quase Dunford-Pettis.

É importante observar que os Corolários 4.2.8 e 4.2.10 não se encontram enunciados
na literatura. Estamos considerando-os como resultados conhecidos por serem meras
combinações de resultados conhecidos.

Nosso resultado para a questão (Q2) é o seguinte:
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Teorema 4.2.11. Sejam 𝐸 e 𝐹 reticulados de Banach tais que as normas de 𝐸∗ e de 𝐹 são
ordem contínuas. Se 𝑇 ∈ 𝐿(𝐸; 𝐹 ) é positivo e quase Dunford-Pettis, então 𝑇 ∗ é positivamente
limited, isto é, 𝑇 ∗ é quase limited, e portanto 𝑇 ∗∗ quase Dunford-Pettis.

Vejamos que esse teorema generaliza tudo o que é conhecido sobre a questão (Q2).

Observação 4.2.12. (1) No Teorema 4.2.11 obtemos uma conclusão mais forte que no
Corolário 4.2.8 com hipótese mais fraca.
(2) No Teorema 4.2.11 obtemos a mesma conclusão que no Corolário 4.2.10 com hipótese
mais fraca e sem a hipótese de que 𝐹 tenha a propriedade (d).
(3) Ao aplicar primeiramente o Teorema 4.2.6 e em seguida o Teorema 4.2.2, obtemos um
resultado com a hipótese de que 𝐹 tenha a propriedade (d); por isso o Teorema 4.2.11
melhora esse resultado.
(4) Ao aplicar primeiramente o Teorema 4.2.2 e em seguida o Teorema 4.2.6, obtém-se uma
versão do Corolário 4.2.10 sem a suposição da propriedade (d). Acabamos de ver em (3)
que o Teorema 4.2.11 melhora esse resultado.

4.3 Demonstrações dos Teoremas 4.2.6 e 4.2.11

Para demonstrar os teoremas enunciados na seção anterior, a saber, Teorema 4.2.6 e
Teorema 4.2.11, precisamos de dois lemas preparatórios. O primeiro lema foi inspirado por
um argumento de [35, Lemma 2.4] que foi mais tarde refinado em [40].

Lema 4.3.1. Sejam 𝐸 um reticulado de Banach e (𝑥 ∗
𝑛
)
∞

𝑛=1
uma sequência positiva em 𝐸

∗ tal que
‖𝑥

∗

𝑛
‖ ≥ 𝑀 para algum 𝑀 > 0 e 𝑥 ∗

𝑛

𝜔
∗

←←←←←←←←←←←←←←←←→ 0. Então existem uma subsequência crescente (𝑛𝑚)∞𝑚=1

de ℕ e uma sequência disjunta limitada (𝑥𝑚)
∞

𝑚=1
em 𝐸

+ tais que 𝑥 ∗
𝑛𝑚
(𝑥𝑚) ≥ 𝑀(4

−1
−2

−𝑚
) para

todo 𝑚 ∈ ℕ.

Demonstração. Por hipótese ‖𝑥 ∗
𝑛
‖ ≥ 𝑀 > 0 para todo 𝑛 ∈ ℕ. Tomando 𝑧∗

𝑛
=

𝑥
∗

𝑛

‖𝑥
∗

𝑛
‖

temos 𝑧∗
𝑛
≥ 0

e, por [5, p. 182],

1 = ‖𝑧
∗

𝑛
‖ = sup{𝑧

∗

𝑛
(𝑧) ∶ 𝑧 ∈ 𝐸

+ e ‖𝑧‖ = 1} para todo 𝑛 ∈ ℕ.

Existe então uma sequência positiva (𝑧𝑛)
∞

𝑛=1
em 𝐸 tal que ‖𝑧𝑛‖ = 1 e 𝑧∗

𝑛
(𝑧𝑛) ≥

1

2
para todo

𝑛 ∈ ℕ. Como 𝑥 ∗
𝑛

𝜔
∗

←←←←←←←←←←←←←←←←→ 0 segue que 𝑧∗
𝑛

𝜔
∗

←←←←←←←←←←←←←←←←→ 0. Tomando 𝑛1 = 1 temos 𝑧∗
𝑛
(𝑧𝑛1) ⟶ 0, e portanto

existe 𝑛2 > 𝑛1 tal que 𝑧∗
𝑛2
(𝑧𝑛1

) <
1

2
2×2+2

. Também temos 𝑧∗
𝑛
(𝑧𝑛1

+ 𝑧𝑛2
) ⟶ 0, logo existe 𝑛3 > 𝑛2

tal que 𝑧∗
𝑛3
(𝑧𝑛1

+ 𝑧𝑛2
) <

1

2
2×3+2

. Prosseguindo por indução construímos uma subsequência
crescente (𝑛𝑚)

∞

𝑚=1
de ℕ tal que

𝑧
∗

𝑛𝑚

(

𝑚−1

∑

𝑘=1

𝑧𝑛𝑘
)

≤

1

2
2𝑚+2

para todo 𝑚 ≥ 2.

Defina

𝑥𝑚 =

(

𝑧𝑛𝑚
− 4

𝑚
⋅

𝑚−1

∑

𝑘=1

𝑧𝑛𝑘
− 2

−𝑚
⋅

∞

∑

𝑘=1

2
−𝑘
𝑧𝑛𝑘

)

+

para todo 𝑚 ≥ 2.

Tomando 𝑥1 = 0, por [72, Lemma 2.6] ou pela demostração de [35, Lemma 2.4] sabemos
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que a sequência (𝑥𝑚)
∞

𝑚=1
é disjunta em 𝐸

+. Note que, para todo 𝑚 ∈ ℕ, 0 ≤ 𝑥𝑚 ≤ 𝑧𝑛𝑚
, e

portanto ‖𝑥𝑚‖ ≤ ‖𝑧𝑛𝑚
‖ = 1 uma vez que a norma de 𝐸 é reticulada. Além disso, para todo

𝑚 ≥ 2,

𝑧
∗

𝑛𝑚
(𝑥𝑚) = 𝑧

∗

𝑛𝑚

(

𝑧𝑛𝑚 − 4
𝑚
⋅

𝑚−1

∑

𝑘=1

𝑧𝑛𝑘
− 2

−𝑚
⋅

∞

∑

𝑘=1

2
−𝑘
𝑧𝑛𝑘

)

+

≥ 𝑧
∗

𝑛𝑚

(

𝑧𝑛𝑚
− 4

𝑚
⋅

𝑚−1

∑

𝑘=1

𝑧𝑛𝑘
− 2

−𝑚
⋅

∞

∑

𝑘=1

2
−𝑘
𝑧𝑛𝑘

)

= 𝑧
∗

𝑛𝑚
(𝑧𝑛𝑚

) − 4
𝑚
⋅ 𝑧

∗

𝑛𝑚

(

𝑚−1

∑

𝑘=1

𝑧𝑛𝑘
)

− 2
−𝑚

⋅ 𝑧
∗

𝑛𝑚

(

∞

∑

𝑘=1

2
−𝑘
𝑧𝑛𝑘

)

≥

1

2

−

4
𝑚

2
2𝑚+2

−

1

2
𝑚
=

1

2

−

1

4

−

1

2
𝑚
=

1

4

−

1

2
𝑚
.

Segue que 𝑧∗
𝑛𝑚
(𝑥𝑚) ≥

1

4
−

1

2
𝑚

, isto é,

𝑥
∗

𝑛𝑚
(𝑥𝑚) ≥ (4

−1
− 2

−𝑚
)‖𝑥

∗

𝑛𝑚
‖ ≥ 𝑀(4

−1
− 2

−𝑚
)

para todo 𝑚 ∈ ℕ.

Lema 4.3.2. Sejam 𝐸 e 𝐹 reticulados de Banach e 𝑇 ∈ 𝐿(𝐸; 𝐹 ) um operador positivo. As
seguintes afirmações são equivalentes:
(a) 𝑇 é positivamente limited.
(b) 𝑇 ∗

(𝑦
∗

𝑛
)(𝑥𝑛) ⟶ 0 para toda sequência positiva (𝑦

∗

𝑛
)
∞

𝑛=1
em 𝐹

∗ tal que 𝑦∗

𝑛

𝜔
∗

←←←←←←←←←←←←←←→ 0 e para toda
sequência disjunta limitada (𝑥𝑛)

∞

𝑛=1
em 𝐸

+.

Demonstração. Suponha que 𝑇 seja PL. Tomando (𝑦
∗

𝑛
)
∞

𝑛=1
e (𝑥𝑛)

∞

𝑛=1
como em (b), digamos

‖𝑥𝑛‖ ≤ 𝑀 para todo 𝑛 ∈ ℕ, temos

0 ≤ 𝑇
∗
(𝑦

∗

𝑛
)(𝑥𝑛) ≤ ‖𝑇

∗
(𝑦

∗

𝑛
)‖‖𝑥𝑛‖ ≤ 𝑀‖𝑇

∗
(𝑦

∗

𝑛
)‖ ⟶ 0.

Disso segue que (a) implica (b).

Para provar a implicação contrária, suponha (b) e seja (𝑦
∗

𝑛
)
∞

𝑛=1
uma sequência positiva

em 𝐹
∗ tal que 𝑦∗

𝑛

𝜔
∗

←←←←←←←←←←←←←←→ 0. Suponha, por contradição, que ‖𝑇
∗
(𝑦

∗

𝑛
)‖ ↛ 0. Neste caso existem

uma subsequência (𝑦
∗

𝑛𝑚
)
∞

𝑚=1
da sequência (𝑦

∗

𝑛
)
∞

𝑛=1
e 𝛼 > 0 tais que ‖𝑇

∗
(𝑦

∗

𝑛𝑚
)‖ ≥ 𝛼 para todo

𝑚 ∈ ℕ. Como 𝑇 ∗ é positivo e 𝑦∗

𝑛𝑚

𝜔
∗

←←←←←←←←←←←←←←→ 0, a sequência (𝑇 ∗
(𝑦

∗

𝑛𝑚
))
∞

𝑚=1
é positiva e 𝑇 ∗

(𝑦
∗

𝑛𝑚
)

𝜔
∗

←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←→ 0

em 𝐸
∗. Pelo Lema 4.3.1 existem uma subsequência (𝑛𝑚𝑗

)
∞

𝑗=1
em ℕ e uma sequência disjunta

limitada (𝑧𝑗)
∞

𝑗=1
em 𝐸

+ tais 𝑇 ∗
(𝑦

∗

𝑛𝑚
𝑗

)(𝑧𝑗) ≥ 𝛼(4
−1
− 2

−𝑗
) que para todo 𝑗 ∈ ℕ. Por hipótese,

𝑇
∗
(𝑦

∗

𝑛𝑚
𝑗

)(𝑧𝑗) ⟶ 0, donde segue que 𝛼4−1 ≤ 0, e portanto 𝛼 ≤ 0. Essa contradição garante
que ‖𝑇

∗
(𝑦

∗

𝑛
)‖ ⟶ 0, o que prova que 𝑇 é PL.

Demonstração do Teorema 4.2.6. (b)⇒(a) Sejam 𝑇 ∶ 𝐸 ⟶ 𝐹 um operador linear posi-

tivo e quase Dunford-Pettis e (𝑦
∗

𝑛
)
∞

𝑛=1
uma sequência positiva em 𝐹

∗ tal que 𝑦∗

𝑛

𝜔
∗

←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←→ 0.
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Suponha primeiramente que a norma de 𝐸∗ seja ordem contínua e tome (𝑥𝑛)
∞

𝑛=1
uma

sequência disjunta limitada em 𝐸
+. Pelo Teorema 1.3.13 segue que 𝑥𝑛

𝜔

←←←←←←←←←←←←←←←←→ 0. Como 𝑇 é
quase Dunford-Pettis, ‖𝑇 (𝑥𝑛)‖ ⟶ 0. Tome 𝑀 > 0 tal que ‖𝑦

∗

𝑛
‖ ≤ 𝑀 para todo 𝑛. De

0 ≤ 𝑇
∗
(𝑦

∗

𝑛
)(𝑥𝑛) = 𝑦

∗

𝑛
(𝑇 (𝑥𝑛)) ≤ ‖𝑦

∗

𝑛
‖ ⋅ ‖𝑇 (𝑥𝑛)‖ ≤ 𝑀‖𝑇 (𝑥𝑛)‖ ⟶ 0,

concluímos que 𝑇 ∗
(𝑦

∗

𝑛
)(𝑥𝑛) ⟶ 0. Do Lema 4.3.2 segue que 𝑇 é PL.

Suponha agora que 𝐹 tenha PPSD. Neste caso temos ‖𝑦
∗

𝑛
‖ ⟶ 0, o que implica que

‖𝑇
∗
(𝑦

∗

𝑛
)‖ ≤ ‖𝑇

∗
‖‖𝑦

∗

𝑛
‖ ⟶ 0. Isso prova que 𝑇 é PL.

(a)⇒(b) Suponha por absurdo que a norma de 𝐸∗ não seja ordem contínua e 𝐹 não tenha
PPSD. Por 𝐸∗ não ter norma ordem contínua, pelo Teorema 1.3.12 existem uma sequência
disjunta positiva (𝑥

∗

𝑛
)
∞

𝑛=1
em 𝐸

∗ e um funcional 𝑥 ∗ ∈ 𝐸∗ tais que ‖𝑥
∗

𝑛
‖ = 1 e 0 ≤ 𝑥

∗

𝑛
≤ 𝑥

∗ para
todo 𝑛 ∈ ℕ. Existe então uma sequência (𝑥𝑛)

∞

𝑛=1
em 𝐸

+ tal que ‖𝑥𝑛‖ = 1 e 𝑥 ∗
𝑛
(𝑥𝑛) ≥

1

2
para

todo 𝑛 ∈ ℕ. Vejamos que a aplicação

𝑆 ∶ 𝐸 ⟶ 𝓁1 , 𝑆(𝑥) = (𝑥
∗

𝑛
(𝑥))

∞

𝑛=1
,

está bem definida. De fato, para 𝑥 ∈ 𝐸 e 𝑚 ∈ ℕ,

𝑚

∑

𝑛=1

|𝑥
∗

𝑛
(𝑥)| ≤

𝑚

∑

𝑛=1

𝑥
∗

𝑛
(|𝑥|) =

(

𝑚

⋁

𝑛=1

𝑥
∗

𝑛)
(|𝑥|) ≤ 𝑥

∗
(|𝑥|).

Fazendo 𝑚 ⟶ ∞ comprovamos que 𝑆 está bem definida. É claro que 𝑆 é um operador
linear positivo, pois cada funcional 𝑥 ∗

𝑛
é positivo. Por outro lado, por 𝐹 não ter PPSD

existe uma sequência positiva (𝑦
∗

𝑛
)
∞

𝑛=1
em 𝐹

∗ tal que 𝑦∗

𝑛

𝜔
∗

←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←→ 0 e ‖𝑦
∗

𝑛
‖ = 1 para todo 𝑛. Logo

existe uma sequência (𝑦𝑛)
∞

𝑛=1
em 𝐸

+ tal que ‖𝑦𝑛‖ = 1 e 𝑦∗

𝑛
(𝑦𝑛) ≥

1

2
para todo 𝑛 ∈ ℕ. A

aplicação

𝑅∶ 𝓁1 ⟶ 𝐹 , 𝑅((𝑧𝑛)
∞

𝑛=1
) =

∞

∑

𝑛=1

𝑧𝑛𝑦𝑛,

está bem definida pois a série é absolutamente convergente em 𝐹 :

∞

∑

𝑛=1

‖𝑧𝑛𝑦𝑛‖ =

∞

∑

𝑛=1

|𝑧𝑛| ⋅ ‖𝑦𝑛‖ =

∞

∑

𝑛=1

|𝑧𝑛| < ∞.

É claro que 𝑅 é um operador linear positivo. Então a composição

𝑇 ∶= 𝑅◦𝑆 ∶ 𝐸 ⟶ 𝐹 , 𝑇 (𝑥) =

∞

∑

𝑛=1

𝑥
∗

𝑛
(𝑥)𝑦𝑛,

também é um operador linear positivo. Como 𝑅 e 𝑆 são quase Dunford-Pettis, pois 𝓁1 tem
PPS, segue que 𝑇 é quase Dunford-Pettis. Finalizaremos a demonstração provando que 𝑇
não é PL. Para isso, note que 𝑇 (𝑥) ≥ 𝑥

∗

𝑛
(𝑥)𝑦𝑛 para todo 𝑛 ∈ ℕ e todo 𝑥 ∈ 𝐸

+. Logo, para
todo funcional positivo 𝑦∗

∈ 𝐹
∗,

𝑇
∗
(𝑦

∗
)(𝑥) = 𝑦

∗
(𝑇 (𝑥)) ≥ 𝑦

∗
(𝑥

∗

𝑛
(𝑥)𝑦𝑛) = 𝑦

∗
(𝑦𝑛)𝑥

∗

𝑛
(𝑥).
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Em particular, 𝑇 ∗
(𝑦

∗

𝑘
)(𝑥𝑘) ≥ 𝑦

∗

𝑘
(𝑦𝑘)𝑥

∗

𝑘
(𝑥𝑘) para todo 𝑘 ∈ ℕ. Segue que

‖𝑇
∗
(𝑦

∗

𝑘
)‖ ≥ 𝑇

∗
(𝑦

∗

𝑘
)(𝑥𝑘) ≥ 𝑦

∗

𝑘
(𝑦𝑘)𝑥

∗

𝑘
(𝑥𝑘) ≥

1

4

,

o que nos permite concluir que 𝑇 não é PL. □

Demonstração do Teorema 4.2.11. Por hipótese, 𝑇 ∶ 𝐸 ⟶ 𝐹 e positivo e quase
Dunford-Pettis e 𝐸∗ e 𝐹 têm normas ordem contínuas. Seja (𝑦

∗

𝑛
)
∞

𝑛=1
uma sequência dis-

junta positiva limitada em 𝐹
∗. Pelo Teorema 1.3.12 temos 𝑦∗

𝑛

𝜔
∗

←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←→ 0 por 𝐹 ter norma ordem
contínua. Pelo Teorema 4.2.6 segue que ‖𝑇 ∗

(𝑦
∗

𝑛
)‖ ⟶ 0. Seja (𝑥 ∗∗

𝑛
)
∞

𝑛=1
uma sequência positiva

em 𝐸
∗∗ tal que 𝑥 ∗∗

𝑛

𝜔
∗

←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←→ 0. Tomando 𝑀 > 0 tal que ‖𝑥
∗∗

𝑛
‖ ≤ 𝑀 para todo 𝑛 ∈ ℕ, temos

0 ≤ 𝑇
∗∗
(𝑥

∗∗

𝑛
)(𝑦

∗

𝑛
) = 𝑥

∗∗

𝑛
(𝑇

∗
(𝑦

∗

𝑛
)) ≤ ‖𝑥

∗∗

𝑛
‖ ⋅ ‖𝑇

∗
(𝑦

∗

𝑛
)‖ ≤ 𝑀‖𝑇

∗
(𝑦

∗

𝑛
)‖ ⟶ 0.

Daí, 𝑇 ∗∗
(𝑥

∗∗

𝑛
)(𝑦

∗

𝑛
) ⟶ 0. O Lema 4.3.2 nos permite concluir que 𝑇 ∗ é positivamente limited, e

portanto 𝑇 ∗ é quase limited. □

4.4 O papel da compacidade fraca
O objetivo desta seção é mostrar como as propriedades de compacidade fraca de um

operador 𝑇 impactam em 𝑇
∗ ou 𝑇 ∗∗ serem quase Dunford-Pettis, mesmo quando 𝑇 não é

quase Dunford-Pettis.

Supomos que o leitor esteja familiarizado com a teoria dos operadores fracamente
compactos. Relembramos que um operador linear 𝑇 de um reticulado de Banach 𝐸 a valores
em um espaço de Banach 𝐹 é ordem fracamente compacto se 𝑇 ([0, 𝑥]) é relativamente fra-
camente compacto em 𝐹 para todo vetor positivo 𝑥 ∈ 𝐸. É claro que operadores fracamente
compactos são ordem fracamente compactos, mas o operador identidade em 𝐿1[0, 1] é um
operador ordem fracamente compacto que não é fracamente compacto [5, p. 319]. Maiores
detalhes sobre a teoria de operadores ordem fracamente compactos podem ser encontrados
em, por exemplo, [62, Seção 3.4, p. 191] ou [5, p. 318].

Vejamos primeiramente que operadores positivos ordem fracamente compactos nem
sempre são PL. Para isso observe, por um lado, que o operador identidade id𝓁2

em 𝓁2 é
fracamente compacto por 𝓁2 ser reflexivo, e portanto é também ordem fracamente compacto.
Por outro lado, considerando o isomorfismo canônico 𝜓 ∶ 𝓁2 ⟶ 𝓁

∗

2
, temos que (𝜓 (𝑒𝑛))

∞

𝑛=1

é uma sequência positiva e 𝜓(𝑒𝑛)
𝜔
∗

←←←←←←←←←←←←←←→ 0 em 𝓁
∗

2
, mas

‖id
∗

2
(𝜓 (𝑒𝑛))‖ = ‖𝜓 (𝑒𝑛)‖ = ‖𝑒𝑛‖ = 1

para todo 𝑛. Isso prova que id𝓁2
não é PL.

O primeiro resultado desta seção identifica condições sob as quais operadores regulares
ordem fracamente compactos são PL, e portanto têm adjuntos quase Dunford-Pettis.

Teorema 4.4.1. Seja 𝐸 um reticulado de Banach no qual toda sequência disjunta, positiva
e limitada é ordem limitada. Para todo reticulado de Banach 𝐹 , se 𝑇 ∈ 𝑟 (𝐸; 𝐹 ) é ordem
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fracamente compacto, então 𝑇 é positivamente limited, e portanto 𝑇 ∗ é quase Dunford-Pettis.

Demonstração. Como 𝑇 é regular, existem operadores positivos 𝑇1, 𝑇2 ∈ 𝐿(𝐸, 𝐹 ) tais que
𝑇 = 𝑇1 − 𝑇2. É imediato que 𝑇 ∗

= 𝑇
∗

1
− 𝑇

∗

2
. Seja (𝑦

∗

𝑛
)
∞

𝑛=1
uma sequência positiva em 𝐹

∗ tal que

𝑦
∗

𝑛

𝜔
∗

←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←→ 0. Note que, para todo 𝑛 ∈ ℕ, 𝑇 ∗

𝑖
(𝑦

∗

𝑛
) é positivo para 𝑖 = 1, 2. Consequentemente,

para todo 𝑥 ∈ 𝐸,

||𝑇
∗
(𝑦

∗

𝑛
)|(𝑥)| = ||𝑇

∗

1
(𝑦

∗

𝑛
) − 𝑇

∗

2
(𝑦

∗

𝑛
)|(𝑥)| ≤ |𝑇

∗

1
(𝑦

∗

𝑛
) − 𝑇

∗

2
(𝑦

∗

𝑛
)|(|𝑥|)

≤ (𝑇
∗

1
(𝑦

∗

𝑛
) + 𝑇

∗

2
(𝑦

∗

𝑛
))(|𝑥|) = 𝑇

∗

1
(𝑦

∗

𝑛
)(|𝑥|) + 𝑇

∗

2
(𝑦

∗

𝑛
)(|𝑥|)

= 𝑦
∗

𝑛
(𝑇1(|𝑥|)) + 𝑦

∗

𝑛
(𝑇2(|𝑥|)) = 𝑦

∗

𝑛
((𝑇1 + 𝑇2)(|𝑥|)) ⟶ 0.

Isso prova que |𝑇
∗
(𝑦

∗

𝑛
)|

𝜔
∗

←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←→ 0 em 𝐸
∗. Agora seja (𝑥𝑛)

∞

𝑛=1
uma sequência disjunta e limitada

em 𝐸
+. Por hipótese existe 𝑧 ∈ 𝐸 tal que 0 ≤ 𝑥𝑛 ≤ 𝑧 para todo 𝑛 ∈ ℕ, isto é, a sequência

(𝑥𝑛)
∞

𝑛=1
é ordem limitada. Como 𝑇 é ordem fracamente compacto, por [5, Theorem 5.57]

segue que ‖𝑇 (𝑥𝑛)‖ ⟶ 0. Tome 𝑁 > 0 de maneira que ‖𝑦
∗

𝑛
‖ ≤ 𝑁 para todo 𝑛. De

|𝑇
∗
(𝑦

∗

𝑛
)(𝑥𝑛)| = |𝑦

∗

𝑛
(𝑇 (𝑥𝑛))| ≤ ‖𝑦

∗

𝑛
‖ ⋅ ‖𝑇 (𝑥𝑛)‖ ≤ 𝑁 ‖𝑇 (𝑥𝑛)‖ ⟶ 0,

segue que 𝑇
∗
(𝑦

∗

𝑛
)(𝑥𝑛) ⟶ 0. Por [40, Corollary 2.7] obtemos ‖𝑇

∗
(𝑦

∗

𝑛
)‖ ⟶ 0, e isso é

suficiente para concluir que 𝑇 é PL.

Operadores fracamente compactos, L-fracamente compactos, M-fracamente compactos
(veja [5, Seções 5.2 e 5.3]) e operadores ordem L-fracamente compactos (veja [55]) são todos
ordem fracamente compactos (veja [5, Theorem 5.61 e p. 319 ] e [55]). Então o Teorema
4.4.1 se aplica para operadores regulares fracamente compactos, L-fracamente compactos,
M-fracamente compactos e ordem L-fracamente compactos.

Seja 𝐾 um espaço Hausdorff compacto. É claro que toda sequência limitada em 𝐶(𝐾)

é ordem limitada. Como operadores definidos em 𝐶(𝐾) são fracamente compactos se, e
somente se, são ordem fracamente compactos (veja [62, p. 192]), a seguinte consequência
do teorema anterior segue.

Corolário 4.4.2. Sejam 𝐹 um reticulado de Banach e 𝐾 um espaço de Hausdorff compacto.
Se 𝑇 ∈ 𝑟 (𝐶(𝐾); 𝐹 ) é fracamente compacto, então 𝑇 é positivamente limited, portanto 𝑇 ∗ é
quase Dunford-Pettis.

Investigaremos agora quando o adjunto de um operador ordem fracamente compacto
é quase limited, e portanto o biadjunto é quase Dunford-Pettis. Por um lado, já vimos que
a identidade id𝓁2

em 𝓁2 é ordem fracamente compacto mas não é quase limited. Por outro
lado:

Teorema 4.4.3. Seja 𝐸 um reticulado de Banach na qual toda sequência disjunta, positiva e
limitada é ordem limitada. Para todo espaço de Banach𝑋 , se 𝑇 ∈ (𝐸; 𝑋 ) é ordem fracamente
compacto, então 𝑇 ∗ é quase limited, e portanto 𝑇 ∗∗ é quase Dunford-Pettis.

Demonstração. Seja 𝑇 ∈ (𝐸; 𝑋 ) um operador ordem fracamente compacto. Por [5, The-
orem 5.58] existem um reticulado de Banach com norma ordem contínua 𝐹 , um homo-
morfismo de Riesz 𝑅∶ 𝐸 ⟶ 𝐹 e um operador linear contínuo 𝑆 ∶ 𝐹 ⟶ 𝑋 tais que
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𝑇 = 𝑆◦𝑅. Vejamos que 𝑅 é PL. Para isso sejam (𝑧
∗

𝑛
)
∞

𝑛=1
uma sequência positiva em 𝐸

∗ tal que

𝑧
∗

𝑛

𝜔
∗

←←←←←←←←←←←←←←→ 0 e (𝑥𝑛)
∞

𝑛=1
uma sequência disjunta e limitada em 𝐸

+. Por hipótese existe 𝑥 ∈ 𝐸 tal
que 0 ≤ 𝑥𝑛 ≤ 𝑥 para todo 𝑛 ∈ ℕ. Como 𝑅 é positivo, temos 0 ≤ 𝑅(𝑥𝑛) ≤ 𝑅(𝑥) para todo 𝑛, e
assim,

0 ≤ 𝑅
∗
(𝑧

∗

𝑛
)(𝑥𝑛) = 𝑧

∗

𝑛
(𝑅(𝑥𝑛)) ≤ 𝑧

∗

𝑛
(𝑅(𝑥)) ⟶ 0.

Segue que 𝑅∗
(𝑧

∗

𝑛
)(𝑥𝑛) ⟶ 0, e daí o Lema 4.3.2 nos garante que 𝑅 é PL. Sejam (𝑥

∗∗

𝑛
)
∞

𝑛=1
uma

sequência positiva em 𝐸
∗∗ tal que 𝑥 ∗∗

𝑛

𝜔
∗

←←←←←←←←←←←←←←→ 0 e (𝑦
∗

𝑛
)
∞

𝑛=1
uma sequência disjunta, limitada e

positiva em 𝐹
∗. Usando que 𝐹 tem norma ordem contínua temos 𝑦∗

𝑛

𝜔
∗

←←←←←←←←←←←←←←→ 0 pelo Teorema
1.3.12. Concluímos que ‖𝑅

∗
(𝑦

∗

𝑛
)‖ ⟶ 0 pois 𝑅 é PL. Tome 𝑁 > 0 tal que ‖𝑥

∗∗

𝑛
‖ ≤ 𝑁 para todo

𝑛 ∈ ℕ. De

0 ≤ 𝑅
∗∗
(𝑥

∗∗

𝑛
)(𝑦

∗

𝑛
) = 𝑥

∗∗

𝑛
(𝑅

∗
(𝑦

∗

𝑛
)) ≤ ‖𝑥

∗∗

𝑛
‖ ⋅ ‖𝑅

∗
(𝑦

∗

𝑛
)‖ ≤ 𝑁 ‖𝑅

∗
(𝑦

∗

𝑛
)‖ ⟶ 0,

segue que 𝑅∗∗
(𝑥

∗∗

𝑛
)(𝑦

∗

𝑛
) ⟶ 0. Pelo Lema 4.3.2 temos ‖𝑅∗∗

(𝑥
∗∗

𝑛
)‖ ⟶ 0, e portanto

‖𝑇
∗∗
(𝑥

∗∗

𝑛
)‖ = ‖(𝑆◦𝑅)

∗∗
(𝑥

∗∗

𝑛
)‖ = ‖𝑆

∗∗
(𝑅

∗∗
(𝑥

∗∗

𝑛
))‖ ≤ ‖𝑆

∗∗
‖ ⋅ ‖𝑅

∗∗
(𝑥

∗∗

𝑛
)‖ ⟶ 0.

Segue que ‖𝑇
∗∗
(𝑥

∗∗

𝑛
)‖ ⟶ 0, o que termina a demonstração de que 𝑇 ∗ é quase limited.

Novamente, o Teorema 4.4.3 se aplica para operadores fracamente compactos, L-
fracamente compactos, M-fracamente compactos e operadores contínuos ordem L-
fracamente compactos. Além disso, também como antes, temos:

Corolário 4.4.4. Sejam 𝑋 um espaço de Banach e 𝐾 um espaço Hausdorff compacto. Se
𝑇 ∈ (𝐶(𝐾); 𝑋 ) é fracamente compacto, então 𝑇

∗ é quase limited, portanto 𝑇
∗∗ é quase

Dunford-Pettis.

Terminamos este capítulo com um resultado que se refere a biadjuntos de operadores
fracamente compactos definidos em reticulados de Banach 𝐸 que eventualmente não
satisfaçam a hipótese do Teorema 4.4.3.

Proposição 4.4.5. Seja 𝑇 ∶ 𝐸 ⟶ 𝐹 um operador linear fracamente compacto entre reticu-
lados de Banach e suponha que pelo menos uma das seguintes afirmações seja válida:

(a) 𝑇 regular e 𝐹 tem a propriedade positiva de Schur.

(b) 𝑇 positivo, 𝐹 tem norma ordem contínua e 𝐸∗ tem a propriedade positiva de Schur.
Então 𝑇 ∗ é quase limited, e portanto 𝑇 ∗∗ é quase Dunford-Pettis.

Demonstração. Seja (𝑥
∗∗

𝑛
)
∞

𝑛=1
uma sequência positiva em 𝐸

∗∗ tal que 𝑥 ∗∗
𝑛

𝜔
∗

←←←←←←←←←←←←←←←←→ 0. Por hipótese,
𝑇 é fracamente compacto, logo 𝑇

∗∗
(𝐸

∗∗
) ⊆ 𝐽𝐹 (𝐹 ), Teorema 3.3.7. Assim, para cada 𝑛 ∈ ℕ

podemos tomar 𝑦𝑛 ∈ 𝐹 tal que 𝑇 ∗∗
(𝑥

∗∗

𝑛
) = 𝐽𝐹 (𝑦𝑛).

Suponhamos primeiramente que (a) ocorra. Neste caso existem operadores positivos
𝑇1, 𝑇2 ∈ 𝐿(𝐸, 𝐹 ) tais que 𝑇 = 𝑇1−𝑇2, pois 𝑇 é regular. Como mencionado antes, 𝑇 ∗∗

= 𝑇
∗∗

1
−𝑇

∗∗

2
.

Como 𝐽𝐹 é um homomorfismo de Riesz, para todo 𝑦∗
∈ 𝐹

∗,

|𝑦
∗
(|𝑦𝑛|)| ≤ |𝑦

∗
|(|𝑦𝑛|) = 𝐽𝐹 (|𝑦𝑛|)(|𝑦

∗
|) = |𝐽𝐹 (𝑦𝑛)|(𝑦

∗
)

= |𝑇
∗∗
(𝑥

∗∗

𝑛
)|(|𝑦

∗
|) ≤ |𝑇

∗∗
|(𝑥

∗∗

𝑛
)(|𝑦

∗
|)
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= |𝑇
∗∗

1
− 𝑇

∗∗

2
|(𝑥

∗∗

𝑛
)(|𝑦

∗
|) ≤ (𝑇

∗∗

1
+ 𝑇

∗∗

2
)(𝑥

∗∗

𝑛
)(|𝑦

∗
|)

= 𝑇
∗∗

1
(𝑥

∗∗

𝑛
)(|𝑦

∗
|) + 𝑇

∗∗

2
(𝑥

∗∗

𝑛
)(|𝑦

∗
|) = 𝑥

∗∗

𝑛
((𝑇

∗

1
+ 𝑇

∗

2
)(|𝑦

∗
|)) ⟶ 0,

donde segue que |𝑦𝑛|
𝜔

←←←←←←←←←←←←→ 0. Como 𝐹 tem a propriedade positiva de Schur, ‖𝑦𝑛‖ = ‖|𝑦𝑛|‖ ⟶ 0,
e assim

‖𝑇
∗∗
(𝑥

∗∗

𝑛
)‖ = ‖𝐽𝐹 (𝑦𝑛)‖ = ‖𝑦𝑛‖ ⟶ 0.

Isso é suficiente para concluir que 𝑇 ∗ é quase limited.

Suponhamos agora que (b) ocorra e seja (𝑦
∗

𝑛
)
∞

𝑛=1
uma sequência disjunta, positiva e

limitada em 𝐹
∗. Como a norma de 𝐹 é ordem contínua, temos 𝑦∗

𝑛

𝜔
∗

←←←←←←←←←←←←←←→ 0 pelo Teorema 1.3.12.
Por 𝑇 ser fracamente compacto, 𝑇 ∗ é 𝜔∗-𝜔-contínuo, Teorema 3.3.7. Por isso, 𝑇 ∗

(𝑦
∗

𝑛
)

𝜔

←←←←←←←←←←←←→ 0

em 𝐸
∗. Como 𝑇 ∗

(𝑦
∗

𝑛
) ≥ 0 para todo 𝑛 (pois 𝑇 é positivo) e, por hipótese, 𝐸∗ tem a propriedade

positiva de Schur, temos ‖𝑇 ∗
(𝑦

∗

𝑛
)‖ ⟶ 0. Mais ainda, de

|𝑦
∗

𝑛
(𝑦𝑛)| ≤ 𝑦

∗

𝑛
(|𝑦𝑛|) = 𝐽𝐹 (|𝑦𝑛|)(𝑦

∗

𝑛
) = |𝐽𝐹 (𝑦𝑛)|(𝑦

∗

𝑛
) = |𝑇

∗∗
(𝑥

∗∗

𝑛
)|(𝑦

∗

𝑛
)

= 𝑇
∗∗
(𝑥

∗∗

𝑛
)(𝑦

∗

𝑛
) = 𝑥

∗∗

𝑛
(𝑇

∗
(𝑦

∗

𝑛
)) ≤ ‖𝑥

∗∗

𝑛
‖ ⋅ ‖𝑇

∗
(𝑦

∗

𝑛
)‖ ⟶ 0,

obtemos 𝑦∗

𝑛
(𝑦𝑛) ⟶ 0. Por [40, Corollary 2.6] segue que ‖𝑦𝑛‖ ⟶ 0, e daí

‖𝑇
∗∗
(𝑥

∗∗

𝑛
)‖ = ‖𝐽𝐹 (𝑦𝑛)‖ = ‖𝑦𝑛‖ ⟶ 0,

provando que 𝑇 ∗ é quase limited.
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Capítulo 5

Extensões de Aron-Berner de
operadores multilineares quase
Dunford-Pettis

Um operador multilinear entre espaços de Banach é fracamente sequencialmente
contínuo se transforma sequências fracamente convergentes nos espaços do domínio em
sequências convergentes em norma no contradomínio. Essa classe tem sido extensamente
estudada na literatura há muitos anos (veja, por exemplo, [39] e as referências lá listadas).
A questão que pergunta se as extensões de Aron-Berner de operadores fracamente sequen-
cialmente contínuos são fracamente sequencialmente contínuas também já foi estudada,
veja [33, 81].

Inspirados pelo conceito de operador linear quase Dunford-Pettis, explorado no capítulo
anterior, estudaremos neste capítulo os operadores multilineares que são separadamente
quase Dunford-Pettis (Seção 5.1) e que são quase Dunford-Pettis (Seção 5.2), bem como
suas extensões de Aron-Berner.

Definição 5.0.1. Sejam 𝐸1, … , 𝐸𝑚 reticulados de Banach e 𝑋 um espaço de Banach. Um
operador 𝑚-linear 𝐴∶ 𝐸1 × ⋯ × 𝐸𝑚 ⟶ 𝑋 é:

∙ Separadamente quase Dunford-Pettis se para cada 𝑗 ∈ {1, … ,𝑚} e todos 𝑥𝑖 ∈ 𝐸𝑖 , 𝑖 =

1, … ,𝑚, 𝑖 ≠ 𝑗, o operador linear

𝐴(𝑥1, … , 𝑥𝑗−1, ∙, 𝑥𝑗+1, … , 𝑥𝑚)∶ 𝐸𝑗 ⟶ 𝑋,

𝐴(𝑥1, … , 𝑥𝑗−1, ∙, 𝑥𝑗+1, … , 𝑥𝑚)(𝑥𝑗) = 𝐴(𝑥1, … , 𝑥𝑚),

é quase Dunford-Pettis.

∙ Quase Dunford-Pettis se ‖𝐴(𝑥1,𝑛, … , 𝑥𝑚,𝑛)‖ ⟶ 0 em 𝑋 para todas sequências disjuntas e
fracamente nulas (𝑥𝑖,𝑛)∞𝑛=1 em 𝐸𝑖 , 𝑖 = 1, … ,𝑚.

De forma coerente com o que fizemos até aqui nesta tese, focaremos nossa atenção
no problema sobre as extensões de Aron-Berner de operadores (separadamente) quase
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Dunford-Pettis serem ou não (separadamente) quase Dunford-Pettis.

Exibiremos exemplos mostrando que essas questões não têm respostas afirmativas em
geral e provaremos resultados que estabelecem condições sob as quais as respostas são
afirmativas. Mostraremos também que as duas propriedades acima são independentes, no
sentido de que nenhuma delas implica na outra.

5.1 Operadores multilineares separadamente quase
Dunford-Pettis

Esperamos que ao longo desta seção o leitor se convença de que é muito raro que
as extensões de Aron-Berner de operadores separadamente quase Dunford-Pettis sejam
também quase Dunford-Pettis. Tentaremos fazer isso por meio de exemplos e provando
resultados que, de certa forma, mostram que hipóteses muito fortes são equivalentes
a se obter pouco nessa direção (veja Exemplo 5.1.2 e Proposição 5.1.4). De toda forma,
provaremos resultados positivos para o problema. Em particular, provaremos que extensões
de Aron-Berner de operadores multilineares de posto finito são separadamente quase
Dunford-Pettis e que extensões de Aron-Berner de operadores 𝑚-lineares positivos de 𝑐𝑚

0

em 𝓁1 também são separadamente quase Dunford-Pettis.

Uma extensão bidual de um operador 𝑚-linear contínuo 𝐴∶ 𝑋1 × ⋯ × 𝑋𝑚 ⟶ 𝑋 entre
espaços de Banach é um operador 𝑚-linear contínuo 𝐴̃∶ 𝑋

∗∗

1
× ⋯ × 𝑋

∗∗

𝑚
⟶ 𝑋

∗∗ que
satisfaz

𝐴̃(𝐽𝑋1
(𝑥1), … , 𝐽𝑋𝑚

(𝑥𝑚)) = 𝐽𝑋 (𝐴(𝑥1, … , 𝑥𝑚)),

para todos 𝑥𝑖 ∈ 𝑋𝑖 , 𝑖 = 1, … ,𝑚. É claro que extensões de Aron-Berner são extensões
biduais.

Por [6, Lema 4.1] segue que, um operador linear 𝑇 de um reticulado de Banach 𝐸 em
um espaço de Banach 𝑋 é quase Dunford-Pettis se e somente se ‖𝑇 (𝑥𝑛)‖ → 0 para cada
sequência fracamente nula (𝑥𝑛)

∞

𝑛=1
em 𝐸

+.

O lema a seguir, além de nos ser útil em exemplos adiante, mostra que apenas operadores
separadamente quase Dunford-Pettis podem ter alguma extensão bidual separadamente
quase Dunford-Pettis.

Lema 5.1.1. Sejam 𝐸1, … , 𝐸𝑚 reticulados de Banach, 𝑋 um espaço de Banach e 𝐴∶ 𝐸1 × ⋯ ×

𝐸𝑚 ⟶ 𝑋 um operador 𝑚-linear contínuo. Se existe uma extensão bidual de 𝐴 separada-
mente quase Dunford-Pettis, então 𝐴 é separadamente quase Dunford-Pettis.

Demonstração. Suponha que 𝐴∶ 𝐸
∗∗

1
× ⋯ × 𝐸

∗∗

𝑚
⟶ 𝑋

∗∗ seja uma extensão bidual de 𝐴. Para
todos 𝑥𝑖 ∈ 𝐸𝑖 , 𝑖 = 1, … ,𝑚, 𝐴(𝐽𝐸1(𝑥1), … , 𝐽𝐸𝑚 (𝑥𝑚)) = 𝐽𝑋 (𝐴(𝑥1, … , 𝑥𝑚)). Sejam 𝑗 ∈ {1, … ,𝑚} e
(𝑥𝑗,𝑛)

∞

𝑛=1
uma sequência disjunta em 𝐸

+

𝑗
tal que 𝑥𝑗,𝑛

𝜔

←←←←←←←←←←←←←←←←→ 0. Como 𝐽𝐸𝑗 é um homomorfismo de
Riesz contínuo, logo 𝜔-𝜔-contínuo, (𝐽𝐸𝑗 (𝑥𝑗,𝑛))

∞

𝑛=1
é uma sequência disjunta positiva em 𝐸

∗∗

𝑗
e

𝐽𝐸𝑗
(𝑥𝑗,𝑛)

𝜔

←←←←←←←←←←←←←←←←→ 0. Como 𝐴 é separadamente quase Dunford-Pettis e o mergulho canônico 𝐽𝑋 é
uma isometria,

‖𝐴(𝑥1, … , 𝑥𝑗,𝑛, … , 𝑥𝑚)‖ = ‖𝐽𝑋 (𝐴(𝑥1, … , 𝑥𝑗,𝑛, … , 𝑥𝑚))‖
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= ‖𝐴(𝐽𝐸1
(𝑥1), … , 𝐽𝐸𝑗

(𝑥𝑗,𝑛), … , 𝐽𝐸𝑚
(𝑥𝑚))‖ ⟶ 0,

para todos 𝑥𝑖 ∈ 𝐸𝑖 , 𝑖 = 1, … ,𝑚, 𝑖 ≠ 𝑗. Isso nos permite concluir que 𝐴 é separadamente
quase Dunford-Pettis.

Como todo funcional linear contínuo definido em um reticulado de Banach é quase
Dunford-Pettis, todo operador 𝑚-linear regular 𝐴∶ 𝐸1 × ⋯ × 𝐸𝑚 ⟶ ℝ entre reticulados
de Banach, bem como suas extensões biduais, são separadamente quase Dunford-Pettis.
Em particular suas extensões de Aron-Berner são separadamente quase Dunford-Pettis.
Vejamos que isso não é mais verdade para operadores multilineares regulares com valores
vetoriais.

Exemplo 5.1.2. Considere o operador bilinear positivo

𝐴∶ ℝ × 𝓁2 ⟶ 𝓁∞ , 𝐴(𝜆, 𝑥) = 𝜆𝑥.

Para ver que o operador linear 𝐴(1, ∙)∶ 𝓁2 ⟶ 𝓁∞ não é quase Dunford-Pettis, considere
a sequência disjunta positiva (𝑒𝑛)

∞

𝑛=1
formada pelos vetores unitários canônicos em 𝓁2.

Sabemos que 𝑒𝑛
𝜔

←←←←←←←←←←←←→ 0 em 𝓁2 e ‖𝐴(1, 𝑒𝑛)‖ = ‖𝑒𝑛‖ = 1 para todo 𝑛 ∈ ℕ. Assim, 𝐴 não é
separadamente quase Dunford-Pettis. Além disso, como 𝓁2 é reflexivo, pelo Lema 5.1.1
nenhuma extensão bidual de 𝐴 é separadamente quase Dunford-Pettis. Em particular, as
extensões de Aron-Berner de 𝐴 não são separadamente quase Dunford-Pettis.

No próximo exemplo veremos que mesmo um operador 𝐴 ∈ 𝑟 (𝐸1, … , 𝐸𝑚, 𝐹 ) separada-
mente quase Dunford-Pettis pode não ter nenhuma extensão bidual separadamente quase
Dunford-Pettis. Relembramos o leitor que a definição da propriedade positiva de Schur
(PPS) está na Definição 4.1.2.

Exemplo 5.1.3. Seja 𝐸 um reticulado de Banach com PPS tal que 𝐸∗∗ não tem PPS. Tome
por exemplo 𝐸 = ( ⊕𝑛 𝓁

𝑛

∞)
1

, que conforme vimos no Exemplo 4.2.1 𝐸 tem PPS e 𝐸∗∗ não tem
PPS, onde o reticulado de Banach 𝓁

𝑛

∞
= ℝ

𝑛 é considerado com a norma do máximo e com a
ordem coordenada a coordenada. Considere o operador bilinear positivo

𝐴∶ ℝ × 𝐸 ⟶ 𝐸 , 𝐴(𝜆, 𝑦) = 𝜆𝑦.

Para todo 𝜆 ∈ ℝ, o operador 𝐴(𝜆, ∙)∶ 𝐸 ⟶ 𝐸 é quase Dunford-Pettis pois 𝐸 tem
PPS. É claro que, para todo 𝑦 ∈ 𝐸, o operador 𝐴(∙, 𝑦)∶ ℝ ⟶ 𝐸 é quase Dunford-Pettis.
Isso mostra que 𝐴 é separadamente quase Dunford-Pettis. Vejamos que 𝐴 admite uma
única extensão bidual separadamente 𝜔∗-𝜔∗-contínua e ela não é separadamente quase
Dunford-Pettis. Uma vez provado isso, as extensões de Aron-Berner de 𝐴 também não são
separadamente quase Dunford-Pettis pelo Lema 5.1.1. Como todo operador linear de ℝ em
𝐸
∗ e de 𝐸 em ℝ

∗
= ℝ são compactos, de [15, Theorem 1] segue que 𝐴 admite uma única

extensão bidual 𝐴∶ ℝ × 𝐸
∗∗
⟶ 𝐸

∗∗ que é separadamente 𝜔∗-𝜔∗-contínua. É conhecido que
se um operador bilinear admite uma extensão bidual separadamente 𝜔∗-𝜔∗-contínua 𝐵,
então todas as extensões de Aron-Berner coincidem com 𝐵 (veja [51]). Seja 𝑦∗∗

∈ 𝐸
∗∗, pelo

Teorema de Goldstine, 𝑦∗∗
= 𝜔

∗-lim
𝛼

𝐽𝐸(𝑦𝛼 ) para alguma rede (𝑦𝛼 )𝛼∈Ω em 𝐸, logo

𝐴(𝜆, 𝑦
∗∗
) = 𝜔

∗
− lim

𝛼

𝐴(𝜆, 𝐽𝐸(𝑦𝛼 )) = 𝜔
∗
− lim

𝛼

𝐽𝐸(𝐴(𝜆, 𝑦𝛼 ))
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= 𝜔
∗
− lim

𝛼

𝐽𝐸(𝜆𝑦𝛼 ) = 𝜆𝜔
∗
− lim

𝛼

𝐽𝐸(𝑦𝛼 ) = 𝜆𝑦
∗∗
,

o que nos dá 𝐴(𝜆, 𝑦∗∗
) = 𝜆𝑦

∗∗. É claro que o operador 𝐴(∙, 𝑦∗∗
)∶ ℝ ⟶ 𝐸

∗∗ é quase Dunford-
Pettis, mas 𝐴(1, ∙)∶ 𝐸

∗∗
⟶ 𝐸

∗∗ não é quase Dunford-Pettis pois 𝐴(1, ∙) = 𝑖𝑑 ∗∗

𝐸
e 𝐸∗∗ não tem

PPS. Concluímos que 𝐴 é a única extensão de Aron-Berner de 𝐴 e não é separadamente
quase Dunford-Pettis.

Proposição 5.1.4. Seja𝑚 ∈ ℕ. As seguintes afirmações são equivalentes para os reticulados
de Banach 𝐸1, … , 𝐸𝑚, 𝐹 .
(a) Dado 𝑖 ∈ {1, … ,𝑚}. Se 𝑇 ∶ 𝐸𝑖 ⟶ 𝐹 é um operador linear quase Dunford-Pettis, então
seu biadjunto 𝑇 ∗∗

∶ 𝐸
∗∗

𝑖
⟶ 𝐹

∗∗ também é quase Dunford-Pettis.
(b) Se 𝐴 é um operador 𝑚-linear separadamente quase Dunford-Pettis que admite uma ex-
tensão bidual separadamente 𝜔∗-𝜔∗-contínua 𝐴∶ 𝐸

∗∗

1
× ⋯ × 𝐸

∗∗

𝑚
⟶ 𝐹

∗∗, então para cada
𝑗 = 1, … ,𝑚 e todos 𝑥𝑖 ∈ 𝐸𝑖 , 𝑖 ≠ 𝑗, o operador linear 𝐴𝑥1,…,𝑥𝑗−1,𝑥𝑗+1,…,𝑥𝑚

∶ 𝐸
∗∗

𝑗
⟶ 𝐹

∗∗ dado por

𝐴𝑥1,…,𝑥𝑗−1,𝑥𝑗+1,…,𝑥𝑚
(𝑥

∗∗

𝑗
) = 𝐴(𝐽𝐸1

(𝑥1), … , 𝐽𝐸𝑗−1
(𝑥𝑗−1), 𝑥

∗∗

𝑗
, 𝐽𝐸𝑗+1

(𝑥𝑗+1), … , 𝐽𝐸𝑚
(𝑥𝑚)),

é quase Dunford-Pettis.

Demonstração. (a)⇒(b) Suponha que 𝐴 seja separadamente quase Dunford-Pettis e que
admita uma extensão bidual separadamente 𝜔

∗-𝜔∗-contínua 𝐴. Sejam 𝑗 ∈ {1, … ,𝑚} e
𝑥𝑖 ∈ 𝐸𝑖 , 𝑖 = 1, … ,𝑚, com 𝑖 ≠ 𝑗. O operador linear 𝑇 ∶ 𝐸𝑗 ⟶ 𝐹 dado por 𝑇 (𝑥𝑗) = 𝐴(𝑥1, … , 𝑥𝑚)

é quase Dunford-Pettis pois 𝐴 é separadamente quase Dunford-Pettis. Então 𝑇 ∗∗ é quase
Dunford-Pettis por hipótese. Seja (𝑥

∗∗

𝑗,𝑛
)
∞

𝑛=1
uma sequência disjunta positiva em 𝐸

∗∗

𝑗
tal que

𝑥
∗∗

𝑗,𝑛

𝜔

←←←←←←←←←←←←→ 0. Temos ‖𝑇 ∗∗
(𝑥

∗∗

𝑗,𝑛
)‖ ⟶ 0. Para cada 𝑛, o Teorema de Goldstine nos garante que

existe uma rede (𝑥
𝑛

𝛼𝑗
)𝛼𝑗∈Ω𝑗

em 𝐸𝑗 tal que 𝑥 ∗∗
𝑗,𝑛

= 𝜔
∗-lim

𝛼𝑗

𝐽𝐸𝑗
(𝑥𝛼𝑛

𝑗

). Como 𝐴 é separadamente

𝜔
∗-𝜔∗-contínua,

𝐴𝑥1,…,𝑥𝑗−1,𝑥𝑗+1,…,𝑥𝑚
(𝑥

∗∗

𝑗,𝑛
) = 𝐴(𝐽𝐸1(𝑥1), … , 𝐽𝐸𝑗−1(𝑥𝑗−1), 𝑥

∗∗

𝑗,𝑛
, 𝐽𝐸𝑗+1(𝑥𝑗+1), … , 𝐽𝐸𝑚 (𝑥𝑚))

= 𝜔
∗
− lim

𝛼𝑗

𝐴(𝐽𝐸1
(𝑥1), … , 𝐽𝐸𝑗

(𝑥
𝑛

𝛼𝑗
), … , 𝐽𝐸𝑚

(𝑥𝑚))

= 𝜔
∗
− lim

𝛼𝑗

𝐽𝐹 (𝐴(𝑥1, … , 𝑥
𝑛

𝛼𝑗
, … , 𝑥𝑚))

= 𝜔
∗
− lim

𝛼𝑗

𝐽𝐹 (𝑇 (𝑥
𝑛

𝛼𝑗
)) = 𝜔

∗
− lim

𝛼𝑗

𝑇
∗∗
(𝐽𝐸𝑗

(𝑥
𝑛

𝛼𝑗
)) = 𝑇

∗∗
(𝑥

∗∗

𝑗,𝑛
)

para todo 𝑛. Fazendo 𝑛 → ∞ obtemos ‖𝐴𝑥1,…,𝑥𝑗−1,𝑥𝑗+1,…,𝑥𝑚
(𝑥

∗∗

𝑗,𝑛
)‖ = ‖𝑇

∗∗
(𝑥

∗∗

𝑗,𝑛
)‖ ⟶ 0, o que prova

que 𝐴𝑥1,…,𝑥𝑗−1,𝑥𝑗+1,…,𝑥𝑚
é quase Dunford-Pettis.

(b)⇒(a) Sejam 𝑖 ∈ {1, … ,𝑚} e 𝑇 ∈ (𝐸𝑖 , 𝐹 ) um operador quase Dunford-Pettis. Escolha
funcionais lineares não nulos 𝜑𝑗 ∈ 𝐸∗

𝑗
, 𝑗 = 1, … ,𝑚, 𝑗 ≠ 𝑖, e considere o operador 𝑚-linear

contínuo

𝐴∶ 𝐸1 × ⋯ × 𝐸𝑚 ⟶ 𝐹 , 𝐴(𝑥1, … , 𝑥𝑚) = 𝑇 (𝑥𝑖) ⋅

𝑚

∏

𝑗=1,𝑗≠𝑖

𝜑𝑗(𝑥𝑗).

Como o operador 𝑇 e os funcionais 𝜑𝑗 , 𝑗 ≠ 𝑖, são quase Dunford-Pettis, 𝐴 é claramente se-
paradamente quase Dunford-Pettis. Usando que adjuntos de operadores lineares contínuos
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são sempre 𝜔∗-𝜔∗-contínuos, é imediato que o operador 𝑚-linear

𝐴∶ 𝐸
∗∗

1
× ⋯ × 𝐸

∗∗

𝑚
⟶ 𝐹

∗∗
, 𝐴(𝑥

∗∗

1
, … , 𝑥

∗∗

𝑚
) = 𝑇

∗∗
(𝑥

∗∗

𝑖
) ⋅

𝑚

∏

𝑗=1,𝑗≠𝑖

𝑥
∗∗

𝑗
(𝜑𝑗).

é separadamente 𝜔∗-𝜔∗-contínuo. Mais ainda, para todos 𝑥1 ∈ 𝐸1, … , 𝑥𝑚 ∈ 𝐸𝑚,

𝐴(𝐽𝐸1(𝑥1), … , 𝐽𝐸𝑚 (𝑥𝑚)) = 𝑇
∗∗
(𝐽𝐸𝑖

(𝑥𝑖)) ⋅

𝑚

∏

𝑗=1,𝑗≠𝑖

𝐽𝐸𝑗
(𝑥𝑗)(𝜑𝑗)

= 𝐽𝐹 (𝑇 (𝑥𝑖)) ⋅

𝑚

∏

𝑗=1,𝑗≠𝑖

𝜑𝑗(𝑥𝑗)

= 𝐽𝐹(
𝑇(𝑥𝑖) ⋅

𝑚

∏

𝑗=1,𝑗≠𝑖

𝜑𝑗(𝑥𝑗))
= 𝐽𝐹 (𝐴(𝑥1, … , 𝑥𝑚)),

mostrando que 𝐴 é uma extensão bidual de 𝐴. Então 𝐴 preenche as hipóteses de (b). Como
cada funcional 𝜑𝑗 ∈ 𝐸∗

𝑗
é não nulo, podemos tomar 𝑥𝑗 ∈ 𝐸𝑗 tal que 𝜑𝑗(𝑥𝑗) = 1, 𝑗 ≠ 𝑖. Por (b), o

operador linear 𝐴𝑥1,…,𝑥𝑗−1,𝑥𝑗+1,…,𝑥𝑚
é quase Dunford-Pettis. Para todo 𝑥 ∗∗

𝑖
∈ 𝐸

∗∗

𝑖
,

𝐴(𝐽𝐸1(𝑥1), … , 𝐽𝐸𝑖−1(𝑥𝑖−1), 𝑥
∗∗

𝑖
, 𝐽𝐸𝑖+1(𝑥𝑖+1), … , 𝐽𝐸𝑚 (𝑥𝑚)) = 𝑇

∗∗
(𝑥

∗∗

𝑖
),

donde segue que 𝑇 ∗∗ é quase Dunford-Pettis.

Com relação às condições (a) e (b) da Proposição 5.1.4 é importante enfatizar o se-
guinte:

• A condição (a) foi investigada no Capítulo 4, e como o leitor pode verificar lá, ela
vale apenas sob hipóteses fortes sobre os espaços e/ou sobre o operador.

• A condição (b), que é equivalente à condição (a), é muito menos que a implicação
desejada, que é a seguinte: se 𝐴 é separadamente quase Dunford-Pettis, então as
extensões de Aron-Berner de 𝐴 são separadamente quase Dunford-Pettis.

Isso significa que, mesmo sob hipóteses fortes, muito pouco se obtém na direção que
queremos. A conclusão é que a implicação desejada deve valer apenas em situações muito
específicas. O restante desta seção é devotado à busca dessas situações específicas nas
quais a implicação desejada é verdadeira.

A primeira situação é o caso de operadores multilineares de posto finito. Relembre que
uma aplicação a valores em um espaço vetorial é de posto finito se o subespaço vetorial
gerado por sua imagem tem dimensão finita.

Lema 5.1.5. Sejam 𝐸1, … , 𝐸𝑚 reticulados de Banach e𝑋 um espaço de Banach. Todo operador
𝐴 ∈ (𝐸1, … , 𝐸𝑚; 𝑋 ) de posto finito é separadamente quase Dunford-Pettis.

Demonstração. Como 𝐴 é de posto finito, existem 𝑘 ∈ ℕ, formas 𝑚-lineares contí-

nuas 𝐵𝑗 ∈ (𝐸1, … , 𝐸𝑚) e vetores 𝑦𝑗 ∈ 𝑋 , 𝑗 = 1, … , 𝑘, tais que 𝐴 =

𝑘

∑

𝑗=1

𝐵𝑗 ⊗ 𝑦𝑗 , o que
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significa que, para todos 𝑥1 ∈ 𝐸1, … , 𝑥𝑚 ∈ 𝐸𝑚, 𝐴(𝑥1, … , 𝑥𝑚) =

𝑘

∑

𝑗=1

𝐵𝑗(𝑥1, … , 𝑥𝑚)𝑦𝑗 . Para

cada 𝑖 ∈ {1, … ,𝑚}, seja (𝑥𝑖,𝑛)
∞

𝑛=1
uma sequência disjunta em 𝐸

+

𝑖
tal que 𝑥𝑖,𝑛

𝜔

←←←←←←←←←←←←←←←←→ 0.
Usando que 𝐵𝑗(𝑥1, … , 𝑥𝑖−1, ∙, 𝑥𝑖+1, … , 𝑥𝑚) é um funcional linear contínuo, sabemos que
|𝐵𝑗(𝑥1, … , 𝑥𝑖,𝑛, … , 𝑥𝑚)| ⟶ 0, logo

‖𝐴(𝑥1, … , 𝑥𝑖,𝑛, … , 𝑥𝑚)‖ =

‖
‖
‖
‖
‖

𝑘

∑

𝑗=1

𝐵𝑗(𝑥1, … , 𝑥𝑖,𝑛, … , 𝑥𝑚)𝑦𝑗

‖
‖
‖
‖
‖

≤

𝑘

∑

𝑗=1

‖𝐵𝑗(𝑥1, … , 𝑥𝑖,𝑛, … , 𝑥𝑚)𝑦𝑗‖

≤

𝑘

∑

𝑗=1

|𝐵𝑗(𝑥1, … , 𝑥𝑖,𝑛, … , 𝑥𝑚)| ⋅ ‖𝑦𝑗‖ ⟶ 0.

Isso prova que 𝐴 é separadamente quase Dunford-Pettis.

Proposição 5.1.6. Sejam 𝐸1, … , 𝐸𝑚 reticulados de Banach e 𝑋 um espaço de Banach. Todas
as extensões de Aron-Berner de um operador𝑚-linear de posto finito 𝐴 ∈ (𝐸1, … , 𝐸𝑚; 𝑋 ) são
de posto finito, e portanto são separadamente quase Dunford-Pettis.

Demonstração. Seja 𝐴 ∈ (𝐸1, … , 𝐸𝑚; 𝑋 ) de posto finito e tome 𝑘 ∈ ℕ, 𝐵𝑗 ∈ (𝐸1, … , 𝐸𝑚) e
𝑦𝑗 ∈ 𝑋 , 𝑗 = 1, … , 𝑘, tais que

𝐴(𝑥1, … , 𝑥𝑚) =

𝑘

∑

𝑗=1

𝐵𝑗(𝑥1, … , 𝑥𝑚)𝑦𝑗 , para todos 𝑥1 ∈ 𝐸1, … , 𝑥𝑚 ∈ 𝐸𝑚.

Seja 𝜌 ∈ 𝑆𝑚. Para todos 𝑥 ∗∗
𝜌(1)

∈ 𝐸
∗∗

𝜌(1)
e 𝑦∗

∈ 𝑋
∗, chamando 𝐶𝑗 = 𝑦∗

◦(𝐵𝑗 ⊗ 𝑦𝑗), 𝑗 = 1, … , 𝑘, temos

𝑥
∗∗

𝜌(1)

𝜌

(𝐶𝑗)(𝑥1, … ,𝜌(1) 𝑥, … , 𝑥𝑚) = 𝑥
∗∗

𝜌(1)
(𝐶𝑗(𝑥1, … ,𝜌(1) 𝑥, ∙, … , 𝑥𝑚))

= 𝑥
∗∗

𝜌(1)
((𝑦

∗
◦(𝐵𝑗 ⊗ 𝑦𝑗))(𝑥1, … ,𝜌(1) 𝑥, ∙, … , 𝑥𝑚))

= 𝑥
∗∗

𝜌(1)
(𝑦

∗
(𝑦𝑗)𝐵𝑗(𝑥1, … ,𝜌(1) 𝑥, ∙, … , 𝑥𝑚))

= 𝑦
∗
(𝑦𝑗)𝑥

∗∗

𝜌(1)
(𝐵𝑗(𝑥1, … ,𝜌(1) 𝑥, ∙, … , 𝑥𝑚))

= 𝑦
∗
(𝑦𝑗)𝑥

∗∗

𝜌(1)

𝜌

(𝐵𝑗)(𝑥1, … ,𝜌(1) 𝑥, … , 𝑥𝑚).

Isso mostra que 𝑥 ∗∗
𝜌(1)

𝜌

(𝐶𝑗) = 𝑦
∗
(𝑦𝑗)𝑥

∗∗

𝜌(1)

𝜌

(𝐵𝑗). Note que 𝑦∗
◦𝐴 =

𝑘

∑

𝑗=1

𝑦
∗
◦(𝐵𝑗 ⊗ 𝑦𝑗) =

𝑘

∑

𝑗=1

𝐶𝑗 . Para

todos 𝑥 ∗∗
𝜌(𝑖)

∈ 𝐸
∗∗

𝜌(𝑖)
, 𝑖 = 2, … ,𝑚,

𝐴𝐵
𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑥

∗∗

1
, … , 𝑥

∗∗

𝑚
)(𝑦

∗
) = (𝑥

∗∗

𝜌(𝑚)

𝜌

◦ ⋯ ◦𝑥
∗∗

𝜌(1)

𝜌

)(𝑦
∗
◦𝐴)

= (𝑥
∗∗

𝜌(𝑚)

𝜌

◦ ⋯ ◦𝑥
∗∗

𝜌(2)

𝜌

)(𝑥
∗∗

𝜌(1)

𝜌

(𝑦
∗
◦𝐴))

= (𝑥
∗∗

𝜌(𝑚)

𝜌

◦ ⋯ ◦𝑥
∗∗

𝜌(2)

𝜌

)
(

𝑘

∑

𝑗=1

𝑥
∗∗

𝜌(1)

𝜌

(𝐶𝑗)

)
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=

𝑘

∑

𝑗=1

𝑦
∗
(𝑦𝑗)(𝑥

∗∗

𝜌(𝑚)

𝜌

◦ ⋯ ◦𝑥
∗∗

𝜌(2)

𝜌

)(𝑥
∗∗

𝜌(1)

𝜌

(𝐵𝑗))

=

𝑘

∑

𝑗=1

𝑦
∗
(𝑦𝑗)𝐴𝐵

𝜌

𝑚
(𝐵𝑗)(𝑥

∗∗

1
, … , 𝑥

∗∗

𝑚
)

=

𝑘

∑

𝑗=1

𝐴𝐵
𝜌

𝑚
(𝐵𝑗) ⊗ 𝐽𝐹 (𝑦𝑗)(𝑥

∗∗

1
, … , 𝑥

∗∗

𝑚
)(𝑦

∗
).

Segue que 𝐴𝐵𝜌
𝑚
(𝐴) =

𝑘

∑

𝑗=1

𝐴𝐵
𝜌

𝑚
(𝐵𝑗) ⊗ 𝐽𝐹 (𝑦𝑗) é de posto finito, e portanto separadamente quase

Dunford-Pettis pelo Lema 5.1.5.

Agora passamos à segunda situação. Fazendo a identificação 𝐽𝐹 (𝐹 ) = 𝐹 , diz-se que uma
extensão ao bidual de um operador multilinear ou linear com valores em 𝐹 é genuína se
tal extensão toma valores em 𝐹 = 𝐽𝐹 (𝐹 ). Por exemplo, o biadjunto 𝑇

∗∗ de um operador
linear fracamente compacto 𝑇 é uma extensão bidual genuína. Extensões de Aron-Berner
genuínas de operadores multilineares têm sido estudadas na literatura, como por exemplo
em [15, 51].

Proposição 5.1.7. Sejam 𝐸1, … , 𝐸𝑚 reticulados de Banach tais que seus duais têm a pro-
priedade positiva de Schur e 𝐹 um reticulado de Banach com norma ordem contínua. Se
um operador 𝑚-linear positivo 𝐴∶ 𝐸1 × ⋯ × 𝐸𝑚 ⟶ 𝐹 admite uma extensão bidual positiva
genuína e separadamente 𝜔∗

−𝜔
∗-contínua 𝐴∶ 𝐸

∗∗

1
×⋯×𝐸

∗∗

𝑚
⟶ 𝐹

∗∗, então 𝐴 é separadamente
quase Dunford-Pettis. Em particular, 𝐴 é separadamente quase Dunford-Pettis.

Demonstração. Sejam 𝑖 ∈ {1, … ,𝑚} e 𝑧
∗∗

𝑗
∈ 𝐸

∗∗

𝑗
, 𝑗 = 1, … ,𝑚, 𝑗 ≠ 𝑖, funcionais lineares

positivos. Considerando a inversa 𝐽 −1
𝐹
∶ 𝐽𝐹 (𝐹 ) ⟶ 𝐹 do mergulho canônico, o operador

linear positivo

𝑇 ∶ 𝐸𝑖 ⟶ 𝐹 , 𝑇(𝑥𝑖) = 𝐽
−1

𝐹
(𝐴(𝑧

∗∗

1
, … , 𝑧

∗∗

𝑖−1
, 𝐽𝐸𝑖

(𝑥𝑖), 𝑧
∗∗

𝑖+1
, … , 𝑧

∗∗

𝑚
)),

está bem definido pois a extensão 𝐴 é genuína. Dados um funcional 𝑥 ∗∗
𝑖

∈ 𝐸
∗∗

𝑖
e uma

rede (𝑥𝛼𝑖
)𝛼𝑖∈Ω𝑖

em 𝐸𝑖 tal que 𝑥 ∗∗
𝑖
= 𝜔

∗-lim
𝛼𝑖

𝐽𝐸𝑖
(𝑥𝛼𝑖

), o fato da extensão 𝐴 ser separadamente

𝜔
∗-𝜔∗-contínua implica que

𝑇
∗∗
(𝑥

∗∗

𝑖
) = 𝜔

∗
− lim

𝛼𝑖

𝑇
∗∗
(𝐽𝐸𝑖

(𝑥𝛼𝑖
)) = 𝜔

∗
− lim

𝛼𝑖

(𝑇
∗∗
◦𝐽𝐸𝑖

)(𝑥𝛼𝑖
)

= 𝜔
∗
− lim

𝛼𝑖

𝐽𝐹 (𝑇 (𝑥𝛼𝑖
)) = 𝜔

∗
− lim

𝛼𝑖

𝐴(𝑧
∗∗

1
, … , 𝑧

∗∗

𝑖−1
, 𝐽𝐸𝑖

(𝑥𝛼𝑖
), 𝑧

∗∗

𝑖+1
, … , 𝑧

∗∗

𝑚
)

= 𝐴(𝑧
∗∗

1
, … , 𝑧

∗∗

𝑖−1
, 𝑥

∗∗

𝑖
, 𝑧

∗∗

𝑖+1
, … , 𝑧

∗∗

𝑚
) ⊆ 𝐽𝐹 (𝐹 ).

Isso mostra que 𝑇 é fracamente compacto, e portanto 𝑇
∗∗ é quase Dunford-Pettis pela

Proposição 4.4.5. Dessa forma, dada uma sequência disjunta positiva (𝑥 ∗∗
𝑖,𝑛
)
∞

𝑛=1
em 𝐸

∗∗

𝑖
tal que

𝑥
∗∗

𝑖,𝑛

𝜔

←←←←←←←←←←←←→ 0, temos

‖𝐴(𝑧
∗∗

1
, … , 𝑧

∗∗

𝑖−1
, 𝑥

∗∗

𝑖,𝑛
, 𝑧

∗∗

𝑖+1
, … , 𝑧

∗∗

𝑚
)‖ = ‖𝑇

∗∗
(𝑥

∗∗

𝑖,𝑛
)‖ ⟶ 0. (5.1)
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Dados funcionais 𝑥 ∗∗
𝑗

∈ 𝐸
∗∗

𝑗
, 𝑗 = 1, … ,𝑚, 𝑗 ≠ 𝑖, escreva 𝑥

∗∗

𝑗
= (𝑥

∗∗

𝑗
)
+
− (𝑥

∗∗

𝑗
)
−. Para cada

𝜉
𝑚

= (𝜉1, … , 𝜉𝑖−1, 𝜉𝑖+1, … , 𝜉𝑚) ∈ {+1, −1}
𝑚−1, chame 𝑃(𝜉𝑚) = 𝜉1 ⋯𝜉𝑖−1𝜉𝑖+1⋯𝜉𝑚 ∈ {+1, −1}.

Como os funcionais (𝑥 ∗∗
𝑗
)
+ e (𝑥

∗∗

𝑗
)
− são positivos, de (5.1) decorre que

‖𝐴(𝑥
∗∗

1
, … , 𝑥

∗∗

𝑖−1
, 𝑥

∗∗

𝑖,𝑛
, 𝑥

∗∗

𝑖+1
, … , 𝑥

∗∗

𝑚
)‖

= ‖𝐴((𝑥
∗∗

1
)
+
− (𝑥

∗∗

1
)
−
, … , (𝑥

∗∗

𝑖−1
)
+
− (𝑥

∗∗

𝑖−1
)
−
, 𝑥

∗∗

𝑖,𝑛
, (𝑥

∗∗

𝑖+1
)
+
− (𝑥

∗∗

𝑖+1
)
−
, … , (𝑥

∗∗

𝑚
)
+
− (𝑥

∗∗

𝑚
)
−
)‖

=
‖
‖
‖

∑

𝑃(𝜉
𝑚
)=+1

𝐴((𝑥
∗∗

1
)
𝜉1
, … , (𝑥

∗∗

𝑖−1
)
𝜉𝑖−1
, 𝑥

∗∗

𝑖,𝑛
, (𝑥

∗∗

𝑖+1
)
𝜉𝑖+1
, … , (𝑥

∗∗

𝑚
)
𝜉𝑚
)

− ∑

𝑃(𝜉
𝑚
)=−1

𝐴((𝑥
∗∗

1
)
𝜉1
, … , (𝑥

∗∗

𝑖−1
)
𝜉𝑖−1
, 𝑥

∗∗

𝑖,𝑛
, (𝑥

∗∗

𝑖+1
)
𝜉𝑖+1
, … , (𝑥

∗∗

𝑚
)
𝜉𝑚
)
‖
‖
‖

≤ ∑

𝑃(𝜉
𝑚
)=+1

‖𝐴((𝑥
∗∗

1
)
𝜉1
, … , (𝑥

∗∗

𝑖−1
)
𝜉𝑖−1
, 𝑥

∗∗

𝑖,𝑛
, (𝑥

∗∗

𝑖+1
)
𝜉𝑖+1
, … , (𝑥

∗∗

𝑚
)
𝜉𝑚
)‖

+ ∑

𝑃(𝜉
𝑚
)=−1

‖𝐴((𝑥
∗∗

1
)
𝜉1
, … , (𝑥

∗∗

𝑖−1
)
𝜉𝑖−1
, 𝑥

∗∗

𝑖,𝑛
, (𝑥

∗∗

𝑖+1
)
𝜉𝑖+1
, … , (𝑥

∗∗

𝑚
)
𝜉𝑚
)‖ ⟶ 0.

Isso nos permite concluir que ‖𝐴(𝑥
∗∗

1
, … , 𝑥

∗∗

𝑖−1
, 𝑥

∗∗

𝑖,𝑛
, 𝑥

∗∗

𝑖+1
, … , 𝑥

∗∗

𝑚
)‖ ⟶ 0, o que prova que 𝐴 é

separadamente quase Dunford-Pettis.

Para dar aplicações concretas da Proposição 5.1.7, relembre que um espaço de Banach
𝑋 é dito Arens-regular se todo operador linear contínuo de 𝑋 em 𝑋

∗ é fracamente compacto
(veja, por exemplo, [39]).

Corolário 5.1.8. Sejam 𝐸, 𝐹 reticulados de Banach tais que 𝐸 é Arens-regular, 𝐸∗ tem pro-
priedade positiva de Schur, 𝐹 tem norma ordem contínua e todo operador linear contínuo de
𝐸 em 𝐹 é fracamente compacto. Então, para todo 𝑚 ∈ ℕ, as extensões de Aron-Berner de
qualquer operador 𝑚-linear positivo de 𝐸𝑚 em 𝐹 são separadamente quase Dunford-Pettis.

Demonstração. Seja𝐴∶ 𝐸
𝑚
⟶ 𝐹 um operador𝑚-linear positivo. Como𝐴 é Arens-regular,

é bem conhecido que todas as extensões de Aron-Berner de 𝐴 coincidem e são separada-
mente 𝜔∗-𝜔∗-contínuas. Também é conhecido que, como todo operador linear contínuo de 𝐸
em 𝐹 é fracamente compacto, tais extensões são genuínas (para todas estas informações veja
[15, 51]). Aplicando a Proposição 5.1.7 concluímos que todas as extensões de Aron-Berner
de 𝐴 são separadamente quase Dunford-Pettis.

Exemplo 5.1.9. Vejamos que todas as extensões de Aron-Berner de qualquer operador
𝑚-linear positivo 𝐴∶ 𝑐

𝑚

0
⟶ 𝓁1 são separadamente quase Dunford-Pettis. De fato, pelo

Teorema de Pitt sabemos que 𝑐0 é Arens-regular; 𝑐∗
0
= 𝓁1 tem propriedade de Schur e 𝓁1 tem

norma ordem contínua. O resultado segue do Corolário 5.1.8.

5.2 Operadores multilineares quase
Dunford-Pettis

Nesta seção veremos que a propriedade quase Dunford-Pettis se comporta melhor
que a propriedade quase Dunford-Pettis separada, no sentido de que menos hipóteses são
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necessárias para provar que extensões de Aron-Berner de operadores quase Dunford-Pettis
são quase Dunford-Pettis.

Começamos a seção provando a seguinte caracterização dos operadores multilineares
quase Dunford-Pettis.

Lema 5.2.1. Sejam 𝐸1, … , 𝐸𝑚 reticulados de Banach, 𝑋 um espaço de Banach e 𝐴∶ 𝐸1 × ⋯ ×

𝐸𝑚 ⟶ 𝑋 um operador 𝑚-linear. São equivalentes:
(a) 𝐴 é quase Dunford-Pettis.
(b) ‖𝐴(𝑥1,𝑛, … , 𝑥𝑚,𝑛)‖ ⟶ 0 para todas sequências disjuntas positivas (𝑥𝑖,𝑛)

∞

𝑛=1
em 𝐸𝑖 , 𝑖 =

1, … ,𝑚, tais que 𝑥𝑖,𝑛
𝜔

←←←←←←←←←←←←←←←←→ 0.

Demonstração. Por definição, é claro que (a)⇒(b). Provaremos o caso bilinear 𝑚 = 2 da
implicação inversa. O argumento deixará claro que o caso geral segue de modo similar.
Sejam (𝑥𝑖,𝑛)

∞

𝑛=1
sequências disjuntas em 𝐸𝑖 , 𝑖 = 1, 2, tais que 𝑥𝑖,𝑛

𝜔

←←←←←←←←←←←←←←←←→ 0. Para todos 𝑖 ∈ {1, 2}

e 𝑛 ∈ ℕ, temos 𝑥𝑖,𝑛 = 𝑥
+

𝑖,𝑛
− 𝑥

−

𝑖,𝑛
. Como a sequência (𝑥𝑖,𝑛)

∞

𝑛=1
é disjunta, então, para todos

𝑛 ≠ 𝑚,
0 ≤ 𝑥

+

𝑖,𝑛
∧ 𝑥

+

𝑖,𝑚
≤ |𝑥𝑖,𝑛| ∧ |𝑥𝑖,𝑚| = 0 e 0 ≤ 𝑥

−

𝑖,𝑛
∧ 𝑥

−

𝑖,𝑚
≤ |𝑥𝑖,𝑛| ∧ |𝑥𝑖,𝑚| = 0.

Assim, as sequencias (𝑥+
𝑖,𝑛
)
∞

𝑛=1
e (𝑥

−

𝑖,𝑛
)
∞

𝑛=1
são positivas e disjuntas em 𝐸𝑖 . Chamando 𝑊𝑖 =

{𝑥𝑖,𝑛 ∶ 𝑛 ∈ ℕ}, segue que 𝑊𝑖 é um subconjunto relativamente fracamente compacto de 𝐸𝑖 .
Como a envoltória sólida de 𝑊𝑖 em 𝐸𝑖 é

Sol(𝑊𝑖) = {𝑥 ∈ 𝐸𝑖 ∶ |𝑥| ≤ |𝑥𝑖,𝑛| para algum 𝑛 ∈ ℕ},

(veja [5, p. 171]), temos 𝑥+
𝑖,𝑛
, 𝑥

−

𝑖,𝑛
∈ Sol(𝑊𝑖) para todo 𝑛 ∈ ℕ. Por [5, Theorem 4.34] segue

que 𝑥+
𝑖,𝑛

𝜔

←←←←←←←←←←←←←←←←→ 0 e 𝑥−
𝑖,𝑛

𝜔

←←←←←←←←←←←←←←←←→ 0. Por hipótese,

‖𝐴(𝑥1,𝑛, 𝑥2,𝑛)‖ = ‖𝐴(𝑥
+

1,𝑛
− 𝑥

−

1,𝑛
, 𝑥

+

2,𝑛
− 𝑥

−

2,𝑛
)‖

= ‖𝐴(𝑥
+

1,𝑛
, 𝑥

+

2,𝑛
) + 𝐴(𝑥

−

1,𝑛
, 𝑥

−

2,𝑛
) − 𝐴(𝑥

+

1,𝑛
, 𝑥

−

2,𝑛
) − 𝐴(𝑥

−

1,𝑛
, 𝑥

+

2,𝑛
)‖

≤ ‖𝐴(𝑥
+

1,𝑛
, 𝑥

+

2,𝑛
)‖ + ‖𝐴(𝑥

−

1,𝑛
, 𝑥

−

2,𝑛
)‖ + ‖𝐴(𝑥

+

1,𝑛
, 𝑥

−

2,𝑛
)‖ + ‖𝐴(𝑥

−

1,𝑛
, 𝑥

+

2,𝑛
)‖ ⟶ 0,

o que prova que 𝐴 é quase Dunford-Pettis.

Veremos a seguir que nenhuma das seguintes implicações é verdadeira em geral:

𝐴 é separadamente quase Dunford-Pettis ⟺ 𝐴 é quase Dunford-Pettis.

Exemplo 5.2.2. (a) Para 1 < 𝑝 < ∞, considere o operador bilinear positivo

𝐴∶ 𝓁𝑝 × 𝓁𝑝∗ ⟶ ℝ , 𝐴(𝑥, 𝑦) =

∞

∑

𝑛=1

𝑥𝑛𝑦𝑛.

É claro que 𝐴 é separadamente quase Dunford-Pettis, mas não é quase Dunford-Pettis pois
𝑒𝑛

𝜔

←←←←←←←←←←←←←←←←→ 0 em 𝓁𝑝 e em 𝓁𝑝∗ e 𝐴(𝑒𝑛, 𝑒𝑛) = 1 para todo 𝑛 ∈ ℕ.

(b) O operador bilinear positivo 𝐴∶ ℝ × 𝓁2 ⟶ 𝓁∞ dado por 𝐴(𝜆, 𝑥) = 𝜆𝑥 é claramente
quase Dunford-Pettis mas não é separadamente quase Dunford-Pettis (veja Exemplo 5.1.2).
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Como os operadores bilineares no Exemplo 5.2.2 estão definidos em espaços reflexivos,
suas extensões de Aron-Berner coincidem com os próprios operadores, logo extensões de
Aron-Berner separadamente quase Dunford-Pettis nem sempre são quase Dunford-Pettis
e a recíproca também nem sempre é verdade.

Entre outras consequências, o lema a seguir estabelece que apenas operadores quase
Dunford-Pettis podem ter extensões de Aron-Berner que são quase Dunford-Pettis. O
lema também nos auxiliará a mostrar que extensões de Aron-Berner de operadores quase
Dunford-Pettis nem sempre são quase Dunford-Pettis.

Lema 5.2.3. Sejam 𝐸1, … , 𝐸𝑚 reticulados de Banach, 𝑋 um espaço de Banach e 𝐴∶ 𝐸1 × ⋯ ×

𝐸𝑚 ⟶ 𝑋 um operador 𝑚-linear contínuo.
(a) Se 𝐴 admite uma extensão bidual quase Dunford-Pettis, então 𝐴 também é quase Dunford
Pettis.
(b) Se algum dos reticulados de Banach 𝐸1, … , 𝐸𝑚 tem a propriedade positiva de Schur, então
𝐴 é quase Dunford-Pettis.

Demonstração. (a) Suponha que 𝐴∶ 𝐸
∗∗

1
× ⋯ × 𝐸

∗∗

𝑚
⟶ 𝑋

∗∗ seja uma extensão bidual de 𝐴
quase Dunford-Pettis. Para todos 𝑥1 ∈ 𝐸1, … , 𝑥𝑚 ∈ 𝐸𝑚,

𝐴̃(𝐽𝐸1
(𝑥1), … , 𝐽𝐸𝑚

(𝑥𝑚)) = 𝐽𝑋 (𝐴(𝑥1, … , 𝑥𝑚)). (5.2)

Sejam (𝑥𝑖,𝑛)
∞

𝑛=1
sequências disjuntas em 𝐸𝑖 tais que 𝑥𝑖,𝑛

𝜔

←←←←←←←←←←←←←←←←→ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚. Como o mergulho
canônico em cada reticulado de Banach 𝐸𝑖 é homomorfismo de Riesz, (𝐽𝐸𝑖 (𝑥𝑖,𝑛))

∞

𝑛=1
é uma

sequência disjunta em 𝐸
∗∗

𝑖
. E a continuidade do mergulho canônico nos dá 𝐽𝐸𝑖 (𝑥𝑖,𝑛)

𝜔

←←←←←←←←←←←←←←←←→ 0.
Por hipótese, ‖𝐴(𝐽𝐸1(𝑥1,𝑛), … , 𝐽𝐸𝑚 (𝑥𝑚,𝑛))‖ ⟶ 0, e como 𝐽𝑋 é uma imersão isométrica, por
(5.2) temos

‖𝐴(𝑥1,𝑛, … , 𝑥𝑚,𝑛)‖ = ‖𝐽𝑋 (𝐴(𝑥1,𝑛, … , 𝑥𝑚,𝑛))‖ = ‖𝐴(𝐽𝐸1
(𝑥1,𝑛), … , 𝐽𝐸𝑚

(𝑥𝑚,𝑛))‖ ⟶ 0.

Isso prova que 𝐴 é quase Dunford-Pettis.

(b) Suponha que 𝐸𝑗 tem PPS para algum 𝑗 ∈ {1, … ,𝑚}. Sejam (𝑥𝑖,𝑛)
∞

𝑛=1
sequências disjuntas

em 𝐸
+

𝑖
tais que 𝑥𝑖,𝑛

𝜔

←←←←←←←←←←←←←←←←→ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚. Da propriedade positiva de Schur de 𝐸𝑗 decorre
que ‖𝑥𝑗,𝑛‖ ⟶ 0. Como sequências fracamente convergentes são limitadas, podemos
tomar 𝑀𝑖 > 0 para todo 𝑖 ≠ 𝑗 tal que ‖𝑥𝑖,𝑛‖ ≤ 𝑀𝑖 para todo 𝑛 ∈ ℕ. Chamando 𝐾 =

𝑀1 ⋯𝑀𝑗−1𝑀𝑗+1⋯𝑀𝑚 > 0, temos

‖𝐴(𝑥1,𝑛, … , 𝑥𝑚,𝑛)‖ ≤ ‖𝐴‖ ⋅ ‖𝑥1,𝑛‖ ⋯ ‖𝑥𝑗,𝑛‖ ⋯ ‖𝑥𝑚,𝑛‖ ≤ 𝐾‖𝐴‖ ⋅ ‖𝑥𝑗,𝑛‖ ⟶ 0,

o que nos permite concluir que 𝐴 é quase Dunford-Pettis.

Teorema 5.2.4. Sejam 𝐸1, … , 𝐸𝑚, 𝐹 reticulados de Banach tal que 𝐹 é 𝜎 -Dedekind completo
e contém uma copia de 𝓁∞. As seguintes afirmações são equivalentes.
(a) Todo operador 𝑚-linear contínuo 𝐴∶ 𝐸1 × ⋯ × 𝐸𝑚 ⟶ 𝐹 admite uma extensão de Aron-
Berner quase Dunford-Pettis.
(b) Todo operador 𝑚-linear regular 𝐴∶ 𝐸1 × ⋯ × 𝐸𝑚 ⟶ 𝐹 admite uma extensão de Aron-
Berner quase Dunford-Pettis.
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(c) Todo operador 𝑚-linear positivo 𝐴∶ 𝐸1 × ⋯ × 𝐸𝑚 ⟶ 𝐹 admite uma extensão de Aron-
Berner quase Dunford-Pettis.
(d) 𝐸∗∗

𝑗
tem propriedade positiva de Schur para algum 𝑗 ∈ {1, … ,𝑚}.

Demonstração. As implicações (a)⇒(b)⇒(c) são triviais e a implicação (d)⇒(a) segue do
Lema 5.2.3.
Provemos a implicação (c)⇒(d). Suponha, por contradição, que os reticulados de Banach
𝐸
∗∗

1
, … , 𝐸

∗∗

𝑚
, não tenham a propriedade positiva de Schur. Neste caso, para todo 𝑗 = 1, … ,𝑚,

por [7, Proposition 2.1] existe uma sequência disjunta positiva (𝑥
∗∗

𝑗,𝑛
)
∞

𝑛=1
em 𝐸

∗∗

𝑗
tal que

𝑥
∗∗

𝑗,𝑛

𝜔

←←←←←←←←←←←←←←←←→ 0 e ‖𝑥 ∗∗
𝑗,𝑛
‖ = 1 para todo 𝑛 ∈ ℕ. Tome sequências positivas (𝑥 ∗

𝑗,𝑛
)
∞

𝑗=1
em 𝐵𝐸∗

𝑗

, 𝑗 = 1, … , 𝑛,
tais que 𝑥 ∗∗

𝑗,𝑛
(𝑥

∗

𝑗,𝑛
) ≥

1

2
para todo 𝑛. Por outro lado, como 𝐹 tem uma copia de 𝓁∞, por [5,

Theorem 4.56] sabemos que a norma de 𝐹 não é ordem contínua, e pelo Teorema 1.3.12
existem 𝑦 ∈ 𝐹 e uma sequência disjunta (𝑦𝑛)

∞

𝑛=1
em 𝐹 tal que 0 ≤ 𝑦𝑛 ≤ 𝑦 e ‖𝑦𝑛‖ = 1 para

todo 𝑛 ∈ ℕ. Para 𝑥𝑗 ∈ 𝐸+

𝑗
e 𝑘 ∈ ℕ, chamando

𝑠𝑘 =

𝑘

∑

𝑛=1

𝑦𝑛
(

𝑚

∏

𝑗=1

𝑥
∗

𝑗,𝑛
(𝑥𝑗)

)

,

temos 0 ≤ 𝑠𝑘 ↑, e de

0 ≤ 𝑠𝑘 ≤

𝑘

∑

𝑛=1
(

𝑦𝑛

𝑚

∏

𝑗=1

‖𝑥
∗

𝑗,𝑛
‖ ⋅ ‖𝑥𝑗‖

)

≤

𝑚

∏

𝑗=1

‖𝑥𝑗‖ ⋅

𝑘

∑

𝑛=1

𝑦𝑛 =

𝑚

∏

𝑗=1

‖𝑥𝑗‖ ⋅

𝑘

⋁

𝑛=1

𝑦𝑛 ≤

𝑚

∏

𝑗=1

‖𝑥𝑗‖𝑦,

segue que 𝑠𝑘 ↑ 𝑧 para algum 𝑧 ∈ 𝐹
+ pois 𝐹 é 𝜎-Dedekind completo. Por [4, Theorem 1.14]

obtemos que 𝑧 é o ordem limite da sequência (𝑠𝑘)
∞

𝑘=1
, isto é, 𝑧 = 𝑜 − lim

𝑘→∞

𝑠𝑘 . Isso significa

que a aplicação

𝐴∶ 𝐸
+

1
× ⋯ × 𝐸

+

𝑚
⟶ 𝐹

+
, 𝐴(𝑥1, … , 𝑥𝑚) = 𝑜 − lim

𝑘→∞

𝑘

∑

𝑛=1
(

𝑦𝑛

𝑚

∏

𝑗=1

𝑥
∗

𝑗,𝑛
(𝑥𝑗)

)

,

está bem definida. De novo por [4, Theorem 1.14] a aplicação 𝐴 é aditiva em cada variável,
logo pela versão multilinear do Teorema de Kantorovich [59, Theorem 2.3] existe um
operador 𝑚-linear positivo 𝐵∶ 𝐸1 × ⋯ × 𝐸𝑚 ⟶ 𝐹 que estende 𝐴.

O próximo passo é provar que nenhuma das extensões de Aron-Berner de 𝐵 é quase
Dunford-Pettis. Note que, para todos 𝑥𝑗 ∈ 𝐸+

𝑗
, 𝑗 = 1, … ,𝑚, e 𝑛 ∈ ℕ,

𝐵(𝑥1, … , 𝑥𝑚) = 𝐴(𝑥1, … , 𝑥𝑚) ≥ 𝑦𝑛𝑥
∗

1,𝑛
(𝑥1) ⋯ 𝑥

∗

𝑚,𝑛
(𝑥𝑚) ≥ 0.

Dados um funcional positivo 𝑦
∗
∈ 𝐹

∗ e uma permutação 𝜌 ∈ 𝑆𝑚, chamando 𝑡𝜌(𝑙) =

𝑥
∗

𝜌(𝑙),𝑛
(𝑥𝜌(𝑙)), 𝑙 = 1, … ,𝑚 − 1, temos

(𝑦
∗
◦𝐵(𝑥1, … ,𝜌(1) 𝑥, ∙, … , 𝑥𝑚))(𝑥𝜌(1)) = 𝑦

∗
(𝐵(𝑥1, … , 𝑥𝑚))

≥ 𝑦
∗
(𝑦𝑛𝑥

∗

1,𝑛
(𝑥1) ⋯ 𝑥

∗

𝑚,𝑛
(𝑥𝑚))

= 𝑥
∗

1,𝑛
(𝑥1) ⋯ 𝑥

∗

𝑚,𝑛
(𝑥𝑚)𝑦

∗
(𝑦𝑛)
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= 𝑥
∗

1,𝑛
(𝑥1) ⋯𝜌(1) 𝑡 ⋯ 𝑥

∗

𝑚,𝑛
(𝑥𝑚)𝑦

∗
(𝑦𝑛)𝑡𝜌(1),

o que nos permite concluir que

𝑦
∗
◦𝐵(𝑥1, … ,𝜌(1) 𝑥, ∙, … , 𝑥𝑚) ≥ 𝑥

∗

1,𝑛
(𝑥1) ⋯𝜌(1) 𝑡 ⋯ 𝑥

∗

𝑚,𝑛
(𝑥𝑚)𝑦

∗
(𝑦𝑛)𝑥

∗

𝜌(1),𝑛
.

Então, para qualquer funcional positivo 𝑥 ∗∗
𝜌(1)

∈ 𝐸
∗∗

𝜌(1)
,

𝑥
∗∗

𝜌(1)

𝜌

(𝑦
∗
◦𝐵)(𝑥1, … ,𝜌(1)𝑥,𝜌(2) 𝑥, ∙, … , 𝑥𝑚)(𝑥𝜌(2)) = 𝑥

∗∗

𝜌(1)

𝜌

(𝑦
∗
◦𝐵)(𝑥1, … ,𝜌(1) 𝑥, … , 𝑥𝑚)

= 𝑥
∗∗

𝜌(1)
(𝑦

∗
◦𝐵(𝑥1, … ,𝜌(1) 𝑥, ∙, … , 𝑥𝑚))

≥ 𝑥
∗∗

𝜌(1)(𝑥
∗

1,𝑛
(𝑥1) ⋯𝜌(1) 𝑡 ⋯ 𝑥

∗

𝑚,𝑛
(𝑥𝑚)𝑦

∗
(𝑦𝑛)𝑥

∗

𝜌(1),𝑛)

= 𝑥
∗

1,𝑛
(𝑥1) ⋯𝜌(1) 𝑡 ⋯ 𝑥

∗

𝑚,𝑛
(𝑥𝑚)𝑦

∗
(𝑦𝑛)𝑥

∗∗

𝜌(1)
(𝑥

∗

𝜌(1),𝑛
)

= 𝑥
∗

1,𝑛
(𝑥1) ⋯𝜌(1) 𝑡𝜌(2)𝑡 ⋯ 𝑥

∗

𝑚,𝑛
(𝑥𝑚)𝑦

∗
(𝑦𝑛)𝑥

∗∗

𝜌(1)
(𝑥

∗

𝜌(1),𝑛
)𝑡𝜌(2)

= 𝑥
∗

1,𝑛
(𝑥1) ⋯𝜌(1) 𝑡𝜌(2)𝑡 ⋯ 𝑥

∗

𝑚,𝑛
(𝑥𝑚)𝑦

∗
(𝑦𝑛)𝑥

∗∗

𝜌(1)
(𝑥

∗

𝜌(1),𝑛
)𝑥

∗

𝜌(2),𝑛
(𝑥𝜌(2)).

Isso implica que, para quaisquer funcionais positivos 𝑥 ∗∗
𝜌(1)

∈ 𝐸
∗∗

𝜌(1)
e 𝑥 ∗∗

𝜌(2)
∈ 𝐸

∗∗

𝜌(2)
,

(𝑥
∗∗

𝜌(2)

𝜌

◦𝑥
∗∗

𝜌(1)

𝜌

)(𝑦
∗
◦𝐵)(𝑥1, … ,𝜌(1) 𝑥,𝜌(2) 𝑥,𝜌(3) 𝑥, ∙, … , 𝑥𝑚)(𝑥𝜌(3))

= (𝑥
∗∗

𝜌(2)

𝜌

◦𝑥
∗∗

𝜌(1)

𝜌

)(𝑦
∗
◦𝐵)(𝑥1, … ,𝜌(1) 𝑥,𝜌(2) 𝑥, … , 𝑥𝑚)

= 𝑥
∗∗

𝜌(2)(𝑥
∗∗

𝜌(1)

𝜌

(𝑦
∗
◦𝐵)(𝑥1, … ,𝜌(1) 𝑥,𝜌(2) 𝑥, ∙, … , 𝑥𝑚))

≥ 𝑥
∗∗

𝜌(2)(𝑥
∗

1,𝑛
(𝑥1) ⋯𝜌(1) 𝑡𝜌(2)𝑡 ⋯ 𝑥

∗

𝑚,𝑛
(𝑥𝑚)𝑦

∗
(𝑦𝑛)𝑥

∗∗

𝜌(1)
(𝑥

∗

𝜌(1),𝑛
)𝑥

∗

𝜌(2),𝑛)

= 𝑥
∗

1,𝑛
(𝑥1) ⋯𝜌(1) 𝑡𝜌(2)𝑡 ⋯ 𝑥

∗

𝑚,𝑛
(𝑥𝑚)𝑦

∗
(𝑦𝑛)𝑥

∗∗

𝜌(1)
(𝑥

∗

𝜌(1),𝑛
)𝑥

∗∗

𝜌(2)
(𝑥

∗

𝜌(2),𝑛
)

= 𝑥
∗

1,𝑛
(𝑥1) ⋯𝜌(1) 𝑡𝜌(2)𝑡𝜌(3)𝑡 ⋯ 𝑥

∗

𝑚,𝑛
(𝑥𝑚)𝑦

∗
(𝑦𝑛)𝑥

∗∗

𝜌(1)
(𝑥

∗

𝜌(1),𝑛
)𝑥

∗∗

𝜌(2)
(𝑥

∗

𝜌(2),𝑛
)𝑡𝜌(3)

= 𝑥
∗

1,𝑛
(𝑥1) ⋯𝜌(1) 𝑡𝜌(2)𝑡𝜌(3)𝑡 ⋯ 𝑥

∗

𝑚,𝑛
(𝑥𝑚)𝑦

∗
(𝑦𝑛)𝑥

∗∗

𝜌(1)
(𝑥

∗

𝜌(1),𝑛
)𝑥

∗∗

𝜌(2)
(𝑥

∗

𝜌(2),𝑛
)𝑥

∗

𝜌(3),𝑛
(𝑥𝜌(3))

e isso, por sua vez, implica que para quaisquer funcionais positivos 𝑥 ∗∗
𝜌(𝑖)

∈ 𝐸
∗∗

𝜌(𝑖)
, 𝑖 = 1, 2, 3,

temos

(𝑥
∗∗

𝜌(3)

𝜌

◦𝑥
∗∗

𝜌(2)

𝜌

◦𝑥
∗∗

𝜌(1)

𝜌

)(𝑦
∗
◦𝐵)(𝑥1, … ,𝜌(1) 𝑥,𝜌(2) 𝑥,𝜌(3) 𝑥, … , 𝑥𝑚)

= 𝑥
∗∗

𝜌(3)((𝑥
∗∗

𝜌(2)

𝜌

◦𝑥
∗∗

𝜌(1)

𝜌

(𝑦
∗
◦𝐵))(𝑥1, … ,𝜌(1) 𝑥,𝜌(2) 𝑥,𝜌(3) 𝑥, ∙, … , 𝑥𝑚))

≥ 𝑥
∗∗

𝜌(3)(𝑥
∗

1,𝑛
(𝑥1) ⋯𝜌(1) 𝑡𝜌(2)𝑡𝜌(3)𝑡 ⋯ 𝑥

∗

𝑚,𝑛
(𝑥𝑚)𝑦

∗
(𝑦𝑛)𝑥

∗∗

𝜌(1)
(𝑥

∗

𝜌(1),𝑛
)𝑥

∗∗

𝜌(2)
(𝑥

∗

𝜌(2),𝑛
)𝑥

∗

𝜌(3),𝑛)

= 𝑥
∗

1,𝑛
(𝑥1) ⋯𝜌(1) 𝑡𝜌(2)𝑡𝜌(3)𝑡 ⋯ 𝑥

∗

𝑚,𝑛
(𝑥𝑚)𝑦

∗
(𝑦𝑛)𝑥

∗∗

𝜌(1)
(𝑥

∗

𝜌(1),𝑛
)𝑥

∗∗

𝜌(2)
(𝑥

∗

𝜌(2),𝑛
)𝑥

∗∗

𝜌(3)
(𝑥

∗

𝜌(3),𝑛
)

Repetindo o processo 𝑚 − 3 vezes obtemos que, para quaisquer funcionais positivos
𝑥
∗∗

𝑗
∈ 𝐸

∗∗

𝑗
, 𝑗 = 1, … ,𝑚, e todo 𝑛 ∈ ℕ,

𝐴𝐵
𝜌

𝑚
(𝐵)(𝑥

∗∗

1
, … , 𝑥

∗∗

𝑚
)(𝑦

∗
) = (𝑥

∗∗

𝜌(𝑚)

𝜌

◦ ⋯ ◦𝑥
∗∗

𝜌(1)

𝜌

)(𝑦
∗
◦𝐵)

≥ 𝑥
∗∗

𝜌(1)
(𝑥

∗

𝜌(1),𝑛
) ⋯ 𝑥

∗∗

𝜌(𝑚)
(𝑥

∗

𝜌(𝑚),𝑛
)𝑦

∗
(𝑦𝑛)

= 𝑥
∗∗

1
(𝑥

∗

1,𝑛
) ⋯ 𝑥

∗∗

𝑚
(𝑥

∗

𝑚,𝑛
)𝐽𝐹 (𝑦𝑛)(𝑦

∗
).
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Em particular, para todo 𝑘 ∈ ℕ,

𝐴𝐵
𝜌

𝑚
(𝐵)(𝑥

∗∗

1,𝑘
, … , 𝑥

∗∗

𝑚,𝑘
) ≥ 𝑥

∗∗

1,𝑘
(𝑥

∗

1,𝑘
) ⋯ 𝑥

∗∗

𝑚,𝑘
(𝑥

∗

𝑚,𝑘
)𝐽𝐸(𝑦𝑘) ≥

1

2
𝑚
𝐽𝐸(𝑦𝑘) ≥ 0

e assim, para cada 𝑘 ∈ ℕ, temos

‖𝐴𝐵
𝜌

𝑚
(𝐵)(𝑥

∗∗

1,𝑘
, … , 𝑥

∗∗

𝑚,𝑘
)‖ ≥

1

2
𝑚
‖𝐽𝐸(𝑦𝑘)‖ =

1

2
𝑚
‖𝑦𝑘‖ =

1

2
𝑚
> 0,

o que prova que, para toda permutação 𝜌 ∈ 𝑆𝑚, a extensão de Aron-Berner 𝐴𝐵𝜌
𝑚
(𝐵) não é

quase Dunford-Pettis. Isso completa a demonstração por contradição.

Agora estamos em condições de dar exemplos de operadores multilineares quase
Dunford-Pettis cujas extensões de Aron-Berner não são quase Dunford-Pettis.

Exemplo 5.2.5. (a) Conforme mencionado anteriormente, o reticulado de Banach (⊕𝑛 𝓁
𝑛

∞)
1

tem PPS e seu bidual não tem PPS. Além disso, a norma de ( ⊕𝑛 𝓁 𝑛1 )
∗

∞

não é ordem contínua
e por [5, Theorem 4.56] este reticulado contém uma cópia de 𝓁∞. Combinando o Teorema
5.2.4 e o Lema 5.2.3, existe um operador 𝐴 ∈ 𝑟 (

𝑚

(⊕𝑛 𝓁
𝑛

∞)
1

; ( ⊕𝑛 𝓁
𝑛

1 )

∗

∞

) quase Dunford-Pettis
tal que nenhuma de suas extensões de Aron-Berner é quase Dunford-Pettis.

(b) Sejam 𝐾2, … , 𝐾𝑚 espaços de Hausdorff compactos e infinitos. Por [5, p. 187], cada 𝐶(𝐾𝑖)

não tem norma ordem contínua, e portanto 𝐶(𝐾𝑖)
∗∗ não tem PPS. Logo o Teorema 5.2.4 e

o Lema 5.2.3 nos garantem a existência de um operador 𝑚-linear regular 𝐴∶ ( ⊕𝑛 𝓁
𝑛

∞)
1

×

𝐶(𝐾2) ×⋯ ×𝐶(𝐾𝑚) ⟶ 𝓁∞ quase Dunford-pettis tal que nenhuma extensão de Aron-Berner
de 𝐴 é quase Dunford-Pettis.

Em vista do Exemplo 5.2.5, procuraremos a seguir condições sob as quais as extensões
de Aron-Berner de um operador multilinear quase Dunford-Pettis são quase Dunford-
Pettis.

Definição 5.2.6. Sejam 𝐸1, … , 𝐸𝑚 reticulados de Banach e 𝑋 um espaço de Banach. Um
operador𝑚-linear𝐴∶ 𝐸

∗

1
×⋯×𝐸

∗

𝑚
⟶ 𝑋 é fracamente positivamente limited se, para cada 𝑗 ∈

{1, … ,𝑚}, tem-se ‖𝐴(𝑥 ∗
1,𝑛
, … , 𝑥

∗

𝑗,𝑛
, … , 𝑥

∗

𝑚,𝑛
)‖ ⟶ 0 em 𝑋 para toda sequência positiva (𝑥 ∗

𝑗,𝑛
)
∞

𝑛=1

em 𝐸
∗

𝑗
tal que 𝑥 ∗

𝑗,𝑛

𝜔
∗

←←←←←←←←←←←←←←→ 0 e todas sequencias limitadas positivas (𝑥 ∗
𝑖,𝑛
)
∞

𝑛=1
, 𝑖 = 1, … ,𝑚, 𝑖 ≠ 𝑗, em

𝐸
∗

𝑖
.

Exemplo 5.2.7. É claro que todo operador multilinear fracamente positivamente limited
é quase Dunford-Pettis. Vejamos que a recíproca não é verdade em geral. Para ver isso
seja 𝐴∶ 𝑐

∗

0
× 𝓁

∗

1
⟶ ℝ o operador bilinear positivo dado pela dualidade 𝓁

∗

1
= 𝓁∞, isto é,

𝐴(𝑥, 𝑦) =

∞

∑

𝑛=1

𝑥𝑛𝑦𝑛. Como 𝑐∗
0
= 𝓁1 tem PPS, do Lema 5.2.3 podemos concluir que 𝐴 é quase

Dunford-Pettis. Por outro lado, para cada 𝑛 chame

𝑦𝑛 = (1, … , 1, 0, 0, …) = 𝑒1 + ⋯ + 𝑒𝑛.

É claro que a sequência (𝑦𝑛)
∞

𝑛=1
⊆ 𝓁

∗

1
= 𝓁∞ é limitada e positiva. Mais ainda, a sequência

(𝑒𝑛)
∞

𝑛=1
⊆ 𝑐

∗

0
é positiva e 𝑒𝑛

𝜔
∗

←←←←←←←←←←←←←←→ 0, mas 𝐴(𝑒𝑛, 𝑦𝑛) = 1 para todo 𝑛 ∈ ℕ. Segue que 𝐴 não é
fracamente positivamente limited.
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Exemplo 5.2.8. Vejamos que extensões de Aron-Berner de operadores multilineares
positivos quase Dunford-Pettis nem sempre são fracamente positivamente limited. Para

isso considere o operador bilinear positivo 𝐴∶ 𝓁1 × 𝑐0 ⟶ ℝ dado por 𝐴(𝑥, 𝑦) =
∞

∑

𝑛=1

𝑥𝑛𝑦𝑛.

É claro que 𝐴 é quase Dunford-Pettis pois 𝓁1 tem PPS. Vejamos que nenhuma extensão
de Aron-Berner de 𝐴 é fracamente positivamente limited. De fato, tome a sequência
(𝑒𝑛)

∞

𝑛=1
⊆ 𝑐

+

0
dos vetores unitários canônicos. Sabemos que 𝑒𝑛

𝜔

←←←←←←←←←←←←→ 0, logo 𝐽𝑐0
(𝑒𝑛) ≥ 0 e

𝐽𝑐0
(𝑒𝑛)

𝜔
∗

←←←←←←←←←←←←←←→ 0. Além disso, (𝑒𝑛)∞𝑛=1 ⊆ 𝓁1 é limitada, mas

𝐴
∗∗∗
(𝐽𝓁1

(𝑒𝑛), 𝐽𝑐0
(𝑒𝑛)) = 𝐴𝐵

id

2
(𝐴)(𝐽𝓁1

(𝑒𝑛), 𝐽𝑐0
(𝑒𝑛)) = 𝐴(𝑒𝑛, 𝑒𝑛) = 1

para todo 𝑛.

Teorema 5.2.9. Sejam 𝐸1, 𝐸2 reticulados de Banach tais que 𝐸∗

1
, 𝐸

∗

2
têm normas ordem con-

tínuas. Se 𝐴 ∈ 𝐿(𝐸1, 𝐸2) é uma forma bilinear positiva e quase Dunford-Pettis, então as ex-
tensões de Aron-Berner de 𝐴 são fracamente positivamente limited, e portanto são quase
Dunford-Pettis.

Demonstração. Considere o operator linear positivo

𝑇 ∶ 𝐸1 ⟶ 𝐸
∗

2
, 𝑇 (𝑥)(𝑦) = 𝐴(𝑥, 𝑦).

Seja (𝑥𝑛)
∞

𝑛=1
uma sequência disjunta em 𝐸

+

1
tal que 𝑥𝑛

𝜔

←←←←←←←←←←←←←←←←→ 0. É claro que 𝑇 (𝑥𝑛)

𝜔

←←←←←←←←←←←←←←←←→ 0.
Como a norma de 𝐸∗

2
é ordem contínua, por [62, Theorem 2.4.14] segue que, para toda

sequência disjunta limitada (𝑦𝑛)
∞

𝑛=1
em 𝐸

+

2
, 𝑦𝑛

𝜔

←←←←←←←←←←←←←←←←→ 0. Por 𝐴 ser quase Dunford-Pettis,
𝑇 (𝑥𝑛)(𝑦𝑛) = 𝐴(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) → 0. De [40, Corollary 2.7] segue que ‖𝑇 (𝑥𝑛)‖ ⟶ 0. Isso prova que
𝑇 é quase Dunford-Pettis. Para todos 𝑥 ∗∗ ∈ 𝐸∗∗

1
, 𝑦

∗∗
∈ 𝐸

∗∗

2
e 𝑥 ∈ 𝐸1,

𝑇
∗
(𝑦

∗∗
)(𝑥) = 𝑦

∗∗
(𝑇 (𝑥)) = 𝑦

∗∗
(𝐴(𝑥, ∙)) = 𝑦

∗∗
𝜃

(𝐴)(𝑥),

mostrando que 𝑇 ∗
(𝑦

∗∗
) = 𝑦

∗∗
𝜃

(𝐴), e portanto

𝐴
∗∗∗
(𝑥

∗∗
, 𝑦

∗∗
) = 𝑥

∗∗

(𝑦
∗∗
𝜃

(𝐴)) = 𝑥
∗∗
(𝑇

∗
(𝑦

∗∗
)).

Sejam (𝑥
∗∗

𝑛
)
∞

𝑛=1
uma sequência positiva em 𝐸

∗∗

1
tal que 𝑥 ∗∗

𝑛

𝜔
∗

←←←←←←←←←←←←←←→ 0 e (𝑦
∗∗

𝑛
)
∞

𝑛=1
uma sequência

positiva limitada em 𝐸
∗∗

2
, digamos ‖𝑦∗∗

𝑛
‖ ≤ 𝑀1 para todo 𝑛 ∈ ℕ. Como 𝑇 é quase Dunford-

Pettis, o Teorema 4.2.11 nos diz que ‖𝑇
∗∗
(𝑥

∗∗

𝑛
)‖ ⟶ 0. Então,

0 ≤ 𝐴
∗∗∗
(𝑥

∗∗

𝑛
, 𝑦

∗∗

𝑛
) = 𝑥

∗∗

𝑛
(𝑇

∗
(𝑦

∗∗

𝑛
)) = 𝑇

∗∗
(𝑥

∗∗

𝑛
)(𝑦

∗∗

𝑛
) ≤ 𝑀1‖𝑇

∗∗
(𝑥

∗∗

𝑛
)‖ ⟶ 0,

donde segue que 𝐴∗∗∗
(𝑥

∗∗

𝑛
, 𝑦

∗∗

𝑛
) ⟶ 0.

Sejam agora (𝑤
∗∗

𝑛
)
∞

𝑛=1
uma sequência positiva em 𝐸

∗∗

2
tal que 𝑤∗∗

𝑛

𝜔
∗

←←←←←←←←←←←←←←→ 0 e (𝑧
∗∗

𝑛
)
∞

𝑛=1
uma

sequência positiva limitada em 𝐸
∗∗

1
, digamos ‖𝑧∗∗

𝑛
‖ ≤ 𝑀2 para todo 𝑛 ∈ ℕ. Como 𝑇 é quase

Dunford-Pettis, ‖𝑇 ∗
(𝑤

∗∗

𝑛
)‖ ⟶ 0 pelo Teorema 4.2.6, e portanto

0 ≤ 𝐴
∗∗∗
(𝑧

∗∗

𝑛
, 𝑤

∗∗

𝑛
) = 𝑧

∗∗

𝑛
(𝑇

∗
(𝑤

∗∗

𝑛
)) ≤ ‖𝑧

∗∗

𝑛
‖ ⋅ ‖𝑇

∗
(𝑤

∗∗

𝑛
)‖ ≤ 𝑀2‖𝑇

∗
(𝑤

∗∗

𝑛
)‖ ⟶ 0.
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Segue que 𝐴∗∗∗
(𝑧

∗∗

𝑛
, 𝑤

∗∗

𝑛
) ⟶ 0.

Tudo isso prova que 𝐴∗∗∗ é fracamente positivamente limited.

Trabalhando com o operador

𝑆 ∶ 𝐸2 ⟶ 𝐸
∗

1
, 𝑆(𝑦)(𝑥) = 𝐴(𝑥, 𝑦),

raciocínio análogo ao que foi feito acima comprova que a outra extensão de Aron-Berner
de 𝐴, a saber 𝐴𝐵id

2
(𝐴), também é fracamente positivamente limited.

O próximo passo é tratar o caso de operadores bilineares a valores vetoriais.

Teorema 5.2.10. Sejam 𝐸1, 𝐸2, 𝐹 reticulados de Banach tais que 𝐸∗

1
, 𝐸

∗

2
têm normas ordem

contínuas, e 𝐴 ∈ 𝐿(𝐸1, 𝐸2; 𝐹 ) um operador bilinear positivo e quase Dunford-Pettis. Suponha
que pelo menos uma das seguintes condições seja verdadeira.
(a) Toda sequência positiva disjunta e limitada em 𝐹

∗ é ordem limitada.
(b) 𝐹 ∗ tem a propriedade positiva de Schur dual.

Então as extensões de Aron-Berner de 𝐴 são fracamente positivamente limited, e portanto
quase Dunford-Pettis.

Demonstração. Seja 𝜌 ∈ 𝑆2. Pela Observação 2.1.4 sabemos que

𝐴𝐵
𝜌

2
(𝜑◦𝐴) = 𝜑

∗∗
◦𝐴𝐵

𝜌

2
(𝐴) para todo 𝜑 ∈ 𝐹

∗
.

Para todo funcional positivo 𝜑 ∈ 𝐹
∗ é positivo, 𝜑◦𝐴 é uma forma bilinear positiva e quase

Dunford-Pettis, portanto 𝐴𝐵
𝜌

2
(𝜑◦𝐴) é fracamente positivamente limited pelo Teorema

5.2.9. Isso implica que 𝜑∗∗
◦𝐴𝐵

𝜌

2
(𝐴) é fracamente positivamente limited. Sejam (𝑥

∗∗

𝑛
)
∞

𝑛=1
uma

sequência positiva em 𝐸
∗∗

1
tal que 𝑥 ∗∗

𝑛

𝜔
∗

←←←←←←←←←←←←←←→ 0 e (𝑦
∗∗

𝑛
)
∞

𝑛=1
uma sequência positiva limitada em

𝐸
∗∗

2
. Para todo 𝜓 ∈ 𝐹

∗,

|𝐴𝐵
𝜌

2
(𝐴)(𝑥

∗∗

𝑛
, 𝑦

∗∗

𝑛
)(𝜓 )| ≤ 𝐴𝐵

𝜌

2
(𝐴)(𝑥

∗∗

𝑛
, 𝑦

∗∗

𝑛
)(|𝜓 |) = |𝜓 |

∗∗
(𝐴𝐵

𝜌

2
(𝐴)(𝑥

∗∗

𝑛
, 𝑦

∗∗

𝑛
))

= (|𝜓 |
∗∗
◦𝐴𝐵

𝜌

2
(𝐴))(𝑥

∗∗

𝑛
, 𝑦

∗∗

𝑛
) ⟶ 0.

Segue que 𝐴𝐵𝜌
2
(𝐴)(𝑥

∗∗

𝑛
, 𝑦

∗∗

𝑛
)

𝜔
∗

←←←←←←←←←←←←←←→ 0 em 𝐹
∗∗. De modo análogo obtemos 𝐴𝐵𝜌

2
(𝐴)(𝑧

∗∗

𝑛
, 𝑤

∗∗

𝑛
)

𝜔
∗

←←←←←←←←←←←←←←→ 0

para toda sequência positiva (𝑤
∗∗

𝑛
)
∞

𝑛=1
em 𝐸

∗∗

2
tal que 𝑤∗∗

𝑛

𝜔
∗

←←←←←←←←←←←←←←→ 0 e toda sequência (𝑧
∗∗

𝑛
)
∞

𝑛=1

positiva limitada em 𝐸
∗∗

1
.

Suponha primeiramente que (b) ocorra. Neste caso, ‖𝐴𝐵𝜌
2
(𝐴)(𝑥

∗∗

𝑛
, 𝑦

∗∗

𝑛
)‖ ⟶ 0, o que

prova que 𝐴𝐵𝜌
2
(𝐴) é fracamente positivamente limited.

Suponha agora que (a) ocorra e seja (𝜑𝑛)
∞

𝑛=1
uma sequência positiva disjunta e limitada

em 𝐹
∗. Existe então 𝜑 ∈ 𝐹

∗ tal que 0 ≤ 𝜑𝑛 ≤ 𝜑 para todo 𝑛 ∈ ℕ. Como cada funcional
𝐴𝐵

𝜌

2
(𝐴)(𝑥

∗∗

𝑛
, 𝑦

∗∗

𝑛
)∶ 𝐹

∗
⟶ ℝ é positivo,

0 ≤ 𝐴𝐵
𝜌

2
(𝐴)(𝑥

∗∗

𝑛
, 𝑦

∗∗

𝑛
)(𝜑𝑛) ≤ 𝐴𝐵

𝜌

2
(𝐴)(𝑥

∗∗

𝑛
, 𝑦

∗∗

𝑛
)(𝜑) → 0.

Isso nos permite concluir que 𝐴𝐵𝜌
2
(𝐴)(𝑥

∗∗

𝑛
, 𝑦

∗∗

𝑛
)(𝜑𝑛) ⟶ 0. Por [40, Corollary 2.7] segue que

‖𝐴𝐵
𝜌

2
(𝐴)(𝑥

∗∗

𝑛
, 𝑦

∗∗

𝑛
)‖ ⟶ 0.
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Analogamente prova-se que ‖𝐴𝐵
𝜌

2
(𝐴)(𝑧

∗∗

𝑛
, 𝑤

∗∗

𝑛
)‖ ⟶ 0, portanto obtemos que 𝐴𝐵𝜌

2
(𝐴) é

fracamente positivamente limited.

Observe que, para a forma bilinear contínua 𝐴 do Exemplo 5.2.8, não é verdade que
𝐴

∗∗∗
(𝑥

∗∗

𝑛
, 𝑦

∗∗

𝑛
) ⟶ 0 para toda sequência limitada (𝑥

∗∗

𝑛
)
∞

𝑛=1
em 𝓁

∗∗

1
e toda sequência positiva

(𝑦
∗∗

𝑛
)
∞

𝑛=1
em 𝑐

∗∗

0
tal que 𝑦∗∗

𝑛

𝜔
∗

←←←←←←←←←←←←←←→ 0. O resultado a seguir mostra que o motivo disso ocorrer é
que um dos duais dos espaços do domínio, a saber 𝓁 ∗

1
= 𝓁∞, não tem a propriedade positiva

de Schur.

Teorema 5.2.11. Sejam 𝐸1, … , 𝐸𝑚 reticulados de Banach tais que seus duais têm a propri-
edade positiva de Schur e 𝐴 ∈ 𝑟 (𝐸1, … , 𝐸𝑚). Então 𝐴∗(𝑚+1)

(𝑥
∗∗

1,𝑛
, … , 𝑥

∗∗

𝑚,𝑛
) ⟶ 0 para toda

sequência positiva (𝑥
∗∗

𝑚,𝑛
)
∞

𝑛=1
em 𝐸

∗∗

𝑚
tal que 𝑥 ∗∗

𝑚,𝑛

𝜔
∗

←←←←←←←←←←←←←←→ 0 e toda sequência limitada (𝑥
∗∗

𝑘,𝑛
)
∞

𝑛=1

em 𝐸
∗∗

𝑘
, 𝑘 = 1, … ,𝑚 − 1. Em particular, 𝐴 e sua extensão de Aron-Berner 𝐴∗(𝑚+1) são quase

Dunford-Pettis.

Demonstração. Faremos a demonstração no caso em que 𝑚 = 4. O argumento aplicado
deixará claro que o caso geral é análogo. Relembre que, para todos 𝑥 ∗∗

𝑖
∈ 𝐸

∗∗

𝑖
, 𝑖 = 1, 2, 3, 4,

𝐴
∗(5)
(𝑥

∗∗

1
, 𝑥

∗∗

2
, 𝑥

∗∗

3
, 𝑥

∗∗

4
) = (𝑥

∗∗

1

𝜃

◦𝑥
∗∗

2

𝜃

◦𝑥
∗∗

3

𝜃

◦𝑥
∗∗

4

𝜃

)(𝐴), onde os operadores

𝑥
∗∗

𝑖

𝜃

∶ 𝑟 (𝐸1, … , 𝐸𝑖) ⟶ 𝑟 (𝐸1, … , 𝐸𝑖−1)

são dados por 𝑥 ∗∗
𝑖

𝜃

(𝐵)(𝑥1, … , 𝑥𝑖−1) = 𝑥
∗∗

𝑖
(𝐵(𝑥1, … , 𝑥𝑖−1, ∙)). Suponha que o operador 𝐴 seja

positivo.

Afirmação 1. ‖𝑥 ∗∗
4,𝑛

𝜃

(𝐴)(𝑥1, 𝑥2, ∙)‖ ⟶ 0 para todos 𝑥1 ∈ 𝐸1, 𝑥2 ∈ 𝐸2 e toda sequência positiva

(𝑥
∗∗

4,𝑛
)
∞

𝑛=1
em 𝐸

∗∗

4
tal que 𝑥 ∗∗

4,𝑛

𝜔
∗

←←←←←←←←←←←←←←→ 0.

Para ver isto, note que pela Proposição 2.1.2,

|𝑥
∗∗

4,𝑛

𝜃

(𝐴)(𝑥1, 𝑥2, ∙)|(𝑥3) ≤ 𝑥
∗∗

4,𝑛

𝜃

(𝐴)(|𝑥1|, |𝑥2|, ∙)|(𝑥3) = 𝑥
∗∗

4,𝑛
(𝐴(|𝑥1|, |𝑥2|, 𝑥3, ∙)) ⟶ 0,

e portanto |𝑥
∗∗

4,𝑛

𝜃

(𝐴)(𝑥1, 𝑥2, ∙)|

𝜔
∗

←←←←←←←←←←←←←←→ 0. Considere o operador linear positivo

𝑇3∶ 𝐸3 ⟶ 𝑟 (𝐸1, 𝐸2; 𝐸
∗

4
) , 𝑇3(𝑥3)(𝑥1, 𝑥2)(𝑥4) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4).

Uma vez que 𝐸∗

1
, 𝐸

∗

2
, 𝐸

∗

4
têm a propriedade positiva de Schur, por [20, Theorem 2.8] o espaço

𝑟 (𝐸1, 𝐸2; 𝐸
∗

4
) também tem a propriedade positiva de Schur, o que garante que o operador 𝑇3

é quase Dunford-Pettis. Seja (𝑥3,𝑛)
∞

𝑛=1
uma sequência disjunta limitada em 𝐸

+

3
. Por hipótese,

𝐸
∗

3
tem a propriedade positiva de Schur, logo sua norma é ordem contínua, e então 𝑥3,𝑛

𝜔

←←←←←←←←←←←←→ 0

por [62, Theorem 2.4.14]. Segue que ‖𝑇3(𝑥3,𝑛)‖ ⟶ 0 e

|𝑥
∗∗

4,𝑛

𝜃

(𝐴)(𝑥1, 𝑥2, ∙)(𝑥3,𝑛)| ≤ 𝑥
∗∗

4,𝑛

𝜃

(𝐴)(|𝑥1|, |𝑥2|, 𝑥3,𝑛)| = 𝑥
∗∗

4,𝑛
(𝐴(|𝑥1|, |𝑥2|, 𝑥3,𝑛, ∙))

= 𝑥
∗∗

4,𝑛
(𝑇3(𝑥3,𝑛)(|𝑥1|, |𝑥2|)

≤ ‖𝑥
∗∗

4,𝑛
‖ ⋅ ‖𝑥1‖ ⋅ ‖𝑥2‖ ⋅ ‖𝑇3(𝑥3,𝑛)‖ ⟶ 0.

A Afirmação 1 decorre agora de [40, Corollary 2.7].
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Afirmação 2. ‖(𝑥 ∗∗3,𝑛
𝜃

◦𝑥
∗∗

4,𝑛

𝜃

)(𝐴)(𝑥1, ∙)‖ ⟶ 0 para todo 𝑥1 ∈ 𝐸1, toda sequência limitada

(𝑥
∗∗

3,𝑛
)
∞

𝑛=1
em 𝐸

∗∗

3
e toda sequência positiva (𝑥

∗∗

4,𝑛
)
∞

𝑛=1
em 𝐸

∗∗

4
tal que 𝑥 ∗∗

4,𝑛

𝜔
∗

←←←←←←←←←←←←←←→ 0.

De fato, aplicando a Proposição 2.1.2 e a Afirmação 1, temos

|(𝑥
∗∗

3,𝑛

𝜃

◦𝑥
∗∗

4,𝑛

𝜃

)(𝐴)(𝑥1, ∙)|(𝑥2) ≤ (|𝑥
∗∗

3,𝑛
|

𝜃

◦𝑥
∗∗

4,𝑛

𝜃

)(𝐴)(|𝑥1|, 𝑥2) = |𝑥
∗∗

3,𝑛
|

𝜃

(𝑥
∗∗

4,𝑛

𝜃

(𝐴))(|𝑥1|, 𝑥2)

= |𝑥
∗∗

3,𝑛
|(𝑥

∗∗

4,𝑛

𝜃

(𝐴)(|𝑥1|, 𝑥2, ∙))

≤ ‖𝑥
∗∗

3,𝑛
‖ ⋅ ‖𝑥

∗∗

4,𝑛

𝜃

(𝐴)(|𝑥1|, 𝑥2, ∙)‖ ⟶ 0.

Disso segue que |(𝑥
∗∗

3,𝑛

𝜃

◦𝑥
∗∗

4,𝑛

𝜃

)(𝐴)(𝑥1, ∙)|

𝜔
∗

←←←←←←←←←←←←←←→ 0 em 𝐸
∗

2
. Seja 𝑇2∶ 𝐸2 ⟶ 𝑟 (𝐸1, 𝐸3; 𝐸

∗

4
) o opera-

dor linear positivo dado por

𝑇2(𝑥2)(𝑥1, 𝑥3)(𝑥4) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4).

Assim como fizemos antes, como 𝐸∗

1
, 𝐸

∗

3
, 𝐸

∗

4
têm a propriedade positiva de Schur, por [20,

Theorem 2.8] o espaço 𝑟 (𝐸1, 𝐸3; 𝐸
∗

4
) também tem essa propriedade, e portanto o operador

𝑇2 é quase Dunford-Pettis. Seja (𝑥2,𝑛)
∞

𝑛=1
uma sequência disjunta limitada em 𝐸

+

2
. Também

como fizemos antes, 𝐸∗

2
tem norma ordem contínua, donde segue, por [62, Theorem 2.4.14],

que 𝑥2,𝑛
𝜔

←←←←←←←←←←←←→ 0. Daí, ‖𝑇2(𝑥2,𝑛)‖ ⟶ 0, e de

|𝑥
∗∗

4,𝑛

𝜃

(𝐴)(|𝑥1|, 𝑥2,𝑛, ∙)(𝑥3)| ≤ 𝑥
∗∗

4,𝑛

𝜃

(𝐴)(|𝑥1|, 𝑥2,𝑛, |𝑥3|)| = 𝑥
∗∗

4,𝑛
(𝐴(|𝑥1|, 𝑥2,𝑛, |𝑥3|, ∙))

= 𝑥
∗∗

4,𝑛
(𝑇2(𝑥2,𝑛)(|𝑥1|, |𝑥3|))

≤ ‖𝑥
∗∗

4,𝑛
‖ ⋅ ‖𝑥1‖ ⋅ ‖𝑥3‖ ⋅ ‖𝑇2(𝑥2,𝑛‖ ⟶ 0,

obtemos 𝑥 ∗∗
4,𝑛

𝜃

(𝐴)(|𝑥1|, 𝑥2,𝑛, ∙)

𝜔
∗

←←←←←←←←←←←←←←→ 0. Para toda sequência disjunta limitada (𝑥3,𝑛)
∞

𝑛=1
em 𝐸

+

3
,

0 ≤ 𝑥
∗∗

4,𝑛

𝜃

(𝐴)(|𝑥1|, 𝑥2,𝑛, ∙)(𝑥3,𝑛) = 𝑥
∗∗

𝑚,𝑛

𝜃

(𝐴)(|𝑥1|, 𝑥2,𝑛, 𝑥3,𝑛)| ≤ 𝑥
∗∗

4,𝑛
(𝐴(|𝑥1|, 𝑥2,𝑛, 𝑥3,𝑛, ∙))

= 𝑥
∗∗

4,𝑛
(𝑇2(𝑥2,𝑛)(𝑥1, 𝑥3,𝑛))

≤ ‖𝑥
∗∗

4,𝑛
‖ ⋅ ‖𝑥1‖ ⋅ ‖𝑥3,𝑛‖ ⋅ ‖𝑇2(𝑥2,𝑛)‖ ⟶ 0,

o que nos permite concluir que 𝑥 ∗∗
4,𝑛

𝜃

(𝐴)(|𝑥1|, 𝑥2,𝑛, ∙)(𝑥3,𝑛) ⟶ 0. Aplicando [40, Corollary
2.7] uma vez mais obtemos ‖𝑥 ∗∗

4,𝑛

𝜃

(𝐴)(|𝑥1|, 𝑥2,𝑛, ∙)‖ ⟶ 0, e pela Proposição 2.1.2,

|(𝑥
∗∗

3,𝑛

𝜃

◦𝑥
∗∗

4,𝑛

𝜃

)(𝐴)(𝑥1, ∙)(𝑥2,𝑛)| = |(𝑥
∗∗

3,𝑛

𝜃

◦𝑥
∗∗

4,𝑛

𝜃

)(𝐴)(𝑥1, 𝑥2,𝑛)| ≤ |𝑥
∗∗

3,𝑛
|

𝜃

(𝑥
∗∗

4,𝑛

𝜃

(𝐴))(|𝑥1|, 𝑥2,𝑛)

= |𝑥
∗∗

3,𝑛
|(𝑥

∗∗

4,𝑛

𝜃

(𝐴)(|𝑥1|, 𝑥2,𝑛, ∙))

≤ ‖𝑥
∗∗

3,𝑛
‖ ⋅ ‖𝑥

∗∗

4,𝑛

𝜃

(𝐴)(|𝑥1|, 𝑥2,𝑛, ∙)‖ ⟶ 0.

A Afirmação 2 segue de [40, Corollary 2.7].

Afirmação 3. ‖(𝑥 ∗∗2,𝑛
𝜃

◦𝑥
∗∗

3,𝑛

𝜃

◦𝑥
∗∗

4,𝑛

𝜃

)(𝐴)‖ ⟶ 0 para toda sequência (𝑥 ∗∗
𝑗,𝑛
)
∞

𝑛=1
limitada em 𝐸

∗∗

𝑗
, 𝑗 =

2, 3, e toda sequência positiva (𝑥
∗∗

4,𝑛
)
∞

𝑛=1
em 𝐸

∗∗

4
tal que 𝑥 ∗∗

4,𝑛

𝜔
∗

←←←←←←←←←←←←←←→ 0.
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Pela Afirmação 2,

|(𝑥
∗∗

2,𝑛

𝜃

◦𝑥
∗∗

3,𝑛

𝜃

◦𝑥
∗∗

4,𝑛

𝜃

)(𝐴)(𝑥1)| = |𝑥
∗∗

2,𝑛

𝜃

((𝑥
∗∗

3,𝑛

𝜃

◦𝑥
∗∗

4,𝑛

𝜃

)(𝐴))(𝑥1)|

= |𝑥
∗∗

2,𝑛((𝑥
∗∗

3,𝑛

𝜃

◦𝑥
∗∗

4,𝑛

𝜃

)(𝐴)(𝑥1, ∙))|

≤ ‖𝑥
∗∗

2,𝑛
‖ ⋅ ‖(𝑥

∗∗

3,𝑛

𝜃

◦𝑥
∗∗

4,𝑛

𝜃

)(𝐴)(𝑥1, ∙)‖ ⟶ 0,

donde concluímos que (𝑥
∗∗

2,𝑛

𝜃

◦𝑥
∗∗

3,𝑛

𝜃

◦𝑥
∗∗

4,𝑛

𝜃

)(𝐴)

𝜔
∗

←←←←←←←←←←←→ 0. Vejamos que, para toda sequência dis-

junta limitada (𝑥1,𝑛)
∞

𝑛=1
em 𝐸

+

1
, (𝑥 ∗∗2,𝑛

𝜃

◦𝑥
∗∗

3,𝑛

𝜃

◦𝑥
∗∗

𝑚,𝑛

𝜃

)(𝐴)(𝑥1,𝑛) ⟶ 0. Para isso, seja 𝑇1∶ 𝐸1 ⟶

𝑟 (𝐸2, 𝐸3; 𝐸
∗

4
) o operador linear positivo dado por

𝑇1(𝑥1)(𝑥2, 𝑥3)(𝑥4) = 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4).

Por hipótese 𝐸∗

2
, 𝐸

∗

3
, 𝐸

∗

4
têm a propriedade positiva de Schur, logo o espaço 𝑟 (𝐸2, 𝐸3; 𝐸

∗

4
)

também tem essa propriedade por [20, Theorem 2.8], e portanto o operador 𝑇1 é quase
Duford-Pettis. Mais uma vez a propriedade positiva de Schur de 𝐸∗

1
implica que sua norma

é ordem contínua, e daí 𝑥1,𝑛
𝜔

←←←←←←←←←←←←→ 0 por [62, Theorem 2.4.14]. Segue que ‖𝑇1(𝑥1,𝑛)‖ ⟶ 0 e,
pela Proposição 2.1.2,

|𝑥
∗∗

4,𝑛

𝜃

(𝐴)(𝑥1,𝑛, 𝑥2, ∙)|(𝑥3) ≤ 𝑥
∗∗

4,𝑛

𝜃

(𝐴)(𝑥1,𝑛, |𝑥2|, 𝑥3) = 𝑥
∗∗

4,𝑛
(𝐴(𝑥1,𝑛, |𝑥2|, 𝑥3, ∙))

= 𝑥
∗∗

4,𝑛
(𝑇1(𝑥1,𝑛)(|𝑥2|, 𝑥3))

≤ ‖𝑥
∗∗

4,𝑛
‖ ⋅ ‖𝑥2‖ ⋅ ‖𝑥3‖ ⋅ ‖𝑇1(𝑥1,𝑛)‖ ⟶ 0.

Temos então |𝑥
∗∗

4,𝑛

𝜃

(𝐴)(𝑥1,𝑛, 𝑥2, ∙)|

𝜔
∗

←←←←←←←←←←←←←←→ 0. Para toda sequência disjunta limitada (𝑥3,𝑛)
∞

𝑛=1
em

𝐸
+

3
,

|𝑥
∗∗

4,𝑛

𝜃

(𝐴)(𝑥1,𝑛, 𝑥2, ∙)(𝑥3,𝑛)| = |𝑥
∗∗

4,𝑛

𝜃

(𝐴)(𝑥1,𝑛, 𝑥2, 𝑥3,𝑛)| = |𝑥
∗∗

4,𝑛
(𝐴(𝑥1,𝑛, 𝑥2, 𝑥3,𝑛, ∙))|

= |𝑥
∗∗

4,𝑛
(𝑇1(𝑥1,𝑛)(𝑥2, 𝑥3,𝑛))|

≤ ‖𝑥
∗∗

4,𝑛
‖ ⋅ ‖𝑥2‖ ⋅ ‖𝑥3,𝑛‖ ⋅ ‖𝑇1(𝑥1,𝑛‖ ⟶ 0.

Por [40, Corolário 2.7], ‖𝑥 ∗∗
4,𝑛

𝜃

(𝐴)(𝑥1,𝑛, 𝑥2, ∙)‖ ⟶ 0 e, pela Proposição 2.1.2,

|(𝑥
∗∗

3,𝑛

𝜃

◦𝑥
∗∗

4,𝑛

𝜃

)(𝐴)(𝑥1,𝑛, ∙)|(𝑥2) ≤ (|𝑥
∗∗

3,𝑛
|

𝜃

◦𝑥
∗∗

4,𝑛

𝜃

)(𝐴)(𝑥1,𝑛, 𝑥2) = |𝑥
∗∗

3,𝑛
|

𝜃

(𝑥
∗∗

4,𝑛

𝜃

(𝐴))(𝑥1,𝑛, 𝑥2)

= |𝑥
∗∗

3,𝑛
|(𝑥

∗∗

4,𝑛

𝜃

(𝐴)(𝑥1,𝑛, 𝑥2, ∙))

≤ ‖𝑥
∗∗

3,𝑛
‖ ⋅ ‖𝑥

∗∗

4,𝑛

𝜃

(𝐴)(𝑥1,𝑛, |𝑥2|, ∙)‖ ⟶ 0.

Segue que |(𝑥
∗∗

3,𝑛

𝜃

◦𝑥
∗∗

4,𝑛

𝜃

)(𝐴)(𝑥1,𝑛, ∙)|

𝜔
∗

←←←←←←←←←←←←←←→ 0 em 𝐸
∗

2
. Para toda sequência disjunta limitada

(𝑥2,𝑛)
∞

𝑛=1
em 𝐸

+

2
,

|𝑥
∗∗

4,𝑛

𝜃

(𝐴)(𝑥1,𝑛, 𝑥2,𝑛, ∙)(𝑥3)| = |𝑥
∗∗

4,𝑛

𝜃

(𝐴)(𝑥1,𝑛, 𝑥2,𝑛, 𝑥3)| = |𝑥
∗∗

4,𝑛
(𝐴(𝑥1,𝑛, 𝑥2,𝑛, 𝑥3, ∙))|

= |𝑥
∗∗

4,𝑛
(𝑇1(𝑥1,𝑛)(𝑥2,𝑛, 𝑥3))|

≤ ‖𝑥
∗∗

4,𝑛
‖ ⋅ ‖𝑥2,𝑛‖ ⋅ ‖𝑥3‖ ⋅ ‖𝑇1(𝑥1,𝑛)‖ ⟶ 0.

Concluímos que 𝑥 ∗∗
4,𝑛

𝜃

(𝐴)(𝑥1,𝑛, 𝑥2,𝑛, ∙)

𝜔
∗

←←←←←←←←←←←←←←→ 0. Para toda sequência disjunta limitada (𝑥3,𝑛)
∞

𝑛=1
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em 𝐸
+

3
,

0 ≤ 𝑥
∗∗

4,𝑛

𝜃

(𝐴)(𝑥1,𝑛, 𝑥2,𝑛, ∙)(𝑥3,𝑛) = 𝑥
∗∗

4,𝑛

𝜃

(𝐴)(𝑥1,𝑛, 𝑥2,𝑛, 𝑥3,𝑛) = 𝑥
∗∗

4,𝑛
(𝐴(𝑥1,𝑛, 𝑥2,𝑛, 𝑥3,𝑛, ∙))

= 𝑥
∗∗

4,𝑛
(𝑇1(𝑥1,𝑛)(𝑥2,𝑛, 𝑥3,𝑛))

≤ ‖𝑥
∗∗

4,𝑛
‖ ⋅ ‖𝑥2,𝑛‖ ⋅ ‖𝑥3,𝑛‖ ⋅ ‖𝑇1(𝑥1,𝑛)‖ ⟶ 0.

Isso nos permite concluir que 𝑥
∗∗

4,𝑛

𝜃

(𝐴)(𝑥1,𝑛, 𝑥2,𝑛, ∙)(𝑥3,𝑛) ⟶ 0. Uma vez mais obtemos
‖𝑥

∗∗

4,𝑛

𝜃

(𝐴)(𝑥1,𝑛, 𝑥2,𝑛, ∙)‖ ⟶ 0 por [40, Corollary 2.7], e assim,

|(𝑥
∗∗

3,𝑛

𝜃

◦𝑥
∗∗

4,𝑛

𝜃

)(𝐴)(𝑥1,𝑛, ∙)(𝑥2,𝑛)| = |(𝑥
∗∗

3,𝑛

𝜃

◦𝑥
∗∗

4,𝑛

𝜃

)(𝐴)(𝑥1,𝑛, 𝑥2,𝑛)| ≤ |𝑥
∗∗

3,𝑛
|

𝜃

(𝑥
∗∗

4,𝑛

𝜃

(𝐴))(𝑥1,𝑛, 𝑥2,𝑛)

= |𝑥
∗∗

3,𝑛
|(𝑥

∗∗

4,𝑛

𝜃

(𝐴)(𝑥1,𝑛, 𝑥2,𝑛, ∙))

≤ ‖𝑥
∗∗

3,𝑛
‖ ⋅ ‖𝑥

∗∗

4,𝑛

𝜃

(𝐴)(𝑥1,𝑛, 𝑥2,𝑛, ∙)‖ ⟶ 0.

Aplicando [40, Corolário 2.7] pela penúltima vez obtemos ‖(𝑥 ∗∗3,𝑛
𝜃

◦𝑥
∗∗

4,𝑛

𝜃

)(𝐴)(𝑥1,𝑛, ∙)‖ ⟶ 0, e
portanto

|(𝑥
∗∗

2,𝑛

𝜃

◦𝑥
∗∗

3,𝑛

𝜃

◦𝑥
∗∗

4,𝑛

𝜃

)(𝐴)(𝑥1,𝑛)| = |𝑥
∗∗

2,𝑛

𝜃

((𝑥
∗∗

3,𝑛

𝜃

◦𝑥
∗∗

4,𝑛

𝜃

)(𝐴))(𝑥1,𝑛)|

= |𝑥
∗∗

2,𝑛((𝑥
∗∗

3,𝑛

𝜃

◦𝑥
∗∗

4,𝑛

𝜃

)(𝐴)(𝑥1,𝑛, ∙))|

= ‖𝑥
∗∗

2,𝑛
‖ ⋅ ‖(𝑥

∗∗

3,𝑛

𝜃

◦𝑥
∗∗

4,𝑛

𝜃

)(𝐴)(𝑥1,𝑛, ∙)‖ ⟶ 0.

Segue que (𝑥
∗∗

2,𝑛

𝜃

◦𝑥
∗∗

3,𝑛

𝜃

◦𝑥
∗∗

4,𝑛

𝜃

)(𝐴)(𝑥1,𝑛) ⟶ 0. Uma última aplicação de [40, Corollray 2.7]
nos fornece a Afirmação 3.

Finalmente, sejam (𝑥
∗∗

𝑗,𝑛
)
∞

𝑛=1
sequências limitadas em 𝐸

∗∗

𝑗
, 𝑗 = 1, 2, 3, e (𝑥 ∗∗

4,𝑛
)
∞

𝑛=1
uma sequên-

cia positiva em 𝐸
∗∗

4
tal que 𝑥 ∗∗

4,𝑛

𝜔
∗

←←←←←←←←←←←←←←→ 0. Pela Afirmação 3,

|𝐴
∗(5)
(𝑥

∗∗

1,𝑛
, … , 𝑥

∗∗

4,𝑛
)| = |(𝑥

∗∗

1,𝑛

𝜃

◦ ⋯ ◦𝑥
∗∗

4,𝑛

𝜃

)(𝐴)| = |𝑥
∗∗

1,𝑛((𝑥
∗∗

2,𝑛

𝜃

◦𝑥
∗∗

3,𝑛

𝜃

◦𝑥
∗∗

4,𝑛

𝜃

)(𝐴))|

≤ ‖𝑥
∗∗

1,𝑛
‖ ⋅ ‖(𝑥

∗∗

2,𝑛

𝜃

◦𝑥
∗∗

3,𝑛

𝜃

◦𝑥
∗∗

4,𝑛

𝜃

)(𝐴)‖ ⟶ 0,

o que prova que 𝐴∗(5)
(𝑥

∗∗

1,𝑛
, … , 𝑥

∗∗

4,𝑛
) ⟶ 0, como queríamos demonstrar.

Para o caso em que o operador 𝐴 é regular, tome operadores 𝑚-lineares positivos
𝐴1, 𝐴2 tais que 𝐴 = 𝐴1 − 𝐴2. Note que 𝐴

∗(5)
= 𝐴

∗(5)

1
− 𝐴

∗(5)

2
e, pelo que foi feito acima,

𝐴
∗(5)

𝑗
(𝑥

∗∗

1,𝑛
, … , 𝑥

∗∗

4,𝑛
) ⟶ 0 para 𝑗 = 1, 2. Portanto, 𝐴∗(5)

(𝑥
∗∗

1,𝑛
, … , 𝑥

∗∗

4,𝑛
) ⟶ 0. Em particular, 𝐴∗(5)

é quase Dunford-Pettis e, pelo Lema 5.2.3(a), 𝐴 é quase Dunford-Pettis. A demonstração
está completa.

Chegamos finalmente ao caso dos operadores multilineares a valores vetoriais.

Teorema 5.2.12. Sejam 𝐸1, … , 𝐸𝑚, 𝐹 reticulados de Banach tais que 𝐸∗

1
, … , 𝐸

∗

𝑚
têm a propri-

edade positiva de Schur e 𝐴 ∈ 𝑟 (𝐸1, … , 𝐸𝑚; 𝐹 ). Suponha que pelo menos uma das seguintes
condições ocorra.
(a) 𝐹 ∗ tem a propriedade positiva de Schur dual.
(b) Toda sequência positiva disjunta e limitada em 𝐹

∗ é ordem limitada.



100

5 | EXTENSÕES DE ARON-BERNER DE OPERADORES MULTILINEARES QUASE DUNFORD-PETTIS

Então ‖𝐴
∗(𝑚+1)

(𝑥
∗∗

1,𝑛
, … , 𝑥

∗∗

𝑚,𝑛
)‖ ⟶ 0 para toda sequência positiva (𝑥

∗∗

𝑚,𝑛
)
∞

𝑛=1
em 𝐸

∗∗

𝑚
tal que

𝑥
∗∗

𝑚,𝑛

𝜔
∗

←←←←←←←←←←←←←←→ 0 e todas sequências limitadas (𝑥 ∗∗
𝑘,𝑛
)
∞

𝑛=1
em 𝐸

∗∗

𝑘
, 𝑘 = 1, … ,𝑚 − 1. Em particular, 𝐴 e

sua extensão de Aron-Berner 𝐴∗(𝑚+1) são quase Dunford-Pettis.

Demonstração. Como 𝐴 é regular, podemos escrever 𝐴 = 𝐴1 − 𝐴2 onde 𝐴1 e 𝐴2 são ope-
radores 𝑚-lineares positivos. Dessa forma temos 𝐴∗(𝑚+1)

= 𝐴
∗(𝑚+1)

1
− 𝐴

∗(𝑚+1)

2
. Seja (𝑥

∗∗

𝑚,𝑛
)
∞

𝑛=1

uma sequência positiva em 𝐸
∗∗

𝑚
tal que 𝑥 ∗∗

𝑚,𝑛

𝜔
∗

←←←←←←←←←←←←←←→ 0 e sejam (𝑥
∗∗

𝑘,𝑛
)
∞

𝑛=1
sequências limitadas em

𝐸
∗∗

𝑘
, 𝑘 = 1, … ,𝑚 − 1. Para cada funcional 𝑦∗

∈ 𝐹
∗ temos 𝑦∗

◦𝐴𝑖 ∈ 𝑟 (𝐸1, … , 𝐸𝑚), 𝑖 = 1, 2, logo
(𝑦

∗
◦𝐴𝑖)

∗(𝑚+1)
(|𝑥

∗∗

1,𝑛
|, … , |𝑥

∗∗

𝑚−1,𝑛
|, 𝑥

∗∗

𝑚,𝑛
) ⟶ 0 pelo Teorema 5.2.11. De

| |𝐴
∗(𝑚+1)

(𝑥
∗∗

1,𝑛
, … , 𝑥

∗∗

𝑚,𝑛
)|(𝑦

∗
)| ≤ |𝐴

∗(𝑚+1)
|(|𝑥

∗∗

1,𝑛
|, … , |𝑥

∗∗

𝑚−1,𝑛
|, 𝑥

∗∗

𝑚,𝑛
)(|𝑦

∗
|)

= |𝐴
∗(𝑚+1)

1
− 𝐴

∗(𝑚+1)

2
|(|𝑥

∗∗

1,𝑛
|, … , |𝑥

∗∗

𝑚−1,𝑛
|, 𝑥

∗∗

𝑚,𝑛
)(|𝑦

∗
|)

≤ (𝐴
∗(𝑚+1)

1
+ 𝐴

∗(𝑚+1)

2 )(|𝑥
∗∗

1,𝑛
|, … , |𝑥

∗∗

𝑚−1,𝑛
|, 𝑥

∗∗

𝑚,𝑛
)(|𝑦

∗
|)

=

2

∑

𝑖=1

(|𝑦
∗
|◦𝐴𝑖)

∗(𝑚+1)
(|𝑥

∗∗

1,𝑛
|, … , |𝑥

∗∗

𝑚−1,𝑛
|, 𝑥

∗∗

𝑚,𝑛
) ⟶ 0,

segue que a sequência positiva (|𝐴
∗(𝑚+1)

(𝑥
∗∗

1,𝑛
, … , 𝑥

∗∗

𝑚,𝑛
)|)

∞

𝑛=1
converge para zero na topologia

𝜔
∗ de 𝐹 ∗∗. Supondo que ocorra (a), segue que ‖𝐴

∗(𝑚+1)
(𝑥

∗∗

1,𝑛
, … , 𝑥

∗∗

𝑚,𝑛
)‖ ⟶ 0, como queríamos.

Agora suponha que ocorra (b) e seja (𝜑𝑛)
∞

𝑛=1
uma sequência positiva disjunta e limitada em

𝐹
∗. Existe então um funcional 𝜑 ∈ 𝐹

∗ tal que 0 ≤ 𝜑𝑛 ≤ 𝜑 , para todo 𝑛 ∈ ℕ. De

|𝐴
∗(𝑚+1)

(𝑥
∗∗

1,𝑛
, … ,𝑥

∗∗

𝑚,𝑛
)(𝜑𝑛)| ≤ |𝐴

∗(𝑚+1)
|(|𝑥

∗∗

1,𝑛
|, … , |𝑥

∗∗

𝑚−1,𝑛
|, 𝑥

∗∗

𝑚,𝑛
)(𝜑𝑛)

≤ |𝐴
∗(𝑚+1)

|(|𝑥
∗∗

1,𝑛
|, … , |𝑥

∗∗

𝑚−1,𝑛
|, 𝑥

∗∗

𝑚,𝑛
)(𝜑)

= |𝐴
∗(𝑚+1)

1
− 𝐴

∗(𝑚+1)

2
|(|𝑥

∗∗

1,𝑛
|, … , |𝑥

∗∗

𝑚−1,𝑛
|, 𝑥

∗∗

𝑚,𝑛
)(𝜑)

≤ 𝐴
∗(𝑚+1)

1
(𝑥

∗∗

1,𝑛
, … , 𝑥

∗∗

𝑚,𝑛
)(𝜑) + 𝐴

∗(𝑚+1)

2
(|𝑥

∗∗

1,𝑛
|, … , |𝑥

∗∗

𝑚−1,𝑛
|, 𝑥

∗∗

𝑚,𝑛
)(𝜑)

= ((𝜑◦𝐴1)
∗(𝑚+1)

+ (𝜑◦𝐴2)
∗(𝑚+1)

)(|𝑥
∗∗

1,𝑛
|, … , |𝑥

∗∗

𝑚−1,𝑛
|, 𝑥

∗∗

𝑚,𝑛
) ⟶ 0

concluímos que 𝐴
∗(𝑚+1)

(𝑥
∗∗

1,𝑛
, … , 𝑥

∗∗

𝑚,𝑛
)(𝜑𝑛) ⟶ 0. A convergência desejada, a saber

‖𝐴
∗(𝑚+1)

(𝑥
∗∗

1,𝑛
, … , 𝑥

∗∗

𝑚,𝑛
)‖ ⟶ 0, segue agora de [40, Corollary 2.7].

Em particular, em ambos os casos 𝐴∗(𝑚+1) é quase Dunford-Pettis, e o Lema 5.2.3(a) nos
garante que 𝐴 também é quase Dunford-Pettis.

Observação 5.2.13. Com as modificações óbvias, as conclusões dos Teoremas 5.2.11 e
5.2.12 se verificam para todas as extensões de Aron-Berner 𝐴𝐵𝜌

𝑚
, 𝜌 ∈ 𝑆𝑚 de 𝐴.

Exemplo 5.2.14. Quanto às hipóteses dos Teoremas 5.2.11 e 5.2.12, vejamos alguns exem-
plos:

(i) AL-espaços têm a propriedade positiva de Schur (veja [78, p. 16], e portanto duais de
AM-espaços têm essa propriedade. Em particular, duais de espaços 𝐶(𝐾), com 𝐾 compacto
Hausdorff, e 𝐿1(𝜇)∗ têm a propriedade positiva de Schur. Mais em particular ainda, o dual de
𝓁∞ tem a propriedade positiva de Schur. Além disso, se os reticulados de Banach 𝐸1, … , 𝐸𝑚

têm a propriedade positiva de Schur, então o dual do produto tensorial projetivo positivo
𝐸1⊗̂|𝜋 |⋯ ⊗̂|𝜋 |𝐸𝑚 também tem a propriedade positiva de Schur por [20, Proposition 4.3].
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(ii) Para todo compacto Hausdorff 𝐾 , o espaço 𝐶(𝐾) tem a propriedade positiva de Schur
dual (veja [79, Example 4]), e o quociente de um reticulado de Banach com essa propriedade
por um ideal fechado também tem essa propriedade (veja [79, p. 763]). Em particular, 𝓁∞/𝑐0
tem a propriedade positiva de Schur dual.

(iii) É claro que, para todo compacto Hausdorff 𝐾 , sequências positivas disjuntas e limitadas
no espaço 𝐶(𝐾) são ordem limitadas.

Finalizaremos nosso estudo com um resultado sobre operadores multilineares quase
Dunford-Pettis tomando valores em 𝑓 -álgebras de Banach.

Sejam 𝐸1, … , 𝐸𝑚, reticulados de Banach e (, ∗) uma 𝑓 -álgebra de Banach. Relembre
que um operador 𝑚-linear 𝐴∶ 𝐸1 × ⋯ × 𝐸𝑚 ⟶  é multiplicativo se existem operadores
lineares 𝑇𝑖 ∶ 𝐸𝑖 ⟶ , 𝑖 = 1, … ,𝑚, tais que 𝐴(𝑥1, … , 𝑥𝑚) = 𝑇1(𝑥1) ∗ ⋯ ∗ 𝑇𝑚(𝑥𝑚) para todos
𝑥1 ∈ 𝐸1, … , 𝑥𝑚 ∈ 𝐸𝑚.

Veremos no exemplo a seguir que operadores multilineares regulares multiplicativos
nem sempre são quase Dunford-Pettis e suas extensões de Aron-Berner nem sempre
são fracamente positivamente limited. Para o seguinte exemplo, em 𝑐0 defina o seguinte
produto: 𝑥 ⋅ 𝑦 = (𝑥𝑛𝑦𝑛)

∞

𝑛=1
, com 𝑥 = (𝑥𝑛)

∞

𝑛=1
, 𝑦 = (𝑦𝑛)

∞

𝑛=1
∈ 𝑐0. É claro que (𝑐0, ⋅) é uma álgebra

e satisfaz as propriedades de 𝑓 -álgebra. Para mais detalhes veja [5, p. 122-126]

Exemplo 5.2.15. Considere o operador bilinear multiplicativo

𝐴∶ 𝑐0 × 𝑐0 ⟶ 𝑐0 , 𝐴(𝑥, 𝑦) = (𝑥𝑛𝑦𝑛)
∞

𝑛=1
= id𝑐0

(𝑥) ⋅ id𝑐0
(𝑦).

Note que as extensões de Aron-Berner de 𝐴 coincidem e são dadas por

𝐴
∗∗∗
(𝑧, 𝑤) = (𝑧𝑛𝑤𝑛)

∞

𝑛=1
= 𝐴𝐵

𝑖𝑑

2
(𝐴)(𝑧, 𝑤),

para todas sequências 𝑧 = (𝑧𝑛)
∞

𝑛=1
, 𝑤 = (𝑤𝑛)

∞

𝑛=1
∈ 𝓁∞. A sequência (𝑒𝑛)∞𝑛=1 é disjunta e 𝑒𝑛

𝜔

←←←←←←←←←←←←←←←←→ 0

em 𝑐0, mas ‖𝐴(𝑒𝑛, 𝑒𝑛)‖ = 1 = ‖𝐴
∗∗∗
(𝑒𝑛, 𝑒𝑛)‖ para todo 𝑛. Isso mostra que 𝐴 e suas extensões de

Aron-Berner não são quase Dunford-Pettis, em particular as extensões de Aron-Berner de
𝐴 não são fracamente positivamente limited.

Proposição 5.2.16. Sejam 𝐸1, … , 𝐸𝑚, reticulados de Banach, (, ∗) uma 𝑓 -álgebra de Banach
e 𝐴∶ 𝐸1 × ⋯ × 𝐸𝑚 ⟶  um operador 𝑚-linear multiplicativo, digamos 𝐴(𝑥1, … , 𝑥𝑚) =

𝑇1(𝑥1) ∗ ⋯ ∗ 𝑇𝑚(𝑥𝑚), em que cada 𝑇𝑖 ∶ 𝐸𝑖 ⟶  é um operador linear.
(a) Se os operadores 𝑇 ∗∗

𝑗
, 𝑗 = 1, … ,𝑚, são quase limited, então todas as extensões de Aron-

Berner de 𝐴 são fracamente positivamente limited.
(b) Se 𝑇 ∗∗

𝑗
é quase Dunford-Pettis para algum 𝑗 ∈ {1, … ,𝑚}, então 𝐴 e todas as suas extensões

de Aron-Berner são quase Dunford-Pettis.

Demonstração. Pela Observação 2.1.4 sabemos que para toda permutação 𝜌 ∈ 𝑆𝑚 e todos
vetores 𝑥 ∗∗

1
∈ 𝐸

∗∗

1
, … , 𝑥

∗∗

𝑚
∈ 𝐸

∗∗

𝑚
,

𝐴𝐵
𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑥

∗∗

1
, … , 𝑥

∗∗

𝑚
) = 𝑇

∗∗

𝜌(𝑚)
(𝑥

∗∗

𝜌(𝑚)
) ⊙ ⋯ ⊙ 𝑇

∗∗

𝜌(1)
(𝑥

∗∗

𝜌(1)
),

onde ⊙ é o produto de Arens que torna ∗∗ uma 𝑓 -álgebra de Banach (veja [74, Theorem
2.2]).
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(a) Seja (𝑥
∗∗

𝑗,𝑛
)
∞

𝑛=1
uma sequência disjunta em 𝐸

∗∗

𝑗
tal que 𝑥 ∗∗

𝑗,𝑛

𝜔
∗

←←←←←←←←←←←←←←→ 0, 𝑗 ∈ {1, … ,𝑚}, e (𝑥
∗∗

𝑖,𝑛
)
∞

𝑛=1

sequências positivas e limitadas em 𝐸
∗∗

𝑖
, 𝑖 = 1, … ,𝑚, 𝑖 ≠ 𝑗. Como o operador 𝑇 ∗∗

𝜌(𝑘)
é quase

limited por hipótese, temos ‖𝑇 ∗∗

𝜌(𝑘)
(𝑥

∗∗

𝜌(𝑘),𝑛
)‖ ⟶ 0, onde 𝑗 = 𝜌(𝑘) para algum 𝑘 ∈ {1, … ,𝑚},

pois 𝜌 é uma permutação do conjunto {1, … ,𝑚}. Por outro lado, podemos tomar 𝑀𝑙 > 0,
𝑙 ≠ 𝑘, tais que ‖𝑥

∗∗

𝜌(𝑙),𝑛
‖ ≤ 𝑀𝑙 . Por (∗∗

, ⊙) ser uma 𝑓 -álgebra de Banach, temos

‖𝐴𝐵
𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑥

∗∗

1,𝑛
, … , 𝑥

∗∗

𝑚,𝑛
)‖ = ‖𝑇

∗∗

𝜌(𝑚)
(𝑥

∗∗

𝜌(𝑚),𝑛
) ⊙ ⋯ ⊙ 𝑇

∗∗

𝜌(𝑘)
(𝑥

∗∗

𝜌(𝑘),𝑛
) ⊙ ⋯ ⊙ 𝑇

∗∗

𝜌(1)
(𝑥

∗∗

𝜌(1),𝑛
)‖

≤ ‖𝑇
∗∗

𝜌(𝑚)
(𝑥

∗∗

𝜌(𝑚),𝑛
)‖ ⋯ ‖𝑇

∗∗

𝜌(𝑘)
(𝑥

∗∗

𝜌(𝑘),𝑛
)‖ ⋯ ‖𝑇

∗∗

𝜌(1)
(𝑥

∗∗

𝜌(1),𝑛
)‖

≤ ‖𝑇
∗∗

𝜌(𝑚)
‖‖𝑥

∗∗

𝜌(𝑚),𝑛
‖ ⋯ ‖𝑇

∗∗

𝜌(𝑘)
(𝑥

∗∗

𝜌(𝑘),𝑛
)‖ ⋯ ‖𝑇

∗∗

𝜌(1)
‖‖𝑥

∗∗

𝜌(1),𝑛
‖

≤ ‖𝑇
∗∗

𝜌(𝑚)
‖𝑀𝑚 ⋯ ‖𝑇

∗∗

𝜌(𝑘)
(𝑥

∗∗

𝜌(𝑘),𝑛
)‖ ⋯ ‖𝑇

∗∗

𝜌(1)
‖𝑀1

= ‖𝑇
∗∗

𝜌(𝑚)
‖𝑀𝑚 ⋯ ‖𝑇

∗∗

𝜌(𝑗+𝑙)
‖𝑀𝑗+𝑙‖𝑇

∗∗

𝜌(𝑗−𝑙)
‖𝑀𝑗−𝑙 ⋯ ‖𝑇

∗∗

𝜌(𝑙)
‖𝑀𝑙‖𝑇

∗∗

𝜌(𝑘)
(𝑥

∗∗

𝜌(𝑘),𝑛
)‖ ⟶ 0.

Segue que ‖𝐴𝐵𝜌
𝑚
(𝐴)(𝑥

∗∗

1,𝑛
, … , 𝑥

∗∗

𝑚,𝑛
)‖ ⟶ 0, e isso prova que todas as extensões de Aron-Berner

de 𝐴 são fracamente positivamente limited.

(b) Sejam (𝑥
∗∗

𝑖,𝑛
)
∞

𝑛=1
sequências disjuntas em 𝐸

∗∗

𝑖
tais que 𝑥 ∗∗

𝑖,𝑛

𝜔

←←←←←←←←←←←←←←←←→ 0, 𝑖 = 1, … ,𝑚. Por hipótese,
‖𝑇

∗∗

𝜌(𝑗)
(𝑥

∗∗

𝜌(𝑗),𝑛
)‖ ⟶ 0, além disso, também obtemos que 𝑇 ∗∗

𝜌(𝑘)
(𝑥

∗∗

𝜌(𝑘),𝑛
)

𝜔

←←←←←←←←←←←←→ 0 para 𝑘 = 1, … ,𝑚, 𝑘 ≠

𝑗. Como sequências fracamente convergentes são limitadas, existem constantes 𝑀𝑘 > 0,
𝑘 ≠ 𝑗, tais que ‖𝑇

∗∗

𝜌(𝑘)
(𝑥

∗∗

𝜌(𝑘),𝑛
)‖ ≤ 𝑀𝑘 . Como (∗∗

, ⊙) é uma álgebra de Banach, temos

‖𝐴𝐵
𝜌

𝑚
(𝐴)(𝑥

∗∗

1,𝑛
, … , 𝑥

∗∗

𝑚,𝑛
)‖ = ‖𝑇

∗∗

𝜌(𝑚)
(𝑥

∗∗

𝜌(𝑚),𝑛
) ⊙ ⋯ ⊙ 𝑇

∗∗

𝜌(𝑗)
(𝑥

∗∗

𝜌(𝑗),𝑛
) ⊙ ⋯ ⊙ 𝑇

∗∗

𝜌(1)
(𝑥

∗∗

𝜌(1),𝑛
)‖

≤ ‖𝑇
∗∗

𝜌(𝑚)
(𝑥

∗∗

𝜌(𝑚),𝑛
)‖ ⋯ ‖𝑇

∗∗

𝜌(𝑗)
(𝑥

∗∗

𝜌(𝑗),𝑛
)‖ ⋯ ‖𝑇

∗∗

𝜌(1)
(𝑥

∗∗

𝜌(1),𝑛
)‖

≤ 𝑀𝑚 ⋯𝑀𝑗+1𝑀𝑗−1 ⋯𝑀1‖𝑇
∗∗

𝜌(𝑗)
(𝑥

∗∗

𝜌(𝑗),𝑛
)‖ ⟶ 0,

provando que 𝐴𝐵𝜌
𝑚
(𝐴) é quase Dunford-Pettis. O Lema 5.2.3 nos garante que 𝐴 é quase

Dunford-Pettis.

Pelo Exemplo 5.2.15 sabemos que, na Proposição 5.2.16, a hipótese de que os biadjuntos
𝑇

∗∗

𝑖
, 𝑖 = 1, … ,𝑚, sejam quase limited e a hipótese de que algum dos operadores 𝑇 ∗∗

𝑗
seja

quase Dunford-Pettis são essenciais.

Concluímos nosso estudo com o seguinte corolário.

Corolário 5.2.17. Sejam 𝑚 > 3, 𝐸1, … , 𝐸𝑚 reticulados de Banach, (, ∗) uma 𝑓 -álgebra de
Banach, 𝜑 um funcional linear em 𝐸1 e 𝑇𝑖 ∶ 𝐸𝑖 ⟶  operadores lineares, 𝑖 = 2, … ,𝑚. Então
o operador 𝑚-linear

𝐴∶ 𝐸1 × ⋯ × 𝐸𝑚 ⟶  , 𝐴(𝑥1, … , 𝑥𝑚) = 𝜑(𝑥1)𝑇2(𝑥2) ∗ ⋯ ∗ 𝑇𝑚(𝑥𝑚),

e todas as suas extensões de Aron-Berner são quase Dunford-Pettis.
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