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Resumo

CARVALHO, J. G. V. Estrutura uniforme de espagos de Banach. 2021. 107 f. Disser-
tagao (Mestrado) - Instituto de Matemética e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao
Paulo, 2021.

Um problema comum em matemaética é determinar quando dois objetos tém uma mesma
estrutura, por exemplo, determinar quando dois espagos topologicos sao homeomorfos. Em
Anaélise Funcional, sabe-se que dois espacos de Banach isomorfos tém a mesma estrutura
de espago vetorial topoldgico, mas é possivel que outras classes de funcgoes entre espagos
de Banach também preservem esta estrutura. Um resultado forte nesta linha é o classico
teorema de Mazur-Ulam, que afirma que uma isometria sobrejetora entre espacos de Banach
reais é uma funcao afim, logo isometrias também preservam a estrutura linear de espacgos de
Banach reais. Este resultado motiva o estudo sobre o quanto da estrutura linear é preser-
vada por outras classes de fungoes nao lineares. No capitulo 3 trabalha-se com isomorfismos
e mergulhos Lipschitz entre espacos de Banach. Sao desenvolvidos conceitos como conjuntos
Haar-nulos, diferenciabilidade de Gateaux e propriedade de Radon-Nikodym. E mostrado
um resultado de Heinrich e Mankiewicz que diz que se X e Y sao espacos de Banach e Y
tem a propriedade de Radon-Nikodym, entao todo mergulho Lipschitz f : X — Y pode ser
linearizado através da derivada de Gateaux. Este resultado iré abrir portas para vérios ou-
tros resultados a respeito de isomorfismos Lipschitz e propriedades estaveis sob isomorfismos
Lipschitz. Mostra-se por exemplo, que para 1 < p < oo, todo espaco de Banach Lipschitz
isomorfo a um espago L, ¢ também linearmente isomorfo a L,. No capitulo 4 trabalha-se
com os homeomorfismos uniformes. Resultados como o principio de Gorelik e da teoria de
Ramsey possibilitam estimativas relacionadas aos homeomorfismos uniformes que restringi-
rao quando dois espacos de Banach podem ser uniformemente homeomorfos. Pode-se entao
provar o classico teorema de Johnson, Lindenstrauss e Schechtman & respeito da estrutura
uniforme dos espacos £,’s: se 1 < p < 0o e X é um espago de Banach uniformemente home-
omorfo a £,, entao X ¢ linearmente isomorfo a ¢,. Enfim, prova-se o mesmo para os espagos
l,®l;,onde 1 < p<g<2ou2<p<q<ooedepois para os espagos ¢, @ {,, onde
1 <p<2<q<oo. Aquele estabelecido por Johnson, Lindenstrauss e Schechtman e este

estabelecido por Kalton e Randrianarivony.

Palavras-chave: espacos de Banach, homeomorfismos uniformes, fungoes Lipschitz.
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Abstract

CARVALHO, J. G. V. Uniform structure of Banach Spaces. 2021. 107 f. Dissertacao
(Mestrado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo,
2021.

A common problem in mathematics is to determine when two objects have the same
structure, for instance, determine when two topological spaces are homeomorphic. In Func-
tional Analysis, it is known that two isomorphic Banach spaces have the same structure
as topological vector spaces, but it is possible that others classes of functions preserve this
structure. A strong result in this way is the classic Mazur-Ulam theorem, that asserts that
a surjective isometry between real Banach spaces is an affine function, hence isometries also
preserve the linear structure of real Banach spaces. In chapter 3 we deal with Lipschitz
isomorphisms and embeddings. Concepts such as Haar null sets, Gateaux differentiability
and Radon-Nikodym property are developed. We show a result of Heinrich and Mankiewicz,
that says that if X and Y are Banach spaces and Y has the Radon-Nikodym property, then
every Lipschtiz embedding f : X — Y can be linearized through the Gateaux derivative.
This result will make way to many others results concerning Lipschitz isomorphisms and sta-
ble properties under Lipschitz isomorphisms. It is shown, for instance, that for 1 < p < oo,
every Banach space Lipschitz isomorphic to a L, space is also linearly isomorphic to L,. In
chapter 4, we deal with uniform homeomorphisms. Results such as the Gorelik principle and
results from Ramsey theory enable bounds related to the uniform homeomorphisms that will
restrict when two Banach spaces can be uniform homeomorphic. Then, we can prove the
classic theorem of Johnson, Lindenstrauss and Schechtman concerning the uniform struc-
ture of the spaces £,’s: if 1 < p < oo and X is a Banach space uniformly homeomorphic
to ¢,, then X is linearly isomorphic to £,. In the end, it is proved the same for the spaces
l, ® L, where 1 < p <qg<2o0r2<p<q< oo and afterwards for the spaces £, ® ¢,
where 1 < p < 2 < ¢ < oo. The first one was established by Johnson, Lindenstrauss and

Schechtman and the second one was established by Kalton and Randrianarivony.

Keywords: Banach spaces, uniform homeomorphisms, Lipschitz functions.
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Lista de Simbolos

L(X,Y)
B (1)
Bx

d(z, A)
diam(A)
Bor(X)
Pr(X)

Lip(f)

Conjunto das partes de um conjunto X;

{1,2,3,...};

Conjunto dos niimeros racionais;

Conjunto dos ntimeros reais;

Conjunto RU {—oo} U {+00};

Conjunto dos nimeros complexos;

Corpo dos ntmeros reais ou complexos;

Subespago fechado gerado por um subconjunto A de um espago
vetorial V;

Espago normado das sequéncias (2, ),eny com valores em F tais que

> |zn|P < 00, onde 1 < p < 0o e cuja norma é dada por ||(z,)nenl|, =
neN

(;‘w |, [P)!/? para cada (z,)nen € by
ne

Espago normado das sequéncias (x,,),en com valores em F tais que

sup |z,| < oo, cuja norma ¢é dada por ||(x,)nen|| = sup |z,| para cada
neN neN

(Zn)neN € loo;

Subespaco de {, das sequéncias (z,),eny em F tais que %igl\l T, = 0;
Espago das fungoes f : [0,1] — R Lebesgue mensuraveis tais que

fol |f(x)|Pdx < oo, identificando fungoes f e g tais que f = g quase sempre
com respeito a medida de Lebesgue e cuja a norma é dada por | f||, =
L 1 (@) pdz)

{T: X =Y : T élinear e continua}, onde X e Y sdo espagos normados;
{y € X :d(z,y) <r}, onde (X,d) é um espago métrico e r > 0;

{y € X :|ly|| <1}, onde X é um espago normado;

inf{d(z,a) : a € A}, onde (X, d) é um espago métrico e A C X
sup{d(z,y) : z,y € A}, onde (X, d) é um espago métrico e A C X;

{A C X : A é boreliano}, onde X é um espago topologico;

Conjunto de todas medidas de probabilidade em (X, Bor(X)), onde X é
um espago topologico;

sup{M cx,y € X ex #y},onde f: X — Y éuma fungao

dX(x’y)
lipschtziana entre espagos métricos (X, dx) e (Y, dy);
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u Ultrafiltro em N;

Xy Ultraproduto de um espago de Banach X por um ultrafiltro U;

Mid(z,y,6) {z€ X :max(||x—z|, ||y — z]|) < (1+)||z —y||/2}, onde X é um
espaco normado, z,y € X e > 0;

Gr(M) Espaco métrico de todos subconjuntos de Ml com tamanho &k equipado com
a métrica d((nq, ..., ng), (M1, ...,mg)) = |{i : n; # m;}|, onde {nq,...,nx},
{mi,...,my} € Gp(M), onde as k-tuplas estdo ordenadas de maneira
crescente e Ml é um subconjunto infinito de N;

we(t) sup{da(f(z), f(y)) : z,y € My e dy(x,y) < t} para cada t > 0, onde
f: My — Ms é uma funcgao entre espacos métricos My e Mo;

Lipoo(f) limsupwy(t)/t, onde f: My — M, é uma funcdo entre espagos métricos
]\}I_H;OMQ tal que lirtn supwy(t)/t < oo;
—00
K¢(t) sup {% cx,y € Myex # y}, onde f : M; — My é uma fungao
entre espagos métricos My e My;



Capitulo 1

INTRODUCAO

Um problema comum em matematica é determinar quando dois objetos tém uma mesma
estrutura; por exemplo, determinar quando dois grupos sao isomorfos ou quando dois espagos
topologicos sao homeomorfos. Em Analise Funcional, sabemos que dois espagos de Banach
isomorfos tém a mesma estrutura de espaco vetorial topolégico, mas podemos nos perguntar
o quanto desta estrutura é preservado por fung¢oes nao-lineares. Temos por exemplo, o classico

teorema de Mazur-Ulam (veja o apéndice para uma demonstragao).

Teorema 1.0.1 (Mazur-Ulam). Sejam X, Y espacos de Banach reais e f : X — Y uma

isometria sobrejetora de X em Y. Entao f € uma funcao afim.

Logo, a estrutura de espaco métrico de um espaco de Banach real determina toda sua
estrutura linear. No outro extremo, temos um resultado de [Kad67| e [Tor81]. Lembramos
que o carater de densidade de um espago topologico é a menor cardinalidade de um conjunto

denso.

Teorema 1.0.2 (Kadets, Toruniczyk). Sejam X eY espagos de Banach de dimensao infinita

com o mesmo cardter de densidade. Entao X e Y sdao homeomorfos.

Entao, um homeomorfismo nao diz nada sobre a estrutura linear dos espagos de Banach.
Vamos considerar entao algumas classes de funcoes nao-lineares que sejam mais abrangentes
que as isometrias e menos abundantes que os homeomorfismos, como por exemplo os ho-
meomorfismos coarse, os homeomorfismos uniformes e os isomorfismos Lipschitz. Veremos
que para alguns espagos classicos, como os espagos £,’s e os espagos L,’s, veremos alguns

resultados positivos a respeito de sua estrutura nao-linear.

No segundo capitulo vamos introduzir boa parte dos conceitos que iremos usar ao decor-
rer do texto. Em particular, vamos relembrar os principais resultados da teoria de medida e
todos os conceitos necessarios da teoria de probabilidade. Estes conceitos serao fundamentais
no desenvolvimento do capitulo 3. Também relembraremos alguns conceitos de analise fun-
cional e desenvolver o basico sobre redes e ultraprodutos. Para finalizar, vamos falar sobre

propriedades locais de espagos de Banach, isto é, propriedades de subespacos de dimensao



2 INTRODUCAO 1.0

finita. Estas propriedades serao importantes no capitulo 4 pois veremos que elas sao preser-

vadas por homeomorfismos uniformes.

No capitulo seguinte vamos trabalhar com fun¢oes lipschitzianas entre espagos de Banach.

Comecaremos demonstrando uma generalizagao do classico teorema de Rademacher.

Teorema 1.0.3 (Rademacher). Seja f : R" — R™ uma fun¢ao Lipschitz. Entao f € dife-

rencidavel quase sempre com respeito a medida de Lebesgue.

Para isso, desenvolveremos a nogao de conjuntos Haar Nulos, que sera responséavel por
traduzir o conceito de subconjuntos de R" com medida de Lebesgue nula para subconjuntos
de um espago de Banach X. Também vamos desenvolver a integragao de Bochner, responséavel
por integrar funcoes cujo codominio é um espago de Banach, e a propriedade de Radon-
Nikodym. Com isso desenvolvido, mostraremos um resultado de [HMS82] que diz que se X
e Y sao espacgos de Banach, Y tem a propriedade de Radon-Nikodym e f : X — Y é um

mergulho Lipschitz, isto é, uma fungao para a qual existem A, B > 0 tais que
Allz —yll < If (=) = f()|| < Bllx — yl| para cada z,y € X,

entao podemos linearizar este mergulho Lipschtz através da derivada de Gateaux.

Em seguida, vamos trabalhar com mergulhos Lipschitz da forma f : X — Z* onde X e Z sao
espagos de Banach com X separavel. Introduziremos o conceito de fraca*-diferenciabilidade
e mostrar um outro resultado de [HM82] que nos permite linearizar tais fungoes, mas dessa
vez sem ser necessaria a propriedade de Radon-Nikodym.

Por fim, mostraremos que isomorfismos Lipschitz f : X — Y entre espagos de Banach
reflexivos X e Y implicam que X é isomorfo a um subespaco complementado de Y e vice-
versa. Conseguimos entao que X e Y sao isomorfos se X e Y satisfazem a decomposigao de

Petczynski, que sera abordada durante o capitulo.

No quarto capitulo, vamos trabalhar com homeomorfismos uniformes. Para conseguir
estimativas através dessa classe de fungoes, vamos trabalhar com dois conceitos diferentes.
O primeiro é o principio de Gorelik, que nos diz que um homeomorfismo uniforme nao pode
enviar bolas grandes de um espaco de codimensao finita em uma vizinhanca pequena de um
espago de codimensao infinita. Junto a nogao de pontos médio aproximados, vamos conseguir
aplicar o principio para espagos como ¢, £, {, e co. O segundo conceito é o estudo de grafos
métricos em N. Junto a teoria de Ramsey vamos demonstrar algumas estimativas de fungoes
cujo dominio é um grafo métrico em um subconjunto infinito de N. Vamos provar entao o
classico resultado de [JLS96] que nos diz que espagos £,,’s, para 1 < p < 0o, sdo determinados
por sua estrutura uniforme, isto é, todo espaco de Banach uniformemente homeomorfo a ¢,
com 1 < p < 0o ¢ também isomorfo a ¢,. Depois vamos mostrar que o mesmo vale para as
somas ¢, @ (. Este resultado foi provado em [JLS96] paral <p<g<2e2<p<g<ooe

o caso 1 <p <2< q< oo foi provado em [Kal08] utilizando o conceito de grafos métricos.



Capitulo 2

PRELIMINARES

2.1 Medida e Integracao

Nesta se¢ao iremos relembrar conceitos e resultados relacionados a teoria de medida que
usaremos ao decorrer do texto. Como referéncia principal indicamos [Rud70] e [Durl3].
Vamos fixar um espago de medida arbitrario (€2, F, i) ao longo da secao. Fixamos Bor(R")
como sendo a o-algebra dos borelianos, isto é, a menor o-algebra contendo os abertos de R*.

Também fixamos (R¥, Mgr, mpr) como sendo o espaco de medida de Lebesgue em R”.

Definigao 2.1.1. Sejam X um conjunto, A C X e (Ap)nen uma sequéncia de subconjuntos
de X. Dizemos que A, /" A se A, C Ayyq para todom e N e A= | A,.

neN

Proposicao 2.1.2. Sejam A € F e (An)nen uma sequéncia de conjuntos de F tal que
A, 7 A. Entao lir%u(An) = u(A).
ne

Demonstracao. Ver [Rud70| Teorema 1.19-(d), pagina 16. O

Definigao 2.1.3. Seja X um conjunto e A C P(X). Definimos o(A) como sendo a o-dlgebra

gerada por A, isto é, a menor o-dlgebra contendo A.

Defini¢ao 2.1.4. Seja X um conjunto. Dizemos que A C P(X) é
1. um mw-sistema se A, B € A implica AN B € A.
2. um \-sistema se:

(a) X € A;
(b) A,Be AeAC B implicam B\ A€ A;
(c) A, € AeA, /A implicam A € A.

Teorema 2.1.5 (Lema m-\). Sejam A wm w-sistema e B um \-sistema tal que A C B.
Entao o(A) C B.

Demonstragao. Ver [Durl3] Teorema A.1.4, pagina 344. O

3



4 PRELIMINARES 2.1

Lembramos que uma fungao f :  — [—00, 00| é dita mensuravel se f~!'[A] € F para
cada boreliano A de [—00,00]. A proposigdo a seguir é uma condigao suficiente para que

uma funcao seja mensuravel.

Proposigao 2.1.6. Seja f : Q — [—00,00] uma fungao tal que f~[(a, )] € F para cada

a € R. Entao f € uma funcao mensurdvel.
Demonstragao. Indicamos [Rud70] Teorema 1.12. O

Definicao 2.1.7. Seja P uma propriedade para a qual um ponto x € ) pode ter ou nao.
Dizemos que P vale quase sempre com respeito ao espago de medida (Q, F, ) se existe um
conjunto A € F tal que u(A) =0 e P wvale para todo ponto de 2\ A.

Estamos particularmente interessados no caso em que f : {2 — C é uma fung¢ao mensu-
ravel e P é a propriedade f(z) = 0. Entao dizemos que f = 0 quase sempre se existe um
conjunto A € F tal que u(A) =0e f(z) =0 para todo z € 2\ A.

Proposicao 2.1.8. Sejam X espago topoldgico, (Y,d) espago métrico completo e (fn)nen
uma sequéncia de funcgoes f, : X =Y continuas. Entao o conjunto

S ={xeX: existe o limite liI% fo(x)}
ne

€ boreliano.

Demonstracao. De fato, podemos escrever

s = U{xEX:d(fkl(x),fk2(x))<%para cada ki, ky > k}

neN keN

= NU N (X dli (@), fiule) < )

n k kiko>k

Como o conjunto {z € X : d(fr, (2), fx,(x)) < L} ¢ aberto para cada ki, ks € Nen € N, o

resultado segue. O]

Lema 2.1.9 (Fatou). Seja (fn)nen uma sequéncia de fungoes f, : 0 — [0, 00| mensurdveis.

Entao
/liminf fadp < liminf/ fndp
q neN neN Q
Demonstragao. Ver [Rud70] Proposigao 1.28, pagina 22. O

Definicao 2.1.10. Sejam 1 <p < oo e f:Q — C uma funcao mensurdvel. Definimos

wmz(éuwmfmemmy

Chamamos de espago LP(1) o espaco de todas as funcoes f : Q0 — C mensurdveis para as

quais o valor || f||, € finito.
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Teorema 2.1.11 (Desigualdade de Minkowski). Sejam 1 < p < oo, f : Q@ — [0,00] e

g : Q — [0, 00] mensurdveis. Entao

(froora) "< () " ([) "

Demonstragao. Ver [Rud70| Teorema 3.5-(2), pagina 62. O
Embora || - ||, satisfaga quase todas as propriedades de uma norma, temos que || f|l, =0
para todo f = 0 quase sempre. Definimos entdo uma relagao de equivaléncia = em LP(u)

dada por f = g se e somente se f = g quase sempre.

Definigao 2.1.12. Definimos o espago vetorial L,(p) como sendo o quociente LP(p)/ =.
Dada f € Ly(u), definimos o valor || f||, como sendo | f|,, onde f € f.

Proposicao 2.1.13. A fungio || - ||, : Ly(n) — [0,00) definida por || - ||l,(f) = |Ifll, € bem

definida e € uma norma completa em L, (1).
Demonstragao. Ver [Rud70| Teorema 3.9, pagina 65 e Teorema 3.11, pagina 66. O]

Para nao sobrecarregar a notagao, sempre que pudermos vamos trabalhar com fungoes
representantes ao invés das classes de equivaléncia em Ly, (p).
No caso em que o espaco de medida ¢é ([0, 1], 2%, m), vamos chamar o espago L,(m) de L,]0, 1]

ou simplesmente de L, desde que esteja claro sobre qual espago estamos nos referindo.

O resultado a seguir é uma propriedade de continuidade interessante do espacgo L, e sera

utilizado no capitulo 3.
Teorema 2.1.14. Sejam f € Li(R™). Entao para quase todo u € R™, vale

1
lim —— Fy) = f(w)|dy = 0.
im /B ) = sy

r—0+ mgn(B(u; 1))
Demonstracao. Veja [Rud70] Teorema 8.8. O

Dados dois espagos mensuraveis (€2, F) e (¥, G), denotamos por (2 x ¥, F x G) o espago
mensuravel produto. Se p é uma medida em (2, F) e v é uma medida em (¥, G), denotamos
por 1 ® v a medida produto no espaco (2 x ¥, F x G). A construgao do espago produto e
da medida produto pode ser encontrada no capitulo 7 de [Rud70].

Defini¢ao 2.1.15. Dizemos que um espago de medida (Q, F, ) € o-finito se Q@ = |J Ay,

neN
onde A, € F e (A,) < oo para cada n € N.

Defini¢ao 2.1.16. Dada uma fungio f: Q x ¥ — C, definimos f, : ¥ — C por f.(y) =
f(x,y) para todo x € Q2 e analogamente, definimos f, : Q@ — C por f,(x) = f(z,y) para todo
yeVv.
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Proposicao 2.1.17. Seja f : Q x ¥ — C mensurdvel. Entao as fungoes f, e f, sao mensu-

rdveis com respeito aos espagos mensurdveis (V,G) e (Q, F), respectivamente.
Demonstragao. Ver [Rud70] Proposigao 7.5, pagina 138. O

Teorema 2.1.18 (Fubini para fungoes positivas). Sejam (0, F,u) e (V,G,v) espagos de
medida o-finitos. Seja [ : Q x U — [0,00] uma fun¢ao mensurdvel. Entao as fungoes x —

Jo fodv ey = [, fydp sio mensurdveis e

[ Uoae) = [ st = [ (f )

Demonstragao. Ver [Rud70] Teorema 7.8 a), pagina 140. O

Teorema 2.1.19 (Fubini para fungbes Li). Sejam (Q, F,u) e (¥, G,v) espagos de medida
o-finito. Seja f: Q x VU — C uma fun¢ao em Ly(p @ v). Entao f, € L1(v) para quase todo
x € Q, f, € Li(p) para quase todo y € V e as fungoes definidas quase sempre x +— f\p fedv
ey [o fydu estao em Ly(p) e Ly(v), respectivamente. Por fim,

[([r)ane [ o (f )

Demonstragao. Ver [Rud70] Teorema 7.8 c¢), pagina 141. O

Um caso particular e de nosso interesse é o caso em que os espacos de medida sao
(R™, Mgn, mgn) € (R™, Mgm, mgm ). Vale ressaltar que a medida de Lebesgue mpgn+m nao é a
medida produto mgn @ mgm. Porém segue do resultado 7.12 [Rud70| que os teoremas acima
continuam valendo se trocarmos a medida produto mgr» ® mgm pela medida de Lebesgue

mgn+m. Em particular, temos

Teorema 2.1.20 (Fubini em R" xR™). Seja f : R x R™ — [0, 00] uma fun¢ao mensurdvel.

Entao as fungoes x — fRn fed\ ey — me fydp sao mensurdveis e

/m < - f(x,y)d:c) dy = /Ranm fdmgn+m = /n ( . f(x,y)dy) dr.

O resultado a seguir pode ser encontrado em contexto mais gerais, mas vamos enunciar

uma versao simplificada que seréd o suficiente para o nosso proposito.

Teorema 2.1.21 (Mudanga de Variavel). Seja A C R™ um aberto e g : A — R™ uma
fungao injetora, derivdvel, cuja derivada é continua e tal que det ¢’'(x) # 0 para todo x € A.

Se f:g(A) — R € integravel, entio

F(y)dy = / (f 0 9)(x)| det ¢ ()| de-

g(A)

Demonstragao. Ver [Spi65] Teorema 3-13, pagina 67. O]
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Defini¢ao 2.1.22. Uma funcao v : F — C (respectivamente v : F — R) é chamada de
medida compleza (respectivamente medida real) se para cada sequéncia de mensurdveis (Ej)
satisfazendo Ex, N Ey =0 para k # 1, vale

v(J B =D v(E).
k=1 k=1

Definigao 2.1.23. Seja v : F — C uma medida complezxa (real). Definimos a variagao total
de v como sendo a fungao |v|: F — [0,+00] dada por

v|(E) :sup{Z\y(Ek)y E=|J B e ExNE =0 para k 7Az}.
k=1 k=0

Teorema 2.1.24. A variagdo total |v| de uma medida compleza (medida real) v em F é

uma medida positiva em F.
Demonstrac¢ao. Veja |[Rud70] Teorema 6.2, pagina 118. ]

Definig¢ao 2.1.25. Sejam p uma medida em F e v uma medida complexa (medida real) em
F. Dizemos que v é absolutamente continua com respeito a p se v(E) =0 para todo E € F

satisfazendo p(E) = 0. Neste caso, denotamos v < .

Exemplo 2.1.26. Seja f : Q — C uma funcao integravel. Definimos v : F — C por

W(E) = [ fau
E
para cada E € F. Entao v é uma medida complexa absolutamente continua com respeito a
(L.

Teorema 2.1.27. Sejam p uma medida em F e v uma medida complera em F absoluta-
mente continua com respeito a . Entao para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que |V(E)| < €
sempre que E € F e |u(E)| < 4.

Demonstragao. Veja [Rud70] Teorema 6.11, pagina 125. O
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2.2 Probabilidade

Nesta secao iremos introduzir conceitos da teoria de probabilidade que usaremos no

capitulo 3. Indicamos como referéncia principal o livro [Durl3].

Definigao 2.2.1. Um espago de probabilidade é um espag¢o de medida (Q, F,P) tal que
P(Q) = 1.

Ao longo desta se¢ao vamos fixar um espaco de probabilidade (2, F, P).

Definigao 2.2.2. Um vetor aleatorio real em (2, F,P) é uma funcgao & : Q@ — R"™ mensurd-

vel. Caso n =1, dizemos que & € uma varidvel aleatoria.

Definigao 2.2.3. Sejam &y, ..., &, varidveis aleatorias. Definimos o vetor aleatorio (&1, ...,&,) -
Q= R™ por (&1, ..., &) (W) = (§&1(w), ..., En(w)) para cada w € Q.

Definicao 2.2.4.

1. Sejam £ : Q@ — R™ um vetor aleatorio e A € Bor(R™). Definimos o conjunto {£ € A}
por §HA];

2. Sejam &1, ..., &, varidveis aleatdrias e Ay, ..., A, € Bor(R). Definimos {&; € Ay, ....&, €
A} como sendo {(&1, ..., &) € Ap X .. X Ay}

3. Sejam & wma varidvel aleatdria e t € R. Definimos o conjunto {§ < t} como sendo
Y (—o00,t]]. Analogamente, definimos os conjuntos {& < t} e {€ = t} como sendo
EM(—o00,t)] e E7Y[{t}], respectivamente.

Observagao 2.2.5. Note também que dadas varidveis aleatorias &1,...,&, e Aq, ..., A, €
n

Bor(R), temos que {(&1,...,&,) € A1 x ... x A} = N {& € Ai}.

i=1
Definigao 2.2.6. Seja £ : Q — R uma varidvel aleatoria. A distribuicao de £ € a medida
em (Q, F) dada por u(A) = P((7'[A]) para cada A € Bor(R). A fungao distribui¢ao de & €
a fungao F : R — [0,1] dada por F(t) =P(£ < 1t).

Definicao 2.2.7. Seja € : ) — R uma varidvel aleatoria. Dizemos que & tem distribui¢ao
uniforme se sua medida distribui¢ao p € dada por u(A) = mg(AN(0,1)) para cada A €
Bor(R).

Proposicao 2.2.8. Seja F : R — [0,1] a fun¢do distribuicao de wma varidvel aleatéria
£:Q — R. Entao:

1. F' € crescente;

2. lim F(z)=1e lim F(z)=0;

T—00 T—r—00

3. lim F(y) = F(z);

y—xt
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4. lim F(y) = P(¢ < x);

Yy—xr—

5. P =x)=F(z) — lim F(y).

y~>:):_
Reciprocamente, se F' : R — R satisfaz as propriedades 1,2 e 3, entao existe uma varidvel
aleatoria & em ((0,1), Bor(0,1)) tal que F' € a fun¢ao distribui¢ao de §.

Demonstra¢ao. As propriedades 1 — 5 seguem da definigao de fungao distribuicao e das
propriedades da medida de probabilidade P.
Reciprocamente, seja F' : R — R uma funcao satisfazendo 1,2 e 3. Seja (€2, F,P) o espago
mensuravel ((0,1), Bor(0,1)) equipado com a medida de Lebesgue. Definimos £ : (0,1) — R
por

£(t) =sup{y € (0,1) : F(y) < t} para cada t € (0,1).

Veja que £ esta bem definida pois o supremo esta sendo tomado em um conjunto limitado.
Vamos mostrar que {t € (0,1) : £{(t) < 2} = (0, F(z)]. Veja que isto é o suficiente para
concluir a demonstracao. De fato, teremos que F' é a fungao distribuigao de £ pois P(§ <
r) = P(0, F(z)] = F(x) e além disso, £ ![(—o0,z]] = (0, F(x)] ¢ um boreliano e entao £ é
mensuravel pela Proposi¢ao 2.1.6.

Veja que t < F(z) implica £(t) < x. De fato, temos que z ¢ {y € (0,1) : F(y) < t} pois
caso contrario F(z) < t. Caso z < &(t), existiria y € (0,1) tal que x < y e F(y) < t.
Como F & crescente isto implicaria que F'(z) < F(y) < t, uma contradigao. Logo x > £(t)
e assim (0, F(x)] C £7Y(0, z]]. Por outro lado, se t > F(x), existe por 8) um € > 0 tal que
F(z +¢) <t Mas entdo z < z + € < £(t), ou seja, £71(0,x] C (0, F(z)]. O

Definigao 2.2.9. O walor esperado de uma varidvel aleatoria & : Q@ — R é o valor E[¢]

definido por
BlE) = [ )P,

A waridncia é o valor var(§) definido por

var(€) = E[¢?) — E[¢]%

Vamos definir agora o conceito de independéncia. Estamos interessados principalmente
no conceito de variaveis aleatorias independentes, que sera utilizado ao decorrer do texto.
Entretanto, alguns outros conceitos de independéncia também serao tratados pois irao sim-

plificar alguns resultados.

Definicao 2.2.10.

1. Sejam &y, ..., &, varidveis aleatdrias no espago de probabilidade (2, F,P). Dizemos que

estas varidveis aleatorias sao independentes se para quaisquer borelianos By, ..., B, €

Bor(R), temos ]P)('él{& € B}) = ﬁ]P’(fi € B;).
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2. Dizemos que Ay, ..., A, € F sao independentes se para qualquer I C {1,...,n}, temos

P(N Ai) = TTP(A).

iel el
3. Dizemos que colegoes Ay, ..., A, C P(£2) contendo §2 sao independentes se para qualquer

A, € A parai=1,...,n, temos P([ A;) = [[ P(4)).
=1 i=1

(2

No caso em que precisamos dizer quando uma sequéncia de varidveis aleatorias é inde-

pendente, precisamos de outra defini¢ao.

Definigao 2.2.11. Seja (&,)nen uma sequéncia de varidveis aleatdrias em (2, F,P). Dizemos
que esta sequéncia € independente se para todo subconjunto finito F C N, temos que {&; :

i € F'} € um conjunto de varidveis aleatdrias independentes.

Lema 2.2.12. Sejam Ay, ..., A, C P(R2) independentes tais que cada A; contém 2 e € um

w-sistema. Entao o(Ay),...,0(A,) sao independentes.

Demonstracao. Vamos mostrar que o(A;), As, ..., A, sdo independentes, e o resultado se-

guiré por indugao. Seja A; € A; para cada i = 2,...,n. Definimos A = [ A; e
=2

C={BcCQ:P(BNA) =PB)PA)}

Vamos mostrar que C é um A-sistema. De fato, Q € C e B, /' B com B, € C implicam pela
Proposicao 2.1.2 que

P(BNA) = limP(B, N A) = lim P(B,)P(A) = P(B)P(A).

neN neN

Por fim, sejam B,C € C com B C C'. Entao
P((C\B)NA) =P((CNA)\(BNA)) =P(CNA)-P(BNA) = P(A)(P(C)-P(B)) = P(C\B)P(A).

Como A, C C, segue do Teorema 2.1.5 que o(A;) C C e para todo C' € o(A;), temos

P(C' N (n] 4;) =P(C). T P(Ay).

=2

Portanto, segue também que a igualdade acima vale para cada C' € o(A;) e para todo A; €
A;, com i = 2, ..., n. Isto mostra que o(A;), A, ..., A, sdo independentes, como queriamos

mostrar. ]

O lema a seguir nos da uma condicao suficiente para que varidveis aleatérias sejam
independentes.
Lema 2.2.13. Sejam &, ..., &, varidveis aleatorias em (2, F,P). Suponha que para todos
n
X1,y Ty € (—00,00], temos P(§ < xq,...,& < x,) = [[P(& < x;). Entao &, ..., &, sao
i=1

independentes.
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Demonstragao. Definimos A; = {{& < y} : y € (—o00,00]}. Temos que A; forma um
m-sistema pois {& < y} N{& < 2z} = {& < min(y, 2)}. Além disso, Ay, ..., A, sdo inde-
pendentes por hipotese. Pelo Lema 2.2.12, temos que o(A;), ...,0(A,) sdo independentes.
Se o(&) = {&'A] : A € Bor(R)}, entdao o(A;) C a(&) pois o(&;) é uma o-dlgebra con-
tendo os borelianos {§; < y} para cada y € R. Vejamos que o(§;) C o(A;). De fato, como
&1 (—o00,y] € 0(A;) para cada y € R, temos que & é o(A;)-mensuravel pela Proposicao

2.1.6, isto &, & '[A] € o(A;) para todo A € Bor(R) e assim (&) C o(A;).

Logo o(&1), ..., 0(&,) s@o independentes e portanto &, ..., &, sao independentes. O]

Proposicao 2.2.14. Sejam &, ...,&, varidveis aleatorias independentes em (Q, F,P) com

distribui¢Go piy, ..., fn, respectivamente. Entao (&1, ...,&,) tem distribuicao pg & ... @ fiy,.

Demonstracao. Sejam Aj, ..., A, borelianos em R. Entao pela independéncia das variaveis

aleatoérias temos

P((€1, 0 6n) € A1 X oo X Ay) = P(& € Ay, nbu € An) = [ P(& € A)
i=1

= HMi(Ai)

= 1. ,un(Al X ... X An)

Pela unicidade da medida produto p; ® ... ® u,, segue que

P((&1, &) € B) = 11 ® ... ® pin(B)

para todo B € F" e o resultado segue. O]

Nosso objetivo agora é construir varidveis aleatoérias independentes com distribuicoes
previamente dadas. Para o caso no qual o nimero de distribui¢oes ¢é finito, a construcao é

dada pelo resultado seguinte.

Teorema 2.2.15. Sejam Fy,...F, : R — [0,1] fungdes de distribuicao. Entao existem
varidveis aleatorias independentes &, ..., &, definidas em um espago de probabilidade (2, F,P)
tais que P(& < t) = Fi(t) para todo t € R.

Demonstragao. Seja'Y; : (0,1) — R uma variavel aleatoria cuja fungao distribuicao é F;. Seja
p; a distribuigao de Y;. Sejam ©Q = (0,1)" e & : (0,1)" — R como sendo a i-ésima projecao
eP=pu ®..% u, Entao P é uma medida de probabilidade e para todo i = 1, ..., n, temos

que P(&; < x) = pu(—o0, x] = Fi(x). Além disso, para cada xq, ..., x, € (—00, 00|, temos
P(& < @1, b < 1) = P((—00,21] X ... X (=00, 2,]) = [[P(& < )

Pelo Lema 2.2.13, &, ..., &, sao independentes. ]
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Agora vamos tratar o caso no qual é dada uma sequéncia infinita de distribuicoes. Por
mais que a ideia seja a mesma, precisamos de um pouco mais de teoria para construir a

medida. Mais precisamente, precisamos do teorema da extensao de Kolmogorov.

Definigao 2.2.16. Definimos a o-dlgebra produto o(RY) em RY como sendo

o ({ﬁBi x [[R:neNeB, .. B, € Bor(R)}) .

>n

Definigao 2.2.17. Para cada n € N, seja p, : R™ — [0, 1] uma medida de probabilidade. A

sequéncia (fin)nen € dita consistente se

n n

Mn+1(H(@i, bil x R) = NH(H(ai: bi])

i=1 i=1
para todos a;,b; € R en € N.

Teorema 2.2.18 (Teorema da extensao de Kolmogorov). Sejam (i, )nen uma sequéncia de
medidas de probabilidade consistente. Entao existe uma unica medida de probabilidade P em
(RN o(RY)) satisfazendo

P(] J(ai,b:] x [TR) = ([ J (@i, 04])
i=1 i>n i=1
para todos a;,b; € R en € N.
Demonstragao. Indicamos [Durl3] Teorema A.3.1. O

Teorema 2.2.19. Seja (F,)nen uma sequéncia de fungoes distribui¢ao. Entao existe uma
sequéncia de varidveis aleatorias (&, )nen independentes em um espago de probabildiade (2, F, P)
tais que P(§, <t) = F,(t) para todot € R e todo n € N.

Demonstragdo. Seja (2, F) = (RY, o(RY)). Para cada i € N, fixamos uma variavel aleatoria
Y; cuja funcao distribuicao é F; e definimos p; como sendo a medida distribuicao de Y.

Definimos entao P, = py; ® ... ® u,. Veja que

Pn+1((a1,b1] X ... X (an,bn] X R) = U1 ... ®un+1((a1,b1] X ... X (an,bn] X R)
= 1 @ ... ® pin((a1, b1] X ... X (an, by])
= P.((a,b1] x ... X (an,by]).

Entao (P,),eny € uma sequéncia consistente e pelo teorema da extensdao de Kolmogorov
existe uma unica medida de probabilidade P com as propriedades dadas pelo enunciado.

Seja &, : RN — R a n-ésima projecao, entao

B(& < 1) = P(ﬁR x (—o0,1] x [ B) = R-(ﬂR % (—00,1]) = pi(—o0,1]) = Fi(b).

j>it1
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Além disso, se F' C N ¢é finito e ng = max F', temos

]P)(fz S ZT; . Z - F) :]P)no(&' S €T; - Z - F) = HPHO(§Z S l’z) = HP(& S ZL’Z>

iEF ieF
Isto mostra que (,)nen € uma sequéncia de variaveis aleatorias independentes. O

Corolario 2.2.20. Seja (p,)nen uma medidas de probabilidade. Entao existe uma sequéncia
de varidveis aleatorias (&, )nen independentes em um espago de probabildiade (S, F,P) tais
que P(§,1[A]) = un(A) para cada A € Bor(R) e para todo n € N.

Demonstracao. Para cada n € N, definimos uma fungao distribuicao F,(t) = p,((—o0,t]).
Pelo teorema acima, existe uma sequéncia de variaveis aleatorias (&, )nen independentes em
um espago de probabilidade (2, F,P) tais que P(¢, < t) = F,(t) para todo t € R e n € N.
Fixado n € N, sejam A = {(—o0,t] : t € R} e B ={A € Bor(R) : P({;)[A] = pu.(A)}.

Note que A é um 7-sistema e B é um A-sistema. Segue entdo do Lema 2.1.5 que Bor(R) =
o(A) = B, isto &, P(¢,MA]) = pn(A) para todo A € Bor(R). O

Vamos terminar a se¢ao enunciando um resultado cléssico da teoria de probabilidade que

usaremos na secao J3.

Definicao 2.2.21. Sejam (&,)nen uma sequéncia de varidveis aleatorias em (Q,F,P) e
(Fo)nen a sequéncia associada das fungoes distribui¢ao. Seja & uma varidvel aleatdria em
(Q, F,P) e F sua fungao distribuicao. Dizemos que a sequéncia (&,)nen converge fracamente

a & se F,(t) — F(t) para todo ponto t no qual F € continua.

Definigao 2.2.22. Definimos a distribui¢cao normal padrao x por

x(x) = / (271')_1/26_m2/2dl‘ para todo x € R.

—0o0

Teorema 2.2.23 (Teorema da Convergéncia Central). Seja (£,)neny uma sequéncia de va-
ridveis aleatorias independentes em (2, F,P) e igualmente distribuidas. Sejam p = E[&],
o> =war(&) e Sy =& + ... + &,. Entao

(S = np) /(on'?) = x

onde x € a distribuicao normal padrao e a convergéncia acima € a convergéncia fraca.

Demonstragao. Indicamos [Durl3| Teorema 3.4.1. [
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2.3 Analise Funcional

Nesta secao iremos relembrar alguns resultados classicos de Anélise Funcional e intro-
duzir alguns conceitos que serao utilizados ao decorrer do texto. Indicamos como principal

referéncia o [Meg98|. Iremos denotar por F o corpo dos escalares R ou C.

2.3.1 Conceitos e teoremas basicos

Definigao 2.3.1. Seja X um espago normado. A bola unitdria é o conjunto By = {x € X :
|z|]| < 1}. A esfera unitdria é o conjunto Sx = {x € X : ||z|| = 1}. A bola aberta centrada

em xg € X e com raio r >0 € o conjunto B(zo;r) ={z € X : ||lx — x| < r}.

Definigao 2.3.2. Sejam X um espago normado, A C X um subconjunto nao vazio e x € X.
Definimos
d(z,A) = inf ||z — a]|.
(2, A) = inf |l — a

Lema 2.3.3 (Riesz). Sejam X um espago normado, M um subespago proprio e fechado de
X e0 <0< 1. Entao eziste v € Sx tal que d(z, M) > 6.

Demonstragao. Ver [Meg98| Lema 3.4.18, pagina 325. O

Observacgao 2.3.4. Sejam >0 e 0 < 0 < 7. Sob as condigoes acima, podemos aplicar o

resultado para 6 = ' /T e obter que existe x com ||z|| =7 e d(x, M) > 0.

Teorema 2.3.5 (Hahn-Banach). Sejam X um espago normado, Y um subespago de X e fo

um funcional linear limitado em Y. Entao existe um funcional linear limitado f em X tal
que [[f]] = [[foll e f(y) = fo(y) para todoy €Y.

Demonstragao. Ver [Meg98| Teorema 1.9.6, pagina 75. ]

Corolario 2.3.6. Sejam X um espago normado e x € X \ {0}. Entao existe um funcional
frem X tal que [|fl =1 e f(z) = [|lz].-

Demonstragao. Ver [Meg98| Corolario 1.9.8, pagina 76. ]

Corolario 2.3.7. Seja X um espaco normado separdvel. Entao existe uma sequéncia (7)) nen
em X* tal que
|z|| = sup |z (z)| para todo x € X.
n

Demonstracao. Seja (z,)neny uma sequéncia densa em X e contida em X\ {0}. Pelo Corolério

Il =1eak(x,) = ||z,| para cada n € N. Sejam z € X e € > 0.

2.3.6, existe z7 tal que ||z

Tome N € N tal que ||z — zy|| < €. Entéo

[zl = len (@] < el = llenll] + lexll = ey @I < [llzll = el + 25 (@ = 25)] < 26
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segue entao que ||z| < sup|zf(z)| + 2¢. Como € foi escolhido arbitrariamente, segue que
n
|z|| < sup|zi(x)|. Por outro lado, para cada n € N, temos |z} (z)| < ||zX||||z| = ||z] e o

resultado segue. O

Definicao 2.3.8. Sejam X espaco normado e Y um subespaco de X. Definimos o espago
quociente XY como sendo a cole¢io {T : x € X}, onde T € o conjunto {y € X :x—y €Y}
para cada x € X.

Teorema 2.3.9. Sejam X espago normado e Y um subespago fechado de X. Entio XY é

um espago normado com a norma
IIZ|| = inf ||y|| para cada T € X/Y.
yeT

Além disso, se X é um espago de Banach, entao X/Y também é um espago de Banach.
Demonstragao. Veja [Meg98] Teorema 1.7.4. ¢ Teorema 1.7.7. ]

Definigao 2.3.10. Sejam X e Y espacos normados. Definimos L(X,Y) como sendo o

espaco de todos operadores lineares e continuos T : X — Y.

Definicao 2.3.11. Sejam X espaco normado e Y um subespaco de X. Definimos a funcao

quociente como sendo a func¢ao w: X — X/Y dada por w(z) = 7.

Lembramos que uma aplicacao linear 7' : X — Y entre espacos normados X e Y é aberta

se para todo aberto V em X, temos que 7'(V) é um aberto em Y.

Proposicao 2.3.12. Sejam X espaco normado e Y um subespaco de X. Entdo a funcao
quociente ™ € uma transforamcao linear continua e aberta. Além disso, se Y # X, entdo

temos ||| = 1.
Em geral, podemos definir uma fun¢ao quociente entre dois espacos normados.

Definigao 2.3.13. Sejam X e Z espacos de Banach. Dizemos que um operador q € L(X, Z)

€ um operador quociente se q € sobrejetora e aberta.

Teorema 2.3.14. Sejam X e Z espag¢os de Banach. Entao Z € isomorfo a um quociente de

X se e somente se existe uma fung¢ao quociente q : X — Z

Demonstrag¢ao. Suponha que Z é isomorfo a um quociente de X. Entao existem Y subespaco
fechado de X e T': X/Y — Z isomorfismo. Entao se 7 : X — X/Y é a fungao quociente, o
operador ¢ = T o w é um operador quociente entre X e Z.

Por outro lado, se existe um operador quociente ¢ : X — Z, entao o resultado segue de
[Meg98| Teorema 1.7.13. O

Um conceito que usaremos bastante ¢ o de subespaco complementado.
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Definicao 2.3.15. Sejam X um espaco vetorial e N e M subespacos de X . Dizemos que X
¢ a soma interna de N e M se NN M = {0} e se para todo x € X existemn € N em € M

tais que x = n + m.

Definicao 2.3.16. Sejam X um espago normado e M um subespaco fechado de X . Dizemos
que M é um subespago complementado de X se existe um subespaco N de X também fechado

tal que X € a soma direta de M e N.

Uma forma mais direta de verificar se um subespaco é complementado é através de

projecoes continuas.

Definicao 2.3.17. Seja X um espaco normado. Uma projecio continua € uma funcao P :
X — X linear e continua tal que P(P(z)) = P(z) para todo x € X.

Proposicao 2.3.18. Sejam X um espaco de Banach e M um subespaco fechado de X.
Entao M € um subespago complementado de X se e somente se existe uma projecao continua

P: X — X cuja imagem é M.
Demonstracao. Ver [Meg98| Corolario 3.2.15, pagina 299. ]

Vamos denotar o espago dual de um espago normado X por X*, isto é, X* = {z*: X —
F : z* é linear e continua}. Denotamos o espago bidual, isto é, o espago (X*)*, simplesmente
por X**.

Definigao 2.3.19. Definimos a inclusao canonica Q : X — X** por Q(z)(z*) = z*(x) para
cadax € X ex* € X*.

Dizemos que um espago normado € reflexivo se () € um operador sobrejetor.

Agora vamos relembrar os conceitos de topologia fraca e fraca* em espacos de Banach.

Antes disso, vamos definir o que é um espaco vetorial topologico.

Definicao 2.3.20. Seja X um espago vetorial e T uma topologia em X com as sequintes

propriedades:

1. A fungao soma S : X x X — X dada por S(z,y) =z +y € continua.

2. A fun¢ao multiplicagao por escalar M : F x X dada por M(«a,z) = ax € continua.
Entao dizemos que o par (X, T) é um espago vetorial topoldgico.

E claro que o exemplo mais basico de espago vetorial topologico sao os proprios espagos

normados. Além disso, estes sao espacos localmente convexos.

Definicao 2.3.21. Seja X um espaco vetorial topologico. Dizemos que X € um espago

localmente convexo se existe uma base de abertos convexos para a topologia de X .



2.3 ANALISE FUNCIONAL 17

Definicao 2.3.22. Sejam X um espaco vetorial topoldgico e A um subconjunto de X. Di-
zemos que A € limitado se para toda vizinhanga U de 0, existe um sy > 0 tal que A C tU

para todo t > sy.

Proposicao 2.3.23. Seja X um espago vetorial topoldgico e K C X compacto. Entao K é

um conjunto limitado.
Demonstragao. Ver [Meg98| Proposigao 2.2.11, pagina 170. ]

Definigao 2.3.24. Sejam X um espago vetorial topoldgico e (T,)nen uma sequéncia em X.
Dizemos que (Zy)nen € uma sequéncia de Cauchy se para toda vizinhanga U de 0, existir um

N € N tal que x,, — x,, € U para todos n,m > N.
Proposigao 2.3.25. Toda sequéncia de Cauchy em um espago vetorial topoldgico € limitada.
Demonstragao. Ver [Meg98| Proposigao 2.2.12, pagina 171. ]

Definigao 2.3.26 (Topologia Fraca). Seja X um espago normado. A topologia fraca em X
€ a menor topologia para a qual todos funcionais x* € X* sao continuos com respeito a esta

topologia. Denotamos a topologia fraca em X por o(X, X*).

Teorema 2.3.27. Um espago normado X munido da topologia fraca é um espaco vetorial

topoldgico localmente convezxo.
Demonstragao. Ver [Meg98| Teorema 2.5.2, pagina 212. O

Observacgao 2.3.28. Uma base de abertos para a topologia fraca é a familia de todos abertos

do tipo
V(z;ay, ..,z e) ={y € X : |z} (x) — 2} (y)| < € para todoi=1,...,n},

ondex € X, x3,...,z;, € X* ee > 0.

Definigao 2.3.29 (Topologia Fraca*). Sejam X wum espago normado e QQ : X — X**
a inclusao candénica no espaco bidual de X. Entao a topologia fraca* em X* € a menor
topologia em X* para a qual todos funcionais f € Q(X) sao continuos com respeito a esta

topologia. Denotamos a topologia fraca™ em X* por o(X*, X).

Teorema 2.3.30. Seja X um espaco normado. Entao X* munido da topologia fraca™ é um
espaco vetorial topologico localmente convexo. Além disso, se X for um espaco reflexivo, as

topologias fraca e fraca™ em X* coincidem.
Demonstragao. Ver [Meg98| Teorema 2.6.2, pagina 224. ]

Observacao 2.3.31. Uma base de abertos para a topologia fraca* € a familia de todos abertos

do tipo
V(z*5 21, .y xn,€) ={y" € X*: |x*(2;) — y* ()| < € para todo i = 1,...,n},

onde x* € X*, x1,...,x, € X e€>0.
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Teorema 2.3.32 (Banach-Alaoglu). Seja X um espago normado. Entdo o subconjunto Bx«

€ fraco® compacto.
Demonstracao. Ver [Meg98| Teorema 2.6.18, pagina 229. ]

Proposicao 2.3.33. Sejam X espaco normado e @ : X — X™* a inclusao candnica. Entao
Q é um homeomorfismo entre (X,o(X, X)) e (Q(X),7), onde T € a topologia de subespago
de Q(X) com respeito a topologia o(X**, X*) em X**.

Demonstragao. Ver [Meg98| Proposigao 2.6.24, pagina 232. O

Corolario 2.3.34. Seja X um espacgo reflexivo. Entao Bx € compacto com respeito a topo-

logia fraca de X.

Demonstragao. Temos que Q(By) = B+, que é o(X**, X*)-compacto pelo Teorema 2.3.32.
Assim, pela proposicao 2.3.33, Bx é um conjunto compacto com respeito & topologia fraca
de X. ]

Os proximos dois resultados destoam um pouco do resto da se¢ao mas serao usados no

capitulo 4.

Teorema 2.3.35 (Ernest Michael). Sejam X e Y espacos de Banach e T : X — Y um
operador linear continuo e sobrejetor. Entao para cada A > 1 existe uma fun¢do continua
p Y — X satisfazendo

1. o(y) € T'{y}] para cada y € Y.
2. el < Ainf{[|z[| : = € T~ [{y}]} para caday €Y.
3. play) = ap(y) para todo a € F e para todo y € Y.
Demonstragao. Ver [Mic56] Proposigao 7.2, pagina 375. ]

Teorema 2.3.36 (Teorema do ponto fixo de Schauder). Sejam X espagco de Banach e

K C X um compacto convero. Entao toda fun¢ao continua f: K — K tem um ponto fizo.

Demonstragao. Ver [Sch30)]. O

2.3.2 Redes

Como vamos trabalhar com espacos vetoriais topologicos, o conceito de rede é conveniente

para verificar algumas propriedades topoldgicas, como compacidade.

Definigao 2.3.37. Um conjunto dirigido é um conjunto I # () com uma relacao =< satisfa-

zendo:

1. o <« para todo o € 1.
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2. a =B ef =y implicam o X v para todo o, 5,y € I.
3. para todos o, B € I, existe vo5 € I tal que & X Va5 € 8 = Yazs-

Definicao 2.3.38. Sejam X um conjunto e I um conjunto dirigido. Uma rede em X € uma

fungao f: I — X. Se f(a) = x, para cada « € I, podemos denotar f por (xa)aer-

Quando nao for necessario explicitar o conjunto de indices I, vamos omiti-lo para nao

sobrecarregar a notagao.

Defini¢ao 2.3.39. Sejam X um espago topoldgico e (r4)o uma rede em X. Dizemos que
(Ta)a converge para x € X se para cada aberto U de X contendo x, existe ay € I tal que

ay S a implica x, € U.

Proposicao 2.3.40. Se X ¢ um espaco topologico Hausdorff, entao o limite de uma rede

(Ta)a, caso ezista, € unico.
Demonstra¢ao. Ver Proposigao 2.1.17 [Meg98|, pagina 145. ]

Podemos denotar entao o limite de uma rede convergente (z,), em um espago topologico
Hausdorff por lim x,,.
«

O resultado a seguir caracteriza fungoes continuas através de redes.

Proposicao 2.3.41. Sejam X e Y espacos topologicos, xg € X e f: X =Y uma funcao.
Entao [ € continua em xy se e somente se im f(x,) = f(xo) para qualquer rede (4)q

convergindo para xo em X.
Demonstragao. Ver Proposigao 2.1.21 [Meg98|, pagina 146. O

Para caracterizar conjuntos compactos por redes assim como caracterizamos compactos

em espagos métricos com sequéncias, precisamos do conceito de subrede.

Definicao 2.3.42. Sejam I um conjunto dirigido e J C I. Dizemos que J € cofinal se para
cada o € I, existe B, € J tal que o = fB,.

Definigao 2.3.43. Sejam X um conjunto, I um conjunto dirigido e f : I — X uma rede

em X. Suponha ainda que J € um outro conjunto dirigido e g : J — I uma funcao tal que
1. g(B) = g(B2) para By 2 By em J.
2. g[J] € cofinal em 1.

Entao a rede fog:J— X € chamada de subrede de f.

Proposicao 2.3.44. Sejam X um espago topologico e K C X. Entao K é compacto se e

somente se toda rede em K admite uma subrede com limite em K.

Demonstragao. Ver [Meg98| Proposi¢ao 2.1.37, pagina 152. O]
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Assim como acontece com sequéncias, podemos caracterizar quando uma rede converge

na topologia fraca ou fraca* de um espago normado da seguinte forma:
Proposicao 2.3.45. Seja X um espaco normado.

1. Uma rede (x4)q em X converge para x € X na topologia fraca se e somente se a rede

em F dada por (x*(x,))a converge para x*(x) para todo z* € X*.

2. Uma rede (), em X* converge para x* € X* na topologia fraca® se e somente se a

rede em F dada por (x%,(x))s converge para x*(x) para todo x € X.

Demonstracao. Ver Proposigao 2.4.4 [Meg98|, pagina 204. H

2.3.3 Ultrafiltros e Ultraprodutos

Agora iremos introduzir os conceitos de ultrafiltros e ultraprodutos. Com essas ferra-
mentas em maos, iremos obter diversos resultados a respeito de isomorfismos Lipschitz e
homeomorfismos uniformes entre espagos de Banach, que serao definidos nos capitulos futu-

Ios.

Definicao 2.3.46. Seja Z um conjunto nao vazio. Um filtro em Z é um subconjunto F de
P(Z) satisfazendo:

L0¢F.
2. ACBeAeF, entio Be F
3. Se A,B e F, entito ANB € F.

Um ultrafiltro em I € um filtroUd em I que € maximal, isto €, se F € um filtro em I contendo
U, entao F =U.

Proposicao 2.3.47. Sejam I um conjunto nao vazio e U um filtro em Z. Entao U € ultra-

filtro se e somente se para todo A C L, temos A € U ou A° € U, mas nao ambos.

Demonstracao. Suponha que U seja um filtro que nao satisfaz a propriedade acima, isto ¢,
existe A € 7 tal que A ¢ U e A° ¢ U. Suponha sem perda de generalidade que A # () (caso
contrario consideramos Z = A¢). Veja que nao podemos ter AN B = () para algum B € U,
pois teriamos B C A€ e pela propriedade 2 de filtro, obteriamos A¢ € U, uma contradicao.
Definimos entdo um conjunto F = {C C Z : ANB C C para algum B € U}. Note que ) ¢ F
e que a propriedade 2 de filtro vale pela definicao do conjunto. Se C', D € F, entao existem
B¢ e Bp em U tais que ANBs C C e ANBp C D. Mas entao AN (BeNBp) CCNDe
temos que Be N Bp € U pois U é um filtro. Portanto F é um filtro contendo U/ e contendo
A, logo U nao é maximal, isto é, nao é um ultrafiltro.

Por outro lado, suponha que U nao seja um filtro maximal. Entao existe um filtro F contendo
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U propriamente, isto é, existe A € F \ U. Pelas propriedades 1 e 3 de filtro, ndo podemos
ter A° € U pois caso contrario, A€ Fe () = AN A° € F. Portanto A ¢ U e A° ¢ U. Isto &,
se para todo A C Z, tivermos A € U ou A° € U, devemos ter que U é um ultrafiltro. m

Definicao 2.3.48. Seja U um ultrafiltro em Z. Dizemos que U € principal em um ponto
r €T se {x} € U. Dizemos que U € nao principal caso U nao seja um ultrafiltro principal

em nenhum ponto de I.

Proposigao 2.3.49. Sejam Z um conjunto nao vazio e U um ultrafiltro em I. Temos:
1. U é um ultrafiltro principal em x € I, se e somente seld = {A CZL:x € A}.
2. SeU € nao principal, entao U nao pode conter conjuntos finitos.

Demonstragao. 1) Note que se A € U, necessariamente temos x € A pois caso contrario
0 =ANn{z} elU. LogoU C {A CZI:ux € A} e aigualdade vale pois {A C Z :z € A}
é¢ um filtro contendo U, que é maximal. Para a volta, basta provarmos que 4 é um filtro
maximal. De fato, seja F é um filtro tal que Y C F. Se A € F, temos que {z} N A € F e
pela propriedade 1) de filtro temos z € A. Assim F = U.

2) Suponha por contradi¢ao que A seja finito e A € U. Como U é nao principal, para
cada a € A temos que {a} ¢ U. Pela proposigao anterior, {a}® € U para todo a € A. Mas

entdao ) = AN () {a}°) € U pela propriedade 3 de filtro, obtendo uma contradigao. O
acA

Definigao 2.3.50. Seja X um espago topoldgico Hausdorff, (x,)neny uma sequéncia em X e
U um ultrafiltro nao principal de N. Dizemos que x € o ultralimite de (x,)n,en Se para todo

aberto V' contendo xz, temos {n e N:xz, e V} € U.

Observagao 2.3.51. Sob as condi¢des acima, afirmamos que o ultralimite de (x,,)nen, caso
exista, € unico. De fato, sejam x e y ultralimites distintos da sequéncia acima. Como X é
Hausdorff, existem abertos U eV tais quex € U,y € V e UNV = (. Mas entao o ultrafiltro
U ird conter o conjunto {n e N:z,, e U}N{n eN:x, € V} =0, o que nao pode ocorrer
em um filtro. Podemos entao escrever o ultralimite da sequéncia (x,)nen como 711151{ T

Também vale observar que sempre que existir o limite tradicional de uma sequéncia, este
ponto serd o ultralimite da sequéncia para qualquer ultrafiltro nao principal U em N. De
fato, sejam (z,)neny umas sequéncia convergente e r = qlligl\I Tp. Se U € um ultrafiltro nao
principal em N, entdo para cada aberto V' contendo x, temos que {n € N : x, € V} é um
conjunto cofinito pela definicao de limite de sequéncias. Portanto, pela Proposicao 2.3.49

temos que {n € N:x, € V}* ¢ U e seque da Proposi¢cio 2.3.47 que {n e N:z, € V} € U.

Lema 2.3.52. Sejam X e Y espagos topoldgicos Hausdorff, f : X — Y continua e (z,)n

uma sequéncia em X cujo ultralimite © = limx,, existe. Entao lim f(x,) existe em Y e
nel

) nel
lim f(r0) = f(2).
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Demonstracao. Seja V' C Y um aberto contendo f(z). Entao, como f é continua, existe um
aberto U C X contendo x tal que y € U implica f(y) € V. Como = = hrg Zn, temos que
ne

{n € N:x, € U} € U. Mas pela escolha de U, temos
{neN:z,eU}C{neN: f(z,) eV}

Portanto {n € N: f(z,) € V} € U e pela arbitrariedade de V, segue que f(z) = linl\ll f(xn).
ne
[

Lema 2.3.53. Sejam U ultrafiltro nao principal em N, (x,) e (yn) sequéncias reais cujo
ultralimite existe e suponha que exista D € U tal que x, < y, para cada n € D. Entao

limz, < hm Yn-
neu ne

Demonstragao. Suponha que lirzr}{ T, > lim Yn. Sejam (a, b) e (¢, d) intervalos contendo hm Yn,

e hrg Zn, respectivamente, e tais que b < c. Entao tomamos Dy = {n € N:y, € (q, b)}ﬂ{n €
ne

N : 2, € (¢,d)}. Temos que Dy € U pois ¢ a intersegdo de dois elementos de U e logo

Dy N D # (), que é uma contradicao pois existiria n € D tal que z,, > y,. O

Lema 2.3.54. Sejam (z,)nen uma sequéncia em um espago topoldgico K compacto e Haus-

dorff e U um ultrafiltro nao principal. Entao existe o ultralimite linz} Tn-
ne

Demonstracao. Suponha por contradi¢cao que nao exista o ultralimite. Entao para todo x €

K, existe um V, aberto contendo z tal que {n € N : z,, € V,} ¢ U, isto é D,={neN:
x, ¢ V,} € U. Por compacidade, existem vy, ...,y,, € K tais que K = U Vy,. Entao para

1=

todo n € N, existe 1 <14 < m tal que z,, € V,,, isto ¢, n ¢ D,, eportanto@ Niey Dy, €U,

uma contradicgao. O

Definigao 2.3.55. Seja X um espago de Banach. Definimos lo(X) como sendo o espago

de todas sequéncias limitadas em X munido da norma ||(x,)nen|| = sup ||z,||-
n

Observagao 2.3.56. Se X ¢ um espago de Banach, entao ((X) é um espaco de Banach.

Definicao 2.3.57. Sejam X wum espaco de Banach e U um ultrafiltro em N. Definimos

cou(X) como sendo o subespago de Lo (X) dado por coy(X) = {(Tn)nen € loo(X) : lirg Ty =
ne

0}.

Lema 2.3.58. Sejam X um espago de Banach e U um ultrafiltro em N. Entdo coy(X) €
um subespago fechado de oo (X).

Demonstragao. Vamos mostrar que ¢y (X) é fechado. De fato, sejam (x,,)nen uma sequéncia
em coy(X) convergente a © € (o(X) e € > 0. Queremos mostrar que Dy = {k € N: z(k) €
(—e,€)} € U. Seja N € N tal que ||z — xzn|| < /2. Sabemos que D1 = {k € N : zy(k) €
(—€/2,¢/2)} € U pois xy € cou(X). Veja que se k € Dy, entdo

[2(B)| < fex —an(R)] + [en (B)] < o —ax]l + [en(F)] <
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logo Dy C Dy e portanto Dy € U. O

Definicao 2.3.59. Sejam X um espaco de Banach e U um ultrafiltro em N. O ultraproduto

de X com respeito ao ultrafiltro U é o quociente loo(X)/cou(X) e o denotamos por Xy.
Observacao 2.3.60. Note que Xy € um espaco de Banach pelo Lema 2.5.58.

Proposicao 2.3.61. Seja X um espago de Banach. Entao a norma || - || em Xy pode ser

dada por

| ller = Lim [z
para cada T € Xy e (Tp)pen € T

Demonstragao. Seja T € Xy e © = (Ty)neny € T. Seja L = lirrd |zn]|, que existe pelo Lema
ne
2.3.54. Queremos mostrar que L = inf ||z||o. Seja e > 0. Entdao D = {n € N : |||z,|| — L| <
ZET

€} € U por defini¢ao de ultralimite. Definimos uma sequéncia y = (Y, )nen em Lo (X) por

0 nebD
z(n) n¢D

y(n) =

Entao linbll y(n) =0 elogo z —y € T. Além disso, como =, —y, =0sen ¢ D e x, —y, = x,
ne
se n € D, segue que
inf ||2[loc < |z = ylloo = sup [z — yull = sup [|z,[| < L+ e
zZET neD

neN

Como € é arbitrario, segue que iI€1£ |2]|cc < L.
zexr

Por outro lado, sejam € > 0 e y = (Y )nen em Lo (X) tal que 1111611{11 yn = 0. Considere
D={neN:|yl <e}n{neN:||z,] — L| <€}
Veja que D € U pois é uma intersecao de elementos de U e logo existe k € D. Mas entao
12 = Ylloo = llzr — wrll = llzll = llyall > L — € — € = L — 2e.
Como y foi escolhido arbitrariamente, segue que
inf sl = i0f iz = wllw > o~ gl > L= 2

Como € foi escolhido arbitrariamente, concluimos entao que inf ||z||o > L e portanto vale a
ZET
igualdade. O]

Proposicao 2.3.62. Sejam X um espaco de Banach reflexivo e U um ultrafiltro nao prin-

cipal em N. Entao X € isométrico a um subespaco complementado de Xy .
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Demonstracao. Podemos identificar X com um subespacgo de X;, através da funcao I : X —
Xy, dada por I(z) = (#,)nen, onde z, = x para todo n € N. Vamos mostrar que I[X] é
complementado em X;;. Como X ¢é reflexivo, para todo (2, )nen € loo(X), existe o ultralimite
w— 7111612 x, na topologia fraca de X. Note que se (Yn)nen € m, temos }llerg(xn —Yn) =0

e entao w — lin&(mn — y,) = 0. Podemos definir entao a fungao P : Xy — X por
ne

P((n)nen) = w — lirg x, para cada (z,)nen € Xy.
ne

E direto que P ¢ linear. Além disso, se (z,,)nen € Xy, tome z* € Sx- tal que 2*(P((2,)nen)) =

| P((xn)nen)||- Entao aplicando o Lema 2.3.52, temos

[P((zn)nem) | = 2" (P((£n)nen))]

= |z"(w — ilerg Tp)|

: *
[lin 2" ()]

— 3 *
= lim | (z)

lin |

IN

[(Zn)nenl-

Portanto P é um operador linear com norma 1. Por fim, se z € X, entao

P(I(z)) =w—limz = z.

neu

2.3.4 Propriedades locais de Espacos de Banach

Neste secao, o conceito de estrutura local se refere a estrutura dos subespacos de dimensao

finita de um espago de Banach. Nossa referéncia principal sera [AK98|.

Definicao 2.3.63. Uma sequéncia de Rademacher é uma sequéncia (£,)nen de varidveis
aleatdrias mutualmente independentes definidas em um espago de probabilidade (2, F,P)

tais que P(§, = 1) =P(§, = —1) = 1.

Para nao pesar a notacao, vamos estabelecer ¢, = 41 nos indices sempre que estiver

estabelecido um n € N e quisermos percorrer o conjunto das n-uplas {(ey, ..., €,) : € = £1}.

Proposicao 2.3.64. Sejam (&), umas sequéncia de Rademacher, X um espago de Banach

exy,....,t, € X. Entao

SIS amls =52 30 1Y aal.
k=1

=11 k=1
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n
Ou seja, a primeira integral € a média do conjunto {|| >_ exxi|| : (€1, ...
k=1

Demonstrac¢ao. Vejamos primeiro que

ven) €{=1,1}"}.

25

onde N tem medida nula. De fato, se w ¢ |J ([ (& = €)), existe 1 < k < n tal que

€= :l:lkl

&(w) ¢ {—1,1} e assim N C U &R\ {—1,1}], que é uma unido finita de conjuntos de

medida nula pela definicao de sequenc:1a de Rademacher. Mas entao

JACCEEEY /ﬁ D SIBEA

k=1

- / 1D evldeo
ep==t1 1 Ee=cr) k=1
- Z ﬂ §e = €k))HZ€k$k”'
k=1 k=1

ep==x1

Como as variaveis aleatorias sao independentes, temos que

e segue resultado.

]

Definigao 2.3.65. Seja (&) umas sequéncia de Rademacher. Um espago de Banach X tem

tipo de Rademacher p para algum 1 < p < 2 se existir uma constante C' tal que para cada

sequéncia finita 1, ..., x, € X, temos

(Bl Y &xalP)? < O llzalP) 7.
i=1 =1

De forma andloga, um espag¢o de Banach X tem cotipo de Rademacher q para algum 2 <

q < oo se existir uma constante C' tal que para cada sequéncia finita xq, ...,

(D Nzl < CEI Y &) 2.
i=1 =1

Exemplo 2.3.66.

1. Pela desigualdade triangular, todo espago de Banach tem tipo 1 e cotipo co;

T, € X, temos
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2. Todo espaco de Hilbert tem tipo e cotipo 2.
3. Se 1l <p<2, entao L,(1) tem tipo p e cotipo 2.

4. Se2 < q < oo, entido Ly(p) tem tipo 2 e cotipo q.

Demonstracao. 2) Segue da Lei do paralelogramo generalizada, veja [AK98| Proposigao 6.2.9.
Para 3) e 4), indicamos [AK98| Teorema 6.2.14. O

O conceito de representabildiade finita é usado para dizer quando dois espagos de Banach

tém a mesma estrutura local.

Definicao 2.3.67. Sejam X e Y dois espagos de Banach isomorfos. Definimos a distincia
de Banach-Mazur por d(X,Y) = inf{||T|||T7||: T : X — Y € um isomorfismo}.

Definicao 2.3.68. Sejam X e Y espacos de Banach de dimensao infinita. Dizemos que X
€ finitamente representdvel em Y se para qualquer subespaco E C X de dimensado finita e

€ > 0, existe um subspago de dimensao finita F' de Y com dimF = dimE e d(E,F) < 1+e.

Observacao 2.3.69.

1. Todo subespacoY de dimensao infinita de um espaco de Banach X de dimensao infinita

¢ finititamente representdvel X .

2. Essa propriedade € transitiva: ou seja, se X, Y e Z sao espagos de Banach de dimensao
nfinita tais que X € finitamente representdvel em'Y e Y € finitamente representdvel

em Z, entao X € finitamente representdvel em Z.

Definigao 2.3.70. Sejam 1 < p < oo en € N. Definimos o espago £;; como sendo o espago

R"™ munido da norma || -||,. Definimos ainda o espago (7, como sendo R" munido da norma

I Mloo-
Exemplo 2.3.71. Todo espaco de Banach € finitamente representdvel em cg.

Demonstracao. Sejam X um espaco de Banach e £ um subespaco de X de dimensao finita.

1 *

Sejam € > 0 arbitrario e v < 1 tal que = < 1+ e Tome e],...,e; € Bpg- tais que

Bg« C |J B(e};v). Definimos entao T': E — (7 por T'(e) = (e} (e)),. Veja que
i=1

i

I = sup @) = sup ( mox [ei(e) ) < el < 1

e€Bp e€Bg

=1,...,

pois cada €] € Bp«, assim ||T']| < 1. Seja e € Sg. Pelo Corolario 2.3.6, existe e* € S}, tal que

e*(e) = 1. Seja ip € {1,...,n} tal que [|e* — e || < v. Temos entao que

le™(e)] = les, (e)] < fe™(e) — e (e)] <l —efll < v
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e assim
[T ()] = max |ej(e)| = [ej,(e)| > 1 —v.

i=1,...,

Temos assim que 7' ¢ um isomorfismo na imagem e que ||77!|| < £. Portanto

_ 1
ITIT ) < —— < 1+e

]

Lema 2.3.72. Sejam X um espaco de Banach e E um espago normado de dimensao finita.

Suponha que x1,...,x, € E sejam tais que Sg C |J B(x;,€), onde 0 < € < 1. Suponha
i=1
que T : E — X seja wma transformagao linear satisfazendo 1 — e < ||T(x;)|| < 1+ € para

1 <14 <n. Entao para todo e € E temos

1—3e 1+e€
<|\|T < .
e < @l < 1 el
Demonstragao. Sejam e € E tal que |le|| =1 e z; tal que ||e — z;|| < e. Entao

IT(e)ll < IT(e) = T (Il + 1Tzl < [[Tlle+ (1 +€).

Logo
T[] < [|T[le + (1 +€),

e assim ||T|| < {=£. Por outro lado,

1T > [T ()|~ 7€) = Ta)l| > (1 =€) ~ [Tl > (1 - €) = e = -

Proposicao 2.3.73. Sejam X e Y espacos de Banach de dimensao infinita. Entao

1. Xy € finitamente representdvel em X para todo ultrafiltro nao principal U em N;

2. Se Y € separdvel, entao Y € finitamente representdvel em X se e somente se Y €

1sométrico a um subespaco de Xy.

Demonstragao. 1) Fixemos representantes x € T para todo T € Xy,. Sejam E um subespago

n
de Xy de dimensao finita, v > 0 e Ty, ...,T, € Sg tais que Sg C |J B(Z;;v). Para cada
i=1

i € {l...,n}, temos que

1= [[Zillx, = lm [lzi(n)]],

logo existe um A; € U tal que 1 — v < ||z;(n)|| < 1+ v para cada n € A;. Tomamos entao

A=A €U. Seja k € A qualquer. Definimos entdo 7' : E — X por T(Z) = z(k). Note
i=1
que

L—v <|T@)| = =k <1+v
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Pelo Lema acima, ||T']||77']| < 1+ € desde que v seja escolhido de forma que {55 < 1+ e.

2) Suponha que Y seja finitamente representavel em X. Vamos provar que Y é isométrico a
um subespago de X,. Seja (E,)neny uma sequéncia crescente de subespagos de Y de dimensao
finita cuja unido K = |J E, é densa em Y. Para cada n € N, seja T, : F,, — X tal que
1-1/n<|T,|]| <L Dggjlimos entdo L : E — ((X) por

0 e ¢ by

Ti(e) e€ Ey

L(e)(k) =

Note que L nao é necessariamente linear, mas L(x +y) — L(z) — L(y) ¢ zero a partir de um
certo k. De fato, se x € Ej e y € Ejs, seja | o maximo dos dois. Entao z,y e x 4y pertencem

ao espaco Ej e logo
L(z +y)(n) = Tu(z +y) = Tu(z) + Tuly) = L(z)(n) + L(y)(n)

para todo n > [I. Se q : {o(X) — Xy é a funcdo quociente, entdo go L : E — Xy é um
operador linear bem definido. Vamos provar que é uma isometria: seja e € F e € > 0. Seja

k suficientemente grande tal que e € Ej e 1/k < e. Entao para todo n > k, temos
(L=e)llell <X =1/k)[lell < (X =1/n)le]| < [ Tn(e)|| < [le]].

Assim, como |[q o L(e)[| = lim [|Ti(e)[], segue que [lg o L(e)]| = [le]|
S
Por outro lado, se Y é isométrico a um subespago de Xj;, segue de 1) que Y é finitamente

representavel em X. O

O teorema abaixo nos diz que, de certo modo, todo espaco ¢é reflexivo localmente, isto é,

a estrutura local do bidual de um espaco é a mesma do espaco em questao.

Teorema 2.3.74 (Principio da Reflexividade Local). Seja X um espago de Banach. Sejam
F um subespago de dimensao finita de X** e G um subespaco de dimensao finita de X*.
Entao dado € > 0, existem um subespaco E de X contendo F N X com dimE = dimF e
um isomorfismo linear T : F — E tal que ||T|||T7|| < 1+ € e satisfazendo T(x) = x para
cada x € FNX e x*(T(z™)) = 2™ (") para cada z* € G e ** € F. Em particular, X** ¢é

finitamente representdvel em X.
Demonstragao. Indicamos [AK98| Teorema 11.2.4. O

Definicao 2.3.75. Dizemos que um espago de Banach X € superreflexivo se todo espaco de

Banach Y finitamente representdvel em X € reflexivo.

Definig¢ao 2.3.76. Seja 1 < p < oo. Um espago de Banach X €é chamado de espago L, se
existe uma constante X > 1 tal que para todo subespaco de dimensao finita E de X, existe
um subespago F' de X contendo E tal que d(F,£;') < A, onde m = dim F'.
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Teorema 2.3.77. Seja 1 < p < oo com p # 2. Entao um espago de Banach X € um espago
L, se e somente se X € isomorfo a um subespaco complementado de L, e nao € isomorfo a

um espaco de Hilbert.

Demonstragao. Indicamos [JL69]. O
Teorema 2.3.78. Sejam 1 < p < oo e X um espago L,. Entao Xy € um espaco L,.
Demonstracao. Veja |Bou83] Proposigao 1.22. O

Lema 2.3.79. Sejam X e Y espacos de Banach. Suponha que Y seja finitamente represen-
tavel em X e que X tem tipo p e cotipo q para 1 < p <2 e2<qg<oo. EntaoY tem tipo p

e cotipo q com as mesmas constantes de X.

Demonstragao. Seja (& )r umas sequéncia de Rademacher. Como X tem tipo p, existe uma

constante C' tal que para cada sequéncia finita x1,...,x, € X, temos

(Bl Y &xal?)? < O llal?) 7.
i=1 i=1

Vamos mostrar que Y tem tipo p. Sejam yy,...,y, € Y distintos. Sejam E o espaco gerado
por {y1, ..., Yn}, I um subespago de X com dimF = dimFE e¢ T : E — F isomorfismo tal que
ITIIT~]] <1+ e Entao

B Y &l = /||ZgZ JuulPdu(e))
= </Q||T1 Z& 22) [Pdps(w)) 7

< T IS ST )
< e 1T
< T IO Il

i=1

< (I+9C ZHy [ORES

Como € foi escolhido arbitrariamente, segue que
B &yl <O lwill?) .
i=1 i=1

A demonstragao que Y tem cotipo ¢ é anéloga.
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Capitulo 3

FUNCOES LIPSCHITZ ENTRE ESPACOS DE
BANACH

Vamos iniciar o capitulo com a definicao de funcao lipschitziana.

Defini¢ao 3.0.1. Sejam (M, dy) e (Ms,ds) espagos métricos e f : My — M. Dizemos
que f € uma funcgao lipschitziana, ou simplesmente Lipschitz, se existe A > 0 tal que
do(f(2), f(y)) < Ady(x,y) para todos x,y € M. Definimos ainda

da(f (), f(y))

cx,y € My, x :
awy Y 1”}

Lip(f) = sup {

A seguir, vamos definir uma classe de func¢oes entre espacos métricos mais abrangente

que as isometrias, porém bastante relevante para nosso estudo.

Definicao 3.0.2. Sejam M; e My espagos métricos. Dizemos que My e My sao Lipschitz
1somorfos se existir uma fungao wnvertivel f : My — My Lipschitziana tal que sua inversa

f~1 € Lipschitziana. Neste caso, dizemos que f € um isomorfismo Lipschitz.

Pelo Teorema de Mazur-Ulam A.0.3, sabe-se que isometrias sobrejetoras entre espagos de
Banach reais sao fungoes afim. Assim, isometrias preservam toda estrutura linear dos espacos
de Banach reais. O passo natural é estudar os isomorfismos Lipschitz e nos perguntar sob
quais condigoes conseguimos resultados semelhantes. Indicamos como referéncias [BLO0] e
[Kal0g].

O primeiro objetivo do capitulo vai ser demonstrar uma generalizacao do teorema de

Rademacher abaixo para espacos de Banach.

Teorema 3.0.3 (Rademacher). Seja f : R"™ — R™ uma fun¢do Lipschitz. Entao f € dife-

rencidavel quase sempre com respeito a medida de Lebesgue.

Demonstragao. Indicamos [EG92], segao 3.1.2. O

31
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Sabe-se de [Haa33] que dado um grupo topologico localmente compacto G, existe uma
tnica medida regular p em (G, Bor(G)) invariante por translagoes, chamada de medida de
Haar. Um caso particular é da medida de Haar é a medida de Lebesgue em R".

Por mais que um espago de Banach de dimensao infinita nao seja localmente compacto,
podemos definir o que ¢ um subconjunto Haar nulo de X e iremos provar que para certos
espagos de Banach Y, a menos de um conjunto Haar nulo de X, toda funcao f : X — Y
Lipschitz seré diferenciavel com respeito a Gateaux, onde este conceito de diferenciabilidade
serd definido nas sec¢bes seguintes. Ao longo do capitulo, todos espacos normados serao

espacos em R.

3.1 Conjuntos Haar Nulos

Os conjuntos Haar nulos vao traduzir o conceito de conjuntos com medida de Haar nula
para um contexto mais geral de espacos e sem precisar definir uma medida.
Em 2.2.2, definimos vetor aleatorio em espagos euclidianos. Essa definicao se estende para

os espacos de Banach.

Definigao 3.1.1. Sejam (Q, F,P) um espago de probabilidade e X um espago de Banach.

Dizemos que uma funcao & : 0 — X € um vetor aleatorio se & € uma fun¢dao mensurdvel.

Definigao 3.1.2. Sejam X um espago de Banach e h : X — [0,00] uma fun¢ao Borel-
mensurdvel. Dizemos que h é Haar nula se existem um espago de probabilidade (2, F,P) e
um vetor aleatorio § : Q — X tal que E(h(§ + x)) = 0 para cada © € X. Em particular,

dizemos que um boreliano A C X é Haar nulo se a fun¢io xa € Haar nula.

Proposicao 3.1.3. Sejam X um espaco de Banach e A C X boreliano. Entao A é Haar
nulo se e somente se existe uma medida de probabilidade p em (X, Bor(X)) satisfazendo
WA+ ) =0 para cada x € X.

Demonstracao. Sejam A um conjunto Haar nulo, (2, F,P) um espago de probabilidade e
£ : Q — X vetor aleatorio satisfazendo a condi¢do acima. Entao [, xa({(w) + 2)dP = 0
para todo x € X. Mas entao, para todo = € X, y4({(w) + x) = 0 para quase todo w € Q
com respeito a medida P. Assim, para todo z € X, temos {(w) ¢ A — z para quase todo w,
que é equivalente a dizer que P((7'[A — z]) = 0. Tomamos entdo p como sendo a medida
distribuicao de &.

Reciprocamente, tomamos § = Id : X — X. Tomando (2, F,P) = (X, Bor(X), 1), temos
para cada x € X que

E(xa(¢ + 1)) = /X xaly + 2)dp(y) = /X Yaoaydi(y) = (A —z) = 0

pois xa(y + x) = 1 se e somente se y € A — z. O
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Exemplo 3.1.4. Todo subconjunto boreliano A de R™ com medida de Lebesque nula € um
conjunto Haar nulo. De fato, seja ¢ : R" — [0,1] uma func¢ao Lebesgue integravel tal que

fRn o(x)dx = 1. Definindo
n(E) = / ¢(z)dx para cada E Lebesgue mensurdvel,
E

obtemos uma medida de probabilidade em (R™, Bor(R™)) tal que u(A + z) = 0 para todo
xr € R".

Definicao 3.1.5. Seja X um espago de Banach. Definimos o espago das fungoes limitadas

Cy(X) como sendo o espago de todas fungéoes f: X — R satisfazendo sup | f(x)| < oc.
zeX

Proposicao 3.1.6. A func¢ao || - || : Cop(X) — [0,00) dada por || f|l = sup |f(z)| define
zeX

uma norma completa em Cy(X)

Demonstracao. Segue da defini¢ao e desigualdade triangular em R que || - || é uma norma
em Cp(X). Vamos mostrar que é completa. Seja (f,,)nen uma sequéncia Cauchy em Cy(X).
Seja € > 0 e N tal que

sup | fu(2) = fin(@)| = || fa — finlloo < € para cada n,m > N.
xeX

Mas entao, para todo = € X, a sequéncia (f,,(z))nen € Cauchy e portanto converge para um

f(z) € R. Como € independe de = na equagao acima, temos que para cada x € X
|fn(x) — fi(z)] < € para cada n,m > N,
e tomando o limite em n obtemos para cada x € X
|f(x) — f(x)| < € para cada m > N

e portanto

sup |f(z) — fm(x)| < € para cada m > N,
rzeX

provando tanto que f € Cy(X) (pois f = fi+ f — fin) quanto que ||f — fiu]|lo < € para todo

m > N, ou seja, [ é o limite da sequéncia (f,)nen na norma || - ||so- O

Proposicao 3.1.7. Sejam (2, F) um espag¢o mensurdvel e
S=8,F)={pu:F—=R:pu éuna medida real satisfazendo |p|(X) < oo}.

Entao S é um espago vetorial real e a variagio total | - | : S — [0,00) (veja 2.1.23) define

uma norma em S.
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Demonstracao. Vamos mostrar que S é um subespaco do espaco vetorial de todas medidas

reais. Sejam pu,v € S e a € R. Veja que

lap|(X) = sup{Z|au(Ek)|:X:UEkeEkﬂEl:(Z)parak%l}
k=1

k=0

= sup{]a]Z\u(Ek)]:X:UEkeEkﬂEl:(ﬁparak#l}
k=1 k=0
— Jollul(X) < oo.

Além disso, temos que

lp+v[(X) = sup Z]uEk + v(Ey)| :X—UEkeEkﬂEl—Q)parak#l}

k=0

e
Il
—

k=0

< sup{Z|uEk|+Z|yEk X:UEkeEkﬂEl:@parak#l}
k=1
< ful(X

Segue entao tanto que S é um espago vetorial real quanto que | - | ¢ uma norma em S. [

Definigao 3.1.8. Seja X um espago de Banach. Definimos Pr(X) como o conjunto de todas
medidas de probabilidade em (X, Bor(X)).

Observagao 3.1.9. Veja que Pr(X) # (0 pois para cada x € X, a medida de Dirac dada
por

0 z¢ A
0. (A) = para cada A € Bor(X),
1 z€A

¢ uma medida de probabilidade em (X, Bor(X)).

A proposigao acima nos diz que Pr(X) é um subconjunto do espago normado S(X, Bor(X))

com a norma da variacao total. Mas podemos mergulhar Pr(X) no dual de Cy(X).
Proposicao 3.1.10. Existe um mergulho isométrico T : Pr(X) — Cy(X)*.

Demonstracao. Note que se p é uma medida de probabilidade em (X, Bor(X)), entdao a

funcao ¢, : C4(X) — R dada por

eulf) = /deu

define um funcional linear continuo em C,(X). Além disso, a norma deste funcional ¢ dada

/ \ sup / 1 llsodit = 1(X) = Ll
X I fllco=1

por

sup
Ifllco=1
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Além disso, tomando f = 1, obtemos

sup
[[flloo=1

[ |z 0x) =

be

Entéao a funcao T : Pr(X) — C,(X)* dada por T'(1) = ¢, é uma isometria entre Pr(X) e
um subconjunto de Cp(X)*. O

Podemos entao equipar Pr(X) com a topologia fraca estrela de C,(X)*, ou seja, p, — p

nesta topologia se e somente se [ fdu, — [, fdu para toda f € Cy(X).

Definigao 3.1.11. Sejam p,v € Pr(X). Definimos a convolugio como sendo a medida
pxv:F —[0,00) dada por

pxv(E) = /X,u(E —y)dv(y) para cada E € Bor(X).

Observacao 3.1.12. Note que
perlX) = [ pX = ghavly) = [ 1avty) = v(x) = 1.
X X

logo a medida [ p(E — y)dv(y) também é uma medida de probabilidade.

Definicao 3.1.13. Sejam X espago de Banach e A C X. Definimos para cada € > 0 o
conjunto A, C X por
Ac={ye X :d(y,A) <e€}.

Observagao 3.1.14. Veja que se AC X ey € X, entdo (A+y). = Ac+y para todo € > 0.

De fato, temos que

—y,A) = inf —z||= int — || = d(z, A
dz—y,A)=infllat+y—z|= if Jat+y—z|=dazA+y

logo, para todo € > 0 temos x € (A +y). se e somente se x —y € A..
A seguir vamos definir a métrica de Lévy-Prokhorov no espago Pr(X).
Lema 3.1.15. Sejam X um espaco de Banach e A C X e e > 0 Entao:

1 p(p,v) =inf{le >0: u(A) <v(A)+e€ ev(A) < u(A) + € para todo A € Bor(X)} é

uma métrica completa em Pr(X).
2. p(p*v,v) < p(p,dy) para cada p,v € Pr(X), onde éy € a medida de Dirac em 0.

Demonstragao. 1) Ver [Pro56].
2) Seja € > 0 tal que u(A) < dp(Ae) + € e 0g(A) < u(Ae) + € para todo A € Bor(X). Fixe
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A € Bor(X) e veja que dp((A—vy).) = 1 se e somente se 0 € (A—y). = A —y e isto acontece
se e somente se y € A.. Se f(y) = do(A — y). para todo y € X, entdo temos que f = x4, €

) = [ d=pivty) < [ (A= gdvt) + = [ xadvly) +e=va) +e

Por outro lado, como (A —y). = Ac —y e como dy(A —y) = 1 se e somente se y € A, temos

oA = /X WA~ y)duly) = /X H((A — y))dv(y)
> /Xéo(A—y)dV(y)—e

e
= v(A) —e

Portanto, como ¢ foi escolhido arbitrariamente, segue que p(u * v,v) < p(u, do). O

Teorema 3.1.16. Sejam X um espago de Banach e (Ay,)nen uma sequéncia de borelianos
de X Haar nulos. Entao \J A, € Haar nulo.

neN

Demonstracao. Vamos comecar demonstrando dois fatos.

Fato 1 : Se A e B sao Haar nulos, entao A U B também é um conjunto Haar nulo.

Demonstracao do Fato 1. De fato, sejam p e v as medidas dadas pela Proposi¢ao 3.1.3 para

A e B, respectivamente. Considere entao a convolugao p * v. Temos que para todo z € X,

/L*I/(A-FZL'):/

X

1A+ z —y)dv(y) = / Odv(y) = 0.

X

Também, como x +y € B se e somente se y € B — z, temos

/X vl 4+ y)du(y) = /X N—e(y)di(y) = v(B — ) =0,

e analogamente p(B —y) = [, xp(x + y)du(z). Segue entdo do Teorema de Fubini 2.1.18

que

w (B + 1) = /X W(B = y)dvly) — /X /X Vo + y)dp(a)dv(y)
— /}{XXXB(Hy)d(u@V)(ﬂC,y)
= /X /X x5(x + y)dv(y)du(x)

_ /XV(B — 2)dp(y) = 0.
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Entao para todo x € X, temos
puxv(AUB+x)=puxv((A+2z)U(B+2x))=0.

]

Fato 2: Seja A Haar nulo e 1 a medida dada por 3.1.3. Para cada vizinhanca aberta U
de Pr(X) contendo 4y, existe uma medida puy € U tal que py(A+ x) = 0 para todo = € X.

Demonstrag¢ao do Fato 2. Vamos mostrar para as vizinhangas béasicas U = V' (Jo; f1, .., fu, €)N
Pr(X), onde fi,..., fn € Cp(X). Tome V um aberto de X contendo 0 tal que |f;(0)— fi(y)| <
e/2paratodoy € Vei € {l,...,n}. Defina uy(E) = p(ENV)/u(V) para todo E € Bor(X).

Temos entao
po(A+2z) = pu((A+2)NV)/u(V) =0 para todo z € X.

Além disso, para cada i € {1,...,n} temos

/X sy — /X Fdpe

100(f3) — o (fi)| =

_ ﬁ(@—ﬁ /V fidu‘

1
i /<f1<> fi(2))du(z)

< 1 /Ifz )| du(x)

< e/2<e.

Logo puy € U e o fato segue. O

Em particular, tomando € > 0 e o aberto U = B(dg; €) em Pr(X), segue que para cada
A Haar nulo e € > 0, existe py tal que uy(A + x) = 0 para todo x € X e p(do, uy) < €.
Podemos entao construir para todo n € N uma medida p, tal que u, (A, +x) = 0 para todo
r € X e p(tin,d0) < 27™. Logo

onde «a é qualquer convolugao de medidas do conjunto {ug : k=1,....,n—1} e n € N. Assim,

N
a sequéncia dada por (][] #ux)nven ¢ Cauchy em Pr(X). Sendo Pr(X) um espago métrico
k=1
00 N
completo, estd bem definido o produto p = [] *pu = ]1\}11% [T *px- Veja que para cadan € N,
k=1 N g=1

temos p = pu, * vy, onde v, = [] *ux e logo, pelo que mostramos na prova do Fato 1, temos
k#n
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(A, + z) = 0 para todo n € N e para todo z € X. Portanto u( |J A, + x) = 0 para todo
neN

z e X. O

3.2 Integral de Bochner

Nesta secao vamos desenvolver o conceito de integracao de Bochner. O processo para
definir esta integral é muito analogo ao processo da integral de Lebesgue.
Vamos fixar um espago de medida o-finito (2, F, p).

m

Definigao 3.2.1. Uma funcao simples s : Q0 — X € mensurdvel se s =Y xa,x;, onde cada
i=1

A; € mensurdvel. Neste caso, definimos ainda fA sdp = > u(A;)z;.
i=1

Observagao 3.2.2. A defini¢cao da integral fA sdp independe da representacao de s.

Definigao 3.2.3. Uma fun¢ao [ : Q — X € mensurdvel se existe uma sequéncia (Sp)nen de

fungoes simples mensurdveis em (€, F, ) convergindo quase sempre para f.
Proposigao 3.2.4. Uma funcao f: Q) — X é mensurdvel se e somente se:
1. Para todo z* € X*, a fun¢io w — x*(f(w)) € mensurdvel.
2. Eziste A € F tal que pf(X \ A) =0 e [f(w) : w € A] € separdvel.

Demonstracao. Seja f: Q — X mensuravel. Seja (s,)nen uma sequéncia de fungdes simples
mensuraveis convergindo quase sempre a f. Seja entdo (z* o s,)nen s@0 fungoes simples
escalares convergindo quase sempre a z* o f, logo esta é mensuravel. Seja Y o subespaco
fechado de X gerado por todos s,[€2]. Veja que como cada s,[?] tem dimensao finita, ¥
é separavel pois é gerado por um conjunto enumeravel. Além disso, seja A € F tal que
f(z) = ng\l{ sp(x) para todo x € A e tal que (X \ A) = 0. Entdo f(z) € Y para todo x € A
e isto prova 2).

Para a volta, suponha sem perda de generalidade que existe um subespaco separavel Y
de X tal que f(w) € Y para todo w € Q. Por 2.3.7, podemos encontrar (y),ey em Sy«
tais que ||y|| = sup |y} (y)| para todo y € Y. Em particular, a fun¢do w — ||f(w) — y|| serad

mensuravel pois

[f(w) —yll = sup lyn (f(w) —y)l,

isto é, a fungao é o supremo de fungbes que sdo mensuraveis por 1), e assim também é

mensuravel. Seja entao € > 0, (Y, )nen densaem Y e A, = {w € Q : || f(w) —yn|| < €}. Temos

n—1
emtao Q = |J A, e definindo B, = A, \ Aieg= > x,xB,, temos que g é mensuravel
neN =1 neN
pois é limite de funges simples mensuraveis e || f(w) — g(w)|| < € por construcao. Logo f é

mensurével. O
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Defini¢ao 3.2.5. Dizemos que f : Q2 — X é Bochner integrdavel se existem (Sy,)nen Simples
mensurdveis convergindo quase sempre para f tais que lim [, ||s, — sp|ldp = 0, isto é, para
todo € > 0 existe N € N tal que n,m > N implica [, ||sn — sm|dp < €.

Definigao 3.2.6. Dado um espaco de medida (Q, F, i) e um espaco de Banach X, definimos
Li(p, X) como sendo o conjunto de todas funcgoes f: 2 — X Bochner integrdveis.

Proposicao 3.2.7. Sejam f : Q — X Bochner integrdvel e (sp)nen uma sequéncia de

funcoes simples mensurdveis satisfazendo as condigoes da definicao 3.2.5. Entdo

1. Existe F : Q — X mensurdvel tal que a fungao ||F|| : Q — [0,00) dada por || F||(w) =
|F(w)]|| pertence a Ly(u) e lirIR1I Jo IF = s |ldpe = 0.
ne

2. linl\ll fQ spdp existe e independe da escolha de (S,)nen-
ne

3. Jo lflidp € finito e lim || Jo sndull < Jo I flIdpe-

Demonstragao. 1) Seja (sp,); uma subsequéncia de (s, )nen tal que [o [|Sn,., (W) —sp, (W) |l dp <
k

27", Definimos para cada k € N gy = Y [[Sn,1; — S,
i=1

desigualdade de Minkowski 2.1.11 que

o
e g = S, — Snll. Segue da
i=1

k k
lgklln, < Z/ 80,1 (W) = 8p, (W) ||dpe < ZQ‘i < 1 para cada k € N.
i=1 /9

i=1

Segue entao do Lema de Fatou 2.1.9 que
lolle, = [ lot)idn = [ tinyint g (o) idn < i [ Jgu(o)ldn < 1
Q o k k Q

oo
Em particular, g(z) < oo quase sempre e logo a série s,, + Y (8p,,, — S5,) converge abso-
i=1
lutamente para um F'(z) quase sempre. Para os pontos para os quais a série nao convirja,
k
deixemos F(z) = 0. Como s,, = Sp, + Y (Sn;,; — Sn;), Segue que F(z) = lilm S, (x) quase
i=1

sempre. Seja € > 0. Existe N tal que [, ||$p — Sm||di < € para n,m > N. Param > N temos

entao, novamento pelo Lema de Fatou, que

LR = sl < [ 1F = soldp < timin [ 1, = sl <

Segue da desigualdade acima que lim [, ||[F' — sp|ldp = 0 e que ||[F|| € Ly(p), pois || F|| —
[snr1ll € La(p) e [[sniall € La(p).

2) Pela desigualdade triangular temos
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Assim, decorre que ( fQ Spdpt)neny € uma sequéncia Cauchy em X e logo convergente. Seja

F : Q — X construida em 1). Em particular, mostramos que existe uma subsequéncia de

(Sn)nen convergindo quase sempre para F. Logo F' = f quase sempre e linI% Jo If =sulldp = 0.
ne

Assim, se (r,)nen € outra sequéncia de fungoes simples satisfazendo as mesmas propriedades,

teremos que
/sndu—/rnduH < /sndu—/fduH+‘/fdu—/rndMH
Q Q Q Q Q Q

< [0 =salldu+ [ 17 =ralda
Q Q

e a ultima expressao tende a 0 pelo que provamos acima, mostrando que o limite independe

da escolha das fungoes simples.

3) Como existe o limite lilg Jo IIf = snlldp, existe n suficientemente grande tal que [, || f —
ne

Splldp < 1, e como

LA <1 = snll + llsall,

segue que
Jstan < [ 17 =saldn+ [ sl <1+ [ sl < oo,
Q Q Q Q
Além disso,
}Zig\ll /and,uH = lirglegnf /anduH

< liminf [ |[sa]/d
< 1g1€1Nn/QIIS [dp

< liminf/(Hf—SnH)du-i—/ 1 lldpe
neN Q Q

SALLS

]

Definigao 3.2.8. Sejam f : Q — X uma fungao Bochner integrdvel e (s, )nen uma sequéncia
de fungées simples convergindo quase sempre para f satisfazendo lim [, [|s, — sy l|dp = 0.

Definimos a integral de Bochner de f como sendo linﬁlI fQ Spdp e a denotamos por fQ fdu.
ne

Proposicao 3.2.9. Seja f : Q@ — X. Entao f é Bochner integrdvel se e somente se f é

mensurdvel e [, || flldp < oo.

Demonstracao. A ida segue da Proposicao 3.2.7. Para a volta, suponha também g finita.

Vimos na demonstragao de 3.2.4 que para cada ¢ > 0 existe uma g = > x,xp, tal que
neN
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| f(w) — g(w)|| < € para cada w € Q. Entao

ICE Zx

d= [ W@ =gl [l

i<n i>n

< en(@)+ /U 1)

i>n

Como a medida g ¢é finita e a medida E — [ | f|ldu ¢ absolutamente continua com
respeito a pu, segue pelo Teorema 2.1.27 que o limite da expressao acima é 0 e portanto f é
Bochner integravel.

No caso em que 2 é a uniao disjunta |J A, com p(A,) < oo para todo n € N, entdo
neN
f=> xa,f ecada xa,f é Bochner integravel, logo f é Bochner integravel. m
neN

Alguns teoremas classicos de integracao sao validos para a integral de Bochner.

Teorema 3.2.10. Sejam f Bochner integrdvel e f,, : 2 — X Bochner integrdavel para cada
n € N.

1. (Teorema da convergéncia dominada) Se f, — f quase sempre, e ||f.|| < g para

alguma g € L1(52), entdo
lim/ | f — fallde = 0.
neN 9}

2. Sejam Y Banach e T € L(X,Y). Entao T o f : Q — Y € Bochner integrdvel e

T(/Qfd,u> —/QTofdu.

3. Seja f:R™ — X em Li(mgm, X). Entao vale para quase todo u € R™:

1
lim —— — f(w)||dmgn(y) = 0.
/B ) = Sl )

r—0t mgm (B(u; 7))

4. Seja f R — X em Li(m,X) e F: R — X dada por F(z) = [; f(t)dt. Entio F ¢

diferencidvel quase sempre e F'(z) = f(x).

Demonstragao. 1) Note que ||f|| < g e || f — full <29, 0 que nos da f, f — f, € Ly(u, X).
Aplicando o Lema de Fatou para a funcao 2¢g — || f — f,.|| obtemos

/ggduz/(zg_nminfuf—fnu)du < liminf/(2g— I1f = full)dpe
Q Q neN neN 0
= /2gd,u+liminf(—/ 1f = falldp)
Q neN Q

— /ng,u—limSUP/ If = fulldp,
QO neN Q
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assim

nmsup/ If = fulldu <0,
neN Q

mas isto implica que
lim f— fulldu =0,
TLIGN/S; ” f H

provando o que queriamos.

2) Se (Sp)nen € uma sequéncia de fungoes simples convergindo a f quase sempre, (70 S, )nen

serd uma sequéncia de fungoes simples convergindo a T o f quase sempre, logo T o f é

/ IT o flldu < |7 / 1,
Q Q

que ¢é finito pois f é integravel. Logo T o f é Bochner integravel pela Proposicao 3.2.9. Por

mensuravel. Além disso,

k ~
fim, se f =371 x4, entdo

k

7 [ fd) = Y- wA)T () = [ T s

i=1

Em geral, basta tomar fungoes simples convergindo quase sempre a f.

3) Como a imagem de f é um subconjunto separavel de X, podemos supor sem perda
de generalidade que X é separavel. Seja (x,),eny uma sequéncia densa em X. Aplicando o

Teorema 2.1.14 para as fungoes u — || f(u) — x,||, obtemos que

. 1
1) =l = )

/ 1£(9) = 2l dmin ()
B(u;r)

para quase todo u € R™, para todo n € N. Segue dai e da desigualdade triangular que para

quase todo u € R™, temos para todo n € N

1
limsup ———
oot g (B 1))

[ 170 = Fliman ) < 2170 ~ )

Como (x,)nen € uma sequéncia densa, segue que o limite acima é 0, e o resultado segue.

4) Note que temos as seguintes desigualdades para todo r > 0

1 u 1 u+r
0=<5. | 17 (y) = fwlldy < o - 1/ (y) = f(w)lldy

e 1 utr 1 u+r
0< o 1£(y) = fwlldy < o - 1/ (y) — f(u)lldy

u
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Por 3) obtemos que
) 1 u+r
tim o [ )~ Sy = 0

logo
u u+r
iim [ 17w~ fldy =0t [ 15) - f)ldy =0

r=0t T Ju_

Pela desigualdade triangular obtemos

u u+r
lim | [ sy~ f@l =0 lm 1 [ @y f@)] <o

r—0t T
Mas . | e
;(F(u—i—r)—F(u)):—;/ f(y)dy para r <0
u—(—r)

e

1 [t

;(F(U—FT)—F(U)) = f(y)dy para r > 0.
Portanto

lim | (F(u+7) = F(u)) — f)]| = 0.

r—0 7

Definigao 3.2.11. Seja f : R" — X em Li(mgn, X). Seja u € R™ satisfazendo

1
im —— — f(uw)||ldmgn = 0.
(@Wﬂww> £ () [ dmgn (y)

r—0+ mgn (B(u;T))

Dizemos entao que u € um ponto de Lebesque.
Enunciemos um resultado classico na teoria de Anélise Real.

Teorema 3.2.12 (Radon-Nikodym). Seja (2, F) um espa¢o mensurdvel. Sejam p uma me-
dida positiva o-finita e v uma medida complexa absolutamente continua com respeito a fu.

Entao existe uma funcao g : 2 — C p-integravel tal que
v(A) = / gdp para cada A € F.
A

A seguir, vamos estudar os espagos para os quais vale este resultado (generalizando o
conceito de medida em C para medidas em espagos de Banach X). Esta propriedade sera

fundamental para que possamos linearizar fungoes Lipschitz.

Defini¢ao 3.2.13. Sejam (2, F) um espa¢o mensurdvel e X um espago de Banach. Uma

fungio 7 : F — X € uma X-medida se 7(0) = 0 e 7(U E,) = > 7(E,) sempre que
neN neN

(En)nen for uma sequéncia de mensurdveis disjuntos.

Exemplo 3.2.14. Seja f : Q2 — X Bochner integrdvel. Entao a fun¢ao 7 : F — X dada

por 7(A) = [, fdu para cada A € F define uma X -medida.
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Definicao 3.2.15. Seja X wm espagco de Banach. Diremos que X tem a propriedade de
Radon-Nikodym (Ou simplesmente X tem RNP) se satisfaz a sequinte propriedade:

Seja (2, F) um espago de medida. Sejam 1 uma X-medida e p uma medida escalar de
probabilidade em (Q, F) tais que ||7(A)|| < u(A) para todo A € F com u(A) # 0. Entao
existe uma fungao f € Li(u, X) tal que:

T(A) = / fdu para todo A € F
A

Teorema 3.2.16.

1. Todo espaco de Banach reflexivo tem RNP.

2. Se X = Z* para algum espaco de Banach Z e X € separdvel, entao X tem RNP.

Demonstragao. Ver [BLO0| Coroléario 5.12, pagina 107. O

Exemplo 3.2.17. ¢y e Ly nao tém RNP. Veja [BL0O0] pigina 103 para demonstragao.

3.3 Teorema de Rademacher para espacos de Banach

Nesta secao vamos finalmente demonstrar a generalizacao do teorema de Rademacher
para funcoes f : X — Y entre um espago de Banach X e um espago de Banach Y com RNP.
Vamos comegar restringindo o dominio ao intervalo [0, 1], depois considerarmos espagos

euclidianos até que finalmente vamos demonstrar para um espago de Banach X qualquer.

Definicao 3.3.1. Sejam X e Y espacos de Banach e f : X — Y wma fun¢ao. Dizemos que

f € Gateauz diferencidvel em xy € X se existe T' € L(X,Y) tal que lir% @ =0, onde
—

r(z) = f(xo +2) — f(x0) — T(2).
Além disso, chamamos T de derivada de Gateaux de f em xg.

Em Anélise, trabalha-se mais com o conceito de derivada de Fréchet, onde é necessario

que o resto r acima satisfaca lim TH(;C”)
[lz]| =0

condi¢oes mais gerais e sera o suficiente para nossas aplicagoes.

= 0. Entretanto, a derivada de Gateaux existe em

Lema 3.3.2. Sejam X e Y espacos de Banach e f : X =Y wuma funcao. Se f é Gdteaux

diferencidvel em xy € X, entao a derivada de Gateauzr de f em xy € unica.

Demonstragao. Sejam S e R em L(X,Y) satisfazendo Pr% stz) — (¢ ym r(tz)
— —

: OT:O, onde

s(x) = f(z + x0) — f(x0) — S(2) e r(z) = f(x + x0) — f(w0) — R().
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Entao para cada x € X et € R\ {0}, temos

S(tr) — R(tz)  r(tx) — s(tx)

S(a) ~ Rlw) = S T
Portanto, para cada x € X
0 = lim ritz) — s(tz) = S(z) — R(x)
t—0 t
Ou seja, S = R e o resultado segue. m

Por conta deste resultado, podemos denotar a derivada de Géateaux de f em z, por

Definicao 3.3.3. Sejam I C R um intervalo e f : I — R uma fun¢ao. Dizemos que f é
absolutamente continua se para todo € > 0, existe um 6 > 0 tal que para toda sequéncia de

intervalos disjuntos ((Tg, yr))ken satisfazendo (xg,yx) C I para cada k € N e

Z(yk — x) <0

keN

vale a desigualde

D (k) = flaw)| < 6.

keN

O resultado a seguir é um resultado cléssico de Analise Real.

Teorema 3.3.4. Sejam I C R um intervalo e f : I — R absolutamente continua. Entao

existe a derwada f'(z) para quase todo x € 1.
Demonstragao. Ver Teorema [Nie97| 20.8. O

Lema 3.3.5. Sejam X espago de Banach e f:]0,1] — X uma fungao lipschitziana. Entao
a fungao F :[0,1] — [0,00) dada por

F(z) = sup {Z | f(ai) = flai—1)]| :0=ap < a1 < ... < ay, = x} para cada x € [0, 1].
i=1

€ uma fungao crescente e lipschitziana.

Demonstragao. Sejam 0 < x <y < 1. Sejam ay, ..., a,, € [0,1] tais que 0 = ag < a; < ... <

apy = T. Seja apyy = y. Entao

m—+1

Z 1f(a:) — flai—1)]] < Z 1f(ai) = flaia)|| < F(y).
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Pela arbitrariedade da partigao, segue que F(x) < F(y).

Afirmamos agora que

F(y) = F(x) +sup{z lf(a;) = flai—)||:z=ay < a1 < ... < ap, = y}.

De fato, sejam b, ..., b,, € [0,1] tais que 0 = by < by < ... < b, = y. Seja 7 € {0,....,n} o

menor nimero tal que < b;. Entao

>_lfb) = Fon)l = Z 1£(B0) = F (i)l + Z 1£(b:) = Fbin)]

< Z 150 ~ £(b) 1+ 15— 05
+[LF (b \+ZHf Dl
< F(x)+sup {Z | f(a;) = flais1)||:x=ap < a1 < ... < ap = y} .

E segue do fato da particao ter sido escolhida arbitrariamente que

F(y) < F(x —|—Sup{z:||faZ fla;— 1)||:x:a0<a1<...<am:y}.

Por outro lado, sejam x = by < by < ... < b, =yed >0.Sejald=ay<a; <..<a,==xa
tal que

> Nf@) = flaia)| > Fz) =6
i=1
Temos entao que

Z Lf ) = fO)ll = D 1) = f(bimn)] + Z 1/ (i) = flaia)] = Z 1/ (i) = flai-a)|

y)— F(x)+6

IN
}ﬁ .

e como 0 ¢é arbitrario, segue que

ZHf fia)| < Fly) = F(x)

e como a particao é arbitraria, a afirmacao segue.
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Mas entao,
0< F(y)— F(x) = sup {Z If(a;) — flai—1)|| iz =ap < a1 < ... <ap= y}
i=1

< Lip(f)sup {Z(ai —ai 1) r=ag < ay < ...<ay = y}

i=1

= Lip(f)(y — ).

O
Teorema 3.3.6. Seja X um espaco de Banach com RNP. Entao toda funcgao f:[0,1] — X

Lipschitz é diferencidvel quase sempre.

Demonstragao. Seja F : [0,1] — [0,00) como no Lema 3.3.5. Entdo F' ¢ lipschitziana e pelo
resultado 3.3.4 e pelo Teorema Fundamental do Calculo, segue que F(z) = [" F'(t)dt+ F(0)
para quase todo x € [0, 1]. Definindo para cada A € Bor([0,1])

u(A) = /AF’(t)dt

obtemos uma medida absolutamente continua com respeito a medida de Lebesgue m e que

satisfaz F'(x) = u([0, x]) para quase todo z. Para cada aberto V' C [0, 1], podemos escrevé-lo

como a uniao disjunta |J(a;_1, a;) e definimos
i=1

(V)= Z(f(ai) — flai-1)).
i=1
Afirmamos que ||7(V)]| < u(V') para cada aberto V. De fato, vamos escrever V' como a unido

disjunta (J(a;—1,a;). Seja N € N. Entao, pelo que provamos no Lema 3.3.5
i=1

N

Z(f(ai) — flai-1))

i=1

IA
=
g
=
E
L

s

IA
7
=
B
|
=
B

|

Passando o limite em N, a afirmacao segue.
Como a medida de Lebesgue m é regular, para cada Boreliano A C [0, 1] existe um sequéncia

decrescente de abertos (V},)neny contendo A satisfazendo lir% m(V,) = m(A). Mas entao
ne
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7133\1] m(V, \ A) = 0. Como temos p < m (ver Definigdo 2.1.25), segue que 71}&1I p(Vp\A)=0e
assim }llenl% w(V,) = pu(A). Segue entéao que (7(V;,))nen € uma sequéncia de Cauchy, portanto
existe 7(A) = }Lié% T(V3,).

Entao 7 é uma X-medida e ||7(A)|| < u(A) para todo A € Bor([0,1]). De fato, se (V;,)nen €

uma sequéncia de abertos contendo A e satisfazendo lirrl\ll w(Vy,) = u(A), entao
ne

I (A =l [l (Vo) | < T (V)| = pu(A).

Portanto, como X tem RNP e p < m, existe g : [0,1] — X em L;(m, X) tal que

f(2) = ([0, 2]) + (0) = / "gyde + £(0)

quase sempre e assim g = f’ quase sempre por 3.2.10 4). L]

Lema 3.3.7. Sejam X eY espacos de Banach, xo € X e f: X — Y lipschitziana. Seja G

um subgrupo denso (aditivo) de X tal que existam as derivadas direcionais de f em xy nas

diregoes dos elementos de G e que a fungdo u — IltlIIOl(f(ZE + tu) — f(x))/t seja aditiva em
%

u € G. Entao f € Gateaur diferencidvel em xy.

Demonstracao. Para cada t # 0 definimos h; : X — Y por
hi(u) = (f(zo + tu) — f(xo))/t para cada u € X

e também para cada u € G, definimos

T(u) =lm(f(xo + tu) — f(z0))/t = Pi%ht(u)'

t—0

Note que ||ht(u) — he(v)]| < Lip(f)||u — v|| para cada t # 0. Temos entao que
1T (w) = T()|| < Lip(f)lju — o]l

para cada u,v € G. Veja que se (v, )nen € uma sequéncia em GG convergente, entdo a sequéncia
(T'(vy))nen € Cauchy e assim existe o limite lim 7'(v,, ) pen.
neN

Se v € X, definimos entao T'(v) = lirrﬁlI T(vy,), onde v, — v e v, € G para cada n € N. Veja
ne

que a defini¢do de T'(v) independe da sequéncia (v, ),en escolhida em G pois se (vg))neN e

(vg))neN sdo sequéncias em G convergentes a v, entao
1T = TP < Lip(f)l[of) — P — 0.

Nosso objetivo é mostrar que 7' = Dy(zp). Vamos provar primeiro que T'(v) = %ir%( flxo +
—

tv) — f(zo))/t. De fato, sejam v € X, (v, )nen sequéncia em G convergente a v e seja € > 0.
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Tome ngy grande o suficiente de modo que
lv = v, || < Lip(f)~'e/3 e [|T(vay) — T(v)[] < €/3.
Seja 6 > 0 tal que |t| < § implica ||T(vn,) — hi(vn,)|| < €/3. Entao

1he(v) =T ()| < [he(v) = he(vne) || + [ (0ng) = T (wno) Il + 1T (vng) = T (v)]]
< Lip(f)llv — vnll +2¢/3

€,

A

provando o que queriamos. Para finalizar a demonstracao basta provar que T é linear e
continua. Sejam u,v € X e (uy)nen € (Un)nen sequéncias em G convergindo a u e v, respec-

tivamente. Entao
I1T'(w) = ()| = i [ T'(u) = T(va)[| < lim Lip(f)l|un — vall = Lip(f)lJu = vl],
Assim T é uma fungao Lipschitz. Além disso segue da aditividade da hipotese que

T(u+v)= 7lllggI T (un + vy,) = }llgl\I T(upn) + }115\1] T(v,) =T(u)+ T (v)
Resta provar que T'(au) = aT'(u) para cada o € R. De fato, segue da aditividade que
T(nv) =nT(v) para todon € Z e v € X. Além disso,

1

—v
n

T(v) = T(n%v) — T (L),

logo T(%v) = 1T() e T(qv) = ¢qT(v) para todo ¢ € Q e v € X. Assim, se @ € R e (¢n)nen

T n

é uma sequéncia de racionais convergindo a «, temos que

T(aw) =lmT(g,v) = Lléer ¢, T (v) = aT(v).

neN

O

Definigao 3.3.8. Dizemos que uma fungio ¢ : R" — R tem suporte compacto se {x € R" : p(x) # 0}

€ um compacto de R™.

Observacgao 3.3.9. Note que se ¢ : R® — R € uma funcao continua com suporte compacto,
e se K ={xeR": p(z) #0}, entao

. lp(x)|de = /K lo(z)]dr < oo.

Lema 3.3.10. Sejam f : R® — X lipschitziana e ¢ : R* — R uma fungao C' com suporte
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compacto. Definindo a convolugao por

9(x) = f*p(x) = . f(y)p(x —y)dy para cada © € R".

Entao temos que

1. A convolugao é comutativa, isto €,
g(x) = flz —y)p(y)dy para cada = € R".
RTL

2. g € uma fungao diferencidvel e
Dy(x)(u) = / (f(y)Dy(z — y)(u))dy para cada z,u € R™.

Demonstragao. 1) Sejam z* € X* e G : R™ — R™ dada por G(y) = z—y. Defina F : R" — R
por F(y) = 2*(f(z — y)p(y)). Pelo Teorema de mudanga de variaveis 2.1.21 temos que

[ et neni= [ Foay= [ Focwy= [ = (Wl -y

n

Mas pelo Teorema 3.2.10 2) obtemos que

o ([ o= wetir) = ([ sweta = o).
R™ R7
Pela arbitrariedade de 2* € X* e por Hahn Banach segue o resultado.

2) Seja K o suporte da funcdo ¢. Veja que D,(x) é o operador nulo para todo z € K*.
De fato, seja U aberto contendo = e contido em K°¢. Entao para todo u € R" e t suficiente-
mente pequeno, p(x + tu) — p(x) = 0, logo D, (z)(u) = 0 para todo v € R". Vamos definir
para cada x € R" o operador ' =T, : R* — X por

70) = [ (F)Dola -y = [ fw)Dula - p)wdy.

—K+x

Como ¢ ¢ uma fungao C' temos entdo que sup ||[Dy(x —y)|] < oo e
ye—K+x

1T (u)]] < /K+ I(f () Do (2 — y) (u)[|dy < (/ HDcp(flf—y)Hllf(y)lldy) lll-

—K+x

Logo T é um operador continuo. Vamos mostrar que 7' = D, (z).
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Definimos um compacto

K= |J (-K+tutz)=-K+[-11utx

—1<t<1

e entao fazemos C' = (— K +x)UK’. Entao C' é um compacto e além disso, para cada y € C°,
temos que
oz —y+tu) —p(r—y) =0—0=0paratodo —1 <t <1,

pois ¢(x —y) = 0 para todo y € (=K 4+ x)° e p(z —y + tu) = 0 para todo y € (K')° e
te[-1,1].

Como

m(f(y)[p(z —y +tu) — p(z —y)|/t) = (f(y) Dy(x — y)(u)) para cada y € C,

t—0

entao para cada y € C e t € [—1, 1] suficientemente pequeno, temos

IF W)l =y +tu) = o(z = y)]/t] < | (y) Doz = y) ()| + [LF )]l

mas como

/C (1) Dol — w) ()] + [ F@)I)dy < oo,

podemos aplicar o Teorema de convergéncia dominada 3.2.10 1) para concluir que

lim [ f(y)le(r —y+tu) —p(zr —y)]/tdy = lim /C fW)lp(z —y +tu) — oz —y)]/tdy

t—0 R™ t—0

- /C lim( () lp(x =y + tu) — ol — )] /t)dy
_ / F) Dyl — ) (u)dy

C
_ / S WDo — y) )y

= f(y)Dy(x — y)(u)dy

]Rn

= T.(u).

O

Teorema 3.3.11. Sejam X um espaco de Banach com RNP e f : R" — X uma funcao

lipschitziana. Entao f € diferencidvel quase sempre em R™.
Antes de demonstrar este teorema, demonstremos o lema a seguir.

Lema 3.3.12. Sejam X wum espaco de Banach com RNP e f : R" — X wma funcao

lipschitziana. Entao para cada v € R™ o conjunto S, de todos os pontos x € R"™ para os quais



52 FUNCOES LIPSCHITZ ENTRE ESPACOS DE BANACH 3.3

existe a derivada direcional %ir%(f(:v +tv) — f(x))/t é Borel mensurdvel e S& tem medida de
%

Lebesgue nula.

Demonstra¢ao do Lema. Afirmamos que a derivada direcional lir%( flz+tv)— f(x))/t existe
—

se e somente se existe o limite khm E(f(x+ v) f(z)). De fato, suponha que exista o limite

sequencial acima, seja k € N e tome 1/(k+1) <t < 1/k. Temos:

‘f(:c+tv)—f(x)_k<f(x+liv )H _

t
Hf(ﬁw)_tﬂﬁmHl/t—k)(f(xﬂlf“ )” <
|t —1/k|Lip(f)|lv] n (1/t — k) Lip(f)lloll - _
t k
2Lap(f)|[v][(1 — kt)
kt
2Lip(f)llvll

k

Segue entao que

t—0 t k—o0

lim flz+tv) = J(@) = lim k (f(:v + %v) — f(x)) :

Assim, S, é o conjunto dos pontos para os quais existe o limite pontual da sequéncia de
fungoes continuas (fy), onde fr(z) = k(f(z + 1v) — f(x)) e portanto ¢ um conjunto Borel
mensuravel por 2.1.8.

Seja R, = S¢. Vamos mostrar que mgn(R,) = 0. Para v,z € R fixos, definimos a funcao
Gzw : R — X por g,,(t) = f(x + tv). Note que = + tyv € R, se e somente se nao existe a
derivada em t, da funcé@o g, ,. Seja J : R™ — R™ um isomorfismo linear com J(e;) = v, onde
er = (1,0,...,0). Entao, aplicando o Teorema da mudanga de variaveis 2.1.21 e o Teorema
de Fubini 2.1.20, obtemos

g (Ry) = / (o) (1) = / i, © () det(dT () e (2
= a/Rn Xr, © J(x)dmgn(z)
= a/R.../RXRU(J(xI,xQ,...,xn))dmR(xl)dmR(xQ)...dmR(xn),

onde o = |det.J|. Mas fixados s, ..., z,,, podemos aplicar o Teorema 3.3.6 & fungao g, ,, onde

x=J(0,29,...,z,) e assim

/XRU(J(xl,xQ, oy Tp))dmpg(x1) = / Xr, (J(0, 29, ..., 2,) + z10)dmg(z1) = 0.
R R
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Demonstracao do Teorema. Seja G'um subgrupo aditivo de R™ que seja denso e enumeravel.
Pelo Lema 3.3.12, para quase todo x € R" existem as derivadas direcionais nas diregoes dos
elementos de G. Vamos mostrar que as derivadas direcionais h,(x) = 1151_1301( flz+tu)— f(x))/t
sao aditivas em u para quase todo x € R™ e assim o resultado seguird do Lema 3.3.7. Seja
¢ : R® — R qualquer funcao C! com suporte compacto e satisfazendo fR" o(z)dr = 1.
Defina entao g = f * ¢ como no Lema 3.3.10. Vimos que ¢ é diferenciavel. Além disso, note
que
le) Lz — y + tw) — Flo — )]/t < o) Lip(H)llul,

logo segue da comutatividade da convolucao e do Teorema da convergéncia dominada 3.2.10

1) que

Dy(z)u=1lim [ o)[(f(z —y+tu) — f(z —y))/tldy = / oY) hu(r —y)dy = @ * hy(2)

=0 Jpn n

e assim
0 * (hyyy — hy — hy) = Dy(z)(u+v—u—v) =0

para cada u,v € G. Definindo para cada k € N a func¢ao ¢, : R" — R por ¢i(x) = k"p(kz),
obtemos uma sequéncia de funcoes satisfazendo as mesmas condig¢oes que ¢ para cada k € N,

isto &, ¢, € uma funcao C'! com suporte compacto e satisfaz

/ or(x)dx = k‘"/ o(kx)dr = k"% o(z)dr = 1.
n n R"

Portanto a igualdade acima vale para toda ;. Vamos mostrar que lilgn ok *h(x) = h(x) para
toda funcao limitada e mensuravel h : R" — X e cada ponto de Lebesgue x de h. De fato,

seja x um ponto de Lebesgue de h e para cada k € N, defina r(k) = sup |z||/k e note que
TESuppyp

h]gn r(k) = 0. Veja que suppyy, = %suppgp, logo suppyr C B(0;2r(k)). Podemos supor sem

perda de generalidade que X é um espago separavel pois a imagem de f o é. Logo, por 2.3.7,

*

existe uma sequéncia (z7,

Jm em Sx- tal que ||z|| = sup|z},(x)| para todo = € X. Sejam

€ > 0 e k suficientemente grande tais que

1
m(B(0; 2r(k)))

/ |h(z + 2) — h(x)|dz < e.
B(0;2r(k))

Temos para cada m € N:
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Segue entao para cada m € N que

|25, (h(2)) = w5, (on W) =

/ 25 (h(@)pn(2))dz — / 2t (hz + 2)ou(2))dz
B(0;2r(k))

B(0;2r(k))

‘/‘ on(2)2% (W + 2) — h(z))d>
B(0:2r(k))

ledloom(BO:2r ) S |l (bt +2) — )l

[@xlloom(B(0; 2T(k>>)m(B(0;12T(k)))

< K'[lelloem(B(0;2r(k)))e

IN

IN

/ Ih(z + 2) — h(z)|dz
B(0;2r(k))

pois ||@kllee < k™||¢]leo- Mas para todo r > 0, temos m(B(0;r)) = r"C,, onde C,, é uma

constante dependendo apenas da dimensao n. Como (k)" = z=( sup |[|z]|)", segue que
TESUPPY

|25 (h(2)) = 27, (pn x W) < 2"Cllplloo( sup |[]])"e.

TESUPPY

Temos assim que
1) = @r * h(z)[| < 2"Crl[elloo( sup [lz]])",

TESUPpPY

provando entao que h(z) = liin ok * h(x). Segue entao que
(Puto — hu = hy) () = 1i]£n ok * (huto — hy — hy)(z) = 0.

Portanto as derivadas direcionais em x existem nas direcoes de GG para quase todo x € R" e

u +— hy(x) é aditiva em u para quase todo = € R™, e o resultado segue do Lema 3.3.7. [

Teorema 3.3.13. Sejam X e Y espacos de Banach separdveis, onde Y tem RNP. Entao
toda funcao f: X — Y lpschitziana é Gateauz diferencidvel a menos de um cojunto Haar

nulo.

Demonstragao. Seja (F),)nen uma sequéncia crescente de subespagos de X de dimensao finita

cuja uniao é densa em X. Definimos

A, ={r e X : existe T =T (n,x) € L(F,,Y) tal que
lil%(f(x +tv) — f(z) —tT(v))/t = 0 para todo v € F,}
—>

e definimos também B, = X \ A,. Fixe uma base (ey, ..., e,,) para F, e sejam (&1, ...,&m)
variaveis aleatorias em [0, 1] independentes com distribui¢ao uniforme. Por fim, definimos
£ =>", &ei. Queremos provar que E(xp, (£ +1)) = 0 para todo = € X, e portanto que B,
¢ Haar nulo.

Veja que £(t) +x € B, se e somente se t € B, — x|, logo E(xp, ({+7)) = m({ B, —1]).
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Defina a fung¢ao F': R™ — Y por

F(ty,...otm) = f (Z tie; +:17> para cada (ti,...,t,,) € R™.

=1

Veja que F' é Lipschitz pois

[E(tr, oy tm) = F (), t)

oy bm

f (itiei + ZL‘) —f (itgei + x) H
i—1 i=1

< Lip(f) max llel| max |t; — t|.

%
= =1,...m

gue

para todos (t1,...,tm), (t],...,t..) € R™. Definimos também o conjunto C,, C R™ por
Cn = {(t1, ..., t,,) € R™ : F nao ¢ diferenciavel em (t1,...,t,)}.
Note que F' é diferenciavel em (t1, ..., t,,) se e somente se > .~ t;e; +x € A, logo

By —al={t€[0,1]: £(t) + 2 & An} = (&1, -, 6m) " (Car).

Portanto m({7[B,, — z]) = v, ¢, (Ch), onde esta tltima é a distribui¢do da variavel ale-
atoria (&1, ...,&y,), que é o produto vg, ® ... @ v, (Cy,) = mgm(C, N (0,1)) pois as variaveis
aleatorias tém distribui¢ao uniforme (veja 2.2.7). Mas pelo Teorema 3.3.11, mgm (C,,) = 0.

Por fim, basta provar que conjunto dos pontos de X nos quais f é Gateaux diferenciavel é

exatamente () A,. E claro que se f ¢ diferenciavel em x entdo x € (| A,. Por outro lado,
neN neN
se x € (] Ap, temos por 3.3.2 que
neN

T(n+1,z)(v) =T(n,z)(v) para cada v € F,,

dessa forma conseguimos definir 7' : | J F,, — Y linear tal que T'(v) = T'(n,z)(v) para cada
neN
x € F,, e para todo n € N e assim

T(v) = tim(f(z + t0) — f(2))/1.
t—0
Segue da densidade de J F), e do Lema 3.3.7 que f é Gateaux diferenciavel em z. O]
neN
Definicao 3.3.14. Sejam M, My espag¢os métricos e f : My — My uma fun¢ao. Dizemos

que f € um mergulho Lipschitz se existem constantes A, B > 0 tais que

Ad(z,y) < d(f(x), f(y)) < Bd(z,y) para todos x,y € M.

Teorema 3.3.15. (Heinrich-Mankiewicz) Sejam X e Y espagos de Banach separdveis e
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suponha que exista um merqulho Lipschitz de X em Y. Assuma que Y possua RN P. Entdo
X pode ser mergulhado linearmente em Y .

Demonstracao. Seja f: X — Y um mergulho Lipschitz e ¢, ¢y > 0 tais que

allz =yl <|f(@) = fW)l < calle =yl

Como f é Gateaux diferenciavel quase sempre, existe a € X tal que f é diferenciavel em a.
Seja T a derivada de f em a. Entdo, escrevendo T'(z) = f(a+z) — f(a) —r(z), teremos para
qualquer x:

allzl = llr@)| < 1T() | < colle]l + llr ()]

e portanto, para cada t # O:

ezl Q@) TGl el i)l
ld g 2 g d

donde segue que:
allzl| < NT (@) < ez

3.4 Teorema de Rademacher fraco estrela

Para garantir que fung¢oes Lipschitz f : X — Y fossem diferenciaveis, pedimos na segao
anterior que Y tivesse a propriedade de Radon Nikodym. Nesta secao iremos introduzir o
conceito de diferenciabilidade fraca* e vamos mostrar que se Y for um espago dual, podemos
garantir a diferenciabilidade fraca* para certos pontos em X. Vamos mostrar em particular
que a partir de todo mergulho Lipschitz de X em um espaco de Banach Y podemos construir

um mergulho linear de X em Y**.

Definicao 3.4.1. Sejam X, Z espacgos de Banach e Y = Z*. Seja f : X — Y wma func¢ao

Lipschitz. Dizemos que f € fraca*-diferencidvel em xq € X se para todo x € X existe o limite

e ot te) — f)
t—0 t

= (D" f)ay (%)
na topologia fraca* de 'Y e a fungio (D*f).,(x) € linear em x.

Lema 3.4.2. Seja X um espaco normado. Sejam f : N — X* uma sequéncia fraca®-Cauchy
eqg:J — N uma rede tais que f o g é uma subrede convergente de f. Entao f € uma

sequéncia convergente.

Demonstragao. Seja x* € X* tal que x* = w* — }almjf o g(B). Vamos mostrar que x* =
€

lir%f(n). Sejam € > 0 e x € X. Entao existe N € N tal que k,Il > N implica |f(k)(z) —
ne
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f(D)(z)] < e. Além disso, existe 5y € J tal que By < S implica |f o g(8)(z) — z*(z)| < e.
Como f o g é uma subrede, existe 51 € J tal que g(81) > N e fy < 1. Entéao

2" (x) = f(n)(2)] < |2"(x) = f(g(B)) ()] + [f(g(B1))(x) — f(n)(x)] < 2¢ para todo n > N.
Segue da arbitrariedade de z € X que f é uma sequéncia fraca® convergente a x*. O

Teorema 3.4.3. Sejam X um espago de Banach de dimensao finita, Z um espago de Banach

separdvel e f: X — Z* uma funcao Lipschitz. Entao
1. (D*f), existe para quase todo v € X .

2. Se || f(x) — f(y)| < Kl|lz —yl|| para todos x,y € X, entio ||(D*f).|| < K sempre que
existir (D* f),.

3. Sek|lx—y| <|f(x)— fly)| < K|z —y|| para todos x,y € X, entao para quase todo
v € X, (D*f), é um mergulho linear de X em Z* com ||(D*f);!]| < k7L

Demonstragao. 1) Sejam {z, : n € N} um subconjunto denso da esfera unitaria Sy e para
cada n € N, defina ¢, : X — R por ¢,(z) = f(x)(z,) para todo z € X. Pelo teorema
de Rademacher, cada ¢, é diferenciavel quase sempre e assim o complementar do conjunto
W ={z € X : (Dy,), existe para cada n € N} tem medida nula. Afirmamos que (D*f),
existe para todo z € W. De fato, seja x € W, a € X e n € N. Por definicao temos que

(Dp)ala) = liy P21 = oul) g Sl t0) = S

(Zn)-

Seja (tn)neny uma sequéncia de nimeros reais convergindo a 0. Definindo para cada k € N o
funcional fy : Z — R por fi = . (f(z + tra) — f(z)), temos uma sequéncia (fy )y fraca*-
Cauchy. De fato, temos

Il = sup ()] = sup |FEFBA T
z€Sy z€Sy k
f(@ +tga) — f(2) ‘
< ‘
< Lip(Plal

para todo k € N e assim, para cada z € Sz temos que

1(fx = FO N < W e = Aillllz = zall + [1(fr = SO (o) | < 2Lip(Hllallllz = zall + 1 (fe = f1) (z0)]-

Como {z, : n € N} é denso em Sz, dado z € Sz tome ny € N tal que ||z — z,,]| <
e(2Lip(f)|la|))~*. Mas como

lim f(2p,) = lim fla+tha) — f(x)(zn ) = lim f(z +ta) — f(z)

keN keN tr t—0 t

(2n0) = (D) (a),
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segue que (fx(2zn,))x € Cauchy e entao existe NV tal que k,1 > N implicam ||(fr— f1)(zn, ) || < €.

Assim

1(fk = f) () < 2Lip(H)llallllz = znoll + 1 (fe = f0) (o)l < €4 € = 2¢.

Isto prova que (fx)x ¢ fraca*-Cauchy.

Por 2.3.25, toda sequéncia Cauchy em um espaco vetorial topologico é limitada, segue entao
do Teorema de Banach-Alaoglu 2.3.32 e da Proposicao 2.3.44 que existe uma subrede con-
vergente na topologica fraca®. Entao a sequéncia (f;)x é fraca*-convergente por 3.4.2. Segue

da generalidade de (t;)x que o limite

ey Sl ta) — f()
t—0 t

existe para todo a € X e logo existe (D*f), para todo € W. Vamos mostrar que (D*f),
é linear. Sejam a,b € X e A € R. Se n € N, entao

* e tlat ) = fla)
(D" Pala+N)(z) = lim t

= (l)@n)x(a'+'Ab)
= (Dn)z(a) + A(Dpn ). (D)
= (D" f)a(a)(zn) + A(D*f)a(0)(20).

(2n)

Como {z, : n € N} é denso em Sy, temos entao que

(D*f)a(a+ Ab) = (D" f)z(a) + A(D*f)a(b)-

2) Sejam x € W e a € X. Entao

. . Sz +ta) — f(2)
I(D* Fa(@)l] = sup [(D" f)a(a)(2n)] = sup {lim ; (2n)| < Klla].
3) Suponha sem perda de generalidade que & = 1. Afirmamos que o complementar do

conjunto M, = {x € W : [[(D*f).(a)|| > 1} tem medida nula para todo a € X com ||a| = 1.

Caso, contrario, como
Mg = He e W (D" ala)]| < 1—1/m},

existe m € N tal que N = {x €¢ W : |[(D*f).(a)|| <1 —1/m} tem medida positiva. Como

fizemos no Lema 3.3.12, temos que

mgn(N) = oz/R.../RXN(J(O,xQ,...,In) + z1a)dmg(xy)dmg(z2)...dmg(z,)
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para algum a € R e J : R® — R” isomorfismo linear. Entao existem x,, ..., z, € R para os
quais

mr({t e R:zp+tae N}) = / X~ (zo + z1a)dmg(z1) > 0,
R

onde zg = J(0, 29, ...,x,). Seja tg € {t € R: xy + ta € N} um ponto de Lebesgue da funcao
t — xn(xg + ta). Entao

to+r
liréIJr rt / (xn(zo +ya) — xn(xo + toa))dy| = 0.
to
Mas entao
to+r to+r
lim 7! / xn(zo + ya)dy = lim r~! / xn(zo + toa)dy = 1.
r—0+ r—0+

to to
Isto implica que existe » > 0 tal que

to+r

/ xr(zo + ya)dy > (1 — 1/(2Km)).

to

Mas esta integral é justamente mg({t € (t9,to + ) : 2o + ta € N}), que por sua vez, como
a medida de Lebesgue ¢ invariante por translagoes, ¢ mg({t € (0,7) : o + (to +t)a € N}).
Definimos & = x¢ + tpa, A={t € (0,7): T +ta € N} e B=(0,7)\ A. Temos

sup |(f(7 +ra) — f(2))(2)| = [/ (Z +ra) = f(2)|| = rllal| = r,

z€Sy

entao existe z € Sz com
() = ¢(0)] > r(1 —1/(2Km)),

onde ¢(t) = f(Z + ta)(z) para todo t € [0,7]. Temos que Lip(y) < K e assim ¢/(t) existe
quase sempre e |¢'(t)] < K em (0,7).

Se t € A, em particular, T + ta € W, e assim

#(1) = lim ot + h]z — () _ liy f(@+(t+ h)Z) — f(z + ta)

(2) = (D" f)zrtala)(2).
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Temos entao

- 1/em) <lol) - ¢ = | [ S
(0,r)
< | [0 Narat@i + [ K

< [ IO Dsa(@lldt + Kr/2Km)
< r(1—=1/m)+r/(2m) =r(1—1/(2m)),

uma contradigao. O

Teorema 3.4.4. Sejam X e Z espagos de Banach separdveis. Se existir um mergulho Lips-

chitz de X em Z*, entao X € isomorfo a um subespaco de Z*.

Demonstragao. Seja f : X — Z* um mergulho Lipschitz. A menos de um conjunto Haar
nulo em X, existe (D*f),. De fato, assim como em 3.3, podemos tomar uma sequéncia

crescente de subespagos de dimensao finita F,, cuja unido |J F, é densa em X e definimos
neN

A, ={r € X : existe T =T (n,x) € L(F,, Z") tal que
T(v) =w" — %ir%(f(x +tv) — f(x))/t para todo v € F,, e T' ¢ um mergulho linear}.
—

Segue como fizemos no Teorema 3.3 que (D*f), existe e ¢ um mergulho linear para todo
z e [ A, O

neN
Queremos mostrar que o resultado acima ainda vale se nao nos limitarmos a um espago

Z separavel. Para isso, precisamos de um resultado da teoria de modelos.

Teorema 3.4.5 (Lowenheim-Skolem). Seja X um espago de Banach e Y C X um subespago
nao trivial. Entao existem um outro subespago Z C X contendo Y, com densZ = densY,

um ultrafiltro U em N e uma isometria S : Zyy — Xy que facam o diagrama abaixo comutar

isto €, SoJy; = Jxoly, onde Jy : Z — Zy,Jx : X = Xy ely : Z — X sdo as inclusoes

canonicas.
Demonstracao. Veja [Ste78] Teorema 2.2. ]

Proposicao 3.4.6. Sejam X um espaco de Banach e Y C X um subespa¢o nao trivial.
Entao existem um outro subespaco Z C X contendo Y, com densZ = densY e um mergulho
isométrico T : Z* — X* tal que T'(2*)(z) = 2*(2) para todo z € Z,z* € Z*.
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Demonstracao. Sejam Z C X subespaco, Y um ultrafiltro em N e S : Z;; — X, isometria

como no Teorema de Lowenheim-Skolem. Definimos 7" : Z* — X* por
T =(Jx)"o(S) 0z,

onde Jz+ @ Z* — (Zy)* é a inclusdo Jz«(2*)((2n)nen) = lin&z*(zn) e Jx : X = Xy éas
ne

inclusao candnica. Sejam z € Z e z* € Z*. Entao

T(2)(2) = (Jx) 0 (S7) 0 Jz+(2")(2) = (S71)"(Jz+(2"))(Jx(2))

T ¢é isometria pois ¢ uma composicao de isometrias. Isto conclui a prova. O

Definicao 3.4.7. Seja X um espaco de Banach, Y C X e Z C X* subespacgos. Dizemos

que Y € um espag¢o normante para Z se sup |z(y)| define uma norma equivalente a norma
yEBy
padrao em Z .

Lema 3.4.8. Se Z ¢ um subespaco separdvel de X* entao existe Y subespaco separdvel de
X que € um espaco normante para Z.

. : . : n
Demonstragdo. Sejam (z,)neny uma sequéncia densa em Sz e x,, € Sx tais que |2z, (z,,)| > 25

para cada n € N. Para cada z € Sz, seja (25, ), subsequéncia convergindo a z. Temos assim,

para k suficientemente grande, "5 > 3/4 e ||z — 2,,[| < 1/4. Entao

2@ )| > |2ng (@0, )| = N2 = 20, | > 3/4 = 1/4 = 1/2.
Tomando Y = [{x, : n € N}|, segue que

1/2]]z]| < sup |2(y)| < ||z|| para todo z € Z.
yEBy

Podemos finalmente provar o resultado mais geral.

Teorema 3.4.9. Sejam X um espaco de Banach separdvel, Z um espagco de Banach e

f: X — Z* um mergulho Lipschitz. Entao X € isomorfo a um subespaco de Z*.

Demonstragao. Seja Zy C Z um subespago separavel de Z que é um espago normante para
[f[X]]. Pela proposicao acima, existe Z; separavel com Zy C Z; C Z e Z; é mergulhado

isometricamente em Z*. Seja () : Z* — Z} a funcao de restricao a Z;. Como Z; é normante
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para f[X], assim é Z; e logo @ o f é um mergulho Lipschitz de X em Z7. De fato, existe

¢ < 1 tal que para cada x € X, temos

QU @)l = ellf(@)]l = cLip(f) [l

Podemos aplicar entao o Teorema 3.4.4 para obter que X ¢é isomorfo a um subespaco de Z7,

que por sua vez é isométrico a um subespaco de Z*. O

Corolario 3.4.10. Sejam X eY espacos de Banach, X separdvel, e suponha que exista um

merqulho Lipschitz de X em Y. Entao X pode ser linearmente mergulhado em Y ™**.

3.5 Isomorfismos Lipschitz entre espagos Reflexivos

Até agora, conseguimos mergulhar linearmente um espaco de Banach X em um espaco
Y com RNP que é Lipschitz isomorfo a X. Nesta secao, vamos mostrar que se esses espagos

sao reflexivos, este mergulho vai ter como imagem um subespaco complementado.

Definicao 3.5.1. Seja G um conjunto. Definimos o (G) como sendo o espago de todas
fungoes f: G — R limitadas. Definimos ainda para cada [ € Lo (Q)

[fllec = sup[f(g)].
geG

Observagao 3.5.2. A funcdo || - || : loo(G) = [0,00) € uma norma em £ (G).

Definicao 3.5.3. Seja G um grupo. Uma média invariante em G € um funcional linear M
em loo(G) tal que:

1. M(1e o)) = 1, onde 1y () : G = R € a fungio dada por 1, _)(9) = 1 para todo
g€qG.

2. M| =1.
3. M(f,) = M(f) para cada g € G, onde f,(x) = f(gx) para todo v € X.
Observacao 3.5.4. Seja G um grupo e M € ({(G))*.Note que se M (1, () =1 e M(f) >

0 para cada f > 0, entao ||M|| = 1. De fato, como |f| — f >0 e || fllooc — |f] = 0 para cada
f € l(G), temos

M < Mf]) < M lleM((Tewe(ey) = 1 lloo-
Logo ||M]| <1 e como M((1e(c)) =1, seque que || M| = 1.

Definicao 3.5.5. Sejam X um espago vetorial topologico e W C X convexo. Dizemos que
uma funcao T : W — X € afim se

T(twy + (1 — t)wq) = tT(w1) + (1 — )T (ws) para todos wy,we € W et € [0, 1].
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Definicao 3.5.6. Sejam X wum espacgo vetorial topoldogico e W C X um compacto convezo.
Para cada fungao T : W — W, definimos Fr = {w € W : T(w) = w}.

Observagao 3.5.7. Se T': W — W € uma fung¢ao continua e convexa, entao Fr é um
compacto convezo de X. De fato, como Fr = (T — Id)"'[{0}] e T € continua, seque que
Fr € um subconjunto fechado do compacto W, logo € compacto também. Além disso, dados

wy,we € Fr et e |0,1], temos que
jﬁ(tlul + (1 - t)lUg) = tjd<lU1) + (1 - t)]ﬁ(lUg) = tIUl + (1 - t)lUg c L@C

pois W € um conjunto convexo.

Lema 3.5.8. Sejam X um espaco vetorial topologico e W C X um compacto convezo. Sejam
neNeT,: W —= W uma fungao continua e afim para cadai=1,...,n. SeT;o0T; =T;0T;

para cada i # j, entdo
r]}G§7é®'
i=1

Demonstragcao. Considere primeiro T : W — W uma func¢ao continua e afim. Vamos mostrar

n—1
que Fr # (). De fato, fixado z € W, defina z,, = (>_ T%z)/n. Como T ¢é afim, temos que
i=0

n—1 n—1
Z Tix Z Tz‘—i—lx
n n

Como W é compacto por 2.3.23, W é um subconjunto limitado de X. Assim, para cada
aberto U de 0, existe sy > 0 tal que W C tU para cada t > sy. Em particular, %W cU

para n > sy e isto prova que lirg x/m=0e lirrl\lI T"(x)/n = 0. Temos entao que
ne ne

lim(7(z,) — ) = Um(T"(z) — z)/n = 0.

neN neN

Como W é compacto e T' continua, existe um ponto de acumulacao y da sequéncia (z,,)nen €
temos T'(y) = y, logo Fr # (). Além disso, pela observagao acima Fr é convexo e compacto.

Note que para qualquer S : W — W continua e afim que comute com 7', temos
T(S(x)) = S(T(x)) = S(x) para todo x € Fr,

logo Fr é S-invariante e aplicando o primeiro argumento para W = Fp, segue que existe

w € Fr tal que S(w) = w, isto é, w € Fr N Fg. Assim, vale

(]l%§7é®
=1
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para qualquer sequéncia finita de operadores T; : W — W, i = 1,...n, onde T; é continuo,
afim e T; o T; = Tj o T, para i # j. O]

Teorema 3.5.9. Se G € um grupo abeliano, entao G admite uma média invariante.

Demonstragao. Vamos equipar o espago {(G)* com a topologia fraca®. Definimos

W = {gb € EOO(G)* : gb(f) >0 se f >0e gb(lgoo(G)) = 1} C Sgw(g)*.

Note que W ¢é convexo e também é compacto pois é fechado. Dado g € G, definimos T} :
W — W por T,(¢)(f) = ¢(f,). Temos que T, é afim e se (¢n)n ¢ uma rede convergindo na

topologia fraca* de W para ¢, entao

Ty(0a)(f) = 9a(fy) = &(fy) = T,(9)(f)

para cada f € {5 (G), logo T,(¢,) converge para T,(¢) na topologia fraca* e T, é continua.

Pelo que vimos acima, o conjunto F definido por Fr, é nao vazio para cada g € G. Veja que
TgOTh :Tgh :Thg :ThOTg

pois G é abeliano, portanto a familia {Fr, : g € G} de subconjuntos fechados de W tem a
propriedade da intersecao finita e logo existe M € (\{Fr, : g € G}. Em particular M (1) =1,
M(f) > 0se f >0 e para qualquer g € G,

M(fy) = To(M)(f) = M(f).

O

Definigao 3.5.10. Seja X um espago normado. Definimos Lipo(f) como sendo o espago de
todas as fungoes Lipschitzianas f : X — R tais que f(0) = 0.

Observacgao 3.5.11. O espago Lipy é um espa¢o normado munido da norma ||-|| : Lipo(X) —
[0, 00] dada por || f|| = Lip(f) pois se Lip(f) =0, entao f(z) = f(0) =0 para todo x € X.

Proposicao 3.5.12. Se X € um espago de Banach. Entao existe uma projecao P de Lipy(X)
em X*. Além disso, dado um subespaco E de X, tal projecao pode ser definida com a pro-

priedade de que se f|g € linear entao P(f)|g = f|g para toda f € Lipg(X).

Demonstrag¢ao. Dado qualquer subespago Y de X, seja My uma média invariante em (Y, +)

e defina Qy : Lipy(X) — Lipo(X) por

Qv (f)(z) = My ((f(z +u) — f(u))uer)-

Seja f € Lipy(X). Veja que para todos z,y € X, temos

Qv ()(z) = Qv (NI < IMy[[(f (2 +u) = f(y + w)uey loo < Lip(f)llx = yl|,
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logo Qy (f) € Lipo(X). Como Qy ¢é linear, também segue que ||Qy|| < 1. Temos para cada
feXr
Qv (f)(x) = My ((f(2))uey) = f(2)My(1) = f(z),

assim ()y fixa os pontos em X*.

Se u € Y, entao para todo z € X temos

Qv(Nr+u) = My((f(x+u+v)—f(v))wer)
= My((f(x+u+v) = flutv)ey) + My ((f(u+v) = f(0)vey)
= Qv(N)@) +Qv(Hw).

Em particular, temos que

Qx(f)z+y) =Qx(f)(x)+ Qx(f)(y) para todos x,y € X.

Fixamos um subespago F de X e definimos P = (Qx o Q. Entao, pelo que vimos acima, P
é uma transformagao linear continua e P(f) = f para cada f € X*. Se f|g é linear e u € E,

temos
Qe(f)(u) = Mp((f(w)wer) = f(u)Mp(1) = f(u)

e entao

P(f)(u) = Qx(Qr(f)(u) = Mx(Qe(f)(u+)—Qr(f)(T))zex)
= Mx(Qe(f)(x) + Qre(f)(u) — Qr(f)(x))rex
= Qp(f)(u) = f(u),

mostrando que P(f)|g = f|r. Resta provar que P[Lipo(X)] = X*. Temos para cada f €
Lipo(X)

P(f)(z+y) = Qx(Qr(f))(x+y) = Qx(Qe(f))(z) + Qx(Qr(f))(y) = P(f)(x) + P(f)(y).
Como
Qx(f)(—z) = —Mx((f(z +u) — f(v))uer) = —Qx(f)(2),

segue que P(f)(rz) = rP(f)(x) paratodor € Q. Se a € R, tome uma sequéncia de racionais

(rn)nen convergindo a a. Entao

P(f)(ax) = P(f)(limr,z) = lim P(f)(r,z) = limr, P(f)(z) = aP(f)(z).

neN neN neN
. Portanto P(f) é linear para todo f € Lipy(X) e o resultado segue. ]

Teorema 3.5.13. Sejam X e Y espacos de Banach separdveis reflexivos e Lipschitz iso-

morfos. Entao X € isomorfo a um subespaco complementado de Y e vice-versa.
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Demonstragao. Seja f : X — Y um isomorfismo Lipschitz e ¢ = f~!. Podemos supor
sem perda de generalidade que f é Gateaux diferenciavel em 0 e que f(0) = 0. Seja S a
derivada de f. Sabemos que S serd um isomorfismo de X em um subespago fechado de
Y (este tem RNP por 3.2.16 pois ¢ reflexivo). Como X é reflexivo, Bx é compacto na
topologia fraca. Fixado um ultrafiltro &/ nao principal em N, podemos definir h : Y — X

por h(y) = w — hI{l{ ng(y/n), e esta funcao esta bem definida pois
ne

Ing(y/n)ll = llng(y/n) —ng(0/n)|| < Lip(g)|ly|| para cada n € N,

ou seja, a sequéncia (ng(y/n))neny mora no conjunto Lip(g)|ly||Bx, que é compacto com
respeito a topologia fraca por 2.3.34.

Temos que h é lipschitziana pois vale para cada n € N:

Ing(y/n) —ng(x/n)ll < nLip(g)llz/n —y/n| = Lip(g)|lx —y|

e assim aplicamos 2.3.53. Além disso, temos que

hS(x)) = limng(S(x)/n) = limng(f(z/n) —r(z/n)),

nelu neu

onde r(x) = f(0+z) — f(0) — Ds(0)(x) = f(x) — Df(0)(x). Mas para cada x € X en € N,

temos

|z =ng(f(z/n) —r(x/m)|| = lIng(f(z/n)) —ng(f(x/n) —r(z/n))| < Lip(g)n|r(z/n)|.

Como lir% nr(z/n) = 0, segue que
ne

h(S(x)) =limng(f(z/n) —r(z/n)) = x para todo x € X,

nel

assim h(S(x)) = x. Defina V' : X* — Lipy(Y) por V(z*) = 2*oh e T : X* — Y* por
T = PV,onde P : Lipy(Y) — Y* é a projecao dada pela Proposi¢ao 3.5.12. Veja que se

¥ € X*, entao

donde segue que T* o S = Idx. Assim, S(X) é um subespago complementado em Y. O

Sejam X e Y espacos de Banach tais que X ¢ isomorfo a um subespago complementado de
Y e vice-versa. E desejavel que possamos deduzir entdo que X e Y sdo isomorfos. O critério

abaixo estabelece uma classe de espacos para os quais esse problema tem uma solucao.
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Definicao 3.5.14. Seja X um espacgo de Banach. Para cada 1 < p < 0o, definimos o espago
lp(X) = {(@n)neny € XV Y ||zn|lP < 0o}, Definimos também o espago co(X) = {(zn)nen €

neN

N . _
X .Llé%Han—O}.

Observacgao 3.5.15. A fungao || - ||, : £,(X) — [0,00) dada por

1/p
”(xn nENHp (Z Hanp) = H(”mnH)nEN“fpa

neN
é uma norma em £,(X). Analogamente, a fun¢do || - ||« : co(X) — [0,00) dada por
[ )nenlloo = sup [[za |l = |([lzn]nenlleo,
neN

¢ uma norma em co(X).

Teorema 3.5.16 (Técnica de Decomposicao de Petezynski). Sejam X e Y espagos de Ba-
nach tais que X € isomorfo a um subespaco complementado de Y eY € isomorfo a um

subespaco complementado de X . Suponha que uma das propriedades abaixo seja verdadeira.
1. X € isomorfo a X? eY € isomorfo a Y?.
2. X € isomorfo a co(X) ou a um dos espagos £,(X), para 1 < p < 0.
Entao X € isomorfo a'Y.
Demonstragao. Ver [AK98] Teorema 2.2.3, pagina 34. O
Lema 3.5.17. Sejam 1 <p <oo e X =¥, ou X = L,. Entao X € isomorfo a {,(X).

Demonstragao. Suponha primeiro que X = £,. Note que um elemento de ¢,(X) ¢ da forma

Tnom )neN)meN, onde (Ty.m)nen € £, para cada m € N e tal que
(( ,)e)e» , € p P q

(Z > |mn7m|p> ” < oo0.

neN meN

Seja ¢ : N = N x N uma bijec@o. Definimos 7" : ¢,(X) — ¢, por

T(((@n,m)nen)men) = (Zpm))nen Para cada ((Tnm)nen)men € €p(X).
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Veja que para cada (2, )nen)men € £p(X), temos

1/p
[((Znm)nen)menllp = <22|xn,m|p)

neN meN

1/p
n,meN
1/p
= (Z [T () |”)
keN

= IT(((@nm)nen)men) e,

Logo T é uma isometria. E também sobrejetora pois se (y, ), € £y, tOMAMOS Ty = Yy 1 (n,m)

para todos n,m € N e entao

T(((xn,m)neN)m€N> = (xcp(n))nEN = (ycp—l(cp(n)))nEN = (yn>n€N-

Suponha agora que X = L,. Note que um elemento de ¢,(X) é da forma (f,)nen, onde

(Z [ 10 |pdt> .

neN

fn € L, paracadan € Ne

Definimos T : ¢,(L,) — L, por

2n+1fn(2n+1t _ 1) Qn% <t S QL”
T((fn>n€N><t) = 0 ‘ 0 para cada (fn)nEN € €p<X)

Temos entao para cada (f,)nen € £,(X) que

1/p
IT((f)mer)ll = rT (f. n€N><>ypdt)

1/p
:( ST >rpdt)

1/p
> / fult |Pdt)

= ||(fn)nenllp-

Logo T é uma isometria. E também sobrejetora pois se f € L,, definimos f,,(t) = 5+ f (L5




3.9 ISOMORFISMOS LIPSCHITZ ENTRE ESPACOS REFLEXIVOS 69

Entao

2n+lfn(2n+1t _ 1) # <t< 2%

0 t=20

T((fo)new)(t) =

ft) s <t< o
0 t=20
= f(t).

O

Teorema 3.5.18. Sejam 1 <p < oo e X =4, ou X = L,. Suponha que Y seja um espago

de Banach Lipschitz isomorfo a X. Entao Y € isomorfo a X.

Demonstragao. Seja f:Y — X um isomorfismo Lipschitz. Como X ¢é reflexivo, X tem RNP
e logo Y é isomorfo a um subespago de X, assim Y também é reflexivo. Pelo Teorema 3.5.13,
X é isomorfo a um subespaco complementado de Y e vice-versa. Mas pelo Lema 3.5.17, X

e Y satisfazem a decomposicao de Petczynski. Segue entao que X e Y sao isomorfos. n
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Capitulo 4

HOMEOMORFISMOS UNIFORMES ENTRE
ESPACOS DE BANACH

Neste capitulo vamos focar nos homeomorfismos uniformes entre espacos de Banach.
Diferente dos isomorfismos Lipschitz, nao temos técnicas de diferenciabilidade em maos. En-
tretanto, vamos introduzir os conceitos de pontos médio aproximados e de grafos métricos,
e estes vao quantificar algumas propriedades entre espacos de Banach uniformemente home-
omorfos. Nosso objetivo principal é mostrar o classico resultado de [JLS96]: se 1 < p < oo e
X & uniformemente homeomorfo a £, entao X ¢ isomorfo a £,. Apos isso, vamos reaproveitar
as técnicas desenvolvidas para provar resultados anédlogos de [JLS96] e [KR08| para espagos
da forma ¢, ® £,,.

4.1 Definicoes Basicas

Primeiramente, vamos definir algumas classes de fungoes. Indicamos [Kal08] como refe-

réncia desta segao.

Definigao 4.1.1. Sejam (M, dy) e (Ms,ds) espagos métricos e f : My — My uma fungao.

Definimos o modulo de continuidade de f por

we(t) = sup{da(f(x), f(y)) : x,y € My e di(x,y) <t} para cada t > 0.

Definicao 4.1.2. Sejam My, My espagos métricos e f : My — My uma func¢do. Dizemos

que [ € uniformemete continua se hnﬁ we(t) =0.
t—0

Definicao 4.1.3. Sejam M; e My espagos métricos. Dizemos que My e My sao uniforme-
mente homeomorfos se existe uma funcgao invertivel f : My — My uniformemente continua
tal que sua inversa =1 : My — M, € uniformemente continua. Neste caso, dizemos que f ¢é

um homeomorfismo uniforme.

71
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Vamos definir agora o que ¢ uma funcao grosseiramente continua. Estas fungoes pre-
servam a estrutura grosseira de um espacgo métrico e basicamente sao fungoes que enviam

conjuntos limitados do dominio em conjuntos limitados do contradominio.

Definicao 4.1.4. Sejam M, My espacos métricos e f : My — My uma funcgao. Dizemos

que f € grosseiramente continua, ou coarsely continua, se ws(t) < oo para cada t > 0.

Ou seja, fungoes grosseiramente continuas enviam conjuntos limitados do dominio em
conjuntos limitados do codominio. Um conceito um pouco mais refinado de fungao grossei-

ramente continua é o conceito de fungao grosseira Lipschitz continua.

Definicao 4.1.5. Sejam My, My espacos métricos e f : My — My uma fung¢ao. Dizemos que

[ € grosseira Lipschitz continua (CLC), ou coarse Lipschitz continua, se liin supwy(t)/t <
—00

oo. Neste caso, vamos denotar limsup wy(t)/t por Lips(f).
t—ro0

Definigao 4.1.6. Sejam (M, dy), (Ms,ds) espagos métricos e f : My — My uma fungao.
Definimos para cada t > 0

2(f(2), [(y))

max{t,d;(z,y)}

Kf(t):sup{ :x,yEMle:E;«éy}.

Observagao 4.1.7. Note que parat > s e para cada x,y € M, distintos, temos max{t, d;(x,y)} >

max{s,d;(z,y)} e assim

dz(f (), f(y))
max{t,dy(z,y)}

dz(f (), f(y))
max{s,d;(z,y)}’

<

portanto K(t) < Ky(s).

Lema 4.1.8. Sejam M, My espagos métricos e f : My — My uma fungio. Entao Ks(t) =

supwy(s)/s.
s>t

Demonstragao. Dados t > 0 e z,y € M; distintos, entdao ou d;(x,y) < t e neste caso

ma}(j’zi C)l;{:l:(,yyj;} - d2(f($2,f(y)) <wi(t)/t < ilil?wf(s)/s’

ou dy(z,y) >t e fazendo sy = di(x,y), temos

do(f(2), f(y)  da(f(2), f(y))
max{t, di(z,y)} 50 < wy(s0)/s0 < Sslélt) we(s)/s.

Segue entdo que Kf(t) < supwy(s)/s. Por outro lado, seja s > t e x,y € M; tais que
s>t

di(z,y) < s. Entao max{t,d;(z,y)} < s e assim

do(f(x), fy) _ do(f(2), [(y))
s ~ max{t,d;(z,y)}

< Ky(1),
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e segue que wy(s)/s < Ky(t). Pela arbitrariedade de s > ¢, concluimos que supwy¢(s)/s <
s>t
Ky(t).
[

Proposicao 4.1.9. Sejam M, My espagos métricos e f : My — My uma fungao. Entao f
¢ CLC se e somente se K¢(t) < oo para todo t > 0.

Demonstragao. Suponha que limsup wy(t)/t < co. Entao existe um ¢y > 0 tal que supwy(s)/s <
t—00 s>to

oco. Em particular

Ky(t) < Kg(to) = supwy(s)/s < oo para cada t > t.
s>to

Se 0 <t < tgy, temos

K¢(t) = supwy(s)/s = max {supwf(s)/s, sup wf(s)/s} < max{K(to),ws(to)/t} < .

s>t s>to t<s<to

Por fim, se K(t) < oo para todo t > 0, segue que %n(f) Ki(t) <ooe
>

limsupwy(t)/t = %ggsupwf(s)/s = glg Ky(t) < oo.

t—o00 s>t

[]

Por conta da proposicao acima, as fungoes CLC também sao chamadas de fungoes Lips-

chitz para grandes distancias pois se f : M} — M, é CLC, para cada ¢t > 0, temos que
da(f(2), f(y)) < Ky(t)di(z,y) para cada z,y € My com di(z,y) > t.

A seguir, vamos definir quando dois espagos sao grosseiramente homeomorfos. Diferente do

usual, nao é necessario que a fungao seja uma bijecao.

Defini¢ao 4.1.10. Dizemos que M; e My sao grosseiramente (grosseiro Lipschitz) homeo-
morfos se existem fungoes f: My — My e g : My — My grosseiramente (grosseiro Lipschitz)

continuas tais que

sup d(z, g o f(z)) < o0 e sup dly, [ o gly)) < oo.
Exemplo 4.1.11. R munido da métrica usual e (R, p), onde p(z,y) = min(l,|z — y|),
sao uniformemente homeomorfos mas nao sao grosseiramente homeomorfos. De fato, se
f:R -] — R,p) eg: (R,p) = (R,|-]|) sao grosseiramente continuas entao g|[f[R]] é
limitado, e logo {|xr — go f(x)| : x € R} € ilimitado.

Exemplo 4.1.12. R munido da métrica usual e (R, ), onde o(x,y) =|v—y|+1sex #y e

o(x,z) =0 para cada x € R, sao grosseiramente homeomorfos mas nao sao uniformemente
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isomorfos. De fato, nao existe uma fungao uniformemente continua f : (R;|-|) — (R, o).
Além disso, a funcgdo identidade Id : (R,|-]) — (R,0) € grosseiramente continua pois
wra(t) < t+1 para cada 0 < t < co. A fungdo Id, : (R,0) — (R, |-|) também é grosseiramente
continua pois wiq, (t) <t —1 para cada 1 <t < oo e wyy, (t) =0 para 0 <t < 1.

Para certos espagos métricos, os conceitos de fungoes grosseiramente continuas e Lipschitz

para grandes distancias sao equivalentes. Este seréa o caso, por exemplo, de espagos normados.

Definicao 4.1.13. Dizemos que um espago métrico M € metricamente convexo se para cada
x,y € M e )€ (0,1), existe z € M tal que d(z, z) = Ad(z,y) e d(y,z) = (1 — N)d(z,y).

Lema 4.1.14. Se M € um espa¢o métrico convexo, Ms € um espaco métrico e f : My — M,

entdo wy € uma fungdo subaditiva, isto €, wp(s +1t) < wr(s) + wys(t) para todos s, t > 0.

Demonstragao. Sejam 0 < s < t. Pelo teorema do valor intermediério, existe 8 € (0,1) tal

que s = %t. Repare que

ﬁ(S-FZf)Iﬁ(S—l-lg/BS) = s,

e analogamente temos que (1 — f)(s+t) = t. Assim, se d(x,y) < s+t, existe z € M tal que
d(z,z) < B(s+t)=sed(y,z) <(1—p)(s+1t)=t, e entao

d(f(x), f(y)) < d(f(2), f(2)) +d([(2), [(y)) <wpls) +wr(t).

Segue portanto que wy(s +t) < wy(s) + wy(t). No caso em que s = ¢, para cada z,y € M,
com d(z,y) < 2t, tome z € M tal que d(z,2),d(z,y) = 1d(z,y) < t. Entao

d(f(x), f(y)) < d(f(x), [(2)) +d(f(2), f(x)) < 2w,(t),

e portanto wy(2t) < 2wy (t). O
Lema 4.1.15. Seja My metricamente convexo e f: My — Ms. Sao equivalentes:

1. f € grosseiramente continua.

2. Existe 0 <t < 0o tal que wy(t) < oo.

3. féCLC.
Em particular, se f € uniformemente continua, f € grosseiramente continua.

Demonstragao. 2) = 1) Seja t > 0 tal que ws(t) < oco. Veja que se s < t, entdo wy(s) <
wr(t) < 0o. Se n € N, temos que wy(nt) < nwys(t) pois wy é subaditiva e como para cada

0 < s < oo existe n suficientemente grande tal que s < nt, temos

w(s) <wgp(nt) < nw(t) < oo.
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Fica claro entao que 1) e 2) s@o equivalentes.
Resta provar que 2) = 3) pois 3) = 2) é direto. Dado s > ¢, tome n € N tal que (n — 1)t <
s < nt. Entao

sorls) < M < () < Tt
e segue entao que
Sslilt)wf(S)/s < %wf(t) < 00
Portanto limsup wy(t)/t < oo. O

t—o00

Exemplo 4.1.16. A funcdio f : R — Z, onde f(x) é a parte inteira de x para cada x € R,
¢ uma fun¢ao CLC. De fato, veja que |f(x) — f(y)| < |z — y| + 2 para todos x,y € R, logo
w(t) <t+2 < oo para todo t > 0. Segue entao que f é CLC pois R € convexo.

No caso particular dos espacos de Banach, temos entao a seguinte equivaléncia.
Proposicao 4.1.17. Sejam X e Y espacos de Banach. Sao equivalentes:

1. X eY sao grosseiramente homeomorfos.

2. X eY sao grosseiro Lipschitz homeomorfos.

Em particular, se X eY sao uniformemente homeomorfos, entao X eY também sao gros-

seiramente homeomorfos.

Uma conexao entre homeomorfismos uniformes (ou no caso mais geral de homeomorfis-
mos grosseiros) e isomorfismos Lipschitz é dada pelo resultado de Heinrich e Mankiewicz
(veja [HMS&2]) abaixo.

Teorema 4.1.18 (Heinrich-Mankiewicz). Sejam X e Y espagos de Banach grosseiramente
homeomorfos. Entao Xy e Yy sao Lipschitz isomorfos para qualquer que seja o ultrafiltro

nao principal U em N.

Demonstracao. Seja f: X — Y grosseiramente continua dada pela definigao 4.1.10. Defina

F : Xy — Yy por F((p)nen) = (f(nzn)/n)nen. Veja que F estd bem definida pois se

(Zn)nen € (Tn)nen, por 2.3.61 temos liHLl{ |xn — 2zn|| = 0 e para cadan € N
ne

[f(nzy) — f(nza)|/n < Kp(Dmaz{n|z, — 2, 1}/n
= Ki()maz{|z, — 2|, 1/n}.

Mas para cada € > 0 temos que {n € N : max{||z,, — z,||,1/n} < ¢/K;(1)} € U. Mas este
conjunto esta contido em {n € N : ||@ — Iz« ¢} De fato, se n € N é tal que

max{ |z, — z,||, 1/n} < €/K;(1), entdo

1 f(nay,) — f(nza)||/n < Kp(D)ymaz{||z, — z.||, 1/n} < e.
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H@ - @H < €} € U e entdo, como € > 0 é arbitrario, temos que

Segue que {n € N :
|f(mfn) - f(mn)” —0.

lim | =

neld
Vamos mostrar que F' é Lipschitziana. Como f é CLC, por 4.1.9 existe K = K(1) tal que
|z —y|| > 1 implica:

1 (z) = fWll < Kz —y.

Considere 7,y € X, distintos e x = (z,,) € T, y = (yn) € ¥ representantes. Seja ng € N tal
que a = ||T — 7||x, > 1/no.

Afirmamos que D = {n € N : ||z,, — y,|| > 1/no} € U. De fato, seja § > 0 tal que |[r —a| < ¢
implica r > 1/ng. Mas por 2.3.61, a = 71116%1[ |zn —ynl| € temos que {m € N : |||z, —ym| —a| <
d} € U e pela escolha de 9§, este conjunto esta contido em D. Assim temos que D € U. Tome
Dy =Dn{m € N:m > ng}. Como U é nao principal, por 2.3.47 e 2.3.49 temos que
{meN:m >no} €U e assim Dy € U. Logo, se n € Dy, temos ||z, —yn| > 1/ng > 1/n e

1f (nn) = f(nyn)l| < KlInz, — nya|
e assim, pelo Lema 2.3.53, obtemos
1F(@) = F@)llv, < KI[[T = 7llx,-
Seja agora g : Y — X grosseiramente continua tal que

Slel)[? d(x,go f(x)) < oo e 81615 d(y, fog(y)) < oo.

Podemos definir a func¢éo Lipschitziana G : Y;; — Xy por G((Yn)nen) = (9(nYn) /1) nen. Seja
(Yn)nen € Yiy. Como SUIY) lly—fog(y)|| = M para algum M > 0, temos ||ny,— f(g(ny,))|| < M
ye

para cada n € N e assim ||y, — f(g(ny,))/n| < M/n, mas entao

isto €, F' o G((Yn)nen) = (Un)new, ou seja, F' o G = Idy,,. Analogamente provamos que
GoF = [dXM' 0

Em particular, podemos deduzir, junto aos resultados que vimos no capitulo 3, os se-

guintes teoremas. Este primeiro foi provado inicialmente por [Enf70].

Teorema 4.1.19. (Enflo) Seja X um espag¢o de Banach separdvel grosseiramente homeo-

morfo a um espago de Hilbert. Entao X € isomorfo a um espago de Hilbert.

Demonstracao. Sejam H um espago de Hilbert e f : X — H tal que f é uma fungao

grosseiramente continua dada pela defini¢ao 4.1.10. Veja que a lei do paralelogramo vale em
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Hy. De fato, dados T,y € Hy e representantes © = (Z,)nen € T, Y = (Yn)nen € U, temos

2|7, + 2yl = B @llzall® +20lgal*) = Mz + yall* + llzn = val*)

= e+ ylla, + e =y,

Assim Hp; também é um espago de Hilbert. Seja F' : Xy — Hy o isomorfismo Lipschitz
construido como no Teorema 4.1.18. A funcio p : X — Xy, dada por p(x) = (2 )nen, onde
x, = x para cada n € N, é uma isometria linear e logo G = F'op é um mergulho Lipschitz de
X em G(X) C Hy. Como [G(X)] é um subespaco fechado separavel de Hy (em particular,
[G(X)] possui RNP pois é Hilbert), podemos aplicar o Teorema 3.3.15 para garantir um
mergulho linear de X em [G(X)] e portanto X é um espacgo de Hilbert. O

O resultado abaixo sera dado através das técnicas que estudamos e que foram desenvol-

vidas por [HM82], mas foi dado originalmente por [Rib76].

Teorema 4.1.20. (Ribe) Sejam X e Y espagos de Banach separdveis. Suponha que X seja
grosseiramente homeomorfo a Y. Entao X pode ser finitamente representdavel em Y e vice-

versa.

Demonstragao. Seja G : X — Yy, um mergulho Lipschitz como construimos em 4.1.19. Entao
existe um mergulho linear 7" : X — Y}7* pelo Corolario 3.4.10. O Principio da Reflexividade
Local 2.3.74 nos garante que Y;;* é finitamente representavel em Y;;, que por sua vez é
finitamente representével em Y pela Proposicao 2.3.73. Logo X é finitamente representavel
em Y. O

Corolario 4.1.21. Sejam X e Y espacos de Banach. Suponha que X seja grosseiramente
homeomorfo a Y. Suponha também que Y tem tipo p e cotipo q paral <p <2 e2 < q < 0.

Entao X tem tipo p e cotipo g com as mesmas constantes de Y ;

Demonstracao. Segue do teorema de Ribe que X é finitamente representavel em Y, e o

resultado segue pela Proposicao 2.3.79. O

4.2 Pontos médio aproximados

O conceito de pontos médio aproximados ¢é inspirado na demonstracao do teorema de
Mazur-Ulam (veja A.0.3), onde é mostrado que pontos médio sdo preservados por isome-
trias. Vamos mostrar que os pontos médio aproximados sao preservados por certas funcoes
entre espagos de Banach, em particular por homeomorfismos uniformes. Assim, poderemos
encontrar algumas estimativas sobre homeomorfismos uniformes que serao importantes nas

secoes seguintes.

Definicao 4.2.1. Sejam X um espaco normado, x,y € X e d > 0. Definimos

Mid(z,y,0) = {z € X : mazx(|lz — z[|, ly — 2[]) < (1 + 9)[l= — y[|/2}.
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Chamamos os elementos de Mid(x,y,d) de pontos médio aprozimados entre x € y.

Definicao 4.2.2. Sejam M, My espacos métricos e f : My — My uma funcao. Definimos

df (@), 1y)

Ry(s) :sup{ (e 1)

TCVENS

Lema 4.2.3. Sejam X espaco normado, M espagco métrico e f : X — M CLC. Entao
Lipo(f) = inf Ry (s).

Demonstracao. Temos por defini¢ao e pelo Lema 4.1.8 que:

Lipoo(f) = infsupwy(t)/t

= infmar{Ry(s), wy(s)/5}
Z i Ate)

Suponha por contradi¢ao que Lipy(f) > ing R¢(s). Entao existe ¢y > 0 tal que
s>

Ry(ty) < limsupwy(t)/t.

t—o00

Em particular, para cada n > 1, temos Rf(ty) < sup wy(t)/t e assim, para cada n > 1 existe
t>nto

tn, > nty tal que Ry(ty) < wy(t,)/t,. Logo, para cada n > 1 existem z,,y, € X tais que
|20 — ynll < tn e

Ry(to) < d(f(xn), f(Yn))/tn

Vamos separar o final da demonstracao em dois casos. Suponha primeiramente que exista

n > 1 tal que ||z, — y,|| > nto > 2tg. Tome z = (z, + y,)/2 e note que
to < min{||z — z,ll, |2 — ynll} < maz{|lz — 2.l |2 — yall} < t0/2.

Mas entao teremos que

d(f(z), f(@))
tn/2

d(f(2), f(xn))

Iz = @l

< < Ry(to) < d(f(xn), f(yn))/tn

d(f(z)vf(y")) < d

7 (f(xn), f(yn))/tn. Isso contradiz a desigualdade triangular em

e analogamente

M pois obtemos

d(f(2), f(@n)) +d(f(2), f(yn)) < 2d(f(2n), f(yn))/2 = d(f (2n), f(yn))-

Suponha por fim que para cada n > 1, ||z, — y,|| < nto. Pela escolha de z, e y,, temos
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que Rf(ty) < wys(nty)/nty para cada n > 1. Vamos mostrar que para cada n > 1 temos

wr(nty) = wye(ty). De fato, caso houvessem z,y € X tais que ty < ||z —y|| < nty e Ry(ty) <

d(f(z), f(y))/nto, entdo

d(f(x), f(y))/nto < d(f(x), f(y))/z =yl < Re(to) < d(f(x), f(y))/nto,

uma contradigao. Portanto o valor wg(nty) é atingido no conjunto {||z —y|| : ||z —y|| < to},

isto é, wy(nty) = wy(to) para cada n > 1. Porém isto implica que

Lipso(f) = limsupwy(t)/t = limsupws(nty)/(nty) = limwy(ty)/(nto) = 0,

t—o0 neN neN
que é uma contradi¢do pois supomos acima que Lips(f) > ing Rs(s) > 0. ]
s>

O resultado a seguir nos da condi¢oes para que uma fungao entre espagos normados envie

pontos médio aproximados do dominio em pontos médio aproximados do codominio.

Proposicao 4.2.4. Sejam X eY espagos normados e f : X —Y CLC tal que Lips(f) > 0.
Entao para todo 6 >0, € >0 ed > 0 existem x,y € X com ||z — y|| > d e tais que:

fIMid(z,y,6)] € Mid(f(z), f(y), (1 + €)d).
Demonstracao. Seja 0 < v < 1 tal que

1+l/<1+(1+e)5
1—v 140

Como Ry é uma funcao decrescente, pelo Lema 4.2.3 existe s > d tal que Ry(s) < (1 +
V) Lipoo(f). Sejam z,y € X tais que ||z —y|| > 2s(1 —d)" ' e

1f(x) = f@)Il > (1 = v)Rs(25(1 = 6) )z — yll = (1 — v) Lipee(f) |2 — yll.
Entdo para cada u € Mid(z, y, §), temos que
min{|lz —ul, |y — ull} = (1 =d)[lz —yll/2> (1 - 8)2s(1 = )7 /2 = s,
e assim

maz{|[f(x) = fW)l, 1f () = FW)ll} < Re(s)maz{|jz — ull, ly — ul[}
< (T+v)Lipeo () (1 +0) [z =yl /2.

Por escolha, temos Lipso(f)llz =yl < [[f(z) = f(y)[(1 = »)~" e portanto

maz{||f(z) = f@)Il /() = I} < QA+v)A =) 1+ f(2) = fy)l/2
< (I+ @ +ed)f(x) = Fy)ll/2
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Ou seja, f(u) € Mid(f(x), f(y), (1 + €)d). O

4.3 Principio de Gorelik

Enunciemos primeiramente o resultado abaixo.

Teorema 4.3.1 (Bourgain, Enflo, Gorelik). Se 1 < p < oo, entdo ¢, e L, nao sio unifor-

memente homeomorfos.

O caso p = 1 foi provado por Enflo (ndo publicado) e o caso 1 < p < 2 foi provado por
Bourgain ([Bou83]). Gorelik provou o caso 2 < p < oo (|Gor94|) e para isso desenvolveu o
que chamamos de principio de Gorelik. O principio nos diz, a grosso modo, que um homeo-
morfismo uniforme entre espagos de Banach nao pode levar uma bola grande de um espaco
de codimensao finita em uma vizinhanga pequena de um espaco de codimensao infinita.
Este principio, junto ao que desenvolvemos sobre pontos médio aproximados, nos permitira
concluir que certos homeomorfismos uniformes entre espagos de Banach nao podem existir.

Para demonstrar o teorema, precisamos antes de dois lemas.

Lema 4.3.2. Sejam Y um espaco de Banach, Yy um subespaco fechado de'Y de codimensao
infinita e K C'Y um compacto. Entio para todo T > 0 existe y € Y tal que ||y|| < 7 e
dYo, K +y) > 1/2.

Demonstracao. Sejam q : Y — Y/Y, a aplicagdo quociente e z1, ..., z, € K tais que ¢[K] C
U B(@;; 7/16). Como a dimensao de Y/Y} ¢ infinita, o subespago fechado Z = ({71, ..., T, })
i=1

¢ proprio. Pelo Lema de Riez 2.3.3, existe y € Y tal que ||y|| = 57/6 e d(y, Z) > 57/8 = 7/2+

7/8. Tome por fim yy € § com ||yo|| < 7. Para cada x € K, tome x; com ||T —T;||y/y, < 7/16.

Entao
d(z +y0,Y0) = [T+ Wolvive = T +7llvv — 17— Tillv/v
> 71/2471/8—1/16
= 7/24+7/16
e portanto d(K + yo, Yp) > 7/2. O

Lema 4.3.3. Seja X um espago de Banach e Xy um subespago fechado de codimensao finita.
Entao para todo 7 > 0 existe um compacto A C TBx tal que para toda fungio ¢ : A — X
continua satisfazendo ||¢(z) — x| < 7/2 para cada x € A, temos p[A] N Xy # 0.

Demonstracao. Aplicando o Teorema 2.3.35 paraq: X — X/Xpe A = %, obtemos que existe
¢+ X/Xo — X tal que ¢/(T) € T para cada T € X/X; ¢ ||¢/(Z)|| < 5/|7| para cada 7 € X.
Seja ¢ a restricdo de ¢’ ao conjunto 37/4Bx/x,. Obtemos entao ¢ : 37/4Bx/x, — 7Bx
continua tal que ¢(Z) € T para cada T € 37/4Bx/x,. Sejam A = ¢[37/4Bx/x,] e ¢ : A = X
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continua satisfazendo ||p(x) — z|| < 7/2 para cada x € A. Defina ¢ : 37/4Bx,x, = X/Xo
por ¢(T) =T — p(¢(T)) para cada T € 37/4Bx/x, ¢ veja que

W@ = |7 = e(e@)l = ll¢(T) — p(d@)] < l[6(7) = p(o(@))] < 7/2.

Portanto 1 ¢ uma funcdo continua com [37/4Bx/x,] C 37/4Bx/x,, ¢ pelo Teorema do

ponto fixo de Schauder 2.3.36 existe T € 37/4Bx/x, tal que ¥(T) = Z. Assim, segue que
p(#()) =0, isto &, p(¢(T)) € Xo N p(A). O

Teorema 4.3.4 (Principio de Gorelik). Sejam X, Y espacos de Banach e f : X — Y um
homeomorfismo entre X eY tal que f~1 é uniformemente continuo. Suponha que existam X
subespaco fechado de codimensao finita de X, Y, subespaco fechado de codimensao infinita
deY eb,d >0 tais que:

fldBx,] C Y1+ bBy.
Entao d/4 < ws-1(2D).

Demonstragao. Suponha por contradicdo que wy-1(2b) < d/4 e seja y € Y com ||y|| < 2b.
Definimos ¢ : X — X por p(x) = f~1(f(z) + y). Note que

lo(@) =zl = If 7" (f(@) +y) = fHF @) < wp-(llyll) < wp-1(20) < d/4.

Aplicando 4.3.3 para 7 = d/2, obtemos um compacto A C 7By e ay € A tal que ¢(agy) € Xo.

Veja que para cada a € A, temos
le(@)]l < llall +d/4 < d/2+d/4 < d,
logo f~1(f(ao) +vy) = ¢(ag) € dBx,. Segue que
f(ao) +y € fldBx,] C Y1+ bBy,

e entao d(f(A) + y,Y1) < b. Logo, aplicando o Lema 4.3.2 para 7 = 2b, obtemos uma

contradi¢ao pois y € Y foi escolhido arbitrariamente em By (0; 2b). ]

4.4 Grafos Métricos

Uma outra ferramenta que iremos usar é a de grafos métricos. Combinando com a teoria
de Ramsey, conseguiremos estimativas que irao complementar a se¢ao anterior. A principal

referéncia da segao é [KR08|.

Definigao 4.4.1. Seja M C N infinito. Definimos G(M) como sendo o conjunto de todos

subconjuntos de Ml com tamanho k. Além disso, equipamos Gi(M) com a sequinte métrica:

d((ny,...,ng), (my, ....mg)) = [{i : n; # my;}| para todos {ny,...,nx},{m,...,mp} € Gp(M),
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onde as k-tuplas actma estao ordenadas de maneira crescente.

Definicao 4.4.2. Sejam M C N infinito, (M,d) um espago métrico e f : Gp(M) — M
uma funcao. Dizemos que o € M € o limite de f se para cada € > 0, existe N € N tal que

Ae Gy(M) e A C[N,o00) implicam d(f(A), ) < e.
Observacao 4.4.3.

1. Caso exista o limite da fun¢ao acima, este limite € inico e o denotamos por lci:rr%M) f(A).
eGy

2. No caso em que k = 1, existir o limite da funcao f : M — M equivale a existir
o limite da sequéncia (f(my))gen, onde M = {my, : k € N emy, < my, para k; <
ko com ki, ke € N}.

Teorema 4.4.4 (Ramsey). Sejam k € N, (K, d) um espago métrico compacto e f : G(N) —

K uma funcao. Entao existe Ml C N infinito para o qual existe o limite B lén%M) f(A).
€Gy

Demonstracao. Demonstraremos por inducao em k. Para k£ = 1, consideramos a sequén-
cia (f(n))nen, que € uma sequéncia em um compacto e entdo existe uma sequéncia cres-
cente de naturais (ng)ren tal que (f(ng))ren € convergente. O resultado segue da obser-
vagao acima tomando M = {nj : & € N}. Suponha k£ > 2 e que vale o teorema para
k — 1. Podemos definir f(ml,...,mk) = f({mq,...,my}) sempre que my,...,my forem na-
meros naturais distintos entre si. Fixados my,...,m;_1 distintos, obtemos uma sequéncia

~

(f(ma, oo, M) ) mpeN/{ma,..omy,_}- Portanto existe M; C N tal que existe

A~

My, Mp_1}) = lim mi,...,m
g({ma k-1}) mkeMl/{ml,...,mk,l}ﬂ 1 k)
para cada {mq,...,my_1} € Gix_1(N). Pela hipotese de indugao, existem My C M; infinito e
€ K tai = li A).
« als que « AElefrll(Mz)g( )
Se A € G_1(M3) e € > 0, pela defini¢ao de g podemos encontrar N = N(A,¢) € N tal que
n € My en > N implicamn ¢ A e d(f(AU{n}),g9(A)) < e. Sejam agora m; < ... < my em

M,. Para cada n > k — 1, tomamos m,.1 > m, tal que
Mpt1 > maz{N(A,27"): A € Gr_1{m1,...,m,}}.

Seja entao M = {m,, : n € N} e provemos que a = B lCiJH%M) f(A). De fato, sejae >0en e N
€Gg

tal que A € Gx_1 (M) e A C [m,, 00) implicam d(g(A), o) < €/2 e que seja grande o suficiente
de modo que 27" < ¢/2. Seja agora B € Gx(M) com B C [m,,o0). Tome m, = max B e

seja A = B\ {m,}. Por construgao, temos
d(f(B),g(A)) = d(f(AU{m,}), g(A)) <270V <27 < ¢/2

e portanto d(f(A), o) < e. O
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Lema 4.4.5. Sejam X um espago de Banach, Ml C N infinito e f : Gx,(M) — X uma
fungé@o. Suponha que existam K C X compacto e § > 0 tais que f(Gr(M)) C K + dBx.
Entao para todo € > 0, existe M' C M infinito tal que diam f]Gx(M')] < 26 + €.

Demonstragao. Podemos escrever f = g+h,onde g : Gx(M) — K e h : Gp(M) — §Bx. Apli-

cando o teorema acima para g obtemos o € X e My C M infinito tais que o = ) gn(q : (A).
€G (Mg

Em particular, para cada e > 0, existe N € N tal que A € G(Mjy) e A C [N, 00) implicam
lg(A) — | < €/2. Seja entao M/ = MyN{n € N:n > N}. Entéo ||g(A) — g(B)|| < € para
todos A, B € Gi(M') e segue que

sup |f(A) = f(B)| < sup  ([|n(A) = h(B)] + [lg(A) = g(B)[]) <25 +e.

A,BEG, (M) A,BEG, (M)
m

Definicao 4.4.6. Sejam X um espaco de Banach reflexivo e 1 < p < co. Dizemos que X
tem a propriedade P(p) se para todos x € X e (x,)nen Sequéncia fracamente convergente a
0, temos:

limsup ||z + z,[|” < [|z]|P + limsup ||z, /.
neN neN

Teorema 4.4.7. Sejam 1 < p < oo e X um espago de Banach reflexivo com a propriedade
P(p). Entao se M C N € infinito, e > 0 e f : Gx(M) — X € limitada, existe M' C M infinito
tal que

diam f[G(M)] < 2Lip(f)kYP + €.

Demonstra¢ao. Vamos demonstrar por indugao em k que dados qualquer f : Gx(M) — X

limitada e € > 0, existem M’ C M infinito e u € X tais que:
1 f({n1,....,nx}) — ul| < Lip(f)k'? + /2 para cada {ni, ...,z } € G(M').

Se k =1, f é uma sequéncia e como X é reflexivo, podemos encontrar My C M infinito para
o qual existe o limite v = lim f({n}) na topologia fraca. Logo, para cada n € M, tome
0

ne M

x; € Sx- tal que i (f({n}) —u) = ||f({n}) — ul| (tal  existe por 2.3.7) e entao
IF({n}) — ull = liminf o, (f({n}) — f({m}))] < lminf [ f({n}) — F({m})l| < Lip(f).

Suponha entdo que & > 1 e que vale a sentenca acima para k — 1. Seja f : Gx(M) — X
limitada. Definindo f(ny,...,ng) = f({n1,...,nx}) para cada {ni, ...,ny} € Gi(M), e fixados
e En-

tao, podemos encontrar My C M infinito tal que g({n1,...,nx_1}) = li% f(nl, .., ) existe
ngciMo

ny,...,np—1 € M distintos, obtemos uma sequéncia (f (11, ..., Mk—1, k) )ngeM\{n1,....n5 1

fracamente para cada {ny,...,nx_1} € Gy_1(My). Pela hipotese de inducao, para cada § > 0
existe My C M, infinito tal que para cada {ny,...,ng_1} € Gp_1(M),

lg({na, ..., nx1}) — ull < Lip(g)(k — 1)'/7 + 6 /4.
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Entao para cada n = {ny,...,ng_1} € Gr_1(M;) e pela propriedade P(p) do espago,

fimsup /(7 U {ni}) = ull” = Timsup £ U {ns}) = g(7) + 9(7) — ul?

< (Lip(g)(k — 1)1/p +/4)P + limsup || f(n U {nt}) — g(n)|".

'rLkGMl

Mas lim sup[|f(n U {ni}) — g(n)|| < limsuplimsup || (7 U {ne}) = f(n0 {mi})[| < Lip(f)"

e assim

limsup || f(7 U {n}) — ull < ((Lip(g)(k — D)7 + 6/4)" + Lip(f)7) /7.

nk€M1

Considere a funcao continua ¢ : R — R dada por

o(t) = ((Lip(g)(k — 1)7 + t/4) + Lip(f)?)"/".

Afirmamos que Lip(g) < Lip(f). De fato, sejam {nq,...,ng_1},{my,....mp_1} € Grp_1(Mpo)

e seja z* € Sx« tal que x*(g({n1,....,nk—1}) — g({m1, ....mx_1})) = |lg({n1,....;np_1}) —
g({mi,...,my_1})||. Entao

2" (g({n1, -, ne1}) — g({ma, ... M1 }))|
inof lz*(f({n1, .oy k1,1 }) — fF({ma, ..., mp_1,nx}))|

M,

lg({n1,....nk—1}) — g({ma, ..., ma_1})|]
= lim

ni €

< liminf £ ({1, o e, i) — f({ma, o mi—y, md) ||

< Lip(f)d((ny,...;ng—1), (M1, ...,mp_1)).

Temos entdo que ¢(0) < Lip(f)k'/? elogo ¢(8) < Lip(f)k'/P+¢/4 para § > 0 suficientemente

pequeno. Segue entao que

limsup || f(7 U {ng}) —ul| < Lip(f)k*? + ¢/4.

ng €My
Defina h : Gx(M;) — R por h(n) = ||f(n) — u|| para cada i € Gx(M;). Como h é limitada,
podemos aplicar o Teorema de Ramsey 4.4.4 para obter M’ C M infinito tal que ||| f(n)—u||—
|£(m) —ul|| < €/4 para cada n,m € Gi(M'). Portanto || f({ni,...,nx}) — ul| < Lip(f)k'/? +
€¢/2 para cada {ni,...,ng} € Gp(M') e isto conclui a indugdo e consequentemente a prova do

teorema. O

Definigao 4.4.8. Sejam 1 < p < 00 € © = (Ty)nen € £p. Definimos o suporte da sequéncia
x por suppr = {n € N : z, # 0}.

Lema 4.4.9. Sejam 1 < p; < p2 < ... < pm. Entao o espago X = (b, & ... B Ly, )oo satisfaz
a propriedade P(py).

Demonstragao. Vamos provar primeiro que X = /¢, satisfaz a propriedade P(p) com 1 <

p < g < oo.Sejam x € {, e (T,)nen Sequéncia fracamente convergente a 0 em /,. Queremos
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provar que

p

limsup ||z + x|}, < [l]} + limesglp [znll7, -
n

neN
Seja (zm)m = (Zn,,)m uma subsequéncia de (z,)nen tal que lim ||z + z,,[|P = lim sup ||z + 2, ||P
m neN
e lim ||z, || = limsup ||z, ||P. Vamos criar uma sequéncia (yx), em ¢, ¢ uma subsequéncia
m neN

(Zmg )k de (2m)m tais que ||z, — yille, = 0, onde cada yj, tem suporte finito com respeito a

base canodnica e para cada k € N
max{n € N: yx(n) # 0} < min{n € N : yp1(n) # 0},

isto é, os suportes sao crescentes.

N1 Nl
Seja Ny tal que [[z1 — > z1(i)eslle, < 1/2. Definimos m; = 1 e y; = ) 2(i)e;. Como
i=1 i=1

zm — 0 fracamente quando m — oo, segue que lim z,,(i) = 0 para cada i € N e assim
m

Ny
conseguimos encontrar ms tal que || > 2, ()e;]ls, < 1/2%. Encontramos N, > N tal que
i=1

No
“Zmz - Z ZmQ(i)engq < 1/23. Entao
i=1

N2
Zmy — Z Zmy()ei]| < 1/22.
i=N1+1 fq
No
Fazemos yo = >  2zm,(i)e;. Construimos entao indutivamente (my), e (Ng)x tais que
i=N1+1
N
Zmy, — Z Zm (Deg|| < 1/2F
t=Np_1+1 eq
N
e fazemos yp = >z, (1)e;.
i=Ng_1

Sejam € > 0 e k suficientemente grande tal que

(2 + yille, + 1zm, = ynlle,)” < llw +yillz, + €

Entdo |2+ zm, 7, < [l +yxlly, +¢. Por outro lado, sejaz, = > x(i)e;. Note que 2 — 0
1ESUPPYK
quando k — oco. Temos entao

Iz +ull, = ( Z |z (7)]7 + Z (i) + yi(4)] 9P/

i¢ suppyr i€suppyy,
= (lz — Zxlf, + 7% + wellf )P/

< o = Zwlly, + 175 + llz, -
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Mas esta tltima expressao tende a [|lz[[y, + lim lyellz, = =7, + liriles;\lllp [z [7,- Portanto

limsup ||z + z, ||}, =lim ||z + 2, ||} <lim ||z + |} + e < ||z|]5 + limsup ||lz,[]} + €.
neN ? k a k a ! neN a

Como € é arbitrario, o resultado segue.

Considere agora o espaco X = ({,, & ... B ), ), Onde 1 < p; < py < ... < Py, Sejam

x € X e (T,)neny umas sequéncia fracamente convergente a 0 em X. Vamos escrever x =

(M, .., 2™ e 2, = (x%l),...,:cslm)) para cada n € N. Entao (xg))neN ¢ uma sequéncia

fracamente convergente a 0 em /,, para cada j = 1,...,m. Pelo que provamos acima, temos

limsup ||z + 2D | < ||z][?* + limsup ||z, |?* para cada j = 1,..,m.
neN bi Pi neN bi

Segue entao que

limsup ||z +2,|%¥ = max (limsup =9 + 9555)”51 )
nen J=lem pen i

IN

) p1 ; (4)||P2
Zpe, (e, + tmge e, )
< max (|92 )+ max (limsup [|z2"))
Jj=1,....m pj j=1,....m neN bi

|zl x + limsup ||z, || x-
neN

4.5 Estrutura Uniforme dos espacos ¢,

Agora que desenvolvemos as ferramentas necessarias, vamos estudar algumas proprieda-

des dos espagos £,,’s que irao possibilitar a aplicacao das secoes anteriores.

Definicao 4.5.1. Sejam X um espago de Banach, 1 < p < oo e (€,)nen uma base incon-
dicional de X. Dizemos que esta base tem estimativa superior p se existir uma constante
0 < C < oo tal que para qualquer sequéncia finita (xy)jr, de vetores disjuntos com respeito

a base (€,)nen, vale:
m

>

k=1

p m
<Py P
k=1

Analogamente, dizemos que a base tem estimativa inferior p se existir uma constante 0 <

C < oo tal que para qualquer sequéncia finita (zx)p, de vetores disjuntos com respeito a

base (€,)nen, vale:

p m
> P P
k=1

Exemplo 4.5.2. Sejam 1 < p < 00, X =¥, e (en)nen @ base canodnica do {,. Entao toda
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m m
sequéncia (zy)i, disjunta com respeito a base satisfaz || > xx||P = Y. ||xkl|P. Logo (€n)nen
k=1 k=1
tem estimativas superior e inferior p e com constante C' = 1.
Definigao 4.5.3. Sejam X um espago com base incondicional (e,)nen € x,y € X.Dizemos
que y L x sempre que os suportes de y e x forem disjuntos com respeito a base (€,)nen. Se

X1 € um subespago de X, definimos ainda Xi- ={y € X :y L x para cada v € X;}.

Definicao 4.5.4. Sejam 1 <r < oo e N € N. Definimos o subespagco Ex de £, por
Enx =lejlisy ={(zn)nen € 4, 1 21 = ... = 2y = 0}.

Definicao 4.5.5. Sejam 1 < p < oo e n € N. Definimos a n-ésima projecao de £, como

sendo a fungao P, : l, — ey, ..., e,] dada por P,(x) = ) x(i)e;. Definimos analogamente a
i=1
n-ésima projecao de cy.
O lema a seguir mostra algumas relagoes entre os pontos médio aproximados dos espagos

¢,’s e do espago ¢y com subconjuntos classicos de espagos normados.

Lema 4.5.6. Sejam X espago de Banach e (e,)nen uma base incondicional de X com

constante igual a 1. Temos:

1. Se (en)nen tem estimativa superior 1 < p < oo com constante C' = 1, entdo para todo

0 >0 e para cada x € X existe um subespaco X de codimensao finita tal que:

§Y?||x||Bx, € Mid(x, —x,5)

2. Se (en)nen tem estimativa inferior 1 < r < oo com constante C = 1, entao para todo
0 > 0 suficientemente pequeno e para cada x € X existe um subespaco X1 de dimensao
finita tal que:

Mid(z, —z,6) C X1 + (3r6)Y"||z|| Bx

3. Se X = ¢y, para cada v € X comx #0 e 0 < e <9, existe um subespaco Xy de X de

codimensao finita tal que:

(1+¢)||z||Bx, € Mid(x,—x,9)

Demonstragao. 1) Sejam x € X e § > 0. Considere primeiro o caso em que p > 1 e x tem
suporte finito com respeito a base (e,)nen. Tome Xo(z) = Xo = {y € X : y L z}. Entéo

para cada y € 0'/?||x|| Bx,, temos

ly £ 2l < (lyl” + [l2]P)? < (14 8) ||| < (1 + )]
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Seja x € X qualquer, € = (14 6)||z|| — (1 + 6)¥?||z|| e 2 = P,(z), onde n é suficientemente
grande tal que || P,(z) — z|| < e. Como a constante da base é 1, temos ||z]| < ||z||. Logo para

cada y € §V/7||z|| Bx,(»), temos
ly £zl < lly £ 2]l +e < @llz]]? + [|2])7 + € < (1+8) Pl + e = (1+6)|]].

Portanto max{||y + z||, ||y — z||} < (1 + )|z, isto &, y € Mid(x,—y,0).
Se p = 1, para qualquer y € d|x||Bx temos |y £ z|| < (1 4 J)||z] e assim 6Bx C
Mid(z, —x,9).

2) Seja 0 < § < 2Y/(=Y — 1. Suponha primeiramente que * € X; = ({ey,...,enx}) para
algum N € N e ||z]| = 1. Seja y € X tal que ||y £ z|| < 1+ 6. Escrevendo y = y; + y» com
Y1 € X1 ey € Xit, vamos mostrar que ||yp]| < (2r6)'/2. Como

2= [12z] = llz =y + =+ wall < llo = vl + [lz + v,

temos max{||z—uy1 ||, ||t +v1]|} > 1 e assim existe um sinal § € {—1,1} tal que ||z +0y; || > 1.
Portanto
L lg2ll” < llz 4+ 0yl + lly2ll” < 102 + 91 + 4" < (1 +0)"

Como 6 < 2Y/(=D — 1 temos (1+6)" — 1 < 2r6, logo y» € (2r6)/" By.
Suponhamos agora que x € X é qualquer com ||z|| = 1. Seja n suficientemente grande tal
que ||z — P,(z)|| < 0/4. Sejam z = P,(z) e y € Mid(x,—x,0). Veja que

L—|lz]] < flz — =[] < d/4.
Entao

ly £ 2/[I2llI < ly £ 2| + 1]z = 2/lIzllll < |y £zl + llz ==l + ||z = z/|[=]l]
< 1+6+6/4+1— |z
<

1 +30/2.

Portanto y € Mid(z/| 2|, —2/||z|,36/2) € X1 + (3r6)"/"Bx.

3) Sejam 0 < e < ¢. Considere primeiro o caso em que x € S,, tem suporte finito com res-
peito & base canonica. Seja entdo N € N tal que x € [e,, : n < N]. Defina X por [e, : n > N]
esejay € (1+¢€)Bx,. Entao ||x £ y|| <1+¢ ecomol+e=(1+¢)|z—(—x)|/2, temos
que y € Mid(x,—x,¢) C Mid(z,—x,0).

Seja agora x € Sx qualquer e N € N tal que ||Py(x) — z|| < (6 —€)/2. Sejam z = Py(x) e
Xo = [en : n > N + 1], ou seja, Xy ¢ o subespago dado acima para z. Seja y € (1 + €)Byx,.
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Entao
ly 2l <lly £ 2/l20l + ll2/ll2l —2ll < T+e+ -z +1—]=|
< T+e+ 2z — 2
< l+e+d—c¢
< 1+
Portanto y € Mid(z, —x,9). O

Observagao 4.5.7.

1. Note que em 1) podemos substituir o subespago Xy por algum Ey pois para N sufici-

entemente grande temos Eny C X,.

2. Note que em 2) podemos substituir X, por um conjunto compacto K pois a primeira

coordenada y; na demonstracao € limitada.

No caso em que X ¢ uma soma de espacos £,’s, temos o seguinte resultado.
Lema 4.5.8. Sejam 1 <p; <ps < ...<p, <00 eX = (D> 0,), -SejareX ed <<l
i=1
Entdo existe um compacto K C X tal que Mid(x, —x,8) C K + (3p,0)Y/?||x||Bx.
Demonstragdo. Vamos provar para o caso n =2 e X = (£, ® {,),, com p < q. Seja (fn)nen

a base de X dada por

en-1_,4,0 se n é impar
f(n) = ( z + ) P para cada n € N.
(0,€n/2) se n é par

Sejam z1, ..., ; € X disjuntos com respeito a base (f,,). Vamos provar que ||z; + ... + 2|7 >
|z1]|2 4 ... 4+ [|z1]|%, e com isso mostramos que a base (f,)nen tem estimativa inferior g com
constante C' = 1. O resultado vai seguir entao de 4.5.6 2).

Escrevendo z; = (z, x7), obtemos que

o1+ o+ @|? = [l + 2l + 2]+ e+ 2]l

Mas como 1, ...,x; € X sao disjuntos com respeito a base (f,), temos

o + ..+ 2l = lel + o T (n)[P)

Zm )P+ - +le (n)|?)"?

= WM@+W+WNQW

> lzallz, + -+l
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pois p < ¢. De forma andloga, provamos que ||z +...+z |7 = ||z} +...+ 277 . Portanto,

segue que X tem estimativa inferior ¢ com constante C' = 1. O]

Unindo o resultado anterior a Proposicao 4.2.4, obtemos a seguinte proposicao.

Proposigao 4.5.9. Sejam 1 < py,py,...,pn <7 <00, X = (D lp)e,, € f:ly = X uma
i=1
fung¢ao CLC. Entao para cada t,é > 0 existemx € £, 7 >t, N € N e K C X compacto tais

que

f[l’+TBEN] C K +7By.

Demonstragao. Suponha primeiramente que Lip..(f) = 0. Entao para cada §,t > 0 existe
T >t tal que wy(7)/7 < §. Tomando z =0 e K = {f(0)}, obtemos que || f(y) — f(0)]| < dT

para todo y com ||y|| < 7, isto &,
flTBy,| C K + d7Bx.

Podemos supor entao que supwy(t)/t = C' > 0 para algum s > 0. Seja v < 1/2 tal que
t>s

(6pn) /P CuA/Pn=1/7 < §. Pelo Lema 4.2.4 existem @, y € £, tais que ||z—y|| > max{s, 2tv~1/"}

fIMid(x,y,v)] € Mid(f(x), f(y),2v).

Vamos supor primeiramente que y = —z e que f(—z) = —f(x). Seja entdo 7 = v
Pela Proposigao 4.5.6 1), existe N € N tal que 7Bg, C Mid(z,—z,v) e pelo Lema 4.5.8

Yl

existe K C X compacto tal que

Mid(f(x), = f(x),2v) C K + (6p,v)"/*"

f(@)|[Bx

e assim
flrBey] C K + (6pov) /P || f ()| Bx.

| < O||z|| = CTv~Y" e portanto

Mas como ||z — (—)|| > s, temos | f(z)
(6p) VP f(2)|| < (6pn)/PrCVAMP=Y" 1 < 5,

isto ¢, f[TBgy| C K + 07Bx.
Em geral, aplicamos a proposi¢ao para a fun¢ao ¢(w) = f(w+ (y+x)/2) — (f(z) + f(y))/2

e obtemos que

fly+2)/2+7Bpy] C (K = (f(x) + f(y))/2) + 67Bx.

]

Vamos mostrar no exemplo a seguir como podemos aplicar tudo que desenvolvemos até

aqui para provar que [y e ¢g nao sao uniformemente homeomorfos.
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Exemplo 4.5.10. ¢; e ¢g nao sao uniformemente homeomorfos.

Demonstrag¢ao. Suponha por contradigao que exista um homeomorfismo uniforme f : ¢y —

(1. Entao para cada y,w € {4, temos para M = K;-1(2):

1F7 () = ()| < M max{]|z —y], 2}

Sejam K = K;(2), 0 < 6 < min{1/2,1/(120KM)} e d > 2/(15K6). Por 4.2.4, existem
x,y € ¢ tais que ||z — y|| > maz{d, 2} e

fIMid(x,y,0)] € Mid(f(x), f(y),50).

Podemos ent@o supor sem perda de generalidade que y = —x e que f(—xz) = —f(x). De
fato, basta considerar ¢ : ¢g — ¢; dado por ¢p(w) = f(w+ (y +x)/2) — (f(x) + f(y))/2, e
entio ¢((y — 2)/2) = —6((z — 1)/2) & Lipse(6) = Lipsa(f).

Pelo Lema 4.5.6, existe um subespago X, de ¢y de codimensao finita e existe um su-
bespago Y; de ¢; de codimensdo infinita tais que (1 + §/2)||z||Bx, € Mid(x,—x,d) e
Mid(f(z),—f(x),50) C Y7 4+ 150|| f(z)|| Be,. Entao

FI(L+0/2) 2| Bx,] € f[Mid(z, —x,6)] € Mid(f(x), = f(x),50) C Y1 + 156 f(x)[| Be,

Assim, o principio de Gorelik 4.3.4 pode ser aplicado e obtemos (140/2)||z|| /4 < w¢-1(30]| f(x)]|6).
Por escolha, ||z — (—z)|| > 2, assim || f(2)|| < K||z|| e

(L+0/2)[[z]|/4 < wp(30[ f (@) [|6) < wp-1(30K]|z[[0).
Veja que sempre que ¢t > 2, temos wy-1(t) < Mt, mas pela nossa escolha de d,
30K ||x]|d > 15K dé > 2,
e assim
]| /4 < (L+6/2)[|2]]/4 < wp-1(30K]|x[|6) < 30K M |[[|6.
Portanto 6 > 1/120K M, uma contradicao. O

Teorema 4.5.11. Sejam 1 < p < oo e X um espago de Banach com uma base incondicional
com estimativa superior p. Seja Y um espag¢o de Banach uniformemente homeomorfo a X.

Entao nenhum quociente de Y pode ter uma base com estimativa inferior v com r < p.

Demonstragao. Sejam U : X — Y um homeomorfismo uniforme entre X e Y e (2, )neny uma
base incondicional de X com estimativa superior p. Suponha por contradigao que exista um
operador quociente @ : Y — Z (veja 2.3.14) tal que Z tem uma base incondicional (z,)nen
com estimativa inferior r para algum 0 < r < p. Defina S : X — Z por S = @) o U. Depois

de renormar os espagos podemos assumir sem perda de generalidade que as constantes das
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bases sejam 1 e que Lipy(S) = 1. Dados d > 1 e § > 0, segue da Proposicao 4.2.4 que

existem z,y € X com |z —y|| >de
S[Mid(z, y,6)] < Mid(S(z), 5(3), 56).

Assim como no exemplo acima, podemos supor que y = —z e S(y) = —S(x). Segue do Lema
4.5.6 que:
S[0Y7 ]| Bxo) € Z1 + (15r6)""(|S ()| Bz,

onde X é um subespago de X de codimensao finita e Z; um subespaco de Z de dimensao

finita. Seja Y; = Q'[Z;]. Afirmamos que Y; tem codimensao infinita e que
Q~'[Z + (15r6)/"||S(x) || B2) € Y1 + (15r8) /7 ||S(2) || Co By,

onde Cg é uma constante dependendo apenas de (). De fato, suponha o« € R e que y €
QY Z, + aByz]. Entao q(y) = z1 + az, onde z; € Z; e z € Bz, e logo

inf < IT M= < T
ed o W< AT < AT

onde T : Y/kerQ — Z é o isomorfismo induzido por Q. Fazendo Cg = || T + 1, existe
y € Q M{z}] tal que ||y'|| < Cq e assim q(y — ay’) € Z;, que por sua vez implica que
y € Y] + aCgBy. Temos entao:

U7 |l Bx,) © QMS[6"7 |2 Bx, ]| € Q7*[Z1 + (15r8)""||S(2) | Bz]
C Y1+ (15r6)""||S ()| CoBy-

Podemos entao aplicar o principio de Gorelik para obtermos
87 ||z[| /4 < w1 (2(1578) 7| S ()| Co).-

Veja que ||S(x)]| < Kg(1) eset > 1, wy-1(t) < Ky-1(1)t, logo para d suficientemente grande
obtemos
VP |lal| /4 < 2(1578) V" |l2]| Co K s(1) K1 (1),

uma contradicao para J suficientemente pequeno. O
Também temos em maos as ferramentas para demonstrar os dois seguintes teoremas.

Definicao 4.5.12. Sejam X eY espacos de Banach. Dizemos que f : X —'Y € um merqgulho
CLC se f € uma fungao CLC e para cada t > 0, eziste Cr(t) > 0 tal que

1f(z) = f@Wl = Cr(®)llz — yll para cada z,y € X com |z —y[| > t.

Teorema 4.5.13. Sejam 1 < p < q < oo. Entao nao existe mergulho CLC f : {; — £,,.
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Demonstrag¢ao. Suponha por contradicao que exista tal funcao. Podemos supor sem perda
de generalidade que existe 0 < C' < 1 tal que ||f(z) — f(v)|| > C|lx — y| para todos
|z —y|| > 1. Seja 6 < C'/3. Pela Proposicao 4.5.9 temos que existem u € {,, 7> 1, N € Ne
K C ¢, compacto tais que f(u+ 7Bg,) C K + 07By,. Pelo Lema de Riesz 2.3.3 existe uma
sequéncia (uy,)neny em u+7Bg, tal que ||u, —u,,|| > 1 para cada n # m. Cada f(u,) pode ser
escrita como k, + d7v,, onde k, € K e v, € By,. Tomando se necessario uma subsequéncia
convergente de (k,)nen, podemos supor sem perda de generalidade que ||k, — k|| < 07 para

cada n,m € N. Temos assim
| f (un) = fum)|l < ||kn = kmll + 07 ||vn — vim|| < 307 para todos n,m € N.

Mas entao C1 < || f(un) — f(un)| < 307 para n # m, contradizendo a escolha de . O
Teorema 4.5.14. Sejam 1 < p < q < oo. Entao nao existe mergulho CLC g : £, — {,.

Demonstrag¢ao. Suponha por contradi¢cao que exista tal g. Podemos supor supor sem perda

de generalidade que existe C' > 1 tal que para todos z,y € £, com |z —y|| > 1

|z =yl <llg(x) — gl < Cllz —yl|.

Sejam agora k € N e ¢ : Gy(N) — ¢, definida por p(2) = e, + ... + €5, onde 1 =
(n1,...,nx) € Gi(N). Temos que

1< [le(n) — @(m)|| < 2Y%d(n, m)"? < 2d(n, m)
Entao

l9(p(n)) — gle(m))|| < Clle(n) — w(m)|| < 2Cd(n,m)

e assim Lip(go @) < 2C. Pelo Teorema 4.4.7 existe um subconjunto infinito M de N tal que
diam(g o p)[Gr(M)] < 6CkY2. Mas diam(g o ¢)[Gr(M)] = (2k)'/?, logo (2k)'/? < 60k e

1
i < 2_/p < kl/q—l/p7

6C — 6C —
que é uma contradigao para k suficientemente grande pois 1/¢ — 1/p < 0. ]

Como consequéncia, temos o seguinte teorema de Bourgain que foi demonstrado primei-

ramente em ([Bou83|).

Teorema 4.5.15 (Bourgain). Seja 1 < p < 2. Entdo ndao existe homeomorfismo uniforme
[ il =L, para o qual f e f~1: flls] — ¢, sao CLC.

Vamos enunciar agora o teorema de Maurey, que ¢ um teorema classico na teoria de

extensao de operadores.
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Teorema 4.5.16 (Maurey). Sejam X um espago com tipo 2, Y um espago com cotipo 2
e Xo um subespaco de X. Entao para todo operador T : Xy — Y, existe uma extensao
S: X =Y.

Demonstragao. Ver [MauT74]. O

Corolario 4.5.17. Sejam X um espaco com tipo 2, Y um espaco com cotipo 2 e Xg um

subespaco de X. Suponha que Y seja isomorfo a Xy. Entao Xy € complementado em X.

Demonstracao. Seja T : Xg — Y um isomorfismo entre Xy e Y. Pelo teorema de Maurey,
existe uma extensao S : X — Y de T'. Considere P =T '0S : X — X,. Entao P é continua

e para cada xy € X, temos
P(ZL‘()) == T_I(S(ZL'())) == T_I(T(ZE())) = Xyp-

Logo X é um subespaco complementado de X. O

O resultado a seguir foi provado originalmente em [Rib78|, mas vamos fazer uma de-

monstragao utilizando técnicas de ultraprodutos como é feito em [HM82].

Teorema 4.5.18 (Ribe). Sejam 1 < p < oo e X um espag¢o de Banach uniformemente

homeomorfo a um espago L,. Entao X é um espaco L,,.

Demonstragao. Sejam Y um espago £, ao qual X ¢é uniformemente homeomorfo e & um
ultrafiltro nao principal em N. Entao, pelo Teorema 4.1.18, X;; é Lipschitz isomorfo a Y.
Por 2.3.78, Y, também ¢é um espacgo £, e por 2.3.77 Y;; nao ¢ isomorfo ao espaco {5 e existe
um subespago complementado Z de L, tal que Y, ¢ isomorfo a Z. Entao X, ¢ Lipschitz
isomorfo a Z, que é um espago reflexivo e assim X também é reflexivo. Pelo Teorema
3.5.13, Xy é isomorfo a um subespago complementado de Z, e logo X;; é isomorfo a um
subespaco complementado de L,. Como X, é reflexivo, assim serd X e logo X é isomorfo
a um subespago complementado de X;; por 2.3.62, e portanto a um subespaco de L,. Por
fim, se X ¢ isomorfo a {5, Y seria isomorfo a {5 por 4.1.19. Portanto X ¢é um espago £, por
2.3.77. m

Teorema 4.5.19 (Johnson). Sejam 1 < p < oo e X um espago L, separdvel tal que nenhum

subespago € isomorfo ao . Entao X € isomorfo ao espago {,.
Demonstragao. Ver [JOT4. O
Podemos finalmente demonstrar o principal teorema do capitulo.

Teorema 4.5.20. Seja 1 < p < oo. Entao todo espago de Banach X uniformemente home-

omorfo a {, € linearmente isomorfo a {,,.
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Demonstragao. Seja X um espaco de Banach uniformemente homeomorfo a ¢,, com p # 2.
Vamos supor por contradicao que ¢y seja isomorfo a um subespago de X. Suponhamos
primeiramente p > 2. Como o tipo de X é o mesmo que o de ¢, por 4.1.21, que por sua vez
tem tipo 2, segue do Corolério 4.5.17 que ¢ é isomorfo a um subespaco complementado de
X. Mas entao, {5 é isomorfo a um quociente de X e assim X possui um quociente com base
com estimativa inferior 2 < p, contradizendo o Teorema 4.5.11. Suponha agora 1 <p < 2 e
sejam f : X — ¢, um homeomorfismo uniforme e 7" : {5 — X um isomorfismo na imagem.
Entao foT : ¢y — ¢, é¢ um homeomorfismo uniforme na imagem cuja inversa ¢ CLC (pois é
uma composigao de fungoes CLC), contradizendo o Teorema de Bourgain 4.5.15. Entao X
nao possui copia de ls.

Segue do Teorema de Ribe 4.5.18 que X ¢ um espaco £,. Por fim, novamento pelo fato de
X nao possuir copias de £, segue do Teorema de Johnson 4.5.19 que X é isomorfo ao £,,.

No caso em que p = 2, o resultado segue diretamente de 4.1.19. O

4.6 Estrutura Uniforme dos espagos ¢, @ ¢,

J& desenvolvemos quase todas ferramentas na segao anterior para estudar a estrutura
uniforme dos espacos ¢, @ £,. Vamos separar nos casos em que 1 <p <g<2ou2<p<
q < 00, estudados em [JL.S96], e no caso em que 1 < p < 2 < g < 00, estudados em [KROS].

Enunciemos antes os seguintes teoremas.

Lema 4.6.1. Sejam X eY espacos de Banach ed um ultrafiltro nao principal em N. Entao
0 espago (X @Y )y € isométrico ao espago Xy @ Y.

Demonstragao. Vamos equipar as somas externas com a norma do maximo || - ||o. Considere
o operador T : Uoo (X DY) = loo(X) & loo(Y) dado por

T((xnayn)neN) = ((xn)neN; (yn>n€N) para cada (meyn)neN € gOO(X D Y)

Entao T' é uma isometria pois

1T ((@ns yn)nem)llo = [1((@n)nen; (Un)nen) [l
= max{sup [|z,|[, sup [[y. ||}
neN neN

= sup(max{||z,||, [lv.ll})
neN

= sup |(Zn, Un) |l xev
neN

= [[(zn, yn)neNHEm(XeBY)-

Além disso, T' é sobrejetora. Para terminar a demonstracao, vamos mostrar que T'[coy (X @
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Y)] = cou(X) & cou(Y). De fato, para cada € > 0, temos que

{neN:[(@n yn)llxey <€} = {neN:max{[lza],[lynll} <€}
= {neN: |z, <e}n{neN: |y < e},

assim (T, Yn)nen € cou(X @ Y) se e somente se (T, )nen € Cou(X) € (Yn)nen € cou(Y), isto
€, (Tn, Yn)nen € cou(X BY) se e somente se ((Tn)nen, (Yn)nen) € cou(X) B cou(Y). O

Teorema 4.6.2. Sejam 1 < p < g < 0o e X uniformemente homeomorfo ao espago £, L.
Entao para cada ultrafiltro nao principal U em N, temos que Xy € isomorfo a um subespaco
complementado de L, ® L,. Em particular, X também é isomorfo a um subespago comple-
mentado de L, ® L,.

Demonstragao. Segue do Teorema 4.1.18 que Xj; é Lipschitz isomorfo ao espaco (¢, & €)u,
que por sua vez é isométrico ao espago (£,)y @ (¢4)y. Como ¢, é um espaco L, assim sera
(¢,)u por 2.3.78, logo, pelo Teorema 2.3.77, existe um isomorfismo 7" : (¢,)y — L, tal
que T[(¢y)y] ¢ um subespago complementado de L,. Analogamente, existe um isomorfismo
S (by)u — Ly tal que S[(¢y)u] € um subespaco complementado de L,. Entao a fungao
ToS: (ly)u® (ly)u — L, ® L, dada por

T & S(z,y) = (T(7),5(y)) para todo (T,7) € (p)u & (€g)u

¢ um isomorfismo cuja imagem é um subespaco complementado de L, ® L,. Seja Y tal
imagem. Entao X;; é Lipschitz isomorfo a Y, que é um espaco reflexivo por ser subespaco
de L, ® L, e entao, por 3.5.13, X ¢é isomorfo a um subespago complementado de Y, que por

sua vez ¢ um subespaco complementado de L, © L,, e segue o resultado. O

Definicao 4.6.3. Sejam X e Y espacos de Banach de dimensao infinita. Dizemos que X e
Y sao totalmente incompardveis se para todo subespaco de dimensao infinita E de X e todo

subespaco de dimensao infinita F' de Y, temos que E e ' nao sao isomorfos.

Exemplo 4.6.4.

1. Sel <p<q< oo, entio l, e l, sio totalmente incompardveis. Ver [AK9S] Coroldrio
2.1.6, pagina 32.

2. Sel<p<2<q<oo, entao L, el, sao totalmente incompardveis. De fato, seque de
[AK98] Proposicao 2.2.1, pagina 33 e [AK98| Teorema 6.4.19, pdgina 160.

Teorema 4.6.5 (Edelstein e Wojtaszczyk). Sejam X e Y espacos de Banach totalmente
incompardveis e Z um subespaco complementado de X &Y. Entdo existe um isomorfismo
sobrejetor o : X @Y - X @Y tal que p(Z) = (p(Z)NX) B (p(Z)NY).

Demonstragao. Ver [EWT6]. O



4.6 ESTRUTURA UNIFORME DOS ESPACOS ¢p @ £q 97

Ou seja, o teorema acima nos diz que um subespaco complementado da soma é isomorfo

a uma soma de subespacos complementados.

Teorema 4.6.6 (Johnson). Sejam X um espago de Banach sem cdpias do ly € 2 < p < 0.
Entao todo operador T': X — L, se decompoe como Bo A, onde A: X —{, e B:{, — L,.

Demonstragao. Ver |JohT76]. O

Lema 4.6.7. Sejam X e Y espacos de Banach e T : X — Y um isomorfismo tal que
T[X] € um subespago complementado de Y. Suponha que existam Z um espago de Banach,
T, : Z =Y ely : X — Z operadores continuos tais que T = T} o Ty. Entao Ty € um

isomorfismo e Ty|X| € um subespago complementado de Z.

Demonstragao. Sejam T—': T[X] — X ainversade T e P : Y — T[X] uma projegao linear
e continua. Seja P’ = TyoT 'oPoT, : Z — Ty[X|. P’ é continua, linear e além disso temos

para cada x € X
P (Ty(z)) =TooT o PoTi(To(x)) =Too T ' o P(T(2)) = Too T (T(x)) = Ty(x).

Assim, P’ é uma projegao linear e continua. Por fim, a funcao S =T 1o Ty : Th[X] — X ¢é

a inversa de T5. O

Teorema 4.6.8. Sejam 1 <p<q<2ou2<p<q<oo. Entao todo espago de Banach X

uniformemente homeomorfo ao espago £, ® £, € linearmente isomorfo a £, ® {,,.

Demonstracao. Suponha 2 < p < ¢q. Seja J : X — L, ® L, um isomorfismo de X em um
subespago complementado de L, @ L,, que existe pelo Teorema 4.6.2. Sejam também S, e
Sy as projecoes naturais de L, ® L, em L, e L,, respectivamente.
Como o espaco £, ® {, tem tipo 2, segue que X tem tipo 2 e pelo Teorema de Maurey 4.5.16
toda copia de /5 em X é complementada. Mas isto é uma contradicao com o Teorema 4.5.11
e logo X nao tem copias de /5.
Pelo Teorema de Johnson 4.6.6, os operadores S,oJ : X — L, e S;0J : X — L, se
decompoem como B, o A, e B, o Ay, respectivamente, onde A, : X — £, A, : X — {,,
B,:t, = L,e By :l; — L. Segue que J se decompoe como Jy 0 Jy, onde J; : X — £, @ {,
¢ dada por

Ji(z) = (Ay(x), A (z)) para cada x € X,

e Jo: b, ®ly — L, D L, & dada por

Jo((Tn)nen, (Yn)nen) = (Bp((Tn)nen), By((Yn)nen)) para cada ((Zn)nen; (Yn)nen) € £ ® £y

Portanto, segue de 4.6.7 que J; é um isomorfismo de X em um subespago complementado de
¢, ®{,;. Mas pelo Teorema de Edelstein 4.6.5, X ¢ isomorfo a @ F', onde E é um subespaco

complementado de ¢, e I’ um subespago complementado de ¢,. Ou seja, E s6 pode ser £,
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ou um subespaco de dimensao finita de £, e F' s6 pode ser ¢, ou um subespaco de dimensao
finita de ¢,. Segue entao do Teorema 4.5.20 que X ¢ isomorfo a ¢, ® {,,.

Caso 1 < p < ¢ < 2, temos que X* é uniformemente homeomorfo ao espaco ¢, @ {4+, onde
p* e ¢* sao os conjugados de p e ¢, respectivamente. Pelo que vimos acima, X* é isomorfo
ao lp @ L+ Como X ¢é superreflexivo, ¢ em particular reflexivo e entao X ¢ isomorfo ao
ly DL, m

Para o caso em que 1 < p < 2 < g < 00, precisamos usar as técnicas com grafos métricos

que foram estudadas anteriormente.

Teorema 4.6.9. Sejam 1 < p; < ps < ... < p, < o00. Ser & {p1,....,pn}, entdo nao existe
mergulho grosseiro Lipschitz de {, em £, @& ... D, .

Demonstragao. Suponha por contradi¢ao que exista f : £, — £, @...®¢,, mergulho grosseiro
Lipschitz e consideremos primeiro o caso em que p,, < r < p,+1 para algum m < n. Sejam
X=Up®...81L, )
generalidade que f: 0, — X @, Y, é da forma f = (g, h) e que satisfaz:

eY = Uy, ®... 0Ly, ).. Podemos assumir entdo sem perda de

Pm

lz = yll < 1f (=) = Fw)l < Cllz = yll; ]z =yl = 1.

Sejam k € Ned > 0 tais que 3.2Y/7(Ck'/Pn+171/71.§) < 1. Podemos aplicar a Proposicao 4.5.9
para g e obtermos 7 > k, x € {,, K C X compactoe N € N tais que g[z+7Bg,| C K407 By.
Definimos M= {n € N:n > N} e ¢ : Gx(M) — ¢, por

o(ny,...,ng) =+ 7k"Y (e, + ... + €n,) € x + TBg.
Entao g o p[Gr(M)] C K + 07Bx e pelo Lema 4.4.5 existe My C M infinito tal que
diam(g o o[Gr(Mpy)]) < 307.
Por outro lado, ||h(¢(n)) — h(e(m))]] < C|le(nr) — ¢(m)]|| e para n,m € Gi(M,) distintos,
1 < 2Vrpt=t/m <oV < () — p(m)|| < 2Y"7k~Y"d(R, m)Y" < 2Y" k=Y d(f, m).

Isto mostra que Lip(h o ¢) < 2/7Crk=Y" ¢ aplicando o Teorema 4.4.7, obtemos M/ C M,
infinito tal que diam(h o p[G(M')]) < 3.2Y/7C7k!/Pm+1-1/7 Segue entdo que

diam(f o gp[Gk(M’)]) < 3_21/r7_<0k1/pm+171/r + 5)

Por outro lado, sejam i = (nq,...,ng),m = (mq,...,my) € Gr(M') tais que n; # m,; para
cada i € {1,...,k}. Temos

diam(p[G(M)]) 2 llp(R) — p(m)]| = (2k)"rk™7 = 27 > 7,
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e entdo diam(f o ¢[Gr(M')]) > 7. Segue por fim que 1 < 3.2Y/7(CkY/Pn+1=1/7 1 §) contradi-
zendo a escolha de k e 4.

No caso em que r > p,,, a demonstracao é exatamente a mesma que fizemos em 4.5.13. [

Teorema 4.6.10 (Kalton, Randrianarivony). Sejam 1 < p < 2 < ¢ < 0o. Entao todo espago

de Banach X uniformemente homeomorfo a £, B, € também linearmente isomorfo a £, BY,.

Demonstracao. Pelo Teorema 4.6.2 existe um mergulho J : X — L, ® L, cuja imagem é um
subespago complementado. Vamos escrever J = (J,, J,), onde J, : X — Ly e J,: X — L.
Pelo teorema acima, ¢, nao pode ser mergulhado em X. Como ¢ > 2, segue do Teorema de
Johnson 4.6.6 que J, = AoB,onde B: X = {,e A:{, = L, Sejam J, : L, &, — L, D L,
dado por Ji(z,y) = (x, A(y)) para cada (z,y) € L, ® {, e Jo : X — L, ® ¢, dado por
Jo(z) = (Jp(x), B(z)) para cada x € X. Temos entdao que J = J; o Jy e por 4.6.7 X sera
isomorfo a um subespago complementado de L, @ ¢,. Segue do Teorema de Edelstein 4.6.5
que X serd isomorfo a £/ @ F', onde £ ¢ um subespaco complementado de L, e F' um
subespaco complementado de /,. Veja que E nao pode conter copias de ¢ e pelo Teorema de
Johnson 4.5.19, E sera de dimensao finita ou o £,. Também temos que F' s6 pode ser ¢, ou
um subespaco de dimensao finita. Se qualquer um dos dois fosse de dimensao finita teriamos
um homeomorfismo uniforme entre ¢, ® ¢, e ¢, ou ¢,, contradizendo o Teorema 4.5.20. Logo
X éisomorfo a £, ® {,. O
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Capitulo 5

PROBLEMAS EM ABERTO

Neste capitulo, vamos comentar brevemente sobre alguns problemas em aberto que estao
relacionados ao que estudamos nos capitulos passados. Como referéncia aos problemas em
aberto indicamos [GLZ14], especificamente a tabela 1 da pagina 3.

Vimos em 4.5.20 que todo espago de Banach X uniformemente homeomorfo a ¢, é também
linearmente isomorfo a ¢, para cada 1 < p < oo. Entretanto, no caso em que p = 1, temos o

seguinte problema.
Problema 1 Se X é Lipschitz isomorfo ao ¢1, X é linearmente isomorfo a ¢17

Um resultado positivo sobre ¢; pode ser obtido ao considerarmos espagos duais e repetir
a demonstracao do Teorema 3.5.13, trocando a topologia fraca pela topologia fraca*. Ver

[Kal08] Teorema 2.1.17 para detalhes da demonstragcao.

Teorema 5.0.1. Seja X um espa¢o dual Lipschitz isomorfo a 1. Entao X € linearmente

isomorfo a (7.

Quando consideramos o espago ¢y, nao temos a propriedade de Radon-Nikodym para
podermos linearizar mergulhos Lipschitz. Entretanto, em |[GKLO00| é provado o seguinte

resultado, onde aplica-se também o principio de Gorelik.

Teorema 5.0.2 (Godefroy, Kalton e Lancien). Seja X um espago Lipschitz isomorfo a cy.

Entao X € linearmente isomorfo a cy.

Entretanto, estd em aberto o seguinte problema.
Problema 2 Se X é uniformemente homeomorfo ao ¢y, X é linearmente isomorfo a cq?
Vimos em 3.5.18 que para cada 1 < p < oo todo espago de Banach Lipschitz isomorfo a

L, ¢ também linearmente isomorfo a L,. No caso da estrutura uniforme, temos o seguinte

problema.
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Problema 3 Se 1 < p < oo, p # 2 e X ¢ uniformemente homeomorfo ao L,, X ¢

linearmente isomorfo a L,?

Por fim, observamos que para demonstrar os Teoremas 4.6.8 e 4.6.10 foi necessario provar
que o espago de Banach X uniformemente isomorfo a ¢,®¢, nao contenha copias de 5. Assim,

nao podemos aplicar essas técnicas para o espago £, @ o.

Problema 4 Se 1 < p < o0, p # 2 e X é uniformemente homeomorfo ao ¢, @ ¢y, X &

linearmente isomorfo a £, @ €57

Mas temos um resultado positivo sobre isomorfismos Lipschitz.

Teorema 5.0.3. Seja X um espago de Banach Lipschitz isomorfo a {, ® {y. Entao X €

linearmente isomorfo a £, ® (5.

Demonstragao. Como £,H {5 é reflexivo, podemos aplicar o teorema 3.5.13 para obtermos que
X ¢é isomorfo a um subespago complementado de ¢, © ¢5. Pelo Teorema 4.6.5, X é isomorfo
a /@ F, onde F ¢ um subespago complementado de ¢, e F' um subespago complementado
de l5. Ou seja, E s6 pode ser £, ou um subespaco de dimensao finita de ¢, e I’ s6 pode ser

{5 ou um subespaco de dimensao finita de f5. Segue entao do Teorema 4.5.20 que E' = ¢, e
F = /. ]



Apéndice A
TEOREMA DE MAZUR ULAM

Proposicao A.0.1. Sejam X, Y espacos de Banach reais e f : X — Y wuma funcdo

continua. Sao equivalentes:

1. f((x4+v)/2) = (f(x) + f(y))/2 para todos x,y € X.
2. fltx+ (1 —t)y) =tf(x)+ (1 —1t)f(y) para todos x,y € X e para cada t € [0, 1].
3. f(z) =T(x)+ f(0) para cada x € X, onde T € L(X,Y).

Demonstragao. 1) = 2) Vamos mostrar primeiro que f((z1 + ... + xx)/k) = (f(x1) + ... +
f(zx))/k para quaisquer xy,...,x; € X. Se k = 2", entao

Fl@r+ ot ) = (F@1t o+ To0m)+ @i+ +290)) /2 = o = (f(21) oo fl@2n)) /2"
Se 21 < k < 2", seja T = (21 + ... + %) /k. Entdo

F(@) = F@T/2) = f((n 4t (2= R)E)/2Y) = (Fan) 4o (22)) 2+ (27— K f(2) /2"
Segue dai que kf(z) = f(z1) + ...f(xx). Por fim, se 2 € [0,1] com m,n € Z, temos que
F(mn)e + (1= (m/n)y)) = F(@ + oo @+ y+ oo+ y)/n) = (mf(@) + (n — m)f())/n.

onde acima somamos x m vezes e y n — m vezes. A implicacao para t € [0,1] segue da
continuidade da f e da densidade dos racionais.

2) = 3) Definimos 7' : X — Y por T'(z) = f(z) — f(0). Obviamente 7" é continua. Vamos
mostrar que 7" ¢é linear. Veja que paran € N, f(z) = f(nz/n) = f(nx)/n+ (n—1)f(0)/ne
assim f(nz) =nf(x) — (n—1)f(0). Assim,
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Se z,y € X, entao

T(z+y) = fle+y) = f(0) = (f(22) + [(29))/2 = F(0) = (2f(2) +2/(y) —2/(0))/2 = F(0)
= flz) = f(0) + f(y) - f(0)
= T(x)+T(y).

Logo T'(z) + T(—x) = T(0) = 0 e T'(nz) = nT'(x) para todo z € X e todo n € Z. Entao
T(x) = nT(z/n), nos dando T'(z/n) = T(x)/n e T(qx) = ¢T(z) para todo z € X e todo
q € Q. O resultado segue da continuidade da f. O

Definicao A.0.2. Sejam X, Y espacos de Banach reais e f : X — 'Y uma fung¢ao. Dizemos

que f € uma funcao afim se satisfaz uma das trés propriedades acima.

Teorema A.0.3 (Mazur-Ulam). Sejam X, Y espagos de Banach reais e f : X — Y uma

1sometria sobrejetora de X em Y. Entao f € uma funcao afim.

Demonstragao. Sejam x,y € X. Definimos Ko(z,y) ={u € X : |lu —z|| = ||lu —y|| = ||z —
yl|/2} e para n > 1, definimos K,(x,y) = {v € K,_1(x,y) : K,—1(x,y) C B(u;d,—1/2)},
onde d,, = diam(K,) para cada n > 0. Note que cada K, (z, —z) é simétrico. Afirmamos que
N K.(xz,—x) = {0}. De fato, 0 € Ko(z, —x) e se 0 € K,(z, —x), a simetria nos da ||u|| <

n>0

d,/2 para todo u € K,(z,—x) e asssim K, (z,—x) C B(0;d,/2), isto é, 0 € K,1(x,—x)

e por indugao {0} C [\ K,(z,—z). Por outro lado, se u,v € K,i(z,—x), temos que
n>0

v € Ky(x,—x) C B(u;d,/2), nos dando ||u — v|| < d,/2 e dpi1 < d,/2 < ... < do/2™.
Portanto () K,(z,—x) C {0}.
n>0

Em geral, {(z +9)/2} = {0} + (z +9)/2 = N Kul(z = 9)/2,(y — 2)/2) + (v +y)/2 =

n>0
() K.(z,y). Vamos mostrar por indugao que K, (f(x), f(y)) C f[Kn(x,y)] para cadan > 0.

T];?fato como f & isometria sobrejetora, f[Ko(x,y)] = Ko(f(z), f(y)). Suponha K, (f(x), f(y)) C
fIKn(z,y)], entao para cada u € Knp1, Kn(f(2), f(y)) C fIKn(2,y)] C f[B(u;dn/2)] =

B(f(u); dn/2), isto &, f(u) € Knpa(f(x), f(y)).

Podemos provar que f~! satisfaz a mesma inclusao, isto ¢, K, (z,y) C f'[K,(f(z), f(y))], o
que implica f[K,(x,y)] C K,(f(z), f(y)) para cada n > 0 e a igualdade segue. Finalmente,

{(F @)+ f)/2} = [\ Kulf(2), () = () FUa(a,9)] = fI[) Kale,9)] = {f((z +)/2)}-

n>0 n>0 n>0

]
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