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Resumo

OLIVEIRA, A. S. Médulos de Wakimoto Imaginarios generalizados. 2023. 245 p. Tese de Doutorado

- Instituto de Matemaética e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, Brasil, 2023.

O objetivo principal deste trabalho é dar continuidade aos estudos e investigacao sobre os médulos
de Wakimoto Intermedidrios introduzidos por B. Cox e V. Futorny em [CF04] e os médulos de Verma
Imagindrios generalizados. Os médulos de Wakimoto Intermedidrios Wy, (X, y) s@o representacoes da
algebra de Lie afim ;[(n +1,C), com um inteiro positivo fixo n (que dependem de alguns parametros:
0 <7 <mn,vye ) e genericamente sao isomorfos a médulos tipo Verma. Tais médulos foram definidos
a partir de uma classe de subdlgebras de Borel Er. No Capitulo 3 concluimos que é necessario um
ajuste em tais subslgebras de Borel b, consideradas em [CF04]. No Capitulo 4 construimos novos
modulos de Wakimoto Intermedidrios que nao foram considerados em [CF04] utilizando uma realiza-
¢ao geométrica descrita em [FKS19]. No Teorema 4.7.1 provamos a existéncia de um s?[(4, C)-médulo
sobre uma subdlgebra parabdlica natural especifica e no Teorema 4.7.2 descrevemos explicitamente
a 5?[(4, C)-realizagado geométrica para tal subalgebra parabdlica natural. No Teorema 4.7.3 provamos
que de fato esse novo EAI(4, C)-médulo tem as propriedades equivalentes as propriedades de um médulo
de Wakimoto Intermediario. Chamamos esse novo médulo de Wakimoto Imaginario generalizado. Na
Conjectura 4.8.1 conjecturamos uma generalizacao de tal construcao. Também descrevemos um cri-
tério de irredutibilidade desses novos médulos segundo [GKM*23]. No Capitulo 5 apresentamos uma
categoria Oreq,im cujos objetos incluem os médulos de Verma Imagindrios Reduzidos e mostramos que
essa categoria é uma categoria semissimples onde os médulos de Verma Imaginarios Reduzidos sao os

seus objetos simples.

Palavras-chave: Algebras de Kac-Moody afim, Mdédulos de Wakimoto Intermediarios, Médulos de

Verma Imaginarios Generalizados.
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Abstract

OLIVEIRA, A. S. Generalized Imaginary Wakimoto modules. 2023. 245 p. Doctoral Dissertation -

Institute of Mathematics and Statistics, University of Sdo Paulo, Sao Paulo, Brazil, 2023.

The main objective of this work is to continue studies and research on Intermediate Wakimoto
modules introduced by B. Cox and V. Futorny in [CF04] and the generalized Imaginary Verma mo-
dules. The Intermediate Wakimoto modules W, (), ) are representations of the affine Lie algebra
;[(n + 1,C), with a fixed positive integer n (which depend on some parameters: 0 < r < n, v and
A) and are generically isomorphic to Verma type modules. Such modules were defined from a class of
Borel subalgebras Er. In Chapter 3 we concluded that an adjustment is necessary in such subalgebras
of Borel b, considered in [CF04]. In Chapter 4 we built new Intermediate Wakimoto modules that
were not considered in [CF04] using a geometric realization described in [FKS19]. In Theorem 4.7.1 we
prove the existence of a 5A[(4, C)-module over a specific natural parabolic subalgebra and in Theorem
4.7.2 we explicitly describe the geometric ;[(4, C)-realization for such a natural parabolic subalgebra.
In Theorem 4.7.3 we prove that indeed this new ;[(4, C)-module has properties equivalent to the pro-
perties of an Intermediate Wakimoto module. We call this new module the generalized Imaginary
Wakimoto. In Conjecture 4.8.1 we conjecture a generalization of such a construction. We also describe
an irreducibility criterion for these new modules according to [GKM™23]. In Chapter 5 we present a
category Opeqim wWhose objects include the Reduced Imaginary Verma modules and we show that this

category is a semisimple category where the Reduced Imaginary Verma modules are its simple objects.

Keywords: Affine Kac-Moody algebras, Intermediate Wakimoto modules, Generalized Imaginary Verma

modules.
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Introducao

A classificagdo das algebras de Lie semissimples complexas g com dimensao finita é atribuida a
Wilhelm Killing (1847 — 1923) (em uma série de artigos publicados entre 1888 e 1890) e Elie Cartan
(1869 — 1951) (que também classificou as algebras de Lie semissimples reais [Car94]), cujos célculos
foram significamente simplificados em 1947 por Eugene Dynkin (1924 —2014) [Dyn47]. Essas dlgebras
sdo completamente classificadas pelos seus sistemas de raizes, que por sua vez sdo classificados pelos
diagramas de Dynkin. As dlgebras de Lie simples sao classificadas por diagramas de Dynkin conexos (ou
sistemas de raizes irredutiveis), enquanto as dlgebras de Lie semissimples correspondem a diagramas de
Dynkin nao necessariamente conexos, onde cada componente do diagrama corresponde a um somando
da decomposicao da dlgebra de Lie semissimples em algebras de Lie simples. De acordo com E. Dynkin
uma &lgebra de Lie simples complexa de dimensao finita é uma das algebras de Lie classicas (4; (I > 1),
B (1 >2),C (I >3)eD; (Il >4)) oué uma das algebras de Lie excepcionais (Eg, E7, Eg, Fy e
G3). A partir de um sistema de raizes irredutivel podemos construir uma matriz quadrada chamada
matriz de Cartan A = (a;;) que satisfaz quatro condigdes: (1) a; = 2 para todo i; (2) a matriz A
possui entradas que sao inteiros negativos ou nulos, para i # j ; (3) a;; = 0 se, e somente se, aj; = 0,
para todos i, j, com i # j; (4) a matriz A é positiva definida (det(A) > 0). Dessa forma, as matrizes
de Cartan parametrizam as algebras de Lie simples complexas de dimensao finita.

Em 1967, Victor Kac (1943—) [Kac67, Kac68a, Kac68b] e Robert Moody (1941—) [Moo67, Moo68,
Moo69], independente e simultaneamente, generalizaram as dlgebras de Lie semissimples complexas
g de dimensao finita a uma nova classe de algebras de Lie, conhecidas hoje como algebras de Kac-
Moody. Eles definiram uma matriz de Cartan generalizada relaxando a condicao (4) de uma matriz
de Cartan. Um caso particular, quando a matriz A é positiva semi-definida (isto é, det(A) = 0, com
menores principais préprios positivos), correspondem as dlgebras de Kac-Moody afim g, que possuem
dimenséo infinita. As dlgebras de Kac-Moody tem muitas aplicacGes em teoria de campos quanticos,
em analise combinatdria, em teoria dos grupos, dentre outras. As algebras de Kac-Moody afim g sao

as mais estudadas dentre as algebras de Kac-Moody com dimensao infinita e uma das razoes pela

xi
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xii Introducao

sua popularidade é a existéncia de realizacoes concretas destas dlgebras. Informalmente, algebras de
Kac-Moody se comportam como algebras de Lie semissimples de dimensao finita. Em particular, elas
possuem uma subdlgebra de Cartan, um sistema de raizes, um grupo de Weyl e uma decomposicao
triangular.

No Capitulo 1, apresentamos as dlgebras de Kac-Moody afim g e as algebras de Weyl com infinitos
geradores A (). O estudo dessas dlgebras de Lie ¢ imprescindivel para o entendimento dos capitulos
seguintes. Na Secao 1.2 a partir de g e uma forma bilinear simétrica g-invariante x em g definimos a
lgebra de Kac-Moody afim nao-torcida g, = g((t)) @ Cc e a algebra de Kac-Moody afim nao-torcida
estendida g, = g((t) Cc®Cd, onde g((t) = g@cC((t)). Definimos o conjunto de raizes A = A J Am
de g, e alguns subconjuntos de A (uma particao fechada, um subconjunto parabélico e uma quase
particao) importantes para a definicdo de subélgebras de Borel be subélgebras parabdlicas p de g,.
Em particular, se p = [ @ u é uma subdlgebra parabdlica de g contendo uma subéalgebra de Borel

b =0h@®n de g fixa, defina

B(p) = <u ®c C[t,t—1]> ® ([@C tC[t]) @ (b\u) @ Cec.

Para qualquer subdlgebra de Borel b de Ox, definida por meio de uma particao fechada de 3, existe
uma subdlgebra parabdlica p de g tal que b ¢ conjugada a B(p) (para mais detalhes veja [Fut97]).
Também apresentamos a subalgebra de Borel canénica Est e a subalgebra de Borel natural Enat de gx.
Na Secao 1.3 denotamos a categoria dos g-médulos por M(g) e a categoria dos g,-médulos por M(gy).
A categoria dos g.-mddulos suaves nos quais o elemento central ¢ age como identidade é denotada por
£(x) e 0 gs-médulo induzido My, (E) = U(gs) @y ., F» chamado de médulo de Verma generalizado
induzido de E, onde E é um pg-médulo, é um objeto dessa categoria. Na Secdo 1.4 sdo definidas
as dlgebras de Weyl com infinitos geradores Ay (y), onde V' é um C-espago vetorial com dimensao
finita. Também definimos um completamento topolégico Aﬁ)’f")p de Ay (y) adequado para realizagoes
de campos livres de médulos de Verma Imaginarios generalizados de acordo com [FKS19], que serao
utilizadas no Capitulo 4. Finalizando o Capitulo 1, na Segao 1.5 definimos a categoria dos Ay (-
médulos suaves denotada por &(Ax(y))-

No Capitulo 2 apresentamos as algebras de vertex ), visto que o conhecimento dessa teoria é
muito importante para qualquer pesquisa na teoria de representacoes das algebras de Lie de dimen-
sao infinita (por exemplo, as dlgebras de Kac-Moody afim), principalmente no estudo das realizagoes
de campos livres e dos médulos de Wakimoto. Os operadores de vertex apareceram na teoria das

cordas como operadores locais que descrevem a propagacao dos estados das cordas. Andlogos mate-
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maticos destes operadores foram descobertos na teoria de representacao das dlgebras de Kac-Moody
afim nos trabalhos de James Lepowsky (1944—) - Robert Lee Wilson [LW78] e Igor Frenkel (1952—) -
Victor Kac [FK80]. Em 1984, Alexander Belavin (1942—), Alexander Polyakov (1945—) e Alexander
Zamolodchikov (1952—) [BPZ84] iniciaram o estudo da teoria de campos conformais 2-dimensional
(two-dimensional conformal field theory - CFT). Em 1986, Richard Borcherds (1959—) definiu uma
algebra de vertex [Bor86] motivado, em particular, pela construgao de uma algebra de Lie de dimensao
infinita devida a Igor Frenkel. R. Borcherds formulou a nocao de uma algebra de vertex axiomatizando
as relagoes entre a estrutura dos operadores de vertex, produzindo uma estrutura algébrica que per-
mitiu construir novas dlgebras de Lie seguindo o método de I. Frenkel. Em 1988, Igor Frenkel, James
Lepowsky e Arne Meurman (1956—) [FLMS88] construiram a algebra de vertex monstro (monster ver-
tex algebra ou moonshine module), a qual é uma algebra de vertex que fornece uma representacao para
o grupo monstro (monster group). Dessa forma, Frenkel-Lepowsky-Meurman introduziram a nogao de
uma algebra de operadores de vertex (vertex operator algebra - VOA), como uma modificagao da no-
¢ao de algebra de vertex introduzida por R. Borcherds, observando que muitas das algebras de vertex
que aparecem na “natureza’ carregam uma acao da algebra de Virasoro e satisfazem a propriedade de
serem limitadas inferiormente por um operador energia. Motivados por essa observacao, adicionaram
a acao da algebra de Virasoro e a propriedade de ser limitada inferiormente, como axiomas.

Nas Sectes 2.1 e 2.2 apresentamos algumas defini¢goes importantes sobre as dlgebras de vertex,
como, por exemplo, a funcao delta formal §(z — w), que desempenha um papel importante nessa
teoria, e a definicdo de um modulo sobre uma &algebra de vertex. Na Secao 2.3 introduzimos uma
construcao funtorial, apresentada por Yongchang Zhu em [Zhu96], que associa uma &lgebra de vertex
Z-graduada V com uma &lgebra associativa A()) conhecida como 4lgebra de Zhu. Na Se¢ao 2.4 dada
uma algebra de vertex Z-graduada V definimos a categoria dos V-médulos de energia positiva 4 (V).
No restante do capitulo construimos dlgebras de vertex associadas com algumas algebras de Lie de
dimensao infinita: na Secao 2.5 definimos uma &algebra de vertex associada a uma algebra de Kac-
Moody afim g, chamada de édlgebra de vertex afim universal e denotada por V,(g); na Secao 2.6
a partir de uma &lgebra de Weyl Ay () com infinitos geradores definimos a dlgebra de vertex de
Weyl, denotada por My ; na Secao 2.7 a partir de uma &dlgebra de Heisenberg H de dimensao infinita
definimos a algebra de vertex de Heisenberg que também é conhecida como Espago de Fock.

No Capitulo 3 na Secao 3.1 introduzimos os mddulos do tipo Verma. Em sua tese de doutorado,
Daya-Nand Verma (1933 — 2012) construiu os médulos de Verma [Ver68]. Eles sao objetos bastante
explorados na teoria de representacao das algebras de Lie. A teoria dos médulos de Verma sobre

algebras de Kac-Moody afim g foi desenvolvida, por exemplo, por Victor Kac em [Kac90], quando estes
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sao realizados como médulos induzidos a partir da subalgebra de Borel canénica Est sendo chamados
de médulos de Verma classicos. Os médulos induzidos por subdlgebras de Borel nao-candnicas de g
sao chamados de médulos do tipo Verma. Os mdédulos do tipo Verma sao bem diferentes dos médulos
de Verma classicos. Em particular, eles possuem espacos de peso com dimensoes finitas e infinitas. Os
modulos induzidos a partir da subalgebra de Borel natural Enat foram primeiramente introduzidos por
Hans Plesner Jakobsen e Victor Kac em [JK85]. Eles também foram estudados por Vyacheslav Futorny
(1961—) em [Fut94] sob o nome de médulos de Verma Imaginarios. Outras importantes referéncias
que abordam os médulos do tipo Verma sao [FS93] e [Cox94].

Moédulos de Wakimoto sao representacoes de algebras de Kac-Moody afim g em Espacos de Fock -
que sao modulos sobre algebras de Heisenberg de dimensao infinita. Eles foram introduzidos em 1986
por Minoru Wakimoto (1942—) no caso 52\[(2,([3) [Wak86] (realizacao do tipo bdéson em um Espago
de Fock) e em 1988 por Boris Feigin (1953—) e Edward Frenkel (1968—) no caso geral [FF88] (por
uma caracterizacao homoldgica). Os médulos de Wakimoto tem uma interpretagdo geométrica como
certos feixes em uma variedade bandeira semi-infinita descritos por Boris Feigin e Edward Frenkel em
[FF90a]. Eles também podem ser interpretados como torgoes infinitas de médulos de Verma cléssicos e
genericamente sao isomorfos aos modulos de Verma classicos. Existem muitos fatos interessantes sobre
esses médulos e ainda nao entendemos esses objetos completamente.

Na Secao 3.2 apresentamos os médulos de Wakimoto Intermediarios que foram construidos por
Ben Cox (1962 — 2019) e Vyacheslav Futorny em [CF04] e [CF06]. Podemos considerar dois casos
extremos de subdlgebras de Borel nas algebras de Kac-Moody afim: canénica Est e natural Enat. E
possivel associar a cada subdlgebra de Borel intermediaria uma realizacao do tipo béson por rearranjo
dos operadores aniquilacdo e criagdo, conforme feito nas realizagoes de campos livres. Em [CF04]
foram consideradas as dlgebras de Kac-Moody afim nao-torcidas ;[(n +1,C), com n € N, e foram
construidas séries de realizagoes do tipo bdson que dependem de um parametro 0 < r < n. Esse
parametro r é utilizado para definir uma subalgebra de Borel /E;T de ;[(n +1,C). Se r = n, temos
/b\n = Est, e a realizag@o coincide com a construcao dos médulos de Wakimoto. Por outro lado, quando
r = 0, temos BO = Enat, e a representagao obtida fornece uma realizacao no Espaco de Fock dos médulos
de Verma Imaginarios descrita em [Cox05]. Tais realizacoes sao chamadas de médulos de Wakimoto
Intermedidrios. Assim, em [CF04] o problema de encontrar a realizagao do tipo béson adequada para
uma classe de médulos do tipo Verma sobre f:\[(n—i— 1, C) foi resolvido. Usando as realizac¢oes dos médulos
de Wakimoto Intermediarios, mostra-se que genericamente, eles sao isomorfos a médulos do tipo Verma
- sendo uma analogia com a relagao entre médulos de Verma cléssicos e médulos de Wakimoto.

Da Secao 3.3 a Secao 3.6, apresentamos casos particulares de médulos de Wakimoto Intermediarios,
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considerando as algebras de Kac-Moody afim nao-torcidas 5A[(2, C), ;[(3, C)e 5A[(4, C) . Em [CF04] as
férmulas aparecem condensadas utilizando a linguagem das distribuicoes formais. Para fazer compa-
ragoes e analisid-las com mais detalhes, o autor desta tese apresenta ao longo do Capitulo 3 férmulas
mais explicitas, obtidas apds cuidadoso trabalho do mesmo. Essas férmulas explicitas nao aparecem em
[CF04], porém sao necesséarias para um aprofundamento no estudo dos médulos de Wakimoto Interme-
diarios e sao essenciais para o desenvolvimento desta tese. Nas primeiras investigacoes e estudos sobre
esses médulos, o autor desta tese observou que de fato a subdlgebra que aniquila o vetor (1 ® 1) nao
é a subdlgebra b,, com 0 < r < n, mas a subélgebra torcida E:,” por um elemento w do grupo de Weyl
Sp41 da algebra g = sl(n+ 1,C). Analisando alguns casos dos parametros n e r foi possivel encontrar
o elemento correspondente w. Dados os parametros n e r, com 0 < r < n, o elemento correspondente w
do grupo de Weyl &,,, 1 para definir b, é do tipow = (1 r+1)(2 7)(3 r—1)(4 r—2)---(u r—u+2),
onde cada transposigao que aparece em w é do tipo (i j), com i < j, somente transposi¢oes disjuntas
aparecem no produto e u é o maior inteiro tal que 1 < wu < § + 1. Destacamos também que na Se¢ao
3.5 consideramos o médulo de Wakimoto Intermediério Wéf’l()\, ) torcido pelo elemento w = s1 € &3
e apresentamos torc¢oes desse mddulo pelos outros elementos de &3. Enfatizamos que em [CF04] essa

abordagem nao foi explorada e o que apresentamos na secao é um passo inicial nessa direcao.
Para finalizar o Capitulo 3, na Segao 3.7 retomamos a subdlgebra de Borel (definida a partir de

uma parti¢ao fechada)
B(py) = ((C62€9C64®Ce5@€eﬁ)®c@[t, t1]> S5 <(b€9(cel ®CezdCfy @(Cf;;)@ct(C[t]) ®Ce1 ®Cesh®CcdCd

de ;[(4, C), que nao foi utilizada na constru¢ao dos médulos de Wakimoto Intermedidrios em [CF04].
Nessa secao apontamos alguns comentarios e observacoes iniciais sobre esse caso particular.

No Capitulo 4 o principal objetivo é construir um novo sAI(4, C)-médulo de Wakimoto Intermedia-
rio relacionado a subélgebra de Borel B(p)) que serd chamado de médulo de Wakimoto Imaginario
generalizado. Na Secao 4.1 apresentamos uma realizagao geométrica construida em [FKS19], que sera
utilizada para a construcdo do novo moédulo de Wakimoto Intermediario, visto que essa realizacao
geométrica esta intimamente relacionada com os mdédulos de Verma Imaginérios generalizados. Na
Secao 4.2 definimos os médulos de Verma generalizados para f/s\[(n +1,C) e apresentamos a realizagao
geométrica para esse caso, para uma subdlgebra parabdlica especifica, que esta presente em [FKS19].
Da Secao 4.4 & Secgao 4.6 analisamos alguns casos particulares para melhor entender a conexao entre

os médulos de Wakimoto Intermediarios de [CF04] e a realizacao geométrica de [FKS19].

Na Segao 4.7 construimos um novo ;[(4, C)-médulo de Wakimoto Intermedidrio W3 ,(\,v). No
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Teorema 4.7.1 consideramos
V =Wi1(\,7) ® Wi1(N,7) @c Clyz,m | m € N*] = Clz11,m, Z33,m | m € Z] ®c Cly1,m, Y2,m» Ys,m | m € N,

e a subélgebra parabélica natural Py :Tnat DUnat, OndeTnat o (;[(2, (C)EB;[(Z, C))—{—/f)\, e mostramos que
(V,0) é um Puag-médulo, descrevendo o : pras — gl(V) explicitamente. No Teorema 4.7.2 considerando
a parabdlica natural Ppa; = /[\nat PDUpay de g = 5A[(4, C) contendo a subdlgebra de Borel natural Enaty
tal que Tnat é gerada por {E12.m; E21.m; him; Esam; Eazm; B3.m, ham, ¢ | m € Z} e Uyag é gerado por
{E23.m; E13,m; Eoa.m; E1am |m € Z}, descrevemos explicitamente a realizagdo geométrica 7 de g =
5A[(4,(C) em RPP. No Teorema 4.7.3 mostramos que o ;[(4, C)-médulo W', (o, m) construido a partir
do Teorema 4.7.1 e do Teorema 4.7.2 é um médulo de Wakimoto Intermedidrio associado com a
subdlgebra de Borel B(p)™. Para finalizar o Capitulo 4, na Secao 4.8 apresentamos a Conjectura 4.8.1
com uma generalizagao da construcao abordada na se¢ao anterior, e na Segao 4.9 utilizando [GKM 23]
descrevemos um critério de irredutibilidade para os médulos de Wakimoto Imaginarios generalizados.

Finalmente, no Capitulo 5 apresentamos resultados de um trabalho que estd em andamento
[AFdO23] entre o autor desta tese, com seu orientador Vyacheslav Futorny e o colaborador Juan
Camilo Arias. Investigamos propriedades relacionadas aos médulos de Verma Imaginarios Reduzidos
e uma categoria Oreg im- Na Segao 5.1 definimos os g-médulos de Verma Imagindrios Reduzidos se-
guindo [Fut94] e na Secdo 5.2 definimos a categoria Oyed im, mostrando que os g-médulos de Verma
Imaginérios Reduzidos irredutiveis M (M), com \ € Eﬁ oq> 580 objetos dessa categoria. Por fim, na Secao
5.3 verificamos no Teorema 5.3.1 que nao existem extensoes nao triviais entre os moédulos de Verma
Imagindrios Reduzidos irredutiveis e no Teorema 5.3.2 provamos que para um g-moédulo simples M
que ¢ um objeto na categoria O,cqm temos que M = M (\) para algum \ € /b\;ed. Além disso, na
Proposigao 5.3.1 verificamos que se M é um objeto arbitrario em Oyq in, entao M = nebr, M (Ni),
para alguns \s, e a categoria Oyeqim ¢ fechada sob subquocientes e somas diretas.

No Apéndice A abordamos mais detalhes sobre as algebras de Kac-Moody e indicamos [Kac90]
e [MP95] para maiores detalhes. Destacamos que na Secao A.3 apresentamos uma classificagdo de
subélgebras parabdlicas p em algebras de Lie de dimensao finita g de acordo com [Bou68], incluindo
uma descri¢ao mais detalhada dos casos sl(2,C), sl(3,C) e sl(4,C), utilizadas no Capitulo 3.

No Apéndice B apresentamos ideias introdutérias sobre realizagoes de campos livres. Baseamos
as ideias contidas no apéndice principalmente em [FBZ04] e [Fre07]. Uma realizagdo de campos livres
pode ser construida de um mergulho de uma &lgebra de Lie em uma &algebra de Weyl. A ideia de

representar ou realizar algo em matematica é basicamente descrever elementos abstratos de uma forma
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mais concreta. Observando alguns exemplos de realizacoes de campos livres podemos perceber que a
ideia envolvida nessa construcao é basicamente construir um homomorfismo de uma algebra de Lie
(abstrato) em um produto tensorial de dlgebras de vertex, que como sabemos é uma &lgebra de vertex
(concreto). Sendo assim, esse homomorfismo envia os elementos de uma algebra de Lie em campos de
uma algebra de vertex. Abordamos na Secao B.2 as realizagoes de campos livres no caso finito e na

Secao B.3 as realizagoes de campos livres no caso afim.
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Capitulo 1

Representacoes de algebras de Kac-Moody

afim

1.1 Alguns polinomios e séries

Vamos denotar por C, R, Z, Ny e N, o corpo dos niimeros complexos, o corpo dos niimeros reais,
o anel dos inteiros, o conjunto dos inteiros nao-negativos (ou conjunto dos naturais incluindo 0) e o
conjunto dos inteiros positivos (ou conjunto dos naturais), respectivamente.

O anel dos polinémios na varidvel z com coeficientes em C é denotado por C[z] e seus elementos

n
tém a forma E a;z*, com a; € C. O anel das séries formais na varidvel z com coeficientes em C é

=0
[e.e]
denotado por C[z] e seus elementos tém a forma Zaizi, com a; € C. Logo, C[z] — CJ[z], ou seja,
=0

Clz] c C[z].

O anel dos polindémios de Laurent na varidvel z com coeficientes em C é denotado por C[z, 27 }]
ou (C[zil}, e seus elementos sao da forma E a;z', onde a; € C e a; = 0, exceto para uma quantidade

1€EZ
finita de indices i. O espago vetorial das séries de Laurent (também chamadas de séries de poténcias
formais ou distribuigoes formais) na varidvel z com coeficientes em C é denotado por C[z, 27!] e seus
elementos sao da forma Z a;z', com a; € C. Logo, C[z*!] < C[z*!]. Temos também que o anel dos
1EZ

polinémios de Laurent C[z, 2~!] é uma extensdo do anel dos polinomios C[z] obtida pela “inversio de
z”. Mais rigorosamente, € a localizacao do anel dos polindomios em relagao ao conjunto multiplicativo
que consiste das poténcias nao-negativas de z.

Todas essas defini¢coes podem ser adaptadas para o caso de multiplas varidveis indutivamente. Por

exemplo, o anel das séries formais nas varidveis z1,..., 2z, com coeficientes em C é definido indutiva-

mente por Clz1,...,2,] = C[z1,..., 2n—1][2x]. De maneira mais geral, também podemos utilizar na
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definicao uma C-élgebra R, ao invés do corpo C.
Se P(z1,...,2n) € R[[zlﬂ, oz e Q(wr, ... wp) € R[[wfl,...,wil}], entao o produto P - Q é

+1 ,, *£1

um elemento bem definido de R[[zfcl, N A B ,wil]]. Em geral, um produto de dois elementos

Zil

de R[[zfd, ..., zy "] nao faz sentido, pois os coeficientes individuais do produto entre eles sdo somas

infinitas de coeficientes. Justamente por isso que R[[zfcl, ..., zF1] é um espaco vetorial, mas ndo é um
anel.
O anel das séries formais de Laurent na variavel z com coeficientes em R é denotado por R((z)) e
seus elementos sao da forma E a;2", onde a; € R e existe N € Z tal que a; = 0, Vi < N. Em outras
1€EZ
palavras, a série é finita na “diregdo negativa”. Notemos que R((z)) é uma &dlgebra, e se R é um corpo,

entdo R((z)) também é um corpo.

1.2 Algebras de Kac-Moody afim

Nessa secao introduziremos as definigoes e notagoes utilizadas nesta tese sobre as dlgebras de Kac-
Moody afim. Reunimos mais detalhes sobre a vasta teoria das dlgebras de Kac-Moody no Apéndice
A. Baseamos as defini¢oes aqui apresentadas principalmente em [Kac90].

Ao longo desse capitulo denotamos por g uma algebra de Lie semissimples complexa com dimensao
finita e h uma subalgebra de Cartan de g. Denotamos por A C h* o sistema de raizes de g com respeito
a b, por A, o sistema de raizes positivas em A e por II C A o conjunto de raizes simples.

Para o« € A4, seja hy € h a corraiz correspondente e sejam e, e f, bases dos subespacgos de
raizes g, € g_q, respectivamente, que satisfazem a seguinte relagdo [eq, fo] = ha. Observamos que
9o ={zx €9 [h,x] =a(h)x ,Yh € b}.

Definimos

Q=) Za ¢ Qi=) Noa |

acll a€cll

P:ZZwa e P+:ZNowa ,

a€cll a€ll

onde w, € h*, com « € II, é o peso fundamental determinado por we(h-y) = 04,4, para todos v € II, ou
seja, os pesos fundamentais sao elementos que pertencem a h* que formam a base dual com relacao ao
conjunto de corraizes {h, | v € II}. Chamamos @ de reticulado de raizes e P de reticulado de pesos.

1
Além disso, definimos o vetor de Weyl p € h* por p = 5 Z Q.
aEA L
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Associamos ao sistema de raizes positivas Ay as subdlgebras de Lie nilpotentes

n:@ga € ﬁ:@g,a >

OZEA+ O(GA+

e as subdlgebras de Lie soltuveis

de g. As subélgebras de Lie b e b sdo a subélgebra de Borel canénica ¢ a subalgebra de Borel canonica
oposta de g, respectivamente.
Consideremos um subconjunto ¥ de IT e denotemos por Ay, o subsistema em h* gerado por 2.
Uma subalgebra parabdlica de g é uma subdlgebra que contém uma subélgebra de Borel de g.
Entao a subdlgebra parabdlica candnica p e a subalgebra parabdlica canénica oposta p de g associadas
a Y sdo definidas por

p=Ildu e p=I[u

onde a subdlgebra de Levi redutiva (ou fator de Levi redutivo) [ de p e p é definida por

(=ho | P o

aEAx

e o nilradical u de p e o nilradical oposto u de p sao dados por

U= @ 0o € Uu= @ J—a-

OCEA+\AE (XEA+\A2

Denotaremos por A = AL\ Ay ={a € AL | go Cu}.
Notemos que a subélgebra de Borel canénica b (subdlgebra de Borel canonica oposta b) est4 contida
na subdalgebra parabdlica candnica p (subdlgebra parabdlica canénica oposta p).

Existe a seguinte decomposigao de g conhecida como decomposi¢ao de Cartan ([Kac90], [MP95]):
g=tuahan

Existe outra decomposicao “triangular” de g com respeito a subalgebra de Levi e os nilradicais:
g=udldu

Seja kg a forma de Cartan-Killing em g e (-,-)4 a forma bilinear correspondente induzida em g*.
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Para a € h* satisfazendo (o, a)q # 0, definimos s, € GL(h*) por so(y) =7 — ZMQ para vy € h*,

a, o
onde GL(h*) é o grupo linear geral de h*. Cada s,, com a € II, é uma reﬂexé(o,jou)lgseja, 2 =id e
sa(a) = —a. O subgrupo W de GL(h*) gerado por essas reflexdes, ou seja, W = (so | o € II) é um
grupo de Coxeter finito sendo chamado de grupo de Weyl de g.

Uma representagao de g é um homomorfismo de dlgebras de Lie de g em gl(V'), onde V' é um
espaco vetorial complexo e gl(V) é o grupo das transformagoes lineares de V' em V munido com a
estrutura de dlgebra de Lie através do comutador.

A seguir enunciaremos um resultado bastante importante para os estudos da teoria de represen-
tagoes de dlgebras de Lie: o teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt (também conhecido como Teorema

PBW). Enunciaremos o teorema considerando dlgebras de Lie de dimensao finita para simplificar, mas

ele também é valido para algebras de Lie de dimensao infinita.

Teorema 1.2.1 (Teorema PBW). Se g é uma dlgebra de Lie de dimensdo finita com base ordenada

"k onde cada ng € um inteiro

T1,T2,...,2k, entao os elementos da forma i(x1)™i(z2)"2 - --i(xk)
ndo-negativo, geram U(g) e sao linearmente independentes. Em particular, os elementos i(x1), i(z2),

... i(xk) sao linearmente independentes, implicando que a aplicagdo i : g — U(g) € injetiva.
Demonstragdo. Veja [Hallb] (Secao 9.4). O

Em outras palavras, o Teorema PBW mostra a existéncia de uma base para U(g) a partir de uma

base ordenada de g. Dessa forma, temos que

Ul =Umabhaen) 2UM) @c U(h) @c U(n). (1.1)

Corolario 1.2.1. Se g € uma dlgebra de Lie e b € uma subdlgebra de g, entao existe uma inje¢do natural
de U(h) em U(g) dada pelo mergulho de qualquer produto xixs---xy formado por elementos de b no

mesmo produto em U(g).

Demonstragdo. A inclusao de h em g induz um homomorfismo de algebras ¢ : U(h) — U(g). Escolhe-
mos uma base ordenada x1, ...,z de h e a estendemos a uma base x1, ..., xn de g. Pelo Teorema PBW
para b os elementos da forma zj" - xZ’“ formam uma base de U(h). Por outro lado, pelo Teorema
PBW para g os elementos correspondentes (por meio de ¢) de U(g) sao linearmente independentes.

Portanto, ¢ é injetiva. O

Agora, vamos introduzir alguns conceitos sobre as dlgebras de Kac-Moody afim que serdao primor-

diais no desenvolvimento deste trabalho. E sabido que a classificagao das dlgebras de Lie semissimples
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complexas de dimensao finita g foi dada por Wilhelm Killing de 1888 a 1890, e ele inclusive inven-
tou as nocoes de subdlgebra de Cartan e matriz de Cartan. Em 1894, Elie Cartan em sua tese de
doutorado [Car94] reescreveu de maneira mais rigorosa o artigo de W. Killing. Estas dlgebras foram
parametrizadas por matrizes de Cartan A = (a;;), que sdo matrizes quadradas que satisfazem quatro
condigoes: (1) a;; = 2 para todo 7; (2) a matriz A possui entradas que sdo inteiros negativos ou nulos,
para i # j; (3) a;; = 0 se, e somente se, aj; = 0, para todos i, j, com i # j; (4) a matriz A é positiva
definida (dentre outras implicacoes, temos que det(A) > 0).

Simultaneamente, em 1967, Victor Kac [Kac67, Kac68a, Kac68b] e Robert Moody [Moo67, Moo68,
Moo69] generalizaram estas & uma nova classe de algebras de Lie, conhecidas hoje como algebras de
Kac-Moody, através do relaxamento da condigdao da matriz de Cartan ser positiva definida. Um caso
particular onde det(A) = 0 e os menores principais préprios de A sdo positivos, correspondem as
algebras de Kac-Moody afim.

As dlgebras de Kac-Moody afim sao divididas em duas classes: nao-torcidas e torcidas. Nesta tese
vamos considerar as algebras de Kac-Moody afim nao-torcidas, que possuem uma realizagao natural.

Se temos uma algebra de Lie complexa com dimensao finita g e uma C-dlgebra associativa comu-
tativa A, entdo g ®c A é uma &lgebra de Lie se usarmos o colchete [g ® a,h ® b] = [g, h] ® ab, para
g,h €g,a,be A

O que é exatamente A7 Geralmente pode-se pensar em C-algebras associativas comutativas como
o conjunto de fungoes ou aplicagoes em alguma variedade M que denotamos por Fun(M) . Notemos
que g ®c Fun(M) = Map(M, g) é simplesmente a dlgebra de Lie das aplicacoes de M em g. Esta é
naturalmente uma dlgebra de Lie com respeito ao colchete de Lie ponto a ponto (ele coincide com o
colchete de Lie dado pela férmula acima).

Se escolhermos o circulo unitario como variedade M, entdo podemos analisar as aplicagoes do cir-
culo unitario na algebra de Lie g. Temos basicamente dois tipos de aplicagoes: se desejamos utilizar al-
gumas propriedades relacionadas a analise utilizamos aplicagoes suaves, porém se desejamos permane-
cer no dominio da dlgebra utilizamos aplicagoes (polinomiais) algébricas. Consideramos o circulo unité-
rio no plano complexo parametrizado pela coordenada ¢, de modo que no circulo
t = e = cos(f) + i sin(f), onde A é o angulo. As funcdes polinomiais neste circulo sio os polino-
mios de Laurent C[t,#!]. Assim, obtemos a algebra de loop polinomial g ®c C[t,t~!] = g[t,t~!], com
colchete definido acima.

Existe muito mais estrutura e teoria sobre dlgebras de loop estendidas centralmente. Essas exten-
soes centrais sdo classificadas pelo segundo grupo de cohomologia H?(g ®c C[t,t~!],C), e para uma

algebra de Lie simples g de dimensao finita, ele é 1-dimensional. Os cociclos correspondentes sao da-
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dos pela férmula c(a ® f(t),b® g(t)) = —k(a,b)Resi=o f(t)dg(t), ou seja, eles dependem de uma forma
bilinear simétrica g-invariante . Em (2.2) definimos o residuo Res,—((-) de uma distribuigao formal
que é o coeficiente que acompanha z~!. Denotamos essa extensao central por EEOI. Para mais detalhes
e informacoes sobre essas construgoes indicamos [FBZ04] e [Fre07].

Existe uma versdo formal da construcdo exibida acima onde trocamos a algebra C[t,¢~!] dos
polindomios de Laurent pela dlgebra C((t)) das séries formais de Laurent. Consideremos a algebra de
loop formal Lg = g ®c C((t)) = g((¢)). Suas extensdes centrais sdo parametrizadas pelo seu segundo
grupo de cohomologia, o qual, com a condicao de continuidade apropriada, é também um espaco
vetorial 1-dimensional se g é uma algebra de Lie simples de dimensao finita. As extensoes centrais sao
dadas por uma especifica forma bilinear simétrica g-invariante x.

Sejam g e uma forma bilinear simétrica g-invariante x em g. A algebra de Kac-Moody afim nao-
torcida g, associada & g de nivel k é a extensao central 1-dimensional g, = g((t)) ® Cec, com relagoes

de comutacao dadas por

[a® f(t),b®@g(t)] = [a,b] ® f(t)g(t) — r(a, b)Res;—o(f(t)dg(t))c , (1.2)

la® f(t),c] =0,

onde ¢ é o elemento central de gy, a,b € ge f(t),g(t) € C((t)). Podemos simplificar a notagao, trocando

f(t) e g(t) por t"™ e t", com m,n € Z. Observamos que gy, € gx, sao isomorfas se ko = A\r1 para algum

A € C*. Por simplicidade também vamos denotar a dlgebra de Kac-Moody afim nao-torcida por g.
Introduzindo a notagao a, = a @ t" para a € g e n € Z, as relagoes de comutagao (1.2) podem ser

reescritas na forma
[m, br] = [a, blmtn + mk(a,b)om, —nc , (1.3)

para m,n € Z e a,b € g.

Dada uma subdlgebra de Cartan h de g, introduzimos uma subdlgebra de Cartan afim H de g, por
b= (h®c Cl) & Ce.

Para descrever a estrutura de raizes da dlgebra de Kac-Moody afim g, vamos definir a algebra de
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Kac-Moody afim nao-torcida estendida g,. Seja
g =9(t) ® Ccd Cd (1.4)

com estrutura de dlgebra de Lie estendida de g, para g, pelas relagoes:

da® ft) =[da ft)] =ae t%f(t) de) =[dd =0 (1.5)

para a € g e f(t) € C((t)). Podemos dizer que d : g, — g, é uma derivagao grau tal que d(a @ t™) =
m(a®t™) e d(c) = 0, para todos a € g e m € Z. Notemos que esse elemento graduado d € g, fornece
para g, e para g, uma estrutura de dlgebra de Lie topoldgica Z-graduada com graduacao definida
por —d, isto é, deg(c) = 0, deg(d) = 0 e deg(a,) = —n para a € g e n € Z (para mais detalhes veja
[Kac90], Capitulo 7).

A correspondente subélgebra de Cartan afim estendida H de g, ¢é definida por
h = (h@c Cl) @ Cea Cd.

Observamos que tanto E quanto H possuem dimensao finita.

Identificamos o espaco dual de E com ( H )* 2 bh* @ CAg @ Co, onde

Aol(poecy =0 5 Agle) =1 , Ag(d) =0,

Slpeecy =0 , 8(c)=0 , d(d)=1.

O conjunto de raizes da &lgebra de Kac-Moody afim nao-torcida g, é entdo naturalmente um

subconjunto de h* & CAy & Cé dado por
A=A"1A™ (1.6)
onde
A®={a+nd|acAnecZ e A™={nd|necZ\{0}} (1.7)

Temos que o conjunto A™ é o conjunto das raizes reais e A™ é o conjunto das raizes imaginarias.
Considerando o grupo de Weyl afim W de g,, uma raiz o € A é chamada de raiz real se existe w € W

tal que w(«) é uma raiz simples. Uma raiz que nao é real é imagindria. O conjunto das raizes simples



8 Representagoes de dlgebras de Kac-Moody afim

1.2

em g, 6 o conjunto II = {ap} U II, onde II = {aq,...,an} s@o as raizes simples de g. A raiz § é

n

chamada de raiz imagindria positiva indivisivel para g, e podemos defini-la como § = E a;;, onde

1=0

n = rank(A), A é a matriz de Cartan generalizada de ordem n+ 1 que define a dlgebra de Kac-Moody

afim nao-torcida, a; (i = 0,...,n) sao os indices dos vértices correspondentes no diagrama de Dynkin

I'(A) (também chamado de diagrama de Coxeter-Dynkin) e «; (i = 0,...,n) sdo as raizes simples de

9 (para mais detalhes veja [Kac90], Capitulos 4, 5 e 6).

Temos a seguinte decomposicao A = Ay U A_ em raizes positivas e negativas, onde

Ay ={a+nd|acA ,neNg}U{—a+nd|aecA,neN}u{nd|neN}

~

e A_ = —A,, ou seja,

A={a—nd|acAy,neN}u{-—a—nd|aecA,,neNy}U{-nd|neN}.

Também definimos

A=A, NA™ = {a+né|acA,neNg}U{-a+nd|aecA,neN}
A*=A_NA" = {a—nd|acA ,neN}U{-—a—nd|acA, necNy},
AT:KJFOKHH = {nd | neN},

AM—A_NA™ = {—nj|neN}

(1.8)

(1.9)

(1.10)
(1.11)
(1.12)

(1.13)

De acordo com [JK85], chamamos um subconjunto AJ’_ C A de conjunto de raizes positivas (ou

particao fechada) se ele satisfaz as seguintes condigoes:

(P1) Se o, 8 € Ayea+B€A, entioa+ 8 e AL (aditivamente fechado).
(P2) Se a € A, entdo o € 3+ ou —a € AJF, isto 6, A = A U — AJF.

(P3) Se o € 3+, entdo —a ¢ 34” isto é, £+ N —3+ = 0.

Um subconjunto satisfazendo as condigoes (P1) e (P2) é chamado de subconjunto parabdlico.

De acordo com [FK18] dizemos que um subconjunto P C A é uma quase particao de A se as

seguintes condicoes sao satisfeitas:

(QP1) PN(—=P)=0e PU (—P)=A.

(QP2) Seja Ep uma algebra de Lie de g, gerada por H e pelos espagos de raizes g, o com « € P. Entao

para qualquer gy o C bp segue a € P.



1.2 Algebras de Kac-Moody afim 9

Note que uma particao fechada é uma quase particao. Em particular, para qualquer quase particao
P, o subconjunto de raizes reais de P é fechado com respeito a soma de raizes e entao PN AT é uma
particio fechada de rafzes reais. De fato, (PN A™) N (—=PNA™) = () e (PNA™) U (—P N A®) = A,
Além disso, observamos que a condi¢ao (QP2) de uma quase partigao, implica que PN A ¢ fechado
com respeito a adicdo de raizes. Por outro lado, o subconjunto de raizes imaginarias de P nao é
necessariamente uma particao de Aim,

Dizemos que a subdlgebra bC 0x ¢ uma subélgebra de Borel se

b = 6@(69&6&@”,&) (1.14)

para alguma particao fechada 3+ de 3, onde gy o = {z €9x | [h, 2] = a(h)z ,Vh € H}

Cada particao fechada de g corresponde a escolha de raizes positivas em A e todas as particoes
sao conjugadas pelo grupo de Weyl. Temos assim que quaisquer duas subalgebras de Borel de g sao
conjugadas por um automorfismo de g. A situagao é diferente no caso das algebras de Lie com dimensao
infinita.

Se g ¢ uma &lgebra de Kac-Moody afim, as partigoes sao divididas em uma quantidade finita de
6rbitas do grupo de Weyl. Logo, quaisquer duas subélgebras de Borel de g, podem nao ser conjugadas
por um automorfismo de g,. A classificacao de todas as subalgebras de Borel no caso afim foi obtida em
[Fut97], considerando particoes fechadas de A. Neste caso nem todas elas sio conjugadas, mas existe
uma quantidade finita de classes de conjugacao. As classes de conjugacao das subalgebras de Borel
b de Ok sao parametrizadas pelas subdlgebras parabdlicas de g. Sabemos que se p é uma subdlgebra

parabdlica de g contendo uma subdlgebra de Borel b = h @ n de g fixa, entao p = [ ® u. Defina:

B(p) = (u ®c C[t,t—1]> ® ([@c t@[t]) @ (b\u) @ Cc. (1.15)

Para qualquer subéalgebra de Borel b de 0x, definida por uma particao fechada de 3, existe uma
subdlgebra parabdlica p de g tal que bé conjugada a B(p) (para mais detalhes veja [Fut97]).

Também podemos definir B(p) por

B(p) = <u R (C((t))) & (r®c t(C[[t]]) @ (b\u) @ Ce . (1.16)

No caso de uma quase partigdo P, na condigao (QP2) temos que Ep ¢ uma 4lgebra de Lie de g,
gerada por 6 e pelos espagos de raizes g, o com o € P. Chamamos essa subélgebra /b\p de subalgebra

de Borel de g, correspondente & quase partigao P (de acordo com [DFG09] e [FK18]). Pelos resultados
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de [JK85] e [Fut94] existe uma quantidade finita de classes de conjugagao de P N Are pelo grupo de
Weyl, visto que PN Ar® é uma particao fechada. Por outro lado, a quantidade de classes de conjugacao
de quase partigdes ¢ infinita ([BBFK13]).

E conhecido que quaisquer duas subdlgebras de Borel de g sao conjugadas por um automorfismo
de g. Entretanto, no caso afim isso nem sempre é verdade. Duas subélgebras de Borel de g, podem
nao ser conjugadas por um automorfismo de g,. No minimo, temos duas subédlgebras de Borel de g,
que nao sao conjugadas por automorfismos de g,: a subélgebra de Borel canénica e a subélgebra de
Borel natural de g,. Elas serao definidas abaixo e para maiores detalhes indicamos [Fut94] e [Fut97].

Definiremos duas parti¢oes fechadas em A que dao origem a essas duas subdlgebras de Borel que
sao muito importantes na teoria de representacoes de g,..

Considere a seguinte partigao fechada definida anteriormente:
A=A, g={a+nd|acAneN}UAL U{nd|neN}. (1.17)

Entao, byt = H &) (@a A, ‘tﬁ,@,a) ¢ a subalgebra de Borel candnica de g,.

Podemos escrever by, da seguinte maneira:

by = Dy Dy, (1.18)
iy = <g®@t(C[[t]])@(n®<cCI), (1.19)
bt = (h®cCl)®Ce=h, (1.20)
e = (s@ct 'Clt)) @ (@ecCl). (1.21)

Considere agora a seguinte particao fechada
Ajpat ={a+nd|acAy,neZ}U{nd|neN}. (1.22)

Este conjunto é chamado de partigao natural.

Entao, Brat = 669 (@a€3+ 'tﬁ,ﬁa) ¢ a subalgebra de Borel natural de g,.
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Algebras de Kac-Moody afim

Portanto, a subalgebra de Borel natural /b\nat ¢ definida por

o~

brnat = i)\nat @ ﬁnat )
e = (n@cC(®) @ (hoctCl) .
Boat = (h®cCl) ® Cec = b,

o~

T = (T8 C(1)) @ (heer'Cl).

11

(1.23)
(1.24)
(1.25)

(1.26)

Considerando a subélgebra de Borel natural e a partigdo natural, podemos definir subédlgebras de

Borel definidas por quase particoes.

Cada funcao ¢ : N — {£} define uma subdlgebra de Borel E¢at correspondente a quase particao

A9

n.

Gnat =lat+ ki [a€e A keZU{nd | neN¢(n)=+} U {-md|meN,d(m)=—} (1.27)

Uma subalgebra de g, é chamada de subélgebra parabdlica se ela contém uma subalgebra de Borel

e como vimos, existem subdlgebras de Borel que nao siao conjugadas em g,. Logo, podemos definir tipos

diferentes de subdlgebras parabdlicas em g,. Existem dois tipos de subdlgebras parabdlicas: aquelas

que contém uma subdalgebra de Borel candnica e aquelas que contém a parte real da subédlgebra de Borel

natural. Estas subdlgebras parabdlicas sao chamadas de tipo I e tipo II, respectivamente, conforme a

classificagdo obtida em [Fut97]. Exemplos de subélgebras parabdlicas de g,, podem ser construidos a

partir de subconjuntos parabdlicos P C ﬁ, definidos anteriormente. Dado um subconjunto parabdlico

P, a correspondente subalgebra parabdlica de g, ¢ gerada por 6 e por todos os espagos de raizes gy o

com a € P. Uma classificacio de subconjuntos parabélicos de A foi obtida em [Fut92] e [Fut97).

A subélgebra parabélica canénica py; de g, associada & p = [Du é do tipo I e é definida através de

pst

[st

~

Ust

~

Ust

~

[« DUy , onde
([ R <C1) @ Cc (subélgebra de Levi)
(u ®c (Cl) ® (g ®c tC[[t]]) (nilradical) ,

(ﬁ ®c (Cl) ® (g ®c t_l(C[t_l]) (nilradical oposto).

(1.28)
(1.29)
(1.30)

(1.31)

Temos a correspondente decomposicao triangular g, = tg P ls¢ @ Ug;. Observamos que se p = b, ou

seja, [ = h e u = n, temos que Py = Est.

Por outro lado, se p = g, ou seja, [ = g e u = {0}, temos que gs é a subalgebra parabélica canénica
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maximal, onde

~

Ost = lgst D Uggst s (1.32)
Taw = (s@cCl)ace, (1.33)
e = (99c(CI) . (1.34)
Ugst = <g®<ct_1(C[t_1]>. (1.35)

A subdlgebra parabélica natural p,.; de g, associada & p = [® u é do tipo II e é definida por

~

Pnat = Inat ®Unay , onde (1.36)
Toat = ([ ®c (C((t))) @ Cc (subdlgebra de Levi) , (1.37)
TR (u ®c C((t))) (nilradical) | (1.38)
Upat = (ﬁ ®c (C((t))) (nilradical oposto). (1.39)

Temos a correspondente decomposicao triangular g, = ﬁnat @Tnat D Upat. Observamos que se p = b,
ou seja, [ = h e u = n, temos que Ppa; = Enat &) (h ®c t_l(C[t_l]). Por outro lado, se p = g entao temos
que Pnat = Gx-

Toda subalgebra parabélica p de g, contendo uma subélgebra de Borel b tem uma decomposicao de
Levi p =T® 1, com subdlgebra de Levilel C b. Se p ¢ do tipo II entdo [ tem dimensio infinita. Neste
caso a subélgebra?contém a soma de certas subdlgebras de Lie afim e uma subdlgebra da algebra de
Heisenberg G = G_ ® Cc ® G4, onde G = > tneZso Orns corresponde a uma partigdo das raizes

imaginarias.

1.3 Moddulos suaves sobre algebras de Kac-Moody afim

Basearemos essa segao em [FK21] que traz defini¢oes e resultados que serdo importantes ao longo
da tese. Sejam g e h uma subdlgebra de Cartan de g.

Um médulo sobre uma algebra de Lie g é um espago vetorial V' juntamente com uma operagao de
multiplicagao g x V' — V, denotada por (z,v) — zv, que satisfaz, para z,y € g, u,v € V e um escalar

A, as seguintes propriedades:
(M1) (z+y)v=av+yv

(M2) z(u+v) =zu+ 2v
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(M3) Azv = z(\v)
(M4) [z,y]v = zyv — yzv

Em um médulo V cada = € g define uma aplicagao linear de V' por multiplicacao a esquerda v €
V +— zv € V. Como consequéncia das propriedades (M1)-(M4), essas aplicacoes lineares definem uma
representagao de g em V (isto é, um homomorfismo de élgebras de Lie p : g — gl(V')). Por outro lado,
dada uma representacao p de g em V', a operacao g x V' — V definida por (z,v) — zv := p(x)v define
a estrutura de um médulo sobre g. Em outras palavras, os conceitos de médulo e de representagao
sao equivalentes.

Uma representagao p de g em V é dita irredutivel se os Unicos subespagos invariantes por p sao
os triviais {0} e V. Um mdédulo M é chamado simples ou irredutivel se M # {0} e se os seus tnicos
submddulos sao {0} e M.

Denotaremos a categoria dos g-médulos por M(g).

Dizemos que um g-médulo M é um g-médulo de peso generalizado (com respeito & ), se a acao
de h em M é localmente finita, ou seja, se M = @ M? se decompde como soma direta de espagos

Aep*
de peso generalizados, onde

M*={ve M |VYhehIneNcom (h— Ah))"v =0}

é um espago de peso generalizado de peso .
Se a acao de h é semissimples em M, entdao M é chamado de g-médulo de peso (com respeito a b),

ou seja, se M = GB M), se decompoe como soma direta de espacos de peso, onde
Aeb*

My ={ve M | hv=\h)v, Vh € b}

é um espago de peso de peso .

Consequentemente, temos que My C M?, para todos A € h*, de modo que @ M, C @ M

Aeb* Aeh*
como g-médulos. Portanto, qualquer g-moédulo de peso generalizado simples é um g-médulo de peso.

Para uma subalgebra de Lie a de g denotamos por Z(g,a) e Z(g,a) as subcategorias plenas de
M(g) consistindo em g-mddulos de peso localmente a-finitos e g-médulos de peso finitamente gerados
localmente a-finitos, respectivamente. Dizemos que um g-médulo M é localmente a-finito quando a

agao de a é localmente finita em M, isto é, dim(a - v) < oo, para todos v € M.
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Fixando uma subdlgebra a de g podemos definir o funtor indugao

Indg : M(a) — M(g)

que aplica um a-médulo M em U(g) ®¢(q) M, onde a acdo de g é a U(g)-multiplicacdo natural a
esquerda.

Um funtor com diregao oposta ¢é o funtor restrigao

Resf : M(g) - M(a)

que aplica g-médulos M em si préprios restringindo a agao de g para a.
Os funtores indugao e restrigdo formam um par adjunto, isto é, para cada M € M(a) e N € M(g)

existe um isomorfismo natural de espacos vetoriais (Reciprocidade de Frobenius):

Homg(Ind§M, N) = Homq (M, ResiN).

Para cada automorfismo de algebras de Lie (homomorfismo inversivel) ¢ : g — g podemos definir

o funtor torgao

Fo: M(g) - M(g) , M— M?

onde M¥ é identificado com M, como C-espagos vetoriais, mas com uma nova g-acao torcida dada
por z - v = p(x)v, para todos z € g, v € M.
Agora vamos considerar a dlgebra de Kac-Moody afim nao-torcida g, associada & g de nivel x.
Vamos denotar a categoria dos gx-médulos por M(g,). Como os objetos desta categoria podem
ser muito complicados, é importante focar a aten¢ao em algumas subcategorias plenas de M(g,;) que

sejam mais manejaveis.

Definigao 1.3.1. Seja M um g,-mdédulo. Dizemos que M é um g.-mddulo suave se para cada v € M

existe um inteiro positivo N, € N tal que

(g@c tNC[t]) -v=0, (1.40)

ou equivalentemente, a subalgebra de Lie g ®c tV*C[t] aniquila v.

A categoria dos g,-mdédulos suaves nos quais o elemento central ¢ age como identidade serd denotada
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por €(gx).

Um g,-médulo graduado M é um espaco vetorial C-graduado que possui a estrutura de g.-mdédulo
compativel com a graduacao de g,. Observamos que na secao anterior apresentamos uma Z-graduacao
da édlgebra de Kac-Moody afim nao-torcida. Notemos que ao deslocar uma dada graduacao em M por

um nimero complexo obtemos uma nova graduacao em M.

Definigao 1.3.2. Seja M um g,-médulo graduado. Dizemos que M é um g,-médulo de energia positiva

oo
SeM:@MA+neMA7ﬁO, onde A € C.

n=0

A categoria dos g.-mddulos de energia positiva nos quais o elemento central ¢ age como identidade
serd denotada por 1 (g)-

Notemos que se M é um g.-médulo de energia positiva, entao segue imediatamente que M é
também um g,-moédulo suave. Portanto, a categoria £ (g,) é uma subcategoria plena de £(gj).

Sabemos que a categoria M(g,) coincide com a categoria dos médulos sobre a dlgebra envolvente
universal U(g,;) (e esta é uma &lgebra associativa unital). Existe uma dlgebra associativa andloga para
a categoria £(g,) construida a seguir (veja [Fre07], Capitulo 2).

Como o elemento central ¢ age como a identidade em todos os g,-médulos da categoria £(gy,), a

acgao de U(g,) se fatora através da dlgebra quociente

Agora, introduzimos uma topologia linear em U.(g,) na qual a base de vizinhancas abertas de 0
sdo os ideais & esquerda Iy definidos por Iy = Ue(gx)(g®ctNC[t]) para N € Ny. Para introduzir uma
topologia em um conjunto X, nao é preciso descrever todos os abertos de X mas apenas os abertos
bésicos. Uma base de abertos em um espaco topologico X é uma colecao B de subconjuntos abertos
de X, chamados abertos basicos, com a seguinte propriedade: todo subconjunto aberto A C X se
exprime como uma reunidao A = UyB) de abertos B) pertencentes a . Em um espago topolédgico X,
diz-se que um conjunto V é uma vizinhanga de um ponto z € X quando x é um ponto interior de V.
Isto quer dizer que V' contém um conjunto aberto que contém .

Seja ﬁc(ﬁﬁ) o completamento de U.(g,) com respeito a esta topologia linear, isto é,

Uel@n)

Uc(gﬂ) = 1£1 IN

Entdo a estrutura de uma &lgebra associativa em U.(gx) se estende a uma estrutura de uma

algebra associativa em ﬁc(ﬁﬁ) pela continuidade. Logo, obtemos que ﬁc(ﬁ,{) é uma algebra associativa
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topoldgica completa, a qual serd chamada de 4lgebra envolvente universal completada de g,. Além
disso, a categoria £(g,) coincide com a categoria dos médulos discretos sobre a dlgebra associativa
[75(/9\,4) na qual a agao de ﬁc(ﬁn) é continua ponto a ponto (isto é precisamente equivalente & condicao
1.40).

J& definimos anteriormente o funtor indugao para g-moédulos. Podemos definir de maneira andloga
para os ge-moédulos. Para isso vamos construir uma classe de g,-médulos induzidos, que pertencem 2
categoria &(g).

Seja pst = /[\st @ Ug; a subdlgebra parabdlica canonica de g, associada & subdlgebra parabdlica

candnica p de g (1.28) e seja E um [-mdédulo. Definimos o g,-mdédulo induzido
Myp(E) = U(gr) @upa) E - (1.41)

onde E é considerado como pg-médulo no qual ti; age trivialmente e ¢ age como identidade. Observa-
mos que a acao de T = (I®c C1) ® Cc em E estd bem definida, visto que E é [-médulo. O g,-mdédulo
My (E) é chamado de médulo de Verma generalizado induzido de E para a subdlgebra parabdlica
canodnica Pg;.

O gr-médulo My, ,(E) tem um tnico gx-submédulo maximal K ,(E) que possui intersec¢ao nula

com o [-submédulo E de M, ,(E). Portanto, podemos definir

_ Myp(E)
K

Lyp(E) ()

para um [-médulo E. Além disso, se £ é um [-médulo simples, entao Ly, ,(E) é um g,-mddulo simples.

Pelo Teorema PBW (1.2.1) sabemos que
M, p(E) = U(gs) Ouy) E = U(ﬁst) ®@cE , como tg-médulos.

Como 1y = (T ®c C1) & (g ®c ¢t *C[t1]), novamente pelo Teorema PBW (1.2.1) temos que
Ully) = U(@) ®c U(g @c t1CJt7Y)). Assim, U(®) < U (Tig).
Definimos F' = U(u)E. Entao,

F=U(W) ®c E C Ulg) Oc E =M, y(E) ,

ou seja, F'=U(u)E C M, (F).
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Se p =g, temos que [ = g, u = {0}, pst = st :T&St D ugs (1.32), tal que
Tgst = (g ®c Cl) ®Cc |, Ugg = (g ®c tC[[t]]) e Tgs = (g ®c t‘l(C[t_l]>.

Tomamos E como [-mddulo onde (u®c C1) @ (g®ctC[t]) age trivialmente e ¢ age como identidade.
Em particular u age trivialmente em E. Dessa forma F' = U(u)E é g-médulo, visto que g =u @ [ D u.
Entao podemos estender a estrutura de g-médulo de F para uma estrutura de gs, onde a acao de Tg,st
é dada pela agao de g e pelo fato de ¢ agir como identidade em E; Uy« age trivialmente em F', visto
que (g ®c tC[t]) age trivialmente em FE.

Como F = U(u)E é gst-médulo, podemos construir o seguinte g,-médulo induzido
My g(F) = U(8x) @u@a) F e Mgg(F) = U(ﬁgyst) ®@cF , como ﬁg,st-médulos.
O gr-médulo induzido M, ¢(F) é isomorfo & M, ,(E). De fato,

ang(F) = U(ﬁg,st) & F = U(ﬁg,st) ®c (U(ﬁ> ®c E)

12

U(ﬁg,st ) ﬁ) ®(C E

I

U(ﬁst) Xc E

12

MK,P (E) )

como C-espacos vetoriais e considerando as duas decomposicoes g, = ﬁst @/[\St Bly = ﬁg@t @Tg,st @ﬁg,st
podemos verificar que possuem a mesma estrutura de g.-mdédulo.

Além disso, se F' é um g-médulo simples temos que Ly o(F) = Ly, (E).

De fato, seja Ky 4(F) o gx-submédulo de M, 4(F) que possui interse¢ao nula com o g-médulo F.
Em particular, K, 4(F) tem intersegao nula com o l-médulo E. Como Ky ,(E) é o tnico g,-submddulo
maximal com esta propriedade, temos que K, 4(F) C K, ,(E). Suponhamos agora que K, ,(E) tenha
interseccao nao-nula com F'. Como F é g-médulo simples, por hipétese, e K, ,(E) N F é g-submédulo
de F temos que K, ,(E) N F = F. Assim, F' C K, ,(E), ou seja, U(W)E C K, ,(E), o que implica que
Kg,p(E)NE # {0}, e isso é um absurdo. Logo, K, ,(E) N F = {0}, e dessa maneira, K, ,(E) C K, (F),

pela maximalidade de K, ¢(F'). Entao, K, ,(F) = K, ¢(F) e, portanto

M,
LHvQ(F) = K £
g

R,

Por conta disso, vamos sempre considerar g,-médulos induzidos como médulos de Verma genera-
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lizados para a subalgebra parabdlica candnica maximal gy (1.32).

Portanto, temos o funtor inducao
Mg : M(g) — €4(ax) (1.42)
e o funtor

Li,g : M(g) = E4(a)- (1.43)

1.4 Algebras de Weyl com infinitos geradores

Introduziremos formalmente as algebras de Weyl com infinitos geradores e definiremos alguns dos
seus completamentos. Estas algebras desempenham um papel fundamental na teoria de representacoes
de campos livres das dlgebras de Kac-Moody afim. Mais detalhes sobre essas construgoes podem ser
encontradas principalmente em [FBZ04] (Capitulo 12) e [Fre07] (Capitulo 5).

Vamos considerar a C-algebra comutativa K = C((¢)) com a C-subalgebra O = C[t].

Sejam Qi = C((t))dt e Qo = C[t]dt os médulos dos diferenciais de Kéhler.

Para um espaco vetorial complexo de dimensao finita V' definimos os espagos vetoriais complexos
de dimensao infinita (V) =V ®@c K e Qc(V*) = V* @¢ Q.

O pareamento (-,-) : Q(V*) ®c K£(V) — C definido por

(a®@ f(t)dt , v©g(t)) = a(v)Res=o(g(t)f(t)dt) , (1.44)

onde « € V* v € Ve f(t),g(t) € K, nos permite identificar o espago dual restrito a (V) com o
espago vetorial Qi (V*), e vice-versa. Observamos que o residuo Res,—(:) (2.2) de uma distribuicao

formal é o coeficiente que acompanha z~!. Assim,

(K(V)" = (VecK) =V ec =V,

(Qe(VH)* = (V' &c Q)" = V™ @c K = K(V).

Além disso, o pareamento (1.44) fornece uma forma bilinear nao-degenerada anti-simétrica (-, -)

em Qi (V*) @ K(V), ou seja, () : (Qc(V*) @ K(V)) x (Qc(V*) @ K(V)) — C, definida por

(@ f(t)dt, veog(t) = —(v@g(t), a® f(H)di) = a(v)Resi=o(g(t)f(t)dt) , (1.45)
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ondea e V¥, veVef(t),gt) e K, e

(@@ f(t)dt , B@g(t)dt) = (v f(t), weg(t)) =0, (1.46)

onde a, B € V* v,w e Ve f(t),g(t) € K.

Entdo as dlgebras de Weyl Ax () e A, (v+) sao definidas por

_ T (VH) @ £(V))

Ay = _ TV & K(V))

e Ay =

, (1.47)

Tiev) Ty (v

onde Iy e Ig,(v+) s@o os ideais bilaterais da dlgebra tensorial T'(Qxc(V*) © K(V')) gerados por
a®b—b®a+(a,b)-1paraa,b e Qc(V)OK(V) e por a®b—bRa—(a,b)-1 para a,b € Qc(V*)DL(V),
respectivamente.

As algebras de polindémios em (V') e Qi (V*) sao definidas por

PolC(V) = S((K(V))*) = S(Q%c (V™)) , (1.48)

PolQxc (V™) = S((Quc(V7))") = S(K(V)) , (1.49)

onde S(Qc(V*)) e S(K(V)) sao subdlgebras simétricas com relacdo a &lgebra tensorial
T(Qu(VF) e K(V)).

Sejam L e L¢ subespacos Lagrangianos (isto é, isotrépicos maximais) complementares de
Qc(V*) e KL(V), isto é, Qe (V*) @ K(V) = L @ L. Observamos que um subespago isotrépico é aquele
em que seus vetores sdo ortogonais entre si com relagdo a uma forma bilinear nao-degenerada anti-
simétrica.

Como (a,b) = 0, para todos a,b € L, temos que a ® b —b® a + (a,b) -1 = a®b— b® a. Logo,
os elementos de £ comutam em Ay ). Entao a algebra simétrica S(L) é uma subdlgebra de Ay ().
Além disso, ela é uma subdlgebra comutativa maximal de Agy). Assim, existe uma representagao
1-dimensional de S(L). Pelo Teorema PBW (1.2.1) temos que Ak vy = S(L) @c S(L).

Consideremos o Ay (y)-médulo induzido
A . N .
IndS(Kc()WC = Ax) ®s(c) C = S(L) @c C = 5(L).

Segue imediatamente que o Ay (y)-médulo induzido tem uma estrutura natural de uma dlgebra
comutativa. Denotemos por M, a édlgebra comutativa que é o completamento de S(L£€) com respeito

a topologia linear em S(L£¢) na qual a base de vizinhancas abertas de 0 s@o os subespacos Z, ., para
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n,m € Z, onde I, ,,, ¢ o ideal de S(L°) gerado por L°N ((V* ®c t"Q0) ® (V @c tm(’))). Além disso,
podemos estender a agao da dlgebra de Weyl Ay (y) para Mg, ou seja, Mg é um Ay )-médulo.

Agora, definiremos o completamento da dlgebra de Weyl Ay, porque Ay nao é suficientemente
grande para nossas consideragoes.

Denotemos por FunC(V') o completamento da algebra comutativa PollC(V) = S(Qx(V*)) com
respeito & topologia linear em PolC(V) na qual a base de vizinhancas abertas de 0 sdo os subespagos
Jn para n € Z, onde J, é o ideal de PolK(V') gerado por V* ®c t"Qo.

Consequentemente, temos que Fun/C(V') = M (y). De fato, se £ = K(V'), temos que L = Q. (V™).
Entao, para n,m € Z segue que L£¢N ((V* Rct"Qp) ® (V @c tmO)) = V* ®c t"C[t]dt. Dessa forma,
para n € Z, I, é o ideal de S(L°) = S(Qc(V*)) = PolK(V) gerado por V* ®¢ t"Qp. Por outro lado,
para n € Z, Jp é o ideal de PollC(V') gerado por V* @c¢ t"Qo. Assim, Z,, = J,, VYn € Z. Como M,
é o completamento de S(L£€) através de Z,,, Fun/C(V') é o completamento de PollC(V') através de J,,,
T, = Jn, para todo n € Z e PolKC(V) = S(L), temos que FunkC(V) = My (yy. Logo, Fun(V) é um
A (vy-mddulo.

Pela definicao de completamento temos que
My vy = Funk(V) = Hm ———

Entao um campo vetorial em K(V') é por defini¢ao um endomorfismo linear continuo £ : Fun/C(V) —
Fun/C(V') que satisfaz a regra de Leibniz &(fg) = &£(f)g + f&(g) para todos f, g € FunkC(V).
Em outras palavras, um campo vetorial em (V') é um endomorfismo linear £ de Funk (V') tal que

para qualquer m € Z existe n € Z, m < n e uma derivacao
Enm 2 POUC(V) /Ty — PolK(V) [ Tim
satisfazendo
sm(§(f)) = &nm(sn(f))
para todo f € FunC(V), onde
Sp : Funk(V) — PolK(V) /Ty

é o0 homomorfismo candnico de algebras.
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O espaco vetorial de todos os campos vetoriais é naturalmente uma algebra de Lie topoldgica, que
serd denotada por VectK(V).
Definimos a algebra de Weyl completada A,ﬁc(v) como a C-algebra associativa gerada por uma

subdlgebra i : Funk(V) — A

(V) (como algebras associativas) e por uma subdlgebra de Lie j :

Vect/C(V') @ FunkC(V') — ﬂ,ﬁc(v) (como &lgebras de Lie), com a relagao

(€ + 1), i(9)] = i(€(9))

para todos f,g € Funk(V) e £ € Vect/C(V). Obtemos que Fun/C(V') é um A%(V)—médulo.

Existe uma sequéncia exata curta de algebras de Lie topoldgicas que nao cinde
0 — Funk(V) — fAl/;C(V)él — VectKC(V) — 0.

A algebra de Weyl completada f[;c(v) é definida como a C-dlgebra associativa sob Funk (V') gerada
pelas imagens dos homomorfismos i : FunC(V') — ZLK(V) (como &lgebras associativas) e j : -AVIC(V),gl —

ﬁ;c(v) (como algebras de Lie), com a relagao

[(P),i(f)] = i(a(P)(f))

para f € FunC(V) e P € -EIC(V),gh onde a : ﬁ/C(V),Sl — VectK (V) é o homomorfismo de dlgebras de
Lie originado da correspondente sequéncia exata curta.

Todas essas construcoes e mais detalhes podem ser encontradas principalmente em [FBZ04] (Ca-
pitulo 12), [Fre07] (Capitulo 5) e [FKS19].

Agora descreveremos a dlgebra de Weyl Ajc(y), considerando uma subélgebra parabdlica p = [du C
gtalqueg=pPu.

Sejam {f, | @« € A%} uma base de U e {z, | o € A} as funcdes de coordenadas lineares
em U com respeito a base de u, isto é, xo(fg) = da,s , para todos o, € Al. Entao, o conjunto
{fa®@t" | a € AY,n € Z} forma uma base topolégica de K(u) = u ®@c C((t)) = Tpat, € O conjunto
{2o @ 7" Ldt | @ € A%,n € Z} forma uma base topolégica de Qi (T*) = (K(@)* = (Tnat)* com

respeito ao pareamento (1.44), ou seja, temos que
(o @ "Lt f5 @ ™) = 20 (fs)Resi—ot™ " 1dt = du 56n.m (1.50)

para todos a, f € Al e m,n € Z. Se denotamos Ta,n, = To ® tldt e Oron = fa@1t" para a € A e
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n € Z, entao o ideal bilateral I () ¢ gerado por elementos

( Z an:na,n> ®< Z bm8x57m> —( Z bm8x57m> ®< Z anﬂsa,n) + Z anbm(Tan; Org,,) - 1

neZu mEZu mEZu nEZu m,nez
aEAJr ﬂEA+ BEAJr ozGA+ a,ﬁeAi
ou seja,

( Z anxa,n) ®( Z bmarﬁ,m) —( Z bmﬁxﬁ,m) ®< Z anxa,n> + Z 00, 30n,m0nbpm - 1

nez meEZ MmEZ nezZ m,nez
acAlY BeAl BeAl acAl a,BeA
(1.51)
e coincide com as relacoes de comutagao candnicas
[xa,nv 8a:/3,m] = _5a,55n,m ) (1.52)

para todos o, € A} e m,n € Z. Portanto, obtemos que a dlgebra de Weyl Ay ) é topologica-
mente gerada por {Zan, 0z, , | @ € AYf,n € Z} com as relagdes de comutacao canonicas. Temos que
Mo, @y = PolQs (u*) com a topologia discreta e Mic(w = FunK () com a topologia linear, na qual
a base de vizinhangas abertas do 0 sao os subespacos Jy,, com n € Z, onde J, é o ideal de Funk(u)
gerado por u* ®c t"C[t]dt. Nesse caso, indicamos a dlgebra de Weyl completada A]ﬁc(ﬁ) por A%P.
Observamos que se considerarmos p = b a subdlgebra de Borel canénica de g, esse é o caso quando

¥ = {0} em II. Logo Ay = {0} e AY = AT = A, \ Ay = A;.

1.4.1 Algebra de Weyl completada local

Podemos substituir a algebra de Weyl completada A%P, a qual é uma algebra topoldgica muito
grande, por uma parte local relativamente pequena. Basearemos essa subsegao em [FBZ04] (Capitulo
12) e em [FKS19]. Utilizaremos algumas defini¢oes da teoria das dlgebras de vertex que estao presentes
com mais detalhes no Capitulo 2 desta tese, por exemplo, as distribuigdes formais (2.1), o residuo de
uma distribuigao formal (2.2) e os coeficientes de Fourier (2.3).

Definimos as distribuicdes formais aq(z), af,(2) € Ax(m[z*'] por

aq(z) = Z aaynz_”_l e ax(z)= Z Aon? "

nez neL

onde aqy, = 0 eap)
b

Ta,n

n = Ta,—n Para o € Al

Vimos que K (@) = T ®¢ C((2)) = Unat-
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Consideremos o espago vetorial 5’1%’5 das fungoes locais em /C(ur) gerado pelos coeficientes de Fourier

da forma
Res,—oP(a,(2),0a(2),...)f(z)dz , (1.53)

onde P(a}(z),0.a}(z),...) é um polinomio diferencial em a},(2) para o € AY e f(z) € C((2)).
Seja ‘Ilgo’f o espaco vetorial dos campos vetoriais locais em K(it) gerado pelos coeficientes de Fourier

da forma
Res.—oP(a(2),0.a;(2), .. .)ag(2) f(2)dz , (1.54)
onde usamos o fato que os coeficientes de Fourier da forma
Res.—oP(a;(2),0.a,(2),...)0 " ag(2) f(2)dz (1.55)

para m > 0, podem ser expressos como combinagoes lineares de (1.54).

g?p

mloc dos operadores diferenciais locais de ordem

Finalmente, consideremos o espaco vetorial A

no maximo m € Ny em K(u) gerado pelos coeficientes de Fourier da forma

Res.—oP(a,(2),0.a,(2),...)Q(ag(z), 0:a5(2),...) f(2)dz , (1.56)

onde Q(ag(z),0za3(2),...) é um polindomio diferencial em ag(z) para § € Al de grau no maximo m.

Entao .Ag’ﬁl loc Para m € Ny sao dlgebras de Lie topoldgicas e temos uma sequéncia exata curta

0— Il = AZ] .= T =0 (1.57)

loc loc

de algebras de Lie topoldgicas, que cinde canonicamente.
Definimos uma &lgebra de Lie topolégica Afo’g por

AP =) A% (1.58)

loc <m,loc"
meENy

Notemos que Algo’f é somente uma algebra de Lie e nao uma algebra associativa. Entretanto, existe
uma construgao que associa Algo’g com a algebra de Weyl completada A%P.
Agora, por construgao, temos que M) ¢ um A®P-mddulo, entretanto Mg, (z+) nao é um AP

modulo. Portanto, precisamos considerar um completamento diferente para a dlgebra de Weyl Ay ().



24 Representacdes de dlgebras de Kac-Moody afim 1.4

Notemos que existem completamentos, os quais sao relacionados a diferentes ordens normais de opera-
dores diferenciais. Restrinjamos nossa atengao para um completamento adequado para uma realizacao
de campos livres de médulos de Verma Imaginarios generalizados, porque no Capitulo 4 mostraremos

a construcao da realizacdo geométrica de campos livres para esses médulos, de acordo com [FKS19].

Agzpyop

Zimloe dos operadores diferenciais locais de ordem no mdaximo
— b

Consideremos o espaco vetorial

m € Ng em K(u) gerado pelos coeficientes de Fourier da forma

Res.—0Q(ag(2), 0.a5(2),...)P(a}(2),0.a5(2),...) f(2)dz , (1.59)

onde Q(ag(z),0za5(2),...) ¢ um polindomio diferencial em ag(z) para € A} de grau no maximo m.

Entao Ai’frzolgc para m € Ny sao algebras de Lie topoldgicas. Para construir uma sequéncia exata curta

de dlgebras de Lie topolégicas semelhante a (1.57), definimos uma aplicagao ¢ : A%’fﬂ; — Agﬁf,l oc POT

go(ReSZZOQ(ag(z), B.ap(2), .. ) P(as(2),d.a%(2),...) f(z)dz) - (1.60)

= Res.—oP(a,(2),0.a5(2),...)Q(ag(2),0.a5(2),...) f(2)dz. (1.61)

Entao, temos que

o (| Res:—0Qu(2) P1 ()1 (2)dz, Resu—oQa(w) Pa(w) fo(w)dw)] ) =
= (Resemanm (@A) [P1(2), Qaw)] Pa) + Qa(w) Q). Pow)] P i)z
= (R0 QU Qal0)Pa) — Q1) Q(w) 1) Palw) +
QU PAIF() ~ Q) Po0)Q P (E)) () faw) o
= Reseo.-0(P1(2)Q1 (2) Pa(w)Qa(w) — Po(2) Pa(w) Q1 (2)Qa(w) +
+Po(w) Py (2)Qa(w)@Q1 (2) — Pa(w)Qa(w) Pr(2)Q1(2)) i (2) fo (w) dzdw
= Rese—.u-0 (P2(w)[P1(2), Qa(w)] @i () + Pr(2)[@1 (2), Po(w)]Qa(w) ) (=) folw)dzduw
= [Resm0PL(2) @1 (2) 1 ()2, Resuo Pa(w) Qa(w) fo(w)du|

= [@(RGSZ=OQ1(2)P1(Z)JC1(z)dz)790(Resw=0Q2(w)PQ(w)f2(w)dw):| :

onde Q1(z), Q2(z) sdo polinomios diferenciais em ag(z) para f € Al de grau no maximo 1 e Py(z), P2(2)

sao polindmios diferenciais em a,(z) para a € A, o que implica que a aplicacao ¢ : .Ai’f 1‘;‘; — Ai’f loc
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é um isomorfismo de dlgebras de Lie topoldgicas. Assim, temos uma sequéncia exata curta

0— Sr’g:p N ‘A%’fjl(())r(); N (‘Tlg(;f -0 (162)

loc

de élgebras de Lie topoldgicas, que cinde canonicamente. Além disso, definimos uma &lgebra de Lie

g7p7op
loc

topoldgica A por

8PP _ U Agpop (1.63)

loc <m,loc*
meNy

g7'p70p

Notemos que A’

é somente uma algebra de Lie e nao uma algebra associativa. Entretanto,
existe uma construgao que associa Algo’f’()p com a algebra de Weyl completada A%P°P,

Consideremos o espago vetorial 3190’5 C F9P ® Puas gerado pelos coeficientes de Fourier da forma

Res,—oP(a},(2),0.a},(2),...)h(2)f(2)dz (1.64)

Res,—oP(a},(2),0.a.(2),...)cf(2)dz , (1.65)

onde P(a}(z),0.a%(z),...) é um polindémio diferencial em a’(z) para a € A, h € p e f(2) € C((2)).

Observamos que Pnat = (p ¢ C((2))) @ Ce.

g.p

Temos que J;.;

é uma algebra de Lie topoldgica e induz uma estrutura natural de uma algebra de

Lie topolégica em uma soma semi-direta

RIP Ai‘fﬁi @ Jor (1.66)

loc loc*

Esta dlgebra de Lie topolégica desempenha um papel fundamental nas realizacoes de campos livres

dos médulos de Verma Imaginarios generalizados como podemos acompanhar no Capitulo 4.

1.5 Modulos suaves sobre uma algebra de Weyl com infinitos geradores

Definimos na segao anterior a dlgebra de Weyl com infinitos geradores Ay (v, onde V' ¢ um C-
espaco vetorial de dimensao finita. Relembremos que K = C((t)), Qx = C(t)dt, K(V) =V ®c K e
Q/C(V*) =V*®c Q.

Agora, vamos definir uma classe de Ay yy-médulos, que de certa forma sao médulos induzidos,
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uma vez que consideramos uma decomposigao triangular de Ajy).

Consideremos os seguintes subespagcos vetoriais £, £L_ e Ly de Qx(V*) & K(V) dados por

L= (V*@ct 2Clt™Ydt) ® (V et 'Clt™Y)) ,
Lo= (V*®cCt ldt) ® (V ®@c Cl1)

Ly = (V* @c Clt]dt) & (V @c tC[t]).

De maneira mais clara, podemos dizer que £_ possui as poténcias t", com m < —2, em Qi (V™)
e as poténcias t", com n < —1, em K(V'). Por outro lado, £ possui as poténcias t"*, com m > 0, em
Qi (V*) e as poténcias t", com n > 1, em K(V). Por fim, £y possui a poténcia ¢t~ em Qi (V*) e a

poténcia t° em (V).

Entao, temos a decomposicao em soma direta

U (VO K(V) =L@ Lo® Ly (1.67)

Esta decomposicao de Qic(V*) @ K(V) induz uma decomposigao triangular em Ay, visto que

essa é definida como o quociente T'(Qc(V*) @ IC(V'))/Iic(vy- De fato,

Axw) = (-AIC(V),—) ®c (fl;c(v),o) Qc (A;c(v),+) (1.68)
¢ uma decomposicao triangular da dlgebra de Weyl Ay, tal que

Aay,— =8(L-) , Axwvo =2Av , Ao+ = S(Ly) (1.69)

onde Ay é a dlgebra de Weyl de V' e, S(L_) e S(L) sao algebras simétricas com relacao a élgebra

tensorial T'(Quc(V*) & IC(V)).

Observamos que os elementos de £_ comutam em Ay, pois

(a@t ™ dt,v@t™) = a(v)ReStzgt_(k+m)dt =0 , paraaeV*'veV, k>2 m>1,
<a®t_kdt,6®t_pdt> =@wtT"Mwt")=0 , paraa,feV i v,weV, kp>2em,n>1.

Da mesma forma, os elementos de £ também comutam em Ay, pois
(a @ thdt,v @ t™) = a(v)Resmot*™dt =0 , paraaeV* ' veV,k>0,m>1,

(a@thdt, @ tPdt) = (vt W) =0 , paraa,BeV*  v,weV, kp>0em,n>1

Dessa forma, S(£_) e S(L£4) sao subdlgebras de Ay y.

Vejamos que, de fato, Agy o = Ay € a dlgebra de Weyl de V.
Consideremos Ly = (V*®@c Ct~1dt) @ (V ®c C1). Como V tem dimensio finita temos que V = V*.
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Sabemos que

(a@t tdt,v @A) = a(v)Resjmo Mt 'dt = Aa(v) , paraa€V* veVelcC.

Identifiquemos V*®cCtldt ~ V* e VecCl ~ V. Sejam {v1, ..., v, } umabasede V e {a1,...,a,}
a base dual correspondente em V*, ou seja, o;(v;) = 0;4, para todos i,j. Assim (oy,vj) = a;(vj) =
i ; - 1. Dessa forma, a; ® v; — v; ® a;j + d; 5 - 1 = 0 no quociente. Se denotarmos v; por 9y, e a; por y;
conclufmos que [y;, 9y;] = —d;j em A y. Portanto, (Lo, [+, -]) em Ax(y) é uma dlgebra de Weyl de V

com uma quantidade finita de geradores.
Além disso, temos que a algebra de Weyl Ay () é uma élgebra Z-graduada com a graduagao

determinada por

deglv®@t")=—-n , deg(l)=0 , degla®t " dt)=n,

parav eV, aeV*eneZ.

Definicao 1.5.1. Seja M um Ay y)-mddulo. Dizemos que M ¢ um A (y)-médulo suave se para cada

vetor v € M existe um inteiro positivo IV, € N tal que
((v* ®c " Clt]dt) @ (V ¢ tN”(C[[t]])>v —0.

A categoria dos A ()-médulos suaves serd denotada por &(Ax(v))-

Anélogo ao caso dos g,-mdédulos, podemos introduzir Ajc(v)-modulos graduados e Ag(y)-médulos
de energia positiva.

Dizemos que um Ay y)-médulo M é graduado se ele for um espago vetorial C-graduado tendo a

estrutura de Ay (y)-médulo compativel com a graduagao de Ax(y).

Definicao 1.5.2. Seja M um A (y)-médulo graduado. Dizemos que M é um Ay (y)-médulo de energia
oo
positiva se M = @ Mxin e M\ # 0, onde A € C. A categoria dos Ay (y)-médulos de energia positiva

n=0

serd denotada por &4 (Axvy) -

Seja £ um Ay-modulo. Definimos o A y)-médulo induzido

M) (E) = Ak ®< (1.70)

E,
(/llc(v>,o)®<c(fli<(\/),+))

onde E é o (Axv)0) ®c (Ax),+)-médulo no qual a dlgebra de Weyl Axy) o age via isomorfismo
canonico Ax o = Ay e Axv) 4+ age trivialmente. Ele possui um tnico Agy)-submédulo maximal

Ki(v)(E) que tem interseccao nula com o Ay-submédulo £ de My (E).
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Portanto, podemos definir

~ Mgy (E)

Ky (B) (17)

Ly (E)

para um Ay-moédulo E. Além disso, se £ é um Ay-mdédulo simples, entao L;C(V)(E) é também um
A (vy-mddulo simples.

De fato, suponhamos que E ¢é Ay-médulo simples. Seja Ly (E)" um Ag(y)-submédulo nao-
N (E)

-~ Ky (B)
Correspondéncia entre médulos temos que Ky (E£) S Ny (E) C My (E) como Ag(yy-médulos.

nulo de Ly (E). Logo Ly (E) , para um Ay (yy-médulo Ny (E). Pelo Teorema da
Se Ny (E) N E = {0} terfamos um absurdo, por Ky (E) ser Ay y)-submédulo maximal com
essa propriedade. Entdo Ny (E) N E # {0}. Como por hipétese £ é Ay-médulo simples temos que
Ny (E) N E = E, visto que Niy)(E) N E é um Ay-submédulo de E. Dessa forma £ C Ny (E)

como Ay-mbdulos. Entao,

M) (E) = Axpy) @ ) E X Agw),-@cEC

((AK(V),O)®C(AK(V),+)

C Ak ®
((AK(V),O)®C(AK(V),+)

) Ny (E) = Axwv),— @c New)(E) = Ny (E)

e, portanto My (E) = Ny (E), como A (y)-médulos. Assim,

Ny (E)  Mgan(E)

~ )
_ o~ L E),
Koy (E)  Kian(E) k) (B)

Licovy(E)'

ou seja, L) () é um Ay (yy-mddulo simples.

Vamos denotar a categoria dos Ay-médulos por M(Ay ).

Portanto, temos o funtor inducao
My : M(Av) = Ex(Axvy) (1.72)
e o funtor

Liw) : M(Av) = E4+(Ak) (1.73)

Também podemos imediatamente considerar My (y)(E) e Ly (E) como ./Nl;C(V)—m(’)dulos, onde

.Zl;c(v) é a algebra de Weyl completada definida na secao anterior.



Capitulo 2

Representacoes de algebras de vertex

Os operadores de vertex foram introduzidos inicialmente na teoria das cordas. Os andlogos ma-
tematicos foram descobertos em teoria de representacoes de algebras de Kac-Moody afim por James
Lepowsky - Robert Lee Wilson em [LW78] e por Igor Frenkel - Victor Kac em [FK80]. A teoria das
algebras de vertex se tornou um campo importante de pesquisa em algebra e fisica-matematica. Em
particular, algebras de vertex tém aplicagoes importantes em teoria de representacoes de dlgebras de
Lie de dimensao infinita, teoria de grupos finitos, geometria algébrica, topologia, teoria de funcgoes
modulares e teoria do campo quantico. O conhecimento da teoria de algebras de vertex é muito impor-
tante para qualquer pesquisa na area de dlgebras de Lie de dimensao infinita e teoria de representacoes
dessas algebras.

Com alguns exemplos, neste capitulo vamos explorar a construcao de algebras de vertex associadas
com algebras de Lie de dimensao infinita, tais como a algebra de Kac-Moody afim, a dlgebra de Weyl
com infinitos geradores e a dlgebra de Heisenberg de dimensao infinita. A construcio dessas algebras
de vertex tem algo em comum. Primeiro consideramos um médulo sobre a dlgebra de Lie em questao e
em seguida construimos a estrutura de dlgebra de vertex sobre esse médulo. Definimos assim a algebra
de vertex afim universal, a algebra de vertex de Weyl e a dlgebra de vertex de Heisenberg (também

conhecida como Espago de Fock), respectivamente.

2.1 Algebras de vertex

Nesta secao introduziremos algumas nocoes e fatos basicos em algebras de vertex. Para mais
detalhes veja [Bor86], [Kac98], [FBZ04] e [Fre07].

Seja R uma algebra sobre C. Entao uma série de poténcias formal com R-valores (ou distribuigao
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formal) nas varidveis z1, ..., z, é uma série

a(z1,...,2n) = Z Ay 21 20 (2.1)

Mmi,...,Mn€L

onde am,.....m, € R. O espaco vetorial complexo de todas as séries de poténcias formais com R-valores

é denotado por R[27!, ..., zF']. Para uma distribuicao formal a(z) = Y mez @m?z™, o residuo (em 0)

é definido por
Res,—o a(z)dz = Res,—o a(z) = a_; . (2.2)
Para uma distribuicao formal a(z) =), .7 a,»2™ definindo
am) = Res.—o 2"a(2)dz = a_n—1 (2.3)

temos que a(z) = Y .z a(n)z_”_l. Os R-valores a(,) sao chamados de coeficientes de Fourier da
distribuicao formal a(z). Em alguns casos, por simplicidade, usaremos a notagao a,, ao invés de a,)

para denotar os coeficientes de Fourier. Ficard claro quando estamos utilizando eles, visto que o

n—1 -n

coeficiente a,, estard acompanhando a poténcia z~ ou z

Um exemplo particularmente importante de uma distribuicao formal com C-valores em duas va-

ridveis z,w é a funcao delta formal §(z — w) dada por

iz —w) = Z 2Ma~ ML

meZ

Algumas propriedades tteis da funcao delta formal estao reunidas na seguinte proposi¢ao [FBZ04]:
Proposicao 2.1.1. Para todo n € Ny e a(z) € R[z*'] valem as seguintes propriedades:
1. §(z —w) = §(w — 2)
2. 0,0(z —w) = —0y0(z — w)
3. a(2)d(z — w) = a(w)i(z — w)
4. a(2)00(z — w) = a(w)Dyd(z — w) + (Da(w))d( — w)
5 (z—w)"Mons(z —w) =0

6. Res.—o(a(2)0(z — w)) = a(w)
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Demonstracao. 1.

iz —w) = Z 2w = Z ZmmTlyymi=l — Z w™zTm T = §(w — 2).

meZ meZ meZ

0:0(z —w) = Z mz™ Ll = — Z mz" " ™ = —0,6(2 — w).

meZ meEZL

I SUED SRR D SR PR

nez meZ mne” m,nel
= E anpw™ M = E anpw" g 2w = a(w)d(z — w).
m,neZ nez meZ

4. Como 9, é uma derivagao temos

0(2)0ud(z — w) = By (a<z>5<z _ w>> _a, (a(w)g(z B w)> _

= a(w)dyd(z — w) + (dwa(w))d(z — w).
5. Para n € Ny temos

opd(z—w) = 0 Z wmzTm L

meZ

= Z m(m—1)--(m —n+ Dw™ "zm!
meZ

_ Z( m! )'wm—nz—m—l
m—n).

meZ

m n —m—
zgn! wm ML
n

meZ

Precisamos mostrar que (z—w)" 197 §(z —w) = 0, para todo n € Ny. Para isso usaremos indugao

em n. Se n = 0 temos que

(z —w)d(z —w) = Z ZMHLyymm=l ZMwT™ = 2w — M = 0.

me”Z meZ meZ meZ
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Suponhamos que o resultado seja valido para k € Ny. Entao:

(Z N w)(k+1)+1a{€u+15(z . ’LU) _

= (z—w)"(z —w)dF (2 — w)

= (z—w)"(z - w) Z(k+1)!<kT1)wm—k—lz—m—l

meZ
= o (S Jar e ([ Junten)
mez €L
m+ 1 m—k _—m— m m—k _—m—
= (k+1)(z w)k+1<2k'<k+1>w k2 ! Zk!<k+1>w k2 1)
meZ €Z
= (k4 1)(z —w)k? Z g (™t B _(m m—k ,—m—1
o \\k+1 k41

6. Sabemos que

Res,—¢ 6(z —w) = Reszzo( Z wmz*mfl) =1,

meZ

Entao,
Res.—o(a(z)d(z — w)) = Res.—(a(w)d(z — w)) = a(w)Res.—g 6(z — w) = a(w).
O

Dentre outras aplicacoes da funcao delta formal na teoria das dlgebras de vertex podemos citar o

seguinte lema:

Lema 2.1.1 ([Kac98]). Seja f(z,w) uma série de poténcias formal em R[z*',w*'] satisfazendo

(z —w)N f(z,w) = 0 para um inteiro positivo N. Entio f(z,w) pode ser unicamente escrita como

N-1
fzw) =" gi(w)d6(z —w) ,  gi(w) € R[w*'].
i=0
Demonstragao. Veja [FBZ04], Capitulo 1. O

Podemos interpretar a funcao delta formal analiticamente, observando que:

5(z—w):i§(j>n+i§(2)n. (2.4)

é(z—w)* 5(z—w)+
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Quando z e w assumem valores complexos, tais que |z| > |w|, a série §(z — w)~ converge para

a fungao meromorfica . Por outro lado, quando |z| < |w|, a série §(z — w)™ converge para

1

(z — w)

RN
(z —w)

. Assim, o fato (z — w)d(z — w) = 0 (verificado na Proposigao 2.1.1) significa que a soma de

5(z —w)~ com §(z —w)t tem suporte em z = w.
Podemos interpreta-la de maneira algébrica. Denotamos por C((z))(w)) o espaco R((w)), onde

R = C((z)). Em outras palavras, este é o anel das séries formais de Laurent na varidvel w cujos

coeficientes sao séries formais de Laurent na varidvel z. Entdo a série 0(z — w)~ = g 2Ly
n>0

pertence & C((2))(w)) (na verdade, estd em C[z!][w]). Esta é a maneira algebrista de dizer que

d(z —w)~ é a expansao de no dominio |z| > |w| (isto é, nas poténcias positivas de w/z):

1
(2 —w)

s = () =
" z

De maneira andloga, 0(z — w)* = Y, _ w "2""! pertence & C((w))((2)) (na verdade, estd em

b
(z —w)

Clw™![2]), e é a expansdo de — no dominio |z| < |w| (isto é, nas poténcias positivas de z/w):

1
e 1 1 w 1 w—(w-—2) 1

5(Z—W)+:Zi<z})n:1_;_z:w—z_z:z(w—z)_z: dw—2)  (z—w)’

Seja C((z,w)) = Clz,w] [z, w™, (z—w)~!] o corpo de fragdes de C[z, w]. Existem dois mergulhos
candnicos de espagos vetoriais ¢, : C((z,w)) — C((2)(w)) € tw: : C(z,w)) — C(w))((2)), onde
Lz w(a(z, w)) é expansao da série formal de Laurent no dominio |z| > |w| e ¢y »(a(2z,w)) é expansao da

série formal de Laurent no dominio |z| < |w|. Em particular, temos que

5(z—w)_=Lz,w<Z_1w> e —6(z—w)+=Lw,z<Z_1w>a

ou seja, 6(z —w)~ e —§(z — w)" sdo expansoes do mesmo elemento de C((z,w)) mergulhado em

C((2))(w)) e C((w))(2)), respectivamente.

Note que

Seja V um C-espago vetorial, entdo End(V'), C-espago vetorial dos operadores lineares em V, é

uma algebra sobre C com a operac¢ao composigao. Dizemos que uma série de poténcias formal a(z) €
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End(V)[2*!] é um campo se a(z)v € V((2)) para todo v € V. Escreveremos o campo a(z) como

a(z) = Za(n)z_"_l. (2.5)

nez

Observamos que como a(,) € End(V) para todo n € Z temos que apyv € V para todo v € V.
Assim, a condigao a(z)v = Y apv 27" € V((2)) para todo v € V, acima descrita, significa que
fixando v € V, a série de poténcias formal a(z)v é “finita na direcdo negativa”, isto é, existe N € Ny
tal que a(,v =0, Vm > N.

O espago vetorial complexo de todos os campos em V na varidvel z serd denotado por F(V)(z).

Agora definamos uma propriedade importante sobre campos, sendo uma espécie de condigao de
comutatividade entre dois campos, chamada de localidade, para em seguida exibir um critério sobre

ela.

Definigao 2.1.1. Dois campos a(z) e b(w) agindo em um espago vetorial V' sdo ditos locais um com

relacao ao outro se para cada v € V e ¢ € V*, os elementos matriciais

(0, a(2)b(w)v) e {p,b(w)a(z)v)

sdo expansoes de um mesmo elemento f, , € Clz, w][z7 w™L, (2 — w) ™! em C((2))(w)) e C(w))((2)),

respectivamente, e a ordem do pélo de f, , em (z —w) é uniformemente limitada para todos v, ¢.

Proposicao 2.1.2. Dois campos a(z),b(w) sao locais se, e somente se, existe N € Ny tal que
(2 — w)¥[a(2), b(w)] = 0

como uma série de poténcias formal em End(V)[z*!, w*1].
Demonstragao. Veja [FBZ04], Capitulo 1. O

Definicao 2.1.2. Uma algebra de vertex consiste dos seguintes dados:

—_

. O espago dos estados: um espago vetorial complexo V.
2. O vetor vacuo (ou vacuum): um vetor |0) € V.

3. O operador translagao: um endomorfismo 7': V — V.

e

. A correspondéncia estado-campo (também chamados de operadores de vertex): uma aplicacao
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linear Y (-, z) : V — End(V)[2*!] definida por

aceV+—Y(a,z) = Z a(n)z_"_l e FV)(2). (2.6)
nez

Esses dados estao sujeitos aos seguintes axiomas:
1. O axioma do vacuo: Y (|0),2) =idy , Y(a,2)[0) € V[z] , Y(a,2)|0)];=0=a , Vae.

2. O axioma de translacao: 7|0) =0 , [1,Y(a,z)]=0,Y(a,z) , VYael.

3. O axioma de localidade: para todos a,b € V, existe N, € Ny tal que

(z —w)Nar [Y(a, 2), Y (b,w)] = 0. (2.7)

Podemos denotar uma &lgebra de vertex através da quadrupla (V,|0),7T,Y).

Uma &lgebra de vertex é chamada de algebra de vertex comutativa se todos os operadores de vertex
Y(a,z), a € V, comutam entre si. Em outras palavras, temos IV, = 0 no axioma da localidade, para
todos a,b € V.

Uma &lgebra de vertex V é chamada de Z-graduada (resp., Zy) se V é um espago vetorial Z-
graduado (isto é, V = @ Vi, onde Vy, + V,, C Vi, Ymyn € Z) (resp., Zy), |0) é um vetor de grau

meZ

0, T' é um endomorfismo de grau 1 (isto é, T(Vy) C Vg1, Vm € Z), e para todo a € V,, o campo

Y (a, z) tem dimensao conformal m, isto é, para todo n € Z temos que

deg agpy = —n+m — 1. (2.8)

Conforme o axioma de translagao, a acdo de T no espaco dos estados V é completamente deter-
minada por Y, pois T'(a) = a(_y)|0) e, além disso, temos que a = a(_1)|0), para todo a € V. De fato,

considerando Y (a,2) = 3, .7 a(m)z~ "', pelo axioma do vécuo temos que

0= Y(a,2)0)sm0 = 3 agm0)z " .20 = a(_1)[0) |
nez
e pelo axioma de translacao
7Y (a, 2))10) = .Y (a,2)[0) = 3" (=0 — Dagy|0)z~"~2.
nez

Além disso,

[T,Y (a,2)]|0) = T 0 Y(a,2)[0) — Y(a,2) 0 T0) = T 0 Y (a, 2)[0) ,
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> T<a(n)|0>>2_"_1|zzo =Y (=n—1D)ag,|0)z""?|.—0.

ne’, ne”
Entdo T(a) = T (a(_1)|0)) = a(_2)/0).

Podemos definir homomorfismos entre algebras de vertex, subalgebras de vertex, ideais e quocientes.

Defini¢ao 2.1.3. Um homomorfismo entre dlgebras de vertex p: (V,10),7,Y) — (V',]0),7",Y") é uma
aplicagao linear V — V' que aplica |0) — |0)’, que entrelaga (intertwining) os operadores de translacao

(isto é, po T =T" o p), e satisfaz p(Y (a,2)b) = Y'(p(a), 2)p(b) para todos a,b € V.

Definigao 2.1.4. Uma subdlgebra de vertex V' C V é um C-subespaco vetorial T-invariante que contém
o vetor vécuo |0), e satisfaz Y (a,z)b € V'((z)) para todos a,b € V' (com a estrutura de dlgebra de

vertex induzida).

Definicao 2.1.5. Um ideal de algebra de vertex Z C V é um C-subespacgo vetorial T-invariante satisfa-

zendo Y (a, z)b € Z((z)) para todos a € Z, b € V.

A propriedade anti-simetria Y (a, 2)b = e*7Y (b, —z)a das élgebras de vertex também implica que
Y (b,z)a € I((z)) com a e b como acima. Dessa forma, todo ideal Z é automaticamente um ideal

bilateral.

Exemplo 2.1.1. Se p : (V1,]0)1,T1,Y1) = (V2,(0)2,75,Y2) é um homomorfismo de algebras de vertex

entdo a imagem de p , denotada por im(p), é uma subdlgebra de vertex de Vs. De fato,

1. im(p) é um C-subespago vetorial de Va. De fato, p(0) = 0, isto é, 0 € im(p), e dados ¢, d € im(p)
e A € C, temos que existem a,b € V) tais que p(a) = c e p(b) = d, e dessa maneira p(Aa + b) =
Ap(a) + p(b) = Ac + d, ou seja, Ac+ d € im(p).

2. Temos que |0)1 — [0)2, ou seja, p(|0)1) = [0)2. Logo, [0)2 € im(p).

3. Seja b € im(p). Entao, existe a € V; tal que p(a) = b. Logo,

Ty(b) = Ta(p(a)) = (Ta 0 p)(a) = (po Ti)(a) = p(T1(a)) ,
isto é, T»(b) € im(p). Portanto, im(p) é Tr-invariante.
4. Agora, sejam ¢, d € im(p). Existem a,b € V; tais que p(a) = c e p(b) = d. Entao,

Ya(e, 2)d = Ya(p(a), 2)p(b) = p(Yi(a, 2)b).

Equivalentemente, podemos dizer que existe Y7 (a, 2)b € V1((2)) tal que

Yale 2)d = p(Yi(a, 2)b) € p(Vi)((2) = im(p) ().
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Exemplo 2.1.2. Se p : (V1,|0)1,71,Y1) = (V2,]0)2,T%,Y2) é um homomorfismo de dlgebras de vertex

entao o kernel de p, denotado por ker(p), é um ideal da dlgebra de vertex V;. De fato,

1. Sabemos que ker(p) = {v € V1 | p(v) = 0}. Como p(0) = 0 temos que 0 € ker(p). Além disso,
dados a,b € ker(p) e A € C temos que p(Aa + b) = Ap(a) + p(b) = 0, ou seja, Aa + b € ker(p).

Assim, ker(p) é um C-subespaco vetorial de V.

2. Seja a € ker(p), isto é, p(a) = 0. Como T é uma aplicagao linear temos que T5(0) = 0. Assim,
p(Ti(a)) = (poTi)(a) = (Ta o p)(a) = Ta(p(a)) = T2(0) = 0, isto é, T1(a) € ker(p). Entao ker(p)

é Th-invariante.

3. Dados a € ker(p) e b € V; precisamos verificar que Yi(a,2)b € ker(p)((z)). Sabemos que
Yi(a,z)b € Vi((2)) e além disso

p(Yi(a,2)b) = Ya(p(a), 2)p(b) = Y2 (0, 2)p(b) = 0.

Portanto, Yi(a, 2)b € ker(p)((2)).

Dada uma &algebra de vertex (V,|0),7,Y) e um ideal de &lgebra de vertex Z, podemos definir
o C-espaco vetorial quociente V = V/Z. Como T é T-invariante, isto é, T(Z) C Z, temos que o
endomorfismo T : V — V est4 bem definido. Além disso, para um campo Y (a, z) = Y onez a(n)z*"*1

i

com a(,y € End(V), podemos considerar @,y € End(V/I),Vn € Z, e definir Y (a,2) = Y, c; Gz """

Observamos que para b € V temos que U()b = a(yb € V. Portanto, (V =V/I, |0) , T, Y) é uma

algebra de vertex chamada de algebra de vertex quociente.

Lema 2.1.2. Para duas dlgebras de vertex (V1,|0)1,T1,Y1) € (Va,|0)2, 1o, Y2), 0s dados (Vi®c Vs , |0)1®
0)e , T1 ®idy, +idy, ® To , Y) onde Y (a1 ® az,z) = Yi(a1, z) ® Ya(ag, z) definem uma dlgebra de

verter chamada produto tensorial de Vi e Vs.
Demonstragao. Veja [FBZ04], Capitulo 1. O
Definicao 2.1.6. O produto normal ordenado dos campos
a(z) = Z a(m)z_m_l , blw) = Z b(n)w_"_l ,
mez nez
é definido como a série de poténcias formal

ca(z)b(w) : = Z ( Z a(m)b(n)z_m_l + Z b(n)a(m)z_m_1>w_"_1

neZ m<0 m>0

= a(2)+b(w) + bw)a(z)-
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onde para a série de poténcias formal f(z) = E fn2™, escrevemos
nez

F@e =D fad" , f2)-=) faz"

n>0 n<0
Agora apresentemos um teorema sobre a construgao de algebras de vertex associadas a dlgebras de
Lie com dimensao infinita como, por exemplo, a dlgebra de vertex afim universal, a dlgebra de vertex

de Weyl e a dalgebra de vertex de Heisenberg. Esse teorema pode ser encontrado, por exemplo, em

[FBZ04] (Capitulo 2 e Capitulo 4).

Teorema 2.1.1 (Teorema de Reconstrugao). Sejam V um C-espago vetorial, |0) um vetor nao-nulo e T
um endomorfismo de V. Seja S um conjunto ordenado enumerdvel e {a®}ocs uma colegdo de vetores

em V. Suponhamos que também sdo dados campos

tais que as sequintes condigdes sdo satisfeitas:

1. Para todos a € S, a®(2)|0) = a(afl)m) + Z a‘(’n)IO)z_"_l =a“+ Z a(_m—1)[0)z™ .

n<—2 m>1

2. T|0) =0 e [T,a%(z)] = 0,a%(2), para todos o € S.

3. Todos os campos a®(z) sdo mutuamente locais.

4.V € gerado por vetores a‘()‘jll) . --a?‘j”;)|0>, com j; <0, oz € S, Vi.
Além disso, definimos a operagao de verter da seguinte maneira

1

O (o e @) 0 et () (2.9)

Y(a?}ll) e a((le;)’())? z) =

Entao, estas estruturas juntamente com a operacdo de vertex ddo origem a uma estrutura de dlgebra
de vertex bem definida em V. Além disso, esta € a unica estrutura de dlgebra de verter em V que

satisfaz as propriedades (1.) — (4.) e tal que Y (a®, z) = a®(2).

Demonstragao. Veja [FBZ04], Capitulo 4 (Strong Reconstruction Theorem). O

2.2 Moddulos sobre algebras de vertex

Definigao 2.2.1. Seja (V,]0),7,Y) uma algebra de vertex. Um espago vetorial M é chamado de V-

médulo se ele é equipado com uma operacio Yy(-,2) : V — End(M)[2*!] que associa cada a € V com
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um campo Yys(a,z) = >, a%z‘"‘l em M, ou seja, Yar(a,z) € F(M)(z), onde esses dados estao

sujeitos aos seguintes axiomas:

1. Yar(|0, 2) = idyy -

2. Para todos a,b €V e c € M as trés expressoes

Yu(a,2)Yu(bw)e € M((z)(w) ,
Y (b, w)Ya(a, 2)e € M(w)((2)
Yu(Y(a,z—w)bw)e € M(w)(z—w),

sao as expansoes, nos seus respectivos dominios, do mesmo elemento de

Mz,w][z"w™, (2 —w) ™).

Vamos considerar uma algebra de vertex Z-graduada V. Entao um V-médulo M é chamado de
graduado se M é um espacgo vetorial C-graduado e para a € V,,, o campo Yys(a,z) tem dimensao

conformal m, isto é,
deg a%) =-n+m-—1 (2.10)

para todo n € Z. Notemos que, deslocando uma dada graduagao em M por um nimero complexo,

obtemos uma nova graduacao em M.

2.3 Algebras de Zhu

Em [Zhu96], Y. Zhu introduziu uma construcao funtorial que associa uma algebra de vertex Z-
graduada com uma algebra associativa conhecida como algebra de Zhu.

Seja V uma algebra de vertex Z-graduada. Definimos uma aplicagdo bilinear em V por

1 deg a deg a
R ) D Dl Qe LI (2.11)

z 7
=0

para elementos homogéneos a,b € V e estendemos esse produto linearmente.

Observagao 2.3.1.

(1 + Z)deg a _ dia deg a 1(deg a)—izi _ dia deg a Zi

1=0 =0
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Assim,
deg a
(14 z)dee @ B (deg a> i1
1=0
Entao,
(14 2)de —n—1 RS deg a ;4 & deg a —ni—2
Yoo ————=> awz""" 3, ) =22 ] Jawe :
neZ i=0 n€Z i=0
deg a
1+ z)deg @ deg a i
Y(a, )( E = < ; (n)b 2 +i=2
n€Z =0
Portanto,
(14 z)dee @ iy deg a 9 iy deg a
Res.—g <Y(a,z)zb> = Res,—g Z Z ( ; )a(n)b L2 — Z < ; )a(il)b.
n€Z i=0 i=0

Definimos O(V) como o C-subespago vetorial de V gerado por

deg a deg a

22 ‘ i
=0

para elementos homogéneos a,b € V.

A 3lgebra de Zhu A(V) é definida como
AV) = ——. (2.13)

Denotamos por 7z, a projegao canoénica de V em A(V).

A aplicagao bilinear (2.11) induz uma multiplicacdo associativa no quociente A()), isto é, A(V)
é uma algebra associativa com essa multiplicacao. Além disso, definimos o(a) = A(deg a—1), Para um
elemento homogéneo a € V.

Consideremos uma dlgebra de vertex Z-graduada V' e um V-médulo graduado M. Seja Yas(a, z) =
n

~1 onde a € V é um elemento homogéneo. Entao o operador oy (a) = aé\/f

M —
Y onez )2 deg a—1) Preserva

as componentes homogéneas do V-modulo graduado M.

2.4 Representagoes de energia positiva

Definicao 2.4.1. Seja V uma algebra de vertex Z-graduada. Dizemos que um V-médulo graduado M
o0
é um V-médulo de energia positiva se M = @ Myyn e My # 0, onde A € C. Além disso, denotamos

n=0
por Mo, a componente de grau top M)y de M.
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A categoria dos V-médulos de energia positiva sera denotada por £ (V).
Como o seguinte teorema provado em [Zhu96] mostra, a &dlgebra de Zhu A(V) desempenha um

importante papel na teoria de representagoes das algebras de vertex.

Teorema 2.4.1 (Teorema de Zhu). Seja V uma dlgebra de vertex Z-graduada e seja M um V-mddulo de
energia positiva. Entao a componente de grau top Miop € um A(V)-médulo, onde a a¢do mzp,(a) € A(V)
para a € V € dada por op(a). Além disso, a correspondéncia M — Moy, fornece uma bijecdo entre o

conjunto de V-mddulos de energia positiva simples e o conjunto de A(V)-mddulos simples.

Para uma &algebra de vertex Z-graduada V vimos que podemos associar uma algebra associativa
A(V) chamada algebra de Zhu. Também podemos associar & V uma algebra de Lie topolégica completa
U(V), primeiramente introduzida por Borcherds [Bor86].

Consideremos o operador linear 9 = T ® id + idy ® 9; no espaco vetorial V ®@c Clt,t~!]. Seja

V @c C[t, t71)

imad

v =

Seja a®t™ € VecClt,t7 1. Logo 0(a®t") = T(a)®@t" +n(a®t" 1). Paraa € V e n € Z denotamos
por ap, a projecao de a ® t" € V ®c C[t,t!] em U'(V), ou seja, apy) = a®@ 1" = a @ " 4 d(a @ t").

Assim U’(V) é gerada por ap,), onde a € V, n € Z, sujeitos as relagdes

(T(a)) ) = —nap—y- (2.14)

Como a relacio (T'(a)) () = —na,—1) é valida em End()) temos uma aplicagao linear bem definida
U'(V) = End(V), enviando ap,) = a(y)-

Definimos uma aplicagao bilinear

(VocCltt ) — U'(V)

m n - m
(et @ bet") — <k>(a(k)b)[m+n—k}' (2.15)
k=0
Usando a identidade [T, a(n)] = —na(,—1) em End(V), que segue do axioma de translagao, pode-se

verificar que esta aplicacdo se estende a U’(V)®2. Assim, obtemos uma aplicacdo linear bem definida

[, ]:U0'(V)®? = U'(V) dada por

[apm)s bpg] = D
k=

0 <TZ> (ak)b) k) (2.16)
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para a,b€V e m,n € Z.
Consideramos o completamento U (V) de U’(V) com respeito & topologia natural em C[t, ¢ 1]:

(v B¢ C(t))

imod

UWw) =

9

onde 0 =T ®id +idy ® 9. O colchete de Lie em U(V) é definido por (2.16). Temos que U(V) é uma
algebra de Lie topoldgica completa sendo gerada por combinacoes lineares an ~ fnap), onde f, € C,

a €V, N € Z, modulo relagoes que seguem da identidade (2.14).

Teorema 2.4.2. O colchete (2.16) define uma estrutura de dlgebra de Lie em U’ (V) e consequentemente
em U(V). Além disso, as aplicagoes naturais U'(V) — End(V) e U(V) — End(V) sdo homomorfismos

de dlgebras de Lie.
Demonstragao. Veja [FBZ04], Capitulo 4. O

Além disso, podemos introduzir uma Z-graduagao em U (V) definindo, para um elemento homogé-
neo a € V, deg ap,) = —n +deg a — 1. A atribui¢do de um grau aos elementos de U(V) nos fornece

uma decomposicao triangular
UV)=UV)-aUV)eUWV)+ (2.17)

da &algebra de Lie U(V) munida com um homomorfismo sobrejetivo canénico U(V)y — A(V) de al-
gebras de Lie, definido por ajgeg q—1) — mzhu(@) para um elemento homogéneo a € V. Notemos que
deg a[deg a—1) = —(deg a — 1) +deg a — 1 = 0, isto é, o elemento a|gey 4—1), de fato, pertence & U(V)o
para um elemento homogéneo a € V.

Observamos que A(V) é uma dlgebra associativa, entao A(V)(~) é uma algebra de Lie com colchete
definido como o comutador entre os elementos.

Consideremos um V-médulo M. Entao ele também tem uma estrutura natural de U(V)-médulo
através do homomorfismo canonico de dlgebras de Lie U(V) — End(V) definido por ay,) +— a(,) para
ac€Venel.

Denotamos por (M) o subespago vetorial de M consistindo em vetores de peso minimo, isto é,
(M) ={veM|UV)_v = 0}. Segue usando imediatamente a decomposicao triangular de U(V)
que Qp(M) é um (U(V)o @ U(V)4)-mébdulo.

Além disso, por [DLM9I8] temos que Qy(M) é um A(V)-médulo, onde a acao de mzny(a) € A(V)
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para a € V é dada por ops(a). Temos que

Oy EV) = M(A(V)) , M Qp(M) , (2.18)

é um funtor, onde £(V) é a categoria dos V-médulos suaves e M(A(V)) é a categoria de A(V)-médulos.
Notemos que se M é um V-médulo de energia positiva, entao temos que Mo, C Qp (M) e Qp(M) =
Miop caso M seja um V-médulo simples (ver Teorema de Zhu 2.4.1).

Portanto, podemos considerar um funtor

Oy £, (V) = M(AV)). (2.19)

Por outro lado, existe também um funtor inducao

My : M(A(V)) — E.(V) (2.20)

que é um funtor adjunto a esquerda para €2y e tem a seguinte propriedade universal. Para um V-modulo
M e um morfismo ¢ : E — Qy(M) de A(V)-médulos, existe um tnico morfismo @ : My(E) — M de
V-médulos que estende ¢ (veja [DLM98]). Para um A(V)-médulo E temos que My (E)iop = E como
moédulos sobre A(V). Além disso, como o V-médulo My(E) tem um unico V-submdédulo maximal

Ky (FE) tendo intersec¢ao nula com o A(V)-submédulo E de My (E), podemos definir

Ly(E) = (2.21)

para um A(V)-médulo E.

2.5 Algebra de vertex afim universal

Vamos definir uma &dlgebra de vertex associada a uma algebra de Kac-Moody afim. Para encon-
trar a estrutura unica de algebra de vertex utilizaremos o Teorema de Reconstrugdo (Teorema 2.1.1)
apresentado na Secao 2.1.

Sejam g uma algebra de Lie semissimples com dimensao finita e £ uma forma bilinear simétrica
g-invariante em g.

Consideremos o g,-médulo induzido M, 4(C), onde C é o g-mddulo 1-dimensional trivial, ou seja,
M 4(C) = U(gr) ®u(g.,) C. Observamos que g, = /[\g,st ® Ugse (1.32), onde Tg,st = (g ®c C1) & Ce,

Ugst = g Q¢ tC[t] e ﬁg,st = g®c t IC[t7]. Assim gy = (g ®c C[t]) ® Ce. O g-mébdulo trivial C tem
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estrutura de gs-moédulo onde a acao de A[gvst ¢ induzida pela agao de g e Ug 4 age trivialmente. Como
O = ﬁg@t @ Gst, pelo Teorema PBW (1.2.1) temos que U(g,) = U(ﬁg,st) ®c U(gst). Dessa forma,
M 4(C) = U(ﬁg,st) ®c C, como U(ﬁg,st)—médulos.

O gr-mdédulo induzido M, 4(C) tem grande importancia na teoria das dlgebras de vertex, pois ele
é equipado com a estrutura natural de uma &dlgebra de vertex Nyp-graduada, chamada de algebra de

vertex afim universal (veja [Kac98]), denotada por Vi (g).

Sabemos que o colchete entre os elementos de g, ¢ definido por
[an, bm] = [a, b]min + mE(a,b)0m —nc e lan,c] =0

para todos a,b € g, m,n € Z.

Para um elemento a € g, denotamos por a(z) € g.[2*!] a distribuigao formal definida por
a(z) = Z anz "L (2.22)

Usando estas séries de poténcias formais podemos reescrever as relagoes de comutagao (1.3) para

0k na forma

[a(2),b(w)] = [a, b](w)d(z — w) + K(a,b) ¢ Opd(z —w). (2.23)

De fato, para a,b € g,

a(2),b(w)] = [D> amz™™ 1) byw

meZ nez
_ Z [am’ bn]z—m—lw—n—l
m,ne”L
= Z [a, D) manz ™ ™ 4 Z me(a,b)om, e 2™ !
m,ne” m,neL
= Z[a, blw™ "t Z w2~ ™ 4 k(a, b)e Z m 2z~ ™l
nez meZ meZ

= [a,b(w)o(z —w) + K(a,b) ¢ 0yd(z — w).

A correspondéncia estado-campo Y (-, 2) : Vi(g) — End(Vx(g))[2F'] é dada por

Y(al,—nl—l T ak77nk71‘0>, Z) = m : 3;“(11(2) ce a?kak(Z) : (224)

para k € N, ny,no,...,ng € Ngeay,ag,...,a; € g, onde |0) € Vi(g) é o vetor vacuo (um vetor de peso
méximo de M, 4(C)). Observamos que V,(g) = My 4(C) = U(g ®c t'C[t™!]) ®c C, como U(ﬁgyst)-

médulos, em particular como C-espagcos vetoriais. Isso explica o fato de usarmos a1, —n, —1 -+ - g, —n, —1/0)
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como elemento genérico de Vi(g).

O operador translagao T': V,(g) — Vi(g) é definido por T|0) =0 e [T, a,] = —na,—1 paraa € g e
n € Z. Logo, (Vx(g),|0),T,Y) é a dlgebra de vertex afim universal.

Na literatura também é comum aparecer outra notagdo para se referir aos elementos de Vj(g).
Seja {J%}q=1,.. dim(g) Uma base ordenada de g. Entdo os elementos J,n € Z, e ¢ formam uma base

(topoldgica) para g, enquanto os elementos J% n > 0 e ¢ formam uma base para a subdlgebra

“positiva” gs a qual induzimos Vi (g). Pelo Teorema PBW (1.2.1), Vi(g) = U(gx) ®u (g,,) C tem uma

ast)
base de monémios da forma Jg!--- ngO), onde n; < ng < ... < ny <0 esen; = nip1, entao
a; < a;+1. Dizemos que esses monoémios estao ordenados lexicograficamente. Além disso, a algebra

de vertex V.(g) é gerada pelos campos J%(z) = >, ., Jiz7""!

, onde {J%,—1  dim(g) ¢ uma base
ordenada de g.

Para descrever as representagoes de energia positiva de V,;(g), precisamos conhecer sua dlgebra de
Zhu, seguindo o funtor My : M(A(V)) — £4(V) (2.20), onde V é uma algebra de vertex qualquer e

A(V) é sua élgebra de Zhu correspondente. Pode-se verificar que para V,(g) temos um isomorfismo

canodnico de algebras associativas

A(Vi(9)) = U(g) (2.25)

definido por
Tzhu(01,—ny =102, —no—1 A —nj—1]0)) (—1)mtnettneg, L agay (2.26)
para k € N, ny,no,...,n; € Ng e a1, a9,...,a; € g. Portanto, a algebra de Zhu da algebra de vertex

V() € U(g)-
Notemos que para a algebra de vertex afim universal V;(g) os funtores My, (4) e Ly, (4) coincidem

com os funtores M, g4 (1.42) e Ly 4 (1.43), respectivamente. De fato,

My, (g) - M(A(Vx(9))) = £+ (Vi(9))
e como A(V.(g)) = U(g) temos que

My, (g) : M(U(g)) = E+(Vi(9)) -

Por outro lado,

Mg : M(g) = E4(ax) -

As categorias M(g) e M(U(g)) sao equivalentes. Além disso, as categorias 4 (Vi(g)) e E+(9x)
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coincidem. Portanto, os funtores My, (4) € M g coincidem.

Logo, segundo o Teorema de Zhu (2.4.1) a atribuicdo F +— L, 4(F) fornece uma correspondéncia
biunivoca entre as classes de isomorfismos de g-mddulos simples e V,;(g)-mddulos de energia positiva
simples. Portanto, o estudo dos V,(g)-mddulos de energia positiva se reduz ao estudo dos g-médulos.

Além disso, o tnico quociente simples L, ¢(C) de M, 4(C) = Vi(g) tem também a estrutura
natural de uma algebra de vertex Ng-graduada, chamada de algebra de vertex afim simples, denotada

por L,(g). A élgebra de Zhu A(L.(g)) é uma imagem homomorfica de U(g), entao temos que

(2.27)

para algum ideal bilateral I,, de U(g). Logo, a atribuicdo E — L, 4(E) fornece uma correspondéncia
biunivoca entre as classes de isomorfismo de médulos simples sobre U(g)/I, e os L(g)-mddulos de

energia positiva simples.

2.6 Algebra de vertex de Weyl

Sejam V' um espagco vetorial de dimensao finita e Ay (y) a dlgebra de Weyl com infinitos geradores
(as algebras de Weyl com infinitos geradores foram definidas no Capitulo 1, Segao 1.4).

Lembremos do funtor indugao My vy : M(Ay) — E4(Akvy) (1.72). Entdo o Ay yy-médulo indu-
zido M1y (S(V*)), onde S(V*) é uma algebra simétrica, carrega a estrutura natural de uma algebra
de vertex Ng-graduada, chamada de algebra de vertex de Weyl, denotada por My, . Para encontrar a
estrutura unica de algebra de vertex utilizaremos o Teorema de Reconstrucao (Teorema 2.1.1) apre-
sentado na Secao 2.1.

Sejam dim(V') = m, {z1,x2,..., 2y} as fungdes de coordenadas lineares em V e a;(2),a}(2) €

Ar [[zﬂﬂ para ¢ =1,2,...,m, as distribui¢oes formais definidas por

a;(z) = Z ainz "t e al(z) = Z ainz ", (2.28)

nel nez

— * — . ) —
onde a;, = ﬁxm € aj,, = Tj—n paran € Zei=1,2,...,m.

Usando essas distribuigoes formais, as relacoes de comutagao canonicas para Ay (y) podem ser

escritas na forma

[ai(2),aj(w)] =0, [ai(2),aj(w)] = 6; j0(z —w) e [a;(2),a;(w)] =0 (2.29)
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De fato, como [x; n, Tj k| = [0, ,,,0,,] = 0,Vi,j =1,2,...,meVn, k € Ztemos que [a;(2), a;(w)] =

[} (2), a}(w)] = 0. Além disso,

] = (o Lot = 3 fuaide "t

nez keZ kneZ
—-n—1, —k -n—1,, —k
= > [On T w0 = Y 60, k2w
kneZ k,n€Z
= 51'73' E z—n—lwn :(51',]'5(2—11)) .
ne”L

A correspondéncia estado-campo Y (-, z) : My — End(My)[2*1] é dada por

Y (@i, —ny—1 " Qi =105,y GG i [0), 2) =
— 1 1 . ANl Ty my ok Ms % .
= ot 107 aqy (2) - 077 ai, (2)0]aj, (2) - 07 aj (2) (2.30)

parar,s € N, ny,...,n,,mi,...,ms € Ny, onde |0) € My é o vetor viacuo (um vetor de peso maximo

de M) (S(V*))).
O operador translacao T : My — My é definido por

TI0)=0 , [T,ain]=-nain-1 e [T,a;,]=—-(n—1a;

s Yin i,mn—1 *

paran € Zei=1,2,...,m. Logo, (My,]0),T,Y) é a algebra de vertex de Weyl.

Além disso, temos um isomorfismo canoénico de algebras associativas

AMy) = Ay (2.31)
definido por
Tz (G, —ny =1 *** Qi -1, ccoag[0)) =
Omy 0 Omy 0 (1) 0y e By e Oy, (2.32)
parar,s € N, ny,...,n.,my,...,ms € Ng. Lembremos que Ay é a dlgebra de Weyl com uma quanti-

dade finita de geradores (veja Capitulo 1, Segao 1.5).

Notemos que para a dlgebra de vertex de Weyl My os funtores My, : M(A(My)) = E4(My)
e Ly, @ M(A(My)) — E4(My) coincidem com os funtores My vy : M(Ay) = Ey(Axy) (1.72) e
Loy : M(Av) = Ex(Ax(vy) (1.73), respectivamente, pois A(My) = Ay e as categorias £ (My) e

E4(Ak(vy) coincidem.
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2.7 Espacgo de Fock e a algebra de vertex de Heisenberg

Basearemos essa segao em [FBZ04] (Capitulo 2). Consideremos o espago vetorial C((¢)) como uma
algebra de Lie comutativa, isto é, [f(t),g(t)] = 0, Vf,g € C((t)). Definimos a algebra de Lie de
Heisenberg H de dimensao infinita como uma extensao central de C((¢)), ou seja, H = C((t)) ¢ C1.

Existe outra versao da algebra de Lie de Heisenberg: a extensao central 1-dimensional H’ da dlgebra
de Lie comutativa dos polinémios de Laurent C[t,t!], ou seja, H' = C[t,t+~!] @ C1. Esta élgebra de
Lie tem uma base: b, = t", n € Z, e o elemento central 1. A élgebra de Lie H nao possui uma tal
base simples. Entretanto, H é o completamento de H’ com respeito a topologia na qual a base de
vizinhancas abertas do 0 é formada por subespacos tV C[t], N € Z. Entao faz sentido dizer que H é
gerada topologicamente por b,,n € Z, e 1, e como o colchete de Lie é continuo com respeito a esta
topologia, temos que H é uma algebra de Lie topolégica completa.

Uma representagao de uma algebra de Lie topoldgica como, por exemplo H, é entendida como
uma representagao continua em um espacgo vetorial V' equipado com a topologia discreta, isto é, todo
subconjunto em V é um aberto. No caso de H, isto é equivalente a exigir que para qualquer v € V
temos que tV C[t] - v = 0 para algum N € Z. Uma representacao de H pode ser vista como uma
representacio de H’ onde para qualquer v € V temos tVC[t] - v = 0 para algum N € Z, porque a acio
de H' em V pode ser estendida para H por continuidade.

A vantagem de H sobre H’ é que H é preservada sob mudancas da coordenada ¢, enquanto H’ nao
é. Entretanto, quando estudamos representacoes concretas, ¢ mais conveniente considerar as represen-
tagoes da &lgebra de Lie 3.

Os geradores de H' satisfazem as seguintes relagoes
(b, bm] =n6p—m1 , [1,b,] =0 , para todos m,n € Z. (2.33)

A algebra envolvente universal U(H') de H' é uma &lgebra associativa com geradores b,,n € Z, e

1, e relacoes
bpbm — byby =ndp 1, by,1—1b, =0 , para todos m,n € Z. (2.34)

Introduzimos uma topologia em U(H’) na qual a base de vizinhangas abertas de 0 é formada pelos
ideais & esquerda dos subespacos tVC[t] ¢ H' C U(H'), N € Z. O completamento de U(H') com
respeito a essa topologia serd denotada por U (). Temos que U (H) é uma &lgebra associativa com

unidade 1 e ela contém como subalgebra U(H). Na verdade, U(H) ¢ o completamento de U(H) com
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respeito a topologia na qual a base de vizinhangas abertas de 0 é formada pelos ideais a esquerda dos

subespacos tVC[t] C K Cc U(K), N € Z.
U(H)
(1-1)
Agora definiremos o Espago de Fock. Desejamos construir uma representacao da algebra de Weyl

Definimos o quociente H = , 0 qual é uma é&lgebra de Weyl (completada).
H que é “a menor possivel”. Ao contrario das dlgebras comutativas, H ndo possui representagoes
(continuas) 1-dimensionais. De fato, em H o comutador de bn, n # 0, e b_, fornece um multiplo
nao-nulo do elemento unidade, b,b_,, — b_,,b,, = n e é impossivel ter uma representacao na qual tanto
bn, n # 0, e b_,, agem por zero.

Consideremos a subdlgebra j\:c_l,_ c K gerada por {b, | n € Ny}. Ela é uma subdlgebra comu-
tativa, visto que os colchetes entre os seus geradores sao nulos, e entao possui uma representacao
1-dimensional. De fato, 9~{+ ¢ uma subdlgebra comutativa maximal de H. Além disso, Hé 9~f+—médulo

3 direita. Podemos entao definir um médulo sobre 5 como um médulo induzido:
1adH G e
T = Ind’g_vu(c =K ®g{+ C.

O H-médulo 7 é chamado de representacao de Fock de H ou Espago de Fock.
Seja H_ a subdlgebra comutativa de H gerada por {b_, | n € N}. Segue do Teorema PBW (1.2.1)
que H 9~{+ Rc F_. Portanto,

= fﬁc(g@% C = (Hy ®c H_) ®g¢, C = H_@c C2Clb_1,b_s,...]

como H_-médulos.

Sob este isomorfismo, os geradores b,, n < 0, simplesmente agem em 7 por multiplicacdo. Para
encontrar a agao dos elementos by, com n > 0, em um elemento de C|[b,,]m<0, usamos as relagoes entre
os geradores para “mover” b, através de b,,, com m < 0, e aregra b,-1 =0, n > 0, onde 1 € Clby,]m<o0,

que segue da definicdo. Obtemos por inducao que b, com n > 0, age como derivacao n

9 b
e by age
ob_p,
por 0 em 7.

Os operadores b, com n < 0 sao conhecidos como operadores de criagao, visto que eles “criam o
estado b,, do vacuo 17, enquanto os operadores b, com n > 0 sdo os operadores de aniquilagao, pois
apds repetidas aplicagoes destes, “matamos” qualquer vetor em 7.

O Espaco de Fock m é munido com a estrutura de uma algebra de vertex Z,-graduada. Para

encontrar a estrutura Unica de algebra de vertex em m nos basearemos no Teorema de Reconstrugao

(Teorema 2.1.1) apresentado na Segao 2.1.
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O vetor vécuo serd |0) = 1. O operador translacao 1" é definido por T'-1 =0 e [T, b;] = —ib;—1.

Definamos a operacao de vertex Y (-, z). Os operadores de vertex sao definidos pela férmula

1
(=j1 = D =ga = D+ (=g, — 1)!

Y (bjbj, -+ bj,, 2) = 07 (2)0, 2 e (2) - 97 b(2) ¢

(2.35)

onde ji,...,Jk € Zcgeb(z) =) crbn 27 L
Sabemos que 7 tem uma base de monomios da forma bj bj, ---bj, onde j; < jo < -+ < g < 0.
Associemos a esse monomio o grau — Zle Jji- Em outras palavras, deg(1) = 0 e deg(b;) = —j. Assim,

7 possui essa Ny-graduagao.

Portanto, (7, 1,7,Y") é uma algebra de vertex Ny-graduada, que pode ser chamada de algebra de
vertex de Heisenberg. Vejamos que existe uma generalizacao dessa defini¢ao.

Para x € C, seja 7 um H-médulo induzido da representagao 1-dimensional de 3, = C[¢] & C1
no qual C[t] age por 0 e 1 age por multiplicagao por x. Entao as férmulas dadas acima ainda definem
uma estrutura de algebra de vertex em 7. Quando x = 0, esta dlgebra de vertex torna-se uma algebra
de vertex comutativa, e corresponde a édlgebra comutativa C[b_1,b_9,...] com a derivagao T.

O Espago de Fock 7 é um médulo sobre a algebra de Weyl GN{, e ele também possui uma estrutura
de élgebra de vertex. Construamos a édlgebra de vertex de Heisenberg em um contexto mais geral,
como uma espécie de generalizagao do Espaco de Fock.

Sejam K = C((t) e sl(2,C) ®c K. Também podemos denotar a algebra de Lie sl(2,C) por sls.

Existe o seguinte homomorfismo de dlgebras de Lie sly ®c K — Vect(K):

o o 9
n al'n )
ho = =20 xii (2.36)
— 856]' ’
—it+j=n
for - % g0
" ~ T omy
—i—j+k=n

onde os elementos da base (topolégica) de sly @¢ K sao e, =e®t", f, = f®@t" e hy, = h®t", com

n € Z. Podemos simplificar essas férmulas pela introducao de fungoes geradoras. Definimos
e(z) = Z enz "l h(2) = Z hoz "1 e f(2) = Z fnz L
nez neL neL

Notemos que e(z) se parece com o operador de vertex Y (e_1]0),z) da &lgebra de vertex V(sla),

assim como h(z) e f(z).
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Introduzimos a notagao a, = —— e a;, = x_p, e definimos
Oxy
e o _,._
a(z) = E anznlzg 8—2’"1,
T
nez nez "
a*(z) = E aynz "= E T_pnz "
ne”L neE”L

Em termos dessas distribui¢oes formais, as equagoes (2.36) tornam-se

h(z) — —2a"(2)a(z) , (2.37)

Consideremos a algebra de Weyl A com geradores a,, € a;, com n € Z e relagoes
[an,an] =0n—m € [an,am]=a,a,,]=0. (2.38)

Notemos que a diferenga entre A e H, é que a ultima tem apenas uma série de geradores b, e o

elemento by é central.

Nosso objetivo é interpretar as férmulas (2.37) como vindas de uma aplicacao de V,(slz) em uma
algebra de vertex associada com a algebra de Weyl A.
Como espago vetorial subjacente, para a construcao da algebra de vertex, seja M uma representagao

irredutivel de A (ou seja, M é um A-médulo simples) gerado pelo vetor |0) que satisfaz

apl0)=0 , n>0 ; ar|0)=0 , n>0. (2.39)
Entao,
M= C[an]n<0 Qc C[a;kn]mg() .

O Teorema de Reconstrugao (2.1.1) nos conduz ao seguinte resultado:

Lema 2.7.1. Definimos um operador linear T em M pelas formulas

TI0)=0 , [T,an]=-nan—1 , [T,a;]=—-(n—1)a;_;.



52 Representacdes de dlgebras de vertex 2.7

Definimos Y (|0),z) =1d , Y(a-1]0),2) =a(z) , Y(ajl0)) =a*(2) e

Y(anl e anka:ll e a;knl|0>7 Z) —

i 1 Lo

— .9—ni—1 . AanE—1 —my % L. a—m ¥ .
B H (—ni — 1)!j1_[1 (—m;)! 10" al2) -0, (2)0; ™ a(z) - 0 a%(2) :

i=1

Entao estas estruturas satisfazem os axiomas de uma dlgebra de vertex.

Portanto, (M,]0),T,Y") é uma élgebra de vertex chamada de dlgebra de vertex de Heisenberg, visto
que M é um A-médulo, onde A é a algebra de Weyl com geradores a,, e ay, com n € Z. Associando
ap e a) ao grau —n, e |[0) ao grau 0, obtemos uma Ny-graduacado em M, o que faz com que M seja
uma algebra de vertex Ng-graduada. Os geradores de uma &dlgebra de Weyl sao chamados de bdsons
livres. A algebra de vertex M, que é um mddulo sobre uma algebra de Weyl, é uma realizacao do tipo
béson. Consequentemente, qualquer mergulho de uma algebra de Lie afim g em uma dlgebra de Weyl
fornece uma realizacao do tipo bdson.

Vimos na Secao 2.6 uma construcao semelhante, também chamada de algebra de vertex de Weyl
onde foi considerada a dlgebra de Weyl A (). A construgao apresentada aqui pode ser encontrada em
[FBZ04] (Capitulo 11) e estd totalmente relacionada com as realizagoes de campos livres e os médulos
de Wakimoto.

Na literatura fisica os campos a(z) e a*(z) sao tradicionalmente denotados por B(z) e v(z), e a

teoria de campos conformais (CFT) correspondente é chamada de [37-system.



Capitulo 3

Modulos de Wakimotos Intermediarios

O principal objetivo deste capitulo é apresentar e explorar os médulos de Wakimoto Intermedidrios
construidos em [CF04] por Ben Cox e Vyacheslav Futorny. Brevemente discutimos os médulos do tipo
Verma, pois genericamente os médulos de Wakimoto Intermediarios sao isomorfos a esses médulos.
Em [CF04] foram consideradas as dlgebras de Kac-Moody afim nao-torcidas E:A[(n + 1), com n € N,
e foram construidas séries de realizacGes do tipo bdéson que dependem de um parametro 0 < r < n.
Esse parametro r é utilizado para definir uma subdlgebra de Borel /E;r de sA[(n +1). Se r = n, temos
b, = by, e esta construgio coincide com a construgao dos médulos de Wakimoto ([Wak86] e [FF88]).
Por outro lado, quando » = 0, temos E@ = Enat, e a representacao obtida fornece uma realizacdo no
Espago de Fock dos médulos de Verma Imaginarios [Cox05]. Tais realizacoes sao chamadas de médulos
de Wakimoto Intermediarios.

Em [CF04] as férmulas aparecem mais condensadas utilizando a linguagem das distribuigoes for-
mais. Para fazer comparacoes e analisa-las com mais detalhes é necessario descrevé-las de forma mais
explicita. Ao longo desse capitulo, o autor desta tese apresenta férmulas mais explicitas, obtidas apds
cuidadoso trabalho do mesmo, analisando casos particulares dos médulos de Wakimoto Intermediarios.
Essas férmulas explicitas nao aparecem em [CF04], porém sao necessarias para um aprofundamento no
estudo desses médulos e sdo essenciais para o desenvolvimento desta tese. O autor desta tese também
observou ser necessario fazer um ajuste na subdlgebra de Borel ET considerada na construcao dos moé-
dulos, e apresenta assim o elemento w do grupo de Weyl &,,11 da dlgebra g = sl(n + 1, C) responsavel
por esse ajuste. Também consideramos o médulo de Wakimoto Intermedidrio W3 (A,v) torcido pelo
elemento w = s1 € G3 e apresentamos tor¢oes desse médulo pelos outros elementos de &3, visto que
em [CF04] essa abordagem nao foi explorada. Para finalizar o capitulo retomamos a subdalgebra de

Borel B(p}) (definida a partir de uma partigao fechada) de 5l(4,C), que nao foi utilizada na construcio
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dos médulos de Wakimoto Intermedidrios em [CF04] e apontamos alguns comentdrios e observagoes
iniciais sobre esse caso particular. Essa abordagem é imprescindivel para o desenvolvimento do préximo

capitulo.

3.1 Modulos do tipo Verma

Seja g(A) a dlgebra de Kac-Moody associada com a matriz de Cartan generalizada A e h uma
subdalgebra de Cartan de g(A). No Apéndice A podem ser encontrados mais detalhes sobre as dlgebras

de Kac-Moody.
Um g(A)-médulo V' é chamado de médulo de peso (ou h-diagonalizavel) se ele admite uma decom-

posicao

V=W, (3.1)

Aeh*

onde cada V) é um espago de peso ¢ V) = {v € V' | hv = A(h)v, Vh € h}. Abordamos os médulos de
peso e os modulos de peso generalizados sobre uma algebra de Lie semissimples g de dimensao finita
no Capitulo 1 na Segao 1.3.

Considerando a édlgebra de Kac-Moody afim g e uma subdlgebra de Borel b de g (veja Capitulo 1,
Segao 1.2), em particular temos 6 C b. Um g-mo6dulo de peso V' é chamado de médulo de peso maximo
com peso maximo A (com respeito a E) se V é gerado por vy € V), tal que vy é um autovetor para a
subdlgebra E, isto é, se b= /b\@ﬁ entdo (h+x)vy = A(h)vy, para todos h € /h\, z € 1. De forma analoga,
podemos definir um médulo com peso méximo para uma dlgebra de Kac-Moody g(A) qualquer.

Um g(A)-médulo M(A) com peso maximo A é dito um médulo de Verma se cada g(A)-médulo
com peso maximo A é um quociente de M (). Esta condigao pode ser reescrita como segue: se V' é um
g(A)-médulo de peso maximo com peso maximo A entdo V' é uma imagem homomorfica do médulo
de Verma M ()), isto é, existe um homomorfismo de g(A)-médulos ¢ : M (A) — V sobrejetor.

Para cada A € h* existe um tnico, a menos de isomorfismo, médulo de Verma M (X), e M(\)
contém um dnico submdédulo maximal préprio M/ ().

Podemos também obter M (\) via constru¢ao de um médulo induzido semelhante ao que ja discu-
timos no Capitulo 1, Se¢ao 1.3. Considere o (n @ h)-médulo Cy com espago subjacente C definido por

n(l) =0e h(1) = A(h)1, para h € bh. Entao:
M(X) =U(g(4)) ®unan) Ca- (3.2)

No caso da subdlgebra de Borel canonica [ (1.18) de g obtemos o0 médulo de Verma classico (ou,
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modulo de Verma canénico). Quando consideramos uma subdlgebra de Borel nao-canonica obtemos
um mddulo do tipo Verma. Se considerarmos a parti¢ao natural &Jr’nat (1.22) e a subdlgebra de Borel
natural by (1.23) de g, obtemos o médulo de Verma Imaginirio. Em [Fut94] temos a definigdo do
modulo de Verma Imaginario, além das suas propriedades béasicas e estruturas. No Capitulo 5, na

Secao 5.1, apresentamos o modulo de Verma Imaginario com mais detalhes.

3.2 Modulos de Wakimoto Intermediarios - B. Cox e V. Futorny

Tomaremos como base a construgao exibida em [CF04] e [CF06].

Os médulos de Wakimoto Intermediarios W, (A, ) sdo basicamente representacoes da algebra de
Lie afim nao-torcida sA[(n + 1,C), para um inteiro positivo fixo n. Estas representacoes dependem de
alguns parametros: 0 <r <n,ve€ C* e A € h*.

Fixe um inteiro positivo n, 0 < r < n ey € C*. Defina k = v2 — (r +1). Seja g = sl(n + 1,C)
e considere E;j, 4,7 = 1,--- ,n+ 1 a base canoénica para gl(n + 1,C). Defina h; = Ej; — Ejt1,i4+1,
ei = Eiiy1 e fi = Ejj14, com i = 1,---,n, os quais sdo uma base para sl(n + 1,C). Além disso,
denotamos a forma de Killing por (z,y) = tr(zy) e z,, = ¢ ® t™, para x,y € ge m € Z.

Seja {aq, -+ ,an} uma base para A4, o conjunto de raizes positivas para g, tal que h; = &;
(corraiz). Seja A, o sistema de raizes com base {a1,--- , .}, da subélgebra de Lie g, = sl(r+1,C). Se
r = 0 entao A, = (). Uma subélgebra de Cartan § de g é gerada por h;, i = 1,--- ,n. Respectivamente,
uma subalgebra de Cartan §, de g, é gerada por h;, i =1,--- ,r e hg = 0.

O grupo de Weyl da algebra de Lie g = sl(n+ 1,C) é o grupo simétrico em n + 1 elementos S,,41.
Esse grupo serd utilizado ao longo desse capitulo e sendo assim precisamos defini-lo. Sejam X um
conjunto e G = G(X) o conjunto de todas as fungdes bijetoras ¢ : X — X, munido da operacao de
composigao de fungoes. Entdo &(X) é um grupo, chamado o grupo das permutagoes de X. Se X for
um conjunto finito com m elementos, denotamos &(X) simplesmente por &,, e o chamamos de grupo
simétrico em m elementos. Se X = {1,2,...,n+ 1}, um elemento f de &,,1; é uma fungao bijetora
f: X — X, que pode ser descrita simplesmente declarando-se os valores que assume em cada elemento

de X:

f)=a1, f2)=az, ..., f(n+1)=an41 , ondeaj€ X paraj=12,...,n+1.

Alternativamente, podemos descrever essa permutacdo f por uma tabela:

;o 1 2 - 4§ - n+1
al a2 DEEEY a/] ... an+1 )
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Também podemos utilizar outra descricao das permutagoes. Por exemplo, em &3 a tabela f =
1 2 3
( pode ser representada por f = (1 2), indicando que 1 é enviado em 2, 2 é enviado em 1,

213
e 3 é enviado em 3 (ou seja, fica fixo).

Considere as dlgebras de Kac-Moody afim nao-torcidas (estendidas)

d=sl(n+1,C) = (sl(n+1,C) ®c Clt,t ))& Ccd Cd , (3.3)

G =sl(r+1,C) = (sl(r +1,C) ®c C[t,t " ']) & Ce d Cd (3.4)

com E = (h®acCl)®CcadCd e Er = (h,®c C1) @ Ccd Cd, respectivamente. As algebras de Kac-Moody
afim nao-torcidas (estendidas) foram definidas no Capitulo 1 em (1.4). Aqui manteremos a notagao g

ao invés de g, seguindo [CF04].
A algebra g tem geradores €im, fim, Nim, com i =1,--- . n e m € Z, elemento central ¢ e derivacao

grau d, com colchete (produto):

[Zms Yk = [T, Ylm+k + Omako m - (2,9) ¢, (3.5)
[Tm,c] =0, (3.6)
[d, 2] = man, (3.7)

[d,c]=0, (3.8)

para todos z,y € g, m,k € Z.
Seja g, um subespaco de raizes de g = sl(n + 1,C) correspondente & raiz a, n* = DPacA F+a €
g =n~®hdnT uma decomposicio de Cartan de g. Denotemos também nt = n*Ng, ent(r) = nt\n}.

Considere

b = (v secr) o (nf secl) o () o ). (3.9)

Entao ET =b, @E ¢ uma subdlgebra de Borel de g para qualquer 0 < r < n.

Com a necessidade de exemplificar alguns casos explicitos de tais subdlgebras de Borel, visto que
em [CF04] nao aparecem tais exemplos, no Apéndice A, Secao A.3, descrevemos as subdlgebras de
Borel para ;[(2, C), ;[(3, C)e ;[(4, C), considerando as partigoes fechadas. A notagao utilizada aqui é

diferente da notacao utilizada no Apéndice A, mas obtemos as mesmas subalgebras:
Exemplo 3.2.1 (Apéndice A, Subsecao A.3.1). n=1: g =5l(2,C), g, = sl(r +1,C), 0 < r < 1. Temos
que go = sl(1,C) = {0} e g1 =5l(2,C) = g. Assim, n" =Ce, n~ =Cf,g=n" & hdn'. Entao:

o r=0:
nd ={0} , ny ={0} , nt(0)=Ce=n",
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by = <n+ ®c C[t,t—1]> ® <h ®c t@[t]) ,

Eo :Bo @6.

Portanto, by ~ B(pg) e by ~ B(p1).

Exemplo 3.2.2 (Apéndice A, Subsegao A.3.2). n = 2: g = sl(3,C), g, = sl(r + 1,C), 0 < r < 2.
Temos que go = sl(1,C) = {0}, g1 = s[(2,C) e g2 = s[(3,C) = g. Assim, n™ = Cey ® Cey @ Ces,
n=CfioCfadCfs,g=n" ®hdn". Entao:

o r=0:
nd={0} , ngy={0} , nt(0)=Ce @& Cey®Ces=n",
by = <n+ ®c C[t,t—1]> @ <h ®c tC[t]> ,
by=bo®h
e r=1

nf = (C61 (Cfl s 1‘1+(1) = (Cez @ (Ceg s
b = ((ceQ @ Ce3) ®¢ C[t, t_1]> ® <((C61 & Cf1 @ b) ¢ t(C[t]> & Cey |
/5\1 =by @H-

e r=2=mn:

ny =Ce; ®Cea ®Cez=n" | n; =CfidCfrdCfz=n" , n'(2)={0},

~

Portanto, /b\o ~ B(po), /5\1 ~ B(p1) e by ~ B(p2).

Exemplo 3.2.3 (Apéndice A, Subsegao A.3.3). n=3: g =5l(4,C), g, =sl(r+1,C), 0 <r < 3. Temos
que go = sl(1,C) = {0}, g1 =s(2,C), g2 =s((3,C) e g3 = s((4,C) = g. Assim:
nt = Ce; ®Ces ®dCe3®Cey®Ce5BCes,n~ = CHLPECHLBCf3BCfLBCfBCfs, g=n"dhdnt.
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o r=0:
n ={0} , ng={0} , n"(0)=Ces @ Cey®Ces® Cey ®Ces5®Ceg =n",
bozz<w*®cCﬁ¢—ﬂ>e><h®ctcm>,
EOZEOEBH-
e r—1

nf =Ce; , ny =Cfy , nt(1) = Cey ® Cez @ Cey @ Ces @ Ceg
b = (((Ceg @ Cez @ Cey @ Ces @ Ceg) @ Clt, t_1]> &) <(C61 ®Cfidh) ®c tC[t]) @ Cey ,
b =6, @b
o =2

ng =Ce; ®Cey®Cey , ny =CHLi®dCfadCfy , n"(2) =Ces3® Ces ® Ceg

EQ = ((Ce3@Ce5@Ceﬁ)®CC[t, t_1]> &) (((Cel ®Ces®Cey dC fy @Cfg@@fz;@h)@@i@[t]) PCe1PCes®Cey

E2=52€BH-
o r=3=n:

ng = Ce1BCer@Ce3®Ces®CesdCes , ny = Cf1BCLHBCf3@Cf1aCfHaCls , nt(3)={0},

53 = <g Rc tC[t]) P Ce; @ Cey @ Ceg p Cey ® Ces @ Cegq

63 :53 @H.

~

Portanto, by = B(po), b1 =~ B(p1), bz =~ B(p2) e by =~ B(ps).

Observamos que a subélgebra de Borel B(p}) que aparece no Apéndice A na Subse¢ao A.3.3 nao
foi descrita aqui. Posteriormente, discutiremos mais sobre essa subalgebra de Borel, que dard origem
a um novo médulo de Wakimoto Intermediario (Capitulo 4).

Fixe A € h* e considere um g-médulo
M, (N) = U@) ©yg,, Cos -

onde ET’UX =0e hv; = X(h)vx, para todos h € /h\

O médulo M, (\) é um caso particular de um mdédulo de Verma (definido na Secao 3.1) estudado

por B. Cox em [Cox94] e, por V. Futorny e H. Saifi em [FS93]. Quando escolhemos o parametro r = n
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temos a construgao de um médulo de Verma cléssico (associado a subélgebra de Borel canonica). Por
outro lado, se escolhemos o parametro r = 0 temos um médulo de Verma Imaginirio (associado a
subélgebra de Borel natural).

Seja A, = X|HT' O médulo do tipo Verma M,(\) contém um §-submédulo M(X,) = U (g, )(1 ®v5),
que ¢ isomorfo a um mdédulo de Verma cléssico para §,..

Teorema 3.2.1 ((B. Cox [Cox94]), (V. Futorny e H. Saifi [FS93])). Se A(c) # 0, entio a estrutura

de submddulo de M,(\) é completamente determinada pela estrutura de submddulo de M(\.). Em

particular, M,(\) € irredutivel se M(\,) € irredutivel.

Continuemos com a construcao dos médulos de Wakimoto Intermedidrios. As dlgebras a e b,

descritas abaixo, sao chamadas de Oscillator algebras sendo abordadas em [Kac90] (Capitulo 14).

Seja @ a algebra de Heisenberg de dimensdo infinita com geradores a;jm, imy M € L,
1 <i<j<n,el, sujeitos as relagoes:
(A1) [aij,mv akl,n] = [a;!(j,m7 aZz,n] =0,
(A2) [aijm, aky n) = 0560 10mrn0l
(A3) laijm,1] = [aj; ., 1] = 0.
Tal dlgebra tem uma representagao p : @ — gl(C[x]) onde
Clx] = Clzijm | 4,j,m € Z,1 <i < j < n] (3.10)
denota a élgebra sobre C gerada pelas indeterminadas z;; ,, e p é definida por:
_ 0/0%ijm ,se m>0ej<r
plaijm) = o , (3.11)
Tijm , caso contrario.
_ Tij,—m ,s¢e m<0ej<r
plaijm) = N : (3.12)
—0/0xij—m , caso contrario.
e p(1) = 1. Neste caso, C[x] é um a-mdédulo gerado por 1 =: |0), onde:
aijm|0) =0, m>0ej<r , a;,[0)=0, m>0ouj>r.

a, denota a subalgebra gerada por Qijm, a3, € 1,onde 1 < < j <rem € Z. Ser =0 definimos

i,m
G = {ol.
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Sejam A,, = ((ai,aj)) a matriz de Cartan para sl(n+1,C) e

0 0
B =~%A, — (r+1) < 0 A > + 7 (dirt1 - Ojri1)1<ij<nErir+1 (3.13)
isto é, para 1 <i,j < n:
,
Bij = (i, aj) (72 — Oisr0jsr(r+1) + 25i,r+15',r+1> , (3.14)

onde

1 ,s8e i>r
5i>r = )
0 , caso contrario.

Temos também a algebra de Heisenberg b com geradores bjy,, 1 <t <n, m € Z, 1, com relagoes
(B1) [bim, bjp] = mDBij0mipol ,
(B2) [bim,1] =0.
Para cada 1 < i < n fixemos \; € C e consideremos A = (A1,..., ;). Entao a élgebra b tem uma
representacao py : b — End(C[y]) onde
Clyl = Clyim | i,m e N*,1 <1i <n] (3.15)

e py € definida em C[y| por

palbio) =X, palbi—m) =€ ¥, palbim) = me; - — (3.16)

0y,

para m > 0 e px(1) = 1. Aqui denotamos por

_ ) 9 0 0
Y = Wim, y Ynm ) aym - aylmv ) 8ynm

e e; sao vetores em C" tais que e; - ej = 9B;;, onde - simboliza o produto interno usual.

Considere para 1 < ¢ < n, as seguintes distribui¢oes formais

67;(2’) = Z eimzimil s fl(z) = Z fimzimil , hz(Z) = Z himzimil s

meEZ meZ meZ

onde e;, fi, h;, com ¢ =1,...,n, sdo os geradores da &dlgebra de Lie g = sl(n + 1,C).
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Teorema 3.2.2 (B. Cox e V. Futorny [CF04]). Sejam A € b* e \; = A(h;). As fungdes geradoras
ple) =72 = (r+ 1)

n
p(fi)(z) = aii + Z Aij0i4

J=i+1
i—1 n
p(hi)(z) =2: azal;: + Z( aji@: = ji-1a;; 1% )+ Z (: aijaz;: —: aiv1ja;4q 50 ) + b
j=1 j=i+1
i—1 i n i—1
plei)(z) =: aj; (Z Ak,i—10h -1 — Z akia2i> st Z i1,k — Zak,maz,i — a;;bi+
—(Gisr(r + 1) + i<y (i + 1) — )00
definem uma ag¢ao dos geradores €, fim,him, i =1,...,n, m € Z e ¢, no Espaco de Fock C[x]®cCly].

Acima, a;j, ai; e b; denotam a;j(z), afj(z) e bi(z), respectivamente.

Observamos que p : sl(n+1,C) — g[((C[x] ®c (C[y]) e p(X)m = p(Xm), para X € g =sl(n+1,C).

O Teorema 3.2.2 define uma realizagao do tipo béson de E:A[(n + 1,C) e uma estrutura de médulo
no Espaco de Fock C[x] ®c C[y] que depende do parametro r, 0 < r < n (no Capitulo 2, Secao 2.7,
discutimos o Espago de Fock com alguns detalhes sobre a sua estrutura de dlgebra de vertex). Tais
moédulos sao chamados de médulos de Wakimoto Intermedidrios e sao denotados por Wi, (A, 7).

Em [CF04] foi verificado que o médulo de Wakimoto Intermediario W), ,.(),7) tem a propriedade
que uma dada subdlgebra b, (3.9) aniquila o vetor (1® 1) € (Clx] @c Cly]), h(1® 1) = A(h)(1® 1),
paratodoh € hec(1®1)= (2 - (r+1)(1®1).

Nas primeiras investigacoes e estudos sobre esses modulos, o autor desta tese observou que de fato
a subdlgebra que aniquila o vetor (1 ® 1) ndo é a subalgebra b,, com 0 < r < n, mas a subalgebra
torcida E;U por um elemento w do grupo de Weyl &,,11 da algebra g = sl(n+ 1, C). Analisando alguns
casos dos parametros n e r é possivel encontrar o elemento w correspondente.

Se n = 2 temos g = s[(3,C). Quando r = 1 tomamos o elemento w = (1 2) no grupo simétrico S3
e de fato, by aniquila o vetor (1 ® 1).

Se n = 3 temos g = s[(4,C). Quando r = 1 tomamos o elemento w = (1 2) no grupo simétrico Sy
e de fato, Eqiv aniquila o vetor (1®1). Quando r = 2 tomamos o elemento w = (1 3) no grupo simétrico
G, e de fato, by aniquila o vetor (1® 1).

Se n =4 temos g = s[(5,C). Quando r = 1 tomamos o elemento w = (1 2) no grupo simétrico S5

e de fato, Eqiv aniquila o vetor (1®1). Quando r = 2 tomamos o elemento w = (1 3) no grupo simétrico
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Ss e de fato, by aniquila o vetor (1® 1). Quando r = 3 tomamos o elemento w = (1 4)(2 3) no grupo
simétrico G5 e de fato, by aniquila o vetor (1 ® 1). Notamos que quando r = 1 temos w = (1 7+ 1),
quando 7 =2 temos w = (1 r+1)(2 r) e quando r =3 temos w = (1 r+1)(2 r).

Se n = 5 temos g = s[(6,C). Quando r = 1 tomamos o elemento w = (1 2) no grupo simétrico
S¢ e de fato, b aniquila o vetor (1 ® 1). Quando r = 2 tomamos o elemento w = (1 3) no grupo
simétrico &g e de fato, by aniquila o vetor (1® 1). Quando 7 = 3 tomamos o elemento w = (1 4)(2 3)
no grupo simétrico Gg e de fato, Eg} aniquila o vetor (1 ® 1). Quando r = 4 tomamos o elemento
w = (1 5)(2 4) no grupo simétrico S e de fato, by aniquila o vetor (1®1). Notamos que quando r = 1
temos w = (1 r+1), quando r = 2 temos w = (1 r+1)(2 r), quando r = 3 temos w = (1 r+1)(2 r)
equando r =4 temos w= (1 r+1)(2 r)(3 r—1).

Dessa forma, dados os parametros n e r, com 0 < r < n, o elemento correspondente w do grupo

de Weyl &,,+1 para definir E;U ¢é do tipo
w=>01r+1)2 @B r—1)4 r—2)---(u r—u+2) (3.17)

onde cada transposicao que aparece em w é do tipo (i j), com i < j, somente transposigoes disjuntas
aparecem no produto e u é o maior inteiro tal que 1 <wu < § + 1.

De fato, a subalgebra que aniquila o vetor (1®1) é a subélgebra b, , com w € &, conforme (3.17).
Portanto, podemos utilizar a notagao W,',.(A,v) ao invés de W, (A, ), e por vezes ao invés de chaméd-
lo de médulo de Wakimoto Intermediario, podemos chamé-lo de médulo de Wakimoto Intermediario
torcido pelo elemento w. O médulo W;’,.(A, ) é um representante da familia de médulos de Wakimoto
Intermedidrios com parametros n e r. Por meio de Wﬁ’fr()\,v) podemos encontrar o representante
W;ir()\, ) desta familia, onde e é o elemento identidade em &1, e entdo descrever todas as torgoes
por elementos do grupo de Weyl finito G,,41.

Em [CF04] também foi verificado que se considerarmos o g,-submédulo W = U(g,)(1 ® 1) =
Wi r(A,y) de Wy (A7), entdo W é isomorfo ao médulo de Wakimoto W,y 5 de B. Feigin e E.
Frenkel [FF88] onde A(r) = Ay, e 7 =% — (r + 1).

Considere A € h* tal que X|h =X A(c) =42 — (r+ 1), um médulo do tipo Verma M, ()) e seu
g-submédulo M (X,). Suponha que M (),) é irredutivel. Neste caso, o médulo de Wakimoto Wiz é
isomorfo & M(X,). Seja W= U(g)Wi) 5 e assuma que A(c) # 0. Entao, pelo Teorema 3.2.1 o médulo
MT(X) é irredutivel e, portanto, isomorfo a w. Assim, o Teorema 3.2.2 fornece uma realizacio do tipo

boéson para moédulos do tipo Verma genéricos. Se r = n esta construcao coincide com a realizacao do

tipo béson de médulos de Wakimoto de B. Feigin e E. Frenkel em [FF88]. Por outro lado, quando
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r = 0, a representacao obtida fornece uma realizagdo no Espaco de Fock (isomorfa a um quociente do
médulo de Verma Imagindrio) descrita no trabalho de B. Cox [Cox05].

Precisamos relembrar os conceitos de campo e produto normal ordenado ja discutidos no Capitulo
2 na Secao 2.1. Para qualquer sequéncia de elementos {a(,,) }mez no anel End(V), onde V' é um espago

vetorial, a distribuicao formal

a(z) = Z a(m)z_m_l

meEZ
¢ chamada de campo, se para qualquer v € V, a(,,)v = 0, para m > 0. Para um campo tal que a(,,

sao operadores de criagao para m < 0, seja:

a(z)_ = Z a(m)z*mfl ,a(z)4 = Z a(m)z*mfl.

m>0 m<0

Considerando os médulos de Wakimoto Intermediarios e o Teorema 3.2.2, observe que a;;(z) para

. ~ ’ * 4
j > r nao é um campo enquanto a;;(z) ¢ sempre um campo.

De acordo com [CF04], usaremos a seguinte convengao para j > r:
aij(2)- =0 , aij(2)4 = ai(2) ,
aye)- =aj(s) . ap(e)y =0,

O produto normal ordenado de duas distribuigoes formais a(z) e b(w) é definido por:

503 b s s a(a)bl) = (a2)00) ) + (bwaa)- ),

MEZNEL

Na construcao dos médulos de Wakimoto Intermedidrios, para qualquer 1 < ¢ < j < n, definimos:

a;;(z) == Z aiim? ", aij(2) = Z aijmz ™ bi(2) = Z bimz ™1,

MmEZ meZ mEZ

Devemos salientar que enquanto : a'(21) - - - a™(2,,) : é sempre definido como uma série de poténcias
formal, nés somente definiremos : a(z)b(z) := limy,—, : a(z)b(w) : para certos pares (a(z),b(w)). Por

exemplo:

Lag(2)ag(2) = (Z D ijn Ol m—n 1) Z

mEZ \n€Z
6 bem definido como um elemento em End(C[x] ®c C[y]) [z, 2] para todos I > r ou se vale simulta-
neamente [ < r e j < r. Por exemplo, se n =2 e r =1 temos que : a11(2)af;(2) : , :a;j(z)ajy(z) s e

s a;j(z)asy(2) : estdao bem definidos.
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Entao definimos recursivamente

cat(z) - af(zy) s = a1(21)< : a2(22)< s adb () db () ) e ) :

enquanto o produto normal ordenado

cal(z)---db(2) = lim :al(zl)(:az(ZQ)(:---:ak_l(zk,l)ak(zk):)---:> :

21,2250y Zf—Z

somente serd definido para certas k-uplas (a', ..., ak).
Agora, apresentaremos os médulos de Wakimoto intermedidrios (torcidos) e mostrar as férmulas
explicitas da realizagdo para n = 1 (Secao 3.3), n = 2 (Segao 3.4) e n = 3 (Segao 3.6), isto é,

g =:sl20C),9= ;[(3, C) e g = sl(4,C), conforme a representagao p apresentada no Teorema 3.2.2,

utilizando 0 < r < n. Na Secao 3.5 discutiremos algumas tor¢oes desses médulos no caso g = 5A[(3, C).

3.3 Caso n =1 : médulos de Wakimoto Intermediarios W, (), )

331 (n=1,7r=0):Wio(\»)

Mostremos que neste caso, a representacao do Teorema 3.2.2 [CF04] é a mesma que aparece em
[Cox05]. Considere a &lgebra de Lie g = sl(2,C), com geradores e, f1 e hi. Entao, os geradores de

5[(2,C) sao e1m, fim, him € ¢, com m € Z. Considere as seguintes distribuigdes formais:

ei(z) = Z emz ™t filz) = Z fimz"™ L hi(z) = Z Bz "L

meZ meZ meZ

Como 1 <4< j<n=1,adlgebra de Heisenberg a tem os geradores a1 m, aj1m, €1, comm € Z.
Assim, p(1) =1, p(a11,m) = T11,m € ﬁ(a’{17m) = —0/0%11,—m, porque j =1 >r = 0.

A 4lgebra de Heisenberg b tem os geradores by, e 1, com m € Z. Entao, px(bio) = A1, pa(b1,—m) =
Yim € pa(bim) = 2km 0/0y1m, com m >0, \; € C fixo e k =2 — 1.

Além disso, C[x] = Clz11,m | m € Z] e Cly] = Cly1m | m € N*].
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Pelo Teorema 3.2.2 [CF04], com n =1 e r = 0, temos:

ple) = k=7"-1
p(f1)(z) = anl(z)
p(h1)(z) = 2:an(z)ay(z): +b1(2)

pler)(z) = —:an(zan(z)ai(z) : —aii(2)bi(2) + kd.a1,(2)

onde p : sl(2,C) — g[((C[mH,m | m € Z] ®c Clyim | m € N*]) 6 uma representacdo de sl(2,C), e
p(a1)m = plaim), param € Z e a € {e, f,h}.

Em [CF04] as férmulas aparecem mais condensadas utilizando a linguagem das distribuigoes for-
mais. Compararemos e analisaremos com mais detalhes ao longo desse capitulo algumas férmulas
exibidas em [CF04]. O autor desta tese apresenta férmulas mais explicitas, obtidas apés cuidadoso
trabalho do mesmo. A seguir sao exibidas férmulas explicitas que nao aparecem em [CF04], porém
sdo necessarias para um aprofundamento no estudo dos médulos de Wakimoto Intermediarios e sao

essenciais para o desenvolvimento do préximo capitulo.

Z p(fim)z " = p(f1)(z) = an(z) = Z Ty mz ™

MmEZ mEZ

Portanto, para m € Z:

fim = T11m

Sabemos que : a11(2)ai;(z) := (an(z)JraTl(z)) + (a’{l(z)an(z)) e, por convengao ajy(z)— =0
e a11(z)+ = a11(z), pois j =1 > r = 0. Assim, : a11(2)ai;(2) := a11(2)a};(2).

Entao p(h1)(2) = 2 : a11(2)ai;(2) : +b1(2) = 2a11(2)ai;(2) + b1(2).

p(h)(z) = 2 Z Tiimz ™! Z(—B/@a:ll,,p)z_p + b1(2)

meZ PEZL

= -2 Z x117m8/ax11,p27m+p71+bl(z)
m,pEZ

= =2 Z x117m+p8/8x117pz*m71+b1(z)

m,pEZ

= =2 Z $11’m+p8/8$117p2_m_1 + Z (5m,0)\1 + 5m>02km8/8y1m + (5m<0y17_m)z_m_1.
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Logo,
Y oplhm)zTm T = Y ((—2 > 211mip0/0711p) + (moM + 6m>02kmd/Dyim + 5m<0y1,m)> ZmmL
meZ meZ PEZ

Portanto, para m € Z:

him = (=2 211m1p0/0211p) + (6m,0M + Sm>02kmd [ Oy1m + Sm<otn,—m)
PEL

Sabemos que

-ty (2an(2)ali () = a1 (2) : an(2)afy () == (ail<z)+a11(z)ail(z)> n (au(Z)a’fl(z)a’{l(z)—>

e, por convencao aj;(z)+ = 0 e ajy(2)- = aj;(z), pois j =1 > r = 0. Assim, : a},(z)a11(2)aj;(z) :=

ai1(z)ai;(z)ai,(z). Entao

pler)(z) = = = aqi(2)an(2)aiy (2) : —a11(2)b1(2) + kdzaq; (2) = —an(2)aqy (2)a1y () — a1, (2)b(2) + kdzaq, ().

—s—1 * —-m * — * —s —m—1 * —s
pler)(z) = *E a11,s% E a11,m? E a11,p? p*E ay,s% E bimz +kaz§ 11,57

SEZL MmEZ PEZL SEZ MEZL SEZL
= = wnaz Y (<0/0xiy, )z ™Y (—0/0m11,p)2 P + kO, Y —0/0m1 ez +
SEL meZ PEZ SEZ
=D (=0/0211,-9)27" Y (Sm.0A1 + Om<oyt,—m + Om>02kmd/Oy1pm)z~ "
SEL meZ
= — Z Z mu’Sa/axn,ma/axlLpz_”mﬂ’_1 +
SEZ m,pEZ
+ Z Z 0/0211 5(Om.0M1 + Sm<o¥1,—m + Om>02kmd/Oy1m)z* "™ 1 + k Z 50/0x11,—s2 !
SEZ mEL SEZL
= —s—1 s—m—1
= - Z Z Z11,54m+p0/0211,m0/0x11 p2 + Z Om<00/0x11,sY1,—m % +
SEZ m,pEZ $,MEZL
+ Z 6m>08/8a;11,82km8/6y1mzs_’”_1 + Z 5m’08/6x11,s)\123_m_1 + k288/6$11’752_8_1
$,MEZL s, MEZL SEL

pler)(z) = Z (— Z $11,s+m+p3/3$11,m8/3$11,p> 24 Z ( Z y1m8/8x117m5)251 +

SEZ m,pEZ s€Z ~m>0

+> ( > 2kma/ay1ma/axn,m_s> 2N Y MO 0w 2 T A kY s0/0rn e

SEZ m>0 SEZL SEZL
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Portanto, para s € Z:

els —  — Z Z11,5+m+p0/0x11,m0/0x 11 p + Z Y1m0/0x11,—m—s + 2k Z ma/0Y1m0/0x11 m—s +

m,pEZ m>0 m>0

+(1 + 5k)D/0m11 s

Logo, podemos descrever a representacao p por meio da agao de cada gerador de ;[(2, C). Portanto,

as acoes de ey, fis, h1s, s € Z, c em Clz114, | m € Z] ¢ Clyim | m € N*] sao:

fis = Ti1s

his — (=2 Z T11,54p0/ 0211 p) + (05,0 1 + 055025k0/0y1s + Os<0¥y1,—s)

pEZ
e1s — — Z T11,54m+p0/0211,m0/0211,p + Z Y1m0/0T11,—m—s + 2k Z md/0y1m0/0x11,m—s +
m,pEZ m>0 m>0

+()\1 + Sk)a/ale_s

c = YP-1=k
Observe que p(h15)(1®1) =0, Vs € Zso e pleim)(1 ® 1) =0, Vm € Z, isto é,
o= (v s Ol ) @ (hocch)

aniquila o vetor (1 ® 1), onde Bo = by @6 ¢é a subdlgebra de Borel natural de ;[(2, C).
Em [BF90], D. Bernard e G. Felder, exibem uma realizagdo do tipo bdson do médulo de Verma
Imaginério sobre 5A[(2, C), estendida ao caso fsA[(n, C) por B. Cox em [Cox05], onde a seguinte realizagao

do tipo béson de sl(2, C) no Espaco de Fock Clz,, | m € Z] ®¢ Clym | m > 0] é apresentada:

fs = xg

he W =2 Ty o008 + Secoy—s + 655025K0/ys + 6507

meZ

es = = Y Tpymss0’ )0k 0Tm + Y yk0/07_j_s + 2K Y m0?/0ym0zm s + (J + sK)0/0x_,
m,kEZ k>0 m>0

c — K

J = Aho)

Concluimos que a representagao apresentada no Teorema 3.2.2 [CF04] paran = 1er =0 é a

mesma representagao apresentada no trabalho de D. Bernard e G. Felder [BF90] (descrita também em

[Cox05]).
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332 (n=1,r=1): Wi1(\~)

Considere a &lgebra de Lie g = sl(2,C), com geradores ey, fi e h1. Entao os geradores de ;[(2, C)

S840 €1m, fim, him € ¢, com m € Z. Considere as seguintes distribuicoes formais:

e1(z) = Z ez ", fiR) = Z fimz™™ L hi(2) = Z himz™ ™t

me7Z mMEZ mEZ

Para um elemento v € C*, seja k =72 — (r +1) =~% — 2.
Como 1 <7< j<n=1,a dlgebra de Heisenberg a tem os geradores a11 m, ai1m €1, comm € Z.
Assim,

_ 0/0x11m ,se m>0
plaiim) = :
T11,m , ¢ m<0

. T11,-m ,s e m<0
plalym) = ’
—0/0x11,—m , s¢ m >0

5(1) = 1.

Note que neste caso, nunca acontece j > r, pois j =1 < r = 1.

A Algebra de Heisenberg b tem geradores b1, € 1, com m € Z. Entao,

0
pa(bio) = A1, palbi—m) =e€1-y, 5, pa(bim) = mer - v

m

com m > 0e )\ € C fixo.
Observe que e; - e; = By = 272, onde e; € C.

Pelo Teorema 3.2.2 [CF04], com n =1 e r = 1, temos:

ple) = k=~"-2
p(f1)(z) = an(z)
p(h1)(2) = 2:an(z)ay(2) - +b1(2)
ple)(2) = —:an(2)an(z)ay(z) : —aiy (2)bi(z) + kday (2)

onde p : sl(2,C) — g[(C[xn,m | m € Z] @c Clyim | m € N*]) ¢ uma representacio de sl(2, C).
Observe que p(fis)(1®1) =0, Vs € Z>o, pleim)(1®1) =0e€ p(him)(1®1) =0, Vm € Zsp. Temos



3.4 Caso n = 2 : médulos de Wakimoto Intermediarios Wa (A, ) 69
também que p(e10)(1 ® 1) = —(x11,0 ® A1) # 0. Assim, temos que a subdlgebra
b= (s8crcl) ont

onde by = by & § é a subdlgebra de Borel candnica de ;[(2, C), nao aniquila o vetor (1 ® 1), porque

p(e10)(1 ® 1) # 0. Usando o elemento w = (1 2) em Sy (grupo simétrico em 2 elementos), temos que
by = <g Rc t(C[t]> en”

aniquila o vetor (1 ® 1), onde E;U é a subalgebra by torcida pelo elemento w.
Em [FF90b] temos a seguinte representagao da dlgebra de Lie afim ;[(2, C) no espago M @, /2,

onde M é uma representagao irredutivel de uma algebra de Heisenberg especifica e v # 0:

c —» K=12-2

Fl(z) = a11(2’)
Hi(z) = 2:a11(2)aj;(2) : +vbi(z)
Ei(z) = —:aqn(z)an(z)an(2) - —vayi(2)bi(2) — K(Zd%)aﬁ(Z)-

O espago M @ 7y /.2, (v # 0) com esta estrutura de médulo, é um médulo de Wakimoto e é de-
notado por W, . As distribuigoes formais neste caso sao da forma A(z) =, ., A(n)z". Observamos
que na construgao dos médulos de Wakimoto [FF90b], B. Feigin e E. Frenkel consideraram o médulo
de Verma contragradiente (relacionado com a subdlgebra de Borel canonica oposta) ao invés do mé-
dulo de Verma classico (relacionado com a subdlgebra de Borel canénica). Isso explica a necessidade
da utilizagdo da subalgebra Flﬂ ao invés de by na definicio do médulo de Wakimoto Intermedidrio
Wii(A, 7).

Concluimos que a representagao apresentada no Teorema 3.2.2 [CF04] para n = 1 = r é a mesma

representagao apresentada nos trabalhos de B. Feigin e E. Frenkel [FF88, FF9I0b].

3.4 Caso n =2 : médulos de Wakimoto Intermediarios W5 (), )

341 (n=2,r=0): Wyo(\,7)

Considere a algebra de Lie g = sl(3, C), com geradores ey, ea, f1, f2, h1 € ha. Observe que e3 = [ey, €3]

e fs = [f2, f1]. Entao, os geradores de ;[(3,(@) S80 €1m, €2m, f1m, fom, Pim, hom € ¢, com m € Z.
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Considere as seguintes distribuigoes formais:
. _ . —m—1 . _ . —-m—1 h: _ h —m—1
el(z) = €im~ ) fz(Z) = fimz ) z(z) = im#% )
meZ meZ meZL

com ¢ =1,2.
Para um elemento v € C*, seja k = ’yz —(r+1)= ’YQ -1
Como 1 <i < j<n =2, a élgebra de Heisenberg a tem os geradores 11,m> A12,m, 022,m, ahm,

Alom» A3 € 1, com m € Z. Seja Clx] = Clz11,m, T12,m, T22,m | m € Z]. Assim,
ﬁ(an,m) =T11,m ﬁ(alz,m) =T12,m 5(a22,m) =T2m

plajym) = —0/0z11,-m , plala,,) = —0/0x12-m , plase,,) = —0/0r2 —m ,

pois para j = 1,2 temos j > r = 0.

A matriz de Cartan associada com g é Ay = . Entao, como r = 0, construimos a matriz

2" =1) —(v*-1)

~-(*-1) 2(v*-1)

A algebra de Heisenberg b tem geradores bim, boy, € 1, com m € Z. Assim,

%:

0
pa(bio) =M1 . palbi,—m) =e€1-Y,, 5 pa(bim) = me; - p

0
palbao) =2, palba—m) =e€2-¥,, , palbam) =mes- v

comm >0, A= (A1, X2) € C%, y,, = (Yim, yom) € 0/0y,, = (0/Oy1m,0/Oyom).
Observe que ej,e2 € C2 e;-e; = B; =2(v* - 1) ee; - ej =B, = —(v* = 1), (i # j). Assim, se

e; = (x1,y1) e e2 = (x2,y2) temos ;17% + y% = x% + y% =2k e x1x2 + y1y2 = —k, com k =~ — 1.
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Pelo Teorema 3.2.2 [CF04], com n =2 e r = 0, temos:

pl) = k=7"~1
p(f1)(z) = an(z) + az(z)azn(z)
p(f2)(2) = ax(z)
p(h1)(z) = 2:an(2)ay;(2) : +: a12(2)ana(z) : =+ aga(2)an(2) : +b1(2)
p(h2)(z) = 2:a(z)an(z):+ :aa(2)aly(z) : = arn(2)ali(z) : +b2(2)
plen)(z) = —:aii(2)an(2)aiy(2) : +ag(z)aiy(2) — aiy(2)bi(2) + kd:ai, (2)
plea)(z) = :ap(z)ain(z)ali(z) : — : apn(2)arz(z)aiy(z) : — : ap(z)ag(z)as(2) : +

—a11(2)a1z(2) — az(2)ba(2) + kdsan(2)

onde p : 5A[(3, C) — g[(@[xll’m,xlgjm,xgg,m | m € Z] ®c Clyim, yam | m € N*]> é uma representagao
de si(3,C).

Como r = 0ej = 1,2 > r temos a11(z), ai2(z) e az(z) ndo sdo campos, enquanto aj,(z),
aiy(z) e ady(z) sdo. Além disso, usaremos as seguintes convencoes: a11(2)+ = a11(z), a11(z)— = 0,
ar2(z)+ = a12(2), a12(2)- = 0, ax(2)+ = axn(z), an(z)- = 0, a1(2)1 = 0, af;(2)- = af;(2),

aia(2)+ =0, ajy(2) - = ajy(2), a3e(2)+ = 0 e azy(2)- = a3y(2).

Entao:

@) = (Gl + (G- ) =aEde

(i) = (i) + (G- ) = @)

ady(2) - an(2)aty(2) = << can(z)aly )+
( 2)+ (o

ta(2) :ar2(2)aja(2) n= | a5a(2)ya12(z)ais(z z)aja(2)asy(2) - | = a12(2)ais(2)ade(2)

a8 (2) - am(ady(z) = (a§2<z>+a22<z>a;2<z>) T (a22<z>a;2<z>a;2<z>_) = an(2)ads(2)ata(2).

Agora, escreveremos explicitamente a representacao p de sl(3,C) descrita acima. Essas férmulas
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explicitas ndo aparecem em [CF04] tendo sido obtidas pelo autor desta tese ap6s cuidadoso trabalho.

p(f1)(z) = a11(2) + a12(2)as.(2)

—s—1 —-m—1 * -5
= g ail,s? + E a12,m~? E (99 %

SEZL MEZL SEZ
—s—1 * —m—s—1
= E ail,s2 + E a12,mG99 ¢
SEZ m,sEZ
2 : —s—1 § : § : * —s—1
e CLlLSZ + ( a127ma22’s_m>z
SEZ SEL “MmEL
_ * —s—1
= a11,s + a12,m022 s—m | %
SEL meZ
—s—1
= E <-’E11,s—§ xlz,ma/aiﬂzz,ms)Z .
SEZL MmEZ

Entao, para s € Z, temos:

fis ﬂfll,s*E 5612,m3/59022,mfs

meZ

p(f2)(2) = ax(z)= Zazz,szfsfl = Zzzg,sz’*l.

SEL SEZ

Entao, para s € Z, temos:

fos = To2s

* * *
p(h1)(2) = 2a11(2)al;(2) + a12(2)aia(2) — a(z)azs(z) + bi(z)
—m—1 * -8 —m—1 * —s
= 2 E a1 mz E ajy ez ° + E a12,m2 E a1 42
MmeEZ SEZ meEZ SEZ
—m—1 * —s —s—1
- E a22 m~ E (g9 g2z~ + E bisz
meZ SEZ SEZ
* —m—s—1 * —m—s—1 * —m—s—1
= 2 E:all,man,sz + E a12,ma12 4% - E a22,m0og 4% +
m,sEZ m,sEZ m,sEZL
+ § blsz_s_l
SEL
* * * —s—1
— Z ( Z 2all,ma1175_m + 0/127mCL127S_m — a227ma2275_m + bls) z .
SEZ “mEZL
Assim,

p(h1)(z) = Z < Z —2211,m0/0%11,m—s — T12,m0/0%12,m—s + T22 m0/0%22 m—s + 0s<0€1 - Y_g +

SEZ “MmEZ

+0s>0 s €1 -0/0y, + 5570)\1>231.
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Entao, para s € Z, temos:

his Z (—2211,m0/0%11,m—s — T12,m0/0%12,m—s + T22.m0/0T22 m—s) + ds<0€1 - Y_s +
meEZ

+0s50 S €1 -0/0y, + 050\

* * *
p(h2)(2) = 2a2(z)az(2) + a12(2)aiy(2) — a11(2)aiy (2) + ba(2)
—m—1 * —5 —m—1 * —s —m—1 * —s
= QE a22,m% g U39 o2 +E a12,m? g ajg 4% —E a11,m? E a1, 52+
meZ SEL meZ SEZL meZ SEZ
+§ bQSZ_S_l
SEZ
- 9 * —m—s—1 * —m—s—1 * —m—s—1 b —s5—1
= 22,m 023 4% + a12,ma12 4% - a11,ma11, 5% + 252
m,SEZL m,sEZL m,sEZL SEZL
* * * —s—1
= Z ( Z 2a22,mA92 s_ym T A12,m012 s — A11,m011 s—m T b25> z .
SEZ “mEZL
Assim,

plh2)(z) = Z < Z _2$22,ma/8x22,m73 - $12,m8/8x12,m75 + $11,m3/5$11,m73 +ds<0€2 -y s+

SEZ “MmEZ

+0s>0 s €3 - 0/0y, + 6570)\2> 2757
Entao, para s € Z, temos:

hos Z (—2292,m0/0%22,m—s — £12,m0/0%12,m—s + T11,m0/0T11,m—s) + Os<0€2 - y_, +
MEZ

+53>0 S e 8/6}’8 + (53,0A2

pler)(z) = —:afi(z)an(2)ais(2) : +age(2)ais(2) — aiy (2)bi(2) + kdzai; (2)
= —an(2)aiy(2)aii (2) + ax(2)aiy(2) — ai1(2)bi(2) + kdza7, (2)

—s—1 * —-m * - —s—1 * -m
= —E a11,s% E a1t m? g ayy p? p—|—§ a22,5% g ajymz "+

SEZL meZ pEL SEZL meZ
_ —m—1 _
- E aTLSz s E bimz" ™ + kO, g a*{lvsz s
SEL mEZ SEZL
* * —m—s—p—1 * —m—s—1 * —m—s—1
= - E 11,5011 ma11,p% P+ E 22,5019 m? - E aiq,sbimz +
m,s,pEZ m,s€Z m,SEZL
+kY (=s)ajyz !
SEZL
* * * * * —s—1
= Z ( — Z a11,5—m—pQ11,ma11,p T Z (22,5s—mG12 m — Z ‘111,5—mb1m - k5a1175>z
SEZ m,pEZ meZ mEZ
= § ( - § Jf'll,s—m—pa/axl1,—’ma/8xl1,—p - E $22,s—m8/6$12,—m + ksa/axll,—s +
SEZL m,pEZL meZ

+ Z (0m,0A10/0%11,m—s + Om<o€l - Y_1n0/0%11,m—s + Om>0 M €1 '8/8ym3/8$11,ms)) P
meZ
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Entao, para s € Z, temos:

€1s

plea)(2)

Assim,

ple2)(z)

- Z 211,5—m—p0/0T11,—m0/0x11,—p — Z 222 s—m0/0%12,—m +

+ > (0moM0/0811.m—s + Omeoes - Y pn0/ 0211 m—s + Smsomes - 0/0y,,0/0x11m-s) +
meZ

+k s 6/8.7}11’73

= ap(z)an(2)ar(2) : =t agp(2)aia(z)aiy(2) : = ax(2)az(2)axn(2) : +
—a11(2)a1a(2) — az(2)ba(2) + kdzan(2)

= an(z)ag;(2)ax(2) — a12(2)aia(2)az(z) — an(z)an(2)axn(z) — an(z)ais(2) +
—a59(2)b2(2) + kOa29(2)

_ —s—1 * —-m * — —s—1 * —-m * -
= E:all,sz E a11,m* E (22,p% p—E 12,52 E 12,m% E agp? ©+

SEZ MmEZ PEL SEZ MmEZ PEZL
—s5—1 * —-m * - —s5—1 * —-m
- E a2 s% E QA22 m~? E Q92 p? P — E :all,sz E :a12,mz +
SEZ meZ PEZL SEZ meZ
* m—1 —1
—_ Z a227s Z meZ + k Z CL22 S .
SEZ meZ SEZL

* * * * * *
= E( E:all,s—m—pall,mam,p— E (12,s—m—pA12.md22 p — E (22, s—m—pA92 422 p T

SEZ “m,pEZ m,pEZL m,pEZ
— * —k ,—s—1
a11,s—m@12 m — a22 s—mb S a22 s
meZ MEZ
= g ( E Z11,5-m—p0/0x11,—m0/ 022 —p — E Z12,5—m—p0/0x12,—m0/0x22 —p +
SEZ “m,pEL m,pEZL
— E 292 5—m—p0/0T22 1 0/0x22 —p + E T11,5—m0/0T12,—m + E (0m, 020/ 022 m—s +
m,pEZ meZ meZ

+ém<o€2 - Y_,0/0222 m—s + Sm>omes - 0/0y,,0/0x22 m—s) + k s 8/8@2,_5) PR

Entao, para s € Z, temos:

€os >

Z T11,5-m—p0/0T11,-m0/OT22 —pp — Z T12,5-m—p0/0T12,—m0/0x29,—p +

m,pGZ m,pGZ

- Z x93 s—m—p0/0T22 —m0/0x22 —p + Z Z11,5-m0 /0% 12, —m + Z (0m, 0220/ 0222 m—s +

m,pEL meEZ meEZ
+0m<0€2 - Y_n0/0x22m—s + Omsomes - 0/0y,,0/0x22 m—s) + k s 0/0x22 _s

Logo, podemos resumir a representacao p de ;[(3, C) em

Clx] ®c Cly] = Clz11,m, T12,m> T22,m | m € Z] @c Clyim, yom | m € N¥|
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explicitando a acao de eyg, eas, his, has, fis, fos, com s € Z, e c:

c = k=~*=1 , Xhw)=XM , Xbhao) =X

fis = T11s — Z 212,m0/ 022 m—s
MEZL
fas = 2o
his — Z (—2211,m0/0x11,m—s — T12,m0/0%12,m—s + T22.m0/0T22 m—s) + ds<0€1 - Y_, +
mEZ

+(5S>0 S e 8/8}’8 + (5570/\1

hoe Y (—2299m0/ 022 m—s — T12.m0/OT12m s + T11m0 /011 m—s) + Fs<o€2 - Y +
meZ

+0550 5 €2 - 0/0y, + 0502
els — — Z Z11,5-m—p0/0x11,—m0/0x11,—p — Z 292,5-m0/0T12,—m +

+ Z (0m,0A10/0%11,m—s + Om<o€1 * Y_1n0/0T11,m—s + Om>omeq - 0/0y,,0/0T11,m—s) +
MEZ

+k‘ S 8/83:117_5
e2s > Z T11,5—m—p0/0T11,—m0/0x22 —p — Z 212,5—m—p0/0%12,—m0/0%22 _p +

m,pEZ m,pEZ
— Z %92 5—m—p0/0T22 —1m0/0x22 —p + Z T11,5—m0/0T12 —m + Z (0m, 0020/ 022 ym—s +
m,pEZ meZ meZ

+6m<o€2 - Y_n0/0%22 m—s + Omsomes - 0/0y,,0/0x22 m—s) + k s 0/0x22 s

Observe que p(his)(1®1) =0, p(hes)(1®1) =0, Vs € Zsg e, pleim)(1 ®1) =0, plezm)(1®1)=0e

plesm)(1®1) =0, Vm € Z, pois esy, = [e1y, €2,] com m = u + v. Entao
Eo = (((C61 @ Ceg ® (Ceg) KC (C[t, t_1]> ) (((Chl D (Chg) Kc tC[t])

aniquila o vetor (1 ® 1), onde /b\() = by @H é a subdlgebra de Borel natural de 5:\[(3,([3). Agora des-
creveremos a representacao de um moédulo de Verma Imaginario sobre ;[(3, C) segundo o trabalho de
B. Cox [Cox05] e concluir que ela é a mesma representacao do Teorema 3.2.2 ([CF04]), com n =2 e
r = 0, descrita acima.

Usando as notagoes de [Cox05], considere sl3(C) (n = 3). Como 1 <i < j < 3 temos os geradores

*

a;j(m) e a;;

(m), operadores em C[x], com x = {zj;(m) | i,j,m € Z,1 < i < j < 3}. Entao, sejam

ai2(m), a13(m), agz(m), ajs(m), ajs(m), ads(m), com m € Z definidos como segue:
aiz(m) = —z12(m) , az(m) = —x13(m) , ags(m) = —za3(m) ,

aip(m) = 0/9z1a(=m) , aiz(m) =90/0x13(—=m) , az(m)=9/0wy3(—m).
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Sejam b;(m), 1 < i < 3 operadores em Cly|, com y = {y;(m) | i,m € N*,1 < i < 3}, definidos como
segue:

b1(0) = —y7IN, , bi(=m) = —ylyi(m) ,  bi(m) = —ymd/dyi(m)
bo(0) = —y71N, , ba(—m) = —ylya(m) ,  ba(m) = —ymd/dya(m)
b3(0) = —y71N; , bs(—m) = —ylys(m) , b3(m) = —ymd/dys(m)

com m > 0, /\/1,)\/27)\;’ € C fixos e 2K = ~2, com v € C* fixo.

Definimos uma representacao p : ;[(3, C)— g[((C[x] ®c (C[y]) da seguinte maneira:

c — K

p(f1)(w)=z:Zp(f1(m))wm = —an(w)

p(b)(w)z%p(h(m))w‘m = —ax(w) + arg(w)aiy(w)

p<h1><w>=§p<h1<m>>wm = 2a15(w)aiy(w) + arz(w)ais(w) — azs(w)ajs(w) — ybi (w) +
- +(7/2) (b (w))

plha)(w) = > plha(m))w™ = 2azs(w)ajs(w) + arz(w)ais(w) — ara(w)ajy(w) — ybo(w) +
- +(7/2) (b (w) + b (w))

ple)(w) = >~ pler(m)w™ = arp(w)aiy(w)afy(w) — azs(w)ais(w) + ar(w)ais(w)ais(w) +
- —ag3(w)azs(w)ajy(w) — yaiy(w)b (w) + (v/2)aly(w)(bf (w)) +

~(V?/2)(w - Gy )ats(w)
plea)(w) = Eejzp@g(m))wm = agg(w)ags(w)ass(w) + ara(w)ais(w) — yazs(w)ba(w) +

+(7/2)azs(w) (b (w) +bf (w) — (v2/2)(w - 45 )ass(w)

Agora, escreveremos essas agoes explicitamente. Essas férmulas explicitas nao aparecem em [Cox05]

e foram obtidas pelo autor desta tese apds cuidadoso trabalho.

p(f)(w) = —ap(w) =Y —ap(s)w =Y zi(s)w .

SEL SEZL

Entao, para todos s € Z temos:

fi(s) = x12(s)
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= —a(w) + az(w)ajs(w)

= Z —ags(s)w™* + Z apz(m)w"™ Z aja(s)w
SEZ mEZ SEZL

= Z —ag3(s)w™° + Z < Z aiz(m)ajs(s — )>w_s
SEZ SEZ “MmEZ

= Z <5625 Z r13(m)0/dx12(Mm )>w_s'
SEZ meEZ

Entao, para s € Z temos:

p(h1)(w) = 2a2(w)ais(w

= 2 Z ai2(m)

mEeZ

— Z a3 (m)

meZ

= Z(2Za12( m)ajs(s —m +Za13 m)ais(s —m

SEL meZ

—’Yzbl

SEZ

-3 (Z

SEZ “mEZL

SEZ

fa(s) +— x23(s Zl’l:a )0/0x12(m — s)

meZ

) + awz(w)ais(w) — azs(w)ags(w) — ybi(w) + (v/2)(b3 (w))
w™™ Z ajy(s)w™ 4+ Z az(m)w=" Z ajs(s)w

SEZ meZ SEL
WS ag(s)w =y S bi(shw + (71/2) 3 balshw

SEL SEZL sEN*

meZ meZ

(s)w™ + (3/2) Y ba(s)w™*

seN*

+Z (55,077_1)\/1 + ds>07y s 9/0y1(s) + 5s<077_1y1(—8)>w_8 +

— Y ass(m)azy(s —m ))w_s-F

77

g (m))Dera(m — 5) — w13(m)D)Drs(m — 5) + 223()) Vs (m — ))w n

+(7/2) Y = 5 0/0ya(s)w
seN*
= Z < Z —2x12(m)d/dz12(m — 8) — x13(m)I/dx13(M — 8) + x23(M)I/DT23(M — s))ws I

SEZ “mEZL

+y (55,@’1 + 0scoyi(—5) + 8550 5 72 <8/8y1(3) - (1/2)3/8y2(s)>>w8.

SEZ
Assim, para s € Z temos:
1 S = =2 Z 3312 8/8:1112 Z a;13 8/83}13 — S + Z $23 8/(91‘23 ) +

meZ

meZ meZ

8u0Xs + Gacoyn(—5) + 6uo 5 72 <0/3y1(5) - (1/2)3/392(S)>
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p(h2)(w) = 2axs(w)azs(w) + ars(w)ais(w) — arz(w)ais(w) — vba(w) + (7/2)(by (w) + bg (w))

= Z(Z 2a93(m)ajs(s —m) + Zam m)ajs(s —m Z ajz(m)ais(s —m ))w—s

SEZ “mEZL meZ meZ

Y (6S,OA; Gacoyn(—8) + e 8 a/ay2<s>>w—s n

SEZ

=02/ s (0/0m9) + 0/0m(s))u

seN*

- Z ( Z —2293(m)0/dxa3(m — ) — x13(m)0/0x13(m — 8) + x12(m)0/dx12(M — 5)>w—s n

SEZ “mEZ

+32 (B100  bucannl5) + 0 5 9% (0/01(5) — (1/2)0/01(5) — (1/2)0/00() ) )™

SEZ
Entao, para s € Z temos:

ha(s) +— =2 Z x23(m)0/dxaz(m Z x13(m)0/0x13(m — s) + Z x12(m)0/0x12(m — s) +

meZ mEZ meEZL

+0500 + Bs<ova(—$) + G550 5 77 (3/31/2(8) —(1/2)0/9y1(s) — (1/2)3/3%(8))

pler)(w) = arp(w)ais(w)ais(w) — ags(w)aiz(w) + arz(w)aiz(w)ais(w) — ags(w)ags(w)ais(w) +
—yaiy(w)bi(w) + (v/2)ais(w)(by (w)) — (v2/2)(w - g )ata(w)
= Zam(S)w_s Z ajs(m)w™ Zau w P Zagg - Z ajz(m)w™"" +

SEZL meZ pEZ SEZ meZ

+> a()w ™Y am)yw ™Y afy(p)w P +
SEZL meZ PEZ

=Y am(s)w™ Y asg(m)w ™Y ajy(p)w P+
SEZL meZ pEZ

> aia(s)w ™ Y bi(m)w T + (7/2) D afa(s)w " Y ba(mw”
SEZL MEZ SEZL meN*

+(72/2)) s aja(s)w™*

SEZL
= 2 (X ons—m - plaismlaie) )u+

SEZ “m,pEZ

+Z < Z a13(s —m — p)ays( )a12(p)>w +
SEZ “m,pEZ

23 (= X aals - m— phagmiaia) )u +
SEL m,pEZ
Z( Zagg s —m)ajs(m )w_s+z<—72a’{2(3—m)b1(m)>w_8+
SEZ MmEZ SEZ MmEZ

+ (v/2) aiy(s — m)ba(m) Jw™® 4+ (v%/2) s aly(s) Jw™*.
SeZ(V m%* 12 2 > é(V 12 )
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Assim,

pler)(w) = Z ( Z —212(8 — m — p)0/0x12(—m)0/0x12(—p) + T23(s — m — p)0/Oxa3(—m)0/Ox12(—p) +

SEZ “m,pEZ

+ Z —213(s — m — p)0/dx135(—m)0/dx12(—p) + Z xo3(s —m)0/Ox13(— ))w—s +

m,pEZ meZ
+ Z 0/0x12(m — s) <5m70/\/1 + Om<oy1(—m) + §m>072m8/6y1 (m))ws +
m,sEZL

+> ( v/2) > 0/0x1a(m ( ymd/dys(m ))w_s + sz; ((72/2) s 8/83:12(—3))10—3.

SEZL meN*

Entao, para s € Z temos:

e1(s) — Z —212(8 — m — p)9/0x12(—m)0/0x12(—p) + x23(s — m — p)I/Dx23(—m)0/Ox12(—p) +

m,pEZ

+ Z *.’L’lg(S*m*p)a/a.’Elg( 8/8.’E12 + Z.ng S—m 8/81‘13( )+
m,pEL mMEZ

+ Z <5m,0)\/18/61:12(m — 5) 4+ 0;m<0d/0z12(Mm — 5)y1(—m) +
meZ

+0m>07>md/0z12(m — 5) (8/8y1(m) - (1/2)8/8y2(m)>) + (v%/2) 5 0/0x12(—5)

ple2)(w) = ag(w)ags(w)azs(w) + ar2(w)arsz(w) — vagz(w)ba(w) +
+(7/2)ass (w) (b} (w )+b+( ) — (V?/2)(w - g5)ass(w)
= Zagg Za23 Za23 Jw p+Za12 Za13

SEZL meEZ PEZL SEZL meEZ
—7 Y ass(s)w ™ D ba(m)w "+ (7/2) Y abs(s)w™ Y (ba(m) + by(m))w ™ +
SEZ MEZ SEZ meN*
~(3%/2)(w - d/dw) Y " ass(s)w”
SEZL
= Z < Z ass(s —m — p)ass(m)ass(p >w5+z (Zalg s —m)ajs(m )>w3—i—
s€Z “m,pEZ SEZ “MmEL
+Z< ’YZCLQ?)S— ))w +7/2Zsa23 T+
SEZ meZ SEZ

+ <<7/2> > a§3(5—m)(bl(m)+b3(m))>w_8.

SEZL meN*
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Assim,

ple2)(w) = Z ( - Z x23(s —m — p)9/0xa3(—m)0/0xa3(—

SEZL m,pEZ meZ

= 3 ol — m)0Ora(-m) )~ +

+ Z 0/0xa3(m — s) (5m’0)\/2 + Sm<coya(—m) + Omsoy> m 8/8y2(m)>w_s +

m,sEL
D3 (e 3 mafoenim ) (o100 m-+ 003 Y+

+ 2(72/2) s 0/0xa3(—s)w™?.

SEZ

Entao, para s € Z temos:

ea(s) — — Z xo3(s —m — p)0/dxa3(—m)d/Oxa3(— Z z12(s — m)d/0x13(—m) +
s (csm,oA;a/am(m — 5) + Gmcod/Oras(m — 8)ya(—m) +
meZ

S0y [Ozs(m — 5) (a/ay2<m> ~(1/2)9/0u: (m) — <1/2>a/ay3<m>)) n
+(72/2) s 0/0xa3(—s)
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Podemos resumir as acoes descritas acima. Para cada s € Z:

fi(s)
f2(s)

e1(s)

ea(s)

I

K
x12(8)
za3(s) = Y w13(m)d/dz12(m — s)
meEZ
-2 Z x12(m)0/0x12(m Z x13(m)0/0z13(m — s) + Z x93(m)0/0xa3(m — s) +
mez mez, mez

+65,0\ + Os<oy1 (—8) + 8550 5 7 (8/%1(8) - (1/2)0/8y2(8)>

—2 Z .T23 8/8m23 Z $13 6/8:513 — S + Z 1'12 8/81‘12( ) +

meZ meZ meZL
+05,000 + Gacoya(—$) + G550 5 7 (3/3?;2(8) — (1/2)0/0y1(s) — (1/2)0/3213(8)>

Z —212(8 — m — p)9/0x12(—m)0/0x12(—p) + x23(s — m — p)9/Dx23(—m)0/Ox12(—p) +

m,pEZL

+ Z *35'13(8 —-m —p)@/axlg( )8/8%12 + Z .’E23 S — 8/31‘13( ) +

m,peZ meZ
+ Z <5m,0)\/18/31:12(m — 5) 4+ 0m<00/0x12(Mm — 5)y1(—m) +
meZ

+0m=07>md/0z12(m — 5) (8/5‘y1(m) — (1/2)8/8y2(m)>) + (7v*/2) 5 9/0x12(—3)

— Y @3(s — m — p)0/0xa3(—m)d/Oxaz(—p) — Y w1a(s — m)d/dx13(—m) +
m,pEZL meZ

+ Z <5m,0)\/28/3m23(m — 5) 4+ 0;m<00/0z23(Mm — 5)y2(—m) +
meZ

S0y ds(m — 5) (a/am(m) —(1/2)9/0y:(m) — (1/2>a/ay3<m>)) T
+(’y2/2) s 0/0xa3(—s)

Concluimos que a representagao apresentada no Teorema 3.2.2 [CF04] paran =2er =0 é a

mesma representagao descrita no trabalho de B. Cox [Cox05] com n = 3. Notamos ser necessario fazer

algumas identificacoes:

fis < fo(s) o fas & fils)

his <> ha(s) ,  has <> hi(s) ,

e1s <> ea(s) , ez > ei(s)
PYRESD VD PR Vi

T11,s < 3323(8) y  T12s 7 9613(8) y  T22s <7 9012(8) )
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er-y_s < ya(—s) , ex-y_g e uy(—s) ,

sep-0/0y, <> 2 s <8/8y2(8) —(1/2)0/0y1(s) — (1/2)8/83/3(5)) ,
se2-0/0y, 9% 5 (9/0m(s) ~ (1/20/0m () ).

342 (n=2,r=2):Was(\7)

Considere a algebra de Lie g = s[(3,C), com geradores ey, ea, f1, f2, h1 e he. Entéo, os geradores de

~

50(3,C) sao e1m, €2ms fims fam, Pim, hom € ¢, com m € Z. Considere as seguintes distribui¢oes formais:

ei(z) = Z eimz ™, filz) = Z fimz"™ b hi(z) = Z himz"""1

MEZ meZ meZ

com ¢ =1,2.
Para um elemento v € C*, seja k = v2 —(r+1) =42 -3. Como 1 < i < j < n =2, a
algebra de Heisenberg @ tem os geradores a11,m, A12,m, A22,m, a’{17m,a’{27m, a§27m e 1, com m € Z. Seja

Clz11,m, T12,m, T22,m | m € Z]. Como j < 2 = r temos:

0/0x11m ,se m>0 ZT11,—m , e m<0

~ ~ *

P(all,m) = ) p(all,m) = )
Z11,m ,s¢ m<0 —0/0x11,—m , s¢ m >0
0/0x12.m , 56 m>0 12,—m ,se m<0

~ -~ *

p(a12,m) = ’ p(a12,m) = )
Z12,m ,s¢ m<0 —0/0x12,—m , s¢ m >0
0/0x22m , se m>0 92, —m ,se m<0

~ -~ *

plazzm) = o pladgm) = ;
T22.m ,se m<0 —8/8x22,_m ,se m>0

\
F1) =1
-1
A matriz de Cartan associada com g é A; = . Assim, como r = 2, construimos a matriz
-1 2
2?2 —?
B =
2 2
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A algebra de Heisenberg b tem geradores bim, bom, € 1, com m € Z. Assim,

0
prabio) =M1 5 palbi—m) =e1-¥, , pralbim) =me; - ay.

0
pra(bo) = X2, palb2,—m) =€2-¥,, , palbam) = mez - oy

com m >0, A = (A, A2) € C2 y,, = (Yim, y2m) € 8/0y,, = (0/0y1m,0/0y2m). Sejam Ay = A(hig) e
A2 = A(hao).

Observe que ej,e3 € C2, e;- ¢, =B, =272 e e; - ej =B;; = —~2, (i # 7). Entdo, se e; = (x1,1)

e ey = (12,y2) temos 27 + y? = 23 + v = 292 e 1112 + Y1y2 = —72.
Pelo Teorema 3.2.2 [CF04], com n =2 e r = 2, temos:
plc) = k=~"-3

p(f1)(z) = an(z) + ai2(2)ag(2)

p(f2)(z) = a(z)

p(h1)(z) = 2:an(2)aqi(z) : 41 a12(2)aia(z) : — : ag(2)a(2) : +b1(2)

pho)(z) = 2:a2(2)az(z): +: a12(2)ais(z) : — : ann(2)an, (2) : +b2(2)

ple)(z) = aji(z)aii(z)an (2) : +a(z)aia(z) — a11(2)bi(2) + (k + 1)0:a71,(2)

ple2)(z) = :ap(z)an(z)an(z): - ag(z)ara(z)aly(2) : — : ax(2)ase(2)as(z) : —an(z)a(z) +

—a(2)ba(2) + kOza35(2)

onde p : 57[(37 C) — g[<c[$11,m7$12,m7$22,m | m € Z] ®c Clyim, yom | m € N*]> ¢ uma representagao
de 51(3,C).

Em [FF90b] temos a seguinte representagao da dlgebra de Lie afim ;[(3, C) no espago M @y /.2,
onde M é uma representagao irredutivel de uma algebra de Heisenberg especifica e v # 0:

c —» K=12-3

Fi(z) = an(z) + ai2(z)a(2)

Fy(z) = a(z)

Hi(z) = 2:an(z)ani(2) : + 1 a12(2)ala(2) : = ag2(2)agn(2) : +vbi(2)

Hy(z) = 2:an(z)ag(z):+:a12(2)als(2) : = an(2)aly (2) : +ba(2)

Ei(z) = —riaji(r)an(z)aii(2) @ +a(z)aix(z) —vaii(2)bi(z) — (K + 1)(2%)@1(2)

Ey(z) = :ap(z)an(z)ari(z) : — :axn(z)aiz(z)ala(z) « — 1 agy(2)age(2)as(2) : —a1(2)ala(z) +

3y (2)ba(z) — K (- )ai()

O espaco M @ (v # 0) é um médulo de Wakimoto e é denotado por W, .

xX/v,v2s
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As distribuigoes formais, neste caso, sao da forma A(z) = > ., A(s)z°. Entao,

(k+1)0.afy(2) = —(k+ 1> saf =", kdah(z) = kY sajp " o
SEZ SEL

d * * d * *
—(K + 1)(»?@)@11(2) =—(K+1) Z s ajy(s)z® —K(Zi)%z(z) = —KZ s ag(s)2” .
SEZ SEZL
Concluimos que a representagao descrita no Teorema 3.2.2 [CF04] para n = 2 = r é a mesma

representacao descrita nos trabalhos de B. Feigin e E. Frenkel [FF88, FF90b].

343 (n=2,7r=1): Wayi(\7)

Considere a algebra de Lie g = sl(3,C), com geradores ey, ea, f1, f2, h1 e ha. Estes geradores s@o
matrizes descritas no Apéndice A na Secao A.3, assim como algumas informagdes sobre a dlgebra de
Lie g = s1(3,C).

Sabemos que o sistema de raizes de g = sl(3,C) é A = {g; —¢; | 1 < i # j < 3}. Sejam
a1,y € h* tais que a = €1 — g3 e g = g9 — €3. Temos que IT = {ag,as} é uma base de A e
Ar = AL(Il) = {a1,a2,01 + a2} é um conjunto de raizes positivas com respeito a II. Portanto,
A ={ay, a9, 01 +ag, —aq, —ag, —a; — g} é um sistema de raizes de g, onde IT = {ay, a2} é uma base
de A.

O grupo de Weyl W do grupo de Lie G = SL(3,C) = {g € GL(3,C) | det(g) = 1} é gerado pelas

reflexoes simples s1 = s4, € 52 = Sq,, onde a acao de W on h* é dada por
si() = -1 , si(ag)=ar+taz , s(v)=ar+ar , sa(az) =-—az

e |W| = 6; ou seja, W = {e, s1, s2, 5152, 5281, $18251 = S25182}. Temos que W = G3.
Usando a linguagem de permutacoes podemos descrever este grupo como segue: W = G3 =
{e,(12),(23),(123),(132),(13)}.

Para os representantes de W em G tomamos as matrizes:

1 00 0 10 1 0 O
e=10 10 ;o S1=|-1 00 , S2=(0 0 1 )
0 01 0 01 0 -1 0
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0 0 1 01 0 0 0 1
s1%=1-1 0 0 , S251=10 0 1 , S15281=|(0 —1 0
0O -1 0 1 00 1 0 O

Os geradores de sl(3,C) sao e1m, €2m, fim, foms Pim, hom € ¢, com m € Z. Considere as seguintes

distribuicoes formais:

ei(z) = Z emz " fiz) = Z fimz™ ™ hi(z) = Z Rimz" "1,

MmEZ meEZ mMEZ

com ¢ =1,2.
Para um elemento v € C*, seja k = v2 —(r+1) =42 —-2. Como 1 < i < j < n =2 a
dlgebra de Heisenberg @ tem os geradores ai1,m, @12,m; @22,m» @11 > @19 ms G39m © 1, com m € Z. Seja

C[l’u’m, T12,m, L22,m ’ m € Z]. Entao:

N 0/0x11m , se m>0 . ZT11,—m ,se m<0
p(an,m) = ) p(all,m) = )
T11,m ,se m<O0 —0/0x11,—m , se m >0
ﬁ(alz,m) = T12,m > ﬁ(a’iKQ,m) = _6/61'12777” )
ﬁ(a22,m) = T22m 5(a§2,m) = _6/61'22777” )
A1) = 1.

A algebra de Heisenberg b tem geradores by, bay, € 1, com m € Z. Entao,

0
px(bro) = A1, palbi—m) =e€1-y, ,  palbim) =mer - o

0
palb2o) =2, palba—m) =e€2-¥,, , palbam)=mes- v

com m >0, A = (A, A2) € C2 y,, = (Yim, y2m) € 8/0y,, = (0/0y1m,0/0y2m). Sejam A\; = A(hig) e

A2 = A(hgo).
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o W3% (A, ), com w = (1 2)

Consideremos o elemento w = 51 = (1 2) € S3. Pelo Teorema 3.2.2 [CF04], com n =2 e r = 1,

temos:

pile) = k=7"-2
P’ (fi)(z) = an(z)+ aa(z)ag(2)
p“(f2)(2) = ax(?)
p(h)(z) = 2:an(z)aqi(2): + 1 a2(2)ala(z) : — : age(2)agn(2) : +b1(z)
p¥(h2)(z) = 2:an(z)an(z): +:a2(2)als(2) : — : ar1(2)aly (2) : +b2(z)
pU(e1)(z) = —:aji(z)an(z)aiy(2) : +a(z)alsy(2) — aly(2)bi(z) + kd.aiy (2)
p¥(e2)(2) = tap(zann(z)aii(z): —: az(z)aa(z)ais(2) + — 1 ag(2)aze(2)az(z) « +

—a11(2)aiz(2) — az(2)ba(2) + kdzas(2)

onde p* : ;[(3, C) — Q[<C[$11,m,$12,m7$22,m | m € Z] @c Clyim, yam | m € N*]> ¢ uma representagao
de ;[(3, C). Chamamos C[x]®cCly], com a estrutura de médulo descrita acima, de médulo de Wakimoto
Intermediério torcido pelo elemento w = (1 2) € &3, e denotamos ele por W5% (A, 7).

Agora consideremos a subéalgebra de Borel b =0y @H de 5?[(3, C), onde
By = («ceQ & Ces) Gc (C[t,t_l]> & <<<c61 &Ch & h) ®c tC[t]> ®Cer |

e 6 =hPpCcad Cd = Ch; & Chy ® Cc @ Cd. Observe que b1 éa subélgebra de Borel de ;[(3,@)
correspondendo & subalgebra parabdlica p1 = hdnt & Cfy de g = sl(3,C), cujo fator de Levi redutivo
é1l; =Chy®Chy ®Cey Cfy = Chy @ sl(2,C); isto é, El ¢ a subdlgebra de Borel de g correspondendo

a subdlgebra parabdlica de g cuja parte semissimples do fator de Levi redutivo é g, = sl(2,C).
A agdo da reflexdo s1 € W =2 S3 em A é:

si(a)) =—a1 , si(ag) =a1+as , si(a;+ag) =s1(ag) +s1(ae) =—a1+ a1 +as =ay

si(—ou)=a1 , si(—a)=—a1—ay , si(—oa1—a2) =—s1(a1)—si1(a2) =1 —a1 —ay = —a.

Em outras palavras:
(Cel — Cfl s CBQ — (Ceg s (Ceg — (Ceg s

Cfi—=Cer , Cfo—=Cfz , Cfs=Cfa.

Denotamos por /5\1111 a subdlgebra de Borel El =b EBH torcida pelo elemento w = s1. Entao, temos:
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onde
by = <(<Ce2 @ Ces) ®c C[t,t_1]> & <((Ce1 ®Cfidh) ®c t(C[t]) @ Cfy.

Afirmacao: o médulo de Wakimoto Intermedidrio torcido pelo elemento w = s, Wﬁf’l()\, v), tem as
seguintes propriedades: a subdlgebra b; aniquila o vetor (1®1) € C[x]®c Cly], h(1®1) = A(h)(1®1),
paratodos h€hec(l®1) = (72 -2)(1®1).

Verifiquemos esta afirmacao. Nesse caso, foi necessario descrever as férmulas exibidas acima de
forma explicita. O autor desta tese utilizou a definicao das distribuigoes formais e descreveu cada

férmula explicitamente a fim de verificar a afirmagcao.
Para que qu) aniquile o vetor (1 ® 1) precisamos que:
o p¥(e15)(1®@1) =0, p¥(f15)(1®@1) =0, p*(h1s)(1®@1) =0, p*(hes)(1 @ 1) =0, Vs € Zo;
o p¥(e2m)(1®1) =0, p¥(e3m)(1® 1) =0, Vm € Z;

o p"(fi0)1® 1) =0.

PU(A)(2) = Y0 ()2 = an(z) + ara(2)asy(2)

SEZL
_ —s—1 —s—1 * —-m
= ail,s? + a12,s% 99 m 7
SEL SEZL meZ
—s—1 * —s—1
= E ail,s2 + E a12,5—ma92 ;m?
SEZ m,SEZL
_ * —s—1
= ail,s + a12,s—ma22 m | % .
SEZ meZ

Entao, para s € Z, temos:
fis = 5S<01/‘11,s + 65208/83711,3 - Z le,s—ma/axQZ—m
meZ
Seja s € Z~¢. Entao:

P (fis)1®1) = <3/3$11,s - Z 3312,sm3/83322,m> (1®1)

MEZ

= <a/3$11,s - Z $12,s—m3/39€22,—m> (1) ®1d(1)

meZ
= 0l=0.

Para s = 0 temos:

fio = 0/0x110— Z 212,-m0/0T22 —m
meZ
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P (fr0)1®1) = <3/3€'311,0 = $12,m3/59622,m> (1®1)

MmEZ

= (8/8@*1170 — Z $127_m8/a$227_m> (1) & Id(l)

meZ
= 0®1=0.

() = 20 an(2)ah(s) : + ana(2)ala(s) : — : an(2)aka(s) : +b1(2)
= 2(naani) + 2(aEan()- ) + o) - an(l) +h(e)

—m—1 * —s * —s —m—1 —s—1 * —-m
= 22 a11,m= E aj 42 +2§ ayy oz E a11,m? "’E:allsz E:au’mz +

m<0 SEL SEL m>0 SEZ me”ZL
—s5—1 * —-m —s5—1
*E :a227sz E (g9 Mm% T g bis2
SEZ meZ SEZL
* —s—1 * —s—1 * —s—1
= 2§ E 011,m 011, s—m? +2§ E 011,5—m@11,m? + E 0126 m 0y 7 +
s€Z m<0 s€EZ m>0 m,s€Z
E * —s5—1 E —s—1
- a22,s—ma227mz + blsz
m,sEZL SEZL
= * * * * —s—1
= § (2 E A11,ma711 s T 2 § ai1,s—m@it,m + § A12,5—m @12 1 — § 22,5~ m @39 m + b1s) 2 .
SEL m<0 m>0 meZ meZ

Entao, para s € Z, temos:

* * * *
his = 2 E a11,m011 5—m T 2 E ajq,s—mail,m + E a12,5—ma12m — g a22,5—ma99 m + b1s
m<0 m>0 meZ meZ

Seja s € Zsq. Assim, m < 0 implica s —m > 0 e m > 0 implica (ou s —m < 0 ou s —m > 0). Esse
argumento serd bastante utilizado sempre que as férmulas apresentarem o produto normal ordenado

e precisarmos escrevé-las explicitamente. Assim:

his — =2 Z x117m8/6x117m_3 + 2 Z (55§m$11,m—58/axll,m - 5s>ma/8x11,m—sa/axll,m) +

m<0 m>0
— Z $12757ma/8$1277m + Z 1‘227577,18/81‘2277“1 + seq - 6/6y3
MmEZ meZ

Portanto,

pw(hls)(l & 1) ( -2 Z mll,ma/amll,mf\s + 2 Z (6s§m$11,m758/ax11,m - 63>m6/8111,m758/6x11,m) +

m<0 m>0

= T126-m0/012 i+ > 22,50/ O22 i + s€1 - 5/8)’3) (1®1)

meZ meZ
= (— 2 Z 211,m0/0%11 m—s + 2 Z (Os<m®11,m—s0/0%11,m — Os5m0/0T11,m—s0/0x11,m) +
m<0 m>0
— Z .%’1275,»,”8/83312)77,1 + Z $22,3m8/8$22}m> (1) & Id(l) + Id(l) & (3e1 . 6/8y8) (1)
meZ MmeZ

= 0®1+1®0=0.
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P()(5) = 2: an(akg(z) : +ar(2)ala(s) : - ann(2)afa(2) : +ha(2)
= 2m(an() + an()ai) - (i) - (4 @) ) + b
= 2 Z ago,sz 51 Z asom?z "+ Z arz,sz 57 Z alom? "+

SEZ MEZ SEZ meZ
—m—1 * —S * —S —m—1 —s5—1
- E a11,m? g a2 " — g ajy 47 E a11,m? +§ basz
m<0 SEZL SEZ m>0 SEZ
* —s—1 * —s—1
= 2 E a22,5—ma22 m % + g a12,s—ma12 m~? +
m,SEZL m,sEZ
* —s—1 * —s5—1 —s—1
_§ : E :all,mall,s—mz - E E a11,5—m@11,m~= +§ :bQSZ
s€Z m<0 s€Z m>0 SEZL
* * *
- (25 22,5 m@3s 0 + D Q125 m@iam — D G11mli1 s pm +
SEZL meZ meZ m<0
* b —s—1
— 2 Gl1,s—mQi,m T 02 |2 7 .
m>0

Entao, para s € Z, temos:

hgs — 2 CLQQ’S_mCLQQ’m + a12,5—ma127m - all,mau,sfm - all,sfmallvm + b25
meZ meZ m<0 m>0

Seja s € Z~q. Analisando todas as possibilidades temos:

hos — =2 Z 292,5—m0/0T22, —m — Z 212,5-m0/0x12,—m + Z 211,m0/ 0211 m—s +

MEZ MEZ m<0
- Z (5s§mx11,m—sa/axll,m - (5s>ma/8x11,m—58/81‘11,m) + sey- 8/33’5
m>0

Portanto,

pY(hes)(1®1) = < -2 Z 222 s—m0/0%22 —m — Z 212,5—m0/0x12,—m + Z 11,m0/0T11,m—s +

meZ meZ m<0

- Z (5s§m$11,m738/8$11,m - 5s>m6/8x11,msa/axll,m)> (1) & Id(l) +

m>0

+1d(1) ® ( s ey 8/8y5>(1)

= 0®1+1®0=0.

pile)(z) = —:an(z)an(2)aiy(2) 1 +ag(2)aia(z) — a(2)bi(z) + kdza1 (2).



90 Moédulos de Wakimotos Intermedidrios 3.4

Temos que : aj;(2)a11(z)aj;(z) :=: aj1(2)(: a11(2)ai;(2) :) :. Logo:

@ = (nEnEan ) + (o Eane-) -
#(enenan@on)- ) + (ahEom)-ae).- ).

Assim,

. * .= * —m —p—1 * -5 —p—1 * —s * —m
rajp(2)ari(2)aj;(2) = E a11,m#? E a11,p% E ay11,6% +§ a11,p2 E ay1,6% E a11,m2

m<0 p<0 SEZ p<0 sEZ m>0
* —m * —s —p—1 * —s —p—1 * —-m
+ E a11,m? E (11,62 E arnpz? "‘E a11,s% E arpz? E a11,m?
m<0 SEZL p>0 SEL p>0 m>0
Entao,
w _ * * —s—1 * * —s5—1
P (61)(2) - E ( - E all,ma’llypa’lLsmp)z + E : < - E : a‘ll,pa‘ll,smpall,m>z +
SEL m<0,p<0 SEZL m>0,p<0
* * —s5—1 * * —s—1
+Z <— Z all’mauwsmpau,p)z + Z ( — Z a11,smpa11,p011,m)z +
SEZ m<0,p>0 SEL m>0,p>0
* —s—1 * b —s—1 k * —s5—1
+ a22,5—m@12 m |2 + - a11,5—mbim | 2 - 5 ayy 2 .
SEZ “MmEZL SEZ mEZ SEZ
Seja s € Z~o:

s>0,m<0,p<0 implica s—m—p>0,
s>0,m>0,p<0 implica s—m—-—-p<0ous—m-—-p>0,
s>0,m<0,p>0 implica s—m—-—p<0O0Oous—m-—p>0,

s>0,m>0,p>0 implica s—m—-p<0ous—m—p>0.
Entao, para s € Z~( temos:

e1s > 211, m 1150/ 0811 pp—s +

m<0,p<0

+ Z 53§7n+px11,p-r11,m+p—sa/al'11,—m - Z 5s>m+px11,pa/3xll,m-&-p—sa/azll,—m +
m>0,p<0 m>0,p<0

- Z Ss<mipT11,—mT11,m4p—s0/0T11p + Z Oss>mapl11,—m0/0T11 myp—s0/0T11p +
m<0,p>0 m<0,p>0

+ Z 58§’H’L+px11,1’”-‘1—[)—86/ax11,p8/8x11,—’"b - Z 5s>m+pa/8x11,’rn—i—p—sa/axll,pa/axll,—nL +
m>0,p>0 m>0,p>0

- E 292,5—m0/0%12,—m + s k 0/0x11,—s + Z (0m,00/011,—s A1 — Om>00s<mT11,m—sme1 - 0/0y,, +
mEZ meZ

+0m50055>m0/0%11,m—smer - 0/0Y,, + 0m<00/0T11,m—s€1 - Y_1)



3.4 Caso n = 2 : médulos de Wakimoto Intermediarios Wa (A, ) 91

Assim, para s € Z~q:

pPle1s)(1®1) = 0®1+ ( Z (0m,00/0211,—sM — Om>00s<mT11,m—smeq - 0/0y,, +
MmEeZ

+5m>058>m8/8x11,m—5me1 : 8/aym + 5m<06/8$11,m—se1 : Y—m)> (1 & 1)

= > <5m,oa/axn,_s(1) @AM (1) = n>00s<m@11m—s(1) @ mey - /Ay, (1) +
meEZ

+5m>065>m8/ax11,m—s(1) ®meq - a/aym(l) + 6m<08/ax11,m—s(1) ®eq- ym(l))

= Z <5m,0(0 ® A1) - 5m>058§m(x11,m—s & O) + 5m>055>m(0 ® 0) +
meZ

+m<o(0 @ ey - y_m)> =0.
pP(e2)(z) = :ap(z)an(z)ali(z): — 1 ap(z)aiz(z)ala(z) « — 1 agy(2)age(2)asy(2) : —a1i(z)ala(z) +
—ag(2)b2(2) + kO:a5(2).

Temos que : a3y(2)a11(2)ai;(z) :=: a35(2)(: a11(2)ai (2) :) 1, ady(2)+ = 0 e ad,(2)— = ady(z). Logo:

- at(2)an ()afy (2) = (an<z>+a>{1<z>a;2<z>) T <a¢1<z>an<z>a32<z>).

Isto é,

. * I —m—1 * —p * —5 * —p —m—1 * —s
tay(2)an(z)ai(z) == E aii,m#= E a11,p% E A2z % JFE a11,p? E ai11,m=z A2 5% -

m<0 PEZ SEZL PEZ m>0 SEZ
Sabemos que ai2(z)+ = a12(2),a12(z)— = 0,a22(2)+ = a22(2),a22(z)- = 0,ai5(z)+ = 0,aj5(2)- =
a1y(2), a35(2)+ = 0 e a3y(2)— = a3y(2), pois j =2 > r. Logo:

Pag(2)a12(2)aiy(2) 1= arz(2)aiy(2)az(2)

: ay(2)az(2)a (2) = an(2)ady(2)a (2).
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Portanto,

w _ * * —s—1 * * —s—1
P (62)(2) - E ( E : all,mall,pa22,smp)z +§ ( E : a’ll,pall,ma22,smp>z +

s€Z “m<0,pEZ s€Z “m>0,pEZ
* * —s5—1 * * —s5—1
+ E < E alz,malz,pazz,s—m—p)z + E , ( E , a227ma22,pa22,s—m—p>z +
SEZ m,pEZ SEZL m,pEZ
* —s—1 * —s—1 * —s—1
+ E <_ E all,s—mam,m)z’ + E (_ E a22,s—mb27ﬂ>z —k E § Qg3 5% .
SEZL meZ SEZ meZ SEZ

Seja s € Z:

€25 > — E T11,mT11,—p0/ 022 m4p—s + E Z11,m0/0211,—p0/0%22 m4p—s +

m<0,p<0 m<0,p>0

- Z 211,—p0/0211,m0/0T22 mip—s + Z 0/0x11,—p0/0211,m0/0T22 m1p—s +
m=>0,p<0 m>0,p>0

- Z T12,m0/0x12,p0/0%22 mip—s — Z 122,m0/0x22,p0/0T22myp—s +
m,pEZ m,pEZ

+ sk 0/0x92 s+ Z 0s>m0/0x11,5-m0/0T12, —m + Z Os<mT11,5—m0/0T12,—m +

meZ MEZ

+ Z (01,00/ 0222, — s A2 + 6m>00/0T22,m—smez - 00, + dm<00/0T22.m—s€2 -y _,)

MEZ

Entao, para s € Z:

pU(eas)(1®1) = 0®@1+
+< Z 0m,00/022, —sA2 + 0100/ 0%22 mm—smes - 0/0Y,, + Omc00/0L22 m—s€2 'ym) (1®1)
meEZ
= Z <5m’08/8x22,s(1) ® )\2(1) + 5m>08/8$22’m75(1) X mes - 6/6ym(1) +
MmeZL

+6m<08/8$22,m7.§(1> & €y - y—m(1>>

= Z <5m70(0 ® )\2) + 5m>()(0 (39 0) + 5m<[)(0 ® € - ym)>
meZ

= 0.

Precisamos verificar que p“(ess)(1 ® 1) = 0, para todo s € Z. Sabemos que o colchete de Lie em

g=:sl(3,C) &

[z @™,y @t°] = [2,y] @™ + My —s(2,y)c

para todos z,y € g = sl(3,C), m,s € Z. Observe que a forma de Killing em sl(3,C) é (z,y) = tr(zy),
para todos z,y € sl(3,C).

Entdo, em particular [e1,,, e25] = [e1, e2] @ ™5 + md,, _s(e1, e2)c.
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Temos que
010 0 00 0 01
€162 0 00 0 01]=1]10 0 0]=es
0 0 0 0 00 0 00

implica que (e1, e2) = tr(ejez) = 0.
Logo, [e1m, €25] = [e1,€2] @ t™T5 = e3 @ t™ 15 = e3,, comp=m + s € Z.
Considerando a representacao p*, precisamos mostrar que p*(esp)(1®1) = p"(le1m, e2s])(1®1) =

[P (e1m), p* (€25)](1 ® 1) = 0, para todo p =m + s € Z.
Sabemos que p*(e1,)(1®@ 1) =0, Vm € Zsg e p*(e2s)(1 ® 1) =0, Vs € Z. Entao para p = m + s,

com m € Zsg, s € Z temos que:

pUlesp)(1@1) = [p¥(e1m), p”(e25)](1 ® 1)
= (p"(exm)p"”(e2s) — p*(e2s)p® (e1m))(1 @ 1)
= pY(eim)p"(e2s)(1® 1) — p*(e2s)p™ (e1m)(1 @ 1)
= 0-0=0.

Agora vamos calcular p®(e10)(1 ® 1). Temos que:

€10 E 9011,7u9011,q3/33311,u+q +

u<0,4<0
+ Z (0(—u—g<0)11,¢11,u+¢0/0T11,—u — O(—u—q>0)T11,¢0/ 0711 ut¢0/OT11,—u) +
u>0,q<0
+ Z —0(—u—q<0)T11,~uP11,u+¢0/ 0711, + O(—u—q>0)T11,—u0/OT11,u1¢0/ 011 4) +
u<0,g>0
+ Z T11,u+¢0/0711,40/ 0711, —u — Z 292, —u0/0T12,—y +
u>0,q>0 uEZ
— Z(5u,09611,0/\1 — 0u<00/011 081 " Y_yy + Ou>0Z11,4 u €1 - 0/0y,,)
UEZ

Entao:

p*(e10)(1®1) 0®1- <Z(5u,0$11,0)\1 — 0u<00/0z11,0€1 " Y_yy + Ouz0T11,u U €1 - 8/8yu)> (1®1)

u€e”Z
= - Z ( 1,0211,0(1) ® A1(1) = 04<00/0211,4(1) @ €1 - y_,, (1) + usoz11,u(1) ® uey - 3/ayu(1))
u€EZ
= - Z ( w0(Z11,0 @ A1) — duco(0® €1 - y_,) + Ous0(T11,4 @ 0))
u€”Z
= —(z11,0® A\1).

Assim, com m = 0, temos que p=m + s = s € Z:

p(esp)(1@1) = p“(e1n)p”(e2s)(1 @ 1) — p“(eas)p"(e10)(1® 1)
= 0+ p“(eas)(x11,0 @ M)
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Sabemos que para todo s € Z:

€as > — Z T11,u%11,—q0/0T22 utq—s + Z 211,,0/0211,—q0/0%22 ytq—s +

u<0,g<0 u<0,q>0

- Z 211,—q0/0011,u0/0%22 yyq—s + Z 0/0x11,-¢0/ 011,40/ 0%22 ytq—s +
u>0,g<0 u>0,g>0

- Z -T12,ua/axll—qa/axQZu—i—q—s - Z $22,ua/ax22,—qa/ax22,u+q—s +
u,q€Z u,qEZ

+ sk 8/8‘7:22,—8 + Z 552u8/8x11,s—u8/a$12,—u + Z 5s<ux11,s—u8/ax12,—u +

UEL U€EL

+ 2(5%03/311722,75)\2 + 0u>00/0122 4 —sues - /0y, + du<00/0T22,u—s€2 - y_,,)

UEZ

Portanto, p*(e3p)(1 ® 1) = p*(e2s) (11,0 ® A1) = 0.
Finalmente, vamos considerar m € Z.g, s € Z e p = m + s. Sabemos que:

m<0,s<0,p<0 implica m—s—p<0OQoum-—-s—p>0,
m<0,s>0,p<0 implica m—s—p<0Qoum-—-s—p>0,
m<0,s<0,p>0 implica. m—s—p<OQoum—-—s—p>0,

m<0,s>0,p>0 implica m—s—p<O0.

Entao, para m € Zo temos que:

eim E ( = O(m—s—p<0)T11,—sT11,pT11,s+p—m + 5(msp>o)$11,—s$11,p8/8$11,5+p—m> +
s<0,p<0

+ Z <5(m—s—p§0)x11,px11,s+pma/amll,s - 6(m—s—p>0)x11,p8/6m11,5+pma/axll,s) +

s>0,p<0

+ Z < - 5(m—s—p§0)m11,75x1178+p7m8/8x11,p + 5(m—s—p>0)x11¢Sa/axll,s+pm8/axll,p> +
s<0,p2>0

+ Z T11,54p—m0/0x11,p0/0x 11,5 — Z$22,m—sa/333127—s —mk xi1,—m +
s>0,p>0 SEZL

- Z (55,0$11,m)\1 + 0550%11,5—m S €1 - 0/0¥, + 05<00m<sT11,5—m€1 - Y_s +
SEZL

_5s<06m>sa/am11,sfmel : ys)

Assim, para m € Zg:
plem)(1®1) = 0@1+ ( — D o1, T1pT1 L st pom © 1) — Mk (T11,-m @ 1) +
s<0,p<0

= 050(@11,-m ® A1) + Ss<00mes (X116 m D €1 - y_s)) :
SEL
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Consequentemente,
pPlesp)(1®@1) = p“(eim)p®(e25)(1 ® 1) — p*(e2s)p" (e1m)(1 ® 1)
= 0+ Pw(€25)< Z (®11,—sT11 pT11,54p—m @ 1)> + p¥(e2s) (mk(xu,_m ® 1)) +

$<0,p<0
+p"(e2s) ( Z 05,0(211,—m ® A1) + 6s<00m<s(T11,5-m @ €1 - y—s)>

SEZL
= 0.

Portanto, provamos que: p*(esp)(1 ® 1) = 0, para todo p € Z.
Por fim, verifiquemos que h(1 ® 1) = A(h)(1 ® 1), para todo h € h. Verificaremos para hig e hao,

pois b = Chyig ® Chyy. Para cada s € Z temos:

* * * *
his +— 2 E a11,m011,5—m T 2 g aiy,s—mail,m + g A12,5-ma12 m — g a22,5—m099 m + b1s
m<0 m>0 meZ mEZ

* * * *
has +— 2 E , a22,5—ma22 y, + E a12,s—ma12.m — E :all,mall,s—m - E a11,5—m@11,m + bas
meZ meZ m<0 m>0

Para s = 0:

* * * *
hip +— 25 a117ma11?,m+25 (1117,m(111,m+§ a12,—ma12,m_g a22,—ma22,m+b10

m<0 m>0 meZ meZ
= =2 Z Z11,m0/0211,m + 2 Z 211,m0/0%11,m — Z 212,—m0/0%12 —m +
m<0 m>0 mez
+ Z %22, —m0/0T22 —m + A1
meZ

h20 — 2 aQnymCLQQ’m“‘ a12,7ma127m_ all,malL—m_ all,—ma117m+b20

meZ meZ m<0 m>0
= =2 Z 292, —m0/0T22 —m — Z 212,—m0/0212,—m + Z 11,m0/0T11,m +
MEZ meZ m<0
- Z T11,m0/0T11,m + A2

m>0
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Portanto,

pP(ho)(1®1) = ( -2 Z Z11,m0/0T11,m + 2 Z 11,m0/0%11,m — Z 212,—m0/0%12,—m +

m<0 m>0 MEZ

+ Z .%'227_m8/ax22,_m> (1) X Id(l) + Id(l) &® )\1(1)
meEZ
= 0el+1eaM(1)=M(1®1),

isto &, p(h10)(1®1) = A (1® 1) = AMhio)(1® 1).

p(he)(1®1) = < -2 Z x92,—m0/0x22 —m — Z Z12,-m0/0T12,—m + Z Z11,m0/0T11,m +

meZ meZ m<0

-> xn,ma/axu,m> (1) ® Id(1) + 1d(1) @ Aa(1)
m>0

= 081+18X1) = (1a1),
isto &, p¥(h2)(1®1) =X(1®1) = A ho)(1®1).

3.5 Algumas torgoes do ;[(3, C)-médulo de Wakimoto Intermedidrio W5’ (), )

Na secao anterior verificamos as propriedades do médulo de Wakimoto Intermedidrio Wé’fl()\,y)
torcido pelo elemento w = s; € G3. Nessa secao descreveremos as torgoes desse mdédulo pelos outros
elementos de &3. Enfatizamos que em [CF04] essa abordagem nao foi explorada. O que apresentamos

aqui é um passo inicial nessa direcao.

e 0 5((3,C)-médulo de Wakimoto Intermediario W3 (A7) s comw = e € &3

O representante de s1 = (1 2) em G = SL(3,C) e seu inverso sao as matrizes:

0 10 0 -1 0
s1=1-1 00| » s5'=|1 0 o
0 0 1 0 0 1

Para g € G e X € g temos que Ad(g)X = gXg~! € g. Entdo, para todo g € G temos que Ad(g)
é uma conjugacao, isto é, Ad(g) € Aut(g), Vg € G. Temos que se w = s1 € G3:

Ad(w)(er1) = —f1 , Ad(w)(e2z) =e3 , Ad(w)(es) = —ea,

Ad(Ww)(f1) = —e1 , Ad(W)(f2) =f3 , Ad(W)(f3) =—f2,
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Ad(i)(h1) = —hy , Ad(i)(hg) = h1 + hs
Ad(~ ") (e) =—fi . Ad@")(e2) = —ez , Ad(i")(es) =€,
Ad(™)(f1) = —er , Ad@W ) () =—fs , Ad@W)(fs) = fa,

Ad(w™1)(hy) = =k, Ad(w ') (ha) = h1 + ha.

Usando estas relacoes descreveremos a representacao
p=rp°:sl(3,C) = 9[<C[$1l,m,$12,m,5€22,m | m € Z] @c Clyim, yam | m € N*]>

baseada na representacao p®.
Sabemos que p¥ = p° o Ad(w~!), com w € 3. Entao temos que p = p¢ = p® o (Ad(w~1))~L.

Assim, (Ad(w~1))~! = Ad(w), pois Ad(w) o Ad(w~1)(g) = Ad(w) (™ gw) = "t g~ = g.
Portanto, p = p = p¥ o (Ad(w)). Entao, para w = s; € Gs,

p(f1)(2) = p(f1)(2) = (p* o (Ad(w)))(f1)(2) = —p“(e1)(2)

p(f2)(2) = p°(f2)(2) = (p® o (Ad(w)))(f2)(2) = p*(f3)(2)

p(f3)(2) = p°(f3)(2) = (p® o (Ad(w)))(f3)(2) = —p"(f2)(2)

p(h)(2) = p°(h)(2) = (p* o (Ad(w)))(h1)(2) = —p®(h1)(2)

p(ha)(2) = p(h2)(2) = (p* o (Ad(w)))(h2)(2) = p*(h1)(2) + p®(h2)(2)
pler)(z) = p(er)(2) = (p% o (Ad(w)))(e1)(2) = —p”(f1)(2)

plea)(2) = p(e2)(2) = (p% o (Ad(w)))(e2)(2) = p®(e3)(2)

ples)(z) = p(es)(2) = (p% o (Ad(w)))(e3)(2) = —p®(e2)(2)

Recordamos que p%*, comn =2,r=1e w = s; € &3, é definida por:
0

pie) = k=7"-2
P (f1)(2) = an(?)+ arz(z)agn(z)
pY(f2)(2) = ax(?)
p(h)(z) = 2:an(2)aii(2) : +ar2(z)ais(z) — aze(2)az(2) + bi(2)
p¥(h2)(2) = 2a2(2)axn(z) + a12(z)ala(2)— : a1(z)aly(z) : +b2(z)
pP(e1)(z) = —:al(2)ann(z)aly(z) : +age(2)als(2) — aqy(2)bi(z) + ko.aj; (2)
pU(e2)(z) = ran(z)aly(z) : asy(z) — ar2(2)ala(2)ag(2) — aza(z)azy()asy(z) +

—a11(2)a15(2) — a35(2)b2(2) + kDzazy(2)
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Portanto,
ple) = k=~"-2
p(f1)(z) = :ali(z)an(2)aly(z) : —a(z)aiy(2) + aj1(2)bi(z) — kdza(2)
p(f2)(z) = p"(f3)(2)
p(fs)(z) = —az(z)
p(h)(z) = —2:an(z)aji(2) : —a12(2)ala(z) + aze(z)azy(z) — bi(z)
p(h2)(z) = tan(2)ajy(z) : +a(2)az(z) + 2a12(2)ajs(2) + bi(z) + ba(2)
ple1)(z) = —an(z) — a12(z)az(z)
ple2)(z) = p"“(es)(2)
ples)(z) = —ian(z)aji(2) : ay(z) + a2(2)aia(2)azs(2) + ase(2)as(z)aszy(2) +
+a11(2)aia(z) + ag(2)ba(2) — kO:ad,(2)

Chamamos C[x] ®c Cly], com a estrutura de médulo apresentada acima, de médulo de Wakimoto
Intermedidrio e o denotamos por Wa 1 (X, ).

Observe que p(es)(2) = ez 9 (€a)pz ™1 = X cz 0% (eap)z 71 = X0 (€1m), % (e25)]2 77,
onde p = m + s.

Consideremos a subdlgebra de Borel b =B @E de 5:\[(3, C), onde
b = ((Ceg @ Ces) ®c (C[t,t_l]> ® <((Ce1 ®Cfidh) ®c t(C[t]> @ Ceq

eh=bdCc®Cd=Chy ®Chy® Cc® Cd.

O médulo de Wakimoto Intermedidrio Wo1(X', ) tem as seguintes propriedades: a subédlgebra by
aniquila o vetor (1®1) € C[x]®cCly], h(1®1) = X(h)(1®1), paratodo h € he c(1®1) = (72 —-2)(1®1).
Para a verificacao dessas propriedades, novamente foi necessario descrever algumas férmulas de forma
explicita, e o autor desta tese utilizou a definicao das distribuicoes formais para descrevé-las.

Para que by aniquile o vetor (1 ® 1) precisamos verificar que:

o plers)(1®1) =0, p(f1s)(1®1) =0, p(h1s)(1 @ 1) =0, phas)(1 @ 1) =0, Vs € Zo;
o plean)(1®1) =0, plesm)(1®@1) =0, Ym € Z;

e plewp)(1®1) =0.

Pelos célculos exibidos anteriormente, ja sabemos que: p”(e1p)(1 ® 1) = 0, p“(fip)(1 ® 1) = 0,
p¥(h1p)(1®1) =0, para p € Zsq, € p¥(e2m)(1®1) =0, p*(e3m)(1®1) =0, Vm € Z. Entao conforme
as férmulas descritas acima podemos afirmar que: p(e15)(1®1) =0, p(f15)(1®1) =0, p(h15)(1®1) =0,
Vs € Z=o, € pleam)(1®1) =0, p(esm)(1®@1) =0, Ym € Z.
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Falta verificar que: p(has)(1 ® 1) = 0, para s € Zsq, e p(e10)(1 ® 1) = 0.

p(h2)(2) =

tann(2)aiy (2) 1 +age(2)as(2) + 2a12(2)ajs(2) + b1(2) + b2(z)

(au(z)wﬁ(Z)) n (ah(z)all(z)) T asm(2)as(2) + 2a12(2)ata(2) + b1 (2) + ba(2)

—m—1 * —s * —s —m—1 —s—1 * —m
> ai1mz Y ai 2 Y ai: Tt ) aim + ) amz ) aby 2

m<0 SEZL SEZL m>0 SEZL meZ
192 § a12’sz—s—1 E a»{2’mz—’rrL =+ § blsz_s_l =+ § bgsz_s_l
SEZL mEZ SEZL SEZL
* —s—1 * —s—1 * —s—1
E : E :aleall,s—mz +§ § A11,6—m®11,m#2 + Z a22,5—mQ22 ;m 2 +
s€Z m<0 sEZ m>0 m,s€Z
—s—1 —s—1 —s—1
+2 E a12,5-m@12;m2 "~ + E bisz™ 7 + E bogz™*®
m,sEL SEL SEL
* * * 9 *
a11,ma11 s—m + A11, s—ma11,m + a22,5—md22 m + a12,5—m@12 m +
s€Z ~m<0 m>0 MmEZ mEZL

+bis + bzs) 275

Entao, para s € Z, temos:

99

+

* * *
h25 — Z allvmall,sfm + Z (ITLsfm(lll,m + Z a2278_ma22’m + 2 Z a1275_ma12’m —+ bls —+ b28
m<0 m>0 meZ meZ

Seja s € Z~¢. Entao:

h28 = = Z xll,ma/axll,mfs + Z (dsﬁmxll,mfsa/al'll,m - 5s>ma/a$ll,mfsa/amll,m) +

Logo,

p(hZS)(l ® 1)

m<0 m>0

- Z 292,5—m0/0%22, _m — 2 Z 212,5-m0/0x12,—m + se1 - 0/0y, + sey - /0y,

meEZ MEZ

= < - Z Ill,ma/axll,m—s + Z (55§mm11,m—sa/azll,m - 6s>ma/az11,m—sa/axll,m) +

m<0 m>0

Y @225 m0/022 =2 Y T12,6-m0/OT12 i + s€1 - D)y, + 3 - 8/8ys> (1e1)

meZ mEZ

m<0 m>0

- Z 122 s—m0/ 022, —m — 2 Z $12,s—ma/a$12,—m> (1) ®Id(1) +

mEZ meZ
+1d(1) ® (se1 -0/0y, + seq - 8/8y5) (1)
= 0®1+1®0=0.

< - Z xll,ma/axll,m—s + Z (5s§mxll,m—sa/azll,m - 5s>ma/amll,m—sa/axll,m) +
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*
pler)(z) = —an(z) — arz(z)agn(z)
—s—1 —s5—1 * —-m
= = ans? =) a1z.2 > a5y 2
SEZ SEZL meZ
—s—1 * —s—1
= 7§ ail,sz - E a12,s—mag2 m~?
SEZ m,sEZ
_ * —s—1
= —ail,s — A12,5—ma92 m | % .
SEZ meZ

Entao, para s € Z:

e1s + —0s<0T11,s — 05>00/0x11,5 + Z 212,5—m0/0x22 _m
meZ
Para s = 0 temos que:
elp +— —0/0x110+ Z Z12,-m0/0T22 —m
MmeEZ
Entao,

p(€10)(1 & 1) = < — 8/83;11,0 + Z wlgj_ma/ax'gz_m) (1 &® 1)

meZ

= < —9/0rn0+ Y xu,ma/ang,m) (1) ® 1d(1)

mEeZ
= 0®1=0.

Verificaremos que h(1 ® 1) = X (h)(1 ® 1), para todo h € h. Para s € Z:

* * * *
his — —2 E a11,ma] 5—m — 2 E a1 5—m@11,m — g a12,5—m@i2,m + E a22,5—ma%2 m — b1s
m<0 m>0 meEZ meEZ

* * * *
h25 = Z a11,m@11 s—m + Z a11,5—ma11,m + Z 22,5—ma22 m + 2 Z a12,5—m@12,m =+ bls + b28

m<0 m>0 meZ me7Z

Para s = 0 temos:

hio = 2 Z 211,m0/0T11,m — 2 Z 211,m0/0T11,m + Z 212,-m0/0T12,—m — Z 222, —m0/0T22, —m — A1

m<0 m>0 meZ meZ

h20 = = Z Ill)ma/axllﬂn + Z x117m8/8x11,m - Z $22)_m8/8$227_m -2 Z $127_m8/8$12)_m +

m<0 m>0 meZ meZ
+A1+ A2

Portanto, p(h10)(1® 1) = N[(1®1) e p(he)(1 ® 1) = Ay(1 ® 1), onde N| = N (hio), Ay = N (ha),
All = -\ e/\’2 = A + Ao.
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Algumas torgoes do s1(3,C)-médulo de Wakimoto Intermedisrio W3l (A7)

O representante de s; em G = SL(3,C) e seu inverso sdo as matrizes:

1 0 0
sa=10 0 1| , &'=
0 -1 0

Se w = so € G3 temos que:

Ad(ﬂ)fl)(el) =e3 Ad(u')fl)(eg) =—fy Ad(u'}fl)((ig) = —e1,

Ad(™ ) (A)=fs , Ad™")(f2) =—ea , Ad(~")(fs)=—f1,

Ad(w ) (h) =hi +hy , Ad(w')(he) = —ha.

Sabemos que p¥ = po Ad(w™!), com w € G3.

Entao, para w = s9 € B3,

PU(f)(E) = (po(Ad(@™))(fi)(2) = p(f3)(2)
PU(f2)(z) = (po(Ad(™))(f2)(2) = —ple2)(2)
p(f)(z) = (po(Ad(™"))(f3)(2) = —p(f1)(2)
pP(h)(z) = (po(Ad@w™)))(h1)(2) = p(h1)(2) + p(h2)(2)
pU(h2)(z) = (po(Ad(w™)))(h2)(2) = —p(h2)(2)
pPlen)(z) = (po(Ad(w™)))(e1)(2) = ples)(2)
pPle2)(z) = (po(Ad(w™)))(e2)(z) = —p(f2)(2)
pPles)(z) = (po(Ad(w™)))(es)(z) = —ple1)(z)

Recordamos que p é a seguinte representacao:

ple) = k=7"-2
p(f1)(z) = :ali(2)ann(z)aq;(z) : —an(z)als(z) + aiy (2)bi(z) — kOza1;(2)
p(f2)(z) = p™(f3)(2)
p(fs)(z) = —a(2)
p(h1)(z) = —2:au(2)al;(2) 1 —a12(2)aiy(2) + az(z)ag(z) — bi(z)
p(h2)(z) = :an(2)aly(2) : +ase(2)az(z) + 2a12(2)as(2) + b1(2) + ba(2)
ple1)(z) = —an(z) — ar2(z)az(z)
ple2)(z) = p™(e3)(2)
ples)(z) = —:an(2)ali(2) : az(z) + ar2(z)aia(2)asy () + ax(z)az(2)as(z) +
+ai1(z)aia(2) + az(2)ba(2) — ka3 (2)
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e O 5A[(3, C)-médulo de Wakimoto Intermedidrio W5% (A7) , com w = s1s2 € &3

O representante de sys2 em G = SL(3,C) e seu inverso sdo as matrizes:

Se w = 5152 € &3 temos que:
Ad(wil)(el) =—fs Ad(u')fl)(ez) =e; |, Ad(u')il)(eg) =—fy,
Ad(™ ") (f1) =—es , Ad@ ) (f2)=f1 , Ad")(f3) = —ea,

Ad(w™ 1) (h1) = —h1 —hy ,  Ad(w ™) (ho) = hy.

Sabemos que p¥ = po Ad(w™!), com w € G3.

Entao, para w = s1s59 € B3,

PU(f)(z) = (po(Ad(™))(fi)(z) = —p(es)(2)
PU(f)(z) = (po(Ad(™"))(f2)(2) = p(f1)(z)
P(f3)(z) = (po(Ad(™))(f3)(2) = —ple2)(2)
p(h)(z) = (po(Ad(w™)))(h1)(2) = —p(h1)(2) = p(h2)(2)
pP(h2)(z) = (po(Ad(w™)))(h2)(2) = p(h1)(z)
plen)(z) = (po(Ad(w™)))(e1)(2) = —p(f3)(2)
pPle2)(z) = (po(Ad(w™)))(e2)(2) = pler)(2)
pPes)(z) = (po(Ad(w™)))(es)(2) = —p(f2)(2)

Recordamos que p é a seguinte representacao:

ple) = k=7"-2
p(f1)(z) = :ali(2)an(z)al;(z) : —az(z)als(z) + aiy (2)bi(z) — kOza1;(2)
p(f2)(z) = p™(f3)(2)
p(fs)(z) = —a(z)
p(h1)(z) = —2:a1u(2)al;(2) : —a12(2)aiy(2) + az(z)ag(z) — bi(z)
p(h2)(z) = :an(2)aly(2) : +ase(2)az(z) + 2a12(2)ais(2) + bi(2) + ba(2)
ple1)(z) = —an(z) — ar2(2)azn(z)
ple2)(z) = p™(e3)(2)
ples)(z) = —:an(2)ali(?) : az(z) + ar2(z)aia(2)asy () + ax(z)az(2)as(z) +
+ai1(z)aa(2) + az(2)ba(2) — ka2 (2)
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e O 5A[(3, C)-médulo de Wakimoto Intermedidrio W5’ (A, 7) , com s251 € &3

O representante de sps; em G = SL(3,C) e seu inverso sdo as matrizes:

0
$2861 =10
1

Se w = s981 € &3 temos que:

o O =
S = O
~_
—~
W
)
».
—
SN—
L
|
~
o = O
- o O

Ad( ) (er) =ex , Ad ) (ex) = f3 , Ad(w)(e3) = fi
Ad(™Y)(f1)=f2 , Ad@™)(fo) =es , Adwh)(fz)=er,
Ad(w ™) (h1) =hy , Ad(w 1) (hg) = —hy — ho.

Sabemos que p¥ = po Ad(w™!), com w € G3.

Entéo, para w = s9s1 € B3,

PU(f)(z) = (po (Ad(™)))(f1)(2) = p(f2)(2)
PU(f)(z) = (po(Ad(w™)(f2)(2) = ples)(z)
PU(f3)(z) = (po(Ad(w™)(f3)(2) = ple1)(z)
pP(h)(z) = (po(Ad(w™)))(h1)(2) = p(h2)(z)
pP(h2)(z) = (po(Ad(w™)))(h2)(2) = —p(h1)(2) = p(h2)(2)
ple)(z) = (po(Ad(w™))(e1)(2) = ple2)(2)
ple2)(z) = (po(Ad(w™)))(e2)(2) = p(f3)(2)
pPes)(z) = (po(Ad(w™)))(es)(2) = p(f1)(2)

Recordamos que p é a seguinte representacao:

ple) = k=7"-2
p(f1)(z) = :rali(2)ann(z)al;(z) : —an(z)als(z) + aiy (2)bi(z) — kOza1;(2)
p(f2)(z) = p™(f3)(2)
p(fs)(z) = —ax(2)
p(h1)(z) = —2:au(2)al;(2) : —a12(2)aiy(2) + az(z)ag(z) — bi(z)
p(h2)(z) = :an(2)aly(2) : +ase(2)az(z) + 2a12(2)ajs(2) + bi(2) + ba(2)
ple1)(z) = —an(z) — ar2(2)azn(z)
ple2)(z) = p™(e3)(2)
ple3)(z) = —:an(2)ali(?) : az(z) + ar2(z)aia(2)asy () + a(z)az(2)as(2) +
+ai1(z)aia(2) + az(2)ba(2) — kdzag(2)
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e O 5A[(3, C)-médulo de Wakimoto Intermedidrio W5’ (A7) , com s1s251 € &3

O representante de s1s2s1 em G = SL(3,C) e seu inverso sdo as matrizes:

0 0 1 0 0 1
S19951=[0 -1 0| , (51880 '=[0 -1 0.
0 1 0 0

Se w = 515281 € &3 temos que:

—
o

Ad(i~Y)(er) = —fo , Ad@™)(ea) =~fi , Ad(i")(ez) = f3,
Ad(™)(f) = —ea , A )(f2) = —er ,  Ad(i')(fs) = es
Ad(w ™) (h)) = —hy , Ad(w 1) (hy) = —hy.

Sabemos que p¥ = po Ad(w™!), com w € G3.

Entao, para w = s1s981 € O3,

PU(f)(z) = (po(Ad(@™))(fi)(2) = —ple2)(2)
pP(f)(z) = (po(Ad(w™1)(f2)(2) = —p(e1)(2)
pU(fa)(z) = (po(Ad(w™))(f3)(2) = ples)()
pP(h)(z) = (po(Ad(w™)))(h1)(2) = —p(h2)(2)
pP(h2)(z) = (po(Ad(w™)))(h2)(2) = —p(h1)(2)
plen)(z) = (po(Ad(w™))(e1)(z) = —p(f2)(2)
p(e2)(z) = (po(Ad(w™))(e2)(2) = —p(f1)(2)
pP(es)(z) = (po(Ad(w™)))(es)(2) = p(f3)(2)

Recordemos que p é a seguinte representacao:

ple) = k=7"-2
p(f1)(z) = :ali(2)ann(z)aq;(z) : —azn(z)als(z) + aiy (2)bi(z) — kOza1;(2)
p(f2)(z) = p™(f3)(2)
p(fs)(z) = —a(2)
p(h1)(z) = =2:a1u(2)al;(2) : —a12(2)aiy(2) + az(z)ag(z) — bi(z)
p(h2)(z) = :an(2)aly(2) : +ase(2)az(z) + 2a12(2)ajs(2) + bi(2) + ba(2)
ple1)(z) = —an(z) — ar2(2)az(z)
ple2)(z) = p™(es)(2)
ples)(z) = —:an(2)ali(?) : az(z) + ar2(z)aia(2)asy () + ax(z)az(2)as(2) +
+ai1(z)aa(2) + az(2)ba(2) — ka3 (2)
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3.6 Caso n = 3 : médulos de Wakimoto Intermediarios W, (), )
3.6.1 (n=3,r=3):Ws3(\")

Considere a dlgebra de Lie g = sl(4,C), com geradores ey, €2, €3, f1, f2, f3, h1, ha e hs. Observe que
eq = ler,ea] = Eiz , e5 = [ez,e3] = Eog, e = [es,e3] = [[er,ea],e3] = Eua, fa = [f2, f1] = Es1,
f5 = [f3, fa] = Ea2 e f6 = [f3, fa] = [f3, [f2, f1l] = Ear.

Entao, os geradores de ;[(4,@) SA0 €1m, €2m, €3m, f1ms foms f3m, Pim, Rom, ham € ¢, com m € Z.

Considere as seguintes distribuigoes formais:
2: —m—1 —m—1 —m—1
GZ(Z) = €im~ " ; fz(z> = Z fzmz mn ) hz(z) = Z hzmz " )
meZ meZ meZ

com 1 <1< 3.
Para um elemento v € C*, seja k =~2 — (r +1) = +% — 4.
Como 1 <i < j <n =3, a algebra de Heisenberg a tem os geradores 11,m, A12,m, A13,m, 022,m,

* * * * * * :
a23,ms 433,m5 11> A12,m> A13,m> 422,ms 023,m> 433, € 1, cOM m € Z. Seja
Clz11,m> T12,ms T13,m T22,m, 23,m> £33,m | M € Z].

Entao, como 57 < 3 = r, temos que:

0/0x11m ,se m=>0 ZT11,—m ,se m<0
plarim) = »oplaty,) = ,
Z11,m ,s¢ m<0 —0/0x11,—m , sS¢ m >0
0/0r19,m , 56 m >0 12,—m , ¢ m<0
ﬁ(a12,m) = ) ﬁ(a‘TQ,m) = )
T12,m ,se m<0 —0/0x12,—m , se m >0
\ \
4 4
0/0x13m , se m>0 Z13,—m ,se m<0
ﬁ(al?),m) - ) ﬁ(aj{d,m) = ’
T13,m , e m<0 —0/0x13—m , se m >0
\ \
4 4
0/0x22m , se m>0 92, —m ,se m<0
plasam) = o plasy,,) = )
€22 m ,se m<O0 —8/8%’22777” ,s¢e m>0
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B 0/0x23m , 56 m>0 . 223, —m , e m<0
plazsm) = ) P(a23,m) = )
23.m ,s¢ m<0 —0/0x23—m , 5S¢ m >0
_ 8/8%33ym , 8¢ m > 0 . XL33,—m , 8¢ m < 0
p(a33,m) = ) p(a33,m) = )
Z33.m ,s¢ m<0 —0/0x33_m , s6 m >0
F1) =1
2 -1 0
A matriz de Cartan associada com g é A3 = | —1 2 —1|. Entao podemos construir a matriz
0o -1 2
2v2 42 0
B=|_-12 292 42|, poisr=3.
0 =7 29

A algebra de Heisenberg b tem geradores by, bom, b3m € 1, com m € Z. Entao,

0
px(bio) =1 5 palbi—m) =e1-¥, , pra(bim) =me; - v

0
pra(bo) = X2, palb2,—m) =e€2-y,, , palbam) = mez - By

0
pa(bz0) = A3, pa(bs,—m) =e3-y,, » pr(b3m) = mes- v

comm >0, A = (A1, A2, A3) € C2, y,, = (Y1ms Y2m, Y3m) € /0y, = (0/0Y1m, 0/ 0y2m, 0/0y3m). Sejam
)\1 = )\(hlo), )\2 = /\(hgo) (] )\3 = )\(hgo).

Observe que ej,ez,e3 € C3, e;-¢; =B; =27’ e e; - ej =B, = —v2 ou 0, (i # j).
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Pelo Teorema 3.2.2 [CF04], com n = 3 e r = 3, temos que:

k= 72 —4
a11(2) + a12(2)asy(2) + a1z(2)ass(z)

ag2(z) + az3(z)ass(z)

ass(2)

2:a11(2)aly (2) 4 1 a12(2)agy(2) : — : axn(2)a(z) : + 1 a1s(2)ais(2) : — : azs(z)ags(z) : +b1(2)
2:ax(z)axn(z) : + 1 a12(2)agy(2) : — :a11(2)aly (2) : + : axs(2)azs(2) : — : ass(2)azs(2) : +b2(2)
2: ass(2)azs(2) : 4 1 ars(2)ags(2) : — : a12(2)ala(2) : 4 ¢ ans(2)ags(2) : — : axn(z)ag(z) : +bs(z)
— 1 a1y (2)a1(2)al; (2) : +azn(2)aiy(2) + axs(z)ais(z) — a1y (2)bi(z) + (k + 2)0.a1,(2)
taga()ann(2)aiy(2) © — 1 aga(2)ar2(2)ais(2) « — ¢ azy(2)age(2)asy(2) : +ass(2)ags(z) +
—a11(2)aiy(2) — azy(2)b2(2) + (k + 1)0.a35(2)

tasg(z)aiz(2)aia(2) « + 1 agg(2)age(2)asy(2) : — 1 azs(2)ais(z)ajs(z) : — : azs(2)azs(z)azs(2) : +

— :ags(2)ass(2)azs(2) : —am(Z)als(Z) — ana(2)ag;(2) — az3(2)bs(2) + kO az3(2)

onde p : sl(4,C) — QI(C[ﬂfll,m,$12,m,fU13,m, T22.m> T23,m, £33,m | M € Z|QcClY1m, Yom, Ysm | m € N*])

¢ uma representagao de 5A[(4, C).
Em [FF90b] temos a seguinte representagao da dlgebra de Lie afim s[(4, C) no espago M @, /, 2,
onde M é uma representagao irredutivel de uma algebra de Heisenberg especifica e v # 0:

K=12-4
a11(2) + a12(2)ass(2) + a13(2)azs(2)

azo(z) + az3(z)asz(2)

ass3(2)

2:a11(2)agy (2) : 4 1 a12(2)ap(2) © =t aza(2)ag(2) : + 1 ars(2)ais(2) : — : azs(z)ags(z) : +vbi(2)
2 az(2)axg(z) : 4 1 a12(2)aiy(2) « — :a11(2)aly (2) : 4 : azs(2)aszs(2) : — : assz(2)azs(z) - +vba(2)
2: asz(2)azs(2) : 4 1 ars(2)agz(2) « — : a12(2)ala(2) : 4 ¢ as(2)azs(2) : — : azn(z)ag(z) : +vbs(z)
—:aqy(2)a1(2)al; (2)  +agz(2)ary(2) + azs(z)aiz(z) —val, (2)bi(z) — (K +2)(2 %)(fh('z)
tagy(2)ar1(z)aq (2) © — 1 agp(2)ar2(2)ais(2) + — @ agy(2)anz(2)aszy(2) : +ass(z)ads(z) +
—an(2aty(2) ~ vag(h(z) - (K + 1><zdi>a;2<z>

tasg(z)ai2(2)aia(2) « + 1 azg(2)age(2)asy(2) : — :azs(2)ars(z)ais(z) : — : azs(2)ags(z)aszs(z) : +

= azz(2)ass(2)azs(2) : —a1a(2)ais(2) — ana(2)ags(2) — vaz;(2)bs(2) — K(Z%)@%g(Z)

O espago M@, /,,,2, (v # 0) 6 um médulo de Wakimoto W, ,,. Como jd mencionado anteriormente,

nesse caso, as distribuigdes formais sao da forma A(z) = > ., A(s)z*®
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Comparando as férmulas dos Teoremas descritos acima, observamos que:

(k +2)0.a7,(2)
(k+ 1)0.a55(2)
kO-a33(2)

(K +2)(z )ty (2)

(K 1)z aa(2)

K (= Jaj (2)

—(k+2) Z sa’{l’sz_s_l ,
SEL

—(k+1) Z sa’éz’sz_s_l ,
SEL

—kE sa§3yszfsfl e

SEL

—(K +2)) saji(s)"

SEL

(K 4+ 1)) sag(s)"

SEZL

—KZ sazs(s)z®.

SEZL

Concluimos que a representacao descrita no Teorema 3.2.2 [CF04] para n = 3 = r é a mesma

representagao descrita nos trabalhos de B. Feigin e E. Frenkel [FF88, FF9I0b].

3.6.2 (n=3,r=0):Wso(\,7)

Considere a &lgebra de Lie g = sl(4,C), com geradores ey, ea, €3, f1, f2, f3,h1, he € hs. Entao os

geradores de sl(4,C) sa0 €1m, €2m, €3m, fims foms f3m, Pim, Pom, ham € ¢, com m € Z. Considere as

seguintes distribuicoes formais:

62'(2) = Z eimz_m_l 5 fz(z) = Z fimz_m_l R h'L(Z) = Z himz_m_l ,

MmEZ

com1<i<3.

mMEZ

Para um elemento v € C*, sejak =72 —(r+1) =4?—1. Como 1 <i < j < n = 3, a dlgebra de Hei-

- * * * * * *
senberg a tem os geradores ai1,m, @12,m, @13,m, A22,m, 423,m, A33,m 11 m> A12.m5 Q13> 422 1m> A33.ms 433 m,

e 1, com m € Z. Seja Cl11,m, T12,m: T13,ms £22,m: £23,m, L33,m | m € Z]. Entao,

platim) =1m »  plaigm) =Zizm >  P(@13.m) = T13.m »

plazam) = T22m , pla2sm) =223m > P(A33m) = T33.m »

ﬁ(ail,m) = _a/ale—m ) ﬁ(aTZ,m)

ﬁ(a;Q,m) = —8/8.%’227_7” ) ﬁ(a§3,m)

a/axll—m ) ﬁ(a>{3,m) = _8/81"137—"1 )
0/0w23 —m , plags,,) = —0/0x33 m ,

p(1) = 1.
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pois j =1,2,3>r=0.
2 -1 0
A matriz de Cartan associada com gis A3 =] -1 2 —1 |. Podemos construir a matriz
0o -1 2
20 -1 -(*-1) 0
B=[-(v*-1) 2°-1) —-(v*—-1)
0 -(v*=1) 2(+*-1)
pois r = 0. A algebra de Heisenberg b tem geradores by, bom, b3m € 1, com m € Z. Entao,
0
pa(bio) =M1 . palbi,—m) =e€1-¥,, 5 pa(bim) = me; - Gy
0
palb2o) =2, palba—m) =e€2-y,, , palbam)=mes- v
Ym
0
px(b30) = A3, pa(bs—m) =e€3-¥, ,  palbsm) = mes - gy
com m > 07 A= <)‘1a /\27 )\3) € (Cga Ym = (y1m792m7y3m) € a/6y7n, = (a/aylma 8/ay2maa/ay3m)
Pelo Teorema 3.2.2 [CF04], com n =3 e r = 0, temos que:
ple) = k=7"-1
p(f1)(z) = an(z) + a2(2)azn(z) + a13(2)ass(z)
p(f2)(z) = a2(z)+ a(z)azs(2)
p(f3)(z) = ass(2)
p(h)(z) = 2a11(z)ayi(2) + a12(2)ala(z) — az(z)asy(2) + a13(2)ais(z) — azs(z)azs(z) + bi(2)
p(h2)(z) = 2a2(z)azn(z) + a12(z)als(z) — a11(z)aq; () + azs(2)azs(z) — ass(z)azz(z) + ba(2)
p(hs)(z) = 2ass(z)azs(2) + a13(2)ais(z) — ar2(2)aja(2) + azs(2)azs(z) — aze(2)a(z) + bs(2)
pler)(z) = —an(z)aii(2)al;(2) + az(z)ala(z) + ags(z)ais(z) — aq1(2)bi(z) + kd.aj; (2)
ple2)(z) = an(z)aii(z)axn(z) — a12(2)als(2)az(2) — azz(z)ax(2)az(2) + ass(z)azs(z) +
—a11(2)aly(z) — az(2)ba(z) + kOzaz(2)
ples)(z) = aia(z)ary(2)azs(z) + azn(z)asy(2)ass(z) — ai3(2)aiz(2)ass(z) — azs(z)azs(z)ass(z) +

—ags(z)azz(2)azs(2) — ara(2)ais(2) — aza(2)as;(2) — az3(2)bs(2) + kdzazs(2)
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onde p : 5A[(4, C) — g[(C[xll’m,$12,m,$137m, L22,m, £23,m, L33.m | M € Z)@c Clyim, Yom, Ysm | m € N*])
é uma representacao de ;[(4, C).

Agora descreveremos uma representacao de um médulo de Verma Imagindrio sobre ;[(4, C) segundo
o trabalho de B. Cox [Cox05] e concluir que ela é a mesma representacao do Teorema 3.2.2 ([CF04]),
com n = 3 e r = 0, descrita acima.

Usando as notagoes utilizadas em [Cox05], considere sl4(C) (n =4). Como 1 <i < j <4 temos 0s

*

geradores a;;(m) e aj;

(m), que sao operadores em C[x], com x = {z;;(m) | i,j,m € Z,1 <i < j <4}
Entéo? Sejam al?(m)v a13(m)a ai4 (m)7 a3 (m)7 a24 (m)7 a34(m)7 GTQ (m)? ai‘} (m)v a’{4(m), a;S (m)7 054 (m)v

as4(m), com m € Z, definidos como segue:
aiz(m) = —z12(m) ,  az(m) = —z13(m) , aa(m) = —z1a(m) ,

azz(m) = —wa3(m) , ag4(m) = —x24(m) , aza(m)= —w34(m) ,
ajp(m) = 0/0z12(—m) , ajsz(m)=0/0x13(—m) , aju(m)=0/0x14(~m),
azs(m) = 0/0x93(—m) , ay(m)=0/0xas(—m) , a3y(m)=0/0x34(—m).

Sejam b;(m), 1 < ¢ < 4 operadores em C[y|, com y = {y:(m) | i,m € N*,1 <4 < 4}, definidos

como segue:
bi(0)=—y'AL , bi(=m)=—y"m(m) , bi(m) = —ymd/dyi(m) ,
b2(0) = =" Ay s ba(=m) ==y 'ya(m) , ba(m) = —ymd/dya(m) ,
b3(0) = =7 "As . ba(=m)=—y'ys(m) , by(m) = —ymd/dys(m) ,

b4(0) = —y'Ny , ba(=m) = —y'yu(m) ,  ba(m) = —ymd/dys(m) ,

com m > 0, )x/l,)\;,)\é,)\; € C fixos e 2K =2, com v € C* fixo.
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Defina uma representagao p : sA[(4, C) — g[((C[x] ®c (C[y]> da seguinte maneira:

c — K

p(f1)(w) = Z p(fi(m))w™™

meZ

p(f2)(w) =" p(fa(m))w™™
meZ

p(f3)(w) = p(fs(m))w™™
meZ

p(hy)(w) = Y p(ha(m))w™™

mEZ

p(ha)(w) = Y plha(m))w™"

—ap(w)

—ag3(w) + arz(w)ais(w)

—aza(w) + ara(w)aiz(w) + aga(w)ags(w)

2a12(w)ajy(w) + arz(w)ais(w) — agg(w)ags(w) + ara(w)aiy(w) +

—azq(w)ag,(w) — by (w) + (v/2) (b3 (w))

2a23(w)azs(w) + arz(w)aiz(w) — arz(w)ajs(w) + aza(w)az,(w) +

—asa(w)azy(w) — ba(w) + (v/2) (b5 (w) + b3 (w))

2a34(w)az,(w) + ara(w)ajy(w) — arz(w)ajz(w) + aza(w)az,(w) +

—ans(w)azg(w) — ybs(w) + (v/2) (b3 (w) + b (w))
arz(w)ajy(w)ais(w) + arz(w)ais(w)ayy(w) — ags(w)ags(w)ais(w) +
Fang(w)ayy(w)as(w) — aza(w)azy(w)ayy(w) — ags(w)ais(w) +
—aza(w)ajy(w) — yaiy(w)bi(w) + (v/2)aiy (w)(bf (w)) +

~(v*/2)(w - 3;)aty(w)

agg(w)ags(w)asy(w) + aga(w)azs(w)azs(w) — aza(w)az,(w)azs(w) +
—aga(w)ag, (w) + arz(w)aiz(w) — yazs(w)be(w) +
+(7/2)azs(w) (b (w) + b3 (w)) — (v*/2)(w - 7 )ass(w)

aga(w)agy (w)azy(w) + arz(w)aiy(w) + ags(w)az, (w) — yazy(w)bs(w) +

+(v/2)asy (w) (b (w) + b (w)) — (v?/2)(w - 7L )a%s(w)

Concluimos que a representacao descrita no Teorema 3.2.2 [CF04] paran =3 e r = 0 é a mesma

representagao descrita no trabalho de B. Cox [Cox05] com n = 4. Observamos ser necessério fazer

algumas identificacoes:

Jis < f3(8) 5 fas & fa(s) , fzs & fi(s)

h15 < hg(s) s hgs < hQ(S) s hgs < hl(s) s

e1s <> es(s) , easrea(s) , essrei(s)

T11,s < x34(s) T12,s <7 x24(8) T13,s <7 z14(s)

Tog s > T23(s) , oz <> x13(S) , w335 > T12(S).
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3.6.3 (n=23,r=1):Wsi(\")

Considere a &lgebra de Lie g = sl(4,C), com geradores ey, es, €3, f1, fa, f3, h1,ha e hs. Entao, os
geradores de 5A[(4,(C) SA0 €1m, €2m> €3ms f1ms foms [3ms Pim, Rom, ham € ¢, com m € Z. Considere as

seguintes distribuigoes formais:

—m—1 —m—1 —m—1
ei(z) = § €imz " o filz) = § fimz™" , hi(z) = § himz"""",
meZ meZ mez
com 1 <17 <3.
Para um elemento v € C*, seja k=72 — (r +1) =42 —2. Como 1 < i < j < n = 3, a algebra de
Heisenberg a tem os geradores ai1,m; a12,m; @13,m, @22,m, @23,m» @33,m> 11 m> A12.m> U13.ms 432.ms 433 ms

ass ., € 1, com m € Z. Seja

Clz11,ms T12,ms T13,m> £22,m, L23,m, T33,m | M € ZJ.

Entao:
_ 0/0x11m , e m>0 ~ T11,—m , ¢ m<0
p(au,m) = ' ) P(afl,m) = 7 J
Z11,m , e m<0 —0/0x11,—m , se m >0
plaizm) = Ti2m , plaley,) = —0/0T12 —m ,
plazm) = T13.m ﬁ(aTS,m) = —0/0z13,-m ,
plazam) = T22m /7(@§2,m) = —0/0x92, —m ,
pla2sm) = v23m , plasz,,) = —0/0T23 —m ,
plassm) = T33m , Pass,y,) = —0/0r33 —m ,

A1) = 1.

A algebra de Heisenberg b tem geradores by, boym, b3 € 1, com m € Z. Entao,

0
px(bro) = A1, pa(bi—m) =e€1-y, ,  palbim) =mer - oy

5]
pra(bo) = X2, palb2,—m) =e€2-y,, , palbam) = mez - By

0
pa(bz0) = A3, pa(bs,—m) =e€3-y,, , pa(bzm) = mes- Gy

comm >0, A = (A1, A2, A3) € C2, y,, = (Y1ms Y2m, Y3m) € 0/0y,, = (0/0y1m, 0/ 0y2m, 0/0ysm). Sejam
)\1 = )\(hl(]), )\2 = )\(hgo) (&7 )\3 = )\(hgo)
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o W% (A7), com w = (12)

Consideremos o elemento w = (1 2) € W = S4. Pelo Teorema 3.2.2 [CF04], comn =3 er =1,
temos:

pile) = k=7"=2

P (f1)(z) = au(?)+ a12(2)ad(2) + a13(2)ass(2)

P (f2)(z) = a22(2) + azs(z)azs(2)

p¥(fs)(z) = as3(2)

p(h1)(2) = 2:an(z)agi(2) : + 1 awz(2)ala(2) © — 1 a(z)azy(2) : + 1 a13(2)ais(z) : — : azs(2)azs(2) : +b1(2)

pU(h2)(z) = 2:ap(2)an(?) : + :a12(2)aly(2) : = ann(2)aq; (2) : + < ags(z)ags(2) « — : ass(2)azs(2) : +b2(2)

p¥(h3)(z) = 2:ass(2)azs(2) : + 1 ai3(2)ajs(z) : — : ar2(2)aia(2) : + : az3(2)asg(2) : — 1 aza(2)agy(2) : +bs(2)

p¥(e1)(z) = —:aji(z)an(z)al;(2) : +an(z)aiy(2) + axs(z)ais(z) — afy (2)bi(z) + kd.al, (2)

pU(e2)(z) = :tan(z)ann(z)aiy(z) : = azp(2)ai2(2)aia(2) + — 1 agy(2)ae(2)asy(2)  +ass(2)azs(z) +
—a11(2)aia(2) — asy(2)b2(2) + k0. a3,(2)

pU(es)(z) = :agz(z)ara(z)ais(z) : + 1 azs(2)ase(2)agn(2) : — :azz(z)ars(z)ais(z) « — : assz(2)azs(2)ags(z) : +
— tazz(2)ass(2)azs(z) : —a12(2)ais(z) — aze(2)ags(z) — ass(2)bs(z) + ko.azs(z)

onde

~

p¥ :sl(4,C) — g[<<c[$11,m,$12,m, T13,m> T22,m, L23,m> £33,;m | M € Z] @c Clyim, Yom, Yzm | m € N*]>

¢ uma representacao de 5/1\[(4, C). Chamamos C[x] ®c Cly], com a estrutura de mddulo apresentada
acima, de médulo de Wakimoto Intermediario torcido pelo elemento w = (1 2) € &4, e 0 denotamos
por W3 (A, 7).

Agora, consideremos a subdlgebra de Borel El =b @H de 5A[(47 C), onde
by = (((Ce2 @ Ces dCey ®Ces d Ceg) @c Clt, t—1]> @ ((C61 @Cf1®Chy ®Chy®Chs) ®c t(C[t]) @ Cey

eh=hdCcdCd = (Chy ®Chy®Chs) ®Ccd Cd. Observe que by é a subalgebra de Borel de sl(4, C)
correspondendo & subélgebra parabdlica p; = h@nT & Cfy de g = sl(4,C), cujo fator de Levi redutivo
é 1y = Chg ® Chy ® Ch; @ Ce; @ Cf; = Chs @ Chy @ sl(2,C); isto é, El é uma subdlgebra de Borel
de g correspondente & subalgebra parabdlica de g cuja parte semissimples do fator de Levi redutivo é

g1 = 5[(2,@).
A agao da reflexdao w =(12) € W 2 Sy em A é:

wlay) =—a1 , wlar)=o+a , wlaz)=a3 |,

wlar +az) =ar , wlag+az)=ar+ax+az , wlo+ay+az)=ar+az ,

w(—a)=a; , w(l—aw)=-a1—ay , wl—-az)=-az ,
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w(—a —ag) = —ae , w(—ag—a3)=—-a;—az—a3 , wl—a;]—a—a3)=—ay— qs.

Em outras palavras:
(Cel — (Cf1 R (Ceg — C€4 s (Ceg — (C€3 s

Cey — Cey s C€5 — CGG R C(i@ — (C65 s
Cfi=Cer , CfarCfy , Cfs—=Cfs |,
Cfa—=Cfy , Cfs—=Cfs , CferCfs.

Denotemos por 311” a subdlgebra de Borel El =b; EB/h\ torcida pelo elemento w = (1 2). Entao temos
que:

All” =0 ®h , onde
Ellu = <(C€2 P CezPCey ®Cesd Ceﬁ) Qc C[t, t_1]> &b <(C€1 ®Cf1 P Chy ®Chy®Chs) ®c t@[t]) o Cfy

Afirmacao: o médulo de Wakimoto Intermedidrio torcido pelo elemento w = (1 2), W3’ (A, v), tem
as seguintes propriedades: a subdlgebra b; aniquila o vetor (1®1) € C[x]®cCly], h(1®1) = A(h)(121),
paratodo h € hec(l® 1) = (v -2)(1®1).

Verificaremos esta afirmagao. Nesse caso, foi necessario descrever as férmulas de forma explicita,
visto que em [CF04] as férmulas aparecem condensadas na linguagem das distribui¢oes formais. O
autor desta tese utilizou a definicao das distribuigoes formais e descreveu cada formula explicitamente

a fim de verificar a afirmacao.

Para que b, aniquile o vetor (1 ® 1) precisamos verificar que:

o p¥(e15)(1®1) =0, p(f15)(1®1) = 0, p*(h1s)(1®1) = 0, p*(h2s)(1®1) = 0, p*(h3s)(1®1) = 0,
Vs € Z~g;

o p¥(eam)(1®1) =0, p*(e3m)(101) = 0, p*(e4m)(1®1) = 0, p*(esm)(101) = 0, p*(eem)(101) =
0, Vm € Z;

° p"(f10)(1®1)=0.

PUANE) = Y (fis)2 ! = ana(2) + arz(2)ady(2) + ars(2)ads(2)

SEZ
_ —s—1 —s—1 * -m —s—1 * —-m
= ai11,s% + 12,52 (99 ;% + Q13,52 a3 m?

SEZL SEZL mEZ SEZL meZ

—s—1 * —s—1 * —s5—1

= E ai11,s2 + E a12,5—ma22 % + E a13,5—m @23y %

SEZ m,SEZL m,sEZ

* * —s5—1

= E <a11,5 + 5 a12,s—ma22 m + 5 a13,8—ma23,m> z .

SEZL meZ meZ

Assim, para s € Z, temos que:

fis = Gscomins + 0:200/0711s — > X195 m0/0T22, m — Y T13,6-m0/ 023 m
meZ mez
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Seja s € Z~¢. Entao:

pY(fis)(1®1) = <3/3$11,s - Z 212,5—m0/0x22 _m — Z $13,sm3/31‘23,m> (1®1)

MmEZ mMEZ

= <a/8x11,5 - Z $12,s—m8/8$22,—m - Z x13,s—ma/ax23,—m> (1) ® Id(l)

MEZ meZ
= 0l=0.

Para s = 0 temos:

Assim,

fo = 9/0r110— ) w12, -m0/0r2s m — Y T13,-m0/O223 m

meZ meZ

pY(fro)(1®1) = (3/(%11,0 - Z 212,-m0/ 0222 —m — Z $13,m3/a$23,m> (1®1)

meZ MEZ

= <8/8CE1170 — Z x127_m8/8a:227_m — Z $137_m8/81‘23,_m> (1) (= Id(l)

meZ meZ
= 0®1=0.

2:a11(2)ai 1 (2) 1+ a12(2)aiy(2) © — aga(2)ase(2) 1 4+ arz(z)ais(z) : — : ags(z)ass(z) : +b1(2)
2(an<z>+a’fl<z>> 2 (aTl(Z)an(Z)—) T ara(2)a(2) — am(z)aga(z) + ans(2)ats(z) +

—ag3(2)ass(z) + b1(2)

—m—1 * —s * —s —m—1 —m—1 * —s
25 a11,m? g ajy 2 +2§ ajy o2 g a11,m? + g a12,m% g ajg 20+

m<0 SEZL SEZL m>0 meZ SEL
—m—1 * —s —m—1 * —s —m—1 * —s
— E a22,m?% E A9y 4%~ + g a13,m% g Q13 4% ~ — E a23,m?% E Qg3 o2~ +
meZ SEL meZ SEL meZ SEZL
4 § blsz_s_l
SEZL
§ : § : * —s—1 § : z : * —s—1 § : * —s—1
2 allyma’ll,s—mz +2 041173_7na117mz + a12»ma12,s—mz +
s€Z m<0 s€EZ m>0 m,s€EZL
* —s5—1 * —s5—1 * —s5—1 —s—1
— Y anamly 2 + Y Gz mais 2 — > a2 +> bz
m,SEZL m,sEZL m,sEZL SEZ
* * * *
E (2 E a11,mA11 s—m +2 E a11,5—m@11,m + E : a12,mA12 s—m — § a22,mA22 s—m +
SEL m<0 m>0 meZ meZ
* * —s—1
+ Z A13,ma13 s—m — Z a23,m023 s—m + bls>z .
meZ meZ

Entao, para s € Z, temos que:

* * * *
his +— 25 an,man,s_erQg an,s_ma11,m+5 a12,ma12,s—m*5 a22,m22 s—m T

m<0 m>0 MEZ mEZ

* *
+ § : a13,m013 s—m — § : a23,mA23 s—m + bis
meZ meZ
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Seja s € Z~¢. Entao:

hls = =2 Z xll,ma/axllﬁnfs +2 Z ((Ssgmxll,mfsa/axll,m - 6s>m6/ax11,m758/ax11,m) +

m<0 m>0
- Z Z12,m0/0T12 m—s + Z %22,m0/0T22 m—s — Z 213,m0/0T13 m—s + Z %23,m0/0T23,m—s +
meEZL meEZL meZ meE”ZL
+se;-9/0y,
Entao:
p¥(his)(1®1) = ( -2 Z 211,m0/0%11 m—s + 2 Z (Os<m®11,m—s0/011,m — O55m0/0%11,m—s0/0%11,m) +
m<0 m>0
+ Z (—212,m0/0%12,m—s + £22,m0/0T22 m—s — 13m0/ 0%13,m—s + T23,m0/0%23 m—s) +
MEZL
+sep- 8/8y5> (1®1)
= ( -2 Z xll,ma/axll,m—s + 2 Z (5s§mx11,m—sa/axll,m - 6s>ma/ax11,m—sa/axll,m) +
m<0 m>0
- Z 212,m0/0T12,m—s — T22,m0/ 022 m—s + T13,m0/ 0T 13 m—s +
MEZL
—l‘23,7yla/8$237m_3> (1) ® Id(l) + Id(l) X (S e - 8/8}73) (1) =0®14+1®0=0.
pU(h2)(z) = 2:an2(2)az(?) : +:a12(2)aiy(2) : — s ann(2)ayy(2) : + :azs(2)ass(2) « — : ags(2)azs(2) : +b2(2)

= 20(2)aia(2) + an()ey(e) - (an(@sahi)) - (4t Gan)- ) + omlElaz() +

—ag3(2)azs(z) + b2(2)

—m—1 * —5 —m—1 * -5 —m—1 * —s
= 25 22, m? E A3 s% —|—§ a12,m? E ajy o2 —g a11,m? E a2 0+

mEZ SEZL meEZ SEZ m<0 SEZL
* —s —m—1 —m—1 * —s —m—1 * —s
- E (11,62 g a11,m% + E a23.m% E (3 o2~ — E as3.m? E a33 4% +
SEZ m>0 mEZ SEZL mEZ SEZ
+ E b2sz—s—1
SEZL
- 92 * —s5—1 + * —s—=1 * Zfsfl 4
- a221ma22,s—mz a12,ma’12,s—mz allymall,s—m
m,sEZL m,SEZL s€Z m<0
* —s5—1 * —s—1 * —s—1
- a11,5—m@11,m= + a23,ma23 s—m? - a33,ma33 s—m~? +
SEZ m>0 m,sEL m,s€EL
+ E b2sz—s—1
SEZL
* * * *
= Z (2 Z a22,ma22,s—m + Z alQ,ma1275_m - Z a117ma117s_m — Z all,s—mallﬂ’n +
SEZ mEeZ meZ m<0 m>0
* * —s—1
+ Y A mO3y e — D A33mAEs s+ b2s> z 7
meZ meZ

Entao, para s € Z, temos que:

* * * *
has +— 2 § : a22,mA22 s—m + E : a12,ma12 s—m — E a11,ma11,s—m — E a11,s—ma11,m +
MmEeZ meZ m<0 m>0

* *
+ E a23,ma93 5—m — E a33,ma33 s—m + b2s
MmeZ me7Z
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Seja s € Z~g. Assim:

has F =2 T99m0/0T00m s — Y T12.m0/0T12m-s+ D T11,m0/OT11m—s +

meZ MmEZL m<0
_ Z (5s§m$11,mfsa/al'1l,m - 5s>m6/8$11,m756/a$11,m) - Z $23,m3/5$23,m75 +
m=0 mEZ
+ Z 233,m0/0T33 m—s + S €z-0/0y,
meZ

pP(hes)(1®1) = ( -2 Z 292,m0/ 022 m—s — Z 212,m0/0T12,m—s + Z T11,m0/0T11,m—s +

mEZ MEZ m<0
- Z (65§mx11,m758/83311,m - 5s>ma/8$11,mfsa/axll,m) - Z $23,ma/ax23,mfs +
m>0 meZ
+ Z x337m8/8x33,m_5> (1) X Id(l) + Id(l) & ( s ey - 6/8)’5) (1)
meZ

= 0®1+1®0=0.

pU(h3)(2) = 2:aszs(z)azz(2) : +:a1z(2)ajs(z) + — tarz(2)ais(z)  + 1 ags(2)ass(z) + = axe(2)ass(z) : +b3(z)
= 2a33(2)ais(2) +a13(2)ajz(z) — a12(2)ajs(z) + azs(2)ass(2) — aza(2)ass(2) + bs(z)

_ —m—1 * —s —m—1 * —s —m—1 * —s
= 22 a33,mz E a33 52 +E a13,m? E 13 5% _E @12,m#% E:allsz +

meZ SEZL mEeZ SEZ meZ SEZ
—m—1 * —s —m—1 * —s5 —s5—1
+ E a23,m% E 23,52 = — E a22,m% § :azz,sz + 2 :stZ
meZ SEZ meZ SEL SEL
_ * —s—1 * —s—1 * —s—1
= 2 E a33,ma33 s—m? + E a13,ma13 s—m? - E a12,ma12 s—m? +
m,sEZL m,SEZL m,sEZL
* —s5—1 * —s5—1 —s5—1
+ Y a2 — D w2 +> baz
m,SEZL m,s€EL SEL
_ * * * *
- E (2 § a33,ma33 s—m + E a13,ma13,s—m — E a12,m@12 s—m + E a23,mA23 s—m +
SEZL mEZ meZ MmEZ meZ
o * b —s—1
(22,mA93 s_m T 035 | 2 .
mEZ

Entao, para s € Z, temos que:

h35 =2 a’337ma33,sfm+ CL13,ma’13,sfm_ a’127ma12,57m+ OL2377"la’23,sfm—i_

meZ meZ meZ meZ
*
- E a22,m0%92 5—m 1 b3s
MmEZ

Seja s € Z~q. Assim,

hzs = —2 Z 233,m0/033 m—s — Z x13,m0/0%13,m—s + Z Z12,m0/012,m—s +

meZ MEZ meEZL

- Z 223m0/0T23.m—s + Z 222,m0/0T22 m—s + s €3-0/0y,
meZ MEZ



118 Médulos de Wakimotos Intermedidrios 3.6

Entao:

pY(h3s)(1®1) = ( -2 Z x33,m0/0233.m—s — Z 213,m0/ 0213 m—s + Z 212,m0/0%12,m—s +

meZ meZ meZ

- Z 223,m0/ 023 m—s + Z 292,m0/0T22 m—s + s €3 - 8/8375) (1®1)

mEZ meEZ

= ( -2 Z x33,m0/ 0233 m—s — Z 213,m0/0%13m—s + Z x12,m0/0%12,m—s +

meZ meZ meZ

— > wo3m0/OT23ms + D $22,m3/33322,m—s) (1) ®Id(1) +

MmEZL meZ

+1d(1) ® <s eg-a/ays)(1)20®1+1®0=0.

P = - aiy(2)an (e (2) s +an(2)aia(z) + am(2als(2) — afy(2)b1(2) + huay (2)
Temos que : a*; (2)ai (2)at, (2) i=: a1 (2)(: ann(2)aty(2) :) - Assim:
@ = (nEnEan ) + (o Eane-) -
#(eneran @) ) + (ahEom)-ae).- ).

Entao,
. * R * —-m —p—1 * -5 —p—1 * —s * —-m
caiy(z)an(z)a;(z) 0 = § a11,m*? § :allypz § a11,6% ~ + § ai1,p? § ay,s% E a11,m#? +
m<0 p<0 SEL p<0 SEL m>0
* —-m * —s —p—1 * —s —p—1 * —-m
+ E a11,m? E ayy 5% E arrpz P+ E a11,6% E a1 pz " E a11,m?
m<0 SEZL p>0 SEZL p>0 m>0
Logo,
w _ * * —s—1 * * —s—1
P (61)(Z) - E <_ E a‘ll,mallapall,s—m—p)z + E : <_ E a’117pa11,s—m—pa’11,m>z +
SEL m<0,p<0 SEZL m>0,p<0
* * —s—1 * * —s—1
+ § (_ E all,ma’ll,smpall’p>z + E ( - E : all,smpallypall,m)z +
SEL m<0,p>0 SEZL m>0,p>0
* * —s5—1 * —s5—1
+ E ( E a22,mA12 s—m + E a23-,ma’13,s—m>z + E ( - E all,s—mb1m>z +
SEZ “MmEZL meZ SEL meZ
* —s—1
—k g s ajy 42 .
SEZL
Seja s € Zso:

s>0,m<0,p<0 implica s—m—p>0,
s>0,m>0,p<0 implica s—m—-p<Oous—m-—p>0,
s>0m<0,p>0 implica s—m—-—p<Oous—m-—p>0,

s>0,m>0,p>0 implica s—m—-p<0Oous—m—p>0.
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Assim, para s € Zs temos que:

€1s § mll,fmxll,pa/axll,erpfs + § 6s§m+px11,pm11,m+p75a/axll,7m +

m<0,p<0 m>0,p<0
Z 53>m+pxl1,p8/ax11,m+p—sa/axll,—m - Z 5s§m+p$11,—mxll,m-&-p—sa/axll,p +
m>0,p<0 m<0,p>0
+ Z Ss>mtpT11,—m0/0%11,myp—s0/0T11p + Z ds<mapT11,mtp—s0/0%11,p0/0T11,—m +
m<0,p>0 m>0,p>0
Z Os5map0/0T11 mip—s0/0x11 0/ 0T11, 1 — Z T22,m0/0T12 m—s — Z 223,m0/0%13 m—s +
m>0,p>0 meZ meZ
+ Z <5m,03/5$11,s>\1 — Om>00s<mT11,m—smey - /0y, + 0m>00s>m0/0T11,m—smey - 0/0y,, +
meZ

+5m<08/ax11,m75e1 . ym) + sk 8/63011’78

Portanto, para s € Z~g:

p¥(e1s)(1®1) 0®1+ ( Z (0m,00/0x11,—sA1 — Om>005<mT11,m—smer - 0/0y,, +

meZ

+5m>055>ma/axll,m75mel : 8/5ym + 6m<06/ax11,mfsel : Y—m) (1 oy 1)

= Z <§m,08/8$11,s(1) ® )\1(1) - 5m>055§mm11,m78(1) & mey - a/aym(l) +

meEZ

+6m>065>ma/8x11,m75(1) & mey - 3/3ym(1) + 6m<08/ax11,m73(1) ® e - ym(l))

= + Z ( m, O 0 (24 )\1 - 6m>053<m(x11 m—s @ 0) + 5m>053>m(0 2y 0) + 5m<0(0 Keq- y_— m))
meZ

= 0.

pile2)(z) = :ap(z)an(z)ari(2) @ — @ axn(z)aiz(2)aia(2) : — @ az(2)ag(2)axn(2) : +ass(2)azs(z) +
—a11(2)aia(2) — az(2)ba(2) + kOza29(2)-

Temos que : ajy(z)ar1(2z)aj;(2) =: a3y (2)(: an1(2)aj (2) @) 1 ay(2)4+ = 0 e ajy(2)- = ajy(2).
Entao:

:a&@mn@m;@wz(mﬂ@+ﬂwa@xw)+<ﬂaamma_@x@)

Isto é,
D ase(z)ar1(z)al(z Z a11mz ™! Z ayypz " Z a§2782_5+z ayypz " Z a1 mz ™! Z a59 s2 .
m<0 PEZL SEZ PEZ m>0 SEZ
Sabemos que a12(z)+ = a12(2),a12(z)— = 0,a22(2)+ = a22(2),a2(z)- = 0,ai5(z)+ = 0,a},(2)- =
@1(2), a3al2)4 = 0 e aly(2)- = azy(2). Entiio

P agy(2)ana(2)any(2) = a12(2)aiz(2)as(2)

Py (2)aza(2)az(2) = az(2)ag(2)az(2).



120 Médulos de Wakimotos Intermedidrios 3.6

Portanto,
w _ * * —s—1 * * —s5—1
p (62)(Z) - E < E all,mall,pa22,s—m—p>z + E < E all,pallyma22,s—m—p>z +
SEZ “m<0,pEZ SEZ “m>0,pEZ
* * —s—1 * * —s—1
+ Z < - Z al2,smpa127ma22,p> z + Z < - Z a22’smpa227ma22’p> z +
SEZ m,pEZL SEZ m,pEZL
* —s—1 * —s—1
+ Z < Z a3375ma’23,m> z - Z < Z CL11,5ma127m)2 +
SELZ “MmEZL SEZ “MmEZ
- E < g a§275mb2m> P - E s a§2,sz*5*1.
SEZ “mEZ SEZL
Seja s € Z:

es — — Z T1,m@11,—p0/0%22 m4p—s + Z 11,m0/011,—p0/ 022 mtp—s +

m<0,p<0 m<0,p>0

- Z .%'117_p8/8$11’m8/a$227m+p_3 + Z 8/81'117_p0/ax117ma/8.%'227m+p_3 +
m>0,p<0 m>0,p>0

- Z Z12,5—m—p0/0T12 —m0/0x22, —p — Z 292, 5—m—p0/0T22 1, 0/0T22 —p +
m,pGZ m,pGZ

- Z x33,s—m6/ax23,—m + Z (5s<m$11,5—m + 552m8/8$11,s—m)6/8x12,—m +
meZ meEZ

+ Z <5m,08/8x2275)\2 + 5m>08/8$22,m,5m62 . 8/8ym + 5m<08/8$22’m,862 . ym> +
meZ

+ sk 3/8x22,_s
Entao, para s € Z:

pPle2s)(1®1) = 0®@1+

+( Z 0m,00/0222, —sA2 + 0100/ 0%22 mm—smes - 0/0Y,, + Omc00/0T22 m—s€2 'ym) (1®1)
meZL

= Z (6m708/6x22,s(1) & )\2(1) + 6m>08/8$22)m75(1> & mey - 8/8ym(1) +
meZ

+5m<08/8$22,m—s(1) & €y - y—m(1)>

= > <5m,0(0 ® X2) +0m>0(0®0) + dmco (0@ ez - Ym)>
meZ

= 0.

pUles)(z) = :ag(z)arn(2)aiy(2) : + 1 azz(2)an(2)az(z) : -t ag(2)ais(z)agz(2) - +
— tagy(2)azs(2)az(2) « - agz(2)ass(2)ags(2) : —ara(2)ais(z) +

—an(2)ass(2) — a3a(2)bs(2) + hd.ags(2).
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Sabemos que ag(2)+ = ay(2), aij (=) = 0,a%j()1 = 0,alj(z)- = afj(2), para j > r = 1. Assim:

: a33(2)ara(2)afy (2) = ara(2)aty()als(2) |
: a35(2)az(2)ak (=) = an(=)ady ()l (2) |
: a3a(2)ars(2)als(2) = ars()ais(2)ads(2) |
: a3a(2)azs(2)a3s () = azs(2)ads(2)aks(2) |

: a33(2)as (2)a35() = as(2)ads(2)aks(2).

Portanto,
w _ * * —s—1 * * —s5—1
p (63)(2) - E :( E : a12yma12,pa33,smp>z +§ :< E a227ma22,pa33,smp>z +
SEZ “m,pEZ SEZ “m,pEZ
_ * * —s—1 * * —s—1
a13,ma13 pa33,s—m—p | ? a23,ma23 pa33 s—m—p | ? +
SEZ “m,pEZ SEZ “m,pEZ
* * —s5—1 * —s—1
- a33,m0a33 pA33 s—m—p | - a12,mA13 s—m | ? +
SEZ “m,pEZ SEZ “MmEZL
* —s—1 * —s—1 * —s—1
- E ( E a22,ma23,sm)z - E ( E a33,smb3m>z —k E § a3z 5% :
SEZ “mEZ SEZ “mEL SEZL
Seja s € Z:

ess Y T12.m0/0m12 p0)0s3mip-s+ D T22m0/022, p0/OT33mip-s +

m7p€Z m,pGZ
— > w13m0/0m13, 0/ 0Ts3mip-s — D T23m0/Or23 p0/0T33 mip—s +
mvpeZ M,pGZ
- Z $33,m8/8$33,—p8/ax33,m+p—5 + Z le,ma/aaf‘lB,m—s +
m,pEZ meZ
+ Z 292m0/0T23.m—s + Sk 0/0x33 5+
MmEZ
+> <(5m,0)\3 + Om>omes - /0y, + dm<oes - y_m)3/5$33,m—s>
mEZ

Entao, para s € Z:
p¥less)1®1) = 0.

Precisamos ainda verificar que p*(eqp)(1 ® 1) =0, p*(esp)(1 ® 1) = 0 e p“(egp)(1 ® 1) = 0, para
todo p € Z. Sabemos que o colchete de Lic em § = si(4,C) é:

[z @t y@t°] = [2,y] @™ + M —s(x,y)c
para todos z,y € g = sl(4,C), m, s € Z. Entao, em particular

[e1m, €2s] = [e1, ea] @ t"™T5 + Mmom, —s(e1,e2)c =es4 ® tmrs
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[eam, €3s) = [e2, €3] @ "% + Ml _s(e2,e3)c = €5 @ "5,
[64m7 635} = [647 63] & tm+s + mém,fs(ella 63)0 =es® tm—&—s.
Assim, eqp, = [€1m, €25, €5p = [€2m, €35] € €6p = [€am, €35], onde p =m + s € Z.
Como p% é uma representacao de s[(4,C) temos que:

pw(e4p) = pw([elma 625]) = [pw(elm)7 Pw(GQS)] 5

Pw(e5p) = p"(leam, e3s]) = [p" (e2m), p"(e3s)]
p"(esp) = p" ([eam: ess]) = [p" (€am), p* (€35)].

Mostraremos que p*(eq4p)(1 ® 1) =0, Vp € Z.
Suponhamos que p = m + s, com m € Z~g, s € Z. Sabemos que p“(e1,,)(1 ®1) =0, Vm € Z-g e
p¥(e2s)(1®1) =0, Vs € Z. Entao, temos que:

pUeap)(1®1) = [p"(e1m), p"(e25)](1 ® 1)
= (p"(e1m)p” (e25) — p"'(e25)p" (€1m)) (1 ® 1)
= p“(e1m)p”(e2s)(1® 1) — p“(e2s)p” (€1m)(1 @ 1)
= 0-0=0.

)P
)p

Agora suponhamos que m =0, s € Z, e p=m+ s = s.

p“(esp)(1®@1) = [p“(e10),p" (e2s)](1 ® 1)
= (p"(e10)p" (e2s) — p*(e2s)p" (€10))(1 ® 1)
= —p“(e2s)p” (e10)(1® 1).

Temos que p*(e10)(1 ® 1) = —(z11,0 ® A1) e

ers > — Z T11,u%11,—q0/0T22 utq—s + Z 211,40/ 0%11,—¢0/ 022 utq—s +

u<0,g<0 u<0,g>0
Z xl1,—q8/ax11,u8/8$22,u+q—5 + Z 8/aml1,—qa/axl1,u8/83722,u—i—q—s +
u>0,g<0 u>0,g>0
- Z T12,5—u—q0/0%12, 40/ 0T22 —q — Z 292, 5—u—q0/0%22, 0/ 0T22 —q +
u,qEZ u,q€Z
- Z $33,s—ua/8x23,—u + Z(ds<ux11,s—u + 582u8/8$11,5—u)8/a$12,—u +
UEZ uEZ
+ Z <5u,08/3$22,—s/\2 + 0u>00/ 0222 y—suey - 0/0y, + 0u<00/0T22 y—s€2 - y_u> +
UEZL

+ sk 8/01‘22,75

Entéo, p*(e4p)(1 @ 1) = —p*(e2)p" (€10)(1 ® 1) = p*(e24) (11,0 ® A1) = 0
Finalmente, vamos considerar m € Zg, s € Z e p =m + s.
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Entao, para m € Zq:
plem)(1®1) = —< > Omcutg(T11, w1167t gom ® 1)) —mk (z11,-m ®1) +
u<0,g<0

- ( Z 0u,0(Z11,—m ® A1) + OucoOm<u(T11,u—m @ €1 - y_u)>.
UEL

Consequentemente,
Plen1on) = g X Sncuen g n o))+ (mk @ o D) +
u<0,g<0

+p" (e2s) < > Suo(@11,m ® A1) + Sucodm<u(T11u-m @ €1 - y_u)) =0.
UEZL

Portanto p"(e4p)(1 ® 1) = 0, para todos p € Z.
Como p"(e2,)(1®1) =0, p¥(esu)(1®1) =0 e p*(e4,)(1 ® 1) = 0, Vu € Z, concluimos que para

p=m+s, com m,s € Z, temos que:
p* (esp) (1@ 1) = [p"(eam), p”(es5)|(1® 1) =0,

p*(eep) (1@ 1) = [p"(eam), p*(es5)](1 © 1) = 0.
Agora ainda precisamos verificar que h(1 ® 1) = A(h)(1 ® 1), para todo h € h. Vamos considerar

h1o, h2o e h3g, pois h = Chyg @ Chag & Chsg.

hip — =2 Z 211,m0/0T11,m + 2 Z 11,m0/0T11,m + Z ( — 212,m0/0%12,m + T22,m0/0T22 1m +

m<0 m>0 meZ

—213,m0/013.m + $23,m5/3$23,m> + M

hao +— =2 Z x22,ma/al‘22,m - Z 1:12,m8/83312,m + Z xll,ma/axll,m - Z xll,ma/axll,m +

meZ meZ m<0 m>0
- g 293,m0/ 0223 m + g x33,m0/0%33.m + A2
meZ MmeZ

hao +— =2 Z $33,ma/6$33,m - Z xlS,ma/8$13,m + Z $12,m6/8$12,m - Z $23,m8/ax23,m +

meZ meZ meZ meZ
+ g 222 m0/0T22.m + A3
meZ

Portanto,
p(ho)(1e1)=021)+ (1 A(1)=M(1s1),

pY(h20)(1®1) = (0@1) + (1@ A1) =r(1e1),
pU(h30)(1®1)=(0@1)+ (1®A3(1) =A3(1®1),

onde )\1 = )\(hlo), )\2 = )\(hgo) (§ )\3 = )\(hg()).
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3.6.4 (n=23,7r=2):Wss(\")

Considere a &lgebra de Lie g = sl(4,C), com geradores ey, €9, e3, f1, f2, f3, h1, ho € hg. Assim, os
geradores de 5:\[(4, C) sao eim, €2m, €3m, fim, fom, [3ms Pim, hom, ham € ¢, com m € Z. Consideremos as

seguintes distribuigoes formais:

ei(z) = Z eimz” ™ L fi2) = Z fimz™™ L hi(2) = Z himz™ ™1,

meZ meZ MEZ
com 1 <17 <3.
Para um elemento v € C*, seja k =~? — (r +1) = ~% — 3.
Como 1 <i < j <n =3, a élgebra de Heisenberg a tem os geradores 11,m,> A12,m, A13,m, 022.m,

* * * * * * :
a23,m; A33,my A11,.m> A12.m> A13m> 422.ms 423m> @33,m € 1, com m € Z. SeJa

(C[:Z;ll,mvx12,m7m13,m7x22,m7$23,max33,m | me Z]

Assim:
B 0/0x11m ,se m>0 B ZT11,—m ,se m<0
plaii,m) = , o plagy,) = ,
ZT11,m ,se m<0 —0/0x11,—m , s¢ m >0
4 4
N 0/0x12.m , 56 m>0 . Z12,—m ,se m<0
p(a12,m) = ) p(a12,m) = )
Z12,m , e m<0 —0/0x12,—m , se m >0
\ \
4 4
N 0/0x22m , s¢ m>0 . 292, —m ,se m<0
p(a227m) = ’ p(a22,m) - )
T22.m ,s¢ m<O0 —0/0x22,—m , s¢ m >0
\ \
plaizm) = T1izm , Plalsy,) = —0/0T13 —m ,
ﬁ(a23,m) = T23m ﬁ(a§37m) = _8/83323,7771 )
ﬁ(a33,m) = X33m ﬁ(a§3,m) = _8/8‘7;33777” )

1) = 1.
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A algebra de Heisenberg b tem geradores by, baym, b3m € 1, com m € Z. Entao,

0
pra(bio) =1 5 palbi—m) =e1-¥, , pralbim) =me; - ay.

0
pra(bo) = X2, palb2,—m) =€2-¥,, , palbam) = mez - oy

0
pa(bz0) = A3, pa(bs,—m) =e€3-y,, , pr(bzm) = mes- By

comm >0, A = (A1, X2, A3) € C*, y,, = (Y1m, Y2m: Y3m) € /0y, = (0/0Y1m, 0/ Oyam, 8/0y3m). Sejam
)\1 = )\(hlo), )\2 = )\(hgo) e )\3 = )\(hgo)

o Wi%(A,7), com w = (1 3)

Consideremos o elemento w = (1 3) € W = &4. Pelo Teorema 3.2.2 [CF04], comn =3 er = 2,

temos:

S

—
—_— — — — ~— ~— ~— ~—
—~ o~ o~ o~ o~ —~ —~

N
N N N

)
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~
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W

g
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hS)

S

>
N
N

he)
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S
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I\
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@
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I\

D
g
—~
D
(V]
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hS)
g
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D
w
N
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N
=
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onde

k=+%-3
a11(2) + a12(2)as,(2) + a13(2)ass(2)

aa(2) + as3(2)azz(2)

as3(z)

2:an(2)aiy(2) 1 + 1 a12(2)ais(2) =t ana(2)a(z) « + : a13(2)ajs(z) « — : ags(2)ass(z) : +b1(z)
2t a(2)az(2) 1+ a12(2)aiy(2) : =t an(2)aiy (2) « + 1 azs(2)azs(2) + — : ass(2)azs(z) : +ba2(z)
2 :ass(2)agg(2) : + 1 ars(2)ags(2) : — 1 a12(2)ala(2) : + ¢ ans(2)azs(2) : — : axn(z)ag(z) : +bs(z)
— 1 aj1(2)a11(2)aly (2) « +aza(z)aiy(2) + axs(2)ais(z) — ai;(2)bi(z) + (k + 1)0za7, (2)
tagp(2)ain(2)ay; (2) : — 1 agy(2)ar2(2)aly(2) : — 1 agy(2)aze(2)asy(2) : +ass(z)ags(z) +
—a11(2)afa(2) — asy(2)b2(2) + k0.a5,(2)

tagg(2)ar2(2)ais(z) « + 1 azs(2)ase(2)ag(2) + — :azg(z)ars(z)ais(z) « — : assz(2)azs(2)ads(z) : +

=t agy(2)ass(2)azs(2) : —aa(2)ais(2) — ana(2)azs(z) — azs(2)bs(2) + k0za3;(2)

pv : 5l(4,C) — 9[<<C[9011,m73612,m, T13,m 22,m £23,m T33,m | M € Z] @c Clyim, Y2m, Yam | m € N*]>

6 uma representacio de sl(4,C). Chamamos C[x] ®¢ C[y], com a estrutura de médulo apresentada

acima, de médulo de Wakimoto Intermediario torcido pelo elemento w = (1 3) € &4, e 0 denotamos

por ng?()‘a ’7)
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Agora consideremos a subalgebra de Borel by = by @H de 5A[(4, C), onde

by = (((Ceg @ Ce; @ Ceg) ®c Clt, t_1]> ® (((Cel ©Cer®Ces ®Cf1 @ Cfa®dCfy) ®c tC[ﬂ) ®

) <((Ch1 @ Chg @ Chs) ®c t@[t]) @ Ce1 @ Cey @ Cey

eh=bh®CcdCd = (Chy & Chy ® Chs) @ Cc® Cd. Observe que by é a subdlgebra de Borel de si(4, C)
correspondente & subélgebra parabdlica po =h@dnT ® Cf; & Cfo @ Cfy de g = sl(4,C), cujo fator de
Levi redutivo é I = Chg ® Chy @ Chy ® Cey @ Ceg ® Cey & Cf1 & C fo & Cfy = Chs @sl(3,C); isto 6, by
¢ uma subdlgebra de Borel de g correspondente & subdlgebra parabdlica de g cuja parte semissimples

do fator de Levi redutivo é ga = s((3,C).
A acdo dareflexdio w =(13) € W =S4 em A é:

w(ay) =—as , wla)=-a1 , wlas)=a+ay+ag |,
wlar+a) =—a1 —ay , wlag+az)=art+as , wla+as+az)=as |,
w(—a) =ay , wl-a)=ao; , w(—az)=-a1—ay—az ,
w(—a —ae) =a1+ay , wl—ay—a3z)=—-az—a3 , w(—a]—ar—a3z)=—as.

Em outras palavras:
Cel — (Cfg s CGQ — Cfl R (C63 — (CGG R

(C€4 — (Cf4 R C65 — C65 s (Ceﬁ — (Ceg s
Cfi—Cex , Cfo+Cer , Cf3—=Cfs |,
Cfar>Ceqy , Cfs—=Cfs , CfegrCfs.

Denotemos por E@” a subdlgebra de Borel by = by EBE torcida pelo elemento w = (1 3). Entao temos

que:
§ =06y, ®b,
onde
by, = ((Ceg ® Ces @ Ceg) ®c Clt, tl]) ® ((C61 ® Cea ® Ces ®Cf1 @ Cfa ®Cfy) ®c tC[ﬂ) ®

S¥ <(Ch1 @ Chg @ Chs) ®c tC[t]) PCfrdCfod Cfy.

Afirmagao: o médulo de Wakimoto Intermedidrio torcido pelo elemento w = (1 3), W3’ (A, 7), tem
as seguintes propriedades: a subdlgebra by aniquila o vetor (1®1) € C[x]®cCly], h(1®1) = A(h)(1®1),
paratodo h€hec(l®l)=(v2-3)(1®1).

Verificaremos esta afirmacao. Como ja dito anteriormente, foi necessario descrever as férmulas de
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forma explicita, visto que em [CF04] as férmulas aparecem condensadas na linguagem das distribuigoes
formais. O autor desta tese utilizou a definicao das distribuicoes formais e descreveu cada féormula
explicitamente a fim de verificar a afirmagao.

Para que b, aniquile o vetor (1 ® 1) precisamos verificar:

o p¥(e15)(1@1) =0, p*(ez5)(1@1) = 0, p*(eas) (1@ 1) = 0, p*(f15)(1©1) = 0, p*(fas) (1@ 1) = 0,
P (f1s) (1 ©1) = 0, p*(h1s) (1 © 1) = 0, p*(h2s)(1©1) = 0, p*(h3s)(1©1) = 0, Vs € Zo;

o p¥(e3m)(1®1) =0, p“(esm)(1®1) =0, p“(eem)(1®@1) =0, Vm € Z;

e p"(f10)A1®1) =0, p(fa0)(1®@1) =0e p*(fao)(1®1) =0.

PUf) = D ()2 = an(2) + ana(2)ady(2) + ars(z)ass(2)

SEZ
_ —s—1 —s—1 * -m —s—1 * —-m
= ai11,s% + 12,52 (99 ;% + Q13,52 a3 m?

SEL SEZL mEeEZL SEL meZ

—s—1 * —s—1 * —s—1

= E ai11,s2 + E a12,5—ma22 % + E a13,5—m @23 %

SEZ m,SEZL m,s€EZ

* * —s—1

= E <a11,5 + 5 Aa12,s—ma22 m + 5 a13,s—ma23,m> z .

SEL meZ meEZ

Entao, para s € Z, temos que:

fis = ds<omi1,s + 05>00/0x11,5 + Z <5szm6/5$12,s—m$22,—m + 5s<m9€12,s—m1‘22,_m> +

m<0

- Z <(5s>ma/8x12,s—ma/am22,—m + 58<mx12,s—m8/8x22,—m> - Z $13,5—m8/ax23,—m

m>0 meZ

Seja s € Z~q. Entao:

Pw(fls)(l & 1) = (8/83311,5 - Z (552m8/6$12,s—m8/8x22,—m + 6s<mm12,s—m8/a$22,—m) +

m>0

+ Z 8/({_)x12,5—7’nx22,—’m - Z x13,s—m8/ax23,—m> (1 & 1)

m<0 mez
= <a/3$11,s - Z (05>m0/0x12,6—m0/0T22, —m + Os<m®12,5-m0/0T22 —m) +
m>0
+ Z 0/0x12,6—mT22,—m — Z $13,sm3/3$23,m> (1) ® Id(1)
m<0 meZ

= 0®1l=0.
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Para s = 0 temos:

3.6

fio = 0/0x110+ Z (Om<022,-m0/0%12,—m — Om>0T12,—m0/0%22, —m) — Z 213,—m0/ 023, —m

MeEZ MEZ

Assim,

P (fin)1®1) = 0.

pU(f2)(2) = D p(fas)2 "t = aga(2) + ags(2)aks(2)

SEZL

—s—1 —s—1 * —m
= g a2 5% —i—g a23,s% g a33.;m?

SEZ SEZL meZ

2 : § * —s—1
— <(I22,3 =+ a2375ma33’m> z s .

SEZL MEZ

Entao, para s € Z, temos que:

*
fas a227s+5 23 s—ma33 m
meEZ

> Bacot22,s + 05200/0022. — Y X236 m0/OT33 m
mez

Seja s € Z~g. Assim:

pw(fQS)(l ® 1) = <a/8x22,s - Z x23,sm8/ax33,m> (1 & 1)

meZ

= (8/5‘1‘22’5 — Z x2375_m8/8x337_m) (1) & Id(l)

meZ
= 0®1=0.

Para s = 0 temos:

fao = 3/85622,0 - Z $23,7m8/39333,7m

MEZ

Assim,

P (f20)(1®1) = 0.
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P (h)(z) = 2:an(2)ai;(2) @+ :a12(2)aiy(2) © — ¢ asz(2)az(2) : + : ar3(2)ajs(z) « — : azs(2)azs(z) : +b1(2)
= 2(enhan) + 20 ) )+ (@eiane) + (aEne)-) +
~(ara(e)205502))  (a3a(EJoaa(e)- ) + ana(2Dafs(z) — a2y 4) + 0 )
= 2 Z aymz ™! Z ayy 2 "+ QZa*{LSz_S Z arimz ™+ Z argmz ™t Zai‘z)sz—s +

m<0 SEZ SEZ m>0 m<0 SEZ
* —s —m—1 —m—1 * —s * —s —m—1
+ E ar2,5% E a12,m? - E a22,m? § A% = — § A2 5% E a22,m? +
SEZL m>0 m<0 SEZ SEZ m>0
—m—1 * —s —m—1 * —s —s—1
+ E a13,m? E ayz 2 " — E 23 m? g a3 2 "+ E bisz
meZ SEL meZ SEZL SEZL
* * —s—1 * —s5—1
= 2 E : < E : a11,mA11 s—m + E all,s—male)Z + E ( E : al?,ma12,s—'rn>z +
s€Z *m<0 m>0 s€Z ~m<0
* —s—1 * * —s—1
+ E < E a12,s—ma12,m>z - § : < § A22,m 22 s—m T E 0’22,s—ma227m>z +
SEZ ~m>0 SEZ ~m<0 m>0
* —s5—1 * —s5—1 —s—1
+ Z a13,ma13,5—m~ - Z a23,m023 s m? + Zb1sz
m,sEZL m,s€EL SEL
_ * * * *
- E (2 § : a11,mA11 s—m +2 E a11,5—m@11,m + E a12,mA12 s—m + E 12, s—m@12,m +
SEL m<0 m>0 m<0 m2>0
* * * * —s—1
- Z a22,ma22 s—m — Z 22, s—m@22,m + Z a13,mA13 s—m — Z a23,mA93 s—m + b13>2 .
m<0 m>0 meZ meZ

Entao, para s € Z, temos que:

* * * *
his = 2 E :allvmall,sfm+2 E a11,5—m@11,m + E a12,m012 s m + E a1 s ma12,m +

m<0 m>0 m<0 m>0
* * * *
- § : a22,ma29 s—m — E A22 s—ma22,m + E : a13,ma13,s—m — § : a23,ma23 s—m + b1s
m<0 m>0 meZ me7Z

Seja s € Z~q. Entao:

his — =2 Z Z11,m0/ 0211 m—s + 2 Z (0s<m®11,m—s0/0%11,m — 0s5>m0/0T11,m—s0/0T11,m) +

m<0 m>0

- Z le,ma/axlzm—s + Z (5s§mm12,m—sa/ax12,m - 5s>ma/8x12,m—sa/ax12,m) +
m<0 m>0

+ Z x22,m8/ax22,m75 - Z (65§mx22,m758/ax22,m - 5s>ma/8$22,mfsa/ax22,m) +
m<0 m>0

- Z $13,m6/8x13,m75 + Z x23,ma/al‘23,mfs +sep- 8/aYS

MEZ mEZ
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Entao:
pw(hls)(l & 1) = ( -2 Z mll,ma/axll,mf\s + 2 Z (6s§mm11,m758/ax11,m - 68>m6/8$11,m758/6x11,m) +
m<0 m>0
- Z x12,m8/8x12,m—s + Z (5s§mx12,m—sa/ax12,m - 6s>ma/ax12,m—sa/ax12,m) +
m<0 m>0
+ Z 292,m0/0T22 m—s — Z (0s<m®22,m—s0/0T22m — O55m0/0%22 m—s0/0%22.m) +
m<0 m>0
— Z 213,m0/0%13 m—s + Z 223,m0/0T23 m—s + S €1 '5/8}’5) (1®1)
meZ meZ
= ( -2 Z 211,m0/0T11,m—s + 2 Z (Os<m®11,m—s0/0%11,m — Os5m0/0T11,m—s0/0x11,m) +
m<0 m>0
- Z x12,m8/8$12,m75 + Z (6s§mx12,m758/8x12,m - §S>m8/8x12’m756/8$12,m) +
m<0 m>0
+ Z x22,ma/ax22,m—s - Z (6s§mx22,m,—sa/ax22,m - 5s>m6/8x22,m—38/8z22,m) +
m<0 m>0
— Z I137ma/8$137m_s + Z :1:237m6/8x237m_3> (1) ® Id(l) + Id(l) ® (S e - 6/8}’5) (1)
meZ mEZ
= 0®1+1®0=0.
p(h2)(2) = 2:a2(2)as(2) : +:a12(2)alsy(2) : — ta11(z)a; (2) : + ¢ azs(2)azs(z) : — : ass(z)aszs(2) : +b2(2)

_ z(m 2)paly( ) (a22 agg(z)_> + (a12(z)+a>;2<z)> + <a;2(z)a12(z)_> 4
(ml 2)eaty (2 ) (au Jary () )+a23(z)a§3(z)—a33(z)a§3(z)+b2(z)

—m—1 — * —s —m—1 —m—1 * —s
= 25 a22,m% E Ao, 5% +2§ Q9 % E a22,m”% +§ a12,m% 5:0412,325 +

m<0 SEZL SEL m>0 m<0 SEL
* —s —m—1 —m—1 * —s * —s —m—1
+ g (19 % g a12,m% — E a11,m?% E ayy 4% 7 — E aq1,6% g a11,m% +
SEZL m>0 m<0 SEZ SEL m>0
—s—1 * —-m —s—1 * —-m —5—
+ E 23,57 E a3 m? — g a33,s% E a33 % + E bosz
SEZL meZ SEZL meZ SEL
* * —s5—1 * —s5—1
= 2 E < § : a22,mA22 s—m + E a’22,sma22,m)z + § ( E a12,ma12,sm)z +
s€Z *m<0 m>0 S€EZ ~m<0
* —s—1 * * —s—1
+ A12,s—m®12,m | - allyma’ll,sfm—’— a11,6—m@11,m |Z +
SEZ ~m>0 sEZ *m<0 m>0
* —s—1 * —s—1 —s5—
+ Z 23,5s—ma23 m~? - Z a33,5—ma33 ;72 +Zb252
m,sEZL m,sEZL SEZ
- a22,mA22 s—m + A22 s—m@22,m + a12,ma12 s—m + a12,s—md12,m +
SEZL m<0 m>0 m<0 m>0

* * * * —s—1
- Z a11,ma11,s—m — Z 11, s—mQ11,m + Z 23,5—mG23 m — Z a33,5—ma33 m 1 b25>z .

m<0 m>0 meZ meZ
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Entao, para s € Z, temos que:

* * * *
hos — 2 E a227ma22,sfm+2 E a’22,37ma22,m+ E al?,ma12,sfm+ E a12,sfma12,m+

m<0 m>0 m<0 m>0
* * * *
- E : a11,ma11,s—m — E a11,5—ma11,m + E : 23,s—ma23 m — E : a33,5—ma33.m + bas
m<0 m>0 meZL meZ

Seja s € Z~g. Temos que:

hos +— =2 Z 222,m0/0T22 m—s + 2 Z (05<m@22,m—s0/0%22.m — 0s5m0/0T22 m—s0/0%22.m) +

m<0 m>0

- Z xl?,ma/axlzm—s + Z (6s§m$12,m—sa/axl27m - 5s>ma/8$12,m—sa/ax12,m) +

m<0 m>0

+ Z $11,ma/ax11,m75 - Z (6s§mx11,mfsa/axll,m - 5s>ma/8xll,mfsa/axll,m) +

m<0 m>0

= @935 m0/0x23 m+ Y 7335 m0/0T33 _m + 5 €2 - /0y,
meZ mez

Entao:

p¥(hes)(1®1) = ( -2 Z 222,m0/0T22 m—s + 2 Z (0s<m®22,m—s50/0%22.m — O55m0/0T22 m—s0/0T22 m) +

m<0 m>0

- Z m12,ma/ax12,m75 + Z (5s§mm12,m758/8x12,m - §S>m8/8x127m738/8x12,m) +

m<0 m>0

+ Z xll,ma/axll,m—s - Z (dsﬁ'rn-jcll,m—sa/axll,m - 6s>m8/ax11,m—sa/8~rll,m) +

m<0 m>0

_ Z $237S_m8/83}237_m + Z $3373_m8/6l‘33,_m> (1) X Id(l) + Id(l) X (S ey - 8/8}@) (1)

meZ mEZ
= 0®1+1®0=0.
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2:as3(2)ais(2) 1+ a13(2)ais(z) : — :a1a(2)ais(2) : 4 : agz(2)ads(z) : — : aga(z)ase(2) : +b3(z)

2a33(2)a3s(z) + ai3(2)ais(z) — (a12(2)+a’{2(2)> - (aiz(z)au(z)) + ags(2)ads(2) +
(ana(e)05202)) — (aa(eJoaa(e)- ) +0ala
2 Zagg,sz—s—l Z a33.m2 "+ Zalg’sz_s‘l Z Wy — Z g mz ™ Zaikz,sz_s N

SEZL meZ SEL meZ m<0 SEL
* -5 —m—1 —s—1 * —-m —m—1 * —5
- E Q19 g2 E a12,m% -+ E 23,52 E (3 m? - E a22.m? E Qg 5% -+
SEZ m>0 SEZ MEZL m<0 SEZ
* —s —m—1 —s—1
— g a3 % E a22,m% + g bssz
SEZL m>0 SEZL
* —s—1 * —s—1 * —s—1
2 g ( § a33,sfma33,m)z + E ( E a13,5*ma13,m)z - E ( E :a12’ma’12,sfm)z +
SEZ mEZL SEZ MmEZ s€EZ m<0
* —s5—1 * —s—1 * —s5—1
- E ( E Y2 6 m@12,m) % + E ( E 23 5 ms3 )% - E ( E 422,m 32 4—m) % +
s€EZ m>0 SEZ MEL s€Z m<0
* —s5—1 —s—1
— E ( g a22,s_ma22,m)2 + E b3s2
s€Z m>0 SEZ
* * * *
E (2 E a33,5s—m @33 1 T E a13,s—m 013 m — E 12,m012 s—m — E A1 s md12,m +
SEZ me7Z meZ m<0 m>0
* * * —s—1
+ Z A23,s—m@23 1 — Z a22,mA22 s—ym — Z (99 s—mA22,m + b35>z .
meZ m<0 m>0

Entao, para s € Z, temos que:

* * * *
his — 2 § :a3375—ma33,m+ E :a13,8—ma13,m - E :alQ,mam,s—m - E a12,s—ma12,m+

MEZL meEZ m<0 m>0
* * * b
+ 23,5—md23 m — a22,ma92 s—m — 22 s —mA22,m 1 03s
meZ m<0 m>0

Seja s € Z~q. Assim,

h33

—

-2 Z x33,5—m0/0x33 _m — Z 213,5-m0/0x13, —m + Z 212,m0/0T12,m—s +

mEZ meZ m<0
- Z (5s§mx12,m—sa/8fc12,m - 5s>m8/ax12,m—sa/ax12,m) - Z x23,s—m6/8$23,—m +
m>0 meZ

+ Z 3322,ma/85522,m—s - Z (5s§mx22,m—sa/8l‘22,m - 5s>ma/a$22,m—sa/ax22,m) +

m<0 m>0
+ s e3-0/0y,
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Portanto:
p(h3s)(1®1) = ( -2 Z x33,5—m0/0%33, —m — Z %13,6—m0/0%13,—m + Z 212,m0/0%12 m—s +
meZ meZ m<0
- Z (5s§mx12,m758/8x12,m - 5s>ma/ax12,mfsa/a$12,m) - Z $23757m8/8$23’7m +
m>0 meZ
+ Z x22,ma/8x22,7n—s - Z (6s§7nx22,7n—sa/6x22,m - 5s>ma/6x22,m—sa/ax22,m) +
m<0 m>0
+s e3 - 8/8y3> (1®1)
= ( -2 Z 233,5—m0/0%33 _m — Z 213,5—m0/0%13 —m + Z 212,m0/0%12 m—s +
meZ meZ m<0
- Z (5s§m$12,m758/8x12,m - 5s>ma/ax12,mfsa/a$12,m) +
m>0
- Z 5s§mx22,m—sa/8x22,m - 68>ma/8~7322,m—sa/8$22,m +
m>0
- Z x23,s—ma/63723,—m + Z 1'22,m8/83322,m—s> (1) Y Id(l) + Id(l) ® <5 €3 - 8/8}’3) (1)
meZ m<0
= 0®14+1®0=0.
pP(e1)(z) = —:api()an(z)an(z) : +a(z)als(z) + as(z)aiz(z) — ay1(2)bi(z) + (k + 1)0.a7; (2).

Temos que : ai;(2)a11(z)aj;(z) :=: a}1(2)(: a11(2)ai;(2) :) :. Logo:

@ = (nEnEan ) + (o Eane)-) -
#(enenan@an)- ) + (aEme)-ae).- ).

Assim,
Lk —-m —q—1 * -5 —q—1 * -5 * —-m
ajp(2)an(z)ai; (2 § allm § :allyqz § a11,6% =+ § :allyqz § a11,s% § a11,m? +
m<0 q<0 SEZL q<0 SEZL m>0
* —m * —s —q—1 * —s —q—1 * —
+ E a11,m? E (11,62 E a11,q% + E (11,62 E :all,qz a11,m?
m<0 SEZ q>0 SEZL q>0 m>0
Entao,

* * —s—1 * * —s—1
E all,mallvqall,s—m—q>z + E ( - E allaqall,s—m—qall,m>z +

/—\

prlent) = X (-
€L

m<0,g<0 SEZ m>0,g<0
* * —s—1 * * —s—1
E ( all,mall,smqa117q> z + E ( - E : a’ll,smqa‘ll’qall,m> z +
€Z m<0,g>0 SEZL m>0,q>0
7371 * —s—1
a22 s—mai2 m + 23,5—ma13,m | +
meZ SEZ “mEZL
aj b 1 (k+1) saj, 257!
11,s—mY1m 11,s

€7 meZ nez
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Seja s € Z~¢. Considerando todas as possibilidades temos que:

€1s E 33‘11’7m1'11’q6/8l‘11,m+q75 + E (5s§m+q$11,qwll,m+q758/a$11,fm +

m<0,q<0 m>0,q<0
Z 5s>m—&-ql‘11,(16/6$11,m-‘,—q—36/65511,—771 - Z 5s§m+qx11,—mxll,m-‘rq—sa/axll»q +
m>0,q<0 m<0,g>0
+ Z 6s>m+qx11,7ma/ax11,m+qfsa/ax11,q + Z 6s§m+qx11,m+qfsa/ax11,qa/ax11,7m +
m<0,q>0 m>0,g>0
> besmrq0/0T11.m1q-s0/0211,40/0211 i — D> T23.0-m0/ 013 + $(k + 1)0/x11, s +
m>0,g>0 meZ
+ Z <5m<05/5$22,sm$12,m - 5m>055<mm22757ma/8x12,7m - 5m>05s>m3/3$22,sm3/3$12,m) +
meEZ
+ Z (5m,08/ax11,sA1 - 5m>055§mx11,m78mel : 8/aYm + 6M>055>m8/8‘r11,m*5mel : 8/aym +
mEeEZ

+5m<08/8$11’m7561 . ym)

Assim, para s € Z~q:

pPles)(1®1) = 0®@1+ ( Z (0m,00/0x11,—sM1 — Om>00s<mT11,m—smey - 0/0y,, +
MmEZ

+5m>065>m8/ax11,m—smel : a/8Ym + 5m<08/833117m—5e1 : ym> (1 (%9 1)

= Z <5m708/3x117_5(1) @ A1(1) = dm>00s<mT11,m—s(1) @ mey - /0y, (1) +
meZ

+0m>005>m0/0T11,m—s(1) @ mey - 0/0y,,(1) + dm<00/0x11,m—s(1) @ €1 - ym(1)>

- Z (6771,0(0 ® >\1) - 5m>055§m(x11,m—s & 0) + 5m>065>m(0 ® 0) +
meZ

+5m<0<0 ®eq- y_m)) =0.
Observe que p*(e10)(1® 1) = —(z110@ A1) # 0

p(e2)(z) = :axn(z)ani(z)aii(z) @ — :ax(z)arz(z)ais(z) : — : ase(2)ass(2)az(z) : +ass(2)ass(2) +
—a11(2)aiy(z) — ax(2)be(2) + kdza55(2).

taby(2)ar1(z)af (z) =1 asy(2)(: a11(2)ai;(z) :) :. Assim:

afy(en(2afy(2) ;= (a;2<z>+au< aain()) + (ne)an (i) ) +

#(meran @) ) + (o @) ).
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3.6
Logo,
tazy(2)ani(2)aj(2) 1 = Z aggm? Z ai1,qz 97" Z ajpez C+ Z ar1,qz 07! Z a2 ° Z a3pmz "+
m<0 q<0 SEZL q<0 SEZL m>0
+ Z agmz " Z i,z Z arqgz” ! + Z ajy sz ° Z ar,qz” %! Z a3pmz
m<0 SEZ q>0 SEZL q>0 m>0
taby(2)a12(z)als(2) :=: asy(2)(: a12(2)aiy(2) ) . Logo:
ap(aa()aly() = (a;2<z>+au< Daaiala)) + (a2 ) +
H(nErai@un)- ) + (b)) ).
Entao,
tage(2)aiz(2)aiy (= Z a39,m2 " Z 19,02 77" Z a12,s% "+ Z 19,02~ 77" Z alg,s% " Z A9 mZ
m<0 q<0 SEL q<0 SEL m>0
+ Z a3gmz " Z ajg,s2 " Z a2, 17 + Z ajp 2 ° Z a2, 17 Z A9 m?
m<0 SEZL q>0 SEZL q>0 m>0
aby(2)a(z)ase(2) :=: a5y (2)(: ag2(2)ady(2) ) . Logo:
Pay(2)ag(z)axn(z) = <a§2(z)+a22( ) a(2 > + < z)yasy(z a22(z)_> +
+(ner @) ) + () o) ).
Entao,
tasy(2)a(2)asy (2 Z aggm? Z a9,z 17! Z a39,5% °+ Z agg,q2 17! Z a9,5% " Z Ao mz "+
m<0 q<0 SEL q<0 SEL m>0
+ Z a5y 2 " Z a9 2 ° Z azeqz 1t + Z a5y 52 ° Z g, gz 171 Z Ao m2
m<0 SEZ q>0 SEZL q>0 m>0
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Portanto,
w _ * * —s—1 * * —s5—1
p¥(e2)(z) = E < E a22,ma11,qa11,s—m—q>z +§ < E all,qan,s—m—qam,m)"’ +
s€Z “m<0,q<0 s€Z ~m>0,q<0
* * —s—1 * * —s—1
+ 22 1 011,5—m—qQl,q | Z + a11,5—m—q@11,g22 m | Z +
s€Z ~m<0,q>0 se€Z ~m>0,g>0
+ _ * * 7371_’_ _ * * ,3,1+
a22,ma127qa12,37m q a127qa12,57m7qa22,m z
SEZL m<0,q<0 SEZ m>0,q<0
+ . * * —S5— 1+ * * —s 1+
22 mA12,5s—m—q?12,q | # 12, s—m—q®12,¢422 m
SEZ m<0,q>0 SEZ m>0,q>0
* * —8—1 * * —S 1
+ - 29 m022,q222 s—m—q + - 22,492 s—m—qd22,m +
SEL m<0,q<0 SEZ m>0,q<0
+ — 5 . —s—1 — * * L, 4
22 m@22 s—m—q422,q | ? 22 s—m—q@22,¢322 m
SEZL m<0,q>0 SEZ m>0,q>0
* —s—1 * —s—1
+ a33,s—m023 m |2 - a11,5—m@12,m |2 +
SEZ “meEZ SEZ “MmEZ
< E a22 5— mb2m> Ik E S 032,82_8_1‘

SEZL
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Para s € Z~:
€2 = > T2 m¥11,40/0T11 mig-s +
m<0,q9<0
+ Z ( — Gs<m+qT11,¢T11,m+q—s0/0T22 —m + 5s>m+q$117qa/ax11’m+qSa/axﬂ’m) -
m>0,q<0

+ Z <5s§m+qx22,mxll,erqsa/axll,q - 5s>m+qx22,ma/afll,m+qsa/a$11,q> +

m<0,g20

+ Z ( - 58§m+qx11,m+q—sa/axll,q6/8$22,—m + 5s>m-¢—qa/83311,m—&-q—sa/ax11,(18/85522,—m) +

m>0,q>0

=+ Z 292, —m%12,q0/0T12,mtq—s +

m<0,g<0

+ Z <5s§m+qx12,qI12,m+q—s3/3I22,—m - 5s>m+q$12,q5’/31712,m+q—s5’/31722,—m) +

m>0,q<0

+ Z ( - 5s§m+qx22,—mx12,m+q—sa/ax12,q + 5s>7n+qx22,—ma/8$12,m+q—sa/6$12,q) +
m=<0,¢g>0

+ Z (65§m+qxl27m+q—s8/ax127q8/8x22,—m - 65>m+qa/axl27m+q—sa/ax127q8/8$22,—m) +
m>0,q>0

+ E 292, —mT22 q0/0T22 miq—s +
m<0,q<0

+ Z <5sgm+q$22,q$22,m+q—s3/33?22,—m - 5s>m+q$22,q6/69€22,m+q—s6/69022,—m) +

m>0,g<0

+ E ( — Os<m+qT22,—mT22,m+q—s0/0T22 4 + 65>m+qx227—m8/8$22,m+q—88/8$22,q) +
m<0,g>0

+ Z <6s<m+qx22,m+qsa/ax22,q8/a‘r22,m - 5s>m+qa/ax22,m+qsa/ax22,qa/ax22,m) +

m>0,q>0

- Z (5m§05/5$11,s—m9312,—m - 5m>05szma/axn,s—ma/axlz,—m - 5m>05s<m$11,s—ma/3$12,—m> +
meEZ

+ Z (5m,05/5$22,s>\2 — Om>005s<mT22,m—smMey - d/0y,, + 5m>055>m8/8x22,m75me2 -0/0y,, +
meEZ

+5m<08/ax22,mfse2 : ym> - Z x33757m6/8x23,7m + s k 8/8%22’75

mEeZ

Entao, para s € Z~g:
pPle2)(1®1) = 0.

Observe que p¥(e20)(1 ® 1) = —(z22,0 @ A2) # 0.

pUles)(z) = :ag(z)arn(2)aiy(2) : + 1 azz(2)an(2)az(z) : -t ag(2)ais(z)agz(2) - +
— 1 agy(2)azs(2)az(2) : - agz(2)azs(2)ags(2) : —ara(2)ais(z) +

—an(2)ass(2) — a3a(2)bs(2) + hdaags(2).
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Sabemos que a;;(2)+ = a;;(2), a;j(2)- = 0,aj;(2)+ = 0,a;;(2)- = aj;(2), para j > r = 2. Entao:

Pag(2)ais(2)agz(2) = arz(2)ais(2)azs(2)

Pags(2)azs(2)as(2) = ags(2)ags(2)azs(2)

@y (2)aga(2)aks(2) i= asa(2)aks(2)aga(2).
Também sabemos que : a3;(z)a12(2)ais(2) :=: a33(2)(: a12(2)ajy(2) 1) :. Logo:

g (an(al() ;= (au(z)wﬁ(z)aiﬁ,g(z)) n (aiz<z>a12<z>_a§3<z>).

Assim,

. —m—1 —q * —s * —q —m—1 % —
s azz(2)arz(z)ais(z § a12,m= E a’12q § 33 s% +§:a12,qz § ai2,m? § a3z s%

m<0 qEZ SEL qEZ m>0 SEL

: ay(2)az(2)aky (2) = aly()(: ana(2)azy(2) o) -, Entéio:

af(2am(2ag() | = (a22<z>+az2<z>a§3<z>) n (a;2<z>a22<z>_a§3<z>).

Logo,

coq* —1 * —q * —s * —q —m—1 * _
s asz(2)age(z)asy (2 § a22,m% E A2 ¢% E 33 s% +§ 23 q% E a22,m% E 33 s%

m<0 qEZ SEZL qEZL m>0 SEL

Portanto,

w _ * * * * —s—1
P (63)(2) - § :( E al?ama12,qa33,sfqu+ § a12,qa12,ma33,smq>z +

s€Z “m<0,qeZ m>0,q€Z
* * * * —s—1
+ E : < E : a227ma22,qa33,sfqu + § a22,qa22,m0‘33,smq>2 +
s€Z ~m<0,q€Z m>0,q€Z
* * —s—1 * * —s—1
a13,s—m—q@13,m@33,9 | % - a23,5—m—q@23 m@33,9 | % +
sGZ m,qEZ SEZ “m,qEZ
* * —s5—1 * —s5—1
< E , a33,s—m—qa33,ma33,q>2 - E ( E a12,ma13,sm>z +
SEZ “m,qEZL SEZL “MmEZL
-1 * —s—1 * —s—1
- E < E az2 ma233 m) - E < E a33,smb3m>2 —k E S a33 5% .
SEZ “mEL SEZ “meEZ SEZ
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Seja s € Z:

ezs E ( — 0g<0T12,mT12,—q0/0T33 mtq—s + 5q>0$12,m3/3$12,—q3/3$33,m+q—s> +
m<0,q€Z

+ Z ( dg<0%12,—¢0/0%12,m0/ 033 mtq—s + 0g>00/0T12,—q0/0%12,m0/0L33 mtq— s) +
m>0,q€EZ

+ Z < 0g<022,mT22,— g0/ 0233 m+q—s + 0g>0T22.m0/0%22,—40/0%33 m+q— s) +

m<0,q€Z

+ Z ( 0g<022,—¢0/ 0222 1m0/ 033 mtq—s + 04>00/0%22 _q0/0%22,m0/ 0% 33 m+q— s) +

m>0,qEZ
- Z 3313,3—m—qa/azl&—ma/ax&%,—q - Z 3323,3—m—qa/8z23,—ma/ax33,—q +
m,qEL m,qE€Z
- Z %33,5—m—q0/0%33,_m0/O0T33, _q + Z (5m<0$12,m5/3$13,ms + 5m>03/5$12,m3/5$13,ms> +
m,q€ZL meZ
+ Z (5m<0$22?m8/8$23,ms + 5m>08/8x22,m8/8x237m5> + sk 8/81'33,75 +
mEZ

+ Z <5m,08/ax33,s>\3 + 0m>00/ 0233 m—smes - 0/0y,, + 6m<00/0233,m—se3 ~ym>

meEZ

Portanto, para s € Z:

pP(ess)(1®1) = 0.
Ainda precisamos verificar que:
o p¥(eas)(1®1) =0, p*(f1s) (1 ©1) = 0, Vs € Zso;
o pY(esm)(1®1) =0, p“(eem)(l®1) =0, Vm € Z;

PV (f10)(1®1) = 0.

Lembre que o colchete de Lie em g (4 C) &
[z @ty @t°] = [z,y] @ " + My, —s(x, y)c
para todo z,y € g =sl(4,C), m,s € Z. Entao, em particular
[e1m, €2s] = [e1, 2] @t + M —s(e1,ea)c = ey @ "5

[e2m, €3s] = [e2, €3] @t + M —s(e2,e3)c = e5 @ t"F°
[eam, €35] = [ea, €3] @ " + mbp, _s(es,e3)c = eg @t

[f2m7 fls] = [f27 fl] ® tm+s + m5m,—s(f27 fl)c = f4 ® tm+s‘

Assim, €4p = [61m7 625]7 €5p = [€2ma 633]7 €6p = [€4m7 635} € f4p = [me) fls]y onde p=m+s € Z.
Como p% é uma representacao de s((4,C) temos que:

Pw(e4p) = p"(leim, e2s]) = [p" (e1m), p*'(e2s)] ,
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p*(esp) = p*([eam., ess]) = [p" (eam), p* (e3s)] ,
p*(eop) = p*([eam, ess]) = [p" (eam), p* (e3s)] ,
pw(f4p) = pw([f2ma fls]) = [Pw(me),Pw(fls)]-

Mostraremos que p"(eqp)(1 ® 1) =0, Vp € Zo.

Como ja mostramos que p*(e1m,)(1801) = 0 e p*(e2:)(1®01) = 0,Vm, s € Zxq, entao p*(esp)(101) =

0, Vp > 2. Assim, falta mostrar que p*(e41)(1 ® 1) = 0.

Podemos assumir sem perda de generalidade que 1 =p=m+ s, com m =0 e s = 1 (a menos de

reindexagao). Entao,

p’(es1)(1®1)

[p"(€10), p* (e21)](1 ® 1)
(p”(e10)p” (e21) — p*(e21)p" (€10))(1 @ 1)
P (e21) (11,0 ® A1)

— Z 222 11,00/ 0T11 utv—1(Z11,0 ® A1) +
u<0;v<0

+ Z O <utv®22,—uT11,utv—10/0211 4 (211,0 ® A1) +
u<0;v>0

— Z 0u<00/0211,1—u®12,—u(Z11,0 ® A1)
u€eZ

- g Sutv—1,0(T22,—u®11,0 @ A1) + g O —u—0<000,0(T22,~uT11,utv—1 ® A1) +
u<0;v<0 u<0;v>0

- Z 0u<001—u,0(Z12,—u ® A1)
UEZ

0.

Portanto, p”(e4p)(1 ® 1) = 0, para todos p € Zo.

Observe que p"(e40)(1 ® 1) # 0. De fato, suponha que m = n = 0. Assim:

p"(e40)(1 ® 1)

[p"(e10), p*'(e20)](1 ® 1)

(p"(€10)p" (e20) — p"(e20)p" (e10)) (1 ® 1)

—p"(e10)(x22,0 ® A2) + p“(e20)(z11,0 ® A1)

- Z <5u,03/3$22,01‘12,0($22,0 ® A2) + Ou<0T12,—u0/0T22 —u(T22,0 ® )\2)> +
uEZ

+ Z 0u,011,0A1 (222,00 ® A2) + Z 0 u—v<0222,—uZ11,u4+v0/ 0110 (11,0 @ A1) +
UEZ u<0;v>0

— Z 00u,0212,00/0z11,0(211,0 ® A1) — Z du,0%22,0 2(211,0 ® A1)
u€EZ UEZ

—(212,0 ® A2) + (T11,0722,0 ® A1 A2) + (T11,0%22,0 @ A1) — (T12,0 ® A1) +
—(211,0722,0 ® A1 A2)

—(212,0 ® A2) + (T11,0%22,0 @ A1) — (T12,0 ® A1).

Verificaremos que p*(es5p)(1 ® 1) = 0, Vp € Z. Sabemos que p*(esp) = [p* (e2m), p* (€35)]-
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Suponha que m > 0 e s € Z. Temos que p*(e2n)(1 ®1) =0 e p“(e3s)(1 ® 1) = 0. Entao,
P (es) (1@ 1) = 0.
Agora, suponhamos que m = 0 e s € Z. Sabemos que p"“(e2)(1 ® 1) = —(z22,0 ® A2). Logo:

pY(esp)(1®@1) = [p”(e20),p"(e35)](1® 1)
= (p"(e20)p" (ess) — p“(e3s)p" (€20))(1 ® 1)
= p"(e3s)(w22,0 ® \2)
0.

Finalmente, suponhamos que m < 0 e s € Z.

Temos que:
pw(€2m)(1 & 1) = Z 67n§'u+q($22,—U$11,q$11,v+q—m & 1) - Z 5’mgv-‘,—q(x22,—vx12,q$12,v+q—m X 1) +
v<0;9<0 v<0;9<0
- Z 5m§v+q(x22,—vx22,qx22,v+q—m & ]-) - Z 6v§05m—v<0(xll,rn—vxll—v @ ]-) +
v<0;9<0 VEZ
- Z <5v,0($22,—m ® A2) + 0p<00m—v<0(T22,0—m & €2 -y_v)> — km(xa2,—m @ 1).
VEZ

Observamos que o elemento p"(e2m)(1 ® 1) € Clz11,u, T12,u; L13,us L22,us T23,u, T334 | U € Z] Q¢
Cly, | v € N*], ndo tem nenhuma variavel do tipo xj3,, com j = 1,2,3, v € Z. Por outro lado,
observamos que o operador diferencial p*(ess), com s € Z, tem em cada um dos seus termos, no
minimo algum operador do tipo 0/0zj3,, com j = 1,2 ou 3 e u € Z. Entao, p"“(esp)(1 ® 1) =
—p*(e3s)p" (e2m)(1 @ 1) = 0.

Portanto, p*(esp)(1® 1) =0, Vp € Z.

Agora verifiquemos que p*(egp)(1 ® 1) = 0, Vp € Z. Sabemos que p*(esp) = [p" (eam ), p* (e35)].

Se m € Zsg e s € Z temos que p*(egp)(1 ® 1) = 0.

Suponha que m =0 e s € Z. Sabemos que

pY(e0)(1®1) = —(212,0 ® A2) + (211,0%22,0 ® A1) — (12,0 ® A1)

isto é, p¥(ea)(1 ®@ 1) € Clz11,u, T12,us T13,us T22,u, T23,us L334 | U € Z] @c Cly, | v € N*], ndo tem
nenhuma varidvel do tipo z;3,, com j = 1,2,3, u € Z. Por outro lado, observamos que o operador
diferencial p"(ess), com s € Z, tem em cada um dos seus termos, no minimo um operador do tipo
0/0xj3.4, com j=1,20u3eu e Z. Entao, p”(esp)(1 ® 1) = —p"(e3s)p" (ea0)(1 ® 1) = 0.

Por fim, assumiremos que m € Zg e s € Z. Para m = u + v temos que:

P (ean)(1 1) = p"(e12)p" (e20)(1 ® 1) — p”(e2,)p" (e1) 1 © 1),
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Podemos assumir sem perda de generalidade que u,v € Z~g. Temos que:

PUlen)1®@1) = D Sugprg(@ip@ig@iipre—u © 1) = (k+ Duzi1, -y © 1) +
p<0;9<0

+ Z (5p,0($22,u$12,0 ® 1) 4 0p<oOu—p<0(T22,u—pT12,—p ® 1)> +
pEZ

- Z (6p,0(x11,—u & )\1) + 5p<05u—p§0(x11,p—u ®ep- Yp)> .
pEZ

ple)(1®1) = Z Sv<ptq(T22,—pT11,4211 prg—v ® 1) — kv(T22, -0 ® 1) +

p<0;¢g<0

= Y Gucprq(®a pT12gT12p1q 0 @ 1) = Y Oucpig(Ta2, p22,gT22 pigv ® 1) +
p<0;g<0 p<0;9<0

- Z 5p§0(x11,v—p'r12,—p & 1) - Z 6p<05v—p§0(1722,p—'u Keg - y—p) +
PEZL PEZL

- Z 9p,0(T22,—0 ® A2).
PEZ

Entao, tanto p"(e1y)p*(e2,)(1 ® 1) como p*(ez,)p*(e14)(1 ® 1) ndo tem nenhuma varidvel do
tipo 3,4, com j = 1,2,3, u € Z. Entao p*(eam)(1 ® 1) € Clx11,us T12,u, L13,u, T22,u; L23,u, T33,u | U €
Z) ®c Cly, | v € N*], ndo tem nenhuma varidvel do tipo xj3,, com j = 1,2,3, u € Z. Por outro
lado, observamos que o operador diferenciavel p¥(ess), com s € Z, tem em cada um dos seus termos,
no minimo algum operador do tipo 0/0z;3., com j = 1,2 ou 3 e u € Z. Entao, p“(esp)(1 @ 1) =
— ¥ (es0) P (eam)(1@ 1) = 0.

Portanto, p*(eep)(1 ® 1) =0, Vp € Z.

Verificaremos que p*(f4,)(1®1) =0, Vp € Z=g e p*(fa0)(1 ® 1) = 0.

Como ja mostramos que, p(fis)(1® 1) =0e p“(fom)(1 ®1) =0, Vm, s € Z>o e sabemos que

P (fap) A @ 1) = [p"(fam), p* (f1)](1 @ 1) ,

temos que p*(f1)(1 ® 1) =0, Vp € Z>p.
Para concluir, verifiquemos que A(1®1) = A(h)(1®1), para cada h € . Consideremos apenas hjg,
hao e h3o, pois b = Chig & Chag @& Chao.

hip = =2 Z T11,m0/0x11,m + 2 Z 211,m0/0T11,m — Z 212,m0/0x12,m + Z 212,m0/0T12,m +

m<0 m>0 m<0 m>0

+ Z x92,m0/ 0222 m — Z 292,m0/ 0222 m — Z x13,m0/0213.m + Z 223,m0/0T23,m + A1

m<0 m>0 meZ meZ
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hog +— —2 Z 292,m0/ 0222 m + 2 Z x22,m0/ 0292 m — Z x12,m0/0%12.m + Z x12,m0/0%12.m +

m<0 m>0 m<0 m>0
+ E Z11,m0/0T11,m — E T11,m0/0T11,m — E %93, —m0/0T23, —m + E 233, —m0/0233 —m + A2
m<0 m>0 mEZL MEZ

hsg = =2 Z 33, —m0/0233 —m — Z 213,-m0/0T13,—m + Z 212,m0/0T12,m — Z 212,m0/0T12,m +

meZ meZ m<0 m>0
- g x23,—m0/0%23 —m + E 292,m0/ 0222 m — g 222,m0/0%22.m + A3
meZ m<0 m>0

Portanto,
pY(h10)(1®1)=0®1)+(1M(1)=M1x1),

pU(h20)(1®1)=(0@1)+ (1® (1)) =X(1®1),
PP (h3p)(1®1)=(0®1)+ (1@ A3(1)) =A3(1®1),

onde )\1 = )\(hlo), )\2 = )\(h20) [§] )\3 = )\(h;gg)

3.7 Algumas consideragoes

Fazer os céalculos explicitos para os parametros n = 1,2 e 3 foi importante para descobrir qual
deveria ser o elemento w do grupo de Weyl &, utilizado para torcer a subdlgebra de Borel b,, e
fazer tudo funcionar.

Depois desses casos explicitos concluimos que dados os parametros n e r, com 0 < r < n, o elemento

correspondente w do grupo de Weyl &, 11 para definir E:f} ¢é do tipo
w=>1r+1)2 @B r—1)4 r—2)---(u r—u+2),

onde cada transposigao que aparece em w é do tipo (i j), com i < j, somente transposi¢oes disjuntas
aparecem no produto e u é o maior inteiro tal que 1 <wu < § + 1.

Dados n e 7, com 0 < 7 < n, mostramos que b, aniquila o vetor (1® 1), onde

b, = <n+(r) ®c Clt, t_1]> @ (n;L Qc C[t]) = <((n;) ®bh) ®c t(C[t]>

tal que ET =b, @H é a subalgebra de Borel de ;[(n +1,C) (definida por uma partigao fechada).
Temos que Wy’ .(A,7) é um representante da familia dos médulos de Wakimoto Intermedidrios

com parametros n e r, sendo chamado de médulo de Wakimoto Intermedidrio torcido pelo elemento

w. Podemos encontrar W ,.(),7), onde e é o elemento identidade de &,41, e determinar Wy, .(A,7),

Vs € G,41. Isso foi feito na Segao 3.5 para o caso s[(3,C) (parametros n =2 e r = 1), onde o grupo
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de Weyl é o grupo simétrico Gs.
Como ja comentamos anteriormente, a subédlgebra de Borel (definida a partir de uma parti¢ao

fechada) de 5A[(4, C):
%(pé) = ((C€2@C64@C65@666)®CC[?5, t_1]> ©® ((b@@el @(Ce;; @(Cfl @Cf3)®ct(:[t]) @Cel @CQ}@(}@CC@CCZ

que aparece no Apéndice A na Subsecao A.3.3 nao foi utilizada na construcao dos médulos de Wa-
kimoto Intermediarios em [CF04]. No Capitulo 4 construiremos um novo médulo de Wakimoto Inter-
medidrio relacionado a ela. Abaixo, seguem alguns comentérios e observacoes iniciais sobre esse caso

particular.
3.7.1 Caso: subalgebra parabélica p, = [, & u, de g = s[4,C), onde
[, = Chy @ s1(2,C) @ sl(2,C), e a subalgebra de Borel B(p)) de g

Inicialmente, considere a dlgebra de Lie g = sl(4,C) = {X € Myx4(C) | tr(X) = 0}.

Os geradores desta algebra como espaco vetorial sobre C sao as matrizes:

01 00 00 0O 00 00
0 0 0 O 0 0 1 0 0 0 0 O
€1 = y €2 = y €3 = y
0 0 0 O 0 0 0 O 0 0 0 1
00 0O 00 0O 00 00
0 0 1 0 0 0 0 O 0 0 01
0 0 0 O 0 0 0 1 0 0 0 O
[61’ 62] =64 = ) [627 63] =65 = ) [647 63] = €6 =
0 0 0O 0 0 0O 0 0 0O
0 0 0 O 0 0 0 O 0 0 0 O
0O 0 0O 0 0 0 0 0 0 0 O
1 0 0 O 0O 0 0 0 0 0 0 O
fl: ) f2_ ) f3: 9
0O 0 0 O 01 0 0 0 0 0 O
0O 0 0 O 0 0 0 0 0 01 0
0 0 0 O 0O 0 0 O 0O 0 0 0
0 0 O 0O 0 0O 0 0 0O
[fo, fil = fa= . s, fol =1 = . s, fal=fe=
1 0 0 O 0O 0 0 O 0 0 0 0
0 0 0 O 01 0 0 1 0 0 O
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1 0 0 O 00 0 O 0O 0 0 O
0O -1 0 O 01 0 O 0O 0 0 O
hl == ) h2 = ) h3 - ’
0O 0 0 0 00 -1 0 0O 01 o0
0O 0 00 00 0 O 0 0 0 -1
que satisfazem as seguintes relagoes:
ler, fi] =h1 , lea, fal=ha , es, fa3l=hs , le)fi]l=001<14,5<3,i#7j)
[617f4]:_f2 ) [617f5] =0 5 [elafﬁ] :_f5 )
lea, fa = f1 , lea, fsl=—fz3 , lea, fs] =0
[e3af4]:0 5 [e3>f5]:f2 5 [e3>f6]:f4 5
lea, fi] = —e2 , ea, fo] =er , lea, f3] =0 , [es, fal=hi+ha , [es,f5]=0 , les,f6]=—f3,
les, fi] =0 , [es, fa] = —e3 , les,f3]=ex , [es, fa] =0 , [es, fs]=hoths , les, fo] = f1,
lee, f1] = —e5 e, fa] =0 , [es, f3] =es , [es, fa]=—e3 , [es, f5] =e1, [es, f6] = hit+hoths,
[h/la 61] = 261 ; [h17 62] = —€2 , [hla 63] =0 ; [hla 64] =€4 , [h17 65] = —€5 , [hlv 66] = €6,

(i, fil = =2f1 , [hisfel=fo o [hf3]=0 , [h,ful=—fa , [P, fs]=fs , [h1,fe] =—Ff6,

[h/27 61] = —€1 ) [h27 62] — 262 ) [h2> 63] = —€e3 , [h27 64] = €4 , [h2> 65] = €5 P [h27 66] =0 )

lho, fil = fr 5 [hesfol = =2f2  [he, fsl =3 [he,ful=—fa , hefs]=—f5 , [he, fs] =0,

[hs,e1] =0 , [hs,ea) = —ea , [hs,e3] =2e3 , [hs,ea] =—es , [hs,e5]=e€5 , [hs,e5]=c¢es,

s, il =0 [hs, fol = f2  [hs, fsl = =2fs , [hs fal=fa o [hs fsl=—f5 , [hs, fel = —fs,
[eres] =0, fen,[er,e]l =0, fea,[ea,n]] =0, e, [ea,es]] =0, [es, [es,e0]] =0,

[f17f3]:0 ’ [flv[f1>f2]]:0 ) [an[f27f1H:O ) [f27[f2af3]]:0 ) [f3>[f37f2]]:0'

2 -1 0

A matriz de Cartan associada a gis As=| -1 2 —1].

0o -1 2
Temos que h = Ch; & Chy @ Chs é uma subalgebra de Cartan de g.
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As relagoes entre os colchetes descritos acima podem ser resumidos através dos elementos da matriz

de Cartan e das relagoes de Serre, isto é,
lei, f5] = 0ihi [hiye5] = agge; ,  [hi, fi] = —aijfi

ad(e;) ¥t (e;) =0 (i #4) , ad(fi) " T(f;) =0 (i #j).

Temos a seguinte decomposicao triangular: g = n®h@n, comn = CfiBCfoPCf3pCfdCfspCfg
en=Ce; @ Cey @ Ces D Cey P Ces P Ceg.

A subdlgebra de Cartan h pode ser escrita da seguinte maneira
h = {diag(a1, a2, a3,a4) | a1,a2,a3,a4 € C, a1 + az + az + a4 = 0}.

Parai=1,...,4, defina ¢; € bh* por ¢;(diag(a1, az, a3, aq)) = a;.
O sistema de raizes de g =sl(4,C) é A ={e; —¢; | 1 <i #j <4},

Além disso,

sl(4,C)=g=b® (P ea) . a={rcg|[hn,2] =alh)r, [he,2]=alhy)z, [hs ] = a(hs)x}.
aEA
Sejam «aq, g, ag € h* tais que ap = €1 —¢e9, ag = g9 —e3 € ag = €3 —e4. Temos que II = {ay, ag, as}
é uma base de A, I = {1,2,3} e Ay = AL (Il) = {1, 2, 3,01 + a2, 0 + a3, 1 + a2 + az} é um
conjunto de raizes positivas com respeito a II. Notemos que a1 + a3 = €1 — €9 + €3 — €4 nao é uma

raiz. Como,
1. ai(h1) =2, a1(he) = —1eai(hs) =0 ,
2. ag(hy) = —1, ag(he) =2 e as(hg) = -1 ,
3. az(h1) =0, as(he) = -1 e as(hs) =2 ,

concluimos que go, = Cey, go, = Ce2, 9oz = Ce3, ga1+as = Ces, Gas+as = Ces, 9oy +ast+as = Ces,
J—ay = Cf, J—ay = Cfo, J—a3 = Cfs, J—o1—as = Cfa, —oo—az = Cfse J—ai—as—az = Cfe.

Logo, A= {al, 2,03, 1 + 9, g+ 03,01 + Qg+ 3, —Qvp, —Qg, —x] — (9, —Og — 3, —(X] — (2 —053}
é um sistema de raizes de g, onde II = {ay, a2, @3} é uma base de A.

Considerando a base IT = {1, ag, ag} temos as seguintes possibilidades para subconjuntos S C II:
e S =10.

o S={a1} (ocaso S = {az} ou S = {az} sdo similares).
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o S={a1,as} (o caso S = {2, a3} é similar).
o S={ag,as}.
o S={a,as,a3} =1L

De maneira equivalente, considerando o conjunto de indices I = {1,2,3} temos as seguintes possi-

bilidades para subconjuntos X C I:
e X =0
o X = {1} (0o caso X = {2} ou X = {3} sdo similares).
o X ={1,2} (o caso X = {2,3} ¢ similar).
o X ={1,3}.
o X ={1,2,3} =1.

De acordo com a Proposicao A.3.1 (Apéndice A), obtemos os seguintes subconjuntos parabélicos

de A:
1. Pp=AT(II)Uadd(d) = {a1, a9, a3, a1 + ag, as + ag,a; + as + az} = AT,
2. P =A"T(Il) Uadd(—a1) = {a1, a2, as, a1 + a2, as + as, a1 + as + ag, —a1 }.
3. P, =AT(I)Uadd(—a, —ag) = {a1, ag, a3, a1 + a2, as + s, a1 + ag + a3, —ag, —q2, —a — as}.
4. Py = AT(I) Uadd(—aq, —a3) = {a1, ag, a3, a1 + ag, as + as, a1 + ag + as, —ag, —as}.
5. Py = AT(IT) Uadd(—1I) = A.
Esses subconjuntos parabdlicos definem as seguintes subélgebras parabdlicas de g = sl(4, C):

e po =h@n=b, associada com Fp, onde [p =bh e up =n.

p1 = hdndCfy, associada com P, onde [ = hGCe; @Cf e uy = Cea P Ces P Cey ® Ces d Ceg.

po =hPndCfL P Cfo®dCfy, associada com Py, onde [s = hPCe; B Cea @ Ces dCfLBCfodCfy
e ug = Cez @ Ces @ Ceg.

ph = h@dnd Cfy & Cfs, associada com Pj, onde I, = h @ Cey ® Ces ® Cf1 & Cfs e u)) =
Ceqy @ Cey @ Ces @ Ceg.

p3 =hdndn=g, associada com P3, onde [3 =h@dndn e uz = {0}.
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Observe que o fator de Levi redutivo de p; é [1 =h @ Ce; ® Cfy = Cho @ Chy ® Chy @ Cey & Cfy,
com subconjunto Ly = P N —P; = {«a1, —a1}. Entao [} = Chy @ Chs @ sl(2,C).

O fator de Levi redutivo de ps é [s = hPCe1 PCeadCesPCf1PC foBCfy = Ch3dChiPCho®Cei B
Cea®dCey dCf1 &CfodCfy, com subconjunto Ly = PoN—Py = {1, ag, a1 +ag, —ay, —ag, —a; —ag}.
Entao I = Chs @ sl(3,C).

O fator de Levi redutivo de p) é [, = h @ Ce; & Cez & Cf1 @ Cfs = Chy ®Chy & Cey & Cf1 ® Chs @
Ces ® Cf3, com subconjunto L, = PyN—P) = {1, a3, —a1, —as}. Entao l[, = Che @ sl(2,C) @sl(2,C).

Portanto, conforme (1.15), as subalgebras de Borel de 5?[(4, C) sao (a menos de classes de conjuga-

¢ao):

e B(pg) = <n ®c C[t,t—l]) @ (b Qc tC[t]) ®h e Cea Cd.

e B(py) = <(C62 @ Cez @ Ceys & Ces @ Ces) ®c (C[t,t_l]> @ <(f) ® Ce; & Cf1) ®c t(C[t]) @ Ce1 @
ha Ceap Cd.

. %(pQ) = <(C€3 @ Ces B Ceﬁ) Qc (C[t,tl]> D ((h P Cei ®CeadCey dCfL dCfyd Cf4) Xc

t(C[t]) @ Cey @ Ces @ Ceydh @ Ceed Cd.

o B(p)) = ((Ce2 @ Cey @ Ces @ Ceg) @c Clt, t1]> @ ((b ®Ce1 @CespCf1 ®Cf3) ®¢ t(C[t]> ®
Ce; @ Cegphd Ceep Cd.

o B(ps) = <g ®¢ t(C[t]) @ baCesCd.

Notemos que B(py) é a subdlgebra de Borel natural e B(p3) é a subélgebra de Borel canoénica
de ;[(4, C). No Capitulo 4 utilizaremos a subdlgebra de Borel B(p}) e encontraremos o médulo de
Wakimoto Intermediario associado a ela.

Considerando

b, = <n+(r) ®c C[t,t‘l]> @ (njr Rc C[t]) @ (((n,?) ®h) ®c t(C[t])

temos que Er =b,® H é uma subdlgebra de Borel de g para qualquer 0 < r < n (3.9).

A subdlgebra de Borel afim /b\r, com 0 < r < n, estd em correspondéncia com a subalgebra
parabdlica p, de g cujo fator de Levi redutivo é [, 2 s[(r+1, C)+h. Consequentemente, em g = ;[(4, C),
temos que by ~ B(po), by ~ B(p1), by ~ B(p2) e by ~ B(p3).

Observamos que a subélgebra de Borel B(p}) parametrizada por p, e X = {1,3} nao foi descrita

aqui. Observamos que X = () equivale ao caso r = 0, X = {1} equivale ao caso r = 1, X = {1,2}

equivale ao caso r =2 e X = [ equivale ao caso r = 3 = n.
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Podemos descrever explicitamente as particoes fechadas do sistema de raizes A de 5A[(4, C) equiva-

lentes a cada subdlgebra de Borel afim, descritas anteriormente. Sao elas:

ﬁpo = {a+md|ac AL, meZu{mé | méeZso},
Ry = fa+md|aecA\{ahmeZ}Ufa}ula+ms|ac{an—ar},meZookU{ms|me Zo} |
ﬁpz = {a+md|ac A \{a, 02,01 + a2}, m € Z} U{ay,az2,a1 + az} U
UWa+md | a € {ar,as, 01 + ag, —a1, —a, —a; — s}, m € Zsot U{md | m € Z=o} ,
ﬁpé = {a+mé|acAi\{ar,as},meZ}U{aq,a3}U{a+md | a € {aq,a3,—ai,—ag},m € Zso} U
U{mé | m € Z>o} ,
ﬁpg = {a+md|a€AmeEZotUALU{md | méeZsp}.

Analisando a descricdo dos conjuntos relacionados acima podemos observar que: partindo de ﬁpo
(X = 0) podemos construir ﬁpl (X = {1}) excluindo as raizes a; + md com m € Z das raizes
reais e incluindo as raizes —aj; +md com m € Z~q; partindo de Apo (X =) podemos construir ﬁm
(X ={1,2}) excluindo as raizes a; + md , ag +md , ag + ag + md, com m € Z, das raizes reais e
incluindo as raizes —a; +md , —as +md , —a; — ag + md com m € Zsq; partindo de Epo (X =0)
podemos construir ﬁpé (X ={1,3}) excluindo as raizes a1 +md , ag+ md, com m € Zg, das raizes
reais e incluindo as raizes —a; +md , —az +md com m € Z~g; partindo de ﬁpo (X = () podemos
construir ﬁpg (X = {1,2,3} = I) excluindo todas as raizes o + md, com o € Ay e m € Zo, das
raizes reais e incluindo todas as raizes —a 4+ md, com o € Ay e m € Z~g .

De acordo com [CF04] os médulos de Wakimoto Intermediarios W, (A, y) s@o parametrizados por
0<r<mn, Aebh*eye C* Ser =n esta construcao coincide com a realizacdo do tipo bdéson dos
modulos de Wakimoto de B. Feigin e E. Frenkel em [FF88, FFI0b]. Por outro lado, quando r = 0
a representacao obtida fornece uma realizacao no Espaco de Fock descrita no trabalho de B. Cox
[Cox05].

Em [Cox05], B. Cox considera g = sl,, o sistema de raizes A = {g; —¢; | 1 < i < j < n}

*

”(m) da dlgebra de Heisenberg @, de maneira que a;;(m) pode ser

e define os geradores a;;(m) e a

pensado como ac,—;(m) e aj;(m) pode ser pensado como af,_. (m). Por outro lado, em [FF88] a

,m

notagao utilizada para os geradores da dlgebra de Heisenberg @ é a seguinte: a;j ., = A (qit-taj)m €

*

m = a* visto que na construcao dos modulos de Wakimoto de B. Feigin e E. Frenkel,

a —(ai+Faj),m’

eles consideram o médulo de Verma contragradiente, ao invés do médulo de Verma classico, dai a
presenca do sinal negativo. Observando [CF04] percebemos que a notagao utilizada para os geradores

da dlgebra de Heisenberg @, é mesma utilizada em [FF88, FFI0b], isto ¢, aijm, = Qe+ +aj)m € a;f‘jm =
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az‘a_ ey m? onde 1 <1 < j < n. Essa observacao é importante no entendimento da construcao dos
(] 1/
moédulos de Wakimoto Intermediarios W, (A, ).

Retornando ao caso g = sl(4,C), observaremos nos casos r = 0,1,2 e 3, como sao definidas as

agoes dos operadores a;jm € a; Sabemos que a dlgebra de Heisenberg de dimensao infinita @ com

ij,m*

geradores a;jm, afjm, m € 7,1 <i<j<n,el,sujeita as relacoes:
_ [% * _

1. [az‘j,m7 akl,n] = [aij,ma akl,n] =0,

2. [aij,ma GJZZ,H] = 5i,k5j,l6m+n,01 )

3. [amm, 1] = [a*- 1] =0 s

17,m7?

possui uma representacao p : @ — gl(C[x]) onde
Clx] = Claijm | i,jm € Z,1<i<j<n]
denota a élgebra sobre C gerada pelas indeterminadas x;;,, e p é definida por:

0/0%ijm ,se m>0ej<r

plaijm) = . :
Tijm , caso contrario
. Tij—m ,¢ m<0ej<r
p(aij,m) = , . )
—0/0%j,—m , caso contrdrio
A1) =1
e r=20
ﬁ(all,m) =T11,m ﬁ(allm) =T12m ﬁ(al&m) = T13,m »
plasem) = x22m , pla2sm)=23m , P(a33m)=T33m ,

platym) = —0/0x11,-m , plala,,) = —0/0x12—m , plals,,) = —0/0r13 —m ,

ﬁ(a§2,m) - _a/ax22,—m ) ﬁ(a;&m) - _8/83323,—771 ) ﬁ(ag&m) - —8/81'33’_7% ’

A1) = 1.
o r=1
_ 0/0x11m ,s¢ m>0 . T11,—m ,se m<0
p(allvm) = ) p(all,m) = 9
Z11,m ,s¢ m<0 —0/0x11,—m , se m>0
ﬁ(am,m) =T12,m > 5(01(2,771) = —8/8$12,7m )
pla1zm) = T13m pals,;,) = —0/0x13 —m
(a22 m) T22.m ﬁ(azlm) = _a/8x227_m ’

plazsm) = Ta3m > Plass,) = —0/0r23 —m
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p(assm) = r33m , P(asg,,) = —0/0r33 —m ,
A1) = 1.
e r=2
. 8/833117”1 , 8¢ m Z 0 ~ % T11,—m , 8¢ m S 0
p(allym) = ’ p(all,m) = )
T11,m ,se m<0 —-0/0x11,—m , 56 m>0
_ 0/0x12m ,s¢ m>0 . T12,—m ,se m<O0
p(a127m) = ’ p(a12,m) = )
T12,m ,se m<0 —0/0x12,—m , 56 Mm>0
N 0/0x22m ,s¢ m>0 . 222, —m ,se m<0
p(a22:m) = ’ p(a22,m) = )
22.m ,se m<0 —0/0x22,—m , 56 m>0
5(a13,m) =Z13;m ﬁ(a){&m) = *5/89013,7771 )
plazsm) = Tazm , Pass,,) = —0/0r23 —m ,
plassm) = r33m , P(a3s,,) = —0/0T33 —m ,
A1) = 1.

0/0x11m ,s¢ m>0 T11,—m ,se m<0

T11,m , 8¢ m< 0 —8/8x117_m , se m > 0
0/0x12m ,s¢ m>0 T12,—m ,se m<0

Z12m ,se m<0 —0/0x12,—m , 56 m>0

ﬁ(algﬂn) _ {8/8(1713,771 ,se m>0 7 ﬁ(cffs’m) _ {:1713,771 ,se m<O0 |

T13.m ,se m<0 —0/0x13—m , 856 m>0

0/0x22m ,se m>0 222, —m ,se m<O0

Z22,m ,se m<0 —0/0x22,—m , 56 m>0

0/0x23m ,s¢ m>0 23, —m ,se m<0

Z23.m ,se m<0 —0/0x23_m , 56 m>0

0/0x33m ,s¢ m>0 33, —m ,se m<0

x33.m ,se m<0 —0/0x33_m , 6 m>0

Analisando as defini¢des dadas acima percebemos que a “forma de particionar” os operadores a;;m

*

im estd intimamente relacionada a construcao da particao parabdlica de b, para o r considerado:
b

e a
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X r | raizes “excluidas” de AT na construgao de Ay, | operadores ajjn, e a;; , Particionados
0 0 nenhuma nenhum
*
{1} 1 Qg a11,m; A11,m

(1,2} |2

a1, 2, a1 + Q2

* * *
a11,m, A22,m, A12,m, A11 m> @22 m> A12.m

{1,2,3} | 3

Qap, q, a3, a1 + Qg, ag + az, a1 + az + a3 a11,m, G22m; 433,m, G412,m, 423 m; A413,m,

* * * * * *
A11,ms @22.m1 @33,m> @12.m> 23 m> A13m

Considerando g = sl(4,C) e I = {1,2,3}, como ji comentamos anteriormente, o subconjunto

X = {1,3} nao foi considerado na constru¢ao dos médulos de Wakimoto Intermedidrios. Também ja

observamos que o parametro 0 < r < 3 estd em correspondéncia com alguns subconjuntos X C [I.

Sendo assim, inspirados na tabela acima, podemos tratar o caso X = {1,3} da seguinte maneira:

X T

raizes “excluidas” de A™ na construgao de Ay, | operadores ajj, e aj; ,, particionados
’

{1,3}

ayp, a3

* *
all,ma ale? a33,ma a337m

Em outras palavras, consideraremos:

plazzm)

9/0x11m ,se m>0

p(all,m) =

T11,m , e m<O0

pla12,m) = T12,m
p(a13,m) = T13,m
plaz22,m) = T22.m
p(a23,m) = T23m

0/0x33m , se m>0

33,m , e m<O0

T11,-m ,y ¢ m<0

) ﬁ(ail,m) = ’

) ﬁ(aTQ,m) =
) ﬁ(aTS,m) =
) ﬁ(aZZm) =

) ﬁ(az&m) =

—-0/0x11,—m , 56 m>0

—0/0x12,—m

—0/81‘137,7”

—0/81‘227,7”

—0/81‘237,7”

x33,—m , ¢ m<0

) ﬁ(ag&m) = ’

—0/0x33,—m , 56 m>0

Em [CF04] também foram feitas algumas convengoes sobre as distribuicées formais a;;(z) e a};(2)

)
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que dependem do parametro 0 < r < n. Para j > r:

aij(2)- =0, ay(z)y = ai(2)

af(z)- = ah(z) , aj(z)y =0,

Como queremos trocar o parametro r pelo parametro X devemos analisar os casos r =0,1,2 e 3,
para decidir como devemos convencionar ao considerar um subconjunto X C I. Relacionamos esses

casos na tabela a seguir:

X r | j €1 tal que j > r | distribuictes formais que satisfazem a convencao
@ 0 17273 all(z)a a22(z)7 G33(Z), a12(2), 6123(2), CL13(Z),

a1 (2), ay(2), az3(2), aip(2), ags(2), azs(2)

{1y |1 2,3 a2 (), ass(z), a12(2), a23(z), a13(z),
a59(2), a33(2), aip(2), ass(2), azs(2)
{1,2} |2 3 ag3(2), a3(2), a13(2), azy(2), asy(2), azs(2)
{1,2,3} | 3 nenhum nenhuma

Substituindo a condicao (j € I tal que j > r) por (5 € I\ X), podemos reescrever as convengoes

*

7;(2), para os casos listados acima: Vj € I\ X convencionaremos

das distribui¢bes formais a;;(2) e a
que

aij(z)- =0, ay(2) = aiy(z)

aij(2)- = aj(2) . aj(2)4=0.

Considerando o caso X = {1,3}, seguindo a légica dos casos listados acima, precisamos desta
convengao nas distribuicoes formais a12(2), a13(2), a2(z), a23(z), ajy(2), ajs(2), a54(2) € a35(2), para
termos nestes casos campos quanticos. Dessa forma, a condigdo para utilizar as convengoes no caso
X ={1,3} deverdaser:se (i€ I\ X)ou (j eI\ X)ou (i € {1} e j € {3}).

As possibilidades de subconjuntos X C I quando I = {1,2,3} sdo X =0, X = {1}, X = {2},
X ={3}, X ={1,2}, X ={2,3}, X ={1,3} e X = {1, 2,3} = I. Uma questao que surge naturalmente
é: o que difere o subconjunto X = {1,3} C I dos outros subconjuntos? Dentre os subconjuntos listados
acima existe um tipo onde todo elemento é consecutivo ao anterior, e existe um tipo onde pelo menos
um elemento é nao-consecutivo, por exemplo, X = {1,3}. Pensando sobre isso, chegamos na seguinte

definicao:
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Defini¢ao 3.7.1. Seja II = {ay, -+ ,a,} uma base fixa de g. Considere o conjunto de indices I =
{1,--+ ,n} e um subconjunto ordenado X C I tal que X = {sg, -, sm}. O subconjunto X sera
chamado de consecutivo (ou do tipo 1) se (X = @) ou (m = 0, isto é, X é um subconjunto unitdrio)
ou(sem>1les, =58,1+1 Vu=1---,m). O subconjunto ordenado X = {so,..., sy}, com
m > 1, serd chamado de nao-consecutivo (ou do tipo 2) se s, # sy—1 + 1 para pelo menos um indice

u=1,---,m.

Exemplo 3.7.1. Considerando g = sl(4,C) e I = {1,2,3}:
o consecutivos: X = 0, X = {1}, X = {2}, X = {3}, X = {1,2}, X = {2,3}, X = {1,2,3).
e nao-consecutivos: X = {1, 3}.

Exemplo 3.7.2. Considerando g = sl(5,C) e I ={1,2,3,4}:

e consecutivos: X =0, X = {1}, X = {2}, X = {3}, X = {4}, X = {1,2}, X = {2,3}, X = {3,4},
X =1{1,2,3}, X = {2,3,4}, X = {1,2,3,4}.

e nao-consecutivos: X = {1,3}, X ={2,4}, X ={1,4}, X ={1,2,4}, X ={1,3,4}.

Podemos observar que um subconjunto nao-consecutivo é uma unido disjunta de subconjuntos
consecutivos. A forma de expressar essa uniao disjunta nao é tnica, por exemplo, X = {1,2,4} pode
ser X = {1} U {2} U {4} ou X = {1,2} U {4}. Sempre vamos considerar o caso onde as separagoes
do subconjunto X acontecem nos elementos nao-consecutivos; no exemplo acima, vamos considerar o
caso X = {1,2} U {4}.

Seja n um inteiro nao-negativo. Consideremos g = sl(n+1,C) e IT = {1, - , @, } uma base de A.
Seja I = {1,--- ,n} o conjunto de indices dos elementos da base IT ¢ X C I um subconjunto ordenado.

Consideremos os geradores a;jm, 1, da 4lgebra de Heisenberg @, onde m € Z, 1 < i < j < n.

S
@ijms

Podemos reescrever as relagoes (3.11) e (3.12) da seguinte maneira:

e X consecutivo:
N 0/0xijm ,se m>0 e i,jeX
plaigm) = ’
Tijm , caso contrario

., Tij,—m ,se m<0 e 1,7€X
p(a’ij,m) = )
—0/0x;j,—m , caso contrario

5(1) = 1.
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e X nao-consecutivo e X = X; U ---J X; (unido disjunta), onde cada X,, é consecutivo:

_ a/afij,m ,se m>0 e (Z,] €eX; ou ... ou i,j€ Xt)
plaijm) = ;
Tijm , caso contrario
Tij—m ,s¢e m<0 e (i,jeXy ou ... ou i,j€Xy)
~r %
P(aijm) = )

—0/0xij —m , caso contrario

A1) = 1.

Devemos adotar as seguintes convencoes para as distribuicoes formais a;;(2) e afj(z), com 1< <

Jj<n

e X consecutivo: se (j € I\ X) temos que:

a;ij(2)- =0 , aij(2)+ = a;(2) ,

agj(2)- = aj;(2) . aj(2)4+ =0.

e X nao-consecutivo e X = X;UJ- - WX, (uniao disjunta), onde cada X, é consecutivo: se (i € I\ X)

ou(jel\X)ou (i€ X,ejeEX,, comu#wv)temos que:

a;;(2)- = aj;(z) , a;(2)+ =0.

Todas essas constatagoes (Secao 3.7) fez com que acreditdssemos que existiam novos médulos de
Wakimoto Intermedidrios relacionados com as subalgebras de Borel nao consideradas em [CF04]. No
Capitulo 4, construiremos um novo médulo de Wakimoto Intermedidrio e a partir dele conjecturare-
mos a existéncia de outros novos modulos de Wakimoto Intermediarios. Para isso utilizaremos uma
realizagao geométrica (uma espécie de realizagdo de campos livres, ou seja, uma representagao cuja

imagem estd contida em uma dlgebra de Weyl) descrita em [FKS19].
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Capitulo 4

Construcao explicita de um novo modulo de
Wakimoto Intermedidrio sobre § = sl(4,C) a
partir de uma realizacao geométrica

ﬂ:ﬁ%ﬂzlg(;ﬂ

O principal objetivo desse capitulo é construir um novo ;[(4, C)-médulo de Wakimoto Intermediério
relacionado & subdalgebra de Borel B(p}) que foi apresentada no Capitulo 3, na Se¢do 3.7, e que nao
foi considerada na construcao dos médulos de Wakimoto Intermedidrios em [CFO04]. Para descrever
esse novo sA[(4,(C)—rnédulo utilizaremos uma realizagdo geométrica apresentada em [FKS19] que estd
intimamente relacionada com médulos de Verma Imaginérios generalizados. Apds a descricao explicita
desse novo ;[(4, C)-médulo, analisaremos algumas propriedades, verificando que de fato ele corresponde
ao que se espera de um moédulo de Wakimoto Intermedidrio. Chamamos esse novo médulo de médulo
de Wakimoto Imaginario generalizado. Também apresentamos uma conjectura sobre a construcao
de novos médulos, utilizando a mesma técnica apresentada aqui. Por fim, baseados em [GKM™23]
(trabalho do qual o doutorando autor desta tese fez parte, onde com outros pesquisadores foram
investigadas propriedades relacionadas aos médulos de Verma Imaginarios generalizados) apresentamos

um critério de irredutibilidade para esse novo 5A[(4, C)-médulo.

157
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realizacdo geométrica w: g — RZF 4.1

loc
g.p
loc

4.1 O mergulho de g em R

Apresentaremos nessa se¢do uma realizagdo geométrica apresentada em [FKS19], que sera utilizada
para a construcao de novos médulos de Wakimoto Intermediarios. Chamaremos esses novos médulos
construidos neste capitulo de médulos de Wakimoto Imaginarios generalizados, por conta da relagao
com os médulos de Wakimoto Intermediarios e com a subdlgebra parabdlica natural (que contém a
subdlgebra de Borel natural).

Seja g uma algebra de Lie simples complexa e h uma subélgebra de Cartan de g (veja Capitulo 1,
Secao 1.2). Sejam {f, | @« € A(u)} uma base de u e {z, | @ € A(u)} fungdes coordenadas lineares em
it com respeito a esta base de 1, isto é, x4 (f3) = 5. Entéo o conjunto {f, @t | a« € A(u),m € Z}
forma uma base topoldgica de K (&) = Tinat, € 0 conjunto {zq ® t™ dt | @ € A(u),m € Z} forma
uma base topoldgica dual de Qi () ~ (Tnat)*.

Para a € g definimos uma distribuigao formal a(z) € g[z*!] por
a(z) = Z amz” ™ (4.1)

onde a,, = a ®t™ para m € Z.

Também podemos introduzir as distribuigdes formais aq(2), aj,(z) € A [2*'] por

aq(2) = Z aomz ™1 e al(z) = Z Aom? (4.2)

meZ meZ

onde Ax ) € a dlgebra de Weyl com infinitos geradores, topologicamente gerada por

{Zam s Oro. | € Alu),m € Z}

*

tal que ao,m = 8xa,m == fa,m == fa Xt e aa’m = Ta,—m = Tq & tm_ldt, para o € A(u), méE 7 (Veja

Capitulo 1, Secao 1.4).

g?p

e (1.66) uma algebra de Lie topoldgica construida a partir das escolhas de g e

Denotamos por R
p, de acordo com [FKS19]. Essa algebra de Lie topoldgica é essencial para a construgao da realizagao
geométrica citada anteriormente. Fizemos uma breve descri¢ao de alguns passos da construcio de REP

loc

no Capitulo 1 na Subsegao 1.4.1. Mais detalhes podem ser encontrados em [FKS19].
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loc

Consideremos o espaco vetorial ngo’f C F9P @ Pnat gerado pelos coeficientes de Fourier das formas

Res,—oP(a},(2),0a5(2),...)h(2)f(2)dz e

Res,—oP(a,(2),0.a%(2),...) ¢ f(z)dz,

onde P(a’/(z),0.ak(z),...) é um polinomio diferencial em a},(z) para o € A(u), h € p e f(2) € C((2)).
Observamos que Ppa; = (p Q¢ (C((t))) @ Cc. Além disso, temos que Hﬁj’g é uma algebra de Lie topoldgica
e induz uma estrutura natural de uma algebra de Lie topologica em uma soma semidireta

g?p _ g7p7op g’p
R - ‘Agl,loc & H

loc loc *

Teorema 4.1.1 (V. Futorny, L. Kfizka e P. Somberg [FKS19], Teorema 3.3). O mergulho de g em REP

loc

€ dado por

J ad(u(=))
TI'(CL) _ Z Z a’ta,m & (U(IE))G (efad(u(:p))a),\ + (efad(u(:p))a),\

ead(u(x)) — ld: Unat Pnat ’
O(GA(U.) meZ Unat a,m

para todo a € g, onde

U(ZL‘) = Z Z$a,mfa,m (43)

acA(u) meZ

e [bla,m € a (o, m)-€sima coordenada de b € That com respeito a base topoldgica { fam | @ € A(w),m €

Z} de ﬁnat .

Demonstracao. Segue do Teorema 4.1.2, o qual é uma reformulacao do Teorema 4.1.1 utilizando o

conceito das distribuicoes formais, fazendo com que este seja escrito de uma forma mais concisa. [

Denotemos por i]’lgo’g(z) o espago vetorial de todos os polinémios em a,(z) para o € A(u), por
FP(2) o espaco vetorial de todos os polinomios diferenciais a},(z) para a € A(u) e por €] (2) o

espaco vetorial de todas as distribuigoes formais da forma a(z) para a € g. Definimos uma série de

poténcias formal u(z) € U ®c PEY (2) por

wz) = Y ai@e (1.4)

Temos o seguinte teorema que é equivalente ao Teorema 4.1.1, reescrito utilizando a linguagem das

distribuicoes formais:
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loc

Teorema 4.1.2 (V. Futorny, L. Kfizka e P. Somberg [FKS19], Teorema 3.6). O mergulho de g em RY?

loc

é dado por w(c) = ¢ e para todo a € g temos que

ad(u(z))erd(u(2))
wla(z) = — > aa<z>[ A(u2) (e (a) )5

ad(u(z)) — i
Q€A () excdtutx)) —id

ead(u(z)) _
_’_(efad(u(z))a(z))p _ (ad(u(z))dazu(z),a> c (4.5)

onde

u(z) = Y ap(x)fa (4.6)

e [bla € a a-ésima coordenada de b € U com respeito a base {fo | @ € A(u)} de u. Em particular, para

a € u temos

M) = = Y ) | e g @) (47)
e para a € [ temos
Ra(2) = Y o)) @ +alz). (48)

Demonstragao. Descreveremos a ideia envolvida na demonstracao deste teorema. Para maiores deta-

lhes indicamos [FKS19].

Introduzimos:
ad(u(z))e2d((2)

Daz) = - 3 aa<z>[de(adﬁu23))_id (D @) | (19)
acA(u) a

Aa,z) = (e72@@q(z)), (4.10)

e2d(u(2)) _ iq
Cla,z) = <ad(u(z))8zu(z)’a>c' (4.11)
Assim,

m(a(z)) = D(a,z)+ A(a,z) + C(a,z). (4.12)

Usando distribuigoes formais podemos reescrever as relagoes de comutagao de g da seguinte forma
(2.23):

[a(z),b(w)] = [a,b](w)d(z — w) + k(a,b)cdyd(z —w) , paraa,b€E g.
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loc

g?p

Para mostrar que m : g — R;

é um homomorfismo de dlgebras de Lie precisamos verificar que
7([a(z), b(w)]) = [7(a(2)), 7(b(w))], para todos a,b € g . Em outras palavras, precisamos verificar as

seguintes igualdades:

[D(a,z),D(b,w)] = D([a,b],w)d(z —w) , (4.13)

[D(a, z), A(b,w)] + [A(a, 2), D(b,w)] + [A(a, 2), A(b, w)]n = A([a, b], w)dé(z —w) , (4.14)

[D(a, z),C(b,w)] + [C(a, z), D(b,w)] + [A(a, z), A(b, w)]. = C([a,b],w)d(z — w) + (a,b)cdyd(z —w) ,

(4.15)

para todos a,b € g, onde
[A(a, 2), A(b,w)]c = ((e#4@Ea), | (e72dDp)) ¢ 8,6(2 — w) , (4.16)
[A(a, 2), A(b, w)]n = [(e~ 1 Da(w)), , (e Dp(w))p] 6(z —w) . (4.17)

Observamos que [A(a, 2),C(b,w)] =0, [C(a, ), A(b,w)] = 0 e [C(a, z),C(b,w)] = 0. Provando as

igualdades acima, estamos mostrando que:

7([a(2), b(w)]) = [x(a(2)), 7(b(w))] (4.18)

para todos a,b € g.
Em [FKS19], a igualdade (4.13) é demonstrada no Lema 3.11, a igualdade (4.14) é demonstrada
no Lema 3.10 e a igualdade (4.15) é demonstrada no Lema 3.9. O

Utilizando o Teorema 4.1.2 podemos introduzir uma estrutura de g-mdédulo no espago vetorial
topoldgico PolQx (1*)®c V, onde V' é um ppag-médulo continuo. Observamos que PolQyc (u*) foi definida

no Capitulo 1 na Segao 1.4.

Teorema 4.1.3 (V. Futorny, L. Kfizka e P. Somberg [FKS19], Teorema 3.14). Seja (0,V) um Ppa-
mddulo continuo tal que o(c) = k-idy para k € C. Entao o espago vetorial topoldgico PolQx (u*) @c V

é um g-mddulo continuo de nivel k.

Demonstragao. Descreveremos os principais passos envolvidos na demonstracao deste teorema. Para

maiores detalhes indicamos [FKS19]. Do Teorema 4.1.2 temos o homomorfismo injetor de algebras de

9,p

loc*

9,p

Dessa maneira, existe uma cépia de g em RP.

Lie topoldgicas m : g — R Portanto, é suficiente
mostrar que PolQx(u*) ®c V é um REF-médulo continuo.

Em [FKS19], pelo Lema 3.13 temos que

FEP(2) (PolQ;du*)) C PolQ (1) @c C((2))
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onde FY foi definido em (1.53).
Se V é um ppai-médulo continuo e PolQ(u*) é um FP-médulo continuo, obtemos que o produto
tensorial completado PolQ (") ®&cV é um (F8* @¢ Prat )-médulo continuo. Dessa forma, PolQy (W) &V

é um ngo’g—m(')dulo continuo, visto que ngo’f C TP @¢ Puas. Também podemos verificar que PolQx (W) &c V'

A g,p,op £ 7. ap _ g,p,0p a.p 3 3
¢ um AZ7,.-médulo continuo. Como Ryi = A7 . @© dio, (soma semi-direta) segue o resultado. [J

Note que PolQx(u*) = Pol((ﬁnat)*) ~ S(lnat) € B = {fam | @ € A(u),m € Z} é uma base
(topoldgica) de ﬁnat, onde fom = foa @t" = 0y, .-

A algebra simétrica S(V') em um espago vetorial V' sobre um corpo F é uma &lgebra comutativa
sobre F que contém V', e é, em algum sentido, minimal com essa propriedade. Se B é uma base de V,
a algebra simétrica S(V') pode ser identificada, por meio de um isomorfismo canénico, com o anel de
polinémios F[B], onde os elementos de B s@o as indeterminadas.

Portanto,

PolQx (%) =~ S(iat) = C[0s,., | @ € A(w),m € 7).
Defini¢ao 4.1.1. Seja 0 : puar — gl(V) um puag-médulo tal que o(c) = k -idy para k € C. Entdo o

médulo de Verma Imaginario generalizado no nivel k é o g-médulo induzido

My p(V) =Tnde (V) =U(§) ®p,. V- (4.19)

Pnat

Existe uma relacao entre o médulo de Verma Imaginario generalizado M, 1, , (V') e o espago vetorial

topolégico PolQy (") @c V' apresentada no seguinte teorema:
Teorema 4.1.4 (V. Futorny, L. Kfizka e P. Somberg [FKS19], Teorema 3.15). Seja (0,V) um Pnas-
mddulo continuo tal que o(c) =k -idy para k € C. Entdo temos que

Mg p (V) = PolQic(u*) @c V (4.20)

como g-mddulos continuos.

Demonstragao. Descreveremos a principal ideia envolvida na demonstracao deste teorema. Para mai-
ores detalhes indicamos [FKS19]. Do Teorema 4.1.3 obtemos um g-médulo continuo PolQx (") @c V
de nivel k para qualquer ppa-médulo (V, o) tal que o(c) = k - idy para k € C. Utilizando o Teorema

4.1.2 construimos um homomorfismo ¢ de g-médulos continuos:

0 My p(V) = PolQu () @c V. (4.21)
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Por fim, mostrando que a aplicacao associada
gr ¢ :gr My o(V) = gr PolQx (") @c V (4.22)

de Upat-mddulos graduados é um isomorfismo, concluimos que ¢ é um isomorfismo. O

4.2 Médulos de Verma Imagindrios generalizados para sl(n + 1, C)

Consideremos a algebra de Lie complexa g = sl(n + 1,C), n € N*, e a subélgebra de Cartan

n+1
h = {diag(ai, a2, - ,ant+1) | a; € C, Zai = 0}.
i=1
Parai = 1,2,--- ,n + 1 definimos ¢; € h* by ¢;(diag(ai, a2, -+ ,ant+1)) = a;. Entdo o sistema de

rafzes de g com respeito a h é A ={g; —¢; | 1 <i# j <n+1}. Temos o conjunto de raizes simples
IT={aq, - ,an}, onde oy; = &; — g;41. O subconjunto ¥ C II, ¥ = {ag, -+, a,} gera o subsistema
de raizes Ay, em h*.

Associamos a Y, a subdlgebra parabdlica p = [@u, onde [ = h P <@a€ As, ga> (fator de Levi
redutivo) e u = P e (y) Ja (nilradical). Observamos que em [FKS19], em particular, foi considerada
a subalgebra parabdlica maximal com o nilradical comutativo, mas podemos encontrar o mergulho do

Teorema 4.1.2 para qualquer parabdlica natural p.

Seja {f1, f2,+ -+ , fn} uma base dos espacos de raizes no nilradical oposto u dada por
0 0
fi=
1, 0
Seja {e1,e2, - ,e,} uma base dos espagos de raizes no nilradical u dada por
0o 17
€; =
0 0

A subélgebra de Levi [ de p é o subespaco vetorial gerado por
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loc

onde A € M, (C) satisfaz tr(A) = 0.

Denotemos por {z; | i =1,2,--- ,n} as fungdes de coordenadas lineares em U com respeito a base
{fi]i=1,2,---,n} do nilradical oposto u. Entao o conjunto {f; @ t" | m € Z,i =1,2,--- ,n} forma
uma base topoldgica de K(T) = liyat € 0 conjunto {z; @ ™ dt | m € Z,i =1,2,--- ,n} forma uma

base topoldgica dual de Qi (u*) ~ (ﬁnat)*. Denotemos por z; ., = =; ® t—m=1dt e Oz, ,, = [i ® 1™ para

m € Zei=12---,n A algebra de Weyl Ax) ¢ topologicamente gerada por {Zim, 0 | m €

Ti,m
Z,i=1,2,---,n} com relagdes de comutagao canonicas.

As distribuigoes formais a;(2), a;(2) € Ak [%1] s@o definidas por

a;i(z) = Z aimz ™ e al(z) = Z aimz " (4.23)

MEZ meEZ

onde a; , = O

Ti,m

* —_— . ‘_
€ a; = Ti,—m, Para i = 1,2,--- n.

Seja 0 : Pnas — gl(V) um puag-médulo tal que o(c) = k - idy para k € C.

Teorema 4.2.1 (V. Futorny, L. Kiizka e P. Somberg [FKS19], Teorema 4.1). O mergulho de s{(n+1,C)

g,p 4
em Ryo. € dado por

1.
m(fi(z)) = —ai(z) , parai=1,2,---,n
2.
m(c) = oa(c) ,
(1)) = (141 ) S5 ) + oh(2)
j=1
w(ha(z)) = — Z arsar(2)ay(z)+o(ha(z)) , para toda A= (ars) € Myxn(C) tal que tr(A) = 0.
r,s=1
3.

n n
(ei(2)) = Y aj(2)aj(2)a} (2) = 0:a} (2)o (c)+o(ei(2)) +af ()0 (h(2) =Y a5 ()0 (hm,,— (1m0, (2)) »
j=1 j=1
para it =1,2,--- n.
Demonstrag¢ao. Descreveremos a principal ideia envolvida na demonstragao deste teorema. Para mai-

ores detalhes indicamos [FKS19]. Do Teorema 4.1.2 para a € u temos que

(a)] . (4.24)

3
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Similarmente, pelo Teorema 4.1.2, para a € [ temos
m(a(z)) = Y ai(z)[ad(u(z))(a))i + a(2). (4.25)
i=1

Para a € u podemos utilizar o Teorema 4.1.2 e mostrar que

n

m(a(z)) = —% > ai(2)[(ad(u(2)))*(a)]; + a(2) — ad(u(=))(a(z)) = (Bzu(2), a)e. (4.26)
i=1
O resultado segue de (4.24), (4.25) e (4.26). O

Podemos escrever explicitamente a acao dos geradores topoldgicos de g = ;[(n +1,C):

Teorema 4.2.2 (V. Futorny, L. Kfizka e P. Somberg [FKS19], Teorema 4.2). O mergulho de E,A[(n+ 1,C)

em IRIQOS € dado explicitamente por

1.
(fim) = =02y, > parai=1,2,---,nemécZ.
2.
m(c) =o(c) ,
1 n
) = (142 ) 35000+ )
Jj=1peZ
w(ham) = Z Za” Oz minTspt0(ham), com A= (ars) € Mpxn(C) tal que tr(A) = 0,m € Z,
r,s=1 peZ
3.
ezm E Z 6:1:] mtitpLi,pLjl + mx;, mU( ‘|‘U ezm Zl’sz m+p
J=11,pEZ PEZ

S e i)+ =12 em
j=1 peZ

Demonstragao. O resultado segue do Teorema 4.2.1 expandindo as correspondentes distribuigoes for-

mais. O

4.3 Mobdulos de Wakimoto Intermediarios construidos por Cox-Futorny [CF04]

Apresentamos no Capitulo 3 a construcao dos médulos de Wakimoto Intermediarios seguindo
[CF04]. Os médulos de Wakimoto Intermedidrios W, (A, v) sdo basicamente representagoes de algebras
de Lie afim sA[(n—i— 1,C), com um inteiro positivo fixo n. Estes médulos dependem de alguns parametros
(0<r <n,ye€C"el) € bh*) e temos que genericamente médulos do tipo Verma e médulos de

Wakimoto Intermediarios sao isomorfos.
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loc

Por um lado, podemos definir um médulo de Wakimoto Intermediario baseado em [CF04]. Por outro
lado, apds analise e investigacao, percebemos que podemos realiza-lo usando a realizacao geométrica
apresentada em [FKS19], escolhendo a subdlgebra parabdlica p de g apropriada.

Em [CF04], os médulos de Wakimoto Intermediarios sao construidos a partir de uma classe de
subalgebras de Borel de g = ;[(n + 1,C). Se analisarmos, por exemplo, g = s[(4,C), podemos definir
uma subdalgebra de Borel de g que nao foi considerada na construgao apresentada em [CF04]. Desta
maneira, sabendo da conexao da realizagdo geométrica de [FKS19] com os mddulos de Wakimoto
Intermedidrios, podemos encontrar esses médulos nao considerados em [CF04], generalizando um pouco
mais a construcao.

Nas préximas secOes analisaremos alguns casos particulares para melhor entender a conexao entre

os médulos de Wakimoto Intermedidrios de [CF04] e a realizacao geométrica de [FKS19].

44 Caso (n=1,r=0)

Sejam g = 5A[(27 C) e 7 = 0. Consideremos a seguinte subalgebra de Borel:

bg = EOGBH, onde
bp = (CE12 ®c (C[t,t’l]> ® (Ch1 ®c t(C[t]) = (n ®c C[tﬂf*l]) ® (f) ®c t(C[t]) ;

h = (hecCl)aCe,

isto é, a subalgebra de Borel natural BO = Enat de g.

O médulo de Wakimoto Intermedidrio W o(A, ) neste caso, coincide com a realizagdo de campos
livres apresentada por B. Cox [Cox05], que é isomorfa a um quociente do médulo de Verma Imaginério
generalizado. Precisamos encontrar o ppag-médulo (o, V) para que a realizagiao geométrica em [FKS19]
coincida com o médulo de Wakimoto Intermedidrio Wy o(A, 7).

Fixe k =42 — 1, v € C*. Considere a élgebra de Heisenberg de dimenséao infinita @ com geradores

a11,m, @11, € lg sujeitos as relagoes:
[@11,m, 011 p] = Omtpola 5 [a11,m: 1a] = [y, 1a] = 0.
Esta dlgebra @ tem uma representagao p : @ — gl(C[x]) definida em C[x] = C[z11,, | m € Z] por

ﬁ(all,M) = T1il,m > ﬁ(ail,m) = _81'11,71% ) p(lﬁ) =1
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Considere também a algebra de Heisenberg b com geradores by m, 13 satisfazendo:
[01,m, b1p] = MB110mipoly 5 [b1m,15] = 0.

Esta dlgebra b tem uma representacio py : b —s End(Cly],) definida em C[y] = Clyi,m | m € N¥]
por

pab1o) = A1, palbi—m) =e1-yim , pa(bim) =mer -0y, .

Pelo Teorema 3.2.2 [CF04] temos uma representacao p : 57[(2, C) — gl(C[x] ®c Cly]) definida por

ple) = P*-1=k
p(Ea1)(z) = an(z)
p(h1)(z) = 2a11(2)aj;(2) + bi1(2)

p(Er2)(z) = —an(z)aii(2)aq () + 8za71(2)k — a1y (2)b1(2)

onde W1 o(\,v) = Clz11,m | m € Z) @c Cly1,m | m € N*] é o médulo de Wakimoto Intermediario para
(n=1,r=0).

Por outro lado, consideremos a realizacao geométrica 7 : ;[(2, C) — ingo’g, apresentada em [FKS19],

definida por

= o(e)

= —a(z)

= 2a(z)a*(z) + o(h(z))

= a(z)a*(2)a*(z) — d.a"(2)o(c) + a*(2)o(h(z)) + o(e(z))

tal que My 1, 6 (V) = C[0y,, | m € Z] @c V é um mdédulo de Verma Imagindrio generalizado.
Sabemos que Ppat = (b @c C((t))) ® Cc. Entao os geradores de Ppa 530 {hs, €5, ¢ | s € Z}.

Consideremos V = Cly1,m | m € N*] e definimos o : pyat — gl(V) por:

Notamos que por conta das relagoes na algebra de Heisenberg b temos que (o, V') é um pya-médulo.
Para facilitar a visualizagao precisamos renomear as variaveis utilizadas na definicao do médulo de

Wakimoto Intermediario como segue: 11 = x e by = b. Observamos que se usarmos um automorfismo



168 Construcédo explicita de um novo médulo de Wakimoto Intermedidrio sobre g = 5| [(4,C) a partir de uma
realizacdo geométrica w: g — RZF 4.5

loc

1 da algebra de Weyl (utilizado na transformagao de Fourier):
©1: X5+ —0p, , Op,—>Ts € go%zfid
e considerarmos que, 5 : @ — gl(C[x]) e py : b — End(Cly],) definem
p=p@px:si(2,0) = (Gecb) — ol(Clx] ©c Cly))

temos que

prop=(p1op)@pr=m.

De fato,

prop(c) = ple) =k=o(c) =m(c)

prop(fs) = i(zs) = —0s, =7(fs)

prop(hs) = =2 1(ri)p1(Dny) +bs =2 Ouyy wk + bs = 7(hs)
kEZ keZ
proples) = — Y 1(@hiirs)P1(0u)01(0n) + Y 01(0n)bkrs + 5 01(0e,)1(K)
k€7 keZ
= Z Oi1ss THTL + Zxkbkﬂ + s z_sk =7(es)
k€7 keZ

4.5 Caso (n=2,7r=0)

Esse caso, é bem semelhante ao caso anterior (Segao 4.4), mas é necessario para perceber que existe

um padrao na construcao utilizando a realizagao geométrica.

~

Sejam g = sl(3,C) e r = 0. Consideremos a seguinte subalgebra de Borel:

bAo = by GBH, onde
by — (((CE12 ® CEa3 @ CE13) ®c Clt, t_1]> @ ((©h1 ® Chs) ®c t@[t])
- (u ®c Ct, t_l]) ® (h ®¢ t(C[t]) ,

h = (h®cCl)aCe,

isto é, a subalgebra de Borel natural Eo = Enat.
Primeiramente, precisamos descrever a realizagao geométrica 7 para ;[(3, C) apresentada em [FKS19].

Consideremos a base II = {ag,a2} e ¥ = {a2}. Desta maneira definimos a subélgebra parabdlica
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p=I1®u,onde [ =Chy ®Chy ® CEs3 ® CE33 e u= CE15 ® CE13.
Entdo, pnat ¢ gerada pelos elementos {E23.m, E32,m, E12,m: E13.ms h1,m, ha.m,c | m € Z}. Dessa

forma, precisamos encontrar o : ppat — gl(V), isto é, um pya-médulo V.

Usando a linguagem das distribuigoes formais temos:

m(c) = o(c)

m(E21)(z) = —ai(?)
m(Es1)(z) = —az(?)

w(hi1)(z) = 2a1(2)aj(z) + az(2)as(z) + o(h1)(2)

m(he)(2) = —a1(z)ai(z) + az2(z)az(z) + o(h2)(2)

m(h)(z) = w(h)(2) + g7(ha)(2) = Ja1(2)aj(2) + 3az(2)as(2) + o (h1)(2) + 5o (h2)(2)
m(E32)(2) = —az(2)ai(z) + o(Es2)(2)
m(E23)(z) = —a1(2)a3(z) + o(E2s3)(2)
m(E12)(2) )

plc) = 7*—1=k
p(F1)(2) = p(E32)(2) = a1(2)+ a12(2)ag(2)
p(F2)(2) = p(E21)(2) = a22(z)
[p(F1)(2), p(F2)(w)] = [p(E52)(2), p(E21)(w)] = p(Es1)(w)d(z — w) = p(F3)(w)d(z — w)
p(F3)(z) = p(E31)(2) = —aiz(z)
p(H1)(2) = p(H2)(2) = 2a2(2)ady(2) + a12(2)aiy(2) — ani(2)aiy(2) + ba(2)
p(H3)(2) = p(H1)(2) = 2a11(z)ai;(2) + alz( Jala(2) — aza(z)azy(2) + bi(2)
p(H1)(2) + 5p(HS)(2) = 3az(2)asy(2) + jar2(2)ais(2) + b2(2) + 501(2)
p(E1)(2) = p(E2s)(z) = —an(z)al(z)ay; ( ) + az2(2)ala(z) — a1y (2)b1(z) + kOza7; (2)
p(E2)(2) = p(Er2)(2) = an(z)ai(2)an(z) — a12(2)ara(2)az(2) — azz(z)ad,(2)az(z) +
—a11(2)aly(z) — az(2)b2(z) + kdza3(2)

[p(E1)(2), p(E2)(w)] = [p(E23)(2), p(Er2)(w)] = —p(E1s)(w)d(z — w) = p(Es)(w)d(z — w)
p(E3)(z) = —p(E13)(2) = —an(z)ai(z)ai;(2)an(z) + a2(z)ary(z)ais(z) + az(z)an(2)aty(z) +
Fa11(2)aiy(2)ay; (2) — a5y(2)any (2)b1(2) + ala(2)b1(2) + aga(2)ba(z) +
—k0:a15(2) + kagy(2)0:a1,(2)

Em resumo, na realizacdo geométrica 7 escolhemos ¥ = {as}, isto é, consideramos a tripla
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loc

51(2,C) = (Ea3, E32, ha), definimos a subdlgebra parabdlica puat com geradores
{E23,m ) E32,m ) E12,m ) ElS,m ) hl,m ) h2,m y € ‘ me Z}
e definimos uma representacio o : pnas — gl(V), isto é, definimos um pyag-médulo V. Temos que

Pol(Qc (1)) ®c V = Cl0zy ,, » Orge | M EZ] @V

tal que (Pol(Qx(u*)) ®c V', 7) é uma ;[(3, C)-representagao.

Por outro lado, no médulo de Wakimoto Intermediario Wa o(A,7) sobre s(3,C) temos (C[x], p),
com C[x] = Clr11,m , Ti2m , Ta2m | m € Z], (Clyl,pn), com Cly] = Cly1m , y2m | m € N*] e
(W2,0(A,7) = Clx] @c Cly] , p), onde p : 51(3,C) = gl(C[x] @c C[y]).

Agora, precisamos escolher o pyai-médulo V, isto é, a representacio o : pnay — gl(V), tal que
(Pol(Qxc () ®c V , m) = (Wap(A,7) = Clx] ®c Cly] , p).
Sabemos que Ppat :Tnat @ Upat, onde /[\nat = 5A[(2, C)+ E Entao consideraremos:
V = Clzii,m | m € Z] @c Clyr,m; y2,m | m € N'] = Wi0(A,7) @c Clyzm | m € N7,

onde

Wio(A,y) =Clz11,m | m € Z] ¢ Cly1,m | m € N¥]

é 0o médulo de Wakimoto Intermediario no caso (n = 1,7 = 0) sobre :':A[(Q7 C), e o é definido por:

ole) = k = 42—1

o(E3)(z) = an(z)

o(Ez)(2) = —an(2)ar()ai;(2) — ai1(2)bi(2) + kdsaq, (2)
o(he)(z) = 2a11(2)a1i(z) + bi(2)
o(h)(z) = —an(z)aii(2) +ba(2)

U(Elg)(z) = 0

o(Ei3)(z) = 0

Temos que (o, V) é um puag-médulo, tal que a matriz B definida em [CF04], utilizada na definicao

de b1(2) e ba(z), considerando o caso (n = 2,r = 0) é a seguinte:
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2k -k 2 -1
, onde Ay=
-k 2k -1 2

ole)=k=~*-1 , By1=2k , Byp=2k , Bo=PBy =k

Inserindo o Ppai-médulo (o, V) em Pol(Q(u*)) ®@c V temos que

Pol(Qu(W) 8¢V = Cldy,, s Or, | m €Z]@CV

= C[-To,m 5 arl’m s aﬂcg,m | m e Z] K¢ (C[yl,m y Y2.m ’ m e N*]

com T : 5A[(3, C) — RYP

loc *

Para comparar a realizagdo geométrica (;[<3,(C),7T) e o médulo de Wakimoto Intermedidrio

(n=2,7=0,p), é suficiente observar que:

e Renomeando as varidveis 11 = zg, 12 = X2 € X2y = x1 temos que
Wao(X, ) = Clx] ®c Cly] = Clzom , Z1m , Tom | m € Z] @c Clyim , yom | m € N*].

e Em 7 consideramos o ppat-médulo (o, V) onde V = Wy o(A, ) ®c Clya,m | m € N*].

e Utilizamos o automorfismo ¢ da dlgebra de Weyl a utilizado na transformacao de Fourier

T22m = T1m _azlym s
6/6:6’2277” = 6331,m = Tim
T12m = T2m 0,

T2m

3/a$127m=3x27m = —ZT2m.

Por conta de p : @ — gl(C[x]) e py : b — End(Cly]y) definimos p = p ® py : ;[(3,((3) —
(a R E) s g[(C[x] R (C[y]). Entéo,

p1(a11(z)) = ao(z) , ei(agi(2)) = ap(2)
p1(a12(z)) = az(2) , i1(aga(z)) = a3(2)

p1(an(2)) = —a1(z) , ¢1(an(2)) = —a;i(2)
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loc

De fato,

i) = Y erenn) ™ = 3 prlenn)s = 3 prlran)s -

meZ meZ meZ
—m—1 —-m—1
= g Oy 2 :E as m? =as(z)
meEZ mEZ

pi(an(2)) = D erlahm)z ™ =Y e1(=0/0x2m)z " = Y —p1(On, )7 " =

meZ meZ meZ
—-m * —-m *
= - E : T1,—m~ = - E : a1 m? = _a'l(z) ’
meZ mEZ

e os outros casos seguem de maneira analoga.

Finalmente temos que

prop=(p10p) @py=T.
4.6 Caso (n=2r=1)
Sejam g = ;[(3, C) e r = 1. Consideremos a subélgebra de Borel:

by = El@ﬁ,onde

b = ((CE23 ® CE13) ®c C[t, fl]) ® (((CE12 ® CEy ® Chy @ Chy) ®c tC[t]) & CEr2,

)
I

(h ®c C1) @ Ce.

Este caso é também similar aos casos anteriores (Segoes 4.4 e 4.5), e ele auxiliard no entendimento e
analise de um padrao na construcao de um modulo de Wakimoto Intermedidrio a partir da realizacao
geométrica. Para definir a subdlgebra de Borel acima escolhemos ¥ = {a;}. Observamos que de

maneira similar podemos considerar ¥ = {ay} e definir:
b = (((CE12 @ CEq3) ®c C[t, t_1]> ® ((CE23 ® CE32 @ Chy & Cha) ®c tC[t]) & CEys.

Usamos by na construcao do médulo de Wakimoto Intermedidrio W1 (A, 7).
Precisamos encontrar o ppag-médulo (o, V) para a realizagiao geométrica coincidir com o médulo
de Wakimoto Intermediario Wa 1 (A, 7).

Em resumo, na realizacdo geométrica escolhemos ¥ = {as}, isto é, definimos a tripla sl(2,C) =
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(Fs3, E32, ha). Definimos também a subalgebra ppas com geradores

{Eosm s Esom s Eivam s E13m , Pim s hom , ¢ | m € Z}.

Temos que Pol(Q () @c V' = Clds,,, s Oy, | m € Z) @c V onde V é um Pyag-médulo e

(Pol(c (W) @c V , 7) é uma sl(3, C)-representacdo.

Por outro lado, no médulo de Wakimoto Intermediario Wy 1(A, y) sobre ;[(3, C) temos que:

e (Cx], p), onde C[x|=Clzi1m , T12.m , Taom | M € Z]

0/0x11m ,s¢ m>0

N N T11,-m ;¢ m<0
p(all,m) = ’ p(all,m) = )
Z11,m ,se m<0 —0/0x11,—m , 56 m>0
ﬁ(alz,m) = ZT12;m 5(a>{2,m) = —6/81’12,—m )
plag2,m) = To2.m ﬁ(a;lm) = —0/0z22 —m.

* (Cly], pr), onde Cly]=Clyim , y2m | m € N].
o (Wa1(A\7) = Cix ¢ Cly] , p), onde p: si(3,C) — gl(C[x] @ Cly)).
Portanto, precisamos escolher o ppai-médulo V), isto é, a representacdo o : pnay — gl(V), tal que

(Pol(Q2k (u*)) @c V', m) = (Wa1(A,7) = Clx] @c Cly] , p).

~

Sabemos que Ppat = lhat @ Unat, onde /[\nat & sA[(Z, C)+ E Consideraremos:

V = Clz11,m | m € Z] ®c Cly1,m, y2,m | m € N*] = W1 1(X\,v) ®c Clyz,;m | m € N*] |

onde

Wii(A,y) = Clziim | m € Z) @c Cly1,m | m € N¥|
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loc

¢ 0o médulo de Wakimoto Intermediario no caso (n = 1,7 = 1) sobre 5A[(2, C), e ¢ é definido por:

olc) = k =~*-2
o(Es)(z) = an(z)
o(E)(z) = —:an(2)an(z)ay(z): —ayi(2)b1(2) + kdza7, (2)
o(h2)(z) = 2:an(z)ayi(2): +b1(2)
o(h1)(z) = —:an(z)aiy(2): +ba(2)

O'(E12)(Z) = 0

o(Ei3)(z) = 0

Notemos que incluimos o produto normal ordenado em alguns lugares. Temos que (o,V) é um
Pnat-médulo, onde a matriz B definida em [CF04], utilizada na definicio de b1(2) e bz(2) no caso

(n=2,r=1), é a seguinte:

onde

oc)=k=+>-2 |, By =2k+4 , By =2k+1 , Big=DBy = -k—2.

Construimos o sA[(S, C)-médulo

Pol(Quc(u*)) @c V = Clzom, Oy, » Ozpr | M € Z] @c Cly1,m, y2,m | m € N7
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e finalmente, inserindo (o, V) em 7 : 5:\[(3, C) — RPP temos que

m(c) = o(c) = k = 4% =2

m(En)(z) = —ai(z)
m(Ea)(z) = —az(z)

m(h1)(2) = 2a1(2)ai(z) + az(2)az(z)— : ap(2)ag(z) : +b2(2)

m(he)(2) = 2:ao(2)ag(z) : —ai1(z)ai(z) + az(z)az(z) + b1(z)
m(E32)(2) = ao(z) — az(2)aj(2)
m(Es)(z) = —:ag(z)ao(2)ag(z) @ —a1(2)az(z) — ag(2)bi(2) +kozap(2)
T(Er2)(z) = ai(2)aj(2)ai(2) + az2(2)a3(2)ai(z) —kozai(z) +

—ao(2)ay(z)— : ao(2)ag(2) : aj(z) + a1(2)ba(2)

m(Ei3)(z) = ai(z)ai(2)az(z) + aza(z)az(z)as(z) — kd.a5(z) +
+ 1 ag(2)ao(2)ag(2) : ay(2) + ag(2)ai(2)b1(2) — kay(2)0za0(2) +
+ 1 ao(2)ag(2) : a3(2) + a3(2)b1(2) + a3(2)b2(2)

o qual é o médulo de Wakimoto Intermediario
Wa1 (X, v) = Clx] @c Cly] = Clz11,m » T12,m » T22,m | m € Z] ®c Cly1,m » yom | m € N*]

fazendo as devidas identificagoes das varidveis (r11 = xo, 12 = T2 € T92 = x1), tomando o automor-

fismo ¢ da dlgebra de Weyl a utilizado na transformacao de Fourier e considerando

(a11(2)) = ao(2) , ¢1(afy(2)) = ag(2)
(a12(2)) = az2(2) , pi1(aja(z)) = a3

pr(an(z)) = —ai1(z) , @i(azn(2)) = —ai(2).

)
)

®1
®1

4.7 Novo sl(4,C)-médulo de Wakimoto Intermedisrio

Agora, usaremos os casos descritos acima para construir um novo médulo que nao foi considerado
em [CF04]. Vamos construi-lo utilizando a realizacao geométrica m [FKS19] e o padrao encontrado na
andlise dos casos anteriores (Segdes 4.4, 4.5 e 4.6).

Considere g = 5A[(4, C) (n = 3) e a subélgebra de Borel:

b = E@H, onde
b = (((CEQ;«; ® CE13 & CEyy & CE14) ®c C[t, t—l]) @

® (((CE12 ® CEy & CE34 @ CEy3 @ Chy @ Chy & Chg) ®c t(C[t]) ® CE12® CEs4 ,
h = (h®cCl)®Ce
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loc

Para definir a subdlgebra de Borel descrita acima escolhemos ¥ = {aq, az}.

Queremos construir o médulo de Wakimoto Intermedidrio W3 (A, v) relacionado a esta subdlgebra
de Borel b. Em [CF04] tinhamos um parametro r na definicdo da classe de subélgebras de Borel que
foram consideradas. Aqui estamos utilizando uma subélgebra de Borel que nao estd relacionada ao
parametro r, e por esse motivo, inicialmente incluimos o simbolo * na notacao deste médulo.

Baseado nas construcoes apresentadas acima, encontraremos o ppat-médulo (o, V') apropriado para

que a realizagdo geométrica coincida com o médulo de Wakimoto Intermediario W3 . (A, ) investigado.

Em resumo, na realizagao geométrica:

Escolheremos ¥ = {Oél, Oég}, isto é, 5[(2, (C) @5[(2, (C) = <E12, FEoq, h1> D <E34, FEys, h3>

Definiremos a subélgebra parabdlica pnat com geradores

{Erom s Eo1m s Eam s Eazm s him s P2m s h3m s Eozm s E13m s Eoam , Eiam , | m € Z}.

Encontraremos a representacio o : puat — gl(V), isto é, definiremos um ppag-médulo V.

e Teremos

Pol(Qx (W) ®c V 2 Cldyy . » Ouarn » Drgn s Ouarn | MEL RV,
onde (Pol(Qc(i*)) ®c V , 7) é um sl(4, C)-médulo.

Também precisaremos descrever m : ;[(4,@) — legO’S para a subalgebra parabdlica definida por

Y ={ai, a3} usando o Teorema 4.1.2 [FKS19]. Em [FKS19] as férmulas explicitas para 5A[(4, C) foram
descritas para o caso ¥ = {ag, as}.
Como dito anteriormente, para utilizar a realizagdo geométrica precisamos primeiramente encontrar

um Puag-médulo V', isto é, uma representacao o : pnas — gl(V) tal que
(Pol(Qc(u)) @c V , m) = (Ws.(A,7) = Clx] ®c Cly]).
Sabemos que Puat :Tnat @ Upat, onde Tnat o (;[(2, C) @E:[(?, C)) + /b\ Entao considere

V = Clz11,m, T33,m | m € Z]QcC[Y1,m; Y2,m; Yz,m | m € N*| = Wi 1(A,7)@cW11 (N, 7)@cClyz,m | m € N¥]

onde , Wi 1(X,y) =Clz11,m | m € Z] @c Cly1m | m € N*] |

Wi1(N,v) = Clzsgm | m € Z] ®c Clysm | m € N*] ,
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sao médulos de Wakimoto Intermedidrios no caso (n = 1,7 = 1) sobre ;I(Z, C), definidos por «; e por

a3, respectivamente.
Consideraremos a matriz simétrica 9B, utilizada na defini¢ao de by (z), ba(z) e b3(z), considerando

ocason =3:

2 -1 0 292 A2 0
B =7243-2F0=~>-1 2 —1|-2EBpn=|-%2 2¢42-2 42|,
0 -1 2 0 —72 292
onde
2 -1 0
Az=|-1 2 -1,
0 -1 2

ole)=k=~%-2,
Bi11=2k+4 , Bop=2k+2 , PB3z3=2k+4
Bio =By =-k—2 , B3 =W3y=-k—-2 , Bi3=DB3 =0.
Teorema 4.7.1. Seja

Vo= Wii(\y) @ Wia(N,7) @c Clya,m | m € N¥]

= (C[xll,ma T33.m | m e Z] Kc C[yLm, Y2.m> Y3,m | m e N*] s

onde v € C*, X e X sdo genéricos, e A(c) e N(c) sdo nao-nulos. Considere a subdlgebra parabdlica

natural Ppay = Tnat @ Upat, onde A[nat o (;[(2,@) &) ;[(2, C)) + /h\ Temos que (V,a) € um Ppag-mddulo,
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loc

onde o : Pnas — gl(V) € definida por:

olc) = k = ~*-2

o(E21)(z) = an(z)

o(Ew)(z) = —:ay(z)an(z)a(z) : a1y (2)bi(z) + kd.a1,(2)
o(h)(z) = 2:an(z)ay(2) : +bi(2)

o(Es3)(z) = ass(z)

0(E34)(2) = —:az3(z)ass(z)az(z) : —az3(2)bs(2) +ko.az;(z)

o(hs)(z) = 2:ass(2)azz(z): +bs(z)
o(h2)(z) = —:an(z)ayi(z): — :ass(z)azs(z) : +b2(2)
o(Exs)(z) = 0
o(Es)(z) = 0
o(Ea)(z) = 0
o(Ew)(z) = 0
Demonstragio. Vamos verificar que (V,0) é um Pyar-médulo calculando os colchetes. Observamos que

Wii1(A,7y) e Wi1(N,v) sdo médulos de Wakimoto Intermedidrios sobre a dlgebra 5(2, C) definidos por

«aq e ag, respectivamente. Algumas das seguintes igualdades serao utilizadas nos célculos:

0:0(z —w) = —0u0(z—w)
4 ()0 —w) = ay(w)d(z — w)
G20 —w) = al(w)d(z —w)
bi(2)(

= 0;x05,10(z —w)

= 9B,;0,0(2z —w)

= 0;,0;10,0(2 — w)

= al;(w)0u0(z — w) + <8wafj(w)>6(z —w)

)
)
)
z=w) = bj(w)i(z —w)
]
]
]
)
| = —0wi(z —w)

[ aij(2)agj(2) « , « aij(w)aj;(w) :
Seguem os calculos dos colchetes:

1. [h1,h1]) =0, (h1,h1) =2 ,

o([h1(2),h1(w)]) = 20(c)0wd(z —w) = 2kDy,0(z — w).
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Por outro lado,

[o(h1)(2), 0 (h1)(w)]

2. [h3,h3] =0 , (hs,hg) =2,

Novo s[(4,C)-médulo de Wakimoto Intermedisrio

Al: an1(z)aqy (2) 5,0 an(w)ay; (w) o] + [ba(z), b (w)]
—40,6(z — w) + B110,,0(2 — w)

(B11 — 4)0,0(z — w)

2k0,,0(z — w).

o([hg(2),h3(w)]) = 20(c)0wd(z —w) = 2kDy,0(z — w).

Por outro lado,

[0(h3)(2), o (hs)(w)]

3. [h1,ha] =0 , (hi,he)=—-1,

AL agy ()5 (2) 5 - ass(w)als(w) ]+ (), bo(w)]
—40,,0(2 — w) + B330,,0(2 — w)

(Bsz — 4)0uwd(z —w)

2k0,,0(z — w).

o([hi(z), ha(w)]) = —0(¢)Bud(z — w).

Por outro lado,

[0(71)(2), o (h2)(w)]

4. [ha,h3] =0 , (h2,h3) =—-1 ,

—2f an(2)afy(2) 5 an1 (w)afy (w) ]+ b1 (2), ba(w)]
20,,0(2 — w) + B120,6(z — w)

(B12 +2)0y6(z — w)

(—k —2+2)0,0(z —w)

—k0,d(z — w) = —0(c)0yd(z — w).

o([ha2(2),h3(w)]) = —0(c)0wd(z —w).

Por outro lado,

[o0(h2)(2), o (h3)(w)]

—2[: az3(2)azs(2) ;- asz(w)azs(w) :] + [ba(2), b3(w)]
20,0(z — w) + Bz 0o (z — w)

(Baz +2)0yd(z — w)

(=k — 24 2)0,6(z — w)

—k0,d(z — w) = —0(c)0yd(z — w).

179



180
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realizacdo geométrica m: g — RIF 4.7
loc

O.

10.

[hQ)hQ] =0 ) (h27h2) =2 )

o([h2(z), ha(w)]) = 20(c)0wd(z —w) = 2kDyd(z — w).

Por outro lado,

[0(h2)(2),0(h2)(w)] = [ an1(2)aqy(2) 352 an(w)aiy(w) ] + [ asz(2)azs(2) 1, ags(w)azz(w) -] +
+[b2(2), ba(w)]
= —20u0(z —w) + B220y,0(z — w)
= (Baz —2)0y6(z —w)
= 2k0,d(z —w).

[h1,h3]) =0 , (h1,h3) =0 ,
o([h1(2), ha(w)]) = 0.
Por outro lado,
[o(h1)(2), 0(hs)(w)] = [b1(2), bs(w)] = B13dwd(z — w) = 0.
[E21, E2a1] =0,
o([Ean(z), Ear(w)]) = 0.
Por outro lado,
[0(E21)(2), 0(Ear)(w)] = [a11(2), axa(w)] = 0.
[Ea3, Ea3] =0,
o([Ess(2), Eag(w)]) = 0.
Por outro lado,
[0(E3)(2),0(Eaz)(w)] = [az3(2), azs(w)] = 0.

[Erg, B3] = 0. Logo o([E12(z), Esa(w)]) = 0.

Por outro lado,
[0(E12)(2),0(E34)(w)] = [a11(2)b1(2), azz(w)bs(w)] = Bisay; (2)azs(w)dwd(z — w) = 0.

[hl,Egg] = [EH — Egg,EQg] = —E23. LOgO7 U([hl(z),EQ?,(w)]) = —O'(EQ3)(’U))(5(Z — w) = 0. Por
outro lado, [o(h1)(2), 0 (E23)(w)] = 0.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.
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[hl, Elg] = [Ell — EQQ, Elg] = E13. Logo, U([hl(z), E13(w)]) = a(Elg)(w)(S(z - w) = 0. Por outro
lado, [o(h1)(2),0(E13)(w)] = 0.

[h1, E2a] = [En1 — Eoo, Epa] = —Eaq. Logo, o([hi1(2), Eau(w)]) = —o(Ea4)(w)d(z — w) = 0. Por
outro lado, [o(h1)(z), 0(E24)(w)] = 0.

[hl, E14] = [EH — EQQ, E14] = E14. LOgO, O’([hl(z), E14<’LU)]) = U(E14)(’IU)5(Z — w) = 0. Por outro
lado, [o(h1)(2),0(E14)(w)] = 0.

[hg, E23] = [EQQ—E33, Egg] = Fo3+Fo3 = 2FE53. Logo, U([hg(z), Egg(w)]) = 20(E23)(w)5(z—w) =
0. Por outro lado, [o(h2)(z),0(E23)(w)] = 0.

[h2, Ers] = [E22 — Ess, Ers] = Eis. Logo, o([ha(2), E13(w)]) = o(E13)(w)d(z —w) = 0. Por outro
lado, [o(h2)(2),0(E13)(w)] = 0.

[hQ, E24] = [E22 — E33, E24] = E24. LOgO, O'([hg(z), E24(’LU)]) = U(E24)(’LU)5(Z — w) = 0. Por outro
lado, [o(h2)(2),0(E24)(w)] = 0.

[hg, E14] = [EQQ—E33, E14] =0. Logo, O’([hg(z), E14(w)]) = 0. Por outro lado, [U(hg)(z), O'(E14)(w)] =

0.

[hs, Ea3] = [Es3 — Euqa, Eag] = —Ea3. Logo, o([hs(z), Eaz(w)]) = —o(E23)(w)dé(z — w) = 0. Por
outro lado, [o(h3)(z), 0(E23)(w)] = 0.

[h3,E13] = [E33 — E44,E13] = —E13. LOgO, U([hg(z),Elg(w)]) = —O'(Elg)(’w)5(z — w) = 0. Por
outro lado, [o(h3)(2),0(E13)(w)] = 0.

[h3, E24] = [E33 — E44, E24] = E24. Logo, U([hg(z), E24(U))]) = 0'(E24)(’w)(5(2 - ’LU) = 0. Por outro
lado, [o(h3)(2), 0(Ea4)(w)] = 0.

[h3, Era] = [Es3 — Eas, Er4] = Eua. Logo, o([h3(2), E14(w)]) = o(E14)(w)d(z —w) = 0. Por outro
lado, [0(h3)(2),0(E14)(w)] = 0.

[Ea1, Es3) = 0. Logo, ([E21(2), Es3(w)]) = 0. Por outro lado,
[0(E21)(2),0(Es3)(w)] = [a11(2), ass(w)] = 0.

[Ea1, Er2] = Eag — Ev1 = —hy , (Eo1,E12) = 1.

Logo,

o([Er12(z), Eo1(w)]) = o(h1)(w)d(z —w) + kdyd(z — w).

Por outro lado,

[0(Er2)(2),0(Ea)(w)] = 2:an(w)ay(w) : 6(z —w) + bi(w)d(z — w) + k[0a71(2), ani (w)]
)0(z —w) —k0,0(z — w)
= o(h1)(w)é(z —w) +kdyd(z — w).
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24. [Egl, E34] = 0. Logo, O’([Egl (Z), E34(w)]) = 0. Por outro lado,
[0(E21)(2),0(E34)(w)] = [a11(2), — : azz(w)ass(w)azz(w) : —a3zs(w)bs(w) + kdyazs(w)] = 0.

25. [Egl, hl] = [E217 E11 - E22] = E21 —|—E21 = 2E21. Logo, O'([Egl(z), hl (w)}) = 20(E21)(w)5(z—w)

Por outro lado,
[0(E21)(2),0(h1)(w)] = |a11(2),2 : ann(w)ajy(w) : +b1(w)] = 2a11(w)o(z — w).

26. [E21, hQ] = [Egl,EQQ — E33] = —E21. Logo, O'([Ezl (Z), hg(w)]) = —O(Egl)(w)é(z — ’LU) Por outro
lado,

[0(E21)(2),0(h2)(w)] = [a11(z), — : anr(w)ay;(w) : — : agz(w)azz(w) : +ba(w)] = —a11(w)d(z — w).
27. [Egl, hg] = [Egl,Egg — E44] = 0. LOgO, O'([Egl(z), hg(’w)]) = 0. Por outro lado,
[0(E21)(2),0(hs)(w)] = [a11(2),2 : asz(w)azz(w) : +bs(w)] = 0.

28. [Ea1, Ea3] = 0. Logo, o([F21(z), Ea3(w)]) = 0. Por outro lado, [0(E21)(z), 0(Ea3)(w)] = 0.

29. [Ea21, E13] = Eas. Logo, o([E21(2), E13(w)]) = 0(Ea3)(w)d(z — w) = 0.
Por outro lado, [0(F21)(2),0(F13)(w)] = 0.

30. [Ea1, Ea24] = 0. Logo, o([F21(z), E24(w)]) = 0. Por outro lado, [0(E21)(z), 0(E24)(w)] = 0.

31. [Ezl,E14] = E24. Logo, 0([E21(z), E14(w)]) = O‘(E24)(w)5(2 — UJ) =0.
Por outro lado, [0(F21)(2),0(F14)(w)] = 0.

32. [E43, Eq2] = 0. Logo, o([Es3(z), E12(w)]) = 0. Por outro lado,
[0(Ea3)(2), 0 (Er2)(w)] = [ass(2), — : a1y (w)ari (w)aiy (w) : —aq; (w)br (w) + kdyay (w)] = 0.

33. [Ey3, B34] = Eyq — B33 = —hg , (Eu3, E34) = 1.
Logo, o([Fa3(z), E34(w)]) = —o(hs)(w)d(z — w) + kdyd(z — w).

Por outro lado,

[0(Eu3)(2),0(Esa)(w)] = lass(2), — : agz(w)ass(w)azz(w) : —azz(w)bs(w) + kdyazs(w)]
= —2:asz(w)ais(w):5(z —w) — b3(w)d(z — w) + klagsz(z), Owass(w)]
= —2:ag3(w)ajz(w):d(z —w) — b3(w)d(z — w) + kdyd(z — w)

= —o(hg)(w)d(z — w) + kdyd(z — w).

34. [Ea3, h1] = [Eus, E11 — E22] = 0. Logo, o([E3(2), h1(w)]) = 0. Por outro lado,

[0(E43)(2), 0(h1)(w)] = [as3(2), 2 : ann(w)agy (w) : +b1(w)] = 0.
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35. [E43, hg] =

[E43, Eog — E33] =

Por outro lado,

[0(Ea3)(2), 0 (h2)(w

36. [E43, hg] =

[E43, E33 — Eq4]

Por outro lado,

37. [E43, E23] =0. Logo, O’([E43(Z), Egg(w)]) = 0. Por outro lado, [O’(E43)(Z), O'(Egg)(w)]

38. [E43, Eq3] = 0. Logo, o([Es3(z), E13(w)]) = 0. Por outro lado, [0(E43)(2), 0(E13)(w)]

Novo s[(4,C)-médulo de Wakimoto Intermedisrio

—E43. Logo, o([Ea3(2), ha(w)]) = —o(Eys)(w)d(z — w).

)] = lass(2), — s an(w)aiy (w) : = : agz(w)agz(w) : +bz(w)]

= —agz(w)i(z —w).

183

= Ey3+ E43 = 2E43. Logo, o([F43(z), hs(w)]) = 20(E43)(w)d(z —w).

[0(E43)(2),0(hs)(w)] = [as3(2),2 : agz(w)azz(w) : +bs(w)]

2a33(w)d(z — w).

=0.

=0.

39. [Eu3, Ea4] = —Fa3. Logo, o([Fa3(z), Eas(w)]) = —o(Ea3)(w)d(z — w) = 0. Por outro lado,
[0(E43)(2), 0(E24)(w)] = 0.

40. [E43,E14] = —E13. Logo, U([E43(Z),E14(w)]) == —U(Elg)(w)(;(z — w) = 0. Por outro lado,
[0(E13)(2), 0 (E14)(w)] = 0.

41. [Erg, Erg] = 0. Logo, o([E12(2), E12(w)]) = 0.

Por outro lado,

[o(E12)(2),

42. [Elg,hl] =

o(Er2)(w)] =

[Er2, E11 — Egg] =

[ a1y (2)aii(2)aq; (2) 5 - aly (w)an (w)al, (w) ] +
+[: a1y (2)an (2)aq; (2) 5 aqy (w)br (w)] +
—k[: afy (2)ari(2)aiy (2) 1, Owaty (w)] +
+at1(2)b1(2), : afy (w)ari (w)aiy (w) ] +
+[ai1(2)b1(2), aiy (w)br (w)] — k[D:a1; (2), : afy (w)air(w)af; (w) 1]
—4daiy(2)aty (w)0wd(z — w) + ajy (w)aj, (w)br (w)d(z — w) +
—ka1,(2)a1,(2)0u0(z — w) — afy (w)aq,; (w)br (w)d(z —w) +
+B11a1,(2)al; (w)0wd(z — w) + kaiy (w)aj; (w)020(z — w)
—da, (w)ay; (w)0w6(z — w) — daj; (w)(Owal; (w))d(z —w) +
—2kay; (w)(Owar; (w))d(z — w) —kayy (w)al; (w)dwd(z — w) +
+B11a7; (w)at; (w)0wd(z — w) + Briaj; (w)(Fwary (w))d(z — w) +
—kai, (w)ai, (w)0wd(z — w)

(2= B0) (4 (0)aEs (0B — ) + afs () Gucty ()3 — ) )

0 , pois B =2k+4.

—F12 — B2 = —2Fq».

Logo, o([h1(2), E12(w)]) = 20(E12)(w)d(z — w).
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Por outro lado,

[o(h1)(2), 0(Er)(w)] = [2:an(2)aq(2) : +b1(2), = : ajy (w)an (w)ay, (w) : —at; (w)by (w) + kdwa; (w)]
= —2[an(2)ai(2) 52 ajy(w)an (w)ay; (w) ] = 2 an(2)aqy (2) 5 aqy (w)by (w)] +
+2k[: a11(2)a1y (2) :, Owaty (w)] = [b1(2), aiy (w)br (w)]
= =2:aj;(w)ari(w)aj;(w) : 6(z — w) + 4aj;(w)0yd(z — w) +
—2a7, (w)by(w)d(z — w) 4 2kal, (2)9wd(z — w) — Biyay, (w)0wd(z — w)
= —2:ap(w)an(w)ay; (w) : 6(z — w) — 2aj; (w)by (w)d(z — w) +
+4ai, (w)0y,d(z — w) + 2kat;(2)0w0(z — w) — Biia]; (w)0wd(z — w).

Observamos que:

4a7;(w)0ywd(z — w) + 2kai; (2)0wd(z — w) — Bi1al;(w)0wd(z —w) =
= 4al(w)0yd(z — w) + 2ka]; (w)0yd(z — w) + 2k(Fpal;(w))d(z — w) — Biral;(w)dyd(z — w)
= (44 2k —B11)a]; (w)0d(z — w) + 2k(0yai;(w))d(z — w)
= 2k(Opal;(w))é(z —w) , pois Bi; =2k + 4.

Portanto,

[0(h1)(2),0(Ew)(w)] = —2:ay(w)an(w)al;(w) : 6(z — w) — 2ay; (w)bi (w)d(z — w) +
+2k(0yai; (w))d(z — w)
= 20(F2)(w)d(z —w).

43. [E12, ho] = [E12, Ega — Es33] = Eqa.
Logo, o([ha(2), E12(w)]) = —o(E12)(w)d(z — w).

Por outro lado,

[0(h2)(2),0(Er2)(w)] = [ ann(2)a1y(2) 5,2 aqy(w)an (w)aly (w) <] + [ a11(2)a1, (2) 3, a3y (w)br (w)] +
—k[: a11(2)aq; (2) 3, Qwaty (w)] = [b2(2), a1y (w)br (w))]
= tap(w)an(w)ay (w) : 6(z —w) = 2a7; (w)dwd(z — w) +
+al;(w)bi(w)d(z — w) —kal;(2)0w0(z — w) — Baral; (w)0yd(z — w)
= tap(w)an(w)ay (w) : 6(z —w) 4 ajy (w)bi (w)d(z —w) +

—2a71 (w)0yd(z — w) —kai;(2)0ud(z — w) — Boral;(w)0yd(z — w).
Observamos que:
—2a];(w)0yo(z — w) —kal;(2)0yd(z — w) — Borai; (w)0yd(z — w) =
= —2a7;(w)0yd(z — w) — kai; (w)yd(z — w) — k(Opai;(w))d(z — w) — Borai; (w)0yd(z — w)

= —(24+k+Bo)al;(w)dwd(z — w) — k(Oyai;(w))d(z — w)
= —k(0pal;(w))o(z —w) , pois Bo = -k — 2.
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44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

ol.
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Portanto,
[0(h2)(2),0(Er2)(w)] = :aji(w)a(w)aiy(w):6(z —w) + al; (w)bi(w)d(z — w) +
—k(dwal; (w))o(z — w)
= —0o(F2)(w)i(z —w).
[Ehg, h] = [En2, B33 — Eya] = 0. Logo o([Er2(2), hs(w)]) = 0.

Por outro lado, [0(E12)(2),0(hs)(w)] = [—ai;(2)b1(z), b3(w)] = —B13a},(2)0wd(z — w) = 0.

[E12, Eas] = Ens. Logo o([E12(z), Ex(w)]) = o(E13)(w)d(z —w) = 0.
Por outro lado, [0(E12)(2),0(Fa3)(w)] = 0.

[E12, E13) = 0. Logo o([E12(2), Ei3(w)]) = 0. Por outro lado, [0(E12)(2),0(Ei3)(w)] = 0.

[Elg,E24] = E14. Logo O'([Elg( ) E24( )]) (E14)(w)5(z — w) = 0.
Por outro lado, [0(E12)(z),0(E24)(w)] = 0.

[E12, Er4] = 0. Logo o([E12(z), E14(w)]) = 0. Por outro lado, [0(FE12)(2),0(E14)(w)] = 0.

[E34, E34] =0. Logo, U([E34(Z), E34(w)]) = 0.

Por outro lado,

[0(E34)(2), 0(E34)(w)] = [ a3s(2)ass(2)azs(2) 5,0 ags(w)ass(w)azs(w) ] +
+[: a3z (2)ass(2)azs(2) 1, azs(w)bs(w)] +
—k[: a3z(2)ass(2)azs(z) 1, Owags(w)] +
+(az3(2)bs(2), : azz(w)ass(w)azs(w) :] +
+lazs(2)bs(2), azs(w)bs(w)] — k[0.a35(2), : azs(w)azs(w)azs(w) ]

= —dagz(2)azs(w)0uwi(z — w) + azz(w)agz(w)bs(w)d(z —w) +
—kazz(2)az3(2)0w0(z — w) — azz(w)azs(w)bs(w)d(z —w) +
+B330a33(2)azs(w)dwd(z — w) + kagz(w)azs(w)d.0(z — w)

= —dajz(w)azs(w)0uwd(z — w) — dazs(w)(dwass(w))d(z — w) +
—2kags(w)(Owazs(w))d(z — w) — kagg(w)azs(w)0wd(z — w) +
+B33a33(w)azs(w)dwd(z — w) + Bzazs(w)(Owazs(w))d(z — w) +
—kagz(w)azs(w)0wi(z — w)

= 4 2k Ba) () ()00 — )+ 0) Pui )z )

= 0 , pois B3z =2k+4.

[E34, hl] = [E34,E11 - EQQ] =0. Logo, U([E34(Z), hl (w)]) =0.
Por outro lado, [0(E34)(2),0(h1)(w)] = [—a3s(2)b3(2), b1 (w)] = —a33(2)B310,6(z —w) = 0.

[E34, ho] = [E34, Eoy — E33] = E34.
Logo, o([ha(2), E34(w)]) = —o(E34)(w)d(z — w).
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Por outro lado,

[0(h2)(2),0(Esa)(w)] = [ ass(2)azs(2) :,: azz(w)ass(w)azz(w) ;] + [ ass(2)azz(2) 1, azs(w)bs(w)] +
—k[: as3(2)azs(2) 5, Owazz(w)] — [b2(2), azz(w)bs(w)]
= :ag(w)ass(w)azz(w) : 0(z — w) — 2a33(w)dwd(z — w) +
+ais(w)bs(w)d(z — w) — kajs(2)0,0(z — w) — Bagais(w)dyd(z — w)
= :ag(w)ass(w)azz(w) : 6(z — w) + azz(w)bs(w)d(z — w) +

—2a55 (W) 0w (2 — w) —kais(2)0wd(z — w) — Bazazs(w)0wd(z — w).

Observamos que:

—2a33(w)0y0(z — w) — ka3s(2)0wd(z — w) — Bagass(w)dyd(z —w) =
= —2a33(w)0yd(z — w) — kazs(w)dyd(z — w) — k(Oyass(w))d(z — w) — Bazazs(w)dyd(z — w)
= —(2+k+ Baz)azs(w)duwé(z — w) — k(Gwazs(w))d(z — w)
= —k(Opazz(w))o(z —w) , pois Bagz =—k—2.

Portanto,

[0(h2)(2), 0 (E34)(w)] = : agz(w)agz(w)azz(w) : 6(z — w) + agz(w)bz(w)d(z — w) +
—k(Fwazz(w))d(z — w)
—0(E34)(w)d(z — w).

52. [E34, h3]| = [E34, E33 — Eg4] = —E34 — E3qy = —2FE34.
Logo, o([h3(z), Eza(w)]) = 20(Es4)(w)é(z — w).

Por outro lado,

[0(hs)(2),0(Esa)(w)] = [2:ass(2)azz(2) : +b3(2), — : azz(w)ass(w)azs(w) : —azz(w)bs(w) + kdwazz(w)]
= —2[as3(2)azs(2) :,: azz(w)ass(w)azz(w) ;] — 2[: ass(2)azz(2) :, azs(w)bs(w)] +
+2k[: ags(2)azs(2) :, wazz(w)] — [b3(2), azz(w)bs(w)]
= —2:ai3(w)azz(w)ais(w) : 6(z — w) + 4ais(w)dyd(z — w) +
—2a%5(w)bs(w)d(z — w) + 2kais(2)0wd(z — w) — Bazais(w)0yd(z — w)
= 2 gy (w)ass(w)als(w) : (2 — w) — 2k (w)hs(w)d(z — w) +
+4a%s(w)0y0 (2 — w) + 2kazs(2)0wd (2 — w) — Bazazs(w)dyo(z — w).

Observamos que:

4a33(w)0yd (2 — w) + 2ka3s(2)0wd (2 — w) — Bagass(w)dyd(z —w) =
= 4dais3(w)0yd(z — w) + 2ka3s(w)0yd(z — w) + 2k(Oypazs(w))d(z — w) — Bazass(w)yd(z — w)
= (44 2k —B3s3)ass(w)0d(z — w) + 2k(Dyass(w))d(z — w)
= 2k(0ypazs3(w))d(z —w) , pois Baz =2k +4.
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Portanto,

[0(h3)(2),0(Esa)(w)] = —2: agz(w)ags(w)azz(w) : 6(z — w) — 2az3(w)bs(w)d(z — w) +
+2k(Oyazs(w))o(z — w)
20(Es34)(w)d(z — w).

53. [Es4, Ea3] = —FEa4. Logo o([Es4(2), Eas(w)]) = —0(E24)(w)d(z — w) = 0.
Por outro lado, [0(E34)(2),0(Fa3)(w)] = 0.

54 [E34,E13] = —E14. Logo O'([E34(Z), Elg(w)]) = —O‘(E14)(U))(5(Z — w) = O
Por outro lado, [0(E34)(2),0(F13)(w)] = 0.

55. [E34, E24] = 0. Logo o([E34(%), E24(w)]) = 0. Por outro lado, [0(Es34)(2),0(E24)(w)] = 0.

56. [E34, E14] = 0. Logo o([E34(2), E14(w)]) = 0. Por outro lado, [0(Es34)(2),0(E14)(w)] = 0.

57. Como
[Eo3, B3] =0, [Eo3, B3] =0 , [Eo3, B =0 , [Ea3, B =0
[Ei3,E13) =0 , [Ei3,Eu)=0 , [E3,E14]=0
(B, Eog] =0, [Eoy, E14] =0
[E14, E14] = 0,
os colchetes da representacao o, nesses casos, seguem trivialmente.
Concluimos que (V, o) é um ppa-médulo. O

4.7.1 Descrigao de 7 : 5/(4,C) — REF com ¥ = {ay, a3}

Considere a subalgebra de Borel natural /[;nat de ;[(4, C), isto é, Enat = E@ Tyat onde
h=(h®cCH®Cc , T = (n®cClt,t ")) & (h @ tC[t)) ,
ou seja, E é gerada por {hi10 , hoo, h3o, ¢} € Nyat é gerado por
{Bi2m 5 E2sm 5 Esam s E13m s Boam ;s Eiam ; his s has; has | m€Z,s € Lo}

Sejam g = sl(4,C) e m = {a1, a2, a3} a base de raizes simples. Considere ¥ = {ay, a3} para definir
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loc

a subdlgebra parabdlica p = py = Ix; @ uy, isto é,

[y = CE;2®CEy ©Chy @ CE34 ® CEy3 @ Chs ® Chay
uy = CEy3 P CEi13P CEy @ CEyy ,

Uy, = CE3®CE31 ® CEy @ CEyy.

A subélgebra parabdlica natural pp.c em g que contém a subélgebra de Borel natural Enat ¢ definida

como segue: Pnat = lhat © Unat onde

~

hat = (I®cC(1) ®Cc,
tat = (u@cC(1) ,

ﬁnat = (ﬁ®<c (C((t))),

de forma que Tnat é gerada por {E12.m; F21.m; M1 m; Esam; Eazmi hsm, ham, ¢ | m € Z}, Upat é gerado
por {E23.0m; B1a.m; Baam; E1am |m € Z} e Unay é gerado por {Esgm; Es1.m; Bz m; Eam |m € Z}.

Como A(u) = A \Ayx 1 = {a, a1+, aota3, a1 +as+as}, seja { fo | & € A(w)} = {f1, fo, f3, fa}
a base de u, onde f1 = E39, fo = E31, f3 = Egs e fy = Eq1. Seja {zq | @ € A(u)} = {1,292, 23,24} as
fungoes coordenadas lineares em U com respeito a base de 1, isto é, z;(f;) = d; ;.

O conjunto {f; ®t™ | 1 < i < 4,m € Z} forma uma base topoldgica de IC(u) = ﬁnat, e 0 conjunto
{x; @t ™ 1dt | 1 <i < 4,m € Z} forma uma base topolégica dual de Q (u*) ~ (Tnat )"

O mergulho de g = 5A[(4, C) em REY, conforme o Teorema 4.1.2, é dado por w(c) = o(c) e

4
") = - a e

(eadm(z)) i

(e a))g| + (e q(2)), +

i

0 u(z), a) c (4.27)

ad(u(z))

para todo a € g, onde

uz) = Y ai(e) (4.28)

e [b]; é a i-ésima coordenada de b € u com respeito a base {f; | 1 <i <4} of u.
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Em particular, para a € u temos

wa) = - Y o) | e g @) (4.29)

e para a € [ temos que

4
m(a(z)) = Zai(z)[ad(u(z))(a)h—I—a(z). (4.30)

=1
Introduzindo a seguinte notacao
4
_ oy |ad((2)ed ) e
D(a,z) = _;az(z) [ cad(u(z)) _ id (e (a))x 2. (4.31)
Ala,z) = (e72@g(z)), (4.32)
6ad(u(z)) —id
Cla,z) = — (ad(u(z))azu(z)’a> c (4.33)
temos que
m(a(z)) = Dl(a,z)+ A(a,z) + C(a,z). (4.34)
Note que,

—s—1 * * _—S *
a;(z) = E A% , a;(z) = g a; sz onde a; s = Oy, , € a; s = Ti s
SEL SEZ

Além disso,

p—ad(u(z)) _ i (—D*(ad(u(2)))

k! ’
k=0

=B
id:Z—k(ad(u(z)))k , onde By=1,B1=-3,By=1%B3=0,...

D=

Conforme o Teorema 4.1.2, descreveremos explicitamente o mergulho 7 seguindo nossa escolha

particular de subalgebra parabdlica (definida a partir de ¥ = {a1, as}):

Teorema 4.7.2. Seja Pnat :/[\nat @ Unat @ parabdlica natural em g = ;[(4,@) contendo a subdlgebra de
Borel natural, tal que /[\nat ¢ gerada por {E12.m; E21 m; Mi.m; Esam; Fagm; Bam, ham, ¢ | m € Z}, Upay €

gemdo por {E23,m§ E13,m§ E24,m; E14,m ’m S Z} € Upat é gemdo por {E32,m; E31,m; E42,m; E41,m ’m S
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Z}. O mergulho 7 de g = ,‘;[(4,((:) em :ngo,g € dado explicitamente por:

m(c) = o(o)
m(Es(z)) = —ai(z)
m(E31(2)) = —a(z)
m(Eip(z)) = —as(z)
m(En(z)) = —aa(z)

m(E(2)) = ai(2)ay(2) + az(2)ai(z) + o (Ei2)(2)

m(E2(2)) = a2(2)ai(2) + aa(2)az(2) + o(Ea)(2)

m(E34(2)) = —ai(2)a3(z) — az(2)ay(z) + o(Es4)(2)
m(Ea3(2)) = —as(2)aj(z) — as(2)a3(z) + o(Eaz)(z)
m(h1(2)) = —a1(2)aj(z) + az(2)a5(2) — as(2)a3(z) + as(2)ay(z) + o(h1)(2)

m(ha(2)) = 2a1(2)ai(2) + az(2)az(2) + az(2)az(z) + o (h2)(2)
m(hs(2)) = —a1(2)ai(2) = aa(2)ay(2) + as(2)az(2) + asa(2)ay(2) + o(hs)(2)
m(E3(2)) = ai(2)ai(2)ai(2) + az(2)as(2)ai(2) + az(2)az(2)ai(2) + as(2)as(2)az(2) +
+0(E23)(2) + a1(2)o(h2)(2) + a3(2)0(Ea1)(2) — az(2)0(Eu3)(2) — 8za1(2)o(c)
m(E13(2)) = ai(2)ai(2)az(2) + az(2)az(2)as(2) + az(2)ai(2)ai(z) + as(2)az(z)as(z) +
+0(En3)(2) + a1(2)0(E12)(2) + a3(2)a (h1)(2) + a3(2)0 (h2)(2) — ai(z)o(Eas)(2) +
—0.a5(2)a(c)
m(Eu(2)) = ai(2)ai(2)az(2) + az(2)ai(2)ay(z) + as(2)az(2)az(2) + as(z)ai(z)az(2) +
+0(E24)(2) — a1(2)0(E34)(2) + a3(2)o(h2)(2) + az(2)o(h3)(2) + ai(z)o(Ea)(z) +
—0.a3(z)o(c)
m(Ewu(2)) = ai(2)ay(2)az(2) + as(2)az(2)ag(2) + az(2)az(2)ai(z) + as(2)az(2)az(z) +
+0(E14)(2) — a3(2)0(E34)(2) + a3(2)a(E12)(2) + a1(2)o(h)(2) + ai(z)o(h2)(2) +

+ay(2)a(hs)(2) — dzai(z)o(c)

Demonstragao. Seguem alguns dos cédlculos para a obtencao das férmulas explicitas do mergulho 7 :

5:\[(4, C) — :ngo,g no caso da subélgebra parabdlica definida por ¥ = {a, a3}.



4.7

1. a=FE3 €.

Entao,

Portanto,

2. a=E12€[.

Entao,

Novo s[(4,C)-médulo de Wakimoto Intermedisrio

[f1.,a] = [E32,E3]=0,
[f2;a] = [E31,E32] =0,
[fs,a] = [Ea2,E3] =0,
[fa,a) = [Ea1, E3p] =0.
4
ad(u(2))(a) = > a;(2)[fi,a] =0,
i=1
ad(u(2))f(a) = 0 , Vk>1,
@) —0) = 32 P ad(u(2)))(0) = Boa = Fp = fr.

4
m(Bx(z) = =Y ai(2) [M(Eaz)

= = ai(x)[fi]; = —ar(2).
=1
[fi,a] = [E32,E12] =0,
[f2,a] = [Es1,E2] = FE3 = fi1,
[fs;a]l = [Ea, E12] =0,
[fa,a] = [Ea1, Er2] = Egp = fa.

4
ad(u(z))(a) = Zaf(Z)[fi,a] = ay(2)f1 +a3(2)fs

ad(u(2))*(a) = O:7 Yk > 2.

191
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Portanto,
4

m(E2(2)) = Zai(z)[ad(u(z))(Elz)]z’+E12(Z)

=1
4
= ) ai(2)[a5(2) fi + ai(2) fs]i + 0 (Er2)(2)
i=1
= a1(2)as(z) + as(z)ay(z) + o(F12)(2).

3. a=ho=Fy — F33€l.

[fi,a] = [Esp, Eao — E33] = E3o + E30 = 2f1
[fo,a] = [E31,E. — Es3] = E31 = fo,
[fs.a] = [Ea2,E — Es3) = Egg = f3,
[fa,a] = [E41, Eop — E33] = 0.
Entao,
4
ad(u(z))(a) = Zaf(z)[fia al = 2a3(2)f1+a3(2)fa +a3(2)fs ,
i—1
ad(u(2))f(a) = 0 , Vk>2.
Portanto,

=X
>
[\
—~
N
=
I
-

ai(z)[ad(u(z))(h2)]i + ha(2)

=1

el

= . ai(z)[2a1(2) f1 + a3(2) f2 + a3(2) fs)i + o (h2)(2)

= 2a1(2)aj(z) + a2(z)a5(2) + az(z)a3(z) + o(ha)(2).

I
—



4.7

4. a = Fo3 € u.

Entao,

[f1,a] =
[f2,a] =
[f3,a] =
[f1,0] =

4

ad(u(2))(@) = Y af

=1

Novo s[(4,C)-médulo de Wakimoto Intermedisrio

[Es2, Eo3] = E33 — Eop = —ha
[Es1, Eo3] = —Eo
[Ea2, B3] = Eu3 ,

[Ea1, Ea3] = 0.

(2)lfia] = —ai(2)he — a3(2) Ear + a3(2) Euz.

[fi,he] = [Esa, Eag — E33] = E39 + E32 = 2f1
[f2,ho] = [Es1, By — Es3] = E31 = fo
[f3,ho] = [Eaz, By — Es3] = Exp = f3
[fa,ho] = [E4,Eee — Es3] = 0.
[f1, Ea1] = [Esp, Ex] = E31 = f2,
[f2,E21] = [E31,En] =0,
[f3, B21] = [Eaz, En] = Eq = fa,
[fa, E21] = [Ea1,E2n]=0.
[f1, Es] = [Es2, B3] = —Es2 = —f3,
[f2, Eas] = [Es1, B3] = =By = —fa
[f3, Ea3] = [Ea2, Ea3] =0,
[fa, B43] = [Ea1, E43] =0.
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Logo,

ad(u(z))*(a)

Temos que ad(u(z))*(a)

e~2d(uz))(y3)

Construcédo explicita de um novo médulo de Wakimoto Intermedidrio sobre g = 5| [(4,C) a partir de uma
realizagdo geométrica 7 : g < R2?F

4.7

ad(u(2))ad(u(2))(a)
ad(u(=))(—ai (2)hz — a3(2) Bor + a3() Eus)
ﬁ;@@(—aKMEﬁﬂ—@@N&EM+WH@MJ%®
D2t i) - ) — GG IR+
—ai(2)a3(2)f2 — a3 (2)a3(2) fu +
~ai(2)a3(2)fs — a3()a3 ()

—2ay(2)a1(2)f1 — 2a1(2)a3(2) fa — 201 (2)a3(2) fs — 2a5(2)az(2) fa-

—0,Vk>3
= (- ka u\z k

= Z( . d(kE ) _ Ens — ad(u(2))(Eas) + 3ad(u(2))* (Eas)
k=0

Eas + a1(2)he + a3(2)Ear — a3(2) Eas +

—a1(2)a1(2) fi — a1(2)az(2) fa — a1(2)az(2) f3 — a3(2)az(2) fu.

Assim,
D (B = —ai(2)ai(2)f — al(2)ax()fa — al(2a5:)fs — a3(a3(:) fo
M (OO () = —ai(Z)a}(2) i~ al(2as(:)fo  ai(2)a3(2) s — a3(a() e
ad(u(z))ed((2)
(e (Bg))s = —ai()ai(2) s — ()3 (2) o — ai ()ad(2) s — a3(2)ad()
Entao,
1 ad(u(z))ed((2)
D(EBy,2) = =) ai(2) i;QQ_M<fwwmwmn
i=1 ;
4
= Yl e A - ai@a () - ai(2)a3() s - a3y fi]
=1
= @()ai(2)a}(2) + as(2)a3(2)ai(2) + as(2)a3(2)ai(2) + as(2)a3(2)a5 ().
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Novo s[(4,C)-médulo de Wakimoto Intermedisrio
Como

Ess + aj(2)he + a5(z)Eo1 — a3(2)Ess +

—ay(2)ay(2) fi — ai(2)az(2) f2 — ai(2)az(2) f3

—a3(2)az(2) fa
onde Fa3, ho, Ea1, Ey3 € p e fi1, f2, f3, f4 ¢ p temos

A(Eaz,2) = (e ) Bys(2)),

= FEs3(z) + aj(z)ha(z) + a3(2)Ea1(z) — a3(z)Eas(z)

= 0(E2)(2) + a1(2)a(h2)(2) + a3(2)0 (B2 )(2) — az(2)0(Eus)(2).

Para calcular C'(Ess3, z) precisamos utilizar a forma bilinear normalizada de g. Temos que:

(f1,E23) = (f32,F93) =tr(E33) =1,
(f2,Eo3) = (H31,F23) =1tr(0) =0,
(f3,Eo3) = (Fa2,Fa3) =tr(Es3) =0,
(fa, Eo3) = (Ea1,Eo3) =1tr(0) =0.
Entao,
erd(u(2)) _ iq . ad(u(z))1
C(FEs3, 2) — (ad(u(z))azu(z),E23> c = — (; ((k:!))(?zu(zLEz?,) c
=1 ad(u(z))k ! ! Ooauzk_14
= —Zid( (kl)) (Zaza;(z)fj,Em) c = —27‘1( (k')) Zaza;(z)(fj,Ezg)c
k=1 : j=1 k=1 : j=1
_ —Z@Za;f(z)(fj,EQ;),)c — 8.4 (2)c = —d,a%(2)o(c).
Portanto,
7T(E23(Z)) = D(Ezg, Z) + A(Egg, Z) + C(Egg, Z)

= a1(2)ai(2)ai(2) + az(2)as(2)ai(2) + az(2)az(2)ai(2) + as(z)as(2)az(2) +
+0(E23)(2) + a1(2)a(h2)(2) + a3(2)0(Ea1)(2) — a3(2)0(Es)(2) — 0:za1(2)o(c).

As férmulas para os outros geradores podem ser obtidas de maneira analoga ao apresentado acima.

O]
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loc

4.7.2 Propriedades deste novo médulo

De acordo com [CF04], os médulos de Wakimoto Intermedidrios Wi, (A, ) satisfazem as seguintes
propriedades: h(1®1) = A(h)(1®1), paratodo h € h, c(1®1) = (2 — (r+1))(1®1) e a subélgebra b,
aniquila o vetor (1®1) € (C[x]®cCly]), talquew = (1 r+1)(2 r)(3 r—1)(4 r—2)---(u r—u+2) €
Sp41 , onde cada transposi¢ao que aparece em w é do tipo (i j), com i < j, somente transposi¢oes
disjuntas aparecem no produto e u ¢ o maior inteiro tal que 1 <u < § + 1.

Precisamos verificar que o novo 5:\[(4, C)-médulo construido nesta segao através do Teorema 4.7.1
e do Teorema 4.7.2 satisfaz estas propriedades, para podermos chamé-lo de médulo de Wakimoto
Intermedidrio. Nesta construgao particular deste novo mddulo nao descrito em [CF04] mostraremos
qual elemento w do grupo de Weyl &4 consideraremos na torcao da subalgebra de Borel correspondente
(ver Capitulo 3, Secao 3.2). Observamos que esse elemento w nao seguird o modelo descrito acima,

visto que nao utilizamos o parametro r na construcao do novo médulo.

Consideramos ¥ = {ay, a3} para definir a subalgebra parabdlica p = py; = [y Buy, tal que o fator de
Leviredutivode p é Iy, = hCE19PCFE34CEy ®CEy3 = Cho@Chi®CE12DCEy HChs®CE3,PCEy3,
com subconjunto Ly, = PaN—Py, = {aq, a3, —a1, —as}. Entao, Iy, = Che®sl(2, C)dsl(2, C). Considere
b= B(p) = W@H, isto é,

B (p)

B(p) = (((CE23 @ CE13 @ CE2y @ CEw4) ®c C[t7t71]) @ ((f) @ CE12 @ CE3y @ CE»1 @ CE43) Q¢ tC[ﬂ) @ CE12 @ CE34 @
®hoCe
N——
0
Considere o elemento w = (1 2)(3 4) € &4. Esse elemento envia a; em —aj e a3 em —ag. Em

outras palavras, a acao de w é como segue:
(CE12 — (CEQl s (CEQg — (CE14 R (CE34 — (CE43 R

CEi3+— CEy , CEyy—CE13 , CEyy CEos,
CE21— CE12 , CE3—CEy , CEp3+— CEsy,
CE31 — (CE42 s (CE42 — CE31 s (CE41 — (CEgQ.

Denote por B(p)® a subilgebra de Borel B(p) = B(p) @ h torcida pelo elemento w = (1 2)(3 4).

Entao:

B(p)” =B(p
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onde
%(P)w = <((CE23@CE13@CE24@CE14)®CC[??, t_1]> @ ((f)EBCE12@CE34€9CE21@CE43)®@15C[??]) @CE GCEy3.

Teorema 4.7.3. O 5A[(4, C)-médulo W', (o, m) construido a partir do Teorema 4.7.1 e do Teorema 4.7.2
é um modulo de Wakimoto Intermedidrio, chamado de moédulo de Wakimoto Imagindrio gene-

ralizado, associado com a subdlgebra de Borel B(p)* descrita acima.

Demonstragdo. Precisamos verificar que (1® 1) € Wy, (0, m) (o médulo de Wakimoto Intermedidrio
parametrizado pelo subconjunto X = {1,3} ou ¥ = {ay, a3}, que depende de o e 7) é aniquilado por

B(p)", isto &,

o 7(Eray)(101) = 0, 7(Eyps) (191) = 0, 7(Eary)(101) = 0, 7(Eag.s) (101) = 0, 7(hn.s) (1®1) = 0,
7T(h275)(1 ® 1) = O, W(hg’s)(l (039 1) =0, Vs € Z>0;

. 7T(E237m)(1 (%9 1) =0, 7T(E137m)(1 & 1) =0, 7['(E247m)(1 & 1) =0, 7T(E14,m)(1 & 1) =0,VYm € Z;

o m(E21,0)(1®1) =0, m(Eazp)(l®1) =0.
Considere

V. = Clzii,m,T33m | m € Z] ®@c Cly1,m: Y2,m, Y3,m | m € N
= Wiai(\7y) @c Wia(N,7) @c Clyzm | m € N,

onde
Wl’l(/\,’y) = C[l'll,m ’ m & Z] Kc (C[yLm | m e N*] ,
Wi1(N,v) = Clzsgm | m € Z] ®c Clysm | m € N*] |

isto é, 0 Ppag-médulo (V, o) do Teorema 4.7.1.

Considere também

0,

T2m

Pol(Qc (i) ~ C[2 Ors v s Onar | M ET).

21 m o
Entao,
W3l(o,m) = Pol(Qx (u*)) @c V
~ Clr11m » 33m » Or1pm > Oram > Oz > Ora | M € Z) @c Cly1,m, Y2,m> Y3,m | m € N¥|
tal que
o T:g=sl(4,C) = RIP & 0 mergulho descrito no Teorema 4.7.2.

® 0, com i = 1,3, age como uma derivacao em V' e x;;, com i = 1,3, age como multiplicacao em

V.
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loc

o 0, with 1 < i <4, age como multiplicacdo em Pol(Qx(u*)), enquanto x;, com 1 < i < 4, age

como uma derivagao.

1. Precisamos verificar que 7(E23,)(1 ® 1) =0, Vs € Z. Temos

m(E3(2)) = ai(z)ai(2)ai(z) + az(z)az(2)a(2) + az(2)az(2)aq(z) + as(2)as(2)az(z) +
+0(E23)(2) + a1(2)o(h2)(2) + a3(2)0 (Ea1)(2) — az(2)0(Ea3)(2) — 0za1(2)o(c) ,
onde
olc) = *—2=k
o(En)(z) = Y o(Bam)z ™' =an(2)

meEZ
o(E21m) = Om<0Ti1,m + 5m208:1:117m
o(Es)(z) = Z o(Esgm)z ™" = ass(z)
meZ
0(E13m) = Om<0T33,m + 0m>00rs3,,
o(ha)(2) = D olham)a ™™ = = an(2)aii(2) : — : aga(2)ags(2) : +ba(2)
meZ
o(hem) = — Z all,kaﬁ,m—k - Z Cﬁl,m—kan,k - Z a33,ka§37m_k - Z a§37m_ka337k + ba.m
k<0 k>0 k<0 k>0

O’(Egg)(z) =0

Podemos observar 7(FEa3(z)) detalhadamente.

a1(2)aj(2)ai(z) = D arez T Y ai Y al,z "

reZ SEZ meZ
= E 8371,T x1,—s T1,—m Z—r—s—m—l
r,8,MEL
= N Oy, w1 w1 2T
r,8,MEL
—m—1
= § 8x1,r T1,s L1,—m+r—s < .
r,s,MEZL

Entao, Z Ozy, Tls T1,—mir—s(1®1) = Z Oz, Tls T1,—mir—s(1) ® 1 =0, Vm € Z, isto &,
r,SEZL r,sE€EZ
ai1(z)aj(z)ai(z)(1 ® 1) = 0. Analogamente, temos

ag(2)az(2)ai(2)(1 @ 1) = az(2)az(2)ai(2)(1 @ 1) = as(2)as(2)az(2)(1 @ 1) = 0.

Também temos

ai(z)o(h)(z) = > ai,z "> olhgm)z ™!

PEZL meZ
— * —p—1
- E al,p—ma(hlm)z
m,pEZ

= Z xl’m_pa(hgm)z_p_l.

m,pEZ
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Entéo, Z 1, m—po(hom)(1®1) Z Z1m—p(1) ® o(ho,m)(1) = 0@ (hom)(1) =0, Vp € Z,

m,pE” m,pEZ
isto é, aj(z)o(h2)(2)(1 ® 1) = 0. Analogamente, temos

a3(z)o(F21)(2)(1®1) = a3(2)o(Eys3)(2)(1 ® 1) = 0,a](2)o(c)(1® 1) = 0.

Portanto,
7T(E2375)(1 & 1) =0 , VseZ.

2. Por analogia ao caso anterior, temos que

7T(E1375)(1 X 1) = 0 , VseZ,
7T(E2475)(1 & 1) =0 , Vs € Z ,
7T(E1475)(1 & 1) =0 , Vs € Z.

3. Precisamos verificar que m(E12,)(1 ® 1) =0, Vs € Z~g. Temos que

m(E12(2)) = ai(z)a5(z) + az(2)ay(z) + o(E12)(2) , onde
o(Brz)(z) = Y o(Bizm)z " =~ afi(z)an(2)aiy(2) : —afy (2)bi(2) + kdzay (2).
meZ

Da definicao do médulo de Wakimoto Intermediario Wi 1 (X, y) sabemos que para m € Zx temos

que O'(Elg,m)(l X 1) =1® O‘(Elg’m)(l) =1®0=0.

ar(z)a3(z) = Y arpz PNy a5 = Y arpah,

PEZL MEZ p,MEZ
—m—1
= E 8x1,px2,p—m2 >
p,mEZL

isto é, para Vm € Z temos Zaa:1p332p m(l®1) Zampx?m m(l)®@1=0®1=0.
pEL PEZL

Também, para Vm € Z temos Zammp m(1®1) Zammp m(l)®1=0.
pEZL PEL
Portanto,

m(E125)(1®1)=0 , Vs€ Zso.
4. Por analogia ao caso anterior, temos que

7T<E347S)(1 & 1) = 0 , Vsé&Zsg.

5. Precisamos verificar que m(E2;,4)(1 ® 1) =0, Vs € Z>g. Temos

m(E2(2)) = aa(z)ai(z) + asa(z)a3(z) + o(E21)(z) , onde
o(Ea1)(2) = Z o(Eonm)z " =an(z) ,
meZ

W(EQLm) = E a:pg,pxl,pfm + E 6m4,p$3,p7m + 5m<0$11,m + 6m208:1:11’m-
pEZL pEZ
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loc

Da definicao do médulo de Wakimoto Intermediario Wi 1 (A, y) sabemos que para m € Zxq temos
que O'(Egl,m)(l X 1) =1® O‘(Egl’m)(l) =1®0=0.

ax(z)ai(z) = Y azpz PNy af = Y azgai, pr

PEZL MEZ p,MEZ
—m—1
= E 8x2,pxl,p—m2 5
p,mEZL

isto é, para Vm € 7Z temos que Zax T1p-m(1®1) Zawszlvp m(1)®@1=0®1=0.
pEL PEZL

Da mesma forma, para Vm € Z temos Z Oy, 23 p-m(1®@1) Z 024, 3 p-m(1) ® 1 =0.
pEL PEZL
Portanto,

T(EZI,S)(l ® 1) =0 , Vs € Zzo.
6. Por analogia ao caso anterior, temos que

7T(E43,5)(1 X 1) = 0 , Vse Zzo.

7. Precisamos verificar que m(h15)(1® 1) =0, Vs € Zs(. Temos que

m(hi(2)) = —a(z)ai(z) + az(2)as(z) — as(z)az(z) + as(z)ay(z) + o(h1)(z) , onde
o(h)(z) = Y o(him)z ™" =2:an(2)aj;(2) : +bi(2).
MEZ

Da defini¢ao do médulo de Wakimoto Intermedidrio Wi (A, v) sabemos que para m € Zso temos
que 0(h1m)(1®1)=1®00(h1m)(1) =1®0=0.

a(2)ai(z) = Y apz 7Y aj s = )y anpal, s

pEZ meZ p,mEZ
—m—1
= 5 8x1,p$1,p—mz >
p,mMEL

isto é, para Vm € Z temos que Zaxlpxlp m(l®1) Zaxlpxlp m()®@1=0®1=0.
pEZL PEZL

Similarmente, para Vm € Z temos que Z&C]pxm m(1®1 Z@z”x],p m(l) ®1 =0, com
pEL PEZL

7 =2,3,4.
Portanto,
m(his)(1®1)=0 , Vsé€ Zso.

8. Por analogia ao caso anterior, temos que

wlhes)(1®1) = 0 , Vs€Zsg,
nlhss)(1®1) = 0 , Vse Zu.
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9.
F(hl,o)(l(g)l) = 0®1+1®0(1’L170)(1):1®()\1'1):)\1(1®1).
7T(h270)(1®1) = 0®1+1®0(1’L270)(1):1®()\2'1):)\2(1®1).
7T(h370)<1®1) = 0®1+1®0(h370)(1):1®()\3-1):)\3(1®1).

10. Além disso, genericamente, esse novo médulo é isomorfo a um médulo de Verma Imaginério

generalizado.

4.8 Construgao de novos modulos de Wakimoto Intermediarios

Observamos o seguinte padrao nas construcoes dos médulos de Wakimoto Intermediarios W, (X, ),

com 0 < r < n, a partir da realizacdo geométrica, no que diz respeito a escolha do ppa-médulo V:

e Caso (n=1,7r=0):

V=Clyim |meN] |, olhm)=bn , oc(h)(z)=0bi(2).

V = Clz11,m, T12,m: T22.m | m € Z] ¢ Cly1,m, Y2.m, Yz.m | m € N*| = Waa(X,v) @c Clysm | m € N*|.

Entao, indutivamente, para o caso (n,r), com 0 < r < n, temos que

V=Wno1,(A\,7) ®c Clyn,a | a € N¥]. (4.35)
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loc
Analisando o novo mddulo de Wakimoto Intermedidrio construido anteriormente através dos Teo-

remas 4.7.1, 4.7.2, 4.7.3 e dos seguintes dados

e (n=3, I={1,2,3} , X ={1,3} é um conjunto ordenado nao-consecutivo , ¥ = {a,as}):

/[\nat = (;[(27 C) @;’\[<27C)) +E ’

V= Clziim, z33m | m € Z) @c Cly1,m, Y2,m> Y3,m | m € N*]

= chﬁ ()‘77) ®c chg ()‘/77) ®c (C[yQ,m ‘ m e N*] ’

indutivamente podemos concluir que

e Novos casos: (n, I ={1,...,n}, X = XU X; C I é um conjunto ordenado nao-consecutivo,

|X| < n, onde X = {i1,d2,...,is} ¢ Xy = {Jj1,72,...,J¢} s@o conjuntos ordenados consecutivos,
— s s s t t t .
Y={af, 0, 0,00 00, a0 )

~

hhat = (s1(s +1,C) @ sl(t +1,C)) + b ,

s o s Ozt t t

V — Wsa’;17 'LQ:-..,aqu ()\, ,y) ®(C Wt}tjl7 j27~..7ajt ()\/’/_y) ®(C C[yi’a | Z c I\X , a € N*] ’

visto que nesse caso V' terd uma estrutura de ppa-moédulo (seguindo a ideia do Teorema 4.7.1) e
através da realizagdo geométrica m (seguindo a ideia do Teorema 4.7.2) teremos que o novo médulo
(genericamente) serd isomorfo a um mdédulo de Verma Imagindrio generalizado (seguindo a ideia do

Teorema 4.7.3). Segue uma conjectura dessa possivel generalizagao:

~

Conjectura 4.8.1. Sejam g = sl(n + 1,C), I = {1,...,n} , um conjunto ordenado nao-consecutivo

X =X,uUX;, ClI, |X|<n, onde Xy = {iy,i2,...,is} e X¢ = {Jj1,J2,-.-,Jt} sGo conjuntos ordenados

; ; _ s s s t t t
consecutivos. Considere ¥ = {af ,aj ... OGO QG ozjt} e

as s Oét t t

V — W;j;l7 i27-~-7ais ()\7 ’7) ®(C Wt}tjl, j27~--7ajt ()\/,fy) ®(C C[yi’a | Z 6 I\X , a 6 N*] ,

onde v € C*, X e X sdao genéricos, e A(c) e N(c) sdo nao-nulos. Considere a subdlgebra parabdlica
natural Phag :Tnat@ﬁnat, onde/[\nat = (g[(s—kl, C)@;[(H—l, (C))—i—a, ou seja, Pnat € definida por X. Entdo
(V,0) € um Ppas-mddulo, onde o : puay — gl(V') € definida através das estruturas de f;A[(s—l—l, C)-mddulo

as 7a5 EARRS) t
de Wit

s ~ oot ..at
“(\,) esl(t+ 1,C)-médulo de ng“a”’ OC“(/\’,*y), que sao mddulos de Wakimoto

«

Intermedidrios.
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4.9 Critério de Irredutibilidade

Os resultados apresentados nesta segao estao presentes em [GKM™23], trabalho do qual o dou-
torando autor desta tese fez parte, onde com outros pesquisadores foram investigadas propriedades
relacionadas aos mdédulos de Verma Imagindrios generalizados. Em [GKM™23] foi desenvolvida uma
técnica geral de construcao de novos médulos de peso irredutiveis para qualquer algebra de Kac-Moody
afim usando a inducao parabdlica, no caso em que o fator de Levi de uma subalgebra parabdlica tem
dimensao infinita e a carga central é diferente de zero. A abordagem unificou e generalizou todos os
resultados previamente conhecidos com restricoes impostas aos médulos induzidos.

Observamos que a realizacgao geométrica [FKS19] apresentada anteriormente, estd intimamente
relacionada com os médulos de Verma Imagindarios generalizados (Teorema 4.1.4). Consequentemente,
o novo médulo de Wakimoto Intermediario construido na Secao 4.7 - chamado de médulo de Wakimoto
Imaginario generalizado - também esta relacionado.

Seja p = [ @ 1 uma subalgebra parabélica de g do tipo II (veja Capitulo 1, Segao 1.2).

Utilizaremos nesta segao a notagao utilizada em [GKM™23]. Para isso definiremos alguns objetos.
Sejam a € C e V um p-médulo com carga central a tal que u -V = 0. Entdo o médulo de Verma
Imagindrio generalizado com carga central a é o g-médulo induzido

M,5(V)=U(®) @ye) V-

Se M é um O-médulo de peso (com respeito a h) com carga central a e S é um (G(1)* ®Cd)-médulo
com mesma carga central e acao diagonalizavel de d, onde G é a subélgebra de Heisenberg de ge d € /b\*
é responsavel por uma Z-graduacao em G, entao M ® S é um Tmédulo. Tais F-médulos sdo chamados
de médulos tensor (tensor modules).

Seja T = 7;(/[\) a categoria de -médulos tensor com carga central a. Qualquer V € 7;(/[\) tem uma
estrutura de um p-moédulo com a acdo trivial do radical u. Além disso, a inducdo de um p-médulo a um
g-médulo define o funtor HZ:ﬁ da categoria dos Tmédulos tensor com carga central a para a categoria
dos g-mdédulos de peso.

O seguinte teorema, presente em [GKM™23], fornece uma ferramenta para a construgao de novos

modulos irredutiveis para todas as dlgebras de Kac-Moody afim g:
Teorema 4.9.1 ([GKM™23]). Se a € C\ {0}, entdo o funtor ]IZ% preserva a irredutibilidade.

Denote por M(a,?) a categoria de todos os Tmédulos de peso (i.e. H—diagonalizével) com carga

central a, e por M(a,g) a categoria de todos g-médulos de peso com a mesma carga central. Entao
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temos o seguinte funtor (indugao) Imaginario

o~

I,5: M(a,l) = M(a,3g), (4.36)

que envia um médulo V no g-médulo M, 5(V).

Relembremos o seguinte critério de irredutibilidade para g-mddulos tensor admissiveis que segue
de [FK18]:
Teorema 4.9.2 (V. Futorny e I. Kashuba [FK18]). Sejaa € C, [ = (0 +GNt eV ~M®S, onde M ¢

um O-médulo de peso irredutivel e S ¢ um G(I)*-mddulo Z-graduado admissivel irredutivel. Se a # 0

entdo 1,5(V) = 17:(V) é g-mddulo irredutivel.
Em [GKM™'23] temos a seguinte generalizagao do Teorema 4.9.2:

Teorema 4.9.3 ([GKM*23]). Seja a € C\ {0} e seja V=M ® S um I-mddulo tensor de peso irredu-
tivel, onde M ¢é um 0-médulo de peso e S ¢ um (G(1)* ® Cd)-médulo com agio diagonalizdvel de d.
Considere V. como um p-mddulo com acdo trivial do radical U. Entdo o g-mddulo de Verma Imagindrio

generalizado 1,5(V) = M, 5(V) € irredutivel.

Demonstragao. Veja [GKM™T23], Teorema 3.7. O

Seja W, 5,..(V) = Pol Qi (t*) @c V' (veja Segao 4.1). O g-médulo W, 5 (V) também é chamado
de médulo de Wakimoto Imaginario generalizado devido a sua similaridade com médulos de Verma
Imaginérios generalizados. De fato, temos um isomorfismo de g-mdédulos

V) = M a/ﬁnat (V)

a,Pnat ( a

para qualquer Tnat—médulo V (veja Segao 4.1, Teorema 4.1.4).
Como ja dito anteriormente, familias de médulos de Wakimoto Imaginarios generalizados foram
estudados em [Cox05], [CF04] e [CF06] sobre o nome de médulos de Wakimoto Intermediérios.

Aplicando o Teorema 4.9.3 obtemos imediatamente:

Corolario 4.9.1. Seja V' um mddulo tensor irredutivel sobre o fator de Lem’?nat com carga central a # 0.
Entao W, 5 (V) € irredutivel.

a,Pnat

Definimos o seguinte funtor Wakimoto Imaginario

W, 5, - M (@, Tuat) = M(a,3), (4.37)
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que envia um [ya-médulo V' em um g-médulo W, 5 (V).
./\/l(a, [nat)
funtor Wakimoto Imaginario Hwaﬁnat < lﬂaﬂﬁnat funtor indugado Imaginério
M(a,g)
Se tomarmos o Ilya-médulo de Wakimoto W5 (A) com peso méximo A entao IW, 5 (We (X))
lhat a,Pnat lhat

¢ um médulo de Wakimoto Intermedidrio para a subslgebra parabdlica Puac. Para um A\ genérico
(genérico é aquele para o qual My () € irredutivel) temos um isomorfismo My (A) = Wy (A) e

entao

lofna (M, (N) = TW, 5 (W4 (V).

a,Pnat lhat

Além disso, se A(c) # 0 entao IW, 5 (

a,Pnat

W5 (A)) é irredutivel pelo Teorema 4.9.3.

Portanto, se 7(c) = o(c) = k # 0 temos que o novo 5A[(4, C)-médulo W, (o, ), construido na Segao
4.7, é irredutivel.

Pretendemos futuramente estudar mais profundamente a estrutura de submddulos dos mdédulos
de Wakimoto Imaginarios generalizados utilizando o critério de irredutibilidade de tais médulos apre-
sentado aqui, juntamente com os estudos apresentados em [CF06]. Também planejamos estudar a

localizagao de tais moédulos.
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Capitulo 5

Moédulos de Verma Imaginarios Reduzidos e

a categoria O,..q ;p,

Os resultados apresentados nesse capitulo seguem de um trabalho que estd em andamento entre o
autor desta tese, com seu orientador Vyacheslav Futorny e o colaborador Juan Camilo Arias [AFdO23].
Investigamos propriedades relacionadas aos médulos de Verma Imaginarios Reduzidos e uma categoria
Ored,im associada a esses médulos. Verificamos que os g-médulos de Verma Imagindrios Reduzidos
irredutiveis ]\Z()\), com A\ € A:ied, a0 objetos dessa categoria, enquanto os médulos de loop M =
M ® C[t,t7!], onde M é um g-médulo na categoria O, ndo sdo objetos de Ored,im- Mostramos que
a categoria Opcqim € uma categoria semissimples (abeliana) onde os médulos de Verma Imaginéarios

Reduzidos irredutiveis M (A) s@o os seus objetos simples, e se M é um objeto arbitrario em Oycq im,

entao M = EB M (Ai), para alguns A.s. Além disso, a categoria Ored,im ¢ fechada sob subquocientes

)‘ieh:ed
e somas diretas.

5.1 Maoddulos de Verma Imaginarios Reduzidos

Sejam Ip = {1,...,N} e Ag o sistema de raizes de g with 6 sendo a raiz positiva mais longa.
Denotemos por Qy e Py a estrutura de raizes e pesos de g. Seja I = {0,1,..., N}, A o sistema de
rafzes de g com raizes simples IT = {ag, aq,...,an} e seja § = ap + 0 a raiz imagindria indivisivel.
denota a estrutura de raizes, P a estrutura de pesos, e Q, P denota a estrutura de corraizes e copesos,
respectivamente. A ¢ AI™ denotam os conjuntos de raizes reais e imaginarias de A.

Seja S uma particao fechada do sistema de raizes A. Seja g a algebra de Kac-Moody afim nao-

torcida que tem, com respeito a particao S, a decomposicao triangular g = gg @ /b\ ® g_g, onde

207
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05 = @acgba € b = h® Cc® Cd é uma subslgebra de Cartan afim estendida. Sejam U(gs) e U(g_s),
respectivamente, as algebras envolventes universais de gs e g_g. Para mais detalhes, veja a Secao 1.2
do Capitulo 1.

Seja A € P. Um U(g)-médulo de peso V é chamado de um S-médulo de peso maximo com respeito

ao peso A se existe algum vetor nao-nulo v € V tal que:

e u-v =0 para todo u € gs.

e -v = A(h)v para todo h € §.

« V=U@) v=U@Gs) v

No que segue, consideraremos S como a particao natural de 3, ie., S = £+,nat e entao Enat =
/g\&r . @b (veja 1.23). Podemos considerar C como um U (bya;)-médulo tomando um vetor gerador v
e definindo (z + h) - v = A(h)v, para todos = € ﬁ3+ ,ehe b. O médulo induzido

M) =U@) 8y, O = UG5, ) ®Cv

A+,nat

é chamado de médulo de Verma Imaginario com £+7nat-peso maximo ). Equivalentemente, podemos
definir M () como segue: seja Iz, . (A) oideal de U(g) gerado por e := e; @ t¥, his := h; @ t° para
i€ly,ke€Z,s€Zsg, eporh;—Ah;)-1,d—Xd)-1ec—Ac)-1. Entao M(\) = U(a)/lﬁ+,nat(>‘)'

As principais propriedades desses mddulos, vélidas para qualquer algebra de Kac-Moody afim,

foram provadas em [Fut94], e estao descritas a seguir:

Proposi¢ao 5.1.1 (V. Futorny [Fut94]). Sejam A\ € P e M(X) o mddulo de Verma Imagindrio de

3+7nat—peso mazimo \. Entdo M(X) tem as sequintes propriedades:

1. O mddulo M(\) é um U(ﬁ,&r .. )-mddulo livre de rank 1 gerado pelo vetor de 3+,nat-peso

mdzimo (1 ® 1) de peso A.
2. M(X) tem um inico submddulo mazimal.

3. Seja V um U(g)-mddulo gerado por algum vetor £+7nat—peso mdzimo v de peso \. Entao existe

um unico homomorfismo sobrejetor ¢ : M(X) — V tal que (1 ®1) — v.

4. dim M (X)) = 1; para qualquer jp = X — ké, k € Z~p, 0 < dim M (), < oo; se p # X\ — kd para

qualquer inteiro k > 0 e M(X), # 0, entdo dim M (X), = oo.

5. Sejam A\ p € 6* Qualquer elemento nao-nulo de Homy gy (M (X), M (1)) € injetor.
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6. O mddulo M(N) € irredutivel se, e somente se, A(c) # 0.
Demonstragao. Veja [Fut94], Proposicao 1 e Teorema 1. ]

Suponha agora que A(¢) = 0 e considere o ideal JA, (M) gerado por IR, (A ehi, 1 €pe

nat

s € Z \ {0}. Em outras palavras, incluimos os elementos h;s com i € Iy, s € Z-y nos geradores de

IR (N). Seja

M2\ =U@@)/ 3, ..\ (5.1)
Entéo M () é imagem homomérfica de M () (pelo item (3.) da Proposicao 5.1.1) que seré chamado

de médulo de Verma Imaginario Reduzido. O seguinte resultado estd provado em [Fut94], Teorema 1:

Proposicao 5.1.2 (V. Futorny [Fut94]). M()\) é irredutivel se, e somente se, \(h;) # 0 para todo i € I.

5.2 A categoria O, 4 m

Apresentaremos nessa se¢ao uma categoria cujos objetos incluem os médulos de Verma Imaginérios
Reduzidos irredutiveis.

Considere a subalgebra de Heisenberg G de g, que por defini¢ao é

G = @ Ors @ Ce. (5.2)
keZ\{0}

Dizemos que um g-mdédulo V é G-compativel se:

(i) V tem uma decomposicao V =T (V)@ TF(V) onde T(V) e TF(V) sao G-mddulos nao-nulos,
chamados, respectivamente, de médulo de torgao (torsion) e médulo livre de torgao (torsion

free) associados a V.
(ii) him para i € Iy, m € Z '\ {0} age bijetivamente em T'F(V), isto é, eles sao bijegoes em TF (V).
(iii) TF(V) nao possui g-submédulos nao-nulos.
(iv) G-T(V) =0.

Considere o conjunto

bia={)€b* | A(c) = 0,A(h;) ¢ Z>( para qualquer i € Ip}. (5.3)
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Definimos a categoria O,.q;m como a categoria cujos objetos sao g-mddulos M tais que:

~

1. M é b ,-diagonalizavel, ou seja,

M= P M,, onde M, ={m € M|him = v(h;)m,dm = v(d)m,i € Io}. (5.4)

1/6/6*

red

2. Para qualquer i € Iy e qualquer s € Z, e;s age localmente nilpotentemente.
3. M é G-compativel.

4. Os morfismos entre os médulos sao g-homomorfismos.

Exemplo 5.2.1. Os médulos de Verma Imagindrios Reduzidos pertencem a O,¢q . De fato, para M (\)
considere T(M(A)) = Cuvy e TF(M()\)) = ®k€Z,n1,...,nN€ZZO M(/\)AJrklg,mal,m,nNaN, e no minimo
para algum indice j temos n; # 0. Além disso, somas diretas de médulos de Verma Imaginarios

Reduzidos pertencem a O, g im.-

Um g-médulo de loop é qualquer representacao da forma M :=M® C[t,t7!] onde M é um

g-médulo e a acao de g em M é dada por
(@t (m@t%) = (x-m)@t"™ | c(mat) =0

paraxeg meMek,s€Z. Aquiz-méaacgodex € gemm e M.
A categoria O (também conhecida como categoria BGG), introduzida por J. Bernstein (1945—), 1.
M. Gel'fand (1913 —2009) e S. I. Gel’fand [BGGT76] , é definida como a subcategoria plena de M(g) (a

categoria dos g-mdédulos) cujos objetos sdo os g-médulos M que satisfazem as seguintes trés condigoes:
O1. M é um U(g)-médulo finitamente gerado.
Oy. M é h-semissimples, isto é, M é um mddulo de peso: M = @ M.

AEh*

Os3. M é localmente n-finito: para cada v € M, o subespaco U(n) - v de M tem dimensao finita.

Proposicao 5.2.1. Seja M um g-mddulo na categoria O (categoria BGG). Entdao o mddulo de loop M

nao pertence & Oyred im-

Demonstragao. Sejam M € O e M o médulo de loop associado. Se M tem dimensao finita, ele é uma
soma direta de g-modulos irredutiveis de dimensao finita, e estes tem pesos maximos que sao inteiros
nao-negativos quando avaliados em h; para qualquer ¢ € Iy. Entdo, a condigao (1.) nao é satisfeita e

M nao pertence a Oped im-
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Assuma agora que M é um g-médulo de dimensao infinita. Como ele é um objeto na categoria O ele
6 localmente n-finito, e assim temos que M satisfaz (2.). Se (1.) ndo ¢ satisfeita, entdo acabou. Vamos
assumir que (1.) seja satisfeita por M e também que ele é G-compativel, ou seja, M = T(M) EBTF(M)
satisfaz (i) - (iv), como acima. Considere um elemento nao-nulo qualquer Zf:_k m; @t" € T(M) com

~

m; € M,, para algum peso i € b*_,. Entao, por (iv) temos que

k k k
0=(h;®t") <Z m; ®ti> = > (hj-m) @t = Fi(hy) (Z m; ®ti+r>
i=—k i=—k i=—k
onde j € Iy, r € Z\ {0}. Assim fi(h;) = 0, para qualquer j € Iy, o que contradiz fi € Gﬁed. Entao
T(M)=0e M =TF(M) que é um g-médulo contradizendo (i) and (iii), e entdo (3.). Isto completa

a demonstragao. O

5.3 Propriedades da categoria O,q in,

Nesta segao mostraremos que a categoria Oyeqim € uma categoria semissimples (abeliana) onde os

modulos de Verma Imaginarios Reduzidos irredutiveis sao os seus objetos simples.

Defini¢ao 5.3.1. Em uma categoria abeliana, um subobjeto ¥ de X é um objeto Y munido com um
monomorfismo i : Y — X. Um objeto nao-nulo X em uma categoria abeliana C é um objeto simples
se 0 e X sdo os seus unicos subobjetos (a menos de isomorfismo). Um objeto X em C é semissimples
se ele é uma soma direta de objetos simples. A categoria C é semissimples (abeliana) se todos os seus

objetos sao semissimples.

A proposicao a seguir mostra que os mdédulos de Verma Imagindrios Reduzidos nao possuem

extensoes nao-triviais em Oyeg im -

Teorema 5.3.1 ([AFd023]). Se A, u € b?,, entdo Exty,  (M(X), M(u)) = 0.

Demonstragio. Seja M uma extensao de M(\) e M(u) que se encaixa na seguinte sequéncia exata

curta

Suponhamos que p© = A+ kd — Zf\il s;ay, com s;, k € Z , e todos os s;’s tem o mesmo sinal

ou sao iguais a 0. Primeiramente, consideremos o caso quando s; = 0 para todos ¢ € Iy. Neste caso
p= A+ ko e entao, em M existirao dois vetores vy e v, de pesos A e p, respectivamente, aniquilados

por n ®c C[t,t!]. Além disso, por conta da condicdo (iv) na definicio da G-compatibilidade, estes
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dois pontos sao isolados. Entao, os vetores vy e v, sao vetores de peso maximo e cada um gera uma
subrepresentacio irredutivel, isomorfa a M(\) e M(u), respectivamente. Assim, a extensdo cinde.
Dessa forma, podemos assumir que nem todos s; sao iguais a zero e que a aplicagao ¢ : M (A\) = M na
sequéncia exata curta é uma inclusao.

Assumiremos que s; € Zx>( para todo i e nem todos sao nulos. Seja v,, € M uma pré-imagem sob a
aplicagao m de um vetor de peso maximo v, € M (x) de peso . Temos que (n@cC[t,t~!])v, = Gv, = 0,
e mostraremos que Gv, = 0. Se v, € T (M) entao acabou. Assumiremos que v, ¢ T(M) e entao
teremos que T'(M) = Cuvy. De fato, temos que Cvy C T'(M). Se u € T(M) \ Cvy é algum elemento de
peso nio-nulo, entdo G -u = 0 e 7(u) pertence a T(M(u)) = Cuv,. Se 7(u) = 0 entdo u € M(\), que é
uma contradigao. Se m(u) é um miltiplo nao-nulo de v,, entdo u tem peso u e entao u é um multiplo
de 7, que é uma contradi¢cdo novamente. Entao, assumiremos que T'(M) = Cuy.

Notemos que para qualquer i € Iy e m € Z \ {0} temos 0 = hjnv, = himm(T,) = m(him,), entao
him®, € M()). Suponha que existe j € Iy tal que hjp, 0, # 0 param € Z \ {0}. Como hj,,v, € M()\)
com peso 1 + md, ele pertence a TF(M())). Assim, existe um v/ € M(\) ndo-nulo de peso y tal que
himUy = hjmv'. Entao, hjp (v, —v') = 0, implicando que v, — v’ € T(M) = Cuvy. Logo, T, —v' = p vy,
para algum p € C. Comparando os pesos chegamos em uma contradi¢ao. Assim, h;,v, = 0, para
qualquer i € Iy e n € Z \ {0}. Portanto, Gv,, = 0.

Sabemos que os operadores e;, agem localmente nilpotentemente em M (A). Afirmamos que e;,U,, =
0, para todo i € Iy e n € Z. De fato, assuma que e;,,0, # 0 para algum j € Iy e algum inteiro m.
Entao, e;nv, € M (). Considere a ag—subélgebra s(j) gerada por fjn, ejn € hj; para n,l € Z. Seja
M; um s(j)-submédulo de M gerado por v,,. Entao M; é uma extensao de s(j)-médulos de Verma
Imagindrios Reduzidos, onde um deles tem peso médximo p. Como M € O,.cqim, temos imediatamente
que M; é um objeto da correspondente categoria reduzida O,eq.im(5(j)) para s(j). Mas esta categoria
é semissimples por [CFM17]. Entao, e;,7,, = 0 para todo i € Iy e n € Z. Como GU, = e;,v,, = 0 para
todoi € I e n € Z, temos que v, gera um g-submddulo de M isomorfo a M(u) Portanto, a sequéncia
exata curta cinde.

Assumiremos agora que s; € Z<qo para todo ¢ e nem todos sao nulos. Como M (p) é irredutivel e

M(X) é um g-submédulo de M, a sequéncia exata curta cinde e a prova estd completa.

O]

Teorema 5.3.2 ([AFdO23]). Se M é um mddulo irredutivel na categoria Oreqim, entao M = M()\)

~

para algum X € b7 _,;.

Demonstragao. Seja M um médulo irredutivel em Opeg jn,. Como um G-médulo, M = T(M)®STF(M)
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onde ambos os somandos sao nao-nulos. Seja v € T' (M) um elemento nao-nulo de peso \ € H:fed. Entao
himv = 0 para todo i € Iy e todo m € Z\ {0}. Para cada i € Ij seja p; € Z~o 0 menor inteiro possivel

tal que e%v = 0. Se p; = 1 para todo i, temos que e;pv = 0 e entao, como [hip, €;p] = 2e;, segue que
2€inv = [hin, €io]v = hineiov — ejohinv =0 ,

ou seja, e;v = 0 para todo i € Iy e n € Z\ {0}. Assim, temos um epimorfismo M (\) — M. Como
A€ Hjed segue que M (X) é simples. Portanto, M = M(X).

Por outro lado, assuma que existe no minimo um p; tal que p; > 1. Construamos um conjunto de
elementos em M que séo aniquilados por e;y para todo i € Iy. Primeiro de tudo, seja p™) = max{p;|i €
Ip} e seja w; := efél)_lv. Notemos que w; = 0 se p() > p; e w; #0 se p) = p;, entdo no minimo um
w; ¢ nao-nulo. Se para todo j € Iy, ejow; = 0 acabamos. Caso contrario, existem nimeros p;; € Zxq
tais que e%j w; = 0 e alguns dos p;; sao estritamente maiores do que 1. Sejam p? = max{p;;|i,j € o}
e wi; = e?éQ)_lwi. Note que no minimo um wj;; é nao-nulo. Se eyow;; = 0 para todos k € Ip acabamos,
sendo repetimos o processo. Devido a nilpoténcia local dos e para [ € Iy, em uma quantidade finita

de passos, digamos £ passos, podemos encontrar no minimo um elemento nao-nulo wj, para um string

de elementos i = 4149 . .. 4y em Iy tal que ew; = 0. Além disso, se i~ denota o string i1is . ..4s_1, entao

(£) — . (£) .
wy = eZO 1fwi7 e assim, para todo n € Z \ {0}, 0 = hiznefgo Wy— = 2p(€)eimwi, ie., e;nwi = 0. Agora,
(£) (£) (€) ()1
= hjoejmefeo Wi- = ejmhjoeféo wi— + 26]'?71620 Wi- = 2p(£)ejmef€0 Wi- = 2p(é)ejmwi.

Escolha um dos elementos nao-nulos wj construidos acima e seja W; = U(G)w; um G-submédulo
de M. Pela construgao, e;,W; = 0 para todo [ € Iy e n € Z. Considere o médulo induzido I(W;) =
Indg@H@]\uWi, onde N, = ®ielo,neZ Ce;n, age por 0 e H = @ielo Ch; ® Cd age por hyw; = p(h;)wy,
dw; = p(d)w;, para algum peso p. Como M é simples, ele é um quociente de I(Wj;). Se w; € T'(M),
temos W = Cuwy, e entdo M é um quociente de I(W;) = M()) e terminamos.

No caso w; ¢ T(M), como na demonstragao da Proposigao 6.0.3. de [CFM17] temos uma contra-

di¢do e completamos a demonstragao. O

Proposicao 5.3.1 ([AFd0O23]). Se M ¢é um objeto arbitrdrio em Oyed im, entdo M = EB M(\;), para
Aieﬁ:ed

alguns Ns.

Demonstragao. Como M estd em Opegim, ele é G-compativel e tem uma decomposi¢ao como G-

médulo dada por M = T (M) @ TF(M). Devido a todos os pesos de M pertencerem a Hjﬁed, T(M)

nao é um g-submédulo de M. De fato, suponhamos que T'(M) é um g-médulo. Seja v € T(M) e

considere fov € T'(M). Entao, hom fov = 0 e fv = 0 para qualquer m # 0. Aplicando hg ., temos
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ho,—mfmv =0 e fov = 0. Como o peso de v pertence a Hjed, ebv # 0 para qualquer p > 0. Mas se p é
suficientemente grande o peso de efv nio estard em Ej g © temos uma contradigao.

Seja v € T'(M) nao-nulo. Como na demonstragao do Teorema 5.3.2, existe um string i de elementos
de Iy e um vetor wj tal que ejmw; = 0 para todos j € Iy e m € Z. Seja W; = U(G)w;. Entao temos
duas possibilidades: ou w; ¢ T (M) ou w; € T(M).

No primeiro caso, consideremos o médulo induzido I(Wj;). Claramente T'F(I(W;)) C I(W;). Agora,
se w € I(W;), como wy ¢ T(M) temos gw # 0 para g € G e entdo w € TF(I(W;)). Logo
TF(I(W;)) = I(W;). Pelo Lema dos Cinco, qualquer quociente e subquociente de I(W;) também
satisfaz essa propriedade. Seja M’ := U(g)w; que é um subquociente de I(W;). Entao M’ é um
g-submédulo de M e assim M’ = TF(M’) é um g-submdédulo de TF(M), mas TF(M) nao tem g-
submddulo préprio. Logo, M’ = TF(M). Mas, W; é um G-submédulo préprio de M’, o que nao é
possivel, pois M estd em Oyeq,im. Entao este caso nao ocorre.

No segundo caso, W; = Cw; C T(M). Entao, I(W;) = M()\;) (como g-médulos) para algum \;,
¢ um g-submédulo de M. Portanto, qualquer elemento nao-nulo de T'(M) gera um médulo de Verma
Imagindrio Reduzido irredutivel que é um g-submddulo de M e por conta de nao existir extensoes

entre eles, conforme o Teorema 5.3.1, eles sao somandos diretos em M. 0

Coroldrio 5.3.1 ([AFdO23]). A categoria Oyeqim € fechada sob subquocientes e somas diretas e, por-

tanto, é uma subcategoria de Serre.
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Algebras de Kac-Moody

As dlgebras de Lie surgiram com Sophus Lie (1842 — 1899) na década de 1870. De acordo com
[Mar99]: “elas nasceram da tentativa de se obter uma teoria para o estudo das equagoes diferenciais,
analogo a teoria de Evariste Galois (1811 — 1832) para equagoes polinomiais. Utilizando as chamadas
transformagoes de contato, Sophus Lie examinou um processo, criado por Carl Jacobi (1804 — 1851),
de obtengao de novas solugoes de equagoes diferenciais a partir de uma dada solugao. Isso levou S.
Lie a tratar seus grupos de transformagoes (denominados atualmente grupos de Lie) através do que
hoje chamamos de “dlgebras de Lie” (ou grupos infinitesimais)”. Podemos dizer que a teoria de Lie
consiste em relacionar grupos e algebras de Lie. O nome “dlgebra de Lie” foi dado por Hermann Weyl
(1885 — 1955) na década de 1930.

Uma &algebra de Lie surge naturalmente como um espaco vetorial de transformacoes lineares onde
o comutador de duas transformacoes lineares é definido como um produto. Este produto é bilinear,
mas, em geral, nao é comutativo e nem associativo. Um espago vetorial g sobre C munido com uma
operacao bilinear [-,-] : g x g — g, (x,y) — [z, y] é dito uma algebra de Lie se a operagao [-, -] satisfaz

as seguintes condicoes:
1. [x,z] =0, para todo = € g.
2. [z, [y, z]] + v, [z, z]] + [z, [z,y]] = 0, para todos z,y,z € g (identidade de Jacobi).

A operagao [, -] é chamada de colchete (de Lie) ou bracket de g.

Al Algebras de Kac-Moody

Neste apéndice introduziremos brevemente as algebras de Kac-Moody com énfase nas algebras de

Kac-Moody afim. O leitor pode encontrar mais detalhes, principalmente, em [Kac90] e [MP95].
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A.1.1 Defini¢oes basicas das algebras de Kac-Moody

Uma matriz n X n complexa A = (aij)1§z‘,jgn, de rank [, é chamada de matriz de Cartan genera-

lizada (GCM) se ela satisfaz as seguintes condigdes:
(C1) aj; =2 parai=1,...,n;

(C3) a;j sao inteiros nao-positivos para i # j;

(C3) aij =0 implica aj; = 0.

Uma realizagao de A é uma tripla (h, 7, 7"), onde b é um espaco vetorial complexo, 7 = {1, ..., a,} C

h* e 7 = {h1,...,h,} C b sdo subconjuntos que satisfazem as seguintes condicoes:
(R1) me m" sao linearmente independentes;

(R2) oj(h;) = a;j para todos i,j =1,...,n;

(R3) dim(h) = 2n — [, onde | = rank(A).

Definimos o reticulado de raizes @) (ou estrutura de raizes) e o reticulado de raizes positivas )+

como abaixo:
Q={aeb |a=kar+- - +kpa,comk; € Z,i=1,...,n}
Qr ={aebh |a=ka+ - +kya, comk; € Z, k; > 0}

Antes de definir uma &lgebra de Kac-Moody, definimos uma algebra de Lie que chamamos de

dlgebra auxiliar. Seja A = (a;j) uma matriz n x n e (h, 7, 7") uma realizacdo de A. Defina g(A) como

a algebra de Lie complexa com geradores eq,...,e¢en, f1,..., fn € h com as seguintes relagoes:
[el7fj]:6Z]h2 iajzlw"?n
[h,h'] =0 para todos h,h' € h

(A1)
[h,e;] = ai(h)e; paratodoshehei=1,...,n

[h, fi] = —a;(h)f; paratodoshehei=1,...,n

Em particular, [hi,ej] = aj(hi)ej = Q€5 € [hi,fj] = —aj(hi)fj = —aijfj.
Pode-se mostrar que g(A) depende (a menos de isomorfismo) somente da matriz A [Kac90].
Denotamos por nt (resp. n~) a subdlgebra de g(A) gerada por e1, ..., e, (resp. fi,..., fn). Entao

temos uma decomposicao triangular [MP95]:
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Teorema A.1.1. (a) g(A) =n" @ h@dn' (soma direta de subespagos vetoriais).
(b) A subdlgebra nt € livremente gerada por e1,...,e, e 0~ € livremente gerada por fi,..., fn.

(c) a(A) é uma dlgebra de Lie Q-graduada. Mais precisamente, com respeito a by temos uma decom-

posi¢ao em espagos de raizes de g(A):

:gV(A) = ( @ a—a) ®ho ( @ ﬁoa) )

a€Q4\{0} a€Q+\{0}
onde go = {x € g(A) | [h,z] = a(h)z,Yh € h}. Além disso, dim(g,) < oc.

(d) Existe um tnico ideal mazimal v de g(A), que intercepta b trivialmente. Além disso, vt = (tNn~ )@

(tnnt) (soma direta de ideais).

Considerando g(A) e t podemos obter o quociente

a(4)/r=g(A).

O conjunto g(A) é a dlgebra de Lie associada & matriz complexa A. Observamos que g(A) nao
possui ideais nao-nulos que interceptam b trivialmente.

A quédrupla (g(A),bh, 7, 7") é chamada de (g, h)-par associado & matriz A.

Definigao A.1.1. Uma é&lgebra de Lie g = g(A) é chamada de algebra de Kac-Moody se A é uma matriz

de Cartan generalizada.

Usaremos a mesma notacao para as imagens dos geradores e;, f;,i = 1,...,n, e os elementos de b
sob a aplicacdo canonica g(A) — g(A)/t = g = g(A), e obtemos a decomposicao de g em espagos de

raizes com respeito a b:

g=0A)=( P soebe( P ),
a€Q+\{0} a€Q+\{0}
onde g, = {z € g| [h,z] = a(h)z,Vh € h}. Os elementos e;, f;,i = 1,...,n, sdo chamados de geradores
de Chevalley de g. A subalgebra §h é chamada de subalgebra de Cartan de g. Um elemento a € @ é
chamado de raiz de g se & # 0 e g, # {0}. O nimero mult(a) = dim(g,) é a multiplicidade de a.
Observamos que [h,e;] = a;(h)e; e [h, fi] = —a;(h)fi, para todos h € h e i = 1,...,n, ou seja,
ta; = 1oy # 0 e gia, # {0}, pois €; € go, € fi € g_q,. Portanto ta;, i = 1,...,n, sdo raizes de g.

Os elementos a7, ..., a, sao chamados de raizes simples e os elementos h1,...,h, sao chamados de
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corraizes simples de g. Denotemos por A, A4 e A_, os conjuntos de todas as raizes, raizes positivas

e raizes negativas, respectivamente. Entdao A_ = —A; e A = A_ U A, (unido disjunta).

Observagao A.1.1. Seja (h, 7, 7¥) uma realizagao de A, onde m = {a1,...,a,} Ch*en” = {h1,..., h,}
C b. Entao, definindo h(a) := a(h), temos que (h*, 7V, 7) é uma realizacao de A, a matriz transposta
de A. Assim, podemos identificar as raizes simples (resp. corraizes simples) de g(A) com corraizes
simples (resp. raizes simples) de g(*A): seja (h, 7, 7") uma realizacao de A e (h*, 7", 7) uma realizagao
de "A; temos que o(h;) = a;j € A e hj(a;) = a;(hj) = aj; € 'A, ou seja, 7 C h* de g(A) estd em
correspondéncia com 7 C b de g(*A). A algebra g(*A) é chamada de algebra dual de g(A). Em geral
0(A) 2 g A).

Vejamos uma proposicao de [Kac90] com algumas propriedades relacionadas & unicidade de uma

algebra de Kac-Moody. Pela unicidade de g(A) associada com a matriz A temos:

Proposicao A.1.1. (a) Sejam g1 uma dlgebra de Lie, by uma subdlgebra comutativa de g1, e;, fi € g1,
i=1,...,n. Sejam m = {a1,...,an} C b7, 7y = {h1,...,hn} C b1 subconjuntos linearmente
independentes que satisfazem as relagoes descritas em A.1. Suponha que e;, fi,i = 1,...,n, €
h1 geram g1 como uma dlgebra de Lie, e que g1 ndo tem ideais nao-nulos que interceptam by
trivialmente. Finalmente, seja A = (aj(hs)), e suponha que dim(hy) = 2n — rank(A). Entdo
existe um isomorfismo de dlgebras de Lie ¢ : g1 — g(A), tal que p(h1) = b, p(m)) = 7 e

p(m) =m.

(b) Duas dlgebras de Kac-Moody g(A) e g(A’) sao isomorfas, no sentido acima se, e somente se, A’

pode ser obtida de A pela reordenacao do conjunto de indices.

(c) A dlgebra de Kac-Moody associada a uma soma diagonal de A;’s, onde cada uma é GCM, é

isomorfa a soma direta das dlgebras de Kac-Moody associadas as A;’s, isto €, se

A, 0 -+ 0
0 Ay -+ 0
0 O A,

entio g(A) 2 g(A1) @ g(A2) @ ... D g(4,).

(d) O centro ¢ de g(A) €
c:={hebh|ajh)=0,YVi=1,...,n}
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e dim(c) = corank(A).

A.2 Algebra de Kac-Moody afim

Seja g uma &lgebra de Lie simples complexa e h uma subélgebra de Cartan de g. Denotemos por
A o sistema de raizes de g com respeito a b, por A, o sistema de raizes positivas em A e por 1 C A
o conjunto de raizes simples.

Associamos ao sistema de raizes positivas A, as subdlgebras de Lie nilpotentes

n:@ga € ﬁ:@g—av

a€A+ CMEAJ,_

e as subalgebras de Lie soluveis

de g. As subélgebras de Lie b e b sdo as subélgebra de Borel canénica e a subalgebra de Borel canonica
oposta de g, respectivamente.
Consideremos um subconjunto ¥ de m e denotemos por Ay o subsistema em h* gerado por X.
Entao a subalgebra parabélica candnica p e a subalgebra parabdlica canonica oposta p de g asso-

ciadas & ¥ sdo definidas por

onde a subdlgebra de Levi redutiva (ou fator de Levi redutivo) [ de p e p é definida por

(=ho | P o

aEAx

e o nilradical u de p e o nilradical oposto u de p sao dados por

U= @ 0o € u= @ g—a

a€A\Ay s a€A\AL x

Notemos que a subalgebra de Borel canonica b (subalgebra de Borel canonica oposta b) est4 contida
na subdlgebra parabdlica canonica p (subélgebra parabdlica canonica oposta p).

Temos a seguinte decomposicao de g conhecida como decomposi¢cao de Cartan:

g=udhodn
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Também temos outra decomposicao “triangular” de g com respeito a subalgebra de Levi e os
nilradicais:

g=udldu.

Estas dlgebras sdo parametrizadas por matrizes de Cartan A = (a;;), que sdo matrizes positivas
definidas, que satisfazem as seguintes condicoes: (1) aj; = 2, Vi; (2) a;; s@o inteiros nao-positivos para
i # j; e (3) a;j = 0 se, e somente se, a;; = 0, para todos i, j.

Em 1967, V. Kac e R. Moody generalizaram independentemente estas a uma nova classe de dlgebras
de Lie, conhecidas hoje como algebras de Kac-Moody, através do relaxamento da condi¢cao da matriz
de Cartan ser positiva definida. Um caso particular onde det(A) = 0 e os menores principais préprios
de A sao positivos, correspondem as dlgebras de Kac-Moody afim (ou algebras de Lie afim).

Todas as dlgebras de Lie afim sao divididas em duas classes: nao-torcidas e torcidas. Algebras de
Lie afim ndo-torcidas tém uma realizagao concreta. Sejam C[t,t~1] os polinémios de Laurent, g uma
algebra de Lie simples complexa com dimensao finita e h uma subalgebra de Cartan fixa. Consideremos

g ®c C[t,t~!] com o seguinte colchete de Lie
[z @ty @t"] = [z,y] @ ",

para todos z,y € g, m,n € Z. Esta é chamada de algebra de loop associada com g. As &dlgebras de

loop possuem uma extensao central universal 1-dimensional
9= (g ®c C[t, t—1]> & Cc,
com o seguinte colchete de Lie
[z @™,y @t"] = [z,y] " + m(2,y)0m4n,0C ,

[z@t" =0,

para todos z,y € g, m,n € Z, e (-,-) denota a forma de Killing em g. Notemos que ¢ é um elemento
central de g.
Finalmente, seja d : § — g uma derivacao grau tal que d(z @ t"™) = m(z ® t™) e d(c) = 0, para

todos x € g e m € Z. A algebra

g=0®Cd= (g@c(:[t,tl]> S CedCd ,
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onde [d,z @ t™] = d(x @ t"™) = m(z ®t™) e [d,c] = d(c) = 0, é uma élgebra de Kac-Moody afim
nao-torcida estendida, com subdlgebra de Cartan afim estendida 6 = (h®c Cl) ® Cc® Cd.

Seja d a raiz imaginaria positiva indivisivel para § e seja A = {a+né | « € AU{0},n € Z}\ {0} o
conjunto de rafzes de g. Como em [JK85], chamamos um subconjunto AJ'_ C A de conjunto de raizes

positivas (ou particao fechada) se ele satisfaz as seguintes condigoes:
1. Sea,B € KJF ea+ B €A, entioa+ € 3.‘,— (aditivamente fechado).
2. Se o € 3, entao o € 3+ ou —a € AJ'_, isto é, A= 3+ U _AJ’_.
3.Sea € Ay, entdo —a ¢ Ay, isto 6, Ay N—A, = 0.

Um subconjunto satisfazendo as condigoes (1.) e (2.), listadas acima, é chamado de subconjunto
parabdlico.

Se a é uma algebra de Lie de dimensao finita, entdo cada particdo corresponde a escolha de raizes
positivas em A e todas as partigdes sdo conjugadas pelo grupo de Weyl. A situagao é diferente no
caso de dimensao infinita. Se a é uma algebra de Lie afim, entdo as parti¢oes sao divididas em uma
quantidade finita de érbitas do grupo de Weyl (veja [JK85] e [Fut97] para mais detalhes).

Uma subdlgebra b de § é uma subdlgebra de Borel se

para algum conjunto de raizes positivas 3+ de A.

A classificacao de todas as subdlgebras de Borel no caso afim foi obtida por V. Futorny em [Fut97]
para o caso das particoes fechadas. Neste caso nem todas elas sdo conjugadas, mas existe uma quan-
tidade finita de classes de conjugacao. As classes de conjugacgao das subalgebras de Borel b de g sao
parametrizadas pelas subdlgebras parabdlicas da algebra de Lie de dimensao finita subjacente g. Se p
é uma subalgebra parabdlica de uma algebra de Lie de dimensao finita g contendo uma subélgebra de

Borel b de g fixa, entdao p = [ u, onde [ é um fator de Levi redutivo e u é um nilradical. Defina
3() = (wocClnt']) ® (18l ) @ 0\ © Coa Ca

Para qualquer subalgebra de Borel b de g, existe uma subdlgebra parabdlica p de g tal que b¢

conjugada a B(p) [JK85, Fut97].
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A.2.1 Subalgebra de Borel canonica de g

Considere o seguinte conjunto de raizes positivas
Arg={a+ni|aeAneNtUA, U{nd|neN}

Entdo by = h & <€Ba A, tﬁa) ¢ a subdlgebra de Borel canénica de g.

Podemos escrever /b\st da seguinte maneira:
Est = Est @ ﬁst )
onde iy = (g ®c tC[t]) ® (n®cCl) e by = (h ®¢c C1) & Ced Cd = b.

A.2.2 Subélgebra de Borel natural de g

Considere o seguinte conjunto de raizes positivas
£+7nat ={a+nd|aceA,neZJ{nd|neN}

Este conjunto é chamado de particao natural.
Entdo, byay = h & (@a63+ t’g\a> ¢ a subdlgebra de Borel natural de .

Portanto, a subalgebra de Borel natural Bnat de g é definida por

~

bnat = /h\nat @ Nnat
tal que a subdlgebra de Cartan natural Gnat é dada por

Buat = (h®c C1) & Ce® Cd =
e, o nilradical 1n,,; e o nilradical oposto ﬁnat de Enat Sao

Mpat = (n ®c (C[t,t_l]> & (b Qc t(C[t]) e Tpat = (ﬁ Qc (C[t,t_l]) @ (b Rc t‘l(C[t_l]).
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A.3 Classificacao de subalgebras parabolicas em algebras de Lie de dimensao

finita

Subalgebras parabdlicas correspondem & escolha de uma base m do sistema de raizes A e um
subconjunto S C 7. Para qualquer subconjunto S C A, denotamos um fecho aditivo de S por add(.S),

isto é, se a, f € add(S) e a+ € A entdo a + S € add(S).

Proposicao A.3.1 ([Bou68]). Seja P um subconjunto parabdlico de um sistema de raizes finito A, isto

é, P=add(P) e PU—P = A.

1. Se P é uma parti¢io fechada (isto é, PN —P =) entdo P coincide com um conjunto de raizes

positivas com respeito a alguma base m de A (caso S =10);

2. Se PN —P # 0 entio P = Ay(m) Uadd(—S), para alguma base m em A e um subconjunto

nao-vazio S C w, onde A1 () € o conjunto de raizes positivas gerado por T.

Considere um subconjunto parabdlico P. Temos o subconjunto L = PN —P, chamado de fator de

Levi redutivo, ¢ o subconjunto Ut = P\ —P. Esses subconjuntos dao origem as seguintes subdlgebras:

[:h@<@ga> e u= P o

a€L acU+

chamadas de subalgebra de Levi redutiva e nilradical, respectivamente.
Agora exemplificaremos este resultado com algumas édlgebras de Lie do tipo sl(n+1, C) importantes

no estudo dos médulos dos Wakimoto Intermedidrios (Capitulo 3).

A3.1 g=sl(2,C)

Considere a algebra de Lie g = sl(2,C) = {X € Myx2(C) | tr(X) = 0}.

Os geradores desta algebra como espago vetorial sobre C sao as matrizes

que satisfazem as seguintes relagoes:
e, f1=h , [he]=2¢ e [h[f]==2f.

A matriz de Cartan associada a g é A; = (2). Temos que dimc(h) = rank(A;) = 1, onde h é uma

subdlgebra de Cartan de g. Portanto, h = Ch.
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Temos a seguinte decomposigao triangular: g=n® hEn, comn=Cf, n = Ce.

Podemos considerar h = {diag(ai,a2) | a1,a2 € C, a3 + ag = 0}. Para i = 1,2 definimos ¢; € h*
por g;(diag(a1,a2)) = a;. Seja a € h* tal que o = &1 — 9. Assim «a(h) = £1(h) — e2(h) = 2. Entao
[h,e] =2e=a(h)ee [h, f]=-2f =—a(h)f.

Portanto, A = {«, —a} é um sistema de raizes de g, onde 7 = {a} = A é uma base de A.

Quais sao os possiveis subconjuntos parabdlicos P C A = {«a, —a}?

Considerando o sistema de raizes A = {a, —a} de g e a base 7 = {a} temos duas possibilidades
de escolhas de subconjuntos S C 7. As possibilidades sao: S =0 e S = .

De acordo com a Proposicao A.3.1, temos dois subconjuntos parabdlicos:
1. Pp=A4(r)Uadd(®) = {a}.

2. P =A4(m)Uadd(—a) = A.

Esses dois subconjuntos parabdlicos definem as subalgebras parabdlicas:
e po =h S n=0>b, associada com Fy, onde [p = h e ug =n.

e pp=HhPndn=g, associada com P, onde [ =hdnudneu ={0}.

De acordo com a Segao A.2, as subalgebras de Borel de g sdo parametrizadas pelas subdlgebras
parabdlicas de g.

Portanto, as subalgebras de Borel de sl(2,C) sio (a menos de conjugagio):
e B(py) = <n ®c (C[t,t_l]) ® (f) ®c t(C[t]) ®haeCeopCd.

e B(py) = <g ®c tC[t]) @b Ceco Cd.

Observamos que B(po) é a subdlgebra de Borel natural e B(p;) é a subdlgebra de Borel canénica
de sl(2,C).
A3.2 g=5l(3,C)

Considere a algebra de Lie g = s1(3,C) = {X € M33(C) | tr(X) = 0}.

Os geradores desta algebra como espago vetorial sobre C sao as matrizes

01 0 000 00 1
e1r=(0 0 0 , e2=10 0 1 , ler,es)=e3s=1(0 0 0] .
00 0 000 000
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000 000 000
fi=11 00| ,» fo=100 0| , [fAl=f=[00 0,
000 010 100
1 0 0 00 0
hi=10 -1 0of , he={|0 1 0],
0 0 0 00 —1

que satisfazem as seguintes relagoes:

ler, il =h1 , e, fo] =0 , e, f3] = —f2,

le2, f1i] =0 , [ez, fol =ha , lea, f3] = f1,

le3, fil = —e2 , es, fo =e1 , es, fa] =hi+ho,
[hi,e1] =2er , [he]=—ex , [ha, il =-2/1 [, fo] = fo,
[ha,e1] = —e1 , |ho,ea) =262, [ho, il = f1 ,  [he, fo] = —2f2,
[hi,es] =es , [ho,es]=es , [h, fa]=—fs , [ha, fs]=—/3,

ler,ea] = ez , leis[ene]] =0 (i #34) , [fu,fl=~f , [fi,lfi, /11 =0 # 7).

2 -1
A matriz de Cartan associada a g é Ay =
-1 2

Entao, dimc(h) = rank(Az) = 2, onde h é uma subdlgebra de Cartan de g. Portanto h = Ch; ®Chs.
As relagoes entre os colchetes descritos acima podem ser resumidos através dos elementos da matriz

de Cartan e das relagoes de Serre, isto é,
lei, f5] = dihi [hiye5] = aigges ,  [hi, fi] = —aijfi

ad(e;) it (e;) =0 (i #7) , ad(f) ™ (f;) =0 (i #j).

Temos a seguinte decomposicao triangular: g = n@® hdn, com n = Cfi ® Cfo & Cf3, n =
Ce1 @ Ceq @ Ces.
Podemos considerar h = {diag(ai,a9,as3) | ai,a2,a3 € C, ay + ag + a3 = 0}. Para i = 1,2,3,

definimos €; € h* por ¢;(diag(a1, az,as)) = a;.
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Sabemos que o sistema de raizes de g =sl(3,C) é A ={e; —¢; | 1 <i# j <3}

Também sabemos que g = h@<®aeA ga> yonde go = {z € g| [h1,2] = a(hi)z, [he,z] = a(h2)x}.

Sejam «aq, s € h* tais que ay =1 — €9 € g = €9 — €3.

Temos que m = {a1, a2} é uma base de A e Ay = A (m) = {a1, a2, a1 + az} é um conjunto de
raizes positivas com respeito a .

Portanto g, = Cei, ga, = Ce2, ga1+a, = Ces, 9-a, = Cf1, 90, = Cf2 € g_n,—a, = Cf3, pois
ai(h) =2, aj(he) = —1, aa(hy) = —1 e ag(h2) = 2.

Assim, A = {aq, ag, 1 + a2, —aq, —2, —a; — ae} é um sistema de raizes de g, onde m = {ayq, as}
é uma base de A.

Portanto, temos as seguintes possibilidades para subconjuntos S C 7: S =0, S = {a1}, S = {az}
e S = 7. Notemos que os casos S = {a1} e S = {aa} sao similares.

De acordo com a Proposicao A.3.1, temos trés subconjuntos parabdlicos:

1. Pp=A4(r)Uadd(?) = {1, a2, a1 + as} = A4

2. Pp=Ai(mr)Vadd(—a;1) = {a1,a0,a1 + oo, —aq }.

3. P,=A (m)Uadd(—m) = A.

Esses subconjuntos parabdlicos definem as subdlgebras parabdlicas:

e po =hPDn=b, associada com Fy, onde [p =h e ug =n.

e py =hdna Cf, associada com Py, onde [{ = h P Cey & Cf1 e uy = Cey @ Ces.
e po =hdndn =g, associada com P, onde [h =hdndneuy = {0}.

Notemos que o fator de Levi redutivo de p; é [1 = h @ Ce; ® Cf; = Cho @ Chy & Ce; & Cfy, com
subconjunto Ly = P, N —P; = {a1,—a1}. Entao [; = Chy @ sl(2,C).

Portanto, as subalgebras de Borel de 5A[(3, C) sao (a menos de conjugacao):
o B(py) = <n ®c C[t,tl]) ® (h ®c t(C[t]> ®h®CedCd.
* Bp1) = <(<Ce2 ® Ces) ®c Ct, t—1]> ® ((h ® Ce1 ® Cf1) ©c t@[ﬂ) @ Ce1 ® h ® Ce ® Cd.

o B(py) = <g ®¢ t(C[t]) @ baCesCd.

Observamos que B(po) é a subdlgebra de Borel natural e B(py) é a subdlgebra de Borel canoénica

de si(3,C).
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A3.3 g=5l(4,C)

Considere a dlgebra de Lie g = s1(4,C) = {X € Myx4(C) | tr(X) = 0}.

Os geradores desta algebra como espaco vetorial sobre C sao as matrizes:

0100 00 0O 0000
0 0 0O 0010 00 0O
€1 = y €2= y €3= )
0 00O 00 0O 0 0 0 1
0 00O 0 00O 00 0O
0010 00 0O 0 0
00 0O 0 0 01 0 0
[e1, e2] = €4 = ez es] =e5 = , lea,es] = es =
0 00O 0 00O 0 0
0 00O 0 00O 0 0
0 00O 0 00O 0 00O
10 0 O 00 0O 0 00O
fl = ) f2 = ; f3 = )
00 00 01 00 00 0O
0 00O 0 0 0O 0010
0 00O 0 00O 0 0
0 00 0 00O 0 0
[f2, il = fa = ;s fl =1 = s s fal =S =
1 0 0O 00 0O 0 0
0 00O 01 00 10
1 0 00 00 0 O 0 00 O
0 -1 0 0 01 0 O 000 O
hi = RS , hs= ;
0O 0 0 O 0 0 -1 0 001 O
0 0 00 00 0 O 0 00 -1
que satisfazem as seguintes relagoes:
[el7f1]:h1 ) [627f2]:h2 ) [637f3]:h3 ) [elaf]]:0(1§27]§37z7é])7

le1, fal=—f2 » ler, fs]=0 , e, fol=—f5

le2, fal = f1 , leas fsl=—fs , lea, fo] =0

o o o O

o o o o

227
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les, fa] =0 , les, fs]=fa , les, fol=fa

lea, f1] = —e2 , les, fo]l =e1 , e, f3] =0 , [es, fa] =hi+ha , lea,fs]=0 , les, fo] =—f3,
les, fi]l =0 , les, fo] = —e3 , es,f3] =e2 , es, fa] =0 , [es, f5] =hoths , les, fo] = f1,
les, f1] = —e5 , les, fa] =0 , les, f3] =es , es, fa] =—e3 , les, fs] =er, les, fo] = hi+ha+hs,

[hi,e1] =2e1 , [hi1,e2] = —e2 , [h1,e3] =0 , [hi1,e4] =€e4 , [h1,e5]=—e5 , [h1,e6] =e¢5,

[, il =2/ [h ol =f o [hafs] =0 [ ful=—fu o [hfsl=1fs o [hafel = —fe

[ho,e1] = —e1 , [ho,e2] =2e2 , |ho,e3] = —e3 , |ho,eq] =eq , |ha,e5]=e€5 , |ha,e6] =0,

[ho, il = f1 Tha ol = =2f  [hefs] =fs o lhe Sl =—fa , |he,fsl=—fs , [h2, fs] =0,

[hs,e1] =0 , [hs,ea) = —e2 , [hs,es]=2e3 , |[h3,eq] =—es , |h3,e5]=e5 , [h3,e6]=c¢5,

[ha, il =0, s, fo] = f2 ks, fa]=—2fs , |hs, ful =fa , s, f5]=—fs  [hs, fel =S,
[e1,e3] =0, len,[er,e2] =0, ez, [ez,ea]] =0, ez, [ea,es]] =0, [es,[es,ea]] =0,

i, f351=0  [fi,lfu, =0 , [folfe, All=0  [fo,[fo, 5]l =0, [fs,[fs, fo]] = 0.

2 -1 0

A matriz de Cartan associada a gis A5 =] -1 2 —1

0o -1 2
Entao, dim¢(h) = rank(As) = 3, onde h é uma subédlgebra de Cartan de g. Portanto, h = Chy @

Cho @ Chs.
As relagoes entre os colchetes descritos acima podem ser resumidos através dos elementos da matriz

de Cartan e das relagoes de Serre, isto é,

lei, fi] = 0izhi ,  [hisej] = aije; ,  [hi, fj] = —aijfi

ad(e) " (e)) =0 (i £ ), ad(f) " (f;) =0 (i # j).

Temos a seguinte decomposicao triangular: g = n@hdn, comn = Cfi BCfaBCfzspCfibCfdCfe
en=Ce; & Cey P Cez ® Cey & Ces P Ceg.
Podemos considerar hh = {diag(a1, a2, as,as) | a1,a2,a3,a4 € C, a; + az + ag + a4 = 0}. Para

1 <i <4, defina ¢; € b* por ¢;(diag(ar, ag, a3, as)) = a;.
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Sabemos que o sistema de raizes de g =sl(4,C) é A ={e; —¢; | 1 <i # j <4}

Também sabemos que

=00 (Po)  ga={reg|h,al=alh)z, [hz]=alh)r, [hsa]=alhs)}.
aEA

Sejam aq, o, 3 € h* tais que a; =1 — €9, g = €9 — 3 € a3 = €3 — €4.

Temos m = {1, g, a3} é umabasede A e AL = A, (1) = {1, as, a3, a1 +ag, aotas, a1 +astas}
é um conjunto de raizes positivas com respeito a w. Notemos que a1 + ag = €1 — €9 + €3 — &4, isto é,
a1 + a3 nao é uma raiz porque nao pertence a A.

Como,

1. a3(h1) =2, a1(hy) = =1 e ay(hs) = 0.
2. az(h1) = —1, aa(h2) =2 e ag(hg) = —1.
3. az(h1) =0, as(h2) = —1 e ag(hs) = 2.

temos que go, = (Cela Jay = 6627 Jasz = Ceg, Jai+as = Cey, Jast+az = Cek’n Jai+ast+az = CeGa
9-01 =Cf1, 9-0, =Cf2, 9-05 = Cf3, 9—a1—a2 = Cfa, 9—a3-05 = Cf5 € g—a1—as-a5 = Cfé.

Portanto, A = {aq, g, a3, a1 +ag, aetag, aj+astas, —ay, —ag, —a1 —ag, —ag—a3, —a1 —aa—a3}
é um sistema de raizes de g, onde m = {aq, ag, a3} é uma base de A.

Temos as seguintes possibilidades para subconjuntos S C 7:
e S=10;

S = {a1} (os casos S = {az} e S = {3} sdo similares);

S ={aj,as} (0 caso S = {ay, az} é similar);

S = {Oq, 053};

S ={a1,az, a3} = .

De acordo com a Proposigao A.3.1, temos os seguintes subconjuntos parabdlicos:

1. Py=A4(r)Uadd(0) = {1, a9, a3, 01 + ag, a0 + az, a1 + ag + as} = Ay

2. P =A (m)Uadd(—a1) = {a1, a2, a3, a1 + ag, a0 + as, a1 + as + ag, —aq }.

3. Pp=A4(m)Uadd(—aq, —a2) = {1, a2, a3, a1 + ag, as + g, 1 + a2 + a3, —ag, —ag, —a — a2}

4. Py = Ai(m)Uadd(—a1, —ag) = {aq, a9, a3, 1 + ag, a0 + a3, a1 + ag + oz, —a1, —as}.
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5. P3=A4(m)Uadd(—m) = A.

Esses subconjuntos parabdlicos definem as subdlgebras parabdlicas:

po = bh @& n = b, associada com Py, onde [p = h e ug =n.

p1 =hdndCfi, associada com P, onde [[ = hPCe; HCf1 e u; = Cea P Cez dCey B Ces @ Ceg.

po =hEn@Cfi B CfodCfy, associada com Po, onde [ = h HCe1 G Ces B Cey PCfHLPCfadCfy
e uy = Ceg @ Ces @ Ceg.

ph = h@nd Cfy @ Cfs, associada com Pj, onde I} = h @ Cey @ Ces @ Cfy & Cfs e ufy =
Ces @ Cey @ Ceg @ Ceg.

p3 =hdndn =g, associada com P3, onde I3 =hdndn e ug = {0}.

Observe que o fator de Levi redutivo de p; é [; = hd Ce; ® Cfy = Cho & Chg & Chy ® Cey & Cfy,
com subconjunto L1 = PN —P; = {1, —a;1}. Entao [; =2 Chy @ Chs @ sl(2,C).

O fator de Levi redutivo de pg é [ = hpCe1 BCea®Cey PC f1PC fodCfy = Chg®dChiBCho®Ce1®
Cea®Ces dCf1®Cfa®Cfy, com subconjunto Ly = PoN—Ps = {aq, o, a1 + o, —a1, —ag, —a1 — a2 }.
Entao I, = Chs @ sl(3,C).

O fator de Levi redutivo de p, é I, = h®d Ce; @ Ces @ Cf1 @ Cfs = Cha®Ch; ®Ce; ®Cf1 ®Chs @
Ces ® Cf3, com subconjunto Ly = PyN—P) = {1, a3, —a1, —as}. Entao [, = Chy @ sl(2,C) @sl(2,C).

Portanto, as subalgebras de Borel de sl(4, C) sdo (a menos de conjugacao):

e B(pg) = <n ®c (C[t,tl]> @ (h ®c tC[t]) ®bh®Ced Cd.

o B(py) = <(C62 @ Cez @ Ceyq @ Ces @ Ces) ®c (C[t,t_l]> @ <(f) ® Ce; & Cf1) ®c tC[t]) @ Ce1 @
ha Ceap Cd.

o B(p) = <(<C63 ® Ces @ Ceg) ®¢ Clt, fl]) ® ((h ®Ce; ®Ces ®Cey ®Cfy & Cfo®dCfy) ®c

t(C[t]) @ Ce1 ®Cey ®Cey dhdCea Cd.

o B(p,) = <((C62 ® Cey @ Ces @ Ceg) Q¢ (C[t,t_l]> @ <(h ®Ce; ®CesdCf1 dCf3) ®c tC[t]> @
Ces ®Ces dh @ Ce Ca.

o B(ps) = <g ®¢ t(C[t]) @ baCee Cd.

Notemos que B(pg) é a subdlgebra de Borel natural e B(p3) é a subdlgebra de Borel canénica de

sl(4,C).
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Observamos também que a subdlgebra de Borel B(p,) nao foi considerada na construcao dos
moédulos de Wakimoto Intermedidrios em [CF04], sendo utilizada na construgao de um novo ;[(4, C)-

moédulo de Wakimoto Intermedidrio no Capitulo 4 desta tese.
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Apéndice B

Realizacoes de Campos Livres

Neste apéndice descreveremos brevemente a poderosa técnica de realizacoes de campos livres de
uma &lgebra de vertex afim V,(g). Esta envolve uma interagao de ideias da teoria de representacao e
“geometria semi-infinita”, com o maquinario de algebras de vertex agindo como um intermediario.

Uma realizacdo de campos livres pode ser construida de um mergulho de uma algebra de Lie em
uma algebra de Weyl. Tais mergulhos podem ser obtidos de uma agao da dlgebra de Lie em um espaco
afim. Considerando tais agdes no caso de dimensao finita somos conduzidos ao estudo das variedades
bandeiras e varias representagoes associadas a elas. Apresentaremos a construcao andloga para algebras
de Kac-Moody afim. Basearemos esse apéndice principalmente em [FBZ04] e [Fre07].

A ideia de representar ou realizar algo em matematica é basicamente descrever elementos abstratos
de uma forma mais concreta. Pelos exemplos das realizacées de campos livres podemos perceber que
a ideia envolvida nessa construcéo é basicamente construir um homomorfismo de uma &lgebra de
Lie (abstrato) em um produto tensorial de dlgebras de vertex, que como sabemos é uma algebra de
vertex (concreto). Sendo assim, esse homomorfismo envia os elementos da dlgebra de Lie em campos da
algebra de vertex. Através desse homomorfismo construido, percebemos que as relacoes satisfeitas pelos
elementos da algebra de Lie sdo transformadas em relagoes satisfeitas pelos campos. Além disso, se
considerarmos os geradores da algebra de Lie podemos descrever os geradores equivalentes na algebra

de vertex, nos dando a ideia de base e nos remetendo a palavra “livre”.

B.1 Algebras de vertex e operadores diferenciais

Devemos pensar em como construir um homomorfismo de V,(g) em uma &lgebra de vertex W.
Sejam g uma dlgebra de Lie semissimples com dimensao finita e g, a dlgebra de Kac-Moody afim

nao torcida associada a g e .

233
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Sabemos que a &lgebra de vertex V.(g) é gerada pelos campos J%(z) = Y., ., Ji2 "1, onde
{J%}a=1,..dim(g) ¢ uma base de g. Em particular, V,(g) tem uma base de monémios Jy! ---J5*|0)

ordenados lexicograficamente (veja Segao 2.5).

Lema B.1.1 ([FBZ04], Capitulo 11). Definir um homomorfismo de dlgebras de vertex p : Vi(g) — W
€ equivalente a escolher operadores de vertex j“(z), a=1,...,dim(g), de dimensao conformal 1, ou
seja, j“(z) =Y nez jgz_”_l, na dlgebra de vertex W, cujos coeficientes de Fourier satisfazem as

relagoes de g, de nivel k.

Para cada élgebra de vertex VW podemos construir a algebra de Lie (topolégica completada) U (W),
gerada pelos coeficientes de Fourier dos operadores de vertex de W (veja Segao 2.4).

O Lema B.1.1 mostra que para definir um homomorfismo de dlgebras de vertex precisamos definir
um homomorfismo de dlgebras de Lie g, — U(W).

Se W é a algebra de vertex de Heisenberg, entdao U(WW) pertence ao completamento da algebra
envolvente universal de uma algebra de Lie de Heisenberg, na qual identificamos o elemento central
com o elemento identidade. Em outras palavras, U(W) pertence a uma algebra de Weyl completada
(veja Secao 2.7). Além disso, uma &lgebra de Weyl pode ser pensada como um anel dos operadores
diferenciais (algébricos) em um espagco afim.

Por exemplo, dada uma C-algebra comutativa R, a algebra dos operadores diferenciais D(R) de
R é o conjunto de todos os operadores de Endc(R) de ordem finita com as operagoes de soma e
composicao de operadores. Em outras palavras, D(R) é a unido de C-espacos vetoriais D<,(R) para
n=0,1,2,..., onde D<p(R) é o conjunto de todos os operadores de Endc(R) de ordem < n. O anel
dos operadores diferenciais da algebra polinomial C[zy,...,z,] = C[X] é a n-ésima &lgebra de Weyl
A, ou seja,

An =D(Clay,...,zn]) = | ] D<a(CIX])
n=0

onde, em particular Do(C[X]) = C[X] e D<1(C[X]) = C[X] + Derc(C[X]).

Portanto, em linhas gerais, nossa tarefa é incorporar a dlgebra de Lie g, em uma algebra de
operadores diferenciais. Sabemos que uma algebra de Lie pode ser mapeada por operadores diferenciais
sempre que tivermos uma acao infinitesimal desta dlgebra de Lie em uma variedade por campos de

vetores. Entao, variedades homogéneas de grupos de Lie fornecem uma fonte para esses mergulhos.
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B.2 Realizagoes de campos livres no caso finito

B.2.1 Grupos de Lie

Os grupos de Lie sao objetos geométricos e estao entre os mais importantes exemplos de variedades
diferenciaveis, enquanto as élgebras de Lie sao objetos algébricos. Vejamos algumas relagoes entre esses
dois objetos.

Um grupo de Lie G é um grupo (isto é, um conjunto nao vazio, munido de uma operacao binaria
associativa e um elemento identidade, onde todo elemento possui um inverso) cujo conjunto subjacente
G tem uma estrutura de variedade diferencidvel, de tal forma que a aplicagdo multiplicacdo u : (g, h) €
G x G+ gh € G e a aplicacdo inversio ¢ : g € G — ¢~ € G sio diferencidveis.

Para uma variedade diferenciavel arbitraria M, o espago Vect M de campos de vetores diferenciaveis
em M é um espago vetorial sobre R com dimenséo infinita. Além disso, podemos definir um colchete

de Lie, ou seja, uma aplicagao bilinear [-, -] : Vect M x VectM — VectM satisfazendo:
L. [V, X]=-[X,Y] ,
2. [X,Y], Z]+ (Y, Z]),X] +[[Z,X],Y] =0 (identidade de Jacobi) ,

para todos X,Y € VectM. Nesse caso, VectM é uma dlgebra de Lie sobre R com dimensao infinita.

Dado g € G, as translagoes a esquerda L, : G — G e a direita Ry : G — G, sao definidas
respectivamente por Lg(h) = gh e Ry(h) = hg. Essas aplicacoes sao diferencidveis. Na verdade, ambas
sao difeomorfismos, pois Ly o L1 = Ryo Ry-1 = id.

Um campo de vetores X tangente a um grupo de Lie G é uma aplicagdo que a cada ponto g € G
corresponde um vetor X, de T,G, onde T,G é o espago tangente a G em g.

Existem varias maneiras de entender a construcao da dlgebra de Lie g de um grupo de Lie G. Uma
abordagem, usa campos de vetores invariantes a esquerda (a abordagem utilizando campos de vetores
invariantes a direita é andloga). Um campo de vetores X em G é dito ser invariante a esquerda, se

para quaisquer g,h € G,

(dLg)n(Xn) = Xgn

onde Ly : G — G, x — g (multiplicac@o a esquerda por g) e (dLg)p : ThG — Ty, G é o diferencial de
L4 entre os espacos tangentes. Esta condigao ¢ simplesmente dL, o X = X o L. Em outras palavras,
X ¢é Lg-relacionado a ele mesmo para qualquer g em G.

Seja InvL(G) o conjunto de todos os campos de vetores em G invariantes a esquerda (denotamos
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o conjunto de todos os campos de vetores em G invariantes & direita por Inv?(G) ). Ele é um espaco
vetorial que é fechado sob o colchete de Lie, isto é, [X, Y] é invariante & esquerda sempre que X, Y sao.
Entdo, Inv®(G) é uma subdlgebra de VectG. Podemos entendé-la mais concretamente identificando
o espaco dos campos de vetores invariantes a esquerda com o espaco tangente na identidade, como
segue: dado um campo de vetores invariante a esquerda, podemos tomar seu valor na identidade, isto
é, Xg = (dLg)e(Xe) e dado um vetor tangente na identidade, podemos estendé-lo a um campo de
vetores invariante a esquerda. Entao, a dlgebra de Lie pode ser pensada como o espaco tangente de
G na identidade e o colchete de X e Y em T.G pode ser computado estendendo eles a campos de
vetores invariantes a esquerda, tomando o comutador de campos de vetores, e por fim avaliando na
identidade. Denotamos essa ultima dlgebra de Lie por (TeG, |-, -|).

Portanto, a algebra de Lie de G’ com dimensao finita, denotada por g, é qualquer uma das dlgebras
de Lie isomorfas Inv (@), Inv®(G), (T.G, [-,-]1) ou (T.G, [, |r)-

Agora, apresentemos a aplicagdo fundamental que relaciona G e g, a aplicagdo exponencial exp :
g — G. Relembremos que o exponencial de uma matriz A € M, x,(R) (ou M,«,(C)) é dada pela

férmula:

A= A"
e :E S
n!

n=0

Temos que todo campo de vetores X em G invariante a esquerda é completo, ou seja, para qualquer
g € G existe uma curva integral vx : R — G de X tal que yx(0) = g.

Consideremos a curva integral vx de qualquer X € g comegando na identidade. A aplicagdo expo-
nencial de G é a aplicagao exp : g — G definida por exp(X) = vx(1). Notemos que ding:SOVX (ts) =
tvx (tso) = tX(vx(tso)). Isto implica que yx(ts) = vex(s) para todos s,t € R e, portanto, yx (t) =

Yx (1) = exp(tX).

B.2.2 Caso da dimensao finita

Suponhamos que S é um espago homogéneo para um grupo de Lie G. Entao a algebra de Lie g
de G mapeia a algebra de Lie VectS dos campos de vetores em S. Suponhamos que U C S é um
subconjunto aberto de Zariski isomorfo ao espaco afim A™ com coordenadas yi, ..., ymn. Em geral, é
impossivel restringir a acao de G para U, mas podemos sempre restringir a agdo da algebra de Lie

correspondente,

g — VectS — VectU.
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Entao obtemos uma aplicagao de g para os campos de vetores em U.
Denotamos por D(U) a élgebra dos operadores diferenciais no espago afim U = A™. Ela tem

0
geradores y;, —, i = 1,...,m, e relagdes [8—y,yj] = 0yj.
K3

dy;

Esta é,lgebrzlé a algebra de Weyl. Como ja vimos, ela nada mais é do que a algebra envolvente
universal da algebra de Lie de Heisenberg, na qual o elemento central é identificado com 1. Um
exemplo de uma dlgebra de Weyl (completada) é a &lgebra H introduzida na Secao 2.7. Notemos
que as representacoes de uma algebra de Lie de Heisenberg nas quais o elemento central age como a
identidade sao como representacoes da correspondente algebra de Weyl.

A 4lgebra D(U) tem uma filtragao natural {D<;(U)} pela ordem do operador diferencial. Fungoes

e campos de vetores em U encaixam-se na sequéncia exata curta
0 — FunU — D<1(U) — VectU — 0 (B.1)

a qual cinde canonicamente: a saber, levantamos £ € VectU a um tnico operador diferencial de primeira
ordem D¢ cujo simbolo ¢ igual a £ e que aniquila as funcoes constantes D¢ -1 = 0. De fato, geralmente
tomamos isso como garantido e nao fazemos distingao entre campos de vetores e os correspondentes
operadores diferenciais.

Agora vemos que podemos levantar a aplicagdo g — VectU para uma aplicacdo g — D(U).
Em resumo, uma aplicagao da algebra de Lie g dada para uma &algebra de Weyl pode ser obtida
considerando a acao de g em um subconjunto aberto de um espago homogéneo. Usaremos este método

no contexto da dimensao infinita para obter realizagoes de campos livres.

B.2.3 Variedade bandeira

Agora consideremos uma dlgebra de Lie simples g arbitraria. Ela tem uma decomposicao de Cartan
g=n®hdn (como espago vetorial), onde h é a subdlgebra de Cartan, n é a subélgebra nilpotente
inferior e n é a subélgebra nilpotente superior. Consideremos também as subélgebras de Borel canénica
b e oposta b.

Sejam V' um espago vetorial com dimensao finita e 1 < ny < no < --- < n, < n uma sequéncia de

inteiros. Uma variedade bandeira F(V;n,...,n,) é definida por

Uma bandeira completa de subespagos de V' é uma cadeia {0} C V3 C --- C V,, = V de compri-

= =
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mento n = dim (V). Lembremos que uma cadeia de subespagos em V' é uma cole¢do C de subespacos
de V, onde dois a dois sdo distintos e para quaisquer F,F’ € C temos que FF C F' ou F/ C F.
Cada cadeia de subespagos é ordenada pela inclusao prépria. Se {ej,...,e,} é uma base de V e
Vi .= span{ei,...,e;}, para i = 1,...,n, temos que {0} € V! C --- C V"® = V é uma bandeira
completa canénica em V.

Por exemplo, para G = SL, esta é a variedade das bandeiras completas de subespagos de C":
Vic...c vl cCr, dimV? =i. O grupo SL, age transitivamente nesta variedade, e o estabilizador
da bandeira na qual V' = span{e,,...,e,_i11} é o subgrupo B das matrizes triangulares inferiores.

Seja G o grupo de Lie simplesmente-conexo conexo correspondente a g, N o subgrupo unipotente
superior de GG correspondente a n e B o subgrupo de Borel de G correspondente & b. Também temos
o subgrupo unipotente inferior N correspondente & 7t e o subgrupo de Borel B correspondente & b.

Queremos um espaco homogéneo S em G tal que exista U C S um subconjunto aberto na topologia
de Zariski, onde U = A™ (um espaco afim). Dessa maneira, podemos definir o anel de operadores
diferenciais D(U), que é uma &dlgebra de Weyl. Como g age em U através de g — VectU, podemos
obter uma aplicagao g — D(U).

Um candidato natural para um espaco homogéneo em G no qual podemos realizar g por operadores
diferenciais é a variedade bandeira G/B. A variedade bandeira tem um subconjunto aberto U =

N -[1] € G/B, chamado de big cell, que é isomorfo & N.

B.3 Realizacoes de campos livres no caso afim

Nesta secao, ao invés de considerar uma algebra de Lie g com dimensao finita, vamos considerar

uma algebra de Kac-Moody afim g,, que possui dimensao infinita.

B.3.1 Variedades bandeiras generalizadas

E possivel definir uma variedade bandeira para uma algebra de Kac-Moody arbitraria, e em par-
ticular para algebras de Kac-Moody afim. Vimos que a variedade bandeira é definida no contexto da
dimensao finita como o quociente do grupo de Lie G pelo seu subgrupo de Borel. Entretanto, no caso
das algebras afim existem alguns candidatos para o “subgrupo de Borel”, e entao vérias escolhas para
a variedade bandeira.

Pela sua propria definicao, cada dlgebra de Kac-Moody g vem equipada com uma decomposicao
de Cartan. Portanto, cada algebra de Kac-Moody vem equipada com duas escolhas ébvias para uma

subélgebra de Borel: b = h @1 e b = h @ n. Contudo, existem outras escolhas também. Considere
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a anti-involucao w em g que preserva h) e envia os geradores canonicos de n nos geradores canonicos
em 1, e vice-versa. E natural chamar uma subdlgebra b de g de subdlgebra de Borel generalizada se
b = bh @ n, onde n é uma subdlgebra de Lie de g tal que g = n @ h @ w(n). Em outras palavras, b é
subdlgebra de Borel generalizada de g se b +w(b) =ge bNw(b) = .

Agora, dada uma subalgebra de Borel generalizada, consideremos o subgrupo B correspondente
do grupo de Kac-Moody, e definimos a variedade bandeira correspondente como G/B. As variedades
bandeiras correspondentes & duas diferentes escolhas de subgrupos de Borel B e B’, sdo isomorfas
se, e somente se, B e B’ sao conjugados por um elemento de G. Por exemplo, se g é uma algebra
de Lie simples com dimensao finita, entdo todas as subdlgebras de Borel sdo conjugadas umas as
outras e, portanto, existe somente uma variedade bandeira a menos de um isomorfismo (e.g., temos

que G/B = G/B). Porém, se g tem dimensao infinita, isto estd longe de ser verdade.

B.3.2 O caso das algebras de Kac-Moody afim

Podemos examinar com mais detalhes decomposigoes de Cartan generalizadas de dlgebras de Kac-
Moody afim. Consideremos por um momento a versao polinomial da &lgebra afim g, a qual é a
extensdo central da dlgebra de Lie g ®@c C[t,t7!] (ao invés de considerar g @ C((t))). Vamos denoté-la

por /g\EOI. Esta dlgebra de Lie tem a seguinte decomposicao de Cartan:

Agol _ ;I{pol @Gpol ® ﬁpol 7 (B.Q)
onde
' = (n®cCl)a (g®ctClt) ,
p! = (hecCl)@Ce,

7! AE®cCl) ® (goct 'Cit™Y).

Podemos observar em (1.18) a definigdo da subédlgebra de Borel candnica Est de g.. Percebemos
que Hp‘)l = /b\ e %pd = %st. Porém, existe uma diferenca entre ng e nP°, que acontece por conta da
escolha de C[t,t!] ao invés de C((t)), visto que as poténcias positivas de ¢ em fig; podem ser infinitas.

As candidatas 6bvias para subdlgebras de Borel sio b = (Pl H) ¢ b = (/ﬁ\po1 @ 6), de forma
que podemos dizer informalmente que elas s@o versoes polinomiais da subalgebra de Borel canonica e
subdlgebra de Borel canénica oposta, respectivamente. Mas diferente do caso de dimensao finita, elas

nao sao conjugadas uma em relacao a outra, e entao dao origem a diferentes variedades bandeiras. De
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fato, o cendrio é mais rico, porque além das duas escolhas ébvias de subdlgebras de Borel descritas
acima existem outras escolhas “intermedidrias”. As mais naturais dentre elas sdo as subdlgebras de

Borel definidas a partir das seguintes subalgebras de Lie
(n@cClt ) @ (hect™'ClY) , @ecCl ) @ (b oc (Cl). (B.3)

Estas escolhas resultarao em uma versao polinomial “torcida” da subalgebra de Borel natural e
subélgebra de Borel natural oposta, respectivamente (veja Se¢ao 1.2). Saindo da versdo polinomial

podemos relembrar que

o~

9 = Tat @/b\nat ®Mpat , onde
Mpat = (n ®c C((t))) ® (h ®c t(C[[t]]) ,

Hnat = (h@CCI)@CC:Ha

o~

Mpat = (ﬁ ®c C((t))) ) (b ®c t_l(C[t_lD )

onde Enat = H@ﬁnat ¢é a subdlgebra de Borel natural e Enat = HEB ﬁnat é a subdlgebra de Borel natural
oposta de g.. Agora observando B.3 percebemos que os elementos h @ ¢, com h € h e n # 0, estao
invertidos se compararmos com a subalgebra de Borel natural e a subalgebra de Borel natural oposta.
Podemos dizer que utilizamos uma torcao ¢ nesses elementos. Indiquemos as subdlgebras de Borel
definidas por meio de B.3 por Enat,‘p e /E\nat,w, respectivamente.

Agora consideraremos os grupos de Lie correspondentes. Neste ponto retornamos para as versoes
das séries de poténcias formal das nossas algebras de Lie, ou seja, consideremos g, ao invés de 52"1.
Observe que, no que diz respeito as variedades bandeiras, as extensoes centrais sao irrelevantes, pois
qualquer subgrupo de Borel contera o centro e, portanto, quando a extensao central for quocientada
por um subgrupo de Borel, eliminamos o centro. Sendo assim consideraremos os grupos de loop. O
grupo de loop de g((t)) é o ind-grupo G((t)), ou seja, Lie(G(() = g((t)). Os grupos de lie By e Ny de

o~

bsi e Mg, respectivamente, sao subgrupos do grupo G [t]. Os grupos §St e ﬁst correspondendo a Est e
ﬁst, respectivamente, sdo subgrupos do ind-grupo G[t~1].

Agora vamos olhar para as variedades bandeiras correspondentes e suas ]Vst—érbitas. A razéao pela
qual estamos interessados em Nst—érbitas é a mesma que no caso da dimensao finita. Ou seja, existe
uma analogia da categoria O no caso afim, cujos objetos sao g,-médulos com agao diagonal de 6 e acao

localmente nilpotente de ng. Os espacos das funcoes delta suportadas em ]\Afst—érbitas (e espacos de

segoes globais de feixes Ng-equivariantes mais gerais) em qualquer das variedades bandeiras fornecem
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gx-moédulos da categoria O.

Pode-se mostrar que a variedade bandeira G((t)) /ﬁst pode receber a estrutura de um esquema de
tipo infinito. Além disso, ela é estratificada por Nst—érbitas de codimensao finita, parametrizadas pelo
grupo de Weyl afim. Em particular, existe uma érbita aberta U que é a anéloga da big cell U C G/B.
A 6rbita U é isomorfa ao limite projetivo de espacgos afim, e entao o espago de fungoes FunU em U
é o anel de polinémios em uma quantidade infinita de varidveis. A dlgebra de Lie g, age em U ,€eo0
espagos de fungoes FunU em U , considerados como g,-mdédulos via levantamento diferencial de g, na
algebra de operadores diferenciais, sdo justamente os médulos de Verma contragradientes sobre g,.

Por outro lado, a variedade bandeira “oposta” G((t))/Bs pode receber a estrutura de um ind-
esquema, estratificado pelas ]Vst—érbitas de dimensao finita (além disso, a ind-estrutura pode ser obtida
dos fechos destas érbitas, os quais sao variedades algébricas de dimensao finita). Os espagos das fungoes
delta suportadas na ]vst—érbita 1-ponto dao origem aos médulos de Verma sobre g;.

Outras Ny-6rbitas em G((t)/Bs ¢ G((t) /ﬁst dao origem a varios médulos de Verma torcidos
e modulos de Verma contragradientes torcidos. Note que médulos de Verma e médulos de Verma

contragradientes sobre g, agora “vivem” em diferentes variedades bandeiras.
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