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Resumo

KAWAI, D. E. N. Álgebras Normadas e Álgebras com Valor Absoluto. 2022. 181 f. Dissertação
(Mestrado) - Instituto de Matemática e Estatística, Universidade de São Paulo, São Paulo, 2022.

Apresentamos uma demonstração de uma generalização do Teorema de Frobenius-Zorn para
R-álgebras algébricas alternativas à direita sem divisores juntos de zero. Estudamos conceitos
e resultados básicos sobre álgebras normadas e mostramos uma generalização do Teorema de
Gelfand-Mazur-Kaplansky sobre classificação das álgebras normadas alternativas à direita sem
divisores topológicos juntos de zero. Depois estudamos a teoria básica de álgebras munidas com
valor absoluto, apresentando o Teorema de Urbanik-Wright de que uma R-álgebra com valor ab-
soluto e com unidade é isomorfa a R, C, H ou O. Fazemos um resumo da atual situação sobre
a classificação de álgebras com valor absoluto de dimensão finita. Apresentamos alguns resulta-
dos sobre álgebras com valor absoluto satisfazendo algumas identidades. Mostramos que toda
álgebra algébrica com valor absoluto tem dimensão finita e apresentamos uma classificação das
álgebras de grau 2 com valor absoluto.

Palavras-chave: Álgebras Normadas, Álgebras com Valor Absoluto, Álgebras Algébricas, Álge-
bras Satisfazendo Identidades.
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Abstract

KAWAI, D. E. N. Normed Algebras and Absolute Valued Algebras. 2022. 181 f. Dissertação (Mes-
trado) - Instituto de Matemática e Estatística, Universidade de São Paulo, São Paulo, 2022.

We present a proof of a generalization of Frobenius-Zorn Theorem for right alternative algebraic
R-algebras without joint divisors of zero. We study basic definitions and results about normed
algebras and we prove a generalization of Gelfand-Mazur-Kaplansky Theorem about classifica-
tion of right alternative normed algebras without topological joint divisors of zero. In sequence
we study the basic theory about absolute valued algebras, presenting the Urbanik-Wright The-
orem, that an absolute valued R-algebra with unity is isomorphic to R, C, H or O. We present
a summary about the current state about the classification of finite-dimensional absolute valued
algebras. We present some results about absolute valued algebras that satisfy certain identities.
We show that any algebraic absolute valued algebra is finite-dimensional and we present a clas-
sification of absolute valued algebras with degree 2.

Keywords: Normed Algebras, Absolute Valued Algebras, Algebraic Algebras, Algebras Satisfying
Identities.
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Capítulo 1

Introdução

Em várias áreas da matemática, como análise funcional e álgebra comutativa, estudamos várias
estruturas algébricas, como o corpo dos reais, o corpo dos complexos, espaços de Banach, espaços
de Hilbert e corpos valorados, considerando suas interações com estruturas matemáticas extras,
tais como uma topologia, norma ou produto interno. Suas motivações e aplicações aparecem em
outras ciências como a física e a química. Com isso, certas classes de álgebras passaram a ser
estudadas, como álgebras normadas e álgebras com valor absoluto.

Uma das principais motivações para o estudo de álgebras normadas e em particular álgebras
de Banach é o estudo da álgebra BL(X) das transformações lineares contínuas de um espaço
normado X nele mesmo, levando em consideração o conceito de norma de um operador. Um
estudo organizado sobre de álgebras normadas associativas foi iniciado por Gelfand em [Gel41].
Ali foram desenvolvidas conceitos como raio espectral, em analogia ao raio de convergência de
uma série de potências, e espectro de elemento, em analogia ao espectro de uma transformação
linear. A teoria geral das álgebras de Banach fornecem resultados em análise como o Teorema de
Wiener-Levy a respeito de séries trigonométricas. Mais detalhes podem ser vistas em [Ż73].

As álgebras com valor absoluto, além de serem exemplos particulares de álgebras normadas, têm
motivações em várias outras áreas de matemática. Uma delas é o estudo de corpos com valor
absoluto, sendo um exemplo clássico o artigo [Ost16] de Ostrowski, e possui aplicações em corpos
valorados na álgebra comutativa. Ele mostrou que todo valor absoluto não-trivial no corpo Q dos
números racionais é equivalente valor absoluto real usual ou ao valor absoluto p-ádico. Além
disso ele mostrou que todo corpo com valor absoluto arquimediano e completo é isomorfo a R ou
C. Mais detalhes podem ser vistos em [Kob84] e [Cas86].

Uma outra motivação para as álgebras com valor absoluto é o problema da expressividade de
produtos de somas de quadrados como somas de quadrados. Mais especificamente, Hurwitz em
1898 mostrou que, se n é um natural e aijk P R, i, j, k = 1, . . . , n, são reais tais que: n

ÿ

i=1

x2
i

 n
ÿ

j=1

y2
j

 =
n
ÿ

k=1

 n
ÿ

i,j=1

aijkxiyj

2

para quaisquer x1, . . . , xn, y1, . . . , yn P R, então n = 1, 2, 4 ou 8. De fato, Hurwitz em [Hur98]
mostrou que toda R-álgebra com valor absoluto induzido por produto interno e com unidade é
isomorfa a R, C, H ou O, onde H é a álgebra dos quatérnios e O é a álgebra dos octônios. Com
isso, surgiu o estudo de álgebras com composição sobre outros corpos e também o estudo de
álgebras com valor absoluto.

Albert em [Alb47] mostrou que toda álgebra com valor absoluto de dimensão finita é isotópica a
R, C, H ou O, em particular tem dimensão 1, 2, 4 ou 8 e sua norma vem de um produto interno.
Com ajuda de vários resultados particulares, Urbanik e Wright em [UW60] mostraram que toda
álgebra com valor absoluto e com unidade é isomorfa a R, C, H ou O e toda álgebra comutativa

1
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com valor absoluto é isomorfa a C ou
˚

C, onde
˚

C é uma álgebra isotópica a C com a multiplicação
x ˛ y = x̄ȳ, além de mostrarem a existência de álgebras com valor absoluto de dimensão infinita.
A partir disso, surgiram várias linhas de pesquisa, algumas das quais são as seguintes:

i) Classificar todas as álgebras com valor absoluto e com dimensão finita. Já foram classificados
as álgebras com valor absoluto de dimensão n = 1, 2 ou 4, restando ainda o caso n = 8.

ii) Descobrir novas propriedades, tais como existência de elementos semelhantes a unidades ou
identidades, de modo que toda álgebra com valor absoluto satisfazendo elas tenha dimensão
finita ou pelo menos seja pré-Hilbertiana, ou seja, sua norma venha de um produto interno.

Enquanto isso, também surgiu a questão de classificar de certas classes de álgebras normadas.
Gelfand em [Gel41] mostrou que C é a única C-álgebra normada associativa com divisão e Mazur,
com a ajuda do Teorema de Frobenius mostrou em [Maz38] que R-álgebras normadas associativas
com divisão são isomorfas a R, C ou H. Com auxílio de vários resultados particulares, El-Mallah
e Micali em [EMM80] mostraram que toda álgebra normada alternativa sem divisores topológicos
juntos de zero é isomorfa a R, C, H ou O. Com o auxílio de um resultado de Mikheev conforme
em [Mih69], podemos generalizar o resultado para álgebras normadas alternativas à direita sem
divisores topológicos juntos de zero.

Depois, os autores K. El-Amin, M. I. Ramirez e A. R. Palacios em [EARRP97] mostraram que toda
álgebra algébrica com valor absoluto tem dimensão finita, utilizando tópicos de análise funcional,
álgebras normadas e ultraprodutos de espaços normados. Desse modo podemos ver que toda
álgebra algébrica com valor absoluto terá grau algébrico limitado igual a 1, 2, 4 ou 8 e, para cada
álgebra com valor absoluto de dimensão finita, podemos tentar saber qual é o seu grau algébrico.
Palacios em [RP94] obteve uma classificação de todas as álgebras com valor absoluto e de grau no
máximo 2, mas a classificação daquelas com grau no máximo 4 ainda está em aberto.

1.1 Organização do Trabalho

No Capítulo 2, apresentamos alguns conceitos sobre estruturas algébricas, principalmente sobre
álgebras não-associativas, para estabelecer notações e terminologia para o presente trabalho e
apresentamos também os conceitos básicos de álgebras não-associativas livres, identidades e va-
riedades.

No Capítulo 3 apresentamos algumas classes de álgebras e, com a ajuda de um resultado de
Mikheev, demonstramos uma generalização do Teorema de Frobenius-Zorn, mais especificamente
que toda R-álgebra algébrica alternativa à direita sem divisores juntos de zero.

No Capítulo 4 estudamos conceitos e resultados básicos sobre álgebras normadas e, com a ajuda
da generalização do Teorema de Frobenius-Zorn, mostramos uma generalização do Teorema de
Gelfand-Mazur-Kaplansky, mais especificamente que R-álgebra normada alternativa à direita
sem divisores topológicos juntos de zero é isomorfa a R, C, H ou O.

No Capítulo 5, apresentamos o conceito de álgebra com valor absoluto, apresentamos o Teorema
de Urbanik-Wright de que uma R-álgebra com valor absoluto e com unidade é isomorfa a R, C, H

ou O. Depois, mostramos que toda álgebra com valor absoluto de dimensão finita tem dimensão
1, 2, 4 ou 8. Mostramos que toda álgebra com valor absoluto com dimensão ď 2 é isomorfo a R,

C, ˚C, C˚ ou
˚

C, onde C, ˚C, C˚ e
˚

C são as álgebras isotópicas padrões de C com as multiplicações
x ˛ y = xy, x ˛ y = x̄y, x ˛ y = xȳ e x ˛ y = x̄ȳ respectivamente. Apresentamos um resumo sobre
a classificação das álgebras com valor absoluto de dimensão 4 e tentativas de classificar as com
dimensão 8.

Em seguida, estudamos as álgebras com valor absoluto satisfazendo a identidade (x, x, x) = 0.
Primeiro mostramos que, se a norma é pré-Hilbertiana, então a álgebra tem dimensão finita. De-
pois, com a ajuda de um resultado a respeito de álgebras com composição de dimensão finita
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satisfazendo (x, x, x) = 0, mostramos que toda álgebra com valor absoluto com dimensão finita

satisfazendo (x, x, x) = 0 é isomorfa a R, C,
˚

C, H,
˚

H, O,
˚

O ou P.

No Capítulo 6, apresentaremos os conceitos necessários para mostrar que toda álgebra algébrica
com valor absoluto tem dimensão finita. Também mostramos que toda álgebra de grau ď 2 com

valor absoluto é isomorfa a R, C, ˚C, C˚,
˚

C, H, ˚H, H˚,
˚

H, O, ˚O, O˚,
˚

O ou P.
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Capítulo 2

Preliminares

Neste capítulo, apresentamos alguns conceitos sobre álgebras não-associativas para estabelecer
notações e terminologia para o presente trabalho. O símbolo N denotará o conjunto dos inteiros
positivos, Z denotará o conjunto dos inteiros, Q denotará o conjunto dos racionais, R denotará o
conjunto dos reais e C denotará o conjunto dos complexos. Para todo conjunto X, denotaremos a
função identidade em X por IX. Por fim, o símbolo K denotará o corpo R ou C.

2.1 Álgebras

Apresentaremos várias definições básicas sobre álgebras e forneceremos vários exemplos úteis
para o presente trabalho, com base em [Sch66].

2.1.1 Definições Iniciais

Definição 2.1.1. Uma K-álgebra, ou uma álgebra se K ficar claro pelo contexto, é um K-espaço
vetorial A munido de uma operação bilinear ˚ : A ˆ A Ñ A. A operação bilinear ˚ é chamada
multiplicação e em geral denotamos a ˚ b por ab se a multiplicação ficar clara pelo contexto.

Seja A um K-espaço vetorial e seja E uma de suas bases sobre K. A partir de uma função qualquer
f : E ˆ E Ñ A, podemos definir a multiplicação assim:ÿ

i

αiui

ÿ

j

β jvj

 =
ÿ

i,j

αiβ j f (ui, vj),

onde αi, β j P K e ui, vj P E. Com isso, obtemos uma estrutura de K-álgebra.

A multiplicação das K-álgebras podem satisfazer algumas propriedades algébricas familiares, tais
como a associatividade e comutatividade, que definiremos a seguir.

Definição 2.1.2. Seja A uma K-álgebra.

• Dizemos que A é associativa se (ab)c = a(bc) para quaisquer a, b, c P A.

• Dizemos que A é comutativa se ab = ba para quaisquer a, b P A.

Além disso, algumas K-álgebras podem possuir elementos importantes, tais como unidade.

Definição 2.1.3. Seja A uma K-álgebra e seja e P A.

• e é dito uma unidade à esquerda se satisfaz ea = a para todo a P A.

• e é dito uma unidade à direita se satisfaz ae = a para todo a P A.

• e é dito uma unidade se é uma unidade à esquerda e é uma unidade à direita.

5
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Seja A uma K-álgebra. Se e é uma unidade à esquerda e f é uma unidade à direita, então temos
e = e f = f . Em particular, se A é uma álgebra com unidade, então o elemento unidade é único.
Em geral denotamos tal elemento por 1. Além disso, identificamos α1 com α para todo escalar
α P K, de modo que nesse caso ocasionalmente escrevemos K Ď A em vez de K1 Ď A.

Seja A uma K-álgebra. Seja e P A um elemento. Se e é uma unidade à esquerda ou uma unidade à
direita, é fácil ver que ee = e. Elementos desse tipo possui um nome especial.

Definição 2.1.4. Seja A uma K-álgebra e seja e P A. Dizemos que e é idempotente se ee = e.

O termo “idempotência” foi introduzido por Benjamin Peirce em 1870 no contexto de elementos
de álgebras que são invariantes quando elevados a uma potência inteira positiva, e literalmente
significa “mesma potência”, de “idem” + “potência” (“mesma” + “potência”).

Exemplo 2.1.5. Consideremos a matriz:

E =

(
1 0
0 0

)

Então E é idempotente, mas não é uma unidade à esquerda nem uma unidade à direita da álgebra
das matrizes.

Algumas K-álgebras possuem multiplicações de estruturas essencialmente iguais no ponto de
vista da álgebra. Mais especificamente apresentamos as seguintes definições.

Definição 2.1.6. Sejam A e B duas K-álgebras. Um homomorfismo de A em B é uma função linear
f : A Ñ B tal que:

f (ab) = f (a) f (b)

para quaisquer a, b P A. O homomorfismo f é dito isomorfismo se f é uma função bijetora.

2.1.2 Exemplos Iniciais

Exemplo 2.1.7. Os números complexos, denotado por C, podem ser definidos assim. Seja C = R2,
então C possui a seguinte base:

1 = (1, 0), i = (0, 1).

Para definirmos uma multiplicação em C, basta definirmos o seguinte:

1 ¨ 1 = 1, 1 ¨ i = i, i ¨ 1 = i, i ¨ i = ´1.

Com isso, obtemos a seguinte multiplicação:

(α0, α1)(β0, β1) = (α0β0 ´ α1β1, α0β1 + α1β0)

para α0, α1, β1, β2 P R. Então C é uma R-álgebra associativa, comutativa e com unidade.

Exemplo 2.1.8. A álgebra dos quatérnios, denotada por H e descoberta por Hamilton em 1843, é
definida assim. Seja H = R4, então H possui a seguinte base:

1 = (1, 0, 0, 0), i = (0, 1, 0, 0), j = (0, 0, 1, 0), k = (0, 0, 0, 1).

Para definirmos uma multiplicação em H, começamos assim:

• 1e = e1 = e para e P t1, i, j, ku.

• i2 = j2 = k2 = ´1.
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Para os casos restantes, observemos a Figura 2.1. Quando a multiplicação estiver no sentido das
setas, permanece o sinal positivo. Por exemplo, ij = k. Quando a multiplicação está no sentido
contrário da seta, adota-se o sinal negativo. Por exemplo, ji = ´k.

Figura 2.1: Multiplicação de i, j e k em H e o produto vetorial ˆ em R3, onde i2 = j2 = k2 = ´1.

A Tabela 2.1 abaixo apresenta todas as combinações possíveis.

1 i j k
1 1 i j k
i i ´1 k ´j
j j ´k ´1 i
k k j ´i ´1

Tabela 2.1: Tabela de multiplicação apresentada para os quatérnios.

Explicitamente, dados x, y P H, com:

x = α01 + α1i + α2 j + α3k,

y = β01 + β1i + β2 j + β3k,

temos:
x ¨ y = (α0β0 ´ α1β1 ´ α2β2 ´ α3β3)1

+ (α0β1 + α1β0 + α2β3 ´ α3β2)i

+ (α0β2 ´ α1β3 + α2β0 + α3β1)j

+ (α0β3 + α1β2 ´ α2β1 + α3β0)k

Portanto, H é uma R-álgebra associativa com unidade, mas não é comutativa.

Exemplo 2.1.9. A álgebra dos octônios, denotada por O, descoberta por Graves em 1843 e depois
redescoberta por Cayley em 1845, é definida assim. Seja O = R8, então seus elementos podem ser
representados na seguinte forma:

α01 + α1e1 + α2e2 + α3e3 + α4e4 + α5e5 + α6e6 + α7e7,

com αi P R, i = 0, . . . , 7. Para definirmos uma multiplicação em O, começamos assim:

• 1ei = ei1 = ei para i = 1, . . . , 7.

• e2
i = ´1 para i = 1, . . . , 7.
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Os casos restantes podem ser representados por meio do chamado Plano de Fano, ilustrado na
Figura 2.2. Quando a multiplicação estiver no sentido das setas, permanece o sinal positivo. Por
exemplo, e3e4 = e6. Quando a multiplicação está no sentido contrário da seta, adota-se o sinal
negativo. Por exemplo, e4e3 = ´e6.

Figura 2.2: Plano de Fano representando a multiplicação entre os elementos da base de O.

A tabela 2.2 abaixo apresenta todas as combinações possíveis do plano de Fano.

1 i j k l u v w
1 1 i j k l u v w
i i ´1 k ´j ´u l ´w v
j j ´k ´1 i ´v w l ´u
k k j ´i ´1 ´w ´v u l
l l u v w ´1 ´i ´j ´k
u u ´l ´w v i ´1 ´k j
v v w ´l ´u j k ´1 ´i
w w ´v u ´l k ´j i ´1

Tabela 2.2: Tabela de multiplicação apresentada pelo plano de Fano.

O Plano de Fano determina completamente a multiplicação em O. De fato, para x, y P O, com:

x = α01 + α1i + α2 j + α3k + α4l + α5u + α6v + α7w,

y = β01 + β1i + β2 j + β3k + β4l + β5u + β6v + β7w,
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temos:
x ¨ y = (α0β0 ´ α1β1 ´ α2β2 ´ α3β3 ´ α4β4 ´ α5β5 ´ α6β6 ´ α7β7)1

+ (α0β1 + α1β0 + α2β3 ´ α3β2 ´ α4β5 + α5β4 ´ α6β7 + α7β6)i

+ (α0β2 ´ α1β3 + α2β0 + α3β1 ´ α4β6 + α5β7 + α6β4 ´ α7β5)j

+ (α0β3 + α1β2 ´ α2β1 + α3β0 ´ α4β7 ´ α5β6 + α6β5 + α7β4)k

+ (α0β4 + α1β5 + α2β6 + α3β7 + α4β0 ´ α5β1 ´ α6β2 ´ α7β3)l

+ (α0β5 ´ α1β4 ´ α2β7 + α3β6 + α4β1 + α5β0 ´ α6β3 + α7β2)u

+ (α0β6 + α1β7 ´ α2β4 ´ α3β5 + α4β2 + α5β3 + α6β0 ´ α7β1)v

+ (α0β7 ´ α1β6 + α2β5 ´ α3β4 + α4β3 ´ α5β2 + α6β1 + α7β0)w

Esta álgebra tem unidade e não é associativa. Não obstante, ela satisfaz identidades algébricas
próximas da associatividade, expressas na definição a seguir.

Definição 2.1.10. Uma K-álgebra é dita alternativa se satisfaz as seguintes identidades:

(xx)y = x(xy), (xy)y = x(yy),

para quaisquer x, y P A.

Álgebras alternativas têm esse nome pois podemos mostrar que a função:

f (x, y, z) = (xy)z ´ x(yz)

é uma função trilinear alternada, ou seja, vale zero se dois dos valores x, y, z forem iguais.

Exemplo 2.1.11. As R-álgebras R, C, H e O são R-álgebras alternativas. Podemos verificar que O

é alternativa testando todas as possibilidades para os elementos da base 1, e1, . . . , e7, mas também
podemos utilizar a Proposição 2.1.20

Por fim, mostraremos um exemplo de que uma K-álgebra pode ter duas unidades à esquerda
diferentes.

Exemplo 2.1.12. Seja A = R2 e consideremos a base:

u = (1, 0), v = (0, 1).

Consideremos a seguinte multiplicação:

u ¨ u = u, u ¨ v = v, v ¨ u = u, v ¨ v = v.

Então u e v são unidades à esquerda.

2.1.3 Construção de Cayley-Dickson

As R-álgebras R, C, H e O podem ser obtidas através da chamada construção de Cayley-Dickson.
Ela apresenta uma forma de obtermos uma nova álgebra a partir do que chamamos de álgebra
com involução.

Definição 2.1.13. Uma K-álgebra com involução é uma K-álgebra A munido de uma função
linear ˚ : A Ñ A, denotada também por a ÞÑ a˚, satisfazendo as seguintes propriedades para
quaisquer a, b P A:
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• a˚˚ = a.

• (ab)˚ = b˚a˚.

A construção de Cayley-Dickson é uma generalização da construção dos números complexos a
partir dos números reais.

Definição 2.1.14. Seja A uma K-álgebra com involução e seja α P K. A construção de Cayley-
Dickson é o K-espaço Dα(A) = A ‘ A, na qual definimos:

(a1, a2)(a3, a4) = (a1a3 + αa4a˚
2 , a˚

1 a4 + a3a2)

e também definimos:
(a1, a2)

˚ = (a˚
1 , ´a2).

Então Dα(A) é uma K-álgebra com involução. Além disso, denotaremos D´1(A) por D(A).

Podemos aplicar a construção de Cayley-Dickson várias vezes sucessivas em uma álgebra com
involução. Além disso, temos um homomorfismo injetor de A em Dα(A).

Proposição 2.1.15. Seja A uma K-álgebra com involução e seja α P K. Então a função a ÞÑ (a, 0) é
um homomorfismo injetor de A em Dα(A).

Exemplo 2.1.16. Consideremos a R-álgebra R com a função x˚ = x. Aplicando a construção
de Cayley-Dickson, obtemos D(R) = C, onde x˚ = x̄ é a conjugação usual dos complexos. Apli-
cando novamente a construção, obtemos D(C) = H. Além disso, obtemos D(H) = O. A seguinte
figura mostra várias álgebras posteriores obtidas pela construção de Cayley-Dickson.

Figura 2.3: Álgebras obtidas a partir de R por construções sucessivas de Cayley-Dickson.

As R-álgebras R, C, H e O possuem unidade e satisfazem 1˚ = 1. De modo geral temos.

Proposição 2.1.17. Seja A uma K-álgebra com involução e seja e P A.

• Se e é uma unidade à esquerda, então e˚ é uma unidade à direita.

• Se e é uma unidade à direita, então e˚ é uma unidade à esquerda.

Em particular, se A tem unidade 1, então 1˚ = 1.

Demonstração. Se e é uma unidade à esquerda, então para todo a P A temos:

ea˚ = a˚,

assim:
(ea˚)˚ = a˚˚,

portanto ae˚ = a.

A construção de Cayley-Dickson preserva unidades, conforme a seguinte proposição.
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Proposição 2.1.18. Seja A uma K-álgebra com involução e com unidade 1 e seja α P K. Então
Dα(A) tem unidade (1, 0).

A construção de Cayley-Dickson em geral não preserva comutatividade.

Proposição 2.1.19. Seja A uma K-álgebra com involução e com unidade 1 e seja α P K. Então
Dα(A) é comutativa se e só se a˚ = a para todo a P A.

Demonstração. Temos o seguinte:

(a1, a2)(a3, a4) = (a1a3 + αa4a˚
2 , a˚

1 a4 + a3a2), (2.1)

e também:
(a3, a4)(a1, a2) = (a3a1 + αa2a˚

4 , a˚
3 a2 + a1a4). (2.2)

a) Suponhamos que a˚ = a para todo a P A. Então A é comutativa, pois:

ab = (ab)˚ = b˚a˚ = ba.

Por isso, juntamente com (2.1) e (2.2), é fácil ver que Dα(A) é comutativa.

b) Suponhamos que Dα(A) seja comutativa. Então para todo a P A temos:

(a, 0)(0, 1) = (0, a˚), (0, 1)(a, 0) = (0, a),

assim a˚ = a.

A construção de Cayley-Dickson em geral também não preserva associatividade.

Proposição 2.1.20. Seja A uma K-álgebra com involução e com unidade e seja α P K. Então Dα(A)
é associativa se e só se A é associativa e comutativa.

Demonstração. Temos a seguinte identidade, que chamaremos de (˚):(
(a1, a2)(a3, a4)

)
(a5, a6)

= (a1a3 + αa4a2, a1a4 + a3a2)(a5, a6)

=
(
(a1a3 + αa4a2)a5 + αa6(a1a4 + a3a2), (a1a3 + αa4a2)a6 + a5(a1a4 + a3a2)

)
=

(
(a1a3 + αa4a2)a5 + αa6(a4a1 + a2a3), (a3a1 + αa2a4)a6 + a5(a1a4 + a3a2)

)
=

(
(a1a3)a5 + α(a4a2)a5 + αa6(a4a1) + αa6(a2a3), (a3a1)a6 + α(a2a4)a6 + a5(a1a4) + a5(a3a2)

)
,

e também temos a seguinte identidade, que chamaremos de (˚˚):

(a1, a2)
(
(a3, a4)(a5, a6)

)
= (a1, a2)(a3a5 + αa6a4, a3a6 + a5a4)

=
(
a1(a3a5 + αa6a4) + α(a3a6 + a5a4)a2, a1(a3a6 + a5a4) + (a3a5 + αa6a4)a2

)
=

(
a1(a3a5) + αa1(a6a4) + α(a3a6)a2 + α(a5a4)a2, a1(a3a6) + a1(a5a4) + (a3a5)a2 + α(a6a4)a2

)
.

a) Suponhamos que A seja associativa e comutativa. Comparando os termos de (˚) e (˚˚), é fácil
ver que Dα(A) é associativa.
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b) Suponhamos que Dα(A) seja associativa. É fácil ver que A é associativa. Além disso, para
a, b P A temos: (

(0, 1)(b, 0)
)
(a, 0) = (0, ab), (0, 1)

(
(b, 0)(a, 0)

)
= (0, ba),

assim ab = ba. Portanto A é comutativa.

Consideraremos um tipo importante de K-álgebra com involução sobre a qual consideramos a
construção de Cayley-Dickson, as chamadas álgebras de Cayley.

Definição 2.1.21. Uma K-álgebra de Cayley é uma K-álgebra com involução e com unidade sa-
tisfazendo as seguintes propriedades para todo a P A:

• a + a˚ P K1.

• aa˚ P K1.

Sendo assim, para todo a P A definiremos τa, νa P K assim:

a + a˚ = τa1, aa˚ = νa1. (2.3)

Uma propriedade imediata da K-álgebras de Cayley é a seguinte:

Proposição 2.1.22. Seja A uma K-álgebra de Cayley. Então:

aa˚ = a˚a.

para todo a P A.

Demonstração. De fato:
aa˚ = aτa ´ aa = τaa ´ aa = a˚a,

como queríamos demonstrar.

Outra propriedade útil é a seguinte.

Proposição 2.1.23. Seja A uma K-álgebra de Cayley. Então:

τab = τba

para quaisquer a, b P A.

Demonstração. Temos o seguinte:

τab = (a + b˚)(a + b˚)˚ ´ aa˚ ´ b˚b = (a + b˚)˚(a + b˚) ´ a˚a ´ bb˚ = τba,

como queríamos demonstrar.

Exemplo 2.1.24. As R-álgebras R, C, H e O são R-álgebras de Cayley. De modo geral, temos a
seguinte proposição.

Proposição 2.1.25. Seja A uma K-álgebra de Cayley e α P K. Então a construção de Cayley-
Dickson Dα(A) também é uma K-álgebra de Cayley.

Demonstração. Para uma melhor visualização, para todo a P A denotaremos a˚ por a. Lembremos
que, se 1 é a unidade de A, então (1, 0) é a unidade de Dα(A). Temos:

(a, b) + (a, b) = (a, b) + (a, ´b) = (a + a, 0) P K1

e também:
(a, b)(a, b) = (a, b)(a, ´b) = (aa ´ αbb, 0) P K1.

Assim Dα(A) é uma K-álgebra de Cayley.
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A demonstração acima mostra que, se A é uma álgebra de Cayley, então em Dα(A) temos:

τ(a,b) = τa, ν(a,b) = νa ´ ανb. (2.4)

A construção de Cayley-Dickson em geral não preserva a alternatividade. Primeiro, notemos que,
numa álgebra de Cayley A, as seguintes condições são equivalentes:

• (xx)y = x(xy) para quaisquer x, y P A.

• (x˚x)y = x˚(xy) para quaisquer x, y P A.

• (xx˚)y = x(x˚y) para quaisquer x, y P A.

De fato, temos o seguinte:(
(x + x˚)x

)
y = (τxx)y = τx(xy) = (x + x˚)(xy),(

x(x + x˚)
)

y = (xτx)y = x(τxy) = x
(
(x + x˚)y

)
.

Analogamente, numa álgebra de Cayley A, as seguintes condições são equivalentes:

• (xy)y = x(yy) para quaisquer x, y P A.

• (xy˚)y = x(y˚y) para quaisquer x, y P A.

• (xy)y˚ = x(yy˚) para quaisquer x, y P A.

Com isso, podemos apresentar a próxima proposição.

Proposição 2.1.26. Seja A uma K-álgebra de Cayley e seja α P K. Então Dα(A) é alternativa se e
só se A é associativa.

Demonstração. Pela identidade (2.4), temos o seguinte:(
(a1, a2)(a1, a2)

)
(a3, a4) = (νa1 a3 ´ ανa2 a3, νa1 a4 ´ ανa2 a4).

(a1, a2)
(
(a3, a4)(a3, a4)

)
= (νa3 a1 ´ ανa4 a1, νa3 a2 ´ ανa4 a2).

a) Suponhamos que A seja alternativa. Pela identidade (˚) da demonstração da Proposição 2.1.20:(
(a1, a2)(a3, a4)

)
(a3, a4)

=
(
(a1a3)a3 ´ α(a4a2)a3 ´ αa4(a4a1) + αa4(a2a3), (a3a1)a4 ´ α(a2a4)a4 ´ a3(a1a4) + a3(a3a2)

)
=

(
νa3 a1 ´ α(a4a2)a3 ´ νa4 a1 + αa4(a2a3), (a3a1)a4 ´ ανa4 a2 ´ a3(a1a4) + νa3 a2

)
.

Pela identidade (˚˚) da demonstração da Proposição 2.1.20:

(a1, a2)
(
(a1, a2)(a3, a4)

)
=

(
a1(a1a3) ´ αa1(a4a2) + α(a1a4)a2 ´ α(a3a2)a2, a1(a1a4) ´ a1(a3a2) + (a1a3)a2 ´ α(a4a2)a2

)
=

(
νa1 a3 ´ αa1(a4a2) + α(a1a4)a2 ´ ανa2 a3, νa1 a4 ´ a1(a3a2) + (a1a3)a2 ´ ανa2 a4

)
.

b) Suponhamos que A seja associativa. Comparando os termos do raciocínio acima, é fácil ver que
Dα(A) é alternativa.
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c) Suponhamos que Dα(A) seja alternativa. Então A é alternativa, logo para a, b, c P A temos:(
(b, 0)(a, c)

)
(a, c) ´ (b, 0)

(
(a, c)(a, c)

)
=
(
(ab)c ´ a(bc), 0

)
.

Assim A é associativa.

2.1.4 Álgebra dos Polinômios

Expressaremos a noção familiar de polinômios através do conceito de K-álgebras.

Definição 2.1.27. Definiremos a K-álgebra dos polinômios é o K-espaço K[x] com uma base
infinita enumerável cujos elementos denotaremos por x0, x1, x2, x3, . . . . A multiplicação é definida
assim:

xmxn = xm+n

para quaisquer m, n P N Y t0u. Essa K-álgebra é uma K-álgebra associativa, comutativa e com
unidade, mais especificamente a unidade é o elemento x0, que denotaremos por 1, além disso
denotaremos x1 por x.

A álgebra dos polinômios apresenta a seguinte propriedade, que exprime a ideia da substituição
da incógnita x por um valor.

Proposição 2.1.28. Seja A uma K-álgebra associativa com unidade e seja a P A. Então existe um
único homomorfismo de K-álgebras φa : K[x] Ñ A tal que φa(1) = 1 e φa(x) = a.

Por causa disso, se p P K[x], então costumamos denotar p por p(x) e para cada a P A costumamos
denotar φa(p) por p(a).

2.1.5 Produto de Kronecker

Assim como podemos considerar o produto cartesiano de dois conjuntos, podemos considerar o
chamado produto de Kronecker de duas K-álgebras. Para isso revisaremos brevemente o conceito
de produto tensorial de dois K-espaços.

Definição 2.1.29. Sejam X e Y dois K-espaços. Sejam E e F bases de X e Y respectivamente. Nós
definimos um produto tensorial de X e Y como um K-espaço vetorial X bK Y com uma base
consistindo de elementos ge, f indexados por (e, f ) P E ˆ F, juntamente com a única função bilinear
b : X ˆ Y Ñ X bK Y, denotada por (x, y) ÞÑ x b y, tal que e b f = ge, f para quaisquer e P E e
f P F.

A escolha das bases E e F de X e Y respectivamente não é muito relevante no sentido de que todos
os possíveis candidatos a um produto tensorial de X e Y são isomorfos um ao outro, através da
seguinte proposição.

Proposição 2.1.30. Sejam X e Y dois K-espaços vetoriais. Para quaisquer K-espaço vetorial Z e
função bilinear h : X ˆ Y Ñ Z, então existe uma única função linear ĥ : X bK Y Ñ Z tal que
ĥ(x b y) = h(x, y) para quaisquer x P X e y P Y.

Podemos apresentar um modo de obtermos o produto tensorial que não envolve escolha de bases.
Sejam X e Y dois K-espaços. Consideremos um K-espaço Z com base consistindo de elementos
ex,y onde (x, y) P X ˆ Y. Seja W o subespaço de Z consistindo de combinações lineares de todos
os elementos de uma das seguintes formas:

• ex+x1,y ´ ex,y ´ ex1,y,

• eαx,y ´ αex,y,

• ex,y+y1 ´ ex,y ´ ex,y1 ,
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• ex,βy ´ βex,y,

onde x, x1 P X, y, y1 P Y e α, β P K. Então o K-espaço quociente Z/W é um produto tensorial dos
espaços X e Y.

Definição 2.1.31. Sejam A e B duas K-álgebras. O produto de Kronecker é o produto tensorial
A bK B munido de uma multiplicação dada por:

(a b b)(a1 b b1) = aa1 b bb1

para quaisquer a, a1 P A e b, b1 P B.

A multiplicação está bem definida. De fato, sendo E e F bases de A e B respectivamente, então os
elementos e b f onde (e, f ) P E ˆ F constituem uma base de A bK B, de modo que basta definirmos
a multiplicação assim:

(e b f )(e1 b f 1) = ee1 b f f 1

para e, e1 P E e f , f 1 P F.

Além disso, o produto de Kronecker apresenta a seguinte propriedade.

Proposição 2.1.32. Sejam A e B duas K-álgebras. Para quaisquer K-álgebra C e função bilinear
f : A ˆ B Ñ C satisfazendo a seguinte propriedade:

f (a, b) f (a1, b1) = f (aa1, bb1)

para quaisquer a, a1 P A e b, b1 P B, então existe um único homomorfismo de K-álgebras f̂ :
A bK B Ñ C função linear f̂ : A bK B Ñ C tal que f̂ (a b b) = f (a, b) para quaisquer a P A e b P B.

2.1.6 Subálgebras e Ideais

Durante o estudo de K-álgebras, apresentaremos alguns subconjuntos importantes, bem como
notações e terminologia úteis para o presente trabalho.

Definição 2.1.33. Seja A uma K-álgebra. Para quaisquer subespaços X e Y de A, denotamos por
XY o subespaço gerado pelos elementos da forma xy onde x P X e y P Y. Também definimos:

X1 = X, Xn = Xn´1X + Xn´2X2 + ¨ ¨ ¨ + XXn´1

para todo subespaço X de A.

Em seguida, definiremos o que são subálgebras e ideais de uma K-álgebra.

Definição 2.1.34. Seja A uma K-álgebra. Dizemos o seguinte:

• Uma subálgebra de A é um subespaço B de A tal que para quaisquer a, b P B tenhamos
ab P B.

• Um ideal à direita (resp. à esquerda) de A é um subespaço I de A tal que para quaisquer
a P A e x P I tenhamos xa P I (resp ax P I). Mais concisamente, isso equivale a dizer que
IA Ď I (resp. AI Ď I).

• Um ideal de A é um subconjunto I de A que é simultaneamente um ideal à direita e um
ideal à esquerda de A.

Conforme o próximo exemplo, existem K-álgebras onde existem subálgebras que não são ideais.

Exemplo 2.1.35. Consideremos a K-álgebra dos polinômios A = K[x]. Consideremos o conjunto
B das combinações lineares dos elementos 1, x2, x4, . . . . Então B é uma subálgebra de A, mas não
é um ideal, pois x2 P B, mas x ¨ x2 = x3 R B.
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Conforme o próximo exemplo, existem K-álgebras onde existem ideais à esquerda que não são
ideais.

Exemplo 2.1.36. Sejam x e y dois símbolos e seja Z o conjunto das sequências finitas α1 ¨ ¨ ¨ αn onde
αi P tx, yu, incluindo a sequência vazia. Seja A um K-espaço com base consistindo de elementos
ez onde z P Z. Definimos uma multiplicação em A assim:

ezew = ezw,

onde z, w P Z e zw é a concatenação de z e w. Seja B o conjunto das combinações lineares dos
elementos da forma ezx, onde z P Z. Então B é um ideal à esquerda de A, mas não é um ideal de
A, pois ex P B, mas exey = exy R B.

Definição 2.1.37. Seja A uma K-álgebra e seja X um subconjunto de A.

• Denotamos o conjunto das combinações lineares de X por LinK(X), ou Lin(X) se K ficar
claro pelo contexto. Se X = tx1, . . . , xnu, denotamos LinK(tx1, . . . , xnu) por Kx1 + ¨ ¨ ¨+Kxn.

• Definimos a subálgebra de A gerada por X como a interseção de todas as subálgebras de A
que contém X e denotamos por A(X). Se X = tx1, . . . , xnu, denotamos A(tx1, . . . , xnu) por
A(x1, . . . , xn).

Definição 2.1.38. Seja A uma K-álgebra e I um ideal de A. Definimos a álgebra quociente de A
por I como sendo o K-módulo quociente A/I munido do produto definido por:

(a + I)(b + I) = ab + I

para quaisquer a, b P A.

Observe que o produto está bem definido, já que não depende da escolha dos representantes das
classes laterais. A classe lateral a + I ocasionalmente será denotada por a.

A função π : A Ñ A/I dada por π(a) = a + I é um homomorfismo de álgebras. Chamaremos
essa função de homomorfismo natural.

Proposição 2.1.39 (Teorema do Isomorfismo). Sejam A e B duas K-álgebra. Se f : A Ñ B é um
homomorfismo sobrejetor, então existe um isomorfismo φ : A/Ker( f ) Ñ B tal que φ(π(a)) =
f (a) para todo a P A.

Com o conceito dos ideais, definiremos o que são K-álgebras simples, K-álgebras primas e K-
álgebras semiprimas.

Definição 2.1.40. Uma K-álgebra A é dita simples se A2 ‰ t0u e também os únicos ideais de A
são t0u e A.

Todo anel com divisão é um anel simples. O próximo exemplo apresenta uma álgebra simples que
não é um anel com divisão.

Exemplo 2.1.41. Seja Mn(K) a K-álgebra das matrizes quadradas com entradas em K. Então
Mn(K) é simples.

Apresentaremos o conceito de álgebra prima, que é uma generalização natural dos domínios de
integridade e das álgebras simples.

Definição 2.1.42. Uma K-álgebra é dita prima se A ‰ 0 e, para quaisquer ideais I e J de A, se
I J = 0, então I = 0 ou J = 0.

Apresentaremos o conceito de álgebra semiprima, que é uma generalização das álgebras primas.

Definição 2.1.43. Uma K-álgebra é dita semiprima se A ‰ 0 e, para qualquer ideal I de A, se
I2 = 0, então I = 0.

Por exemplo, o anel Z6 é um anel semiprimo, mas não é um anel primo.
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2.1.7 Adjunção de Unidade

Se A é uma K-álgebra sem unidade, pode ser útil considerar A como uma subálgebra de uma
K-álgebra com unidade. A menor K-álgebra com unidade contendo A é a K-álgebra A# obtida
de A através da adjunção de uma unidade, conforme a seguinte definição.

Definição 2.1.44. Seja A uma K-álgebra. Definimos:

A# = A ‘ K

como a soma direta dos K-módulos A e K, denotando os elementos de A# na forma a + α, onde
a P A e α P K. Definimos uma multiplicação da seguinte maneira:

(a + α)(b + β) = (ab + αb + βa) + αβ,

onde a, b P A e α, β P K. Chamamos A# de adjunção formal de unidade em A.

Com essa definição, podemos facilmente ver que A é uma subálgebra de A#. Aliás, A é de fato um
ideal de A#. Além disso, várias propriedades algébricas são preservadas pela adjunção formal da
unidade.

Proposição 2.1.45. Seja A uma K-álgebra com unidade. Então temos o seguinte:

• Se A é associativa, então A# é associativa.

• Se A é comutativa, então A# é comutativa.

A próxima proposição expressa o fato de que A# é a menor álgebra com unidade que contém uma
dada álgebra A sem unidade.

Proposição 2.1.46. Seja A uma K-álgebra. Seja B uma K-álgebra com unidade e seja f : A Ñ B um
homomorfismo de K-álgebras. Então existe um único homomorfismo de K-álgebras f̂ : A# Ñ B
tal que f (1) = 1.

Exemplo 2.1.47. Seja A uma K-álgebra associativa e seja X um subespaço de A. Então o ideal de
A gerado por X é o conjunto X + XA + AX + AXA. Por outro lado, podemos considerar A como
subálgebra de A#, assim o ideal de A gerado por X pode ser expresso mais concisamente como
A#XA#.

2.1.8 Associatividade e Comutatividade

Na definição de K-álgebra, não assumimos que a álgebra seja associativa ou comutativa. Por isso,
as seguintes notações são úteis para abreviar algumas contas.

Definição 2.1.48. Seja A uma K-álgebra.

• Dados elementos a, b, c P A, definimos o associador (a, b, c) de a, b, c por:

(a, b, c) = (ab)c ´ a(bc).

• Dados elementos a, b P A, definimos o comutador [a, b] de a, b por:

[a, b] = ab ´ ba.

• Dados elementos a, b P A, definimos o produto de Jordan a ‚ b de a, b por:

a ‚ b =
1
2
(ab + ba).
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Com a notação de associador, temos uma identidade que é válida em qualquer K-álgebra.

Proposição 2.1.49. Seja A uma K-álgebra. Então a seguinte identidade:

x(y, z, w) + (x, y, z)w = (xy, z, w) ´ (x, yz, w) + (x, y, zw)

é válida para quaisquer x, y, z, w P A.

Demonstração. Só desenvolver os associadores.

O comutador e o produto de Jordan são funções bilineares, aí podemos obter novas estruturas de
álgebras.

Definição 2.1.50. Seja A uma K-álgebra.

• Definimos a K-álgebra A(´) como o espaço vetorial de A munido do comutador.

• Definimos a K-álgebra A(+) como o espaço vetorial de A munido do produto de Jordan.

Seja A uma K-álgebra associativa. A K-álgebra A(´) satisfaz algumas identidades importantes,
que definem o que chamamos de K-álgebra de Lie.

Definição 2.1.51. Uma K-álgebra de Lie é uma K-álgebra A tal que as seguintes identidades são
satisfeitas para quaisquer x, y, z P A:

• xx = 0.

• (xy)z + (yz)x + (zx)y = 0.

Proposição 2.1.52. Seja A uma K-álgebra associativa. Então toda subálgebra de A(´) é uma K-
álgebra de Lie.

A recíproca também é verdadeira, através do chamado Teorema de Poincaré–Birkhoff–Witt. A
demonstração pode ser vista, por exemplo, no Capítulo 5 de [Jac79] e no Capítulo 5 de [Hum78].

Teorema 2.1.53. Seja A uma K-álgebra de Lie. Então existe uma K-álgebra associativa B tal que
A seja isomorfa a uma subálgebra de B(´).

Seja A uma K-álgebra associativa. A K-álgebra A(+) satisfaz algumas identidades importantes,
que definem o que chamamos de K-álgebra de Jordan.

Definição 2.1.54. Uma K-álgebra de Jordan é uma K-álgebra A tal que as seguintes identidades
são satisfeitas para quaisquer x, y P A:

• [x, y] = 0.

• (xx, y, x) = 0.

Proposição 2.1.55. Seja A uma K-álgebra associativa. Então toda subálgebra de A(+) é uma K-
álgebra de Jordan.

Diferentemente das K-álgebras de Lie, a recíproca da proposição anterior não é verdadeira.

Exemplo 2.1.56. Seja O a R-álgebra dos octônios com a involução usual obtida de sucessivas
construções de Cayley-Dickson a partir de R, e seja M3(O) a R-álgebra das matrizes quadradas
de tamanho 3 com entradas em O. A função X ÞÑ X˚, onde X˚ é a matriz obtida de X aplicando a
involução em cada entrada e transpondo, ou seja, a transposta-conjugada de X, é uma involução
em M3(O). Seja A o conjunto das matrizes X P M3(O) tais que X˚ = X. Então A é uma subálgebra
de M3(O)(+). A R-álgebra A é uma R-álgebra de Jordan, mas não existem R-álgebras associativas
B tais que A seja isomorfa a uma subálgebra de B(+).
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No entanto, temos uma pequena porção da recíproca, através do chamado Teorema de Shirshov,
cuja demonstração pode ser vista no Capítulo 3 de [ZSSS82].

Teorema 2.1.57. Seja A uma K-álgebra de Jordan gerada por dois elementos. Então existe uma K-
álgebra associativa B tal que A seja isomorfa a uma subálgebra de B(+).

Apresentaremos os conjuntos dos elementos que associam ou comutam com outros elementos em
uma K-álgebra.

Definição 2.1.58. Seja A uma K-álgebra.

• Definimos o centro associativo à esquerda como o conjunto Nλ(A) dos p P A tais que:

(p, x, y) = 0

para quaisquer x, y P A.

• Definimos o centro associativo ao meio como o conjunto Nµ(A) dos p P A tais que:

(x, p, y) = 0

para quaisquer x, y P A.

• Definimos o centro associativo à direita como o conjunto Nρ(A) dos p P A tais que:

(x, y, p) = 0

para quaisquer x, y P A.

• Definimos o centro associativo como o conjunto:

N(A) = Nλ(A) X Nµ(A) X Nρ(A).

• Definimos o centro comutativo de A como o conjunto K(A) dos elementos p P A tal que
tenhamos:

[p, x] = 0

para todo x P A.

• Definimos o centro de A como o conjunto:

Z(A) = N(A) X K(A).

Como exemplo, podemos aplicar essa definição nas R-álgebras H e O.

Exemplo 2.1.59. Mostraremos que Z(H) = R e N(O) = R.

a) Seja a P Z(H) representado por:

a = α01 + α1i + α2 j + α3k,

onde αi P R. Temos:
0 = [a, i] = 2α3 j ´ 2α2k,

assim α2 = α3 = 0, ou seja:
a = α0 + α1i.

Agora temos:
0 = [a, j] = 2α1k,
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de modo que α1 = 0. Portanto a = α01 P R.

b) Seja a P N(O) representado por:

a = α01 + α1i + α2 j + α3k + α4l + α5u + α6v + α7w,

onde αi P R. Então temos:

0 = (a, i, j) = 2α7l + 2α6u ´ 2α5v ´ 2α4w,

assim α4 = α5 = α6 = α7 = 0, ou seja:

a = α01 + α1i + α2 j + α3k.

Agora temos:
0 = (l, a, i) = ´2α3v + 2α2w,

assim temos α2 = α3 = 0, ou seja:
a = α01 + α1i.

Agora temos:
0 = (l, a, j) = ´2α1w,

assim α1 = 0. Portanto a = α01 P R.

2.2 Álgebra das Multiplicações

Nesta seção definiremos os conceitos de multiplicações à direita e à esquerda, juntamente com
vários conceitos relacionados. As definições e resultados são baseados em [Sch66].

2.2.1 Operadores de Multiplicação

Seja X um K-espaço. Denotamos por EndK(X) o conjunto das funções lineares de X em X. Então
EndK(X) é um K-espaço e também, se definirmos a multiplicação como composição de funções,
o espaço EndK(X) será de fato uma K-álgebra associativa com unidade.

Definição 2.2.1. Seja A uma K-álgebra.

• Para a P A, definimos a multiplicação à direita por a como a função Ra : A Ñ A dada por
Ra(x) = xa. Também definimos RA = tRa : a P Au.

• Para a P A, definimos a multiplicação à esquerda por a como a função La : A Ñ A dada
por La(x) = ax. Também definimos LA = tLa : a P Au.

• Se B é um subconjunto de A, definimos MA(B) como a subálgebra de EndK(A) gerada por
tRb : b P Bu Y tLb : b P Bu Y tIAu. Também definimos M(A) = MA(A).

2.2.2 Álgebras com Divisão

Com as notações apresentadas anteriormente, podemos definir álgebras com divisão e seus afins.

Definição 2.2.2. Seja A uma K-álgebra não nula.

• A é uma álgebra com divisão à direita se, para todo elemento a ‰ 0 de A, o operador Ra é
bijetor.

• A é uma álgebra com divisão à esquerda se, para todo elemento a ‰ 0 de A, o operador La
é bijetor.
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• A é uma álgebra com divisão se, para todo elemento a ‰ 0 de A, os operadores La e Ra são
bijetores.

• A é uma álgebra com quase-divisão se, para todo elemento a ‰ 0 de A, o operador La é
bijetor ou o operador Ra é bijetor.

Apresentaremos um exemplo de uma álgebra com divisão à esquerda que não é uma álgebra com
divisão.

Exemplo 2.2.3. Seja K(x) a K-álgebra das frações racionais em uma indeterminada x sobre K.
Como K(x) tem dimensão infinita, então existe uma função linear injetora não sobrejetora F :
K(x) Ñ K(x). Define um novo produto ˚ em K(x) assim:

a ˚ b = F(a)b.

Com esse novo produto, K(x) se torna uma K-álgebra com divisão à esquerda que não é uma
K-álgebra com divisão.

Agora apresentaremos uma álgebra com quase-divisão que não é uma álgebra com divisão à
direita e não é uma álgebra com divisão à esquerda.

Exemplo 2.2.4. Consideremos a seguinte K-álgebra dada pelo espaço A = K2, com base:

e1 = (1, 0), e2 = (0, 1).

Definamos a multiplicação assim:

e2
1 = e2, e1e2 = e1, e2e1 = 0, e2

2 = e2.

a) Pela própria identidade:
e2e1 = 0,

podemos ver que A não é uma álgebra com divisão à direita e não é uma álgebra com divisão à
esquerda.

b) Mostraremos que A é uma álgebra com quase-divisão. Para isso, como A tem dimensão finita,
basta mostrarmos que para todo a ‰ 0 então Ra é injetor ou La é injetor. Para isso, basta mostrar
que, para quaisquer:

a = α1e1 + α2e2, b = β1e1 + β2e2,

onde α1, α2, β1, β2 P K, então temos as seguintes implicações:

(ab = 0 e α1 ‰ 0) ñ b = 0,(
ab = 0 e β2 ‰ 0

)
ñ a = 0.

Primeiro suponhamos que ab = 0. Então:

0 = ab = α1β2e1 + (α1β1 + α2β2)e2,

assim:
α1β2 = 0, α1β1 + α2β2 = 0.

1) Se α1 ‰ 0, então β2 = 0, de modo que:

0 = α1β1 + α2β2 = α1β1,

assim β1 = 0, logo:
b = β1e1 + β2e2 = 0.
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2) Se β2 ‰ 0, então α1 = 0, de modo que:

0 = α1β1 + α2β2 = α2β2,

assim α2 = 0, logo:
a = α1e1 + α2e2 = 0.

Isso conclui a demonstração.

Para álgebras com unidade, podemos definir o que chamaremos de álgebra com divisão clássica.

Definição 2.2.5. Seja A uma K-álgebra com unidade.

• Dizemos que um elemento a P A é invertível em A se existe b P A tal que ab = ba = 1. Tal
elemento b é dito um inverso de a.

• Denotamos o conjunto dos elementos invertíveis em A por Inv(A).

• Uma álgebra com divisão clássica é uma álgebra com unidade A tal que todo elemento não
nulo é invertível em A.

Na Subseção 3.3.2, mostraremos que, em toda álgebra alternativa, os conceitos de álgebras com
divisão e afins apresentadas na Definição 2.2.2 e o conceito de álgebra com divisão clássica apre-
sentada na Definição 2.2.5 são equivalentes.

2.2.3 Divisores de Zero

Juntamente com os conceitos de álgebras com divisão e álgebras com divisão clássica, podemos
definir os vários tipos de divisores em uma álgebra.

Definição 2.2.6. Seja A uma K-álgebra e seja a P Azt0u.

• a é um divisor de zero à direita se existe um b P Azt0u tal que ba = 0.

• a é um divisor de zero à esquerda se existe um b P Azt0u tal que ab = 0.

• a é um divisor de zero se existe um b P Azt0u tal que ab = 0 ou ba = 0.

• a é um divisor junto de zero se existe um b P Azt0u tal que ab = ba = 0.

Apresentaremos um exemplo de uma álgebra que possui algum elemento que é simultaneamente
divisor de zero à direita e divisor de zero à esquerda, mas não possui divisor junto de zero.

Exemplo 2.2.7. Consideremos a seguinte K-álgebra dada pelo espaço A = K2, com base:

e1 = (1, 0), e2 = (0, 1).

Definamos a multiplicação assim:

e2
1 = e1, e1e2 = 0, e2e1 = e1, e2

2 = e2.

a) É fácil verificar que:
e1e2 = (e1 ´ e2)e1 = 0,

de modo que e1 é simultaneamente um divisor de zero à direita e um divisor de zero à esquerda.

b) Mostraremos que A não tem divisores juntos de zero. De fato, sejam:

a = α1e1 + α2e2, b = β1e1 + β2e2,
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onde α1, α2, β1, β2 P K. Suponhamos que ab = ba = 0. Então:

0 = ab = (α1 + α2)β1e1 + α2β2e2,

0 = ba = α1(β1 + β2)e1 + α2β2e2,

assim:
(α1 + α2)β1 = 0, α1(β1 + β2) = 0, α2β2 = 0.

Portanto temos α2 = 0 ou β2 = 0. Podemos supor sem perder generalidade que α2 = 0, pois o
caso β2 = 0 é análogo. Então:

0 = (α1 + α2)β1 = α1β1.

Portanto α1 = 0 ou β1 = 0. Temos dois casos.

1) Suponhamos que α1 = 0. Então:

a = α1e1 + α2e2 = 0.

2) Suponhamos que α1 ‰ 0. Então β1 = 0, de modo que:

0 = α1(β1 + β2) = α1β2,

mas α1 ‰ 0, aí β2 = 0, logo:
b = β1e1 + β2e2 = 0.

Portanto concluímos que a = 0 ou b = 0.

2.2.4 Potências em Álgebras

Apesar de uma álgebra não necessariamente ser associativa, ainda podemos definir de certo modo
uma noção de potências.

Definição 2.2.8. Seja A uma K-álgebra.

• Para todo a P A, definimos por recursão a1 = 1a = a, an = an´1 ¨ a e na = a ¨ n´1a para
n ě 2 e chamaremos os an (resp. na), n ě 1, de potências principais à direita de a (resp. à
esquerda).

• Dizemos que A é uma álgebra com potências associativas (resp. comutativas) se para todo
a P A a subálgebra A(a) é associativa (resp. comutativa).

Em outras palavras, se A é uma K-álgebra e a P A é um elemento, as potências principais podem
ser definidas assim:

an = Rn´1
a (a), na = Ln´1

a (a).

Caso A seja uma K-álgebra com unidade, então temos:

an = Rn
a (1),

na = Ln
a (1).

Em termos das potências principais, temos a seguinte proposição.

Proposição 2.2.9. Seja A uma K-álgebra. Então as seguintes propriedades são equivalentes:

• A é uma álgebra com potências associativas.

• Para quaisquer a P A e m, n P N temos am ¨ an = am+n.

• Para quaisquer a P A e m, n P N temos ma ¨ na = m+na.

Além disso, as seguintes propriedades são equivalentes:
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• A é uma álgebra com potências comutativas.

• Para quaisquer a P A e m, n P N temos am ¨ an = an ¨ am.

• Para quaisquer a P A e m, n P N temos ma ¨ na = na ¨ ma.

Mostraremos um exemplo interessante de álgebra com potências associativas.

Proposição 2.2.10. Seja A uma K-álgebra de Cayley. Então A tem potências associativas.

Demonstração. Basta mostrar que para quaisquer a P A e m, n P N temos aman = am+n. Faremos
isso por indução em m + n. Se m + n ď 2, é trivial. Agora suponhamos que m + n ą 2. Então
m ą 1 ou n ą 1. Podemos supor sem perder generalidade que m ą 1, pois o caso n ą 1 é análogo.
Para a P A temos:

aman = Rm´2
a (aa)an = Rm´2

a (aτa)an ´ Rm´2
a (aā)an = τaam´1an ´ νaam´2an,

am+n = Rm+n
a (aa) = Rm+n´2

a (aτa) ´ Rm+n´2
a (aā) = τaam+n´1 ´ νaam+n´2,

assim basta usar a hipótese de indução.

Em particular temos o seguinte.

Exemplo 2.2.11. Todas as possíveis construções sucessivas de Cayley-Dickson feitas a partir de
uma álgebra de Cayley são álgebras com potências associativas.

2.2.5 Álgebras Solúveis

Agora discutiremos o conceito de álgebra solúvel.

Definição 2.2.12. Seja A uma K-álgebra. A série derivada é definida recursivamente por A(0) = A
e A(n+1) = (A(n))2. Dizemos que A é solúvel se A(n) = t0u para algum n.

Proposição 2.2.13. Seja A uma K-álgebra e seja I um ideal de A. Se I e A/I são solúveis, então A
é solúvel.

Demonstração. A função quociente π : A Ñ A/I dada por a ÞÑ a + I é um homomorfismo, assim
é fácil ver que π(A(n)) = π(A)(n) para todo n. Assim, se A/I é solúvel, então existe um r tal que
(A/I)(r) = t0u, aí π(A(r)) = t0u, de modo que A(r) Ď I. Porém se I é solúvel, então I(s) = 0 para
algum s. Desse modo A(r+s) = (A(r))(s) Ď I(s) = t0u. Logo A é solúvel.

Proposição 2.2.14. Se I e J são ideais solúveis de uma K-álgebra, então I + J é um ideal solúvel
de A. Se A for Noetheriana1, então A tem um único ideal solúvel maximal N. Além disso, o único
ideal solúvel de A/N é t0u.

Demonstração. O conjunto I + J é um ideal pois I e J são ideais. Além disso, temos (I + J)/J –

I/(I X J). Mas I/(I X J) é uma imagem homomórfica de uma álgebra solúvel, assim também é
solúvel. Portanto I + J é solúvel.

Agora, se A é Noetheriana, seja N um ideal solúvel maximal, então N é único já que para todo
ideal solúvel I então N + I é solúvel e N Ď N + I, aí N = N + I, aí I Ď N. Seja I um ideal solúvel
de A = A/N. Então a imagem inversa I de I sob o homomorfismo natural de A em A é um ideal
de A contendo N tal que I/N = I. Assim I é solúvel, aí I Ď N, aí I = N, de modo que I = t0u.

1Isso quer dizer que todo conjunto não vazio de ideais tem elementos maximais em relação à inclusão.
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2.2.6 Álgebras Nilpotentes

Agora discutiremos o conceito de álgebra nilpotente.

Definição 2.2.15. Uma K-álgebra A é dito nilpotente se existe um inteiro t tal que At = t0u.
Isso equivale a dizer que existe t tal que qualquer produto z1z2 ¨ ¨ ¨ zt com qualquer associação de
parênteses vale zero.

Teorema 2.2.16. Seja A uma K-álgebra e seja I um ideal de A. Então I é nilpotente se e só se MA(I)
é nilpotente.

Demonstração. Suponha que qualquer produto de t elementos de I com qualquer associação de
produtos seja zero. Então o mesmo é verdadeiro para qualquer produto de mais de t elementos
de I. Seja T = Tt ¨ ¨ ¨ T1 qualquer produto de t elementos de MA(I). Então T é soma de termos cada
qual é um produto de pelo menos t operadores lineares Si P tRbi , Lbi u, onde bi P I. Como I é um
ideal de A, então S1(x) P I para todo x P A. Assim T(x) é uma soma de termos, cada qual é um
produto de pelo menos t elementos de B. Assim T(x) = 0 para todo x P A, aí T = 0, de modo que
MA(I) é nilpotente.

Para a recíproca, usaremos apenas o fato de que I é uma subálgebra de A. Mostraremos por
indução em n que qualquer produto de pelo menos 2n elementos de I com qualquer associação
de parênteses é da forma Sn ¨ ¨ ¨ S1(b) onde b P I e Si P MA(I).

Para n = 1 tomamos qualquer produto de pelo menos 2 elementos de I. Existe uma multiplicação
final que é feita. Como I é uma subálgebra, cada um dos dois fatores está em I, de modo que
temos bb1 = Rb1(b) = S1(b).

Similarmente, para n ě 2, em qualquer produto de pelo menos 2n elementos de I com qualquer
associação de parênteses, existe uma multiplicação final que é feita. Pelo menos um dos dois
fatores é um produto de pelo menos 2n´1 elementos de I, enquanto o outro fator está em I. Assim,
pela hipótese de indução temos:

b1(Sn´1 ¨ ¨ ¨ S1(b)) = Lb1 Sn´1 ¨ ¨ ¨ S1(b) = SnSn´1 ¨ ¨ ¨ S1(b),

ou:
(Sn´1 ¨ ¨ ¨ S1(b))b1 = Rb1 Sn´1 ¨ ¨ ¨ S1(b) = SnSn´1 ¨ ¨ ¨ S1(b).

Assim, se qualquer produto St ¨ ¨ ¨ S1 de t elementos em MA(I) é 0, então qualquer produto de 2t

elementos de I com qualquer associação de parênteses é 0. Ou seja, I é nilpotente.

2.2.7 Derivações

Apresentaremos a noção de derivação formal em álgebra, que será útil para essa subseção e para
o restante do presente trabalho.

Definição 2.2.17. Seja A uma K-álgebra. Uma derivação em A é um operador linear D em A tal
que:

D(ab) = D(a)b + aD(b)

para quaisquer a, b P A.

Note que um operador linear D é uma derivação se e só se:

[D, La] = LD(a)

para todo a P A, o que equivale a termos:

[D, Rb] = RD(b)

para todo b P A.
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Exemplo 2.2.18. O principal exemplo de derivação é motivado pelo cálculo e é definido assim.
Consideremos A = K[x] a álgebra dos polinômios, lembrando que ela possui base constituindo
dos elementos 1, x, x2, x3, . . . . Seja D : A Ñ A o operador linear tal que:

D(1) = 0, D(xn) = nxn´1

para n ě 1. Então D é uma derivação em K[x].

2.3 Identidades de Álgebras

Nesta seção, apresentaremos algumas definições e alguns resultados preliminares sobre álgebras
não-associativas livres e identidades de álgebras. O principal propósito é formalizar o conceito
de identidade satisfeita por álgebras através da Definição 2.3.4 e formalizar um argumento cha-
mado linearização de identidades, através do Teorema 2.3.20, que é utilizado várias vezes durante
o presente trabalho. Para uma discussão mais detalhada, o leitor pode consultar o Capítulo 1 de
[ZSSS82].

2.3.1 Álgebras Livres

Definição 2.3.1. Seja X um conjunto. Definimos o magma livre sobre X como um conjunto MxXy

de sequências, de modo recursivo, como segue:

• Para todo x P X então x P MxXy.

• Para quaisquer x, y P X e u, v P MxXyzX, então xy, x(v), (u)y, (u)(v) P MxXy.

Nenhuma outra sequência pertence a MxXy. Chamamos os elementos de MxXy de palavras não-
associativas sobre X. O número de elementos de X que aparecem num elemento u P MxXy é dito
o grau de u e denotado por deg(u).

Podemos definir no conjunto MxXy uma operação binária, denotado por (u, v) ÞÑ u ¨ v, do se-
guinte modo. Para quaisquer x, y P X e u, v P MxXyzX temos:

• x ¨ y = xy.

• x ¨ v = x(v).

• u ¨ y = (u)y.

• u ¨ v = (u)(v).

Definição 2.3.2. A K-álgebra não-associativa livre sobre o conjunto de geradores X é definida
como um K-espaço vetorial KxXy com base MxXy e multiplicação induzida pela operação binária
no magma livre MxXy.

A álgebra não-associativa livre possui a seguinte propriedade universal.

Teorema 2.3.3. Seja A uma K-álgebra e θ : X Ñ A uma função. Existe um único homomorfismo
de K-álgebras θ̂ : KxXy Ñ A tal que θ̂(x) = θ(x) para todo x P X.

Os elementos da K-álgebra KxXy são chamados polinômios não-associativos sobre X. Note que,
se X = txu, então KxXy e K[x] são álgebras diferentes, sendo que KxXy não é associativa nem
comutativa, enquanto K[x] é associativa e comutativa.

Se f é um polinômio não-associativo não nulo, então podemos expressar f de maneira única como
combinação linear de palavras não-associativas:

f =
ÿ

uPMxXy

αuu,
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onde αu P K. Definimos o grau do polinômio f , denotado por deg( f ), como o máximo dos
números deg(u) tais que αu ‰ 0, ou seja, o máximo dos graus das palavras não-associativas de
coeficiente não nulo.

2.3.2 Identidades

Seja X um conjunto qualquer e seja f um elemento de KxXy. Então apenas um número finito de
símbolos de X aparecem em f , por exemplo x1, x2, . . . , xn. Nesse caso escreveremos:

f = f (x1, x2, . . . , xn).

Seja f P KxXy, digamos f = f (x1, . . . , xn). Seja A uma K-álgebra e sejam a1, a2, . . . , an P A. Então
existe um único homomorfismo θ : KxXy Ñ A tal que θ(xi) = ai para todo i = 1, 2, . . . , n e
θ(x) = 0 para x P Xztx1, . . . , xnu. Denotaremos θ( f ) por f (a1, . . . , an).

Definição 2.3.4. Um polinômio não-associativo f = f (x1, x2, . . . , xn) P KxXy é chamado uma
identidade da K-álgebra A se f (a1, a2, . . . , an) = 0 para quaisquer a1, a2, . . . , an P A. Também
dizemos que A satisfaz a identidade f ou a identidade f é válida em A.

Exemplo 2.3.5. Seja X = tx1, x2, x3u. Então o seguinte polinômio não-associativo:

f (x1, x2, x3) = (x1x2)x3 ´ x1(x2x3)

é uma identidade de toda K-álgebra associativa.

Exemplo 2.3.6. Seja X = tx1, x2u. Então o seguinte polinômio não-associativo:

f (x1, x2) = x1x2 ´ x2x1

é uma identidade de toda K-álgebra comutativa.

O conjunto das identidades em KxXy que são satisfeitas por uma K-álgebra A é denotado por
T(A) e é chamado de ideal das identidades de A. De fato, T(A) é um ideal de KxXy tal que para
todo f P T(A) e todo homomorfismo α : KxXy Ñ KxXy temos α( f ) P T(A). Aliás, pela definição
de T(A), podemos mostrar o seguinte:

T(A) =
č

θ:KxXyÑA

Ker(θ).

Exemplo 2.3.7. Seja X = tx1, x2u e consideremos os polinômios não-associativos:

f (x1, x2) = (x1x1)x2 ´ x1(x1x2), g(x1, x2) = (x1x2)x2 ´ x1(x2x2).

Então f P T(A) e g P T(A) para toda K-álgebra alternativa A.

O conjunto das identidades em K[X] que são satisfeitas por todas as K-álgebras de alguma classe
M de K-álgebras é denotado por T(M) e é chamado ideal das identidades de M. De fato, T(M)
é um ideal de KxXy tal que para todo f P T(M) e todo homomorfismo α : KxXy Ñ KxXy temos
α( f ) P T(M). Aliás, pela definição de T(M) temos:

T(M) =
č

APM
T(A).

2.3.3 Variedades

Apresentaremos o conceito de variedade. Intuitivamente, uma variedade é uma classe de K-
álgebras que satisfazem um dado conjunto de identidades.
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Definição 2.3.8. Uma classe M de K-álgebras é dita uma variedade se existe um subconjunto
I Ď KxXy tal que M seja exatamente a classe das K-álgebras que satisfazem todas as identidades
em I. Nesse caso, dizemos que M é a variedade determinada por I e também que I define a
variedade M.

Exemplo 2.3.9. Consideremos X = tx1, x2, x3u e seja I Ď KxXy o conjunto que consiste dos se-
guintes elementos:

f (x1) = x1x1, g(x1, x2, x3) = (x1x2)x3 + (x2x3)x1 + (x3x1)x2.

Então a classe M das álgebras de Lie é a variedade determinada por I.

Seja I Ď KxXy e seja A uma K-álgebra. Denotaremos por I(A) o ideal da K-álgebra A gerada por
todos os elementos da forma f (a1, a2, . . . , an) onde f P I e a1, a2, . . . , an P A. Para I, J Ď KxXy, se
I e J determinam uma mesma variedade, então é fácil ver que, se Y é um outro conjunto, temos
I(KxYy) = J(KxYy). Assim podemos definir o seguinte.

Definição 2.3.10. Seja M uma variedade de K-álgebras definida, digamos, por I Ď KxXy. Seja
Y um outro conjunto. Definimos KMxYy = KxYy/I(KxYy) e chamamos de K-álgebra livre na
variedade M sobre o conjunto de geradores Y.

As K-álgebras livres em variedades possuem a seguinte propriedade.

Teorema 2.3.11. Seja M uma variedade de K-álgebras. Então:

a) A K-álgebra KMxYy está na variedade M.

b) Para toda K-álgebra A na variedade M e toda função θ : Y Ñ A então existe um único
homomorfismo de K-álgebras θ̂ : KMxYy Ñ A tal que θ̂(y) = θ(y) para todo y P Y.

Com isso podemos obter a álgebra dos polinômios K[x] em termos do conceito de variedade.

Exemplo 2.3.12. Seja X = tx1, x2, x3u e seja I Ď KxXy o conjunto que consiste do seguinte ele-
mento:

(x1x2)x3 ´ x1(x2x3).

Seja M a variedade definida por I. Seja Y = txu. Então K[x] pode ser vista como a álgebra
KMxYy

#, conforme as Proposições 2.1.28 e 2.1.46.

2.3.4 Linearização de Identidades

Seja X um conjunto, seja u P MxXy uma palavra não-associativa e seja x P X. O grau de u em x é
o número de ocorrências de x em u e denotamos por degx(u).

Seja f P KxXy um polinômio não-associativo não nulo. Então f pode ser expressa de maneira
única como combinação linear de palavras não-associativas:

f =
ÿ

uPMxXy

αuu.

Dado x P X, o grau do polinômio f , denotado por degx( f ), é o máximo dos números degx(u) tais
que αu ‰ 0, ou seja, o máximo dos graus em x das palavras não-associativas de coeficiente não
nulo. Dado x P X, dizemos que f é homogêneo em x se os números degx(u) tais que αu ‰ 0 forem
iguais, ou seja, se todas as palavras não-associativas de coeficiente não nulo tiverem o mesmo
grau em x. Dizemos que f é homogêneo se f é homogêneo em todas as variáveis x P X.

Para discutirmos a ideia de linearizações parciais, consideremos o seguinte exemplo.
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Exemplo 2.3.13. Consideremos a palavra não-associativa:

u(x) = (xx)(xx)

Agora, queremos desenvolver a seguinte expressão, onde λ P K:

u(x + λy) =
(
(x + λy)(x + λy)

) (
(x + λy)(x + λy)

)
Temos o seguinte:

u(x + λy) =
(
(x + λy)(x + λy)

) (
(x + λy)(x + λy)

)
= (xx)(xx)

+ λ
(
(yx)(xx) + (xy)(xx) + (xx)(yx) + (xx)(xy)

)
+ λ2 ((yy)(xx) + (yx)(yx) + (yx)(xy) + (xy)(yx) + (xy)(xy) + (xx)(yy)

)
+ λ3 ((yy)(yx) + (yy)(xy) + (yx)(yy) + (xy)(yy)

)
+ λ4(yy)(yy)

Queremos definir as linearizações parciais de (xx)(xx) como os “coeficientes” dos escalares λk

onde k = 0, . . . , 4. Note que cada λk está acompanhado da soma de todas as palavras não-
associativas obtidas de (xx)(xx) substituindo exatamente k ocorrências de x por y.

Definição 2.3.14. Seja X um conjunto e seja y P KxXy. Definimos a transformação linear ∆k
x(y) :

KxXy Ñ KxXy, onde x P X e k P N Y t0u, do seguinte modo. Seja u P MxXy uma palavra não-
associativa de grau m em X.

• Para k ď m, definimos:
∆k

x(y)(u) = u1 + u2 + ¨ ¨ ¨ + u(m
k )

,

onde:
u1, u2, . . . , u(m

k )

são todas as possíveis palavras não-associativas obtidas de u substituindo exatamente k
ocorrências de x por y.

• Para k ą m, definimos:
∆k

x(y)(u) = 0.

Por fim, definimos ∆k
x(y) em KxXy por lineridade tendo em mente que MxXy é uma base de KxXy.

Exemplo 2.3.15. Seja u(x1, x2) = x2
1(x2x1). Então:

∆2
x1
(y)
(

x2
1(x2x1)

)
= y2(x2x1) + (yx1)(x2y) + (x1y)(x2y).

Exemplo 2.3.16. Seja u(x1, x2) = (x2
1x2)x1. Então:

• ∆1
x1
(y)
(
(x2

1x2)x1

)
= (x2

1x2)y +
(
(x1y)x2

)
x1 +

(
(yx1)x2

)
x1.

• ∆2
x1
(y)
(
(x2

1x2)x1

)
=
(
(x1y)x2

)
y +

(
(yx1)x2

)
y + (y2x2)x1.

• ∆3
x1
(y)
(
(x2

1x2)x1

)
= (y2x2)y.
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• ∆4
x1
(y)
(
(x2

1x2)x1

)
= 0.

Por simples argumentos combinatórios, temos a seguinte proposição, útil para trabalharmos com
demonstrações por indução no grau de palavras não-associativas.

Proposição 2.3.17. Seja X um conjunto e seja y P KxXy. A transformação linear ∆k
x(y) : KxXy Ñ

KxXy, onde x P X e k P N Y t0u, satisfaz as seguintes propriedades:

• ∆0
x(y) = IKxXy é a função identidade.

• ∆k
x(y)(x1) = 0 se k ą 1 ou x1 ‰ x, para qualquer x1 P X.

• ∆1
x(y)(x) = y.

• ∆k
x(y)(u ¨ v) =

ř

r+s=k
∆r

x(y)(u) ¨ ∆s
x(y)(v) para quaisquer u, v P MxXy.

Tendo em mente o Exemplo 2.3.13, a seguinte proposição geral pode ser demonstrada seguindo
um raciocínio semelhante à demonstração do Binômio de Newton.

Lema 2.3.18. Seja f = f (x1, . . . , xn, x) um polinômio não-associativo em KxXy de grau m em x.
Então:

f (x1, . . . , xn, x + y) =
m
ÿ

k=0

∆k
x(y)( f ).

Demonstração. Pela linearidade de ∆k
x(y), basta considerar o caso em que f é uma palavra não-

associativa. Provaremos por indução no grau de f . Se deg( f ) = 1, então é trivial. Agora suponha-
mos que deg( f ) ą 1, de modo que f = f1 ¨ f2, onde deg( fi) ă deg( f ), e seja mi = degx( fi). Pela
hipótese de indução e pela Proposição 2.3.17, temos:

f (x1, . . . , xn, x + y) = f1(x1, . . . , xn, x + y) f2(x1, . . . , xn, x + y)

=

(
m1
ř

k=0
∆k

x(y)( f1)

)(
m2
ř

r=0
∆2

x(y)( f2)

)

=
m
ř

j=0

 ř

k+r=j

(
∆k

x(y)( f1)
) (

∆r
x(y)( f2)

)
=

m
ř

j=0
∆j

x(y)( f ),

como queríamos demonstrar.

Definição 2.3.19. Considere um polinômio não-associativo:

f = f (x1, . . . , xn) P KxXy,

e seja x P Xztx1 . . . , xnu. Chamaremos os polinômios:

f (k)xi (x1, . . . , xn; x) = ∆k
xi
(x)( f )

de linearizações parciais de f em xi de grau k.

Suponhamos que o polinômio f tenha grau s em xi. Se k ď s, então o polinômio:

f (k)xi (x1, . . . , xn; x) (2.5)
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é homogêneo de grau k em x. Se k ą s, então (2.5) vale 0.

Por fim notamos que, para todo y P KxXy, o elemento ∆k
xi
(y)( f ) é obtido de f (k)xi (x1, . . . , xn; x)

substituindo x por y.

Como o corpo K é infinito, então temos o seguinte resultado. Pode ser útil comparar a demons-
tração ao Exemplo 2.3.13.

Teorema 2.3.20. Seja f = f (x1, . . . , xn, x) P KxXy uma identidade de uma K-álgebra A que seja
homogênea em x. Então todas as linearizações parciais em x do polinômio são identidades da
álgebra A.

Demonstração. Seja k = degx( f ). Sejam a1, . . . , an, a, b P A. Para pouparmos notação, nós denota-
remos f (m)

x (a1, . . . , an, a; b) por f (m)
x . Pelo Lema 2.3.18, temos:

0 = f (a1, . . . , an, a + b) =
k
ÿ

s=0

f (s)x =
k´1
ÿ

s=1

f (s)x , (2.6)

já que:
f (0)x = f (a1, . . . , ai, a) = 0

e também:
f (k)x = f (a1, . . . , an, b) = 0.

Tomando k ´ 1 elementos não nulos e distintos α1, . . . , αk´1 de K, podemos substituir sucessiva-
mente na equação (2.6) o elemento b por α1b, . . . , αk´1b e assim obter:

α1 f (1)x + α2
1 f (2)x + ¨ ¨ ¨ + αk´1

1 f (k´1)
x = 0

α2 f (1)x + α2
2 f (2)x + ¨ ¨ ¨ + αk´1

2 f (k´1)
x = 0

...

αk´1 f (1)x + α2
k´1 f (2)x + ¨ ¨ ¨ + αk´1

k´1 f (k´1)
x = 0

Considerando as matrizes:

C =


α1 α2

1 ¨ ¨ ¨ αk´1
1

α2 α2
2 ¨ ¨ ¨ αk´1

2
...

αk´1 α2
k´1 ¨ ¨ ¨ αk´1

k´1

 , F =


f (1)x

f (2)x
...

f (k´1)
x

 ,

então temos CF = 0, onde consideramos o K-espaço An como um Mn(K)-módulo, onde Mn(K) é
a K-álgebra das matrizes quadradas de tamanho n com entradas em K. Sendo D a matriz adjunta
de C, então temos:

0 = D(CF) = (DC)F = (cIn)F = cF,

onde c = det(C). Assim obtemos c f (s)x = 0 para todo s = 1, . . . , k ´ 1. Porém, pela determinante
de Vandermonde:

c =

k´1
ź

s=1

αs

 ź

1ďiăjďk´1

(αj ´ αi)

 ,

de modo que c ‰ 0, assim temos f (s)x = 0 para todo s = 1, . . . , k ´ 1. Portanto o polinômio não-
associativo f (s)x (x1, . . . , xn, x; y) é uma identidade de A para todo s = 1, . . . , k ´ 1.
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Capítulo 3

Teorema de Frobenius-Zorn

Neste capítulo pretendemos estudar algumas classes importantes de álgebras e alguns resultados
para o presente trabalho e mostrar o Teorema 3.6.1, chamado Teorema Generalizado de Frobenius-
Zorn, que diz que toda R-álgebra algébrica alternativa à direita sem divisores juntos de zero é
isomorfa a R, C, H ou O.

Frobenius em [Fro78] mostrou que toda R-álgebra associativa com divisão e de dimensão finita
é isomorfa a R, C ou H, sendo esse resultado chamado Teorema de Frobenius. Mais tarde, Zorn
em [Zor31] mostrou que toda álgebra alternativa com divisão e de dimensão finita é isomorfa a
R, C, H ou O, sendo esse resultado chamado Teorema de Frobenius-Zorn. Uma prova elementar
do Teorema de Frobenius-Zorn pode ser encontrada no artigo [One02].

Na Seção 3.1, mostraremos que toda álgebra flexível tem potências comutativas. Na Seção 3.2,
mostraremos que toda álgebra alternativa à direita sem divisores juntos de zero é alternativa. Aí,
para demonstrar o Teorema Generalizado de Frobenius-Zorn, podemos assumir que a álgebra é
alternativa. Na Seção 3.3, mostraremos que, em toda álgebra alternativa, todo conjunto de dois de
seus elementos gera uma subálgebra associativa.

Depois disso, na Seção 3.4, mostraremos que, em toda álgebra com potências associativas sem
divisores juntos de zero, todo idempotente não nulo é uma unidade. Na Seção 3.5, mostraremos
que toda álgebra algébrica com potências associativas sem divisores de zero é quadrática. Assim,
para demonstrar o Teorema Generalizado de Frobenius-Zorn, podemos assumir que a álgebra é
quadrática.

Por fim, na Seção 3.6, sabendo que a álgebra em questão é alternativa e quadrática, encerraremos
a demonstração do Teorema Generalizado de Frobenius-Zorn adaptando o raciocínio presente no
artigo [One02].

Lembremos que K denota o corpo R ou o corpo C, em particular tem característica zero.

3.1 Álgebras Flexíveis

As álgebras flexíveis foram introduzidos por Albert no artigo [Alb48]. Elas são generalizações das
álgebras associativas e das álgebras comutativas. Assim a identidade flexível é importante para
álgebras que não são associativas nem comutativas, conforme veremos, por exemplo, na álgebra
dos sedênios, que nem sequer é alternativa.

Na Subseção 3.1.1, apresentaremos a definição de álgebras flexíveis e mostraremos que a álgebra
dos sedênios é flexível. Na Subseção 3.1.2, mostraremos que toda álgebra flexível tem potências
comutativas.

33
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3.1.1 Definições e Exemplos

Definição 3.1.1. Uma K-álgebra A é flexível se a seguinte identidade:

(a, b, a) = 0,

chamada identidade flexível, é satisfeita para quaisquer a, b P A.

Portanto, em álgebras flexíveis podemos escrever o produto aba sem indicar um arranjo específico
de parênteses. Uma propriedade imediata das álgebra flexíveis é a seguinte proposição.

Proposição 3.1.2. Seja A uma álgebra flexível. Temos:

(ab)c + (cb)a = a(bc) + c(ba)

para quaisquer a, b, c P A.

Demonstração. Basta linearizar a identidade flexível em a.

Exemplo 3.1.3. Seja A uma K-álgebra de Cayley alternativa. Definamos uma nova K-álgebra
˚

A

assim. O K-espaço vetorial de
˚

A é o mesmo de A, mas definimos a multiplicação assim:

x ˛ y = x̄ȳ.

Mostraremos que
˚

A é flexível. De fato, para quaisquer x, y P
˚

A temos:

(x ˛ y) ˛ x = (x̄ȳ) ˛ x = (x̄ȳ)x̄ = (yx)x̄ = y(xx̄) = νxy,

x ˛ (y ˛ x) = x ˛ (ȳx̄) = x̄(ȳx̄) = x̄(xy) = (x̄x)y = νxy,

portanto
˚

A é flexível.

Schafer mostrou no artigo [Sch54] que, diferentemente das identidades comutativa, associativa e
alternativa, a construção de Cayley-Dickson para as álgebras de Cayley preserva a identidade fle-
xível. Essa é a Proposição 3.1.6, cuja demonstração será apresentada através de várias proposições
prévias.

Proposição 3.1.4. Seja A uma álgebra de Cayley flexível. Então:

τ(ab)c = τa(bc)

para quaisquer a, b, c P A

Demonstração. Pela Proposição 3.1.2, temos:

(ab)c + (cb)a = a(bc) + c(ba),

assim:
(ab)c +

(
(τc ´ c̄)(τb ´ b̄)

)
(τa ´ ā) = a(bc) + (τc ´ c̄)

(
(τb ´ b̄)(τa ´ ā)

)
,

portanto, desenvolvendo tudo e utilizando o fato de que τa, τb, τc P K, obtemos:

(ab)c ´ (c̄b̄)ā = a(bc) ´ c̄(b̄ā),

como queríamos demonstrar.

Proposição 3.1.5. Seja A uma álgebra de Cayley flexível. Então:

(ab)b = b(ba)
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para quaisquer a, b P A.

Demonstração. Pela Proposição 3.1.2, temos:

(ab)b + (bb)a = a(bb) + b(ba),

assim:
(ab)b + νba = aνb + b(ba),

assim (ab)b = b(ba).

Proposição 3.1.6. Seja A uma álgebra de Cayley flexível e seja α P K. Então a construção de
Cayley-Dickson A é flexível.

Demonstração. Pelas identidades (˚) e (˚˚) da demonstração da Proposição 2.1.20, temos:(
(a1, a2)(a3, a4)

)
(a1, a2)

=
(
(a1a3)a1 + α(a4a2)a1 + αa2(a4a1) + αa2(a2a3), (a3a1)a2 + α(a2a4)a2 + a1(a1a4) + a1(a3a2)

)
.

e também:

(a1, a2)
(
(a3, a4)(a1, a2)

)
=

(
a1(a3a1) + αa1(a2a4) + α(a3a2)a2 + α(a1a4)a2, a1(a3a2) + a1(a1a4) + (a3a1)a2 + α(a2a4)a2

)
.

Mostraremos que Dα(A) é flexível.

1) Como A é flexível, temos:
(a1a3)a1 = a1(a3a1),

2) Temos:
a1(a1a4) ´ a1(a1a4) = a1

(
(τa1 ´ a1)a4

)
´ (τa1 ´ a1)(a1a4) = 0.

3) Por causa da Proposição 3.1.5, temos:

a2(a2a3) ´ (a3a2)a2 = (a3a2)a2 ´ (a3a2)a2

=
(
a3(τa2 ´ a2)

)
a2 ´ (a3a2)(τa2 ´ a2)

= 0.

4) Temos:
(a3a1)a2 + a1(a3a2) =

(
(τa3 ´ a3)(τa1 ´ a1)

)
a2 + a1(a3a2)

= (τa1 ´ a1)
(
(τa3 ´ a3)a2

)
+ (a3a1)a2

= a1(a3a2) + (a3a1)a2.

5) Por fim, por causa das Proposições 2.1.23 e 3.1.4, temos:

(a4a2)a1 ´ a1(a2a4) + a2(a4a1) ´ (a1a4)a2 = τ(a4a2)a1
´ τa1(a2a4) + a2(a4τa1) ´ τ(a1a4)a2

= τa1(a4a2) ´ τa1(a4a2)

= 0,

como queríamos demonstrar.
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Com isso, podemos obter um exemplo de uma álgebra que é flexível e não é alternativa.

Exemplo 3.1.7. Consideremos a álgebra dos sedênios, definida por S = D(O), onde O está mu-
nida da involução usual. Então S é flexível, mas não é alternativa, pois O não é associativa.

3.1.2 Comutatividade de Potências em Álgebras Flexíveis

Nesta subseção mostraremos o Teorema 3.1.11, cujo enunciado diz que toda álgebra flexível é uma
álgebra com potências comutativas. Ele foi obtido em [Raf50], mas apresentaremos um enunciado
e uma demonstração baseados em [EA78], através de alguns lemas. Relembremos a definição de
álgebras com potências comutativas.

Definição 3.1.8. Uma K-álgebra é dita uma K-álgebra com potências comutativas se para todo
a P A a subálgebra A(a) gerada por a é comutativa.

Agora mostraremos os lemas necessários para o resultado principal desta subseção.

Lema 3.1.9. Uma K-álgebra A é flexível se e só se a igualdade:

[a ‚ b, b] = b ‚ [a, b]

ocorre para quaisquer a, b P A, onde:

a ‚ b =
1
2
(ab + ba)

é o produto de Jordan.

Demonstração. Temos o seguinte:

[a ‚ b, b] = b ‚ [a, b] ô [2(a ‚ b), b] = 2(b ‚ [a, b])

ô [ab + ba, b] = b[a, b] + [a, b]b

ô (ab + ba)b ´ b(ab + ba) = b(ab ´ ba) + (ab ´ ba)b

ô (ab)b + (ba)b ´ b(ab) ´ b(ba) = b(ab) ´ b(ba) + (ab)b ´ (ba)b

ô 2(ba)b = 2b(ab)

ô (ba)b = b(ab),

de modo que o lema segue.

Lema 3.1.10. Seja A uma K-álgebra. Então as seguintes condições são equivalentes:

i) A é flexível.

ii) Para cada a P A, a função b ÞÑ [a, b] é uma derivação em A(+).

Demonstração. (i)ñ(ii) Assuma que A é flexível. Podemos linearizar na variável a a identidade
flexível:

(ab)a = a(ba)

para assim obter:
(ab)c + (cb)a = a(bc) + c(ba),

assim, tomando c = b, temos:

[a, b2] = (ab)b ´ b(ba) = (ab + ba)b ´ b(ba + ab) = 2[a ‚ b, b].
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Segue do Lema 3.1.9 que:
[a, b2] = 2b ‚ [a, b],

assim a condição (ii) ocorre.

(ii)ñ(i) Assuma que a condição (ii) ocorra. Então, para a, b P A, temos:

[a ‚ b, b] = a ‚ [b, b] + [a, b] ‚ b = b ‚ [a, b],

assim, pelo Lema 3.1.9, A é flexível.

Teorema 3.1.11. Seja A uma K-álgebra flexível. Então os subconjuntos comutativos maximais de
A são subálgebras de A. Como uma consequência, para todo subconjunto comutativo T de A,
então A(T) é comutativa. Em particular A é uma álgebra com potências comutativas.

Demonstração. Seja S um subconjunto maximal comutativo de A. Então, como acontece em todo
subconjunto maximal comutativo de qualquer álgebra, S é um subespaço de A. Sejam x, y P S.
Então, pelo Lema 3.1.10, para todo z P S temos:

[z, xy] = [z, x ‚ y] = x ‚ [z, y] + [z, x] ‚ y = 0,

assim S Y txyu é um subconjunto comutativo de A. Segue da maximalidade de S que xy P S.
Assim S é uma subálgebra de A.

Seja T um subconjunto comutativo de A. Então, pelo Lema de Zorn, existe algum subconjunto
comutativo maximal S de A contendo T. Como S é uma subálgebra de A, segue que a subálgebra
de A gerada por T é comutativa.

3.2 Álgebras Alternativas à Direita

As álgebras alternativas à direita surgiram de estudos de planos projetivos e formam alguns dos
exemplos mais estudados de álgebras com potências associativas, sendo que Albert, nos artigos
[Alb49b] e [Alb54], obteve alguns resultados sobre sua estrutura.

Baseamos a apresentação desta seção em [Mih69] e [Jun85]. Na Subseção 3.2.1, apresentaremos
a definição de álgebras alternativas à direita juntamente com alguns resultados elementares. Na
Subseção 3.2.2 mostraremos que todas as K-álgebras alternativas à direita possuem potências
associativas. Por fim, na Subseção 3.2.3 mostraremos um resultado, que chamaremos de Teorema
de Mikheev, que implica em particular que toda álgebra alternativa à direita sem divisores juntos
de zero é alternativa.

3.2.1 Definições e Resultados Iniciais

Definição 3.2.1. Uma K-álgebra A é alternativa à direita (resp. à esquerda) se a identidade:

(a, b, b) = 0 (resp. (a, a, b) = 0)

chamada identidade alternativa à direita (resp. à esquerda), é satisfeita para quaisquer a, b P A.

Linearizando a identidade alternativa à direita (resp. à esquerda), obtemos a seguinte proposição.

Proposição 3.2.2. Seja A uma K-álgebra alternativa à direita (resp. à esquerda). Então:

(a, b, c) + (a, c, b) = 0 (resp. (a, b, c) + (b, a, c) = 0). (3.1)

para quaisquer a, b, c P A.
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Com as Proposições 3.1.2 e 3.2.2, podemos mostrar o seguinte resultado elementar, vindo do artigo
[Alb49b].

Proposição 3.2.3. Seja A uma K-álgebra. Consideremos as seguintes condições:

a) A é flexível.

b) A é alterntiva à direita.

c) A é alternativa à esquerda.

Se assumirmos duas das condições acima, então a condição restante é válida.

Demonstração. Temos o seguinte:

1) ((a) e (b)) ñ (c). Suponhamos que A seja flexível e alternativa à direita. Então, para a, b P A,
pela Proposição 3.2.2 temos:

(a, b, a) + (a, a, b) = 0,

mas A é flexível, de modo que (a, b, a) = 0, assim (a, a, b) = 0. Portanto, A é alternativa à esquerda.

2) ((a) e (c)) ñ (b). Suponhamos que A seja flexível e alternativa à esquerda. Então, para a, b P A,
pela Proposição 3.2.2 temos:

(a, b, a) + (b, a, a) = 0,

mas A é flexível, de modo que (a, b, a) = 0, assim (b, a, a) = 0. Portanto, A é alternativa à direita.

3) ((b) e (c)) ñ (a). Suponhamos que A seja alternativa à direita e alternativa à esquerda. Então,
para a, b P A, pela Proposição 3.2.2 temos:

(a, b, a) + (a, a, b) = 0,

mas A é alternativa à esquerda, de modo que (a, a, b) = 0, assim (a, b, a) = 0. Portanto, A é
flexível.

Apresentaremos um exemplo de álgebra flexível que não é alternativa à direita nem alternativa à
esquerda.

Exemplo 3.2.4. Sejam x e y dois símbolos e seja Z o conjunto das sequências finitas α1 ¨ ¨ ¨ αn onde
αi P tx, yu, incluindo a sequência vazia. Seja A um K-espaço com base consistindo de elementos
ez onde z P Z. Definimos uma multiplicação em A assim:

ezew = ezw,

onde z, w P Z e zw é a concatenação de z e w. Consideremos agora a álgebra B, definida como o
K-espaço vetorial de A com a multiplicação é dada por:

a ˚ b = ab + ba.

Então B é comutativa, portanto é flexível. Entretanto:

(ex ˚ ex) ˚ ey = 2exxy + 2eyxx,

ex ˚ (ex ˚ ey) = exxy + 2exyx + eyxx,

assim B não é alternativa à esquerda. Mas B é comutativa, de modo que B também não é alterna-
tiva à direita.

Agora apresentaremos um exemplo de uma K-álgebra alternativa à direita que não é alternativa
à esquerda nem flexível.
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Exemplo 3.2.5. Consideremos a seguinte K-álgebra dada pelo espaço A = K3, com base:

e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1).

Definimos a multiplicação pela seguinte tabela:

e1 e2 e3

e1 e1 e3 0
e2 e2 0 0
e3 0 0 0

Tabela 3.1: Tabela de multiplicação para álgebra alternativa à direita que não é alternativa.

a) É fácil ver que A não é alternativa à esquerda, pois:

(e1e1)e2 = e1e2 = e3,

e1(e1e2) = e1e3 = 0.

b) A álgebra não é flexível pois:
(e1e2)e1 = e3e1 = 0,

e1(e2e1) = e1e2 = e3.

c) A álgebra é alternativa à direita, pois, para a, b P A, sendo:

a = α1e1 + α2e2 + α3e3, b = β1e1 + β2e2 + β3e3,

onde αi, βi P K, então temos:

(ab)b =
(
(α1e1 + α2e2 + α3e3)(β1e1 + β2e2 + β3e3)

)
(β1e1 + β2e2 + β3e3)

= (α1β1e1 + α2β1e2 + α1β2e3)(β1e1 + β2e2 + β3e3)

= α1β1β1e1 + α2β1β1e2 + α1β1β2e3,

e também:

a(bb) = (α1e1 + α2e2 + α3e3)
(
(β1e1 + β2e2 + β3e3)(β1e1 + β2e2 + β3e3)

)
= (α1e1 + α2e2 + α3e3)(β1β1e1 + β2β1e2 + β1β2e3)

= α1β1β1e1 + α2β1β1e2 + α1β2β1e3,

como queríamos demonstrar.

3.2.2 Associatividade de Potências em Álgebras Alternativas à Direita

Nesta subseção, mostraremos o Teorema 3.2.8, cujo enunciado diz que toda álgebra alternativa à
direita tem potências associativas. Para isso, nós antes mostraremos que toda álgebra alternativa
à direita satisfaz a chamada identidade de Moufang à direita.

Lema 3.2.6. Seja A uma K-álgebra alternativa à direita (resp. à esquerda). Então A satisfaz a
identidade:

((xy)z)y = x((yz)y) (resp. (x(yx))z = x(y(xz))),
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chamada identidade de Moufang à direita (resp. à esquerda).

Demonstração. Seja A uma K-álgebra alternativa à direita. Fazendo x ÞÑ y em (3.1), temos:

0 = (y, y, z) + (y, z, y) = y2z ´ y(yz) + (yz)y ´ y(zy).

Logo temos:
´y2z + y(yz) + y(zy) = (yz)y.

Daí:

(zy + yz)y + y(zy + yz) ´ (zy2 + y2z) = zy2 + (yz)y + y(zy) + y(yz) ´ zy2 ´ y2z = 2(yz)y.

Assim, usando novamente (3.1), temos:

2x((yz)y) = x((zy + yz)y + y(zy + yz)) ´ x(zy2 + y2z)

= (x(zy + yz))y + (xy)(zy + yz) ´ (xz)y2 ´ (xy2)z

= ((xz)y + (xy)z)y + ((xy)z)y + ((xy)y)z ´ (xz)y2 ´ (xy2)z

= (xz)y2 + ((xy)z)y + ((xy)z)y + (xy2)z ´ (xz)y2 ´ (xy2)z

= 2((xy)z)y,

assim concluímos a demonstração.

Mostraremos uma forma mais útil equivalente à identidade de Moufang à direita.

Proposição 3.2.7. Seja A uma K-álgebra qualquer. Então a identidade de Moufang à direita é
equivalente a:

(x, yz, y) = ´(x, y, z)y. (3.2)

Nesse caso, também vale a seguinte identidade:

(x, yz, w) + (x, wz, y) = ´(x, y, z)w ´ (x, w, z)y. (3.3)

Demonstração. De fato:

(x, yz, y) + (x, y, z)y = (x(yz))y ´ x((yz)y) + ((xy)z)y ´ (x(yz))y = ´x((yz)y) + ((xy)z)y.

Além disso, linearizando a identidade (3.2), obtemos a identidade (3.3).

Mostraremos que toda álgebra alternativa à direita é uma álgebra com potências associativas.
Depois disso, mostraremos por meio de um exemplo que a recíproca não é verdadeira.

Teorema 3.2.8. Seja A uma K-álgebra alternativa à direita. Então A é uma álgebra com potências
associativas.

Demonstração. Dado x P A, denotaremos por p = p(x) o produto a1a2 ¨ ¨ ¨ an de n fatores ai = x
com alguma distribuição de parênteses e n será chamado grau de p e denotado por deg(p). Para
provar que a subálgebra A(x) gerada por x é associativa, é suficiente mostrar que (p1, p2, p3) = 0
para quaisquer produtos pi = pi(x), com i = 1, 2, 3. Faremos a demostração por indução sobre a
soma:

deg(p1) + deg(p2) + deg(p3).

É claro que o resultado é verdadeiro se deg(p1) + deg(p2) + deg(p3) = 3. Assumiremos que
(p1, p2, p3) = 0 sempre que deg(p1) +deg(p2) +deg(p3) ă n. Sejam os produtos pi com i = 1, 2, 3
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tais que deg(p1) + deg(p2) + deg(p3) = n. Para cada i = 1, 2, 3, como deg(pi) ă n, pela hipótese
de indução, podemos usar a associatividade no produto pi = pi(x). Se deg(p3) ą 1, então p3 =
p1

3x. Da Proposição 2.1.49, juntamente com a hipótese de que deg(p1) + deg(p2) + deg(p1
3) ă n,

temos:
(p1, p2, p3) = (p1, p2, p1

3x)

= p1(p2, p1
3, x) + (p1, p2, p1

3)x ´ (p1 p2, p1
3, x) + (p1, p2 p1

3, x)

= p1(p2, p1
3, x) ´ (p1 p2, p1

3, x) + (p1, p2 p1
3, x).

Logo podemos assumir p3 = x. Se deg(p2) = 1, então p2 = x, logo:

(p1, p2, p3) = (p1, x, x) = 0.

Se deg(p2) ą 1, então p2 = xp1
2, assim de deg(p1) + deg(p1

2) + deg(p3) ă n e (3.2) temos:

(p1, p2, p3) = (p1, xp1
2, x) = ´(p1, x, p1

2)x = 0,

concluindo a demonstração.

Exibiremos um exemplo de álgebra com potências associativas que não é alternativa à direita.

Exemplo 3.2.9. Pela Proposição 2.2.10, toda álgebra de Cayley é uma álgebra com potências as-
sociativas. Em particular, a álgebra S dos sedênios é uma álgebra com potências associativas.
Entretanto, conforme um raciocínio semelhante à demonstração da Proposição 2.1.26, como O é
alternativa e não é associativa, então S = D(O) não é alternativa à direita.

3.2.3 Teorema de Mikheev

Nesta subseção mostraremos o Teorema 3.2.12, chamado de Teorema de Mikheev, cujo enunciado
diz que toda álgebra alternativa à direita satisfaz a identidade (a, a, b)4 = 0. A demonstração total
é longa e requer uma série de lemas prévios.

Seja A uma K-álgebra alternativa à direita. Da identidade alternativa à direita e da identidade de
Moufang à direita obtemos:

Ra2 = R2
a, R(ab)a = RaRbRa, (3.4)

para quaisquer a, b P A. A partir de (3.4), para quaisquer a, b, c P A, desenvolvendo:

R(a+b)2 = R2
a+b, R((a+c)b)(a+c) = Ra+cRbRa+c,

obtemos:
Rab+ba = RaRb + RbRa, R(ab)c+(cb)a = RaRbRc + RcRbRa. (3.5)

Numa álgebra qualquer A, para a, b P A definimos as funções lineares:

ab = Rab ´ RaRb, ab = Rab ´ RbRa.

Lema 3.2.10. Seja A uma K-álgebra alternativa à direita. Então para quaisquer a, b, c, x P A temos:

ab + ba = ab + ba = 0, ab + ab = Rq (3.6)

ab(x) = ´(x, a, b), ab(x) = x[a, b] + (x, a, b) (3.7)

abab = 0, abac + acab = 0 (3.8)

abab = ´R(q,a,b) (3.9)

abRaab = 0, abRaab = ´R(qa,a,b) (3.10)
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Rp = aba ´ abRa = aba ´ Raab (3.11)

onde:
p = (a, a, b), q = [a, b].

Demonstração. i) Demonstração de (3.6):

ab + ba = Rab ´ RaRb + Rba ´ RbRa = Rab+ba ´ (RaRb + RbRa),

logo por (3.5) temos o resultado. Analogamente ab + ba = 0. Além disso:

Rq = R[a,b] = Rab´ba = Rab+ba ´ R2ba = RaRb + RbRa ´ 2Rba = ´ba ´ ba = ab + ab.

ii) Demonstração de (3.7):

ab(x) = Rab(x) ´ (RbRa)(x) = x(ab) ´ (xa)b = ´(x, a, b),

e utilizando (3.1) temos:

ab(x) = x(ab) ´ (xb)a = x[a, b] + x(ba) ´ (xb)a = x[a, b] ´ (x, b, a) = x[a, b] + (x, a, b),

iii) Demonstração de (3.8):

abab = (Rab ´ RaRb)(Rab ´ RbRa)

= R2
ab ´ RabRbRa ´ RaRbRab + RaR2

bRa

= R(ab)2 ´ R((ab)b)a ´ R(ab)(ab) + R(ab2)a

= R(ab)2´(ab2)a´(ab)2+(ab2)a

= 0,

onde utilizamos (3.4) e (3.5). Além disso:

0 = ab+cab+c = (ab + ac)(ab + ac) = abac + acab.

iv) Demonstração de (3.9):

abab = (Rab ´ RbRa)(Rab ´ RaRb)

= R(ab)2 ´ RabRaRb ´ RbRaRab + RbRa2 Rb

= R(ab)2 ´ R((ab)a)b ´ R(ba)(ab) + R(ba2)b

= R(ab)2´((ab)a)b´(ba)(ab)+(ba2)b

= R(ab´ba)(ab)´((ab)a´ba2)b

= Rq(ab)´(qa)b

= ´R(q,a,b).
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v) Demonstração de (3.10):

abRaab = (Rab ´ RaRb)Ra(Rab ´ RbRa)

= RabRaRab ´ RabRaRbRa ´ RaRbRaRab + RaRbRaRbRa

= R((ab)a)(ab) ´ RabR(ab)a ´ R(ab)aRab + RaR(ba)bRa

= R((ab)a)(ab) ´ R(ab)((ab)a)+((ab)a)(ab) + R(a((ba)b))a

= R(a((ba)b))a´(ab)((ab)a).

Mas:

(a((ba)b))a ´ (ab)((ab)a) = (RaR(ba)b)(a) ´ (R(ab)aRb)(a) = (RaRbRaRb ´ RaRbRaRb)(a) = 0,

logo abRaab = 0. Utilizamos (3.4) e (3.5).

abRaab = (Rab ´ RbRa)Ra(Rab ´ RaRb)

= RabRaRab ´ RabRa2 Rb ´ RbRa2 Rab + RbRa3 Rb

= R((ab)a)(ab) ´ R((ab)a2)b ´ R(ba2)(ab) + R(ba3)b

= R((ab´ba)a)(ab)´((ab´ba)a2)b

= R(qa)(ab)´(qa2)b

= ´R(qa,a,b).

vi) Demonstração de (3.11):

Rp ´ aba = R(a,a,b) ´ Ra(ba) + RbaRa

= ´R(a,b,a) ´ Ra(ba) + RbaRa

= ´R(ab)a + Ra(ba) ´ Ra(ba) + RbaRa

= ´RaRbRa + RbaRa

= (Rba ´ RaRb)Ra

= baRa

= ´abRa.

Utilizamos (3.1), (3.4) e (3.6). Analogamente temos Rp = aba ´ Raab.

Lema 3.2.11. Seja A uma K-álgebra alternativa à direita. Então para quaisquer a, b P A, sendo:

p = (a, a, b), q = [a, b],

então temos:
p(q, a, b) = 0, (3.12)
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p(qa, a, b) = 0. (3.13)

Demonstração. Fazendo x = a em (3.7) temos:

ab(a) = ´(a, a, b) = ´p.

Utilizando (3.9) e (3.8) temos:

p(q, a, b) = ´(R(q,a,b)ab)(a) = (ababab)(a) = 0,

o que prova (3.12). Agora, utilizando (3.10) e (3.8), temos:

p(qa, a, b) = ´(R(qa,a,b)ab
)(a) = (abRaabab)(a) = 0,

o que prova (3.13).

Teorema 3.2.12 (Teorema de Mikheev). Seja A uma K-álgebra alternativa à direita. Então para
quaisquer a, b P A temos:

(a, a, b)4 = 0.

Demonstração. Pondo p = (a, a, b), temos:

RpRpRpab = (aba ´ Raab)(aba ´ abRa)(aba ´ Raab)ab

= ´(abaabRa + Raababa)abaab

= ´abaabRaabaab ´ Raababaabaab

= abaabRaababa ´ Raabaabababa.

Como:
RpabRaabRp = (aba ´ Raab)abRaab(aba ´ abRa) = abaabRaababa

e também:
RaRpababRp = Ra(aba ´ Raab)abab(aba ´ abRa) = Raabaabababa,

então:
RpRpRpab = RpabRaabRp ´ RaRpababRp

= ´RpR(qa,a,b)Rp + RaRpR(q,a,b)Rp

= ´R(p(qa,a,b))p + RaR(p(q,a,b))p

= 0.

Utilizamos os Lemas 3.2.10 e 3.2.11. Por (3.7), temos ab(a) = ´p, assim:

p4 = ´(RpRpRpab)(a),

logo p4 = 0, concluindo a demonstração.

3.3 Álgebras Alternativas

As K-álgebras alternativas surgiram principalmente dos estudos dos octônios, introduzidos por
Cayley. Elas possuem aplicações a estudos de K-álgebras com composição e de planos projetivos.
Por exemplo, os planos projetivos sobre K-álgebras alternativas com divisão são importantes na
geometria projetiva.
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Na Subseção 3.3.1, mostraremos o Teorema Generalizado de Artin, cujo enunciado diz que, em
toda K-álgebra alternativa A, para a, b, c P A tais que (a, b, c) = 0, então a subálgebra A(a, b, c)
é associativa. Na Subseção 3.3.2, apresentaremos um breve estudo sobre K-álgebras alternativas
com divisão e mostraremos alguns resultados elementares.

3.3.1 Teorema de Artin

Nesta subseção, nós mostraremos o Teorema 3.3.3, chamado o Teorema Generalizado de Artin,
cujo enunciado diz que, em toda K-álgebra alternativa A, para a, b, c P A tais que (a, b, c) = 0,
então a subálgebra A(a, b, c) é associativa.

O Teorema de Artin diz que, em toda K-álgebra alternativa A, para a, b P A, a subálgebra A(a, b)
é associativa, e sua demonstração pode ser encontrada em [ZSSS82]. A demonstração presente
nesta seção é obtida por uma fácil adaptação da demonstração do teorema original.

Definição 3.3.1. Uma K-álgebra A é alternativa se é alternativa à direita e à esquerda.

Linearizando as identidades alternativas à esquerda e à direita, é fácil ver que, em uma álgebra
alternativa, o associador é uma função alternada de seus argumentos. Em particular, toda álgebra
alternativa é flexível.

Lema 3.3.2. Seja A uma K-álgebra alternativa. Então A satisfaz a identidade:

(xy)(zx) = x(yz)x,

chamada identidade de Moufang ao meio.

Demonstração. Utilizando a identidade de Moufang à direita, temos o seguinte:

(xy)(zx) ´ x(yz)x = ´(xy, z, x) + (x, y, z)x

= (z, xy, x) + (z, x, y)x

= (z(xy))x ´ z(xyx) + ((zx)y)x ´ (z(xy))x

= 0,

provando a identidade de Moufang ao meio.

Com isso, se A é uma álgebra alternativa, valem as identidades de Moufang à direita, à esquerda
e a do meio. Agora mostraremos o principal resultado da presente subseção.

Teorema 3.3.3 (Teorema Generalizado de Artin). Seja A uma K-álgebra alternativa A. Para todo
a, b, c P A, se (a, b, c) = 0, então a subálgebra A(a, b, c) é associativa.

Demonstração. Dados x, y, z P A tais que (x, y, z) = 0, denotaremos por p = p(x, y, z) o produto
a1a2 ¨ ¨ ¨ an de n fatores ai P tx, y, zu com alguma distribuição de parênteses e n será chamado
grau de p e denotado por deg(p). Para provar que a subálgebra A(x, y, z) gerada por x, y e z é
associativa, é suficiente mostrar que (p1, p2, p3) = 0 para quaisquer produtos pi = pi(x, y, z), com
i = 1, 2, 3. Faremos a demostração por indução sobre a soma:

deg(p1) + deg(p2) + deg(p3).

É claro que o resultado é verdadeiro se deg(p1) + deg(p2) + deg(p3) = 3, pois (x, y, z) = 0 e o
associador é antissimétrico. Agora consideremos o caso n ą 3 e assumamos que (p1, p2, p3) = 0
sempre que deg(p1) + deg(p2) + deg(p3) ă n. Sejam os produtos pi com i = 1, 2, 3 tais que
deg(p1) + deg(p2) + deg(p3) = n. Para cada i = 1, 2, 3, como deg(pi) ă n, pela hipótese de
indução, podemos usar a associatividade no produto pi = pi(x, y, z).
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Caso 1: Dois dos produtos p1, p2, p3 começam com geradores iguais, digamos que p1 e p2 começam
com x. Se deg(p1) ą 1 e deg(p2) ą 1, então p1 = xp1

1 e p2 = xp1
2, onde deg(p1

i) = deg(pi)´ 1 para
i = 1, 2, assim a identidade (3.3) e a hipótese de indução nos dão:

(p1, p2, p3) = (xp1
1, xp1

2, p3)

= ´(xp1
1, p3 p1

2, x) ´ (xp1
1, x, p1

2)p3 ´ (xp1
1, p3, p1

2)x

= (p3 p1
2, xp1

1, x)

= ´(p3 p1
2, x, p1

1)x

= 0.

Se deg(p1) = 1 e deg(p2) ą 1, então p2 = p1
2x, aí pela identidade (3.2) e a hipótese de indução

temos:
(p1, p2, p3) = (x, xp1

2, p3) = ´(p3, xp1
2, x) = (p3, x, p1

2)x = 0.

Se deg(p1) = deg(p2) = 1, então:

(p1, p2, p3) = (x, x, p3) = 0.

Caso 2: Os produtos p1, p2, p3 começam com geradores diferentes, digamos que eles começam com
x, y, z respectivamente. Como n ą 3, podemos supor sem perder generalidade que deg(p2) ą 1,
de modo que p2 = yp1

2 onde deg(p1
2) = deg(p2)´ 1. Como o associador é antissimétrico, podemos

também supor sem perder generalidade que p1
2 começa com y ou z. Linearizando a identidade de

Moufang à esquerda e obtendo uma identidade análoga a (3.3):

(x, yz, w) + (z, yx, w) = ´x(y, z, w) ´ z(y, x, w),

temos:
(p1, p2, p3) = (p1, yp1

2, p3)

= ´(p1
2, yp1, p3) ´ p1(y, p1

2, p3) ´ p1
2(y, p1, p3)

= ´(p1
2, yp1, p3)

= 0,

onde a última igualdade vem do caso 1.

3.3.2 Álgebras Alternativas com Divisão

Nesta subseção, nós apresentaremos um breve estudo sobre álgebras alternativas com divisão e
mostraremos a Proposição 3.3.6, cujo enunciado diz que, nessas álgebras, os conceitos de álgebras
com divisão e afins apresentados na Definição 2.2.2 são equivalentes ao conceito de álgebra com
divisão clássica apresentado na Definição 2.2.5.

Proposição 3.3.4. Seja A uma álgebra alternativa com unidade, seja a um elemento invertível de
A e seja b um de seus inversos. Então temos:

(b, a, t) = 0 (3.14)

para todo t P A.
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Demonstração. Pela Proposição 2.1.49, temos a identidade:

x(y, z, w) + (x, y, z)w = (xy, z, w) ´ (x, yz, w) + (x, y, zw).

Seja t P A. Fazendo x ÞÑ b, y ÞÑ a, z ÞÑ a e w ÞÑ bt na identidade acima, obtemos:

b(a, a, bt) + (b, a, a)(bt) = (ba, a, bt) ´ (b, a2, bt) + (b, a, a(bt)),

assim:
0 = (1, a, bt) ´ (b, a2, bt) + (b, a, a(bt)) = ´(b, a2, bt) + (b, a, a(bt)).

Por outro lado, pela identidade de Moufang à direita (3.2), temos:

(b, a2, bt) = (a2, bt, b) = ´(a2, b, t)b = (t, b, a2)b = ´t(ba2, b)

= (b, ba2, t) = (b, (ba)a, t) = (b, 1a, t) = (b, a, t)

e também:
(b, a, a(bt)) = ´(b, a(bt), a) = (b, a, bt)a = ´(bt, a, b)a

= (bt, ab, a) = (bt, 1, a) = 0.

Segue assim que (b, a, t) = 0.

Proposição 3.3.5. Seja A uma álgebra alternativa com unidade e seja a um elemento invertível em
A. Então:

i) a tem um único inverso.

ii) La (resp. Ra) é um operador bijetor em A com L´1
a = La´1 (resp. R´1

a = Ra´1), onde a´1

denota o único inverso de a.

Demonstração. Temos o seguinte:

i) Suponhamos que b e c são inversos de a em A. Então, tendo em mente (3.14), vemos que:

c = 1c = (ba)c = (b, a, c) + b(ac) = b(ac) = b1 = b.

Assim a tem um único inverso.

ii) Se denotarmos por a´1 o único inverso de a, então (3.14) nos dá (a´1, a, x) = 0 para todo x P A.
Como o associador é uma função alternada de seus argumentos, obtemos que La´1 La = LaLa´1 =
IA e Ra´1 Ra = RaRa´1 = IA, e a demonstração está completa.

Agora mostraremos o resultado principal desta subseção.

Proposição 3.3.6. Seja A uma álgebra alternativa. Então as seguintes condições são equivalentes:

i) A é uma álgebra com quase-divisão.

ii) A é uma álgebra com divisão à esquerda.

iii) A é uma álgebra com divisão à direita.

iv) A é uma álgebra com divisão.

v) A é uma álgebra com divisão clássica.

Demonstração. É fácil ver que as implicações (iv)ñ(ii)ñ(i) e (iv)ñ(iii)ñ(i) são válidas. Além disso,
pela Proposição 3.3.4, a implicação (v)ñ(iv) é válida. Resta mostrar que a implicação (i)ñ(v) é
válida. Assuma que A é uma álgebra com quase-divisão.
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1) Mostraremos que A tem um idempotente não nulo e P A. Como A ‰ 0, então existe b P A tal
que b ‰ 0. Assim Lb ou Rb é um operador bijetor.

• Suponhamos que Lb seja bijetor. Seja e = L´1
b (b). Então temos be = b, portanto be = (be)e =

be2, o que implica e = e2. Portanto e é um idempotente não nulo de A.

• O caso em que Rb seja bijetor é análogo.

2) Mostraremos que e é uma unidade. Como e ‰ 0, então Le ou Re é um operador bijetor.

• Suponhamos que Le seja bijetor. Para todo x P A temos e(ex) = e2x = ex, assim ex = x.
Agora, para todo x P A, pelo Teorema 3.3.3 de Artin, a subálgebra A(x, e) é associativa, de
modo que:

(exe ´ ex)(exe ´ ex) = exe2xe ´ exe2x ´ exexe + exex = exexe ´ exex ´ exexe + exex = 0,

assim, como A é uma álgebra com quase-divisão, temos exe ´ ex = 0, aí exe = ex, aí xe = x.

• O caso em que Re é bijetor é análogo.

3) Mostraremos que A é uma álgebra com divisão clássica. Seja a P A tal que a ‰ 0. Então La ou
Ra é um operador bijetor.

• Suponhamos que La seja bijetor. Então existe c P A tal que ac = 1. Assim temos a(ca) =
(ac)a = 1a = a = a1, assim ca = 1.

• O caso em que Ra é bijetor é análogo.

Assim concluímos a demonstração da proposição.

Corolário 3.3.7. Seja A uma álgebra alternativa à direita com quase-divisão. Então a álgebra A é
alternativa.

Demonstração. Como A é uma álgebra com quase-divisão, então A não tem divisores juntos de
zero. O restante segue do Teorema 3.2.12 de Mikheev.

3.4 Álgebras com Potências Associativas

A decomposição de Peirce é uma decomposição de uma álgebra como uma soma direta de subes-
paços de acordo com um elemento idempotente. Ela é utilizada, por exemplo, para estudarmos a
estrutura e classificação de várias classes de álgebars. A decomposição de Peirce para álgebras as-
sociativas foi introduzida por Benjamin Peirce em 1870. Posteriormente, decomposições de Peirce
análogas foram introduzidas para várias outras álgebras, tais como álgebras de Jordan, álgebras
flexíveis e álgebras com potências associativas.

Baseamos a apresentação desta seção em [Alb48], [EMM80], [Jun85] e [CGRP14]. Na Subseção
3.4.1, apresentaremos a decomposição de Peirce de uma álgebra com potências associativas em
relação a um idempotente. Na Subseção 3.4.2, mostraremos que, em toda álgebra com potências
associativas sem divisores de zero, todo idempotente não nulo é uma unidade.

Lembremos que estamos assumindo K = R ou K = C, em particular K tem característica 0.

3.4.1 Decomposição de Peirce

Nesta seção, nós apresentaremos as decomposições de Peirce para álgebras comutativas com po-
tências associativas, conforme o Teorema 3.4.6, para álgebras com potências associativas, con-
forme o Teorema 3.4.8, e também para álgebras flexíveis com potências associativas, conforme o
Teorema 3.4.9.
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Definição 3.4.1. Uma K-álgebra A é uma K-álgebra com potências associativas se para todo
a P A a subálgebra A(a) gerada por a é associativa.

Em particular, toda álgebra com potências associativas satisfaz as seguintes identidades:

x2x = xx2, (3.15)

x2x2 = x(xx2). (3.16)

Por outro lado, Albert, no artigo [Alb48], forneceu os seguintes dois resultados que oferecem re-
cíprocas parciais para as identidades (3.15) e (3.16). Não precisaremos deles no presente trabalho,
mas eles são apresentados por questão de curiosidade.

Teorema 3.4.2. Seja A uma álgebra sobre um corpo F. Suponhamos o seguinte:

• F tenha característica 0.

• x2x = xx2 para todo x P A.

• x2x2 = x(xx2) para todo x P A.

Então A é uma álgebra com potências associativas.

Teorema 3.4.3. Seja A uma álgebra sobre um corpo F. Suponhamos o seguinte:

• F tenha característiva 0 ou p ą 5.

• A seja flexível.

• x2x2 = x(xx2) para todo x P A.

Então A é uma álgebra com potências associativas.

Agora apresentaremos uma proposição útil para a demonstração dos resultados concernentes à
decomposição de Peirce.

Proposição 3.4.4. Seja A uma K-álgebra com potências associativas. Seja e P A um elemento
idempotente que comuta com todos os elementos de A. Então:

2R3
e ´ 3R2

e + Re = 0. (3.17)

Demonstração. Dividiremos a demonstração em duas etapas, pois a organização dos argumentos
será útil para resultados posteriores.

a) Seja A uma K-álgebra com potências associativas. Escrevendo (3.15) em termos do comutador
temos:

[x2, x] = 0. (3.18)

Escrevendo (3.16) em termos do associador, temos:

(x, x, x2) = 0. (3.19)

Uma linearização parcial de (3.19) nos oferece a identidade:

[xy + yx, x] + [x2, y] = 0. (3.20)

Duas linearizações parciais de (3.18) nos oferecem as identidades:

(x, x, xy + yx) + (x, y, x2) + (y, x, x2) = 0, (3.21)

(x, x, y2) + (x, y, xy + yx) + (y, x, xy + yx) + (y, y, x2) = 0. (3.22)
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b) Agora seja e P A um elemento idempotente que comuta com todos os elementos de A. Para
todo y P A, fazendo x = e em (3.21), temos:

0 = (e, e, 2ey) + (e, y, e) + (y, e, e)

= 2e(ey) ´ 2e(e(ey)) + (ye)e ´ ye

= ´2((ye)e)e + 3(ye)e ´ ye,

ou seja:
2((ye)e)e ´ 3(ye)e + ye = 0, (3.23)

como queríamos demonstrar.

Apresentaremos agora a noção de decomposição de Peirce no caso comutativo.

Definição 3.4.5. Seja A uma K-álgebra e seja e P A um idempotente que comuta com todos os
elementos de A. Para λ P t0, 1

2 , 1u, definimos o seguinte subespaço:

Aλ = tx P A : xe = λxu.

Chamamos os Ai de componentes de Peirce no caso comutativo.

Teorema 3.4.6 (Decomposição de Peirce no Caso Comutativo). Seja A uma K-álgebra comutativa
com potências associativas e seja e P A um elemento idempotente. Então:

A = A1 ‘ A 1
2

‘ A0.

Além disso, temos as seguintes relações:

1) A1 A1 Ď A1.

2) A0 A0 Ď A0.

3) A1 A0 = t0u.

4) A1 A 1
2

Ď A 1
2
+ A0.

5) A0 A 1
2

Ď A 1
2
+ A1.

6) A 1
2
A 1

2
Ď A1 + A0.

Demonstração. Primeiro, notemos que:

A1 = Ker(Re ´ IA), A 1
2
= Ker(2Re ´ IA), A0 = Ker(Re).

Além disso, pela identidade (3.17), temos o seguinte:

0 = 2R3
e ´ 3R2

e + Re = Re(2Re ´ 1)(Re ´ 1).

Sejam:
P1 = 2R2

e ´ 2Re, P1
2
= ´4R2

e + 4Re, P0 = 2R2
e ´ 3Re + IA.

Então temos:
(Re ´ IA)P1 = (2Re ´ IA)P1

2
= ReP0 = 0

e também:
IA = P1 + P1

2
+ P0.
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a) Mostraremos que A = A1 + A 1
2
+ A0. De fato seja x P A. Então:

P1(x) P A1, P1
2
(x) P A 1

2
, P0(x) P A0,

e também:
x = P1(x) + P1

2
(x) + P0(x).

b) Mostraremos que A = A1 ‘ A 1
2

‘ A0. De fato, suponhamos que:

u1 + u 1
2
+ u0 = 0, (3.24)

onde uλ P Aλ para λ P t1, 1
2 , 0u. Multiplicando (3.24) por e, obtemos:

u1 +
1
2

u2 = 0. (3.25)

Multiplicando (3.25) por e, obtemos:

u1 +
1
4

u 1
2
= 0. (3.26)

Subtraindo (3.26) de (3.25), obtemos 1
4 u 1

2
= 0, assim u 1

2
= 0. Aplicando isso em (3.25), temos:

0 = u1 +
1
2

u 1
2
= u1.

Portanto:
0 = u1 + u 1

2
+ u0 = u0.

Em suma:
u1 = u 1

2
= u0 = 0.

c) Mostraremos que Re ´ αIA é invertível para todo α P Rzt0, 1
2 , 1u. De fato, considerando o po-

linômio:
p(x) = x(2x ´ 1)(x ´ 1),

então α não é raiz de p(x), de modo que pela Divisão Euclidiana existem um polinômio q(x) e um
escalar γ ‰ 0 tais que:

p(x) = (x ´ α)q(x) + γ,

em particular temos:
0 = p(Re) = (Re ´ αIA)q(Re) + γIA,

d) Por fim, mostraremos as afirmações restantes do teorema. Linearizando a identidade (3.22) em
y e usando a comutatividade, temos:

2(x, x, yz) + 2(x, y, xz) + 2(x, z, xy) + 2(y, x, xz) + 2(z, x, xy) + (y, z, x2) + (z, y, x2) = 0

para quaisquer x, y, z P A. Sejam λ, µ P t0, 1
2 , 1u e y P Aλ e z P Aµ. Fazendo x = e na identidade

acima, obtemos:

(2R2
e + (2λ + 2µ ´ 4)Re + (2λ2 ´ 8λµ + 2µ2 + λ + µ)IA)(yz) = 0.

1) Se λ = µ = 1, então obtemos:

0 = (2R2
e ´ 2IA)(yz) = 2(Re + IA)(Re ´ IA)(yz),

assim (Re ´ IA)(yz) = 0, de modo que yz P A1.
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2) Se λ = µ = 0, então:
0 = (2R2

e ´ 4Re)(yz) = 2(Re ´ 2IA)Re(yz),

assim Re(yz) = 0, de modo que yz P A0.

3) Se λ = 1 e µ = 0, então:
0 = (2R2

e ´ 2Re + 3IA)(yz),

mas pela identidade (3.17) temos 2R3
e ´ 3R2

e + Re = 0, de modo que:

0 = (Re(2R2
e ´ 2Re + 3IA) ´ (2R3

e ´ 3R2
e + Re))(yz) = (Re + IA)Re(yz),

assim Re(yz) = 0, mas aí:
0 = (2R2

e ´ 2Re + 3IA)(yz) = 3yz,

consequentemente yz = 0.

4) Se λ = 1 e µ = 1
2 , então:

0 = (2R2
e ´ Re)(yz) = P1(yz),

assim:
yz = P1

2
(yz) + P0(yz) P A 1

2
+ A0.

5) Se λ = 0 e µ = 1
2 , então:

0 = (2R2
e ´ 3Re + IA)(yz) = P0(yz),

assim:
yz = P1

2
+ P1(yz) P A 1

2
+ A1.

6) Se λ = µ = 1
2 , então:

0 = (2R2
e ´ 2Re)(yz) =

1
2

P1
2
(yz),

assim:
yz = P1(yz) + P0(yz) P A1 + A0,

como queríamos demonstrar.

Agora apresentaremos a decomposição de Peirce no caso não-comutativo.

Seja A uma K-álgebra. Lembremos que A(+) é a K-álgebra dada pelo espaço vetorial de A munido
da seguinte multiplicação:

x ‚ y =
1
2
(xy + yx).

Então A(+) é comutativa.

Seja A uma K-álgebra com potências associativas. Então a álgebra A(+) também é uma álgebra
com potências associativas. Além disso, se e P A é um elemento idempotente da álgebra A, então
e também é idempotente na álgebra A(+).

Definição 3.4.7. Seja A uma K-álgebra e seja e P A um idempotente. Para λ P t1, 1
2 , 0u, definamos

o seguinte subespaço:
A(λ) = tx P A : x ‚ e = λxu.

Chamamos os A(λ) de componentes de Peirce no caso não-comutativo.

Notemos que para todo x P A, então:

x P A(λ) ô x ‚ e = λx ô
1
2
(xe + ex) = λx ô xe + ex = 2λx.
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Em particular, para todo x P A temos:

x P A(1) ô xe + ex = 2x, x P A( 1
2 )

ô xe + ex = x, x P A(0) ô xe + ex = 0.

Por fim, observemos que:
A(λ) = A(+)

λ

para todo λ P t0, 1
2 , 1u.

Teorema 3.4.8 (Decomposição de Peirce no Caso Não-Comutativo). Seja A uma K-álgebra com
potências associativas e seja e um idempotente de A. Então:

A = A(1) ‘ A( 1
2 )

‘ A(0).

Além disso, temos as seguintes relações:

1) A(1) ‚ A(1) Ď A(1).

2) A(0) ‚ A(0) Ď A(0).

3) A(1)A(0) + A(0)A(1) = t0u.

4) A(1) ‚ A( 1
2 )

Ď A( 1
2 )
+ A(0).

5) A(0) ‚ A( 1
2 )

Ď A( 1
2 )
+ A(1).

6) A( 1
2 )

‚ A( 1
2 )

Ď A(1) + A(0).

Por fim, para λ P t0, 1u, então A(λ) também satisfaz o seguinte:

A(λ) = tx P A : xe = ex = λxu. (3.27)

Demonstração. Com base nas observações anteriores, aplicando o Teorema 3.4.6 à álgebra A(+),
basta mostrar a afirmação (3) e a afirmação (3.27).

a) Mostraremos primeiro a afirmação (3.27).

1) Por um lado, seja x P A(λ), onde λ P t0, 1u. Em (3.20) substituindo x por e, y por x, obtemos:

[ex + xe, e] + [e2, x] = 0,

logo:
0 = [2e ‚ x, e] + [e, x] = [2λx, e] + [e, x] = (2λ ´ 1)[x, e].

Como λ ‰ 1
2 , então [x, e] = 0, portanto

xe = ex = λx.

2) Por outro lado, seja para x P A tal que xe = ex = λx, onde λ P t0, 1u. Então:

x ‚ e =
1
2
(xe + ex) =

1
2
(λx + λx) = λx,

b) Agora mostraremos a afirmação (3). Linearizando a identidade (3.20), obtemos a identidade:

[xy + yx, z] + [zy + yz, x] + [xz + zx, y] = 0. (3.28)

Sejam x P A(1) e y P A(0). Então temos:

xe + ex = 2(x ‚ e) = 2x, ye + ey = 2(y ‚ e) = 0. (3.29)
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Além disso, pelo Teorema 3.4.6 aplicado à álgebra A(+), temos:

xy + yx = 2(x ‚ y) P A(1) ‚ A(0) = t0u,

ou seja:
xy + yx = 0. (3.30)

Aplicando (3.29) e (3.30) à identidade (3.28), temos:

0 = [xy + yx, e] + [ey + ye, x] + [xe + ex, y] = [0, e] + [0, x] + [2x, y] = 2[x, y],

assim xy = yx, portanto:

xy = yx =
1
2
(xy + yx) = 0,

como queríamos demonstrar.

Por questão de curiosidade, se uma álgebra com potências associativas satisfaz algumas iden-
tidades adicionais, então as componentes de Peirce no caso não-comutativo também satisfazem
relações adicionais notáveis.

Teorema 3.4.9 (Decomposição de Peirce no Caso Flexível). Seja A uma K-álgebra flexível com
potências associativas. Então as componentes de Peirce satisfazem as seguintes relações:

1) A(1)A(1) Ď A(1).

2) A(0)A(0) Ď A(0).

3) A(1)A(0) + A(0)A(1) = t0u.

4) A(1)A( 1
2 )
+ A( 1

2 )
A(1) Ď A( 1

2 )
+ A(0).

5) A(0)A( 1
2 )
+ A( 1

2 )
A(0) Ď A( 1

2 )
+ A(1).

6) A( 1
2 )

‚ A( 1
2 )

Ď A(1) + A(0).

7) A( 1
2 )

e + eA( 1
2 )

Ď A( 1
2 )

.

Demonstração. Pelo Teorema 3.4.8, nós já mostramos as afirmações (3) e (6). Pela Proposição 3.1.2,
temos a identidade flexível linearizada:

(xy)z + (zy)x = x(yz) + z(yx). (3.31)

a) Mostraremos a afirmação (1). Sejam x P A(1) e y P A(1). Então temos:

xe = ex = x, ye = ey = y.

Aplicando z = e em (3.31):
(xy)e + (ey)x = x(ye) + e(yx),

assim:
(xy)e + yx = xy + e(yx),

assim:
(xy)e + e(xy) ´ 2xy = e(xy + yx) ´ xy ´ yx,

assim:
2(R‚

e ´ IA)(xy) = 2(Le ´ IA)(x ‚ y),

onde R‚
e é a multiplicação por e na álgebra A(+). Porém temos x ‚ y P A(1), de modo que:

(x ‚ y)e = e(x ‚ y) = x ‚ y,
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assim:
(R‚

e ´ IA)(xy) = (Le ´ IA)(x ‚ y) = 0,

logo temos xy P A(1).

b) Mostraremos a afirmação (2). Sejam x P A(0) e y P A(0). Então temos:

xe = ex = 0, ye = ey = 0.

Aplicando z = e em (3.31):
(xy)e + (ey)x = x(ye) + e(yx),

assim:
(xy)e = e(yx),

assim:
(xy)e + e(xy) = e(xy + yx),

assim:
2R‚

e (xy) = 2Le(x ‚ y),

mas x ‚ y P A(0), de modo que:
(x ‚ y)e = e(x ‚ y) = 0,

assim:
R‚

e (xy) = Le(x ‚ y) = 0,

logo temos xy P A)(0).

c) Mostraremos a afirmação (7). Seja x P A( 1
2 )

. Então:

xe + ex = x.

Aplicando y = z = e em (3.31):

(xe)e + (ee)x = x(ee) + e(ex),

assim:
(xe)e + ex = xe + e(ex),

aí:
(xe)e + e(xe) ´ xe = e(xe + ex) ´ ex,

assim:
(2R‚

e ´ IA)(xe) = ex ´ ex = 0,

assim xe P A( 1
2 )

, logo ex = x ´ xe P A( 1
2 )

.

d) Mostraremos a afirmação (4). Sejam x P A(1) e z P A( 1
2 )

. Então temos:

xe = ex = x, ze + ez = z.

Aplicando y = e em (3.31):
(xe)z + (ze)x = x(ez) + z(ex),

assim:
xz + (ze)x = x(z ´ ze) + zx,

assim:
xz = xz + zx ´ x(ze) ´ (ze)x,
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mas pelo item (c) temos ze P A( 1
2 )

, assim:

xz + zx P A( 1
2 )
+ A(0), x(ze) + (ze)x P A( 1

2 )
+ A(0),

assim:
xz = xz + zx ´ x(ze) ´ (ze)x P A( 1

2 )
+ A(0),

logo:
zx = (xz + zx) ´ xz P A( 1

2 )
+ A(0).

e) Mostraremos a afirmação (5). Sejam x P A(0) e z P A( 1
2 )

. Então temos:

xe = ex = 0, ze + ez = z.

Aplicando y = e em (3.31):
(xe)z + (ze)x = x(ez) + z(ex),

assim:
(ze)x = x(z ´ ze),

aí:
xz = x(ze) + (ze)x,

mas pelo item (c) temos ze P A( 1
2 )

, assim:

xz = x(ze) + (ze)x P A( 1
2 )
+ A(1),

logo:
zx = (xz + zx) ´ xz P A( 1

2 )
+ A(1),

como queríamos demonstrar.

3.4.2 Resultado Principal

Nesta subseção, mostraremos o Teorema 3.4.11, cujo enunciado diz que, para toda K-álgebra com
potências associativas sem divisores de zero A, então todo elemento idempotente não nulo de A
é de fato uma unidade de A. A sua demonstração utilizará o seguinte lema auxiliar.

Lema 3.4.10. Seja A uma K-álgebra com potências associativas. Seja e P A um elemento idempo-
tente tal que A(0) = t0u. Então para todo x P A( 1

2 )
temos x3 = 0.

Demonstração. Seja x P A( 1
2 )

. Então temos:

xe + ex = 2(x ‚ e) = x.

Além disso, pelo Teorema 3.4.8, temos:

A( 1
2 )

‚ A( 1
2 )

Ď A(1) + A(0) = A(1).

assim:
x2 = x ‚ x P A(1),

de modo que:
x2e = ex2 = x2.
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Agora, fazendo y = e na identidade (3.21), temos:

0 = (x, x, xe + ex) + (x, e, x2) + (e, x, x2)

= (x, x, x) + (xe)x2 ´ x(ex2) + (ex)x2 ´ e(xx2)

= (xe + ex)x2 ´ x(ex2) ´ ex3

= xx2 ´ xx2 ´ ex3

= ´ex3,

assim ex3 = 0. Analogamente x3e = 0. Portanto x3 P A(0), aí x3 = 0.

Teorema 3.4.11. Seja A uma K-álgebra com potências associativas sem divisor junto de zero. Seja
e um idempotente não nulo de A. Então e é uma unidade para A.

Demonstração. Temos as seguintes etapas.

a) Mostraremos que A(0) = t0u. De fato, para todo x P A, pelo Teorema 3.4.8 temos xe = ex = 0,
assim x = 0.

b) Agora mostraremos que A( 1
2 )
= t0u. De fato, para todo x P A( 1

2 )
, pelo Lema 3.4.10 temos x3 = 0,

aí x2x = xx2 = 0, assim x2 = 0 ou x = 0, mas x2 = 0 implica xx = xx = 0, que implica x = 0.

c) Pelo Teorema 3.4.8 temos A = A(1)+ A( 1
2 )
+ A(0) = A(1). Assim, para todo x P A temos x P A(1),

aí pelo Teorema 3.4.8 temos xe = ex = x. Portanto e é uma unidade de A.

3.5 Álgebras Algébricas

Álgebras algébricas são uma das generalizações mais imediatas das álgebras com dimensão finita
e também de extensões algébricas de corpos. Elas são utilizadas em vários resultados de estrutura
e classificação sobre álgebras associativas.

Baseamos a apresentação desta seção em [Jun85] e [CGRP14]. Na Subseção 3.5.1, apresentare-
mos os conceitos de álgebras algébricas, álgebras uniformemente algébricas, polinômio minimal
e álgebras quadráticas. Na Subseção 3.5.2, mostraremos que toda álgebra algébrica com potên-
cias associativas sem divisores de zero é quadrática. Na Subseção 3.5.3, apresentaremos algumas
aplicações da subseção anterior que são interessantes por si mesmos.

3.5.1 Definições e Exemplos Iniciais

Definição 3.5.1. Seja A uma K-álgebra. Um elemento a P A é dito algébrico se A(a) tem dimensão
finita. Dizemos que A é algébrica se todos os seus elementos são algébricos.

O conceito de elementos algébricos e álgebras algébricas tem como motivação as noções usuais
de elementos algébricos em extensões de corpos e extensões algébricas de corpos. Seja E uma
extensão de corpos sobre um corpo F. Então E tem uma estrutura natural de F-álgebra. Para todo
a P E, então a é algébrico segundo a definição acima se e só se a é raiz de um polinômio mônico
p(x) com coeficientes em F. Em geral, se x não é algébrico, então x é dito transcendental.

Definição 3.5.2. Dizemos que A é uniformemente algébrica, ou algébrica de grau limitado, se
existe um m tal que dim(A(a)) ď m para todo a P A. Nesse caso, o menor m tal que dim(A(a)) ď

m para todo a P A é chamado grau de A e denotado por deg(A).
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Podemos fornecer exemplos de álgebras algébricas que não são uniformemente algébricas. Por
exemplo, consideremos C como uma Q-álgebra. Então o conjunto Q dos elementos x P C al-
gébricos sobre Q é uma Q-álgebra algébrica mas não é uniformemente algébrica. Além disso, o
subcorpo Q(2

1
2 , 2

1
4 , 2

1
8 , . . . ) de C gerado por 2

1
2 , 2

1
4 , 2

1
8 , . . . também é uma Q-álgebra algébrica que

não é uniformemente algébrica.

Também podemos apresentar um exemplo de álgebra uniformemente algébrica que tem dimen-
são infinita. Seja tXnu8

n=1 um conjunto de indeterminadas, seja E = Z2(Xn : n P N) o corpo das
expressões racionais sobre as indeterminadas X1, X2, . . . e seja F = Z2(X2

n : n P N) o subcorpo
gerado por X2

1 , X2
2 , . . . . O conjunto tXnu8

n=1 é linearmente independente sobre F, assim E não é
uma extensão de corpos de dimensão finita sobre F. Porém, para todo f P E, sendo:

f =

ř

i αiX
mi1
1 ¨ ¨ ¨ X

miri
ri

ř

j β jX
nj1
1 ¨ ¨ ¨ X

njsj
sj

,

onde αi, β j P Z2 e mi1, . . . , miri , nj1, . . . , njsj P N Y t0u, temos:

f 2 =

ř

i αiX
2mi1
1 ¨ ¨ ¨ X

2miri
ri

ř

j β jX
2nj1
1 ¨ ¨ ¨ X

2njsj
sj

P F,

porque os corpos em questão têm característica 2. Assim E é uniformemente algébrica sobre F.

Apresentaremos uma proposição sobre álgebras algébricas que será utilizado mais adiante no
decorrer da demonstração do Teorema 6.2.18.

Proposição 3.5.3. Seja A uma K-álgebra algébrica sem divisores de zero. Se dim(A(a)) = deg(A)
e b P Azt0u com ab = b, então A(b) = A(a).

Demonstração. Sabemos que A(b) é uma K-álgebra sem divisores de zero, assim é uma álgebra
com divisão. Assim existe c P A(b) tal que cb = b. Por outro lado, temos ab = b, assim ab = cb,
o que implica a = c. Portanto a P A(b), donde A(a) Ď A(b). Usando que dim(A(a)) = deg(A),
temos dim(A(b)) ď dim(A(a)). Portanto A(b) = A(a).

Podemos agora apresentar o conceito de polinômio minimal de elementos em uma álgebra com
potências associativas e com unidade. De fato, em toda álgebra com potências associativas e com
unidade A, para todo a P A a subálgebra A(1, a) gerada por 1 e a é uma álgebra associativa com
unidade. Além disso, temos a propriedade universal da álgebra dos polinômios K[x] enunciada
na Proposição 2.1.28.

Definição 3.5.4. Seja A uma K-álgebra com potências associativas e com unidade. Seja a P A
um elemento algébrico de A. Definimos o polinômio minimal de a como o polinômio mônico
p(x) P K[x] de menor grau tal que p(a) = 0.

Seja A uma K-álgebra com potências associativas e com unidade. Para todo elemento algébrico
a P A, então o polinômio minimal p(x) de a é o único polinômio mônico não constante tal que:

tq(x) P K[x] : q(a) = 0u = p(x)K[x],

ou seja, os polinômios q(x) P K[x] tais que q(a) = 0 são exatamente os polinômios divisíveis por
p(x) em K[x].

Apresentaremos um tipo importante de álgebras algébricas, as chamadas álgebras quadráticas.

Definição 3.5.5. Uma K-álgebra é dita quadrática se tem unidade e a2 é combinação linear de
t1, au para todo a P A.
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O conceito de álgebra quadrática tem esse nome pois, para toda K-álgebra A, então A é quadrática
se e só se para todo elemento a P A existem α, β P K tais que a equação quadrática a2 + αa + β = 0
é satisfeita.

Exemplo 3.5.6. Toda K-álgebra de Cayley é quadrática. De fato, seja A uma K-álgebra de Cayley.
Seja a P A. Então temos:

νa1 = aa˚ = a(τa1 ´ a) = τaa ´ a2,

assim:
a2 = τaa ´ νa1 P Ka + K1,

como queríamos demonstrar. Em particular, as R-álgebras obtidas de sucessivas construções de
Cayley-Dickson a partir de R, tais como C, H, O e S, são quadráticas.

3.5.2 Resultado Principal

Nesta seção, mostraremos o Teorema 3.5.8, cujo enunciado diz que toda álgebra algébrica com
potências associativas sem divisores de zero é quadrática. Para isso, mostraremos antes um lema
que geralmente é utilizado para a teoria de estrutura de Wedderburn para álgebras associativas
de dimensão finita.

Lema 3.5.7. Seja A uma K-álgebra associativa de dimensão finita sem divisores juntos de zero.
Então A possui um elemento idempotente não nulo.

Demonstração. Seja I um ideal à esquerda não nulo minimal de A, e seja a P I com a ‰ 0. Então
temos 0 ‰ a2 P Ia Ď I, aí Ia = I, assim existe b P I tal que ba = a. Considere o conjunto:

J = tx P A : xa = 0u.

É claro que J é um ideal à esquerda de A contendo o conjunto:

tx ´ xb : x P Au.

Como I X J é um ideal à esquerda tal que I Ę J, então a minimalidade de I nos dá I X J = 0. Como
b P I, temos b ´ b2 P I. Mas também b ´ b2 P J, assim b ´ b2 = 0.

Teorema 3.5.8. Seja A uma K-álgebra algébrica com potências associativas e sem divisores juntos
de zero. Então A é quadrática. Mais precisamente, temos o seguinte:

i) Se K = C, então A é isomorfa a C.

ii) Se K = R, então, para todo a P A tal que a ‰ 0, a álgebra A(1, a) é isomorfa a R ou C.

Além disso, para a P A tal que a ‰ 0, então 1 P A(a).

Demonstração. Dividiremos essa demonstração em etapas.

a) Mostraremos primeiro que A tem uma unidade. Tomemos um elemento b ‰ 0 de A. Então a
subálgebra A(b) de A gerada por b é uma álgebra associativa de dimensão finita sem divisores
juntos de zero. Portanto, pelo Lema 3.5.7, a álgebra A tem um elemento e P A idempotente não
nulo. Portanto, pelo Teorema 3.4.11, o elemento e é uma unidade de A.

b) Mostraremos que o polinômio minimal de todo elemento de A é irredutível. De fato, seja a ‰ 0
um elemento de A. Seja p(x) o polinômio minimal de a. Suponhamos que p(x) seja redutível,
digamos p(x) = r(x)s(x) com r(x), s(x) polinômios mônicos não constantes. Então teríamos
r(a)s(a) = s(a)r(a) = 0. Mas A não tem divisores juntos de zero, assim nós teríamos r(a) = 0 ou
s(a) = 0. Mas isso que não é possível pois deg(r) ă deg(p) e deg(s) ă deg(p), contradizendo a
minimalidade do grau de p(x). Portanto p(x) é irredutível.
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c) Mostraremos que A é quadrática.

Caso 1: Suponhamos que K = C. Mostraremos que A = C1. De fato, seja a P A, a ‰ 0. Seja
p(x) o polinômio minimal de a. Já mostramos no item (b) que p(x) é irredutível. Entretanto, o
corpo C é algebricamente fechado, ou seja, todo polinômio com coeficientes em C se decompõe
em fatores lineares. Desse modo p(x) é um polinômio mônico linear, ou seja, existe um α P C tal
que p(x) = x ´ α1. Portanto 0 = p(a) = a ´ α1, assim a = α1 P C1.

Caso 2: Suponhamos que K = R. Seja a P A tal que a ‰ 0. Seja p(x) o polinômio minimal de a. Já
mostramos no item (b) que p(x) é irredutível. Entretanto, é um fato conhecido que todo polinômio
com coeficientes em R e com grau ímpar possui raízes em R. Assim p(x) deve ter grau no máximo
2. Consideremos dois casos.

Caso 2,1: Suponhamos que p(x) tenha grau 1. Então existe um α P R tal que p(x) = x ´ α1. Assim
0 = p(a) = a ´ α1, aí a = α1. Com isso podemos concluir que A(1, a) = R1.

Caso 2,2: Suponhamos que p(x) tenha grau 2. Então existem γ, δ P R tais que p(x) = x2 +γx+ δ1.
Como p(x) é irredutível, então p(x) não tem raízes reais, portanto γ2 ´ 4δ ă 0, assim existe β P R

tal que β ‰ 0 e ´γ2+4δ
4 = β2. Sendo α = ´

γ
2 , então temos p(x) = (x ´ α1)2 + β21. Assim temos 0 =

p(a) = (a ´ α1)2 + β21. Fazendo b = 1
β (a ´ α1), então temos b2 = ´1 e também A(1, a) = A(1, b).

Com isso, t1, bu é uma base de A(1, a) e também b2 = ´1. Consequentemente A(1, a) é isomorfa
à R-álgebra C.

d) Mostraremos que para todo a P A, a ‰ 0, temos 1 P A(a). De fato, seja a P A, a ‰ 0. Já provamos
no item (c) que A é quadrática, assim existem α, β P K tais que a2 = αa + β1. Consideremos dois
casos.

Caso 1: Suponhamos que β ‰ 0. Então 1 = β´1(a2 ´ αa) P A(a).

Caso 2: Suponhamos que β = 0. Então a2 = αa. Como A não tem divisores juntos de zero e a ‰ 0,
então a2 ‰ 0. Portanto α ‰ 0. Agora seja e = α´1a. Então e2 = e e e ‰ 0. Assim, pelo Teorema
3.4.11, temos e = 1. Logo 1 = α´1a P A(a).

3.5.3 Aplicações

Com o Teorema 3.5.8, já podemos classificar alguns tipos de R-álgebras, sendo o próximo teorema
um exemplo.

Teorema 3.5.9. Seja A uma R-álgebra algébrica, com potências associativas, comutativa e sem
divisores de zero. Então A é isomorfa a R ou C.

Demonstração. Pelo Teorema 3.5.8, a álgebra A tem unidade. Além disso, para todo x P A tal que
x ‰ 0, então a subálgebra A(x) gerada por x é isomorfa a R ou C como R-álgebra e satisfaz
1 P A(x).

1) Suponhamos que, para todo x P A tal que x ‰ 0, a subálgebra A(x) gerada por x seja isomorfa
a R. Então A é isomorfa a R.

2) Suponhamos que exista x P A tal que x ‰ 0 e A(x) seja isomorfa a C. Então A(x) = R1 + Ri
onde i2 = ´1. Mostraremos que A = R1 + Ri. Suponhamos que exista y P AzA(x). Então A(y)
é isomorfa a C, daí A(y) = R + Rj, onde j2 = ´1. Porém A é comutativa, assim, como i2 = j2,
então temos:

0 = i2 ´ j2 = (i ´ j)(i + j) = (i + j)(i ´ j).

Logo i = j ou i = ´j, uma contradição.

Seja A uma álgebra sem divisor junto de zero. A próxima proposição apresentará condições ne-
cessárias e suficientes para que A tenha uma unidade. Lembremos que o centro de A é o conjunto
dos elementos x P A tal que xt = tx para todo t P A e (x, r, s) = (r, x, s) = (r, s, x) = 0 para
quaisquer r, s P A.
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Proposição 3.5.10. Seja A uma K-álgebra sem divisor junto de zero. Então A tem unidade se e só
se o centro Z(A) tem unidade.

Demonstração. Suponhamos que Z(A) tenha uma unidade e. Notando que e é um idempotente
central em A, para todo a P A temos:

e(ae ´ a) = (ae ´ a)e = ae2 ´ ae = 0,

e também:
(ea ´ a)e = e(ea ´ a) = e2a ´ ea = 0,

assim ae = ea = a pois A não tem divisores juntos de zero. Logo e é uma unidade de A.

Agora seja A uma álgebra algébrica sem divisor junto de zero. A próxima proposição apresentará
condições necessárias e suficientes para que A tenha uma unidade.

Proposição 3.5.11. Seja A uma K-álgebra algébrica sem divisor junto de zero. Então A possui
unidade se e só se Z(A) ‰ 0.

Demonstração. Suponhamos que Z(A) ‰ 0. Pelos Teoremas 3.5.8 e 3.5.9, então a álgebra Z(A) tem
unidade. Agora aplique a Proposição 3.5.10.

3.6 Teorema Generalizado de Frobenius-Zorn

Nesta seção, finalmente mostraremos o Teorema Generalizado de Frobenius Zorn. Apresenta-
remos uma demonstração cujas técnicas são vagamente semelhantes à construção de Cayley-
Dickson. Ele pode ser enunciado da seguinte forma.

Teorema 3.6.1 (Teorema Generalizado de Frobenius-Zorn). Seja A uma R-álgebra algébrica alter-
nativa à direita sem divisores juntos de zero. Então A será isomorfa a R, C, H ou O.

A demonstração do teorema ocupará todo o remanescente da presente seção. Portanto fixaremos
uma R-álgebra A que seja algébrica alternativa à direita e sem divisores juntos de zero.

3.6.1 Proposições Iniciais

Começaremos com algumas proposições úteis para a demonstração do teorema em questão.

Proposição 3.6.2. A álgebra A é alternativa e quadrática.

Demonstração. Pelo Teorema 3.2.8, sabemos que A é uma álgebra com potências associativas.

1) Mostraremos que A é quadrática. De fato, como A é uma álgebra algébrica com potências
associativas sem divisores juntos de zero, podemos aplicar o Teorema 3.5.8.

2) Mostraremos que A é alternativa. Sejam a, b P A dois elementos quaisquer e seja c = (a, a, b).
Como A é alternativa à direita, pelo Teorema 3.2.12 de Mikheev temos c4 = 0. Como A não tem
divisores juntos de zero e c2c2 = c2c2 = 0, então c2 = 0. Como A não tem divisores juntos de zero
e cc = cc = 0, então c = 0. Logo A é alternativa.

Proposição 3.6.3. Para quaisquer x, a, b P A tais que ab = ´ba, então temos:

(xa)b = ´(xb)a, a(bx) = ´b(ax). (3.32)

Demonstração. Linearizando a identidade alternativa à direita e a identidade alternativa à es-
querda, obtemos respectivamente:

(xy)z + (xz)y = x(yz) + x(zy), (yz)x + (zy)x = y(zx) + z(yx),

assim, basta fazer y = a e z = b.
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3.6.2 O Caso A ‰ R

Daqui em diante, consideraremos o caso A ‰ R.

Proposição 3.6.4. Para x P A, se x2 P R e x2 ě 0, então x P R.

Demonstração. Seja x P A tal que x2 P R e x2 ě 0. Então existe α P R tal que x2 = α2. Desse modo
temos:

0 = x2 ´ α2 = (x ´ α)(x + α) = (x + α)(x ´ α).

Porém A não tem divisores juntos de zero, assim x = α ou x = α. Consequentemente x P R.

Proposição 3.6.5. Para x P A, se x R R, então existem γ, δ P R tais que δ ‰ 0 e (x ´ γ)2 = ´δ2.

Demonstração. Seja x P A tal que x R R. Pela Proposição 3.6.2, existem α, β P R tais que x2 =
αx + β, de modo que (x ´ α

2 )
2 P R. Como x R R, pela Proposição 3.6.4 temos (x ´ α

2 )
2 ă 0,

portanto existe δ P R tal que δ ‰ 0 e (x ´ α
2 )

2 = ´δ2.

Proposição 3.6.6. Existe um i P A tal que i2 = ´1. Além disso, o subespaço R + Ri é uma subál-
gebra isomorfa a C.

Demonstração. Existe um x P A tal que x R R. Pela Proposição 3.6.5, existem γ, δ P R tais que δ ‰ 0
e (x ´ γ)2 = ´δ2. Sendo i = δ´1(x ´ γ), temos i2 = ´1.

Com isso, se A = R + Ri, então A é isomorfa a C.

3.6.3 O Caso A ‰ R + Ri

Daqui em diante, consideraremos o caso A ‰ R + Ri.

Definição 3.6.7. Definimos o seguinte conjunto:

C = tx P A : xi = ixu

Proposição 3.6.8. C = R + Ri.

Demonstração. Evidentemente R + Ri Ď C. Agora seja x P C tal que x R R. Pela Proposição 3.6.5
existem γ, δ P R tais que δ ‰ 0 e (x ´ γ)2 = ´δ2. Desse modo temos:

0 = (x ´ γ)2 + δ2 = (x ´ γ ´ δi)(x ´ γ + δi) = (x ´ γ + δi)(x ´ γ ´ δi).

Porém A não tem divisores juntos de zero, assim x = γ + δi ou x = γ ´ δi. Consequentemente
x P R + Ri.

Definição 3.6.9. Definimos o seguinte conjunto:

C´ = tx P A : xi = ´ixu.

É fácil ver que C´ é um subespaço de A tal que C X C´ = t0u.

Proposição 3.6.10. A = C ‘ C´.

Demonstração. Basta mostrar que A = C + C´. Seja x P A um elemento qualquer. Pelo Teorema
de Artin, a subálgebra A(x, i) é associativa. Assim temos:

x =
1
2
(x ´ ixi) +

1
2
(x + ixi). (3.33)

Além disso:
(ixi)i = ixi2 = ´ix, i(ixi) = i2xi = ´xi.

Portanto x ´ ixi P C e x + ixi P C´.
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Proposição 3.6.11. Para x P C´ tal que x ‰ 0, então existe γ P R tal que γ ‰ 0 e x2 = ´γ2.

Demonstração. Seja x P C´ tal que x ‰ 0. Pelo Teorema de Artin, a subálgebra A(x, i) é associativa.
Como xi = ´ix, então x2i = ix2, aí x2 P C. Além disso, pela Proposição 3.6.2, existem α, β P R

tais que x2 = αx + β. Mas temos β P R Ď C, assim αx = x2 ´ β P C. Mas também αx P C´, assim
αx = 0, logo x2 = β P R. Como x P C´ e x ‰ 0, então x R C, aí x R R. Portanto, pela Proposição
3.6.4, temos x2 ă 0, logo existe γ P R tal que γ ‰ 0 e x2 = ´γ2.

Proposição 3.6.12. Existe j P C´ tal que j2 = ´1. Além disso, o subespaço C+Cj é uma subálgebra
isomorfa a H.

Demonstração. Existe um x P C´ tal que x ‰ 0. Pela Proposição 3.6.11, existe γ P R tal que γ ‰ 0 e
x2 = ´γ2. Se definirmos j = γ´1x, então j P C´ e j2 = ´1.

Definamos k = ij. Pelo Teorema de Artin, A(i, j) é associativa. Logo deduzimos as seguintes
relações dos quatérnios:

i2 = j2 = k2 = ´1, ij = ´ji = k, jk = ´kj = i, ki = ´ik = j. (3.34)

Consequentemente C + Cj = R + Ri + Rj + Rk é uma subálgebra isomorfa a H.

Com isso, se A = R + Ri + Rj + Rk, então A é isomorfa a H.

3.6.4 O Caso A ‰ R + Ri + Rj + Rk

Daqui em diante, consideraremos o caso A ‰ R + Ri + Rj + Rk.

Definição 3.6.13. Definimos o seguinte conjunto:

H = tx P A : xk = (xi)ju.

Proposição 3.6.14. H = C + Cj.

Demonstração. A álgebra A é alternativa, assim pela Proposição 3.6.8 temos C = R + Ri Ď H.
Além disso, para todo x P H, então (x, i, j) = 0, assim, pelo Teorema Generalizado de Artin, a
subálgebra A(x, i, j) é associativa e em particular temos A(x, i, j) Ď H.

a) Mostraremos o seguinte:
H = C ‘ (C´ X H).

De fato, pela identidade (3.33), basta mostrarmos que para todo x P H temos ixi P H. Mas isso é
fácil, pois para todo x P H temos ixi P A(x, i, j) Ď H.

b) Agora mostraremos o seguinte:
Cj = C´ X H.

A álgebra A é alternativa e temos j2 = ´1, assim Rj é uma bijeção com inverso ´Rj. Além disso,
para todo x P H temos xj P A(x, i, j) Ď H. Logo é fácil ver que Rj(H) Ď H.

1) Mostraremos que Rj(C) Ď C´ X H. De fato, para todo x P C, então xi = ix e A(x, i, j) é
associativa, aí xji = ´xij = ´ixj, aí xj P C´ X H.

2) Mostraremos que Rj(C´ X H) Ď C. De fato, para todo x P C´ X H, então xi = ´ix e A(x, i, j) é
associativa, aí xji = ´xij = ixj, aí xj P C.

Definição 3.6.15. Definimos o seguinte conjunto:

H´ = tx P A : xk = ´(xi)ju.

É fácil ver que H é um subespaço tal que H X H´ = t0u.
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Proposição 3.6.16. A = H ‘ H´.

Demonstração. Basta mostrar que A = H + H´. Seja x P A um elemento qualquer. Então temos:

x =
1
2
(x ´ ((xi)j)k) +

1
2
(x + ((xi)j)k).

Utilizando a identidade alternativa e as relações (3.34) e (3.32), temos:

((((xi)j)k)i)j = ((((xi)i)j)k)j = ´((xj)k)j = ((xj)j)k = ´xk

(((xi)j)k)k = ´(xi)j

assim é fácil ver que x ´ ((xi)j)k P H e x + ((xi)j)k P H´.

Proposição 3.6.17. Para todo x P H´ temos:

ix + xi = jx + xj = kx + xk = 0.

Demonstração. Seja x P H´. Então xk = ´(xi)j, assim, pelas relações (3.34) e (3.32), temos:

x = ´(xk)k = ((xi)j)k = ((xj)k)i = ((xk)i)j.

Assim, pelas identidades de Moufang, temos:

ix = i(((xj)k)i) = (i(xj))(ki) = ((jk)(xj))j = ((j(kx))j)j = ´j(kx),

de modo que:

ix =
1
2
(ix ´ j(kx)) =

1
2
((jk)x ´ j(kx)) =

1
2
(j, k, x),

mas também:
xi = (((xj)k)i)i = ´(xj)k,

de modo que:

xi =
1
2
(xi ´ (xj)k) =

1
2
(x(jk) ´ (xj)k) = ´

1
2
(x, j, k),

logo:

ix + xi =
1
2
(j, k, x) ´

1
2
(x, j, k) = 0.

As outras identidades jx + xj = kx + xk = 0 são obtidas de maneira análoga.

Proposição 3.6.18. Existe l P H´ tal que l2 = ´1. Além disso, o subespaço H + Hl é uma subál-
gebra isomorfa a O.

Demonstração. Existe um x P H´ tal que x ‰ 0. Pela Proposição 3.6.17, temos x P C´. Logo, pela
Proposição 3.6.11, existe γ P R tal que γ ‰ 0 e x2 = ´γ2. Se definirmos l = γ´1x, então l P H´ e
l2 = ´1.

Definamos l1 = l, l2 = il, l3 = jl e l4 = kl. Mostraremos que os elementos 1, i, j, k, l1, l2, l3 e l4
formam a seguinte tabela de multiplicação:
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1 i j k l1 l2 l3 l4
1 1 i j k l1 l2 l3 l4
i i ´1 k ´j l2 ´l1 ´l4 l3
j j ´k ´1 i l3 l4 ´l1 ´l2
k k j ´i ´1 l4 ´l3 l2 ´l1
l1 l1 ´l2 ´l3 ´l4 ´1 i j k
l2 l2 l1 ´l4 l3 ´i ´1 ´k j
l3 l3 l4 l1 ´l2 ´j k ´1 i
l4 l4 ´l3 l2 l1 ´k ´j i ´1

Tabela 3.2: Demonstração do Teorema Generalizado de Frobenius-Zorn.

De fato, pela Proposição 3.6.17, temos:

li = ´il, l j = ´jl, lk = ´kl. (3.35)

a) Para e, e1 P t1, i, j, ku, então ee1 P t1, ´1, i, ´i, j, ´j, k, ´ku, assim, pelas relações (3.35) e (3.32),
existe ε P t1, ´1u tal que:

(el)e1 = ε(ee1)l.

b) Para e, e1 P t1, i, j, ku, então ee1 P t1, ´1, i, ´i, j, ´j, k, ´ku, assim, pelas relações (3.35) e (3.32),
existem ε, ε1, ε2 P t1, ´1u tais que:

e(e1l) = εe(le1) = ε1l(ee1) = ε2(ee1)l.

c) Para e, e1 P t1, i, j, ku, então ee1 P t1, ´1, i, ´i, j, ´j, k, ´ku, assim, pelas identidades de Moufang e
relações (3.35) e (3.32), existem ε, ε1 P t1, ´1u tais que:

(el)(e1l) = ε(le)(e1l) = εl((ee1)l) = ε1(ee1)(ll) = ´ε1ee1.

Assim H + Hl = R + Ri + Rj + Rk + Rl + Ril + Rjl + Rkl é uma subálgebra isomorfa a O.

Com isso, se A = R + Ri + Rj + Rk + Rl + Ril + Rjl + Rkl, então A é isomorfa a O.

3.6.5 A = R + Ri + Rj + Rk + Rl + Ril + Rjl + Rkl

Diferentemente do que acontece em todas as subseções anteriores, mostraremos que nós de fato
temos A = R + Ri + Rj + Rk + Rl + Ril + Rjl + Rkl, encerrando a demonstração do Teorema
Generalizado de Frobenius-Zorn.

Proposição 3.6.19. A = H + Hl.

Demonstração. Basta mostrarmos o seguinte:

Hl = H´.

A álgebra A é alternativa e l2 = ´1, logo Rl é uma bijeção com inverso ´Rl .

1) Mostraremos que Rl(H) Ď H´. De fato, para todo x P H, então, pelas relações (3.35) e (3.32),
temos (xl)k = ´(xk)l = ´((xi)j)l = ´((xl)i)j, assim xl P H´.

2) Mostraremos que Rl(H´) Ď H. De fato, para todo x P H´, então, pelas relações (3.35) e (3.32),
temos (xl)k = ´(xk)l = ((xi)j)l = ((xl)i)j, assim xl P H.
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Capítulo 4

Álgebras Normadas

Neste capítulo, estudamos conceitos e resultados básicos sobre álgebras normadas e pretendemos
demonstrar o Teorema Generalizado de Gelfand-Mazur-Kaplansky, que diz que toda R-álgebra
normada alternativa à direita sem divisores topológicos juntos de zero é isomorfa a R, C, H ou O.

Gelfand em [Gel41] mostrou que C é a única C-álgebra normada associativa com divisão, sendo
esse resultado chamado de Teorema de Gelfand-Mazur Versão Complexa. Mazur, com a ajuda do
Teorema de Frobenius, mostrou em [Maz38] que toda R-álgebra normada associativa com divisão
é isomorfa a R, C ou H, sendo esse resultado chamado Teorema de Gelfand-Mazur Versão Real.

Nieto em [Nie72] generalizou os Teoremas de Gelfand-Mazur para as álgebras alternativas. Por
outro lado, Kaplansky em [Kap49] generalizou o Teorema de Gelfand-Mazur para o caso das
álgebras sem divisores topológicos juntos de zero, sendo esse resultado chamado de Teorema de
Gelfand-Mazur-Kaplansky.

Por fim, El-Mallah e Micali em [EMM80] generalizaram o Teorema de Gelfand-Mazur-Kaplansky
para as R-álgebras normadas alternativas sem divisores topológicos juntos de zero. A partir
daí, com o Teorema de Mikheev, podemos obter o Teorema Generalizado de Gelfand-Mazur-
Kaplansky.

Basearemos a apresentação deste capítulo nas referências [CGRP14], [Jun85] e [Arr12]. Na Seção
4.1, apresentaremos as definições e resultados preliminares de análise funcional necessários para
o presente trabalho. Na Seção 4.2, iniciaremos o estudo das álgebras normadas e mostraremos o
Teorema de Gelfand-Mazur Versão Complexa e o Teorema de Gelfand-Mazur Versão Real. Na Se-
ção 4.3, apresentaremos o conceito de divisores topológicos de zero e seus afins e demonstraremos
o Teorema Generalizado de Gelfand-Mazur-Kaplansky.

Lembremos da nossa convenção de que K denota o corpo R ou o corpo C.

4.1 Preliminares em Espaços Normados

Como o estudo das álgebras normadas requer alguns resultados a respeito de análise funcional,
apresentaremos algumas notações e terminologias sobre espaços métricos, espaços normados e
espaços Hilbertianos, mas enunciaremos os resultados necessários sem demonstração.

4.1.1 Espaços Métricos

Definição 4.1.1. Um espaço métrico é um conjunto X munido de uma função d : X ˆ X Ñ R,
chamada métrica, tal que, para quaisquer x, y, z P X:

• d(x, y) ě 0.

• d(x, y) = 0 se e só se x = y.

67
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• d(x, y) = d(y, x).

• d(x, z) ď d(x, y) + d(y, z).

Um espaço métrico admite uma estrutura de espaço topológico, conforme as seguintes definições.

Definição 4.1.2. Seja X um espaço métrico. Para x P X e r ě 0 qualquer1, então:

• O conjunto BX(x, r) = tt P X : d(t, x) ă ru é chamado bola aberta de centro x e raio r.

• O conjunto BX[x, r] = tt P X : d(t, x) ď ru é chamado bola fechada de centro x e raio r.

Definição 4.1.3. Seja X um espaço métrico. Dizemos que um A Ď X é aberto se para cada x P A
existe ε ą 0 tal que BX(x, ε) Ď A. Dizemos que um A Ď X é fechado se XzA é aberto.

Definição 4.1.4. Seja X um espaço métrico. Seja (xn)nPN uma sequência em X.

• Dizemos que a sequência converge a x P X, denotado por xn Ñ x, se para cada ε ą 0 existe
n0 tal que para quaisquer n ě n0 tenhamos d(xn, x) ă ε. Também denotamos x por limn xn.

• Dizemos que a sequência é de Cauchy se para cada ε ą 0 existir n0 tal que para quaisquer
n, m ě n0 tenhamos d(xn, xm) ă ε.

Dizemos que X é completo (ou que a métrica é completa) se toda sequência de Cauchy converge
a algum ponto.

Definição 4.1.5. Para espaços métricos X e Y, uma isometria é uma função f : X Ñ Y tal que
d( f (x), f (y)) = d(x, y) para quaisquer x, y P X. Nesse caso, é fácil ver que f é injetora e aí dizemos
que X e f (X) são isométricos.

Definição 4.1.6. Seja X um espaço métrico e seja S Ď X um subconjunto. Definimos o fecho de
S em X como o conjunto dos x P X tais que para todo ε ą 0 exista s P S tal que d(s, x) ă ε.
Denotamos o fecho de S em X por S ou também [S]X. A primeira notação é usual, mas a última
notação pode ser útil quando falarmos de fecho em relação a subespaços.

Definição 4.1.7. Seja X um espaço métrico. Dizemos que um A Ď X é denso se S = X.

Teorema 4.1.8. Dado um espaço métrico X, podemos construir um espaço métrico X̂, chamado
completamento de X, que possui um subespaço W que é isométrico a X e denso em X̂. Assim
podemos considerar X como subespaço de X̂.

De modo mais explícito, o completamento de X pode ser obtido da seguinte maneira. Seja X̌
o conjunto das sequências de Cauchy em X. Para quaisquer (xn)nPN e (yn)nPN sequências de
Cauchy em X, dizemos que (xn)nPN „ (yn)nPN se limn d(xn, yn) = 0. Então „ é uma relação de
equivalência. Para cada (xn)nPN P X̌ seja [xn]nPN sua classe de equivalência. Seja X̂ o conjunto das
classes de equivalência dos elementos de X̌. Então existe uma única função d̂ : X̂ ˆ X̂ Ñ R tal
que:

d̂([xn]nPN, [yn]nPN) = lim
n

d(xn, yn)

para quaisquer (xn)nPN, (yn)nPN P X̌. A função d̂ é uma métrica em X̂. Para cada x P X denotamos
por [x] o elemento [xn]nPN onde xn = x para todo n P N. Seja W = t[x] : x P Xu. Então W é um
subconjunto denso de X̂. Além disso, a função f : X Ñ W dada por f (x) = [x] é uma isometria
sobrejetora.

Proposição 4.1.9. Sejam X e Y espaços métricos. Então a função:

d((x, y), (x1, y1)) =
b

d(x, x1)2 + d(y, y1)2

é uma métrica em X ˆ Y que induz a topologia produto.
1Por conveniência incluímos o caso r = 0, de modo que BX(x, 0) = H e BX [x, 0] = txu.
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4.1.2 Espaços Normados

Definição 4.1.10. Um K-espaço normado é um K-espaço vetorial munido com uma função de X
em R, denotada por x ÞÑ∥x∥ e chamada norma, que satisfaz, para quaisquer x, y P X e λ P K:

• ∥x∥ ě 0.

• ∥x∥ = 0 se e só se x = 0.

• ∥λx∥ = |λ|∥x∥.

•
∥∥x + y

∥∥ ď∥x∥+
∥∥y
∥∥.

Se X é um espaço normado, a função dada por:

d(x, y) =
∥∥x ´ y

∥∥
é uma métrica, chamada métrica induzida pela norma. Nesse caso, o espaço métrico é chamado
espaço métrico induzido pela norma. Para quaisquer x, y P X temos:∣∣∣∥x∥ ´

∥∥y
∥∥∣∣∣ ď

∥∥x ´ y
∥∥

assim a função norma é contínua. Além disso, é fácil ver que a soma e a multiplicação escalar são
contínuas também.

Definição 4.1.11. Seja X um espaço normado.

• Definimos BX = tx P X :∥x∥ ď 1u e chamamos de bola unitária.

• Definimos SX = tx P X :∥x∥ = 1u e chamamos de esfera unitária.

Definição 4.1.12. Um espaço normado X é dito um espaço de Banach se a métrica induzida pela
norma é completa.

Teorema 4.1.13. Seja X um espaço normado. Então, sendo X̂ o completamento do espaço métrico
induzido pela norma, existe uma única função∥¨∥ : X̂ Ñ R tal que:

∥x∥ = lim
n
∥xn∥

para toda x P X̂ e para toda sequência (xn)nPN de elementos de X que converge a x. Esta função é
uma norma em X̂, de modo que X̂ é um espaço de Banach.

Proposição 4.1.14. Sejam X e Y espaços normados. Seja T : X Ñ Y. Então as seguintes afirmações
são equivalentes:

• T é contínua.

• T é contínua em 0.

• T é Lipschitziana, ou seja, existe α ą 0 tal que para quaisquer x, y P X tenhamos:∥∥T(x) ´ T(y)
∥∥ ď α

∥∥x ´ y
∥∥ .

• Existe α ą 0 tal que para todo x P X tenhamos:∥∥T(x)
∥∥ ď α∥x∥ .

• T é limitada, ou seja:
sup
∥x∥ď1

∥∥T(x)
∥∥ = α ă 8.
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Definição 4.1.15. Para espaços normados X e Y, denotamos por BL(X, Y) o conjunto das funções
lineares contínuas. Também definimos BL(X) = BL(X, X). Para cada T P BL(X, Y), definimos:

∥T∥ = sup
∥x∥ď1

∥∥T(x)
∥∥ .

Podemos ver que BL(X, Y) é um espaço normado. Além disso, para espaços normados X, Y e Z
e funções lineares contínuas f : X Ñ Y e g : Y Ñ Z, é fácil ver que g ˝ f : X Ñ Z é uma função
linear contínua e satisfaz

∥∥g ˝ f
∥∥ ď

∥∥g
∥∥∥∥ f

∥∥.

Teorema 4.1.16. Seja X um espaço normado, seja Y um espaço de Banach e seja T : S Ñ Y
uma função linear contínua, onde S é um subespaço de X. Então existe uma única função linear
contínua T : S Ñ Y, onde S é o fecho do conjunto S em X, que estende T e satisfaz

∥∥∥T
∥∥∥ =∥T∥. Se

T é uma isometria, então T é uma isometria.

Teorema 4.1.17. Seja X espaço normado e seja Y espaço de Banach. Então BL(X, Y) é um espaço
de Banach.

Definição 4.1.18. Para espaço normado X, também definimos X‹ = BL(X, K) e chamamos de
espaço dual topológico de X. Para espaços normados X e Y e para função linear contínua f :
X Ñ Y, se o contexto não causar confusão com função derivada, definimos f ‹ : Y‹ Ñ X‹ por
f ‹(g) = g ˝ f . Como: ∥∥ f ‹(g)

∥∥ =
∥∥g ˝ f

∥∥ ď
∥∥ f
∥∥∥∥g

∥∥ ,

é fácil ver que f ‹ é contínua.

Teorema 4.1.19 (Teorema de Hahn-Banach). Seja X um espaço normado e seja f : S Ñ K um
funcional linear contínuo, onde S é um subespaço de X. Então existe um funcional linear contínuo
f : X Ñ K que estende f e satisfaz

∥∥∥ f
∥∥∥ =

∥∥ f
∥∥.

Proposição 4.1.20. Sejam X e Y espaços normados. Então a função T : BL(X, Y) Ñ BL(Y‹, X‹)
dada por T( f ) = f ‹ é uma isometria.

Teorema 4.1.21 (Teorema da Função Aberta). Sejam X e Y espaços de Banach e seja f : X Ñ Y
uma função linear contínua sobrejetora. Então f é uma função aberta.

Corolário 4.1.22 (Teorema do Isomorfismo de Banach). Sejam X e Y espaços de Banach. Seja f :
X Ñ Y uma função linear contínua bijetora. Então f é um homeomorfismo.

Proposição 4.1.23. Sejam X e Y espaços normados. Então a função:

∥∥(x, y)
∥∥ =

b

∥x∥2 +
∥∥y
∥∥2

é uma norma em X ˆ Y que induz a topologia produto.

Por fim, nós apresentaremos uma proposição útil sobre funções bilineares contínuas, cuja demons-
tração apresentaremos por não ser muito usual em análise funcional.

Proposição 4.1.24. Sejam X, Y e Z espaços normados e sejam T : X ˆ Y Ñ Z uma função bilinear
contínua. Então existe um α ą 0 tal que

∥∥T(x, y)
∥∥ ď α

∥∥(x, y)
∥∥2.

Demonstração. Existe δ ą 0 tal que para todo z P X ˆ Y tal que∥z∥ ď δ tenhamos
∥∥T(z)

∥∥ ď 1, assim
para todo z ‰ 0, sendo w = δ∥z∥´1 z, então∥w∥ = δ e aí temos

∥∥T(w)
∥∥ ď 1, mas T é bilinear, de

modo que T(w) = δ2∥z∥´2 T(z), assim
∥∥T(w)

∥∥ = δ2∥z∥´2∥∥T(z)
∥∥, assim

∥∥T(z)
∥∥ ď δ´2∥z∥2.
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4.1.3 Espaços Hilbertianos

Primeiro apresentaremos os espaços pré-Hilbertianos, que são os espaços com produto interno.

Definição 4.1.25. Um K-espaço pré-Hilbertiano é um K-espaço com um produto interno, ou seja,
uma função X ˆ X Ñ X em K, denotada por (x, y) ÞÑ xx, yy, que satisfaz a seguintes propriedades:

• xx + y, zy = xx, zy + xy, zy.

• xαx, yy = αxx, yy.

• xy, xy = xx, yy.

• xx, xy ą 0 se x ‰ 0.

Um espaço pré-Hilbertiano admite uma estrutura de espaço normado definindo a norma por:

∥x∥ =
a

xx, xy.

Apresentaremos uma caracterização dos espaços pré-Hilbertianos entre os espaços normados que
é uma junção dos resultados obtidos por Jordan e von Neumann no artigo [JVN35], por M. M. Day
no artigo [Day47] e por Schoenberg em [Sch52].

Teorema 4.1.26. Seja X um R-espaço normado. Então as seguintes propriedades são equivalentes:

• A norma de X é proveniente de um produto interno.

•
∥∥x ´ y

∥∥2
+
∥∥x + y

∥∥2
= 2∥x∥2 + 2

∥∥y
∥∥2 para quaisquer x, y P X.

•
∥∥x ´ y

∥∥2
+
∥∥x + y

∥∥2
= 4 para quaisquer x, y P X tais que∥x∥ =

∥∥y
∥∥ = 1.

•
∥∥x ´ y

∥∥2
+
∥∥x + y

∥∥2
ě 4 para quaisquer x, y P X tais que∥x∥ =

∥∥y
∥∥ = 1.

•
∥∥x ´ y

∥∥2
+
∥∥x + y

∥∥2
ď 4 para quaisquer x, y P X tais que∥x∥ =

∥∥y
∥∥ = 1.

Agora apresentaremos os espaços Hilbertianos.

Definição 4.1.27. Um espaço Hilbertiano é um espaço pré-Hilbertiano cuja norma é completa.

Teorema 4.1.28. Seja X um espaço pré-Hilbertiano. Então o completamento métrico X̂ admite uma
estrutura de espaço Hilbertiano tal que:

xx, yy = lim
n

xxn, yny,

onde xn e yn são sequências de elementos de X que convergem a x e y respectivamente.

Proposição 4.1.29. Sejam X e Y espaços pré-Hilbertianos. Então a função:

x(x, y), (x1, y1)y = xx, x1y + xy, y1y

é um produto interno em X ˆ Y que induz a topologia produto.

4.2 Álgebras Normadas

As álgebras normadas surgem naturalmente do estudo das transformações lineares contínuas de
um espaço normado nele mesmo. Entre as álgebras normadas estão as álgebras de Banach, que
são as álgebras normadas completas associativas e são bastante estudadas em análise funcional.
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Na Subseção 4.2.1, nós apresentaremos as álgebras normadas, mostraremos que a multiplicação é
sempre contínua e mostraremos que em toda álgebra normada associativa com unidade a função
inversão x ÞÑ x´1 é contínua no conjunto Inv(A) dos elementos invertíveis de A. Na Subse-
ção 4.2.2, mostraremos que em toda álgebra normada completa associativa com unidade o con-
junto Inv(A) dos elementos invertíveis de A é aberto em A. Na Subseção 4.2.3, apresentaremos
o conceito de diferenciabilidade segundo Fréchet e mostraremos que em álgebra normada com-
pleta associativa com unidade a função inversão é diferenciável. Na Subseção 4.2.4, mostraremos
o Teorema de Gelfand-Mazur Versão Complexa. Na Subseção 4.2.5, mostraremos o Teorema de
Gelfand-Mazur Versão Real com base no conceito de complexificação de R-álgebras e nos resul-
tados da subseção anterior.

4.2.1 Conceitos Iniciais

Iniciaremos o estudo das álgebras normadas, apresentando sua definição e alguns exemplos. Os
resultados mais importantes desta subseção é o Lema 4.2.4, cujo enunciado diz que a multiplica-
ção é contínua, e a Proposição 4.2.8, cujo enunciado diz que a inversão é contínua caso a álgebra
normada seja associativa e com unidade. Os outros resultados serão úteis posteriormente.

Definição 4.2.1. Seja A uma K-álgebra. Uma norma ∥¨∥ no K-espaço vetorial de A é chamada
norma de álgebra se satisfaz a seguinte propriedade relacionada à multiplicação:

∥ab∥ ď∥a∥∥b∥

para quaisquer a, b P A. Nesse caso, dizemos que A é uma K-álgebra normada.

Conforme dito na introdução do presente trabalho e no começo desta seção, apresentaremos o
seguinte exemplo.

Exemplo 4.2.2. Seja X um espaço normado e consideremos o espaço normado A = BL(X). A
composição de funções é uma multiplicação bilinear em A que é associativa e possui elemento
unidade. Além disso, considerando a norma:

∥T∥ = sup
∥x∥ď1

∥∥T(x)
∥∥ ,

então A é uma álgebra normada.

Outro exemplo típico de álgebra normada aparece no seguinte exemplo.

Exemplo 4.2.3. Seja X um conjunto e seja F o conjunto de todas as funções f : X Ñ K, munido
das seguintes operações:

• ( f + g)(x) = f (x) + g(x) para f , g P F e x P X.

• (α f )(x) = α( f (x)) para α P K, f P F e x P X.

• ( f ¨ g)(x) = f (x)g(x) para f , g P F e x P X.

Então F é um K-álgebra. Seja A o conjunto das funções f P F tais que exista M P R tal que
∣∣ f (x)

∣∣
para todo x P X. Para cada f P A consideremos:∥∥ f

∥∥ = sup
xPX

∥∥ f (x)
∥∥ .

Então A é uma K-álgebra normada.

Apresentaremos agora várias propriedades básicas das álgebras normadas.

Lema 4.2.4. Seja A uma álgebra normada. Então a multiplicação é contínua.
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Demonstração. Sejam a, b P A. Seja ε ą 0. Tomemos δ = mint1, ε
2(1+∥a∥+∥b∥)u. Para x, y P A, se

tivermos:
∥x ´ a∥ ă δ,

∥∥y ´ b
∥∥ ă δ,

então temos: ∥∥xy ´ ab
∥∥ =

∥∥(x ´ a)(y ´ b) + a(y ´ b) + (x ´ a)b
∥∥

ď ∥x ´ a∥
∥∥y ´ b

∥∥+∥a∥
∥∥y ´ b

∥∥+∥x ´ a∥∥b∥

ď δ2 +∥a∥ δ + δ∥b∥

ď δ(1 +∥a∥+∥b∥) ď ε
2 ă ε.

Portanto a multiplicação é contínua.

Teorema 4.2.5. Seja A uma álgebra normada. Então o completamento Â do espaço métrico indu-
zido pelo espaço normado de A é uma álgebra normada também.

Demonstração. Sejam a, b P Â e sejam an e bn sequências de elementos de A que convergem
respectivamente a a e b. Como a norma é contínua e ∥anbn∥ ď ∥an∥∥bn∥ para todo n, então
∥ab∥ ď∥a∥∥b∥.

Lema 4.2.6. Seja A uma K-álgebra normada associativa com unidade, e sejam a, b P Inv(A), onde
Inv(A) é o conjunto dos elementos invertíveis de A. Então:

i)
∥∥∥a´1 ´ b´1

∥∥∥ ď

∥∥∥a´1
∥∥∥∥∥∥b´1

∥∥∥∥a ´ b∥.

ii)
∣∣∣∣ 1
∥a´1∥ ´ 1

∥b´1∥

∣∣∣∣ ď∥a ´ b∥.

iii) Se∥a ´ b∥ ă 1
∥a´1∥ , então

∥∥∥b´1
∥∥∥ ď

∥a´1∥
1 ∥́a´1∥∥a´b∥

.

Demonstração. Temos o seguinte:

a´1 ´ b´1 = a´11 ´ 1b´1 = a´1bb´1 ´ a´1ab´1 = (a´1b ´ a´1a)b´1 =
(

a´1(b ´ a)
)

b´1.

i) Temos: ∥∥∥a´1 ´ b´1
∥∥∥ =

∥∥∥(a´1(b ´ a)
)

b´1
∥∥∥ ď

∥∥∥a´1
∥∥∥∥∥∥b´1

∥∥∥∥a ´ b∥ ,

ii) Tendo em mente que:∥∥∥b´1
∥∥∥´

∥∥∥a´1
∥∥∥ ď

∥∥∥a´1 ´ b´1
∥∥∥ ď

∥∥∥a´1
∥∥∥∥∥∥b´1

∥∥∥∥a ´ b∥ ,

segue que:
1∥∥a´1
∥∥ ´

1∥∥b´1
∥∥ ď∥a ´ b∥ . (4.1)

Analogamente:
1∥∥b´1
∥∥ ´

1∥∥a´1
∥∥ ď∥a ´ b∥ .

iii) De (4.1) segue que:

1 ´

∥∥∥a´1
∥∥∥∥a ´ b∥∥∥a´1
∥∥ =

1∥∥a´1
∥∥ ´∥a ´ b∥ ď

1∥∥b´1
∥∥ . (4.2)
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Como assumimos a condição:

∥a ´ b∥ ă
1∥∥a´1
∥∥ ,

então temos:
1 ´

∥∥∥a´1
∥∥∥∥a ´ b∥ ą 0,

assim, multiplicando (4.2) por: ∥∥∥a´1
∥∥∥∥∥∥b´1

∥∥∥
1 ´
∥∥a´1

∥∥∥a ´ b∥
,

obtemos: ∥∥∥b´1
∥∥∥ ď

∥∥∥a´1
∥∥∥

1 ´
∥∥a´1

∥∥∥a ´ b∥
,

como queríamos demonstrar.

Corolário 4.2.7. Seja A uma K-álgebra normada associativa com unidade, seja a P A e seja z P K

tal que a ´ z1 P Inv(A) e |z| ą∥1∥∥a∥. Então:∥∥∥(a ´ z1)´1
∥∥∥ ď

∥1∥
|z| ´∥1∥∥a∥ .

Demonstração. Temos: ∥∥´z1 ´ (a ´ z1)
∥∥ =∥a∥ ă

1∥∥(z1)´1
∥∥ ,

e portanto, pelo Lema 4.2.6(iii):

∥∥∥(a ´ z1)´1
∥∥∥ ď

∥∥∥(z1)´1
∥∥∥

1 ´
∥∥(z1)´1

∥∥∥a∥
=

∥1∥
|z| ´∥1∥∥a∥ ,

concluindo a demonstração.

Proposição 4.2.8. Seja A uma K-álgebra normada associativa com unidade. Então a função x ÞÑ

x´1 de Inv(A) em A é contínua, onde Inv(A) é o conjunto dos elementos invertíveis de A.

Demonstração. A função x ÞÑ 1
∥x´1∥ de Inv(A) em Rzt0u é contínua, pois, para todo x P A, pelo

Lema 4.2.6(ii) temos:

lim
tÑx

∣∣∣∣∣ 1∥∥t´1
∥∥ ´

1∥∥x´1
∥∥
∣∣∣∣∣ ď lim

tÑx
∥t ´ x∥ = 0.

Porém a função x ÞÑ 1
x de Rzt0u em R é contínua, assim a função x ÞÑ

∥∥∥x´1
∥∥∥ de Inv(A) em R é

contínua. Desse modo, para todo x P Inv(A), pelo Lema 4.2.6(i) temos:

lim
tÑx

∥∥∥t´1 ´ x´1
∥∥∥ ď

(
lim
tÑx

∥∥∥t´1
∥∥∥) ¨

∥∥∥x´1
∥∥∥ ¨

(
lim
tÑx

∥t ´ x∥
)
=
∥∥∥x´1

∥∥∥ ¨

∥∥∥x´1
∥∥∥ ¨ 0 = 0,

de modo que a função x ÞÑ x´1 de Inv(A) em A é contínua.

4.2.2 Raio Espectral

Nesta subseção, mostraremos o Corolário 4.2.14, cujo enunciado diz que o conjunto Inv(A) dos
elementos invertíveis de A é aberto em A. Para isso, apresentaremos o conceito de raio espectral,
que está relacionado ao teste da raiz em convergência de séries e o conceito de raio de convergên-
cia em séries de potências.
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Definição 4.2.9. Seja A uma álgebra normada associativa, e seja a P A. Definimos o raio espectral
r(a) de a por:

r(a) = inf
nPN

∥an∥
1
n .

Obviamente r(a) ď ∥a∥ e também r(λa) = |λ| r(a) para todo λ P K. Também é claro que, como
um ínfimo de funções contínuas, r(¨) se torna uma função semicontínua por cima em A.

Lema 4.2.10. Seja αn uma sequência de reais não negativos tais que:

αn+m ď αnαm para quaisquer n, m P N.

Então o limite lim α
1
n
n existe e é igual a infnPN α

1
n
n .

Demonstração. Escreva α = infnPN α
1
n
n e seja ε ą 0. Fixe k tal que α

1
k
k ă α + ε. Qualquer número

natural n ě k pode ser escrito unicamente na forma n = q(n)k + r(n), onde q(n) P N e 0 ď r(n) ď

k ´ 1, portanto, tomando α0 = 1, obtemos:

αn ď αr(n)α
q(n)
k ď maxt1, α1, α2, . . . , αk´1u(α + ε)q(n)k.

Como r(n)
n Ñ 0, temos q(n)k

n Ñ 1 quando n Ñ 8, assim:

α
1
n
n ď maxt1, α1, α2, . . . , αk´1u

1
n (α + ε)

q(n)k
n Ñ α + ε

quando n Ñ 8. Portanto lim sup α
1
n
n ď α + ε. Portanto, como ε era arbitrário e α ď α

1
n
n para todo n,

então lim α
1
n
n = α.

Corolário 4.2.11. Seja A uma álgebra normada associativa e seja a P A. Temos:

i) r(a) = lim∥an∥
1
n .

ii) Se r(a) ă 1, então a sequência an tende a zero.

Demonstração. A afirmação (i) segue do Lema 4.2.10 acima e do fato de que:∥∥∥an+m
∥∥∥ ď∥an∥∥am∥ para quaisquer n, m P N.

Assuma que r(a) ă 1. Escolha r(a) ă η ă 1. Pela afirmação (i), temos ∥an∥
1
n ă η para n P N

suficientemente grande, assim∥an∥ ă ηn Ñ 0. Assim a afirmação (ii) foi demonstrada.

Corolário 4.2.12. Sejam A e B álgebras normadas associativas, seja F : A Ñ B um homomorfismo
contínuo de álgebras e seja a P A. Então r(F(a)) ď r(a). Como consequência, toda norma de
álgebra equivalente em A nos dá o mesmo raio espectral em A.

Demonstração. Para n P N temos:∥∥F(a)n∥∥ =
∥∥F(an)

∥∥ ď∥F∥∥an∥ .

Assim, tomando raízes n-ésimas e fazendo n Ñ 8, o Corolário 4.2.11(i) nos dá r(F(a)) ď r(a).

Lema 4.2.13. Seja A uma álgebra normada completa associativa com unidade e seja a P A tal que
r(a) ă 1. Então 1 ´ a P Inv(A) e também:

(1 ´ a)´1 =
8
ÿ

n=0

an,

onde definimos a0 = 1.
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Demonstração. Escolha η com r(a) ă η ă 1. Pelo Corolário 4.2.11(i), temos ∥an∥ ď ηn para n
suficientemente grande, portanto a série

ř8
n=0∥an∥ converge. Segue da completude de A que a

série
ř8

n=0 an converge em A. Como para cada n temos:

(1 ´ a)(1 + a + ¨ ¨ ¨ + an) = (1 + a + ¨ ¨ ¨ + an)(1 ´ a) = 1 ´ an+1,

segue que:

(1 ´ a)

 8
ÿ

n=0

an

 =

 8
ÿ

n=0

an

 (1 ´ a) = 1.

Assim 1 ´ a é um elemento invertível de A, e sua inversa é
ř8

n=0 an.

Corolário 4.2.14. Seja A uma álgebra normada completa associativa com unidade. Temos:

i) Para a P A, se∥1 ´ a∥ ă 1, então a P Inv(A).

ii) Para a P Inv(A) e b P A, se∥a ´ b∥ ă 1
∥a´1∥ , então b P Inv(A).

Demonstração. Temos o seguinte:

i) Basta escrever a = 1 ´ (1 ´ a) e aplicar o Lema 4.2.13.

ii) Sejam a P Inv(A) e b P A tais que∥a ´ b∥ ă 1
∥a´1∥ . Então temos:

∥∥∥1 ´ a´1b
∥∥∥ =

∥∥∥a´1(a ´ b)
∥∥∥ ď

∥∥∥a´1
∥∥∥∥a ´ b∥ ă 1.

Assim, pela afirmação (i), temos a´1b P Inv(A). Logo b = a(a´1b) P Inv(A).

4.2.3 Diferenciabilidade segundo Fréchet

A derivação de Fréchet é uma derivação definida em espaços normados. Nomeado por Maurice
Fréchet, ele geralmente é utilizado para generalizar a derivada de uma função de uma variável
real com valores reais ao caso de uma função de várias variáveis reais com valores vetoriais.
Ele também é utilizado para definir a derivação funcional utilizada amplamente no cálculo de
variações.

Nesta subseção, apresentaremos o conceito de diferenciabilidade segundo Fréchet e revisaremos
vários resultados básicos com demonstrações. Em particular, mostraremos o Teorema 4.2.23, cujo
enunciado diz que, em toda álgebra normada associativa com unidade A, a função x ÞÑ x´1 de
Inv(A) em A é diferenciável segundo Fréchet.

Definição 4.2.15. Sejam X e Y espaços normados, Ω um subconjunto aberto de X, f uma função
de Ω em Y e x um elemento de Ω. Dizemos que f é dito Fréchet-diferenciável em x se existe uma
função linear contínua T : X Ñ Y satisfazendo:

lim
yÑx

∥∥ f (y) ´ f (x) ´ T(y ´ x)
∥∥∥∥y ´ x

∥∥ = 0.

Proposição 4.2.16. Sejam X e Y espaços normados, Ω Ď X aberto e seja f : Ω Ñ Y. Se f é
diferenciável em x, então f é contínua em x.

Demonstração. Sendo T a derivada de f em x, então para y temos:∥∥ f (y) ´ f (x)
∥∥ ď

∥∥ f (y) ´ f (x) ´ T(y ´ x)
∥∥+∥T∥

∥∥y ´ x
∥∥ ,

assim é fácil ver que:
lim
yÑx

∥∥ f (y) ´ f (x)
∥∥ = 0,
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aí f é contínua em x.

Proposição 4.2.17. Sejam X e Y espaços normados e seja T : X Ñ Y função linear contínua. Então
T é diferenciável.

Demonstração. Seja a P X. Para todo x P X temos:

T(x) ´ T(a) ´ T(x ´ a) = 0,

assim é fácil ver que T é diferenciável.

Proposição 4.2.18. Sejam X, Y e Z espaços normados e seja Ω Ď X aberto. Sejam f : Ω Ñ Y e g :
Ω Ñ Z funções diferenciáveis em x. Então a função h : Ω Ñ Y ˆ Z dada por h(x) = ( f (x), g(x))
é diferenciável em x.

Demonstração. Sejam F e G derivadas de f e g em x, então para t P Ω temos:

h(t) ´ h(x) ´ (F(t ´ x), G(t ´ x)) = ( f (t) ´ f (x) ´ F(t ´ x), g(t) ´ g(x) ´ G(t ´ x)),

assim temos: ∥∥h(t) ´ h(x) ´ (F(t ´ x), G(t ´ x))
∥∥

=
b∥∥( f (t) ´ f (x) ´ F(t ´ x)

∥∥2
+
∥∥g(t) ´ g(x) ´ G(t ´ x))

∥∥2,

logo é fácil ver que h é diferenciável em x.

Proposição 4.2.19. Sejam X, Y e Z espaços normados e seja f : X ˆ Y Ñ Z uma função bilinear
contínua. Então f é diferenciável.

Demonstração. Existe um α ą 0 tal que para todo z P X ˆ Y tenhamos
∥∥T(z)

∥∥ ď α∥z∥2. Sejam a P X
e b P Y. Então para x P X e y P Y temos:

f (x, y) ´ f (a, b) ´ ( f (x ´ a, b) + f (a, y ´ b)) = f (x ´ a, y ´ b),

assim temos:∥∥ f (x, y) ´ f (a, b) ´ ( f (x ´ a, b) + f (a, y ´ b))
∥∥ =

∥∥ f (x ´ a, y ´ b)
∥∥ ď α

∥∥(x, y) ´ (a, b)
∥∥2 ,

logo é fácil ver que f é diferenciável.

Proposição 4.2.20 (Regra da Cadeia). Sejam X, Y e Z espaços normados. Sejam U Ď X aberto em
X e seja V Ď Y aberto em Y. Sejam f : U Ñ V e g : V Ñ Z funções diferenciáveis em x e f (x)
respectivamente. Então g ˝ f : U Ñ Z é diferenciável em x.

Demonstração. Seja F derivada de f em x e seja G derivada de g em f (x). Então para t P X temos:

g( f (t)) ´ g( f (x)) ´ G(F(t ´ x))

= g( f (t)) ´ g( f (x)) ´ G( f (t) ´ f (x)) + G( f (t) ´ f (x) ´ F(t ´ x)),

assim: ∥∥g( f (t)) ´ g( f (x)) ´ G(F(t ´ x))
∥∥

ď
∥∥g( f (t)) ´ g( f (x)) ´ G( f (t) ´ f (x))

∥∥+∥G∥
∥∥ f (t) ´ f (x) ´ F(t ´ x)

∥∥ .
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Para ε ą 0, sendo ε1 = mint1, ε
1+∥F∥+∥G∥u, existe um δ ą 0 tal que para todo u P V tal que∥∥u ´ f (x)

∥∥ ď δ tenhamos:∥∥g(u) ´ g( f (x)) ´ G(u ´ f (x))
∥∥ ď ε1

∥∥u ´ f (x)
∥∥ ,

além disso, existe γ ą 0 tal que para todo t P U tal que∥t ´ x∥ ď γ tenhamos:∥∥ f (t) ´ f (x) ´ F(t ´ x)
∥∥ ď ε1∥t ´ x∥ ,

assim, sendo γ1 = mintγ, δ
ε1+∥F∥u, para t P U tal que∥t ´ x∥ ď γ1 temos:∥∥ f (t) ´ f (x)

∥∥ ď
(
ε1 +∥F∥

)
∥t ´ x∥ ď δ,

assim: ∥∥g( f (t)) ´ g( f (x)) ´ G( f (t) ´ f (x))
∥∥ ď ε1

∥∥ f (t) ´ f (x)
∥∥ ď ε1

(
ε1 +∥F∥

)
∥t ´ x∥ ,

assim: ∥∥g( f (t)) ´ g( f (x)) ´ G(F(t ´ x))
∥∥ ď ε1 (ε1 +∥F∥)∥t ´ x∥+ ε1∥G∥∥t ´ x∥

ď ε1 (1 +∥F∥+∥G∥)∥t ´ x∥

ď ε∥t ´ x∥ .

Consequemente, g ˝ f é diferenciável.

Corolário 4.2.21. Sejam X e Y espaços normados, seja U Ď X aberto em X e seja, f , g : Ω Ñ Y
funções diferenciáveis em x. Então:

• Para α, β P K, então α f + βg : Ω Ñ Y é diferenciável.

• Se Y é uma álgebra normada, então a função f ¨ g : Ω Ñ Y é diferenciável.

Lema 4.2.22. Seja A uma álgebra associativa com unidade. Então:

x´1 ´ y´1 ´ y´1(y ´ x)y´1 = y´1(y ´ x)x´1(y ´ x)y´1

para quaisquer x, y P Inv(A).

Demonstração. Temos o seguinte:

x´1 ´ y´1 ´ y´1(y ´ x)y´1 = x´1(y ´ x)y´1 ´ y´1(y ´ x)y´1

= (x´1 ´ y´1)(y ´ x)y´1

= y´1(y ´ x)x´1(y ´ x)y´1,

concluindo a demonstração.

Teorema 4.2.23. Seja A uma álgebra normada completa associativa com unidade. Então Inv(A) é
aberto em A. Além disso, a função x ÞÑ x´1 de Inv(A) em A é Fréchet-diferenciável.

Demonstração. A primeira conclusão segue do Corolário 4.2.14(ii). Fixemos a P Inv(A). Então,
pelo Lema 4.2.22, para cada x P Inv(A) temos:

x´1 ´ a´1 ´ (´a´1(x ´ a)a´1) = a´1(x ´ a)x´1(x ´ a)a´1,
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e assim: ∥∥∥x´1 ´ a´1 ´ (´a´1(x ´ a)a´1)
∥∥∥ ď

∥∥∥a´1
∥∥∥2∥∥∥x´1

∥∥∥∥x ´ a∥2 .

Como a função x ÞÑ

∥∥∥x´1
∥∥∥ é contínua pelo Lema 4.2.6(ii), temos:

lim
xÑa

x´1 ´ a´1 ´ (´a´1(x ´ a)a´1)

∥x ´ a∥ = 0.

Portanto, a função x ÞÑ x´1 é diferenciável em a sendo a derivada a função T P BL(A) dada por
T(x) = ´a´1xa´1.

4.2.4 Espectros de Elementos

Nesta subseção, mostraremos o Teorema 4.2.27, chamada Teorema Gelfand-Mazur Versão Com-
plexa, cujo enunciado diz que toda C-álgebra normada associativa com divisão clássica é isomorfa
a C. Para isso, apresentaremos o conceito de espectro de um elemento em uma álgebra associativa
com unidade e veremos que o teorema principal é consequência do Teorema 4.2.26, cujo enun-
ciado diz que o espectro de todo elemento de toda C-álgebra normada associativa com unidade
nunca é vazio.

O conceito de espectro a ser apresentado nesta subseção é uma generalização do conceito familiar
de espectro de uma função linear T de um espaço vetorial X nele mesmo, que consiste de um
conjunto cujos elementos são chamados de autovalores de T. O espectro de uma função linear
tem como uma de suas principais motivações a formulação matemática da mecânica quântica. Por
exemplo, os autovalores da função linear chamada de operador de Schrödinger estão relacionados
com as frequências de ondas eletromagnéticas dos estados de uma partícula.

No caso particular em que X é um espaço vetorial de dimensão finita e T : X Ñ X é uma função
linear, o Teorema 4.2.26 pode ser provado levando em consideração o polinômio característico de
T e o fato de que C é algebricamente fechado.

Definição 4.2.24. Seja A uma K-álgebra associativa com unidade e seja a P A. Então definimos
o espectro de a relativo a A, denotado por sp(A, a), ou simplesmente sp(a) se A ficar claro pelo
contexto, como o subconjunto de K dado por:

sp(A, a) = tµ P K : a ´ µ1 R Inv(A)u.

Lema 4.2.25. Seja A uma K-álgebra normada associativa com unidade, seja a P A, e seja W um
subconjunto aberto de K contido em Kzsp(A, a). Então a função f : W Ñ A dada por f (λ) =
(a ´ λ1)´1 é diferenciável em todo ponto λ P W com derivada f 1(λ) = (a ´ λ1)´2.

Demonstração. Fixemos λ P W. Então para µ P W temos:

f (µ) ´ f (λ) = (a ´ µ1)´1 ´ (a ´ λ1)´1

= (a ´ µ1)´1 ((a ´ λ1) ´ (a ´ µ1)
)
(a ´ λ1)´1

= (µ ´ λ)(a ´ µ1)´1(a ´ λ)´1,

e, por causa da Proposição 4.2.8, temos:

f 1(λ) = lim
µÑλ

(a ´ µ1)´1(a ´ λ1)´1 = (a ´ λ1)´2,

encerrando a demonstração.
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Teorema 4.2.26. Seja A uma C-álgebra normada associativa com unidade, e seja a P A. Então
sp(A, a) ‰ H.

Demonstração. Suponhamos que sp(A, a) = H. Então, pelo Lema 4.2.25, a função f : C Ñ A dada
por f (z) = (a ´ z1)´1 é uma função inteira. Por outro lado, pelo Corolário 4.2.7, para cada z P C

com |z| ą∥1∥∥a∥, temos: ∥∥ f (z)
∥∥ ď

∥1∥
|z| ´∥1∥∥a∥ ,

e como consequência:
lim
zÑ8

f (z) = 0.

Segue do Teorema de Liouville que f (z) = 0 para todo z P C. Em particular:

a´1 = f (0) = 0,

uma contradição.

Agora mostraremos o Teorema de Gelfand-Mazur para K = C.

Teorema 4.2.27 (Teorema de Gelfand-Mazur Versão Complexa). Seja A uma C-álgebra normada
associativa com divisão clássica. Então A é isomorfa a C.

Demonstração. Seja a P A. Pelo Teorema 4.2.26, existe λ P sp(A, a). Portanto:

a ´ λ1 R Inv(A) = Azt0u.

Assim a = λ1. Consequentemente A = C1.

4.2.5 Complexificação

Nesta subseção, mostraremos o Teorema 4.2.38, chamado Teorema de Gelfand-Mazur Versão Real,
cujo enunciado diz que toda R-álgebra normada associativa com divisão clássica é isomorfa a R,
C ou H. Para isso, apresentaremos o conceito de complexificação de uma R-álgebra, que será uma
C-álgebra que de certo modo estende a R-álgebra inicial, e mostraremos vários resultados básicos
para o presente trabalho.

Baseado na demonstração do Teorema de Gelfand-Mazur Versão Complexa, estudaremos o com-
portamento do espectro de um elemento de uma R-álgebra associativa com unidade. Diferente-
mente do caso K = C, no caso K = R o espectro pode ser vazio, porém podemos obter uma
descrição do espectro de uma R-álgebra associativa com unidade em relação à sua complexifica-
ção através da Proposição 4.2.37. Esse resultado, por sua vez, será utilizado na demonstração do
teorema principal desta subseção.

Definição 4.2.28. Seja A uma R-álgebra. Definimos a complexificação de A como o conjunto AC =
A ˆ A e nele definimos a seguinte estrutura. Para (x, y), (z, t) P AC e α, β P R, definimos:

• (x, y) + (z, t) = (x + z, y + t).

• (α + βi)(x, y) = (αx ´ βy, αy + βx).

• (x, y)(z, t) = (xz ´ yt, xt + yz).

É fácil ver que AC, com as operações e a multiplicação por escalar definidas acima é uma C-
álgebra. Além disso, se A for associativa, então AC também o será.

É fácil ver que A1 = t(x, 0) : x P Au é uma R-subálgebra de A, naturalmente isomorfa a A como
R-álgebra, o isomorfismo f : A Ñ A1 sendo dado por f (x) = (x, 0). Identifiquemos A1 com A, ou
seja, para todo x P A temos:

(x, y) = (x, 0) + (0, y) = (x, 0) + i(y, 0) = x + iy,
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logo todo elemento u P AC se escreve de modo único na forma u = x + iy onde x, y P A.

Lema 4.2.29. Seja A uma R-álgebra de dimensão finita. Se ta1, . . . , anu é uma base de A, então
ta1, . . . , anu é uma base de AC como C-espaço vetorial e portanto dimR(A) = dimC(AC).

Seja f uma transformação linear de A em A. Consideremos fC : AC Ñ AC dada por fC(u + iv) =
f (u) + i f (v). É fácil ver que fC é uma transformação linear do C-espaço vetorial AC nele mesmo.

Lema 4.2.30. Seja A uma R-álgebra de dimensão finita e f uma transformação linear de A em A.
Para λ P C, então λ é uma raiz característica de f se e só se λ é uma raiz característica de fC.

Demonstração. Seja ta1, . . . , anu uma base do R-espaço vetorial de A. Então, pelo Lema 4.2.29, o
conjunto ta1, . . . , anu é uma base do C-espaço vetorial de AC. Entretanto temos fC(ai) = f (ai)
para todo i = 1, . . . , n. Assim, as matrizes de fC e f em relação à base ta1, . . . , anu são iguais.
Portanto, os polinômios característicos de fC e f são os mesmos.

Lema 4.2.31. Seja A uma R-álgebra com elemento unidade, sem divisores de zero e de dimensão
finita. Então, para todo x P AzR1, os fatores irredutíveis do polinômio característico de Rx em sua
decomposição em R[X] são de grau 2. Como consequência, dimR(A) é par.

Demonstração. Seja x P AzR1, seja I o operador identidade em A e seja px = det(XI ´ Rx) o
polinômio característico de Rx. Suponhamos que exista α P R tal que α seja raiz de px. Então
0 = det(αI ´ Rx) = det(Rα1´x), assim Rα1´x não é invertível. Como A não tem divisores de
zero, então α1 ´ x = 0, daí x = α1 P R1, o que é uma contradição. Portanto o teorema está
demonstrado.

Observação 4.2.32. Para quaisquer x P A e u + iv P AC temos:

(Rx)C(u + iv) = Rx(u) + iRx(v) = ux + ivx = (u + iv)x.

Portanto podemos indicar (Rx)C por Rx se o contexto não der margem a confusão.

Lema 4.2.33. Seja A uma R-álgebra com elemento unidade, sem divisores de zero e de dimensão
finita. Sejam x P AzR1 e λ P C. Se λ é uma raiz característica de Rx, então λ R R e também existe
u + iv P ACzt0u tal que Rx(u + iv) = λ(u + iv).

Demonstração. Sejam x P AzR1 e λ P C. Suponhamos que λ seja uma raiz característica de Rx.
Então, pelo Lema 4.2.31, temos λ R R. Além disso, pelo Lema 4.2.30, existe u + iv P ACzt0u tal que
Rx(u + iv) = λ(u + iv).

Lema 4.2.34. Seja A uma R-álgebra normada tal que a norma satisfaz:∥∥xy
∥∥ =∥x∥

∥∥y
∥∥

para quaisquer x, y P A. Suponhamos que A tenha elemento unidade e tenha dimensão finita.
Sejam x P AzR1 e λ P C. Se λ é uma raiz característica de Rx, então |λ| =∥x∥.

Demonstração. Sejam x P AzR1 e λ P C. Suponhamos que λ seja uma raiz característica de Rx.
Pelo Lema 4.2.33, então λ R R e existe z = u + iv ‰ 0 tal que Rx(z) = λz e daí Rm

x (z) = λmz para
todo inteiro m ě 1. Pondo λ = ρ(cos θ + i sin θ), onde ρ = |λ| e θ é um argumento de λ, temos que
Rm

x (u + iv) = ρm(cos(mθ) + i sin(mθ)), daí:

Rm
x (u) = ρm(u cos(mθ) ´ v sin(mθ)),

Rm
x (v) = ρm(u sin(mθ) + v cos(mθ)).

(4.3)

Como
∣∣cos(mθ)

∣∣ ď 1 e
∣∣sin(mθ)

∣∣ ď 1, obtemos os seguintes resultados:∥∥Rm
x (u)

∥∥ =∥u∥∥x∥m
ď ρmγ e

∥∥Rm
x (v)

∥∥ =∥v∥∥x∥m
ď ρmγ,
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onde γ =∥u∥+∥v∥, daí:
∥u∥∥x∥m +∥v∥∥x∥m

ď 2ρmγ,

logo γ∥x∥m
ď 2ρmγ, então (∥x∥ ρ´1)m ď 2 para todo inteiro m ě 1, logo ∥x∥ ρ´1 ď 1, portanto

∥x∥ ď ρ. Por outro lado, de (4.3) temos:

Rm
x (u cos(mθ) + v sin(mθ))

= ρm(u cos2(mθ) ´ v sin(mθ) cos(mθ) + u sin2(mθ) + v cos(mθ) sin(mθ))

= ρmu.

Da mesma forma obtemos:

Rm
x (v cos(mθ) ´ u sin(mθ)) = ρmv.

Logo ρm∥u∥ ď γ∥x∥m e ρm∥v∥ ď γ∥x∥m, daí temos ρmγ ď 2∥x∥m γ, portanto (ρ∥x∥´1)m ď 2 para
todo inteiro m ě 1, logo ρ∥x∥´1

ď 1, então ρ ď∥x∥. Como∥x∥ ď ρ, temos ρ =∥x∥.

Agora mostraremos que a complexificação de uma R-álgebra normada é uma C-álgebra normada.

Definição 4.2.35. Sejam A uma R-álgebra normada e x + iy P AC, onde AC é a complexificação
de A. Definimos: ∣∣x + iy

∣∣ =∥x∥+
∥∥y
∥∥ ,

∥∥x + iy
∥∥

C
= sup

θ

∣∣∣eiθ(x + iy)
∣∣∣ .

Lema 4.2.36. Sejam A uma R-álgebra normada e AC a sua complexificação. Então AC, munida de
∥¨∥C, é uma álgebra normada e além disso, para todo x P A, temos∥x∥C =

?
2∥x∥.

Demonstração. Mostraremos que AC é uma álgebra normada:

1) Para todo x, y P A, se x + iy ‰ 0, então
∣∣x + iy

∣∣ ą 0.

2) Para todo x, y P A e α P R temos
∣∣α(x + iy)

∣∣ = |α|
∣∣x + iy

∣∣.
3) Para todo x, y, z, t P A temos:∣∣(x + iy)(z + it)

∣∣ =
∣∣(xz ´ yt) + i(xt + yz)

∣∣
=
∥∥xz ´ yt

∥∥+∥∥xt + yz
∥∥

ď ∥x∥∥z∥+
∥∥y
∥∥∥t∥+∥x∥∥t∥+

∥∥y
∥∥∥z∥

=
(
∥x∥+

∥∥y
∥∥) (∥z∥+∥t∥)

=
∣∣x + iy

∣∣|z + it| .

4) Para todo x, y, z, t P A temos:∣∣(x + iy) + (z + it)
∣∣ =

∣∣(x + z) + i(y + t)
∣∣

= ∥x + z∥+
∥∥y + t

∥∥
ď ∥x∥+∥z∥+

∥∥y
∥∥+∥t∥

=
∣∣x + iy

∣∣+|z + it| .
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5) Para todo x, y P A temos:∥∥x + iy
∥∥

C
= sup

θ

(∥∥(cos θ)x ´ (sin θ)y
∥∥+∥∥(sin θ)x + (cos θ)y

∥∥) .

6) Para todo x, y P A, se x + iy ‰ 0, então:∣∣∣ei0(x + iy)
∣∣∣ = ∣∣x + iy

∣∣ =∥x∥+
∥∥y
∥∥ ą 0,

portanto: ∥∥x + iy
∥∥

C
ą 0.

7) Para todo λ P C, temos λ = ρeiγ onde ρ, γ P R e ρ ě 0, daí para x, y P A temos:∥∥λ(x + iy)
∥∥

C
= sup

θ

∣∣∣ρe(θ+γ)i(x + iy)
∣∣∣ = ρ sup

θ

∣∣∣e(θ+γ)i(x + iy)
∣∣∣ = |λ|

∥∥x + iy
∥∥

C
.

8) Para todo x, y, z, t P A e θ P R, temos:∣∣∣eiθ(x + iy)(z + it)
∣∣∣ ď

∣∣∣e iθ
2 (x + iy)

∣∣∣∣∣∣e iθ
2 (z + it)

∣∣∣ ,

logo: ∥∥(x + iy)(z + it)
∥∥

C
ď
∥∥x + iy

∥∥
C
∥z + it∥C .

9) Para todo x, y, z, t P A e θ P R, temos:∣∣∣eiθ ((x + iy) + (z + it)
)∣∣∣ ď

∣∣∣eiθ(x + iy)
∣∣∣+∣∣∣eiθ(z + it)

∣∣∣ ,

logo: ∥∥(x + iy) + (z + it)
∥∥

C
ď
∥∥x + iy

∥∥
C
+∥z + it∥C .

Por fim temos:

∥x∥C = sup
θ

∣∣∣eiθx
∣∣∣ = (sup

θ

(|cos θ|+|sin θ|)
)
∥x∥ =

?
2∥x∥

para todo x P A.

Proposição 4.2.37. Seja A uma R-álgebra associativa com unidade e seja a P A. Então:

sp(AC, a) = tα + βi P C : (a ´ α1)2 + β21 R Inv(A)u,

onde AC é a complexificação de A.

Demonstração. Seja:
α + βi = α ´ βi

a conjugação usual dos complexos e para x + iy P AC definamos:

x + iy = x ´ iy.

Então temos as seguintes propriedades:

• z + w = z + w para quaisquer z, w P AC.

• γz = γ ¨ z para quaisquer γ P C e z P AC.

• zw = z ¨ w para quaisquer z, w P AC.
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Para z P AC, é fácil ver que z é invertível em AC se e só se z é invertível em AC. Além disso, para
z P AC, se z é invertível em AC, então z´1 = z´1. Também é fácil ver que, para todo z P AC, então
z P A se e só se z = z. Com essas afirmações, podemos concluir que, para todo z P AC, se z é
invertível em AC e z P A, então z´1 P A. Além disso, para todo z P AC temos:

sp(AC, z) = tλ : λ P sp(AC, z)u.

Seja a P A Ď AC. Então a = a, o que implica que sp(AC, a) é invariante sob a conjugação em C.
Agora, tendo em mente que para quaisquer α, β P R temos:(

a ´ (α + βi)1
) (

a ´ (α ´ βi)1
)
= (a ´ α1)2 + β21 P A,

segue que:

α + βi P sp(AC, a) ô α ´ βi P sp(AC, a) ô (a ´ α1)2 + β21 R Inv(A),

concluindo a demonstração.

Agora mostraremos o Teorema de Gelfand-Mazur para K = R.

Teorema 4.2.38 (Teorema de Gelfand-Mazur Versão Real). Se A é R-álgebra normada associativa
com divisão clássica, então A é isomorfa a R, C ou H.

Demonstração. Seja AC a complexificação de A e seja a P A. Pelo Teorema 4.2.26, existem α, β P R

tais que α + βi P sp(AC, a). Então, pela Proposição 4.2.37, temos:

(a ´ α1)2 + β21 R Inv(A).

Como A é uma álgebra com divisão clássica, deduzimos que (a ´ α1)2 + β21 = 0. Portanto, como
isso vale para todo a P A, vemos que A é uma álgebra quadrática, e o Teorema de Frobenius-Zorn
se aplica.

4.3 Teorema Generalizado de Gelfand-Mazur-Kaplansky

Lembremos que o Teorema Generalizado de Frobenius-Zorn diz que toda R-álgebra algébrica
alternativa à direita sem divisores juntos de zero é isomorfa a R, C, H ou O. Por outro lado, o
Teorema Generalizado de Gelfand-Mazur-Kaplansky pode ser visto como uma versão topológica,
ou uma versão normada, do Teorema Generalizado de Frobenius-Zorn. De fato, ele diz que toda
R-álgebra normada alternativa à direita sem divisores topológicos juntos de zero é isomorfa a
R, C, H ou O. Portanto, basta mostrar que toda R-álgebra normada alternativa à direita sem
divisores topológicos juntos de zero é uma R-álgebra algébrica.

Na Subseção 4.3.1, apresentaremos os divisores topológicos de zero e seus afins, que formam a
versão topológica, ou a versão normada, dos divisores de zero e seus afins. Na Subseção 4.3.2,
mostraremos que toda R-álgebra normada com potências associativas sem divisores topológicos
juntos de zero é algébrica. Na Subseção 4.3.3, encerraremos a demonstração do Teorema Genera-
lizado de Gelfand-Mazur-Kaplansky e apresentaremos outras aplicações da subseção anterior.

4.3.1 Divisores Topológicos de Zero

Nesta subseção introduziremos os conceitos de divisores topológicos de zero e estudaremos a
relação disso com os operadores lineares limitados por baixo. Para a demonstração do Teorema
Generalizado de Gelfand-Mazur-Kaplansky, somente a Definição 4.3.1 e a Proposição 4.3.2 serão
necessárias. Os outros resultados nesta subseção, entre os quais o Corolário 4.3.10 é o principal,
serão utilizados posteriormente para a demonstração do Teorema 6.2.18.
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Definição 4.3.1. Seja A uma K-álgebra e seja a P Azt0u.

• a é um divisor topológico de zero à direita se existe uma sequência (bn)nPN de elementos
de A tal que∥bn∥ = 1 para todo n e bna Ñ 0.

• a é um divisor topológico de zero à esquerda se existe uma sequência (bn)nPN de elementos
de A tal que∥bn∥ = 1 para todo n e abn Ñ 0.

• a é um divisor topológico de zero se existe uma sequência (bn)nPN de elementos de A tal
que∥bn∥ = 1 para todo n e abn Ñ 0 ou bna Ñ 0.

• a é um divisor topológico junto de zero se existe uma sequência (bn)nPN de elementos de
A tal que∥bn∥ = 1 para todo n e abn Ñ 0 e bna Ñ 0.

Proposição 4.3.2. Seja A uma K-álgebra normada e seja a ‰ 0 um elemento de A. Se a não é um
divisor topológico junto de zero, então existe um m P R com m ą 0 tal que m∥b∥ ď ∥ab∥+∥ba∥
para todo b P A.

Demonstração. Suponhamos que para todo m ą 0 exista b P A tal que m∥b∥ ą∥ab∥+∥ba∥. Então,
para cada n P N, existe bn P A tal que 1

n∥bn∥ ą∥abn∥+∥bna∥. Tomando an = bn
∥bn∥ , temos∥an∥ = 1

para todo n P N e as sequências aan e ana convergem a zero em A. Portanto a é um divisor
topológico junto de zero em A.

Proposição 4.3.3. Seja A uma K-álgebra normada completa associativa com unidade e seja a um
elemento da fronteira de Inv(A) relativa a A. Então a é um divisor topológico junto de zero.

Demonstração. Como a está na fronteira de Inv(A) relativa a A, segue do Teorema 4.2.23 que a R

Inv(A) e existe uma sequência an em Inv(A) tal que an Ñ a. Pelo Lema 4.2.6(ii), para quaisquer
n, m P N temos: ∣∣∣∣∥∥∥a´1

n

∥∥∥´1
´

∥∥∥a´1
m

∥∥∥´1
∣∣∣∣ ď∥an ´ am∥ .

Portanto
∥∥∥a´1

n

∥∥∥´1
é uma sequência de Cauchy em R. Assim existe:

λ = lim
nÑ8

∥∥∥a´1
n

∥∥∥´1
.

Assuma que λ ‰ 0. Então
∥∥∥a´1

n

∥∥∥ converge a λ´1, portanto é limitada. Ou seja, existe M P R tal que∥∥∥a´1
n

∥∥∥ ď M para todo n P N. Pelo Lema 4.2.6(i), para quaisquer n, m P N temos
∥∥∥a´1

n ´ a´1
m

∥∥∥ ď

M2∥an ´ am∥, portanto a´1
n é uma sequência de Cauchy em A. Se a´1

n Ñ b P A, então ana´1
n Ñ ab

e a´1
n an Ñ ba, de modo que ab = ba = 1, assim a P Inv(A), uma contradição.

Portanto λ = 0, ou seja,
∥∥∥a´1

n

∥∥∥´1
Ñ 0. Agora, escrevendo bn =

∥∥∥a´1
n

∥∥∥ a´1
n e vendo que:

abn = (a ´ an)bn +
∥∥∥a´1

n

∥∥∥´1
1 e bna = bn(a ´ an) +

∥∥∥a´1
n

∥∥∥´1
1,

concluímos que abn Ñ 0 e bna Ñ 0. Portanto a é um divisor topológico junto de zero.

Definição 4.3.4. Seja F um operador linear limitado em um espaço normado X. Definimos k(F)
assim:

k(F) = inf
x‰0

∥∥F(x)
∥∥

∥x∥ .

Dizemos que F é limitado por baixo se k(F) ą 0.

Proposição 4.3.5. Seja X um espaço normado e seja F P BL(X). Então temos:
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i) F é um divisor topológico de zero à esquerda em BL(X) se e só se F não é limitado por baixo.

ii) Se F é um divisor topológico de zero à direita em BL(X), então F não é uma função aberta.

Demonstração. Assuma que F seja um divisor topológico de zero à esquerda em BL(X). Então
existe uma sequência Fn de elementos de BL(X) tal que ∥Fn∥ = 1 para todo n e FFn Ñ 0. Para
n P N, escolha um yn P X tal que

∥∥yn
∥∥ = 1 e

∥∥Fn(yn)
∥∥ ą n

n+1 e seja xn = Fn(yn)

∥Fn(yn)∥ . Então xn é uma

sequência de elementos de X tal que∥xn∥ = 1 para todo n e F(xn) Ñ 0, já que:

∥∥F(xn)
∥∥ =

∥∥FFn(yn)
∥∥∥∥Fn(yn)
∥∥ ď 2∥FFn∥ ,

assim F não é limitado por baixo.

Agora assuma que F não seja limitado por baixo. Então existe uma sequência xn de elementos de
X tal que∥xn∥ = 1 para todo n e F(xn) Ñ 0. Agora tome um elemento f P X‹ tal que

∥∥ f
∥∥ = 1 e

para n P N considere o operador linear limitado Fn em X definido por Fn(x) = f (x)xn para todo
x P X. Então Fn se torna uma sequência de elementos de BL(X) tal que ∥Fn∥ = 1 para todo n e
FFn Ñ 0, assim F é um divisor topológico de zero em BL(X).

Finalmente assuma que F é um divisor topológico de zero à direita em BL(X). Então F‹ é um
divisor topológico de zero à esquerda em BL(X‹). Portanto, pelo primeiro parágrafo da prova,
existe uma sequência fn de elementos de X‹ tal que

∥∥ fn
∥∥ = 1 para todo n e F‹( fn) Ñ 0. Se F fosse

uma função aberta, como 0 P F(X), então existiria δ ą 0 tal que δBX Ď F(BX), logo para todo
n P N teríamos: ∥∥F‹( fn)

∥∥ = sup
xPBX

∣∣ fn(F(x))
∣∣ ě δ sup

xPBX

∣∣ fn(x)
∣∣ = δ

∥∥ fn
∥∥ = δ,

uma contradição.

Corolário 4.3.6. Seja X um espaço de Banach e seja F elemento da fronteira Inv(BL(X)) relativa a
BL(X). Então F não é limitado por baixo e não é sobrejetor.

Demonstração. Seja F elemento da fronteira de Inv(BL(X)) em relação a BL(X). Pela Proposição
4.3.3, então F é um divisor topológico junto de zero. Em particular, F é um divisor topológico de
zero à esquerda e à direita. Portanto, pela Proposição 4.3.5, a função F não é limitada por baixo e
não é aberta. Pelo Teorema da Função Aberta, concluímos que F não é sobrejetora.

Lema 4.3.7. Seja X um espaço de Banach não nulo e seja P um subconjunto conexo de BL(X).
Assuma que todo elemento de P é limitado por baixo ou sobrejetor. Então todos os elementos de
P são bijetores ou nenhum elemento de P é bijetor.

Demonstração. Suponhamos que a conclusão do lema não é verdade. Então:

Q = tF P P : F é bijetorau

é um subconjunto não vazio e próprio do conjunto conexo P, assim existe F0 na fronteira de Q
relativa a P. Pelo Teorema do Isomorfismo de Banach, então F0 está na fronteira de Inv(BL(X))
relativa a BL(X). Portanto segue do Corolário 4.3.6 que F0 não é limitada por baixo e não é sobre-
jetora, contradizendo nossa hipótese.

Lema 4.3.8. Seja X um espaço de Banach. Então, para F, G P BL(X) temos:∣∣k(F) ´ k(G)
∣∣ ď∥F ´ G∥ .

Além disso, para F P BL(X), se F é limitado por baixo e não é bijetor, então a bola aberta de centro
F e raio k(F) consiste somente de elementos que são limitados por baixo e não são bijetores.
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Demonstração. Sejam F, G P BL(X). Para todo x P X temos:

(k(F) ´∥F ´ G∥)∥x∥ ď
∥∥F(x)

∥∥´
∥∥(F ´ G)(x)

∥∥ ď
∥∥G(x)

∥∥ ,

assim k(F) ´∥F ´ G∥ ď k(G), o que mostra a primeira afirmação do lema. Disso segue que, para
F P BL(X), se F é limitado por baixo, sendo B a bola aberta em BL(X) de centro F e raio k(F),
então todo elemento de B é limitado por baixo. Portanto, se F não é bijetora, então, pelo Lema
4.3.7, nenhum elemento de B é bijetor.

Lema 4.3.9. Seja X um espaço de Banach e seja F : X Ñ X uma isometria linear não sobrejetora.
Então F ´ IX não é limitado por baixo e não é sobrejetor.

Demonstração. Seja r um real positivo. Se r ă 1, então temos:∥∥F ´ (F ´ rIX)
∥∥ = r ă 1 = k(F),

assim, pelo Lema 4.3.8, F ´ rIx R Inv(BL(X)). Por outro lado, se r ą 1, então:∥∥∥∥IX ´

(
IX ´

1
r

F
)∥∥∥∥ =

1
r

ă 1,

assim, pelo Corolário 4.2.14, temos IX ´ 1
r F P Inv(BL(X)), assim F ´ rIX P Inv(BL(X)). Segue que

F ´ IX está na fronteira de Inv(BL(X)) em relação a BL(X), assim o Corolário 4.3.6 se aplica.

Aplicando o lema anterior para o completamento de um espaço normado X, obtemos o seguinte.

Corolário 4.3.10. Seja X um espaço normado e seja F : X Ñ X uma isometria tal que F(X) não é
denso. Então existe uma sequência (xn)nPN de elementos de X tais que∥xn∥ Ñ 1 e T(xn)´ xn Ñ 0.

Demonstração. Seja X̂ o completamento de X e consideremos X como um subespaço denso de X̂.
Então existe uma isometria F̂ : X̂ Ñ X̂ que estende F. É fácil ver que F̂(X̂) está contido no fecho
topológico de F(X) em relação a X̂, assim, se F̂(X̂) fosse denso em X̂, então F(X) seria denso em
X̂, assim F(X) seria denso em X, contradição. Portanto, pelo Lema 4.3.9, existe uma sequência
(yn)nPN de elementos de X̂ tal que

∥∥yn
∥∥ = 1 para todo n e F̂(yn) ´ yn Ñ 0. Como X é denso em X̂,

então para todo n existe xn P X tal que
∥∥xn ´ yn

∥∥ ă 1
n , assim temos∥xn∥ Ñ 1 e F(xn)´ xn Ñ 0.

4.3.2 Centroide Estendida

Nesta subseção, mostraremos o Teorema 4.3.26, cujo enunciado diz que toda R-álgebra normada
com potências associativas sem divisores topológicos juntos de zero é quadrática, em particular
algébrica.

Para isso, nós apresentaremos o conceito de centroide estendida de uma álgebra prima e também
vários resultados intermediários, que serão apenas detalhes técnicos para o teorema principal
desta subseção. Lembremos que uma K-álgebra A é dita prima se A ‰ 0 e, para quaisquer ideais
I e J de A, se I ‰ 0 e J ‰ 0, então I J ‰ 0.

Primeiro, apresentaremos uma propriedade imediata de álgebras primas que será útil para esta
subseção.

Proposição 4.3.11. Seja A uma K-álgebra prima. Para quaisquer ideais I e J de A, se I ‰ 0 e J ‰ 0,
então I X J ‰ 0.

Demonstração. Sejam I e J ideais de A. Suponhamos que I ‰ 0 e J ‰ 0. Como A é uma K-prima,
então I J ‰ 0. Porém é fácil ver que I J Ď I X J. Consequentemente I X J ‰ 0.

Apresentaremos o conceito de centralizador parcialmente definido.
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Definição 4.3.12. Seja A uma K-álgebra prima. Um centralizador parcialmente definido em A é
uma função f : D f Ñ A que satisfaz as seguintes condições:

• D f é um ideal não nulo de A.

• f é linear.

• f (xa) = f (x)a para quaisquer x P D f e a P A.

• f (ax) = a f (x) para quaisquer x P Dg e a P A.

Denotamos por C o conjunto dos centralizadores parcialmente definidos em A.

Proposição 4.3.13. Seja A uma K-álgebra prima. Então todo centralizador parcialmente definido
não nulo é injetor.

Demonstração. Seja f um centralizador parcialmente definido.

1) Mostraremos que Ker( f ) é um ideal de A. De fato, para quaisquer x P Ker( f ) e a P A, temos:

f (xa) = f (x)a = 0a = 0, f (ax) = a f (x) = a0 = 0,

logo xa P Ker( f ) e ax P Ker( f ).

2) Mostraremos que Im( f ) é um ideal de A. De fato, para quaisquer y P Im( f ) e a P A, existe
x P D f tal que y = f (x), assim:

ya = f (x)a = f (xa) P Im( f ), ay = a f (x) = f (ax) P Im( f ).

3) Mostraremos que Ker( f )Im( f ) = 0. Sejam x P Ker( f ) e y P Im( f ). Então f (x) = 0 e existe
z P D f tal que y = f (z). Assim:

xy = x f (z) = f (xz) = f (x)z = 0z = 0.

4) Por fim, como a álgebra A é prima e Ker( f ) e Im( f ) são dois ideais de A que satisfazem
Ker( f )Im( f ) = 0, então Ker( f ) = 0 ou Im( f ) = 0, ou seja, f é injetor ou f = 0.

Corolário 4.3.14. Seja A uma K-álgebra prima. Sejam f e g centralizadores parcialmente definidos.
Suponhamos que exista r P D f X Dg tal que r ‰ 0 e f (r) = g(r). Então f (x) = g(x) para todo
x P D f X Dg.

Demonstração. Definamos h : D f X Dg Ñ A por h(x) = f (x) ´ g(x). Então h é um centralizador
parcialmente definido. Agora temos r P D f X Dg, r ‰ 0 e h(r) = 0. Pela Proposição 4.3.13, temos
h = 0, ou seja, f (x) = g(x) para todo x P D f X Dg.

Agora apresentaremos uma relação entre os centralizadores parcialmente definidos.

Definição 4.3.15. Seja A uma K-álgebra prima. Para f , g P C , dizemos que f „ g se e só se
f (x) = g(x) para todo x P D f X Dg.

Proposição 4.3.16. Seja A uma K-álgebra prima. A relação „ em C apresentada na Definição
4.3.15 é uma relação de equivalência em C .

Demonstração. Temos o seguinte:

1) Para f P C , temos f (x) = f (x) para todo x P D f X D f , assim f „ f .

2) Para f , g P C , se f „ g, então f (x) = g(x) para todo x P D f X fg, assim g(x) = f (x) para todo
x P Dg X D f , portanto g „ f .

3) Sejam f , g, h P C . Suponhamos que f „ g e g „ h. Então temos f (x) = g(x) para todo x P

D f X Dg e g(y) = h(y) para todo y P Dg X Dh. Entretanto D f X Dg X Dh é um ideal não nulo
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de A, assim existe r P D f X Dg X Dh tal que r ‰ 0. Assim r P D f X Dg e r P Dg X Dh, de modo
que f (r) = g(r) e g(r) = h(r). Logo r P D f X Dh, r ‰ 0 e f (h) = h(r). Consequentemente, pelo
Corolário 4.3.14, temos f (z) = h(z) para todo z P D f X Dh, portanto f „ h.

Com esses resultados, podemos definir o conceito de centroide estendida.

Definição 4.3.17. Seja A uma K-álgebra prima. A centroide estendida CA de A é definida como
o conjunto quociente de C pela relação de equivalência „ apresentada na Definição 4.3.15. Para
cada f P C , seja π( f ) a classe de equivalência de f em relação a „.

Queremos definir uma estrutura de álgebra na centroide estendida. Começaremos com a seguinte
definição.

Definição 4.3.18. Seja A uma K-álgebra prima.

• Para f , g P C definimos f + g : D f X Dg Ñ A por ( f + g)(x) = f (x) + g(x).

• Para α P K e f P C , definimos α ¨ f : D f Ñ A por (α ¨ f )(x) = α( f (x)).

• Para f , g P C definimos f ¨ g : g´1(D f ) Ñ A por ( f ¨ g)(x) = f (g(x)).

Proposição 4.3.19. Seja A uma K-álgebra prima. Então temos o seguinte:

a) Para f , g P C , então f + g P C .

b) Para α P K e f P C , então α ¨ f P C .

c) Para f , g P C , então f ¨ g P C .

Demonstração. Provaremos apenas que, para f , g P C , então g´1(D f ) é um ideal não nulo de A,
pois o resto é fácil de verificar. Sejam f , g P C .

1) Mostraremos que g´1(D f ) é um ideal de A. É fácil ver que g´1(D f ) é um K-subespaço vetorial
de A. Agora, para x P g´1(D f ) e a P A, temos g(x) P D f , mas D f é um ideal de A, assim:

g(xa) = g(x)a P D f , g(ax) = ag(x) P D f ,

assim xa P g´1(D f ) e ax P g´1(D f ).

2) Agora mostraremos que D f Dg Ď g´1(D f ). De fato, para x P D f e y P Dg, como D f é ideal de A,
então:

g(xy) = xg(y) P D f ,

assim xy P g´1(D f ).

3) Como A é uma K-álgebra prima e D f e Dg são ideais não nulos de A, então D f Dg é um ideal
não nulo de A.

Proposição 4.3.20. Seja A uma K-álgebra prima. Então temos:

a) Para f , f 1, g, g1 P C , se f „ f 1 e g „ g1, então f + f 1 „ g + g1.

b) Para α P K e f , f 1 P C , se f „ f 1, então α ¨ f „ α ¨ f 1.

c) Para f , f 1, g, g1 P C , se f „ f 1 e g „ g1, então f ¨ f 1 „ g ¨ g1.

Demonstração. Temos o seguinte

a) Sejam f , f 1, g, g1 P C tais que f „ f 1 e g „ g1. Então f (x) = f 1(x) para todo x P D f X D f 1 e
também g(y) = g1(y) para todo y P Dg X Dg1 . Assim ( f + g)(z) = f (z) + g(z) = f 1(z) + g1(z) =
( f 1 + g1)(z) para todo z P (D f X Dg) X (D f 1 X Dg1). Portanto f + g „ f 1 + g1.
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b) Sejam α P K e f , f 1 P C tais que f „ f 1. Então f (x) = f 1(x) para todo x P D f X D f 1 . Assim
temos (α ¨ f )(x) = α( f (x)) = α( f 1(x)) = (α ¨ f 1)(x) para todo x P D f X D f 1 . Portanto α ¨ f „ α ¨ f 1.

c) Sejam f1, f2, g1, g2 P C tais que f1 „ f2 e g1 „ g2. Então f1(x) = f2(x) para todo x P D f1 X D f2

e g1(y) = g2(y) para todo y P Dg1 X Dg2 . Assim ( f1 ¨ g1)(z) = f1(g1(z)) = f2(g2(z)) = ( f2 ¨ g2)(z)
para todo z P g´1

1 (D f1) X g´1
2 (D f2). Portanto f1 ¨ g1 „ f2 ¨ g2.

Com esses resultados, as operações apresentadas na seguinte definição estão bem definidas na
centroide estendida.

Definição 4.3.21. Seja A uma K-álgebra prima.

• Para f , g P C definimos π( f ) + π(g) = π( f + g).

• Para α P K e f P C , definimos α ¨ π( f ) = π(α ¨ f ).

• Para f , g P C definimos π( f ) ¨ π(g) = π( f ¨ g).

Proposição 4.3.22. Seja A uma K-álgebra prima. Então a centroide estendida CA de A, munida
das operações apresentadas na Definição 4.3.21, é uma K-álgebra associativa, comutativa e com
divisão clássica, ou seja, é uma extensão de corpos sobre K.

Demonstração. É uma tarefa corriqueira mostrar que CA, munida das operações apresentadas na
Definição 4.3.21, é uma K-álgebra associativa com unidade. A unidade de CA é dada por π(IA),
onde IA é a função identidade em A. O elemento 0 de CA é dado por π(0), onde 0 : A Ñ A é a
função definida por 0(x) = 0.

1) Mostraremos que CA é comutativa. Basta mostrar que f ¨ g „ g ¨ f para quaisquer f , g P C .
Sejam f , g P C . Então g´1(D f ) e f ´1(Dg) são ideais não nulos de A, aí g´1(D f ) ¨ f ´1(Dg) é um
ideal não nulo de A, assim existem r P g´1(D f ) e s P f ´1(Dg) tais que rs ‰ 0. Assim:

( f ¨ g)(rs) = f (g(rs)) = f (g(r)s) = g(r) f (s) = g(r f (s)) = g( f (rs)) = (g ¨ f )(rs).

Pela Proposição 4.3.15, temos f g „ g f .

2) Mostraremos que CA é uma álgebra com divisão clássica. Basta mostrar que, para f P C tal que
f ‰ 0, existe g P C tal que f ¨ g „ g ¨ f „ IA. Seja f P C tal que f ‰ 0. Pela Proposição 4.3.13, a
função f é injetora e Im( f ) é um ideal não nulo de A. Assim existe a função inversa g : Im( f ) Ñ

D f , além disso é fácil verificar que g P C . Portanto concluímos que f ¨ g „ g ¨ f „ IA.

Agora consideraremos as centroides estendidas de álgebras normadas primas.

Proposição 4.3.23. Seja A uma K-álgebra normada prima. Suponhamos que todo centralizador
parcialmente definido em A seja uma função contínua. Então a centroide estendida CA de A sa-
tisfaz o seguinte:

i) Se K = C, então CA é isomorfa a C.

ii) Se K = R, então CA é isomorfa a R ou C.

Demonstração. Pelos Teoremas 4.2.27 e 4.2.38 e pela Proposição 4.3.22, então basta mostrarmos que
CA é uma K-álgebra normada. Para todo α P CA, definimos:

∥α∥ = inf
π( f )=α

∥∥ f
∥∥ .

Mostraremos que CA, com a função α ÞÑ∥α∥, é uma K-álgebra normada.

1) É fácil ver que∥λα∥ = |λ|∥α∥ para quaisquer λ P K e α P CA.
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2) Sejam α, β P CA. Para f , g P C tais que π( f ) = α e π(g) = β, então temos:∥∥ f + g
∥∥ ď

∥∥ f
∥∥+∥∥g

∥∥ ,
∥∥ f ¨ g

∥∥ ď
∥∥ f
∥∥∥∥g

∥∥ .

Portanto: ∥∥α + β
∥∥ ď∥α∥+

∥∥β
∥∥ ,

∥∥α ¨ β
∥∥ ď∥α∥

∥∥β
∥∥ .

3) É fácil ver que∥1∥ = 1.

4) Seja α P CA tal que α ‰ 0. Pela Proposição 4.3.22, existe β P CA tal que α ¨ β = 1. Pelos itens (2) e
(3), temos:

1 =∥1∥ =
∥∥αβ

∥∥ ď∥α∥
∥∥β
∥∥ .

Em particular∥α∥
∥∥β
∥∥ ‰ 0. Consequentemente∥α∥ ‰ 0.

Agora mostraremos que toda álgebra normada sem divisores topológicos juntos de zero é uma
álgebra prima.

Proposição 4.3.24. Seja A uma K-álgebra normada sem divisores topológicos juntos de zero. En-
tão A é uma K-álgebra prima. Além disso, a centroide estendida CA de A satisfaz o seguinte:

i) Se K = C, então CA é isomorfa a C.

ii) Se K = R, então CA é isomorfa a R ou C.

Demonstração. Dividiremos a demonstração em algumas etapas.

1) Mostraremos que A é uma K-álgebra semiprima. Seja P um ideal de A tal que P ‰ 0. Então
existe uma x P P tal que x ‰ 0. Assim x não é um divisor topológico junto de zero. Logo xx ‰ 0,
mas também xx P PP, consequentemente PP = 0.

2) Mostraremos que A é uma K-álgebra prima. Sejam P e Q ideais de A tais que PQ = 0 e P ‰ 0.
Então (P X Q)(P X Q) Ď PQ = 0. Pelo item (1), a álgebra A é semiprima, de modo que P X Q = 0.
Porém temos QP Ď P X Q = 0, de modo que QP = 0. Como P ‰ 0, então existe a P P tal que a ‰ 0,
de modo que a não é um divisor topológico de zero. Para todo b P Q, então temos ab P PQ = 0 e
ba P QP = 0, assim ab = ba = 0, mas a ‰ 0, aí temos b = 0. Consequentemente temos Q = 0.

3) Pela Proposição 4.3.23, basta mostrar que todo centralizador parcialmente definido em A é uma
função contínua. Seja f um centralizador parcialmente definido. Então D f é um ideal não nulo de
A, de modo que existe x P D f tal que x ‰ 0, assim x não é um divisor topológico de zero. Logo,
pela Proposição 4.3.2, existe m P R tal que m ą 0 e para todo y P A tenhamos:

m
∥∥y
∥∥ ď

∥∥xy
∥∥+∥∥yx

∥∥ .

Agora, para todo y P D f , temos:

m
∥∥ f (y)

∥∥ ď
∥∥x f (y)

∥∥+∥∥ f (y)x
∥∥ =

∥∥ f (x)y
∥∥+∥∥y f (x)

∥∥ ď 2
∥∥ f (x)

∥∥∥∥y
∥∥ .

Assim f é uma função contínua.

Proposição 4.3.25. Seja A uma K-álgebra normada associativa, comutativa e sem divisores topo-
lógicos juntos de zero. Então temos o seguinte:

i) Se K = C, então A é isomorfa a C.

ii) Se K = R, então A é isomorfa a R ou C.

Demonstração. Pela Proposição 4.3.24, então A é uma K-álgebra prima. Agora basta mostrar que
A é isomorfa a uma subálgebra de sua centroide estendida CA.
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Como A é associativa e comutativa, então o operador La : A Ñ A de multiplicação à esquerda por
a é um centralizador parcialmente definido para todo a P A. Consideremos a função φ : A Ñ CA
definida por φ(a) = π(La). Então é fácil ver que φ é um homomorfismo.

Mostraremos que φ é injetor. Seja a P A tal que φ(a) = 0. Então La „ 0, assim temos ab = La(b) =
0 para todo b P A. Como A é comutativa e A ‰ 0, então existe b P A tal que b ‰ 0, aí ab = ba = 0,
logo a = 0.

Teorema 4.3.26. Seja A uma K-álgebra normada com potências associativas e sem divisores topo-
lógicos juntos de zero. Então A é quadrática. Mais precisamente, temos o seguinte:

i) Se K = C, então A é isomorfa a C.

ii) Se K = R, então, para todo a P A tal que a ‰ 0, a álgebra A(1, a) é isomorfa a R ou C.

Além disso, para a P A tal que a ‰ 0, então 1 P A(a).

Demonstração. Pelo Teorema 3.5.8, basta mostrar que A é algébrica, ou seja, para todo a P A, a
subálgebra A(a) de A gerada por a tem dimensão finita. Seja a P A. Então A(a) é associativa e
comutativa. Logo a Proposição 4.3.25 implica que A(a) tem dimensão no máximo 2.

4.3.3 Resultado Principal

Nesta subseção, aplicaremos o Teorema 4.3.26 para mostrar o Teorema 4.3.29, cujo enunciado diz
que toda R-álgebra normada alternativa à direita sem divisores topológicos juntos de zero é iso-
morfa a R, C, H ou O.

Também apresentaremos outras aplicações do Teorema 4.3.26, que são versões topológicas, ou
versões normadas, dos resultados presentes na Subseção 3.5.3.

O seguinte teorema é uma versão topológica do Teorema 3.5.9.

Teorema 4.3.27. Seja A uma R-álgebra normada com potências associativas, comutativa e sem
divisores topológicos de zero. Então A é isomorfa a R ou C.

Demonstração. Segue do Teorema 4.3.26 e do Teorema 3.5.9.

A seguinte proposição é uma versão topológica da Proposição 3.5.11.

Proposição 4.3.28. Seja A uma álgebra normada sem divisor topológico junto de zero. Então A
tem unidade se e só se Z(A) ‰ 0.

Demonstração. Suponhamos que Z(A) ‰ 0. Pelos Teoremas 4.3.26 e 4.3.27, então Z(A) possui uma
unidade. Agora basta aplicar a Proposição 3.5.10.

Agora mostraremos o Teorema Generalizado de Gelfand-Mazur-Kaplansky, que é uma versão
topológica do Teorema Generalizado de Frobenius-Zorn.

Teorema 4.3.29. [Teorema Generalizado de Gelfand-Mazur-Kaplanksy] Seja A uma R-álgebra
normada alternativa à direita sem divisores topológicos juntos de zero. Então A é isomorfa a
R, C, H ou O.

Demonstração. Seja A uma R-álgebra normada alternativa à direita sem divisores topológicos jun-
tos de zero. Pelo Teorema 3.2.8, então A é uma R-álgebra com potências associativas. Pelo Teorema
4.3.26, então A é quadrática, em particular A é algébrica. Por fim, pelo Teorema Generalizado de
Frobenius-Zorn, então A é isomorfa a R, C, H ou O.



Capítulo 5

Álgebras com Valor Absoluto

As R-álgebras com valor absoluto surgiram principalmente no problema de Adolf Hurwitz sobre
a expressividade de produtos de somas de quadrados como somas de quadrados. Mais especifi-
camente, queremos encontrar todos os possíveis valores de n P N e de aijk P R, i, j, k = 1, . . . , n,
tais que:  n

ÿ

i=1

x2
i

 n
ÿ

j=1

y2
j

 =
n
ÿ

k=1

 n
ÿ

i,j=1

aijkxiyj

2

(5.1)

para quaisquer x1, . . . , xn, y1, . . . , yn P R. De fato esse problema está bastante relacionado a R-
álgebras normadas satisfazendo

∥∥xy
∥∥ =∥x∥

∥∥y
∥∥ para quaisquer x, y P A.

1) Por um lado, sejam n P N e aijk P R, i, j, k = 1, . . . , n, soluções de (5.1). Consideremos o R-
espaço vetorial A = Rn munido da norma euclidiana:∥∥(x1, . . . , xn)

∥∥ = x2
1 + ¨ ¨ ¨ + x2

n. (5.2)

Considerando a multiplicação bilinear em A dada por:

(x1, . . . , xn)(y1, . . . , yn) =

 n
ÿ

i,j

aij1xiyj, . . . ,
n
ÿ

i,j

aijnxiyj

 . (5.3)

Então a R-álgebra A assim construída satisfaz:∥∥xy
∥∥ =∥x∥

∥∥y
∥∥ (5.4)

para quaisquer x, y P A.

2) Por outro lado, seja A = Rn munido da norma euclidiana dada por (5.2) e seja (x, y) ÞÑ xy uma
multiplicação bilinear em A satisfazendo (5.4) para quaisquer x, y P A. Então podemos determinar
aijk P R, i, j, k = 1, . . . , n, tais que (5.3). Assim a equação (5.4) se torna a equação (5.1).

Na Seção 5.1, mostraremos o Teorema de Urbanik-Wright, cujo enunciado diz que toda R-álgebra
com valor absoluto e com unidade é isomorfa a R, C, H ou O. Na Seção 5.2, mostraremos um
resultado de Albert cujo enunciado diz que toda R-álgebra com valor absoluto de dimensão fi-
nita tem dimensão igual a 1, 2, 4 ou 8 e apresentaremos os resultados obtidos sobre o problema
da classificação das R-álgebras com valor absoluto de dimensão finita. Por fim, na Seção 5.3,
apresentaremos vários resultados concernentes às R-álgebras com valor absoluto satisfazendo a
identidade (x, x, x) = 0, inclusive a classificação das R-álgebras com valor absoluto de dimensão
finita satisfazendo a identidade (x, x, x) = 0.
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5.1 Teorema de Urbanik-Wright

Nesta seção, apresentaremos os conceitos e resultados básicos sobre álgebras com valor absoluto
e demonstramos o Teorema de Urbanik-Wright, cujo enunciado diz que toda R-álgebra com valor
absoluto e com unidade é isomorfa a R, C, H ou O.

Hurwitz em [Hur98] mostrou que toda R-álgebra com valor absoluto pré-Hilbertiano, com uni-
dade e de dimensão finita é isomorfa a R, C, H ou O. Mais tarde, Albert em [Alb47] mostrou
que era possível retirar a hipótese de que a norma fosse pré-Hilbertiana. Em seguida, Albert em
[Alb49a] conseguiu enfraquecer a hipótese de que a álgebra fosse de dimensão finita para a hipó-
tese de que a álgebra fosse algébrica. Por fim, Urbanik e Wright em [UW60] retiraram a hipótese
de que a álgebra fosse algébrica.

Entretanto, pretendemos mostrar o Teorema de Urbanik-Wright de outra maneira, conforme su-
gerido em [RP92] e [CGRP14]. El-Mallah em [EM90] mostrou que toda R-álgebra com valor ab-
soluto e com idempotente não nulo no centro comutativo é pré-Hilbertiana. Com esse resultado,
podemos obter uma demonstração mais curta do Teorema de Urbanik-Wright.

Na Subseção 5.1.1, apresentaremos as álgebras de valor absoluto e alguns resultados úteis pos-
teriormente no presente trabalho. Na Subseção 5.1.2, mostraremos o resultado de El-Mallah cujo
enunciado diz que toda R-álgebra com valor absoluto e com idempotente não nulo no centro co-
mutativo é pré-Hilbertiana. Na Subseção 5.1.3, utilizaremos o resultado da subseção anterior para
mostrar o Teorema de Urbanik-Wright.

5.1.1 Álgebras com Valor Absoluto

Nesta subseção, apresentaremos a definição de álgebras com valor absoluto, alguns exemplos
úteis e alguns resultados úteis posteriormente para o presente trabalho. Mais especificamente, os
Lemas 5.1.8 e 5.1.10 são os principais resultados que serão utilizados posteriormente no decorrer
do presente capítulo.

Definição 5.1.1. Uma álgebra com valor absoluto é uma álgebra normada A que satisfaz:

∥ab∥ =∥a∥∥b∥

para quaisquer a, b P A.

Observemos que uma álgebra com valor absoluto não tem divisores de zero.

Exemplo 5.1.2. A R-álgebra C = R2 com a norma euclidiana é uma R-álgebra com valor absoluto.
De fato, temos a seguinte identidade, chamada de identidade de Brahmagupta–Fibonacci:

(α2
0 + α2

1)(β2
0 + β2

1) = (α0β0 ´ α1β1)
2 + (α0β1 + α1β0)

2

para quaisquer αi, βi P R.

Exemplo 5.1.3. A R-álgebra H = R4 com a norma euclidiana é uma R-álgebra com valor abso-
luto. De fato, temos a seguinte identidade, chamada de identidade de Euler:

(α2
0 + α2

1 + α2
2 + α2

3)(β2
0 + β2

1 + β2
2 + β2

3) = (α0β0 ´ α1β1 ´ α2β2 ´ α3β3)2

+ (α0β1 + α1β0 + α2β3 ´ α3β2)2

+ (α0β2 ´ α1β3 + α2β0 + α3β1)
2

+ (α0β3 + α1β2 ´ α2β1 + α3β0)2

para quaisquer αi, βi P R.
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Exemplo 5.1.4. A R-álgebra O = R8 com a norma euclidiana é uma R-álgebra com valor absoluto.
De fato, temos a seguinte identidade, chamada identidade de Degen:

(α2
0 + α2

1 + α2
2 + α2

3 + α2
4 + α2

5 + α2
6 + α2

7)(β2
0 + β2

1 + β2
2 + β2

3 + β2
4 + β2

5 + β2
6 + β2

7)

= (α0β0 ´ α1β1 ´ α2β2 ´ α3β3 ´ α4β4 ´ α5β5 ´ α6β6 ´ α7β7)2

+ (α0β1 + α1β0 + α2β3 ´ α3β2 ´ α4β5 + α5β4 ´ α6β7 + α7β6)2

+ (α0β2 ´ α1β3 + α2β0 + α3β1 ´ α4β6 + α5β7 + α6β4 ´ α7β5)2

+ (α0β3 + α1β2 ´ α2β1 + α3β0 ´ α4β7 ´ α5β6 + α6β5 + α7β4)
2

+ (α0β4 + α1β5 + α2β6 + α3β7 + α4β0 ´ α5β1 ´ α6β2 ´ α7β3)2

+ (α0β5 ´ α1β4 ´ α2β7 + α3β6 + α4β1 + α5β0 ´ α6β3 + α7β2)2

+ (α0β6 + α1β7 ´ α2β4 ´ α3β5 + α4β2 + α5β3 + α6β0 ´ α7β1)
2

+ (α0β7 ´ α1β6 + α2β5 ´ α3β4 + α4β3 ´ α5β2 + α6β1 + α7β0)2

para quaisquer αi, βi P R.

Exemplo 5.1.5. A R-álgebra S = R16 com a norma euclidiana não é uma R-álgebra com valor
absoluto, conforme o Teorema de Urbanik-Wright a ser demonstrada nesta seção.

Exemplo 5.1.6. Seja A uma K-álgebra com valor absoluto e sejam f , g : A Ñ A isometrias line-
ares sobrejetoras. Consideremos a K-álgebra A f ,g cujo espaço vetorial seja o mesmo de A e cuja
multiplicação seja definida assim:

x ˛ y = f (x)g(y).

Então temos o seguinte:∥∥x ˛ y
∥∥ =

∥∥ f (x)g(y)
∥∥ =

∥∥ f (x)
∥∥∥∥g(y)

∥∥ =∥x∥
∥∥y
∥∥

para quaisquer x, y P A f ,g. Portanto A f ,g também é uma K-álgebra com valor absoluto. Ela será
útil para a descrição das R-álgebras com valor absoluto de dimensão finita a ser apresentada na
Seção 5.2.

Teorema 5.1.7. Seja A uma álgebra com valor absoluto. Então o completamento Â de A é uma
álgebra com valor absoluto.

Demonstração. Sejam a, b P Â e sejam an e bn sequências de elementos de A que convergem
respectivamente a a e b. Como a norma é contínua e ∥anbn∥ = ∥an∥∥bn∥ para todo n, então
∥ab∥ =∥a∥∥b∥.

Lema 5.1.8. Sejam A uma R-álgebra com valor absoluto e B um subconjunto de A tal que xy = yx
para quaisquer x, y P B. Então o R-subespaço LinR(B) é pré-Hilbertiano.

Demonstração. É fácil ver que, para quaisquer x, y P LinR(B), temos xy = yx, daí:

(x + y)2 ´ (x ´ y)2 = 4xy,

consequentemente, se∥x∥ =
∥∥y
∥∥ = 1, então temos:∥∥x + y

∥∥2
+
∥∥x ´ y

∥∥2
=
∥∥∥(x + y)2

∥∥∥+∥∥∥(x ´ y)2
∥∥∥ ě

∥∥∥(x + y)2 ´ (x ´ y)2
∥∥∥ = 4

∥∥xy
∥∥ = 4,

logo pelo Teorema 4.1.26 o presente lema está demonstrado.
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Lema 5.1.9. Seja A uma R-álgebra com valor absoluto e sejam x, y P A elementos R-linearmente
independentes tais que xy = yx e ∥x∥ = 1. Então o R-subespaço Rx + Ry é pré-Hilbertiano e
além disso existe z P Rx + Ry tal que∥z∥ = 1, z é ortogonal a x e Rx + Ry = Rx + Rz.

Demonstração. Como xy = yx, então pelo Lema 5.1.8 o R-subespaço Rx + Ry é pré-Hilbertiano.
Por outro lado, como x e y são R-linearmente independentes, temos dimR(Rx + Ry) = 2, logo
existe z P Rx + Ry tal que z seja ortogonal a x,∥z∥ = 1 e Rx + Ry = Rx + Rz.

Lema 5.1.10. Seja A uma R-álgebra com valor absoluto. Sejam x, y P A tais que tenhamos xy = yx,
∥x∥ =

∥∥y
∥∥ = 1 e

∥∥x ´ y
∥∥ = 2. Então x + y = 0.

Demonstração. Se x e y são R-linearmente dependentes, então x = λy, onde λ P R, daí 1 =∥x∥ =∥∥λy
∥∥ = |λ| e 2 =

∥∥x ´ y
∥∥ =

∥∥λy ´ y
∥∥ = |λ ´ 1|, logo λ = ´1, portanto x + y = 0. Suponhamos

que x e y sejam R-linearmente independentes. Pelo Lema 5.1.9 existe z P Rx +Ry tal que∥z∥ = 1,
z é ortogonal a x e Rx + Ry = Rx + Rz. Como ∥x∥ = ∥z∥ = 1 e z é ortogonal a x, então para
quaisquer λ, µ P R temos

∥∥λx + µz
∥∥2

= λ2 + µ2. Como y P Rx + Rz, temos y = αx + βz, onde
α, β P R, daí 1 =

∥∥y
∥∥2

= α2 + β2. Por outro lado, temos:

4 =
∥∥x ´ y

∥∥2
=
∥∥x ´ αx ´ βz

∥∥2
=
∥∥(1 ´ α)x ´ βz

∥∥2
= (1 ´ α)2 + β2 = 1 ´ 2α + α2 + β2 = 2 ´ 2α,

assim α = ´1 e β = 0, o que é uma contradição.

5.1.2 Idempotente no Centro Comutativo

Nesta subseção, o resultado principal é o Teorema 5.1.14, cujo enunciado diz que toda R-álgebra
com valor absoluto e com um idempotente não nulo no centro comutativo é pré-Hilbertiana. Nós
demonstraremos esse resultado através de vários lemas, introduzindo notações temporárias para
esta subseção.

Conforme dito no início desta seção, o Teorema 5.1.14 será utilizado para mostrar o Teorema
de Urbanik-Wright na próxima subseção. Lembremos que o centro comutativo K(A) de uma K-
álgebra A é o conjunto dos x P A tais que xy = yx para todo y P A.

No decorrer desta subseção, fixemos uma R-álgebra com valor absoluto A e fixemos um elemento
e P A idempotente não nulo no centro comutativo K(A).

Lema 5.1.11. Seja x P A um elemento qualquer. No subespaço Re + Rx, as seguintes afirmações
são equivalentes:

i) e é ortogonal a x.

ii) x2 = ´∥x∥2 e.

Demonstração. (i)ñ(ii) Suponhamos que e seja ortogonal a x. Tome y = x
∥x∥ . Então

∥∥y
∥∥ = 1 e aí:∥∥∥y2 ´ e

∥∥∥ =
∥∥y ´ e

∥∥∥∥y + e
∥∥ = 2.

Como
∥∥∥y2
∥∥∥ =

∥∥y
∥∥2

= 1,∥e∥ = 1 e e comuta com y2, pelo Lema 5.1.10 temos y2 + e = 0, ou seja,

x2 = ´∥x∥2 e.

(ii)ñ(i) Suponhamos que x2 = ´∥x∥2 e e também e não seja ortogonal a x. Como Re + Rx é um
espaço pré-Hilbertiano, segue que:

Re + Rx = Re + Rx0,
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onde ∥x0∥ = 1 e e é ortogonal a x0. Consequentemente x = αe + βx0 com α ‰ 0 e β ‰ 0 em R.
Como x2 = ´∥x∥2 e e da primeira metade da demonstração temos x2

0 = ´e, então:

´∥x∥2 e = (α2 ´ β2)e + 2αβex0.

Dessa igualdade, do fato de que e é idempotente não nulo e do fato de que A não tem divisores
de zero, segue que:

´∥x∥2 e = (α2 ´ β2)e + 2αβx0.

Assim x0 P Re, o que é impossível pois e é ortogonal a x0. Portanto e deve ser ortogonal a x.

No restante desta subseção, fixamos o seguinte conjunto:

B = tx P A : x2 = ´∥x∥2 eu

Lema 5.1.12. B é um subespaço de A.

Demonstração. 1) Para α P R e x P B, temos:

(αx)2 = α2x2 = α2(´∥x∥2 e) = ´∥αx∥2 e,

o que implica αx P B.

2) Sejam x, y P B. Para mostrar que x + y P B, dividimos em dois casos:

i) Suponhamos que xy = yx. Então, de acordo com o Lema 5.1.8, Re + Rx + Ry é um espaço
pré-Hilbertiano e, pelo Lema 5.1.11, temos:

xe, x + yy = xe, xy + xe, yy = 0.

Ou seja, e é ortogonal a x + y. Consequentemente, aplicando o Lema 5.1.11, temos (x + y)2 =

´
∥∥x + y

∥∥2 e. Portanto x + y P B.

ii) Suponhamos que xy ‰ yx. Como e comuta com x + y e x ´ y, então Re + R(x + y) e Re +
R(x ´ y) são espaços pré-Hilbertianos de dimensão 2. Consequentemente, temos Re+R(x+ y) =
Re + Rz com∥z∥ = 1 e e ortogonal a z e Re + R(x ´ y) = Re + Rw com∥w∥ = 1 e e ortogonal a
w. Segue então que:

x + y = αe + βz, β ‰ 0,

x ´ y = λe + µw, µ ‰ 0.

Assim:
(x + y)2 = (α2 ´ β2)e + 2αβez,

(x ´ y)2 = (λ2 ´ µ2)e + 2λµew.

Somando essas duas igualdades, obtemos:

2(´∥x∥2
´
∥∥y
∥∥2
)e = (α2 + λ2 ´ β2 ´ µ2)e + 2αβez + 2λµew.

Como e é idempotente não nulo e A não tem divisores de zero, existe γ P R tal que:

2αβz + 2λµw = γe.

Agora, se α ‰ 0 ou λ ‰ 0, então z comuta com w e assim:

0 = [x + y, x ´ y] = ´[x, y] + [y, x] = 2[y, x],
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o que implica que xy = yx, contradição. Portanto α = λ = 0 e assim:

x + y = βz com
∥∥x + y

∥∥ =
∣∣β∣∣

x ´ y = µw com
∥∥x ´ y

∥∥ =
∣∣µ∣∣

e consequentemente:
(x + y)2 = ´β2e = ´

∥∥x + y
∥∥2 e.

Portanto x + y P B.

Lema 5.1.13. B é um subespaço pré-Hilbertiano.

Demonstração. Sejam x, y P B tais que∥x∥ =
∥∥y
∥∥ = 1. De acordo com o Teorema 4.1.26, é suficiente

mostrar que a desigualdade
∥∥x + y

∥∥2
+
∥∥x ´ y

∥∥2
ě 4 ocorre. Como x, y P B e∥x∥ =

∥∥y
∥∥ = 1, temos

x2 = y2 = ´e. Portanto:∥∥x + y
∥∥2

+
∥∥x ´ y

∥∥2
=
∥∥∥(x + y)2

∥∥∥´

∥∥∥(x ´ y)2
∥∥∥

=
∥∥´2e + xy + yx

∥∥+∥∥´2e ´ xy ´ yx
∥∥

ě ∥´4e∥

= 4∥e∥

= 4

e o lema está provado.

Para todo x P A, então Re + Rx é um espaço pré-Hilbertiano, assim podemos escrever x como:

x = αe + βx0,

onde∥x0∥ = 1 e e é ortogonal a x0, assim pelo Lema 5.1.11 temos x2
0 = ´e, o que implica x0 P B, aí

βx0 P B. Como Re X B = t0u, então A pode ser escrito como:

A = Re ‘ B,

uma soma direta de subespaços. Agora podemos provar o seguinte resultado.

Teorema 5.1.14. Seja A uma álgebra com valor absoluto e com um elemento idempotente não
nulo no centro comutativo. Então A é pré-Hilbertiana.

Demonstração. Sejam x, y P A. Como:

x = λe + a, a P B

y = µe + b, b P B

definimos um produto interno xx, yy em A como:

xx, yy = λµ + xa, by,

onde xa, by denota o produto interno em B. Temos as seguintes propriedades:

i) xx, xy = λ2 + xa, ay = λ2 +∥a∥2
ě 0 e xx, xy = 0 se e só se λ = 0 e a = 0, ou seja, x = 0.

ii) É claro que xx, yy = xy, xy.
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iii) Também:
xγx, yy = (γλ)µ + xγa, by = γ(λµ + xa, by) = γxx, yy.

iv) Seja z = αe + c, c P B. Temos:

xx + y, zy = (λ + µ)α + xa + b, cy = λα + xa, cy + µα + xb, cy = xx, zy + xy, zy.

Assim A é um espaço com produto interno.

5.1.3 Resultado Principal

Nesta subseção, finalmente mostraremos o Teorema de Urbanik-Wright, que é o Teorema 5.1.17.
Para isso, utilizaremos o Teorema 5.1.14 mostrado na subseção anterior e também mostraremos
que toda R-álgebra com valor absoluto com unidade à esquerda é pré-Hilbertiana e satisfaz algu-
mas identidades úteis concernentes ao seu produto interno.

Lema 5.1.15. Seja A uma álgebra com valor absoluto e seja e uma unidade à esquerda. O espaço
normado de A, munido com o produto x ˚ y = x(ye), torna-se uma álgebra com valor absoluto,
digamos B, em relação à qual o elemento e se torna um idempotente no centro comutativo.

Demonstração. Como e é uma unidade à esquerda, então e é idempotente, logo ∥e∥ = 1. Agora
temos: ∥∥x ˚ y

∥∥ =
∥∥x(ye)

∥∥ =∥x∥
∥∥ye
∥∥ =∥x∥

∥∥y
∥∥∥e∥ =∥x∥

∥∥y
∥∥ .

Além disso, temos:
e ˚ e = e(ee) = ee = e,

e também:
e ˚ x = e(xe) = xe

x ˚ e = x(ee) = xe

para todo x P A.

Teorema 5.1.16. Seja A uma álgebra com valor absoluto e seja e uma unidade à esquerda. Então
A é pré-Hilbertiana. Além disso, fazendo x˚ = 2xx, eye ´ x, temos xxy, zy = xy, x˚zy e x˚(xy) =

∥x∥2 y para quaisquer x, y, z P A.

Demonstração. Para mostrar que A é pré-Hilbertiana, basta aplicar o Teorema 5.1.14 e o Lema
5.1.15. Agora, para y, u P A com xe, uy = 0, temos:

(1 +∥u∥2)
∥∥y
∥∥2

= ∥e + u∥2∥∥y
∥∥2

=
∥∥(e + u)y

∥∥2

=
∥∥y + uy

∥∥2

= (1 +∥u∥2)
∥∥y
∥∥2

+ 2xuy, yy,

assim xuy, yy = 0. Por linearização, temos xuy, zy = ´xy, uzy para quaisquer u, y, z P A com
xe, zy = 0, portanto temos xxy, zy = xy, x˚zy para quaisquer x, y, z P A. Agora, para y P A, temos
xxy, xyy = ∥x∥2

xy, yy. Assim, por linearização, obtemos a igualdade xxz, xyy = ∥x∥2
xz, yy para

quaisquer y, z P A. Como xxz, xyy = xz, x˚(xy)y, deduzimos xz, x˚(xy)y = ∥x∥2
xz, yy, o que, por

causa da arbitrariedade de z, nos dá x˚(xy) =∥x∥2 y.

Teorema 5.1.17. [Teorema de Urbanik-Wright] Seja A uma R-álgebra com valor absoluto e com
elemento unidade. Então A é isomorfa a R, C, H ou O.
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Demonstração. Pelo Teorema 5.1.16, A é pré-Hilbertiana, além disso, para x, y P A com x ortogonal
a 1, temos x(xy) = ´∥x∥2 y. Tomando y = 1 nessa igualdade, temos x2 = ´∥x∥2 1 para todo x P A
ortogonal a 1, assim A é uma álgebra quadrática. Além disso, a mesma igualdade nos dá Lx2 = L2

x
para todo x P A ortogonal a 1, assim, por um fácil processo de linearização, obtemos que A é
alternativa à esquerda. Agora, A é uma álgebra quadrática alternativa à esquerda sem divisor de
zero, assim, pelo Teorema Generalizado de Frobenius–Zorn, A é isomorfa a R, C, H ou O.

5.2 Álgebras de Dimensão Finita

Nesta seção, pretendemos apresentar o problema da classificação das R-álgebras com valor ab-
soluto, que ainda está em aberto, e mostrar resultados rumo à sua resolução. Na Subseção 5.2.1,
mostramos que toda R-álgebra com valor absoluto de dimensão finita tem dimensão 1, 2, 4 ou 8
utilizando o conceito de álgebras isotópicas, conforme o artigo [Alb47]. Com isso, basta analisar
os casos em que a dimensão é 1, 2, 4 ou 8.

Na Subseção 5.2.2, mostraremos que toda R-álgebra com valor absoluto com dimensão ď 2 é

isomorfa a R, C, ˚C, C˚ ou
˚

C. Com isso, podemos mostrar o Teorema de Urbanik-Wright Versão
Comutativa, que fornece uma classificação das R-álgebras comutativas com valor absoluto e está
no artigo [UW60].

Na Subseção 5.2.3, apresentaremos um resumo sobre a classificação das álgebras com valor abso-
luto de dimensão 4 obtida por M. I. Ramírez no artigo [RA99]. Por fim, na Subseção 5.2.4, apresen-
taremos um resumo sobre algumas tentativas de classificar as álgebras com dimensão 8 através
de álgebra topológica, conforme o artigo [CKM+11].

5.2.1 Álgebras Isotópicas

Nesta subseção, apresentaremos a noção de álgebras isotópicas, que foi formulada por Albert, e o
resultado principal é o Teorema 5.2.6, cujo enunciado diz que toda R-álgebra com valor absoluto
de dimensão finita é isotópica a R, C, H ou O, em particular tem dimensão finita. Entretanto, o
Teorema 5.2.5 será utilizado na demonstração do Teorema 6.2.18.

Apresentaremos a definição de álgebras isotópicas.

Definição 5.2.1. Sejam A e B duas K-álgebras com valor absoluto. Dizemos que A é isotópica a B
se existem isometrias lineares sobrejetoras φ, ψ e η de A em B tais que:

η(xy) = φ(x)ψ(y)

para quaisquer x, y P A.

Também podemos apresentar essa noção de outra forma.

Definição 5.2.2. Seja A uma K-álgebra com valor absoluto qualquer e sejam f , g isometrias linea-
res sobrejetoras em A. Definimos a K-álgebra A f ,g tomando o espaço normado de A considerando
a multiplicação:

x ˛ y = f (x)g(y)

para quaisquer x, y P A f ,g.

É fácil ver que duas K-álgebras A e B são isotópicas se e só se existem isometrias lineares sobreje-
toras f , g : A Ñ A tais que B seja isomorfa a A f ,g.

Apresentaremos agora os principais exemplos de R-álgebras isotópicas.
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Definição 5.2.3. Seja A uma das R-álgebras com valor absoluto R, C, H ou O, munido de sua
involução usual σA : x ÞÑ x. As R-álgebras isotópicas padrões de A são as seguintes R-álgebras:

A = AIA,IA

˚ A = AσA,IA

A˚ = AIA,σA

˚

A = AσA,σA

Com essas definições, podemos apresentar os resultados importantes para o presente trabalho.

Teorema 5.2.4. Seja A uma R-álgebra com valor absoluto e suponhamos que existam a, b P A não
nulos tais que aA = Ab = A. Então A é isotópica a R, C, H ou O.

Demonstração. Pelas hipóteses do enunciado, as funções lineares La e Rb são isometrias lineares
sobrejetoras. Assim podemos considerar a R-álgebra isotópica AR´1

b ,L´1
a

. Para todo x P A temos o
seguinte:

x ˛ ab = R´1
b (x)L´1

a (ab) = R´1
b (x)b = x, ab ˛ x = R´1

b (ab)L´1
a (x) = aLa´1(x) = x.

Portanto AR´1
b ,L´1

a
é uma R-álgebra com valor absoluto e com unidade ab. Pelo Teorema 5.1.17 de

Urbanik-Wright, a R-álgebra AR´1
b ,L´1

a
é isomorfa a R, C, H ou O. Como A é isotópica a AR´1

b ,L´1
a

,
então A é isotópica a R, C, H ou O.

Teorema 5.2.5. Seja A uma R-álgebra com valor absoluto e suponhamos que existam a, b P A tais
que aA e Ab sejam densas em A. Então A tem dimensão finita.

Demonstração. Podemos supor sem perder generalidade que∥a∥ = ∥b∥ = 1 e considerar os dois
seguintes casos.

Suponhamos que A seja um espaço completo. Seja c P A. Então existe uma sequência (xn)nPN em
A tal que axn Ñ c. A sequência (xn)nPN é de Cauchy, pois ∥xm ´ xn∥ = ∥axm ´ axn∥ e axn Ñ c.
Pela completude de A, existe x P A tal que xn Ñ x. Numa álgebra normada, o produto é contínuo,
assim axn Ñ ax, logo ax = c. Portanto aA = A e analogamente Ab = A, assim, pelo Teorema
5.2.4, A tem dimensão finita.

Suponhamos agora que A não seja completo e seja Â o completamento de A. Podemos considerar
A como subespaço denso de Â. Como aA e Ab são densos em A, então é fácil ver que aA e Ab
são densos em Â, assim aÂ e Âb são densos em Â, de modo que pelo parágrafo anterior Â tem
dimensão finita, logo A tem dimensão finita.

Teorema 5.2.6. Seja A uma R-álgebra com valor absoluto de dimensão finita. Então A é isotópica
a R, C, H ou O.

Demonstração. Seja a P A tal que a ‰ 0. Como A não tem divisores de zero e tem dimensão finita,
então as transformações lineares Ra e La são invertíveis, logo pelo Teorema 5.2.4 a álgebra A é
isotópica a R, C, H ou O.

5.2.2 Álgebras de Dimensão 2

O resultado principal desta subseção é o Teorema 5.2.7, que enuncia a classificação de todas as R-
álgebras com valor absoluto de dimensão 2. Os teoremas restantes são aplicações desse teorema
e consistem do Teorema 5.2.8, chamado Teorema de Urbanik-Wright Comutativo, que enuncia a
classificação das R-álgebras com valor absoluto comutativas, e do Teorema 5.2.9, que enuncia a
classificação das R-álgebras com valor absoluto e com potências associativas.
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Teorema 5.2.7. Seja A uma álgebra com valor absoluto de dimensão 2. Então A é isomorfa a C,
˚C, C˚ ou

˚

C.

Demonstração. Seja T uma isometria R-linear em C. Então temos:∣∣T(1)∣∣ = |1| = 1,

assim seja α = T(1) e seja U = α´1T. Então U é uma isometria R-linear em C e U(1) = 1. Além
disso: ∣∣U(i)

∣∣ = |i| = 1,

e também: ∣∣U(i) ´ 1
∣∣ = ∣∣U(i) ´ U(1)

∣∣ = ∣∣U(i ´ 1)
∣∣ = |i ´ 1| =

?
2,

logo U(i) = i ou U(i) = ´i. Como t1, iu é uma R-base de C, então U está bem determinada. Mais
especificamente, se U(i) = i, então U(z) = z para todo z P C; se U(i) = ´i, então U(z) = z para
todo z P C. Assim temos T = αU, onde U é a função identidade ou a função conjugação usual.

Agora seja A uma álgebra com valor absoluto com dimensão 2. Sabemos que A é uma R-álgebra
isotópica a C, ou seja, A é da forma C f ,g, onde f e g são isometrias R-lineares sobrejetoras em C.
Assim temos f (z) = αU(z) e g(z) = βV(z) para todo z P C, onde α, β P C, |α| =

∣∣β∣∣ = 1 e cada
uma das funções U, V é a função identidade ou a função conjugação. De qualquer modo, para
quaisquer x, y P C temos:

x ˛ y = γU(x)V(y),

onde γ = αβ. Para todo δ P C tal que |δ| = 1, a função F(z) = δz é uma isometria R-linear em C.
Temos alguns casos:

1) Se U(x) = x e V(y) = y, então podemos escolher δ = γ, de modo que:

F(x ˛ y) = γ(γxy) = γ2xy,

e também:
F(x)F(y) = (γx)(γy) = γ2xy,

de modo que F é um isomorfismo de A em C.

2) Se U(x) = x e V(y) = y, então podemos escolher δ = γ´1, de modo que:

F(x ˛ y) = γ´1(γxy) = xy,

e também:
F(x)F(y) = (γ´1x)(γ´1y) = (γx)(γ´1y) = xy,

de modo que F é um isomorfismo de A em ˚C.

3) Se U(x) = x e V(y) = y, então, escolhendo δ = γ´1, mostramos de modo análogo que F é um
isomorfismo de A em C˚.

4) Se U(x) = x e V(y) = y, então podemos escolher δ P C tal que δ3 = γ´1, de modo que:

F(x ˛ y) = δ(γx ¨ y) = δ´2x ¨ y,

e também:
F(x) ¨ F(y) = (δx) ¨ (δy) = (δ´1x)(δ´1y) = δ´2x ¨ y,

de modo que F é um isomorfismo de A em
˚

C.

Teorema 5.2.8. [Teorema de Urbanik-Wright Comutativo] Se A é uma R-álgebra comutativa e

com valor absoluto, então A é isomorfa a R, C ou
˚

C.
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Demonstração. Como A é comutativa, pelo Lema 5.1.8 o R-espaço vetorial normado A é pré-
Hilbertiano. Suponhamos que existam x, y, z P A ortonormais; então:∥∥∥x2 ´ y2

∥∥∥ =
∥∥x ´ y

∥∥∥∥x + y
∥∥ = 2

e analogamente
∥∥∥x2 ´ z2

∥∥∥ = 2, daí pelo Lema 5.1.10 temos:

x2 + y2 = x2 + z2 = 0.

Segue que:
0 = y2 ´ z2 = (y ´ z)(y + z),

logo y = ˘z, que é uma contradição. Portanto dimR(A) ď 2, assim pelo Teorema 5.2.7 a álgebra

A é isomorfa a R, C, ˚C, C˚ ou
˚

C. Entre essas opções, apenas R, C e
˚

C são comutativas.

Teorema 5.2.9. Se A é uma R-álgebra com valor absoluto e com potências associativas, então A é
isomorfa a R, C, H ou O.

Demonstração. Dado x P A, x ‰ 0, a subálgebra A(x) é necessariamente associativa e comutativa.
Pelo Teorema 5.2.8, A(x) é isomorfa a R ou C, logo existe e P A, um idempotente não nulo, daí,
pelo Teorema 3.4.11, o elemento e é uma unidade de A, assim, pelo Teorema 5.1.17, A é isomorfa
a R, C, H ou O.

5.2.3 Álgebras de Dimensão 4

Nesta subseção faremos uma apresentação resumida dos resultados a respeito das R-álgebras
com valor absoluto de dimensão 4, entretanto não os provaremos. O Teorema 5.2.11 é o resultado
principal e o Teorema 5.2.12 é uma aplicação para R-álgebras com valor absoluto de dimensão 4
que satisfazem algumas identidades selecionadas.

Definição 5.2.10. Seja A uma das R-álgebras com valor absoluto R, C, H ou O, munido de sua
involução usual x ÞÑ x. As R-álgebras isotópicas secundárias de A são as R-álgebras An(a, b),
onde n = 1, 2, 3, 4 e a, b P SA, cujos espaços normados são o mesmo de A e cujas multiplicações
são definidas respectivamente assim:

x
a,b
˛1 y = axyb,

x
a,b
˛2 y = x̄ayb,

x
a,b
˛3 y = axbȳ,

x
a,b
˛4 y = ax̄ȳb.

Essas álgebras também são denotadas, respectivamente, por A(a, b), ˚ A(a, b), A˚(a, b) e
˚

A(a, b).

Ramírez no artigo [RA99] obteve uma classificação de todas as álgebras com valor absoluto de
dimensão 4. Mais especificamente temos o seguinte resultado.

Teorema 5.2.11. Toda R-álgebra com valor absoluto de dimensão 4 é isomorfo a uma R-álgebra
isotópica secundária de H. Além disso, as R-álgebras isotópicas secundárias Hn(a, b) e Hn1(a1, b1)
de H são isomorfas se e só se n = n1 e existem p P SH e δ, ε P t1, ´1u tais que a1 p = δpa e b1 p = εpb.
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Em particular, as álgebras Hn(´a, ´b), Hn(´a, b), Hn(a, ´b) e Hn(a, b) são isomorfas. Além
disso, podemos facilmente checar que, dentre as R-álgebras isotópicas secundárias de H, as R-

álgebras H(a, ā) e
˚

H(a, ā) são as únicas que possuem um idempotente não nulo que comuta com
todos os outros elementos, além disso esse idempotente é necessariamente igual a 1.

Chandid, Ramirez e Rochdi, no artigo [CRR12], aplicaram esse resultado para obter classificações
de álgebras com valor absoluto de dimensão 4 satisfazendo uma identidade do tipo (xp, xq, xr) =
0, onde p, q, r P t1, 2u, através de argumentos de topologia algébrica e por estudos exaustivos de
vários casos. Mais especificamente temos o seguinte resultado.

Teorema 5.2.12. Seja A uma álgebra com valor absoluto de dimensão 4. Então temos o seguinte:

• A satisfaz (x, x, x) = 0 para todo x P A se e só se A satisfaz (x, x2, x) = 0 para todo x P A e

isso equivale a A ser isomorfa a H ou
˚

H.

• A satisfaz (x2, x, x) = 0 para todo x P A se e só se A é isomorfa a H ou ˚H.

• A satisfaz (x, x, x2) = 0 para todo x P A se e só se A é isomorfa a H ou H˚.

• A satisfaz (x2, x2, x) = 0 para todo x P A se e só se A é isomorfa a H,
˚

H ou
˚

H(i, 1).

• A satisfaz (x, x2, x2) = 0 para todo x P A se e só se A é isomorfa a H, H˚ ou H˚(1, i).

• A satisfaz (x2, x, x2) para todo x P A se e só se A é isomorfa a H,
˚

H, ˚H(1, eiα), H˚(eiα, 1)
com 0 ď α ă π.

• A satisfaz (x2, x2, x2) para todo x P A se e só se A é isomorfa a H,
˚

H, ˚H(i, 1), ˚H(i, i),
H˚(1, i), H˚(i, i), ˚H(1, eiα), H˚(eiα, 1) com 0 ď α ă π.

5.2.4 Álgebras de Dimensão 8

O problema da classificação das R-álgebras com valor absoluto de dimensão 8 ainda está em
aberto no presente momento. Entretanto, Calderón, Kaidi, Martín, Morales, Ramírez e Rochdi, no
artigo [CKM+11], obteve um refinamento do Teorema 5.2.6 sobre R-álgebras com valor absoluto
e dimensão finita. Mais especificamente, eles obtiveram o resultado que nós apresentaremos no
Teorema 5.2.25.

Álgebras de Clifford

Para entender as notações desse teorema, apresentaremos algumas definições prévias e tempo-
rárias. A princípio, apresentaremos o conceito de álgebras de Clifford de modo razoavelmente
elementar. Antes de apresentar a definição propriamente dita, faremos uma discussão informal às
álgebras de Clifford.

Seja V um K-espaço vetorial de dimensão finita e seja f : V ˆ V. Então existe uma base (e1, . . . , en)
de V que seja ortogonal em relação a f . Isso quer dizer que, para quaisquer i, j P t1, . . . , nu tais que
i ‰ j, temos f (ei, ej) = 0. A K-álgebra de Clifford de V e f será uma K-álgebra associativa com
unidade C(V, f ) gerada pelo elemento 1 e pelos elementos e1, . . . , en, sendo os geradores regidos
pelas seguintes regras:

• e2
i = f (ei, ei)1 para todo i P t1, . . . , nu.

• eiej = ´ejei para quaisquer i, j P t1, . . . , nu tais que i ‰ j.
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Desse modo, todo elemento de C(V, f ) é uma combinação linear de elementos da forma ei1 ¨ ¨ ¨ eir ,
onde i1, . . . , ir são elementos de t1, . . . , nu tais que i1 ă ¨ ¨ ¨ ă ir. Desse modo, para elementos
i1, . . . , ir P t1, . . . , nu tais que i1 ă ¨ ¨ ¨ ă ir, podemos denotar ei1 ¨ ¨ ¨ eir por êti1,...,iru. Consequente-
mente, podemos mostrar que:

êX êY =

(´1)J(X,Y)
ź

iPXXY

n(ei)

 êX△Y

para quaisquer X, Y P F, onde introduzimos as seguintes notações:

• J(X, Y) é o número de pares (i, j) tais que i P X e j P Y e i ą j.

• n(x) = f (x, x).

• X△Y = (X Y Y)z(X X Y) é a diferença simétrica.

Definição 5.2.13. Seja V um K-espaço vetorial de dimensão finita e seja f : V ˆ V Ñ K uma
forma bilinear simétrica. Seja (e1, . . . , en) uma base de V ortogonal em relação a f , ou seja, tal que,
para quaisquer i, j P t1, . . . , nu tais que i ‰ j, tenhamos f (ei, ej) = 0. Definimos uma K-álgebra
de Clifford de V e f da seguinte forma. Consideremos um K-espaço vetorial C(V, f ) com uma
base consistindo de elementos êX indexados por X P F, onde F é a coleção dos subconjuntos de
t1, . . . , nu. Definamos uma multiplicação bilinear em C(V, f ) da seguinte forma:

êX êY =

(´1)J(X,Y)
ź

iPXXY

n(ei)

 êX△Y

para quaisquer X, Y P F. Por fim, consideremos a única função linear ι : V Ñ C(V, f ) tal que
ι(ei) = êtiu para todo i P t1, . . . , nu.

Proposição 5.2.14. A K-álgebra de Clifford C(V, f ) é uma K-álgebra associativa com unidade.
Além disso, a função ι : V Ñ C(V, f ) satisfaz ι(v)2 = f (v, v)1 para todo v P V.

Demonstração. Temos os seguintes passos.

1) Mostraremos que C(V, f ) é associativa. De fato, para quaisquer X, Y, Z P F temos:

(êX êY) êZ =

(´1)J(X,Y)+J(X△Y,Z)
ź

iPXXY

n(ei)
ź

iP(X△Y)XZ

n(ei)

 ê(X△Y)△Z,

êX (êY êZ) =

(´1)J(X,Y△Z)+J(Y,Z)
ź

iPXX(Y△Z)

n(ei)
ź

iPYXZ

n(ei)

 êX△(Y△Z).

Primeiramente, para quaisquer X, Y P F temos a igualdade:

X△Y = (XzY) Y (YzX).

Agora, por argumentos combinatórios, para quaisquer X, Y, Z P F temos:

J(X△Y, Z) = J(X, Z) + J(Y, Z) ´ 2J(X X Y, Z),

J(X, Y△Z) = J(X, Y) + J(X, Z) ´ 2J(X, Y X Z).

Além disso, para quaisquer X, Y, Z P F, os seguintes quatro conjuntos são mutuamente disjuntos:

X X Y X Z, Xc X Y X Z, X X Yc X Z, X X Y X Zc,
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onde definimos Wc = t1, . . . , nuzW para todo W Ď t1, . . . , nu. Portanto, para quaisquer X, Y, Z P F
temos:

• X X Y = (X X Y X Z) Y (X X Y X Zc),

• (X△Y) X Z = (Xc X Y X Z) Y (X X Yc X Z),

• Y X Z = (X X Y X Z) Y (Xc X Y X Z),

• X X (Y△Z) = (X X Yc X Z) Y (X X Y X Zc).

Por fim, para quaisquer X, Y, Z P F temos:

(X△Y)△Z = X△(Y△Z).

2) Mostraremos que C(V, f ) tem uma unidade. De fato, para todo X P F temos:

êX êH =

(´1)J(X,H)
ź

iPXXH

n(ei)

 êX△H = êX,

êHêX =

(´1)J(H,X)
ź

iPHXX

n(ei)

 êH△X = êX.

3) Mostraremos que ι(v)2 = f (v, v)1 para todo v P V. De fato, para todo i P t1, . . . , nu, temos:

ι(ei)
2 = êtiuêtiu = n(ei)êH = f (ei, ei)1.

Além disso, para quaisquer i, j P t1, . . . , nu tais que i ă j, temos:

ι(ei)ι(ej) + ι(ej)ι(ei) = êtiuêtju + êtjuêtiu = êti,ju ´ êti,ju = 0 = 2 f (ei, ej)1.

Por fim, para todo v P V, sendo v =
n
ř

i=1
αiei, temos:

ι(v)2 =

(
n
ř

i=1
αiι(ei)

)2

=
n
ř

i=1
α2

i ι(ei)
2 +

ř

1ďiăjďn
αiαj

(
ι(ei)ι(ej) + ι(ej)ι(ei)

)

=
n
ř

i=1
α2

i f (ei, ei)1 + 2
ř

1ďiăjďn
αiαj f (ei, ej)1

= f

(
n
ř

i=1
αiei,

n
ř

j=1
αjej

)2

1

= f (v, v)1,

como queríamos demonstrar.

A escolha da base (e1, . . . , en) de V ortogonal em relação a f não é muito relevante no sentido
de que todos os possíveis candidatos a uma K-álgebra de Clifford de V e f são isomorfos um ao
outro, através da seguinte proposição.
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Proposição 5.2.15. Seja V um K-espaço vetorial de dimensão finita e seja f : V ˆ V Ñ K uma
forma bilinear simétrica. Para quaisquer K-álgebra associativa com unidade A e função linear
κ : V Ñ A tal que κ(v)2 = f (v, v)1 para todo v P V, então existe uma único homomorfismo de
K-álgebras κ̂ : C(V, f ) Ñ A tal que κ̂(1) = 1 e também κ̂(ι(v)) = κ(v) para todo v P V.

Demonstração. Temos o seguintes passos.

1) Seja κ̂ : C(V, f ) Ñ A um homomorfismo de K-álgebras tal que κ̂(1) = 1 e κ̂(ι(v)) = κ(v) para
todo v P V. Para todo a P C(V, f ), então existem αX P K tais que:

a =
ÿ

XPF

αX êX,

assim temos:

κ̂(a) = κ̂

ÿ

XPF

αX êX

 =
ÿ

XPF

αX κ̂(êX).

Para X P F, existem i1, . . . , ir P t1, . . . , nu tais que i1 ă ¨ ¨ ¨ ă ir e X = ti1, . . . , iru, além disso, temos:

êX = êti1u ¨ ¨ ¨ êtiru = ι(ei1) ¨ ¨ ¨ ι(eir),

assim:
κ̂(êX) = κ̂

(
ι(ei1) ¨ ¨ ¨ ι(eir)

)
= κ̂

(
ι(ei1)

)
¨ ¨ ¨ κ̂

(
ι(eir)

)
= κ(ei1) ¨ ¨ ¨ κ(eir).

Assim κ̂ está unicamente determinado por κ.

2) Definamos uma função linear κ̂ : C(V, f ) Ñ A do seguinte modo. Para X P F, então X pode ser
expressa de maneira única como X = ti1, . . . , iru, onde i1 ă ¨ ¨ ¨ ă ir, assim definimos:

κ̂(êX) = κ(ei1) ¨ ¨ ¨ κ(eir).

É fácil ver que κ̂(1) = 1 e também κ̂(ι(v)) = κ(v) para todo v P V. Mostraremos que κ̂ é
um homomorfismo de K-álgebras. Para isso, basta mostrar que para quaisquer X, Y P F temos
κ̂(êX êY) = κ̂(êX)κ̂(êY). Como:

κ(v)2 = f (v, v)1 (5.5)

para todo v P V, então para todo i P t1, . . . , nu temos:

κ(ei)
2 = n(ei)1. (5.6)

Linearizando (5.5), temos:
κ(v)κ(w) + κ(w)κ(v) = 2 f (v, w)1

para quaisquer v, w P V. Assim, para i, j P t1, . . . , nu tais que i ă j, obtemos:

κ(ei)κ(ej) + κ(ej)κ(ei) = 2 f (ei, ej)1 = 0,

assim:
κ(ei)κ(ej) = ´κ(ej)κ(ei). (5.7)

Utilizando as equações (5.6) e (5.7), podemos mostrar que, para quaisquer X, Y P F, sendo X =
ti1, . . . , iru e Y = tj1, . . . , jsu, onde i1 ă ¨ ¨ ¨ ă ir e j1 ă ¨ ¨ ¨ ă js, temos:

κ̂(êX)κ̂(êY) = κ(ei1) ¨ ¨ ¨ κ(eir)κ(ej1) ¨ ¨ ¨ κ(ejs) =

(´1)J(X,Y)
ź

iPXXY

n(ei)

 κ̂(êX△Y) = κ̂(êX êY),

como queríamos demonstrar.
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Podemos apresentar um modo de obtermos a K-álgebra de Clifford que não envolve escolha de
bases ortogonais. Seja V um K-espaço vetorial de dimensão finita e seja f : V ˆ V Ñ K uma
forma bilinear simétrica. Consideremos a K-álgebra tensorial:

T(V) =
8
à

n=0
V b ¨ ¨ ¨ b V
looooomooooon

n cópias de V

.

Seja I o ideal de T(V) gerado pelos elementos da forma v b v ´ f (v, v)1 onde v P V. Então o
K-álgebra quociente T(V)/I é uma K-álgebra de Clifford de V e f .

Grupos Spin

Em seguida, como parte dos requisitos para entendermos a notação do teorema principal, apre-
sentaremos os chamados grupos de spin. Para isso, mostraremos alguns resultados adicionais
sobre álgebras de Clifford.

Mostraremos que a K-álgebra de Clifford pode ser Z2 graduada.

Proposição 5.2.16. Seja V um K-espaço vetorial de dimensão finita e seja f : V ˆ V Ñ K uma
forma bilinear simétrica. Então a K-álgebra de Clifford C(V, f ) pode ser Z2-graduada, ou seja,
existem subespaços C0(V, f ) e C1(V, f ) de C(V, f ) tais que:

• C(V, f ) = C0(V, f ) ‘ C1(V, f ).

• C0(V, f )C0(V, f ) + C1(V, f )C1(V, f ) Ď C0(V, f ).

• C0(V, f )C1(V, f ) + C1(V, f )C0(V, f ) Ď C1(V, f ).

Demonstração. Seja (e1, . . . , en) uma base de V ortogonal em relação a f . Lembremos que C(V, f )
tem uma base consistindo de elementos êX indexados por X P F, onde F é a coleção dos subcon-
juntos de t1, . . . , nu. Além disso, para X, Y P F temos o seguinte:

êX êY =

(´1)J(X,Y)
ź

iPXXY

n(ei)

 êX△Y. (5.8)

Portanto podemos definir o seguinte:

• Seja C0(V, f ) o conjunto das combinações lineares dos elementos da forma êX, onde X tem
um número par de elementos.

• Seja C1(V, f ) o conjunto das combinações lineares dos elementos da forma êX, onde X tem
um número ímpar de elementos.

Então, pela identidade (5.8), é fácil ver que C0(V, f ) e C1(V, f ) são subespaços que satisfazem as
propriedades afirmadas pelo enunciado da presente proposição.

Mostraremos que a K-álgebra de Clifford pode ser munida de uma involução.

Proposição 5.2.17. Seja V um K-espaço vetorial de dimensão finita e seja f : V ˆ V Ñ K uma
forma bilinear simétrica. Então existe uma involução ˚ : C(V, f ) Ñ C(V, f ) na K-álgebra de
Clifford tal que ι(v)˚ = ι(v) para todo v P V.

Demonstração. Seja (e1, . . . , en) uma base de V ortogonal em relação a f . Lembremos que C(V, f )
tem uma base consistindo de elementos êX indexados por X P F, onde F é a coleção dos subcon-
juntos de t1, . . . , nu. Além disso, para X, Y P F temos o seguinte:

êX êY =

(´1)J(X,Y)
ź

iPXXY

n(ei)

 êX△Y.
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Para X P F, então X pode ser expressa de maneira única como X = ti1, . . . , iru, onde i1, . . . , ir são
elementos de t1, . . . , nu tais que i1 ă ¨ ¨ ¨ ă ir, assim:

êX = ι(ei1) ¨ ¨ ¨ ι(eir),

assim definimos:
ê˚

X = ι(eir) ¨ ¨ ¨ ι(ei1).

Portanto ˚ induz uma transformação linear ˚ : C(V, f ) Ñ C(V, f ). Agora é uma tarefa corriqueira
verificar que ˚ é uma involução que satisfaz ι(v)˚ = ι(v) para todo v P V.

Agora podemos apresentar o conceito de grupos de spin. Lembremos que, para toda K-álgebra
com unidade A, denotamos por Inv(A) o conjunto dos elementos a P A tais que existe b P A tal
que ab = ba = 1.

Definição 5.2.18. Seja V um K-espaço vetorial e seja f : V ˆ V Ñ K uma forma bilinear simétrica.
Definimos o grupo de spin S(V, f ) de V e f como o conjunto dos x P Inv(C0(V, f )) tais que:

• x´1 = x˚.

• Para todo v P V existe w P V tal que xι(v)x˚ = ι(w).

Para quaisquer x P S(V, f ) e v P V, denotamos por πx(v) o único w P V tal que xι(v)x˚ = ι(w).

Com a definição acima, o grupo de spin S(V, f ) de V e f tem um homomorfismo de grupos
π : S(V, f ) Ñ AutK(V), definido por a ÞÑ πa, onde AutK(V) é o grupo das transformações
lineares bijetoras de V em V.

Resultado Principal

Como parte final dos requisitos para entendermos a notação do teorema principal, apresentare-
mos as chamadas R-álgebras isotópicas terciárias. Para isso, começamos com a seguinte definição.

Definição 5.2.19. Consideremos o R-espaço vetorial V = Rn e consideremos a forma bilinear
simétrica f : V ˆ V Ñ R dada por:

f
(
(x1, . . . , xn)(y1, . . . , yn)

)
= ´(x1y1 + ¨ ¨ ¨ + xnyn).

Nesse caso, denotaremos a R-álgebra de Clifford C(V, f ) por Cliff(n) e denotaremos o grupo spin
S(V, f ) por Spin(n).

Apresentaremos a seguinte proposição, sem demonstrá-la.

Proposição 5.2.20. Para todo a P Spin(n), então πa : Rn Ñ Rn é uma isometria linear sobrejetora
em relação à norma euclidiana usual de Rn.

Agora apresentaremos a última definição prévia antes de definirmos as R-álgebras isotópicas
terciárias.

Definição 5.2.21. Consideremos o R-espaço vetorial Rn = R ˆ Rn´1. Considerando o grupo spin
Spin(n ´ 1) do espaço Rn´1, para cada a P Spin(n ´ 1), definimos σa : Rn Ñ Rn assim:

σa(x, y) = (x, πa(y))

para quaisquer x P R e y P Rn´1.

Temos a seguinte proposição imediata.

Proposição 5.2.22. Para todo a P Spin(n ´ 1), então σa : Rn Ñ Rn é uma isometria linear sobreje-
tora em relação à norma euclidiana usual de Rn.
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Com isso, podemos definir as R-álgebras isotópicas terciárias.

Definição 5.2.23. Seja A uma das R-álgebras com valor absoluto R, C, H ou O, munido de sua
involução usual x ÞÑ x. As R-álgebras isotópicas terciárias de A são as R-álgebras An[a, b], onde
n = 1, 2, 3, 4 e a, b P Spin(n ´ 1), cujos espaços normados são o mesmo de A e cujas multiplicações
são definidas respectivamente assim:

x ˛ y = σa(x)σb(y),

x ˛ y = σa(x̄)σb(y),

x ˛ y = σa(x)σb(ȳ),

x ˛ y = σa(x̄)σb(ȳ).

Essas álgebras também são denotadas, respectivamente, por A[a, b], ˚ A[a, b], A˚[a, b] e
˚

A[a, b].

Agora apresentaremos uma última observação prévia antes apresentarmos o teorema principal.

Observação 5.2.24. Seja A = Rn uma das R-álgebras R, C, H ou O, munido de sua norma eucli-
diana usual. Seja f : A Ñ A um automorfismo de K-álgebras. Então f (1) = 1 e também f é uma
isometria linear sobrejetora. Assim existe uma isometria linear sobrejetora g : Rn´1 Ñ Rn´1 tal
que f (x, y) = (x, g(y)) para quaisquer x P R e y P Rn´1. Pela Proposição 5.2.15, existe um auto-
morfismo de K-álgebras f̂ : Cliff(n ´ 1) Ñ Cliff(n ´ 1) tal que f̂ (ι(v)) = g(v) para todo v P Rn´1.
Além disso, para todo a P Spin(n ´ 1), temos f̂ (a) P Spin(n ´ 1).

Finalmente apresentaremos o teorema principal desta subseção.

Teorema 5.2.25. Toda R-álgebra com valor absoluto de dimensão 8 é isomorfa a uma R-álgebra
isotópica terciária de O. Além disso, duas R-álgebras isotópicas terciárias On[a, b] e On1 [a1, b1] de
O são isomorfas se e só se n = n1 e existem um automorfismo de K-álgebras f : O Ñ O e
δ, ε P t1, ´1u tais que a1 = δ f̂ (a) e b1 = ε f̂ (b).

5.3 Álgebras Satisfazendo (x, x, x) = 0

Pelo Teorema de Urbanik-Wright, as R-álgebras com valor absoluto e com unidade são isomorfas
a R, C, H ou O. Isso quer dizer que, em toda R-álgebra com valor absoluto A, a existência de
elemento unidade implica que A tenha dimensão finita. Com isso, levantou-se a seguinte questão:
Dada uma R-álgebra com valor absoluto A, quais são outros exemplos de propriedades que implicam que
A tenha dimensão finita? Nesta seção, estudaremos as R-álgebras com valor absoluto satisfazendo
a identidade (x, x, x) = 0. As K-álgebras satisfazendo a identidade (x, x, x) = 0 incluem como
exemplos interessantes as K-álgebras com potências associativas e as K-álgebras flexíveis.

Na Subseção 5.3.1, mostraremos que toda R-álgebra com valor absoluto que satisfaz a identidade
(x, x2, x) = 0 e possui um idempotente não nulo no centro comutativo tem dimensão finita. Na
Subseção 5.3.2, mostraremos que toda R-álgebra com valor absoluto pré-Hilbertiana satisfazendo
a identidade (x, x, x) = 0 tem dimensão finita. Por fim, na Subseção 5.3.3, apresentaremos de
modo apenas resumido a classificação obtida por El-Mallah no artigo [EM90] sobre R-álgebras
com composição de dimensão finita satisfazendo (x, x, x) = 0.

5.3.1 Resultados Iniciais

Começaremos esta subseção apresentando alguns resultados sobre K-álgebras que satisfazem a
identidade (x, x, x) = 0 que serão utilizadas na próxima subseção. O principal entre eles é o
Corolário 5.3.4.



5.3 ÁLGEBRAS SATISFAZENDO (X, X, X) = 0 111

Em seguida, apresentaremos alguns resultados a respeito de propriedades em uma R-álgebra
com valor absoluto A que implicam que A tenha dimensão finita. Eles estão presentes no artigo
[eMM81] de El-Mallah e Micali. O principal entre eles é o Teorema 5.3.7, cujo enunciado diz que
toda R-álgebra com valor absoluto que satisfaz a identidade (x, x2, x) = 0 e também possui um
idempotente não nulo no centro comutativo tem dimensão finita.

Proposição 5.3.1. Seja A uma K-álgebra que satisfaz (x, x, x) = 0 para todo x P A. Então A satisfaz
a identidade:

(x, x2, x) = 0 (5.9)

para todo x P A.

Demonstração. A identidade (x, x, x) = 0 é equivalente à identidade [x2, x] = 0. Linearizando a
identidade [x2, x] = 0, obtemos:

[xy + yx, x] + [x2, y] = 0. (5.10)

Colocando y = x2 em (5.10) e utilizando o fato de que x2x = xx2, obtemos:

0 = [xx2 + x2x, x] + [x2, x2] = 2[x2x, x].

Novamente, como x2x = xx2, concluímos que:

(x, x2, x) = (xx2)x ´ x(x2x) = (x2x)x ´ x(x2x) = [x2x, x] = 0,

como queríamos demonstrar.

Lema 5.3.2. Seja A uma K-álgebra que satisfaz (x, x2, x) = 0 para todo x P A. Seja e um idempo-
tente. Então a seguinte igualdade ocorre:

[e, ex + xe ´ x] = (e, ex + xe ´ x, e). (5.11)

Demonstração. Linearizando a identidade (x, x2, x) = 0, temos a seguinte identidade:

(x, x2, y) + (x, xy + yx, x) + (y, x2, x) = 0. (5.12)

Fazendo x = e em (5.12), obtemos:

(e, e, y) + (e, ey + ye, e) + (y, e, e) = 0,

assim:
(e, ey + ye ´ y, e) = (e, ey + ye, e) ´ (e, y, e)

= ´(e, e, y) ´ (y, e, e) ´ (e, y, e)

= ´ey + e(ey) ´ (ye)e + ye ´ (ey)e + e(ye)

= [e, ey + ye ´ y],

provando o lema.

Lema 5.3.3. Seja A uma K-álgebra que satisfaz (x2, x, x2) = (x2, x2, x2) = 0 para todo x P A. Seja
e um idempotente. Então:

(e, ex + xe ´ x, e) = 0.

Demonstração. Linearizando a identidade (x2, x, x2) = 0, obtemos:

(x2, x, xy + yx) + (x2, y, x2) + (xy + yx, x, x2) = 0. (5.13)
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Linearizando a identidade (x2, x2, x2) = 0, obtemos:

(x2, x2, xy + yx) + (x2, xy + yx, x2) + (xy + yx, x2, x2) = 0, (5.14)

Colocando x = e em (5.13) e (5.14), obtemos respectivamente:

(e, e, ey + ye) + (e, y, e) + (ey + ye, e, e) = 0, (5.15)

(e, e, ey + ye) + (e, ey + ye, e) + (ey + ye, e, e) = 0. (5.16)

Subtraindo (5.15) de (5.16), obtemos a identidade:

(e, ey + ye ´ y, e) = 0,

como queríamos demonstrar.

Corolário 5.3.4. Seja A uma K-álgebra que satisfaz uma das seguintes propriedades:

a) (x, x, x) = 0 para todo x P A.

b) (x, x2, x) = (x2, x, x2) = (x2, x2, x2) = 0 para todo x P A.

Seja e um idempotente. Então a seguinte igualdade ocorre para todo x P A:

[e, ex + xe ´ x] = 0. (5.17)

Em particular, sendo B o conjunto dos x P A tais que ex = xe, então para todo x P B temos ex P B.
Além disso, temos:

[e, (e ´ f )2] = 0 (5.18)

para todo idempotente f .

Demonstração. Temos o seguinte:

a) Suponhamos que A satisfaça a identidade (x, x, x) = 0. Então A satisfaz a identidade [x2, x] = 0.
Linearizando a identidade [x2, x] = 0, obtemos:

[xy + yx, x] + [x2, y] = 0. (5.19)

Colocando x = e em (5.19), obtemos:

0 = [ey + ye, e] + [e, y] = [ey + ye ´ y, e].

Portanto A satisfaz a identidade (5.17).

b) Suponhamos que A satisfaça a identidade (x, x2, x) = (x2, x, x2) = (x2, x2, x2) = 0. Pelos Lemas
5.3.2 e 5.3.3, então A satisfaz a identidade (5.17).

1) Agora seja x P B. Então ex = xe e [e, x] = 0. Assim, pela identidade (5.17), temos:

0 = [e, ex + xe ´ x] = [e, ex + xe] ´ [e, x] = 2[e, ex].

Logo [e, ex] = 0. Portanto ex P B.

2) Seja f um idempotente. Fazendo x = f na identidade (5.17), temos:

[e, (e ´ f )2] = [e, e2 ´ e f ´ f e + f 2] = [e, e ´ e f ´ f e + f ] = [e, e] ´ [e, e f + f e ´ f ] = 0,

como queríamos demonstrar.

Agora apresentaremos alguns resultados a respeito de propriedades em uma R-álgebra com valor
absoluto A que implicam que A tenha dimensão finita.
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Teorema 5.3.5. Seja A uma álgebra com valor absoluto. Suponhamos que exista um elemento
x P A tal que x e x2 sejam linearmente independentes e estejam no centro comutativo. Então A é

isomorfa a C ou
˚

C.

Demonstração. Podemos supor que∥x∥ = 1. Mostremos que A = Rx + Rx2, daí A é comutativa,
então pelo Teorema 5.2.8 o teorema está provado. Suponhamos que exista y P Az(Rx + Rx2).
Como x, x2 e y comutam um com outro, pelo Lema 5.1.8 o subespaço Rx + Rx2 + Ry é pré-
Hilbertiano, logo existe z P Rx + Rx2 + Ry ortogonal a x e a x2 com ∥z∥ = 1. Por outro lado
temos: ∥∥∥x2 ´ z2

∥∥∥ =∥x ´ z∥∥x + z∥ = 2,

daí pelo Lema 5.1.10 temos z2 = ´x2. Como:∥∥∥z2
∥∥∥ =

∥∥∥(x2)2
∥∥∥ = 1,

z2(x2)2 = (´x2)(x2)2 = (x2)2(´x2) = (x2)2z2

e também: ∥∥∥(x2)2 ´ z2
∥∥∥ =

∥∥∥x2 ´ z
∥∥∥∥∥∥x2 + z

∥∥∥ = 2,

então pelo Lema 5.1.10 temos z2 = ´(x2)2, logo:

0 = x2 ´ (x2)2 = (x ´ x2)(x + x2),

daí x = ˘x2, uma contradição.

Teorema 5.3.6. Seja A uma álgebra com valor absoluto. Suponhamos que exista um idempotente
e de A não nulo e no centro comutativo tal que (z, e, z) = 0 para todo z P A ortogonal a e. Então A
tem dimensão finita.

Demonstração. Se as transformações lineares Re e Le forem sobrejetoras, então pelo Teorema 5.2.4
o presente teorema está provado. Dado x P A, se x e e são linearmente dependentes, então x = λe,
com λ P R, daí Re(λe) = x = Le(λe). Suponhamos que x e e sejam linearmente independentes.
Como e comuta com x, então pelo Lema 5.1.8 o subespaço Re + Rx é pré-Hilbertiano, daí existe
z P Re + Rx, z ortogonal a e, tal que∥z∥ = 1 e Re + Rx = Re + Rz. Por outro lado temos:∥∥∥e ´ z2

∥∥∥ =∥e ´ z∥∥e + z∥ = 2

e também: ∥∥∥e ´ (ez)2
∥∥∥ =∥e ´ ez∥∥e + ez∥ =∥e ´ z∥∥e + z∥ = 2,

assim pelo Lema 5.1.10 temos z2 = ´e = (ez)2. Como ez comuta com z, então:

0 = z2 ´ (ez)2 = (z ´ ez)(z + ez),

daí ez = ˘z, portanto Re + Rx = Re + Rz = Re + Rez. Como x P Re + Rez, então x = αe + βez,
com α, β P R, logo temos x = Re(αe + βz) = Le(αe + βz). Portanto Re e Le são sobrejetoras.

Teorema 5.3.7. Seja A uma álgebra com valor absoluto e com um elemento idempotente não nulo
no centro comutativo. Suponhamos que (x, x2, x) = 0 para todo x P A. Então A tem dimensão
finita.

Demonstração. Seja e um idempotente não nulo no centro comutativo. Mostraremos que (z, e, z)
para todo z P A ortogonal a e, de modo que pelo Teorema 5.3.6 a álgebra A tem dimensão finita.
Seja z P A ortogonal a e. Pelo Lema 5.1.11, temos z2 = ´∥z∥2 e, de modo que:

0 = (z, z2, z) = ´∥z∥2 (z, e, z),
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logo (z, e, z) = 0.

5.3.2 Álgebras com Produto Interno

El-Mallah mostrou no artigo [EM83] que toda R-álgebra com valor absoluto pré-Hilbertiana sa-
tisfazendo (x, x, x) = 0 possui dimensão finita. Além disso, Diaby, Diankha, Fall e Rochdi, com
uma demonstração de raciocínio semelhante, mostraram no artigo [DDFR21] que toda R-álgebra
com valor absoluto pré-Hilbertiano satisfazendo (x, x2, x) = (x2, y, x2) = 0 tem dimensão finita.

Nesta subseção, mostraremos simultaneamente esses dois resultados. Mais precisamente, o ob-
jetivo principal desta subseção é mostrar o Teorema 5.3.26, cujo enunciado diz que, para toda
R-álgebra com valor absoluto pré-Hilbertiana, se A satisfaz (x, x, x) = 0 para todo x P A ou
satisfaz (x, x2, x) = (x2, y, x2) = 0 para quaisquer x, y P A, então A tem dimensão finita. A de-
monstração é razoavelmente longa e portanto será apresentada através de vários lemas e teoremas
intermediários.

Lema 5.3.8. Seja A uma álgebra com valor absoluto pré-Hilbertiana. Sejam x e y elementos de A
tais que∥x∥ =

∥∥y
∥∥ = 1 e

∥∥x ´ y
∥∥ = 2. Então x + y = 0.

Demonstração. Temos:∥∥x + y
∥∥2

+
∥∥x ´ y

∥∥2
= xx + y, x + yy + xx ´ y, x ´ yy

= ∥x∥2 + xx, yy + xy, xy +
∥∥y
∥∥2

+∥x∥2
´ xx, yy ´ xy, xy +

∥∥y
∥∥2

= 4.

Como
∥∥x ´ y

∥∥ = 2, então
∥∥x + y

∥∥2
= 4, aí

∥∥x + y
∥∥2

= 0, aí
∥∥x + y

∥∥ = 0, aí x + y = 0.

Lema 5.3.9. Seja A uma álgebra com valor absoluto pré-Hilbertiana. Sejam x e y dois elementos
linearmente independentes em A que comutam um com outro. Se z é um elemento de A que
comuta com x e y, então z P Rx + Ry.

Demonstração. Podemos supor que∥x∥ =
∥∥y
∥∥ = 1. Suponhamos que z R Rx + Ry. Então existe

w P Rx + Ry + Rz tal que∥w∥ = 1 e w é ortogonal a x e a y. Por outro lado:∥∥∥w2 ´ x2
∥∥∥ =∥w ´ x∥∥w + x∥ = 2

e analogamente
∥∥∥w2 ´ y2

∥∥∥ = 2, assim pelo Lema 5.3.8 temos w2 + x2 = w2 + y2 = 0, assim:

0 = x2 ´ y2 = (x ´ y)(x + y),

daí x = ˘y, o que é uma contradição.

Lema 5.3.10. A seja uma álgebra com valor absoluto pré-Hilbertiana. Sejam a e b elementos orto-
gonais de A tais que ab = ba. Então temos:

∥b∥2 a2 +∥a∥2 b2 = 0.

Demonstração. Sejam x = a
∥a∥ e y = b

∥b∥ . Então∥x∥ =
∥∥y
∥∥ = 1, assim:∥∥∥x2 ´ y2

∥∥∥ =
∥∥x ´ y

∥∥∥∥x + y
∥∥ = 2,

assim pelo Lema 5.3.8 temos x2 + y2 = 0, aí segue o lema.
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Corolário 5.3.11. Seja A uma álgebra com valor absoluto pré-Hilbertiana. Seja e um idempotente.
Então para todo x P A, se ex = xe e e é ortogonal a x, então x2 = ´∥x∥2 e.

Proposição 5.3.12. Seja A uma álgebra com valor absoluto pré-Hilbertiana. Sejam a, b P A tais que
ab = ba. Então:

∥b∥2 a2 +∥a∥2 b2 = 2xa, byab.

Demonstração. Podemos supor sem perder generalidade que ∥a∥ = 1. Então a e b ´ xa, bya são
ortogonais, assim:

∥b ´ xa, bya∥2 = xb, b ´ xa, byay =∥b∥2
´ xa, by2.

Agora, pelo Lema 5.3.10, temos:

0 = ∥b ´ xa, bya∥2 a2 + (b ´ xa, bya)2

= (∥b∥2
´ xa, by2)a2 + b2 ´ 2xa, byab + xa, by2a2

= ∥b∥2 a2 + b2 ´ 2xa, byab,

assim∥b∥2 a2 + b2 = 2xa, byab.

Corolário 5.3.13. Seja A uma álgebra com valor absoluto pré-Hilbertiana. Seja a P A tal que
(a, a, a) = 0. Então temos (a2)2 P Ra2 + Raa2.

Demonstração. Basta aplicar a Proposição 5.3.12 no caso b = a2.

Lema 5.3.14. Seja A uma álgebra com valor absoluto pré-Hilbertiana satisfazendo (x, x, x) = 0
para todo x P A. Seja B uma subálgebra de A gerada por n elementos não nulos que comutam um

com outro. Então B é isomorfa a R, C ou
˚

C.

Demonstração. Seja D o conjunto desses n geradores. Temos dois casos

1) Suponha que existam em D dois elementos x e y linearmente independentes. Como A está mu-
nido de um produto escalar, então Rx +Ry = Ra+Rb onde a e b são dois elementos ortonormais
em A. Como ab = ba, então pelo Lema 5.3.10 temos a2 + b2 = 0. Por outro lado,

0 = [(a + b)2, a + b] = 2[ab, a + b] e 0 = [(a ´ b)2, a ´ b] = ´2[ab, a ´ b],

de modo que [ab, a] = 0 e [ab, b] = 0, aí, pelo Lema 5.3.9, temos ab P Ra + Rb. Como a2 + b2 = 0
e [a2, a] = [b2, b] = 0, então [b2, a] = [a2, b] = 0, aí, pelo Lema 5.3.9, temos a2 P Ra + Rb e
b2 P Ra+Rb. Disso vem que Ra+Rb é uma álgebra comutativa de dimensão 2, assim Rx+Ry =

Ra + Rb é isomorfa a C ou
˚

C conforme o Teorema 5.2.8. Pelo Lema 5.3.9, D Ď Rx + Ry, o que
quer dizer que B = Rx + Ry.

2) Suponhamos agora que não existam em D dois elementos linearmente independentes. Seja
z P D não nulo, então B = A(z). Se z e z2 são linearmente independentes, como zz2 = z2z, então a

demonstração de que A(z) é isomorfa a C ou
˚

C é análoga àquela dada anteriormente. Se z2 = αz,
então o elemento α´1z é um idempotente e nesse caso A(z) é isomorfa a R.

Lema 5.3.15. Seja A uma álgebra com valor absoluto pré-Hilbertiana satisfazendo uma das se-
guintes propriedades:

a) (x, x, x) = 0 para todo x P A.

b) (x, x2, x) = (x2, x, x2) = (x2, x2, x2) = 0 para todo x P A.

c) (x2, y, x2) = 0 para quaisquer x, y P A.
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Então A(x2) é isomorfa a R, C ou
˚

C para todo x P A. Em particular A tem um idempotente não
nulo.

Demonstração. O caso (a) segue do Lema 5.3.14. Suponhamos o caso (b) ou (c). Podemos também
supor sem perder generalidade que x2 e (x2)2 são linearmente independentes. Temos:

[(x2)2, x2] = (x2, x2, x2) = 0.

Além disso:
[x2(x2)2, x2] = (x2, (x2)2, x2)

e também:
[x2(x2)2, (x2)2] = [(x2)2x2, (x2)2] = ((x2)2, x2, (x2)2) = 0.

Assim o conjunto tx2, (x2)2, x2(x2)2u é comutativo. Logo pelo Lema 5.3.9 temos x2(x2)2 P Rx2 +
R(x2)2. Além disso temos ((x2)2)2 P R(x2)2 +Rx2(x2)2 pelo Lema 5.3.13 aplicado a a = x2. Assim
((x2)2)2 P Rx2 + R(x2)2. Logo A(x2) = Rx2 + R(x2)2 é uma subálgebra comutativa de A, assim

A(x2) é isomorfa a C ou
˚

C.

Em uma álgebra A satisfazendo (x2, y, x2) para quaisquer x, y P A, é fácil ver que para idempo-
tente e temos (e, x, e) = 0 para todo x P A, de modo que podemos utilizar a notação exe sem
ambiguidade.

Lema 5.3.16. Seja A uma álgebra com valor absoluto pré-Hilbertiana satisfazendo (x2, y, x2) = 0
para quaisquer x, y P A. Seja e um idempotente não nulo de A e seja x P A tal que ex = xe. Então
[ex, e] = [exe, ex] = [e, x2] = 0.

Demonstração. Temos os seguintes passos.

1) Mostraremos que [ex, e] = 0. De fato, colocando a = e e b = x na identidade (a2, b, a2) = 0,
obtemos a identidade (e, x, e) = 0, ou seja, obtemos a identidade (ex)e = e(xe). Agora, utilizando
o fato de que ex = xe, então:

(ex)e = e(xe) = e(ex).

2) Mostraremos a igualdade [e, x2] = 0. Consideramos a decomposição de x em uma soma:

x = xe, xye + u,

onde u é ortogonal a e. Como [u, e] = [x, e] = 0, pelo Corolário 5.3.11 temos u2 = ´∥u∥2 e. Assim:

[x2, e] = [(xe, xy2 ´∥u∥2)e + 2xe, xyeu, e]

= 2xe, xy[eu, e]

= 2xe, xy[ex ´ xe, xy, e]

= 0 porque [ex, e] = 0.

3) Mostraremos que [exe, ex] = 0. Linearizando a identidade (a2, b, a2) = 0, obtemos o seguinte:

(a2, b, c2) + (ac + ca, b, ac + ca) + (c2, b, a2) = 0. (5.20)

Colocando a = x e b = c = e na igualdade (5.20), obtemos:

0 = (x2, e, e) + (xe + ex, e, xe + ex) + (e, e, x2) (5.21)
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Assim obtemos:

4[exe, ex] = 4(ex, e, ex) porque ex comuta com e

= (ex + xe, e, ex + ex) porque ex + xe = 2ex

= ´(x2, e, e) ´ (e, e, x2) pela igualdade (5.21)

= 0 porque (e, x2, e) = 0 e [x2, e] = 0,

encerrando a demonstração.

Lema 5.3.17. Seja A uma álgebra com valor absoluto pré-Hilbertiana satisfazendo uma das se-
guintes propriedades:

a) (x, x, x) = 0 para todo x P A.

b) (x, x2, x) = (x2, x, x2) = (x2, x2, x2) = 0 para todo x P A.

c) (x2, y, x2) = 0 para quaisquer x, y P A.

Seja e um idempotente não nulo e seja x P A não nulo tal que ex = xe. Então A(e, x) é isomorfa a

R, C ou
˚

C.

Demonstração. O caso (a) segue do Lema 5.3.14. Suponhamos o caso (b) ou (c).

b) Dividiremos em duas etapas.

1) Se x é ortogonal a e, então [ex, e] = 0 pelo Corolário 5.3.4 e x2 = ´∥x∥2 e pelo Corolário 5.3.11.
Agora:

0 = (x, x2, x) = ´∥x∥2 (x, e, x) = ´∥x∥2 [ex, x].

Assim te, x, exu é um conjunto comutativo, mas e e x são linearmente dependentes, assim pelo

Lema 5.3.9 temos ex P Re + Rx. Logo A(e, x) = Re + Rx é isomorfa a C ou
˚

C.

2) Agora seja x um elemento qualquer tal que ex = xe. Podemos supor sem perder generalidade
que dim(A(e, x))) ě 2. Então podemos escrever x como x = λe + w, onde λ P R e w é ortogonal

a e. Assim A(e, x) = A(e, w) é isomorfa a C ou
˚

C.

c) Dividiremos em duas etapas.

1) Se x é ortogonal a e, então x2 = ´∥x∥2 e pelo Corolário 5.3.11 e pelo Lema 5.3.16 temos [ex, e] =
[ex, exe] = 0. Agora ex comuta com e e assim [exe, e] = 0 pelo Lema 5.3.16. Assim te, ex, exeu é um
conjunto comutativo. Como e e x são linearmente independentes, então e e ex também são. Logo
exe P Re + Rex, assim, como e ‰ 0 e A não tem divisores de zero, obtemos xe = ex P Re + Rx.

Logo A(e, x) = Re + Rx é isomorfa a C ou
˚

C.

2) Agora seja x um elemento qualquer tal que ex = xe. Podemos supor sem perder generalidade
que dim(A(e, x))) ě 2. Então podemos escrever x como x = λe + w, onde λ P R e w é ortogonal

a e. Assim A(e, x) = A(e, w) é isomorfa a C ou
˚

C.

Lema 5.3.18. Seja A uma álgebra com valor absoluto pré-Hilbertiana satisfazendo uma das se-
guintes propriedades:

a) (x, x, x) = 0 para todo x P A.

b) (x, x2, x) = (x2, x, x2) = (x2, x2, x2) = 0 para todo x P A.

c) (x2, y, x2) = 0 para quaisquer x, y P A.
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Se existem em A uma subálgebra B isomorfa a C e uma subálgebra D isomorfa a
˚

C, então B e D
não contêm idempotente não nulo em comum.

Demonstração. Suponhamos que existe um idempotente e ‰ 0 em B e D. Então existem em A um
elemento i e um idempotente e1 ‰ e, ambos ortogonais a e, tais que B = Re + Ri, ei = ie = i,
i2 = ´e, D = Re +Re1, ee1 = e1e e e + e1 + ee1 = 0. Como e comuta com e1 + i, então A(e, e1 + i) tem
dimensão 1 ou 2 conforme Lema 5.3.17, o que quer dizer que e(e1 + i) = βe+ γ(e1 + i), donde ee1 +
i = βe + γ(e1 + i), ou seja, ´e ´ e1 + i = βe + γ(e1 + i). Se γ ‰ 1, então i P Re + Re1, contradição.
Se γ = 1, então ´2e1 = (1 + β)e, contradição pois e e e1 são linearmente independentes.

Lema 5.3.19. Seja A uma álgebra com valor absoluto pré-Hilbertiana satisfazendo uma das se-
guintes propriedades:

a) (x, x, x) = 0 para todo x P A.

b) (x, x2, x) = (x2, x, x2) = (x2, x2, x2) = 0 para todo x P A.

Sejam e1 e e2 dois idempotentes de A tais que e1e2 ‰ e2e1. Então existe um idempotente não nulo
e em A tal que (e1 ´ e2)2 = λe e e comuta com e1 e e2. Além disso, A(e, e1) e A(e, e2) são isomorfas

a
˚

C e e é o único idempotente não nulo de A que comutam com e1 e e2.

Demonstração. De fato, temos (e1 ´ e2)2 ‰ 0 pois A não tem divisores de zero e e1 ‰ e2. Pela
igualdade (5.18) do Corolário 5.3.4, temos [(e1 ´ e2)2, e1] = [(e1 ´ e2)2, e2] = 0. Pelo Lema 5.3.17,
A(e1, (e1 ´ e2)2) e A(e2, (e1 ´ e2)2) são subálgebras comutativas de dimensões no máximo 2. Temos
dimR(A((e1 ´ e2)2)) = 1 pois caso contrário ela conteria e1 e e2, contradição. Assim existe um
idempotente e em A tal que (e1 ´ e2)2 = λe e e comuta com e1 e e2. Por causa do Lema 5.3.17 e de

e1e2 ‰ e2e1, então A(e, e1) e A(e, e2) são isomorfas a
˚

C.

Suponhamos agora que e3 seja um idempotente não nulo em A que comuta com e1 e e2. Nós

mostraremos que e3 = e. De fato, A(e3, e1) e A(e3, e2) são isomorfas a
˚

C por causa do Lema 5.3.17
e de e1e2 ‰ e2e1, aí e3 + e1 + e3e1 = 0 e e3 + e2 + e3e2 = 0, daí e3(e1 ´ e2) = e2 ´ e1. Analogamente
e(e1 ´ e2) = e2 ´ e1. Assim (e3 ´ e)(e1 ´ e2) = 0. Como A não tem divisores de zero e e1 ‰ e2, então
e3 = e, encerrando a demonstração.

Lema 5.3.20. Seja A uma álgebra com valor absoluto pré-Hilbertiana satisfazendo uma das se-
guintes propriedades:

a) (x, x, x) = 0 para todo x P A.

b) (x, x2, x) = (x2, x, x2) = (x2, x2, x2) = 0 para todo x P A.

Em A não é possível que existam simultaneamente duas subálgebras B e D tais que B – C e

D –
˚

C.

Demonstração. Suponhamos que exista B = Re0 + Rj tal que e2
0 = e0, j2 = ´e0 e e0 j = je0 = j e

D = Re1 +Re2 tal que e12 = e1, e22 = e2, e1e2 = e2e1 e e1 + e2 + e1e2 = 0. Se e0e1 = e1e0, então A(e0, e1)

é isomorfa a R, C ou
˚

C pelo Lema 5.3.17, o que é impossível pelo Lema 5.3.18. Suponhamos que

e0e1 ‰ e1e0, então existe um idempotente e em A tal que A(e, e0) seja isomorfa a
˚

C conforme o
Lema 5.3.19, o que é impossível pelo Lema 5.3.18.

Teorema 5.3.21. Seja A uma álgebra com valor absoluto pré-Hilbertiana satisfazendo uma das
seguintes propriedades:

a) (x, x, x) = 0 para todo x P A.

b) (x, x2, x) = (x2, x, x2) = (x2, x2, x2) = 0 para todo x P A.
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Suponhamos que A contenha uma subálgebra isomorfa a C. Então A tem dimensão finita.

Demonstração. Seja B uma subálgebra de A isomorfa a C. Então B tem um idempotente não nulo e.
Se A tem um idempotente não nulo diferente de e, então existe um idempotente g tal que A(e, g)

seja isomorfa a
˚

C pelo Lema 5.3.19, contradizendo o Lema 5.3.20. Assim e é o único idempotente
não nulo de A. Em particular, e comuta com x2 para todo x P A por causa do Lema 5.3.15. Agora
para todo x P A temos:

0 = [e, x ´ ex ´ xe] pela igualdade (5.17)

= [e, x + (e ´ x)2 ´ e ´ x2]

= [e, x].

Assim e está no centro comutativo. Logo, pelo Teorema 5.3.7, A tem dimensão finita.

Lema 5.3.22. Seja A uma álgebra com valor absoluto pré-Hilbertiana satisfazendo (x, x, x) = 0
para todo x P A. Sejam e1 e e2 idempotentes em A tais que [e1, e2] ‰ 0. Então existe idempotente e

em A tal que [e1, e2]2 = αe e e comute com e1 e e2. Além disso, A(e, e1) e A(e, e2) são isomorfas a
˚

C.

Demonstração. Primeiramente é evidente que o idempotente e será o mesmo que aquele do Lema
5.3.19, conforme o próprio Lema 5.3.19. A existência de dois idempotentes e1 e e2 em A nos mostra
que não existe em A uma subálgebra isomorfa a C, conforme o Teorema 5.3.21. De acordo com
a identidade (5.17) do Corolário 5.3.4, temos [ex + xe ´ x, e] = 0 para todo elemento x e todo
idempotente e em A. Escrevamos:

y = e1[e1, e2] + [e1, e2]e1 ´ [e1, e2], z = e2[e1, e2] + [e2, e2]e1 ´ [e1, e2]

e demonstraremos que y = 0 e z = 0. De fato, e1 é ortogonal a y, porque:

x[e1, e2], e1y = xe1e2 ´ e2e1, e1y = xe2, e1y ´ xe2, e1y = 0,

x[e1, e2]e1, e1y = x[e1, e2], e1y = 0,

xe1[e1, e2], e1y = x[e1, e2], e1y = 0.

Como [y, e1] = 0, então A(y, e1) é isomorfa a R ou
˚

C pelo Lema 5.3.17. Se y = δe1, então 0 =

xy, e1y = δ, ou seja, y = 0. Suponhamos agora que A(y, e1) seja isomorfa a
˚

C, então y = α1e1 + β1e1

onde e1 é um idempotente que comuta com e1 e e1 + e1 + e1e1 = 0. Mostraremos que e1 é ortogonal
a y. De fato:

x[e1, e2], e1y = ´xe1e2 ´ e2e1, e1e1y = ´xe1e2, e1e1y + xe2e1, e1e1y = ´xe2, e1y + xe2, e1y = 0,

xe1[e1, e2], e1y = ´xe1[e1, e2], e1e1y = ´x[e1, e2], e1y = 0,

x[e1, e2]e1, e1y = ´x[e1, e2]e1, e1e1y = ´x[e1, e2], e1y = 0.

Além disso, temos:

0 = xe1 + e1 + e1e1, e1y = xe1, e1y + xe1, e1y + xe1e1, e1y = 1 + xe1, e1y + xe1, e1y,

assim xe1, e1y = ´ 1
2 , aí 0 = xy, e1y = α1 ´ 1

2 β1 e 0 = xy, e1y = ´ 1
2 α1 + β1, aí segue que α1 = β1 = 0,

logo y = 0. Analogamente podemos mostrar que z = 0 utilizando e2 em vez de e1. Como y = 0,
então [e1, e2] comuta com e1[e1, e2] + [e1, e2]e1. Fazendo x = [e1, e2] e y = e1 na identidade (5.19),
então [e1, e2]2 comuta com e1. Analogamente [e1, e2]2 comuta com e2 pois z = 0. De acordo com o
Lema 5.3.17, como [e1, e2] ‰ 0, então A([e1, e2]2, e1) e A([e1, e2]2, e2) são subálgebras comutativas de
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dimensão 2. Se dim(A([e1, e2]2)) = 2, então A([e1, e2]2, e1) = A([e1, e2]2) = A([e1, e2]2, e2), mas isso
quer dizer que e1e2 = e2e1, contradição. Assim dim(A([e1, e2]2)) = 1 e disso vem que [e1, e2]2 = αe.

Agora A(e, e1) e A(e, e2) são isomorfas a
˚

C por causa do Lema 5.3.17 e de [e1, e2] ‰ 0.

Lema 5.3.23. Seja A uma álgebra com valor absoluto pré-Hilbertiana satisfazendo (x, x, x) = 0
para todo x P A. Seja e um idempotente não nulo de A e sejam x e y dois elementos de A. Se e
comuta com x e y, então e comuta com xy.

Demonstração. Pelo Lema 5.3.17, A(e, x) e A(e, y) são isomorfas a R, C ou
˚

C.

1) No caso onde A(e, x) – C ou A(e, y) – C, o lema segue pelo Teorema 5.3.21.

2) O lema é evidente para o caso onde A(e, x) – R ou A(e, y) – R.

3) Resta-nos examinar o caso A(e, x) – A(e, y) –
˚

C. Escrevamos A(e, x) = Re + Re1 e A(e, y) =
Re + Re2 onde e1 e e2 são dois idempotentes não nulos de A. Se e1e2 = e2e1, o resultado segue
do Lema 5.3.17. Suponhamos que e1e2 ‰ e2e1. Pelos Lemas 5.3.19 e 5.3.22, temos (e1 ´ e2)2 = λe e
[e1, e2]2 = αe, com λ, α P R, de modo que:

e1 + e2 ´ 2(e1e2 + e2e1) = λe

e também:
0 = [[e1, e2]

2, [e1, e2]] = α[e, e1e2 ´ e2e1].

Assim e comuta com e1e2 + e2e1 e e1e2 ´ e2e1, aí comuta com e1e2 e e2e1, logo comuta com xy.

Lema 5.3.24. Seja A uma álgebra com valor absoluto pré-Hilbertiana satisfazendo (x, x, x) = 0
para todo x P A. Sejam e, e1 dois idempotentes de A, então a álgebra A(e, e1) tem dimensão finita.

Demonstração. De fato, se ee1 = e1e, a álgebra A(e, e1) é isomorfa a R, C ou
˚

C. Suponhamos que
ee1 ‰ e1e, então existe um idempotente não nulo e2 em A(e, e1) que comuta com e e e1 conforme
o Lema 5.3.19 ou 5.3.22, portanto está no centro comutativo de A(e, e1) pelo Lema 5.3.23. Como
A(e, e1) satisfaz a identidade (x, x2, x) = 0 para todo x P A(e, e1), então o Teorema 5.3.7 nos mostra
que A(e, e1) tem dimensão finita.

Lema 5.3.25. Seja A uma álgebra com valor absoluto pré-Hilbertiana satisfazendo (x, x2, x) =
(x2, y, x2) = 0 para quaisquer x, y P A. Sejam e, f P A dois idempotentes. Então (e, x, f ) +
( f , x, e) = 0 para todo x P A.

Demonstração. É fácil ver que para todo idempotente g temos (g, x, g) = 0 para todo x P A,
assim podemos assumir que e e f sejam linearmente independentes. Basta mostrar que e + f é um
quadrado, pois assim:

0 = (e + f , x, e + f ) = (e, x, f ) + ( f , x, e).

Agora dividiremos em dois casos:

1) Se e f = f e, então A(e, f ) é isomorfa a
˚

C pelo Lema 5.3.17. Assim e+ f P A(e, f ) é um quadrado.

2) Se e f ‰ f e, então existe um idempotente não nulo g tal que [g, e] = [g, f ] = 0 pelo Lema
5.3.19, assim [g, e + f ] = 0. Note que e + f e g são linearmente independentes. Assim A(g, e + f )

é isomorfa a C ou
˚

C pelo Lema 5.3.17, consequentemente e + f é um quadrado em A. Isso conclui
a demonstração.

Teorema 5.3.26. Seja A uma álgebra com valor absoluto pré-Hilbertiana satisfazendo uma das
seguintes propriedades:

a) (x, x, x) = 0 para todo x P A.
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b) (x, x2, x) = (x2, y, x2) = 0 para quaisquer x, y P A.

Então A tem dimensão finita.

Demonstração. Se existe uma subálgebra de A isomorfa C, o Teorema 5.3.21 nos diz que A tem
dimensão finita. Suponhamos agora que A não tenha subálgebra isomorfa a C. Para isso nós
dividiremos em dois casos.

a) Sejam e e e1 dois idempotentes de A, e ‰ 0. Pelo Lema 5.3.24, a álgebra A(e, e1) tem dimensão
finita, de modo que A(e, e1) é uma álgebra com divisão. Existem assim elementos a e b em A tais
que ea = e1 e be = e1. Agora, pelo Lema 5.3.14, para todo x não nulo em A, A(x) é isomorfa a R

ou
˚

C, daí x é uma combinação linear de um ou dois idempotentes. Portanto existem elementos a
e b em A tais que ea = x e be = x. Assim Re e Le são sobrejetoras, de modo que o teorema segue
pelo Teorema 5.3.7.

b) Para todo x P A não nulo, então A(x2) é isomorfa a R ou
˚

C pelo Lema 5.3.15. Assim x2 é uma
combinação linear de dois idempotentes não nulos. Além disso, se e é um idempotente, então:

ex + xe = (e + x)2 ´ e ´ x2

é uma combinação linear de quatro idempotentes não nulos. Por outro lado, a igualdade (5.17) e
o Lema 5.3.17 mostram que:

x ´ ex ´ xe

é uma combinação linear de dois idempotentes não nulos. Agora:

x = (x ´ ex ´ xe) + (ex + xe)

é uma combinação linear de seis idempotentes não nulos. Assim, por causa do Lema 5.3.25, é fácil
ver que A é flexível. Portanto caímos no caso (a).

5.3.3 Classificação de El-Mallah e Aplicações

Mohamed Lamei El-Mallah, no artigo [EM90], obteve uma classificação das álgebras com valor
absoluto, com dimensão finita e satisfazendo (x, x, x) = 0 para todo x P A. Enunciaremos seu
resultado no Teorema 5.3.33.

Álgebra dos Pseudo-Octônios

Antes de enunciarmos o Teorema 5.3.33, nós apresentaremos a R-álgebra dos pseudo-octônios
na Definição 5.3.31. Ela também é chamada R-álgebra de Okubo e foi introduzida por Okubo no
artigo [Oku78]. Para introduzi-la neste trabalho, apresentaremos algumas definições e resultados
prévios. Seja M3(C) o conjunto das matrizes quadradas de tamanho 3 com entradas em C.

Definição 5.3.27. Definimos P como o conjunto das matrizes X P M3(C) tais que as seguintes
propriedades são satisfeitas:

• X˚ = X.

• tr(X) = 0.

É fácil ver que P é um R-espaço vetorial de dimensão 8, tendo em mente que C é um R-espaço
vetorial de dimensão 2. Agora definamos a seguinte estrutura.

Definição 5.3.28. Para X, Y P P definimos o seguinte:

f (X, Y) =
1
6

tr(XY). (5.22)
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É fácil ver que (X, Y) ÞÑ f (X, Y) é um produto interno no R-espaço vetorial P. Agora definamos
a seguinte estrutura.

Definição 5.3.29. Sejam µ = 1
6 (3 +

?
3i) e ν = 1

6 (3 ´
?

3i), de modo que µ + ν = 3µν = 1. Para
X, Y P P definamos o seguinte:

X ˛ Y = µXY + νYX ´
1
3

tr(XY). (5.23)

É fácil ver que ˛ : P ˆ P Ñ M3(C) é uma função bilinear. Também temos o seguinte.

Proposição 5.3.30. Para X, Y P P, então X ˛ Y P P.

Demonstração. Sejam X, Y P P. Então X˚ = X, tr(X) = 0, Y˚ = Y e tr(Y) = 0. Assim temos:

(X ˛ Y)˚ =
(

µXY + νYX ´ 1
3 tr(XY)I

)˚

= µ˚X˚Y˚ + ν˚Y˚X˚ ´ 1
3 tr(XY)˚ I˚

= νYX + µXY ´ 1
3 tr(XY)I

= X ˛ Y

e também:
tr(X ˛ Y) = tr

(
µXY + νYX ´ 1

3 tr(XY)I
)

= µtr(XY) + νtr(YX) ´ 1
3 tr(XY)tr(I)

= 0.

Portanto X ˛ Y P P.

Com esses resultados, podemos definir a R-álgebra dos pseudo-octônios.

Definição 5.3.31. A R-álgebra dos pseudo-octônios, também chamada R-álgebra de Okubo, é
o R-espaço vetorial P munido do produto interno definido por (5.22) e munido da multiplicação
definida por (5.23).

Apresentaremos a seguinte propriedade importante da R-álgebra P.

Proposição 5.3.32. P é uma R-álgebra flexível com valor absoluto.

Demonstração. Temos os seguintes passos.

1) Mostraremos que P é flexível. Sejam X, Y P P. Utilizando o fato de que tr(AB) = tr(BA) para
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quaisquer A, B P M3(C) e tr(X) = 0, temos:

(X ˛ Y) ˛ X

= µ(X ˛ Y)X + νX(X ˛ Y) ´ 1
3 tr((X ˛ Y)X)I

= µ(µXY + νYX ´ 1
3 tr(XY)I)X + νX(µXY + νYX ´ 1

3 tr(XY)I)

´ 1
3 tr((µXY + νYX ´ 1

3 tr(XY)I)X)I

= µ2XYX + µνYX2 ´ 1
3 µtr(XY)X + µνX2Y + ν2XYX ´ 1

3 νtr(XY)X

´ 1
3 µtr(XYX)I ´ 1

3 νtr(YX2)I + 1
9 tr(XY)tr(X)I

= 1
3 X2Y + 1

3 XYX + 1
3YX2 ´ 1

3 tr(XY)X ´ 1
3 tr(XYX)I

e também:

X ˛ (Y ˛ X)

= µX(Y ˛ X) + ν(Y ˛ X)X ´ 1
3 tr(X(Y ˛ X))I

= µX(µYX + νXY ´ 1
3 tr(YX)I) + ν(µYX + νXY ´ 1

3 tr(YX)I)X

´ 1
3 tr(X(µYX + νXY ´ 1

3 tr(YX)I))I

= µ2XYX + µνX2Y ´ 1
3 µtr(YX)X + µνYX2 + ν2XYX ´ 1

3 νtr(YX)X

´ 1
3 µtr(XYX)I ´ 1

3 νtr(X2Y)I + 1
9 tr(YX)tr(X)I

= 1
3 X2Y + 1

3 XYX + 1
3YX2 ´ 1

3 tr(XY)X ´ 1
3 tr(XYX)I,

assim podemos ver que:

(X ˛ Y) ˛ X = X ˛ (Y ˛ X) =
1
3

X2Y +
1
3

XYX +
1
3

YX2 ´
1
3

tr(XY)X ´
1
3

tr(XYX)I, (5.24)

de modo que P é flexível.

2) Mostraremos que para todo X P P temos:

X3 ´
1
2

tr(X2)X ´
1
3

tr(X3)I = 0. (5.25)

Seja X P P. Seja p(x) = (x ´ α)(x ´ β)(x ´ γ) o polinômio característico de X, onde α, β, γ P C.
Então para todo n P N temos tr(Xn) = αn + βn + γn. Pelo Teorema de Cayley-Hamilton temos:

0 = (X ´ αI)(X ´ βI)(X ´ γI) = X3 ´ (α + β + γ)X2 + (αβ + αγ + βγ)X ´ αβγI. (5.26)

Entretanto:
α + β + γ = tr(X) = 0. (5.27)

Assim:

0 = (α + β + γ)2 = α2 + β2 + γ2 + 2(αβ + αγ + βγ) = tr(X2) + 2(αβ + αγ + βγ),
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de modo que:

αβ + αγ + βγ = ´
1
2
(α2 + β2 + γ2) = ´

1
2

tr(X2). (5.28)

Além disso, de (5.27) temos ´γ = α + β, assim:

´γ3 = (α + β)3 = α3 + 3α2β + 3αβ2 + β3 = α3 + β3 + 3αβ(α + β) = α3 + β3 ´ 3αβγ,

de modo que:

αβγ =
1
3
(α3 + β3 + γ3) =

1
3

tr(X3). (5.29)

Portanto (5.25) segue de (5.26), (5.27), (5.28) e (5.29).

3) Mostraremos que P é uma R-álgebra com valor absoluto. Para quaisquer X, Y P P, utilizando
o fato de que tr(AB) = tr(BA) para quaisquer A, B P M3(C), temos:

6∥X ˛ Y∥2

= tr
(
(X ˛ Y)2

)
= tr

((
µXY + νYX ´ 1

3 tr(XY)I
)2
)

= tr
(

µ2XYXY + ν2XYXY + 1
9 tr(XY)2 I + 2µνX2Y2 ´ 2

3 µtr(XY)XY ´ 2
3 νtr(XY)XY

)
= tr

(
2
3 X2Y2 + 1

3 XYXY ´ 2
3 tr(XY)XY + 1

9 tr(XY)2 I
)

= 2
3 tr(X2Y2) + 1

3 tr(XYXY) ´ 2
3 tr(XY)tr(XY) + 1

9 tr(XY)2tr(I)

= 2
3 tr(X2Y2) + 1

3 tr(XYXY) ´ 1
3 tr(XY)2.

Agora, pela identidade (5.24) do item (2), para todo X P P temos:

X4 ´
1
2

tr(X2)X2 ´
1
3

tr(X3)X = 0,

mas tr(X) = 0, assim:

0 = tr
(

X4 ´
1
2

tr(X2)X2 ´
1
3

tr(X3)X
)
= tr(X4) ´

1
2

tr(X2)2.

Linearizando a identidade acima e usando o fato de que tr(AB) = tr(BA) para quaisquer A, B P

M3(C), para quaisquer X, Y P P temos:

4tr(X2Y2) + 2tr(XYXY) ´ tr(X2)tr(Y2) ´ 2tr(XY)2 = 0,

portanto:

36
∥∥x ˛ y

∥∥2
= 4tr(X2Y2) + 2tr(XYXY) ´ 2tr(XY)2 = tr(X2)tr(Y2) = 36∥x∥2∥∥y

∥∥2 ,

assim concluímos a demonstração.
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Resultado Principal

Agora apresentaremos a classificação feita por El-Mallah sobre R-álgebras com valor absoluto de
dimensão finita satisfazendo a igualdade (x, x, x) = 0.

Teorema 5.3.33. Seja A uma álgebra com valor absoluto, com dimensão finita e satisfazendo a

igualdade (x, x, x) = 0 para todo x P A. Então A é isomorfa a R, C,
˚

C, H,
˚

H, O,
˚

O ou P.

Não demonstraremos esse teorema, no entanto faremos um resumo da demonstração feita por El-
Mallah, que utiliza a classificação das R-álgebras flexíveis com composição. Para isso, definimos
o que são R-álgebras com composição.

Definição 5.3.34. Uma K-álgebra com composição é uma K-álgebra A munida de uma forma
bilinear simétrica não-degenerada f : A ˆ A Ñ K tal que:

f (xy, xy) = f (x, x) f (y, y)

para quaisquer x, y P A.

Exemplo 5.3.35. Toda R-álgebra com valor absoluto pré-Hilbertiana é uma R-álgebra com com-
posição, onde o produto interno (x, y) Ñ xx, yy é a forma bilinear simétrica em questão. De fato:

xxy, xyy =
∥∥xy

∥∥ =∥x∥
∥∥y
∥∥ = xx, xyxy, yy

para quaisquer x, y P A.

Seja A uma R-álgebra com valor absoluto de dimensão finita. Então A é isotópica a R, C, H ou
O, portanto é pré-Hilbertiana. Assim A é uma R-álgebra com composição. Em suma, R-álgebras
com valor absoluto de dimensão finita são álgebras com composição.

Okubo obteve um resultado sobre a classificação de álgebras flexíveis com composição de dimen-
são finita sobre corpos de característica ‰ 2, 3, cuja demonstração é longa e pode ser vista em
[Oku82] ou [EM91]. Mais especificamente temos o seguinte caso particular.

Teorema 5.3.36. Seja A uma R-álgebra flexível com composição de dimensão finita. Então A é

isomorfa a R, C,
˚

C, H,
˚

H, O,
˚

O ou P.

A demonstração original do Teorema 5.3.33 consiste de dividirmos o problema em casos menores,
mais especificamente os seguintes casos:

1) dim(A) ď 2.

2) dim(A) = 4.

3) dim(A) = 8 e A não tem idempotente não nulo no centro comutativo.

4) A tem idempotente não nulo no centro comutativo.

O caso 1 é fácil de abordar conforme a subseção 5.2.2. O caso 2 foi abordado no artigo [EM87]
e também na subseção 5.2.3. O caso 3 também foi abordado no artigo [EM87], onde El-Mallah
mostrou que a álgebra é flexível. O caso 4 foi abordado no artigo [EM90], onde El-Mallah mostrou
que a álgebra de fato tem uma involução, portanto, segundo o artigo [EM88] do El-Mallah, a
álgebra é flexível. Entretanto, Elduque e Pérez mostraram no artigo [EP94] o seguinte resultado.

Teorema 5.3.37. Seja A uma álgebra com composição sobre um corpo de característica ‰ 2, 3, com
dimensão finita e que satisfaz (x, x, x) = 0 para todo x P A. Então A é flexível.

Com isso, podemos aplicar de modo mais conciso resultados sobre álgebras com composição para
álgebras com valor absoluto, com dimensão finita e satisfazendo (x, x, x) = 0 para todo x P A.
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Aplicações

Agora apresentaremos algumas aplicações do Teorema 5.3.33. O principal resultado é o Teorema
5.3.39, cujo enunciado diz que toda R-álgebra com valor absoluto que satisfaça a identidade
(x, x, x) = 0 e possua um único idempotente não nulo é isomorfa a R, C, H ou O.

Proposição 5.3.38. Seja A uma R-álgebra com valor absoluto satisfazendo a identidade (x, x, x) =
0 e seja M um subespaço de A com dimensão 2. Então existe m P M tal que ´m2 seja um idempo-
tente não nulo.

Demonstração. Tenhamos em mente o Lema 5.1.8. Considere a função Φ : A Ñ R dada por:

Φ(x) =
1
4

(∥∥∥x + x2
∥∥∥2

´

∥∥∥x ´ x2
∥∥∥2
)

.

Note que Φ é contínua e satisfaz Φ(´x) = ´Φ(x) para todo x P A, e que SM é conexa e simétrica,
ou seja, ´SM = SM, assim segue que Φ(SM) é um subconjunto conexo e simétrico de R, portanto
temos 0 P Φ(SM). Tomando m P SM tal que Φ(m) = 0, e notando que Rm + Rm2 é um espaço
pré-Hilbertiano para algum produto interno x¨, ¨y, temos xm, m2y = Φ(m) = 0, portanto:∥∥∥m2 ´ (m2)2

∥∥∥ =
∥∥∥(m + m2)(m ´ m2)

∥∥∥ =
∥∥∥m + m2

∥∥∥∥∥∥m ´ m2
∥∥∥ = 2.

Como Rm2 +R(m2)2 também é um espaço pré-Hilbertiano, segue da igualdade
∥∥∥m2 ´ (m2)2

∥∥∥ = 2
e da lei do paralelogramo que:

m2 + (m2)2 = 0.

Assim ´m2 é um idempotente não nulo.

Teorema 5.3.39. Seja A uma R-álgebra com valor absoluto. Suponhamos que (x, x, x) = 0 para
todo x P A e exista um único idempotente não nulo e. Então A é isomorfa a R, C, H ou O.

Demonstração. Seja a P AzRe. Então, pela Proposição 5.3.38, existe b P Re + Ra tal que ´b2 = e.
Assim b R Re, o que implica que Re + Ra = Re + Rb, e também [e, b] = 0. Portanto [e, a] = 0,
assim [e, A] = 0 por causa da arbitrariedade de a P AzRe. Agora basta invocar os Teoremas 5.1.14,
5.3.26 e 5.3.33 para concluir que A é isomorfa a R, C, H ou O.



Capítulo 6

Álgebras Algébricas com Valor Absoluto

Diante do problema da classificação das R-álgebras com valor absoluto de dimensão finita, apare-
ceu também a questão sobre a classificação das R-álgebras algébricas com valor absoluto. Já vimos
que toda R-álgebra com valor absoluto de dimensão finita tem dimensão 1, 2, 4 ou 8. Desse modo,
em toda R-álgebra algébrica com valor absoluto, o máximo dos números dimR(A(a)) onde a P A
é 1, 2, 4 ou 8.

Palacios em 1994 obteve uma classificação completa das R-álgebras com valor absoluto tal que
para todo a P A tenhamos dim(A(a)) ď 2. O problema da classificação completa das R-álgebras
com valor absoluto tal que para todo a P A tenhamos dim(A(a)) ď 4 ainda está em aberto. No
entanto, Kaidi, Ramírez e Palacios mostraram em 1997 que toda R-álgebra com valor absoluto
tem dimensão finita, utilizando o conceito de ultrapotências de R-álgebras com valor absoluto.

Basearemos a apresentação deste capítulo em [EARRP97], [Arr12] e [CGRP14]. Na Seção 6.1, apre-
sentaremos o conceito de ultraprodutos e ultrapotências de álgebras com valor absoluto. Na Seção
3.5, pretendemos mostrar que toda R-álgebra algébrica com valor absoluto tem dimensão finita.
Na Seção 6.3, pretendemos mostrar que toda R-álgebra com valor absoluto tal que para todo a P A

tenhamos dim(A(a)) ď 2 é isomorfa a R, C, ˚C, C˚,
˚

C, H, ˚H, H˚,
˚

H, O, ˚O, O˚,
˚

O ou P.

6.1 Ultraprodutos e Ultrapotências

O objetivo desta seção é apresentar alguns resultados sobre ultrafiltros e ultraprodutos que serão
utilizados para mostrar que toda álgebra algébrica com valor absoluto tem dimensão finita. Nós
mostraremos que o ultraproduto de álgebras algébricas com valor absoluto também é uma álgebra
algébrica com valor absoluto. Para isso, revisaremos alguns conceitos de topologia geral.

Na Subseção 6.1.1, apresentaremos os conceitos de filtros e ultrafiltros, juntamente com alguns
exemplos úteis. Na Subseção 6.1.2, apresentaremos o conceito de convergência em relação a filtros,
que será uma generalização do conceito usual de limites apresentados em estudos de análise. Na
Subseção 6.1.3, apresentaremos os ultraprodutos e ultrapotências de espaços normados. Por fim,
na Subseção 6.1.4, apresentaremos os ultraprodutos e ultrapotências de álgebras normadas e de
álgebras com valor absoluto.

6.1.1 Filtros e Ultrafiltros

Nesta subseção, apresentaremos os conceitos de filtros e ultrafiltros, juntamente com exemplos
úteis, que são interessante para os estudos de teoria dos conjuntos e topologia geral.

Definição 6.1.1. Seja I um conjunto. Uma coleção F de subconjuntos de I é um filtro em I se
satisfaz o seguinte:

• I P F .

127
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• Para A, B P F , então A X B P F .

• Para A, B Ď I, se A P F e A Ď B, então B P F .

• H R F .

Um ultrafiltro em I é um filtro U em I tal que, para todo filtro F em I, se U Ď F , então U = F .

Lema 6.1.2. Seja F um filtro em I. Então F é um ultrafiltro se e só se para A, B Ď I, se A Y B P F ,
então A P F ou B P F .

Demonstração. Suponhamos que para A, B Ď I, se A Y B P F , então A P F ou B P F . Para filtro G
em I, se F Ď G, então para A P G temos IzA R G, aí IzA R F , aí A P F , logo F = G. Assim F é
um ultrafiltro.

Agora suponhamos que F seja um ultrafiltro e seja A Ď I tal que A R F . Seja G o conjunto dos
B Ď I tais que A Y B P F . Temos o seguinte:

• Temos A Y I = I P F , aí I P G.

• Para B, C P G, então A Y B P F e A Y C P F , assim A Y (B X C) = (A Y B) X (A Y C) P F ,
aí B X C P G.

• Para B, C Ď I, se B P G e B Ď C, então A Y B P F e A Y B Ď A Y C, aí A Y C P F , aí C P G.

• Temos A Y H = A R F , aí H R G.

Logo G é um filtro em I. Além disso, para B P F , como B Ď A Y B, então A Y B P F , aí B P G,
logo F Ď G. Pela maximalidade de F , temos F = G, ou seja, para todo B Ď I, se A Y B P F , então
B P F .

Lema 6.1.3. Todo filtro F sobre I está contido em um ulltrafiltro U .

Demonstração. Pelo Lema de Zorn, basta mostrar que para todo conjunto de filtros Γ que seja
totalmente ordenado e não vazio, então

Ť

Γ é um filtro. De fato:

• Como Γ ‰ H, então existe um F P Γ, aí I P F Ď
Ť

Γ.

• Para A, B P
Ť

Γ, então existem F ,G P Γ tais que A P F e B P G, aí existe um H P Γ tal que
F Ď H e G Ď H, assim A P H e B P H, aí A X B P H Ď

Ť

Γ.

• Para A, B Ď I, se A P
Ť

Γ e A Ď B, então existe F P Γ tal que A P F , aí B P F Ď
Ť

Γ.

• Como H R F para todo F P Γ, então H R
Ť

Γ.

Portanto
Ť

Γ é um filtro em I.

Seria interessante apresentar alguns exemplos de filtros e ultrafiltros.

Exemplo 6.1.4. Seja I um conjunto.

• Dado X Ď I não vazio, o conjunto FX de todos os A Ď I tais que X Ď A é um filtro, chamado
filtro principal de X.

• Para x P I, o conjunto Ux = Ftxu é um ultrafiltro, chamado ultrafiltro principal de x.

• O conjunto F8 de todos os subconjuntos A Ď I tais que IzA seja finito é um filtro, chamado
filtro de Fréchet.
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6.1.2 Convergência através de Filtros

Nesta subseção, apresentaremos o conceito de convergência através de filtros, que será uma ge-
neralização do conceito usual de limites de sequências e funções apresentados em estudos de
análise.

Definição 6.1.5. Seja I um conjunto, F um filtro sobre I e X um espaço topológico. Uma função
f : I Ñ X convergente a x P X através de F se para cada vizinhança V de x temos f ´1(V) P F .

Agora mostraremos alguns exemplos que evidencia o que dissemos no começo desta subseção.

Exemplo 6.1.6. Mostraremos que a convergência usual de sequências de números reais é um caso
particular da Definição 6.1.5. Lembremos que uma sequência x : N Ñ R de números reais con-
verge a um número real r no sentido usual se e só se para todo ε ą 0 existe um n0 P N tal que para
todo n ą n0 tenhamos r ´ ε ă xn ă r + ε. Considerando a topologia usual da reta real R e o filtro
de Fréchet F8 em N, mostraremos que a sequência x : N Ñ R converge a r no sentido usual se e
só se x : N Ñ R converge a r através de F8. De fato:

1) Suponhamos que x : N Ñ R converge a r no sentido usual. Seja V uma vizinhança de r. Então
existe um ε ą 0 tal que (r ´ ε, r + ε) Ď V. Assim existe um n0 P N tal que para todo n ą n0
tenhamos r ´ ε ă xn ă r + ε. Portanto para todo n ą n0 temos xn P V, aí tn P N : n ą n0u Ď

x´1(V). Porém Nztn P N : n ą n0u = t1, . . . , n0u é finito, aí tn P N : n ą n0u P F8, logo
x´1(V) P F8. Portanto x : N Ñ R converge a r através de F8.

2) Suponhamos que x : N Ñ R converge a r através de F8. Seja ε ą 0. Então V = (r ´ ε, r + ε) é
uma vizinhança de r. Assim x´1(V) P F8, de modo que Nzx´1(V) é finito, aí existe n0 P N tal que
Nzx´1(V) Ď t1, . . . , n0u. Aí, para todo n ą n0, temos n P x´1(V), aí xn P V, aí r ´ ε ă xn ă r + ε.
Portanto x : N Ñ R converge a r no sentido usual.

Exemplo 6.1.7. Mostraremos que a noção usual de limite de funções de uma variável real com
valores reais é outro caso particular da Definição 6.1.5. Lembremos que, dada uma função f :
R Ñ R e dados a, r P R, então limxÑa f (x) = r se e só se para todo ε ą 0 existe δ ą 0 tal que
para todo x P R tal que x ‰ a e a ´ δ ă x ă a + δ tenhamos r ´ ε ă f (x) ă r + ε. Consideremos a
topologia usual da reta real R e seja F a coleção dos subconjuntos V Ď R tais que existe δ ą 0 tal
que (a ´ δ, a + δ)ztau Ď V. Então F é um filtro em R. Mostraremos que limxÑa f (x) = r se só se
f : R Ñ R converge a r através do filtro F .

1) Suponhamos que limxÑa f (x) = r. Seja V uma vizinhança de r. Então existe um ε ą 0 tal que
(r ´ ε, r + ε) Ď V. Assim existe um δ ą 0 tal que para todo x P R tal que x ‰ a e a ´ δ ă x ă a + δ
tenhamos r ´ ε ă f (x) ă r + ε. Portanto para todo x P R tal que x ‰ a e a ´ δ ă x ă a + δ
temos f (x) P V, aí (a ´ δ, a + δ) Ď f ´1(V). Porém (a ´ δ, a + δ) P F , logo f ´1(V) P F8. Portanto
f : R Ñ R converge a r através de F .

2) Suponhamos que f : R Ñ R converge a r através de F . Seja ε ą 0. Então V = (r ´ ε, r + ε) é
uma vizinhança de r. Assim f ´1(V) P F , de modo que existe δ ą 0 tal que (a ´ δ, a + δ)ztau Ď

f ´1(V). Assim, para x P R tal que x ‰ a e a ´ δ ă x ă a + δ, temos x P f ´1(V), aí f (x) P V, aí
r ´ ε ă f (x) ă r + ε. Portanto limxÑa f (x) = r.

Em estudos de análise, limites de sequências e funções em geral são únicas caso existam. No caso
geral de convergência através de filtro, isso nem sempre acontece. Porém a próxima proposição
fornece condições necessárias e suficientes para que limites de funções através de filtros sejam
sempre únicos caso existam.

Proposição 6.1.8. Seja X um espaço topológico. Então as seguintes propriedades são equivalentes:

• Para todo I, para todo filtro F em I, para toda função f : I Ñ X e para quaisquer x, y P X,
se f converge a x e a y através de F , então x = y.
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• X é Hausdorff, ou seja, para x, y P X tais que x ‰ y, existem vizinhanças U e V de x e y
respectivamente tais que U X V = H.

Demonstração. Temos o seguinte:

1) Suponhamos que X seja Hausdorff. Seja I um conjunto, seja F um filtro em I, seja f : I Ñ X e
sejam x, y P X. Suponhamos que f : I Ñ X converge a x e a y através de F . Queremos mostrar
que x = y.

Suponhamos que x ‰ y. Então existem U vizinhança de x e V vizinhança de y tais que U X V = H.
Como f converge a x e a y através de F , temos f ´1(U) P F e f ´1(V) P F . Portanto:

H = f ´1(H) = f ´1(U X V) = f ´1(U) X f ´1(V) P F ,

contradição.

2) Suponhamos que X não seja Hausdorff. Então existem x, y P X tais que para quaisquer vizi-
nhanças U e V de x e y respectivamente tenhamos U X V ‰ H. Seja F a coleção dos subconjuntos
A Ď X tais que existam vizinhanças U e V de x e y respectivamente tais que U X V Ď A. Mostra-
remos que F é um filtro em X.

• X é uma vizinhança de x e de y, além disso temos X X X Ď X, assim X P F .

• Para A1, A2 P F , existem U1 e U2 vizinhanças de x e existem V1 e V2 vizinhanças de y tais
que U1 X V1 Ď A1 e U2 Ď V2 Ď A2, assim U1 X U2 é vizinhança de x e V1 X V2 é vizinhança
de y e:

(U1 X U2) X (V1 X V2) = (U1 X V1) X (U2 X V2) Ď A1 X A2,

assim A1 X A2 P F .

• Para A, B Ď X, se A P F e A Ď B, então existem U vizinhança de x e V vizinhança de y tais
que U X V Ď A, assim U X V Ď B, assim B P F .

• Para A P F , existem U vizinhança de x e V vizinhança de y tais que U X V Ď A, mas
U X V ‰ H, assim A ‰ H. Portanto H R F .

Mostraremos que a função identidade IX : X Ñ X converge a x e a y através de F . Para toda
vizinhança U de x, então X é vizinhança de y e também:

I´1
X (U) = U = U X X P F .

Para toda vizinhança V de y, então X é vizinhança de x e também:

I´1
X (V) = V = X X V P F .

Assim existem dois limites diferentes x e y para a função identidade IX : X Ñ X através de F .

Portanto, em espaços topológicos de Hausdorff, podemos definir o seguinte.

Definição 6.1.9. Seja X um espaço topológico de Hausdorff, seja I um conjunto, seja F um filtro
em I, seja f : I Ñ X uma função e seja r P X. Se f : I Ñ X converge a r através de F , então
definimos limF f (i) = r.

Em análise, limites de funções e sequências são preservadas por funções contínuas. No caso geral
de convergência através de filtros, isso também é verdade.

Proposição 6.1.10. Sejam X e Y espaços topológicos, seja f : I Ñ X uma função convergente a
x P X através de F e seja g : X Ñ Y uma função contínua. Então g ˝ f : I Ñ Y converge a g(x)
através de F .
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Demonstração. Para V vizinhança de g(x), então g´1(V) é vizinhança de x, assim (g ˝ f )´1 =
f ´1(g´1(V)) P F .

Em análise, se E é um conjunto fechado e x : N Ñ R é uma sequência de elementos de E que
converge a um r no sentido usual, então r P E. No caso geral de convergência através de filtros,
isso também é verdade.

Proposição 6.1.11. Seja X espaço topológico, seja E Ď X conjunto fechado e seja f : I Ñ X uma
função que converge a um x P X através de F . Se existe A P F tal que f (i) P E para todo i P A,
então x P E.

Demonstração. Para vizinhança V de x em X, então f ´1(V) P F , mas A P F , aí f ´1(V) X A P F ,
aí f ´1(V) X A ‰ H, aí V X E ‰ H. Portanto x P E = E.

No cálculo vetorial, o limite de uma sequência de vetores (x1n, . . . , xrn) P Rr é o vetor (x1, . . . , xr)
dado por xi = limnÑ8 xin, e o limite de uma função f : R Ñ Rr dada por f (x) = ( f1(x), . . . , fn(x))
quando x tende a a é o vetor (r1, . . . , rn) dado por ri = limxÑa fi(x). No caso geral de convergência
através de filtros, temos uma propriedade análoga.

Proposição 6.1.12. Sejam X e Y espaços topológicos e sejam f : I Ñ X e g : I Ñ Y convergentes a
x P X e a y P Y através de F . Então a função h : I Ñ X ˆ Y dada por h(i) = ( f (i), g(i)) converge
a (x, y) através de F .

Demonstração. Seja W vizinhança de (x, y), então existem U vizinhança de x e V vizinhança de y
tais que U ˆ V Ď W, assim f ´1(U) P F e g´1(V) P F , aí f ´1(U) X g´1(V) P F , mas é fácil ver
que f ´1(U) X g´1(V) Ď h´1(W), assim h´1(W) P F .

No cálculo, limites preservam operações básicas como soma e multiplicação e também preservam
ordem. No caso geral da convergência através de filtros, temos uma propriedade análoga.

Proposição 6.1.13. Seja X um espaço normado e sejam f , g : I Ñ X funções.

i) Se f e g convergem a x e y através de F , então f + g converge a x + y através de F .

ii) Se existir A P F tal que f (i) = x para todo i P A, então f converge a x através de F .

iii) Se X = R, as funções f e g convergem a x e y através de F e existe A P F tal que f (i) ď g(i)
para todo i P A, então x ď y.

iv) Se X é uma álgebra normada, as funções f e g convergem a x e y através de F então f ¨ g
converge a xy através de F .

Demonstração. Seja h : I Ñ X ˆ Y dada por h(i) = ( f (i), g(i)). Temos o seguinte:

i) Temos f + g = s ˝ h, onde s : X ˆ X Ñ X é dada por s(x, y) = x + y e portanto é contínua,
assim f + g converge a x + y através de F .

ii) Para toda vizinhança V de x, então é fácil ver que A Ď f ´1(V), assim f ´1(V) P F .

iii) O conjunto E = t(u, v) P R ˆ R : u ď vu é fechado e h(i) P E para todo i P A, assim
(x, y) P E, aí x ď y.

iv) Temos f ¨ g = m ˝ h, onde m : X ˆ X Ñ X é dada por m(x, y) = xy e portanto é contínua,
assim f ¨ g converge a xy através de F .

Assim encerramos a demonstração.
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Em análise, sabemos que um espaço métrico X é compacto se e só se toda sequência em X tem uma
subsequência convergente no sentido usual. O caso geral de convergência através de filtros é mais
interessante, pois a noção de convergência através de ultrafiltro é uma condição suficientemente
fraca para podermos mostrar que de fato um espaço topológico é compacto se e só se toda função
converge através de ultrafiltros.

Definição 6.1.14. Seja I um conjunto e seja F um filtro em I. Um espaço topológico X é dito
completo através de F se toda função f : I Ñ X converge a algum x P X através de F .

Lema 6.1.15. Seja X um espaço topológico. Então as seguintes condições são equivalentes:

• Para todo I e para todo ultrafiltro U em I, então X é completo através de U .

• X é compacto.

Demonstração. Temos o seguinte:

1) Suponhamos que X seja compacto. Seja I um conjunto, seja U um ultrafiltro em I e seja f : I Ñ X
uma função. Suponhamos que para cada x P X a função f : I Ñ X não converge a x através
de U . Então para cada x P X existe uma vizinhança Vx de x tal que f ´1(Vx) R U . Como X é
compacto, existe um subconjunto finito Y Ď X tal que X =

Ť

xPY Vx. Assim, como Y é finito,
temos I = f ´1(X) = f ´1(

Ť

xPY Vx) =
Ť

xPY f ´1(Vx) R U , contradição.

2) Suponhamos que, para todo conjunto I e para todo ultrafiltro U em I, o espaço X seja completo
através de U . Seja (Vi)iPI uma coleção de subconjuntos abertos de X tal que nenhuma subcoleção
finita cubra X. Seja F o conjunto dos A Ď X tais que exista um J Ď I finito tal que

Ş

iPJ(XzVi) Ď A.
Então:

• H Ď I é finito e
Ş

iPH(XzVi) Ď X, assim X P F .

• Para A, B P F , então existem J, K Ď I finitos tais que
Ş

iPJ(XzVi) Ď A e
Ş

iPK(XzVi) Ď B,
assim J Y K Ď I é finito e

Ş

iPJYK(XzVi) =
Ş

iPJ(XzVi) X
Ş

iPK(XzVi) Ď A X B, aí A X B P F .

• Para A, B Ď X, se A P F e A Ď B, então existe J Ď I finito tal que
Ş

iPJ(XzVi) Ď A, aí
Ş

iPJ(XzVi) Ď B, aí B P F .

• Para A P F , então existe J Ď I finito tal que
Ş

iPI(XzVi) Ď A, mas temos
Ť

iPJ Vi ‰ X, assim
Ş

iPI(XzVi) ‰ H, aí A ‰ H. Portanto H R F .

Assim F é um filtro em X, portanto existe um ultrafiltro U em X tal que F Ď U . Consideremos
a função identidade IX : X Ñ X. Por hipótese existe x P X tal que IX converge a x através de U .
Se existe i P I tal que x P Vi, então Vi = I´1

X (Vi) P U pela definição de convergência, mas também
XzVi P F Ď U , assim H = Vi X (XzVi) P U , contradição. Portanto x R

Ť

iPI Vi, assim (Vi)iPI não
cobre X. Consequentemente X é compacto.

6.1.3 Ultraprodutos de Espaços Normados

Consideremos agora uma família (Xi)iPI de espaços normados, onde I é um conjunto e U é um
ultrafiltro em I. Definiremos o ultraproduto de espaços normados. Seja:

l8(I, Xi) =

$

&

%

(xi)iPI P
ź

iPI

Xi : sup
iPI

∥xi∥ ă 8

,

.

-

.

Para cada (xi)iPI P l8(I, Xi), definamos:∥∥(xi)iPI
∥∥ = sup

iPI
∥xi∥ .
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É fácil ver que isso forma uma norma em l8(I, Xi). Seja (xi)iPI P l8(I, Xi). A função f : I Ñ R

dada por f (i) = ∥xi∥ é limitada, ou seja, existe M ą 0 tal que
∥∥ f (i)

∥∥ ď M para todo i P I. Como
[´M, M] é subconjunto compacto de R, então f converge a algum valor x P [´M, M] através de
U . Consideremos o seguinte conjunto dado:

NU =

"

(xi)iPI P l8(I, Xi) : lim
U
∥xi∥ = 0

*

.

Então NU é um subespaço vetorial fechado de l8(I, Xi). De fato, sejam (xi)iPI e (yi)iPI elementos
de NU e seja λ P K. Dado ε ą 0, os conjuntos:

A =

"

i P I :∥xi∥ ă
ε

2

*

e B =

#

i P I :
∥∥yi
∥∥ ă

ε

2(1 +|λ|)

+

estão em U . Assim A X B P U e para i P A X B temos:∥∥xi + λyi
∥∥ ď∥xi∥+|λ|

∥∥yi
∥∥ ď

ε

2
+|λ| ε

2(1 +|λ|) ă ε.

Assim temos:
␣

i P I :
∥∥xi + λyi

∥∥ ă ε
(

P U .

Isso mostra que NU é um subespaço vetorial de l8(I, Xi). Seja agora a = (xi)iPI P NU e seja ε ą 0.
Então existe b = (yi)iPI P NU tal que∥b ´ a∥ ă ε

2 . Portanto
∥∥yi ´ xi

∥∥ ă ε
2 para todo i P I. Como

(yi)iPI P NU , então:

Z =

"

i P I :
∥∥yi
∥∥ ă

ε

2

*

P U .

Para todo i P Z, então:
∥xi∥ ď

∥∥xi ´ yi
∥∥+∥∥yi

∥∥ ă
ε

2
+

ε

2
= ε.

Assim temos:
␣

i P I :∥xi∥ ă ε
(

P U .

Como ε ą 0 é arbitrário, obtemos que limU∥xi∥ = 0.

Definimos sobre l8(I, Xi) a seguinte seminorma:∥∥(xi)iPI
∥∥
U = lim

U
∥xi∥ .

Pela definição do subespaço NU , obtemos que essa seminorma determina uma norma sobre o
espaço quociente l8(I, Xi)/NU e denotamos a imagem de (xi)iPI por (xi)U .

Definição 6.1.16. Definimos o ultraproduto da família (Xi)iPI em relação ao ultrafiltro U como o
espaço quociente:

(Xi)U = l8(I, Xi)/NU ,

com a norma dada assim: ∥∥(xi)U
∥∥ = lim

U
∥xi∥ .

Se Xi é um subespaço de Yi para todo i P I, então de um modo natural podemos identificar (Xi)U
como um subespaço de (Yi)U . Se Xi é igual a um espaço normado fixado X para todo i P I, então
o ultraproduto (Xi)U é chamado ultrapotência de X em relação a U e é denotado por XU . Nesse
caso, para cada x P X denotamos por x̌ o elemento (xi)U P XU tal que xi = x para todo i P I.
Escrevemos X̌ = tx̌ : x P Xu.

Lema 6.1.17. Seja X um espaço normado de dimensão finita. Então XU = X̌.
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Demonstração. Mostraremos que XU Ď X̌. Seja (xi)U P XU . Por definição existe um r P R tal que
r ą 0 e∥xi∥ ď r para todo i P I. Considerando a bola fechada BX[0, r] de centro 0 e raio r, então
xi P BX[0, r] para todo i P I. Como o espaço X tem dimensão finita, então, pelo Teorema de Heine-
Borel, o conjunto BX[0, r] é compacto. Pelo Lema 6.1.15, existe y P BX[0, r] tal que limU xi = y.
Assim, para cada ε ą 0 temos:

␣

i P I :
∥∥xi ´ yi

∥∥ ă ε
(

P U ,

onde yi = y para todo i P I. Desse modo a família (xi ´ yi)iPI satisfaz limU
∥∥xi ´ yi

∥∥ = 0, aí
(xi ´ yi)iPI P NU . Consequentemente temos (xi)U = (yi)U = y̌ P X̌.

Seja T : X Ñ XU dada por T(x) = x̌. Então T é uma isometria linear pois:∥∥T(x)
∥∥ =

∥∥(xi)U
∥∥ = lim

U
∥x∥ =∥x∥ .

Por definição T é linear e é injetora pois é uma isometria. Assim X é isomorfo como espaço
normado a X̌, que é um subespaço de XU . Se X tem dimensão finita, pelo Lema 6.1.17 temos
X – X̌ = XU .

Corolário 6.1.18. Seja (Xi)iPI uma família de espaços de Hilbert tal que exista um número natural
n satisfazendo dim(Xi) ď n para todo i P I. Então dim((Xi)U ) ď n.

Demonstração. Seja X um espaço de Hilbert de dimensão n. Para cada i P I podemos encontrar
uma isometria linear Ti : Xi Ñ X. Consideremos a função G : (Xi)U Ñ XU dada por G((xi)U ) =
(Ti(xi))U . A aplicação G é linear pois cada Ti é linear. G está bem definida pois se (xi)iPI e (yi)iPI
em l8(I, Xi) satisfazem limU

∥∥xi ´ yi
∥∥ = 0, então temos:

lim
U

∥∥Ti(xi) ´ Ti(yi)
∥∥ = lim

U

∥∥Ti(xi ´ yi)
∥∥ = lim

U

∥∥xi ´ yi
∥∥ = 0,

assim G((xi)U ) = G((yi)U ). A aplicação G é uma isometria pois dado (xi)U P (Xi)U obtemos:∥∥G((xi)U )
∥∥ =

∥∥(Ti(xi))U
∥∥ = lim

U

∥∥Ti(xi)
∥∥ = lim

U
∥xi∥ =

∥∥(xi)U
∥∥ .

Então G : (Xi)U Ñ XU é uma isometria linear, mas pelo Lema 6.1.17 temos dim(XU ) = n, assim,
como G é injetora, concluímos que dim(Xi)U ď n.

6.1.4 Ultraprodutos de Álgebras Normadas

Nesta subseção, apresentaremos os ultraprodutos e as ultrapotências de álgebras normadas e de
álgebras com valor absoluto.

Álgebras Normadas

Seja (Ai)iPI uma família de álgebras normadas. Então (Ai)U é um espaço normado e sobre ele de-
finimos um produto tal que ele seja uma álgebra normada. Para (xi)U e (yi)U em (Ai)U definimos:

(xi)U (yi)U = (xiyi)U .

Este produto está bem definido já que se (xi)U = (x1
i)U e (yi)U = (y1

i)U , então:∥∥xiyi ´ x1
iy

1
i
∥∥ =

∥∥xi(y ´ y1
i) + (xi ´ x1

i)y
1
i
∥∥ ď∥xi∥

∥∥y ´ y1
i
∥∥+∥∥xi ´ x1

i
∥∥∥∥y1

i
∥∥ ,

donde limU
∥∥xiyi ´ x1

iy
1
i

∥∥ = 0 e assim (xiyi)U = (x1
iy

1
i)U .

Como: ∥∥(xi)U (yi)U
∥∥ =

∥∥(xiyi)U
∥∥ = lim

U

∥∥xiyi
∥∥
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e dado que: ∥∥xiyi
∥∥ ď∥xi∥

∥∥yi
∥∥ ,

então:
lim
U

∥∥xiyi
∥∥ ď lim

U
∥xi∥ lim

U

∥∥yi
∥∥ .

Portanto: ∥∥(xi)U (yi)U
∥∥ ď

∥∥(xi)U
∥∥∥∥(yi)U

∥∥ .

Assim (Ai)U é uma álgebra normada.

Agora, se Ai é uma subálgebra de Bi para todo i P I, então (Ai)U pode ser identificada com uma
subálgebra de (Bi)U .

Álgebras com Valor Absoluto

Se Ai é uma álgebra com valor absoluto para todo i P I, então a igualdade
∥∥(xi)U

∥∥ = limU∥xi∥
mostra que (Ai)U também é uma álgebra com valor absoluto. Segue que, se A é uma álgebra com
valor absoluto, a ultrapotência AU é uma álgebra com valor absoluto e podemos considerar A
como subálgebra de AU .

Corolário 6.1.19. Seja (Ai)iPI uma família de R-álgebras com valor absoluto de dimensão finita.
Então (Ai)U é uma R-álgebra de dimensão finita que satisfaz dim((Ai)U ) ď maxiPI dim(Ai) e sua
dimensão é ď 8.

Demonstração. Sabemos que dim(Ai) ď 8 para todo i P I e Ai é pré-Hilbertiana. Logo cada Ai é
um espaço de Hilbert, aí pelo Corolário 6.1.18 temos dim((Ai)U ) ď 8.

Proposição 6.1.20. Seja (Ai)iPI uma família de R-álgebras algébricas com valor absoluto. Então
(Ai)U é uma R-álgebra algébrica com valor absoluto e:

deg((Ai)U ) ď max
iPI

deg(Ai).

Como consequência, a ultrapotência AU de uma R-álgebra algébrica com valor absoluto também
é uma R-álgebra algébrica com valor absoluto e deg(AU ) = deg(A).

Demonstração. Seja (ai)U P (Ai)U . Queremos mostrar que a subálgebra de (Ai)U gerada por (ai)U
tem dimensão finita. Para cada i P I, a subálgebra Ai(ai) tem dimensão finita, portanto, pelo
Corolário 6.1.19, a subálgebra (Ai(ai))U tem dimensão finita e:

dim((Ai(ai))U ) ď max
iPI

dim(Ai(ai)) ď max
iPI

deg(Ai).

Como (Ai(ai))U é uma subálgebra de (Ai)U possuindo (ai)U , segue que a subálgebra de (Ai)U
gerada por (ai)U tem dimensão ď maxiPI deg(Ai). Como (ai)U é arbitrário em (Ai)U , concluímos
que (Ai)U é algébrica com deg((Ai)U ) ď maxiPI deg(Ai). No caso particular da ultrapotência
AU de uma álgebra com valor absoluto A, a desigualdade recíproca segue considerando A como
subálgebra de AU .

6.2 Álgebras Algébricas com Valor Absoluto

O objetivo desta seção é mostrar o Teorema 6.2.18, cujo enunciado diz que toda R-álgebra algé-
brica com valor absoluto tem dimensão finita. Para isso precisaremos de vários outros resultados
de análise funcional que serão revisados ao decorrer desta seção, além de vários conceitos técnicos
ao longo desta seção.

Na Subseção 6.2.1, mostraremos que, para todo espaço normado X e para todo u P X tal que∥u∥ =
1, então a norma em X é Gateau-diferenciável em u se e só se existe um único f P X‹ tal que

∥∥ f
∥∥ =
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f (u) = 1. Na Subseção 6.2.2, aplicaremos a subseção anterior para mostrarmos alguns lemas que
serão utilizados para a demonstração do Teorema 6.2.18. Na Subseção 6.2.3, mostraremos que, em
toda R-álgebra algébrica com valor absoluto, a norma é Fréchet-diferenciável em um subconjunto
aberto e denso de A. Na Subseção 6.2.4, encerraremos a demonstração do Teorema 6.2.18.

6.2.1 Espaços de Alcance Numérico

Nesta subseção, pretendemos mostrar a Proposição 6.2.6, uma de cujas consequências é que, para
todo espaço normado X e para todo u P X tal que ∥u∥ = 1, então a norma em X é Gateau-
diferenciável em u se e só se existe um único f P X‹ tal que

∥∥ f
∥∥ = f (u) = 1.

Para isso, apresentaremos a noção de alcance numérico em espaços normados e alguns resultados
consequentes. O conceito de alcance numérico por si tem algumas aplicações em ciências empíri-
cas. Por exemplo, na engenharia, alcances numéricos são utilizados para estimar autovalores de
matrizes. Além disso, alcances numéricos são utilizados na computação quântica. Um conceito
relacionado é o conceito de raio numérico, que é o supremo dos valores absolutos dos números
no alcance numérico.

Definição 6.2.1. Um espaço de alcance numérico é um par (X, u) onde X é um espaço normado
e u é um elemento tal que∥u∥ = 1, chamado elemento distinguido de X. Denotamos por D(X, u)
o conjunto:

D(X, u) = t f P X‹ :
∥∥ f
∥∥ = f (u) = 1u,

sendo seus elementos chamados estados de X relativos a u. Pelo Teorema de Hahn-Banach, é fácil
ver que D(X, u) ‰ H. Dizemos que X é suave em u se D(X, u) é um conjunto unitário. Para cada
x P X, definimos o alcance numérico V(X, u, x) de x como o conjunto:

V(X, u, x) = t f (x) : f P D(X, u)u.

Proposição 6.2.2. Seja (X, u) um K-espaço de alcance numérico e seja x P X. Temos:

V(X, u, x) =
č

λPK

BK[λ,∥x ´ λu∥].

Demonstração. 1) Para todo f P D(X, u) e λ P K, vemos que:∣∣ f (x) ´ λ
∣∣ = ∣∣ f (x) ´ λ f (u)

∣∣ = ∣∣ f (x ´ λu)
∣∣ ď
∥∥ f
∥∥∥x ´ λu∥ =∥x ´ λu∥ ,

e portanto temos:
f (x) P BK[λ,∥x ´ λu∥].

Assim temos:
V(X, u, x) Ď

č

λPK

BK[λ,∥x ´ λu∥].

2) Mostraremos a inclusão recíproca.

a) Assumamos primeiro que x P Ku. Se x = αu, então:

∥x ´ λu∥ = |α ´ λ|

para todo λ P K, assim:
č

λPK

BK[λ,∥x ´ λu∥] =
č

λPK

BK[λ,|α ´ λ|] Ď BK[α, 0] = tαu = V(X, u, x)
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b) Agora assumamos x R Ku. Seja:

z P
č

λPK

BK[λ,∥x ´ λu∥].

Considere a função linear:
g : Ku + Kx ÝÑ K

αu + βx ÞÝÑ α + βz.

Como para quaisquer α P K e β P Kzt0u temos:∣∣g(αu)
∣∣ = |α| =∥αu∥

e também:

∣∣g(αu + βx)
∣∣ = ∣∣α + βz

∣∣ = ∣∣β∣∣∣∣∣∣∣z ´

(
´

α

β

)∣∣∣∣∣ ď
∣∣β∣∣∥∥∥∥∥x ´

(
´

α

β

)
u

∥∥∥∥∥ =
∥∥αu + βx

∥∥ ,

então obtemos
∥∥g
∥∥ ď 1. Agora, se f é uma extensão de Hahn-Banach de g, então f P D(X, u), aí:

z = g(x) = f (x) P V(X, u, x),

encerrando a demonstração.

Uma consequência imediata, porém útil, da Proposição 6.2.2 é o seguinte.

Corolário 6.2.3. Sejam (X, u) e (Y, v) espaços de alcance numérico, e seja T : X Ñ Y uma função
linear tal que T(u) = v. Temos:

i) Se T é uma contração, então V(Y, v, T(x)) Ď V(X, u, x) para todo x P X.

ii) Se T é uma isometria, então V(Y, v, T(x)) = V(X, u, x) para todo x P X.

Como consequência, se Z é um subespaço de X com u P Z, então:

V(Z, u, z) = V(X, u, z)

para todo z P Z.

Corolário 6.2.4. Seja X um espaço normado não nulo e seja T P BL(X). Então:

V(BL(X‹), IX‹ , T1) = V(BL(X), IX, T).

Demonstração. Como a função F ÞÑ F‹ de BL(X) em BL(X‹) é uma isometria linear enviando IX
em IX‹ , o resultado segue do Corolário 6.2.3(ii).

Proposição 6.2.5. Seja (X, u) um espaço de alcance numérico e seja x P X. Então temos:

V(XR, u, x) = R(V(X, u, x)), (6.1)

onde XR é o R-espaço obtido quando a multiplicação escalar está restrita a R ˆ X e para z P C

denotamos por R(z) a parte real de z.

Demonstração. Como a função f ÞÑ R ˝ f é uma isometria linear sobrejetora de (X‹)R em (XR)
1,

temos:
D(XR, u) = tR ˝ f : f P D(X, u)u,

assim a igualdade (6.1) segue.



138 ÁLGEBRAS ALGÉBRICAS COM VALOR ABSOLUTO 6.2

Proposição 6.2.6. Seja (X, u) um espaço de alcance numérico e seja x P X. Então:

maxR(V(X, u, x)) = inf
rą0

∥u + rx∥ ´ 1
r

= lim
rÑ0+

∥u + rx∥ ´ 1
r

.

Demonstração. Pela Proposição 6.2.5, podemos assumir que K = R. Como, pela Proposição 6.2.2,
temos:

V(X, u, x) =
č

tPR

[t ´∥x ´ tu∥ , t +∥x ´ tu∥] ,

segue que:
max V(X, u, x) = inf

tPR
(t +∥x ´ tu∥) . (6.2)

Note que, para t1, t2 P R tais que t1 ď t2, temos:

∥x ´ t1u∥ =
∥∥x ´ t2u + (t2 ´ t1)u

∥∥ ď∥x ´ t2u∥+
∥∥(t2 ´ t1)u

∥∥ =∥x ´ t2u∥+ t2 ´ t1,

portanto:
t1 +∥x ´ t1u∥ ď t2 +∥x ´ t2u∥ ,

de modo que a função:
t ÞÝÑ t +∥x ´ tu∥

de R em R é crescente. Assim, por (6.2), temos:

max V(X, u, x) = inf
tă0

(t +∥x ´ tu∥) = inf
rą0

∥u + rx∥ ´ 1
r

,

e também:

max V(X, u, x) = lim
tÑ´8

(t +∥x ´ tu∥) = lim
rÑ0+

∥u + rx∥ ´ 1
r

,

encerrando a demonstração.

Corolário 6.2.7. Seja (X, u) um espaço de alcance numérico, seja I um intervalo de R tal que 0 P I
e I X Rą0 ‰ H e seja f : I Ñ X uma função com derivada à direita f 1

+(0) em 0 satisfazendo
f (0) = u. Então temos:

maxR(V(X, u, f 1
+(0))) = lim

rÑ0+

∥∥ f (r)
∥∥´ 1
r

.

Demonstração. Considerando a função f0 : I X Rą0 Ñ X definido por:

f0(r) =
f (r) ´ u

r

e notando que para r P I X Rą0 temos:

f (r) = u + r f 1
+(0) + r

(
f0(r) ´ f 1

+(0)
)

,

então obtemos:∥∥u + r f 1
+(0)

∥∥´ r
∥∥ f0(r) ´ f 1

+(0)
∥∥ ď

∥∥ f (r)
∥∥ ď

∥∥u + r f 1
+(0)

∥∥+ r
∥∥ f0(r) ´ f 1

+(0)
∥∥ .

Portanto temos:∥∥u + r f 1
+(0)

∥∥´ 1
r

´
∥∥ f0(r) ´ f 1

+(0)
∥∥ ď

∥∥ f (r)
∥∥´ 1
r

ď

∥∥u + r f 1
+(0)

∥∥´ 1
r

+
∥∥ f0(r) ´ f 1

+(0)
∥∥
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para todo r P I X Rą0. Tendo em mente a Proposição 6.2.6 e o fato de que:

lim
rÑ0+

∥∥ f0(r) ´ f 1
+(0)

∥∥ = 0,

a conclusão segue fazendo r Ñ 0+.

6.2.2 Difenrenciabilidade segundo Gateaux

Nesta subseção, apresentaremos a noção de diferenciabilidade segundo Gateaux. Com isso, pode-
mos aplicar os resultados da subseção anterior para mostrarmos alguns lemas que serão utilizados
para a demonstração do Teorema 6.2.18.

Definição 6.2.8. Sejam X e Y espaços normados, Ω um subconjunto aberto de X, f uma função
de Ω em Y e x um elemento de Ω. Dizemos que f é dito Gâteaux-diferenciável em x se para todo
e P X a função t ÞÑ f (x + te) é diferenciável em 0.

Pela Proposição 6.2.6, então X é suave em u se e só se a norma é Gateaux-diferenciável em u, além
disso, nesse caso, para todo x P X temos:

lim
rÑ0

∥u + rx∥ ´ 1
r

= R( f (x)), (6.3)

onde f é o único elemento de D(X, u).

Lema 6.2.9. Seja X um espaço normado, F : X Ñ X uma contração linear e M um subespaço de
dimensão finita de X. Assuma que M seja pré-Hilbertiano, que X seja suave para todo elemento
de norma 1 em M e que F(m) = m para todo m P M. Então existe uma projeção linear contínua
π : X Ñ X tal que π(X) = M e Ker(π) seja invariante sob F.

Demonstração. Seja x¨, ¨y o produto interno em M tal que∥m∥2 = xm, my para todo m P M e seja
tm1, . . . , mku uma base ortonormal de M em relação a x¨, ¨y. Pelo Teorema de Hahn-Banach, existem
funcionais lineares contínuos φ1, . . . , φk em X tais que

∥∥φi
∥∥ = 1 e φi(m) = xm, miy para quaisquer

m P M e i = 1, . . . , k. Se π denotar a função de X em X definida por:

π(x) =
k
ÿ

i=1

φi(x)mi,

então é fácil ver que π é uma função linear contínua. Além disso, como π(mi) = mi para todo
i = 1, . . . , k, então π é uma projeção e π(X) = M. Seja i P t1, . . . , ku. Como

∥∥φi
∥∥ = φi(mi) = 1

e F é uma contração linear em X com F(m) = m para todo m P M, a função ψi = φi ˝ F é um
funcional linear contínuo em X satisfazendo

∥∥ψi
∥∥ = ψi(mi) = 1. Segue da suavidade de X em

todo elemento de norma 1 em M que ψi = φi, portanto Ker(φi) é invariante sob F. Para concluir
a demonstração, note que Ker(π) =

Şk
i=1 Ker(φi).

Lema 6.2.10. Seja A uma álgebra algébrica com valor absoluto e seja a um elemento de A de
norma 1. Se A é suave em a, então A é suave em todo elemento de norma 1 de A(a).

Demonstração. A(a) é uma álgebra com valor absoluto de dimensão finita, logo é uma álgebra com
divisão. Seja b P A(a) com∥b∥ = 1, então existe c P A(a) tal que cb = a. Como A(a) tem valor
absoluto, então:

1 =∥a∥ =∥cb∥ =∥c∥∥b∥ =∥c∥ ,

assim Lc : A Ñ A é uma isometria linear. Suponhamos que A seja suave em a e que não seja
suave em b. Sejam ψ, φ funcionais lineares de norma 1 em A tais que ψ ‰ φ e ψ(b) = φ(b) = 1.
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A função Lc : A Ñ cA é sobrejetora e L´1
c : cA Ñ A também é uma isometria, assim a função

ψ ˝ L´1
c : cA Ñ K é uma função linear e contínua,

ψ(L´1
c (a)) = ψ(L´1

c (cb)) = ψ(b) =∥b∥ =∥a∥

e também: ∥∥∥ψ ˝ L´1
c

∥∥∥ ď
∥∥ψ
∥∥∥∥∥L´1

c

∥∥∥ = 1.

Analogamente temos φ(L´1
c (a)) =∥a∥ e

∥∥∥φ ˝ L´1
c

∥∥∥ ď 1. Como ψ ‰ φ, então ψ ˝ L´1
c ‰ φ ˝ L´1

c . Isso
mostra que cA não é suave em a. Pelo Teorema de Hahn-Banach, A não é suave em a, chegando a
uma contradição.

6.2.3 Funções Polinomiais

Nesta subseção, mostraremos a Proposição 6.2.14, cujo enunciado diz que, em toda R-álgebra
algébrica com valor absoluto, a norma é Fréchet-diferenciável em um subconjunto aberto e denso
de A. Para isso, apresentaremos a noção de funções polinomiais em espaços vetoriais e também
providenciaremos uma determinação algébrica explícita da norma em toda álgebra algébrica com
valor absoluto.

Definição 6.2.11. Para espaços vetoriais X e Y e para n ě 0, dizemos que uma função f : X Ñ Y
é polinomial homogênea de grau n se existe uma função n-linear g : Xn Ñ Y tal que f (x) =
g(x, . . . , x) para todo x P X. Somas de funções polinomiais homogêneas, possivelmente de graus
diferentes, são chamadas funções polinomiais.

Lema 6.2.12. Seja X um espaço normado e seja f : X Ñ K uma função polinomial não nula. Então
o conjunto:

tx P X : f (x) ‰ 0u

é denso em X.

Demonstração. Assumamos que existam y P X e ε ą 0 tais que f (z) = 0 para todo z P X tal que∥∥z ´ y
∥∥ ă ε. Tome t P X tal que f (t) ‰ 0 e considere a função g : K Ñ K dada por g(λ) =

f (y + λ(t ´ y)) para todo λ P K. Então g é uma função polinomial não nula com g(λ) = 0 sempre
que |λ| ă ε

∥t´y∥ , uma contradição.

Se A é uma R-álgebra com valor absoluto, note que, pela Teorema 5.2.6, temos dim(A(a)) ď 8 para
todo a P Azt0u. Portanto podemos considerar máximo número natural m(a) tal que o conjunto
ta1, . . . , am(a)u seja linearmente independente em A(a) e também podemos considerar o número
m(A) dado por:

m(A) = max
aPAzt0u

m(a).

Proposição 6.2.13. Seja A uma R-álgebra algébrica com valor absoluto. Para a P Azt0u, seja
(λ1, . . . , λm(a)) o único elemento de Rm(a) tal que:

am(a)+1 = λ1a1 + ¨ ¨ ¨ + λm(a)a
m(a).

Então λ1 = ˘∥a∥m(a).

Demonstração. Seja Ra : A(a) Ñ A(a) dada por b ÞÑ ba. Esta função é linear e seja p(x) P R[x] o
polinômio minimal de Ra. Temos, pelo Lema 4.2.34, que toda raiz de p(x) tem módulo∥a∥. Como
Ra é uma função linear, A(a) tem uma estrutura de R[x]-módulo e também:

Ann(a) = tq(x) P R[x] : q(Ra)(a) = 0u
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é um ideal de R[x]. Seja:

s(x) = xm(a) ´ λm(a)x
m(a)´1 ´ ¨ ¨ ¨ ´ λ2x ´ λ1

um polinômio mônico de grau m(a) em R[x] tal que s(Ra)(a) = 0. Além disso, pela definição de
m(a), s(x) é o polinômio de menor grau tal que s(Ra)(a) = 0, ou seja, s(x) gera Ann(a). Como p(x)
é o polinômio minimal de Ra e p(x) P Ann(a), então s(x) divide p(x), assim toda raiz complexa
de s(x) tem módulo∥a∥. Portanto, pelas relações de Girard, é fácil ver que |λ1| =∥a∥m(a).

Proposição 6.2.14. Seja A uma R-álgebra algébrica com valor absoluto. O conjunto:

Ω = ta P A : m(a) = m(A)u

é aberto e denso em A. Além disso, a norma é Fréchet-diferenciável em todo ponto de Ω.

Demonstração. Seja m = m(A). Dado a P Ω, como ta1, . . . , amu é linearmente independente, o
Teorema de Hahn-Banach nos dá funcionais lineares contínuos φ1, . . . , φm em A satisfazendo
φi(aj) = δi,j para quaisquer i, j = 1, . . . , m. Considere a função polinomial contínua f : A Ñ R

dada por f (x) = det(φi(xj)) e seja Ωa = tx P A : f (x) ‰ 0u. Se x P AzΩ, então o conjunto
tx1, . . . , xmu é linearmente dependente em A, assim o conjunto:

t(φ1(x1), . . . , φm(x1)), . . . , (φ1(xm), . . . , φm(xm))u

é linearmente dependente em Rm, assim f (x) = 0. Portanto Ωa está contido em Ω. Agora, pelo
Lema 6.2.12, Ωa é denso em A, portanto Ω é denso em A. Além disso, como a é um ponto arbitrário
de Ω, o conjunto Ωa é aberto pela continuidade de f e a P Ωa já que f (a) = 1, segue que Ω é aberto.

Agora, para cada x P Ω, o conjunto tx1, . . . , xmu é linearmente independente em A(x), assim existe
um único elemento (λ1(x), . . . , λm(x)) de Rm tal que:

xm+1 = λ1(x)x1 + ¨ ¨ ¨ + λm(x)xm,

de modo que para i = 1, . . . , m temos:

φi(xm+1) = λ1(x)φi(x1) + ¨ ¨ ¨ + λm(x)φi(xm).

Pela regra de Cramer, temos:

λi(x) =
det(Mi)

det(φi(xj))
,

onde Mi é a matriz obtida de (φi(xj)) substituindo a coluna i por (φ1(xm+1), . . . , φm(xm+1))t.
Como λ1(x) é quociente de duas funções polinomiais com det(φi(xj)) ‰ 0, segue que a função
λ1 : Ωa Ñ R é Fréchet-diferenciável em a. Como, pela Proposição 6.2.13, temos λ1(x) = ˘∥x∥m

para todo x P Ω e a indeterminação do sinal pode ser removida em qualquer subconjunto aberto
e conexo de A possuindo a e contido em Ωa, segue que a função ∥x∥m é Fréchet-diferenciável
em a. Como a função t ÞÑ t

1
m é diferenciável em R‰0, concluímos que a norma de A é Fréchet-

diferenciável em a.

6.2.4 Resultado Principal

Nesta subseção, encerraremos a demonstração do Teorema 6.2.18, juntando os resultados das sub-
seções anteriores desta seção. Para isso, mostraremos a princípio, através da próxima proposição,
que, em toda álgebra algébrica com valor absoluto A, para todo n o conjunto An dos a P A tais
que dim(A(a)) ď n é fechado. Para essa proposição, utilizaremos o conceito de álgebra não-
associativa livre.
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Proposição 6.2.15. Seja A uma K-álgebra normada e n um número natural. Então o conjunto:

An = ta P A : dim(A(a)) ď nu

é fechado em A.

Demonstração. Seja F = Kxtxuy a álgebra não-associativa livre sobre um conjunto unitário txu.
Dados a P A e p P F, denotaremos por p(a) a imagem de p sob o único homomorfismo F Ñ A
tal que x ÞÑ a. Notamos que, para cada p P F, a função a ÞÑ p(a) de A em A é contínua. Isso
pode ser verificado escrevendo p como uma combinação linear dos elementos na magma livre
sobre o conjunto txu e então argumentando por indução no grau de tais elementos. Seja a um
elemento do fecho de An e escolha uma sequência (ak)kPN em An convergente a a. Se x1, . . . , xn+1
estão em A(a), então existem p1, . . . , pn+1 P F tais que pi(a) = xi para todo i = 1, . . . , n + 1 e pela
definição de An o conjunto tp1(ak), . . . , pn+1(ak)u é linearmente dependente para todo k, assim
existem elementos µi,k P K satisfazendo:

n+1
ÿ

i=1

∣∣µi,k
∣∣ = 1 e

n+1
ÿ

i=1

µi,kpi(ak) = 0

para todo k. Da continuidade das funções t ÞÑ p(t) e da compacidade da esfera unitária do espaço
normado ln+1

1 (K), onde para qualquer espaço normado X definimos lr
1(X) como o espaço vetorial

Xr com a norma da soma
∥∥(x1, . . . , xr)

∥∥ = ∥x1∥+ ¨ ¨ ¨ +∥xr∥, segue que existem elementos µi P K

tais que:
n+1
ÿ

i=1

∣∣µi
∣∣ = 1 e

n+1
ÿ

i=1

µixi =
n+1
ÿ

i=1

µipi(ak) = 0.

Portanto o conjunto tx1, . . . , xn+1u é linearmente dependente, assim dim(A(a)) ď n.

Corolário 6.2.16. Seja A uma R-álgebra normada algébrica de grau limitado. Então o conjunto:

ta P A : dim(A(a)) = deg(A)u

é aberto em A.

Demonstração. Sendo n = deg(A), então:

ta P A : dim(A(a)) = deg(A)u = AzAn´1.

Assim, pela Proposição 6.2.15, o conjunto em questão é aberto.

Corolário 6.2.17. Seja A uma R-álgebra algébrica com valor absoluto. Então existe um elemento
a P A tal que∥a∥ = 1, a norma de A seja Fréchet-diferenciável em a e dim(A(a)) = deg(A).

Demonstração. Como A é algébrica e com valor absoluto, então o Teorema 5.2.6 nos diz que A é
uma álgebra de grau limitado ď 8, além disso, pelo Corolário 6.2.16, o conjunto:

B = tb P A : dim(A(b)) = deg(A)u

é um conjunto aberto em A. Assim, dado b P B existe δ ą 0 tal que c P B para todo c P A tal que
∥c ´ b∥ ă δ. Pela Proposição 6.2.14, existe um c P Ω tal que∥c ´ b∥ ă δ, assim, definindo a = c

∥c∥ ,
temos A(a) = A(c), portanto dim(A(a)) = deg(A). Finalmente, pela Proposição 6.2.14, a norma
é Fréchet-diferenciável em a.

Teorema 6.2.18. Seja A uma R-álgebra algébrica com valor absoluto. Então A tem dimensão finita.
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Demonstração. Pelo Corolário 6.2.17, existe um elemento a P A tal que∥a∥ = 1, A é suave em a e
dim(A(a)) = deg(A). Seja M = tx P A(a) : ax = xu, então M é um subespaço de dimensão finita.
Pelo Teorema 5.2.6, o subespaço M é pré-Hilbertiano, assim, pelo Lema 6.2.10, A é suave em todo
elemento de norma 1 de M.

Como La : A Ñ A dada por x ÞÑ ax satisfaz La(m) = m para todo m P M e
∥∥La(x)

∥∥ = ∥x∥ para
todo x P A, então podemos aplicar o Lema 6.2.9, de modo que existe uma projeção linear contínua
π : A Ñ A tal que π(A) = M e Ker(π) seja invariante sob La.

Assuma que A tenha dimensão infinita. Então, pelo Teorema 5.2.5, o conjunto aA não é denso ou
Aa não é denso. Podemos supor sem perder generalidade que La(A) = aA não seja denso em A.
Já que A = M ‘ Ker(π), a restrição de La em M é a função identidade em M e Ker(π) é invariante
sob La, então segue que a função G : Ker(π) Ñ Ker(π) dada por y ÞÑ ay é uma isometria linear
tal que G(Ker(π)) não seja denso em Ker(π). Pelo Corolário 4.3.10, existe uma sequência (xn)nPN

de elementos de Ker(π) tal que∥xn∥ Ñ 1 e axn ´ xn Ñ 0.

Escolha um ultrafiltro U em N mais fino que o filtro de Fréchet F8 e seja β P AU dado por
β = (xn)U . Como∥xn∥ Ñ 1 e axn ´ xn Ñ 0 no sentido usual e também F8 Ď U , então é fácil ver
que

∥∥β
∥∥ = 1 e aβ = β.

Pela Proposição 6.1.20, AU é uma álgebra algébrica com valor absoluto tal que deg(AU ) = deg(A).
Como dim(A(a)) = deg(A), então temos dim(AU (a)) ď dim(A(a)), mas A(a) Ď AU (a), assim
AU (a) = A(a), daí dim(AU (a)) = deg(AU ), o que implica, pela Proposição 3.5.3, que AU (β) =
AU (a) = A(a). Portanto β P A(a), aí, como aβ = β, segue que β P M.

Mostraremos que β P Ker(π) e obteremos uma contradição. Como β P A, então, pela definição
de ultraproduto, como β = (xn)U , temos limU

∥∥β ´ xn
∥∥ = 0. Como xn P Ker(π) para todo n,

então temos π(β) = 0. Consequentemente temos β P M X Ker(π), ou seja, β = 0, o que é uma
contradição pela definição de β. Logo concluímos que A tem dimensão finita.

6.3 Álgebras de Grau 2 com Valor Absoluto

Nesta seção, pretendemos apresentar a classificação de todas as R-álgebras com valor absoluto de
grau no máximo 2. O principal resultado é o Teorema 6.3.5, cujo enunciado diz que as R-álgebras

com valor absoluto com grau no máximo 2 são R, C, ˚C, C˚,
˚

C, H, ˚H, H˚,
˚

H, O, ˚O, O˚,
˚

O e P.
A estrutura da sua demonstração é regida pela classificação das R-álgebras com valor absoluto

de dimensão 2, que são C, ˚C, C˚ e
˚

C. Desse modo, a demonstração é dividida em casos e requer
os seguintes resultados:

• Classificação das R-álgebras com valor absoluto e com potências associativas.

• Classificação das R-álgebras com valor absoluto satisfazendo a identidade x2x = xx2 =

∥x∥2 x.

• Classificação das R-álgebras com valor absoluto satisfazendo as identidades x2x =∥x∥2 x e
(x2)2 =∥x∥2 x2.

Na Subseção 6.3.1, mostraremos que as R-álgebras R, C, ˚C, C˚,
˚

C, H, ˚H, H˚,
˚

H, O, ˚O, O˚,
˚

O

e P de fato têm grau no máximo 2. Na Subseção 6.3.2, mostraremos que as R-álgebras com valor

absoluto satisfazendo x2x = xx2 = ∥x∥2 x são isomorfas a R,
˚

C,
˚

H,
˚

O ou P. Na Subseção 6.3.3,
mostraremos que as R-álgebras com valor absoluto satisfazendo x2x = ∥x∥2 x e (x2)2 = ∥x∥2 x2

são isomorfas a R, ˚C, ˚H ou ˚O. Por fim, na Subseção 6.3.4, encerraremos a demonstração do
Teorema 6.3.5 e apresentaremos algumas aplicações.
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6.3.1 Considerações Iniciais

Nesta subseção, mostraremos que as R-álgebras R, C, ˚C, C˚,
˚

C, H, ˚H, H˚,
˚

H, O, ˚O, O˚,
˚

O e P

de fato têm grau no máximo 2.

Os casos R, C, H e O

As R-álgebras R, C, H e O são R-álgebras de Cayley, portanto são quadráticas, de modo que é
fácil ver que elas têm grau no máximo 2.

Além disso, para o restante desta subseção, recobraremos as notações introduzidas em álgebras
de Cayley. Se A é uma R-álgebra de Cayley, então para x P A denotamos:

x + x̄ = τx1, xx̄ = x̄x = νx1.

Os casos ˚C, ˚H e ˚O

Seja A uma das R-álgebras ˚C, ˚H ou ˚O. A multiplicação será denotada assim:

x ˚ y = x̄y.

Seja x P A. Mostraremos que R1 + Rx é uma subálgebra de A.

1) Temos o seguinte:
1 ˚ a = 1̄a = 1a = a

para todo a P A, assim:
1 ˚ 1 = 1, 1 ˚ x = x.

2) Agora temos:
x ˚ 1 = x̄1 = x̄ = ´x + τx1.

3) Por fim, temos:
x ˚ x = x̄x = νx1. (6.4)

Os casos C˚, H˚ e O˚

Seja A uma das R-álgebras C˚, H˚ ou O˚. A multiplicação será denotada assim:

x ˚ y = xȳ.

Seja A0 a R-álgebra oposta a A, ou seja, a R-álgebra com o mesmo R-espaço vetorial de A, mas
com a multiplicação:

x ˛ y = y ˚ x.

Então A0 e uma das R-álgebras ˚C, ˚H ou ˚O. Portanto A0 tem grau no máximo 2. Assim A tem
grau no máximo 2.

Os casos
˚

C,
˚

H e
˚

O

Seja A uma das R-álgebras
˚

C,
˚

H ou
˚

O. A multiplicação será denotada assim:

x ˚ y = x̄ȳ.

Seja x P A. Mostraremos que R1 + Rx é uma subálgebra de A.

1) Temos o seguinte:
1 ˚ 1 = 1̄ ¨ 1̄ = 1 ¨ 1 = 1.
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2) Também temos:
1 ˚ x = 1̄x̄ = 1x̄ = x̄ = ´x + τx1.

3) A álgebra A é comutativa, assim:

x ˚ 1 = 1 ˚ x = ´x + τx1.

4) Agora temos:
x ˚ x = x̄x̄ = τx x̄ ´ xx̄ = ´τxx + (τ2

x ´ νx)1.

O caso P

Consideremos a R-álgebra P dos pseudo-octônios. A multiplicação será denotada assim:

X ˚ Y = µXY + νYX ´ tr(XY)I.

Seja X P P. Mostraremos que RX + R(X ˚ X) é uma subálgebra de P.

1) Pela identidade (5.24) na demonstração da Proposição 5.3.32, para todo Y P P temos:

(X ˚ Y) ˚ X = X ˚ (Y ˚ X) =
1
3

X2Y +
1
3

XYX +
1
3

YX2 ´
1
3

tr(XY)X ´
1
3

tr(XYX)I.

Em particular temos:

(X ˚ X) ˚ X = X ˚ (X ˚ X) = X3 ´
1
3

tr(X2)X ´
1
3

tr(X3)I.

Entretanto, pela identidade (5.25) na demonstração da Proposição 5.24, temos:

X3 ´
1
2

tr(X2)X ´
1
3

tr(X3)I = 0, (6.5)

assim:
(X ˚ X) ˚ X = X ˚ (X ˚ X) =

1
6

tr(X2)X (6.6)

2) Agora temos:

X ˚ X = µX2 + νX2 ´
1
3

tr(X2)I = X2 ´
1
3

tr(X2)I,

de modo que:

(X ˚ X) ˚ (X ˚ X) = (X ˚ X)2 ´
1
3

tr((X ˚ X)2)I,

mas P é uma R-álgebra com valor absoluto, assim:

tr((X ˚ X)2) = 6∥X ˚ X∥2 = 6∥X∥4 =
1
6

tr(X2)2,

portanto:
(X ˚ X) ˚ (X ˚ X) = (X2 ´ 1

3 tr(X2)I)2 ´ 1
18 tr(X2)2 I

= X4 ´ 2
3 tr(X2)X2 + 1

9 tr(X2)2 I ´ 1
18 tr(X2)2 I

= X4 ´ 2
3 tr(X2)X2 + 1

18 tr(X2)2 I.

Pela identidade (6.5), temos:

X4 ´
1
2

tr(X2)X2 ´
1
3

tr(X3)X = 0,
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assim:
(X ˚ X) ˚ (X ˚ X) = X4 ´ 2

3 tr(X2)X2 + 1
18 tr(X2)2 I

= ´ 1
6 tr(X2)X2 + 1

18 tr(X2)2 I + 1
3 tr(X3)X

= ´ 1
6 tr(X2)(X ˚ X) + 1

3 tr(X3)X.

6.3.2 Álgebras Satisfazendo x2x = xx2 =∥x∥2 x

Nesta subseção mostraremos o Teorema 6.3.3, cujo enunciado diz que as R-álgebras com valor

absoluto satisfazendo x2x = xx2 =∥x∥2 x são isomorfas a R,
˚

C,
˚

H,
˚

O ou P. Primeiro mostraremos
o seguinte resultado.

Proposição 6.3.1. As R-álgebras R,
˚

C,
˚

H,
˚

O e P satisfazem x2x = xx2 =∥x∥2 x.

Demonstração. Seja A uma das R-álgebras R-álgebras R,
˚

C,
˚

H,
˚

O e P. Então A é comutativa, assim
basta mostrar que x2x =∥x∥2 x. Temos dois casos:

1) A é uma das R-álgebras R,
˚

C,
˚

H,
˚

O. Nesse caso a multiplicação é dada por:

x ˚ y = x̄ȳ.

Então para cada x P A temos:

(x ˚ x) ˚ x = (x̄x̄)x̄ = (xx)x̄ = x(xx̄) =∥x∥2 x.

2) A é a R-álgebra P. Pela identidade (6.6) temos:

(X ˚ X) ˚ X =
1
6

tr(X2)X =∥X∥2 X,

como queríamos demonstrar.

O próximo lema será útil para esta subseção e a próxima subseção.

Lema 6.3.2. Seja A uma R-álgebra normada e assuma que a igualdade x2x = ∥x∥2 x ocorra para
todo x P A. Então A é pré-Hilbertiana.

Demonstração. Para quaisquer x, y P A, a função λ ÞÑ
∥∥x + λy

∥∥ de R em R é convexa, logo possui
derivadas à esquerda e à direita τ´(x, y) e τ+(x, y) em zero. Escrevendo a igualdade:

(x + λy)2(x + λy) =
∥∥x + λy

∥∥2
(x + λy)

na forma:
∥x∥2 x + λF(x, y) + λ2F(y, x) + λ3∥∥y

∥∥2 y =
∥∥x + λy

∥∥2
(x + λy), (6.7)

onde:
F(x, y) = x2y + (xy)x + (yx)x,

então podemos computar as derivadas à esquerda e à direita em λ = 0 para obter:

F(x, y) =∥x∥2 y + 2∥x∥ τ´(x, y)x e F(x, y) =∥x∥2 y + 2∥x∥ τ+(x, y)x.

Segue que, se x ‰ 0, então τ´(x, y) = τ+(x, y), além disso essa igualdade implica que a função
y ÞÑ τ+(x, y) seja um funcional linear em A por causa de (6.3). Agora sejam x, y P A elementos
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arbitrários, tome λ = 1 em (6.7) e substitua F(x, y) e F(y, x) pelos valores acima computados.
Então temos:(

∥x∥2 + 2∥x∥ τ+(x, y) +
∥∥y
∥∥2
)

x +
(
∥x∥2 + 2

∥∥y
∥∥ τ+(y, x) +

∥∥y
∥∥2
)

y =
∥∥x + y

∥∥2
(x + y).

Desse modo, se x e y são linearmente independentes, então:

∥x∥2 + 2∥x∥ τ+(x, y) +
∥∥y
∥∥2

=
∥∥x + y

∥∥2

e também:
∥x∥2 + 2

∥∥y
∥∥ τ+(y, x) +

∥∥y
∥∥2

=
∥∥x + y

∥∥2 ,

assim:
∥x∥ τ+(x, y) =

∥∥y
∥∥ τ+(y, x). (6.8)

Usando a linearidade de τ+ na segunda variável quando a primeira é não nula, segue que (6.8)
se mantém verdadeira quando x e y são linearmente dependentes. Assim, definindo xx, yy como
o valor comum a ambos os lados da igualdade (6.8), x¨, ¨y se torna uma forma bilinear simétrica
satisfazendo xx, xy =∥x∥2 para todo x P A.

Agora mostraremos o resultado principal desta subseção.

Teorema 6.3.3. Seja A uma álgebra com valor absoluto satisfazendo x2x = xx2 =∥x∥2 x para todo

x P A. Então A é isomorfa como álgebra normada a R,
˚

C,
˚

H,
˚

O ou P.

Demonstração. Da hipótese x2x = ∥x∥2 x e Lema 6.3.2, segue que a norma de A é pré-Hilbertiana.
Isso, juntamente com a hipótese x2x = xx2, implica que A tem dimensão finita pelo Teorema

5.3.26. Pelo Teorema 5.3.33, A é isomorfa como álgebra normada a R, C,
˚

C, H,
˚

H, O,
˚

O ou P. A
igualdade xx2 =∥x∥2 x não ocorre em C, H ou O.

6.3.3 Álgebras Satisfazendo x2x =∥x∥2 x e (x2)2 =∥x∥2 x2

Nesta subseção, apresentaremos a classificação das R-álgebras com valor absoluto satisfazendo
as identidades x2x =∥x∥2 x e (x2)2 =∥x∥2 x2.

Teorema 6.3.4. Para uma álgebra com valor absoluto A as seguintes afirmações são equivalentes:

i) As igualdades x2x =∥x∥2 x e (x2)2 =∥x∥2 x2 ocorrem para todo x P A.

ii) A tem uma unidade à esquerda e e a igualdade x2 =∥x∥2 e ocorre para todo x P A.

iii) A é isomorfa como álgebra normada a R, ˚C, ˚H ou ˚O.

Demonstração. (i)ñ(ii) Pelas hipóteses em A temos que, para todo x ‰ 0 em A, ∥x∥´2 x2 é um
idempotente não nulo, digamos e, satisfazendo ex = x, de modo que basta provar que não existem
dois idempotentes não nulos distintos em A. Assumamos que e e f sejam idempotentes não nulos
e distintos. Levando em conta que A é pré-Hilbertiana de acordo com o Lema 6.3.2, identificando
os coeficientes de λ, λ2 e λ3 em ambos os lados da igualdade:

((e + λ f )2)2 =
∥∥e + λ f

∥∥2
(e + λ f )2

e escrevendo z = e f + f e, obtemos:

ez + ze = 2xe, f ye + z, (6.9)

z2 + z = e + f + 2xe, f yz, (6.10)
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f z + z f = 2xe, f y f + z, (6.11)

assim, subtraindo (6.11) de (6.9), temos também:

(e ´ f )z + z(e ´ f ) = 2xe, f y(e ´ f ). (6.12)

As hipóteses em A implicam que, para todo x P A e todo y P Rx + Rx2, temos x2y = ∥x∥2 y. Por
um lado temos:

(e + f )2(e + f ) =
∥∥e + f

∥∥2
(e + f )

e por outro lado, já que e + f P Rz + Rz2 por (6.10), temos:

z2(e + f ) =∥z∥2 (e + f ).

Segue que:

∥z∥2 (e + f )2(e + f ) =∥z∥2∥∥e + f
∥∥2

(e + f ) =
∥∥e + f

∥∥2∥z∥2 (e + f ) =
∥∥e + f

∥∥2 z2(e + f ).

Todavia e + f ‰ 0, portanto∥z∥2 (e + f )2 =
∥∥e + f

∥∥2 z2, logo:

∥z∥2 (e + f + z) = 2(1 + xe, f y)z2. (6.13)

Colocando em (6.13) o valor de z2 dado por (6.10), obtemos:(
∥z∥2 + 2(1 ´ xe, f y) ´ 4xe, f y2

)
z +

(
∥z∥2

´ 2(1 + xe, f y)
)
(e + f ) = 0.

Como e + f ‰ 0, então z ‰ 0 por (6.10), assim, se:

∥z∥2 + 2(1 ´ xe, f y) ´ 4xe, f y2 = 0,

então:
∥z∥2

´ 2(1 + xe, f y) = 0,

aí:
∥z∥2 + 2(1 ´ xe, f y) ´ 4xe, f y2 =∥z∥2

´ 2(1 + xe, f y),

portanto xe, f y2 = 1, o que é impossível pois e ‰ ˘ f . Segue que existe um número real µ tal que
z = µ(e + f ). Substituindo em (6.12) esse valor de z e levando em conta que e ‰ f , obtemos µ =
xe, f y. Substituindo em (6.13) a variável z por xe, f y(e + f ) e tomando normas, obtemos

∥∥e + f
∥∥ =

2, portanto obtemos a contradição e = f .

(ii)ñ(iii) Pelo Teorema 5.1.16, sabemos que A é pré-Hilbertiana e além disso, se para todo x P A
escrevermos x˚ = 2xx, eye ´ x, então temos x˚(xy) = ∥x∥2 y para quaisquer x, y P A. Tomando
y = x, como x2 = ∥x∥2 e, segue que x˚e = x. Além disso, a função x ÞÑ x˚ de A em A é uma
isometria linear. Consideremos a R-álgebra B obtida tomando o R-espaço vetorial de A e defi-
nindo o produto ˛ por x ˛ y = x˚y. Então B é uma R-álgebra com valor absoluto para o qual e é
uma unidade. Pelo Teorema 5.1.17 de Urbanik-Wright, a R-álgebra B é isomorfa a R, C, H ou O e
também ˚ se torna a involução usual em B. Assim A é isomorfa a R, ˚C, ˚H ou ˚O.

(iii)ñ(i). Seja A uma das R-álgebras R, ˚C, ˚H ou ˚O. Então A tem a seguinte multiplicação:

x ˚ y = x̄y.

Agora, para x P A temos:
(x ˚ x) ˚ x = (x̄x)x = (x̄x)x =∥x∥2 x.
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Além disso, para x P A temos:

(x ˚ x) ˚ (x ˚ x) = (x̄x)(x ˚ x) = (x̄x)(x ˚ x) =∥x∥2 (x ˚ x),

como queríamos demonstrar.

6.3.4 Resultado Principal e Aplicações

Nesta subseção, nós encerraremos a classificação das R-álgebras com valor absoluto de grau no
máximo 2 através do próximo Teorema. Após isso, apresentaremos uma aplicação desse teorema
para a classificação das R-álgebras com valor absoluto e com potências comutativas.

Teorema 6.3.5. As álgebras com valor absoluto com grau no máximo 2 são R, C, ˚C, C˚,
˚

C, H,
˚H, H˚,

˚

H, O, ˚O, O˚,
˚

O e P.

Demonstração. Seja A uma álgebra com valor absoluto de grau no máximo 2. Para x P A denota-
remos por A(x) a subálgebra de A gerada por x e definiremos os seguintes conjuntos:

• X = tx P A : A(x) – Cu.

•
˚

X = tx P A : A(x) –
˚

Cu.

• ˚X = tx P A : A(x) –
˚Cu.

• X ˚ = tx P A : A(x) – C˚u.

• Y = tx P A : dim(A(x)) ď 1u.

Pelo Teorema 5.2.7 temos:
A = X Y

˚

X Y
˚X Y X ˚ Y Y . (6.14)

Também consideremos os subconjuntos fechados de A definidos assim:

• Z = tx P A : x2x =∥x∥2 xu.

• T = tx P A : xx2 =∥x∥2 xu.

• U = tx P A : (x2)2 =∥x∥2 x2u.

Caso 1: Primeiro assuma que X ‰ H.

a) Mostraremos que:
X = Az(Z Y T ).

Evidentemente temos X Ď Az(Z Y T ). Reciprocamente, seja x P Az(Z Y T ). É fácil ver que:

˚

X Y
˚X Y X ˚ Y Y Ď Z Y T .

Logo, por causa de (6.14), o elemento x está em X .

b) Mostraremos que A tem potências associativas. De fato, X = Az(Z Y T ) é um subconjunto
aberto não vazio de A. Fixemos um elemento y P X . Seja x P A um elemento qualquer de A e
sejam n, m P N. Então existem infinitos valores λ P R tais que y + λx P X . Assim existem infinitos
valores λ P R tais que:

(y + λx)n+m = (y + λx)n(y + λx)m.

Identificando os coeficientes de λn+m, segue que:

xn+m = xnxm.
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Pela arbitrariedade de n, m P N, então A tem potências associativas.

c) Portanto, pelo Teorema 5.2.9, a R-álgebra A é isomorfa a R, C, H ou O.

Caso 2: Agora assuma que X = H e
˚

X ‰ H.

a) Mostraremos que:
˚

X = AzU .

Seja x P
˚

X X U . Então alguns cálculos rotineiros em A(x) –
˚

C mostram que x é um múltiplo real

de um idempotente em A(x). Mas isso é impossível porque dim(A(x)) = 2. Portanto
˚

X Ď AzU .

Reciprocamente, seja x P AzU . É fácil ver que:

˚X Y X ˚ Y Y Ď U .

Logo, por causa de (6.14), temos x P
˚

X .

b) Mostraremos que x2x = xx2 para todo x P A. De fato,
˚

X = AzU é um subconjunto aberto

não vazio de A. Fixemos um elemento y P
˚

X . Seja x P A um elemento qualquer. Então existem

infinitos valores λ P R tais que y + λx P
˚

X . Assim existem infinitos valores λ P R tais que:

(y + λx)2(y + λx) = (y + λx)(y + λx)2.

Identificando os coeficientes de λ3, obtemos x2x = xx2.

c) Mostraremos que x2x = xx2 = ∥x∥2 x para todo x P A. De fato, A satisfaz a igualdade x2x =
xx2. Porém ˚C e C˚ não satisfazem x2x = xx2. Assim obtemos:

˚X = X ˚ = H.

Por causa de (6.14), obtemos:

A =
˚

X Y Y .

d) Portanto, pelo Teorema 6.3.3, a R-álgebra A é isomorfa a R,
˚

C,
˚

H,
˚

O ou P.

Caso 3: Agora assumamos que X =
˚

X = H e ˚X ‰ H.

a) Queremos mostrar que:
˚X = AzT

Seja x P
˚X X T . Então cálculos rotineiros em A(x) –

˚C mostram que x é um múltiplo real da
unidade à esquerda de A(x). Mas isso é impossível. Logo ˚X Ď AzT .

A inclusão recíproca também é verdadeira em vista dee o fato de que: Além disso, é fácil ver que:

X ˚ Y Y Ď T .

Logo, por causa de (6.14), temos AzT Ď
˚X .

b) Queremos mostrar que x(x2x) = (x2x)x para todo x P A. De fato, ˚X = AzT é um subconjunto
aberto não vazio de A. A igualdade

x(x2x) = (x2x)x (6.15)

ocorre na R-álgebra ˚C. Portanto a igualdade (6.15) ocorre em ˚X . Seguindo o mesmo raciocínio
dos casos anteriores, a igualdade (6.15) ocorre para todo x P A.
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c) Queremos mostrar que x2x = ∥x∥2 x e (x2)2 = ∥x∥2 x2 para todo x P A. De fato, A satisfaz a
igualdade (6.15). Porém C˚ não satisfaz (6.15). Assim temos:

X ˚ = H.

Logo, por causa de (6.14), temos:
A = ˚X Y Y .

d) Pelo Teorema 6.3.4, então A é isomorfa a ˚C, ˚H ou ˚O.

Caso 4: Assumamos que X =
˚

X = ˚X = H.

a) Por causa de (6.14), temos:
A = X ˚ Y Y .

b) Consideremos a R-álgebra oposta A0 tomando o mesmo R-espaço vetorial de A e definindo a
multiplicação:

x ˛ y = yx.

Então A0 satisfaz as igualdades:

x2x =∥x∥2 x, (x2)2 =∥x∥2 x2.

c) Pelo Teorema 6.3.4, a R-álgebra A0 é isomorfa a R, ˚C, ˚H ou ˚O.

d) Portanto A é isomorfa a R, C˚, H˚ ou O˚.

Agora consideremos uma aplicação do Teorema 6.3.5. Consideremos a classificação de todas as
R-álgebras com valor absoluto e com potências comutativas.

Teorema 6.3.6. Seja A uma álgebra com valor absoluto. Então as seguintes afirmações são equiva-
lentes:

i) A tem potências comutativas.

ii) A é isomorfa a R, C,
˚

C, H,
˚

H, O,
˚

O ou P.

iii) A é flexível.

Demonstração. (i)ñ(ii) Como subálgebras geradas por um elemento são comutativas, então, pelo
Teorema 5.2.8, A possui grau um ou dois. Pelo Teorema 6.3.5, então A é isomorfa a R, C, ˚C, C˚,
˚

C, H, ˚H, H˚,
˚

H, O, ˚O, O˚,
˚

O e P. Mas ˚C, C˚, ˚H, H˚, ˚O e O˚ não têm potências comutativas.

(ii)ñ(iii) Basta mostrar que as R-álgebras R, C,
˚

C, H,
˚

H, O,
˚

O e P são flexíveis.

• As R-álgebras R, C, H e O são alternativas, portanto são flexíveis.

• As R-álgebras R, C, H e O são R-álgebras de Cayley alternativas, portanto pelo Exemplo

3.1.3 as R-álgebras R,
˚

C,
˚

H,
˚

O são flexíveis.

• Por fim, pela Proposição 5.3.32, a R-álgebra P é flexível.

(iii)ñ(i) Pelo Teorema 3.1.11, toda K-álgebra flexível tem potências comutativas.
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Capítulo 7

Conclusões

Ao estudar diversos artigos sobre álgebras normadas e álgebras com valor absoluto, obtivemos
com mais clareza um panorama geral sobre a situação atual dos estudos rumo à classificação de
várias classes relevantes de álgebras normadas e álgebras com valor absoluto, tais como álgebras
com valor absoluto de dimensão finita e álgebras com valor absoluto satisfazendo identidades ou
outras propriedades.

7.1 Considerações Finais

O uso de várias técnicas de álgebra, topologia e análise exploradas nesta dissertação contribui
para obtermos resultados a respeito de estruturas algébricas munidas de estruturas adicionais,
como norma. Além disso, podemos realizar pesquisas num âmbito diversificado ao vermos várias
áreas da matemática interagindo uma com outra, como visto na demonstração de que toda álgebra
algébrica com valor absoluto tem dimensão finita.

7.2 Sugestões para Pesquisas Futuras

Como pesquisas futuras, podemos explorar mais ideias sobre topologia algébrica, conforme suge-
rido pelo conceito de álgebras isotópicas segundo [Alb47] e explorado no artigo [CKM+11], a fim
de obtermos um melhor resultado a respeito da classificação de todas as álgebras com valor ab-
soluto de dimensão finita. Também podemos tentar descobrir mais variedades ou condições nas
quais toda álgebra com valor absoluto teria dimensão finita e descobrir o que essas propriedades
têm em comum, conforme sugerido, por exemplo nos artigos [eMM81], [EM83] e [DDFR21].
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uniformemente, 57

alternativa, 45
à direita, 37
à esquerda, 37

associativa, 5
com composição, 125
com divisão, 21

clássica, 22
à direita, 20
à esquerda, 20

com involução, 9
com potências

associativas, 23
comutativas, 23

com quase-divisão, 21
com valor absoluto, 94
comutativa, 5
de Okubo, 121, 122
dos octônios, 7
dos pseudo-octônios, 121, 122
dos quatérnios, 6
flexível, 34
isotópica, 100

padrão, 101
secundária, 103
terciária, 110

livre, 26
em variedade, 28

nilpotente, 25
Noetheriana, 24
normada, 72
prima, 16
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