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Resumo

KAWAI, D. E. N. Algebras Normadas e Algebras com Valor Absoluto. 2022. 181 f. Dissertagio

(Mestrado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sdo Paulo, Sdo Paulo, 2022.

Apresentamos uma demonstracdo de uma generalizacdo do Teorema de Frobenius-Zorn para
R-4lgebras algébricas alternativas a direita sem divisores juntos de zero. Estudamos conceitos
e resultados bésicos sobre dlgebras normadas e mostramos uma generalizacdo do Teorema de
Gelfand-Mazur-Kaplansky sobre classificagdo das dlgebras normadas alternativas a direita sem
divisores topoldgicos juntos de zero. Depois estudamos a teoria bdasica de algebras munidas com
valor absoluto, apresentando o Teorema de Urbanik-Wright de que uma R-dlgebra com valor ab-
soluto e com unidade é isomorfa a R, C, H ou O. Fazemos um resumo da atual situagdo sobre
a classificacdo de algebras com valor absoluto de dimenséo finita. Apresentamos alguns resulta-
dos sobre algebras com valor absoluto satisfazendo algumas identidades. Mostramos que toda
algebra algébrica com valor absoluto tem dimenséo finita e apresentamos uma classificagdo das

algebras de grau 2 com valor absoluto.

Palavras-chave: Algebras Normadas, Algebras com Valor Absoluto, Algebras Algébricas, Alge-

bras Satisfazendo Identidades.
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Abstract

KAWAI, D. E. N. Normed Algebras and Absolute Valued Algebras. 2022. 181 f. Dissertacdo (Mes-
trado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sdo Paulo, Sdo Paulo, 2022.

We present a proof of a generalization of Frobenius-Zorn Theorem for right alternative algebraic
R-algebras without joint divisors of zero. We study basic definitions and results about normed
algebras and we prove a generalization of Gelfand-Mazur-Kaplansky Theorem about classifica-
tion of right alternative normed algebras without topological joint divisors of zero. In sequence
we study the basic theory about absolute valued algebras, presenting the Urbanik-Wright The-
orem, that an absolute valued R-algebra with unity is isomorphic to R, C, H or O. We present
a summary about the current state about the classification of finite-dimensional absolute valued
algebras. We present some results about absolute valued algebras that satisfy certain identities.
We show that any algebraic absolute valued algebra is finite-dimensional and we present a clas-
sification of absolute valued algebras with degree 2.

Keywords: Normed Algebras, Absolute Valued Algebras, Algebraic Algebras, Algebras Satisfying
Identities.
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Capitulo 1

Introducao

Em vdérias dreas da matematica, como andlise funcional e dlgebra comutativa, estudamos varias
estruturas algébricas, como o corpo dos reais, o corpo dos complexos, espacos de Banach, espacos
de Hilbert e corpos valorados, considerando suas interagdes com estruturas matemdticas extras,
tais como uma topologia, norma ou produto interno. Suas motivagdes e aplicagdes aparecem em
outras ciéncias como a fisica e a quimica. Com isso, certas classes de dlgebras passaram a ser
estudadas, como élgebras normadas e dlgebras com valor absoluto.

Uma das principais motivagdes para o estudo de algebras normadas e em particular algebras
de Banach é o estudo da algebra BL(X) das transformagdes lineares continuas de um espago
normado X nele mesmo, levando em consideragdo o conceito de norma de um operador. Um
estudo organizado sobre de dlgebras normadas associativas foi iniciado por Gelfand em [Gel41].
Ali foram desenvolvidas conceitos como raio espectral, em analogia ao raio de convergéncia de
uma série de poténcias, e espectro de elemento, em analogia ao espectro de uma transformagéao
linear. A teoria geral das dlgebras de Banach fornecem resultados em anélise como o Teorema de
Wiener-Levy a respeito de séries trigonométricas. Mais detalhes podem ser vistas em [273].

As algebras com valor absoluto, além de serem exemplos particulares de 4lgebras normadas, tém
motivagdes em vdrias outras dreas de matematica. Uma delas é o estudo de corpos com valor
absoluto, sendo um exemplo cldssico o artigo [Ost16] de Ostrowski, e possui aplicagdes em corpos
valorados na édlgebra comutativa. Ele mostrou que todo valor absoluto nao-trivial no corpo Q dos
niimeros racionais é equivalente valor absoluto real usual ou ao valor absoluto p-ddico. Além
disso ele mostrou que todo corpo com valor absoluto arquimediano e completo é isomorfo a R ou
C. Mais detalhes podem ser vistos em [Kob84] e [Cas86].

Uma outra motivagdo para as algebras com valor absoluto é o problema da expressividade de
produtos de somas de quadrados como somas de quadrados. Mais especificamente, Hurwitz em
1898 mostrou que, se n é um natural e ajj € R,i,j,k=1,...,n,sd0 reais tais que:

2
n n

n n
Z X7 Z%Z = Z Z AijkXiYj
j=1

i=1 k=1 \ij=1

para quaisquer xq,...,X,,Y1,...,Yn € R, entdo n = 1, 2, 4 ou 8. De fato, Hurwitz em [Hur98]
mostrou que toda R-dlgebra com valor absoluto induzido por produto interno e com unidade é
isomorfa a R, C, IH ou O, onde IH é a dlgebra dos quatérnios e O ¢é a algebra dos octonios. Com
isso, surgiu o estudo de &dlgebras com composi¢do sobre outros corpos e também o estudo de
algebras com valor absoluto.

Albert em [Alb47] mostrou que toda algebra com valor absoluto de dimensé&o finita é isotépica a
R, C, H ou O, em particular tem dimensao 1, 2, 4 ou 8 e sua norma vem de um produto interno.
Com ajuda de varios resultados particulares, Urbanik e Wright em [UW60] mostraram que toda
algebra com valor absoluto e com unidade é isomorfa a R, C, IH ou O e toda algebra comutativa
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* %
com valor absoluto é isomorfa a C ou C, onde C é uma 4lgebra isotépica a C com a multiplicagdo
x oy = Xij, além de mostrarem a existéncia de dlgebras com valor absoluto de dimenséao infinita.
A partir disso, surgiram vdrias linhas de pesquisa, algumas das quais sdo as seguintes:

i) Classificar todas as dlgebras com valor absoluto e com dimensao finita. Ja foram classificados
as algebras com valor absoluto de dimensdo n = 1, 2 ou 4, restando ainda o caso n = 8.

ii) Descobrir novas propriedades, tais como existéncia de elementos semelhantes a unidades ou
identidades, de modo que toda algebra com valor absoluto satisfazendo elas tenha dimensao
finita ou pelo menos seja pré-Hilbertiana, ou seja, sua norma venha de um produto interno.

Enquanto isso, também surgiu a questdo de classificar de certas classes de algebras normadas.
Gelfand em [Gel41] mostrou que C é a tinica C-algebra normada associativa com divisdo e Mazur,
com a ajuda do Teorema de Frobenius mostrou em [Maz38] que IR-dlgebras normadas associativas
com divisdo sdo isomorfas a IR, C ou H. Com auxilio de vérios resultados particulares, El-Mallah
e Micali em [EMMS80] mostraram que toda dlgebra normada alternativa sem divisores topolégicos
juntos de zero é isomorfa a R, C, H ou O. Com o auxilio de um resultado de Mikheev conforme
em [Mih69], podemos generalizar o resultado para algebras normadas alternativas a direita sem
divisores topoldgicos juntos de zero.

Depois, os autores K. EI-Amin, M. I. Ramirez e A. R. Palacios em [EARRP97] mostraram que toda
dlgebra algébrica com valor absoluto tem dimensao finita, utilizando t6picos de anélise funcional,
algebras normadas e ultraprodutos de espagos normados. Desse modo podemos ver que toda
algebra algébrica com valor absoluto terd grau algébrico limitado igual a 1, 2, 4 ou 8 e, para cada
algebra com valor absoluto de dimensao finita, podemos tentar saber qual é o seu grau algébrico.
Palacios em [RPP94] obteve uma classificagdo de todas as dlgebras com valor absoluto e de grau no
maximo 2, mas a classificagdo daquelas com grau no maximo 4 ainda esta em aberto.

1.1 Organizacao do Trabalho

No Capitulo 2, apresentamos alguns conceitos sobre estruturas algébricas, principalmente sobre
dlgebras ndo-associativas, para estabelecer nota¢des e terminologia para o presente trabalho e
apresentamos também os conceitos bédsicos de dlgebras ndo-associativas livres, identidades e va-
riedades.

No Capitulo 3 apresentamos algumas classes de &lgebras e, com a ajuda de um resultado de
Mikheev, demonstramos uma generaliza¢do do Teorema de Frobenius-Zorn, mais especificamente
que toda R-algebra algébrica alternativa a direita sem divisores juntos de zero.

No Capitulo 4 estudamos conceitos e resultados bésicos sobre dlgebras normadas e, com a ajuda
da generalizagdo do Teorema de Frobenius-Zorn, mostramos uma generaliza¢do do Teorema de
Gelfand-Mazur-Kaplansky, mais especificamente que R-dlgebra normada alternativa a direita
sem divisores topolégicos juntos de zero é isomorfa a R, C, H ou O.

No Capitulo 5, apresentamos o conceito de dlgebra com valor absoluto, apresentamos o Teorema
de Urbanik-Wright de que uma R-adlgebra com valor absoluto e com unidade é isomorfa a R, C, IH
ou O. Depois, mostramos que toda algebra com valor absoluto de dimensao finita tem dimensao
1,2, 4 ou 8. Mostramos que toda dlgebra com valor absoluto com dimensdo < 2 é isomorfo a IR,

* *
C,*C,C* ouC, onde C, *C, C* e C sdo as algebras isotopicas padroes de C com as multiplicagdes
Xoy =Xy, Xxoy =Xy, xoy = Xijj e x oy = Xij respectivamente. Apresentamos um resumo sobre
a classificacdo das élgebras com valor absoluto de dimenséao 4 e tentativas de classificar as com
dimensao 8.

Em seguida, estudamos as algebras com valor absoluto satisfazendo a identidade (x,x,x) = 0.
Primeiro mostramos que, se a norma é pré-Hilbertiana, entdo a 4lgebra tem dimensao finita. De-
pois, com a ajuda de um resultado a respeito de adlgebras com composi¢ao de dimensao finita
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satisfazendo (x, x,x) = 0, mostramos que toda dlgebra com valor absoluto com dimensao finita
% * *
satisfazendo (x,x,x) = 0 é isomorfaa R, C,C, H, H, O, O ou .

No Capitulo 6, apresentaremos os conceitos necessarios para mostrar que toda algebra algébrica
com valor absoluto tem dimensao finita. Também mostramos que toda algebra de grau < 2 com

% * *
valor absoluto é isomorfaa R, C, *C, C*, C, H, *H, H*, H, O, *O, O*, O ou P.
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INTRODUCAO

1.1



Capitulo 2

Preliminares

Neste capitulo, apresentamos alguns conceitos sobre dlgebras ndo-associativas para estabelecer
notagdes e terminologia para o presente trabalho. O simbolo IN denotara o conjunto dos inteiros
positivos, Z denotard o conjunto dos inteiros, Q denotara o conjunto dos racionais, R denotara o
conjunto dos reais e C denotard o conjunto dos complexos. Para todo conjunto X, denotaremos a
fungdo identidade em X por Ix. Por fim, o simbolo K denotard o corpo R ou C.

2.1 Algebras

Apresentaremos vdrias defini¢des basicas sobre dlgebras e forneceremos varios exemplos tteis
para o presente trabalho, com base em [Sch66].
2.1.1 Defini¢des Iniciais

Definicao 2.1.1. Uma K-algebra, ou uma dlgebra se K ficar claro pelo contexto, é um K-espaco
vetorial A munido de uma operacdo bilinear * : A x A — A. A operacdo bilinear * é chamada
multiplicacdo e em geral denotamos a = b por ab se a multiplicacdo ficar clara pelo contexto.

Seja A um K-espago vetorial e seja E uma de suas bases sobre K. A partir de uma fungdo qualquer
f : Ex E — A, podemos definir a multiplicagdo assim:

Y | | D Bjoj | =Dl wiBif (wi,07),
i j

ij
onde &;, B; € K e u;,v; € E. Com isso, obtemos uma estrutura de K-algebra.

A multiplicacdo das K-dlgebras podem satisfazer algumas propriedades algébricas familiares, tais
como a associatividade e comutatividade, que definiremos a seguir.

Definigao 2.1.2. Seja A uma K-élgebra.

* Dizemos que A é associativa se (ab)c = a(bc) para quaisquer a,b, ¢ € A.

¢ Dizemos que A é comutativa se ab = ba para quaisquer 4,b € A.
Além disso, algumas K-édlgebras podem possuir elementos importantes, tais como unidade.
Definigao 2.1.3. Seja A uma K-4lgebra e sejae e A.

* ¢ édito uma unidade a esquerda se satisfaz ea = a para todo a € A.

e ¢ é dito uma unidade a direita se satisfaz ae = a para todoa € A.

¢ ¢ é dito uma unidade se é uma unidade a esquerda e é uma unidade a direita.

5
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Seja A uma K-élgebra. Se e ¢ uma unidade a esquerda e f é uma unidade a direita, entdo temos
e = ef = f. Em particular, se A é uma algebra com unidade, entdo o elemento unidade é tinico.
Em geral denotamos tal elemento por 1. Além disso, identificamos a1 com a para todo escalar
« € K, de modo que nesse caso ocasionalmente escrevemos K € A em vez de K1 < A.

Seja A uma K-dlgebra. Seja e € A um elemento. Se e é uma unidade a esquerda ou uma unidade a
direita, é facil ver que ee = e. Elementos desse tipo possui um nome especial.

Defini¢ao 2.1.4. Seja A uma K-4lgebra e seja e € A. Dizemos que e é idempotente se ee = e.

O termo “idempoténcia” foi introduzido por Benjamin Peirce em 1870 no contexto de elementos
de algebras que sdo invariantes quando elevados a uma poténcia inteira positiva, e literalmente
significa “mesma poténcia”, de “idem” + “poténcia” (“mesma” + “poténcia”).

()

Entédo E é idempotente, mas ndo é uma unidade a esquerda nem uma unidade a direita da algebra
das matrizes.

Exemplo 2.1.5. Consideremos a matriz:

Algumas K-algebras possuem multiplicacdes de estruturas essencialmente iguais no ponto de
vista da algebra. Mais especificamente apresentamos as seguintes defini¢des.

Defini¢do 2.1.6. Sejam A e B duas K-édlgebras. Um homomorfismo de A em B é uma fungéo linear

f: A — Btal que:
f(ab) = f(a)f(b)

para quaisquer a4,b € A. O homomorfismo f é dito isomorfismo se f ¢ uma fungdo bijetora.

2.1.2 Exemplos Iniciais

Exemplo 2.1.7. Os niimeros complexos, denotado por C, podem ser definidos assim. Seja C = R?,
entdo C possui a seguinte base:
1=(1,0), i=(0,1).

Para definirmos uma multiplicacdo em C, basta definirmos o seguinte:
1-1=1, 1-i=1, i-1=i, i-i= -1

Com isso, obtemos a seguinte multiplicacdo:

(o, a1)(Bo, B1) = (x0Po — a1B1, %oP1 + a1B0)
para «g, &1, B1, B2 € R. Entdo C é uma R-algebra associativa, comutativa e com unidade.

Exemplo 2.1.8. A dlgebra dos quatérnios, denotada por H e descoberta por Hamilton em 1843, é
definida assim. Seja H = IR*, entdao H possui a seguinte base:

1=(1,0,0,0), i=(0,1,0,0), j=1(0,0,1,0), k=1(0,0,0,1).
Para definirmos uma multiplicacdo em IH, come¢amos assim:

e le=el =eparace{1,i,jk}.
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Para os casos restantes, observemos a Figura 2.1. Quando a multiplicacdo estiver no sentido das
setas, permanece o sinal positivo. Por exemplo, ij = k. Quando a multiplicagdo estd no sentido
contrério da seta, adota-se o sinal negativo. Por exemplo, ji = —k.

Figura 2.1: Multiplicacio de i, j e k em H e o produto vetorial x em R®, onde i> = j* = k?> = —1.

A Tabela 2.1 abaixo apresenta todas as combinagdes possiveis.

1 i j Kk
11 1 ] &
ilio-1 ko
il -k -1
K|k =i -1

Tabela 2.1: Tabela de multiplicagdo apresentada para os quatérnios.

Explicitamente, dados x,y € H, com:
x = aol + aqi + anj + azk,

y = Pol + P1i + Poj + Bsk,

temos:
x-y = (apBo—wa1f1 —azfo —a3f3)l

+ (Déo,B1 +0c1ﬁ0+0¢2ﬁ3—(x3,82)i

+  (apB2 —w1B3 + azBo + azf1)j

+ (0&0,53 + a1 — a1 + 0(3,50)](
Portanto, H é uma R-algebra associativa com unidade, mas ndo é comutativa.

Exemplo 2.1.9. A algebra dos octénios, denotada por O, descoberta por Graves em 1843 e depois
redescoberta por Cayley em 1845, é definida assim. Seja O = R®, entdo seus elementos podem ser
representados na seguinte forma:

gl + areq + apex + azes + ageqs + ases + ages + ayey,
comw; € R, i =0,...,7. Para definirmos uma multiplicagdo em O, comegamos assim:
* le;j=¢1l=¢parai=1,...,7.

. ez-zz—lparaizl,...,?
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Os casos restantes podem ser representados por meio do chamado Plano de Fano, ilustrado na
Figura 2.2. Quando a multiplicacdo estiver no sentido das setas, permanece o sinal positivo. Por
exemplo, ezey = 6. Quando a multiplicagdo estd no sentido contrdrio da seta, adota-se o sinal
negativo. Por exemplo, ese3 = —ep.

Figura 2.2: Plano de Fano representando a multiplicagio entre os elementos da base de O.

A tabela 2.2 abaixo apresenta todas as combinagdes possiveis do plano de Fano.

1 i j k l u vow
101 i j k l u vw
ili -1 k - —-u I —-w v
jlj -k -1 i —v w I —u
kik j —-i -1 —w —-v u l
L1 u v w -1 —i —j —k
ulu -1 —w v i -1 -k g
v|lo w -1 —u | k-1 —i
wlw —v u =1 k —j i -1

Tabela 2.2: Tabela de multiplicagdo apresentada pelo plano de Fano.

O Plano de Fano determina completamente a multiplicacdo em O. De fato, para x,y € O, com:
x = aol + g1 + apj + ask + agl + asu + a0 + azw,

y = Bol + Bri+ Baj + Bsk + Bal + Bsu + Bev + rw,
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temos:
x-y = (apBo—a1f1 — P — 3Bz — aafs — asPs — agPfe — a7Py)1

+  (@oB1+a1Bo + a2B3 — azPa — aaPs + asPa — asf7 + azPe)i
+  (@oB2 — w13 + azfo + azP1 — asPe + asPz + aePs — azPs)j
+  (@oBs +a1B2 — azP1 + azPo — asPy — asPe + aePfs + azPfa)k
+  (woBa + a1B5 + a2fe + a3B7 + asPo — asPp1 — asP2 — azPs)!
+  (w0Bs — w1Ba — @27 + a3Be + aaP1 + asPo — a3 + azP2)u
+  (a0Bs + w17 — 24 — a3Ps + a2 + asPs + asPfo — a7P1)v

+  (@oPy — w16 + a2Ps5 — a3Pa + aaPz — asPo + aeP1 + azPo)w

Esta édlgebra tem unidade e ndo é associativa. Ndo obstante, ela satisfaz identidades algébricas
proximas da associatividade, expressas na defini¢do a seguir.

Defini¢ao 2.1.10. Uma K-algebra é dita alternativa se satisfaz as seguintes identidades:

(e)y = x(xy),  (xy)y = x(yy),
para quaisquer x,y € A.

Algebras alternativas tém esse nome pois podemos mostrar que a fungao:

f(x,y,2) = (xy)z — x(yz)
é uma fungdo trilinear alternada, ou seja, vale zero se dois dos valores x, y, z forem iguais.

Exemplo 2.1.11. As R-dlgebras R, C, H e O sdo R-algebras alternativas. Podemos verificar que O
é alternativa testando todas as possibilidades para os elementos da base 1,¢j, . .., 7, mas também
podemos utilizar a Proposi¢ado 2.1.20

Por fim, mostraremos um exemplo de que uma K-dlgebra pode ter duas unidades a esquerda
diferentes.

Exemplo 2.1.12. Seja A = R? e consideremos a base:
u=(1,0), v=1(0,1).
Consideremos a seguinte multiplicagdo:
u-u=u, u-v=0, vou =1, VU= 0.

Entdo u e v sdo unidades a esquerda.

2.1.3 Construcao de Cayley-Dickson

As R-dlgebras R, C, H e O podem ser obtidas através da chamada constru¢do de Cayley-Dickson.
Ela apresenta uma forma de obtermos uma nova élgebra a partir do que chamamos de algebra
com involugao.

Defini¢ao 2.1.13. Uma K-dlgebra com involu¢do é uma K-dlgebra A munido de uma fungdo
linear * : A — A, denotada também por a — a*, satisfazendo as seguintes propriedades para
quaisquer a,b € A:
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° u**

=a.
e (ab)* = b*a*.

A construcdo de Cayley-Dickson é uma generalizagdo da constru¢do dos niimeros complexos a

partir dos ntimeros reais.

Definicdo 2.1.14. Seja A uma K-dlgebra com involugdo e seja « € K. A construcao de Cayley-
Dickson é o K-espago D, (A) = A@® A, na qual definimos:

(a1,a2) (a3, a4) = (a1a3 + aagas, aias + azay)
e também definimos:
(ﬂl,ﬂz)* = (ﬂf, —ﬂz)-

Entdo D,(A) é uma K-algebra com involugdo. Além disso, denotaremos D_1(A) por D(A).

Podemos aplicar a construcdo de Cayley-Dickson varias vezes sucessivas em uma algebra com
involugdo. Além disso, temos um homomorfismo injetor de A em D, (A).

Proposigdo 2.1.15. Seja A uma K-4lgebra com involugéo e seja « € K. Entdo a fungdo a — (a,0) é
um homomorfismo injetor de A em D, (A).

Exemplo 2.1.16. Consideremos a IR-dlgebra R com a funcdo x* = x. Aplicando a construgdo
de Cayley-Dickson, obtemos D(R) = C, onde x* = X é a conjugacdo usual dos complexos. Apli-
cando novamente a construcdo, obtemos D(C) = H. Além disso, obtemos D(H) = O. A seguinte
tigura mostra varias dlgebras posteriores obtidas pela construcdo de Cayley-Dickson.

Complex Sedenion Chingon

Figura 2.3: Algebras obtidas a partir de R por construgdes sucessivas de Cayley-Dickson.

As R-algebras R, C, H e O possuem unidade e satisfazem 1* = 1. De modo geral temos.
Proposi¢do 2.1.17. Seja A uma K-algebra com involugédo e seja e € A.

¢ Se ¢ é uma unidade a esquerda, entdo e* é uma unidade a direita.

* Se ¢ é uma unidade a direita, entdo e* é uma unidade a esquerda.
Em particular, se A tem unidade 1, entdao 1* = 1.

Demonstragio. Se e é uma unidade a esquerda, entdo para todo a € A temos:

assim:

portanto ae* = a. O

A construgdo de Cayley-Dickson preserva unidades, conforme a seguinte proposigao.
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Proposicao 2.1.18. Seja A uma K-édlgebra com involugdo e com unidade 1 e seja « € K. Entdo
Dy(A) tem unidade (1,0).

A construgdo de Cayley-Dickson em geral ndo preserva comutatividade.

Proposicdo 2.1.19. Seja A uma K-dlgebra com involugdo e com unidade 1 e seja « € K. Entdo
D, (A) é comutativa se e s6 se a* = a para todo a € A.

Demonstragdo. Temos o seguinte:
(a1,a2) (a3, a4) = (a1a3 + nagay, a0y + a3a2), (2.1)

e também:
(a3, a4) (a1, a2) = (azay + aazaj,aiay + aras). (2.2)

a) Suponhamos que a* = a para todo a € A. Entdo A é comutativa, pois:
ab = (ab)* = b*a™ = ba.

Por isso, juntamente com (2.1) e (2.2), é facil ver que D,(A) é comutativa.

b) Suponhamos que D, (A) seja comutativa. Entdo para todo a € A temos:

(2,0)(0,1) = (0,a%),  (0,1)(a,0) = (0,a),
assim a* = a. O
A construgao de Cayley-Dickson em geral também nédo preserva associatividade.

Proposigdo 2.1.20. Seja A uma K-4lgebra com involugdo e com unidade e seja « € K. Entdo D, (A)
é associativa se e sO se A é associativa e comutativa.

Demonstragio. Temos a seguinte identidade, que chamaremos de (*):
((a1,a2) (a3, a4)) (as, ac)

= (aya3 + aasdy, a1a4 + azaz)(as, ae)

= ((a1a3 + aaydy)as + aag(a1ay + azaz), (aras + aagdy)ae + as(aag + a3a2)>
= ((ma3 + aagdy)as + wag(Agar + Gra3), (A3 + aaxiy)ae + as(d1as + asaz))
= ((ma3)as + a(ashp)as + nae(dsar) + aae(a2a3), (A3 ) a + a(azis)ae + as(a1as) + as(azaz)) ,
e também temos a seguinte identidade, que chamaremos de (xx):
(a1,a2) ((a3,a4) (a5, a¢) )
= (a1,a2)(azas + aaedy, 4306 + asas)
= (a1(azas + aaeiy) + a(G3a6 + asay)ar, a1 (A3a6 + asas) + (a3as + aaels)as)

= (Ell (a3a5) + aaq (ﬂ6ﬁ4) + Dé(ﬁgﬁ%)ﬁz + (x(a5a4)ﬁz, a1 (5336) +a; (a5a4) + (a3a5)a2 + oc(aéﬁ4)a2) .

a) Suponhamos que A seja associativa e comutativa. Comparando os termos de (x) e (+x), é facil
ver que D, (A) é associativa.
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b) Suponhamos que D, (A) seja associativa. E facil ver que A é associativa. Além disso, para
a,b e A temos:

((0,1)(5,0)) (2,0) = (0,ab),  (0,1) ((5,0)(a,0)) = (0,ba),

assim ab = ba. Portanto A é comutativa. O

Consideraremos um tipo importante de K-dlgebra com involucdo sobre a qual consideramos a
construcdo de Cayley-Dickson, as chamadas élgebras de Cayley.

Defini¢ao 2.1.21. Uma K-dlgebra de Cayley é uma K-dlgebra com involu¢do e com unidade sa-
tisfazendo as seguintes propriedades para todo a € A:

e g+ a* € K1.
e qa* € K1.

Sendo assim, para todo a € A definiremos 1;, v, € K assim:
a+a* =11, aa™ = v,1. (2.3)

Uma propriedade imediata da K-élgebras de Cayley é a seguinte:
Proposi¢ao 2.1.22. Seja A uma K-algebra de Cayley. Entao:

aa® = a*a.

paratodoa e A.

Demonstracdo. De fato:
aa* = at, —aa = 1,4 —aa = a*a,

como querfamos demonstrar. O

Outra propriedade til é a seguinte.

Proposicao 2.1.23. Seja A uma K-algebra de Cayley. Entdo:
Tab = Tpa

para quaisquer a,b € A.

Demonstragio. Temos o seguinte:
Ty = (a+b")(a+b*)* —aa* —b*b = (a+b*)*(a+ b*) —a*a — bb* = 1,
como queriamos demonstrar. O

Exemplo 2.1.24. As R-dlgebras R, C, H e O sdo R-algebras de Cayley. De modo geral, temos a
seguinte proposigao.

Proposigao 2.1.25. Seja A uma KK-dlgebra de Cayley e « € K. Entdo a construgdo de Cayley-
Dickson D, (A) também é uma K-algebra de Cayley.

Demonstragio. Para uma melhor visualizagdo, para todo a € A denotaremos a* por a. Lembremos
que, se 1 é a unidade de A, entdo (1,0) é a unidade de D, (A). Temos:

(a,b) + (a,b) = (a,b) + (a,—b) = (a+7,0) e K1

e também:

(a,b)(a,b) = (a,b)(a,—b) = (aa — abb,0) € K1.
Assim D, (A) é uma K-élgebra de Cayley. O
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A demonstragdo acima mostra que, se A é uma algebra de Cayley, entdo em D, (A) temos:
Tab) = Tas Vigb) = Va — AVp. (2.4)

A construcdo de Cayley-Dickson em geral ndo preserva a alternatividade. Primeiro, notemos que,
numa algebra de Cayley A, as seguintes condi¢des sdo equivalentes:

e (xx)y = x(xy) para quaisquer x,y € A.
e (x*x)y = x*(xy) para quaisquer x,y € A.
e (xx*)y = x(x*y) para quaisquer x,y € A.
De fato, temos o seguinte:
((x +x)x) y = (zex)y = Tu(xy) = (x +x7)(xy),
(x(x+ %))y = (x)y = x(ry) = ¥ ((x+x*)y)
Analogamente, numa élgebra de Cayley A, as seguintes condi¢des sdo equivalentes:
e (xy)y = x(yy) para quaisquer x,y € A.
e (xy*)y = x(y*y) para quaisquer x,y € A.
e (xy)y* = x(yy*) para quaisquer x,y € A.
Com isso, podemos apresentar a proxima proposicao.

Proposic¢do 2.1.26. Seja A uma K-4lgebra de Cayley e seja a« € K. Entdo D,(A) é alternativa se e
sO se A é associativa.

Demonstragio. Pela identidade (2.4), temos o seguinte:
((al,az)(a1,az)) (a3,a4) = (Vay 3 — AVay 3, Vay Ay — AV, A4).

(a1,a2) ((as,a4)(a3,a4)) = (Vaa1 — KV, A1, Vgyllp — AVg,a2).

a) Suponhamos que A seja alternativa. Pela identidade (+) da demonstragdo da Proposic¢do 2.1.20:
((ﬂlfﬂz)(a§75;j> (a3, a4)
= ((ma3)as — a(agdy)az — aag(dsa1) + aag(a2a3), (aza1)as — a(axds)as — az(a1as) + az(azaz))
= (Vaya1 — a(a4lin) a3 — v 01 + aag(d2a3), (a3d1)ag — ave,ap — az(@104) + Vaya2) .
Pela identidade (+#*) da demonstragdo da Proposi¢do 2.1.20:
(a1,a2) <Z5;75;5(03/ﬂ4))
= (a1(ara3) — aaq (as02) + a(ara4)d — a(azaz)a, a1 (a1a4) — a1(azaz) + (a1a3)a — a(asdz)ay)

(Vayaz — aay (aslp) + a(a104) 02 — AVq, a3, Vo, as — @1 (a3a2) + (@103) 02 — AVg,a4) .

b) Suponhamos que A seja associativa. Comparando os termos do raciocinio acima, é facil ver que
D,(A) é alternativa.
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¢) Suponhamos que D, (A) seja alternativa. Entdo A é alternativa, logo para a,b,c € A temos:

((5,0)(,0)) (a,0) = (5,0) ((@,c)(a,¢)) = ((ab)c —a(bc),0).

Assim A é associativa. OJ

2.1.4 Algebra dos Polinémios
Expressaremos a nogdo familiar de polindmios através do conceito de K-algebras.

Defini¢do 2.1.27. Definiremos a K-dlgebra dos polindmios é o K-espago K[x] com uma base

infinita enumeravel cujos elementos denotaremos por X0 xl x2,x8,. . A multiplica¢do é definida
assim:

xmxn — xm+n

para quaisquer m,n € IN u {0}. Essa K-dlgebra é uma K-dlgebra associativa, comutativa e com
unidade, mais especificamente a unidade é o elemento %9, que denotaremos por 1, além disso
denotaremos x! por x.

A 4lgebra dos polindmios apresenta a seguinte propriedade, que exprime a ideia da substituigdo
da incégnita x por um valor.

Proposigao 2.1.28. Seja A uma KK-dlgebra associativa com unidade e seja 2 € A. Entdo existe um
tnico homomorfismo de K-élgebras ¢, : K[x] — A tal que ¢,(1) =1 e ¢,(x) = a.

Por causa disso, se p € K[x], entdo costumamos denotar p por p(x) e para cada a € A costumamos
denotar ¢,(p) por p(a).

2.1.5 Produto de Kronecker

Assim como podemos considerar o produto cartesiano de dois conjuntos, podemos considerar o
chamado produto de Kronecker de duas IK-dlgebras. Para isso revisaremos brevemente o conceito
de produto tensorial de dois K-espagos.

Defini¢ao 2.1.29. Sejam X e Y dois K-espagos. Sejam E e F bases de X e Y respectivamente. N6s
definimos um produto tensorial de X e Y como um K-espago vetorial X ®k Y com uma base
consistindo de elementos g, r indexados por (¢, f) € E x F, juntamente com a tinica fungao bilinear
®: X xY — X®k Y, denotada por (x,y) — x®y, tal que e® f = g, s para quaisquer e € E e
feF.

A escolha das bases E e F de X e Y respectivamente ndo é muito relevante no sentido de que todos
0s possiveis candidatos a um produto tensorial de X e Y sdo isomorfos um ao outro, através da
seguinte proposigao.

Proposicao 2.1.30. Sejam X e Y dois K-espagos vetoriais. Para quaisquer K-espago vetorial Z e
fungdo bilinear 1 : X x Y — Z, entdo existe uma tnica fungdo linear # : X®g Y — Z tal que
h(x®y) = h(x,y) para quaisquer x € Xeye Y.

Podemos apresentar um modo de obtermos o produto tensorial que ndo envolve escolha de bases.
Sejam X e Y dois K-espagos. Consideremos um K-espago Z com base consistindo de elementos
exy onde (x,y) € X x Y. Seja W o subespaco de Z consistindo de combinagdes lineares de todos
os elementos de uma das seguintes formas:

® Cx+x/,y — €xy — Cxly,
® Cux,y — Kexy,

® Cxyty T Cxy Gy



2.1 ALGEBRAS 15

* expy — Bexy,

onde x,x" € X, y,i € Y ea, p € K. Entdo o K-espaco quociente Z/W é um produto tensorial dos
espacos X e Y.

Definicado 2.1.31. Sejam A e B duas K-algebras. O produto de Kronecker é o produto tensorial
A ®k B munido de uma multiplicagdo dada por:

(a®b)(d ®b') = ad’ @ bV
para quaisquer a,a’ € Aeb,b’ € B.

A multiplicagdo estd bem definida. De fato, sendo E e F bases de A e B respectivamente, entdo os
elementos e® f onde (e, f) € E x F constituem uma base de A ®x B, de modo que basta definirmos
a multiplicagdo assim:

e@f)ERf) =ed@ff
parae, e e Eef,f €F.

Além disso, o produto de Kronecker apresenta a seguinte propriedade.

Proposicdo 2.1.32. Sejam A e B duas K-élgebras. Para quaisquer K-algebra C e funcao bilinear
f : A x B — C satisfazendo a seguinte propriedade:

f(a,b)f(d,b') = f(ad’, bb')
para quaisquer 4,4’ € A e b,b’ € B, entdo existe um tnico homomorfismo de K-dlgebras f
A®g B — C funcdo linear f : AQk B — Ctal que f(a®b) = f(a,b) para quaisquera € Aeb € B.
2.1.6 Subalgebras e Ideais

Durante o estudo de K-dlgebras, apresentaremos alguns subconjuntos importantes, bem como
notagdes e terminologia tteis para o presente trabalho.

Defini¢ao 2.1.33. Seja A uma K-élgebra. Para quaisquer subespacos X e Y de A, denotamos por
XY o subespaco gerado pelos elementos da forma xy onde x € X e y € Y. Também definimos:

X'=X, X'=X"'X4+X"X4. 4 XX
para todo subespaco X de A.
Em seguida, definiremos o que sdo subalgebras e ideais de uma K-algebra.
Defini¢ao 2.1.34. Seja A uma K-algebra. Dizemos o seguinte:

e Uma subdlgebra de A é um subespaco B de A tal que para quaisquer a,b € B tenhamos
ab € B.

* Um ideal a direita (resp. a esquerda) de A é um subespago I de A tal que para quaisquer
ae€ Aex e ltenhamos xa € I (resp ax € I). Mais concisamente, isso equivale a dizer que
IA < I (resp. AI < I).

¢ Um ideal de A é um subconjunto I de A que é simultaneamente um ideal a direita e um
ideal & esquerda de A.

Conforme o préximo exemplo, existem K-algebras onde existem subdlgebras que ndo sdo ideais.

Exemplo 2.1.35. Consideremos a K-algebra dos polindmios A = K[x|. Consideremos o conjunto
B das combinacoes lineares dos elementos 1, x2, x4,.... Entdo B é uma subalgebra de A, mas ndo
¢ um ideal, pois x?> € B, mas x - x> = x° ¢ B.
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Conforme o préximo exemplo, existem K-dlgebras onde existem ideais a esquerda que ndo sao
ideais.

Exemplo 2.1.36. Sejam x e y dois simbolos e seja Z o conjunto das sequéncias finitas «1 - - - &, onde
a; € {x,y}, incluindo a sequéncia vazia. Seja A um K-espaco com base consistindo de elementos
e; onde z € Z. Definimos uma multiplicagdo em A assim:

€26y = Czw,

onde z,w € Z e zw é a concatenacdo de z e w. Seja B o conjunto das combinacdes lineares dos
elementos da forma e,y, onde z € Z. Entdo B é um ideal a esquerda de A, mas ndo é um ideal de
A, pois ey € B, mas exey = ey, ¢ B.

Defini¢ao 2.1.37. Seja A uma K-édlgebra e seja X um subconjunto de A.

e Denotamos o conjunto das combinagdes lineares de X por Ling (X), ou Lin(X) se K ficar
claro pelo contexto. Se X = {x1, ..., x,}, denotamos Link ({x1, ..., x,}) por Kxj + - - - + Kux;.

¢ Definimos a subdlgebra de A gerada por X como a intersegdo de todas as subdalgebras de A
que contém X e denotamos por A(X). Se X = {x1,...,x,}, denotamos A({x1,...,x,}) por
A(x1,...,Xxn).

Definicao 2.1.38. Seja A uma K-dlgebra e [ um ideal de A. Definimos a 4dlgebra quociente de A
por I como sendo o K-médulo quociente A/I munido do produto definido por:

(a+0)(b+1)=ab+1

para quaisquer a,b € A.

Observe que o produto estd bem definido, ja que ndo depende da escolha dos representantes das
classes laterais. A classe lateral a + I ocasionalmente serd denotada por a.

A funcgdo m : A — A/I dada por 7t(a) = a+ I é um homomorfismo de élgebras. Chamaremos
essa fun¢do de homomorfismo natural.

Proposicao 2.1.39 (Teorema do Isomorfismo). Sejam A e B duas K-élgebra. Se f : A — B é um
homomorfismo sobrejetor, entdo existe um isomorfismo ¢ : A/Ker(f) — B tal que ¢(7(a)) =
f(a) paratodoa e A.

Com o conceito dos ideais, definiremos o que sdo K-algebras simples, K-dlgebras primas e K-
dlgebras semiprimas.

Definic¢do 2.1.40. Uma K-dlgebra A é dita simples se A2 # {0} e também os tnicos ideais de A
sdo {0} e A.

Todo anel com divisdo é um anel simples. O préximo exemplo apresenta uma algebra simples que
ndo é um anel com divisao.

Exemplo 2.1.41. Seja M, (K) a K-adlgebra das matrizes quadradas com entradas em K. Entdo
M, (K) é simples.

Apresentaremos o conceito de dlgebra prima, que é uma generaliza¢do natural dos dominios de
integridade e das algebras simples.

Defini¢ao 2.1.42. Uma K-dlgebra é dita prima se A # 0 e, para quaisquer ideais [ e | de A, se
I]=0,entdio I =0ou ] =0.

Apresentaremos o conceito de dlgebra semiprima, que é uma generaliza¢do das 4lgebras primas.

Defini¢ao 2.1.43. Uma K-algebra é dita semiprima se A # 0 e, para qualquer ideal I de A, se
1> =0,entio I = 0.

Por exemplo, o anel Zg é um anel semiprimo, mas ndo é um anel primo.
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2.1.7 Adjuncao de Unidade

Se A é uma K-dlgebra sem unidade, pode ser ttil considerar A como uma subélgebra de uma
K-dlgebra com unidade. A menor K-dlgebra com unidade contendo A é a K-algebra A* obtida
de A através da adjun¢do de uma unidade, conforme a seguinte defini¢ao.

Definicao 2.1.44. Seja A uma K-algebra. Definimos:
A' = ApK

como a soma direta dos IK-médulos A e K, denotando os elementos de A* na forma a + &, onde
a € A e a € K. Definimos uma multiplicagdo da seguinte maneira:

(a+a)(b+B) = (ab+ab+ Ba) + ap,
ondea,b e Aeun,p e K. Chamamos A* de adjuncao formal de unidade em A.

Com essa definigdo, podemos facilmente ver que A é uma subdlgebra de A*. Alids, A é de fato um
ideal de A*. Além disso, vérias propriedades algébricas sdo preservadas pela adjungéo formal da
unidade.

Proposicdo 2.1.45. Seja A uma K-algebra com unidade. Entdo temos o seguinte:
e Se A é associativa, entdo A" é associativa.
e Se A é comutativa, entio A* é comutativa.

A préxima proposigdo expressa o fato de que A* ¢ a menor dlgebra com unidade que contém uma
dada algebra A sem unidade.

Proposicao 2.1.46. Seja A uma K-4lgebra. Seja B uma K-adlgebra com unidade eseja f : A — Bum
homomorfismo de K-algebras. Entdo existe um tinico homomorfismo de K-algebras f : A* — B
tal que f(1) = 1.

Exemplo 2.1.47. Seja A uma K-algebra associativa e seja X um subespago de A. Entdo o ideal de
A gerado por X é o conjunto X + XA 4+ AX + AXA. Por outro lado, podemos considerar A como
subélgebra de A*, assim o ideal de A gerado por X pode ser expresso mais concisamente como
APXAF,

2.1.8 Associatividade e Comutatividade

Na defini¢do de K-algebra, ndo assumimos que a dlgebra seja associativa ou comutativa. Por isso,
as seguintes notagdes sdo uteis para abreviar algumas contas.

Defini¢ao 2.1.48. Seja A uma K-algebra.

e Dados elementos a, b, c € A, definimos o associador (a,b,c) de a, b, ¢ por:

(a,b,c) = (ab)c —a(bc).

e Dados elementos a,b € A, definimos o comutador [4,b] de a,b por:

[a,b] = ab — ba.
¢ Dados elementos 4,b € A, definimos o produto de Jordan a e b de 4, b por:

aeb = %(ab—i—ba).
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Com a notagdo de associador, temos uma identidade que é vélida em qualquer K-élgebra.
Proposicdo 2.1.49. Seja A uma K-algebra. Entdo a seguinte identidade:
X(y,z,w) + (x,y,2)w = (xy,z,w) = (x,yz,w) + (x,y,20)
é vélida para quaisquer x,y,z, w € A.
Demonstracdo. S6 desenvolver os associadores. O

O comutador e o produto de Jordan sdo fungdes bilineares, ai podemos obter novas estruturas de
algebras.

Defini¢ao 2.1.50. Seja A uma K-algebra.
* Definimos a K-algebra A(~) como o espago vetorial de A munido do comutador.
¢ Definimos a K-algebra A como o espago vetorial de A munido do produto de Jordan.

Seja A uma K-dlgebra associativa. A K-algebra A(~) satisfaz algumas identidades importantes,
que definem o que chamamos de K-algebra de Lie.

Defini¢ao 2.1.51. Uma K-4lgebra de Lie é uma K-algebra A tal que as seguintes identidades sao
satisfeitas para quaisquer x,y,z € A:

e xx=0.
* (xy)z+ (yz)x + (zx)y = 0.

Proposicio 2.1.52. Seja A uma K-algebra associativa. Entdo toda subélgebra de A(~) é uma K-
algebra de Lie.

A reciproca também é verdadeira, através do chamado Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt. A
demonstrac¢do pode ser vista, por exemplo, no Capitulo 5 de [Jac79] e no Capitulo 5 de [Hum78].

Teorema 2.1.53. Seja A uma K-algebra de Lie. Entdo existe uma K-algebra associativa B tal que
A seja isomorfa a uma subélgebra de B(~).

Seja A uma K-élgebra associativa. A K-algebra A(*) satisfaz algumas identidades importantes,
que definem o que chamamos de K-algebra de Jordan.

Defini¢ao 2.1.54. Uma K-algebra de Jordan é uma K-algebra A tal que as seguintes identidades
sao satisfeitas para quaisquer x,y € A:

* [xy]=0.
e (xx,y,x)=0.

Proposicio 2.1.55. Seja A uma K-algebra associativa. Entdo toda subalgebra de A(*) é uma K-
dlgebra de Jordan.

Diferentemente das K-algebras de Lie, a reciproca da proposicdo anterior ndo é verdadeira.

Exemplo 2.1.56. Seja O a R-dlgebra dos octénios com a involucdo usual obtida de sucessivas
construgdes de Cayley-Dickson a partir de R, e seja M3(0O) a R-dlgebra das matrizes quadradas
de tamanho 3 com entradas em O. A fun¢do X — X*, onde X* é a matriz obtida de X aplicando a
involugdo em cada entrada e transpondo, ou seja, a transposta-conjugada de X, é uma involugao
em M3(O). Seja A o conjunto das matrizes X € M3(O) tais que X* = X. Entdo A é uma subalgebra
de M3(0)(+). A R-algebra A é uma R-algebra de Jordan, mas ndo existem IR-algebras associativas
B tais que A seja isomorfa a uma subalgebra de B(+).
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No entanto, temos uma pequena porg¢ao da reciproca, através do chamado Teorema de Shirshov,
cuja demonstragdo pode ser vista no Capitulo 3 de [ZSS582].

Teorema 2.1.57. Seja A uma K-élgebra de Jordan gerada por dois elementos. Entdo existe uma K-
4lgebra associativa B tal que A seja isomorfa a uma subalgebra de B(*).

Apresentaremos os conjuntos dos elementos que associam ou comutam com outros elementos em
uma K-algebra.

Definicao 2.1.58. Seja A uma K-4lgebra.

* Definimos o centro associativo a esquerda como o conjunto N, (A) dos p € A tais que:

(p.x,y) =0
para quaisquer x,y € A.

* Definimos o centro associativo ao meio como o conjunto N, (A) dos p € A tais que:

(x,p,y) =0
para quaisquer x,y € A.

* Definimos o centro associativo a direita como o conjunto N,(A) dos p € A tais que:

(x,y,p) =0
para quaisquer x,y € A.

* Definimos o centro associativo como o conjunto:

N(A) = Ny (A) A Nu(A) A Ny (A).

 Definimos o centro comutativo de A como o conjunto K(A) dos elementos p € A tal que
tenhamos:

[p,x] =0

para todo x € A.

¢ Definimos o centro de A como o conjunto:

Z(A) = N(A) n K(A).

Como exemplo, podemos aplicar essa defini¢do nas IR-algebras H e O.

Exemplo 2.1.59. Mostraremos que Z(IH) = Re N(O) = R.
a) Seja a € Z(H) representado por:
a = wol + aqi + apj + ask,
onde «; € R. Temos:
0 = [a,i] = 2a3] — 2a2k,

assim &y = a3 = 0, ou seja:
a= wug+ aqi.

Agora temos:
0= [Cl,j] = 20{1]{,
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de modo que a; = 0. Portanto a = a1 € R.
b) Seja a € N(O) representado por:
a = gl + a1i + aj + azk + agl + asu + aev 4 ayw,
onde «; € R. Entdo temos:
0= (a,ij)=2a7l + 20a6u — 2050 — 204w,
assim ay = a5 = ap = ay = 0, ou seja:
a = wol + ayi + anj + ask.

Agora temos:
0=(l,a,i) = —2a3v + 20w,

assim temos ay = a3 = 0, ou seja:
a = wgl 4+ aqi.

Agora temos:
0=(a,j) = 2mw,

assim ®7 = 0. Portanto a = apl € R.

2.2 Algebra das Multiplicacdes

Nesta secdo definiremos os conceitos de multiplicagdes a direita e a esquerda, juntamente com
varios conceitos relacionados. As defini¢des e resultados sdo baseados em [Sch66].
221 Operadores de Multiplicacao

Seja X um K-espago. Denotamos por Endg (X) o conjunto das fungdes lineares de X em X. Entdo
Endg (X) é um K-espago e também, se definirmos a multiplicagdo como composicado de fungdes,
o0 espago Endg (X) serd de fato uma K-élgebra associativa com unidade.

Defini¢do 2.2.1. Seja A uma K-algebra.

® Paraa € A, definimos a multiplicacdo a direita por 2 como a fungdo R, : A — A dada por
R;(x) = xa. Também definimos R4 = {R, : a € A}.

e Paraa € A, definimos a multiplicacdo a esquerda por a como a fungdo L, : A — A dada
por L,(x) = ax. Também definimos L4 = {L, : a € A}.

* Se B é um subconjunto de A, definimos M“ (B) como a subélgebra de Endy (A) gerada por
{Ry:beB}u{Ly:be B}u{ls}. Também definimos M(A) = M4(A).

2.2.2 Algebras com Divisio
Com as notagdes apresentadas anteriormente, podemos definir algebras com divisdo e seus afins.
Defini¢ao 2.2.2. Seja A uma K-algebra nao nula.

* A é uma algebra com divisao a direita se, para todo elemento a # 0 de A, o operador R, é
bijetor.

¢ A é uma algebra com divisdo a esquerda se, para todo elemento a # 0 de A, o operador L,
é bijetor.
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¢ A éuma algebra com divisao se, para todo elemento a # 0 de A, os operadores L, e R, sdo
bijetores.

¢ A é uma algebra com quase-divisdo se, para todo elemento a # 0 de A, o operador L, é
bijetor ou o operador R, é bijetor.

Apresentaremos um exemplo de uma élgebra com divisdo a esquerda que ndo é uma algebra com
divisao.

Exemplo 2.2.3. Seja K(x) a K-4lgebra das fragdes racionais em uma indeterminada x sobre K.
Como K(x) tem dimensdo infinita, entdo existe uma fungdo linear injetora ndo sobrejetora F :
K(x) — K(x). Define um novo produto * em K(x) assim:

axb=F(a)b.

Com esse novo produto, K(x) se torna uma K-élgebra com divisdo a esquerda que ndo é uma
K-algebra com divisao.

Agora apresentaremos uma algebra com quase-divisdo que ndo é uma &lgebra com divisdo a
direita e ndo é uma algebra com divisdo a esquerda.

Exemplo 2.2.4. Consideremos a seguinte K-algebra dada pelo espago A = K?, com base:
e1 = (1,0), e = (0,1).

Definamos a multiplicagdo assim:

2 2
e] = e, e1er = eq, ere1 =0, e; = ey.

a) Pela propria identidade:
erer =0,

podemos ver que A ndo é uma &lgebra com divisdo a direita e ndo é uma dlgebra com divisdo a
esquerda.

b) Mostraremos que A é uma algebra com quase-divisdo. Para isso, como A tem dimensao finita,
basta mostrarmos que para todo a # 0 entdo R, é injetor ou L, é injetor. Para isso, basta mostrar
que, para quaisquer:

a = wiey + aoer, b = Bier + Baer,

onde a1, a3, B1, B2 € K, entdo temos as seguintes implicagdes:
(ab=0 e a1 #0) = b=0,
(ab=0 e Pr#0) = a=0.
Primeiro suponhamos que ab = 0. Entao:
0 = ab = a1B2e1 + (2181 + a2B2)e2,

assim:
a1p2 =0, a1B1 + axfo = 0.

1) Se a; # 0, entdo By = 0, de modo que:
0 = w181 + a2B2 = w11,

assim 1 = 0, logo:
b = Bie1 + Baex = 0.
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2) Se B> # 0, entdo a1 = 0, de modo que:

0 =wa1B1 +azB2 = a2,

assim a = 0, logo:
a=uwie1 +arey =0.

Isso conclui a demonstragdo.
Para élgebras com unidade, podemos definir o que chamaremos de adlgebra com divisdo classica.
Definicdo 2.2.5. Seja A uma K-algebra com unidade.

¢ Dizemos que um elemento a € A é invertivel em A se existe b € A tal que ab = ba = 1. Tal
elemento b é dito um inverso de a.

e Denotamos o conjunto dos elementos invertiveis em A por Inv(A).

¢ Uma dlgebra com divisdo cldssica é uma dlgebra com unidade A tal que todo elemento nao
nulo é invertivel em A.

Na Subsecédo 3.3.2, mostraremos que, em toda algebra alternativa, os conceitos de algebras com
divisdo e afins apresentadas na Defini¢do 2.2.2 e o conceito de 4lgebra com divisado cldssica apre-
sentada na Defini¢do 2.2.5 sdo equivalentes.

2.2.3 Divisores de Zero

Juntamente com os conceitos de dlgebras com divisao e dlgebras com divisdo cldssica, podemos
definir os vérios tipos de divisores em uma algebra.

Defini¢do 2.2.6. Seja A uma K-élgebra e seja a € A\{0}.
e g éum divisor de zero a direita se existe um b € A\{0} tal que ba = 0.
¢ g éum divisor de zero a esquerda se existe um b € A\{0} tal que ab = 0.
* g éum divisor de zero se existe um b € A\{0} tal que ab = 0 ou ba = 0.
* g éum divisor junto de zero se existe um b € A\{0} tal que ab = ba = 0.

Apresentaremos um exemplo de uma algebra que possui algum elemento que é simultaneamente
divisor de zero a direita e divisor de zero a esquerda, mas nado possui divisor junto de zero.

Exemplo 2.2.7. Consideremos a seguinte K-algebra dada pelo espago A = K?, com base:
e1 = (1,0), e = (0,1).

Definamos a multiplicagdo assim:

2 2
e1 =eq, e1ep =0, ere1 = ey, e5 = ep.

a) E facil verificar que:
ere; = (e1 —e2)er =0,
de modo que ¢; é simultaneamente um divisor de zero a direita e um divisor de zero a esquerda.

b) Mostraremos que A ndo tem divisores juntos de zero. De fato, sejam:

a = wje; + ageo, b = Bie1 + Baea,
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onde a1, a2, B1, B2 € K. Suponhamos que ab = ba = 0. Entdo:
0=ab = (n1 +a2)B161 + a2pzer,

0 =ba = a1(B1+ B2)er + azpaes,

assim:
(a7 +a2)B1 =0, a1(B1+ B2) =0, axBr = 0.

Portanto temos a; = 0 ou 2 = 0. Podemos supor sem perder generalidade que a; = 0, pois o
caso B = 0 é andlogo. Entao:
0= (0(1 + 0(2)‘31 = 0(1[31.

Portanto a3 = 0 ou B1 = 0. Temos dois casos.
1) Suponhamos que a7 = 0. Entdo:
a=wre1 +azex = 0.

2) Suponhamos que a; # 0. Entdo 1 = 0, de modo que:

0=uwa1(B1+ B2) = x1P2,

mas a1 # 0, ai B2 = 0, logo:
b = Bie; + Baex = 0.

Portanto concluimos quea = 0ou b = 0.

2.24 Poténcias em Algebras

Apesar de uma dlgebra ndo necessariamente ser associativa, ainda podemos definir de certo modo
uma nogdo de poténcias.

Definicao 2.2.8. Seja A uma K-algebra.

* Para todo a € A, definimos por recursdo a! = la = a,a" = a"'-ae"a = a-""'a para
n = 2 e chamaremos os 4" (resp. "a), n > 1, de poténcias principais a direita de a (resp. a
esquerda).

¢ Dizemos que A é uma algebra com poténcias associativas (resp. comutativas) se para todo
a € A asubdlgebra A(a) é associativa (resp. comutativa).

Em outras palavras, se A é uma K-élgebra e a € A é um elemento, as poténcias principais podem
ser definidas assim:
a"=R'"Ya), T"a=L'""a).

Caso A seja uma K-élgebra com unidade, entdo temos:
a" = Rj(1), "a=L(1).
Em termos das poténcias principais, temos a seguinte proposigéo.
Proposicdo 2.2.9. Seja A uma K-dlgebra. Entdo as seguintes propriedades sdao equivalentes:
¢ A é uma algebra com poténcias associativas.
e Para quaisquer a € A e m,n € N temos a™ - a" = ™",
e Para quaisquer a € A e m,n € N temos "a -"a = """g,

Além disso, as seguintes propriedades sdo equivalentes:
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¢ A é uma algebra com poténcias comutativas.

n m

* Para quaisquera € Aem,n € IN temos a” -a" = a" - a™.

* Para quaisquera € Aem,n € IN temos "a-"a = "a-"a.
Mostraremos um exemplo interessante de dlgebra com poténcias associativas.
Proposi¢ao 2.2.10. Seja A uma K-algebra de Cayley. Entdo A tem poténcias associativas.

Demonstragio. Basta mostrar que para quaisquer a € A e m,n € IN temos a™a" = a™*". Faremos
isso por indugdo em m + n. Se m +n < 2, é trivial. Agora suponhamos que m +n > 2. Entdo
m > 1oun > 1. Podemos supor sem perder generalidade que m > 1, pois o caso n > 1 é analogo.
Para a € A temos:

a"a" = R"2(aa)a" = R"?(at,)a" — R"2(aa)a" = 1,a" 0" — v,a"2a",

am+n — R:{z-ﬁ-n(aa) — RZH_H_Z (b‘lTu) _ RZH_n_Z(aﬁ) — Tuam—i-n—l _ Vuﬂm+n_2,
assim basta usar a hipétese de indugéo. O
Em particular temos o seguinte.

Exemplo 2.2.11. Todas as possiveis construgdes sucessivas de Cayley-Dickson feitas a partir de
uma algebra de Cayley sdo algebras com poténcias associativas.

2.2.5 Algebras Soliveis
Agora discutiremos o conceito de dlgebra soltvel.

Definigio 2.2.12. Seja A uma K-dlgebra. A série derivada é definida recursivamente por A®) = A
e Al = (A(M)2 Dizemos que A é solivel se A") = {0} para algum .

Proposi¢ao 2.2.13. Seja A uma K-algebra e seja I um ideal de A. Se I e A/I sdo soltiveis, entdo A
é soluvel.

Demonstragdo. A fungdo quociente 7w : A — A/I dada por a — a + I é um homomorfismo, assim
é facil ver que 1(A™) = (A)™ para todo n. Assim, se A/ é soltvel, entdo existe um r tal que
(A/D") = {0}, ai 1(A")) = {0}, de modo que A") < I. Porém se I é soltvel, entdo I®) = 0 para
algum s. Desse modo A +5) = (A()() < 1) = {0}. Logo A é soluvel. O

Proposicdo 2.2.14. Se I e | sdo ideais soltiveis de uma K-algebra, entdo I + | é um ideal soltavel
de A. Se A for Noetheriana!, entdo A tem um tnico ideal soltvel maximal N. Além disso, o tinico
ideal solavel de A/ N é {0}.

Demonstragio. O conjunto I + J é um ideal pois I e ] sdo ideais. Além disso, temos (I +J)/] =
I/(In]).Mas I/(I n])éumaimagem homomorfica de uma 4lgebra soltivel, assim também é
soluvel. Portanto I + | é solavel.

Agora, se A é Noetheriana, seja N um ideal soltivel maximal, entdo N é tinico ja que para todo
ideal soltavel I entdo N + I é solivele N N+ I,ai N = N+ 1I,ai I < N. Seja I um ideal solavel
de A = A/N. Entdo a imagem inversa I de I sob 0 homomorfismo natural de A em A é um ideal
de A contendo N tal que I/N = I. Assim I é soltvel,ai I = N, ai l = N,de modo que I = {0}. [

Hsso quer dizer que todo conjunto nao vazio de ideais tem elementos maximais em relagao a incluséo.
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2.2.6 Algebras Nilpotentes
Agora discutiremos o conceito de algebra nilpotente.

Defini¢do 2.2.15. Uma K-élgebra A é dito nilpotente se existe um inteiro t tal que A’ = {0}.
Isso equivale a dizer que existe f tal que qualquer produto z1z; - - - z; com qualquer associagdo de
parénteses vale zero.

Teorema 2.2.16. Seja A uma K-algebra e seja I um ideal de A. Entdo I é nilpotente se e s6 se M* (1)
é nilpotente.

Demonstragio. Suponha que qualquer produto de t elementos de I com qualquer associagdo de
produtos seja zero. Entdo o mesmo é verdadeiro para qualquer produto de mais de ¢ elementos
deI.Seja T = T;--- Ty qualquer produto de ¢ elementos de M (I). Entdo T é soma de termos cada
qual é um produto de pelo menos t operadores lineares S; € {Ry,, Ly}, onde b; € I. Como I é um
ideal de A, entdo S1(x) € I para todo x € A. Assim T(x) é uma soma de termos, cada qual é um
produto de pelo menos ¢ elementos de B. Assim T(x) = 0 paratodo x € A,ai T = 0, de modo que
MA(I) é nilpotente.

Para a reciproca, usaremos apenas o fato de que I é uma subdlgebra de A. Mostraremos por
indugdo em n que qualquer produto de pelo menos 2" elementos de I com qualquer associagdo
de parénteses é da forma S,, - -- S (b) onde b e [ e S; € MA(I).

Para n = 1 tomamos qualquer produto de pelo menos 2 elementos de I. Existe uma multiplicagdo
final que é feita. Como I é uma subdlgebra, cada um dos dois fatores estd em I, de modo que
temos bby = Rb1 (b) =5 (b)

Similarmente, para n > 2, em qualquer produto de pelo menos 2" elementos de I com qualquer
associagdo de parénteses, existe uma multiplicacdo final que é feita. Pelo menos um dos dois
fatores ¢ um produto de pelo menos 2" ! elementos de I, enquanto o outro fator estd em I. Assim,
pela hipétese de indugdo temos:

B'(Sy_1-+S1(b)) = LyySu_1--S1(b) = SuSu_1---S1(b),

ou:
(Sy_1-+S1(D))6' = RySy_1---S1(b) = SuSu_1 - - S1(b).

Assim, se qualquer produto S; - - - S de t elementos em M (1) é 0, entdo qualquer produto de 2
elementos de I com qualquer associagdo de parénteses é 0. Ou seja, I é nilpotente. ]
2.2.7 Derivagdes

Apresentaremos a nogao de derivagdo formal em algebra, que seré ttil para essa subsecdo e para
o restante do presente trabalho.

Defini¢ao 2.2.17. Seja A uma K-élgebra. Uma derivagdo em A é um operador linear D em A tal
que:
D(ab) = D(a)b+ aD(b)

para quaisquer a,b € A.

Note que um operador linear D é uma derivacao se e so6 se:
[D, La] = Lp(a)
para todo a € A, o que equivale a termos:
[D, Ry] = Rpp)

para todo b € A.
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Exemplo 2.2.18. O principal exemplo de derivagdo é motivado pelo célculo e é definido assim.
Consideremos A = K|x] a dlgebra dos polindmios, lembrando que ela possui base constituindo

dos elementos 1,x,x2,x3,....Seja D : A — A o operador linear tal que:

D(1)=0, D(x")=nx""!

paran > 1. Entdo D é uma derivagdo em K]x].

2.3 Identidades de Algebras

Nesta sec¢do, apresentaremos algumas defini¢des e alguns resultados preliminares sobre algebras
nao-associativas livres e identidades de algebras. O principal propésito é formalizar o conceito
de identidade satisfeita por dlgebras através da Defini¢do 2.3.4 e formalizar um argumento cha-
mado linearizagdo de identidades, através do Teorema 2.3.20, que ¢é utilizado varias vezes durante
o presente trabalho. Para uma discussdo mais detalhada, o leitor pode consultar o Capitulo 1 de
[Z55582].

2.3.1 Algebras Livres

Defini¢do 2.3.1. Seja X um conjunto. Definimos o magma livre sobre X como um conjunto M(X)
de sequéncias, de modo recursivo, como segue:

e Para todo x € X entdo x € M(X).
e Para quaisquer x,y € X e u,v € M(X)\X, entdo xy, x(v), (u)y, (u)(v) € M(X).

Nenhuma outra sequéncia pertence a M(X). Chamamos os elementos de M(X) de palavras nao-
associativas sobre X. O namero de elementos de X que aparecem num elemento u € M(X) é dito
o grau de u e denotado por deg(u).

Podemos definir no conjunto M({X) uma operagdo bindria, denotado por (u,v) — u-v, do se-
guinte modo. Para quaisquer x,y € X e u,v € M(X)\X temos:

* X-y=uxy.

e x-v=x(v).
s uy=(uy.
e u-v=(u)(v).

Defini¢ao 2.3.2. A K-algebra nao-associativa livre sobre o conjunto de geradores X é definida
como um K-espaco vetorial K(X) com base M(X) e multiplicacdo induzida pela operagao bindria
no magma livre M(X).

A élgebra nado-associativa livre possui a seguinte propriedade universal.

Teorema 2.3.3. Seja A uma K-algebrae 6 : X — A uma funcdo. Existe um dnico homomorfismo
de K-élgebras 6 : K(X) — A tal que 6(x) = 0(x) para todo x € X.

Os elementos da K-dlgebra K(X) sdao chamados polindmios nio-associativos sobre X. Note que,
se X = {x}, entdo K(X) e K][x] sdo dlgebras diferentes, sendo que KK(X) ndo é associativa nem
comutativa, enquanto K[x] é associativa e comutativa.

Se f é um polindmio ndo-associativo nao nulo, entdao podemos expressar f de maneira tinica como
combinagdo linear de palavras ndo-associativas:

f= > au,

ueM(X)
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onde a, € K. Definimos o grau do polindmio f, denotado por deg(f), como o maximo dos
numeros deg(u) tais que &, # 0, ou seja, 0 maximo dos graus das palavras ndo-associativas de
coeficiente ndo nulo.

2.3.2 Identidades

Seja X um conjunto qualquer e seja f um elemento de K(X). Entdo apenas um ntimero finito de
simbolos de X aparecem em f, por exemplo x1,x7, ..., X,. Nesse caso escreveremos:

f:f(xlleI---/xn)-

Seja f € K(X), digamos f = f(x1,...,x,). Seja A uma K-dlgebra e sejam ay, a5, ...,a, € A. Entdo
existe um tnico homomorfismo 6 : K(X) — A tal que 6(x;) = a; paratodoi = 1,2,...,ne
6(x) = 0 para x € X\{xq,...,x,}. Denotaremos 6(f) por f(ay,...,a,).

Defini¢io 2.3.4. Um polindmio ndo-associativo f = f(x1,x2,...,x,) € K(X) é chamado uma
identidade da K-algebra A se f(ay,az,...,4,) = 0 para quaisquer ay,ay,...,a, € A. Também
dizemos que A satisfaz a identidade f ou a identidade f é vélida em A.

Exemplo 2.3.5. Seja X = {x1, x2, x3}. Entdo o seguinte polindmio ndo-associativo:

f(x1,x2,23) = (x1%2)x3 — x1(%2%3)
é uma identidade de toda K-algebra associativa.

Exemplo 2.3.6. Seja X = {x1, x2}. Entdo o seguinte polindmio ndo-associativo:

flx, x2) = 12 — X%y
é uma identidade de toda K-algebra comutativa.

O conjunto das identidades em K(X) que sdo satisfeitas por uma K-algebra A é denotado por
T(A) e é chamado de ideal das identidades de A. De fato, T(A) é um ideal de K(X) tal que para
todo f € T(A) e todo homomorfismo & : K(X) — K(X) temos a(f) € T(A). Aliés, pela defini¢do
de T(A), podemos mostrar o seguinte:

T(A)= (] Ker(6).

0:K(X)—A
Exemplo 2.3.7. Seja X = {x1, x2} e consideremos os polindmios ndo-associativos:
f(x1,x2) = (x1x1)x2 — x1(x1X2), g(x1,x2) = (x1x2)x2 — x1(x2%2).
Entdo f € T(A) e g€ T(A) para toda K-algebra alternativa A.

O conjunto das identidades em K[X] que sdo satisfeitas por todas as K-algebras de alguma classe
M de K-algebras é denotado por T(M) e é chamado ideal das identidades de M. De fato, T(M)
é um ideal de IK(X) tal que para todo f € T(M) e todo homomorfismo «a : K(X) — K(X) temos
a(f) € T(M). Aliés, pela defini¢ao de T(M) temos:

T(M) = () T(A).

AeM

2.3.3 Variedades

Apresentaremos o conceito de variedade. Intuitivamente, uma variedade é uma classe de K-
algebras que satisfazem um dado conjunto de identidades.
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Defini¢ao 2.3.8. Uma classe M de K-élgebras é dita uma variedade se existe um subconjunto
I € K(X) tal que M seja exatamente a classe das K-algebras que satisfazem todas as identidades
em I. Nesse caso, dizemos que M ¢é a variedade determinada por I e também que I define a
variedade M.

Exemplo 2.3.9. Consideremos X = {x1,x2, x3} e seja I < K(X) o conjunto que consiste dos se-
guintes elementos:

flx1) =x1x1,  g(x1,x2,x3) = (x1x2)x3 + (x2x3) %1 + (X3%7) X2
Entdo a classe M das algebras de Lie é a variedade determinada por I.

Seja I < K(X) e seja A uma K-algebra. Denotaremos por I(A) o ideal da K-dlgebra A gerada por
todos os elementos da forma f(ay,4az,...,a,) onde f € [ eay, ay,...,a, € A.Para I, ] < K(X), se
I e ] determinam uma mesma variedade, entdo é facil ver que, se Y é um outro conjunto, temos
I(K(Y)) = J(K(Y)). Assim podemos definir o seguinte.

Defini¢do 2.3.10. Seja M uma variedade de K-édlgebras definida, digamos, por I < K{(X). Seja
Y um outro conjunto. Definimos K,(Y) = K(Y)/I(K(Y)) e chamamos de K-4lgebra livre na
variedade M sobre o conjunto de geradores Y.

As K-algebras livres em variedades possuem a seguinte propriedade.
Teorema 2.3.11. Seja M uma variedade de K-4lgebras. Entdo:
a) A K-élgebra K ((Y) estd na variedade M.

b) Para toda K-algebra A na variedade M e toda funcdo 6 : Y — A entdo existe um tinico
homomorfismo de K-algebras 6 : K(Y) — A tal que 6(y) = 6(y) paratodoy € Y.

Com isso podemos obter a dlgebra dos polindmios K|[x] em termos do conceito de variedade.

Exemplo 2.3.12. Seja X = {x1,x2,x3} e seja I = K(X) o conjunto que consiste do seguinte ele-
mento:

(Xle)X3 — X1 (XzX3).

Seja M a variedade definida por I. Seja Y = {x}. Entdo K[x] pode ser vista como a algebra
K 1(Y)¥, conforme as Proposigdes 2.1.28 e 2.1.46.

2.3.4 Lineariza¢ao de Identidades

Seja X um conjunto, seja u € M(X) uma palavra ndo-associativa e seja x € X. O grau de u em x é
o numero de ocorréncias de x em u e denotamos por deg . (u).

Seja f € K(X) um polindmio ndo-associativo ndo nulo. Entdo f pode ser expressa de maneira
tnica como combinagdo linear de palavras ndo-associativas:

f= Z ayU.

ueM(X)

Dado x € X, o grau do polindmio f, denotado por deg,(f), é o maximo dos ntimeros deg (1) tais
que &, # 0, ou seja, 0 maximo dos graus em x das palavras ndo-associativas de coeficiente ndo
nulo. Dado x € X, dizemos que f é homogéneo em x se os niimeros deg_ (u) tais que &, # 0 forem
iguais, ou seja, se todas as palavras ndo-associativas de coeficiente ndo nulo tiverem o mesmo
grau em x. Dizemos que f é homogéneo se f é homogéneo em todas as varidveis x € X.

Para discutirmos a ideia de linearizacdes parciais, consideremos o seguinte exemplo.
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Exemplo 2.3.13. Consideremos a palavra nao-associativa:

u(x) = (xx)(xx)

Agora, queremos desenvolver a seguinte expressdo, onde A € K:

u(x +Ay) = ((x+Ay) (x + Ay)) ((x +Ay)(x + Ay))

Temos o seguinte:
u(x+Ay) = ((x+Ay)(x+Ay)) ((x+Ay) (x + Ay))

= (xx)(xx)

+ A ((yx) (xx) + (xy) (xx) + (xx) (yx) + (xx) (xy))

+ A% ((yy) (xx) + (yx) (yx) + (y2) (xy) + (xy) (yx) + (xy) (xy) + (xx) (yy))

+ A% ((yy) (yx) + (yy) (xy) + (yx) (yy) + (xy) (yy))

+ Ay (yy)

29

Queremos definir as linearizacdes parciais de (xx)(xx) como os “coeficientes” dos escalares A
onde k = 0,...,4. Note que cada Ak esta acompanhado da soma de todas as palavras nao-

associativas obtidas de (xx)(xx) substituindo exatamente k ocorréncias de x por y.

Definigdo 2.3.14. Seja X um conjunto e seja y € IK(X). Definimos a transformagao linear Ak (y) :
K(X) - K(X), onde x € X e k € N U {0}, do seguinte modo. Seja u € M{(X) uma palavra ndo-

associativa de grau m em X.

e Para k < m, definimos:
A],‘C(y)(u) =u+tuy+---+ Ll(r;{t),

onde:
Ui, us,.. .,u(?{z)

sdo todas as possiveis palavras ndo-associativas obtidas de u substituindo exatamente k

ocorréncias de x por y.

e Para k > m, definimos:

AL (y) (u) = 0.

Por fim, definimos AX (y) em KK(X) por lineridade tendo em mente que M{X) é uma base de K(X).

Exemplo 2.3.15. Seja u(x1, x2) = x3(x2x1). Entéo:
82, () () ) = y2(xax) + (y21) (x2y) + (vay) (v2y)-
Exemplo 2.3.16. Seja u(x1, x2) = (x3x2)x;. Entdo:
* AlL(y ( X3x7 x1> = (x2x2)y + ((x1y)x2) x1 + ((yx1)x2) x1
« A (y ( xXjx2 x1> (x1y)x2) y + ((yx1)x2) v + (x2)x1
) =

. A3 ( xlxz X1 y x2)Y
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* ML) ((dx)x) =0

Por simples argumentos combinatdrios, temos a seguinte proposicao, ttil para trabalharmos com
demonstracdes por inducdo no grau de palavras ndo-associativas.

Proposigdo 2.3.17. Seja X um conjunto e seja y € IK(X). A transformagao linear Ak (y) : K(X) —
K(X), onde x € X e k e N U {0}, satisfaz as seguintes propriedades:

* Ad(y) = Ix¢x, € a fungdo identidade.

o Af(y)(x') =0sek > 1oux’ # x, para qualquer x’ € X.

* A(y)(x) =

« AY(y)(u- ) = 2 Ay)(w) - Ai(y)(v) para quaisquer u, v € M(X).

r+s=k

Tendo em mente o Exemplo 2.3.13, a seguinte proposigdo geral pode ser demonstrada seguindo
um raciocinio semelhante a demonstragao do Bindmio de Newton.

Lema 2.3.18. Seja f = f(x1,...,x,, x) um polindbmio ndo-associativo em K(X) de grau m em x.
Entao:

fn . xmx+y) =D Ay (f)

Demonstragio. Pela linearidade de A%(y), basta considerar o caso em que f é uma palavra nao-
associativa. Provaremos por indugdo no grau de f. Se deg(f) = 1, entdo é trivial. Agora suponha-
mos que deg(f) > 1, de modo que f = fi - fo, onde deg(f;) < deg(f), e seja m; = deg, (fi). Pela
hipétese de indugéo e pela Proposicdo 2.3.17, temos:

flxy,...,xn,x+y) = flxy, ..., x0x4+y)f2(x1,..., X0, x+Yy)

- (2 A’;(y)(ﬁ)) (z Ai(]/)(fz))
k=0 r=0

como queriamos demonstrar. U

Defini¢ao 2.3.19. Considere um polindmio ndo-associativo:

f=Ff(x1,...,x,) e K(XD,

esejax € X\{x;...,x,}. Chamaremos os polindmios:

fif (e, x) = 5 ()
de linearizacdes parciais de f em x; de grau k.

Suponhamos que o polindmio f tenha grau s em x;. Se k < s, entdo o polindmio:

fgc)(xl/'”/xn;x) (25)
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é homogéneo de grau k em x. Se k > s, entdo (2.5) vale 0.
Por fim notamos que, para todo y € K(X), o elemento Aii (y)(f) € obtido de f}g()(xb e X X)
substituindo x por y.

Como o corpo K é infinito, entdo temos o seguinte resultado. Pode ser ttil comparar a demons-
tracdo ao Exemplo 2.3.13.

Teorema 2.3.20. Seja f = f(xq,...,x,,x) € K(X) uma identidade de uma K-dlgebra A que seja
homogénea em x. Entdo todas as lineariza¢des parciais em x do polindmio sdo identidades da
algebra A.

Demonstragio. Seja k = deg . (f). Sejam ay,...,a,,a,b € A. Para pouparmos nota¢do, nés denota-
remos f;ﬁm) (a1,...,a,,a;b) por fém) Pelo Lema 2.3.18, temos:

k k—1
Ozf(ﬂl,...,an,a+b)22f£s):ijgs)’ (26)
s=0 s=1
ja que:
fJEO) = f(a1,...,a;,a) =0
e também:

f3£k) :f(al/-“/an,b) = 0.

Tomando k — 1 elementos ndo nulos e distintos a4, ..., a1 de K, podemos substituir sucessiva-
mente na equagdo (2.6) o elemento b por a1b, ..., a;_1b e assim obter:

“1f£l) + “%fJEZ) 4o 4 “}{_1f£k—1) — 0
oczfjgl) + “%f;EZ) 4o 4 aéflfék—l) — 0
N

Considerando as matrizes:

_ 1
v a2 okt D)
1) IX% tx’é’l 352)
C = 7 F= . 7
2 k-1 _
e L | f;k b

2

entdo temos CF = 0, onde consideramos o K-espago A" como um M, (K)-mdédulo, onde M, (K) é
a K-algebra das matrizes quadradas de tamanho 7 com entradas em K. Sendo D a matriz adjunta
de C, entdo temos:

0= D(CF) = (DC)F = (cl,)F = cF,

onde ¢ = det(C). Assim obtemos ¢ ff) = O paratodos = 1,...,k — 1. Porém, pela determinante
de Vandermonde:

k—1
c=|]]a [T (a—a) ]|,
s=1 1<i<j<k—1

de modo que ¢ # 0, assim temos f,Ss) = O paratodos = 1,...,k — 1. Portanto o polindmio nao-
associativo fﬁ” (x1,...,%n,x;y) é uma identidade de A paratodos =1,...,k—1. O
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Capitulo 3

Teorema de Frobenius-Zorn

Neste capitulo pretendemos estudar algumas classes importantes de dlgebras e alguns resultados
para o presente trabalho e mostrar o Teorema 3.6.1, chamado Teorema Generalizado de Frobenius-
Zorn, que diz que toda R-dlgebra algébrica alternativa a direita sem divisores juntos de zero é
isomorfaa R, C, H ou O.

Frobenius em [Fro78] mostrou que toda R-algebra associativa com divisdo e de dimensao finita
é isomorfa a R, C ou H, sendo esse resultado chamado Teorema de Frobenius. Mais tarde, Zorn
em [Zor31] mostrou que toda dlgebra alternativa com divisdo e de dimensao finita é isomorfa a
R, C, H ou O, sendo esse resultado chamado Teorema de Frobenius-Zorn. Uma prova elementar
do Teorema de Frobenius-Zorn pode ser encontrada no artigo [One02].

Na Segdo 3.1, mostraremos que toda algebra flexivel tem poténcias comutativas. Na Segdo 3.2,
mostraremos que toda dlgebra alternativa a direita sem divisores juntos de zero é alternativa. A,
para demonstrar o Teorema Generalizado de Frobenius-Zorn, podemos assumir que a élgebra é
alternativa. Na Secdo 3.3, mostraremos que, em toda algebra alternativa, todo conjunto de dois de
seus elementos gera uma subalgebra associativa.

Depois disso, na Se¢do 3.4, mostraremos que, em toda 4lgebra com poténcias associativas sem
divisores juntos de zero, todo idempotente nao nulo é uma unidade. Na Segao 3.5, mostraremos
que toda dlgebra algébrica com poténcias associativas sem divisores de zero é quadratica. Assim,
para demonstrar o Teorema Generalizado de Frobenius-Zorn, podemos assumir que a algebra é
quadratica.

Por fim, na Segdo 3.6, sabendo que a dlgebra em questao é alternativa e quadratica, encerraremos
a demonstragdo do Teorema Generalizado de Frobenius-Zorn adaptando o raciocinio presente no
artigo [One02].

Lembremos que K denota o corpo R ou o corpo C, em particular tem caracteristica zero.

3.1 Algebras Flexiveis

As édlgebras flexiveis foram introduzidos por Albert no artigo [Alb48]. Elas sdo generalizagdes das
algebras associativas e das dlgebras comutativas. Assim a identidade flexivel é importante para
algebras que ndo sdo associativas nem comutativas, conforme veremos, por exemplo, na algebra
dos sedénios, que nem sequer é alternativa.

Na Subsecdo 3.1.1, apresentaremos a definicdo de dlgebras flexiveis e mostraremos que a algebra
dos sedénios é flexivel. Na Subsecdo 3.1.2, mostraremos que toda élgebra flexivel tem poténcias
comutativas.

33
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3.1.1 Defini¢des e Exemplos

Defini¢ao 3.1.1. Uma K-édlgebra A é flexivel se a seguinte identidade:
(a,b,a) =0,

chamada identidade flexivel, é satisfeita para quaisquer 4,b € A.

Portanto, em &lgebras flexiveis podemos escrever o produto aba sem indicar um arranjo especifico
de parénteses. Uma propriedade imediata das algebra flexiveis é a seguinte proposigéo.

Proposi¢do 3.1.2. Seja A uma algebra flexivel. Temos:
(ab)c+ (cb)a = a(bc) + c(ba)
para quaisquer a,b,c € A.
Demonstragio. Basta linearizar a identidade flexivel em a. O

*
Exemplo 3.1.3. Seja A uma K-algebra de Cayley alternativa. Definamos uma nova K-algebra A
*

assim. O K-espago vetorial de A é o mesmo de A, mas definimos a multiplicagdo assim:
xoy = Xi.

* *
Mostraremos que A é flexivel. De fato, para quaisquer x,y € A temos:

(xoy)ox = (%7) ox = (¥)X = (yx)* = y(x) = vxy,

xo(yox) = xo(yx) = 2(yx) = x(xy) = (x)y = vay,
portanto ;l é flexivel.

Schafer mostrou no artigo [Sch54] que, diferentemente das identidades comutativa, associativa e
alternativa, a construcdo de Cayley-Dickson para as dlgebras de Cayley preserva a identidade fle-
xivel. Essa é a Proposigdo 3.1.6, cuja demonstragdo sera apresentada através de vérias proposi¢des
prévias.

Proposicdo 3.1.4. Seja A uma algebra de Cayley flexivel. Entdo:
Tab)e = Ta(be)

para quaisquer a,b,ce A
Demonstragdo. Pela Proposi¢do 3.1.2, temos:

(ab)c + (cb)a = a(bc) + c(ba),
assim:

(ab)c + ((TC —o)(t — E)) (t. — @) = a(be) + (1. — ) ((Tb —B) (1, — a)) ,

portanto, desenvolvendo tudo e utilizando o fato de que 1, 75, Tc € K, obtemos:

(ab)c — (eb)a = a(bc) — ¢(ba),
como querfamos demonstrar. O

Proposicdo 3.1.5. Seja A uma élgebra de Cayley flexivel. Entao:
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para quaisquer a,b € A.
Demonstragio. Pela Proposicdo 3.1.2, temos:
(ab)b + (bb)a = a(bb) + b(ba),

assim: B B
(ab)b + vya = avy, + b(ba),

assim (ab)b = b(ba). O

Proposicdo 3.1.6. Seja A uma algebra de Cayley flexivel e seja « € K. Entdo a construcdo de
Cayley-Dickson A é flexivel.

Demonstragio. Pelas identidades (x) e (+*) da demonstragdo da Proposigdo 2.1.20, temos:
((a1,82)(as,a4)) (a1,a2)
= ((maz)ar + a(ashp)ar + way(dsar) + aay(a2a3), (Asi ) ap + a(azas)ay + aq (aras) + a1(azaz)) .
e também:
(a1,a2) ((a3,a4) (a1, 02))
= (a1(azar) + aay (a28s) + a(A302) 0 + a(a1a4)d, a1 (G3a2) + a1 (a1as) + (azar)az + a(azis)az) .

Mostraremos que D, (A) é flexivel.

1) Como A é flexivel, temos:
(ﬂ1ﬂ3)ﬂ1 = 611(113011),

2) Temos:
ay(@ay) — ay(aag) = ay ((Ta, — a1)as) — (Ta, — a1)(m1as) = 0.

3) Por causa da Proposicado 3.1.5, temos:
ay(apa3) — (azap)ay = (asap)ax — (azap)a;
= (@3(t, — a2)) a2 — (a3a2) (T4, — 02)
= 0.

4) Temos:
(5351)112 +a; (113112) = ((Ta3 — 113)(’[,11 — al)) ar + a; (a3112)

= (Tﬂl - 111) ((Tﬂ3 - "73)‘12) + (a3a1)a2

= m (E3L12) + ((13L11)(12.

5) Por fim, por causa das Proposi¢oes 2.1.23 e 3.1.4, temos:
(ﬂ4ﬁz)a1 — (11254) + 112(54111) — (a1a4)ﬁz = Tag)a — o (11254) + 112(541',11) = T(aya4)d
Tay (aga2) — Tay(asdi)
= 0,

como queriamos demonstrar. Ul
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Com isso, podemos obter um exemplo de uma &dlgebra que é flexivel e ndo é alternativa.

Exemplo 3.1.7. Consideremos a lgebra dos sedénios, definida por S = D(0), onde O estd mu-
nida da involugdo usual. Entdo S é flexivel, mas ndo é alternativa, pois O ndo é associativa.
3.1.2 Comutatividade de Poténcias em Algebras Flexiveis

Nesta subse¢do mostraremos o Teorema 3.1.11, cujo enunciado diz que toda algebra flexivel é uma
dlgebra com poténcias comutativas. Ele foi obtido em [Raf50], mas apresentaremos um enunciado
e uma demonstragdo baseados em [EA78], através de alguns lemas. Relembremos a definigdo de
dlgebras com poténcias comutativas.

Defini¢ao 3.1.8. Uma K-algebra é dita uma K-dlgebra com poténcias comutativas se para todo
a € A asubdélgebra A(a) gerada por a é comutativa.

Agora mostraremos os lemas necessarios para o resultado principal desta subsecao.

Lema 3.1.9. Uma K-édlgebra A é flexivel se e s6 se a igualdade:
[aeb,b] =be]a,b]

ocorre para quaisquer a,b € A, onde:
1
aeb = E(ab—i—ba)

é o produto de Jordan.

Demonstragiio. Temos o seguinte:
[aeb,b] =belab] < [2aeb),b]=2(belab))
< [ab+ba,b] = b[a,b] + [a, b]b
< (ab+ba)b — b(ab + ba) = b(ab — ba) + (ab — ba)b
< (ab)b+ (ba)b — b(ab) — b(ba) = b(ab) — b(ba) + (ab)b — (ba)b
< 2(ba)b = 2b(ab)
< (ba)b = b(ab),

de modo que o lema segue. O
Lema 3.1.10. Seja A uma K-élgebra. Entdo as seguintes condi¢des sdo equivalentes:

i) A é flexivel.

ii) Para cadaa € A, a fungdo b — [a,b] é uma derivagdo em A,

Demonstragio. (i)=(ii) Assuma que A é flexivel. Podemos linearizar na varidvel a a identidade
flexivel:

(ab)a = a(ba)

para assim obter:
(ab)c + (cb)a = a(bc) + c(ba),

assim, tomando ¢ = b, temos:

[a,b%] = (ab)b — b(ba) = (ab + ba)b — b(ba + ab) = 2[a e b, b).



3.2 ALGEBRAS ALTERNATIVAS A DIREITA 37

Segue do Lema 3.1.9 que:
[a,b%] =2be[a,b],

assim a condigdo (ii) ocorre.

(ii)=(i) Assuma que a condigdo (ii) ocorra. Entdo, paraa,b € A, temos:
[aeb,b) =ae[b,b]+ [a,b]eb="Dbe]la,b],
assim, pelo Lema 3.1.9, A é flexivel. O

Teorema 3.1.11. Seja A uma K-4lgebra flexivel. Entdo os subconjuntos comutativos maximais de
A sdo subalgebras de A. Como uma consequéncia, para todo subconjunto comutativo T de A,
entdo A(T) é comutativa. Em particular A é uma algebra com poténcias comutativas.

Demonstragio. Seja S um subconjunto maximal comutativo de A. Entdo, como acontece em todo
subconjunto maximal comutativo de qualquer 4lgebra, S é um subespago de A. Sejam x,y € S.
Entdo, pelo Lema 3.1.10, para todo z € S temos:

23] = [z x oyl = xe[zy] + [z x]ey =0,

assim S U {xy} é um subconjunto comutativo de A. Segue da maximalidade de S que xy € S.
Assim S é uma subélgebra de A.

Seja T um subconjunto comutativo de A. Entdo, pelo Lema de Zorn, existe algum subconjunto
comutativo maximal S de A contendo T. Como S é uma subdlgebra de A, segue que a subalgebra
de A gerada por T é comutativa. ]

3.2 Algebras Alternativas a Direita

As algebras alternativas a direita surgiram de estudos de planos projetivos e formam alguns dos
exemplos mais estudados de algebras com poténcias associativas, sendo que Albert, nos artigos
[AlIb49b] e [Alb54], obteve alguns resultados sobre sua estrutura.

Baseamos a apresentacdo desta secdo em [Mih69] e [Jun85]. Na Subsecdo 3.2.1, apresentaremos
a definicdo de algebras alternativas a direita juntamente com alguns resultados elementares. Na
Subsegdo 3.2.2 mostraremos que todas as K-dlgebras alternativas a direita possuem poténcias
associativas. Por fim, na Subsecdo 3.2.3 mostraremos um resultado, que chamaremos de Teorema
de Mikheev, que implica em particular que toda algebra alternativa a direita sem divisores juntos
de zero é alternativa.

3.2.1 Defini¢oes e Resultados Iniciais
Defini¢ao 3.2.1. Uma K-4lgebra A ¢é alternativa a direita (resp. a esquerda) se a identidade:
(a,b,b) =0 (resp. (a,a,b) = 0)
chamada identidade alternativa a direita (resp. a esquerda), é satisfeita para quaisquer a,b € A.
Linearizando a identidade alternativa a direita (resp. a esquerda), obtemos a seguinte proposicao.
Proposigao 3.2.2. Seja A uma K-algebra alternativa a direita (resp. a esquerda). Entéo:
(a,b,c)+ (a,c,b) =0 (resp. (a,b,c) + (b,a,c) = 0). (3.1)

para quaisquer a, b, c € A.
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Com as Proposigdes 3.1.2 e 3.2.2, podemos mostrar o seguinte resultado elementar, vindo do artigo
[Alb49b].

Proposigao 3.2.3. Seja A uma K-algebra. Consideremos as seguintes condiges:
a) A é flexivel.
b) A é alterntiva a direita.
c) A é alternativa a esquerda.

Se assumirmos duas das condi¢des acima, entdo a condi¢do restante é valida.

Demonstragio. Temos o seguinte:

1) ((a) e (b)) = (c). Suponhamos que A seja flexivel e alternativa a direita. Entdo, para a,b € A,
pela Proposicado 3.2.2 temos:
(a,b,a) + (a,a,b) =0,

mas A é flexivel, de modo que (a,b,a) = 0, assim (a,a,b) = 0. Portanto, A é alternativa a esquerda.

2) ((a) e (c)) = (b). Suponhamos que A seja flexivel e alternativa a esquerda. Entdo, paraa,b € A,
pela Proposicdo 3.2.2 temos:
(a,b,a)+ (b,a,a) =0,

mas A é flexivel, de modo que (a,b,a) = 0, assim (b,a,a) = 0. Portanto, A é alternativa a direita.

3) ((b) e (c)) = (a). Suponhamos que A seja alternativa a direita e alternativa a esquerda. Entao,
paraa,b e A, pela Proposicao 3.2.2 temos:

(a,b,a) + (a,a,b) =0,

mas A é alternativa a esquerda, de modo que (a,4,b) = 0, assim (a,b,a) = 0. Portanto, A é
flexivel.

O

Apresentaremos um exemplo de dlgebra flexivel que nédo é alternativa a direita nem alternativa a
esquerda.

Exemplo 3.2.4. Sejam x e y dois simbolos e seja Z o conjunto das sequéncias finitas a1 - - - &, onde
a; € {x,y}, incluindo a sequéncia vazia. Seja A um K-espaco com base consistindo de elementos
e; onde z € Z. Definimos uma multiplicagdo em A assim:

€zw = Czw,

onde z,w € Z e zw é a concatenacdo de z e w. Consideremos agora a algebra B, definida como o
K-espago vetorial de A com a multiplica¢do é dada por:

axb=ab-+ ba.
Entdo B é comutativa, portanto é flexivel. Entretanto:
(ex * ex) * ey = 2exxy + Zeyxx/

Cx * (ex * ey) = €xxy + 2exyx + Eyxx,
assim B ndo é alternativa a esquerda. Mas B é comutativa, de modo que B também n&o ¢ alterna-

tiva a direita.

Agora apresentaremos um exemplo de uma K-algebra alternativa a direita que nédo é alternativa
a esquerda nem flexivel.
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Exemplo 3.2.5. Consideremos a seguinte K-algebra dada pelo espaco A = K3, com base:
e1 = (1,0,0), e = (0,1,0), es = (0,0,1).

Definimos a multiplicagdo pela seguinte tabela:

le1 e e
e1|legr e3 0
€ | €2 0 0
e3s| 0 0 O

Tabela 3.1: Tabela de multiplicagdo para dlgebra alternativa a direita que ndo é alternativa.

a) E facil ver que A ndo é alternativa a esquerda, pois:
(e1e1)e2 = erex = e3,

€1 (€1€2> = €163 = 0.

b) A algebra nao é flexivel pois:
(6162)81 = €361 = 0,

e1(exe1) = e1ex = e3.
) A algebra é alternativa a direita, pois, paraa,b € A, sendo:
a = wjey + azex + azes, b = Bie1 + Baex + Bses,
onde «;, B; € K, entdo temos:
(ab)b = ((are1 + azex + azes)(Bre1 + Pae2 + P3es)) (Bie1 + Poez2 + Paes)

= (w1p1e1 + azBrez + a1 B2ez) (Bier + Paex + Paes)

= w1B1B1e1 + a2B1B1e2 + a1 B1B2es,
e também:

a(bb) = (a1e1 + a2er + azes) ((Brer + Baea + Baes) (Brer + Poex + Baes))
= (w1e1 + aoez + azes) (Bi1Bier + B2pirez + BiPaes)

= w1B1B1e1 + a2B1B1e2 + a1 B2B1es,

como queriamos demonstrar.

3.2.2 Associatividade de Poténcias em Algebras Alternativas a Direita

Nesta subsec¢do, mostraremos o Teorema 3.2.8, cujo enunciado diz que toda algebra alternativa a
direita tem poténcias associativas. Para isso, n6s antes mostraremos que toda algebra alternativa
a direita satisfaz a chamada identidade de Moufang a direita.

Lema 3.2.6. Seja A uma K-édlgebra alternativa a direita (resp. a esquerda). Entdo A satisfaz a
identidade:

((xy)z)y = x((yz)y)  (resp. (x(yx))z = x(y(x2))),
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chamada identidade de Moufang a direita (resp. a esquerda).

Demonstragio. Seja A uma K-algebra alternativa a direita. Fazendo x — y em (3.1), temos:

0= (v, y,2) + (v.2y) = y'z—y(yz) + (y2)y — y(zy).
Logo temos:
~z+y(yz) +y(zy) = (y2)y.
Dai:
(zy +y2)y +y(zy +yz) — (20* + v*2) = 2y* + (y2)y + y(zy) + y(yz) — 2y° — v’z = 2(y2)y.
Assim, usando novamente (3.1), temos:
2x((yz)y) = x((zy +y2)y +y(zy +yz)) — x(zy* +y’2)

= (x(zy +y2))y + (xy)(zy +yz) — (x2)y* = (xy*)z

= ((x2)y + (xy)2)y + (()2)y + ((xy)y)z — (x2)y? — (x?)z

= (x2)y* + ((xy)2)y + (()2)y + (xy?)z = (x2)y* — (xy*)z

= 2((xy)z)y,
assim concluimos a demonstragao. O
Mostraremos uma forma mais 1til equivalente a identidade de Moufang a direita.

Proposicdo 3.2.7. Seja A uma K-algebra qualquer. Entdo a identidade de Moufang a direita é
equivalente a:

(x,yz,y) = —(x,y,2)y. (3.2)

Nesse caso, também vale a seguinte identidade:
(x,yz,w) + (x,wz,y) = —(x,y,2)w — (x,w,2)y. (3.3)

Demonstragio. De fato:

(v, yzy) + (v y,2)y = (x(y2))y — x((y2)y) + ((xy)2)y — (x(y2))y = —x((y2)y) + ((xy)2)y.-
Além disso, linearizando a identidade (3.2), obtemos a identidade (3.3). O

Mostraremos que toda &lgebra alternativa a direita é uma algebra com poténcias associativas.
Depois disso, mostraremos por meio de um exemplo que a reciproca nao é verdadeira.

Teorema 3.2.8. Seja A uma K-algebra alternativa a direita. Entdo A é uma algebra com poténcias
associativas.

Demonstragido. Dado x € A, denotaremos por p = p(x) o produto a14; - - - a, de n fatores a; = x
com alguma distribui¢do de parénteses e n serd chamado grau de p e denotado por deg(p). Para
provar que a subélgebra A(x) gerada por x é associativa, é suficiente mostrar que (p1, p2, p3) =0
para quaisquer produtos p; = pi(x), com i = 1,2,3. Faremos a demostragdo por indugédo sobre a
soma:

deg(p1) + deg(p2) + deg(ps).

E claro que o resultado é verdadeiro se deg(p1) + deg(pa) + deg(ps) = 3. Assumiremos que
(p1, P2, p3) = 0 sempre que deg(p1) + deg(p2) +deg(ps) < n.Sejam os produtos p; comi =1,2,3



3.2 ALGEBRAS ALTERNATIVAS A DIREITA 41

tais que deg(p1) + deg(p2) + deg(ps) = n. Para cada i = 1,2,3, como deg(p;) < n, pela hipotese
de inducdo, podemos usar a associatividade no produto p; = p;(x). Se deg(p3) > 1, entdo p3 =
psx. Da Proposicdo 2.1.49, juntamente com a hipotese de que deg(p1) + deg(p2) + deg(ps) < n,
temos:

(p1,p2,p3) = (p1, P2 P3%)
= p1(p2, P35, %) + (p1, P2, p3)x — (p1P2, P53, X) + (P1, P23, X)

= p1(p2,p3, %) = (P1p2, p3, %) + (p1, paps, X).
Logo podemos assumir p3 = x. Se deg(p2) = 1, entdo py = x, logo:
(p1,p2,p3) = (p1,x,x) = 0.
Se deg(p2) > 1, entdo pp = xp), assim de deg(p1) + deg(p5) + deg(ps) < n e (3.2) temos:

(P1,p2,P3) = (P1,xp2, X) = =(p1,%, p2)x = 0,
concluindo a demonstragéao. O
Exibiremos um exemplo de algebra com poténcias associativas que nao é alternativa a direita.

Exemplo 3.2.9. Pela Proposigdo 2.2.10, toda 4lgebra de Cayley é uma &lgebra com poténcias as-
sociativas. Em particular, a algebra S dos sedénios é uma algebra com poténcias associativas.
Entretanto, conforme um raciocinio semelhante a demonstra¢do da Proposicdo 2.1.26, como O é
alternativa e ndo é associativa, entdo S = D(0O) ndo é alternativa a direita.

3.2.3 Teorema de Mikheev

Nesta subse¢do mostraremos o Teorema 3.2.12, chamado de Teorema de Mikheev, cujo enunciado
diz que toda dlgebra alternativa a direita satisfaz a identidade (a,4,b)* = 0. A demonstragio total
é longa e requer uma série de lemas prévios.

Seja A uma K-élgebra alternativa a direita. Da identidade alternativa a direita e da identidade de
Moufang a direita obtemos:
Rz =R:, R = RiRyR,, (3.4)

para quaisquer a,b € A. A partir de (3.4), para quaisquer 4, b, c € A, desenvolvendo:
Raipe =R2y Riarop)(are) = RatcRoRase,

obtemos:
Raptba = RaRp + RpRq, R(ab)c+(cb)u = RaRpR¢ + ReRpR, (3.5)

Numa algebra qualquer A, para a,b € A definimos as fung¢des lineares:
ab = Rap — RaRyp, ap = Ragp — RpR,.

Lema 3.2.10. Seja A uma K-élgebra alternativa a direita. Entdo para quaisquer a,b, c, x € A temos:

a’ +b" =ay+b, =0, ab+ab:Rq (3.6)
ap(x) = —(x,a,b), a’(x) = x[a,b] + (x,a,b) (3.7)
aa, =0, aa. + aa, =0 (3.8)

apa” = —Ry 1) (3.9)

a'Roay =0,  ayRea” = —R (g1 (3.10)
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Ry = ap, — apR,; = ab — Ruab

onde:
p=(a,ab), g = |[a,b].

Demonstragdo. i) Demonstracao de (3.6):
a’ +b" = Ryp — RaRy + Rpy — RyRy = Rapypa — (RaRy + RyRy),
logo por (3.5) temos o resultado. Analogamente a; + b, = 0. Além disso:
Ry = Rigp) = Rap—ba = Rapiba — Rova = RaRp + RyRy — 2Ry, = —b" — by = a” + ay.
ii) Demonstracao de (3.7):
ap(x) = Rap(x) — (RyR,) (x) = x(ab) — (xa)b = —(x,a,b),
e utilizando (3.1) temos:
a’(x) = x(ab) — (xb)a = x[a, b] + x(ba) — (xb)a = x[a,b] — (x,b,a) = x[a,b] + (x,a,b),
iii) Demonstracdo de (3.8):
a’ay = (Rgp — RaRp)(Ryp — RyRy)
= R2,— RypRyRs — RaRyRyp, + RaRZR,
= Ry = Rian)p)a = Rian)(ab) T Rap2)a
= R(ap)2—(ab?)a—(ab)2+(abt?)a
= 0,

onde utilizamos (3.4) e (3.5). Além disso:

0 =a"*ay, . = (a* +a)(ap + a.) = a’a, + a°ay,.
iv) Demonstragédo de (3.9):

apa® = (Rgp — RpRa)(Rap — RaRyp)

= Ry — RwRoRy — RyRoRyy + RyR 2R,

= Reav = Riavap = Repay(ab) + Rpa2yp
= Rap)2—((ab)a)o—(ba)(ab)+ (ba2)b
= R(ab—ba)(ab)—((ab)a—ba2)b
= Ry(ab)—(qap

- _R(qﬂ,b)'

3.2

(3.11)
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v) Demonstragao de (3.10):
a’Roa;, = (Ru — RaRy)Ra(Rap — RyR,)
= RgpRaRap — RypyRaRyR, — RyRyRyRyp + RaRyRaRyR,
= R@ap)a)(av) — RavRap)a — Riap)aRab + RaR(pa)pRa
= R((ab)a)(ab) — R(av)((ab)a)+((ab)a)(ab) F R(a((ba)))a

= Ra((ba)b))a—(ab)((ab)a)-
Mas:

(a((ba)b))a — (ab)((ab)a) = (RaR (payp)(a) — (R(ap)aRp)(a) = (RaRpRaRy — RaRpRaRy)(a) = 0,
logo a’R,a;, = 0. Utilizamos (3.4) e (3.5).
apRaa" = (Rgp — RyRa)Ra(Rap — RaRp)
= RpRaRgp — RapRp2Rp — RyR 2Ry + RyR 3Ry,
= Ran)ayab) = Ravjar)p = Reear)(ab) + Rparyo
= R((ab—ba)a)(ab)—((ab—ba)a?)b
= Riga)(an)~gape
= —Raap)-
vi) Demonstragdo de (3.11):
Rp—apw = Rgap) — Ra(pa) + ReaRa

= —Rupa) = Ra(pa) + RpaRa

= —R{pya + Rawa) — Ragpa) + ReaRa

= —R,RyR; + RyR,

= (Rpa — RaRp)R4

= bR,

= —ayR,.
Utilizamos (3.1), (3.4) e (3.6). Analogamente temos R, = ab — R,aP. O
Lema 3.2.11. Seja A uma K-édlgebra alternativa a direita. Entdo para quaisquer a,b € A, sendo:

p=(aab), q=lab]

entao temos:
p(q,a,b) =0, (3.12)
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p(qa,a,b) = 0. (3.13)

Demonstragido. Fazendo x = a em (3.7) temos:
ap(a) = —(a,a,b) = —p.
Utilizando (3.9) e (3.8) temos:
p(q,a,b) = —(Rigapa)(a) = (apa’ay)(a) =0,
o que prova (3.12). Agora, utilizando (3.10) e (3.8), temos:
p(qa,a,b) = _(R(qu,a,b)ab)(u) = (abRﬂabab)(a) =0,

o que prova (3.13). O

Teorema 3.2.12 (Teorema de Mikheev). Seja A uma KK-4lgebra alternativa a direita. Entdo para
quaisquer a,b € A temos:
(a,a, b)4 =0.

Demonstragio. Pondo p = (a,a,b), temos:
RyRyRpay, = (a" — Ryab)(ap, — apRs)(a% — Reab)ay,
= —(a"ayR, + Ryabay,)a"a,

= —a"g,R,a"a, — Ryalay,aay,

b

= a"q,R,abay, — Raayabay,.
Como:
RpabRaabRp = (a" — R,a")ayR,a’ (ap, — ayR,) = a"a,R,abay,
e também:
RaRpababRp = R,(a" — Rya®)aya®(ap, — apR,) = Roaayalay,,
entao: ) )
RpRpRpab = RpabRaa R,, — RuRpaba Rp
= _RPR(qa,a,b)Rp —+ RﬂRPR(q,a,b)RP
= “Rpaap)p T RaRpgap)p
= 0.
Utilizamos os Lemas 3.2.10 e 3.2.11. Por (3.7), temos a,(a) = —p, assim:
pt = —(RpRpRpay)(a),
logo p* = 0, concluindo a demonstragao. O

3.3 Algebras Alternativas

As K-élgebras alternativas surgiram principalmente dos estudos dos octonios, introduzidos por
Cayley. Elas possuem aplicacdes a estudos de K-dlgebras com composigdo e de planos projetivos.
Por exemplo, os planos projetivos sobre KK-dlgebras alternativas com divisdo sdo importantes na
geometria projetiva.
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Na Subsecdo 3.3.1, mostraremos o Teorema Generalizado de Artin, cujo enunciado diz que, em
toda K-dlgebra alternativa A, para a,b,c € A tais que (a,b,c) = 0, entdo a subalgebra A(a,b,c)
é associativa. Na Subsecao 3.3.2, apresentaremos um breve estudo sobre K-dlgebras alternativas
com divisdo e mostraremos alguns resultados elementares.

3.3.1 Teorema de Artin

Nesta subsecdo, nés mostraremos o Teorema 3.3.3, chamado o Teorema Generalizado de Artin,
cujo enunciado diz que, em toda K-4lgebra alternativa A, para a,b,c € A tais que (a,b,c) = 0,
entdo a subdlgebra A(a, b, c) é associativa.

O Teorema de Artin diz que, em toda K-4lgebra alternativa A, para a,b € A, a subélgebra A(a,b)
é associativa, e sua demonstragdo pode ser encontrada em [ZS55582]. A demonstracdo presente
nesta segdo é obtida por uma fécil adaptacdo da demonstragdo do teorema original.

Defini¢ao 3.3.1. Uma K-4dlgebra A ¢é alternativa se é alternativa a direita e a esquerda.

Linearizando as identidades alternativas a esquerda e a direita, é facil ver que, em uma algebra
alternativa, o associador é uma funcao alternada de seus argumentos. Em particular, toda algebra
alternativa é flexivel.

Lema 3.3.2. Seja A uma K-4lgebra alternativa. Entdo A satisfaz a identidade:

(xy)(zx) = x(yz)x,
chamada identidade de Moufang ao meio.

Demonstragio. Utilizando a identidade de Moufang a direita, temos o seguinte:
(xy)(zx) —x(yz)x = —(xy,z,x) + (x,y,2)x
= (zxyx) +(zxy)x
= (z(xy))x — 2(xyx) + ((zx)y)x — (z(xy))x
= 0,
provando a identidade de Moufang ao meio. O

Com isso, se A é uma algebra alternativa, valem as identidades de Moufang a direita, a esquerda
e a do meio. Agora mostraremos o principal resultado da presente subsecao.

Teorema 3.3.3 (Teorema Generalizado de Artin). Seja A uma K-algebra alternativa A. Para todo
a,b,ce A,se(a,b,c) =0, entdo a subdlgebra A(a, b, c) é associativa.

Demonstragio. Dados x,y,z € A tais que (x,y,z) = 0, denotaremos por p = p(x,y,z) o produto
a1ay - --a, de n fatores a; € {x,y,z} com alguma distribui¢do de parénteses e n serd chamado
grau de p e denotado por deg(p). Para provar que a subdlgebra A(x,y,z) gerada por x, y e z é
associativa, é suficiente mostrar que (p1, p2, p3) = 0 para quaisquer produtos p; = p;(x,y,z), com
i =1,2,3. Faremos a demostragdo por indugdo sobre a soma:

deg(p1) + deg(p2) + deg(ps).

E claro que o resultado é verdadeiro se deg(p1) + deg(pz) + deg(ps) = 3, pois (x,y,z) = 0eo
associador é antissimétrico. Agora consideremos o caso n > 3 e assumamos que (p1, p2,p3) = 0
sempre que deg(p1) + deg(p2) + deg(ps) < n. Sejam os produtos p; com i = 1,2,3 tais que
deg(p1) + deg(p2) + deg(ps) = n. Para cada i = 1,2,3, como deg(p;) < n, pela hipétese de
inducdo, podemos usar a associatividade no produto p; = p;(x,y,z).
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Caso 1: Dois dos produtos p1, p2, p3 comegam com geradores iguais, digamos que p; e p» comegam
com x. Se deg(p1) > 1 edeg(p2) > 1, entdo p1 = xp} e po = xp5, onde deg(p;) = deg(p;) — 1 para
i = 1,2, assim a identidade (3.3) e a hip6tese de indugdo nos déo:

(p1,p2,p3) = (xpi,xph pa)
= —(xpy, papy, x) — (xp1, X, p5)ps — (xph, ps, pa)x
= (pspa, xp1,X)
= —(papy x, p1)x
= 0.

Se deg(p1) = 1 e deg(p2) > 1, entdo p, = phx, ai pela identidade (3.2) e a hip6tese de indugado
temos:

(P, P2, p3) = (x,xp3, p3) = —(p3, xp2, X) = (p3, X, p3)x = 0.
Se deg(p1) = deg(p2) = 1, entdo:

(p1,p2,p3) = (x,x,p3) = 0.

Caso 2: Os produtos p1, p2, p3 comecam com geradores diferentes, digamos que eles comegam com
x,V, z respectivamente. Como n > 3, podemos supor sem perder generalidade que deg(p2) > 1,
de modo que p, = yp) onde deg(p5) = deg(p2) — 1. Como o associador é antissimétrico, podemos
também supor sem perder generalidade que p) comeca com y ou z. Linearizando a identidade de
Moufang a esquerda e obtendo uma identidade anéloga a (3.3):

(x,yz,w) + (z,yx,w) = —x(y,z,w) — z(y, x,w),

temos:
(P p2,p3) = (P1,Yyp2 P3)
= —(payp1,p3) — 1Y, Pa p3) — P2(Y, P1, P3)
= —(payp1,p3)
= 0,
onde a tltima igualdade vem do caso 1. O

3.3.2 Algebras Alternativas com Divisio

Nesta subse¢do, nds apresentaremos um breve estudo sobre algebras alternativas com divisdo e
mostraremos a Proposigdo 3.3.6, cujo enunciado diz que, nessas dlgebras, os conceitos de algebras
com divisdo e afins apresentados na Defini¢do 2.2.2 sdo equivalentes ao conceito de dlgebra com
divisdo cldssica apresentado na Definigdo 2.2.5.

Proposigao 3.3.4. Seja A uma algebra alternativa com unidade, seja 2 um elemento invertivel de
A e seja b um de seus inversos. Entdo temos:

(b,a,t) =0 (3.14)

paratodot e A.
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Demonstragio. Pela Proposicdo 2.1.49, temos a identidade:
x(y,z,w) + (x,y,2)w = (xy,z,w) — (x,yz,w) + (x,y, zw).
Sejat e A.Fazendo x — b,y — a,z — a e w — bt na identidade acima, obtemos:
b(a,a,bt) 4 (b,a,a)(bt) = (ba,a,bt) — (b,a,bt) + (b,a,a(bt)),

assim:

0= (1,a,bt) — (b,a% bt) + (b,a,a(bt)) = —(b,a?,bt) + (b,a,a(bt)).

Por outro lado, pela identidade de Moufang a direita (3.2), temos:

(b,a?,bt) = (a?,bt,b) = —(a®,b,t)b = (t,b,a®>)b = —t(ba®b)
= (bba%t) = (b, (ba)a,t) = (b1a,t) = (ba,t)
e também:
(b,a,a(bt)) = —(b,a(bt),a) = (b,a,bt)a = —(bt,a,b)a
= (bt,ab,a) = (bt,1,a) = 0.
Segue assim que (b,a,t) = 0. O

Proposicao 3.3.5. Seja A uma algebra alternativa com unidade e seja 2 um elemento invertivel em
A. Entao:

i) a tem um tnico inverso.

ii) L, (resp. R;) é um operador bijetor em A com L;! = L,1 (resp. R;! = R,-1), onde a!
denota o tinico inverso de a.

Demonstragio. Temos o seguinte:
i) Suponhamos que b e ¢ sdo inversos de 2 em A. Entdo, tendo em mente (3.14), vemos que:

¢ =1c = (ba)c = (b,a,c) +b(ac) = b(ac) = b1 = b.

Assim a tem um Unico inverso.

ii) Se denotarmos por a~! o0 tinico inverso de a, entdo (3.14) nos da (a‘l, a,x) = 0 para todo x € A.

Como o associador é uma funcao alternada de seus argumentos, obtemos que L,~1L, = L,L,~1 =
IneR,~1R; = RyR,—1 = 14, e a demonstragdo estd completa. O

Agora mostraremos o resultado principal desta subsecéo.
Proposicdo 3.3.6. Seja A uma 4lgebra alternativa. Entdo as seguintes condi¢des sdo equivalentes:
i) A é uma algebra com quase-divisao.

ii) A é uma algebra com divisdo a esquerda.
iii) A é uma algebra com divisdo a direita.
iv) A é uma algebra com divisao.

)

v) A é uma algebra com divisado cléssica.

Demonstracio. E facil ver que as implicagdes (iv)=(ii)=(i) e (iv)=(iii)=(i) sdo validas. Além disso,
pela Proposicdo 3.3.4, a implicagdo (v)=(iv) é valida. Resta mostrar que a implicagdo (i)=(v) é
vélida. Assuma que A é uma algebra com quase-divisao.



48 TEOREMA DE FROBENIUS-ZORN 34

1) Mostraremos que A tem um idempotente ndo nulo e € A. Como A # 0, entdo existe b € A tal
que b # 0. Assim Lj, ou R, é um operador bijetor.

e Suponhamos que L; seja bijetor. Seja e = L, ! (b). Entdo temos be = b, portanto be = (be)e =
be?, o que implica e = €. Portanto e é um idempotente ndo nulo de A.

¢ O caso em que R; seja bijetor é anélogo.

2) Mostraremos que e é uma unidade. Como e # 0, entdo L. ou R, é um operador bijetor.

» Suponhamos que L, seja bijetor. Para todo x € A temos e(ex) = e?x = ex, assim ex = x.

Agora, para todo x € A, pelo Teorema 3.3.3 de Artin, a subélgebra A(x,e) é associativa, de
modo que:

(exe — ex)(exe — ex) = exe®xe — exe®x — exexe + exex = exexe — exex — exexe + exex = 0,

assim, como A é uma algebra com quase-divisdo, temos exe — ex = 0, af exe = ex, ai xe = x.
¢ O caso em que R, é bijetor é analogo.

3) Mostraremos que A é uma algebra com divisdo cldssica. Seja a € A tal que a # 0. Entdo L, ou
R, é um operador bijetor.

* Suponhamos que L, seja bijetor. Entdo existe ¢ € A tal que ac = 1. Assim temos a(ca) =
(ac)a =1a = a = al, assim ca = 1.

¢ O caso em que R, é bijetor é anélogo.
Assim concluimos a demonstra¢do da proposigao. ]

Corolario 3.3.7. Seja A uma algebra alternativa a direita com quase-divisdo. Entdo a dlgebra A é
alternativa.

Demonstragio. Como A é uma algebra com quase-divisdo, entdo A ndo tem divisores juntos de
zero. O restante segue do Teorema 3.2.12 de Mikheev. O

3.4 Algebras com Poténcias Associativas

A decomposicdo de Peirce é uma decomposicdo de uma édlgebra como uma soma direta de subes-
pagos de acordo com um elemento idempotente. Ela é utilizada, por exemplo, para estudarmos a
estrutura e classificagdo de vérias classes de dlgebars. A decomposicao de Peirce para algebras as-
sociativas foi introduzida por Benjamin Peirce em 1870. Posteriormente, decomposi¢des de Peirce
andlogas foram introduzidas para vérias outras dlgebras, tais como dlgebras de Jordan, dlgebras
flexiveis e algebras com poténcias associativas.

Baseamos a apresentacdo desta secdo em [Alb48], [EMMS80], [Jun85] e [CGRP14]. Na Subsegdo
3.4.1, apresentaremos a decomposi¢do de Peirce de uma algebra com poténcias associativas em
relacdo a um idempotente. Na Subsegdo 3.4.2, mostraremos que, em toda algebra com poténcias
associativas sem divisores de zero, todo idempotente ndo nulo é uma unidade.

Lembremos que estamos assumindo K = R ou K = C, em particular K tem caracteristica 0.

3.4.1 Decomposicao de Peirce

Nesta se¢do, nés apresentaremos as decomposi¢des de Peirce para dlgebras comutativas com po-
téncias associativas, conforme o Teorema 3.4.6, para dlgebras com poténcias associativas, con-
forme o Teorema 3.4.8, e também para dlgebras flexiveis com poténcias associativas, conforme o
Teorema 3.4.9.
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Defini¢ao 3.4.1. Uma K-dlgebra A é uma K-algebra com poténcias associativas se para todo
a € A asubdlgebra A(a) gerada por a é associativa.

Em particular, toda algebra com poténcias associativas satisfaz as seguintes identidades:
x%x = xx?, (3.15)

x2x? = x(xx?). (3.16)

Por outro lado, Albert, no artigo [Alb48], forneceu os seguintes dois resultados que oferecem re-
ciprocas parciais para as identidades (3.15) e (3.16). Nao precisaremos deles no presente trabalho,
mas eles sdo apresentados por questdo de curiosidade.

Teorema 3.4.2. Seja A uma 4dlgebra sobre um corpo [F. Suponhamos o seguinte:
* F tenha caracteristica 0.

2

e x%x = xx? para todo x € A.

o x2x? = x(xx?) para todo x € A.
Entdo A é uma algebra com poténcias associativas.
Teorema 3.4.3. Seja A uma 4dlgebra sobre um corpo [F. Suponhamos o seguinte:
* F tenha caracteristiva 0 ou p > 5.
* A seja flexivel.
o x2x? = x(xx?) para todo x € A.

Entdo A é uma algebra com poténcias associativas.

Agora apresentaremos uma proposicao ttil para a demonstracdo dos resultados concernentes a
decomposicdo de Peirce.

Proposicao 3.4.4. Seja A uma K-dlgebra com poténcias associativas. Seja e € A um elemento
idempotente que comuta com todos os elementos de A. Entao:

2R3 —3R%? + R, = 0. (3.17)

Demonstragio. Dividiremos a demonstracdo em duas etapas, pois a organiza¢do dos argumentos
serd util para resultados posteriores.

a) Seja A uma K-algebra com poténcias associativas. Escrevendo (3.15) em termos do comutador

temos:
[x?,x] = 0. (3.18)

Escrevendo (3.16) em termos do associador, temos:
(x,x, x2) =0. (3.19)
Uma linearizagdo parcial de (3.19) nos oferece a identidade:
[xy +yx,x] + [x%,y] = 0. (3.20)
Duas linearizagdes parciais de (3.18) nos oferecem as identidades:
(x,x,xy +yx) + (x,y,x°) + (y,x,x*) =0, (3.21)

(x,x,¥%) + (x,y,xy + yx) + (y,x, xy + yx) + (y,y,x*) = 0. (3.22)
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b) Agora seja e € A um elemento idempotente que comuta com todos os elementos de A. Para
todo y € A, fazendo x = e em (3.21), temos:

0 = (ee2ey)+(eye)+ (y,ee)
— 2e(ey) — 2e(eley)) + (ve)e — ye
= —2((ye)e)e +3(ye)e —ye,
ou seja:
2((ye)e)e —3(ye)e + ye = 0, (3.23)
como queriamos demonstrar. O

Apresentaremos agora a nogdo de decomposicdo de Peirce no caso comutativo.

Definicao 3.4.5. Seja A uma K-algebra e seja e € A um idempotente que comuta com todos os

elementos de A. Para A € {0, %, 1}, definimos o seguinte subespago:

Ay ={xe A:xe= Ax}.
Chamamos os A; de componentes de Peirce no caso comutativo.

Teorema 3.4.6 (Decomposicdo de Peirce no Caso Comutativo). Seja A uma K-algebra comutativa
com poténcias associativas e seja e € A um elemento idempotente. Entao:

A:A1(—BA%(—BA0.

Além disso, temos as seguintes rela¢oes:
1) A1A; € Ay
2) ApAp < Ayp.
3) A1Ap = {0}.
4) AlA% c A% + Ao.
5) AOA% c A% + Aj.
6) A%A% c A1 + Ao.
Demonstragio. Primeiro, notemos que:

A1 =Ker(R, — 1), A1 =Ker(2R, — 1), Ao = Ker(R,).

1
2

Além disso, pela identidade (3.17), temos o seguinte:
0 =2R?—-3R?+ R, = R,(2R, — 1)(R, — 1).

Sejam:
P, = 2R%? —2R,, Py = —4R? 1 4R,, Py = 2R? — 3R, + I4.

Entdo temos:

(Re—I4)Py = (2R, — I4)P1 = R.Py =0

%
e também:
Iy = P1+P% + P.
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a) Mostraremos que A = A1 + A 1+ Ap. De fato seja x € A. Entao:
Pl(x)eAl, P%(X)GA%, PQ(X)GA(),

e também:
X = Pl(x) + P% (x) + Po(x).

b) Mostraremos que A = A1 @ A 1® Ay. De fato, suponhamos que:
u; + u% +uy =0, (3.24)

onde uy € Ay para A € {1, %, 0}. Multiplicando (3.24) por e, obtemos:

1
uy + Sz = 0. (3.25)
Multiplicando (3.25) por e, obtemos:
1
U + Zlu% =0. (3.26)

Subtraindo (3.26) de (3.25), obtemos %u 1= 0, assim up = 0. Aplicando isso em (3.25), temos:

0=u + L
= Uy 21/1% = Uq.
Portanto:
O:u1+u%+u0:u0.
Em suma:

ur =uy =ug=0.

N|—

¢) Mostraremos que R, — al4 é invertivel para todo a € R\{0, 3,1}. De fato, considerando o po-
lindbmio:
p(x) =x(2x—1)(x—1),

entdo a ndo é raiz de p(x), de modo que pela Divisdo Euclidiana existem um polindmio g(x) e um
escalar 7y # 0 tais que:

p(x) = (x —a)q(x) + 7,
em particular temos:
0=p(Re) = (Re —ala)q(Re) + 7la,

d) Por fim, mostraremos as afirmacdes restantes do teorema. Linearizando a identidade (3.22) em
y e usando a comutatividade, temos:

2(x,x,yz) +2(x,y,xz) + 2(x,z,xy) + 2(y, x, xz) + 2(z, x, xy) + (v, 2, xz) + (z,v, xz) =0

para quaisquer x,y,z € A. Sejam A, i € {0, %, l}eye Ayeze Ay Fazendo x = e na identidade

acima, obtemos:
(2RZ + (2A + 21 — 4)R, + (2A% —8Ap 421> + A + 1) 14) (yz) = 0.
1) Se A = u = 1, entdo obtemos:
0= (2R —214)(yz) = 2(Re + L) (Re — 1a) (y2),

assim (R, — I4)(yz) = 0, de modo que yz € A;.
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2)Se A = u = 0, entdo:
0= (2R2 —4R,)(yz) = 2(R, — 2I4)R.(yz),

assim R, (yz) = 0, de modo que yz € Ay.

3)SeA =1epu =0, entdo:
0= (2R? — 2R, +314)(yz),

mas pela identidade (3.17) temos 2R? — 3R? + R, = 0, de modo que:
0 = (Re(2R} — 2R, +31) — (2R — 3R? + R,))(yz) = (Re + I4)Rc(yz),
assim R,(yz) = 0, mas af:
0 = (2R? — 2R, + 314) (yz) = 3yz,
consequentemente yz = 0.

4)SeAd=1leu= %,entao:
0= (2R} — R)(yz) = P1(y2),

assim:
yz = P%(yz) + Py(yz) € A1+ Ao

5)SeAl =0epu = %,entéio:
0= (2R% = 3R, + I4)(yz) = Py(yz),

assim:
Yz = P% + Pl(yZ) € A% + Ajq.
6) Se A = i = 1, entdo:
1

0 = (2R —2R,)(y2) = 3Py (42),
assim:

yz = Pi(yz) + Po(yz) € A1+ Ao,
como queriamos demonstrar. O
Agora apresentaremos a decomposi¢do de Peirce no caso ndo-comutativo.

Seja A uma K-élgebra. Lembremos que A(*) é a K-4lgebra dada pelo espaco vetorial de A munido
da seguinte multiplicagdo:

1
xey = E(nyryx).
Entdo A(H) é comutativa.

Seja A uma K-algebra com poténcias associativas. Entao a dlgebra A(*) também ¢ uma algebra
com poténcias associativas. Além disso, se e € A é um elemento idempotente da dlgebra A, entdo
e também é idempotente na algebra A(*).

Definigdo 3.4.7. Seja A uma K-dlgebra e seja ¢ € A um idempotente. Para A € {1, 1,0}, definamos
o seguinte subespaco:
Apy={xeA:xee=Ax}.

Chamamos os A,) de componentes de Peirce no caso ndo-comutativo.

Notemos que para todo x € A, entdo:

1
xeApy e xee=M < E(xe—l—ex):/\x < xe+ex =2Ax.
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Em particular, para todo x € A temos:
X € Aq) < xe+ex = 2x, xeA(%)c)xe—l—ex:x, x € Ay < xe+ex =0.

Por fim, observemos que:

para todo A € {O, 2,1}

Teorema 3.4.8 (Decomposi¢do de Peirce no Caso Nao-Comutativo). Seja A uma K-algebra com
poténcias associativas e seja e um idempotente de A. Entao:

Além disso, temos as seguintes relagoes:

1) Apye Ap) € Aqy-
2) A oA( 0) € A)-
3) AnyAq) + A An) = {0},
4) Agye Ay € Ay + A
5) A( ).A(%) Ay + Ay
6) Ay e Ay = 4w T+ Ao

Por fim, para A € {0, 1}, entdo Ay também satisfaz o seguinte:
Ay ={xe A:xe=ex=Ax}. (3.27)

Demonstracdo. Com base nas observacdes anteriores, aplicando o Teorema 3.4.6 a algebra A(*),
basta mostrar a afirmacéo (3) e a afirmacao (3.27).

a) Mostraremos primeiro a afirmacao (3.27).

1) Por um lado, seja x € A( A onde A € {0,1}. Em (3.20) substituindo x por e, y por x, obtemos:
[ex + xe,e] + [¢%,x] =0,

logo:
° 0=[2eex,e]+[e,x] = [2Ax,e] + [e,x] = (2A —1)[x, e].

Como A # %, entdo [x, e] = 0, portanto
xe = ex = Ax.
2) Por outro lado, seja para x € A tal que xe = ex = Ax, onde A € {0,1}. Entdo:
xee = %(XE"F(?X) = %(Aer)\x) = Ax,
b) Agora mostraremos a afirmagdo (3). Linearizando a identidade (3.20), obtemos a identidade:
[xy + yx,z] + [zy + yz, x] + [xz 4+ zx,y] = 0. (3.28)
Sejam x € A(1) ey € A(p). Entdo temos:

xe+ex =2(xee) =2x, ye+ey =2(yee) =0. (3.29)
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Além disso, pelo Teorema 3.4.6 aplicado a algebra A(+), temos:
xy+yx =2(xey) e Ay e Ag) = {0},

ou seja:
xy +yx = 0. (3.30)

Aplicando (3.29) e (3.30) a identidade (3.28), temos:
0 =[xy +yx,e] + [ey + ye, x] + [xe + ex,y] = [0,¢] + [0, x] + [2x,y] = 2[x,y],

assim xy = yx, portanto:

(xy +yx) =0,

N —

Xy =yx =
como queriamos demonstrar. O

Por questdo de curiosidade, se uma algebra com poténcias associativas satisfaz algumas iden-
tidades adicionais, entdo as componentes de Peirce no caso ndo-comutativo também satisfazem
rela¢des adicionais notaveis.

Teorema 3.4.9 (Decomposicdo de Peirce no Caso Flexivel). Seja A uma K-algebra flexivel com
poténcias associativas. Entdo as componentes de Peirce satisfazem as seguintes relagdes:

1) AmAqg) S Ag).
2) Ao < A

3) AnAe +AeAn = {0}
8 A4

) HALAL S Ay

Nl—=
Nl—=

1 1
2 2

6) Ay s Ag) < 4w+ Ao

1
b
) Agetedn) <Ay
Demonstragio. Pelo Teorema 3.4.8, nés ja mostramos as afirmagoes (3) e (6). Pela Proposicdo 3.1.2,
temos a identidade flexivel linearizada:

(xy)z + (zy)x = x(yz) + z(yx). (3.31)
a) Mostraremos a afirmagdo (1). Sejam x € A(y) e y € A(y). Entdo temos:
xe =ex = X, ye =ey =y.

Aplicando z = e em (3.31):
(xy)e + (ey)x = x(ye) + e(yx),

assim:
(xy)e +yx = xy +e(yx),
assim:
(xy)e+e(xy) —2xy = e(xy +yx) — xy — yx,
assim:

2(R; = 1a)(xy) = 2(Le = Ia) (x o y),

onde R? é a multiplicagio por e na dlgebra A(*). Porém temos x e i € A(1), de modo que:

(xeyle=c(xey) =xey,
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assim:
(R2 = La)(xy) = (Le = La)(x o y) =0,
logo temos xy € Ay).

b) Mostraremos a afirmagéo (2). Sejam x € A gy e y € A ). Entdo temos:
xe =ex =0, ye =ey = 0.

Aplicando z = e em (3.31):
(xy)e + (ey)x = x(ye) +e(yx),

assim:
(xy)e = e(yx),
assim:
(xy)e +e(xy) = e(xy +yx),
assim:

2R} (xy) = 2L.(x e y),
mas x ey € A g), de modo que:
(xoy)e=e(xey) =0,
assim:
Ri(xy) = Le(xey) =0,
logo temos xy € A)(0).

¢) Mostraremos a afirmacao (7). Seja x € A( ) Entao:

1
2

xe+ex = X.
Aplicando y = z = e em (3.31):

(xe)e + (ee)x = x(ee) + e(ex),

assim:
(xe)e + ex = xe + e(ex),
af:
(xe)e +e(xe) — xe = e(xe + ex) — ex,
assim:

(2R} — I4)(xe) =ex—ex =0,
assim xe € A(%), logoex = x —xee A(%).
d) Mostraremos a afirmagao (4). Sejam x € A(;) ez € A(% ) Entao temos:
xe =ex = Xx, ze+ez = z.
Aplicando y = e em (3.31):
(xe)z+ (ze)x = x(ez) + z(ex),

assim:
xz + (ze)x = x(z — ze) + zx,

assim:
xz = xz +zx — x(ze) — (ze)x,

55
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mas pelo item (c) temos ze € A(% % assim:

xz+zx € Ay + Ay, x(ze) + (ze)x € Ay + Ay,

N=

1
2

assim:

xz = xz +zx — x(ze) — (ze)x € Ay + Ay

1
2
logo:

zx = (xz + zx) —xz€ A+ Aq)-

1
2

e) Mostraremos a afirmagdo (5). Sejam x € A(g) ez € A( ) Entao temos:

1
2

xe=ex =20, ze + ez = z.

Aplicando y = e em (3.31):
(xe)z + (ze)x = x(ez) + z(ex),
assim:
(ze)x = x(z — ze),
ai:
xz = x(ze) + (ze)x,

mas pelo item (c) temos ze € A ), assim:

1
2

xz = x(ze) + (ze)x € Ay +Aqy,

logo:

zx = (xz+2zx) —xz € Ay + Ay,

1
2

como queriamos demonstrar. O

3.4.2 Resultado Principal

Nesta subsegdo, mostraremos o Teorema 3.4.11, cujo enunciado diz que, para toda K-algebra com
poténcias associativas sem divisores de zero A, entdo todo elemento idempotente ndo nulo de A
é de fato uma unidade de A. A sua demonstragdo utilizara o seguinte lema auxiliar.

Lema 3.4.10. Seja A uma K-4lgebra com poténcias associativas. Seja e € A um elemento idempo-
tente tal que Ay = {0}. Entdo para todo x € A1 temos x3 =0.

1
2

Demonstragdo. Sejax e A 1y Entdo temos:
xe+ex =2(xee) = x.
Além disso, pelo Teorema 3.4.8, temos:

ye Ay S Ay + A = Any.

N|—
N =

assim:

de modo que:
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Agora, fazendo y = e na identidade (3.21), temos:
0 = (x,x,xe+ex)+ (x,ex%)+ (e,x,x%)

= (x,x,x)+ (xe)x? — x(ex?) + (ex)x* — e(xx?)

2 3

= (xe+ex)x* —x(ex?) —ex

= xxz — sz — €X3

= —exd,

assim ex® = 0. Analogamente x3e = 0. Portanto x° € A(O), ai x3 = 0. O

Teorema 3.4.11. Seja A uma K-4lgebra com poténcias associativas sem divisor junto de zero. Seja
e um idempotente ndo nulo de A. Entdo e é uma unidade para A.

Demonstragio. Temos as seguintes etapas.

a) Mostraremos que A ) = {0}. De fato, para todo x € A, pelo Teorema 3.4.8 temos xe = ex = 0,
assim x = 0.

b) Agora mostraremos que A (1 = {0}. De fato, para todo x € Ay, pelo Lema 3.4.10 temos x> = 0,

1 1
2 2
ai x2x = xx? = 0, assim x> = 0 ou x = 0, mas x> = 0 implica xx = xx = 0, que implica x = 0.

c) Pelo Teorema 3.4.8 temos A = A(y) + A(%) + Aoy = A(1)- Assim, para todo x € A temos x € A(y),
ai pelo Teorema 3.4.8 temos xe = ex = x. Portanto e¢ é uma unidade de A. O

3.5 Algebras Algébricas

Algebras algébricas sdo uma das generalizagdes mais imediatas das dlgebras com dimensao finita
e também de extensdes algébricas de corpos. Elas sdo utilizadas em vérios resultados de estrutura
e classificagdo sobre dlgebras associativas.

Baseamos a apresentagdo desta secdo em [Jun85] e [CGRP14]. Na Subsegdo 3.5.1, apresentare-
mos os conceitos de dlgebras algébricas, dlgebras uniformemente algébricas, polindmio minimal
e dlgebras quadraticas. Na Subsegdo 3.5.2, mostraremos que toda &dlgebra algébrica com potén-
cias associativas sem divisores de zero é quadrética. Na Subsecdo 3.5.3, apresentaremos algumas
aplicagdes da subsecdo anterior que sdo interessantes por si mesmos.

3.5.1 Defini¢des e Exemplos Iniciais

Defini¢do 3.5.1. Seja A uma K-4lgebra. Um elemento a € A é dito algébrico se A(a) tem dimensao
finita. Dizemos que A é algébrica se todos os seus elementos sdo algébricos.

O conceito de elementos algébricos e algebras algébricas tem como motiva¢do as nogdes usuais
de elementos algébricos em extensdes de corpos e extensdes algébricas de corpos. Seja E uma
extensao de corpos sobre um corpo [F. Entdo [E tem uma estrutura natural de F-algebra. Para todo
a € E, entdo a é algébrico segundo a defini¢do acima se e s6 se a é raiz de um polindmio mdnico
p(x) com coeficientes em [F. Em geral, se x ndo é algébrico, entdo x é dito transcendental.

Defini¢ao 3.5.2. Dizemos que A é uniformemente algébrica, ou algébrica de grau limitado, se
existe um m tal que dim(A(a)) < m para todo a € A. Nesse caso, o menor m tal que dim(A(a)) <
m para todo a € A é chamado grau de A e denotado por deg(A).
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Podemos fornecer exemplos de algebras algébricas que ndo sdo uniformemente algébricas. Por
exemplo, consideremos C como uma Q-élgebra. Entdo o conjunto Q dos elementos x € C al-
gébricos sobre Q é uma Q-algebra algébrica mas ndo é uniformemente algébrica. Além disso, o
subcorpo Q(Z%, 2%, 2%, ...) de C gerado por 2%, 2%, 2%, ... também é uma Q-algebra algébrica que
ndo é uniformemente algébrica.

Também podemos apresentar um exemplo de dlgebra uniformemente algébrica que tem dimen-
sdo infinita. Seja { X} ; um conjunto de indeterminadas, seja E = Z,(X,, : n € IN) o corpo das
expressdes racionais sobre as indeterminadas X1, Xy, ... e seja F = Z,(X2 : n € IN) o subcorpo

gerado por X7, X3,.... O conjunto {X,}*_, é linearmente independente sobre F, assim E néo ¢é
uma extensdo de corpos de dimensao finita sobre F. Porém, para todo f € E, sendo:

m; My,
B Zi“ixlll ...Xrl_ i
N it Mjsj !
Z] ‘B]X1 A ij

onde n, ‘B] € Zz emip,.. .,mirl., 1’1]'1,. . .,Tl]'s]. eINu {0}, temos:

2mir]-

2m;
- 2n; 271]‘5.
. ]1 ... /
> BiXq Xs)

porque os corpos em questdo tém caracteristica 2. Assim [E é uniformemente algébrica sobre FF.

f? eF,

Apresentaremos uma proposicdo sobre algebras algébricas que sera utilizado mais adiante no
decorrer da demonstracdo do Teorema 6.2.18.

Proposicdo 3.5.3. Seja A uma K-élgebra algébrica sem divisores de zero. Se dim(A(a)) = deg(A)
ebe A\{0} com ab = b, entdo A(b) = A(a).

Demonstragio. Sabemos que A(b) é uma K-élgebra sem divisores de zero, assim é uma &lgebra
com divisdo. Assim existe ¢ € A(b) tal que cb = b. Por outro lado, temos ab = b, assim ab = cb,
o que implica a = c. Portanto a € A(b), donde A(a) < A(b). Usando que dim(A(a)) = deg(A),
temos dim(A(b)) < dim(A(a)). Portanto A(b) = A(a). O

Podemos agora apresentar o conceito de polindmio minimal de elementos em uma algebra com
poténcias associativas e com unidade. De fato, em toda dlgebra com poténcias associativas e com
unidade A, para todo a € A a subélgebra A(1,a) gerada por 1 e a é uma élgebra associativa com
unidade. Além disso, temos a propriedade universal da élgebra dos polindmios K|x] enunciada
na Proposicao 2.1.28.

Defini¢ao 3.5.4. Seja A uma K-dlgebra com poténcias associativas e com unidade. Seja a € A
um elemento algébrico de A. Definimos o polindmio minimal de 2 como o polindmio monico
p(x) € K[x] de menor grau tal que p(a) = 0.

Seja A uma K-élgebra com poténcias associativas e com unidade. Para todo elemento algébrico
a € A, entdo o polindmio minimal p(x) de a é o Gnico polindmio moénico ndo constante tal que:

{9(x) e K[x] : q(a) = 0} = p(x)K]x],
ou seja, os polindmios g(x) € K[x] tais que g(a) = 0 sdo exatamente os polindmios divisiveis por
p(x) em K]x].

Apresentaremos um tipo importante de dlgebras algébricas, as chamadas algebras quadraticas.
2

Defini¢ao 3.5.5. Uma K-élgebra é dita quadratica se tem unidade e a
{1,a} para todoa € A.

é combinacgdo linear de
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O conceito de dlgebra quadratica tem esse nome pois, para toda IKK-dlgebra A, entdo A é quadréatica
se e sO se para todo elemento a € A existem «, B € K tais que a equagdo quadratica a®> + aa + f = 0
é satisfeita.

Exemplo 3.5.6. Toda K-édlgebra de Cayley é quadrética. De fato, seja A uma K-édlgebra de Cayley.
Seja a € A. Entdo temos:
vil=aa* =a(t,1—a) = 10— a2,
assim:
a? = Ta —v,1 € Ka + K1,

como queriamos demonstrar. Em particular, as IR-dlgebras obtidas de sucessivas construgoes de
Cayley-Dickson a partir de IR, tais como C, IH, O e S, sdo quadréticas.

3.5.2 Resultado Principal

Nesta secdo, mostraremos o Teorema 3.5.8, cujo enunciado diz que toda édlgebra algébrica com
poténcias associativas sem divisores de zero é quadratica. Para isso, mostraremos antes um lema
que geralmente é utilizado para a teoria de estrutura de Wedderburn para 4lgebras associativas
de dimensao finita.

Lema 3.5.7. Seja A uma K-algebra associativa de dimensdo finita sem divisores juntos de zero.
Entdo A possui um elemento idempotente nao nulo.

Demonstragdo. Seja I um ideal a esquerda ndo nulo minimal de A, e seja a € I com a # 0. Entao
temos 0 # a2 € Ia = I, ai [n = I, assim existe b € I tal que ba = a. Considere o conjunto:

J={xe A:xa=0}
E claro que J é um ideal a esquerda de A contendo o conjunto:
{x—xb:xe A}

Como I n | é um ideal a esquerda tal que I & |, entdo a minimalidade de Inosda I n ] = 0. Como
b e I, temos b — b? € I. Mas também b — b? € |, assim b — b*> = 0. O

Teorema 3.5.8. Seja A uma K-dlgebra algébrica com poténcias associativas e sem divisores juntos
de zero. Entdo A é quadratica. Mais precisamente, temos o seguinte:

i) Se K = C, entdo A é isomorfa a C.
ii) Se K = R, entdo, para todo a € A tal que a # 0, a dlgebra A(1,a) é isomorfa a R ou C.
Além disso, paraa € A talquea # 0, entdo 1 € A(a).

Demonstragio. Dividiremos essa demonstracdo em etapas.

a) Mostraremos primeiro que A tem uma unidade. Tomemos um elemento b # 0 de A. Entdo a
subdlgebra A(b) de A gerada por b é uma é4lgebra associativa de dimenséao finita sem divisores
juntos de zero. Portanto, pelo Lema 3.5.7, a dlgebra A tem um elemento e € A idempotente ndo
nulo. Portanto, pelo Teorema 3.4.11, o elemento ¢ é uma unidade de A.

b) Mostraremos que o polindmio minimal de todo elemento de A é irredutivel. De fato, sejaa # 0
um elemento de A. Seja p(x) o polindmio minimal de a. Suponhamos que p(x) seja redutivel,
digamos p(x) = r(x)s(x) com r(x),s(x) polindmios monicos ndo constantes. Entdo teriamos
r(a)s(a) = s(a)r(a) = 0. Mas A ndo tem divisores juntos de zero, assim nos teriamos r(a) = 0 ou
s(a) = 0. Mas isso que néo é possivel pois deg(r) < deg(p) e deg(s) < deg(p), contradizendo a
minimalidade do grau de p(x). Portanto p(x) é irredutivel.
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¢) Mostraremos que A é quadratica.

Caso 1: Suponhamos que K = C. Mostraremos que A = C1. De fato, sejaa € A, a # 0. Seja
p(x) o polindmio minimal de 4. Jd& mostramos no item (b) que p(x) é irredutivel. Entretanto, o
corpo C é algebricamente fechado, ou seja, todo polindmio com coeficientes em C se decompde
em fatores lineares. Desse modo p(x) é um polindmio ménico linear, ou seja, existe um « € C tal
que p(x) = x — al. Portanto 0 = p(a) = a — a1, assima = a1 € C1.

Caso 2: Suponhamos que K = R. Seja a € A tal que a # 0. Seja p(x) o polindmio minimal de a. J&
mostramos no item (b) que p(x) é irredutivel. Entretanto, é um fato conhecido que todo polindmio
com coeficientes em R e com grau impar possui raizes em R. Assim p(x) deve ter grau no maximo
2. Consideremos dois casos.

Caso 2,1: Suponhamos que p(x) tenha grau 1. Entdo existe um « € R tal que p(x) = x —a1. Assim
0= p(a) =a—al, ai a = a1. Com isso podemos concluir que A(1,a) = R1.

Caso 2,2: Suponhamos que p(x) tenha grau 2. Entdo existem 7, § € R tais que p(x) = x* + yx + 1.
Como p(x) é irredutivel, entdo p(x) nao tem raizes reais, portanto 7> — 46 < 0, assim existe f € R

talque f #0e # = B2 Sendo « = —7, entdo temos p(x) = (x — al)? + 1. Assim temos 0 =
p(a) = (a — a1)? 4+ p*1. Fazendo b = %(a —«1), entdo temos b?> = —1 e também A(1,a) = A(1,b).
Com isso, {1,b} é uma base de A(1,a) e também b?> = —1. Consequentemente A(1,a) é isomorfa

a R-algebra C.

d) Mostraremos que para todoa € A, a # 0, temos 1 € A(a). De fato, sejaa € A, a # 0. Ja provamos
no item (c) que A é quadratica, assim existem a, 8 € K tais que 4> = aa + 1. Consideremos dois
casos.

Caso 1: Suponhamos que f # 0. Entdao 1 = B~ 1(a? — aa) € A(a).

Caso 2: Suponhamos que 8 = 0. Entdo 2> = aa. Como A ndo tem divisores juntos de zero e a # 0,
entdo a? # 0. Portanto a # 0. Agora seja e = a~la. Entdo ¢* = ee e # 0. Assim, pelo Teorema
3.4.11,temos e = 1. Logo 1 = a~la € A(a). O

3.5.3 Aplicacdes

Com o Teorema 3.5.8, ja podemos classificar alguns tipos de IR-algebras, sendo o préximo teorema
um exemplo.

Teorema 3.5.9. Seja A uma R-algebra algébrica, com poténcias associativas, comutativa e sem
divisores de zero. Entdo A é isomorfa a R ou C.

Demonstragio. Pelo Teorema 3.5.8, a dlgebra A tem unidade. Além disso, para todo x € A tal que
x # 0, entdo a subdlgebra A(x) gerada por x é isomorfa a R ou C como R-élgebra e satisfaz
1e A(x).

1) Suponhamos que, para todo x € A tal que x # 0, a subélgebra A(x) gerada por x seja isomorfa
a R. Entdo A é isomorfa a R.

2) Suponhamos que exista x € A tal que x # 0 e A(x) seja isomorfa a C. Entdao A(x) = R1+ Ri
onde i = —1. Mostraremos que A = R1 + RRi. Suponhamos que exista y € A\A(x). Entdo A(y)
é isomorfa a C, dai A(y) = R + Rj, onde j> = —1. Porém A é comutativa, assim, como i? = /2,
entdo temos:

0=~ =(i-j)i+))=({i+)i-]).
Logoi = joui = —j, uma contradicdo. O

Seja A uma algebra sem divisor junto de zero. A préxima proposicdo apresentara condi¢des ne-
cessdrias e suficientes para que A tenha uma unidade. Lembremos que o centro de A é o conjunto
dos elementos x € A tal que xt = tx paratodot € Ae (x,r,5) = (r,x,5) = (r,5,x) = 0 para
quaisquer 7,s € A.
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Proposigao 3.5.10. Seja A uma K-algebra sem divisor junto de zero. Entdo A tem unidade se e s6
se o centro Z(A) tem unidade.

Demonstragio. Suponhamos que Z(A) tenha uma unidade e. Notando que e é um idempotente
central em A, para todo a € A temos:

2

e(ae—a) = (ae —a)e = ae* —ae =0,
e também:
(ea —a)e = e(ea —a) = e*a—ea =0,
assim ae = ea = a pois A ndo tem divisores juntos de zero. Logo e é uma unidade de A. O

Agora seja A uma &lgebra algébrica sem divisor junto de zero. A préxima proposi¢do apresentara
condicdes necessarias e suficientes para que A tenha uma unidade.

Proposicdo 3.5.11. Seja A uma K-dlgebra algébrica sem divisor junto de zero. Entdo A possui
unidade se e s6 se Z(A) # 0.

Demonstragio. Suponhamos que Z(A) # 0. Pelos Teoremas 3.5.8 e 3.5.9, entdo a dlgebra Z(A) tem
unidade. Agora aplique a Proposic¢do 3.5.10. O

3.6 Teorema Generalizado de Frobenius-Zorn

Nesta secdo, finalmente mostraremos o Teorema Generalizado de Frobenius Zorn. Apresenta-
remos uma demonstra¢do cujas técnicas sdo vagamente semelhantes & construgdo de Cayley-
Dickson. Ele pode ser enunciado da seguinte forma.

Teorema 3.6.1 (Teorema Generalizado de Frobenius-Zorn). Seja A uma IR-4lgebra algébrica alter-
nativa a direita sem divisores juntos de zero. Entdo A serd isomorfa a R, C, H ou O.

A demonstragao do teorema ocupara todo o remanescente da presente secdo. Portanto fixaremos
uma IR-dlgebra A que seja algébrica alternativa a direita e sem divisores juntos de zero.

3.6.1 Proposicdes Iniciais

Comegaremos com algumas proposigdes tteis para a demonstragdo do teorema em questao.
Proposicao 3.6.2. A dlgebra A é alternativa e quadratica.

Demonstragio. Pelo Teorema 3.2.8, sabemos que A é uma 4lgebra com poténcias associativas.

1) Mostraremos que A é quadratica. De fato, como A é uma dalgebra algébrica com poténcias
associativas sem divisores juntos de zero, podemos aplicar o Teorema 3.5.8.

2) Mostraremos que A é alternativa. Sejam a,b € A dois elementos quaisquer e seja ¢ = (a,a,b).
Como A é alternativa a direita, pelo Teorema 3.2.12 de Mikheev temos c¢* = 0. Como A nio tem

divisores juntos de zero e c>c? = c2c* = 0, entdo ¢> = 0. Como A nao tem divisores juntos de zero
ecc = cc =0, entdo c = 0. Logo A é alternativa. O
Proposicdo 3.6.3. Para quaisquer x,4,b € A tais que ab = —ba, entdo temos:

(xa)b = —(xb)a, a(bx) = —b(ax). (3.32)

N

Demonstragdo. Linearizando a identidade alternativa a direita e a identidade alternativa a es-
querda, obtemos respectivamente:

(xy)z + (x2)y = x(yz) + x(zy),  (yz)x + (2y)x = y(2x) + 2(yx),

assim, basta fazery =aez = b. O
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3,62 OCaso A #R

Daqui em diante, consideraremos o caso A # R.

Proposicdo 3.6.4. Parax € A,se x> e Re x?> > 0, entdo x € R.

2 2

Demonstragio. Seja x € A tal que x> e Re x = a2. Desse modo

temos:

> 0. Entdo existe « € R tal que x

0=x"—a’=(x—a)(x+a)=(x+a)(x—a).
Porém A nédo tem divisores juntos de zero, assim x = « ou x = a. Consequentemente x e R.  [J
Proposicdo 3.6.5. Para x € A, se x ¢ R, entdo existem 1,6 € R tais que § # 0 e (x — 7)2 = —52.

Demonstragiio. Seja x € A tal que x ¢ R. Pela Proposicdo 3.6.2, existem a, € R tais que x> =
2 <0,

ax + B, de modo que (x — §)* € R. Como x ¢ R, pela Proposi¢do 3.6.4 temos (x — §)
portanto existe 6 € R tal que 6 # 0 e (x — §)? = 62 O
Proposigdo 3.6.6. Existe um i € A tal que i> = —1. Além disso, o subespaco R + Ri é uma subal-

gebra isomorfa a C.

Demonstragio. Existe um x € A tal que x ¢ R. Pela Proposigdo 3.6.5, existem 7y, € IR tais que § # 0
e(x—7)%?=—-6%Sendoi=¢6"1(x— 1), temos i* = —1. 7

Com isso, se A = R + Ri, entdo A é isomorfa a C.

3.63 OCaso A#R+1Ri

Daqui em diante, consideraremos o caso A # R + RRi.

Definig¢do 3.6.7. Definimos o seguinte conjunto:
C={xeA:xi=ix}

Proposicao 3.6.8. C = R + RRi.

Demonstragio. Evidentemente R + IRi < C. Agora seja x € C tal que x ¢ RR. Pela Proposicdo 3.6.5
existem 7, 6 € R tais que § # 0 e (x — y)? = —6% Desse modo temos:

0= (x—7)2+0* = (x —q — i) (x =y + i) = (x — v+ i) (x — — 6i).

Porém A ndo tem divisores juntos de zero, assim x = 7 + éi ou x = 7 — di. Consequentemente
x e R+ R O

Defini¢do 3.6.9. Definimos o seguinte conjunto:

C ={xeA:xi=—ix}.
E facil ver que C~ é um subespaco de A tal que C n C~ = {0}.
Proposicao 3.6.10. A =CpC.

Demonstragio. Basta mostrar que A = C 4+ C~. Seja x € A um elemento qualquer. Pelo Teorema
de Artin, a subélgebra A(x, i) é associativa. Assim temos:

(x —ixi) + 1(x + ixi). (3.33)

X = 5

N —

Além disso:

(ixi)i = ixi* = —ix,  i(ixi) = i°xi = —xi.

Portantox —ixie Cex+ixie C. O
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Proposigdo 3.6.11. Para x € C~ tal que x # 0, entdo existe v € R tal que v # 0 e x2 = —92.

Demonstragio. Seja x € C~ tal que x # 0. Pelo Teorema de Artin, a subélgebra A(x, i) é associativa.
Como xi = —ix, entdo x%i = ix?, ai x> € C. Além disso, pela Proposigdo 3.6.2, existem «, f € R
tais que x> = ax + B. Mas temos f € R € C, assim ax = x*> — § € C. Mas também ax € C~, assim
ax = 0, logo x? = BeR. ComoxeC ex #0,entdo x ¢ C, ai x ¢ R. Portanto, pela Proposicao
3.6.4, temos x2 < 0, logo existe y e Rtalquey # 0O e x? = —2 O

Proposigao 3.6.12. Existej € C~ tal que j> = —1. Além disso, o subespaco C + Cj é uma subélgebra
isomorfa a H.

Demonstragio. Existe um x € C~ tal que x # 0. Pela Proposigdo 3.6.11, existe y € Rtal que y # O e

x? = —72. Se definirmos j = 7 !x,entdo je C~ e j> = —1.

Definamos k = ij. Pelo Teorema de Artin, A(i,j) é associativa. Logo deduzimos as seguintes
relagdes dos quatérnios:

P=pP=K=-1 ij=—ji=k  jk=-kji=i, ki=—ik=]. (3.34)
Consequentemente C + Cj = R + Ri + IRj + Rk é uma subélgebra isomorfa a IH. O
Com isso, se A = R 4+ Ri + Rj + Rk, entdo A é isomorfa a H.

3.64 O Caso A # R+ Ri+Rj+ Rk
Daqui em diante, consideraremos o caso A # R + Ri + Rj + Rk.

Definic¢ao 3.6.13. Definimos o seguinte conjunto:
H = {xe A:xk= (xi)j}.
Proposicdo 3.6.14. H = C +Cj.

Demonstragio. A éalgebra A é alternativa, assim pela Proposicdo 3.6.8 temos C = R+ Ri < H.
Além disso, para todo x € H, entdo (x,i,j) = 0, assim, pelo Teorema Generalizado de Artin, a
subdlgebra A(x,i,]) é associativa e em particular temos A(x,i,j) < H.

a) Mostraremos o seguinte:
H=C®(C™ nH).

De fato, pela identidade (3.33), basta mostrarmos que para todo x € H temos ixi € H. Mas isso é
facil, pois para todo x € H temos ixi € A(x,i,j) < H.

b) Agora mostraremos o seguinte:
Cj=C nH.

A élgebra A ¢é alternativa e temos j2 = —1, assim R; é uma bije¢do com inverso —R;. Além disso,
para todo x € H temos xj € A(x,i,j) < H. Logo é facil ver que R;(H) < H.

1) Mostraremos que R;(C) < C~ n H. De fato, para todo x € C, entdo xi = ix e A(x,i,]) é
associativa, ai xji = —xij = —ixj,aixje C~ n H.

2) Mostraremos que R;(C™ n H) < C. De fato, para todo x € C~ n H, entdo xi = —ix e A(x,1,j) é
associativa, ai xji = —xij = ixj, ai xj € C. O

Definig¢ao 3.6.15. Definimos o seguinte conjunto:
H™ ={xe A:xk=—(xi)j}.

E facil ver que H é um subespaco tal que H n H~ = {0}.
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Proposicao 3.6.16. A=H®H".
Demonstragio. Basta mostrar que A = H + H™. Seja x € A um elemento qualquer. Entdo temos:

X = 20— ()R + 5 (e ((D)b)

Utilizando a identidade alternativa e as relacdes (3.34) e (3.32), temos:
(PR = (@)K = —((xf)k)j = (x])j)k = —xk
(xD)lk = —(xi)j
assim é fécil ver que x — ((xi)j)ke He x + ((xi)j)ke H™. O
Proposicdo 3.6.17. Para todo x € H™ temos:
ix +xi = jx + xj = kx + xk = 0.
Demonstragio. Seja x € H—. Entdo xk = —(xi)j, assim, pelas relagdes (3.34) e (3.32), temos:
x = —(xk)k = ((xi)j)k = ((xj)k)i = ((xk)i);.
Assim, pelas identidades de Moufang, temos:
ix = i(((x))k)i) = (i(xf)) (ki) = ((jk) (x]))j = ((j(kx))j)j = —j(kx),

de modo que:

ix =

(ix — k) = () — j(kx)) = 3k ),

N —

mas também:
xi = (((xf)k)i)i = —(xj)k,

de modo que:

i = 1 (xi — (x)K) = 3 (x(jK) ~ (x)K) = — (x,. ),

logo:
x4+ xi = (7, x) — ~(x,j,k) = 0
- 2 ]/ ’ 2 /]r — Y.
As outras identidades jx + xj = kx + xk = 0 sdo obtidas de maneira anéloga. O

Proposigdo 3.6.18. Existe [ € H™ tal que I = —1. Além disso, o subespaco H + HI é uma subal-
gebra isomorfa a O.

Demonstragio. Existe um x € H™ tal que x # 0. Pela Proposi¢do 3.6.17, temos x € C~. Logo, pela
Proposicdo 3.6.11, existe 7y € R tal que v # 0 e x> = —72. Se definirmos | = 7 !x,entdol € H™ e
?=-1.

Definamos Iy = [, I, = il, I3 = jl e l4 = kl. Mostraremos que os elementos 1, i, j, k, I1, I, I3 e I3
formam a seguinte tabela de multiplicacao:
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] k ll lz l3 14
1 ] k ll 12 l3 l4

k= L =l -l I
k-1 i B 1y~ b
i =i =1 1y -3 L -l
hilh -l =5 -1y -1 i | &k
Lllh L -l Iz —i -1 —k j
sl L, L —kL —j k-1 i
Ll s L L —k —j i -1

Tabela 3.2: Demonstracio do Teorema Generalizado de Frobenius-Zorn.

De fato, pela Proposigdo 3.6.17, temos:
li = —il, lj =—jl, Ik = —kl. (3.35)

a) Para e, e’ € {1,i,j,k}, entdo ee’ € {1,—1,i,—i,j, —j, k,—k}, assim, pelas relacdes (3.35) e (3.32),
existe € € {1, —1} tal que:
(el)e’ = e(ee’)l.

b) Para e, e’ € {1,i,],k}, entdo ee’ € {1,—1,i,—i,j,—j, k, —k}, assim, pelas relagdes (3.35) e (3.32),
existem ¢, ¢, ¢” € {1, —1} tais que:
e(e'l) = ee(le') = €'l(ee’) = " (ee')].

o) Parae, ¢ € {1,i,j,k}, entdao e’ € {1,—1,i,—i,j, —], k, —k}, assim, pelas identidades de Moufang e
relagdes (3.35) e (3.32), existem ¢, &’ € {1, —1} tais que:

(el)(€']) = e(le)(e'l) = el((ee)]) = €' (ee') (1) = —€ee’.
Assim H + Hl = R + Ri + Rj + Rk + RI + Ril + R;jI + Rkl é uma subalgebra isomorfaa O. [

Com isso, se A = R + Ri + Rj + Rk 4+ R/ 4 Ril 4 IRjI + Rk, entdo A é isomorfa a O.

3.65 A=R+Ri+Rj+Rk+RI+ Ril +Rjl + Rkl

Diferentemente do que acontece em todas as subse¢des anteriores, mostraremos que nés de fato
temos A = R + Ri + Rj + Rk 4+ R/ + Ril + RjI + Rkl, encerrando a demonstra¢do do Teorema
Generalizado de Frobenius-Zorn.

Proposi¢do 3.6.19. A = H + HI.

Demonstragdo. Basta mostrarmos o seguinte:
Hl=H".

A algebra A é alternativa e I> = —1, logo R; é uma bijecio com inverso —R;.
g g jec

1) Mostraremos que R;(H) < H™. De fato, para todo x € H, entdo, pelas relagdes (3.35) e (3.32),
temos (xI)k = —(xk)l = —((xi)j)l = —((x1)i)j, assim xl € H™.

2) Mostraremos que R;(H~) < H. De fato, para todo x € H™, entdo, pelas relagdes (3.35) e (3.32),
temos (xI)k = —(xk)l = ((xi)j)l = ((xI)i)j, assim xI € H. O
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Capitulo 4

Algebras Normadas

Neste capitulo, estudamos conceitos e resultados bdsicos sobre algebras normadas e pretendemos
demonstrar o Teorema Generalizado de Gelfand-Mazur-Kaplansky, que diz que toda R-algebra
normada alternativa a direita sem divisores topolégicos juntos de zero é isomorfa a R, C, H ou O.

Gelfand em [Gel41] mostrou que C ¢é a tinica C-algebra normada associativa com divisdo, sendo
esse resultado chamado de Teorema de Gelfand-Mazur Versao Complexa. Mazur, com a ajuda do
Teorema de Frobenius, mostrou em [Maz38] que toda IR-dlgebra normada associativa com divisdo
é isomorfa a R, C ou H, sendo esse resultado chamado Teorema de Gelfand-Mazur Versao Real.

Nieto em [Nie72] generalizou os Teoremas de Gelfand-Mazur para as algebras alternativas. Por
outro lado, Kaplansky em [Kap49] generalizou o Teorema de Gelfand-Mazur para o caso das
algebras sem divisores topoldgicos juntos de zero, sendo esse resultado chamado de Teorema de
Gelfand-Mazur-Kaplansky:.

Por fim, El-Mallah e Micali em [EMMS80] generalizaram o Teorema de Gelfand-Mazur-Kaplansky
para as R-dlgebras normadas alternativas sem divisores topoldgicos juntos de zero. A partir
dai, com o Teorema de Mikheev, podemos obter o Teorema Generalizado de Gelfand-Mazur-
Kaplansky:.

Basearemos a apresentacdo deste capitulo nas referéncias [CGRP14], [Jun85] e [Arr12]. Na Secgao
4.1, apresentaremos as defini¢des e resultados preliminares de andlise funcional necessarios para
o presente trabalho. Na Secdo 4.2, iniciaremos o estudo das dlgebras normadas e mostraremos o
Teorema de Gelfand-Mazur Versdo Complexa e o Teorema de Gelfand-Mazur Versdo Real. Na Se-
¢do 4.3, apresentaremos o conceito de divisores topolégicos de zero e seus afins e demonstraremos
o Teorema Generalizado de Gelfand-Mazur-Kaplansky.

Lembremos da nossa convengdo de que K denota o corpo IR ou o corpo C.

4.1 Preliminares em Espacos Normados

Como o estudo das dlgebras normadas requer alguns resultados a respeito de andlise funcional,
apresentaremos algumas notagdes e terminologias sobre espagos métricos, espagos normados e
espagos Hilbertianos, mas enunciaremos os resultados necessarios sem demonstragéo.

4.1.1 Espacos Métricos

Definicdo 4.1.1. Um espaco métrico ¢ um conjunto X munido de uma funcdod : X x X — R,
chamada métrica, tal que, para quaisquer x,y,z € X:

e d(x,y) =0.

e d(x,y) =0seesb6sex =1y.

67
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* d(xy) = d(y,x).

* d(x,z) <d(x,y) +d(y,2).
Um espago métrico admite uma estrutura de espaco topoldgico, conforme as seguintes defini¢des.
Definicdo 4.1.2. Seja X um espago métrico. Para x € X e r > 0 qualquer!, entéo:

* O conjunto Bx(x,r) = {t € X : d(t,x) < r} é chamado bola aberta de centro x e raio r.

* O conjunto Bx[x,r] = {t € X : d(t,x) < r} é chamado bola fechada de centro x e raio r.

Defini¢ao 4.1.3. Seja X um espaco métrico. Dizemos que um A < X é aberto se para cada x € A
existe ¢ > 0 tal que Bx(x,¢) < A. Dizemos que um A < X é fechado se X\ A é aberto.

Defini¢do 4.1.4. Seja X um espago métrico. Seja (x)nen uma sequéncia em X.

¢ Dizemos que a sequéncia converge a x € X, denotado por x, — x, se para cada ¢ > 0 existe
np tal que para quaisquer n > ny tenhamos d(x,, x) < e. Também denotamos x por lim, x,,.

¢ Dizemos que a sequéncia é de Cauchy se para cada ¢ > 0 existir ng tal que para quaisquer
n,m = ng tenhamos d(x,, X, ) < e.

Dizemos que X é completo (ou que a métrica é completa) se toda sequéncia de Cauchy converge
a algum ponto.

Definigao 4.1.5. Para espagos métricos X e Y, uma isometria é uma funcdo f : X — Y tal que
d(f(x), f(y)) = d(x,y) para quaisquer x, y € X. Nesse caso, é facil ver que f é injetora e ai dizemos
que X e f(X) sdo isométricos.

Defini¢do 4.1.6. Seja X um espaco métrico e seja S & X um subconjunto. Definimos o fecho de
S em X como o conjunto dos x € X tais que para todo ¢ > 0 exista s € S tal que d(s,x) < .
Denotamos o fecho de S em X por S ou também [S]x. A primeira notagdo ¢ usual, mas a dltima
notagdo pode ser ttil quando falarmos de fecho em relagdo a subespagos.

Defini¢do 4.1.7. Seja X um espago métrico. Dizemos que um A < X é denso se S = X

Teorema 4.1.8. Dado um espaco métrico X, podemos construir um espaco métrico X, chamado
completamento de X, que possui um subespaco W que é isométrico a X e denso em X. Assim
podemos considerar X como subespago de X.

De modo mais explicito, o completamento de X pode ser obtido da seguinte maneira. Seja X
o conjunto das sequéncias de Cauchy em X. Para quaisquer (X)zeN € (Vn)neN Sequéncias de
Cauchy em X, dizemos que (xn)ne]N ~ (Yn)nen se lim, d(x,,y,) = 0. Entdo ~ é uma relagdo de
equivaléncia. Para cada (x,)eN € X seja [xn]ne]N sua classe de equivaléncia. Se]a Xo con]unto das
classes de equivaléncia dos elementos de X. Entdo existe uma tinica fungio d : X x X — R tal
que: R

d([xn]neNz []/n]ne]N) = liznd(xnl ]/n)

para quaisquer (x,)ueN, (Vn)nen € X. A fungio d é uma métrica em X. Para cada x € X denotamos
por [x] o elemento [x,],en onde x, = x para todo n € IN. Seja W = {[x] : x € X}. Entdo W é um
subconjunto denso de X. Além disso, a funcéo f : X — W dada por f(x) = [x] é uma isometria
sobrejetora.

Proposicdo 4.1.9. Sejam X e Y espagos métricos. Entdo a fungdo:

A((x,), () = \/d(x, 22 + d(y,y)?

é uma métrica em X x Y que induz a topologia produto.

IPor conveniéncia incluimos o caso r = 0, de modo que Bx(x,0) = & e Bx|[x,0] = {x}.
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4.1.2 Espacos Normados

Defini¢ao 4.1.10. Um K-espa¢o normado é um K-espago vetorial munido com uma fungdo de X
em R, denotada por x — ||x|| e chamada norma, que satisfaz, para quaisquer x,y € X e A € K:

* |lx]| = 0.

* ||x]| =0seesésex=0.
o ||Ax]| =[A]]|x]].

o [|x +yll <]l +ly]]-

Se X é um espago normado, a fun¢do dada por:

d(x,y) =[x —vll
é uma métrica, chamada métrica induzida pela norma. Nesse caso, o espago métrico é chamado
espaco métrico induzido pela norma. Para quaisquer x,y € X temos:
el =llyll| <= =]

assim a funcdo norma é continua. Além disso, é facil ver que a soma e a multiplicacdo escalar sdo
continuas também.

Defini¢ao 4.1.11. Seja X um espago normado.
e Definimos Bx = {x € X :||x|| < 1} e chamamos de bola unitaria.
* Definimos Sx = {x € X :||x|| = 1} e chamamos de esfera unitaria.

Defini¢ao 4.1.12. Um espaco normado X é dito um espac¢o de Banach se a métrica induzida pela
norma é completa.

Teorema 4.1.13. Seja X um espago normado. Entdo, sendo Xo completamento do espago métrico
induzido pela norma, existe uma tnica fungdo||-|| : X — R tal que:

[} = Lim x|
para toda x € X e para toda sequéncia (x,),cn de elementos de X que converge a x. Esta fungéao é
uma norma em X, de modo que X é um espago de Banach.

Proposicdo 4.1.14. Sejam X e Y espagos normados. Seja T : X — Y. Entdo as seguintes afirmacdes
sdo equivalentes:

e T é continua.

e T é continua em 0.

T é Lipschitziana, ou seja, existe a# > 0 tal que para quaisquer x, y € X tenhamos:
ITC) =TW)[ < aflx -yl
¢ Existe o > 0 tal que para todo x € X tenhamos:

IT()| < x|l

T é limitada, ou seja:

sup [|T(x)|| = & < 0.
[[x[l<1
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Definig¢do 4.1.15. Para espacos normados X e Y, denotamos por BL(X,Y') o conjunto das fungdes
lineares continuas. Também definimos BL(X) = BL(X, X). Para cada T € BL(X,Y), definimos:

IT]| = sup [[T(x)]-

[l ¢[[<1

Podemos ver que BL(X,Y) é um espago normado. Além disso, para espagos normados X, Y e Z
e fungdes lineares continuas f : X - Yeg:Y — Z, éfacil ver que go f : X — Z é uma fungao
linear continua e satisfaz Hg of“ < HgH Hf”

Teorema 4.1.16. Seja X um espaco normado, seja Y um espaco de Banach eseja T : S — Y
uma fungdo linear continua, onde S é um subespago de X. Entdo existe uma tinica fung¢ao linear

continua T : S — Y, onde S ¢é o fecho do conjunto S em X, que estende T e satisfaz HTH =|T|. Se

T é uma isometria, entdo T é uma isometria.

Teorema 4.1.17. Seja X espago normado e seja Y espago de Banach. Entdo BL(X,Y) é um espago
de Banach.

Defini¢do 4.1.18. Para espa¢o normado X, também definimos X* = BL(X,K) e chamamos de
espaco dual topolégico de X. Para espacos normados X e Y e para fungdo linear continua f :
X — Y, se o contexto ndo causar confusdo com funcdo derivada, definimos f* : Y* — X* por

f*(g) = gof.Como:

I @I =llge I <|Ifllllg

7
é facil ver que f* é continua.

Teorema 4.1.19 (Teorema de Hahn-Banach). Seja X um espago normado e seja f : S — K um
funcional linear continuo, onde S é um subespaco de X. Entdo existe um funcional linear continuo

f: X — K queestende f e satisfaszH =||£]]-

Proposic¢do 4.1.20. Sejam X e Y espacos normados. Entdo a fun¢do T : BL(X,Y) — BL(Y*, X*)
dada por T(f) = f* é uma isometria.

Teorema 4.1.21 (Teorema da Funcdo Aberta). Sejam X e Y espacos de Banach eseja f : X — Y
uma fungdo linear continua sobrejetora. Entao f é uma funcao aberta.

Coroldrio 4.1.22 (Teorema do Isomorfismo de Banach). Sejam X e Y espacos de Banach. Seja f :
X — Y uma fungdo linear continua bijetora. Entdo f é um homeomorfismo.

Proposigao 4.1.23. Sejam X e Y espacos normados. Entdo a fungéo:

x| = Al + |y

é uma norma em X x Y que induz a topologia produto.

Por fim, nés apresentaremos uma proposigao ttil sobre fung¢des bilineares continuas, cuja demons-
tracdo apresentaremos por ndo ser muito usual em andlise funcional.

Proposicao 4.1.24. Sejam X, Y e Z espagos normados e sejam T : X x Y — Z uma fungdo bilinear
continua. Entdo existe um « > 0 tal que || T(x,y)|| < «||(x, v) Hz

Demonstragdo. Existe § > 0 tal que para todo z € X x Y tal que||z|| < 6 tenhamos||T(z)|| < 1, assim
para todo z # 0, sendo w = ¢||z|| ' z, entdo||w|| = & e ai temos |T(w)|| <1, mas T é bilinear, de
modo que T(w) = 62||z|| > T(z), assim||T(w)|| = 52||z||72HT(z) ,assim || T(z)|| < 572|)z||%. O
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4.1.3 Espacos Hilbertianos
Primeiro apresentaremos os espagos pré-Hilbertianos, que sdo os espagos com produto interno.

Defini¢ao 4.1.25. Um K-espaco pré-Hilbertiano ¢ um K-espago com um produto interno, ou seja,
uma fungdo X x X — X em K, denotada por (x,y) — (x,y), que satisfaz a seguintes propriedades:

* (X ty,z) =2+ Y, 2).
° {ax,y) = alx, ).

* )=y

e (x,xy>0sex #0.

Um espaco pré-Hilbertiano admite uma estrutura de espago normado definindo a norma por:

€]l = v/<x, ).

Apresentaremos uma caracterizagdo dos espacos pré-Hilbertianos entre os espagos normados que
é uma juncgao dos resultados obtidos por Jordan e von Neumann no artigo [JVN35], por M. M. Day
no artigo [Day47] e por Schoenberg em [Sch52].

Teorema 4.1.26. Seja X um R-espaco normado. Ento as seguintes propriedades so equivalentes:
e A norma de X é proveniente de um produto interno.
o [lx =]+ + y|/* = 20|+ 2]y para quaisquer x,y € X
o Jlx = y|*+lx+ ] = 4 para quaisquer x,y & X tais que| x| = 4] = 1.
o Jlx = |+ }x+ ] > 4 para quaisquer x,y < X tais que x| = Jy|| = 1.
o Jlx = |+ }x+ ] < 4 para quaisquer x,y < X tais que x| = Jy|| = 1.
Agora apresentaremos os espacos Hilbertianos.
Defini¢ao 4.1.27. Um espago Hilbertiano é um espago pré-Hilbertiano cuja norma é completa.

Teorema 4.1.28. Seja X um espago pré-Hilbertiano. Entdo o completamento métrico X admite uma
estrutura de espaco Hilbertiano tal que:

X, y) = Hmxn, yn),

onde x, e y, sdo sequéncias de elementos de X que convergem a x e y respectivamente.

Proposicdo 4.1.29. Sejam X e Y espacos pré-Hilbertianos. Entdo a fungéo:

{y), (*,y) =)+, v

é um produto interno em X x Y que induz a topologia produto.

4.2 Algebras Normadas

As algebras normadas surgem naturalmente do estudo das transformacgdes lineares continuas de
um espaco normado nele mesmo. Entre as dlgebras normadas estao as dlgebras de Banach, que
sdo as algebras normadas completas associativas e sdo bastante estudadas em anélise funcional.
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Na Subsecédo 4.2.1, nés apresentaremos as dlgebras normadas, mostraremos que a multiplicacdo é
sempre continua e mostraremos que em toda dlgebra normada associativa com unidade a fung¢do
inversdao x ~— x~! é continua no conjunto Inv(A) dos elementos invertiveis de A. Na Subse-
¢do 4.2.2, mostraremos que em toda algebra normada completa associativa com unidade o con-
junto Inv(A) dos elementos invertiveis de A é aberto em A. Na Subsecdo 4.2.3, apresentaremos
o conceito de diferenciabilidade segundo Fréchet e mostraremos que em algebra normada com-
pleta associativa com unidade a fungdo inversao é diferencidvel. Na Subsecdo 4.2.4, mostraremos
o Teorema de Gelfand-Mazur Versdo Complexa. Na Subsecdo 4.2.5, mostraremos o Teorema de
Gelfand-Mazur Versdo Real com base no conceito de complexificacdo de R-dlgebras e nos resul-
tados da subsecdo anterior.

4.2.1 Conceitos Iniciais

Iniciaremos o estudo das algebras normadas, apresentando sua definigdo e alguns exemplos. Os
resultados mais importantes desta subsegdo é o Lema 4.2.4, cujo enunciado diz que a multiplica-
¢do é continua, e a Proposi¢do 4.2.8, cujo enunciado diz que a inversdo é continua caso a algebra
normada seja associativa e com unidade. Os outros resultados serdo tteis posteriormente.

Definicdo 4.2.1. Seja A uma K-4lgebra. Uma norma ||-|| no K-espaco vetorial de A é chamada
norma de dlgebra se satisfaz a seguinte propriedade relacionada & multiplicagdo:

labl < [lal|[o]
para quaisquer a,b € A. Nesse caso, dizemos que A é uma K-algebra normada.

Conforme dito na introdugdo do presente trabalho e no comego desta segdo, apresentaremos o
seguinte exemplo.

Exemplo 4.2.2. Seja X um espago normado e consideremos o espago normado A = BL(X). A
composicdo de fungdes é uma multiplicacdo bilinear em A que é associativa e possui elemento
unidade. Além disso, considerando a norma:

IT]| = sup [ T(x)

[l ¥[[<1

7

entdo A é uma algebra normada.
Outro exemplo tipico de dlgebra normada aparece no seguinte exemplo.

Exemplo 4.2.3. Seja X um conjunto e seja F o conjunto de todas as fungdes f : X — K, munido
das seguintes operagdes:

e (f+9)(x)=f(x)+g(x) para f,ge Fexe X.
* (af)(x) =a(f(x)) paranekK, fe Fexe X.
* (f-9)(x) = f(x)g(x) para f,ge Fex e X.

Entdo F é um K-4lgebra. Seja A o conjunto das fungdes f € F tais que exista M € R tal que|f(x)|
para todo x € X. Para cada f € A consideremos:

£l = iggl!f(x)!!-

Entdo A é uma K-élgebra normada.
Apresentaremos agora véarias propriedades bésicas das dlgebras normadas.

Lema 4.2.4. Seja A uma dlgebra normada. Entdo a multiplicagdo é continua.
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Demonstragio. Sejam a,b € A. Seja e > 0. Tomemos § = min{1
tivermos:

,W} Para X,y € A, se

|x—al| <6, |y—0b|] <6,

entdo temos:

lxy —abl| = [|(x~a)(y—b)+aly—b)+ (x—a)b
< lx—alllly = bl +llalllly = b|| +]lx — alll|]
< 8% +|all 6 +5|b|
< S(1+[al +lIbl) < 5 <&
Portanto a multiplicago é continua. 0

Teorema 4.2.5. Seja A uma algebra normada. Entio o completamento A do espaco métrico indu-
zido pelo espago normado de A é uma 4lgebra normada também.

Demonstragio. Sejam a,b € A e sejam a, e b, sequéncias de elementos de A que convergem
respectivamente a a e b. Como a norma é continua e ||a,b,|| < ||ax||||bx|| para todo n, entdo
[lab]l <llal[][o]]- =

Lema 4.2.6. Seja A uma K-édlgebra normada associativa com unidade, e sejam a,b € Inv(A), onde
Inv(A) é o conjunto dos elementos invertiveis de A. Entdo:

3o <o -

1 1
i) |—r — == | <l|la = b||.
) ||g—1H ||b—l“ ’ \H ||

(G
iii) Se|la —b|| < Il ” entapo H < o ey e
Demonstragdo. Temos o seguinte:

a b l=a1-1l=atob ' —alab ' = (a7 b —ata)b! = (a_l(b - a)) bl

U o oGt K B i [ U [

ii) Tendo em mente que:

i) Temos:

o7 e} < fla = o <l o e~ e,
segue que: . ,
Gl @b
Analogamente:
1 1
oy <10
iii) De (4.1) segue que:
1‘”‘1_1“””_17” L e < 4.2)

I I
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Como assumimos a condicao:
1
la—b| < H”T,

entao temos:
1 —Ha‘lu la—Db| >0,

assim, multiplicando (4.2) por:
ol
1—|la=1||fla—b|’

obtemos:

1 J«]
b H < ,
7 < t=ape=a

como queriamos demonstrar. O

Coroldrio 4.2.7. Seja A uma K-algebra normada associativa com unidade, sejaa € A esejaz € K
tal que a — z1 € Inv(A) e|z| > ||1]|||a||. Entdo:

1
H(a—zl)_lH < ﬂ
2| =[] [}l
Demonstragido. Temos:
1
—z1—(a—2z1)|| =|a|| < ——,
e portanto, pelo Lema 4.2.6(iii):
le]

Q—Zlilug — ’
| =207 < syl = Fr=Ane

concluindo a demonstragéao. O

Proposicao 4.2.8. Seja A uma K-dlgebra normada associativa com unidade. Entdo a fungéo x —
x~1 de Inv(A) em A é continua, onde Inv(A) é o conjunto dos elementos invertiveis de A.

Demonstragio. A fungdo x — W de Inv(A) em R\{0} é continua, pois, para todo x € A, pelo

Lema 4.2.6(ii) temos:

lim

< lim|t — x| = 0.
t—x t—x

(Lo I

Porém a fungdo x — % de R\{0} em R é continua, assim a fung¢do x — Hx_l H de Inv(A) em R é

continua. Desse modo, para todo x € Inv(A), pelo Lema 4.2.6(i) temos:

e = = Qi) - e =) = o=
de modo que a fungdo x — x~! de Inv(A) em A é continua. O

4.2.2 Raio Espectral

Nesta subse¢do, mostraremos o Corolario 4.2.14, cujo enunciado diz que o conjunto Inv(A) dos
elementos invertiveis de A é aberto em A. Para isso, apresentaremos o conceito de raio espectral,
que esté relacionado ao teste da raiz em convergéncia de séries e o conceito de raio de convergén-
cia em séries de poténcias.
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Definigao 4.2.9. Seja A uma algebra normada associativa, e seja a € A. Definimos o raio espectral
t(a) de a por:
1
= inf||a"||".
t(a) = inf "
Obviamente t(a) < ||a|| e também t(Aa) = |A|t(a) para todo A € K. Também é claro que, como

um infimo de fung¢des continuas, t(-) se torna uma fun¢do semicontinua por cima em A.

Lema 4.2.10. Seja x;, uma sequéncia de reais ndo negativos tais que:

Kptm < Apky para quaisquer n,m e IN.

1 1
Entdo o limite lim a;; existe e é igual a inf,en a5; -

1 1
Demonstragio. Escreva a = inf,en aj; e seja e > 0. Fixe k tal que &) < a + &. Qualquer ntimero
natural n > k pode ser escrito unicamente na forma n = g(n)k+r(n),ondeg(n) e Ne0 < r(n) <
k —1, portanto, tomando ay = 1, obtemos:

a, < ar(n)zxz(n) <max{l,ay,az,..., 0, 1} (a0 + S)q(”)k.

Como Y(Tn) — 0, temos

q(n)k

+,~ — 1l quando n — o, assim:

q(n)k

1
g <max{l,oq,txz,...,(xk_l}%(a—i—s) o —>a+te

1

1 1
quando n — co. Portanto limsup ;; < a + €. Portanto, como ¢ era arbitrario e « < a;; para todo n,
1

entdo lima;} = a. O
Corolario 4.2.11. Seja A uma algebra normada associativa e seja a € A. Temos:

i) v(a) = lim||a"||".

ii) Set(a) < 1, entdo a sequéncia a" tende a zero.

Demonstragio. A afirmacao (i) segue do Lema 4.2.10 acima e do fato de que:

Assuma que t(a) < 1. Escolha t(a) < 5 < 1. Pela afirmacéo (i), temos Ha”H% < npparan e N
suficientemente grande, assim ||a"|| < #" — 0. Assim a afirmacao (ii) foi demonstrada. O

7| <l o) para quaisquer nm N

Corolario 4.2.12. Sejam A e B algebras normadas associativas, seja F : A — B um homomorfismo
continuo de algebras e seja a € A. Entdo v(F(a)) < v(a). Como consequéncia, toda norma de
algebra equivalente em A nos d4 o mesmo raio espectral em A.

Demonstragdo. Para n € IN temos:
[F(a)"[| =[[F(a™)[| < I Fllla"||-
Assim, tomando raizes n-ésimas e fazendo n — o, o Corolério 4.2.11(i) nos da t(F(a)) < t(a). O

Lema 4.2.13. Seja A uma algebra normada completa associativa com unidade e seja a € A tal que
t(a) <1.Entdo1—a € Inv(A) e também:

(l—a)_1 = Z a®,

n=0

onde definimos ay = 1.
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Demonstragio. Escolha # com t(a) < 1 < 1. Pelo Coroldrio 4.2.11(i), temos |[a"|| < #" para n
suficientemente grande, portanto a série >, ||a"|| converge. Segue da completude de A que a

série 7", a" converge em A. Como para cada 7 temos:

(1-a)1+a+---+a")=1A+a+---+a")1—a) =1-a""},

segue que:
0 0
(1—a) Za” = Za” (1—a)=1.
n=0 n=0
Assim 1 — a é um elemento invertivel de A, e sua inversa é >, ; a". O

Corolario 4.2.14. Seja A uma algebra normada completa associativa com unidade. Temos:
i) Paraa e A,se||1—a| <1, entdoa € Inv(A).

ii) ParaaeInv(A)ebe A, se|la—b| < W, entdo b € Inv(A).

Demonstragio. Temos o seguinte:

i) Basta escrever a =1 — (1 — a) e aplicar o Lema 4.2.13.

ii) Sejam a € Inv(A) e b € A tais que|ja — b|| < W Entdo temos:

Hl — a’le = Ha’l(a — b)H < Ha*H la—b| <1.
Assim, pela afirmagao (i), temos a~!b € Inv(A). Logo b = a(a~'b) € Inv(A). O

4.2.3 Diferenciabilidade segundo Fréchet

A derivagao de Fréchet é uma derivacdo definida em espagos normados. Nomeado por Maurice
Fréchet, ele geralmente é utilizado para generalizar a derivada de uma fun¢do de uma varidvel
real com valores reais ao caso de uma funcido de vérias varidveis reais com valores vetoriais.
Ele também é utilizado para definir a derivacdo funcional utilizada amplamente no célculo de
variagoes.

Nesta subsecado, apresentaremos o conceito de diferenciabilidade segundo Fréchet e revisaremos
vérios resultados basicos com demonstragdes. Em particular, mostraremos o Teorema 4.2.23, cujo
enunciado diz que, em toda 4lgebra normada associativa com unidade A, a fungdo x — x~1de
Inv(A) em A é diferenciavel segundo Fréchet.

Defini¢do 4.2.15. Sejam X e Y espagos normados, ) um subconjunto aberto de X, f uma fungdo
de Q) em Y e x um elemento de (). Dizemos que f é dito Fréchet-diferencidvel em x se existe uma
funcdo linear continua T : X — Y satisfazendo:

|f(y) — f(x) = T(y—x)|

=0.
v ly = x|

Proposicdo 4.2.16. Sejam X e Y espacos normados, () < X aberto eseja f : 3 — Y. Se f é
diferencidvel em x, entdo f é continua em x.

Demonstragio. Sendo T a derivada de f em x, entdo para y temos:

£ () = F)|| <||f(y) = f(x) = Tly—x)|| +|IT|| ||y — x

assim é facil ver que:

4

lim|£(y) ~ £()]| =0,

y—=x
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ai f é continua em x. O

Proposicdo 4.2.17. Sejam X e Y espacos normados e seja T : X — Y fungdo linear continua. Entao
T é diferencidvel.

Demonstragio. Seja a € X. Para todo x € X temos:
T(x)—T(a)—T(x—a) =0,
assim é facil ver que T é diferencidvel. O

Proposicao 4.2.18. Sejam X, Y e Z espagos normados e seja () = X aberto. Sejam f : () — Yeg:
Q) — Z fungdes diferencidveis em x. Entdo a fungdo h : Q3 — Y x Z dada por h(x) = (f(x), g(x))
é diferencidvel em x.

Demonstragio. Sejam F e G derivadas de f e g em x, entdo para t € () temos:
h(t) = h(x) = (F(t = x),G(t = x)) = (f() = f(x) = F(t = x),8(t) = g(x) = G(t = x)),
assim temos:

|h(t) = h(x) — (F(t—x), G(t — x))|

2

4

= VI(F) = Fx) = F(t =) ||* +]|g(5) — g(x) = G(t — x))

logo é facil ver que & é diferencidvel em x. O

Proposicio 4.2.19. Sejam X, Y e Z espagos normados e seja f : X x Y — Z uma funcao bilinear
continua. Entdo f é diferencidvel.

Demonstragio. Existe um a > 0 tal que para todo z € X x Y tenhamos||T(z)|| < a|z||%. Sejam a € X
ebeY.Entdo parax e X ey € Y temos:

fxy) = flab) = (f(x—a,b) + flay —b)) = f(x —a,y = b),

assim temos:

1f(x,y) = f(a,b) = (f(x—a,b) + f(a,y = b)) || = || f(x —a,y = b) || < &[[(x,y) — (a,])|

logo é facil ver que f é diferencidvel. O

2
7

Proposigao 4.2.20 (Regra da Cadeia). Sejam X, Y e Z espagos normados. Sejam U < X aberto em
XesejaV < Yabertoem Y.Sejam f : U — Veg:V — Z fungdes diferencidveis em x e f(x)
respectivamente. Entdo go f : U — Z é diferencidvel em x.

Demonstragio. Seja F derivada de f em x e seja G derivada de g em f(x). Entdo para t € X temos:
g(f(#)) —g(f(x)) — G(F(t - x))
= g(f(1)) =g(f(x)) = G(f(t) = f(x)) + G(f(t) = f(x) = F(t = x)),

assim:

I8(f () —g(f(x)) = G(F(t —x))||
< l(f(1) —g(f(x)) = G(F(t) = FE)) | UG (£) = f(x) = F(t = x)]| -



78 ALGEBRAS NORMADAS 4.2

Para ¢ > 0, sendo ¢ = min{l
||u— f(x)|| < tenhamos:

1§(u) —g(f(x)) = G(u— f(x))[| <€|lu—f(x)

além disso, existe y > 0 tal que para todo ¢ € U tal que||t — x|| < ¥ tenhamos:

1f(5) = f(x) = F(t = x)|| < &'l|t — x|,

e .
, W}, existe um 6 > 0 tal que para todo u € V tal que

4

assim, sendo 7' = min{vy, }, parat e U tal que||t — x|| < 7/ temos:

_0
¢/ HF|l

IF &) = fF < (& +IENNE =]l <6,

l8(F(5) = 8(F(x) = G(F(1) — F) | < €| f(8) — F)|| <€ (& +IIFI) 1t~ ],
Ig(f(1) = 8(f(x)) = G(F(t=x))|| < & (& +|FDlt x| + Gl — x|
< & @H[E[+IGIDIE —x]
< gt —x].
Consequemente, g o f é diferencidvel. ]

Coroldrio 4.2.21. Sejam X e Y espacos normados, seja U < X aberto em X e seja, f,g: O — Y
fungdes diferencidveis em x. Entdo:

* Paraqa, B e K, entdo af + Bg: () — Y é diferencidvel.
® Se Y é uma élgebra normada, entdo a fungdo f - g : () — Y é diferenciavel.

Lema 4.2.22. Seja A uma algebra associativa com unidade. Entao:

ey Ty Ny -y =y - (v - x)y

-1

para quaisquer x,y € Inv(A).

Demonstragio. Temos o seguinte:

oy oy iy -0yt = Ty -y -y iy Xy
= (7 -y Hly-xy
= yiy-0x -y
concluindo a demonstragao. O

Teorema 4.2.23. Seja A uma algebra normada completa associativa com unidade. Entdo Inv(A) é
aberto em A. Além disso, a fungéo x — x~! de Inv(A) em A é Fréchet-diferencidvel.

Demonstragido. A primeira conclusdo segue do Corolédrio 4.2.14(ii). Fixemos a € Inv(A). Entdo,
pelo Lema 4.2.22, para cada x € Inv(A) temos:

x gt (el (x—a)a ) =a Y (x—a)x Y (x—a)a



4.2 ALGEBRAS NORMADAS 79

e assim: )
. B | B3

Como a fungdo x — Hx_l H é continua pelo Lema 4.2.6(ii), temos:

1,1 (g g\a-1
lim © a (—a ' (x—a)a™?) _o.
X [l —a

Portanto, a fungdo x — x~! é diferencidvel em a sendo a derivada a funcdo T € BL(A) dada por
T(x) = —a ‘xal. O

4.2.4 Espectros de Elementos

Nesta subsecdo, mostraremos o Teorema 4.2.27, chamada Teorema Gelfand-Mazur Versao Com-
plexa, cujo enunciado diz que toda C-dlgebra normada associativa com divisdo cldssica é isomorfa
a C. Para isso, apresentaremos o conceito de espectro de um elemento em uma algebra associativa
com unidade e veremos que o teorema principal é consequéncia do Teorema 4.2.26, cujo enun-
ciado diz que o espectro de todo elemento de toda C-algebra normada associativa com unidade
nunca € vazio.

O conceito de espectro a ser apresentado nesta subse¢ao é uma generalizagdo do conceito familiar
de espectro de uma fungdo linear T de um espago vetorial X nele mesmo, que consiste de um
conjunto cujos elementos sdo chamados de autovalores de T. O espectro de uma fungédo linear
tem como uma de suas principais motivac¢des a formulacdo matematica da mecénica quantica. Por
exemplo, os autovalores da func¢éo linear chamada de operador de Schrodinger estdo relacionados
com as frequéncias de ondas eletromagnéticas dos estados de uma particula.

No caso particular em que X é um espago vetorial de dimensdo finitae T : X — X é uma fungdo
linear, o Teorema 4.2.26 pode ser provado levando em consideracdo o polindmio caracteristico de
T e o fato de que C é algebricamente fechado.

Definicao 4.2.24. Seja A uma K-algebra associativa com unidade e seja a € A. Entdo definimos
o espectro de a relativo a A, denotado por sp(A,a), ou simplesmente sp(a) se A ficar claro pelo
contexto, como o subconjunto de K dado por:

sp(A,a) ={peK:a—pul¢Inv(A)}.

Lema 4.2.25. Seja A uma K-algebra normada associativa com unidade, seja a2 € A, e seja W um
subconjunto aberto de K contido em K\sp(A, a). Entdo a fungdo f : W — A dada por f(A) =
(a — A1)~! é diferenciavel em todo ponto A € W com derivada f'(A) = (a — A1)~2.

Demonstragio. Fixemos A € W. Entdo para y € W temos:
f)=fA) = (a—p1)~' = (a=A1)~"
= (a— 1) ((a— A1) — (a—p1)) (a— A1)~

= (p-AM@-pu)-1(a-A)",
e, por causa da Proposicdo 4.2.8, temos:

f'(A) =1lim(a—pu1) " Ya—A1)"1 = (a—A1)72,
H—A

encerrando a demonstragao. O
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Teorema 4.2.26. Seja A uma C-dlgebra normada associativa com unidade, e seja 2 € A. Entdo
sp(A,a) # .

Demonstragio. Suponhamos que sp(A,a) = . Entdo, pelo Lema 4.2.25, a fungédo f : C — A dada
por f(z) = (a —z1)~! é uma funcdo inteira. Por outro lado, pelo Corolario 4.2.7, para cada z € C

com |z| > ||1]|||a]|, temos:
1]
< o
P& < o=

e como consequéncia:
lim f(z) = 0.

Z—0

Segue do Teorema de Liouville que f(z) = 0 para todo z € C. Em particular:

uma contradigdo. 0

Agora mostraremos o Teorema de Gelfand-Mazur para K = C.

Teorema 4.2.27 (Teorema de Gelfand-Mazur Versdo Complexa). Seja A uma C-dlgebra normada
associativa com divisdo cldssica. Entdo A é isomorfa a C.

Demonstragio. Seja a € A. Pelo Teorema 4.2.26, existe A € sp(A, a). Portanto:
a—A1¢Inv(A) = A\{0}.

Assim a = A1. Consequentemente A = C1. O

4.2.5 Complexificacao

Nesta subsecao, mostraremos o Teorema 4.2.38, chamado Teorema de Gelfand-Mazur Versao Real,
cujo enunciado diz que toda IR-dlgebra normada associativa com divisdo cldssica é isomorfa a R,
C ou H. Para isso, apresentaremos o conceito de complexificagdo de uma R-dlgebra, que serd uma
C-algebra que de certo modo estende a IR-4lgebra inicial, e mostraremos vérios resultados bésicos
para o presente trabalho.

Baseado na demonstragdo do Teorema de Gelfand-Mazur Versdao Complexa, estudaremos o com-
portamento do espectro de um elemento de uma R-algebra associativa com unidade. Diferente-
mente do caso K = C, no caso K = R o espectro pode ser vazio, porém podemos obter uma
descri¢do do espectro de uma IR-4lgebra associativa com unidade em relagdo a sua complexifica-
¢do através da Proposigdo 4.2.37. Esse resultado, por sua vez, serd utilizado na demonstragdo do
teorema principal desta subsecao.

Defini¢ao 4.2.28. Seja A uma R-4lgebra. Definimos a complexifica¢dao de A como o conjunto A¢c =
A x A e nele definimos a seguinte estrutura. Para (x,y), (z,t) € Ac e a, B € R, definimos:

* (Ly)+(zt) = (x+zy+1)
o (a+pi)(x,y) = (ax — By, ay + px).
* (x,y)(z,t) = (xz — yt, xt + yz).

E facil ver que Ac, com as operacdes e a multiplicacdo por escalar definidas acima é uma C-
dlgebra. Além disso, se A for associativa, entdo Ac também o sera.

E facil ver que A’ = {(x,0) : x € A} é uma R-subdlgebra de A, naturalmente isomorfa a A como
R-dlgebra, o isomorfismo f : A — A’ sendo dado por f(x) = (x,0). Identifiquemos A’ com A, ou
seja, para todo x € A temos:

(X,y) = (X,O) + (O/y) = (X/O) +i(y/0) = x+1y,
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logo todo elemento u € Ac se escreve de modo tinico na forma u = x 4 iy onde x,y € A.

Lema 4.2.29. Seja A uma R-dlgebra de dimensao finita. Se {ay,...,a,} é uma base de A, entdo
{a1,...,a,} é uma base de Ac como C-espaco vetorial e portanto dimg (A) = dimc¢ (Ac).

Seja f uma transformacao linear de A em A. Consideremos f¢ : Ac — Ac dada por fc(u +iv) =
f(u) +if(v). E facil ver que fc é uma transformagdo linear do C-espago vetorial Ac nele mesmo.

Lema 4.2.30. Seja A uma IR-dlgebra de dimensdo finita e f uma transformacao linear de A em A.
Para A € C, entdo A é uma raiz caracteristica de f se e s6 se A é uma raiz caracteristica de fc.

Demonstragdo. Seja {ay,...,a,} uma base do R-espaco vetorial de A. Entdo, pelo Lema 4.2.29, o
conjunto {ay,...,a,} é uma base do C-espaco vetorial de Ac. Entretanto temos fc(a;) = f(a;)
para todo i = 1,...,n. Assim, as matrizes de fc e f em relacdo a base {ay,...,a,} sdo iguais.
Portanto, os polindmios caracteristicos de fc e f sdo 0os mesmos. O

Lema 4.2.31. Seja A uma R-dlgebra com elemento unidade, sem divisores de zero e de dimensao
finita. Entdo, para todo x € A\IR1, os fatores irredutiveis do polindmio caracteristico de R, em sua
decomposicdo em R[X] sdo de grau 2. Como consequéncia, dimg (A) é par.

Demonstracio. Seja x € A\R1, seja I o operador identidade em A e seja px = det(XI — Ry) o
polindmio caracteristico de R,. Suponhamos que exista # € R tal que « seja raiz de p,. Entdo
0 = det(al — Ry) = det(Ry1-x), assim Ry1_, ndo é invertivel. Como A ndo tem divisores de
zero, entdo a1 —x = 0, dai x = a1l € R1, o que é uma contradigdo. Portanto o teorema esta
demonstrado. O

Observacao 4.2.32. Para quaisquer x € A e u + iv € Ac temos:
(Ry)c(u +iv) = Ry(u) + iRy (v) = ux +ivx = (u + iv)x.

Portanto podemos indicar (Ry)¢ por Ry se o contexto ndo der margem a confuso.

Lema 4.2.33. Seja A uma R-dlgebra com elemento unidade, sem divisores de zero e de dimensdo
finita. Sejam x € A\R1e A € C. Se A é uma raiz caracteristica de Ry, entdo A ¢ R e também existe
u+ive Ac\{0} tal que Ry(u + iv) = A(u + iv).

Demonstragio. Sejam x € A\IR1 e A € C. Suponhamos que A seja uma raiz caracteristica de R,.
Entdo, pelo Lema 4.2.31, temos A ¢ R. Além disso, pelo Lema 4.2.30, existe u + iv € Ac\{0} tal que
Ry(u +iv) = AMu +iv). O

Lema 4.2.34. Seja A uma R-4dlgebra normada tal que a norma satisfaz:

[yl =My

para quaisquer x,y € A. Suponhamos que A tenha elemento unidade e tenha dimens&o finita.
Sejam x € A\R1e A € C. Se A é uma raiz caracteristica de R, entdo|A| =||x||.

Demonstragio. Sejam x € A\IR1 e A € C. Suponhamos que A seja uma raiz caracteristica de R,.
Pelo Lema 4.2.33, entdo A ¢ R e existe z = u + iv # 0 tal que Ry(z) = Az e dai R}'(z) = A™z para
todo inteiro m > 1. Pondo A = p(cos 6 + isinf), onde p =|A| e 6 é um argumento de A, temos que
R (u 4+ iv) = p"(cos(mb) + isin(mb)), dai:

R¥(u) = p"™(ucos(mb)—vsin(mb)),
(4.3)
R (v) = p"(usin(mé)+ vcos(mb)).

Como ‘cos(m())‘ <le }sin(m@)‘ < 1, obtemos os seguintes resultados:

IRE G| = l[ullllx]™ < p™r e [[RE@)| =olllx]" < o™,
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onde y = ||u| +||v]|, daf:

el 1™ +l[oll ][ < 20™,

logo 7||x||™ < 20™7, entdo (||x|| p~!)™ < 2 para todo inteiro m > 1, logo ||x||p~! < 1, portanto
||x|| < p. Por outro lado, de (4.3) temos:

R (u cos(mb) + vsin(m@))
= p"(ucos?(mb) —vsin(mb) cos(mb) + usin®(m6) + v cos(md) sin(mh))
= p"u.
Da mesma forma obtemos:
m

R (vcos(mf) — usin(mb)) = p"v.

Logo "[[u]| < v[[x||" e p"|[o]] < |x||", da temos p™ < 2||x||" 7, portanto (p]x|| )" < 2 para
todo inteiro m > 1, logo p||x| " < 1, entdo p < ||x||. Como||x|| < p, temos p = ||x]|. O
Agora mostraremos que a complexificacdo de uma R-dlgebra normada é uma C-algebra normada.

Definigao 4.2.35. Sejam A uma R-dlgebra normada e x + iy € Ac, onde Ac é a complexificagdo
de A. Definimos:

|x +iy| =Ilx[l +|[y

;I +iy|e :sgp)e"e(x—l—iy)‘.

Lema 4.2.36. Sejam A uma R-adlgebra normada e A¢ a sua complexificagdo. Entdo Ac, munida de
||l c,  uma &lgebra normada e além disso, para todo x € A, temos||x||c = v2||x||.

Demonstragido. Mostraremos que Ac é uma dlgebra normada:
1) Paratodox,ye A,sex+1iy # 0, entéo‘x + iy| > 0.
2) Paratodox,y € Aea € R temos|a(x +iy)| =|a||x + iy|.
3) Paratodo x,y,z,t € A temos:
|(x+iy)(z+it)| = |(xz—yt)+i(xt+yz)|
= [lxz = ytl| <t + yz]]

< lxlllizll =+ [y [0+ el Tl -+ [y {1121

= (I=l+llyl) Q=1 +1e)

= |x+iy||lz+it].
4) Paratodo x,y,z,t € A temos:
|(x+iy) + (z+it)| = [(x+2z)+i(y+1t)]
= |lx+z| +|ly+ ¢
<l llzl + vl + ]

|x +iy| +|z +it].
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5) Para todo x,y € A temos:

I+ ivlle = sup (|| (cos )z = (sin@)y|| +/]sin o) + (cosey] )

6) Para todo x,y € A, se x + iy # 0, entdo:

e (x +iy)| =|x +iy| = x|l +|lyl| > 0,

portanto:
|x +iy||c > 0.

7) Paratodo A € C, temos A = pe'” onde p,y € Re p > 0, dai para x,y € A temos:

[A(x+iy)||c = s%p‘pe(eﬂ)i(x—i—iy)‘ = pszp‘e(eﬂ)i(x—i—iy)’ = |Al]|x + iy -

8) Paratodo x,y,z,t € Aef € R, temos:

eﬁ(z + it)

e (x +iy)(z + it)’ <

e%(x—l—iy)‘

4

logo:
[(x +iy)(z +it) | <[lx+iycllz +itllc -

9) Paratodo x,y,z,t € Aef € R, temos:

7

)eie ((x+iy) + (z+it)) ’ <

e (x + iy)‘ +)ei9(z + it)

logo:
|G +iy) + @+ iD)e <l + iyl +lz+itllc.

Por fim temos:

eiex’ = (sup (|cos | +|sin9])> l|x|| = \@HxH
0

Ixllc = sup
0
para todo x € A.
Proposicao 4.2.37. Seja A uma R-algebra associativa com unidade e seja a € A. Entdo:
sp(Ac,a) = {a+BieC: (a—al)*+ 1 ¢ Inv(A)},
onde Ac é a complexificacdo de A.

Demonstragio. Seja:
&+ Bi =noa—pPi

a conjugacao usual dos complexos e para x + iy € Ac definamos:

x+iy =x—1y.
Entdo temos as seguintes propriedades:
* z+w =z + W para quaisquer z, w € Ac.
* 7z =7 -z para quaisquer y € Cez e Ac.

® ZW = Z-W para quaisquer z, w € Ac.

83
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Para z € Ac, é facil ver que z é invertivel em Ac se e s se z é invertivel em Ac. Além disso, para
z € Ac, se z é invertivel em Ac, entdao z~! = z~1. Também é facil ver que, para todo z € Ac, entdo
z € A seesosez = z. Com essas afirmagdes, podemos concluir que, para todo z € Ac, se z é

invertivel em Ac ez € A, entdo z~! € A. Além disso, para todo z € Ac temos:
sp(Ac,z) = {A: Aesp(Ac,z)}

Sejaa e A € Ac. Entdoa = a, o que implica que sp(Ac, a) é invariante sob a conjuga¢do em C.
Agora, tendo em mente que para quaisquer &, 8 € R temos:

(a—(a+Bi)1) (a— (a—Bi)1) = (a—al)*+p*1e A,
segue que:
a+pBiesp(Ac,a) = a—piesp(Ac,a) = (a—al)®+p*1¢Inv(A),
concluindo a demonstragéao. O
Agora mostraremos o Teorema de Gelfand-Mazur para K = IR.

Teorema 4.2.38 (Teorema de Gelfand-Mazur Versao Real). Se A é R-algebra normada associativa
com divisdo cléssica, entdo A é isomorfa a R, C ou H.

Demonstragio. Seja Ac a complexificagdo de A e seja a € A. Pelo Teorema 4.2.26, existem «, € R
tais que « + Bi € sp(Ac, ). Entdo, pela Proposicao 4.2.37, temos:

(a—al)® +p*1 ¢ Inv(A).

Como A é uma algebra com divisdo cldssica, deduzimos que (a — a1)? + 21 = 0. Portanto, como
isso vale para todo a € A, vemos que A é uma algebra quadrética, e o Teorema de Frobenius-Zorn
se aplica. ]

4.3 Teorema Generalizado de Gelfand-Mazur-Kaplansky

Lembremos que o Teorema Generalizado de Frobenius-Zorn diz que toda IR-4dlgebra algébrica
alternativa a direita sem divisores juntos de zero é isomorfa a R, C, H ou O. Por outro lado, o
Teorema Generalizado de Gelfand-Mazur-Kaplansky pode ser visto como uma versao topolégica,
ou uma versdo normada, do Teorema Generalizado de Frobenius-Zorn. De fato, ele diz que toda
R-4dlgebra normada alternativa a direita sem divisores topolégicos juntos de zero é isomorfa a
R, C, H ou O. Portanto, basta mostrar que toda R-dlgebra normada alternativa a direita sem
divisores topoldgicos juntos de zero é uma R-dlgebra algébrica.

Na Subsecédo 4.3.1, apresentaremos os divisores topoldgicos de zero e seus afins, que formam a
versdo topoldgica, ou a versdo normada, dos divisores de zero e seus afins. Na Subsegdo 4.3.2,
mostraremos que toda IR-dlgebra normada com poténcias associativas sem divisores topolégicos
juntos de zero é algébrica. Na Subsecdo 4.3.3, encerraremos a demonstragdo do Teorema Genera-
lizado de Gelfand-Mazur-Kaplansky e apresentaremos outras aplicagdes da subsecdo anterior.

4.3.1 Divisores Topolégicos de Zero

Nesta subsecdo introduziremos os conceitos de divisores topolégicos de zero e estudaremos a
relacdo disso com os operadores lineares limitados por baixo. Para a demonstracdo do Teorema
Generalizado de Gelfand-Mazur-Kaplansky, somente a Definicdo 4.3.1 e a Proposicado 4.3.2 serdo
necessdrias. Os outros resultados nesta subsecdo, entre os quais o Corolério 4.3.10 é o principal,
serdo utilizados posteriormente para a demonstragdo do Teorema 6.2.18.
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Defini¢do 4.3.1. Seja A uma K-algebra e seja a € A\{0}.

g é um divisor topolégico de zero a direita se existe uma sequéncia (by)qen de elementos
de A tal que||b,|| = 1 para todo n e b,a — 0.

* g éum divisor topolégico de zero a esquerda se existe uma sequéncia (b, ),en de elementos
de A tal que||b,|| = 1 para todo n e ab, — 0.

e 1 é um divisor topoldgico de zero se existe uma sequéncia (by,),en de elementos de A tal
que||b,|| = 1 para todo n e ab, — 0 ou bya — 0.

g é um divisor topolégico junto de zero se existe uma sequéncia (by),eN de elementos de
A tal que||b,|| = 1 para todo n e ab, — 0 e b,a — 0.

Proposicdo 4.3.2. Seja A uma K-algebra normada e seja a # 0 um elemento de A. Se a ndo é um
divisor topolégico junto de zero, entdo existe um m € R com m > 0 tal que m||b|| < ||ab|| +|bal|
paratodo b € A.

Demonstragiio. Suponhamos que para todo m > 0 exista b € A tal que m||b|| > \iabH +||bal|. Entdo,
para cada 1 € N, existe b, € A tal que 1 ||by|| > ||aby|| + | bnal|. Tomando a, = I temos ||a,|| =1
para todo n € IN e as sequéncias aa, e a,a convergem a zero em A. Portanto 4 é um divisor
topoldgico junto de zero em A. O

Proposicao 4.3.3. Seja A uma K-algebra normada completa associativa com unidade e seja 2 um
elemento da fronteira de Inv(A) relativa a A. Entdo a é um divisor topolégico junto de zero.

Demonstragido. Como a estd na fronteira de Inv(A) relativa a A, segue do Teorema 4.2.23 que a ¢
Inv(A) e existe uma sequéncia a, em Inv(A) tal que a, — a. Pelo Lema 4.2.6(ii), para quaisquer
n,m € IN temos:

é uma sequéncia de Cauchy em RR. Assim existe:

-1 -1
o I )

-1
Portanto ‘ a,! ‘

A = lim

‘—1
n—aoo

a;l

-1
ay

Assuma que A # 0. Entéo‘ ‘ converge a A1, portanto é limitada. Ou seja, existe M € R tal que

-1

ay

‘ < M para todo n € IN. Pelo Lema 4.2.6(i), para quaisquer n,m € IN temos ‘ a;! —a! H <

M?||ay — an||, portanto 4, ! é uma sequéncia de Cauchy em A. Se a,' - be A, entdo a,a;! — ab
e a,'a, — ba, de modo que ab = ba = 1, assim a € Inv(A), uma contradico.
-1
Portanto A = 0, ou seja, ||a;, ! ‘ — 0. Agora, escrevendo b, = ‘ a;! ‘ a,;! e vendo que:
1| 7! 1| !
ab, = (a—an)bn+‘ a, ’ 1 e bya="by(a—ay,) +’ a, ‘ 1,
concluimos que ab, — 0 e bya — 0. Portanto a é um divisor topolégico junto de zero. O

Defini¢io 4.3.4. Seja F um operador linear limitado em um espago normado X. Definimos k(F)

assim: B HF(x)H
KE) =

Dizemos que F é limitado por baixo se k(F) > 0.

Proposicdo 4.3.5. Seja X um espago normado e seja F € BL(X). Entdo temos:
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i) F éum divisor topoldgico de zero a esquerda em BL(X) se e s6 se F ndo é limitado por baixo.
ii) Se F é um divisor topolégico de zero a direita em BL(X), entdo F ndo é uma funcdo aberta.

Demonstragio. Assuma que F seja um divisor topologico de zero a esquerda em BL(X). Entdo

existe uma sequéncia F, de elementos de BL(X) tal que ||F,|| = 1 para todo n e FF, — 0. Para
n € IN, escolha um y, € X tal queHynH =1 eHFn(yn)H > o esejax, = Hg((;:))H . Entdo x,, ¢ uma
sequéncia de elementos de X tal que||x,|| = 1 para todo n e F(x,) — 0, ja que:
FF,
| F(xn) || = [FE: o) <2|FE,,
[[En (yn) |

assim F ndo é limitado por baixo.

Agora assuma que F ndo seja limitado por baixo. Entdo existe uma sequéncia x, de elementos de

X tal que||x,| = 1 para todo n e F(x,) — 0. Agora tome um elemento f € X* tal que||f|| =1e
para n € IN considere o operador linear limitado F, em X definido por F,(x) = f(x)x, para todo
x € X. Entdo F, se torna uma sequéncia de elementos de BL(X) tal que ||F,|| = 1 para todo n e

FF, — 0, assim F é um divisor topologico de zero em BL(X).

Finalmente assuma que F é um divisor topolégico de zero a direita em BL(X). Entdo F* é um
divisor topolégico de zero a esquerda em BL(X™*). Portanto, pelo primeiro pardgrafo da prova,
existe uma sequéncia f, de elementos de X* tal que|| f,|| = 1 para todo n e F*(f,) — 0. Se F fosse
uma fungdo aberta, como 0 € F(X), entdo existiria § > 0 tal que {Bx < F(Bx), logo para todo
n € N teriamos:

|

uma contradigéo. O

F*(fu)|| = sup|fu(F(x))| = 5561?; |fu(x)| = 9| full =0,

xeBx

Coroldrio 4.3.6. Seja X um espaco de Banach e seja F elemento da fronteira Inv(BL(X)) relativa a
BL(X). Entdo F ndo é limitado por baixo e ndo é sobrejetor.

Demonstragio. Seja F elemento da fronteira de Inv(BL(X)) em relagdo a BL(X). Pela Proposi¢do
4.3.3, entdo F é um divisor topolégico junto de zero. Em particular, F é um divisor topolégico de
zero a esquerda e a direita. Portanto, pela Proposigdo 4.3.5, a fung¢do F ndo é limitada por baixo e
ndo é aberta. Pelo Teorema da Fungdo Aberta, concluimos que F ndo é sobrejetora. O

Lema 4.3.7. Seja X um espaco de Banach ndo nulo e seja P um subconjunto conexo de BL(X).
Assuma que todo elemento de P é limitado por baixo ou sobrejetor. Entao todos os elementos de
P séo bijetores ou nenhum elemento de P é bijetor.

Demonstragio. Suponhamos que a conclusdo do lema néo é verdade. Entéo:
Q = {F € P : F é bijetora}

é um subconjunto ndo vazio e préprio do conjunto conexo P, assim existe Fy na fronteira de Q
relativa a P. Pelo Teorema do Isomorfismo de Banach, entdo F esta na fronteira de Inv(BL(X))
relativa a BL(X). Portanto segue do Corolario 4.3.6 que Fy ndo é limitada por baixo e néo é sobre-
jetora, contradizendo nossa hipétese. ]

Lema 4.3.8. Seja X um espaco de Banach. Entdo, para F, G € BL(X) temos:
[k(F) =k(G)| <[[F=G].

Além disso, para F € BL(X), se F é limitado por baixo e ndo é bijetor, entdo a bola aberta de centro
F e raio k(F) consiste somente de elementos que sdo limitados por baixo e ndo sdo bijetores.
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Demonstragio. Sejam F, G € BL(X). Para todo x € X temos:

(k(F) =|[F = GI)lIx]l < [[FG)[| = [|(F = G)(x) || <[|G(x)

4

assim k(F) —||F — G|| < k(G), o que mostra a primeira afirmagdo do lema. Disso segue que, para
F € BL(X), se F é limitado por baixo, sendo B a bola aberta em BL(X) de centro F e raio k(F),
entdo todo elemento de B é limitado por baixo. Portanto, se F ndo é bijetora, entdo, pelo Lema
4.3.7, nenhum elemento de B é bijetor. O

Lema 4.3.9. Seja X um espago de Banach e seja F : X — X uma isometria linear ndo sobrejetora.
Entdo F — Ix ndo é limitado por baixo e ndo é sobrejetor.

Demonstragdo. Seja r um real positivo. Se r < 1, entdo temos:
|F— (F-rIx)|| =r <1=k(F),

assim, pelo Lema 4.3.8, F — rI, ¢ Inv(BL(X)). Por outro lado, se r > 1, entdo:

Ix—<lx—1F>H:1<1,

assim, pelo Coroldrio 4.2.14, temos Ix — 1F € Inv(BL(X)), assim F —rlx € Inv(BL(X)). Segue que
F — Ix estéd na fronteira de Inv(BL(X)) em relacdo a BL(X), assim o Corolario 4.3.6 se aplica. [

Aplicando o lema anterior para o completamento de um espago normado X, obtemos o seguinte.

Corolario 4.3.10. Seja X um espago normado e seja F : X — X uma isometria tal que F(X) néo é
denso. Entdo existe uma sequéncia (x,),en de elementos de X tais que||x,|| — 1e T(x,) —x, — 0.

Demonstragio. Seja X o completamento de X e consideremos X como um subespago denso de X.
Entdo existe uma isometria F : X — X que estende F. E facil ver que F(X) estd contido no fecho
topolégico de F(X) em relacio a X, assim, se F(X) fosse denso em X, entdo F(X) seria denso em
X, assim F(X) seria denso em X, contradigdo. Portanto, pelo Lema 4.3.9, existe uma sequéncia
(yn)nen de elementos de X tal que ||y, || = 1 para todo 1 e F(y,) — y» — 0. Como X é denso em X,
entdo para todo n existe x,, € X tal que||x, — yu|| < %, assim temos||x, || - 1e F(x,) —x, — 0. O

4.3.2 Centroide Estendida

Nesta subsecdo, mostraremos o Teorema 4.3.26, cujo enunciado diz que toda IR-algebra normada
com poténcias associativas sem divisores topolégicos juntos de zero é quadratica, em particular
algébrica.

Para isso, n6s apresentaremos o conceito de centroide estendida de uma &lgebra prima e também
varios resultados intermedidrios, que serdo apenas detalhes técnicos para o teorema principal
desta subsegdo. Lembremos que uma K-4lgebra A é dita prima se A # 0 e, para quaisquer ideais
IeJdeA,sel#0e] #0,entdo I] # 0.

Primeiro, apresentaremos uma propriedade imediata de dlgebras primas que serd ttil para esta
subsecdo.

Proposigao 4.3.11. Seja A uma K-algebra prima. Para quaisquer ideais [ e [de A,se ] # 0e ] # 0,
entdio I n [ # 0.

Demonstragio. Sejam I e | ideais de A. Suponhamos que I # O e | # 0. Como A é uma K-prima,
entdo I] # 0. Porém é facil ver que I] < I n J. Consequentemente [ n | # 0. O

Apresentaremos o conceito de centralizador parcialmente definido.
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Definigao 4.3.12. Seja A uma K-algebra prima. Um centralizador parcialmente definido em A é
uma fungéo f : Dy — A que satisfaz as seguintes condigoes:

* Dy é um ideal ndo nulo de A.
* f élinear.
* f(xa) = f(x)a para quaisquer x € Dfea € A.
e f(ax) = af(x) para quaisquer x € Dy e a € A.
Denotamos por ¢ o conjunto dos centralizadores parcialmente definidos em A.

Proposigao 4.3.13. Seja A uma K-dlgebra prima. Entdo todo centralizador parcialmente definido
ndo nulo é injetor.

Demonstragdo. Seja f um centralizador parcialmente definido.

1) Mostraremos que Ker(f) é um ideal de A. De fato, para quaisquer x € Ker(f) e a € A, temos:

f(xa) = f(x)a=0a=0, flax) =af(x) =a0 =0,
logo xa € Ker(f) e ax € Ker(f).

2) Mostraremos que Im(f) é um ideal de A. De fato, para quaisquer y € Im(f) e a € A, existe
x € Dy tal que y = f(x), assim:

ya = f(x)a = f(xa) eIm(f),  ay=af(x)= f(ax) € Im(f).

3) Mostraremos que Ker(f)Im(f) = 0. Sejam x € Ker(f) e y € Im(f). Entdo f(x) = 0 e existe
z € Dy tal que y = f(z). Assim:

xy =xf(z) = f(xz) = f(x)z=0z =0.

4) Por fim, como a élgebra A é prima e Ker(f) e Im(f) sdo dois ideais de A que satisfazem
Ker(f)Im(f) = 0, entdao Ker(f) = 0 ouIm(f) = 0, ou seja, f é injetor ou f = 0. O

Corolario 4.3.14. Seja A uma K-4lgebra prima. Sejam f e g centralizadores parcialmente definidos.
Suponhamos que exista r € Dy n Dy tal que r # 0 e f(r) = g(r). Entéo f(x) = g(x) para todo

Demonstragdo. Definamos h : Dy n Dy — A por h(x) = f(x) — g(x). Entéo h é um centralizador
parcialmente definido. Agora temos r € D¢ n Dy, r # 0 e h(r) = 0. Pela Proposicéo 4.3.13, temos
h =0, ouseja, f(x) = g(x) para todo x € Dy n Ds. O

Agora apresentaremos uma relagdo entre os centralizadores parcialmente definidos.

Defini¢ao 4.3.15. Seja A uma K-algebra prima. Para f,g € ¥, dizemos que f ~ g se e sO se
f(x) = g(x) para todo x € D¢ n Dy.

Proposicao 4.3.16. Seja A uma K-dlgebra prima. A relacdo ~ em % apresentada na Definicao
4.3.15 é uma relagdo de equivaléncia em €.

Demonstragdo. Temos o seguinte:
1) Para f € €, temos f(x) = f(x) para todo x € Dy n D¢, assim f ~ f.

2) Para f,g € ¢, se f ~ g, entdo f(x) = g(x) para todo x € D¢ N fg, assim g(x) = f(x) para todo
x € Dg n Dy, portanto g ~ f.

3) Sejam f, g, h € €. Suponhamos que f ~ g e ¢ ~ h. Entdo temos f(x) = g(x) para todo x €
Df n Dg e g(y) = h(y) para todo y € Dg n Dy. Entretanto Dy n Dg n Dy, é um ideal nao nulo
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de A, assim existe r € Df N D¢ n Dy, tal que v # 0. Assim r € Df N Dger e Dgn Dy, de modo
que f(r) = g(r) e g(r) = h(r). Logor € Dy n Dy, r # 0 e f(h) = h(r). Consequentemente, pelo
Coroldrio 4.3.14, temos f(z) = h(z) para todo z € D¢ n Dy, portanto f ~ h. O

Com esses resultados, podemos definir o conceito de centroide estendida.

Defini¢ao 4.3.17. Seja A uma K-édlgebra prima. A centroide estendida C4 de A é definida como
o conjunto quociente de ¢ pela relagdo de equivaléncia ~ apresentada na Defini¢do 4.3.15. Para
cada f € €, seja 71(f) a classe de equivaléncia de f em relagdo a ~.

Queremos definir uma estrutura de dlgebra na centroide estendida. Comecaremos com a seguinte
definicao.

Defini¢ao 4.3.18. Seja A uma K-algebra prima.
e Para f,g € ¢ definimos f + ¢ : Dy n Dg — A por (f +¢)(x) = f(x) + g(x).
e Paraan e Ke f € ¢, definimos a - f : Dy — A por (a- f)(x) = a(f(x)).
e Para f,g € ¢ definimos f - g : g7'(Dy) — A por (f - g)(x) = f(g(x)).
Proposigao 4.3.19. Seja A uma K-algebra prima. Entdo temos o seguinte:
a) Para f,ge€ %, entdo f + g€ C.
b) Paran e Ke fe ¢, entdon - f € €.
c) Para f,ge ¢, entdo f - g€ €.

Demonstragio. Provaremos apenas que, para f,g € ¢, entao g_l(Df) ¢ um ideal ndo nulo de A,
pois o resto é facil de verificar. Sejam f, g € €.

1) Mostraremos que g~ (Dy) é um ideal de A. E f4cil ver que g~ (Dy) ¢ um K-subespaco vetorial
de A. Agora, parax € g~! (Df) eac A, temos g(x) € Dy, mas Dy é um ideal de A, assim:

g(xa) =g(x)ae Dy, g(ax) =ag(x) e Dy,
assim xa € g~ (Dy) e ax € g(Dy).

2) Agora mostraremos que DfDg < ¢! (Dy). De fato, para x € Df ey € Dg, como Dy é ideal de 4,
entao:

8(xy) = xg(y) € Dy,
assim xy € g~ (Dy).

3) Como A é uma K-élgebra prima e D e D sdo ideais ndo nulos de A, entdo DfD, € um ideal
nio nulo de A. 0

Proposicao 4.3.20. Seja A uma K-algebra prima. Entdo temos:
a) Paraf,f',g,8€€,sef~feg~g,entiof+ f ~g+4.
b) ParaneKef,f €€, sef ~ f,entdaon-f ~a-f".
c) Paraf,f',9,4 €€, sef ~feg~g entiof-f ~g-4.
Demonstragdo. Temos o seguinte

a) Sejam f, f',¢,8' € € tais que f ~ f' e ¢ ~ ¢'. Entdo f(x) = f'(x) para todo x € Df n Dy e

também g(y) = g/ (y) para todo y & Dy ~ Dy. Assim ( +)(z) = £(2) +8(2) = f/(2) + /(=) =
(f'+¢&')(z) paratodo z € (Df n Dg) n (Dg n Dy). Portanto f + ¢ ~ f' + ¢
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b) Sejam « € K e f, f' € € tais que f ~ f'. Entdao f(x) = f'(x) para todo x € Df n Dg. Assim
temos (a - f)(x) = a(f(x)) = a(f'(x)) = (a- f')(x) paratodo x € Df n Dy. Portantoa - f ~ o - f'.

¢) Sejam f1, fo, 81,82 € € tais que f1 ~ fo e g1 ~ &». Entdo fi(x) = fo(x) para todo x € Dy, n Dy,

e g1(y) = 82(y) para todo y € Dy, N Dy,. Assim (f1 - 81)(2) = f1(81(2)) = f2(82(2)) = (f2- 82)(2)
paratodoz e g7 '(Dy,) n g, '(Dy,). Portanto f1 - g1 ~ f2- &2 O

Com esses resultados, as opera¢des apresentadas na seguinte defini¢do estdo bem definidas na
centroide estendida.

Defini¢ao 4.3.21. Seja A uma K-algebra prima.
* Para f, g € ¢ definimos 7(f) + 7(g) = 7w(f + ).
e Paran e Ke f € ¢, definimos a - 7t(f) = m(a - f).
e Para f,g € ¢ definimos 7(f) - w(g) = 7(f - g).

Proposicao 4.3.22. Seja A uma K-dlgebra prima. Entdo a centroide estendida C4 de A, munida
das operagdes apresentadas na Definigdo 4.3.21, é uma K-4lgebra associativa, comutativa e com
divisdo cléssica, ou seja, é uma extensao de corpos sobre K.

Demonstragio. E uma tarefa corriqueira mostrar que C4, munida das operagdes apresentadas na
Defini¢ao 4.3.21, é uma K-4lgebra associativa com unidade. A unidade de C,4 é dada por 7(1,),
onde I4 é a fung¢do identidade em A. O elemento 0 de C,4 é dado por 7(0),onde0: A — Aéa
funcdo definida por 0(x) = 0.

1) Mostraremos que C4 é comutativa. Basta mostrar que f - ¢ ~ ¢ f para quaisquer f,g € %.
Sejam f, g € €. Entdo g~ !(Dy) e f~(Dy) sdo ideais ndo nulos de A, ai g~!(Dy) - f~1(Dy) é um
ideal ndo nulo de A, assim existem r € g~(Dy) e s € f~1(D,) tais que rs # 0. Assim:

(f-8)(rs) = f(g(rs)) = f(g(r)s) = &(r)f(s) = g(rf(s)) = g(f(rs)) = (& f)(rs).
Pela Proposicdo 4.3.15, temos fg ~ gf.

2) Mostraremos que C4 é uma algebra com divisao cldssica. Basta mostrar que, para f € ¢ tal que
f#0,existege Ftalque f-g ~g-f ~ Is Seja f € € tal que f # 0. Pela Proposicdo 4.3.13, a
funcdo f é injetora e Im(f) é um ideal ndo nulo de A. Assim existe a fun¢do inversa g : Im(f) —
Dy, além disso € fécil verificar que g € ¢". Portanto concluimos que f - g ~ ¢+ f ~ Ia. O

Agora consideraremos as centroides estendidas de dlgebras normadas primas.

Proposigao 4.3.23. Seja A uma K-dlgebra normada prima. Suponhamos que todo centralizador
parcialmente definido em A seja uma fungdo continua. Entdo a centroide estendida C4 de A sa-
tisfaz o seguinte:

i) Se K = C, entdo C4 é isomorfa a C.
ii) Se K = IR, entdo C4 é isomorfa a R ou C.

Demonstragio. Pelos Teoremas 4.2.27 e 4.2.38 e pela Proposigao 4.3.22, entdo basta mostrarmos que
C4 é uma K-édlgebra normada. Para todo « € C4, definimos:

— inf [|f]|.
lall = _int |I£]

Mostraremos que C4, com a fun¢do a — ||a||, ¢ uma K-édlgebra normada.

1) E facil ver que||Aa|| =|A|||a para quaisquer A € Kea € Cy.



4.3 TEOREMA GENERALIZADO DE GELFAND-MAZUR-KAPLANSKY 91

2) Sejam a, f € Cx. Para f, g € ¢ tais que 71(f) = a e (g) = B, entdo temos:

c gl <Al -

If +&ll <ll7ll +lls

Portanto:
o+ BI| < lall +]|B

3) E facil ver que||1| = 1.

o -l <ladlfBll-

4) Seja « € Cx tal que o # 0. Pela Proposicdo 4.3.22, existe f € C4 tal que a - B = 1. Pelos itens (2) e
(3), temos:

L=} = [lapl| <llallf|A]-

Em particular|a||||8]| # 0. Consequentemente ||a]| # 0. 0

Agora mostraremos que toda dlgebra normada sem divisores topolégicos juntos de zero é uma
algebra prima.

Proposicao 4.3.24. Seja A uma K-élgebra normada sem divisores topoldgicos juntos de zero. En-
tdo A é uma K-dlgebra prima. Além disso, a centroide estendida C4 de A satisfaz o seguinte:

i) Se K = C, entdo C4 é isomorfa a C.
ii) Se K = IR, entdo C4 é isomorfa a R ou C.

Demonstragio. Dividiremos a demonstracdo em algumas etapas.

1) Mostraremos que A é uma K-dlgebra semiprima. Seja P um ideal de A tal que P # 0. Entdo
existe uma x € P tal que x # 0. Assim x ndo é um divisor topolégico junto de zero. Logo xx # 0,
mas também xx € PP, consequentemente PP = 0.

2) Mostraremos que A é uma K-dlgebra prima. Sejam P e Q ideais de A tais que PQ =0e P # 0.
Entdo (P n Q)(P n Q) < PQ = 0. Pelo item (1), a &lgebra A é semiprima, de modo que P n Q = 0.
Porém temos QP < P nQ = 0, de modo que QP = 0. Como P # 0, entdo existea € P tal quea # 0,
de modo que a ndo é um divisor topolégico de zero. Para todo b € Q, entdo temos ab € PQ =0 e
bae QP =0, assim ab = ba = 0, mas a # 0, ai temos b = 0. Consequentemente temos Q = 0.

3) Pela Proposicao 4.3.23, basta mostrar que todo centralizador parcialmente definido em A é uma
fungdo continua. Seja f um centralizador parcialmente definido. Entdo Dy é um ideal ndo nulo de
A, de modo que existe x € Dy tal que x # 0, assim x ndo € um divisor topoldgico de zero. Logo,
pela Proposicdo 4.3.2, existe m € R tal que m > 0 e para todo y € A tenhamos:

m|y|| <|jxyl| +|vx] -

Agora, para todo y € Dy, temos:

ml|f )| <[lxf W +If x| =1yl +llvf @l < 2l 7]l
Assim f é uma fungdo continua. O

Proposicao 4.3.25. Seja A uma K-élgebra normada associativa, comutativa e sem divisores topo-
l6gicos juntos de zero. Entdo temos o seguinte:

i) Se K = C, entdo A é isomorfa a C.
ii) Se K = IR, entdao A é isomorfaa R ou C.

Demonstragio. Pela Proposigdo 4.3.24, entdo A é uma K-algebra prima. Agora basta mostrar que
A é isomorfa a uma subélgebra de sua centroide estendida Cj,.
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Como A é associativa e comutativa, entdo o operador L, : A — A de multiplicagdo a esquerda por
a é um centralizador parcialmente definido para todo a € A. Consideremos a fungdo ¢ : A — Cy
definida por ¢(a) = 7(L,). Entdo é facil ver que ¢ é um homomorfismo.

Mostraremos que ¢ € injetor. Seja a € A tal que ¢(a) = 0. Entdo L, ~ 0, assim temos ab = L,(b) =
0 para todo b € A. Como A é comutativae A # 0, entdo existe b € Atal que b # 0,ai ab = ba =0,
logo a = 0. O

Teorema 4.3.26. Seja A uma K-algebra normada com poténcias associativas e sem divisores topo-
l6gicos juntos de zero. Entdo A é quadratica. Mais precisamente, temos o seguinte:

i) Se K = C, entdo A é isomorfa a C.
ii) Se K = R, entdo, para todo a € A tal que a # 0, a dlgebra A(1,a) é isomorfa a R ou C.
Além disso, paraa € A tal quea # 0, entdo 1 € A(a).

Demonstragio. Pelo Teorema 3.5.8, basta mostrar que A é algébrica, ou seja, para todoa € A, a
subalgebra A(a) de A gerada por a tem dimensao finita. Seja @ € A. Entdo A(a) é associativa e
comutativa. Logo a Proposigdo 4.3.25 implica que A(a) tem dimensdo no maximo 2. O

4.3.3 Resultado Principal

Nesta subsecdo, aplicaremos o Teorema 4.3.26 para mostrar o Teorema 4.3.29, cujo enunciado diz
que toda R-4dlgebra normada alternativa a direita sem divisores topolégicos juntos de zero é iso-
morfaalR, C, H ouO.

Também apresentaremos outras aplicagdes do Teorema 4.3.26, que sdo versdes topoldgicas, ou
versdes normadas, dos resultados presentes na Subsecdo 3.5.3.

O seguinte teorema é uma versdo topolégica do Teorema 3.5.9.

Teorema 4.3.27. Seja A uma R-dlgebra normada com poténcias associativas, comutativa e sem
divisores topoldgicos de zero. Entdao A é isomorfa a R ou C.

Demonstragio. Segue do Teorema 4.3.26 e do Teorema 3.5.9. O
A seguinte proposi¢do é uma versado topolédgica da Proposicao 3.5.11.

Proposicao 4.3.28. Seja A uma algebra normada sem divisor topolégico junto de zero. Entdo A
tem unidade se e s6 se Z(A) # 0.

Demonstragio. Suponhamos que Z(A) # 0. Pelos Teoremas 4.3.26 € 4.3.27, entdo Z(A) possui uma
unidade. Agora basta aplicar a Proposicao 3.5.10. ]

Agora mostraremos o Teorema Generalizado de Gelfand-Mazur-Kaplansky, que é uma versao
topoldgica do Teorema Generalizado de Frobenius-Zorn.

Teorema 4.3.29. [Teorema Generalizado de Gelfand-Mazur-Kaplanksy] Seja A uma R-algebra
normada alternativa a direita sem divisores topolégicos juntos de zero. Entdo A é isomorfa a
R,C,HouO.

Demonstragio. Seja A uma IR-dlgebra normada alternativa a direita sem divisores topolégicos jun-
tos de zero. Pelo Teorema 3.2.8, entdo A é uma IR-dlgebra com poténcias associativas. Pelo Teorema
4.3.26, entdo A é quadrética, em particular A é algébrica. Por fim, pelo Teorema Generalizado de
Frobenius-Zorn, entdo A é isomorfa a R, C, H ou O. ]



Capitulo 5

Algebras com Valor Absoluto

As R-dlgebras com valor absoluto surgiram principalmente no problema de Adolf Hurwitz sobre
a expressividade de produtos de somas de quadrados como somas de quadrados. Mais especifi-
camente, queremos encontrar todos os possiveis valores de n € IN e de aAjjk € R,ij,k=1,...,n,
tais que:
n n n n 2
2 2

in Zyj = Z Z AijkXiYj (5.1)

i=1 j=1 k=1 \ij=1
para quaisquer x1,...,Xu,Y1,...,Yn € IR. De fato esse problema estd bastante relacionado a R-
algebras normadas satisfazendo ||xy|| =|x||||y|| para quaisquer x,y € A.

1) Por um lado, sejam n € N e a;% € R, i,j,k = 1,...,n, solugdes de (5.1). Consideremos o RR-
espago vetorial A = R” munido da norma euclidiana:

(1, ey xn) || = x5+ -+ x5 (5.2)

Considerando a multiplicagdo bilinear em A dada por:

n n
(X1, x0) (Y1, - yn) = Zaijlxl-yj, . ,Zaijnxiyj . (5.3)
i,] i,]

Entdo a R-dlgebra A assim construida satisfaz:

Jxy|| =]l ||v]] (5.4)

para quaisquer x,y € A.

2) Por outro lado, seja A = R" munido da norma euclidiana dada por (5.2) e seja (x,y) — xy uma
multiplica¢do bilinear em A satisfazendo (5.4) para quaisquer x, y € A. Entdo podemos determinar
ajjx € R, i,j,k =1,...,n, tais que (5.3). Assim a equacdo (5.4) se torna a equagdo (5.1).

Na Secdo 5.1, mostraremos o Teorema de Urbanik-Wright, cujo enunciado diz que toda IR-algebra
com valor absoluto e com unidade é isomorfa a R, C, H ou O. Na Secdo 5.2, mostraremos um
resultado de Albert cujo enunciado diz que toda R-dlgebra com valor absoluto de dimensao fi-
nita tem dimensao igual a 1, 2, 4 ou 8 e apresentaremos os resultados obtidos sobre o problema
da classificacdo das IR-dlgebras com valor absoluto de dimenséao finita. Por fim, na Segdo 5.3,
apresentaremos vdrios resultados concernentes as R-dlgebras com valor absoluto satisfazendo a
identidade (x, x, x) = 0, inclusive a classificagdo das R-4lgebras com valor absoluto de dimensao
finita satisfazendo a identidade (x, x,x) = 0.

93
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5.1 Teorema de Urbanik-Wright

Nesta sec¢do, apresentaremos os conceitos e resultados basicos sobre dlgebras com valor absoluto
e demonstramos o Teorema de Urbanik-Wright, cujo enunciado diz que toda R-dlgebra com valor
absoluto e com unidade é isomorfa a R, C, H ou O.

Hurwitz em [Hur98] mostrou que toda R-dlgebra com valor absoluto pré-Hilbertiano, com uni-
dade e de dimensio finita é isomorfa a R, C, H ou O. Mais tarde, Albert em [Alb47] mostrou
que era possivel retirar a hip6tese de que a norma fosse pré-Hilbertiana. Em seguida, Albert em
[Alb49a] conseguiu enfraquecer a hip6tese de que a dlgebra fosse de dimensao finita para a hipo-
tese de que a algebra fosse algébrica. Por fim, Urbanik e Wright em [UW60] retiraram a hipdtese
de que a élgebra fosse algébrica.

Entretanto, pretendemos mostrar o Teorema de Urbanik-Wright de outra maneira, conforme su-
gerido em [RP92] e [CGRP14]. El-Mallah em [EM90] mostrou que toda R-algebra com valor ab-
soluto e com idempotente ndo nulo no centro comutativo é pré-Hilbertiana. Com esse resultado,
podemos obter uma demonstragdo mais curta do Teorema de Urbanik-Wright.

Na Subsecédo 5.1.1, apresentaremos as algebras de valor absoluto e alguns resultados tteis pos-
teriormente no presente trabalho. Na Subsegdo 5.1.2, mostraremos o resultado de El-Mallah cujo
enunciado diz que toda R-dlgebra com valor absoluto e com idempotente ndo nulo no centro co-
mutativo é pré-Hilbertiana. Na Subsecédo 5.1.3, utilizaremos o resultado da subsec¢do anterior para
mostrar o Teorema de Urbanik-Wright.

5.1.1 Algebras com Valor Absoluto

Nesta subsecdo, apresentaremos a definicdo de algebras com valor absoluto, alguns exemplos
uteis e alguns resultados tteis posteriormente para o presente trabalho. Mais especificamente, os
Lemas 5.1.8 e 5.1.10 sdo os principais resultados que serdo utilizados posteriormente no decorrer
do presente capitulo.

Defini¢do 5.1.1. Uma algebra com valor absoluto é uma dlgebra normada A que satisfaz:
labl[ = al[][o]
para quaisquer a,b € A.

Observemos que uma algebra com valor absoluto ndo tem divisores de zero.

Exemplo 5.1.2. A R-dlgebra C = R? com a norma euclidiana ¢ uma R-algebra com valor absoluto.
De fato, temos a seguinte identidade, chamada de identidade de Brahmagupta-Fibonacci:

(af +a7)(B5 + BT) = (aoBo — a1B1)* + (xoB1 + a1B0)*

para quaisquer a;, B; € R.

Exemplo 5.1.3. A R-dlgebra H = R* com a norma euclidiana é uma R-dlgebra com valor abso-
luto. De fato, temos a seguinte identidade, chamada de identidade de Euler:

(ag + af + o3 +a3)(BG + BT+ B3+ B3) = (w0Po—mip1— a2Pz — asp3)’
-+ (060,31 + a1 Bo + w23 — 0‘3,32)2
+ (@02 — w1B3 + a2Po + a3p1)?

+  (@oBs + a1B2 — azp1 + asfo)?

para quaisquer «;, B; € R.
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Exemplo 5.1.4. A R-dlgebra O = R® com a norma euclidiana é uma IR-4lgebra com valor absoluto.
De fato, temos a seguinte identidade, chamada identidade de Degen:

(af +ad + 0 + o3 +af + a5+ o +af) (B + BT+ B3+ B+ BT+ B3 + o + )
= (aoPo — a1P1 — a2P2 — a3P3 — aaPy — w55 — 6P — a7p7)*
+  (@oB1 + w1 o + w23 — 3P — aPs + asPa — aeP7 + a7Ps)?
+  (aoB2 — a1B3 + a2 + a3P1 — aPe + asP7 + Py — a7Ps)?
+  (woBs + a1f2 — w2P1 + a3Bo — aaP7 — a5P6 + tePs + a7 Py)’
+  (@0Ba + @15 + azfBe + a3Py + aaPo — asP1 — aePa — a7P3)>
+  (x0Bs5 — a1 Ps — 27 + a3Pe + aaPr + asPo — a6P3 + azp2)?
4+ (woPe + a1B7 — 2P — a3Ps + aaPn + asP3 + aePo — a7P1)?

+  (woB7 — a1Be + w2Bs5 — azPa + aaBs — asPa + aeP1 + a7Po)?

para quaisquer «;, B; € R.

Exemplo 5.1.5. A R-dlgebra S = R!'® com a norma euclidiana nio é uma R-dlgebra com valor
absoluto, conforme o Teorema de Urbanik-Wright a ser demonstrada nesta segao.

Exemplo 5.1.6. Seja A uma K-dlgebra com valor absoluto e sejam f,g : A — A isometrias line-
ares sobrejetoras. Consideremos a K-dlgebra Ay, cujo espago vetorial seja 0 mesmo de A e cuja
multiplica¢do seja definida assim:

xoy = f(x)g(y).

Entdo temos o seguinte:

lxoyl =l @l =F @ lgWll = lxlllv]

para quaisquer x,y € Ay . Portanto Af, também é uma K-dlgebra com valor absoluto. Ela sera
atil para a descricdo das IR-dlgebras com valor absoluto de dimenséo finita a ser apresentada na
Secdo 5.2.

Teorema 5.1.7. Seja A uma algebra com valor absoluto. Entdo o completamento A de A é uma
algebra com valor absoluto.

Demonstragio. Sejam a,b € A e sejam a, e b, sequéncias de elementos de A que convergem
respectivamente a a e b. Como a norma é continua e ||a,b,|| = ||ax||||bx|| para todo n, entdo
[labll = {lal{|5]- =

Lema 5.1.8. Sejam A uma IR-dlgebra com valor absoluto e B um subconjunto de A tal que xy = yx
para quaisquer x, y € B. Entdo o R-subespaco Ling (B) é pré-Hilbertiano.

Demonstracio. E facil ver que, para quaisquer x, y € Ling (B), temos xy = yx, dai:
(x +y)* = (x—y)* = 4ay,
consequentemente, se || x|| =||y|| = 1, entdo temos:
e+ ylP+ = l* = e+ 92| + | = 97| = | x + 972 = =902 =4yl = 5,

logo pelo Teorema 4.1.26 o presente lema esta demonstrado. O
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Lema 5.1.9. Seja A uma R-algebra com valor absoluto e sejam x,y € A elementos R-linearmente
independentes tais que xy = yx e ||x| = 1. Entdo o R-subespago Rx + Ry é pré-Hilbertiano e
além disso existe z € Rx + Ry tal que||z|| = 1, z é ortogonal a x e Rx + Ry = Rx + Rz.

Demonstragido. Como xy = yx, entdo pelo Lema 5.1.8 o R-subespago Rx + Ry é pré-Hilbertiano.
Por outro lado, como x e y sdo R-linearmente independentes, temos dimg (Rx + Ry) = 2, logo
existe z € Rx + Ry tal que z seja ortogonal a x, ||z|| = 1 e Rx + Ry = Rx + Rz. O

Lema 5.1.10. Seja A uma IR-4lgebra com valor absoluto. Sejam x,y € A tais que tenhamos xy = yx,
Il =1yl = 1 e]lx - y]| = 2 Bntao x +y = 0.

Demonstragio. Se x e y sdo R-linearmente dependentes, entdo x = Ay, onde A € R, dai 1 =||x|| =
|Ay]| =[Ale2 =|x—y| =|Ay—y| =|A—1| logo A = —1, portanto x +y = 0. Suponhamos
que x e y sejam R-linearmente independentes. Pelo Lema 5.1.9 existe z € Rx + Ry tal que||z|| = 1,
z é ortogonal a x e Rx + Ry = Rx + Rz. Como ||x|| = ||z|| = 1 e z é ortogonal a x, entdo para

quaisquer A,y € R temos || Ax + ysz = A2+ % Como y € Rx + Rz, temos y = ax + Bz, onde
a,feR,dail = HyHZ = a? + B2. Por outro lado, temos:

d=|x—y|ff =|x—ax—Bz|* =||(1—a)x = Bz|* = (1 —a)* + B2 =1 — 20+ &® + B2 = 2 — 24,

assim « = —1 e B = 0, 0 que é uma contradicdo. O

5.1.2 Idempotente no Centro Comutativo

Nesta subsecdo, o resultado principal é o Teorema 5.1.14, cujo enunciado diz que toda R-algebra
com valor absoluto e com um idempotente ndo nulo no centro comutativo é pré-Hilbertiana. N6s
demonstraremos esse resultado através de varios lemas, introduzindo notag¢des temporarias para
esta subsecao.

Conforme dito no inicio desta segdo, o Teorema 5.1.14 sera utilizado para mostrar o Teorema
de Urbanik-Wright na préxima subse¢do. Lembremos que o centro comutativo K(A) de uma K-
dlgebra A é o conjunto dos x € A tais que xy = yx para todo y € A.

No decorrer desta subsecdo, fixemos uma IR-4lgebra com valor absoluto A e fixemos um elemento
e € A idempotente ndo nulo no centro comutativo K(A).

Lema 5.1.11. Seja x € A um elemento qualquer. No subespago Re + Rx, as seguintes afirmacdes
sdo equivalentes:

i) e é ortogonal a x.

i) x2 = —|x|e.
Demonstragdo. (i)=(ii) Suponhamos que e seja ortogonal a x. Tome y = m Entdo||y| = 1eaf:
|92~ ¢|| =1y —elly +ell =2
Como HyzH = HyHZ =1,|le]| = 1 e e comuta com y?, pelo Lema 5.1.10 temos y? + ¢ = 0, ou seja,
2= —||x|*e.
(ii)=(i) Suponhamos que x2 = —||x||*¢ e também ¢ ndo seja ortogonal a x. Como Re + Rx é um

espaco pré-Hilbertiano, segue que:

Re 4+ Rx = Re 4+ Rxg,
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onde ||xg|| = 1 e e é ortogonal a xy. Consequentemente x = we + fxg coma # 0e f # 0 em R.

2 . . ~ ~
Como x> = —||x||“ ¢ e da primeira metade da demonstragdo temos x3 = —e, entdo:

—||x]]*e = (a* — B*)e + 2aBexq.

Dessa igualdade, do fato de que e é idempotente ndo nulo e do fato de que A nédo tem divisores
de zero, segue que:
—|x|*e = (a® — B?)e + 2aBxo.

Assim xg € Re, o que é impossivel pois e é ortogonal a x¢. Portanto e deve ser ortogonala x. [

No restante desta subsecao, fixamos o seguinte conjunto:
B={xeA:x*=—|x|*e}
Lema 5.1.12. B é um subespago de A.
Demonstracdo. 1) Para o« € R e x € B, temos:
(ax)? = a22® = o (—|x]*€) = —lax||”e,
o que implica ax € B.

2) Sejam x,y € B. Para mostrar que x + y € B, dividimos em dois casos:

i) Suponhamos que xy = yx. Entdo, de acordo com o Lema 5.1.8, Re 4+ Rx + Ry é um espaco
pré-Hilbertiano e, pelo Lema 5.1.11, temos:

le,x+y)="{e,x)+<{e,y)=0.
Ou seja, e é ortogonal a x + y. Consequentemente, aplicando o Lema 5.1.11, temos (x + y)? =
—||x + y||* e. Portanto x +y € B.

ii) Suponhamos que xy # yx. Como e comuta com x +y e x — y, entdo Re + R(x +y) e Re +
R(x —y) sdo espagos pré-Hilbertianos de dimenséo 2. Consequentemente, temos Re + R(x +y) =
Re + Rz com||z|| = 1 e e ortogonal a z e Re + R(x —y) = Re +Rw com ||w|| = 1 e e ortogonal a
w. Segue entdo que:

x+y=ae+pPz, B#O,

x—y=Ae+puw, wu#D0.

Assim:
(x+y)? = (a2 — B)e + 2upez,

(x —y)? = (A* — u?)e + 2Apew.
Somando essas duas igualdades, obtemos:
2(—||x||* - HyH2)e = (a® + A% — B2 — y?)e + 2aBez + 2Apew.
Como e é idempotente ndo nulo e A ndo tem divisores de zero, existe y € R tal que:
20z + 2 A pw = ye.
Agora, se « # 0 ou A # 0, entdo z comuta com w e assim:

0=[x+y,x—yl =[xyl +[yx] =2[yx],
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o que implica que xy = yx, contradigdo. Portanto « = A = 0 e assim:
x+y =Bz com Hx—l—yH :‘ﬁ‘
x—y=pw com |-yl =[y
e consequentemente:
(x+9) = e = —[x+y|e.
Portanto x +y € B. O

Lema 5.1.13. B é um subespaco pré-Hilbertiano.

Demonstragiio. Sejam x,y € B tais que||x|| = ||y|| = 1. De acordo com o Teorema 4.1.26, ¢ suficiente
mostrar que a desigualdade||x + sz +||x — sz > 4 ocorre. Como x,y € Be||x|| =||y|| = 1, temos
x?> = y? = —e. Portanto:

T L (S I S

| —2e + xy + yx|| +||—2¢ — xy — yx||
> |4
= 4ell
= 4
e 0 lema esta provado. O
Para todo x € A, entdo Re 4 Rx é um espaco pré-Hilbertiano, assim podemos escrever x como:
x = ae + Bxo,

onde||xg|| = 1 e e é ortogonal a x, assim pelo Lema 5.1.11 temos x3 = —e, o que implica x € B, af
Bxo € B. Como Re n B = {0}, entdo A pode ser escrito como:

A =Re®B,
uma soma direta de subespagos. Agora podemos provar o seguinte resultado.

Teorema 5.1.14. Seja A uma dalgebra com valor absoluto e com um elemento idempotente ndo
nulo no centro comutativo. Entdo A é pré-Hilbertiana.

Demonstragio. Sejam x,y € A. Como:
x=Ae+a, acB
y=mwpe+b, beB
definimos um produto interno {(x,y) em A como:
X, y)=Ap+<a,b),
onde (g, b) denota o produto interno em B. Temos as seguintes propriedades:
i) (x,x) =A24(a,a) = A2 +[a]|* = 0ex,x) =0sees6se A = 0ea = 0,ouseja, x = 0.

ii) E claro que (x,y) = {y, x).
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iii) Também:
r,y) = (YA +{ya, by = y(Ap +<a,b)) = ¥(x,y).

iv) Sejaz = ae + ¢, c € B. Temos:
x+yzy=A+pua+a+b,c)=Ax+a,c)+ pa+<b,c) = {x,z)+{y,2).

Assim A é um espago com produto interno. O

5.1.3 Resultado Principal

Nesta subsecdo, finalmente mostraremos o Teorema de Urbanik-Wright, que é o Teorema 5.1.17.
Para isso, utilizaremos o Teorema 5.1.14 mostrado na subsec¢do anterior e também mostraremos
que toda IR-algebra com valor absoluto com unidade a esquerda é pré-Hilbertiana e satisfaz algu-
mas identidades tteis concernentes ao seu produto interno.

Lema 5.1.15. Seja A uma algebra com valor absoluto e seja ¢ uma unidade a esquerda. O espaco
normado de A, munido com o produto x *y = x(ye), torna-se uma élgebra com valor absoluto,
digamos B, em relagdo a qual o elemento e se torna um idempotente no centro comutativo.

Demonstragido. Como e é uma unidade a esquerda, entdo e é idempotente, logo ||e|| = 1. Agora
temos:

1« yll = llx@ell| ==l [[vell = llx[lyllllell = lI=I vl

Além disso, temos:
exe=c¢e(ee) =ee=e,

e também:
exx = e(xe) = xe

xxe = x(ee) = xe
para todo x € A. O

Teorema 5.1.16. Seja A uma éalgebra com valor absoluto e seja ¢ uma unidade a esquerda. Entdo
A é pré-Hilbertiana. Além disso, fazendo x* = 2{x,e)e — x, temos (xy,z) = {y, x*z) e x*(xy) =
|x||* y para quaisquer x,y,z € A.

Demonstragio. Para mostrar que A é pré-Hilbertiana, basta aplicar o Teorema 5.1.14 e o Lema
5.1.15. Agora, para y,u € A com {e,u)y = 0, temos:

A+l |yl* = lle+ul®|y|
= [[(e+uy|’
= |y +uy|?

= (1+[ul®)y]* + 2y, v,

assim (uy,y) = 0. Por linearizacdo, temos {uy,z) = —(y,uz) para quaisquer u,y,z € A com
{e,z) = 0, portanto temos {xy,z) = (y, x*z) para quaisquer x,y,z € A. Agora, para y € A, temos
(xy, xyy = ||x||* ¢y, y). Assim, por linearizacdo, obtemos a igualdade (xz, xy) = ||x||*(z,v) para
quaisquer y,z € A. Como {xz, xy) = (z,x*(xy)), deduzimos (z, x*(xy)> = ||x||*(z,v), 0 que, por
causa da arbitrariedade de z, nos da x*(xy) =||x||*v. O

Teorema 5.1.17. [Teorema de Urbanik-Wright] Seja A uma R-adlgebra com valor absoluto e com
elemento unidade. Entdo A é isomorfa a R, C, H ou O.
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Demonstragio. Pelo Teorema 5.1.16, A é pré-Hilbertiana, além disso, para x,y € A com x ortogonal
a1, temos x(xy) = —||x||* v. Tomando y = 1 nessa igualdade, temos x> = —||x||* 1 para todo x € A
ortogonal a 1, assim A é uma algebra quadratica. Além disso, a mesma igualdade nos d4 L,» = L2
para todo x € A ortogonal a 1, assim, por um facil processo de linearizagdo, obtemos que A é
alternativa a esquerda. Agora, A é uma algebra quadratica alternativa a esquerda sem divisor de
zero, assim, pelo Teorema Generalizado de Frobenius-Zorn, A é isomorfa a R, C, H ou O. O

5.2 Algebras de Dimensio Finita

Nesta segdo, pretendemos apresentar o problema da classificagdo das R-dlgebras com valor ab-
soluto, que ainda estd em aberto, e mostrar resultados rumo a sua resoluc¢do. Na Subsecdo 5.2.1,
mostramos que toda IR-dlgebra com valor absoluto de dimensao finita tem dimenséao 1, 2, 4 ou 8
utilizando o conceito de élgebras isotdpicas, conforme o artigo [Alb47]. Com isso, basta analisar
0s casos em que a dimensdo é 1, 2, 4 ou 8.

Na Subsegdo 5.2.2, mostraremos que toda R-dlgebra com valor absoluto com dimensdo < 2 é

*
isomorfa a R, C, *C, C* ou C. Com isso, podemos mostrar o Teorema de Urbanik-Wright Versao
Comutativa, que fornece uma classificacdo das R-dlgebras comutativas com valor absoluto e esta
no artigo [UW60].

Na Subsecdo 5.2.3, apresentaremos um resumo sobre a classificacdo das dlgebras com valor abso-
luto de dimens&o 4 obtida por M. I. Ramirez no artigo [RA99]. Por fim, na Subsecédo 5.2.4, apresen-
taremos um resumo sobre algumas tentativas de classificar as dlgebras com dimensdo 8 através
de algebra topolégica, conforme o artigo [CKM " 11].

5.2.1 Algebras Isotépicas

Nesta subsecdo, apresentaremos a nogao de édlgebras isotépicas, que foi formulada por Albert, e o
resultado principal é o Teorema 5.2.6, cujo enunciado diz que toda IR-dlgebra com valor absoluto
de dimensao finita é isotopica a R, C, H ou O, em particular tem dimensao finita. Entretanto, o
Teorema 5.2.5 ser4 utilizado na demonstrag¢do do Teorema 6.2.18.

Apresentaremos a defini¢do de 4lgebras isotépicas.

Defini¢do 5.2.1. Sejam A e B duas K-édlgebras com valor absoluto. Dizemos que A é isotépica a B
se existem isometrias lineares sobrejetoras ¢, ¢ e 7 de A em B tais que:

n(xy) = ¢(x)¢(y)
para quaisquer x,y € A.
Também podemos apresentar essa no¢ao de outra forma.

Defini¢do 5.2.2. Seja A uma K-dlgebra com valor absoluto qualquer e sejam f, ¢ isometrias linea-
res sobrejetoras em A. Definimos a K-dlgebra A , tomando o espago normado de A considerando
a multiplicagao:

xoy = f(x)g(y)
para quaisquer X,y € Ay .

E facil ver que duas K-algebras A e B sao isotépicas se e s6 se existem isometrias lineares sobreje-
toras f,g 1 A — A tais que B seja isomorfaa Ay .

Apresentaremos agora os principais exemplos de R-dlgebras isotdpicas.
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Defini¢ao 5.2.3. Seja A uma das R-algebras com valor absoluto R, C, H ou O, munido de sua
involugdo usual 04 : x — X. As IR-adlgebras isot6picas padroes de A sdo as seguintes R-dlgebras:

A = A,
*A = Agi iy
A* = AIA,UA

*

A = Ao,

Com essas defini¢des, podemos apresentar os resultados importantes para o presente trabalho.

Teorema 5.2.4. Seja A uma R-dlgebra com valor absoluto e suponhamos que existam a4,b € A ndo
nulos tais que 1A = Ab = A. Entdo A é isotépicaa R, C, H ou O.

Demonstragio. Pelas hipdteses do enunciado, as fungdes lineares L, e R, sdo isometrias lineares
sobrejetoras. Assim podemos considerar a R-dlgebra isotopica A1, -1. Para todo x € A temos o
b r-a

seguinte:
xoab =R, (x)L; (ab) = R, 1 (x)b = x, abox = R, (ab)L; ' (x) = aL,—1(x) =

Portanto A1 ;-1 € uma R-algebra com valor absoluto e com unidade ab. Pelo Teorema 5.1.17 de
Urbanik-Wright, a IR-dlgebra A RO é isomorfa a R, C, H ou O. Como A é isotépicaa A RyLL
entdo A éisotépicaa R, C,H ou O. ]

Teorema 5.2.5. Seja A uma R-dlgebra com valor absoluto e suponhamos que existam a,b € A tais
que aA e Ab sejam densas em A. Entdo A tem dimensao finita.

Demonstragio. Podemos supor sem perder generalidade que ||a|| = ||b]| = 1 e considerar os dois
seguintes casos.

Suponhamos que A seja um espago completo. Seja ¢ € A. Entdo existe uma sequéncia (x,),en em
A tal que ax, — c. A sequéncia (x,)nen € de Cauchy, pois ||x, — xu|| = ||ax, — ax,| e ax, — c.
Pela completude de A, existe x € A tal que x, — x. Numa algebra normada, o produto é continuo,
assim ax, — ax, logo ax = c. Portanto 1A = A e analogamente Ab = A, assim, pelo Teorema
5.2.4, A tem dimenséo finita.

Suponhamos agora que A néo seja completo e seja A o completamento de A. Podemos considerar
A como subespaco denso de A. Como aA e Ab sdo densos em A, entdo é facil ver que aA e Ab
sdo densos em A, assim aA e Ab sdao densos em A, de modo que pelo paragrafo anterior A tem
dimensao finita, logo A tem dimensao finita. O

Teorema 5.2.6. Seja A uma R-adlgebra com valor absoluto de dimensao finita. Entdo A é isotpica
aR,C,HouO.

Demonstragio. Seja a € A tal que a # 0. Como A ndo tem divisores de zero e tem dimensao finita,
entdo as transformagodes lineares R, e L, sdo invertiveis, logo pelo Teorema 5.2.4 a dlgebra A é
isotépicaa R, C, H ou O. O

5.2.2 Algebras de Dimensio 2

O resultado principal desta subsec¢do é o Teorema 5.2.7, que enuncia a classificacdo de todas as R-
algebras com valor absoluto de dimensao 2. Os teoremas restantes sdo aplica¢cdes desse teorema
e consistem do Teorema 5.2.8, chamado Teorema de Urbanik-Wright Comutativo, que enuncia a
classificacdo das R-dlgebras com valor absoluto comutativas, e do Teorema 5.2.9, que enuncia a
classificagdo das IR-dlgebras com valor absoluto e com poténcias associativas.
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Teorema 5.2.7. Seja A uma &lgebra com valor absoluto de dimensédo 2. Entdao A é isomorfa a C,
*
*C,C* ouC.
Demonstragio. Seja T uma isometria R-linear em C. Entdo temos:
IT()|=11=1,

assim seja « = T(1) e seja U = a~'T. Entdo U é uma isometria R-linear em C e U(1) = 1. Além
disso:

e também:

\u(i) -1 =|u@) -u@)| =ui-1)| =li-1] =2,
logo U(i) =i ou U(i) = —i. Como {1,i} é uma R-base de C, entdo U esta bem determinada. Mais
especificamente, se U(i) = i, entdo U(z) = z para todo z € C; se U(i) = —i, entdo U(z) = z para

todo z € C. Assim temos T = all, onde U ¢é a fungdo identidade ou a fungado conjugagdo usual.

Agora seja A uma algebra com valor absoluto com dimensao 2. Sabemos que A é uma IR-adlgebra
isotopica a C, ou seja, A € da forma Cy ¢, onde f e g sdo isometrias R-lineares sobrejetoras em C.
Assim temos f(z) = all(z) e g(z) = BV(z) paratodoz € C,onde w, f € C,|a| = || = 1 e cada
uma das fungdes U,V é a fungdo identidade ou a fungdo conjugac¢do. De qualquer modo, para
quaisquer x,y € C temos:

xoy = yU(x)V(y),

onde y = af. Para todo ¢ € C tal que|é| = 1, a fungdo F(z) = 6z é uma isometria R-linear em C.
Temos alguns casos:

1) Se U(x) = x e V(y) = y, entdo podemos escolher § = 7, de modo que:

F(xoy) =v(7xy) = v’xy,
e também:
F(x)E(y) = (vx)(7y) = 7’2y,
de modo que F é um isomorfismo de A em C.

2)Se U(x) =xe V(y) = y, entdo podemos escolher § = ¢!, de modo que:

F(xoy) =~"'(yxy) =7y,

e também: -

F)E(y) = (v '0)(v"'y) = (%) (v"'y) =Ty,
de modo que F é um isomorfismo de A em *C.
3) Se U(x) = x e V(y) = ¥, entdo, escolhendo § = !
isomorfismo de A em C*.

, mostramos de modo andlogo que F é um

4)Se U(x) =X e V(y) = ¥, entdo podemos escolher § € C tal que 6°> = 7y, de modo que:
F(xoy) = 6(7-7) =625,

e também:

F(x) - Fy) = (00) - (0y) = (67 0)(67') = 6773,
de modo que F é um isomorfismo de A em & -

Teorema 5.2.8. [Teorema de Urbanik-Wright Comutativo] Se A é uma R-dlgebra comutativa e
*

com valor absoluto, entdo A é isomorfa a R, C ou C.
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Demonstragio. Como A é comutativa, pelo Lema 5.1.8 o R-espago vetorial normado A é pré-
Hilbertiano. Suponhamos que existam x, y,z € A ortonormais; entdo:

|2 =2 =llx=wlllx+v] =2
e analogamente sz - ZZH = 2, dai pelo Lema 5.1.10 temos:

Py =x2+22=0.

Segue que:
0=y -22=(y—2)(y+2),
logo y = £z, que é uma contradigéo Portanto dimg (A) < 2, assim pelo Teorema 5.2.7 a algebra

Aéisomorfaa R, C, *C, C* ou C Entre essas op¢oes, apenas IR, C e C sdo comutativas. O

Teorema 5.2.9. Se A é uma R-dlgebra com valor absoluto e com poténcias associativas, entdo A é
isomorfaa R, C, H ou O.

Demonstragio. Dado x € A, x # 0, a subalgebra A(x) é necessariamente associativa e comutativa.
Pelo Teorema 5.2.8, A(x) é isomorfa a R ou C, logo existe e € A, um idempotente ndo nulo, dai,
pelo Teorema 3.4.11, o elemento e é uma unidade de A, assim, pelo Teorema 5.1.17, A é isomorfa
aR,C,HouO. O]

5.2.3 Algebras de Dimensio 4

Nesta subsecdo faremos uma apresentagdo resumida dos resultados a respeito das R-dlgebras
com valor absoluto de dimensdo 4, entretanto ndo os provaremos. O Teorema 5.2.11 é o resultado
principal e o Teorema 5.2.12 é uma aplicagado para R-algebras com valor absoluto de dimenséo 4
que satisfazem algumas identidades selecionadas.

Defini¢ao 5.2.10. Seja A uma das R-dlgebras com valor absoluto IR, C, H ou O, munido de sua
involugdo usual x — X. As R-dlgebras isotépicas secundérias de A sdo as R-algebras A,(a,b),
onden =1,2,3,4ea,b € Su, cujos espagos normados sdo o mesmo de A e cujas multiplicagdes
sdo definidas respectivamente assim:

xo1y = axyb,
ab _
xSy = ZXayb,
a,b _
xo3y = axby,
a,b __
x4y = axib.

*
Essas dlgebras também sdo denotadas, respectivamente, por A(a,b), *A(a,b), A*(a,b) e A(a,b).

Ramirez no artigo [RA99] obteve uma classificagdo de todas as algebras com valor absoluto de
dimensao 4. Mais especificamente temos o seguinte resultado.

Teorema 5.2.11. Toda R-4dlgebra com valor absoluto de dimensao 4 é isomorfo a uma R-algebra
isotopica secunddria de H. Além disso, as R-4lgebras isotopicas secunddrias H, (a,b) e H,/(a’, V')
de H sdo isomorfasseesésen = n’ eexistem p € Spye d,e € {1, —1} taisque a’p = dpaeb'p = epb.
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Em particular, as algebras H,(—a, —b), H,(—a,b), Hy,(a,—b) e Hy(a,b) sdo isomorfas. Além
disso, podemos facilmente checar que, dentre as R-dlgebras isotépicas secundérias de H, as R-

*
algebras H(a,a) e H(a,a) sdo as tnicas que possuem um idempotente ndo nulo que comuta com
todos os outros elementos, além disso esse idempotente é necessariamente igual a 1.

Chandid, Ramirez e Rochdi, no artigo [CRR12], aplicaram esse resultado para obter classifica¢des
de édlgebras com valor absoluto de dimensao 4 satisfazendo uma identidade do tipo (x?,x9,x") =
0, onde p,q,r € {1,2}, através de argumentos de topologia algébrica e por estudos exaustivos de
varios casos. Mais especificamente temos o seguinte resultado.

Teorema 5.2.12. Seja A uma 4lgebra com valor absoluto de dimensao 4. Entao temos o seguinte:

2,x) =0paratodoxe Ae

e A satisfaz (x,x,x) = 0 para todo x € A se e s6 se A satisfaz (x, x
*
isso equivale a A ser isomorfa a H ou H.

2

A satisfaz (x*, x,x) = 0 para todo x € A se e s6 se A é isomorfa a H ou *H.

A satisfaz (x,x,x?) = 0 para todo x € A se e s6 se A é isomorfa a H ou H*.

% %
A satisfaz (x2,x%,x) = 0 para todo x € A se e s6 se A éisomorfaaH, H ou H(i, 1).

A satisfaz (x,x2, x?) = 0 para todo x € A se e s6 se A é isomorfa a H, H* ou H*(1,1).

* . .
A satisfaz (x2,x,x?) para todo x € A se e s6 se A é isomorfa a H, H, *H(1,¢*), H*(e%, 1)
com0<a <.

*
A satisfaz (x2,x2,x?) para todo x € A se e s6 se A é isomorfa a H, H, *H(i, 1), *H(i, ),
H*(1,i), H*(i,i), *H(1,¢™), H*(e"*,1) com 0 < & < 71

5.2.4 Algebras de Dimensio 8

O problema da classificagdo das R-dlgebras com valor absoluto de dimensdo 8 ainda esta em
aberto no presente momento. Entretanto, Calderén, Kaidi, Martin, Morales, Ramirez e Rochdi, no
artigo [CKM*11], obteve um refinamento do Teorema 5.2.6 sobre R-4lgebras com valor absoluto
e dimensdo finita. Mais especificamente, eles obtiveram o resultado que nés apresentaremos no
Teorema 5.2.25.

Algebras de Clifford

Para entender as notagdes desse teorema, apresentaremos algumas defini¢des prévias e tempo-
rérias. A principio, apresentaremos o conceito de algebras de Clifford de modo razoavelmente
elementar. Antes de apresentar a defini¢do propriamente dita, faremos uma discussdo informal as

algebras de Clifford.

Seja V um K-espago vetorial de dimenséo finita e seja f : V x V. Entdo existe uma base (e, . .., ey)
de V que seja ortogonal em relagdo a f. Isso quer dizer que, para quaisquer i, j € {1,...,n} tais que
i # j, temos f(e;,e;) = 0. A K-dlgebra de Clifford de V e f serd uma K-dlgebra associativa com
unidade C(V, f) gerada pelo elemento 1 e pelos elementos ey, .. ., e,, sendo os geradores regidos
pelas seguintes regras:

* ¢7 = f(ej,e;)1paratodoie {1,...,n}.

* ejej = —eje; para quaisquer i,j € {1,...,n} tais que i # j.
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Desse modo, todo elemento de C(V, f) é uma combinagéo linear de elementos da formae;, - - - ¢;,,
onde iy, ...,i, sdo elementos de {1,...,n} tais que i1 < --- < 7,. Desse modo, para elementos
i1,...,ir € {1,...,n} tais que iy < --- < ir, podemos denotar ¢;, - - -¢; por éiy,...i,y- Consequente-
mente, podemos mostrar que:

exey = | (-1))F [T n(e) | éxay
ieXnY

para quaisquer X, Y € §, onde introduzimos as seguintes notagdes:
e J(X,Y) é o numero de pares (i,]) taisqueic Xeje Yei>|.
e n(x) = f(x,x).
e XAY = (XUY)\(XnY) éa diferenca simétrica.

Defini¢ao 5.2.13. Seja V um K-espaco vetorial de dimensao finita e seja f : V x V — K uma
forma bilinear simétrica. Seja (e, . . ., e,) uma base de V ortogonal em relacdo a f, ou seja, tal que,
para quaisquer i,j € {1,...,n} tais que i # j, tenhamos f(e;,e;) = 0. Definimos uma K-algebra
de Clifford de V e f da seguinte forma. Consideremos um K-espaco vetorial C(V, f) com uma
base consistindo de elementos éx indexados por X € §, onde § é a colecdo dos subconjuntos de
{1,...,n}. Definamos uma multiplicagdo bilinear em C(V, f) da seguinte forma:

xéy = | (=1 T n(e) | éxay
ieXnY

para quaisquer X,Y € §. Por fim, consideremos a tinica fungdo linear ¢ : V — C(V, f) tal que
t(e;) = é;y paratodoie {1,...,n}.

Proposi¢do 5.2.14. A K-élgebra de Clifford C(V, f) é uma K-dlgebra associativa com unidade.
Além disso, a fungdo : : V — C(V, f) satisfaz 1(v)? = f(v,v)1 paratodov e V.

Demonstragdo. Temos os seguintes passos.

1) Mostraremos que C(V, f) é associativa. De fato, para quaisquer X, Y, Z € § temos:

(éxéy)éz = | (—1)/ X+ XAY.Z) H n(e;) H n(e) | éxavynz,
ieXnY ie(XAY)nZ

éx (éyéz) = | (~1)JXYAAHCZ T n(ey) [ nle) | exaaz):
iEXN(YAZ) iEYNZ

Primeiramente, para quaisquer X, Y € § temos a igualdade:
XAY = (X\Y) u (Y\X).
Agora, por argumentos combinatérios, para quaisquer X, Y, Z € § temos:
J(XAY,Z)=](X,Z)+](Y,Z)-2](XnY,2Z),

J(X,YAZ) =J(X,Y)+](X,Z) = 2](X,Y " Z).

Além disso, para quaisquer X, Y, Z € §, os seguintes quatro conjuntos sdo mutuamente disjuntos:

XnYnZ, XnYnZ, XnY'nZ, XnYnZS,
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onde definimos W¢ = {1,...,n}\W paratodo W < {1, ..., n}. Portanto, para quaisquer X, Y, Z € §
temos:

e XnY=(XnYnZ)u(XnYnZ,
e (XAY)nZ=(X"nYnZ)u(XnY'NnZ),
e YNnZ=(XnYnZ)u(XnYnZ),
e Xn(YAZ)=(XnY'nZ)u(XnYnZ.
Por fim, para quaisquer X, Y, Z € § temos:
(XAY)AZ = XA(YAZ).
2) Mostraremos que C(V, f) tem uma unidade. De fato, para todo X € § temos:

éxby = | (-1)/F2) T n(e) | exap = éx,
ieXng

é@AX: (—1)](®’X) H 1’1(61') é@AX:éX-
ie@nX

3) Mostraremos que ((v)? = f(v,v)1 para todo v € V. De fato, para todo i € {1,...,n}, temos:
1(ei)* = ééqy = nle)éy = f(ei,e)l.
Além disso, para quaisquer i,j € {1,...,n} tais que i < j, temos:
t(e;)ile;) + lej)i(er) = égyéyy + €gjyériy = iy — 8y = 0 = 2f (e, €)1

n
Por fim, para todo v € V, sendo v = ] a;e;, temos:
i=1

= i“z‘z‘(ez‘)QﬂL DI TY (l(ei)l(ej)+l(€j)l(€i))

i=1 1<i<j<n

n
= w?f(e,e)1+2 % i f (ei )1
=1

i 1<i<j<n
2
n n
= f| Xwe, 2 aje ]| 1
i=1 j=1
= f(v,0)1,
como queriamos demonstrar. O

A escolha da base (ey,...,e,) de V ortogonal em relagdo a f ndo é muito relevante no sentido
de que todos os possiveis candidatos a uma K-algebra de Clifford de V e f sdo isomorfos um ao
outro, através da seguinte proposigao.
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Proposicdo 5.2.15. Seja V um K-espago vetorial de dimensdo finita e seja f : V x V — K uma
forma bilinear simétrica. Para quaisquer K-algebra associativa com unidade A e funcdo linear
k: V — Atal que x(v)? = f(v,v)1 para todo v € V, entdo existe uma tnico homomorfismo de
K-4lgebras & : C(V, f) — A tal que #(1) = 1 e também #(:(v)) = x(v) para todov e V.
Demonstragdo. Temos o seguintes passos.

1) Seja & : C(V, f) —» A um homomorfismo de K-dlgebras tal que #(1) = 1 e #(:(v)) = x(v) para
todo v € V. Para todo a € C(V, f), entdo existem ay € K tais que:

a= ) axéx,
XeF
assim temos:
R(a) =& | Y axéx | = ] axk(éx).
Xeg XeF

Para X € §, existem iy,...,i, € {1,...,n} taisquei; <--- <ire X = {iy,...,1,}, além disso, temos:
ex = E(iy g,y = tley) - 1(e,),
assim:
k(ex) =& (e(ey) -~ 1(ei,)) = & (ele)) - -k (tle,) = x(es,) -~ x(es,).
Assim & estd unicamente determinado por «.
2) Definamos uma fungéo linear & : C(V, f) — A do seguinte modo. Para X € §, entdo X pode ser
expressa de maneira tinica como X = {iy,...,i,},ondei; < --- < i,, assim definimos:

k(ex) = x(ei,)---x(ei,).

E facil ver que #(1) = 1 e também %(:(v)) = x(v) para todo v € V. Mostraremos que & é
um homomorfismo de K-algebras. Para isso, basta mostrar que para quaisquer X,Y € § temos
k(éxéy) = k(éx)ﬁ(éy). Como:

x(v)? = f(v,0)1 (5.5)

para todo v € V, entdo para todoi € {1,...,n} temos:
x(e;)* = n(e;)1. (5.6)

Linearizando (5.5), temos:
k(v)x(w) + x(w)k(v) = 2f (v, w)1

para quaisquer v, w € V. Assim, parai,j € {1,...,n} tais que i < j, obtemos:
x(ei)x(ej) +x(ej)x(e;) = 2f (ei,e))1 =0,

. x(ei)xk(ej) = —x(ej)x(e;). (5.7)

Utilizando as equagdes (5.6) e (5.7), podemos mostrar que, para quaisquer X,Y € §, sendo X =
{ir,...,.iy}eY={j1,...,js},ondei; <---<i,ej; <--- <Js temos:

R(ex)R(8y) = x(e;) - x(ei )x(e) - x(e) = [ (=X T ne) | #(exay) = #(exéy),
ieEXNY

como queriamos demonstrar. O
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Podemos apresentar um modo de obtermos a K-algebra de Clifford que ndo envolve escolha de
bases ortogonais. Seja V um K-espago vetorial de dimenséo finita e seja f : V x V. — K uma
forma bilinear simétrica. Consideremos a K-algebra tensorial:

o
(V) =DVe V.
n=0 n copias de V

Seja I o ideal de T(V) gerado pelos elementos da forma v ® v — f(v,v)1 onde v € V. Entdo o
K-4lgebra quociente T(V)/I é uma K-élgebra de Clifford de V e f.

Grupos Spin

Em seguida, como parte dos requisitos para entendermos a notagdo do teorema principal, apre-
sentaremos os chamados grupos de spin. Para isso, mostraremos alguns resultados adicionais
sobre algebras de Clifford.

Mostraremos que a K-dlgebra de Clifford pode ser Z, graduada.

Proposicao 5.2.16. Seja V um K-espago vetorial de dimenséo finita e seja f : V x V — K uma
forma bilinear simétrica. Entdo a K-élgebra de Clifford C(V, f) pode ser Z,-graduada, ou seja,
existem subespagos Co(V, f) e C1(V, f) de C(V, f) tais que:

e C(V,f)=Co(V,fl@Cu(V, f).
* Co(V,f)Co(V, f) +Ci(V, f)C1(V, f) < Co(V, f).
o Co(V,f)C1(V, f) + Ci(V, f)Co(V, f) < C1(V, f).

Demonstragio. Seja (e, ..., e,) uma base de V ortogonal em relagdo a f. Lembremos que C(V, f)
tem uma base consistindo de elementos éx indexados por X € §, onde § é a colegdo dos subcon-
juntos de {1, ...,n}. Além disso, para X, Y € § temos o seguinte:

oxy = <<1>W> 11 n(ei)) éxay- (5.8)

ieXnY

Portanto podemos definir o seguinte:

* Seja Cy(V, f) o conjunto das combinagdes lineares dos elementos da forma éx, onde X tem
um ntmero par de elementos.

* Seja C1(V, f) o conjunto das combinagdes lineares dos elementos da forma éx, onde X tem
um nimero impar de elementos.

Entdo, pela identidade (5.8), é facil ver que Co(V, f) e C1(V, f) sdo subespagos que satisfazem as
propriedades afirmadas pelo enunciado da presente proposigdo. O

Mostraremos que a K-algebra de Clifford pode ser munida de uma involucao.

Proposi¢do 5.2.17. Seja V um K-espago vetorial de dimensdo finita e seja f : V x V — K uma
forma bilinear simétrica. Entdo existe uma involucgdo % : C(V,f) — C(V, f) na K-élgebra de
Clifford tal que ((v)* = (v) paratodov e V.

Demonstragio. Seja (ey,...,e,) uma base de V ortogonal em relagdo a f. Lembremos que C(V, f)
tem uma base consistindo de elementos éx indexados por X € §, onde § é a colegdo dos subcon-
juntos de {1,...,n}. Além disso, para X, Y € § temos o seguinte:

exéy = ((1)](X’Y) [ ”(ei)) exny-

ieXnY



5.2 ALGEBRAS DE DIMENSAO FINITA 109

Para X € §, entdo X pode ser expressa de maneira tnica como X = {iy,...,i;}, onde iy, ..., i, sdo
elementos de {1, ..., n} taisque i; < --- < i,, assim:

ex = ey) -+ 1(e,),
assim definimos:

A%

eX =1 lr) (ell

Portanto * induz uma transformagéo linear = : C(V, f) — C(V, f). Agora é uma tarefa corriqueira
verificar que * é uma involugdo que satisfaz ((v)* = ((v) paratodov e V. O

Agora podemos apresentar o conceito de grupos de spin. Lembremos que, para toda K-algebra
com unidade A, denotamos por Inv(A) o conjunto dos elementos a € A tais que existe b € A tal
que ab = ba = 1.

Defini¢ao 5.2.18. Seja V um K-espago vetorial e seja f : V x V — K uma forma bilinear simétrica.
Definimos o grupo de spin S(V, f) de V e f como o conjunto dos x € Inv(Cy(V, f)) tais que:

-1 *

o x! =ux*
e Paratodo v e V existe w € V tal que xi(v)x* = 1(w).
Para quaisquer x € S(V, f) e v € V, denotamos por 77,(v) o tinico w € V tal que x:(v)x* = 1(w).

Com a defini¢do acima, o grupo de spin S(V, f) de V e f tem um homomorfismo de grupos
S(V,f) — Autg(V), definido por a — m,, onde Autg (V) é o grupo das transformagdes
lineares bijetoras de V em V.

Resultado Principal

Como parte final dos requisitos para entendermos a notagdo do teorema principal, apresentare-
mos as chamadas IR-dlgebras isotdpicas tercidrias. Para isso, comecamos com a seguinte definicao.

Definicao 5.2.19. Consideremos o R-espaco vetorial V = IR" e consideremos a forma bilinear
simétrica f : V x V — R dada por:

fGee o xn) (Y -oyn)) = =(xya+ -+ Xuyn).

Nesse caso, denotaremos a R-dlgebra de Clifford C(V, f) por Cliff(n) e denotaremos o grupo spin
S(V, f) por Spin(n).

Apresentaremos a seguinte proposi¢do, sem demonstra-la.

Proposigdo 5.2.20. Para todo a € Spin(n), entdo 71, : R" — R" é uma isometria linear sobrejetora
em relagdo a norma euclidiana usual de IR".

Agora apresentaremos a ultima definicdo prévia antes de definirmos as R-dlgebras isotépicas
tercidrias.

Definigio 5.2.21. Consideremos o R-espaco vetorial R” = R x R"~!. Considerando o grupo spin
Spin(n — 1) do espago R"~!, para cada a € Spin(n — 1), definimos ¢, : R” — R" assim:

0a(%,y) = (%, 70a(y))
para quaisquer x € Rey € R" 1.
Temos a seguinte proposi¢do imediata.

Proposi¢do 5.2.22. Para todo a € Spin(n — 1), entdo 0, : R” — R" é uma isometria linear sobreje-
tora em relagdo a norma euclidiana usual de R".
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Com isso, podemos definir as R-dlgebras isotdpicas tercidrias.

Defini¢ao 5.2.23. Seja A uma das R-dlgebras com valor absoluto IR, C, H ou O, munido de sua
involugdo usual x — X. As R-dlgebras isot6picas tercidrias de A sdo as R-algebras A,[a,b], onde
n=1,2,3,4ea,be Spin(n — 1), cujos espagos normados sdo o mesmo de A e cujas multiplica¢des
sdo definidas respectivamente assim:

xoy = 0a(x)0p(y),
xoy = 0a(X)0p(y),
xoy = 0a(x)0y(F),
xoy = 0a(%)op(Y).

*
Essas algebras também sdo denotadas, respectivamente, por A[a, b], *Ala, b], A*[a,b] e Ala, b].
Agora apresentaremos uma tltima observagdo prévia antes apresentarmos o teorema principal.

Observagdo 5.2.24. Seja A = R" uma das IR-dlgebras IR, C, H ou O, munido de sua norma eucli-
diana usual. Seja f : A — A um automorfismo de K-algebras. Entdo f(1) = 1 e também f é uma
isometria linear sobrejetora. Assim existe uma isometria linear sobrejetora g : R"~! — R"~! tal
que f(x,y) = (x,¢(y)) para quaisquer x € R e y € R"~1. Pela Proposicio 5.2.15, existe um auto-
morfismo de K-algebras f : Cliff(n — 1) — Cliff(n — 1) tal que f(1(v)) = g(v) para todo v € R"~1.
Além disso, para todo a € Spin(n — 1), temos f(a) € Spin(n — 1).

Finalmente apresentaremos o teorema principal desta subsecao.

Teorema 5.2.25. Toda R-dlgebra com valor absoluto de dimensao 8 é isomorfa a uma R-4lgebra
isotopica tercidria de O. Além disso, duas R-algebras isotopicas tercidrias Oy[a, b] e O,/ [a’, V'] de
O sdo isomorfas se e s6 se n = n’ e existem um automorfismo de K-4lgebras f : O — O e
S,e€{l,—1} taisquea’ = éf(a) e’ = ef (b).

5.3 Algebras Satisfazendo (x,x,x) = 0

Pelo Teorema de Urbanik-Wright, as R-dlgebras com valor absoluto e com unidade sdo isomorfas
a R, C, H ou O. Isso quer dizer que, em toda IR-dlgebra com valor absoluto A, a existéncia de
elemento unidade implica que A tenha dimenséao finita. Com isso, levantou-se a seguinte questao:
Dada uma R-dlgebra com valor absoluto A, quais sdo outros exemplos de propriedades que implicam que
A tenha dimensdo finita? Nesta se¢do, estudaremos as R-dlgebras com valor absoluto satisfazendo
a identidade (x, x,x) = 0. As K-élgebras satisfazendo a identidade (x, x,x) = 0 incluem como
exemplos interessantes as IK-dlgebras com poténcias associativas e as IK-dlgebras flexiveis.

Na Subsecdo 5.3.1, mostraremos que toda R-4dlgebra com valor absoluto que satisfaz a identidade
(x, X2, x) = 0 e possui um idempotente ndo nulo no centro comutativo tem dimensao finita. Na
Subsegdo 5.3.2, mostraremos que toda R-dlgebra com valor absoluto pré-Hilbertiana satisfazendo
a identidade (x,x,x) = 0 tem dimensdo finita. Por fim, na Subsecdo 5.3.3, apresentaremos de
modo apenas resumido a classificagdo obtida por El-Mallah no artigo [EM90] sobre R-algebras
com composi¢do de dimensio finita satisfazendo (x, x, x) = 0.

5.3.1 Resultados Iniciais

Comecaremos esta subsegdo apresentando alguns resultados sobre K-dlgebras que satisfazem a
identidade (x,x,x) = 0 que serdo utilizadas na préxima subsec¢do. O principal entre eles é o
Corolério 5.3.4.
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Em seguida, apresentaremos alguns resultados a respeito de propriedades em uma R-algebra
com valor absoluto A que implicam que A tenha dimensao finita. Eles estdo presentes no artigo
[eMM81] de El-Mallah e Micali. O principal entre eles é o Teorema 5.3.7, cujo enunciado diz que
toda R-dlgebra com valor absoluto que satisfaz a identidade (x, X2, x) = 0 e também possui um
idempotente ndo nulo no centro comutativo tem dimensao finita.

Proposicdo 5.3.1. Seja A uma K-4lgebra que satisfaz (x, x, x) = 0 para todo x € A. Entdo A satisfaz
a identidade:

(x, xz,x) =0 (5.9)
para todo x € A.
Demonstragdo. A identidade (x,x,x) = 0 é equivalente a identidade [x2, x] = 0. Linearizando a
identidade [x2, x] = 0, obtemos:
[xy +yx, x] + [x%,y] = 0. (5.10)

2

Colocando y = x? em (5.10) e utilizando o fato de que x?>x = xx?, obtemos:

0 = [xx? + x%x, x] + [x?, %] = 2[x%x, x].

2 2

Novamente, como x*x = xx*, concluimos que:
(x,x%,x) = (xx®)x — x(x%x) = (x%x)x — x(x*x) = [x%x,x] =0,
como queriamos demonstrar. O

Lema 5.3.2. Seja A uma K-algebra que satisfaz (x, x>

tente. Entdo a seguinte igualdade ocorre:

,x) = 0 para todo x € A. Seja e um idempo-

[e,ex + xe — x] = (e,ex + xe — x, e). (5.11)
Demonstragio. Linearizando a identidade (x, X2, x) = 0, temos a seguinte identidade:
(x, x%,y) + (x,xy +yx,x) + (y,x%,x) = 0. (5.12)

Fazendo x = e em (5.12), obtemos:

(e,e,y) + (e,ey +yee) + (y,e,e) =0,

assim:
(e,ey +ye—y,e) = (eey+yee)—(ey,e)
= —(eey)—(yee)—(eye)
= —ey+eley) — (ye)e +ye — (ey)e +e(ye)
= [eey+ye—yl,
provando o lema. t

2 2 2

Lema 5.3.3. Seja A uma K-algebra que satisfaz (x2, x,x?) = (x?,x%,x?) = 0 para todo x € A. Seja

e um idempotente. Entdo:
(e,ex + xe — x,e) = 0.

Demonstragdo. Linearizando a identidade (xz, X, x2) = 0, obtemos:

(22, x, xy + yx) + (22, y,%%) + (xy + yx, x,x*) = 0. (5.13)
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Linearizando a identidade (x2, x2, x?) = 0, obtemos:
(62, %2, xy +yx) + (&%, xy +yx, x*) + (xy +yx, 1%, x*) =0, (5.14)
Colocando x = e em (5.13) e (5.14), obtemos respectivamente:
(e,e,ey +ye) + (e,y,e) + (ey + ye,e,e) =0, (5.15)
(e,e,ey +ye) + (e,ey +ye,e) + (ey +ye,e,e) = 0. (5.16)
Subtraindo (5.15) de (5.16), obtemos a identidade:
(e,ey +ye—y,e) =0,
como queriamos demonstrar. U

Corolario 5.3.4. Seja A uma K-algebra que satisfaz uma das seguintes propriedades:

a) (x,x,x) =0 para todo x € A.
b) (x,x%,x) = (x2,x,x2) = (x2,x2,x%) = 0 para todo x € A.

Seja e um idempotente. Entdo a seguinte igualdade ocorre para todo x € A:
le,ex + xe — x] = 0. (5.17)

Em particular, sendo B o conjunto dos x € A tais que ex = xe, entdo para todo x € B temos ex € B.
Além disso, temos:

le(e=f)] =0 (5.18)
para todo idempotente f.

Demonstragio. Temos o seguinte:

a) Suponhamos que A satisfaga a identidade (x, x, x) = 0. Entdo A satisfaz a identidade [x?, x] = 0.
Linearizando a identidade [x2, x] = 0, obtemos:

[xy +yx,x] + [x%,y] = 0. (5.19)
Colocando x = e em (5.19), obtemos:
0= ey +yeel+[ey] = ley+ye—y,el.

Portanto A satisfaz a identidade (5.17).

b) Suponhamos que A satisfaga a identidade (x, x?, x) = (x2,x,x?) = (x2, x%,x?) = 0. Pelos Lemas

5.3.2 e5.3.3, entdo A satisfaz a identidade (5.17).
1) Agora seja x € B. Entdo ex = xe e [e, x| = 0. Assim, pela identidade (5.17), temos:
0 = [e,ex + xe — x] = [e,ex + xe] — [e, x] = 2[e, ex].

Logo [e, ex] = 0. Portanto ex € B.

2) Seja f um idempotente. Fazendo x = f na identidade (5.17), temos:

le.(e—f)*) =le,e® —ef — fe+ f2] = ee—ef — fe+ f] = [e,e] = [e,ef + fe— f] =0,
como queriamos demonstrar. O

Agora apresentaremos alguns resultados a respeito de propriedades em uma R-4dlgebra com valor
absoluto A que implicam que A tenha dimensao finita.
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Teorema 5.3.5. Seja A uma 4algebra com valor absoluto. Suponhamos que exista um elemento
x € A tal que x e x? sejam linearmente independentes e estejam no centro comutativo. Entdo A é

*
isomorfa a C ou C.

Demonstragio. Podemos supor que||x|| = 1. Mostremos que A = Rx + Rx?, dai A é comutativa,
entdo pelo Teorema 5.2.8 o teorema estd provado. Suponhamos que exista y € A\(Rx + Rx?).
Como x, x?> e y comutam um com outro, pelo Lema 5.1.8 o subespaco Rx + Rx? + Ry é pré-

Hilbertiano, logo existe z € Rx + Rx? + IRy ortogonal a x e a x?> com ||z|| = 1. Por outro lado
temos:
| =22 =llx = zlllx +2) = 2
daf pelo Lema 5.1.10 temos z> = —x2. Como:
71 = e =
2(2) = () () = () = ()22
e também:
e =22 <[ =< +2] =2
entdo pelo Lema 5.1.10 temos z? = —(x?)?, logo:
0=1x>—(x*)2 = (x — x?)(x + x?),
dai x = +x2, uma contradicdo. O

Teorema 5.3.6. Seja A uma 4lgebra com valor absoluto. Suponhamos que exista um idempotente
e de A ndo nulo e no centro comutativo tal que (z,¢,z) = 0 para todo z € A ortogonal a e. Entdo A
tem dimensao finita.

Demonstragio. Se as transformacoes lineares R, e L, forem sobrejetoras, entdo pelo Teorema 5.2.4
o presente teorema estd provado. Dado x € A, se x e e sdo linearmente dependentes, entdo x = Ae,
com A € R, dai R,(Ae) = x = L.(Ae). Suponhamos que x e e sejam linearmente independentes.
Como e comuta com x, entdo pelo Lema 5.1.8 o subespago Re + Rx é pré-Hilbertiano, dai existe
z € Re + Ry, z ortogonal a ¢, tal que||z|| = 1 e Re + Rx = Re + Rz. Por outro lado temos:

e = 22| =lle = zlle +2]| = 2
e também:
e (e2?|| =lle—ezlllle + ezl =lle —zlllle +=l = 2,
assim pelo Lema 5.1.10 temos z> = —e = (ez)?. Como ez comuta com z, entdo:

0=2z>—(ez)? = (z—ez)(z +ez),

daf ez = £z, portanto Re + Rx = Re + Rz = Re + Rez. Como x € Re + Rez, entdo x = ae + Pez,
com«, B € R, logo temos x = R,(wxe + pz) = L.(ae + pz). Portanto R, e L, sdo sobrejetoras. O

Teorema 5.3.7. Seja A uma algebra com valor absoluto e com um elemento idempotente ndo nulo
no centro comutativo. Suponhamos que (x, xZ, x) =0 para todo x € A. Entdo A tem dimensdo
finita.

Demonstragio. Seja e um idempotente ndo nulo no centro comutativo. Mostraremos que (z, ¢, z)
para todo z € A ortogonal a ¢, de modo que pelo Teorema 5.3.6 a dlgebra A tem dimensao finita.

2

Seja z € A ortogonal a e. Pelo Lema 5.1.11, temos 22 = —||z||* ¢, de modo que:

0=(z222) = —|z|* (z.¢2),
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logo (z,e,z) = 0. O

5.3.2 Algebras com Produto Interno

El-Mallah mostrou no artigo [EM83] que toda IR-dlgebra com valor absoluto pré-Hilbertiana sa-
tisfazendo (x,x,x) = 0 possui dimenséo finita. Além disso, Diaby, Diankha, Fall e Rochdi, com
uma demonstracdo de raciocinio semelhante, mostraram no artigo [DDFR21] que toda R-algebra
com valor absoluto pré-Hilbertiano satisfazendo (x, x2,x) = (x%,y,x?) = 0 tem dimensdo finita.

Nesta subse¢do, mostraremos simultaneamente esses dois resultados. Mais precisamente, o ob-
jetivo principal desta subsecdo é mostrar o Teorema 5.3.26, cujo enunciado diz que, para toda
R-dlgebra com valor absoluto pré-Hilbertiana, se A satisfaz (x,x,x) = 0 para todo x € A ou
satisfaz (x,x2,x) = (x2,y,x%) = 0 para quaisquer x,y € A, entdo A tem dimensdo finita. A de-
monstrac¢do é razoavelmente longa e portanto serd apresentada através de varios lemas e teoremas
intermediarios.

Lema 5.3.8. Seja A uma élgebra com valor absoluto pré-Hilbertiana. Sejam x e y elementos de A
tais que||x|| =||y|| = 1 e|Jx —y|| = 2. Entdo x +y = 0.

Demonstragido. Temos:
Ix+y|* +]x—y|* = G+yx+p+E-yx-y
=[xl + <y + @) ||+l = oy — o+
= 4.

x+yH2 =0, ai

Comon—yH :2,entaon+yH2:4_,ai x—l—yH =0,aix+y=0. O

Lema 5.3.9. Seja A uma &lgebra com valor absoluto pré-Hilbertiana. Sejam x e y dois elementos
linearmente independentes em A que comutam um com outro. Se z ¢ um elemento de A que
comuta com x e i, entdo z € Rx + Ry.

Demonstragio. Podemos supor que ||x|| = ||y|| = 1. Suponhamos que z ¢ Rx + Ry. Entdo existe
w € Rx + Ry + Rz tal que||w|| = 1 e w é ortogonal a x e a y. Por outro lado:

|2 = 2| = llw = %l e + x| = 2
e analogamente sz —y? H = 2, assim pelo Lema 5.3.8 temos w? + x? = w? 4+ y? = 0, assim:

0=x"—y" = (x—y)(x+y),
dai x = £y, 0 que é uma contradicao. O

Lema 5.3.10. A seja uma élgebra com valor absoluto pré-Hilbertiana. Sejam a e b elementos orto-
gonais de A tais que ab = ba. Entao temos:

1B]1* 2% +[a]* b* = 0.

Demonstragdo. Sejam x = ﬁ ey = ﬁ Entdo || x|| =||y|| = 1, assim:

|2 =] =l —wllx+vll = 2

assim pelo Lema 5.3.8 temos x? + y* = 0, af segue o lema. O



5.3 ALGEBRAS SATISFAZENDO (X, X, X) =0 115

Corolario 5.3.11. Seja A uma &lgebra com valor absoluto pré-Hilbertiana. Seja e um idempotente.
Entdo para todo x € A, se ex = xe e e é ortogonal a x, entdo x2 = —||x||e.

Proposi¢do 5.3.12. Seja A uma dlgebra com valor absoluto pré-Hilbertiana. Sejam a,b € A tais que
ab = ba. Entao:
1b||* a® +||a||* b* = 2{a, bYab.

Demonstragio. Podemos supor sem perder generalidade que ||a|| = 1. Entdo a e b — {a,b)a sdo
ortogonais, assim:

16— <@ bal” = b,b—<a,byay = |b]* —{a,b).
Agora, pelo Lema 5.3.10, temos:

0 = ||b—{a,ba|*a+ (b—{a,bda)?
= (|b]|* - (a,b)?)a? + b2 — 2{a, bdab + (a, b)2a?
= ||b]|* a® + b% — 2(a, bdab,

assim [|b]|* a2 + b? = 2{a, b)ab. O

Corolario 5.3.13. Seja A uma dalgebra com valor absoluto pré-Hilbertiana. Seja a € A tal que
(a,a,a) = 0. Entao temos (a?)? € Ra® + Raa?.

Demonstragio. Basta aplicar a Proposicdo 5.3.12 no caso b = a>. ]

Lema 5.3.14. Seja A uma algebra com valor absoluto pré-Hilbertiana satisfazendo (x,x,x) = 0
para todo x € A. Seja B uma subélgebra de A gerada por n elementos ndo nulos que comutam um

%
com outro. Entdo B é isomorfaa R, C ou C.

Demonstragio. Seja D o conjunto desses n geradores. Temos dois casos

1) Suponha que existam em D dois elementos x e y linearmente independentes. Como A estd mu-
nido de um produto escalar, entdo Rx + Ry = Ra + IRb onde a e b sdo dois elementos ortonormais
em A. Como ab = ba, entdo pelo Lema 5.3.10 temos a%2 4+ b? = 0. Por outro lado,

0=[(a+b)*a+b]=2[aba+b] e 0=][(a—b)?a—b]=—2[aba—0],

de modo que [ab,a] = 0 e [ab,b] = 0, ai, pelo Lema 5.3.9, temos ab € Ra + Rb. Como a? +b*> = 0
e [a%,a] = [b?%,b] = 0, entdo [b?,a] = [a% b] = 0, ai, pelo Lema 5.3.9, temos 4> € Ra + Rb e
b? € Ra + Rb. Disso vem que Ra + Rb é uma lgebra comutativa de dimenséo 2, assim Rx + Ry =

*
Ra + Rb é isomorfa a C ou C conforme o Teorema 5.2.8. Pelo Lema 5.3.9, D < Rx + Ry, o que
quer dizer que B = Rx + Ry.

2) Suponhamos agora que ndo existam em D dois elementos linearmente independentes. Seja
z € D ndo nulo, entdo B = A(z). Se z e z? sdo linearmente independentes, como zz> = z%z, entdo a

*
demonstragio de que A(z) é isomorfa a C ou C é andloga aquela dada anteriormente. Se z> = az,
entdo o elemento a1z é um idempotente e nesse caso A(z) é isomorfa a R. O

Lema 5.3.15. Seja A uma &lgebra com valor absoluto pré-Hilbertiana satisfazendo uma das se-
guintes propriedades:

a) (x,x,x) =0 paratodo x € A.

b) (x,x2,x) = (x?,x,x%) = (x%,x,x%) = 0 para todo x € A.

o) (x%,y,x%) = 0 para quaisquer x,y € A.
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ES
Entdo A(x?) é isomorfa a R, C ou C para todo x € A. Em particular A tem um idempotente ndo
nulo.

Demonstragio. O caso (a) segue do Lema 5.3.14. Suponhamos o caso (b) ou (c). Podemos também
supor sem perder generalidade que x? e (x?)2 sdo linearmente independentes. Temos:

[(x%)?, %] = (2%, 2%, x%) = 0.

Além disso:

e também:
[¥2(x%)?, (%)) = [(?)%22, (¥2)%] = ((¥*)%, %%, (x?)?) = 0.

Assim o conjunto {x?, (x?)2, x*(x?)?} é comutativo. Logo pelo Lema 5.3.9 temos x?(x?)? € Rx? +

R(x?)2. Além disso temos ((x2)?)? € R(x?)? 4+ Rx?(x?)? pelo Lema 5.3.13 aplicado a @ = x?. Assim
((x2)%)? e Rx? + R(x?)2. Logo A(x?) = Rx? + R(x?)? é uma subalgebra comutativa de A, assim
*

A(x?) é isomorfa a C ou C. 0
Em uma algebra A satisfazendo (x?,y, x?) para quaisquer x,y € A, é facil ver que para idempo-

tente e temos (¢, x,e¢) = 0 para todo x € A, de modo que podemos utilizar a notagdo exe sem
ambiguidade.

Lema 5.3.16. Seja A uma dlgebra com valor absoluto pré-Hilbertiana satisfazendo (x2,y,x?) = 0
para quaisquer x,y € A. Seja e um idempotente ndo nulo de A e seja x € A tal que ex = xe. Entao
[ex, e] = [exe,ex] = [e,x?] = 0.

Demonstragio. Temos os seguintes passos.

1) Mostraremos que [ex,e] = 0. De fato, colocando 4 = ¢ e b = x na identidade (a?,b,4%) = 0,
obtemos a identidade (¢, x,e¢) = 0, ou seja, obtemos a identidade (ex)e = e(xe). Agora, utilizando
o fato de que ex = xe, entdo:

(ex)e = e(xe) = e(ex).

2) Mostraremos a igualdade [e, x?] = 0. Consideramos a decomposigéo de x em uma soma:

x={e,xye+u,

onde u é ortogonal a e. Como [u, e] = [x,e] = 0, pelo Corolario 5.3.11 temos u2 = —||ul|* e. Assim:
W2 e] = [(e,x)? ~[|ul*)e + 2, x)eu, e]
= 2, x)eu,e]

= 2, x)[ex — e, x),e]
= 0 porque [ex,e] = 0.
3) Mostraremos que [exe, ex] = 0. Linearizando a identidade (a2, b,a?) = 0, obtemos o seguinte:
(a%,b,c?) + (ac + ca,b,ac + ca) + (c?,b,a*) = 0. (5.20)
Colocando a = x e b = ¢ = e na igualdade (5.20), obtemos:

0= (x%¢e) + (xe +ex,e xe +ex) + (e e, x°) (5.21)
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Assim obtemos:

4[exe,ex] = 4(ex,e,ex) porque ex comuta com e

= (ex+xe,e,ex +ex) porqueex + xe = 2ex

= —(x%ee)— (e,e,x?) pelaigualdade (5.21)

= 0 porque (¢,x%,e) =0e[x?¢] =0,
encerrando a demonstragao. O

Lema 5.3.17. Seja A uma algebra com valor absoluto pré-Hilbertiana satisfazendo uma das se-
guintes propriedades:

a) (x,x,x) =0 paratodo x € A.

b) (x,x2,x) = (x?,x,x%) = (x%,x,x%) = 0 para todo x € A.

) (x%,y,x%) = 0 para quaisquer x,y € A.
Seja e um idempotente nado nulo e seja x € A ndo nulo tal que ex = xe. Entdo A(e, x) é isomorfa a
R,Cou &
Demonstragio. O caso (a) segue do Lema 5.3.14. Suponhamos o caso (b) ou (c).
b) Dividiremos em duas etapas.

1) Se x é ortogonal a e, entdo [ex, e] = 0 pelo Corolario 5.3.4 e x2 = —||x||* e pelo Corolario 5.3.11.
Agora:

0= (x,2%) = —||x|* (x,,%) = —[|x|* ex, 1.
Assim {e, x,ex} é um conjunto comutativo, mas e e x sdo linearmente dependentes, assim pelo

*
Lema 5.3.9 temos ex € Re + Rx. Logo A(e, x) = Re + Rx é isomorfa a C ou C.

2) Agora seja x um elemento qualquer tal que ex = xe. Podemos supor sem perder generalidade
que dim(A(e, x))) > 2. Entdo podemos escrever x como x = Ae + w, onde A € R e w é ortogonal

*
ae. Assim A(e,x) = A(e,w) é isomorfa a C ou C.
¢) Dividiremos em duas etapas.

1) Se x é ortogonal a ¢, entdo x2 = —||x||* e pelo Corolério 5.3.11 e pelo Lema 5.3.16 temos [ex, ¢] =
[ex, exe] = 0. Agora ex comuta com e e assim [exe, e] = 0 pelo Lema 5.3.16. Assim {e, ex, exe} é um
conjunto comutativo. Como e e x sdo linearmente independentes, entdo e e ex também sado. Logo
exe € Re + Rex, assim, como ¢ # 0 e A ndo tem divisores de zero, obtemos xe = ex € Re + Rx.

*
Logo A(e, x) = Re + Rx é isomorfa a C ou C.

2) Agora seja x um elemento qualquer tal que ex = xe. Podemos supor sem perder generalidade
que dim(A(e, x))) > 2. Entdo podemos escrever x como x = Ae + w, onde A € R e w é ortogonal

*
ae. Assim A(e,x) = A(e,w) é isomorfa a C ou C. O

Lema 5.3.18. Seja A uma dalgebra com valor absoluto pré-Hilbertiana satisfazendo uma das se-
guintes propriedades:

a) (x,x,x) =0 paratodo x € A.
b) (x,x2,x) = (x2,x,x%) = (x%,x2,x%) = 0 para todo x € A.

) (x%,y,x%) = 0 para quaisquer x,y € A.
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*
Se existem em A uma subdlgebra B isomorfa a C e uma subdlgebra D isomorfa a C, entdo B e D
ndo contém idempotente ndo nulo em comum.

Demonstragido. Suponhamos que existe um idempotente e # 0 em B e D. Entdo existem em A um
elemento i e um idempotente ¢/ # ¢, ambos ortogonais a e, tais que B = Re + Ri, ei = ie = i,
i?=—e,D=Re+Re,ee’ =eeee+e +ee’ =0.Comoecomutacom e +i,entdo A(e, e’ +i) tem
dimensdo 1 ou 2 conforme Lema 5.3.17, o que quer dizer que e(¢’ +i) = Be + y(¢’ +1i), donde ee’ +
i=Pe+ (e +i),ouseja, —e—e +i= Pe+y(e +1i).Sey # 1, entdo i € Re + Re’, contradi¢do.
Se ¥ =1, entdo —2¢’ = (1 + B)e, contradicdo pois e e ¢’ sdo linearmente independentes. O

Lema 5.3.19. Seja A uma dalgebra com valor absoluto pré-Hilbertiana satisfazendo uma das se-
guintes propriedades:
a) (x,x,x) =0 paratodo x € A.

b) (x,x2,x) = (x2,x,x%) = (x2,x%,x%) = 0 para todo x € A.

Sejam e e e; dois idempotentes de A tais que ejex # epeq. Entdo existe um idempotente ndo nulo

eem A tal que (e; —e2)?> = Ae e e comuta com e e ep. Além disso, A(e,e1) e A(e, e2) sdo isomorfas
%
a C e e é o tinico idempotente ndo nulo de A que comutam com e; e e;.

Demonstragio. De fato, temos (e — 62)2 # 0 pois A ndo tem divisores de zero e e; # e;. Pela

igualdade (5.18) do Corolério 5.3.4, temos [(e1 — €2),e1] = [(e1 — e2)?, e2] = 0. Pelo Lema 5.3.17,

Aley, (e1 —e2)?) e A(ey, (e1 — e2)?) sdo subalgebras comutativas de dimensdes no maximo 2. Temos

dimg (A((e1 — €2)?)) = 1 pois caso contrério ela conteria e; e e, contradigio. Assim existe um

idempotente e em A tal que (e; — ez)2 = Ae e e comuta com e e e;. Por causa do Lema 5.3.17 e de
*

e1ey # exeq, entdo A(e,e1) e A(e, ep) sdo isomorfas a C.
Suponhamos agora que e3 seja um idempotente ndo nulo em A que comuta com e; e e;. N6s

mostraremos que e3 = e. De fato, A(es, e1) e A(e3, e2) sdo isomorfas a E por causa do Lema 5.3.17
edeejey # eper, aies+ e +ezep = 0eez+ex+ezen =0, daies(e; —ex) = ex — €. Analogamente
e(ep —ey) = ep —e1. Assim (e3 —e)(e1 — e2) = 0. Como A ndo tem divisores de zero e e1 # e, entdo
e3 = ¢, encerrando a demonstracao. O

Lema 5.3.20. Seja A uma &lgebra com valor absoluto pré-Hilbertiana satisfazendo uma das se-
guintes propriedades:

a) (x,x,x) =0 paratodo x € A.

b) (x,x2,x) = (x?,x,x%) = (x2,x%,x%) = 0 para todo x € A.

Em A ndo é possivel que existam simultaneamente duas subdlgebras B e D tais que B =~ C e
D~ EZ

Demonstragido. Suponhamos que exista B = Rep + IRj tal que €3 = eg, j> = —epeegj = jeg = j e
D =Re' +Re" talquee? = ¢/, " = ¢, ee” = e"e' ee’ +e" +e'e” = 0.Se ege’ = ¢'ey, entdo A(ep, e’)
é isomorfa a R, C ou EZ pelo Lema 5.3.17, o que é impossivel pelo Lema 5.3.18. Suponhamos que

F
eoe’ # €'ep, entdo existe um idempotente e em A tal que A(e, ep) seja isomorfa a C conforme o
Lema 5.3.19, o que é impossivel pelo Lema 5.3.18. O

Teorema 5.3.21. Seja A uma 4algebra com valor absoluto pré-Hilbertiana satisfazendo uma das
seguintes propriedades:

a) (x,x,x) =0 paratodo x € A.

b) (x,x2,x) = (x?,x,x%) = (x2,x2%,x%) = 0 para todo x € A.
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Suponhamos que A contenha uma subalgebra isomorfa a C. Entdo A tem dimensao finita.

Demonstragdo. Seja B uma subdlgebra de A isomorfa a C. Entdo B tem um idempotente ndo nulo e.
Se A tem um idempotente ndo nulo diferente de ¢, entdo existe um idempotente g tal que A(e, g)

*
seja isomorfa a C pelo Lema 5.3.19, contradizendo o Lema 5.3.20. Assim e é o tinico idempotente
nao nulo de A. Em particular, e comuta com x? para todo x € A por causa do Lema 5.3.15. Agora
para todo x € A temos:

0 = [e,x—ex—xe] pelaigualdade (5.17)

= lex+(e—x)?—e—x?]

= e x].
Assim e estd no centro comutativo. Logo, pelo Teorema 5.3.7, A tem dimensao finita. O

Lema 5.3.22. Seja A uma algebra com valor absoluto pré-Hilbertiana satisfazendo (x,x,x) = 0
para todo x € A. Sejam e; e e; idempotentes em A tais que [eq, e2] # 0. Entdo existe idempotente e

*
em A tal que [e, e;]* = ae e e comute com e; e ep. Além disso, A(e,e1) e A(e, e;) sdo isomorfas a C.

Demonstragio. Primeiramente é evidente que o idempotente e serd o mesmo que aquele do Lema
5.3.19, conforme o préprio Lema 5.3.19. A existéncia de dois idempotentes e; e e, em A nos mostra
que ndo existe em A uma subdlgebra isomorfa a C, conforme o Teorema 5.3.21. De acordo com
a identidade (5.17) do Corolério 5.3.4, temos [ex + xe — x,e] = 0 para todo elemento x e todo
idempotente e em A. Escrevamos:

y =-eiler, ex] + [e1,e2]er — [e1,e2], z = ex]er, ex] + [e2, e2]e1 — [e1, €2]
e demonstraremos que y = 0 e z = 0. De fato, e; é ortogonal a y, porque:
(le1,e2],e1) = {e1e2 — ezey, e1) = e, e1) —{ez,e1) =0,
(le1,ealer, e1) = ([e1,e2], 1) = 0,
le1[er, ez],e1) = {[e1, e2],€1) = 0.

*
Como [y,e1] = 0, entdo A(y,e1) é isomorfa a R ou C pelo Lema 5.3.17. Se y = Jey, entdo 0 =

*
{y,e1) = 4, ou seja, y = 0. Suponhamos agora que A(y, e1) seja isomorfa a C, entdo y = aje; + B¢’
onde ¢’ é um idempotente que comuta com e; e ¢’ + e1 + ¢’e; = 0. Mostraremos que ¢’ é ortogonal
a y. De fato:

{[e1,e2], €y = —(erea — eze1, €'er) = —(eren, e1€’y + (ezeq, e'e1) = —{ez, €'y + (e, ¢’y =0,
ler]e1, 2], €'y = —(erler, e2], e1¢’y = —([e1, e2], €'y =0
{[e1,ea]er, €'y = —([eq, e2]er, €’er) = —([e1, €2, €’y = 0.

Além disso, temos:
0={¢+e+ee,e)y={e)+ e, )+ (e, ey =1+ e, e)+ ey, €,

assim {eq,¢') = —%, ai0 = {y,e1) =g — %[31 el =)= —%uq + B1, ai segue que o = B1 =0,
logo y = 0. Analogamente podemos mostrar que z = 0 utilizando e; em vez de ;. Como y = 0,
entdo [e1,ez] comuta com eq[eq, e2] + [e1,e2]e;. Fazendo x = [e1, 2] e y = €1 na identidade (5.19),
entdo [e, e2]? comuta com e;. Analogamente [e1, €22 comuta com e pois z = 0. De acordo com o
Lema 5.3.17, como [e1, 2] # 0, entdo A([e, e2)?,e1) e A([e1, e2]%, e2) sdo subélgebras comutativas de
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dimensao 2. Se dim(A([e1, e2]?)) = 2, entdo A([e1, e2]?, e1) = A([e1, e2]*>) = A([e1, e2)?, €2), mas isso
quer dizer que ejea = ee1, contradicdo. Assim dim(A([e, e2]?)) = 1e disso vem que [ey, e2]? = ae.

*
Agora A(e,e1) e A(e, e2) sdo isomorfas a C por causa do Lema 5.3.17 e de [ey, e2] # 0. O

Lema 5.3.23. Seja A uma algebra com valor absoluto pré-Hilbertiana satisfazendo (x,x,x) = 0
para todo x € A. Seja e um idempotente ndo nulo de A e sejam x e y dois elementos de A. Se e
comuta com x e y, entdo e comuta com xy.

*
Demonstragio. Pelo Lema 5.3.17, A(e, x) e A(e,y) sdo isomorfas a R, C ou C.
1) No caso onde A(e,x) = C ou A(e, y) = C, o lema segue pelo Teorema 5.3.21.

2) O lema é evidente para o caso onde A(e,x) ~ Rou A(e,y) = R.

3) Resta-nos examinar o caso A(e, x) =~ A(e,y) = C. Escrevamos A(e,x) = Re+Rej e Ale,y) =
Re + Re; onde e; e e; sdo dois idempotentes ndo nulos de A. Se eje; = epeq, 0 resultado segue
do Lema 5.3.17. Suponhamos que ejep # ezeq. Pelos Lemas 5.3.19 e 5.3.22, temos (e — 62)2 = Aee
[e1,e2]> = ae, com A, a € R, de modo que:

e1+ex —2(erex +ee1) = Ae

e também:
0 = [[e1,e2)% [e1, e2]] = ale, erea — ezeq].

Assim e comuta com ejep + exeq e e1ex — epeq, ai comuta com eqe; e exeq, logo comuta com xy. O]

Lema 5.3.24. Seja A uma élgebra com valor absoluto pré-Hilbertiana satisfazendo (x,x,x) =0
para todo x € A. Sejam ¢, ¢’ dois idempotentes de A, entdo a dlgebra A(e, e’) tem dimensao finita.

Demonstragio. De fato, se ee’ = ¢’e, a dlgebra A(e,¢’) é isomorfa a R, C ou & Suponhamos que
ee’ # €'e, entdo existe um idempotente ndo nulo ¢’ em A(e,e’) que comuta com e e ¢’ conforme
o Lema 5.3.19 ou 5.3.22, portanto estd no centro comutativo de Ale,e) pelo Lema 5.3.23. Como
Ale, ¢') satisfaz a identidade (x, x2, x) = 0 para todo x € A(e, ¢'), entdo o Teorema 5.3.7 nos mostra
que A(e, €') tem dimenséo finita. O
Lema 5.3.25. Seja A uma algebra com valor absoluto pré-Hilbertiana satisfazendo (x,x?,x) =
(x%,y,x2) = 0 para quaisquer x,y € A. Sejam ¢, f € A dois idempotentes. Entéo (e, x, f) +
(f,x,e) =0 para todo x € A.

Demonstragio. E facil ver que para todo idempotente ¢ temos (g,x,¢) = 0 para todo x € A,
assim podemos assumir que e e f sejam linearmente independentes. Basta mostrar que e 4 f é um
quadrado, pois assim:

0=(e+fixetf)=(exf)+(fx0).

Agora dividiremos em dois casos:

*
1) Seef = fe,entdo A(e, f) é isomorfa a C pelo Lema 5.3.17. Assime + f € A(e, f) é um quadrado.

2) Se ef # fe, entdo existe um idempotente ndo nulo g tal que [g,e] = [g, f] = 0 pelo Lema
5.3.19, assim [g, e + f] = 0. Note que e + f e g sdo linearmente independentes. Assim A(g,e + f)
*

é isomorfa a C ou C pelo Lema 5.3.17, consequentemente e + f € um quadrado em A. Isso conclui
a demonstracéo. O

Teorema 5.3.26. Seja A uma éalgebra com valor absoluto pré-Hilbertiana satisfazendo uma das
seguintes propriedades:

a) (x,x,x) =0 paratodo x € A.
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b) (x,x%,x) = (x?,y,x?) = 0 para quaisquer x,y € A.
Entdo A tem dimensao finita.

Demonstragdo. Se existe uma subdlgebra de A isomorfa C, o Teorema 5.3.21 nos diz que A tem
dimensao finita. Suponhamos agora que A nao tenha subdlgebra isomorfa a C. Para isso nos
dividiremos em dois casos.

a) Sejam e e ¢’ dois idempotentes de A, e # 0. Pelo Lema 5.3.24, a 4lgebra A(e, ¢’) tem dimens&o
finita, de modo que A(e, ¢’) é uma é4lgebra com divisdo. Existem assim elementos 2 e b em A tais
que ea = ¢’ e be = ¢’. Agora, pelo Lema 5.3.14, para todo x ndo nulo em A, A(x) é isomorfa a R

*

ou C, daf x é uma combinagao linear de um ou dois idempotentes. Portanto existem elementos a
e bem A tais que ea = x e be = x. Assim R, e L, sdo sobrejetoras, de modo que o teorema segue
pelo Teorema 5.3.7.

%
b) Para todo x € A ndo nulo, entdo A(x?) é isomorfa a R ou C pelo Lema 5.3.15. Assim x? é uma

combinagao linear de dois idempotentes ndo nulos. Além disso, se e ¢ um idempotente, entdo:
ex +xe = (e +x)* —e— x?

é uma combinagdo linear de quatro idempotentes ndo nulos. Por outro lado, a igualdade (5.17) e
o Lema 5.3.17 mostram que:
X —ex — xe

é uma combinagdo linear de dois idempotentes ndo nulos. Agora:

x = (x —ex —xe) + (ex + xe)
é uma combinacdo linear de seis idempotentes ndo nulos. Assim, por causa do Lema 5.3.25, é facil
ver que A é flexivel. Portanto caimos no caso (a). O
5.3.3 Classificacao de El-Mallah e Aplica¢des

Mohamed Lamei El-Mallah, no artigo [EM90], obteve uma classificagdo das algebras com valor
absoluto, com dimenséo finita e satisfazendo (x,x,x) = 0 para todo x € A. Enunciaremos seu
resultado no Teorema 5.3.33.

Algebra dos Pseudo-Octdnios

Antes de enunciarmos o Teorema 5.3.33, nds apresentaremos a R-dlgebra dos pseudo-octonios
na Definicdo 5.3.31. Ela também é chamada IR-dlgebra de Okubo e foi introduzida por Okubo no
artigo [Oku78]. Para introduzi-la neste trabalho, apresentaremos algumas defini¢des e resultados
prévios. Seja M3(C) o conjunto das matrizes quadradas de tamanho 3 com entradas em C.

Defini¢do 5.3.27. Definimos IP como o conjunto das matrizes X € Mj3(C) tais que as seguintes
propriedades sdo satisfeitas:

o X*=X.
e tr(X)=0.

E facil ver que P é um R-espaco vetorial de dimensio 8, tendo em mente que C é um R-espago
vetorial de dimensdo 2. Agora definamos a seguinte estrutura.

Defini¢ao 5.3.28. Para X, Y e [P definimos o seguinte:

FIX,Y) = %tr(XY). (5.22)
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E facil ver que (X,Y) — f(X,Y) é um produto interno no R-espaco vetorial IP. Agora definamos
a seguinte estrutura.
Definigdo 5.3.29. Sejam p = 1(3+v/3i) e v = £(3 —+/3i), de modo que y + v = 3uv = 1. Para

X,Y e P definamos o seguinte:

XoY = uXY +vYX — %tr(XY). (5.23)

E facil ver que o : P x P — Mj3(C) é uma fungio bilinear. Também temos o seguinte.
Proposic¢do 5.3.30. Para X,Y € [P, entdo X oY € .

Demonstragio. Sejam X,Y € P. Entdo X* = X, tr(X) =0, Y* = Y e tr(Y) = 0. Assim temos:
*
(XoY)* = (yXY FUYX — %tr(XY)I)
= WXFY* 0 YEXE - Lr(XY)*T*

= vYX+ puXY — Itr(XY)I

= XoY
e também:
r(XoY) = tr (yXY FUYX - %tr(XY)I)
= ptr(XY) + vir(YX) — 3tr(XY)tr(I)
= 0.
Portanto X oY € P. O

Com esses resultados, podemos definir a R-dlgebra dos pseudo-octodnios.

Defini¢ao 5.3.31. A IR-dlgebra dos pseudo-octonios, também chamada R-dlgebra de Okubo, é
0 R-espaco vetorial I’ munido do produto interno definido por (5.22) e munido da multiplicagdao
definida por (5.23).

Apresentaremos a seguinte propriedade importante da R-dlgebra IP.
Proposicdo 5.3.32. IP é uma R-algebra flexivel com valor absoluto.

Demonstragio. Temos os seguintes passos.

1) Mostraremos que IP é flexivel. Sejam X, Y € IP. Utilizando o fato de que tr(AB) = tr(BA) para
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quaisquer A, B € M3(C) e tr(X) = 0, temos:

(XoY)oX

= p(XoY)X+vX(XoY)—itr((XoY)X)I

= u(pXY +vYX - tr(XY) )X +vX(uXY + vYX — 1r(XY)I)
— (XY +vYX — Jtr(XY))X)I

= WAXYX+ puvYX? — Iutr(XY)X + pvX?Y +12XYX — tvtr(XY)X
—Lutr(XYX)I - vtr (YX?)I + $tr(XY)tr(X)1

= IXPY + 3XYX 4 JYX? — Jtr(XY)X — tr(XYX)]I

e também:

Xo(YoX)

= uX(YoX)+v(Yo X)X — ttr(X(Y o X))I

@

= uX(uYX+vXY = r(YX)I) + v(pYX +vXY — $tr(YX)) X
— (X (pYX +vXY — e (YX)D))I

= WAXYX + puvX?Y — Iutr(YX)X + pvY X2 +12XYX — tvtr(YX) X
—utr(XYX)I — vt (X2Y) ] + Str(YX)tr(X)1

= IX?Y 4 IXYX+ 1YX? - 1r(XY)X — r(XYX)]I,

assim podemos ver que:

(XoY)oX = Xo(YoX)= %xzy + %xyx + %YXZ - %tr(xnx - %tr(XYX)I, (5.24)

de modo que IP é flexivel.

2) Mostraremos que para todo X € IP temos:

X3 — %tr(XZ)X — %tr(Xg’)I = 0. (5.25)

Seja X € IP. Seja p(x) = (x —a)(x — B)(x — 7¥) o polindmio caracteristico de X, onde «, 8,y € C.
Entdo para todo n € IN temos tr(X") = a” 4+ " + 4". Pelo Teorema de Cayley-Hamilton temos:

0=(X—-al)(X-BD)(X—9]) =X>—(a+B+7)X*+ (aB+ay+py)X —apyl.  (5.26)

Entretanto:
a+B+vy=1t(X)=0. (5.27)

Assim:

0=(a+B+7)°=a>+p+7"+2(ap+ay+py) = tr(X?) +2(ap + ay + Bv),
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de modo que:
aB+ay+py= —%(zxz + B+ = —%tr(Xz). (5.28)
Além disso, de (5.27) temos —y = a + B, assim:
—7° = (a+B)°> = + 302 +3ap? + 7 = o + B+ 3ap(a + ) = 2’ + p° — 3ap,
de modo que:
wpy = 3+ +77) = Su(X). (5.29)
Portanto (5.25) segue de (5.26), (5.27), (5.28) e (5.29).

3) Mostraremos que IP é uma R-algebra com valor absoluto. Para quaisquer X, Y e P, utilizando
o fato de que tr(AB) = tr(BA) para quaisquer A, B € M3(C), temos:

6] X o Y|?

= tr ((XO Y)2)
2

= tr ((yXY FUYX - %tr(XY)I) )
= tr (yZXYXY FV2XYXY + Ltr(XY)2T 4 200 X2Y2 — Zutr(XY) XY — %vtr(XY)XY)
= (3X3Y2+ IXYXY = 3r(XY)XY + btr(XY)?1)
= 2r(X%Y?) + Lr(XYXY) — 2tr(XY)tr(XY) + §tr(XY)?r(I)
= Ztr(X?Y?) + Mr(XYXY) — 3tr(XY)2

Agora, pela identidade (5.24) do item (2), para todo X € IP temos:

1 1
Xt — Etr(XZ)X2 — gtr(x3)x =0,

mas tr(X) = 0, assim:
TR DU N TR PR a1 2\2
0=tr (X' tr(X*)X* = Str(X))X ) = tr(X*) — Jtr(x?)%

Linearizando a identidade acima e usando o fato de que tr(AB) = tr(BA) para quaisquer A, B €
M;3(C), para quaisquer X, Y € P temos:

4tr(X2Y?) 4 2tr(XYXY) — tr(X?)tr(Y?) — 2tr(XY)?* = 0,
portanto:

36||x o y||” = 4tr(X2Y?) + 2tr(XYXY) — 2tr(XY)? = tr(X)tr(Y?) = 36]|x|]*||y ||,

assim concluimos a demonstracéo. O
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Resultado Principal

Agora apresentaremos a classificagdo feita por El-Mallah sobre R-algebras com valor absoluto de
dimensao finita satisfazendo a igualdade (x, x, x) = 0.

Teorema 5.3.33. Seja A uma 4lgebra com valor absoluto, com dimens&o finita e satisfazendo a

* * *
igualdade (x, x,x) = 0 para todo x € A. Entdo A éisomorfaaR,C,C, H, H, O, O ouP.

Nao demonstraremos esse teorema, no entanto faremos um resumo da demonstragao feita por El-
Mallah, que utiliza a classificacdo das R-4lgebras flexiveis com composicdo. Para isso, definimos
o que sdo R-algebras com composigao.

Definicao 5.3.34. Uma K-dlgebra com composicdo é uma K-dlgebra A munida de uma forma
bilinear simétrica ndo-degenerada f : A x A — K tal que:

Sy, xy) = fO0x)f(y,y)
para quaisquer x,y € A.
Exemplo 5.3.35. Toda IR-dlgebra com valor absoluto pré-Hilbertiana é uma R-algebra com com-

posigdo, onde o produto interno (x,y) — {x,y) é a forma bilinear simétrica em questdo. De fato:

Cxy, xyy = ||xy|| =[xl ||y]| = ¢ 0y, v)
para quaisquer x,y € A.

Seja A uma IR-4lgebra com valor absoluto de dimensao finita. Entdo A é isotépica a R, C, H ou
O, portanto é pré-Hilbertiana. Assim A é uma IR-dlgebra com composi¢do. Em suma, R-algebras
com valor absoluto de dimensao finita sdo algebras com composicao.

Okubo obteve um resultado sobre a classificagdo de dlgebras flexiveis com composigdo de dimen-
sdo finita sobre corpos de caracteristica # 2,3, cuja demonstracdo é longa e pode ser vista em
[Oku82] ou [EM91]. Mais especificamente temos o seguinte caso particular.

Teorema 5.3.36. Seja A uma R-algebra flexivel com composicdo de dimensdo finita. Entdo A é
* * *
isomorfaalR,C,C, H, H, O, O ou P.

A demonstragdo original do Teorema 5.3.33 consiste de dividirmos o problema em casos menores,
mais especificamente os seguintes casos:

1) dim(A) < 2.

3) dim(A) = 8 e A ndo tem idempotente ndo nulo no centro comutativo.

)

2) dim(A) = 4.
)
)

4) A tem idempotente nao nulo no centro comutativo.

O caso 1 é facil de abordar conforme a subsec¢do 5.2.2. O caso 2 foi abordado no artigo [EM87]
e também na subsegdo 5.2.3. O caso 3 também foi abordado no artigo [EM87], onde El-Mallah
mostrou que a dlgebra é flexivel. O caso 4 foi abordado no artigo [EM90], onde El-Mallah mostrou
que a élgebra de fato tem uma involugdo, portanto, segundo o artigo [EM88] do El-Mallah, a
algebra é flexivel. Entretanto, Elduque e Pérez mostraram no artigo [EP94] o seguinte resultado.

Teorema 5.3.37. Seja A uma &algebra com composi¢do sobre um corpo de caracteristica # 2,3, com
dimensao finita e que satisfaz (x, x, x) = 0 para todo x € A. Entdo A é flexivel.

Com isso, podemos aplicar de modo mais conciso resultados sobre dlgebras com composicdo para
algebras com valor absoluto, com dimensao finita e satisfazendo (x, x, x) = 0 para todo x € A.
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Aplicacdes

Agora apresentaremos algumas aplicagdes do Teorema 5.3.33. O principal resultado é o Teorema
5.3.39, cujo enunciado diz que toda R-dlgebra com valor absoluto que satisfaca a identidade
(x,x,x) = 0 e possua um tnico idempotente ndo nulo é isomorfa a R, C, H ou O.

Proposicdo 5.3.38. Seja A uma R-dlgebra com valor absoluto satisfazendo a identidade (x, x, x) =
0 e seja M um subespaco de A com dimenséo 2. Entéo existe m € M tal que —m? seja um idempo-
tente ndo nulo.

Demonstragio. Tenhamos em mente o Lema 5.1.8. Considere a fungdo @ : A — R dada por:
1 2 2
o) = (2 < -=[").

Note que ® é continua e satisfaz ®(—x) = —P(x) para todo x € A, e que Sy é conexa e simétrica,
ou seja, —Sp1 = Sy, assim segue que P(Sy1) é um subconjunto conexo e simétrico de R, portanto
temos 0 € ®(Sy1). Tomando m € Sy tal que ®(m) = 0, e notando que Rm + Rm? é um espaco
pré-Hilbertiano para algum produto interno ¢-, -), temos (m, m?y = ®(m) = 0, portanto:

[ = 22 = o oy | = e = 2
Como Rm? + R(m?)? também é um espago pré-Hilbertiano, segue da igualdade H m? — (m?)? H =2
e da lei do paralelogramo que:
m? + (m*)* = 0.
Assim —m? é um idempotente ndo nulo. O

Teorema 5.3.39. Seja A uma IR-dlgebra com valor absoluto. Suponhamos que (x,x,x) = 0 para
todo x € A e exista um tnico idempotente ndo nulo e. Entdo A é isomorfa a R, C, H ou O.

Demonstragio. Seja a € A\Re. Entéo, pela Proposicdo 5.3.38, existe b € Re + Ra tal que —b* = e.
Assim b ¢ Re, o que implica que Re + Ra = Re + Rb, e também [e,b] = 0. Portanto [e,a] = 0,
assim [e, A] = 0 por causa da arbitrariedade de a € A\IRe. Agora basta invocar os Teoremas 5.1.14,
5.3.26 e 5.3.33 para concluir que A é isomorfaa R, C, H ou O. O



Capitulo 6

Algebras Algébricas com Valor Absoluto

Diante do problema da classificagdo das IR-dlgebras com valor absoluto de dimensao finita, apare-
ceu também a questdo sobre a classificacdo das R-dlgebras algébricas com valor absoluto. Ja vimos
que toda IR-4lgebra com valor absoluto de dimenséao finita tem dimenséo 1, 2, 4 ou 8. Desse modo,
em toda R-4lgebra algébrica com valor absoluto, 0 méximo dos ntimeros dimg(A(a)) ondea € A
é1,2,40u8.

Palacios em 1994 obteve uma classificacdo completa das IR-algebras com valor absoluto tal que
para todo a € A tenhamos dim(A(a)) < 2. O problema da classificagdo completa das R-algebras
com valor absoluto tal que para todo a € A tenhamos dim(A(a)) < 4 ainda estd em aberto. No
entanto, Kaidi, Ramirez e Palacios mostraram em 1997 que toda R-dlgebra com valor absoluto
tem dimensado finita, utilizando o conceito de ultrapoténcias de R-dlgebras com valor absoluto.

Basearemos a apresentagdo deste capitulo em [EARRP97], [Arr12] e [CGRP14]. Na Se¢do 6.1, apre-
sentaremos o conceito de ultraprodutos e ultrapoténcias de dlgebras com valor absoluto. Na Se¢ao
3.5, pretendemos mostrar que toda R-4lgebra algébrica com valor absoluto tem dimenséo finita.
Na Secéo 6.3, pretendemos mostrar que toda R-dlgebra com valor absoluto tal que paratodoa € A

* * *
tenhamos dim(A(a)) <2 éisomorfaa R, C, *C, C*, C, H, *H, H*, H, O, *O, O*, O ou P.

6.1 Ultraprodutos e Ultrapoténcias

O objetivo desta secdo é apresentar alguns resultados sobre ultrafiltros e ultraprodutos que serdo
utilizados para mostrar que toda 4lgebra algébrica com valor absoluto tem dimensao finita. N6s
mostraremos que o ultraproduto de dlgebras algébricas com valor absoluto também é uma algebra
algébrica com valor absoluto. Para isso, revisaremos alguns conceitos de topologia geral.

Na Subsegdo 6.1.1, apresentaremos os conceitos de filtros e ultrafiltros, juntamente com alguns
exemplos tteis. Na Subsegdo 6.1.2, apresentaremos o conceito de convergéncia em relagao a filtros,
que serd uma generaliza¢do do conceito usual de limites apresentados em estudos de anélise. Na
Subsegédo 6.1.3, apresentaremos os ultraprodutos e ultrapoténcias de espagos normados. Por fim,
na Subsecdo 6.1.4, apresentaremos os ultraprodutos e ultrapoténcias de dlgebras normadas e de
algebras com valor absoluto.

6.1.1 Filtros e Ultrafiltros

Nesta subsecdo, apresentaremos os conceitos de filtros e ultrafiltros, juntamente com exemplos
uteis, que sdo interessante para os estudos de teoria dos conjuntos e topologia geral.

Definigao 6.1.1. Seja I um conjunto. Uma colegdo F de subconjuntos de I é um filtro em I se
satisfaz o seguinte:

e [ F.

127
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e ParaA,Be F,entaio AnBe F.
e Para A, BC I, se Ae FeAC B,entdo B e F.
c J¢F.
Um ultrafiltro em I é um filtro U/ em I tal que, para todo filtro 7 em I, se d = F, entdo U = F.

Lema 6.1.2. Seja / um filtro em I. Entdo F é um ultrafiltro se esé se para A, B< I, se AuBe F,
entio Ae FouBe F.

Demonstragido. Suponhamos que para A,B < I,se Au B € F,entdo A € F ou B € F. Para filtro G
em I,se F < G, entdo para A € G temos I\A ¢ G,ai \A ¢ F,ai A € F,logo F = G. Assim F é
um ultrafiltro.

Agora suponhamos que F seja um ultrafiltro e seja A < I tal que A ¢ F. Seja G o conjunto dos
B c I tais que A U B € F. Temos o seguinte:

e TemosAul=1¢ F,aileg.

e ParaB,Ce G, entio AuBe FeAuCe F,assimAu(BnC)=(AuB)n(AuC)eF,
aiBnCed.

e ParaB,CcIl,seBeGeBc C,entaioAuBe FeAuBCc AuC,aiAuCe F,aiCed.
e TemosAu g =A¢ F,aig¢q.

Logo G é um filtro em I. Além disso, para B € F,como B < AuB,entdio AuBe F,aiBe g,
logo F < G. Pela maximalidade de F, temos F = G, ou seja, para todo B < I,se A U B € F, entdo
Be F. O

Lema 6.1.3. Todo filtro F sobre I estd contido em um ulltrafiltro /.

Demonstragio. Pelo Lema de Zorn, basta mostrar que para todo conjunto de filtros I' que seja
totalmente ordenado e ndo vazio, entdo | JI' é um filtro. De fato:

e ComoT # (J, entdaoexisteum F e, ail € F < |JI.

e Para A,B € | JT, entdo existem F,G € I tais que A € F e B € G, ai existe um H € I tal que
FcHeGcH,assimAeHeBeH,ailAnBeH < |JTI.

® ParaA,Bc I,se Ae|JI'e A< B,entdoexiste F e 'talque Ae F,aiBe F < TI.

* Como (J ¢ F paratodo F €T, entdo & ¢ (JI.
Portanto [ JI' é um filtro em I. O
Seria interessante apresentar alguns exemplos de filtros e ultrafiltros.
Exemplo 6.1.4. Seja I um conjunto.

* Dado X < I ndo vazio, o conjunto Fx de todos os A < [ tais que X < A é um filtro, chamado
filtro principal de X.

* Para x € I, o conjunto Uy = Fy, € um ultrafiltro, chamado ultrafiltro principal de x.

* O conjunto F, de todos os subconjuntos A < I tais que I\ A seja finito é um filtro, chamado
filtro de Fréchet.
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6.1.2 Convergéncia através de Filtros

Nesta subsegdo, apresentaremos o conceito de convergéncia através de filtros, que serd uma ge-
neralizacdo do conceito usual de limites de sequéncias e fun¢des apresentados em estudos de
analise.

Defini¢do 6.1.5. Seja I um conjunto, F um filtro sobre I e X um espago topolégico. Uma fungéo
f: I — X convergente a x € X através de F se para cada vizinhanca V de x temos f~1(V) e F.

Agora mostraremos alguns exemplos que evidencia o que dissemos no comego desta subsecéo.

Exemplo 6.1.6. Mostraremos que a convergéncia usual de sequéncias de ntimeros reais é um caso
particular da Defini¢do 6.1.5. Lembremos que uma sequéncia x : N — R de ntimeros reais con-
verge a um ntmero real 7 no sentido usual se e s6 se para todo & > 0 existe um 1g € IN tal que para
todo n > np tenhamos r — & < x,, < r 4 €. Considerando a topologia usual da reta real R e o filtro
de Fréchet 7, em IN, mostraremos que a sequéncia x : N — IR converge a r no sentido usual se e
s0 se x : IN — R converge a r através de F. De fato:

1) Suponhamos que x : N — R converge a r no sentido usual. Seja V uma vizinhanga de r. Entdo
existe um ¢ > 0 tal que (r —¢,r+¢) < V. Assim existe um 1y € IN tal que para todo n > ng
tenhamos r — e < x, < r + €. Portanto para todo n > ng temos x, € V,ai {n € N : n > np} <
x7 (V). Porém N\{n € N : n > ng} = {1,...,np} é finito, ai {n € N : n > np} € Fu, logo
x~1(V) e Fy. Portanto x : N — R converge a r através de Fo..

2) Suponhamos que x : IN — R converge a r através de F,,. Sejae > 0. Entdo V = (r —¢,r +¢) é
uma vizinhanga de . Assim x~ (V) € F,,, de modo que N\x~!(V) é finito, ai existe ng € IN tal que
N\x~1(V) € {1,...,n0}. Af, para todo n > ng, temos n € x }(V),aix, € V,air —e < x, < r+e
Portanto x : N — IR converge a r no sentido usual.

Exemplo 6.1.7. Mostraremos que a nog¢do usual de limite de fun¢des de uma varidvel real com
valores reais é outro caso particular da Defini¢do 6.1.5. Lembremos que, dada uma fungdo f :
R — R e dados 4,7 € R, entdo lim,_,, f(x) = r se e s6 se para todo ¢ > 0 existe § > 0 tal que
paratodox e Rtalquex #aea— 46 < x < a+J tenhamosr —e < f(x) < r + &. Consideremos a
topologia usual da reta real R e seja F a colegdo dos subconjuntos V < IR tais que existe 6 > 0 tal
que (a—0,a+96)\{a} < V.Entdo F é um filtro em R. Mostraremos que lim,_,, f(x) = r se s0 se
f :R — R converge a r através do filtro F.

1) Suponhamos que lim,_,, f(x) = r. Seja V uma vizinhanga de r. Entdo existe um ¢ > 0 tal que
(r—er+¢) < V. Assim existe um ¢ > 0 tal que paratodox e Rtalquex #aea—d <x<a+d
tenhamos r — ¢ < f(x) < r+ ¢. Portanto para todo x € Rtalquex # aea—36 < x <a+J
temos f(x) e V,ai (a—3d,a+ ) < f~1(V). Porém (a —6,a +5) € F,logo f~}(V) € Fy. Portanto
f iR — R converge a r através de F.

2) Suponhamos que f : R — R converge a r através de F. Sejae > 0. Entdo V = (r —¢,r +¢) é
uma vizinhanga de r. Assim f~!(V) € F, de modo que existe § > 0 tal que (a —6,a + 6)\{a} <
fY(V). Assim, parax € Rtalquex #aea—5 <x <a-+6,temosx € f1(V),ai f(x) e V, af
r—e < f(x) < r+ e Portanto lim,_,, f(x) = r.

Em estudos de andlise, limites de sequéncias e fun¢des em geral sdo tinicas caso existam. No caso
geral de convergéncia através de filtro, isso nem sempre acontece. Porém a préxima proposigao
fornece condicdes necessdrias e suficientes para que limites de fun¢des através de filtros sejam
sempre Uinicos caso existam.

Proposic¢do 6.1.8. Seja X um espaco topoldgico. Entdo as seguintes propriedades sdao equivalentes:

* Para todo I, para todo filtro F em I, para toda funcdo f : I — X e para quaisquer x,y € X,
se f converge a x e a y através de F, entdo x = y.
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¢ X é Hausdorff, ou seja, para x,y € X tais que x # y, existem vizinhangas Ue V dex ey
respectivamente tais que U n V = (.

Demonstragio. Temos o seguinte:

1) Suponhamos que X seja Hausdorff. Seja I um conjunto, seja F um filtroem I, seja f : I — X e
sejam x,y € X. Suponhamos que f : I — X converge a x e a i através de F. Queremos mostrar
que x = V.

Suponhamos que x # y. Entdo existem U vizinhanga de x e V vizinhanca de y taisque U n V' = (7.
Como f converge a x e a y através de F, temos f~1(U) € F e f~}(V) e F. Portanto:

G=fHD)=fTUNV)=fU)nf 1 (V)eF,

contradigao.

2) Suponhamos que X ndo seja Hausdorff. Entdo existem x,y € X tais que para quaisquer vizi-
nhancas U e V de x e y respectivamente tenhamos U NV # (J. Seja F a cole¢do dos subconjuntos
A < X tais que existam vizinhangas U e V de x e y respectivamente tais que U n V = A. Mostra-
remos que F é um filtro em X.

¢ X é uma vizinhanga de x e de y, além disso temos X n X < X, assim X € F.

® Para A;, Ay € F, existem U e U, vizinhangas de x e existem V; e V, vizinhancas de y tais
queU; nVhp € Ajelp € Vo € Ay, assim Uy n U, é vizinhanga de x e Vi n V; é vizinhanga
deye:
(ULhnl) n(VinWVy) = (U1 n Vi) n(Uan V) € Apn Ay,

assim A1 n Ay € F.

* Para A,B < X,se Ae F e A c B, entdo existem U vizinhanga de x e V vizinhanca de y tais
quelUnV c A assimUnV < B,assim B € F.

* Para A € F, existem U vizinhanca de x e V vizinhanca de y tais que U "V < A, mas
UnV # ¢, assim A # . Portanto (J ¢ F.

Mostraremos que a fungdo identidade Ix : X — X converge a x e a y através de F. Para toda
vizinhanga U de x, entdo X é vizinhanca de y e também:

'Uy=Uu=UnXeTF,
Para toda vizinhanga V de y, entdo X é vizinhanga de x e também:
L'(V)=V=XnVelF.
Assim existem dois limites diferentes x e y para a funcao identidade Ix : X — X atravésde F. [J

Portanto, em espagos topoldgicos de Hausdorff, podemos definir o seguinte.

Defini¢do 6.1.9. Seja X um espaco topolégico de Hausdorff, seja I um conjunto, seja F um filtro
em I,seja f : | — X uma funcdo esejar € X. Se f : I — X converge a r através de F, entdo
definimos limr f (i) = r.

Em andlise, limites de fung¢des e sequéncias sdo preservadas por fung¢des continuas. No caso geral
de convergéncia através de filtros, isso também ¢é verdade.

Proposicdo 6.1.10. Sejam X e Y espacgos topolégicos, seja f : I — X uma fungdo convergente a
x € X através de F e seja ¢ : X — Y uma fungdo continua. Entdo go f : I — Y converge a g(x)
através de F.
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Demonstragdo. Para V vizinhanca de g(x), entdo ¢~!(V) é vizinhanca de x, assim (go f)~! =

fHg V) e F. [

Em anélise, se E é um conjunto fechado e x : IN — R é uma sequéncia de elementos de E que
converge a um  no sentido usual, entdo » € E. No caso geral de convergéncia através de filtros,
isso também é verdade.

Proposicdo 6.1.11. Seja X espago topolédgico, seja E = X conjunto fechado e seja f : I — X uma
fungdo que converge a um x € X através de F. Se existe A € F tal que f(i) € E para todo i € A,
entdo x € E.

Demonstragdo. Para vizinhanga V de x em X, entdo f~1(V) e F,mas Ae F,ai f1{(V)nAe F,
ai f1(V)nA# &,alVAE # @& Portanto x € E = E. O

No célculo vetorial, o limite de uma sequéncia de vetores (x1y, ..., Xr;) € R" é o vetor (x1,...,x;)
dado por x; = lim,,_,« Xj,, € 0 limite de uma fung¢do f : R — R" dada por f(x) = (f1(x),..., fu(x))
quando x tende aa é o vetor (14, ...,7,) dado por r; = lim,_,, fi(x). No caso geral de convergéncia
através de filtros, temos uma propriedade andloga.

Proposicao 6.1.12. Sejam X e Y espagos topolégicos e sejam f : [ — X e g: I — Y convergentes a
x€ Xeay e Y através de F. Entdo a fungdo i : I — X x Y dada por h(i) = (f(i), g(i)) converge
a (x,y) através de F.

Demonstragio. Seja W vizinhanga de (x,y), entdo existem U vizinhanga de x e V vizinhanga de y
tais que U x V. < W, assim f~}(U) e Feg }(V) e F,ai f1(U) ng (V) € F, mas é facil ver
que f~Y(U) n g Y(V) € h=Y(W), assim h~1 (W) e F. O

No calculo, limites preservam operagdes bdsicas como soma e multiplicagdo e também preservam
ordem. No caso geral da convergéncia através de filtros, temos uma propriedade analoga.

Proposicdo 6.1.13. Seja X um espaco normado e sejam f, g : I — X fungdes.

i) Se f e g convergem a x e y através de F, entdo f + g converge a x + y através de F.
ii) Se existir A € F tal que f(i) = x para todo i € A, entdo f converge a x através de F.

iii) Se X =R, as fungdes f e g convergem a x e y através de F e existe A € F tal que f (i) < g(i)
paratodoie A, entdo x <y.

iv) Se X é uma éalgebra normada, as fungdes f e g convergem a x e y através de F entdo f - g
converge a xy através de F.

Demonstragio. Sejah : I — X x Y dada por h(i) = (f(i),g(i)). Temos o seguinte:

i) Temos f + g =soh,ondes : X x X — X é dada por s(x,y) = x + y e portanto é continua,
assim f 4 g converge a x + y através de F.

ii) Para toda vizinhanca V de x, entéo é facil ver que A < f~1(V), assim f~1(V) e F.

iii) O conjunto E = {(#,v) € Rx R : u < v} é fechado e h(i) € E para todo i € A, assim
(x,y) e E,aix <.

iv) Temos f-g = moh,onde m : X x X — X é dada por m(x,y) = xy e portanto é continua,
assim f - g converge a xy através de F.

Assim encerramos a demonstragao. O
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Em andlise, sabemos que um espago métrico X é compacto se e s6 se toda sequéncia em X tem uma
subsequéncia convergente no sentido usual. O caso geral de convergéncia através de filtros é mais
interessante, pois a nogdo de convergéncia através de ultrafiltro é uma condigdo suficientemente
fraca para podermos mostrar que de fato um espago topoldgico é compacto se e s6 se toda fungdo
converge através de ultrafiltros.

Defini¢do 6.1.14. Seja I um conjunto e seja F um filtro em I. Um espago topolégico X é dito
completo através de F se toda fungdo f : | — X converge a algum x € X através de F.

Lema 6.1.15. Seja X um espago topolégico. Entdo as seguintes condigdes sdo equivalentes:
¢ Para todo I e para todo ultrafiltro ¢/ em I, entdo X é completo através de Uf.
e X é compacto.

Demonstragio. Temos o seguinte:

1) Suponhamos que X seja compacto. Seja I um conjunto, seja I/ um ultrafiltroem I eseja f : I — X
uma fungdo. Suponhamos que para cada x € X a fungdo f : I — X ndo converge a x através
de U. Entdo para cada x € X existe uma vizinhanga V de x tal que f~!(Vy) ¢ U. Como X é
compacto, existe um subconjunto finito ¥ < X tal que X = [,y Vx. Assim, como Y ¢é finito,

temos I = fHX) = f H(Uyey Vx) = Urey f 1 (Vx) ¢ U, contradigdo.

2) Suponhamos que, para todo conjunto I e para todo ultrafiltro ¢/ em I, o espago X seja completo
através de U. Seja (V;);e; uma colegdo de subconjuntos abertos de X tal que nenhuma subcole¢do
finita cubra X. Seja F o conjunto dos A © X tais que exista um | < [ finito tal que [),¢;(X\V;) < A.
Entao:

o Jcléfinitoe( ) yx(X\Vi) S X, assim X € F.

* Para A, B € F, entdo existem ], K < [ finitos tais que (),c;(X\V;) € A e[k (X\Vi) < B,
assim J u K < I é finito e (;.; x (X\Vi) = Nig;(X\Vi) n ik (X\Vi)) S AnB,ai AnBe F.

e Para A,B < X,se A € F e A < B, entdo existe ] < [ finito tal que ﬂie](X\Vi) c A, ai
Nie)(X\Vi) € B,ai Be F.

* Para A € F, entdo existe ] < I finito tal que (;;(X\V;) S A, mas temos  J;.; Vi # X, assim
Nic;(X\V}) # &, ai A # . Portanto & ¢ F.

Assim F é um filtro em X, portanto existe um ultrafiltro / em X tal que F < U. Consideremos
a funcdo identidade Ix : X — X. Por hipétese existe x € X tal que Ix converge a x através de Uf.
Se existe i € I tal que x € V;, entdo V; = I '(V;) € U pela definigdo de convergéncia, mas também
X\Vi e F € U,assim & = V; n (X\V;) € U, contradigdo. Portanto x ¢ | J,.; Vj, assim (V;);c; ndo
cobre X. Consequentemente X é compacto. ]

6.1.3 Ultraprodutos de Espacos Normados

Consideremos agora uma familia (X;);c; de espagos normados, onde I é um conjunto e U/ é um
ultrafiltro em I. Definiremos o ultraproduto de espagos normados. Seja:

lo(LX;) = < (xi)ier € [ [ Xi ¢ sup|lxi]| < o0
icl iel

Para cada (x;)ies € lo(I, X;), definamos:

| (xi)ier || = sup||xi]| -
iel
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E facil ver que isso forma uma norma em I, (I, X;). Seja (x;)ier € lo(I, X;). A fungdo f : I — R
dada por f(i) =||x;|| ¢ limitada, ou seja, existe M > 0 tal que ||f(i)|| < M para todo i € I. Como
[—M, M] é subconjunto compacto de R, entdo f converge a algum valor x € [-M, M] através de
U. Consideremos o seguinte conjunto dado:

Ny = {(xi)iel €ln(l,X;): h;,r,n”xiH — 0}_

Entdo N, é um subespaco vetorial fechado de I (I, X;). De fato, sejam (x;)c; € (Vi)ic; elementos
de Ny eseja A € K. Dado &€ > 0, os conjuntos:

A:{ieI:\|xi||<§} e B:{ieI:HyiH<2(1j_|/\’)}

estioem U. Assim A nBe U eparai e An B temos:

e €
o+ Al < el + A1) < 5+ gy < ©

Assim temos:
{iel:|xj+Ayi|| <e}el.

Isso mostra que Ny, é um subespaco vetorial de I, (I, X;). Seja agora a = (x;);c; € Ny e seja ¢ > 0.
Entdo existe b = (y;)ic; € Ny tal que||b —a|| < 5. Portanto Hyi — xiH < 5 para todo i € I. Como
(Vi)ie1 € Ny, entéo:

z={ictiul <3} eu
Para todo i € Z, entdo: .
[ xi]] <||xi _]/iH +Hyi}| <5 + 5=
Assim temos:
{i el:x < e} elU.
Como ¢ > 0 é arbitrario, obtemos que limy,||x;|| = 0.

Definimos sobre I, (I, X;) a seguinte seminorma:
it = Tl

Pela defini¢do do subespago N;;, obtemos que essa seminorma determina uma norma sobre o
espago quociente I (I, X;)/ Ny e denotamos a imagem de (x;)c; por (x;)y.

Defini¢do 6.1.16. Definimos o ultraproduto da familia (X;);c; em relagdo ao ultrafiltro & como o
espaco quociente:
(Xi)u = lo(I, Xi) / Nu,

com a norma dada assim:
e = tim

Se X; é um subespaco de Y; para todo i € I, entdo de um modo natural podemos identificar (X;)y
como um subespago de (Y;)y. Se X; é igual a um espago normado fixado X para todo i € I, entdo
o ultraproduto (X;);/ é chamado ultrapoténcia de X em relacdo a U/ e é denotado por X;,. Nesse
caso, para cada x € X denotamos por ¥ o elemento (x;);; € Xy tal que x; = x para todoi € I.
Escrevemos X = {¥: x € X}.

Lema 6.1.17. Seja X um espago normado de dimensao finita. Entdo X, = X.
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Demonstragido. Mostraremos que X;; < X. Seja (x;)y € Xy. Por definigdo existe um r € R tal que
r > 0 ellx;|| < r paratodo i € I. Considerando a bola fechada Bx|[0, 7] de centro 0 e raio r, entdo
x; € Bx[0, 7] para todo i € I. Como o espago X tem dimensao finita, entdo, pelo Teorema de Heine-
Borel, o conjunto Bx|0, 7] é compacto. Pelo Lema 6.1.15, existe y € Bx[0,7] tal que limy, x; = y.
Assim, para cada ¢ > 0 temos:

{iel:||xi—vi <e}ed,

onde y; = y para todo i € I. Desse modo a familia (x; — y;);c; satisfaz limuHxi — yiH = 0, af
(x; — yi)ier € Ny. Consequentemente temos (x;);; = (yi)y = € X. O

Seja T : X — Xy dada por T(x) = ¥. Entdo T é uma isometria linear pois:
TG = (xidea|| = il =[]

Por definicdo T é linear e é injetora pois é uma isometria. Assim X é isomorfo como espago
normado a X, que é um subespago de X;;. Se X tem dimensdo finita, pelo Lema 6.1.17 temos
X~X=Xy.

Corolario 6.1.18. Seja (X;);c; uma familia de espagos de Hilbert tal que exista um ntimero natural
n satisfazendo dim(X;) < n para todo i € I. Entdo dim((X;)y) < n.

Demonstragio. Seja X um espaco de Hilbert de dimensao n. Para cada i € I podemos encontrar
uma isometria linear T; : X; — X. Consideremos a fung¢do G : (X;)y — Xy dada por G((x;)y) =
(Ti(x;))y- A aplicagdo G é linear pois cada T; é linear. G estd bem definida pois se (x;)ic; € (Vi)ier
em I (I, X;) satisfazem lim, Hxi — Vi H = 0, entdo temos:

i 7)) = Byl 5~ 0] = Byl e =,
assim G((x;)y) = G((yi)u)- A aplicagdo G é uma isometria pois dado (x;)y € (X;)y obtemos:
1G((xi)en)|| = [(Ti(xi))u|| = liLI[nHTi(xi)H = lim|[|x;[| = | (xiud]| -

Entdo G : (X;)y — Xy € uma isometria linear, mas pelo Lema 6.1.17 temos dim(X;,) = n, assim,
como G é injetora, concluimos que dim(X;);; < n. O

6.1.4 Ultraprodutos de Algebras Normadas

Nesta subsecdo, apresentaremos os ultraprodutos e as ultrapoténcias de dlgebras normadas e de
dlgebras com valor absoluto.

Algebras Normadas

Seja (A;)ic; uma familia de dlgebras normadas. Entdo (A;);s é um espaco normado e sobre ele de-
finimos um produto tal que ele seja uma algebra normada. Para (x;)y e (y;)y em (A;)y definimos:

(x)uWi)u = (xiyi)u-

Este produto estd bem definido ja que se (x;)yy = (x})u e (vi)u = (¥})u, entdo:

iy = 2yl =[xy — vi) + G = x)yill <llxillly = will [l = =il 1w
donde limy ||x;y; — x}y|| = 0 e assim (xiyi)u = (Xy))u-

Como:
| e)ee(widu|| = || (xiyi)ul| = 1i5{oniyiH
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e dado que:
iyi| < llxill |||
entao:
tim 94| <l ]| i
Portanto:

1Gedae il < [ e[| widee| -
Assim (A;)y é uma algebra normada.

Agora, se A; é uma subdlgebra de B; para todo i € I, entdo (A;)y pode ser identificada com uma
subdlgebra de (B;)y.

Algebras com Valor Absoluto

Se A; é uma algebra com valor absoluto para todo i € I, entdo a igualdade || (x;)y|| = limy| x|
mostra que (A;); também é uma algebra com valor absoluto. Segue que, se A é uma algebra com
valor absoluto, a ultrapoténcia A;; é uma algebra com valor absoluto e podemos considerar A
como subdlgebra de Ay,.

Corolario 6.1.19. Seja (A;)ic; uma familia de R-dlgebras com valor absoluto de dimens&o finita.
Entdo (A;)y é uma R-dlgebra de dimensao finita que satisfaz dim((A;);/) < max;e; dim(A;) e sua
dimenséo é < 8.

Demonstragio. Sabemos que dim(A;) < 8 para todo i € I e A; é pré-Hilbertiana. Logo cada A; é
um espago de Hilbert, ai pelo Corolério 6.1.18 temos dim((A;)y) < 8. O

Proposi¢do 6.1.20. Seja (A;)ic; uma familia de R-dlgebras algébricas com valor absoluto. Entdo
(A;)y é uma R-élgebra algébrica com valor absoluto e:

deg((Ai)y) < max deg(A;).
Como consequéncia, a ultrapoténcia A;; de uma R-algebra algébrica com valor absoluto também
é uma R-algebra algébrica com valor absoluto e deg(A;/) = deg(A).

Demonstragio. Seja (a;)y € (Ai)y. Queremos mostrar que a subélgebra de (A;)y gerada por (a;)y
tem dimensdo finita. Para cada i € I, a subalgebra A;i(a;) tem dimensio finita, portanto, pelo
Corolério 6.1.19, a subélgebra (A;(a;)); tem dimenséo finita e:

dim((A;(a;))y) < maxdim(A;(a;)) < maxdeg(A;).
Como (A;(a;))y é uma subalgebra de (A;)y possuindo (a;);, segue que a subdlgebra de (A;)y
gerada por (a;);, tem dimensdo < max;c; deg(A;). Como (a;);, € arbitrdrio em (A;);;, concluimos
que (A;)y é algébrica com deg((A;)y) < max;deg(A;). No caso particular da ultrapoténcia
Ay de uma élgebra com valor absoluto A, a desigualdade reciproca segue considerando A como
subalgebra de A,. O

6.2 Algebras Algébricas com Valor Absoluto

O objetivo desta se¢do é mostrar o Teorema 6.2.18, cujo enunciado diz que toda R-dlgebra algé-
brica com valor absoluto tem dimenséao finita. Para isso precisaremos de varios outros resultados
de andlise funcional que serdo revisados ao decorrer desta se¢do, além de varios conceitos técnicos
ao longo desta segdo.

Na Subsecdo 6.2.1, mostraremos que, para todo espago normado X e para todo u € X tal que||u|| =
1, entdo a norma em X é Gateau-diferencidvel em u se e s6 se existe um tnico f € X* tal que||f|| =
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f(u) = 1. Na Subsecdo 6.2.2, aplicaremos a subse¢do anterior para mostrarmos alguns lemas que
serdo utilizados para a demonstragdo do Teorema 6.2.18. Na Subsegdo 6.2.3, mostraremos que, em
toda R-dlgebra algébrica com valor absoluto, a norma é Fréchet-diferencidvel em um subconjunto
aberto e denso de A. Na Subsecéo 6.2.4, encerraremos a demonstragdo do Teorema 6.2.18.

6.2.1 Espacos de Alcance Numérico

Nesta subsegao, pretendemos mostrar a Proposigao 6.2.6, uma de cujas consequéncias é que, para
todo espago normado X e para todo u € X tal que ||u| = 1, entdo a norma em X é Gateau-
diferencidvel em u se e s6 se existe um tnico f € X* tal que||f|| = f(u) = 1.

Para isso, apresentaremos a no¢ao de alcance numérico em espagos normados e alguns resultados
consequentes. O conceito de alcance numérico por si tem algumas aplicagdes em ciéncias empiri-
cas. Por exemplo, na engenharia, alcances numéricos sdo utilizados para estimar autovalores de
matrizes. Além disso, alcances numéricos sdo utilizados na computagdo quantica. Um conceito
relacionado é o conceito de raio numérico, que é o supremo dos valores absolutos dos ntimeros
no alcance numérico.

Defini¢do 6.2.1. Um espago de alcance numérico é um par (X, u) onde X é um espago normado
e u é um elemento tal que||u|| = 1, chamado elemento distinguido de X. Denotamos por D(X, u)
o conjunto:

D(X,u) = {f e X"+ fll = f(u) = 1},

sendo seus elementos chamados estados de X relativos a u. Pelo Teorema de Hahn-Banach, é facil
ver que D(X, u) # . Dizemos que X é suave em u se D(X, 1) é um conjunto unitario. Para cada
x € X, definimos o alcance numérico V (X, u, x) de x como o conjunto:

V(X,u,x) ={f(x): fe D(X,u)}.
Proposic¢do 6.2.2. Seja (X, u) um K-espaco de alcance numérico e seja x € X. Temos:

V(X,u,x) = (1) Bk[A,llx — Aull].
AeK

Demonstragio. 1) Para todo f € D(X,u) e A € K, vemos que:

[f(x) = Al =f(x) = Af(u)| =[f(x = Au)| <[|f[[lx = Aul| = [|x — Au]|,

e portanto temos:
f(x) & Bre[A [l — Aulj].

Assim temos:
V(X,u,x) < ) Bx[A,|lx — Aul]].
AeK

2) Mostraremos a inclusao reciproca.

a) Assumamos primeiro que x € Ku. Se x = au, entdo:
[l = Auf| =[a — Al
para todo A € K, assim:

() Bx[AJlx — Aull] = [ Bk[A o — Al] € Bx[a, 0] = {a} = V(X,u,x)
AeK AeK
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b) Agora assumamos x ¢ Ku. Seja:

ze [ B[AJlx — Aul].
AeK

Considere a funcdo linear:
g: Ku+Kx — K
au+ Px  — a4 Pz.

Como para quaisquer « € K e § € K\{0} temos:

g ()| =[a| = Jau]

(-3

entdo obtemos||g|| < 1. Agora, se f é uma extensdo de Hahn-Banach de g, entdo f € D(X, u), a:

e também:

= ||au + Bx

|g(au + px)| =|a + pz| =[B| <8

7

z = g(x) = f(x) € V(X,1,),
encerrando a demonstracao. O
Uma consequéncia imediata, porém ttil, da Proposigdo 6.2.2 é o seguinte.

Corolario 6.2.3. Sejam (X, u) e (Y,v) espagos de alcance numérico, e seja T : X — Y uma fungéo
linear tal que T(u) = v. Temos:

i) Se T é uma contragdo, entdo V(Y,v, T(x)) < V(X, u, x) para todo x € X.
ii) Se T é uma isometria, entdo V(Y,v, T(x)) = V(X, u, x) para todo x € X.
Como consequéncia, se Z é um subespago de X com u € Z, entdo:
V(Z,u,z) =V(X,u,z)
paratodoze Z.
Corolario 6.2.4. Seja X um espaco normado ndo nulo e seja T € BL(X). Entdo:
V(BL(X*),Ix+, T') = V(BL(X), Ix, T).

Demonstragio. Como a fung¢do F — F* de BL(X) em BL(X*) é uma isometria linear enviando Ix
em Ix~, o resultado segue do Coroldrio 6.2.3(ii). O

Proposic¢do 6.2.5. Seja (X, u) um espaco de alcance numérico e seja x € X. Entdo temos:
V(Xgr,u,x) =R(V(X,u,x)), (6.1)

onde XR é o R-espago obtido quando a multiplicacdo escalar estd restrita a R x X e paraz € C
denotamos por 9R(z) a parte real de z.

Demonstracio. Como a fungdo f — PR o f é uma isometria linear sobrejetora de (X*)r em (XRr)’,
temos:
D(Xgr,u) ={Rof:feD(X,u)},

assim a igualdade (6.1) segue. O
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Proposigdo 6.2.6. Seja (X, u) um espago de alcance numérico e seja x € X. Entao:

maxR(V(X,u,x)) = infw = lim M

r>0 r r—0F r
Demonstragio. Pela Proposi¢ao 6.2.5, podemos assumir que K = IR. Como, pela Proposigdo 6.2.2,
temos:

V(X u,x) = ()]t —lx—tu]] £ +|]x — tul]],

teR

segue que:
max V(X,u,x) = }gﬂg(t—i—ﬂx—tuH). (6.2)

Note que, para t1, t; € IR tais que t; < tp, temos:
|x — tiu|| =||x — tou + (t2 — t1)u|| <||x — tou|| +|| (k2 — tr)u|| = |x — tou|| + t2 — 1,

portanto:
h+lx = || < b +|lx = bul,

de modo que a fungéo:
bt +||x — tul|

de R em R é crescente. Assim, por (6.2), temos:

-1
max V(X,u,x) = inf (t +||x — tul|) = inf M,
t<0 >0 r
e também: 1
max V(X,u,x) = lim (f+|x —tul|) = lim w,
encerrando a demonstracao. .

Corolario 6.2.7. Seja (X, u) um espago de alcance numérico, seja I um intervalo de R tal que 0 € I
elnR.o # Jesejaf: I — X uma fungdo com derivada a direita f/ (0) em 0 satisfazendo
f(0) = u. Entdo temos:

maxR(V(X,u, f (0))) = lim M

r—0* r

Demonstragio. Considerando a funcéo fy : I nR-g — X definido por:

_ f()—u

7

fo(r)
e notando que para r € I n R~ temos:
f(r) = u+rf(0) +7 (fo(r) - £1(0)),
entdo obtemos:
[ +7fL )| =l fo(r) = £LO <[ £ <[[u+rfLO)]| + 7] folr) — £ (0)]|.

Portanto temos:

[u+rf(0)]

o <LFOI=1 e o)

r r

e -1 LAt - £
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para todo r € I n IR~(. Tendo em mente a Proposigao 6.2.6 e o fato de que:

lim || fo(r) — £1.(0)]| =0,

r—0+t

a conclusdo segue fazendo r — 0. O

6.2.2 Difenrenciabilidade segundo Gateaux

Nesta subsegdo, apresentaremos a nogao de diferenciabilidade segundo Gateaux. Com isso, pode-
mos aplicar os resultados da subsecdo anterior para mostrarmos alguns lemas que serdo utilizados
para a demonstragao do Teorema 6.2.18.

Definicdo 6.2.8. Sejam X e Y espagos normados, (2 um subconjunto aberto de X, f uma funcao
de QY em Y e x um elemento de (). Dizemos que f é dito Gateaux-diferenciavel em x se para todo
ee X afungdot — f(x + te) é diferencidvel em 0.

Pela Proposicdo 6.2.6, entdo X é suave em u se e s se a norma é Gateaux-diferencidvel em u, além
disso, nesse caso, para todo x € X temos:
|u+rx| —1

lim |
r—0 r

R(f(x)), (6.3)

onde f é o tnico elemento de D(X, u).

Lema 6.2.9. Seja X um espaco normado, F : X — X uma contragdo linear e M um subespago de
dimensao finita de X. Assuma que M seja pré-Hilbertiano, que X seja suave para todo elemento
de norma 1 em M e que F(m) = m para todo m € M. Entdo existe uma projecdo linear continua
m: X — X tal que m(X) = M e Ker(7) seja invariante sob F.

Demonstracio. Seja {-,-) o produto interno em M tal que ||m||* = (m, m) para todo m € M e seja

{my, ..., m} umabase ortonormal de M em relagdo a (-, -). Pelo Teorema de Hahn-Banach, existem
funcionais lineares continuos ¢, ..., ¢ em X tais que||¢; H = 1e ¢;(m) = {m, m;) para quaisquer
me Mei=1,..., k. Serm denotar a fun¢do de X em X definida por:

k

m(x) = 2 i(x)mi,

i=1

entdo é fécil ver que 7t é uma fungéo linear continua. Além disso, como 7t(m;) = m; para todo
i =1,...,k entdo 7 é uma projegdo e 77(X) = M. Sejai € {1,...,k}. Como ||¢;|| = ¢i(m;) =1
e F é uma contragdo linear em X com F(m) = m para todo m € M, a fungdo ; = ¢; o F é um
funcional linear continuo em X satisfazendo ||9;|| = yi(m;) = 1. Segue da suavidade de X em
todo elemento de norma 1 em M que ¢; = ¢;, portanto Ker(¢;) é invariante sob F. Para concluir

a demonstragdo, note que Ker(7) = ﬂi;l Ker(¢;). O

Lema 6.2.10. Seja A uma éalgebra algébrica com valor absoluto e seja 2 um elemento de A de
norma 1. Se A é suave em 4, entdo A é suave em todo elemento de norma 1 de A(a).

Demonstragio. A(a) é uma dlgebra com valor absoluto de dimensé&o finita, logo é uma dlgebra com
divisdo. Seja b € A(a) com||b|| = 1, entdo existe ¢ € A(a) tal que cb = a. Como A(a) tem valor
absoluto, entdo:

1= lal =llebll = llc[[[[b[l =l

assim L, : A — A é uma isometria linear. Suponhamos que A seja suave em a e que nao seja
suave em b. Sejam 1, ¢ funcionais lineares de norma 1 em A tais que ¢ # ¢ e P(b) = ¢(b) = 1.
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A funcdo L. : A — cA é sobrejetora e L 1:cA — A também é uma isometria, assim a funcao
poL:!:cA — K éuma fungao linear e continua,

P(L: ' (a)) = (L7 (cb)) = y(b) =|Ib]| = la]

e também:
Lt

fposet| <tot]e] -1
Analogamente temos ¢(L-1(a)) =||a|| qu) oLt H < 1.Comoy # ¢, entdo po L1 # oL 1. Isso
mostra que cA ndo é suave em 4. Pelo Teorema de Hahn-Banach, A ndo é suave em 4, chegando a
uma contradicdo. O

6.2.3 Funcgoes Polinomiais

Nesta subsecdo, mostraremos a Proposicdo 6.2.14, cujo enunciado diz que, em toda R-algebra
algébrica com valor absoluto, a norma é Fréchet-diferencidvel em um subconjunto aberto e denso
de A. Para isso, apresentaremos a nog¢ao de fun¢des polinomiais em espagos vetoriais e também
providenciaremos uma determinacao algébrica explicita da norma em toda algebra algébrica com
valor absoluto.

Defini¢do 6.2.11. Para espagos vetoriais X e Y e para n > 0, dizemos que uma fungdo f : X — Y
é polinomial homogénea de grau 7 se existe uma funcdo n-linear g : X" — Y tal que f(x) =
g(x,...,x) para todo x € X. Somas de fun¢des polinomiais homogéneas, possivelmente de graus
diferentes, sio chamadas fun¢6es polinomiais.

Lema 6.2.12. Seja X um espaco normado e seja f : X — K uma fung¢do polinomial ndo nula. Entao
0 conjunto:
{xeX: f(x) 0}

é denso em X.

Demonstragido. Assumamos que existam y € X e ¢ > 0 tais que f(z) = 0 para todo z € X tal que
|z—y|| < e Tome t € X tal que f(t) # 0 e considere a funcdo g : K — K dada por g(A) =
f(y+ A(t—y)) para todo A € K. Entdo g é uma fungdo polinomial ndo nula com g(A) = 0 sempre
que|A| < W, uma contradicao. O

Se A é uma R-dlgebra com valor absoluto, note que, pela Teorema 5.2.6, temos dim(A(a)) < 8 para
todo a € A\{0}. Portanto podemos considerar méximo ntiimero natural m(a) tal que o conjunto
{a',...,a"@} seja linearmente independente em A(a) e também podemos considerar o niimero
m(A) dado por:
A) = .

m(A) Jmax m(a)
Proposicdo 6.2.13. Seja A uma R-dlgebra algébrica com valor absoluto. Para a € A\{0}, seja
(M, -+, Ap(a)) 0 Gnico elemento de R tal que:

am™@+l =y gt 4 )\m(a)amw)_
Entdo Ay = +||a]|™®.
Demonstragio. Seja R, : A(a) — A(a) dada por b — ba. Esta fungdo ¢ linear e seja p(x) € R[x] o
polindmio minimal de R,. Temos, pelo Lema 4.2.34, que toda raiz de p(x) tem médulo||a||. Como

R, é uma funcdo linear, A(a) tem uma estrutura de R[x]-moédulo e também:

Ann(a) = {q(x) € R[x] : 4(Rq)(a) = 0}
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é um ideal de R[x]. Seja:
s(x) = 2™ — Am(a)xm(”)_l — = A — A

um polindmio monico de grau m(a) em R]x]| tal que s(R,)(a) = 0. Além disso, pela defini¢do de
m(a),s(x) é o polindmio de menor grau tal que s(R,)(a) = 0, ou seja, s(x) gera Ann(a). Como p(x)
é o polindmio minimal de R, e p(x) € Ann(a), entdo s(x) divide p(x), assim toda raiz complexa
de s(x) tem moédulo||a||. Portanto, pelas relagdes de Girard, é facil ver que|A1| =||a ||m(”). O

Proposicao 6.2.14. Seja A uma R-algebra algébrica com valor absoluto. O conjunto:
Q={acA:m(a) =m(A)}
é aberto e denso em A. Além disso, a norma é Fréchet-diferenciavel em todo ponto de Q.

Demonstragido. Seja m = m(A). Dado a € ), como {a',...,a™} é linearmente independente, o
Teorema de Hahn-Banach nos dé funcionais lineares continuos ¢, ..., ¢, em A satisfazendo
pi(a) = d;j para quaisquer i,j = 1,...,m. Considere a fungdo polinomial continua f : A — R
dada por f(x) = det(g;(x/)) eseja Q, = {x € A : f(x) # 0}. Se x € A\(), entdo o conjunto
{xl, ..., x™} é linearmente dependente em A, assim o conjunto:

{(@1(x), . pm (), (@1 (6™), o @ (x™))}

é linearmente dependente em R™, assim f(x) = 0. Portanto (), estd contido em ). Agora, pelo
Lema 6.2.12, (), é denso em A, portanto () é denso em A. Além disso, como a é um ponto arbitrario
de O, o conjunto ), é aberto pela continuidade de f ea € Q) jd que f(a) = 1, segue que Q) é aberto.

Agora, para cada x € (), 0 conjunto {x!, ..., x™} é linearmente independente em A(x), assim existe
um tnico elemento (A1(x),..., Ayu(x)) de R™ tal que:

M= A ()t o A (x)x™,
de modo que parai =1,...,m temos:
i(x" 1) = A (x)@i(x!) + -+ A (2) i (™).

Pela regra de Cramer, temos:
det(M;
Ai(x) = (7-),
det(g;(x/))

onde M; é a matriz obtida de (¢;(x/)) substituindo a coluna i por (@1(x"™*1),..., @u(x™*1))t
Como Aq(x) é quociente de duas fungdes polinomiais com det(@;(x/)) # 0, segue que a funcio
M : Q; — R é Fréchet-diferencidvel em a. Como, pela Proposi¢do 6.2.13, temos Aq(x) = +||x||"™
para todo x € () e a indeterminagdo do sinal pode ser removida em qualquer subconjunto aberto
e conexo de A possuindo a e contido em ), segue que a fungao ||x||" é Fréchet-diferencidvel
em a. Como a fungdo t — tu é diferencidvel em R0, concluimos que a norma de A é Fréchet-
diferencidvel em a. O

6.2.4 Resultado Principal

Nesta subsegdo, encerraremos a demonstra¢do do Teorema 6.2.18, juntando os resultados das sub-
se¢Oes anteriores desta se¢do. Para isso, mostraremos a principio, através da préxima proposigao,
que, em toda algebra algébrica com valor absoluto A, para todo n o conjunto A, dos a € A tais
que dim(A(a)) < n é fechado. Para essa proposi¢do, utilizaremos o conceito de dlgebra nao-
associativa livre.
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Proposigao 6.2.15. Seja A uma K-algebra normada e n um namero natural. Entdo o conjunto:
Ap={ae A:dim(A(a)) < n}
é fechado em A.

Demonstragio. Seja F = K({{x}) a dlgebra nado-associativa livre sobre um conjunto unitério {x}.
Dados a € A e p € F, denotaremos por p(a) a imagem de p sob o tnico homomorfismo F — A
tal que x — a. Notamos que, para cada p € F, a func¢do a — p(a) de A em A é continua. Isso
pode ser verificado escrevendo p como uma combinagéo linear dos elementos na magma livre
sobre o conjunto {x} e entdo argumentando por indugdo no grau de tais elementos. Seja a2 um
elemento do fecho de A, e escolha uma sequéncia (ax )N em A, convergente a a. Se x1, ..., Xy 41
estdo em A(a), entdo existem py,...,p, . € F tais que p;(a) = x; paratodoi =1,...,n +1epela
definicdo de A, o conjunto {p;(ax),...,p,1(a)} é linearmente dependente para todo k, assim
existem elementos y; ; € K satisfazendo:

n+1 n+1

Dilmidl =1 e > pixpi(a) =0
i=1 i=1

para todo k. Da continuidade das funcdes t — p(t) e da compacidade da esfera unitéria do espago
normado /"™ (K), onde para qualquer espago normado X definimos /;(X) como o espago vetorial

X" com a norma da soma || (x1,...,%)|| =|[x1]| + - - 4[| x|, segue que existem elementos y; € K
tais que:

n+1 n+1 n+1

Z il =1 e Z HiXi = Z pip;(ax) = 0.
Portanto o conjunto {x1, ..., X,41} € linearmente dependente, assim dim(A(a)) < n. O

Corolario 6.2.16. Seja A uma IR-4lgebra normada algébrica de grau limitado. Entdo o conjunto:
{ae A:dim(A(a)) = deg(A)}
é aberto em A.

Demonstragio. Sendo n = deg(A), entdo:
{ae A:dim(A(a)) =deg(A)} = A\A,_1.
Assim, pela Proposic¢do 6.2.15, o conjunto em questdo é aberto. O

Corolario 6.2.17. Seja A uma R-4lgebra algébrica com valor absoluto. Entdo existe um elemento
a € A tal quel|a|]| = 1, anorma de A seja Fréchet-diferencidvel em a e dim(A(a)) = deg(A).

Demonstragido. Como A é algébrica e com valor absoluto, entdo o Teorema 5.2.6 nos diz que A é
uma 4lgebra de grau limitado < 8, além disso, pelo Coroldrio 6.2.16, o conjunto:

B={be A:dim(A(b)) =deg(A)}

é um conjunto aberto em A. Assim, dado b € B existe 6 > 0 tal que ¢ € B para todo ¢ € A tal que
|lc — b|| < 6. Pela Proposigdo 6.2.14, existe um c € Q) tal que ||c — b|| < J, assim, definindo a = m,

temos A(a) = A(c), portanto dim(A(a)) = deg(A). Finalmente, pela Proposi¢do 6.2.14, a norma
é Fréchet-diferencidvel em a. O]

Teorema 6.2.18. Seja A uma IR-4lgebra algébrica com valor absoluto. Entdo A tem dimensao finita.
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Demonstragio. Pelo Corolario 6.2.17, existe um elemento a € A tal que|ja|| =1, A ésuaveemae
dim(A(a)) = deg(A).Seja M = {x € A(a) : ax = x}, entdo M é um subespaco de dimenséao finita.
Pelo Teorema 5.2.6, o subespago M é pré-Hilbertiano, assim, pelo Lema 6.2.10, A é suave em todo
elemento de norma 1 de M.

Como L, : A — A dada por x ~ ax satisfaz L,(m) = m para todo m € M e||Ls(x)|| = ||x|| para
todo x € A, entdo podemos aplicar o Lema 6.2.9, de modo que existe uma projecao linear continua
m:A— Atal que m(A) = M e Ker(7) seja invariante sob L.

Assuma que A tenha dimenséo infinita. Entdo, pelo Teorema 5.2.5, o conjunto 4 A nédo é denso ou
Aa ndo é denso. Podemos supor sem perder generalidade que L,(A) = aA ndo seja denso em A.
Jaé que A = M @®Ker(), arestricdo de L, em M é a fungdo identidade em M e Ker(7r) é invariante
sob L,, entdo segue que a funcdo G : Ker(7r) — Ker(7r) dada por y — ay é uma isometria linear
tal que G(Ker(7r)) ndo seja denso em Ker(7). Pelo Corolério 4.3.10, existe uma sequéncia (X, )neN
de elementos de Ker(7) tal que||x,|| — 1 eax, — x, — 0.

Escolha um ultrafiltro &/ em IN mais fino que o filtro de Fréchet F, e seja p € Ay dado por
B = (xn)y. Como||x,|| — 1eax, — x, — 0no sentido usual e também F,, < U, entdo é facil ver
quel||f|| =1eap=p.

Pela Proposigdo 6.1.20, A, é uma dlgebra algébrica com valor absoluto tal que deg(Ay/) = deg(A).
Como dim(A(a)) = deg(A), entdo temos dim(Ay(a)) < dim(A(a)), mas A(a) < Ay(a), assim
Ay(a) = A(a), dai dim(Ay(a)) = deg(Ay), o que implica, pela Proposi¢do 3.5.3, que Ay (B) =
Ay (a) = A(a). Portanto p € A(a), ai, como ap = B, segue que p € M.

Mostraremos que 5 € Ker(7) e obteremos uma contradi¢do. Como € A, entdo, pela defini¢do

de ultraproduto, como f = (x,)y, temos limuH,B - an = 0. Como x, € Ker(7) para todo n,
entdo temos 77(f) = 0. Consequentemente temos € M n Ker(7), ou seja, B = 0, o que é uma
contradigao pela defini¢ao de B. Logo concluimos que A tem dimenséo finita. ]

6.3 Algebras de Grau 2 com Valor Absoluto

Nesta se¢do, pretendemos apresentar a classificagdo de todas as R-dlgebras com valor absoluto de
grau no maximo 2. O principal resultado é o Teorema 6.3.5, cujo enunciado diz que as R-dlgebras

* * *
com valor absoluto com grau no maximo 2 sdo R, C, *C,C*,C,H,*H,H*, H, O, *O, O*, O e P.
A estrutura da sua demonstragdo é regida pela classificacdo das IR-dlgebras com valor absoluto

%
de dimenséo 2, que sdo C, *C, C* e C. Desse modo, a demonstracdo ¢é dividida em casos e requer
os seguintes resultados:

* (Classificagdo das IR-algebras com valor absoluto e com poténcias associativas.

* Classificacdo das R-dlgebras com valor absoluto satisfazendo a identidade x?>x = xx? =

2
[l .

e Classificagdo das IR-algebras com valor absoluto satisfazendo as identidades x2x =||x||* x e
(622 =[x 52

* * %
Na Subsegéo 6.3.1, mostraremos que as R-dlgebras R, C, *C, C*, C, H, *H, H*, H, O, *O, O*, O

e IP de fato tém grau no méximo 2. Na Subsec¢do 6.3.2, mostraremos que as R-algebras com valor
* * *
absoluto satisfazendo x2x = xx? = HxHZ x sdo isomorfas a R, C, H, O ou IP. Na Subsecao 6.3.3,

mostraremos que as R-dlgebras com valor absoluto satisfazendo x2x = ||x[*x e (¥2)? = ||x||* 2
sdo isomorfas a R, *C, *H ou *O. Por fim, na Subsecdo 6.3.4, encerraremos a demonstracido do
Teorema 6.3.5 e apresentaremos algumas aplicagdes.
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6.3.1 Considerag¢des Iniciais

* * *
Nesta subse¢do, mostraremos que as R-dlgebras R, C, *C, C*, C, H, *H, H*, H, O, *O,0*, O e P
de fato tém grau no maximo 2.
Oscasos R,C,He O

As R-dlgebras R, C, H e O sdo R-élgebras de Cayley, portanto sdo quadraticas, de modo que é
tacil ver que elas tém grau no maximo 2.

Além disso, para o restante desta subsecdo, recobraremos as notagdes introduzidas em algebras
de Cayley. Se A é uma R-dlgebra de Cayley, entdo para x € A denotamos:

X+ X = Tyl XX = Xx = vy 1.

Os casos “C, *H e *O

Seja A uma das R-élgebras *C, *H ou *O. A multiplica¢do sera denotada assim:

XxY = Xy.
Seja x € A. Mostraremos que R1 + Rx é uma subélgebra de A.

1) Temos o seguinte:
lxa=la=1la=a

para todo a € A, assim:
1+x1=1, 1xx=x.

2) Agora temos:
xx1=%1=%=—x+ 1,1.

3) Por fim, temos:
X#x = Xx = vyl (6.4)
Os casos C*,H* e O*

Seja A uma das R-algebras C*, H* ou O*. A multiplicacdo serd denotada assim:

XxY = XI.

Seja A? a R-algebra oposta a A, ou seja, a R-dlgebra com 0 mesmo R-espago vetorial de A, mas
com a multiplicagdo:
XOY =Y *X.

Entdo A° e uma das R-dlgebras *C, *H ou *O. Portanto A? tem grau no méaximo 2. Assim A tem
grau no maximo 2.

* * *
OscasosC,He O

* * *
Seja A uma das R-dlgebras C, H ou O. A multiplicacdo sera denotada assim:
X xYy = Xi.

Seja x € A. Mostraremos que R1 + Rx é uma subélgebra de A.

1) Temos o seguinte:
1x1=1-1=1-1=1.
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2) Também temos:
lsx=1x=1x=% = —x + 7, 1.

3) A algebra A é comutativa, assim:
xx1l=1%x=—x+T,1.

4) Agora temos:
XX = XX = T, X — XX = —Txx+(T,%—vx)1.
O caso P

Consideremos a IR-adlgebra IP dos pseudo-octonios. A multiplicacdo serd denotada assim:
XY =uXY +vYX —tr(XY)I.

Seja X € IP. Mostraremos que RX + R(X * X) é uma subélgebra de IP.
1) Pela identidade (5.24) na demonstragdo da Proposi¢do 5.3.32, para todo Y € IP temos:

(X*Y)*xzooqy*X):%x%ﬂ+%xyx+%yxﬁ_%ﬂxyp«_%ﬂxyxﬂ.

Em particular temos:

1 1
(X#X)*X =X (X#X)=X>— 5tr(><2)>< — gtr(Xf‘)I.

Entretanto, pela identidade (5.25) na demonstracdo da Proposicado 5.24, temos:

X3 — %tr(XZ)X — %tr(X3)I =0,

assim: 1
(X#X)«X=X=*(X=xX)= gtr(Xz)X

2) Agora temos:
1 1
X#X = uX>+vX? - gtr(><2)1 = X2 - gtr(XZ)I,
de modo que:

(X X) # (X X) = (X5 X)2— %tr((X* X1,

mas [P é uma IR-4lgebra com valor absoluto, assim:
1
(X« X)?) = 6] X = 6] X|[* = Zer(X2),

portanto:
(X#X)#(XxX) = (X2—1tr(X})])? - Htr(X?)%I

= X*—2tr(X?) X2 4 §tr(X?)?] — ftr(X?)21
= X*—2tr(X?) X2 + ftr(X?)L
Pela identidade (6.5), temos:

1 1
X* - Etr(XZ)X2 — gtr(X3)X =0,

145

(6.5)

(6.6)
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assim:
(X#X)#(XxX) = X*—2tr(X?) X%+ tr(X?)%]
= —lr(X?) X2+ Ltr(X?)?1 + tr(X3)X

= —r(X%)(X # X) + 3r(X3)X.

6.3.2 Algebras Satisfazendo x2x = xx? =||x|* x

Nesta subse¢do mostraremos o Teorema 6.3.3, cujo enunciado diz que as R-algebras com valor

* * *
. 2 ~ s . .
absoluto satisfazendo x>x = xx? = ||x||” x sdo isomorfas a R, C, H, O ou IP. Primeiro mostraremos
o seguinte resultado.

* *

*
Proposigao 6.3.1. As IR-dlgebras R, C, H, O e IP satisfazem x2

x = xx? =||x|* x.

* % *
Demonstragio. Seja A uma das R-dlgebras R-dlgebras R, C, H, O e IP. Entdo A é comutativa, assim
basta mostrar que x2x = ||x||* x. Temos dois casos:

1) A é uma das R-algebras IR, &, IITI, ([*) Nesse caso a multiplicagdo é dada por:
X *xY = Xi.
Entdo para cada x € A temos:
(x#x)xx = (X%)% = (xx)% = x(x%) =||x]|" x.

2) A é a R-algebra IP. Pela identidade (6.6) temos:
1
(X#X)%X = 6tr(xz)x =||IX|I* X,

como queriamos demonstrar. O
O préximo lema serd til para esta subsecdo e a proxima subsegao.

Lema 6.3.2. Seja A uma R-algebra normada e assuma que a igualdade x2x = ||x||* x ocorra para
todo x € A. Entdo A é pré-Hilbertiana.

Demonstragdo. Para quaisquer x, € A, a fungdo A — ||x + Ay|| de R em R ¢ convexa, logo possui
derivadas a esquerda e a direita T (x,y) e T7(x, y) em zero. Escrevendo a igualdade:

(x+Ay)*(x+ Ay) =|x + Asz (x + Ay)

na forma: ) )
117 %+ AF(x,y) + A2F(y, %) + A2[ly|| "y =[x+ Ay||” (x + Ay), (6.7)

onde:
F(x,y) = X’y + (xy)x + (yx)x,
entdo podemos computar as derivadas a esquerda e a direita em A = 0 para obter:
F(x,y) =|x[Py+2|x| T (x,y)x e F(x,y)=]|x|*y+2]x| " (x,y)x.

Segue que, se x # 0, entdo T~ (x,y) = 71 (x,y), além disso essa igualdade implica que a fungado
y — T (x,y) seja um funcional linear em A por causa de (6.3). Agora sejam x,y € A elementos



6.3 ALGEBRAS DE GRAU 2 COM VALOR ABSOLUTO 147

arbitrarios, tome A = 1 em (6.7) e substitua F(x,y) e F(y, x) pelos valores acima computados.
Entdo temos:

(111 + 210l 7 Cey) [yl ) =+ (11 + 2lyll = w0 +[wl*) v = 12 + ] (x+ ).
Desse modo, se x e i sdo linearmente independentes, entao:
I+ 2]l TF () +[ly | =[x+

e também: ) )
1117+ 2[Jy | T (v, %) + [y = [lx + ]I,

assim:
2l 7 (%, y) = ly]| TF (, %) (6.8)

Usando a linearidade de T+ na segunda varidvel quando a primeira é ndo nula, segue que (6.8)
se mantém verdadeira quando x e y sdo linearmente dependentes. Assim, definindo {x, y) como
o valor comum a ambos os lados da igualdade (6.8), (-, ) se torna uma forma bilinear simétrica

satisfazendo (x, x) = ||x||* para todo x € A. O
Agora mostraremos o resultado principal desta subsegéo.

Teorema 6.3.3. Seja A uma dlgebra com valor absoluto satisfazendo x2x = xx? = ||x||* x para todo
* * *

x € A. Entdo A é isomorfa como algebra normada a R, C, H, O ou PP.

Demonstracio. Da hipétese x2x = ||x||* x e Lema 6.3.2, segue que a norma de A ¢ pré-Hilbertiana.
Isso, juntamente com a hipétese x2x = xx2, implica que A tem dimensao finita pelo Teorema

* * *
5.3.26. Pelo Teorema 5.3.33, A é isomorfa como algebra normadaa R, C,C,H, H,O,OouP. A
igualdade xx? = ||x||* x ndo ocorre em C, H ou O. O
6.3.3 Algebras Satisfazendo x2x = ||x||*x e (x2)2 =||x||* x2

Nesta subsegdo, apresentaremos a classificacdo das R-dlgebras com valor absoluto satisfazendo
. . 2 2
as identidades x%x = ||x||“ x e (x?)? =||x[|” x2.

Teorema 6.3.4. Para uma 4lgebra com valor absoluto A as seguintes afirmagdes sdo equivalentes:
; ; 2 2 2)2 2,2
i) Asigualdades x“x =||x||” x e (x*)= =||x||” x* ocorrem para todo x € A.
. . X : 2
ii) A tem uma unidade a esquerda ¢ e a igualdade x* = || x||” e ocorre para todo x € A.
iii) A é isomorfa como algebra normada a R, *C, *H ou *O.

Demonstragio. (i)=(ii) Pelas hipGteses em A temos que, para todo x # 0 em A, ||x| > 2 é um
idempotente ndo nulo, digamos ¢, satisfazendo ex = x, de modo que basta provar que ndo existem
dois idempotentes ndo nulos distintos em A. Assumamos que ¢ e f sejam idempotentes ndo nulos
e distintos. Levando em conta que A é pré-Hilbertiana de acordo com o Lema 6.3.2, identificando
os coeficientes de A, A2 e A3 em ambos os lados da igualdade:

((e+Af)22 =le+Af|* (e + Af)>?
e escrevendo z = ef + fe, obtemos:
ez+ze=2e, fre+z, (6.9)

4z=e+ f+2e, f)z, (6.10)



148 ALGEBRAS ALGEBRICAS COM VALOR ABSOLUTO 6.3

fz+zf =2e f)f +z, (6.11)
assim, subtraindo (6.11) de (6.9), temos também:
(e—fz+z(e—f) = 2e fHle—f). (6.12)

As hipéteses em A implicam que, para todo x € A e todo y € Rx 4+ Rx?2, temos x2y = ||x||*y. Por
um lado temos:

e+ et ) =le+f]* e+ 1)
e por outro lado, ja que e + f € Rz + IRz? por (6.10), temos:

Z(e+ f) =zl (e + f).

Segue que:
21 e+ £+ ) =Nzl + £ (e + 1) =lle+ FIFIIzI (e + £) =lle + £IF 2 e + ).
Todavia e + f # 0, portanto | z||* (e + f)? = He—i—f“zzz, logo:

Iz]|* (e + f +2) = 2(1 4 (e, f))2% (6.13)

Colocando em (6.13) o valor de z2 dado por (6.10), obtemos:

(117 +2(1 = e, ) = &Ke, £7) 2+ (212 = 2(1 + e, ) (e + f) = 0.
Como e+ f # 0, entdo z # 0 por (6.10), assim, se:

Iz]|* +2(1 = e, ) — e, f* = 0,

entao:
21" =21+ e, ) =0,
af:
I2l1° +2(1 = e, ) = &e, 2 = |l2]* = 2(1 + e, ),
portanto (e, f)*> = 1, 0 que é impossivel pois e # *f. Segue que existe um ntimero real u tal que
z = p(e+ f). Substituindo em (6.12) esse valor de z e levando em conta que e # f, obtemos y =

(e, f). Substituindo em (6.13) a varidvel z por (¢, f)(e + f) e tomando normas, obtemos ||e + f|| =
2, portanto obtemos a contradicdo e = f.

(ii)=(iii) Pelo Teorema 5.1.16, sabemos que A é pré-Hilbertiana e além disso, se para todo x € A
escrevermos x* = 2(x,e)e — x, entdo temos x*(xy) = ||x||* y para quaisquer x,y € A. Tomando
y = x, como % = ||x|*¢, segue que x*e = x. Além disso, a fungdo x — x* de A em A é uma
isometria linear. Consideremos a R-dlgebra B obtida tomando o R-espago vetorial de A e defi-
nindo o produto ¢ por x oy = x*y. Entdo B é uma IR-dlgebra com valor absoluto para o qual e é
uma unidade. Pelo Teorema 5.1.17 de Urbanik-Wright, a R-dlgebra B é isomorfaa R, C,[HouO e
também = se torna a involugdo usual em B. Assim A é isomorfa a R, *C, *H ou *O.

(iii))=>(i). Seja A uma das R-élgebras R, *C, *H ou *O. Entdo A tem a seguinte multiplicaggo:
XxYy = Xy.

Agora, para x € A temos:
(x#x)%x = (Zx)x = (Zx)x = || x[*x.
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Além disso, para x € A temos:

(x#x) % (x#x) = (Zx)(x % x) = (Zx) (x % x) = ||x||* (x % x),

como queriamos demonstrar. O

6.3.4 Resultado Principal e Aplicagdes

Nesta subsec¢do, nés encerraremos a classificacdo das R-dlgebras com valor absoluto de grau no
maximo 2 através do préximo Teorema. Apds isso, apresentaremos uma aplicagdo desse teorema
para a classificagdo das R-dlgebras com valor absoluto e com poténcias comutativas.

*
Teorema 6.3.5. As dlgebras com valor absoluto com grau no maximo 2 sdo R, C, *C, C*, C, H,
* *
*H, H*, H, O, *O, O*, O e .

Demonstragio. Seja A uma dlgebra com valor absoluto de grau no méximo 2. Para x € A denota-
remos por A(x) a subalgebra de A gerada por x e definiremos os seguintes conjuntos:

e XY ={xeA:A(x)=C}

*

X:{xeA:A(x);(*Z}.

X ={xeA:A(x)~*C}.

X*={xeA:A(x) = C*}.

Y={xeA:dim(A(x)) <1}.
Pelo Teorema 5.2.7 temos: .
A=XUu XU X UX*U). (6.14)

Também consideremos os subconjuntos fechados de A definidos assim:

e Z={xeA:xx=|x|*x}.

o T ={xeA:xx®=|x|*x}.

o U={xeA:(x2)2=|x|*x%}.
Caso 1: Primeiro assuma que X’ # (7.

a) Mostraremos que:
X=A\(ZuUT).

Evidentemente temos X < A\(Z u T). Reciprocamente, seja x € A\(Z u T). E facil ver que:

*
XuXuX*uyYcZuT.

Logo, por causa de (6.14), o elemento x estd em X'.

b) Mostraremos que A tem poténcias associativas. De fato, X = A\(Z u T) é um subconjunto
aberto ndo vazio de A. Fixemos um elemento y € X. Seja x € A um elemento qualquer de A e
sejam 1, m € IN. Entdo existem infinitos valores A € IR tais que y + Ax € X'. Assim existem infinitos
valores A € R tais que:

(v -+ Ax)"™ " = (y + Ax)" (y + Ax)™

Identificando os coeficientes de A", segue que:
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Pela arbitrariedade de n,m € IN, entdo A tem poténcias associativas.

¢) Portanto, pelo Teorema 5.2.9, a R-algebra A é isomorfa a R, C, H ou O.

*
Caso 2: Agoraassumaque X = Je X # (.

a) Mostraremos que:
*
X =A\U.

* *
Seja x € X nU. Entdo alguns célculos rotineiros em A(x) =~ C mostram que x é um multiplo real
%
de um idempotente em A(x). Mas isso é impossivel porque dim(A(x)) = 2. Portanto X < A\U.

Reciprocamente, seja x € A\U. E facil ver que:

*YuX*ulYclU.

P
Logo, por causa de (6.14), temos x € X.

2

*
b) Mostraremos que x>x = xx? para todo x € A. De fato, ¥ = A\U é um subconjunto aberto

*
ndo vazio de A. Fixemos um elemento y € X. Seja x € A um elemento qualquer. Entdo existem
*

infinitos valores A € R tais que y + Ax € X'. Assim existem infinitos valores A € R tais que:

(y +Ax)2(y + Ax) = (v + Ax) (y + Ax)2

Identificando os coeficientes de A3, obtemos x%x = xx2.

2y = xx? = ||x||* x para todo x € A. De fato, A satisfaz a igualdade x2x =

2y = xx2. Assim obtemos:

¢) Mostraremos que x
xx%. Porém *C e C* nao satisfazem x

X=X =
Por causa de (6.14), obtemos:
*
A=Xu).
% * %
d) Portanto, pelo Teorema 6.3.3, a R-dlgebra A é isomorfa a R, C, H, O ou IP.

%
Caso 3: Agora assumamos que X = X = e * X # (.

a) Queremos mostrar que:
X =A\T

Seja x € "X n T. Entdo calculos rotineiros em A(x) =~ *C mostram que x é um multiplo real da
unidade & esquerda de A(x). Mas isso é impossivel. Logo *X < A\7.

A inclusdo reciproca também é verdadeira em vista dee o fato de que: Além disso, é facil ver que:
X*uYycT.

Logo, por causa de (6.14), temos A\T < *X.

b) Queremos mostrar que x(x%x) = (x?x)x para todo x € A. De fato, *X = A\T é um subconjunto
aberto ndo vazio de A. A igualdade
x(x%x) = (x%x)x (6.15)

ocorre na R-algebra *C. Portanto a igualdade (6.15) ocorre em *X. Seguindo o mesmo raciocinio
dos casos anteriores, a igualdade (6.15) ocorre para todo x € A.
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) Queremos mostrar que x2x = ||x||*x e (x2)2 = ||x||* 2 para todo x € A. De fato, A satisfaz a

igualdade (6.15). Porém C* ndo satisfaz (6.15). Assim temos:
X*=g.

Logo, por causa de (6.14), temos:
A=*Xu ).

d) Pelo Teorema 6.3.4, entdo A é isomorfa a *C, *H ou *O.

*
Caso 4: Assumamos que X = X =*X = (.

a) Por causa de (6.14), temos:
A=X*0 ).

b) Consideremos a R-algebra oposta A? tomando o mesmo R-espaco vetorial de A e definindo a
multiplicacdo:
X oY = YX.
Entao A° satisfaz as igualdades:
Pa=lxfx, (@) =2
c) Pelo Teorema 6.3.4, a R-4lgebra A° é isomorfa a R, *C, *H ou *O.
d) Portanto A é isomorfa a R, C*, H* ou O*. O

Agora consideremos uma aplicagdo do Teorema 6.3.5. Consideremos a classificagdo de todas as
R-algebras com valor absoluto e com poténcias comutativas.

Teorema 6.3.6. Seja A uma &lgebra com valor absoluto. Entdo as seguintes afirmacdes sdo equiva-
lentes:

i) A tem poténcias comutativas.

* * %
ii) AéisomorfaalR,C,C,H,H, O, O ou IP.
iii) A é flexivel.

Demonstragdo. (i)=(ii) Como subdlgebras geradas por um elemento sdo comutativas, entdo, pelo
Teorema 5.2.8, A possui grau um ou dois. Pelo Teorema 6.3.5, entdo A é isomorfa a R, C, *C, C*,

C H, *H, H*, ]H O, "0, 0%, OeP. Mas *C,C*,*H, H*, *O e O* ndo tém poténcias comutativas.
(ii)=(iii) Basta mostrar que as R-algebras IR, C, C, H, II—I, 0O, O e [P sdo flexiveis.
e AsR-dlgebras R, C, H e O sao alternativas, portanto sdo flexiveis.

¢ As R-dlgebras IR, C, H e O sdo R-algebras de Cayley alternativas, portanto pelo Exemplo
* * *
3.1.3 as R-dlgebras R, C, H, O sdo flexiveis.

e Por fim, pela Proposi¢do 5.3.32, a R-algebra P é flexivel.

(iii)=(i) Pelo Teorema 3.1.11, toda K-4lgebra flexivel tem poténcias comutativas. O
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Capitulo 7

Conclusoes

Ao estudar diversos artigos sobre dlgebras normadas e dlgebras com valor absoluto, obtivemos
com mais clareza um panorama geral sobre a situagdo atual dos estudos rumo a classificagao de
varias classes relevantes de dlgebras normadas e algebras com valor absoluto, tais como algebras
com valor absoluto de dimensao finita e dlgebras com valor absoluto satisfazendo identidades ou
outras propriedades.

7.1 Considerag¢oes Finais

O uso de vérias técnicas de élgebra, topologia e andlise exploradas nesta dissertacdo contribui
para obtermos resultados a respeito de estruturas algébricas munidas de estruturas adicionais,
como norma. Além disso, podemos realizar pesquisas num dmbito diversificado ao vermos varias
areas da matematica interagindo uma com outra, como visto na demonstragao de que toda algebra
algébrica com valor absoluto tem dimensao finita.

7.2 Sugestoes para Pesquisas Futuras

Como pesquisas futuras, podemos explorar mais ideias sobre topologia algébrica, conforme suge-
rido pelo conceito de 4lgebras isotdpicas segundo [Alb47] e explorado no artigo [CKM 11], a fim
de obtermos um melhor resultado a respeito da classificacdo de todas as dlgebras com valor ab-
soluto de dimensao finita. Também podemos tentar descobrir mais variedades ou condicdes nas
quais toda dlgebra com valor absoluto teria dimensdo finita e descobrir o que essas propriedades
tém em comum, conforme sugerido, por exemplo nos artigos [eMMS81], [EM83] e [DDFR21].
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