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Resumo

NICOLI, A. V. Volume e energia de campos unitários: sobre as topologias da
imersão e do campo. 2023. 38 f. Tese (Doutorado) - Instituto de Matemática e Estatís-
tica, Universidade de São Paulo, São Paulo, 08 de Dezembro de 2023.

Este texto baseia-se em dois artigos, [FBN20] e [FBN21], que se aprofundam no volume
e energia de campos vetoriais unitários. O primeiro artigo estabelece um limite inferior
não trivial para a energia de campos vetoriais unitários, tangentes a uma hipersuperfície
Euclidiana, dependendo do grau da aplicação de Gauss. Ainda, quando a hipersuperfície é
a esfera unitária S2n+1, imersa e de grau um, esse limite inferior se iguala a um valor bem
estabelecido na literatura existente. Além disso, introduzimos um conjunto de funcionais Bk
definidos em uma variedade Riemanniana compacta Mm, onde 1 ≤ k ≤ m. Demonstrando
um comportamento análogo ao resultado anterior, quando a variedade subjacente é uma
hipersuperfície fechada, estes funcionais apresentam propriedades semelhantes quanto ao
grau de imersão. Por fim, estabelecemos que os fluxos Hopf minimizam o funcional Bn na
esfera unitária S2n+1. No segundo artigo, contribuímos com uma nova perspectiva ao fornecer
um limitante inferior para o volume de um campo vetorial unitário tangente a uma esfera
Euclidiana perfurada antipodalmente S2. Este valor inferior está intrinsecamente ligado ao
comprimento de uma elipse, determinado pelos índices de Poincaré das singularidades do
campo. Também exibimos campos vetoriais ~vk dentro de cada classe de índice e mostramos
que eles são os únicos minimizantes para o volume. Esses campos possuem áreas dadas
essencialmente pelo comprimento das elipses dependendo apenas dos índices nos pontos
antipodais, N e S.
Palavras-chave: campos unitários, volume de campos, energia de campos, aplicação de
Gauss, índice de Poincaré.
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Abstract

NICOLI, A. V. Volume and energy of unit vector fields: immersion’s and field’s
topologies. 2023. 38 f. Tese (Doutorado) - Instituto de Matemática e Estatística, Universi-
dade de São Paulo, São Paulo, 2023.

This text is built upon two papers, namely [FBN20] and [FBN21], which delve into the
realms of unit vector fields, focusing on their volume and energy. The first paper establishes
a nontrivial lower bound for the energy of unit vector fields, contingent upon the degree of
the Gauss map. In addition, when the hypersurface is the unit sphere S2n+1, immersed with
a degree one, this lower bound aligns with a well-established value found in the existing lit-
erature. Furthermore, we introduce a set of functionals Bk defined on a compact Riemannian
manifold Mm, where 1 ≤ k ≤ m. Demonstrating an analogous behavior to the previous re-
sult, when the underlying manifold is a closed hypersurface, these functionals exhibit similar
properties concerning the degree of the immersion. Additionally, we establish that Hopf flows
minimize the functional Bn on the unit sphere S2n+1. In the second paper, we contribute a
novel perspective by furnishing a lower value for the volume of a unit vector field tangential
to an antipodally punctured Euclidean sphere S2. This lower value is intricately linked to
the length of an ellipse, determined by the Poincaré indexes of its singularities. Also, we
define vector fields ~vk within each index class that minimize the volume, showcasing their
uniqueness in achieving optimality. These fields, sharp for the volume, possess areas essen-
tially dictated by the length of ellipses, contingent solely upon the indexes at the antipodal
points N and S.
Keywords: unit vector field, energy functional, volume functional, Gauss map, Poincaré
index.
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1 Preliminares

1.1 Métrica de Sasaki

Uma métrica Riemanniana g em uma variedade diferenciável M de dimensão n é, re-
sumidamente, uma estrutura matemática que nos permite manipular objetos e entidades ge-
ométricas, bem conhecidos em superfícies do R3, em ambientes abstratos. O fibrado tangente
TM também é uma variedade diferenciável, bem como sua restrição aos vetores unitários,
o fibrado tangente unitário T 1M . Desse modo, uma métrica Riemanniana em TM é uma
família de produtos internos, variando suavemente, nos espaços do tipo Tv(TM), ou seja,
tangentes do espaço tangente. A projeção natural π : TM → M define um subespaço de
T(p,v)TM através do núcleo de sua diferencial: Vv := ker(dπ(p,v)). Como π é uma submer-
são, temos que V , chamado espaço vertical, possui dimensão n. Ainda, usando a inclusão
natural ι : TpM → TM , podemos deduzir uma identificação entre V e TpM pela relação
V = dι(Tv(tpM)).

Na medida queM é uma variedade Riemanniana, a conexão de Levi-Civita∇ nos permite
definir o espaço horizontal HvTM , espaço dos vetores velocidade das curvas (λ(t), V (t)) ∈
TM . tais que v = (λ(0).V (0)) e ∇λ′V = 0.

A conclusão disso tudo é que temos uma decomposição em soma direta

TTM = V TM ⊕HTM,

com isomorfismos canônicos VvTM w Tπ(v)M (descrito anteriormente) e HvTM w Tπ(v)M

enviando a velocidade de (λ, V ) para a velocidade de λ.
A métrica de Sasaki pode ser, portanto, naturalmente definida declarando VvTM e

HvTM ortogonais, com a métrica em cada objeto sendo o pullback de g para Tπ(v)M através
dos isomorfismos canônicos.

O estudo da geometria de TM pode ser identificado desde o trabalho inicial de Sasaki
em [Sas58]. Para uma exposição mais detalhada desse tópico, vide [GK02].

1



2 PRELIMINARES 1.2

1.2 Energia de campos vetoriais unitários

Neste capítulo reunímos as definições e resultados principais a respeito dos funcionais
volume e energia de campos vetoriais unitários. A leitura, mesmo que rápida, deste capítulo
é recomendada mesmo ao leitor que já conhece estes objetos, uma vez que fixamos as notações
utilizadas ao longo de todo o texto.

Seja (N, h) uma variedade riemanniana fixa e seja M uma variedade suave, podemos
definir a densidade de energia ē de uma aplicação ϕ : (M, g)→ (N, h) da seguinte forma:

ē : C∞(M,N)×M→ C∞(M)

(ϕ, g) 7→ 1

2
tr(g−1ϕ∗h),

onde M é a variedade formada por todas as métricas riemannianas de M . Se M for uma
variedade compacta, integramos ē e obtemos a energia da aplicação ϕ:

Ē(ϕ, g) =

∫
M

ē(ϕ, g) dvg.

Para definirmos o volume, primeiro tome o espaço de todas as imersões deM em N . Este
espaço é uma subvariedade de C∞(M,N) e o denotaremos por Im(M,N). Se Im(M,N) 6= ∅,
podemos vê-la como um subconjunto de C∞(M,N) ×M pela aplicação Id,R, onde R é a
aplicação pullback :

R : C∞(M,N)→ S2(T ∗M)

ϕ 7→ ϕ∗h.

A imagem desta aplicação, =(R) = {(ϕ, ϕ∗h);ϕ ∈ Im(M,N)}, é a variedade das imersões
isométricas de M em N e será denotada por ImIso(M,N).

Se definirmos f(ϕ) = (2/m)ē(ϕ, ϕ∗h), ondem é a dimensão deM , então f(ϕ) = 1 e, para
M compacta, Ē restrito ao subconjunto de imersões isométricas é, a menos de constantes,
o funcional volume vol : Im(M,N) → R que leva ϕ no volume de ϕ(M), na variedade
riemanniana (N, h).

Para calcular o gradiente de ē em relação à métrica riemanniana h, definimos para cada
dupla (ϕ, g) ∈ C∞(M,N)×M uma aplicação αgϕ : X(M)× X(M)→ Γ∞(ϕ∗TN) dada por

αgϕ(X, Y ) = ∇h
X(Tϕ ◦ Y )− Tϕ ◦ ∇g

XY,

onde ∇h e ∇g são as conexões de Levi-Civita relacionadas a h e g, respectivamente.
Assim, dada (Mm, g) uma variedade Riemanniana compacta e orientada, com dimensão

m ≥ 2 e ∇ a conexão de Levi-Civita, definimos a energia de um campo vetorial unitário
sobre M é definido como a energia da aplicação ~v : M → T 1M , onde T 1M representa o
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fibrado vetorial unitário munido com a métrica de Sasaki, (veja [Wie95] e [Woo97])

E(~v) =
1

2

∫
M

‖∇~v‖2 +
m

2
vol(M). (1.1)

Em [Wie95], Wiegmink define o funcional total bending, uma medida quantitativa que ex-
tende a compreensão do quanto um campo vetorial unitário falha em ser paralelo com re-
speito a conexão de Levi-Civita ∇ de uma variedade Riemanniana M . Precisamente,

B(~v) =
1

(m− 1)vol(Sm)

∫
M

‖∇~v‖2,

e a energia de ~v pode ser escrita em termos deste funcional como

E(~v) =
(m− 1)vol(Sm)

2
B(~v) +

m

2
vol(M).

Uma questão importante a respeito destes funcionais é como encontrar campos vetoriais
unitários tais que o mínimo é atingido. Brito [Bri00] mostrou que o fluxo de Hopf é o mínimo
absoluto do funcional B em S3:

Teorema 1 (Brito, [Bri00]). Campos vetoriais de Hopf são os únicos campos em S3 que
minimizam B.

Gluck e Ziller provaram que o fluxo de Hopf é também o campo vetorial uniátio com o
volume mínimo em S3, onde o volume de um campo ~v é dado por

vol(~v) =

∫
M

√
det(I + (∇~v)(∇~v)∗),

onde I é a aplicação identidade e (∇~v)∗ representa o operador adjunto.

Teorema 2 (Gluck and Ziller, [GZ86]). O único campo vetorial unitário com volume mínimo
em S3 é o campo de Hopf.

Por outro lado, Reznikov comparou este funcional com a topologia de uma hipersuper-
fície euclidiana. Seja Mm uma hipersuperfície suave orientada e fechada imersa em Rm+1,
equipada com a métrica induzida, e seja S = supx∈M ‖Sx‖ = supx∈M |λi(x)|, onde Sx é o
operador da segunda forma fundamental em TxM , e λi(x) são as curvaturas principais.

Teorema 3 (Reznikov, [Rez92]). Para qualquer campo vetorial unitário ~v sobre M , temos

vol(~v)− vol(M) ≥ vol(Sm)

S
| deg(N)|,

onde deg(N) é o grau da aplicação normal de Gauss N : M → Sm.



4 PRELIMINARES 1.3

Teorema 4 (Borreli, Brito and Gil-Medrano, [VBGM03]). O ínfimo de E sobre todos os
campos vetoriais unitários globalmente definidos da esfera S2n+1 (n ≥ 2) is(

2n+ 1

2
+

n

2n− 1

)
vol(S2n+1). (1.2)

Este valor não é atingido por nenhum campo vetorial unitário suave globalmente definido.

1.3 Volume de campos unitários

Seja M = S2\ {±P} a esfera Euclideana em que dois pontos antipodais são removidos,
digamos, −P e +P . Denote por g a métrica usual de S2 induzida de R3, e por ∇ a conexão
de Levi-Civita associada a g. Considere um frame local ortonormal e orientado {e1, e2} sobre
M , onde e1 é tangente aos paralelos da esfera e e2 é tangente aos meridianos. Seja ~v um
campo vetorial unitário tangente a M e considere outro frame local orientado

{
~v,~v⊥

}
sobre

M e sua base dual {ω1, ω2} compatível com a orientação de {e1, e2}.
Para uma variedade Riemanniana compacta (M, g), o volume de um campo veotrial

suave ~v : M → TM é o volume da imagem ~v(M) 7→ (TM ; gSas), onde gSas é chamada de
métrica de Sasaki e é definida declarando o complemento ortogonal da distribuição vertical
como sendo a distribuição horizontal dada pela conexão de Levi-Civita ∇. Em termos de ∇
e g,

vol(~v) =

∫
M

√
det(I + (∇~v)(∇~v)∗) ν, (1.3)

onde I é a identidade, (∇~v)∗ é o operador adjunto e ν é a forma volume de M .
Em 1986, Gluck e Ziller ([GZ86]) provaram que os fluxos de Hopf são os únicos campos

vetoriais unitários de volume mínimo em M = S3. O Teorema é:

Teorema 5 (Gluck e Ziller). Campos vetoriais unitários de Hopf (~vH) são o mínimo para
o volume em S3 e nenhum outro.

Entretanto, se pensarmos em dimensões maiores, temos que os Hopf é instável. Este
resultado foi obtido por Johnson em 1988 (veja [Joh88]):

Teorema 6 (Johnson). Os campos vetoriais de Hopf sobre S2n+1 são instáveis para n > 1.

Mais tarde, em 2008 Brito, Chacón e Johnson ([BCJ08]) estabeleceram uma relação
entre o volume de um campo vetorial unitário e seus índices em torno de uma singularidade
isolada. Mais precisamente:

Teorema 7 (Brito, Chacón e Johnson). Seja S2 ou S3 a esfera Euclideana sem dois pontos
antipodais N e S. Seja ~v um campo vetorial unitário e suave definido sobre tais variedades
e seja I~v(P ) o índice de Poincaré de ~v em torno do ponto P . Então,

• para S2\{N,S}, vol(~v) ≥ 1
2
(π + |I~v(N)|+ |I~v(S)| − 2)vol(S2)
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• para S3\{N,S}, vol(~v) ≥ (|I~v(N)|+ |I~v(S)|)vol(S3)

Quando ~vR é o campo norte-sul, ele atinge a igualdade em ambos os casos do Teorema.
Desta forma, para S2\{N,S}, vol(~vR) = 1

2
π vol(S2) e em S3\{N,S}, vol(~vR) = 2 vol(S3) =

vol(~vH)

Se tratando de folheações sobre S2, Fawaz (veja [Faw09]) estudou o valor mínimo de
folheações meromórficas. O mínimo é atingido tomando a folheação da esfera S2 por paralelos.
Formalmente, temos:

Teorema 8 (Fawaz). Seja F uma folheação na esfera de Riemann S2 dada pela parte real
de um campo vetorial meromorfo ou holomorfo, então vol(F) ≥ 2π2.

Em 2010, Borrelli e Gil-Medrano provaram que os campos de Pontryagin são mini-
mizantes para a área de uma esfera unitária bidimensional (veja [BGM10]). Campos de
Pontryagin fields de Sn são campos vetoriais unitários ~vPtry definidos em um subconjunto
aberto denso U tal que o fecho de ~vPtry(U) é o ciclo generalizado de Pontryagin n-dimensional
de um fibrado vetorial unitário da n-esfera (T 1Sn).

Teorema 9 (Borrelli and Gil-Medrano). Em se tratando de campos vetoriais unitários sem
borda de S2(1)\{P} aqueles com a menor área são os campos de (~vPtry) e nenhum outro.

Recentemente, em 2019, o Teorema 7 foi extendido para esferas de dimensão ímpar
S2n+1\{±P}, see [FBG19].

Teorema 10 (Brito, Gomes e Gonçalves). Se ~v é um campo vetorial unitário sobre S2n+1\{±P},
então

vol(~v) ≥ π

4
(|I~v(P )|+ |I~v(−P )|) vol(S2n).
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2 Energia de campos vetoriais unitários
em hipersuperfícies Euclidianas

Dada uma hipersuperfície de dimensão ímpar M2n+1, n ≥ 1 com um campo vetorial
unitário ~v e a topologia da imersão de M , mais precisamente, o grau da aplicação normal
de Gauss da imersão, temos o Teorema a seguir, que nos dá uma obstrução topológica
para pequenos valores da energia em uma variedade Riemanniana, especificamente em uma
hipersuperfície de um espaço euclideano.

Teorema A. Dado um campo vetorial unitário sobre uma hipersuperfície Euclideana fechada
orientada M2n+1, temos

E(~v) ≥ C(n)
|deg(N)|vol(S2n+1)

S[2n−1] +
2n+ 1

2
vol(M2n+1),

onde S[2n−1] é o valor máximo de ‖S ∧ · · · ∧ S‖∞ (2n− 1 vezes, veja a definição 2.2) e

C(n) =

 n
2n−1 , se M2n+1 = S2n+1(r),

1
2
, caso contrário,

estas duas constantes dependem da imersão de M e da dimensão n.

Duas imersões não homotópicas possuirão dois graus da aplicação normal diferentes;
quanto maior o grau, maior a energia de um dado campo vetorial unitário. Até onde temos
conhecimento, esta é a primeira relação entre a topologia da imersão e o funcional energia
de campos.

Um caso especial é a esfera unitária S2n+1. Borreli et al [VBGM03] construiu uma família
de campos vetoriais unitários sobre S2n+1 com energia convergindo à energia de um campo
vetorial radial. Mais ainda, estes valores são ínfimos para o caso de campos vetoriais unitários
sem singularidades.

Por um Teorema de Hopf, veja, por exemplo, a página 51 de [Mil65], deg(N) é o mesmo
quando temos imersões de hipersuperfícies compactas homotópicas. Assim, é interessante
observar esferas com diferentes raios. Aplicando a mesma técnica do Teorema 2 para uma
esfera de raio r, temos

7



8 ENERGIA DE CAMPOS VETORIAIS UNITÁRIOS EM HIPERSUPERFÍCIES EUCLIDIANAS2.1

Corolário 1. Para r > 0, seja S2n+1(r) imersa em R2n+2 com grau da aplicação normal
igual a um. Então

E(~v) ≥
(

2n+ 1

2
r2n+1 +

n

2n− 1
r2n−1

)
vol(S2n+1).

Consequentemente, quando r = 1 recuperamos o Teorema 4. Esta inequação é bem
conhecida na literatura, veja [BW00] para avançar na discussão sobre energia de campos
vetoriais com singularidades isoladas, assim como para obter uma prova da desigualdade
geral a respeito de Ricci(~v,~v) sobre uma dada variedade Riemanniana.

Também discutimos uma lista de funcionais que possuem propriedades similares ao total
bending de fluxos, e determinam um valor ínfimo para cada um dependendo novamente do
grau deg(N). Seja ~v um campo vetorial unitário sobre uma variedade Riemanniana compacta
Mm. Para todo 1 ≤ k ≤ m− 1, defina

Bk(~v) =

∫
M

‖∇~v ∧ · · · ∧ ∇~v‖2︸ ︷︷ ︸
k-vezes

. (2.1)

Se σ2n denota a 2n-ésima função elementar simétrica, e V é a restrição de ∇~v a V ⊥ então
nosso último teorema pode ser reescrito da seguinte forma

Teorema B. Sejam M2n+1 uma variedade Riemaniana compacta e ~v um campo vetorial
unitário sobre M . Então

Bn(~v) ≥
(

2n

n

)∫
M

|σ2n(V)|. (2.2)

Além disso, quando M2n+1 é uma hipersuperfície Euclideana,

Bn(~v) ≥ | deg(N)|
S

(
2n

n

)
vol(S2n+1), (2.3)

onde S é a constante já mencionada.

Como uma consequência deste resultado, deduzimos

Corolário 2. Campos vetoriais de Hopf são mínimos para Bn sobre S2n+1.

Campos vetoriais de Hopf sobre S3 são mínimos absolutos para a energia, [Bri00], e
sobre S2n+1, para n ≥ 2, são pontos críticos instáveis do funcional, [Woo97]. Apesar destas
propriedades sobre esferas de dimensão maior, os funcionais Bn on S2n+1 são uma tentativa
de obter uma lista de funcionais tais que o campo vetorial de Hopf é mínimo, dando recursos
similares quando comparados à energia e/ou total bending. Este resultado também pode
ser comparado com o obtido em[Bri00], onde é feita a coreção da curvatura média do total
bending.
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2.1 Integrais de curvatura de hipersuperfícies fechadas

A demonstração do Teorema A, do corolário 1 e da inequação 2.3 do Teorema B contam
como uma lista de integrais de curvatura, esta lista será descrita nesta seção.

Assumiremos que M2n+1 é orientada, então a aplicação normal de Gauss N : M2n+1 →
S2n+1 é bem definida. Seja 〈·, ·〉 a métrica Riemanniana induzida sobreM . Seja ~v : M → TM

um campo vetorial unitário suave sobreM , e tome a base ortonormal {e1, . . . , e2n, e2n+1 := ~v}
em cada ponto x ∈ M . Agora, na tentativa de deixar o texto mais leve, fixaremos algumas
notações: para 1 ≤ A,B ≤ 2n + 1, fixe hAB = 〈S(eA), eB〉 e aAB = 〈∇eB~v, eA〉; segue que
a2n+1B = 〈∇eB~v,~v〉 = 0, para todo B. Para um número real t > 0, defina ϕ~vt : M2n+1 →
S2n+1(

√
1 + t2), por ϕ~vt (x) = N(x) + t~v(x). Com respeito à base já mencionada de TxM e

fixando
{
e1, . . . , e2n,

~v√
1+t2
− t N√

1+t2

}
como uma base ortonormal de Tϕ~vt (x)S

2n+1(
√

1 + t2),
nós temos que

dϕ~vt =


hij + taij

h2n+1 1 + ta1 2n+1

...
h2n+1 2n + ta2n 2n+1√

1 + t2h2n+1 1 · · ·
√

1 + t2h2n+1 2n

√
1 + t2h2n+1 2n+1

 .

A multilinearidade do determinante simplifica os cálculos em torno de uma fórmula ex-
plícita para det(dϕ~vt ) escrita em termos da segunda forma fundamental deM e componentes
dependendo do fibrado normal de ~v.

det((hAB) + t(aAB)) =
∑
σ

sgn(σ)
(
h1σ(1) · · ·h2n+1σ(2n+1) (2.4)

+ t
∑
i

h1σ(1) · · · ai σ(i) · · ·h2n+1σ(2n+1)

+ t2
∑
i<j

h1σ(1) · · · ai σ(i) · · · aj σ(j) · · ·h2n+1σ(2n+1)

...

+ t2na1σ(1) · · · a2nσ(2n)h2n+1σ(2n+1)

)
Portanto,

det(dϕ~vt ) =
√

1 + t2
2n∑
k=0

ηkt
k
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onde

η0 = det(hAB)

η1 =
∑
σ

sgn(σ)
∑
i

h1σ(1) · · ·hi−1σ(i−1)ai σ(i)hi+1σ(i+1) · · ·h2n+1σ(2n+1)

η2 =
∑
σ

sgn(σ)
∑
i<j

h1σ(1) · · ·hi−1σ(i−1)ai σ(i)hi+1σ(i+1) · · ·

· · ·hj−1σ(j−1)aj σ(j)hj+1σ(j+1) · · ·h2n+1σ(2n+1)

...

η2n =
∑
σ

sgn(σ)a1σ(1) · · · a2nσ(2n)h2n+1σ(2n+1).

O fato de det((hAB) + t(aAB)) =
∑

k ηkt
k mostra que, para 1 ≤ k ≤ 2n, ηk não depende

da escolha da base.
Uma vez que ϕ~vt e N são homotópicos, temos que deg(ϕ~vt ) = deg(N). Por outro lado,

se f : X → Y é uma aplicação suave entre duas variedades de mesma dimensão, digamos
m, então para qualquer m-forma ω sobre Y , a fórmula do grau é lida como

∫
X
f ∗(ω) =

deg(f)
∫
Y
ω. Então, seguindo os cálculos feitos em [BG18],

∫
M

ηk =

deg(N)
(
n
k/2

)
vol(S2n+1), se k é par,

0, se k é ímpar.
(2.5)

Veja [BG18] para uma descrição detalhada e prova destas integrais, e também para
algumas aplicações de folheações em hipersuperfícies.

2.2 Demonstração do Teorema A

Primeiro vamos definir uma lista de números relacionados ao produto wedge do operador
forma de M e suas restrições a uma lista de vetores sobre um ponto.

Definição. Se {u1, . . . , u2n+1} é uma base ortonormal em x ∈M , então, para cada 1 ≤ A ≤
2n+ 1,

S[A] = sup
1≤i1,...,iA≤2n+1; x∈M

{‖S(ui1) ∧ · · · ∧ S(uiA)‖∞},

onde ‖ · ‖∞ denota a norma do máximo, naturalmente estendida a ΛA(M).

Observe que S[A] está bem definida poisM é uma hipersuperfície compacta. Com respeito
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a {e1, . . . , e2n, ~v}, o funcional energia é escrito como

E(~v) =
1

2

∫
M

‖∇~v‖2 +
2n+ 1

2
vol(M)

=
1

2

∫
M

(∑
A,B

a2AB

)
+

2n+ 1

2
vol(M),

isto significa que η2 é a escolha natural sobre todos os ηk para determinar o valor inferior
para E(~v). Da última seção, temos∫

M

η2 =
∑
σ

sgn(σ)
∑
i<j

h1σ(1) · · ·hi−1σ(i−1)ai σ(i)hi+1σ(i+1) · · ·

· · ·hj−1σ(j−1)aj σ(j)hj+1σ(j+1) · · ·h2n+1σ(2n+1)

= n deg(N)vol(S2n+1)

Pela definição de matriz (aAB) e pelo fato de que duas de suas entradas aparecem na
soma acima, podemos tomar todas as submatrizes 2× 2 menores de (aAB), vezes um menor
dependendo da matriz segunda forma fundamental de M . Mais precisamente,

∫
M

η2 =

∫
M

(∑
i,j,k,l

∣∣∣∣∣ aij aik

alj alk

∣∣∣∣∣ det(Ĥ ij
lk) +

∑
i,j,l

∣∣∣∣∣ aij aj 2n+1

alj al 2n+1

∣∣∣∣∣ det(Ĥ i 2n+1
l 2n+1 )

)
, (2.6)

onde ĤAB
CD é uma (2n− 1)× (2n− 1) submatriz de (hAB) removendo as A-ésima e C-ésima

linhas, e B-ésima e D-ésima colunas.
Para 0 ≤ k ≤ 2n as funções ηk são invariantes a respeito de mudança de base. Pode-

mos assumir que η2 é calculado com respeito a uma base que diagonaliza a segunda forma
fundamental de M . Nesta nova base, temos uma matriz (ãAB) e sua última linha pode ser
diferente de zero. Assim escrevemos∫

M

η2 =

∫
M

∑
A<C

∣∣∣∣∣ ãAA ãAC

ãCA ãCC

∣∣∣∣∣ ∏
F 6=A,C

hFF .

De nossa definição 2.2,
∏

F 6=A,C hFF ≤ S[2n−1]. Aplicando a inequação

∣∣∣∣∣ a b

c d

∣∣∣∣∣ ≤ 1
2
(a2 + b2 +

c2 + d2), temos ∫
M

η2 ≤
1

2

∫
M

∑
A<C

(
ã2AA + ã2AC + ã2CA + ã2CC

)
S[2n−1].

Agora falaremos sobre a principal diferença entre o Teorema A e o Corolário 1; isto é:
entre a constante C(n) obtida de uma hipersuperfície arbitrária e a restrição a uma esfera
de raio r. Para uma hipersuperfície fechada arbitrária M2n+1, podemos diagonalizar (hAB)
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mas não podemos controlar quais entradas de (ãAB) serão diferentes de zero. Isto implica
que quando contamos os termos da diagonal ãFF na última inequação, terminaremos com
2n elementos. Assim∫

M

η2 ≤ nS[2n−1]
∫
M

∑
A,B

ã2AB ≤ nS[2n−1]
∫
M

‖∇~v‖2.

Por outro lado, se M = S2n+1(r), então (hAB) é 1/r vezes a matriz identidade, (hAB) =

(1/r) · I. Isto significa que para qualquer escolha de base, (hAB) é uma matriz diagonal. Em
particular, podemos tomar a base ortonormal {e1, . . . , e2n, e2n+1 := ~v}, e (aAB) é a mesma
que antes, ou seja, (a2n+1 B) = 〈∇eB~v,~v〉 = 0 para todo 1 ≤ B ≤ 2n+ 1. Neste caso, quando
contamos em termos de

∑
A<D
B<C

(a2AB + a2AC + a2DB + a2DC) temos um número menor, 2n− 1.
Assim ∫

S2n+1(r)

η2 ≤
2n− 1

2
S[2n−1]

∫
S2n+1(r)

‖∇~v‖2.

Portanto,

E(~v) ≥ C(n)
|deg(N)|vol(S2n+1)

S[2n−1] +
2n+ 1

2
vol(M2n+1),

onde

C(n) =

 n
2n−1 , se M2n+1 = S2n+1(r),

1
2
, caso contrário.

Perceba que quando M2n+1 = S2n+1(r), seu volume é r2n+1 vezes o volume de S2n+1.
Além disso, S[2n−1] = r−2n+1, pois (hAB) = (1/r) · I. Isto conclui a prova do corolário 1.

2.3 Resultados conhecidos e uma lista de novos funcionais

O objetivo desta sessão é mostrar algumas consequências diretas da equação 2.5, e tam-
bém demonstrar o Teorema B. Começamos considerando a integral da último invariante
η2n e então obtemos o ingrediente principal na prova do Teorema 3 presente em [Rez92].
Finalmente, discutimos uma lista de funcionais que chamamos de “total bending de ordem
maior" sobre variedades Riemannianas e estudamos seus valores inferiores em hipersuperfí-
cies Euclideanas fechadas.
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2.3.1 Outro panorama do Teorema 3

Pela definição, a última linha de (aAB) é zero (~v é unitário), então denote mA, 1 ≤ A ≤
2n+ 1, como seus 2n-menores. Assim, η2n =

∑
A(−1)A+1h2n+1AmA, o que implica

|η2n| ≤

(∑
A

h22n+1A

)1/2(∑
A

m2
A

)1/2

= ‖S(~v)‖

(∑
A

m2
A

)1/2

≤ S

(∑
A

m2
A

)1/2

≤ S
(√

det(I + (∇~v)(∇~v)t)− 1
)
.

Para a última inequação, veja o Lema 1 em [Rez92]. A prova do Teorema 3 termina ao fazer
a integração sobre M .

2.3.2 Funcionais de ordem superior: demonstração do Teorema B

O fato de ~v ser unitário implica que Bm(~v) = 0, e B1(~v) é, a menos de uma constante, o
total bending de ~v. Todos os funcionais B podem ser escritos como integrais de funções de
matrizes quadradas de ordem k a partir de (aAB),

Bk(~v) =

∫
M

∑
A1<···<Ak
B1<···<Bk

det2
(
aA1···Ak
B1···Bk

)
.

Assuma que M tem dimensão 2n+ 1. Quando 1 ≤ i, j ≤ 2n, a matriz (aij) = (〈∇ej~v, ei〉)
descreve o comportamento da distribuição normal a ~v. Vamos comparar este determinante
com o integrando do funcional Bn.

Se omitirmos as submatrizes menores de ordem n tendo ao menos um elemento do tipo
ai 2n+1 = 〈∇~v~v, ei〉, então

Bn(~v) =

∫
M

∑
A1<···<An
B1<···<Bn

det2
(
aA1···An
B1···Bn

)
≥
∫
M

∑
i1<···<in
j1<···<jn

det2
(
ai1···inj1···jn

)
.

Seguiremos as seções 3 e 4 de [FBN04], e o capítulo IV de [Cha00]. Geralmente, a dis-
tribuição normal de ~v é não integrável. Apesar disso (aij) ser não simétrico, podemos encon-
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trar uma base local tal que (aij) é triangular superior,

(aij) =



λ1 ∗ · · · · · · ∗

0
. . . ...

... λr ∗ · · ·
0
... x1 −y1 ∗ · · ·

y1 x1

0
. . . ...

... . . . ∗
... xs −ys
0 · · · · · · 0 ys xs



.

Seja D = diag(|λ1|, . . . , |λr|,
√
x21 + y21,

√
x21 + y21, . . . ,

√
x2s + y2s ,

√
x2s + y2s) a matriz di-

agonal 2n× 2n obtida a partir da diagonal princial de (aij). Calculando o determinante de
(aij) (levanto em conta a representação triangular superior) e pela construção de D, temos
que detD ≥ | det(aij)|. Por outro lado,∑

i1<···<in
j1<···<jn

det2
(
ai1···inj1···jn

)
≥

∑
i1<···<in
j1<···<jn

det2
(
Di1···in
j1···jn

)
,

simplifica pois a maioria dos elementos da diagonal principal em (aij) são diferentes de zero,
que é o caso de D.

O resultado principal da seção 3 em [FBN04] é o “Lema Fundamental", que estabelece
uma desigualdade entre o volume de uma matriz 2n × 2n diagonal e a soma de os elemen-
tos pares das funcões simétricas elementares. Ao provar este Lema, os autores deduziram a
seguinte desigualdade (ver segunda desigualdade na página 307 de [FBN04]; também deve-
mos citar [Cha00], equações (IV.16) e (IV.21) páginas 55 e 56, respectivamente)

∑
i1<···<in
j1<···<jn

det2
(
Di1···in
j1···jn

)
≥
(

2n

n

)
detD.

Uma vez que σ2n(V) = det(aij), isto completa a prova de 2.2.
O variante mais simples dependendo de ~v na seção 2.1 é η2n. Se S é o número definido

no Teorema 3, então ambos se combinam para estabelecer 2.3.

2.3.3 Fluxos de Hopf em S2n+1

Agora, provaremos o Corolário 2. Campos vetoriais de Hopf são tangentes às fibras de
S1 ↪→ S2n+1 → CPn, e a matriz associada à segunda forma fundamental de um dado H é
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uma matriz 2n× 2n do tipo

(aij) =



0 −1

1 0

. . .

0 −1

1 0


,

tendo n blocos da forma

(
0 −1

1 0

)
com zeros na diagonal e em todo o restante. Calculando

Bn(H) sobre S2n+1, precisamos contar quantas submatrizes de ordem n diferentes de zero a
matriz acima tem. Uma dada submatriz n× n é obtida removendo n linhas e n colunas de
(aij). Ao final deste processo, todas as linhas e colunas da submatriz n× n tem exatamente
um elemento, ±1. Rearranjando as linhas desta submatriz, temos uma n×n matriz diagonal,
e esta matriz tem determinante igual a ±1. Assim, temos

(
2n
n

)
não nulos de ordem n, cada

um valendo ±1. Portanto, Bn(H) =
(
2n
n

)
vol(S2n+1).
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3 Volume de campos vetoriais unitários
limitados pela topologia do campo

3.1 Lista de campos especiais em S2\{±P}

Neste capítulo, estabelecemos limitantes inferiores da área total de campos vetoriais
unitários em esferas Euclideanas furadas antipodalmente S2\{±P} e que estes valores de-
pendem do índice de Poincaré das singularidades de ±P . Mostramos que o mínimo é atingido
e descrevemos os campos vetoriais unitários ~vk que atingem o mínimo para cada índice k,
também mostramos que estes campos vetoriais são os únicos com esta propriedade. De fato,
dado um índice k, grosseiramente definimos um campo vetorial unitário ~vk com uma ou duas
singuralidades satisfazendo:

1. ~vk é paralelo ao longo dos meridianos

2. ~vk gira k − 1 vezes ao longo de cada paralelo com velocidade angular constante

3. estabelecemos um “meridiano inicial" tal que ~vk forma um ângulo θ com cada paralelo.

Teorema C. Seja ~v um campo vetorial unitário sobreM = S2\ {N,S}. Se k = max {I~v(N), I~v(S)},
então

vol(~v) ≥ πL(εk),

onde L(εk) é o comprimento da elipse x2

k2
+ y2

(k−2)2 = 1, com índice positivo k e I~v(P ) representa
o índice de Poincaré de ~v no ponto P .

Esta é uma extensão natural dos Teoremas 7 e 9 já mencionados. Também exibimos
campos vetoriais ~vk que são mínimos para o volume em cada índice k, ou seja, o ínfimo é
atingido. Estes resultados, até onde sabemos, resolvem completamente o problema de Gluck
e Ziller para o caso da esfera bidimensional perfurada antipodalmente. Borreli e Gil-Medrano
solucionaram o caso quando k = 2, [BGM10].

Em dimensão 2, o volume de ~v dado na equação 1.3 se reduz a

vol(~v) =

∫
S2

√
1 + γ2 + δ2 ν, (3.1)

17
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onde γ = g(∇~v~v,~v⊥) e δ = g(∇v⊥~v
⊥, ~v) são as curvaturas geodésicas associadas a ~v e ~v⊥,

respectivamente, e ν é a forma volume.
Sejam S1

α o paralelo de S2 na latitude α ∈ (−π
2
, π
2
) e S1

β o meridiano de S2 na longitude
β ∈ (0, 2π).

Definimos formalmente uma família de campos vetoriais unitários que atigem o volume
dado pelo Teorema.

Definição. Seja k um inteiro positivo e defina:

1. ~v1(p) = ~e2(p), se k = 1;

2. ~vk(p) = cos θ(p)~e1(p) + sin θ(p)~e2(p), se k > 1, onde θ : S2\ {N,S} → R é dado por
θ(α, β) = (k − 1)β + θ0, (onde θ0 é uma constante), neste sentido,

θ1(p) =
k − 1√
x2 + y2

and θ2(p) = 0.

Perceba que θ varia constantemente ao longo do paralelo x2+y2 = cosα, com α ∈
(
−π

2
, π
2

)
constante, e isto inclui o caso em que k = 1. Relembre que k = 2 tem uma singularidade
(veja [BGM10]).

Se usarmos coordenadas esféricas (α, β) tome p = (cosα cos β, cosα sin β, sinα), podemos
dizer que o vetor ~vk gira em torno do ponto P com uma velocidade de rotação constante ao
longo do paralelo α. Mais ainda, ~vk dá exatamente k − 1 voltas quando passa pelo paralelo
α, com respeito ao referencial {~e1, ~e2}, e dá k voltas com respeito a um referencial polar fixo,
neste caso, θ1(p) = k−1

cosα
. A figura 3.1 fornece uma representação sobre o comportamento de

~vks.

Lema. Seja θ ∈ [0, π/2] um ângulo orientado de e1 a ~v. Se ~v = (cos θ)e1 + (sin θ)e2 e
~v⊥ = (− sin θ)e1 + (cos θ)e2, então

1 + γ2 + δ2 = 1 + (tanα + θ1)
2 + θ22,

onde θ1 = dθ(e1), θ2 = dθ(e2).

Proof. Escrevemos γ e δ da seguinte maneira:

γ = A+B + C +D and δ = A′ +B′ + C ′ +D′,

com

A = g
(
∇(cos θ)e1(cos θ)e1, ~v

⊥) , B = g
(
∇(sin θ)e2(cos θ)e1, ~v

⊥) ,
C = g

(
∇(cos θ)e1(sin θ)e2, ~v

⊥) , D = g
(
∇(sin θ)e2(sin θ)e2, ~v

⊥)
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Figure 3.1: Representação do campos ~vks

e

A′ = g
(
∇(− sin θ)e1(− sin θ)e1, ~v

)
, B′ = g

(
∇(cos θ)e2(− sin θ)e1, ~v

)
C ′ = g

(
∇(− sin θ)e1(cos θ)e2, ~v

)
, D′ = g

(
∇(cos θ)e2(cos θ)e2, ~v

)
.

Observe que tanα = g
(
∇e1e1, e2

)
e ∇e2e2 = 0. De fato, defina ψ : U → R3 como

ψ(α, β) = (cosα sin β, cosα cos β, sinα), onde
(
− π

2
, π
2

)
×
(
0, 2π

)
:= U ⊂ R2. Neste caso,

ψα = e2, ψβ = e1 cos(α) e ψαα = ∇e2e2. Portanto, tanα = g
(
∇e1e1, e2

)
e, uma vez que e2 é

tangente aos meridianos, ∇e2e2 = 0 em S2.
Por um cálculo direto,

γ = cos θ(tanα + θ1) + (sin θ)θ2, (3.2)

δ = sin θ(tanα + θ1)− (cos θ)θ2. (3.3)

A partir das equações (3.2) e (3.3), temos

1 + γ2 + δ2 = 1 + (cos θ(tanα + θ1) + (sin θ)θ2)
2 + (sin θ(tanα + θ1)− (cos θ)θ2)

2

= 1 + cos2 θ(tanα + θ1)
2 + (sin θ)2θ22 + sin2 θ(tanα + θ1)

2 + (cos2 θ)θ22

= 1 + (tanα + θ1)
2 + θ22.
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Finalmente,
1 + γ2 + δ2 = 1 + (tanα + θ1)

2 + θ22.

Este Lema nos permite reescrever o funcional volume como uma integral dependendo da
latitude α e das derivadas de θ

vol(~v) =

∫
M

√
1 + (tanα + θ1)

2 + θ22 ν. (3.4)

Proposição. Seja ~vk um campo vetorial unitário sobre M = S2\{±P}. Então,

vol(~vk) = πL(εk),

se, e somente se, ~vk satisfaz a definição anterior.

Proof. Usando o Lema anterior, temos

vol(~vk) =

∫
M

√
1 + (tanα + θ1)2 + θ22 ν.

Assumindo θ1 = k−1
cosα

e θ2 = 0, obtemos

vol(~vk) =

∫
M

√
1 +

(
tanα +

k − 1

cosα

)2

ν

=

∫
M

√
1 +

(
sinα + k − 1

cosα

)2

ν

=

∫
M

√
1 + (k − 1)2 + 2(k − 1) sinα

cosα
ν

= lim
α0→−π2

∫ π
2

α0

∫ 2π

0

√
1 + (k − 1)2 + 2(k − 1) sinα

cosα
cosα dβ dα

= 2π

∫ π
2

−π
2

√
1 + (k − 1)2 + 2(k − 1) sinα dα.

Tomando t = α
2

+ π
4
temos

vol(~vk) = 4π

∫ π
2

0

√
(k − 2)2 + 4(k − 1) sin2 t dt

= πL(εk).
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Por outro lado, se vol(~vk) = πL(εk),

vol(~vk) =

∫ √
1 + (tanα + θ1)2 + θ22 ν

≥
∫ √

1 + (tanα + θ1)2 ν

≥
∫
| cosϕ+ sinϕ(tanα + θ1)| ν

= πL(εk),

então θ2 = 0 e cosϕ(tanα + θ1) = sinϕ, onde ϕ ∈ R. Concluímos que θ1 = tanϕ− tanα e
ϕ = ϕ(α) = arctan

(
tanα + k−1

cosα

)
, o que implica θ1 = k−1

cosα
.

3.2 Demonstração do Teorema C

Seguiremos passos muito parecidos com os apresentados na prova do principal Teorema
do artigo [BCJ08].

Demonstração do Teorema. Dados a, b, ϕ ∈ R temos a desigualdade geral
√
a2 + b2 ≥

|a cosϕ+ b sinϕ|, que implica√
1 + (tanα + θ1)

2 ≥ |cosϕ+ sinϕ(tan(α) + θ1)| .

Assim,

vol(~v) ≥
∫
M

(cosϕ+ sinϕ| tanα + θ1|) ν. (3.5)

Esta desigualdade é válida para todo ϕ tal que 0 ≤ ϕ ≤ 2π, portanto podemos usar ϕ obtido
na proposição anterior:

ϕk(α) = arctan

(
tanα +

k − 1

cosα

)
; onde α ∈

(
−π

2
,
π

2

)
. (3.6)

Recolocando esta condição na equação (3.5) obtemos

vol(~v) ≥
∫
M

(
cos
(
ϕk(α)

)
+ sin

(
ϕk(α)

)
|tanα + θ1|

)
ν. (3.7)

Por outro lado, 3.6 nos dá

cos
(
ϕk(α)

)
=

cosα√
1 + (k − 1)2 + 2(k − 1) sinα

e
sin
(
ϕk(α)

)
=

k − 1 + sinα√
1 + (k − 1)2 + 2(k − 1) sinα

.
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Assim, a segunda parte da desigualdade (3.7) é igual a

lim
α0→−π

2

∫ π
2

α0

∫ 2π

0

(
cosα√

1 + (k − 1)2 + 2(k − 1) sinα
+

k − 1 + sinα√
1 + (k − 1)2 + 2(k − 1) sinα

|tanα+ θ1|

)
cosαdβdα.

(3.8)

Da forma conexão de Cartan ω12 é dado

ω12 = δω1 − γω2,

onde {ω1, ω2} é a base dual de {~v,~v⊥}. Se i : S1
α ↪→ S2 é a aplicação inclusão, e e1 =

sin θ~v⊥ + cos θ~v, então
i∗(ω12)(e1) = δ sin θ − γ cos θ,

onde i∗ é o pullback de i.
Das equações (3.2) e (3.3), temos

i∗(ω12)(e1) = sin θ
[
sin θ

(
tanα + θ1

)
− cos θ(θ2)

]
− cos θ

[
cos θ

(
tanα + θ1

)
+ sin θ(θ2)

]
= tanα + θ1.

Assim, de (3.8)

vol(~v) ≥ lim
α0→−π2

∫ π
2

α0

∫ 2π

0

(
cosα +

(
(k − 1) + sinα

)
i∗(ω12)(e1)√

1 + (k − 1)2 + 2(k − 1) sinα

)
cosα dβ dα. (3.9)

Para calcular a integral de i∗ω12 sobre o paralelo de S2 em uma latitude constante α, seguimos
os mesmos argumentos da demonstração do Teorema 1.1 de [BCJ08].

S2
α = {(x, y, z) ∈ R3; z ≥ sinα} , α0 ≤ α ≤ π

2
.

A 2-form dω12 é dada por
dω12 = ω1 ∧ ω2.

Uma aplicação simples do Teorema de Stokes implica que∫
S2α
dω12 = 2π

(
IN(~v)

)
−
∫
S1α
i∗ω12.

Suponha que IN(~v) = sup{IN(~v), IS(~v)} = k. Obtemos∫
S1α
i∗ω12 = 2πk − Area

(
S2
α

)
= 2πk − 2π

(
1− sinα

)
= 2π

(
k − 1 + sinα

)
. (3.10)
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Da desigualdade (3.9),

vol(~v) ≥ lim
α0→−π2

∫ π
2

α0

∫ 2π

0

(
cosα +

(
(k − 1) + sinα

)
i∗(ω12)(e1)√

1 + (k − 1)2 + 2(k − 1) sinα

)
cosα dβ dα

= lim
α0→−π2

∫ π
2

α0

(
cosα√

1 + (k − 1)2 + 2(k − 1) sinα

∫ 2π

0

cosα dβ

+

(
(k − 1) + sinα

)√
1 + (k − 1)2 + 2(k − 1) sinα

∫
S1α
i∗ω12

)
dα

= lim
α0→−π2

∫ π
2

α0

(
2π cos2 α√

1 + (k − 1)2 + 2(k − 1) sinα
+

2π
(
(k − 1) + sinα

)2√
1 + (k − 1)2 + 2(k − 1) sinα

)
dα,

onde a última inequação é obtida através de (3.10). Portanto,

vol(~v) ≥ 2π lim
α0→−π2

∫ π
2

α0

(
cos2 α +

(
(k − 1) + sinα

)2√
1 + (k − 1)2 + 2(k − 1) sinα

)
dα.

Analogamente,

vol(~v) ≥ 2π lim
α0→−π2

∫ π
2

α0

(√
1 + (k − 1)2 + 2(k − 1) sinα

)
dα.

Uma identidade trigonométrica nos dá

vol(~v) ≥ 2π

∫ π
2

−π
2

√
(k − 2)2 + 4(k − 1) sin2

(α
2

+
π

4

)
dα.

Assuma que t = α
2

+ π
4
, então

vol(~v) ≥ 4π

∫ π
2

0

√
(k − 2)2 + 4(k − 1) sin2 tdt. (3.11)

Considere k > 2 e uma elipse εk dada por

x2

k2
+

y2

(k − 2)2
= 1.

Seja µ a parametrização para εk definida por µ(t) = (k cos t, (k− 2) sin t). Seu comprimento
é

L(εk) = 4

∫ 2π

0

(√
(k − 2)2 + 4(k − 1) sin2 t

)
dt. (3.12)

Portanto,
vol(~v) ≥ πL(εk).
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