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Resumo

Cupitra, E. A. V. Formula de Area e Coarea em conjuntos Retificaveis. 2020. 60 f. Tese
(Mestrado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2020.

A féormula da area para aplicagGes Lipschitz em espagos euclidianos é uma generalizagdo do
teorema de mudanga de varidveis classico no contexto de integrais miltiplas do Céalculo Avangado.
A formula da coarea, por sua vez, é uma generalizacdo do teorema de Fubini-Tonelli para medidas
produto. Neste trabalho sao estudadas versoes abstratas destas férmulas para aplicacoes Lipschitz

definidas em subconjuntos retificaveis de espagos euclidianos.

Palavras-chave: formula da area, formula da coarea, conjuntos retificaveis.
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Abstract

Cupitra, E. A. V. Formula of the area and Corea in rectifiable sets. 2020. 120 f. Tese (Mes-
trado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2020.

The area formula for Lipschitz maps in Euclidean spaces is a generalization of the classical
change of variables theorem for multiple integrals from Advanced Calculus. The coarea formula, in
its turn, is a generalization of Fubini-Tonelli’s theorem for product measures. In this work, we study
abstract versions of those formulae for Lipschitz maps defined on rectifiable subsets of Euclidean

spaces.

Keywords: area formula, coarea formula, rectifiable sets.
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Capitulo 1

Introducao

A chamada teoria geométrica da medida é uma area da Mateméatica que se situa na fronteira
entre a Andlise e a Geometria. Grosso modo, pode-se dizer que o propoésito desta teoria é investigar
problemas geométricos através da teoria da medida. O nome “teoria geométrica da medida” deriva
do tratado homénimo de H. Federer [9], publicado em 1969, o qual é até os dias atuais uma das
principais referéncias da area.

A histoéria da teoria geométrica da medida esta atrelada a da teoria das superficies minimas e
ao problema de Plateau! no R3, i.e. o problema de encontrar uma superficie de menor area entre
todas as superficies cujo bordo seja uma dada curva suave, bem como a suas generalizacbes em
dimensoes/codimensoes maiores. Uma das estratégias historicamente bem-sucedidas no ataque do
referido problema é o chamado método direto do cdlculo das variacdes; em particular, uma das
etapas deste método envolve redefinir a nogao classica de superficie da Geometria Diferencial (na
qual sdo considerados objetos que possuam regularidade C' ou maior) de modo a se considerar
superficies num sentido generalizado ou “fraco”. Aqui, a ideia é similar & que se aplica na teoria das
equagoes a derivadas parciais ao se considerar solugoes num sentido fraco ou generalizado (dadas
por fungdes de Sobolev, por exemplo); com a amplia¢ao do espago das possiveis solugoes, ganham-se
teoremas de compacidade que eventualmente garantam a existéncia de solugoes de certos problemas
de valores iniciais ou de contorno.

E com este espirito que, na teoria geométrica da medida, os objetos lisos da Geometria Dife-
rencial classica sao substituidos por objetos com regularidade menor e que tenham propriedades
similares sob o ponto de vista da teoria da medida. Assim, por exemplo, funcdes de classe C! ou
maior sao substituidas por fungées Lipschitz (ou, mais geralmente, por func¢oes aprozimadamente
diferencidveis, cf. [9] cap. 3), e subvariedades mergulhadas de dimensao k em R" sdo substituidas
por conjuntos k-retificdveis em R"™. Estes sao conjuntos que, do ponto de vista da teoria da medida,
possuem propriedades tangenciais ou de primeira ordem similares as dos seus anélogos lisos.

Em 1958, Federer publicou “Curvature Measures”’ ([8]), um artigo que deu os passos iniciais
no sentido de se compreender, do ponto de vista da teoria da medida, as propriedades de sequnda
ordem de superficies que carecem das propriedades de diferenciabilidade normalmente assumidas
para discutir a curvatura. No mesmo artigo, também foi enunciada pela primeira vez e provada a
chamada férmula da codrea, uma poderosa generalizagao do classico teorema de Fubini-Tonelli sobre
integracao com respeito a medidas produto. Federer menciona que se trata de um complemento &
classica formula da drea®, e que ele a descobriu através da simplificacdo de alguns argumentos de
Di Giorgi em [3]|. A formula da area, por sua vez, é uma generaliza¢do do teorema de mudanca de
variaveis no contexto de integrais multiplas em R”; embora seja mais antiga®, a versdo para funcoes
Lipschitz (ou, mais geralmente, para fungdes aproximadamente diferenciaveis) em subconjuntos
retificaveis de espacos euclidianos é também devida a Federer, pelo que pudemos apurar.

lem homenagem a Joseph Plateau.

2em [8] Federer chama tais férmulas genericamente de férmulas integrais, mas a nomenclatura férmula da drea,/-
codrea é usada em [9] e parece ter-se consolidado desde entéo.

3por exemplo, em 1933 C. B. Morrey ja havia provado em [4] uma versdo da férmula da area para fungées que ele
chamou de “absolutamente continuas no sentido de Tonelli”.



2 INTRODUCAO 1.0

No presente trabalho, tem-se por objetivo investigar as férmulas da area e da coérea para fun-
¢oes Lipschitz em subconjuntos retificaveis de R™, com provas mais acessiveis que as de [9] (que,
embora seja a principal referéncia da area, é um texto dificil para iniciantes). Estas formulas sao
instrumentos importantissimos em teoria geométrica da medida e generalizacbes das mesmas ainda
se constituem em temas de pesquisa atual, a exemplo de [16], onde se provam versoes fracas e fortes
da féormula da coérea e da regra da cadeia para determinantes jacobianos em espagos de Sobolev
fracionais, e de [14], onde se prova uma versao da férmula da coarea para fungoes em grupos Carnot
de 2-etapas com estrutura sub-Lorentziana, além de muitas outras contribui¢des que aqui poderia-
mos citar.

Segue, abaixo, um breve resumo dos tépicos a serem abordados em cada capitulo.

No capitulo 2, “Preambulo”, sao recordadas algumas nogoes elementares da teoria da medida e
integracao e da teoria geométrica da medida que serao usadas ao longo deste trabalho.

No capitulo 3, “Férmulas da Area e Coarea em Espacos Euclidianos”, serao enunciadas e provadas
versoes das férmulas da area e da codrea para aplicagoes Lipschitz R™ — R™, as quais serao usadas
para provar os resultados mais gerais do capitulo 5.

No capitulo 4, “Retificabilidade”, introduziremos a nogao de conjuntos k-retificdveis em R™.
Estudaremos propriedades tangenciais desses conjuntos e faremos uma caracterizagdo da nogao de
retificabilidade através de blow-ups de medidas de Radon (4.21).

Por fim, no capitulo 5, “Férmulas da Area e Coarea em Conjuntos Retificaveis”, serdo enun-
ciadas e provadas versoes destas férmulas para aplicagoes Lipschitz definidas em subconjuntos
k-retificiveis de R™. Para tal, introduzimos a nocao de diferenciabilidade tangencial em conjuntos
retificaveis (veja 5.4), provamos uma versao do teorema de Rademacher para fungoes Lipschitz em
conjuntos retificaveis (veja 5.6), e a seguir generalizamos as formulas da area e da coarea em espagos
euclidianos para o contexto de funcoes Lipschitz em conjuntos retificaveis.



Capitulo 2

Preambulo

Remetemos o leitor para [18] ou [6], se necessério, para nogoes elementares da teoria da medida
e integracao. Neste capitulo, fixaremos alguma notagao e recordaremos algumas proposigoes/teore-
mas da referida teoria, os quais serao utilizados nos capitulos subsequentes. Enunciaremos também
algumas proposigoes/teoremas iniciais em teoria geométrica da medida, cuja discussao foge do es-
copo deste texto, para os quais sugerimos as referéncias [12], [5], [9], [13] ou [7]. Para conveniéncia do
leitor, indicaremos sugestoes de referéncias junto a cada proposi¢dao ou teorema cuja demonstragao
for omitida. Os leitores mais experientes podem passar diretamente ao capitulo 3 e retornar aqui
quando necessario.

2.1 Medidas e Mensurabilidade

Definigao 2.1. Uma medida exterior ou, simplesmente, uma medida num conjunto X é uma fungao

p: P(X)—[0,00] tal que:
L (@) = 0;
2. (Monotonicidade) pu(A) < pu(B) sempre que A C B;
3. (Subaditividade enumeravel) p(Use Ay) < D> u(Ay,).

Observagao 2.2. Nossa nomenclatura esta de acordo com a comumente usada na Teoria Geométrica
da Medida. No entanto, a maioria dos textos Analise Real (veja, por exemplo, [6]) reserva o termo
“medida” para uma fungdo definida em uma o-algebra M de subconjuntos de X, satisfazendo a
aditividade enumerével, conforme definido abaixo em 2.6. Vamos usar o termo “medida’” para ambos
os tipos de fungdes de conjunto, se nao houver risco de confusdo; se o contexto nao deixar claro,
escreveremos explicitamente quando se trata de uma “medida exterior” ou de uma “medida numa
o-algebra’”.

Definigao 2.3. Dada uma medida exterior g em um conjunto X, um subconjunto A C X é
chamado de mensuravel em relagao a u (ou p-mensuravel, ou, simplesmente, mensuravel) se satisfizer
a condicao de Carathéodory: para todo T' C X,

u(T) = p(T N A) + (T \ A),

Tendo em vista que a desigualdade “<” na linha acima vale trivialmente, pela subaditividade enu-
meravel, basta que se verifique a desigualdade oposta; e nesse caso, basta que se considere T' C X
tal que u(7T) < oo, caso contrario a desigualdade oposta é trivial.

Denotamos por o(u) o conjunto de todos os subconjuntos mensuraveis de X em relagao a p.

Exemplo 2.4 (Medida de Lebesgue). Sejam X = R" e pu: Z(X) — [0,00] definida por pu(A4) :=
inf{} e 4 vol(Q) | A & uma cobertura enumeravel de A por cubos com lados paralelos aos eixos
coordenados }, onde vol(Q) denota o volume euclidiano do cubo @ (que ndo é assumido como

3



4 PREAMBULO 2.1

aberto ou fechado, isto é , qualquer produto de intervalos com o mesmo comprimento é um cubo
valido). Entao p ¢ uma medida em R", chamada de medida de Lebesgue. Denotamos a medida
de Lebesgue em R™ por |- | ou L£". Interpretamos a medida de Lebesgue £"(A) como o “volume
euclidiano n-dimensional de A”.

Denotamos o conjunto o(L™) de conjuntos Lebesgue mensuraveis por Zgn(ou, simplesmente,

Observagao 2.5. 1) L™ é invariante por translacoes, isto é, para todo = € R™ e para todo A C R,
LA+ x)=L"(A).

2) L™ é homogéneo de grau n com respeito a homotetias, isto é, para todo A > 0 e para todo
A CR™ LMANA) = \"L(A).

Definigao 2.6. Dado X um conjunto, M C &(X) é chamado de algebra de subconjuntos de X se
contiver o conjunto vazio, for fechado por complementacao e por unioes finitas. M é chamado de
o-algebra se for uma algebra fechada por uniGes enumeraveis. Os conjuntos em M sdo chamados
mensurdveis com respeito a M, ou M-mensurdveis, ou (se ficar claro pelo contexto), simplesmente,
mensurdvess.

Dada uma o-algebra M C & (X), chamamos uma funcdo p : M — [0, cc] de medida em M se
satisfizer:

L p(0) = 0;

2. (aditividade enumeravel) para toda sequéncia disjunta (A, ey em M, p(Up—; Ay) = >0 1 pu(Ay).
Uma medida g : M — [0, 00] é chamada:

o completa se VE € M, u(E)=0e A C E implica A € M,

e finita se pu(X) < oo;

e o-finita se existe uma sequéncia (Fy,)pen em M tal que UpenE, = X e, para todo n € N,
w(Ey,) < oo. Mais geralmente, um conjunto A C X diz-se o-finito se puder ser coberto por
uma quantidade enumeréavel de conjuntos mensuraveis de medidas finitas.

Teorema 2.7 (de Carathéodory, (6], [9]). Seja u uma medida exterior num conjunto X. Entdo
o(u) € uma o-dlgebra de subconjuntos de X e a restricao de p a o(p) € uma medida completa.

Definigao 2.8. Uma medida exterior p: Z(X) — [0, 00] é chamada:
e regular se, para todo A C X, existe E € o(pu) tal que A C E e u(A) = p(E);
e finita ou o-finita se assim for sua restrigao a o(u).

Dado A C X, ndo necessariamente py-mensuravel, diz-se que A é o-finito com respeito a u
se puder ser escrito como unido enumeravel de conjuntos (ndo necessariamente mensuraveis) de
medidas finitas.

Proposicao 2.9 (Propriedades de continuidade das medidas, [6], [9], [12]). Para uma medida
exterior u em X, as sequintes propriedades sdo vdlidas:

i) (continuidade para cima) se (Ep)nen € uma sequéncia crescente em o(p), entao
p(Us  En) = lim u(Ey);
n—0o0

i1) (continuidade para bairo) se (E,)neny € uma sequéncia decrescente em o(u) e p(Ep) < oo,
entao
M(mzozlEn) = lim N(En)
n—oo
Observagao 2.10 (]9]). Com a notacao da proposi¢ao anterior, se p for regular, a propriedade i) vale
para toda sequéncia crescente (E))nen de subconjuntos de X (nao necessariamente mensuraveis).



2.1 MEDIDAS E MENSURABILIDADE )

2.1.1 Envoltorios

Definigao 2.11 (envoltério). Sejam g uma medida num conjunto X e A C X. Diz-se que B € o(u)
é um p-envoltdrio de A se A C B e, para todo T € o(p), p(T' NA) = u(T'NB).

Proposicao 2.12 (existéncia de envoltorios). Sejam p uma medida num conjunto X e A C X.
i) Se B€o(u) étal que AC B e u(A) = u(B) < 00, entao B é um p-envoltorio de A.
ii) Se w for reqular e A for o-finito com respeito a p, entdo A admite um p-envoltorio.

Demonstragao. 1) Seja T € o(u). Tem-se: p(T'N B) = p(B) — u(B\T) < u(A) — p(A\T) =
w(TNA) <u(TnNB),logo w(TNB)=pu(TnNA).

ii) O caso em que pu(A) < oo segue imediatamente do item anterior, pois a regularidade de p
garante a existéncia de B € o(u) tal que A C B e u(A) = p(B) < 0.

No caso geral, pela o-finitude de A com respeito a u, podemos tomar (A,),en sequéncia
crescente de subconjuntos de X tal que UpenA, = A e, Vn € N, u(A,) < oo. Pelo caso
ja provado, para todo n € N, existe B, € o(u) envoltorio de A, com respeito a pu. Por
inducao sobre n ¢ imediato verificar que, para cada n € N, U} ; B; também ¢ envoltorio de A,
com respeito a p; assim, substituindo-se B, por Uj_,B;, se necessario, podemos supor que a
sequéncia (By,)nen € crescente.

Note que as sequéncias (T'N Ap)nen € (T N By)nen crescem, respectivamente, para TN A e
T N UpenByp. Dai, para todo T' € (), como p é regular, segue da observagao 2.10 que

w(IT'NA) = le wTNA,) = le w(T' N By) = p(T NUpenBnp).

Pela arbitrariedade do T' € o(u) tomado, isso mostra que UpenB,, € o(u) é um envoltorio de
A, o que conclui a demonstracio.

O
2.1.2 Operagoes com Medidas

Trés maneiras uteis de se construir medidas a partir de medidas dadas sao as restricées, os tracos
e o pushforward.

Definigao 2.13 (restrigoes e tragos de medidas). Seja g uma medida exterior em X e A C X.
Definimos:

1. a restrigao de p a A, denotada por p LLA, como a medida Z(X) — [0,00] dada por E —
n(ANE):;

2. o trago de 1 em A, denotado por u|a, como a medida Z(A) — [0, 00] dada por E — u(E),
i.e. a restricao a Z(A) C Z(X) da funcao p: Z(X) — [0.00].

Note que a restrigao p LA é uma medida em X, enquanto que o trago |4 é uma medida em
A. Além disso, nao assumimos que A seja y-mensurével.

Definigao 2.14 (pushforward de medidas). Sejam p uma medidaem X e f : X — Y uma aplicagao
a valores no conjunto Y. Definimos uma medida Z(Y) — [0, 00] em Y por:

ACY = pu(f7H(A)), (2.1)

a qual é chamada de pushforward de p por f e denotada por fup.

Proposicao 2.15 ([7]). Sejam p uma medida no conjunto X, A C X e f: X — Y. Valem as
sequintes propriedades:
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i) o(p) Co(p LLA).

i) Se E € o(p), entio ENA € o(u|a). Além disso, se A € o(u), entio o(p|s) = o(p) N24 =
{Ec€o(p)| ECA}.

iii) Se BCY, f~1(B) é u-mensurdvel se, e somente se, VA C X, B € fu(u LLA)-mensurdvel.

2.1.3 Medidas em Espacos Topolbgicos

Acrescentemos, agora, uma topologia 7 no conjunto X. Devemos considerar medidas em X que
interajam com a topologia, no sentido de ter boas propriedades de regularidade e aproximacao,
conforme sera exposto abaixo.

Dado um subconjunto S C Z(X), existe uma menor o-algebra de subconjuntos de X que
contém S, a saber, a intersecao da familia de todas as o-algebras em X que contém S (esta familia
nao é vazia, uma vez que Z(X) é uma tal o-algebra). Denotamos esta o-algebra por o(95), a
chamada o-algebra gerada por S.

Definigao 2.16. Num espago topologico (X, 7), definimos a o-dlgebra de Borel como a o-algebra
gerada por 7, ou seja, o(7). Notagdo: Zx ou Z(X). Os elementos de Zx sao chamados conjuntos
de Borel ou borelianos.

Uma medida @ em X é uma medida de Borel se cada conjunto de Borel é y-mensurével, ou seja,
se Bx C o(p). Uma medida Borel-regular em X é uma medida de Borel em X que satisfaz: para
todo A C X, existe £ € #Bx tal que A C E e u(A) = pu(E).

O seguinte teorema fornece um critério importante para que uma medida num espago métrico
seja boreliana.

Teorema 2.17 (critério de Carathéodory, [12], [9]). Uma medida u num espago métrico (X,d) é
boreliana se, e somente se,

u(AU B) = u(A) + u(B) (Ca)
sempre que A,B C X e d(A, B) := inf{d(a,b) | a € A,b € B} > 0.
Defini¢ao 2.18. Uma medida de Borel 1 em um espago topologico (X, 7) é chamada:

1. aberta o-finita se existe uma sequéncia (U )nen de subconjuntos abertos de X tal que X =
UnenUy, e para todo n € N, u(U,) < oo.

2. localmente finita se, para cada z € X, existe uma vizinhanga aberta U de x tal que pu(U) < co.

Proposigao 2.19 (envoltorios borelianos). Sejam p uma medida Borel-reqular num espago topold-
gico X e A C X um conjunto (nao necessariamente mensurdvel) o-finito com respeito a p. Entao
A admite um p-envoltério boreliano B, i.e. existe B € Bx tal que B € p-envoltorio de A.

Demonstragao. Se p(A) < oo, a Borel-regularidade de p garante a existéncia de B € £x tal que
A C B e u(A) = pu(B) < oo; dai, segue da prop. 2.12.i) que B é p-envoltorio de A.

No caso geral, a o-finitude de A com respeito a p permite escrever A = UpenAy, com (A )nen
crescente e, para todo n € N, u(A4,) < co. Pelo caso ja provado, para cada n € N, podemos tomar
B, C X envoltorio boreliano de A,. Entao, pelo mesmo argumento da prova da prop. 2.12.ii),
conclui-se que UpenBy, € #Bx é p-envoltorio de A. O

Corolario 2.20. Sejam p uma medida Borel-regular num espago topoldgico X e A C X um conjunto
pu-mensurdvel e o-finito. Entao existem borelianos B, D C X tais que D C AC B e u(B\ D) =0.

Demonstragao. Tome B D A envoltorio boreliano de A. Como A € o(u), tem-se B\ A € o(u); logo,
pela defini¢do de p-envoltorio, tem-se u(B\ A) = p((B\ A)NB) = u((B\ A)NA) = ) = 0.
Em particular, existe E D B\ A envoltorio boreliano de B\ A, de modo que p(E) = 0. Defina
D:=B\EePBx.EntaioDC ACBeB\D =ENBCE,logo uB\D)=0. O
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Teorema 2.21 (aproximagao por abertos e fechados, [9], [7]). Seja u uma medida Borel-regular
aberta o-finita num espago topoldgico (X,T) no qual todo fechado é um Gs (i.e. uma intersec¢ao
enumerdvel de abertos). Valem as sequintes propriedades de aprozimag¢ao:

i) (aproximagao por fora por abertos) VA C X, u(A) =inf{u(U) | ACU € 7};
i) (aproximagao por dentro por fechados) VA € o(u), p(A) = sup{u(C) | C C A,C fechado}.

Observacao 2.22. O teorema anterior vale, em particular, para uma medida Borel-regular localmente
finita num espago métrico separavel.

Definigcao 2.23. Uma medida de Radon num espago topologico Hausdorff localmente compacto
(X, 7) é uma medida de Borel p em X tal que:

i) (finitude sobre conjuntos compactos) Se K é um subconjunto compacto de X, entao pu(K) < oo.

ii) (Regularidade interior nos conjuntos abertos) Para todo U C X aberto,

w(U) = sup{p(K) | K C U, Kcompacto}.

iii) (Regularidade exterior) Para todo A C X,

w(A) =inf{u(U) | A C U,Uaberto}.

Observagao 2.24.

1) Se p é uma medida de Radon num espago topologico Hausdorff localmente compacto (X, 7),
entao u € regular internamente em todos os conjuntos p-mensuréveis o-finitos, i.e. a propriedade
2.23(ii) vale para qualquer A conjunto p-mensuréavel o-finito no lugar de U. Em particular, se p
é o-finita, a propriedade 2.23(ii) vale para todos os conjuntos p-mensuraveis.

2) Num espago métrico localmente compacto separéavel X, uma medida é de Radon se, e somente
se, for Borel-regular e localmente finita.

Definigao 2.25 (Suporte de uma medida num espago topoldgico). Seja p uma medida num espago
topologico X.

1. Dizemos que u é concentrada sobre um conjunto A C X, se u(X \ A) = 0.

2. O suporte de p, denotado por spt u, € o complemento da unido de todos os conjuntos abertos
V C X tal que pu(V) =0.

Proposicao 2.26 (|7]). Sejam p uma medida sobre um conjunto X e A C X. As sequintes propri-
edades sao vdlidas:

i) Se X € um espago métrico, p é uma medida Borel-reqular em X el) A€ Bx ou?2) A€ o(p)
e n(A) < 0o, entao u LA € Borel reqular.

ii) Se X € um espag¢o métrico separdvel localmente compacto, 1 uma medida de Radon em X e 1)
AeBx ou2) Aco(p) e u(A) < oo, entao pu LA é uma medida de Radon.

Proposicao 2.27 ([9], [7]). Sejam X e Y espagos métricos separdveis localmente compactos, f :
X — Y wuma aplicagao continua e propria, e p uma medida de Radon em X. Entao fup € uma
medida de Radon em'Y e spt fup = f(spt p).
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2.1.4 Aplicagoes Mensuraveis

Defini¢ao 2.28 (Espagos mensuraveis e aplicagoes mensuraveis). Um espago mensurdvel é um par
(X, M) onde X é um conjunto e M é uma o-élgebra de subconjuntos de X. Os elementos de M
sao chamados de M-mensurdveis (ou, simplesmente, mensurdveis). Dados os espagos mensuraveis
(X, M) e (Y,N), uma aplicagao f : X — Y é chamada de mensurdvel com respeito a M e N (ou
simplesmente mensurdvel) se, para todo A € N, f~1(A) € M.

Se X (ouY') é um espago topologico, assumiremos tacitamente que a o-algebra M é a o-algebra
Ax de Borel, a menos que outra o-algebra seja explicitamente especificada.

Definigao 2.29 (Aplicagoes p-mensuraveis). Sejam p uma medida em X e Y um espago topologico.
Uma fungao f:dom f C X — Y é chamada de mensurdvel com respeito a p (ou p-mensurdvel) se
as seguintes condic¢oes forem satisfeitas:

1. Seu dominio cobre quase todo X, ou seja, u(X \ dom f) = 0.
2. Para todo B € By, f~}(B) é u-mensurével.

Observagao 2.30. 1) Se f é p-mensuravel, no sentido da definigao anterior, qualquer outra fungao
que coincida com f, exceto para um conjunto de medida nula, também é p-mensuravel.

2) Dizer que f é p-mensuravel, no sentido da definigao anterior, é equivalente a dizer que f admite
uma extensao X — Y que seja mensuravel com respeito a o(u) e By, no sentido da definigao
2.28.

Listamos abaixo algumas das principais propriedades das aplicagoes mensuraveis.

Teorema 2.31 (Propriedades de aplicagoes mensuraveis, [6], [9]). Sejam (X, M),(Y,N),(Z,0)
espagos mensurdveis. Valem as sequintes propriedades:

i) f: X — Y é mensurdvel se, e somente se, dado S C P(Y) tal que o(S) = N, para todo
BeS, f~Y(B) e M.

ii) Se f: X =Y eg:Y — Z sao mensurdveis, go f também o é.
iit) Se X eY sao espagos topoldgicos e f: X —Y € continua, entio f € boreliana.

iv) Se (fn)nen € uma sequéncia de aplicagoes mensurdveis X — R, as sequintes aplicagoes X —
R sao mensurdveis: inf,en frn, sup,ey fn, liminf, ey fn, limsup,cy fn. Em particular, se f,
converge pontualmente, a funcdo limite é mensurdvel. Mais geralmente, se Y € um espaco
métrico e (fp)nen € uma sequéncia pontualmente convergente de fungoes mensurdveis X —Y,

o limite da sequéncia € mensurdvel.

Corolario 2.32. Se f,g : X — R sdo ambas mensurdveis, entdo max{f,g} e min{f,g} também
o sao. Em particular, as partes positiva f+ := max{f,0} e negativa f~ := max{—f,0} de f sao
mensurdvess.

Notagao. Seja (X, M) espago mensuravel. Dado A C X, denotamos por x4 a func¢do caracteristica
ou indicatriz de A, i.e. a funcdo X — R definida por xa(x) =1se z € A e ya(x) = 0se z & A.
Note que x4 ¢ mensuravel se, e somente se, A € M.

Proposicao 2.33. Sejam (X, M) espago mensurdvel, f: X — [0, 00] mensurdvel, (rp)nen sequén-
cia em (0,00) tal que r, = 0 e Y 7 | 1 = 00. Entao existe uma sequéncia (Ap)nen em M tal que
> r_1TkXA, cresce pontualmente para f.
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Demonstragao. Definamos (Ag)nen € (gk)ken indutivamente por

Al ={zeX|mn<flx)} e g :=rixa,

Ay ={z e X |gr(x)+ 7 < f(2)} e gr = gro1 + kXA,

A sequéncia (A, )nen assim definida estda em M e é tal que Y 7 x4, cresce pontualmente para f.
O

O seguinte é um critério util para se testar a mensurabilidade em termos de coberturas mensu-
raveis enumeraveis.

Proposigao 2.34. Sejam (X, M), (Y,N) espagos mensurdveis e (Ap)nen uma sequéncia em M
tal que UpenAn = X. Entao uma aplicacdo f: X — Y € mensurdvel se, e somente se, Vn € N,
fla, : An =Y é mensurdvel, onde cada A, é munido da o-dlgebra tragco M|4, :={ENA, | E €

Demonstracdo. Para cada B € N, f~1(B) = UneNfﬂi(B) € M, pois, para todon € N, f|2i(B) €
M|4, C M. O

2.2 Teoria de Integracao

Fixemos uma uma medida g num conjunto X. Usaremos os fatos, notagbes e nomenclatura
usuais da teoria de integracao no espaco de medida (X yo(w), ,u); para os leitores que julgarem
necessario, sugerimos as referéncias 6], [18] ou outros textos classicos em Anélise Real.

Definicao 2.35 (integrabilidage e somabilidade). Adotamos a seguinte nomenclatura: dada uma
funcao p-mensurédvel f: X — R, diz-se que f é

e integrdvel se [ ftdp < ocoou [ f~du < oo; caso afirmativo, definimos

/fdu :z/f*du—/fd,ue]R.
e somdvel se pertencer a L(u), i.e. se [ ffdu < ooe [ f~du < oo (ou, equivalentemente, se
J1fldp < o0).
Em particular, note que, se f for ;4 mensuravel nao negativa, entdo f é integréavel (pois f~ = 0).

Abaixo recordaremos, para uso posterior, as nogoes de integral superior e inferior de uma fungéo
nao negativa (ndo necessariamente mensuravel) em X, e a constru¢ao de produtos de medidas
exteriores.

2.2.1 Integrais Superior e Inferior

Nesta subsecao, introduziremos as nocgoes de integral superior e inferior de uma fun¢do nao
negativa f em X, e as relacionaremos com a integral de f no caso em que f seja mensurével.
Remetemos o leitor para [9], segdo 2.4, caso necessite de mais detalhes.

Definigao 2.36. Seja f : X — [0, 0o], ndo necessariamente p-mensuravel. Definimos:

1) a integral superior de f, denotada por [ * fdu ou Ik * f caso a medida fique subentendida, por

inf{/gpdu | ¢ : X — [0,00) mensurével, Im ¢ enumerével, ¢ > f pi-q.s. };
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2) a integral inferior de f, denotada por [, fdu ou [, f caso a medida fique subentendida, por

Sup{/ng,U, | ¢ : X — [0,00) mensurével, Im ¢ enumerével, ¢ < f pi-q.s.}.

Proposicao 2.37 ([9], [7]). Com a notagdo da defini¢cao acima, dada f : X — [0,00], valem as
sequintes propriedades:

i) Se [, f= " f < o0, entio f € u-mensurdvel e [ f coincide com a integral superior e inferior;
em particular, f € LY(u).

i) Se f for p-mensurdvel, entao [, f = f*f =[7f.

iii) O teorema da convergéncia mondtona vale para a integral superior, i.e. se (fn)nen for uma
sequéncia de fungoes nao negativas (nao necessariamente mensurdveis) que cres¢a fi-q.s. para
~ ~ . . ~ * *
uma fungao f (nao necessariamente mensurdvel), entao [~ f, — [* f. Analogamente, o lema
de Fatou também vale para a integral superior.

iv) Se (fn)nen for uma sequéncia de fungoes nao negativas (nao necessariamente mensurdveis) tal
* . A N
que [* fn, = 0, existe uma subsequéncia de (fy)nen que converge p-q.s. para zero.

v) Seja (fn)nen uma sequéncia de fungoes X — [0, 00]. Entao

/*gfnduzglfndﬂ,
/*gfndusg/*fndu.

vi) Dada f: X — [0,00], seja v : 2% — [0, 00] definida por ¢(A) := f;;fdu = ["xa fdu. Entao
Y € uma medida em X e o(u) C o(y). Além disso, (A) = 0 sempre que u(A) =0, i.e. P €
absolutamente continua com respeito a p. Finalmente, se y é o-finita, f u-mensurdvel e: 1) se
w € reqular, ¥ também o €; 2) se X é um espago topoldgico e j € Borel-reqular, 1 também o é.

2.2.2 Medidas Produto e Teorema de Fubini-Tonelli

Em adicao & medida p no conjunto X, fixaremos nesta subse¢ao uma medida v num segundo
espago Y. Introduziremos abaixo a nogao de medida (exterior) produto das medidas u e v. Recorde
que, conforme a convenc¢ao aritmética estendida usualmente adotada em Medida e Integracao,

0-00=0.

Definicao 2.38 (produtos de medidas exteriores). Definimos, para todo E C X XY, u x v(E) :=
inf{> cnu(An)v(By) | ¥Yn € N, A, € o(u), By € 0(v), E C UpenAn X By} € [0, 00]. Chamamos
w X v de medida produto de p e v.

Definimos de forma analoga o produto de qualquer niimero finito de medidas exteriores.

O teorema abaixo, que pode ser obtido como consequéncia direta do teorema de Fubini-Tonelli
para medidas em o-algebras, garante que u X v definida acima é, de fato, uma medida exterior. Note
que p X v é sempre uma medida regular, mas nao assumimos a regularidade de p ou v.Fixamos a
seguinte:

Notagao (segoes).

e Para F C X XY e (z0,90) € X XY, E,, :={y € Y| (z0,y) € E} (a xp-se¢io de E) e
Ey ={x € X | (z,y0) € E} (a yo-secio of E).
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e Para uma fungao f definida em dom f C X XY e (zg,y0) € X XY, fu, (a xo-secao of f)
e fyo (a yo-secdo de f) sao as fungoes definidas, respectivamente, em (dom f)z, e (dom f)y,
por y — f(zo,y) e x — f(z,y0)-

Teorema 2.39 (teorema de Fubini-Tonelli para produtos de medidas exteriores, [9], [12]). Com a
notagdo da definicio anterior, u x v : 2°XY [0, 00] ¢ uma medida regular. Além disso:

i) Se Aco(u) e Bea(v), entio Ax Beo(uxv)euxv(AxB)=u(Av(B).

ii) Se E € o(u x v) é o-finito com respeito a u X v, entio, para p-quase todo x € X, E, € o(v),
e para v-quase todo y € Y, Ey € o(p). As fungoes x — v(E;) e y — u(Ey) sao mensurdveis,
e a medida de E pode ser calculada por:

poxn(B) = [ v(En) duto) = [ () dvly).

iii) Se f € uma fungao integravel definida em dom f C X x Y tal que {f # 0} € o-finito com
respeito a X v (o que vale, em particular, se f for somdvel), entao, para p-quase todo x € X,
fz € v-integrdvel, e para v-quase todo y € Y, f, € u-integrdvel. As fungoes definidas quase
sempre x — [ fydv ey — [ fydu sio integrdveis, e [ fd(p x v) pode ser calculada pelas

integrais iteradas:
/fduxy //fmdl/ du(x //fyd,u dz/

Observagao 2.40. Se p e v forem ambas o-finitas, entdo p X v também o é, de modo que a hipotese
de o-finitude nas partes ii e iii do enunciado acima sao automaticamente satisfeitas. Além disso,
toda fungao mensuravel nao negativa ¢é integravel, de modo que a parte iii vale para tais funcoes (o
que corresponde ao teorema de Tonelli classico).

Exemplo 2.41. A medida de Lebesgue £™ em R" coincide com o produto das medidas exteriores
(LHr =Lt x - x L.

2.3 Teorema de Severini-Egorov

Devido a Carlo Severini, um matematico italiano, e Dmitri Egorov, um fisico e gedmetra russo,
o teorema de Severini-Egorov estabelece uma condigao para a convergéncia quase uniforme de uma
sequéncia de fungdes mensuraveis num espaco de medida finita.

Definigao 2.42 (convergéncia quase uniforme). Sejam g uma medida num conjunto X, ¥ um
espago métrico e A C X. Dizemos que uma sequéncia (f,)nen de fungdes p-mensuraveis com
valores em Y converge quase uniformemente em A para uma funcdo f:dom f C X — Y se, para
todo € > 0, existe B € o(u) tal que u(A\ B) < € e (fn)nen converge uniformemente para f em B.

Teorema 2.43 (Severini-Egorov, 9], [7]). Sejam p uma medida sobre um conjunto X, Y um espago
métrico separdvel, A C X com pu(A) < 00 e (fn)nen uma sequéncia de fungoes p-mensurdveis com
valores em Y, a qual converge pontualmente p-q.s. em A para uma fungio f :dom f C X — Y
p-mensurdvel. Entao (fn)nen converge quase uniformemente para f em A.

O teorema acima diz respeito a convergéncia sequéncias de fungdes mensuraveis. No teorema 4.21
do capitulo 4, sobre retificabilidade a partir da convergéncia de blowups, precisaremos da seguinte
versao do teorema de Severini-Egorov para familias de fungdes mensuraveis; este teorema foi obtido
a partir da adaptagao de um argumento de F. S. Cassano.

Teorema 2.44 (Severini-Egorov para familias de fungoes). Sejam p uma medida num conjunto
X, Y um espago métrico separdvel, A C X com u(A) < oo, (fr)rso0 uma familia de fungoes pi-
mensurdveis X =Y e f: X =Y p-mensurdvel tais que
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i) fr 30 f p-q.s. em A;
i) para p-quase todo x € X, r € (0,00) — fr(z) € Y € continua a esquerda ou continua a direita.

Entao (fr)r>0 converge para f quase uniformemente em A, i.e. para todo € > 0, existe B € o(u)

tal que w(A\ B) <€ e f; 39 f uniformemente em B.

Demonstra¢ao. Denote por d a métrica de Y. Para cada i € N, seja g; : X — [0, 0o] dada por

gi(x) == sup{d(fr(:v),f(ac)) |0 <r<1/i}.

Em vista da hipotese ii), para u-q.t. € X, para todo i € N e todo 0 < r < 1/i, f.(x) é o limite de
uma sequéncia {fy; () }jen com ¢; € QN (0,1/i) para todo j € N. Dai, para pu-q.t. v € X,

gi(x) = sup{d(f(2), f(2)) |r € Q, 0 <7 < 1/i}.

Como o segundo membro da igualdade acima define uma fungao p-mensuravel X — [0, 0o (pois,
parar fixo, x € X +— d( fr(z), f (x)) é p-mensuravel; é para garantir isso que usamos a separabilidade
de Y'), conclui-se que g; : X — [0, 00] é p-mensuravel para todo i € N. Além disso, pela hipotese i),
(9i)ien converge pontualmente p-q.s. para 0 em A. Dai, pelo teorema de Severini-Egorov classico (i.e.
para sequéncias de fungoes - veja 2.43 ), conclui-se que (g;); converge para zero quase uniformemente
em A, i.e. para todo € > 0, existe B € o(u) tal que u(A\ B) < € e g; — 0 uniformemente em B,
logo (fr)r>0 converge uniformemente para f em B para r — 0. O

2.4 Construcao de Carathéodory e Medidas de Hausdorff

Com o objetivo de se introduzir as chamadas medidas de Hausdorff, partiremos de uma constru-
¢ao abstrata num espacgo métrico X, a qual pode ser usada para se gerar uma pletora de medidas
de Borel em X com motivagdo geométrica. Introduziremos aqui apenas as medidas de Hausdorff,
mas o leitor interessado podera consultar, por exemplo, |9] ou [17] para outras tais medidas.

Sejam X um espaco métrico, F C 2% e uma funcéo ¢ : F — [0,00]. A grosso modo, a ideia é
“medir” os elementos de F a partir do medidor (, e usar isso para definir uma medida de Borel em
X. Definimos tal medida em duas etapas:

1) Para 0 < § < oo definimos, VA C X,

Ys(A) = inf{z C(S) |G CcFn{S|diam S < ¢},G cobertura enumeravel de A}.
Seg

Lembre que inf ) = co, de modo que ¥5(A) = oo se nado houver uma cobertura enumeravel de
A por elementos de F com didmetro < §. Além disso, se A = (), entao G = ) C F é uma tal
cobertura para A e, uma vez que a soma sobre a familia vazia é zero, concluimos que ¥5(0) = 0.
Agora note que , se V. C W C X |, entdo qualquer cobertura enumerével de W é uma cobertura
enumeravel de V, logo 95(V) < ¢s(W), ou seja, s ¢ mondtona. A verificagdo de que 5 é
enumeravelmente subaditiva também é direta; portanto, 15 ¢ uma medida em X. Em geral, as
medidas (1)5)s assim definidas nao sdo Borel, mas podemos fabricar uma medida de Borel a
partir delas, como fazemos na segunda etapa da construcao:

2) Defina, para cada A C X, ¥(A) := sup{v5(A4) | 0 < 0 < oo} € [0, 0.

Note que, para cada A C X fixado, (1)s(A))s € decrescente em §, de modo que o sup na definigao
acima coincide com limg_,o 15(A).

Definicao 2.45. Com a notagao acima, dizemos que v é o resultado da Construcao de Carathéodory
a partir do método ¢ sobre F. Chamamos 15 de d-aproximacgdo de ).
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A verificacao de que 1 é uma medida em X ¢é direta, e o critério de Carathéodory 2.17 garante
que esta medida é boreliana. Isso prova parte da seguinte proposicao:

Proposicao 2.46 (|9], [7]). Sejam X wum espago métrico e 1 o resultado da construgio de Ca-
rathéodory a partir do método ¢ sobre F C 2%. Entio ¢ € uma medida boreliana. Além disso, se
F C Bx, a medida ¢ é Borel-regular.

Definigao 2.47 (medidas de Hausdorff). Sejam X um espago métrico e m € R nao-negativo. Tome
F=2%e(:2% = ]0,00] dado por

(diam S)™

() = alm) =2

onde a(m) := %

O resultado da construcao de Carathéodory para ¢ sobre 2% é chamado de medida m-dimensional
de Hausdorff em X, denotada por H™. Usamos a notagao HJ' para a d-aproximacao de H"™.

Note que, para m inteiro, a(m) é o volume euclidiano da bola unitaria de R™. A medida de
Hausdorff representa, nesse sentido, um “volume euclidiano m-dimensional”.

Definigao 2.48 (aplicagoes lipschitzianas e constante de Lipschitz). Sejam X e Y espagos métricos.
Uma aplicagao f : X — Y é chamada lipschitziana ou Lipschitz se existir C' > 0 tais que, Vr,y € X,
dy (f(z), f(y)) < Cdx(x,y). Se f é Lipschitz, existe a menor constante C' com a propriedade acima
chama-se constante de Lipschitz de f, denotada por Lip f e é dada por:

d x),
Lip f := SUP{W

|z #ye X} (2.2)
Proposicao 2.49 (propriedades imediatas das medidas de Hausdorff, [9], [12] [7]). Sejam X um
espago métrico e m € R ndo negativo. As sequintes propriedades sao vdlidas para H™:

i) A medida de Hausdorff é compativel com a operagao de tomar tragos (cf. 2.13). Ou seja, se X
€ um espago métrico e A C X, o traco de H™ em A coincide com a medida m-dimensional de
Hausdorff em A (como um subespago métrico de X ).

it) A medida de Hausdorff € invariante por isometrias. Ou seja, se Y ¢é outro espago métrico e
f X =Y € uma isometria sobre Y, entao o pushforward fyH™ coincide com a medida
m-dimensional de Hausdorff em Y. Mais geralmente, se f for uma isometria a valores em Y,
néo necessariamente sobrejetiva, entdo, para todo A C X, H™(f(A)) = H™(A).

ii1) Se Y € outro espago métrico e f : X — Y tem constante de Lipschitz Lip f < oo, entao,
VA C X, H™(f(A)) < (Lip f)™H™ (A).

i) H™ também coincide com o resultado da construgao de Carathéodory para § (mesmo método
da defini¢iao 2.47 ) sobre F' = { subconjuntos fechados de X } ou F" = { subconjuntos abertos
de X }. Se X é um espago vetorial normado, também podemos considerar F"' = { subconjuntos
convezos fechados de X }.

v) H™ é uma medida de Borel reqular em X.
vi) HO coincide com a medida de contagem em X.
A seguinte proposicao é uma preparacdo para a introducao da nocao de dimensdo de Hausdorff.

Proposicao 2.50 ([9], [12] [7]). Sejam X wum espago métrico, A C X e 0 < s < t < oo. Se
H3(A) < oo entdo HY(A) = 0.
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Definigao 2.51 (dimensao de Hausdorff). Sejam X um espago métrico e A C X. O ntamero real
estendido inf{m € [0,00] | H™(A) = 0} = sup{m € [0,00] | H™(A) = oo} € [0,00] é chamado
dimensao de Hausdorff de A, denotado por H-dim A.

Proposicao 2.52 (propriedades imediatas da dimensao de Hausdorff, [9], [7]). Seja X um espago
métrico.

a) Se Y C X ¢é um subespago métrico de X e A C Y, a dimensao de Hausdorff de A como
subconjunto do espaco métrico Y coincide com a dimensao de Hausdorff de A como subconjunto
do espag¢o métrico X.

b) A dimensao de Hausdorff € invariante por isometrias, i.e. se Y é um espago métrico, f : X — Y
uma isometria (nao necessariamente sobrejetiva) e A C X, entao H-dim A = H-dim f(A).

c) Sejam X, Y espagos métricos e f : X — Y wuma aplicagao Lipschitz. Para todo A C X,
H-dim f(A) < H-dim A. Em particular, se f for bi-Lipschitz sobre sua imagem (i.e. f é Lips-
chitz e tem uma inversa Lipschitz f~! : Im f — X ), entdo VA C X, H-dim f(A) = H-dim A.

d) (monotonicidade) Se A C B C X, entdo H-dim A < H-dim B.

e) (estabilidade com respeito a unides enumerdveis) Se A = UpenA, C X, entao H-dim A =

sup{H-dim A, | n € N}.

Em R", a medida de Hausdorff n-dimensional coincide com a medida de Lebesgue L. Isso é
uma consequéncia da desigualdade isodiamétrica, enunciada abaixo, que também tem importéancia
per se.

Teorema 2.53 (desigualdade isodiamétrica, [12], [7]). A medida de Lebesgue de todo subconjunto
de R™ é menor ou igual & de uma bola euclidiana de mesmo didmetro. Ou seja, para todo A C R™,

diam A\n
Lr(A) < a(n)( 1&1; ) .
Teorema 2.54. Para todo § € (0,00] en € N, H" =H} = L™ em R".
Corolario 2.55. H-dim R" = n.

Demonstracao. Aplique a estabilidade da dimensao de Hausdorff com respeito a uniées enumeraveis,
cf. proposigao 2.52.e), para R" = UgenC, onde cada Cj, é um cubo nao degenerado com medida
de Lebesgue finita, i.e. 0 < H"(Ck) < o0, de modo que Vk € N, H-dim C}, = n. O

Corolario 2.56. Se E ¢ um subespaco vetorial k-dimensional de um espagco normado X, entao

H-dim F = k.

Demonstragio. Seja f : RF — X um isomorfismo linear com Im f = E. Entdo f é bi-Lipschitz
sobre sua imagem. Portanto, segue da proposicio 2.52.c) que H-dim E = H-dim R* = k. O

Mais geralmente, sera provado como aplicagao da formula da drea em espagos euclidianos que,
para toda subvariedade riemanniana k-dimensional M C R", a medida induzida pela métrica rie-
manniana em M coincide com o traco H*|u, o que implica H-dim M = k.

2.5 Teoremas de Cobertura

2.5.1 Teorema de Cobertura de Vitali

Notagao. Dados uma bola fechada B = B(z,7) em R" e 0 < t < 00, definimos

tB = B(x,tr).
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Num espago métrico arbitrario X, no entanto, os centros e os raios das bolas nao ficam univocamente
determinados (tome, por exemplo, [0, 00) como subespago métrico de R e olhe as bolas centradas
no 0). Nesse caso, dada uma bola fechada B C X, para definir ¢ B, poderiamos escolher um centro
2 e um raio r e proceder como acima, i.e.poderiamos considerar x e r como sendo dados ao ser dada
a bola; alternativamente, preferimos proceder como em [17] e definir, digamos, para ¢t = 5:

5B := U{B’ C X Bola fechada | B'N B # (),diam B’ < 2diam B}, (2.3)

o que claramente coincide com a definigdo anterior caso X = R".

Teorema 2.57 (teorema de cobertura de Vitali, [9], [13], [12], [7]). Sejam X um espag¢o métrico e
F C 2% uma familia de bolas fechadas e ndo degeneradas em X, tal que sup{diam B | B € F} < co.
Entao existe uma subfamilia disjunta G C F tal que UperB C UpeghB.

Observacgao 2.58. Com a notacao do teorema 2.57, note que, se X for separével, entdao G é enu-
meravel (uma vez que qualquer familia disjunta de subconjuntos de X com interiores nao vazios é
enumeravel).

Defini¢ao 2.59 (cobertura fina). Sejam X um espago métrico, F C 2%X ¢ A C X. Diz-se que F
é uma cobertura fina de A, ou que F cobre A finamente, se F for uma cobertura de A tal que,

Vo € A, inf{diam B |z € B € F} =0.

Corolario 2.60 ([9], [13], [12], [7])- Sejam X um espago métrico, A C X, F C 2% uma familia de
bolas fechadas nao degeneradas de X que cubra A finamente. Entao existe uma subfamilia disjunta
G C F tal que, para todo ' C F finito, A\ UperB C Upeg\r5B.

Corolario 2.61 ([9], [13], [12], [7]). Sejam A C R™ e F uma cole¢ao de bolas fechadas nao degene-
radas em R™ que cubra A finamente. Entao, para todo € > 0, existe uma subfamilia disjunta G C F
tal que L"(UG) < L™(A) + € and L"(A\ UG) = 0.

Corolario 2.62 (preenchendo abertos com bolas fechadas com respeito a medida de Lebesgue,
9], [13], [12], [7]). Sejam U C R™ um aberto e F uma familia de bolas fechadas nao degeneradas
contidas em U que cubra U finamente (por exemplo, é o caso se F € a familia de todas as bolas
fechadas nao degeneradas contidas em U, ou a familia de todas as tais bolas com didmetros limitados
por uma constante 6 > 0). Entao existe uma subfamilia disjunta G C F tal que L™(U \ UG) = 0.

2.5.2 Teorema de Cobertura de Besicovitch

Teorema 2.63 (Teorema de cobertura de Besicovitch, [12]). Para cadan € N, existe uma constante
natural N = N(n), dependendo apenas da dimensao n do espago euclidiano R"™, tal que a seguinte
propriedade é satisfeita: se F for qualquer familia de bolas fechadas ndo degeneradas em R™ com
sup{diam B | B € F} < oo, e se A é o conjunto dos centros das bolas em F, entdo existem
Gi, - ,Gn C F tais que , para 1 < i < N, G; € uma subfamilia disjunta de F e Uf\ilgi cobre A.

Definigao 2.64. Sejam X um espac¢o métrico, F uma cole¢ao de bolas em X e A C X. Diz-se que
F & uma cobertura fina no sentido forte de A, ou que F cobre A finamente no sentido forte, se F
for uma cobertura de A tal que, Vz € A, inf{r > 0| B(z,r) € F} =0.

Claramente, toda cobertura fina de A no sentido forte é uma cobertura fina de A no sentido da
defini¢ao 2.59, mas a reciproca nao vale.

Corolario 2.65 (preenchendo abertos com bolas fechadas com respeito a uma medida boreliana,
[12]). Sejam p uma medida de Borel em R™, A C R™ com u(A) < co e F uma familia de bolas
fechadas nao degeneradas que cubra A finamente no sentido forte. Entao, para qualquer conjunto
aberto U D A, existe uma subfamilia disjunta enumerdvel G C F tal que UG C U e

u(A\ UG) = 0.
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2.6 Teoremas de Densidade e Diferenciacao de Medidas

2.6.1 Densidades

Defini¢ao 2.66 (densidades n-dimensionais). Sejam A C X, z € X, n > 0 real e gy uma medida
em X. Definimos:

1) a densidade superior n-dimensional de A em x com respeito a fi:

ANB(x,
0" (u, A, x) == limsupw

nst () € [0, c0].

2) a densidade inferior n-dimensional de A em x com respeito a p:

ANB
©% (1, A, z) := liminf —M( (z.7))

r—0 a(n)rm € [0,00}-

Se ©*"(u, A,z) = % (u, A, x), denotamos o valor comum por ©"(u, A, x), o qual é chamado
densidade de A em x com respeito a fu.

Para A = X, usamos as notagdes ©*"(u, x), OF(u, z) e ©"(u, x) para O*"(u, X, ), O%(u, X, )
e ©"(u, X, z), respectivamente.

Note que néo se assume A mensuravel.

Observagao 2.67. Com a notagdo acima:
1) Note que ©*"(u, A, x) = ©*"(u LA, z) e OF(u, A, x) = O (1 LA, ).
2) SeU C X ¢éabertoex € U, ©"(u, A,x) = 0" (u LU, A,z) e OF (1, A, x) = O (u LU, A, z).

Teorema 2.68 (teorema de comparagao de densidade). Sejam p uma medida num espago métrico
X, n>0real et >0.

i) 9, 2.10.19(1)] Se p for regular, A C X e, Vx € A, ©"(u,x) <t entao pu(A) < 2"t H"(A).
ii) |13], [7] Se p for boreliana, A C Ay C X e, Vx € A, O (u, A1, x) >t entdo tH"(A) < u(Aq).

Teorema 2.69 (teorema da densidade superior, [13], [7]). Sejam p wma medida Borel-regular num
espago métrico X, n > 0 real e B € o(u). Se u(B) < oo, ou se u for aberta o-finita, entao
O**(u, B,z) =0 para H"-q.t. v € X \ B.

Corolario 2.70 (teorema de densidade para a medida de Lebesgue, [13], [7]). Se B C R™ é L"-
mensurdvel, entao O™(L", B, x) existe para L"-a.e. x € R", O™"(L", B,x) = 1 para L™-a.e. x € B
e O"(L", B,x) =0 para L™-a.e. x € R™\ B.

2.6.2 Densidades Relativas e Teoremas de Diferenciagao

Definigao 2.71 (densidades relativas). Sejam X um espago métrico, p e v medidas em X, e z € X.
Definimos a densidade superior e inferior de u com respeito a v em x, respectivamente, por:

(B, 7))
O™ (u, x) := limsup € 10, 00,
(/’L ) —0 v (]B(CL', 'I")) [ ]
(B, )
0Y(u,z) =1 f € [0, o],
«(p,z) = limin o (B(z,1)) [0, oc]
onde adotamos as regras aritméticas estendidas % =0, 2 :=0.Se 0 (i, x) = O%(p, z), dizemos
que a densidade de i com respeito a v em x existe e a denotamos por OY(u,x) = O™ (u,x) =

Ok, ).
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Definigao 2.72 (Propriedade de Vitali Simétrica(SVP)). Dizemos que uma medida p num espago
métrico X satisfaz a propriedade de Vitali simétrica se, para todo A C X com pu(A) < oo e para
toda cobertura fina no sentido forte F de A (cf. 2.64) por bolas fechadas ndo degeneradas, existe
uma subfamilia disjunta enumeréavel G C F tal que u(A\ UG) = 0.

Proposicao 2.73 ([7]). Seja X wum subespago métrico de R™ e p uma medida boreliana em X.
Entao p satisfaz a propriedade de Vitali simétrica 2.72.

Demonstracao. Se X = R"™, a tese decorre diretamente do corolario 2.65 do teorema de cobertura
de Besicovitch. No caso geral, seja p a métrica em X induzida pela métrica euclidiana d em R"
et : X — R" a inclusao. Usaremos sobrescritos p e d para bolas em X e R”, respectivamente,
de modo que, para todo z € X, B(z,7)? = B(x,r)?N X. Dados A C X com u(A) < co e F C
Z(X) uma cobertura fina no sentido forte de A por bolas fechadas nao degeneradas, seja F' :=
{B bola fechada nao degenerada | BNX € F}. Entao F/ C Z(R™) é uma cobertura fina no sentido
forte de A em R"™; de fato, para todo x € A, e para todo 6 > 0, o fato de que F é uma cobertura fina
no sentido forte de A em X garante a existéncia de 0 < r < d tal que B(z,7)¢N X = B(x,r)? € F,
portanto B(x,r)¢ € F' por definicio. Como a medida ixp € uma medida boreliana em R", pela
proposi¢ao 2.27, segue do caso ja provado que existe um subfamilia disjunta enumeravel G’ = F’
tal que ixp(A\ UG') = 0. Definimos G := {BN X | B € G'}; entdo G é uma subfamilia disjunta
enumerével de F e, como para todo B € G, A\ B = A\ (BN X), segue que A\ UG = A\ UG'.
Assim, pu(A\UG) =igpn(A\UG) =0, o que conclui a demostragao. O

Teorema 2.74 (teorema de diferenciagao de Lebesgue, [13], |7]). Sejam p uma medida Borel-regular
aberta o-finita num espago métrico X satisfazendo SVP e f : X — C uma func¢do p-mensurdvel
satisfazendo uma das condi¢oes abaizo:

i) £ € L) ou

i) X separdvel e f € LE (u), i.e. Vo € X, 3r >0, f]B(x T,)\f\d,u < 0.

loc

Entao, para p-q.t. x € X:
o
lim ——— fdu= f(z). (2.4)
=0 p(B(2, 7)) JB()
Corolario 2.75 (pontos de Lebesgue, [13], [7]). Sejam X wum espago métrico separdvel, 1 uma
medida Borel-reqular aberta o-finita em X satisfazendo SVP, 1 < p < oo e f € Lf;c(u), i.€.
Vo e X,3r >0, f]B(;L"r)‘f‘de < o00. Entao, para p-q.t. v € X,

3 1 p _
) / ) = P dut) = o (2.5)

Definigao 2.76 (pontos de Lebesgue). Com a notagao do corolario anterior, um ponto z € X
para o qual vale (2.5) é chamado p-ponto de Lebesque de f com respeito a p; para p = 1 dizemos,
simplesmente, ponto de Lebesgue de f.

Claramente, todo ponto de continuidade de f é um ponto de Lebesgue de f.

Definigao 2.77 (continuidade absoluta e singularidade mutua). Sejam p e v medidas borelianas
num espago topolégico X. Dizemos que:

1) p é absolutamente continua com respeito a v (notagao: u < v) se, para todo A C X, v(A) =0
implica u(A) = 0;

2) u e v s@o mutuamente singulares (notagao: ulv ) se existe A € Bx tal que u é concentrada em
A e v é concentrada em X \ A.
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Teorema 2.78 (teorema de decomposicao de Lebesgue, [13], [7]). Sejam p uma medida boreliana
o-finita e v uma medida Borel-regular num espaco métrico X. Entao existe B € Bx tal que v €
concentrada em B¢ e p L B¢ < v, de modo que

w=pLB+plLB plLBlv,pulLB <. (LD)

Além disso:

1) B € PBx satisfazendo (LD) € inico a menos de conjuntos p-nulos, i.e. se B' € Bx também
satisfizer (LD), entdo B A B’ € pu-nulo.

2) a decomposicao (LD) é inica no sentido de que, se j = s + f1g com s L v e p, < v, entdo
s = LB e ug = p LB

Definicao 2.79. Com a notagao acima, chamamos p LB de parte singular e p L B¢ de parte
absolutamente continuade i com respeito a v.

Teorema 2.80 (teorema de diferenciacao para medidas borelianas em espagos métricos, [13], [7]).
Sejam e v medidas borelianas requlares abertas o-finitas num espaco métrico X. Suponha que X
seja separdvel ou que v seja finita nas bolas fechadas de X.

i) O conjunto Y = {z € X | ©%(u,z) = OY%(u,x)} € boreliano e OY(p,-) : Y — [0,00] €
boreliana.

i) Se v satisfaz SVP, Yy :={x € Y | ©"(p,x) < oo} € um boreliano de X cujo complementar é
v-nulo.

iii) Se ambas p e v satisfazem SVP, u(Y°¢) =v(Y°) = 0.

Teorema 2.81 (teorema de diferenciagao de Lebesgue-Besicovitch-Radon-Nikodym, [13], [7]). Se-
jam p e v medidas borelianas regulares abertas o-finitas num espago métrico X. Suponha que X
seja separdvel ou que v seja finita nas bolas fechadas de X, e que v satisfaca SVP.

i) Seja p = ps + pa a decomposicao de Lebesque de p com respeito a v, i.e. us = p LB e
e = 1 LLB¢, onde B € Bx € dado pelo teorema 2.78. Entdo, para todo A € PBx,

a(A) = /A 0" (1, ) dv(z), (2.6)

de modo que, para todo A € Bx, n(A) = [, 0" (1, ) dv(z) + ps(A).

i) Se p também satisfizer SVP, no teorema 2.78 podemos tomar B' = {x € X | ©"(u,x) = oo}
no lugar de B.

2.7 Medidas de Radon a Valores Vetoriais

Notagdo. Seja X um espaco Hausdorff localmente compacto. Denotamos por
e C.(X,R™) o espago das fungdes continuas f : X — R"™ com spt f compacto;

e Cy(X,R") o espaco das funcoes continuas f : X — R™ que se anulam no infinito, i.e. tais que
Ve > 0, 3K C X compacto tal que || f|] < eon X \ K.

o C (X,R") o espago das funcdes continuas limitadas f : X — R".

Defini¢ao 2.82 (medidas de Radon a valores em R™). Dizemos que um funcional linear pu :
C(X,R") — R é uma medida de Radon em X a valores em R™ se, para cada compacto K C X,
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a restricdo de p a CK(X,R") := {f € C.(X,R") | spt f C K}, munido da norma da convergéncia
uniforme ||-||,, for linear continuo; ou seja, se 3Ck > 0 tal que

sup{p- f | fe CX, R, |Ifll. <1} < Ck. (LF cont)

Se a condigao acima for satisfeita com uma constante C' > 0 independente de K, i.e. se p for linear
continua em C (X, R") munido da norma |||, chamamos p uma uma medida de Radon em X a
valores em R™ finita.

Usaremos as notagoes C (X, R™)* para denotar o espago das medidas de Radon em X a valores
em R™ e Cy(X,R™)" para denotar o espago das medidas de Radon em X a valores em R" finitas.

Notagao. Sejam X espago Hausdorff localmente compacto, U C X aberto e f uma fungao em X.
Usaremos a notagao f < U com o significado de que 0 < f <1, f € C.(X,R) espt f C U.

Teorema 2.83 (de representagao de Riesz para funcionais lineares positivos, [6]). Sejam X espaco
Hausdorff localmente compacto e L : C.(X,R) — R um funcional linear positivo, i.e. L € linear e
L-f >0 sempre que f > 0. Entdo existe uma inica medida de Radon n em X que representa L,
i.e. Vf € C(X,R), L- f= [ fdn. Além disso, ) € dada nos abertos U C X por

nU) =sup{L- f| f=<U}.

Teorema 2.84 (teorema de representagao de Riesz para medidas de Radon, [7]). Sejam X um
espago Hausdorff localmente compacto e o-compacto e p : C.(X,R™) — R uma medida de Radon
em X a valores em R". Entao existe uma unica medida de Radon X\ em X e uma aplicacao boreliana
v: X — R" dnica a menos de conjuntos \-nulos tal que ||v|| =1 A-q.s. em X e, Vf € C(X,R"),

pef =[x (2.7)

onde (-,-) denota o produto interno usual em R™. Além disso,

i) YU C X aberto,
AU) =sup{p- f | fe C(X,R™), I f| < U} (2.8)

ii) p € finita se, e somente se, \ é uma medida de Radon finita; em caso afirmativo, HMHCO(X,RTL)* =
AMX).

Definigao 2.85 (variagao total e decomposigao polar). Sejam X um espago Hausdorff localmente
compacto e o-compacto e p uma medida de Radon em X a valores em R”. Com a mesma notagao
do teorema precedente, A é chamada a variacao total de u, e o par (v,\) é chamado decomposi¢io
polar de p. Usaremos a notacao |u| := A para a variagao total de p.

Definigao 2.86 (integracao com respeito a medidas de Radon a valores em R™). Sejam X um
espacgo Hausdorff localmente compacto e o-compacto e p uma medida de Radon em X a valores em
R™, com decomposigao polar (v, |ul).

i) Uma aplicacao boreliana f : X — R™ diz-se somdvel com respeito a p se for somével com
respeito a |u|, i.e. se f € LY(|p|,R™) = LY(|p|)". Para uma tal f, definimos

/f- du:/(f,u)dm]eR.

ii) Uma fungao boreliana f : X — R diz-se somdvel com respeito a p se for somével com respeito
a |pl, ie. se f € LY(|u|). Para uma tal f, definimos

[tan= [ svalul= ([ fmdu..... [ fadlu) e
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2.7.1 Convergéncia Fraca-Estrela

Definicao 2.87. Seja X um espaco métrico separavel localmente compacto. Diz-se que

1) uma sequéncia (ug)keny em C (X, R™)" é fraca-estrela convergente para p € C.(X,R™)" (nota-
Gao: i, — p) se, para toda f € C.(X,R"), [ f- dux — [ f- dy;

ii) uma sequéncia (ug)gen em Co(X, R™)" & fraca-estrela convergente no sentido de medidas finitas
para 1 € Co(X,R")* (notagao: py % ) se, para toda f € Co(X,R™), [ f- dup — [ f- dp.

Proposicao 2.88 (relagao entre convergéncia fraca-estrela e convergéncia fraca-estrela no sentido
de medidas finitas, |7]). Sejam X um espago métrico separdvel localmente compacto, (pi)ken uma
sequéncia em C(X,R™)* e p € C.(X,R™)*. As sequintes condigdes sio equivalentes:

i) = e supgen| | (X) < oo.
ii) (uk)ken € uma sequéncia em Co(X,R™)*, p € Co(X,R™)* e py .

Teorema 2.89 (caracterizagao da convergéncia fraca-estrela para medidas de Radon positivas, [5],
[7]). Sejam X um espag¢o métrico separdvel localmente compacto, (pg)ren uma sequéncia de medidas
de Radon positivas em X e u uma medida de Radon positiva em X. As sequintes condigdes sao
equivalentes:

i) = .
ii) Para todo K C X compacto e todo U C X aberto,

p(K) > limsup pux(K) and p(U) < liminf pug(U).

iii) Para todo E € Bx relativamente compacto tal que p(0F) =0, pui(E) = u(E).

Além disso, se A pex €spt p, eristen € N e uma sequéncia (xg)r>n em X tal que Vk > n,
T € spt ur e T — .

Proposicao 2.90 (convergéncia fraca-estrela e variacao total, parte I, [5], [7]). Sejam X espago
métrico separdvel localmente compacto e (g )ren uma sequéncia em C.(X,R™)* fraca-estrela con-
vergente para p € Co(X,R™)*. Entao, para todo A C X aberto, |pu|(A) < liminf|ug|(A).

Proposicao 2.91 (convergéncia fraca-estrela e variagao total, parte II, [5], [7]). Sejam X espago
métrico separdvel localmente compacto e (g )ren uma sequéncia em C (X, R™)* fraca-estrela con-
vergente para p € C. (X, R™)".

i) Se v é uma medida de Radon positiva em X e |u| —v, entio VE C X, |p|(E) < v(E). Além
disso, se E € Bx € relativamente compacto e v(OF) = 0, entao ux(E) — p(E).

i) Se | (X) = |ul(X) < oo, entdo || “|ul.

Teorema 2.92 (de De La Vallée Poussin, [7]). Sejam X um espago métrico separdvel localmente
compacto e (ug)ken uma sequéncia de medidas de Radon finitas em X a valores em R™ tal que
sup{|pr|(X) | k € N} < co. Entao existe uma medida de Radon finita g em X a valores em R™ e

uma subsequéncia (g, )jen de (pg)ren tal que puy, 2Ly Além disso, |p|(X) < liminf|pg, |(X).

Corolario 2.93 ([12], [5], [7]). Sejam X um espago métrico separdvel localmente compacto e (fig)keN
uma sequéncia de medidas de Radon em X a valores em R™ tal que, para todo K C X compacto,
sup{|ux|(K) | k € N} < co. Entao existe uma medida de Radon p em X a valores em R™ e uma

subsequéncia (py,)jen de (pg)ren tal que py, Ny
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2.8 Algumas Propriedades de Aplicagoes Lipschitz

2.8.1 Extensoes

Teorema 2.94 (lemma de McShane, [12], [5], [9], [7]). Sejam A CR"™ e f: A — R uma aplicagio
Lipschitz. Defina F : R™ — R por:

F(z):=inf{f(a)+ Lipf-||Jz —a| | a € A}. (2.9)
Entao F € uma aplicacio Lipschitz que estende f e Lip F' = Lip f.

Teorema 2.95 (teorema de Kirszbraun, [5], [9]). Sejam A C R™ e f : A — R™ uma aplicagdo
Lipschitz. Entao existe uma extensdo Lipschitz F': R™ — R™ de f tal que Lip F = Lip f.

2.8.2 Diferenciabilidade

Sejam U C R™ aberto e f : U — R. Recorde que f diferenciavel em zo € U no sentido de
Fréchet se existir A € L(R™,R) tal que

lim flxzo+h) = flzo) —A-h

=0.
h—0 |7l

Em caso afirmativo, f admite derivadas parciais de primeira ordem em x( e a transformacao linear
A satisfazendo as condigbes acima é tnica e dada por (V f(xo),-) : R®™ = R; A é chamada derivada
de Fréchet de f em x( e denotada por Df(zg).

Equivalentemente, f é diferenciavel no sentido de Fréchet em x( se satisfizer a condi¢do enun-
ciada na seguinte proposicao:

Proposicao 2.96 (uma caracterizacao da diferenciabilidade no sentido de Fréchet). Sejam U C R”
aberto e f : U — R. Entao f € diferencidvel em xg € U se, e somente se, existem A € L(R",R) e
r > 0 tais que
t —
i 1 (@0 +tv) = f(zo0)
t—0+ t

=A-v

uniformemente em v € rS"1. Em caso afirmativo, A = D f(zq).

Demonstragio. Para r > 0 fixo, tem-se, dados A € L(R™,R), t > 0e v € rS*! tal que 2¢ +tv € U,

f(zo+tv) — f(z0) f(@o +tv) = flzo) — A-tv
~A-v =
t [[#]]
e a tese decorre imediatamente da ultima igualdade. O

Teorema 2.97 (teorema de Rademacher, [12], [9], [7]). Seja f : R™ — R Lipschitz. Entao f € di-
ferencidvel no sentido de Fréchet L™-quase sempre. Além disso, Dy := {x € R" | f derivdvel em x}
€ boreliano, e Df : Dy — L(R™,R) € boreliana.

Corolario 2.98. Sejam Q C R™ aberto e f : Q — R™ localmente Lipschitz. Entao f é L™|q-q.s.
derivdvel no sentido de Fréchet, o conjunto dos pontos onde f € derivdvel € boreliano e a derivada
de f € boreliana.

Corolario 2.99.

i) Sejam f : R™ — R™ localmente Lipschitz e Zy := {x € R™ | f(x) = 0}. Entao Df(x) =0 para
L"-qt x € Zy.

it) Sejam f,g: R™ — R™ localmente Lipschitz e Y := {x € R" | g(f(x)) = x}. Entio Dg(f(z)) o
Df(x) =idgn para L™-q.t. z €Y.
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2.9 Jacobianos

Definigao 2.100. Sejam V e W espagos de Hilbert de dimensao finita.

i) Uma aplicagao linear O : V — W diz-se ortogonal se Vx,y € V, (O-z,0-y) = (z,y). Denotamos
o conjunto das aplicagoes ortogonais V. — W por O(V, W); abreviamos O(n,m) := O(R"™,R™)
e O(n) := O(n,n).

ii) Seja T': V — W uma aplicagao linear. Denotamos por 7™ a adjunta de T com respeito aos
produtos internos em V e W, i.e. a tnica aplicagao linear tal que Vo € V,Vy € W, (x,T* - y) =
(T -z,y). Se V=W e T = T% dizemos que T é autoadjunta ou simétrica. Denotamos por
Sym(V) o conjunto das aplicagoes lineares simétricas em L(V); abreviamos Sym(n) := Sym(R").

iii) Dizemos que uma aplicagao linear T : V — V é positiva se for simétrica e Vo € V, (T -z, x) > 0.
Note que O(V,W) =0 se dimV > dim W.

Teorema 2.101 (decomposigao polar, [12], [7]). Sejam V e W espacos de Hilbert de dimensao finita
e L:V =W uma aplicagao linear.

i) Se dimV < dimW, entao existe S € Sym(V) positiva e O € O(V, W) tais que
L=0oS.

Além disso, na decomposicao acima, S € Sym(V) positiva é inica, e O € O(V,W) também o é
se L for injetiva.

ii) Se dimV > dimW, entao existe S € Sym(W) positiva e O € O(W,V) tais que
L=S00".

Além disso, na decomposi¢ao acima, S € Sym(W) positiva é inica, e O € O(W,V) também o
€ se L for sobrejetiva.

Definigao 2.102 (jacobiano de uma aplicagao linear). Sejam V e W espagos de Hilbert de dimensao
finita e L € L(V, W), com decomposi¢ao polar Oo S se dimV < dimW ou SoO* se dimV > dim W,
cf. teorema 2.101. Definimos o jacobiano de L por:

[L] := |det S|.
Observagao 2.103.

1) Note que [L] esta bem definido, pela unicidade de S na decomposi¢ao polar.

2) Claramente,

. vdet L*L se dimV < dimW
[L] =[L*] = . .
vdet LL* se dimV > dim W.

Teorema 2.104 (férmula de Binet-Cauchy, [12], [7]). Sejam V e W espagos de Hilbert de dimensao
finita com n = dimV < dimW =m. Se L € L(V,W), entdao

L= | 3 detB)y,

Bep(m,n)

onde pu(m,n) é um conjunto de n xn menores em alguma representa¢ao matricial de L com respeito
a bases ortonormais em V e W.

Proposicao 2.105. Seja T' € L(R™,R™), com n < m.



2.9 JACOBIANOS 23

i) Se R e L(R"), entao [T o R] = [T][R].
i) [T] < ||T||", onde ||| € a norma de operador em L(R™,R™). Se T ¢ 1-1, entdo |T—||™™ <
[T <)
Demonstracao.
i)
[T o R]? = det(R*T*TR) = det R* - det(T*T) - det R =
= (det R)? - det(T*T) = [T]*[R]*.

ii) Para toda aplica¢ao linear A : R® — R", segue como corolario da desigualdade classica de
Hadamard que |det A| < [|A||™. Portanto,

[T] = Vdet T*T <

< V=Tl < /(I IT])" =
= VTP =T

Sen =meT € GL(R"), segue do item anterior que [T - [T~!] = [idgn] = 1. Por outro lado,
pela desigualdade ja provada, [T~1] < ||T~||?; portanto, [T] = [T—1]~! > |7t~

No caso geral, para 1" 1-1, tomamos uma isometria linear P : ImT — R". Se T' =00 5 é a
decomposigao polar de T, entao PoT = (Po0O) oS é a decomposi¢ao polar de Po T, de modo
que [T] = |det S| = [PoT]. Por outro lado, é claro que |[PoT| = ||T| e [|[(PoT)™ | = [T}
Como, pelo caso ja provado, ||(PoT) || < [PoT] < ||P o T|", conclui-se que |71~ <
7] < 7"

O]

Definicao 2.106 (jacobiano de aplicagoes Lipschitz). Seja f : R™ — R™ Lipschitz. Segue do

teorema de Rademacher 2.97 (aplicado componente a componente) que f é diferenciavel no com-

plementar de um boreliano £"-nulo e x — D f(z) is boreliana, definida £™-quase sempre.
Definimos, em cada ponto x onde f é diferenciavel, o jacobiano de f em x,

Jf(z) == [Df(2)].

Portanto, J f é uma aplicagdo boreliana definida no complementar de um boreliano de R™ de
medida de Lebesgue nula.
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Capitulo 3

Formulas da Area e Coarea em Espacos
Euclidianos

Neste capitulo, serao provadas versoes das formulas da érea e da coarea para aplicagoes Lipschitz
em espagos euclidianos, respectivamente, nos teoremas 3.9 e 3.23. Estas formulas generalizam dois
teoremas classicos: a féormula da drea é uma generalizagao do teorema de mudanga de varidveis para
integrais multiplas; a férmula da coarea é uma generalizagao do teorema de Fubini-Tonelli.

3.1 Linearizacao de Aplicagoes Lipschitz

Inicialmente, desenvolveremos uma técnica, devida a Federer, para se “linearizar” aplica¢oes
Lipschitz. Esta técnica tem importéncia em si e, além de ser o ponto basilar a partir do qual serao
demonstradas as versdes das férmulas da area e da coarea em espacos euclidianos, também seréa
usada no proximo capitulo para se demonstrar um teorema de estrutura para conjuntos retificaveis.

Notacao. Fixemos a notagdo abaixo, dados n,m € N e f : R® — R™ Lipschitz. Recorde que,
conforme a notagao fixada em 2.106, para todo x € R™ onde f for derivavel, J f(x) denota o
jacobiano de f em z.

1) Dy :={x € R"|3IDf(x)};
2) JJT ={x € Dy |Jf(x)>0};
3) JJQ ={x e Dy |Jf(x) =0}

Com a notagao acima, o teorema de Rademacher 2.97 garante que R™ \ Dy é L"-nulo, Dy &
boreliano e Df : Dy — L(R",R™) é boreliana. Também j& vimos em 2.106 que Jf : Dy — R é
boreliana; logo, JJT e J](? também sao borelianos.

Definigao 3.1. Sejam f : R®™ — R™ uma aplicagao Lipschitz com n < m e t > 1. Dizemos que o
par (E,S) é uma t-lineariza¢ao para f se E € Pgn e S € Sym(n) N GL(R™) satisfazem:

i) Vo € E, f é diferenciavel em x e J f(x) > 0;
i) Vo,y € B, t7Y|S 2= Syl < |f() - f)l < ]S 2= Syl
iii) Vo € E, Vo € R*, t71||S -v| < |IDf(x) -v|| < t||S - 0.

Proposigao 3.2. Sejam f : R — R™ uma aplicagao Lipschitz comn < m, t > 1, e E € PBpn
satisfazendo o item i) da defini¢ao 3.1. Entao, dado S € Sym(n) N GL(R™), o par (E,S) é uma
t-linearizag¢ao para f se, e somente se, f|g € 1-1 com inversa Lipschitz e satisfaz:

i’) Lip flpo S~ <t eLipSo (flp)~! <t;

iii’) Yo € B, |Df(x) o S~ <t e |SoDf(x)| <t

25
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Demonstragao. Se (E,S) for uma t-linearizagao para f, tem-se:
1) flg é 1-1 em vista da primeira desigualdade em ii);

2) flg o S™' é Lipschitz, com Lip f|g o S~' < t, em vista da segunda desigualdade em ii) com
S~L(2") no lugar de = e S~(y/) no lugar de y;

3) So(f|g)~! é Lipschitz, com Lip S o (f|g)~! < t, em vista da primeira desigualdade em ii) com
f~1(2") no lugar de z e f~1(/) no lugar de y;

4) analogamente, a segunda desigualdade em iii) implica ||[Df(x) o S7!|| <t e a primeira desigual-
dade em iii) implica ||S o Df(z)7!|| < t;

5) como S~ e So(f|g)! sdo ambas Lipschitz, (f|g)™' =S o (So(f|g)™!) também o é.

Assim, provamos que f|g é 1-1 com inversa Lipschitz e satisfaz as condigoes ii’) e iii’).
Por argumento analogo, se f|g é 1-1 com inversa Lipschitz, entao as condigdes ii’) e iii’) implicam
ii) e iii), respectivamente, na definigdo 3.1, o que prova a implica¢ao contraria. O

Corolario 3.3. Sejam f : R™ — R™ uma aplica¢ao Lipschitz comn < m, t > 1 e (E,S) uma
t-linearizacao para f. Entio Vx € F,

t7"|det S| < J f(z) < t"|det S| (3.1)

Demonstracdo. Para todo x € E, tem-se:

Jf(2) = [Df(@)]| det 57| det 5| 2

= [Df(z) o S7']| det S|.
Portanto, a tese segue da proposicao 2.105.ii), com Df(z) o S~! no lugar de T e da proposicao
3.2.iii").
O

Teorema 3.4 (Linearizagao Lipschitz, [9]). Sejam f : R™ — R™ um aplicag¢ao Lipschitz comn < m
et > 1. Entao existe uma familia disjunta enumerdvel (Ey)reny em PBrn tal que J}’ = Upen Er ¢,
Vk € N, existe Sy, € Sym(n) N GL(R") tal que (E), Sk) € uma t-linearizagio para f.

Demonstragio. Fixe e > 0 talque t7!4+€ < 1 < t—e. Sejam S um subconjunto enumerével denso de
Sym(n) N GL(R™) e G a um subconjunto enumeravel denso de J}F. Para todo S € S,k eNeceg,

definimos E(S, k, ¢) := B(c, 3z) N F(S, k), onde F(S, k) C J;f é o conjunto de todos os = € Jf+ tais
que:

F1) Vo € R", (t7" +¢)||S - v|| < [Df(x) vl < (t —e)[S-vl;
F2) Vv € R tal que ||| < k71 [[f(z +v) — f(z) = Df(z) - v]| <e]|S- vl
Como Df é boreliana, é claro que F(S, k) € Brn, logo E(S,k,c) € Brn. Além disso,

1) Paratodo S€ S, keNeceg, Va,y € E(S,k,c),

F2) F1)

1f(y) = f@)| < IDf(@)-(y =)l +ellS-(y—2) < t]S-(y—a),
F2) F1)

1£(y) = f@)| = [IDf(2) - (y— )| —€llS-(y—2)|| = ¢S (y— )|

Portanto, a condigao ii) na definicdo 3.1 é satisfeita para o par (E(S,k,c),S). Além disso,
em vista de F1), a condigao iii) na mesma definigdo é trivialmente satisfeita, de modo que
(E(S, k,c), S) ¢ uma t-linearizagao para f.
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2) Afirmamos que J;r é a uniao da familia enumeravel {E(S,k,c) | S € S,k € N,c € G}. Uma vez

provada tal afirmagao, reenumeramos esta familia como (Ej)ren € tomamos a sequéncia disjunta
(Ex)ken dada por Ej := Ej \ Ufz_llEi, o que fornece a tese em vista do item anterior.

Para provar a afirmacao, fixe x € J;r eseja Df(z) = P,oS, a decomposi¢ao polar de D f(x), com
P, € O(n,m) e S, € Sym(n). Note que, como Df(x) é 1-1, S, também o &, i.e. S, € GL(R").
Além disso, como S é denso em Sym(n) N GL(R"), podemos tomar uma sequéncia (5;);ey em S
convergente para S;; portanto, por continuidade, S, o S; ' idgn e S; 0 S-1 — idgn. Tomando
1 suficientemente grande, conclui-se que existe S € S tal que

1S, 087 | <t—e and [SoS; Y <(t 46t
Dai segue que, Vv € R",

IDf(@) - vl = 1Po - So vl = 1Sz - vll = [|(S2S™H)S - wl| <
< [1SeS7HIS - vll < (t = e)lIS - ],
T+ olS vl = (" + eSSz 1S vl <
< (@t +OISSTHINSe - vll < 118z - vll = [Df(2) - vl

Ou seja, F1) é satisfeita. Além disso, pela diferenciabilidade de f em z, existe R(zx,-) : R" —
[0,00) continua e nula em v = 0, tal que Vv € R™:

If (@ +v) = f(z) = Df(2) - v|| = R(=, v)[[vll = R(z,v)|S'S - v]| <
< R(z,0)[S7HIIS - v]|.

Como lim,_,¢0 R(z,v) = R(x,0) = 0, podemos tomar k € N suficientemente grande de modo
a garantir R(z,v)||S7Y| < € para |[v|| < k71, logo F2) é satisfeita para esta escolha de k.
Conclui-se, pois, que x € F(S,k). Finalmente, como G é denso em JJT, existe ¢ € G tal que

c € Uz, 55) © z € Ule, 57), logo = € E(S, k,c) = B(c, 3z) N F(S, k), o que conclui a prova da
afirmagao.

O

3.2 Foérmula da Area em Espacos Euclidianos

Inicialmente, recordemos o teorema de mudanca de varidveis linear para a integral de Lebesgue.
Remetemos a demonstragao para textos classicos em Medida e Integragao, como [6] ou [18]; essenci-
almente, é uma consequéncia da invariancia da medida de Lebesgue unidimensional por translagoes
e da sua homogeneidade com respeito a homotetias.

Teorema 3.5 (mudanga de variaveis linear para a integral de Lebesgue). Seja T' € GL(n,R).
i) Se Aco(L"), entaoT-A€o(L™) e LT A)=|detT|L"(A).

i) Se f:R"™ — R ¢ Lebesgue mensurdvel, também o é foT e, se f >0 ou f € L',
/fdﬁ” = /foT| detT'|dL".

Usaremos o teorema acima na prova das versoes lineares da formula da area, abaixo, e da féormula
da coarea, em 3.17.

Lema 3.6 (Formula da Area, caso linear). Se L : R™ — R™ ¢ linear e n < m, entdo, YA C R,

H"(L(A)) = [L]L"(A). (3.2)



28 FORMULAS DA AREA E COAREA EM ESPACOS EUCLIDIANOS 3.2

Demonstragao. Seja L = O o S a decomposi¢ao polar de L, cf. teorema 2.101, com S € Sym(n)
positiva e O € O(n,m). Entao [L] = |det S|. Tem-se:

1) Se [L] = 0, entao det S = 0, de modo que dimIm L = dimIm S < n — 1. Portanto, segue do

corolario 2.56 que H-dim Im L < n — 1, logo H"(L(R™)) = 0, donde, VA C R", H"(L(A)) =0
e ambos os membros de (3.2) se anulam.

2) Se [L] > 0, entao det S > 0 e O : R" — R™ & uma isometria linear. Dai, segue da proposigao
2.49.ii) que, para todo A C R™ boreliano:

H"(L(4)) _ H"(005(4))
LA~ L(A)
_ HY(S(A) 25
LA (3.3)
_ £M(5(4) 350
Lr(A)
= |det S| = [L].

3) Defina, YA C R", v(A) := H"(L(A)). Afirmamos que v ¢ uma medida de Radon em R".
De fato, L : R® — R™ ¢ um isomorfismo linear sobre Im L. Em particular, L : R® — Im L
¢ um homeomorfismo (munindo Im L da topologia relativa), logo a operagdo de pushforward
Ly define uma bijecao entre medidas borelianas em R™ e medidas borelianas em Im L, com
inversa dada por L_l#; além disso, é claro que esta bijecao se restringe a uma bijecao entre
medidas Borel-regulares. Como H" |1y, 1, € uma medida Borel-regular (o que pode ser checado
diretamente, em vista da Borel-regularidade de H™ em R™, ou a partir do fato de que o trago
H"|mm 1. coincide com a medida de Hausdorff m-dimensional de Im L como subespago métrico
de R™, pela proposicao 2.49.i), segue que v = L™ 4 (H"|1mz) ¢ uma medida Borel-regular em
R™. Além disso, VK C R™ compacto, segue da proposigao 2.49.iii) que v(K) = H" (L(K)) <
(Lip L)"H™(K) = (Lip L)"L™(K) < oo. Ou seja, v é uma medida Borel-regular localmente finita
R™, logo é de Radon por 2.24.2), o que conclui a prova da afirmagao.

4) Segue de (3.3) que as medidas Borel-regulares v e [L]L™ coincidem em todos os borelianos;
portanto, em vista da Borel-regularidade, elas coincidem em todo A C R”, i.e. H" (L(A)) =
[L]L™(A), como querfamos mostrar.

Lema 3.7. Sejam f: R™ — R™ Lipschitz, comn <m, e A CR" L"-mensurdvel. Entao:
i) f(A) € H"-mensurdvel.
i) A fungdo N(f|a): R™ — [0,00] dada por y — HO(AN f~Hy}) é H"-mensurdvel.
i) Jam HO(AN f7Hy}) dH™(y) < (Lip f)"L"(A).

Definicao 3.8 (func¢do de multiplicidade). Com a notac¢ao do lema precedente, N(f|4) : y +—
HO(AN f~Hy}) chama-se funcdo de multiplicidade de f|4.

Demonstracao.

i) Como L™ & o-finita, podemos tomar uma sequéncia (Ag)gen em o(L") tal que, Yk € N,
L(Ag) < 00 e UgenAr = A. Dai f(A) = Ugenf(Ax), de modo que f(A) € o(H™) se provar-
mos que, Vk € N, f(Ax) € o(H"). E suficiente, pois, provar o caso em que £*(A) < co. Como
L" é uma medida de Radon e R™ é o-compacto, podemos tomar (por 2.24.i) uma sequéncia
crescente (K;);en de subconjuntos compactos de A tal que L™(K;) — L"(A). Como A € o(L")
e L"(A) < oo, segue que L"(A\ K;) — 0, logo L"(A\ UjenK;) = 0. Portanto, pela proposi¢ao
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2.49.iii), conclui-se que H" (f(A\U;enK;)) < (Lip f)"L"(A\UjenK;) = 0. Como Vi € N, f(K;)
é compacto, segue Ujen f(K;) € Brm C o(H"). De f(A)\Uienf(K;) C f(A\ UienK;) conclui-
se que f(A)\ Uienf(K;) é H™nulo, i.e. f(A) é a unido de um boreliano com um conjunto
H™-nulo, logo f(A) € a(H™).

Podemos tomar uma sequéncia (F;);en tal que

o VieN, F,=(F ) jen € uma familia disjunta de borelianos de R" com, Vj € N, diam F’
1/i e Ujen Fj’ ]R”

e Vi € N, cada F;H ¢ um subconjunto de algum F,g (de modo que cada F,z é a uniao disjunta
de alguns dos termos de Fj;1).

Seja (g:)ien a sequéncia de fungoes R™ — [0, 0o definida por, Vi € N,

9=y Xf(ANF})

jEN

(a ideia é que, para cada i € N e y € R™, g;(y) é o nimero de termos de F; que intersectam
AN f~Hy}; intuitivamente, g; cresce pontualmente para a funciao de multiplicidade). A tese
seguird uma vez que mostremos que cada g; ¢ H"-mensurével e que (g;);cn cresce pontualmente
para a fungao de multiplicidade N(f|4) (o que implica a H"-mensurabilidade da ultima fungao
em vista do teorema 2.31.iv). Isso sera feito ao longo dos seguintes passos:

1) Vi,j e N, An FJZ € (L"), logo Xf(anFi) € H"-mensurével pela parte i). Assim, Vi € N,
J
gi = ZjeN Xf(anri) € H"-mensuravel pelo teorema 2.31.iv).
J

2 i)ien € pontualmente crescente. De fato, Vy € R™ e i € N, para cada j € N tal que
) (g ) S p y VY y P J q
AN f~Hy} corta Fi, i.e. tal que x i (y) =1, o fato de que F; ¢ uma uniao de termos
j f(ANF?Y)
J

de F;41 implica a existéncia de k = k;(j) € N tal que FZ'H C FZ (logo ki(7) # ki(j') se
j# 4 ie ke 1-1) e An f~Hy} corta F+1, ie. Xf(AﬂF,erl)( ) = 1. Entéo, definindo
N;:={jeN|AN f 1y} N F} # 0}, tem-se

y) = ZXf(AmF;)(y) = > Xpanri)(¥) =
jeN JEN;
k; is 1-1

= Z Xf AmFH'l)) y) <
JEN;

< fo(AmF;H)(y) = gi+1(y)-
jEN

3) Vi € N, g; < N(f|a). De fato, como F; ¢ uma familia disjunta, para todo y € R™, AN
FHy} = Ujen AN f~Hy} N F}. Como, ¥j € N, HO(AN f~H{y} N F}) > Xf(AmF;)(y), segue

que N(f)(y) = HO(ANFHy}) = X jen HOANSTHYINE) 2 X jen Xp(anes (0) = 6i(v)-

4) Yy € R™, Vk € N tal que k& < N(f|a)(y), existe i € N tal que g;(y) > k. De fato,
como N(f|a)(y) = H'(AN f~{y}) > k, podemos escolher k pontos distintos 1, ..., z; €
AN f~Hy}. Tome i € N tal que ||z, — 24| > 1/i para 1 < p < ¢ < k. Como os termos de
Fi sao disjuntos e tém didmetros < 1/, segue que, V1 < p < k, x), pertence a exatamente
um dos termos de F;, digamos, F]?(p), com p — j(p) 1-1. Entao g;(y) = ZjeN Xf(AmF;’)(y) >

> 1<p<k Xf(AﬁF;(m)(y) = k, como afirmado.

Seja (gi)ien @ mesma sequéncia de fungdes R — [0, oo] do item anterior, de modo que Vy € R™,
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9i(y) T N(f|a)(y). Entao segue do teorema da convergéncia mondtona que:

N(fla)(y)dH"(y) = lim 9i(y) dH"(y) =

RrR™ 1—00 Rm™
2.49.ii4)
= lim ’H” (AN F’ <
i—00 Z ) -
jeN

< hmlnfz (Lip /)"L"(AN FZ)

71— 00
jEN

= (Lip f)"L"(A).
O

Teorema 3.9 (Formula da Area). Seja f : R® — R™ Lipschitz, com n < m. Entdo, para todo
Aeo(Lh),

/ Jpder = [ HOAN FHy)) dHA ().
A R™

Demonstracao. Recorde a notacao fixada no inicio deste capitulo em 3.1.
Se L"(A) = 0, o primeiro membro se anula trivialmente, e o segundo membro se anula pelo
lema 3.7.iii). Portanto, em vista do teorema de Rademacher 2.97, podemos assumir A C Dy.

1) Caso 1: A C J;I. Fixe t > 1. Seja (Ek)ren uma sequéncia em g dada pelo teorema de
linearizagao Lipschitz 3.4, i.e. tal que J}F = Uren Ek e, para cada k € N, existe Sy € Sym(n) N
GL(R"™) tal que (Ej, Sk) é uma t-linearizagao para f. Entao, Vk € N,

" . . 2.49
H'(f(ANE)) =H"(flg, 0 S, o Sk(ANER)) <

3.2.i") .
(Lip flp, © Sy D" H" (Sk(ANER)) < (3:4)
"

<
<t"H"(Sk(AN Ey)),

2.49
H* (Sk(ANEy)) =H"(Sko (flg,) "o f(ANER)) <

3.2.ii") .
< (Lip Sy o (flm) )" H (F(AN Ey)) < (3:5)
<t

"H(f(AN EY)),
Por outro lado, segue do corolario 3.3 que, Vk € N, Vx € Fy,

tSk] < J f2) < T[Sl (3.6)

Portanto, Vk € N:
—2nqm (34 —nam lema 3.6
t H (f(AﬂEk)) < tT"H (Sk(AﬁEk)) =
3

(3.6)
=1 "[Se]L" (AN Ey) <

3.6)

< [, g 1@aE ) S (37)

< t"[SK]L(A N By 30

(3.5)
=t"H"(Sk(ANEy)) <

< EPMHM(f(AN Ey))

—
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Como, Vk € N, f|g, ¢ 1-1 (pela proposigao 3.2), tem-se, Yy € R™, HO(AN E, N f~H{y}) =
Xf(AnEy) (Y), de modo que [p, HOY(ANEL N f~H{y}) dH"(y) = H"(f(AN Ey)). Assim, de (3.7)

e do teorema da convergéncia monétona, conclui-se que:

t—2"/ HOANF Yyl dH (y) "E S [ WO ANEN ) dH () =

keN R

=S (fan B) ©

keN

n TCM n &0

< %AmEka(x)dﬁ (z) = /AJf(:r) dL"(z) <
<Y H(f(ANER) =

keN
=Yoo [ wan s ) a) '

keN
— ¢2n - HO(AN fH{y}) dH" (y).

Logo,

20 [ WA £ ) AR () / sracr<en [ HOAN £y AR Y).
Rm Rm™

Tomando ¢ | 1, segue

HOAN f () A" () = / Jpacr,
A

Rm

como afirmado.
2) Caso 2: A C J{. Entdo [,J fdL" = 0; devemos mostrar que [HO(AN f~H{y})dH"(y) = 0.
Podemos assumir que £L™(A4) < oo (o caso geral seguira pelo teorema da convergéncia monoétona,

escrevendo A = Upen Ap, com Vn € N, A, € o(L") e L"(A,) < 00, 0 que é possivel pela
o-finitude da medida de Lebesgue).

Fixe 0 < € < 1. Defina g : R" — R™" = R™ x R" por g(z) := (f(z),ex). Entdo g ¢ Lipschitz
1-1 e, Vz € Dy = Dy, Dg(z) = (Df (), eidgn) € L(R™,R™ x R").

Afirmamos que existe C' = C'(n,m,Lip f) > 0 (em particular, C' ndao depende de €) tal que,
Vr € A, 0 < Jg(z) < Ce. Assumindo tal afirmagao, tem-se, denotando por pr; : R™ x R” — R™
a projecao no primeiro fator:

2.49.3)
H"(f(A)) =H"(pry 0 g(A)) <

< (Lippr))"H" (9(4) =
= [ wng ) a2
Rm+n
afirmagao
—/Jgdﬁ" <
A
< CeL™(A).

Portanto, como 0 < € < 1 foi escolhido arbitrariamente e assumimos L£™"(A) < oo, segue que
H"™(f(A)) = 0. Como a funcdo de multiplicidade N(f|A) R” — R, y — H (AN f~H{y}), tem
suporte em f(A), segue que [HY(AN f~Hy})dH" (y ff 7-[0 AN f~Hy}) dH (y) = 0,
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como queriamos.

Resta provar a afirmacao. Como, Vo € Dy = Dy, Dg(z) = (Df(x), eian) € L(R™",R™ x R"), a

matriz jacobiana de Dg(z) é a matriz (m + n) X n que se escreve em blocos como:
Df(z
oyt = (1P7). 39)

Pela formula de Binet-Cauchy 2.104, (J g(x))2 ¢ a soma dos quadrados dos n X n-menores da
matriz acima. Em particular, tomando o menor correspondente as tltimas n linhas, conclui-se
que, Vo € Dy = Dy, Jg(x) > €" > 0. Por outro lado, para se obter um limitante superior para
a referida soma:

e Note que a i-ésima linha da matriz [Df(x)] é Vfi(x), onde f! é a i-ésima componente de f
na base canonica de R™; a norma desta linha é, portanto, |V f¢(z)|| = [|[Df*(z)|| < Lip f! <
Lip f.

e A soma dos quadrados dos menores n x n de [Dg(x)] pode ser escrita como My + Mo,
onde os termos em M; sao os quadrados dos menores n X n com linhas em [Df(x)], i.e.
My = (J f (x))Q, e os termos em My sao os quadrados dos demais menores, i.e. 0s menores
n X n que tém ao menos uma linha em el,,. Como € < 1 e as linhas em [D f(z)] tém normas
limitadas por Lip f, cada menor do tltimo tipo é limitado por e-max{1, (Lip f)"~'}. Como
existem ("1") — (") parcelas em Mo, tem-se My < ((™F") — (7))e? - max{1, (Lip f)" '}

n n n

Logo, Vo € Dy = Dy:

(Jg@)” < (I 1)+ (<m; n) B <T72L>)62-max{17(Lip £
Em particular, se x € A C JJQ, segue Jg(z) < Ce, onde

C = \/ <m: ”) - (2’) max{1, (Lip £)" "1},

0 que conclui a prova da afirmagao.

3) Caso geral: A C Dy. E uma consequéncia direta dos casos 1 e 2:

/deﬁ”:/ de£”+/ JfdL" =
A Ame+ AnJY

= [ wAnT Ay () + / HOAN TN fH y}) dH (y) =
R™ Rm

= [ H(ANf Ty} dH" ().

Rm
O

Corolario 3.10 (Teorema de Mudanga de Variaveis). Seja f : R™ — R™ Lipschitz, com n < m.
Entao, para toda g : R™ — R L™-mensurdvel com g > 0 ou g somdvel,

/nngd,C":/Rm( > glx) dH"(y).
zef~Hy}

Demonstrag¢ao. Suponha g > 0. Pela proposigao 2.33, existe uma sequéncia (A;);eny em o(L") tal
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que
=1
i=1

Seja 1 : R™ — [0,00] dada por ¢(y) = erf—l{y} g(z). Dado y € R™, podemos calcular
> zef-1{y} 9(2) através do teorema da convergéncia monotona (integrando com respeito a medida
de contagem em f~1{y}):

W)= Y aw= X Y vl L

zef~y} zef~Hy} ieN

=Y Y )=

iEN - zef~{y}

=Y A )

1€EN

Como, para todo i € N, a fungio de multiplicidade N (f|4,) : y = H°(A;Nf~Hy}) é H"-mensurével,
pelo lema 3.7.i1), segue que ¥ é H™-mensuravel e > 0. Além disso, aplicando uma vez mais o teorema
da convergéncia monétona e a féormula da area, obtém-se:

vl ) = [ > 1004, 0 £ g}y ()

Rm
—Z | HAN b ARy ) M
ZEN
-3 / Jfacn TEM
€N
[ > wsrae = [ gapacn
R™jen * R

0 que prova o caso g > 0.
Se g : R® — R é L™-somavel, escrevemos g = g~ — g~ e aplicamos o caso ja provado a g™ e g,
o que conclui a demonstracao.

O]

Corolario 3.11. Sejam f : R®™ — R™ be Lipschitz 1-1 e n < m. Se g : R® — R é L™-mensurdvel
com g >0 or g € LY(L™), entio flmfg o fTHdH™ = [g. gd fAL™. Em particular, se g : Im f —
[0, 00] for boreliana, entdo

/ImfgdH”:/gofdeLi". (3.9)

Demonstragao. Yy € R™,

_JgofWy) yelmf
xefz_;{y}g(m) {0 y € R™\ Im f.

Portanto, segue do corolario 3.10 que fImfg o fTHAH™ = [pngd fAL™ Se g : Im f — [0, 00] for
boreliana, podemos aplicar a tltima igualdade para g o f no lugar de g, obtendo-se (3.9). O

A féormula da area e seus corolarios continuam véalidos se f : R™ — R™ for substituida por
f:Q CR™ — R™ localmente Lipschitz, com 2 C R™ aberto. Ou seja, vale o seguinte teorema:

Teorema 3.12 (formula da area para aplicagdes localmente Lipschitz). Sejam n < m, Q C R”
aberto e f: 0 — R™ localmente Lipschitz.
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i) (formula da drea) Para todo L™-mensurdvel A C Q, a fungao de multiplicidade N(f|a) : R™ —
[0,00], y = HO(AN F~H{y}), é H -mensurdvel e

/ Jpder = [ HOAN ) dHA ).
A Rm

ii) (teorema de mudanca de varidveis) Se g : Q — R é L q-mensurdvel e g > 0 ou g € LY(L"|q),

entao /ngdﬁn /m Z )dHn( ,

zef~{y}
com o significado de que a integral no segundo membro faz sentido e vale a igualdade. Em

particular, se f for 1-1, seque que [, gJ) fdL" = flmfg o f~HdH".

A prova se obtém por um argumento direto, combinando-se a versdo ja provada para aplicagoes
Lipschitz 3.9 com o teorema de extensao de Kirszbraun 2.95 e com o teorema da convergéncia
monoétona.

Como aplicacdes C! em abertos de R™ sao localmente Lipschitz, seguem como corolarios do
teorema acima as versoes do teorema de mudanca de varidveis geralmente enunciadas em textos
classicos de Cdlculo Avangado ou Medida e Integracao, a exemplo de [6, 2.47| e [15, apéndice HJ.

Observagio 3.13. Mais geralmente, a formula da area permanece valida para aplicagoes f : A C
R™ — R™ aprozimadamente diferencidveis no sentido de |9, 3.1.2], onde A C R"™ Lebesgue-
mensuravel. A prova é consequéncia direta da versdo aqui provada para aplicagoes Lipschitz e
do teorema de estrutura [9, 3.1.8], o qual garante a existéncia de uma partigdo do dominio A de
f numa unido enumeravel de conjuntos Lebesgue-mensuréveis, restrita a cada um dos quais f é
Lipschitz.

3.2.1 Aplicagoes da Formula da Area

Eis alguns exemplos de aplicagdao da féormula da éarea:

Comprimento de uma Curva

Sejam —oco < a < b < o0 e v :la,b] = R™ Lipschitz 1-1. Podemos estender  a uma aplicagao
Lipschitz em R, a qual ainda denotaremos por 7. Note que, para todo t no conjunto D, € % dos
pontos de diferenciabilidade de -,

Jy(t) = IV @)

Portanto, segue do teorema de mudanga de varidveis 3.10 com g = x(4,5 que

/Ilv )| dt = /X[amdﬁlm

:/m( Z X[a,b](x))d’)'-[l(y):

e€&y~Hy}
N /]Rm Xo([ap)) ) AH (y) =
=#' (7([a,B]))-

Area de um Grafico

Sejam g : R™ — R Lipschitz e f : R" — R"™! dada por f(z) := (z,9(z)). Entdo f é Lipschitz
1-1 e, calculando através da formula de Binet-Cauchy 2.104, Vo € Dy = Dy,

Jf(x) = V1+[Vg(@)|?.
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Para cada U C R™ aberto, podemos aplicar o corolario 3.11 para se obter uma férmula classica
para a “area superficial” do grafico de g restrita a U, i.e. a medida de Hausdorff n-dimensional de

[ =T(g:U) = {(w,g9(a)) | 2 € U} = F(U):

H"(F):/Ude[,”:/Ux/1+\|Vg(:c)H2d:c.

Medidas de Lebesgue e de Hausdorff numa Variedade Riemanniana

Seja M uma variedade diferenciavel n-dimensional com base enumerével de abertos e de classe
Ck, k > 1, e g um tensor métrico de classe Ck~! em M. Construiremos uma medida de Radon
positiva em M induzida pelo tensor métrico. Para tal, definimos um funcional linear positivo I em
C.(M) da seguinte forma:

1) Seja ¢ = (z!,...,2") : U — R" uma carta Ck definida num aberto & C M. Para cada f € C.(M)
com spt f C U, definimos

L= [ for g, (3.10)
()

onde g, : ¢(U) — R ¢ definida por, para todo = € U,

0

)
x aZL'j

). (3.11)

xT

go(p(x)) = det g(aii

Se 1) for outra carta CK em M e spt f C dom ¢ N dom 1, decorre do teorema de mudanca
de variaveis classico (o qual é corolario da formula da area, como vimos anteriormente) que

Lo(f) = Iy(f).

2) Dada f € C.(M), podemos cobrir o suporte de f (que é um compacto) por um conjunto finito de
vizinhancas coordenadas; digamos, spt f C U™ U;, com ¢; : U; — R" carta Ck para 1 < i < m.
Para 1 < i < m, seja & € C&E(M) com spt & C U;, 0 < & < 1etal que Yv & = 1 numa
vizinhanca de spt f. Defina

m

I(f) = Lo, (& )- (3.12)

i=1

Uma verificagao direta e classica mostra que I estd bem definido (i.e. a defini¢do independe
da cobertura (U;); e da partigdo da unidade tomadas) e ¢ um funcional linear positivo em C.(M).
Portanto, pelo teorema de representagao de Riesz para funcionais lineares positivos 2.83, existe uma
tnica medida de Radon ;g em M que representa o referido funcional.

Definigao 3.14 (medida de Lebesgue de uma variedade riemanniana). Com a notagdo acima, a
medida de Radon pig chama-se medida de Lebesgue da variedade riemanniana (M, g).

Suponha, agora, que (M, g) seja subvariedade riemanniana de R™ para algum m > n. Podemos
fazer tal suposicao sem perda de generalidade se M for de classe CX com k > 3, tomando-se um
mergulho isométrico de Nash em algum R™ com m suficientemente grande. Mostraremos, como
corolario da formula da area, que a medida de Lebesgue 15 da variedade riemanniana (M, g) coincide
com o traco da medida de Hausdorff n-dimensional de R™ em M; ou, o que é a mesma coisa, em
vista da proposi¢ao 2.49.1), com a medida de Hausdorff n-dimensional de M como subespago métrico
de R™. Isso generaliza o teorema 2.54.

Teorema 3.15 (a medida de Lebesgue em (M™, g) coincide com H"|m). Sejam (M, g) subvariedade
riemmanniana de R™, com n < m e M de classe C* com k > 1. Entdo a medida de Lebesgue
pg induzida pelo tensor métrico coincide com o trago H"|m, onde H™ € a medida de Hausdorff
n-dimensional em R™.



36 FORMULAS DA AREA E COAREA EM ESPACOS EUCLIDIANOS 3.3

Demonstragao. Verificaremos que H™|y é uma medida de Radon e representa o funcional linear
positivo I : C.(M) — R definido em (3.12) e (3.10). A tese seguira, entdo, da unicidade estabelecida
pelo teorema de representacao de Riesz 2.83.

1) Pela proposigao 2.49.i), H"|m coincide com a medida de Hausdorff n-dimensional de M como
subespago métrico de R™; como esta tltima ¢ uma medida Borel-regular, em vista de 2.49.v),
conclui-se que H"|m ¢ Borel-regular.

2) Seja ¢ : U — R uma carta em M. Entdo ¢! : pU) — R™ é uma aplicacdo 1-1 de classe CX,

k > 1, no aberto ¢(U) C R™. Em particular, é localmente Lipschitz, de modo que a férmula da
area 3.12 se aplica. Além disso, por um calculo direto,

Jo7l = Bo o) = R,
onde g, é dada por (3.11).

3) De 3.12.i) segue que, para todo K C ¢(U) compacto,

H" (p(K)) = /K\/g?dﬁn < 0.

Dai, pela arbitrariedade da carta ¢ tomada, conclui-se que H"|y € localmente finita. Sendo
Borel-regular e localmente finita num espago métrico separavel localmente compacto, a referida
medida é de Radon, em vista da observagao 2.24.ii).

4) De 3.12.ii) segue que, para toda f € C.(M) com spt f C U,
[ ran - /(u) J oo ERdL" = I,(f) = I(7).
©

Como {f € C.(M) | Jp : U — R™ carta em M e spt f C U} é um conjunto de geradores para o
espago vetorial C (M), conclui-se que a integral contra a medida de Radon H"|m representa I.
Por unicidade da representacao, conclui-se que H"|m = ftg, como queriamos.

O

Observagao 3.16. Com a notac¢ao do teorema acima, é natural indagar se a medida H"|u, que
coincide com a medida de Hausdorff n-dimensional de M como subespago métrico de R™, também
coincide com a medida de Hausdorff n-dimensional induzida pela distancia riemanniana de M, i.e.
a distancia intrinseca induzida pelo tensor métrico tomando-se infimos de comprimentos de arcos
seccionalmente C! ligando dois pontos. Noutras palavras, a questdo que se coloca é: a distancia
euclidiana do ambiente R™ restrita a M e a distancia intrinseca de (M, g) induzem a mesma medida
de Hausdorff n-dimensional? A resposta é afirmativa e decorre do teorema IV.1.7 em [10].

3.3 Foérmula da Coarea em Espacos Euclidianos

Nesta secao, assumiremos n > m, salvo mencao explicita em contréario.

Lema 3.17 (formula da coérea, caso linear). Sejam L : R™ — R™ linear, n > m e A € o(L").
Entao:

i) N(L|4) : R™ — [0,00] dada por N(L|a)(y) := H*"™(AN L™ Hy}) is L™-mensurdvel.
i)
[ man L ) aem ) = 1216 (3.13)
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Demonstragao. Sejam O € O(m,n)e S € Sym(m) dados pelo teorema 2.101, i.e. tais que L = SoO*
é uma decomposicao polar de L.

1. Caso 1: dimIm L < m. Entao, para £L™-q.t. y € R™, L™ {y} = 0, logo N (L|4)(y) = H" ™(AN

L=Yy}) = 0. Ou seja, N(L|4) é nulo £L™-q.s., portanto ¢ L™-mensuréavel. Por outro lado,
como Im L =Im S, tem-se [L] = |det S| = 0. Assim, ambos os membros de (3.13) sao nulos.

2. Caso 2: L = P : R" = R™ x R"™™ — R™ ¢ a projegao no primeiro fator (logo O = P*
e S = idgm). Fixe y € R™ e seja pry : R” = R™ x R"™™ — R™™"™ a proje¢ao no segundo
fator. Entdo a restricio pry : P71{y} — R"™™ & uma isometria que leva AN P~!{y} na segio
Ay =A{z | (y,x) € A} C R* ™. Portanto, da proposicao 2.49 partes i) e ii) e do teorema 2.54,
conclui-se que N (P|4)(y) = H" ™ (ANP~Y{y}) = H""™(4,) = L"™(A,). Logo, do teorema
de Fubini-Tonelli 2.39 aplicado & medida produto £™ x L™~™ (a qual coincide com L™, em
vista do exemplo 2.41), conclui-se que N(P|4) ¢ L™-mensuravel e [, N(P|a) dL™ = L(A),
o que prova (3.13) (pois [P] = 1).

3. Caso 3: L : R" — R sobrejetiva. Note que, como Im L = Im §, tem-se S € Sym(m)NGL(R™).

Afirmamos que existe @ € O(n) tal que O* = Po @, onde P : R" = R™ x R"™™ — R™ ¢
a proje¢ao no primeiro fator, como no item anterior. De fato, estenda O € O(m,n) a uma
isometria linear S : R” = R™ x R ™ — R" e defina () := S*. Como P* : R™ — R"™ x R*»~™
¢ a inclusao no primeiro fator, tem-se So P* = O, logo O* = PoS* = Po (), como queriamos.

Com @ € O(n) dada pela afirmagao acima, tem-se, Yy € R™,

N(LIa)(y) = H"™(AN L Hy}) =
=H""(AN(SoPoQ)” 1{y}) =
n—m e 2.49.ii)
=H"(QT QA NPTHS T ()Y]) =
=H"™(Q( ﬁPl{S NODE
= N(P|gay) oS~ Ly).
Ou seja, N(L|4) = N(P|gay) © S~'. Pelo item anterior, N(P|g(a)) ¢ L™-mensuravel, e S~

¢ continua, portanto boreliana; entao segue que a composta N(L[a) = N(P|g(a)) © St
L™-mensuravel e > 0. Além disso,

N(f1A)(y) dL™ (y / N(Plowy) o S~ (y) dem(y) * 2

Rm
- ]detS]/R N(Plgeay)dc™ “2?

= |det S|£(Q(A)) 2™ L] (4),

o que prova (3.13).
O

Para o préoximo lema, recorde a nogao de integral superior introduzida na definicao 2.36. Este
é o ponto mais delicado na prova da féormula da coarea 3.23. Trata-se de um caso particular do
teorema 2.10.25 em [9]; Federer o enunciou para aplicagdes Lipschitz f : X — Y entre espagos
métricos X e Y com algumas hipoteses restritivas que posteriormente foram removidas - vide [2] e
referéncias 14 citadas.

Lema 3.18 (desigualdade de Eilenberg ou desigualdade da coéarea). Sejamn,m € N e f: R — R™
Lipschitz. Entao, Vk,l € [0,00) e VA C R",

[ an s tyhant) < alk)all) 5 pyiaghHa),
R o
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Note que nao se assume n > m nem a mensurabilidade de A no enunciado do lema acima.
Provaremos apenas o caso [ = m, para o qual é possivel fazer um argumento mais simples que
o de Federer, o qual adaptamos de [12] e depende fortemente da desigualdade isodiamétrica 2.53.
Apenas este caso serd usado na prova da féormula da coarea.

Prova do caso | = m. Para cada j € N, pela proposigao 2.49.iv) existe (Bg)ieN cobertura de A por
fechados com diametros < 1/j tal que

diam B\ k+m m 1
S alk+m) <T> <HEEm(A) + - (3.14)
ieN

Vi, 7 € N, defina .
; diam B’ \k
ot (Sm B
Como f (B] ) ¢ o-compacto (pois B] ¢ fechado, logo o-compacto, e f & continua), portanto Borel-
mensurével, g/ é boreliana e > 0, e assim 0 & >,y g7 : R — [0, 00]. Além disso, para cada y € R™
ej €N, An f~Hy} esta contido na unido das bolas de (BY);en que intersectam f~1{y}, i.e. tais
que y € f(B]). Dai segue que, Yy € R™,

M1y (AN Hyh) <D glw)

ieN
Assim,
| wan s aen) -
* L monotonicidade de [*
= [ a0 phaene) TS
Rm j—>OO
237,ii)
< li f YdL™(y) =
< J it 3oty
lema de Fatou
:/mhjrglogfz:gl )ydL
.. TCM
<1 f y)dL™(y
< limin / mzeZNgz
= liminf J daLm =
At %\; / gl ()AL (y)
diam B’ des. isodiamétrica 2.53
= 2 m J <
imint3 o) (T ) £7(Bh) TS
diam BY\k diam f(B7)
< i
hjniégfiza(k)( 2 ) ( )( 2 ) =
a(k)a(m) diam B\ k+m (3.14)
< m T T <
< oy Pl Stk ) () S
a(k)a(m) kb 1
< ! — | =
~ alk+m) (Lip f)™ hgn—l>lo£>lf<H1/ (4) + j)
_ a(k)a(m) : mak+m
— S Lip £ K (4),
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Lema 3.19. Sejam f: R™ — R™ Lipschitz com n > m, A € o(L"). Entao:

i
D
1)

i) Para L™-q.t. y € R™, AN f~Hy} é H"""-mensurdvel.
i) N(f|a):R™ = [0,00] dada por N(f|a)(y) :== H""™(AN f~Hy}) é L™-mensurdvel.
emonstracao.

Caso 1: A é compacto. Fixe t > 0. Para cada i € N, seja U; o conjunto dos pontos y € R™ tais
que existe um conjunto finito de abertos (S;)1<;<k satisfazendo as seguintes condigoes:
An f~Hy} C U, S5,
diam §; < §,V1 < j <k, (3.15)
. \Nn—m
S —m) (2SN <y L

&=

Afirmagao #1: Vi € N, U; é aberto. De fato, seja y € U;. Tome (Sj)1<j<k satisfazendo as
condigoes (3.15). Provemos a existéncia de r > 0 tal que AN f_l([U(y,r)) C U;‘-”:lSj, donde se
conclui que U(y,r) C U;, o que prova a afirmacao. A existéncia de tal > 0 é consequéncia direta
do fato de que A é compacto e f € continua: se ndo existisse tal r > 0, poderiamos tomar uma
sequéncia (yp)pen in R™ convergente para y tal que, Vh € N, existe z, € ffl{yh}ﬁA\Ulgjngj.
Como A\Uj<;<kS; é compacto, existiria uma subsequéncia de (3 )nen, a qual ainda denotaremos
por (zp)nen, tal que z, = « € A\ Ui<j<iS;. Por continuidade, segue que f(x) = lim f(xp) =
limy, =y, logo x € f~H{y} \ Ui<j<xS;, chegando-se a uma contradigao.

Afirmagdo #2: {y € R™ | H""™(AN f~{y}) < t} = NienUi, logo é um boreliano. Como
{yeR™ | H™(AN f~1{y}) <t} =0 para t < 0, a afirmacio implica que N(f|4) ¢ boreliana
se A for compacto. Como, Yy € R™, AN f~1{y} é compacto, logo boreliano, a prova da afirmacao
concluiré a demonstragao do caso 1.

Prova da afirmagao #2:

e Assuma que H" ™(AN f~{y}) < t. Entao, V6 > 0, Hy ™(AN f~{y}) <t. Dado i € N,
escolha § € (0, %) Em vista da proposi¢ao 2.49.iv), existe uma cobertura enumeravel G de

. n—m
An f~Yy} por abertos de R com didmetros < § tal que Y g g a(n — m)(%) <

t+1. Como AN f~1{y} é compacto, podemos extrair uma subcobertura finita (S;)1<;j<x de
G satisfazendo (3.15), de modo que y € U;. Como i € N ¢é arbitrario, segue que y € NienUs.

e Reciprocamente, se Vi € N, y € U;, entéo (3.15) garante que ?/;m(A Ny <t+ 4

portanto, tomando i — oo, conclui-se que H* ™ (AN f~Hy}) < t.

Caso 2: A é o-compacto (em particular, isso vale se A é aberto). Entdo, Vy € R™, AN f~{y}
é o-compacto, logo boreliano. Além disso, podemos tomar uma sequéncia crescente (K;);cn de
subconjuntos compactos de A cuja uniao é A, de modo que, Vy € R™, a sequéncia de borelianos
(K; N f~Hy})ien cresce para AN f~'{y}. Dai, aplicando a continuidade para cima 2.9.i) para
H"™, segue que N(f|k,) cresce pontualmente para N(f|4); do caso 1 e do teorema 2.31.iv)
conclui-se que N(f|a) é boreliana.

Caso 3: L"(A) = 0. Segue do lema 3.18 com k = n—m e | = m, e do teorema 2.54, que
Jam N(f|a)dL™ = 0. Logo, da proposigao 2.37.i), N(f|4) € L™-mensuravel e [5,, N(f|a)dL™ =
0, de modo que N(f|a) é £L™-q.s. nula. Ou seja, para L™-q.t. y € R™, H*™(AN f~H{y}) =0,
donde AN f~1{y} & H" ™-mensuravel.

Caso 4: L"(A) < co. Como L™ é uma medida de Radon, podemos tomar uma sequéncia decres-
cente (Uy)ren de abertos contendo A tal que inf{L"(Uy) | k € N} = L"(A). Assim, tomando
B := NgenUy € PBrn, tem-se L(B) = L™(A) < oo; como A é L™mensuravel, conclui-se que
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L*(B\ A) = 0. Em particular, segue do caso 3 que, para L™-q.t. y € R™, (B\ A) N f~{y} é
H"™-nulo. Para um tal y, AN f~{y} = (BN f~Hy})\ (B\A)Nf~{y}) ¢ X" ™-mensuravel
e H"™(BN f~Hy}) = H (AN f~Hy}), o que mostra que N(f|4) = N(f|g) L™-q.s., de
modo que o caso 4 estard concluido uma vez que provemos que N(f|g) é L™-mensuravel. De
fato,

e Paracaday € R ek € N, UpyN f~'{y} é boreliano e a sequéncia (UyN f~ {y})ren decresce
para BN f~{y};

e como L"(A) < oo e L"(Uyg) | L"(A), podemos assumir que L"(U;) < oo (descartando
os primeiros termos da sequéncia (Ug)ken, se necessario). Entao segue do lema 3.18 com
k=n—-mel=mque [gn N(flo,)dL™ = [z N(f|v,) dL™ < co. Portanto, para L£™-
at. y € R™ N(f|v,)(y) = H™(Uy N f~Hy}) < oo; para um tal y, podemos aplicar a
continuidade para baixo 2.9.ii) para concluir que N (f|y,)(y) + N(f|B)(y). Ouseja, N(f|v,)
decresce L™-q.s. para N(f|p). Entdo segue que N(f|p) é L™-mensuravel (em vista do caso
2 e do teorema 2.31.iv), como afirmado.

7) Caso geral. Pela o-finitude de £, podemos escrever A = Ugen A, onde Vk € N, A € o(L") e
L*(Ay) < co. Entao ANf~Hy} = Uren(ArxNf~{y}). Segue do caso 4 que, para L™-q.t. y € R™,
Vk € N, A, N f~Hy} ¢ H "-mensurével; logo, para tais y, AN f~{y} é H" ™-mensuravel e
N(fla)(y) = Dren N(fla,)(y) pela o-aditividade de H"™™. Entao N(f[a) ¢ L™-mensuravel,
em vista do caso 4 e do teorema 2.31.iv).

O

Lema 3.20 (linearizacao Lipschitz, parte II). Sejam t > 1, h : R™ — R™ Lipschitz e J}T =
{z € Dy | Jh(z) > 0}. Entdo existe uma familia disjunta enumerdvel (Ey)ren n %+ tal que
h

L(JF\ UkenEg) =0 ¢, Vk €N, h|g, € 1-1 e existe Sy, € Sym(n) N GL(R") satisfazendo
i) Lip S, ' o hlg, <t eLip(h|g,) " oS, <t
ii) Yz € Ey, ||S;,* o Dh(z)|| <t e |Dh(z)~ o Si| < t.

Observagao 3.21. Com a notacao do lema precedente:

1) As condigoes i) e ii) sdo equivalentes a, respectivamente:
') Va,y € h(Ek),
IS (= y)ll < MI(hlg) " @) = (W) T @I < IS - (2 = y)l;
ii") Vz € Eg, Yv € R", t_1||Sk_1 || < |IDh(z)~t 0| < tHSk,_l .
A prova é imediata e similar ao argumento usado na proposicao 3.2.

2) A condigdo i) implica que k|, admite inversa Lipschitz, pois (h|g,) ™" = [(h]g,) "' o Sk] o S},
donde Lip(h|g, )™t < ¢S,

3) A condigao ii) implica que, Vo € Ej:
t"|det S| < Jh(x) < t"|det Sk|. (3.16)
De fato,

Jh(z) = |det Sg||det ST [[Dh(z)] "2

— |det Sg|[S; ! o DA(2)],

logo (3.16) segue de ii) e da proposigio 2.105.ii) com S; ' o Dh(z) no lugar de T.
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Demonstracao.

1) Seja (Fk)gen uma familia enumerével disjunta em % tal que J}T = Uken Fi e, Vk € N, h|p, &
1-1 com inversa Lipschitz. A existéncia de uma tal familia segue do teorema 3.4 e da proposi¢ao
3.2 com h no lugar de f.

2) Fixe k € N. Como (h|p,)~! : h(F;) — R™ é Lipschitz, pelo teorema 2.94 (ou pelo teorema
2.95) ela pode ser estendida a uma aplicacdo Lipschitz hy : R — R™. Como h(F}) C {x €
R™ | ho hi(x) = x}, segue do corolario 2.99 com hi no lugar de f e h no lugar de g que
Dh(hy(z)) o Dhy(x) = idrn para L™-q.s. & € h(Fy). Portanto, definindo

Yy := {& € R" | IDhy(x), IDh(hy(x)), Dh(hy(x)) o Dhy(w) = idgn},
tem-se Yy € PBrn e h(Fy) \ Yy € L"-nulo. Além disso, Vo € Yy, Jh(hk(a})) - Jhg(z) = 1, logo
Jhy(xz) > 0, donde Y, C J}jk.

3) Aplicando o teorema de linearizagao Lipschitz 3.4 para hy, existem uma familia enumeravel
disjunta (G;?)jeN em PBrn e uma sequéncia (Rf)jeN em Sym(n)NGL(R"™) tais que J}fk = Ujen G;?
e, Vj €N, (Gé?, Rg“) é uma t-linearizagdo para hi. Defina, para cada j € N,

EF =F,nh ' (G'nYy) € Zrn e SF:=(RF)™! € Sym(n) N GL(R").

Provaremos que a familia enumeravel (Ef“‘7 Sf) k,jeN satisfaz as condigoes enunciadas no teorema.

4) E claro que (Ef)k,jeN ¢ uma familia disjunta em %’J:{ e, Vk,j € N, h|lgr é 1-1 com inversa
J
Lipschitz, logo Ef C F*. A saber, (h|gr)~! ¢ a restrigio de hy a h(EJk) =h(F)N Gf NYy.
J

5) Afirmamos que J,‘f \ UknenEy,; € L"-nulo. De fato, como J;{ = Ugen Fy, é suficiente mostrar
que, para todo k € N, Fj, \ UjeNEéC é L"-nulo. Como h|p, é bi-Lipschitz sobre h(F}), a tltima
condicao ¢ equivalente a h(Fj \ UjeNEf) ser L£"-nulo. Como

h(Fy \ UjenEF) = h(F \ [F, N A1 (Y NUjenGY)]) =
=h(F\P (VN ) )) =
~———
=Y
= h(Fg) \ Yx,

a afirmagao segue da parte 2).
6) Vk,j € N, hg|gx estende (h|gx) ™! (pela parte 4), logo (hg|gr) ™! estende h| . Portanto, Vk, j €

J J J J

N,
Lip(S§)~" o Bl g = Lip RVo hlge < Lip RFo (hk@)—l <t
Lip(hl i) ™" 0 §7 = Lip(h| i) ™" o (B}) ™" < Lip hlge o (R7) ™" < t,

J J J
onde as tdltimas desigualdades em ambas as linhas sao justificadas pelo fato de que (G;€ , R;? ) é

uma t-linearizagao para hy e pela proposicao 3.2. Assim, Vk, j € N, a condi¢@o i) no enunciado
do lema é satisfeita por (Ef, Ré“)

7) Vk,j €N, Vx € EJ’-“, tem-se h(z) € G;? NY, ex=h (h(x)), em particular, pela definicao de Y},
Dh(x) o Dhy(h(z)) = idgn, i.e. Dh(z) = Dhy, (h(x))fl. Entao segue que, Vk,j € N, Vz € Ef

1(S¥)7% o Dh()|| = || RS o Dhy (h(z)) || < t,
IDA(z) ! o S¥|| = | Dhy(h(z)) o (RE) | < t,
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onde as ultimas desigualdades em ambas as linhas sao justificadas pelo fato de que (G;g , R;“) é
uma t-linearizacdo para hy e pela proposi¢ao 3.2. Assim, Vk, j € N, a condigao ii) no enunciado
do lema é satisfeita por (E]k, R;-“), o que conclui a demonstracao.

O

Lema 3.22. Sejamn <m <k, T € L(R",R™) ¢ R € L(R™,R¥). Entio [RoT] < || R|["[T]. Além
disso, se R for 1-1, entio |R™Y|"[T] < [Ro T] < || R|™*[T].

Demonstragio. Denotando por B a bola fechada unitaria em R¥, segue do lema 3.6 que:

2.49

ap 4
[RoT] % B 'H"(RoT(B)) <
3.6

< |B|"!(Lip R)"H" (T(B)) %
= [ R|"[TT,
0 que prova a primeira afirmacgao.
Sem = ke R € GL(R™), entaio T = R~! o Ro T logo, pela primeira afirmagdo, [T] <
IRH"MRoT] & [RoT] = |R™Y~"[T].
Se m < k e R 1-1, tomamos uma isometria linear P : Im R — R™, de modo que [Ro T] =

[PoRoT],||PoR| = ||R| e|[(PoR)™|| = |[R7!||. A tese segue, entdo, aplicando o caso ji provado
com P o R € GL(R™) no lugar de R. O

Teorema 3.23 (formula de coarea). Seja f : R™ — R™ Lipschitz, com n > m. Entao, para cada
L"-mensurdvel A C R",

/deﬁ”:/ H (AN Yyl dL™ (y). (3.17)
A m

Observagao 3.24.

1) Recorde que N(f|a) :y+ H* ™(AN f~Hy}) é L™-mensuravel, pelo lema 3.19, de modo que
a integral no segundo membro da férmula da coarea faz sentido.

2) Se f:R*" =R™ x R*"™™ — R™ ¢é a projegao no primeiro fator, tem-se J f = 1 e a formula da
coarea se reduz ao teorema de Fubini-Tonelli 2.39. O caso geral pode ser interpretado, portanto,
como uma generalizacao “curvilinea” do teorema de Fubini-Tonelli.

3) Se n =m, a formula da coarea coincide com a féormula da area 3.9.

4) Tomando o boreliano A := (R™\ Dy) U JJ? = {z € R" | iDf(z) or J f(z) = 0} na formula da
codrea, conclui-se que H" (AN f~Hy}) = 0 para L™-q.t. y € R™. Isso pode ser interpretado
como uma versao do teorema de Morse-Sard para a teoria da medida: £™-q.t. y € R™ é um
“valor regular” de f, no sentido de que, a menos de conjuntos H"~™ nulos, f~!{y} estd no
conjunto J;{ dos pontos onde D f tem posto maximo.

Notagdo. Seja n < m.
1) Denotamos por:

e &(m,n) o conjunto de todas as aplicagoes {1,...,n} — {1,...,m}.

o X(m,n):={\ € ®(m,n) | A 1-1}. Abreviamos %, := ¥(n,n) (i.e o conjunto das permuta-
goes de {1,...,n}).

o A(m,n) :={\ € ¥(m,n) | X estritamente crescente}.

2) Para A € A(m,n), seja Sy := (exu) | 1 <i <n) CR™e Py € L(R™,S)) a projegao ortogonal
sobre S)\, ie. P)\(.T}l, ceey xm) = (w)\(l)v v ,(L‘)\(n)).
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Demonstracao.

1) Se A C R™\ Dy, entao L"(A) = 0 pelo teorema de Rademacher 2.97, logo o primeiro membro
em (3.17) é nulo, e o segundo membro idem em vista do lema 3.18 com k =n —m el = m.
Assim, é suficiente mostrar (3.17) para A C Dy = J]T U J]?. E, como ambos os membros sao

aditivos em o (L"), ¢ suficiente considerar os casos A C J;f eAC JJQ.

2) Caso 1: AC J;r. Para cada A € A(n,n —m), defina hy : R" — R™ x R"™™ por

ha(@) = (f(z), Pa(2)),

onde Py ¢ a projecao ortogonal sobre (ey(1),. - .,e)\(n,m)) = R"™™. Para todo x € Dy, = Dy,
tem-se Dhy(z) = (Df(z), P) € L(R™); logo, Jhx(z) > 0 see € J]’c\, onde

Jf/\ = {l‘ € J;_ | P)\|keer(x) is 1-1 }

Para cada z € J}F, existe A € A(n,n—m) tal que ker D f(x) é transversal a (ex(1), - - -, €x(n—m)) =
R™™ (logo = € J}‘) Ou seja, JJf = U)\EA(n,n—m)J}\' Portanto, podemos decompor A numa uniao
disjunta A = UAeA(n,n—m) Ay, com Ay C J;‘ L™-mensuravel. Entdo, pela aditividade de ambos
os membros de (3.17) em L", é suficiente mostrar a igualdade para cada Ay. Assim, podemos
assumir que A C JJ/C\ = J,; para um dado A € A(n,n —m).

3) Por simplicidade de notagdo, pomos h := hy : R” — R". Seja ¢ : R = R™ x R"™"™ — R™ a
projecao no primeiro fator, de modo que f = qgo h.
Fixe t > 1. Aplique o lema 3.20 para h de forma a obter uma familia enumerével disjunta
(Ex)ken In e%’J’j e uma sequéncia (S)ken € Sym(n) N GL(R™) tais que £"(J;" \ Ugen Ex) = 0
e, Vk € N, h|g, ¢ 1-1 e as condi¢Oes 1), ii) no enunciado do referido lema sdo satisfeitas. Seja,
Vk €N, Ay := AN Ey € 0(L"), de modo que A\ Ugen Ax ¢ L-nulo (pois A C J;1).

Afirmamos que, Vk € N, Vo € A,
t™"qgo Sk] < Jf(x) <t™[qo Sk]. (3.18)

De fato, como f = goh, Df(x) = qo Dh(z) = qo Sk o (S,;l o Dh(z)). Logo, definindo C' :=
S, toDh(z), tem-se go Sy, = Df(x)oC~!, donde (g o Si)* :*(C’*l)*on(:r)*. Portanto, aplicando
o lema 3.22 com Df(x)* : R™ — R" no lugar de T e (C~!)" € GL(R") no lugar de R, e notando
que (C~1)" = (C*)~! e que a operacao de transposicao (-)* preserva jacobianos e ¢ uma isometria
linear, conclui-se que

ICI7™ 3 f(x) < [ao Skl < [CTHI™J f(=),

logo
i) pelo lema 3.20
Jf(z) <[IC™]g o Sk] < t"[q o Sk],
1 i) pelo lema 3.20
Jf(2) = [[C7 17" [g © Skl > t"q o Skl

0 que conclui a prova da afirmagao.
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4) Vk €N,

2 HT (A0 ) AL (y) =

Rm
=t . H' (S o hla,) oS ohla (AyNhTig Hy)) AL (y) =

—2n n—m -1 —17o—1 -1 m 2.49.41)
=M ((Sg o hla) 'S o h(Ar) N (go Sk) Hy}) dL™(y) <

. —1 n—m —2n n—m -1 m 3207,)
< [Lip(hla,) ™ o Sp]" ™t HY (S o h(AR) N (g o Sk) " Hy}) dL™(y) <
Rm
<47 [ HTT (S o h(AR) D (g0 ST u) AL ()
2.49.77)
=t""""[qo SE]L" (Sk_l o h(Ak)) <
o 3.20.4)
<t "[qo Sp](Lip S " o hla,)"LM(Ar) <
(3.18)
< t_m[[q o Sk]][,n(Ak) <
(3.18)

< / Jfdcer <

Ag

» » 2.49.ii)

< tm[[q o Skﬂﬁn(Ak) = tm[[q o Sk]]ﬁn((h|Ak o Sk) o (Sk o h‘Ak>(Ak)) <

3.20.7)
< t™[q 0 S](Lip h| 5, OSk)”E”( . Oh\Ak(Ak)) <

< " g 0 SEIL™ (St o hlay (Ar)) =

= | HT (S o k(A N (g0 ST ) AL ) =

= ¢t / CHPT[(S T o hlag) o (L, 0 8k) (S o h(Ak) N (g0 Sk) T y})] AL (y) =

:tm+n/mHn m[ Oh‘Ak(Akmh’A q l{y})} dﬁm( )_

2.49.7i)
et [ WS o, (A T ] AL () <

3.20.4)
<o (LipS o bl [ M AL ) L) <

< / H (A 0 Ly} AL (y).
Em particular, Vk € N,

2 HT (A Ty AL (y) < | JFdLt <
/m ' /Ak (3.19)
<en [ £ h e )

5) Segue do lema 3.19 que, para L"-q.t. y € R™, Vk € N, A, N f~{y} ¢ H* ™-mensuravel, logo
H ™ (Upen A N fHyY) = 2 pen H" ™ (Ar N f~H{y}). Dai segue do teorema da convergéncia
mondtona que

H( u AN Ty dL™(y Z CHT(ARN [T Yy dL™(y). (3.20)

Rm keN
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6) Afirmamos que

[ st ehdene) = [ wman T whaene). G2

Da fato, como Ugeny Ax C A, a desigualdade “<” vale trivialmente em (3.21). Por outro lado,
por subaditividade, tem-se, Yy € R™, H" ™A N f~Hy}) < H" " (Uren Ax N F~H{y}) +
H™ ™ ((A\ Uken Ak) N f~H{y}), donde [p,, H" ™(AN f~H{y}) dL™(y) < [am H" ™ (Uken Ak N
FHyD AL™(y) + [gm H* ™ ((A\ Ugen Ax) N f~H{y}) dL™(y). Como A\ Upen Ay ¢ L"-nulo
(pela parte 3), segue do lema 3.18 com k = n—m el =m que [p, ’H”*m((A \ Uren Ax) N
f _l{y}) dL™(y) = 0, assim provando a desigualdade oposta e a afirmacao segue.

Entao segue de (3.20) e (3.21) que

Lowmmananacne) =3 [ wnan i enaene). 62)

keN

7) Como A\ Ugen Ag é L-nulo, tem-se

/deﬁ":/ Jract ' ENST [ uracn (3.23)
A Uken A

keN Ak

Finalmente, de (3.23), (3.22) e (3.19), conclui-se que

2 [ AN ) AL (y) < / Jfdcr <
Rm A

< ¢ - H AN FHy)) AL (y).

Como t > 1 foi tomado arbitrariamente, podemos fazer ¢ | 1 para obter

H AN f Y y)) AL (y) = /A Jfdcn,

Rm
0 que conclui a prova do caso 1.

8) Caso 2: A C J}).

Note que ambos os membros em (3.17) sao o-aditivos em o (L") (para o segundo membro, isso é
uma consequéncia do lema 3.19 e do teorema da convergéncia mono6tona). Assim, pela o-finitude
de L™, podemos assumir que L"(A) < oo.

Fixe € > 0 e defina g : R" x R™ — R™ por g(z,y) = f(z) + ey, ¢ : R"" x R™ — R" e
p: R" x R™ — R™ as proje¢oes no primeiro e segundo fatores, respectivamente. Entao g é
Lipschitz e, ¥V (z,y) € Dy = Dy x R™, Dg(x,y) = Df(x) o ¢ + ep. Portanto, a transposta da
matriz jacobiana [Dg(z,y)] é a (n +m) X m matriz que se escreve em blocos como

[Dg(z,y)"] = <[Df($)*]> :

el,,

i.e. ¢ da mesma forma que (3.8), trocando m com n. Como a i-ésima linha da matriz [Df(z)"]
¢ a i-6ésima derivada parcial de f em z, i.e. Df(z) - €;, a norma da referida linha é < Lip f.
Portanto, pelo mesmo argumento usado na pagina 32 (caso 2 da formula da area), i.e. usando a
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formula de Binet-Cauchy 2.104, conclui-se que, V (z,y) € Dy = Dy x R™,
Jg(z,y) = ™ >0,
2 2 n+m n e
o)’ < Q@)+ (" 1) = (1)) maxtn, wip 1y

m m

Em particular, se (z,y) € A x R™ C JJQ x R™ podemos concluir que Jg(z,y) < Ce, onde

C = \/<" ;m) - (;) max{1, (Lip f)™1}.

Logo, V(z,y) € A x R™, 0 < Jg(z,y) < C¢; em particular, A x R™ C J;, e assim podemos
aplicar o caso 1 com ¢ no lugar de f e qualquer subconjunto £*"-mensuravel de A x R™ no
lugar de A.

9) Recorde que, pelo lema 3.19, a aplicacao N(f|4) : R™ — [0, oo] dada por N(f|a)(y) = H"™(AN
f~Hy}) é L™-mensuravel. Como 7 : R™ x R™ — R™ dada por n(y,w) := y — ew é linear e
sobrejetiva, ela é mensuravel como aplicaciao (R?™ = R™ x R™, Lrom) — (R™, Lgrm) (uma vez
que pode ser fatorada como 1 = go1), onde ¥ € GL(R?*™) e ¢ : R™ x R™ — R™ ¢é a projecio no
primeiro fator, e isomorfismos lineares preservam a o-algebra de Lebesgue). Portanto, a composta
N(f|a) on é > 0 e L2™-mensurdvel, e também o é a aplicacio R™ x R™ — [0, 00] dada por
(y,w) — xp(o,1y(w) - N(f|a)(y — ew). Como L2™ = L™ x L™ (vide exemplo 2.41), isso justifica
a aplicagao do teorema de Fubini-Tonelli 2.39 no céalculo abaixo:

Yw e R™, [ H"™(ANfH{y})dL™(y) =
Rm

= | H"™MANfHy - ew})dL™(y) =

Rm
= 2t Loy Jo W AN ) 47 2L ) =

! n—m -1 m m .\ Fubini 2.39 (3:24)
:a(m)/m/mxmw(@-"fl (AN fH{y —ewh)dL™(y) AL (w) =

= a(lm) /m /m xp(0,)(w) - 1 (AN FHy — ew}) dL™ (w) AL™ (y) =
N a(lm) /m /Rm Xeo,1)(w) - H" (AN f7Hy — ew}) x {w}) dL™ (w) AL™(y),

onde a ultima igualdade se deve a proposi¢ao 2.49 aplicada & isometria R — R”™ x R™ dada
por x — (z,w).

10) Note que, se x € R™ e w,y € R™, tem-se (x € A e g(z,w) = y) see (x € Ae f(x) =y — ew)
see z € AN f~{y—ew}. Logo, definindo B := AxB(0,1) C R" x R™, vale a seguinte igualdade:

0 se w € B(0,1)

Bng {ytnp {w} = {(Amf—l{y —ew}) x {w} se w € B(0,1).

Entao, V(y,w) € R™ x R™,

Xg(0,1)(w) - H (AN fTHy —ew}) x {w}) = H (B Ng Hyynp Hw)).
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Portanto, segue de (3.24) que
[ s aen) -

[ s ng e ) den(w) den).

a(m)

Para continuar este calculo, aplicamos o lema 3.18 & integral interna, com BNg~{y} € o(L"t™)
no lugar de A, p: R” x R™ — R™ no lugar de f, Kk =n —m el =m, o que resulta em

[owman s g aen) <

_ 1 a(n — m)a(m) /Rm Hn(B n g_l{y}) dﬁm(y) pelogso 1

a(m) a(n)
B a(n _ m) ntm parte 8
SR AL
a(n —m) . g —
S =0 Ce- L(B)

_aln—m)a(m) .
-~ ¢ L(A).

Como L"(A) < oo (pela redugao feita na primeira parte do passo 8) e € > 0 foram tomados
arbitrariamente, fazendo-se € | 0, obtém-se

/ H“mMmflwndmwnzo:/Jfaﬁ
m A
0 que conclui a prova do caso 2 e a tese segue.

O]

Corolario 3.25 (teorema de Fubini-Tonelli curvilineo). Seja f : R™ — R™ Lipschitz, com n > m.
Entao, para toda g : R™ — R L™-mensurdvel com g > 0 ou g somdvel,

/ gifact = / K /f L 9 (@) ) AL (), (3.25)

com o significado de que as integrais iteradas no sequndo membro fazem sentido e vale a igualdade.

Demonstragao. Suponha g > 0. Pela proposigao 2.33, existe uma sequéncia (4;);en em (L") tal

que
o

9= Z%x&-

i=1
Logo, para todo y € R™,
1
9 X1 = D T XA )
=1

Segue do lema 3.19 que, para L™-q.t. y € R™, Vi € N, XA;nf-1{y} € H" "-mensuravel; para um tal
Y, 0 teorema 2.31 garante que g- x -1,y € H" "-mensuravel e > 0, de modo que a integral interior

no segundo membro de (3.25) faz sentido. Além disso, ainda para y satisfazendo a condi¢ao acima,
segue do teorema da convergéncia mondtona que

[ 96@) xg @ aHr ) = S SH A £ ),
=1



48 FORMULAS DA AREA E COAREA EM ESPACOS EUCLIDIANOS 3.3

Como o segundo membro da igualdade acima define uma fungdo L£™-mensuravel R™ — [0, 00]
(em vista do lema 3.19 e do teorema 2.31), conclui-se que a func¢ao definida L£™-q.s. por y
J9(x) - xp-1q (@) dH* ™ (x) & L™-mensuravel e

Jolf o
-/ Z SHTA O f ) AL () T
™ i=1
—Z AN )AL ()
=572 [ xa Jfden T
; - /XA
— [ > uadracr= [ gagac
=1

R

o que conclui a prova do caso em que g > 0. Para g : R™ — R L"-somével, basta aplicar o caso que
acabamos de provar para as partes positiva e negativa de g. O

A exemplo da férmula da area, a formula da coarea e o coroldrio acima continuam vélidos se
f:R™ — R™ for substituida por f : Q C R® — R™ localmente Lipschitz, com  C R™ aberto. Ou
seja, vale o seguinte teorema:

Teorema 3.26 (formula da coarea para aplicagoes localmente Lipschitz). Sejam n > m, Q C R”
aberto e f : 0 — R™ localmente Lipschitz.

a) (férmula da codrea) Para todo L™-mensurdvel A C ,

e para LM-q.t. y € R™, f~Hy} N A é H' ™-mensurdvel;
e a fungio N(f|a): R™ — [0,00], y = H" " ™(AN f~Hy}), é L™-mensurdvel e

/ spder = [ HrmAn FYh AL ).
A R™

b) (Fubini-Tonelli curvilineo) Se g : 2 — R é L™|q-mensurdvel e g > 0 ou g € L1(L"|q), entdo

fosacr=[ ([ owawr@)ic),

com o significado de que as integrais no seqgundo membro fazem sentido e vale a igualdade.

Como em 3.12, a prova se obtém combinando-se a versao ja provada para aplicagoes Lipschitz
3.9 com o teorema de extensao de Kirszbraun 2.95 e com o teorema da convergéncia monotona.

Finalmente, a mesma observagao feita em 3.13 pode ser repetida aqui: a férmula da coarea vale,
mais geralmente, para aplica¢oes aproximadamente diferenciaveis no sentido de [9, 3.1.2], o que se

prova como corolario da versao aqui provada para aplicagoes Lipschitz e do teorema de estrutura
[9, 3.1.8].

3.3.1 Aplicagoes da Formula da Coarea

Proposicao 3.27 (integragao em coordenadas polares). Se g : R™ — R é L™-mensurdvel e g > 0

ou g € LY(L"), entdo
/ gdLr = / (/ gd’l—[”_l) dr. (3.26)
n 0 aB(0,r)
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Demonstragio. Seja f: R™ — R dada por f(x) = ||z||. Entao f é Lipschitz e, Vo € Dy = R™\ {0},
Vf(z) =z/|z|, logo J f(z) = |Vf(z)|| = 1. Como, Vr € R, f~1{r} = 0B(0,r) (em particular, = ()
para r < 0), (3.26) é uma consequéncia direta do corolario 3.25. O

Proposigao 3.28. Sejam Q2 C R™ aberto e f : Q — R localmente Lipschitz. Entdo
Livsnacr = [~ wigs = e

Demonstragio. E uma consequéncia direta do teorema 3.26.a), com A = Q, levando em conta que

Jf=1IVIl O
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Capitulo 4

Retificabilidade

A nocao de conjunto retificavel, que fornece uma generalizacdo da noc¢ao de superficie de im-
portancia primordial no estudo de problemas variacionais geométricos, seré apresentada em nossa
investigagao em (4.1). As nogdes que usaremos neste capitulo seguem as formulagoes de F. Maggi
[5], [17] e H. Federer [9].

Historicamente, conjuntos retificdveis foram introduzidos pela primeira vez por Besicovitch para
conjuntos unidimensionais no plano em [1]. Em 1947, Federer escreveu um artigo sobre subconjuntos
retificaveis do espago n-dimensional e caracterizou os conjuntos puramente ndo retificdveis por sua
“Invisibilidade” sob quase todas as projecoes (veja [11]). A.S. Besicovitch provou isso para conjuntos
unidimensionais no plano, mas a generalizacao de Federer, valida para subconjuntos de dimensao
arbitraria em qualquer espaco euclidiano, foi uma realizagao técnica importante e, mais tarde,
desempenhou um papel fundamental na sua teoria de correntes normais e integrais.

4.1 Conjuntos Retificaveis

Recorde que, dado k € [0,00), usamos a notacdo H* para denotar a medida de Hausdorff &
dimensional num espaco métrico, cf. def. 2.47, a qual é uma medida Borel-regular.

Definigao 4.1 (conjuntos k-retificaveis em R™). Sejam 0 < k < ne M C R” H*-mensuravel.
Diz-se que M é:

o HF¥-enumeravelmente retificivel (ou k-enumeravelmente retificivel) se existir uma sequéncia
(fi)ien de aplicacoes Lipschitz R¥ — R™ tal que

HE (M fi(RF)) =0,

1€EN
e localmente k-retificdvel se for k-enumeravelmente retificavel e H¥ LM for uma medida de

Radon em R™.

o k-retificavel se for k-enumeravelmente retificavel e H* L M for uma medida de Radon finita
em R™.

Observagao 4.2.

1) A defini¢ao de Federer em [9, 3.2.14] é mais geral. No entanto, neste texto so sera considerado
o caso particular definido acima, a exemplo do que fazem [17] e [5].

2) Se k=0, M C R" é k-enumeravelmente retificavel se, e somente se, for um conjunto enumeravel.
Consideraremos, doravante, k > 1.

51
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3) Segue como consequéncia imediata da definigdo acima, do corolario 2.55 e da proposi¢ao 2.52
partes c) e e) que, se M C R” for k-enumeravelmente retificavel, entao H-dim M < k. Em par-
ticular, se k < k < n e M for k-enumeravelmente retificavel, também o seré x-enumeravelmente
retificavel, pois serd H"-nulo.

Proposigao 4.3 (propriedades imediatas dos conjuntos k-retificaveis). Seja M C R™ H*-mensurdvel.

i) Se N C R™ ¢ tal que HF¥(N A M) = 0, entdo N € k-enumeravelmente retificivel (respectiva-
mente, k-localmente retificivel ou k-retificivel) se, e somente se, M o for.

i) Todo subconjunto H*-mensurdvel de um conjunto k-enumeravelmente retificivel é k-enumeravelmente
retificavel. A uniao de uma sequéncia enumerdvel de conjuntos k-enumeravelmente retificiveis
€ k-enumeravelmente retificdvel.

iit) M € k-enumeravelmente retificivel se, e somente se, existir uma sequéncia (4A;);en de subcon-
juntos limitados de R* e uma sequéncia {fi + Ai =» R"}ien de aplicagoes Lipschitz tais que
M\ Ujen f(Ai) € HE-nulo. Caso afirmativo, i.e. caso M seja k-enumeravelmente retificivel, ¢
possivel tomar as f;’s definidas em R* e os A;’s compactos.

) Se M for k-enumeravelmente retificdvel, entido M ¢ o-finito com respeito a HF.

v) Se M for k-enumeravelmente retificdvel, existe N D M boreliano tal que H¥(N \ M) = 0. Em
particular, H¥ LN = H* LLM, logo H* LM ¢ Borel-regular.

vi) M € k-localmente retificdvel se, e somente se, for k-enumeravelmente retificivel e H* LM for
finita nos compactos de R™.

Demonstragio. i) E consequéncia imediata da definicio.
i1) Idem.

iii) A implicagdo (=) decorre do fato de que RF se escreve como unido enumeravel de limitados.
Para a implicacdo (<), aplique o teorema de extensao de Kirszbraun 2.95 para cada f; : 4; —
R™. Caso M seja retificavel, podemos estender as f;’s da sequéncia a aplicagoes Lipschitz em
RF ¢ substituir os A;’s pelos seus fechos, os quais sdo compactos.

iv) Em vista do item anterior, basta verificar que, se A C R* for limitado e f : A — R™ Lipschitz,
entdo H"(f(A)) < oo. De fato, pela proposi¢io 2.49.iii), segue H*(f(A4)) < (Lip f)*H*(4).
Mas, pelo teorema 2.54 e pelo fato de ser A C RF limitado, tem-se H*(A4) = LF(A) < oo,
donde a tese.

v) Como HF* é Borel-regular, cf. proposicio 2.49.v), o item anterior e a proposi¢ao 2.19 garantem
a existéncia de um envoltorio boreliano N de M. Como N \ M € o(u), segue da definigao de
envoltério 2.11 que H¥(N\ M) = HF(N\M)NN) = H*(N\ M) M) = HF (@) = 0. Segue
dai que H*¥ LN = H* LM, logo H* LL M ¢é Borel-regular em vista da proposicao 2.26.

vi) A implicagao (=) é imediata. A implicagao (<) decorre do item anterior e do fato de que toda
medida Borel-regular localmente finita em R"™ é de Radon, cf. observagao 2.24.2).
O

Exemplo 4.4. Se k < n e M C R” for uma subvariedade mergulhada! de classe C! e dimensao k,
entao M é k-enumeravelmente retificavel e H-dim M = k. Com efeito:

1) Podemos cobrir M com uma familia enumeravel {¢; : Uy € M — R¥};cy de cartas C! tal que,
para todoi € N, ¢; : U; — RF & bi-Lipschitz sobre sua imagem ¢;(U;) C R”. Entao M se escreve
como uniao enumeravel das imagens das aplica¢oes Lipschitz <pi_1 s i) - R i € N, logo M
¢é k-enumeravelmente retificivel.

Lou, mais geralmente, e com o mesmo argumento, se M for a imagem de uma imerséo de classe C! definida numa
variedade diferenciavel de dimensao k.
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2) Do item anterior e da observagao 4.2.3) segue que H-dim M < k. Por outro lado, tomando cartas
{pi : Ui — R*};cn como no item anterior, segue da proposicao 2.52 que H-dim M > H-dim U =
H-dim 1 (U1) = k (pois o1 € bi-Lipschitz sobre sua imagem ¢ (U;), que é um aberto nao vazio
de R¥). Portanto, H-dim M = k, como afirmado.

Além disso, se M for fechada em R", entdo M é k-localmente retificavel. Isso segue do item
anterior e da proposicao 4.3.vi), observando que a hipotese de ser M fechada e o fato de que H*|y
¢ uma medida de Radon em M, pelo teorema 3.15, garantem a finitude de H* LM nos compactos
de R".

Por outro lado, se M nao for fechada em R™, M pode nao ser k-localmente retificivel, como
mostra o exemplo, com k = 1 e M C R? dada por M = {(z,sin1) | 2 > 0}. Neste exemplo,
M é uma subvariedade mergulhada de classe C! em RZ, logo é 1-enumeravelmente retificavel. No
entanto, ndo é 1-localmente retificavel, pois #' LM néo é localmente finita.

4.2 Um Teorema de Estrutura para Conjuntos Retificaveis

Nosso préximo objetivo é investigar uma decomposi¢ao candnica para conjuntos retificaveis, a
qual serd enunciada e provada no teorema de estrutura 4.7. Recorde a notagao fixada em 3.1.

Definigao 4.5 (imagem Lipschitz regular). Sejam f : R™ — R™ Lipschitz e E C R"™ boreliano
limitado. Diz-se que o par (f, E) define uma imagem Lipschitz reqular f(E) em R™ se:

i) f é 1-1 e diferenciavel em E, com J f(x) > 0 em todo x € E;
ii) todo x € E é ponto de densidade 1 para E, i.e.

ENB
r—0t  a(n)r®

iii) todo x € £ é ponto de Lebesgue para Df : Dy C R" — L(R",R™), i.e.

. 1 () —
i ) Ja DI DI AL ) =0

Proposicao 4.6. Com a notagio da definicao acima, se f(E) é uma imagem Lipschitz reqular
definida pelo par (f, E), entao todo x € E € ponto de Lebesgue para J f : Dy — R.

Demonstrac¢ao. Recorde a notagao fixada em 2.102. Queremos provar que

1
< [ IDrwl = osw|ay =o

0 a(n)r

Basta provar que toda sequéncia (r;);eny com 7; — 0 admite uma subsequeéncia (r;;)jen tal que

1
lim —— D —[Df(x)]| dy = 0.
_ /B oy D70 - I

j—o0 an)rf!

Por hipétese, x € ponto de Lebesgue de Df, ou seja,

TMV com y=z+r;w 1 / i—00
= — Df(z+ ryw) — Df(x)||dw =" 0.
27 oy IS 7i0) = DI

1
; /B . IDs() = DSl dy

a(n)r]
Portanto, a sequéncia de fungdes {w — ||Df(z+rw) — D f(z)|}ien converge para 0 em L!(B(0,1)).
Existe, pois, uma subsequéncia da referida sequéncia que converge a 0 L£"-q.s. em B(0,1). Ou
seja, existe (7;,)jen subsequéncia de (r;)ien tal que, para L"-q.t. w € B(0,1), {Df(x + ri;w)}jen
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converge para D f(z). Como a aplicagao [-] : L(R”,R™) — R é continua, conclui-se que, para £L™-q.t.
w € B(0,1),

[IDf(x + riyw)] - [DF@)]] ' 0. (4.1)
[Df(z + riyw)] = [Df@)| <

Além disso, a convergéncia é dominada (pois, para todo j € N,
2(Lip f)™ ), o que nos permite concluir que

ST o PO = 38@Na T s [ DS ] - S
Oé(TL)T’Z B(x,rij a(n) B(0,1) Y ’
pelo teorema da convergéncia dominada. O

Teorema 4.7 (decomposic¢ao de conjuntos retificaveis). Sejam M C R™ um conjunto k-enumeravelmente
retificivel e t > 1. Entdo existem My C R™ H*-nulo e (f;(E;))ien sequéncia de imagens Lipschitz
requlares induzidas por pares (fi, E;)ien, com (Vi)E; € Bgr limitado, tais que

1. M=MUJfi(E);
ieN
2. para cada i € N, Va,y € E;, Vv € RF,
tH =yl < | fi(@) = fily)ll < tllz = yl,
™ol < IDfi(x) - oll < ¢l (4.2)
t7F < fi(z) <t~

Demonstragdo. Pela proposicao 4.3.iii), existem (g;);>1 sequéncia de aplicagoes Lipschitz R¥ — R™
e (A4;)i>1 sequéncia de compactos em R* tais que M \ Ui>19i(4;) & HE-nulo.

Para cada i > 1, gi(A;) N M é H*-mensuravel (pois g;(A;) é compacto, logo boreliano, e M
¢ HF-mensuravel por hipotese) e tem medida H* finita, pois H*(g:;(A;)) < (Lipgi)"H*(A;) =
(Lip g;)*£*(A;) < oo, em vista da proposicio 2.49.iii), do teorema 2.54 e da compacidade de A;.
Portanto, como H* & Borel-regular, segue do corolario 2.20 que existe M; C g;(A;) N M boreliano
tal que H*(g;(A;) N M \ M;) = 0. Portanto,

E; =g "(My)NA;nJS

¢ um boreliano limitado de R”.
Defina My = M \ U;j>19i(E;), de modo que

M = My U gi(Ey).

i>1

Afirmo que H* (M) = 0. Com efeito, fixe i > 1. Tem-se M; = g; (gi_l(Mi)ﬂAi), logo M;\gi(E;) =
gi (g, (Mi) 0 Ai) \ gi(Ei) C gi(g; ' (Mi) N A\ E;) € gi(RF\ J5) = gi(R¥\ Dy,) U gi(JQ). Mas,

o HERE\ Dy,) = LERF\ Dy,) = 0, pelo teorema de Rademacher 2.97 e pelo teorema 2.54;
logo, pela proposicio 2.49,iii), H* (gi(Rl’C \ Dy,)) < (Lip g))FHF(R*\ D) = 0.

® Xgi(J9) <H° (Jgi Ng;, 1(-)); logo, por monotonicidade da integral e pela formula da area:

H*(9:(Jg,) = / Xgi(s0) AH" < / HO(Tp, Mgy} drt(y) 2

= / Jg;dck =o.
Jgi
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Portanto, M; \ ¢;(E;) é HE-nulo. Como i > 1 foi tomado arbitrariamente e My C (M \
Uizlgi(Ai)) U (Uizl[gi(Ai) N M\ MZ]) U (Uilei \ gi(Ei)), conclui-se que My é HF-nulo, como
afirmado.

Pelo teorema de linearizacao Lipschitz 3.4, para cada ¢ > 1 existe uma sequéncia disjunta (Fj’ )j>1
em PBgi tal que Jf = Ujs1 Fl e, Vj > 1, existe ST € Sym(k) N GL(R¥) tal que (F},S%) ¢ uma
t-linearizacao para g;. Defina, para 4,5 > 1, E; = FE;N F;, como F; C Jgt, segue E; = Uj>; E;'-,
donde

M=Mu | a(E).
i,j>1

Note que, para cada i,j > 1, E]’ C R* & boreliano (pois E; e sz 0 sao) e limitado (pois E]’ CEe
E; é limitado). Agora tome, para cada i,j > 1, Gé. = S}(E]’) C R¥, 0 qual é um boreliano limitado,
e fi:=gio(S)) " Entdo f}(G%) = gi(Ej}), de modo que

M=Mu | (G

4,521

Além disso, para cada 4,5 > 1, (G;,ide) ¢ uma t-linearizacao para f}, de forma que (4.2) é
consequéncia de (ii) e (iii) na definigdo 3.1 e do corolario 3.3. Finalmente, £*-quase todo ponto de
G;» é tanto ponto de densidade 1 para G; como ponto de Lebesgue para D f;-, em vista do corolério
2.70 e do teorema 2.74. Assim, subtraindo-se, um boreliano £*-nulo de G;- (cuja imagem por f; é
HF-nula e pode ser acrescentada a M), podemos supor que ( ;, G;) define uma imagem Lipschitz
regular f;(G}) no sentido da definiao 4.5.

A tese segue reenumerando-se (f;, G;)i,jzl para (fi, Gi)i>1. O

Observagao 4.8. Com a mesma hipotese e notagao do teorema precedente, podemos ainda tomar
My C R™ e (f;, E;);en satisfazendo as mesmas condigoes enunciadas na tese e a condigao adicional
de que a unido enunciada no item 1 seja disjunta. Com efeito, tomando My C R"™ e (f;, E;);en satis-
fazendo a tese, mostremos que os F;’s podem ser modificados de forma que a sequéncia ( fl(El))z N
seja disjunta.

Para cada i > 1, f;(E;) ¢ HF-mensuravel (pelo lema 3.7.i) e tem medida H* finita (pois E; ¢
limitado, e pela proposigao 2.49.iii). Portanto, { fi(E;) \Uj<if;(E;)}i>1 € uma sequéncia disjunta de
HF*-mensuraveis em M com medidas H* finitas, cuja unido é a mesma que a da sequéncia (fZ(EZ))Z>1
Pelo corolério 2.20, podemos, para cada i > 1, tomar N; C fi(E;) \ Uj<;f;(E;) boreliano tal que
”Hk([fz(Ez) \ Uj<ifi(Ej)]\ Ni) =0, logo M|, := M \ U;>1N; é HEr-nulo e (N;)i>1 € uma sequéncia
disjunta de borelianos com cada N; contido na imagem de f;|g,. Substitua My por M e, para
cada ¢ > 1, substitua E; por f1|;311 (N;) = £ 1(N:;) N E; € Bge. Retirando do novo E; um conjunto
Lebesgue-nulo, se necessario (cuja imagem por f; serd H*-nula e pode ser acrescentada a My), ainda
podemos supor que todo ponto do novo E; é um ponto de densidade 1 para FE; e que, portanto,
o par (f;, F;) ainda define uma imagem Lipschitz regular. A nova sequéncia ( fi(Ei))z’>1 agora é
disjunta e valem as mesmas condi¢oes anteriores.

4.3 Propriedades Tangenciais dos Conjuntos Retificaveis

Nesta secao, verificaremos que um subconjunto k-localmente retificivel M em R"™ admite em
HFE-quase todo ponto de M um espaco tangente aprozimado (cf. teorema 4.10), o qual coincide
com o espaco tangente usual da geometria diferencial caso M seja uma subvariedade diferenciavel
de dimensao k. A existéncia H"-q.s. de um tal espago tangente aproximado permite abstrair, sob
um ponto de vista da teoria da medida, nogoes e propriedades tangenciais usuais da geometria
diferencial, a exemplo da nocao de diferenciabilidade de aplica¢oes definidas em M, como o fare-
mos no proximo capitulo para o caso de aplicagoes Lipschitz; remetemos o leitor ao capitulo 3 de
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[9] para uma situagdo mais geral onde é discutida a nogao de diferenciabilidade para aplicagoes
aprorimadamente diferencidveis definidas em M.

Notagao. Dados x € R"™ e r > 0, denotaremos por ®;, : R"™ — R™ a aplicacao definida por

Yy—x
(I’m,r(y) = -

de modo que ®, 1 (y) = = +ry.
Recorde a notagao e propriedades da nogao de pushfoward de medidas introduzida no preAmbulo
em 2.14.

Proposigao 4.9. Sejam 0 < k <n, x € R® er > 0. Entdao
(<I>x7r)#7-lk = rkyk
Demonstracao. Para todo A C R™,

HE@;1(A)) = HE(z + rA) 2 S ph (e ) = rF2b(A),
sendo que a tltima igualdade decorre de 2.49(iii) aplicada & homotetia de razao r, f : R™ — R",
T — rx, € 4 sua inversa. O

Para o préoximo teorema, recorde a nocao de convergéncia fraca-estrela de medidas de Radon,
bem como a nogao de densidade de medidas, introduzidas no preAmbulo em 2.87 e 2.66, respecti-
vamente.

Teorema 4.10 (existéncia de espagos tangentes aproximados). Se M C R™ for um conjunto k-
localmente retificdvel, entio, para H*-q.t. © € M, existe wm tinico subespago vetorial k-dimensional
m, C R" tal que, para r | 0,

(Bsr) e (HF LM)

’ :’Hk|_<M_x

) LTI (4.3)

,
Em particular, OF(HF LM, z) =1 para HF-q.t. x € M, i.e.

. HM(MNB(z,7)) _
rlgng a(k)rk =1 (44)

para HF-q.t. x € M.
Definigao 4.11 (espaco tangente aproximado). Com a notagdo do teorema acima:

1) a familia de medidas de Radon

(Par), (H* LM)

rk ’

r >0,

diz-se obtida por blowup da medida de Radon HF L M.

2) para z € M tal que existe m,, chamamos 7, de espago tangente aproximado a M em x e o
denotamos por T,M.

Observagao 4.12. Com a notagao acima, a existéncia e o valor de T, M dependem apenas da classe
de equivaléncia de M moédulo conjuntos H*-nulos, pois a defini¢ao do referido subespaco s6 depende
da medida de Radon H* L M.
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Figura 4.1: Os Blow-ups em xo da medida de Radon H' L_T' converge fraco estrela para H' L_m. Na
tmagem temos que 0 < ry <711 <1

Exemplo 4.13. Seja I' uma curva C! mergulhada em R, i.e. I' = y((a, b)) onde v : (a,b) — R"™ é
um mergulho C. Dado tg € (a,b), o espaco tangente a I" em x¢ = 7(t() é o subespaco unidimensional
m = {s7(ty) : s € R} C R". Consideremos a familia (jiz,,)r>0 obtida por blowup da medida de
Radon p = H! LT, cf. 4.11.1. Ou seja, para todo 7 > 0,

franr = () y(H L) = H L <7~>

A ideia geométrica intuitiva de que, fazendo-se um “zoom” em torno de g, a curva I' se aproxima
do referido espaco tangente 7, pode ser justificada pelo fato de que, para r | 0, p,, converge fraco-
estrela para a medida de Radon H!' 7. De fato, isso é uma consequéncia do teorema 4.10 e da
observagao 4.16. Poder-se-ia tentar um argumento mais simples, como o que segue abaixo:

Para toda ¢ € C2(R™), tem-se:

1 — F
/nSOd,U:Jco,T:T/FQD(y . 0) dH'(y)

(b—to)/r rs) — .
:/ go(’Y(to-i- ) ’Y(to)> |’W(to+7‘s)]ds(—;/RSD(S,Y/(tO))W(tO)‘dS@

—(to—a)/r "

_/<de1 —/tdel L.

No célculo acima, na primeira aplicagao da formula da area (FA) usou-se 3.12.ii) com a aplicagao
localmente Lipschitz f = v e na segunda aplicacao da féormula da area usou-se 3.10 com a aplicagao
Lipschitz R — R™ dada por s — s7/(tg). O problema é justificar a convergéncia marcada com
uma interrogacao (7). A convergéncia indicada nesta passagem ¢é verdadeira, pois o teorema e a

1)

i/ab(p <7(t) - ’Y(to)> I (1) dt =

r

observagao mencionados acima garantem a convergéncia fraco-estrela fiz , S H! L7; no entanto,
nao vemos nenhuma maneira simples e direta de justificad-la. Caso 7 seja bi-Lipschitz sobre sua
imagem, o argumento do passo 3 da prova do teorema 4.10 pode ser aplicado; no caso geral, s6
conseguimos justificar esta passagem através do teorema e da observacao citados supra.

Na prova do teorema 4.10, usaremos o lema abaixo. Recorde a definicdo 2.76 no preambulo.
Recorde também que LY

loc (L") admite naturalmente uma topologia de espago de Fréchet induzida
pelas seminormas |-,

com K percorrendo os compactos nao vazios de R™; para os leitores
(Ln L K) ’

que nao tém familiaridade com isso, basta adotar a seguinte:

Definicao 4.14. Sejam (f)nen uma sequéncia em L (L") e f € L} (L£"). Diz-se que f, — f em
L (L") se, para todo K C R™ compacto, f|x — f|x em L}(K). Defini¢io analoga se aplica para

um net de fun¢des no lugar de uma sequéncia.

Lema 4.15. Sejam f € LL (L") ey € R™ ponto de Lebesgue de f. Defina, parar > 0, g, : R* — R

loc
~ n r—0
por gr(w) := f(y+rw). Entao g, € Llloc(ﬁ ) egr = fly) em Llloc

constante e igual a f(y) em LL _(L"™).

loc

(L™), i.e. converge para a fun¢ao
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Demonstracao. O fato de que g, € Llloc(/l”) para r > 0 decorre imediatamente do teorema de

mudanca de varidveis. Além disso, pela hipotese de ser y ponto de Lebesgue de f, tem-se:

o -
lim ——— /B W@~ fwld =0

r—0 a(n)r"
Mas, pelo teorema de mudanca de variaveis, para todo R > 0,

R
a(n)rm

flae e L .
/B(yyr)!f(m) fy)l da ) /IB(O,l)‘f(y—i_rw) F(y)| dw
1

= ()R /B(Oﬁ)ff(@/ + EU) — f(y)| du,

w=u/R

portanto

-
lim fly+ —=u)— f(y)|du = 0.
i [ W g~ 1)

Dai, para todo R > 0, tomando (7;);en sequéncia em (0, 00) com 7; | 0, tem-se

lgr, — F @) liaceo.my = /B o ) Sl =

)

O

Prova do teorema 4.10. 1) Unicidade. Suponha que, dado = € M, existam subespagos vetoriais k-
dimensionais 7, e 1, de R™ tais que H* L (@) AHE L, e HE L (@) A HE Ln,. Entdo
HE L, = HF L7z, o que implica m; = 1.

2) Provemos a existéncia. Devemos mostrar que, para HE-q.t. x € M, existe m, subespaco k-
dimensional de R" tal que, para toda ¢ € C.(R"),

1
lim — / wod,,dH" = / o dHE, (4.5)
M T

r—0 ’r'k

3) Caso 1: suponha que M = f(F) é imagem Lipschitz regular definida por (f, ), com f : R¥ — R"
Lipschitz, E C R¥ boreliano limitado e f|]731 Lipschitz. Provemos que, para todo x = f(z) em
M, T,M = Df(z) - R*. Com efeito, dada ¢ € C_(R"), para todo r > 0, tem-se:

1 P 1 Y= @Y qq ik, b drea
5 [ eoteant =5 [ o(ET)ankp

_ 1 SO(M) J f(w) ALk (w) = (4.6)

onde u, : R¥ — R & dada por

Jf(z +rw).

up () = xp(z + ru)p(LEF TN

Afirmacdo 1: u, — up em LL _(£F), onde ug : RF — R é dada por ug(w) := (Df(2) - w)J f(2).

loc
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Com efeito, para todo R > 0,

des. triangular
<

”ur _uO”Ll(B(O,R)) =~

=1
<[ et -T@) (P s ) aws
B(0,R) r =

"3% em L! (]B(O,R)) pelo lema 4.15 <llellu <(Lip f)*
z+rw)— f(z
+/ p(LEXTZIEN (D) - w)| £ 4 )| dwrt
B(0,R) r -
<(Lip f)*

<2||o|lu e 3% pontualmente

—i—/ lo(Df(z)-w)| [Jf(z+rw)=Jf(z) dw,
B(0,R

-~

)

<llellu "3% em L1 (B(0,R)) por 4.6,4.15
0 que prova a afirmagao 1, pois o segundo membro converge para zero se r — 0 (na segunda
integral aplicamos o teorema da convergéncia dominada).
Afirmagao 2: existe R > 0 tal que, para todo r > 0, spt v, C B(0, R). De fato, tomando A > 0

tal que A\~! seja constante de Lipschitz para f\]_;l, tem-se, V2’ € E,

[f(2") = f(2)] = Al — 2.
Assim, se p > 0 é tal que spt ¢ C B(0,p), tem-se, para todo r > 0 e todo w € R* tal que
up(w) # 0:
o xg(z+rw)#0,logo 2 =z +rw e E, donde Ar|w| < |f(z +rw) — f(2)];
o p(LEEDIE) 20, logo (2 + rw) — f(2)] < 7p.
Portanto,
rp 2 |f(z+rw) — f(z)| = Arjwl,

donde |w| < R := p/\. Ou seja, para todo r > 0, spt u, = {u, # 0} C B(0, R), o que prova a
afirmacao 2.

Combinando-se as afirmacoes 1 e 2, conclui-se que u, — ug em L*(£F). Portanto, em vista de
(4.6), obtém-se

1
— [ pod,, ant " / updLF =
T M Rk

= /Rk o(Df(z) - w) J f(z) dw L frea

= / o dH".
Df(z)-RF

Esta provado, pois, o caso 1, com 7, = Df(2) - R¥ para todo = = f(z) € f(E) = M.

4) Caso geral. Pelo teorema de decomposicao 4.7, existem My C R™ H*-nulo e ( fZ(EZ))l cn Sequeéncia
de imagens Lipschitz regulares induzidas por pares (f;, E;)ien com (Vi € N) E; € Py limitado,
legzl Lipschitz e

M = Mou | fi(Ey).
€N
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Pelo caso 1, para todo i € N, todo = € M; := f;(E;) e toda ¢ € C.(R"), tem-se

1

i / oo, dit = / pdH", (47)
r=0 7" S, T

onde 7, = sz(szl(x)) ‘R,

Note que, para todo i € N, M; = f;(E;) C M & H*-mensuravel (logo H* L M-mensuravel), pelo
lema 3.7.i), e H* LM ¢é uma medida de Radon em R" (pois M ¢é k-localmente retificavel por
hipotese), logo Borel-regular e aberta o-finita. Podemos, pois, aplicar o teorema da densidade
superior 2.69 com p = H* LM e B = R"\ M; para concluir que, para H*-q.t. € M;,

OF (HF LM, R"\ M;, x) = ©F(H* LM,R"\ M;,z) = 0. (4.8)

Por outro lado, para todo i € N, r > 0, z € R" e ¢ € C(R"), tomando-se R > 0 tal que
spt ¢ C B(0, R), tem-se

’ 1

M/M\Micpoq)md?—[k‘ T'k‘/M\M r de( )‘

= T+ /]R(x,rR)mM\Mi‘w( . x) ‘ d?—[k(y) =

SH@Mfﬁa“ﬁa“w;RyaéwrmXMVWQDde@)=

HE LM\ M;(B(z,7R))

= Il Rralh) == se
Portanto, para todo i € N, x € R™" ¢ p € C_(R"),
1
limn sup k/ 00 @ M| < Il REQ(k)O™(HE LM R"\ Myz).  (49)
r—0 T J M\ My

De (4.8) e (4.9) conclui-se que, para todo i € N, ¢ € C.(R") e para HF-q.t. x € M;,

1
lim / @od,,dH" = 0. (4.10)
M\M;

r—0 Tk

Dai, de (4.7) e de (4.10), segue, para todo i € N, ¢ € C.(R") e para z € M; \ Z; com Z; C M;

HF-nulo,
1
lim / pod,, dHF = / cpd?—[k,
M T

r—0 Tk

onde 7, = Df; ( fz\gl( )) R*. Isso conclui a prova do caso geral, i.e. mostramos que o espaco

tangente aproximado T,M existe no complementar em M do H*-nulo My U Uien Zi

Sejam B" =B(0,1) C R" e x € M tal que vale (4.3). Como 7, N 9B™ é uma esfera de dimensao
k—1 (a qual tem dimensao de Hausdorff k—1, em vista do exemplo 4.4), segue H* L7, (0B") = 0.
Dai, de (4.3) e do teorema 2.89, obtém-se

a(k) = H* L7, (B") =
HY LM (D, B")

r—0 rk

— lim HE (M N IB%(ac,r))

r—0 Tk
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Portando, ©F(H* LM, z) = 1 para todo x € M que satisfaca (4.3); em particular, isso vale para
HE-q.t. x € M.
O

Observagao 4.16. Com a nota¢ao da demonstragao do teorema 4.10, se M; = f;(E;) for uma
vizinhanca de 2 em M (i.e. vizinhanca na topologia relativa), entdo ©F(H* L M,R™\ M;, z) = 0.
Dai, segue do argumento usado no passo 4 (caso geral) que o espago tangente aproximado em x
existe e ¢ dado por T,M = Df;( fz\;;} (z)) - R*. Em particular, se M for uma subvariedade C!
mergulhada em R™, M admite espaco tangente aproximado em todo x € M, o qual coincide com o
espaco tangente usual do Célculo em Variedades.

Observagao 4.17. Na demonstragao do teorema 4.10, provamos no passo 5) que (4.4) vale para todo
x € M tal que (4.3) ¢é verificada.

Proposigao 4.18. Sejam M, My C R™ k-localmente retificiveis. Entao My U My € k-localmente
retificdvel.

Demonstrag¢ao. Note que My U My é k-enumeravelmente retificavel (em vista da proposigao 4.3.ii),
logo p = H* LLM; U M, é Borel-regular (em vista da proposigao 4.3.v) e localmente finita, pois
HE LM, UM, < HF LM, +H* LM, e as duas medidas no segundo membro sao de Radon pela
hipotese. Portanto, a tese segue de 4.3.vi). ]

M—z
-

Notagao. Dados x € R", r > 0e M C R", denotamos por M, , a imagem de M por ®, ., i.e.

Proposicao 4.19 (a nogao de espaco tangente aproximado ¢ local). Sejam M, My C R™ k-
localmente retificdveis. Entdo, para H*-q.t. x € My N Ms,

T, M, =T, M.
Demonstracio. Para HF-q.t. x € My N Ms, tem-se

4.9 (‘bz,r‘)#(Hk LM A MQ)

HE L (My A My (B(0, 1)) 2 . (BO.1) = (4.11)
_ AR Az\i?) NB(z,7)) =0,

em vista do teorema da densidade superior 2.69 com pu = H* LM, U M, (a qual é de Radon em
R™, em vista da proposigao 4.18, logo é Borel-regular e aberta o-finita) e B = M; A Mo.
Dado K C R™ compacto, existe R > 0 tal que K C B(0, R) = R-B". Dai, de (4.11) segue que,
para HF-q.t. z € My N Mo,
HY(K N (My AMs),,) <HF(R-B"NR-R - [My A M,),,) =

)

= RMH* (B N [Mi A M) p) "= 0. (4.12)
~~ (4.11)
7‘:;00

Por outro lado, para todo x € R™, r > 0 e ¢ € C_(R"), tem-se, para i = 1,2:

1 1
rk/M, oy, dHF = M/@d[(¢x7r)#(Hk L M) =

- / pd[HF L(My),,] =

= / odH*.
(Mi)z,r
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Dai,

1 1
k/ (poq)xrd/]‘[k—k/ @Oq)xrd/Hk‘:
T M ’ T Mo ’

:]/ ¢de—/ god?-lk‘g
(Ml)ac,r' (M2)ac,r

= / [l dH* <
(Ml)z,r A(MQ)IIJ,T

< lepllu H* (spt 0 N (M1 A My)g,).

Portanto, como spt ¢ é compacto, para x € My N My tal que valha (4.12) e existam ambos os
espagos tangentes aproximados T,M; e T,Msy (ou seja, para HE-q.t. € My N My), tomando-
se r — 0 acima conclui-se que fgod(’Hk LTle) = fgod(’Hk I_T;,;Mg). Pela arbitrariedade da
¢ € C.(R™) tomada, segue que as medidas de Radon HE LT, M, e H* LT, M, coincidem. Logo,
T.My = T, Ms. O

4.4 Retificabilidade a partir de blow-ups de medidas de Radon

Nesta segao sera enunciada e provada uma reciproca parcial do teorema 4.10. Trata-se do teo-
rema 4.21, que fornece um critério para retificabilidade a partir da existéncia de espagos tangentes
aproximados.

Notagao. Seja m um subespaco k-dimensional de R™. Denotaremos por pr, e pr# as projegoes
ortogonais em 7 e 7, respectivamente. Para cada t > 0, definimos o cone fechado

K(m,t):={yeR" | |lpry -yl < tllpry - yll}.

K(rt)

< 1 =

Figura 4.2: Cone fechado

Lema 4.20 (critério para retificabilidade). Sejam M C R™ limitado e 7 C R™ um subespago vetorial
de dimensao k. Suponha que existam d,t > 0 tais que, para todo x € M,

MNB(z,d) C x+ K(m,t).

Entao existem familias finitas (fi)1<i<n de aplicacoes Lipschitz RF 5 R” ¢ (Fi)1<i<n de subcon-
juntos limitados em R¥ tais que

Em particular, se M for HF-mensurdvel, entdo M € k-retificdvel.

Demonstragdo. Se g € M e x,y € B(xg,0/2), entdo y € B(x,6) "M C x + K(m,t), ie. ||pri(y —
x)|| < t||pry(y — z)||. Em particular, pr, é uma bije¢cao de M NB(zp,d/2) sobre o conjunto limitado
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Gy = er(M N B(zo, (5/2)) C 7. Assim, a cada z¢p € M associamos o subconjunto limitado G, de
7 = RF e a aplicacio Gzo : Gz — R™ que inverte pr|y/ng(z,,6/2), de modo que gy, é Lipschitz com
Lip(gz,) < V1412

Como M é um subespago métrico de R™ totalmente limitado (pois todo subconjunto limitado
de R™ é totalmente limitado), podemos cobri-lo com um ntmero finito de bolas de raios §/2, de
modo que existem N € Ne x1,...,xy € M tais que

N N
M= JMNB(:,8/2) = | g0 (Ca,).
=1

i=1

A primeira afirmac@o segue, pois, compondo-se cada g;;, 1 < ¢ < N, com uma injegao ortogonal
P :RF — R" tal que P(R¥) = 7 e aplicando-se o teorema de Kirszbraun 2.95.

Para provar a segunda afirmacao, note que, se M for H*-mensuréavel, entdao M é k-enumeravelmente
retificavel pela proposicio 4.3.iii). Além disso, H¥(M) < Zfil HE(f;(Fy) < Sor (Lip fi)RCH(F) <
00, por 2.49.iii), 2.54 e pelo fato de os F;’s serem limitados. Sendo M um conjunto HF-mensuravel de
medida H*-finita e sendo H* uma medida Borel-regular, segue da proposicao 2.26.i) que H* LM ¢é
uma medida Borel-regular finita, logo uma medida de Radon finita, em vista da observagao 2.24.2).
Portanto, M ¢é k-retificavel, como afirmado. O

Teorema 4.21 (Retificabilidade a partir da convergéncia de blow-ups). Sejam p uma medida de
Radon em R™ e M C R"™ boreliano tais que p € concentrada em M (i.e. p = pu LM, c.f. 2.25) e,
para todo x € M, existe um k-subespaco vetorial m, de R™ tal que

((I)$7T)#lu’ 4*\

- HY Ly

r r—0

Entdo M € k-localmente retificivel e p = H* M.

Demonstracao.

1) Para todo = € M,
- (EG)
im ————~~

=1 4.1
r—0+t Oé(k)?“k ( 3>

o (B )\ e+ K, 1)
r—0+ a(k)rk

= 0. (4.14)

De fato, como 7, N OB™ é uma subvariedade k — 1-dimensional mergulhada em R", a mesma
tem dimensdo de Hausdorff & — 1 em vista do exemplo 4.4. Portanto, H* L, (0B") = 0. Assim,
segue da hipdtese do teorema e do teorema 2.89 que

a(k) = H* L. (B") =

(@) yu(BY)
- tp, -
u(B(z,r))

= lim : ,

r—0t

o que prova (4.13). Analogamente, H* L7, (0[B" \ K(7;,1)]) = 0 e 7, N [B" \ K (7, 1)] = 0,
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donde

0=H"Lr,(B"\ K(m,1)) =
((I):Jc,r)#,u(Bn \ K (7, 1))

= lim z =
r—0+ r

(B [t K1)

= lim ’ ,
r—0t r

o que prova (4.14).
Afirmacdo 1: Para todo V C R™ aberto, tem-se H¥ LLM(V) < u(V).

Com efeito, para todo x € MNV, B(x,r) C V para r suficientemente pequeno; além disso, como

1 € concentrada em M, temos u = p L_M. Portanto, para todo z € MNV,

MNVNB
OF(u,MNV,z) = lim it (z.7)) =

r—0+ a(k)rk
Cop LM (]B(x, r))
= lim =
r—0+ O[(]{J)Tk

iy MB@ 7)) @)

1.
r—0t Oé(k)?’k

Dai, pelo teorema de comparagao de densidade 2.68, segue-se que H* LM(V) = HF(MNV) <
w(MNV) = p(V), como afirmado.

Afirmacao 2: H* LM é uma medida de Radon em R™.

De fato, como p é finita em todo aberto relativamente compacto (pois é de Radon), conclui-
se da afirmacdo 1 que a medida Borel-regular H* L_M também finita nos abertos relativamente
compactos, portanto finita em todos os compactos de R”, logo é de Radon, em vista da observagao
2.24.2).

Segue das afirmagoes 1 e 2 que, para todo A C R, H* LLM(A) < u(A). Além disso, do teorema
de comparacdo de densidade 2.68 e de (4.13) segue, para todo A C M, u(A) < 2FHF(A).
Portanto, para todo A C R™,

HE LM(A) < pu(A) < 2HF LM(A).
Em particular, u e H¥ LM sdo mutuamente absolutamente continuas, i.e. ¥ LM < p e u <
HE LM,

Denote por Gr(n,k) a grasmanniana dos k subespagos vetoriais de R™. Identificando cada k-
subespago m € Gr(n, k) com a projecao ortogonal pr.., podemos metrizar Gr(n, k) por, Vm, o €
Gr(n,k),

d(m,0) = |pry — pr || = sup{[lpry - @ — pry - z|| | z € B"}.

Munido desta métrica, Gr(n, k) é um espago métrico compacto.
Afirmagao 3: existe A > 0 tal que, se m,0 € Gr(n,k) e d(m, o) < A, entdo
K(m, 1) C K(0,2).
Supondo o contrario, obtém-se sequéncias (\;)ieny em (0,1), (7m;)ien € (0i)ien em Gr(n,k), e
(wi)ien em S 1N K(m;,1) \ K(0y,2) tais que \; | 0 e d(m;,0;) < \; para todo i € N. Por

compacidade, passando a subsequéncias, se necessario, podemos supor m; — 7 em Gr(n,k) e
w; — w em S"1; como \; — 0, segue o; — m em Gr(n, k). Tem-se:
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o Vi €N, [lpry. - wil| > 2||pr,, - wil|; tomando lim;_,«, conclui-se que ||pry - w|| > 2||pr, - w|.
o Vi €N, |lpry - wil| < ||pry, - will; tomando lim;_, conclui-se que [prx - w|| < ||pry - wl|.

e Em vista dos dois itens anteriores, conclui-se que w = 0, chegando-se a uma contradigao,
pois ||w|| = 1.

7) Afirmagao 4: existe A > 0 tal que, se 0 € Gr(n,k) e w € R"\ K(o,3), entao

B(w, A|w|]) N K(0,2) = 0.

Com efeito, tome A > 0 tal que a igualdade acima valha sempre que w € R\ K(0,3) com

|lw| = 1; a existéncia de um tal A decorre do fato de que S"~1\ K(c,3) C R"™ é um compacto

disjunto do fechado K(o,2). Dado w € R™ \ K(0,3), se existir x € B(w, A||w||) N K (o, 2), entao

‘;—” € B(ﬁ, ANNK(0,2)e H%H € R"\ K(0,3), o que ndo pode ocorrer, concluindo-se a prova
a afirmacgao 4.

8) Fixe A € (0,1) satisfazendo as afirmagoes 3 e 4. Como Gr(n,k) é compacto, existe N € N e

(0i)1<i<n em Gr(n, k) tal que
N

Gr(n,k) = | U(os, A). (4.15)

i=1
Para cada o € Gr(n, k), definimos
M(o):={x e M|, € U(o,\)}.

Assim, decorre de (4.15) que
M = UY  M(oy). (4.16)

9) Afirmagao 5: sejam M’ C M limitado e o € Gr(n, k). Suponha que os limites

_ p(B(z,r)
r£%1+ W =h
p(B(z, 1)\ [z + K(0,2)])

r—0+ a(k)rk

(4.17)
=0

existam uniformemente com respeito a € M’. Entao M’ pode ser coberto por um ntimero finito
de imagens de conjuntos limitados por aplicacoes Lipschitz R — R™.

Com efeito, segue da condi¢ao acima que, para todo € > 0, existe 6 = §(e) > 0 tal que, para
todo z € M’ e todo r € (0, 29),

p(B(z,r)) > (1— €)a(k)rk, (4.18)

p(B(z,7)\ [z + K(0,2)]) < ea(k)r®. (4.19)
Verifiquemos que é possivel escolher € = ¢(k, \) de modo a valer, para todo z € M’,
B(z,6(e)) "M C 2+ K(o,3). (4.20)

De fato, dado € > 0, se 3z € M’, Jy € B(x,d(e)) "M com y — = ¢ K(0,3), segue da escolha de
A 1o passo 8 e da afirmacio 4 que B(y — z, A||ly — z||) N K (0,2) = 0 ou, equivalentemente,

B(y, Ny — z||) € R™\ [z + K(0,2)]. (4.21)
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Como A € (0,1), temos B(y, A||ly — z||) C B(x, 2|y — z||), donde, por (4.21),

B(y, Ally — «[) € Bz, 2[ly — «[) \ [z + K (0, 2)]. (4.22)

Dai, de (4.19) com r = 2|y — z|| < 2d(e), de (4.18) com r = M|y — z|| < 2d(¢) e de (4.22),
obtém-se
ca(k)2"(ly — | = (1 = a(k)N*|ly — |,

ou, equivalentemente,
2ke > (1 — )Nk

Portanto, para e = €(k, \) suficientemente pequeno, obtém-se uma contradigao. Para esta escolha
de € = €(k,\), (4.20) é verificada para todo x € M’, como afirmado. Dai, como M’ C R"
é limitado, o lema 4.20 se aplica e podemos cobrir M’ com um ntimero finito de imagens de
conjuntos limitados por aplicacoes Lipschitz R¥ — R™, o que conclui a prova da afirmacéo 5.

Fixe o0 € Gr(n, k) e considere as familias (f,)r>0 € (¢r)r>0 de fun¢oes R — R dadas por, para
todo z € R",

_ (B,)) _ 1(B(z,r)\ [z + K(0,2)])
fr(@) = W e gr(x) := (k) .

Afirmagao 6: para todo r > 0, f, e g, sdo borelianas. Além disso, para x € R" fixo, r € (0,00)
fr(x) er € (0,00) — gr(x) s@o continuas & direita.

De fato, para r > 0 fixo, sejam A := {(z,y) € R" x R" | y € B(z,r)} = {(z,y) € R" x R™ |
lo—yl < r}eB = {(z,y) € R* xR" | y € Ble,r) \ [v + K(0,2)]} = {(z,y) € R" x R" |
lz—y| <7relprd-(y—2z)| > 2|pr,-(y—x)|}. Entdo A e B sdo borelianos de R” x R™. Como y
¢ uma medida boreliana o-finita em R™ (pois é de Radon e R™ é o-compacto), segue do teorema
de Tonelli classico que as fungoes (recorde a notagao para segoes fixada em 2.2.2) R” — R dadas
por z € R" — p(A4;) = [ xa(z,y)du(y) e z € R" — p(B;) = [ xp(z,y) du(y) sdo borelianas.

Portanto, também sdo borelianas as fungoes z € R" — f.(x) = 5(%% ex € R" — g.(z) =

C’f ((]gfn?c Além disso, para z € R” fixo, o denominador de ambas estas fragdes é continuo como
funcao de r e os numeradores sao continuos & direita em virtude da continuidade para baixo da
medida de Radon pu; portanto, r € (0,00) — fr.(z) e r € (0,00) — gr(x) sdo continuas a direita,

o que conclui a prova da afirmacao 6.

Afirmagdo 7: para cada o € Gr(n, k), existe um conjunto H*-nulo Z, C M(c) tal que M(o) \ Z,
pode ser coberto por uma unidao enumeravel de imagens de conjuntos limitados por aplicacoes
Lipschitz R — R™.

Para provar esta afirmagcao, basta considerar o caso em que M é limitado; no caso geral, basta
escrever M como unidao enumeravel de borelianos limitados e aplicar o caso particular a cada
um dos tais limitados. Assim, M(c) C M é limitado; e, como p é de Radon, logo finita nos
compactos, tem-se p(M(c)) < oo. Portanto, y L_M(c) é uma medida boreliana (em vista da
proposigao 2.15.1) finita. Além disso:

e M(0) é u LM(o)-mensuravel e as fungoes das familias (f,.)r>0 € (gr)r>0 definidas no item
anterior sao borelianas (logo  L_M(o)-mensuraveis) e continuas & direita como fungoes de
r > 0 (em vista da afirmagao 6).

e Pelo passo 1, f, é pontualmente convergente para a funcao constante e igual a 1 em M D
M(o).

e Pela escolha de A no passo 8 e pela afirmagao 3, tem-se, para todo z € M(o), x+ K (7,,1) C
x + K(0,2), logo B(z,r) \ [z + K(0,2)] C B(z,7) \ [z + K(7z,1)]. Portanto, para todo
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x € M(o) e todo r > 0,

p(B(z,r)\ [z + K(r;,1)))
a(k)rk ’

gr(x) <

e do passo 1 conclui-se que a familia (g,),>0 é pontualmente convergente para zero em
M(o).

Estao verificadas, portanto, as hipoteses do teorema de Severini-Egorov para familias de fun-
¢oes 2.44 para a medida p L_M(o) e para as familias de fungoes p L_M(o)-mensuraveis (fr)r>o
e (gr)r>0, as quais sd@o pontualmente convergentes em M(o). Aplicando o referido teorema,
podemos construir indutivamente uma sequéncia disjunta (M;);cn de subconjuntos p LM(o)-
mensuraveis de M(o) tal que, para cada i € N, u(M(0) \ Uj<;M; < 1) e as familias (f,)r>o
e (gr)r>0 sejam uniformemente convergentes em M;, respectivamente, para 1 e 0. Como cada
M; € M(o) C M é limitado, segue da afirmagao 5 que M; pode ser coberto com um ntimero finito
de imagens de conjuntos limitados por aplicacdes Lipschitz R¥ — R™. Logo, UjenM; C M(0)
pode ser coberto por uma uniao enumeréavel de imagens de conjuntos limitados por aplicagoes
Lipschitz R*¥ — R”. Finalmente, pondo Z, := M(0) \ UjenM;, temos u(Z,) = 0; dai, pelo passo
4, H*(Z,) = 0, o que conclui a prova da afirmacao 7.

Como M = UY | M(0;), por (4.16), aplicando-se a afirmacdo 7 para cada M(o;) conclui-se que M
¢ k-enumeravelmente retificavel. E, como H* LM é uma medida de Radon, pelo passo 3, segue
que M é k-localmente retificavel.

Resta verificar que u = H* LLM. Dos passos 3 e 4, sabemos que H* LM é uma medida de
Radon em R” e que H¥ LM e u sio mutuamente absolutamente continuas. Além disso, como
M é k-localmente retificavel, segue-se do teorema 4.10 que, para HF-q.t. x € M,

i HE (M NB(x, 7"))

=1.
r—0+ a(k)rk

Como p < H* LM, a igualdade acima também vale p-q.s. em M. Portanto, em vista de (4.13),
conclui-se que, para p-q.t. x € M,

. HY LM(B(z,r))
lim =
r—0t (B, 7))
1+ LM (B(xr))
T a(k)rk
N 7’1—1>I(I)1+ ;L(IB%(x,r))
a(k)rk

OH(H* LM, z)

=1.

Como p é concentrada em M, conclui-se que O*(H* LM, ) =1 p-q.s. em R™. Dai, do teorema
de diferenciacdo de Lebesgue-Besicovitch-Radon-Nikodym 2.81 e do fato de que H* LM < p,
conclui-se que ;e H* LM coincidem nos borelianos de R™. Como sao ambas medidas de Radon
em R”, logo Borel-regulares, segue = H* LM, como afirmado.
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Capitulo 5

Formula da Area e Coarea em Conjuntos
Retificaveis

Nosso objetivo, neste capitulo, é enunciar e demonstrar versoes das féormulas da area e da
coarea para aplicagoes Lipschitz definidas em conjuntos retificiveis, generalizando-se os teoremas
correspondentes enunciados no capitulo 3 para o caso euclidiano. Isso seré feito nos teoremas 5.7
(formula da area) e 5.9 (formula da coarea).

5.1 Foérmula da Area para Conjuntos Retificaveis

Inicialmente, como aquecimento, e para ganhar alguma intuicdo geométrica antes de discutir
o caso geral, demonstraremos uma versao da formula da area para aplicacdes de classe C! defini-
das em subvariedades mergulhadas k-dimensionais de classe C! em R™. O leitor que se considerar
suficientemente aquecido podera pular diretamente para o caso geral, a comegar com a defini¢ao 5.4.

Definigao 5.1 (diferenciabilidade tangencial em subvariedades). Sejam M uma k-subvariedade
mergulhada C! em R”, z € M, i uma vizinhanca aberta de 2 em R" e f : U/ — R™. Diz-se que f é
tangencialmente diferencidvel em x com respeito a M se, para todo v € T, M,

L S )~ @)
t—0 t

)

e o limite seja linear como fungao de v € T;M e uniforme na esfera unitaria {v € T,M | ||v|| = 1}.
Caso f seja tangencialmente diferenciavel em x com respeito a M, definimos a derivada tangencial
de f em x com respeito a M, DM f(z) € L(T,M,R™) = R™ ® T,M* por

DMf(JE)U:%l_I)I(l)f(x—i_tUt)_f(x)

Também definimos, nesse caso:

e o gradiente tangencial de f em x com respeito a M como sendo o elemento VM f(z) de R™ ®
T.M que corresponde a DM f(z) através da identificacio R™ ®@ T,M* = R™ @ T,M induzida
pelo produto interno de T,.M;

e 0 jacobiano tangencial de f em x com respeito a M,

M f() := [DMf(@)] = |/det[DM f(x)* 0 DV f(a)] (5.1)
onde DM f(2)* € L(R™, T,M) denota a transposta de DM f(z).

Observagao 5.2. Com a notagao da definicdo acima:
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1) Decorre da proposigao 2.96 que f é tangencialmente diferenciavel em x com respeito a M se, e
somente se, a restricdo de f a 2 + ToM (identificado ao R¥ por meio de alguma isometria linear,
i.e. através da escolha uma base ortonormal no espago tangente) for diferenciavel no sentido de
Fréchet em x.

2) Em vista do item anterior, a definicdo de diferenciabilidade tangencial generaliza a nogao de
“derivada direcional” (i.e. as derivadas direcionais em z coincidem com as derivadas tangenciais
no caso em que k = 1).

3) Se f for derivavel no sentido de Fréchet em x, é claro que f é tangencialmente diferenciavel
em x com respeito a M, e a derivada tangencial DM f(z) coincide com a restricio de Df(z) a
T,.M. Portanto, a referida derivada também coincide com a derivada em x da restricao de f
a M (derivada no sentido do Calculo em Variedades) e, em particular, a derivada tangencial
s6 depende da restricdo de f a M. Além disso, podemos calcular VM f(x) através da seguinte
formula, dada (v4)1<i<n base ortonormal adaptada a T,M & T,ML:

k n
VMf(x) =Y (Df(x)-vi) @vi =V f(x) = D> (Df(x) v)@wi.
=1 i=k+1

4) Se f: M — R™ for derivavel em x (no sentido do Calculo em Variedades), podemos estender
f a uma funcao derivavel no sentido de Fréchet em x, definida em alguma vizinhanca aberta
U de x, de modo que o item anterior se aplica a esta extensao; como visto no item anterior, a
derivada tangencial desta extensao em x com respeito a M coincide com a derivada de f em .
Em particular, o jacobiano tangencial em x desta extensao coincide com o jacobiano de f em x,
i.e. com [T,f], onde T,f : T,M — R™ denota a aplicacao tangente de f em x. Por esta razao,
usaremos a notacao JM f para denotar o jacobiano de f, i.e. para todo z € M,

M f(z) = [Taf]-

Teorema 5.3 (Férmula da Area em Subvariedades Mergulhadas). Sejam M uma k-subvariedade
merqulhada C* em R™, k <m, f: M — R™ de classe C! e injetiva. Entdo, para todo A € B,

k _ M k
" (f(A))_/AJ FdHk.

Demonstracio. E suficiente considerar o caso em que A esta contido na imagem de um sistema de
coordenadas ¢ : U C R¥ — M; no caso geral, podemos decompor A numa unido disjunta enumeravel
de borelianos de M, cada um dos quais contido numa vizinhanca coordenada.

Seja A= g1 (A) C R*. Entao Ace By e fog: U — R™éde classe C1, portanto localmente
Lipschitz. Entao segue da formula da area 3.12.i) aplicada a f o g, que

HE(F(A)) = HE(f /J o g) A", (5.2)

Por outro lado, segue da regra da cadeia que, para todo x € U, D(f o g)(z) = Ty f o Dg(z).

Fixando-se uma isometria linear T,M = R* (a qual ndo altera os jacobianos de Dg(z) € L(R¥, T, M)

Ty f € L(TzM,R™)), segue da proposigao 2.105.i) que

J(f og)( ) - [[Tg(:r O Dg( )]]
= [Ty(2) f1[Dg(x)] =
=M f(9(2)) Jg(a).

Dai, aplicando-se o teorema de mudanga de variaveis 3.12.ii) para a aplica¢ao localmente Lips-
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chitz g : U4 — R", obtém-se

/J o g)(x) dH* (x /JM Jg(z) dHk (z) =

= [ My (5:3)
9(4)
~~
=A
De (5.2) e (5.3), segue a tese.
0

Definigao 5.4 (diferenciabilidade tangencial em conjuntos retificaveis). Sejam M C R™ um con-
junto k-localmente retificavel e f : R™ — R"" Lipschitz. Diz-se que f é tangencialmente diferencidvel
em x € M com respeito a M se M admitir espaco tangente aproximado em x e se a restrigdo de f a
x+ T;zM for diferenciavel em = no sentido de Fréchet. Caso afirmativo, usamos as mesmas notagoes
da defini¢do 5.1 e da observacio 5.2, i.e. DM f(z) para a derivada tangencial de f em z, VM f(x)
para o gradiente tangencial de f em z e JM f (z) para o jacobiano tangencial de f em x com respeito
a M.

Lema 5.5. Sejam M = g(F) C R™ uma imagem Lipschitz reqular k-dimensional definida pelo par
(9,FE) e f:R" = R™ Lipschitz. Entio, para H*-quase todo x € M, fog ¢ diferencidvel em g~(x),
f € tangencialmente diferencidvel em x com respeito a M e

DMf(x) = D(f o 9)(g~*(x)) o Dg(g ™" (x)) .
Demonstracao.

1) Segue da observagao 4.16 que, para todo x € M, o espago tangente aproximado em z existe e é
dado por
T,.M= Dg(gil(a:)) “RF.

Além disso, segue da definigao de imagem Lipschitz regular que Dg(gfl(x)) : RF — R™ é um
isomorfismo linear sobre T,M.

2) A composta fog : RF — R™ ¢ Lipschitz e, portanto, pelo teorema de Rademacher, ¢ diferenciavel
em LF-quase todo z € R¥. Em particular, é diferenciavel em £*-quase todo z € E. Seja D C F
o conjunto dos pontos de E nos quais f o g é diferenciavel; provaremos que f é tangencialmente
diferenciavel com respeito a M em g(D), e que sua derivada tangencial nos pontos desse conjunto
¢ dada pela formula do enunciado. Como L¥(E\ D) = 0 e g ¢ Lipschitz, tem-se H*(M\ g(D)) =
HE(g(E\ D)) =0, e dai seguira a tese.

3) Seja z € D. Provemos que f é tangencialmente diferencidvel em = = g(z) e que sua derivada
tangencial nesse ponto ¢ dada pela formula enunciada. De fato, para todo w € RF\ {0} e

v =Dg(z)-w € T;M = Dg(z) - R*, tem-se:

f(a:+v>—f(:c>—D( 9) (g7 (x)) - Dg(g (=) v =
= f(g(2) + Dg(z) - w) — f(g(z)) =D(fog)(2) - w =
= [f(9(2) + Dy(2) - w) — fg@+w»] [f(g(z +w)) — f(g(2)) = D(f 0 g)(z) - w].
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Como [[w|| = ||Dg(2)~" - v[| < IDg(2)~*|| [v]], tem-se [[v]| > [[Dg(z)~"||~*[w]|. Portanto,
|/ (@ +v) — f(x) —D(f 0 9)(9~"(x)) - Dg(g~"(x)) " -v]| _
o] -

+
[[]]

ot +w) ~ 1(6(2)) ~DU 09)(2) wl

Como w = Dg(z)~! - v, temos w — 0 se v — 0; dai, pela diferenciabilidade de g e de fog em z,
conclui-se que

L+ v) — f@) = D(f o g)(9~ (x)) - Dy (g~ (=) "

v—0 |l

gl

o que mostra que f admite derivada tangencial em 2 com respeito a M e DMf(z) ¢ dada pela
férmula enunciada.

O

Teorema 5.6 (teorema de Rademacher para fungdes Lipschitz em conjuntos retificaveis). Sejam
M C R™ um conjunto k-localmente retificdvel e f : R™ — R™ Lipschitz. Entao f é tangencialmente
diferencidvel com respeito a M em H*-quase todo x € M.

Demonstragio. Seja M = Mg U (J;cy 9i(E;), com Mg HF*-nulo e, para cada i € N, g;(F;) imagem
Lipschitz regular definida pelo par (g;, E;). E suficiente verificar que, para cada i € N, f é tangen-
cialmente diferenciavel com respeito a M em H*-q.t. 2 € g;(E;). Como g;(E;) é imagem Lipschitz
regular (e, em particular, é k-localmente retificavel) e g;(E;) = ¢i(E;) N M, segue da proposi¢ao
4.19 com My = g;(E;) e My = M que, para H*-q.t. 2 € g;(E;), os espacos tangentes aproximados
T.[gi(E;)] e TuM existem e coincidem. Por outro lado, pelo lema 5.5, para H¥-q.t. = € g;(E;), a
restricao de f a x + T,[g:(E;)] é derivavel no sentido de Fréchet em x (i.e. f é tangencialmente
diferenciavel em @ com respeito a g;(F;)). Portanto, existe D C g;(E;) com H*(g;(E;)\ D) =0 e
tal que, para todo x € D, T,M = T,[g;(E;)] e a restri¢cao de f a x + T,M é derivavel no sentido de
Fréchet em . O

Teorema 5.7 (Férmula da Area para aplicagdes Lipschitz em conjuntos retificaveis). Sejam M C
R™ um conjunto k-localmente retificivel e f : R™ — R™ Lipschitz, com k < m. Entao:

i) M f ¢ uma fungio definida HF-q.5. em M e HF-mensurdvel;
it) a fungio de multiplicidade N(f|m) : R™ — [0,00] dada por y — HO(M N f~H{y}) é H"-
mensurdvel;

0 —1 k _ M k
iii) /RmH (MO {y)) dK (y)—/MJ Famk.

Em particular, se f|w for injetiva,
’H’“(f(M)):/ M fanuk.
M

Demonstracao.

1) Podemos supor que M = g(F) é uma imagem Lipschitz regular k-dimensional definida pelo par
(9, E), com E € By limitado. Com efeito, no caso geral podemos escrever M = MoU|J; oy 9: (E:),
com Mg H¥-nulo e, para cada i € N, g;(F;) imagem Lipschitz regular definida pelo par (g;, £;),
com E; € Apr limitado; ainda podemos tomar a dltima uniao disjunta, em vista da observagao
4.8. Além disso:
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e Para cada i € N, g;(E;) é HF-mensuravel (pelo lema 3.7.i) e H*(g;(E;)) < oo (em vista da
proposigao 2.49.iii), do teorema 2.54 e do fato de que E; é limitado). Logo, pela proposi¢ao
2.26.1) e pela observagao 2.24.ii), H* Lg;(F;) ¢ uma medida de Radon finita, e dai se conclui
que g;(E;) é k-retificavel.

e Para cada i € N, admitindo provado o caso reduzido, J9i(E:) f & uma funcao definida H*-
q.s. em g;(E;) e HF-mensuravel. Como T,g;(E;) = T,M para H*-q.t. x € g;(E;) (em vista
da proposicao 4.19), conclui-se que Mire JoiEi) f coincidem H*-q.s. em g;(E;). Portanto,
M Flg: ey € H*-mensuravel; pela proposicio 2.34 conclui-se que JM f & H*-mensuravel.

e Para cada i € N, admitindo provado o caso reduzido, N(fl|g,g,)) : R™ — [0,00] & HE-
mensuravel. Além disso, N(f|wm,) é nula #*-q.s. em R™; com efeito, f(Mg) ¢ H*-nulo (pois
f é Lipschitz e Mg é #*-nulo) e N(f|m,) se anula no complementar de f(Mg). Em particular,
N(f|m,) ¢ HF-mensuravel. Como H° é a medida de contagem, obtém-se 3 logo N(f|m) é
o limite pontual de uma sequéncia de funcoes H*-mensuraveis, portanto ¢ H*-mensuravel
em R™.

e Para cada i € N, pelo caso reduzido e pelo fato de que JM f e J9i(Ei) f coincidem HF*-q.s.
em g;(Ej),

N(flgs(my) dHF = / M fant.
Rm 9i(Es)
Dai, como N(f|m) = N(flm,) + 2221 N(flgie,) € N(flmo) € HF*-nula, podemos somar
em ¢ e aplicar o teorema da convergéncia mondétona para concluir que

N(f|M)d”Hk:/MJMdek.

Rm

Suponha, pois, M = ¢(FE) imagem Lipschitz regular k-dimensional definida pelo par (g, F),
com E € Bk limitado. Segue da observacao 4.16 que existe o espaco tangente aproximado em
todox € Me T,M = Dg(gfl(m)) -R*. E, pelo lema 5.5, existe Dy cM HF-mensuravel com
HE(M D¢) =0 e tal que para todo x € Dy, f o g é derivavel em g~!(z), f é tangencialmente
diferencidvel em z com respeito a M e DM f(z) = D(fog)(g~'(z)) o Dg(g_l(az))_1 : TeM — R™.

Como na demonstracao do teorema 5.3, dado x € Dy, fixamos uma isometria linear T,M = R
(a qual nao altera os jacobianos de Dg(g~!(z)) € L(R*, T,M) e DMf(z) € L(T,M,R™)); segue
do lema 2.105.1) que:

J(fog)(g~'(x)) =[D"f(z) o Dg(g~'(2))]
= [D"f(2)][Dg (9" ()] = (5-4)
=M f(x) Jg(97"(2).

Portanto, JM f Dy — R ¢é dada por

[J(fog)og™ .

M _
= Hglog™t

(5.5)

Como ¢g~' : (M,0(H*)|m) = (E,o(L*)|g) é mensuravel (pois, pelo fato de g ser Lipschitz,

segue do lema 3.7.1) que, para todo A C E £LF-mensuravel, g(A) ¢ H*-mensuravel), e como J f e
J(f o g) sdo borelianas (em particular, sio Lebesgue-mensuréaveis), conclui-se de (5.5) que JM f
¢ HF-mensurével, o que prova i).

Por outro lado, como g : E — M = g(E) é uma bijecao, tem-se, para todo y € R™,

HOMN Ty =H(EN(fog) {yl). (5.6)
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Ou seja, N(f|m) = N((f o g)\E); aplicando-se o lema 3.7.ii) para a fungao Lipschitz f o g,
conclui-se que N(f|m) é H*-mensuréavel, o que prova ii).

Finalmente, a formula da 4rea 3.9 e o respectivo teorema de mudanca de varidveis para fungoes
Lipschitz em espacos euclidianos justificam o calculo abaixo:

/ CHOMO ) dit(y) P / CH(EN(fog) Hyh) ¥
= [aegact @
E

Z/(JMf)og Jgd,Ckgél
E

:/ M Fanuk,
M

0 que prova iii).
O

Corolario 5.8 (Teorema de Mudanga de Variaveis). Sejam M C R™ um conjunto k-localmente
retificdvel e f : R™ — R™ Lipschitz, com k < m.

i) Se g: M — [0,00] for H* L_M-mensurdvel, entdo
[ampan=[ (3 o)),
M B vemny =1y}

com o significado de que a integral do sequndo membro faz sentido (i.e. o integrando ¢ H*-
mensurdvel) e vale a igualdade.

it) Se flm for 1-1 e g : Im f — [0, 00] for boreliana, entao

/ gd?—[k:/gofJMfd’Hk.
Im f M

Demonstragio. Dada g : M — [0, 00] H* L M-mensuravel, a proposicao 2.33 garante a existéncia
de uma sequéncia (4;);en de subconjuntos H*-mensuraveis de M tal que

=1
i=1

Agora basta repetir o argumento do corolario 3.10, usando-se a versao da férmula da &rea para
conjuntos retificaveis 5.7 no lugar da férmula da area 3.9, para concluir a parte i). A parte ii) é
coroléario da parte i), pelo mesmo argumento do corolario 3.11. O

5.2 Foérmula da Coarea para Conjuntos Retificaveis

Teorema 5.9 (Formula da Coarea para aplicagdes Lipschitz em conjuntos retificaveis). Sejam
M C R"™ um conjunto k-localmente retificivel e f : R™ — R™ Lipschitz, com k > m. Entao:

i) M ¢ uma funcio definida HF-q.5. em M e HE-mensurdvel;

it) a fungao de multiplicidade generalizada N(f|w) : R™ — [0,00] dada por y ’Hk_m(M A
FHy}) € L™ -mensurdvel;
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i) Hm(MN ) AL (y /JMde’f

Rm™

Na demonstracdo do teorema acima, usaremos as versoes das formulas de area 3.9 e da coarea
3.23 em espagos euclidianos, bem como os lemas abaixo. Recorde, se necessario, as no¢oes de integral
superior e inferior introduzidas no preAmbulo em 2.36, bem como suas propriedades elementares
em 2.37.

Lema 5.10 (|9, 3.2.15]). Sejam n > m e f : R — R™ Lipschitz. Entao, para L™-q.t. y € R™,
f~Hy} € enumeravelmente n —m retificdvel.

Lema 5.11. Sejam M C R™ um conjunto k-enumeravelmente retificdivel, f : R™ — R™ Lipschitz,
k <m. Entao f(M) é k-enumeravelmente retificdvel.

Demonstragio. Podemos tomar uma sequéncia (g;);en de aplicacoes Lipschitz R¥ — R™ e uma
sequéncia de borelianos (E;);en em R tais que M = Mo U (U, 9i(E:)), com H*(Mg) = 0. Entao
f(M) = f(Mp) U (UieNf ogi(Ei)), sendo:

1) H*(f(Mo)) < (Lip f)FH*(Mo) = 0.

2) Para cada i € N, f o g; é Lipschitz. Em particular, f o g;(F;) é H¥-mensuravel pelo lema 3.7.i),
portanto, f(M) é H¥-mensuravel (por ser uma unido enumeréavel de H*-mensuraveis).

O]

Corolario 5.12. Sejam M C R"™ um conjunto k-enumeravelmente retificivel e f : R* — R™
Lipschitz, com k > m. Entao existe um boreliano Ry C R™ tal que Em(Rje) = 0 e, para todo
y € Ry, MN f~Hy} € (k — m)-enumeravelmente retificdvel.

Demonstrag¢iao. Podemos tomar uma sequéncia (g;);en de aplicagoes Lipschitz RE — R” e uma
sequéncia de borelianos (E;);en em R” tais que M = Mo U (U, ey 9i(E:)), com H¥(Mp) = 0. Tem-se:

1) Para cada i € N, pelo lema 5.10 aplicado a f o g;, existe R; C R™ boreliano com L™ (R{) =0 e,
para todo y € R;, (f o g;) "y} é (k — m)-enumeravelmente retificavel, logo E; N (f o g;)~ 1{y}
também o ¢, pela proposicdo 4.3.ii). Portanto, para todo y € R;, gi(Ei N(fog)” l{y})
gi(E;) N f~Hy} é (k — m)-enumeravelmente retificavel pelo lema 5.11.

2) Segue da desigualdade de Eilenberg 3.18 que

alk —m)a(m)
a(k)
Logo, da proposicao 2.37, conclui-se que existe Ry C R™ boreliano tal que £L™(R§) = 0 e,

para todo y € Ry, H*"™(Mo N f~'{y}) = 0. Em particular, para todo y € Ry, Mg N f~H{y} ¢
(k — m)-enumeravelmente retificavel.

/* M (Mo N fHyd) dL™ (y) < (Lip f)"#*(Mo) = 0.

3) Tome Ry := Ni>oR; € PBrm. Entao Em(ch) =0 e, para todo y € Ry, Mg N f~Hy} e (Vi €
N)g;(E;) N f~Hy} sdo (k — m)-enumeravelmente retificaveis. Logo, para todo y € Ry,

Myt = Mo fHyh) u (U a(E) N f{u})

€N

é (k — m)-enumeravelmente retificavel, pela proposigao 4.3.ii).

Prova do teorema 5.9. Podemos supor k > m, pois o caso k = m segue da formula da area 5.7.
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1) Provemos que JM f ¢ H¥-mensuravel. E suficiente considerar o caso em que M coincide com uma
imagem Lipschitz regular g(E) induzida por g : R¥ — R™ Lipschitz ¢ E € %Bpx limitado. O
caso geral seguira escrevendo M = Mo U,y 9i(E;) com Mg H*-nulo e, para cada i € N, g;(E;)
imagem Lipschitz regular induzida pelo par (g;, F;) com E; € %y limitado; a tese segue do caso
reduzido e da proposi¢ao 2.34, tendo em vista que J% () f ¢ JM f coincidem H¥-q.s. em 9i(E;)
pela proposicao 4.19.

Suponha, pois, M = g(F) imagem Lipschitz regular induzida pelo par (g, E), com E € PBpx
limitado.

Do lema 5.5 e da observacao 4.16 segue que, para H*-q.t. € M, fog é derivavel em g (), o es-
paco tangente aproximado a M em x existe e coincide com Dg (g_1 (x)) R*, f & M-tangencialmente
diferenciével em x e D(fog) (g~ (z)) = DMf(z)oDg(9~*(x)). Num tal z, tem-se, pela defini¢ao
2.102,

M f(z) = [DVf(2)] = \/det DM f() o DM f(a)".

Assim, como /- e det sdo fungoes continuas, basta verificar que as entradas da matriz da trans-
formagao linear DM f(x) o DM f(z)* na base canénica (e1,...,e,) de R™ sdo, como funges de
z, funcdes HF-mensuraveis definidas H"-q.s. em M. De fato, por um calculo direto envolvendo
algebra linear elementar, a (7, j)-ésima entrada da referida matriz é dada por

(DMf(x) o DMf(2)* - i, e5) = (DMf(2)* - €5, DM f(2)* - €5) = Bi()" - G(x) - Bj(x),  (5.7)
onde, denotando por (fi,..., fr) a base canonica de RF:

e Para 1 < i <m, f;(x) é a matriz coluna k x 1 cuja j-ésima linha é dada por

<D(f o g) (g_1<$)) . fj,6i>.

Como g~' : M — RF & HF-mensuravel (em vista do lema 3.7.i aplicado a g; ou, alternati-
vamente, podemos supor que g : £ — M é bi-Lipschitz, em vista do teorema de estrutura
4.7, e nesse caso g~ ¢ boreliana) e D(f o g) é boreliana (definida no complementar em R¥
de um boreliano £*-nulo), conclui-se que 8; ¢ uma funcio H*-mensuravel definida H*-q.s.
em M.

1

e G(z) ¢ a inversa da matriz grammiana dos vetores Dg(g~"(x)) - f1,...,Dg(g ' (2)) - fx €
T,M C R", i.e. a inversa da matriz k x k cuja (i, j)-ésima entrada é

(Dg(97" (@) - fi.Dg (97" (x)) - £;)-

Como a inversao de matrizes GL(k) — GL(k) é continua, Dg é boreliana (definida no
complementar em R* de um boreliano £¥-nulo) e g7! : M — R¥ ¢ H*-mensuravel, conclui-
se que G & uma funcdo H*-mensuravel definida H*-q.s. em M.

Portanto, de (5.7), conclui-se que a matriz de x — DMf(z) o DMf(2)* ¢ uma fungio H*-
mensuréavel definida H*-q.s. em M, como afirmado. Esta concluida, assim, a prova da parte i).

2) A3

Com efeito, assumindo provado o caso em que H¥(M) < oo, no caso geral podemos tomar,
em vista da proposigao 4.3.iv), uma sequéncia crescente (M;);cn de H*-mensuraveis com (Vi €
N) H*(M;) < 0o e UjenM; = M. Em particular, todos os M;’s sdo k-retificaveis e o caso reduzido
se aplica; ou seja, ii) e iii) valem com M; no lugar de M, para todo ¢ € N. Como, para todo
y € R™, M; N f~Hy} cresce para M N f~1{y}, segue da observagio 2.10 que N(f|m,) cresce
pontualmente para N(f|v). Portanto, a ultima fungao é £™-mensuravel, e a igualdade em iii)
segue do teorema da convergéncia mondtona e do fato de que, pela proposicao 4.19, para todo
i e N, M f coincide H*-q.s. com JMi f em M;.
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3) Assuma, pois, H¥(M) < co. Note que [}, IM fdHF ¢ finita, pois JM f ¢ limitada por (Lip f)*.
Além disso, o corolario 5.12 garante a existéncia de um boreliano Ry C R™ tal que L™ (R}) = 0
e, para todo y € Ry, M N f~H{y} & (k — m)-enumeravelmente retificavel.

Fixe t > 1. Em vista do teorema 4.7, podemos tomar uma sequéncia (g;);cny de aplicagoes
Lipschitz R¥ — R” e uma sequéncia de borelianos limitados (E;);ecn em RF tais que:
e Paracadai € N, o par (¢g;, F;) define uma imagem Lipschitz regular M; := g;(E;) no sentido
da definigao 4.5.

e M= Myu (UieN gi(EZ-)), com H*(Mp) = 0; podemos assumir que essa unido ¢ disjunta,
pela observagao 4.8.

e Para todo i € N, todos z,y € E; e todo v € R¥,

7z =yl < llgi(x) — gl < tllz —yll,
ol < [IDgi(x) - of| < t]o], (5.8)
tF < Jgi(z) <t~

Portanto,
Lipgilm, <t, Lipgily <t, |Dgi(x)[| <t, [Dgi(z)" '] <t.

Segue da desigualdade de Eilenberg 3.18 que,

alk —m)a(m)
a(k)

Assim, diminuindo o boreliano Ry, se necessario, podemos supor que kam(Mo N f *l{y}) =0
para todo y € R;. Além disso, em vista do lema 5.10, podemos diminuir o boreliano R; ainda
mais, se necessario, de modo a garantir que, para todo i € N e todo y € Ry, E;(y) :== E; N (f o
g;)"Hy} é (k — m)-enumeravelmente retificavel. Portanto, pelo lema 5.11, para cada y € Ry
ecadat € N, g; (El(y)) = M; N f~Hy} é k — m-enumeravelmente retificivel e, em particular,
HFE~™_mensuravel. Assim, para cada y € Rs, M N f~Hy} se escreve como unido disjunta dos
HF~™-mensuraveis Mo N f~1{y} e M; N f~1{y}, i € N. Daf, para todo y € Ry,

/* M (Mo 0 f7HyY) dL™ (y) < (Lip )" H" (Mo) = 0.

HEmMA FHyh) = HE (Mo n ) + > 1 (M0 T )) =
-0 i=1
(5.9)

= ST HE MO ).
i=1

4) Para todo i € N, tem-se:

e Segue do lema 5.5 e da observacio 4.16 que, para LF-q.t. z € E;, f o g; é derivavel em z, o
espaco tangente aproximado a M; = g;(F;) em g;(2) existe e coincide com Dg;(2) - RF, f é
M;-tangencialmente diferencidvel em g;(z) e D(f o g;)(z) = DMi f(g;(2)) o Dg;(z).

e Da proposicao 4.19 segue que os espacos tangentes aproximados a M; e a M coincidem
HF-q.s. em M;; ou, equivalentemente, tendo em vista que gilg, * Ei — M, é bi-Lipschitz,
para Ek—q.t. z € Ej, Tgi(z) M; = ng(z)M

e Dos dois itens anteriores conclui-se que, para £F-q.t. z € E;, fog; é derivavel em z, o espaco
tangente aproximado a M em g;(z) existe e coincide com Dg;(2)-R¥, f é M-tangencialmente
diferenciavel em g;(z) e D(fog;)(z) = DM f(gi(2)) o Dg;(2). Para tais z, tomando a adjunta
em ambos os membros da ultima igualdade segue D(fog;)(z)* = Dgi(z)*oDMf(gi(z))*; dai,
identificando o espago tangente aproximado Ty, )M com R* através de alguma isometria
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linear (o que ndo altera o jacobiano de DM f(g;(2)) : Tg,(yM — R™ nem o de Dg;(2) : RF —

. . w11
Ty M = Dgi(2) - R¥), e tendo em vista que [|Dg;(2)*| = [Dgi(2)]| < t e |[Dgi(2)"] ']l =
|Dg;(2) 71| < t, podemos aplicar o lema 3.22 com R = Dg;(2)* e T = DMf(g;(2))" para
concluir que

=k M f(gl(z)) <J(fogi)(z) < th M f(g,(z)) (5.10)

e Para todo y € R™, g;| g, leva E;(y) = E; N (f o g;)~{y} bijetivamente sobre M; N f~1{y} e
Lip gi|g, <t, Lip gl|;321 < t. Portanto, para todo y € R™, segue da proposi¢ao 2.49.iii) que

t=mmmm(By(y)) < 1M f Ty < TR (EY). (5.10)

Finalmente, podemos estimar, usando as versoes da formula da area (FA) 3.9 e da coérea
(FCA) 3.23 para aplicagdes Lipschitz em espagos euclidianos:

(5.10),(5.8)
4~ (3k=m) / M £ qpk B 4= Bk-m) / Mfog Jgidck <
M; E;
=9;(E;)

et / J(f o gs) Lk TN
E;

(5.11)
— t—(lc—m) /Hk_m (Ez N (f o gi)_l{y}) dﬁm(y) <

=E;(y)

< / H (M, O F ) L™ (y) <

% (5.11)

< / HEm (MO FH ) AL (y) - <

< th-m / HE (B0 (F o g) " Hyd) AL (y) T
(5.10),(5.8)

o [ y(fegyact
E

i

< t3’“‘m/ Mfog Jgdck 2
E;

= t3km/ M fant.
M;

Note que, nas estimativas acima, tomamos as integrais inferior e superior de ’Hk_m(Mi N
f~H-}), ao invés de tomar a integral usual contra a medida de Lebesgue, porque nao
sabemos, a priori, se esta funcao é L"-mensuravel.

Destaquemos, em particular,
= (3k=m) / Mpan* < / HE M0 FT YY) AL (y) <
M,L' *
< [ HEem 0 s g aen) < (5.12)

M.

7

5) Para i = 0, temos H¥(Mg) = 0, logo fMOJMdek = 0. E, conforme obtido na parte 3),
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f* kam(Mg N ffl{y}) dLm(y) = f* Hk*m(l\/lo N ffl{y}) dL™(y) = 0. Portanto,
[ pans = [ an s b aenw) = [T HETMon £ ) AL ) = 0. (5,13
Mo *

De (5.12), (5.13) e do teorema da convergéncia mono6tona (TCM), obtém-se:

5.13),(5.12)

t—(3k—m)/ JM dek’ TgM t—(Sk‘—m) Z/ JM dek) ( <
M i—0 Y M;

prop. 2.37.v
<

<3 [Heman s ) acm
i=0 "’ *

L£™(R)=0,5.13

< / SSHEmM O YY) ALy s
* i=0

=Hk_m(Mﬂf—1{;i) VyERy por (5.9)

= /H’“‘m('\/l Ny} de™(y) <

£ (R$)=0,5.13

< / M P ) ALy L

prop. 2.37.v
<

-/ Zﬂk (M 0 F ) AL (y)

(5.13),(5.12)

<3 [ ace)
i=0

<y / M faph T2
i=0 /M

:tSkM/ M fant.
M

Destaquemos, em particular,
S [ M pant < [ s ) den) <
M *

< [ W phaen) < (5.14)

< t3k2—m/ JM dek
M
Como t > 1 foi fixado arbitrariamente e k > m, tomando ¢ | 1 em (5.14) obtém-se:
/’H’“ mM AN Ty dL™(y) / HEEM N T Hy)) AL (y) /JMdek<oo

Logo, da proposigao 2.37.1), conclui-se que valem as afirmagdes ii) e iii) do enunciado do teorema,
ie. yr— Hk_m(l\/l N f~Hy}) ¢ L™-mensuravel e

/H’f mM N Yy} dL™(y) /JMde’c

0 que conclui a demonstragao.
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Observagio 5.13. Foi usado no argumento o seguinte fato: se u medida exterior em X e f,g :
X — [0,00] (ndo assumimos que sejam p-mensuraveis) coincidem p-g.s., entdo [, fdp = [, gdp e
[* fdp = ["gdp. Isso & trivial, pois, se ¢ € LT & simples estendida, entdo ¢ < f (resp. > f) a.e.
se, e somente se, ¢ < g (resp. > g) a.e.



Referéncias Bibliograficas

[

2l

13l

4]

[5]

[6]

7]

8]

19]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

A. S. Besicovitch, "On the fundamental geometrical properties of linearly measurable plane
sets of points (III)", journal: Mathematische Annalen volume 116, pages349-357, (1939).
https://doi.org/10.1007/BF01597361 51

B. Esmayli and P. Hajlasz, "The Coarea Inequality", 2020, https://arxiv.org/abs/2006.00419.
37

E. DE GIORGI, Su una teoria generale della misura (r — 1)-dimensionale in uno spazio ad r
dimensioni, Annali di Matematica Pura ed Applicata, 36 (1954), pp. 191-213. 1

Morrey, Charles B., Jr.; A Class of Representations of Manifolds. Part I. Amer. J. Math. 55
(1933), no. 1-4, 683-707. 1

F. Maggi, "Set of finite perimeter and geometric variational problems, An introduction to
Geometric Measure Theory” Cambridge U Press, 2012. 3, 20, 21, 51

Gerald B. Folland, "Real analysis", second ed., Pure and Applied Mathematics (New York),
John Wiley and Sons, Inc., New York, 1999, Modern techniques and their applications, A
Wiley- Interscience Publication. MR 1681462 3, 4, 8, 9, 19, 27, 34

Glaucio Terra. Introduction to Geometric Measure Theory (unpublished lecture notes), 2019.
URL: https://www.ime.usp.br/~glaucio/mat6704 /textos/ GMTLecureNotes.pdf. 3, 5, 7, 10,
11, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22

H. Federer, "Curvature measures," Transactions of the American Mathematical Society,
Transactions of the American Mathematical Society, Vol.93, No.3, 93(3) : 418-491, doi:
10.2307/1993504, (1959). 1

H. Federer, "Geometric Measure Theory,” Springer. 1969. 1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13,
14, 15, 16, 21, 26, 34, 37, 48, 51, 56, 75

1. CHAVEL, Isoperimetric inequalities, vol. 145 of Cambridge Tracts in Mathematics, Cam-
bridge University Press, Cambridge, 2001. Differential geometric and analytic perspectives.
36

H. Federer "The (¢,k) Rectifiable subsets of n space", journal: Trans. Amer. Math. Soc. 62,
114-192, (1947). https://doi.org/10.1090/5S0002-9947-1947-0022594-3 51

L.C. Evans, R.F. Gariepy “Measure Theory and fine properties of functions,” CRC Press
Taylor & Francis Group, 2015. 3, 4, 6, 11, 13, 14, 15, 20, 21, 22, 38

L. Simon, "Introduction to Geometric Measure Theory,” Stanford University, 2014. 3, 15, 16,
17, 18

M. B. Karmanova "Coarea Formula for Functions on 2-Step Carnot Groups with Sub-
Lorentzian Structure", journal: Doklady Mathematics volume 101, pages129-131, (2020).
https://link.springer.com /article/10.1134/51064562420020131 2

81


https://doi.org/10.1007/BF01597361
https://arxiv.org/abs/2006.00419
https://www.ime.usp.br/~glaucio/mat6704/textos/GMTLecureNotes.pdf
https://doi.org/10.1090/S0002-9947-1947-0022594-3
 https://link.springer.com/article/10.1134/S1064562420020131

82 REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

[15] Michael E. Taylor,"Measure Theory and Integration,” v.76, 2006 by the American Mathema-
tical Society. 34

[16] P. Gladbach, H. Olbermann "Coarea formulae and chain rules for the Jacobian determinant in
fractional Sobolev spaces", arXiv:1903.07420(v2), (2019). https://arxiv.org/abs/1903.07420
2

. Mattila, eometry of Sets an easures 1n Euclidean Spaces,” Cambridge ress, .
17| P. Mattila, "G fS d M in Fuclid S ” Cambridge U P 1995
12, 15, 51

[18] Walter Rudin, "Principles of mathematical analysis."University of Wisconsin, (1976). 3, 9,
27


 https://arxiv.org/abs/1903.07420

	Lista de Abreviaturas
	Lista de Símbolos
	Lista de Figuras
	Introdução
	Preâmbulo
	Medidas e Mensurabilidade
	Envoltórios
	Operações com Medidas
	Medidas em Espaços Topológicos
	Aplicações Mensuráveis

	Teoria de Integração
	Integrais Superior e Inferior
	Medidas Produto e Teorema de Fubini-Tonelli

	Teorema de Severini-Egorov
	Construção de Carathéodory e Medidas de Hausdorff
	Teoremas de Cobertura
	Teorema de Cobertura de Vitali
	Teorema de Cobertura de Besicovitch

	Teoremas de Densidade e Diferenciação de Medidas
	Densidades
	Densidades Relativas e Teoremas de Diferenciação

	Medidas de Radon a Valores Vetoriais
	Convergência Fraca-Estrela

	Algumas Propriedades de Aplicações Lipschitz
	Extensões
	Diferenciabilidade

	Jacobianos

	Fórmulas da Área e Coárea em Espaços Euclidianos 
	Linearização de Aplicações Lipschitz
	Fórmula da Área em Espaços Euclidianos
	Aplicações da Fórmula da Área

	Fórmula da Coárea em Espaços Euclidianos
	Aplicações da Fórmula da Coárea


	Retificabilidade
	Conjuntos Retificáveis
	Um Teorema de Estrutura para Conjuntos Retificáveis
	Propriedades Tangenciais
	Retificabilidade a partir de blow-ups de medidas de Radon

	Formula da Área e Coárea em Conjuntos Retificáveis
	Fórmula da Área para Conjuntos Retificáveis
	Fórmula da Coárea para Conjuntos Retificáveis

	Referências Bibliográficas

