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Resumo

Lucas Seidy Ogawa. Invariantes da ação de uma álgebra de Hopf em uma álgebra
livre. Dissertação (Mestrado). Instituto de Matemática e Estatística, Universidade de São

Paulo, São Paulo, 2024.

As álgebras de Hopf generalizam algumas classes bem abrangentes de álgebras como álgebras de grupo

e álgebras envolventes universais de álgebras de Lie. Sendo assim, ao estudar as ações de álgebras de Hopf

estamos generalizando o estudo de ações de grupos e de derivações de álgebras de Lie. Se 𝐻 for uma álgebra

de Hopf e 𝑉 for um 𝐻 -módulo, os invariantes são 𝑉
𝐻
= {𝑣 ∈ 𝑉 ∶ ℎ ⋅ 𝑣 = 𝜀(ℎ)𝑣 ∀ℎ ∈ 𝐻 }. Assim, no caso

particular em que a álgebra de Hopf é a álgebra de grupo, os invariantes coincidem exatamente com os

elementos fixos pela ação de todos os elementos do grupo. E no outro caso conhecido, das álgebras de

Lie, os invariantes são os elementos que são anulados pelos elementos da álgebra de Lie, ou seja, são as

constantes. Sendo assim, podemos estender a ação de 𝐻 em 𝑅 = 𝑇 (𝑉 ), de modo que 𝑅 é uma 𝐻 -módulo

álgebra homogênea. Como essa ação é homogênea, os invariantes formarão uma subálgebra homogênea.

Neste texto iremos estudar o comportamento dos invariantes desse tipo de ação.

Palavras-chave: Álgebras de Hopf. Ação homogênea. Invariantes.





Abstract

Lucas Seidy Ogawa. Invariants of the action of a Hopf algebra in a free algebra.

Thesis (Master’s). Institute of Mathematics and Statistics, University of São Paulo, São

Paulo, 2024.

Hopf algebras generalize some big classes of algebras such as group algebras and universal enveloping

algebras of Lie algebras. So, by studying their actions, we are generalizing the study of group actions and

derivations of Lie algebras. If 𝐻 is a Hopf algebra and 𝑉 is a 𝐻 -module, the invariants are 𝑉 𝐻 = {𝑣 ∈ 𝑉 ∶

ℎ ⋅ 𝑣 = 𝜀(ℎ)𝑣 ∀ℎ ∈ 𝐻 }. So, in the case where 𝐻 is a group algebra, the invariants are exactly the elements fixed

by the action of all elements of the group. In the other case (Lie algebras), the invariants are the elements

that are annihilated by the elements of the Lie algebra, that is, the constansts. So, we can extend the action

of 𝐻 in 𝑅 = 𝑇 (𝑉 ), the free algebra in 𝑉 , making 𝑅 an homogeneous 𝐻 -module algebra. This means that the

set of invariants will be an homogeneous subalgebra. In this text, we are going to study the behavior of the

invariants of this action.

Keywords: Hopf algebras. Homogeneous actions. Invariants.
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1

Introdução

As álgebras de Hopf generalizam algumas classes de álgebras como álgebras de grupo
e envolvente universal de álgebras de Lie. Além disso, se 𝑉 é um 𝐻 -módulo, em que 𝐻 é
uma álgebra de Hopf, essa ação de 𝐻 se estende para uma ação em 𝑇 (𝑉 ) e também para
𝕜[𝑉 ]. Sendo assim, iremos estudar os invariantes dessa ação.

No primeiro capítulo, vemos algumas dessas definições e outros resultados prelimi-
nares utilizados no texto, como o Lema de Higman e anel de quocientes simétricos de
Martindale.

O segundo capítulo é o principal, nele verificamos que os invariantes são sempre
livres e apresentamos algumas caracterizações para que eles sejam finitamente gerados. A
primeira caracterização nos diz que essa subálgebra é finitamente gerada se e somente se o
seu suporte é formado pelos elementos semi-invariantes de mesmo peso 𝛼 de ordem finita.
A segunda caracterização nos diz que essa álgebra é finitamente gerada se e somente se,
sua série de Poincaré possuir inversa polinomial. A última nos diz que no caso em que
a álgebra de Hopf é gerada por elementos group-like e skew primitivos, a subálgebra de
invariantes é finitamente gerada exatamente no caso em que a ação é escalar.

No terceiro capítulo, colocamos algumas condições a mais para que a subálgebra de
invariantes seja finitamente gerada como 𝑆-álgebra. Neste caso, estamos utilizando a ação
dos grupos simétricos nas componentes homogêneas.

No último capítulo, estudamos o caso em que a álgebra de polinômios e temos um
contraste com o caso não-comutativo. Neste caso, temos que a álgebra de invariantes é
sempre finitamente gerada e em muitos casos é livre (teorema de Chevalley-Shephard-
Todd).
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Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo, iremos ver algumas preliminares, necessárias para o desenvolvimento
do resto do texto. Neste capítulo, colocaremos algumas definições necessárias, mas al-
guns resultados mais básicos não serão demonstrados. As referências para as possíveis
demonstrações se encontram no começo de cada seção.

1.1 Definições básicas

Nesta seção, veremos a definição de álgebra de Hopf. Álgebras de grupo e envolventes
da álgebra de Lie são duas grandes classes de exemplos de álgebras de Hopf. As principais
referências para esta seção são (Susan Montgomery, 1993), (Vitor O Ferreira e L. S.
Murakami, 2020) e (Lam, 2001). Ao longo do texto, o seguinte lema será útil.

Lema 1.1.1. Sejam 𝑈1 e 𝑉1 𝕜-subespaços de 𝑈2 e 𝑉2, respectivamente. Então (𝑈1⊗𝑉2) ∩ (𝑈2⊗

𝑉1) = 𝑈1 ⊗ 𝑉1.

Demonstração: É claro que 𝑈1 ⊗𝑉1 ⊆ (𝑈1 ⊗𝑉2) ∩ (𝑈2 ⊗𝑉1). Seja 𝑥 ∈ (𝑈1 ⊗𝑉2) ∩ (𝑈2 ⊗𝑉1).
Se 𝑥 = 0, então 𝑥 ∈ 𝑈1 ⊗ 𝑉1. Suponha 𝑥 ≠ 0. Como, 𝑥 ∈ 𝑈1 ⊗ 𝑉2, podemos escrever

𝑥 =

𝑛

∑

𝑖=1

𝑢𝑖 ⊗ 𝑣𝑖, com 𝑢𝑖 ∈ 𝑈1 para todo 𝑖 e {𝑢𝑖 ∶ 𝑖 = 1,… , 𝑛} linearmente independente. Para

cada 𝑗 = 1,… , 𝑛, seja 𝑓𝑗 ∈ 𝑈 ∗

2
tal que 𝑓𝑗(𝑢𝑖) = 𝛿𝑖,𝑗 . Como 𝑥 ∈ 𝑈2 ⊗ 𝑉1, 𝑣𝑗 = (𝑓𝑗 ⊗ id)(𝑥) ∈ 𝑉1,

para todo 𝑗 , isto é 𝑥 ∈ 𝑈1 ⊗ 𝑉1.

1.1.1 Coálgebras
Sempre denotaremos por 𝕜 um corpo e todas as álgebras serão associativas com unidade

sobre 𝕜. A multiplicação de uma álgebra 𝐴 é um aplicação bilinear de 𝐴 × 𝐴 em 𝐴; assim
podemos vê-la como aplicação linear 𝑚 ∶ 𝐴 ⊗ 𝐴 → 𝐴. Além disso, podemos considerar
𝜇 ∶ 𝕜 → 𝐴, a única transformação linear tal que 𝜇(1𝕜) = 1𝐴.

Com essas aplicações, as propriedades de associatividade e unidade são equivalentes à
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comutatividade dos seguintes diagramas

𝐴 ⊗ 𝐴 ⊗ 𝐴
𝑚⊗id

//

id⊗𝑚

��

𝐴 ⊗ 𝐴

𝑚

��

𝐴 ⊗ 𝐴

𝑚

��

𝕜 ⊗ 𝐴

𝜇⊗id

99

∼

%%

𝐴 ⊗ 𝕜

id⊗𝜇

ee

∼

yy
𝐴 ⊗ 𝐴

𝑚 //
𝐴 𝐴

onde os isomorfismos no último diagrama são os canônicos.

Definição 1.1.2. Uma coálgebra é uma terna (𝐻,Δ, 𝜀) em que 𝐻 é um espaço vetorial e
Δ ∶ 𝐻 → 𝐻 ⊗ 𝐻 , 𝜀 ∶ 𝕜 → 𝐻 são aplicações lineares de modo que os seguintes diagramas
são comutativos

𝐻

Δ

��

Δ //
𝐻 ⊗ 𝐻

Δ⊗id

��

𝐻

∼

yy

∼

%%

Δ

��

𝕜 ⊗ 𝐻 𝐻 ⊗ 𝕜

𝐻 ⊗ 𝐻
id⊗Δ

//
𝐻 ⊗ 𝐻 ⊗ 𝐻 𝐻 ⊗ 𝐻

𝜀⊗id

ee

id⊗𝜀

99

As aplicações Δ e 𝜀 são chamados respectivamente de comultiplicação e counidade. Além
disso, iremos nos referir à coálgebra como 𝐻 .

Pode-se notar que para chegar na definição de uma coálgebra, basta invertermos
os sentidos das flechas nos diagramas de álgebra associativa com unidade. Além disso,
podemos aplicar a definição de álgebra sobre um anel comutativo, pois os diagramas são
os mesmos.

Como os elementos do produto tensorial não são todos da forma 𝑢 ⊗ 𝑣, manusear
elementos genéricos do produto tensorial pode ser trabalhoso. Dessa forma, utilizamos a
notação de Sweddler para Δ(ℎ). Denotamos

Δ(ℎ) = ∑

(𝑐)

ℎ(1) ⊗ ℎ(2).

Assim, a coassociatividade nos diz que

∑

(ℎ)

∑

(ℎ
(1)
)

ℎ(1)
(1)
⊗ ℎ(1)

(2)
⊗ ℎ(2) = ∑

(ℎ)

∑

(ℎ
(2)
)

ℎ(1) ⊗ ℎ(2)
(1)
⊗ ℎ(2)

(2)
.

Por causa dessa igualdade, iremos denotar qualquer um dos dois por ∑
(ℎ)

ℎ(1) ⊗ ℎ(2) ⊗ ℎ(3).

Ademais, a partir desse elemento, podemos aplicar Δ⊗ id⊗ id, id⊗Δ⊗ id ou id⊗ id⊗Δ que
chegará ao mesmo elemento (por causa da coassociatividade). Tal elemento será denotado
por ∑

(ℎ)

ℎ(1) ⊗ ℎ(2) ⊗ ℎ(3) ⊗ ℎ(4). Assim, definimos indutivamente ∑

(ℎ)

ℎ(1) ⊗ … ⊗ ℎ(𝑛+1) =
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Δ ⊗ id
⊗(𝑛−1)

(
∑

(ℎ)

ℎ(1) ⊗… ⊗ ℎ(𝑛)
)

, para todo 𝑛 ≥ 1. Em (Dăscălescu et al., 2001) 1.1.11,

temos uma explicação do porquê essa notação funciona e como operar com ela.

Antes de prosseguirmos, vejamos alguns exemplos elucidativos. Aqui, a comultiplicação
e a counidade estão definidas em uma base.

Exemplo 1.1.3. Seja 𝑆 um conjunto não vazio, e considere 𝐻 o espaço vetorial de base 𝑆.
Defina Δ(𝑠) = 𝑠 ⊗ 𝑠 e 𝜀(𝑠) = 1, para todo 𝑠 ∈ 𝑆. Com essa estrutura 𝐻 se torna uma coálgebra.

Exemplo 1.1.4. Seja 𝑛 um inteiro positivo. Considere 𝑆 = {𝑒𝑖,𝑗 ∶ 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛} e 𝐻 o espaço

vetorial de base 𝑆. Defina Δ(𝑒𝑖,𝑗) =

𝑛

∑

𝑘=1

𝑒𝑖,𝑘 ⊗ 𝑒𝑘,𝑗 e 𝜀(𝑒𝑖,𝑗) = 𝛿𝑖,𝑗 . Essa coálgebra é chamada de

coálgebra matricial e é denotada por 𝐶𝑛(𝕜).

Os conceitos de ideais, subálgebras e módulos podem ser dualizados. Obtemos assim
os equivalentes para coálgebras.

Definição 1.1.5. Seja (𝐻,Δ, 𝜀) uma coálgebra. Dizemos que um subespaço 𝑉 de 𝐻 é uma
subcoálgebra (respectivamente coideal à esquerda, coideal à direita) se Δ(𝑉 ) ⊆ 𝑉 ⊗ 𝑉

(respectivamente: Δ(𝑉 ) ⊆ 𝐻 ⊗ 𝑉 , Δ(𝑉 ) ⊆ 𝑉 ⊗ 𝐻 ). Dizemos que 𝑉 é um coideal se Δ(𝑉 ) ⊆

𝐻 ⊗ 𝑉 + 𝑉 ⊗ 𝐻 e 𝜀(𝑉 ) = 0.

Se 𝐻 é uma coálgebra, uma dupla (𝑀, 𝜌) é um 𝐻 -comódulo à esquerda, se 𝑀 é um
espaço vetorial e 𝜌 ∶ 𝑀 → 𝐻 ⊗𝑀 é uma aplicação linear tal que o seguinte diagrama seja
comutativo

𝑀

𝜌
//

𝜌

��

𝐻 ⊗𝑀

Δ⊗id𝑀

��

𝑀

𝜌

��

∼

��

𝐻 ⊗𝑀

id𝐻 ⊗𝜌
//
𝐻 ⊗ 𝐻 ⊗𝑀 𝐻 ⊗𝑀

𝜀⊗id𝑀 //
𝐻 ⊗ 𝕜

Observe que esses diagramas são a dualização dos diagramas de módulos, isto é, se 𝐴 é uma
álgebra então (𝑀, 𝜓) é um 𝐴-módulo á esquerda se o seguinte diagrama for comutativo

𝐴 ⊗ 𝐴 ⊗𝑀
𝑚⊗id𝑀 //

id𝐴 ⊗𝜓

��

𝐴 ⊗𝑀

𝜓

��

𝕜 ⊗𝑀

𝜇⊗id𝑀
//

∼

��

𝐴 ⊗𝑀

𝜓

��

𝐴 ⊗𝑀

𝜓
//
𝑀 𝑀

Definição 1.1.6. Seja 𝐻 uma coálgebra. Um elemento 𝑔 ∈ 𝐻 é dito ser group-like se
𝑔 ≠ 0 e Δ(𝑔) = 𝑔 ⊗ 𝑔 . O conjunto dos elementos group-like é denotado por 𝐺(𝐻 ). Sejam
𝑔, ℎ ∈ 𝐺(𝐻 ). Um elemento 𝑐 é dito ser (𝑔, ℎ)-primitivo se Δ(𝑐) = 𝑐 ⊗ 𝑔 + ℎ ⊗ 𝑐. Podemos
dizer simplesmente que 𝑐 é skew-primitivo se não quisermos especificar os elementos 𝑔 e ℎ.
O conjunto dos elementos (𝑔, ℎ)-primitivos são denotados por 𝑃(𝑔,ℎ)(𝐻 ).
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Assim, se 𝐻 é uma coálgebra então 𝜀(𝐺(𝐻 )) = 1, e 𝐺(𝐻 ) é linearmente indepen-
dente. Além disso, para todos 𝑔, ℎ ∈ 𝐺(𝐻 ), o conjunto 𝑃(𝑔,ℎ)(𝐻 ) é um subespaço de 𝐻 e
𝜀(𝑃(𝑔,ℎ)(𝐻 )) = 0 ((Vitor O Ferreira e L. S. Murakami, 2020) Proposição 2.4.9).

1.1.2 Dualidade
Nessa seção iremos definir uma álgebra a partir de uma coálgebra além de ver algumas

propriedades dos espaços duais.

Definição 1.1.7. Seja 𝑉 um espaço vetorial. Iremos denotar por ⟨., .⟩ a seguinte aplicação
bilinear

⟨., .⟩ ∶ 𝑉
∗
× 𝑉 → 𝕜

(𝑓 , 𝑣) ↦ ⟨𝑓 , 𝑣⟩ = 𝑓 (𝑣).

Definição 1.1.8. Seja 𝑉 um 𝕜-espaço vetorial e 𝑋 um subconjunto de 𝑉 . Denotamos
por 𝑋⟂ o subespaço de 𝑉 ∗ composto pelos elementos que se anulam em 𝑋 , isto é 𝑋⟂

=

{𝑓 ∈ 𝑉
∗
∶ ⟨𝑓 , 𝑋 ⟩ = 0}. Analogamente, dado 𝑌 um subconjunto de 𝑉 ∗, denotamos por

𝑌
⟂
= {𝑣 ∈ 𝑉 ∶ ⟨𝑌 , 𝑣⟩ = 0}.

Proposição 1.1.9. Sejam 𝑉 um 𝕜-espaço vetorial e 𝑊 um subespaço de 𝑉 e 𝐿 um subespaço

de 𝑉 ∗. Então
𝑉
∗

𝑊
⟂
≅ 𝑊

∗ e
𝑉
∗

𝐿

≅ 𝐿
⟂ como espaços vetoriais.

Demonstração: Seja 𝑈 um subespaço de 𝑉 tal que 𝑉 = 𝑈 ⊕ 𝐿
⟂ e 𝑝 ∶ 𝑉 → 𝑉 a projeção

em 𝑈 nessa decomposição. Sendo assim, é fácil ver que podemos aplicar o teorema do
isomorfismo nas aplicações

𝜙 ∶ 𝑉
∗
→ 𝑊

∗

𝑓 ↦ 𝑓 |𝑊

e

𝜓 ∶ 𝑉
∗
→ 𝐿

⟂

𝑓 ↦ 𝑝 ◦ 𝑓 .

Lema 1.1.10. Sejam 𝑉 um 𝕜-espaço vetorial e {𝑀𝛼} uma família de subespaços de 𝑉 . Então
∩𝛼(𝐷𝛼)

⟂
= (∑𝛼

𝐷𝛼)

⟂

.

Demonstração: Para a primeira inclusão, seja 𝑓 ∈ ∩𝛼(𝐷𝛼)
⟂ e 𝑣 ∈ ∑

𝛼
𝐷𝛼 . Escreva 𝑣 =

𝑣1 + ⋯ + 𝑣𝑛, com 𝑣𝑖 ∈ 𝐷𝛼𝑖
. Como 𝑓 ∈ 𝐷

⟂

𝛼𝑖
, segue que 𝑓 (𝑣𝑖) = 0, para todo 𝑖. Dessa forma

𝑓 (𝑣) = 0, ou seja 𝑓 ∈ (∑𝛼
𝐷𝛼)

⟂

.

Para a outra inclusão, perceba que para todo 𝛽, vale 𝐷𝛽 ⊆ ∑
𝛼
𝐷𝛼 . Dessa forma

(∑𝛼
𝐷𝛼)

⟂

⊆ 𝐷
⟂

𝛽
, e, portanto (∑𝛼

𝐷𝛼)

⟂

⊆ ∩𝛼(𝐷𝛼)
⟂.
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Lema 1.1.11. Seja 𝑉 um 𝕜-espaço vetorial e sejam 𝑊 um subespaço de 𝑉 e 𝐿 um subespaço
de 𝑉 ∗. Então (𝑊

⟂
)
⟂
= 𝑊 e 𝐿 ⊆ (𝐿

⟂
)
⟂. Se 𝑉 tiver dimensão finita, então a última igualdade é

válida.

Demonstração: Dado𝑤 ∈ 𝑊 , para todo 𝑓 ∈ 𝑊 ⟂, vale que 𝑓 (𝑤) = 0, de modo que
𝑤 ∈ (𝑊

⟂
)
⟂. Por outro lado, seja 𝑤 ∈ (𝑊

⟂
)
⟂ e considere 𝑝 ∈ 𝑉

∗ uma projeção em algum
complemento de 𝑊 (isto é, se 𝑉 = 𝑊 ⊕ 𝑈 , então 𝑝 é a projeção em 𝑈 ). Assim dado 𝑣 ∈ 𝑉 ,
𝑝(𝑣) = 0 ⇔ 𝑣 ∈ 𝑊 . Dessa maneira, perceba que 𝑝 ∈ 𝑊

⟂, e, portanto 𝑝(𝑤) = 0. Podemos
assim concluir que vale a primeira igualdade.

Mostrar que 𝐿 ⊆ (𝐿
⟂
)
⟂ é análogo ao anterior. Se 𝑉 possui dimensão finita, então pela

Proposição 1.1.9, segue que

dim(𝑉
∗
) − dim((𝐿

⟂
)
⟂
) = dim

(

𝑉
∗

(𝐿
⟂
)
⟂)

= dim((𝐿
⟂
)
∗
) = dim(𝐿

⟂
) ⇒ dim((𝐿

⟂
)
⟂
) = dim(𝑉 ) − dim(𝐿

⟂
).

Além disso,

dim(𝐿
⟂
) = dim

(

𝑉
∗

𝐿 )
= dim(𝑉

∗
) − dim(𝐿).

Portanto dim(𝐿) = dim((𝐿
⟂
)
⟂
). Como ambos possuem dimensão finita, vale a igualdade.

Definição 1.1.12. Seja 𝐴 uma álgebra. Então 𝐴∗ é um 𝐴-módulo à esquerda via

⟨𝑎 ⇀ 𝑓 , 𝑏⟩ = ⟨𝑓 , 𝑏𝑎⟩

e um 𝐴-módulo à direita via
⟨𝑓 ↼ 𝑎, 𝑏⟩ = ⟨𝑓 , 𝑎𝑏⟩.

Dessa forma 𝐴∗ é um 𝐴-bimódulo.

Proposição 1.1.13. Sejam 𝐴 uma álgebra e 𝐼 um subespaço. Então 𝐼 é um ideal à direita
(resp. esquerda, bilateral) se e somente se 𝐼⟂ é um 𝐴-submódulo à esquerda (resp. direita,
bi-submódulo) de 𝐴∗. Além disso, dado 𝐿 ⊆ 𝐴∗ um 𝐴-submódulo à esquerda (respectivamente
direita, subbimódulo), temos que 𝐿⟂ é um ideal à direita (resp. esquerda, bilateral) de 𝐴.

Demonstração: Seja 𝐼 um ideal à direita de 𝐴. Sejam 𝑓 ∈ 𝐼
⟂
, 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐼 . Assim 𝑏𝑎 ∈ 𝐼 ,

pois 𝐼 é um ideal à direita. Dessa forma,

⟨𝑎 ⇀ 𝑓 , 𝑏⟩ = ⟨𝑓 , 𝑏𝑎⟩ = 0.

Ou seja 𝐴 ⇀ 𝑓 ⊆ 𝐼
⟂, de modo que 𝐼⟂ é um 𝐴-submódulo à esquerda.

Por outro lado, suponha que 𝐼⟂ seja um 𝐴-submódulo à esquerda e sejam 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐼 .
Tome 𝑝 ∶ 𝐴 → 𝐴 uma projeção em um complemento de 𝐼 (isto é, se 𝑈 é um subespaço
tal que 𝑈 ⊕ 𝐼 = 𝐴, então 𝑝 é a projeção em 𝑈 ). Perceba que dado 𝑥 ∈ 𝐴, temos que
𝑥 ∈ 𝐼 ⇔ 𝑝(𝑥) = 0. Como 𝐼⟂ é um 𝐴-submódulo à esquerda, e 𝑝 ∈ 𝐼

⟂, segue que 𝑎 ⇀ 𝑝 ∈ 𝐼
⟂.
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Dessa maneira
0 = ⟨𝑎 ⇀ 𝑝, 𝑏⟩ = ⟨𝑝, 𝑏𝑎⟩.

Dessa forma, 𝑏𝑎 ∈ 𝐼 .

De modo análogo se prova o outro lado, e juntando os dois lados se chega no caso sem
lateralidade.

Por fim, suponha que 𝐿 seja um 𝐴-submódulo à esquerda de 𝐴∗, e sejam 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈

𝐿
⟂
, 𝑓 ∈ 𝐿. Então, como 𝐿 é submódulo, segue que 𝑎 ⇀ 𝑓 ∈ 𝐿, e, portanto

0 = ⟨𝑎 ⇀ 𝑓 , 𝑏⟩ = ⟨𝑓 , 𝑏𝑎⟩ ⇒ 𝑏𝑎 ∈ 𝐿
⟂
.

Temos algumas relações entre a coálgebra, sua álgebra dual e o ⟂.

Lema 1.1.14. Se 𝐶 uma coálgebra, então todo 𝐶∗-submódulo à esquerda de 𝐶 é um coideal à
direita de 𝐶 (onde 𝐶 é um 𝐶

∗-módulo à esquerda via ⇀ com 𝑓 ⇀ 𝑐 = ∑

(𝑐)

𝑓 (𝑐(2))𝑐(1))).

Demonstração: Seja 𝐼 um 𝐶
∗-submódulo de 𝐶 e seja 𝑐 ∈ 𝐼 . Seja {𝑏𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝛼} uma base

de 𝐶 e escreva Δ(𝑐) = ∑

𝑖∈𝛼

𝑎𝑖 ⊗ 𝑏𝑖. Para cada 𝑙 ∈ 𝛼, seja 𝑓𝑙 o elemento dual de 𝑏𝑙 nessa base.

Assim, para todo 𝑙 ∈ 𝛼, temos
𝑎𝑙 = 𝑓𝑙 ⇀ 𝑐 ∈ 𝐼 .

Dessa forma, temos que Δ(𝑐) ∈ 𝐼 ⊗ 𝐶, ou seja, 𝐼 é um coideal à direita.

Lema 1.1.15. Seja 𝐶 uma coálgebra e sejam 𝐼 subespaço de 𝐶∗ e 𝐷 subespaço de 𝐶.

(i) Se 𝐼 é um ideal à direita (esquerda) de 𝐶∗, então 𝐼⟂ é um coideal à direita (esquerda) de
𝐶. Se 𝐶 possuir dimensão finita, então vale a recíproca.

(ii) 𝐷 é um coideal à direita (esquerda) se e somente se, 𝐷⟂ é um ideal á direita (esquerda)
de 𝐶∗.

(iii) 𝐷 é uma subcoálgebra simples se e somente se 𝐷∗ é uma álgebra simples (de dimensão
finita) se e somente se 𝐷⟂ é um ideal maximal de 𝐶∗ de codimensão finita.

Demonstração: (i) Seja 𝐼 um ideal à direita de 𝐶∗. Para mostrar que 𝐼⟂ é um coideal
de 𝐶, iremos mostrar que ele é submódulo, via ↼. Sejam 𝑐 ∈ 𝐼

⟂
, 𝑓 ∈ 𝐶

∗ e 𝑔 ∈ 𝐼 . Assim
𝑔 ∗ 𝑓 ∈ 𝐼 , logo

⟨𝑔, 𝑐 ↼ 𝑓 ⟩ = ∑

(𝑐)

𝑓 (𝑐(2))𝑔(𝑐(1)) = (𝑔 ∗ 𝑓 )(𝑐) = 0.

Logo 𝐼⟂ é um coideal à direita de 𝐶.

A recíproca pode ser mostrada usando o fato de que (𝐼
⟂
)
⟂
= 𝐼 e o próximo item.
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(ii) Seja 𝐷 um coideal à direita de 𝐶∗ e sejam 𝑎 ∈ 𝐷
⟂
, 𝑏 ∈ 𝐶

∗. Logo, para todo 𝑑 ∈ 𝐷,
temos

⟨𝑎𝑏, 𝑑⟩ = ∑

(𝑑)

⟨𝑎, 𝑑(1)⟩⟨𝑏, 𝑑(2)⟩ ⊆ ⟨𝑎, 𝐷⟩⟨𝑏, 𝐶⟩ = 0.

Dessa forma, 𝑎𝑏 ∈ 𝐷⟂, ou seja 𝐷⟂ é um ideal à direita de 𝐶∗.

A recíproca pode ser mostrada usando o fato de que (𝐷
⟂
)
⟂
= 𝐷 e o item anterior.

(iii) 𝐷 é uma subcoálgebra se e somente se 𝐷 é um coideal à direita e à esquerda de 𝐶, se
e somente se 𝐷⟂ é um ideal de 𝐶∗. Assim, se 𝐷 é uma subcoálgebra simples, então 𝐷
possui dimensão finita pelo Teorema Fundamental dos Comódulos (consultar por
exemplo (Vitor O Ferreira e L. S. Murakami, 2020) Teorema 3.2.1), dessa forma 𝐷∗

também possui dimensão finita.

Além disso, existe 𝐼 ideal não nulo de 𝐶∗ se e somente se, existe uma subcoálgebra
não nula de 𝐷 (basta pegar o ⟂), isso mostra a equivalência entre as duas primeiras
afirmações.

Para a equivalência entre a segunda e a terceira, utilize a função 𝜙 da Proposição
1.1.9. Com ela, podemos concluir que 𝐶

∗

𝐷
⟂
≅ 𝐷

∗ como 𝕜-espaços. É fácil verificar
que tal função é um morfismo de álgebras, de modo que 𝐷⟂ seja um ideal de 𝐶∗ e o
último isomorfismo seja um isomorfismo de álgebras. O resultado segue do fato de
que o quociente de uma álgebra por um ideal é simples se e somente se o ideal for
maximal.

Dados 𝑉 ,𝑊 espaços vetoriais, existe uma aplicação linear

𝜄 ∶ 𝑉
∗
⊗𝑊

∗
→ (𝑉 ⊗ 𝑊 )

∗

𝑓 ⊗ 𝑔 ↦ 𝜄(𝑓 ⊗ 𝑔) ∶𝑉⊗𝑊 → 𝕜

𝑣⊗𝑤 ↦ 𝑓 (𝑣)𝑔(𝑤)

Podemos agora construir uma álgebra no espaço dual de uma coálgebra da seguinte maneira.
Seja (𝐻,Δ, 𝜀) uma coálgebra. Assim, 𝐻 ∗ é uma álgebra com multiplicação 𝑚 = Δ

∗
◦ 𝜄 e

unidade 𝜇 = 𝜀
∗
◦ Φ, chamada de álgebra dual. A última função utilizada é o isomorfismo

canônico Φ entre 𝕜 e 𝕜∗, em que Φ(𝛼)(𝛽) = 𝛼𝛽 cuja inversa é dada por Φ−1
(𝑓 ) = 𝑓 (1).

Exemplo 1.1.16. Vejamos a estrutura de álgebra de 𝐻 ∗ onde 𝐻 é a coálgebra do Exemplo
1.1.3. Dados 𝑓 , 𝑔 ∈ 𝐻

∗ e 𝑠 ∈ 𝑆, temos

𝑚(𝑓 ⊗ 𝑔)(𝑠) = (Δ
∗
◦ 𝜄)(𝑓 ⊗ 𝑔)(𝑠) = 𝜄(𝑓 ⊗ 𝑔)(𝑠 ⊗ 𝑠) = 𝑓 (𝑠)𝑔(𝑠).

Veja que como 𝑆 é base de 𝐻 , então 𝐻 ∗ é isomorfa à álgebra das funções de 𝑆 em 𝕜 com
produto ponto a ponto.

Exemplo 1.1.17. Vejamos qual seria a estrutura de álgebra de 𝐻 ∗ do Exemplo 1.1.4. Nova-
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mente, dados 𝑓 , 𝑔 ∈ 𝐻
∗ e 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛, temos

𝑚(𝑓 ⊗ 𝑔)(𝑒𝑖,𝑗) = (Δ
∗
◦ 𝜄)(𝑓 ⊗ 𝑔)(𝑒𝑖,𝑗) = 𝜄(𝑓 ⊗ 𝑔)

(

𝑛

∑

𝑘=1

𝑒𝑖,𝑘 ⊗ 𝑒𝑘,𝑗

)

=

𝑛

∑

𝑘=1

𝜄(𝑓 ⊗ 𝑔) (𝑒𝑖,𝑘 ⊗ 𝑒𝑘,𝑗) =

𝑛

∑

𝑘=1

𝑓 (𝑒𝑖,𝑘)𝑔(𝑒𝑘,𝑗).

Perceba que essa álgebra é isomorfa à algebra de matrizes 𝑀𝑛(𝕜). Como 𝐻 tem dimensão
finita, podemos considerar a base dual de 𝑆, denotada por 𝑆∗ = {𝑒

∗

𝑖,𝑗
∶ 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛}. Considere

a transformação linear 𝑇 ∶ 𝐻
∗
→ 𝑀𝑛(𝕜) tal que 𝑇 (𝑒∗

𝑖,𝑗
) = 𝑏𝑖,𝑗 em que 𝑏𝑖,𝑗 é a matriz elementar,

isto é: (𝑏𝑖,𝑗)𝑘,𝑙 = 𝛿𝑖,𝑘𝛿𝑗 ,𝑙. Usando as fórmulas anteriores e o fato de que essa transformação leva
base em base, pode-se mostrar que isso é um isomorfismo de álgebras.

Suponha agora que 𝐴 seja uma 𝕜-álgebra de dimensão finita. Então a aplicação 𝜄 é um
isomorfismo, de modo que podemos considerar em 𝐴

∗, a estrutura de coálgebra, dada por
Δ𝐴

∗ = 𝜄
−1

◦ 𝑚
∗ e 𝜀𝐴∗ = Φ

−1
◦ 𝜇

∗. A demonstração da álgebra dual e coálgebra dual podem
ser encontradas em (Vitor O Ferreira e L. S. Murakami, 2020), na seção 2.3.

1.1.3 Morfismos
A partir de uma álgebra podemos falar de sua álgebra oposta e de uma coálgebra,

podemos falar de sua coálgebra co-oposta.

Definição 1.1.18. Sejam (𝐴,𝑚, 𝜇) uma álgebra e (𝐶,Δ, 𝜀) uma coálgebra. A álgebra oposta
de 𝐴, denotada por 𝐴op é a álgebra (𝐴,𝑚 ◦ 𝜏, 𝜇), e coálgebra co-oposta denotada por 𝐶cop é a
coálgebra (𝐶, 𝜏 ⊗ Δ, 𝜀). Aqui 𝜏 ∶ 𝐴 ⊗ 𝐵 → 𝐵 ⊗ 𝐴 é definida por 𝜏(𝑎 ⊗ 𝑏) = 𝑏 ⊗ 𝑎. Dizemos
𝐴 é comutativa, se 𝐴 = 𝐴

op e que 𝐶 é cocomutativa, se 𝐶 = 𝐶
cop.

Assim como existem morfismos de álgebras, podemos também falar de morfismos de
coálgebras.

Definição 1.1.19. Sejam 𝐻1, 𝐻2 coálgebras e 𝑓 ∶ 𝐻1 → 𝐻2 uma transformação linear.
Dizemos que 𝑓 é um morfismo de coálgebras se os seguintes diagramas comutam

𝐻1

Δ𝐻
1

��

𝑓
//
𝐻2

Δ𝐻
2

��

𝐻1

𝜀𝐻
1

��

𝑓
//
𝐻2

𝜀𝐻
2

��

𝐻1 ⊗ 𝐻1

𝑓 ⊗𝑓
//
𝐻2 ⊗ 𝐻2 𝕜

.

Utilizando a notação de Sweedler, isto é equivalente a dizer que

∑

(𝑓 (ℎ))

𝑓 (ℎ)(1) ⊗ 𝑓 (ℎ)(2) = ∑

(ℎ)

𝑓 (ℎ(1)) ⊗ 𝑓 (ℎ(2)) e 𝜀𝐻2
(𝑓 (ℎ)) = 𝜀𝐻1

(ℎ), ∀ℎ ∈ 𝐻1.

Dizemos que 𝑓 é um antimorfismo de coálgebras se 𝑓 ∶ 𝐻1 → 𝐻
cop

2
for um morfismo de

coálgebras. Analogamente, um transformação linear 𝑓 ∶ 𝐴1 → 𝐴2 é um antimorfismo de
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álgebras, se 𝑓 ∶ 𝐴1 → 𝐴
op

2
for um morfismo de álgebras.

Sejam 𝐻1, 𝐻2 são coálgebras e 𝐹 ∶ 𝐻1 → 𝐻2 um morfismo de coálgebras. Então a
aplicação transposta 𝐹

∗
∶ 𝐻

∗

2
→ 𝐻

∗

1
é um morfismo de álgebras. Reciprocamente, se

𝐴1, 𝐴2 são álgebras de dimensão finita e 𝐺 ∶ 𝐴1 → 𝐴2 é um morfismo de álgebras,
então 𝐺

∗
∶ 𝐴

∗

2
→ 𝐴

∗

1
é um morfismo de coálgebras. Para verificar isso, basta dualizar

os diagramas (percebendo que se 𝑓 ∶ 𝐴 → 𝐵, 𝑔 ∶ 𝐵 → 𝐶 são aplicações lineares, então
(𝑔 ◦ 𝑓 )

∗
= 𝑓

∗
◦ 𝑔

∗).

1.1.4 Álgebras de Hopf

As biálgebras são espaços vetoriais que possuem tanto uma estrutura de álgebra quanto
de coálgebra com uma compatibilidade. Além disso, álgebras de Hopf são biálgebras que
possuem uma propriedade adicional que será vista adiante. Primeiramente, perceba que se
𝐴 e 𝐵 são álgebras, então 𝐴⊗𝐵 é uma álgebra cujo produto é dado por (𝑎1⊗𝑏1)(𝑎2⊗𝑏2) =

(𝑎1𝑎2) ⊗ (𝑏1𝑏2).

Definição 1.1.20. Seja (𝐻,𝑚, 𝜇) uma álgebra tal que (𝐻,Δ, 𝜀) seja uma coálgebra. Dizemos
que (𝐻,𝑚, 𝜇,Δ, 𝜀) é uma biálgebra se Δ e 𝜀 forem morfismos de álgebras.

Se 𝐻 é uma biálgebra, então 1𝐻 é um elemento group-like e 𝐺(𝐻 ) é um monoide.

Definição 1.1.21. Seja 𝐻 uma biálgebra. Um elemento 𝑐 ∈ 𝐻 é dito ser primitivo, se for
(1𝐻 , 1𝐻 )-primitivo.

Se 𝐻 é uma biálgebra de dimensão finita, então 𝐻 ∗ também é uma biálgebra com as
estruturas definidas nas páginas anteriores.

Antes de passarmos para a definição de álgebras de Hopf, precisamos da álgebra de
convolução.

Definição 1.1.22. Sejam 𝐻 uma coálgebra e 𝐴 uma álgebra. Podemos então, definir uma
estrutura de álgebra em Hom(𝐻,𝐴), definindo o produto de 𝑓 e 𝑔 como sendo

𝑓 ∗ 𝑔 = 𝑚𝐴 ◦ (𝑓 ⊗ 𝑔) ◦ Δ𝐻 .

Esse produto é chamado de produto de convolução.

Como uma biálgebra é tanto uma álgebra quanto uma coálgebra, podemos olhar para
Hom(𝐻,𝐻 ) com o produto de convolução. Com isso, conseguimos definir as álgebras de
Hopf.

Definição 1.1.23. Seja 𝐻 uma biálgebra. Se id𝐻 ∈ Hom(𝐻,𝐻 ) for inversível (no produto
de convolução), então 𝐻 será uma álgebra de Hopf. Geralmente a inversa é denotada por 𝑆
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e chamada de antípoda. Isso quer dizer então que o seguinte diagrama comuta

𝐻 ⊗ 𝐻
id⊗𝑆

//
𝐻 ⊗ 𝐻

𝑚

##

𝐻

Δ

;;

𝜇◦𝜀
//

Δ

##

𝐻

𝐻 ⊗ 𝐻
𝑆⊗id

//
𝐻 ⊗ 𝐻

𝑚

;;

ou pela notação de Sweddler,

∑

(ℎ)

𝑆(ℎ(1))ℎ(2) = 𝜀(ℎ)1𝐻 = ∑

(ℎ)

ℎ(1)𝑆(ℎ(2)),

para todo ℎ ∈ 𝐻 .

Seja 𝐻 for uma álgebra de Hopf de dimensão finita com antípoda 𝑆. Então 𝐻 ∗ também
é uma álgebra de Hopf com 𝑆𝐻∗ = 𝑆

∗. Agora, se 𝐻 é uma álgebra de Hopf (não necessa-
riamente de dimensão finita), então sua antípoda é um antimorfismo de álgebras (isto é,
𝑆(𝑎𝑏) = 𝑆(𝑏)𝑆(𝑎)). No caso em que a dimensão de 𝐻 é finita, a antípoda é bijetora. Além
disso, 𝐺(𝐻 ) é um grupo e 𝑆(𝑔) = 𝑔

−1, para todo 𝑔 ∈ 𝐺(𝐻 ). As demonstrações desses fatos
podem ser encontrados em (Vitor O Ferreira e L. S. Murakami, 2020) seção 2.5.

Exemplo 1.1.24. Uma álgebra de grupo possui uma estrutura de álgebra de Hopf. Mais
especificamente, se 𝕜 é um corpo e 𝐺 é um grupo, então, a álgebra de grupo 𝕜𝐺 (com a
estrutura de álgebra usual) é uma álgebra de Hopf, onde Δ(𝑔) = 𝑔 ⊗ 𝑔 , 𝜀(𝑔) = 1 e 𝑆(𝑔) = 𝑔

−1

para todo 𝑔 ∈ 𝐺 (essas funções se estendem linearmente). As verificações das propriedades de
álgebra de Hopf podem ser feitas facilmente através da base 𝐺.

Exemplo 1.1.25. Se 𝐿 é uma álgebra de Lie, então, pode ser mostrado que a envolvente
universal 𝑈 (𝐿) é uma álgebra de Hopf, em que Δ(𝑥) = 𝑥 ⊗ 1 + 1 ⊗ 𝑥 , 𝜀(𝑥) = 0 e 𝑆(𝑥) = −𝑥 ,
para todo 𝑥 ∈ 𝐿.

1.1.5 Integrais
Integrais são invariantes de𝐻 como módulo regular como veremos adiante. A existência

de tal objeto ocorre somente em álgebras de Hopf de dimensão finita, e alguns resultados
de álgebras de Hopf de dimensão finita estão ligados a ele.

Definição 1.1.26. Seja 𝐻 uma biálgebra e seja Λ ∈ 𝐻 . Dizemos que Λ é um integral à

esquerda, se Λℎ = 𝜀(ℎ)Λ, para todo ℎ ∈ 𝐻 . Tal espaço é denotado por
𝑙

∫

𝐻

. Analogamente,

podemos definir integral à direita, e o conjunto de tais integrais será denotado por
𝑟

∫

𝐻

.

A existência de integrais não nulos ocorre se e somente se a álgebra de Hopf possui
dimensão finita e nesse caso, ambos os espaços são unidimensionais((Vitor O Ferreira e
L. S. Murakami, 2020) teorema 4.3.3). Um exemplo de resultado que mostra como podemos
obter informações da álgebra de Hopf através dos integrais é o Teorema de Maschke.
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Observação 1.1.27. Estamos adotando que um anel é semissimples se todo módulo for
completamente redutível. De acordo com o teorema 2.5 do primeiro capítulo de (Lam,
2001), temos que 𝐴 é semissimples se e somente se o módulo regular 𝐴 for completamente
redutível.

Teorema 1.1.28. Se 𝐻 é uma álgebra de Hopf, então 𝐻 é uma álgebra semissimples se, e
somente se, 𝜀(Λ) ≠ 0 para algum elemento integral à esquerda Λ.

Demonstração: Suponha que 𝐻 seja uma álgebra semissimples. Então, como 𝜀 é um
morfismo de álgebras, ker(𝜀) é um ideal de 𝐻 , ou seja, um submódulo.

Assim, tome 𝐼 submódulo (ou seja ideal) à esquerda de𝐻 tal que𝐻 = ker(𝜀)⊕𝐼 . Perceba
que 𝐼 tem dimensão 1, pois, como espaço vetorial 𝐼 ≅ 𝐻/ker(𝜀) ≅ 𝕜.

Seja Λ ∈ 𝐼 qualquer elemento não nulo. Vejamos que Λ é um integral à esquerda tal
que 𝜀(Λ) ≠ 0. Se 𝜀(Λ) = 0, então Λ ∈ ker(𝜀) ∩ 𝐼 = {0}, contradição, logo, 𝜀(Λ) ≠ 0.

Para todo ℎ ∈ 𝐻 , temos 𝜀(ℎ − 𝜀(ℎ)1) = 𝜀(ℎ) − 𝜀(ℎ)𝜀(1) = 0, ou seja ℎ − 𝜀(ℎ)1 ∈ ker(𝜀).
Assim, (ℎ − 𝜀(ℎ)1)Λ ∈ ker(𝜀) ∩ 𝐼 , ou seja (ℎ − 𝜀(ℎ)1)Λ = 0. Logo, temos,

ℎΛ = (ℎ − 𝜀(ℎ)1)Λ + 𝜀(ℎ)Λ = 𝜀(ℎ)Λ.

Portanto Λ ∈ ∫
𝐻

𝑙
.

Suponha por outro lado que 𝜀(∫ 𝐻

𝑙
) ≠ 0, e tome Λ ∈ ∫

𝐻

𝑙
com 𝜀(Λ) = 1. Seja 𝑀 um 𝐻 -

módulo à esquerda e 𝑁 um 𝐻 -submódulo. Podemos considerar uma projeção 𝜋 ∶ 𝑀 → 𝑀

sobre 𝑁 qualquer (como espaços vetoriais). A partir dela, vamos construir um morfismo
de 𝐻 -módulos à esquerda 𝑃 ∶ 𝑀 → 𝑀 (que também será uma projeção) em 𝑁 , dada por

𝑃 ∶ 𝑀 → 𝑀

𝑚 ↦ ∑

(Λ)

Λ(1) ⋅ 𝜋(𝑆(Λ(2)) ⋅ 𝑚)

Como 𝑁 é um submódulo de 𝑀 , segue que a imagem de 𝑃 está contida em 𝑁 . Por outro
lado, se 𝑛 ∈ 𝑁 , então

𝑃(𝑛) = ∑

(Λ)

Λ(1) ⋅ 𝜋(𝑆(Λ(2)) ⋅ 𝑛) = ∑

(Λ)

Λ(1) ⋅ (𝑆(Λ(2)) ⋅ 𝑛)

= ∑

(Λ)

(Λ(1)𝑆(Λ(2))) ⋅ 𝑛 = 𝜇𝜀(Λ) ⋅ 𝑛 = 𝑛.

Logo, 𝑃 é outra projeção em 𝑁 , e assim 𝑀 = 𝑁 ⊕ ker(𝑃) (como espaço vetorial, por
enquanto). Vejamos que 𝑃 é um morfismo de módulos (daí ker(𝑃) é um submódulo, o que
mostra que 𝑀 é completamente redutível).
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Dados ℎ ∈ 𝐻 e 𝑚 ∈ 𝑀 , perceba que

∑

(ℎ)

∑

(Λ)

ℎ(1)Λ(1) ⊗ 𝑆(ℎ(2)Λ(2)) ⊗ ℎ(3) = ∑

(ℎ)

∑

(Λ)

(id⊗𝑆 ⊗ id)(ℎ(1)Λ(1) ⊗ ℎ(2)Λ(2) ⊗ ℎ(3))

= ∑

(ℎ)

(id⊗𝑆 ⊗ id)(Δ(ℎ(1)Λ) ⊗ ℎ(2))

= ∑

(ℎ)

(id⊗𝑆 ⊗ id)(Δ(𝜀(ℎ(1))Λ) ⊗ ℎ(2))

= (id⊗𝑆 ⊗ id)(Δ(Λ) ⊗ ℎ) = ∑

(Λ)

Λ(1) ⊗ 𝑆(Λ(2)) ⊗ ℎ.

Assim

ℎ ⋅ 𝑃(𝑚) = ∑

(Λ)

ℎ ⋅ (Λ(1) ⋅ 𝜋(𝑆(Λ(2)) ⋅ 𝑚)) = ∑

(Λ)

(ℎΛ(1)) ⋅ 𝜋(𝑆(Λ(2)) ⋅ 𝑚)

= ∑

(Λ)

∑

(ℎ)

(ℎ(1)Λ(1)) ⋅ 𝜋(𝑆(Λ(2))𝜀(ℎ(2)) ⋅ 𝑚)

= ∑

(Λ)

∑

(ℎ)

(ℎ(1)Λ(1)) ⋅ 𝜋(𝑆(Λ(2))𝑆(ℎ(2))ℎ(3) ⋅ 𝑚)

= ∑

(Λ)

∑

(ℎ)

(ℎ(1)Λ(1)) ⋅ 𝜋(𝑆(ℎ(2)Λ(2))ℎ(3) ⋅ 𝑚)

= ∑

(Λ)

Λ(1) ⋅ (𝜋(𝑆(Λ(2))ℎ ⋅ 𝑚) = 𝑃(ℎ ⋅ 𝑚).

Corolário 1.1.29. Toda álgebra de Hopf semissimples tem dimensão finita.

Demonstração: Se existe um elemento integral à esquerda Λ tal que 𝜀(Λ) ≠ 0, então
Λ ≠ 0, logo 𝐻 tem dimensão finita.

Podemos também aplicar para a álgebra de grupo.

Corolário 1.1.30. Seja 𝐺 um grupo finito e 𝕜 um corpo. Assim 𝕜𝐺 é semissimples se e
somente se a característica de 𝕜 não divide a ordem de 𝐺.

Demonstração: Perceba que 𝕜𝐺 tem a dimensão da ordem de 𝐺 e portanto é finita. Assim,
∫

𝕜𝐺

𝑙
tem dimensão 1. Assim, como Λ = ∑

𝑔∈𝐺

𝑔 é um integral à esquerda não nulo, todo

integral à esquerda é um múltiplo escalar de Λ. Dessa forma, 𝕜𝐺 é semissimples, se e
somente se existe um elemento integral à esquerda 𝑥 tal que 𝜀(𝑥) ≠ 0 se e somente se
|𝐺| = 𝜀(Λ) ≠ 0 se e somente se a caracterísitca de 𝕜 não divide |𝐺|.

1.1.6 Ações de álgebras de Hopf
O nosso foco será o estudo de invariantes. Assim sendo, vamos estudar um pouco sobre

eles e ver algumas construções.
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Definição 1.1.31. Sejam 𝐻 uma biálgebra e 𝐴 uma álgebra. Dizemos que 𝐻 age à esquerda
em 𝐴, ou que 𝐴 é uma 𝐻 -módulo àlgebra à esquerda, se

(i) 𝐴 é um 𝐻 -módulo à esquerda (cuja ação será denotada por ℎ ⋅ 𝑎).

(ii) para todos 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 e ℎ ∈ 𝐻 , tem-se ℎ ⋅ (𝑎𝑏) = ∑

(ℎ)

(ℎ(1) ⋅ 𝑎)(ℎ(2) ⋅ 𝑏).

(iii) ℎ ⋅ 1𝐴 = 𝜀(ℎ)1𝐴.

Dado ℎ ∈ 𝐻 , dizemos que ℎ age trivialmente em 𝑎 ∈ 𝐴, se ℎ ⋅ 𝑎 = 𝜀(ℎ)𝑎. A subálgebra de
invariantes de 𝐴 sob a ação de 𝐻 , denotada por 𝐴𝐻 é formada pelos elementos de 𝐴 nos
quais todos os elementos de 𝐻 agem trivialmente, isto é

𝐴
𝐻
= {𝑎 ∈ 𝐴 ∶ ℎ ⋅ 𝑎 = 𝜀(ℎ)𝑎 ∀ℎ ∈ 𝐻 }.

Esse conjunto de invariantes forma uma subálgebra de 𝐴.

Exemplo 1.1.32. Se 𝐴 é uma álgebra e 𝐻 é uma biálgebra, temos a ação trivial em que todos
os elementos são invariantes. Ou seja, para todos 𝑎 ∈ 𝐴 e ℎ ∈ 𝐻 , ℎ ⋅ 𝑎 = 𝜀(ℎ)𝑎.

Antes do próximo exemplo, vamos precisar de uma definição importante que aparecerá
recorrentemente ao longo do texto.

Definição 1.1.33. Seja 𝑉 um 𝕜-espaço. O espaço 𝑇 (𝑉 ) = ⨁
𝑛≥0

𝑉
⊗𝑛 tem uma estrutura

de álgebra, onde dados 𝑣1 ⊗ … ⊗ 𝑣𝑛, 𝑤1 ⊗ …𝑤𝑚 ∈ 𝑇 (𝑉 ) vale (𝑣1 ⊗ … ⊗ 𝑣𝑛)(𝑤1 ⊗ …𝑤𝑚) =

𝑣1 ⊗… ⊗ 𝑣𝑛 ⊗ 𝑤1 ⊗…𝑤𝑚. Essa álgebra é chamada de álgebra tensorial.

Observação 1.1.34. Se 𝑉 é um 𝕜-espaço de base 𝑋 , então 𝑇 (𝑉 ) ≅ 𝕜⟨𝑋 ⟩.

Exemplo 1.1.35. Sejam 𝐻 uma biálgebra e 𝑉 um 𝐻 -módulo. Então, 𝐻 induz uma ação
em 𝑇 (𝑉 ), por ℎ ⋅ (𝑣1 ⊗… ⊗ 𝑣𝑛) = ∑

(ℎ)

(ℎ(1) ⋅ 𝑣1) ⊗… ⊗ (ℎ(𝑛) ⋅ 𝑣𝑛). Assim, 𝑇 (𝑉 ) é uma 𝐻 -módulo

álgebra. Os invariantes dessa ação serão o nosso principal objeto de estudo.

Exemplo 1.1.36. No caso em que 𝐻 = 𝕜𝐺 age em 𝐴, temos uma ação do grupo 𝐺 em 𝐴,
via a restrição da ação de 𝕜𝐺. Dessa forma, 𝐺 age em 𝐴 por automorfismos. Nesse caso, os
invariantes são todos os elementos que são fixos por todos os elementos de 𝐺. No caso em
que 𝐻 = 𝑈 (𝐿), temos uma ação por meio de derivações. Nesse caso, os invariantes são os
elementos de 𝐴 que se anulam quando um elemento de 𝐿 age nele.

Exemplo 1.1.37. Seja 𝐺 um grupo finito e considere a base dual {𝑝𝑔 ∶ 𝑔 ∈ 𝐺} da base 𝐺
de 𝕜𝐺. Assim, 𝐻 = (𝕜𝐺)

∗ possui uma estrutura de álgebra de Hopf, em que a estrutura de
álgebra é herdada da coálgebra 𝕜𝐺. Sua comultiplicação e counidade são dadas por

Δ(𝑝𝑔) = ∑

ℎ∈𝐺

𝑝ℎ ⊗ 𝑝ℎ−1𝑔 ; 𝜀(𝑝𝑔) = 𝛿𝑔,𝑒 para todo 𝑔 ∈ 𝐺.

Vejamos que uma álgebra 𝐴 é uma 𝐻 -módulo álgebra se e somente se for 𝐺-graduada. A
álgebra 𝐴 ser graduada significa que existe uma família de subespaços {𝐴𝑔 ∶ 𝑔 ∈ 𝐺} tais que

(i) 𝐴 = ⨁
𝑥∈𝐺

𝐴𝑥 .

(ii) 1𝐴 ∈ 𝐴𝑒 (𝑒 é a identidade de 𝐺).
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(iii) 𝐴𝑔𝐴ℎ ⊆ 𝐴𝑔ℎ.

Nesse caso temos que 𝐴𝐻
= 𝐴𝑒.

Suponha que 𝐴 seja 𝐺-graduada. Defina a estrutura de 𝐻 -módulo em 𝐴 da seguinte
maneira: 𝑝𝑔 ⋅ 𝑎 = 𝑎𝑔 , onde 𝑎𝑔 é a componente homogênea de grau 𝑔 de 𝑎. É fácil ver que
𝑝𝑔 ⋅ 1𝐴 = 𝜀(𝑝𝑔)1𝐴.

Dados 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴, temos

𝑎𝑏 =

(

∑

𝑔∈𝐺

𝑎𝑔

)(

∑

𝑔∈𝐺

𝑏𝑔

)

= ∑

𝑔∈𝐺

∑

ℎ∈𝐺

𝑎𝑔𝑏ℎ = ∑

𝑔∈𝐺
(

∑

ℎ∈𝐺

𝑎𝑔ℎ−1𝑏ℎ

)

.

Assim,
𝑝𝑔 ⋅ (𝑎𝑏) = ∑

ℎ∈𝐺

𝑎𝑔ℎ−1𝑏ℎ = ∑

ℎ∈𝐺

(𝑝𝑔ℎ−1 ⋅ 𝑎)(𝑝ℎ ⋅ 𝑏).

Suponha agora que 𝐴 seja uma 𝐻 -módulo álgebra. Para cada 𝑔 ∈ 𝐺, considere 𝐴𝑔 =

{𝑝𝑔 ⋅ 𝑎 ∶ 𝑎 ∈ 𝐴}. Assim, dado 𝑎 ∈ 𝐴, temos

𝑎 = 1𝐻 ⋅ 𝑎 =

(

∑

𝑔∈𝐺

𝑝𝑔

)

⋅ 𝑎 = ∑

𝑔∈𝐺

(𝑝𝑔 ⋅ 𝑎).

Observe que dados ℎ, 𝑡 ∈ 𝐺 e 𝑎𝑡 ∈ 𝐴𝑡 vale 𝑝ℎ ⋅ 𝑎𝑡 = 𝛿ℎ,𝑡𝑎𝑡 . De fato, considere 𝑎 ∈ 𝐴 tal que
𝑎𝑡 = 𝑝𝑡 ⋅ 𝑎, então

𝑝ℎ ⋅ 𝑎𝑡 = 𝑝ℎ ⋅ (𝑝𝑡 ⋅ 𝑎) = 𝑝ℎ𝑝𝑡 ⋅ 𝑎 = 𝛿ℎ,𝑡𝑝𝑡 ⋅ 𝑎 = 𝛿ℎ,𝑡𝑎𝑡 .

Assim, sejam 𝑎𝑔 ∈ 𝐴𝑔 tais que ∑

𝑔∈𝐺

𝑎𝑔 = 0. Dado ℎ ∈ 𝐺, temos

0 = 𝑝ℎ ⋅ 0 = 𝑝ℎ ⋅

(

∑

𝑔∈𝐺

𝑎𝑔

)

= ∑

𝑔∈𝐺

𝑝ℎ ⋅ 𝑎𝑔 = ∑

𝑔∈𝐺

𝛿ℎ,𝑔𝑎𝑔 = 𝑎ℎ.

Logo 𝑎ℎ = 0, para todo ℎ ∈ 𝐺, ou seja 𝐴 = ⨁
𝑔∈𝐺

𝐴𝑔 .

Para todos 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴, temos

𝑝𝑔ℎ ⋅ ((𝑝𝑔 ⋅ 𝑎)(𝑝ℎ ⋅ 𝑏)) = ∑

𝑡∈𝐺

(𝑝𝑔ℎ𝑡−1 ⋅ (𝑝𝑔 ⋅ 𝑎))(𝑝𝑡 ⋅ (𝑝ℎ ⋅ 𝑏))

= ∑

𝑡∈𝐺

(𝑝𝑔ℎ𝑡−1𝑝𝑔) ⋅ 𝑎)((𝑝𝑡𝑝ℎ) ⋅ 𝑏) = (𝑝𝑔 ⋅ 𝑎)(𝑝ℎ ⋅ 𝑏).

Assim, (𝑝𝑔 ⋅ 𝑎)(𝑝ℎ ⋅ 𝑏) = 𝑝𝑔ℎ ⋅ ((𝑝𝑔 ⋅ 𝑎)(𝑝ℎ ⋅ 𝑏)), o que mostra que 𝐴𝑔𝐴ℎ ⊆ 𝐴𝑔ℎ.

Por fim, seja 𝑎 ∈ 𝐴𝐻 . Então, 𝑝𝑒 ⋅ 𝑎 = 𝜀(𝑒)𝑎 = 𝑎, e, portanto, 𝐴𝐻
⊆ 𝐴𝑒. Reciprocamente, seja

𝑎 ∈ 𝐴𝑒. Então, como visto acima, temos que 𝑝𝑔 ⋅ 𝑎 = 𝛿𝑒,𝑔𝑎 = 𝜀(𝑝𝑔)𝑎. Logo 𝑎 ∈ 𝐴
𝐻 , de modo

que 𝐴𝐻
= 𝐴𝑒.

Definição 1.1.38. Sejam 𝐻 uma biálgebra e 𝐴 uma 𝐻 -módulo álgebra (à esquerda). De-
finimos o produto smash, denotado por 𝐴#𝐻 como sendo a álgebra cujo espaço vetorial
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subjacente é 𝐴 ⊗ 𝐻 e cujo produto é dado por

(𝑎#ℎ)(𝑏#𝑔) = ∑

(ℎ)

𝑎(ℎ(1) ⋅ 𝑏)#ℎ(2)𝑔, para todos 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴, 𝑔, ℎ ∈ 𝐻

onde 𝑎#𝑔 é o elemento 𝑎 ⊗ 𝑔 .

Essa definição é parecida com o anel de grupo skew (na verdade coincide, se conside-
rarmos a álgebra de grupo).

Definição 1.1.39. Sejam 𝐺 um grupo finito, 𝐴 um anel e 𝜙 ∶ 𝐺 → Aut(𝐴) um homomor-
fismo de grupos. O anel de grupo skew, como conjunto, é 𝐴 ∗ 𝐺 = {∑

𝑔∈𝐺

𝑎𝑔𝑔 ∶ 𝑎𝑔 ∈ 𝐴, 𝑔 ∈ 𝐺}

em que a soma é definida por

∑

𝑔∈𝐺

𝑎𝑔𝑔 +∑

𝑔∈𝐺

𝑏𝑔𝑔 = ∑

𝑔∈𝐺

(𝑎𝑔 + 𝑏𝑔)𝑔

e, dados 𝑔, ℎ ∈ 𝐺 e 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴
(𝑎𝑔)(𝑏ℎ) = 𝑎𝜙(𝑔)(𝑏)𝑔ℎ.

Assim, define-se o produto em 𝐴 ∗ 𝐺 de modo a ser distributivo.

Observação 1.1.40. Sejam 𝐻 = 𝕜𝐺 e 𝐴 uma 𝐻 -módulo álgebra. Temos um morfismo de
grupos 𝜙 ∶ 𝐺 → Aut(𝐴), dado por 𝜙(𝑔)(𝑎) = 𝑔 ⋅ 𝑎. Dessa forma, dados 𝑔, ℎ ∈ 𝐺 e 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴

(𝑎#ℎ)(𝑏#𝑔) = ∑

(ℎ)

𝑎(ℎ(1) ⋅ 𝑏)#ℎ(2)𝑔 = 𝑎(ℎ ⋅ 𝑏)#ℎ𝑔 = 𝑎𝜙(ℎ)𝑏#ℎ𝑔.

Assim, observamos que a multiplicação coincide com a de 𝐴 ∗ 𝐺, e portanto𝐴 ∗ 𝐺 = 𝐴#𝕜𝐺.

Exemplo 1.1.41. Sejam 𝐻 = 𝑈 (𝐿) e 𝐴 é uma 𝐻 -módulo álgebra. Assim, a ação de 𝑈 (𝐿)
é determinada pela ação de 𝐿. No caso em que 𝐿 = 𝕜𝑥 é a álgebra de Lie de dimensão 1, o
produto smash torna-se uma anel de polinômios skew 𝐴#𝑈 (𝐿) = 𝐴[𝑥; 𝛿], em que 𝛿 é derivação
usual 𝛿(𝑎) = 𝑥𝑎 − 𝑎𝑥 .

Proposição 1.1.42. Se 𝐻 é uma biálgebra e 𝐴 um 𝐻 -módulo à esquerda, então as funções

𝐴 → 𝐴#𝐻

𝑎 ↦ 𝑎#1𝐻

e

𝐻 → 𝐴#𝐻

ℎ ↦ 1𝐴#ℎ

são morfismos de álgebras.

Demonstração: Temos (𝑎#1𝐻 )(𝑏#1𝐻 ) = ∑

(1𝐻 )

𝑎(1𝐻 (1) ⋅ 𝑏)#1𝐻 (2)1𝐻 = 𝑎𝑏#1𝐻 .

Também temos (1𝐴#ℎ)(1𝐴#𝑔) = ∑

(ℎ)

1𝐴(ℎ(1) ⋅ 1𝐴)#ℎ(2)𝑔 = ∑

(ℎ)

1𝐴#𝜀(ℎ(1))ℎ(2)𝑔 = 1𝐴#ℎ𝑔 .
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Sendo assim, iremos ver 𝐴 e 𝐻 como subálgebras de𝐴#𝐻 . Através dessa identificação,
é fácil ver que, se 𝑎 ∈ 𝐴 e ℎ ∈ 𝐻 , então 𝑎ℎ = 𝑎#ℎ (isto é, que (𝑎#1𝐻 )(1𝐴#ℎ) = 𝑎#ℎ).

Como 𝐴 é uma subálgebra de 𝐴#𝐻 , podemos vê-lo tanto quanto 𝐴-módulo à esquerda
como à direita. Quando 𝐻 é uma álgebra de Hopf de dimensão finita, o produto smash é
na verdade um 𝐴-módulo livre (dos dois lados).

Proposição 1.1.43. Seja 𝐻 uma álgebra de Hopf com antípoda 𝑆 inversível (com inversa 𝑆),
agindo em uma álgebra 𝐴. Se {ℎ𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝐼 } é uma base de 𝐻 , então {1𝐴#ℎ𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝐼 } é uma base
de 𝐴#𝐻 como 𝐴-módulo à esquerda e à direita. Em particular, se 𝐵 é um subconjunto de 𝐴
linearmente independente sobre 𝕜, então, em 𝐴#𝐻 , 𝐵 será linearmente independente sobre 𝐻 .

Demonstração: Perceba que como 𝐴-módulo à esquerda, 𝐴#𝐻 é isomorfo a 𝐴 ⊗ 𝐻 , e,
portanto, como 𝐴 ⊗ 𝐻 é livre de base {1𝐴 ⊗ ℎ𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝐼 } e a primeira afirmação vale.

Considere a transformação linear

𝜑 ∶ 𝐴#𝐻 → 𝐻 ⊗ 𝐴

𝑎#ℎ ↦ ∑

(ℎ)

ℎ(2) ⊗ 𝑆(ℎ(1)) ⋅ 𝑎.

Perceba que 𝜑 é um morfismo de 𝐴-módulos à direita, pois, dados 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 e ℎ ∈ 𝐻 , temos

𝜑((𝑎#ℎ)(𝑏#1𝐻 )) = 𝜑

(

∑

(ℎ)

(𝑎(ℎ(1)) ⋅ 𝑏)#ℎ(2)

)

= ∑

(ℎ)

ℎ(3) ⊗ 𝑆(ℎ(2)) ⋅ (𝑎(ℎ(1) ⋅ 𝑏)) = ∑

(ℎ)

ℎ(4) ⊗ (𝑆(ℎ(3)) ⋅ 𝑎)(𝑆(ℎ(2))ℎ(1) ⋅ 𝑏)

= ∑

(ℎ)

ℎ(2) ⊗ (𝑆(ℎ(1)) ⋅ 𝑎)𝑏 = 𝜑(𝑎#ℎ)𝑏.

Considere a seguinte transformação linear

𝜓 ∶ 𝐻 ⊗ 𝐴 → 𝐴#𝐻

ℎ ⊗ 𝑎 ↦ ∑

(ℎ)

ℎ(1) ⋅ 𝑎#ℎ(2)

Dados 𝑎 ∈ 𝐴 e ℎ ∈ 𝐻 , temos

𝜑(𝜓(ℎ ⊗ 𝑎)) = 𝜑

(

∑

(ℎ)

ℎ(1) ⋅ 𝑎#ℎ(2)

)

= ∑

(ℎ)

ℎ(3) ⊗ 𝑆(ℎ(2)) ⋅ (ℎ(1) ⋅ 𝑎)

= ∑

(ℎ)

ℎ(2) ⊗ 𝜀(ℎ(1))𝑎 = ℎ ⊗ 𝑎.
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Também temos que

𝜓(𝜑(𝑎#ℎ)) = 𝜓

(

∑

(ℎ)

ℎ(2) ⊗ 𝑆(ℎ(1)) ⋅ 𝑎

)

= ∑

(ℎ)

ℎ(2) ⋅ (𝑆(ℎ(1)) ⋅ 𝑎)#ℎ(3)

= ∑

(ℎ)

ℎ(2)𝑆(ℎ(1)) ⋅ 𝑎#ℎ(3) = ∑

(ℎ)

𝜀(ℎ(1))𝑎#ℎ(2) = 𝑎#ℎ,

o que mostra que 𝐴#𝐻 e 𝐻 ⊗ 𝐴 são isomorfos como 𝐴-módulos à direita. Além disso,
{ℎ𝑖 ⊗ 1𝐴 ∶ 𝑖 ∈ 𝐼 } é base de 𝐻 ⊗ 𝐴 (como 𝐴-módulo à direita), e portanto, {1𝐴#ℎ𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝐼 } é
base de 𝐴#𝐻 como 𝐴-módulo à direita.

1.1.7 Álgebras de Hopf pontuadas
Definição 1.1.44. Seja 𝐶 uma coálgebra.

1. O coradical 𝐶0 de 𝐶 é a soma de todas as subcoálgebras simples de 𝐶.

2. Dizemos que 𝐶 é uma coálgebra pontuada se toda subcoálgebra simples de 𝐶 for
unidimensional.

Observação 1.1.45. Uma subcoálgebra tem dimensão 1 se e somente se for o subespaço
gerado por um elemento group-like e 𝐶 é pontuada se e somente se 𝐶0 = 𝕜𝐺(𝐶).

Definição 1.1.46. Uma filtração de coálgebra é uma sequência de subcoálgebras {𝐴𝑛}𝑛≥0

de 𝐶 que satisfazem

1. 𝐴𝑛 ⊆ 𝐴𝑛+1, para todo 𝑛.

2. 𝐶 = ⋃
𝑛≥0

𝐴𝑛.

3. Δ(𝐴𝑛) ⊆

𝑛

∑

𝑖=0

𝐴𝑖 ⊗ 𝐴𝑛−𝑖, para todo 𝑛.

Vamos precisar dos seguintes lemas.

Lema 1.1.47. Sejam 𝐶 uma coálgebra e 𝐷 uma subcoálgebra. Então, 𝐷0 = 𝐷 ∩ 𝐶0.

Demonstração: É claro que 𝐷0 ⊆ 𝐷 ∩ 𝐶0. Para a outra inclusão, escreva 𝐶0 = ⨁
𝛼
𝑇𝛼 ,

onde 𝑇𝛼 são subcoálgebras simples. Vejamos que 𝐷 ∩ 𝐶0 = ⨁
𝛼
(𝐷 ∩ 𝑇𝛼), e por ser soma de

subcoálgebras simples de 𝐷, teremos a outra inclusão. Seja 𝑑 ∈ 𝐷 ∩ 𝐶0, e escreva 𝑑 =

𝑛

∑

𝑖=1

𝑡𝑖,

onde 𝑡𝑖 ∈ 𝑇𝛼𝑖 . Para cada 𝑖 = 1,… , 𝑛, seja 𝑓𝑖 ∈ 𝐶∗

0
, tal que 𝑓𝑖|𝑇𝛼

𝑖

= 𝜀 e 𝑓𝑖|𝑇𝛽 = 0, para todo 𝛽 ≠ 𝛼𝑖.

Assim, seja 𝑑𝑖 = ∑

(𝑑)

𝑓𝑖(𝑑(1))𝑑(2). Como 𝐷 ∩ 𝐶0 é subcoálgebra, temos que 𝑑𝑖 ∈ 𝐷 ∩ 𝐶0.

Por outro lado, como 𝑑 =

𝑛

∑

𝑗=1

𝑡𝑖, temos que ∑

(𝑑)

𝑑(1) ⊗ 𝑑(2) =

𝑛

∑

𝑗=1

∑

(𝑡𝑗 )

𝑡𝑗(1) ⊗ 𝑡𝑗(2). Dessa forma

𝑑𝑖 = ∑

(𝑑)

𝑓𝑖(𝑑(1))𝑑(2) =

𝑛

∑

𝑗=1

∑

(𝑡𝑗 )

𝑓𝑖(𝑡𝑗(1))𝑡𝑗(2) = ∑

𝑗≠𝑖

0 +∑

(𝑡𝑖)

𝜀(𝑡𝑖(1))𝑡𝑖(2) = 𝑡𝑖.



20

1 | PRELIMINARES

Assim, 𝑡𝑖 ∈ 𝐷 ∩ 𝐶0, para todo 𝑖.

Definição 1.1.48. Seja 𝑅 um anel. Definimos o radical de Jacobson de 𝑅 como sendo
rad(𝑅) = {𝑟 ∈ 𝑅 ∶ 𝑟𝑀 = 0 ∀𝑀módulo simples}.

As propriedades do Radical de Jacobson podem ser encontradas no segundo capítulo
de (Lam, 2001).

Lema 1.1.49. Seja 𝐶 uma coálgebra. Então rad(𝐶
∗
) = 𝐶

⟂

0
.

Demonstração: Seja 𝐽 = 𝐶
⟂

0
e escreva 𝐶0 = ∑

𝛼
𝐷𝛼 , com 𝐷𝛼 subcoálgebras simples. Pelo

Lema 1.1.15, 𝑀𝛼 = 𝐷
⟂

𝛼
é um ideal maximal de 𝐶∗ de codimensão finita. Então

rad(𝐶
∗
) ⊆ ∩𝛼𝑀𝛼 = ∩𝛼(𝐷𝛼)

⟂
=

(

∑

𝛼

𝐷𝛼

)

⟂

= 𝐽 .

Por outro lado, como 𝐽 ⟂ = (𝐶
⟂

0
)
⟂
= 𝐶0, temos que 𝐽 ⊆ (𝐽

⟂
)
⟂
= 𝐶

⟂

0
.

Lema 1.1.50. Seja 0 = 𝑉0 ⊆ 𝑉1 ⊆ … uma cadeia infinita de subespaços de 𝑉 . Então, para
todo 𝑛

𝑛+1

⋂

𝑖=0

(𝑉 ⊗ 𝑉𝑛+1−𝑖 + 𝑉𝑖 ⊗ 𝑉 ) =

𝑛+1

∑

𝑖=1

𝑉𝑖 ⊗ 𝑉𝑛+2−𝑖.

Demonstração: Sejam 𝐴 = ⋂
𝑛+1

𝑖=0
(𝑉 ⊗ 𝑉𝑛+1−𝑖 + 𝑉𝑖 ⊗ 𝑉 ) e 𝐵 =

𝑛+1

∑

𝑖=1

𝑉𝑖 ⊗ 𝑉𝑛+2−𝑖. Vejamos que

𝐵 ⊆ 𝐴. Para isso, basta mostrar que, para cada 𝑖, 𝑗 , 𝑉𝑖 ⊗ 𝑉𝑛+2−𝑖 ⊆ 𝑉 ⊗ 𝑉𝑛+1−𝑗 + 𝑉𝑗 ⊗ 𝑉 . Se
𝑖 ≤ 𝑗 , então 𝑉𝑖 ⊆ 𝑉𝑗 e temos o que queremos. Caso contrário, 𝑗 < 𝑖 ⇒ 𝑛+ 2 − 𝑖 ≤ 𝑛+ 1 − 𝑗 e
também temos o que queremos.

Para provar a outra inclusão, seja 𝑣 ∈ 𝐴. Então 𝑣 ∈ 𝑉 ⊗ 𝑉0 + 𝑉𝑛+1 ⊗ 𝑉 = 𝑉𝑛+1 ⊗ 𝑉 . Para
cada 𝑖 = 1,… , 𝑛 + 1, seja 𝐵𝑖 base de 𝑉𝑖 tal que se 𝑗 < 𝑘, então 𝐵𝑗 ⊆ 𝐵𝑘 e seja 𝐶 base de 𝑉

tal que 𝐵𝑛+1 ⊆ 𝐶. Assim, como 𝑣 ∈ 𝑉𝑛+1 ⊗ 𝑉 , escreva 𝑣 =

𝑛+1

∑

𝑗=1

∑

𝑣𝑗
𝑖
∈𝐵𝑗

𝑣𝑗𝑖
⊗ 𝑤𝑗𝑖

. Para concluir,

vejamos que para cada 𝑣𝑗𝑖 ∈ 𝐵𝑗 , 𝑤𝑗𝑖
∈ 𝑉𝑛+2−𝑗 . Seja 𝑓 ∈ 𝑉

∗ o dual de 𝑣𝑗𝑖 na base 𝐶. Como
𝑣 ∈ 𝑉 ⊗𝑉𝑛+2−𝑗 +𝑉𝑗−1⊗𝑉 , segue que 𝑤𝑗𝑖

= (𝑓 ⊗ id)(𝑣) ∈ 𝑓 (𝑉 )⊗𝑉𝑛+2−𝑗 + 𝑓 (𝑉𝑗−1)⊗𝑉 = 𝑉𝑛+2−𝑗 .

Temos assim, uma filtração canônica.

Proposição 1.1.51. Seja 𝐶 uma coálgebra e seja 𝐶0 o seu coradical. Para cada 𝑛 > 0, defina
indutivamente 𝐶𝑛 = Δ

−1
(𝐶 ⊗ 𝐶𝑛−1 + 𝐶0 ⊗ 𝐶). Assim {𝐶𝑛}𝑛≥0 é uma filtração, chamada de

filtração coradical.

Demonstração: Começamos definindo o wedge. Dados 𝑋 e 𝑌 subespaços de 𝐶, 𝑋 ∧ 𝑌 é
definido como ker(𝑓 ), onde 𝑓 ∶ 𝐶 →

𝐶

𝑋
⊗

𝐶

𝑌
é a aplicação dada por 𝑓 (𝑐) = (𝑐+𝑋 )⊗ (𝑐+ 𝑌 ).

Assim, dados 𝑋, 𝑌 , 𝑍 subespaços de 𝐶, são válidos
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1. 𝑋 ∧ 𝑌 = Δ
−1
(𝐶⊗𝑌 +𝑋 ⊗𝐶) = 𝑋

⟂
𝑌
⟂, onde o último produto é o produto de 𝐶∗ como

álgebra.

2. Dados 𝑋, 𝑌 , 𝑍 subespaços de 𝐶, vale (𝑋 ∧ 𝑌 ) ∧ 𝑍 = 𝑋 ∧ (𝑌 ∧ 𝑍).

Assim, dado 𝑋 subespaço de 𝐶, definimos ∧0
𝑋 = {0} e para 𝑛 ≥ 1, ∧𝑛𝑋 = ∧

𝑛−1
𝑋 ∧𝑋 . Dessa

forma, vemos que 𝐶𝑛 = ∧
𝑛+1
𝐶0.

Além disso, se 𝑋 e 𝑌 são subcoálgebras, então 𝑋 + 𝑌 ⊆ 𝑋 ∧ 𝑌 pois dado 𝑥 ∈ 𝑋 , temos
que Δ(𝑥) ∈ 𝑋 ⊗𝑋 ⊆ 𝑋 ⊗𝐶 ⊆ 𝐶 ⊗𝑌 +𝑋 ⊗𝐶. Dessa forma, temos que 𝑋 ⊆ 𝑋 ∧ 𝑌 . De modo
análogo, mostra-se que 𝑌 ⊆ 𝑋 ∧ 𝑌 , e, portanto 𝑋 + 𝑌 ⊆ 𝑋 ∧ 𝑌 . Pelo Lema 1.1.15, temos
que 𝑋⟂ e 𝑌 ⟂ serão ideais (bilatereais) de 𝐶∗. Assim, 𝐼 = 𝑋

⟂
𝑌
⟂ é um ideal bilateral. Logo

𝐼
⟂
= (𝑋

⟂
𝑌
⟂
)
⟂
= 𝑋 ∧ 𝑌 será um coideal à esquerda e à direita, por causa do Lema 1.1.15, e,

portanto, uma subcoálgebra.

Logo, como 𝐶𝑛+1 = 𝐶𝑛 ∧ 𝐶0, temos que 𝐶𝑛 = 𝐶𝑛 + 𝐶0 ⊆ 𝐶𝑛 ∧ 𝐶0 = 𝐶𝑛+1. Portanto, temos
que 𝐶𝑛 é uma cadeia ascendente de coálgebras.

Pela associatividade do wedge, temos que𝐶𝑛 = (∧
𝑖
𝐶0)∧(∧

𝑛+1−𝑖
𝐶0), para todo 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛+1.

Dessa forma

Δ(𝐶𝑛) ⊆ 𝐶 ⊗ ∧
𝑛+1−𝑖

𝐶0 + ∧
𝑖
𝐶0 ⊗ 𝐶 = 𝐶 ⊗ 𝐶𝑛−𝑖 + 𝐶𝑖−1 ⊗ 𝐶,

para todo 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛. Além disso, como 𝐶𝑛 é uma coálgebra, essa inclusão também é válida
para 𝑖 = 0 e 𝑖 = 𝑛 + 1.

Portanto, pelo Lema 1.1.50, temos

Δ(𝐶𝑛) ⊆

𝑛+1

⋂

𝑖=0

𝐶 ⊗ 𝐶𝑛−1 + 𝐶𝑖−1 ⊗ 𝐶 =

𝑛

∑

𝑖=1

𝐶𝑖 ⊗ 𝐶𝑛−𝑖.

Dessa forma, para que {𝐶𝑛}𝑛≥0 seja uma filtração de coálgebras, basta mostrarmos
que ⋃

𝑛≥0
𝐶𝑛 = 𝐶. Como 𝐶 é a união de todas as subcoálgebras de dimensão finita, basta

mostrarmos que se 𝐷 é uma subcoálgebra de dimensão finita, então 𝐷 ⊆ 𝐶𝑛, para algum 𝑛.

Pelos Lemas 1.1.47 e 1.1.49, segue que 𝐷0 = 𝐷 ∩ 𝐶0 e rad(𝐷
∗
) = 𝐷

⟂

0
. Como 𝐷 tem

dimensão finita, 𝐷0 também, de modo que (𝐷
⟂

0
)
𝑛
= rad(𝐷

∗
)
𝑛
= 0, para algum 𝑛, pois 𝐷∗ é

uma álgebra de dimensão finita. Assim

∧
𝑛

𝐷
𝐷0 = ((𝐷

⟂

0
)
𝑛
)
⟂
= 0

⟂
= 𝐷,

onde ∧𝐷 é a operação wedge definida em 𝐷. É fácil ver que ∧
𝑛

𝐷
𝐷0 ⊆ ∧

𝑛

𝐶
𝐷0, de modo que

∧
𝑛

𝐷
𝐷0 ⊆ ∧

𝑛

𝐶
𝐷0 ⊆ ∧

𝑛

𝐶
𝐶0 = 𝐶𝑛−1.

Antes do nosso resultado final, vamos precisar de mais um lema sobre dessa filtração
canônica.
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Lema 1.1.52. Seja 𝐶 uma coálgebra e {𝐴𝑛}𝑛≥0 uma filtração de coálgebras de 𝐶. Então
𝐶0 ⊆ 𝐴0.

Demonstração: Seja 𝐷 uma subcoálgebra de 𝐶 = ⋃
𝑛≥0

𝐴𝑛. Tome 𝑛 mínimo tal que
𝐷 ∩ 𝐴𝑛 ≠ 0. Suponha por absurdo que 𝑛 > 0 e escolha 0 ≠ 𝑑 ∈ 𝐷 ∩ 𝐴𝑛. Então

1. 𝑑 ∈ 𝐴𝑛 ⇒ Δ(𝑑) ∈

𝑛

∑

𝑖=0

𝐴𝑖 ⊗ 𝐴𝑛−𝑖.

2. 𝑑 ∈ 𝐷 ⇒ Δ(𝑑) ∈ 𝐷 ⊗ 𝐷.

Se Δ(𝑑) ∈ 𝐶 ⊗ 𝐴0, então 𝑑 = (𝜀 ⊗ id)(Δ(𝑑)) ∈ 𝐴0, de modo que 𝑑 ∈ (𝐷 ∩ 𝐴𝑛) ∩ 𝐴0 ⊆ 𝐷 ∩ 𝐴0,
absurdo, pois 𝑑 ≠ 0.

Assim, Δ(𝑑) ∉ 𝐶 ⊗ 𝐴0. Seja 𝐵 uma base de 𝐴0 e complete para 𝐵′ base de 𝐶. Escreva
Δ(𝑑) = ∑

𝑥∈𝐵
′

𝑑𝑥 ⊗ 𝑥 . Como 𝑑 ∉ 𝐶 ⊗ 𝐴0, segue que existe 𝑦 ∈ 𝐵
′
⧵ 𝐵 tal que 𝑑𝑦 ≠ 0. Seja 𝑓 o

elemento dual de 𝑦 na base 𝐵′. Temos

̄
𝑑 = (id⊗𝑓 )(Δ(𝑑)) = 𝑑𝑦𝑦 ≠ 0.

Dessa forma, por 1 e usando o fato de que 𝑓 |𝐴𝑛 = 0, segue que ̄
𝑑 ∈ 𝐴𝑛−1 e por 2 ̄

𝑑 ∈ 𝐷. Ou
seja 0 ≠

̄
𝑑 ∈ 𝐴𝑛−1 ∩ 𝐷, contradição, logo 𝑛 = 0.

Se 𝐷 for uma coálgebra simples, então 𝐷 ⊆ 𝐴0. Como 𝐶0 é a soma de todas as subcoál-
gebras simples, segue que 𝐶0 ⊆ 𝐴0.

Chegamos então ao principal resultado desta seção.

Proposição 1.1.53. Seja 𝐻 uma álgebra de Hopf que contenha subespaços 𝐴0 ⊆ 𝐴1, onde 𝐴0

é uma subálgebra com 1 tal que

(i) 𝐴1 gera 𝐻 como álgebra e 𝐴0𝐴1, 𝐴1𝐴0 ⊆ 𝐴1.

(ii) Δ(𝐴0) ⊆ 𝐴0 ⊗ 𝐴0, Δ(𝐴1) ⊆ 𝐴0 ⊗ 𝐴1 + 𝐴1 ⊗ 𝐴0.

Para todo 𝑛 ≥ 2, seja 𝐴𝑛 = (𝐴1)
𝑛. Dessa maneira, {𝐴𝑛}𝑛≥0 é uma filtração de coálgebras de 𝐻

e 𝐻0 ⊆ 𝐴0. Se 𝐴0 = 𝐻0, então 𝐴𝑛 ⊆ 𝐻𝑛, para todo 𝑛.

Demonstração: Como 1 ∈ 𝐴0, 𝐴0 é uma subálgebra e 𝐴1 é um 𝐴0 bi-módulo, para todo
𝑛 > 0, temos

Δ(𝐴𝑛) = Δ((𝐴1)
𝑛
) = Δ(𝐴1)

𝑛
⊆ (𝐴1 ⊗ 𝐴0 + 𝐴0 ⊗ 𝐴1)

𝑛
⊆

𝑛

∑

𝑖=0

𝐴𝑖 ⊗ 𝐴𝑛−𝑖.

Como 𝐴1 gera 𝐻 como álgebra, segue que ⋃
𝑛≥0

𝐴𝑛 = 𝐻 . Logo, {𝐴𝑛} é uma filtração de
coálgebra. Pelo Lema 1.1.52, temos que 𝐻0 ⊆ 𝐴0. Suponha que 𝐴0 = 𝐻0, e por indução,
suponha também que 𝐴𝑛−1 ⊆ 𝐻𝑛−1. Pelas inclusões anteriores, temos que

Δ(𝐴𝑛) ⊆ 𝐻0 ⊗ 𝐴𝑛 + 𝐴𝑛 ⊗ 𝐴𝑛−1 ⊆ 𝐻0 ⊗ 𝐻𝑛 + 𝐻 ⊗ 𝐻𝑛−1 ⇒ 𝐴𝑛 ⊆ 𝐻𝑛.
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Corolário 1.1.54. Seja 𝐻 uma álgebra de Hopf que é gerada por elementos group-like e skew
primitivos (como álgebra). Então 𝐻 é uma álgebra de Hopf pontuada.

Demonstração: Sejam 𝐴0 = 𝕜𝐺(𝐻 ) e 𝐴1 = 𝐴0 + ∑

𝑔,ℎ∈𝐺(𝐻 )

𝑃𝑔,ℎ(𝐻 ). Vejamos que 𝐴0 e 𝐴1 são

subespaços que satisfazem às propriedades do Lema 1.1.53.

• 𝐴0 é uma subálgebra de 𝐻 , pois 𝐺(𝐻 ) é um grupo multiplicativo e base de 𝐴0.

• 𝐴1 gera 𝐻 como álgebra por hipótese.

• Vejamos que 𝐴0𝐴1 ⊆ 𝐴1.

Como 𝐴0 é uma subálgbra de 𝐻 , basta mostrarmos que 𝐴0𝑃𝑔,ℎ(𝐻 ) ⊆ 𝐴1, para todos
𝑔, ℎ ∈ 𝐺(𝐻 ). Sejam 𝑔, 𝑔1, ℎ ∈ 𝐺(𝐻 ) e 𝑥 ∈ 𝐻 tais que

Δ(𝑥) = 𝑥 ⊗ 𝑔 + ℎ ⊗ 𝑥.

Então

Δ(𝑔1𝑥) = Δ(𝑔1)Δ(𝑥) = (𝑔1 ⊗ 𝑔1)(𝑥 ⊗ 𝑔 + ℎ⊗ 𝑥) = 𝑔1𝑥 ⊗ 𝑔1𝑔 + 𝑔1ℎ⊗ 𝑔1𝑥 ⇒ 𝑔1𝑥 ∈ 𝐴1.

• 𝐴0 é uma subcoálgebra, e, portanto Δ(𝐴0) ⊆ 𝐴0 ⊗ 𝐴0

• É claro que Δ(𝐴0) ⊆ 𝐴0 ⊗ 𝐴0. Além disso, dado 𝑥 ∈ 𝑃𝑔,ℎ(𝐻 ), vale que Δ(𝑥) =

𝑥 ⊗ 𝑔 + ℎ ⊗ 𝑥 ∈ 𝐴1 ⊗ 𝐴0 + 𝐴0 ⊗ 𝐴1.

Assim 𝐴0 e 𝐴1 satisfazem tais propriedades. Logo𝐻0 ⊆ 𝐴0. Logo, como𝐻0 é a soma de todas
as subcoálgebras simples, segue que 𝐻 possui apenas subcoálgebras simples de dimensão
1.

1.2 Anéis graduados

Ao longo desta seção, iremos denotar por 𝐺 um monoide (diferentemente do resto do
texto em que 𝐺 denotará um grupo) a menos que especificado o contrário, cuja operação
será denotada por justaposição. Denotaremos por 𝑒 a sua identidade. A principal referência
é (Cohn, 1971).

Definição 1.2.1. Seja 𝑅 um anel. Dizemos que 𝑅 é 𝐺-graduado, se existe uma família
{𝑅𝑔 ∶ 𝑔 ∈ 𝐺} de subgrupos aditivos de 𝑅 indexada por 𝐺 tal que

(i) 1 ∈ 𝑅𝑒.

(ii) 𝑅 = ⨁
𝑔∈𝐺

𝑅𝑔 .

(iii) Para todos 𝑔, ℎ ∈ 𝐺, vale 𝑅𝑔𝑅ℎ ⊆ 𝑅𝑔ℎ.

Dado 𝑔 ∈ 𝐺, um elemento 𝑟 ∈ 𝑅 é dito ser homogêneo de grau 𝑔 , se 𝑟 ∈ 𝑅𝑔 , e um elemento
𝑟 ∈ 𝑅 será dito simplesmente homogêneo se existir 𝑔 ∈ 𝐺 tal que 𝑟 é homogêneo de grau 𝑔 .
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Quando dizemos que um anel 𝑅 é 𝐺-graduado, já estamos deixando implícito a família
de subgrupos aditivos {𝑅𝑔 ∶ 𝑔 ∈ 𝐺}. Além disso, poderemos simplesmente dizer que o anel
𝑅 é graduado quando 𝐺 estiver implícito.

Exemplo 1.2.2. Seja 𝑆 um anel e 𝑅 = 𝑆[𝑥] o anel de polinômios. Para cada 𝑛 ≥ 0, considere
𝑅𝑛 = 𝑆𝑥

𝑛. Dessa forma, 𝑅 é um anel ℕ-graduado.

Exemplo 1.2.3. Se 𝑅 é um anel qualquer. Assim, podemos colocar 𝑅𝑒 = 𝑅 e 𝑅𝑔 = 0, para
todo 𝑔 ≠ 𝑒. Entretanto, essa graduação não nos dá nenhuma estrutura interessante.

Definição 1.2.4. Seja𝑅 um anel graduado. Um subgrupo aditivo 𝑆 de𝑅 é dito ser homogêneo
se 𝑆 = ⨁

𝑔∈𝐺
(𝑆 ∩ 𝑅𝑔). Neste caso, denotaremos 𝑆𝑔 = 𝑅𝑔 ∩ 𝑆, para todo 𝑔 ∈ 𝐺. Dada uma

classe de objetos (por exemplo, subanel, ideal, etc...), dizemos que 𝑆 é um objeto homogêneo
dessa classe se for um objeto da classe e como subgrupo aditivo for homogêneo também.

Observação 1.2.5. Seja 𝑆 um subgrupo aditivo de 𝑅. Assim, 𝑆 será homogêneo se e somente
se, para todo 𝑠 ∈ 𝑆, com decomposição 𝑠 = ∑

𝑔∈𝐺

𝑠𝑔 , devemos ter que 𝑠𝑔 ∈ 𝑆, para todo 𝑔 ∈ 𝐺.

Proposição 1.2.6. Seja 𝑅 um anel graduado. Então

(i) 𝑅𝑒 é um subanel de 𝑅. Se 𝐺 possuir a propriedadade do cancelamento (isto é, se dados
𝑓 , 𝑔, ℎ ∈ 𝐺 tais que 𝑔𝑓 = 𝑔ℎ ou 𝑓 𝑔 = ℎ𝑔 , devemos ter que 𝑓 = ℎ), então os dois últimos
itens de 1.2.1 implicam em 1.2.1.

(ii) Seja 𝐼 um ideal (à esquerda, à direita ou bilateral) de 𝑅, então 𝐼 é homogêneo se e
somente se for gerado por elementos homogêneos.

(iii) Se 𝐼 é um ideal homogêneo, então
𝑅

𝐼

é um anel graduado com
(

𝑅

𝐼 )
𝑔

=

𝑅𝑔 + 𝐼

𝐼

.

(iv) Se 𝕜 é um corpo e 𝑅 é uma 𝕜-álgebra tal que 𝕜1 ⊆ 𝑅𝑒, então, existe uma base de 𝑅
como 𝕜-espaço formado por elementos homogêneos.

Demonstração: (i) Sabemos que 𝑅𝑒 é um subgrupo aditivo. Para verificar que 𝑅𝑒 é um
subanel, basta verificar que 1 ∈ 𝑅𝑒 e que 𝑅𝑒 é fechado pelo produto. Como 𝑒𝑒 = 𝑒,
temos que 𝑅𝑒𝑅𝑒 ⊆ 𝑅𝑒.

Seja 1 = ∑

𝑔∈𝐺

1𝑔 , a decomposição de 1 e seja ℎ um elemento homogêneo de grau 𝑔
′.

Assim

ℎ = ℎ1 = ℎ

(

∑

𝑔∈𝐺

1𝑔

)

= ∑

𝑔∈𝐺

ℎ1𝑔 .

Para cada 𝑔 ∈ 𝐺, ℎ1𝑔 é um elemento homogêneo de grau 𝑔
′
𝑔 . Como 𝐺 possui a

propriedade do cancelamento, sabemos que o grau de ℎ1𝑔 é diferente de 𝑔 ′, para
todo 𝑔 ≠ 𝑒. Sendo assim, ℎ = ℎ1𝑒 (pois a decomposição de ℎ é única). Logo 1𝑒 age
como unidade à direita para os elementos homogêneos, de modo a ser uma unidade
à direita. De modo análogo, 1𝑒 é uma unidade à esquerda, e, portanto, 1𝑒 = 1 (poderia
concluir 1𝑒 = 1 só do fato de ser uma unidade à direita, pois toda unidade à direita é
uma unidade em um anel com unidade). Assim 1 ∈ 𝑅𝑒.
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(ii) Nessa demonstração faremos para ideal à esquerda, mas qualquer outro caso é
análogo. Suponha que 𝐼 seja gerado por elementos homogêneos e seja 𝑥 ∈ 𝐼 . Sejam

ℎ1,… , ℎ𝑡 ∈ 𝐼 homogêneos e 𝑟1,… , 𝑟𝑡 ∈ 𝑅 tais que 𝑥 =

𝑡

∑

𝑖=1

𝑟𝑖ℎ𝑖. Podemos supor sem

perda de generalidade que 𝑟𝑖 é homogêneo para todo 𝑖. Assim, para todo 𝑖, 𝑟𝑖ℎ𝑖 ∈ 𝐼 e é
homogêneo. Dessa forma, se a decomposição de 𝑥 for 𝑥 = ∑

𝑔∈𝐺

𝑥𝑔 , devemos ter que

para cada 𝑔 ∈ 𝐺, 𝑥𝑔 será a soma de alguns 𝑟𝑖ℎ𝑖 (pois a decomposição de 𝑥 como soma
de elementos homogêneos é única), e portanto 𝑥𝑔 ∈ 𝐼 , para todo 𝑔 ∈ 𝐺, ou seja 𝐼 é
um ideal homogêneo.

Por outro lado, suponha que 𝐼 seja um ideal (à esquerda) homogêneo. Se 𝑥 ∈ 𝐼 , com
decomposição 𝑥 = ∑

𝑔∈𝐺

𝑥𝑔 , então 𝑥𝑔 ∈ 𝐼 para todo 𝑔 ∈ 𝐺, pois 𝐼 é homogêneo. Assim

𝑥 está no ideal (à esquerda) gerado pelos elementos homogêneos de 𝐼 .

(iii) É claro que
𝑅𝑔 + 𝐼

𝐼

é um subgrupo aditivo de
𝑅

𝐼

, para todo 𝑔 ∈ 𝐺 e que
𝑅

𝐼

= ∑

𝑔∈𝐺

𝑅𝑔 + 𝐼

𝐼

(pois 𝑅 = ∑

𝑔∈𝐺

𝑅𝑔). Sejam 𝑔1,… , 𝑔𝑡 ∈ 𝐺 elementos distintos, e, para cada 𝑖 = 1,… , 𝑡,

tome 𝑟𝑔𝑖+ 𝐼 ∈
𝑅𝑔𝑖+𝐼

𝐼

tais que 𝑟𝑔1+ 𝐼 +⋯+𝑟𝑔𝑡
+ 𝐼 = 0+ 𝐼 . Assim, temos que 𝑟𝑔1+⋯+𝑟𝑔𝑡

∈ 𝐼 .
Como 𝐼 é um ideal homogêneo e os 𝑔𝑖 são todos distintos, segue que 𝑟𝑔𝑖 ∈ 𝐼 , para todo
𝑖, ou seja, 𝑟𝑔𝑖 + 𝐼 = 0 + 𝐼 , de modo que a soma anteriormente anunciada era direta.

(iv) Como 𝕜1 ⊆ 𝑅𝑒, para todo 𝑔 ∈ 𝐺, temos 𝕜𝑅𝑔 = 𝕜1𝑅𝑔 ⊆ 𝑅𝑒𝑅𝑔 ⊆ 𝑅𝑔 , de modo que
𝑅𝑔 é um 𝕜-espaço. Sendo assim, para cada 𝑔 ∈ 𝐺, existe 𝐵𝑔 uma base de 𝑅𝑔 como
𝕜-espaço. Se 𝐵 = ⋃

𝑔∈𝐺
𝐵𝑔 , então 𝐵 é uma base de 𝑅 como 𝕜-espaço formada por

elementos homogêneos.

Definição 1.2.7. Sejam 𝑅 e 𝑆 anéis graduados. Um homomorfismo de anéis graduados é
um homomorfismo de anéis 𝑓 ∶ 𝑅 → 𝑆 tal que 𝑓 (𝑅𝑔) ⊆ 𝑆𝑔 . Um isomorfismo de anéis
graduados é um homomorfismo de anéis graduados que é um isomorfismo de anéis.

Com isso, temos o teorema do isomorfismo para anéis graduados

Teorema 1.2.8. Sejam 𝑅 e 𝑆 anéis graduados e 𝑓 ∶ 𝑅 → 𝑆 um homomorfismo de anéis
graduados. Então

(i) ker(𝑓 ) é um ideal homogêneo de 𝑅;

(ii) im(𝑓 ) é um subanel homogêneo de 𝑆;

(iii) existe um isomorfismo de anéis graduados ̄
𝑓 ∶

𝑅

ker(𝑓 )
→ im(𝑓 )

1.

Demonstração: (i) Seja 𝑥 ∈ ker(𝑓 ), com decomposição 𝑥 = ∑

𝑔∈𝐺

𝑥𝑔 . Assim, para todo

1 Como im(𝑓 ) é um subanel homogêneo de um anel graduado, então im(𝑓 ) é um anel graduado, com a
gradução induzida de 𝑆.
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𝑔 ∈ 𝐺, temos que 𝑓 (𝑥𝑔) ∈ 𝑆𝑔 . Além disso,

0 = 𝑓 (𝑥) = ∑

𝑔∈𝐺

𝑓 (𝑥𝑔) ⇒ 𝑓 (𝑥𝑔) = 0 para todo 𝑔 ∈ 𝐺.

Assim, 𝑥𝑔 ∈ ker(𝑓 ), para todo 𝑔 ∈ 𝐺, ou seja, ker(𝑓 ) é um ideal homogêneo.

(ii) Seja 𝑦 ∈ im(𝑓 ). Então, existe 𝑥 ∈ 𝑅 tal que 𝑓 (𝑥) = 𝑦 e seja 𝑥 = ∑

𝑔∈𝐺

𝑥𝑔 a sua

decomposição. Como 𝑓 é um homomorfismo de anéis graduados, segue que 𝑓 (𝑥𝑔) ∈
𝑆𝑔 , para todo 𝑔 ∈ 𝐺. Dessa maneira, temos que

∑

𝑔∈𝐺

𝑦𝑔 = 𝑦 = 𝑓 (𝑥) = ∑

𝑔∈𝐺

𝑓 (𝑥𝑔).

Ou seja 𝑦𝑔 = 𝑓 (𝑥𝑔) ∈ im(𝑓 ), para todo 𝑔 ∈ 𝐺. Assim, im(𝑓 ) é um subanel homogêneo.

(iii) Como 𝑓 é um homomorfismo de anéis, então, tal isomorfismo ̄
𝑓 de anéis existe.

Vejamos que ̄
𝑓 é um homomorfismo de anéis graduados. Sejam 𝑔 ∈ 𝐺 e 𝑥𝑔 + 𝐼 ∈

(

𝑅

𝐼 )
𝑔

=

𝑅𝑔 + 𝐼

𝐼

. Assim ̄
𝑓 (𝑥𝑔 + 𝐼 ) = 𝑓 (𝑥𝑔) ∈ 𝑆𝑔 , pois 𝑥𝑔 ∈ 𝑅𝑔 .

O próximo resultado será útil nos resultados principais. Como os invariantes da ação
de uma álgebra de Hopf é uma subálgebra homogênea, sempre podemos considerar um
conjunto gerador homogêneo.

Proposição 1.2.9. Sejam 𝕜 um corpo, 𝐻 uma 𝕜-biálgebra e 𝐴 uma 𝐻 -módulo álgebra (à
esquerda) graduada tal que 𝕜1𝐴 ⊆ 𝐴𝑒. Suponha que a ação de 𝐻 em 𝐴 seja graduada (isto é,
𝐻 ⋅ 𝐴𝑔 ⊆ 𝐴𝑔 , para todo 𝑔 ∈ 𝐺). Então, 𝐴𝐻 é uma subálgebra homogênea.

Demonstração: Seja 𝑎 ∈ 𝐴𝐻 . Vejamos que 𝑎𝑔 ∈ 𝐴𝐻 , para todo 𝑔 ∈ 𝐺. Como 𝑎 ∈ 𝐴𝐻 , temos

∑

𝑔∈𝐺

𝜀(ℎ)𝑎𝑔 = 𝜀(ℎ)𝑎 = ℎ ⋅ 𝑎 = ℎ ⋅

(

∑

𝑔∈𝐺

𝑎𝑔

)

= ∑

𝑔∈𝐺

ℎ ⋅ 𝑎𝑔 .

Como a ação é homogênea, segue que ℎ ⋅ 𝑎𝑔 ∈ 𝐴𝑔 , para todo 𝑔 ∈ 𝐺. Por outro lado, como
𝕜1𝐴 ⊆ 𝐴𝑒, então 𝜀(ℎ)𝑎𝑔 = (𝜀(ℎ)1𝐴)𝑎𝑔 ∈ 𝐴𝑒𝐴𝑔 ⊆ 𝐴𝑔 . Assim, segue que ℎ ⋅ 𝑎𝑔 = 𝜀(ℎ)𝑎𝑔 , para
todo 𝑔 ∈ 𝐺 e ℎ ∈ 𝐻 , isto é, 𝑎𝑔 ∈ 𝐴𝐻 , para todo 𝑔 ∈ 𝐺.

1.2.1 Anéis com algoritmo fraco
Nesta seção, iremos ver a definição de anéis com algoritmo fraco. Este conceito é um

conceito auxiliar utilizado para uma demonstração do próximo capítulo sobre o fato da
álgebra de invariantes ser livre. Seja 𝑅 um anel (com unidade) com uma ℕ-graduação.
Dado 𝑛 ∈ ℕ, seja 𝐹𝑛 como sendo o subgrupo aditivo gerado pelos elementos homogêneos
de 𝑅 de grau ≤ 𝑛. Perceba que a família de subgrupos (𝐹𝑛)𝑛∈ℕ satisfaz

(i) 𝐹𝑖 ⊆ 𝐹𝑖+1, para todo 𝑖 ∈ ℕ.
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(ii) ⋃
𝑛≥0

𝐹𝑛 = 𝑅.

(iii) 𝐹𝑖𝐹𝑗 ⊆ 𝐹𝑖+𝑗 , para todos 𝑖, 𝑗 ∈ ℕ.

(iv) 1 ∈ 𝐹0.

Qualquer família de subgrupos aditivos de 𝑅 indexados por ℕ que satisfaçam essas
propriedades é chamada de filtração e o anel 𝑅 é dito um anel filtrado.

Com essa definição, podemos considerar para todo anel filtrado a função 𝑣 ∶ 𝑅 →

ℕ−∞ = ℕ ∪ {−∞} dada por

𝑣(0) = −∞ e se 𝑥 ≠ 0, 𝑣(𝑥) = min{𝑛 ∈ ℕ ∶ 𝑥 ∈ 𝐹𝑛} (1.1)

Essa função possui as seguintes propriedades

(i) 𝑣(𝑥) ≥ 0, para todo 𝑥 ≠ 0 e 𝑣(0) = −∞.

(ii) 𝑣(𝑥 − 𝑦) ≤ max{𝑣(𝑥), 𝑣(𝑦)}.

(iii) 𝑣(𝑥𝑦) ≤ 𝑣(𝑥) + 𝑣(𝑦).

(iv) 𝑣(1) = 0.

Uma função com tais propriedades é chamada de pseudo-valoração. Podemos também
fazer o caminho inverso e obter uma filtração através de uma pseudo-valoração ao consi-
derar 𝐹𝑛 = {𝑥 ∈ 𝑅 ∶ 𝑣(𝑥) ≤ 𝑛}. Ao longo desta subseção, se 𝑋 ⊆ 𝑅, denotaremos por ⟨𝑋 ⟩ o
conjunto dos monômios em 𝑋 (isto é o semigrupo gerado por 𝑋 ).

Exemplo 1.2.10. Seja 𝕜 um corpo (na verdade, poderia ser só um anel comutativo sem
divisores de zero) qualquer. Para todo 𝑓 ∈ 𝕜[𝑥1,… , 𝑥𝑛] (ou em 𝕜⟨𝑥1,… , 𝑥𝑛⟩) , seja 𝑣(𝑓 ) o grau
do monômio lider. Essa pseudo-valoração veio da ℕ-graduação natural.

Exemplo 1.2.11. Seja 𝑝 um primo. A valoração 𝑝-ádica 𝑣𝑝 ∶ ℤ → ℕ ∪ {−∞} em ℤ é dada
da seguinte forma: 𝑣𝑝(0) = −∞ e dado 𝑛 ≠ 0 inteiro, 𝑣𝑝(𝑛) = 𝑥 se 𝑝𝑥 divide 𝑛 e 𝑝𝑥+1 não
divide 𝑛.

Assim como em álgebra linear podemos falar em depêndencia linear, aqui temos algo
parecido, com o conceito de 𝑅-depêndencia.

Definição 1.2.12. Seja 𝑅 um anel filtrado com pseudo-valoração associada 𝑣.

• Dizemos que uma família de elementos (𝑎𝑖)𝑖∈𝐼 é 𝑅-dependente à direita, se para algum

𝑖 ∈ 𝐼 𝑎𝑖 = 0 ou se existem 𝑖1,… , 𝑖𝑟 ∈ 𝐼 e 𝑏1,… , 𝑏𝑟 ∈ 𝑅 tais que 𝑣
(

𝑟

∑

𝑗=1

𝑎𝑖𝑗
𝑏𝑗
)

<

max𝑗 {𝑣(𝑎𝑗) + 𝑣(𝑏𝑗)}. Caso contrário, dizemos que essa família é 𝑅-independente à
esquerda.

• Dizemos que 𝑏 é 𝑅-dependente à direita em relação a uma família (𝑎𝑖)𝑖∈𝐼 se 𝑏 = 0 ou se

existem 𝑖1,… 𝑖𝑟 ∈ 𝐼 e 𝑐1,… , 𝑐𝑟 ∈ 𝑅 tais que 𝑣
(
𝑏 −

𝑟

∑

𝑗=1

𝑎𝑖𝑗
𝑐𝑗
)
< 𝑣(𝑏) e max𝑗≤𝑟{𝑣(𝑎𝑖𝑗

) +

𝑣(𝑐𝑗)} ≤ 𝑣(𝑏).

Por fim, temos a definição de anel com algoritmo fraco.
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Definição 1.2.13. Seja 𝑅 um anel filtrado com pseudo-valoração 𝑣. Dizemos que 𝑅 possui
o primeiro algoritmo fraco (à direita) se 𝑣(𝑎𝑏) = 𝑣(𝑎)+ 𝑣(𝑏), para todos 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅. Dado 𝑛 ≥ 2,
dizemos que 𝑅 possui o 𝑛-ésimo algoritmo fraco à direita (com respeito a 𝑣) se

i 𝑅 possui o primeiro algoritmo fraco (à direita).

ii Para todos 𝑎1,… , 𝑎𝑚 elementos de 𝑅 (𝑚 ≤ 𝑛) tais que {𝑎1,… , 𝑎𝑚} é 𝑅-dependente à
direita e 𝑣(𝑎1) ≤ 𝑣(𝑎2) ≤ ⋯ ≤ 𝑣(𝑎𝑚) existe 𝑖 ≤ 𝑛 tal que 𝑎𝑖 é 𝑅-dependente (à direita)
de {𝑎1,… , 𝑎𝑖−1}.

Dizemos que 𝑅 possui o algoritmo fraco se 𝑅 possuir o 𝑛-ésimo algoritmo fraco (à direita),
para todo 𝑛 ≥ 1.

Podemos definir todos esses conceitos de maneira análoga à esquerda. Neste texto ire-
mos fazer somente com o lado direito por simplicidade de notação e o termo "à direita"será
omitido.

Além disso, se 𝑚 ≤ 𝑛 são inteiros e 𝑅 possui o 𝑛-ésimo algoritmo fraco então 𝑅 possui
o 𝑚-ésimo algoritmo fraco.

Podemos definir de maneira análoga todos esses conceitos à esquerda. Entretanto,
um anel possui o 𝑛-ésimo algoritmo fraco à esquerda se e somente se possui 𝑛-ésimo
algoritmo fraco à direita. Assim, dizemos que um anel filtrado 𝑅 possui o algoritmo fraco
se possuir alguma das duas condições equivalentes. Uma demonstração para este fato pode
ser encontrada em (Cohn, 1971).

Nosso objetivo ao estudar esses conceitos é compreender como eles estão relacionados
com álgebras livres.

Seja 𝑅 um anel com uma pseudo-valoração 𝑣 que possua o primeiro algoritmo fraco
e seja 𝑋 um conjunto 𝑅-independente. Para todos 𝑎11, 𝑎12,… , 𝑎1𝑛1

,… 𝑎𝑗1, 𝑎𝑗2, 𝑎𝑗𝑛𝑗
∈ 𝑅, vale

𝑣(∑ 𝑎𝑖𝑘) ≤ max𝑖{𝑣(𝑎𝑖1)+⋯+ 𝑣(𝑎𝑖𝑛𝑖
)}. Esse último é chamado de grau formal dessa expressão.

Suponha que {𝑎𝑖𝑘} ⊆ 𝑋 de modo que {𝑎1𝑘 ∶ 𝑘 = 1,… , 𝑗} é 𝑅-independente. Suponha que
𝑣(∑ 𝑎𝑖𝑘) < max𝑖{𝑣(𝑎𝑖1) +⋯ + 𝑣(𝑎𝑖𝑛𝑖)}, e para cada 𝑖 = 1,… , 𝑗 , tome

𝑏𝑖 =

{

1, se 𝑛𝑖 = 1

𝑎𝑖2… 𝑎𝑖𝑛𝑖
, caso contrário

Se 𝑛𝑖 > 1, perceba que 𝑣(𝑎𝑖2) +⋯ + 𝑣(𝑎𝑖𝑛𝑖
) = 𝑣(𝑎𝑖2 … 𝑎𝑖𝑛𝑖

) = 𝑣(𝑎𝑖2 … 𝑎𝑖𝑛𝑖
) = 𝑣(𝑏𝑖). Em qualquer

caso, vale 𝑣(𝑎𝑖1) + 𝑣(𝑎𝑖2) +⋯ + 𝑣(𝑎𝑖𝑛𝑖
) = 𝑣(𝑎𝑖1) + 𝑣(𝑏𝑖). Dessa maneira

𝑣

(

𝑘

∑

𝑖=1

𝑎𝑖1𝑏𝑖

)

= 𝑣(∑ 𝑎𝑖𝑘) < max
𝑖

{𝑣(𝑎𝑖1) +⋯ + 𝑣(𝑎𝑖𝑛𝑖
)} = max

𝑖

{𝑣(𝑎𝑖1) + 𝑣(𝑏𝑖)}.

Contradição com o fato de que {𝑎1𝑘 ∶ 𝑘 = 1,… , 𝑗} é 𝑅-independente. Logo 𝑣(∑ 𝑎𝑖𝑘) =

max𝑖{𝑣(𝑎𝑖1) +⋯ + 𝑣(𝑎𝑖𝑛𝑖
)}.

Assim, se 𝑋 é um subconjunto de 𝑅 de modo que ⟨𝑋 ⟩ gere 𝑅 como 𝕜-espaço, e 𝑣 ∶

𝑋 → ℕ é uma função, definimos a valoração formal induzida de 𝑣(∑ 𝑎𝑖𝑘) = max𝑖{𝑣(𝑎𝑖1 +

𝑎𝑖2 +⋯ + 𝑎𝑖𝑛𝑖
)}.
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Definição 1.2.14. Seja 𝑅 um anel filtrado tal que 𝐹0 = 𝕜 é um anel de divisão.Um conjunto
𝑋 formado por elementos de valoração positiva tal que ⟨𝑋 ⟩ gera 𝑅 como 𝕜-espaço à direita
e se 𝑥 ∈ 𝑋 , então 𝑥 não é 𝑅-dependente de 𝑋 ⧵ {𝑥} é chamado de base fraca de álgebra de 𝑅.

Proposição 1.2.15. Seja 𝑅 um anel filtrado tal que 𝐹0 = 𝕜 é um anel de divisão. Então 𝑅
possui uma base fraca de álgebra.

Demonstração: Perceba que 𝐹𝑛 é um 𝕜-espaço para todo 𝑛, pois 𝐹𝑛𝐹0 ⊆ 𝐹𝑛. Dado 𝑛 > 0,
seja 𝐹 ′

𝑛
o subespaço de 𝐹𝑛 gerado por {𝑎𝑏 ∶ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐹𝑛−1, 𝑣(𝑎) + 𝑣(𝑏) < 𝑛}. Tome 𝑋𝑛 ⊆ 𝐹𝑛 de

modo que a sua projeção em
𝐹𝑛

𝐹
′

𝑛

seja uma base desse espaço. Vejamos que se 𝑋 = ∪𝑛>0𝑋𝑛,

então 𝑋 é uma base fraca de álgebra de 𝑅.

Vejamos inicialmente que dado 𝑥 ∈ 𝑋 , 𝑥 é 𝑅-independente de 𝑋 ⧵ {𝑥}. Suponha que

não seja e tome 𝑥1,… , 𝑥ℎ ∈ 𝑋 ⧵ {𝑥}, 𝑏1,… , 𝑏ℎ ∈ 𝑅 tais que 𝑣
(
𝑥 −

ℎ

∑

𝑖=1

𝑥𝑖𝑏𝑖
)
< 𝑣(𝑥) = 𝑛 > 0

e 𝑣(𝑥𝑖) + 𝑣(𝑏𝑖) ≤ 𝑛, para todo 𝑖 = 1,… , ℎ, e sem perda de generalidade suponha que
𝑣(𝑥1),… , 𝑣(𝑥𝑚) < 𝑛 e 𝑣(𝑥𝑚+1) = ⋯ = 𝑣(𝑥ℎ) = 𝑛.

Assim, temos que 𝑥 −
ℎ

∑

𝑖=1

𝑥𝑖𝑏𝑖 ∈ 𝐹𝑛−1 ⊆ 𝐹
′

𝑛
. Pela construção de 𝐹 ′

𝑛
sabemos que 𝑥1𝑏1 +⋯+

𝑥𝑚𝑏𝑚 ∈ 𝐹
′

𝑛
, de modo que 𝑥 −

ℎ

∑

𝑖=𝑚+1

𝑥𝑖𝑏𝑖 ∈ 𝐹
′

𝑛
. Nesse caso, 𝑣(𝑏𝑖) = 0, para todo 𝑖 > 𝑚, isto é,

𝑏𝑖 ∈ 𝕜. Assim, 𝑥 + 𝐹
′

𝑛
seria combinação linear de 𝑥𝑚+1 + 𝐹

′

𝑛
,… , 𝑥𝑚 + 𝐹

′

𝑛
, contradição com a

forma como 𝑋𝑛 foi escolhido (perceba que um elemento de 𝑦 ∈ 𝑋𝑛 deve satisfazer 𝑣(𝑦) = 𝑛,
pois 𝐹𝑛−1 ⊆ 𝐹 ′

𝑛−1
).

Por fim, vejamos que todo elemento 𝑥 de 𝑅 é uma combinação linear de elementos em
⟨𝑋 ⟩, por indução em 𝑣(𝑥). Se 𝑣(𝑥) = 0, então 𝑥 ∈ 𝕜 é o polinômio constante. Suponha que

𝑣(𝑥) = 𝑛 > 0. Logo, existem 𝑥1,… , 𝑥ℎ ∈ 𝐹𝑛 e 𝛼1,… , 𝛼ℎ ∈ 𝕜 tais que 𝑥−
ℎ

∑

𝑖=1

𝑥𝑖𝛼𝑖 ∈ 𝐹
′

𝑛
⊆ 𝐹𝑛−1𝐹𝑛−1.

Vejamos que todo elemento de 𝐹𝑛−1𝐹𝑛−1 é uma combinação linear de monômios em 𝑋 . Seja
𝛼 ∈ 𝕜 e 𝑧 ∈ 𝐹𝑛−1. Assim, 𝑣(𝛼𝑧) ≤ 𝑣(𝛼) + 𝑣(𝑧) = 𝑣(𝑧) < 𝑛. Pela hipótese de indução 𝛼𝑧 é uma
combinação linear de elementos em ⟨𝑋 ⟩. Se 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐹𝑛−1, escreva 𝑦 = ∑

𝑗

𝑥
′

𝑗
𝛼𝑗 , onde 𝑥′

𝑗
é um

monômio em 𝑋 , para todo 𝑗 . Dessa forma

𝑦𝑧 = ∑

𝑗

(𝑥
′

𝑗
𝛼𝑗)𝑧 = ∑

𝑗

𝑥
′

𝑗
(𝛼𝑗𝑧).

Pelo visto anterior 𝛼𝑗𝑧 deve ser uma combinação linear de elementos em ⟨𝑋 ⟩, de modo que
𝑦𝑧 também é, isto é todo elemento de 𝐹 ′

𝑛
é combinação linear de elementos de ⟨𝑋 ⟩. É claro

que ∑

𝑖

𝑥𝑖𝛼𝑖 é uma combinação linear de elementos de ⟨𝑋 ⟩. Podemos concluir portanto que

𝑥 é uma combinação linear de elementos em ⟨𝑋 ⟩.

O próximo teorema nos diz que o caso em que podemos tomar 𝑋 𝑅-independente é
exatamente o caso em que 𝑅 possui o algoritmo fraco.

Teorema 1.2.16. Seja 𝑅 um anel filtrado. Então 𝑅 possui o algoritmo fraco se e somente se 𝑅
possui o primeiro algoritmo fraco, 𝐹0 = 𝕜 é um anel de divisão e existe 𝑋 uma base fraca de
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álgebra 𝑅-independente.

Demonstração: Suponha que 𝑅 possui o algoritmo fraco. Então, 𝑅 possui o primeiro
algoritmo fraco. Vejamos que 𝐹0 é um anel de divisão. Seja 𝑎 ∈ 𝐹0 não-nulo. Perceba que {𝑎, 1}
é 𝑅-dependente, pois 𝑣(𝑎 ∗ 1 + 1 ∗ (−𝑎)) = 𝑣(0) < 0 = max{0, 0} = max{𝑣(𝑎) + 𝑣(1), 𝑣(1) +

𝑣(−𝑎)}. Logo, 1 é𝑅-dependente de {𝑎}, isto é, existe 𝑏 ∈ 𝑅 tal que 𝑣(𝑏) = 𝑣(𝑎)+𝑣(𝑏) ≤ 𝑣(1) = 0

e 𝑣(1 − 𝑎𝑏) < 𝑣(1), ou seja 1 − 𝑎𝑏 = 0. Portanto, todo elemento possui de 𝐹0 possui inverso
à direita em 𝐹0, de modo que 𝐹0 é um anel de divisão.

Por fim, como 𝐹0 é um anel de divisão, pela proposição anterior segue que 𝑅 possui
uma base fraca de álgebra 𝑋 . Se 𝑋 não for 𝑅-independente, então existe um subconjunto
finito {𝑥1,… , 𝑥𝑚} de 𝑋 que é 𝑅-dependente. Sem perda de generalidade, podemos supor
que 𝑣(𝑥1) ≤ ⋯ ≤ 𝑣(𝑥𝑚). Logo, existiria 𝑖 ≤ 𝑚 tal que 𝑥𝑖 é 𝑅-dependente de 𝑎1,… , 𝑎𝑖−1, e,
portanto 𝑅-dependente de 𝑋 ⧵ {𝑥𝑖}, contradição. Logo 𝑋 é 𝑅-independente.

Suponha agora que 𝑅 satisfaz às segundas propriedade. Vejamos que 𝑅 satisfaz o
algoritmo fraco (à esquerda). Inicialmente, vejamos que ⟨𝑋 ⟩ é linearmente independente
como 𝕜-espaço à direita. Suponha que ⟨𝑋 ⟩ seja linearmente dependente com

∑

𝑖∈𝐼

𝑥𝑖𝛼𝑖 = 0,

onde 𝑥𝑖 ∈ ⟨𝑋 ⟩ e 𝛼𝑖 ∈ 𝕜, para todo 𝑖 ∈ 𝐼 . Agrupando os monômios que começam com 𝑥 em
𝛼𝑥 , conseguimos achar

𝛼 +∑

𝑥∈𝑋

𝑥𝛼𝑥 = 0,

com 𝛼 ∈ 𝕜 e 𝛼𝑥 ∈ 𝑅, para todo 𝑥 ∈ 𝑋 . Assim, como 𝑋 é 𝑅-independente, segue que

𝑣(−𝛼) = 𝑣

(

∑

𝑥∈𝑋

𝑥𝛼𝑥

)

= max
𝑥∈𝑋

{𝑣(𝑥) + 𝑣(𝛼𝑥)}.

Podemos concluir que para todo 𝑥 ∈ 𝑋 , vale 𝑣(𝛼𝑥) < 𝑣(𝑥) + 𝑣(𝛼𝑥) ≤ 𝑣(−𝛼) ≤ 0, ou seja
𝛼𝑥 = 0, para todo 𝑥 ∈ 𝑋 . Dessa forma, segue que 𝛼 = 0. Contradição, ou seja, ⟨𝑋 ⟩ é
linearmente independente.

Fixe um monômio 𝑦 = 𝑥1 … 𝑥𝑖 com 𝑣(𝑦) = 𝑟 . Dado um monômio 𝑎 que começa com 𝑦,
defina 𝑎∗ de modo que 𝑎 = 𝑦𝑎

∗ e defina 𝑎∗ = 0 caso contrário. Assim, temos um operador
bem definido ∗ em 𝑅 (pois os ⟨𝑋 ⟩ é uma base).

Primeiramente, perceba que para todo 𝑎 ∈ 𝑅, vale 𝑣(𝑎∗) ≤ 𝑣(𝑎) − 𝑟 . Para isso, escreva
𝑎 = 𝑦𝑎

∗
+ 𝑐, com 𝑐

∗
= 0. Dessa forma, como 𝑋 é 𝑅-independente, ⟨𝑋 ⟩ é uma base e 𝑎 ∈ ⟨𝑋 ⟩,

segue que

𝑣(𝑎) = max{𝑣(𝑦𝑎
∗
), 𝑣(𝑐)} ⇒ 𝑣(𝑦) + 𝑣(𝑎

∗
) = 𝑣(𝑦𝑎

∗
) ≤ 𝑣(𝑎) ⇒ 𝑣(𝑎

∗
) ≤ 𝑣(𝑎) − 𝑟 .

Vejamos agora que para todos 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅, vale

(𝑎𝑏)
∗
≡ 𝑎

∗
𝑏( mod 𝐹𝑣(𝑏)−1).
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Suponha inicialmente que 𝑎 é um monômio. Se (𝑎𝑏)
∗
= 0, então 𝑎

∗
= 0, e, portanto

(𝑎𝑏)
∗
= 0 = 𝑎

∗
𝑏. Se 𝑎∗ ≠ 0, então 𝑎 = 𝑦𝑎

∗, de modo que 𝑎𝑏 = 𝑦𝑎
∗
𝑏 ⇒ (𝑎𝑏)

∗
= 𝑎

∗
𝑏. Suponha

então que 𝑎∗ = 0, mas (𝑎𝑏)∗ ≠ 0. Então 𝑎 = 𝑥1 … 𝑥𝑙, para algum 𝑙 < 𝑖 (e 𝑏 = 𝑥𝑙+1… 𝑥𝑖(𝑎𝑏)
∗
+𝑧,

onde nenhum monômio de 𝑧 começa com 𝑥𝑙+1… 𝑥𝑖). Assim, 𝑣(𝑎) < 𝑣(𝑦) = 𝑟 , e, portanto

𝑣((𝑎𝑏
∗
)) ≤ 𝑣(𝑎𝑏) − 𝑟 = 𝑣(𝑎) + 𝑣(𝑏) − 𝑟 < 𝑣(𝑏) ⇒ 𝑣((𝑎𝑏)

∗
) ≤ 𝑣(𝑏) − 1,

de modo que (𝑎𝑏)
∗
≡ 0 = 𝑎

∗
𝑏( mod 𝐹𝑣(𝑏)−1). O caso para 𝑎 geral segue por linearidade.

Vejamos agora que 𝑅 possui o algoritmo fraco, utilizando ∗ para algum monômio de
forma específica. Seja 𝐵 = {𝑏1,… , 𝑏𝑛} ⊆ 𝑅 um conjuntpo 𝑅-dependente à esquerda com
𝑣(𝑏1) ≥ 𝑣(𝑏2) ≥ ⋯ ≥ 𝑣(𝑏𝑛). Para concluir, vejamos que algum 𝑏𝑖 é 𝑅-dependente à esquerda
dos que seguem. Como 𝐵 é 𝑅-dependente à esquerda, existem 𝑎1,… , 𝑎𝑛 ∈ 𝑅 tais que
𝑣(𝑎1𝑏1 + … 𝑎𝑛𝑏𝑛) < max𝑖{𝑣(𝑎𝑖) + 𝑣(𝑏𝑖)} = 𝑑. Sem perda de generalidade, podemos omitir
os termos em que 𝑣(𝑎𝑖) + 𝑣(𝑏𝑖) < 𝑑. De fato, sejam 𝐼 = {𝑖 ∈ {1,… , 𝑛} ∶ 𝑣(𝑎𝑖) + 𝑣(𝑏𝑖) = 𝑑} e

𝐽 = {1,… , 𝑛} ⧵ 𝐼 . Assim, temos 𝑣
(
∑

𝑖∈𝐽

𝑎𝑖𝑏𝑖
)

≤ max𝑖∈𝐽 {𝑣(𝑎𝑖𝑏𝑖)} < 𝑑. Portanto

𝑣

(

∑

𝑖∈𝐼

𝑎𝑖𝑏𝑖

)

= 𝑣

(

𝑛

∑

𝑖=1

𝑎𝑖𝑏𝑖 −∑

𝑖∈𝐽

𝑎𝑖𝑏𝑖

)

≤ max

{

𝑣

(

𝑛

∑

𝑖=1

𝑎𝑖𝑏𝑖

)

, 𝑣

(

∑

𝑖∈𝐽

𝑎𝑖𝑏𝑖

)

}

< 𝑑 = max
𝑖∈𝐼

{𝑣(𝑎𝑖𝑏𝑖)}.

Dessa maneira, temos que {𝑏𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝐼 } também é 𝑅-dependente à esquerda. Fazendo essa
omissão, vejamos que 𝑏1 é 𝑅-dependente à esquerda de 𝐵 ⧵ {𝑏1}. Como 𝑣(𝑎𝑖) + 𝑣(𝑏𝑖) = 𝑑,
segue que 𝑣(𝑎𝑖) ≤ 𝑣(𝑎𝑖), para todo 𝑖. Seja 𝑟 = 𝑣(𝑎1) = 𝑑 − 𝑣(𝑏1) e seja 𝑦 um monômio de 𝑎1
com coeficiente 𝛼 ≠ 0. Para 𝑦, vamos tomar o operador definido anterioremente.

Para todo 𝑖 = 1,… , 𝑛, pelo que foi visto anteriormente, vale 𝑣(𝑎∗
𝑖
𝑏𝑖 − (𝑎𝑖𝑏𝑖)

∗
) < 𝑣(𝑏𝑖) ≤

𝑣(𝑏1). Assim

𝑣

(

𝑛

∑

𝑖=1

𝑎
∗

𝑖
𝑏𝑖 −

𝑛

∑

𝑖=1

(𝑎𝑖𝑏𝑖)
∗

)

≤ max
𝑖

{𝑣(𝑎
∗

𝑖
𝑏𝑖 − (𝑎𝑖𝑏𝑖)

∗
)} < 𝑣(𝑏1).

Como 𝑣
(

𝑛

∑

𝑖=1

(𝑎𝑖𝑏𝑖)
∗

)
= 𝑣

((

𝑛

∑

𝑖=1

𝑎𝑖𝑏𝑖
)

∗

)
≤ 𝑣

(

𝑛

∑

𝑖=1

𝑎𝑖𝑏𝑖
)
− 𝑟 = 𝑑 − 𝑟 = 𝑣(𝑏1), segue que

𝑣

(

𝑛

∑

𝑖=1

𝑎
∗

𝑖
𝑏𝑖

)

≤ max

{

𝑣

(

𝑛

∑

𝑖=1

𝑎
∗

𝑖
𝑏𝑖 −

𝑛

∑

𝑖=1

(𝑎𝑖𝑏𝑖)
∗

)

, 𝑣

(

𝑛

∑

𝑖=1

(𝑎𝑖𝑏𝑖)
∗

)

}

< 𝑣(𝑏1).

Como 𝑎∗
1
∈ 𝕜 ⧵ {0}, segue que 𝑣(𝑎∗

1
) = 0 e 𝑎∗

1
possui inverso. Dividindo à direita pelo inverso

de 𝑎∗
1
, obtemos

𝑣(𝑏1 +

𝑛

∑

𝑖=2

(𝑎
∗

1
)
−1
𝑎
∗

𝑖
𝑏𝑖) < 𝑣(𝑏1).
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Por fim, perceba que

max
𝑖≥2

{𝑣((𝑎
∗

1
)
−1
𝑎
∗

𝑖
) + 𝑣(𝑏𝑖)} = max

𝑖≥2

{𝑣(𝑎
∗

𝑖
) + 𝑣(𝑏𝑖)}

≤ max
𝑖≥2

{𝑣(𝑎𝑖) − 𝑟 + 𝑣(𝑏𝑖)}

= 𝑑 − 𝑟 = 𝑣(𝑏1) ≤ 𝑣(𝑏1).

Com isso, temos o seguinte corolário.

Corolário 1.2.17. Seja 𝑅 um anel filtrado tal que 𝐹0 = 𝕜 é um corpo e 𝑅 seja uma 𝕜-álgebra
(isto é 𝐹0 ⊆ 𝑍(𝑅)). Então 𝑅 é uma álgebra livre em um conjunto 𝑋 e 𝑣 é a valoração formal
induzida de 𝑣|𝑋 se e somente se 𝑅 possui o algoritmo fraco.

Demonstração: Se 𝑅 possui o algoritmo fraco, vimos que existe 𝑋 uma base fraca de
álgebra 𝑅-independente. Logo, a valoração 𝑣 é induzida de 𝑣|𝑋 . Além disso, como ⟨𝑋 ⟩ é
uma base de 𝑅 (de acordo com a demonstração anterior), segue que 𝑅 é livre em 𝑋 .

Por outro lado, se 𝑅 é uma álgebra livre em um conjunto 𝑋 e 𝑣 é a valoração formal
induzida de 𝑣|𝑋 , então 𝑅 possui o primeiro algortimo fraco. Além disso, é claro que 𝑋 é
uma base fraca de álgebras 𝑅-independente. Portanto, 𝑅 possui o algoritmo fraco.

1.3 Anel de quocientes de Martindale simétrico
Nesta seção, iremos construir o anel de quocientes de Martindale simétrico de um

anel primo. Este anel será útil no teorema da correspondência que será visto no próximo
capítulo. Vamos sempre considerar 𝑅 um anel primo. A principal referência utilizada foi
(Passman, 1987).

Definição 1.3.1. Seja 𝑅 um anel. Dizemos que um ideal 𝐼 de 𝑅 é primo, se dados 𝐴, 𝐵 ideais
de 𝑅 tais que𝐴𝐵 ⊆ 𝐼 , devemos ter que𝐴 ⊆ 𝐼 ou 𝐵 ⊆ 𝐼 . Equivalentemente, se 𝐴 e 𝐵 são ideais
à esquerda (ou à direita) de 𝑅 tais que 𝐴𝐵 ⊆ 𝐼 , então 𝐴 ⊆ 𝐼 ou 𝐵 ⊆ 𝐼 . Dizemos que o anel 𝑅
é primo se o ideal nulo for um ideal primo. Se 𝐴 é um ideal à esquerda (respectivamente
direita) de 𝑅, então 𝐴 é um 𝑅-módulo à esquerda, que denotaremos por 𝑅𝐴 (resp. 𝐴𝑅).

Seja 𝑅 um anel primo. Considere o conjunto 𝐿 = {𝑓 ∶ 𝐴 → 𝑅 ∶ 0 ≠ 𝐴 ⊲ 𝑅, 𝑓 ∈

𝑅 Hom(𝐴, 𝑅)}. Dados 𝑓 ∶ 𝑅𝐴 → 𝑅𝑅, 𝑔 ∶ 𝑅𝐵 → 𝑅𝑅, dizemos que 𝑓 ∼ 𝑔 , se 𝑓 |𝐴∩𝐵 = 𝑔 |𝐴∩𝐵. Se
𝐴∩𝐵 = 0, como 𝑅 é um anel primo, então 𝐴𝐵 ⊆ 𝐴∩𝐵 = 0 ⇒ 𝐴 = 0 ou 𝐵 = 0, de modo que
𝑓 |𝐴∩𝐵, 𝑔 |𝐴∩𝐵 ∈ 𝐿. Dessa forma, veremos que ∼ é uma relação de equivalência e o conjunto
quociente é um anel. Para isso, vamos precisar de um lema.

Lema 1.3.2. Sejam 𝑓 ∈ 𝐿 com domínio 𝐴 e 0 ≠ 𝐵 ⊲ 𝑅, tal que 𝐵 im(𝑓 ) = 0. Então 𝑓 = 0. Em
particular, 𝐵 ⊆ 𝐴 é tal que 𝑓 (𝐵) = 0, então 𝑓 = 0.

Demonstração: Seja 𝐼 o ideal gerado por im(𝑓 ). Como 𝐵 e 𝐼 são ideais de 𝑅, 𝐵 ≠ 0 e 𝑅 é
um anel primo, segue que im(𝑓 ) ⊆ 𝐼 = 0, e, portanto 𝑓 = 0. Além disso, se 𝐵 ⊆ 𝐴, então



1.3 | ANEL DE QUOCIENTES DE MARTINDALE SIMÉTRICO

33

dados 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵, temos 𝑏𝑓 (𝑎) = 𝑓 (𝑏𝑎) = 0, pois 𝑏𝑎 ∈ 𝐵. Assim 𝐵 im(𝑓 ) = 0, e novamente,
podemos concluir o resultado.

Proposição 1.3.3. A relação ∼ é uma relação de equivalência. Assim, denotaremos por 𝑄𝑙(𝑅)

o conjunto das classes de equivalência de 𝐿 e 𝑓 a classe de equivalência de 𝑓 ∈ 𝑅 Hom(𝐴, 𝑅).
Então 𝑄𝑙(𝑅) é um anel, cujas operações são dadas de forma natural. Tal anel é chamado
de anel de Martindale à esquerda (podemos definir similarmente, o anel 𝑄𝑟(𝑅) tomando
homomorfismo de ideais à direita e o anel será chamado de anel de Martindale à direita).

Demonstração: É claro que ∼ é reflexiva e simétrica. Sejam 𝑓 , 𝑔, ℎ ∈ 𝐿 com domínios
𝐴, 𝐵, 𝐶 respectivamente, tais que 𝑓 ∼ 𝑔 e 𝑔 ∼ ℎ. Assim, temos que 𝑓 |𝐴∩𝐵 = 𝑔 |𝐴∩𝐵 e
𝑔 |𝐵∩𝐶 = ℎ|𝐵∩𝐶 . Dessa maneira

𝑓 |𝐴∩𝐵∩𝐶 = (𝑓 |𝐴∩𝐵) |𝐴∩𝐵∩𝐶 = (𝑔 |𝐴∩𝐵) |𝐴∩𝐵∩𝐶 = 𝑔 |𝐴∩𝐵∩∩𝐶 .

De modo análogo, temos ℎ|𝐴∩𝐵∩𝐶 = 𝑔 |𝐴∩𝐵∩𝐶 . Logo 𝑓 |𝐴∩𝐵∩𝐶 − ℎ|𝐴∩𝐵∩𝐶 = 0. Assim, tome
𝑓
′
= 𝑓 |𝐴∩𝐶 , 𝑓

′′
= 𝑓 |𝐴∩𝐵∩𝐶 , ℎ

′
= ℎ|𝐴∩𝐶 e ℎ′′ = ℎ|𝐴∩𝐵∩𝐶 . Dado 𝑥 ∈ 𝐴∩𝐵∩𝐶, temos (𝑓 ′

−ℎ
′
)(𝑥) =

(𝑓
′′
− ℎ

′′
)(𝑥) = 0. Logo (𝑓

′
− ℎ

′
)(𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶) = 0. Pelo Lema 1.3.2, segue que 𝑓 ′

− ℎ
′
= 0,

isto é 𝑓 ∼ ℎ.

Por fim, vejamos que as operações estão bem definidas, e que 𝑄𝑙(𝑅) é de fato um anel.

Sejam 𝑓 , 𝑔 ∈ 𝐿 com domínios 𝐴, 𝐵 respectivamente. Defina ℎ ∶ 𝑓
−1
(𝐵) → 𝑅, por

ℎ(𝑥) = 𝑔(𝑓 (𝑥)). Essa ℎ está, de fato bem definida, pois para todo 𝑥 ∈ 𝑓
−1
(𝐵), existe 𝑓 (𝑥)

e 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐵, de modo que existe 𝑔(𝑓 (𝑥)). Por fim, perceba que 0 ≠ 𝐵𝐴 ⊆ 𝑓
−1
(𝐵), pois

dados 𝑎 ∈ 𝐴 e 𝑏 ∈ 𝐵, temos que 𝑓 (𝑏𝑎) = 𝑏𝑓 (𝑎) ∈ 𝐵. Assim, é claro que ℎ ∈ 𝐿. Seja
𝑠 = 𝑓 |𝐴∩𝐵 + 𝑔 |𝐴∩𝐵 ∈ 𝐿. Defina, 𝑓 + 𝑔 ∶= 𝑠 e 𝑓 𝑔 ∶= ℎ.

É claro que se as operações estiverem bem definidas, então𝑄𝑙(𝑅) é um anel com unidade
id𝑅. Assim, sejam 𝑓1, 𝑓2, 𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐿 com domínios respectivamente 𝐴1, 𝐴2, 𝐵1, 𝐵2 tais que
𝑓1 ∼ 𝑓2 e 𝑔1 ∼ 𝑔2. Dessa maneira, temos que 𝑓1|𝐴1∩𝐴2

= 𝑓2|𝐴1∩𝐴2
e 𝑔1|𝐵1∩𝐵2 = 𝑔2|𝐵1∩𝐵2

. Assim,
denote por 𝐶 = (𝐴1 ∩ 𝐴2) ∩ (𝐵1 ∩ 𝐵2). Dado 𝑥 ∈ 𝐶, temos

(𝑓1|𝐶 + 𝑔1|𝐶)(𝑥) = 𝑓1|𝐶(𝑥) + 𝑔1|𝐶(𝑥) = 𝑓1|𝐴1∩𝐴2
(𝑥) + 𝑔1|𝐵1∩𝐵2

(𝑥)

= 𝑓2|𝐴1∩𝐴2
(𝑥) + 𝑔2|𝐵1∩𝐵2

(𝑥) = 𝑓2|𝐶(𝑥) + 𝑔2|𝐶(𝑥) = (𝑓2|𝐶 + 𝑔2|𝐶)(𝑥).

Dessa forma, a soma está bem definida. Seja 𝐷 = 𝑓
−1

1
(𝐵1) ∩ 𝑓

−1

2
(𝐵2) e tome 𝑥 ∈ 𝐷. Por

definição, devemos ter que 𝑥 ∈ 𝐴1 ∩ 𝐴2, de modo que 𝑓1(𝑥) = 𝑓1|𝐴1∩𝐴2
(𝑥) = 𝑓2|𝐴1∩𝐴2

(𝑥) =

𝑓2(𝑥). Seja 𝑦 = 𝑓1(𝑥) = 𝑓2(𝑥). Como 𝑥 ∈ 𝑓
−1

1
(𝐵1), segue que 𝑓1(𝑥) ∈ 𝐵1. De modo análogo,

segue que 𝑓2(𝑥) ∈ 𝐵2, isto é, 𝑦 ∈ 𝐵1 ∩ 𝐵2. Logo 𝑔1(𝑦) = 𝑔1|𝐵1∩𝐵2(𝑦) = 𝑔2|𝐵1∩𝐵2(𝑦) = 𝑔2(𝑦).
Portanto

(𝑔1𝑓1|𝐷)(𝑥) = 𝑔1𝑓1(𝑥) = 𝑔2𝑓2(𝑥) = (𝑔2𝑓2|𝐷)(𝑥).

Segue portanto que o produto está bem definido.
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Temos então o seguinte morfismo de anéis

𝜌 ∶ 𝑅 → 𝑄𝑙(𝑅)

𝑟 ↦ 𝑟𝜌

onde 𝑟𝜌(𝑎) = 𝑎𝑟 , para todos 𝑎, 𝑟 ∈ 𝑅. Seja 𝑟 ∈ 𝑅 tal que 𝑟𝜌 = 0. Logo, existe 𝐴 ⊲ 𝑅 ideal não
nulo tal que 𝑟𝜌|𝐴 = 0. Assim, segue do Lema 1.3.2, que 𝑟𝜌 = 0. Assim, 𝑟 = 1𝑟 = 𝑟𝜌(1) = 0, ou
seja 𝜌 é injetora. Dessa forma, podemos ver 𝑅 como um subanel de 𝑄𝑙(𝑅). As próximas
propriedades de 𝑄𝑙(𝑅) vão o caracterizar de forma única.

Proposição 1.3.4. Seja 𝑅 um anel primo, com anel de Martindale à esquerda 𝑄𝑙 = 𝑄𝑙(𝑅).

(i) 𝑅 é um subanel de 𝑄(𝑅) com a mesma unidade.

(ii) Para todo 𝑞 ∈ 𝑄𝑙, existe um ideal não nulo 𝐴 de 𝑅 tal que 𝐴𝑞 ⊆ 𝑅.

(iii) Dados 𝑞 ∈ 𝑄𝑙 e 𝐴 ideal não nulo de 𝑅, se 𝐴𝑞 = 0, então 𝑞 = 0.

(iv) Para todo 𝑓 ∈ 𝐿, com domínio 𝐴, existe 𝑞 ∈ 𝑄𝑙, tal que 𝑎𝑞 = 𝑓 (𝑎), para todo 𝑎 ∈ 𝐴.

Além disso, 𝑄𝑙 é o único 𝑅-anel que satisfaz essas propriedades (isto é, se existir um anel 𝑄′

que satisfaça as quatro propriedades, então existe um isomorfismo 𝜎 ∶ 𝑄 → 𝑄
′ de anéis e de

𝑅-módulos à esquerda simultaneamente).

Demonstração: Antes de demonstrarmos que 𝑄𝑙 possui essas propriedades, vamos pre-
cisar do seguinte fato: dados 𝑓 ∈ 𝐿 com domínio 𝐴 e 𝑎 ∈ 𝐴, então 𝑎𝜌𝑓 possui domínio 𝑅.
Sendo assim, dado 𝑟 ∈ 𝑅, temos

(𝑎𝜌𝑓 )(𝑟) = 𝑓 (𝑟𝑎) = 𝑟𝑓 (𝑎) = (𝑓 (𝑎))𝜌(𝑟).

Portanto 𝑎𝜌𝑓 = (𝑓 (𝑎))𝜌. Assim, podemos demonstrar cada um dos itens da proposição.

(i) Segue dos comentários anteriores.

(ii) Seja 𝑞 ∈ 𝑄𝑙. Então existe 𝑓 ∈ 𝐿 tal que 𝑞 = 𝑓 . Seja 𝐴 o domínio da 𝑓 . Dado 𝑎 ∈ 𝐴,
temos 𝑎𝑞 = 𝑎𝜌𝑓 = 𝑎𝜌𝑓 = (𝑓 (𝑎))𝜌 ∈ 𝑅. Assim, 𝐴𝑞 ⊆ 𝑅.

(iii) Sejam 𝑞 ∈ 𝑄𝑙 e 𝐴 ⊲ 𝑅 um ideal não nulo tal que 𝐴𝑞 = 0. Seja 𝑓 ∈ 𝐿 de domínio 𝐵
tal que 𝑞 = 𝑓 . Assim, seja 𝐶 = 𝐴 ∩ 𝐵, e tome 𝑐 ∈ 𝐶. De 𝐶𝑞 ⊆ 𝐴𝑞 = 0, segue que
𝜌(𝑓 (𝑐)) = (𝑓 (𝑐))𝜌 = 𝑐𝜌𝑓 = 𝑐𝑞 = 0. Como 𝜌 é injetora, segue que 𝑓 (𝐶) = 0. Assim,
𝑞 = 𝑓 = 𝑓 |𝐶 = 0.

(iv) Seja 𝑞 = 𝑓 . Assim, dado 𝑎 ∈ 𝐴, temos

𝑎𝑞 = 𝑎𝜌𝑓 = 𝑎𝜌𝑓 = (𝑓 (𝑎))𝜌 = 𝑓 (𝑎).

Vejamos a recíproca agora. Sejam 𝑄, 𝑄
′ anéis com essas propriedades. Para cada 𝑞 ∈ 𝑄,

seja 0 ≠ 𝐴 um ideal de 𝑅 tal que 𝐴𝑞 ⊆ 𝑅. Assim 𝑓 ∶ 𝑅𝐴 → 𝑅𝑅 dada por 𝑓 (𝑎) = 𝑎𝑞 é um
morfismo de 𝑅-módulos à esquerda. Logo, existe 𝑞′ ∈ 𝑄′ tal que 𝑎𝑞 = 𝑓 (𝑎) = 𝑎𝑞

′, para todo
𝑎 ∈ 𝐴. Assim, 𝑞′ é o único elemento de 𝑄′, para o qual existe um ideal 𝐴 de 𝑅 não nulo tal
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que 𝑎𝑞 = 𝑎𝑞
′, para todo 𝑎 ∈ 𝐴. De fato, se existir 𝑞′′ ∈ 𝑄′ e um ideal não nulo 𝐵 de 𝑅 tal que

𝑏𝑞 = 𝑏𝑞
′′, para todo 𝑏 ∈ 𝐵, então 𝐴∩𝐵 ≠ 0 e para todo 𝑐 ∈ 𝐶 = 𝐴∩𝐵, temos 𝑐𝑞′ = 𝑐𝑞 = 𝑐𝑞

′′,
de modo que 𝑐(𝑞′ − 𝑞

′′
) = 0. Assim, 𝑞′ − 𝑞

′′
= 0, ou seja, 𝑞′ é de fato único. Sendo assim,

defina 𝜎 ∶ 𝑄 → 𝑄
′ como sendo 𝜎(𝑞) = 𝑞

′ o único elemento de 𝑄′ tal que 𝑎𝑞′ = 𝑎𝑞, para
todo 𝑎 em algum ideal não nulo. Analogamente, construa 𝜏 ∶ 𝑄′

→ 𝑄, de modo que, para
todo 𝑞′ ∈ 𝑄′, exista um ideal 𝐴 de 𝑅 não nulo tal que, para todo 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑎𝑞′ = 𝑎𝜏(𝑞

′
).

Vejamos que 𝜏 = 𝜎
−1. Dado 𝑞 ∈ 𝑄, temos que 𝑞1 = 𝜏(𝜎(𝑞)) é um elemento de 𝑄 para

o qual existe um 0 ≠ 𝐴 ⊲ 𝑅 tal que, para todo 𝑎 ∈ 𝐴, vale 𝑎𝜎(𝑞) = 𝑎𝑞1. Além disso, existe
0 ≠ 𝐵 ⊲ 𝑅 tal que 𝑏𝑞 = 𝑏𝜎(𝑞), para todo 𝑏 ∈ 𝐵. Sendo assim, para todo 𝑐 ∈ 𝐴 ∩ 𝐵, temos
𝑐𝑞 = 𝑐𝜎(𝑞) = 𝑐𝑞1. Pela unicidade (mostrada acima), segue que 𝑞1 = 𝑞. De modo análogo,
mostra-se que 𝜏𝜎 é a identidade, ou seja, 𝜏 = 𝜎

−1.

Para concluir, vejamos que 𝜎 é um morfismo de anéis e de 𝑅-módulos à esquerda.
Dados 𝑞1, 𝑞2 ∈ 𝑄 e 𝑟 ∈ 𝑅, existe um ideal 𝐴𝑖 ≠ 0, tal que 𝑎𝑖𝑞𝑖 = 𝑎𝑖𝜎(𝑞𝑖), para todo 𝑎𝑖 ∈ 𝐴𝑖,
com 𝑖 = 1, 2. Seja 𝐴 = 𝐴1 ∩ 𝐴2 ≠ 0. Assim, para todo 𝑎 ∈ 𝐴, vale

𝑎(𝑞1 + 𝑟𝑞2) = 𝑎𝑞1 + 𝑎𝑟𝑞2 = 𝑎𝜎(𝑞1) + 𝑎𝑟𝜎(𝑞2) = 𝑎(𝜎(𝑞1) + 𝑟𝜎(𝑞2)).

Assim, 𝜎(𝑞1 + 𝑟𝑞2) = 𝜎(𝑞1) + 𝑟𝜎(𝑞2), pela unicidade. Portanto, 𝜎 é um morfismo de 𝑅-
módulos. Além disso, perceba que 𝐵 = 𝐴2𝐴1 ⊆ 𝐴1 é um ideal não nulo. Dessa forma,
𝐵𝑞1 = 𝐴2(𝐴1𝑞1) ⊆ 𝐴2𝑅 = 𝐴2. Dado 𝑏 ∈ 𝐵, temos

𝑏(𝑞1𝑞2) = (𝑏𝑞1)𝑞2 = (𝑏𝑞1)𝜎(𝑞2) = (𝑏𝜎(𝑞1))𝜎(𝑞2) = 𝑏(𝜎(𝑞1)𝜎(𝑞2)).

Logo, 𝜎 é multiplicativo, e, portanto, um morfismo de anéis.

Com isso, podemos definir o objeto principal desta seção, chamado de anel de quocientes
de Martindale simétrico. Iremos definir pelas propriedades que ele possui. Começaremos
mostrando a unicidade, para depois, provarmos a existência.

Proposição 1.3.5. Seja 𝑅 um anel primo. Então, existe no máximo um anel 𝑄 = 𝑄(𝑅) que
satisfaz às seguintes propriedades.

1 𝑅 é um subanel de 𝑄(𝑅) com a mesma unidade.

2 Para todo 𝑞 ∈ 𝑄, existem 𝐴, 𝐵 ⊲ 𝑅 ideais não nulos tais que 𝐴𝑞, 𝑞𝐵 ⊆ 𝑅.

3 Sejam 𝑞 ∈ 𝑄 e 𝐼 ⊲ 𝑅 ideal não nulo. Se 𝑞𝐼 = 0 ou 𝐼 𝑞 = 0, então 𝑞 = 0.

3’ Sejam 𝑞 ∈ 𝑄 e 𝐼 ⊲ 𝑅 ideal não nulo. Se 𝑞𝐼 = 0, então 𝑞 = 0.

3” Sejam 𝑞 ∈ 𝑄 e 𝐼 ⊲ 𝑅 ideal não nulo. Se 𝐼 𝑞 = 0, então 𝑞 = 0.

4 Sejam 𝐴, 𝐵⊲𝑅 ideais não nulos e 𝑓 ∶ 𝑅𝐴 → 𝑅𝑅, 𝑔 ∶ 𝐵𝑅 → 𝑅𝑅 morfismos de 𝑅-módulos
à esquerda e à direita respectivamente. Suponha que, para todos 𝑎 ∈ 𝐴 e 𝑏 ∈ 𝐵, tenhamos
𝑓 (𝑎)𝑏 = 𝑎𝑔(𝑏) (isto é, 𝑓 e 𝑔 são balanceados). Então, existe 𝑞 ∈ 𝑄 tal que 𝑓 (𝑎) = 𝑎𝑞 e
𝑔(𝑏) = 𝑞𝑏, para todos 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵.

Tal anel é chamado de anel de quocientes de Martindale simétrico.
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Demonstração: Vejamos inicialmente que, se um anel satisfizer (2), então, qualquer um
entre (3), (3

′
), (3

′′
) é equivalente aos outros. É claro que (3) implica em (3

′
) e (3

′′
). Por

outro lado, e sejam 𝑞 ∈ 𝑄, 𝐴 ⊲ 𝑅 não nulo tal que 𝐴𝑞 = 0. Por (2), existe 𝐵 ⊲ 𝑅 ideal não
nulo tal que 𝑞𝐵 ⊆ 𝑅. Assim, 0 = (𝐴𝑞)𝐵 = 𝐴(𝑞𝐵). Como 𝑅 é primo, segue que 𝑞𝐵 = 0. Logo,
se vale (3

′
), então 𝑞 = 0. Assim, (3′) implica em (3) e em (3

′′
). De modo análogo, (3′′)

implica em (3) e em (3
′
).

Sejam 𝑄, 𝑄′ dois anéis satisfazendo essas 4 propriedades, e seja 𝑞 ∈ 𝑄. Assim, tome
𝐴, 𝐵 ⊲ 𝑅 ideais não nulos tais que 𝐴𝑞, 𝑞𝐵 ⊆ 𝑅. Sendo assim, tome 𝑓 ∶ 𝑅𝐴 → 𝑅𝑅 e
𝑔 ∶ 𝐵𝑅 → 𝑅𝑅 definidas por 𝑓 (𝑎) = 𝑎𝑞 e 𝑔(𝑏) = 𝑞𝑏. Perceba que, para todos 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵,
temos 𝑓 (𝑎)𝑏 = (𝑎𝑞)𝑏 = 𝑎(𝑞𝑏) = 𝑎𝑔(𝑏).

Assim, existe 𝑞
′
∈ 𝑄

′ tal que, para todos 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵, vale 𝑎𝑞 = 𝑓 (𝑎) = 𝑎𝑞
′ e

𝑏𝑞 = 𝑔(𝑏) = 𝑏𝑞
′. Assim como no resultado anterior, o 𝑞′ é único. Construa, portanto, uma

função 𝜎 ∶ 𝑄 → 𝑄
′ por 𝜎(𝑞) = 𝑞

′, e da mesma forma como foi mostrado no resultado
anterior 𝜎 é um isomorfismo de anéis e de 𝑅-bimódulos.

Vamos agora construir um anel que satisfaça essas propriedades. Isso pode ser feito
encontrando um subanel de 𝑄𝑙 que satisfaça essa propriedade. Também pode ser feito
encontrando um subanel de 𝑄𝑟 que também satisfaça essa propriedade (𝑄𝑟 é o anel de
Martindale à direita).

Proposição 1.3.6. Seja 𝑅 um anel primo. Então, existe um anel de quocientes de Martindale
simétrico 𝑄 = 𝑄(𝑅) de 𝑅. Mais especificamente, os seguintes anéis são anéis de quocientes de
Martindale simétrico de 𝑅

(i) 𝑄(𝑅) = {𝑞 ∈ 𝑄𝑙(𝑅) ∶ ∃𝐵 ⊲ 𝑅, 𝐵 ≠ 0, 𝑞𝐵 ⊆ 𝑅}.

(ii) 𝑄(𝑅) = {𝑞 ∈ 𝑄𝑟(𝑅) ∶ ∃𝐴 ⊲ 𝑅, 𝐴 ≠ 0, 𝐴𝑞 ⊆ 𝑅}.

Demonstração: Vejamos que se 𝑆 = {𝑞 ∈ 𝑄𝑙(𝑅) ∶ ∃𝐵 ⊲ 𝑅, 𝐵 ≠ 0, 𝑞𝐵 ⊆ 𝑅}, então 𝑆 é um
anel de quocientes de Martindale simétrico de 𝑅. É fácil perceber que 𝑆 é um subanel de
𝑄𝑙(𝑅), e, portanto, um anel.

1 Se 𝑟 ∈ 𝑅, então 𝑟 ∈ 𝑄𝑙(𝑅) e 𝑟𝑅 ⊆ 𝑅, ou seja 𝑅 é um subanel de 𝑆. Além disso, como a
unidade de 𝑄𝑙(𝑅) é a mesma de 𝑅, segue que a unidade de 𝑆 também será, de modo
que vale.

2 Por hipótese, também é válido.

3’ Por hipótese é válido, pois 𝑆 é um subanel de 𝑄𝑙(𝑅).

4 Sejam 𝐴, 𝐵 ⊲ 𝑅 ideais não nulos e 𝑓 ∶ 𝑅𝐴 → 𝑅𝑅, 𝑔 ∶ 𝐵𝑅 → 𝑅𝑅 morfismos de 𝑅-
módulos à esquerda e à direita respectivamente balanceados. Por hipótese, existe
𝑞 ∈ 𝑄𝑙(𝑅) tal que 𝑎𝑞 = 𝑓 (𝑎), para todo 𝑎 ∈ 𝐴. Assim, dados 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵, temos
𝑎(𝑞𝑏) = (𝑎𝑞)𝑏 = 𝑓 (𝑎)𝑏 = 𝑎𝑔(𝑏). Logo 𝐴(𝑞𝑏 − 𝑔(𝑏)) = 0. Como 𝑞𝑏 − 𝑔(𝑏) ∈ 𝑄𝑙(𝑅),
segue que 𝑔(𝑏) = 𝑞𝑏. Para terminar, perceba que 𝑞 ∈ 𝑆, pois 𝑞𝑏 = 𝑔(𝑏) ∈ 𝑅, isto é
𝑞𝐵 ⊆ 𝑅.

De modo análogo, mostra-se que {𝑞 ∈ 𝑄𝑟(𝑅) ∶ ∃𝐴 ⊲ 𝑅, 𝐴 ≠ 0, 𝐴𝑞 ⊆ 𝑅} é um anel de
quocientes de Martindale simétrico de 𝑅.
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Podemos então mostrar a seguinte propriedade.

Proposição 1.3.7. Se 𝑅 for um anel primo sem divisores de zero, então 𝑄(𝑅) também não
possui divisores de zero.

Demonstração: Sejam 𝑞1, 𝑞2 ∈ 𝑄(𝑅) tais que 𝑞1𝑞2 = 0. Sejam 𝐴1, 𝐴2 ideais de 𝑅 tais que
𝐴1𝑞1, 𝑞2𝐴2 ⊆ 𝑅. Assim (𝐴1𝑞1)(𝑞2𝐴2) = 0. Como 𝑅 não possui divisor de zero, e o produto
de ideais (à esquerda, à direita, bilateral, podendo ser cada fator de tipos diferentes) é nulo,
então um dos fatores é nulo, isto é, 𝐴1𝑞1 = 0 ou 𝑞2𝐴2 = 0, e, portanto 𝑞1 = 0 ou 𝑞2 = 0.

Definição 1.3.8. Se 𝑅 é um anel primo, dizemos que 𝑅 é um anel simetricamente fechado,
se 𝑄(𝑅) = 𝑅.

Mostraremos agora que uma álgebra livre é sempre simetricamente fechada. Vamos
então precisar de alguns lemas e definições.

Definição 1.3.9. Dado𝑋 um conjunto não vazio, seja 𝑆 = ⟨𝑋 ⟩, o monoide (livre) gerado por
𝑋 . Dado 𝑎 = ∑

𝑠∈𝑆

𝛼𝑠𝑠 ∈ 𝕜[𝑆], definimos o suporte de 𝑎 como sendo supp(𝑎) = {𝑠 ∈ 𝑆 ∶ 𝛼𝑠 ≠ 0}.

Sendo assim, iremos ver a álgebra 𝕜⟨𝑋 ⟩ = 𝕜[𝑆], como uma álgebra de monóides. Dizemos
que 𝐴 ⊆ 𝑆

×
= 𝑆 ⧵ {1} é separado, se, para todos 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆 e 𝑤 ∈ 𝑆 ⧵ {1} tal que 𝑤 é um

segmento inicial de 𝑎 e um segmento final de 𝑏, tem-se 𝑎 = 𝑤 = 𝑏. O ideal de aumento 𝐽 é
formado pelos elementos de 𝑥 ∈ 𝕜[𝑆] tal que 1 ∉ supp(𝑥). Dado 𝑎 ∈ 𝑆, denotamos por |𝑎| o
comprimento de 𝑎.

Lema 1.3.10. Seja 𝐴 ⊆ 𝑆
× um conjunto separado e sejam 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 e 𝑠, 𝑡 ∈ 𝑆.

(i) Se 𝑎𝑠 = 𝑏𝑡, então 𝑎 = 𝑏 e 𝑠 = 𝑡.

(ii) Se 𝑠𝑎 = 𝑡𝑏, então 𝑎 = 𝑏 e 𝑠 = 𝑡.

(iii) Se 𝑎𝑠 = 𝑡𝑏 e 𝑠 ≠ 1 ou 𝑡 ≠ 1, entao existe 𝑟 ∈ 𝑆 tal que 𝑠 = 𝑟𝑏 e 𝑡 = 𝑎𝑟 .

Demonstração: (i) Suponha sem perda de generalidade que |𝑎| ≤ |𝑏|. Assim, como
𝑎𝑠 = 𝑏𝑡, devemos ter que 𝑎 é um segmento inicial de 𝑏. Logo, como 𝑎 = 𝑤 ≠ 1 é um
segmento final 𝑎, e segue que 𝑎 = 𝑤 = 𝑏.

(ii) Análogo ao anterior

(iii) Se |𝑡 | ≥ |𝑎|, então existe 𝑟 ∈ 𝑆 tal que 𝑡 = 𝑎𝑟 . Assim,

𝑎𝑠 = 𝑡𝑏 = 𝑎𝑟𝑏 ⇒ 𝑠 = 𝑟𝑏.

Suponha agora que |𝑡 | < |𝑎|. Assim, existe 𝑤 ∈ 𝑆 tal que 𝑡𝑤 = 𝑎, com 𝑤 ≠ 1. Portanto

𝑡𝑏 = 𝑎𝑠 = 𝑡𝑤𝑠 ⇒ 𝑏 = 𝑤𝑠.

Assim, 𝑤 ≠ 1 é um segmento inicial de 𝑏 e final de 𝑎, logo 𝑎 = 𝑤 = 𝑏. Dessa forma,
devemos ter 𝑠 = 𝑡 = 1.
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Lema 1.3.11. Sejam 𝑆 = ⟨𝑋 ⟩, com |𝑋 | > 1 e 𝐴 um subconjunto finito de 𝑆. Então, existem
𝑠, 𝑡 ∈ 𝑆 tal que 𝑠𝐴𝑡 é um conjunto separado.

Demonstração: Sejam 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑥 ≠ 𝑦 e seja 𝑛 = max{|𝑎| + 2 ∶ 𝑎 ∈ 𝐴}. Vejamos que
𝑥
𝑛
𝑦𝐴𝑥𝑦

𝑛 é um conjunto separado.

Sejam 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 tais que 𝑤 ≠ 1 é um segmento inicial de 𝑥𝑛𝑦𝑎𝑥𝑦𝑛 e um segmento final
de 𝑥𝑛𝑦𝑏𝑥𝑦𝑛. Se |𝑤| ≤ 𝑛, então 𝑤 será simultâneamente uma potência de 𝑥 e de 𝑦, absurdo.
Logo |𝑤| > 𝑛 ≥ |𝑎|+ 2. Mas 𝑤 termina em 𝑦

𝑛 e é um segmento inicial de 𝑥𝑛𝑦𝑎𝑥𝑦𝑛, no qual a
única ocorrência de 𝑦𝑛 é no final. Logo 𝑤 = 𝑥

𝑛
𝑦𝑎𝑥𝑦

𝑛. De modo análogo 𝑤 = 𝑥
𝑛
𝑦𝑏𝑥𝑦

𝑛.

Lema 1.3.12. Seja 0 ≠ 𝛼 ∈ 𝕜[𝑆] um elemento com suporte separado. Sejam 𝛽, 𝛾 ∈ 𝕜[𝑆] tais
que 𝛼𝛽 = 𝛾𝛼. Então existem 𝜏 ∈ 𝕜[𝑆], 𝜆 ∈ 𝕜, tais que 𝛾 = 𝛼𝜏 + 𝜆, 𝛽 = 𝜏𝛼 + 𝜆. Além disso, se
𝛽 ∈ 𝐽 ou 𝛾 ∈ 𝐽 , então 𝜆 = 0.

Demonstração: Seja 𝐴 = supp(𝛼). Suponha que 1 ∉ supp(𝛽). Se 𝛽 = 0, então 𝛾 = 0, e
podemos tomar 𝑘 = 0 = 𝜏.

Caso contrário, supp(𝛽) ≠ ∅ e sejam 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑠 ∈ supp(𝛽). Assim, por 1.3.10, 𝑎𝑠 é a única
forma de escrevê-lo em (supp(𝛼))(supp(𝛽)), e, portanto, 𝑎𝑠 ∈ supp(𝛼𝛽) = supp(𝛾𝛼) ⊆

supp(𝛾) supp(𝛼). Assim, existem 𝑡 ∈ supp(𝛾), 𝑏 ∈ supp(𝛼) = 𝐴, tais que 𝑎𝑠 = 𝑡𝑏. Como
1 ∉ supp(𝛽) e 𝑠 ∈ supp(𝛽), segue que 𝑠 ≠ 1. Assim, por 1.3.10, existe 𝑟 ∈ 𝑆 tal que 𝑠 = 𝑟𝑏.
Dessa forma, todo elemento de supp(𝛽) possui como segmento final, um elemento de 𝐴.

Agrupando os elementos com mesmo segmento final, para cada 𝑎 ∈ 𝐴, existe 𝜏′
𝑎
∈ 𝕜[𝑆],

tal que 𝛽 = ∑

𝑎∈𝐴

𝜏
′

𝑎
𝑎. Além disso, podemos escrever 𝛼 = ∑

𝑎∈𝐴

𝑘𝑎𝑎. Perceba que como 𝐴 =

supp(𝛼) e 𝛼 ≠ 0, então 𝑘𝑎 ≠ 0, para todo 𝑎 ∈ 𝐴. Assim, para cada 𝑎 ∈ 𝐴, seja 𝜏𝑎 = 𝑘
−1

𝑎
𝜏
′

𝑎
, de

modo que 𝜏′
𝑎
= 𝑘𝑎𝜏𝑎, e, portanto 𝛽 = ∑

𝑎∈𝐴

𝑘𝑎𝜏𝑎𝑎. Como 𝛼𝛽 = 𝛾𝛼, temos

∑

𝑎∈𝐴

𝑘𝑎𝛼𝜏𝑎𝑎 = 𝛼𝛽 = 𝛾𝛼 = ∑

𝑎∈𝐴

𝑘𝑎𝛾𝑎.

Como 𝐴 é um conjunto separado, de 1.3.10, segue que dois elementos de 𝑆 que tenham
mesmo segmento final devem ser os mesmos. Assim, para todo 𝑎 ∈ 𝐴, 𝛼𝜏𝑎𝑎 = 𝛾𝑎. Dessa
forma, 𝛼𝜏𝑎 = 𝛾 . Como 𝕜[𝑆] não possui divisores de zero, 𝜏𝑎 = 𝜏𝑏, para todos 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴. Assim,
sendo 𝜏 = 𝜏𝑏, temos 𝛼𝜏 = 𝛾 . Assim,

𝛽 = ∑

𝑎∈𝐴

𝑘𝑎𝜏𝑎𝑎 = ∑

𝑎∈𝐴

𝑘𝑎𝜏𝑎 = 𝜏∑

𝑎∈𝐴

𝑘𝑎𝑎 = 𝜏𝛼.

Além disso, 𝛾𝛼 = 𝛼𝛽 = 𝛼𝜏𝛼, de modo que 𝛾 = 𝛼𝜏.

Suponha agora que 1 ∈ supp(𝛽), e escreva 𝛽 = 𝜆 + 𝛽
′, com 1 ∉ supp(𝛽

′
) e 𝜆 ∈ 𝕜. Nesse

caso, seja 𝛾 ′ = 𝛾 − 𝜆. Assim

𝛼𝛽
′
= 𝛼(𝛽 − 𝜆) = 𝛼𝛽 − 𝜆𝛼 = 𝛾𝛼 − 𝜆𝛼 = (𝛾 − 𝜆)𝛼 = 𝛾

′
𝛼.

Portanto, existe 𝜏 ∈ 𝕜[𝑆] tal que 𝛽′
= 𝜏𝛼 e 𝛾 ′ = 𝛼𝜏. Dessa maneira, 𝛽 = 𝛽

′
+ 𝜆 = 𝜏𝛼 + 𝜆 e

𝛾 = 𝛾
′
+ 𝜆 = 𝛼𝜏 + 𝜆.
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Por fim, se 𝛽 ∈ 𝐽 , como 𝛼 ∈ 𝐽 , 𝐽 é um ideal e 𝛽 = 𝜏𝛼 + 𝜆, segue que 𝜆 ∈ 𝐽 , ou seja 𝜆 = 0.
De modo análogo, se 𝛾 ∈ 𝐽 .

Podemos agora chegar ao nosso resultado.

Teorema 1.3.13. Sejam 𝕜 um corpo, 𝑋 um conjunto com |𝑋 | > 1 e 𝑅 = 𝕜⟨𝑋 ⟩. Então 𝑅 é
uma álgebra prima simetricamente fechada.

Demonstração: Como 𝑅 não possui divisores de zero, segue que 𝑅 é uma álgebra prima.
Seja 𝑞 ∈ 𝑄 = 𝑄(𝑅) e 𝐼 ⊲ 𝑅 tal que 𝑞𝐼 , 𝐼 𝑞 ⊆ 𝑅 (podemos pegar a interseção caso os ideais
que satisfaçam essa inclusão sejam distintos). Assim, 𝐽 𝐼 𝐽 é um ideal não nulo de 𝑅 e
(𝐽 𝐼 𝐽 )𝑞 = 𝐽 (𝐼 𝐽 )𝑞 ⊆ 𝐽 𝐼𝑞 ⊆ 𝐽𝑅 ⊆ 𝐽 . De modo análogo, devemos ter 𝑞(𝐽 𝐼 𝐽 ) ⊆ 𝐽 . Dessa forma,
trocando se necessário 𝐼 por 𝐽 𝐼 𝐽 , podemos supor que 𝑞𝐼 , 𝐼 𝑞 ⊆ 𝐽 .

Seja 𝛼 ∈ 𝐼 ⧵ 0 e seja 𝐴 = supp(𝛼). Como 𝐴 é finito, pelo Lema 1.3.11, existem 𝑠, 𝑡 ∈ 𝑆

tais que 𝑠𝐴𝑡 = supp(𝑠𝛼𝑡) é separado. Como 𝑠𝛼𝑡 ∈ 𝐼 , poderiamos ter suposto que o suporte
de 𝛼 ∈ 𝐼 ⧵ 0 era separado. Logo, sendo 𝛽 = 𝑞𝛼 ∈ 𝐽 e 𝛾 = 𝛼𝑞 ∈ 𝐽 , temos 𝛼𝛽 = 𝛼𝑞𝛼 = 𝛾𝛼.
Assim, pelo Lema 1.3.12, 𝛽 = 𝜏𝛼, para algum 𝜏 ∈ 𝑅. Como 𝜏𝛼 = 𝛽 = 𝑞𝛼 e 𝑅 não possui
divisores de zero, pela Proposição 1.3.7, segue que 𝑞 = 𝜏 ∈ 𝑅. Assim, 𝑅 é simetricamente
fechado.

1.4 Lema de Higman
Nesta seção será demonstrado o Lema de Higman. O resultado principal desta seção

utilizado nesta dissertação é o corolário no final da seção, que nos diz que em uma sequência
(infinita) (𝑒𝑛)𝑛∈ℕ de palavras em um alfabeto finito, existem 𝑖, 𝑗 índices tais que 𝑖 < 𝑗 e
𝑒𝑖 é uma subpalavra de 𝑒𝑗 . A principal referência para este resultado é (Nash-Williams,
1967).

Definição 1.4.1. Seja𝑋 um conjunto com uma ordem parcial≤. Se (𝑥𝑛)𝑛∈ℕ é uma sequência
em 𝑋 , dizemos que essa sequência é boa se existem 𝑖, 𝑗 ∈ ℕ com 𝑖 < 𝑗 e 𝑥𝑖 ≤ 𝑥𝑗 . Caso a
sequência não seja boa, dizemos que a sequência é ruim. Dizemos que (𝑋,≤) é quase bem
ordenado se toda sequência (infinita) em 𝑋 for boa.

Observação 1.4.2. Se 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 não é necessariamente verdade que 𝑥 ≤ 𝑦 ou 𝑦 ≤ 𝑥 .

Se (𝑋,≤𝑋 ) e (𝑌 ,≤𝑌 ) são conjuntos parcialmente ordenados, podemos colocar uma
parcial em 𝑋 × 𝑌 , da seguinte forma: dados 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑋 e 𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝑌 , (𝑥1, 𝑦1) ≤𝑋×𝑌 (𝑥2, 𝑦2) se
e somente se 𝑥1 ≤𝑋 𝑥2 e 𝑦1 ≤𝑌 𝑦2. Pode-se perguntar em quais casos 𝑋 × 𝑌 é quase bem
ordenado, para isso, precisamos do seguinte resultado.

Proposição 1.4.3. Se (𝑋,≤) é um conjunto parcialmente-ordenado, então 𝑋 é quase bem
ordenado se, e somente se, toda sequência (infinita) em 𝑋 possui subsequência (infinita)
crescente.

Demonstração: Suponha que 𝑋 é quase bem ordenado e seja (𝑥𝑛)𝑛∈ℕ uma sequência.
Dizemos que 𝑚 ∈ ℕ é terminal se não existe 𝑛 > 𝑚 tal que 𝑥𝑚 ≤ 𝑥𝑛. Caso exista um número
infinito de naturais terminais, a subsequência de (𝑥𝑛)𝑛∈ℕ cujos índices são os tais naturais
seria ruim. Mas 𝑋 é quase bem ordenado, contradição.
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Dessa forma, seja 𝑁 ∈ ℕ um índice grande o suficiente de modo que para todo 𝑚 ∈ ℕ,
𝑚 ≥ 𝑁 , 𝑚 não é terminal. Considere a função definida indutivamente 𝑓 (1) = 𝑁 e 𝑓 (𝑠 + 1)

é um inteiro tal que 𝑓 (𝑠 + 1) > 𝑓 (𝑠) ≥ 𝑁 e 𝑥𝑓 (𝑠) ≤ 𝑥𝑓 (𝑠+1) (tal 𝑓 (𝑠 + 1) existe pois 𝑓 (𝑠) não é
terminal). Dessa forma a subsequência (𝑥𝑓 (𝑛))𝑛∈ℕ é crescente.

Por outro lado, se toda sequência infinita em 𝑋 possui subsequência decrescente, e
(𝑥𝑛)𝑛∈ℕ é uma sequência infinita, com (𝑥𝑓 (𝑛))𝑛∈ℕ subsequência decrescente, então 𝑓 (1) <
𝑓 (2) e 𝑥𝑓 (1) ≤ 𝑥𝑓 (2), logo a sequência (𝑥𝑛)𝑛∈ℕ é boa. Portanto 𝑋 é quase bem ordenado.

Assim, temos

Proposição 1.4.4. Sejam (𝑋,≤𝑋 ) e (𝑌 ,≤𝑌 ) conjuntos não vazios parcialmente ordenados.
Então 𝑋 × 𝑌 é quase bem ordenado (com a ordem parcial mostrada acima) se, e somente se, 𝑋
e 𝑌 são.

Demonstração: Suponha que 𝑋 e 𝑌 são quase bem ordenados e seja (𝑥𝑛, 𝑦𝑛)𝑛∈ℕ uma
sequência em 𝑋 × 𝑌 . Vejamos que essa sequência é boa. Como 𝑋 é quase bem orde-
nado, (𝑥𝑛)𝑛∈ℕ possui uma subsequência (infinita) crescente (𝑥𝑛𝑘

)𝑘∈ℕ. Assim, temos que a
sequência (𝑦𝑛𝑘

)𝑘∈ℕ é uma sequência (infinita) em 𝑌 . Como 𝑌 é quase bem ordenado, existe
uma subsequência (infinita) crescente (𝑦𝑛𝑘

𝑗

)𝑗∈ℕ. Dessa forma, a sequência (𝑥𝑛𝑘
𝑗

)𝑗∈ℕ é uma
subsequência de uma sequência crescente, portanto crescente. Assim, (𝑥𝑛𝑘

𝑗

, 𝑦𝑛𝑘
𝑗

)𝑗∈ℕ é uma
sequência crescente em 𝑋 × 𝑌 .

Por outro lado, suponha que 𝑋 × 𝑌 é quase bem ordenado. Como 𝑌 ≠ ∅, tome 𝑦 ∈ 𝑌 .
Seja (𝑥𝑛)𝑛∈ℕ uma sequência em 𝑋 . Então, (𝑥𝑛, 𝑦)𝑛∈ℕ é uma sequência em 𝑋 × 𝑌 , e, portanto,
possui uma subsequência crescente. Essa subsequência vai designar a uma subsequência
crescente em 𝑋 , de modo que 𝑋 é quase bem ordenado. Pode-se mostrar que 𝑌 é quase
bem ordenado de maneira análoga.

Se 𝑋 é um conjunto (não vazio), uma palavra em 𝑋 é uma sequência finita de elementos
de 𝑋 . O conjunto de palavras, denotado por ⟨𝑋 ⟩ e os elementos serão representados por
justaposição, como por exemplo 𝑥1 ⋯ 𝑥𝑛. Se além disso, 𝑋 for parcialmente ordenado, ⟨𝑋 ⟩

também possui uma ordem parcial, dada por

𝑥1 ⋯ 𝑥𝑚 ≤⟨𝑋 ⟩ 𝑥
′

1
⋯ 𝑥

′

𝑛
,

se existe 𝑓 ∶ {1,… , 𝑚} → {1,… , 𝑛} função (estritamente) crescente tal que 𝑥𝑖 ≤𝑋 𝑥
′

𝑓 (𝑖)
, para

todo 𝑖 ∈ {1,… , 𝑚}.

Novamente, 𝑋 ser quase bem ordenado, traz consequências para ⟨𝑋 ⟩.

Lema 1.4.5 (Lema de Higman). Se 𝑋 é quase bem ordenado, então ⟨𝑋 ⟩ também é.

Demonstração: Suponha que existam sequências ruins em ⟨𝑋 ⟩. Construa indutivamente
uma sequência ruim, da seguinte maneira, seja 𝑢1 a palavra com menor comprimento
que está em uma sequência ruim. Dentre todas as sequências ruins que começam com
𝑢1, seja 𝑢2 uma palavra que está em uma dessas sequências de menor tamanho. Faça isso
indutivamente, e teremos uma sequência ruim (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ. Como a sequência (𝑢𝑛)𝑛∈ℕ é ruim,
sabemos que as palavras dessa sequência são todas não vazias.



1.4 | LEMA DE HIGMAN

41

Para cada 𝑛, seja 𝐴𝑛 a última letra de 𝑢𝑛 e seja 𝑣𝑛 a palavra tal que 𝑢𝑛 = 𝑣𝑛𝐴𝑛. Seja
𝑉 = {𝑣𝑛 ∶ 𝑛 ∈ ℕ}.

Suponha que 𝑉 não é quase bem ordenado. Toda sequência em 𝑉 é da forma 𝑣𝑔(1), 𝑣𝑔(2),…
para alguma função 𝑔 ∶ ℕ → ℕ. Como 𝑉 não é quase bem ordenado, existe alguma 𝑔 ∶

ℕ → ℕ tal que 𝑣𝑔(1), 𝑣𝑔(2),… é uma sequência ruim. Sejam 𝑙 = min{𝑔(𝑛) ∶ 𝑛 ∈ ℕ}, e 𝑠 ∈ ℕ

tal que 𝑔(𝑠) = 𝑙. Dessa forma, se 𝑓 ∶ ℕ → ℕ é a função dada por 𝑓 (𝑛) = 𝑔(𝑛 + 𝑠), então
(𝑣𝑓 (𝑛))𝑛∈ℕ é uma sequência ruim (por ser subsequência de sequência ruim) e 𝑓 (1) ≤ 𝑓 (𝑛),
para todo 𝑛.

Assim, a sequência 𝑢1, 𝑢2,… , 𝑢𝑓 (1)−1, 𝑣𝑓 (1), 𝑣𝑓 (2),… é ruim. De fato, basta verificar para
𝑢𝑖 e 𝑣𝑗 nessa sequência. Perceba que se 𝑢𝑖 ≤ 𝑣𝑗 , onde 𝑗 = 𝑓 (𝑡), para algum 𝑡 e 𝑖 < 𝑓 (1),
então 𝑖 < 𝑓 (1) ≤ 𝑓 (𝑡), e 𝑢𝑖 ≤ 𝑣𝑗 = 𝑣𝑓 (𝑡) ≤ 𝑢𝑓 (𝑡), contradição, logo essa sequência é ruim.
Mas o tamanho de 𝑣𝑓 (1) é um a menos do que 𝑢𝑓 (1) e isso contradiz o modo como 𝑢𝑓 (1) foi
escolhido, portanto 𝑉 é quase bem ordenado.

Seja 𝑄 = {𝐴𝑛 ∶ 𝑛 ∈ ℕ}. Como 𝑋 é quase bem ordenado e 𝑄 é um subconjunto de 𝑋 ,
segue que 𝑄 é quase bem ordenado. Dessa forma, pela Proposição 1.4.4, 𝑉 ×𝑄 é quase bem
ordenado, de modo que a sequência (𝑣𝑛, 𝐴𝑛)𝑛∈ℕ é tal que existem 𝑖, 𝑗 naturais com 𝑖 < 𝑗 e
(𝑣𝑖, 𝐴𝑖) ≤ (𝑣𝑗 , 𝐴𝑗). Isso quer dizer que 𝑣𝑖 ≤ 𝑣𝑗 e 𝐴𝑖 ≤ 𝐴𝑗 . Pela definição de ordem em ⟨𝑋 ⟩, é
fácil ver que 𝑢𝑖 ≤ 𝑢𝑗 , contradição. Logo ⟨𝑋 ⟩ é quase bem ordenado.

Assim, um caso particular do lema de Higman é o seguinte.

Corolário 1.4.6. Seja 𝑋 um conjunto finito de letras. Se (𝑒𝑛)𝑛∈ℕ é uma sequência de palavras
em 𝑋 . Então, existe um par de naturais 𝑖, 𝑗 tais que 𝑖 < 𝑗 e 𝑒𝑖 é uma subsequência de 𝑒𝑗 .

Demonstração: Se 𝑋 é um conjunto finito, então 𝑋 com a ordem trivial (cada elemento
só é comparável a si mesmo) é quase bem ordendado. Pelo lema de Higman, ⟨𝑋 ⟩ é quase
bem ordenado. Isso quer dizer que existe 𝑖, 𝑗 naturais tais que 𝑖 < 𝑗 e 𝑒𝑖 ≤ 𝑒𝑗 . Mas como a
ordem e 𝑋 é trivial, temos que 𝑒𝑖 é subsequência de 𝑒𝑗 .
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Capítulo 2

Invariantes da álgebra livre

As álgebras tensoriais são isomorfas às álgebras livres, e, portanto, iremos utilizar um
ou o outro dependendo do contexto. Dessa forma, se 𝐻 é uma álgebra de Hopf e 𝑉 é um 𝐻 -
módulo, veremos como a álgebra tensorial 𝑇 (𝑉 ) possui uma estrutura natural de 𝐻 -módulo
álgebra, no qual, estudaremos os invariantes. Será visto que essa subálgebra quase nunca é
finitamente gerada e sempre é livre. Este capítulo é o principal desta dissertação.

A partir de agora neste capítulo 𝐻 será uma biálgebra sobre 𝕜. Ao longo deste capítulo,
também denotaremos 𝑇 (𝑉 ) por 𝑅, onde usualmente 𝑉 será um espaço vetorial de dimensão
finita. Assim, 𝑅 possui a ℕ- graduação natural. Se 𝑊 é um subespaço homogêneo, ao
omitirmos alguma das componentes homogêneas 𝑊𝑖, estamos dizendo que 𝑊 ∩𝑅𝑖 = 0 (por
exemplo se escrevermos 𝑊 = 𝑊2 ⊕𝑊3 ⊕… , isso quer dizer que 𝑊0 = 𝑊1 = 0).

2.1 A subálgebra de invariantes é livre

Para esta seção, iremos considerar que 𝐻 é uma álgebra de Hopf e 𝑅 é uma álgebra
filtrada qualquer (não necessariamente a álgebra livre) com pseudo-valoração 𝑣. As princi-
pais referências para esta subseção são (Masuoka e Yanai, 2003) e (V. O. Ferreira et al.,
2004).

Definição 2.1.1. Relembre a definição de pseudo-valoração dada na página 27. Dizemos
que a ação de 𝐻 em 𝑅 é compatível se

(i) 𝑣(ℎ ⋅ 𝑎) ≤ 𝑣(𝑎), para todos ℎ ∈ 𝐻 e 𝑎 ∈ 𝑅.

(ii) Todo 𝑎 ∈ 𝑅 possui decomposição 𝑎 = 𝑎
+
+ 𝑎

−, em que 𝑣(𝑎+) = 𝑣(𝑎) > 𝑣(𝑎
−
), e tal que

para todo ℎ ∈ 𝐻 com ℎ ⋅ 𝑎
+
≠ 𝜀(ℎ)𝑎

+, temos 𝑣(𝜀(ℎ)𝑎+ − ℎ ⋅ 𝑎
+
) = 𝑣(𝑎

+
).

Exemplo 2.1.2. Seja 𝑉 um 𝐻 -módulo de dimensão finita, e considere 𝑅 = 𝑇 (𝑉 ) com a
ação homogênea. Coloque em 𝑅 a valoração do Exemplo 1.2.10, isto é, e dado 𝑎 ∈ 𝑅, escreva
𝑎 = ∑

𝐼

𝑎𝐼𝑥
𝐼 . Dessa forma, considere 𝑎+ = ∑

𝐽

𝑎𝐽𝑥
𝐽 , em que |𝐽 | é máximo (ou seja, 𝑎+ é a soma

dos monômios de grau máximo de 𝑎 com seus respectivos coeficientes) e 𝑎− = 𝑎 − 𝑎
+. Com

isso, podemos perceber que a ação de 𝐻 é compatível em 𝑅.
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Teorema 2.1.3. Seja𝑅 uma𝕜-álgebra (não necessariamente livre) com uma pseudo-valoração
𝑣 de modo que 𝑣(𝕜) = 0. Seja 𝐻 uma álgebra de Hopf que age em 𝑅 de forma compatível com
a pseudo-valoração. Seja 𝐶 um coideal à direita de 𝐻 . Se 𝑅 possui o algoritmo fraco, então a
subálgebra de invariantes 𝑅𝐶 = {𝑎 ∈ 𝑅 ∶ ℎ ⋅ 𝑎 = 𝜀(ℎ)𝑎 ∀ℎ ∈ 𝐶} também o possui.

Demonstração: Seja 𝐴 = {𝑎1,… , 𝑎𝑚} um conjunto 𝑅𝐶-dependente à direita, ordenado de
forma que 𝑣 (𝑎1) ≤ 𝑣 (𝑎2) ≤ ⋯ ≤ 𝑣 (𝑎𝑚). Assim, 𝐴 também é um conjunto 𝑅-dependente à
direita.

Seja 𝑛 o menor número tal que {𝑎1,… , 𝑎𝑛} seja 𝑅-dependente à direita. Como 𝑅 possui
o algortimo fraco, algum 𝑎𝑖 é 𝑅-dependente em {𝑎1,… , 𝑎𝑖−1}.

Então existem 𝑏1,… , 𝑏𝑖 ∈ 𝑅 tais que

𝑣

(

𝑎𝑖 −∑

𝑗<𝑖

𝑎𝑗𝑏𝑗

)

< 𝑣 (𝑎𝑖)

e max𝑗<𝑖

{

𝑣 (𝑎𝑗) + 𝑣 (𝑏𝑗)

}

≤ 𝑣 (𝑎𝑖). Sejam 𝐽 =

{

𝑗 ∶ 𝑣 (𝑎𝑗) + 𝑣 (𝑏𝑗) < 𝑣 (𝑎𝑖)

}

e 𝐿 =

{1,… , 𝑖 − 1} ⧵ 𝐽 . Defina

𝑐𝑗 =

{

0, 𝑗 ∈ 𝐽

𝑏𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐿.

Dessa forma, vale

𝑣

(

𝑎𝑖 −∑

𝑗<𝑖

𝑎𝑗𝑐𝑗

)

= 𝑣

(

𝑎𝑖 −∑

𝑗<𝑖

𝑎𝑗𝑏𝑗 +∑

𝑗∈𝐽

𝑎𝑗𝑏𝑗

)

≤ max

{

𝑣

(

𝑎𝑖 −∑

𝑗<𝑖

𝑎𝑗𝑏𝑗

)

, 𝑣

(

∑

𝑗∈𝐽

𝑎𝑗𝑏𝑗

)

}

≤ max

{

𝑣

(

𝑎𝑖 −∑

𝑗<𝑖

𝑎𝑗𝑏𝑗

)

,max
𝑗∈𝐽

{

𝑣 (𝑎𝑗𝑏𝑗)

}

}

≤ max

{

𝑣

(

𝑎𝑖 −∑

𝑗<𝑖

𝑎𝑗𝑏𝑗

)

,max
𝑗∈𝐽

{

𝑣 (𝑎𝑗) + 𝑣 (𝑏𝑗)

}

}

< 𝑣 (𝑎𝑖) .

Considerando, para cada 𝑗 , a decomposição 𝑐𝑗 = 𝑐
+

𝑗
+ 𝑐

−

𝑗
, temos 𝑐+

𝑗
= 𝑐𝑗 − 𝑐

−

𝑗
, de modo

que

𝑣

(

𝑎𝑖 −∑

𝑗<𝑖

𝑎𝑗𝑐
+

𝑗

)

= 𝑣

(

𝑎𝑖 −∑

𝑗<𝑖

𝑎𝑗𝑐𝑗 +∑

𝑗<𝑖

𝑎𝑗𝑐
−

𝑗

)

≤ max

{

𝑣

(

𝑎𝑖 −∑

𝑗<𝑖

𝑎𝑗𝑐𝑗

)

, 𝑣

(

∑

𝑗<𝑖

𝑎𝑗𝑐
−

𝑗

)

}

= max

{

𝑣

(

𝑎𝑖 −∑

𝑗<𝑖

𝑎𝑗𝑐𝑗

)

,max
𝑗<𝑖

{

𝑣 (𝑎𝑗) + 𝑣 (𝑐
−

𝑗 )

}

}

< 𝑣 (𝑎𝑖) ,

pois 𝑣 (𝑐−𝑗 ) < 𝑣 (𝑐𝑗) ≤ 𝑣 (𝑏𝑗), de modo que 𝑣 (𝑎𝑗) + 𝑣 (𝑐
−

𝑗 ) < 𝑣 (𝑎𝑗) + 𝑣 (𝑏𝑗) ≤ 𝑣 (𝑎𝑖).
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Dado ℎ ∈ 𝐶, temos

ℎ ⋅

(

𝑎𝑖 −∑

𝑗

𝑎𝑗𝑐
+

𝑗

)

= ℎ ⋅ 𝑎𝑖 −∑

𝑗

ℎ ⋅ (𝑎𝑗𝑐
+

𝑗 ) = ℎ ⋅ 𝑎𝑖 −∑

𝑗

∑

(ℎ)

(ℎ(1) ⋅ 𝑎𝑗) (ℎ(2) ⋅ 𝑐
+

𝑗 )

= 𝜀 (ℎ) 𝑎𝑖 −∑

𝑗

∑

(ℎ)

𝜀 (ℎ(1)) 𝑎𝑗 (ℎ(2) ⋅ 𝑐
+

𝑗 )

= 𝜀 (ℎ) 𝑎𝑖 −∑

𝑗

𝑎𝑗

(

∑

(ℎ)

𝜀 (ℎ(1)) ℎ(2) ⋅ 𝑐
+

𝑗

)

= 𝜀 (ℎ) 𝑎𝑖 −∑

𝑗

𝑎𝑗 (ℎ ⋅ 𝑐
+

𝑗 ) .

Assim, vale

𝑣
(

∑

𝑗

𝑎𝑗 (𝜀 (ℎ) 𝑐
+

𝑗
− ℎ ⋅ 𝑐

+

𝑗 )
)

= 𝑣
((

𝜀 (ℎ) 𝑎𝑖 −∑

𝑗

𝑎𝑗 (ℎ ⋅ 𝑐
+

𝑗 ) )
− 𝜀(ℎ)

(
𝑎𝑖 −∑

𝑗

𝑎𝑗𝑐
+

𝑗 ))

≤ max

{

𝑣
(
ℎ ⋅

(
𝑎𝑖 −∑

𝑗

𝑎𝑗𝑐
+

𝑗 ))
, 𝑣
(
𝜀(ℎ)

(
𝑎𝑖 −∑

𝑗

𝑎𝑗𝑐
+

𝑗 ))

}

< 𝑣(𝑎𝑖) = max
𝑗<𝑖

{

𝑣(𝑎𝑗) + 𝑣(𝑐𝑗)

}

= max
𝑗<𝑖

{

𝑣(𝑎𝑗) + 𝑣(𝑐
+

𝑗
)

}

.

Vamos mostrar agora que 𝑐+
𝑚
∈ 𝑅

𝐶 para algum 𝑚. Se supusermos o contrário teríamos
𝜀 (ℎ) 𝑐

+

𝑚
−ℎ ⋅ 𝑐

+

𝑚
≠ 0, para algum ℎ ∈ 𝐶 e algum 𝑚, de modo que 𝑣 (𝜀 (ℎ) 𝑐+𝑚 − ℎ ⋅ 𝑐

+

𝑚) = 𝑣 (𝑐
+

𝑚).
Como para todo 𝑗 < 𝑖 tal que 𝜀(ℎ)𝑐+

𝑗
−ℎ ⋅ 𝑐

+

𝑗
≠ 0, vale 𝑣(𝜀(ℎ)𝑐+

𝑗
−ℎ ⋅ 𝑐

+

𝑗
) = 𝑣(𝑎𝑖) = 𝑣(𝑎𝑗)+𝑣(𝑐

+

𝑗
)

e, caso contrário 𝑣(𝜀(ℎ)𝑐+
𝑗
− ℎ ⋅ 𝑐

+

𝑗
) = −∞, temos

𝑣

(

∑

𝑗

𝑎𝑗 (𝜀 (ℎ) 𝑐
+

𝑗
− ℎ ⋅ 𝑐

+

𝑗 )
)

< max
𝑗<𝑖

{

𝑣 (𝑎𝑗) + 𝑣 (𝑐
+

𝑗 )

}

= 𝑣(𝑎𝑖) = max
𝑗<𝑖

{

𝑣 (𝑎𝑗) + 𝑣 (𝜀 (ℎ) 𝑐
+

𝑗
− ℎ ⋅ 𝑐

+

𝑗 )

}

.

Isso criaria uma relação de 𝑅-dependência em {𝑎1,… , 𝑎𝑖−1}, contradição com a escolha de 𝑛.
Dessa forma, concluímos que 𝑅𝐶 também possui o algoritmo fraco.

Com esse teorema, temos o seguinte corolário.

Corolário 2.1.4. Seja 𝐻 uma álgebra de Hopf que age na álgebra livre 𝑅, e seja 𝐶 um coideal
à direita. Então, 𝑅𝐶 é uma álgebra livre. Em particular, 𝑅𝐻 é uma álgebra livre.

Demonstração: Utilize a valoração dada no Exemplo 2.1.2. Por 1.2.17, temos que a álge-
bra livre satisfaz o algoritmo fraco para qualquer valoração e que suas subálgebras que
satisfazem o algoritmo fraco são livres. Dessa forma, 𝑅𝐶 é livre.

2.2 Teorema da correspondência
Nesta seção, iremos mostrar um resultado que será utilizado algumas vezes durante

o texto. Na teoria de Galois, temos teoremas que fazem uma correspondências entre
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subgrupos do grupo de Galois e subcorpos da estensão. O que vamos achar aqui é uma
correspondência entre algumas subálgebras de invariantes (que são fixos por alguma
coideal subálgebra) e os coideais subálgebras.

Antes de mostrarmos o teorema da correspondência, vamos precisar de algumas defi-
nições e conceitos.

Observação 2.2.1. Teremos algumas definições e notações que serão utilizadas abaixo

1. Seja 𝑈 uma subálgebra de 𝑅, uma álgebra prima. Dizemos que 𝑈 é racionalmente
completa, se para dado 𝐼 ideal de 𝑈 e 𝑟 ∈ 𝑅 são tais que 𝐼 𝑟 ⊆ 𝑈 , então 𝑟 ∈ 𝑈 .

2. Por (S. Montgomery, 1993) Corolário 3.5(2), se 𝑅 é uma 𝐻 -módulo álgebra, então
𝑄(𝑅) também será. Assim, podemos considerar o produto smash 𝑄#𝐻 .

3. Sejam 𝑉 ,𝑊 , subconjuntos de 𝑄#𝐻 como no item anterior. Denotamos 𝑉𝑊
= {𝑣 ∈

𝑉 ∶ 𝑣𝑤 = 𝑤𝑣, ∀𝑤 ∈ 𝑊 }.

4. Nas condições dos itens anteriores, o centroide estendido de𝑅, denotado por𝐾 = 𝑍(𝑄)

é o centro de 𝑄, dizemos que a ação de 𝐻 em 𝑅 é 𝑋 -exterior se (𝑄#𝐻 )
𝑅
= 𝐾 , o

centroide estendido de 𝑅.

Assim, temos o seguinte teorema.

Teorema. [(Masuoka e Yanai, 2003) (Teorema 3.5)] Sejam 𝕜 um corpo e 𝐻 uma álgebra
de Hopf pontuada de dimensão finita sobre 𝕜 agindo em uma 𝕜-álgebra prima 𝑅 tal que
a ação seja 𝑋 -exterior. Sejam 𝑄 o anel de quocientes de Martindale simétrico de 𝑅 e
𝐾 = 𝑍(𝑄), o seu centro. Considere 𝑆 o conjunto de todos os 𝐻 -comódulo subálgebras à
direita Λ de 𝐾#𝐻 contendo 𝐾 , e 𝐹 as subálgebras racionalmente completas 𝑈 de 𝑅 que
contenham 𝑅

𝐻 . Então a função

Φ ∶ 𝐹 → 𝑆

𝑈 ↦ (𝐾#𝐻 )
𝑈

é bijetora, com inversa dada por

Ψ ∶ 𝑆 → 𝐹

Λ ↦ 𝑅
Λ
.

Para a demonstração deste resultado, estuda-se um pouco o comportamento da catego-
ria dos módulos.

Queremos um resultado parecido para o caso em que 𝑅 = 𝕜⟨𝑋 ⟩, sendo assim, iremos
precisar de alguns lemas. Aqui estamos usando 𝑣 como no Exemplo 1.2.10.

Lema 2.2.2. Sejam 𝑓 ∈ 𝕜⟨𝑋 ⟩ um elemento homogêneo de grau 𝑛 > 0 𝑥 ∈ 𝑋 . Se, existe
ℎ ∈ 𝕜𝑋 , tal que 𝑥𝑓 = 𝑓 ℎ, então existe 𝑓 ′

∈ 𝕜⟨𝑋 ⟩ de grau 𝑛−1 tal que 𝑓 = 𝑥𝑓
′. Em particular,
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se 𝑓 ∈ 𝕜⟨𝑋 ⟩ (um elemento não necessariamente homogêneo) tal que 𝑓0 = 0 e 𝑥 ∈ 𝑋 são tais
que 𝑥𝑓 = 𝑓 ℎ, então existe 𝑓 ′

∈ 𝕜⟨𝑋 ⟩ com 𝑣(𝑓
′
) = 𝑣(𝑓 ) − 1, tal que 𝑓 = 𝑥𝑓

′.

Demonstração: Se ℎ = 0, como 𝕜⟨𝑋 ⟩ não possui divisores de zero, segue que 𝑓 = 0, pois
𝑥𝑓 = 𝑓 0 = 0. Suponha assim ℎ ≠ 0 e seja 𝑛 o grau de 𝑓 . Escreva 𝑓 = ∑

𝐼∈𝑋
𝑛

𝛼𝐼𝑥𝑖1
⋯ 𝑥𝑖𝑛

, ℎ =

∑

𝑥𝑗∈𝑋

𝛽𝑗𝑥𝑗 . Assim

∑

𝐼∈𝑋
𝑛

𝛼𝐼𝑥𝑥𝑖1
⋯ 𝑥𝑖𝑛

= 𝑥𝑓 = 𝑓 ℎ = ∑

𝐼∈𝑋
𝑛
,𝑥𝑗∈𝑋

𝛼𝐼𝛽𝑗𝑥𝑖1
⋯ 𝑥𝑖𝑛

𝑥𝑗 .

Seja 𝐼 ∈ 𝑋 𝑛 tal que 𝛼𝐼 ≠ 0 e tome 𝑥𝑗 ∈ 𝑋 tal que 𝛽𝑗 ≠ 0 (existe pois ℎ ≠ 0). Perceba que
os monônios do primeiro lado da igualdade são todos distintos (assim como no segundo
lado da igualdade). Assim, como 𝛼𝐼𝛽𝑗 ≠ 0, segue que 𝑥𝑖1 ⋯ 𝑥𝑖𝑛

𝑥𝑗 está no suporte de 𝑓 ℎ = 𝑥𝑓 .
Mas todo monômio que está no suporte de 𝑥𝑓 começa com 𝑥 , ou seja 𝑥𝑖1 = 𝑥 . Dessa forma,
se 𝑓 ′

= ∑

𝐼∈𝑋
𝑛

𝛼𝐼𝑥𝑖2
⋯ 𝑥𝑖𝑛

, então 𝑓 = 𝑥𝑓
′. É claro que o grau de 𝑓 ′ é 𝑛 − 1.

Se 𝑓 é como na segunda parte do enunciado, escreva 𝑓 = 𝑓1 + 𝑓2 + ⋯ + 𝑓𝑛, onde 𝑓𝑖 é
homogêneo de grau 𝑖, para todo 𝑖 ≤ 𝑛. Assim, como 𝑥𝑓 = 𝑓 ℎ, temos que 𝑥𝑓1+𝑥𝑓2+⋯+𝑥𝑓𝑛 =

𝑓1ℎ + 𝑓2ℎ + ⋯ + 𝑓𝑛ℎ. Como 𝑥𝑓𝑖 e 𝑓𝑖ℎ são homogêneos de grau 𝑖 + 1, pela unicidade da
decomposição segue que 𝑥𝑓𝑖 = 𝑓𝑖ℎ, para todo 𝑖. Assim, para todo 𝑖, existe 𝑓 ′

𝑖
∈ 𝕜⟨𝑋 ⟩ tal que

𝑓𝑖 = 𝑥𝑓
′

𝑖
. Se 𝑓 ′

= 𝑓
′

1
+ 𝑓

′

2
+⋯ + 𝑓

′

𝑛
, então

𝑥𝑓
′
= 𝑥(𝑓

′

1
+ 𝑓

′

2
+⋯ + 𝑓

′

𝑛
) = 𝑥𝑓

′

1
+ 𝑥𝑓

′

2
+⋯ + 𝑥𝑓

′

𝑛
= 𝑓1 + 𝑓2 +⋯ + 𝑓𝑛 = 𝑓 .

Como 𝑓𝑛 ≠ 0, segue que 𝑓 ′

𝑛
≠ 0. Assim, 𝑣(𝑓 ′

) = 𝑣(𝑓 ) − 1.

Lema 2.2.3. Sejam 𝑓 ∈ 𝕜⟨𝑋 ⟩ e 𝑥 ∈ 𝑋 . Se existir ℎ ∈ 𝕜⟨𝑋 ⟩ um elemento homogêneo de grau
1 tal que 𝑥𝑓 = 𝑓 ℎ. Então 𝑓 ∈ 𝕜[𝑥].

Demonstração: Faremos por indução em 𝑣(𝑓 ). Se 𝑣(𝑓 ) = 0, então 𝑓 ∈ 𝕜 ⊆ 𝕜[𝑥]. Suponha
que o resultado seja válido para 𝑣(𝑓 ) = 𝑛, e, provaremos para 𝑣(𝑓 ) = 𝑛 + 1. Escreva
𝑓 = 𝜆 + 𝑓

′, com 𝑓
′

0
= 0. Assim,

𝑥𝑓 − 𝑓 ℎ = 𝑥(𝜆 + 𝑓
′
) − (𝜆 + 𝑓

′
)ℎ = 𝜆(𝑥 − ℎ) + 𝑥𝑓

′
− 𝑓

′
ℎ.

Assim, como toda componente homogênea de 𝑥𝑓 ′
− 𝑓

′
ℎ tem grau pelo menos 2 (pois

𝑓
′

0
= 0) e 𝜆(𝑥 − ℎ) é homogêneo de grau 1, segue que 𝑥𝑓 ′

− 𝑓
′
ℎ = 0. Pelo Lema 2.2.2, existe

𝑓
′′
∈ 𝕜⟨𝑋 ⟩, com 𝑣(𝑓

′′
) = 𝑣(𝑓

′
) − 1 = 𝑣(𝑓 ) − 1 tal que 𝑓 ′′

= 𝑥𝑓 . Temos

𝑥𝑥𝑓
′′
= 𝑥𝑓

′
= 𝑓

′
ℎ = 𝑥𝑓

′′
ℎ ⇒ 𝑥𝑓

′′
= 𝑓

′
ℎ.

Pela hipótese de indução, 𝑓 ′′
∈ 𝕜[𝑥], e, portanto 𝑓 = 𝜆 + 𝑥𝑓

′′
∈ 𝕜[𝑥].

Lema 2.2.4. Seja 𝑓 ∈ 𝕜⟨𝑋 ⟩. Se para todo 𝑥 ∈ 𝑋 , existe um elemento homogêneo ℎ𝑥 ∈ 𝕜⟨𝑋 ⟩

de grau 1 tal que 𝑣(𝑥𝑓 − 𝑓 ℎ𝑥) ≤ 1, então 𝑓 ∈ 𝕜.
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Demonstração: Escreva 𝑓 = 𝜆 + 𝑓
′, com 𝑓

′

0
= 0. Para todo 𝑥 ∈ 𝑋

𝑥𝑓 − 𝑓 ℎ𝑥 = 𝜆(𝑥 − ℎ𝑥) + 𝑥𝑓
′
− 𝑓

′
ℎ𝑥 .

Portanto, toda componente homogênea não nula de 𝑥𝑓 ′
− 𝑓

′
ℎ𝑥 deverá ter grau pelo menos

2, como 𝑣(𝑥𝑓 − 𝑓 ℎ𝑥) ≤ 1 e 𝜆(𝑥 − ℎ𝑥) é homogêneo de grau 1, segue que 𝑥𝑓 ′
− 𝑓

′
ℎ𝑥 = 0.

Portanto, 𝑓 ′
∈ 𝕜[𝑥]. Assim 𝑓 ∈ ⋂

𝑥∈𝑋
𝕜[𝑥] = 𝕜.

Lema 2.2.5. Sejam 𝕜 um corpo e 𝐻 uma álgebra de Hopf de dimensão finita. Então toda
ação homogênea de 𝐻 em 𝕜⟨𝑋 ⟩ é 𝑋 -exterior, isto é, (𝕜⟨𝑋 ⟩#𝐻 )

𝕜⟨𝑋 ⟩
= 𝕜.

Demonstração: Primeiramente, repare que pelo Teorema 1.3.13 𝑄 = 𝕜⟨𝑋 ⟩ e que 𝑍(𝑄) =
𝕜. Seja {𝐻𝑛} a filtração co-radical de 𝐻 . Pelo teorema de Taft-Wilson ((V. O. Ferreira et al.,
2004)), para cada 𝑚 ∈ ℕ, existe um subespaço 𝑊𝑚 de 𝐻 que possui uma base 𝑌𝑚 tal que
𝐻𝑚 = 𝐻𝑚−1 ⊕𝑊𝑚 e para todo ℎ ∈ 𝑊𝑚, existe 𝜏ℎ ∈ 𝑌0 = 𝐺(𝐻 )

Δ(ℎ) = 𝜏ℎ ⊗ ℎ + 𝑤,

onde 𝑤 ∈ 𝐻 ⊗ 𝐻𝑚−1. Assim, dado 𝜉 ∈ 𝕜⟨𝑋 ⟩#𝐻𝑛, podemos escrever

𝜉 =

𝑛

∑

𝑖=0

∑

ℎ∈𝑌𝑖

𝑓ℎℎ,

onde 𝑓ℎ ∈ 𝕜⟨𝑋 ⟩. Assim, perceba que, dado 𝑥 ∈ 𝑋 , temos

ℎ𝑥 = (𝜏ℎ ⋅ 𝑥)ℎ + (𝑤1 ⋅ 𝑥)𝑤2

onde 𝑤1 é a primeira perna de 𝑤 e 𝑤2 a segunda (aqui não estamos assumindo que 𝑤 é um
tensor elementar). Dessa forma, vamos ter que

𝑥𝜉 − 𝜉𝑥 = ∑

ℎ∈𝑌𝑛

(𝑥𝑓ℎ − 𝑓ℎ(𝜏ℎ ⋅ 𝑥))ℎ + 𝑦,

para algum 𝑦 ∈ 𝕜⟨𝑋 ⟩#𝐻𝑛−1.

Como podemos decompor 𝐻 = 𝑊0 ⊕𝑊1 ⊕… , também podemos decompor 𝕜⟨𝑋 ⟩#𝐻 =

⨁

𝑛∈ℕ

𝕜⟨𝑋 ⟩#𝑊𝑛. Dessa forma, a componente de 𝑥𝜉 − 𝜉𝑥 no subespaço 𝕜⟨𝑋 ⟩#𝑊𝑛 seja

∑

ℎ∈𝑌𝑛

(𝑥𝑓ℎ − 𝑓ℎ(𝜏ℎ ⋅ 𝑥))ℎ.

Suponha agora que 𝜉 ∈ (𝕜⟨𝑋 ⟩#𝐻 )
𝕜⟨𝑋 ⟩. Logo 𝜉 comuta com todos os elementos de 𝑋 . Assim,

como 𝑥𝜉−𝜉𝑥 = 0, todas as suas componentes são nulas, em particular ∑

ℎ∈𝑌𝑛

(𝑥𝑓ℎ−𝑓ℎ(𝜏ℎ ⋅𝑥))ℎ =

0. Como 𝑌𝑛 é linearmente independente, pela Proposição 1.1.43, segue que, para todo
ℎ ∈ 𝐻, 𝑥𝑓ℎ − 𝑓ℎ(𝜏ℎ ⋅ 𝑥) = 0. Como a ação é homogênea, temos que 𝜏ℎ ⋅ 𝑥 é homogêneo de
grau 1. Assim, pelo Lema 2.2.4, como 𝑣(0) < 1, temos que 𝑓ℎ ∈ 𝕜.
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Vejamos por indução, que se 0 ≤ 𝑚 < 𝑛 e ℎ ∈ 𝑌𝑚, então 𝑓ℎ ∈ 𝕜. Escreva 𝜉 = 𝜉
′
+ 𝜉

′′, com

𝜉
′
=

𝑚

∑

𝑗=0

∑

ℎ∈𝑌𝑗

𝑓ℎℎ

e

𝜉
′′
=

𝑛

∑

𝑖=𝑚+1

∑

ℎ∈𝑌𝑖

𝑓ℎℎ.

Pela hipótese de indução, 𝜉 ′′ ∈ 𝕜#𝐻 = 𝐻 . Além disso, como a ação de 𝐻 em 𝕜⟨𝑋 ⟩ é
homogênea, segue que 𝑥𝜉 ′′, 𝜉 ′′𝑥 ∈ 𝕜𝑋#𝐻 , logo, 𝑥𝜉 ′′ − 𝜉

′′
𝑥 ∈ 𝕜𝑋#𝐻 . Assim,

0 = 𝑥𝜉 − 𝜉𝑥 = 𝑥𝜉
′
+ 𝑥𝜉

′′
− 𝜉

′
𝑥 − 𝜉

′′
𝑥 ⇒ 𝑥𝜉

′
− 𝜉

′
𝑥 = 𝜉

′′
𝑥 − 𝑥𝜉

′′
∈ 𝕜𝑋#𝐻.

Perceba que 𝜉 ′ ∈ 𝕜⟨𝑋 ⟩#𝐻𝑚. Dessa forma, analogamente ao que foi feito anterior, temos
que a componente de 𝑥𝜉 ′ − 𝜉

′
𝑥 em 𝕜⟨𝑋 ⟩#𝑊𝑚 será

∑

ℎ∈𝑌𝑚

(𝑥𝑓ℎ − 𝑓ℎ(𝜏ℎ ⋅ 𝑥))ℎ ∈ 𝕜𝑋#𝐻.

Assim, para todo ℎ ∈ 𝑌𝑚, devemos ter que 𝑣(𝑥𝑓ℎ − 𝑓ℎ(𝜏ℎ ⋅ 𝑥)) ≤ 1. Pelo Lema 2.2.4, segue
que 𝑓ℎ ∈ 𝕜. Logo 𝜉 ∈ 𝐻 .

Como 𝐻 possui dimensão finita, existe Λ ∈ 𝐻 um integral à esquerda não nulo. Seja
ℎ ∈ (𝕜⟨𝑋 ⟩#𝐻 )

𝕜⟨𝑋 ⟩. Então, para todo 𝑓 ∈ 𝕜⟨𝑋 ⟩

𝜀(ℎ)𝑓Λ = 𝑓 ℎΛ = ℎ𝑓Λ = ∑

(ℎ)

(ℎ(1) ⋅ 𝑓 )ℎ(2)Λ = (ℎ ⋅ 𝑓 )Λ.

Novamente usando a Proposição 1.1.43, temos que 𝜀(ℎ)𝑓 = ℎ ⋅ 𝑓 . Como a ação é fiel, segue
que ℎ = 𝜀(ℎ)1 ∈ 𝕜.

O teorema que iremos esboçar a demonstração se utiliza de resultados mais avança-
dos.

Teorema 2.2.6. Seja 𝑋 um conjunto com |𝑋 | > 1, e seja 𝑅 = 𝕜⟨𝑋 ⟩. Seja 𝐻 uma álgebra
de Hopf pontuada de dimensão finita que age homogeneamente e fielmente em 𝑅. Seja 𝑆 o
conjunto de todos os coideais subálgebras Λ de 𝐻 e 𝐹 o conjunto de todos as subálgebras livres
de 𝑅 contendo 𝑅𝐻 . Então, 𝐹 e 𝑆 estão em bijeção, dada por

Φ ∶ 𝐹 → 𝑆

𝑈 ↦ {ℎ ∈ 𝐻 ∶ ℎ𝑓 = 𝑓 ℎ em 𝑅#𝐻, ∀𝑓 ∈ 𝑈 }

com inversa dada por

Ψ ∶ 𝑆 → 𝐹

Λ ↦ 𝑅
Λ



50

2 | INVARIANTES DA ÁLGEBRA LIVRE

que invertem inclusões.

Esboço da demonstração: Pelo Lema 2.2.5, sabemos que a ação de 𝐻 em 𝑅 é 𝑋 -exterior.
Assim, pelo Teorema 2.2, existem funções entre 𝐹 as subálgebras racionalmente livres
e 𝑆 o conjunto dos 𝐻 -comódulo subálgebras que são justamente os coideais à direita
subálgebras de 𝕜⟨𝑋 ⟩#𝐻 contendo 𝕜⟨𝑋 ⟩ e 𝐹 o conjunto das subálgebras de 𝑅 racionalmente
completas contendo 𝑅

𝐻 e 𝐹 ′ o conjunto das subálgebras livres de 𝑅 contendo 𝑅
𝐻 . Para

concluir, precisamos mostrar que 𝐹 = 𝐹
′. Pelo Lema 2.2.5 e pelo Corolário 2.1.4, podemos

concluir que 𝐹 ⊆ 𝐹 ′. Para a outra inclusão, perceba que todas as subálgebras livres de 𝑅 são
simetricamente fechadas, de modo que 𝑄(𝐴) = 𝐴, para todo𝐴 ∈ 𝐹

′. Portanto,𝐴 = 𝑄(𝐴)∩𝑅,
e pelo comentário na página 313 de (S. Montgomery e Passman, 1984), segue a outra
inclusão. É claro que essas funções invertem inclusões.

Corolário 2.2.7. Suponha que 𝐻 = 𝕜𝐺 é uma álgebra de grupo de dimensão finita. Então,
existe uma correspondência entre os subgrupos de 𝐺 e as subálgebras livres de 𝑅 contendo 𝑅𝐻 .

Demonstração: Basta ver que todo coideal à direita subálgebra é da forma 𝕜𝑁 com 𝑁

subgrupo de 𝐺. É claro que para todo 𝑁 ≤ 𝐺, 𝕜𝑁 é um coideal à direita subálgebra. Por
outro lado, seja 𝐿 um coideal à direita subálgebra. Considere {𝑓𝑔 ∶ 𝑔 ∈ 𝐺} a base dual de 𝐺
em 𝕜𝐺. Dado 𝑙 = ∑

𝑔∈𝐺

𝛼𝑔𝑔 , temos

𝛼𝑔𝑔 = (id⊗𝑓𝑔)(Δ(𝑙)) ∈ (id⊗𝑓𝑔)(𝐿 ⊗ 𝐻 ) ⊆ 𝐿.

Logo, se 𝑔 está no suporte de algum 𝑙 ∈ 𝐿, então 𝑔 ∈ 𝐿. Dessa forma, temos que 𝐿 = 𝕜𝑁 ,
onde 𝑁 = 𝐺 ∩ 𝐿. Por fim, vejamos que 𝑁 é um subgrupo de 𝐺. Como 𝐺 e 𝐿 são fechados
pelo produto, 𝑁 também é. Assim, 𝑁 é um subconjunto não vazio de um grupo finito
fechado pelo produto. Logo 𝑁 é um subgrupo de 𝐺.

Observação 2.2.8. Os resultados mostrados nesta seção são uma generalização dos resul-
tados provados em (Harčenko, 1978).

2.3 Quando a subálgebra de invariantes é finitamente
gerada

2.3.1 Caracterização através do suporte da subálgebra de
invariantes

Na primeira subseção deste capítulo, vimos que a subálgebra de invariantes é sempre
livre. No entanto, ocorre que essa álgebra quase nunca é finitamente gerada, como veremos
nesta seção. A principal referência para esta seção é (Koryukin, 1994).

Definição 2.3.1. Seja 𝐴 um anel com unidade. Dizemos que 𝐴 é Dedekind finito, se para
todos 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴, tivermos que 𝑥𝑦 = 1 ⇒ 𝑦𝑥 = 1. Em outras palavras, todo elemento que
possui inverso de algum lado é inversível.

Com essa definição, temos alguns exemplos de anéis Dedekind finitos
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Exemplo 2.3.2. Seja 𝐴 um anel com unidade. Então se 𝐴 for comutativo ou um anel com
divisão então 𝐴 é Dedekind finito.

Além disso, temos o seguinte fato sobre anéis Dedekind finitos.

Lema 2.3.3. Seja 𝐴 um anel Dedekind finito e seja 𝐹 um subanel de 𝑍(𝐴) (que contenha a
unidade). Sejam 𝑋 e 𝑌 𝐹 -submódulos de 𝐴 tais que 𝑋𝑌 = {𝑥𝑦 ∶ 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑦 ∈ 𝑌 } = 𝐹 .

Então, existe 𝑥 ∈ 𝑋 e 𝑦 ∈ 𝑌 inversíveis tais que 𝑋 = 𝐹𝑥 , 𝑌 = 𝐹𝑦 com 𝑥 = 𝑦
−1. Em

particular, se 𝐹 for um anel com divisão, então 𝑋 e 𝑌 são unidimensionais sobre 𝐹 .

Demonstração: Como 𝑋𝑌 = {𝑥𝑦 ∶ 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑦 ∈ 𝑌 } = 𝐹 , existem 𝑥 ∈ 𝑋 e 𝑦 ∈ 𝑌 tais que
𝑥𝑦 = 1. Como 𝐴 é Dedekind finito, segue que 𝑦 = 𝑥

−1

Assim, temos
𝑌 = 𝑦𝑥𝑌 ⊆ 𝑦𝑋𝑌 = 𝑦𝐹 ⊆ 𝑌 ,

dessa forma, temos que 𝑦𝐹 = 𝑌 (como 𝐹 está contido no centro, não importa o lado em
que o colocamos). De modo análogo, podemos mostrar que 𝐹𝑥 = 𝑋 .

Temos também as seguintes definições e notações.

Definição 2.3.4. Denotamos por 𝐺(𝐻 ∗
) ⊆ 𝑈 (𝐻

∗
), os elementos inversíveis da álgebra 𝐻 ∗

(cuja unidade é 𝜀) que são morfismo de álgebras.

Sejam𝑀 um𝐻 -módulo à esquerda,𝑚 ∈ 𝑀 e 𝛼 ∈ 𝐻
∗ um morfismo de álgebras. Dizemos

que 𝑚 é um 𝐻 -semi-invariante de peso 𝛼 se, para todo ℎ ∈ ker(𝛼), tivermos ℎ ⋅ 𝑚 = 0. O
conjunto dos 𝐻 -semi-invariantes de peso 𝛼 é denotado por 𝐼𝛼(𝑀). Os invariantes são um
caso particular em que 𝛼 = 𝜀.

Proposição 2.3.5. Sejam 𝑀 um 𝐻 -módulo à esquerda e 𝛼 ∈ 𝐺(𝐻
∗
). Então, temos que

𝐼𝛼(𝑀) = {𝑚 ∈ 𝑀 ∶ ℎ ⋅ 𝑚 = 𝛼(ℎ)𝑚 ∀ℎ ∈ 𝐻 }.

Além disso, dado 𝛼 ∈ 𝐻
∗ e𝑚 ∈ 𝑀 não nulo de modo que para todos ℎ ∈ 𝐻 temos ℎ⋅𝑚 = 𝛼(ℎ)𝑚,

então 𝛼 é um morfismo de álgebras e 𝑚 ∈ 𝐼𝛼(𝑀). Em particular, se 𝑀 é um 𝐻 -módulo
unidimensional sobre 𝕜, então existe 𝛼 ∈ 𝐺(𝐻

∗
) tal que 𝑀 = 𝐼𝛼(𝑀).

Demonstração: Seja 𝑚 ∈ 𝐼𝛼(𝑀). Assim, dado ℎ ∈ 𝐻 , temos que

𝛼(ℎ − 𝛼(ℎ)1) = 𝛼(ℎ) − 𝛼(ℎ) = 0

ou seja ℎ − 𝛼(ℎ)1 ∈ ker(𝛼). Dessa forma, temos

0 = (ℎ − 𝛼(ℎ)1) ⋅ 𝑚 = ℎ ⋅ 𝑚 − 𝛼(ℎ)𝑚 ⇒ ℎ ⋅ 𝑚 = 𝛼(ℎ)𝑚.

Por outro lado, se ℎ ⋅ 𝑚 = 𝛼(ℎ)𝑚, para todo ℎ ∈ 𝐻 , então, dado ℎ ∈ ker(𝛼), temos

ℎ ⋅ 𝑚 = 𝛼(ℎ)𝑚 = 0𝑚 = 0,

o que conclui a igualdade.
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Agora, dado 𝑚 ∈ 𝑀 e 𝛼 ∈ 𝐻
∗ como na segunda parte do enunciado, temos

𝑚 = 1 ⋅ 𝑚 = 𝛼(1)𝑚 ⇒ (1 − 𝛼(1))𝑚 = 0 ⇒ 𝛼(1) = 1

𝛼(ℎ1ℎ2)𝑚 = (ℎ1ℎ2) ⋅ 𝑚 = ℎ1 ⋅ (ℎ2 ⋅ 𝑚) = ℎ1 ⋅ 𝛼(ℎ2)𝑚 = 𝛼(ℎ2)ℎ1 ⋅ 𝑚 = 𝛼(ℎ1)𝛼(ℎ2)𝑚

⇒ 𝛼(ℎ1ℎ2) = 𝛼(ℎ1)𝛼(ℎ2).

Concluímos assim que 𝛼 é um morfismo de álgebras. Pela caracterização anterior, é claro
que 𝑚 ∈ 𝐼𝛼(𝑀).

Sejam 𝑀 , 𝑁 𝐻 -módulos à esquerda. Lembre que temos uma estrutura de 𝐻 -módulo
em 𝑀 ⊗ 𝑁 , colocando, para todos 𝑚 ∈ 𝑀 e 𝑛 ∈ 𝑁

ℎ ⋅ (𝑚 ⊗ 𝑛) = ∑

(ℎ)

ℎ(1) ⋅ 𝑚 ⊗ ℎ(2) ⋅ 𝑛.

Lema 2.3.6. Sejam 𝑀1, 𝑀2 dois 𝐻 -módulos à esquerda e 𝑥𝑖 ∈ 𝑀𝑖 (𝑖 = 1, 2), elementos
não nulos. Se 𝛼𝑖 ∈ 𝐻

∗ é um morfismo de álgebra tal que 𝑥𝑖 ∈ 𝐼𝛼𝑖
(𝑀𝑖) (𝑖 = 1, 2), então

𝑥1 ⊗ 𝑥2 ∈ 𝐼𝛼1∗𝛼2
(𝑀1 ⊗ 𝑀2). Além disso, se 𝑥1 ⊗ 𝑥2 ∈ (𝑀1 ⊗ 𝑀2)

𝐻 , então 𝑥1 e 𝑥2 são 𝐻 -semi-
invariantes de pesos mutualmente inversos.

Demonstração: Para a primeira parte, dado ℎ ∈ 𝐻

ℎ ⋅ (𝑥1 ⊗ 𝑥2) = ∑

(ℎ)

ℎ(1) ⋅ 𝑥1 ⊗ ℎ(2) ⋅ 𝑥2 = ∑

(ℎ)

𝛼1(ℎ(1))𝑥1 ⊗ 𝛼2(ℎ(2))𝑥2

= ∑

(ℎ)

𝛼1(ℎ(1))𝛼2(ℎ(2))𝑥1 ⊗ 𝑥2 = (𝛼1 ∗ 𝛼2)(ℎ)𝑥1 ⊗ 𝑥2,

dessa forma 𝑥1 ⊗ 𝑥2 ∈ 𝐼𝛼1∗𝛼2
(𝑀1 ⊗𝑀2).

Para a segunda parte, dado 𝑖 = 1, 2, denotamos por 𝑁𝑖 o 𝐻 -submódulo de 𝑀𝑖 gerado
por 𝑥𝑖, e 𝑓𝑖 ∶ 𝑁 ∗

𝑖
→ 𝐻

∗, dada por

𝑓𝑖(𝑛
∗

𝑖
)(ℎ) = 𝑛

∗

𝑖
(ℎ ⋅ 𝑥𝑖) (2.1)

para todos 𝑛∗
𝑖
∈ 𝑁

∗

𝑖
e ℎ ∈ 𝐻 . Assim 𝑓𝑖 é injetor, pois, se 𝑛∗

𝑖
∈ ker(𝑓𝑖), então, para todo ℎ ∈ 𝐻 ,

temos que 𝑛∗
𝑖
(ℎ ⋅ 𝑥𝑖) = 0, mas 𝑁𝑖 é 𝐻 -submódulo de 𝑀𝑖 gerado por 𝑥𝑖, de modo que 𝑛∗

𝑖
é a

transformação nula.

Dado ℎ ∈ 𝐻 , do fato de 𝑥1 ⊗ 𝑥2 ser um 𝐻 -invariante, temos que

∑

(ℎ)

ℎ(1) ⋅ 𝑥1 ⊗ ℎ(2) ⋅ 𝑥2 = ℎ ⋅ (𝑥1 ⊗ 𝑥2) = 𝜀(ℎ)𝑥1 ⊗ 𝑥2.

Dados 𝑛∗
𝑖
∈ 𝑁

∗

𝑖
(𝑖 = 1, 2), aplicando 𝑛∗

1
⊗ 𝑛

∗

2
nos dois lados da equação, temos

∑

(ℎ)

𝑛
∗

1
(ℎ(1) ⋅ 𝑥1) ⊗ 𝑛

∗

2
(ℎ(2) ⋅ 𝑥2) = 𝜀(ℎ)𝑛

∗

1
(𝑥1) ⊗ 𝑛

∗

2
(𝑥2),
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pela Equação (2.1), obtemos

∑

(ℎ)

𝑓1(𝑛
∗

1
)(ℎ(1)) ⊗ 𝑓2(𝑛

∗

2
)(ℎ(2)) = 𝜀(ℎ)𝑛

∗

1
(𝑥1) ⊗ 𝑛

∗

2
(𝑥2).

Aplicando a multiplicação em ambos os lados, temos

(𝑓1(𝑛
∗

1
) ∗ 𝑓2(𝑛

∗

2
))(ℎ) = ∑

(ℎ)

𝑓1(𝑛
∗

1
)(ℎ(1))𝑓2(𝑛

∗

2
)(ℎ(2)) = 𝜀(ℎ)𝑛

∗

1
(𝑥1)𝑛

∗

2
(𝑥2),

de modo que 𝑓1(𝑛∗1) ∗ 𝑓2(𝑛
∗

2
) = 𝑛

∗

1
(𝑥1)𝑛

∗

2
(𝑥2)𝜀, ou seja, 𝑓1(𝑁 ∗

1
) ∗ 𝑓2(𝑁

∗

2
) = 𝑁

∗

1
(𝑥1)𝑁

∗

2
(𝑥2)𝜀.

Como 𝑥𝑖 ≠ 0, segue que 𝑁 ∗

1
(𝑥1)𝑁

∗

2
(𝑥2) = 𝕜. Concluímos portanto que

𝑓1(𝑁
∗

1
) ∗ 𝑓2(𝑁

∗

2
) = 𝜀𝕜 (2.2)

Como 𝜀 é a unidade de 𝐻 ∗, segue que 𝜀𝕜 ⊆ 𝑍(𝐻
∗
) e é um subanel (isomorfo à 𝕜). Assim,

pelo Lema 2.3.3, podemos concluir que 𝑓𝑖(𝑁 ∗

𝑖
) possui dimensão 1 sobre 𝜀𝕜(≅ 𝕜) (𝑖 = 1, 2).

Como 𝑓𝑖 é injetora, segue que 𝑁 ∗

𝑖
é unidimensional sobre 𝕜 (𝑖 = 1, 2), de modo que 𝑁𝑖

também seja unidimensional sobre 𝕜 (𝑖 = 1, 2).

Assim, temos que para todo ℎ ∈ 𝐻 , ℎ ⋅ 𝑥𝑖 é um múltiplo escalar de 𝑥𝑖 com escalar em 𝕜.
Dessa maneira, seja 𝛼𝑖 ∈ 𝐻 ∗ tal que ℎ ⋅ 𝑥𝑖 = 𝛼𝑖(ℎ)𝑥𝑖. Pela Proposição 2.3.5, segue que 𝛼𝑖 é um
morfismo de álgebras e 𝑥𝑖 ∈ 𝐼𝛼𝑖(𝑀𝑖). Pela primeira parte desse lema, temos que 𝛼1 ∗ 𝛼2 = 𝜀.
Como 𝐻 ∗ é um anel Dedekind finito, segue que 𝛼1 e 𝛼2 são mutualmente inversos.

Também temos um resultado parecido em que não temos a necessidade de que o anel
seja Dedekind finito, mas contém o caso em que os elementos não sejam apenas tensores
elementares pelo seguinte lema.

Lema 2.3.7. Sejam 𝑀 e 𝑁 𝐻 -módulos e 𝛼 ∈ 𝐺(𝐻
∗
) e 𝛽 = 𝛼

−1. Então (𝐼𝛼(𝑀) ⊗ 𝑁 )
𝐻

=

𝐼𝛼(𝑀) ⊗ 𝐼𝛽(𝑁 ).

Demonstração: Seja 𝑇 ∶ 𝐻
∗
→ End(𝐻 ), dada por 𝑇 (𝛾)(ℎ) = ∑

(ℎ)

𝛾(ℎ(1))ℎ(2), para todo

𝛾 ∈ 𝐻
∗ e ℎ ∈ 𝐻 . É fácil ver que essa aplicação é linear, e, além disso, é um antimorfismo de

álgebras pois
𝑇 (𝜀)(ℎ) = ∑

(ℎ)

𝜀(ℎ(1))ℎ(2) = ℎ ⇒ 𝑇 (𝜀) = 𝑖𝑑𝐻 ;

𝑇 (𝛾1 ∗ 𝛾2)(ℎ) = ∑

(ℎ)

(𝛾1 ∗ 𝛾2)(ℎ(1))ℎ(2) = ∑

(ℎ)

𝛾1(ℎ(1))𝛾2(ℎ(2))ℎ(3)

= ∑

(ℎ)

𝛾2(𝛾1(ℎ(1))ℎ(2))ℎ(3) = 𝑇 (𝛾2)(𝑇 (𝛾1)(ℎ)) = 𝑇 (𝛾2) ◦ 𝑇 (𝛾1)(ℎ).

A penúltima igualdade vem da definição de 𝑇 e da seguinte

Δ(𝑇 (𝛾1(ℎ)) = Δ

(

∑

(ℎ)

𝛾1(ℎ(1))ℎ(2)

)

= ∑

(ℎ)

𝛾1(ℎ(1))Δ(ℎ(2)) = ∑

(ℎ)

𝛾1(ℎ(1))ℎ(2) ⊗ ℎ(3).
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Além disso, para todo 𝛾 ∈ 𝐻 ∗, temos 𝜀 ◦ 𝑇 (𝛾) = 𝛾 , pois, dado ℎ ∈ 𝐻 , vale

𝜀 ◦ 𝑇 (𝛾)(ℎ) = ∑

(ℎ)

𝜀(𝛾(ℎ(1))ℎ(2)) = 𝛾

(

∑

(ℎ)

𝜀(ℎ(2))ℎ(1)

)

= 𝛾(ℎ).

Assim, se 𝑣 ∈ 𝐼𝛼(𝑀) ⊗ 𝐼𝛽(𝑁 ), então 𝑣 ∈ 𝐼𝛼(𝑀) ⊗ 𝑁 e é semi-invariante de peso 𝛼𝛽 = 𝜀, ou
seja, 𝑣 ∈ (𝐼𝛼(𝑀) ⊗ 𝑁 )

𝐻 .

Por outro lado, se 𝑣 ∈ (𝐼𝛼(𝑀) ⊗ 𝑁 )
𝐻 é não nulo, escreva

𝑣 =

𝑛

∑

𝑖=1

𝑎𝑖 ⊗ 𝑏𝑖,

onde os 𝑎𝑖’s são linearmente independente em 𝐼𝛼(𝑀).

Dessa forma, dado ℎ ∈ 𝐻 , temos

𝑛

∑

𝑖=1

𝑎𝑖 ⊗ 𝜀(ℎ)𝑏𝑖 = 𝜀(ℎ)𝑣 = ℎ ⋅ 𝑣 = ℎ ⋅

(

𝑛

∑

𝑖=1

𝑎𝑖 ⊗ 𝑏𝑖

)

=

𝑛

∑

𝑖=1

∑

(ℎ)

(ℎ(1) ⋅ 𝑎𝑖) ⊗ (ℎ(2) ⋅ 𝑏𝑖)

=

𝑛

∑

𝑖=1

∑

(ℎ)

(𝛼(ℎ(1))𝑎𝑖) ⊗ (ℎ(2) ⋅ 𝑏𝑖) =

𝑛

∑

𝑖=1

𝑎𝑖 ⊗

(

∑

(ℎ)

(𝛼(ℎ(1))ℎ(2) ⋅ 𝑏𝑖)

)

.

de modo que, para todo ℎ ∈ 𝐻 , e todo 𝑖 = 1,… , 𝑛,

𝜀(ℎ)𝑏𝑖 = ∑

(ℎ)

(𝛼(ℎ(1))ℎ(2) ⋅ 𝑏𝑖) =

(

∑

(ℎ)

𝛼(ℎ(1))ℎ(2)

)

⋅ 𝑏𝑖 = 𝑇 (𝛼)(ℎ) ⋅ 𝑏𝑖.

Como 𝛼 é inversível e 𝑇 é um antimorfismo, para todo ℎ ∈ 𝐻 e 𝑖 = 1,… , 𝑛, temos

ℎ ⋅ 𝑏𝑖 = (𝑇 (𝛼)(𝑇 (𝛼
−1
)(ℎ))) ⋅ 𝑏𝑖 = 𝜀(𝑇 (𝛼

−1
)(ℎ))𝑏𝑖 = 𝛼

−1
(ℎ)𝑏𝑖 = 𝛽(ℎ)𝑏𝑖.

Isso mostra que, para cada 𝑖 = 1,… , 𝑛, 𝑏𝑖 ∈ 𝐼𝛽(𝑁 ), de modo que 𝑣 ∈ 𝐼𝛼(𝑀) ⊗ 𝐼𝛽(𝑁 ).

Definição 2.3.8. Considere a álgebra tensorial 𝑅 = 𝑇 (𝑉 ), com a ℕ-graduação natural,
onde 𝑉 é um 𝐻 -módulo (de modo que 𝑅 possui uma estrutura de 𝐻 -módulo álgebra). Um
subespaço homogêneo 𝐴 = 𝐴0⊕𝐴1⊕… é dito ser uma álgebra com inserção, se para todos
𝑚, 𝑛, 𝑝 não negativos

𝜏𝑚𝑛𝑝(𝐴𝑚+𝑛 ⊗ 𝐴𝑝) ⊆ 𝐴𝑚+𝑛+𝑝,

onde 𝜏𝑚𝑛𝑝(𝑥 ⊗ 𝑦 ⊗ 𝑧) = 𝑥 ⊗ 𝑧 ⊗ 𝑦, para todos 𝑥 ∈ 𝑅𝑚, 𝑦 ∈ 𝑅𝑛 e 𝑧 ∈ 𝑅𝑝.

Observação 2.3.9. Se 𝐴 é uma álgebra com inserção, então 𝐴 é uma subálgebra de 𝑅.

Isso vem do fato de que 𝐴𝑚 ⊗ 𝐴𝑝 = 𝜏𝑚0𝑝(𝐴𝑚 ⊗ 𝐴𝑝) ⊆ 𝐴𝑚+𝑝.

Queremos mostrar que 𝑅𝐻 é uma álgebra com inserção. Vamos precisar do próxima
lema para isso.
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Lema 2.3.10. Sejam 𝑚, 𝑛, 𝑝 inteiros não negativos e 𝑎 ∈ 𝑅𝑚+𝑛, 𝑧 ∈ 𝑅𝐻𝑝 e ℎ ∈ 𝐻 . Então vale a
igualdade

ℎ ⋅ 𝜏𝑚𝑛𝑝(𝑎 ⊗ 𝑧) = 𝜏𝑚𝑛𝑝(ℎ ⋅ 𝑎 ⊗ 𝑧).

Demonstração: Como 𝜏𝑚𝑛𝑝 é linear, basta mostrarmos esta igualdade para 𝑎 = 𝑥 ⊗ 𝑦,
com 𝑥 ∈ 𝑅𝑚 e 𝑦 ∈ 𝑅𝑛. Temos

ℎ ⋅ 𝜏𝑚𝑛𝑝(𝑎 ⊗ 𝑧) = ℎ ⋅ (𝑥 ⊗ 𝑧 ⊗ 𝑦) = ∑

(ℎ)

ℎ(1) ⋅ 𝑥 ⊗ ℎ(2) ⋅ 𝑧 ⊗ ℎ(3) ⋅ 𝑦

= ∑

(ℎ)

ℎ(1) ⋅ 𝑥 ⊗ 𝜀(ℎ(2))𝑧 ⊗ ℎ(3) ⋅ 𝑦 = ∑

(ℎ)

ℎ(1) ⋅ 𝑥 ⊗ 𝑧 ⊗ ℎ(2) ⋅ 𝑦

= 𝜏𝑚𝑛𝑝(ℎ ⋅ 𝑎 ⊗ 𝑧).

Com a igualdade anterior, podemos provar que 𝑅𝐻 é uma álgebra com inserção.

Lema 2.3.11. O subespaço 𝑅𝐻 é uma álgebra com inserção.

Demonstração: Primeiramente, é fácil ver que 𝑅𝐻 é um subespaço homogêneo (dado
que a ação é linear). Além disso, vejamos que dados inteiros não negativos 𝑚, 𝑛, 𝑝, temos
que 𝜏𝑚𝑛𝑝(𝑅𝐻𝑚+𝑛 ⊗ 𝑅

𝐻

𝑝
) ⊆ 𝑅

𝐻

𝑚+𝑛+𝑝
.

Sejam então 𝑎 ∈ 𝑅𝐻
𝑚+𝑛

, 𝑧 ∈ 𝑅𝐻
𝑝

e ℎ ∈ 𝐻 . Temos então pelo lema anterior

ℎ ⋅ 𝜏𝑚𝑛𝑝(𝑎 ⊗ 𝑧) = 𝜏𝑚𝑛𝑝(ℎ ⋅ 𝑎 ⊗ 𝑧) = 𝜏𝑚𝑛𝑝(𝜀(ℎ)𝑎 ⊗ 𝑧) = 𝜀(ℎ)𝜏𝑚𝑛𝑝(𝑎 ⊗ 𝑧),

ou seja, 𝜏𝑚𝑛𝑝(𝑎 ⊗ 𝑧) ∈ 𝑅
𝐻

𝑚+𝑛+𝑝
, portanto, segue que 𝑅𝐻 é uma álgebra com inserção.

O seguinte subespaço será importante para construções futuras.

Definição 2.3.12. Sejam 𝑀 e 𝑁 𝕜-espaços e 𝐾 ⊆ 𝑀 ⊗ 𝑁 um subespaço. Dizemos que um
subespaço 𝑙(𝐾) de 𝑀 é o espaço-posto à esquerda se 𝑙(𝐾) é o menor subespaço de 𝑀 tal que
𝐾 ⊆ 𝑙(𝐾) ⊗ 𝑁 . Analogamente, definimos o espaço-posto à direita 𝑟(𝐾) de 𝐾 como sendo o
menor subespaço de 𝑁 tal que 𝐾 ⊆ 𝑀 ⊗ 𝑟(𝐾).

Proposição 2.3.13. Se 𝑀 e 𝑁 são 𝕜-espaços e 𝐾 ⊆ 𝑀 ⊗ 𝑁 é um subespaço, então

𝑙(𝐾) = span{(id𝑀 ⊗𝜑)(𝐾) ∶ 𝜑 ∈ 𝑁
∗
} e 𝑟(𝐾) = span{(𝜑 ⊗ id𝑁 )(𝐾) ∶ 𝜑 ∈ 𝑀

∗
},

onde estamos identificando 𝑀 = 𝑀 ⊗ 𝕜.

Demonstração: Seja 𝑙1 = span{(id𝑀 ⊗𝜑)(𝐾) ∶ 𝜑 ∈ 𝑁
∗
}. Vejamos que 𝐾 ⊆ 𝑙1 ⊗𝑁 e que se

𝑙2 é um subespaço de 𝑀 tal que 𝐾 ⊆ 𝑙2 ⊗ 𝑁 , então 𝑙1 ⊆ 𝑙2.

Sejam {𝑛𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝐼 } uma base de 𝑁 , {𝑓𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝐼 } seu conjunto dual e 𝑥 ∈ 𝐾 . Escreva
𝑥 = ∑

𝑖∈𝐼

𝑚𝑖 ⊗ 𝑛𝑖. Assim, 𝑚𝑖 = (id𝑀 ⊗𝑓𝑖)(𝑥) ∈ 𝑙1. Logo 𝐾 ⊆ 𝑙1 ⊗ 𝑁 .

Por outro lado, sejam 𝑙2 um subespaço de 𝑀 tal que 𝐾 ⊆ 𝑙2 ⊗𝑁 , 𝑥 ∈ 𝐾 e 𝜑 ∈ 𝑁
∗. Assim

(id𝑀 ⊗𝜑)(𝑥) ∈ 𝑙2. Como 𝑙2 é um subespaço, segue que 𝑙1 ⊆ 𝑙2.
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Com essa definição, iremos considerar alguns subespaços da álgebra tensorial. Dado
𝑛 ∈ ℕ, temos a projeção canôninca 𝑃𝑛 ∶ 𝑅 → 𝑅𝑛 e a inclusão 𝑖𝑛 ∶ 𝑅𝑛 → 𝑅. Assim, temos
o operador 𝐹𝑛 ∶ 𝑅 → 𝑅, dado por 𝐹𝑛 = id𝑅 −𝑖0 ◦ 𝑃0 − ⋯ − 𝑖𝑛−1 ◦ 𝑃𝑛−1. O que esse operador
com um elemento 𝑤 de 𝑅 é eliminar os termos de grau menor que 𝑛 de 𝑤. Sendo assim, a
imagem de 𝐹𝑛 está contida em 𝑅𝑛⊗𝑅. Dessa maneira, dado 𝐾 um subespaço de 𝑅, definimos
𝑙𝑛(𝐾) como sendo o espaço-posto de 𝐹𝑛(𝐾) ⊆ 𝑅𝑛 ⊗ 𝑅.

Seja 𝑊 um subespaço de 𝑅. Denotamos por 𝐿(𝑊 ) o subespaço homogêneo 𝐿(𝑊 ) =

𝑙0(𝑊 ) ⊕ 𝑙1(𝑊 ) ⊕⋯.

Queremos mostrar que se 𝐴 é uma álgebra com inserção, então, 𝐿(𝐴) é uma subálgebra.
Isso será importante, pois 𝑅𝐻 é uma álgebra com inserção, e iremos olhar para 𝐿(𝑅𝐻 ). Isso
será feito em alguns lemas.

Lema 2.3.14. Sejam 𝑛, 𝑚, 𝑖, 𝑗 ∈ ℕ e 𝑆 e 𝑇 subespaços de 𝑅𝑛+𝑖 e 𝑅𝑚+𝑗 respectivamente. Então
𝑙𝑛+𝑚(𝜏𝑛,𝑖,𝑚+𝑗(𝑆 ⊗ 𝑇 )) = 𝑙𝑛(𝑆) ⊗ 𝑙𝑚(𝑇 ) em 𝑅𝑛+𝑚.

Demonstração: Sejam 𝑙1 = 𝑙𝑛(𝑆), 𝑙2 = 𝑙𝑚(𝑇 ) e 𝑋 = 𝜏𝑛,𝑖,𝑚+𝑗(𝑆 ⊗ 𝑇 ). Assim, como 𝑆 ⊆ 𝑙1 ⊗𝑅𝑖

e 𝑇 ⊆ 𝑙2 ⊗ 𝑅𝑗 , temos que
𝑆 ⊗ 𝑇 ⊆ 𝑙1 ⊗ 𝑅𝑖 ⊗ 𝑙2 ⊗ 𝑅𝑗 ⇒

𝑋 = 𝜏𝑛,𝑖,𝑚+𝑗(𝑆 ⊗ 𝑇 ) ⊆ 𝜏𝑛,𝑖,𝑚+𝑗(𝑙1 ⊗ 𝑅𝑖 ⊗ 𝑙2 ⊗ 𝑅𝑗) = 𝑙1 ⊗ 𝑙2 ⊗ 𝑅𝑗 ⊗ 𝑅𝑖 = 𝑙1 ⊗ 𝑙2 ⊗ 𝑅𝑚+𝑛.

Dessa forma, temos que 𝑙𝑛+𝑚(𝑋 ) ⊆ 𝑙1 ⊗ 𝑙2.

Por outro lado, sejam 𝜙 ∈ 𝑅
∗

𝑖
, 𝜓 ∈ 𝑅

∗

𝑗
. Considere 𝛼 = (id𝑅𝑛+𝑚

⊗𝜓 ⊗ 𝜙) ◦ 𝜏𝑛,𝑖,𝑚+𝑗 e 𝛽 =

id𝑅𝑛 ⊗𝜙 ⊗ id𝑅𝑚 ⊗𝜓, aplicações lineares de domínio 𝑅𝑛+𝑚+𝑖+𝑗 e contradomínio 𝑅𝑛+𝑚 (aqui
estamos fazendo utilizando isomorfismos 𝕜 ⊗ 𝑉 ≅ 𝑉 , para todo 𝑉 espaço vetorial).

Dados 𝑥𝑛 ∈ 𝑅𝑛, 𝑥𝑚 ∈ 𝑅𝑚, 𝑥𝑖 ∈ 𝑅𝑖 e 𝑥𝑗 ∈ 𝑅𝑗 , então

𝛼(𝑥𝑛 ⊗ 𝑥𝑖 ⊗ 𝑥𝑚 ⊗ 𝑥𝑗) = (id𝑅𝑛+𝑚
⊗𝜓 ⊗ 𝜙) ◦ 𝜏𝑛,𝑖,𝑚+𝑗(𝑥𝑛 ⊗ 𝑥𝑖 ⊗ 𝑥𝑚 ⊗ 𝑥𝑗)

= (id𝑅𝑛+𝑚 ⊗𝜓 ⊗ 𝜙)(𝑥𝑛 ⊗ 𝑥𝑚 ⊗ 𝑥𝑗 ⊗ 𝑥𝑖) = 𝑥𝑛 ⊗ 𝑥𝑚 ⊗ 𝜓(𝑥𝑗) ⊗ 𝜙(𝑥𝑖)

= 𝑥𝑛𝜙(𝑥𝑖) ⊗ 𝑥𝑚𝜓(𝑥𝑗) = (id𝑅𝑛
⊗𝜙 ⊗ id𝑅𝑚

⊗𝜓)(𝑥𝑛 ⊗ 𝑥𝑖 ⊗ 𝑥𝑚 ⊗ 𝑥𝑗),

de modo que 𝛼 = 𝛽. Assim, como 𝜓 ⊗ 𝜙 ∈ 𝑅
∗

𝑖+𝑗
, temos que

𝛽(𝑆 ⊗ 𝑇 ) = 𝛼(𝑆 ⊗ 𝑇 ) = ((id𝑅𝑛+𝑚
⊗𝜓 ⊗ 𝜙) ◦ 𝜏𝑛,𝑖,𝑚+𝑗)(𝑆 ⊗ 𝑇 )

= (id𝑅𝑛+𝑚 ⊗𝜓 ⊗ 𝜙)(𝑋 ) ⊆ 𝑙𝑛+𝑚(𝑋 ).

Pela definição de 𝑙1 e 𝑙2, temos que 𝑙1 ⊗ 𝑙2 ⊆ 𝑙𝑛+𝑚(𝑋 ), portanto, vale a igualdade.

Lema 2.3.15. Seja𝐴 = 𝐴0⊕𝐴1⊕⋯ uma álgebra com inserção. Então, 𝐿(𝐴) é uma subálgebra
de 𝑅.

Demonstração: Sejam 𝑛, 𝑚, 𝑖, 𝑗 ∈ ℕ. Como 𝐴 é uma álgebra com inserção, então, temos
que 𝜏𝑛,𝑖,𝑚+𝑗(𝐴𝑛+𝑖 ⊗ 𝐴𝑚+𝑗) ⊆ 𝐴𝑛+𝑚+𝑖+𝑗 , dessa forma

𝑙𝑛+𝑚(𝜏𝑛,𝑖,𝑚+𝑗(𝐴𝑛+𝑖 ⊗ 𝐴𝑚+𝑗)) ⊆ 𝑙𝑛+𝑚(𝐴𝑛+𝑚+𝑖+𝑗) ⊆ 𝑙𝑛+𝑚(𝐴).
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Pelo lema anterior, podemos concluir que

𝑙𝑛(𝐴𝑛+𝑖) ⊗ 𝑙𝑚(𝐴𝑚+𝑗) ⊆ 𝑙𝑛+𝑚(𝐴).

Somando, para todo 𝑖, 𝑗 , concluimos que 𝑙𝑛(𝐴) ⊗ 𝑙𝑚(𝐴) ⊆ 𝑙𝑛+𝑚(𝐴), concluindo que 𝐿(𝐴) é
uma subálgebra.

Seja 𝐼 um ideal à direita de 𝑅 homogêneo. Como 𝑉 possui dimensão finita e ideais
homogêneos são gerados por seus elementos homogêneos, então 𝐼 é finitamente gerado se
e somente se existir 𝑛 tal que 𝐼 é gerado pelos seus elementos de grau ≤ 𝑛. Vamos provar
mais alguns lemas que vão nos ajudar a dizer em quais casos 𝑅𝐻 é finitamente gerado
(considerando o ideal à direita 𝐼 = 𝑙1(𝑅

𝐻
)).

Lema 2.3.16. Seja 𝑚 ∈ ℕ e 𝜌 = 𝜌0⊕𝜌1⊕⋯ um ideal homogêneo de 𝑅 gerado por elementos
homogêneos de grau no máximo 𝑚. Dado 𝑛 ≥ 𝑚, temos que 𝑙𝑛(𝜌) = 𝜌𝑛.

Demonstração: Vejamos que 𝐹𝑛(𝜌) ⊆ 𝜌𝑛 ⊗𝑅. Seja 𝑟 ∈ 𝜌 um dos geradores de 𝜌 (de grau 𝑡
≤ 𝑚) e seja 𝑥 um elemento homogêneo de grau 𝑛 − 𝑡. Então 𝑥𝑟 ∈ 𝜌 (pois 𝜌 é um ideal) é
um elemento homogêneo de grau 𝑛, ou seja, 𝑥𝑟 ∈ 𝜌𝑛, pois 𝜌 é um subespaço homogêneo.
Assim, para todo 𝑦 homogêneo, temos que 𝑥𝑟𝑦 ∈ 𝜌𝑛 ⊗ 𝑅. Como todo elemento de 𝐹𝑛(𝜌) é
soma de elementos dessa forma (pois 𝜌 é gerado por elementos de grau no máximo 𝑚),
segue que 𝐹𝑛(𝜌) ⊆ 𝜌𝑛 ⊗ 𝑅, e, portanto, segue que 𝑙𝑛(𝜌) ⊆ 𝜌𝑛.

Por outro lado, perceba que 𝜌𝑛 ⊆ 𝑙𝑛(𝜌𝑛)⊗𝑅. Assim, temos que 𝜌𝑛 = 𝑃𝑛(𝜌𝑛) ⊆ 𝑃𝑛(𝑙𝑛(𝜌𝑛)⊗

𝑅) = 𝑙𝑛(𝜌𝑛) ⊆ 𝑙𝑛(𝜌), pois 𝜌𝑛 ⊆ 𝜌.

Lema 2.3.17. Se 𝑇 (𝑉 )𝐻 for gerada por elementos de grau no máximo 𝑛 (onde 𝑛 é um inteiro
positivo fixado), então todos os elementos de 𝑙1(𝑅𝐻 ) são 𝐻 -semi-invariantes de mesmo peso
𝛼 ∈ 𝐺(𝐻

∗
), cuja ordem é finita e menor ou igual a 𝑛.

Demonstração: Para cada 𝑚 ∈ ℕ, seja 𝜌𝑚 = 𝜌𝑚0⊕𝜌𝑚1⊕… , o ideal (homogêneo) à direita
de 𝑅 gerado por elementos de 𝐹1(𝑅𝐻 ) de grau no máximo 𝑚. Por hipótese, temos que
𝐹1(𝑅

𝐻
) ⊆ 𝜌𝑛. Além disso, o ideal homogêneo 𝜌𝑛 é gerado por elementos de grau no máximo

𝑛, de modo que pelo Lema 2.3.16, vale 𝑙𝑛(𝜌𝑛) = 𝜌𝑛𝑛.

Seja 𝑙 = 𝑙1(𝑅
𝐻
) = 𝑙1(𝐹1(𝑅

𝐻
)). Pelos Lemas 2.3.11 e 2.3.15, segue que 𝐿(𝐹1(𝑅𝐻 )) é uma

subálgebra de 𝑅. Em particular

𝑙
⊗𝑛
⊆ 𝑙𝑛(𝐹1(𝑅

𝐻
)) ⊆ 𝑙𝑛(𝜌𝑛) = 𝜌𝑛𝑛.

Seja 𝑚 o menor inteiro positivo tal que 𝑙⊗𝑚 ⊆ 𝜌𝑚𝑚. É claro que 𝑚 ≤ 𝑛. Se 𝑚 = 1, então
𝑙 ⊆ 𝜌11. Assim, como 𝜌1 = 𝑉

𝐻
⊗ 𝑅, temos que 𝜌11 = 𝑃1(𝜌1) = 𝑃1(𝑉

𝐻
⊗ 𝑅) = 𝑉

𝐻 . Isso nos
diz que 𝑙 ⊆ 𝑉 𝐻 , de modo que podemos tomar 𝛼 = 𝜀 para tornar o lema válido.

Suponha então que 𝑚 ≥ 2. Seja 𝑈 = 𝑙
⊗𝑚−1. Então, temos que 𝑈 ⊗𝑙 ⊆ 𝑅𝐻 , pela escolha de

𝑚. Assim pelo Lema 2.3.6, temos que todos os elementos de 𝑈 são semi-invariantes de peso
𝛽 e todos os elementos de 𝑙 são semi-invariantes de peso 𝛼. De fato, pois se 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑈 e
𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝑙, então 𝑥1⊗𝑦1 ∈ 𝑈 ⊗𝑙 ⊆ 𝑅𝐻 , portanto 𝑥1 e 𝑦1 possuem pesos mutualmente inversos.
Com uma demonstração análoga, 𝑥1 e 𝑦2 são semi-invariantes de pesos mutualmente
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inversos. Mas como o peso é único, segue que o peso de 𝑥1 e 𝑥2 é o mesmo, e isso também
ocorre com 𝑦1 e 𝑦2, e podemos chamar o peso de 𝑙 de 𝛼 e de 𝑈 de 𝛽 = 𝛼

−1.

Mas, como 𝑈 = 𝑙
⊗𝑚−1, os elementos de 𝑈 são invariantes de peso 𝛼𝑚−1. Pela unicidade

do peso, segue que 𝛼𝑚−1 = 𝛽 = 𝛼
−1. Dessa forma, os elementos de 𝑙 são semi-invariantes

de um elemento de ordem finita ≤ 𝑚 ≤ 𝑛, pela escolha de 𝑚.

Definição 2.3.18. Seja 𝑛 > 1 um inteiro e 𝑇𝑛 ∶ 𝑅𝑛 → 𝑅𝑛 a aplicação linear tal que, para
todos 𝑥 ∈ 𝑉 e 𝑦 ∈ 𝑅𝑛−1 vale 𝑇𝑛(𝑥 ⊗ 𝑦) = 𝑦 ⊗ 𝑥 . Uma subálgebra homogênea 𝐴 é dita cíclica
se 𝑇𝑛(𝐴𝑛) ⊆ 𝐴𝑛, para todo 𝑛.

As álgebras cíclicas e os invariantes estão relacionados.

Proposição 2.3.19. Seja 𝑛 ∈ ℕ. Se 𝑅𝐻 for gerada por elementos de grau no máximo 𝑛, então
𝑅
𝐻 é uma álgebra cíclica.

Demonstração: Seja 𝑚 ≥ 2 um inteiro e 𝑙 e 𝑟 os espaços de dimensão à esquerda e à
direita respectivamente de 𝑅𝐻

𝑚
⊆ 𝑉 ⊗ 𝑅𝑚−1.

Como 𝑙 = 𝑙1(𝑅
𝐻

𝑚
) ⊆ 𝑙1(𝑅

𝐻
), pelo Lema 2.3.17 todos os elementos de 𝑙 são semi-invariantes

de mesmo peso 𝛼. De acordo com o Lema 2.3.7, todos os elementos de 𝑟 são 𝛼
−1 semi-

invariantes. Assim, pelo Lema 1.1.1, 𝑅𝐻
𝑚
⊆ 𝑙 ⊗ 𝑅𝑚−1 ∩ 𝑉 ⊗ 𝑟 = 𝑙 ⊗ 𝑟 .

Dessa forma, temos que 𝑟 ⊗ 𝑙 ⊆ 𝑅
𝐻

𝑚
, pois os elementos desse conjunto têm grau 𝑚 e são

semi-invariantes de peso 𝛼−1
∗ 𝛼 = 𝜀. Assim, 𝑇𝑚(𝑅𝐻𝑚) ⊆ 𝑇𝑚(𝑙 ⊗ 𝑟) = 𝑟 ⊗ 𝑙 ⊆ 𝑅

𝐻

𝑚
. Logo 𝑅𝐻 é

cíclica. 1

Definição 2.3.20. Seja 𝑋 um subconjunto de 𝑇 (𝑉 ). O suporte de 𝑋 , denotado por 𝑠(𝑋 ) é o
menor subespaço de 𝑉 tal que 𝑋 ⊆ 𝑇 (𝑠(𝑋 )).

O suporte sempre existe.

Proposição 2.3.21. Seja 𝑉 um 𝕜-espaço vetorial e {𝑊𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝐼 } uma família não-vazia
de subespaços de 𝑉 . Então 𝕜⟨⋂

𝑖
𝑊𝑖⟩ = ⋂

𝑖
𝕜⟨𝑊𝑖⟩. Em particular, dado 𝑋 ⊆ 𝑇 (𝑉 ), existe um

menor subespaço 𝑊 de 𝑉 tal que 𝑋 ⊆ 𝕜⟨𝑊 ⟩.

Demonstração: Vamos denotar por 𝑊 a interseção de todos esses subespaços, isto é
𝑊 = ⋂

𝑖
𝑊𝑖. Como, para todo 𝑗 ∈ 𝐼 , temos 𝑊 ⊆ 𝑊𝑗 , segue que 𝕜⟨𝑊 ⟩ ⊆ 𝕜⟨𝑊𝑗⟩, ou seja,

𝕜⟨𝑊 ⟩ ⊆ ⋂
𝑖
𝕜⟨𝑊𝑖⟩. Provaremos por indução em 𝑚, que ⋂

𝑖
𝕜⟨𝑊𝑖⟩𝑚 ⊆ 𝕜⟨𝑊 ⟩𝑚.

Seja 𝑥 ∈ ⋂
𝑖
𝕜⟨𝑊𝑖⟩𝑚. Se 𝑚 = 0, então 𝑥 ∈ 𝕜 = 𝕜⟨𝑊 ⟩0. Se 𝑚 > 0, como 𝐼 é não-vazio, seja

𝑗 ∈ 𝐼 . Assim, 𝑥 ∈ 𝕜⟨𝑊𝑗⟩, de modo que podemos escrever 𝑥 =

𝑠

∑

𝑙=1

𝑢𝑙 ⊗ 𝑣𝑙, onde 𝑢𝑙 ∈ 𝑊
⊗(𝑚−1)

𝑗
,

𝑣𝑙 ∈ 𝑊𝑗 com {𝑢1,… , 𝑢𝑠} e {𝑣1,… , 𝑣𝑠} linearmente independentes. Assim, para cada 𝑝 = 1,… , 𝑠

podemos tomar 𝑓𝑝 ∈ (𝑇 (𝑉 )𝑚−1)
∗
, 𝑔𝑝 ∈ 𝑉

∗ tal que 𝑓𝑝(𝑢𝑙) = 𝛿𝑝,𝑙 = 𝑔𝑝(𝑣𝑙). Logo, para todo 𝑖 ∈ 𝐼 ,
temos

𝑢𝑝 = (id⊗𝑔𝑝)(𝑥) ∈ 𝕜⟨𝑊𝑖⟩𝑚−1;

𝑣𝑝 = (𝑓𝑝 ⊗ id)(𝑥) ∈ 𝑊𝑖,

1 Nesta demonstração foi demonstrado que 𝑅𝐻
𝑚
⊆ 𝑙 ⊗ 𝑟 . Mas no segundo parágrafo, por algum argumento

similar, poderiamos ter mostrado que 𝑙 ⊗ 𝑟 ⊆ 𝑅
𝐻

𝑚
, o que mostraria a igualdade.
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pois 𝑥 ∈ 𝕜⟨𝑊𝑖⟩. Assim, pela hipótese de indução 𝑢𝑝 ∈ ⋂
𝑖
𝕜⟨𝑊𝑖⟩𝑚−1 ⊆ 𝕜⟨𝑊 ⟩𝑚−1. E também

𝑣𝑝 ∈ ⋂
𝑖
𝑊𝑖 = 𝑊 , de modo que, para todo 𝑝, 𝑢𝑝 ⊗ 𝑣𝑝 ∈ 𝕜⟨𝑊 ⟩𝑚, ou seja 𝑥 ∈ 𝕜⟨𝑊 ⟩𝑚, provando

o passo indutivo. Como 𝕜⟨𝑊 ⟩ e ⋂
𝑖
𝕜⟨𝑊𝑖⟩ são subespaços homogêneos, segue a igualdade.

Se 𝑋 ⊆ 𝑇 (𝑉 ) é um subconjunto, considere 𝐵 = {𝑊 ≤ 𝑉 ∶ 𝑋 ⊆ 𝕜⟨𝑊 ⟩}. Assim, 𝐵 é
não-vazio, pois 𝑉 ∈ 𝐵, de modo que, se 𝑊 = ⋂

𝑊𝑖∈𝐵
𝑊𝑖, então 𝑊 é o subespaço pedido.

Além disso, o suporte possui algumas propriedades como veremos a seguir.

Lema 2.3.22. Sejam 𝑊 um subespaço de 𝑇 (𝑉 ) e 𝑥 ∈ 𝑉 . Se existe 𝑚 > 0 tal que 𝑥𝑚 ∈ 𝑊 (isto
é, 𝑥 ⊗⋯ ⊗ 𝑥 ∈ 𝑊 ), então 𝑥 ∈ 𝑠(𝑊 ).

Demonstração: Se 𝑥 = 0, então 𝑥 ∈ 𝑠(𝑊 ). Caso contrário, seja 𝑓 ∈ (𝑇 (𝑉 )𝑚−1)
∗ tal que

𝑓 (𝑥
𝑚−1

) = 1. Logo, se 𝑈 = 𝑠(𝑊 ), então 𝑥 = (𝑓 ⊗ id𝑉 )(𝑥
𝑚
) ∈ (𝑓 ⊗ id𝑉 )(𝑊 ) ⊆ (𝑓 ⊗

id𝑉 )(𝕜⟨𝑈 ⟩𝑚) ⊆ 𝑈 .

Lema 2.3.23. Sejam 𝑉 um 𝕜-espaço, 𝑈 um subespaço de 𝑉 , de dimensão finita com base
{𝑢1,… , 𝑢𝑛} e 𝑊 um subespaço de 𝑇 (𝑉 ). Seja 𝐼 = {𝑖 = (𝑖1,… , 𝑖𝑚) ∶ 𝑖𝑙 ∈ {1,… , 𝑛}∀𝑙 e 𝑖𝑙 = 𝑖𝑠 ⇒

𝑙 = 𝑠}. Suponha que exista 𝑥 ∈ 𝑊 um elemento homogêneo não-nulo de grau 𝑛 que possa ser
escrito da seguinte forma

𝑥 = ∑

𝑖∈𝐼

𝛼𝑖𝑢𝑖1
⊗⋯ ⊗ 𝑢𝑖𝑛

.

Então, 𝑈 ⊆ 𝑠(𝑊 ). Em particular, se 𝑉 possui dimensão finita com base {𝑣1,… , 𝑣𝑛} e
∑

𝜎∈𝑆𝑛

sgn(𝜎)𝑣𝜎(1) ⊗⋯ 𝑣𝜎(𝑛) ∈ 𝑊 , então 𝑠(𝑊 ) = 𝑉 .

Demonstração: Sejam 𝑓1,… , 𝑓𝑛 ∈ 𝑉
∗ tais que 𝑓𝑙(𝑢𝑠) = 𝛿𝑙,𝑠 e 𝑉 ′

= 𝑠(𝑊 ). Como 𝑥 ≠ 0, existe
𝑗 ∈ 𝐼 tal que 𝛼𝑗 ≠ 0. Para cada 𝑙 = 1,… , 𝑛, considere 𝑔𝑙 = 𝑓𝑗1 ⊗⋯⊗ 𝑓𝑗𝑙−1

⊗ id⊗𝑓𝑗𝑙+1
⊗⋯⊗ 𝑓𝑗𝑛 .

Assim, dado 𝑖 ∈ 𝐼 e 𝛼 ∈ 𝕜, temos

𝑔𝑙(𝛼𝑢𝑖1
⊗⋯ ⊗ 𝑢𝑖𝑛

) = 𝛼𝛿𝑖1,𝑗1
⋯ 𝛿𝑖𝑙−1,𝑗𝑙−1

𝛿𝑖𝑙+1,𝑗𝑙+1
⋯ 𝛿𝑖𝑛,𝑗𝑛

𝑢𝑖𝑙
= 𝛼𝛿𝑖,𝑗𝑢𝑗𝑙

,

pois, se 𝑖 ≠ 𝑗 , então 𝑖𝑠 ≠ 𝑗𝑠, para algum 𝑠 ≠ 𝑙 (pelo fato de que 𝑖 e 𝑗 são "permutações"que
coincidem em pelo menos todos os elementos menos em 𝑙, então vão coincidir em todos),
e se 𝑖 = 𝑗 , a igualdade é clara. Assim,

𝛼𝑗𝑢𝑗𝑙
= 𝑔𝑙(𝑥) ∈ 𝑔𝑙(𝑊 ) ⊆ 𝑔𝑙(𝕜⟨𝑉

′
⟩𝑛) ⊆ 𝑉

′
.

Como 𝛼𝑗 ≠ 0, segue que 𝑢𝑗𝑙 ∈ 𝑉
′. Como para todo 𝑠 ∈ {1,… , 𝑛}, existe 𝑙 ∈ {1, ..., 𝑛} tal

que 𝑠 = 𝑗𝑙, segue que 𝑈 ⊆ 𝑉
′
= 𝑠(𝑊 ). Para a segunda parte, se pegarmos 𝑈 = 𝑉 , e

𝑥 = ∑

𝜎∈𝑆𝑛

sgn(𝜎)𝑣𝜎(1) ⊗⋯ 𝑣𝜎(𝑛), concluiremos que 𝑉 ⊆ 𝑠(𝑊 ). A outra inclusão é óbvia.

Lema 2.3.24. Se 𝐴 é uma álgebra cíclica, então 𝑠(𝐴) = 𝑙1(𝐴).

Demonstração: Vamos começar mostrando que 𝑠(𝐴) ⊆ 𝑙1(𝐴). Para isso, vamos mostrar
que para todo 𝑛, 𝐴𝑛 ⊆ 𝑙1(𝐴)

⊗𝑛, de modo que 𝐴 ⊆ 𝕜⟨𝑙1(𝐴)⟩.
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Seja 𝑛 ∈ ℕ qualquer e 𝑖 ≤ 𝑛 variando. Por definição de 𝑙1(𝐴), temos que𝐴𝑛+1 ⊆ 𝑙1(𝐴)⊗𝑅𝑛.
Como 𝐴 é cíclica, segue que 𝑇 𝑖+1

𝑛+1
(𝐴𝑛+1) = 𝐴𝑛+1. Dessa forma, 𝐴𝑛+1 ⊆ 𝑇

𝑖+1

𝑛+1
(𝑙1(𝐴) ⊗ 𝑅𝑛) =

𝑅𝑛−𝑖 ⊗ 𝑙1(𝐴) ⊗ 𝑅𝑖. Assim, 𝐴𝑛+1 ⊆ ⋂
𝑛

𝑖=0
𝑅𝑛−𝑖 ⊗ 𝑙1(𝐴) ⊗ 𝑅𝑖 = 𝑙1(𝐴)

⊗(𝑛+1).

Para a outra inclusão, basta ver que 𝐴 ⊆ 𝕜⟨𝑠(𝐴)⟩, de modo que 𝐹1(𝐴) ⊆ 𝐹1(𝕜⟨𝑠(𝐴)⟩) ⊆
𝑠(𝐴) ⊗ 𝑅, e, portanto, 𝑙1(𝐴) ⊆ 𝑠(𝐴).

Com essas definições temos o seguinte teorema que classifica quando a álgebra de
invariantes é finitamente gerada.

Teorema 2.3.25. Sejam 𝐻 uma biálgebra e 𝑉 um 𝐻 -módulo e 𝑛 um inteiro positivo. São
equivalentes:

1. A álgebra 𝑇 (𝑉 )𝐻 é gerado por elementos de grau no máximo 𝑛.

2. O suporte de 𝑇 (𝑉 )𝐻 é um submódulo de 𝑉 consistindo de todos os elementos semi-
invariantes de mesmo peso de ordem finita, cuja ordem é menor ou igual a 𝑛.

Demonstração: Suponha que 𝑅𝐻 seja gerada por elementos de grau no máximo 𝑛. Então,
pela Proposição 2.3.19, 𝑅𝐻 é cíclica, e, pela Proposição 2.3.24, 𝑙1(𝑅𝐻 ) é o suporte de 𝑅𝐻 .
Então, pelo Lema 2.3.17, todos os elementos do suporte de 𝑅𝐻 são semi-invariantes de
mesmo peso 𝛼, cuja ordem é menor ou igual a 𝑛. Por outro lado, se 𝑥 ∈ 𝐼𝛼(𝑉 ), como 𝛼

possui ordem finita 𝑚, temos que 𝑥 ⊗… ⊗ 𝑥 ∈ 𝑅
𝐻 (com 𝑚 termos). Segue do Lema 2.3.22

que 𝑥 ∈ 𝑠(𝑅
𝐻
).

Reciprocamente, suponha que o suporte 𝑊 de 𝑅𝐻 seja um submódulo de 𝑉 consistindo
de todos os elementos semi-invariantes de mesmo peso 𝛼 cuja ordem é finita é 𝑚 que é
menor ou igual a 𝑛. Vejamos que 𝑊 ⊗𝑚 gera 𝑅𝐻 (e é constituído por elementos de grau no
máximo 𝑚 e portanto, por elementos de grau no máximo 𝑛). Temos assim que 𝑅𝐻 está
na subálgebra gerada por 𝑊 (pela definição de suporte), mas como 𝑊 = 𝐼𝛼(𝑉 ), apenas e
exatamente os elementos de grau múltipo de 𝑚 nessa subálgebra são os invariantes. Dessa
forma, vale que 𝑊 ⊗𝑚 gera 𝑅𝐻 .

Um corolário que segue facilmente desse teorema é o seguinte.

Corolário 2.3.26. Sejam 𝐻 uma biálgebra e 𝑉 um 𝐻 -módulo de dimensão finita. Então são
equivalentes:

1. A álgebra 𝑇 (𝑉 )𝐻 é finitamente gerada.

2. O suporte de 𝑇 (𝑉 )𝐻 é um submódulo de 𝑉 consistindo de todos os elementos semi-
invariantes de mesmo peso, de ordem finita.

2.3.2 Séries de Poincaré
O principal resultado dessa subseção nos diz que a álgebra de invariantes é finitamente

gerada se, e só se sua série de Poincaré for inversível e a inversa for um polinômio. As
referências desta subseção são (Dicks e Formanek, 1982/83) e (Vitor O. Ferreira e L. S. I.
Murakami, 2014).
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Definição 2.3.27. Seja 𝑉 um espaço vetorial, e 𝑊 um subespaço homogêneo da álgebra
𝑇 (𝑉 ). A série de Poincaré de 𝑊 é definida como

𝑃(𝑊 ) = ∑

𝑛≥0

dim(𝑊 ∩ 𝑉𝑛)𝑡
𝑛
∈ ℤ[[𝑡]].

As seguintes propriedades são satisfeitas pelas séries de Poincaré.

(i) Sejam 𝑈 e 𝑊 subespaços homogêneos de 𝑇 (𝑉 ). Se 𝑈 ∩ 𝑊 = 0, então 𝑈 ⊕ 𝑊 é um
subespaço homogêneo de 𝑇 (𝑉 ) e 𝑃(𝑈 ⊕ 𝑊 ) = 𝑃(𝑈 ) + 𝑃(𝑊 ).

(ii) Sejam 𝑈 e 𝑊 subespaços homogêneos de 𝑇 (𝑉 ). Então 𝑈 ⊗ 𝑊 é homogêneo e 𝑃(𝑈 ⊗

𝑊 ) = 𝑃(𝑈 )𝑃(𝑊 ).

Demonstração: (i) Sejam 𝑈 e 𝑊 subespaços homogêneos de 𝑇 (𝑉 ) com 𝑈 ∩ 𝑊 = 0.
Então

𝑈 ⊕ 𝑊 = (⨁

𝑛∈ℕ

𝑈 ∩ 𝑉𝑛) ⊕ (⨁

𝑛∈ℕ

𝑊 ∩ 𝑉𝑛)

= ⨁

𝑛∈ℕ

((𝑈 ∩ 𝑉𝑛) ⊕ (𝑊 ∩ 𝑉𝑛))

= ⨁

𝑛∈ℕ

((𝑈 ⊕ 𝑊 ) ∩ 𝑉𝑛).

Isso prova que 𝑈 ⊕ 𝑊 é homogêneo e 𝑃(𝑈 ⊕ 𝑊 ) = 𝑃(𝑈 ) + 𝑃(𝑊 ) segue da última
igualdade.

(ii) Sejam 𝑈 e 𝑊 subespaços homogêneos de 𝑇 (𝑉 ). Assim, temos

𝑈 ⊗ 𝑊 = (⊕𝑛∈ℕ𝑈 ∩ 𝑉𝑛) ⊗ (⊕𝑚∈ℕ𝑊 ∩ 𝑉𝑚)

= ⨁

𝑛,𝑚∈ℕ

((𝑈 ∩ 𝑉𝑛) ⊗ (𝑊 ∩ 𝑉𝑚))

= ⨁

𝑙∈ℕ

⨁

𝑛+𝑚=𝑙

((𝑈 ∩ 𝑉𝑛) ⊗ (𝑊 ∩ 𝑉𝑚))

= ⨁

𝑙∈ℕ

(𝑈 ⊗ 𝑊 ) ∩ 𝑉𝑙.

De maneira análoga ao anterior, isso mostra que 𝑈 ⊗ 𝑊 é homogêneo e a última
igualdade mostra que 𝑃(𝑈 ⊗ 𝑊 ) = 𝑃(𝑈 )𝑃(𝑊 ).

Com essas definições e propriedades, conseguimos chegar no seguinte resultado.

Lema 2.3.28. Sejam 𝐻 uma álgebra de Hopf e 𝑉 um 𝐻 -módulo. Considere 𝑇 (𝑉 ) com a
estrutura de 𝐻 -módulo álgebra usual. Então, 𝑇 (𝑉 )𝐻 é finitamente gerada se e somente se
𝑃(𝑇 (𝑉 )

𝐻
) é inversível com inversa polinomial.

Demonstração: Pelo Corolário 2.1.4, sabemos que 𝑇 (𝑉 )𝐻 é livre. Tome 𝑈 um subespaço
de 𝑇 (𝑉 ) tal que 𝑇 (𝑉 )𝐻 = 𝕜⟨𝑈 ⟩.
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Assim, vale que 𝕜⟨𝑈 ⟩ = 𝕜 ⊕ (𝑈 ⊗ 𝕜⟨𝑈 ⟩), e, portanto

𝑃(𝕜⟨𝑈 ⟩) = 1 + 𝑃(𝑈 )𝑃(𝕜⟨𝑈 ⟩).

Logo,
𝑃(𝕜⟨𝑈 ⟩)(1 − 𝑃(𝑈 )) = 1 ⇒ 𝑃(𝕜⟨𝑈 ⟩)

−1
= 1 − 𝑃(𝑈 )

Então 𝑇 (𝑉 )𝐻 é finitamente gerada se e somente se 𝑈 tem dimensão finita se e somente se
1 − 𝑃(𝑈 ) tem grau finito (ou seja, é um polinômio) se e somente se 𝑃(𝑇 (𝑉 )𝐻 ) for inversível
com inversa polinomial.

Agora iremos ver um exemplo da aplicação das séries de Poincaré para determinar se
a subálgebra de invariantes é finitamente gerada. Seja 𝐺 um grupo finito e seja 𝐻 = (𝕜𝐺)

∗.
Lembre que uma álgebra 𝐴 é uma 𝐻 -módulo álgebra se e somente se 𝐴 é 𝐺-graduada com
𝐴
𝐻
= 𝐴𝑒, como visto no Exemplo 1.1.37. Suponha que 𝐻 aja linearmente em 𝑇 (𝑉 ), isto é, 𝑉

é um 𝐻 -módulo, cuja ação induz em 𝑇 (𝑉 ) uma estrutura de módulo álgebra. Assim, temos
uma decomposição de 𝑉 em soma direta de subespaços

𝑉 = ⨁

𝑥∈𝐺

𝑉𝑥 .

Dessa forma, temos a decomposição de 𝑇 (𝑉 ) = ⨁
𝑥∈𝐺

𝑇 (𝑉 )𝑥 , em que se 𝑥 ≠ 𝑒,

𝑇 (𝑉 )𝑥 = ⨁

𝑦1…𝑦𝑛=𝑥

𝑉𝑦1
⊗⋯ ⊗ 𝑉𝑦𝑛

e
𝑇 (𝑉 )𝑒 = 𝕜 ⊕ ⨁

𝑦1…𝑦𝑛=𝑒

𝑉𝑦1 ⊗⋯ ⊗ 𝑉𝑦𝑛 .

Para cada 𝑛 ≥ 1, temos a seguinte igualdade

𝑉
⊗𝑛

= ⨁

𝑥∈𝐺
(

⨁

𝑦1…𝑦𝑛=𝑥

𝑉𝑦1
⊗… ⊗ 𝑉𝑦𝑛

)

,

onde para cada 𝑥 ∈ 𝐺, temos (𝑉
⊗𝑛
)𝑥 = ⨁

𝑦1…𝑦𝑛=𝑥
𝑉𝑦1

⊗ … ⊗ 𝑉𝑦𝑛
. Assim, para 𝑛 natural

qualquer, denote por 𝑎(𝑥)
𝑛

= dim(𝑉
⊗𝑛
)𝑥 e 𝑑𝑥 = 𝑎

(𝑥)

1
.

Antes de obter a série de Poincaré de 𝑇 (𝑉 )𝑒, vamos precisar do seguinte lema.

Lema 2.3.29. Os números 𝑎(𝑥)
𝑛

definidos acima satisfazem à seguinte relação recursiva, para
𝑛 ≥ 1

𝑎
(𝑥)

𝑛
= ∑

𝑦∈𝐺

𝑑𝑥𝑦−1𝑎
(𝑦)

𝑛−1
.

Demonstração: Dado 𝑛 ≥ 1 e 𝑥 ∈ 𝐺, temos

(𝑉
⊗𝑛
)𝑥 = ⨁

𝑦∈𝐺

𝑉𝑥𝑦−1 ⊗

(

⨁

𝑧1…𝑧𝑛−1=𝑦

𝑉𝑧1
⊗… ⊗ 𝑉𝑧𝑛−1

)

= ⨁

𝑦∈𝐺

𝑉𝑥𝑦−1 ⊗ (𝑉
⊗(𝑛−1)

)𝑦 .
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Assim, o resultado segue.

Vamos precisar de um lema antes de achar a série de Poincaré deste caso

Lema 2.3.30. Sejam 𝑟(𝑡) ∈ ℤ[𝑡] um polinômio e 𝑑 ∈ ℤ, 𝑑 ≠ 0, tais que 𝑟 ( 1

𝑑
) = 0. Então,

existe um polinômio 𝑞(𝑡) ∈ ℤ[𝑡] tal que r(t) = (1-dt)q(t).

Demonstração: Podemos considerar 𝑙(𝑡) ∈ ℚ[𝑡] tal que 𝑟(𝑡) = (𝑡 −
1

𝑑
)𝑙(𝑡). Escreva 𝑙(𝑡) =

𝑎𝑚𝑡
𝑚
+⋯ + 𝑎1𝑡 + 𝑎0. Então

𝑎𝑚𝑡
𝑚+1

+
(
𝑎𝑚−1 −

𝑎𝑚

𝑑
)
𝑡
𝑚
+⋯+

(
𝑎𝑖−1 −

𝑎𝑖

𝑑
)
𝑡𝑖+⋯+

(
𝑎0 −

𝑎1

𝑑
)
𝑡−

𝑎0

𝑑

=
(
𝑡 −

1

𝑑)
𝑙(𝑡) = 𝑟(𝑡) ∈ ℤ[𝑡].

Logo, − 𝑎0

𝑑
∈ ℤ ⇒ 𝑎0 ∈ 𝑑ℤ. Indutivamente, se 𝑖 ≥ 1, então −

𝑎𝑖

𝑑
= 𝑎𝑖−1 −

𝑎𝑖

𝑑
⇒ 𝑎𝑖−1 ∈ ℤ,

portanto 𝑎𝑖 ∈ 𝑑ℤ. Assim, 𝑙(𝑡) ∈ (𝑑ℤ)[𝑡]. Assim, basta tomar 𝑞(𝑡) = −
𝑙(𝑡)

𝑑
.

Teorema 2.3.31. Seja 𝐺 um grupo finito e 𝑉 um espaço vetorial de dimensão finita 𝐺-
graduado. Então 𝑃(𝑇 (𝑉 )𝑒) é uma função racional da forma

𝑃(𝑇 (𝑉 )𝑒) =

𝑝(𝑡)

(1 − 𝑑𝑡)𝑞(𝑡)

,

em que 𝑝(𝑡) e 𝑞(𝑡) são polinômios com coeficientes inteiros ambos com grau menor ou igual a
|𝐺| − 1.

Demonstração: Para cada 𝑥 ∈ 𝐺, seja 𝐹𝑥(𝑡) = ∑

𝑛≥0

𝑎
(𝑥)

𝑛
𝑡
𝑛
= 𝑃(𝑇 (𝑉 )𝑥). Pelo Lema 2.3.29,

temos que

𝐹𝑥(𝑡) = ∑

𝑛≥0

𝑎
(𝑥)

𝑛
𝑡
𝑛
= ∑

𝑛≥1
(

∑

𝑦∈𝐺

𝑑𝑥𝑦−1𝑎
(𝑦)

𝑛−1

)

𝑡
𝑛
= ∑

𝑦∈𝐺
(

∑

𝑛≥1

𝑑𝑥𝑦−1𝑎
(𝑦)

𝑛−1
𝑡
𝑛

)

= ∑

𝑦∈𝐺

𝑑𝑥𝑦−1 𝑡∑

𝑛≥1

𝑎
(𝑦)

𝑛−1
𝑡
𝑛−1

= ∑

𝑦∈𝐺

𝑑𝑥𝑦−1 𝑡𝐹𝑦(𝑡),

se 𝑥 ≠ 𝑒, e

𝐹𝑒(𝑡) = ∑

𝑛≥0

𝑎
(𝑒)

𝑛
𝑡
𝑛
= 1 +∑

𝑛≥1
(

∑

𝑦∈𝐺

𝑑𝑦−1𝑎
(𝑦)

𝑛−1

)

𝑡
𝑛
= 1 +∑

𝑦∈𝐺
(

∑

𝑛≥1

𝑑𝑦−1𝑎
(𝑦)

𝑛−1
𝑡
𝑛

)

= 1 +∑

𝑦∈𝐺

𝑑𝑦−1 𝑡∑

𝑛≥1

𝑎
(𝑦)

𝑛−1
𝑡
𝑛−1

= 1 +∑

𝑦∈𝐺

𝑑𝑦−1 𝑡𝐹𝑦(𝑡).

Assim, tirando as parcelas correspondentes, chegamos no seguinte sistema

⎧
⎪
⎪
⎪

⎨
⎪
⎪
⎪
⎩

(𝑑𝑒𝑡 − 1)𝐹𝑒(𝑡) + ∑

𝑦≠𝑒

𝑑𝑦−1𝐹𝑦(𝑡) = −1

(𝑑𝑒𝑡 − 1)𝐹𝑥(𝑡) + ∑

𝑦≠𝑥

𝑑𝑥𝑦−1𝐹𝑦(𝑡) = 0(𝑥 ≠ 𝑒)

, (2.3)
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em ℚ(𝑡). Enumere os elementos de 𝐺, 𝐺 = {𝑥1 = 𝑒, 𝑥2,… , 𝑥𝑠}. Podemos então utilizar a
regra de Kramer, para concluir que 𝐹𝑒(𝑡) =

𝑝(𝑡)

𝑟(𝑡)
, onde 𝑝(𝑡) e 𝑟(𝑡) são os polinômios dados

por

𝑝(𝑡) = det

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

−1 𝑑𝑥2
𝑡 … 𝑑𝑥𝑠

𝑡

0 𝑑𝑒𝑡 − 1 … 𝑑
𝑥𝑠𝑥

−1

2

𝑡

…

0 𝑑𝑥2𝑥
−1

𝑠

𝑡 … 𝑑𝑒𝑡 − 1

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

e

𝑟(𝑡) = det

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

𝑑𝑒𝑡 − 1 𝑑𝑥2
𝑡 𝑑𝑥3

𝑡 … 𝑑𝑥𝑠
𝑡

𝑑
𝑥
−1

2

𝑡 𝑑𝑒𝑡 − 1 𝑑
𝑥3𝑥

−1

2

𝑡 … 𝑑
𝑥𝑠𝑥

−1

2

𝑡

𝑑
𝑥
−1

3

𝑡 𝑑
𝑥2𝑥

−1

3

𝑡 𝑑𝑒𝑡 − 1 … 𝑑
𝑥𝑠𝑥

−1

3

𝑡

…

𝑑𝑥−1
𝑠

𝑡 𝑑𝑥2𝑥
−1

𝑠

𝑡 𝑑𝑥3𝑥
−1

𝑠

𝑡 … 𝑑𝑒𝑡 − 1

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

.

O sistema de fato possui solução, pois, o termo de grau 0 de 𝑟(𝑡) é (−1)𝑠 que é diferente
de zero.

Por fim, vejamos que 1

𝑑
é raiz de 𝑟(𝑡). Temos

𝑟
(

1

𝑑)
=

1

𝑑
𝑠
det

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

𝑑𝑒 − 𝑑 𝑑𝑥2
𝑑𝑥3

… 𝑑𝑥𝑠

𝑑
𝑥
−1

2

𝑑𝑒 − 𝑑 𝑑
𝑥3𝑥

−1

2

… 𝑑
𝑥𝑠𝑥

−1

2

𝑑
𝑥
−1

3

𝑑
𝑥2𝑥

−1

3

𝑑𝑒 − 𝑑 … 𝑑
𝑥𝑠𝑥

−1

3

…

𝑑𝑥−1
𝑠

𝑑𝑥2𝑥
−1

𝑠

𝑑𝑥3𝑥
−1

𝑠

… 𝑑𝑒 − 𝑑

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

.

Dessa forma, ao colocarmos o vetor (1,… , 1) na transformação linear da matriz acima,
obtemos o vetor nulo, ou seja, essa matriz não é inversível, e, portanto possui determinante
nulo. Assim 𝑟 (

1

𝑑
) = 0. O resultado segue do Lema 2.3.30.

Uma graduação é dita ser trivial se existe 𝑥 ∈ 𝐺 tal que 𝑉𝑥 = 𝑉 . Sendo assim, graduações
triviais geram invariantes finitamente gerados. Temos também uma certa recíproca.

Teorema 2.3.32. Seja 𝐺 um grupo finito (𝐻 = (𝑘𝐺)
∗)e 𝑉 um espaço vetorial com alguma

𝐺-graduação. Se essa graduação for trivial, 𝑇 (𝑉 )𝐻 é finitamente gerado. Por outro lado, se 𝑉
for um espaço 𝐺-graduado não trivialmente tal que 𝑉𝑒 ≠ 0, então 𝑇 (𝑉 )𝐻 não é finitamente
gerado.

Demonstração: Suponha que 𝑉 seja trivialmente graduado, e seja 𝑥 ∈ 𝐺 tal que 𝑉 = 𝑉𝑥 .
Como 𝐺 é finito, 𝑥 possui ordem finita 𝑟 . Assim, vamos ter que 𝑇 (𝑉 )𝑒 = 𝕜⊕𝑉

⊗𝑟
⊕𝑉

⊗2𝑟
⊕⋯.

Portanto, qualquer base do espaço de dimensão finita 𝑉 ⊗𝑟 gera 𝑇 (𝑉 )𝑒.

Por outro lado, suponha que existe 𝑥 ≠ 𝑒 tal que 𝑉𝑥 ≠ 0 ≠ 𝑉𝑒. Vamos supor inicialmente
que 𝑉 = 𝑉𝑥 ⊕ 𝑉𝑒. Sabemos que 𝑃(𝑇 (𝑉 )𝑒) =

𝑝(𝑡)

𝑟(𝑡)
, como no teorema anterior. É fácil perceber

que 1

𝑑𝑒

é raiz de 𝑝(𝑡), mas não de 𝑟(𝑡), de modo que 𝑃(𝑇 (𝑉 )𝑒)−1 não seja polinômial. Pelo
Lema 2.3.28, segue que 𝑇 (𝑉 )𝑒 não pode ser finitamente gerado.

Por fim, se existir 𝑦 ≠ 𝑥, 𝑒 tal que 𝑉𝑦 ≠ 0, seja 𝑊 = 𝑉𝑥 ⊕ 𝑉𝑒. Seja 𝑓 ∶ 𝑉 → 𝑊 a
projeção de 𝑉 em 𝑊 associada à graduação. Assim, 𝑓 é um morfismo de álgebras. Se 𝑇 (𝑉 )𝑒
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fosse finitamente gerada então 𝕜⟨𝑊 ⟩𝑒 seria finitamente gerada. Mas 𝑊 = 𝑊𝑥 ⊕𝑊𝑒, o que
contradiria o parágrafo anterior. Logo 𝑇 (𝑉 )𝑒 não pode ser finitamente gerada.

2.3.3 Caracterização pela descrição da ação para ações de
grupos

Através das séries de Poincaré, iremos caracterizar quando as ações das álgebras de
grupo são finitamente geradas. As referências para esta subseção são (Koryukin, 1994),
(Dicks e Formanek, 1982/83) , (Green, 1962) e (Canesin, 2020).

Sejam𝐺 um grupo finito e 𝕜 um corpo. Um semianel é um anel que não necessariamente
possui inverso aditivo. Assim, podemos considerar o semianel formado pelas classses de
isomorfismos de 𝕜𝐺-módulos finitamente gerados, denotado por Rep = Rep(𝕜, 𝐺). Suas
operações são dadas por [𝑈 ] + [𝑈

′
] = [𝑈 ⊕ 𝑈

′
] e [𝑈 ][𝑈

′
] = [𝑈 ⊗ 𝑈

′
], pela ação diagonal.

Perceba que poderiamos formar tal semianel se tivessemos uma álgebra de Hopf, cuja ação
no produto tensorial é dada como no início desse capítulo.

Se 𝐾 é um corpo qualquer, podemos considerar o conjunto dos homomorfismos de semi-
anéis Char(𝕜, 𝐺, 𝐾) = {Rep → 𝐾,morfismo de semianéis}. Um elemento de Char(𝕜, 𝐺, 𝐾)

é chamado de caracter.

Se char(𝐾) = 0, a seguinte função pode ser útil para calcular a série de Poincaré dos
invariantes

𝜓([𝑈 ]) = dim𝕜(𝑈
𝑔
).

Proposição 2.3.33. Seja 𝐺 um subgrupo finito de GL(𝑉 ). Se 𝐾 é um corpo de caracteristica
0, e 𝜓 é uma 𝐾 -combinação linear de elementos de Char(𝕜, 𝐺, 𝐾), com

𝜓 = ∑

𝜒∈Char

⟨𝜒 , 𝜓⟩𝜒 ,

então 𝑃(𝑇 (𝑉 )𝐺) = ∑

𝜒∈Char

⟨𝜒 ,𝜓⟩

1−𝜒 [𝑉 ]𝑡
(igualdade válida em 𝐾 [[𝑡]]).

Demonstração: Dado 𝑛 ≥ 0, temos

dim𝕜(𝑉
⊗𝑛
)
𝐺
= 𝜓([𝑉

⊗𝑛
]) = ∑

𝜒∈Char

⟨𝜒 , 𝜓⟩𝜒 ([𝑉
⊗𝑛
]) = ∑

𝜒∈Char

⟨𝜒 , 𝜓⟩𝜒 ([𝑉 ])
𝑛
.

Dessa forma, vale

𝑃(𝑇 (𝑉 )
𝐺
) = ∑

𝑛≥0

dim𝕜(𝑉
⊗𝑛
)
𝐺
𝑡
𝑛
= ∑

𝑛≥0

∑

𝜒∈Char

⟨𝜒 , 𝜓⟩𝜒 ([𝑉 ])
𝑛
𝑡
𝑛

= ∑

𝜒∈Char

⟨𝜒 , 𝜓⟩∑

𝑛≥0

𝜒 ([𝑉 ])
𝑛
𝑡
𝑛
= ∑

𝜒∈Char

⟨𝜒 , 𝜓⟩

1 − 𝜒 [𝑉 ]𝑡

.

Assim podemos calcular a série de Poincaré no caso em que 𝕜 é um corpo de caracterís-
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tica 𝑝 > 0 e 𝐻 = 𝕜𝐶𝑝, para caracterizar quando a subálgebra de invariantes é finitamente
gerada.

Exemplo 2.3.34. Vamos olhar para as classes de indecomponíveis de 𝕜𝐺-módulos em que 𝐺 é
um grupo cíclico gerado por 𝑔 de ordem 𝑛 e 𝕜 um corpo de característica 𝑝 > 0 algebricamente
fechado. Escreva 𝑛 = 𝑝

𝑎
𝑚, em que 𝑚 é um inteiro não divisível por 𝑝.

Seja 𝑉 um 𝕜𝐶𝑛 módulo qualquer, e 𝑔 o gerador de 𝐶𝑛. Sendo assim, olhar para a ação de
𝑔 em 𝑉 dirá a ação de 𝕜𝐶𝑛. A ação de 𝑔 em 𝑉 é um automorfismo em 𝑉 que possui dimensão
finita. Sendo assim, a ação de 𝑔 em 𝑉 possui uma forma de Jordan, 𝑉 = 𝑉1 ⊕⋯ ⊕ 𝑉𝑛, e essa
decomposição é uma decomposição de 𝕜𝐺-módulos.

Além disso, cada 𝑉𝑖 é um 𝕜𝐺-módulo indecomponível, pois se 𝑉𝑖 é um bloco de Jordan
associado ao autovalor 𝜆, então, a ação de 𝑔 em um submódulo não nulo deverá conter um
autovetor associado à 𝜆, logo, não existem dois submódulos com interseção trivial. Além disso,
como 𝑔𝑛 = 1, temos que 𝜆 é uma raiz 𝑛-ésima da unidade. Como a característica de 𝕜 é 𝑝,
temos que

0 = 𝜆
𝑛
− 1 = (𝜆

𝑚
− 1)

𝑝
𝑎

⇒ 𝜆
𝑚
− 1 = 0,

ou seja, 𝜆 é uma raiz 𝑝-ésima da unidade.

Portanto, os módulos indecomponíveis são aqueles cuja ação de 𝑔 é um bloco de Jordan
associado a uma raiz 𝑝-ésima da unidade. Suponha que 𝑉 seja um módulo indecomponível, e
que a ação de 𝑔 em 𝑉 é um bloco de Jordan associado a 𝜆. Seja 𝑇 ∶ 𝑉 → 𝑉 a ação de 𝑔 em 𝑉 ..
Como a característica de 𝕜 não divide 𝑚, o polinômio 𝑥𝑚 − 1 = 0 tem exatamente 𝑚 raízes
distintas 𝜆1 = 𝜆, 𝜆2,… , 𝜆𝑚. Como 𝜆𝑖 não é autovetor de 𝑇 para 𝑖 ≥ 2, 𝑇 − 𝜆𝑖𝐼 é inversível, e,
portanto 𝑆 = (𝑇 − 𝜆2)⋯ (𝑇 − 𝜆𝑚) é inversível. Assim

0 = 𝑇
𝑛
− 𝐼 = (𝑇

𝑚
− 𝐼 )

𝑝
𝑎

= (𝑇 − 𝜆𝐼 )
𝑝
𝑎

𝑆
𝑝
𝑎

⇒ (𝑇
𝑚
− 𝐼 )

𝑝
𝑎

,

totalizando então 𝑛 = 𝑝
𝑎
𝑚 módulos indecomponiveis (é claro que dois desses módulos são

sempre não isomorfos).

Vamos agora analisar o caso em que 𝐺 = 𝐶𝑝 e 𝕜 é um corpo de caracteristica 𝑝. Nesse
caso, iremos denotar por 𝑈1,… , 𝑈𝑝 os 𝕜𝐺-módulos indecomponíveis tais que a matriz ação
de 𝑔 em 𝑈𝑖 é o bloco de Jordan associado a 1, e dim(𝑈𝑖) = 𝑖. Assim, iremos assumir o
seguinte resultado.

Teorema. [(Green, 1962) (Teorema 2)] Seja 𝜔 ∈ ℂ uma raiz 2𝑝-ésima da unidade. Para
cada 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑝 − 1, seja 𝑓𝑘 ∈ ℤ[𝑡, 𝑡

−1
], definido por

𝑓𝑗(𝑡) = 𝑡
𝑗−1

+ 𝑡
𝑗−3

+⋯ + 𝑡
−𝑗+3

+ 𝑡
−𝑗+1

=

𝑡
𝑗
− 𝑡

−𝑗

𝑡 − 𝑡
−1
.

Então, a função tal que 𝜒𝑘(𝑈𝑗) = 𝑓𝑗(𝜔
𝑘
) se estende para um caracter.

A ideia da demonstração desse resultado é mostrar que existem 𝑝 estenções dos carac-
teres do grupo trivial e através de relações álgebricas, mostrar que essas são as estensões.
Agora que já sabemos alguns caracteres iremos mostrar que 𝜓 ∶ Rep → ℂ é combinação
linear desses caracteres, de modo que podemos usar a Proposição 2.3.33.
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Lema 2.3.35. Vale a igualdade

𝜓 =

1

𝑝

𝜒0 +

1

2𝑝

𝑝−1

∑

𝑘=1

(𝜔
𝑘
+ 2 + 𝜔

−𝑘
)𝜒𝑘.

Demonstração: Para essa demonstração iremos denotar
𝑚

∑

𝑘=𝑙,𝑠

𝑓 (𝑘) para denotar
𝑠−𝑙

𝑚

∑

𝑘=0

𝑓 (𝑙 +

𝑘𝑚), se 𝑙 e 𝑠 são congruentes modulo 𝑚 (i.e., os temos vão indo de 𝑚 em 𝑚).

Para cada 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑝 − 1, temos 𝜔𝑗
− 1 ≠ 0, e portanto

(

𝑝−1

∑

𝑘=1

(𝜔
𝑘𝑗
+ 𝜔

−𝑘𝑗
)

)

(𝜔
𝑗
− 1) = (𝜔

𝑗
)
𝑝
− 𝜔

𝑗
+ 1 − (𝜔

𝑗
)
−𝑝+1

= (−1)
𝑗
− 𝜔

𝑗
+ 1 − (−1)

𝑗
𝜔
𝑗
= (𝜔

𝑗
− 1)(−1 − (−1)

𝑗
)

⇒

𝑝−1

∑

𝑘=1

(𝜔
𝑘𝑗
+ 𝜔

−𝑘𝑗
) = −1 − (−1)

𝑗
.

E também, para cada 1 ≤ 𝑗 , 𝑘 ≤ 𝑝 − 1, 𝜔𝑘
− 𝜔

−𝑘
≠ 0, e, portanto

(

𝜔
𝑘𝑗
+ 2

𝑗−1

∑

𝑠=−(𝑗−1),2

𝜔
𝑘𝑠
+ 𝜔

−𝑘𝑗

)

(𝜔
𝑘
− 𝜔

−𝑘
)

= 𝜔
𝑘(𝑗+1)

− 𝜔
𝑘(𝑗−1)

+ 2

𝑗−1

∑

𝑠=−(𝑗−1),2

(𝜔
𝑘(𝑠+1)

− 𝜔
𝑘(𝑠−1)

) + 𝜔
−𝑘(𝑗−1)

− 𝜔
−𝑘(𝑗+1)

= 𝜔
𝑘(𝑗+1)

− 𝜔
𝑘(𝑗−1)

+ 2(𝜔
𝑘𝑗
+ 𝜔

𝑘(𝑗−1)
− 𝜔

−𝑘(𝑗−1)
− 𝜔

−𝑘𝑗
) + 𝜔

−𝑘(𝑗−1)
− 𝜔

−𝑘(𝑗+1)

= 𝜔
𝑘(𝑗+1)

+ 2𝜔
𝑘𝑗
+ 𝜔

𝑘(𝑗−1)
− 𝜔

−𝑘(𝑗−1)
− 2𝜔

𝑘𝑗
− 𝜔

−𝑘(𝑗+1)

= (𝜔
𝑘
+ 2 + 𝜔

−𝑘
)(𝜔

−𝑘𝑗
− 𝜔

−𝑘𝑗
).

Dessa maneira, temos

(𝜔
𝑘
+2+𝜔

−𝑘
)

(𝜔
𝑘𝑗
− 𝜔

−𝑘𝑗
)

(𝜔
𝑘
− 𝜔

−𝑘
)

= 𝜔
𝑘𝑗
+2

𝑗−1

∑

𝑠=−(𝑗−1),2

𝜔
𝑘𝑠
+𝜔

−𝑘𝑗
= 2+

𝑗−1

∑

𝑠=1

2(𝜔
𝑘𝑠
+𝜔

−𝑘𝑠
) +𝜔

𝑘𝑗
+𝜔

−𝑘𝑗
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Assim,

𝑝−1

∑

𝑘=1

(𝜔
𝑘
+ 2 + 𝜔

−𝑘
)𝜒𝑘(𝑈𝑗) =

𝑝−1

∑

𝑘=1

(𝜔
𝑘
+ 2 + 𝜔

−𝑘
)

(𝜔
𝑘𝑗
− 𝜔

−𝑘𝑗
)

(𝜔
𝑘
− 𝜔

−𝑘
)

=

𝑝−1

∑

𝑘=1

(𝜔
𝑘
+ 2 + 𝜔

−𝑘
)

(𝜔
𝑘𝑗
− 𝜔

−𝑘𝑗
)

(𝜔
𝑘
− 𝜔

−𝑘
)

=

𝑝−1

∑

𝑘=1
[

2 +

𝑗−1

∑

𝑠=1

2(𝜔
𝑘𝑠
+ 𝜔

−𝑘𝑠
) + 𝜔

𝑘𝑗
+ 𝜔

−𝑘𝑗

]

= 2(𝑝 − 1) + 2

𝑗−1

∑

𝑠=1

[(−1) − (−1)
𝑠
] + (−1) − (−1)

𝑗

= 2(𝑝 − 1 − (𝑗 − 1)) − 1 − 2

𝑗−1

∑

𝑠=1

(−1)
𝑠
− (−1)

𝑗

= 2(𝑝 − 𝑗) − 1 − (−1 − (−1)
𝑗
) − (−1)

𝑗
= 2(𝑝 − 𝑗)

= 2𝑝 − 2𝑗 = 2𝑝𝜓(𝑈𝑗) − 2𝜒0(𝑈𝑗),

pois 𝜓(𝑈𝑗) = 1 e 𝜒0(𝑈𝑗) = 𝑗 , para todo 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑝.

Portanto, 𝜓 =

1

𝑝

𝜒0 +

1

2𝑝

𝑝−1

∑

𝑘=1

(𝜔
𝑘
+ 2 + 𝜔

−𝑘
)𝜒𝑘.

Agora, podemos calcular as Séries de Poincaré.

Proposição 2.3.36. Se 𝑉 é um𝐻 -módulo, então 𝑃(𝑇 (𝑉 )𝐺) =
1

2𝑝 [

2

1 − dim(𝑉 )𝑡

+

𝑝−1

∑

𝑘=1

𝜔
𝑘
+ 2 + 𝜔

−𝑘

1 − 𝜒𝑘(𝑉 )𝑡 ]
.

(i) 𝑃(𝑇 (𝑈1)
𝐺
) =

1

1 − 𝑡

.

(ii) Se 𝑗 é par e 1 < 𝑗 < 𝑝 − 1, então 𝑃(𝑇 (𝑈𝑗)𝐺) =
1

2𝑝 [

2

1 − 𝑗𝑡

+

𝑝−1

∑

𝑘=1

𝜔
𝑘
+ 2 + 𝜔

−𝑘

1 − 𝑓𝑗(𝜔
𝑘
)𝑡 ]

, e os

denominadores são todos distintos.

(iii) Se 𝑗 é ímpar e 1 < 𝑗 < 𝑝 − 1, então 𝑃(𝑇 (𝑈𝑗)𝐺) =
1

𝑝 [

1

1 − 𝑗𝑡

+

𝑝−1

2

∑

𝑘=1

2

1 − 𝑓𝑗(𝜔
𝑘
)𝑡 ]

, e os

denominadores são todos distintos.

(iv) 𝑃(𝑇 (𝑈𝑝−1)
𝐺
) =

1 − (𝑝 − 2)𝑡 − 𝑡
2

(1 − 𝑡)(1 + 𝑡)(1 − (𝑝 − 1)𝑡)

.

(v) 𝑃(𝑇 (𝑈𝑝)
𝐺
) =

1 − (𝑝 − 1)𝑡

1 − 𝑝𝑡

.

Demonstração: A primeira igualdade segue da Proposição 2.3.33, observando que 𝜒0(𝑉 ) =
dim(𝑉 ). Antes de vermos as séries de Poincaré dos indecomponíveis, vamos precisar das
seguintes igualdades.
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Se 𝛼 é uma raíz 𝑚-ésima da unidade, então
𝑚−1

∑

𝑘=1

𝛼
𝑘
= −1 (segue da fórmula da PG) e

𝑝−1

∑

𝑘=1

(𝜔
𝑘
+ 𝜔

−𝑘
) =

𝑝−1

∑

𝑘=1

(𝜔
𝑘
+ 𝜔

2𝑝−𝑘
) =

2𝑝−1

∑

𝑘=1

𝜔
𝑘
− 𝜔

𝑝
= (−1) − (−1) = 0.

(i) Perceba que 𝑓1(𝑡) = 1, portanto

𝑃(𝑇 (𝑈1)
𝐺
) =

1

2𝑝 [

2

1 − 𝑡

+

𝑝−1

∑

𝑘=1

𝜔
𝑘
+ 2 + 𝜔

−𝑘

1 − 𝑓1(𝜔
𝑘
)𝑡 ]

=

1

2𝑝 [

2

1 − 𝑡

+

𝑝−1

∑

𝑘=1

𝜔
𝑘
+ 2 + 𝜔

−𝑘

1 − 𝑡 ]

=

1

2𝑝(1 − 𝑡) [

2 +

𝑝−1

∑

𝑘=1

2 +

𝑝−1

∑

𝑘=1

(𝜔
𝑘
+ 𝜔

−𝑘
)

]

=

1

1 − 𝑡

.

(ii) A igualdade segue da igualdade inicial. A verificação de que os denominadores são
todos distintos será feito abaixo.

(iii) Para 1 ≤ 𝑘 ≤
𝑝−1

2
, temos que 𝜔−𝑘

= 𝜔
𝑘 e 𝜔−(𝑝−𝑘)

= 𝜔
𝑝−𝑘, portanto

𝜔
𝑘
+ 2 + 𝜔

−𝑘
+ 𝜔

𝑝−𝑘
+ 2 + 𝜔

−(𝑝−𝑘)
= 4 + 2(ℜ(𝜔

𝑘
) +ℜ(𝜔

𝑝−𝑘
))

= 4 + 2
(
cos

(

𝑘𝜋

2𝑝)
+ cos

(

(𝑝 − 𝑘)𝜋

2𝑝 ))

= 4.

Além disso, temos

𝑓𝑗(𝜔
𝑝−𝑘

) =

𝜔
(𝑝−𝑘)𝑗

− 𝜔
−(𝑝−𝑘)𝑗

𝜔
𝑝−𝑘

− 𝜔
−(𝑝−𝑘)

=

−𝜔
−𝑘𝑗

− (−𝜔
𝑘𝑗
)

−𝜔
−𝑘

− (−𝜔
−𝑘
)

=

𝜔
𝑘𝑗
− 𝜔

−𝑘𝑗

𝜔
𝑘
− 𝜔

−𝑘
= 𝑓𝑗(𝜔

𝑘
),

onde usamos o fato de que 𝑗 é ímpar para mostrar que 𝜔(𝑝−𝑘)𝑗
= −𝜔

−𝑘𝑗 . Portanto,
segue a igualdade. O fato de que os denominadores são diferentes será mostrado
abaixo.

(iv) Para cada 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑝 − 1, temos que

𝑓𝑗(𝜔
𝑘
) =

𝜔
(𝑝−1)𝑘

− 𝜔
−(𝑝−1)𝑘

𝜔
𝑘
− 𝜔

−𝑘
=

(−1)
𝑘
(𝜔

−𝑘
− 𝜔

𝑘
)

𝜔
𝑘
− 𝜔

−𝑘
= (−1)

𝑘+1
.

Além disso, também temos que
𝑝−1

2

∑

𝑘=1

𝜔
2𝑘
+ 𝜔

−2𝑘
=

𝑝−1

2

∑

𝑘=1

𝜔
2𝑘
+ 𝜔

2𝑝−2𝑘
= −1 pois é a soma

das potências de 𝜔2 da primeira até a (𝑝 − 1)-ésima. Como
𝑝−1

∑

𝑘=1

𝜔
𝑘
+ 𝜔

−𝑘
= 0, segue
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que
𝑝−1

2

∑

𝑘=1

𝜔
2𝑘−1

+ 𝜔
−(2𝑘−1)

= 1. Assim

𝑃(𝑇 (𝑈𝑝−1)
𝐺
) =

1

2𝑝

⎡

⎢

⎢

⎣

2

1 − (𝑝 − 1)𝑡

+

𝑝−1

2

∑

𝑘=1

𝜔
2𝑘−1

+ 2 + 𝜔
−(2𝑘−1)

1 − 𝑡

+

𝑝−1

2

∑

𝑘=1

𝜔
2𝑘
+ 2 + 𝜔

−2𝑘

1 + 𝑡

⎤

⎥

⎥

⎦

=

1

2𝑝 [

2

1 − (𝑝 − 1)𝑡

+

2(𝑝 − 1) + 1

1 − 𝑡

+

2(𝑝 − 1) − 1

1 + 𝑡 ]

=

1 − (𝑝 − 2)𝑡 − 𝑡
2

(1 − 𝑡)(1 + 𝑡)(1 − (𝑝 − 1)𝑡)

.

(v) Perceba que 𝑓𝑝(𝜔𝑘
) = 0, para todos 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑝, Assim

𝑃(𝑇 (𝑈𝑝)
𝐺
) =

1

2𝑝 [

2

1 − 𝑝𝑡

+

𝑝−1

∑

𝑘=1

𝜔
𝑘
+ 2 + 𝜔

−𝑘

]

=

1

𝑝 [

1

1 − 𝑝𝑡

+ 𝑝 − 1
]
=

1 − (𝑝 − 1)𝑡

1 − 𝑝𝑡

.

Por fim, vamos verificar que os denominadores são todos distintos. Para isso, iremos
precisar do seguinte fato de teoria de anéis, se 𝜁 é uma raíz 𝑝-ésima da unidade, então,
como 𝑥𝑝 − 1 é um polinômio irredutível em ℚ[𝑥], segue que 𝐵 = {1 = 𝜁

0
, 𝜁

1
,… , 𝜁

𝑝−1
} é um

conjunto ℚ linearmente independente.

Sejam 1 < 𝑗 < 𝑝 − 1 e 1 ≤ 𝑘1 < 𝑘2 ≤ 𝑝 − 1 tais que 𝑓𝑗(𝜔
𝑘1
) = 𝑓𝑗(𝜔

𝑘2
) e seja

𝜁 = 𝜔
𝑝+1

= −𝜔 uma raíz 𝑝-ésima da unidade. Como, para todo 𝑘, 𝑓𝑗(𝜔𝑘
) = (−1)

𝑘(𝑗−1)
𝑓𝑗(𝜁

𝑘
),

temos que (−1)
𝑘1(𝑗−1)

𝑓𝑗(𝜁
𝑘1
) = (−1)

𝑘2(𝑗−1)
𝑓𝑗(𝜁

𝑘2
).

Se 𝑗 é ímpar, então 𝑓𝑗(𝜁 𝑘1) = 𝑓𝑗(𝜁
𝑘2
). Se 𝑗 é par, então como 𝐵 é ℚ linearmente inde-

pendente, 𝑘1 e 𝑘2 não podem ter paridades distintas. Logo, nesse caso também vale que
𝑓𝑗(𝜁

𝑘1
) = 𝑓𝑗(𝜁

𝑘2
).

Seja 𝑓 ∈ Aut(ℚ(𝜁 )) em que 𝑓 (𝜁 ) = 𝜁
𝑘1 e seja 𝑔 = 𝑓

−1. Assim, 𝑔(𝜁 𝑘1) = 𝜁 e como 𝑔(𝜁 𝑘2)
deve ser raíz de 𝑥𝑝 − 1, segue que 𝑔(𝜁 𝑘2) = 𝜁

𝑎, para algum 𝑎. Assim 𝑓 (𝜁
𝑎
) = 𝑓 (𝜁 )

𝑎
= 𝜁

𝑎𝑘1 ,
ou seja 𝑎𝑘1 ≡ 𝑘2( mod 𝑝). Como o inverso de 𝜁 é uma potência em 𝜁 , segue que 𝑓𝑗(𝜁 𝑘1) e
𝑓𝑗(𝜁

𝑘2
) são polinômios em 𝜁 . Assim,

𝑓𝑗(𝜁 ) = 𝑓𝑗(𝑔(𝜁
𝑘1
)) = 𝑔(𝑓𝑗(𝜁

𝑘1
)) = 𝑔(𝑓𝑗(𝜁

𝑘2
)) = 𝑓𝑗(𝑔(𝜁

𝑘2
)) = 𝑓𝑗(𝜁

𝑎
).

Multiplicando os dois lados da igualdade por (𝜁 − 𝜁
−1
)(𝜁

𝑎
− 𝜁

−𝑎
), obtemos

𝜁
𝑗+𝑎

− 𝜁
𝑗−𝑎

− 𝜁
−𝑗+𝑎

+ 𝜁
−𝑎−𝑗

= 𝜁
𝑗𝑎+1

− 𝜁
𝑗𝑎−1

− 𝜁
−𝑗𝑎+1

+ 𝜁
−𝑗𝑎−1

⇒

𝜁
𝑗+𝑎

+ 𝜁
−𝑗−𝑎

+ 𝜁
𝑗𝑎−1

+ 𝜁
−𝑗𝑎+1

= 𝜁
𝑗−𝑎

+ 𝜁
−𝑗+𝑎

+ 𝜁
𝑎𝑗+1

+ 𝜁
−𝑗𝑎−1

.

Usando novamente o fato de que 𝐵 é linearmente independente sobre ℚ, obtemos que
(𝑗 + 𝑎,−𝑗 − 𝑎, 𝑗𝑎 − 1,−𝑗𝑎 + 1) é uma permutação de (𝑗𝑎 + 1,−𝑗𝑎 − 1,−𝑗 + 𝑎, 𝑗 − 𝑎). Logo a
diferença dos seus produtos deve ser 0( mod 𝑝). Sua diferença é 4𝑎𝑗(𝑎2 −1)(𝑗

2
−1). Como

𝑎 ≢ 0, 1( mod 𝑝) e 𝑗 ≢ 0, 1,−1( mod 𝑝), segue que 𝑎 ≡ −1( mod 𝑝). Dessa maneira,
𝑘2 = 𝑝 − 𝑘1 de modo que 𝑘1 e 𝑘2 possuem paridades distintas. Portanto 𝑗 é ímpar.
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Corolário 2.3.37. Seja 2 ≤ 𝑗 ≤ 𝑝. Então 𝕜⟨𝑈𝑗⟩
𝐺 não é finitamente gerada.

Demonstração: Para provar iremos usar a proposição anterior e o Lema 2.3.28. Escreva
𝑃(𝑇 (𝑈𝑗)

𝐺
) =

𝑄𝑗 (𝑡)

𝑅𝑗 (𝑡)
, onde 𝑄𝑗 e 𝑅𝑗 são polinômios coprimos (podemos fazer isso pela proposi-

ção anterior). Assim, temos que 𝑃(𝑇 (𝑈𝑗)𝐺)𝑅𝑗(𝑡) = 𝑄𝑗(𝑡). Além disso, como cada elemento
do denominador é um fator linear distinto, vejamos qual é o coeficiente de 𝑡 em 𝑅𝑗(𝑡) em
cada um dos casos.

(i) Se 1 < 𝑗 < 𝑝 − 1 e 𝑗 é par, então tal coeficiente é −𝑗 −

𝑝−1

∑

𝑘=1

𝑓𝑗(𝜔
𝑘
). Vejamos que

𝑝−1

∑

𝑘=1

𝑓𝑗(𝜔
𝑘
) = 0. Perceba que

𝑝−1

∑

𝑘=1

𝑓𝑗(𝜔
𝑘
) =

𝑝−1

∑

𝑘=1

(𝜔
𝑘(𝑗−1)

+ 𝜔
𝑘(𝑗−3)

+⋯ + 𝜔
−𝑘(𝑗−3)

+ 𝜔
−𝑘(𝑗−1)

)

=

𝑝−1

∑

𝑘=1

𝑗

2

∑

𝑚=1

𝜔
𝑘(2𝑚−1)

+ 𝜔
−𝑘(2𝑚−1)

=

𝑝−1

2

∑

𝑘=1

𝑗

2

∑

𝑚=1

𝜔
𝑘(2𝑚−1)

+ 𝜔
−(𝑝−𝑘)(2𝑚−1)

+ 𝜔
−𝑘(2𝑚−1)

+ 𝜔
(𝑝−𝑘)(2𝑚−1)

= 0,

pois 𝜔(𝑝−𝑘)(2𝑚−1)
=

𝜔
𝑝(2𝑚−1)

𝜔
𝑘(2𝑚−1)

=

(−1)
2𝑚−1

𝜔
𝑘(2𝑚−1)

= −𝜔
−𝑘(2𝑚−1) (e também 𝜔

−(𝑝−𝑘)(2𝑚−1)
=

𝜔
(𝑝−𝑘)∗(−(2𝑚−1))

= −𝜔
𝑘∗(−−(2𝑚−1))

= −𝜔
𝑘(2𝑚−1)). Portanto, tal coeficiente deve ser −𝑗 .

(ii) Se 1 < 𝑗 < 𝑝 − 1 e 𝑗 é impar (𝑝 ímpar, se 𝑝 = 2, então, não existem tais 𝑗), então o

coeficiente é −𝑗 −

𝑝−1

2

∑

𝑘=1

𝑓𝑗(𝜔
𝑘
). Para chegar a alguma fórmula fechada, perceba que,

dado 1 ≤ 𝑚 ≤
𝑗−1

2
, pela fórmula da soma da progressão geométrica, temos

𝑠𝑚 =

𝑝−1

2

∑

𝑘=1

𝜔
2𝑘𝑚

=

𝜔
2𝑚

− (−1)
𝑚

1 − 𝜔
2𝑚

.

Dessa forma, se 𝑚 é par, então 𝑠𝑚 = −1. Se 𝑚 é impar, então 𝑠𝑚 =
𝛼+1

1−𝛼
, com 𝛼 = 𝜔

2𝑚.
Portanto, se 𝛽 = 𝛼, então

𝑠𝑚 =

𝛼 + 1

1 − 𝛼

=

𝛼 + 1

1 − 𝛼

⋅

1 − 𝛽

1 − 𝛽

=

1 − 𝛼𝛽

1 − 2ℜ(𝛼) + |𝛼|
2
+

2 im(𝛼)

1 − 2ℜ(𝛼) + |𝛼|
2
𝑖.

Logo, como |𝛼| = 1, segue que 𝛼𝛽 = 1, de modo que ℜ(𝑠𝑚) =

1 − 𝛼𝛽

1 − 2ℜ(𝛼) + |𝛼|
2
= 0.
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Em qualquer caso, temos que ℜ(𝑠𝑚) =

(−1) − (−1)
𝑚

2

. Assim

𝑝−1

2

∑

𝑘=1

𝑓𝑗(𝜔
𝑘
) =

𝑝−1

2

∑

𝑘=1

⎛

⎜

⎜

⎝

1 +

𝑗−1

2

∑

𝑚=1

𝜔
2𝑘𝑚

+ 𝜔
−2𝑘𝑚

⎞

⎟

⎟

⎠

=

𝑝 − 1

2

+

𝑗−1

2

∑

𝑚=1

𝑝−1

2

∑

𝑘=1

2ℜ(𝜔
2𝑘𝑚

)

=

𝑝 − 1

2

+ 2

𝑗−1

2

∑

𝑚=1

ℜ(𝑠𝑚) =

𝑝 − 1

2

+ 2

𝑗−1

2

∑

𝑚=1

(−1) − (−1)
𝑚

2

=

𝑝 − 1

2

+

𝑗−1

2

∑

𝑚=1

(−1) − (−1)
𝑚
=

𝑝 − 1

2

−

𝑗 − 1

2

−

𝑗−1

2

∑

𝑚=1

(−1)
𝑚

=

𝑝 − 𝑗 + 1 + (−1)

𝑗+1

2

2

> 0.

(iii) Se 𝑗 = 𝑝 − 1, então o coeficiente é −(𝑝 − 1).

(iv) Se 𝑗 = 𝑝, então o coeficiente é −𝑝.

Em qualquer caso é diferente de −1. Como o coeficiente de grau 0 de 𝑃(𝕜⟨𝑈𝑗⟩𝐺) é 1, o
coeficiente de grau 1 de 𝑄𝑗(𝑡) é diferente de 0, assim 𝑃(𝕜⟨𝑈𝑗⟩

𝐺
)
−1 não pode ser polinomial,

e, portanto 𝕜⟨𝑈𝑗⟩
𝐺 não é finitamente gerada.

Teorema 2.3.38. Seja 𝐺 um subgrupo finito de GL(𝑉 ) com |𝐺| = char(𝕜) > 0. Então 𝑇 (𝑉 )𝐺

não é finitamente gerada.

Demonstração: Escreva 𝑉 ≅ ⊕
𝑝

𝑗=1
𝑈
𝑚𝑗

𝑗
. Se𝑚𝑗 = 0, para todo 2 ≤ 𝑗 ≤ 𝑝, então 𝐺 consistiria

apenas da transformação identidade, ou seja |𝐺| = 1. Assim 𝑚𝑗 > 0, para algum 2 ≤ 𝑗 ≤ 𝑝.
Assim, temos um morfismo de 𝕜𝐺-módulos 𝑉 → 𝑈𝑗 sobrejetor, o que induz um morfismo de
álgebras 𝑇 (𝑉 )𝐺 → 𝑇 (𝑈𝑗)

𝐺 sobrejetor. Mas pelo corolário anterior, 𝑇 (𝑈𝑗)𝐺 não é finitamente
gerada, de modo que 𝑇 (𝑉 )𝐺 não pode ser finitamente gerada.

Temos em constraste, o seguinte resultado para quando a caracteristica difere da ordem
do grupo cíclico.

Teorema 2.3.39. Seja 𝐺 um subgrupo finito de GL(𝑉 ) de ordem prima 𝑝 e 𝕜 um corpo de
característica diferente de 𝑝. Se 𝑇 (𝑉 )𝐺 for finitamente gerada então a ação de 𝐺 é escalar.

Demonstração: Podemos supor que 𝕜 possui uma raiz 𝑝-ésima da unidade 𝜔. Como
visto anteriormente, os 𝕜𝐺-módulos indecomponíveis são 𝑈1,… , 𝑈𝑝 em que dim𝕜 𝑈𝑖 = 1 e
𝑔 ⋅ 𝑢 = 𝜔

𝑗
𝑢, 𝑢 ∈ 𝑈𝑗 . Assim, podemos escolher uma base 𝑥1,… , 𝑥𝑑 de 𝑉 tal que 𝑔 ⋅ 𝑥𝑖 = 𝜔

𝑗𝑖
𝑥𝑖.

Dessa forma, todo monômio 𝑥𝑚1
⋯ 𝑥𝑚𝑠

(𝑚1,… , 𝑚𝑠 ∈ {1,… , 𝑑}) é um autovetor para 𝑔 . Se
existir um conjunto finito gerador de 𝑇 (𝑉 )𝐺 como álgebra, então esse conjunto poderia
ser tomado como um conjunto finito de monômios (dado que o conjunto de monômios é
linearmente independente e que cada monômio é autovalor).

Suponha que a ação de 𝐺 não é escalar. Assim, podemos assumir sem perda de ge-
neralidade que 𝑗1 ≠ 𝑗2. Para cada 𝑚 inteiro, construa indutivamente um monômio 𝑤𝑚

de comprimento 𝑚 tal que nenhum segmento inicial de 𝑤𝑚 é invariante. Esse monômio
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pode ser construído pois, dado 𝑤 monômio, 𝑤𝑥1 ou 𝑤𝑥2 não é invariante. Assim, como
𝑗1 ≠ 𝑗2, existe 𝑛 > 0 tal que 𝑤𝑚𝑥

𝑛

1
ou 𝑤𝑚𝑥

𝑛

2
é invariante, (iremos chamar tal monômio de

𝑧𝑚). Suponha que exista um conjunto finito de monômios geradores dos invariantes, e seja
𝑚 o comprimento do maior monômio. Assim, 𝑧𝑚 seria um invariante não gerado por esse
conjunto finito. Contradição.

Lema 2.3.40. Se 𝐺 é um subgrupo finito de GL(𝑉 ) tal que 𝑇 (𝑉 )𝐺 é finitamente gerado, então
𝑇 (𝑉 )

𝐻 é finitamente gerado para todo 𝐻 subgrupo de 𝐺.

Demonstração: Sabemos que 𝑇 (𝑉 )𝐻 é uma álgebra livre. Se 𝑇 (𝑉 )𝐻 não for finitamente
gerada, teríamos uma cadeia infinita de subálgebras livres de 𝑇 (𝑉 )𝐺. Como 𝑇 (𝑉 )𝐺 é finita-
mente gerada, por correspondência, teriamos uma cadeia infinita de subgrupos de 𝐺 (que
contém 𝐻 ), absurdo.

Com isso, temos uma outra caracterização.

Teorema 2.3.41. Seja 𝐺 um grupo finito de GL(𝑉 ). Então 𝑇 (𝑉 )𝐺 é finitamente gerado se e
somente se 𝐺 é formado por matrizes escalares. Nesse caso, temos que 𝐺 é gerado por 𝜔𝐼 , onde
𝜔 é uma raiz |𝐺|-ésima da unidade e 𝑇 (𝑉 )𝐺 = 𝕜⟨𝑉

⊗|𝐺|
⟩.

Demonstração: Se 𝐺 for escalar, então 𝐺 é um subgrupo finito das matrizes da forma 𝛼𝐼
com 𝛼 ∈ 𝕜

∗ que é isomorfo a 𝕜
∗, portanto é um grupo cíclico da gerado por 𝜔𝐼 , onde 𝜔 é

uma raiz |𝐺|-ésima da unidade. Além disso, 𝑇 (𝑉 )𝐺 = 𝕜⟨𝑉
⊗𝑛
⟩, e a subálgebra de invariantes

é gerada por uma base de 𝑉 ⊗𝑛 que é finita.

Suponha que 𝑇 (𝑉 )
𝐺 é finitamente gerada. Seja 𝑁 o subgrupo de 𝐺 formado pelas

matrizes escalares. Assim, 𝑁 é um subgrupo central. Assim, temos uma ação de 𝐺

𝑁
em

𝑇 (𝑉 )
𝑁
= 𝑇 (𝑉

⊗|𝑁 |
) induzida pela ação de 𝐺.

Assim, 𝑇 (𝑉 ⊗|𝑁 |
)

𝐺

𝑁 = 𝑇 (𝑉 )
𝐺 é finitamente gerada. Pelo lema anterior, temos que para

todo 𝐻 subgrupo de 𝐺

𝑁
, 𝑇 (𝑉 ⊗|𝑁 |

)
𝐻 é finitamente gerado. Seja 𝑝 um primo que divide 𝐺

𝑁
e

tome 𝐻 um subgrupo de ordem 𝑝. Se char(𝕜) = 𝑝, então, sabemos que 𝑇 (⟨𝑉 ⊗|𝑁 |
)
𝐻 não

pode ser finitamente gerado. Logo, temos que char(𝕜) ≠ 𝑝. Nesse caso, como a ação de
cada elemento não nulo de 𝐺

𝑁
não é escalar, segue que a ação de 𝐻 não é escalar, de modo

que 𝑇 (𝑉 ⊗|𝑁 |
)
𝐻 não pode ser finitamente gerada. Logo 𝐺

𝑁
é trivial e a ação de 𝐺 em 𝑉 é

escalar.

Agora iremos olhar para outra caracterização desse caso.

Seja 𝑉 um espaço vetorial de dimensão finita e 𝐺 ≤ Aut(𝑉 ), um subgrupo finito. Dessa
forma 𝐺 age por automorfismos em 𝑅, via

𝑔 ⋅ (𝑣1 ⋯ 𝑣𝑛) = (𝑔 ⋅ 𝑣1)⋯ (𝑔 ⋯ 𝑣𝑛).

Além disso, também existe a ação dos grupos simétricos nas componentes homogêneas de
𝑅, de modo que se 𝑋 = {𝑥1,… , 𝑥𝑛} é uma base de 𝑉 , então

(𝑥𝑖1
⋯ 𝑥𝑖𝑚

) ⋅ 𝜏 = 𝑥𝜏−1(𝑖1)
⋯ 𝑥𝜏−1(𝑖𝑚)
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O suporte possui a seguinte propriedade

Lema 2.3.42. Seja 𝐴 um subconjunto de 𝑅. Se 𝐴 for estável pela ação de 𝐺 (isto é 𝑔 ⋅ 𝐴 = 𝐴,
para todo 𝑔 ∈ 𝐺), então 𝑠(𝐴) é estável pela ação de 𝐺.

Demonstração: Seja 𝑔 ∈ 𝐺, temos que 𝐴 = 𝑔 ⋅𝐴 ⊆ 𝑔 ⋅ 𝑇 (𝑠(𝐴)) = 𝑇 (𝑔 ⋅ 𝑠(𝐴)). Assim, como
𝑔 ⋅ 𝑠(𝐴) é um subespaço de 𝑉 , temos que 𝑠(𝐴) ⊆ 𝑔 ⋅ 𝑠(𝐴). Como 𝐺 age por automorfismos e
𝑠(𝐴) possui dimensão finita, temos a igualdade.

Se 𝑋 é uma base de 𝑉 , então o semigrupo (multiplicativo) gerado por 𝑋 em 𝑅 é
um semigrupo livre, e a álgebra 𝑅 é livre em 𝑋 . Com essa base 𝑋 fixada, trataremos os
elementos do semigrupo como monômios, e os elementos de 𝑋 de letras. Um elemento
arbitrário de 𝑅 é uma combinação linear de monômios. Seja𝐴 um conjunto de elementos de
𝑅 (respectivamente 𝑀 um conjunto de monômios). Se 𝑦 é uma letra, dizemos que 𝑦 possui
uma recorrência em 𝐴 (resp. 𝑀), se 𝑦 aparece em algum monômio de algum elemento de
𝐴 (resp. algum monômio de 𝑀). Além disso, dizemos que uma sequência de letras 𝑦1, 𝑦2,…
é compatível com 𝐴 (resp. 𝑀), se algum elemento de 𝐴 possuir algum monômio da forma
𝑦1 ⋯ 𝑦𝑛, para algum 𝑛 ∈ ℕ (resp. for um elemento de 𝑀). Com isso, temos

Lema 2.3.43. Seja 𝑀 um conjunto de monômios finito. Se o semigrupo gerado por 𝑀 for
fechado pela ação dos grupos simétricos, então toda sequência (infinita) de letras 𝑦1, 𝑦2,…
que possui recorrência em 𝑀 é compatível com 𝑀 .

Demonstração: Como 𝑀 é finito, possui um monômio de maior comprimento, seja 𝑚 o
maior comprimento de tal monômio. Como cada letra 𝑦𝑖 possui uma recorrência em 𝑀 ,
tome 𝑒𝑖 um monômio no qual 𝑦𝑖 é uma letra. Considere o monômio 𝑒 = 𝑒1𝑒2 ⋯ 𝑒𝑚.

Dessa forma 𝑒 está no semigrupo gerado por 𝑀 que é fechado pela ação dos grupos
simétricos, de modo que 𝑦1𝑦2 ⋯ 𝑦𝑚𝑧 também está nesse semigrupo, para algum monômio
𝑧. Isso quer dizer que existem monômios 𝑣1,… , 𝑣𝑛 ∈ 𝑀 tal que 𝑣1 ⋯ 𝑣𝑛 = 𝑦1𝑦2⋯ 𝑦𝑚𝑧. Como
o tamanho de 𝑣1 é menor ou igual a 𝑚, existe 𝑙 natural (menor ou igual a 𝑚) tal que
𝑦1 ⋯ 𝑦𝑙 = 𝑣1 ∈ 𝑀 .

Lema 2.3.44. Seja 𝐴 um conjunto finito de elementos de 𝑅 e seja 𝐵 a álgebra gerada por 𝐴.
Se 𝐵 for fechada pela ação dos grupos simétricos e homogênea, então toda sequência de letras
com ocorrência em 𝐴 é compatível com 𝐴.

Demonstração: Basta considerar 𝑀 o conjunto dos monômios de 𝐴 e aplicar o resultado
anterior.

Lema 2.3.45. Seja G um automorfismo de 𝑉 (que possui dimensão pelo menos 2), e suponha
que 𝕜 seja algebricamente fechado. Se G não for escalar (isto é, múltiplo da identidade), então
existe uma base 𝑋 de 𝑉 e uma sequência infinita de letras de 𝑋 que não é compatível com a
álgebra dos invariantes não comutativos desse automorfismo.

Demonstração: Suponha que G não é diagonalizável. Então, existe 𝑋 = {𝑥1, ,… , 𝑥𝑛} uma
base de 𝑉 em que G está na forma de Jordan. Como G não é diagonalizável, podemos
supor sem perda de generalidade que 𝑥1 e 𝑥2 estão no mesmo bloco, onde G(𝑥1) = 𝜌𝑥1 + 𝑥2



2.3 | QUANDO A SUBÁLGEBRA DE INVARIANTES É FINITAMENTE GERADA

75

e G(𝑥2) = 𝜌𝑥2 + 𝑦, onde 𝑦 ∈ span(𝑥3,… , 𝑥𝑛). Seja 𝑚 um inteiro positivo qualquer, vejamos
que 𝑥𝑚

1
não pode ser invariante. Suponha que seja, então teriamos que

𝑥
𝑚

1
= G(𝑥

𝑚

1
) = G(𝑥1)

𝑚
= (𝜌𝑥1 + 𝑥2)

𝑚
.

A partir da comparação de coeficientes, o único jeito de isso acontecer é se 𝜌𝑚 = 1 e 𝜌 = 0

(comparando os coeficientes de 𝑥𝑚
1

e 𝑥1𝑥𝑚−12
). Mas isso é impossível, logo 𝑥

𝑚

1
não pode

ser invariante por G, para nenhum 𝑚. Dessa forma, a sequência 𝑥1, 𝑥1, 𝑥1,… satisfaz às
condições do enunciado.

Suponha no entanto que G seja diagonalizável e seja 𝑋 = {𝑥1,… , 𝑥𝑛} uma base de
autovetores, em que 𝑥𝑖 é associado ao autovalor 𝜌𝑖, e suponha sem perda de generalidade
que 𝜌1 ≠ 𝜌2 (caso todos fossem iguais, o automorfismo seria linear). Seja 𝑦 ∈ 𝑅 não nulo
qualquer. Vejamos que pelo menos um dos dois entre 𝑦𝑥1 e 𝑦𝑥2 não é invariante por G. Se
𝑦𝑥1 for invariante por G, então

𝑦𝑥1 = G(𝑦𝑥1) = G(𝑦)G(𝑥1) = 𝜌1G(𝑦)𝑥1

⇒ (𝜌1𝑦 −G(𝑦))𝑥1 = 0 ⇒ 𝜌1𝑦 −G(𝑦) = 0 ⇒ 𝜌1𝑦 = G(𝑦).

De modo análogo, se 𝑦𝑥2 fosse invariante por G, teriamos que G(𝑦) = 𝜌2𝑦. Mas 𝜌1 ≠ 𝜌2

e 𝑦 ≠ 0, chegando em uma contradição. Então pelo menos um dos dois não é invariante.
Sendo assim, construa indutivamente a sequência 𝑦1, 𝑦2,… , de modo que 𝑦1⋯ 𝑦𝑠 não é
invariante para nenhum 𝑠 (para fazer isso, basta começar com 𝑦 = 1 para 𝑠 = 1 e para
𝑠 > 1, tome 𝑦 = 𝑦1 ⋯ 𝑦𝑠−1). Dessa forma, essa sequência construída satisfaz às propriedades
pedidas.

Podemos assumir que o corpo é algebricamente fechado. Para isso, perceba que suponha
que 𝕝/𝕜 é uma extensão de corpos e 𝑉 um 𝕜-espaço e 𝐺 é um grupo de automorfismos
de 𝑉 (em que 𝑉 é um 𝕜-espaço de dimensão finita). Seja 𝑊 = 𝑉 ⊗𝕜 𝕝 visto como 𝕝-espaço
e seja 𝐺′

= {𝑔
′
= 𝑔 ⊗ id ∶ 𝑔 ∈ 𝐺}. Dessa forma, 𝐺′ age por automorfismos em 𝑊 . Então,

𝑇 (𝑉 )
𝐺 é finitamente gerado (como 𝕜-álgebra) se e somente se 𝑙⟨𝑊 ⟩

𝐺
′

é finitamente gerado
(como 𝑙-álgebra). Agora iremos juntar todos os lemas, para chegar no resultado principal
dessa seção.

Teorema 2.3.46. Seja 𝐺 um grupo (não necessariamente finito) de automorfismos de 𝑉 .
Se a álgebra de invariantes for finitamente gerada, então 𝐺 age no suporte da álgebra de
invariantes como um grupo finito cíclico de matrizes escalares.

Demonstração: Como citado anteriormente, podemos supor que 𝕜 é álgebricamente
fechado, e seja 𝑈 o suporte de 𝑇 (𝑉 )𝐺. Como 𝑅𝐺 é estável relativo a ação de 𝐺, pelo Lema
2.3.42, temos que 𝑈 é estável relativo a ação de 𝐺. Seja 𝐻 o grupo dos automorfismos de 𝐺
restritos a 𝑈 . Se a dimensão de 𝑈 for menor do que 2, o resultado é trivial.

Seja G ∈ 𝐻 qualquer. Perceba que vale 𝑇 (𝑉 )𝐺 ⊆ 𝑇 (𝑈 )G, pois dado 𝑓 ∈ 𝑅
𝐺, pela definição

de 𝑈 , temos que 𝑓 ∈ 𝑇 (𝑈 ). Além disso, existe 𝑔 ∈ 𝐺 tal que sua restrição à 𝐻 é G, de modo
que tenhamos, G ⋅ 𝑓 = 𝑔 ⋅ 𝑓 = 𝑓 , e assim 𝑓 ∈ 𝑇 (𝑈 )

G.

Suponha que G não é escalar, então, pelo Lema 2.3.45, existiria uma base de 𝑈 e uma
sequência de letras nessa base que não é compatível com 𝑇 (𝑈 )

𝐻 . Mas 𝑇 (𝑉 )𝐺 ⊆ 𝕜⟨𝑈 ⟩
𝐻 , o
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que implicaria que existe uma sequência de letras em 𝑉 que não é compatível com 𝑇 (𝑉 )
𝐺,

contradição com o Lema 2.3.44, de modo que G seja escalar.

Dessa forma 𝐻 é um grupo de matrizes escalares. Suponha que 𝐻 é infinito, e seja
𝑓 ∈ 𝑇 (𝑉 )

𝐺
⊆ 𝑇 (𝑈 ) homogêneo de grau 𝑠. Como existem no máximo 𝑠 escalares 𝛼 tais

que 𝛼𝑠 = 1, e 𝐻 é infinito, seja 𝛼 ∈ 𝐻 tal que o escalar associado não seja raiz 𝑠-ésima da
unidade. Dessa forma, temos que

𝑓 = 𝛼 ⋅ 𝑓 = 𝛼
𝑠
𝑓 ≠ 𝑓 ,

pois 𝑓 ≠ 0. Logo, o único elemento de 𝑇 (𝑉 )𝐺 é 0 (pois essa álgebra é homogênea). Mas isso,
implicaria que 𝑈 = 0, de modo que 𝐻 teria que ser trivial, contradição. Logo 𝐻 é finito.

Da mesma forma como fizemos anteriormente, temos que 𝐻 é na verdade um subgrupo
(finito) de 𝕜 que é um corpo, de modo a ser um grupo cíclico.

2.3.4 Caracterização pela descrição da ação para ações de álgebras
de Hopf

Nessa seção iremos considerar o caso em que 𝐻 é uma álgebra de Hopf gerada por
elementos group-like e skew primitivos. Este caso é uma generalização da subseção anterior,
pois a álgebra de grupo satisfaz essas propriedades. Assim, obteremos que a subálgebra de
invariantes será finitamente gerada se e somente se a ação for escalar. Para esta seção, a
referência é (Vitor O. Ferreira e L. S. I. Murakami, 2007).

Definição 2.3.47. Seja 𝐻 uma álgebra de Hopf e 𝐴 um 𝐻 -módulo. Dizemos que a ação de
𝐻 em 𝐴 é escalar se para todo ℎ ∈ 𝐻 , existe 𝜆ℎ ∈ 𝕜 tal que ℎ ⋅ 𝑎 = 𝜆ℎ𝑎, para todo 𝑎 ∈ 𝐴.

Começaremos mostrando que qualquer ação escalar possui a subálgebra de invariantes
finitamente gerada. Precisaremos do seguinte lema.

Lema 2.3.48. Sejam 𝐻 uma álgebra de Hopf e 𝐴 uma 𝐻 -módulo álgebra. Sejam 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴

tais que 𝑎, 𝑎𝑏 ∈ 𝐴𝐻 . Se 𝑎 não for divisor de zero em 𝐴, então 𝑏 ∈ 𝐴𝐻 .

Demonstração: Dado ℎ ∈ 𝐻 , temos

𝜀(ℎ)𝑎𝑏 = ℎ ⋅ (𝑎𝑏) = ∑

(ℎ)

(ℎ(1) ⋅ 𝑎)(ℎ(2) ⋅ 𝑏)

= ∑

(ℎ)

𝜀(ℎ(1))𝑎(ℎ(2) ⋅ 𝑏) = 𝑎∑

(ℎ)

(𝜀(ℎ(1))ℎ(2)) ⋅ 𝑏 = 𝑎(ℎ ⋅ 𝑏).

Como 𝑎 não é divisor de zero, segue que ℎ ⋅ 𝑏 = 𝜀(ℎ)𝑏, ou seja, 𝑏 ∈ 𝐴𝐻 .

Teorema 2.3.49. Seja 𝐻 uma álgebra de Hopf e 𝐴 uma 𝐻 -módulo álgebra que é um domínio
de integridade. Suponha que exista um conjunto finito 𝑋 gerador de 𝐴, tal que para todo
ℎ ∈ 𝐻 , exista 𝜆ℎ ∈ 𝕜 de modo que ℎ ⋅𝑥 = 𝜆ℎ𝑥 , com 𝑥 ∈ 𝑋 . Então 𝐴𝐻 é uma álgebra finitamente
gerada. Em particular, se 𝐴 for a álgebra livre e a ação de 𝐻 for escalar, teremos que 𝐴𝐻 será
finitamente gerada.
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Demonstração: Sejam 𝑛 um número natural, 𝑛 ≥ 1 e ℎ ∈ 𝐻 e considere 𝑥1,… , 𝑥𝑛 ∈ 𝑋

(não necessariamente distintos). Assim

ℎ ⋅ (𝑥1 ⋯ 𝑥𝑛) = ∑

(ℎ)

(ℎ(1) ⋅ 𝑥1)⋯ (ℎ(𝑛) ⋅ 𝑥𝑛)

= ∑

(ℎ)

(𝜆ℎ
(1)
𝑥1)⋯ (𝜆ℎ

(𝑛)
𝑥𝑛)

= ∑

(ℎ)

(𝜆ℎ
(1)
⋯ 𝜆ℎ

(𝑛)
)𝑥1 ⋯ 𝑥𝑛.

Dessa forma, se 𝜆ℎ,𝑛 = ∑

(ℎ)

(𝜆ℎ
(1)
⋯ 𝜆ℎ

(𝑛)
) e 𝑤 for um produto de 𝑛 elementos de 𝑋 , então

ℎ ⋅ 𝑤 = 𝜆ℎ,𝑛𝑤.

Como 𝐴 é gerado por 𝑋 , então, o conjunto 𝐿 = {𝑥1 ⋯ 𝑥𝑛 ∶ 𝑛 ∈ ℕ, 𝑥𝑖 ∈ 𝑋 } gera 𝐴 como
espaço vetorial. Seja 𝐵 uma base de 𝐴 formada por um subconjunto de 𝐿 que contenha 1.

Considere uma função 𝑑 ∶ 𝐵 → ℕ, onde para cada 𝑣 ∈ 𝐵 ⧵ {1}, 𝑣 é um produto de 𝑑(𝑣)
elementos de 𝑋 e 𝑑(1) = 0 (como todo elemento de 𝐵 é um elemento de 𝐿, sabemos que
necessariamente todo elemento de 𝐵 é um produto de alguns elementos de 𝑋 , de modo
que basta apenas escolher alguma delas).

Suponha que exista 𝑣 ∈ 𝐵 ∩ 𝐴
𝐻 e 𝑑(𝑣) = 𝑛. Então, se 𝑤 for um produto de 𝑛 elementos

de 𝑋 , então 𝜆ℎ,𝑛𝑣 = ℎ ⋅ 𝑣 = 𝜀(ℎ)𝑣.

Seja 𝑎 ∈ 𝐴𝐻 . Para cada 𝑣 ∈ 𝐵, tome 𝛼𝑣 ∈ 𝕜 tal que 𝑎 = ∑

𝑣∈𝐵

𝛼𝑣𝑣. Considere supp(𝑎) = {𝑣 ∈

𝐵 ∶ 𝛼𝑣 ≠ 0}. Vejamos que supp(𝑎) ⊆ 𝐴
𝐻 . Dado ℎ ∈ 𝐻 , temos

∑

𝑣∈𝐵

𝜀(ℎ)𝛼𝑣𝑣 = 𝜀(ℎ)𝑎 = ℎ ⋅ 𝑎 = ℎ ⋅

(

∑

𝑣∈𝐵

𝛼𝑣𝑣

)

= ∑

𝑣∈𝐵

𝛼𝑣(ℎ ⋅ 𝑣) = ∑

𝑣∈𝐵

𝛼𝑣𝜆ℎ,𝑑(𝑣)𝑣

Como 𝐵 é uma base, segue que, para todo 𝑣 ∈ 𝐵, vale 𝜀(ℎ)𝛼𝑣 = 𝛼𝑣𝜆ℎ,𝑑(𝑣). Se 𝑣 ∈ supp(𝑎),
então 𝜀(ℎ) = 𝜆ℎ,𝑑(𝑣). Dessa forma, 𝑣 ∈ 𝐴𝐻 . Logo, todo elemento de 𝐴𝐻 é combinação linear
de elementos de 𝐴𝐻

∩ 𝐵.

Se 𝐴𝐻
= 𝕜1, então 𝐴𝐻 é finitamente gerada. Caso contrário, sabemos pelo parágrafo

anterior que algum produto de elementos de 𝑋 é invariante. Seja 𝑡 o menor inteiro positivo
tal que existe um produto de 𝑡 elementos de 𝑋 que é invariante. Vejamos que 𝐴𝐻 é gerado
por todos os produtos de 𝑡 elementos de 𝑋 . Como 𝑋 é finito, isso basta para provar que
𝐴
𝐻 é finitamente gerada.

Seja 𝐴′ a subálgebra de 𝐴 gerada por tais elementos. Sabemos que 𝐴′
⊆ 𝐴

𝐻 . Vejamos a
outra inclusão. Seja 𝑣 ∈ 𝐴𝐻

∩ 𝐵. Então 𝑣 é produto de 𝑛 elementos de 𝑋 . Utilize o algoritmo
da divisão para achar 𝑞, 𝑟 inteiros, com 0 ≤ 𝑟 < 𝑡 tais que 𝑛 = 𝑞𝑡 + 𝑟 . Se 𝑟 > 0, podemos
escrever 𝑣 = 𝑢𝑤, onde 𝑢 é o produto de 𝑞𝑡 elementos de 𝑋 e 𝑤 produto de 𝑟 elementos de 𝑋 .
Assim, 𝑢 ∈ 𝐴

′. Como 𝐴 é um domínio de integridade, não possui divisores de zero. Além
disso, 𝑢, 𝑣 = 𝑢𝑤 ∈ 𝐴

𝐻 , logo 𝑤 ∈ 𝐴
𝐻 , pelo Lema 2.3.48. Mas 𝑤 é o produto de 𝑟 elementos

de 𝑋 e 𝑟 < 𝑡, contradição. Logo 𝑡 = 0. Portanto 𝐴′
= 𝐴

𝐻 .
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Vamos tentar ver uma certa recíproca. Para isso, demonstraremos alguns lemas. Iremos
então considerar, 𝐻 uma álgebra de Hopf e 𝑋 um conjunto qualquer, em que 𝕜𝑋 é um
𝐻 -módulo e 𝑅 = 𝕜⟨𝑋 ⟩ é o 𝐻 -módulo álgebra induzido. Além disso, denotaremos por ⟨𝑋 ⟩,
o monoide (com 1) gerado por 𝑋 (ou seja, o conjunto dos monômios). Dado 𝑓 ∈ 𝕜⟨𝑋 ⟩,
onde 𝑓 = ∑

𝑤∈⟨𝑋 ⟩

𝛼𝑤𝑤, definimos o suporte de 𝑓 , por {𝑤 ∈ ⟨𝑋 ⟩ ∶ 𝛼𝑤 ≠ 0}. Além disso, a ação

sempre será fiel.

Em 𝕜[𝑦, 𝑧], denotaremos por 𝑐𝑛(𝑦, 𝑧) =
𝑛−1

∑

𝑖=0

𝑦
𝑛−1−𝑖

𝑧
𝑖.

Lema 2.3.50. Suponha que 𝑋 é finito, digamos 𝑋 = {𝑥1,… , 𝑥𝑛} e 𝜎, 𝜏 ∈ 𝐺(𝐻 ) e 𝛿 ∈ 𝑃(𝜎,𝜏)(𝐻 ).
Suponha também que 𝜎 e 𝜏 agem escalarmente em 𝑅, baseados respectivamente em 𝜂 e 𝜇
e [𝛿]𝑋 esteja na forma de Jordan. Então, para cada 𝑚 > 0 e cada 𝑖 = 1,… , 𝑟 , existe 𝑓 ∈ 𝑅

homogênea de grau 𝑚 satisfazendo.

1. Existe 𝑔 ∈ 𝑅 tal que 𝛿 ⋅ 𝑓 = 𝑐𝑚(𝜂, 𝜇)𝑔 .

2. supp(𝑓 ) ∩ 𝑥𝑖⟨𝑋 ⟩ ≠ ∅.

Observação 2.3.51. Geralmente 𝑐𝑛(𝜂, 𝜇) ∈ 𝕜. Então a primeira condição do lema cobre o
caso em que esse valor é 0.

Demonstração: Seja 𝐽 o bloco de Jordan associada à 𝑖-ésima entrada da diagonal principal
e 𝑠 a última entrada do bloco 𝐽 , e 𝜆 é o autovalor associado a 𝐽 . Sobre essas condições,
considere

𝑓 = ∑

𝑗1+⋯+𝑗𝑛=𝑖+(𝑛−1)𝑠,𝑗𝑙≤𝑠

𝑥𝑗1 ⋯ 𝑥𝑗𝑛 .

Vejamos que 𝑓 sobre essas condições satisfaz às propriedades requeridas.

Primeiramente, é claro que 𝑓 é homogênea de grau 𝑛. Também é claro que 𝑥𝑖𝑥𝑠 ⋯ 𝑥𝑠 ∈

supp(𝑓 ), e portanto supp(𝑓 ) ∩ 𝑥𝑖⟨𝑋 ⟩ ≠ ∅. Além disso, como 𝑗𝑚 ≤ 𝑠 para todo 𝑚, segue que

𝑖 + (𝑛 − 1)𝑠 − 𝑗𝑚 = 𝑗1 +⋯ + 𝑗𝑛 − 𝑗𝑚 ≤ (𝑛 − 1)𝑠 ⇒ 𝑖 ≤ 𝑗𝑚 ≤ 𝑠

Ou seja, todas as variáveis estão no mesmo bloco de Jordan. Além disso, se 𝑥𝑗1 ⋯ 𝑥𝑗𝑠
está

no suporte de 𝑓 , então

𝛿 ⋅ (𝑥𝑗1 ⋯ 𝑥𝑗𝑠) = 𝜆𝑐𝑛(𝜂, 𝜇)𝑥𝑗1 ⋯ 𝑥𝑗𝑛 + 𝜂
𝑛−1
𝑥𝑗1+1𝑥𝑗2 ⋯ 𝑥𝑗𝑛 +⋯

+𝜂𝜇
𝑛−2
𝑥𝑗1𝑥𝑗2 ⋯ 𝑥𝑗𝑛−1+1𝑥𝑗𝑛 + 𝜇

𝑛−1
𝑥𝑗1 ⋯ 𝑥𝑗𝑛−1𝑥𝑗𝑛

(onde vemos 𝑥𝑠+1 como sendo 0). Portanto, podemos concluir que 𝛿 ⋅ 𝑓 = 𝜆𝑐𝑛(𝜂, 𝜇)𝑓 +

𝑓
′, onde supp(𝑓

′
) ⊆ {𝑥𝑙1

⋯ 𝑥𝑙𝑛
∶ 𝑙1 + ⋯ + 𝑙𝑛 = (𝑖 + 1) + (𝑛 − 1)𝑠, 𝑙𝑞 ≤ 𝑠 ∀𝑞}. Por um

raciocínio análogo ao feito anteriormente, temos que 𝑖 + 1 ≤ 𝑙𝑚, para todo 𝑚. Dessa
forma, temos que 𝑥𝑙1 ⋯ 𝑥𝑙𝑛 ocorre no suporte da ação de 𝛿 em 𝑥𝑙1−1𝑥𝑙2 ⋯ 𝑥𝑙𝑛 ,… , 𝑥𝑙1 ⋯ 𝑥𝑙𝑛−1

com coeficientes respectivamente 𝜂
𝑛−1
, 𝜂

𝑛−2
𝜇,… , 𝜇

𝑛−1. Portanto, existe 𝑓
′′

∈ 𝑅 tal que
𝑓
′
= 𝑐𝑛(𝜂, 𝜇)𝑓

′′. Concluimos assim que 𝛿 ⋅ 𝑓 = 𝑐𝑛(𝜂, 𝜇)(𝜆𝑓 + 𝑓
′′
).
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Lema 2.3.52. Seja 𝑥 ∈ 𝑋 . Se existe 𝑓 ∈ 𝑅
𝐻 com supp(𝑓 ) ∩ 𝑥⟨𝑋 ⟩ ≠ ∅, então, para cada

inteiro positivo 𝑛, existe ̃
𝑓 ∈ 𝑅

𝐻 , tal que supp( ̃𝑓 ) ∩ 𝑥𝑛⟨𝑋 ⟩ ≠ ∅.

Demonstração: Vamos provar isso por indução em 𝑛. Podemos supor sem perda de
generalidade que 𝑓 é homogêneo.Seja 𝑚 o grau de 𝑓 e 𝑤 ∈ ⟨𝑋 ⟩ tal que 𝑓 = 𝑥𝑤.

A afirmação é válida para 𝑘 = 1, e para 𝑘 > 1 seja ̃
𝑓 ∈ 𝑅

𝐻 homogêneo de grau 𝑡 tal
que supp(

̃
𝑓 ) ∩ 𝑥

𝑛−1
⟨𝑋 ⟩ ≠ ∅, com 𝑥

𝑛−1
�̃� ∈ supp(

̃
𝑓 ) para algum �̃� ∈ ⟨𝑋 ⟩. Pelo Lema 2.3.11,

temos que ̄
𝑓 = 𝜏𝑛−1,𝑡−𝑛,𝑚(

̃
𝑓 𝑓 ) ∈ 𝑅

𝐻 e 𝑥𝑛𝑤�̃� ∈ supp(
̄
𝑓 ).

Teorema 2.3.53. Suponha que 𝐻 tenha dimensão finita e que 𝐻 seja gerada por elementos
group-like e skew-primitivos. Então 𝑅𝐻 é finitamente gerada se e somente se a ação de 𝐻 em
𝑅 for escalar e 𝑋 for finito.

Demonstração: Se 𝑋 for finito e a ação de 𝐻 em 𝑅 for escalar, então 𝑅𝐻 é finitamente
gerada pelo Teorema 2.3.49.

Vejamos o outro lado. Suponha que 𝑅𝐻 seja finitamente gerada. Suponha por absurdo
que 𝑋 é infinito. Como 𝑅𝐻 é finitamente gerada, existe 𝑛 inteiro positivo e 𝑥1,… , 𝑥𝑛 ∈ 𝑋

tal que 𝑅𝐻 ⊆ 𝕜⟨𝑥1,… , 𝑥𝑛⟩ (de fato, basta pegar as letras no monômios do suporte de um
conjunto gerador).

Assim, como 𝑋 é infinito, teriamos uma cadeia infinita de inclusões próprias

𝑅
𝐻
⊆ 𝕜⟨𝑥1,… , 𝑥𝑛⟩ ⊊ 𝕜⟨𝑥1,… , 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1⟩ ⊊ …

de subálgebras livres de 𝑅 que contenham 𝑅
𝐻 . Pelo teorema da correspondência, teriamos

uma cadeia infinita descendente de subespaços próprios de 𝐻 . Mas 𝐻 tem dimensão finita,
de modo que não pode ter uma cadeia infinita de inclusões próprias de subespaços. Logo
𝑋 é finito.

É claro que se |𝑋 | = 1, então a ação de 𝐻 em 𝑅 será escalar. Suponha então que |𝑋 | > 1,
𝑋 = {𝑥1,… , 𝑥𝑟}. Seja 𝐻0 o coradical de 𝐻 . Como 𝐻 é gerado por elementos group-like e
skew-primitivos, 𝐻0 = 𝕜𝐺(𝐻 ) pelo Corolário 1.1.54. Pelo teorema da correspondência 𝑅𝐻0

é uma subálgebra livre que contem 𝑅
𝐻 que é finitamente gerada (mesmo argumento do

parágrafo anterior). Como 𝐻 é finito, 𝐺(𝐻 ) é finito, logo a ação de 𝐺(𝐻 ) em 𝐻 é escalar
pelo Teorema 2.3.41.

Podemos supor que 𝕜 é algebricamente fechado, pois podemos considerar o produto
tensorial com ̄

𝕜, de modo que tenhamos espaços sobre corpos algébricamente fechados.

Seja 𝛿 ∈ 𝐻 um elemento (𝜎, 𝜏)-primitivo, com 𝜎, 𝜏 ∈ 𝐺(𝐻 ). Seja 𝐻 (𝛿) a subálgebra de
𝐻 gerada por {𝛿, 𝜎, 𝜏}. Dessa forma, temos que 𝐻 (𝛿) é uma subálgebra de Hopf de 𝐻 , e
pelo teorema da correspondência 𝑅𝐻 (𝛿) é uma subálgebra livre de 𝑅.

Como 𝕜 é algébricamente fechado, podemos supor que [𝛿]𝑋 está na forma de Jordan
(pois qualquer base de ∑

𝑥∈𝑋
𝕜𝑥 é uma base de 𝑅 como álgebra). Vejamos que [𝛿]𝑋 é

na verdade uma matriz diagonal. Suponha que [𝛿]𝑋 não seja diagonal, e, sem perda de
generalidade, suponha que

𝛿 ⋅ 𝑥1 = 𝜆𝑥1 + 𝑥2
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𝛿 ⋅ 𝑥2 = 𝜆𝑥2 + 𝜁 𝑥3,

para algum 𝜆 ∈ 𝕜 e 𝜁 ∈ {0, 1}. Além disso, 𝑥1, 𝑥2 ∉ supp(𝛿 ⋅𝑥𝑖), para 𝑖 ≥ 3. Seja 𝐶 um conjunto
finito que gera 𝑅𝐻 (𝛿), e seja 𝐴 o conjunto dos monômios diferente de 1 que aparecem em
algum suporte de algum elemento de 𝐶.

Seja 𝑓 ∈ 𝑅
𝐻 (𝛿) que satisfaça o Lema 2.3.50 com 𝑖 = 1 e 𝑚 a definir. Seja 𝑛 = |𝐺(𝐻 )|.

Assim, existe 𝑔 ∈ 𝑅 tal que 𝛿 ⋅ 𝑓 = 𝑐𝑚(𝜂, 𝜇)𝑔 e supp(𝑓 ) ∩ 𝑥1⟨𝑋 ⟩ ≠ ∅. Por Lagrange, vale
𝜎
𝑛
= 1 = 𝜏

𝑛, portanto 𝜂𝑛 = 1 = 𝜇
𝑛.

• Se 𝜂 ≠ 𝜇, temos que 𝑐𝑛(𝜂, 𝜇) = 0, e portanto 𝛿 ⋅ 𝑓 = 0 = 𝜀(𝛿)𝑓 , ou seja 𝑓 é invariante
sobre 𝛿. Como 𝑓 é homogêneo de grau 𝑛, segue que 𝑓 é invariante sobre 𝜎 e sobre 𝜏.
Dessa forma, 𝑓 ∈ 𝑅

𝐻 (𝛿).

• Se 𝜂 = 𝜇, como a ação é fiel, temos que 𝜎 = 𝜏. Nesse caso,

Δ(𝜎
−1
𝛿) = 1 ⊗ 𝜎

−1
𝛿 + 𝜎

−1
𝛿 ⊗ 1,

ou seja 𝜎−1
𝛿 é um elemento primitivo. Assim, se a característica de 𝕜 for 0, a subálge-

bra gerada por esse elemento possui dimensão infinita. Logo, 𝕜 possui característica
positiva. Tome 𝑓 do Lema 2.3.50, igual feito no item anterior com 𝑚 = 𝑛𝑝. Sendo
assim, como 𝑐𝑛𝑝(𝜂, 𝜂) = 𝑛𝑝𝜂

𝑛𝑝−1
= 0. Dessa forma, 𝛿 ⋅ 𝑓 = 0 = 𝜀(𝛿)𝑓 . Portanto, como

𝑓 tem grau 𝑛𝑝, segue que 𝜙 = 𝑓 ∈ 𝑅
𝐻 (𝛿).

Sendo 𝑘 inteiro maior que o maior elemento de 𝐴, e usando o fato de que 𝑅𝐻 (𝛿) é uma
álgebra com inserção, podemos achar um elemento 𝑓 ∈ 𝑅

𝐻 (𝛿) tal que supp(𝑓 ) ∩ 𝑥𝑘
1
⟨𝑋 ⟩ ≠ ∅.

Assim, existe 𝑚 ≥ 1 tal que 𝑥
𝑚

1
∈ 𝐴. Em particular, existe um elemento homogêneo

𝑑 ∈ 𝑅
𝐻 (𝛿) de grau 𝑚 tal que 𝑥𝑚

1
∈ supp(𝑑), sem perda de generalidade, podemos escrever

𝑑 = 𝑥
𝑚

1
+ 𝛼𝑥

𝑚−1

1
𝑥2 +

̄
𝑑, com 𝑥

𝑚

1
, 𝑥

𝑚−1

1
𝑥2 ∉ supp(

̄
𝑑). Assim

𝛿 ⋅ 𝑑 = 𝜆𝑐𝑚(𝜂, 𝜇)𝑥
𝑚

1
+ 𝜇

𝑚−1
𝑥
𝑚−1

1
𝑥2 + 𝛼(𝜆𝜂𝑐𝑚−1(𝜂, 𝜇) + 𝜆𝜇

𝑚−1
)𝑥

𝑚−1

1
𝑥2
̄̄
𝑑,

com 𝑥
𝑚

1
, 𝑥

𝑚−1

1
𝑥2 ∉ supp

(

̄̄
𝑑
)

. Como 𝑑 ∈ 𝑅
𝐻 (𝛿), segue que 𝜆𝑐𝑚(𝜂, 𝜇) = 0 e 𝜇𝑚−1 = 𝜇

𝑚−1
+

𝛼𝜆𝑐𝑚(𝜂, 𝜇) = 𝜇
𝑚−1

+ 𝛼𝜆(𝜂𝑐𝑚−1(𝜂, 𝜇) + 𝜇
𝑚−1

) = 0, logo 𝜇 = 0, absurdo, portanto [𝛿]𝑋 é
diagonal.

Assim, existem escalares 𝜆𝑖 ∈ 𝕜 tal que 𝛿 ⋅ 𝑥𝑖 = 𝜆𝑖𝑥𝑖, para todo 𝑖. Vamos mostrar que
esses escalares são iguais. Como 𝐻 (𝛿) é gerada por elementos de 𝐻 cujas ações em ∑𝕜𝑥

são diagonais, então para cada 𝑥 ∈ 𝑅
𝐻 (𝛿), todo monômio do seu suporte estará em 𝑅

𝐻 (𝛿).
Suponha que não existe monômio 𝑤 tal que 𝑤𝑥𝑖 ∈ 𝐴 para todo 𝑖. Então, conseguiriamos
achar um monômio �̃� de tamanho maior que o maior elemento de 𝐴, de modo que nenhum
segmento inicial de �̃� esteja em 𝐴. Para cada 𝑖 = 1,… , 𝑛 existe 𝑓𝑖 ∈ 𝑅𝐻 (𝛿) tal que supp(𝑓𝑖) ∩

𝑥𝑖⟨𝑋 ⟩ ≠ ∅ (pode-se usar o Lema 2.3.50 para achar tal 𝑓𝑖). Usando novamente o fato de que
𝑅
𝐻 (𝛿) é uma álgebra com inserção, podemos encontrar 𝑓 ∈ 𝑅

𝐻 (𝛿) com supp(𝑓 ) ∩ �̃�⟨𝑋 ⟩ ≠ ∅.
Pela construção de 𝐴, algum segmento inicial de �̃� deve estar em 𝐴, absurdo. Logo, existe
𝑤 monômio tal que 𝑤𝑥𝑖 ∈ 𝐴 para todo 𝑖.

Assim, seja 𝑤 = 𝑥𝑖1 ⋯ 𝑥𝑖𝑡 um monõmio que satisfaça essa propriedade. Dessa forma,

temos que 𝛿 ⋅ 𝑤 = 𝜉𝑤, onde 𝜉 =
𝑡

∑

𝑗=1

𝜆𝑖𝑗𝜂
𝑡−𝑗
𝜇
𝑗−1. Logo, para cada 𝑖, 𝑤𝑥𝑖 é invariante por ser
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um monômio do suporte de um elemento invariante, e, portanto

0 = 𝛿 ⋅ (𝑤𝑥𝑖) = 𝜉𝜂𝑤𝑥𝑖 + 𝜇
𝑡
𝜆𝑖𝑤𝑥𝑖 ⇒ 𝜆𝑖 = −

𝜂𝜉

𝜇
𝑡

Como esse resultado foi obtido independente de 𝑖, segue que todos os 𝜆 são iguais, e,
portanto, a ação é escalar.
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Capítulo 3

Ações de álgebras de Hopf
cocomutativas

No caso em que 𝐻 é cocomutativo, e 𝑉 é um 𝐻 -módulo, temos a ação dos grupos
simétricos nas componentes homogêneas. Assim, apesar dos invariantes serem finitamente
gerados apenas em condições específicas, com essas ações podemos achar uma outra
condição de finitude que acontece mais frequentemente. Para este capítulo, a referência
utilizada foi (Koryukin, 1994).

3.1 Caso cocomutativo

Se 𝐻 é uma biálgebra, então, para cada 𝑛 ∈ ℕ, temos uma ação do grupo 𝑆𝑛 em 𝑉𝑛. Se
além disso, 𝐻 é cocomutativa, 𝑉1,⋯ , 𝑉𝑛 são 𝐻 -módulos e 𝜎 ∈ 𝑆𝑛, então

𝜏(𝜎) ∶ 𝑉1 ⊗⋯ ⊗ 𝑉𝑛 → 𝑉𝜎(1) ⊗⋯ ⊗ 𝑉𝜎(𝑛)

𝑥1 ⊗⋯ ⊗ 𝑥𝑛 ↦ 𝑥𝜎(1) ⊗⋯ ⊗ 𝑥𝜎(𝑛)

é um morfismo de 𝐻 -módulos. Dessa forma, se 𝜙𝑖 ∶ 𝑉𝑖 → 𝑈𝑖 forem aplicações lineares
(onde 𝑈𝑖 e 𝑉𝑖 são 𝐻 -módulos), então (𝜙1 ⊗⋯ ⊗ 𝜙𝑛)((𝑉1 ⊗⋯ ⊗ 𝑉𝑛)

𝐻
) = 0 implica que para

todo 𝜎 ∈ 𝑆𝑛, (𝜙𝜎(1) ⊗⋯ ⊗ 𝜙𝜎(𝑛))((𝑉𝜎(1) ⊗⋯ ⊗ 𝑉𝜎(𝑛))
𝐻
) = 0.

Sendo assim, se 𝑉 possuir dimensão finita 𝑛, então podemos considerar a aplicação
linear

𝑠𝑛 ∶= ∑

𝜎∈𝑆𝑛

sgn(𝜎)𝜏(𝜎) ∶ 𝑉
⊗𝑛

→ 𝑉
⊗𝑛

cuja imagem possui dimensão 1. Como 𝐻 é cocomutativa, im(𝑠𝑛) é um 𝐻 -submódulo de
𝑉
⊗𝑛 (de dimensão 1).

Perceba que se 𝐻 for uma álgebra de Hopf de dimensão finita, então 𝐺(𝐻 ∗
) é finito.

De fato, tal conjunto é constituido por elementos group-like de 𝐻 ∗, que é um conjunto
linearmente independente. Mas como 𝐻 ∗ possui dimensão finita, 𝐺(𝐻 ∗

) é um grupo finito,
e, em particular, todos os seus elementos possuem ordem finita.
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Com essas observações, temos o seguinte lema.

Lema 3.1.1. Seja 𝐻 uma álgebra de Hopf cocomutativa de dimensão finita e 𝑉 um 𝐻 -módulo
de dimensão finita. Então o suporte de 𝑇 (𝑉 )𝐻 é igual a 𝑉 .

Demonstração: É claro que se 𝑉 = 0, então isso é válido. Vamos supor então que 𝑉 ≠ 0,
e seja 𝑛 = dim 𝑉 . Assim, 𝑈 = im(𝑠𝑛) é um 𝐻 -submódulo de 𝑉 ⊗𝑛 unidimensional. Pela
Proposição 2.3.5, existe 𝛼 ∈ 𝐺(𝐻

∗
) tal que 𝑈 = 𝐼𝛼(𝑈 ). Pelos comentários anteriores, segue

que 𝛼 possui ordem finita 𝑠. Segue do Lema 2.3.23, que 𝑠(𝑊 ) = 𝑉 .

Assim, temos também o caso particular de quando a álgebra dos invariantes é finita-
mente gerada

Teorema 3.1.2. Seja 𝐻 uma álgebra de Hopf cocomutativa de dimensão finita e 𝑉 um
𝐻 -módulo de dimensão finita. Assim, os seguintes itens são equivalentes.

1. 𝑇 (𝑉 )𝐻 é finitamente gerada.

2. 𝑉 é a soma direta de submódulos isomorfos de dimensão 1.

Demonstração: Se 𝑇 (𝑉 )𝐻 for finitamente gerada, então seu suporte é um 𝐻 -submódulo
de 𝑉 constituído de todos os elementos semi-invariantes de mesmo peso. Assim, se tivermos
uma base de 𝑉 , então, o subespaço gerado por cada elemento da base é um submódulo
(pois 𝑉 é o suporte), de modo que 𝑉 seja soma direta de submódulos unidimensionais
isomorfos.

Reciprocamente, assuma que 𝑉 seja a soma direta de submódulos isomorfos unidimen-
sionais. Então, como todo elemento de 𝐺(𝐻 ∗

) possui ordem finita, e 𝑉 é a soma direta
de submódulos isomorfos, então todo elemento de 𝑉 é semi-invariante de mesmo peso
(faz sentido falar disso, pois todo elemento de 𝐺(𝐻 ∗

) possui ordem finita), e isso segue do
Teorema 2.3.25.

3.2 Módulos redutivos
Definição 3.2.1. Seja 𝑀 um 𝐻 -módulo. Dizemos que 𝑀 é um 𝐻 -módulo redutivo se
para todo 𝑚 ∈ 𝑀 , existe ℎ ∈ 𝐻 tal que ℎ ⋅ 𝑚 ∈ 𝑀

𝐻 e 𝜀(ℎ) ≠ 0 (ou equivalentemente, se
𝜀(Ann𝐻 𝑥) ≠ 0, para todo 𝑥 ∈

𝑀

𝑀
𝐻

).

Sejam 𝑀 e 𝑁 dois 𝐻 -módulos e 𝜋 ∶ 𝑀 → 𝑁 um morfismo de 𝐻 -módulos. É claro que
elementos invariantes são preservados, isto é, que 𝜋(𝑀𝐻

) ⊆ 𝑁
𝐻 . Se 𝑀 for um módulo

redutível e 𝜋 for um epimorfismo, então vale a outra inclusão, como iremos ver adiante.
Vamos então olhar para um exemplo

Exemplo 3.2.2. Seja 𝐻 = 𝕜𝐶𝑛, a álgebra de grupo, 𝐶𝑛 o grupo cíclico, e seja 𝑉 = 𝕜
𝑛, com

base 𝐵 = {𝑒1,… , 𝑒𝑛}. Assim, 𝑉 é um 𝕜𝐺-módulo em que 𝑔(𝑒𝑖) = 𝑒𝑖+1( mod 𝑛). Assim, é fácil
perceber que o elemento ℎ = 1+𝑔 +⋯+𝑔

𝑛−1 é tal que ℎ ⋅ 𝑒𝑖 = 𝑒𝑖, para todo 𝑖 = 1,… , 𝑛. Perceba
que esse elemento é um integral (à direita) de 𝐻 e que 𝜀(ℎ) = 𝑛. Nesse caso, esse elemento é
um integral e seu 𝜀 será não nulo se e somente característica de 𝕜 não dividir 𝑛 = |𝐺|.

Com isso, temos o seguinte resultado.
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Proposição 3.2.3. Seja 𝐻 uma álgebra de Hopf. Então, todo 𝐻 -módulo é redutivo se e
somente se 𝐻 for semissimples

Demonstração: Seja ℎ ∈ 𝐻 um integral à esquerda com 𝜀(ℎ) ≠ 0. Então, para cada𝑚 ∈ 𝑀 ,
dado ℎ′ ∈ 𝐻 , temos

ℎ
′
⋅ (ℎ ⋅ 𝑚) = (ℎ

′
ℎ) ⋅ 𝑚 = (𝜀(ℎ

′
)ℎ) ⋅ 𝑚 = 𝜀(ℎ

′
)ℎ ⋅ 𝑚.

Assim ℎ ⋅ 𝑚 ∈ 𝑀
𝐻 .

Por outro lado, se todo 𝐻 -módulo for redutível, então, 𝐻 como módulo regular é
redutível. Assim, existe ℎ ∈ 𝐻 , 𝜀(ℎ) ≠ 0 tal que ℎ ⋅ 1 ∈ 𝑀𝐻 . Isso quer dizer que, para todo
ℎ
′
∈ 𝐻 , temos

ℎℎ
′
= (ℎ ⋅ 1) ⋅ ℎ

′
= 𝜀(ℎ

′
)ℎ,

ou seja ℎ é um integral à direita tal que 𝜀(ℎ) ≠ 0. Logo 𝐻 é semissimples.

Assim, temos o seguinte lema

Lema 3.2.4. Sejam 𝑀,𝑁 𝐻 -módulos, em que 𝑀 é redutivo e 𝜋 ∶ 𝑀 → 𝑁 um epimorfismo.
Então, vale que 𝜋(𝑀𝐻

) = 𝑁
𝐻 .

Demonstração: Como dito na introdução desta seção, é sempre válido que 𝜋(𝑀𝐻
) ⊆ 𝑁

𝐻 ,
bastando apenas que 𝜋 seja morfismo de 𝐻 -módulos.

Seja agora 𝑦 ∈ 𝑁
𝐻 . Como 𝑦 ∈ 𝑁 , existe 𝑥 ∈ 𝑀 tal que 𝜋(𝑥) = 𝑦 (dado que 𝜋 é um

epimorfismo). Como 𝑀 é redutivo, podemos tomar ℎ ∈ 𝐻 tal que 𝜀(ℎ) = 1 e ℎ ⋅ 𝑥 ∈ 𝑀
𝐻 .

Assim, temos que

𝑦 = 𝜀(ℎ)𝑦 = ℎ ⋅ 𝑦 = ℎ ⋅ 𝜋(𝑥) = 𝜋(ℎ ⋅ 𝑥) ∈ 𝜋(𝑀
𝐻
).

Módulos redutivos também possuem uma certa relação com finitude.

Lema 3.2.5. Seja 𝑀 um módulo redutivo, então para todo subespaço 𝑊 de 𝑀

𝑀
𝐻

de dimensão
finita, vale que 𝜀(Ann𝐻 𝑊 ) ≠ 0.

Demonstração: Suponha inicialmente que dim𝑊 ≤ 1. Assim, temos que 𝑊 = span{�̄�},
com𝑚 ∈ 𝑀 . Assim, como𝑀 é redutivo, temos que existe ℎ ∈ 𝐻 tal que 𝜀(ℎ) ≠ 0 e ℎ ⋅𝑚 ∈

𝑀

𝑀
𝐻

,
ou seja, ℎ ∈ Ann𝐻 𝑊 e 𝜀(ℎ) ≠ 0.

Suponha que essa afirmação seja falsa, então, podemos tomar 𝑊 de dimensão minimal
que não satisfaz essa propriedade. Sejam então 𝑊1 e 𝑊2 subespaços próprios de 𝑊 tais que
𝑊 = 𝑊1 +𝑊2. Assim, como 𝑊 possui dimensão minimal, segue que existe ℎ1 ∈ 𝐻 tal que
ℎ1 ⋅𝑊1 = 0 tal que 𝜀(ℎ1) ≠ 0.

Assim, vale que dim ℎ1 ⋅𝑊2 ≤ dim𝑊2 < dim𝑊 . Logo, existe ℎ2 ∈ 𝐻 tal que 𝜀(ℎ2) ≠ 0 e
(ℎ2ℎ1) ⋅𝑊2 = ℎ2 ⋅ (ℎ1 ⋅𝑊2) = 0. Temos, portanto que 𝜀(ℎ2ℎ1) ≠ 0 e

(ℎ2ℎ1) ⋅𝑊 = (ℎ2ℎ1) ⋅𝑊1 + (ℎ2ℎ1) ⋅𝑊2 = ℎ2 ⋅ (ℎ1 ⋅𝑊1) + 0 = 0,
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contradição.

3.3 Ação dos grupos simétricos na álgebra dos
invariantes

Quando 𝐻 for álgebra cocomutativa, os grupos simétricos agem nas componentes
homogêneas respectivas. Dessa forma, temos uma certa condição de finitude para a álgebra
de invariantes que será feita através dessas ações.

Definição 3.3.1. Seja 𝑅 = 𝑇 (𝑉 ) e 𝐻 uma álgebra de Hopf cocomutativa que age em 𝑅.
Dessa forma, para cada 𝑛 ∈ ℕ, o grupo 𝑆𝑛 age em 𝑅𝑛. Se 𝐼 (resp. 𝐴) é um ideal (subálgebra)
homogêneo(a), dizemos que 𝐼 (𝐴) é um 𝑆-ideal (𝑆-subálgebra), se for fechada pela ação dos
grupos simétricos.

Se 𝐷 é uma 𝑆-subálgebra, e 𝑌 é um subconjunto de 𝐷, denotamos por 𝑆𝐴(𝑌 ) a 𝑆-
subálgebra gerada por 𝑌 e por Sid𝐷(𝑌 ) o 𝑆-ideal de 𝐷 gerado por 𝑌 (perceba que a definição
de 𝑆𝐴(𝑌 ) independe da escolha de 𝐷).

Vamos precisar dos seguintes resultados.

Proposição 3.3.2. Se 𝑉 é um espaço de dimensão finita, então os 𝑆-ideais de 𝑇 (𝑉 ) satisfazem
a condição de cadeia ascendente.

Demonstração: Seja 𝑋 = {𝑥1,… , 𝑥𝑛} uma base de 𝑉 . Suponha por absurdo que 𝐼1, 𝐼2,…
uma cadeia ascendente de 𝑆-ideais de 𝑇 (𝑉 ) que não se estabiliza. Seja 𝛼𝑚+1 ∈ 𝐼𝑚+1 ⧵ 𝐼𝑚

um elemento homogêneo com monômio líder 𝑒𝑚+1 minimal (na ordem lexicográfica dos
monômios). Podemos tomar elementos homogêneos, pois os ideais são homogêneos, de
modo que as componentes homogêneas dos elementos pertençam ao ideal. Por simplicidade
de notação, iremos considerar 𝐼0 = 0 (e eventualmente deslocar a sequência caso 𝐼1 = 0).

Temos portanto uma sequência 𝑒1, 𝑒2,… de monômios que podem ser vistos como
palavras em um conjunto finito de letras (base de 𝑉 ). Logo, pelo Corolário 1.4.6, existem 𝑖, 𝑗

naturais, 𝑖 < 𝑗 tal que 𝑒𝑖 é uma subsequência de 𝑒𝑗 . Isso quer dizer que podemos escrever

𝑒𝑗 = 𝑦1⋯ 𝑦𝑚, 𝑒𝑖 = 𝑦𝑟1
⋯ 𝑦𝑟𝑠

,

em que 𝑦𝑖 ∈ 𝑋 , 𝑠 ≤ 𝑚 e 1 ≤ 𝑟1 < 𝑟2 < ⋯ < 𝑟𝑠 ≤ 𝑚.

Seja 𝜎 ∈ 𝑆𝑚, a permutação que faz 𝜎(𝑙) = 𝑟𝑙 para 𝑙 = 1,… , 𝑠 e para 𝑙 > 𝑠, defina
indutivamente 𝜎(𝑙) = min({1,… , 𝑚} ⧵ {𝜎(1),… , 𝜎(𝑙 − 1)}), e seja 𝜏 = 𝜎

−1. Podemos supor,
sem perda de generalidade, que o coeficiente de 𝑒𝑖 (respectivamente 𝑒𝑗 ) em 𝛼𝑖 (resp. 𝛼𝑗 ) é 1,
e escreva 𝛼𝑖 = 𝑒𝑖 +∑ 𝛽𝑒𝑒, em que 𝑒 são os outros monômios que aparecem em 𝛼𝑖.

Seja ℎ = 𝑦𝜎(𝑠+1)⋯ 𝑦𝜎(𝑚). Dessa forma, temos que

(𝛼𝑖ℎ) ⋅ 𝜏 = (𝑒𝑖ℎ) ⋅ 𝜏 +∑ 𝛽𝑒(𝑒ℎ) ⋅ 𝜏 = 𝑦1 ⋯ 𝑦𝑚 +∑ 𝛽𝑒(𝑒ℎ) ⋅ 𝜏 = 𝑒𝑗 +∑ 𝛽𝑒(𝑒ℎ) ⋅ 𝜏.

Assim, temos que ∑ 𝛽𝑒(𝑒ℎ) ⋅ 𝜏 = (𝛼𝑖ℎ) ⋅ 𝜏 − 𝑒𝑗 ∈ 𝐼𝑗 ⧵ 𝐼𝑗−1. É claro que esse elemento é
homogêneo. Vejamos que o monômio líder desse elemento é estritamente menor do que
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𝛼𝑗 (chegando em uma contradição).

Seja 𝑒 < 𝑒𝑖. Sabemos que 𝑒𝑗 = (𝑒𝑖ℎ) ⋅ 𝜏. Vejamos que (𝑒ℎ) ⋅ 𝜏 < (𝑒𝑖ℎ) ⋅ 𝜏 = 𝑒𝑗 . Como nas
posições diferentes de 𝑟1,… , 𝑟𝑠 eles possuem a mesma letra, basta verificar nessas posições,
e isso vem do fato de que 𝑒 < 𝑒𝑖. Mostramos então que (𝑒𝑖ℎ) ⋅ 𝜏 = 𝑒𝑗 é o monômio líder.

Proposição 3.3.3. Seja 𝐷 uma 𝑆-subálgebra e 𝑓1,… , 𝑓𝑚 elementos homogêneos de 𝐷 tais que
𝐹1(𝐷) = Sid𝐷(𝑓1,… , 𝑓𝑚). Então 𝐷 = 𝑆𝐴(𝑓1,… , 𝑓𝑚).

Demonstração: Seja 𝑥 um elemento homogêneo de 𝐷 de grau no mínimo 1. Então,

𝑥 =

𝑛

∑

𝑖=1

(𝑓𝑖ℎ𝑖) ⋅ 𝜏𝑖,

em que ℎ𝑖 ∈ 𝕜 ou é um elemento homogêneo de 𝐷. Além disso, temos que deg 𝑥 =

deg 𝑓𝑖 + deg ℎ𝑖. Vejamos por indução no grau de 𝑥 que 𝑥 ∈ 𝑆𝐴(𝑓1,… , 𝑓𝑚). É claro que todos
os elementos de grau 0 estão em uma subálgebra. Por hipótese, deg(𝑓𝑖) > 0, para todo
𝑖 (pois 𝐹1(𝐷) = Sid𝐷(𝑓1,… , 𝑓𝑚)), dessa forma, deg ℎ𝑖 < deg 𝑥 , e, por indução, temos que
ℎ𝑖 ∈ 𝑆𝐴(𝑓1,… , 𝑓𝑚). Portanto, 𝑥 ∈ 𝑆𝐴(𝑓1,… , 𝑓𝑚), concluindo o resultado.

Proposição 3.3.4. Sejam 𝐷 uma 𝑆-álgebra e 𝜌 = 𝜌0⊕𝜌1⊕… um ideal à direita de 𝐷. Então,
o submódulo 𝑃𝑛(Sid𝐷(𝜌)) do 𝕜[𝑆𝑛]-módulo 𝑉 ⊗𝑛 é gerado por elementos de 𝜌𝑛

Demonstração: Perceba que

Sid𝐷(𝜌) = span

{

((
((

(𝑣 ⊗ 𝑤1) ⋅ 𝜎1) ⊗ 𝑤2
)
⋅ 𝜎2

)

⊗… ⊗ 𝑤𝑡

)

⋅ 𝜎𝑡 ∶ 𝑣 ∈ 𝜌𝑚, 𝑤𝑖 ∈ 𝐷𝑙𝑖
, 𝜎𝑖 ∈ 𝑆

𝑚+

𝑖

∑

𝑗=1

𝑙𝑗

}

.

Vejamos por indução que os elementos do conjunto gerador são da forma {𝑣 ⋅ 𝜎 ∶ 𝑣 ∈

𝜌𝑚, 𝜎 ∈ 𝑆𝑚}. Se 𝑡 = 0, o resultado é claro e se 𝑡 = 1, segue do fato de que 𝜌 é um ideal à
direita. Sejam 𝑣 ∈ 𝜌𝑚, 𝑤 ∈ 𝐷𝑙, 𝜎 ∈ 𝑆𝑚, 𝜏 ∈ 𝑆𝑚+𝑙. Considere 𝜓 ∈ 𝑆𝑚+𝑙 definida por

𝜓(𝑗) =

{

𝜎(𝑗) , 𝑗 ≤ 𝑚

𝑗 , 𝑗 > 𝑚.

Assim é claro que ((𝑣 ⋅ 𝜎) ⊗ 𝑤) ⋅ 𝜏 = (𝑣 ⊗ 𝑤) ⋅ (𝜓𝜏). Portanto 𝑃𝑛(Sid𝐷(𝜌)) = {𝑣 ⋅ 𝜎 ∶ 𝑣 ∈

𝜌𝑛, 𝜎 ∈ 𝑆𝑛} = 𝜌𝑛 ⋅ 𝑆𝑛.

Proposição 3.3.5. Seja 𝐻 uma biálgebra cocomutativa, e seja 𝑉 um 𝐻 -módulo de dimensão
finita tal que 𝑇 (𝑉 ) seja redutivo. Se 𝑊 = 𝑊1 ⊕𝑊2 ⊕… é um espaço homogêneo de dimensão
finita formada por elementos invariantes, então

𝑅
𝐻
∩ Sid𝑅(𝑊 ) = Sid

𝑅
𝐻 (𝑊 )

Demonstração: Sejam 𝐴 = 𝑅
𝐻
∩ Sid𝑅(𝑊 ) e 𝐵 = Sid

𝑅
𝐻 (𝑊 ). Como 𝐻 é cocomutativa, os

invariantes são uma 𝑆-álgebra, de modo que a notação de 𝐵 faça sentido. É claro que 𝐵 ⊆ 𝐴.
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Como 𝐴 é interseção de subespaços homogêneos, 𝐴 é homogêneo, de modo que basta
mostrar que 𝑃𝑛(𝐴) ⊆ 𝐵, para todo 𝑛 ≥ 1.

Seja 𝜌 = 𝜌1 ⊕ 𝜌2 ⊕… , o ideal à direita gerado por 𝑊 . Temos

𝜌𝑛 ⊆

𝑛−1

∑

𝑖=1

𝑊𝑖 ⊗ 𝑉
⊗(𝑛−𝑖)

,

e, portanto 𝜌𝑛 possui dimensão finita. Seja 𝑈 ⊆ 𝑅 um subespaço de dimensão finita tal que
𝜌𝑛 ⊆ 𝑊𝑈 . Como 𝑈 é um subespaço de dimensão finita de 𝑅 que é redutivo, pelo Lema
3.2.5, existe ℎ ∈ 𝐻 tal que 𝜀(ℎ) = 1 e ℎ ⋅ 𝑈 ⊆ 𝑅

𝐻 . Dessa forma, ℎ ⋅ 𝜌𝑛 ⊆ ℎ ⋅ (𝑊𝑈 ) ⊆ 𝑊𝑅
𝐻
⇒

ℎ ⋅𝜌𝑛 ⊆ 𝑃𝑛(𝑊𝑅
𝐻
), pois a ação de 𝐻 é homogênea. Dessa forma, pela Proposição 3.3.4 temos

𝑃𝑛(𝑅
𝐻
∩ Sid𝑅(𝑊 )) ⊆ 𝑅

𝐻

𝑛
∩ 𝑃𝑛(Sid𝑅(𝑊 )) = 𝑅

𝐻

𝑛
∩ 𝜌𝑛 ⋅ 𝕜[𝑆𝑛] = ℎ ⋅ (𝑅

𝐻

𝑛
∩ 𝜌𝑛 ⋅ 𝕜[𝑆𝑛])

⊆ ℎ ⋅ (𝜌𝑛 ⋅ 𝕜[𝑆𝑛]) = (ℎ ⋅ 𝜌𝑛) ⋅ 𝕜[𝑆𝑛] ⊆ 𝑃𝑛(𝑊𝑅
𝐻
) ⋅ 𝕜[𝑆𝑛] ⊆ Sid

𝑅
𝐻 (𝑊 ).

Temos então, o resultado principal dessa seção.

Teorema 3.3.6. Seja 𝐻 uma biálgebra cocomutativa e seja 𝑉 um 𝐻 -módulo de dimensão
finita, tal que 𝑇 (𝑉 ) seja redutivo. Então existe 𝑋 um conjunto finito de elementos invariantes
de 𝑇 (𝑉 ) como 𝑆-subálgebra.

Demonstração: Através da Proposição 3.3.2, conseguimos achar um subespaço homo-
gêneo 𝑊 de 𝐹1(𝑅𝐻 ) de dimensão finita tal que Sid𝑅(𝐹1(𝑅

𝐻
)) ⊆ Sid𝑅(𝑊 ). Como Sid𝑅(𝑊 ) ⊆

𝐹1(𝑅), segue que 𝑅
𝐻
∩ Sid𝑅(𝑊 ) ⊆ 𝐹1(𝑅

𝐻
). Por outro lado, é claro que 𝐹1(𝑅

𝐻
) ⊆ 𝑅

𝐻 e
𝐹1(𝑅

𝐻
) ⊆ Sid𝑅(𝐹1(𝑅

𝐻
)) ⊆ Sid𝑅(𝑊 ), de modo que 𝐹1(𝑅𝐻 ) ⊆ 𝑅

𝐻
∩ Sid𝑅(𝑊 ). Assim, pela

Proposição 3.3.5, temos que 𝐹1(𝑅𝐻 ) = 𝑅
𝐻
∩ Sid𝑅(𝑊 ) = Sid

𝑅
𝐻 (𝑊 ). Logo, da Proposição 3.3.3,

segue que 𝑅 = 𝑆𝐴(𝑊 ). Dessa forma, qualquer base homogênea de 𝑊 será finita, composta
de elementos invariantes e gerará 𝑇 (𝑉 )𝐻 como 𝑆-subálgebra.
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Capítulo 4

Caso comutativo

Podemos considerar a ação em álgebras livres comutativas. Esse é o caso clássico e
a demonstração de que a subálgebra de invariantes é finitamente gerada será feita de
duas maneiras diferentes. Além disso, também será visto em quais casos essa subálgebra
é livre. Ao longo desse capítulo 𝐺 será um grupo finito que agirá por automorfismos em
𝕜-álgebras comutativas 𝐴 (em outras palavras, existe um homomorfismo 𝜌 ∶ 𝐺 → Aut(𝐴)),
e dados 𝑔 ∈ 𝐺 e 𝑎 ∈ 𝐴, denotaremos por 𝑔 ⋅ 𝑎 a ação de 𝑔 em 𝑎, i.e. 𝑔 ⋅ 𝑎 ∶= 𝜌(𝑔)(𝑎). Iremos
assumir que char(𝕜) = 0. Para este capítulo, as principais referências são (Neusel, 2007) e
(Springer, 1977).

4.1 A álgebra de invariantes comutativos é finitamente
gerada

Definição 4.1.1. Se 𝐴 for uma 𝕜-álgebra comutativa, e 𝐺 agir por automorfismos em 𝐴,
então, os invariantes, denotados por 𝐴𝐺, são definidos como sendo os elementos de 𝐴 que
são fixos sobre a ação de 𝐺.

Temos ainda mais, mas primeiramente, vamos relembrar o conceito de extensão inte-
gral.

Definição 4.1.2. Sejam 𝐴, 𝐵 aneis comutativos. Dizemos que 𝐵 é uma extensão de 𝐴 se 𝐴
for um subanel de 𝐵. Dado 𝑏 ∈ 𝐵, dizemos que 𝑏 é integral sobre 𝐴 se existe 𝑝(𝑥) ∈ 𝐴[𝑥]
polinômio mônico tal que 𝑝(𝑏) = 0. Dizemos que a extensão é integral se todo elemento
de 𝐵 for integral sobre 𝐴.

Assim, o seguinte lema é válido.

Lema 4.1.3. A álgebra 𝐴 é integral sobre 𝐴𝐺.

Demonstração: Seja 𝑎 ∈ 𝐴. Como 𝐺 é finito, podemos considerar o polinômio 𝑝(𝑥) =
∏

𝑔∈𝐺

(𝑥 − 𝑔 ⋅ 𝑎) que é mônico, e seus coeficientes são polinômios simétricos em {𝑔 ⋅ 𝑎 ∶ 𝑔 ∈ 𝐺}

e , portanto, pertencem a 𝐴𝐺. Logo 𝐴 é integral sobre 𝐴𝐺.
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O objetivo é achar alguma condição para que 𝐴𝐺 seja finitamente gerada. Para isso,
vamos precisar de outro lema.

Lema 4.1.4. Sejam 𝐴, 𝐵, 𝐶 anéis comutativos tais que 𝐴 é subanel de 𝐵 e 𝐵 é subanel de 𝐶.
Se 𝐵 for uma 𝐴-álgebra finitamente gerada e 𝐶 for uma 𝐵-álgebra finitamente gerada, então
𝐶 é uma 𝐴-álgebra finitamente gerada (onde as estruturas de álgebra de um anel sobre um
subanel são as naturais).

Demonstração: Sejam 𝑏1,… , 𝑏𝑛 ∈ 𝐵 tais que 𝐵 = 𝐴[𝑏1,… , 𝑏𝑛] e 𝑐1,… , 𝑐𝑚 ∈ 𝐶 tais que
𝐶 = 𝐵[𝑐1,… , 𝑐𝑚]. Vejamos que 𝐶 = 𝐴[𝑏𝑖𝑐𝑗 ∶ 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚].

Seja 𝑐 ∈ 𝐶 = 𝐵[𝑐1,… , 𝑐𝑚]. Então, existe 𝑝(𝑥1,… , 𝑥𝑚) = ∑

𝐼

𝛽𝐼𝑥
𝐼
∈ 𝐵[𝑥1,… , 𝑥𝑚] tal que

𝑐 = 𝑝(𝑐1,… , 𝑐𝑚) = ∑

𝐽

𝛽𝐽 𝑐
𝐽 , onde 𝑐𝐽 = 𝑐

𝑗1

1
⋯ 𝑐

𝑗𝑚

𝑚
, se 𝐽 = (𝑗1,… , 𝑗𝑚) e 𝛽𝐽 ∈ 𝐵 = 𝐴[𝑏1,… , 𝑏𝑚].

Logo, para cada 𝐽 , existe 𝑞𝐽 (𝑦1,… , 𝑦𝑛) ∈ 𝐴[𝑦1,… , 𝑦𝑛] tal que 𝛽𝐽 = 𝑞𝐽 (𝑏1,… , 𝑏𝑚). Assim,
podemos escrever 𝑞𝐽 (𝑦1,… , 𝑦𝑛) = ∑

𝐼

𝛼𝐼 ,𝐽𝑦
𝐼 (onde 𝑦 𝐼 = 𝑦

𝑖1

1
⋯ 𝑦

𝑖𝑛

𝑛
, se 𝐼 = (𝑖1,… , 𝑖𝑛) e 𝛼𝐼 ,𝐽 ∈ 𝐴).

Portanto, podemos concluir que

𝑐 = ∑

𝐽

𝛽𝐽 𝑐
𝐽
= ∑

𝐼 ,𝐽

𝛼𝐼 ,𝐽𝑏
𝐼
𝑐
𝐽
.

Perceba que para todos 𝐼 , 𝐽 , temos que 𝑏𝐼 𝑐𝐽 é um produto de 𝑏𝑖 e 𝑐𝑗 , de modo que 𝑐 ∈ 𝐴[𝑏𝑖𝑐𝑗 ∶
1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚]. Logo vale a igualdade e, portanto, 𝐶 é uma 𝐴-álgebra finitamente
gerada.

Com esses lemas, temos o seguinte teorema.

Teorema 4.1.5. Se 𝐴 é uma 𝕜-álgebra (comutativa) finitamente gerada em que 𝐺 age, então
𝐴
𝐺 é finitamente gerada. Em particular, se 𝑉 é um 𝕜-espaço de dimensão finita em que

𝐺 age por automorfismos lineares, então, em 𝕜[𝑉 ] com a ação induzida, vale que 𝕜[𝑉 ]𝐺 é
finitamente gerada.

Demonstração: Seja 𝑎1,… , 𝑎𝑛 ∈ 𝐴 tais que 𝐴 = 𝕜[𝑎1,… , 𝑎𝑛]. Como 𝐴 é integral sobre 𝐴𝐺,
para cada 𝑖 = 1,… , 𝑛, seja 𝑝𝑖(𝑥) = 𝑥

𝛼𝑖
+ 𝑎𝑖,𝛼𝑖−1

𝑥
𝛼𝑖−1

+⋯+ 𝑎𝑖,1𝑥 + 𝑎𝑖,0 ∈ 𝐴
𝐺
[𝑥] mônico tal que

𝑝𝑖(𝑎𝑖) = 0. Tome 𝐵 = 𝕜[𝑎𝑖,𝑙 ∶ 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛; 1 ≤ 𝑙 ≤ 𝛼𝑖 − 1] ⊆ 𝐴
𝐺.

Como 𝕜 é um corpo, segue que 𝕜 é noetheriano, e como 𝐵 é uma 𝕜-álgebra finitamente
gerada, segue que 𝐵 é um anel noetheriano.

Além disso, 𝐴 é um 𝐵-módulo finitamente gerado por 𝑋 = {𝑎
𝐼
∶ 0 ≤ 𝑖𝑗 < 𝛼𝑗 }, onde

estamos denotando 𝑎
𝐼 por 𝑎𝑖1

1
⋯ 𝑎

𝑖𝑛

𝑛
, se 𝐼 = (𝑖1,… , 𝑖𝑛). De fato, dado 𝑎 ∈ 𝐴, existe um

polinômio 𝑝(𝑥1,… , 𝑥𝑛) = ∑

𝐼

𝛼𝐼𝑥
𝐼
∈ 𝕜[𝑥1,… , 𝑥𝑛] tal que 𝑎 = 𝑝(𝑎1,… , 𝑎𝑛) = ∑

𝐼

𝛼𝐼𝑎
𝐼 . Perceba

que, dado 𝐼 , se algum 𝑖𝑗 ≥ 𝛼𝑗 , então esse termo pode ser escrito combinações linares sobre
𝐵 de potências menores, de modo que 𝑎 está nesse submódulo gerado por 𝑋 .

Dessa forma, temos que 𝐴 é um 𝐵-módulo noetheriano (módulo finitamente gerado so-
bre um anel noetheriano), e, portanto, 𝐴𝐺 que é um 𝐵-submódulo também será finitamente
gerado. Em particular, 𝐴𝐺 é uma 𝐵-álgebra finitamente gerada. Como 𝐵 é uma 𝕜-álgebra
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finitamente gerada, segue que 𝐴𝐺 é uma 𝕜-álgebra finitamente gerada, por causa do Lema
4.1.4.

Finalmente, note que 𝑉 é um 𝕜-espaço de dimensão finita, então 𝕜[𝑉 ] é uma álgebra
finitamente gerada (por uma base de 𝑉 ).

4.2 Teorema de Chevalley-Shephard-Todd
Na seção anterior vimos que a álgebra de invariantes é sempre finitamente gerada, no

caso em que o grupo age na álgebra livre comutativa. Isso é essencialmente o oposto do
caso em que a ação ocorre na álgebra livre não comutativa. Então, iremos novamente ver
o contraste com o caso não comutativo, em que a álgebra de invariantes sempre é livre,
o que não ocorre no caso comutativo. Iremos precisar do seguinte lema. As principais
referências para esta seção são (Neusel, 2007) e (Springer, 1977).

Lema 4.2.1. Seja 𝜋𝐺, a seguinte aplicação

𝜋𝐺 ∶ 𝕜[𝑉 ] → 𝕜[𝑉 ]

𝑓 ↦

1

|𝐺|

∑

𝑔∈𝐺

𝑔 ⋅ 𝑓 .

Então 𝜋𝐺 é uma projeção em 𝕜[𝑉 ]
𝐺 e é um morfismo de 𝕜[𝑉 ]𝐺-módulos.

Demonstração: É claro que 𝜋𝐺 é uma transformação linear. Sejam 𝑓 ∈ 𝕜[𝑉 ]
𝐺 e ℎ ∈ 𝕜[𝑉 ].

Então, para todo 𝑔 ∈ 𝐺, 𝑔 ⋅ 𝑓 = 𝑓 , de modo que

𝜋𝐺(𝑓 ) =

1

|𝐺|

∑

𝑔∈𝐺

𝑔 ⋅ 𝑓 =

1

|𝐺|

∑

𝑔∈𝐺

𝑓 =

|𝐺|

|𝐺|

𝑓 = 𝑓 .

Dessa forma, 𝜋𝐺 é a identidade em 𝕜[𝑉 ]
𝐺. Dado 𝑔1 ∈ 𝐺, temos

𝑔1 ⋅ 𝜋𝐺(ℎ) = 𝑔1 ⋅

(

1

|𝐺|

∑

𝑔∈𝐺

𝑔 ⋅ ℎ

)

=

1

|𝐺|

∑

𝑔∈𝐺

𝑔1 ⋅ (𝑔 ⋅ ℎ)

=

1

|𝐺|

∑

𝑔∈𝐺

(𝑔1𝑔) ⋅ ℎ =

1

|𝐺|

∑

𝑔∈𝐺

𝑔 ⋅ ℎ = 𝜋𝐺(ℎ).

Assim, a imagem de 𝜋𝐺 está contida em 𝕜[𝑉 ]
𝐺, de modo a ser uma projeção. Por fim

𝜋𝐺(𝑓 ℎ) =

1

|𝐺|

∑

𝑔∈𝐺

𝑔 ⋅ (𝑓 ℎ) =

1

|𝐺|

∑

𝑔∈𝐺

(𝑔 ⋅ 𝑓 )(𝑔 ⋅ ℎ)

=

1

|𝐺|

∑

𝑔∈𝐺

𝑓 (𝑔 ⋅ ℎ) = 𝑓

(

1

|𝐺|

∑

𝑔∈𝐺

𝑔 ⋅ ℎ

)

= 𝑓 𝜋𝐺(ℎ).
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Definição 4.2.2. Seja 𝑉 um espaço vetorial de dimensão finita. Uma transformação linear
𝑅 é dita ser uma pseudoreflexão se

(i) 𝑅 ≠ id.

(ii) Existe 𝑚 ∈ ℕ tal que 𝑅𝑚 = id.

(iii) Se 𝑊 é o auto-espaço relacionado a 1 então a codimensão de 𝑊 em 𝑉 é 1.

Denotamos o subespaço 𝑊 como 𝑉 𝑅.

Dessa forma, se 𝑅 ∶ 𝑉 → 𝑉 for uma pseudoreflexão, então a imagem de id −𝑅 possui
dimensão 1. Seja 𝑣𝑅 um vetor não nulo que está nessa imagem. Assim, para todo 𝑣 ∈ 𝑉 ,
existe um escalar Δ𝑅(𝑣) ∈ 𝕜 tal que (id −𝑅)(𝑣) = Δ𝑅(𝑣)𝑣𝑅. Podemos extender 𝑅 para 𝕜[𝑉 ],
de forma que valha 𝑅(𝑥) = 𝑥 − Δ𝑅(𝑥)𝑣𝑅, e que Δ𝑅 seja uma derivação torcida.

Proposição 4.2.3. Seja 𝑅 ∶ 𝑉 → 𝑉 uma pseudoreflexão e a considere como a sua extensão
em 𝕜[𝑉 ] como morfismo de álgebras. Seja 𝑣𝑅 um vetor que gera im(𝐼 − 𝑅). Então, existe uma
aplicação Δ𝑅 ∶ 𝕜[𝑉 ] → 𝕜[𝑉 ], tal que 𝑓 − 𝑅(𝑓 ) = Δ𝑅(𝑓 )𝑣𝑅, para todo 𝑓 ∈ 𝕜[𝑉 ]. Além disso,
se 𝑓 é um elemento homogêneo de grau 𝑚, então Δ𝑅(𝑓 ) é um elemento homogêneo de grau
𝑚 − 1 (de modo que se 𝑓 é um elemento de grau 𝑚 não necessariamente homogêneo, então
Δ𝑅(𝑓 ) é um elemento não necessariamente homogêneo de grau 𝑚 − 1), e Δ𝑅 é uma derivação
torcida em 𝕜[𝑉 ].

Demonstração: Para encontrar tal aplicação, seja 𝑓 ∈ 𝕜[𝑉 ] um monômio. Vamos mostrar
por indução no grau de 𝑓 que 𝑓 − 𝑅(𝑓 ) é múltiplo de 𝑣𝑅 em 𝕜[𝑉 ], de modo que todo
elemento de 𝕜[𝑉 ] também seja, fazendo com que exista a aplicação Δ𝑅. O caso do monômio
de grau 1 segue do fato de que 𝑣𝑅 gera im(id −𝑅).

Para o passo indutivo, seja 𝑓 = 𝑥𝑖1
⋯ 𝑥𝑖𝑛

𝑥𝑖𝑛+1
um monômio. Pela hipótese de indução, se

ℎ = 𝑥𝑖1
⋯ 𝑥𝑖𝑛

, então ℎ − 𝑅(ℎ) é múltiplo de 𝑣𝑅. Assim, temos

𝑓 − 𝑅(𝑓 ) = ℎ𝑥𝑖𝑛+1
− 𝑅(ℎ)𝑅(𝑥𝑖𝑛+1

) = ℎ𝑥𝑖𝑛+1
− 𝑅(ℎ)𝑥𝑖𝑛+1

+ 𝑅(ℎ)𝑥𝑖𝑛+1
− 𝑅(ℎ)𝑅(𝑥𝑖𝑛+1

)

= (ℎ − 𝑅(ℎ))𝑥𝑖𝑛+1
+ 𝑅(ℎ)(𝑥𝑖𝑛+1

− 𝑅(𝑥𝑖𝑛+1
)).

Assim, 𝑓 − 𝑅(𝑓 ) é múltiplo de 𝑣𝑅, e, portanto existe Δ𝑅 e Δ𝑅(𝑓 ) possui grau 𝑚 − 1.

Para mostrar que Δ𝑅 é uma derivação torcida, considere 𝑓 , ℎ ∈ 𝕜[𝑉 ], e temos

𝑓 ℎ − Δ𝑅(𝑓 ℎ)𝑣𝑅 = 𝑅(𝑓 ℎ) = 𝑅(𝑓 )𝑅(ℎ) = 𝑅(𝑓 )(ℎ − Δ𝑅(ℎ)ℎ𝑣𝑅) = 𝑅(𝑓 )ℎ − 𝑅(𝑓 )Δ𝑅(ℎ)𝑣𝑅

= 𝑓 ℎ − (Δ𝑅(𝑓 )ℎ + 𝑅(𝑓 )Δ𝑅(ℎ))𝑣𝑅 ⇒ Δ𝑅(𝑓 ℎ) = Δ𝑅(𝑓 )ℎ + 𝑅(𝑓 )Δ𝑅(ℎ).

Definição 4.2.4. Seja 𝐺 um grupo que age em um espaço de dimensão 𝑛. Dizemos que
essa ação é de pseudoreflexão se 𝜌(𝐺) for gerada (como grupo) por pseudoreflexões.

Lema 4.2.5. Seja 𝜌 ∶ 𝐺 → GL(𝑛,𝕜) uma ação fiel. Então, Δ𝑅 ∶ 𝕜[𝑉 ] → 𝕜[𝑉 ] é um morfismo
de 𝕜[𝑉 ]𝐺-módulos.
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Demonstração: Dados 𝑓 ∈ 𝕜[𝑉 ]
𝐺 e ℎ ∈ 𝕜[𝑉 ], e 𝑅 uma pseudoreflexão em 𝜌(𝐺), temos

Δ𝑅(𝑓 ℎ) = Δ𝑅(𝑓 )ℎ + 𝑅(𝑓 )Δ𝑅(ℎ) = 𝑅(𝑓 )Δ𝑅(ℎ) = 𝑓Δ𝑅(ℎ),

pois se 𝑓 é invariante, então, 𝑓 = 𝑅(𝑓 ) = 𝑓 + Δ𝑅(𝑓 )𝑣𝑅 ⇒ Δ𝑅(𝑓 ) = 0.

A partir de agora, iremos considerar 𝐼 o ideal homogêneo de 𝕜[𝑉 ] gerado pelos ele-
mentos homogêneos de 𝕜[𝑉 ]

𝐺 de grau positivo. Temos então alguns lemas.

Lema 4.2.6. O ideal 𝐼 é 𝐺-invariante (isto é, para todo 𝑔 ∈ 𝐺, 𝑔 ⋅ 𝐼 ⊆ 𝐼 ).

Demonstração: Para tal demonstração, seja 𝑔 ∈ 𝐺, 𝑓 ∈ 𝕜[𝑉 ]
𝐺 homogêneo de grau

positivo e ℎ ∈ 𝕜[𝑉 ]. Então, 𝑔 ⋅ (𝑓 ℎ) = (𝑔 ⋅ 𝑓 )(𝑔 ⋅ ℎ) = 𝑓 (𝑔 ⋅ ℎ) ∈ 𝐼 . Como 𝐼 é composto por
soma de elementos da forma 𝑓 ℎ, com 𝑓 como anteriormente, segue que 𝑔 ⋅ 𝐼 ⊆ 𝐼 .

Lema 4.2.7. Seja B = {𝑒𝛼}𝛼∈𝐴 um conjunto de elementos homogêneos de 𝕜[𝑉 ] tais que

{𝑒𝛼 + 𝐼 }𝛼∈𝐴 gera
𝕜[𝑉 ]

𝐼

como 𝕜-espaço. Então o 𝕜[𝑉 ]
𝐺-módulo gerado por B é 𝕜[𝑉 ].

Demonstração: Seja 𝑀 o 𝕜[𝑉 ]
𝐺-módulo de 𝕜[𝑉 ] gerado por B. Como B é composto por

elementos homogêneos, segue que 𝑀 é um subespaço graduado. Mostraremos por indução
que 𝑀𝑑 = 𝕜[𝑉 ]𝑑 , para todo 𝑑 ≥ 0. Como B + 𝐼 gera o quociente como 𝕜-espaço, existem
𝑐𝛼 ∈ 𝕜 quase todos nulos tais que

1 −∑

𝛼

𝑐𝛼𝑒𝛼 ∈ 𝐼 .

Mas 𝐼 é gerado pelos elementos homogêneos de grau positivo, e como cada 𝑒𝛼 é homogêneo,
para algum 𝛽 ∈ 𝐴, 𝑒𝛽 ∈ 𝕜, de modo que 1 ∈ 𝑀0 ⇒ 𝑀0 = 𝕜[𝑉 ]0.

Suponha agora que o resultado seja válido para todos os inteiros menores que 𝑑, e
provaremos para 𝑑. Para isso, seja 𝑓 ∈ 𝕜[𝑉 ]𝑑 , novamente, existem 𝑐𝛼 ∈ 𝕜 quase todos
nulos tais que ℎ = 𝑓 −∑

𝛼

𝑐𝛼𝑒𝛼 ∈ 𝐼 . Como 𝐼 é um ideal gerado pelos elementos homogêneos

de 𝕜[𝑉 ]
𝐺 de grau positivo, 𝐼 é um ideal homogêneo, toda componente homogênea de

ℎ está em 𝐼 . Do fato de 𝑓 ser homogênea, podemos supor sem perda de generalidade
que ℎ é homogênea. Assim, existem 𝑓1,… , 𝑓𝑡 ∈ 𝕜[𝑉 ]

𝐺 homogêneos de grau positivo e
𝑟1,… , 𝑟𝑡 ∈ 𝕜[𝑉 ] de modo que

𝑓 = ∑

𝛼

𝑐𝛼𝑒𝛼 +

𝑡

∑

𝑖=1

𝑓𝑖𝑟𝑖.

Podemos supor sem perda de generalidade que cada 𝑟𝑖 é homogêneo (se 𝑟𝑖 não for homo-
gêneo, é soma de elementos homogêneos, sendo assim, basta colocar mais parcelas para
garantir que 𝑟𝑖 é homogêneo). Como 𝑓𝑖 tem grau positivo, o grau de 𝑟𝑖 é menor do que o
grau de 𝑓 , para todo 𝑖, e, portanto, pela hipótese de indução 𝑟𝑖 ∈ 𝑀 . Assim, 𝑓 ∈ 𝑀 .

Lema 4.2.8. Suponha que 𝐺 seja um grupo de pseudo-reflexão. Sejam 𝑦1,… , 𝑦𝑚 ∈ 𝕜[𝑉 ]

elementos homogêneos e 𝑥1,… , 𝑥𝑚 ∈ 𝕜[𝑉 ]
𝐺 tais que

𝑚

∑

𝑖=1

𝑥𝑖𝑦𝑖 = 0. Se 𝑥1 não estiver no 𝕜[𝑉 ]
𝐺-

módulo gerado por {𝑥2,… , 𝑥𝑚}, então 𝑦1 ∈ 𝐼 .
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Demonstração: Será feito por indução no grau de 𝑦1. Se 𝑦1 = 0, então 𝑦1 ∈ 𝐼 . Se 𝑦1 ≠ 0 e
tem grau 0, dividindo por 𝑦1, encontramos 𝑧2,… , 𝑧𝑚 ∈ 𝕜[𝑉 ], tais que

𝑥1 =

𝑚

∑

𝑖=2

𝑥𝑖𝑧𝑖.

Pelo Lema 4.2.1, obtemos

𝑥1 = 𝜋𝐺(𝑥1) =

𝑚

∑

𝑖=2

𝜋𝐺(𝑥𝑖𝑧𝑖) =

𝑚

∑

𝑖=2

𝑥𝑖𝜋𝐺(𝑧𝑖).

Dessa forma, podemos concluir que 𝑥1 está no 𝕜[𝑉 ]
𝐺-módulo gerado por {𝑥2,… , 𝑥𝑚}, con-

tradição.

Para o passo indutivo, pelo Lema 4.2.5, para cada 𝑅 ∈ 𝐺 pseudo-reflexão, temos

0 =

𝑚

∑

𝑖=1

Δ𝑅(𝑥𝑖𝑦𝑖) =

𝑚

∑

𝑖=1

𝑥𝑖Δ𝑅(𝑦𝑖).

Como o grau de Δ𝑅(𝑦1) é menor do que 𝑦1, pela hipótese de indução, Δ𝑅(𝑦1) ∈ 𝐼 , para todo
𝑅 ∈ 𝐺 pseudo-reflexão. Assim, se 𝑅 é pseudo-reflexão, então 𝑦1 − 𝑅(𝑦1) = Δ𝑅(𝑦1)𝑣𝑅 ∈ 𝐼 ,
pois 𝐼 é um ideal. Vejamos por indução que 𝑦1 − 𝑅𝑚(𝑅𝑚−1(… (𝑅1(𝑦1)) … )) ∈ 𝐼 , com 𝑅𝑖

pseudo-reflexão, para todo 𝑖. Para 𝑚 = 1, é o que foi mostrado anteriormente. Por hipótese
de indução, 𝑦1 − 𝑅𝑚(𝑅𝑚−1(… (𝑅1(𝑦1)) … )) ∈ 𝐼 . Como 𝐼 é 𝐺-invariante, então

𝑅𝑚+1(𝑦1) − 𝑅𝑚+1(𝑅𝑚(… (𝑅1(𝑦1)) … ))) = 𝑅𝑚+1(𝑦1 − 𝑅𝑚(𝑅𝑚−1(… (𝑅1(𝑦1)) … ))) ∈ 𝐼 .

Assim

𝑦1−𝑅𝑚+1(𝑅𝑚(… (𝑅1(𝑦1)) … ))) = (𝑦1−𝑅𝑚+1(𝑦1))+(𝑅𝑚+1(𝑦1)−𝑅𝑚+1(𝑅𝑚(… (𝑅1(𝑦1)) … )))) ∈ 𝐼 .

Como 𝐺 é um grupo de pseudo-reflexão, segue que 𝑦1 − 𝑔 ⋅ 𝑦1 ∈ 𝐼 , para todo 𝑔 ∈G. Assim,

𝑦1 − 𝜋𝐺(𝑦1) =

1

|𝐺|

∑

𝑔∈𝐺

(𝑦1 − 𝑔 ⋅ 𝑦1) ∈ 𝐼 .

Dessa forma, do fato do grau de 𝑦1 ser positivo, 𝜋𝐺(𝑦1) ∈ 𝐼 , de modo que 𝑦1 ∈ 𝐼 .

Lema 4.2.9. Seja 𝐺 um grupo de pseudo-reflexão e sejam B ⊆ 𝕜[𝑉 ] formado por elementos
homogêneos tal que B + 𝐼 é linearmente independente sobre 𝕜. Então B é linearmente
independente sobre 𝕜[𝑉 ]𝐺.

Demonstração: Sejam 𝑥1,… , 𝑥𝑚 ∈ 𝕜[𝑉 ]
𝐺 e 𝑦1,… , 𝑦𝑚 ∈ B tais que

𝑚

∑

𝑖=1

𝑥𝑖𝑦𝑖 = 0. Provaremos

por indução em 𝑚 que 𝑥𝑖 = 0, para todo 𝑖. Se 𝑚 = 1, o resultado segue do fato que 𝕜[𝑉 ] é
um domínio de integridade. Para o passo indutivo, observe que 𝑦1 + 𝐼 ≠ 0 + 𝐼 , e portanto
𝑦1 ∉ 𝐼 (pois {𝑦1 + 𝐼 ,… , 𝑦𝑚 + 𝐼 } é linearmente independente sobre 𝕜). Através do Lema 4.2.8,
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tome 𝑧2,… , 𝑧𝑚 ∈ 𝕜[𝑉 ]
𝐺 tais que

𝑥1 =

𝑚

∑

𝑖=2

𝑥𝑖𝑧𝑖.

Portanto

0 = 𝑥1𝑦1 +

𝑚

∑

𝑖=2

𝑥𝑖𝑦𝑖 =

(

𝑚

∑

𝑖=2

𝑥𝑖𝑧𝑖

)

𝑦1 +

𝑚

∑

𝑖=2

𝑥𝑖𝑦𝑖 =

𝑚

∑

𝑖=2

𝑥𝑖(𝑧𝑖𝑦1 + 𝑦𝑖). (4.1)

Para cada 𝑖 = 2,… , 𝑚, escreva 𝑧𝑖 = 𝛼𝑖 +𝑤𝑖, onde 𝛼𝑖 ∈ 𝕜 e o termo de grau 0 de 𝑤𝑖 é 0. Dessa
forma, como 𝐼 é um ideal homogêneo e 𝕜[𝑉 ]

𝐺 é uma subálgebra homogênea, 𝑤𝑖 ∈ 𝐼 , para
todo 𝑖, pois 𝑧𝑖 ∈ 𝕜[𝑉 ]

𝐺 e 𝑤𝑖 é a soma das componentes homogêneas de grau positivo de 𝑧𝑖,

de modo que 𝑧𝑖 + 𝐼 = 𝛼𝑖 + 𝐼 . Se 𝛽2,… , 𝛽𝑚 ∈ 𝕜 são tais que
𝑚

∑

𝑖=2

𝛽𝑖(𝑧𝑖𝑦1 + 𝑦𝑖 + 𝐼 ) = 0 + 𝐼 , então

0 + 𝐼 =

𝑚

∑

𝑖=2

𝛽𝑖(𝑧𝑖𝑦1 + 𝑦𝑖) + 𝐼 =

𝑚

∑

𝑖=2

𝛽𝑖(𝛼𝑖𝑦1 + 𝑦𝑖) + 𝐼

=

(

𝑚

∑

𝑖=2

𝛼𝑖𝛽𝑖

)

(𝑦1 + 𝐼 ) +

𝑚

∑

𝑖=2

𝛽𝑖(𝑦𝑖 + 𝐼 ).

Assim 𝛽𝑖 = 0, para todo 𝑖 = 2,… , 𝑚, isto é, {𝑧2𝑦1 + 𝑦2 + 𝐼 ,… , 𝑧𝑚𝑦1 + 𝑦𝑚 + 𝐼 } é linearmente
independente sobre 𝕜. Podemos então aplicar o passo indutivo e concluir que 𝑥2 = ⋯ =

𝑥𝑚 = 0.

Proposição 4.2.10. Seja 𝜌 ∶ 𝐺 → GL(𝑛,𝕜) uma ação de pseudoreflexão. Então 𝕜[𝑉 ] é um
módulo livre sobre 𝕜[𝑉 ]𝐺.

Demonstração: Segue da Proposição 1.2.6 e dos Lemas 4.2.7 e 4.2.9.

Proposição 4.2.11. Suponha que 𝐺 seja um grupo finito que aja em 𝑉 um espaço vetorial.
Se 𝕜[𝑉 ] é um 𝕜[𝑉 ]

𝐺-módulo livre, então 𝕜[𝑉 ]
𝐺 é uma álgebra de polinômios.

Esboço da demonstração: A ideia é mostrar que 𝕜[𝑉 ]
𝐺 é um anel noetheriano, e com

isso, considerar um conjunto minimal de elementos homogêneos {𝑓1,… , 𝑓𝑚} gerador do
ideal gerado pelos elementos positivos 𝐽 . Daí, usando uma indução, consegue-se mostrar
que 𝕜[𝑉 ] = 𝕜[𝑓1,… , 𝑓𝑚]. Para concluir, precisariamos mostrar que os elementos desse
conjunto são algebricamente independentes.

Suponha por absurdo que existe um polinômio ℎ(𝑋1,… , 𝑋𝑚) ∈ 𝕜[𝑋1,… , 𝑋𝑚] tal que
ℎ(𝑓1,… , 𝑓𝑚) = 0. Então pega-se as derivadas parciais em relação a cada uma dessas 𝑚
variáveis e considera-se o ideal gerado por elas, considerando um conjunto minimal
gerador.

Considerando as derivadas parciais em relação a uma base de 𝑉 , podemos usar a regra
da cadeia para encontrar algumas relações entre esses elementos. Agora, usando o fato de
que 𝕜[𝑉 ] é um 𝕜[𝑉 ]

𝐺-módulo livre e comparando componente homogênea, conseguimos
mostrar que o conjunto {𝑓1,… , 𝑓𝑚} pode ser diminuido. Contradição.
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Proposição 4.2.12. Seja 𝑉 um 𝕜-espaço de dimensão finita e seja 𝐺 ≤ GL(𝑉 ) um subgrupo
finito. Suponha que 𝕜[𝑉 ]𝐺 seja uma álgebra de polinômios. Então 𝐺 é um grupo de pseudo-
reflexões.

Esboço da demonstração: Aqui serão utilizadas as séries de Poincaré. Mostra-se que
se 𝐴 é uma subálgebra finitamente gerada, 𝐴 = 𝕜[𝑎1,… , 𝑎𝑛], com 𝑎1,… , 𝑎𝑛 elementos
homogêneos algebricamente independentes, então a série de Poincaré será o produto dos
inversos de polinômios da forma 1 − 𝑡

𝑑𝑖 em que 𝑑𝑖 são unicamente determinados pela
álgebra. Sendo assim, se 𝐺′ for o subgrupo gerado pelas pseudo-reflexões, já sabemos que
𝕜[𝑉 ]

𝐺
′

é uma álgebra de polinômios. Sendo assim, ao comparar as duas séries de Poincaré,
concluimos que vale a igualdade entre os elementos unicamente determinados pela série
de Poincaré. Dessa forma 𝐺′

= 𝐺, e 𝐺 é um grupo de pseudoreflexões.

Juntando as três proposições, obtemos o seguinte teorema.

Teorema 4.2.13 (Teorema de Chevalley-Shephard-Todd). Seja 𝑉 um 𝕜-espaço de dimensão
finita e seja 𝐺 ≤ GL(𝑉 ) um subgrupo finito. Então os seguintes itens são equivalentes.

(i) 𝐺 é um grupo de pseudo-reflexões.

(ii) 𝕜[𝑉 ] é um 𝕜[𝑉 ]
𝐺-módulo livre.

(iii) 𝕜[𝑉 ]
𝐺 é uma álgebra de polinômios.

Demonstração: Segue das Proposições 4.2.10, 4.2.11 e 4.2.12.
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Conclusão

Ao longo desta dissertação estudamos os invariantes da ação de uma álgebra de Hopf
em uma álgebra livre (comutativa ou não). Vimos que no caso não-comutativo, a subálgebra
é sempre livre e quase nunca finitamente gerada. Em contraste, temos o caso em que grupos
agem nas álgebras livres comutativas e temos que os invariantes são sempre finitamente
gerados e quase nunca livres.

Conseguimos achar um conjunto finito gerador se incluirmos a ação dos grupos simé-
tricos. O que pedimos sobre a álgebra de Hopf é que ela seja cocomutativa, para que assim,
a ação dos grupos simétricos comute com a ação de 𝐻 , e também pedimos que a álgebra
livre seja um 𝐻 -módulo redutivo.

Similarmente aos grupos simétricos, os grupos de tranças também agem nas compo-
nentes homogêneas da álgebra livre. Se a álgebra de Hopf for quase triangular, então a
ação de 𝐻 comuta com a ação dos grupos de tranças. Portanto, como estudos futuros,
iremos tentar encontrar alguma relação entre o grupo de tranças, a ação de álgebras de
Hopf quase triangulares e um conjunto finito de geradores.

Uma outra possibilidade de estudos futuros é olhar para a ação da álgebras de Hopf em
álgebras relativamente livres e tentar compreender quando essas propriedades (finitamente
gerada, livre) acontecem.
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