Algebras de caminhos generalizadas
com relacoes e suas representacoes

Viktor Chust Bugno Pires de Almeida

DISSERTACAO APRESENTADA
AO
INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA
DA
UNIVERSIDADE DE SAO PAULO
PARA
OBTENCAO DO TITULO
DE
MESTRE EM CIENCIAS

Programa: Matemética
Orientador: Prof. Dr. Flavio Ulhoa Coelho

Durante o desenvolvimento deste trabalho o autor recebeu auxilio financeiro da FAPESP

Sao Paulo, novembro de 2020



Algebras de caminhos generalizadas
com relacoes e suas representacoes

Esta é a versao original da dissertacao elaborada pelo
candidato Viktor Chust Bugno Pires de Almeida, tal como

submetida & Comissao Julgadora.



Agradecimentos

Este projeto de Mestrado recebeu apoio financeiro através do processo n® 2018,/18123-5, Funda-
¢ao de Amparo a Pesquisa do Estado de Sao Paulo (FAPESP). As opinides, hipoteses e conclusoes
ou recomendagoes expressas neste material sao de responsabilidade do autor e nao necessariamente
refletem a visao da FAPESP. Gostaria de gentilmente agradecer pelo apoio da FAPESP nos tltimos
anos.

Gostaria também de fazer um agradecimento especial a meu orientador, o Prof. Dr. Flavio Ulhoa

Coelho, a quem sempre deverei respeito e gratidao.

iii



v



Resumo

CHUST, V. Algebras de caminhos generalizadas com relacées e suas representacgoes.
2020. 88 f. Dissertacao (Mestrado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao
Paulo, Sao Paulo, 2020.

O conceito de algebras de caminhos generalizadas (abreviadas aqui por ACG), tal como tratado
neste texto, foi introduzido por F. U. Coelho e S. X. Liu em [7]. O objetivo da presente dissertac¢ao
é aprofundar o conhecimento sobre tais algebras e suas representacoes, elencando tanto resultados
j4 existentes na literatura quanto novas abordagens a serem apresentadas aqui. Seja I' uma aljava
(também chamada de quiver, em inglés), e seja A = {4; : i € I'o} uma familia de algebras, onde
Iy é o conjunto dos vértices de I'. Uma algebra de caminhos generalizada k(I", A) é definida como
sendo o espaco vetorial tendo como base o conjunto de caminhos sobre I intercalados por elementos
das algebras A; que correspondem a cada vértice. A multiplicagdo em k(I", A) é entdo definida por
concatenagao de caminhos e usando as multiplicacoes internas das dlgebras A;. Outro trabalho que
serd fundamental aqui ¢ o artigo [6]. Nele, os autores R. M. Ibanez-Cobos, G. Navarro e J. Lopez-
Pena obtém generalizagbes para dois teoremas bem conhecidos de P. Gabriel, que originalmente
tratam das algebras de caminhos usuais (ver [3, 4], por exemplo, para uma introducdo a esses te-
oremas). Um dos problemas com o quais lidamos é decidir quando uma &lgebra dada é isomorfa a
uma ACG de forma nao trivial. O tratamento deste problema ganha contornos mais interessantes
quando permitimos que as ACGs tenham relacoes. Adaptando as defini¢oes e os resultados de [6] a
esse novo contexto, é possivel abordar o problema citado acima usando critérios de natureza com-
binatoria. Dada uma ACG k(T', A), dizemos que uma propriedade de algebras ou de representacoes
vale localmente se ela vale para cada &lgebra que pertence a familia A, e dizemos que ela vale
globalmente se vale para a algebra k(I', A). A relagdo entre propriedades locais e globais é outro
problema relevante que discutiremos aqui. Na literatura, exemplos dessas propriedades aparecem
em [9, 15]. Ainda neste contexto, aprofundando uma discussao presente em [12], & possivel descrever

as representacdes de uma ACG que correspondem a médulos simples, projetivos e injetivos.

Palavras-chave: algebras de caminhos, algebras de caminhos generalizadas, representacoes de

algebras, representacoes de aljavas.
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Abstract

CHUST, V. Generalized bound path algebras and their representations. 2020. 88 f. Disser-
tation (Master’s Degree) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao
Paulo, 2020.

The concept of generalized path algebras (here abbreviated by GPA), in the way it is treated
here, was introduced by F. U. Coelho and S. X. Liu in [7]. The aim of this dissertation is to give
a deeper knowledge about these algebras and their representations, listing not only results already
existent in the literature but also new approaches which are to be introduced here. Let I' be a
quiver, and let A = {A; : ¢ € 'y} be a family of algebras, where Ty is the set of vertices of T
A generalized path algebra k(I',.A) is defined as the vector space having as its basis the set of
paths over I interposed by elements from the A; which correspond to each vertex. Multiplication
in k(T', A) is subsequently defined by juxtaposition of paths and using the internal multiplications
of the algebras A;. Another work which will be fundamental here is the article [6]. There, the
authors R. M. Ibanez-Cobos, G. Navarro and J. Lépez-Pefia obtain generalizations of two well-
known theorems due to P. Gabriel, which originally deal with ordinary path algebras (see [3, 4],
e.g., for an introduction to these theorems). One of the problems we deal with is to decide whether
a given algebra is isomorphic to a GPA in a non-trivial manner. The approach to this problem is
even more interesting when we allow the GPA’s to have relations. By adapting the definitions and
results from [6] to this new context, it is possible to study this problem using criteria which have
combinatorial type. Given a GPA k(I', A), we say that a property of algebras or representations
holds locally if it holds for every algebra belonging to the family A, and we say it holds globally
if it holds for the algebra k(I',.A). The relationship between local and global properties is another
relevant problem to be discussed here. In the literature, examples of these properties appear in
[9, 15]. Still in this context, by a deeper insight into a discussion present in [12], it is possible to

describe the representations that correspond to simple, projective and injective modules.

Keywords: path algebras, generalized path algebras, representations of algebras, representations

of quivers.
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Capitulo 1

Introducao

O conceito de algebras de caminhos generalizadas (abreviadas aqui por ACG), tal como tratado
neste texto, foi introduzido por F. U. Coelho e S. X. Liu em [7]. O objetivo da presente dissertacao
é aprofundar o conhecimento sobre tais algebras e suas representacoes, elencando tanto resultados
jé4 existentes na literatura quanto novas abordagens a serem apresentadas aqui.

Seja I' uma aljava (também chamada de quiver, em inglés), e seja A = {A4; : i € T'g}, onde
o conjunto indexador & o conjunto I'g dos vértices de I'. Definimos um A-caminho como sendo
uma, sequéncia formal agfiaq ... Bnan, onde By...H, ¢ um caminho usual sobre I', ag pertence a
Ag(sy), onde s(B1) denota o vértice em que a flecha 31 comega, e para todo i > 0, a; pertence a
Ae(s;), onde e(pB;) denota o vértice em que termina a flecha ;. Analogamente ao que é feito para
as dlgebras de caminhos usuais, uma élgebra de caminhos generalizada k(I',.A) é definida como
sendo o espaco vetorial tendo como base o conjunto de todos A-caminhos, médulo relagoes que
garantem linearidade. Dai a multiplicacdo em k(I", A) é definida de forma natural, por concatenagao
de caminhos e usando as multiplicacoes internas das algebras A; que compoem a familia A.

No artigo original |7], os autores se concentram em dois problemas basicos: o primeiro é esta-
belecer certas propriedades de anéis que as ACGs satisfazem. Os resultados 14 obtidos consistem
na descrigao do radical dessas algebras, e condicoes necessarias e suficientes para que elas sejam
noetherianas ou primas. O segundo problema lida com unicidade, isto é, sobre quais conclusoes
podemos tirar quando duas ACG’s sdo isomorfas entre si.

Outro trabalho que serd fundamental aqui serd o artigo [6]. Nele, os autores R. M. Ibanez-
Cobos, G. Navarro e J. Lopez-Pena obtém generalizacGes para dois teoremas bem conhecidos de P.
Gabriel, que originalmente tratavam das dlgebras de caminhos usuais (ver [3, 4], por exemplo, para

uma introducao a esses teoremas). Com isso, eles sdo capazes de resolver o seguinte problema:

Problema 1: Dada uma ACG k(T', A), obter, tal como no Teorema de Gabriel, uma aljava Q e
um conjunto de relacoes 2 sobre @ tais que k(I', A) = kQ/Q. (Ou seja, realizar k(T",.A) como uma

algebra de caminhos usual).
Uma discusstes do presente trabalho é o problema inverso, isto é:

Problema 2: Dada uma algebra A, decidir se existe, de forma nao trivial, uma aljava I' e uma
familia de algebras A = {A4; : i € Ty} tal que A = k(T, A).

O tratamento do problema 2 ganha contornos mais interessantes quando permitimos que as

ACGs tenham relagdes. Tal expansao do conceito original, para as denominadas algebras de cami-



2 INTRODUCAO 1.0

nhos generalizadas com relagoes (ACGR), seré portanto aqui introduzida. (Mas veja também [10]).
Uma vez generalizados os resultados de [6] para este novo contexto, somos capazes de descrever
dois critérios de natureza combinatéria que permitem abordar o problema 2.

Seja agora P uma propriedade relativa a uma 4algebra ou as suas representacoes. Seguindo a
terminologia de [9], dada uma ACG k(T',.A), dizemos que P vale globalmente quando ela vale para
a algebra k(I', A), e dizemos que P vale localmente se ela vale para cada uma das algebras que

pertencem & familia A. Com esta terminologia, um importante problema é o seguinte:

Problema 3: Encontrar exemplos de propriedades em que haja relacao entre o fato de valerem

localmente com o de valerem globalmente.

J& existem na literatura sobre ACG’s exemplos de propriedades que satisfazem a condi¢do do
problema 3. (Citamos [15, 9], por exemplo). De certa forma, o artigo [6] também faz isso ao gene-
ralizar para as ACGs o teorema de Gabriel sobre representacoes. Neste trabalho, vamos expandir o
resultado de [6] para as ACGRs e com isto aprofundar uma discussao que aparece em [12], descre-
vendo quais sdo as representagoes que correspondem a mddulos simples, projetivos e injetivos sobre
as ACGRs.

Este trabalho est& organizado como segue: no capitulo 2, relembramos alguns conceitos sobre
algebras, modulos e aljavas, bem como os teoremas de Gabriel acima referidos. No capitulo 3, lem-
bramos a definigdo de algebras de caminhos generalizadas e algumas de suas propriedades bésicas.
No capitulo 4, estendemos o conceito de ACG, permitindo a introducao de relagbes na aljava. Ge-
neralizamos um dos teoremas principais de |6] para esse contexto, e concluimos o capitulo com os
prometidos critérios para o problema 2 acima. No capitulo 5, passamos a estudar as representacoes
das ACGRs. Faremos uma generalizagdo do outro teorema principal de [6], e usaremos isso para
descrever as representagoes simples, projetivas e injetivas sobre uma ACGR. Havera também um

apéndice, onde discutimos conexées entre ACGs e outros conceitos existentes na literatura.



Capitulo 2
Conceitos preliminares

Nesta se¢ao inicial, vamos recordar os conceitos que serao utilizados mais & frente, bem como
fixar notacdes. Os resultados sdo muitas vezes enunciados sem demonstracao aqui. Se o leitor quiser
mais detalhes sobre o contetdo tratado aqui, recomendamos as referéncias |2, 1|, que tratam de

Teoria de Modulos, e [3, 4], que introduzem os conceitos de aljavas e algebras de caminhos.

2.1 Suposicoes iniciais

No presente texto, os principais objetos que serao considerados sao as algebras e os médulos
(ou representacoes) sobre elas. Considerando que o conceito de dlgebra pode variar dependendo do

autor, entendemos por bem enunciar o que exatamente definimos como algebra:

Definicao 2.1.1. Seja A um conjunto ndo vazio e seja k um corpo. Dizemos que A é uma algebra
sobre k ou uma k-algebra se A tiver, simultaneamente, uma estrutura de anel (associativo, com
unidade) e uma de k-espaco vetorial, sendo as duas compativeis entre si. Mais explicitamente, isso
significa dizer que A estd equipada com trés operac¢es: uma chamada de soma e denotada por
+: Ax A — A, outra chamada de multplicagao (interna), com forma o: A x A — A, e uma
ultima, chamada de multiplicagdo (por escalares), com forma .: k x A — A. (As notagoes o e
. foram escolhidas apenas para diferenciar as operacoes aqui. Na pratica, ambas sdo denotadas por

justaposicao). Além disso, estas trés operagoes devem satisfazer as seguintes propriedades:
1. A tripla (A, +,0) é um anel associativo com unidade, isto ¢, vale o seguinte:
(a) Associatividade da soma:
(a+b)+c=a+ (b+c) para todos a,b,c € A.
(b) Comutatividade da soma:

a+b=>b+ a para todos a,b € A.

(c¢) Existéncia de elemento neutro da soma:

Existe 0 € A tal que a +0 =0+ a = a para todo a € A.
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(d) Existéncia de elemento oposto da soma:
Para todo a € A existe be Btal quea+b=b+a =0.
(e) Distributividade:
ao(b+c)=aob4+aoce(a+b)oc=aoc+boc para todos a,b,c € A.
(f) Associatividade da multiplicagao:
(aob)oc=ao(boc) para todos a,b,c € A.
(g) Existéncia de elemento neutro da multiplicacao:

Existe 1 € Atal que aol =10a = a para todo a € A.

2. A tripla (A, +,.) é um espaco vetorial sobre k, isto é, além dos axiomas acima, também vale

o seguinte:
(a) Distributividade:
A.(a+b) = Xa+ \bpara todos A € k e a,b € A.

(A + p).a = Aa + p.a para todos A\, u € k e a € A.

(b) Multiplicacao pela unidade de k: se 1 denota o elemento unidade de k, entao:

l.a = a para todo a € A.

(c) Homogeneidade:
(At).a = X\.(p.a) para todos \,u € k e a € A.

3. As operagoes o e . sd0 compativeis, isto é:

A(aob) = (Xa)ob=ao(\b) para todos A € k e a,b € A.

Observagao 2.1.2. Resumidamente, todas as dlgebras aqui consideradas serdo sobre um corpo, e
todas serdo associativas e com elemento unidade. O elemento unidade podera ser denotado tanto
como 1 quanto 14 se quisermos enfatizar a dlgebra A.

Além disso, com a intencao de utilizar os Teoremas de Gabriel mais & frente, desde ja estaremos

sempre assumindo as hipéteses abaixo, caso ndo haja mencao explicita em contrario:

e O corpo k é algebricamente fechado, isto é, todo polinémio com coeficientes em k admite

pelo menos uma raiz em k.

e A é tem dimensao finita sobre k, isto é, a algebra A, quando vista como espacgo vetorial

sobre k, tem dimensdo finita.
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Mais a frente (Secao 2.2), quando relembrarmos a defini¢do, também pediremos que as algebras

sejam basicas.

Definicao 2.1.3. Sejam A e B duas k-algebras. Uma funcao f : A — B é um homomorfismo de
Algebras se f é, simultaneamente, uma transformacao k-linear e um homomorfismo de anéis que

preserva a unidade. Além disso, dizemos que f é um:
e monomorfismo, se f € injetor.
e epimorfismo, se f & sobrejetor.
e isomorfismo, se f é bijetor.
Exemplo 2.1.4. Vamos enumerar alguns exemplos simples de algebras:

1. O corpo k é uma algebra sobre si mesmo. Dada uma algebra A qualquer, k é isomorfo a uma
subélgebra de A (isto é, um subconjunto de A que, quando equipado com as operagoes de A

restritas, ¢ uma éalgebra por si s6), de fato:

k= {\ls: ek} CA

2. A algebra M, (k), cujos elementos sao as matrizes quadradas de ordem n (onde n > 1) com
coeficientes em k, é uma k-algebra. Existem varios exemplos de dlgebras que sdo subalgebras
de M, (k), como por exemplo a k-algebra T,,(k) das matrizes quadradas triangulares superiores

com ordem n e coeficientes em k.

3. Um exemplo famoso é o da algebra de Kronecker. Esta é definida por:

k0 MO
A= — ! AL Ao, v € K
k* k (1, V) A2

A multiplicacao (interna) de dois elementos dessa dlgebra ¢ definida naturalmente por:

M0 Moo\ AN, 0
(v) Aa) \(Wv) Ny (X + Ao, v, + Aar') Ao,

4. Temos tambeém a k-algebra k[t1, . .., t,] dos polinémios nas variaveis t1, . . . , t, com coeficientes

em k. (Neste caso a dimensao da &lgebra ¢ infinita).
Vamos agora estabelecer a definicdo de médulos sobre uma algebra:

Definicao 2.1.5. Seja A uma k-algebra. Um moédulo a direita é um conjunto nao vazio M
equipado com duas operacées: uma chamada de soma e denotada por + : M x M — M e outra,
chamada de multiplicagao (por escalares) e com forma . : M x A — M. (Novamente, . é na
pratica denotada apenas por justaposi¢ao). Além disso, estas duas operacoes devem satisfazer as

seguintes propriedades:

1. Associatividade da soma:

(m+n)+p=m+ (n+p) para todos m,n,p € M.
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2. Comutatividade da soma:

m +n =n+ m para todos m,n € M.

3. Existéncia de elemento neutro da soma:

Existe 0 € M tal que m 4+ 0 =0+ m = m para todo m € M.

4. Existéncia de elemento oposto da soma:

Para todo m € M existe n € M tal que m+n=n+m =0.

5. Distributividade:
(m+n).a =m.a+ n.a para todos a € A e m,n € M.
m.(a + b) = m.a + m.b para todos a,b € Aem € M.

6. Multiplicagdo pela unidade de A: se 1 denota o elemento unidade de A, entéo:

m.1l = m para todo m € M.

7. Homogeneidade:

m.(ab) = (m.a).b para todos a,b € A em € M.

Um A-médulo & esquerda é definido de forma dual, sendo que a multiplica¢io passa a ser da
forma .: Ax M — M.

Observacao 2.1.6. Para explicitar que M é um A-médulo a direita, usaremos a notacao M 4. Da

mesma forma, se for um moédulo a esquerda, usaremos a notacdo 4 M.

Observacao 2.1.7. Quando nao for explicitado, estaremos sempre assumindo que os médulos sdo
a direita.

Além disso, ainda que médulos que podem ser infinitamente gerados aparecam em alguns mo-
mentos, nosso principal interesse é sobre os modulos finitamente gerados. Portanto estaremos sempre
assumindo que os mo6dulos sdo finitamente gerados, exceto quando for explicitado que ndo precisa

haver essa hipotese.

Observacao 2.1.8. De forma natural, todo médulo M sobre uma algebra A é um espago vetorial
sobre k: basta definir, para A € ke m € M, Am = (A.14).m. Os axiomas de homogeneidade
enunciados acima garantem que as varias estruturas envolvidas sdo compativeis. Por exemplo, se
A€ k,ae Aem e M, é direto verificar que A.(am) = (Aa).m.

Note que, como estamos assumindo em geral que as algebras tém dimensao finita, um modulo

sobre uma algebra é finitamente gerado se e somente se tiver dimensdo finita sobre k.

Defini¢ao 2.1.9. Seja A uma k-algebra, e sejam M e N dois A-médulos. Uma fungdo f: M — N

é um morfismo de moédulos se f satisfaz as duas propriedades abaixo:
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1. Para todos m,n € M, vale que f(m+n) = f(m)+ f(n).
2. Para todo m € M e todo a € A, vale que f(m.a) = f(m).a.
Além disso, dizemos que f é um:
e monomorfismo, se f € injetor.
e epimorfismo, se f & sobrejetor.
e isomorfismo, se f é bijetor.

Observacao 2.1.10. Seja A uma k-algebra.

e A categoria cujos objetos sdo mddulos a direita sobre A (ndo necessariamente finitamente

gerados) e cujos morfismos sdo os morfismos de modulos serd denotada por Mod A.

e A categoria cujos objetos sdo modulos a esquerda sobre A (ndo necessariamente finitamente

gerados) e cujos morfismos sao os morfismos de modulos serd denotada por A-Mod.

e A subcategoria plena de Mod A cujos objetos sao os modulos finitamente gerados serd deno-

tada por mod A.

e A subcategoria plena de A-Mod cujos objetos sao os modulos finitamente gerados sera de-

notada por A-mod.

As categorias de modulos tém subobjetos e objetos quocientes, que chamamos de submodulos
e modulos quocientes respectivamente. Apenas para relembrar, um submoédulo N de um médulo
M & um subconjunto de M que, equipado com as operacoes de M restritas a N, € um médulo por

si s0.
Vamos também relembrar o conceito de algebra oposta:

Definicao 2.1.11. Seja A uma k-algebra, com multiplicacdo interna denotada por justaposicao. A
Algebra oposta de A, denotada por AP, é uma k-algebra cujo conjunto subjacente é igual ao de
A, a soma e a multiplicacao por escalares sdo as mesmas de A, mas a multiplicacdo interna é dada
pela operagdo o : A x A — A, com aob = ba para todos a,b € A. (Note que A é comutativa se e

somente se A = A°P).

A proposicao a seguir, de facil verificacao, serd usada depois sem necessidade de maiores comen-

tarios:
Proposicao 2.1.12. Seja A uma k-algebra.

o (A7) =4

As categorias A-Mod e Mod A°P sdo isomorfas.

Se A & comutativa, as categorias A-Mod e Mod A sao isomorfas.

As categorias A-mod e mod A sio isomorfas.

e Se A é comutativa, as categorias A-mod e mod A sdo isomorfas.
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Definicao 2.1.13. Sejam A e B duas k-algebras e seja M um conjunto ndo-vazio. Dizemos que M
é um (A — B)-bimddulo e usamos a notacdo g4 Mp para dizer que M ¢ um A-moédulo a esquerda,
um B-médulo & esquerda, e que as duas estruturas sao compativeis, isto é, para todosa € A, b€ B

e m € M, vale que (am)b = a(mb).

2.2 Nocoes sobre mdédulos

Dedicamos esta secdo para concentrar um contetido bésico de Teoria de Médulos que vai ser
citado mais a frente. Para o que segue, estaremos sempre usando a letra A para denotar uma

k-algebra.

Espacos Hom e funtores dualidade

Sejam M e N dois A-moédulos. O conjunto dos morfismos de moédulos da forma M — N é
denotado por Homy (M, N). (Ou por Endg M, no caso em que M = N). Em geral, Hom4 (M, N)
nao é um A-médulo, mas tem estrutura de k-espaco vetorial. No entanto, se M ou N for um
bimodulo, entdo nesse caso Hom 4 (M, N) teréd estrutura de modulo. Esse é o conteado da proxima

proposi¢ao:
Proposicao 2.2.1. Sejam M e N dois k-espagos vetoriais, e sejam A e B duas k-dlgebras.

e Se pMy ¢ um (B — A)-bimédulo e Ny ¢ um A-modulo a direita, entdo o espago
Homu(pMa, N4) € um B-moédulo a direita. Dado b € B e f € Homa(M,N), a agao de
bem f édada por:

fbe Homy(M,N),(f.b)(x) = f(bx) Ve € M

e Se sMp ¢ um (A — B)-bimo6dulo e 4N é um A-modulo & esquerda, entdo o espago
Homg(aMp, sAN) ¢ um B-moédulo a esquerda. Dado b € B e f € Homu(M,N), a agdo
de b em f & dada por:

b.f € Homa(M,N), (b.f)(x) = f(xb) Yx € M

Vamos aplicar a Proposi¢ao 2.2.1 no caso particular em que A é o corpo k (que &, trivialmente,
uma k-dlgebra), e em que B é uma élgebra qualquer, que por comodidade vamos denotar pela letra
A. Se M4 é um A-modulo a direita, o espago Homy (M4, k) é chamado de dual de M e denotado
por D(M). Como vimos acima, D(M) é um A-moédulo & esquerda. Analogamente, se 4 M é um
A-moédulo a esquerda, entdao D(M) = Homy (4 My, ki) € um A-modulo a direita.

Isso mostra que ficam bem definidos dois funtores: um ¢ Homyg(x—,x k) : mod A — A-mod, e
outro € Homy(—g, k) : A-mod — mod A. Como ambos levam um objeto M no espago Homg (M, k),
eles sdo denotados pela mesma letra D e chamados de funtor dualidade. Vamos lembrar como D
atua nos morfismos. Sejam M, N dois A-m6dulos a direita (ou a esquerda), e seja f : M — N um
morfismo. Entao D(f) = Homg(f, k) : Homg (N, k) — Homy (M, k) é um morfismo de A-modulos a

esquerda (ou a direita, respectivamente). Ele é dado por:

Vg € Homk(Nv k)vD(f)(g) =go f
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Note que D é um funtor contravariante. Além disso, como estamos considerando moédulos com
dimensao finita, é um fato bem conhecido de algebra linear que temos um isomorfismo natural
Do D =id, onde id é o funtor identidade. Isso mostra que D é uma dualidade entre as categorias
mod A e A-mod, ou seja, D é um funtor contravariante com um quasi-inverso. Isso, por sua vez,
implica que D preserva propriedades de médulos, se estas forem auto-duais, ou as antipreserva, se
estas tiverem uma propriedade dual distinta da original. Faremos uso deste fato mais a frente.

Antes de passar para o proximo item, vamos usar os funtores Hom para brevemente relembrar

o que sao modulos projetivos e injetivos.

Definicao 2.2.2. Seja M um médulo sobre uma algebra A. Dizemos que M é projetivo se o funtor
covariante Hom 4 (M, —) é exato (i.e., leva sequéncias exatas em sequéncias exatas). De forma dual,

dizemos que M é injetivo se o funtor contravariante Hom4(—, M) é exato.

Proposicao 2.2.3. Seja M um modulo sobre uma algebra A. As seguintes condigdes sdo equiva-

lentes:
e M é projetivo.
e O funtor covariante Hom 4 (M, —) leva epimorfismos em epimorfismos.
e Toda sequéncia exata da forma 0 - X - Y — M — 0 cinde.

e M é& somando direto de algum A-mo6dulo livre.

De forma dual (exceto pelo ultimo item), as seguintes condicoes sdo equivalentes:
e M é injetivo.

e O funtor contravariante Hom 4(—, M) leva monomorfismos em epimorfismos.

e Toda sequéncia exata da forma 0 - M — X — Y — 0 cinde.

Para a demonstracao da proposicao acima, ver [2| ou [14].

Algebras Tensoriais

Veremos mais adiante que as algebras de caminhos generalizadas sdo casos particulares de &lge-
bras tensoriais, entdo vamos dedicar um espaco para lembrar este conceito.
Seja A uma k-algebra e 4My um (A — A)-bimédulo. A algebra tensorial T'(A, M), como

espaco vetorial, é igual & soma direta

TAM)=AOMS(MNM)D (M4 MSAM)D...

Como cada somando direto de T'(A, M) ¢ um (A— A)-bimoédulo, também T'(A, M) é um (A—A)-

bimédulo.
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Vejamos como é a multiplicagdo em T(A, M). Ela é unicamente determinada pelo produto entre

tensores elementares, que é dado por: se a,b € A, my,ma,...,my € M e 1 < s < t, entdo

a.b = ab (produto em A)
a.(m @mo®...0my) = (am1) @mae ® ... my
(M ®...0m—1 @my).b=m1 ®... & my_1  (myb)
(M ®...0Mg).(Msp1 R...0MY) =M1 R ... Mg @Myp] X ... R My

Note ainda que A é uma subdalgebra de T'(A, M), e que o elemento identidade 14 de A é também
o elemento identidade de T'(A, M) em relagao & multiplicagdo definida acima.

Um exemplo simples de algebra tensorial é a algebra de polinémios a uma variavel ¢ com coefi-
cientes em k, denotada por k[t]. No caso, k faz o papel da algebra A acima e o médulo M, por sua
vez, corresponde ao k-espago vetorial tendo o conjunto {t} como base.

A propriedade mais importante que vamos utilizar sobre as algebras tensoriais é a propriedade
universal, que serd transcrita abaixo. Ela facilita a formalizagao de ideias, uma vez que pode ser
usada para mostrar que certas aplicacoes tendo uma algebra tensorial como dominio estao bem
definidas.

Proposi¢ao 2.2.4 (Propriedade Universal das Algebras Tensoriais,[4],.Lema 1.2). Sejam A e B
k-algebras e M um (A — A)-bimo6dulo. Sejam ainda fy : A — B um homomorfismo de algebras e
f1: M — B um morfismo de (A — A)-bimédulos, onde B tem estrutura de (A — A)-bimodulo via

restri¢ao de escalares por fy. Entao existe um tinico homomorfismo de algebras f : T(A, M) — B
tal que fla = foe flu = fi.

A@® M —>T(A, M)

3!
(fof1) v d

B

Radical

Aqui vamos relembrar o conceito de radical de moédulos e de algebras, bem como algumas
caracterizacOes tteis. Existe, na literatura, mais de um tipo de radical, mas aqui o tinico conceito
com o qual vamos trabalhar é o de radical de Jacobson. A abordagem feita aqui se baseia nas

referéncias [2] e [1].
Definicao 2.2.5. Seja A uma k-algebra.

e Seja M4 um A-moédulo. O radical de M, denotado por rad M, é definido como sendo a

interseccao de todos os submédulos maximais de M.

e O radical da algebra A, denotado por rad A, é definido como sendo o radical do A-mo6dulo

regular A4, ou seja, é igual & interseccdo dos ideais & direita maximais de A.

Observacao 2.2.6. Como rad A é interseccao de ideais & direita de A, rad A é um ideal & direita.
Mas na verdade é possivel mostrar que rad A é um ideal bilateral, e que é igual & intersec¢ao dos

ideais & esquerda maximais de A.
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Proposicao 2.2.7. O radical de uma &lgebra A é o tnico ideal bilateral I dessa algebra tal que I é

nilpotente (i.e., existe n > 0 satisfazendo I" = 0) e tal que a algebra quociente A/I é semissimples.

Observacgao 2.2.8. O resultado acima vale nao s6 para algebras de dimensao finita, mas para

qualquer algebra artiniana.
Definicao 2.2.9. Seja A uma algebra.

e Seja x € I. Dizemos que x é um elemento quasirregular de A se 1 — x é um elemento

invertivel de A.
e Um subconjunto S de A é dito quasirregular se todo elemento de S é quasirregular.

Observagao 2.2.10. Todo elemento x € A nilpotente é quasirregular. De fato, se 2™ = 0, entao
Q-2 (1+x+...+2" H=0+z+...+2" H(1-2) =1

Proposicao 2.2.11. (|1],15.3) Seja S um subconjunto de uma &lgebra A. As seguintes afirmacoes

sao equivalentes:
1. S é o radical de A.
2. S é a uniao de todos os ideais (& esquerda, a direita, ou bilaterais) quasirregulares de A.
3. S={x € A:rxsé quasirregular para todos r,s € A}
4. S ={x € A:rx é quasirregular para todo r € A}

5. S ={x € A: xs é quasirregular para todo s € A}

Médulos simples e indecomponiveis

Seja M um A-mdédulo. Dizemos que A é simples se M nao possui nenhum submodulo além do
modulo nulo e do proprio M. O Lema de Schur nos diz que M é simples se e somente se Endy M
é uma 4lgebra de divisao, ou seja, uma algebra tal que todo elemento nao-nulo é inversivel.

Dizemos que M é indecomponivel se M nao pode ser decomposto como soma direta de dois
modulos ndo-nulos. As algebras com as quais lidamos sdo artinianas em particular, e neste caso é
bem sabido que M é indecomponivel se e somente se End4 M é uma algebra local (isso quer dizer,

por exemplo, que rad A é um ideal maximal).

Idempotentes e classificacao dos médulos

Sabemos que, para toda algebra A, existe um subconjunto finito de A, denotado por E =

{e1,...,en}, satisfazendo as seguintes propriedades:

Cada e; € E ¢ idempotente, isto ¢, €? = e;.
e Os ¢;’s sdo dois-a-dois ortogonais, isto ¢, e;e; = 0 para cada par de indices 4, j com 7 # j.

e Cada e; é primitivo, ou seja, e; ndo pode ser decomposto como a soma de dois elementos

idempotentes ortogonais de A.

e I é um conjunto completo, isso quer dizer que 14 =e; +ea+ ...+ e,.
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Com esta notagio, temos o seguinte resultado:

Teorema 2.2.12. Seja A uma algebra e seja £ um conjunto completo de idempotentes primitivos

dois-a-dois ortogonais.

e O conjunto {e14,...,e,A} € um conjunto completo de representantes de classes de isomor-

fismo de A-modulos projetivos indecomponiveis.

e O conjunto {e1A/ei(rad A),...,e,A/en(rad A)} é um conjunto completo de representantes

de classes de isomorfismo de A-mdédulos simples.

e O conjunto {D(Aey),...,D(Ae,)} (onde D : A-mod — mod A é a dualidade) ¢ um conjunto

completo de representantes de classes de isomorfismo de A-mddulos injetivos indecomponiveis.

Defini¢ao 2.2.13. Seja A uma &lgebra. Dizemos que A é béasica se os elementos do conjunto

{e14,...,e, A} (tal como no Teorema 2.2.12 acima) sao dois-a~-dois nao isomorfos entre si.

Proposic¢ao 2.2.14. Uma k-algebra A ¢é basica se e somente se a algebra quociente A/rad A é

isomorfa a um produto direto de cépias de k.

Observacao 2.2.15. Vale a pena citar que ja assumimos no enunciado acima que k é algebricamente
fechado. Em geral, vale que uma algebra A é béasica se e somente se A/ rad A é isomorfa a um produto

direto de anéis de divisdao que contém k.

Teorema 2.2.16 (Morita). Seja A uma algebra de dimensao finita sobre k algebricamente fechado.
Entao existe uma k-algebra B bésica tal que as categorias Mod A e Mod B sao equivalentes. Tal

equivaléncia se restringe a uma equivaléncia de categorias mod A = mod B.

Observagao 2.2.17. Mesmo que uma algebra nao seja basica, pelo Teorema de Morita, a categoria
de modulos sobre esta algebra é equivalente & categoria de médulos de uma outra que é basica.
Portanto, sem perda de generalidade, estaremos sempre assumindo, salvo meng¢ao em contrario, que

as algebras em questao sdao béasicas.

Grupo de Grothendieck

Vamos aqui relembrar o conceito de grupo de Grothendieck. Ainda que seja um conceito muito
mais amplo, o tratamento feito aqui é apenas ad hoc. Para uma exposicdo mais detalhada sobre

este assunto, recomendamos [3],[2] e [14].

Definicao 2.2.18. Para cada A-médulo M, denotamos por M a classe de isomorfismo de M.
Considere F, definido como o grupo abeliano livre gerado por todas classes de isomorfismo de A-
modulos finitamente gerados. Seja F’ o subgrupo de F gerado por todos os elementos da forma
L+ N — M, onde L, M e N sao A-modulos tais que existe uma sequéncia exata 0 — L — M —
N — 0. Entao o grupo de Grothendieck de A, denotado por Ky(A), é definido como sendo o
quociente F/F'.

Teorema 2.2.19. As classes de equivaléncia das classes de isomorfismo de A-moédulos simples
formam uma Z-base do grupo Ky(A). Em particular, todos os conjuntos completos de idempotentes
primitivos dois a dois ortogonais em A tém a mesma cardinalidade, que é igual ao posto do grupo
Ky(A), denotado por rk Ko(A).
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2.3 Aljavas (quivers)

Nesta secdo, vamos recordar o conceito de aljava (chamado de guiver em inglés), que ¢é funda-
mental na construcao tanto das &lgebras de caminhos quanto da generalizacao delas, que sdo as
algebras de caminhos generalizadas. A grosso modo, uma aljava € um caso particular de um grafo

orientado. Vamos fixar as notacoes por meio da definicdo abaixo:

Defini¢ao 2.3.1. Uma aljava (ou quiver) é uma quadrupla Q = (Qo, @1, s,¢), na qual Qp e Q1
sao conjuntos e s,e : Q1 — Qo sdo fungdes. Os elementos de Qg sao chamados de vértices, e os
elementos de @1 sao chamados de flechas. Dada uma flecha a € @1, s(«) é chamado de comego

de a, e e(«) é chamado de término de a.
Definicao 2.3.2. Seja ) uma aljava.

e Dados dois veértices i,j € Q, denotamos Q(i,j) = {a € Q1 : s(a) = i and e(a) = j} e
também denotamos por [i,j]g o numero de flechas da forma ¢ — j que pertencem a Q;. (O

que significa que [i, jlo = |Q(%, 7)])-

e Se, para algum par de vértices 7,7 de @ valer que [i,j] > 1, dizemos que existem flechas

multiplas entre 7 e j.
e Se o é uma flecha de @ e s(a) = e(a), entdo a flecha o é chamada de loop.

Observacao 2.3.3. Noés sempre estaremos assumindo aqui que uma dada aljava @) é finita, o que

quer dizer que Qg e Q1 sdo conjuntos finitos.

Definicao 2.3.4. Dada uma aljava @, definimos a aljava oposta de ), denotada por Q°P: os vér-

tices e as flechas de Q°P sdo os mesmos de (), mas as flechas tém sentido invertido. Simbolicamente,

(Q°P)o = Qo e para quaisquer dois vertices i e j, QP (i,j) = Q(J,1).

Definicao 2.3.5. Seja (Q uma aljava e seja i € Qg um vértice de Q.
e Dizemos que 7 é uma fonte de () se nao existe nenhuma flecha de ) terminando em 1.
e Dizemos que 7 ¢ um poco de () se ndo existe nenhuma, flecha de ) comecando em 1.

Definicao 2.3.6. Seja Q uma aljava. Um caminho de comprimento 0 sobre ) é simplesmente
um vértice de Q. Nos distinguimos um vértice ¢ € Qg de ¢ do caminho de comprimento zero
associado a ele denotando o caminho por €;. N6s também dizemos que ¢; comeca e termina em ¢ e
denotamos €; : s(€) =i ~ e(€;) = i.

Um caminho de comprimento ¢ sobre ) ¢ uma sequéncia finita v = (y1,...,7%), onde t € N
e1,...,7t € Q1 sdo flechas de @ tais que para cada ¢ > 1, s(y+1) = e(7i). Os vértices s(y1) e
e(y), respectivamente, sao chamados de comego e término do caminho 7. Nos ainda usamos a
seguinte notagao para caminhos: v = y1 ... : s() ~ e(y). Quando for necessario distinguir este
conceito do conceito de A-caminhos a ser discutido mais a frente, vamos chamar v de caminho
ordinéario sobre Q.

Em qualquer caso, podemos denotar o comprimento de ~y por [(7).

Além disso, um caminho v é chamado de ciclo orientado se ele comecga e termina no mesmo
vértice e tem comprimento ndo-nulo. Se @) nao tiver nenhum ciclo orientado, dizemos que () é uma

aljava aciclica.
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Definicao 2.3.7. Seja (Q uma aljava.

e Um passeio sobre @) entre dois vértices ¢, € Qo é uma sequéncia finita de flechas
(71,72,-..,7) de @, tal que v, comeca ou termina em i, 4, comega ou termina em j, e tal

que, para todo I > 1, y;_1 e v tém um vértice em comum, o que quer dizer que a intersec¢ao
{s(vi—1)se(vi-1)} N {s(n),e(n)} ¢ ndo-vazia.

e Dizemos que a aljava @ é conexa se para todo par de vértices i,j € (g, existe um passeio

sobre () entre i e j.

Defini¢ao 2.3.8. Seja Q = (Qo, @1, s,¢e) uma aljava. Uma subaljava de Q é uma aljava Q' =
(Q67 ,17 8,76,) tal que Q6 g Q07 Qll g Q17 S(Qll) g Q67 S/ = S‘Q{)? e(Qll) g Q67 € 6/ = €|Q6 Dizemos
que Q' ¢ plena em @ se para todo par de vértices i, j € Qy), Q'(4,7) = Q(1, 7).

Exemplo 2.3.9. Vamos dar um exemplo de aljava para ilustrar as definicdes desta secao. Seja

Q = (Qo,Q1,s,e) uma aljava, onde Qo = {1,2,3,4}, @1 = {a,5,7,0}, s(a) = 1, e(a) = 2,
s(B)=2,e(f)=3,s(y) =3, e(y) =2, s(d) =1ee(d) =1. Essa é uma descrigao abstrata da aljava

@, mas na pratica uma aljava é descrita usando um diagrama tal como o que segue:

B

Q: 5( og— >0y —————>e3

oy

Nesta aljava, por exemplo, [1,1] =1, [1,2] = 1, [1,3] = 0. Nao hé flechas multiplas em @, mas
a flecha § ¢ um loop sobre o vértice 1. O vértice 4 é a tnica fonte e o tinico pogo da aljava. Alguns
exemplos de caminhos sobre @) incluem «,da, af, By. Além disso, a aljava ndo é aciclica porque
tem ciclos orientados, como por exemplo §v, v8 ou §™, onde n &€ um ntmero natural. A aljava
também nao é conexa porque nao ha nenhum passeio que ligue 4 aos outros vértices. Um exemplo

de subaljava de @Q ¢ a aljava Q' abaixo:

B

@ sCe o,

Note no entanto que @’ nao ¢é plena em Q. Por outro lado, a subaljava plena determinada pelos

vértices 1, 2 e 3 é conexa. Por fim, a aljava oposta de Q) é dada por:

B

R G e
Y

oy
2.4 A categoria das aljavas

Complementando a Secao 2.3, vamos fazer algumas consideracoes sobre a categoria das aljavas.

Primeiro, vamos estabelecer sua definicdo formal.

Definicao 2.4.1. A categoria Quiv é definida pelas seguintes informacoes:

e A classe de objetos de Quiv é a classe de todas as aljavas.
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e Dadas duas aljavas Q = (Qo,Q1,s,¢) e Q" = (Qp, @}, s,¢e), um morfismo de aljavas f :
Q — Q' é dado por um par f = (fo, f1), onde fo : Qo — Q) e fi : Q1 — Q) sdo fungdes
satisfazendo sf1 = fos e efi = foe, ou seja, o seguinte diagrama é comutativo:

S
Q1 ~ Qo
[

|

—_—

Observagao 2.4.2. Note que, se fy e fi sdo sobrejetores (ou injetores), entdo f é um epimorfismo

no sentido categorico (ou monomorfismo, respectivamente).

E facil ver que a categoria Quiv possui subobjetos, estes sdo simplesmente as subaljavas j4
discutidas na Secdo 2.3. Nosso interesse aqui no entanto é discutir o conceito dual, que é de objetos

quocientes.

Definicao 2.4.3. Seja Q uma aljava e seja ~C @y X Qo uma relacdo de equivaléncia sobre os
vértices de Q. Definimos a aljava quociente Q = % O conjunto de vértices de Q é o conjunto
quociente %, e dados dois vértices @,b € @Q, o nimero de flechas que comecam em @ e terminam

em b é dado pela seguinte formula:

[@,blg = max{[i,j]q : i €a,j € b}

Usando a Observacgao 2.4.2 acima, é direto verificar que existe um epimorfismo de aljavas m =
(m0,m) : Q — Q, onde mo : Qo — % é a projecao canonica no quociente e para todo par de vértices
i,j € Qo, m induz uma funcdo injetora Q(4,j) — Q(4, 7). O epimorfismo 7, no entanto, ndo precisa
ser Ginico.

A proposicao a seguir é de facil verificagao:

Proposicao 2.4.4. Sejam () uma aljava e ~ uma relagdo de equivaléncia em ). Considerando

a aljava quociente Q) = % e denotando a classe de equivaléncia de um vértice 7 por ¢, valem as

seguintes propriedades:
1. Para quaisquer dois vértices 4,5 € Qo, vale que [, j]lg < [i, 3]5 Em particular:

(a) Se Q tem setas miltiplas, entdo Q também tera.

(b) Se i ~ j e existe uma flecha da forma i — j , entdo havera em @ um loop sobre i.

2. Se Q é conexa, entdo () também sera.

Exemplo 2.4.5. Vamos dar um exemplo de aljava quociente. Considere a aljava @) abaixo:
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7

ot

X

3

Seja ~C Qo X Qo a menor relacdo de equivaléncia que satisfaz 1 ~ 2 ~ 3 e 4 ~ 5. Entédo a aljava

quociente @ é dada por:

3

Q: MCT - ZQV

Um possivel epimorfismo de aljavas 7w = (mg,71) : Q — Q é o seguinte:

3
o
—~
p—
S~—r
I
3
o
~~
D
N~—
I
3
o
~—~
w
~—
I
=
3
o
~—~
I
N~—
|
3
o
~
t
N~—
I
W

2.5 Algebras de Caminhos

Vamos aqui relembrar o conceito original de algebra de caminhos, tendo em vista que o conceito
generalizado serd assunto principal mais & frente.

Seja () uma aljava. Denote por kQ o k-espago vetorial tendo como base o conjunto de todos os
caminhos sobre ). Queremos definir uma multiplicacdo interna em kQ). Por linearidade, é suficiente
definir o que significa a multiplicacdo de dois caminhos sobre @. Esta, por sua vez, é dada pela
composicao desses caminhos, sendo esta definida naturalmente, usando a ideia de justaposicao.
Vamos dar mais detalhes: seja €¢; o caminho de comprimento 0 sobre um vértice i € @, e seja y
um caminho qualquer sobre Q. Entao €;y é definido como v se s(y) = i, e definido como zero caso
contrario. Analogamente, ve; ¢ definido como v se e(y) = 4, e definido como zero caso contrario.
Além disso, sejam v = vy ...7 € 6 = J1...05 dois caminhos sobre Q. Entao ¢ é definido como o
caminho 71 ...701...05 se e(y) = s(d), e definido como zero caso contrario.

Com essa multiplicagao, kQ é uma k-algebra, chamada de algebra de caminhos sobre o quiver
Q. Vamos abreviar dlgebra de caminhos por AC .

Quando for necessario distinguir o conceito de algebra de caminhos desta secao do conceito de
algebras de caminhos generalizadas a ser discutido posteriormente, vamos dizer que kQ é a algebra

de caminhos ordinaria sobre Q).

Observacao 2.5.1. E facil se convencer de que a composicdo de caminhos é associativa, e que

portanto kQ é uma algebra associativa. Além disso, como estamos sempre assumindo que ) é uma
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aljava finita, kQ tem um elemento identidade, dado por

ho=Y &
1€Qo
Proposigao 2.5.2. Seja Q uma aljava. Entao kQ tem dimensdo finita se e somente se () é uma

aljava aciclica.

Demonstra¢do. Suponha que Q) nao é aciclica. Entao @) possui um ciclo orientado, que denotaremos
por . Dai k@ tem dimensdo infinita porque possui um conjunto linearmente independente infinito,
que é {v,7%,~3,...}.

Reciprocamente, se () é aciclica, entao, como é finita, existe um ntmero finito de caminhos
sobre @, e logo a base canénica de k(@ formada pelos caminhos é finita, ou seja, k@ tem dimensao
finita. O

Como as flechas de @ sfo caminhos de comprimento 1, e portanto podem ser vistas como
elementos de k@, faz sentido considerar o ideal de kQ gerado pelas flechas de @): denotamos este

ideal por J.

Proposicao 2.5.3. Se uma aljava @) é aciclica, J coincide com o radical de Jacobson da &lgebra
de caminhos kQ.

Demonstracao. Se @ é aciclica, pela Proposicao 2.5.2, kQ tem dimensao finita, logo podemos usar
a Proposicao 2.2.7. Portanto, ¢ suficiente provar que J ¢ um ideal nilpotente e que kQ/J ¢ uma
algebra semissimples.

Como @ ¢ finita e aciclica, existe um niimero finito de caminhos sobre @), e em particular existe
um numero natural n tal que nenhum caminho sobre () tem comprimento maior do que n. Portanto
J™ = 0, mostrando que o ideal J é nilpotente.

A algebra kQ/J é isomorfa a algebra produto ||
de copias de k, [[;cq,

semissimples e isso conclui a demonstracao. O

i€Qo ke;, que por sua vez é isomorfa ao produto

k, que é semissimples pelo Teorema de Wedderburn-Artin. Logo kQ/J é

Observagao 2.5.4. Veremos mais a frente (Teorema 2.6.1) que, apesar de nem toda algebra ser
isomorfa a uma algebra de caminhos, toda algebra é isomorfa a um quociente de uma algebra de
caminhos. No entanto, ndo estamos interessados em identificar vértices ou flechas com o elemento
zero no quociente, mas como o quociente deve ter dimensao finita, é interessante garantir que
caminhos suficientemente grandes (incluindo ciclos orientados a partir de determinada poténcia)

estdo identificados com o zero. Isso é o que motiva a definicao a seguir.

Definicao 2.5.5. Seja I um ideal de kQ). Este ideal é chamado de admissivel se existir um nimero
natural n tal que J®" C I C J2.

Outro conceito importante que serd usado aqui serd o de relagoes sobre uma aljava.

Defini¢ao 2.5.6. Dada uma aljava @, uma relagao (ordinaria ou usual) sobre ) é uma combina-
¢ao k-linear de caminhos sobre (), todos tendo comprimento maior ou igual a 2, e todos comegando

e terminando no mesmo vértice.
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Observacido 2.5.7. E um resultado bésico que todo ideal admissivel de kQ é gerado por um
conjunto finito de relacdes. E reciprocamente, se ) é aciclica, todo conjunto finito de relagdes gera

um ideal admissivel de kQ.

Observacao 2.5.8. Em situacOes praticas, é costume definir uma algebra A dando uma aljava
@ e um conjunto finito de rela¢cdes R sobre Q). Ao fazer isso, queremos dizer que A é definida por
A =EkQ/(R), onde (R) é o ideal gerado por R. Também pode-se dizer que A é a algebra de caminhos
sobre ) com relagdes R. Aqui vamos abreviar o termo algebra de caminhos com relagoes pela
sigla ACR.

Também se costuma fazer um abuso de notacao e denotar pela mesma letra (R, por exemplo)
um conjunto de relagoes e o ideal gerado por esse conjunto, ji que tanto as relagées quanto aquilo

que elas geram é anulado no quociente.

Exemplo 2.5.9. Vamos exemplificar a discussao da Observacao 2.5.8 acima. Definimos uma dlgebra

A através da seguinte aljava com relagoes:

o 27 3 Ba =0

Q:1
Isto significa que A = kQ/R, onde @ é aljava definida acima e R é o ideal de kQ gerado pelo

elemento Ba, que é uma relacao sobre ().

Como Ba tem comprimento dois, vale que R = (B3a) C J2. Como nenhum caminho sobre Q
tem comprimento maior do que 2, temos que J? = 0. Portanto J3 C R C J? e que R é um ideal
admissivel de kQ.

2.6 Os Teoremas de Gabriel

Nesta secao vamos lembrar as versdes originais de resultados introduzidos por Gabriel, e que tra-
tam do conceito de dlgebras de caminhos. Mais & frente (Teoremas 4.2.3,4.2.5 e 5.1.3), discutiremos

versoes generalizadas desses resultados, que tratam de 4lgebras de caminhos generalizadas.

A aljava de Gabriel de uma algebra

O primeiro teorema diz respeito ao problema de associar uma aljava () 4 a uma algebra A dada,
de maneira tal que A seja o quociente da &lgebra de caminhos sobre Q@4 por um ideal admissivel.

Formalmente, temos o seguinte enunciado:

Teorema 2.6.1 (P. Gabriel). Seja A uma algebra (de dimensao finita e basica sobre um corpo
algebricamente fechado k). Entao existe uma aljava Q4 e um ideal admissivel I de kQ4 tal que
A= kQa/I. Alem disso, Q4 é unicamente determinada por A. Se, ainda, A é uma algebra conexa,

entao a aljava () também serd conexa.

A aljava Q4 é chamada de aljava de Gabriel ou aljava ordinaria de A. Outra maneira de
interpretar o Teorema 2.6.1 é dizer que toda &lgebra é, a menos de isomorfismo, uma &lgebra de

caminhos com relacoes.

Observagao 2.6.2. Ndo recordaremos aqui toda a demonstracao do Teorema 2.6.1 (ver [3], por

exemplo, para uma demonstra¢do completa), mas gostariamos de recordar alguns argumentos, mais
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especificamente, como a aljava Q4 é construida. Seja E = {ey,...,e,} um conjunto de elementos
idempotentes primitivos e ortogonais dois-a-dois em A. O conjunto de vértices de @ 4 serd entao FE.

Além disso, se e;,e; € E, o numero de flechas em Q)4 da forma e; — e; ¢ igual ao ntimero natural
. e;(rad A)e;
dimy ei(rad? A)e;
FE, é possivel mostrar que qualquer outra escolha resultaria em uma aljava que é simplesmente

Apesar da definicdo da aljava Q4 aparentemente depender da escolha do conjunto

isomorfa (como aljava) a aljava Q4.

Exemplo 2.6.3. Vamos ilustrar a ideia descrita na Observacao 2.6.2 acima com um exemplo

pratico. Seja A a algebra descrita abaixo, que é uma subalgebra da algebra de matrizes Ms(k):

kK 0 0 a1 O 0
A=k k 0| = a1 aze 0 | :aii,az1,a2,a32,a33 €k
0 k k 0 asy ass

E facil constatar que o seguinte conjunto é um conjunto completo de idempotentes primitivos

dois-a-dois ortogonais em A:

1 00 0 0 O 0 0 O
E=<e;=]0 0 0]l,ea=]0 1 0|,e3=]0 0 O
0 0 O 0 0 O 0 0 1

Seja Q4 a aljava de Gabriel de A. Pela Observacao 2.6.2, sabemos que (Q4)o = F e que portanto
Q4 tem trés vértices: e1, eo e eg. Vamos calcular as flechas entre estes vértices.

Usando a Proposicao 2.2.7, pode-se provar que:

0 0 O
radA=1|k 0 0
0 k 0
e que portanto:
0 0 O 0 0 O 0 0 O
rad?A=(%t 0o ol |k o o|l=]0 0 0O
0 k O 0 k£ O kK 0 O

Para calcular o namero de flechas da forma ey — e; em Q) 4, observamos que

0 0 0
ea(radA)es = |k 0 0 ,62(1‘&(12 A)er =0
0 0 0
e que portanto [es, e1] = dimy e2tad A)er 1 Dy mesma forma podemos ver que [eg,e0] =1 e

es (rad2 A)ey
que nao ha outras flechas além destas. Juntando as informagdes, temos que a aljava de Gabriel de

A é dada por:

Qe = €2 es

Uma base para kQ4 é {e1,e,e3,a, 3, Ba}. Podemos entdao considerar a transformagao linear

¢ : kQ4 — A determinada pelas informacoes abaixo:
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0 0 O 0 0 O
p(e1) = e1, P(e2) = ez, dles) = ez, p(a) = |1 0 0],6(8)=10 0 0],¢(Ba)=0
0 0 O 010

Pode-se provar (isso é feito em geral na demonstracdo do Teorema de Gabriel) que ¢ é, na
verdade, um homomorfismo de algebras sobrejetor. O nicleo de ¢ é o subespaco R gerado por Sa,
e portanto R é também um ideal de kQ4. Portanto A = kQ4/R coincide com a édlgebra definida
no Exemplo 2.5.9.

Representagoes sobre uma aljava

O primeiro Teorema de Gabriel diz que algebras podem ser interpretadas como algebras de ca-
minhos. O segundo Teorema diz que também os médulos admitem uma interpretacdo diagramaética,
desta vez na forma de representagoes de uma aljava.

Vamos entdo recordar este conceito na defini¢do abaixo:

Definicao 2.6.4. Seja (Q uma aljava, e seja R um conjunto de relacoes sobre ).

e Uma ()-representacao é um par

M = ((Mi)ieqos (Ma)acq:)

Para cada vértice ¢ € (o, M; € um k-espago vetorial, e para cada flecha o € T'y, My, : M) —
Mp(q) € uma transformacao k-linear. Além disso, dizemos que M ¢ finitamente gerada se

M; tem dimensdo finita para cada i € ['g.

. ~ . . t
e Se M ¢é uma representacdao tal como no item anterior e v = > .| \i51042 . .. Qp,, onde
Ai € k,a;5 € Q1, ¢ uma combinacao linear de caminhos sobre ) que come¢am e terminam no

mesmo vértice, definimos a transformacao linear

]\J7 : Ms(au) — M(

e(ainy)

t
My = A\Ma, M, ... M

aini
=1

e Com a notagao acima, dizemos que M satisfaz as relagoes de R se M, = 0 para toda

relacao v € R.

e Sejam M = ((M;)icq,, (Ma)acq,) € N = (Ni)icqy, (Na)acq,) duas Q-representagoes. Um
morfismo de representacoes f : M — N é uma tupla f = (fi)icq,, tal que, para cada
1 € Qo, fi : M; — N; é uma transformacao k-linear, e tal que, para cada flecha o : i — j € Q1,

vale que f; M, = Nq fi, ou seja, o seguinte diagrama comuta:
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M,
Mi —_—> Mj

i

S N
Na

~
<

e A categoria das Q-representactes que satisfazem R ¢ denotada por Rep,(Q, R) (ou por
Rep, Q, se R é vazio). A subcategoria plena das representacoes finitamente geradas é de-

notada por rep,(Q, R) (ou por rep;, @, se R é vazio).
Teorema 2.6.5 (P. Gabriel). Sejam @) uma aljava e R um conjunto de relagoes sobre Q. Existe
uma equivaléncia de categorias
Repy(Q, R) = Mod kQ/R
entre @Q-representacoes que satisfazem R e kQ/R-modulos. Além disso, esta equivaléncia se
restringe a uma equivaléncia de categorias
rep; (@, R) = mod kQ/R

entre (Q-representacoes finitamente geradas que satisfazem R e kQ/R-moédulos finitamente ge-

rados.

Nao vamos discutir a demonstracao do Teorema 2.6.5 neste momento, ji que vamos provar uma

versao generalizada mais a frente.

Exemplo 2.6.6. Vamos retomar o Exemplo 2.5.9 acima. Consideramos a representacao M sobre
o par (Q, R) dada por M = ({My, Ma, M3}, {Mq, Mg}), onde My =0, My = M3 =k, M, =0e
Mg =1d: k — k. E mais comum descrever uma representacio de forma diagramatica, tal como

segue abaixo:

M : 0 0 k id k

Como Mg o M, = 0, a representacao M de fato satisfaz a relacao Sa e portanto ¢ um objeto
em rep,(Q, R).

Usando a demonstragao do Teorema 2.6.5, é possivel provar que M é, na verdade, a representagao
que corresponde ao modulo projetivo indecomponivel dado pelo elemento idempotente €3 € kQ/R,

que é a classe de equivaléncia do caminho de comprimento zero sobre o vértice 3.
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Capitulo 3

Algebras de Caminhos Generalizadas

(ACG)

3.1 Definicoes

O conceito de algebras de caminhos generalizadas com o qual vamos trabalhar aqui é o intro-
duzido por F. U. Coelho e S. X. Liu em 2000 (|7]). Além de definir estas algebras e estabelecer
algumas propriedades bésicas, o interesse daqueles autores também incluia estudar algumas pro-
priedades sobre anéis, por exemplo, analisar quando uma algebra de caminhos generalizada é um
anel noetheriano ou primo. Eles também provaram alguns resultados sobre unicidade, isto é, sobre

o que se pode dizer quando duas algebras desse tipo sao isomorfas.

Defini¢ao 3.1.1. Sejam I' = (I'g,I'1, s,€) uma aljava, e A = (A;)ier, uma familia de k-algebras,

uma para cada vértice de I'.

e Um A-caminho de comprimento 0 sobre I' ¢ um elemento do conjunto (J;cr, Ai-

e Para n > 0, um A-caminho de comprimento n sobre I é uma sequéncia da forma

al/BlGQ . anﬁnan—i-l

onde f; ... [, € um caminho ordinario sobre I', a; € Ayg,) se i <n, e ant1 € Agg,,)-
e Denotamos por k[I', A] o k-espago vetorial gerado por todos os A-caminhos sobre T

e A algebra de caminhos generalizada (ACG) sobre I' e A ¢é o espago vetorial quociente
k(T, A) = k[, A]/M, onde M é o subespaco gerado por todos os elementos da forma

aiPi... ijl(a} +... 4+ ai")Bjaj1 .. Bt — Z(alﬁl e ijlaéﬂj o Bpant1)  (3.1)
=1

ou, para A € k,

aify ... Bi—1(Aaj)Biaji1 ... Bnany1 — A(a1B1 ... Bj—1a;85a541 - . . PnGny1) (3.2)

23
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e A multiplicacao em k(T',.A) é induzida pela multiplicacao interna dos A;’s e por composi¢ao
de caminhos. De forma mais detalhada, a multiplicacdo é definida por linearidade e a partir
das seguintes regras:

(@1B1 -+ Brans1) (0171 - - Ymbmy1) = a1B1 - .. Br(@nr1b1) V1 - Ymbms1

se e(ﬁn) = 5(71)7 €

(@1B1 .. Bnant1)(b171 - - - Ymbm+1) =0
caso contrario.

O comprimento de um A-caminho v € k(I', A) serd sempre denotado por (). Claramente, este

sempre é um nimero inteiro positivo ou nulo.
Exemplo 3.1.2. Este é o exemplo inicial do artigo [7]. Considere a ACG

b k

k = k[t]

onde k[t] é a algebra de polinémios em uma variavel, que é t. Alguns elementos dessa algebra sao:
t, 2,83, .ot ta, ..., B, B, BE2, . .., Ba, Bta, Bt2a e assim por diante. Na verdade, se juntarmos
a essa lista as unidades das duas algebras k que aparecem nas extremidades da aljava, teremos que
a algebra é gerada como espaco vetorial por esses elementos. E direto verificar que esta ACG é
isomorfa & algebra de caminhos sobre a seguinte aljava:

()

Exemplo 3.1.3. Seja Ty(k) = 0k a algebra das matrizes triangulares superiores de ordem 2

com coeficientes em k. Considere a ACG

To(k) — k

Desta vez, um conjunto de geradores para a dlgebra como espago vetorial é dado por:

606 o) fa )6 o) o)l 3)

Onde 1 é a unidade da algebra igual a k que aparece no vértice em que « termina. Note que «

nao precisou aparecer entre os elementos acima porque, nesta ACG:

X 10 1oy, (0o
o = o= o = o (67
Ta(k) 01 00 0 1

Além disso, esta ACG é isomorfa a algebra de caminhos sobre a seguinte aljava:
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Para provar isso, é possivel construir um isomorfismo explicito entre as duas algebras, porém

veremos mais a frente (Teorema 4.2.3) como provar de maneira mais facil.

Defini¢ao 3.1.4. Seja k(T', A) uma ACG e seja v = agf1a1 ... Bra, um A-caminho em k(T A),
onde cada a; ¢ ndo-nulo. Definimos o caminho (ordinario) subjacente a - como sendo o caminho
ordindrio v = 1 ... Bp-

Por convencao, se algum a; for nulo, seu caminho subjacente é nulo.

Note que o comprimento de um A-caminho é igual ao comprimento de seu caminho subjacente,

caso este seja nao-nulo.

Proposicao 3.1.5. Suponha que k(T', A) é uma ACG, e que p1,...,pr,q1,--.,qs s30 A-caminhos
em k(T', A). Suponha que as somas > .,_, p; € »_;_; ¢; estejam na mesma classe de equivaléncia em
k(I', A). Entao, para todo i entre 1 e r, se p; # 0, existe j entre 1 e s tal que p; = g;.

Em particular, se v € um caminho sobre I", todo A-caminho tendo ~ como caminho subjacente

é nao-nulo.

Demonstra¢ao. Se considerarmos as relagoes contidas na definicdo de ACG (Equagoes 3.1 e 3.2
acima), constatamos que elas envolvem apenas A-caminhos com o mesmo caminho ordinério sub-
jacente. Em virtude disso, ndo ha como A-caminhos com caminhos subjacentes distintos represen-

tarem a mesma classe de equivaléncia em k(T', A). Disso segue a afirmagao do enunciado. ]

Estabelecidas as defini¢oes acima, vamos enumerar algumas propriedades bésicas das algebras

de caminhos generalizadas.

Observacdo 3.1.6. Mantenha as notacoes da Definicdo 3.1.1. E facil se convencer de que uma
algebra de caminhos ordinaria € um caso particular de ACG, pois se A; = k para todo ¢ € I'g, entdo
k(D, A) = kT.

Além disso, se k(I', A) é uma ACG, entdo kI' é isomorfa a uma subalgebra de k(T',.A), basta
identificar um caminho 7179 ...v; sobre I' com o A-caminho 1143(71)711&(71)72 cooYela Essa

e(ve)”
subalgebra coincide com k(I', A) se e somente se A; = k para todo i € Q.

Note que k(I', A) é uma &lgebra associativa. E como sempre assumimos aqui que as aljavas sao

finitas, ela também tem um elemento identidade, que é dado por Ziero 14,

Observagao 3.1.7. Para cada i € I'y, seja E; um conjunto completo de idempotentes primitivos
dois a dois ortogonais em A; € A. Entao é facil ver que UZ-GFO FE; ¢ um conjunto completo de

idempotentes primitivos dois a dois ortogonais em k(I', A). Usando o Teorema 2.2.19, vale a relacao

rk Ko(k(T, A)) = >tk Ko(4;)

i€lp
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Proposicao 3.1.8. (Compare com a Proposicao 2.5.2). Com a notagao da Defini¢ao 3.1.1, k(T', A)
tem dimensdo finita sobre k se e somente se todas as dlgebras A; tiverem dimensao finita e se I" é

uma aljava aciclica.

Demonstracdo. Se I' possui ciclos orientados, entao um raciocinio bastante andlogo ao que foi feito
na demonstrac¢ao da Proposi¢ao 2.5.2 mostra que k(I', A) tem dimensao infinita. Da mesma forma,
se alguma élgebra A; tem dimensao infinita para algum i € T'g, entao k(T", A) tem dimensao infinita,
j& que um subconjunto infinito linearmente independente de A; pode ser visto como um conjunto
de A-caminhos de comprimento zero em k(I", A).

Reciprocamente, se I' é aciclica, entdo, como ¢ finita, ha apenas um ntmero finito de caminhos
ordinéarios sobre I'. Intercalando as flechas desses caminhos com elementos das bases finitas das
algebras A;, obtemos um conjunto finito de .A-caminhos que gera k(T", A). Isso mostra que k(T .A)
tem dimensao finita.

O

Observacdo 3.1.9. E um fato que uma ACG pode ser vista como uma 4lgebra tensorial, e como
j& observado antes, essa constatagdo serd 1util na formalizacdo dos argumentos aqui. Este fato ja
aparece no artigo [7| onde as ACG’s foram introduzidas. Mais tarde, isso foi novamente explorado
em [10]. Vamos dar mais detalhes abaixo.

Como antes, seja I' uma aljava, e seja A = {4; : i € I'o} uma familia de algebras. Considere
A = PBier, Ai, que é o produto direto das algebras A;.

Dada uma flecha « : i — j € I'1, considere o espaco M, que é o (A; — Aj;)-bimédulo gerado
por {a}. Entdo podemos tomar a soma direta de espagos M4 = @qer, M. Observe agora que My
é na verdade um (A4 — A4)-bimo6dulo: dados (a;)ier, € Aa e (Ma)aer; € M4, as agbes & esquerda

e a direita sao dadas por:

(ai)i‘(ma)a = (as(a)ma)a

(Ma)a-(ai)i = (Male(a))a

Entao podemos considerar a algebra tensorial

k(I', A) =T(Ax, Ma)
iAA@MA@(MA@)AAMA)@(MA@AAM.A®AAMA)@---

Que, como ja visto antes, ¢ um (A4 — A 4)-bimodulo, tem A4 como subélgebra, e portanto seu
elemento identidade coincide com o de A 4. Além disso, esta algebra tensorial é isomorfa & ACG da
Definigao 3.1.1.

3.2 O radical de uma ACG

Também no artigo [7], os autores descrevem como é o radical de uma &lgebra de caminhos

generalizada. Dedicamos esta se¢ao para discutir este resultado.
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Defini¢ao 3.2.1. Seja I uma aljava, e seja A = {A; : i € ['g} uma familia de algebras.

e Um A-caminho regular de comprimento zero é um elemento de rad A;, para algum

vértice ¢ € T'g pelo qual nao passe nenhum ciclo orientado de T'.

e Para n > 0 natural, um A-caminho regular de comprimento n é um A-caminho v de
comprimento n em k(T', A) tal que o caminho ordinario subjacente v ndo seja subcaminho de

nenhum ciclo orientado de I'.

Teorema 3.2.2. ([7]) Sejam I uma aljava, A = {4; : i € I'g} uma familia de algebrase A = k(T', A).
Seja M o subespaco vetorial de A gerado pelos A-caminhos regulares. Entdo M coincide com o
radical de A.

Lema 3.2.3. Seja A uma k-algebra e sejam J, I dois ideais bilaterais de A tais que J C I C A. Se

J & quasirregular em A e I/J é quasirregular em A/J, entdo I é quasirregular em A.

Demonstra¢do. Seja a € I. Temos de provar que 1 — a é invertivel em A. Temos que a € I/J.
Pela hipotese, T — @ é invertivel em A/J, logo existe b € A/J tal que b(1 —a) = (I —a)b = 1.
Dai 1—b+ba = 1—b+ab = 0, ou seja, 1 — b+ ba,1 — b+ ab € J. Pela hipotese novamente,

1—b+ba=1—(b—ba)el—b+ab=1—(b—ab) sdo quasirregulares, e portanto b —ba e b —ab sao
invertiveis em A. Logo existem ¢, d € A tais que ¢(b—ba) = (b—ab)d = 1 = ¢b — cba = bd — abd =
1= ¢b(1—a)=(1—a)bd = 1. Portanto 1 —a tem inverso & esquerda e a direita, logo estes inversos

coincidem e 1 — a é invertivel. O

Demonstracao do Teorema 3.2.2. Queremos provar que rad A = M.

Dado X C A um subconjunto, usamos a notagao (X) para denotar o ideal bilateral de A gerado
por X.

(D) Seja v um A-caminho regular de comprimento maior que zero em M. Todo elemento de
(7)? & soma de elementos da forma ayba’vV', onde a, b, a’, b’ sio todos A-caminhos. Se ayba'yb' # 0,
entdo em particular vba' # 0 e jLG/ = 0, o que é absurdo, porque lbia’ ¢ um ciclo orientado e v é
regular. Portanto (7)2 = 0, o que significa que (y) ¢ um ideal nilpotente e portanto quasirregular
pela Observagao 2.2.10. Pela Proposigao 2.2.11, segue que () C rad A.

Seja agora i um vértice pelo qual ndo passe ciclo orientado. Seja U; o ideal de A gerado pe-
los A-caminhos que comegam ou terminam em ¢. Entao (rad(A;)) = rad A; + U;. Note que U; é
um ideal quasirregular, a demonstragiao desse fato sendo analoga & demonstracdo para () feita
acima. Temos ainda que %ﬁm = rad A; é quasirregular. Portanto, pelo Lema 3.2.3, segue que
(rad A;) é quasirregular e que portanto, pela Proposi¢ao 2.2.11, (rad 4;) C rad A. Isso completa a
demonstracao de que M C rad A.

(S) Suponha por absurdo que M & rad A. Entao existe © € rad A \ M. Vamos escrever z =
> =1 pi, onde cada p; ¢ um A-caminho, com p; nao-regular para 1 <! < m e com p; regular para
m<l<n.Masdaiz—) ;" . p =D, p pertence arad A e ndo a M. Portanto, trocando z se
necessario, podemos supor sem perda de generalidade que p; é nao-regular para todo [.

Como x # 0 (pois sendo x € M), Iazly #0 = > . 1a,zla, # 0 e logo existem r,s € I'
tais que 14,214, # 0. Como rad A é um ideal bilateral, 14,214, € rad A, e portanto 14,214, =
i la,.mla, € ndo-nulo e pertence a rad A. Ou seja, podemos supor sem perda de generalidade

que cada p; € um A-caminho que comeca em r e termina em s.
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Como p; nao é regular, p; é subcaminho de um ciclo orientado, logo existe um caminho g : s ~ r
sobre I'. Dai zg € rad A e zq # 0 e logo ;" pig # 0 é um elemento de rad A. Isso mostra que
podemos supor sem perda de generalidade que p; : r ~» r é um ciclo orientado para todo .

Seja vy = a...f : 7 ~ r um ciclo orientado fixo sobre o vértice r (ja vimos que existe pelo
menos um). Entao yay # 0 pertence a rad A, e portanto > ;" ypry # 0 e > /-, ypiy € rad A. Ou
seja, finalmente, podemos supor sem perda de generalidade que cada p; é da forma v f;y, onde cada
fi : 7~ r & um ciclo orientado.

Como x € rad A, —z € rad A e pela Proposicdo 2.2.11, —x é quasirregular. Logo existe z € A
tal que (1 —(—x))z=1= (1+x)z2=1.S¢jay=2z—1.Entdoz=14+y=(1+2)(1+y) =1=
1+x+y+zy = 1 = z+y+2y = 0. Multiplicando dos dois lados por 14, e lembrando que x é soma de
A-caminhos que comecam e terminam em r, temos que 14, (z4+y+xy)la, = 14,.0.14, = 14,214, +
14,914, +(1a,2)yla, =0=a2+14,yla, +(21a,)yla, =0=2+14,yla, +2(14,yla,)=0. Seja
entdo y' = 14,yla,.. Dai ¢ = 149’14, e z+ ¢ + 2y’ = 0. Podemos escrever y' = Z;zl qj, onde
cada ¢; ¢ um A-caminho nao-nulo 7 ~ r.

Por um lado, z+y' = >, pH—Z;:l gj, e por outro, zy’ = >, Z;Zl pig;. Como z+y' = —ay/,
segue que

n t not
S+ a=->.> g
I=1 j=1 I=1 j=1
Vejamos porque esta tultima igualdade resulta em uma contradigdo. Como p; = v fiy para cada [,
cada p; tem comprimento menor ou igual a 2. Logo cada p;g; tem comprimento menor ou igual a 2,
ja que g; # 0 por construgao. Se todos os ¢;’s tiverem comprimento 0 ou 1, obtemos uma contradigao
pela Proposigao 3.1.5, ja que nao poderd existir [ e j tais que g1 = p;qj, sendo o comprimento de
pigq; sempre estritamente maior do que o de ¢;. Logo pelo menos algquj tem comprimento maior

ou igual a 2. Também pela Proposicao 3.1.5, temos que:

E como cada maximo do lado direito vale pelo menos 2, esta dltima igualdade leva facilmente

a um absurdo.

O

Exemplo 3.2.4. Vamos retomar o Exemplo 3.1.3. Naquele exemplo a aljava " era

1 @ 2

e a familia de algebras era A = {Tx(k),k}. Vamos calcular o radical de k(T',.A) usando o
Teorema 3.2.2 acima. Note que I' é aciclica, de modo que nenhum caminho dessa aljava é subcaminho

de um ciclo orientado.

0 1
Como rad Tz (k) é o subespago gerado por (0 0) eradk = 0, os A-caminhos regulares de

comprimento zero estdao todos no subespaco gerado por

O tinico caminho de comprimento maior que zero sobre I' &€ o, de modo que os tnicos A-caminhos

regulares de comprimento maior que zero sdo os A-caminhos que incluem «, e estes por sua vez
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0 00 0
k(T', A) é o subespaco gerado pelo conjunto abaixo:

(AR

10 0 1 0 0
sao combinacoes lineares dos elementos (O > a, ( > a e ( 1) «a. Portanto o radical de
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Capitulo 4

Generalizacao: ACG’s com relacoes

4.1 Algebras de Caminhos Generalizadas com Relacoes

Com o intuito de obter mais resultados posteriormente, vamos estender o conceito de algebras
de caminhos generalizadas (ACG), de modo a permitir que elas tenham relagoes. Ao fazer isso, essas
algebras serdo chamadas de algebras de caminhos generalizadas com relagoes.

A ideia de considerar o quociente de uma ACG por um ideal gerado por relagdes ja foi estudada
por Li Fang (veja [10] por exemplo, ou o Apéndice A.3). No entanto, o conceito que vamos introduzir
aqui ¢ um pouco diferente. Nossa preferéncia pelo conceito aqui apresentado vem da possibilidade

de, a partir dele, generalizar o Teorema 4.2.3 abaixo.

Defini¢ao 4.1.1. Seja k(I', A) uma ACG, onde I' é um aljava e A = {k%;/Q; : i € T'v} é uma
familia de élgebras de caminhos com relagoes (aqui X; denota uma aljava e €; denota um ideal
admissivel de kX;).

Seja I um conjunto finito de relagoes sobre I' que gera um ideal admissivel. Entao consideramos

o seguinte subconjunto de k(T', A):

t
A(l) = {Z AiBin¥iBiz -+ Vitms—1)Bim;

i=1

t
Z AifBit - - Bim; € uma relacao em I e +;; ¢ um caminho em Ze(ﬁij)}
i=1

Com isso, o quociente ](fg(f)l)) é chamado de dlgebra de caminhos generalizada com relagoes
(ACGR). Para simplificar a notagdo, escrevemos % = k(T', A, I). Além disso, quando estiver

claro a partir do contexto, podemos denotar o conjunto A(I) simplesmente por I.
Exemplo 4.1.2. Seja A = k(I', A, I) uma ACGR, onde T" é a aljava

o B

1 2 3

eonde I = {af} e A= {A;, A, A3}, com A; = A3 =k e Ay = kX2/Qs, onde X9 &€ a aljava

31
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6

A

1/
|-
2/
e Qs = (0%). Note que os caminhos €/, €x,7,0 e 0, onde ¢; denota o caminho de comprimento
zero no vértice 4, sao os tnicos que nao sao nulos em As.
Entdo neste caso o conjunto A(I) é igual a {aey 3, aey 3, a3, ad B, adyp, ad?f = 0}, de modo
que os elementos desse conjunto serdo iguais a zero em k(I', A, I'). Note que nao precisamos incluir

a relagdo 62 = 0 em A(I), porque o elemento 62 ja é zero dentro de As: por definicdo, A(I) contém

apenas relacoes obtidas a partir das relagoes sobre I'.

4.2 Realizando uma ACGR como uma algebra de caminhos

Ja que uma ACGR ¢é uma &lgebra, faz sentido aplicar o Teorema de Gabriel (2.6.1) a ela, e
assim obter uma aljava ordinaria com um conjunto de relacoes. Isto vai ser exatamente o contetido
do Teorema 4.2.5 abaixo, que é o resultado principal desta secao.

O Teorema 4.2.5 serd uma generalizagdo de um resultado de 2008 obtido por Ibanez-Cobos,
Navarro and Lopez-Pena (]6]), cujos enunciado e demonstracdo serdo apresentados a seguir. A
diferenca entre o teorema presente em [6] e o Teorema 4.2.5 é que o primeiro descreve a aljava
ordinéria de uma ACG e o outro, como ji colocado, faz o mesmo para uma ACGR.

Seja A = k(T', A) uma algebra de caminhos generalizada, com A = {4; : i € T'y}. Entao, pelo
Teorema de Gabriel (Teorema 2.6.1), existe, para cada ¢, uma aljava ¥; e um ideal admissivel €;
de kX; tal que A; = kX;/Q;.

Vamos agora construir uma aljava Q' e provar que ela coincide com a aljava de Gabriel de A,

denotada por Q4. A aljava Q' é definida abaixo:
e O conjunto de vértices de Q" & J;cp, (Xi)o-

e Se a é um vértice de XJ; e b é¢ um vértice de X; entao o nimero de flechas da forma a — b em
Q' & igual ao namero de flechas da forma a — b em Y; se ¢ = j, e é igual ao numero de flechas

da forma ¢ — j em I" se i # j. Simbolicamente:

[a,b]y, ,sei=]
la,blgr =9 o
[i,4lr ,sei#j

Exemplo 4.2.1. Vamos retomar mais uma vez o Exemplo 3.1.3. Usando as notagdes acima:

=1

2 E1 - .61 — .62 22 - .f

Ay = kS = Ty(k) Ay =kSy =k

Vamos obter a aljava @ tal como definida acima. Em primeiro lugar, (Q")o = (£1)o U (X2)0 =

{e1,ea, f}.



4.2 REALIZANDO UMA ACGR COMO UMA ALGEBRA DE CAMINHOS 33

Calculando as flechas entre vértices que vieram da mesma aljava:

[e1,e1]qr = [er, en]s, = [e2, e2]qr = [ea, 2]z, =0
[61,62]@/ = [61,62]21 =1 [eg,el]Q/ = [62,61]21 = 0
[faf]Q’ - [faf]ZQ =0

Calculando as flechas entre vértices que vém de aljavas diferentes:

[el’f]Q’ = [1’2h‘ =1 [GQaﬂQ/ = [1,2]{* =1
[fedg=21r=0  [fieo=[21r=0

Juntando todas as informagoes, concluimos que a aljava Q' ¢ igual a:

I

f

e

Exemplo 4.2.2. Considere a ACG k(T', A) onde T" é dada por:

€1

€2

i a

B -

1 v 3
2

e onde também A = {A; = kX1/Q1, Ay = kXo/Os, Az = kX3/Q3}, sendo 1 = X3 = e,
Q1 = Q3 =0 (e portanto A; = A3 = k), sendo ¥y a aljava

8

[}
[}
ia
[ J

e sendo Qy = (d¢). Para calcular a aljava @', podemos proceder como no Exemplo 4.2.1 acima,
mas na préatica fazemos um raciocinio mais breve: note que cada Y; é uma subaljava plena de @',
e que para cada flecha ¢ — j em I' corresponde uma colecdo de flechas, uma ligando cada vértice
de ¥; a cada vértice de ;. Neste caso a flecha o da origem a trés flechas, assim como 3 e 7. Com

isto podemos concluir que a aljava Q' é dada por:
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21
a1 5 61
71
as B2
o] €22 P o3
B3
g
@3 ¥3
023

Teorema 4.2.3. ([6],3.3) Sendo Q' a aljava definida acima, se I" é aciclica entdao @ coincide com

a aljava de Gabriel @4 de A e existe um isomorifsmo

A=Kk, A) ZkQn/Q
onde 2 € o ideal gerado por Ujer, 2.

Demonstracao. Antes de tudo, precisamos verificar que o Teorema de Gabriel (2.6.1) se aplica a
algebra k(I", A). Como pelo enunciado I' é aciclica e estamos sempre supondo que as algebras A; € A
tém dimensao finita, segue pela Proposi¢ao 3.1.8 que k(I', A) tem dimensdo finita. Além disso,
também ja estamos supondo que k é um corpo algebricamente fechado. Portanto, para podermos
aplicar o Teorema de Gabriel, resta ver que k(T", A) é basica.

Vamos usar a caracterizacao da Proposicao 2.2.14. Como consequéncia do Teorema 3.2.2, o
quociente A/ rad A é isomorfo ao produto direto @;er,Ai/ rad A;. Para cada i € I'g, estamos supondo
que A; é basica, portanto A;/ rad A; é isomorfo ao produto direto de copias de k, e portanto a propria
algebra quociente A/rad A ¢é isomorfa a um produto direto de copias de k. Portanto A é basica.

Sendo assim, pelo Teorema de Gabriel, A tem uma aljava de Gabriel, que ja escolhemos denotar
por Qx. O proximo passo € mostrar que Q' é igual a Q4.

Para cada i € I'g, seja E; = {e%, ..., €;'} um conjunto completo de idempotentes primitivos dois-
a-dois ortogonais em A;. Lembramos que, pela demonstragdo do Teorema 2.6.1, podemos assumir
que (X;)0 = E;.

Sabemos que E = Ujer,E; = Ujer,(£i)o € um conjunto completo de idempotentes primitivos
dois-a-dois ortogonais em A. Logo, pela maneira que as duas aljavas sao construidas, podemos
concluir que (Qp)o = E = (Q')o-

Vamos ver que Q1 = (Qa)1. Para tanto, vamos descrever os elementos de rad A/(rad A)?. Nas

consideragoes abaixo, lembramos que I' é aciclica e temos em mente o Teorema 3.2.2.

e Um A-caminho de comprimento 0 em (rad A)? s6 pode ser um elemento de (rad 4;)?, para
algum i € T'y. Portanto, as classes de equivaléncia dos A-caminhos de comprimento zero em
rad A/(rad A)? correspondem aos elementos de U;er, rad A;/(rad A4;)2.

e Um A-caminho de comprimento 1 em (rad A)? é um A-caminho da forma aab, onde o : i — j
¢ uma flecha em I' e ou a € rad A; ou b € rad A;. Portanto, as classes de equivaléncia dos
A-caminhos de comprimento 1 em rad A/(rad A)? tém forma aab, onde o : i — j é uma flecha
emI',a € A;/rad A; e b€ Aj/rad A;. Este espaco serd denotado por Ji.
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e Todo A-caminho de comprimento maior do que 1 pertence (rad A)?, portanto sua classe de

equivaléncia ¢ nula em rad A/(rad A)2.

Em suma, o quociente rad A/(rad A)? é gerado pelo conjunto U;er, rad A4;/(rad 4;)? unido ao
conjunto das classes de A-caminhos da forma aab, onde o : i — j é uma flecha em I', a € A;/rad A;
ebe Aj/I'&dAj.

J

Sejam e;, e[ € E dois vérices de Q5. Para estudar o namero de flechas entre os dois, dividimos

em dois casos:

e Se i = [, entao eg e e pertencem ambos a (¥;)o. Dai, usando a demonstracdo do Teorema
de Gabriel:

| -/ rad A [ rad A; |
el elg, = dimy e (rfdAz) e’ = dimy, €] (I:) el = [el, e]s,

i
Ou seja, o namero de flechas entre €] e € é 0 mesmo em Qx e em ;.

e Se i # [, entdo, novamente usando a demonstracao do Teorema de Gabriel:

P m . S radA\
[egﬂei ]QA = dimy, eg <radA2> €
= dimy eg(Jl)e}”

= Z dimy, ¢/ A; e A e
" \ rad 4; rad A;

at—lel

; A; A
- . J 7 . m
= E dimy, e; <radAi) . dimy, (radAl> €

ai—lel

A (A A
. . j 7 s 3 t m
= Z szlmkei (radAi> e; . dimyg e; <radAl> €

a:i—lel’; s=1 t=1

Cj Cl

= 2 2D dietn

ai—lel s=1 t=1

= Y 1=[ilr

ai—Ilel

Isso conclui a demonstragao de que @' = Qa. Resta provar que o quociente da &lgebra de
caminhos kQa pelo ideal Q5 do enunciado é isomorfo a A.

Para cada i € Iy, k3;/Q; = A;. Portanto existe, para cada i, um epimorfismo de algebras
fi kX, — A; tal que Ker f; = €);.

O subespago de kQp gerado por E| denotado por (kQx )o, ¢ uma subalgebra de kQ . Além disso,
podemos definir um homomorfismo de algebras go : (kQa)o — A colocando go(eg) = fi(eg) = eg
para todo e € E. Por restri¢ao de escalares via g, A € um ((kQa)o — (kQa)o)-bimodulo.

Seja (kQx)1 o subespago de kQ gerado pelas flechas de Q. Este é naturalmente um ((kQa)o —
(kQx)o)-bimodulo. Podemos definir uma aplicacao g1 : (kQa)1 — A estabelecendo que, para cada
flecha o : eg — e" em Qa,
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fz(a) ) S€ i=1
n@=9 :
e'lae; ,sel#£l
Note ainda que g; ¢ um morfismo de ((kQa)o — (kQa)o)-bimddulos. Dessa forma, usando o
fato de que kQx = T((kQn)o, (kQa)1) (vide Observagao 3.1.9) e a Propriedade Universal das
Algebras Tensoriais (Proposicio 2.2.4) com as aplicacdes go e g1, existe um homomorfismo de
dlgebras g : kQa — k(T', A) tal que glxg,), = 90 € 9lrq,); = 91- Resumidamente, g & unicamente

determinado pelas seguintes informacoes:

e g(v) = fi(v) para cada caminho v sobre %;. (Observe que ¥; é uma subaljava plena de Q4).

l

e g(a) = e;ae] para cada flecha o : el

7

— €' tal que i # j.

Nao ¢ dificil se convencer de que g é um epimorfismo e que Kerg = Q. Dessa forma, pelo
Primeiro Teorema do Isomorfismo, ¢ induz um isomofismo de algebras g : kQa/Qn — A.
O

Conforme ja antecipado acima, vamos estender o Teorema 4.2.3, de forma a contemplar nao
86 as ACG’s, como também as ACGR’s. Primeiro precisamos introduzir algumas notacgoes. Seja I’
uma aljava aciclica. Para simplificar as notacoes, podemos assumir (sem perda de generalidade) que
Io=A{1,...,n} eque 'y = {ay,...,am}. Seja A ={A1,...,A,}, onde A; = k3;/Q; é uma ACR

para todo ¢, sendo ¥; uma aljava e €2; um ideal admissivel de k3;.

Recuperando a notacdo da demonstracdo do Teorema 4.2.3, f; : kX; — %‘;7 serd a projecao

canonica para todo i. Também existe um epimorfismo de algebras
g:kQ — k(T,A)

onde @ ¢ a aljava obtida a partir de I', 31, ..., %, tal como no enunciado do mesmo teorema. (A
aljava () também é a aljava de Gabriel de k(T", A), mas para simplificar a notagdo vamos denotar
essa aljava apenas por (). Além disso, Ker g = Q = (Qq,...,Q,). Definimos ainda ¢; como o niimero
de vértices de X, e ¢;j = ¢;.cj.

Agora rotulamos os vértices de ¥; da seguinte forma: (X;)o = {e},...,e{'}. Novamente, lem-
brando a demonstracdo do Teorema de Gabriel 2.6.1, este conjunto pode ser entendido como um
conjunto completo de idempotentes primitivos dois-a-dois ortogonais em A;. Dessa forma, pelo Te-
orema 4.2.3, se a; : © — j ¢ uma flecha de I', existem ¢;; flechas correspondentes em @, as quais

serao denotadas por oy : ef — eg-, com 1 <p <g¢;,1<qg<¢j. Com essa notacao,
Qr=E1)1U...UEn)1U{ap:1<1<m,1<p<s(a),l <qg<elq)}

Precisamos agora ver como serdo as relagbes. Suponha que a aljava I' estd equipada com um
conjunto finito I de relagoes. Entao, seguindo a Definicao 4.1.1, isso significa que vamos considerar

o quociente de k(T", A) pelo ideal gerado pelo conjunto A(I) abaixo:
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A(I) = Z ANiBiYitBiz - - - Vi(r—1)Bir

1<i<s

7ij € um caminho em 26(5 Z AiBi1 - .. Bir € uma relacao de I
1<i<s

Defina ainda, em k@,

R= Z Ai(Bite? s(vin) Vi1 (Bize(yin) s(yia) ) Vi2 - - Vier=1) Birerir_y)e%) -

1<i<s

Vi, A € k,7ij € um caminho em X5,y para j > 1,e Z AifBi1 - - Bir

1<i<s

é uma relacdo em I entre os vértices le ', 1 <p<¢,1<qg< cl/} (4.1)

E seja L o ideal gerado por R.
Lema 4.2.4. Com as notagoes acima, vale que g(L) = (A(I)).

Demonstracdo. Tendo em mente como o epimorfismo g foi definido na demonstracao do Teo-

rema 4.2.3, vale que:

g Z /\i(ﬂil,ef,s(Vil))%l (51‘2,6(%‘1),5(%2))71'2 ce P)/i(r—l)(6ir,e('yi<r,1>),e?,)

1<i<s

= Z Aig(ﬁilﬁil[),s('yil))fe(ﬁil) (Vil)g(ﬁile('yil),s('yig))fe(/jiz) (,712) s

1<i<s

fe(ﬁi(r 1) (’71'(7'—1))g(ﬁir,e('yi(r_l)),e?, )

7 7 03 _— C(Vi r— )
= Z /\iefﬁuezgg; 71 ) Dize e(gz iz - 'Y(rfl)es(lgii,) Y Bived,
1<i<s
= Z Aie] BV iV - - - Vitr—1)Birey)
1<i<s

=ef Z i€} BinVii Bio¥iz - - - Vir—1)Bir | €1

1<i<s

A primeira conclusao que tiramos do raciocinio acima é de que g(R) C (A(I)). E como g é um
homomorfismo de algebras, isso implica que g(L) C (A(I)).

Para a reciproca, lembre que 3 ¢] = lgz, e que >__ e, = Iy, . Com isto, o célculo feito acima
também mostra que A(I) esta contido no ideal gerado por g(R), e portanto no ideal gerado por
g(L), jA que R C L. Mas de novo, g é sobrejetor, logo pelo Teorema da Correspondéncia g(L) ja é
um ideal. Isso implica que (A(I)) C g(L). O

Teorema 4.2.5. Seja k(I', A) uma algebra de caminhos generalizada, onde I' ¢ uma aljava aciclica

com I'gp = {1,...,n}, e A = {A;,..., 4,} é uma familia de algebras, tal que, para cada ¢ € Ty,
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A; = k%;/8;, onde ¥; é uma aljava e ; é um ideal admissivel de kX;. Sejam ainda @ a aljava
obtida a partir de I', %1, ..., 3, tal como no enunciado do Teorema 4.2.3, Q = (Qq,...,Q,), I um
conjunto finito de real¢oes sobre I' e sejam A(I) C k(T', A) tal como na Definigao 4.1.1 e L C kQ
o ideal gerado pelo conjunto R definido na equacdo 4.1 acima. Entdo temos que €2 + L é um ideal

admissivel de kQ e que existe um isomorfismo:

kQ k(A
Q+L (A1)

Demonstracao. Ja sabemos que €2 € admissivel pelo Teorema 4.2.3. Além disso L é admissivel porque

= k(A )

é gerado por R, um conjunto de relacoes que sdao somas de caminhos de comprimento pelo menos
dois, e assumimos que I' é aciclica e finita. Disso segue que €2 + L é admissivel.

Denote J = (A(I)). Seja
k(T, A)
J

m:k(T,A) —
a projecao canénica. Defina

k(T, A)
J

qgiﬂ'og:k:Q&k‘(F,A)L

Como ¢ é um epimorfismo, pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo ela induz um isomorfismo

. kQ k(T A)
¢ KergE - J

Afirmamos que Ker ¢ = g~ 1(.J). De fato,

reKerpe dz)=0rog(z)=0sg(x)eJ s zeg i(J)

Portanto resta provar que g~ *(J) = Q + L.

(2) Como Q = Kerg, g(2) =0 C J = Q C g~ !(J). Pelo Lema 4.2.4, g(L) = (A(I)) = J, e
assim L C g~ '(.J). Portanto Q+ L C g~ (J), ja que g~ (J) = Ker ¢ é um ideal e logo fechado para
soma.

(C) Seja x € g7 1(J) . Entao g(x) € J e, pelo Lema 4.2.4, existe um [ € L tal que g(x) = g(I).
Dai x — 1 € Kerg = (2, e logo existe w €  tal que x — | = w. Portanto x = w + 1, com w € Q e
[ € L. Isso mostra que x € Q + L.

O

Exemplo 4.2.6. Seja A a ACGR dada pela aljava

k Ka k
o A

e ———> e " e
v

1 2 3

com uma relacao af = 0, onde X9 é a aljava
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0

£

|
.

e 2y = (d¢). Aplicando o Teorema 4.2.5, concluimos que a aljava de Gabriel @ de A é dada por

21
(51 5 61
71
. B2
o 22 % o3
B3
g
a3 V3
023

eque A =2 kQ/(Q2+ L), onde Q = (de) e

L = (151, a1082, a10€ 83, aa B2, ara€f3, a3 33)

4.3 Simplificagoes

Nesta secdo nosso interesse estd em obter consequéncias do Teorema 4.2.5. Aquele teorema
mostrou como obter uma algebra de caminhos com relagoes (ACR) isomorfa a uma ACGR
dada. O que queremos fazer aqui é o processo inverso: decidir quando existe uma ACGR isomorfa

a uma ACR dada. Ou seja, queremos realizar uma ACR como uma ACGR.

Observacao 4.3.1. Para tornar as ideias mais claras, desde ja citamos que sempre ha duas maneiras
de realizar uma ACR como uma ACGR, as quais serao chamadas de triviais. Seja A uma dlgebra.

Entao:

e SeI' = e, i.e.,, I' é uma aljava com apenas vértice e nenhuma flecha, e se A = {A}, entao
obviamente A = k(T', A).

e Pelo Teorema de Gabriel 2.6.1, existem uma aljava @) e um ideal admissivel I de kQ tais que
A=EkQ/I. Seja A= {k:i€ Qo}. Entao claramente A = k(Q, A, I).

Definicao 4.3.2. Seja A uma éalgebra. Dizemos que uma ACGR k(T', A, I) é uma simplificagao
de A se A= k(I',A,I). As duas simplificacoes acima sdo as simplificagoes triviais. Se I = 0,
dizemos que a simplificacdo é sem relagoes. Se I' é aciclica, dizemos que a simplificacdo é sem

ciclos.

Defini¢ao 4.3.3. Sejam k(I', A, I) e k(A, B, J) duas simplificacoes de A, com A = {A4; : i € Iy}

e B={B;:i¢€ Ap}. Dizemos que elas sdo equivalentes se existir um isomorfismo de aljavas (ou



40 GENERALIZACGAO: ACG’S COM RELACOES 44

seja, com a terminologia da Secdo 2.4, um morfismo de aljavas que tem inverso) ¢ : I' — A tal que

A; = By;) para cada i € I'g e se existir um isomorfismo de algebras kI'/T = kA/J.

Definicao 4.3.4. Dizemos que uma algebra A é simplificavel se ela admite uma simplificagao
que nao é equivalente a uma das duas simplificagoes triviais listadas em 4.3.1. Também usamos os
termos simplificavel sem relagcoes ou sem ciclos no caso em que essa simplificagdo nao-trivial

é sem relacOes ou sem ciclos respectivamente.

Um exemplo de algebra simplificavel foi dado no Exemplo 4.2.6, sendo a versiao ACGR da
algebra A a simplificacdo ndo-trivial. (Para ver que é nao-trivial, basta observar que o numero de
vértices ¢ diferente do numero das simplificagoes triviais). Neste caso, a simplificagdo ¢ ainda sem

ciclos.

4.4 Um critério para simplificabilidade

O objetivo desta secao é fornecer um critério para decidir se uma algebra é ou nao é simplificavel.
Porém, como os Teoremas 4.2.3 e 4.2.5 s6 tratam do caso em que I' € aciclica, nos limitamos a analisar
apenas as simplificacdes sem ciclos.

4.4.1 Relagoes de equivaléncia sobre vértices

Vamos primeiro estabelecer algumas defini¢es uteis:

Definicao 4.4.1. Sejam @ uma aljava e ~€ Qg X Qo uma relacao de equivaléncia sobre os vértices

de Q.

A aljava reduzida de @ por ~, denotada por Q~, é definida como a subaljava obtida de @

ao deletar todas as flechas contidas em uma classe de equivaléncia. Ou seja, (Q™)o = Qo e

Q)1 ={a€Qi:s(a)»e(a)}.

e Dizemos que ~ é coerente com as flechas de Q) se:

1. Para cada flecha da forma ¢ — j contida em um ciclo orientado de @), temos que 7 ~ j.

2. Sein~jejwk, entdo [i,k] = [j,k] e [k,i] = [k, j].

e Suponha que ~ é coerente com as flechas. Entao uma rotulagem de ) serd um morfismo
de édlgebras z : Q™ — Q% tal que z(x) = T para cada vértice x € Qo, e tal que, para cada
o~

par de vértices 2,y € Qo, a restrigio z|g~ ()@~ (z,y) — “(z,y) & bijetora. (Como ~
¢ coerente, uma rotulagem z com essa forma vai sempre existir). No resto desta definicdo,

sempre assumimos que () tem uma rotulagem denotada por z.

e Seja v um caminho ordinario sobre (). Entdo sempre é possivel escrever v = o191 . . . O,
onde, para cada i, §; ¢ um caminho cujos vértices estao todos identificados por ~, e a; : j1 — Jja
¢ uma flecha tal que j; » jo. Dai o caminho induzido por v na aljava quociente é definido

como sendo o caminho z(y) = z(a1)z(ag) ... z(am).

e Sejay =Y ;_; Ay uma relacdo sobre @, com \; € k e 7, um caminho sobre @ para todo ¢,

sendo os caminhos ~v; dois a dois distintos.
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1. Dizemos que 7 é uma relagao interna se I(z(;)) = 0 para todo .

2. Se v ndo ¢é interna e z(y;) # z(7s) quando ¢ e s sdo distintos, dizemos que v é uma

relacao externa .
e Seja R um conjunto finito de relacoes sobre (). Dizemos que R e ~ sdo compativeis se:

1. Toda relacdo em R é ou interna ou externa em relagdo a ~.

2. Se T C Qo €& uma classe de equivaléncia em relagdo a ~ e Yz denota a subaljava plena
de Qo determinada por T, entdo as relagdes internas contidas em T geram um ideal

admissivel em kY.

3. Se v =>,_1 M € R ¢ externa, onde \; € k e ¢ ¢ um caminho sobre @ para todo
t, entdo para toda familia de caminhos {n; : 1 < t < r} sobre @ tal que para cada t,

z(ve) = z(ne), deve valer que > ;_; M € R.

Exemplo 4.4.2. Seja A a ACR dada pela aljava @ abaixo:
2
/ \
1 4
\ /
3

tendo um conjunto de relagdbes R. Seja ~ a menor relagdo de equivaléncia sobre Qg tal que

2 ~ 3. Entao ~ é coerente com as flechas de Q). O quociente é dado por:

1 7 2 2 4

Neste caso, so existe uma tnica rotulagem z de Q. Seja R = {af — vd}. Temos que z(aff) =
z(y0) = en. Isso significa que a3 —~d nao é nem interna nem externa, e portanto R nao é compativel
com ~.

No entanto, é facil verificar que R = {a/3,70} é compativel com ~. Este conjunto possui duas

relagOes externas.

Observacao 4.4.3. Note que ndo ha ambiguidade na definicdo de compatibilidade, pois a condicao
dada é sobre o conjunto de geradores e nao sobre o que eles geram.

A necessidade de rotular as aljavas reside no fato de elas poderem ter flechas multiplas entre dois
vértices. Se uma aljava ndo tem flechas multiplas, entdo s6 ha uma rotulagem possivel e portanto a

nocao de compatibilidade depende apenas do conjunto de relacoes.

Veremos abaixo (Teoremas 4.4.4 e 4.4.5) que h& uma certa conexao entre simplificagoes e relacoes
de equivaléncia compativeis. A grosso modo, é possivel obter uma através da outra. Analisar esta
conexao é o que nos levard ao critério de simplificabilidade prometido acima. Este estudo sera

dividido nas duas subsec¢oes abaixo.
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4.4.2 Simplificacoes a partir de relagoes de equivaléncia

Comegamos com uma algebra A = kQ/(R), onde @ é uma aljava e R é um conjunto finito de
relagoes sobre @ tal que (R) ¢ admissivel. Consideramos uma rela¢ao de equivaléncia ~C Qg x Qo,
coerente com as flechas de ) e compativel com R em relacdo a uma rotulagem z de ). Nosso
objetivo ¢ produzir uma simplificagdo sem ciclos k(I', A, L) de A.

A aljava I serd a aljava quociente I' = Q%, e portanto a rotulagem z é um morfismo de aljavas
z : @~ — I que induz bijegdes Q™ (x,y) <> I'(x,y) para cada par de vértices z,y € Qo tal que
Ty

Observamos que I definida deste modo ¢é aciclica; de fato, se I' contém um ciclo orientado, entao
este precisa vir de um ciclo orientado de @, o que é absurdo, ja que todo ciclo orientado de Q) esta
contido em uma mesma classe de equivaléncia, por for¢ca da Definicao 4.4.1.

Agora escreva I'g = {771,...,T,}, onde os x; € Qo estdo todos em classes de equivaléncia
distintas. Denotamos por ¥; a subaljava plena de @) cujos vértices sao aqueles de ;.

Pela nossa hipotese, podemos escrever R = R™ | | R®*', onde R™ ¢ composto apenas por
relacdes internas, e R!, por externas. Além disso, R™ = Ry | |...| | R,, onde R; denota o conjunto
de relagoes internas contidas em 3J;, para cada ¢. Note que, pela Definicdo 4.4.1, R; gera um ideal
admissivel em ;.

Definimos portanto A; = k¥;/R; e A= {A;,..., A, }.

Seja v € R®*!. Podemos entao escrever

T
Y= E At0t0041041 - - - Qg Oty
t=1

onde, para cada t e i, Ay € k, d;; € um caminho cujos vértices estdo todos em uma mesma classe
de equivaléncia, e ay; é uma flecha entre vértices que pertencem a classes de equivaléncia diferentes.

Dai definimos uma relagao sobre I' da seguinte forma:

Z(’y) = Z )\tZ(5t0at15t1 e atntétnt) = Z )\tz(atl) e Z(atnt)
t=1

t=1

Finalmente defina L = {2(7) : v € R®*!}.

Resta provar que esta é de fato uma simplificagdo de A, isto é, devemos provar que A =
kQ/(R) = k(T, A, L).

Se aplicarmos o Teorema 4.2.5 & ACGR k(I', A, L), obtemos uma aljava que facilmente se cons-
tata ser isomorfa a aljava (. Também se obtém um conjunto de relagdes M sobre @) que facilmente
se verifica ser igual a R | | N, onde N é um conjunto de relacdes obtido de L. Resumindo, nos
temos
kQ _ kQ kQ kQ

= 767:

(M) (Rlnt |_| N) (R) (Rint |_| Rewt)

12

k(T, A, L)
Portanto resta provar que R = N.
(©) Seja

r
v = Z )\t5t0at15t1 ... amtémt S Remt
t=1
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onde usamos a mesma notacao de antes. Entao

z(y) = Z Mez(agr) ... z(aun,) € L
t=1

Também vale que d;9 ¢ um caminho em 3(,,,) € que d; € um caminho em X (,,,) para todos i > 0.

Consequentemente, pelo Teorema, 4.2.5,

-
Y= Z At0t0tt16¢1 - - - Qg Opny € N
t=1

(D) Lembramos novamente do Teorema 4.2.5. Todo elemento de N tem forma

,
Y= Z A0 Q1ML - - - Oty Ny
t=1

onde A; € k, myo € um caminho sobre Xy mi € um caminho sobre X (,,,) para cada i >0, e

Oétl)ﬂ

Z Mez(agr) . z(an,)
t=1

é uma relacao em L. Mas, pela definicao de L, isso significa que temos uma relacao

7/ = Z At0108110¢1 - - - BinyOtn, € Rt
t=1

onde d¢ ¢ um caminho sobre ¥, ), 0y ¢ um caminho sobre %) para cada i > 0, e para
cada t,1, 2(By) = z(au;).

Como, para cada t, os t-ésimos termos da soma em v e 4/ tém ambos a mesma imagem via z,
v € R®** ¢ R é compativel com ~, temos que v € R, Isso conclui a demonstracao.

Para concluir a presente subsecdo, vamos resumir nossas conclusoes sob o enunciado abaixo:

Teorema 4.4.4. Seja A = kQ/(R) uma algebra, onde @) ¢ uma aljava com uma rotulagem z fixada
e R & um conjunto finito de relagoes sobre @ tal que (R) é admissivel. Suponha que ~C Qg X Qo
é uma relacao de equivaléncia coerente com as flechas de @) e compativel com R. Entdo temos uma

simplificagao sem ciclos k(T', A, L) de A, que é definida da seguinte forma:
e I'p=Qo/ ~

x, if x =
e Sez,y €y, entdo [T,y|r = 2.9l Y

0 ifz~y

o A={Az:7 €Ty}, onde Az é a algebra definida como k¥z/ Rz, onde ¥z é a subaljava plena

de @ cujos vértices sdo os de T e Rz € o subconjunto de R das relagoes contidas em >z.
o L={z(7):v€R\ (Ufero)Rf}-

4.4.3 Relagoes de equivaléncia a partir de simplificagoes

Comegamos com uma algebra A = kQ/(R), onde @ ¢ uma aljava, R é um conjunto finito de

relagoes sobre @ tal que (R) é admissivel, e com uma simplifica¢ao sem ciclos k(I', A, L). O objetivo
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é construir uma relacao de equivaléncia ~C @y X Qo coerente com as flechas de @), uma rotulagem
de @, e um conjunto finito de relagdes R’ sobre @) compativel com ~ tal que (R') é admissivel e
kQ/(R) = kQ/(R).

Novamente podemos supor que I'g = {1,...,n} e denotamos A = {A;,...,A,}, onde A; =
k¥;/(R;) para todo i, sendo ¥; uma aljava e R; um conjunto finito de relacoes sobre ¥; tal que
(R;) é admissivel. Aplicando o Teorema 4.2.5 4 ACGR k(I', A, L), obtemos uma aljava que é igual
a @ por causa da unicidade no Teorema de Gabriel. Assim Qo = | [/ (2;)o. Como essa unido é
disjunta, ela é uma particdo de Qo e portanto define uma relacdo de equivaléncia ~C (g X Qp.
Recuperando a notacdo da Secao 4.2, existe uma rotulagem z : Q~ — % tal que z(apg) = oy
para cada a; : i — j€I'1, 1 <p<g¢, el < qg<cj. Também do Teorema 4.2.5, nés obtemos um
conjunto finito R’ de relagdes sobre @ tal que (R’) ¢ admissivel e k(T', A, L) = kQ/(R'). Como por
hipotese kQ/(R) = k(T', A, L), temos que kQ/(R) = kQ/(R'). Resta portanto verificar os seguintes

itens:

e ~ & coerente com as flechas de Q:

Como I' é aciclica, todos os vértices de um eventual ciclo orientado de Q) sdao identificados por

~. Vejamos a segunda condigao.

Fixe z,y,2z € Qo com x ~ y, y » z. Dai

[z, 2l = [7,Z]r = [, 2Ir = [v; 2l
A verificagao de que [z, z]g = [z, y]g é andloga.

e R’ é compativel com ~:
Seja

r
Y= Z )\t(st()aﬂéﬂ N atmétnt S RI
t=1

onde mantemos a notacdo utilizada na Subsecdo 4.4.2. Se n; = 0 para todo ¢, entdo v é

interna, ok. Suponha que isto nao acontece. Como v € R/, precisa valer que

Z )\tz<at1) cee Z(Oétnt)
t=1

é uma relacdo em L, onde os caminhos z(ay1) ... z(aun,) podem ser assumidos como dois a
dois distintos (ja que sempre podemos denotar as relagdes de L de uma maneira em que isto

seja valido). Mas isso simplesmente significa que a relacao 7 é externa.

Para todo i entre 1 e n, o fato de que R; gera um ideal admissivel em kY; vem das préprias
defini¢coes. A altima condicdo na Definicao 4.4.1 é verificada ao se observar que o conjunto de

relagoes externas em R’ é igual ao conjunto

I T
{Z AVt Z)\tz('yt) é uma relagao em L}
t=1 t=1

Este fato, por sua vez, é uma consequéncia direta da forma como R’ foi obtido a partir de L.
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(Note que, também pela maneira como R’ estd definido, os caminhos d;y e dy,, acima serdao

sempre caminhos de comprimento zero.

Tal como fizemos na Subsecdo 4.4.2, vamos resumir nossa discussao com o seguinte teorema:

Teorema 4.4.5. Seja A = kQ/(R) uma algebra, onde @) é uma aljava e R é o um conjunto finito de
relagdes sobre (). Suponha que A tem uma simplificagao sem ciclos k(T", A, L), com T'o = {1,...,n}
e com A; = kX;/(R;) para todo i, sendo ¥; uma aljava e R; um conjunto de relacoes sobre ¥;
tal que (R;) é admissivel. Entao Qo = U {(3;)o e esta particao de Qo define uma relagao de
equivaléncia ~ sobre Qg que é coerente com as flechas de ). Além disso, existe um conjunto finito
de relagoes R’ sobre Q obtido a partir do Teorema 4.2.5 tal que (R') é admissivel e vale o isomorfismo
k(T A, L) =2 kQ/(R'), e existe uma rotulagem z de @ tal que R’ é compativel (em relagdo a z) com

a relacao de equivaléncia ~.

4.5 Exemplos e aplicacoes

Vamos dedicar este espago para discutir algumas aplicagoes dos critérios discutidos na Segao 4.4,

e também mostrar alguns exemplos praticos.

Observagao 4.5.1. Seja A uma élgebra, e suponha que A = kQ/(R), onde Q é a aljava de Gabriel
de A e R é um conjunto finito de relagoes sobre (. Se tomamos ~C (Qy X Qo como sendo o
proprio conjunto Qo X Qg e aplicamos o Teorema 4.4.4, n6s obtemos uma das simplificagbes triviais
apresentadas na Observacao 4.3.1. Se além disso @) nao tiver loops, entao considerar ~= {(z,x) :

x € Qo} nos levara a outra simplificacao trivial.

O proximo corolério é inspirado na ideia presente em [11], p. 119. Na referéncia citada, o autor
usa ACG’s para eliminar loops da aljava de Gabriel de uma algebra, porém sem usar a terminologia

introduzida aqui.

Corolario 4.5.2. Seja A = kQ/(R), onde @ ¢ uma aljava ¢ R ¢ um conjunto finito de relagoes,
sendo que cada relacdo de R estd contida em algum loop de ). Com essa hipotese, podemos escrever
R = Ujer,Ri, onde R; é o conjunto de relagoes de R que envolvem apenas o vértice 4, e definir
>); como a subaljava plena de ) determinada pelo vértice i. Entdo A tem uma simplificacao sem
relagoes k(I',A), onde I' é a aljava obtida de @ ao deletar todos os loops (isto ¢, Iy = Qo e
I't = Q1 \ Uicqy(Zi)1), e A = {k¥;/R; : i € I'g}. Além disso, I' tem o mesmo ntmero de vértices
de @), e a simplificacdo que obtemos s6 podera ser trivial quando @) tiver apenas um vértice ou se

nao tiver loops.

Demonstra¢do. Seja ~ a relagdo de igualdade em @q, ou seja, a relagdo na qual todo vértice é
identificado apenas consigo mesmo. De novo, esta relagdo de equivaléncia é coerente com as flechas
e é compativel com R, sendo todas as relagdes internas. Dai as afirmagoes do enunciado seguem
aplicando o Teorema 4.4.4.

O

Exemplo 4.5.3. Vamos analisar uma variacao do Exemplo 3.1.2, discutido anteriormente. Consi-

dere a algebra de caminhos sobre a aljava
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o ()

com a relagdo v" = 0, onde n é um namero natural fixado. Aplicando o Corolario 4.5.2, esta

algebra tem uma simplificacdo, que é dada pela ACG

[P S N1 V() P —
Comparando com o Exemplo 3.1.2, aqui a algebra que aparece no vértice do meio & k[t]/(t"),
em vez de k[t] como aparece naquele exemplo. Cabe lembrar, porém, que ndo devemos aplicar
diretamente o Corolario 4.5.2 no Exemplo 3.1.2, ja que k[t] tem dimenséo infinita, o que viola a

suposicao implicita que aqui fazemos de que as algebras sempre satisfazem o Teorema de Gabriel.

Exemplo 4.5.4. Recuperemos a algebra do Exemplo 4.4.2. Usando o Teorema 4.4.4, se R =

{af,~vd} entdo a algebra tem uma simplificagao

kQ

com a relacdo af = 0.

Exemplo 4.5.5. Considere a algebra dada pela aljava

1 4
* Y1

B1 /lé

3———=35

2 o 6

com relagoes a1y1 =0, a1ye =0, a1v3 =0, asyr =0, asye =0, asyz =0, e de = 0.
Seja ~ a menor relacdo de equivaléncia tal que 1 ~ 2 e 4 ~ 5 ~ 6. Entao ~ é coerente com as

flechas da aljava. O quociente da aljava reduzida por ~ é dado por:

(0%
%b Y
@ 5

Entao podemos definir uma rotulagem z estabelecendo que z(1) = 2(2) = a, 2(3) = b, 2(4) =
2(5) = 2(6) = ¢, z(a1) = 2(a2) = o, 2(B1) = 2(B2) = B e 2(m) = 2(72) = 2(73) =7

Com esta rotulagem, o conjunto de relages acima é compativel com ~. De fato, de é uma relagao
interna e as relacoes da forma «;7y; sao relagoes externas, todas induzindo o mesmo caminho ary
no quociente. Além disso, todo caminho cujo caminho induzido ¢ oy é um dos «;7y;. Portanto esta

algebra é isomorfa & ACGR

| — T A

B

com a relacao ay = 0, onde A é a algebra dada pela aljava
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N<—Ul<—-—

com a relacao de = 0.

Exemplo 4.5.6. Neste exemplo vamos discutir uma conexao entre as ACGs e o conceito de blowing-
up, introduzido por Thomas Briistle em [5].

Seja I uma aljava e seja I um ideal admissivel de k. Denote A = kI'/I e seja v um vértice de
I'. Considere ainda um conjunto finito F. Entdo o blowing-up de A via F sobre o vértice v é a
ACR kT'/I, onde T e I sao definidos abaixo:

e A aljava I é obtida de T trocando o vértice v pelos elementos de F. Além disso, toda flecha
da forma « : v — x d4 origem a uma famfilia de flechas da forma ay : f — x, para todo f € F.

Vale o dual para as flechas que terminam em v. As flechas que ndo envolvem v sdo mantidas.

e Note que existe um epimorfismo de aljavas I' — I', que por sua vez induz um epimorfismo de

algebras 7 : kI' — kL. Dai I é definido como sendo a imagem inversa de I via .

Segue um exemplo pratico: considere a aljava

r: 1 a 2 3

e considere I = 0. Entao o blowing-up de kI'/I via o conjunto F' = {a, b} sobre o vértice 2 é a

algebra kI'/I, onde
1 fe a b 3
b
€ I~ = (O‘aﬁa - abﬁb)'
Em geral, usando o Teorema 4.2.5, temos que k' ¢ isomorfa & ACG E(T,A), onde A = {A; :
i€Tlo} étal que

k, se i #£ v
A = 7

EF, sei=w
Mas nem sempre vai valer que kI'/I = k(T', A, I). O exemplo acima é uma prova disso, porque
pelo Teorema 4.2.5, k(I', A, I) = k(T, A) = kI £ kI'/I
No entanto, quando as relagdes sobre I' sdo todas monomiais (isto ¢, da forma v = 0, onde
~ €& um caminho), entao vale que kf‘/f >~ k(T', A, I). Isto porque as relagdes que obtemos pelo

Teorema 4.2.5 geram os elementos que estao na imagem inversa via 7 de cada relacao monomial.
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Capitulo 5

Representacoes de Algebras de

Caminhos Generalizadas

Nosso interesse agora se volta ao estudo da categoria dos médulos sobre uma algebra de caminhos
generalizada. Quando consideramos algebras de caminhos, o Teorema 2.6.5 de Gabriel permite trocar
o estudo dos modulos pelo estudo das representacoes sobre as aljavas correspondentes. Para ACG’s,
precisaremos de um resultado anélogo, como por exemplo o Teorema 2.4 de [6]. Vamos apresentar
abaixo uma versao generalizada deste tltimo resultado, que inclui também o caso em que héa relagoes
na aljava.

A ideia é estudar os modulos sobre (T, A) a partir dos médulos sobre as dlgebras que pertencem
a A. Nesse sentido, queremos descrever mddulos simples, projetivos e injetivos.

Daqui para frente, I" sempre denotard uma aljava, A = {4; : i € I's} denotard uma familia
de algebras, e I denotard um conjunto de relagées em I'. Gragas ao Teorema de Gabriel, podemos
ainda supor que cada A; é da forma kX;/Q;, onde ¥; é uma aljava e Q; é um ideal admissivel de
kY;. Vamos ainda denotar a ACGR correspondente por A = k(I', A, I). Por simplicidade, vamos

denotar o elemento unidade das algebras A; por 1; em vez de 1y4,.

5.1 Equivaléncia entre médulos e representagoes

O objetivo desta Secao é provar o Teorema 5.1.3 abaixo, que é uma generalizagdo do Teorema
2.4 de [6]. Como ja observado acima, este vai ser um resultado essencial aqui, as vezes sendo usado
sem necessidade de mencao explicita.

Inspirando-se em [6], comecamos definindo o que sao representacoes generalizadas. Antes, porém,

vamos fazer uma observacdo quanto & notacao:

Observacgao 5.1.1. Em geral, se A é uma algebra e M é um espago vetorial, uma ac¢do de A em
M que faz de M um A-médulo é equivalente a um homomorfismo de algebras ¢ : A — Endy M.
(Essa correspondéncia é dada pela relagdo ¢(a)(m) = m.a para todo a € A e m € M). Sendo
assim, entendendo essa correspondéncia como candnica, nos conceitos a serem descritos abaixo, um
elemento a de A pode denotar tanto o elemento em si quanto sua imagem ¢(a), que é o endomorfismo
dado pela translacao & direita por a: m — m.a para todo m € M. Isso é feito para ndo carregar a

notacao.

49
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Defini¢do 5.1.2. e Uma (I, A)-representagao generalizada é um par

M = ((Mi)iefoa (Ma)aEFl)

Para cada vértice i € I'g, M; é um A;-modulo, e para cada flecha v € I'y, Mo+ M) = Me(a)
¢ uma transformagdo k-linear. Além disso, M é chamada de finitamente gerada se M; é

finitamente gerada para cada vértice ¢ € I'y.

e Sejay = Zle AtQii1Qa . . . iip, uma relagao em I', onde \; € k e ay; € I'1. Dizemos que uma

representacao generalizada M tal como no item anterior satisfaz ~ se

t
E MMy, ©in; © ... 0 Ma,, 07iz 0 Mo, =0
=1

para toda escolha de caminhos 7;; sobre Zs(ai].), com1<:<t2<7<n.

Dizemos ainda que M satisfaz o conjunto de relagoes I se satisfizer cada relacao de 1.

e Sejam M = ((M;)iery, (Ma)aer,) € N = ((Ni)iery, (Na)aer,) duas (I, A)-representacoes
generalizadas. Dai um morfismo de representagoes generalizadas f : M — N é uma
tupla f = (fi)ier,, tal que, para cada i € I'g, f; : M; — N; é um morfismo de A;-modulos; e
tal que, para cada flecha o : 7 — j € I'1, vale que f;M, = N, f;, ou seja, o seguinte diagrama

comuta:

Mo
M'i —_—> Mj

i

Na

~
<

e A categoria das (I',.A)-representacoes generalizadas que satisfazem I serd denotada por
Rep, (T, A, I) (ou por Repy (T, A), se I é vazio). A subcategoria plena das (I', A)-representacoes
generalizadas finitamente geradas que satisfazem I serd denotada por rep,(T',.A4,I) (ou por

rep, (T, A), se I é vazio).

Apenas por brevidade, por vezes vamos nos referir s representacoes generalizadas simplesmente
como representacoes, ainda que sejam conceitos diferentes.

O proximo passo seréd estabelecer a prometida equivaléncia entre (I', A)-representagoes que sa-
tisfazem I e entre A-modulos, generalizando assim o Teorema 2.6.5 e o Teorema 2.4 de 6], onde a

equivaléncia foi estabelecida apenas no caso I = ().

Teorema 5.1.3 (compare com [6],2.4). Existe um funtor

F : Repy (T, A, I) — Mod k(T', A, I)

que é uma equivalénica k-linear entre a categoria das representagoes generalizadas sobre o par
(T, A) que satisfazem I e entre a categoria dos k(T', A, I)-mo6dulos.

Além disso, F' se restringe a uma equivaléncia
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F :rep,(I', A, I) — mod k(I', A, I)

entre a categoria das representacoes generalizadas finitamente geradas sobre o par (I',.4) que

satisfazem I e entre a categoria dos k(I', A, I)-médulos finitamente gerados.

Demonstra¢do. Vamos definir como F' age nos objetos, no caso, as representagoes.

Seja M = ((M;)iery, (Ma)aer, ) uma representacao em Repy (I, A, I). Dai definimos

F(M) =& M;
i€l’g
Resta definir a acao de A sobre F'(M) de forma que F' (M) seja um objeto de Mod k(T', A, I). Isso
equivale a construir um homomorfismo de élgebras ® : A — End F'(M). A ideia é usar a Propriedade
Universal das Algebras Tensoriais (2.2.4). Sejam portanto A4 e M4 como na Observacio 3.1.9.

Primeiro definimos a aplicacao

¢0 : AA%EndkF(M)

que é determinada por

Vi € Lo, Va; € A;,¥(x1)ier, € F(M), ¢o(ai)((71)iery) = (61iTiai)ier,

onde d;; € um delta de Kronecker. Note que ¢g ¢ um homomorfismo de algebras.

Também definimos

¢1 : Mg — Endj, F(M)

que ¢é determinada pelo seguinte: para todo A-caminho de comprimento 1 a;aa;, onde o : 7 — j
¢ uma flecha de I, para todos a; € A;, aj € Aj, e toda tupla (z;)er, € F(M),

1 (aia;) = (6, Ma(zi0i)a;)ier,

Verifica-se que ¢1 é um morfismo de (A4 — A 4)-bimédulos.

(Resumidamente, se 4 : M; — F(M) e m; : F(M) — M; denotam, respectivamente, a inclusao
canodnica e a projegao candnica na [-ésima coordenada em relagao a soma direta F'(M) = @®;er, M;,
temos que ¢o(a;) =1; 0 a; 0 m; e ¢1(a;aa;) =15 0a; 0 My o a; o).

Como k(I', A) = T(A4, M4), pela Proposicao 2.2.4, existe um homomorfismo de algebras

¢ : k(T, A) — End;, F(M)

unicamente determinado pela propriedade de que ¢|la, = ¢o e ¢|amr, = ¢1. Isso mostra que
F(M) é um k(I', A)-moédulo. Para verificar que F'(M) é um modulo sobre A = k(I', A, I), é sufi-
ciente verificar que ¢(I) = 0, pois disso segue pelo Teorema do Homomorfismo que ¢ induz um
homomorfismo de algebras ® : k(I',. A)/I — Endy F(M).

Entao vamos verificar que ¢(I) = 0. Seja p = Zf:l ArQp1 - . . Qpyy,. uma relacdo de I, onde A\, € k
e as sequéncias ;i ... Gy, sao caminhos sobre I' que comecam e terminam no mesmo vértice. Seja

também, para cada 1 <r <tel<j<n;, 7, um caminho sobre Es(am.). Dai:
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t
@Z)(Z )\TQTI%O‘TQ cee ’anrarnr)

r=1

t
= Z Ar @1 V2002 - - - Vrmy Q)

r=1

t
= E Arle(arn,) © Maym, © Yrn, © - Moy, 072 0 Mo,y © Ty(a,y)
r=1

t
= le(ain,) © (Z ArMa,,, © %, © ... Ma,, 020 Mam) O Ts(a1)

r=1

=0

A ultima igualdade vale porque M satisfaz p. Isso conclui a exposicao de como F' age nos objetos.
Vejamos como age nos morfismos.

Seja f = (fi)ier, : M — N um morfismo de representacoes, onde M = ((M;)ier,, (Ma)acr,)
e N = ((N;)iery, (Na)aer,) sdo representagoes que satisfazem I. Entdo cada f; : M; — N; é um

morfismo de A;-mddulos, e portanto podemos definir uma aplicagdo linear

F(f)=FM)=P M — F(N)= P N;
i€l J€lo
ao estabelecer que a coordenada (i, ) de F(f) é d;;f;. Verifica-se que F'(f) é um morfismo de
A-moédulos e que F' assim definido é um funtor.

Agora definimos aquele que vai ser o funtor quase-inverso de F:
G : Mod k(T", A) — Repy(T', A)

Seja M um A-modulo. Precisamos definir uma (I", A)-representacao G(M) = ((M;)iery, (¢a)acr,)

que satisfaz I.

e Para cada i € Ty, M; é definido por M; = M.1;. Note que este é um A;-mo6dulo, pois

e Se o :i — j € I'y & uma flecha, entao definimos uma aplicagao ¢o : M; — M; por ¢o(m) =
m.c. Note que ela esta bem definida, pois se m € M;, m.a = m.(a.1;) = (m.a).1; € M.1; =
M;. E de fato M, é k-linear, pois se A € k e m € M, M,(Am.1;) = (Am.1;)a = A(m.1;)a) =
AMy(m.1;).

Resta ver que G(M) assim definida satisfaz I. Seja novamente p = Zi:l ArQp] .. Qppp,. UMA
relacdo de I, onde A, € k e as sequéncias a1 . . . app, 530 caminhos sobre I' que comecam e terminam
no mesmo vértice. Seja também, para cada 1 <r <t el <j <n,, 7, um caminho sobre ¥y, ).

Dai, para m € Ms(aﬂ),
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>
(.
;

¢
=...= E ArMOr1%r2 -« - Yrny Crn,
r=1

t
=m (Z A'1'047'1% ce ’anrarnr>
r=1

=0

)\7" Arngp © ryrn'r ... MO[T‘Q © ’yOéTQ © MQT‘I) (m)
t

=

M,

A Ma,,, ©Yrn, © ... Ma,, © 77“2> (may1)

1
)\TMOérn,. ©Yrn, © .- Ma’r‘2> (male)

1

A dltima igualdade vale porque a expressao que multiplica m é igual a 0 em A. Provamos
portanto que G(M) é um objeto em Rep, (T, A, I).

Seja g : M — N um morfismo em Mod A. Entao definimos sua imagem por G:

G(9) = (G(9)i)ier,
G(9)i : Mi — Ni, G(9)i = glm;

E imediato constatar que G(g); estd bem definido e ¢ um morfismo de A;-médulos para cada
i € I'yg. Vamos verificar que G(g) ¢ um morfismo de representagoes. Seja « : i — j uma flecha em
I'. Entao, para todo m € M, G(g); o Mq(m.1;) = G(g)j(ma) = g(ma) = g(m)a = G(g)i(m.1;)a =
Ny 0 G(g)i(m.1;). Portanto G(g); o My = No 0 G(g)i, ou seja, o seguinte diagrama comuta:

M; e g
G(g)il G(9);
N; ——= N;

Logo G(g) é um morfismo de representacdes. E direto verificar que G definido dessa forma é
funtor.

Também verifica-se diretamente que:
e ' e (G sd0 quase-inversos e portanto sdo equivaléncias.

e [ leva representagoes finitamente geradas em moédulos finitamente gerados, enquanto que
G faz o contrario. Logo as restricoes destes funtores a essas subcategorias continuam sendo

equivaléncias quase-inversas.
O

Tendo como ferramenta a equivaléncia entre categorias discutida acima, temos condigoes de es-

tudar, nas préximas secoes, as representacoes associadas aos médulos simples, projetivos e injetivos
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sobre uma ACGR, generalizando assim a bem conhecida descricao que é feita no caso de algebra

de caminhos ordinérias.

5.2 Mobdulos simples

Nesta secao apresentamos uma proposicao que descreve completamente como sao as represen-

tagoes associadas aos k(T', A, I)-modulos simples.

Proposicao 5.2.1. Sejai € Ty e seja S um A;-mo6dulo simples. Entao a representacgio generalizada

dada por

S = ((Mj)jEFm (¢Q)QEF1)7 com

S sej=1
M; =
0 sej#1
¢a:0VO(€F1

é simples. Alem disso, toda representagao generalizada simples sobre (', A, I) & isomorfa a uma

tendo a forma acima.

Demonstracio. Note que S satisfaz I, porque todas as transformacoes lineares que integram S sdo
nulas.

Agora verificamos que a representagido dada acima ¢ simples. Seja N = ((N;)jerys (¥a)aer,)
uma subrepresentacdo de S. Entdo, para cada j € T, N; & isomorfo a um Aj-submodulo de M;.
Isso implica que N; = 0 para j # ¢. Além disso, como M; = S ¢é simples sobre A;, devemos ter
N; =0 ou N; = S. No primeiro caso, N = 0, e no segundo, N = S. Isso prova que S é simples.

Note que temos, em cada vértice i, um total de rk Ky(A;) representacoes tendo a forma do
enunciado, gracas aos Teoremas 2.2.12 e 2.2.19. Logo ja temos Zierg rk Ko(A;) representagoes

simples, e elas nao sao isomorfas entre si. Como, pela Observagao 3.1.7,

rk Ko(k(T', A)) = >tk Ko(A;)

i€lg

concluimos que essas representagoes formam um conjunto completo de representacoes simples sobre
(T, A T).
O

5.3 Realizando um A;-médulo como um A-mdédulo

Seja i € I'g, e seja M 4, um A;-modulo (a direita). Nos vamos estudar nesta Secao duas maneiras
de enxergar M como um A-modulo (haverd uma terceira depois). A primeira é bastante natural,e
a segunda consiste essencialmente na conhecida técnica de extensdo de escalares. E interessante
dedicar notacoes distintas para cada maneira.

No primeiro caso, considere a (I', A, I')-representacao generalizada abaixo:
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I(M) = ((Mj)jEFm (¢a)a€F1)7 com

M sej=1
M; =
0 sej#i
qba:OVOZEFl

Entdo, pela equivaléncia de que trata o Teorema 5.1.3, esta representacao nos fornece um A-
modulo. Como I(M) e M tém o mesmo espaco vetorial subjacente, podemos, por um certo abuso
de notagao, denotar (M) = M.

Na verdade, para cada vértice ¢ temos um funtor I; : mod A; — mod A que vamos chamar de
funtor inclusao. (Podemos ainda denoté-lo apenas por I se estiver claro de qual vértice se trata).
Nos j& definimos a imagem dos objetos acima, e a imagem de morfismo é definida de forma ébvia.
Também é facil ver que I de fato merece ser chamado de funtor inclusdo, porque ele é covariante,
fiel e pleno.

Daqui para frente, se ndo houver mencao em contrario, estaremos assumindo que estamos vendo
M como um A-médulo desta forma. Se lembrarmos a Secdo 5.2, notamos que para obter os A-
modulos simples, tudo o que fizemos foi realizar os Aj-modulos simples como A-modulos para todo
j.

Vamos introduzir a outra forma. Denote A4 = [] A;. Entdo para cada ¢ € I'g temos um

YISIN

epimorfismo de algebras canénico m; : Aq =[] Aj — A;. Se M ¢ um A;-moédulo, por restricao

i€l
de escalares via m;, ele é também um AA—mc’)dlilo.OOu seja, se m € M e (aj)jer, € A, temos que
m.(a;); = m.a;.

Agora lembrando a definicao de ACG’s (mais especificamente, a Observacao 3.1.9), temos que
k(T', A) é uma A_4-algebra tensorial sobre um certo (A4 — A 4)-bimo6dulo aqui denotado por M4, ou
seja, k(T', A) = T(A4, M 4). E mais, como A é o quociente k(T', A)/I, A é também um (A4 — A4)-
bimo6dulo que contém A 4 como subalgebra. Portanto faz sentido considerar a extensao de escalares
de M a A. Vamos denoté-la por ¢;(M) = M ®4, A. Apenas enfatizando, como A é um A-moédulo
a direita, também €;(M) é um A-modulo a direita. Esta é uma outra maneira de realizar M como
um A-moédulo, contudo, diferentemente da anterior, o espaco vetorial subjacente pode ser diferente
do de M.

Definigao 5.3.1. ¢;(M) é chamado de cone sobre M.

A razdo pela qual damos o nome de cone ¢ o formato que a representagio associada a €;(M)

tem, conforme vai ficar mais aparente com a descricao que faremos.

Proposicao 5.3.2. Se M e N sdo ambos A;-médulos, entdo ¢;(M @& N) = €;(M) ® €:(N) como

A-moédulos.
Demonstragio. €;(MSN)=(MEN)Qa, A= (M4, A)B(NRa,AN)=%;(M)DE:;(N). O
Proposicao 5.3.3. Se P ¢ um A;-moédulo projetivo, entdo €;(P) é um A-moédulo projetivo.

Demonstracio. Seja g : M — N um epimorfismo entre A-mé6dulos. Como A é um A-mo6dulo

projetivo,
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Homyp (A, g) : Homp (A, M) — Homp (A, N)

é um epimorfismo. Como A; = 1;A4 e 1; é um elemento idempotente de Ay, A; € um Ay-

modulo projetivo. Pela hipotese, P ¢ um somando direto de algum A;-médulo da forma A7*,m € N,

e portanto também P é projetivo como A 4-médulo. Segue que

Homy , (P, Homa (A, g)) : Homy , (P, Homa (A, M)) — Hom g , (P, Homp (A, N))

é um epimorfismo. Finalmente, pelo Teorema da Adjuncao,

Homp (P ®a, A, g) : Homp (P ®4, A, M) — Homp (P ®4, A, N)

¢ um epimorfismo. Isso prova que P ®4, A é um A-modulo projetivo.

Observacao 5.3.4. E 1til observar que

; = Y v Y . y o
Ci(M) = ‘ Z . Fm ®’Ylae(%) Fe Yty BT e M, ae(w) € Ae(w)
Y=71..-Yt € ulm caminno em
s(y1)=i

Essa igualdade segue da constatagao de que ¢3(M) = M @4, A=M.1; @4, A =M ®4, 1;.A.
O objetivo final desta segao é descrever as representacgoes generalizadas associadas a um cone.

Proposi¢ao 5.3.5. Suponha que I' é aciclica. Seja M um A;-méddulo. Pelo Teorema 5.1.3 acima,
¢i(M) corresponde a uma representacao que denotaremos por ((M;)jery, (Pa)aer;)-

Seja {d, ... ,aéimk Az} uma base de A; sobre k para cada vértice [ € I'g, e seja {m1, ..., Mdim, M}
uma base de M sobre k.

Com essas notagoes, vale que M; = M e que, se j € I'g & distinto de 7, entao M; ¢é isomorfo ao
Aj-modulo livre tendo como base as classes de equivaléncia das sequéncias formais da forma

mymi a;(“fz) o a;f%) -

onde 7 ...~ € um caminho que vai de i a j, 1 <p < dim M e 1 <4; < dimy Ay(,) para todo
l<r.

Além disso, se a : 7 — 7' € uma flecha, entao ¢, é tnica transformacao linear que satisfaz

s(v2) s(yw) ., J _ s(v2) s(w), . d
a <mp71ai2 R e (X B L0 f (Y e (A /N

Observagao 5.3.6. Se I = 0, entdo é mais facil ver como fica a representacao de €;(M): vale que
M; =M esej#i, Mj%A?j,onde

nj = Z (dimy M).(dimy Az ). . ... (dimy 4;,)

Yii=i0—i1—>...—~ir+1=7 é caminho i~~j

Em particular, se nao existe caminho de i para j, M; = 0.
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Demonstracdo. Para entender a demonstracao, é necessario lembrar-se da equivaléncia G descrita,
na demonstracao do Teorema 5.1.3.

Pela Observacao 5.3.4 acima, e pelo fato de I' ser aciclica,

My=%:(M).1;2{> m':m'e My={m:meM}=M

Yiiat

Para j # i, temos que

M; =%€;(M).1; ={ Z mY @ y1a372 ... atypa) g
Y=L Y13

mY € M,a) € Ay VI <1, eal | € Aj}

Como {d’, ... ,afﬁmk Az} ¢ uma base de A; sobre k para cada [, e como {m1, ..., Mdim, p} € uma

base de M sobre k, a expressao acima é igual a

span,{m, ® 71&;?2(“/2) e afr(%)%arﬂ S .-y € um caminho § ~> j,
1 <p<dimg M, 1 <4 <dimy Agp) VIS, e apy € A} (5.1)
Para facilitar a notacdo, denote {61, ...,0,,} = {mp®71a52(72) e af;(%)'yr}. Entao a expressao 5.1

é igual a

spang{6ia: 1 <1 <nj,a € A;}

e ¢ direto verificar que este, por sua vez, ¢ isomorfo ao Aj-médulo livre tendo como base
01,...,6n;, que é o que queriamos provar.
Seja «v: 7 — j’ uma flecha de T'y. De novo, pelo Teorema 5.1.3, ¢, € dada por

G My — M;

ml; — mao

com m € €;(M). Portanto ¢, tem a forma descrita no enunciado, concluindo a demonstracao.
O

5.4 Modulos projetivos

Nesta secdo aplicamos as ideias introduzidas na Sec¢do 5.3 para descrever os A-mddulos projetivos
indecomponiveis. Isso ja havia sido feito para as ACGs em [12], porém aqui vamos aprofundar essa
discussdo, incluindo o contexto mais geral tratado aqui, que é o das ACGRs.

Se lembrarmos a Secao 5.2, sabemos que os A-moédulos simples foram obtidos vendo os Aj-

mo6dulos simples como A-moédulos para cada j € T'g. Este também serd o caso para os projetivos,
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exceto que em vez de ver os Aj-moédulos projetivos como A-médulos do jeito mais natural, vamos
usar o conceito de cone.

Aqui o Teorema 2.2.12 sera fundamental. Vamos recuperar a notacao ji usada antes: para cada
i € Iy, seja B; = {e;1, ..., eis,} um conjunto completo de idempotentes primitivos dois a dois orto-
gonais em A;. Entao todo A;-mddulo projetivo indecomponivel é isomorfo a Pij = ¢;jA; para algum
1<j<s; Além disso, E = {e;; : i € I'g,1 < j < s;} € um conjunto completo de idempotentes pri-
mitivos dois a dois ortogonais em A. Portanto todo A-médulo projetivo indecomponivel é isomorfo
a P(i,j) = e;;A para algum par de indices i € g e 1 < j < s;.
Proposicio 5.4.1. Para cadai e g e 1 < j <s;, P(i,j) = €:(P)).

(2

Demonstracao. Lembrando a Observacao 5.3.4, temos que

J\ v Y . J Y
Cgl(Pl ) = Z m’® ’Ylae(%) .. .%ae(%) :m? e Pi ’ae(%’) € Ae(%)
Y=71...7¢ € um caminho em I
s(m)=i
— v v . v
= Z €ijaTVIA ) - Vel a’ e A, gy € Ac(y;)
Y=71...7¢ € um caminho em I
s(y1)=i

= eijA = P(i,7)

O

Gragas a ultima proposicao e & Proposicdo 5.3.5, ji conseguimos calcular as representacoes
associadas a mddulos projetivos indecomponiveis.

Nos exemplos praticos, no entanto, podem surgir problemas porque as matrizes das transfor-
macoes k-lineares ¢, podem ser muito grandes, e, dada sua dependéncia na escolha da k-base das
algebras A; ou de Pij , pode haver confusao. Para evitar isso, é conveniente lancar mao de matrizes

em blocos. Vamos dar mais detalhes disso na observacao abaixo e nos exemplos.

Observagao 5.4.2. Seja V um espago vetorial com dimensao 1 e base fixada {v} sobre k e seja A
uma k-algebra. Dai existe uma aplicagao linear que serd tratada como canodnica daqui para frente:
ela é definida por p: V. — A, pu(A.v) = A.14, onde X € k.

Embora o espaco vetorial V' possa variar, a letra p serd sempre usada para essa aplicacao.

Exemplo 5.4.3. Seja A a algebra de caminhos dada pela aljava

l————2

Entao ha dois A-modulos projetivos indecomponiveis, a saber,

P k4 k Py 0

Seja agora A a ACG dada por
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De acordo com as discusses acima, existem 4 A-moédulos projetivos indecomponiveis, que sao:

w0
0 n

-]

P(1,1): P A? P(1,2): b———— A

P(2,1): 0 P P(2,2): 0 Py

Estamos também em condigoes de descrever as representacoes associadas aos radicais dos mo-

dulos projetvos, conforme expresso na proposicao abaixo.

Proposicao 5.4.4. Com as mesmas notagdes de antes, seja ¢ € I'g e 1 < j < s;. Denote
P(i,j) = ((M)iery, (Pa)acr, ). Entdo o radical de P(i,j) ¢ dado pela representacao rad P(i,j) =
((N1)iery, (¥a)acr, ), onde N; = rad Pij, para cada | € T'g com | # i, N; = M, e para cada « € I'q,
@Z}a = ¢a|MS(Q)-

Demonstracio. Seja N = ((N1)iery, (Ya)acr, ). Note que N satisfaz I porque M satisfaz. Quere-
mos provar que N = rad P(i,j). Note que, se [ # i, N = M, entdo M;/N; = 0. Além disso,
M,; = Pij e N; = rad Pij7 logo M;/N; = Pij/rad PZJ Isso implica que P(i,j)/N é isomorfo ao
A;-médulo Pij / rad Pij realizado como A-médulo. Como Pij é um A;-moédulo projetivo indecompo-
nivel, Pij / rad Pij é um A;-modulo simples, e é também um A-mddulo simples quando visto como
A-modulo, vide Segao 5.2. Isso significa que P(i,7)/N é um A-modulo simples. Provamos que N
¢ um ideal maximal de P(i,j), e como P(i,j) é projetivo indecomponivel, ele tem um tnico ideal

maximal, que é rad P(i, j). Isso conclui a demonstracao de que N = rad P(i,j). O

Exemplo 5.4.5. Continuamos o Exemplo 5.4.3 para aplicar a Proposi¢do 5.4.4 e assim obter o

radical dos 4 projetivos indecomponiveis. Temos portanto:

{ 0 ]
w
rad P(1,1) : rad P, A? rad P(1,2): 0

rad P(2,1): 0 rad P, rad P(2,2): 0 ——— 0

5.5 Algebra Oposta e Dualidade

O objetivo desta secao é obter alguns lemas titeis relacionando algebras opostas, aljavas opostas

e o funtor dualidade. Lembramos que estes conceitos ja foram lembrados no Capitulo 2.

Proposi¢ao 5.5.1. Seja A = k(I', A) uma ACG, onde I" é uma aljava e A = {A; : i € Ty} é
uma familia de 4lgebras. Denote por I'? a aljava oposta de I' e denote A% = {A : i € To}.
Entao A? = k(I'P, A°P). Além disso, se I' tem um conjunto de relagdes I, entdo, se I[P ¢é o
conjunto de relagoes em I'P obtido invertendo-se as flechas das relacdes em I, vale o isomorfismo
(A/I)°P = k(I'°P, A°P) /I°P, ou seja, (k(I',.A, I))P = k(I'°P, AP I°P).

Demonstra¢ao. Lembramos que na definicdo de ACG’s nos definimos k(I', A) como um quociente

do espaco vetorial denotado por k[I', A]. Vamos entao usar a notacao auxiliar k(I", A) = k[T, A]/ ~.
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Por questao de clareza, vamos também denotar a classe de equivaléncia (em relacao a ~) de um

A-caminho z por [z]. Com estas notac¢oes podemos definir uma transformacdo k-linear

¢ k[, Al — k(TP AP)
ao definir a imagem dos elementos da base natural de k[I", A], que ¢ o conjunto dos .A-caminhos:

d(aofrar - .. ar—1Bray) = [arfrar—1 ... a1B1a0)]

para cada A-caminho agf1a; ... ar—1Bra,. Agora observamos que ~C ker ¢. De fato:

S
d(apBiay . .. (az1 +...4+4af)...ap_18rar — Z apBra .. .af cep—1Bray)
=1

= ¢(apfray ... (a} +...+a3)...ar_1fray) — Za(aoﬂlal . .af ceep_1Bray)
j=1

s

= [arBrar_1...(a} +...4+af)...a1fra0) — Z[aTﬁra,,_l .. .a{ ...a1Prag) =0

J=1

e, para \ € k,

d(apprar ... Aa; ...ar—18rar — Napfray ... a;...ar—156ra;))
= ¢p(apBrar ... Ma;...ar_1Pray) — A(agBray ... a;...ar_15ra;)

= [arBrar—1...Xaj...a1P1a0] — Aayfrar—1...a;...a161a9] =0

Usando o Teorema do Homomorfismo, nés acabamos de provar que existe uma transformacao

k-linear

¢ k(T A) — k(P A°P)

que satisfaz

gb([aOﬁlal ce arflﬁrar]) = [arﬁrarfl cee alﬁla()]

E facil se convencer de que ¢ é bijetora. Para concluir a demonstracio da primeira parte do
enunciado, resta mostrar que ¢ ¢ um anti-homomorfismo de &lgebras. E facil ver que ¢ preserva o ele-
mento identidade. Mostremos que ela antipreserva a multiplicacdo. Sejam a = [apS1a1 . . . ar_15rar]
e b = [bpy1by ...bs—17sbs] as classes de dois A-caminhos. Se e(3,) # s(y1), é direto provar que
d(ab) = 0 = ¢(b)¢p(a). Entao suponha que e(3,) = s(v1). Neste caso,
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p(ab) = ¢([aoBrar - - - ar—1B8rar][boy1by . . . bs—17sbs))
= ¢([apfrai - .. ar—18y(ar.bo)y1by . .. bs—_17sbs))
= [bs¥sbs—1- .. bivi(ar.bo)Brar—1 ... a1Brao)]
= [bsysbs—1 - .. b171(bo-opar) Brar—1 . . . a1 B1ao]
= [bssbs—1 - - - bimbol[arBrar—1 . . . a1 B1ag]
= ¢([boy1b1 - .. bs—17sbs])p([aoBrar . . . ar—1Brar]) = d(b)d(a)

Isso prova que k(I', A) é anti-isomorfa a k(I'P, A°?) via ¢, o que equivale a dizer que k(T",.A)P
é isomorfa a k(I'°P, A°P), concluindo a primeira parte.

A segunda parte do enunciado segue diretamente da primeira, basta observar que a funcio ¢
definida acima satifaz ¢(I) = I°P. O

Proposicao 5.5.2. Seja A = k(T', A) como na Proposi¢ao 5.5.1. Denote por D = Homyg(—, k) o
funtor dualidade. Seja M = ((M;)iery, (#)aer,) um A-moédulo. Entdao DM é um A°P-mo6dulo que
corresponde a uma representacao generalizada denotada por DM = (((DM);)iery, (Ya)aer, ). Dai
existe, para cada ¢ € Iy, um isomorfismo de A;’-modulos f; : (DM); — D(M;). Além disso, para

cada flecha o : i — j € I'1, o seguinte diagrama comuta:

(DM); —“~ (DM),

o

D(Mj) mD(Mi)

(isso significa que podemos fazer a identificacdo D(¢q) = 14). Além disso, se I' tem um conjunto

de relacoes I, entdo DM satisfaz I°P se e somente se M satisfaz 1.

Demonstra¢do. E 1til lembrar como eram as equivaléncias quase inversas F' e G discutidas na
demonstracao do Teorema 5.1.3.

Seja ¢ € I'g. Primeiro de tudo, note que

DM = homg (M, k) = (DM); = 14,(homy (M, k))
D(M;) = homy,(M;, k) = homy(M.14,, k)

Podemos definir

fi : 1Ai Homk(M, k) — Homk(M.lAi,k)

14,-9 = glma,
Agora verificamos que f; é um isomorfismo:

e L facil ver que f; estd bem definida e é k-linear.
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e fi ¢ um morfismo de AP-modulos: sejam g € Homy(M, k), a € A” e x € M.1y,. Te-
mos que: fi(a.14,9)(x) = (a.9)[m,,(x) = (a.9)(@) = g(za) = g(zala,) = glma,, (va) =
fila;9)(za) = (a.fi(1a,9))(z) = fi(a-1a,9) = a-fi(14,9)-

e fi & injetora: Suponha que f;j(14,9) = 0. Entdo (14,9)(z) = 0 para todo x € M.14, =
(14,.9)(z.14,) =0 para todo x € M = g(x.14,) = 0 para todo z € M = (14,.9)(z) = 0 para
todox € M = 14,.9=0.

e fi & sobrejetora: Seja h € Homy(M.14,,k). Sabemos que M = @jcp,M.14,. Podemos assim
definir uma transformacio k-linear g € Homy(M, k), g : @jer,M.14;, — k, g = (jih)jery,
onde dj; ¢ um delta de Kronecker. Entdo, se # € M.14,, fi(14,.9)(%) = g|lma1,, (z) = h(z).
Assim fi(1a,.9) = h.

Provamos portanto que f; € um isomorfismo de A;-médulos. O proximo passo é mostrar a

comutatividade do diagrama do enunciado. Sejam g € Homy (M, k) e x € M. Entao:

(fiotha)(1a;.9)(x.14;) = fi(ba(la,;.9))(z.14;) = fi(la,ag)(z.14,) = (ag)|m1a, (2-14,)
= (ag)(z.14,) = g(xa) = glara,, (xala;) = glaaa, (wa) = gl (Palz.14;))
= D(da)(glarrs)(@-14;) = D(¢a)(fj(14;-9))(2.14;))
= (D(¢a) 0 fj)(14,.9)(x.14,)

Logo (fi 0 ¥a) = (D(¢a) © f;), como queriamos.
A ultima afirmacao do enunciado é verificada diretamente, lembrando que D é um funtor k-linear

fiel e pleno. O

Voltemos a denotar por A uma ACGR k(T', A, I). Os resultados desta subse¢ao nos permitem
obter uma terceira forma de realizar um A;-médulo como um A-moédulo, onde i € T'g. (As outras

duas foram discutidas na Segao 5.3).

Defini¢ao 5.5.3. Seja i € [y, e seja M um A;-modulo. Entdo D(M) é um A;"-modulo, e portanto
o cone €;(DM) é um A°P-moédulo. Finalmente, D(%;(DM)) ¢ um A-modulo, que chamamos de
cone dual de M. Vamos usar a notacio ¢ ;(M) = D(€;(DM)).

Proposi¢ao 5.5.4. Dados dois A-modulos M e N, € (M & N) =€ ;(M) &€ ;(N).

Demonstracao. Isso segue porque o funtor dualidade preserva somas diretas e porque %; também

preserva somas diretas por causa da Proposicao 5.3.2. O
Proposicdo 5.5.5. Se I ¢ um A;-modulo injetivo, entdao €;(I) é um A-moédulo injetivo.

Demonstraggo. Como I é um A;modulo injetivo e D é uma dualidade, DI é um A-moédulo
projetivo. Por causa da Proposi¢do 5.3.3, €;(DI) ¢ um A°P-mo6dulo projetivo, e de novo porque D
é uma dualidade, € ;(I) = D(€:(DI)) é um A-médulo injetivo. O

Observacao 5.5.6. Na Secao 5.3, demos uma descricdo das representagoes associadas a cones. Ou
seja, ja sabemos como calcular cones. Gragas a Proposigao 5.5.2, calcular cones duais ndo trard uma

dificuldade maior que a de calcular cones: dado M um A;-moéddulo, noés calculamos o cone de DM
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sobre (I'°P, AP I°P) e dai obtemos o cone dual de M sobre (I',.A,I) usando a Proposi¢do 5.5.2.
Esta proposicdo nos diz que o que precisamos fazer é tomar os duais dos médulos em cada vértice
e tomar a transformacao linear transposta em cada flecha, o que na pratica é feito transpondo

matrizes. Exemplos préticos disso vao surgir na Secdo 5.6.

5.6 Modulos injetivos

Nesta secao vamos dar uma descricdo das representacses associadas a modulos injetivos. Como
vamos ver, os modulos injetivos serdo casos particulares de cones duais, em analogia com os proje-
tivos, que eram casos particulares de cones, conforme vimos na Secdo 5.4.

Para cada i € T, seja E; = {e;1,..., €5} um conjunto completo de idempotentes primitivos
dois a dois ortogonais em A;. Se D : mod A?¥ — mod A; é o funtor dualidade, entdo conforme o
Teorema 2.2.12, um conjunto completo de classes de isomorfismo distintas de A;-modulos injetivos
indecomponiveis ¢ dado por I} = D(A;eq),..., I} = D(Ae;s,).

Por outro lado, se E = {&;; : i € I'p,1 < j < s;}, entdo E é um conjunto completo de
idempotentes primitivos dois a dois ortogonais em A. Isso significa que um conjunto completo de
classes de isomorfismo distintas de A-mo6dulos injetivos indecomponiveis é dado por {I(i,j) : i €
I'g,1 < j < s}, onde I(i,5) = D(Ag;).

Proposicao 5.6.1. Com as notagoes acima, %*1(13) =~ I(i, 7).

Demonstracao.
€ i(I]) = D(€:i(D(I)))) = D(€:(D(D(Aieij)))) = D(€i(Aieij)) = D(Ae;) = I(i, )
onde a pentultima igualdade segue da Proposigao 5.4.1. 0

A Proposicao 5.6.1 d4 uma descricao completa A-mddulos injetivos indecomponiveis. Para efe-
tuar os calculos desses modulos em exemplos préticos, precisamos combinar essa descricdo com a,
Observacao 5.5.6 acima.

Com isso é direto verificar a proxima proposi¢do, que reflete o caso particular desta construcao

quando nao hé relagoes:

Proposicao 5.6.2. Suponha que I = 0. Seja I(i,7) = ((M;)iery, (Pa)acr,) @ representagao associ-
ada a I(i,7). Entao, para [ € T,

Se | =i, entdo My = M; = I}

Se [ # i, denote

n, = Z (dimk Au) ..... (dimk AiT71 ) (dimk ILJ )

y:l=ig—i1—...—~ip=1

onde 7 percorre todos os possiveis caminhos I ~ i. Entao M; = (A;)™ como A;-modulos, onde

denotamos A = D(A;) por brevidade. Em particular, se ndo ha caminhos [ ~~ i, entdo M; = 0.

Exemplo 5.6.3. Seja A a algebra de caminhos dada pela aljava

l<———2
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Entao ha dois A-modulos injetivos indecomponiveis, a saber,
id

Li: k=—k& Ih: 0=—k

Agora seja A a ACG dada por

A A

Queremos calcular os A-mo6dulos injetivos indecomponiveis. De acordo com as discussoes feitas

acima, primeiro calculamos os projetivos indecomponiveis sobre a ACG dada por

A op A op

e notamos que A é a dlgebra de caminhos sobre a aljava

l———2

Neste caso, o calculo ja foi feito no Exemplo 5.4.3. Portanto s6 resta aplicar a Proposicao 5.5.2.

Portanto os A-modulos injetivos indecomponiveis sao:

I(1,1): L (A*)? I(1,2): I



Apéndice A
Conceitos equivalentes aos de ACG

Dedicamos esta parte para mencionar alguns conceitos similares a, equivalentes a ou generali-

zagoes de dlgebras de caminhos generalizadas que foram encontrados na literatura.

A.1 Proé-espécies

As pro-espécies foram introduzidas por Julian Kiilshammer em [9]. Este conceito é uma gene-
ralizacdo de outro mais conhecido, que é o de espécies, introduzidas por P. Gabriel em [8].

As pro-espécies tém com as espécies uma relagdo andloga & das dlgebras de caminhos genera-
lizadas com as &dlgebras de caminhos ordinarias: os anéis de divisdo das espécies sdo trocados por
algebras em geral, e os bim6dulos entre os anéis de divisdao sao trocados por bimddulos projetivos
em ambos os lados, conforme enunciaremos abaixo.

Outro comentario antes de colocar a definicdo é que no artigo original [9], o autor recorre a
linguagem das bicategorias. Preferimos abordar o conceito com uma linguagem mais simples para

tornar mais préximo com as notacoes aqui empregadas.

Definicao A.1.1. Dada uma aljava I', uma proé-espécie de algebras A sobre I' consiste nas

seguintes informagdes:
e Para cada vértice ¢ € 'y associamos uma algebra A(7).

e Para cada flecha o : i — j € I'j, associamos um A(i) — A(j)-bimodulo que é projetivo e

finitamente gerado em ambos os lados, denotado por A(a).

Além disso, se todos os A(«) forem livres de posto finito em ambos os lados, A é chamada de

espécie de algebras.

Defini¢ao A.1.2. Seja I uma aljava e seja A uma pro-espécie sobre I'. Entdo uma representacgao

M de A consiste nas seguintes informacoes:

e Para cada vértice ¢ € I'g associamos um A(7)-modulo, denotado por M (7).

e Para cada flecha a : i — j € I'y associamos um morfismo de A(j)-modulos denotado por
M(a) : M (i) @pg) Aa) = M(H).

65
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Além disso, se M e N sio representacoes de A, um morfismo de representacgées consiste em
uma tupla f = (f(7))ier,, onde cada f(z) : M (i) — N (i) é um morfismo de A(7)-modulos, tal que

para toda flecha o : i — j € I'1 0 seguinte diagrama é comutativo:

. FE)®A(®)
M (i) ®pz) M) N (i) @p(a) M)
M(a) N(e)
M(j) 0 N(j)

Defini¢cao A.1.3. Seja A uma pro-espécie sobre I'. Entdo, dado um caminho v = «a1...aq de
comprimento ndo nulo sobre I', denotamos A(7) = A1) ®4(ay) A(a2) - - - @(a,) Alar). Dai definimos

a algebra tensorial de A por

T = | [[A@ | @ o, A(v)
i€lo ~ caminho sobre T
I(v)>0

A multiplica¢do de T'(A) fica determinada pelas seguintes informagoes:

e A multiplicacdo dentro de [[;cp, A(7) € a usual.

e A multiplicagao de um elemento de A(i) por um de A(y) é a induzida da estrutura de moédulo

se s(y) =i, e é zero caso contrario. Simétrico para o outro lado.

o Sex € A(y) ey e A(n) entdo zy = x ® y se e(y) = s(n) e zy = 0 caso contrario.

Observacgao A.1.4. Note que, se A é uma pro-espécie sobre @ tal que A(a) é um bimoédulo livre
de posto 1 para cada flecha «, entdo T'(A) ¢ uma ACG. De fato, T(A) = k(T, {A(2) }i).

O préximo teorema é um equivalente do Teorema 5.1.3 para pro-espécies:

Teorema A.1.5. Seja A uma proé-espécie sobre I'. Entao as categorias de representacoes sobre A

e de modulos sobre T'(A) sdao equivalentes.

Para terminar esta se¢do, mencionamos que o artigo [9] também discute um equivalente do

Teorema 4.2.3 para pro-espécies.

A.2 Algebras de matrizes triangulares

A conexdo entre as algebras de caminhos generalizadas e as algebras de matrizes triangulares é
discutida, por exemplo, em [12] e [13]. Vamos definir aqui o que se entende por dlgebras de matrizes

triangulares e indicar qual € a relagdo desse conceito com o de ACG’s.

Definicao A.2.1. Seja n um ndmero natural. Para cada i entre 1 e n, seja A; uma algebra. Para
cada par de indices 1 < i < j < n, seja B;; um (A; — A;)-bimoédulo. Considere, para 1 <1i < j <n,

o seguinte bimédulo:
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o j—1—1
Aij = Bij @ (@l:1 Bichi<kz<..<k<j Biki @4, Briky @4y, --- 4y, Bk;lj)

Para cada tripla de indices 1 < i < j < ¢ < n, temos uma inclusao natural p;;q @ Aij®@Ajq — Aig,

portanto fica definida, de modo evidente, a seguinte algebra:

A A - Ay
0 Ay - Ay,
A 2 2
o 0 --- A,

Considere ainda as seguintes propriedades:

1. Para cada par de indices 1 <1i < j < n, B;; ¢ livre como A;-mdédulo & esquerda e livre como

Aj-moédulo a direita.
2. Para cada i < j, Homy, (B;j, A;) € projetivo ou injetivo como Aj-moédulo.
3. Paracadai < j, temos um isomorfismo de (A;—A4;)-bimédulos Hom 4, (B;;, A;) = Hom 4, (B;j, A;).

4. Para cada i entre 1 e n, a dlgebra A; é de Frobenius. (Isso significa que A e DA sao isomorfos

como A-modulos & esquerda, onde D denota o funtor dualidade).

Entao, se A satisfaz (1) e (2), seguindo [12], dizemos que A é uma algebra de matrizes
triangulares superiores normalmente generalizada. Se A satisfaz (1),(3) e (4), seguindo [13],

dizemos que A é uma algebra de matrizes triangulares de tipo Frobenius.

Exemplo A.2.2. Seja I uma aljava aciclica. Podemos entao supor, sem perda de generalidade, que
I'p={1,...,n} equei< jtoda vez que existir uma flecha da forma i — j. Seja A = {A41,..., An}
uma familia de dlgebras. Seja, para cada par de vértices 1 < i < j < n, B;; o k-espago vetorial

gerado pelo seguinte conjunto:

acb e k(' A) :a € A;,be A; e a1 i — 7 & uma flecha em I'y
J

Entao a algebra de matrizes triangulares obtida a partir dos A;’s e dos B;;’s tal como na
Definicao A.2.1 acima é isomorfa a k(I',.A). Além disso, k(I', A) é normalmente generalizada. Se,

ainda, cada A; é uma algebra de Frobenius, entdo k(T',.A) é de tipo Frobenius.

Observagao A.2.3. Segundo os autores de [12], a principal motivac¢do para introduzir as algebras
de matrizes triangulares superiores normalmente generalizadas é poder dar um tratamento unificado
entre as dlgebras de caminhos generalizadas e as algebras de aljavas sobre uma &lgebra, um conceito

nao incluido aqui mas que é relembrado no referido artigo.

Para encerrar esta secao, vamos dizer como podemos definir as representacoes neste contexto

de algebras de matrizes triangulares.

Definicao A.2.4. Sejam A;,B;j,Aij,1ijq,A como na Definicdo A.2.1. (Para simplificar a notagdo a

seguir, defina A; = A;). Uma representagao sobre A é uma n-upla
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onde cada X; é um A;-médulo 3 esquerda, junto com uma familia de morfismos de A;-modulos
¢ij + Aij ®a; X; — X; para cada par de indices 1 <14 < j <n, tal que cada diagrama como abaixo

é comutativo:

Rijq®idx,
AZ] ®Aj A]q ®Aq Xq Aiq ®Aq Xq
ida,;; @bjq biq
Aij ®a; Xj o X
ij

Além disso, um morfismo entre duas representagoes X e Y é uma n-upla f = (fi)i<i<n :

X — Y, onde cada f; : X; — Y; € um morfismo de A;-moédulos, e tal que para cada par ¢ < j vale
a relacdo f; f]( = (b};(z'dAij ® fj).

A.3 Algebras de pseudocaminhos (ou pseudotensoriais)

As algebras de pseudocaminhos foram introduzidas por Fang Li em [10]. O que motivou a
introdugéo desse conceito foi a tentativa de estabelecer um teorema anédlogo ao de Gabriel (Teo-
rema 2.6.1) para algebras sobre corpos ndo necessariamente algebricamente fechados. Como mostra
Fang Li no artigo citado acima, tal resultado andlogo nao existe em geral para algebras de caminhos
generalizadas, mas existe para algebras de pseudocaminhos.

Assim como as algebras de caminhos generalizadas podem ser vistas como édlgebras tensoriais,
também as algebras de pseudocaminhos, que generalizam as ACG’s, podem ser vistas como algebras

pseudotensoriais, no sentido definido por F. Li.

Defini¢ao A.3.1. Sejam I' uma aljava e A = {A; : i € Ty} uma familia de algebras. Entdao um
A-pseudocaminho de comprimento 0 é um elemento do conjunto U;er,A;.
Um A-pseudocaminho puro de comprimento de n sobre I' é uma sequéncia formal da

forma

(alﬁlbl).(agﬁgbg) ..... (anﬁbn)

onde 31532 ... Bp € um caminho ordinério sobre I', e para todo 1 < j < n, a; € Ayp,)eb; € Ayp)).-
Um A-pseudocaminho geral de comprimento n sobre I' é uma sequéncia formal que tem

uma das seguintes formas:
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a1.C1.02.C2. . ... CL.Of
Cp.(X1.C1.2.C9. . . .. CL.Of
a1.C1.02.C2. .. .. Cl .0k .Cl41
Cp.(X1.C1.2.C9. . . .. Cl .0k .Cl41

onde, para cada j, a; € um A-pseudocaminho puro, ¢; € Ae(a;), €0 € As(a;) € @) termina onde
a1 comega. Além disso, n =3, I(ay).

O k-espacgo vetorial tendo como base todos os A-pseudocaminhos gerais sobre I' é denotado
por PSEL[I", A]. A algebra de pseudocaminhos sobre o par (I',.A), denotada por PSE; (T, A),
¢ o espago vetorial quociente de PSEg[T, A] por relagoes de linearidade e homogeneidade analogas
as da definigdo de ACG. Também como as ACG’s, a multiplicagao de PSE(T",.A) é definida por

concatenacao de pseudocaminhos.

Defini¢ao A.3.2. Seja A uma algebra (nao necessariamente de dimensao finita sobre um corpo al-
gebricamente fechado). Denote por m: A — A/rad A a proje¢ao candnica. Dizemos que o quociente
A/rad A tem um levantamento se existe um homomorfismo € : A/rad A — A tal que 7e = id.

(Intuitivamente, ¢ como se o Teorema de Wedderburn-Malcev fosse valido para A).

Como ja mencionado, no artigo [10], o autor traz um exemplo, devido a W. Crawley-Boevey, de
uma algebra A de dimensao finita sobre um corpo k tal que A/rad A tem um levantamento mas
tal que ndo existe um andalogo do Teorema de Gabriel para ACG’s que valha para A, ou seja, tal
que A ndo ¢ isomorfa a um quociente da algebra tensorial T'(A/rad A,rad A/ rad? A). E relevante
mencionar que o corpo k considerado neste exemplo é o corpo Zg(t) das fungdes racionais com
coeficientes sobre o corpo de dois elementos Zo.

No sentido de generalizar o Teorema de Gabriel para corpos que ndo sejam algebricamente
fechados, as algebras de pseudocaminhos 820 um pouco mais eficazes do que as de caminhos gene-
ralizadas, conforme mostra o Teorema abaixo, que é o resultado principal de [10]. (E importante

mencionar que o conceito de relagdes no teorema é um pouco diferente do conceito tratado aqui).

Teorema A.3.3. Seja A uma élgebra artiniana sobre um corpo k tal que o quociente A/rad A tem

um levantamento.

e Existem uma aljava I', uma familia de algebras A = {4; : i € Iy} e um conjunto de relagoes
p tais que A = PSE(T', A, p), com rad® A C (p) C rad A para algum s > 1.

e Se além disso A é de dimenséo finita e rad? A = 0, entéo existem uma aljava I', uma familia
de algebras A = {A; : i € Ty} e um conjunto de relacoes p tais que A = k(T', A, p). (E vale

também uma condi¢do anéloga a (p) ser um ideal admissivel).
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