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Resumo

JESUS, J. P. C. Ultraprodutos métricos e normados e ultrassomas topolégicas. 2021.
Tese (Doutorado em Matematica) — Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade
de Sao Paulo, Sao Paulo, 2021. 153 p.

Neste trabalho, sdo estabelecidas generalizagdes de defini¢des e resultados da teoria dos
ultraprodutos de espagos métricos pontuados, no contexto dos espagos pseudométricos,
e da teoria dos ultraprodutos de espacos normados e de Banach reais ou complexos,
no contexto dos espagos pseudonormados sobre subcorpos quaisquer do corpo dos
nimeros complexos. Na teoria dos conjuntos de Zermelo-Fraenkel com o Teorema
do Ultrafiltro, é apresentada uma introducdo detalhada a teoria das ultrassomas de
espagos topolégicos de Tychonoff. Na teoria dos conjuntos de Zermelo-Fraenkel com o
Axioma da Escolha, é demonstrada uma generalizagdo do resultado de estabilidade sob
ultraprodutos da classe dos espagos de fungdes reais continuas que estdo definidas em

algum espago topoldgico compacto e de Hausdorff.

Palavras-chave: Ultrafiltros. Pseudométricas. Pseudonormas. Ultraprodutos métricos.

Ultraprodutos normados. Ultrassomas topolégicas.






Abstract

JESUS, J. P. C. Normed and metric ultraproducts and topological ultrasums. 2021.
Tese (Doutorado em Matematica) — Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade
de Sao Paulo, Sao Paulo, 2021. 153 p.

In this work, we establish a generalization of definitions and results from the theory
of ultraproducts of pointed metric spaces in the setting of pseudometric spaces and
from the theory of ultraproducts of real or complex normed spaces in the setting of
pseudonormed spaces over any subfields of the field of complex numbers. We present
in the Zermelo—Fraenkel set theory with the Ultrafilter Theorem a detailed introdution
to the theory of ultrasums of Tychonoff topological spaces. We proof in the Zermelo-
Fraenkel set theory with the Axiom of Choice a generalization of the result of stability
under ultraproducts of the class of spaces of continuous real-valued functions which are

defined on some Hausdorff and compact topological space.

Keywords: Ultrafilters. Pseudometrics. Pseudonorms. Metric ultraproducts. Normed

ultraproducts. Topological ultrasums.
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Introducao

A defini¢do de ultraproduto foi originalmente introduzida, no contexto das dlgebras
universais, por J. Los em [ ]. No entanto, construgdes de ultraprodutos ja vinham
aparecendo, de alguma forma, em trabalhos publicados anteriormente — por exemplo,
de K. Godel ([ 1), de T. Skolem (][ 1), de E. Hewitt ([ D (ct. [ ,
sec. 5.6 e 12.8]) e de F. B. Wright ([ D (cf. [ , sec. 1]).

A defini¢do de ultraproduto de espacos normados e de Banach é uma adaptagdo da
defini¢do de ultraproduto de estruturas de primeira ordem e foi originalmente introduzida
por D. Dacunha-Castelle e ].-L. Krivine em [ ].* Mas, sua restri¢do aos espagos
Ly (p € [1, +oo[) aparece anteriormente na tese de doutorado de Krivine (| D.O
principal motivo para introduzi-la foi estabelecer uma caracterizagdo dos reticulados
de Banach que sao isomorfos a um subespago vetorial de algum espago L, (p € [1, +o0[)

por meio dos subespacos vetoriais de dimensao finita desses reticulados.

As construgdes de ultraprodutos de espagos normados e de Banach passaram a ter
uma grande importancia na Anélise Funcional, visto que tais construgdes se tornaram
um ferramental amplamente utilizado tanto nas teorias da representabilidade finita, da
dualidade, dos ideais de operadores e da aproximacdo local quanto na teoria isométrica

dos espagos de Banach, como pode ser visto em trabalhos j4 consagrados — por exemplo,

1 E interessante destacar que, no contexto das estruturas nio standard de ordem superior, foi apresentada
por W. A.J. Luxemburg, em [ ], uma construgdo que tem como caso particular a de ultrapoténcia
de espagos normados e de Banach. Tal construcéo é a de envelope nio standard de espagos uniformes — e

referente isto, tem-se a assergao

o envelope ndo standard e a ultrapoténcia de um espaco normado com respeito a um mesmo ultrafiltro sdo

isometricamente isomorfos,

que se encontra, por exemplo, em [ , p- 20].
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de]. Stern ([ ]) e de S. Heinrich ([ ]) — ou publicados em anos recentes — por

exemplo, de A. Avilés et al. (| lel , cap. 4]).

O uso cada vez mais frequente de técnicas inspiradas em métodos modelo-tedricos
para aresolucdo de problemas da Anélise Funcional, motivou C. W. Henson e]. Iovino a
desenvolverem, em [ ], uma teoria dos modelos da l6gica de formulas positivamente
limitadas com semdntica aproximada para estruturas de espagos normados. Um pouco depois,
I. Ben Yaacov et al. desenvolveram, em [ ], uma teoria dos modelos de uma ldgica
continua de primeira ordem para estruturas métricas, na qual foram estabelecidos diversos

resultados andlogos a outros apresentados em [ I

Com o estudo sobre a estabilidade sob ultraprodutos de classes de espagos de Banach,
surgiu a nogao de ultracoproduto topolégico,? o que, em termos analitico-funcionais, pode

ser descrito como

um espago topolégico compacto e de Hausdorff tal que o espaco de fungoes reais continuas que
estdo definidas nesse espago é isometricamente isomorfo ao ultraproduto de uma familia de
espagos de fungoes reais continuas que estio definidas em algum espago topolégico compacto
e de Hausdorff.

A existéncia de ultracoprodutos topolégicos pode ser justificada utilizando o Teorema

da Representagdo de Gelfand para 4lgebras C* comutativas e unitarias — como é feito em

[ , se¢. 3]. Com uma abordagem muito mais topoldgica, P. Bankston apresentou
outra defini¢do de ultracoproduto topoldégico em [ ,sec.3]e| , sec. 1].
Posteriormente, R. Gurevi¢ apresentou um resultado (Proposicdo 2 de [ 1) com

o qual se estabelece que a defini¢do de Bankston e a descri¢do analitico-funcional acima

determinam espagos topolégicos homeomorfos.

No que segue, sdo descritos brevemente os capitulos desta tese, deixando claro ao
que se propde cada um e destacando resultados que sdo contribui¢des nossas com este
trabalho:

No Capitulo 1, sdo apresentadas as nogdes e proposi¢des conjuntistas, topoldgicas e
analitico-funcionais que sdo necessarias para a compreensdo e o desenvolvimento desta
tese. Os seguintes resultados sdo contribui¢des dadas nesse capitulo: os Teoremas1.2.13
e1.231.

No Capitulo 2, sdo estabelecidas, na teoria dos conjuntos de Zermelo-Fraenkel

2 Esta é a expressdo utilizada na literatura a que tivemos acesso. Nesta tese, iremos adotar a expressao

ultrassoma topolégica em seu lugar.
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ou em particulares extensoes proprias desta teoria, generalizagdes de defini¢Ges e
resultados que podem ser encontrados nas referéncias adotadas sobre ultraprodutos
de espacos métricos ou sobre ultraprodutos de espagos normados e de Banach. Essas
generalizac¢des sdo estabelecidas com a introducado da defini¢cdo de conjunto finitamente
distal com respeito a uma familia de pré-métricas. Os seguintes resultados sdo
contribui¢des dadas nesse capitulo: os Teoremas 2.1.3, 2.1.16, 2.1.25, 2.2.6, 2.2.9, 2.2.10,
2.2.11,2.2.15,2.2.17 € 2.2.30 e os Exemplos 2.1.9 e 2.1.17.

No Capitulo 3, é introduzida detalhadamente, na teoria dos conjuntos de Zermelo-
Fraenkel com o Teorema do Ultrafiltro, a teoria das ultrassomas de espagos topolégicos
de Tychonoff. Também é demonstrada, na teoria dos conjuntos de Zermelo—Fraenkel
com o Axioma da Escolha, uma generaliza¢do da Proposicdo 2 de [ ] no contexto
dos espagos topoldgicos de Tychonoff. Os seguintes resultados sdo contribui¢des dadas

nesse capitulo: os Teoremas 3.1.5 e 3.2.3.

Por fim, informamos que, ao longo desta tese, as siglas ZF e AC irdo representar,
respectivamente, a teoria dos conjuntos de Zermelo-Fraenkel e o Axioma da Escolha,
enquanto as siglas ZFC e AC,, irdo representar, respectivamente, a teoria ZF + AC e a
restricdo de AC as familias enumerdveis de conjuntos ndo vazios. Exceto por mencao
explicita em contrario, quaisquer defini¢des, asser¢des, comentarios e exemplos neste
trabalho podem ser estabelecidos em ZF — cuja consisténcia é equivalente a de ZFC e

estd sendo assumida em toda esta tese.






CAPITULO 1

Meétricas generalizadas e pseudonormas

Neste capitulo, sdo apresentadas as nogdes e proposi¢des conjuntistas, topoldgicas

e analitico-funcionais que sdo necessdrias para a compreensdo e o desenvolvimento
do que é abordado nos préximos capitulos. Para a terminologia e nota¢des que serdo
adotadas ao longo deste capitulo e dos demais, seguiremos os livros-textos [ ,
] de Teoria dos Conjuntos, [ , ] de Topologia Geral e [ ,

] de Anélise Funcional.

1.1 Nocoes conjuntistas e topologicas

Nesta secdo, sdo apresentados enunciados precisos — com demonstragdo ou nao —
de resultados conjuntistas e topoldgicos que serdo utilizados nos préximos capitulos.
Defini¢do 1.1.1. Sejam I um conjunto e ¥ € P(I). Diremos que:

(i) ¥ é uma coberturadeIse | JF = 1.

(ii) ¥ tem a propriedade da intersecdo finita se valer a seguinte condigdo: para todo

A C F, se A for ndo vazio e finito, entdo o conjunto (| A é ndo vazio.

Usaremos a sigla PIF para a expressdo propriedade da intersegio finita. Suponhamos que

I seja ndo vazio. Diremos que:

(iii) F é um filtro (sobre I) se valerem as seguintes condigdes:

(1) 0 ¢ F.
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2 IeF.
(3) Para quaisquer A,Be ¥,ANB e F.
(4) Paratodo A€ ¥ etodoB CI,se A C B,entio B € ¥.

(iv) ¥ é uma base de filtro (sobre I) se valerem as seguintes condi¢des:

1) 0eF.
(2) ¥ énao vazio.

(3) Para quaisquer A, B € ¥, existeum C € ¥ tal que C € AN B.
(v) F é um ultrafiltro (sobre I) se valerem as seguintes condig¢des:

(1) F é um filtro sobre I.

(2) Paratodo ACI,Ae F oul\AeF.
(vi) F é um filtro maximal (sobre I) se valerem as seguintes condicGes:

(1) F é um filtro sobre I.
(2) Para todo filtro G sobre I, se ¥ C G,entdo F = G. ¢

Comentario 1.1.2. Dado um conjunto ndo vazio I eum ¥ <€ P(I), é claro que:

(i) (1) (1) {I} é um filtro sobre I.
(2) Se F for um filtro sobre I, entdo {I} C F.

(2) Paratodoi € I, a familia {{i}} é uma base de filtro sobre I.
E facil ver que:

(ii) (1) Se F for um filtro sobre I, entdo ¥ é uma base de filtro sobre I.

(2) Se ¥ for uma base de filtro sobre I, entdo ¥ tem a PIF.
Também é facil ver que:
(iii) Paratodoi € I, a familia {A € P(I) : i € A} é um ultrafiltro sobre I.

Para cada i € I, a familia em (iii) serd chamada de o ultrafiltro principal sobre I em i e

denotada por U;(7) (ou, simplesmente, por U(i)). Note que:

(iv) Paratodo i € I, Ui(i) é um filtro maximal.
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Suponhamos que ¥ seja um filtro sobre I. Usando o item (iv), mostra-se facilmente

que:
(v) Paratodoi € I, ¥ = U(i) se, e somente se, {i} € F.
E facil concluir que:
(vi) Paratodoi € I, se ¥ for um ultrafiltro, entdo ¥ = U;(i) se, e somentese, i € (| F.
Também é facil concluir que:
(vii) Se I for infinito, entdo a familia {A € P(I) : I \ A é finito} é um filtro sobre I.

A familia em (vii) serd chamada de o filtro de Fréchet sobre I e denotada por Cofin(I).

Dada uma topologia 7 sobre I, é facil verificar que:
(viii) A familia {A € P(I) : A é uma vizinhanca de i em (I, 7)} é um filtro sobre I.

A familia em (viii) serd chamada de o filtro das vizinhangas de i em (I, 7) e denotada

por N (i) (ou, simplesmente, por N(i)). Note que:
(ix) Paratodoi €1,

(1) N:(i) € Ui(i).

2) N:(i)ynt=U(i)N .

(3) N:z(i) = U (i) se, e somente se, i for um ponto isolado de (I, 7). O

Comentdrio 1.1.3. Dados um conjuntol eum G € $(I), considere as seguintes familias:

G ={NA:AcP(G))\ {0} AAé finito}

¢)

G- ={AeP():IABe G (B C A}
Note que:
(i) g g nge.
Suponha que I seja ndo vazio. Verifica-se corriqueiramente que:

(ii) (1) Se G for nao vazio e tiver a PIF, entdo G/ é uma base de filtro sobre I.

(2) Se G for um filtro sobre I, entdio G/ = G.

(ii7) Se existir um filtro ¥ sobre I tal que G C ¥, entdo
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(1) GE < N{A € PPI): G S AAAéum filtro sobre I }.

(2) G< é um filtro sobre I se, e somente se,
G =N{AePP):G < AAHAéum filtro sobre I}.
(iv) (1) Se G for uma base de filtro sobre I, entdo G< é um filtro sobre I.

(2) Se G for um filtro sobre I, entdo G- = G.

Caso G seja uma base de filtro sobre I, a familia G< serd chamada de o filtro gerado por G
(sobre I). Com o uso dos itens (i) e (iv) (1) acima e dos itens (i) (2) e (v) do Comentério

1.1.2, conclui-se que:
(v) Paratodoi € I, {{i}}* = U;(i).
Suponha que G seja ndo vazio e tenha a PIF. Mostra-se facilmente que:

(vi) (1) Paratodo A € P(I)\ (G")", a familia G U {I \ A} tem a PIF.

(2) Se G for uma base de filtro sobre I, entdo, para todo A € P(I) \ G<, a familia
G U{I\ A} tem a PIF.

(3) Se G for um filtro sobre I, entdo, paratodo A € P(I) \ G,afamiliaGg U {I \ A}
tem a PIF.

Suponhamos que G seja um filtro sobre I. Mostra-se que:
(vii) G é um ultrafiltro se, e somente se, G for um filtro maximal.

Suponha que I seja finito. Utilizando a finitude da familia (I) e usando o itens (iii) e

(vi) do Comentario 1.1.2, conclui-se que:

(viii) (1) O conjunto ()G é ndo vazio.

(2) G é um ultrafiltro se, e somente se, existir um i € I tal que G = U;(i). O

Defini¢ao 1.1.4. Sejam [ um conjunto infinito e ¥ um filtro sobre I. Diremos que:
(i) F élivre (sobre I)se " F = 0.

(ii) F é um ultrafiltro principal (sobre I) se valer a seguinte condi¢do: existe umi € [
tal que F = U (7). 'y
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Proposicao 1.1.5. Sejam I um conjunto infinito e U um ultrafiltro sobre 1. Entdo, sdo

equivalentes:

(i) U élivre.

(ii) U ndo é um ultrafiltro principal.
(iii) Cofin(I) C U.
(iv) Para todo A € U, A é infinito.

(v) Para todo A € U, A ndo é unitirio. O

Um principio maximal de grande importancia para a Légica Matematica, a Teoria
dos Conjuntos e a Topologia Geral é o Teorema do Ultrafiltro, notadamente pelo fato deste
altimo ser equivalente, em ZF, aos seguintes principios: o Teorema da Compacidade para
linguagens de primeira ordem (v. [ , cap. 14, sec. 61]), o Teorema da Representagio
de Stone para algebras de Boole (v. [ , cap. 13, se¢. 22]), a restricdo do Teorema do
Produto de Tychonoff aos espagos topolégicos compactos e de Hausdorff e o Teorema da
Compactificagdo de Stone—Cech (v. | ,cap. 17, se¢. 22]). Um fato pouco citado é que,
em ZF, o Teorema do Ultrafiltro é equivalente ao Teorema de Banach—Alaoglu (v. [ ,
se¢. 3 e 5]). No que segue, é apresentado o enunciado mais conhecido de tal principio

maximal juntamente com a sigla que ird representd-lo nesta tese:

Teorema do Ultrafiltro (UT). Para todo conjunto ndo vazio I e todo filtro F sobre 1, existe
um ultrafiltro U sobre I tal que ¥ C U. |

A versao original de UT foi apresentada por A. Tarski em [ ], onde se prova
tal versdo utilizando AC.* Com o uso dos itens (i), (ii) (1) e (iv) (1) do Comentério 1.1.3

e dos itens (i) e (iii) do Comentdrio 1.1.2, conclui-se o seguinte

Teorema 1.1.6. Em ZF, sio equivalentes:
(i) UT.

(ii) Para todo conjunto ndo vazio I e todo A C P(I), se A tiver a PIF, entdo existe um
ultrafiltro U sobre I tal que A C U. |

1E interessante destacar que AC, ndo implica UT em ZF, j& que, no chamado primeiro modelo de
Pincus—Solovay (denotado por M27 em [ 1), AC,, é verdadeiro e UT é falso (i.e., M27 é um modelo
de ZF + AC,, + = UT). Além disso, sabe-se que UT nao implica AC,, em ZF, pois, no chamado primeiro
modelo de Cohen (denotado por M1 em [ 1), UT é verdadeiro e AC,, é falso (i.e., M1 é um modelo
de ZF + UT + = AC,). Logo, AC,, e UT sdo principios mais fracos que AC em ZF.
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Defini¢do 1.1.7. Sejam X um conjunto e R uma rela¢do binaria sobre X. Considere as

seguintes condicdes:
(a) (reflexividade) Paratodox € X, x R x.
(b) (simetria) Para quaisquer x,y € X,se x Ry, entdo y R x.
(c) (antissimetria) Para quaisquer x,y € X,se x Ry e y Rx, entdo x = y.
(d) (conexidade) Para quaisquerx,y € X,x =youxRyouyRx.
(e) (transitividade) Para quaisquerx,y,z € X,sex Ry ey Rz, entdo xR z.

(f) (propriedade de Moore-Smith) Para quaisquer x, y € X, existeum z € X tal que
xRzeyRz.

Diremos que:

(i) R é uma pré-ordem sobre X se valerem as condi¢des (a) e (e). Se R for uma

pré-ordem sobre X, diremos que o par (X, R) é um conjunto pré-ordenado.

(ii) R é uma relagdo de equivaléncia sobre X se R for uma pré-ordem sobre X e valer
a condicdo (b). Se R for uma relagdo de equivaléncia sobre X, diremos que o par

(X, R) é um conjuntoide.

(iif) R é uma pré-ordem total sobre X se R for uma pré-ordem sobre X e valer a
condicdo (d). Se R for uma pré-ordem total sobre X, diremos que o par (X, R) é

um conjunto totalmente pré-ordenado.

(iv) R é uma dire¢do sobre X se R for uma pré-ordem sobre X e valer a condigdo (f).

Se R for uma diregdo sobre X, diremos que o par (X, R) é um conjunto dirigido.

(v) Réuma ordem parcial sobre X se R for uma pré-ordem sobre X e valer a condicdo
(c). Se R for uma ordem parcial sobre X, diremos que o par (X, R) é um conjunto

parcialmente ordenado.

(vi) R é uma ordem total sobre X se R for uma ordem parcial sobre X e valer a
condigdo (d). Se R for uma ordem total sobre X, diremos que o par (X, R) é um

conjunto totalmente ordenado.
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A relacdo binaria R \ idx serd chamada de a redugio reflexiva de R e denotada por R*.

Suponha que R seja uma pré-ordem sobre X. Para qualquer x € X,

(1) o conjunto {z € X : x R*z} serda chamado de o intervalo aberto segundo R de

extremo inferior x e denotado por ]x, —[3.

(2) o conjunto {z € X : z R*x} serd chamado de o intervalo aberto segundo R de

extremo superior x e denotado por |«, x[.

(3) o conjunto {x} U Jx, —=[ serd chamado de o intervalo fechado segundo R de

extremo inferior x e denotado por [x, —=[.

(4) o conjunto {x} U J«, x[r serd chamado de o intervalo fechado segundo R de

extremo superior x e denotado por |«, x]z.
Para quaisquer x, y € X, se x R y, entdo

(5) o conjunto {z € X : x R*z A z R*y} serd chamado de o intervalo aberto segundo

R de extremos x e y e denotado por |x, y[.

(6) o conjunto {y} U ]x, y[; serd chamado de o intervalo semiaberto a esquerda

segundo R de extremos x e y e denotado por ]x, y];.

(7) o conjunto {x}U Jx,y[; serd chamado de o intervalo semiaberto a direita

segundo R de extremos x e y e denotado por [x, y[.

(8) o conjunto {x, y} U ]x, y[ serd chamado de o intervalo fechado segundo R de

extremos x e y e denotado por [x, y]i.
Suponha que R seja uma relagdo de equivaléncia sobre X. Para qualquer x € X,

(9) o intervalo |«, x| serd chamado de a classe de equivaléncia de x médulo R e

denotado por [x]r.

A familia {[x]r : x € X} serd chamada de o conjunto quociente de X por R e denotada
por X / R. ¢

Comentario 1.1.8. Dados um conjunto pré-ordenado (X, R) eum A C X, sera dito que
A é um denso segundo R se valer a seguinte condigdo: para quaisquer x, y € X, se x R*y,

entdo o conjunto ]x, y[; N A é ndo vazio. E imediato concluir que:

(i) X é um denso segundo R se, e somente se, para quaisquer x,y € X, se x R*y,

entdo o intervalo ]x, y[ é ndo vazio.
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Considere a relacdo binaria R4 sobre X que é definida pela seguinte sentenca:
para quaisquer x,y € X, x R4 y se,esése, x Ry.
A relacdo bindria R4 serd chamada de a relagio induzida por R sobre A. E facil ver que:

(ii) (1) Se R for uma pré-ordem sobre X, entdao R4 é uma pré-ordem sobre A.

(2) Se R for uma relagdo de equivaléncia sobre X, entdo R4 é uma relagdo de

equivaléncia sobre A.

(3) Se R for uma pré-ordem total sobre X, entdo R4 € uma pré-ordem total sobre
A.

(4) Se R for uma ordem parcial sobre X, entdo R4 é uma ordem parcial sobre A.

(5) Se R for uma ordem total sobre X, entdo R4 é uma ordem total sobre A.

Agora, suponha que R seja uma relacdo de equivaléncia sobre X. Considere a fungdo

gr: X — X / R que é definida pondo-se, para quaisquer x, y € X,

qr(x) = [x]r.
A funcdo g serd chamada de a fungdo quociente para (X, R). Note que:

(iii) (1) gr é sobrejetora.

(2) gr é bijetora se, e somente se, R = idx. ¢

Defini¢do 1.1.9. Sejam X um conjunto, N' € $(X), T uma topologia sobre X ea € X.
Denote por NV a familia {{J A : A € P(N)}. Diremos que:

(i) N gera uma topologia sobre X se NY for uma topologia sobre X. Se N gerar
uma topologia sobre X, diremos que NV é a topologia gerada por N (sobre X).

(ii) N é uma network para v se 1 = NU.
(iii) N é uma base para 7 se valerem as seguintes condigdes:

(1) Ncr.

(2) N é uma network para t.
(iv) N é uma network local para t ema se Ny(a) Nt = NU.

(v) N é uma base local para T em a se valerem as seguintes condicoes:
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() NCr.

(2) N é uma network local para 7 em 4.

(vi) (X, T) é zero-dimensional se valer a seguinte condigdo: existe uma base 8 para

7 tal que, para todo B € 8B, B é um fechado em (X, 7).?

(vii) (X, 7) tem peso enumeravel se valer a seguinte condigdo: existe uma base 8 para

7T tal que B é enumerével.

(viii) (X, T) tem cardter enumeravel se valer a seguinte condi¢do: para todo x € X,

existe uma base local 8 para 7 em x tal que 8 é enumerdvel. ¢

Comentdrio 1.1.10. Dados um conjunto X e um N C P(X), note que:

(i) (1) 0eNV.
(2) X € NU se, e somente se, N for uma cobertura de X.
(3) (1) N c NU.
(2) NU C ﬂ{?{ e P(P(X)): N € A ANA éuma topologia sobre X}

Mostra-se facilmente que:
(ii) Sao equivalentes:
(1) N gera uma topologia sobre X.
(2) NU = ﬂ{ﬂ e P(P(X)): N € A ANA éuma topologia sobre X}
(3) Valem as seguintes condicoes:

(1) N é uma cobertura de X.

(2) Para todo x € X e quaisquer A,B € N, se x € AN B, entdo existe um
CeNtalquex e CeC CANB.

Dada uma topologia 7 sobre X, suponha que N seja uma base para 7. E facil verificar

que:

(iii) Paratodo A C X,

2O termo zero-dimensional refere-se a dimensio de Menger—Urysohn e a sua defini¢do € justificada pela
assercao
para todo espago topolégico (X, T) tal que X é ndo vazio, existe uma base B para t tal que todo membro de B

é um fechado em (X, T) se, e somente se, a dimensio de Menger-Urysohn de (X, T) for nula,

que se encontra, por exemplo, em [ , cap. 7, seg. 1].
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(1) A ={xeX:¥YBeN(x)NN(BNA # 0)}.

(2) A éum denso em (X, 7) se, e somente se, para todo B € N'\ {0}, BN A # 0.
Dados um espaco topoldgico (X’, 7’), uma base N’ para 7’ e uma fungdo ¢ : X — X’,
também é facil verificar que:

(iv) (1) ¢ é continua com respeito a T e 7’ se, e somente se, para todo B € N/,
o '[B] € 7.
4

(2) @ é aberta com respeitoa T e 7’ se, e somente se, paratodo A € N, p[A] € 7'.
Agora, considere a seguinte familia:
B(t, 1) ={VxV' :VerAV et}
Usando o item (ii), é corriqueiro mostrar que:
(v) B(r, ") gera uma topologia sobre X x X'.

A topologia gerada (8B(r, 7))V sera chamada de a topologia produto de T e T’ (sobre
X x X’) e denotada por 7 ® t’. O espago topolégico (X X X’, 7 ® ') serd chamado de
o produto topolégico de (X, 1) e (X’,1") e denotado por (X, 7) ® (X’, 7’). Dados um
aeXxX eumV € Nrgr(a)NB(t, '), serd dito que V é uma vizinhanga candnica de
aem (X, 1)@ (X', 7). |

Proposicao 1.1.11. Seja (X, T) um espago topolégico. Entdo, sio equivalentes:
(1) (X, t) é compacto.

(ii) Paratodo A C P(X), se A for ndo vazio e tiver a PIF e todo membro de A for um fechado

em (X, T), entdo o conjunto (| A é ndo vazio.

(ii1) Existe uma base B para 7 tal que, para todo C C B, se C for uma cobertura de X, entio

existe um subfamilia finita de C que é uma cobertura de X. O

Comentdrio 1.1.12. Dados conjuntos X e X’, uma fun¢do ¢ : X —- X’ e um A C X,

considere a fungdo [ A : A — X’ que é definida pondo-se, para todo x € A,

(prA)(x) = p(x).

A funcdo @[ A serd chamada de arestricio de p aA. Dadoum A’ C X’ tal queim(¢p) C A’,

também considere a funcdo ¢ A’ : X — A’ que é definida pondo-se, para todo x € X,

(plA")(x) = p(x).

A fungédo | A’ serd chamada de a correstrigio de ¢ a A’. E claro que:
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(i) (1) Se @ for injetora, entdo @[ A é injetora.
(2) @l A’ éinjetora se, e somente se, ¢ for injetora.
(i7) (1) (1) im(eTA) = @[A].
(2) @I A é sobrejetora se, e somente se, p[A] = X'.
(2) (1) im(plA’) =im(p).
(2) @l A’ é sobrejetora se, e somente se, im(p) = A’.
E fécil verificar que:
(1ii) (1) Paratodo B C A, (' A)[B] = ¢[B].
(2) Paratodo B C X,
(1) (plA)[B] = ¢[B].
(2) (plA")[B] C A"
(3) Paratodo B C X/,
(1) (prA)'[B] = ¢ '[BIN A.
(2) (plA)[BNA]= ¢ '[B].
(iv) (1) Se ¢ for injetora e p[A] = X’, entdo ¢ A é bijetora.
(2) @l A’ ébijetora se, e somente se, ¢ for injetora e im(¢) = A’.
(3) (1) Se @ for injetora, entdo (@A)l p[A] é bijetora.
(2) Se ¢ for bijetora, entdo ((pl A)Lp[A])! = ((¢71) T p[A]) L A.
Dada uma topologia 7 sobre X, mostra-se facilmente que:

(v) A familia {V NA:V €t} é uma topologia sobre A.

Esta familia serd chamada de a topologia de subespago de (X, T) sobre A e denotada por
74. E facil verificar que:

(vi) (1) Paratodo B C A, (ta)p = TB.
(2) Para toda base B para 7, a familia {BN A : B € 8} é uma base para 74.
E corriqueiro mostrar que:

(vii) Paratodo B C A,

(1) B é um fechado em (A, t4) se, e somente se, existir um C C X tal que C é
um fechadoem (X, ) e B = C N A.
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2) B“ =B nA.
Dada uma topologia 7’ sobre X’, usando os itens (iii) (3) e (ii7) (2), verifica-se facilmente
que:
(viii) (1) Se @ for continua com respeito a 7 e 7/, entdo @[ A é continua com respeito
ataert.

(2) (1) @ A’ écontinua com respeito a 7 e (7')a’ se, e somente se, ¢ for continua

com respeitoa 7 e 7’.
(2) Se ¢ for aberta com respeito a T e 7/, entdo ¢ | A’ é aberta com respeito a

Te(t)ar.
Usando os itens (viii) (1), (viii) (2) (1) e (iv) (2) (1), tem-se que:

(ix) (1) Se @ for continua com respeito a 7 e 7/, entdo (pA)| p[A] é continua com
respeito a T4 e (7')ga]-
(2) Se ¢ for um homeomorfismo com respeito a 7 e 7/, entdo (p[ A)| p[A] é um

homeomorfismo com respeito a T4 e (7°)4)-

Se ¢ |im(¢) for um homeomorfismo com respeito a T e (7’)im(y), serd dito que ¢ € uma
imersdo topolégica com respeito a 7 e T’. Usando os itens (i) (2), (viii) (2) (1), (viii) (2) (2)

e (i7) (2) (2), conclui-se que:

X 1) Se @ for uma imersao topoldgica com respeito a T e 7/, entdo ¢ é uma injecao
Y polog p @ Jec

que é continua com respeitoa 7 e 7’.

(2) Se ¢ for uma injegdo que é continua e aberta com respeito a 7 e 7/, entdo ¢ é

uma imersdo topoldgica com respeitoa 7 e 7’. |

Proposicdo 1.1.13. Sejam (X, t) um espago topolégicoe A € X. Entdo:
(1) Se (X, t) for compacto e A for um fechado em (X, t), entdo (A, Ta) é compacto.

(i) Paratodo B C X,se A C B e (A, (tB),) for compacto, entio (A, Ta) é compacto. O

Defini¢ao 1.1.14. Sejam K um corpo e o uma topologia sobre o conjunto K. Diremos

que o par (K, o) é um corpo topolégico se valerem as seguintes condicdes:

(1) A adigao sobre K é continua com respeitoa o ® o e o.
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(ii) A multiplicagao sobre K é continua com respeitoa c ® o e 0.

(iii) A inversdo em K\ {0} é continua com respeito a ok \ {0} € OK\ {0} ¢

Comentario 1.1.15. Dado um conjunto pré-ordenado (X, <), denotaremos por < a

reducdo reflexiva <*. Considere a seguinte familia:
Be ={X} U {]e,x[< 1Xx € X} U {]x,—>[< tx € X} U {]x,y[< X,y € XAx< y}.

Suponha que < seja uma ordem total sobre X. Usando o Comentario 1.1.10 (i7), é facil

concluir que:
(i) B< gera uma topologia sobre X.

A topologia gerada (B<)Y sera chamada de a topologia da ordem sobre X segundo < e

denotada por <. E facil concluir que:
(i) Para quaisquer x, y € X, se x < y, entdo

1) X\ [x,ylc == x[c U]y, —lc

(2) [x,y]< € um fechado em (X, 7<).
E corriqueiro verificar que:

(iii) (1) Para quaisquer x,y € X, se x < y, entdo existem z, w € X tais que x < w,

z<yel—,wlcN]z,—>[=0.

(2) (X, 1<) é de Hausdorff.?
E facil ver que:
(iv) Paratodo A C X, se A for um denso segundo <, entdo A é um denso em (X, 7<).

Dado um ordinal {(«, <,), denote por <, a ordem total sobre a tal que (<,)* = <,. E

facil verificar que:

(v) Sea < w+1, entdo 1<, = Pla).

3 E interessante destacar que, em ZFC, prova-se que tal espago topolégico é hereditariamente normal (v.

[ lel , p- 66-67]). No entanto, em ZF ndo é possivel provar a assergao
para todo conjunto totalmente ordenado (X, <), (X, 1<) é hereditariamente normal,

j& que esta tltima é falsa em pelo menos um modelo de ZF + = AC (v. [ , D).
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E claro que:
(vi) Sel < a, entdo o é um denso em (@, T<,) que ndo é um denso segundo <,.
Agora, denote por < a ordem total do corpo ordenado R. Afirmamos que:
(viii) A familia {JA —¢,A+¢[: A € RA ¢ € R"} é uma base para <.

De fato: denote por 7 a familia {]J1 —¢,A + [ : A € RA ¢ € R*}. E claro que 7Y C 7.
Fixe arbitrariamente A, v € R. Note que:

1
e se A < v, entdo, tomando-se 6 = > (v — A7), tem-se que:

1 1
(5e]R*e]A,v[:]E(/\+v)—6,§(/\+v)+6 .

¢ utilizando-se da propriedade arquimediana do corpo ordenado R, tem-se que:

J-eo, A= [ ] 1A=n, AL,

new\1
A, +eo[ = | ] 1A, A +n]
new\1
e
R = U |-n,n|[.
new\1

Logo, 1< € 7Y,

Denote por |-| a fungdo valor absoluto dos ntiimeros reais (i.e., a fungdo de R em R que é

definida pondo-se, para todo A € R,

A, se0<A;

A = <-max{-A, A} =
—A, caso contrério).

Afirmamos que:

(ix) || é continua com respeito a 7< e 7<.

(x) Opar (R, 7<) é um corpo topoldgico.
De fato: fixe arbitrariamente A, € Re um ¢ € R*.
(ix) e (x) : Note que:

¢ Tomando-se 6 := ¢, tem-se que:
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0 €R"e paratodox € R,sex € J[A —,A +9[, entdo |x| € ||A| — &, |A| + €[
1
e Tomando-se 0 = 5 & tem-se que:

0 € R" e, para quaisquer x, y € R, se (x,y) € JA =, A + o[ X v =0, v + ¢,
entiox +y e |(A+v)—¢e,(A+v)+ ¢l

1 4 1 _
e Tomando-se 6 = min{l, 3¢ (1+|A)7E, 3¢ a+1v) 1}, tem-se que:

0 € R" e, para quaisquer x, y € R, se (x,y) € JA =, A + o[ X v = 0, v + ¢,
entdioxy € |JAv —¢, Av + ¢[.

1
e Tomando-se 6 = > min{|A|, e/\z}, tem-se que:

0 € R" e, paratodo x € R\ {0},se x € JA — 6, A + 5[, entdo

xle|at—e, A +el

Em virtude do item (viii) e dos Comentérios 1.1.10 (iv) (1) e 1.1.12 (vi) (2), conclui-se
que: |-| é continua com respeito a 7< e T¢, a adi¢do e a multiplicagdo sobre R sao

continuas com respeito a 1< ® 1< e 7< e a inversdo em R \ {0} é continua com respeito

a (Ts)R\{O} e (T<)IR\{0}'

A topologia 7< serd chamada de a topologia usual sobre R e denotada por 7. m]

Proposicao 1.1.16. Sejam (X, t) um espago topologicoe A C X. Entdo:
(1) Se (X, t) for Ty, entdo (A, Ta) é Tp.
(i) Supondo-se que (X, t) seja T, tem-se que:

(1) (X, 1) éTo.
(2) (A, TA> é Tl.

(1ii) Supondo-se que (X, T) seja de Hausdorff, tem-se que:

(1) (X, 1) éTs.
(2) (A, ta) éde Hausdorff.

(iv) Supondo-se que (X, T) seja reqular, tem-se que:

(1) (X, ) é de Hausdorff.
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(2) (A, Ta) éregular.
(v) Supondo-se que (X, t) seja de Tychonoff, tem-se que:

(1) (X, T) éregqular.
(2) (A, Ta) éde Tychonoff. O

Proposicao 1.1.17. Sejam X um conjunto, T uma topologia sobre X e A C X. Entio:
@) 1) PX)a =P(A).
(2) (X, P(X)) éTh.
(3) (X, P(X)) é de Tychonoff.
(4) (X, P(X)) é zero-dimensional.

(5) (X, P(X)) é compacto se, e somente se, X for finito.
(ii) Supondo-se que (X, T) seja zero-dimensional, tem-se que:

(1) (A, T4) é zero-dimensional.
(2) Sdo equivalentes:
(1) (X, ) éde Tychonoff.
(2) (X, ) éregular.
(3) (X, 7) é de Hausdorff.
(4) (X, t)eéTh.
(5) (X, 1) éTy. O

Proposicdo 1.1.18. Dados um espago topologico (X, t) tal que X é ndo vazio, uma sequéncia

sem X, um A C X tal queim(s) C A euma € A, considere as sequintes asser¢des:
(a) A sequéncia s converge para a com respeito a T.
(b) A sequéncia s converge para a com respeito a T4.
(c) A sequéncia s é constante de valor a.
(d) A sequéncia s é eventualmente constante de valor a.

Entdo:
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(1) (a) é equivalente a (D).
(ii) (c) implica (d).
(iii) (d) implica (a).
Suponha que a seja um ponto isolado de (X, t). Entdo:

(iv) (a) é equivalente a (d). O

Proposicdo 1.1.19. Dados um espago topologico (X, t) tal que X é ndo vazio, uma sequéncia

sem X, um A C X tal queim(s) C A e um a € X, considere as sequintes assercoes:
(a) A sequéncia s converge para a com respeito a T.
(b) Para toda subsequéncia t de s, t converge para a com respeito a T.
(c) ae A
Entdo:
(1) (a) é equivalente a (b).

(ii) (a) implica (c). O

Teorema 1.1.20. Dado um espago topolégico (X, ) tal que X é ndo vazio, considere as seguintes

assergoes:
(a) (X, T) é de Hausdorff.

(b) Para toda sequéncia s em X, se s for convergente com respeito a T, entdo existe um tinico

limite de s com respeito a 7.
Entdo:
(1) (a) implica (D).
Suponha que (X, t) tenha cardter enumerdvel. Entdo:

(ii) Sob AC,, (a) é equivalente a (D). O
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Proposicdo1.1.21. Sejam (X, T) e (X’, ) espagos topoldgicos e (X", t”") um espago topoldgico
de Hausdorff. Sejam y : X — X" uma fungdo continua com respeitoatet ey, ' : X' — X”

ungoes continuas com respeito a v’ e t”’. Entdo:
p
(i) O conjunto {z e X :yY(z) = gb’(z)} é um fechado em (X', v’).

(ii) Se o conjunto im(y) for um denso em (X', t'y e p oy =’ oy, entdo P = ¢’ O

Encerraremos esta se¢do com a apresentacdo das defini¢des de soma e de produto

topoldgicos e de resultados ja conhecidos sobre esses espagos topoldgicos.

Comentario 1.1.22 (| , cap. 2, se¢. 2]). Dados um conjunto I e uma familia

{X; :i €I} de conjuntos, denotaremos por Z X;i (ou por ) {X;:i€l}) o conjunto
U (Xi x {i}). O conjunto Z X; sera chamaclleci de a soma (conjuntista) de {X; :i € I}.
lljeolde-se considerar a fungé:rln,xi : Z X; — I que é definida pondo-se, para todo i € I
e todo x € X;, !

PI,Xi(x/ l) =1
A fungdo pj x; sera chamada de a projegio de Z X; em I. Mostra-se facilmente que:
i€l
. -1
(i) Paratodo J C I, (p1x;) U= Z X;.
i€ef
Dada uma familia {7; : i € I} de conjuntos tais que, para todo i € I, ; é uma topologia

sobre X;, verifica-se corriqueiramente que:

(i7) {Z Vi:Viel(V;e Ti)} é uma topologia sobre Z X;.

i€l iel

Esta familia sera chamada de a topologia soma de {7; : i € I} (sobre Z X;) e denotada

i€l
por @ 7;. O espago topoldgico <Z Xi, @ T1'> serd chamado de a soma topolégica de
iel iel iel
{{Xi, ti) 1 i € I} e denotado por Z(Xi, 7;). Usando o item (i), conclui-se que:
i€l
(ii1) p1x, é continua com respeito a @ t; e P(I). O

i€l
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Comentario 1.1.23 (][ , cap. 2, sec. 3], [ , cap. 3, sec.8]). Dados um

conjunto I e uma familia {X; :7 € I} de conjuntos, denotaremos por 1_[ X;i (ou por
iel

[1{X; : i € I}) o conjunto

{E : £ é uma funcdo de [ em UXZ' AYiel(&(i)e Xi)}.

i€l

O conjunto l_[ X; sera chamado de o produto (cartesiano) de {X; :i € I}. Dada uma
i€l
familia {7; : i € I} de conjuntos tais que, para todo i € I, t; é uma topologia sobre X;,

considere a seguinte familia:

B, 1) = {rl Vi:Viel(Viet)A{lel:V;+ X} éﬁnito}.

i€l
Usando o Comentario 1.1.10 (i7), verifica-se corriqueiramente que:

(i) B(I, t;) gera uma topologia sobre 1—[ X;.
i€l
A topologia gerada (B(I, Ti))U serd chamada de a topologia produto de {7; : i € I} (sobre
ﬂ X;) e denotada por ® 7;. O espago topoldgico <n X, ® Ti> serd chamado de o
i€l i€l i€l i€l
produto topolégico de {(X;, 7;) : i € I} e denotado por H(X,-, 7). Dados um « € 1_[ X
iel iel
eum V € N®T(a) NB(I, 7;), serd dito que V é uma vizinhanga canénica de a em
i€l
H(X,-, 7;). Agora, suponha que I seja ndo vazio. Dados um j € [ e um A C X, para
i€l
cada i € I, considere o seguinte conjunto:

A, sei=7j;
Ai = J
X;, caso contrario.
Também considere a funcdo prx;,; : 1_[ X; — X que é definida pondo-se, para todo

ce|]x

iel

i€l

p1.x;,i (&) = &(j).

A fungdo pj x;,j serd chamada de a projegdo de l_[ X; na j-ésima coordenada. Mostra-se
i€l
facilmente que:

(i) () (prx) " 1A1=] | A

i€l
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(2) p1,x;,j € continua com respeito a ® Ti e Tj.
i€l

Dada uma familia {X, X1} de conjuntos, considere a fungéo
VXo,X1 - Xo X Xl - H{Xo, Xl}

que é definida da seguinte maneira: para todo xg € Xy e todo x1 € Xj, yx,,x,(x0, x1) é a

funcdo de 2 em Xy U X1 que é definida pondo-se, para todo k € 2,

(yxofxl (xo, xl))(k) = Xk.
Dadas uma topologia 7o sobre X( e uma topologia 71 sobre Xj, é facil verificar que:

(1i1) vx,x, € um homeomorfismo com respeito a 7o ® 71 € ®{TQ, T1}. O

Teorema 1.1.24. Sejam I um conjunto e {{(X;, t;) : i € I} uma familia de espagos topolégicos.

Entdo:
(i) Se, para todo i € I, (X;, 7;) for Tq, entdo
(1) > (X, 1) ¢ T,
iel
(2) 1_[<Xz', i) é Ty,
i€l
(ii) Se, paratodoi € I, (X, T;) for de Tychonoff, entdo
(1) Z(Xi, ;) é de Tychonoff.
iel

(2) H(X,', ;) é de Tychonoff. @)

i€l

1.2 Nocoes métricas e analitico-funcionais

Nesta secdo, sdo estabelecidas generaliza¢des de defini¢des e resultados comumente
estabelecidos no contexto ingénuo* dos espagos métricos ou dos espagos normados e de

Banach reais ou complexos.

4 Este termo é uma tradugdo da palavra francesa naive, que é utilizada por tedricos conjuntistas com
a conotagdo de algo despreocupado ou pouco cauteloso em relagdo ao rigor 16gico da Teoria Axiomatica dos

Conjuntos.
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Defini¢do 1.2.1. Sejam X um conjunto e d : X X X — R uma funcdo. Considere as

seguintes condigoes:
(a) (anulamento) Paratodo x € X, d(x,x) =0.
(b) (ndo negatividade) Para quaisquer x,y € X, 0 < d(x, y).
(c) (condigdo Tp) Para quaisquer x,y € X,sed(x,y)=0ed(y,x) =0,entdo x = y.
(d) (ndo degeneragdo) Para quaisquer x,y € X,se d(x,y) =0, entdo x = y.
(e) (simetria) Para quaisquer x,y € X, d(x,y) =d(y, x).
(f) (desigualdade triangular) Para quaisquer x,y,z € X, d(x,y) < d(x,z)+d(z, y).
(g) (desigualdade triangular forte) Para quaisquer x,vy,z € X,

d(x,y) < max{d(x, z),d(z, y)}.

Diremos que:

(i) d é uma pré-métrica sobre X se valerem as condi¢des (a) e (b). Se d for uma

pré-métrica sobre X, diremos que o par (X, d) é um espaco pré-métrico.

(ii) d é uma hemimétrica sobre X se d for uma pré-métrica sobre X e valer a condigdo
(f). Se d for uma hemimétrica sobre X, diremos que o par (X, d) é um espaco

hemimétrico.®

(iii) d é uma ultra-hemimétrica sobre X se d for uma pré-métrica sobre X e valer a
condigdo (g). Se d for uma ultra-hemimétrica sobre X, diremos que o par (X, d)

é um espaco ultra-hemimétrico.

(iv) d é uma dimétrica sobre X se d for uma hemimétrica sobre X e valer a condigdo
(c). Se d for uma dimétrica sobre X, diremos que o par (X,d) é um espaco

dimétrico.®

(v) d é uma quase métrica sobre X se d for uma hemimétrica sobre X e valer a
condigdo (d). Se d for uma quase métrica sobre X, diremos que o par (X, d) é um

espago quase métrico.

5 Na literatura a que tivemos acesso, é mais comum a utilizacdo das expressdes quase pseudométrica e
quase pseudométrico em lugar dos termos hemimétrica e hemimétrico, respectivamente. Preferimos adotar

estes termos por terem escritas mais curtas.
6 Os termos dimétrica e dimétrico podem ser encontrados em [ ] e tém o mesmo significado das

expressoes To-quase métrica e To-quase métrico, respectivamente.
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(vi) d é uma pseudométrica sobre X se d for uma hemimétrica sobre X e valer a
condigdo (e). Se d for uma pseudomeétrica sobre X, diremos que o par (X, d) é um

espaco pseudométrico.

(vii) d é uma ultrapseudométrica sobre X se d for uma ultra-hemimétrica sobre X e
valer a condicao (¢). Se d for uma ultrapseudomeétrica sobre X, diremos que o par

(X, d) é um espago ultrapseudométrico.

(viii) d é uma métrica sobre X se d for uma pseudométrica sobre X e valer a condi¢do

(d). Se d for uma métrica sobre X, diremos que o par (X, d) € um espago métrico.

(ix) d é uma ultramétrica sobre X se d for uma ultrapseudométrica sobre X e valer a
condicdo (d). Se d for uma ultramétrica sobre X, diremos que o par (X, d) é um

espaco ultramétrico.
Suponha que d seja uma pré-métrica sobre X. Para qualquer x € X e qualquer ¢ € R,

(1) o conjunto {z € X : d(z,x) < ¢} serd chamado de a bola aberta segundo d de

centro x e raio ¢ e denotado por By(x, ¢€).

(2) o conjunto {z € X : d(z,x) < ¢} serd chamado de a bola fechada segundo d de

centro x e raio ¢ e denotado por By[x, ¢].
Suponha que X seja ndo vazio. Para quaisquer x, y € X,

(3) o numero real d(x, y) serd chamado de a distancia de x a y segundo d. Se valer
a condicdo (e), o numero real d(x, y) serd chamado de a distincia entre x e y

segundo d.
Para qualquer subconjunto ndo vazio A de X e qualquer x € X,

(4) onumero real inf{d(x,z) : z € A} serd chamado de a distincia de x a A segundo
d e denotado por d(x, A). ¢

Comentdrio 1.2.2. Dado um espago pré-métrico (X, d), é imediato concluir que:
(i) Sobre X,
(1) d é uma métrica se, e somente se, d for uma pseudométrica e uma quase

métrica.

(2) d é uma ultramétrica se, e somente se, d for uma ultrapseudométrica e uma

quase métrica.
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E facil ver que:
(ii) Sobre X,

(1) (1) sed for uma quase métrica, entdo d € uma dimétrica.

(2) se d satisfizer a condigdo de simetria, entdo d é uma quase métrica se, e

somente se, d for uma dimétrica.

(2) (1) sed for uma ultra-hemimétrica, entdo d é uma hemimétrica.
(2) se d for uma ultrapseudométrica, entdo 4 € uma pseudométrica.

(3) se d for uma ultramétrica, entdo d é uma métrica.

Mostra-se que:

(iii) (1) d é uma pseudométrica sobre X se, e somente se, d satisfizer a condigdo de

anulamento, de simetria e de desigualdade triangular.

(2) d é uma métrica sobre X se, e somente se, d satisfizer a condigdo Ty, de

anulamento, de simetria e de desigualdade triangular.
Mostra-se também que:
(iv) Sdo equivalentes:

(1) d é uma pseudométrica sobre X.

(2) Para todo subconjunto ndo vazio A de X e quaisquer x, y € X,
[d(x, 4) = d(y, A)] < d(x, ).

d(x,z) - d(y,z)| <d(x,y).

(3) Para quaisquer x,y,z € X,
Denote por do x a funcdo identicamente nula de X x X em R. E facil ver que:

(v) (1) do,x é uma ultrapseudométrica sobre X.
(2) Se X nao for vazio nem for unitario, entdao dy x ndo é uma dimétrica sobre X.
(3) Paratodo x € X etodo ¢ € RY, By, (x, ¢) = X.

A ultrapseudométrica do x serd chamada de a pseudométrica nula de X. Considere a

funcdo dy,x : X X X — R que é definida pondo-se, para quaisquer x, y € X,

0, sex=y;

dl,X(x/ y) = {

1, caso contrario.

E corriqueiro verificar que:
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(vi) (1) dy x é uma ultramétrica sobre X.

{x}, see€]0,1];

(2) Paratodo x € X etodo ¢ € R*, By, ,(x,¢) =
1,X s .
X, caso contrario.

A ultramétrica d; x serd chamada de a métrica zero-um de X. Considere as fungdes

dp,d*,d”,d" : Rx R — R que sdo definidas pondo-se, para quaisquer x, y € R,

do(x,y) = |x - yl,
d*(x, y) = max{0, x — y},

0, sex=vy;
d”(x,y) = Y

|x| +1, caso contrério;

0, =y;
d/\(x,y):: se X ]/

min{lxl, |y|} +1, caso contréario.
Também é corriqueiro verificar que:
(vii) Sobre R,
(1) d" é uma pré-métrica satisfazendo a condigdo de ndo degeneragdo e de
simetria que ndo é uma hemimétrica.

(2) d7 é uma ultra-hemimétrica que é uma quase métrica e que ndo é uma
pseudométrica.
(3) d* é uma dimétrica que ndo é uma ultra-hemimétrica nem é uma quase

métrica.

(4) dp é uma métrica que ndo é uma ultrapseudométrica.

Considere a fungdo dgec : 2 X 2 — R que é definida pondo-se, para quaisquer k, [ < 2,

0, sek=1;

[, caso contréario.

dsec(kz Z) =

Considere também a funcdo dmin : 3 X 3 — R que é definida pondo-se, para quaisquer

k,1 <3,
0, sek=1;
min{k,/}, caso contrario.

Amin(k, 1) =

E corriqueiro verificar que:

(ix) Sobre 2, dgec é uma ultra-hemimétrica que é uma dimétrica e que ndo é uma quase

métrica nem é uma pseudométrica.
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(x) Sobre 3, dmin € uma pré-métrica satisfazendo a condi¢ao de simetria que néo é

uma hemimeétrica. m|

Proposicao 1.2.3. Dados um espago hemimétrico (X, d) tal que X é ndo vazio, uma sequéncia

(Xn)n<wem X, um e € 10,1[ eum | < w, considere as sequintes assergoes:
(a) Para todo k < 1, max{d(xx, Xx+1),d(xXxs1, xx)} < k1.
(b) Paratodo k < w, se k < 1, entdo max{d(xx, x;), d(x1, xx)} < (1 — &) Lek*1,
Entido, (a) implica (b). O
Usando a Proposigdo 1.2.3, conclui-se facilmente o seguinte
Corolario 1.2.4. Dados um espago hemimétrico (X, d) tal que X é ndo vazio, uma sequéncia
(Xn)n<w em X eum ¢ € 10, 1], considere as sequintes assergoes:
(a) Para todo n < w, max{d(x,, Xn+1),d(Xni1,xn)} < ™1,

(b) Para quaisquer n,m < w,sen < m, entdo max{d(x,, xn), d(xm, x,)} < (1—e)~te"*L,

Entido, (a) implica (b). [

Comentadrio 1.2.5. Dado um espago pré-métrico (X, d), mostra-se facilmente que:
(i) A familia {V € P(X):Vx € VI € R*(By(x,0) € V)} é uma topologia sobre X.

Esta familia serd chamada de a topologia induzida por d (sobre X) e denotada por 7,.
Lembre-se que 72 denota a topologia da ordem sobre o conjunto R segundo a ordem

total do corpo ordenado R (cf. Comentario 1.1.15). E facil ver que:
(ii) Td, = 12.

Em virtude do item (i7), a métrica d, serd chamada de a métrica usual sobre R. Usando

os itens (v) (3) e (vi) (2) do Comentario 1.2.2, conclui-se que:

(ii)) (1) Tayy = {0, X).
(2) T4, = P(X).
Em virtude do item (iii) (2), se d = dj x, serd dito que (X, d) é um espago métrico discreto.

Dada uma pré-métrica d’ sobre X, se 14 = 1,4, seré dito que d é equivalente a d’. E facil

verificar que:
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(iv) Seexistirum 6 € R* tal que im(d) € {0} U[9, +oo[ e d satisfizer a condi¢do de ndo

degeneracdo, entdo

(1) paratodo x € X, x é um ponto isolado de (X, 74).

(2) d é equivalente a d; x.
Considere a familia 8; := {B4(z,¢) : z € X A ¢ € R"}. Vé-se facilmente que:
(v) B, é uma network para 7.
Mostra-se que:

(vi) (1) Se d for uma hemimétrica sobre X ou equivalente a d; x, entdo B, é uma

base para 7.

(2) Se d for uma pseudomeétrica sobre X ou equivalente a d; x, entdo, para todo

x € X etodo € € R*, B;[x, €] é um fechado em (X, 7).
E corriqueiro verificar que:
(vii) Paratodo ¢ € RY,
(1) (1) Bu. (0,¢) =2.
(2) Ba .(1,¢) = {

(2) (1) By, (0, €) =3.

{1}, seec€]0,1];

2, caso contrario.

2, see€]0,1];
3, caso contrario.
{0,2}, see€]0,1];

3, caso contrario.

(2) Bg,,(1,¢€) = {

(3) Bdmm(z, 8) = {
Usando o item (vii) (1), é corriqueiro mostrar que:

(viii) (1) 7q.. ={0,{1},2}.

(2) Para todo ¢ € ]0,1], By [1, €] ndo é um fechado em (2, 74,_).

sec

A familia {0, {1} ,2} é chamada de a topologia de Sierpiriski em [ , p- 20]. Usando

o item (vii) (2), também é corriqueiro mostrar que:

(ix) (1) dmin € equivalente a d 3.

(2) Paratodok € 3\ 1etodo ¢ € R*,
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(1) se € €]0,1], entdo By_ (k, €) ndo é um aberto em (3, 74_, ).

(2) se € €]0,1[, entdao By_, [k, €] ndo é um fechado em (3, 74__)- O

Comentdrio 1.2.6. Dados um espago pré-métrico (X,d) e um A C X, considere a

seguinte familia:

Bia= {Bd(z,%) :z€AANE cu\l}.
E facil ver que:
(i) B4 x é uma network para 7.
Para cada x € X, denote por B , a familia B, (). Também é facil ver que:
(ii) Paratodo x € X,

(1) Bi.= {Bd(x,%) nmew 1}.

(2) B4 . é uma network local para t; em x.
Em virtude dos itens (i) e (ii) (2) e do Comentario 1.2.5 (vi) (1), tem-se que:
(1ii) Se d for uma hemimétrica sobre X ou equivalente a d; x, entdo

(1) B, x é uma base para ;.
(2) (1) paratodo x € X, B; , € uma base local para 7; em x.

(2) (X, 14) tem cardter enumeravel.
Mostra-se que:
(iv) Se d for uma pseudométrica sobre X, entdo

(1) Aserum densoem (X, ) é condicdo suficiente para B, 4 ser uma base para

T4.

(2) (X, 14) ser separavel é condicao suficiente para (X, 74) ter peso enumeravel.
Agora, denote por d4 a restricdo d[ A X A e note que:
(v) da é uma pré-métrica sobre A.
A pré-métrica d4 serd chamada de a pré-métrica induzida por d sobre A. E claro que:

(vi) (1) Sed for uma hemimétrica sobre X, entdo d4 é uma hemimétrica sobre A.
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(2) Se d for uma ultra-hemimétrica sobre X, entdo d4 é uma ultra-hemimétrica
sobre A.

(3) Se d satisfizer a condic¢do Ty, entdo d 4 satisfaz a condigao Ty.

(4) Se d satisfizer a condi¢do de ndo degeneragdo, entdo d, satisfaz a condigdo

de ndo degeneracao.

(5) Sed satisfizer a condi¢do de simetria, entdo d4 satisfaz a condigdo de simetria.
E imediato concluir que:
(vii) Paratodo x € A etodo ¢ € R™,
(1) By, (x,¢e) =By(x,e)NA.
(2) By,[x, €] = Balx, e] N A.
Mostra-se que:
(viii) (1) (Ta)a € Ta,-
(2) Se A € {0, X} ou d for uma hemimétrica sobre X, entdo (74)4 = T4,-

(ix) Sobre 3, existe uma pré-métrica d satisfazendo a condi¢ao de simetria que nédo é

uma hemimétrica e tal que (7a)g 2y # Tagy- O

Defini¢do 1.2.7. Sejam (X, d) e (X', d’) espagos pré-métricos e ¢ : X — X’ uma funcao.

Diremos que:

(i) @ é uniformemente continua segundo d e d’ se valer a seguinte condi¢do: para

todo € € R*, existe um 6 € R" tal que, para quaisquer x,y € X, se d(x,y) < 9,

entdo d’(¢(x), p(y)) < e.

(ii) ¢ é ndo expansiva segundo d e d’ se valer a seguinte condi¢do: para quaisquer

x,y €X,d(p(x),p(y)) <d(x,y).

(iii) @ preserva distincia segundo d e d’ se valer a seguinte condi¢do: para quaisquer

x,y € X, d'(p(x), p(y)) =d(x, y).
(iv) @ é uma imersdo isométrica segundo d e d’ se valerem as seguintes condigdes:

(1) ¢ é injetora.

(2) @ preserva distancia segundo d e d’.
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(v) @ é uma isometria segundo d e d’ se valerem as seguintes condi¢ées:

(1) ¢ ébijetora.

(2) ¢ preserva distancia segundo d e d’. ¢

Teorema 1.2.8. Dados espacos pré-métricos (X, d) e (X', d’) e uma fungio ¢ : X — X/,

considere as seguintes assergoes:
(a) @ preserva distincia sequndo d e d’.
(b) @ énao expansiva sequndo d e d’.
(c) @ é uniformemente continua sequndo d e d’.
(d) @ é continua com respeitoa T4 e Ty .
Entdo:
(1) (a) implica (D).
(ii) (b) implica (c).
Suponha que d seja uma hemimeétrica sobre X. Entdo:
(1i) (c) implica (d).
Suponha que d seja uma pseudométrica sobre X e que (X, t4) seja compacto. Entdo:

(iv) (c) é equivalente a (d). O

Comentario 1.2.9. Dados um espago pré-métrico (X, d) tal que X é ndo vazio e um
subconjunto nao vazio A de X, pode-se considerar a fungdo d* : X — R que é definida

pondo-se, para todo x € X,
d4(x) = d(x, A).

Note que:

(i) (1) Ac (d4)'[{o}].

(2) dX é a funcdo identicamente nula de X em R.

Mostra-se que:

(i) (1) d4" <dA.
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(2) Sed for uma pseudomeétrica sobre X, entdo A = gA,
Dado um a € X, denotaremos por d” a funcéo d{*}. Note que:
(iii) Paratodo x € X, d*(x) = d(x, a).
Usando o item (ii), tem-se que:
(iv) (1) d@" < de.
(2) Sed for uma pseudomeétrica sobre X, entdo d@" = ge,
Mostra-se que:
(v) (1) Se d satisfizer a condi¢do de simetria, entdo
(1) (@) [{oy cA™.
@) @)y < {a} .
(2) Se d for uma pseudométrica sobre X, entdo
(1) (44)'{oy=A""
@) @)} = {a} .

Mostra-se também que:

(vi) Sobre 2, existe uma ultra-hemimétrica d que é uma dimétrica, que ndo satisfaz a

condicdo de simetria e tal que
(1) paratodo k <2, dm”(k) £ d (k).
-1 —T
@) (@) [0} ¢ {0} .

(vii) Sobre 3, existe uma pré-métrica d satisfazendo a condi¢do de simetria que néo é
uma pseudométrica e tal que (dl)_l[{O}] £ {11

Suponha que d seja uma pseudométrica sobre X. Em virtude do Comentdario 1.2.2 (iv),
tem-se que:
(viii) (1) d4 é ndo expansiva segundo d e dy.

(2) d* é ndo expansiva segundo d e d. O

A proposigdo a seguir justifica por que a condicdo (c) da Defini¢do 1.2.1 é chamada
de condigio Ty e estabelece, em termos topolégicos, condi¢des necessdrias e suficientes

para que uma pseudométrica seja uma métrica.
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Proposicdo 1.2.10. Seja (X, d) um espago pré-métrico. Entdo:
(1) Se (X, tq) for Ty, entdo d satisfaz a condigio Ty.
Suponha que d seja uma hemimeétrica sobre X. Entdo:
(ii) d é uma dimétrica sobre X se, e somente se, (X, t4) for T.
Suponha que d seja uma pseudométrica sobre X. Entdo:
(1ii) Sdo equivalentes:
(1) d é uma métrica sobre X.
(2) (X, Tq) é de Tychonoff.
(B) (X, tq) éregular.
(4) (X, t4) é de Hausdorff.

(5) (X, t4)éTh.
(6) (X, 1q)éTyp. O

Comentadrio 1.2.11. Dados espagos pré-métricos (X,d) e (X’,d"), considere a fungdo
d®d (XX X')x(XxX')— R que é definida pondo-se, para quaisquer x,y € X e

quaisquer x’, y’ € X’,
@dod)(x,x"),(y,y") =dx,y)+d'(x,y).
Note que:
(i) d ® d’ é uma pré-métrica sobre X x X'.

A pré-métrica d ® d’ serd chamada de a pré-métrica produto de d e d’ (sobre X x X’). O
espago pré-métrico (X X X', d ® d’) serd chamado de o espago produto de (X, d) e (X', d")
e denotado por (X, d) ® (X’,d’). Mostra-se facilmente que:

(i) (1) Se d for uma hemimétrica sobre X e d’ for uma hemimétrica sobre X’, entdao
d ® d’ é uma hemimétrica sobre X x X’.
(2) Se d e d’ satisfizerem a condicdo Ty, entdo d ® d’ satisfaz a condigdo Tp.

(3) Sed e d’ satisfizerem a condi¢dao de ndo degeneracdo, entdo d ® d’ satisfaz a

condicdo de ndo degeneragéo.
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(4) Sed e d’ satisfizerem a condicdo de simetria, entdo d ® d’ satisfaz a condicdo

de simetria.
Mostra-se que:

(ii7) Sobre 2, existe uma ultramétrica d tal que d ® d ndo é uma ultra-hemimétrica

sobre 2 X 2.
Vé-se facilmente que:
(iv) Paratodo x € X, todo x” € X’ e quaisquer ¢, ¢’ € R",

(1) Byga({x,x’), min{e, &’}) C By(x, &) X By (x’, €’).

(2) Ba(x,e) X By(x',€") C Biga({x,x"), e+ ¢).
Com o uso do item (iv) e do Comentario 1.2.5 (vi) (1), é corriqueiro mostrar que:

(v) (1) Ta® 14 C Taga-

(2) Se d for uma hemimétrica sobre X ou equivalente a di x e d’ for uma

hemimétrica sobre X’ ou equivalente a d; x’, entdo 74 ® 7 = Tgg4-
Mostra-se que:
(vi) Sed for uma pseudomeétrica sobre X, entdo d é ndo expansiva segundod ® d e d».

(vii) Se d for uma pseudométrica sobre X ou equivalente a dj x, entdo d é continua

com respeitoa 7y ® 74 e To.
Mostra-se também que:

(vii) Sobre R, existe uma ultra-hemimétrica d que é uma quase métrica, que ndo é uma

pseudométrica e tal que d ndo é ndo expansiva segundo d ® d e ds.

(ix) Sobre 2, existe uma ultra-hemimétrica d que é uma dimétrica, que ndo é uma
pseudométrica nem € equivalente a d; > e tal que d ndo é continua com respeito a

T4 ® T4 € Ta. O

No que segue, é apresentada uma construgdo de espago pré-métrico quociente que
generaliza a bem conhecida construgdo de um espaco métrico a partir de um espaco

pseudométrico.
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Comentadrio 1.2.12. Dados um espago pré-métrico (X, d) e uma relagdo bindria R sobre
X, sera dito que d é invariante por sucessio segundo R se valer a seguinte condi¢do: para
quaisquer x,y,z, w € X, se x Rz e y Rw, entdo d(x, y) = d(z, w). Suponha que R seja
uma relacdo de equivaléncia sobre X e que d seja invariante por sucessdo segundo R.

E claro que:
(i) Para quaisquer x,y,z, w € X, se [x|r = [z]r € [y]r = [w]r, entdo

dx,y) =d(z, w).

Logo, pode-se considerar a fungao d /R . X /R x X /R — R que é definida pondo-se,
para quaisquer x, y € X,
R (1xTx, [ylk) = d(x, y).

Note que:

(ii) @ / R é uma pré-métrica sobre X / R.
A pré-métrica d /R serd chamada de a pré-métrica quociente induzida por d sobre X / R.
O espago pré-métrico <X / R, / R> serd chamado de o espago quociente de (X, d) por R e
denotado por (X, d) /R. Lembrando que gr denota a fungdo quociente para (X, R) (cf.
Comentério 1.1.8), tem-se que:
(iii) qr preserva distancia segundo d e d / R.

Mostra-se facilmente que:

(iv) (1) Sed for uma hemimétrica sobre X, entdo d / R é uma hemimétrica sobre X / R.

(2) Se d for uma ultra-hemimétrica sobre X, entao d / R é uma ultra-hemimétrica
sobre X / R.

(3) Se d satisfizer a condicdo Ty, entdo

(1 d /R satisfaz a condicao Ty.

(2) gr é uma isometria segundo d e d / R.

(4) Se d satisfizer a condi¢do de ndo degeneragdo, entdo d / R satisfaz a condigédo

de ndo degeneracao.

(5) Se d satisfizer a condigdo de simetria, entdo d/R satisfaz a condicdo de

simetria.
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Dados um espago pré-métrico (X’,d’) e uma funcdo ¢ : X — X’, considere a relagdo

bindria Ré' sobre X que é definida pela seguinte sentenca:
para quaisquer x, y € X, x R% y se, e s6 se, d’(¢(x), ¢(y)) = 0.

A relagdo bindria Rg serd chamada de a relagdo induzida por d’ e ¢ (sobre X). Verifica-se

facilmente que:

(v) (1) Rg é reflexiva sobre X.

(2) d’ ser uma hemimétrica sobre X’ é condigdo suficiente para Ré ser uma

pré-ordem sobre X.

z

(3) d’ ser uma pseudométrica sobre X’ é condicdo suficiente para Rg ser uma

relacdo de equivaléncia sobre X.

A relagdo binéria Rfdx serd chamada de a relagio induzida por d (sobre X) e denotada

por R?. Sendo assim, R? é dada pela seguinte sentenca:
para quaisquer x, y € X, x R y se, e somente se, d(x, y) = 0.
Mostra-se que:

(vi) Sobre 3, existe uma pré-métrica d satisfazendo a condi¢do de simetria que nédo é

uma hemimétrica e tal que R ndo é uma pré-ordem sobre 3.

(vii) Sobre 2, existe uma ultra-hemimétrica d que é uma dimétrica, que ndo é uma

pseudométrica e tal que R? nao é uma relagdo de equivaléncia sobre 2.
E facil ver que:

(viii) (1) Se @ for ndo expansiva segundo d e d’, entdo R C Rg.

(2) Se ¢ preservar distancia segundo d e d’, entdo Rfo’ = R,
Também é facil ver que:
(ix) Se X néao for vazio nem for unitario, entdo

(1) Rx ¢ Révx,
(2) R%x # Rdox,

Mostra-se que:

(x) Se d for uma pseudométrica sobre X, entdo
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(1) d é invariante por sucessdo segundo R¥.

) 4 /Rd é uma métrica sobre X /Rd.

Suponha que d seja uma pseudométrica sobre X. A métrica d / R? serd chamada de a
métrica quociente induzida por d (sobre X / R?). O espago métrico (X, d) / R? é chamado
de a reflexdo métrica de (X, d) em [ , p- 78] O

O teorema a seguir é um resultado anédlogo ao Primeiro Teorema do Isomorfismo para
dlgebras universais (v. [ , cap. 2, seg. 6]).
Teorema 1.2.13. Sejam (X, d) e (X’,d") espagos pseudométricos e ¢ : X — X' uma fungdo

tais que ¢ preserva distancia segundo d e d’ e (d")im(p) € uma métrica sobre im(¢). Entdo:

(i) Existe uma tinica imersio isométrica 1 : X /Rd — X’ sequndo d /Rd e d’ tal que

Yoqre=q.

<X, d>/Rd
T
[
v
[
1

(X, d) ——— (X', d)

Diagramai.l
(ii) Se @ for sobrejetora, entdo

(1) d’ é uma métrica sobre X’.

) X d>/Rd é isométrico a (X', d"). @)

Definic¢ao 1.2.14. Seja I um conjunto. Sejam (X, d) um espago pré-métrico, ¢ : I — X

uma fungdo e A C X. Diremos que:

(i) d élimitada se valer a seguinte condigdo: existe um 6 € R* tal que im(d) < [0, 0].

Se d for limitada, diremos que (X, d) é limitado.
(ii) A é um limitado segundo d se d4 for limitada.

(ii7) ¢ é limitada segundo d se o conjunto im(¢) for um limitado segundo 4.
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Suponha que X seja ndo vazio. Para qualquer subconjunto ndo vazio B de X, se B for
um limitado segundo d, o ntimero real sup(im(dg)) serd chamado de o didmetro de B

segundo d e denotado por diam,(B) (ou, simplesmente, por diam(B)). ¢

Proposicdo 1.2.15. Dados um espago pré-métrico (X, d) e um A C X, considere as seguintes

assergoes:
(a) A éum limitado sequndo d.
(b) Para todo B C A, B é um limitado sequndo d.

(c) Paratodo B C X, se B for um limitado sequndo d, entdo o conjunto A U B é um limitado

sequndo d.
(d) A =0ouexistemum x € X eum 6 € R* tais que A C By[x, 6].
(e) (A, (tg)4) é compacto.
Entio:
(1) (a) é equivalente a (b).
(ii) (a) implica (d).
(iii) (c) implica (a).
Suponha que d seja uma hemimétrica sobre X. Entdo:
(iv) (a) é equivalente a (c).
Suponha que d seja uma pseudométrica sobre X. Entdo:
(v) (a) é equivalente a (d).

(vi) (e) implica (a). O

Proposicdo 1.2.16. Dados um conjunto I, um espaco pré-métrico (X,d) e uma fungio

¢ : 1 — X, considere as seguintes assergoes:
(a) @ élimitada sequndo d.

(b) Para todo conjunto Z e toda fungio C: Z — I, ¢ o C é limitada sequndo d.
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(c) Para toda fungdo C : I — X, se C for limitada sequndo d, entdo existe um 6 € R* tal que

{d(p(), C(0) i € I} € [0,5]
Entdo:
(i) (a) é equivalente a (b).
Suponha que d seja uma hemimétrica sobre X. Entdo:
(ii) (a) implica (c).
Suponha que d seja uma pseudométrica sobre X. Entdo:

(1i7) (a) é equivalente a (c). O
O teorema a seguir é o Teorema de Heine—Borel da Anélise Real (v. [ D.

Teorema 1.2.17. Sejam A, v € R tais que A < v. Entdo:

(i) <[A,v], (T2)a,0)) € compacto.

(i) Para todo A C X, se A for um fechado em (R, t2) que é um limitado sequndo dy, entdo

(A, (12)4) é compacto. O

Definic¢ao 1.2.18. Sejam (X, d) um espago pré-métrico tal que X é ndo vazio e (X, )n<w
uma sequéncia em X. Diremos que (X, )< € de Cauchy segundo d se valer a seguinte
condigdo: para todo € € R*, existe um k < w tal que, para quaisquer n,m € w \ k,

d(x,, xm) < €. ¢
Proposicdo 1.2.19. Dados um espago pré-métrico (X, d) tal que X é ndo vazio, uma sequéncia
sem X euma € X, considere as sequintes assergoes:

(a) A sequéncia d® o s converge para 0 com respeito a 1.

(b) Paratodo ¢ € R*, s estd eventualmente em By(a, €).

(c) A sequéncia s converge para a com respeito a .

(d) Existe uma subsequéncia t de s tal que t converge para a com respeito a 7.
Entdo:

(1) (a) é equivalente a (b).
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(ii) (a) implica (c).
(iii) (c) implica (d).
Suponha que d seja uma hemimétrica sobre X. Entdo:
(iv) (a) é equivalente a (c).
Suponha que d seja uma hemimétrica sobre X e que s seja de Cauchy segundo d. Entdo:

(v) (c) é equivalente a (d). O

Proposi¢do 1.2.20. Dados um espago pré-métrico (X, d) tal que X é ndo vazio, uma sequéncia

sem X eum A C X tais que im(s) C A, considere as seguintes assergoes:

(a) A sequéncia s é de Cauchy segundo d.

(b) A sequéncia s é de Cauchy segundo dy.

(c) A sequéncia s é limitada sequndo d.

(d) A sequéncia s é limitada sequndo d 4.

(e) A sequéncia s é convergente com respeito a T.
Entdo:

(7) (a) é equivalente a (b).

(ii) (c) é equivalente a (d).
Suponha que d seja uma hemimétrica sobre X. Entdo:
(1i) (a) implica (c).

(iv) (e) implica (a). O

Teorema 1.2.21. Dados um espago pré-métrico (X, d) tal que X é ndo vazio e uma sequéncia

(Xn)n<w em X, considere as sequintes assergoes:
(a) A sequéncia (X, )n<q € de Cauchy sequndo d.

(b) Para todo n < w, max{d(x,, Xn11), d(xps1, x,)} < 270+,
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(c) Existe uma subsequéncia (Xn k<o de {Xn)n<w tal que, para todo k < w,
maX{d(xnk, Xy )r A(Xnp.y,s xnk)} < 9—(k+1).

Entdo:
(1) (a) implica (c).
(ii) (b) implica (c).
Suponha que d seja uma hemimeétrica sobre X. Entdo:

(1ii) (b) implica (a). O

Defini¢do 1.2.22. Seja (X, d) um espago pré-métrico. Diremos que:

(i) d é de Heine-Borel se valer a seguinte condi¢do: para todo x € X e todo ¢ € R,
(Balx, €], (1a)p,[x, ) € compacto. Se d for de Heine-Borel, diremos que (X, d) é

de Heine-Borel.”

(ii) d é completa se valer a seguinte condi¢do: para toda sequéncia s em X, se s for
de Cauchy segundo d, entdo s é convergente com respeito a 74. Se d for completa,

diremos que (X, d) é completo. ¢

Proposicdo 1.2.23. Dado um espago pré-métrico (X, d), considere as seguintes assergoes:
(a) d éde Heine—Borel.
(b) d é completa.
(c) (X, t4) é compacto.

(d) Para todo A C X, se A for um fechado em (X, t4) que é um limitado segundo d, entdo
(A, (t4)4) € compacto.

Entdo:

(1) (a) implica (d).

7 Esta expressdo é utilizada, no contexto dos espacos métricos, em [ ]. No entanto, é comum

a utilizacdo das expressdes métrica prépria e espago métrico proprio em lugar das expressdes métrica de

Heine—Borel e espago métrico de Heine—Borel, respectivamente.
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Suponha que d seja uma hemimétrica sobre X. Entdo:
(ii) (a) implica (b).
Suponha que d seja uma pseudométrica sobre X. Entdo:
(1i) (a) é equivalente a (d).
(iv) (c) implica (a). O
p

Com o uso dos itens (iii) e (i) do Teorema 1.2.21 e da Proposicdo 1.2.19 (v), é facil

concluir o seguinte

Corolario 1.2.24. Seja (X, d) um espago hemimétrico. Entdo, sdo equivalentes:
(i) d é completa.

(ii) Para toda sequéncia (X, )n<q. em X, se, para todo n < w,
max{d(x,, Xp+1), d(Xps1, )} < 27FD,

entdo (X, )n<qe € convergente com respeito a t,. [ |

Teorema 1.2.25. Dados um espago pré-métrico (X, d) e um A C X, considere as seguintes

assergoes:
(a) da é completa.
(b) A éum sequencialmente fechado em (X, t;).
(c) A éum fechado em (X, 14).
Entao:
(i) Sed for completa, entdo
(1) (b) implica (a).
(2) (c) implica (a).
(ii) Se d for uma métrica sobre X, entio

(1) (a) implica (b).
(2) sob AC,,, (a) implica (c). O
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Teorema 1.2.26. Dados espagos pré-métricos (X, d) e (X', d") tais que X e X’ sdo ndo vazios,
uma fungdo uniformemente continua ¢ : X — X' sequndo d e d’ e uma sequéncia s em X,

considere as seguintes assergoes:
(a) A sequéncia s é de Cauchy sequndo d.
(b) A sequéncia ¢ o s é de Cauchy sequndo d’.
(c) d écompleta.
(d) d’ é completa.
Entdo:
(1) (a) implica (D).
Suponha que @ preserve distidncia sequndo d e d’. Entio:
(ii) (a) é equivalente a (D).
Suponha que exista uma sobrejegio de X em X’ que preserva distincia segundo d e d’. Entdo:
(1ii) (d) implica (c).
(iv) Sob AC,, (c) é equivalente a (d).
Suponha que d seja uma pseudométrica sobre X e considere a sequinte assergio:
(e) 4 /Rd é completa.
Entdo:
(v) (e) implica (c).
(vi) Sob AC,, (c) é equivalente a (e).8 O
No que segue, é introduzida a defini¢do de pseudonorma sobre um espacgo vetorial

sobre algum subcorpo de C e sdo apresentados comentdrios referentes a essa defini¢do

e estabelecidos resultados anadlogos a outros ja apresentados nesta segao.

8 F interessante destacar que, em ZF, AC,, é equivalente a assercao
para todo espago pseudométrico (X, d), d é completa se, e somente se, d / RY for completa,

como esta afirmado na Proposigdo 3.1 de [ ] e no Teorema 5 de [ ].
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Defini¢ao 1.2.27. Seja K um subcorpo de C. Sejam X um espago vetorial sobre K e

I]l : X = R uma funcdo. Considere as seguintes condi¢des:
(a) (ndo negatividade) Paratodox € X, 0 < ||x||.
(b) (positividade definida) Para todo x € X \ {0}, 0 < ||x|[.
(c) (subaditividade) Para quaisquer x,y € X, ||x + y|| < ||x|| + [|y]l.

(d) (condicdo ndo arquimediana) Para quaisquer x,y € X,
I + yll < max{l|x[l, llyll}.

Denote por |-|¢ a fungdo médulo dos ntimeros complexos (i.e., a fungdo de C em R que é

definida pondo-se, para quaisquer x, y € R,
|x + yi|c = \/m).
Considere a seguinte condigao:
(e) (homogeneidade absoluta) Paratodo x € X etodo A € K, [[Ax|| = |A|c||x]].
Diremos que:

(@) |||l ¢ uma pseudonorma sobre X se valerem as condic¢oes (a), (c) e (e). Se
|I-|l for uma pseudonorma sobre X, diremos que o par (X, ||-||) é um espacgo

pseudonormado (sobre K).

(ii) ||| € uma ultrapseudonorma sobre X se valerem as condigdes (a), (d) e (e). Se
|||l for uma ultrapseudonorma sobre X, diremos que o par (X, ||-||) é um espaco

ultrapseudonormado (sobre K).

(ii7) ||-|| ¢ uma norma sobre X se ||| for uma pseudonorma sobre X e valer a condicdo
(b). Se ||| for uma norma sobre X, diremos que o par (X, ||-||) é um espaco

normado (sobre K).

(iv) ||-|| € uma ultranorma sobre X se [|-|| for uma ultrapseudonorma sobre X e valer
a condicdo (b). Se ||-|| for uma ultranorma sobre X, diremos que o par (X, ||-||) é

um espaco ultranormado (sobre K).

Suponha que ||-|| seja uma pseudonorma sobre X. Para qualquer x € X, o ntimero real

||x|| sera chamado de o comprimento de x (segundo ||-||). ¢
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Comentdrio 1.2.28. Dados um subcorpo K de C, um espaco vetorial X sobre K e uma
fungédo ||-|| : X — R, note que:
(i) (1) Se||-|| satisfizer a condigdo de positividade definida, entdo ||-||~1[{0}] € {0}.

(2) Se ||-|| satisfizer a condigdo de homogeneidade absoluta, entdo ||0|| = 0.

Também note que:
(ii) Sobre X,
(1) ||| é uma norma se, e somente se, ||| for uma pseudonorma e satisfizer a
condi¢do de positividade definida.
(2) |||l ¢ uma uma ultranorma se, e somente se, ||| for uma ultrapseudonorma
e satisfizer a condigdo de positividade definida.
E facil ver que:

(iii) Sobre X,

(1) se ||:|| for uma ultrapseudonorma, entdo ||-|| ¢ uma pseudonorma.
(2) se ||]| for uma ultranorma, entéo ||-|| ¢ uma norma.
Mostra-se que:
(iv) (1) |||l é uma pseudonorma sobre X se, e somente se, ||-|| satisfizer a condigdo
de subaditividade e de homogeneidade absoluta.
(2) ||-]] é uma norma sobre X se, e somente se, ||-|| satisfizer a condi¢do de

positividade definida, de subaditividade e de homogeneidade absoluta.

Agora, considere a fungdo d). : X X X — R que é definida pondo-se, para quaisquer
x,y €X,
dy(x, y) = llx = yll.

Mostra-se facilmente que:
(v) (1) |||l ser uma pseudonorma sobre X é condigdo suficiente para d).| ser uma
pseudométrica sobre o conjunto X.

(2) ||| ser uma ultrapseudonorma sobre X é condigdo suficiente para d. ser

uma ultrapseudométrica sobre o conjunto X.
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Suponha que ||-|| seja uma pseudonorma sobre X. A pseudométrica d|.| serd chamada
de a pseudométrica induzida por |[|-|| (sobre o conjunto X). A topologia 74, serd chamada

de a topologia induzida por ||-|| (sobre o conjunto X) e denotada por 7).|. Mostra-se que:
(vi) Sao equivalentes:

(1) ||-|| ¢ uma norma sobre X.
(2) dj.| é uma métrica sobre o conjunto X.
(3) {0} é um fechado em (X, 7).
Usando o Comentario 1.2.2 (iv), conclui-se que:
(vii) |||l é ndo expansiva segundo d .| e d>.
Denote por [|-||o,x a fungdo identicamente nula do conjunto X em R e note que:
(viii) (1) djox = do,x-

(2) (1) |Illo,x é uma ultrapseudonorma sobre X.

(2) |Illo,x € uma norma sobre X se, e somente se, X = {0}.

A ultrapseudonorma ||-||o,x serd chamada de a pseudonorma nula de X. Considerando R
munido de sua estrutura canonica de espago vetorial sobre R e denotando por rR tal

espaco vetorial, tem-se que:
(ix) || ¢ uma norma sobre rR.
Dado um subespago vetorial A de X, denote por ||-||4 a restrigdo ||-||[ A e note que:

(x) (1) ||-lla é uma pseudonorma sobre A.
(2) (D) dyp = @ja-
@) 70 = (Tpp)a-

(3) Se ||]| for uma norma sobre X, entdo ||-||4 € uma norma sobre A.

A pseudonorma ||-||4 serd chamada de a pseudonorma induzida por ||-|| sobre A. O

Definicdo 1.2.29. Seja K um subcorpo de C. Sejam (X, ||:||) e (X', ||||') espagos

pseudonormados sobre K e @ : X — X’ uma funcdo. Diremos que:

(i) @ é ndo expansiva segundo ||-|| e ||-||" se valer a seguinte condigdo: para todo
x € X, [@)]" < [lx]|.
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(ii) @ preserva comprimento segundo ||-|| e ||-||" se valer a seguinte condi¢do: para
todo x € X, [|@(x)[|" = [|x]I.

(iif) @ é um monomorfismo isométrico segundo ||-|| e ||-||" se valerem as seguintes
condigdes:
(1) @ é um monomorfismo linear.

2) @ preserva comprimento segundo ||-|| e [|-||’.
p p g

(iv) @ é um isomorfismo isométrico segundo ||| e ||| se valerem as seguintes
condigdes:
(1) @ é um isomorfismo linear.

(2) @ preserva comprimento segundo ||-|| e ||-]|". ¢

Comentadrio 1.2.30. Dados um subcorpo K de C, um espago pseudonormado (X, ||||)
sobre K e um subconjunto nao vazio A de X, considere a fungio [|-||[* : X — R que é

definida pondo-se, para todo x € X,
)l = (dy)? ().
Dado um a € X, denotaremos por [|-||* a fungao I|-[1{%}. Note que:
(i) (1) (1) Paratodo x € X, ||x||* = inf{||x — z|| : z € A}.
(2) Se 0 € A, entdo ||| é ndo expansiva segundo ||-|| e ||.
(2) (1) Paratodo x € X, ||x]|? = ||x —a]].
) [11° = 1-]I-

Em virtude do Comentédrio 1.2.9 (ii) (2), tem-se que:

i) @) A = A

@) [l = [
Em virtude do Comentério 1.2.9 (v) (2), tem-se que:

i) (1) 1) (14) "oy =A™,

2) 11" = llllo,x se, e somente se, A for um denso em (X, /.-

@ @) (-3 = {a} .

2) 1I-lI* = lIllo,x se, e somente se, {a} for um denso em (X, T.|)-
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Suponhamos que A seja um subespaco vetorial de X. Mostra-se que:

(iv) (1) ||| é uma pseudonorma sobre X.

(2) Se ||-]|* for uma norma sobre X, entdo A = {0}.

A pseudonorma ||-||4 serd chamada de a pseudonorma da distincia a A induzida por ||-||
(sobre o conjunto X). Usando o item (iv) (1), é facil verificar que:
T

(v) O conjunto A" éum subespago vetorial de X.

Denote por =4 a relagio de congruéncia médulo A sobre X (i.e., a relagdo de equivaléncia

sobre o conjunto X que é definida pela seguinte sentenga:
para quaisquer x,y € X, x =4 y se,esd se, x — iy € A).
E facil concluir que:

(vi) (1) Paratodox € X, [x]z, = x + A.
(2) = = R4

Mostra-se que:

(vii) (1) Para quaisquer x, y € X, se x =4 y, entdo ||x||* = ||y||4.

(2) dj. 4 € invariante por sucessdo segundo =4.

Considere o conjunto quociente X / =4 munido de sua estrutura candnica de espago
vetorial sobre K. Tal espaco vetorial serd chamado de o espago quociente de X por A e
denotado por X /A. Em virtude dos itens (vi) (1) e (vii) (1), pode-se considerar a fungdo

”’”/A : X/EA — R que é definida pondo-se, para todo x € X,

e+ All /4 = x4
Usando o item (vi), conclui-se que:

(viii) (1) dyiy, = d||'||A/EA,
2) diyyz = D R4,

Mostra-se que:
(ix) ”'”/A ¢ uma pseudonorma sobre X/A.

(x) Sao equivalentes:
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(1) ”'”/A é uma norma sobre X/A.
(2) dII-IIA/EA € uma métrica sobre X/EA.

(3) A éum fechado em (X, 7).

Caso A seja um fechado em (X, 7)), a fungdo Il /A serd chamada de a norma quociente

induzida por ||-|| sobre X /A. Neste caso, o par <X /A, Il /A> serd chamado de o espago
quociente de (X, ||-||) por A e denotado por (X, ||'||>/A. O

Note que nédo vale em geral a reciproca da implicagdo nos itens (iv) (2) e (vii) (1)
do Comentdrio 1.2.30, mesmo que se considere, respectivamente, ultrapseudonormas e
subespagos vetoriais fechados. De fato: considere a poténcia cartesiana R munida de
sua estrutura canénica de espago vetorial sobre R e denote por rR? tal espaco vetorial.
Sabe-se que, sobre rRR?, a ultrapseudonorma ||- |l Rz nd0 é uma norma (cf. Comentario
1.2.28 (viii) (2) (2)). Contudo, ([|-llo,r2)° = II*llo g2 (cf. Comentério 1.2.30 (i) (2) (2)). Além
disso, note que o produto cartesiano R x {0} ¢ um subespaco vetorial de rR?. Denote
por ||-|l2 a norma euclidiana sobre rIR? (i.e., a fungdo de R? em R que é definida pondo-se,

para quaisquer x, y € R,

I, )l = A2+ D)

E facil ver que, para quaisquer x, y € R, se (x, y) ¢ R x {0}, entdo

lyl € R* e By, ((x, v, lyl) SR>\ (Rx {0}).

Entdo, R x {0} é um fechado em (R?, 7/.,). Como (I l)R* {0} satisfaz a condicdo de

homogeneidade absoluta (cf. Comentério 1.2.30 (iv) (1)), tem-se que:
(1140, =) [l 1% = (I = €0, 1) [l 1% = (JI<0, 1y || R 1OV,
Contudo, ja que (0, -2) ¢ R x {0}, tem-se que (0, —1) #rx (0} (0, 1).

O teorema a seguir é uma generalizacdo nossa de um resultado anédlogo ao jé citado
Primeiro Teorema do Isomorfismo para dlgebras universais e que é utilizado implicitamente

na segunda parte da prova da Proposigdo 2.1 de [ I

Teorema 1.2.31. Seja K um subcorpo de C.  Sejam (X, ||-||) e (X', ||-||') espacos
pseudonormados sobre K, A um subespago vetorial de X e @ : X — X' uma fungio tais que @

preserva comprimento segundo ||-|[4 e ||-|" e (||||")im(@) é uma norma sobre im(®). Entdo:

(i) Se @ for uma transformagdo linear, entdo existe um tinico um monomorfismo isométrico
'8 X/ AN x segundo ”'”/ZT”'" e ||-||” tal que, para todo x € X,

il

V(x+A ") =0(x).
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(ii) Se @ for um epimorfismo linear, entdo

(1) |||/ é uma norma sobre X'.

(2) (X, ||'||>/ A 6 isometricamente isomorfo a (X', ||-||"). O

Defini¢ao 1.2.32. Seja K um subcorpo de C. Seja (X, ||-||) um espago pseudonormado

sobre K. Diremos que:

(@) |Il] é completa se d).; for completa. Se ||-|| for completa, diremos que (X, ||-||) é
p lI-1l p 1% q

completo.
(ii) (X, ||-|][) é de Banach se valerem as seguintes condicdes:

(1) ||-|| é uma norma sobre X.

(2) ||| é completa. ¢

Uma consequéncia imediata do Comentario 1.2.28 (x) (2) (1) e do Teorema 1.2.25 é o

seguinte
Corolario 1.2.33. Dados um subcorpo K de C, um espaco pseudonormado (X, ||-||) sobre K e
um subespago vetorial A de X, considere as sequintes assergoes:
(@) |Illa é completa.
(b) A éum sequencialmente fechado em (X, T.|).
(c) A éum fechado em (X, T|.)).
Entdo:

(i) Se ||| for completa, entdo
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(1) (b) implica (a).
(2) (c) implica (a).

(ii) Se ||-|| for uma norma sobre X, entdo

(1) (a) implica (b).
(2) sob AC,,, (a) implica (c). [

Defini¢do 1.2.34. Sejam (K, o) um corpo topolégico, X um espago vetorial sobre o
corpo K e 7 uma topologia sobre o conjunto X. Diremos que o par (X, 7) é um espago

vetorial topolégico sobre (KK, o) se valerem as seguintes condigdes:
(i) A adigdo sobre X é continua com respeitoa T ® 7 e 7.

(i1) A multiplicacdo por escalar de K sobre X é continua com respeitoac® 7e 7. ¢

Comentdrio 1.2.35. Dado um subcorpo K de C, considere C munido de sua estrutura

canodnica de espaco vetorial sobre K e denote por kC tal espaco vetorial. Note que:

(i) (1) K éum subespaco vetorial de xC.

(2) |‘|c é uma norma sobre kC.

Denote por kK o conjunto K munido de sua estrutura de subespago vetorial de xC.

Em virtude do item (i) (2) e do Comentério 1.2.28 (x) (3), tem-se que:
(i) (|]-]c)g é uma norma sobre g K.

Anorma (|-|¢)k serd denotada por |-|x. Amétricad|., eatopologia 7., serdo denotadas,

respectivamente, por di e por Tk. E imediato concluir que:
(iii) Se K for um subcorpo de R, entédo

1 @) Ik =[ITKxK.

2) |'lr = I
(2) (1) dk = (d2)k-
@) dg = dy.

3) (1) k = (12)K-

(2) TR = T12.
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Mostra-se que:
(iv) O par (K, k) é um corpo topolégico.

(v) Para todo espago pseudonormado (X, ||-||) sobre K, o par (X, 7)) € um espago

vetorial topolégico sobre (K, 1k). O

Encerraremos esta se¢do com a apresentagdo das defini¢des de espagos de fungdes

continuas e de resultados ja conhecidos sobre esses espagos normados.

Comentario 1.2.36 ([ ,cap. 3], [ ,cap. 1, sec. 2]). Dados um conjunto X

e uma topologia 7 sobre X, considere os seguintes conjuntos:

C(X, 1) := {C € RX : C é continua com respeitoa T e Tz}
e
Co(X, 1) = {C € C(X,1): Ve e R (T [e, +o0[], T\¢[ (e, +oo[]) € compacto)}.

Denote por Bor(R) a o-dlgebra de Borel sobre (R, 72) (i.e., a o-dlgebra sobre R que é
gerada por 7). Dadas uma o-4lgebra X sobre X e uma medida ndo negativa u definida

em X tal que u é o-aditiva, também considere os seguintes conjuntos:

MX, L) = {C € RX : C é mensuréavel com respeito a T e Bor(]R)}
e
Loo(X,Z, 1) ={Ce.#(X,L): 35 € R (u(|CI71[]6, +o0[]) = 0) }.

E claro que:

(i) (1) C(X,P(X)) =RX
2) #(X,P(X)) =R,

Denote por # a medida de contagem definida em #(X). Os conjuntos Co(X, P(X)) e
Zwo(X, P(X), #) serdo denotados, respectivamente, por co(X) e por £«(X). Os conjuntos
co(w) e Le(w) serdo denotados, respectivamente, por cg e por {«. Com o uso do item (i)
acima, dos itens (i) (1) e (7) (5) da Proposicdo 1.1.17, dos itens (i) e (iv) da Proposicao
1.2.19 e da Proposigdo 1.2.15(v), é corriqueiro mostrar que:

(i1) (1) (1) co(X) = {C e RX:VeeR"(|C|[e, +oo[] é finito) }.

(2) co = {s € R” : s converge para 0 com respeito a 7 }.

(2) €eo(X) = {C € RX : C é limitada segundo d> }.
&

Considere o conjunto Cp(X, 7) := C(X, 7) N {e(X). Usando o item (7) (1), tem-se que:
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(1i7) Cp(X, P(X)) = lx(X).

Com a utilizagdo do resultado que afirma que a imagem por uma fungio continua de um
espago topolégico compacto é um subespago topologico compacto do espago contradominio dessa

fungido e da Proposigdo 1.2.15 (vi) e usando o item (ii) (2), conclui-se que:
(iv) Se (X, 7) for compacto, entdo
(1) C(X, 1) € lo(X).
(2) C(X, 1) = Cp(X, 7).
Mostra-se que:
(v) (1) Co(X, 1) € Cp(X, 7).
(2) co(X) € Leo(X).

Agora, suponha que X seja ndo vazio. Note que a poténcia cartesiana R* é um espaco
vetorial sobre R quando munida da adi¢do e da multiplicagdo por escalar de R que sdo
definidas coordenada a coordenada — e o seu vetor nulo é a funcdo identicamente nula
de X em R. Denote por rRX tal espago vetorial. Prova-se que Co(X, 7), Zw (X, Y, y) e
Cp(X, T) sdo subespacos vetoriais de rRX. Denote por rCo(X, 7), por ]Rgoo(X, x, y) e
por RCy(X, 7), respectivamente, os conjuntos Co(X, 7), Lo (X, x, y) e Cy(X, 1) munidos

de suas estruturas de subespago vetorial de gRRX. E claro que:
(vi) Cp(X, 7) é um subespaco vetorial de r€w(X).
Usando o item (v), tem-se que:

(vii) (1) Co(X, 1) é um subespago vetorial de rCy(X, 7).
(2) co(X) é um subespago vetorial de R (X).

Considere a fungao ||*||e, : Zeo (X, =, ) = Rque é definida pondo-se, para toda fungdo
(E € goo (X/ Z/ [J)/

I€lko 1= inf{6 € R” - pa(|&|7' (16, +oo[]) = 0}.

Prova-se que |||, € uma pseudonorma sobre rR% (X, Z, 1) que é completa. Denote

por |+|e,x @ pseudonorma ||-||e #. E facil verificar que:

(viii) (1) (1) Paratodo & € €oo(X), |Eleo,x = sup{|E(x)] : x € X}.

(2) ||eo,x € uma norma sobre R« (X).
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(2) O espago normado (£w(X), |-|c,x) € de Banach.
Em virtude do item (viii) (1) (2) e do Comentario 1.2.28 (x) (3), tem-se que:
(ix) (1) (|"loo,x)cyx,7) € uma norma sobre RCy(X, 7).
(2) (I"loo,x)co(x) € uma norma sobre rco(X).

Prova-se que Cp(X, 7) € um sequencialmente fechado em ({w(X), 7}, ) € que co(X) é
um fechado em ({«(X), 7|, x)- Usando o Corolario 1.2.33 (i), tem-se que:
(x) (1) Oespagonormado (Cy(X, 1), (||, x)cyx,7)) € de Banach.
(2) O espaco normado {co(X), (|-|co,x)co(x)) € de Banach. O

Comentario 1.2.37. Dados espacos topolégicos (X, 7) e (X’, 7’) e um espago pré-métrico
(M, d), considere os seguintes conjuntos:
CX,7,X', 1) = {C € (X’)X : C é continua com respeito a 7 e T'}

e
C(X,t,M,d) =C(X,t,M, 14).

Também considere os seguintes conjuntos:

{o(X, M, d) = {C e MX : { é limitada segundo d}
e
Co(X,t,M,d) =C(X,7,M,d) N ls(X, M, d).

E claro que:

(i) (1) C(X,1,R,dy) =C(X, 7).
(2) (1) (X, R, dy) = €eo(X).
(2) Cb(X, T, ]R, dz) = Cb(X, T).

Em virtude da Proposi¢do 1.2.16 (i), dada uma fung¢do continua y : X — X’ com respeito
a v e 7/, pode-se considerar a fungdo y,;.: Cp(X’, 7', M,d) = Cp(X, T, M, d) que é
definida pondo-se, para toda fungdo & € Cp(X’, v', M, d),

Vd,O(E) =<oy.
Mostra-se que:

(ii) (1) Se y for sobrejetora, entdo y, . é injetora.
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(2) Se y for um homeomorfismo com respeito a 7 e 7/, entdo
(1) ya4,0 ébijetorae
(2) Gae) = (Yo

Suponha que d seja uma hemimétrica sobre X e que X seja ndo vazio. Em virtude da

Proposicdo 1.2.16 (ii), pode-se considerar a fungdo
doox : Cp(X,7,M,d) X Cp(X,7,M,d) - R
que é definida pondo-se, para quaisquer &, & € Cp(X, 7, M, d),
doo,x(&, &) = sup{d(&(x), &'(x)) - x € X}
Mostra-se que:

(7ii) (1) deo x € uma hemimétrica sobre Cy(X, 7, M, d).

(2) d ser uma pseudométrica sobre X é condicdo suficiente para de x ser uma

pseudométrica sobre Cy(X, T, M, d).

(3) d ser uma métrica sobre X é condicdo suficiente para d. x ser uma métrica
sobre Cy(X, 7, M, d).

Suponha que X’ seja ndo vazio. Mostra-se também que:
(iv) (1) Sey for uma sobreje¢do, entdo )4, € uma imersdo isométrica segundo deo, x’
e doo’X.
(2) y ser um homeomorfismo com respeito a 7 e 7’ é condigdo suficiente para

Yd o Ser uma isometria segundo do x’ € doo X.

Agora, dados um subcorpo K de C e um espago pseudonormado (N, ||-||) sobre K,
os conjuntos {w(X, N, d) ) e C(X,7,N,d)) serdo denotados, respectivamente, por
teo(X, N, ||-]|) e por C(X, 7, N, ||]]). O conjunto Cb(X, 7, N, d||.||) e a fungdo yy, - serdo

denotados, respectivamente, por C(X, 7, N, ||-||) € por ... E claro que:
(v) (1) CX, TR, |]) = C(X, 7).
(2) (1) (X, R, ) = £us(X).
(2) Cb(X/ T, ]R/ ||) = Cb(X, T).

Considere os conjuntos Cy(X, 7, N, ||-]|) € Cp(X’, T/, N, ||-|]|) munidos de suas estruturas

de subespagco vetorial de RRX (v. Comentario 1.2.36). E facil ver que:
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(v1) Y|,o € uma transformacao linear.

Considere a fungao |||
E € Cb(XI T, NI ””)/

00,x : Cp(X, T, N, |||l) = R que é definida pondo-se, para todo

1€ lleo,x = sup{l[E(x)]| : x € X}.
Note que:
(©0i1) dj iy = (@)oo x-
Mostra-se que:
(viii) (1) ]

(2) ||| ser uma norma sobre X é condigdo suficiente para |||
sobre Cp(X, 7, N, ||]])-

«0,x € uma pseudonorma sobre Cy(X, 7, N, |[|-|]).

o0, X SE€r umna norma

Usando o item (iv), conclui-se que:

(ix) (1) Sey for uma sobrejecdo, entdo y|.| . ¢ um monomorfismo isométrico segundo

(2) y ser um homeomorfismo com respeito a 7 e 7’ é condic¢do suficiente para

oo, x" € [|"loo x-

Y|l ser um isomorfismo isométrico segundo ||:||co, x* € ||*[lco,x- m|



CAPITULO 2

Ultraprodutos métricos e normados

Neste capitulo, sdo estabelecidas, em ZF ou em particulares extensoes préprias de ZF,
generalizac¢Oes de defini¢des e resultados que sdo encontrados nas referéncias adotadas
sobre ultraprodutos de espagos métricos ou sobre ultraprodutos de espagos normados e
de Banach. Para estabelecer essas generalizac¢des, é introduzida a defini¢do de conjunto

finitamente distal com respeito a uma familia de pré-métricas.

2.1 Convergéncia com respeito a filtros

Nesta sec¢do, sdo estabelecidas generaliza¢des de defini¢gdes e resultados classicos
sobre convergéncia de redes e filtros, que sdo comumente estabelecidos no contexto

ingénuo' dos espagos topolégicos.

Definicdo 2.1.1. Sejam I um conjunto ndo vazio e # uma subfamilia ndo vazia de P(I).
Sejam X um conjunto ndo vazio, (x;);c; uma familia de pontos de X, A C X ea € X.

Diremos que:

(1) (xi)ier estd F-eventualmente em A se {i €[ :x; € A} € F. Se (x;)ies estiver F -
eventualmente em {a}, diremos que (x;);cr é  -eventualmente constante de valor

a.

! Lembrar que este termo é uma traducéo da palavra francesa naive, que tedricos conjuntistas utilizam
com a conotagdo de algo despreocupado ou pouco cauteloso em relagdo ao rigor 16gico da Teoria Axiomdtica

dos Conjuntos.
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(i) (xi)ie1 € F -eventualmente constante se valer a seguinte condicdo: existeum x € X

tal que (x;)ic1 é ¥ -eventualmente constante de valor x.

(1i7) (xi)ies estd F-frequentemente em A se valer a seguinte condi¢do: ndo é verdade

que (x;)ier estd ¥ -eventualmente em X \ A.

(iv) (xi)ier é F-universal (em X) se valer a seguinte condigdo: para todo B C X, se
(xi)ier estiver F -frequentemente em B, entdo (x;);cr estd ¥ -eventualmente em B.
¢

Comentdrio 2.1.2. Dados um conjunto ndo vazio I, subfamilias ndo vazias ¥ e G de
P(I) tais que ¥ € G, um conjunto ndo vazio X, uma familia (x;);c; de pontos de X,

A € Xeuma € X, é imediato concluir que:
(1) (1) (xi)ier estar ¥ -eventualmente em A é condigdo suficiente para (x;);c; estar
G-eventualmente em A.

(2) (xi)ieI ser ¥ -eventualmente constante de valor a é condicado suficiente para

(x;)ier ser G-eventualmente constante de valor a.
(3) (xi)iel estar G-frequentemente em A é condigdo suficiente para (x;)ics estar
¥ -frequentemente em A.
Usando os itens (i) (1) e (i) (3), conclui-se que:

(ii) Se (x;)ies for ¥ -universal em X, entdo (x;)ic; € G-universal em X.

Lembre-se que, para cada i € I, U(i) denota o ultrafiltro principal sobre I em i (cf.

Comentadrio 1.1.2). Suponha que F seja um filtro sobre I. E facil verificar que:
(iii) (1) Se (x;)ier for constante de valor a, entdo {(x;);c; € F -eventualmente constante
de valor a.
(2) Paratodo j € I, se ¥ = U(j), entdo (x;)ic; € F -eventualmente constante de
valor x;.
(iv) (1) Se {(xj)ier for F -eventualmente constante, entdo (x;)ic; € F -universal em X.
(2) Se (x;)ier for constante, entdo (x;)jc; € ¥ -universal em X.
(v) (1) Se(x;)icrestiver F -eventualmente em A, entdo (x;);cr esta ¥ -frequentemente
em A.

(2) Se F for um ultrafiltro sobre I, entdo (x;)ic; estd F -eventualmente em A se,

e somente se, (x;)ier estiver ¥ -frequentemente em A.
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Usando o item (v) (2), conclui-se que:
(vi) Se ¥ for um ultrafiltro sobre I, entdo {x;)ic; € F -universal em X.

Dados um conjunto ndo vazio X’, uma funcdo @ : X - X/, umA’C X’eumB C X, é
] c

corriqueiro mostrar que:

(vii) (1) (1) Se @[A] € A’ e (x;)icr estiver F -eventualmente em A, entdo a familia
(@(x;))ier estd F -eventualmente em A’.
(2) Se p[X \ A] € X"\ A’ eafamilia (@(x;))ies estiver F -frequentemente em

A’, entdo (x;)ic estd F -frequentemente em A.
(2) Se A C B, entdo

(1) (xi)ier estar ¥ -eventualmente em A é condigdo suficiente para (X;)ies

estar F -eventualmente em B.

(2) (xi)ier estar ¥ -frequentemente em A é condicdo suficiente para (X;)ier

estar ¥ -frequentemente em B.

(3) (1) Se (x;)icr estiver F -eventualmente em A ou estiver ¥ -eventualmente em

B, entdo (x;)ics estd F -eventualmente em A U B.

(2) Se (xi)ier estiver ¥ -frequentemente em A e estiver ¥ -frequentemente

em B, entdo (x;)icr estd F -frequentemente em A N B.
E fécil verificar que:

(viii) (1) (x;)ies esta F -eventualmente em A N B se, e somente se, {x;)ics estiver F -

eventualmente em A e estiver ¥ -eventualmente em B.

(2) (xi)ier esta F-frequentemente em A U B se, e somente se, (x;)icr estiver

¥ -frequentemente em A ou estiver ¥ -frequentemente em B.
Suponha que {x; : i € I} C A. E imediato concluir que:

(ix) (1) {xi)ies estd F -eventualmente em A.

(2) (xi)ies estd F -frequentemente em A.
Usando os itens (ix) (2), (viii) (3) (2) e (viii) (2) (1), mostra-se facilmente que:
(x) {xi)ier € F -universal em X se, e somente se, (x;)ic; for ¥ -universal em A. O

O teorema a seguir fornece uma caracterizacdo de maximalidade de filtros por meio

da propriedade de ser universal com respeito a esses filtros.



62 2. Ultraprodutos métricos e normados

Teorema 2.1.3. Sejam I um conjunto ndo vazio e ¥ um filtro sobre I. Entdo, sdo equivalentes:

(i) F é um ultrafiltro.

(ii) Para todo conjunto nio vazio X e toda familia (x;)c1 de pontos de X, (x;)icr é F -universal

em X.

Prova. (i) = (ii) : E imediato do Comentério 2.1.2 (vi).

(ii) = (i) : Fixe arbitrariamente um A C I. Denote por x4 a fungdo caracteristica do

conjunto A definida em I. Assim, tem-se que:
A={iel:xa(i)e{1}}={iel: xali)e2\1}.

Suponha que A ¢ . Entdo, xa estd ¥ -frequentemente no natural 1. Suponha também
que (ii) valha. Sendo assim, xya é ¥ -universal em X. Logo, xa é ¥ -eventualmente

constante de valor 0, o que implica que
INA={iel:xa(i)el} eTF.

Portanto, como A C [ foi fixado arbitrariamente, conclui-se que (i) vale. [

Definicdo 2.1.4. Sejam I um conjunto ndo vazio e ¥ uma subfamilia ndo vazia de P(I).
Sejam (X, 7) um espago topolégico tal que X é ndo vazio, (x;);c; uma familia de pontos

de X e a € X. Diremos que:

(1) (xi)ier F-converge para a com respeito a 7 (ou em (X, 7)) se valer a seguinte
condigdo: para toda vizinhanca V de x em (X, 7), (x;)icr estd ¥ -eventualmente
em V. Se (x;)ie; ¥ -convergir para a com respeito a 7, diremos que a é um ¥ -limite

de (x;)ie; com respeito a T (ou em (X, 1)).

(i) (xi)ie1 € F-convergente com respeito a 7 (ou em (X, 7)) se valer a seguinte
condicdo: existe um x € X tal que x é um ¥ -limite de (x;);c; com respeito a

T.

(ii1) (xi)ie1 € F-divergente com respeito a 7 se (x;)ief ndo for ¥ -convergente com

respeito a 7.

. . Pl ~ T
Se valer a condicdao em (i), iremos representd-la usando a expressdo x; — ¢ a (ou,
i€l

simplesmente, x; — ¢ a4 ou, mais simplesmente, x; — # a). Se existir um tnico ¥ -
iel

T
limite de (x;)ie; com respeito a 7, iremos denota-lo por ¥ - lir? x; (ou, simplesmente,
1€

por F - LinP x; ou, mais simplesmente, por ¥ -lim x;). ¢
1€
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Comentdrio 2.1.5. Dados um conjunto nado vazio I, subfamilias ndo vazias ¥ e G de
P(I) tais que ¥ C G, um espaco topoldgico (X, 7) tal que X é ndo vazio, uma familia
(xi)ier de pontos de X e um a € X, é imediato concluir que:
. T » T
(i) Se x; — ¢ a,entdo x; — g a.
i€l i€l
Dadoum A C X tal que {x, : n < w} C A, é facil verificar que:
.. 5 T T
(ii) Sea € A, entdo x; T>¢ a se, e somente se, X; %m: a.
1€ 1€

Suponha que ¥ seja um filtro sobre I. E facil ver que:

_ —T
(iii) Se x; %wf a,entdoa € A .
1€
(iv) (1) Se (x;)ies for ¥ -eventualmente constante de valor a, entao x; é Fa.

2) Se {x;)ier for constante de valor a, entdo x; —>T a.
( <l Vi
1€

Lembre-se que, para cada i € I, U(i) denota o ultrafiltro principal sobre I em i (cf.
Comentério 1.1.2). Em virtude do item (iv) (1) e do Comentério 2.1.2 (iii) (2), tem-se

que:
(v) Paratodo j €I, se ¥ = U(j), entdo x; 'LI)(F X;.
1€

Lembre-se que N;(a) denota o filtro das vizinhangas de a em (X, 7) (cf. Comentario

1.1.2). Usando o Comentario 2.1.2 (vii) (2) (1), mostra-se facilmente que:
(vi) Sao equivalentes:
(1) x; L>¢ a.
i€l
(2) Existe uma base 8 para 7 tal que, para todo B € Ny(a) N B, (x;)ies estd F -
eventualmente em B.

(3) Para toda base 8 para 7 e todo B € Ny(a) N B, (x;)icr esta F -eventualmente
em B. |

Com o uso dos Comentérios 1.2.5 (vi) (1) e 2.1.2 (vii) (2) (1), conclui-se facilmente o
coroldrio a seguir, que estabelece caracteriza¢des de convergéncia de familias de pontos

em espacos hemimétricos com respeito a filtros.

Coroldrio 2.1.6. Dados um conjunto ndo vazio I, um filtro & sobre I, um espago pré-métrico
(X, d) tal que X é ndo vazio, uma familia (x;);cr de pontos de X e um a € X, considere as

seguintes assergoes:
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(a) A familia (d(x;,a))ie; F -converge para 0 com respeito a T».

(b) Paratodo ¢ € R*, (x;)ic] estd F -eventualmente em By(a, €).

(c) A familia (x;)ic; F -converge para a com respeito a t.
Entdo:

(7) (a) é equivalente a (b).

(ii) (b) implica (c).
Suponha que d seja uma hemimétrica sobre X ou equivalente a dy,x. Entdo:
(1ii) (D) é equivalente a (c). [

Note que ndo vale em geral a reciproca da implica¢do no item (i7) do corolario acima.

De fato: denote por c1 a sequéncia em 3 que é constante de valor 1 e lembre-se que
Cofin(w) denota o filtro de Fréchet sobre w (cf. Comentério 1.1.2). Considerando a pré-

= {0, 3} (em virtude dos
itens (i7i) (1) e (ix) (1) do Comentario 1.2.5). Logo, paratodo k < 3, ¢1 Cofin(w)-converge

métrica dmin sobre 3 (cf. Comentdario 1.2.2), tem-se que 7,4,
para k com respeito a 7,4, . Em particular, ¢; Cofin(w)-converge para 2 com respeito a

Td,...- Contudo, ndo é verdade que c; estd Cofin(w)-eventualmente em By, (2, 1), pois

min * min

B4, (2,1) = {0,2} (cf. Comentério 1.2.5 (vii) (2) (3)), 0 que implica que

{n <w:ci(n) € By (2, 1)} = () ¢ Cofin(w).

No que segue, é garantido que a definicdo de convergéncia de familias de pontos
com respeito a filtros generaliza as defini¢des usuais de convergéncia de redes e de

filtros.

Comentario 2.1.7. Dado um conjunto dirigido (A, <), considere a seguinte familia:

I ={[6,>[c: 6 € A}.

Verifica-se corriqueiramente que:
(i) I< tem a PIF.

-
Suponha que A seja ndo vazio. Entdo, pode-se considerar o filtro gerado ((I<)m) (v.

c
Comentério 1.1.3). Denote por ¥< o filtro ((Ig)m) . Dados um conjunto nédo vazio X,

uma rede (xs5)sep em X, um A C X eum a € X, € corriqueiro mostrar que:
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(i) (xs5)sen estar eventualmente em A é condicdo necessdria e suficiente para (xs)sea

estar F<-eventualmente em A.
Usando o item (i7), tem-se que:

(iii) (xs)sea ser eventualmente constante de valor a é condig¢do necesséria e suficiente

para (xs5)sen ser F<-eventualmente constante de valor 4.

(iv) (xs5)s5en estar frequentemente em A é condigdo necessdria e suficiente para (X;s)sea

estar F<-frequentemente em A.
Usando os itens (ii) e (iv), conclui-se que:

(v) (x5)sen ser universal em X é condi¢do necessdria e suficiente para (xs)sen ser

F<-universal em X.
Dados uma topologia 7 sobre X e um filtro # sobre X, é facil verificar que:

(vi) a é um limite de ¥ com respeito a 7 se, e somente se, a for um ¥ -limite de idx

com respeito a 7.
Usando o item (i), conclui-se que:
.. T T
(vii) x5 — a se, e somente se, x5 — #. 4.
O0eA oeA "~
Afirmamos que:
(viii) F<, = Cofin(w).

De fato: fixe arbitrariamente um B C w. Por um lado, suponha que B € ¥¢ . Fixe entdo

um subconjunto ndo vazio e finito A de w tal que ﬂ [n, w[ € B. Considere o natural

neA
m(A) := max(A). Logo, [m(A), w[ € B, o que equivale a w \ B € m(A). Como m(A) é

um ordinal finito, segue que w \ B é finito, o que equivale a B € Cofin(w).

Por outro lado, suponha que B € Cofin(w). Caso B = w, é claro que B € . Caso
contrdrio, tem-se que o conjunto w \ B é ndo vazio e finito. Logo, pode-se considerar
o natural m(B) := max(w \ B). Tome um n € [m(B) + 1, @[ qualquer. Como m(B) < n,
entdon ¢ w \ B, o que equivale an € B. Ja que n € [m(B) + 1, w[ foi tomado qualquer,

segue que [m(B) + 1, w[ € B, o que implica que B € F_. O

Com o uso dos itens (vii) e (viii) do Comentéario 2.1.7, do Comentario 2.1.5 (i) e da

Proposicado 1.1.5, é facil concluir o seguinte
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Corolario 2.1.8. Sejam (A, <) um conjunto dirigido e (X, T) um espago topoldgico tais que A

e X sdo ndo vazios e a € X. Entdo:

(i) Para todo filtro F sobre A e toda rede (xs5)sen em X, se F< € F e x5 5_TA_> a, entdo
€
T
X5 — 4.
0 0eA £

(ii) Para todo ultrafiltro livre U sobre w e toda sequéncia (X, )n<q. em X, se Xy, SLEN a, entdo
n<w

T
Xp —q 4. |
n<w
O exemplo a seguir garante que, em modelos de ZF + UT, é falsa a reciproca da

implicagdo no item (ii) do coroldrio acima.

Exemplo 2.1.9. Sob UT, existem um ultrafiltro livre U sobre w, um espaco topolégico
(X, 1) Ty tal que X é ndo vazio e finito, uma sequéncia s em X eum a € X tais que a é

um U-limite de s que ndo é um limite de s em (X, 7).2

Com efeito: denotando por E e por xf, respectivamente, o conjunto dos naturais pares
e a funcdo caracteristica de E definida em w, note que {n < w : xg(n) ¢ {1}} = w \ E.
Denote por S(2) o espacgo topolégico (2, {0, {1},2}) (v. Comentério 1.2.5 (viii) (1)). Ja
que o conjunto {1} é um aberto em S(2) e o conjunto w \ E € infinito, tem-se que nao é
verdade que g converge para 1 em S(2). Como w \ E € P(w) \ Cofin(w), segue que a
familia Cofin(w) U {E} tem a PIF (cf. Comentario 1.1.3 (vi) (3)).

Assuma UT: fixe um ultrafiltro U sobre w tal que Cofin(w) U {E} € U (v. Teorema
1.1.6). Logo, U é livre (v. Proposicado 1.1.5). E claro que:

(n<aw:xem)e {1}y =EeU
e

{n<w:xen)e2}t=weU.

Ja que os conjuntos {1} e 2 sdo as unicas vizinhangas abertas de 1 em S(2), conclui-se

que xr U-converge para 1 em 5(2). O

No que segue, sdo dadas caracterizagdes das defini¢ées de continuidade pontual,

2 F interessante destacar que ndo é possivel obter este exemplo em ZF, pois, no modelo M27 (i.e., o

primeiro modelo de Pincus-Solovay), é verdadeira a assergdo
para todo conjunto ndo vazio I e todo ultrafiltro U sobre I, U é um ultrafiltro principal,

o que justifica que M27 é um modelo de ZF + - UT.
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de compacidade e de espago topoldgico de Hausdorff por meio da convergéncia de

familias de pontos com respeito a filtros e ultrafiltros.

Teorema 2.1.10. Dados espagos topoldgicos (X, T) e (X', ©’) tais que X e X’ sdo ndo vazios,

uma fungio y : X — X' eum a € X, considere as seguintes assergoes:
(a) y é continua em a com respeitoa T e .

(b) Dados um conjunto ndo vazio I, um filtro ¥ sobre I e uma familia (x;);cr de pontos de
X, se (xi)ie1 F -convergir para a com respeito a T, entdo a familia (y(x;))icr I -converge

para y(a) com respeito a T’.

Entdo:
(1) (a) implica (D).
(ii) Sob AC, (a) é equivalente a (b).
Suponha que (X, t) tenha cardter enumerdvel. Entdo:

(iii) Sob AC,, (a) é equivalente a (b).

Prova. (i) : Fixe arbitrariamente um conjunto ndo vazio I, um filtro F sobre I, uma
familia (x;);e; de pontos de X tal que (x;);er F -converge para a com respeito a 7 e uma
vizinhanga V’ de y(a) em (X’, 7’). Suponha que (a) valha. Entéo, o conjunto y = [V’]
é uma vizinhanca de a em (X, 7). Entdo, (x;)ic estd ¥ -eventualmente em y~1 [V']. J&
que y[y™1[V']] € V, conclui-se que a familia {y(x;))ics estd ¥ -eventualmente em V'
(cf. Comentério 2.1.2 (vii) (1) (1)). Como se fixou arbitrariamente a vizinhanca V’ de
y(a)em (X', '), segue que () (x;))ier F -converge para y(a) com respeito a v’. Portanto,
ja que se fixou arbitrariamente o conjunto ndo vazio I, o filtro ¥ sobre I e a familia

(xi)ier de pontos de X, conclui-se que (b) vale.

(ii) e (iii) : Por (i), (a) implica (b). Por contraposi¢do, provaremos que (b) implica
(a): suponha que (a) ndo valha. Fixe uma vizinhanca W de y(a) em (X', 7’) tal que,
para todo U € N;(a), o conjunto y [U] \ W é ndo vazio, o que implica que o conjunto
Ay = U\ y~'[W] é ndo vazio. Tome uma subfamilia ndo vazia A qualquer de Ny(a).

Considere entdo a familia Aw = {Ay : U € A}.

Assuma AC ou, se A for enumerdvel, assuma AC,: fixe uma funcdo escolha ¢ para

Aw (i.e., uma funcdo de Aw em |J Aw tal que, para todo U € A,
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P(Au) € Au).
Considere a relagdo binaria < sobre A que é definida pela seguinte sentenga:
para quaisquer U,V € A,V < Use,esése, U C V.

E facil ver que (A, <) é um conjunto dirigido. Notando que |J Aw C X, considere a

rede (xy1)uen em X que é definida pondo-se, para todo U € A,
Xy = (]b(Au)

Note que, para todo U € A, y(xu) ¢ W. Logo, ndo é verdade que () (xu))uea converge

para y(a) com respeito a 7’. Lembre-se que F< denota o filtro gerado ((f<)m)g (cf.
Comentdrio 2.1.7). Assim, tem-se que ndo é verdade que (y(xu))uea F<-converge para
y(a) com respeito a v’ (cf. Comentario 2.1.7 (vii)). Suponha que se possa fixar uma
base local B para T em a tal que B C A. Sendo assim, é facil concluir que, para toda
vizinhanga V de a em (X, 1), existe um B € B tal que, para todo U € A, se B < U,
entdo xi; € U C V. Entdo, tem-se que {xy;)ues converge para a com respeito a 7. Logo,

(xu)uea F<-converge para a com respeito a 7. Ha dois casos a considerar:

* Caso (X, t) tenha carater enumeravel, fixe uma base local B para 7 em a que é

enumeravel e tome A = B.

* Caso contrario, tome A = N;(a) e note que a familia N;(a) N 7 é uma base local

para T em 4.

Portanto, conclui-se que (b) ndo vale. |

Teorema 2.1.11. Dado um espago topoldgico (X, t) tal que X é ndo vazio, considere as seguintes

assergoes:
(a) (X, ) é compacto.

(b) Dados um conjunto nio vazio I, um ultrafiltro U sobre I e uma familia (x;);cs de pontos

de X, tem-se que (x;)icr é U-convergente com respeito a t.
Entao:
(7) (a) implica (D).

(ii) Sob UT, (a) é equivalente a (b).
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Prova. (i) : Por contraposi¢do, provaremos que (a) implica (b): suponha que (b) nao
valha. Fixe um conjunto ndo vazio I, um ultrafiltro U sobre I e uma familia (x;)ics
de pontos de X tal que (x;)ie; € U-divergente com respeito a 7. Considere a seguinte
familia:

C ={V € 1: (xj)ic] estd U-eventualmente em X \ V'}.

Mostraremos que C é uma cobertura de X: é claro que |JC € X. Tome um a € X
qualquer. Fixe uma vizinhanca W de a em (X, 7) tal que ndo é verdade que (x;)ies
estd U-eventualmente em W, o que equivale a dizer que (x;);cs estd U-frequentemente
em X \ W. Assim, tem-se que (x;);cs estd U-eventualmente em X \ W (cf. Comentério
21.2(v)(2)). FixeumV e ttalquea € VC W.Jaque X \ W C X \ V, tem-se que (x;)ier
estd U-eventualmente em X\ V (cf. Comentario 2.1.2 (vii) (2) (1)). Logo, V € C. Comose
tomou a € X qualquer, entdo X C [JC. Agora, para cada A C X, considere o conjunto

Ja = {i €1:x; € A}. Note que Jx = I e que, para todo A C P(I), Jya = ) Ja-

AeA
Note também que, para toda vizinhanca V de a em (X, 1), Jv ¢ U, o que implica

que I\ Jv € U. Suponha que se possa fixar uma subfamilia finita C’ de C que é uma
cobertura de X. Ja que X é ndo vazio, segue que C’ é ndo vazia. Considere a familia
Jor ={I\Jy:V eC'}. E claro que Jor é uma subfamilia ndo vazia e finita de U.
Assim, tem-se que:
0=I\I=I\Jx=I\Jye=I\|JIv={U\M=NTeU,
vec vec
uma contradi¢do. Portanto, conclui-se que (a) ndo vale.

(ii) : Por (i), (a) implica (b). Por contraposi¢do, provaremos que (b) implica (a): suponha
que (a) ndo valha. Fixe uma familia ndo vazia G de fechados em (X, 7) tal que G tem a

PIFe G = 0.

Assuma UT: fixe um ultrafiltro U sobre X tal que G C U (v. Teorema 1.1.6). Suponha
que idx seja U-convergente com respeito a 7. Fixe entdo um a € X tal que idx U-
converge para a com respeito a 7, o que equivale a dizer que 4 é um limite de U com
respeito a 7 (cf. Comentdrio 2.1.7 (vi)). Assim, tem-se que N;(a) € U. Comoa ¢ G,
fixeum F € G tal que a ¢ F. Entdo, tem-seque F € U equea € X\ F. Jaque X \ F € T,
segue que X \ F € N;(a), o que implica que X \ F € U. Logo,

0=FN(X\F)eU,

uma contradi¢do. Portanto, conclui-se que (b) nédo vale. [
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Teorema 2.1.12. Seja (X, t) um espaco topolégico tal que X é ndo vazio. Entdo, sio equivalentes:
(1) (X, t) éde Hausdorff.

(ii) Dados um conjunto ndo vazio I, um filtro ¥ sobre I e uma familia (x;);cr de pontos de X,
se (xi)ie] for F -convergente com respeito a T, entdo existe um vinico F -limite de (x;)icr

com respeito a T.

Prova. (i) = (ii) : Provaremos por redugdo ao absurdo: suponha que (i) valha e que
(i) ndo valha. Fixe um conjunto ndo vazio I, um filtro # sobre I e uma familia (x;);cr de
pontos de X tal que (x;);e; é F -convergente com respeito a 7 e ndo é verdade que existe
um dnico ¥ -limite de (x;);c; com respeito a 7. Fixeentdoa, b € X taisquea # b e (x;)ier
¥ -converge para a e ¥ -converge para b com respeito a 7. Fixe agora uma vizinhanga
V de a e uma vizinhanca W de b em (X, 7) tais que VN W = 0. Entdo, (x;)ic1 estd
¥ -eventualmente em V e estd ¥ -eventualmente em W e, por conseguinte, (x;);cs estd

¥ -eventualmente em 0 (cf. Comentario 2.1.2 (viii) (1)). Logo,
0={iel:x;e0}eF,

uma contradigdo.

(ii) = (i) : Provaremos por contraposi¢do: suponha que (i) ndo valha. Fixe a,b € X

taisquea # b e,
(*) paratodoU € Ni(a)NtetodoV € N(b)N 1, oconjunto U NV é ndo vazio.

Considere a familia N := (N¢(a) U N;(b)) N . Note que N é ndo vazia (pois X € N).

Tome uma subfamilia ndo vazia e finita A qualquer de N. Ha dois casos a considerar:
e Caso AeN(a)NTouAeN(b)NnTt,éclaroquea e (Y Aoube (A

* Caso contrario, fixe A’ € N(a) N7 e A” € N;(b) N 7 tais que A = A’ UA". J&
que A, A” C A, tem-se que (| A" € Nr(a) N7 e que (A" € Nz(b) N 7. Como
NA=("A)N(A"), conclui-se usando (*) que o conjunto () A é ndo vazio.

Ja que a subfamilia ndo vazia e finita A de N foi tomada qualquer, segue que N tem
a PIF. Entdo, pode-se considerar o filtro # (/NN) sobre X (v. Comentario 1.1.3). Como
N € F(N), é ébvio que Nr(a) N7 € F(N) e que N;(a) Nt € F(N), o que implica que
N:(a) € F(N) e que Ny(a) € F(N). Logo, a e b sdo limites de 7 (N) com respeito a
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7, 0 que equivale a dizer que idx ¥ (N)-converge para a e ¥ (N)-convergir para b com

respeito a 7 (cf. Comentério 2.1.7 (vi)). Portanto, conclui-se que (ii) ndo vale. [

Com o0 uso do Comentério 2.1.5 (i) e dos Teoremas 2.1.11 e 2.1.12, é facil concluir o

seguinte

Corolario 2.1.13. Dado um espago topolégico (X, t) tal que X é ndo vazio, considere as

seguintes assergoes:
(a) (X, t) é compacto e de Hausdorff.

(b) Dados um conjunto ndo vazio I, um ultrafiltro U sobre I e uma familia (x;);e; de pontos

de X, tem-se que existe um tinico U-limite de (x;)ic; com respeito a t.

Entdo:

(1) (a) implica (D).

(ii) Sob UT, (a) é equivalente a (b). [

Com o uso do Comentario 2.1.5 (i7) e dos Teoremas 2.1.11 (i) e 2.1.12, é facil concluir

o seguinte

Coroldrio 2.1.14. Dados um conjunto nio vazio I, um ultrafiltro U sobre I, um espago
topolégico (X, T) de Hausdorff tal que X é ndo vazio e uma familia {(x;);cr de pontos de X, se
existirum A C X tal que {x; : i € I} C Ae (A, T14) é compacto, entio existe um tinico U-limite

de {x;)ie] com respeito a T. [ |

Note que ndo vale em geral a reciproca da implicagdo no corolario acima. De fato:
denote por D(w) o espago topolégico (w, P(w)). E claro que D(w) é de Hausdorff.
Lembrando que U(0) denota o ultrafiltro principal sobre w em 0 (cf. Comentério 1.1.2),
tem-se que 0 é o tinico U (0)-limite de id,, em D(w) (cf. Comentdrio 2.1.5 (v) e Teorema
2.1.12). E claro que, para todo A C , se {id,(n) : n < w} C A, entdo A = w. Contudo,
D(w) nédo é compacto (cf. Proposi¢ao 1.1.17 (i) (5)).

O préximo corolério é imediato do Corolério 2.1.8 e do Teorema 2.1.12.

Corolario 2.1.15. Sejam (A, <) um conjunto dirigido e (X, ) um espaco topologico de

Hausdorff tais que A e X sdo ndo vazios. Entdo:
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(i) Para todo filtro F sobre A e toda rede (x5)sen em X, se F< € F e (Xs5)sen for convergente
T T

com respeito a T, entdo F-lim x5 = lim x5.
O€eA 0€EA

(i) Para todo ultrafiltro livre U sobre w e toda sequéncia (X, )n<w em X, se {Xp)n<w for
T T

convergente com respeito a T, entdo U-lim x, = lim x,,. ]
n<w n<w

Note que, sob UT, a implicagdo no Corolario 2.1.14 e o item (i7) do Corolério 2.1.15
ndo valem em geral para espacos topolégicos que ndo sdo de Hausdorff, mesmo que
tais espacos sejam compactos. De fato: denote por E, por xr e por S(2), respectivamente,
o conjunto dos naturais pares, a fun¢do caracteristica de E definida em w e o espaco
topolégico (2, {0, {1} ,2}). No Exemplo 2.1.9, viu-se que, sob UT, existe um ultrafiltro
livre U sobre w tal que xr U-converge para 1 em S(2). Como a tinica vizinhanga aberta
de 0 em S(2) é o natural 2, entdao yg U-converge para 0 em S(2). Além disso, tem-se
que S(2) é compacto (por ser finito) e ndo é de Hausdorff (pois qualquer vizinhanga dos

naturais 0 e 1 em S(2) tem interse¢do nado vazia).

O teorema a seguir é uma generalizagdo nossa do resultado cldssico que afirma que,

em um produto cartesiano, a composi¢io da projecdo em uma coordenada com uma rede

universal também é uma rede universal nessa coordenada.

Teorema 2.1.16. Dados um conjunto ndo vazio I, um filtro ¥ sobre I, um conjunto nio vazio

L, uma familia {X; : 1 € L} de conjuntos tal que o produto cartesiano 1_[ X é ndo vazio e uma
leL
familia (&;)icr de pontos de 1_[ X, se {&i)iel for F -universal em 1—[ X, entdo, paratodol € L,

leL leL
a familia (&;(1))ier é F -universal em X;.

Prova. Fixe arbitrariamente um m € L. Tome um A C X,, qualquer. Paracada/ € L,

considere o seguinte conjunto:

X \A, sel=m;
Al =
X;, caso contrario.

Denote por p,, a projegdo pr x,m (v. Comentario 1.1.23). E claro que:

T4

leL

(*) P CAy=Xu\A.

Além disso, tem-se que:

HXZ CA.

leL

\

14

leL

(%) Pm [
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1%

leL

\

14

leL

Mostraremos que (*+) vale: tome um z € py,

1_[ Xi [\ l_[Al
leL leL
de n # m que A, = X,;, uma contradi¢do. Entdo, n = m. Logo, z ¢ A, = X, \ A, 0

l—[Xl \ HAZ

leL leL
que (++) vale. Agora, suponha que a familia (£;(m));es esteja F -frequentemente em A.

qualquer. Fixe um

Ce tal que z = C(m). Fixe agora um n € L tal que C(n) ¢ A,. Segue

que equivale a z € A. Ja que z € py, foi tomado qualquer, segue

Em virtude do Comentario 2.1.2 (vii) (1) (2), conclui-se usando (*) que a familia (&;)ier

estd F -frequentemente em 1—[ X |\ l_[ Aj|. Suponha que (&;)icr seja F -universal
leL leL

em l_[ X). Assim, tem-se que (&;)ics estd F -eventualmente em 1—[ X 1—[ Aj

\
leL leL leL
virtude do Comentdrio 2.1.2 (vii) (1) (1), conclui-se usando (++) que (&;(m));cs estd F -

. Em

eventualmente em A. Como se tomou A C X,, qualquer, entdo (&;(m));cr € ¥ -universal
em X,,. Portanto, j4 que m € L foi fixado arbitrariamente, conclui-se que, para todo

l €L, {&i(]))ier é F-universal em X;. [}

O exemplo a seguir garante que ndo vale em geral a reciproca da implicagdo no
Teorema 2.1.16.

Exemplo 2.1.17. Existem um conjunto ndo vazio e finito X e uma sequéncia (&, )n<w
em X“ que é Cofin(w)-convergente em (X, (X)) tais que (&, )n<w ndo é Cofin(w)-
universal em X e, para todo k < w, a sequéncia (&, (k))n<w €é Cofin(w)-universal em

(X, P(X)).

Com efeito: denote por E e por c1, respectivamente, o conjunto dos naturais pares e a
sequéncia em 2 que € constante de valor 1. Para cada n < w, denote por x{,} a fungéo

caracteristica do conjunto {n} definida em w e considere a seguinte sequéncia em 2:

= . (1= Xny(k)k<w, sen €E;
. €1, caso contrario.

Note que a sequéncia (1), <, em 2 é tal que, para quaisquer 1, k < w,

—~ 0, sek=nene€ekE;
n(k) =
1, caso contrario.

Assim, tem-se que, para todo k < w, a sequéncia (7(k))y<» em 2 é eventualmente

constante de valor 1, 0 que implica que (7(k) ) <« € Cofin(w)-universal em 2 (em virtude
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dos itens (iii) e (viii) do Comentario 2.1.7 e do Comentario 2.1.2 (iv) (1)). Considere o
conjunto A == {s € 2¢ : Am < w (s(m) = 0)}. E facil ver que, para todon < w, 11 € A se,

e somente se, n € E. Segue disto que:

n<w:neA}={n<w:neE}=E ¢ Cofin(w)
e
m<w:ne2\A}={n<w:n¢Ay={n<w:n¢E}=
=w \ E ¢ Cofin(w).

Entdo, conclui-se que (71), <, ndo é Cofin(w)-universal em 2¢. Agora, denote por D(2)
0 espago topoldgico (2, P(2)). Mostraremos que (7)<, Cofin(w)-converge para c1 na
poténcia topologica D(2)“: fixe arbitrariamente uma vizinhanga canonica V de ¢; em
D(2)”. Fixe entdo uma familia de conjuntos {Vj : k < w} tal que, paratodok < w, Vi C 2
e para a qual
V= l_[ Vi e oconjunto M = {k < w : Vi # 2} é finito.
k<w
Tome um m € w \ M qualquer. E 6bvio que V,, = 2, 0 que implica que 7i(m) = 0 € V,.

Note que, para todo k € w \ {m},
m(k) =1=ci(k) € V.

Logo, i € V. Como se tomou m € w \ M qualquer,entiow \M C {n <w:n € V}. Ja
que w \ M € Cofin(w), segue que (1), <., esta Cofin(w)-eventualmente em V. Portanto,
como se fixou arbitrariamente a vizinhanca canénica V de ¢; em D(2)”, conclui-se

usando o Comentério 2.1.5 (vi) que (1), <, Cofin(w)-converge para c; em D(2)“. |

O teorema a seguir é uma generalizagdo de uma bem conhecida caracterizagdo de
convergéncia de redes em espacos produtos por meio da convergéncia de suas redes

coordenadas.

Teorema 2.1.18. Dados um conjunto ndo vazio I, um filtro ¥ sobre I, um conjunto ndo vazio

L, uma familia {{X;, ;) : | € L} de espagos topoldgicos tal que o produto cartesiano l_[ X é

leL
ndo vazio, uma familia (&;)ic1 de pontos de 1_[ Xieuma € 1_[ X1, (&iYiel T -converge para
leL leL
a com respeito a ® 1) se, e somente se, para todo | € L, a familia (&;(1))ie; F -convergir para

leL
a(l) com respeito a 7).

Prova. Por um lado, suponha que a familia (&;)ie; # -convirja para a com respeito a
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® 7;. Com o uso do Comentdrio 1.1.23 (ii) (2) e do Teorema 2.1.10 (i) conclui-se que,

leL
para todo [ € L, a familia (&;(I))ie1 F -converge para a(l) com respeito a 1;.

Por outro lado, fixe arbitrariamente uma vizinhanca canénica V de @ em H<Xl, 7).

leL
Fixe entdo uma familia de conjuntos {V; : I € L} tal que, paratodo! € L, V| € t; e para

a qual

V= 1_[ Vi e oconjunto K := {/ € L : V; # X;} é finito.
leL
Para cada I € L, considere o conjunto J; := {i € I : &;(I) € V;}. Suponha que, para cada
| € L, afamilia (&;(I))ier T—Convirja para a(l) com respeito a 7. Logo, para todo! € L,

Ji € ¥. Considere o seguinte conjunto:

I, seK=0;
Jk = ﬂ Ji, caso contrario.
leK
Como ¥ é um filtro sobre I e K é finito, tem-se que Jx € ¥. Tomeum j € [xeumm € L

quaisquer. H4 dois casos a considerar:
e Casom € K, tem-se que ] € [y.
¢ Caso contrario, tem-se que V;,;, = X;.

Logo, &j(m) € Vi. Ja que m € L foi tomado qualquer, tem-se que &; € V. Como se
tomou j € Jx qualquer, entdo Jx C {i € [: &; € V}.Jadque Jx € F, segue que (&;)ier esta
¥ -eventualmente em V. Portanto, como se fixou arbitrariamente a vizinhanga can6nica

Vdeaem 1—[ (X1, 1), conclui-se usando o Comentério 2.1.5 (vi) que (&;)ie1 F -converge
leL
para a com respeito a ® ;. [
leL

O coroldrio a seguir é imediato do Comentério 1.1.23 (ii7) e do Teorema 2.1.18.

Corolario 2.1.19. Dados um conjunto ndo vazio I, um filtro F sobre 1, espagos topologicos
(X, 1)y e{X’, 1') tais que X e X’ sdo ndo vazios, uma familia (x;)ic1 de pontos de X, uma familia
(xi)ier de pontosde X', uma € X eum a’ € X', a familia ({x;, xi))ier F -converge para {a, a’)
com respeito a T ® T’ se, e somente se, (x;)ic; F -convergir para a com respeito a T e (X})ier

F -convergir para a’ com respeito a t’. ]

O préximo corolario é imediato do Corolario 2.1.19 e do Teorema 2.1.10 (i).
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Coroldrio 2.1.20. Sejam I um conjunto nio vazio e ¥ um filtro sobre I. Sejam (X, t), (X', T’)
e (X", ") espagos topolégicos tais que X, X' e X" sio ndo vazios, {x;)ic; uma familia de pontos
de X, (x})ie; uma familia de pontos de X', a € X e a’ € X' tais que {x;)ic; F -converge para a
com respeito a T e {x})ijc; F -converge para a’ com respeito a t’. Seja y : X X X" — X" uma
fungdo continuaem a, a’) comrespeitoa t®t’ e v”. Entdo, a familia (y(x;, x))ier F -converge

para y(a,a’) com respeito a t”. |

O corolério a seguir é imediato do Comentério 1.2.35 (iv) e do Corolario 2.1.20.

Coroldrio 2.1.21. Sejam I um conjunto ndo vazio e ¥ um filtro sobre I. Sejam K um subcorpo
de C e (Ai)ier e (vi)ier familias de pontos de K que sdo F -convergentes com respeito a Tk.
Entdo:
(1) (1) A familia (A; + vi)ie1 é convergente com respeito a Tk e
TK TK TK
2) F-lim (A; + v;) = (7—‘- Lim )\i) + (7—‘- Hm vi).
i€l i€l i€l

(ii) (1) A familia (A;v;)ie] é convergente com respeito a Tk e

2) 7—‘-1%(Aivi) _ (T-%Ai)(ﬁf-lﬁ'}wi).

iel
TK
Suponha que {7’"— lir? /\i} U{A;:iel} €K\ {0}. Entdo:
1€
(1ii) (1) A familia (A1) Dier é convergente com respeito a (TK)k \ (o} €
TK 1 TK -1
2) F-lim (A;)" = (T- lim/\i) . .
i€l i€l

O préximo coroldrio generaliza os resultados nos itens (i) e (ii) do Corolario 2.1.21

e é imediato do Corolario 2.1.20.

Coroldrio 2.1.22. Sejam I um conjunto ndo vazio e ¥ um filtro sobre I. Sejam (K, o) um
corpo topolégico, {A;)ier uma familia de pontos de K e A € K tais que (A;)ic1 F -converge para
A com respeito a o. Sejam (X, T) um espago vetorial topolégico sobre (K, o), (xi)ier e (Vi)ier
familias de pontos de X e a, b € X tais que (x;)ic1 F -converge para a com respeito a T e ()il

¥ -converge para b com respeito a t. Entido:
(i) A familia (x; + y;)ic1 F -converge para a + b com respeito a t.

(ii) A familia (Aix;)icr F -converge para Aa com respeito a t. ]
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O corolério a seguir é imediato do Coroldrio 2.1.20, dos Comentarios 1.2.11 (vii) e
1.1.15 (iii) (2) e do Teorema 2.1.12.

Coroldrio 2.1.23. Sejam I um conjunto ndo vazio e & um filtro sobre I. Sejam (X, d) um
espago pseudomeétrico tal que X é ndo vazio, (x;)icr e {Yi)iel familias de pontos de X ea, b € X

tais que (x;)icr F -converge para a e y;)ie1 F -converge para b com respeito a 4. Entdo:

(i) A familia {d(x;, yi))iel F -converge para d(a, b) com respeito a 1.

(ii) Se d for uma métrica sobre X e {d(xi, yi))ie1 ¥ -convergir para O com respeito a T2, entdo
a=m>o. [ ]

Note que o resultado no item (7) do corolario acima nao vale em geral para espagos
hemimétricos, mesmo que tais espagos sejam ultra-hemimétricos. Note também que o
resultado no item (ii) desse coroldrio ndo vale em geral para espagos pseudométricos,
mesmo que tais espagos sejam ultrapseudométricos. De fato: denotando por c1 a
sequéncia em 2 que € constante de valor 1 e considerando a ultra-hemimétrica dgec
sobre 2 (cf. Comentdrio 1.2.2), tem-se que ¢; Cofin(w)-converge para 1 com respeito a
= {0,{1},2} (cf. Comentéario

1.2.5(viii) (1)), tem-se que a tnica vizinhanga aberta de 0 em (2, 74,..) € o natural 2.

T4, (cf. Comentério 2.1.5(iv) (2)). Lembrando que 74

sec

Como {n < w :c1(n) € 2} = w, segue que c; Cofin(w)-converge para 0 com respeito a
14...- Denotando por 0 a sequéncia nula em R, é ébvio que (dsec(c1(n), c1(1)))n<w =0,

por conseguinte,
Cofin(w)- lign dsec(c1(n), c1(n)) =0 # 1 = dgec(0, 1).
n<w
Agora, considerando a ultrapseudométrica dg sobre 2 (cf. Comentério 1.2.2), é claro
que:
(do2(c1(n), c1(n))n<w = (do2)° 0 c1 = (do2)! 0 c1 =0,
o que implica que
Cofin(w)- lim do»(c1(n), c1(n)) = Cofin(w)- lii’n doo(c1(n),0) =
n<w n<w
= Cofin(w)- 1131 doo(c1(n),1) = 0.
n<w

Logo, c1 Cofin(w)-converge para 0 e c; Cofin(w)-converge para 1 com respeito a 74,

(em virtude dos itens (i) e (ii) do Corolario 2.1.6).

No que segue, é introduzida uma definicdo que generaliza a defini¢do classica de

dominagdo entre fungdes reais.
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Comentdrio 2.1.24. Dados um conjunto ndo vazio I, uma subfamilia ndo vazia ¥ de
P(I), subconjuntos ndo vazios | e |’ de I tais | € J’, um conjunto pré-ordenado (X, <)
tal que X é ndo vazioe fungdes £ : ] - Xe &' : ] = X,se{iec]:&(1) <&'(i)} € F,
sera dito que & é F -dominada por &’. Sobre a poténcia cartesiana X! considere a relagado

bindria <& que é definida pela seguinte sentengca:
para quaisquer fungdes &, C € XL & < Cse, esodse, & for F-dominada por C.
Suponha que ¥ seja um filtro sobre I. Verifica-se facilmente que:
(i) <# é uma pré-ordem sobre X'.
A pré-ordem <# serd chamada de a relagio de F -dominagio sobre X'. E facil ver que:
(ii) Para quaisquer fungoes &, C € xI,

(1) & < Cse, esomente se, & <y G

(2) se & <, entdo & < C.

Para cada n < w, denote por xy,} a funcdo caracteristica do conjunto {n} definida em
w. Lembre-se que, para cada n < w, U(n) denota o ultrafiltro principal sobre w em n

(cf. Comentério 1.1.2). E facil ver que:
(iii) Paratodo k < w,
(1) Xy SUE+1) X{k+1)-
(2) Xgry € X{s1)-
Suponha que < seja uma ordem parcial sobre X. Dado um a € X, é facil concluir que:
(iv) Para quaisquer funcdes &, C € X!, se & < (, entdo

(1) C estar ¥ -eventualmente em |«, a[. é condicdo suficiente para & estar ¥ -

eventualmente em |, a[ .

(2) & estar ¥ -eventualmente em ]a, —[¢ é condicdo suficiente para C estar ¥ -

eventualmente em Ja, —|.
Também é facil concluir que:
(v) Para quaisquer funcdes &, C € X!, & <& Ce C < & se, e somente se, & = C.

(vi) Paratodo k < w,
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(1) (1) Xx) Swk+2) X{k+1)-
(2) Xk} # X{ks1}-

(2) <w(k+2) ndo é uma ordem parcial sobre w. O

Suponha que < seja uma ordem total sobre X e que ¥ seja um ultrafiltro sobre I. Vé-se

facilmente que:
(vii) <# é uma pré-ordem total sobre X
Encerraremos esta se¢do com uma prova do teorema a seguir e uma nota sobre os

resultados nesse teorema, que sdo generalizacdes nossas de resultados classicos sobre

convergéncia de redes em R com respeito a 7.

Teorema 2.1.25. Sejam I um conjunto ndo vazio e ¥ um filtro sobre I. Sejam (X, <) um
conjunto totalmente ordenado tal que X é ndo vazio, (x;)ic1 € {Yi)iel familias de pontos de X

que sio F -convergentes com respeito a T< e (z;)icr uma familia de pontos de X. Entdo:

T< Tg
(i) Se X for um denso sequndo < e (xi)ic1 <¥ (VYi)iel, entdo F - lir? xXi < F- lir? Yi.
1€ 1€

T Tg
(ii) Se F - l,igl yi=F- l.igl xXi, (Xi)iel SF (Zi)iel € (Zi)iel SF (Vi)iel, entdo
1 1
(1) (zi)ie1 é F -convergente com respeito a T< e

Tg Tg
(2) F- lirllrl zi = F-limx;.
[AS]

i€l

Prova. (i) : Provaremos por reducdo ao absurdo: suponha que ndo seja verdade que

Tg Tg Tg Tg
F-limx; < F-lim y;. Sendo assim, ¥ -lim y; < #-lim x; (pois < é uma pré-ordem total
iel iel iel i€l

Tg Tg
sobre X). Suponha que X seja um denso segundo <. Fixeuma € ] ¥ - lirllfl vi, F- lir? Xj [ .
1€ 1€ <

Tg Tg
Entdo, |, a[< é uma vizinhanga de ¥ -lim y; e Ja, —[¢ é uma vizinhanca de ¥ -lim x;
< i€l B i€l

em (X, 7<), o que implica que (y;)ie; estd ¥ -eventualmente em |, a[. e que (x;)ier
estd ¥ -eventualmente em Ja, —[. Como (x;)icr <& (VYi)iel, tem-se que (x;)cs estd F -

eventualmente em |«, a[¢ (cf. Comentdrio 2.1.24 (iv) (1)). Além disso, tem-se que:
](_/a[< m ]a/ —)[< - 0

(pois < é uma ordem parcial sobre X). Entdo, (x;)ie; estd ¥ -eventualmente em 0 (cf.

Comentario 2.1.2 (viii) (1)), o que equivale a

0={iel:x; €0} eF,
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uma contradigéo.

T<
(71) (1) e (i7) (2) : Fixe arbitrariamente um B € N;_ (T- lim xi) N Bg. Assim, tem-se que

Tg
(xi)ie] estd F -eventualmente em B. Como F - 11m yi=F- hm xi, note que (Yi)ier esta

¥ -eventualmente em B. Ha quatro casos a cons1derar (v. Comentar1o 1.1.15):
e Caso B = X, é claro que (z;)ics esta ¥ -eventualmente em B.

* Caso possamos fixar um a € X tal que B = ]«,a[, é claro que (y;)ics estd ¥ -
eventualmente em |, a[.. Como (z;)ie1 <7 (Vi)iel, tem-se entdo que (z;);es estd

F -eventualmente em B.

* Caso possamos fixar um a € X tal que B = Ja, —=[, é claro que (x;);c; estd F -
eventualmente em |a, —[.. Como (x;)ie; <& (Zi)ic1, tem-se entdo que (z;);es estd

F -eventualmente em B (cf. Comentario 2.1.24 (iv) (2)).

* Caso possamos fixar um a,b € X tais que B = ]a, b[, é imediato concluir que
B =],b[cN]a,—[<. Logo, (Vi)ier estd F-eventualmente em |, b[. e (X;)ier
estd ¥ -eventualmente em Ja, —[.. Com os mesmos argumentos dados nos dois
casos anteriores, conclui-se que (z;)c; estd F -eventualmente em |, b[< e que
(zi)ier esta ¥ -eventualmente em |a, —[, o que equivale a dizer que (z;)ier esta

F -eventualmente em B.

T<
Portanto, como B € B¢ N N;_ (7’ - l,ir? xi) foi fixado arbitrariamente, conclui-se usando
1€
T<

o Comentario 2.1.5 (vi) que (z;)ier F -converge para ¥ - ljr? X; com respeito a T<. [
1€

Note que ndo vale em geral a reciproca das implicagdes nos itens do Teorema 2.1.25.
De fato: considere a sequéncia s := {((=1)"27"), <, em R e denote por 0 a sequéncia nula

em R. Como liin s(n) =0, entdo s é Cofin(w)-convergente com respeito a 7, e
n<<w
Cofin(w)- lim s(n) = Cofin(w)- lim 0(n)
n<w n<w

(em virtude dos itens (vii) e (viii) do Comentério 2.1.7 e do Comentério 2.1.5 (iv) (2)).

Denotando por E o conjunto dos naturais pares, tem-se que:
{n<w:0<s(n)}=E ¢ Cofin(w),

0 que equivale a 0 Lcofin(w) S-
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2.2 Ultraprodutos de espacos pseudométricos e espacos

pseudonormados

Nesta secdo, é apresentada uma generalizacdo das defini¢des de ultraproduto de
espacos métricos e de ultraproduto de espagos normados e de Banach. Além disso, sdo
estabelecidas generaliza¢Ges de resultados demonstrados na literatura a que tivemos

acesso ou (aparentemente) folcléricos.

Defini¢do 2.2.1. Seja I um conjunto ndo vazio. Sejam {(X;,d;) :i € I} uma familia
de espagos pré-métricos tal que o produto cartesiano 1_[ X; é ndo vazio, A C ﬂ Xie
i€l i€l
a,pe l_l Xi. Seja (X, d) um espago pré-métrico tal que X é ndo vazio. Diremos que:
i€l
(i) a esta finitamente distante de  com respeito a {d; : i € I} se valer a seguinte
condigdo: existe um 6 € R* tal que {di(a(i),ﬁ(i)) ti€ I} C [0, 6]

(ii) Aéfinitamente distal comrespeitoa {d; : i € I} se valerem as seguintes condi¢des:

(1) A énao vazio.
(2) Para quaisquer &, & € A, & esta finitamente distante de &’ com respeito a
{dl’ el }

Suponhamos que, para cada i € I, (X;,d;) = (X, d). Diremos que:

(iii) « esta finitamente distante de  segundo d se a estiver finitamente distante de f3

com respeito a {d; : i € [}.

(iv) A é finitamente distal segundo d se A for finitamente distal com respeito a
{d;:i€el}. ¢

Comentadrio 2.2.2. Dados conjuntos nado vazios I e X, para cada x € X, denotaremos
por cj,x,» a funcdo constante de valor x de I em X. Dado um subconjunto ndo vazio
Ade X!, se {c;xx:x € X} CA,sera dito que A contém qualquer constante em X. Dada

uma pré-métrica d sobre X, note que:

(i) A familia {cj x : x € X} é finitamente distal segundo 4.
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Dadas familias {X; : i € I} e {X} : i € I} de conjuntos tais que os produtos cartesianos
n X; e 1—[ X7 sdo ndo vazios e uma familia {¢; : i € I} de fungdes tais que, para todo
iel iel

i €1, ; é uma funcdo de X; em Xj, considere a fungao 1—[ Qi : 1—[ X; — 1_[ Xi que

i€l i€l i€l
é definida da seguinte maneira: para todo & € 1—[ X;, l_[ (p,-)(é ) é a funcdo de [ em
i€l i€l

U Xi que é definida pondo-se, para todo j € I,

iel

((]_[ (pi)(@)(j) = @j(E())-

i€l

A fungdo 1_[ @; serd chamada de a fungio produto de {¢@; : i € I}. Dada uma familia
iel
{d; : i € I} de funcodes tais que, para todo i € I, d; é uma pré-métrica sobre X;, é imediato

concluir que:

ii) Para todo B C X;, se B for finitamente distal com respeito a {d; : i € I}, entdo,
P
i€l
para todo C C B, se C for ndo vazio, entdo C é finitamente distal com respeito a

{di:iel}.

Dada uma familia {d} : i € I} de fung¢des tais que, para todo i € I, dj é uma pré-métrica
sobre X}, suponha que, para cada i € I, ¢; seja ndo expansiva segundo d; e di. Sendo

assim, é facil verificar que:

(iii) Para todo B C 1—[ X, se B for finitamente distal com respeito a {d; : i € I}, entdo
i€l
(1—[ (pi) [B] é finitamente distal com respeito a {d; : i € I}.

iel

Agora, considere a relagdo bindria R} sobre 1_[ Xi que é definida pela seguinte
i€l
sentenca:
para quaisquer &, &’ € n X;, & Rf‘;’l " se, e sO se, & estiver finitamente
i€l
distante de &’ com respeito a {d; : i € I}.

Verifica-se facilmente que:

(iv) (1) Ry éreflexiva sobre 1—[ Xi.

i€l
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(2) Se, para todo i € I, d; for uma hemimétrica sobre X;, entdo Rf;’_ é uma
pré-ordem sobre 1_[ X;.

i€l
(3) Se, para todo i € I, d; for uma pseudométrica sobre X;, entdo Rf‘;’l é uma
relacdo de equivaléncia sobre 1_[ Xi.

iel

Afirmamos que:
(v) Sobre R,

(1) existe uma pré-métrica d satisfazendo a condi¢do de ndo degeneracdo e de

[0e]

simetria que ndo ¢ uma hemimétrica e tal que R*

ndo é uma pré-ordem
sobre a poténcia cartesiana R®.
(2) existe uma ultra-hemimétrica d que é uma quase métrica, que ndo é uma

[o0]

s <
pseudométrica e tal que R7*,

ndo é uma relagdo de equivaléncia sobre a

poténcia cartesiana R®.

De fato: denote por 0 a sequéncia nula em R e considere as sequéncias s = (1)<, €

t :=(-n),<, em R. Entao:

(1) : Basta considerar a pré-métrica d" sobre R (v. Comentério 1.2.2 (vii) (1)) e notar
que:
{d"(s(n),0(n)):n < w} = {d"0(n),t(n)): n < w} =2<[0,1]
e

{d"(s(n),t(n):n < w} = w \ {1},

0 que implica que sR*®, 0 e OR™"

o dh t e que ndo é verdade que s R;T‘;A t (pois, para
todoe €e RY, w \ {1} € [0, €] ).

(2) : Basta considerar a ultra-hemimétrica d~ sobre R (v. Comentario 1.2.2 (vii) (2)) e

notar que:

{d”(0(n),s(n)):n <w}=2<|0,1]
e
{d7(s(n),0(n)) : n < w} = w\ {1},
o que implica que 0RZ",_ s e que ndo é verdade que s R™; 0.

Agora, suponha que d seja uma pseudométrica sobre X e que, para cada i € I, d; seja
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uma pseudométrica sobre X;. Paracada & € 1—[ Xi, aclasse de equivaléncia [£] Rz sera
iel -
denotada por € (I, Xi, d;) (ou, simplesmente, por € (I, d;)). Assim, tem-se que:

(vi) A familia {500,(;(1, X, di):Ce l—[ Xl} € uma partigdo de 1_[ Xi.

i€l iel

(vii) (1) Paratodo & € 1_[ X,

i€l

Coo,c(I, Xi,d;) = {C € X; : C esta finitamente distante de &
i€l

com respeitoa {d; : i € I}}.

(2) Para quaisquer &, &’ € 1—[ Xi, loo (I, Xi,di) = o (I, Xi,d;) se, e somente
i€l
se, & estiver finitamente distante de £’ com respeito a {d; : i € I}.

(viii) (1) Paratodo & € n Xi,
i€l
(1) €eo,:(I, X;,d;) é finitamente distal com respeito a {d; : i € I}.
(2) Para todo B C 1_[ Xi, se & € B e B for finitamente distal com respeito a

iel

{d;:iel},entdo B C lw (I, X, d;).
(2) 1_[ X; é finitamente distal com respeito a {d; : i € I} se, e somente se, para
i€l
todo & € ﬂ Xi, boo,e (I, Xi, di) = ]_[ X;.
i€l iel
Suponha que, paracadai € I, d} seja uma pseudométrica sobre X}. Em virtude dos itens

(7i7) e (viii) (1) (2), tem-se que:

(ix) Paratodo & € n Xi,

iel

iel

[ cpi)[foo,g(l, Xi, di)] € Lo, ( )(5)(1, Xj, d).

[

i€l

Denote por 0 a fungdo identicamente nula de I em R. Com o uso da Proposi¢do 1.2.15 (v)

e do Comentdrio 1.2.36 (ii) (2), é corriqueiro mostrar que:

(x) goo,O(I/ ]R/ dZ) = foo(l) |
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Comentadrio 2.2.3. Dados um conjunto ndo vazio I, uma familia {{(X;,d;) :i € I} de

espagos pré-métricos tal que o produto cartesiano n Xi é ndo vazio, um subconjunto A
i€l
de 1—[ X; que é finitamente distal com respeitoa {d; : i € [}ea, f € A, fixeum 6 € R* tal
i€l
que {di(a(i), p(i)):i€ I} C [0, 6]. Sabe-se que ([0, 6], (T2)[0,5]) € compacto (v. Teorema
1.2.17 (ii)). Dado um ultrafiltro U sobre I, tem-se entdo que existe um tnico U-limite
da familia (d;(a(i), B(i)))ier com respeito a 7 (cf. Coroldrio 2.1.14). Logo, podem ser
consideradas as fungdes (d;)1,c0,4, (di)1 1,4 : A X A — R que sdo definidas pondo-se,

para quaisquer &, &’ € A,
(di)1,00,4(&, &) = sup{di(E(i), £'(D)) i € I}
e

(di)u,A(E, &) = U-limd;(E(7), E'(7)).

Com a utiliza¢do da monotonicidade da fungdo supremo para uma familia de fun¢des com
o mesmo dominio e limitadas superiormente no corpo ordenado R e com o uso dos
Comentarios 2.1.5 (iv) (2) e 2.1.24 (ii) (2) e do Teorema 2.1.25 (i), conclui-se que:
(1) (1) (di)1,c0,4 € uma pré-métrica sobre A.
(2) (di)1, 11,4 é uma pré-métrica sobre A.
Para cada j € I, denote por p; a projecdo py x;,; (v. Comentério 1.1.23). Lembre-se que,
paracadai € I, (d;)p, 4] denota a pré-métrica induzida por d; sobre p;[A] (cf. Comentario
1.2.6). Com a utilizagdo da monotonicidade e da subaditividade da fungio supremo para
uma familia de fun¢des com 0 mesmo dominio e limitadas superiormente no corpo
ordenado R e com o uso do item (i), do Comentério 2.1.24 (i7) (2), do Teorema 2.1.25 (i)
e do Corolario 2.1.21 (i), conclui-se que:
(if) (1) Se, paratodo i € I, (di),,[ 4] for uma hemimétrica sobre p;[A], entdo
(1) (di)1,00,4 € uma hemimétrica sobre A.
(2) (di)ru,4 € uma hemimétrica sobre A.
(2) Se, para todoi € I, (d;),, 4] for uma pseudométrica sobre p;[A], entao
(1) (di)1,00,4 € uma pseudométrica sobre A.

(2) (di)ru,4 € uma pseudométrica sobre A.
Verifica-se corriqueiramente que:

(7ii) (1) Se, paratodoi € I, (di)pi[A] for uma dimétrica sobre p;[A], entdo (d;),c,4 €

uma dimétrica sobre A.



86 2. Ultraprodutos métricos e normados

(2) Se, paratodoi € I, (d;)p;[4] for uma quase métrica sobre p;[A], entdo (d;)1,c0,4

é uma quase métrica sobre A.

Com a utiliza¢do da monotonicidade segundo a ordem lexogrifica e da continuidade com
respeito a 72 ® T2 e T2 da fungdo mdximo do corpo ordenado R e com o uso do item (i),

do Comentdrio 2.1.24 (i7) (2), do Teorema 2.1.25 (i) e do Corolario 2.1.20, conclui-se que:

(iv) (1) Se, paratodo i € I, (d;),, 4] for uma ultra-hemimétrica sobre p;[A], entdo
(1) (di)1,00,4 € uma ultra-hemimétrica sobre A.

(2) (di)ru 4 é uma ultra-hemimétrica sobre A.
(2) Se, paratodoi € I, (d;),, 4] for uma ultrapseudométrica sobre p;[A], entdo

(1) (di)1,00,4 € uma ultrapseudométrica sobre A.

(2) (di)ru,4 é uma ultrapseudométrica sobre A.

Com o uso dos itens (i7) (2) (1), (iii) (2) e (iv) (2) (1) e do Comentério 1.2.2 (i), conclui-se

que:

(v) (1) Se,paratodoi € I, (d;)p,4] for uma métrica sobre p;[A], entdo (d;);,c0,s € uma

métrica sobre A.

(2) Se, para todo i € I, (di)p,4] for uma ultramétrica sobre p;[A], entdo (di)1,«,4

é uma ultramétrica sobre A.

Suponha que, paracadai € I, d; seja uma pseudométrica sobre X;. Paracada & € l_[ Xi,
i€l
sempre que for conveniente, as pseudométricas (d;)1,co, ¢, ¢ (1, X;,d;) © (A1, 00 (1, X;, dy)

serdo denotadas, respectivamente, por (d;)1,c,c € por (d;);«,c. Usando o Comentario
2.2.2(vii) (2), tem-se que:
(vi) Para quaisquer &, &’ € l—l Xi, selw (1, X;,di) = Lo eI, X;, d;), entdao
i€l
(1) (di)1,00,6 = (di)1,00,7-
(2) @iru,e =),

Dado um espago pré-métrico (X, d) tal que X é ndo vazio, caso tenhamos, para
cada i € I, (X;,d;) = (X,d), denotaremos por dw 4 € por dqs a, respectivamente, as
pré-métricas (d;)1,c0,4 € (di)1u,4. Lembrando que {o = {w (@, R, dp) (v. Comentario

2.2.2(x)), afirmamos que:

(vii) Para todo ultrafiltro livre U sobre w, a pseudométrica (d2); o sobre s ndo é uma

quase métrica sobre {c.
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De fato: considerando a sequéncia s := (27"),., em R, tem-se que s € {« e que s # 0.
Suponha que se possa fixar um ultrafiltro livre U sobre w. Em virtude do Corolario

2.1.15(ii), tem-se que:
(d2)ar0(s,0) = U-limda(s(n),0(n)) = U-lim [s(n)| = U-lim s(n) = lim s(n).

Ja que lim s(n) = 0, conclui-se que (d2)q/,0(s,0) = 0. O

Comentdrio 2.2.4. Dados um conjunto ndo vazio I, uma familia {(X;,d;) :i € I} de

espagos pseudométricos tal que o produto cartesiano 1_[ X; é ndo vazio, lembre-se que,
i€l
para cada j € I, p; estd denotando a projegdo py x;,; (v. Comentario 1.1.23). Dado um

AC 1_[ Xi, é claro que, para todo i € I, (d;),,[a] € uma pseudométrica sobre p;[A] (v.
iel
Comentdrio 1.2.6). Suponha que A seja finitamente distal com respeito a {d; : i € I}.

Dado um ultrafiltro U sobre I, sabe-se que (d;);41,4 é uma pseudométrica sobre A
(cf. Comentario 2.2.3 (ii) (2) (2)). Lembre-se que R@iua denota a relacio induzida por
(di)ras,a sobre A (cf. Comentario 1.2.12). Para cada & € A, a classe de equivaléncia
[E]gw@nwu, serd denotada por coqy,¢,4(I, Xi, d;) (ou, simplesmente, por co .41, d;)).

Assim, tem-se que:
(i) A familia {CO,%C,A(I, Xi,di):Ce A} é uma particdo de A.

(ii)) (1) Paratodo & € A, coar,c,4(1, Xi,di) ={C e A:U-limd;(C(i), (7)) = 0}.
(2) Para quaisquer &,&" € A, coar,c,4(1, Xi,di) = coaur,er,a(1, Xi, d;) se, e somente
se, U-lim d;(&(i), £'(i)) = 0.

(iii) Paratodo & € A, coar,c,4U, Xi,d;) = (((di)l,‘L{,A)g)_l[{o}]-

Para cada & € 1—[ Xi, sempre que for conveniente, o conjunto co g/, ., (1, x;, ;) (L, Xi, di)
i€l
serd denotado por cg ¢/,£(I, X;, d;) (ou, simplesmente, por cg ¢/,:(I, d;)). Lembre-se que,

para cada n < w, U(n) denota o ultrafiltro principal sobre w em n (cf. Comentario

1.1.2). Afirmamos que:

(iv) Paratodok < w,

(1) co € coum)olw, R, da).

(2) coum,0(w, R, dy) € co.
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De fato: fixe arbitrariamente um k < w. Com o uso dos Comentarios 2.1.5(v) e 2.2.2 (x),

conclui-se que:
co,uk) 0w, R,d2) = {C € €w : C(k) = 0}.
(1) : Considerando a sequéncia s := (27"),<,» em R, tem-se que s € cg. Como 0 < s(k),

tem-se também que s ¢ ¢ g/ 0(w, R, d2).

(2) : Denote por x ) a fungdo caracteristica do conjunto {k} definida em w e considere
a sequéncia t := (1 — x(3(1))n<w em R. Sendo assim, t € co /) 0(w, R, d2). J& que ¢
é eventualmente constante de valor 1, tem-se que t ¢ ¢y (em virtude da Proposigdo
1.1.18 (iii) e do Teorema 1.1.20 (7)).

Agora, suponhamos que I seja infinito. Afirmamos que:

(v) Para todo ultrafiltro livre U sobre I, co(I) € coas0(I, R, d2).

(vi) Sob UT, existe um ultrafiltro livre U sobre w tal que ¢y # cos,0(w, R, d2).

Com efeito:

(v) : Lembre-se que Cofin(I) denota o filtro de Fréchet sobre I (cf. Comentério 1.1.2).
Usando os itens (ii) (1) (1) e (v) (2) do Comentério 1.2.36, tem-se que:

co(I) = {C € loo(l) : V€ € R*({|C(i)|)ier esta Cofin(I)-eventualmente
em [0, ¢[)} =
= {C € lo(I) : Ve € RY((|C(7)])ier esta Cofin(I)-eventualmente
em]-¢,¢[)} =
= {C € loo(I) : Ve € RY((d2(C(i), 0(i)))ier esta Cofin(I)-eventualmente
em B4,(0,¢€))}.

Em virtude do Corolario 2.1.6 (i), tem-se entdo que:
co(I) = {C € €(I) : Cofin(I)-1lim d»(C(i), 0(i)) = 0}.

Suponha que se possa fixar um ultrafiltro livre U sobre I. Com o uso da Proposi¢ao

1.1.5 e dos Comentdrios 2.1.5 (i) e 2.2.2 (x), conclui-se que co(I) € co27,0(I, R, d2).

(vi) : Denotando por E e por xg, respectivamente, o conjunto dos naturais pares e a
fungdo caracteristica de E definida em w, considere a sequéncia s := (1 — xg(1))n<w em
R. Entdo, a subsequéncia (s(2k + 1))x<. de s é constante de valor 1, o que implica que

s ¢ co (v. Proposicao 1.1.18 (7)).

Assuma UT: com os mesmos argumentos dados no Exemplo 2.1.9 para usar UT, fixe

um ultrafiltro livre U sobre w tal que E € U. Note que, para toda vizinhanga aberta V
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deO0em (R, 12), E C {n < w : s(n) € V}, o que implica que s esta U-eventualmente em

V. Logo,
(d2)ar0(s,0) = U-limda(s(n),0(n)) = U-lim [s(n)| = U-lims(n) =0
e, por conseguinte, s € cg ¢/ 0(w, R, da). O

A proposigdo a seguir € imediata dos Comentarios 1.2.9 (v) (2) (2) e 2.2.4 (iii).

Proposicao 2.2.5. Sejam I um conjunto ndo vazio e U um ultrafiltro sobre 1. Sejam

2z

{{Xi,d;) : i € I} uma familia de espagos pseudométricos tal que o produto cartesiano 1—[ X; é

i€l
ndo vazio e A um subconjunto de 1_[ Xi que é finitamente distal com respeito a {d; : i € I}.
iel
Entdo:
(i) Paratodo & € A,
TN Ydiua
(1) coeall, Xi,di) = (&)
(2) cou,e,a, Xi,di) é um fechado em (A, T(a,), 4, 4)-
(i1) Para todo & € H X;,
iel
T S
(1) coare(, Xi, di) = {&} "
(2) cou,e(I, Xi,di) é um fechado em (Loo,c(I, Xi, di) , T(di) g0 ¢ )- |

Teorema 2.2.6. Seja I um conjunto ndo vazio. Sejam {(X;, d;) : i € I} uma familia de espacos

pseudométricos tal que o produto cartesiano 1_[ X é ndo vazio e A um subconjunto ndo vazio
i€l
de 1—[ Xi. Seja 6 € R*. Entdo:

i€l
(i) Se | Jim((di)p,14)) < [0, 5], entdo
i€l
(1) A é finitamente distal com respeito a {d; : i € I}.
2) (1) @iru,a[REun ¢ limitada.
(2) diam(di)l,"u,A/R(d‘)1,'14,A(A/R(di)l’ﬂ/A) < 6

Suponha que A seja finitamente distal com respeitoa {d; : i € I} e que, para cada i € I, (d;),,1a)

seja uma métrica sobre p;[A]. Entdo:
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(i) Se U im ((d)pyga1) € {0} U [0, +ool, entdo

iel
(1) (1) paratodo & € A, cou,e,aA(I, Xi, di) = [El (=) ,-
(2) RUirua = (=) 4.
2) (1) im((di)I,W,A/R(di)l,'u,A) C {0} U[5, +ool.

2) Wiru,a[R@wa ¢ equivalente a dy 4 [R@an-

Prova. Inicialmente, lembre-se que, para cada j € I, p; estad denotando a projegao py,x;,j
(v. Comentério 1.1.23).

(i) : Suponha que U im((d:),,14]) € [0, 6]. Fixe arbitrariamente &, C € A.
i€l

(1) : Basta notar que:

(+) {di(&(), (i) i e I} < ) im((di)pya)-

i€l
Como &, C € A foram fixados arbitrariamente, segue que A é finitamente distal com

respeito a {d; : i € I}.

(2) (1) e (2)(2) : Lembre-se que cy R s denota a func¢do constante de valor 6 de I em R (cf.
Comentério 2.2.2). Usando (*), conclui-se que (d;(&(i), C(i)))ier < ¢1Rr,5, 0 que implica
que (d;(£(7), C(7)))ier <u c1r,s (cf. Comentario 2.1.24 (i7) (2)). Logo,

(di)u,a [REA(co g0 ¢ AT, di), cor,ca(l, di) = (di)ras,a(E, C) =
= U-lim d;(£(7), (D) <
<U-limcirs =06

(em virtude do Teorema 2.1.25 (i) e do Comentario 2.1.5 (iv) (2)). Como &, C € A foram

tixados arbitrariamente, segue que (di)r,u,4 / RV 6 limitada e que
diam(di)l,ﬂ,A/R(di)l,fu,A(A/R(di)lr(u’A) < 6

(ii) : Suponha que A seja finitamente distal com respeito a {d; : i € I} e que, para cada

i €I, (di)p,14] seja uma métrica sobre p;[A]. Suponha também que

U iIn((di)p,-[A]) C {0} U, +oo[.

i€l
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Fixe arbitrariamente &, C € A.

(1) (1) : Por um lado, suponha que C € cg/,£,4(I,d;). Sendo assim,
U-lim d;(C(i), £(i)) = 0
(cf. Comentario 2.2.4 (i7) (1)). Como B, (0,6) = ]-0, [ e, para todo i € I,
di(C(i), £(1)) = da(di(C(7), £(1)), 0),
segue que (d;(C(i), &£(i)))ier estd U-eventualmente em |0, 6[ (cf. Corolario 2.1.6 (7).
Com o uso de (*) e do Comentario 2.1.2 (ix) (1), conclui-se que:
(#+) (di(C(i), £(i)))ier estd U-eventualmente em {0} U [0, +oo] .

Como ]-0,0[ N ({0} U [8, +oo[) = {0}, segue que (d;(C(i), £(i)))ier € U-eventualmente

constante de valor 0 (cf. Comentdrio 2.1.2 (viii) (1)). Notando que

(1) {i el:di(£(i),C(0) € {0}} ={iel:C(i)= &)},

tem-se que C =¢ &. Lembrando que (=¢)4 denota a relagao induzida por =¢; sobre A

(cf. Comentério 1.1.8), tem-se entdo que C € [&]=,),-

Por outro lado, suponha que C € [&] Sendo assim, ¢ =¢; £. Usando (1), conclui-se

(Ew)a
que (d;(C(i), £(7)))ier € U-eventualmente constante de valor 0. Segue disto que, para

todo ¢ € R*, (d;i(C(i), £(i)))ier estd U-eventualmente em |—¢, ¢[ = By, (0, €). Logo,
U-1im d;(C(7), (7)) = U-lim dx(d;(C(7), £(7)), 0) = 0,

o que implica que C € co ¢ a(I, d).

(1) (2) : E imediato de (1) (1).

(2)(1) : Suponha que (di)lr‘UrA/R(di)WrA(COI(L(,g,A(I, di),cou,c,a(l,d;)) # 0. Assim, tem-se
que cos,¢,4(I, di) # coau,c,a(I,d;i). Usando (ii) (1) (1), conclui-se que [£](=,,), # [Clizq),-
Logo, ndo é verdade que & =¢/ C. Usando (1), conclui-se que {d;(&(i), C(7)))ie ndo é U-
eventualmente constante de valor 0, o que equivale a dizer que (d;(&(i), C(i)))icr estd U-
frequentementeem R \ {0}.]Ja que U é um ultrafiltro sobre I, segue que (d;(£(7), C(7)))ier
esta U-eventualmente em R \ {0} (cf. Comentério 2.1.2 (v) (2)). Usando (*+), conclui-se
que (d;(&(7), C(7)))ier estd U-eventualmente em (R \ {0}) N ({0} U [0, +oo[) =[5, +o[, 0
que equivale a c; r,s <gs (di(&(7), C(7)))ie1. Entdo,

6 =U-limcrrs < U-limd;(E(7), C(7) = (di)ru,a(E,C) =

= [iyu,a [R@ws(cq g o A, ), coarcall, di)).
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Portanto, conclui-se que im((di)L%A / R(df)W/A) C {0} U [0, +ool.

(2) (2) : Segue imediatamente de (2) (1), do Comentario 1.2.12 (x) (2) e do Comentério
1.2.5(iv) (2). ]

Para estabelecermos os préximos resultados desta secdo, iremos generalizar nossa

definicdo de conjunto finitamente distal na seguinte

Defini¢do 2.2.7. Sejam I um conjunto ndo vazio e YU um ultrafiltro sobre I. Sejam
{{Xi,d;) : i € I} uma familia de espagos pseudométricos tal que o produto cartesiano

1—[ Xi; éndovazioe A C 1_[ Xi. Seja (X, d) um espago pseudométrico tal que X é ndo
i€l i€l
vazio. Diremos que:

(i) A é sup-finitamente distal com respeito a {d; : i € I} se valerem as seguintes
condigdes:
(1) A é finitamente distal com respeito a {d; : i € I}.

2) Paratodo C € A, existe uma funcao A : €« (I, X;,d;) — A tal que, para todo
¢ C que, p
nelenc(l,X;,d)etodon € A,

(di)1,00,4(A(1), 1) < (di)1,00,c(10, 7).

(ii) A é U-finitamente distal com respeito a {d; : i € I} se valerem as seguintes
P &
condigdes:
(1) A é finitamente distal com respeito a {d; : i € [}.
(2) Paratodo C € A, existe uma fungdo @ : € (I, X;, d;) — A tal que, para todo
ne foolc(l, Xi,d;) e todo T]' €A,
@di)r,u,a(@M), 1) < @i)ra,c(n, 7).

(iii) A é U-sup-finitamente distal com respeito a {d; : i € [} se valerem as seguintes
p P &
condigdes:
(1) A é finitamente distal com respeito a {d; : i € I}.
(2) Paratodo C € A, existe uma funcdo ¥ : € (I, X;, d;) — A tal que, para todo
neleocl,X;,d)etodon €A,

(di)1,00,4(W (1), 1) < (di)1,0,c(n, 1)

e

d)ru,AWn),n) < @dru,c(n,n).



2.2. Ultraprodutos de espacos pseudométricos e espacos pseudonormados 93

Suponhamos que, para cada i € I, (X;,d;) = (X,d). Diremos que:

(iv) A ésup-finitamente distal segundo d se A for sup-finitamente distal com respeito
a {d,’ el }

(v) A é U-finitamente distal segundo d se A for U-finitamente distal com respeito a
{di riel }

(vi) A é U-sup-finitamente distal segundo d se A for U-sup-finitamente distal com
respeito a {d; : i € I}. ¢

Proposicao 2.2.8. Sejam I um conjunto ndo vazio e U um ultrafiltro sobre 1. Sejam
{{Xi,d;) : i € I} uma familia de espagos pseudométricos tal que o produto cartesiano n X é

i€l
ndo vazioe A C 1_[ X;. Entdo:

iel

(i) Se A for U-sup-finitamente distal com respeito a {d; : i € I}, entdo

(1) A ésup-finitamente distal com respeito a {d; : i € I}.
(2) A é U-finitamente distal com respeitoa {d; : i € I}.
(i1) Para todo & € n X;,
iel
(1) {&} é U-sup-finitamente distal com respeito a {d; : i € I}.
(2) €eo,c(I, Xi,d;) é U-sup-finitamente distal com respeito a {d; : i € I}.

Prova. (i) e (ii) (1) : Sdo 6bvios.

(i7) (2) : Fixe arbitrariamente um & € 1—[ X;. Sabe-se que {w (I, d;) é finitamente distal
i€l
com respeito a {d; : i € I} (v. Comentdrio 2.2.2 (viii) (1) (1)). Fixe arbitrariamente um

C €l :(I,d;). Lembre-se que lo (I, di) = €oo,c(I,d;) (v. Comentario 2.2.2 (vii)), o que
implica que (d;)1,c0,c = (di)1,00, € que (di)ra,c = (di)ru,c (cf. Comentdrio 2.2.3 (vi)).
Logo, para todo 1 € {o (I, d;) e todo 1" € o (I, d;),

(di)1,e0,(de, (1, d)(M), ") = (di)1,00,c(1, 1)
e

(di)ru,e(ide, (1,a)(M), 1) = (i) au,c(n, 7).
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Em vista dos resultados na Proposicdo 2.2.8, é natural que fagcamos as seguintes

perguntas, para as quais ainda ndo temos uma resposta:

Questao 2.1. Existem um conjunto nado vazio I, um ultrafiltro U sobre I, uma familia
{{Xi,d;i) : i € I} de espagos pseudométricos tal que o produto cartesiano l_[ X; é ndo
i€l
vazioeum A C 1—[ X; tais que
i€l
(a) A é sup-finitamente distal e U-finitamente distal com respeito a {d; : i € I} e ndo

é U-sup-finitamente distal com respeitoa {d; : i € I}?

(b) A é U-sup-finitamente distal com respeito a {d; : i € I} e A ndo é unitdrio nem é
verdade que existe um C € l_[ Xitalque A = o c(I, Xi,di)?

i€l

Os resultados no teorema a seguir sdo generalizacdes nossas de outros que estdo

demonstrados no contexto ingénuo® dos espagos métricos completos.

Teorema 2.2.9. Seja I um conjunto ndo vazio. Sejam {(X;, d;) : i € I} uma familia de espagos

pseudométricos completos tal que o produto cartesiano 1—[ X; é ndo vazio e A um subconjunto
i€l
de l_[Xi que é sup-finitamente distal com respeito a {d; : i € I}. Assumindo-se AC ou,
iel
supondo-se que, para cada i € 1, d; seja uma métrica sobre X;, tem-se que:

(1) (di)1,c0,a € completa.

(ii) Paratodo & € 1_[ Xi, (di)1,00,6 € completa.

i€l

Prova. Suponha que se possa fixar uma sequéncia s em A tal que, para todo i € I, a
sequéncia ((s(1))(i))n<o em X; é convergente com respeito a 74,. Assim, tem-se que,

para todo i € I, o conjunto

L= {x € X; : {(s(n))(i))n<e converge para x com respeito a Tdi}

3 Lembrar que este termo é uma tradugado da palavra francesa naive, que tedricos conjuntistas utilizam
com a conotagdo de algo despreocupado ou pouco cauteloso em relagdo ao rigor l6gico da Teoria Axiomdtica

dos Conjuntos.
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é ndo vazio. Considere entdo a familia £; := {L; : i € [}.

Assuma AC: fixe uma fungdo escolha ¢ para L (i.e., uma fungdo de L; em (J L; tal

que, paratodoi € I,

¢(Li) € Li).
Considere a fungdo & : [ — U X; que é definida pondo-se, para todo i € I,
i€l

Es,0(1) = @(Li).

E claro que &s,¢ € 1—[ Xieque, paratodoi € I, ((s(1))(i))n<w converge para &s (i) com
jel

respeito a ;. 1
Suponha que, para cada i € I, d; seja uma métrica sobre X;. Sendo assim, para todo
i €1, (X;, t4,) é de Hausdorff (cf. Proposigdo 1.2.10 (ii7)), o que implica que existe um
tnico limite de ((s(1))(i))n<w» com respeito a 74, (cf. Teorema 1.1.20 (7)). Considere a
funcdo & : I — U X; que é definida pondo-se, para todo i € I,

iel

(1) = lim(s(m)().

E claro que & € n Xi e que, para todo i € I, {(s(n))(i))n<w converge para &s(i) com
el

respeito a 7y;. l

() : Fixe arbitrariamente uma sequéncia s em A que é de Cauchy segundo (d;)1,c,4.

Tome um i € I qualquer. Como, para quaisquer n, m < w,

di((s(m))(D), (s(m))(@)) < (di)1,00,a(s(11), 5(m)),

é imediato concluir que a sequéncia ((s(1))(i))n,<o» em X; é de Cauchy segundo d;. Ja

que d; é completa, tem-se que ((s(1))(7))n<w € convergente com respeito a 74;.

Assuma AC ou suponha que, para cada i € I, d; seja uma métrica sobre X;: fixe entdo

um & € 1_[ X; tal que, para todo i € I, {(s(n))(i))n<w converge para &(i) com respeito a
i€l
74, Como s é limitada segundo (d;)1,c0,4 (cf. Proposi¢do 1.2.20 (ii7)), fixe um 6 € R* tal

que
im (((d:)1,00,4)im(s)) € [0, 6].

Tome um i € I qualquer. Ja que a sequéncia (d;((s(n))(i), £(i)))n<w converge para 0 com

respeito a 7, (cf. Proposigao 1.2.19 (iv)), fixe um k < w tal que

di((s(k))(i), £(i)) < 1.
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Entdo, tem-se que:

di(&(7), (s(0))(D)) < di(E(1), (s(k))()) + di((s(k))(7), (s(0))(7)) <
<1+ (di)lloo,A(S(k),S(O)) <1+56.
Logo,
{di(&(1),(s(0)() : i e I} € [0,1 +6].
Assim, tem-se que & estd finitamente distante de s(0) com respeito a {d; : i € I}, o que

equivale a & € £ 5(0)(I, di). Como A é sup-finitamente distal com respeitoa {d; : i € I},

fixe entdo uma fungao A : £ 5(0)(I, di) — A que satisfaz a seguinte condigao:

(+) Para todo 1 < w, (di)1,00,4(A(E), 5(1)) < (di)1,00,500)(&, (1))

Tome um ¢ € R* qualquer. Ja que s é de Cauchy segundo (d;)1,e,4, fixe um k < w tal

que, paratodon, m € w \ k,

(A9 m(5 (), 5(m)) < 7 &

Tome um i € I qualquer. Como a sequéncia {d;((s(1n))(i), £(i)))n<w converge para 0 com

respeito a 7, fixe um I < w tal que

B+ ), EG0) < 7.

Tome um n € w \ k qualquer. Assim, tem-se que:

di((s(n))(@), £(7)) < di((s(n))(D), (s(I +K))(@)) + di((s(I + k))(D), £(1)) <

1 1 1 1
< (d)1 w , L N
(di)1o,a(s(n), sU+K) + e < pe+pe=2e

Logo,
1
(di)1,00,5(0)(E,5(11)) = (di)1,00,50)(5(11), &) < SE<e

Usando (*), tem-se entdo que:

(di)1,00,4(s(1), A(E)) = (di)1,00,4(A(E), 5(n)) < (di)1,00,50)(E, 5(11)) < €.

Entdo, a sequéncia ((d;) I,OOIA)A(E) o s converge para 0 com respeito a 72, 0 que equivale
a dizer que s converge para /(&) com respeito a 74, , (cf. Proposicdo 1.2.19 (iv)).

Portanto, conclui-se que (d;)1,c0,4 € completa.
(i) : Segue imediatamente dos itens (i7) (2) e (i) (1) da Proposi¢do 2.2.8 ede (i) (1). m

O préximo teorema é andlogo ao Teorema 2.2.9, mas, na literatura a que tivemos

acesso, sequer encontramos a sua versao restrita aos espacos métricos .
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Teorema 2.2.10. Sejam I um conjunto ndo vazio e U um ultrafiltro sobre 1.  Sejam
{{Xi,d;) : i € I} uma familia de espagos pseudométricos completos tal que o produto cartesiano

1_[ X; é ndo vazio e A um subconjunto de 1_[ Xi que é U-finitamente distal com respeito a
i€l i€l
{d; : i € I}. Assumindo-se AC ou, supondo-se que, para cada i € I, d; seja uma métrica sobre

X, tem-se que:
(i) (di)1a 4 é completa.
(i1) Para todo & € H Xi, (di)r s & € completa.
i€l

Prova. Suponha que se possa fixar um | C I e uma sequéncia s em A tais que, para todo
i € J,asequéncia ((s(n))(i))n<w em X; é convergente com respeito a 74,. Assim, tem-se

que, para todo i € ], o conjunto
Li == {x € X; : {(s(1))(i))n<w converge para x com respeito a 7, }
é ndo vazio. Considere entdo a familia L, ; := {L; : i € J}.

Assuma AC: fixe uma fungdo escolha ¢ para L ; (i.e., uma funcdo de L, ;j em |J L;;

tal que, para todoi € J,

¢(L;) € Ly).
Considere a fungdo &, : | — U Xi que é definida pondo-se, para todo i € J,
ic]
&s,0(1) = P(Li) .

E claro que Es,p € 1—[ Xieque, paratodoi € J, {(s(n))(i))n<o converge para &s (i) com
respeito a ;. <

Suponha que, para cada i € I, d; seja uma métrica sobre X;. Sendo assim, para todo
i €1,(X;, t4,) € de Hausdorff, o que implica que existe um tinico limite de {(s(1))(i))n<w

com respeito a 74,. Considere a fungado &; : | — U Xi que é definida pondo-se, para
i€]

todoi €],
&s(i) = lim(s(n))(7).
n<w
E claro que & € 1—[ Xi e que, para todo i € J, ((s(1))(i))n<w converge para &;(i) com
i€]
respeito a 7y4;.

(i) : Fixe arbitrariamente uma sequéncia s em A tal que, para todo n < w,

(di)1,a(s(n), s(n +1)) <270+,
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Para cada n < w, considere o seguinte conjunto:

Jo= () {i € 1:di((s(R)@), (s(k + 1))(i)) < 27D},

k<n+1
E claro que:
(*) Para quaisquer n, m < w, se n < m, entao [, C Jy.
Além disso, tem-se que:
(%) Paratodon < w, |, € U.

Mostraremos que (++) vale: suponha que se possa fixar um m < w tal que [, ¢ U.

Como U é um filtro sobre I, fixe um [ < m + 1 tal que

{i el:di((s())(), (s(I +1)(1) <27V ¢ .
Ja que U é um ultrafiltro sobre I, segue que:

{i el:27) <di((s(D)(i), (s(I + 1))(I)} € U.

Lembrando que Cp R, 2-0+D denota a func¢do constante de valor 2-0+1) de [ em R (cf.
Comentario 2.2.2), tem-se que ¢; g o-t+1) <gr {di((s(1))(D), (s(I + 1))(i)))ier. Logo,

270D = U-lim ey gy < U-limdi((s(D)(@), (s + 1)) = (@dra,a(5(1), 5(1+1))
(em virtude do Teorema 2.1.25 (i) e do Comentério 2.1.5 (iv) (2)), uma contradicéo.

Para cada i € I, considere o conjunto M; := {n < w :i € J, \ Ju+1}. Assim, tem-se que:
(t) Para todo i € I, M; = 0 ou M, é unitério.

Mostraremos que (1) vale: suponha que se possa fixar um j € I tal que M; ndo é vazio
nem € unitdrio. Fixe entdo k,! < w tais que k # I, j € Jx\ Jky1 € j € i \ Ji+1. Tome
ny 1 = min{k, I} e my; := max{k,!}. Como ny; < my, entdo nyx; +1 < my ;. Usando

(*), tem-se que [y, C Ju,, +1, uma contradigdo (pois j € Ju,, € j & Ju,, +1)-

Tome um i € I qualquer. Suponha que i € Jp e que M; = 0. Suponha que se possa fixar
umn < wtalquei € J,. Jaque M; = 0, seguequei ¢ J, oui € J,41. Logo, i € J,41. Por

inducao finita, conclui-se que, para todo n < w, i € J,. Entdo, tem-se que:

(t1) Paratodoi€l,sei€ JpeM; =0,entdoi € m Jn.

n<w
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Considere agora os conjuntos ]Sng :={i € [ : M; é unitario} e |, = ﬂ Jn- E claro que
n<w

(I'\ Jo) N Jow = 0. Note que Jsng N Jo = 0. Como, para todo n < w, J, C Jo, segue que
(I'\ Jo) N Jsng = 0. Com o uso de (1) e (t1), conclui-se que:

I= (I\]O)U]sngulw-

Para cada i € Jsng denote por n; o tnico elemento de M;. Tome um i € J, qualquer.

Assim, tem-se que, para todo n < w,

di((s(n)(i), (s(n +1))(i)) <270V,

Logo, a sequéncia {(s(1))(i))n<w em X; é de Cauchy segundo d; (cf. Teorema 1.2.21 (iii)).

Ja que d; é completa, tem-se que {(s(1))(i))n<o € convergente com respeito a 7,4,.

Assuma AC ou suponha que, para cada i € I, d; seja uma métrica sobre X;: fixe entdo

um § € 1—[ X; tal que,

€]y
() para todo i € J,, ((s(1))(i))n<w converge para &(i) com respeito a 74,.
Agora, considere a fungdo &, : [ — U Xi que é definida pondo-se, para todo i € I,
iel
(s(0))(@), seiell\ Jo;
Co(i) =19 (s(ni +1))(i), sei € Jsng
E(i), sei€ J,.
E claro que &, € 1—[ X;. Além disso, tem-se que:
ief

(Gn) Paratodon < w, J, € {i el:di((s(n)i), Eu(i)) < 2—n+1}.

Mostraremos que (1) vale: fixe arbitrariamente um n < w eum i € J,. Como J, C Jo,

entdoi ¢ I\ Jo. H4 dois casos a considerar:

® i € Jsnginote que i € Jy, \ Ju;41. Suponha que n; < n. Entdo, n; + 1 < n. Usando

(), conclui-se que |, € J,,+1, uma contradi¢do. Logo, n < n;. Ja que, para todo

k < n +1,
di((s(k)(@), (s(k + D)) < 27F+ = 271,
tem-se que:
di((s(m)(@), £(i)) = di((s(m)(@), (s(ni + D)) < A-27H7 2" =27" <

< 2—n+1

(cf. Proposigdo 1.2.3).
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e i€ ], usando (1), fixe um k < w tal que
di((s(k + n))(i), £ (D)) = di((s(k + n))(@), £()) < 27"
Agora, note que, para todo m < w,
di((s(m))(@), (s(m + 1))(§)) < 27"+ = 271"+,
Entdo, tem-se que:
di((s(m)(i), (s(k +n)(i)) < (1 —27H)~ 2yt = 27"
(cf. Corolério 1.2.4). Logo,

di((s(m)(i), £ (7)) < di((s(n))(@), (s(k + n))(D)) + di((s(k + n))(D), £a (D)) <
<2747 = Tl
Usando (ff), conclui-se que:
{di(E0 (i), (s(0))(D)) : i € I} = {di((s(0))(¥), Ew(i)) i € I} =

={di((s(0))(0), £ (D)) - i € Jo} U{di((s(0))(i), Ew(@)) - i € T\ Jo} =
=[0,27*"] u {0} € [0,2].

Entao, &, estd finitamente distante de s(0) com respeito a {d; : i € I}, o que equivale a
Ew € o s0)(I, di). Como A é U-finitamente distal com respeito a {d; : i € I}, fixe entdo

uma fungdo @ : €, 5()(I, d;) — A que satisfaz a seguinte condigao:

(#) Para todo n < w, (di)ru,a(P(Ew), (1)) < (di)1a,50)(Ew, 5(1)).

Fixe arbitrariamente um n < w. Ja que U é um filtro sobre I, conclui-se com o uso de

(++) e (1f) que:
{i el:di((s())(i), Eu(i) <27} e,

o que equivale a (d;((s(n))(i), Ew(i)))ier <u cpR2-1. Assim, tem-se que:
(di)1,24,50)(5(1), £0) = U-Tim d;((s(n))(i), £ (i) < U-lim ey g pnen = 27"
Usando (#), tem-se entdo que:
d)1,20,4(P(Ew), s(n)) <271

Tome um ¢ € R* qualquer. Utilizando a propriedade arquimediana do corpo ordenado R,

fixe um k < w tal que 27¥*1 < ¢. Logo, para todo n € w \ k,

()1 a,a(s(n), D(Ew)) = [@di)Lu,a(P(Ew),s(n) <27 <278 < e,
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Entao, a sequéncia ((d;); ¢ 4)*¢) o s converge para 0 com respeito a 73, 0 que equivale
a dizer que s converge para @(&,,) com respeito a 7(4,),,, , (cf. Proposicdo 1.2.19 (iv)).

Em virtude do Coroldrio 1.2.24, conclui-se que (d;); 4, € completa.
(i) : Segue imediatamente dos itens (i7) (2) e (i) (2) da Proposi¢do 2.2.8 ede (i) (1). =

Vale salientar que a prova do item (i) do Teorema 2.2.10 foi inspirada no esbogo de
prova da Proposicdo 5.3 de [ ]

O teorema a seguir tem dois resultados analogos aos da Proposicdo 2.2.5, os quais
sdo generaliza¢Oes nossas de outros que estdo demonstrados no contexto dos espagos

normados.

Teorema 2.2.11. Sejam 1 um conjunto ndo vazio e U wum ultrafiltro sobre 1.  Sejam
{{Xi,d;) : i € I} uma familia de espacos pseudométricos tal que o produto cartesiano l_[ Xi
i€l
é ndo vazio e A um subconjunto de n X; que é U-sup-finitamente distal com respeito a
i€l
{d; : i € I}. Entdo:
(i) (1) Paraquaisquer C,C’ € A, (di)1,1,4(C, T') = ((di)1,00,) 010040 X 8(),
(2) Paratodo & € 1—[ Xi e quaisquer C, ¢’ € o c(1, X;, d;),
i€l

(@)124,6(C, T) = ((di)1,00,¢ ) 0tte T Xird( ),

(ii) (1) Paratodo C € A, cou,c,a(l, Xi, d;) é um fechado em (A, T(a), . )
(2) Paratodo & € n Xi, cou,e(I, Xi, di) é um fechado em (Coo,c(I, Xi, di) , T(di); 0.6 )

iel

Prova. (i) (1) : Fixe arbitrariamente C, ' € A. Para cada ¢’ € R* e cada ) € A, considere

os seguintes conjuntos:

Jor = i € 12 di(C0), ) € | @ana(C, 0) ~ 5 €, WaaC,0)+ 2 ']

e
Tne = (i € I i), C@) € fo,5 [

Tome um ¢ € R* qualquer. Note que J. € U. Tome um 1 € coq,c,4(I, di) qualquer. Ja

que

T = {i e 1:di(n(i), C(i) € ]—% e, % e[}
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entdo J; . € U. Como U ¢é um filtro sobre I, entdo J. N J; . € U e, por conseguinte, o

conjunto J. N J, ¢ € ndo vazio. Fixe umj € J. N Jn,e- Logo,

(@)1,6(C, )~ e = ((di)l,(u,cf(cf ) - % e) - % e <d;j(C(j), C'(j) — dj(n(j), '(j) <
< (di(C(j), () + di(n(f), T()) — dj(n(), C'(j) =
= d;j(C(7), (7)) < (d)1,00,6(C, ).

Ja que n € coq,c,4(1, d;) foi tomado qualquer, segue que:

() (d)ra,a(C ) = e < (di)1,eco,a(C, cor,,a(l, di)) = (di),c0,a) 0T (C),

Considere a fungédo C. : [ — U Xi que é definida pondo-se, para todo i € I,
iel

Ce(i) = { (i), sei€ ]

C(i), caso contrério.
E claro que C; € 1_[ Xi. Tome O¢,¢ := (di)1,00,4(C, ') + 1. Sendo assim, 6 € R* e
iel
{di(Ce(D), T'(@) 1 i € I} = {di(Ce (i), C'(0)) s i € Je} U{di(Ce(D), C'(0)) si €I\ Je} =
= {0} U {di(C(D), C'(i)) i eI\ Je} €0, 0¢,c]-

Entdo, C; estd finitamente distante de (' com respeito a {d; : i € I}, o que equivale a
Ce € loo, (I, d;). Tome um ¢’ € R* qualquer. Note que J, C J¢,,». Como U é um filtro
sobre I, segue que J¢, - € U, 0 que equivale a dizer que a familia (d;(C. (i), C'(i)))ier esta
U-eventualmente em |-¢’, &’[ = By,(0, ¢’). Ja que ¢’ € R* foi tomado qualquer, tem-se
que:

U-lim d;(Cc (1), (1) = U-lim do(di(C. (i), T'(i)),0) = 0

(cf. Corolério 2.1.6 (7)), o que implica que
(t) (di)1,u,0(Ce, C') = 0.

Como A é finitamente distal com respeito a {d; : i € I}, tem-se que C esta finitamente
distante de C’ com respeito a {d; : i € I}, o que equivale a C € {o,(I, d;). Além disso,

tem-se que:
{di(Ce(@), C(0) i € I} = {di(C(0), Ce(@)) 1 € I} =

= {di(C(i), Ce(i)) 1 i € e} U{di(C(i), Ce@)) ri €I\ ]} =
= {di(C(i), (i) :i € [y U {0} € [0, (di)rar,a(C, C) + €[,
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o que implica que
(t1) (@i)1,00,0/(Ce, C') < (di)ra,4(C, T) + €.

Ja que A é U-sup-finitamente distal com respeito a {d; : i € I}, fixe entdo uma fungdo

Vi leo,o(I,d;) = A que satisfaz as seguintes condigdes:

1) (di)1,00,4(W(Ce), C) < (di)1,00,0(Ce, C).

(Gn) (di)1,u,4(W(Ce), T') < (di)ru,0(Ce, C).
Com o uso de (1) e (1), conclui-se que (d;);,21,4A(W(C¢), C') = 0, 0 que equivale a
W(Ce) € couo(l, di).
Com o uso de (1) e (}), conclui-se que:
(@di)ra,a(W(Ce), ') < (di)r,u0,4(C, T) + €.
Logo,
() ((di)1,00,0) %A ANC) = (di)1,00,4(C, cot,0,a(, di) < (di)1,a,4(C, ) + €.
Em virtude de () e (++), tem-se que:
|((di)1,00,2) 0% ALAN(E) — (di)1a1,4(C, T)] < e
Portanto, como se tomou ¢ € R* qualquer, conclui-se que:
(di)1,2,4(C, T) = ((di)1,00,4) 44T X)),
(1) (2) : Segue imediatamente da Proposigao 2.2.8 (i7) (2) e de (i) (1).
(71)(2) : Em virtude de (i) (1) e do Comentario 1.2.9 (v) (2) (1), tem-se que, para todo
Cea,
coucall,d) " = ((di)r,e,a) 40 4) T [{0}] =

= {11€ A ((di)re0,0) e () = 0} =

={neA: (@), 0)=0}=coucal, di.
(i7) (2) : E imediato de (i7) (1). [

A defini¢do a seguir é uma generalizagdo da defini¢do de ultraproduto de espagos

métricos, que se encontra, por exemplo, em [ , p- 338-339].
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Defini¢do 2.2.12. Sejam I um conjunto ndo vazio e U um ultrafiltro sobre I. Sejam

{{Xi,d;) : i € I} uma familia de espagos pseudométricos tal que o produto cartesiano

l—[Xi é nado vazio, A um subconjunto de nXi que é finitamente distal com

i€l i€l

respeito a {d;:i€l} e a € nXi. Seja (X,d) um espago pseudométrico tal que
iel

X € nao vazio. Denotaremos por 1_[ X; o conjunto A/R(d")"’”'A e por ® di a

ILdi,U,A ILU,A

métrica (4111, /R(di)"W/A. O espaco métrico (A, (di)u,a) /R(di)W'A serda denotado por

l_[ (X, d;). Diremos que:

LU,A

(i) l_[ (Xi,d;) é o ultraproduto (métrico) de {(X;,d;) : i € I} com respeito a U e
LU,A
ancorado em A.

Denotaremos por n X; o conjunto 1_[ X; e por ® d; a métrica
ILdi, U,a I,di, U, leo,a(l, X, d;) LU,
d;. O espago métrico l_[ (X, d;) serd denotado por 1—[ (X;,d;).
LU, o nI, Xi,d;) LU, oI, Xi,d;) LU,
Diremos que:

(i) rl (Xi,di) é o ultraproduto (métrico) de {(X;,d;) :i € I} com respeito a U e
LU,
ancorado em «a.

Suponhamos que, para cada i € I, (X;, d;) = (X, d). Denotaremos por xLaUA (ou,

simplesmente, por X*%4) o conjunto 1_[ X; e por d'#4 (ou, simplesmente, por

I,di, U,A
dUAY a métrica ® d;. O espago métrico n (X;,d;) serd denotado por (X, d)l U4
LU,A LU,A

(ou, simplesmente, por (X, d YUAY, Diremos que:

(iii) (X, d)l'"4 ¢ a ultrapoténcia (métrica) de (X,d) com respeito a U e ancorada

em A.

Denotaremos por X4 U@ (ou, simplesmente, por X4 H*) o conjunto X4 U Ceall, Xi,di)

wall, Xi,di) O espago métrico

e por dI'"% (ou, simplesmente, por /%) a métrica d/ Y- ¢
(X, dYLULoal,Xd) gerg denotado por (X,d VU oy, simplesmente, por (X, d YUy,

Diremos que:

(iv) (X,d)l'U* ¢ a ultrapoténcia (métrica) de (X,d) com respeito a U e ancorada

em «. ¢
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Com o uso do Teorema 2.2.6 e do Comentério 1.2.12(x) (2), conclui-se facilmente
o corolario a seguir, que é uma generalizacdo nossa do resultado (aparentemente)

folclérico que afirma que

o conjunto suporte do ultraproduto de uma familia de espacos métricos discretos pontuados

é o ultraproduto da familia de todos os conjuntos suportes desses espagos.

Coroldrio 2.2.13. Sejam I um conjunto nio vazio e U um ultrafiltro sobre I. Sejam {X; : i € I}

uma familia de conjuntos tal que o produto cartesiano 1_[ X; é ndo vazio e A um subconjunto
iel
ndo vazio de 1—[ X;. Entdo:

i€l
(i) (1) A éfinitamente distal com respeito a {dy x, : i € I}.

@ [ dx) = (= die,.)

ILUA

(ii) Para todo & € l_[ Xi,

i€l
(1) Lol Xi,di,x) = | | X
i€l
@ [ ]¢Xidx) = <Hxi/%d1,nx,./w>- .
I,UE iel iel

O enunciado do teorema a seguir é obtido por uma simples adaptacdo do resultado

(aparentemente) folclérico que afirma que

o ultraproduto de uma familia de espagos métricos pontuados com respeito a um ultrafiltro

principal sobre o conjunto de indices dessa familia é isométrico a um desses espagos.

Teorema 2.2.14. Dados um conjunto nio vazio I, um j € I e uma familia {{(X;, d;) : i € I} de

espacos pseudométricos tal que o produto cartesiano 1_[ X € ndo vazio, se d; for uma métrica
i€l
sobre X, entdo, para todo & € l—[ X;, l—[ (Xi, d;) é isométrico a (X, d;).
i€l LU(j),&
Prova. Inicialmente, lembre-se que p; estd denotando a projecdo pj,x;,;j (v. Comentario

1.1.23) e que U(j) denota o ultrafiltro principal sobre I em j (cf. Comentario 1.1.2).



106 2. Ultraprodutos métricos e normados

Fixe arbitrariamente um & € X;. Considere a funcdo ¢ = p;[ € (I, d;). Entdo, para
% Pj £ P
iel

quaisquer C, ' € € (I, d;),
(di)rauj),(C, T) = U-lim d;(C(7), T'(2)) = d;(C(j), T'()) = dj(e(T), p(T')).

(v. Comentdrio 2.1.5 (v)). Logo, ¢ preserva distancia segundo (d;)r(j),c € d;. Tome um

x € X; qualquer. Considere agora a fungdo &y : I — U X; que é definida pondo-se,
i€l

paratodoi €I,

&(i), caso contrario.

£.4(i) :={ Yo sei=];

E claro que &y € n X;. Tome 0y = dj(x, £(j)) + 1. Sendo assim, 6, € R" e
iel
{di(Ex(D), E()) i € Iy = {dj(&2(7), EGN} U {di(Ex (D), EG)) i € T\ {j}} =
= {dj(x, &(j)} U {0} S [0, 64].

Entdo, &, estd finitamente distante de & com respeito a {d; : i € I}, o que equivale a

Ex € Uo,c(I,d;). Note que p(&x) = x. Ja que x € X foi tomado qualquer, tem-se que ¢ é

sobrejetora. Portanto, supondo-se que d; seja uma métrica sobre X, conclui-se usando

o Teorema 1.2.13 (i7) (2) que l_[ (Xi, d;) é isométrico a (X, d;). |
LU(j),&

O préximo teorema é uma generalizagdo nossa do resultado (aparentemente)

folclérico que afirma que
um espago métrico pontuado é isométrico a cada uma de suas ultrapoténcias se a topologia

induzida por sua métrica for compacta.

Teorema 2.2.15. Sejam I um conjunto ndo vazio e U um ultrafiltro sobre I. Sejam (X, d) um
espaco métrico de Heine—Borel tal que X é nio vazio e A um subconjunto de X' que é finitamente

distal sequndo d e que contém qualquer constante em X. Entdo:
(i) Paratodo & € A, existe um tinico U-limite de & com respeito a t,.

(ii) (1) (X, dYLUA 6 isométrico a (X, d).

(2) Para todo x € X, (X, d)lU-c1xx 6 jsométrico a (X, d).

Prova. (i) : Como X é ndo vazio, fixe um a € X. Lembre-se que, para cada x € X, ¢y x

denota a fungdo constante de valor a de I em X (cf. Comentario 2.2.2). Ja que A contém
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qualquer constante em X, entdo cj,x,, € A. Fixe arbitrariamente um & € A. Como A é
finitamente distal segundo d, tem-se que c; x, esta finitamente distante de £ segundo

d. Fixe um § € R* tal que
{d(cr,x,a(i), (1)) 1 i € I} €0, 6].
£ claro que:
{d(&(i),a) i eI} ={d(a, &@)) 2 i € I} = {d(c1,x,a(i), £(7)) : T € I}.
Logo, {&(i) : i € I} C Byla, 5]. Como (X, d) é proprio, tem-se que (Bala, 8], (ta)p,(a. o))

é compacto. Como (X, t4) é de Hausdorff (cf. Proposi¢ao 1.2.10 (ii7)), entdo existe um

tnico U-limite de & com respeito a 7, (cf. Corolério 2.1.14).

(ii)(1) : Em virtude de (i), pode-se considerar a fungdo ¢ : A — X que €é definida

pondo-se, para todo & € A,
T4
(&) =U- lim ().
Para quaisquer &, &’ € A, a familia (d(&(i), £'(7)))ier U-converge para d(p(&), (&)

com respeito a 7, (cf. Coroldrio 2.1.23 (i)), o que implica que
dua,a(S, ) = U-Hm d(E(0), €'0)) = Al (), ()

Entao, ¢ preserva distancia segundo dq; 4 e d. Lembre-se que {c; x » : x € X} € A enote
que, para todo x € X, ¢(cr,x,x) = x (cf. Comentdrio 2.1.5 (iv) (2)). Logo, ¢ € sobrejetora.
Portanto, como d é uma métrica sobre X, conclui-se usando o Teorema 1.2.13 (i7) (2)
que (X, d)lHA ¢ isométrico a (X, d).

(i) (2) : Segue imediatamente dos itens (i) e (viii) (1) do Comentdrio 2.2.2 e de (i7) (1).
|

Uma consequéncia imediata dos Teoremas 2.2.10 e 1.2.26 (vi) é o seguinte

Corolario 2.2.16. Sejam I um conjunto ndo vazio e U um ultrafiltro sobre 1. Sejam
{{Xi,d;) : i € I} uma familia de espagos pseudométricos completos tal que o produto cartesiano

1—[ Xi é ndo vazio e A um subconjunto de l_[ X; que é U-finitamente distal com respeito a
i€l i€l
{d; i € I}. Assumindo-se AC ou, assumindo-se AC,, e supondo-se que, para cada i € 1, d;

seja uma métrica sobre X;, tem-se que:

(1) 1_[ (Xi,di) é completo.
LU,A

(i1) Para todo & € n X;, 1_[ (Xi,di) é completo. [
iel LUE
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Teorema 2.2.17. Sejam I um conjunto ndo vazio e U um ultrafiltro sobre 1.  Sejam
{{Xi,di) i €l}e{(Xidi):iel} familias de espacos pseudométricos tais que os produtos
cartesianos n Xie n Xi sdo ndo vazios e A um subconjunto de 1_[ Xi que é finitamente

i€l i€l i€l
distal com respeito a {d; : i € I}. Seja {q; : i € I} uma familia de fungdes tais que, para todo

i € I, @; é uma funcdo de X; em X; que preserva distdncia segundo d; e di. Entdo:
(i) 1_[ (Xi, d;) é isométrico a n (X, db).

LU,A L (1_[ .

i€l

[A]

(ii) Supondo-se que, para cada i € 1, @; seja uma isometria segundo d; e d} ou, assumindo-se

AC e supondo-se que, para cada i € I, @; seja uma sobrejecio, tem-se que, para todo

éenxi,

iel

(1) (l_[ @i)[foo,é(lf Xi, di)] = foo,(

(I, X, di).

iel

l—l (Pi)(é)
iel
(2) l_[ (Xi, d;) é isométrico a 1_[ (X3, d7).
LUE
LU, (1_[ <pi)(5)

iel

Prova. (i) : Considere a fun¢do ¢ : A — 1_[ Xi que é definida pondo-se,
Ldi, U, (]_[ i|lA]

i€l

P(&) = Co,w,(l;[ <pi)(5), (l_[ ,

i€l

paratodo & € A,

(I,d).
i|[A]

E imediato desta definicio que ¢ é sobrejetora. Como, para todo i € I, ¢; preserva

distancia segundo d; e d}, tem-se que, para quaisquer &, &’ € A,

Ao

iel

e 1o

= U-lim dj(p;(E(/), p;j(&'(j)) =
= U-limd;(&(f), &' () = (dru,a(&, &).

( ® d?)((P(E), p(&)) = (df)l,ﬂ,(l_l

[A]

LU, n

iel

Pi
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Entdo, ¢ preserva distancia segundo (di); 4 € ® d;. Portanto, ja que

I,U, (]__l Qi

iel

[A]

® d’ é uma métrica sobre l_[ X!, conclui-se usando o Teorema

LU, (]—[ ¢ 14] Ldi, U, (]_[ ¢i

iel iel

1.2.13 (i7) (2) que 1—[ (X;,d;) é isométrico a l_[ (X7, dr).

ILUA
I, U, (I__I Qi

iel

[A]

[A]

(ii) (1) : Tome um 7 € an qualquer. Suponha que, para cada i € I, ¢; seja uma
iel
sobrejecdo. Sendo assim, para todo i € I, o conjunto A; = (¢;) ! [{n(i)}] é ndo vazio.

Considere entdo a familia A, = {A; : i € I}.

Assuma AC: fixe uma fungdo escolha ¢ para A, (i.e., uma fungéo de A, em | J A, tal

que, para todoi € I,

P(A;) € Aj).

Considere a fungdo &,,¢ : I — U X;i que é definida pondo-se, para todo i € I,

i€l

Eno(i) = @(A;).

E claro que E,W € 1_[ Xieque (1_[ (Pi)(én,qb) =1.

iel iel

Suponha que, para cada i € I, ¢; seja uma bijecdo. Considere a fungéo &, : [ — U X
iel
que é definida pondo-se, para todo i € I,

&y(0) = (90~ (n(7).

E claro que &n € 1—[ X; eque (l—[ goi)(g,]) =1.

iel iel

Fixe arbitrariamente um & € 1—[ X;. Ja é sabido que

iel

i [0 c(I,di)] C Lo, I,d;
(l;lqo)[ eI, di)] € (ﬂ@f)@( )

i€l
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(v. Comentdrio 2.2.2 (ix)). Tome um 1 € €, (I, d}) qualquer. Assim, tem-se que

H(Pz‘)(é)
iel

n esta finitamente distante de —[ @i |(&) com respeito a {d} : i € I}. Fixeum 6 € R tal

iel

{d;(q(i), (]_[ goi)(cf))(i)) i€ 1} c [0,0].
i€l

Fixe agora um C € 1—[ X; tal que (1_[ (pi)(C) = 1. Ja que, para todo i € I, ¢; preserva
i€l i€l
distancia segundo d; e d}, tem-se que:

que

{di(C(i), £(0)) i € I} = {di(@i(C(D)), @i(E(D)) i € I} =

[l ) -

i€l i€l

ool )

Logo, C estd finitamente distante de & com respeito a {d; : i € I}, o que equivale a

C € lo,e(I,d;). Assim, tem-se que 1 € (l—[ (Pi)[foo,g(l, d)).

i€l

(i) (2) : Segue imediatamente do Comentério 2.2.2 (viii) (1) (1), de (i) ede (i7) (1). m

No que segue, sdo apresentadas defini¢des e comentérios referentes a produtos de
espagos pseudonormados sobre um mesmo subcorpo de C e estabelecidos resultados

analogos a outros ja apresentados nesta secéo.

Definig¢ao 2.2.18. Sejam I um conjunto ndo vazio e U um ultrafiltro sobre I. Seja K
um subcorpo de C. Sejam {(X;, ||-||;) : 7 € I} uma familia de espagos pseudonormados
sobre K, A C 1—[ Xiea,pe I—[ Xi. Seja (X, ||-||) um espago pseudonormado sobre K.

i€l i€l
Diremos que:
(i) a estd finitamente distante de  com respeito a {||-|li:i €I} se a estiver
finitamente distante de § com respeito a {d|, : i € I}.
(ii) A é finitamente distal com respeito a {||-||; : i € I} se A for finitamente distal com

respeito a {d)., : i € I}.

Suponhamos que, para cada i € I, (X;, [||l;) = (X, ||-]|). Diremos que:
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(1ii) « esta finitamente distante de f segundo ||-|| se a estiver finitamente distante de

B com respeito a {||||; : i € I}.
(iv) A é finitamente distal segundo ||-|| se A for finitamente distal com respeito a
{Il-lli =i eI} ¢

Comentario 2.2.19. Dados um conjunto ndo vazio I, um subcorpo K de C e uma familia

{X;i :i €I} de espagos vetoriais sobre K, note que o produto cartesiano H X; é um
i€l
espaco vetorial sobre K quando munido da adi¢do e da multiplicagdo por escalar de

K que sdo definidas coordenada a coordenada — e o seu vetor nulo é o elemento de

1—[ X; denotado por 0 e tal que, para todo i € I, 0(i) é o vetor nulo de X;. Denote

iel
por kK l_[ X | tal espago vetorial. Dada uma familia {||-||; : i € I} de funcdes tais que,
iel
para todo i € I, ||-|[; é uma pseudonorma sobre X;, para cada & € 1—[ Xj, o conjunto
iel

oo, (I, Xi, d).|;) sera denotado por o (I, X, ||-li) (ou, simplesmente, por £eo s (L, ||]l:))-
O conjunto €« 0(I, X;, ||-||;) serd denotado por {«(I, X, ||-|l;) (ou, simplesmente, por

{eo(I, ||]li)). Usando o Comentério 2.2.2 (x), tem-se que:

(1) €, R, [|-]) = €eo(D).

<00

LIl

<00

Ldy,,

1%

iel

para quaisquer &, &, C, O € 1_[ X;etodo A € K, se & R1<,7|°-||j el RI<,TT-|II- (’, entao

Denote por R a relacdo de equivaléncia R . E fécil verificar que:

(ii) R, é uma relagdo de congruéncia sobre

LI-i (i.e., vale a seguinte condigao:
7 1

iel
E+CRP) &'+ T e ASRFR, ALY).

Usando o item (i7), conclui-se que:

(1ii) (1) (I, X;, ||]|;) € um subespago vetorial de k 1—[ Xi|.

iel

(2) Paratodo & € | | Xy, Coo,e (1, Xi, [l = & + Coo(L, X, |11,

iel

Agora, dado um subconjunto A de nXi que é finitamente distal com respeito
i€l
a {||lli:i €I}, para cada & € A, o conjunto coqs,c,4(I, Xi,d);) serd denotado por
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cou,e,AUI Xi, |||l;) (ou, simplesmente, por coas e a(l,]]li)). Para cada & € l_[ X;,
iel

sempre que for conveniente, o conjunto cg ¢/ ¢ ¢, (1, x;,|I-1:) (I Xi, ||-|l;) serd denotado por

co,u,c(I, Xi, |||l;) (ou, simplesmente, por coq/,c(I, ||-|;)). O conjunto coqr,0(I, Xi, |||l

sera denotado por cg ¢/(I, Xi, ||||;) (ou, simplesmente, por cg ¢/(I, ||-||;)). Suponha que A

seja um subespago vetorial de g 1—[ Xi |. Denote por kA o conjunto A munido de sua

iel
[ |x

iel

estrutura de subespago vetorial de . E corriqueiro verificar que:

(iv) (1) coar,04a, X, ||]li) € um subespago vetorial de xA.
(2) Paratodo & € A, cos,e,a(L, Xi, |I|li) = & + coau,0,a(L, Xi, |I|li)-
Em virtude do item (iv) e do Comentario 2.2.2 (viii) (1) (1), tem-se que:
(v) (1) cou, X, |||li) € um subespago vetorial de ko (I, X, ||-|l;)-
(2) Paratodo & € loo(I, Xi, |I-lli), cour,e(L, Xi, |I-lli) = & + co,au(L, Xi, [|-]]i)-

Agora, dadas uma familia {X}:i € I} de espagos vetoriais sobre K e uma familia
{D; : i € I} de fungoes tais que, para todo i € I, ®@; é uma transformagcédo linear de X;

em X}, é facil ver que:

(vi) (1) 1_[ @; é uma transformacao linear.

i€l
(2) 1_[ ®@; |[A] é um subespaco vetorial de n Xi|.
i€l i€l

Em virtude do item (vi) (1) e do Comentdrio 2.2.2 (ix), tem-se que:

o

i€l

(vii) [Coo(I, X;, |I]1)] € Cooll, X2, dP). =

Comentdrio 2.2.20. Dados um conjunto ndo vazio I, um ultrafiltro U sobre I, um

subcorpo K de C, uma familia {(X;, ||-||;) : i € I} de espacos pseudonormados sobre
K e um subespago vetorial A de K HX,- que é finitamente distal com respeito

1€
a {||:|li : i € I}, considere as fun¢des (||-||i)r,c0,4, (||-|li)12,4 : A = R que sdo definidas

pondo-se, para todo & € A,

(&N 1,00,4 = (d):)1,00,4(&,0)

e

(el ,a = @y )1,24,4(&,0).
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Note que:

(i) Paratodo & € A,

(1) (1€l1)r 0.4 = sup{llEQ) i < i € 1)
@ (IElne.a = U-Hm G

Usando o item (i), tem-se que:

(i) (D) Ay = @ )1e0,a-

@) s = @4
Com a utilizagdo da homogeneidade nio negativa da fungio supremo para uma familia
de fungdes com o mesmo dominio e limitadas superiormente no corpo ordenado R e
com o uso do item (i), dos Comentérios 1.2.28 (v) (1), 2.2.3(ii) (2) e 2.1.5(iv) (2) e do
Corolério 2.1.21 (ii), conclui-se que:
(7ii) (1) (JI|li)1,00,4 € uma pseudonorma sobre A.

(2) (Il)r, 2,4 € uma pseudonorma sobre A.

Lembre-se que, para cada j € I, p; estd denotando a projecdo py,x;,j (v. Comentario
1.1.23). Note que:

(iv) Paratodoi €1,
(1) pi é uma transformagao linear.
(2) pilA] é um subespaco vetorial de X;.

Lembre-se que, para cada i € I, (||-||i)p;4] denota a pseudonorma induzida por ||-||;
sobre p;[A] (cf. Comentério 1.2.28). Com o uso dos itens (i) (1) e (iii) (1) e do Comentario
1.2.28 (ii) (1), conclui-se que:

(v) Se, para todo i € I, (||-|;),(a] for uma norma sobre p;[A], entdo (||-||;)1,c0,4 € uma

norma sobre A.

Com a utilizagdo da homogeneidade nio negativa da fungio supremo para uma familia
de fung¢des com o mesmo dominio e limitadas superiormente no corpo ordenado R e
com o uso do item (i) acima, dos itens (v)(2) e (x) (2) (1) do Comentéario 1.2.28, dos
Comentdrios 2.2.3 (iv) (2) € 2.1.5(iv) (2) e do Coroldrio 2.1.21 (i7), conclui-se que:

(vi) Se, paratodoi € I, (||*|i)p;[4) for uma ultrapseudonorma sobre p;[A], entéo
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(1) (lI-ll)r,c0,4 € uma ultrapseudonorma sobre A.

(2) (IIlli)1,24,4 é uma ultrapseudonorma sobre A.

Com o uso dos itens (v) e (vi) (1) acima e dos itens (i7) e (iii) (2) do Comentéario 1.2.28,

conclui-se que:

(vii) Se, para todo i € I, (||*|l:)y,[4] for uma ultranorma sobre p;[A], entdo (||-[|i)1,c0,4 €

uma ultranorma sobre A.

Sempre que for conveniente, as pseudonormas (||-|i)1,c0,¢.. (1, x;, 1) € U Il)1.20,00, x2, 1110)
serdo denotadas, respectivamente, por (||-|li);,~ e por (||-[li);zr. Dado um espago
pseudonormado (X, ||-||) sobre K, caso tenhamos, para cada i € I, (X;, ||-|l;) = (X, |||},

denotaremos por ||-||c,4 € por ||-|le/, 4, respectivamente, as pseudonormas (||||i)1,c0,4 €

(-l)raa,4- 0

O corolério a seguir é imediato da Proposigdo 2.2.5 e dos Comentdrios 2.2.20 (i) (2)
e 1.2.28 (v) (1).

Coroldrio 2.2.21. Sejam I um conjunto ndo vazio e U um ultrafiltro sobre I. Seja K um

subcorpo de C. Sejam {(X;, ||-||;) : i € I} uma familia de espagos pseudonormados sobre K e

A um subespago vetorial de k n Xi | que é finitamente distal com respeito a {||-||; : i € I}.
i€l
Entao:

(i) Paratodo & € A,

T s
(1) cou,e,a, Xi, |I-lli) = {&} :

(2) CO,(L{,é,A(I/ Xl', ””1) é umfechado em <A, T(||.||].)L,u,A>.

(i) (1) coar(T, X;, |1l = {0OF "
(2) cou(l, Xi, ||lli) é um fechado em (€oo(I, Xi, I1i) , T(-1)100)- ]

Definig¢ao 2.2.22. Sejam [ um conjunto ndo vazio e U um ultrafiltro sobre I. Seja K

um subcorpo de C. Sejam {(X;, ||-||;) : 7 € I} uma familia de espagos pseudonormados

sobre Ke A C H X;. Seja (X, ||||) um espago pseudonormado sobre K. Diremos que:
i€l

(i) A é sup-finitamente distal com respeito a {||-||; : i € I} se A for sup-finitamente

distal com respeito a {d, : i € I}.
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(ii) A é U-finitamente distal com respeito a {||-||; : i € I} se A for U-finitamente

distal com respeito a {d), : i € I}.

(iii) A é U-sup-finitamente distal com respeito a {|||li : i € [} se A for U-sup-

finitamente distal com respeito a {d)., : i € I}.
Suponhamos que, para cada i € I, (X;, |||[;) = (X, ||]|). Diremos que:

(iv) A é sup-finitamente distal segundo ||-|| se A for sup-finitamente distal com

respeito a {||-||; : i € I}.

(v) A é U-finitamente distal segundo ||-|| se A for U-finitamente distal com respeito
a{ll-lli:7el}.

(vi) A é U-sup-finitamente distal segundo ||-|| se A for U-sup-finitamente distal com

respeito a {||-||; : i € I}. ¢

Uma consequéncia imediata da Proposi¢do 2.2.8 e do Comentario 1.2.28 (v) (1) é o

seguinte

Corolario 2.2.23. Sejam I um conjunto ndo vazio e U um ultrafiltro sobre 1. Seja K um
subcorpo de C. Sejam {(X;, ||-||;) : i € I} uma familia de espagos pseudonormados sobre K e
A C nXi. Entdo:

iel

(i) Se A for U-sup-finitamente distal com respeito a {||-||; : i € I}, entdo

(1) A ésup-finitamente distal com respeitoa {||-||; : i € I}.

(2) A é U-finitamente distal com respeito a {||-||; : i € I}.

(ii) Para todo & € n X,
iel
(1) {&} é U-sup-finitamente distal com respeito a {||-||; : i € I}.

(2) Coo,c(I, Xi, ||-|li) é U-sup-finitamente distal com respeito a {||-||; : i € I}. [

O préximo corolério é imediato do Teorema 2.2.9, do Comentario 2.2.20 (ii) (1) e do
Comentério 1.2.28 (v) (1) ou do Comentario 1.2.28 (vi).



116 2. Ultraprodutos métricos e normados

Coroldrio 2.2.24. Seja I um conjunto ndo vazio. Seja K um subcorpo de C. Sejam

{{Xi, Illi) : i € I} uma familia de espagos pseudonormados sobre K que sdo completos e A

um subespago vetorial de k n X | que é sup-finitamente distal com respeito a {||-||; : i € I}.
i€l

Assumindo-se AC ou, supondo-se que, para cada i € I, ||-||; seja uma norma sobre X;, tem-se

que:

(@) (I-ll)1,00,4 € completa.
(i1) (|I-l:)1,00 é completa. .

O corolario a seguir é imediato do Teorema 2.2.10, do Comentario 2.2.20 (ii) (2) e do
Comentério 1.2.28 (v) (1) ou do Comentario 1.2.28 (vi).

Corolario 2.2.25. Sejam I um conjunto ndo vazio e U um ultrafiltro sobre 1. Seja K um

subcorpo de C. Sejam {{X;, ||-||;) : i € I} uma familia de espagos pseudonormados sobre K que

sdo completos e A um subespago vetorial de K l_[ Xi | que é U-finitamente distal com respeito

i€l
a {||-lli : i € I}. Assumindo-se AC ou, supondo-se que, para cada i € I, ||-||; seja uma norma
sobre X;, tem-se que:
(@) (I-li)1,24,4 € completa.
(ii) (II-ll:)1,2s é completa. .

Em virtude do Comentério 1.2.30, o coroldrio a seguir é imediato do Teorema 2.2.11
e dos Comentérios 2.2.20 (ii) e 1.2.28 (v) (1).

Corolario 2.2.26. Sejam 1 um conjunto ndo vazio e U um ultrafiltro sobre 1. Seja K um

subcorpo de C. Sejam {(X;, ||:||;) : i € I} uma familia de espagos pseudonormados sobre K e A
um subespago vetorial de g 1_[ X | que é U-sup-finitamente distal com respeitoa {||||; : i € I}.

B i€l
Entdo:

@ () W-l)ra,a = (1)1 00,4) 0u0al X ),
@) (-lzar = ({111, 00) 0t Xi 1),

(i1) (1) cou,0,a, Xi, ||lli) é um fechado em (A, T(||);wn)-
(2) cou(l, Xi, |Illi) € um fechado em (Coo(I, Xi, I-11i) , T(111);,00)- m
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A defini¢do a seguir é uma generalizacdo da defini¢do cldssica de ultraproduto de
espagos normados e de Banach reais ou complexos, que se encontra, por exemplo, em
[ ,p-316], [ ,p-232], [ ,p-74-75] e | , p- 197-198].

Defini¢do 2.2.27. Sejam I um conjunto ndo vazio e U um ultrafiltro sobre I. Seja K

um subcorpo de C. Sejam {(X;, ||-||;) : i € I} uma familia de espagos pseudonormados

sobre K e A um subespaco vetorial de HX,- que é U-sup-finitamente distal
com respeito a {||-|li:7 € I}. Seja (X, ||]|) llflln espago pseudonormado sobre K.
Denotaremos por 1—[ X; o conjunto A/colru,o,A(I, Xi, |I|l;) e por ® |-|l; @ norma
LA, U, A LU,A
(N0, feq 04,0,4(1, X, 111). O espaco normado A (lli)ieo,a) feq 410, 4(1, X, |I-l1:) sera
denotado por H (Xi, |||l)- Diremos que:
LU,A

(1) 1_[ (Xi, ||I|l;) é o ultraproduto (normado) de {(X;, ||-||;) : i € I} com respeito a U
LU,A
e ancorado em A.

Denotaremos por 1—[ X; o conjunto 1_[ X; e por ® I]li @ norma
LA, Y LA, U, Lo, X, INli) Lu
I-lli. O espago normado l_[ (Xi, ||-|lliy sera denotado por
LU, Coo(l, X, |I]l:) LU, b, Xi, I4111)

H(X,-, ||||;). Diremos que:
LU

(i) H<Xi, ||I|l;) é o ultraproduto (normado) de {(X;, ||-||;) : i € I} com respeito a U.
LU
Suponhamos que, para cada i € I, (X;, ||[l;} = (X, ||]l). Denotaremos por X" HA (oy,

simplesmente, por X I, U.AY o conjunto 1—[ X; e por I-[[FUA (ou, simplesmente,
I, ”“1/7/1/14

por |I-[|¥4) a norma ® I|I-|li- O espago normado 1_[ (Xi, ||I|l;) serd denotado por
LU,A LU,A
(X, |4 (ou, simplesmente, por (X, ||]|)#4). Diremos que:

(iii) (X, ||]|)¥4 é a ultrapoténcia (normada) de (X, ||-||) com respeito a U e ancorada

em A.

Denotaremos por X'l # (ou, simplesmente, por X'l #) o conjunto X Il U, £e(l, X, I-ll:)

e por ||-||"¥ (ou, simplesmente, por ||-||#) anorma ||-||- % = Xi I1), O espago normado
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(X, ||- DU ASELXN D serqg denotado por (X, ||-IN*#¥ (ou, simplesmente, por (X, - INY).

Diremos que:

(iv) (X, ||IHY é a ultrapoténcia de (X, ||-]|) com respeito a U. ¢

Com o uso do Corolério 2.2.26 (i) (1) e dos Comentarios 2.2.19 (iv) (2) e 2.2.20 (i7) (2),
conclui-se facilmente o corolario a seguir, que é uma generaliza¢do nossa, em termos de
métricas induzidas por uma norma, da igualdade que define ou caracteriza a norma de

um ultraproduto de espacos normados e de Banach, que pode ser vista, por exemplo,
em | ,p-316], [ ,p-75] e , p- 198].

Coroldrio 2.2.28. Sejam I um conjunto nio vazio e U um ultrafiltro sobre 1. Seja K um

subcorpo de C. Sejam {(X;, ||-||;) : i € I} uma familia de espagos pseudonormados sobre K e A

um subespago vetorial de g 1_[ Xi | que é U-sup-finitamente distal com respeitoa {||-||; : i € I}.

iel
Entao:
(i) d®||-||i = ® .-
ILUA I,'L(,A
(i) dgyyy, = ® .- u
L LU0

Com o uso do Teorema 1.2.26 (vi), dos Corolarios 2.2.23 (i) (2), 2.2.25 e 2.2.28 e do

Comentario 2.2.20 (i7) (2), é facil concluir o seguinte

Coroldrio 2.2.29. Sejam I um conjunto ndo vazio e U um ultrafiltro sobre I. Seja K um

subcorpo de C. Sejam {(Xi, ||:|l;) : i € I} uma familia de espagos pseudonormados sobre K que

sdo completos e A um subespago vetorial de K 1—[ Xi | que é U-sup-finitamente distal com

i€l
respeito a {||-||; : i € I'}. Assumindo-se AC ou, assumindo-se AC,, e supondo-se que, para cada
i €1, |||l; seja uma norma sobre X;, tem-se que:
@) | ] <X, 11l é de Banach.
LU,A
(if) ﬂ(xi, II-|I;) ¢ de Banach. n
LU

Encerraremos este capitulo com uma prova do teorema a seguir, que é uma versao

do Teorema 2.2.17 para espagos pseudonormados sobre subcorpos quaisquer de C.
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Teorema 2.2.30. Sejam I um conjunto ndo vazio e U um ultrafiltro sobre 1. Seja K um subcorpo
de C. Sejam {(Xi, |||l:) : i € I} e {{X7, ||]li) : i € I} familias de espacos pseudonormados sobre
K e A um subespaco vetorial de K 1_[ Xi | que é U-sup-finitamente distal com respeito a

i€l
{lI-li - i € I}. Seja {@; : i € 1} uma familia de funcées tais que, para todo i € I, O; é uma

o

i€l

transformagdo linear de X; em Xj que preserva comprimento segundo ||-||; e ||-||} [A]

é U-sup-finitamente distal com respeito a {||-||7 : i € I}. Entdo:

(1) 1_[ (Xi, ||l é isometricamente isomorfo a 1_[ X511

I,UA
1o

iel

LU, [A]

(ii) Supondo-se que, para cada i € 1, @; seja um isomorfismo isométrico sequndo ||-||; e ||-||i

ou, assumindo-se AC e supondo-se que, para cada i € I, ©; seja um epimorfismo linear,

tem-se que:
) ([ @i |ttt Xi, 11101 = £l X2, d).
i€l
(2) H(Xi, ||||;) é isometricamente isomorfo a H(Xf, I[-117).
LU LU
Prova. (i) : Considere a fungdo @ : A — 1_[ Xi que é definida pondo-se,
LI (] ] @ fial
i€l
para todo £ € A,
o) = ([ [ @)@+ coun, (@111 -
iel I_l @;|[A]
i€l

E imediato desta definicio que @ é sobrejetora. Como n @; é uma transformacédo
i€l
linear (cf. Comentario 2.2.19 (vi) (1)), é imediato também desta definicdo que @ é uma

transformacdo linear. J& que

(l)r2r,a = (-1 e0,a) 0t0al 1

e
Co, 1,0, (L NI-117)
(Di) [A]
[A] )

]

(-9,

(l—[q) = ((II-II%)I,oo,

(Al

[o

i€l
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(cf. Corolério 2.2.26 (i) (1)) e, para todo i € I, @; preserva comprimento segundo ||-||; e

||-||7, tem-se que, para todo & € A,

X el = (( [ ]:]© )
LU, nq>i [A] ! l I'oo'(l;[q); (]
o]
iel il I,U,
1;[@ [A]

Co, 1,0, (@ 11411
) (1‘[ m,)[Al
iel

’

= U-lim [|@;(E(j = U-Lm [|EG; = (IEll)ra,a =

= ((JI&]1;)1,00,a) 0 tt0AL )

Entdo, @ preserva comprimento segundo ((||-|[;)1,c0,4

Portanto, como co,1,0,4(I, X;, ||-||;) € um fechado em (A, T(|.), .)€

uma norma sobre

[
1o

i€l
1_[ (Xi, |Illi) é isometricamente isomorfo a
ILU,A

LU, [A]

I,U,

i€l

1o

=(Ll—limH [ To:|@]0)| =
iel ]
yeouoal 1) e ® I II%
L, ([ ] oiiAl
iel
&R e
L, ([ ] oAl
iel

Xi, conclui-se usando o Teorema 1.2.31 (i7) (2) que

(X, MI-117)-

(Al

(ii) : Segue imediatamente dos itens (ii7) (1) e (vi) (1) do Comentdrio 2.2.19, do Corolério

2.2.23(ii), do Teorema 2.2.17 (ii) (1) e de ().



CAPITULO 3

Ultrassomas topologicas

Neste capitulo, é apresentada, em ZF + UT, uma introdugao detalhada a teoria das
ultrassomas de espagos topolégicos de Tychonoff. Além disso, é demonstrada, em ZFC,
uma generalizacdo da Proposicdo 2 de | ] no contexto dos espagos topolédgicos
de Tychonoff.

3.1 Ultrassomas de espacos topologicos de Tychonoff

Nesta secdo, é feita uma introducdo a teoria dos espagos de Stone sobre conjuntos
nao vazios e a teoria da compactificagdo de Stone—Cech para estabelecer, em ZF + UT,

a definicdo de ultrassoma de espagos topolégicos de Tychonoff.
Defini¢do 3.1.1. Sejam (X, 7) e (X’, ") espagos topoldgicos de Tychonoffe y : X — X’
uma funcao. Considere as seguintes condigdes:

(a) (X’,7’) é compacto.

(b) y é uma imersao topolégica com respeitoa 7 e 7’.

(c) O conjunto im(y) é um denso em (X', t’).

(d) Para todo espago topolégico (Z, o) compacto e de Tychonoff e toda fungdo
&£ e C(X,1,Z,0), existe uma fungdo C € C(X’, 7/, Z, 0) tal que

Coy=2¢&.
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Diremos que:

(1) (X’, ") é um quase compactificado de (X, 7) segundo y se valerem as condi¢oes
(a) e (b). Se (X', 1') for um quase compactificado de (X, 7) segundo y, diremos

que o terno (X’, 7/, y) € uma quase compactificacao de (X, 7).

(ii) (X’,7’) é um compactificado de (X, 1) segundo y se (X’,7’) for um quase
compactificado de (X, 7) segundo y e valer a condigdo (c). Se (X', 7’) for um
compactificado de (X, ) segundo y, diremos que o terno (X’,7’,y) é uma

compactificagio de (X, 7).

(iif) (X’, ") é um compactificado maximal de (X, 7) segundo y se (X’, /) for um
compactificado de (X, 7) segundo y e valer a condic¢do (d). Se (X’, 7’) for um
compactificado maximal de (X, 7) segundo y, diremos que o terno (X’, 7/, y) é

uma compactificagio maximal de (X, 7). ¢

Comentario 3.1.2. Dado um espaco topolégico (X, 1) de Tychonoff, note que:
(1) Se(X, t) for compacto, entdo (X, 7,idx) é uma compactificagio maximal de (X, 7).

Dados um espago topolégico (X', v’) de Tychonoff e uma fungdo y : X — X’, denote

por ¥ X o conjunto im(y)T . Denote por yT e por y, respectivamente, a topologia (7’)5x

e a correstricdo ¥y X. Afirmamos que:

(ii) Se (X', 7/, y) for uma quase compactificacdo de (X, 7), entdo (yX,yt,y) é uma

compactificacdo de (X, 7).

De fato: lembre-se que im(y) = im(¢) (v. Comentario 1.1.12 (ii) (2) (1)). Assim, tem-se

que:

ylim(y) = ylim(y) € P Dime) = ()im)-

(cf. Comentéario 1.1.12 (vi) (1)). Supondo-se que y seja uma imersdo topolégica com
respeito a T e 7/, tem-se entdo que y é uma imersdo topoldgica com respeito a T e Y.

Além disso, tem-se que:

——yT  —yr ——
im(y)” =im(y) =im(y) NyX =7X.

(v. Comentario 1.1.12 (vii) (2)). Ja que (X', ©’) é de Tychonoff, segue que (Y X,y 1) é de
Tychonoff (cf. Proposi¢dao 1.1.16 (v) (2)). Suponha que (X’, 7’) seja compacto. Como yX
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é um fechado em (X', t’), entdo (Y X, y 1) é compacto (cf. Proposigao 1.1.13 (7)).

Suponha que (X’, 7/, ¥) seja uma compactificagio maximal de (X, 7). Com o uso dos

itens (v) (1) e (iv) (1) da Proposigdo 1.1.16 e da Proposigdo 1.1.21 (ii), é facil verificar

que:

(ii7) Para todo espago topolégico (Z,o) compacto e de Tychonoff e toda funcdo
£ € C(X, t,Z,0), existe uma tnica funcdo C € C(X’, 1/, Z, 0) tal que

Coy=¢
(X', ")
) I
'C
[
J
<X/ T> T> <Z/ G>

Diagrama iii.1

Dados um espago topolégico (X", ) de Tychonoff e uma funcdo y’ : X — X”, suponha

que (X", 1”,y’) seja uma compactificagdo maximal de (X, 7). Afirmamos que:

(iv) Existe um tinico homeomorfismo C : X’ — X” com respeito a 7’ e 7”7 tal que

Coy=7"
(X', ")
|
|
4 % C
|
J
<X’ T> >T) <Xl// T”>

Diagrama iii.2

Com efeito: como y’ é continua com respeito a 7 e 7’ e y é continua com respeito a 7
e 7’ (cf. Comentério 1.1.12 (viii) (2)), fixe entdo uma fungdo continua C : X’ — X” com

respeito a 7’ e 7 e uma fungdo continua ¢’ : X” — X’ com respeito a v e 7’ tais que
Coy=y eloy =y.

Assim, tem-se que:
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(Col)oy' =Co(l'oy)=Coy=y"=idxroy’
e
(CoQoy=Co(Coy)=C0y =y =idx ovy.
Ja que (X”,1”) e (X', 1") sdo de Hausdorff (em virtude dos itens (v) (1) e (iv) (1) da
Proposicdo 1.1.16), o conjunto im()’) é um denso em (X", 7”) e o conjunto im(y) é um

denso em (X’, 7’), segue que:
Col =idx» e {'oC =idyx

(cf. Proposigdo 1.1.21 (i7)), o que implica que C é um homeomorfismo com respeito a v’
e 7. Além disso, note que, para toda funcao n € C(X’, v/, X", 1”),se noy = y’, entdo

n=_C O

Teorema 3.1.3. Sejam (X, 1) e (X', T’) espagos topoldgicos de Tychonoff tais que X e X’ sdo
ndo vazios e y : X — X’ uma fungdo tais que (X', t’,y) é uma compactificagio maximal de
(X, t). Entdo:

(1) Para toda fungdo & € Cy(X, 7), existe uma tinica fungio C € C(X’, ©’) tal que

Coy=¢.
(X', ")
) I
\C
[
+
<X/ T> —§> <]R/ T2>

Diagrama iii.3

(i) Existe um tinico isomorfismo isométrico W : Cp(X, 1) = C(X’, 7’") sequndo |-|c,x €

|-|oo,x tal que, para toda fungio & € Cp(X, 1),

V(&)oy =¢E.

Prova. (i) : Fixe arbitrariamente uma fung¢do continua & : X — R com respeito a 7 e
72 que é limitada segundo d,. Como X € ndo vazio, segue que o conjunto im(&) é ndo
vazio. Fixe entdo um A € Re um 6 € R tais que im(&) € By, [A, 0] =[A -0, A + 6] (v.
Proposicao 1.2.15(ii)). Considere a funcdo &, 5 := & [A — 0, A + 0]. Sendo assim, &,

¢ continua com respeito a T e (T2)[1_5 1+5]- Sabe-se que ([A =, A + 8], (T2)[1-5,1+5)) €
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(X', 1)
’ w(E)
<X/ T> —§> <IR/ T2>

Diagrama iii.4

compacto (cf. Teorema 1.2.17 (i)). Além disso, tem-se que {[A — 6, A + 8], (T2)ja-5 1+5))
é de Tychonoff (em virtude do Comentdario 1.2.5(ii) e das Proposi¢des 1.2.10 (iii) e
1.1.16 (v) (2)). Fixe agora uma funcado continua ¢ : X’ — [A — 6, A + 0] com respeito a
7" e (T2)[a-5,1+0] tal que

Yoy ==<Cas

Considere a fungdo Cy : X" — R que ¢é definida pondo-se, para todo x € X’,

Cy(x) = P(x).

E claro queim(Cy) = im(¢) eque Lyl [A — 6, A + 6] = ¥, 0 que implica que Cy é continua

com respeito a 7’ e 72 (cf. Comentario 1.1.12 (viii) (2) (1)). Note que:
Cpoy=2¢.

Ja que (R, 72) é de Hausdorff (cf. Comentario 1.1.15 (ii7) (2)) e o conjunto im(y) é um
denso em (X', '), segue que, para toda fungdo 1 € C(X’, 7'),se oy = &, entdon = C,
(cf. Proposicao 1.1.21 (i1)).

(7i) : Em virtude do item (i), pode-se considerar a fungao ¥ : Cy(X, 7) — C(X’, ') que
é definida da seguinte maneira: para toda funcdo & € Cp(X, 1), W(&) é a tinica funcdo

continua C : X’ — R com respeito a 7’ e 7 tal que

() Coy=¢.

Inicialmente, observe que: para toda fun¢do H € C(X’, T’)C”(X’T), se, para toda funcado
EeCy(X,1),H()oy =&, entdo H = V. Tome fungoes &, & € Cp(X, 1) e C € C(X/, T)
quaisquer. Usando (*), conclui-se que, se V(&) = W(&’), entdo

E:W(é)oy:lp(é’)oy:(‘zl‘

Como y é continua com respeito a T e 7’ (cf. Comentdrio 1.1.12(x) (2)), tem-se que

Coy é continua com respeito a 7 e 7. Ja que C(X’, ") = Cp(X’, 7’) (cf. Comentdrio
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1.2.36 (iv) (2)), tem-se que C o y é limitada segundo d> (cf. Proposi¢do 1.2.16 (i)). Entdo,
Coy e Cp(X, 1) N Leo(X) = Cp(X, 7). Usando (*), conclui-se que:

Y(Coy)oy=Covy,

o que implica que W(Coy) = C. Como as fungdes &, &’ € Cp(X, 1) e C € C(X’, 7’) foram

tomadas quaisquer, segue que ¥ é bijetora.

Agora, considere os conjuntos Cy(X, ) e C(X’, ) munidos de suas estruturas canonicas
de espago vetorial sobre R. Tome fungdes &, &’ € Cp(X, ) eum A € R quaisquer. Entdo,

&+ A& € Cp(X, 7). Usando (*), conclui-se que:

V(E+A ) oy =E+AE =W (&) oy + AW (E)oy) =
=W()oy+ (AW (&) o y =
= (W(E)+ AW (&) oy.

0 que implica que W(& + A&’) = W(&) + AW(&’). Além disso, tem-se que:
{IE()]:x € X} = {I(W(&) o y)()| 1 x € X} = {I(W(EN(y())] : x € X},

0 que implica que

(1) {lE@)]: x e X} = {I(W(E))(2)] : z € im(y)} .

Entdo, tem-se que:

|Eleo,x = sup{|&(x)] : x € X} < sup{|[(W(E))(2)] : z € X"} = [W(E)loo x-

Note que |¥(&)| = |-| o W(&). Ja que || é continua com respeito a 7 e 77 (cf. Comentario

1.1.15(ix)), tem-se que |¥(&)| é continua com respeito a 7 e 72. Como im()/)T =X/,

tem-se entao que:

(+) WEOIX = e[k | € wEfimo)]
Usando (11) e (1), conclui-se que:

[W(E)lo,x» = sup{|(W(E))(2)] : z € X'} = sup(|P(O|[X]) <
< sup([W@)I[im()] ") = sup(I¥(©)l[im(y)]) =
= sup{|(¥(9))(2)| : z € im(y)} = sup{|E(¥)] : x € X} = [E|eo x.
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Logo, |¥(&)|e,x” = |€leo,x- J& que as fungdes &, & € Cp(X, ) e A € R foram tomados
quaisquer, entdo ¥ é uma transformacdo linear que preserva comprimento segundo

|*|oo,x € |*]oo,x-
Portanto, ¥ é um isomorfismo isométrico segundo ||e,x € |*|co,x’ [ |

No que segue, sdo considerados os seguintes resultados: a Proposigdo 1.1.17 (i) (3)
e o Teorema 1.1.24 (ii) (1).

Comentdrio 3.1.4. Dados um conjunto I, denotaremos por D(I) o espago topolégico
(I, P(I)). Dados um espago topolégico (X', t’) de Tychonoff e uma fungao y : I — X/,
suponha que (X', 7/, 7) seja uma quase compactificagdo de D(I). Dada uma familia
{{Xi, ti) 1 i € I} de espagos topolégicos de Tychonoff, um espaco topolégico (X", )
de Tychonoff e uma funcdo y’: ZXi — X", suponha que (X”,1”,7’) seja uma

i€l
compactificagdo maximal de Z (Xi, 7i). Lembre-se que p;, x; denota a projegao de Z Xi
i€l i€l

em [ (cf. Comentario 1.1.22). Em virtude dos Comentarios 1.1.12 (x) (2) e 1.1.22 (iii),
tem-se que:
(i) A composigdo y o pj, x; é continua com respeito a @ Tiet.
i€l
Denote por K e por K’, respectivamente, os ternos (X', 7/, ) e (X", 7”,9’). Em virtude

do item (i) e do Comentério 3.1.2 (iii), pode-se considerar a fun¢do pj, x, %, % que é

definida como a dnica fungado C € C(X”, t”, X’, ') tal que

Coy' =yopLx.

A funcdo p, x,, %,k serd chamada de o levantamento continuo de p1, x, com respeito a K

e K’. Dada uma subfamilia ndo vazia ¥ de #(I), denote por Z X; o conjunto

L7, K, K
)y
JeF

topolégico < Z X, @ TZ‘> serd denotado por Z (Xi, 7). Note que:
117:/(](/7(/ I/T/W/(](, 1,7:,7(,7(,

(PI, X;, K, 7<) B

. Denote por GB 7; a topologia (t”) S x O espacgo
LF KK’ LF KK

(ii) Se@ € F,entao  »  X;=0.
L7, KK’

(ii1) Z X; é um fechado em (X", t”).
L7, K, XK'
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Em virtude do item (iii) e da Proposigdo 1.1.13 (i), tem-se que:

(iv) Z (X, Ti) é compacto.
LF KK

Em virtude da Proposic¢ao 1.1.16 (v) (2), tem-se também que:

(v) Z (Xi, i) é de Tychonoff. O
LF KX

O teorema a seguir garante que a defini¢do de ultrassoma topolégica, que iremos
apresentar mais a frente, ndo depende (a menos de homeomorfismos) da escolha que
serd feita para a compactificagdio maximal tanto da soma de uma familia de espagos
topolégicos de Tychonoff quanto do espago topolégico discreto sobre o conjunto de

indices dessa familia.

Teorema 3.1.5. Sejam I um conjunto ndo vazio e & uma subfamilia ndo vazia de P(I).
Seja {(Xi, t;) : i € I} uma familia de espagos topolégicos de Tychonoff. Entdo, para quaisquer
compactificagdes maximais Ko e Lo de D(I) e quaisquer compactificacées maximais Ky e Ly de

Z(Xi, Ti), Z (Xi, Ti) € homeomorfo a Z (Xi, Ti).

iel I,F , Ko, LF, Lo, L1

Prova. Fixe arbitrariamente espagos topoldgicos (Xo, 10), (Zo, 00), (X1, T1) € {(Z1,01)
de Tychonoff e fungdes yo: I — Xo, Yo: 1 — Zo, y1: Z Xi—>X1eyYq: Z X; — Z;.

i€l iel
Suponha que (Xo, 7o, Y0) € (Zo, 00, o) sejam compactificagdes maximais de D(I) e
que (X1, 71, 1) € (Z1, 01, Y1) sejam compactificagdes maximais de Z(Xi, 7;). Denote
i€l
por Ko, por Ly, por Ki e por L, respectivamente, os ternos (Xo, 70, 7o), {(Zo, 00, Vo),

(X1,71,71) € {Z1,01, P1). Assim, tem-se que:

(*) PIL X, %, % © Y1 = Y0 O PLX; € PI,X;, Lo, £ © Y1 = Yo 0 p1, X,

(v. Comentario 3.1.4). Fixe um homeomorfismo Cp : Xg — Zy com respeito a 79 e g e

um homeomorfismo C; : X1 — Z;1 com respeito a 71 e 01 tais que

(#+) Cooyo=1p e Cioyr =11.
(v. Comentario 3.1.2 (iv)). Usando (*) e (++), conclui-se que:
(Coop1,x;,%,%) © Y1 = Coo (p1,x;,%,% © Y1) = Coo (Yoo p1,x;) = (Co© yo) o p1,x; =

=Yoo PL,X; = PLX;, Lo, £1 © Y1 = PLX;, Lo, £, © (C10 1) =
= (p1,%;, £o, £, © C1) © 71.
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Ja que (Zy, 0p) é de Hausdorff (em virtude dos itens (v) (1) e (iv) (1) da Proposigdo

1.1.16) e o conjunto im(y1) é um denso em (X1, 71), tem-se que:
Co °© I, X;, %y, K1 = PI X;, Lo, L1 © C1-

Como as fungdes Cp e {1 sdo bijetoras, tem-se entdo que:

(1) PL X, %, % © (C1)7 = (Co)™ o p1,x,, £o, £1-

Tome um | € ¥ qualquer. Ja que a fungdo Cp é continua e fechada com respeito a 7¢ e

0o, tem-se também que:

00

G|yl | = Golol1] = oo ol = palll

o que implica que

(+1) Go| (ol | = () wolIT”
JeF JeF
Usando (1) e (t1), conclui-se que:
ol S x| = @ o) ﬂyom“” -
LF Ko, % JeF
= (pI/Xi,‘Ko,‘K1 © (Cl)_l) - ﬂ 70[] =
]GT
= ((C) o prx, £0z1) ATNE
| JeF |
= (p1, %, 20,2) " | (€))7 { () 7071 ” =
JeF

= (p1,x:, £, £:) | Co

fizu)

JeF

() wol1”

| JeF

—_
1T

= (p1,x,, 20, £1)

= > X

LF, Lo, L1

Entdo, tem-se que a fungdo (le Z Xill Z X; é um homeomorfismo com
LF Ko, % LF, Lo, L1
respeito a EB Ti e @ 7; (cf. Comentério 1.1.12 (ix) (2)). Portanto, conclui-se
LT, 70, % LF, Lo, L1
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que Z (X;, ti) ¢ homeomorfo a Z (Xi, Ti). ]
I/?-/WO/(](l 117:/-1:0/-[:1

Vale salientar que a escrita da prova acima é de nossa autoria e que, na literatura a

que tivemos acesso, ndo hd mencdo alguma ao resultado no Teorema 3.1.5.

Comentario 3.1.6 ([ , p-25-26], [ , p- 24-25]). Dado um conjunto ndo
vazio I, considere a seguinte familia:

Ult(I) :== {U € P(P(I)) : U é um ultrafiltro sobre I}.

Para cada | C I, considere a familia [* := {1 € Ult(I) : ] € U}. Para cada A < P(I),
considere a familia A* := { JF.] € ﬂ}. Lembre-se que, para cada i € I, U(i) denota o

ultrafiltro principal sobre I em i (cf. Comentério 1.1.2). Note que:

(i) (1) Paratodo ] C 1,

(1) {UG):ie]}c ]
(2) J* = 0 se, e somente se, | = 0.
(3) J# = Ult(I) se, e somente se, | = I.
(4) I\ ))F =Ul) \ J*.

(2) Para quaisquer J,J’' €I,
O JnpF=rn()*
2) JuF=Tru()"
@) T\ =T\ ().

(3) Para todo A C P(I),
(1) UA* ={U e UI(I): U N A + 0}.
(2) se A for nio vazio, entdo A* é ndo vazio e

NA* = {U e UIK(I) : A C U).

Para cada &/ € P(P(P(1))), considere a familia *o7 := {J € P(I) : J* € &/}. Usando os
itens (i) (1) (2) e (1) (2) (1), é corriqueiro mostrar que:
(ii) (1) Paratodo A C P(I),
(1) A* C P(P(P(D))) e *(A") = A.
(2) se A tiver a PIF, entdo A* tem a PIF.

(2) Para todo @/ C P(P(P(I))), se o tiver a PIF, entdo *.o7 tem a PIF.
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Com o uso dos itens (i) (1) (3) e (i) (2) (1) e do Comentério 1.1.10 (i), conclui-se que:
(iii) P(I)* gera uma topologia sobre Ult(I).

A topologia gerada (P(I)) Y seré chamada de a topologia de Stone sobre UIt(I) e denotada
por o(I). O espago topolégico (Ult(I), o(I)) serd chamado de o espago de Stone sobre I e
denotado por S(I). Usando o Comentario 1.1.2 (v), é facil verificar que:
(iv) (1) Paratodoi €I, {i}* = {U(i)}.
(2) Paratodo J C I, {U(i):i€ ]} € a(l).
(3) Para todo U € Ult(I), U é um ponto isolado de S(I) se, e somente se, U for

um ultrafiltro principal.

Com o uso do item (7) (1) (4), do Comentario 1.1.3 (vii) e da Proposicdo 1.1.17 (ii) (2),

conclui-se que:

(v) (1) (1) Paratodo J C I, J* é um fechado em S(I).
(2) S(I) é zero-dimensional.

(2) (1) Para quaisquer U, U’ € Ult(I), se U # U’, entdo existe um | C I tal que
UeTrel ¢]*
(2) S(I) é T;.
(3) S(I) é de Tychonoft.

Considere a fungao prin; : I — Ult(I) que é definida pondo-se, para todo i € I,
prin, (i) = U().
Note que:

(vi) (1) prin, é injetora.

(2) prin; é continua com respeito a P(I) e o(I).
Em virtude dos itens (iv) (2) e (vi) e do Comentério 1.1.12 (x) (2), tem-se que:

(vii) (1) prin; é aberta com respeito a P(I) e o(I).

(2) prin; é uma imersdo topolégica com respeito a P(I) e o(I).

Afirmamos que:

a(l)

(viii) (1) Paratodo ] C I, prin,[J] = J*.



132 3. Ultrassomas topoldgicas

(2) O conjunto im(prin;) é um denso em S(I).
De fato:

(1) : Fixe arbitrariamente um | C I. Usando os itens (i) (1) (1) e (v) (1) (1), conclui-se que

prin,[] ]G(D C J*. Tomeum U € J* qualquereum ]’ C I tal que U € (J’)*. Assim, tem-se
que o conjunto J# N (J')* é ndo vazio. Usando os itens (i) (2) (1) e (i) (1) (2), conclui-se
que o conjunto | N ]’ é ndo vazio. Fixe um j € J N J’. Em virtude do item (7) (1) (1),
tem-se que prin,(j) € (J')¥, o que implica que o conjunto (J')* N prin,[]] é ndo vazio.
Ja que P(I)* é uma base para o(I), conclui-se usando o Comentério 1.1.10 (iii) (1) que

—a(I) ——a(l)
U € prin/[J]] .ComoU €] # foi tomado qualquer, entdo J# C prin,[]]

(2) : Usando (1) e o item (7) (1) (3), tem-se que:

——a() ol
im(prinl)a = prin;[[] o = I* = Ult(]).

Afirmamos que:

(ix) Para todo espago topolégico (Z, 6) compacto e de Tychonoff e toda fungdo & € Z!,
existe uma funcdo C € C(Ult(I), o(I), Z, o) tal que

Coprin; = &.

prin;

D(I) — (Z,0)

Diagrama iii.5
Com efeito: fixe arbitrariamente um espago topolégico (Z, o) compacto e de Tychonoff e
uma fungdo & : I — Z.Jaque {&(i) : i € I} € Z e(Z, o) é de Hausdorff (em virtude dos
itens (v) (1) e (iv) (1) da Proposigdo 1.1.16), tem-se que existe um tinico U-limite de &
com respeito a ¢ (cf. Coroldrio 2.1.14). Logo, pode-se considerar a fungdo C : Ult(I) — Z

que é definida pondo-se, para todo U € Ult(I),

C(U) =U- 1;;?? £(i).

Como, para todo j € I, U(j)- lj(;? &(i) = £(j) (cf. Comentdrio 2.1.5 (v)), segue que:
1€

Coprin; = ¢.
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Fixe arbitrariamente um U € Ult(I) e uma vizinhanca aberta V de C((U) em (Z, 0). Ja
que (Z, o) éregular, Z \ V é um fechadoem (Z,0) e C(U) ¢ Z \ V, fixe W, W’ € ¢ tais
que C(U) e W,

(%) Z\VCW e WNnW =0.

Para cada A C Z, considere o conjunto J4 := {i € I : £(i) € A}. Note que Jw € U, o que
equivale a U € (Jw)*. Note também que, para quaisquer A,A’ C Z, Jz\a=1\]Ja e
Ja € Jar. Suponha que C[(]W)#] ¢ V. Fixe entdo um z € C[(]W)#] \ Z. Fixe agora um
U’ € (Jw)* tal que z = L(U’). Logo, Jw € U’ e C(U’) € Z \ V. Usando (*), conclui-se
que:

CU)YeW CZ\W,

o que implica que Ji € U’ e que Jw' € Jz\w =1\ Jw. Como U’ é um filtro sobre I,
segue que I \ Jwy € U’. Entdo,

0=JwnU\]Jw)eU,

uma contradic¢do. Logo, C [(]w)#] C V.Ja que foram fixados arbitrariamente U € Ult(I)
e a vizinhanga aberta V de {(U) em (Z, o), conclui-se que C é continua com respeito a

o(l)eo.
Em virtude dos itens (v) (3), (vii) (2), (viii) (2) e (ix), tem-se que:

(x) Se S(I) for compacto, entdo S(I) é um compactificado maximal de D(I) segundo

prin;.

Caso S(I) seja compacto, o terno (Ult(I), o(I), prin;) serd chamado de a compactificacio
usual de D(I). O

Teorema 3.1.7. Em ZF, sio equivalentes:
(i) UT.
(ii) Para todo conjunto nio vazio I, S(I) é compacto.

(iii) Para todo conjunto ndo vazio I, (Ult(I), o(I), prin;) é uma compactificacio maximal de
D(I).

Prova. (i) = (ii) : Provaremos por redugdo ao absurdo: suponha que (i) valha e que
(ii) ndo valha. Fixe um conjunto ndo vazio I tal que S(I) ndo é compacto. Assim, tem-se

que, para toda base 8 para o(I), existe um C € B tal que C é uma cobertura de Ult(I) e
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toda subfamilia finita de C ndo é uma cobertura de Ult(I) (v. Proposi¢do 1.1.11). Ja que
P(I)* é uma base para o(I), fixe agora um ¢ C P(Ult(I)) tal que

(*) ¢ C P(I)* e € é uma cobertura de Ult(I).

(%) Toda subfamilia finita de ¥’ ndo é uma cobertura de Ult(I).
Para cada o7 € P(Ult(I)), considere a seguinte familia:
o* = {U)\A: A e o}

Mostraremos que ¢* tem a PIF: tome um &/ C ¢* qualquer. Suponha que %7 seja ndo
vazio e finito. E claro que &7* C € e que </* é ndo vazio e finito. Usando (*+), conclui-se
que </* ndo é uma cobertura de Ult(I). Assim, tem-se que:
Nes = () A=URD\ | ] (UII)\ A) = UKD \ U o7* # 0.
Acgl Acgl

Logo, *(¢*) tem a PIF (cf. Comentario 3.1.6 (ii) (2)). Fixe entdo um U € Ult(I) tal que
#(¢*) € U (v. Teorema 1.1.6). Usando (»), fixeagoraum | C I talque U € J*# € €. Assim,
tem-se que | € U. Como (I \ J)* = Ult(I) \ J* (cf. Comentdrio 3.1.6 (i) (1) (4)), tem-se
também que (I \ ])* € €*, o que implica que I \ | € #(¢™*). Entdo,

0=]nI\])eU,
uma contradigéo.

(ii) = (i) : Fixe arbitrariamente um conjunto ndo vazio I e um A <€ P(I). Suponha

que A seja ndo vazio e tenha a PIF. Entéo, a familia A* é ndo vazia, tem a PIF e
NA* ={U e Ult(I) : A < U}.

(em virtude dos itens (i) (3) (2) e (i7) (1) (2) de Comentdrio 3.1.6). Além disso, tem-se que
todo membro de A* é um fechado em S(I) (cf. Comentério 3.1.6 (v) (1) (1)). Suponha
que (ii) valha. Entdo, o conjunto () A* é ndo vazio (v. Proposigdo 1.1.11). Logo, existe
um ultrafiltro U sobre I tal que A C U. Portanto, conclui-se usando o Teorema 1.1.6

que () vale.
(ii) = (iii) : E imediato do Comentario 3.1.6 (x).
(iii) = (ii) : E 6bvio. [

Uma consequéncia imediata do Comentdrio 1.2.36 (ii7) e dos Teoremas 3.1.3 e 3.1.7

é 0 seguinte
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Coroldrio 3.1.8. Seja I um conjunto nio vazio. Assumindo-se UT, tem-se que:

(1) Para toda fungdo & € Lo(I), existe uma tinica fungdo C € C(Ult(I), o(1)) tal que

Coprin; = &.
S(I)
prin :
I :C
[
J
D(I) ——— (R, ©2)

Diagrama iii.6
(ii) Existe um tinico isomorfismo isométrico ¥ : (1) — C(Ult(I), o(I)) segundo |-|e,x €

||loo,Ute(r) tal que, para toda funcio & € Loo(I),
W(&) o prin; = &.

S(1)

prin;

(&)

D(I) —— (R, 1)

Diagrama iii.7
|
Comentario 3.1.9 ([ ,cap. 3,se¢. 5], [ ,cap. 17, se¢. 22]). Dado um espago
topoldgico (X, 7), com o uso do Comentario 1.2.5(ii), das Proposi¢des 1.2.10 (iii) e
1.1.16 (v) (2) e do Teorema 1.1.24 (ii) (2), conclui-se que:

(i) A poténcia topolégica ([0,1], (Tz)[0,1]>C(X, © (0,11, (%2)o1) & de Tychonoff.

Considere a fungdo Ax : X — [0, 1)¢& w1011, (2o 1)

tal que, para todo x € X, Ax(x) éa
fungéo ev, : C(X, 7,[0,1], (12)j0,1}) — [0, 1] que € definida pondo-se, para toda funcéo

5 € C(X, T, [0, 1] , (TZ)[O/”),
evy(&) == &(x).

A funcdo Ax é chamada de a fungio diagonal de C(X, 7, [0, 1], (Tz)[oll]). Para cada x € X,
a funcdo ev, é chamada de a fungdo valoragdo de C(X, 7, [0,1], (t2)[0,1]) em x. Suponha

que (X, 7) seja de Tychonoff. Prova-se que:
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(ii)) Ax é uma imersdo topologica com respeito a 7 e ((Tz)[()’l])C(X, w1011, (T2io).

Assuma UT. Prova-se que:
(iif) A poténcia topoldgica ([0,1], (Tz)[011]>C(X’ o011, (r2)p 1) g compacta.
Em virtude dos itens (i), (ii) e (iii), tem-se que:

(iv) A poténciatopolégica([0,1], (72), >C(X o101, (2)p1) ¢ ym quase compactificado

de (X, 7) segundo Ax.

Denote por X, por 7 e por Bx, respectivamente, o conjunto AxX, a topologia AxT
e a funcdo Ax (v. Comentério 3.1.2). O espaco topoldgico (8X, f) sera denotado por
B(X, t). Em virtude do Comentério 3.1.2 (iii), tem-se que:

(v) B(X, ) é um compactificado de (X, 7) segundo Bx.

O espaco topoldgico (X, T) serd chamado de o compactificado de Stone-Cech de (X, )
segundo Bx. O terno (X, B7, Bx) serd chamado de a compactificacio de Stone-Cech de

(X, 1). Prova-se que:
(vi) B(X, T) é um compactificado maximal de (X, 7) segundo Bx.
Em virtude do item (vi), do Teorema 3.1.7 e do Comentério 3.1.2 (iv), tem-se que:

(vii) Para todo conjunto ndo vazio I, existe um tnico homeomorfismo C : Ult(I) — I

com respeito a o(I) e BP(I) tal que

Coprin; = f;.

S(I)

prin;

= == — =
™

D(I) ——— BD(D)

Diagrama iii.8

O

Defini¢cao 3.1.10. Sejam [ um conjunto ndo vazio e ¥ um filtro sobre I. Seja
{{Xi, 7;) :i € I} uma familia de espagos topolégicos de Tychonoff. Seja (X, 7) um
espaco topoldgico de Tychonoff. Assuma UT. Denote por Ks(I) a compactificagdo
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usual de D(I) e por Kz(I,7;) a compactificacdo de Stone-Cech de Z(X,-,T,-).
i€l
Denotaremos por pj x;,s,s 0 levantamento continuo pj, X, Ks(I), Ky (1, 7i)r POT ZXi o

LF
conjunto Z X; e por @ 7, a topologia @ 7;. O espago
1,7, Ks(D), Ka(l, 1) LF 1,7, Ks(I), Ky (I, 1)
topolégico Z (Xi, 7i) sera denotado por Z (Xi, ti). Diremos que:
1,7, Ks(I), Ky(l, 1) L

(i) pr1,x,,3,p € 0 levantamento de Stone-Cech de pj, x,.

(i1) Z(Xi, 7;) é a soma reduzida (topoldgica) de {(X;, 7;) : i € I} com respeito a ¥ .
LF
Se ¥ for um ultrafiltro sobre I, diremos que Z (Xi, ti) é aultrassoma (topoldgica)
LF

de {(X;, 7;) : i € I} com respeito a F.!
Suponhamos que, para cada i € I, (X;, 7;) = (X, 7). Denotaremos por (I, ¥)X (ou,
simplesmente, por ¥ X) o conjunto Z X; e por (I, F)7 (ou, simplesmente, por ¥ 1)
LF
a topologia @ 7;. O espago topoldgico Z(X,', 7;) serd denotado por (I, F)(X, ) (ou,
LF LF
simplesmente, por ¥ (X, 7)). Diremos que:
(ii7) (I, F)(X, 1) é o multiplo reduzido (topolégico) de (X, 7) com respeitoa F. Se F
for um ultrafiltro sobre I, diremos que (I, ¥ )(X, t) é o ultramultiplo (topolégico)

de (X, 7) com respeito a F . ¢

Encerraremos esta se¢do com o coroldrio a seguir, que é imediato do Comentéario
1.1.3 (vii), dos itens (viii) (1) e (i) (3) (2) do Comentério 3.1.6 e dos itens (iii), (iv) e (v)

do Comentério 3.1.4.

Corolario 3.1.11. Sejam I um conjunto ndo vazio, ¥ um filtro sobre I e {(X;, t;) : i € I} uma

familia de espagos topoldgicos de Tychonoff. Assumindo-se UT, tem-se que:

(i) (1) in = (PI,Xi,S,ﬁ)_l[{ﬂ e Ult(]) : F € U}].
I,F

(2) Se F for um ultrafiltro sobre I, entdo Z Xi = (pi, Xi,s,ﬁ)_l[{?”}].
LF

TEm [ , ], sdo utilizadas originalmente as expressdes coproduto reduzido topologico e
ultracoproduto topolégico em lugar das nossas expressdes soma reduzida topologica e ultrassoma topologica,
respectivamente. As expressdes originais sdo justificadas pelo contexto categorial no qual se introduziu

as nogoes que cada uma nomeia.
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(i) (1) ZXiéum fechado em 5Z<Xi'Ti>'
I

iel

(2) Z(Xi, T;) é compacto.
LF

(iii) Z(Xi, ;) é de Tychonoff. [
LF

3.2 Ultraprodutos normados de espacos de funcoes reais
continuas e limitadas que estao definidas em espacos

topolégicos de Tychonoff

Nesta sec¢do, prova-se, em ZFC, uma generalizacdo da Proposicdo 2 de [ ]
no contexto dos espagos topoldgicos de Tychonoff. No que segue, sdo apresentados
enunciados precisos — sem demonstragdo — de tal proposicdo e de um resultado que

sera utilizado para provar essa generalizagdo.

Teorema 3.2.1 (Lema 3.1 de [ ). Sejam I um conjunto nio vazio, U um ultrafiltro

sobre I e {(X;, i) : i € I} uma familia de espagos topoldgicos de Tychonoff. Assumindo-se AC,
tem-se que Z(Xi, T;) é homeomorfa a Z B(Xi, Ti). [ |
LU LU

Teorema 3.2.2 (Proposicdo 2 de [ 1). Sejam I um conjunto nio vazio, U um ultrafiltro
sobre I e {(K;, t;):i €I} uma familia de espagos topolégicos nio vazios, compactos e de

Hausdorff. Assumindo-se AC, tem-se que l_[ (C(Ki, Ti) , |"|oo, k;) € isometricamente isomorfo a
Lu

<C(ZKi,@1i),|-|m,ZKi>. n
LU LU Lu
Vale salientar que os resultados nos Teoremas 3.2.1 e 3.2.2 foram demonstrados no
contexto ingénuo? dos espagos topolégicos e que estamos assumindo AC no enunciado
de ambos por ndo sabermos ainda se é suficiente assumir UT para prové-los. Por isto,

é natural que facamos a seguinte pergunta:

2 Lembrar que este termo é uma tradugao da palavra francesa naive, que teéricos conjuntistas utilizam
com a conotagdo de algo despreocupado ou pouco cauteloso em relagdo ao rigor l6gico da Teoria Axiomdtica

dos Conjuntos.
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Questdo 3.1. E possivel provar os resultados nos Teoremas 3.2.1 e 3.2.2 em ZF + UT??

Encerraremos este capitulo provando o préximo teorema, que é uma generalizagdo
do Teorema 3.2.2.

Teorema 3.2.3. Sejam I um conjunto nio vazio, U um ultrafiltro sobre I e {{X;, 7;) : i € I}
uma familia de espagos topolégicos ndo vazios e de Tychonoff. Assumindo-se AC, tem-se que

H(Cb(Xi, Ti), |'|oo, x;) € isometricamente isomorfo a <C(Z Xi, @ T,'), E m,zxi>.
Lu 1t

LU , LU

Prova. Assuma UT: em virtude do Comentdario 3.1.9 (vi) e do Teorema 3.1.3 (i7), pode-se
considerar, para cada i € I, a fungdo ¥; que é definida como o tinico isomorfismo

isométrico ¥ : Cy(X;, 7;) — C(BXi, B7i) tal que, para toda funcdo & € Cyp(Xj, Ti),
W(E)op=¢.

Considere entdo a familia {V; : i € I}.3 Em virtude do Teorema 2.2.30 (ii) (2), fixe um

isomorfismo isométrico

o: [] axim- || c@x.pn)

I/HDO,X[/rLI I/HOO,ﬁXI/q/I

segundo ® |- 0, X; € ® |'|oo,ﬁXf-
U LU

Assuma AC: em virtude do Teorema 3.2.1, fixe um homeomorfismo
) Z X — Z BXi
LU LU

com respeito a @ Tie @ Bti. Em virtude dos itens (v) (2) (2) e (ix) (2) do Comentdario
LU LU
1.2.37, fixe entdo um isomorfismo isométrico

Ir: Cb(z ‘BXZ‘, @ ,BTZ') — Cy (Z Xi, @ Ti)
U LU LU

LU

segundo |‘|00,Z/;Xi e |'|oo,in'
LU Lu

E claro que, para todo i € I, BX; é ndo vazio e f(X;, 7;) é compacto. Em virtude dos

itens (v) (1) e (iv) (1) da Proposicdo 1.1.16 e do Teorema 3.2.2, fixe um isomorfismo

3 Esta parte da prova estd, de fato, estabelecida em ZF + UT devido a unicidade de tais fun¢des em

relagdo as suas propriedades representadas no diagrama do Teorema 3.1.3 (ii).
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isométrico

A ﬂ C(BX;, Bti) — C(Z BX;, @ﬁn)
I,U I U

I, |'|00,{5Xi/(1’{
segundo ® |"loo, x; € |'|°°rZﬁXi'
LU [
Em virtude do Corolério 3.1.11 (ii) (2) e do Comentario 1.2.36 (iv) (2), considere entdo

a funcao
IF'oAo®: n Cb(Xi,Ti)ﬁC(ZXZ',@T,').

I/|'|00,X,/7’( I,(LI I,(L[

E imediato concluir que I' o /A o @ é um isomorfismo isométrico segundo ® |'|oo, x; €

LU
"o, 3 X Portanto, conclui-se que H(C v(Xi, Ti), |"leo, x;) € isometricamente isomorfo a
LU U
(e(3% Pa) o) .
LU LU 1

Note que, de fato, o Teorema 3.2.3 generaliza o Teorema 3.2.2, pois, em ZFC, prova-se
a assercao

todo espago topoldgico compacto e de Hausdorff é de Tychonoff
com o uso da asser¢ao

todo espago topolégico compacto e de Hausdorff é normal

(v. Teorema 17.10 de [ 1) e do Lema de Urysohn (v. Corolério 15.7 de [ D,

que podem ser demonstrados utilizando AC.
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Com esta tese, estabelecemos

¢ generaliza¢des de defini¢des e resultados da teoria dos ultraprodutos de espagos

métricos pontuados no contexto dos espagos pseudométricos.

¢ uma generalizacdo da teoria dos ultraprodutos de espagos normados e de Banach
reais ou complexos no contexto dos espagos pseudonormados sobre subcorpos

quaisquer de C.
Com essas generaliza¢oes, provamos,

* em ZF, ZF + AC,, ou ZFC, generalizacOes de resultados referentes a ultraprodutos

de espagos métricos ou a ultraprodutos de espagos normados e de Banach.

A motivacdo inicial para o desenvolvimento deste trabalho foi a nossa intengao de
obter, em ZF ou em uma extensdo propria de ZF, resultados de preservagdo ou exemplos
que testemunhem a ndo preservacao, sob ultraprodutos normados com respeito a um
ultrafiltro livre, das propriedades ser isomorfo ao quadrado, ser indecomponivel e ter poucos

operadores no sentido de P. Koszmider (v. [ D.
Para a finalizagdo desta tese,

¢ introduzimos detalhadamente, em ZF + UT, a teoria das ultrassomas de espacgos

topoldgicos de Tychonoff.

¢ provamos, em ZFC, uma generaliza¢do da Proposigdo 2 de [ ] no contexto

dos espagos topolégicos de Tychonoff.

A defini¢do de ultrassoma topoldgica foi introduzida neste trabalho devido ao nosso

interesse em ter uma compreensdo mais profunda das construgdes de ultracoprodutos
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topolégicos apresentadas em [ , ], pois acreditamos que tais construgdes
podem servir como ferramental para obter, em ZFC ou em uma extensio propria de ZFC,

um exemplo de

um espago topoldgico (K, ) compacto e de Hausdorff para o qual K é infinito e o espago de

Banach (C(K, t), |*|eo,x) € indecomponivel e tem poucos operadores.

Exemplos de um tal espaco topolégico foram apresentados por Koszmider em [ ,
] e por R. A. S. Fajardo em [ ] com a utilizagdo da técnica de extensdo por
sequéncia disjunta de fungdes continuas (v. [ I) ou do método de forcing (v. [ ,

D

Por fim, informamos que temos a intencdo de estabelecer

¢ uma defini¢do de ultraproduto métrico &ncorado em conjuntos finitamente distais
para familias de espagos quase métricos quaisquer, tendo em vista a obtencdo de
resultados, no contexto desses espagos, sobre o completamento ou a completeza
de ultraprodutos ou que generalizem a maioria daqueles apresentados na Segao
2.2.

¢ uma versdo do Teorema de £os para ultraprodutos de espacos quase métricos com
respeito a um mesmo ultrafiltro e &ncorado em um mesmo conjunto finitamente
distal, tendo como inspiragdo o Teorema 5.4 de [ 1, que é a versado do Teorema

de L.o$ na l6gica continua de primeira ordem proposta por 1. Ben Yaacov et al.



Referéncias Bibliograficas

[Avit2013] AVILES, A. et al. On ultrapowers of Banach spaces of type %, Fundamenta
Mathematicae, v. 222, n. 3, p. 195-212, 2013. 2, 117, 118

[Avit2016] . Separably injective Banach spaces. Cham: Springer, 2016.
- P y 1nj p pring
(Lecture Notes in Mathematics, 2132) 2

[Ban1984] BANKSTON, P. Expressive power in first order topology, The Journal of
Symbolic Logic, v. 49, n. 2, p. 478-487,1984. 2,138, 142

[Ban1987] . Reduced coproducts of compact Hausdorff spaces, The Journal
of Symbolic Logic, v. 52, n. 2, p. 404-424, 1987. 2,137, 142

[BeS1969] BELL, J. L.; SLOMSON, A. B. Models and ultraproducts: an introduction.
Amsterdam: North-Holland, 1969. 1, 130

[B*2008] BEN YAACOV, L. et al. Model theory for metric structures. In: CHATZIDAKIS,
Z. et al. (ed.). Model theory with applications to algebra and analysis: volume 2.
Cambridge: Cambridge University Press, 2008. p. 315-427. 2,101, 103, 142

[BuS1981] BURRIS, S.; SANKAPPANAVAR, H. P. A course in universal algebra. New
York: Springer, 1981. (Graduate Texts in Mathematics, 78) 39

[CN1974] COMFORT, W. W.; NEGREPONTIS, S. The theory of ultrafilters. New York:
Springer, 1974. (Grundlehren der mathematischen Wissenschaften: A Series of

Comprehensive Studies in Mathematics, 211) 130

[Con1990] CONWAY, J. B. A course in functional analysis. 2nd. ed. New York:
Springer, 1990. (Graduate Texts in Mathematics, 96) 5



144 Referéncias Bibliograficas

[DCK1972] DACUNHA-CASTELLE, D.; KRIVINE, J.-L. Applications des ultraproduits
a I'étude des espaces et des algébres de Banach, Studia Mathematica, v. 41, n. 3,
p. 315-334,1972. 1,117, 118

[DN2004] DOLECKI, S.; NOGURA, T. Convergence. In: HART, K. P.; NAGATA, J.;
VAUGHAN, J. E. (ed.). Encyclopedia of general topology. Amsterdam: Elsevier
Science, 2004. p. 18-21. 30

[End1977] ENDERTON, H. B. Elements of set theory. New York: Academic Press,
1977. 5

[Eng1989] ENGELKING, R. General topology. revised and completed. ed. Berlin:
Heldermann, 1989. (Sigma Series in Pure Mathematics, 6) 5, 13, 22, 23, 135

[Faj2009] FAJARDO, R. A.S. An indecomposable Banach space of continuous functions
which has small density, Fundamenta Mathematicae, v. 202, n. 1, p. 43-63, 20009.
142

[Gab2016] GABA, Y. O. K. U. Construction of quasi-metrics determined by orders.
2016. Tese (Doutorado em Matematica) — Faculty of Science, University of Cape
Town, 2016. 25

[G1930] GODEL, K. Die Vollstindigkeit der Axiome des logischen Funktionenkalkiils.
Monatshefte fiir Mathematik und Physik, v. 37, n. 1, p. 349-360, 1930. Translated
in: VAN HEIJENOORT, ]J. From Frege to Godel: a source book in mathematical
logic, 1879-1931. Cambridge, MA: Harvard University Press, 1967. p. 582-591. 1

[Gur1988] GUREVIC,R.On ultracoproducts of compact Hausdorff spaces, The Journal
of Symbolic Logic, v. 53, n. 1, p. 294-300, 1988. 2, 3,121, 137, 138, 141

[Gut2008] GUTIERRES, G. On countable choice and sequential spaces, Mathematical
Logic Quarterly, v. 54, n. 2, p. 145-152, 2008. 45

[Hei1980] HEINRICH, S. Ultraproducts in Banach space theory, Journal fiir die reine
und angewandte Mathematik, v. 1980, n. 313, p. 72-104, 1980. 2, 117, 118

[HI2002] HENSON, C. W.; IOVINO, ]. Ultraproducts in analysis. In: FINET, C,;
MICHAUX, C. (ed.). Analysis and logic. Cambridge: Cambridge University Press,
2002. p. 1-112. 1,2



Referéncias Bibliograficas 145

[HK2015] HERRLICH, H.; KEREMEDIS, K. On the metric reflection of a pseudometric
space in ZF, Commentationes Mathematicae Universitatis Carolinae, v. 56, n. 1,
p. 77-88,2015. 39, 45

[Hew1948] HEWITT, E. Rings of real-valued continuous functions. I, Transactions of
the American Mathematical Society, v. 64, n. 1, p. 45-99, 1948. 1

[HR1998] HOWARD, P.; RUBIN, ]J. E. Consequences of the axiom of choice.
Providence, RI: AMS, 1998. (Mathematical Surveys and Monographs, 59) 9

[Jec2003] JECH, T. J. Set theory: the third millennium edition, revised and expanded.
Berlin: Springer, 2003. (Springer Monographs in Mathematics) 5

[JF2018] JESUS, J. P. C.; FAJARDO, R. A. S. Duas aplica¢des do teorema do ultrafiltro
em andlise funcional, Revista Matemadtica Universitaria, n. 54, p. 33-45, 2018.
Disponivel em: <https://rmu.sbm.org.br/wp-content/uploads/sites/27/2018/
08/Fajardo_e_Cirineu_final.pdf>. Acesso em: 15 jul. 2021. 9

[Kos2004] KOSZMIDER, P. Banach spaces of continuous functions with few operators,
Mathematische Annalen, v. 330, n. 1, p. 151-183, 2004. 141, 142

[Kos2013] . On large indecomposable Banach spaces, Journal of Functional
Analysis, v. 264, n. 8, p. 1779-1805, 2013. 142

[Kri1967] KRIVINE, J.-L. Sous-espaces et cones convexes dans les espaces L?. 1967.
Tese (Doutorado em Matemaética) — Faculté des Sciences, Université de Paris, Paris,
1967. 1

[Kro1986] KROM, M. A linearly ordered topological space that is not normal, Notre
Dame Journal of Formal Logic, v. 27, n. 1, p. 12-13, 1986. 17

[Los1955] LOS, 7J. Quelques remarques, théorémes et problemes sur les classes
définissables d’algebres. In: SKOLEM, T. et al. (ed.). Mathematical interpretation
of formal systems. Amsterdam: North-Holland, 1955. p. 98-113. 1

[Lux1969] LUXEMBURG, W. A. ]J. A general theory of monads. In: (ed.).
Applications of model theory to algebra, analysis, and probability. New York:
Holt, Rinehart and Winston, 1969. p. 18-86. 1

[Meg1998] MEGGINSON, R. E. An introduction to Banach space theory. New York:
Springer, 1998. (Graduate Texts in Mathematics, 183) 5, 54


https://rmu.sbm.org.br/wp-content/uploads/sites/27/2018/08/Fajardo_e_Cirineu_final.pdf
https://rmu.sbm.org.br/wp-content/uploads/sites/27/2018/08/Fajardo_e_Cirineu_final.pdf

146 Referéncias Bibliograficas

[NB2011] NARICI, L.; BECKENSTEIN, E. Topological vector spaces. 2nd. ed. Boca
Raton, FL: CRC Press, 2011. (Pure and Applied Mathematics: A Series of
Monographs and Textbooks)

[Rud1987] RUDIN, W. Real and complex analysis, 3rd. ed. New York: McGraw-Hill,
1987. (McGraw-Hill Series in Higher Mathematics) 54

[Sch1997] SCHECHTER, E. Handbook of analysis and its foundations. San Diego,
CA: Academic Press, 1997. 9, 135

[She2009] SHERMAN, D. Notes on automorphisms of ultrapowers of II; factors, Studia
Mathematica, v. 195, n. 3, p. 201-217, 2009. 1

[Sko1934] SKOLEM, T. Uber die Nicht-charakterisierbarkeit der Zahlenreihe mittels
endlich oder abzdhlbar unendlich vieler Aussagen mit ausschliesslich Zahlen-
variablen, Fundamenta Mathematicae, v. 23, n. 1, p. 150-161, 1934. 1

[Ste1970] STEEN, L. A. A direct proof that a linearly ordered space is hereditarily
collectionwise normal, Proceedings of the American Mathematical Society, v. 24,
n. 4, p. 727-728,1970. 17

[SS1978] ; SEEBACH JR., J. A. Counterexamples in topology, 2nd. ed. New
York: Springer, 1978. 17

[S1978] STERN, J. Ultrapowers and local properties of Banach spaces, Transactions of
the American Mathematical Society, v. 240, p. 231-252, 1978. 2, 51, 117

[Tar1930] TARSKI, A. Une contribution a la théorie de la mesure, Fundamenta
Mathematicae, v. 15, n. 1, p. 42-50, 1930. 9

[VD1985] VAN DOUWEN, E. K. Horrors of topology without AC: a nonnormal
orderable space, Proceedings of the American Mathematical Society, v. 95, n. 1,
p- 101-105, 1985. 17

[V1995] VINOGRADOVA, I. A. Borel-Lebesgue covering theorem. In: HAZEWINKEL,
M. (ed.). Encyclopaedia of Mathematics: volume 1. Dordrecht: Kluwer Academic,
1995. p. 437. 41

[Wil1970] WILLARD, S. General topology. Reading, MA: Addison-Wesley, 1970. 5, 23,
140



Referéncias Bibliograficas 147

[W]J1987] WILLIAMSON, R.; JANOS, L. Constructing metrics with the Heine—Borel
property, Proceedings of the American Mathematical Society, v. 100, n. 3, p. 567-
573,1987. 43

[W1954] WRIGHT, F. B. A reduction for algebras of finite type, Annals of Mathematics,
sec. ser., v. 60, n. 3, p. 560-570, 1954. 1






Indice Remissivo

B
base
de filtro 6-8
local 12,13,31, 68

C
classe
de equivaléncia 11, 84, 87
compactificagdo
de Stone-Cech 136, 137
maximal 122-124,127,133
usual 133, 137
compactificado 122,136
de Stone-Cech 136
maximal 122,133, 136
conjunto
denso (com respeito a uma
topologia) 14, 17,18, 22,31, 49,
121,124, 125,129, 132
denso (segundo uma pré-ordem)
11,17,79
finitamente distal 81, 82, 84, 85, 87,
89, 90, 92,93, 102, 104-108,
110-112, 114
limitado 39, 40

149

que contém qualquer constante 81,
106, 107
quociente 11,50
sequencialmente fechado 44, 52, 56
sup-finitamente distal 92-94, 96,
114-116
coproduto
reduzido
topolégico 137
corpo
topolégico 16,18, 53, 54, 76

D
didmetro 40
dimétrica 25, 27,28, 34-36, 38, 85
dimensao

de Menger-Urysohn 13
direcdo 10

E
espago
de Banach 52,56
de Stone 131
métrico
discreto 29



150 indice Remissivo
pseudométrico aberta 16,131
produto 35 caracteristica 62, 66,72,73,78, 88
quociente 37 continua 16-19, 22,24, 33, 36, 53,
topolégico 67,76,123-127,129, 131, 133
compacto 14, 16, 20, 33, 40, 41, correstricao 14, 122,124,129
43,55,68,71,72,85,107, diagonal 135
121-123, 125, 128, 132, 133, 136, escolha 67,95,97, 109
138, 139 fechada 129
de Hausdorff 17,19-22, 35, 70, identicamente nula 27, 33, 48, 55,
71,95,97,107,125,129, 132 84
de Tychonoft 20, 24, 35, 121-123, levantamento
125, 127,128,131, 132, 135, 136, continuo 127, 137
138 de Stone-Cech 137
discreto 71,74,127 limitada 39-41, 124, 126
que tem cardter enumerével 13, maximo 86
21,31, 67, 68 médulo 46
que tem peso enumerédvel 13, 31 ndo expansiva (segundo um par de
regular 19,20, 35, 133 pré-métricas) 32-34, 36, 38, 48,
separavel 31 82
To 19,20, 35, 66 ndo expansiva (segundo um par de
T; 19,20, 24, 35,131 pseudonormas) 48, 49
zero-dimensional 13, 20, 131 produto 82
vetorial projecdo (em uma coordenada) 23,
topolégico 53, 54, 76 72,85,87,90,105, 113
projecao (no conjunto de indices)
F 22,127
familia que preserva comprimento 49,51,

que gera uma topologia 12-14, 17,
23,131
filtro
das vizinhancas 7, 63
de Fréchet 7, 64, 88
gerado 8, 64, 68
livre 8
maximal 6,8

fungao

119, 120, 127
que preserva distancia 32, 33,
37-39, 45, 106-110
quociente 12,37
restricio 14, 31, 48, 53, 106
supremo 85, 113
uniformemente continua 32, 33, 45
valor absoluto 18

valoracdo 135



indice Remissivo 151

H isométrico 49, 51, 58
hemimétrica 25-33, 35-38, 40-44, 57,
64, 83, 85
completa 44, 45
homeomorfismo 16, 24, 57, 58, 123,
124,128, 129, 136, 139

N
network 12, 30, 31
local 12,13,31
norma
euclidiana 51
I quociente 51
imersao
isométrica 32, 39, 57
topoldgica 16,121, 122,131, 136
isometria 33, 37,57, 108
isomorfismo
isométrico 49, 58, 119, 124, 127, P
135, 139, 140

(@)

ordem
parcial 10,12, 78,79
total 10,17,18, 29,79

poténcia
cartesiana 51, 55,78, 83

]I:ema topoldgica 74,135, 136

de Urysohn 140 pré-

métrica 25,26, 28,29, 31, 32, 34, 35,

M 37, 38, 64, 81-83, 85
métrica completa 43, 44, 95, 96, 99, 101

completa 45 de Heine—Borel 43

de Heine—Borel 43 induzida 31, 85

limitada 89, 90 invariante por sucessdo 37

propria 43 limitada 39

quociente 39 produto 35

usual 29 quociente 37

zero-um 28 ordem 10-12, 38,78, 83
multiplo total 10, 12,79

reduzido primeiro modelo

topolégico 137 de Cohen 9

medida de Pincus-Solovay 9, 66

de contagem 54 Primeiro Teorema

nao negativa 54 do Isomorfismo 39, 51

o-aditiva 54 produto

monomorfismo cartesiano 23,51, 72,74, 81, 85, 87,



152

Indice Remissivo

89,92-94,97, 101, 104, 105, 107,
111
topolégico 14,23
propriedade
da intersecao
finita 5-9, 14, 64, 66, 69, 70, 130,
134
pseudo-
métrica 26-28, 30, 31, 33-36, 3841,
44,45,47,48, 57, 83-87
completa 45, 52,94, 97
induzida 48
invariante por sucessao 39, 50
nula 27,30
norma 46-48,50,55,58,111,113
completa 52, 55,116
da distancia 50
induzida 48,113
nula 48

Q

quase
compactificagdo 122,127
compactificado 122,136
métrica 25-28, 36, 83, 86

pseudométrica 25

R
rede
eventualmente constante 65
reducgao
reflexiva 11,17
reflexao
métrica 39
relacdo
estar finitamente distante 81, 82, 84,
96, 100, 102, 106, 107, 110, 111

de congruéncia 50, 111

de dominacdo 78

de equivaléncia 10-12, 37, 38, 83,
111

induzida (por uma pré-métrica)
38, 87

induzida (por uma rela¢do bindria)
12,91

S
sequéncia
de Cauchy 41-43, 45, 95, 96, 99
eventualmente constante 20, 73, 88
limitada 42
nula 77, 80, 83
o-dlgebra 54
de Borel 54
soma
conjuntista 22
reduzida
topologica 137
topolégica 22

T
To-quase métrica 25
Teorema
da Compacidade 9
da Compactificagdo de Stone-Cech
9
da Representacdo de Gelfand 2
da Representacao de Stone 9
de Banach—Alaoglu 9
de Heine-Borel 41
do Produto de Tychonoff 9
do Ultrafiltro 9
topologia

antidiscreta 29



Indice Remissivo

153

da ordem 17,29

de Sierpiriski 30

de Stone 131

de subespago 15
discreta 17, 20, 29
gerada 12,14,17,23,131
induzida 29, 48

produto 14, 23

soma 22

usual 19

U
ultra-
coproduto
topoldgico 137
filtro 6-9, 60-62, 66, 68, 69, 71, 79,
85, 87,89, 91-93, 97, 98, 101,
104-108, 110, 112, 114-119, 130,
134, 137-139
livre 9, 66,72, 86-88
principal 6,8, 60, 63, 66,71, 78,

87,105, 130, 131
hemimétrica 25-28, 32, 34, 36-38,
77,83, 86
métrica 26-28, 36, 86
multiplo
topologico 137
norma 46,47
poténcia
métrica 104
normada 117,118
produto
métrico 104
normado 117
pseudométrica 26-28, 47,77, 86
pseudonorma 46-48, 51, 113, 114
soma

topolégica 137

A%
vizinhanca
candnica 14, 23,74,75



	Introdução
	Métricas generalizadas e pseudonormas
	Noções conjuntistas e topológicas
	Noções métricas e analítico-funcionais

	Ultraprodutos métricos e normados
	Convergência com respeito a filtros
	Ultraprodutos de espaços pseudométricos e espaços pseudonormados

	Ultrassomas topológicas
	Ultrassomas de espaços topológicos de Tychonoff
	Ultraprodutos normados de espaços de funções reais contínuas e limitadas que estão definidas em espaços topológicos de Tychonoff

	Considerações Finais
	Referências Bibliográficas
	Índice Remissivo

