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Resumo

Consideramos uma famı́lia de problemas parabólicos semilineares ut(x, t) = ∆u(x, t) − au(x, t) + f (u(x, t)), x ∈ Ωε, t > 0,
∂u
∂N (x, t) = g(u(x, t)), x ∈ ∂Ωε, t > 0,

onde a > 0, Ω é o quadrado unitário, Ωε = hε(Ω), hε é uma famı́lia de difeomorfismos, os quais

convergem para a identidade de Ω na norma C0,α, 0 ≤ α < 1, mas não na norma C1 e, f , g : R→ R

são funções reais. Sob determinadas hipóteses, mostramos que o problema limite é dado por ut(x, t) = ∆u(x, t) − au(x, t) + f (u(x, t)), x ∈ Ω, t > 0,
∂u
∂N (x, t) = g(u(x, t))µ, x ∈ ∂Ω, t > 0,

em queµ é essencialmente o limite do determinante jacobiano do difeomorfismo hε : ∂Ω→ ∂hε(Ω).

Demonstramos que o problema está bem posto para 0 ≤ ε ≤ ε0, ε0 > 0, em um espaço de fase

conveniente, que o semigrupo associado possui um atrator global Aε e, que a famı́lia {Aε}0≤ ε≤ ε0 é

contı́nua em ε = 0.

Palavras-chave: equações parabólicas, perturbação de domı́nio, domı́nio Lipschitz, atrator

global, continuidade de atratores.
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Abstract

We consider the family of semilinear parabolic problems ut(x, t) = ∆u(x, t) − au(x, t) + f (u(x, t)), x ∈ Ωε, t > 0,
∂u
∂N (x, t) = g(u(x, t)), x ∈ ∂Ωε, t > 0,

where a > 0, Ω is the unit square, Ωε = hε(Ω), hε is a family of diffeomorphisms which converge

to the identity of Ω in C0,α - norm, 0 ≤ α < 1, but not in the C1 - norm and, f , g : R → R are real

functions. Under appropriate hypothesis, we show that the limiting problem is given by ut(x, t) = ∆u(x, t) − au(x, t) + f (u(x, t)), x ∈ Ω, t > 0,
∂u
∂N (x, t) = g(u(x, t))µ, x ∈ ∂Ω, t > 0,

whereµ is essentially the limit of the jacobian determinant of the diffeomorphism hε : ∂Ω→ ∂hε(Ω).

We prove that the problem is well posed for 0 ≤ ε ≤ ε0, ε0 > 0, in a suitable phase space, the

associated semigroup has a global attractor Aε and the family {Aε}0≤ ε≤ ε0 is continuous at ε = 0.

Keywords: parabolic equations, perturbation of the domain, Lipschitz domains, global attrac-

tor, continuity of attractors.
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Introdução

Considerações iniciais

A modelagem matemática de uma grande variedade de fenômenos - fı́sicos, quı́micos, biológicos

e econômicos envolve o estudo de equações diferenciais parciais de forma que a compreensão des-

sas equações permita eventualmente interpretar e mesmo prever eventos futuros, impactando

diretamente nas escolhas do homem em seu meio social.

Ocorre que raramente é possı́vel resolver explicitamente um problema contendo equações

diferenciais parciais, isto é, exibir uma função matemática que satisfaça tal equação. Neste ponto,

se faz necessária uma outra abordagem, por meio da chamada Teoria Qualitativa ou Geométrica

das equações diferenciais.

A partir desta teoria, é possı́vel deduzir importantes propriedades da solução, como, por

exemplo, o comportamento assintótico, a limitação ou não das soluções, a existência de atratores

e etc. De fato, o objetivo é descrever a geometria das soluções, predominando questões de

estabilidade. Não podemos esquecer que os modelos obtidos são aproximações da situação real e

possuem erros. Assim, é fundamental mostrar que os modelos são robustos, ou seja, apresentam

certa estabilidade por perturbações em parâmetros determinados.

No presente trabalho, propomo-nos a estudar um problema do tipo parabólico submetido

à variação de seu domı́nio de definição. O tema de perturbação de contorno para problemas

com valor de fronteira em equações diferenciais parciais já foi estudado por diversos autores, sob

pontos de vista distintos.

Uma das primeiras dificuldades encontradas em problemas de perturbação de domı́nio é que

os espaços de funções variam conforme as regiões se alteram. Então, precisamos ser capazes
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2 Introdução

de comparar as soluções de um problema parabólico em diferentes regiões. Em [12], Henry

desenvolveu uma espécie de cálculo diferencial no qual a variável independente é a região de

referência inicial onde os problemas de valor de contorno são considerados. Para isto, o problema

original que estava posto no domı́nio perturbado é transformado, por mudança de variáveis, em

um problema no domı́nio fixo. Assim, com essa metodologia, conseguimos trabalhar em espaços

de funções que não variam quando o domı́nio é perturbado.

Tal método foi utilizado, por exemplo, em [18], trabalho no qual os autores estudam a famı́lia

de problemas semilineares parabólicos com condição de fronteira de Neumann: ut(x, t) = ∆u(x, t) − au(x, t) + f (u(x, t)), x ∈ Ωh, t > 0,
∂u
∂N

(x, t) = g(u(x, t)), x ∈ ∂Ωh, t > 0,

onde a é uma constante positiva, Ω é uma região aberta limitada de classe C2 em Rn, Ωh = h(Ω),

h é uma famı́lia de difeomorfismos que converge para a identidade de Ω na norma C2 e f , g :

R → R são funções reais satisfazendo condições de regularidade, crescimento e dissipatividade

convenientes. Prova - se que os atratores variam continuamente com relação a perturbações h para

h suficientemente próximo da identidade em Ω.

Já em [1] e [2], os autores utilizam uma outra técnica para comparar funções definidas em

espaços diferentes e preservar os domı́nios variando, a técnica dos operadores de extensão. Em

[1], estuda - se o comportamento das soluções de uma equação elı́ptica com condições de fronteira

não - lineares do tipo:  −∆u + u = f (x,u) em Ωε ,
∂u
∂N

+ g(x,u) = 0 em ∂Ωε ,
(1)

quando a fronteira do domı́nio oscila muito rapidamente à medida que o parâmetro ε converge a

0. Considera - se Ωε ⊂ Rn, 0 ≤ ε ≤ ε0, uma famı́lia de domı́nios suaves uniformemente limitados

que satisfazem Ωε → Ω e ∂Ωε → ∂Ω no sentido de Hausdorff e f , g : U × R → R são funções

contı́nuas em ambas as variáveis e de classe C2 na segunda, onde U é um domı́nio suave limitado

e fixo contendo Ωε para todo 0 ≤ ε ≤ ε0. A equação limite é dada por : −∆u + u = f (x,u) em Ω,
∂u
∂N

+ γ(x)g(x,u) = 0 em ∂Ω,
(2)

onde γ ∈ L∞(∂Ω) e γ ≥ 1. Os autores obtém a convergência das soluções do problema (1) para

as soluções do problema limite (2) e também a convergência de autovalores e autofunções da

linearização em torno de soluções de equilı́brio.

Em [2], os autores continuam a análise iniciada em [1] do comportamento das soluções da
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equação elı́ptica com condições de fronteira não - lineares do tipo : −∆u + u = f (x,u) em Ωε ,
∂u
∂N

+ g(x,u) = 0 em ∂Ωε ,
(3)

quando a fronteira do domı́nio apresenta um comportamento altamente oscilatório conforme o

parâmetro ε tende a 0. As hipóteses são essencialmente as mesmas de [1], exceto pelo fato de

que, neste trabalho, os autores tratam do caso em que ∂Ωε é expressa em cartas locais como uma

deformação Lipschitz de ∂Ω - como em [1], mas com constante de Lipschitz não uniformemente

limitada em ε e a não - linearidade g é fortemente dissipativa. Obtém - se como problema limite: −∆u + u = f (x,u) em Ω,

u = 0 em ∂Ω.
(4)

Os autores demonstram a convergência das soluções de (3) para as soluções do problema limite (4).

Motivação

A motivação principal para este trabalho foi estender os resultados obtidos em [4], em que os

autores tratam um problema de perturbação de contorno para um problema semilinear parabólico

dissipativo quando se tem convergência C1 das perturbações para a identidade do domı́nio origi-

nal. Prova - se que os atratores variam continuamente com relação a um certo parâmetro. No que

segue, faremos uma breve descrição do problema em [4], uma vez que estudaremos basicamente

a mesma equação com uma hipótese mais fraca. Como veremos, será necessário alterar o pro-

blema, de acordo com a particular famı́lia de difeomorfismos hε para obter a convergência para

um problema limite, por sua vez também modificado.

Seja Ω o quadrado unitário em R2, a uma constante positiva, f , g : R → R funções reais e

consideremos a seguinte famı́lia de problemas parabólicos semilineares com condições de fronteira

de Neumann não - lineares: ut(x, t) = ∆u(x, t) − au(x, t) + f (u(x, t)), x ∈ Ωε, t > 0,
∂u
∂N

(x, t) = g(u(x, t)), x ∈ ∂Ωε, t > 0,
(5)

onde Ωε = hε(Ω) e hε é a famı́lia de difeomorfismos de ordem m, para todo m ≥ 1, dados por

hε(x1, x2) = (x1, x2 + x2ε sin(x1/ε
α)) (6)

com 0 < α < 1 e ε > 0 suficientemente pequeno.

Notemos que a equação acima foi tratada em [18], mas neste trabalho, como comentamos, Ω

é de classe C2 e as perturbações h convergem para a identidade de Ω, iΩ, na norma C2. Em [4],

temos um domı́nio Lipschitz e a convergência de hε para iΩ se dá na norma C1 e, não na norma C2.
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Não é difı́cil verificar que v(·, t) é uma solução de (5) na região perturbada Ωε se, e somente se,

u(·, t) = h∗εv(·, t) (isto é, u(x, t) = v(hε(x), t)) satisfaz:
ut(x, t) = h∗ε∆Ωεh

∗−1
ε u(x, t) − au(x, t) + f (u(x, t)), x ∈ Ω, t > 0,

h∗ε
∂

∂NΩε

h∗−1
ε u(x, t) = g(u(x, t)), x ∈ ∂Ω, t > 0,

(7)

em espaços apropriados, sendo

h∗ε∆Ωεh
∗−1
ε u(x) = ∆Ωε(u ◦ h−1

ε )(hε(x))

e

h∗ε
∂

∂NΩε

h∗−1
ε u(x) =

∂
∂NΩhε

(u ◦ h−1
ε )(hε(x)).

Em [4], os autores consideram o operador perturbado Aε = −h∗ε∆Ωεh
∗−1
ε + aI em (7) definido

na região fixa Ω com h∗ε e h∗−1
ε isomorfismos em espaços adequados. O operador Aε é setorial em

L2(Ω) com domı́nio

D(Aε) =

{
u ∈ H2(Ω) | h∗ε

∂
∂NΩε

h∗−1
ε u = 0, em ∂Ω

}
.

Se u ∈ D(Aε), utilizando integração por partes e denotando Jhε o determinante da matriz

jacobiana [hε]x =
[
∂hi
∂x j

]2

i, j=1
, obtemos

< Aεu, ψ >−1,1=

∫
Ω

(h∗ε∇Ωεh
∗−1
ε u)(x) ·

(
h∗ε∇Ωεh

∗−1
ε

ψ

|Jhε|

)
(x)|Jhε(x)| dx + a

∫
Ω

u(x)ψ(x) dx. (8)

Como (8) está bem definida para qualquer u ∈ H1(Ω), isso permite estabelecer uma extensão

de Aε com valores em H−1(Ω) por esta expressão. Tal extensão também é setorial e, continuaremos

a denotá - la como Aε.

Chamando Xα
ε e X̃α

ε os espaços fracionários associados aos operadores definidos em L2(Ω)

e H−1(Ω), respectivamente, temos que Xα− 1
2

ε = X̃α
ε para 1/2 ≤ α ≤ 1 e, por abuso de notação,

escrevemos ainda Xα− 1
2

ε no lugar de X̃α
ε para 0 ≤ α ≤ 1/2. Demonstra - se que as escalas {Xα

ε ,−1/2 ≤

α ≤ 1/2} = {X̃α
ε , 0 ≤ α ≤ 1} não mudam quando ε varia. Mais precisamente, as normas desses

espaços são equivalentes, uniformemente em ε.

Agora, supondo que u(·, t) é solução de (7) em Ω, multiplicando por φ ∈ H1(Ω), escreve - se o

problema em sua forma fraca em um domı́nio fixo :∫
Ω

ut(x, t)φ(x)dx = −

∫
Ω

h∗ε∇Ωεh
∗−1
ε (u)(x, t) h∗ε∇Ωεh

∗−1
ε

(
φ

|Jhε|

)
(x)|Jhε(x)|dx

−

∫
Ω

au(x, t)φ(x)dx +

∫
Ω

f (u(x, t))φ(x)dx

+

∫
∂Ω

g(u(x, t))φ(x)
|J∂Ωhε|
|Jhε|

(x)dσ(x),

onde J∂Ωhε denota o determinante jacobiano do difeomorfismo hε : ∂Ω→ ∂hε(Ω).
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Mostra - se também que o operador (Aε)β em Xβ
ε , obtido pela restrição de Aε ao domı́nio Xβ+1

ε ,

é setorial para −1/2 ≤ β ≤ 0 e ε > 0 suficientemente pequeno.

De posse dessas considerações, é possı́vel estabelecer o problema perturbado (7) como um

problema abstrato em uma escala fixa de espaços de Banach {Xβ,−1/2 ≤ β ≤ 0}, ut + (Aε)βu = (Hε)βu, t > t0,

u(t0) = u0 ∈ Xη,
(9)

onde (Hε)β = H(·, ε) = (Fε)β + (Gε)β : Xη
→ Xβ, 0 ≤ η ≤ β + 1,

•(Fε)β = F(·, ε) : Xη
→ Xβ dado por:

< F(u, ε), φ >β,−β=
∫

Ω

f (u)φ dx, ∀φ ∈ X−β.

•(Gε)β = G(·, ε) : Xη
→ Xβ definido por:

< G(u, ε), φ >β,−β=
∫
∂Ω

g(γ(u))γ(φ)
∣∣∣∣∣ J∂Ωhε

Jhε

∣∣∣∣∣ dσ(x), ∀φ ∈ X−β,

com γ a função traço.

Os autores em [4] fazem as seguintes hipóteses sobre as não - linearidades f e g:

(H1) f ∈ C1(R,R) e existem números reais λ1 > 0 e L1 > 0 tais que:

| f (u1) − f (u2) | ≤ L1 ( 1 + |u1 |
λ1 + |u2 |

λ1 ) |u1 − u2 |, ∀u1, u2 ∈ R.

(H2) g ∈ C2(R,R) e existem números reais λ2 > 0 e L2 > 0 tais que:

| g(u1) − g(u2) | ≤ L2 ( 1 + |u1 |
λ2 + |u2 |

λ2 ) |u1 − u2 |, ∀u1, u2 ∈ R.

(H3) Suponhamos que existem constantes c0, d0, d
′

0 tais que,

lim
|u |→∞

sup
f (u)
u
≤ c0

e,

lim
|u |→∞

sup
g(u)

u
≤ d

′

0.

(H4) e, se d0 > d
′

0, o primeiro autovalor µ1 do problema


−∆u + (a − c0)u = µu em Ω,
∂u
∂NΩ

= d0u em ∂Ω

é positivo.
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Com as hipóteses (H1) - (H4), o problema (9) é bem colocado, suas soluções são globalmente

definidas e admite atrator global. Assumindo algumas propriedades adicionais sobre as não -

linearidades e que os equilı́brios são hiperbólicos numa vizinhança de 0, tem - se a continuidade

da famı́lia de atratores em Xη, η em um intervalo conveniente.

Resultados e organização do trabalho

A ideia neste trabalho é considerar o mesmo problema semilinear parabólico tratado em [4] no

quadrado unitário em R2, mas sob hipóteses mais fracas.

A princı́pio, nos propusemos a investigar o que ocorre quando estabelecemos α = 1 em (6), um

caso crı́tico, pois não temos a convergência das perturbações hε em (6) para a identidade de Ω na

norma C1. Neste ponto, porém, constatamos que os operadores Aε não convergem ao operador A

em H−1(Ω). De fato, observamos que os Aε convergem para diferentes operadores dependendo

da particular famı́lia de transformações utilizada para perturbar o domı́nio original.

Agora, obter a convergência, em algum sentido, dos operadores perturbados com condições

de fronteira de Neumann oblı́quas para o operador Laplaciano de Neumann é um passo muito

importante em trabalhos como o nosso. As nossas hε, menos regulares do que o usual, distorcem o

volume, prejudicando tal convergência. Isso nos sugeriu multiplicar o operador Laplaciano pelo

Jhε, o determinante jacobiano de hε, e conseguimos corrigir tal distorção. Com efeito, notamos que

este novo operador trata - se do Laplaciano na região perturbada munida de uma métrica “com

peso” Jhεdx.

Consideramos, então, em vez de (5), uma famı́lia de problemas modificados com o novo

operador sendo o Laplaciano na métrica “com peso”:

 ut(x, t) = Jhε(h−1
ε (x))(∆Ωεu(x, t) − au(x, t)) + f (u(x, t)), x ∈ Ωε, t > 0,

∂u
∂N

(x, t) = g(u(x, t)), x ∈ ∂Ωε, t > 0.
(10)

Nessa formulação, obtivemos a convergência dos operadores Aε para A no sentido da norma

do resolvente, resultado central que é empregado em vários pontos do trabalho, incluindo a

convergência dos espectros e do semigrupo linear e a continuidade das soluções e dos atratores.

Além disso, a convergência das perturbações para a identidade de Ω na norma C1 é utilizada

em [4] para garantir, dentre outras coisas, a continuidade das não - linearidades em ε = 0. Em

nosso trabalho, usamos a teoria de convergência em média para provar tal resultado. Vale ressaltar

que grande parte da dificuldade em nosso problema advém também do fato do domı́nio original

não ser suave de forma que muitos resultados encontrados na literatura não podem ser utilizados.
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No que segue, sob essa hipótese de convergência mais fraca e empregando a técnica desenvol-

vida em [12], provamos a existência de soluções locais e globais, a existência de atratores globais

e a continuidade destes atratores para o problema limite: ut(x, t) = ∆u(x, t) − au(x, t) + f (u(x, t)), x ∈ Ω, t > 0,
∂u
∂N

(x, t) = g(u(x, t))µ, x ∈ ∂Ω, t > 0,
(11)

onde µ pode ser interpretado como o limite de |J∂Ωhε| quando ε converge a 0. As hipóteses sobre

as não - linearidades f e g são essencialmente as mesmas de [4], exceto pela condição (H4), que

apresenta algumas modificações e, também, pela necessidade de se fazer mais uma hipótese para

provar a continuidade dos equilı́brios.

A organização do trabalho é a seguinte:

• No Capı́tulo 1, fazemos um breve resumo dos pré - requisitos mais importantes.

• No Capı́tulo 2, descrevemos o problema com o qual trabalhamos, que é basicamente (5)

com Ω o quadrado unitário emR2, hε uma famı́lia de perturbações do quadrado, que depende do

parâmetro ε e converge para a identidade de Ω em um sentido a ser precisado. Com a metodologia

desenvolvida em [12], fazemos uma espécie de mudança de variáveis, deixando o domı́nio Ω fixo

e perturbando o operador Laplaciano, obtendo −h∗ε∆h∗−1
ε + aI. Diante da não convergência destes

operadores para o operador não perturbado −∆ + aI em H−1(Ω), reescrevemos o problema a partir

do uso de uma medida com peso, que nos permite provar um tipo de convergência conveniente

aos nossos objetivos : a convergência no sentido do resolvente. Além disso, verificamos que os

operadores nesssa nova abordagem são setoriais em L2(Ω) e em H−1(Ω) e mostramos também que o

“novo” operador perturbado é igual ao operador de Laplace - Beltrami na variedade riemanniana

Ω com a métrica dada pelo pull - back da métrica canônica no domı́nio perturbado.

• No Capı́tulo 3, estabelecemos o problema semilinear parabólico (10) como um problema

abstrato numa escala fixa de espaços, de acordo com a nova abordagem introduzida no Capı́tulo

2. Demonstramos a existência e unicidade de soluções locais e, depois, globais para tal problema

sob algumas hipóteses de regularidade, crescimento e dissipatividade para as não - linearidades

f e g. Também provamos a continuidade das soluções no ponto ε = 0 usando fundamentalmente

a convergência dos resolventes obtida no Capı́tulo 2. E, mostramos que o problema limite é dado

por (11)

• No Capı́tulo 4, demonstramos a existência de atratores globais para (10) em espaços de

potências fracionárias Xη com η adequado. A partir da existência de um funcional de Lyapunov,

obtemos a limitação uniforme em ε da famı́lia de atratores em H1(Ω). Utilizando tal limitação

e a continuidade das soluções provada no Capı́tulo 3, temos a semicontinuidade superior dos

atratores. Supondo hipóteses adicionais sobre f e g e que os equilı́brios são todos hiperbólicos
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com ε = 0, mostramos também a continuidade dos equilı́brios em Xη. Além disso, provamos

a continuidade das variedades locais e, como consequência, a semicontinuidade inferior dos

atratores.



Capı́tulo 1

Preliminares

Neste capı́tulo, expomos os principais resultados que embasam o trabalho. Nas quatro pri-

meiras seções, introduzimos notações e algumas propriedades de espaços de Sobolev definidos

em domı́nios Lipschitz, principalmente o Teorema de Imersões e o Teorema do Traço. Nas seções

de cinco à sete, recordamos as convergências forte, fraca, fraca* e em média, noções de diferen-

ciabilidade e o Teorema das Funções Implı́citas. Na oitava seção, apresentamos a metodologia

desenvolvida por Henry em [12] para tratar problemas de perturbação de contorno. A nona

seção traz a teoria de convergência no sentido do resolvente para operadores auto - adjuntos e de

perturbação de um operador auto - adjunto. Na décima seção, por sua vez, temos a convergência

no sentido do “gap” de operadores fechados. Na décima primeira, enunciamos um lema que

estabelece isomorfismos entre imagens de projeções. Nas três seções seguintes, descrevemos

um pouco sobre operadores setoriais, semigrupos analı́ticos gerados por tais operadores, suas

potências fracionárias e resultados sobre a existência de solução para um problema abstrato en-

volvendo operadores setoriais e sobre a existência e continuidade de atratores globais. Na última

seção, lembramos algumas definições e resultados sobre variedades riemannianas.

1.1 Definições e notações básicas

Esta seção contém algumas notações e definições básicas utilizadas ao longo do trabalho. Para

os espaços de funções, recorremos a Necas [16] e para as propriedades na fronteira de subconjuntos

9
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do Rn, Grisvard [9].

Denotaremos um ponto x do espaço Euclidiano n - dimensional Rn por x = (x1, ..., xn). Dado

um multi - indı́ce α = (α1, ..., αn), escreveremos |α| = α1 + ... + αn e,

(
∂
∂x

)α
=

∂
∂x1

α1

...
∂
∂xn

αn

.

Usaremos também a seguinte notação para as derivadas parciais:

∂i =
∂
∂xi

, Dα = ∂α1
1 ...∂

αn
n .

Seja f uma função m - diferenciável em x ∈ Rn. A derivada m - ésima em x, Dm f (x), pode ser

considerada como um polinômio homogêneo de grau m : h 7→ Dm f (x)hm em Rn ou como uma

forma m - linear simétrica ou, ainda, como uma coleção de derivadas parciais:

Dm f (x) =

{(
∂
∂x

)α
: |α| = m

}
.

A norma |Dm f (x)| é dada por

max| h | ≤ 1|Dm f (x)hm
|, ou equivalentemente, max|α|= m

∣∣∣∣∣∣
(
∂
∂x

)α
f (x)

∣∣∣∣∣∣ .
Seja Ω um subconjunto do Rn, ∂Ω sua fronteira e, Ω, o seu fecho. Se Ω é um aberto conexo do

Rn, k um inteiro ou k = ∞ e 0 ≤ µ ≤ 1, Ck,µ(Ω) é o conjunto de todas as funções cujas derivadas de

ordem ≤ k são µ - holderianas no fecho de Ω. Se µ = 0, as funções e suas derivadas de ordem ≤ k

são contı́nuas em Ω e escrevemos simplesmente Ck(Ω). Se k < ∞, munimos Ck(Ω) com a seguinte

norma,

‖ f ‖Ck(Ω)=
∑
|α | ≤ k

maxx∈Ω
|Dα( f (x))|

e, Ck,µ(Ω) com

‖ f ‖Ck,µ(Ω)= ‖ f ‖Ck(Ω) +
∑
|α |= k

sup
x,y∈Ω, x, y

|Dα f (x) −Dα f (y)|
|x − y|µ

.

Chamemos também Ck(Ω) (respectivamente, Ck,µ(Ω)) o conjunto de todas as funções contı́nuas

(respectivamente, µ - holderianas) com suas derivadas de ordem ≤ k em Ω e C∞c (Ω) o conjunto das

funções C∞ com suporte compacto em Ω.

Quando possı́vel, muitos autores consideram a fronteira ∂Ω como sendo localmente o gráfico

de uma função φ. Desta forma, as propriedades de ∂Ω são especificadas através daquelas para
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φ, por exemplo, continuidade, diferenciabilidade, propriedade de Lipschitz e etc. Um autor que

adota este ponto de vista é Necas [16].

Definição 1.1.1 (Definição 1.2.1.1, [9]) Seja Ω um subconjunto aberto do Rn. Dizemos que a sua fron-

teira ∂Ω é contı́nua (respectivamente Lipschitz, continuamente diferenciável, de classe Ck,1, m - vezes

continuamente diferenciável) se, para cada x ∈ ∂Ω, existe uma vizinhança V de x em Rn e novas coordena-

das ortogonais {y1, ..., yn} tais que

i) V é um hipercubo nas novas coordenadas:

V = {(y1, ..., yn) | − a j ≤ y j ≤ a j, 1 ≤ j ≤ n};

ii) existe uma função contı́nua φ (respectivamente Lipschitz, continuamente diferenciável, de classe Ck,1,

m - vezes continuamente diferenciável) definida em V′:

V′ = {(y1, ..., yn−1) | − a j ≤ y j ≤ a j, 1 ≤ j ≤ n − 1}

e tal que |φ(y′)| ≤ an
2 para todo y′ = (y1, ..., yn−1) ∈ V′, Ω ∩ V = {y = (y′, yn) ∈ V | yn < φ(y′)} e

∂Ω ∩ V = {y = (y′, yn) ∈ V | yn = φ(y′)}.

Em outras palavras, em uma vizinhança de x ∈ ∂Ω, Ω está abaixo do gráfico de φ e, conse-

quentemente, ∂Ω é o gráfico de φ.

Para finalizar a seção, se λ ∈ R, escreveremos<(λ) para a parte real de λ.

1.2 Espaços de Sobolev

Esta seção apresenta algumas definições sobre espaços de Sobolev, conforme Grisvard [9].

Abordamos, primeiramente, o caso de espaços de Sobolev sobre Rn e, em seguida, sobre um

subconjunto aberto do Rn. Também expomos alguns resultados relativos a imersões de espaços

de Sobolev, considerando um subconjunto aberto limitado e conexo doRn com fronteira Lipschitz,

tal como em Necas [16].

Sejam s = m + σ, um número real com m sua parte inteira e 0 ≤ σ < 1, a fracionária e p um

número real tal que 1 < p < ∞.

Definição 1.2.1 Denotemos por Ws,p(Rn) o conjunto de todas as distribuições definidas em Rn, tais que

(i) Dαu ∈ Lp(Rn), para |α| ≤ m quando s = m é um inteiro não negativo,
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(ii) u ∈Wm,p(Rn) e, "
Rn×Rn

|Dαu(x) −Dαu(y)|p

|x − y|n+σp dxdy < +∞

para |α| = m se s = m + σ é não negativo e não inteiro.

Como de costume, Lp(Rn) é o espaço de todas as funções mensuráveis u tais que |u|p é integrável

em Rn. Definimos uma norma em Ws,p(Rn) por

‖ u ‖Wm,p(Rn)=

 ∑
|α| ≤m

∫
Rn
|Dαu|pdx


1
p

no caso (i) e, por

‖ u ‖Ws,p(Rn)=

‖ u ‖pWm,p(Rn) +
∑
|α|= m

"
Rn×Rn

|Dαu(x) −Dαu(y)|p

|x − y|n+σp dxdy


1
p

no caso (ii).

Definição 1.2.2 Para s < 0, denotamos por Ws,p(Rn) o espaço dual de W−s,q(Rn), onde 1
p + 1

q = 1.

Quando p = 2, escrevemos Hs(Rn) no lugar de Ws,2(Rn).

Seja Ω um subconjunto aberto do Rn. Agora, desejamos estender as últimas noções com o

objetivo de definir espaços de Sobolev em Ω. Um modo de fazer isso é reproduzir tais definições,

restringindo o domı́nio de integração (substituindo Rn por Ω):

Definição 1.2.3 Denotemos por Ws,p(Ω) o conjunto de todas as distribuições definidas em Ω, tais que

(i) Dαu ∈ Lp(Ω), para |α| ≤ m quando s = m é um inteiro não negativo,

(ii) u ∈Wm,p(Ω) e, "
Ω×Ω

|Dαu(x) −Dαu(y)|p

|x − y|n+σp dxdy < +∞

para |α| = m se s = m + σ é não negativo e não inteiro.

Definimos uma norma em Ws,p(Ω) por

‖ u ‖Wm,p(Ω)=

 ∑
|α| ≤m

∫
Ω

|Dαu|pdx


1
p

no caso (i) e, por

‖ u ‖Ws,p(Ω)=

‖ u ‖pWm,p(Ω) +
∑
|α|= m

"
Ω×Ω

|Dαu(x) −Dαu(y)|p

|x − y|n+σp dxdy


1
p

no caso (ii).
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Definição 1.2.4 Para s > 0, denotemos por W̊s,p(Ω) o fecho de C∞c (Ω) em Ws,p(Ω).

Definição 1.2.5 Para s < 0, denotemos por Ws,p(Ω) o espaço dual de W̊−s,q(Ω) onde 1
p + 1

q = 1.

Teorema 1.2.6 Seja Ω um subconjunto aberto limitado do Rn com fronteira Lipschitz. Então, ∂
∂x j

é um

operador linear contı́nuo de Ws,p(Ω) em Ws−1,p(Ω) a menos que s = 1/p.

Demonstração: Ver [9], Teorema 1.4.4.6.

Antes de enunciar um importante resultado envolvendo imersões entre espaços de espaços de

Sobolev, recordemos que, dados dois espaços de Banach B1 e B2, dizemos que B1 está imerso em

B2 algebricamente e topologicamente, B1 ↪→ B2, se cada elemento de B1 é também um elemento

de B2 e, vale que para todo x ∈ B1, ‖ x ‖B2≤ c ‖ x ‖B1 para alguma constante positiva c.

Teorema 1.2.7 Sejam Ω um aberto limitado conexo de Rn com fronteira Lipschitz, p ≥ 1, kp > n e

denotemos

µ =


= k − n

p , se k − n
p < 1;

< 1, se k − n
p = 1;

= 1 se k − n
p > 1,

Então, Wk,p(Ω) ↪→ C0,µ(Ω).

Demonstração: Ver [16], Teorema 2.3.8.

1.3 Teorema do traço para domı́nios com fronteira Lipschitz

Nesta seção, nos concentramos em uma versão do Teorema do Traço para subconjuntos abertos

limitados do Rn com fronteira Lipschitz, conforme Grisvard [9] e Necas [16].

Para o caso de um subconjunto aberto limitado do Rn com fronteira ∂Ω Lipschitz, então, na

notação da Definição 1.1.1, um vetor normal exterior unitário é dado por

ν(y′, φ(y′)) =
{−∂1φ(y′), ...,−∂n−1φ(y′), 1}√
1 + ∂1φ(y′)2 + ... + ∂n−1φ(y′)2

q.s.

para y′ ∈ V′. Esse campo de vetores pode ser estendido para todo V definindo - o independente-

mente de xn. Usando partição da unidade, definimos um campo de vetores em uma vizinhança

de Ω tal que ν é a normal exterior unitária quase sempre em ∂Ω. Notemos que quando ∂Ω é de

classe Ck,1, ν é um campo de vetores de classe Ck−1,1. Neste ponto, denotemos por γ o operador

γ(u) = u|∂Ω, onde u é uma função suave.
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Teorema 1.3.1 Seja Ω um subconjunto aberto limitado do Rn com fronteira ∂Ω de classe Ck,1. Suponha

que s − 1/p não é um inteiro, s ≤ k + 1, s − 1/p = l + σ, 0 < σ < 1, l um inteiro não negativo. Então, a

aplicação

u 7→
{
γu, γ

∂u
∂ν
, ..., γ

∂lu
∂νl

}
,

definida para u ∈ Ck,1(Ω), tem uma única extensão contı́nua como um operador de

Ws,p(Ω) em
l∏

j=0

Ws− j−1/p,p(∂Ω).

Demonstração: Ver [9], Teorema 1.5.1.2.

Teorema 1.3.2 Seja Ω um subconjunto aberto limitado do Rn com fronteira ∂Ω Lipschitz. Então, a

aplicação u 7→ γu, que está definida para u ∈ C0,1(Ω), tem uma única extensão contı́nua como um operador

de W1,p(Ω) em W1,1−1/p(∂Ω).

Demonstração: Ver [9], Teorema 1.5.1.3.

Teorema 1.3.3 Sejam Ω um subconjunto aberto limitado de Rn com fronteira Lipschitz, p ≥ 1, kp <

n, 1/q = 1/p− (1/(n− 1))× (kp− 1)/p. Então, existe exatamente uma aplicação γ : Wk,p(Ω)→ Lq(∂Ω) tal

que se u ∈ C∞(Ω), γu = u.

Demonstração: Ver [16], Teorema 2.4.7.

1.4 Problemas de segunda ordem em domı́nios convexos

Esta seção traz um resultado muito útil em Grisvard [9] acerca da sobrejetividade de (A + λ),

onde A é um operador diferencial com determinadas propriedades convenientes e λ > 0.

No que segue, vamos considerar Ω um subconjunto aberto, limitado e convexo de Rn e um

operador A dado por

Au =

n∑
i, j

∂i(ai j∂ ju)

com ai j = a ji ∈ C0,1(Ω). Supomos que −A é fortemente elı́ptico, ou seja, existe α > 0 tal que

n∑
i, j

ai j(x)ξiξ j ≤ −α|ξ|
2

para todo x ∈ Ω e ξ ∈ Rn.
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Lema 1.4.1 Se Ω é um subconjunto aberto, limitado e convexo de Rn, então Ω tem fronteira Lipschitz.

Demonstração: Ver [9], Corolário 1.2.2.3.

Teorema 1.4.2 Seja Ω um subconjunto aberto, limitado e convexo do Rn. Então, para cada f ∈ L2(Ω) e

para cada λ > 0, existe uma única u ∈ H2(Ω) que é solução de

−

n∑
i, j

∫
Ω

ai j∂iu∂ jvdx + λ

∫
Ω

uvdx =

∫
Ω

f vdx (1.1)

para todo v ∈ H1(Ω).

Demonstração: Ver [9], Teorema 3.2.1.3.

A identidade (1.1) é a forma fraca do problema de Neumann para a equação

Au + λu = f em Ω

juntamente com a condição de fronteira

n∑
i, j

νiγ(ai j∂ ju) = 0 q.s. em ∂Ω

uma vez que ∂Ω é Lipschitz e ai j∂ ju ∈ H1(Ω).

1.5 Convergência forte, fraca, fraca* e em média

Nesta seção, recordamos alguns tipos de convergência de sequências em espaços de Banach

e introduzimos a noção de convergência para a média segundo Cioranescu e Donato [7]. Esta

última, em particular, mostrou - se essencial no estudo realizado neste trabalho.

Sejam (X, ‖ · ‖) um espaço de Banach e X
′

seu espaço dual topológico, ou seja, o conjunto das

aplicações lineares e contı́nuas de X emR. Seja x′ ∈ X′. Vamos denotar por < x′, x >X′,X a imagem

x′(x) de x ∈ X. Recordamos que

Definição 1.5.1 Uma sequência {xn} ∈ X converge fortemente para x se e, somente se,

‖ xn − x ‖→ 0.

Definição 1.5.2 Uma sequência {xn} ∈ X converge fracamente para x se e, somente se,

∀x′ ∈ X′, < x′, xn >X′,X→< x′, x >X′,X .

A notação para convergência fraca é xn ⇀ x em X.
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Definição 1.5.3 Uma sequência {x′n} ∈ X′ converge fracamente* para x′ se e, somente se,

< x′n, x >X′,X→< x′, x >X′,X,∀x ∈ X.

A notação para a convergência fraca* é x′n ⇀ x′ fraco* em X′.

Exemplo 1.5.4 Se Ω é um subconjunto aberto, limitado do Rn, uma vez que [L1(Ω)]′ = L∞(Ω), un ⇀ u

fracamente* em L∞(Ω) é equivalente à∫
Ω

unϕdx→
∫

Ω

uϕdx, ∀ϕ ∈ L1(Ω).

A seguir, vamos denotar por Y o intervalo em Rn definido por

Y =]0, l1[× · · · ×]0, ln[,

onde l1, ..., ln são números positivos dados.

Definição 1.5.5 Sejam Y como acima e f uma função definida quase sempre emRn. A função f é chamada

Y - periódica se, e somente se,

f (x + kliei) = f (x) q.s. emRn, ∀k ∈ Z, ∀i ∈ {1, ...,n},

onde {e1, ..., en} é a base canônica do Rn.

Definição 1.5.6 Sejam Ω um subconjunto aberto, limitado doRn e f uma função em L1(Ω). O valor médio

de f em Ω é o número real MΩ( f ) dado por

MΩ( f ) =
1
|Ω|

∫
Ω

f (y)dy.

Teorema 1.5.7 Sejam 1 ≤ p ≤ +∞ e f uma função Y - periódica em Lp(Y). Estabeleçamos

fε(x) = f
(x
ε

)
q.s. emRn.

Então, se p < +∞,

fε ⇀ MY( f ) =
1
|Y|

∫
Y

f (y)dy fracamente em Lp(ω), quando ε→ 0

para qualquer subconjunto aberto limitado ω de Rn.

Se p = ∞,

fε ⇀ MY( f ) =
1
|Y|

∫
Y

f (y)dy fracamente* em L∞(Rn), quando ε→ 0.

Demonstração: Ver [7], Teorema 2.6.

Observação 1.5.8 A segunda afirmação do Teorema 1.5.7 também é válida se substituirmos Rn por um

subconjunto aberto, limitado ω de Rn.
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1.6 Diferenciabilidade

No que segue, relembramos as noções de diferenciabilidade de Gateaux e de Fréchet, conforme

Rall [19].

Definição 1.6.1 Sejam X, Y espaços de Banach, O ⊂ X aberto, f : O→ Y, p ∈ O,

(i) f é Gateaux diferenciável (ou G - diferenciável) em p com G - derivada δ f (p, ·) : X→ Y se, para cada

q ∈ X,

lim
t→ 0∈R

f (p + tq) − f (p) − tδ f (p, q)
t

= 0.

(ii) f é Fréchet diferenciável (ou F - diferenciável) em p com F - derivada f
′

(p) : X → Y se f
′

(p) é um

operador linear limitado e

lim
q→ 0∈X

‖ f (p + q) − f (p) − f
′

(p)q ‖
‖ q ‖

= 0.

Proposição 1.6.2 Sejam X e Y espaços normados e f : X → Y. Suponhamos que a derivada de Gateaux

de f , δ f : X→ L(X,Y) e δ f seja contı́nua em x. Então, existe a derivada de Fréchet f
′

e é contı́nua em x.

Demonstração: Ver [19], Proposição 2.8.

1.7 Teorema da Função Implı́cita

Nesta seção, recordamos o Teorema da Função Implı́cita como enunciado em Loomis e Stern-

berg [14].

Teorema 1.7.1 Sejam V, W e X espaços de Banach, A×B um subconjunto aberto de V×W e G : A×B→ X

uma aplicação contı́nua com ∂G
∂β também contı́nua, β ∈ B. Suponha que (α, β) ∈ A× B é tal que G(α, β) = 0

e ∂G
∂β (α, β) é inversı́vel. Então, existem bolas abertas, M e N, em torno de α e β, respectivamente, tais que

para cada ξ ∈ M, existe único η ∈ N satisfazendo G(ξ, η) = 0. A função F unicamente definida próximo à

(α, β) pela condição G(ξ,F(ξ)) = 0 é contı́nua.

Demonstração: Ver [14], capı́tulo 4, Teorema 9.3.

1.8 Cálculo diferencial de perturbações de contorno
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Descrevemos a seguir um método desenvolvido por Daniel Henry em [12] para tratar proble-

mas de variação de contorno, segundo o qual a variável independente é o domı́nio. Além disso,

expomos alguns resultados relacionados importantes para o trabalho.

Consideremos um operador diferencial linear matricial formal:

Lu(x) = (u(x),
∂u
∂x1

(x), ...,
∂u
∂xn

(x),
∂2u
∂x2

1

(x), ...), x ∈ Rn,

com a quantidade de termos que for necessária. Dada uma função f de várias variáveis, podemos

definir um operador diferencial não linear formal por

v(x) = f (x,Lu(x)), x ∈ Rn.

Mais precisamente, suponhamos que L(u)(·) assume valores em Rp e f (x, λ) está definida para

(x, λ) em algum aberto G de Rn
×Rp. Para subconjuntos Ω ⊂ Rn, definimos FΩ por

FΩ(u)(x) = f (x,Lu(x))

para funções u suficientemente suaves em Ω tais que (x,Lu(x)) ∈ G para todo x ∈ Ω. Por exemplo,

se f é contı́nua, Ω é limitado e L envolve derivadas de ordem ≤ m, então FΩ está definida em um

aberto de Cm(Ω) (talvez vazio) com valores em C0(Ω).

Seja h : Ω→ Rn um mergulho de classe Cm, isto é, um difeomorfismo sobre a sua imagem h(Ω)

de classe Cm. Definimos a composição ou pull - back h∗ de h por:

h∗u(x) = u ◦ h(x) = u(h(x)), x ∈ Ω,

onde u é uma função definida em h(Ω).

Proposição 1.8.1 1 A aplicação

h∗ : Cm(h(Ω)) → Cm(Ω)

u 7→ u ◦ h

é um isomorfismo com inversa h∗−1 = (h−1)∗.

A mesma proposição é válida em outros espaços de função como, por exemplo, espaços de Sobolev.

Para um tal mergulho h de uma região limitada Ω, Fh(Ω) tem um domı́nio aberto D(Fh(Ω)) ⊂

Cm(h(Ω)) e,

1Ver Pereira, M. C. (2001). Aplicações do Teorema de Transversalidade à genericidade em alguns problemas de

contorno elı́ptico. Dissertação. Instituto de Matemática e Estatı́stica, Universidade de São Paulo, 2001.
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Fh(Ω) : D(Fh(Ω)) ⊂ Cm(h(Ω))→ C0(h(Ω))

é o que denominamos de forma Euleriana do operador diferencial não - linear formal v 7→ f (·,Lv(·))

em h(Ω), enquanto

h∗Fh(Ω)h∗−1 : h∗D(Fh(Ω)) ⊂ Cm(Ω)→ C0(Ω)

é a forma Lagrangeana do mesmo operador diferencial não - linear formal. Iguais termos são

empregados relativamente a outros espaços de funções.

A forma Euleriana é frequentemente mais natural e simples para fazer cálculos, a forma

Lagrangeana é usada para provar teoremas. De fato, ambas são utilizadas e são, essencialmente,

equivalentes. A vantagem da forma Lagrangeana é que ela atua em espaços que não dependem de

h, facilitando o uso de teoremas, por exemplo, o Teorema da Função Implı́cita. Agora, precisamos

garantir a diferenciabilidade de

(h,u) 7→ h∗Fh(Ω)h∗−1(u)

e calcular suas derivadas em relação a h. Como h∗ é linear, a diferenciabilidade em u não é um

problema.

Proposição 1.8.2 2 Dada uma região Ω ⊂ Rn aberta, limitada, de classe Cm, temos que

Di f f m(Ω) =

{
h ∈ Cm(Ω,Rn); h é injetora e

1
|Jh|

é limitado em Ω

}
é um subconjunto aberto de Cm(Ω,Rn), sendo Jh o determinante da matriz jacobiana de h.

Uma topologia pode ser introduzida na coleção de regiões {h(Ω); h ∈ Di f f m(Ω)}, definindo

uma sub - base das vizinhaças de um dado Ω por

{ h(Ω); ‖ h − iΩ ‖Cm(Ω,Rn)< ε, ε > 0 suficientemente pequeno }

onde iΩ é a aplicação inclusão. É conhecido que tal topologia é metrizável.3

Para v = h∗−1u, y = h(x), x ∈ Ω,

h∗Fh(Ω)h∗−1u(x) = Fh(Ω)v(h(x)) = f (y,Lv(y)) = f (h(x), h∗Lh∗−1u(x)).

2Ver Pereira, M. C. (2001). Aplicações do Teorema de Transversalidade à genericidade em alguns problemas de

contorno elı́ptico. Dissertação. Instituto de Matemática e Estatı́stica, Universidade de São Paulo, 2001.
3Ver Micheletti A. M. (1972). Perturbazione dello spectro dell operatore di laplace in relazione ad una variazone del

campo. Annali della Scuola Normale Superiore di Pisa 26, 151-169.
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Um operador diferencial constante tı́pico é

(
∂
∂y

)α
=

n∏
i=1

(
∂
∂yi

)αi

sendo α = (α1, ..., αn), αi inteiro não negativo. Pela regra da cadeia,

(
h∗
∂
∂yi

h∗−1u
)

(x) =
∂
∂yi

(u ◦ h−1)(h(x))

=

n∑
j=1

∂u
∂x j

(h−1(y))
∂(h−1) j

∂yi
(h(x))

=

n∑
j=1

∂u
∂x j

(x)(h−1
x ) ji(x) (1.2)

donde,

h∗
(
∂
∂y

)α
h∗−1u(x) =

(
∂
∂y

)α
v(y) =

n∏
i=1

 n∑
j=1

(h−1
x ) ji

∂
∂x j


αi

u(x).

Então, se f é Ck ou analı́tica em G,

F : Cm(Ω) ×Di f f m
→ C0(Ω)

(u, h) 7→ h∗Fh(Ω)h∗−1(u) = f (h(·), h∗Lh∗−1u)

é Ck ou analı́tica, respectivamente, em seu domı́nio de definição. Outros espaços de funções

podem ser empregados e os resultados de suavidade são basicamente os mesmos.

Frequentemente, quando empregamos esse metódo, faz - se necessário calcular o determinante

da matriz jacobiana do difeormorfismo h : ∂Ω → ∂h(Ω), denotado por J∂Ωh. Vejamos a seguir

como este cálculo pode ser feito.

Mais geralmente, sejam M = ∂Ω e N = h(∂Ω), ambos de dimensão n − 1. Se f é uma função

em N a R, ∫
N

f (y) dωN =

∫
M

f (h(x)) J∂Ωh dωM,

sendo dω{·} o elemento de volume em M ou em N e J∂Ωh representa a correção do fator de volume.

Por outro lado, ∫
N

f (y) dωN =

∫
M

f (h(x))h∗dωN.

Assim, se p ∈M,

(h∗dωN)(p) = J∂Ωh(p)dωM(p). (1.3)
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Seja {e1, · · ·, en−1} uma base ortonormal de TpM, o espaço tangente a p em M. Usando (1.3),

(h∗dωN)(p)(e1, · · ·, en−1) = J∂Ωh(p)dωM(p)(e1, · · ·, en−1) = J∂Ωh(p).

Agora,

(h∗dωN)(p)(e1, · · ·, en−1) = dωN(h(p))(h∗e1, · · ·, h∗en−1) = det



Dhpe1
...

Dhpen−1

Nq


,

com q = h(p) e Nq o vetor normal a q em N. Observemos que Nq =
(h∗−1)tNp

‖ (h∗−1)tNp ‖
, pois se { f1, · · ·, fn−1} é

uma base ortonormal de TqN, o espaço tangente a q em N,

< (h∗−1)tNp, fi >=< Np, h∗−1 fi >= 0, ∀i = 1, · · ·,n − 1,

uma vez que h leva um espaço tangente no outro. Daı́, encontramos uma expressão muito útil

para J∂Ωh:

J∂Ωh(p) = det



Dhpe1
...

Dhpen−1
(h∗−1)tNp

‖ (h∗−1)tNp ‖


. (1.4)

1.9 Operadores simétricos e auto - adjuntos

No que segue, fazemos um breve apanhado sobre operadores simétricos e auto - adjuntos,

segundo Teschl [21] e alguns outros resultados importantes para os nossos objetivos.

Sejam (X, ‖ · ‖X) e (Y, ‖ · ‖Y) espaços de Banach sobre um corpo K (K = R ou K = C).

Escreveremos L(X,Y) para o conjunto de operadores lineares contı́nuos de X em Y com a norma

‖ A ‖L(X,Y)= sup
‖x‖X = 1

‖ Ax ‖Y .

No caso em que X = Y, denotamos simplesmente L(X).

Definição 1.9.1 Seja (H, <, >) um espaço de Hilbert. Um operador linear A em H é uma aplicação linear

A : D(A)→ H

onde D(A) é um subconjunto de H denominado domı́nio de A. Denotamos por R(A) = {y ∈ H ; ∃ x ∈

D(A) tal que Ax = y} o conjunto imagem de A. A é dito densamente definido quando D(A) é denso em H.
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Definição 1.9.2 Um operador linear A é dito simétrico se

< Ax, y >=< x,Ay >, ∀x, y ∈ D(A).

Definição 1.9.3 O operador adjunto A∗ de um operador linear densamente definido A é dado por

D(A∗) = {x ∈ H : ∃ x∗ ∈ H tal que < x,Ay >=< x∗, y >,∀y ∈ D(A)}, A∗(x) = x∗.

Notemos que para os operadores simétricos vale que A ⊂ A∗.

Definição 1.9.4 Um operador linear A é dito auto - adjunto se A = A∗.

Corolário 1.9.5 Se A é um operador simétrico em um espaço de Hilbert H tal que R(A) = H, então A é

auto - adjunto.

Demonstração: Ver [20] , Corolário 3.12.

Lema 1.9.6 Sejam Z ⊂ W ⊂ Z∗ espaços de Hilbert reais e a uma forma bilinear, contı́nua, simétrica

e coerciva em Z × Z. Então, o operador A definido por a, A : Z → Z∗, u ∈ Z 7→ Au ∈ Z∗ tal que

(Au)(v) = a(u, v),∀v ∈ Z, é simétrico.

Demonstração:

Afirmamos que a aplicação <<,>>: Z∗×Z∗ → R dada por << φ,ψ >>= ψ(A−1φ) é um produto

interno em Z∗. Observamos <<,>> está bem definida pois se a é coerciva, então A é injetor e, do

Lema de Lax - Milgram, segue que A é sobrejetor.

Com efeito,

i) Sejam α, β ∈ R e φ,ϕ, ψ ∈ Z∗, então << αφ + βϕ,ψ >>= ψ(A−1(αφ + βϕ)) = ψ(αA−1(φ) +

βA−1(ϕ)) = αψ(A−1(φ)) + βψ(A−1(ϕ)) = α << φ,ψ >> +β << ϕ,ψ >> . E, << φ, αϕ + βψ >>=

(αϕ + βψ)(A−1φ) = αϕ(A−1φ) + βψ(A−1φ) >>= α << φ,ϕ >> +β << φ,ψ >>. Segue a

bilinearidade de <<,>>.

ii) Sejam φ,ψ ∈ Z∗ e z, z̃ ∈ Z tais que A(z) = φ e A(z̃) = ψ. Temos, por um lado, << φ,ψ >>=

ψ(A−1φ) = ψ(z) = (Az̃)(z) = a(z̃, z). Por outro,<< ψ,φ >>= φ(A−1ψ) = φ(z̃) = (Az)(z̃) = a(z, z̃).

Como a é simétrico, por hipótese, << φ,ψ >>= a(z̃, z) = a(z, z̃) =<< ψ,φ >>. Assim,

provamos a simetria de <<,>>.

iii) Sejam φ ∈ Z∗ e z ∈ Z com A(z) = φ, então << φ,φ >>≥ 0 ⇐⇒ φ(A−1φ) ≥ 0 ⇐⇒ (Az)(z) ≥

0 ⇐⇒ a(z, z) ≥ 0, o que é verdadeiro devido a coercividade de a. Além disso, << φ,φ >>=

0 ⇐⇒ φ(A−1φ) = 0 ⇐⇒ (Az)(z) = 0 ⇐⇒ a(z, z) = 0 ⇐⇒ z = 0, novamente devido a

coercividade de a.
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Finalmente, se u, v ∈ Z,

<< Au, v >> = v(A−1(Au))

= (A(A−1v))(u)

= a(A−1v,u)

= a(u,A−1v)

= (Au)(A−1v)

= << v,Au >> .

E, constatamos que A é simétrico com relação a este produto interno.

�

Lema 1.9.7 Seja X um espaço normado. Suponha que {Tn}n∈N é uma famı́lia de operadores limitados

convergindo para um operador T em L(X) e que Tn e T admitem inversas para todo n ∈ N. Se T−1
n e T−1

são limitados para todo n ∈N, então T−1
n converge para T−1 em L(X).

Demonstração:

Basta escrever T−1
n − T−1 = T−1

n (T − Tn)T−1.

�

Definição 1.9.8 Seja T um operador densamente definido e fechado. O conjunto resolvente de T, ρ(T), é o

conjunto de λ ∈ C para os quais o chamado operador resolvente de T em λ, RT(λ) = (T − λI)−1, existe e é

limitado.

Definição 1.9.9 O complemento do conjunto resolvente de T é dito o espectro de T, σ(T).

Lema 1.9.10 Suponha que X é um espaço normado, {Tn}n∈N e T são operadores tais que para um certo

λ0, (Tn − λ0I)−1
→ (T − λ0I)−1 em L(X). Então, (Tn − λI)−1

→ (T − λI)−1 em L(X), para todo

λ ∈ ρ(T) ∩ {∩ρ(Tn) : n ∈N}.

Demonstração:

Seja λ ∈ ρ(T) ∩ {∩ρ(Tn) : n ∈N}, podemos escrever, somando e subtraindo λ0:

(T − λI)−1 = (T − λ0I)−1(I + (λ0 − λ)(T − λ0I)−1)−1
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desde que o inverso acima exista. Se |λ0 − λ| ‖ (T − λ0I)−1
‖< 1 ⇔ |λ0 − λ| < 1

‖(T−λ0I)−1‖
, existe o

inverso de (I+(λ0−λ)(T−λ0I)−1) . Vale observarmos que (I+(λ0−λ)(T−λ0I)−1) = (T−λI)(T−λ0I)−1,

que é inversı́vel por hipótese.

Analogamente,

(Tn − λI)−1 = (Tn − λ0I)−1(I + (λ0 − λ)(Tn − λ0I)−1)−1

para |λ0 − λ| < 1
‖(Tn−λ0I)−1‖

.

Segue que,

(Tn − λI)−1
− (T − λI)−1 = (Tn − λ0I)−1(I + (λ0 − λ)(Tn − λ0I)−1)−1

− (T − λ0I)−1(I + (λ0 − λ)(T − λ0I)−1)−1

= ((Tn − λ0I)−1
− (T − λ0I)−1)(I + (λ0 − λ)(T − λ0I)−1)−1

+ (Tn − λ0I)−1((I + (λ0 − λ)(Tn − λ0I)−1)−1
− (I + (λ0 − λ)(T − λ0I)−1)−1)

Desta forma, fica explı́cita a convergência dos resolventes em λ, uma vez que, (I + (λ0 −

λ)(Tn − λ0I)−1), (I + (λ0 − λ)(T − λ0I)−1) e seus respectivos inversos são operadores limitados e,

por hipótese, (Tn − λ0I)−1
→ (T − λ0I)−1, donde pelo Lema 1.9.7, (I + (λ0 − λ)(Tn − λ0I)−1)−1

→

(I + (λ0 − λ)(T − λ0I)−1)−1.

�

Teorema 1.9.11 Seja T um operador fechado inversı́vel em X. Então, o espectro estendido de T (espectro

interpretado como um subconjunto do plano complexo estendido) e o espectro estendido de seu inverso T−1

são mapeados um sobre o outro através da aplicação no plano complexo estendido z 7→ z−1.

Demonstração: Ver [13], Teorema 3.6.15.

Lema 1.9.12 Sejam X, Y espaços de Banach e Tn : X → Y uma sequência de operadores lineares conver-

gindo fortemente para o operador linear T : X → Y. Suponha que X1 ⊂ X é um espaço de Banach com

inclusão i : X1 ↪→ X compacta. Sejam T̃n = Tn ◦ i e T̃ = T ◦ i. Então, T̃n → T̃ uniformemente para x em

um subconjunto limitado de X1 (ou seja, na norma de B(X1,Y), o espaço dos operadores lineares limitados

de X1 em Y).

Demonstração: Ver [18], Lema 4.5.

Suponha que RTn(λ) e RT(λ) denotam, respectivamente, os resolventes de uma famı́lia de

operadores Tn e o resolvente de um operador T no ponto λ. A seguinte identidade:
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RTn(λ) − RT(λ) = (1 + (λ − λ0)RTn(λ))(RTn(λ0) − RT(λ0))(1 + (λ − λ0)RT(λ)) (1.5)

é uma consequência muito útil da primeira equação do resolvente aplicada a cada um desses

operadores, a saber:

RS(λ1) − RS(λ2) = (λ1 − λ2)RS(λ1)RS(λ2).

Com efeito,

RTn(λ) − RT(λ) = (1 + (λ − λ0)RTn(λ))(RTn(λ0) − RT(λ0))(1 + (λ − λ0)RT(λ))

⇔

RTn(λ)−RT(λ) = (1+(λ−λ0)RTn(λ))RTn(λ0)(1+(λ−λ0)RT(λ))−(1+(λ−λ0)RTn(λ))RT(λ0)(1+(λ−λ0)RT(λ))

⇔

RTn(λ)−RT(λ) = (RTn(λ0)+(RTn(λ)−RTn(λ0)))(1+(λ−λ0)RT(λ))−(1+(λ−λ0)RTn(λ))(RT(λ0)+(RT(λ)−RT(λ0)))

⇔

RTn(λ) − RT(λ) = RTn(λ)(1 + (λ − λ0)RT(λ)) − (1 + (λ − λ0)RTn(λ))RT(λ)

⇔

RTn(λ) − RT(λ) = RTn(λ) − RT(λ).

1.9.1 Convergência no sentido do resolvente de operadores auto - adjuntos

Nesta subseção, apresentamos o importante conceito de convergência em termos do resolvente

para operadores auto - adjuntos e sua principal consequência para os nossos intuitos. Para tal

assunto, recorremos a Oliveira [17] e Teschl [21].

Definição 1.9.13 Sejam An e A operadores auto - adjuntos. Dizemos que

i) An converge para A no sentido da norma do resolvente se limn→∞ RAn(λ) = RA(λ) e,
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ii) An converge para A no sentido forte do resolvente se D(RA(λ)) ⊆ D(RAn(λ)) e RAn(λ)[x]→ RA(λ)[x]

quando n→∞,

para todo λ ∈ (ρ(A)) ∩ (∩n∈Nρ(An)).

Proposição 1.9.14 Se An converge para A no sentido forte ou no sentido da norma do resolvente para

algum λ0 ∈ (ρ(A)) ∩ (∩n∈Nρ(An)), então o mesmo vale para todo λ ∈ (ρ(A)) ∩ (∩n∈Nρ(An)).

Demonstração: Ver [21], Corolário 6.32.

Observação 1.9.15 Vale comentar que a última proposição segue diretamente da identidade (1.5).

Teorema 1.9.16 Suponha que An e A são operadores auto - adjuntos. Se An converge para A no sentido forte

do resolvente, então σ(A) ⊆ limn→∞ σ(An). Se An converge para A no sentido da norma do resolvente, então

σ(A) = limn→∞ σ(An), isto é, se s0 ∈ σ(A), então existe uma sequência sn com sn → s0 e sn ∈ σ(An), ∀n.

Demonstração: Ver [21], Teorema 6.38.

1.9.2 Perturbação de operadores auto - adjuntos

Nesta subseção, expomos um resultado muito útil sobre perturbação de operadores auto -

adjuntos, encontrado em Teschl [21].

Definição 1.9.17 Um operador B é dito A - limitado ou relativamente limitado com respeito à A se

D(A) ⊂ D(B) e existem constantes a, b ≥ 0 tais que

‖ Bx ‖ ≤ a ‖ Ax ‖ + b ‖ x ‖, x ∈ D(A).

O ı́nfimo das constantes a para as quais existe uma constante b tal que a desigualdade vale é chamado de A

- limitação de B.

Teorema 1.9.18 Suponha que A é um operador auto - adjunto e B é um operador simétrico com A - limitação

menor do que 1. Então, A + B, D(A + B) = D(A), é auto - adjunto.

Demonstração: Ver [21], Teorema 6.4.

1.10 Convergência generalizada de operadores fechados
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No que segue, introduzimos a noção de “gap” conforme Kato [13], que é utilizada para a

obtenção de resultados de convergência de partes finitas do espectro.

Sejam (X, || · ||) um espaço normado, x ∈ X e S ⊂ X, um subconjunto. Denotaremos por d(x,S) a

distância de x a S: d(x,S) = infy∈S ‖ x − y ‖. Recordemos que

Definição 1.10.1 Sejam X e Y espaços normados. Um operador T de X em Y é dito fechado se o seu gráfico

G(T) é um subconjunto fechado de X × Y.

Definição 1.10.2 Sejam X e Y espaços de Banach, T e S operadores fechados de X em Y. Estabelecemos,

δ(T,S) = δ(G(T),G(S)) = sup
(x,y)∈SG(T)

d((x, y),G(s))

δ̂(T,S) = δ̂(G(T),G(S)) = max[δ(T,S), δ(S,T)] (1.6)

onde SG(T) denota a esfera unitária de G(T). δ̂ será denominado o “gap” entre T e S.

Por vezes, o espectro de um operador fechado T, σ(T), contém uma parte limitada σ1(T)

separada do restante, σ2(T), de tal modo que uma curva fechada, simples e retificável Γ (ou, mais

geralmente, um número finito delas) pode ser desenhada de forma a envolver um subconjunto

aberto contendo σ1(T) em seu interior e, σ2(T), em seu exterior. Sejam P1(T) e P2(T) as projeções

associadas a tais conjuntos, respectivamente,

P1(T) = −
1

2πi

∫
Γ

(ζ − T)−1dζ, P2(T) = I − P1(T).

Chamemos X1(T) = P1(T)X e X2(T) = P2(T)X = (I − P1(T))X. Então, existe uma decomposição de

T de acordo com a decomposição do espaço X, X = X1(T) ⊕ X2(T), e vale que σ(T|X1(T)) = σ1(T)

e σ(T|X2(T)) = σ2(T). O próximo teorema nos traz uma noção de continuidade dessas partes do

espectro sob determinadas hipóteses.

Teorema 1.10.3 Seja T um operador fechado em X e suponhamos que seu espectro σ(T) está dividido em

duas partes σ1(T) e σ2(T) por uma curva Γ fechada simples retificável (ou um número finito delas) de tal modo

que Γ envolve um aberto contendo σ1(T) em seu interior e σ2(T) está em seu exterior. Seja X = X1(T)⊕X2(T)

a correspondente decomposição do espaço X.Então, existe um δ dependendo de T e de Γ com as seguintes

propriedades: qualquer S operador fechado em X com δ̂(S,T) < δ possui espectro σ(S) separado por Γ em

duas partes σ1(S) e σ2(S). Na decomposição associada, X = X1(S) ⊕ X2(S), X1(S) e X2(S) são isomorfos,

respectivamente, à X1(T) e X2(T). Em particular, dimX1(S) = dimX1(T), dimX2(S) = dimX2(T) e ambos,

σ1(S) e σ2(S) são não vazios se o mesmo é válido para T.

Demonstração: Ver [13], Teorema 3.16, capı́tulo IV.
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1.11 Pares de projeções

Descrevemos nesta seção um resultado em Kato [13] que permite comparar as imagens de uma

famı́lia de projeções.

Como é conhecido, uma projeção em um espaço normado (X, || · ||) é um operador limitado P

em X tal que P2 = P.

Lema 1.11.1 Seja P(t) uma projeção dependendo continuamente de um parâmetro t, o qual varia numa

região conexa de números reais ou complexos. Então, as imagens P(t)X para diferentes valores de t são

isomorfas entre si. Em particular, dimP(t)X é constante.

Demonstração: Ver [13], Lema 4.10, capı́tulo I.

1.12 Operadores setoriais e semigrupos analı́ticos

Esta seção é dedicada aos operadores setoriais, semigrupos analı́ticos gerados por esta classe

de operadores e alguns conceitos como de invariância sob a ação de um semigrupo, equilı́brio,

atrator global e semigrupo assintoticamente compacto. Seguimos de perto Hale [10] e Henry [11].

Definição 1.12.1 Seja X um espaço de Banach. Uma famı́lia de operadores T(t, x) : X → X, t ≥ 0 é dita

um Cr - semigrupo não - linear, r ≥ 0, se as seguintes hipóteses são satisfeitas:

(i) T(0, x) = I(x),

(ii) T(s + t, x) = T(t, x) ◦ T(s, x), t ≥ 0 e s ≥ 0,

(iii) T(t, x) é contı́nua em t e em x e, suas derivadas de Fréchet com respeito à x até a ordem r também são

contı́nuas para (t, x) ∈ [0,∞) × X.

Definição 1.12.2 Seja B um subconjunto de X. A órbita positiva de um semigrupo T(t, x) por B, γ+(B), é

definida por γ+(B) = {T(t, x)B ; t ≥ 0}.

Definição 1.12.3 Sejam B e C subconjuntos de X. Dizemos que B atrai C sob a ação do semigrupo T(t, x)

se limt→∞ distH(T(t, x)C,B) = 0. Se existir um t0 ≥ 0 tal que T(t, x)C ⊂ B para todo t ≥ t0, dizemos que B

absorve C.
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Definição 1.12.4 Dizemos que um subconjunto B de X é invariante (positivamente invariante) sob a ação

de um semigrupo T(t, x) se T(t, x)B = B para t ≥ 0 (T(t, x)B ⊂ B). Um conjunto invariante unitário

corresponde a um ponto de equilı́brio de T(t, x), isto é, um ponto x ∈ X tal que T(t, x)x = x para todo t ≥ 0.

Definição 1.12.5 Um ponto de equilı́brio x é dito hiperbólico se o espectro σ(DxT(t, x)x) para cada t > 0

não intercepta o cı́rculo unitário centrado na origem em C.

Definição 1.12.6 Um conjunto invariante compacto A é dito um conjunto invariante compacto maximal

se todo conjunto invariante compacto de T(t, x) está contido em A. Um conjunto invariante compacto

maximal A é dito ser um atrator global se A atrai cada subconjunto limitado B ⊂ X.

Definição 1.12.7 Um semigrupo T(t, x) é dito assintoticamente compacto se para qualquer subconjunto

não - vazio, fechado e limitado B ⊂ X, para o qual T(t, x)B ⊂ B, t ≥ 0, existe um conjunto compacto J ⊂ B

que atrai B.

Definição 1.12.8 Um operador linear A em um espaço de Banach X é dito um operador setorial se é um

operador densamente definido, fechado e tal que para alguns φ ∈ (0, π2 ), M ≥ 1 e algum número real a, o

setor:

Sa,φ = {λ ∈ C |φ ≤ | arg(λ − a) | ≤ π, λ , a }

está contido no resolvente de A e vale a desigualdade

‖ (λI − A)−1
‖ ≤

M
| λ − a |

,∀λ ∈ Sa,φ.

Seguem alguns exemplos de operadores setoriais:

Exemplo 1.12.9 Seja A um operador linear limitado em um espaço de Banach X. Então, A é setorial.

Exemplo 1.12.10 Seja A um operador densamente definido em um espaço de Hilbert (H, <, >), limitado

inferiormente e auto - adjunto. Então, A é setorial.

Definição 1.12.11 Um semigrupo linear analı́tico em um espaço de Banach X é uma famı́lia de operadores

lineares contı́nuos em X, {T(t)}t≥ 0, satisfazendo:

(i) T(0) = I, T(t) ◦ T(s) = T(t + s), para t ≥ 0 e s ≥ 0,

(ii) T(t)x→ x quando t→ 0+, para cada x ∈ X,

(iii) A aplicação t→ T(t)x é real analı́tica em 0 < t < ∞, para cada x ∈ X.
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Definição 1.12.12 O gerador infinitesimal L do semigrupo T(t) é definido por

Lx = lim
t→0+

1
t

(T(t)x − x),

sendo D(L) o conjunto dos x ∈ X para os quais tal limite existe em X.

Observação 1.12.13 É usual denotar T(t) = eLt.

Teorema 1.12.14 Se A é um operador setorial, então -A é o gerador infinitesimal de um semigrupo analı́tico

{e−At
}t≥ 0, onde

e−At =
1

2πi

∫
Γ

(λI + A)−1eλtdλ,

sendo Γ um contorno em ρ(−A) com arg(λ)→ ±θ quando | λ |→ ∞ para algum θ ∈ (π2 , π).

Além disso, e−At pode ser estendido analiticamente a um setor { t ∈ C \ {0} | | arg(t) |< ε } contendo o

eixo real positivo e se<(σ(A)) > a, isto é,<(λ) > a sempre que λ ∈ σ(A), então para t > 0 :

‖ e−At
‖ ≤ C1e−at e ‖ Ae−At

‖ ≤
C2

t
e−at,

sendo C1 > 0 e C2 > 0 constantes dadas por

C1 =
M
2π

∫
Γ

| eµ |
| dµ |
| µ |

e,

C2 =
1 + M

2π

∫
Γ

| eµ | | dµ |,

onde M é a constante que aparece na Definição 1.12.8.

Finalmente, d
dt e
−At = −Ae−At para t > 0.

Demonstração: Ver [11], Teorema 1.3.4.

1.13 Potências fracionárias de operadores setoriais

Nesta seção, definimos as potências fracionárias de operadores setoriais como em Henry [11]

e apresentamos suas principais propriedades.

Definição 1.13.1 Seja A um operador setorial com<(σ(A)) > 0, então para qualquer α > 0, definimos:

A−α =
1

Γ(α)

∫ +∞

0
tα−1e−Atdt,

onde Γ denota a função Gama dada por Γ(α) =
∫
∞

0 xα−1e−xdx.
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Teorema 1.13.2 Se A é um operador setorial em X com <(σ(A)) > 0, então para qualquer α > 0, A−α é

um operador linear limitado em X, injetor, que satisfaz A−αA−β = A−(α+β) sempre que α > 0, β > 0. Além

disso, se 0 < α < 1,

A−α =
sin(πα)
π

∫ +∞

0
λ−α(λI + A)−1dλ.

Demonstração: Ver [11], Teorema 1.4.2.

Definição 1.13.3 Seja A como no Teorema 1.13.2. Definimos Aα, a inversa de A−α, para α > 0, com

D(Aα) = R(A−α) e A0 = I, onde I é a identidade em X.

Teorema 1.13.4 Suponha que A é um operador setorial com<(σ(A)) > δ > 0. Então, para α ≥ 0, existe

uma constante 0 < Cα < ∞ tal que

‖ Aαe−At
‖ ≤ Cαt−αe−δt, t > 0,

onde, se C2 é a constante no Teorema 1.12.14,

Cα =


C2Γ(α), se 0 < α < 1;

(C2m)m, seα = m = 1, 2, 3...;

CmCβ2m+β, seα = m + β > 1, m ∈N∗, 0 < β < 1,

e, se 0 < α ≤ 1 e x ∈ D(Aα),

‖ (e−At
− I)x ‖ ≤

1
α

C1−αtα ‖ Aαx ‖ .

Além disso, Cα é limitada para α em qualquer intervalo compacto de (0,+∞) e Cα depende do setor e da

constante M na desigualdade do resolvente para A (Cα é também limitada quando α→ 0+).

Demonstração: Ver [11], Teorema 1.4.3.

Teorema 1.13.5 Se 0 ≤ α ≤ 1 e x ∈ D(A), então ‖ Aαx ‖ ≤ C ‖ Ax ‖α‖ x ‖1−α, o que implica que

‖ Aαx ‖ ≤ αε ‖ Ax ‖ + (1 − α)C
1

1−α ε
−α

(1−α) ‖ x ‖, ∀ε > 0, onde C > 0 é uma constante independente de α

dada por:

C =
4C1(
1
e

) 1
e

,

sendo C1 a constante no Teorema 1.12.14.

Demonstração: Ver [11], Teorema 1.4.4.

Definição 1.13.6 Se A é um operador setorial em um espaço de Banach X, definimos para cada α ≥ 0,

Xα = D(Aα
1 ), com a norma do gráfico,

‖ x ‖α = ‖ Aα
1 x ‖, x ∈ Xα,
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onde A1 = A + aI, com a escolhido tal que<(σ(A1)) > 0.

Teorema 1.13.7 Se A é um operador setorial em um espaço de Banach X, então Xα é um espaço de Banach

com a norma ‖ · ‖α, para α ≥ 0, X0 = X, e para α ≥ β ≥ 0, Xα é um subespaço denso de Xβ com inclusão

contı́nua. Se A tem resolvente compacto, a inclusão Xα
⊂ Xβ é compacta quando α > β ≥ 0.

Além disso, se A1 e A2 são dois operadores setoriais com mesmo domı́nio, <(σ(A j)) > 0, j = 1, 2 e,

(A1 − A2)A−α1 é limitado para algum α < 1, então se Xβ
j = D(Aβ

j ), ( j = 1, 2), Xβ
1 = Xβ

2 com normas

equivalentes para 0 ≤ β ≤ 1 e esta equivalência depende apenas dos setores e das constantes M1 e M2 na

Definição 1.12.8 associados à A1 e A2.

Demonstração: Ver [11], Teorema 1.4.8.

Definição 1.13.8 Seja Ω ⊂ Rn. Dizemos que Ω tem a propriedade da extensão Cm se existe uma extensão

E : Cm
c (Ω)→ Cm

c (Rn) de modo que E(φ) restrita a Ω é φ e para as normas de quaisquer dos espaços Cν ou

Wk,q (0 ≤ ν, k ≤ m, 1 ≤ q < ∞), existe uma constante B > 0 com,

B−1
‖ φ ‖Ω ≤ ‖ E(φ) ‖Rn ≤ B ‖ φ ‖Ω,

onde ‖ · ‖Ω denota a norma em Cν(Ω) ou Wk,q(Ω) e ‖ · ‖Rn , a norma em Cν(Rn) ou Wk,q(Rn).

Teorema 1.13.9 Suponha que Ω ⊂ Rn é um aberto com a propriedade da extensão Cm e A é um operador

setorial em X = Lp(Ω), 1 ≤ p < ∞, com D(A) = X1
⊂ Wm,p(Ω) para algum m ≥ 1. Então, para

0 ≤ α ≤ 1,

Xα
⊂Wk,q(Ω), quando k − n

q < mα − n
p , q ≥ p,

Xα
⊂ Cν(Ω), quando 0 ≤ ν < mα − n

p .

Demonstração: Ver [11], Teorema 1.6.1.

1.14 Problema abstrato

Esta seção contém resultados sobre existência e unicidade de solução para um problema

abstrato envolvendo operadores setoriais e sobre existência e continuidade de atratores globais

para semigrupos. Utilizamos como referências Hale [10] e Henry [11].
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1.14.1 Teorema de existência e unicidade local

Consideremos a equação não linear:
dx
dt + Ax = f (t, x), t > t0

x(t0) = x0,
(1.7)

onde A é um operador setorial tal que as suas potências fracionárias estão bem definidas e, os

espaços Xα = D(Aα
1 ) com a norma do gráfico ‖ x ‖α= ‖ Aα

1 x ‖ são definidos para α ≥ 0. Suponha

que f : U ⊂ R × Xα
→ X, U um conjunto aberto, 0 ≤ α < 1 e f é localmente Holder contı́nua

em t e localmente Lipschitz em x pertencentes a U. Mais precisamente, se (t1, x1) ∈ U, existe uma

vizinhança V ⊂ U de (t1, x1), tal que para (t, x), (s, y) ∈ V,

‖ f (t, x) − f (s, y) ‖ ≤ L(| t − s |θ + ‖ x − y ‖α),

para constantes L > 0 e θ > 0.

Definição 1.14.1 4 Uma solução do problema de Cauchy (1.7) (ou problema de valor inicial) em (t0, t1) é

uma função contı́nua x : [t0, t1) → X tal que x(t0) = x0 e, em (t0, t1), temos (t, x(t)) ∈ U, x(t) ∈ D(A),

existe dx
dt , a aplicação t→ f (t, x(t)) é contı́nua em [t0, t1) e, a equação diferencial é satisfeita em (t0, t1).

Lema 1.14.2 Se x é uma solução de (1.7) em (t0, t1), então

x(t) = e−A(t−t0)x0 +

∫ t

t0

e−A(t−s) f (s, x(s))ds. (1.8)

Reciprocamente, se x é uma função contı́nua de (t0, t1) em Xα com
∫ t0+ρ

t0
‖ f (s, x(s)) ‖ ds < ∞ para algum

ρ > 0 e se a equação integral (1.8) vale para t0 < t < t1 então, x é uma solução da equação diferencial (1.7)

em (t0, t1).

Demonstração: Ver [11], Lema 3.3.2.

Teorema 1.14.3 Sejam A um operador setorial e f : U → X, U um subconjunto aberto de R × Xα,

0 ≤ α < 1, f é localmente Holder contı́nua em t e localmente Lipschitziana em x. Então, para qualquer

(t0, x0) ∈ U, existe T = T(t0, x0) > 0 tal que a equação diferencial (1.7) tem uma única solução x em

(t0, t0 + T) com valor inicial x(t0) = x0.

Demonstração: Ver [11], Teorema 3.3.3.

4Tal definição se encontra em Hale [10] e é devida à Miklavcic M. (1985). Stability for semilinear equations with non

invertible linear operator. Pacific Journal of Mathematics, 118, 199 - 214.
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Teorema 1.14.4 Sejam A e f como no Teorema 1.14.3 e suponhamos que para todo conjunto fechado

limitado B ⊂ U, a imagem f (B) é limitada em X. Se x é uma solução de (1.7) em (t0, t1) e t1 é maximal -

não existe solução de (1.7) em (t0, t2) com t2 > t1 - então, ou t1 = +∞ ou existe uma sequência tn → t1−

quando n→∞ tal que (tn, x(tn))→ ∂U.

Demonstração: Ver [11], Teorema 3.3.4.

Teorema 1.14.5 Sejam A e f como no enunciado do Teorema 1.14.3 e suponhamos também que A tem

resolvente compacto e f aplica todos os conjuntos da forma R+
× B ⊂ U ⊂ R × Xα, com B fechado e

limitado, em conjuntos limitados de X. Se x(t; t0, x0) é a solução da equação diferencial (1.7) em (t0,∞) com

‖ x(t; t0, x0) ‖α permanecendo limitada à medida que t→ +∞, então { x(t; t0, x0)}t> t0 está em um conjunto

compacto em Xα.

Demonstração: Ver [11], Teorema 3.3.6.

1.14.2 Sistemas gradientes

Definição 1.14.6 Sejam X um espaço de Banach, T(t) um Cr - semigrupo e E, o conjunto de pontos de

equilı́brio de T(t). Definimos para x ∈ E :

(i) Wu(x) = {y ∈ X : T(−t)y está definido para t ≥ 0 e T(−t)y→ x quando t→ ∞}, o conjunto instável de

x.

(ii) Se x é um ponto de equilı́brio hiperbólico, existe uma vizinhança U de x tal que Wu
loc � {y ∈

Wu(x) , T(−t)y ∈ U, t ≥ 0} é uma subvariedade de X.

(iii) Ws(x) = {y ∈ X : T(t)y→ x quando t→∞} é o conjunto estável de x.

(iv) Se x é um ponto de equilı́brio hiperbólico, existe uma vizinhança U de x tal que Ws
loc � {y ∈

Ws(x) , T(t)y ∈ U, t ≥ 0} é uma subvariedade de X.

Definição 1.14.7 Um semigrupo fortemente contı́nuo T(t) : X → X, t ≥ 0, de classe Cr, com r ≥ 1, é

um sistema gradiente se,

(i) Cada órbita positiva limitada é pré-compacta.
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(ii) Existe uma função de Lyapunov para T(t), isto é, existe uma função contı́nua V : X → R com as

seguintes propriedades:

(1) V(x) é limitada inferiormente;

(2) V(x)→∞ quando | x | → ∞;

(3) V(T(t)x) é decrescente em t para cada x ∈ X;

(4) Se x é tal que T(t)x está definida para t ∈ R e V(T(t)x) = V(x) para t ∈ R, então x é um ponto de

equilı́brio.

Neste caso, dizemos que T(t) é um Cr - sistema gradiente.

Teorema 1.14.8 Se T(t), t ≥ 0, é um sistema gradiente, assintoticamente compacto e o conjunto de

equilı́brios E é limitado, então existe um atrator global A para T(t) e

A = Wu(E) = {y ∈ X : T(−t)y está definido para t ≥ 0 e T(−t)y→ E quando t→∞}.

Se X é um espaço de Banach, então A é conexo. E se, além disso, cada elemento de E é hiperbólico, então E é

um conjunto finito e,

A = ∪x∈EWu(x).

Demonstração: Ver [10], Teorema 3.8.5.

Definição 1.14.9 Uma famı́lia de subconjuntos {Aλ}λ∈Λ de um espaço métrico (X, d) é dita semicontı́nua

superiormente em λ0 se distH(Aλ,Aλ0) = supxλ∈Aλ d(xλ,Aλ0) → 0 quando λ → λ0. {Aλ}λ∈Λ é semi-

contı́nua inferiormente em λ0 se distH(Aλ0 ,Aλ) = supx∈Aλ0
d(x,Aλ)→ 0 quando λ→ λ0.

Lema 1.14.10 Seja {Aλ}λ∈Λ uma famı́lia de subconjuntos de X.

i) Se para λn → λ0, quando n → ∞, temos que toda sequência {xλn} com xλn ∈ Aλn tem uma

subsequência convergente com limite pertencendo aAλ0 , então {Aλ}λ∈Λ é semicontı́nua superiormente

em λ0. Reciprocamente, se {Aλ}λ∈Λ é semicontı́nua superiormente em λ0 e λn → λ0 quando n→∞,

qualquer sequência {xλn} com xλn ∈ Aλn tem uma subsequência convergente com limite pertencendo

a Aλ0 .

ii) Se Aλ0 é compacto e para qualquer x ∈ Aλ0 e λn → λ0 quando n → ∞, existe uma subsequência

λnk → λ0 quando k→∞, e uma sequência {xλnk
} com xλnk

∈ Aλnk
que converge para x, então {Aλ}λ∈Λ

é semicontı́nua inferiormente em λ0. Reciprocamente, se {Aλ}λ∈Λ é semicontı́nua inferiormente em
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λ0, λn → λ0 quando n → ∞ e x ∈ Aλ0 , existe uma subsequência λnk → λ0 quando k → ∞ e, uma

sequência {xλnk
} com xλnk

∈ Aλnk
que converge para x.

Demonstração: Ver [5], Lema 1.2.2.

Teorema 1.14.11 Sejam X um espaço de Banach e para 0 ≤ ε ≤ ε∗0, {Tε(t)}t≥ 0 uma famı́lia de semigrupos

em X. Suponhamos que as seguintes hipóteses sobre Tε(t), ε ∈ [0, ε∗0], sejam válidas:

(H1) T0(t) é um C1 - sistema gradiente, assintoticamente compacto e as órbitas de conjuntos limitados são

limitadas.

(H2) O conjunto E0 de pontos de equilı́brio de T0(t) é limitado em X.

(H3) Cada elemento de E0 é hiperbólico.

(H4) Para cada ε , 0, Tε(t) é um C1 - semigrupo e existe uma vizinhança U0 de A0 independente de ε tal

que Tε(t) possui um atrator local Aε que atrai U0.

(H5) Se Eε é o conjunto de pontos de equilı́brio de Tε(t), então existe uma vizinhança W0 de E0 tal que

W0 ∩ Eε = {φ1,ε, ..., φN,ε} onde cada φ j,ε, j = 1, ...,N, é hiperbólico e φ j,ε → φ j quando ε→ 0.

(H6) d(Wu
loc(φ j),Wu

loc(φ j,ε))→ 0 quando ε→ 0.

(H7) Para quaisquer η > 0, t0 > 0, τ0 > 0, existem δ∗ e ε∗0 tais que

‖ Tε(t)yε − T0(t)x ‖X ≤ η para t0 ≤ t ≤ τ0

desde que x ∈ A0, yε ∈ Aε, ‖ yε − x ‖X ≤ δ∗.

Então, a famı́lia de conjuntos {Aε; 0 ≤ ε ≤ ε∗0} é semicontı́nua inferiormente em ε = 0.

Demonstração: Ver [10], Teorema 4.10.8.
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1.15 Variedades Riemannianas

Por fim, apresentamos alguns conceitos fundamentais sobre variedades, conforme Gorodski

[8], com foco em resultados para variedades riemannianas encontrados em Aubin [3] e Chavel [6].

Seja M um espaço topológico.

Definição 1.15.1 Uma carta local de M é um par (U, φ), onde U é um subconjunto aberto de M e φ é

um homeormorfismo de U sobre um subconjunto aberto do Rn. Uma carta local φ : U → Rn introduz

coordenadas (x1, ..., xn) em U, ou seja, as funções componentes de φ.

Definição 1.15.2 Um atlas topológico para M é uma famı́lia de cartas locais de M, {Uα, φα}, onde a

dimensão n do espaço Euclidiano é fixa, tal que ∪αUα = M. Se M admite um atlas, dizemos que M é uma

variedade topológica.

Definição 1.15.3 Um atlas de classe Ck (respectivamente, suave - C∞) é um atlas cujas cartas locais

satisfazem a seguinte condição de compatibilidade:

φβ ◦ φ
−1
α : φα(Uα ∩Uβ)→ φβ(Uα ∩Uβ)

é Ck (respectivamente, suave - C∞) para todos α, β.

Definição 1.15.4 Um atlas de classe Ck A define uma noção de função Cr (r ≤ k) em M, isto é, uma função

f : M→ R é Cr se f ◦ φ−1 : φ(U)→ R é Cr para toda carta local (U, φ) ∈ A.

Definição 1.15.5 Dois atlas de classe Ck A e B para M são equivalentes se as cartas locais de um são

compatı́veis com as do outro, ou seja, ψ ◦ φ−1 é Ck para toda (U, φ) ∈ A, (V, ψ) ∈ B.

Definição 1.15.6 Uma estrutura diferenciável Ck em M é uma classe de equivalência [A] de atlas de classe

Ck em M.

Definição 1.15.7 Uma variedade diferenciável Ck é uma espaço topológico M, Hausdorff e que admite uma

base enumerável, munido de uma estrutura diferenciável Ck [A].

Definição 1.15.8 Sejam M e N variedades diferenciáveis Ck. Uma aplicação f : M→ N é dita diferenciável

Cr (r ≤ k) se para cada p ∈ M, existem cartas locais (U, φ), (V, ψ) de M e N em torno de p e f (p),

respectivamente, tais que f (U) ⊂ V e ψ ◦ f ◦ φ−1 : φ(U)→ ψ(V) é Cr.

Definição 1.15.9 Seja M uma variedade diferenciável Ck (k ≥ 1) de dimensão n e fixe p ∈M. Suponha que

[A] é um atlas que determina a estrutura diferenciável Ck de M. O espaço tangente de M em p é o conjunto
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TpM de todos os pares (a, φ) - onde a ∈ Rn e (U, φ) ∈ A é uma carta local em torno de p - quocientado pela

relação de equivalência

(a, φ) ∼ (b, ψ) se, e somente se, d(ψ ◦ φ−1)φ(p)(a) = b.

Vamos denotar a classe de equivalência de (a, φ) por [a, φ]. Cada classe de equivalência é denominada um

vetor tangente em p.

Notemos que para uma carta local fixa em torno de p, a aplicação

a ∈ Rn
→ [a, φ] ∈ TpM

é uma bijeção de modo que podemos transferir a estrutura de espaço vetorial de Rn para TpM com

dimTpM = dimM.

Sejam (U, φ = (x1, ...xn)) uma carta local de M e {e1, ..., en} a base canônica de Rn. Os vetores

coordenados em p com respeito a essa carta são definidos como

∂
∂xi
|p = [ei, φ].

Segue que
{
∂
∂x1
|p, ..., ∂

∂xn
|p
}

é uma base de TpM.

Definição 1.15.10 Seja M uma variedade diferenciável Ck (k ≥ 1) e p ∈ M fixo. Para cada vetor tangente

v ∈ TpM da forma [a, φ], onde a ∈ Rn e (U, φ) é uma carta local de M e para cada f ∈ C∞(U), definimos a

derivada direcional de f na direção de v como o número real

v( f ) = d( f ◦ φ−1)φ(p)(a).

Definição 1.15.11 Seja f : M→ N uma aplicação de classe Cr entre variedades diferenciáveis Ck (k ≥ 1).

Fixe p ∈ M e cartas locais (U, φ) de M em torno de p e (V, ψ) de N em torno de q = f (p). A diferencial ou

mapa tangente de f em p é a aplicação linear d fp : TpM→ TqN dada por

[a, φ]→ [d(ψ ◦ f ◦ φ−1)φ(p)(a), ψ].

Definição 1.15.12 Seja M uma variedade diferenciável Ck. Um campo vetorial é uma aplicação X : M→

TM = ∪p∈MTpM com π ◦ X = id onde π é a projeção natural de TM em M: π(v) = p se v ∈ TpM.

Consideremos a união disjunta TM = ∪p∈MTpM. Podemos tomar os elementos de TM como

classes de equivalência de triplas (p, a, φ) onde p ∈ M, a ∈ Rn e (U, φ) é uma carta local de M tal

que p ∈ U e,

(p, a, φ) ∼ (q, b, ψ) se, e somente se, p = q e d(ψ ◦ φ−1)φ(p)(a) = b.



1.15 Variedades Riemannianas 39

Existe uma projeção natural π : TM → M dada por π[p, a, φ] = p e, π−1(p) = TpM. A seguir,

estabeleceremos uma topologia e uma estrutura diferenciável Ck (k ≥ 1) em TM, obtendo uma

variedade denominada fibrado tangente.

Seja {(Uα, φα)} um atlas de classe Ck (k ≥ 1) para M. Para cada α, φα : Uα → φα(Uα) é

um difeomorfismo e, para cada p ∈ Uα, d(φα)p : TpUα = TpM → Rn é o isomorfismo que leva

[p, a, φ] 7→ a. Defina

φ̃α : π−1(Uα)→ φα(Uα) ×Rn, [p, a, φ] 7→ (φα(p), a).

Segue que φ̃α é uma bijeção e φ̃α(π−1(Uα)) é um subconjunto aberto deR2n. Assim, cada sistema de

cartas locais (x1, ..., xn) em um aberto de M induz um sistema de coordenadas locais (x1 ◦π, ..., xn ◦

π, dx1, ..., dxn) em TM|U. Neste ponto, podemos falar em campo vetorial suave.

Definição 1.15.13 Uma métrica Riemanniana em uma variedade suave M associa a cada p ∈ M um

produto interno gp em TpM. Tal métrica é C∞ no seguinte sentido se X e Y são campos de vetores suaves

em M, então gp(X,Y) é uma função real C∞ em M.

Definição 1.15.14 Uma variedade Riemanniana é um par (M, g) onde M é uma variedade diferenciável Ck

e g, uma métrica Riemanniana.

Sem perda de generalidade, no que segue, vamos admitir que M é uma variedade suave.

Definição 1.15.15 Dada uma função real Ck, f , em (M, g), definimos o gradiente de f, grad f, como sendo

o campo vetorial em M para o qual

g(grad f , v) = v( f ).

para todo v ∈ TM.

Enquanto a diferenciabilidade de funções em variedades é naturalmente determinada pela

estrutura diferenciável inerente, a diferenciabilidade de campos vetoriais não é naturalmente

determinada mas envolve a escolha de uma conexão, isto é, uma regra que associa a cada p ∈ M,

v ∈ TpM e campo vetorial C1 X definido numa vizinhança de p, um vetor∇vX em TpM satisfazendo

∇v(X + Y) = ∇v(X) + ∇v(Y), ∇v( f X) = v( f )X(p) + f (p)∇vX

onde X,Y são campos vetoriais C1, f é uma função real C1, todos definidos em uma vizinhança de

p. O vetor ∇vX é conhecido como a derivada covariante de X com respeito a v.

A métrica Riemanniana determina uma única conexão, chamada conexão de Levi - Civita,

quando exige-se que

∇vY − ∇vX = [X,Y],

com [, ] o colchete de Lie, para todos X,Y campos vetoriais C1 em M.
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Definição 1.15.16 Dado um campo vetorial Ck X, k ≥ 1, em (M, g), definimos a função real divergência de

X, divX, como

(divX)(p) = traço(v→ ∇vX)

onde v varia por TpM.

Definição 1.15.17 Para quaisquer campo vetorial Ck, k ≥ 2, e função f em (M, g), definimos o Laplaciano

de f , ∆ f , como

∆ f = div(grad f ).

Agora, para uma dada métrica Riemanniana g, defina:

gi j = g
(
∂
∂xi

,
∂
∂x j

)
, G = (gi j), G−1 = (gi j).

Então, em coordenadas locais,

grad f =
∑

i, j

(
gi j ∂ f
∂x j

)
∂
∂xi

e,

∆ f =
1
√

detG

∑
i, j

∂
∂xi

(
gi j
√

detG
∂ f
∂x j

)
. (1.9)



Capı́tulo 2

Perturbação do Laplaciano por variação

de domı́nios

Neste capı́tulo, consideramos o operador linear (−∆ + aI) : H1(Ω)→ H−1(Ω) definido em uma

região fixa Ω ⊂ R2 com fronteira Lipschitz e a ∈ R uma constante positiva. Perturbamos a região

fixa Ω por uma famı́lia de funções que convergem à identidade de Ω na norma C0,α, 0 ≤ α < 1, mas

não na norma C1 e, através da técnica desenvolvida por Henry em [12], passamos a perturbação ao

operador e mantemos o domı́nio fixo. O problema e a metodologia são introduzidos na primeira

seção. Na segunda seção, obtemos um resultado de não convergência dos operadores perturbados

para o operador original em H−1(Ω); tal convergência pode ser utilizada para assegurar a con-

vergência do espectro e da porção linear. A terceira seção, então, introduz uma nova abordagem

para o problema, por meio da qual garantimos a convergência dos “novos” operadores assim

obtidos num sentido conveniente e, demonstramos também que tais operadores são setoriais em

espaços adequados. O objetivo do capı́tulo é de fato atingido na quarta seção, onde a partir de

uma convergência especı́fica dos operadores, conseguimos demonstrar a convergência no sentido

da norma dos resolventes. Por fim, na quinta e última seção, provamos que o “novo” operador

é na verdade o operador de Laplace - Beltrami na variedade riemanniana Ω com uma métrica

determinada.

41



42 Perturbação do Laplaciano por variação de domı́nios

2.1 Introdução: o problema e a redução a um domı́nio fixo

Sejam Ω =]0, 1[×]0, 1[⊂ R2 o quadrado unitário, um domı́nio com fronteira Lipschitz, a uma

constante positiva, f , g : R → R funções reais e consideremos a seguinte famı́lia de problemas

parabólicos semilineares com condições de fronteira de Neumann não - lineares: ut(x, t) = ∆u(x, t) − au(x, t) + f (u(x, t)), x ∈ Ωε, t > 0,
∂u
∂N

(x, t) = g(u(x, t)), x ∈ ∂Ωε, t > 0,
(2.1)

sendo Ωε = hε(Ω) e hε : Ω→ R2 uma famı́lia de difeomorfismos dados por

hε(x1, x2) = (x1, x2 + ϕ(x2, ε) sin(x1/ε)), 0 < ε ≤ ε0, ε0 > 0, (2.2)

com ϕ(x2, ε) regular o suficiente e tal que

(i) ϕ(0, ε) = 0,

(ii) ϕ(1, ε) = ε,

(iii) ∂ϕ
∂x2
→ 0 uniformemente em x2 ∈ [0, 1] quando ε→ 0 e,

(iv)
∣∣∣∣∣∣ϕ(x2, ε)2 1

ε2

∣∣∣∣∣∣
L2(Ω)

→ 0 quando ε→ 0.

A Figura 2.1 ilustra a imagem de Ω pela perturbação hε.

Por exemplo, a função ϕ(x2, ε) = x2ε2−x2 atende a essas hipóteses.

Com efeito,

(i) ϕ(0, ε) = 0 · ε2−0 = 0.

(ii) ϕ(1, ε) = 1 · ε2−1 = ε.

(iii) ∂ϕ
∂x2

(x2, ε) = ε2−x2 − x2ε2−x2 ln(ε), que converge a zero uniformemente quando ε tende a zero,

lembrando que 0 ≤ x2 ≤ 1.

(iv)
∣∣∣∣∣∣ϕ(x2, ε)2 1

ε2

∣∣∣∣∣∣2
L2(Ω)

=
∫ 1

0 x4
2ε

4−4x2dx2 = 3ε4
−3

128 ln(ε)5 −
1

4 ln(ε) −
1

4 ln(ε)2 −
3

16 ln(ε)3 −
3

32 ln(ε)4 , termo que

converge a zero quando ε tende a zero.

É importante notarmos que as perturbações hε em (2.2), diferentemente do que ocorre no

trabalho [4], não convergem para a identidade de Ω, idΩ, na norma C1(Ω). Para tanto, basta

verificarmos que ∂(x2+ϕ(x2,ε) sin(x1/ε))
∂x1

= ϕ(x2, ε) cos(x1/ε) 1
ε , e tal derivada não tende a zero. É possı́vel

mostrar que hε convergem para idΩ na norma C0(Ω), quando ε converge a zero, usando o Teorema

do Valor Médio e as condições (i) e (iii) sobre ϕ(x2, ε). Se 0 < x̃2 < x2,
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Figura 2.1: Imagem do quadrado unitário pela perturbação hε.

‖ hε(x1, x2) − idΩ(x1, x2) ‖C0(Ω) = ‖ (0, ϕ(x2, ε) sin(x1/ε)) ‖C0(Ω)

= max
(x1,x2)∈Ω

|ϕ(x2, ε) sin(x1/ε) |

≤ max
(x1,x2)∈Ω

|ϕ(x2, ε) |

≤ max
(x1,x2)∈Ω

|ϕ(x2, ε) − ϕ(0, ε) |

≤ max
(x1,x2)∈Ω

∣∣∣∣∣ ∂ϕ(x̃2, ε)
∂x2

∣∣∣∣∣ |x2|

≤ max
(x1,x2)∈Ω

∣∣∣∣∣ ∂ϕ(x̃2, ε)
∂x2

∣∣∣∣∣
→ 0, quando ε→ 0.

De fato, hε convergem para idΩ na norma C0,α(Ω) para 0 ≤ α < 1. Isso porque, se 0 < α < 1,

‖ hε − idΩ ‖C0,α(Ω) = ‖ hε − idΩ ‖C0(Ω) + sup
(x1,x2), (x̃1,x̃2)∈Ω

|(hε − idΩ)(x1, x2) − (hε − idΩ)(x̃1, x̃2)|
|(x1, x2) − (x̃1, x̃2)|α

= ‖ hε − idΩ ‖C0(Ω) + sup
(x1,x2), (x̃1,x̃2)∈Ω

|(0, ϕ(x2, ε) sin(x1/ε)) − (0, ϕ(x̃2, ε) sin(x̃1/ε))|
|(x1, x2) − (x̃1, x̃2)|α

= ‖ hε − idΩ ‖C0(Ω) + sup
(x1,x2), (x̃1,x̃2)∈Ω

|ϕ(x2, ε) sin(x1/ε) − ϕ(x̃2, ε) sin(x̃1/ε)|
|(x1, x2) − (x̃1, x̃2)|α

≤ ‖ hε − idΩ ‖C0(Ω) + sup
(x1,x2), (x̃1,x̃2)∈Ω

|ε(sin(x1/ε) − sin(x̃1/ε))|
|(x1, x2) − (x̃1, x̃2)|α

≤ ‖ hε − idΩ ‖C0(Ω) + sup
(x1,x2), (x̃1,x̃2)∈Ω

2ε
|(x1, x2) − (x̃1, x̃2)|α

.

Observamos que v(·, t) satisfaz (2.1) em Ωε se, e somente se, u(·, t) = h∗ε(v(·, t)) (isto é, u(x, t) =
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v(hε(x), t)) verifica:
ut(x, t) = h∗ε∆Ωεh

∗−1
ε u(x, t) − au(x, t) + f (u(x, t)), x ∈ Ω, t > 0,

h∗ε
∂

∂NΩε

h∗−1
ε u(x, t) = g(u(x, t)), x ∈ ∂Ω, t > 0,

(2.3)

onde h∗ε∆Ωεh
∗−1
ε u(x, t) = ∆Ωε(u ◦ h−1

ε )(hε(x)) e h∗ε
∂

∂NΩε
h∗−1
ε u(x) = ∂

∂NΩhε
(u ◦ h−1

ε )(hε(x)).

No que segue, verificaremos que (2.3) não converge para o problema no domı́nio fixo quando

ε tende a 0. E mais, o limite depende da particular famı́lia de difeomorfismos hε considerada. Isso

ocorre, pois quando trazemos o problema para o domı́nio fixo, introduzimos a distorção gerada

pela famı́lia. Posteriormente, demonstraremos que, a partir de uma modificação apropriada, a

nova famı́lia de problemas assim obtida de fato converge para o problema no domı́nio original

com um determinado fator multiplicando a não - linearidade g. Tal mudança é feita de modo que

o pull - back do operador Laplaciano gere o Laplaciano Riemanniano, como demonstraremos no

fim deste capı́tulo.

Se hε(x) = hε(x1, x2) = ((hε)1(x), (hε)2(x)) = (y1, y2) = y, de acordo com a expressão (1.2) na Seção

8 do primeiro capı́tulo, obtemos para i = 1, 2:

(
h∗ε

∂
∂yi

h∗−1
ε u

)
(x) =

2∑
j=1

bεi j(x)
∂u
∂x j

(x),

com bεi j a i, j entrada da inversa transposta da matriz jacobiana de hε:

1
−ϕ(x2, ε)cos(x1/ε)

1
ε

1 +
∂ϕ

∂x2
(x2, ε)sin(x1/ε)

0
1

1 +
∂ϕ

∂x2
(x2, ε)sin(x1/ε)


,

isto é,

bε11 = 1, bε12 =
−ϕ(x2, ε)cos(x1/ε) 1

ε

1 +
∂ϕ
∂x2

(x2, ε)sin(x1/ε)
, bε21 = 0, bε22 =

1

1 +
∂ϕ
∂x2

(x2, ε)sin(x1/ε)
. (2.4)

Consideremos o operador em H−1(Ω)1,

Aε := (−h∗ε∆Ωεh
∗−1
ε + aI)

com domı́nio D(Aε) = H1(Ω). Denotaremos por A o operador não perturbado (−∆Ω + aI).

1É importante salientar que estamos denotando o dual topológico de H1(Ω) como H−1(Ω), apesar da Definição 1.2.5.
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2.2 A não convergência dos operadores perturbados para A

O objetivo desta seção é mostrar que, em geral, os operadores Aε não convergem fortemente

ao operador A quando considerados em H−1(Ω). Mais exatamente, existem u, ψ ∈ H1(Ω) tais que

< Aεu, ψ >−1,19< Au, ψ >−1,1 quando ε → 0. De fato, observamos que o operador limite dos

Aε depende da particular transformação hε e não apenas de suas imagens Ωε = hε(Ω); diferentes

famı́lias de difeomorfismos {hε}ε≥ 0, com as mesmas imagens, geram limites distintos.

Apenas como ilustração e por simplicidade dos cálculos, primeiramente vamos considerar o

operador hε em (2.2) com ϕ(x2, ε) = x2ε, função que satisfaz tão somente as hipóteses (i) à (iii)

acima listadas. A inversa transposta da matriz jacobiana de hε nesse caso é:
1
−x2cos(x1/ε)
1 + εsin(x1/ε)

0
1

1 + εsin(x1/ε)


e podemos escrever o operador perturbado como Aε = Cε + aI + Lε, onde

Cε = −div
(
∂u
∂x1

+ b12
∂u
∂x2

, (b2
12 + b2

22)
∂u
∂x2

+ b12
∂u
∂x1

)
e Lε é o operador diferencial de primeira ordem:

Lε =
∂b12

∂x2

∂u
∂x1

+ b12
∂b12

∂x2

∂u
∂x2

,

com bi j definidos conforme as expressões em (2.4).

A parte divergente na forma fraca é dada pelas integrais:

〈Cεu, ψ〉−1,1 =

∫
Ω

∂u
∂x1

(x)
∂ψ

∂x1
(x)dx (2.5)

+

∫
Ω

−x2cos(x1/ε)
1 + εsin(x1/ε)

∂u
∂x2

(x)
∂ψ

∂x1
(x)dx (2.6)

+

∫
Ω

−x2cos(x1/ε)
1 + εsin(x1/ε)

∂u
∂x1

(x)
∂ψ

∂x2
(x)dx (2.7)

+

∫
Ω

x2
2cos2(x1/ε)

(1 + εsin(x1/ε))2
∂u
∂x2

(x)
∂ψ

∂x2
(x)dx (2.8)

+

∫
Ω

1
(1 + εsin(x1/ε))2

∂u
∂x2

(x)
∂ψ

∂x2
(x)dx. (2.9)

Enquanto a outra parte (de primeira ordem) do operador é dada por:

〈Lεu, ψ〉−1,1 =

∫
Ω

−
cos(x1/ε)

1 + εsin(x1/ε)
∂u
∂x1

(x)ψ(x)dx (2.10)

+

∫
Ω

x2cos2(x1/ε)
(1 + εsin(x1/ε))2

∂u
∂x2

(x)ψ(x)dx. (2.11)
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Sejam C
′

ε o operador dado pela soma dos termos (2.5) e (2.9) e ∆Ω, o laplaciano em H−1(Ω) com

domı́nio H1(Ω) e condição de fronteira de Neumann homogênea. Temos que:

〈(C
′

ε − (−∆Ω))u, ψ〉−1,1 =

∫
Ω

∂u
∂x1

(x)
∂ψ

∂x1
(x)dx +

∫
Ω

1
(1 + εsin(x1/ε))2

∂u
∂x2

(x)
∂ψ

∂x2
(x)dx

−

∫
Ω

−∆Ωu(x)ψ(x)dx

=

∫
Ω

(
1

(1 + εsin(x1/ε))2 − 1
)
∂u
∂x2

(x)
∂ψ

∂x2
(x)dx

e, ∫
Ω

∣∣∣∣∣∣
(

1
(1 + εsin(x1/ε))2 − 1

)∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ∂u
∂x2

(x)
∂ψ

∂x2
(x)

∣∣∣∣∣ dx ≤ C(ε)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ∂u
∂x2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
L2(Ω)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ∂ψ∂x2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
L2(Ω)

,

onde C(ε) é uma constante que converge a zero quando ε tende a zero afinal, 1 + εsin(x1/ε) → 1

uniformemente quando ε→ 0. Portanto, o operador C
′

ε converge para −∆Ω em L(H1(Ω),H−1(Ω)).

Quanto a (2.6) e (2.7), ambas as integrais tendem a zero, pois cos(x1/ε) converge a zero fraco*

em L∞(R) pelo Teorema de Convergência na Média (Ver o Teorema 1.5.7). Com efeito, é suficiente

estudarmos uma delas, no caso, (2.7),∫
Ω

−x2cos(x1/ε)
1 + εsin(x1/ε)

∂u
∂x1

(x)
∂ψ

∂x2
(x)dx =

∫ 1

0
cos(x1/ε)

(∫ 1

0

−x2

1 + εsin(x1/ε)
∂u
∂x1

(x)
∂ψ

∂x2
(x)dx2

)
dx1.

Para aplicar o Teorema de Convergência na Média, devemos verificar que a função

ϕε(x1) =

∫ 1

0

−x2

1 + εsin(x1/ε)
∂u
∂x1

(x)
∂ψ

∂x2
(x)dx2

está em L1(0, 1).∣∣∣∣∣∣
∫ 1

0

∫ 1

0

−x2

1 + εsin(x1/ε)
∂u
∂x1

(x)
∂ψ

∂x2
(x)dx2dx1

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫ 1

0

∫ 1

0

∣∣∣∣∣ −x2

1 + εsin(x1/ε)
∂u
∂x1

(x)
∂ψ

∂x2
(x)

∣∣∣∣∣ dx2dx1

≤

∫ 1

0

∫ 1

0

∣∣∣∣∣ ∂u
∂x1

(x)
∂ψ

∂x2
(x)

∣∣∣∣∣ dx2dx1

≤

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ∂u
∂x1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
L2(Ω)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ∂ψ∂x2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
L2(Ω)

,

usando que 0 ≤ x2 ≤ 1 e a convergência uniforme em ε de 1 + εsin(x1/ε) para 1, o que nos mostra

que ϕε(x1) é integrável em (0, 1). Notemos que ϕε(x1) converge para∫ 1

0
−x2

∂u
∂x1

(x)
∂ψ

∂x2
(x)dx2,

de modo que a dependência em ε de ϕε(x1) não interfere na convergência de (2.7) para zero.

Agora, (2.8) é igual a∫
Ω

x2
2cos2(x1/ε)

(1 + εsin(x1/ε))2
∂u
∂x2

(x)
∂ψ

∂x2
(x)dx =

1
2

∫
Ω

x2
2

(1 + εsin(x1/ε))2
∂u
∂x2

(x)
∂ψ

∂x2
(x)dx (2.12)

+
1
2

∫
Ω

x2
2cos(2x1/ε)

(1 + εsin(x1/ε))2
∂u
∂x2

(x)
∂ψ

∂x2
(x)dx. (2.13)



2.2 A não convergência dos operadores perturbados para A 47

Observamos que

(2.12)→
1
2

∫
Ω

x2
2
∂u
∂x2

(x)
∂ψ

∂x2
(x)dx,

usando novamente que 1 +εsin(x1/ε)→ 1 uniformemente quando ε→ 0. E, (2.13) converge a zero

por um raciocı́nio análogo ao empregado para as integrais (2.6) e (2.7).

Com relação às integrais na expressão de Lε, vemos que (2.10) tende a zero pelo argumento de

convergência na média já utilizado, mas com (2.11) não ocorre o mesmo:∫
Ω

x2cos2(x1/ε)
(1 + εsin(x1/ε))2

∂u
∂x2

(x)ψ(x)dx =
1
2

∫
Ω

x2

(1 + εsin(x1/ε))2
∂u
∂x2

(x)ψ(x)dx (2.14)

+
1
2

∫
Ω

x2cos(2x1/ε)
(1 + εsin(x1/ε))2

∂u
∂x2

(x)ψ(x)dx. (2.15)

A integral em (2.15) converge a zero, pois cos(2x1/ε) converge fraco* a zero em L∞(R) e, assim, o

argumento é semelhante ao utilizado para as integrais (2.6) e (2.7). Porém,

(2.14)→
1
2

∫
Ω

x2
∂u
∂x2

(x)ψ(x)dx

afinal, o denominador em (2.14) converge uniformemente à 1.

Reunindo essas considerações, encontramos que na forma fraca,

〈Aεu, ψ〉−1,1 → 〈(−∆Ω + aI)u, ψ〉−1,1 +
1
2

∫
Ω

x2
2
∂u
∂x2

(x)
∂ψ

∂x2
(x)dx +

1
2

∫
Ω

x2
∂u
∂x2

(x)ψ(x)dx. (2.16)

Importante notar que a soma das integrais em (2.16) de fato não é nula em geral: tomemos, por

exemplo, ψ(x1, x2) = C uma função constante e u(x1, x2) = cos(πx2), ambas ψ e u estão em H1(Ω).

Então, a primeira integral é zero e a segunda,

1
2

∫
Ω

x2
∂u
∂x2

(x)ψ(x)dx =
−Cπ

2

∫
Ω

x2 sin(πx2)dx2dx1

=
−Cπ

2

∫ 1

0
x2 sin(πx2)dx2

=
−Cπ

2
1
π

=
−C
2
.

Neste ponto, vamos considerar uma outra perturbação do domı́nio dada por hε(x1, x2) =

(x1, x2 + x2ε2−x2sin(x1/ε)). Como já observamos, a função ϕ(x2, ε) = x2ε2−x2 satisfaz as hipóteses (i)

à (iv) mencionadas no inı́cio do capı́tulo.

Nesse caso, a inversa transposta da matriz jacobiana de hε é a seguinte matriz:
1

−x2ε1−x2cos(x1/ε)
1 + ε2−x2sin(x1/ε) − x2ε2−x2 ln(ε)sin(x1/ε)

0
1

1 + ε2−x2sin(x1/ε) − x2ε2−x2 ln(ε)sin(x1/ε)
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e, Jhε = 1 + ε2−x2sin(x1/ε) − x2ε2−x2 ln(ε)sin(x1/ε), o determinante da matriz jacobiana de hε.

〈Aεu, ψ〉−1,1 =

∫
Ω

(h∗ε∇Ωεh
∗−1
ε u)(x) · (h∗ε∇Ωεh

∗−1
ε ψ)(x)dx + a

∫
Ω

u(x)ψ(x)dx

+

∫
Ω

(h∗ε∇Ωεh
∗−1
ε u)(x) · (h∗ε∇Ωεh

∗−1
ε Jhε)(x)

1
Jhε(x)

ψ(x)dx.

Vejamos a primeira e a terceira parcelas:∫
Ω

(h∗ε∇Ωεh
∗−1
ε u)(x) · (h∗ε∇Ωεh

∗−1
ε ψ)(x)dx =

∫
Ω

∂u
∂x1

(x)
∂ψ

∂x1
(x)dx

+

∫
Ω

−x2ε1−x2cos(x1/ε)
Jhε

∂u
∂x1

(x)
∂ψ

∂x2
(x)dx

+

∫
Ω

−x2ε1−x2cos(x1/ε)
Jhε

∂u
∂x2

(x)
∂ψ

∂x1
(x)dx

+

∫
Ω

(x2ε1−x2cos(x1/ε))2

(Jhε)2
∂u
∂x2

(x)
∂ψ

∂x2
(x)dx

+

∫
Ω

1
(Jhε)2

∂u
∂x2

(x)
∂ψ

∂x2
(x)dx

e∫
Ω

(h∗ε∇Ωεh
∗−1
ε u)(x) · (h∗ε∇Ωεh

∗−1
ε Jhε)(x)

ψ(x)
Jhε(x)

dx =

∫
Ω

−2ε2−x2 ln(ε)sin(x1/ε)
(Jhε)3

∂u
∂x2

(x)ψ(x)dx

+

∫
Ω

x2ε2−x2 ln2(ε)sin(x1/ε)
(Jhε)3

∂u
∂x2

(x)ψ(x)dx

+

∫
Ω

ε1−x2cos(x1/ε)
Jhε

∂u
∂x1

(x)ψ(x)dx

+

∫
Ω

−x2ε1−x2 ln(ε)cos(x1/ε)
Jhε

∂u
∂x1

(x)ψ(x)dx

+

∫
Ω

2x2ε3−2x2 ln(ε)cos(x1/ε)sin(x1/ε)
(Jhε)2

∂u
∂x1

(x)ψ(x)dx

+

∫
Ω

−x2
2ε

3−2x2 ln2(ε)cos(x1/ε)sin(x1/ε)

(Jhε)2
∂u
∂x1

(x)ψ(x)dx

+

∫
Ω

−x2ε2−2x2cos2(x1/ε)
(Jhε)2

∂u
∂x2

(x)ψ(x)dx

+

∫
Ω

x2
2ε

2−2x2 ln(ε)cos2(x1/ε)

(Jhε)2
∂u
∂x2

(x)ψ(x)dx

+

∫
Ω

−2x2
2ε

4−3x2 ln(ε)cos2(x1/ε)sin(x1/ε)

(Jhε)3
∂u
∂x2

(x)ψ(x)dx

+

∫
Ω

x3
2ε

4−3x2 ln2(ε)cos2(x1/ε)sin(x1/ε)

(Jhε)3
∂u
∂x2

(x)ψ(x)dx.

Notemos que, como Jhε = 1 + ε2−x2sin(x1/ε) − x2ε2−x2 ln(ε)sin(x1/ε)→ 1 uniformemente, pode-

mos omitir este termo na análise destas integrais. Por simplicidade então, vamos trabalhar com

os numeradores apenas.
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Observando as integrais que compõe a primeira parcela, o que desejamos é verificar que, exceto

pela primeira e a última, as demais vão a zero quando ε converge a zero. Tomemos ψ ∈ H1(Ω),

com max
x∈Ω
|ψ(x)| ≤ K e max

x∈Ω

∣∣∣∣∣∂ψ∂xi

∣∣∣∣∣ ≤ K′ para i = 1, 2,

∫
Ω

∣∣∣∣∣ x2ε
1−x2cos(x1/ε)

∂u
∂x1

(x)
∂ψ

∂x2
(x)

∣∣∣∣∣ dx ≤ K′
∫

Ω

∣∣∣∣∣ ε1−x2
∂u
∂x1

(x)
∣∣∣∣∣ dx

≤ K′
(∫

Ω

ε2(1−x2)dx
)1/2 (∫

Ω

∣∣∣∣∣ ∂u
∂x1

(x)
∣∣∣∣∣2 dx

)1/2

≤ K′
(

1 − ε2

−2 ln(ε)

)1/2 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ∂u
∂x1

(x)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

L2(Ω)

→ 0 quando ε→ 0.

E, de forma análoga,

∫
Ω

∣∣∣∣∣ (x2ε
1−x2cos(x1/ε))2 ∂u

∂x2
(x)
∂ψ

∂x2
(x)

∣∣∣∣∣ dx ≤ K′
∫

Ω

∣∣∣∣∣ ε2(1−x2) ∂u
∂x2

(x)
∣∣∣∣∣ dx

≤ K′
(∫

Ω

ε4(1−x2)dx
)1/2 (∫

Ω

∣∣∣∣∣ ∂u
∂x2

(x)
∣∣∣∣∣2 dx

)1/2

≤ K′
(

1 − ε4

−4 ln(ε)

)1/2 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ∂u
∂x2

(x)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

L2(Ω)

→ 0 quando ε→ 0.

Tais considerações nos mostram que a primeira e a segunda parcelas convergem às seguintes

integrais:

∫
Ω

∇u(x) · ∇ψ(x) dx + a
∫

Ω

u(x)ψ(x)dx.

Agora, quanto as integrais que formam a terceira parcela,

∫
Ω

∣∣∣∣∣ 2ε2−x2 ln(ε)sin(x1/ε)
∂u
∂x2

(x)ψ(x)
∣∣∣∣∣ dx ≤ 2K

∫
Ω

∣∣∣∣∣ ε2−x2 ln(ε)
∂u
∂x2

(x)
∣∣∣∣∣ dx

≤ 2K
(∫

Ω

ε2(2−x2) ln2(ε)dx
)1/2 (∫

Ω

∣∣∣∣∣ ∂u
∂x2

(x)
∣∣∣∣∣2 dx

)1/2

≤ 2K
(
ε2 ln(ε) − ε4 ln(ε)

−2

)1/2 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ∂u
∂x2

(x)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

L2(Ω)

→ 0 quando ε→ 0.
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∫
Ω

∣∣∣∣∣ x2ε
2−x2 ln2(ε)sin(x1/ε)

∂u
∂x2

(x)ψ(x)
∣∣∣∣∣ dx ≤ K

∫
Ω

∣∣∣∣∣ ε2−x2 ln2(ε)
∂u
∂x2

(x)
∣∣∣∣∣ dx

≤ K
(∫

Ω

ε2(2−x2)ln4(ε)dx
)1/2 (∫

Ω

∣∣∣∣∣ ∂u
∂x2

(x)
∣∣∣∣∣2 dx

)1/2

≤ K
(
ε2 ln3(ε) − ε4 ln3(ε)

−2

)1/2 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ∂u
∂x2

(x)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

L2(Ω)

→ 0 quando ε→ 0.

∫
Ω

∣∣∣∣∣ ε1−x2cos(x1/ε)
∂u
∂x1

(x)ψ(x)
∣∣∣∣∣ dx ≤ K

∫
Ω

∣∣∣∣∣ ε1−x2
∂u
∂x1

(x)
∣∣∣∣∣ dx

≤ K
(∫

Ω

ε2(1−x2)dx
)1/2 (∫

Ω

∣∣∣∣∣ ∂u
∂x1

(x)
∣∣∣∣∣2 dx

)1/2

≤ K
(

1 − ε2

−2 ln(ε)

)1/2 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ∂u
∂x1

(x)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

L2(Ω)

→ 0 quando ε→ 0.

∫
Ω

∣∣∣∣∣ 2x2ε
3−2x2 ln(ε)cos(x1/ε)sin(x1/ε)

∂u
∂x1

(x)ψ(x)
∣∣∣∣∣ dx ≤ 2K

∫
Ω

∣∣∣∣∣ ε3−2x2 ln(ε)
∂u
∂x1

(x)
∣∣∣∣∣ dx

≤ 2K
(∫

Ω

ε2(3−2x2) ln2(ε)dx
)1/2 (∫

Ω

∣∣∣∣∣ ∂u
∂x1

(x)
∣∣∣∣∣2 dx

)1/2

≤ 2K
(
ε2 ln(ε) − ε6 ln(ε)

−4

)1/2 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ∂u
∂x1

(x)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

L2(Ω)

→ 0 quando ε→ 0.

∫
Ω

∣∣∣∣∣ x2
2ε

3−2x2 ln2(ε)cos(x1/ε)sin(x1/ε)
∂u
∂x1

(x)ψ(x)
∣∣∣∣∣ dx ≤ K

∫
Ω

∣∣∣∣∣ ε3−2x2 ln2(ε)
∂u
∂x1

(x)
∣∣∣∣∣ dx

≤ K
(∫

Ω

ε2(3−2x2) ln4(ε)dx
)1/2 (∫

Ω

∣∣∣∣∣ ∂u
∂x1

(x)
∣∣∣∣∣2 dx

)1/2

≤ K
(
ε2 ln3(ε) − ε6 ln3(ε)

−4

)1/2 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ∂u
∂x1

(x)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

L2(Ω)

→ 0 quando ε→ 0.



2.2 A não convergência dos operadores perturbados para A 51

∫
Ω

∣∣∣∣∣ x2ε
2−2x2cos2(x1/ε)

∂u
∂x2

(x)ψ(x)
∣∣∣∣∣ dx ≤ K

∫
Ω

∣∣∣∣∣ ε2−2x2
∂u
∂x2

(x)
∣∣∣∣∣ dx

≤ K
(∫

Ω

ε2(2−2x2)dx
)1/2 (∫

Ω

∣∣∣∣∣ ∂u
∂x2

(x)
∣∣∣∣∣2 dx

)1/2

≤ K
(

1 − ε4

−4 ln(ε)

)1/2 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ∂u
∂x2

(x)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

L2(Ω)

→ 0 quando ε→ 0.

∫
Ω

∣∣∣∣∣ 2x2
2ε

4−3x2 ln(ε)cos2(x1/ε)sin(x1/ε)
∂u
∂x2

(x)ψ(x)
∣∣∣∣∣ dx ≤ 2K

∫
Ω

∣∣∣∣∣ ε4−3x2 ln(ε)
∂u
∂x2

(x)
∣∣∣∣∣ dx

≤ 2K
(∫

Ω

ε2(4−3x2) ln2(ε)dx
)1/2 (∫

Ω

∣∣∣∣∣ ∂u
∂x2

(x)
∣∣∣∣∣2 dx

)1/2

≤ 2K
(
ε2 ln(ε) − ε8 ln(ε)

−6

)1/2 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ∂u
∂x2

(x)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

L2(Ω)

→ 0 quando ε→ 0.

∫
Ω

∣∣∣∣∣ x3
2ε

4−3x2 ln2(ε)cos2(x1/ε)sin(x1/ε)
∂u
∂x2

(x)ψ(x)
∣∣∣∣∣ dx ≤ K

∫
Ω

∣∣∣∣∣ ε4−3x2 ln2(ε)
∂u
∂x2

(x)
∣∣∣∣∣ dx

≤ K
(∫

Ω

ε2(4−3x2)ln4(ε)dx
)1/2 (∫

Ω

∣∣∣∣∣ ∂u
∂x2

(x)
∣∣∣∣∣2 dx

)1/2

≤ K
(
ε2 ln3(ε) − ε8 ln3(ε)

−6

)1/2 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ∂u
∂x2

(x)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

L2(Ω)

→ 0 quando ε→ 0.

Restam duas integrais a serem analisadas :

∫
Ω

−x2ε
1−x2 ln(ε)cos(x1/ε)

∂u
∂x1

(x)ψ(x)dx

e

∫
Ω

x2
2ε

2−2x2 ln(ε)cos2(x1/ε)
∂u
∂x2

(x)ψ(x)dx.

Consideremos, por exemplo, ψ(x1, x2) = C uma constante e u(x1, x2) = x2. Então, a primeira

integral é nula e, a segunda é igual à:

∫
Ω

x2
2ε

2−2x2 ln(ε)cos2(x1/ε) C dx =

∫
Ω

x2
2ε

2−2x2 ln(ε)
1
2

cos(2x1/ε) C dx1dx2 +

∫
Ω

x2
2ε

2−2x2 ln(ε)
1
2

C dx1dx2.
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Vemos que para a primeira parcela pode ser aplicado raciocı́nio análogo à (2.6) ou (2.7) e,

portanto, converge a zero. Quanto à segunda, afirmamos que converge a −C
4 :

∫
Ω

x2
2ε

2−2x2 ln(ε)
1
2

C dx1dx2 =
C
2

(
−ε2−2x2

2
x2

2

∣∣∣∣1
0

+

∫ 1

0
ε2−2x2x2dx2

)
=

C
2

(
−1
2

+
ε2−2x2

−2 ln(ε)
x2

∣∣∣∣1
0

+

∫ 1

0

ε2−2x2

2 ln(ε)
dx2

)
=

C
2

(
−1
2

+
1

−2 ln(ε)
+

ε2−2x2

−4 ln2(ε)

∣∣∣∣1
0

)
=

C
2

(
−1
2

+
1

−2 ln(ε)
+
ε2
− 1

4 ln2(ε)

)
→

−C
4
.

Concluimos, assim, que no caso dessa segunda perturbação, também não temos a convergência

do operador Aε para o operador A em H−1(Ω).

2.3 Uma nova abordagem

Uma etapa importante em trabalhos como o nosso é a aproximação dos operadores h∗ε∆Ωεh
∗−1
ε ,

com condições de fronteira de Neumann oblı́quas convenientes, do operador Laplaciano com

condição de fronteira de Neumann nula. Como vimos, porém, nossas hε, menos regulares do que

o usual, comprometem tal convergência.

O operador Laplaciano depende da medida adotada em Ωε. Então, se tomarmos uma métrica

adequada, é possı́vel corrigir esse problema de não - convergência dos operadores. Dessa forma,

ao invés de (2.1), vamos considerar uma famı́lia de problemas modificados com o novo operador

sendo o Laplaciano na métrica com “peso” Jhε(x)dx, isto é, ut(x, t) = Jhε(h−1
ε (x))(∆Ωεu(x, t) − au(x, t)) + f (u(x, t)), x ∈ Ωε, t > 0,

∂u
∂N

(x, t) = g(u(x, t)), x ∈ ∂Ωε, t > 0.
(2.17)

O operador Jhε(h−1
ε (x))∆Ωε é, de fato, o Laplaciano em Ωε munido de uma nova métrica ghε

definida por

〈X,Y〉hε =
〈
Jh−1
ε X(y),Y(y)

〉
, X,Y ∈ Ty(Ωε),

sendo 〈· , ·〉 a métrica canônica em Ωε.

Os coeficientes gi j da nova métrica são dados por

gi j =

〈
∂
∂yi

,
∂
∂y j

〉
hε

= Jh−1
ε

〈
∂
∂yi

,
∂
∂y j

〉
= Jh−1

ε δi j.
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Segue que a matriz G := (gi j) = Jh−1
ε IdΩε e detG = (Jh−1

ε )2. Utilizando (1.9) na Seção 15 do Capı́tulo

1, temos que a expressão do Laplaciano nessa métrica em coordenadas canônicas é a seguinte:

∆hεv =
1

Jh−1
ε

∑
i, j

∂
∂yi

(
1

Jh−1
ε

δi jJh−1
ε
∂v
∂y j

)
=

1
Jh−1
ε

∑
i

∂2v
∂y2

i

=
1

Jh−1
ε

∆v.

Nosso propósito é demonstrar a existência e continuidade da famı́lia de atratores para (2.17) e

que (2.17) converge em um determinado sentido para o seguinte problema limite :

 ut(x, t) = ∆u(x, t) − au(x, t) + f (u(x, t)), x ∈ Ω, t > 0,
∂u
∂N

(x, t) = g(u(x, t))µ, x ∈ ∂Ω, t > 0,
(2.18)

onde, se I1, I2, I3 e I4 denotam os quatro segmentos que compõem a fronteira do quadrado, mais

exatamente, I1 = { (x1, 1) | 0 ≤ x1 ≤ 1 }, I2 = { (1, x2) | 0 ≤ x2 ≤ 1 }, I3 = { (x1, 0) | 0 ≤ x1 ≤ 1 },

I4 = { (0, x2) | 0 ≤ x2 ≤ 1 }, a constante µ é igual a 1 em I2, I3 e I4 e, µ = Mπ(p) = 1
π

∫ π
0

√
1 + cos2(y)dy,

a média da função π - periódica p(y) =
√

1 + cos2(y), com p(x1/ε) = J∂Ωhε na porção oscilante da

fronteira I1. De fato, mostramos que µ pode ser interpretado essencialmente como o limite de

|J∂Ωhε| quando ε converge a 0.

Se v(·, t) é uma solução de (2.17) na região perturbada Ωε então, para cada ε, u(x, t) = v(hε(x), t)

satisfaz o problema em Ω,


ut(x, t) = Jhε(x)(h∗ε∆Ωεh

∗−1
ε u(x, t) − au(x, t)) + f (u(x, t)), x ∈ Ω, t > 0,

h∗ε
∂

∂NΩε

h∗−1
ε u(x, t) = g(u(x, t)), x ∈ ∂Ω, t > 0.

(2.19)

Agora, multiplicando (2.19) por uma função φ suave em Ω e, colocando na forma integral,


∫

Ω

ut(x, t)φ(x)dx =

∫
Ω

h∗ε∆Ωεh
∗−1
ε u(x, t)φ(x)Jhε(x)dx −

∫
Ω

au(x, t)φ(x)Jhε(x)dx +

∫
Ω

f (u(x, t))φ(x)dx, x ∈ Ω, t > 0,∫
∂Ω

h∗ε
∂

∂NΩε

h∗−1
ε u(x, t)φ(x)dσ(x) =

∫
∂Ω

g(u(x, t))φ(x)dσ(x), x ∈ ∂Ω, t > 0.

(2.20)

Neste ponto, podemos definir uma solução fraca do problema (2.19), transformando a integral∫
Ω

h∗ε∆Ωεh
∗−1
ε u(x, t)φ(x)Jhε(x)dx em outra que não contenha derivadas de segunda ordem através

do método de integração por partes em Ωε. Vejamos, se φ(x) = ψ(hε(x)),
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∫
Ω

h∗ε∆Ωεh
∗−1
ε u(x, t)φ(x)Jhε(x)dx =

∫
Ω

∆Ωε(u ◦ h−1
ε )(hε(x), t)ψ(hε(x))Jhε(x)dx

=

∫
Ωε

∆Ωεv(y, t)ψ(y)dy

= −

∫
Ωε

∇Ωε(v)(y, t) · ∇Ωεψ(y)dy

+

∫
∂Ωε

∂v
∂NΩε

(y, t)ψ(y)dσ(y)

= −

∫
Ωε

∇Ωε(v)(y, t) · ∇Ωεψ(y)dy

+

∫
∂Ωε

g(v(y, t))ψ(y)dσ(y).

Retornando ao domı́nio fixo,

∫
Ω

h∗ε∆Ωεh
∗−1
ε u(x, t)φ(x)Jhε(x)dx = −

∫
Ω

∇Ωε(u ◦ h−1
ε )(hε(x), t)∇Ωε(φ ◦ h−1

ε )(hε(x))|Jhε(x)|dx

+

∫
∂Ω

g(u ◦ h−1
ε )(hε(x), t)(φ ◦ h−1

ε )(hε(x))|J∂Ωhε(x)|dσ(x)

= −

∫
Ω

h∗ε∇Ωεh
∗−1
ε (u)(x, t) h∗ε∇Ωεh

∗−1
ε φ(x)|Jhε(x)|dx

+

∫
∂Ω

g(u(x, t))φ(x)|J∂Ωhε(x)|dσ(x),

onde J∂Ωhε denota o determinante da matriz jacobiana do difeomorfismo hε : ∂Ω→ ∂hε(Ω). Então,

a equação (2.20) fica,

∫
Ω

ut(x, t)φ(x)dx = −

∫
Ω

h∗ε∇Ωεh
∗−1
ε (u)(x, t) h∗ε∇Ωεh

∗−1
ε φ(x)|Jhε(x)|dx

−

∫
Ω

au(x, t)φ(x)Jhε(x)dx +

∫
Ω

f (u(x, t))φ(x)dx

+

∫
∂Ω

g(u(x, t))φ(x)|J∂Ωhε(x)|dσ(x). (2.21)

A expressão (2.21) pode ser escrita como uma equação abstrata na forma :

ut + Aεu = Hεu.

Dado u ∈ H1(Ω), podemos interpretá-lo como um elemento de H−1(Ω) de modo que o lado

esquerdo de (2.21) é a derivada em relação à t do seguinte funcional linear definido em H1(Ω):

φ 7→

∫
Ω

u(x, t)φ(x)dx.
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E, o lado direito de (2.21) é a soma do funcional linear em H1(Ω), Aεu,

φ 7→

∫
Ω

h∗ε∇Ωεh
∗−1
ε (u)(x, t)h∗ε∇Ωεh

∗−1
ε φ(x)|Jhε(x)|dx +

∫
Ω

au(x, t)φ(x)|Jhε(x)|dx (2.22)

com o funcional linear em H1(Ω), Hεu,

φ 7→

∫
Ω

f (u(x, t))φ(x)dx +

∫
∂Ω

g(u(x, t))φ(x)|J∂Ωhε(x)|dσ(x).

Como veremos na Seção 4 deste capı́tulo, os operadores Aε definidos em (2.22) se aproximam

do operador A no sentido da norma dos resolventes.

Vale observar que, pelas contas acima, se além da nova métrica, multiplicarmos a não lineari-

dade g em (2.19) por um termo conveniente:


ut(x, t) = Jhε(x)(h∗ε∆Ωεh

∗−1
ε u(x, t) − au(x, t)) + f (u(x, t)), x ∈ Ω, t > 0,

h∗ε
∂

∂NΩε

h∗−1
ε u(x, t) =

1
|J∂Ωhε(x)|

g(u(x, t)), x ∈ ∂Ω, t > 0,
(2.23)

temos a convergência de (2.23), em um certo sentido, para o problema original :


ut(x, t) = h∗ε∆Ωεh

∗−1
ε u(x, t) − au(x, t) + f (u(x, t)), x ∈ Ω, t > 0,

h∗ε
∂

∂NΩε

h∗−1
ε u(x, t) = g(u(x, t)), x ∈ ∂Ω, t > 0.

.

2.3.1 Setorialidade dos operadores perturbados

Nesta subseção, demonstramos que os operadores Aε na expressão (2.22) são setoriais em

H−1(Ω). E, também, adicionamos uma condição de fronteira conveniente para defini - los em

L2(Ω) de modo que os operadores Aε em (2.22) são uma extensão destes últimos. A partir disso,

provamos a setorialidade em L2(Ω).

Vejamos, para u, φ ∈ H1(Ω),

〈Aεu, φ〉−1,1 =

∫
Ω

(h∗ε∇Ωεh
∗−1
ε u)(x, t) · (h∗ε∇Ωεh

∗−1
ε φ)(x)Jhε(x)dx + a

∫
Ω

u(x, t)φ(x)Jhε(x)dx(2.24)

=

∫
Ω

∂u
∂x1

(x)
∂φ

∂x1
(x)Jhε(x)dx +

∫
Ω

b12(x)
∂u
∂x1

(x)
∂φ

∂x2
(x)Jhε(x)dx (2.25)

+

∫
Ω

b12(x)
∂u
∂x2

(x)
∂φ

∂x1
(x)Jhε(x)dx +

∫
Ω

(b12(x))2 ∂u
∂x2

(x)
∂φ

∂x2
(x)Jhε(x)dx

+

∫
Ω

(b22(x))2 ∂u
∂x2

(x)
∂φ

∂x2
(x)Jhε(x)dx + a

∫
Ω

u(x, t)φ(x)Jhε(x)dx.



56 Perturbação do Laplaciano por variação de domı́nios

Agora,

〈Au, φ〉−1,1 =

∫
Ω

∇u(x, t) · ∇φ(x)dx + a
∫

Ω

u(x, t)φ(x)dx.

=

∫
Ω

∂u
∂x1

(x)
∂φ

∂x1
(x)dx +

∫
Ω

∂u
∂x2

(x)
∂φ

∂x2
(x)dx + a

∫
Ω

u(x, t)φ(x)dx. (2.26)

Lema 2.3.1 Os operadores Aε são positivos definidos e auto-adjuntos, vale que ‖ Aεu ‖H−1(Ω)≥ C′ ‖ u ‖H1(Ω)

onde C′ > 0 é uma constante independente de ε.

Demonstração:

Primeiramente, vamos definir, para cada ε > 0, uma forma bilinear simétrica contı́nua aε :

H1(Ω) ×H1(Ω)→ R por

aε(u, v) =

∫
Ω

(h∗ε∇Ωεh
∗−1
ε u)(x, t) · (h∗ε∇Ωεh

∗−1
ε v)(x)Jhε(x)dx + a

∫
Ω

u(x, t)v(x)Jhε(x)dx.

Notemos que Aε : H1(Ω) ⊂ H−1(Ω)→ H−1(Ω) é determinado pela relação:

< Aεu, v >−1,1= aε(u, v), ∀v ∈ H1(Ω).

Afirmamos que aε é coerciva, isto é, existe uma constante C′ > 0, independente de ε, tal que

aε(u,u) ≥ C′ ‖ u ‖2
H1(Ω)

para todo u ∈ H1(Ω).

De fato, a segunda parcela que compõe aε(u,u) pode ser majorada inferiormente por C2 ‖

u ‖2
L2(Ω)

com C2 uma constante positiva independente de ε, visto que Jhε converge uniformemente

a 1. Analisemos então a primeira parcela,

∫
Ω

(h∗ε∇Ωεh
∗−1
ε u)(x, t) · (h∗ε∇Ωεh

∗−1
ε u)(x, t)Jhε(x)dx ≥<

 1 b12

b12 b2
12 + b2

22

∇u,∇u >L2(Ω),

com bi j as entradas da inversa transposta da matriz jacobiana de hε, conforme (2.4). Se verificarmos

que a matriz simétrica M que aparece na expressão anterior possui autovalores λ1 ≤ λ2 positivos,

por um resultado conhecido, ela é positiva definida. Para tanto, basta notarmos que a soma dos

elementos na diagonal de M, a saber 1 + b2
12 + b2

22, e o produto dos mesmos, b2
12 + b2

22, são positivos.

Segue que a matriz em questão é positiva definida, existe constante positiva C1 tal que

<

 1 b12

b12 b2
12 + b2

22

∇u,∇u >L2(Ω)≥ C1 ‖ ∇u ‖2L2(Ω) .

Resta constatarmos que C1 independe de ε. Seja {v1, v2} base ortonormal formada pelos au-

tovetores associados à λ1 e à λ2 respectivamente e, v ∈ R um vetor. Então, v =

2∑
i=1

aivi com
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ai ∈ R, i = 1, 2 e,

< Mv, v > = < a1λ1v1 + a2λ2v2, a1v1 + a2v2 >

= λ1a2
1 + λ2a2

2

≥ min(λ1, λ2)(a2
1 + a2

2)

≥ λ1(a2
1 + a2

2)

≥ λ1 ‖ v ‖2 .

Neste ponto, precisamos determinar os autovalores λ1 e λ2:

det ([bi j]t[bi j] − λI) = 0 ⇔ (1 − λ)(b2
12 + b2

22 − λ) − b2
12 = 0

⇔ λ2 + (−1 − b2
12 − b2

22)λ + b2
22 = 0.

Resolvendo essa equação de segundo grau em λ, encontramos

λ =
1
2

(
(1 + b2

12 + b2
22) ±

√
1 + b4

22 + b4
12 + 2b2

12 − 2b2
22 + 2b2

12b2
22

)
.

Daı́,

λ1 =
1
2

(
(1 + b2

12 + b2
22) −

√
1 + b4

22 + b4
12 + 2b2

12 − 2b2
22 + 2b2

12b2
22

)
=

1
2

(a − b).

Agora,

a2 = (1 + b2
12 + b2

22)2

=

1 +

 −ϕ(x2, ε)cos(x1/ε) 1
ε

1 +
∂ϕ
∂x2

(x2, ε)sin(x1/ε)


2

+

 1

1 +
∂ϕ
∂x2

(x2, ε)sin(x1/ε)


2

2

=
1 + 2

(
ϕ(x2, ε)cos(x1/ε) 1

ε

)2
+ 2

(
1 +

∂ϕ
∂x2

(x2, ε)sin(x1/ε)
)2

+
(
1 +

∂ϕ
∂x2

(x2, ε)sin(x1/ε)
)4

(
1 +

∂ϕ
∂x2

(x2, ε)sin(x1/ε)
)4

+
2
(
ϕ(x2, ε)cos(x1/ε) 1

ε

)2 (
1 +

∂ϕ
∂x2

(x2, ε)sin(x1/ε)
)2

+
(
ϕ(x2, ε)cos(x1/ε) 1

ε

)4

(
1 +

∂ϕ
∂x2

(x2, ε)sin(x1/ε)
)4

.

E,

b2 =

(
1 +

∂ϕ
∂x2

(x2, ε)sin(x1/ε)
)4

+ 1 +
(
ϕ(x2, ε)cos(x1/ε) 1

ε

)4

(
1 +

∂ϕ
∂x2

(x2, ε)sin(x1/ε)
)4

+
2
(
ϕ(x2, ε)cos(x1/ε) 1

ε

)2 (
1 +

∂ϕ
∂x2

(x2, ε)sin(x1/ε)
)2
− 2

(
1 +

∂ϕ
∂x2

(x2, ε)sin(x1/ε)
)2

+ 2
(
ϕ(x2, ε)cos(x1/ε) 1

ε

)2

(
1 +

∂ϕ
∂x2

(x2, ε)sin(x1/ε)
)4

.
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Assim, a2
− b2 =

4
(
1+

∂ϕ
∂x2

(x2,ε)sin(x1/ε)
)2

(
1+

∂ϕ
∂x2

(x2,ε)sin(x1/ε)
)4 = 4(

1+
∂ϕ
∂x2

(x2,ε)sin(x1/ε)
)2 donde,

λ1 =
1
2

(a − b)

=
1
2

(a2
− b2)

(a + b)

=
2(

1 +
∂ϕ
∂x2

(x2, ε)sin(x1/ε)
)2

1
(a + b)

≥
2
N

= C1,

sendo N > 0 uma constante independente de εque limita superiormente (a+b)
(
1 +

∂ϕ
∂x2

(x2, ε)sin(x1/ε)
)2

.

Logo,

< Aεu,u >−1,1 ≥ < M∇u,∇u > + C2 ‖ u ‖2L2(Ω)

≥ C1 ‖ ∇u ‖2L2(Ω) + C2 ‖ u ‖2L2(Ω) (2.27)

≥ min (C1,C2) ‖ u ‖2H1(Ω) .

Segue do Lema de Lax - Milgram (ver [9], Lema 2.2.1.1), que Aε é sobrejetor. Somando - se a isso

o fato de ser simétrico (conforme Lema 1.9.6), pelo Corolário 1.9.5, concluimos que tal operador é

auto - adjunto.

�

Observação 2.3.2 Notemos que os operadores Aε são também limitados superiormente como operadores de

H1(Ω) em H−1(Ω), pois ‖ Aεu ‖H−1(Ω)= sup
‖φ‖H1(Ω)=1

< Aεu, φ >−1,1 e, pela expressão (2.25),

〈Aεu, φ〉−1,1 =

∫
Ω

∂u
∂x1

(x)
∂φ

∂x1
(x)Jhε(x)dx +

∫
Ω

b12(x)
∂u
∂x1

(x)
∂φ

∂x2
(x)Jhε(x)dx

+

∫
Ω

b12(x)
∂u
∂x2

(x)
∂φ

∂x1
(x)Jhε(x)dx +

∫
Ω

(b12(x))2 ∂u
∂x2

(x)
∂φ

∂x2
(x)Jhε(x)dx

+

∫
Ω

(b22(x))2 ∂u
∂x2

(x)
∂φ

∂x2
(x)Jhε(x)dx + a

∫
Ω

u(x)φ(x)Jhε(x)dx

≤ K
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ∂u
∂x1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
L2(Ω)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ ∂φ∂x1

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
L2(Ω)

+ KC12

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ∂u
∂x1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
L2(Ω)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ ∂φ∂x2

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
L2(Ω)

+ KC12

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ∂u
∂x2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
L2(Ω)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ ∂φ∂x1

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
L2(Ω)

+ KC2
12

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ∂u
∂x2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
L2(Ω)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ ∂φ∂x2

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
L2(Ω)

+ KC2
22

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ∂u
∂x2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
L2(Ω)

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ ∂φ∂x2

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
L2(Ω)

+ aK ‖ u ‖L2(Ω)‖ φ ‖L2(Ω) (2.28)

≤ C ‖ u ‖H1(Ω)‖ φ ‖H1(Ω),
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para toda φ ∈ H1(Ω), onde K, C12, C22 são constantes positivas que limitam Jhε, b12, b22 independente-

mente de ε respectivamente e C é uma constante positiva. Portanto, ‖ Aεu ‖H−1(Ω)≤ C ‖ u ‖H1(Ω).

Observação 2.3.3 Observemos que considerações análogas àquelas feitas no Lema 2.3.1 e na Observação

2.3.2 também são válidas para o operador não perturbado A afinal,

〈Au, u〉−1,1 =

∫
Ω

∇u(x) · ∇u(x)dx + a
∫

Ω

u(x)u(x)dx

= ‖ ∇u ‖2L2(Ω) + a ‖ u ‖2L2(Ω),

donde ‖ Au ‖H−1(Ω)≥ D
′

‖ u ‖H1(Ω) com D
′

uma constante positiva. E,

〈Au, φ〉−1,1 =

∫
Ω

∇u(x) · ∇φ(x)dx + a
∫

Ω

u(x)φ(x)dx

≤ ‖ ∇u ‖L2(Ω)‖ ∇φ ‖L2(Ω) +a ‖ u ‖L2(Ω)‖ φ ‖L2(Ω)

≤ (1 + a) ‖ u ‖H1(Ω)‖ φ ‖H1(Ω)

≤ D ‖ u ‖H1(Ω)‖ φ ‖H1(Ω),

para toda φ ∈ H1(Ω) e, segue que, ‖ Au ‖H−1(Ω)≤ D ‖ u ‖H1(Ω).

Proposição 2.3.4 Se λ ≤ 0 e f ∈ H−1(Ω), então λ ∈ ρ(Aε) e existe uma constante C̄ > 0 independente

de ε tal que ‖ (Aε − λ)−1 f ‖H1(Ω)≤ C̄ ‖ f ‖H−1(Ω).

Demonstração:

Basta provar que

sup
‖φ ‖H1(Ω)=1

|〈(Aε − λ)u, φ〉−1,1| ≥ C′′ ‖ u ‖H1(Ω), ∀λ ≤ 0, u ∈ H1(Ω),

onde C′′ é uma constante positiva independente de ε.

Como

sup
‖φ ‖H1(Ω)=1

|〈(Aε − λ)u, φ〉−1,1| ≥

∣∣∣∣∣∣〈(Aε − λ)u,
u
‖ u ‖

〉
−1,1

∣∣∣∣∣∣
e,

|〈(Aε − λ)u, u〉−1,1| =

∫
Ω

|(bi j)i j(x)∇u(x)|2Jhε(x)dx + a
∫

Ω

u2(x)Jhε(x)dx − λ
∫

Ω

u2(x)dx

≥ C1

∫
Ω

|∇u(x)|2dx + (C2 − λ)
∫

Ω

u2(x)dx

= C′′ ‖ u ‖2H1(Ω),

onde C1 e C2 são as constantes positivas independentes de ε no Lema 2.3.1 e usamos a convergência

uniforme de Jhε para 1, segue que ‖ (Aε − λ)u ‖H−1(Ω)≥ C′′ ‖ u ‖H1(Ω). Daı́, se (Aε − λ)u = f , f ∈

H−1(Ω), aplicando isto, temos que ‖ (Aε − λ)−1 f ‖H1(Ω)≤
1

C′′ ‖ f ‖H−1(Ω)= C̄ ‖ f ‖H−1(Ω).



60 Perturbação do Laplaciano por variação de domı́nios

�

Proposição 2.3.5 Os operadores {Aε}0≤ ε≤ ε0 são setoriais com ‖ (Aε − λ)−1
‖L(H−1(Ω))≤

√
2

|λ−b| , ∀λ ∈ Sb, π4 e

os semigrupos associados {Tε(t)}0≤ ε≤ ε0 são tais que ‖ Tε(t) ‖L(H−1(Ω))≤ Me−bt para alguns M > 1 e b > 0

constantes independentes de ε.

Demonstração:

Notemos que pelo Lema 2.3.1, Aε é um operador auto - adjunto e limitado inferiormente por

alguma constante positiva b independente de ε, para 0 ≤ ε ≤ ε0, além de ser densamente definido.

Portanto, de acordo com o Exemplo 1.12.10, Aε é setorial com setor Sb, π4 e ‖ (Aε−λ)−1
‖≤

√
2

|λ−b| , ∀λ ∈

Sb, π4 (Ver também Exemplo 1.1.3 em [15]).

Pelo Teorema 1.12.14, −Aε é gerador infinitesimal de um semigrupo analı́tico {e−Aεt}t≥ 0 com

‖ e−Aεt ‖ ≤ Me−bt, sendo M uma constante que depende apenas da constante que aparece na

desigualdade do resolvente de Aε,
√

2, e também do setor Sb, π4 . Agora, como tal constante e o

setor independem de ε, obtivemos uma estimativa uniforme para os semigrupos gerados pelos

operadores −Aε.

�

Observação 2.3.6 A partir da desigualdade do resolvente obtida na Proposição 2.3.5, podemos estender a

limitação dos operadores resolventes na Proposição 2.3.4 para λ no setor comum Sb, π4 .

De fato, pela Proposição 2.3.5, ‖ (Aε − λ)−1
‖L(H−1(Ω))≤

√
2

|λ−b| , ∀λ ∈ Sb, π4 , 0 ≤ ε ≤ ε0, de forma que se

u ∈ H−1(Ω),

‖ (Aε − λ)−1u ‖H1(Ω) = ‖ Aε(Aε − λ)−1u ‖H−1(Ω)

= ‖ (Aε − λ)(Aε − λ)−1u + λ(Aε − λ)−1u ‖H−1(Ω)

≤ ‖ u ‖H−1(Ω) +|λ|

√
2

|λ − b|
‖ u ‖H−1(Ω),

o que implica em

‖ (Aε − λ)−1
‖L(H−1(Ω),H1(Ω))≤ 1 +

|λ|
√

2
|λ − b|

, ∀λ ∈ Sb, π4 , 0 ≤ ε ≤ ε0.

Finalizaremos esta subseção, provando que tais operadores também são setoriais em L2(Ω),

tomando como domı́nio o conjunto
{
u ∈ H2(Ω) | h∗ε

∂
∂NΩε

h∗−1
ε u = 0 em ∂Ω

}
.

Proposição 2.3.7 Os operadores Aε são setoriais quando considerados em L2(Ω).
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Demonstração:

É suficiente demonstrar que os operadores Aε são auto - adjuntos e limitados inferiormente

como operadores em L2(Ω), conforme Exemplo 1.12.10. A mesma prova do Lema 2.3.1 nos mostra

que tratam-se de operadores positivos definidos afinal, < Aεu,u >≥ 0.

E, como são simétricos, se constatarmos que são sobrejetores, resulta que são auto - adjuntos

(veja o Corolário 1.9.5). De acordo com o Teorema 1.4.2, para cada f ∈ L2(Ω), existe um único

u ∈ H2(Ω) que é a solução de

−

2∑
i, j=1

∫
Ω

ai j
∂u
∂xi

∂v
∂x j

dx + a
∫

Ω

uvdx =

∫
Ω

1
Jhε

f vdx, ∀v ∈ H1(Ω),

desde que ai j’s satisfaçam algumas hipóteses: ai j = a ji ∈ C0,1(Ω) e existe α > 0 tal que
∑2

i, j=1 ai jξiξ j ≤

−α|ξ|2 para todo x ∈ Ω e ξ ∈ R2. Note que esta expressão trata-se da forma fraca do problema de

Neumann para a equação Aεu = f em Ω e a11 = −1, a12 = a21 = −b12, a22 = −(b2
12 + b2

22).

Quanto a primeira hipótese sobre os ai j’s, temos a12 = a21 e ai j ∈ C∞(Ω). Agora, a segunda é

equivalente a:

< [ai j]ξ, ξ >≤ −α|ξ|2 ⇔< [−ai j]ξ, ξ >≥ α|ξ|2

e, já vimos no Lema 2.3.1 que a matriz [−ai j] é positiva definida.

�

2.4 Aproximação dos resolventes

Nesta seção, obtemos resultados centrais para este trabalho sobre a convergência dos resolven-

tes dos Aε e os aplicamos para estudar o comportamento dos espectros e, também, futuramente,

dos semigrupos lineares.

Teorema 2.4.1 Os operadores (Aε)0≤ ε≤ ε0 aproximam o operador A no seguinte sentido: (Aε − A)u → 0

em W−2,p(Ω), com p > 2, uniformemente para u em subconjuntos limitados de H1(Ω).

Demonstração:

Recordemos que, pelo Teorema de Imersão 1.2.7, Wk,p(Ω) ⊂ C0,µ(Ω) para p ≥ 1, kp > 2 e µ > 0

adequado. Usando as expressões em (2.25) e (2.26), encontramos, para u, ψ ∈ H1(Ω):
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〈(Aε − A)u, ψ〉−1,1 =

∫
Ω

∂u
∂x1

(x)
∂ψ

∂x1
(x)(Jhε(x) − 1)dx (2.29)

+

∫
Ω

−ϕ(x2, ε)cos(x1/ε) 1
ε

1 +
∂ϕ
∂x2

(x2, ε)sin(x1/ε)

∂u
∂x1

(x)
∂ψ

∂x2
(x)Jhε(x)dx (2.30)

+

∫
Ω

−ϕ(x2, ε)cos(x1/ε) 1
ε

1 +
∂ϕ
∂x2

(x2, ε)sin(x1/ε)

∂u
∂x2

(x)
∂ψ

∂x1
(x)Jhε(x)dx (2.31)

+

∫
Ω

(
ϕ(x2, ε)cos(x1/ε) 1

ε

)2

(
1 +

∂ϕ
∂x2

(x2, ε)sin(x1/ε)
)2
∂u
∂x2

(x)
∂ψ

∂x2
(x)Jhε(x)dx (2.32)

+

∫
Ω

∂u
∂x2

(x)
∂ψ

∂x2
(x)

 1(
1 +

∂ϕ
∂x2

(x2, ε)sin(x1/ε)
) − 1

 dx (2.33)

+ a
∫

Ω

u(x)ψ(x)(Jhε(x) − 1)dx. (2.34)

A seguir, analisemos cada uma dessas integrais separadamente considerando ψ ∈ W2,p(Ω) ⊂

H1(Ω), u ∈ H1(Ω), ‖ u ‖H1(Ω)≤ L e ‖ ψ ‖W2,p(Ω)≤ 1:

|(2.29)| ≤
∫

Ω

∣∣∣∣∣ ∂u
∂x1

(x)
∂ψ

∂x1
(x)

∣∣∣∣∣ |(Jhε(x) − 1)| dx ≤ C(ε) max
Ω

∣∣∣∣∣ ∂ψ∂x1
(x)

∣∣∣∣∣ ∫
Ω

∣∣∣∣∣ ∂u
∂x1

(x)
∣∣∣∣∣ dx

≤ C(ε)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ∂ψ∂x1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
C0,µ(Ω)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ∂u
∂x1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
L2(Ω)
|Ω|

≤ C(ε) I1 |Ω|

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ∂ψ∂x1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
W1,p(Ω)

‖ u ‖H1(Ω)

≤ C(ε) I1I2 L|Ω| ‖ ψ ‖W2,p(Ω)

≤ C(ε) I1I2 L|Ω|

→ 0 quando ε→ 0,

sendo C(ε) > 0 uma constante que tende a zero quando ε tende a zero devido à convergência para

um uniforme em x de Jhε por hipótese, I1 > 0, a constante de imersão de W1,p(Ω) ⊂ C0,µ(Ω) e

I2 > 0 vem do fato do operador diferenciação em relação a x1 ser contı́nuo de W2,p(Ω) em W1,p(Ω),

conforme Teorema 1.2.6.
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Agora, (2.30) e (2.31) são análogas, bastando estudar uma delas:

∫
Ω

∣∣∣∣∣∣∣∣ −ϕ(x2, ε)cos(x1/ε) 1
ε

1 +
∂ϕ
∂x2

(x2, ε)sin(x1/ε)

∂u
∂x1

(x)
∂ψ

∂x2
(x)Jhε(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣ dx =

∫
Ω

| cos(x1/ε) |
∣∣∣∣∣ϕ(x2, ε)

1
ε
∂u
∂x1

(x)
∣∣∣∣∣ ∣∣∣∣∣ ∂ψ∂x2

(x)
∣∣∣∣∣ dx

≤ max
Ω

∣∣∣∣∣ ∂ψ∂x2
(x)

∣∣∣∣∣ ∫
Ω

∣∣∣∣∣ϕ(x2, ε)
1
ε
∂u
∂x1

(x)
∣∣∣∣∣ dx

≤

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ∂ψ∂x2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
C0,µ(Ω)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ϕ(x2, ε)
1
ε

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
L2(Ω)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ∂u
∂x1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
L2(Ω)

≤ I1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ∂ψ∂x2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
W1,p(Ω)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ϕ(x2, ε)
1
ε

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
L2(Ω)

‖ u ‖H1(Ω)

≤ I1I3L ‖ ψ ‖W2,p(Ω)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ϕ(x2, ε)
1
ε

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
L2(Ω)

≤ I1I3L
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ϕ(x2, ε)

1
ε

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
L2(Ω)

→ 0 quando ε→ 0,

onde I3 > 0 vem do operador diferenciação em relação à x2 ser contı́nuo de W2,p(Ω) em W1,p(Ω) e

utilizamos que
∣∣∣∣∣∣ϕ(x2, ε)2 1

ε2

∣∣∣∣∣∣
L2(Ω)

→ 0 quando ε→ 0 implica
∣∣∣∣∣∣ϕ(x2, ε) 1

ε

∣∣∣∣∣∣
L2(Ω) → 0 quando ε→ 0.

|(2.32)| ≤
∫

Ω

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(
ϕ(x2, ε)cos(x1/ε) 1

ε

)2

(
1 +

∂ϕ
∂x2

(x2, ε)sin(x1/ε)
)2
∂u
∂x2

(x)
∂ψ

∂x2
(x)Jhε(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ dx

=

∫
Ω

∣∣∣∣∣∣∣∣ cos(x1/ε)2(
1 +

∂ϕ
∂x2

(x2, ε)sin(x1/ε)
)
∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ϕ(x2, ε)2 1

ε2
∂u
∂x2

(x)
∣∣∣∣∣ ∣∣∣∣∣ ∂ψ∂x2

(x)
∣∣∣∣∣ dx

≤ max
Ω

∣∣∣∣∣ ∂ψ∂x2
(x)

∣∣∣∣∣ ∫
Ω

∣∣∣∣∣ϕ(x2, ε)2 1
ε2
∂u
∂x2

(x)
∣∣∣∣∣ dx

≤

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ∂ψ∂x2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
C0,µ(Ω)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ϕ(x2, ε)2 1
ε2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
L2(Ω)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ∂u
∂x2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
L2(Ω)

≤ I1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ∂ψ∂x2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
W1,p(Ω)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ϕ(x2, ε)2 1
ε2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
L2(Ω)

‖ u ‖H1(Ω)

≤ I1I3L ‖ ψ ‖W2,p(Ω)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ϕ(x2, ε)2 1
ε2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
L2(Ω)

≤ I1I3L
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ϕ(x2, ε)2 1

ε2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
L2(Ω)

→ 0 quando ε→ 0,

pois supomos que
∣∣∣∣∣∣ϕ(x2, ε)2 1

ε2

∣∣∣∣∣∣
L2(Ω)

→ 0 quando ε→ 0.
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|(2.33)| ≤
∫

Ω

∣∣∣∣∣ ∂u
∂x2

(x)
∂ψ

∂x2
(x)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣
 1(

1 +
∂ϕ
∂x2

(x2, ε)sin(x1/ε)
) − 1


∣∣∣∣∣∣∣∣ dx ≤ C′(ε) max

Ω

∣∣∣∣∣ ∂ψ∂x2
(x)

∣∣∣∣∣ ∫
Ω

∣∣∣∣∣ ∂u
∂x2

(x)
∣∣∣∣∣ dx

≤ C′(ε)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ∂ψ∂x2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
C0,µ(Ω)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ∂u
∂x2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
L2(Ω)
|Ω|

≤ C′(ε) I1 |Ω|

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ∂ψ∂x2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
W1,p(Ω)

‖ u ‖H1(Ω)

≤ C′(ε) I1I3 L |Ω| ‖ ψ ‖W2,p(Ω)

≤ C′(ε) I1I3 L |Ω|

→ 0 quando ε→ 0,

onde C′(ε) > 0 é uma constante que converge a zero quando ε tende a zero devido a convergência

de Jhε para um uniformemente em x. Quanto a última integral,

|(2.34)| ≤ a
∫

Ω

|u(x)ψ(x)||(Jhε(x) − 1)| dx ≤ aC(ε) max
Ω
|ψ(x)|

∫
Ω

|u(x)|dx

≤ aC(ε) ‖ ψ ‖C0,η(Ω)‖ u ‖L2(Ω) |Ω|

≤ aC(ε) I4|Ω| ‖ ψ ‖W2,p(Ω)‖ u ‖H1(Ω)

≤ aC(ε) I4|Ω|L

→ 0 quando ε→ 0,

sendo I4 > 0 referente à imersão W2,p(Ω) ⊂ C0,η para η adequado, conforme o Teorema 1.2.7.

�

Lema 2.4.2 Para λ ∈ Sb, π4 , setor comum à famı́lia {Aε}0≤ ε≤ ε0 , f ∈ H−1(Ω), (Aε − λ)−1 f converge a

(A − λ)−1 f em Hs(Ω), −1 ≤ s < 1 quando ε tende a zero.

Demonstração:

Estabeleçamos (Aε − λ)−1 f = uε e (A − λ)−1 f = u, u, uε ∈ H1(Ω). Como vimos na Observação

2.3.6, {uε}0≤ ε≤ ε0 é uniformemente limitada e sendo a imersão de H1(Ω) em Hs(Ω) compacta para

−1 ≤ s < 1, {uε}0≤ ε≤ ε0 admite uma subsequência convergente que continuaremos a denotar por

{uε}0≤ ε≤ ε0 ; uε → w em Hs(Ω) quando ε→ 0.

Queremos demonstrar que w = u. Para tanto, é suficiente provar que (A − λ)w = f afinal,

(A − λ) é injetor. Por um lado, (A − λ)uε → (A − λ)w em Hs−2(Ω), ∀λ ≤ 0.

Agora, (A − λ)uε = (Aε − λ)uε + (A − Aε)uε = f + (A − Aε)uε → f em W−2,p(Ω) quando ε → 0

pelo Teorema 2.4.1. Por unicidade do limite, (A − λ)w = f e, concluimos que w = u.
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�

O próximo teorema nos diz que, de fato, é possı́vel obter uma convergência dos resolventes

em norma:

Teorema 2.4.3 Para λ ∈ Sb, π4 , setor comum à famı́lia {Aε}0≤ ε≤ ε0 , β < 1, 0 ≤ s < 1, ‖ (Aε − λ)−1
−

(A − λ)−1
‖L(H−β(Ω),Hs(Ω))→ 0 quando ε → 0 e, tal convergência é uniforme em λ para λ em conjuntos

compactos.

Demonstração:

Paraλ ∈ Sb, π4 , provamos no Lema 2.4.2 que (Aε−λ)−1 f → (A−λ)−1 f em Hs(Ω),∀ f ∈ H−1(Ω), 0 ≤

s < 1.

Suponhamos que seja falsa a tese. Então, existe uma sequência ( fε)ε ⊂ H−β(Ω) com ‖ fε ‖H−β(Ω)≤

1 e ‖ (Aε − λ)−1 fε − (A − λ)−1 fε ‖Hs(Ω)≥ δ, para δ > 0.

Como H−β(Ω) está compactamente imerso em H−1(Ω), podemos encontrar uma subsequência

convergente, fε → f em H−1(Ω), mantendo a notação.

Agora,

‖ (Aε − λ)−1 fε − (A − λ)−1 fε ‖Hs(Ω) ≤ ‖ (Aε − λ)−1 fε − (Aε − λ)−1 f ‖Hs(Ω)

+ ‖ (Aε − λ)−1 f − (A − λ)−1 f ‖Hs(Ω)

+ ‖ (A − λ)−1 f − (A − λ)−1 fε ‖Hs(Ω) .

Ocorre que o lado direito da desigualdade imediatamente acima vai a zero, usando a Observação

2.3.6 e o Lema 2.4.2, gerando uma contradição, pois o lado esquerdo não tende a zero por hipótese.

Empregando argumentos de compacidade e a continuidade dos resolventes em λ, obtemos

que tal convergência é uniforme em λ para λ em conjuntos compactos de Sb, π4 .

�

Observação 2.4.4 Notemos que a convergência em norma dos operadores resolventes (Aε−λ)−1 : H−β(Ω)→

Hs(Ω) para o operador resolvente (A − λ)−1 : H−β(Ω) → Hs(Ω) com β < 1 e 0 ≤ s < 1 pode ser obtida

também combinando-se o Lema 2.4.2 com o resultado enunciado no Lema 1.9.12.

Em outras palavras, pelo Lema 2.4.2, Aε converge a A no sentido forte do resolvente em H−1(Ω)

e o Teorema 2.4.3 nos diz que Aε converge a A no sentido da norma do resolvente considerando,

por exemplo, os operadores em L2(Ω) com valores neste espaço, usando a nomenclatura presente

na Seção 9 do primeiro capı́tulo. Terminamos a seção com uma consequência muito útil desse

fato, a convergência dos autovalores:
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Teorema 2.4.5 Vale que σ(A) = lim
ε→0

σ(Aε), ou ainda, σ(A) é o conjunto dos λ ∈ R tais que existe sequência

λε → λ com λε ∈ σ(Aε).

Demonstração: Veja o Teorema 1.9.16.

Observação 2.4.6 É importante notarmos que as autofunções relativas ao operador em H−1(Ω) estão todas

em H2(Ω), ou seja, os autovalores não mudam. Isso porque, dado u ∈ H1(Ω), temos que u ∈ L2(Ω) e de

acordo com o Teorema 1.4.2, o problema (−∆ + η)u = λu admite única solução em H2(Ω). Então, u deve

estar em H2(Ω).

2.5 Interpretação de Aε como operador de Laplace - Beltrami

Veremos que o operador Aε é, na verdade, a forma fraca do operador de Laplace - Beltrami

em Ω com a métrica µ obtida pelo pull - back da métrica canônica em Ωε. Note que, para cada

perturbação do domı́nio através de hε, temos uma métrica diferente. Para simplificar a notação,

por ora, omitiremos a dependência em ε.

Consideremos
{
∂
∂xi

}2

i=1
e
{
∂
∂yi

}2

i=1
bases de T(·)Ω e Th(·)Ωh, respectivamente, e gi j os coeficientes

da métrica µ no sistema de coordenadas canônico:

gi j =

〈
∂
∂xi

,
∂
∂x j

〉
µ

=

〈 2∑
k=1

[hx]t
ik
∂
∂yk

,
2∑

l=1

[hx]t
jl
∂
∂yl

〉
= [hx]t

ik[hx]t
jk

onde, a matriz A = [hx] = [ ∂hi
∂x j

]2
i, j=1 é a seguinte: 1 0

ϕ(x2, ε)cos(x1/ε)
1
ε

1 +
∂ϕ

∂x2
(x2, ε)sin(x1/ε)

 .
Observamos que gi j = [AtA]i j com

[AtA] =


1 +

(
ϕ(x2, ε)cos(x1/ε)

1
ε

)2
ϕ(x2, ε)cos(x1/ε)

1
ε

(
1 +

∂ϕ

∂x2
(x2, ε)sin(x1/ε)

)
ϕ(x2, ε)cos(x1/ε)

1
ε

(
1 +

∂ϕ

∂x2
(x2, ε)sin(x1/ε)

) (
1 +

∂ϕ

∂x2
(x2, ε)sin(x1/ε)

)2

 ,
cujo determinante é (detA)2 = Jh2, Jh o determinante da matriz Jacobiana [hx]. E, [gi j] = [gi j]−1 =

[A−1(At)−1] =



1
−ϕ(x2, ε)cos(x1/ε)

1
ε

1 +
∂ϕ

∂x2
(x2, ε)sin(x1/ε)

−ϕ(x2, ε)cos(x1/ε)
1
ε

1 +
∂ϕ

∂x2
(x2, ε)sin(x1/ε)

(
ϕ(x2, ε)cos(x1/ε)

1
ε

)2
+ 1(

1 +
∂ϕ

∂x2
(x2, ε)sin(x1/ε)

)2
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que é exatamente a matriz: b11 b12

b12 b2
12 + b2

22

 ,
com bi j definidos em (2.4).

A expressão do operador de Laplace - Beltrami ∆̃ na métrica µ em coordenadas x1, x2, de acordo

com a equação (1.9) na última seção do primeiro capı́tulo, é dada por:

∆̃u =
1
Jh

2∑
i=1

∂i

 2∑
j=1

gi jJh ∂ ju


= b22

∂
∂x1

(
g11 1

b22

∂u
∂x1

+ g12 1
b22

∂u
∂x2

)
+ b22

∂
∂x2

(
g21 1

b22

∂u
∂x1

+ g22 1
b22

∂u
∂x2

)
.

Assim, para φ ∈ L2(Ω, µ), conforme [3], Definição 1.73,

< −∆̃u, φ >L2(Ω,µ) = −

∫
Ω

1
Jh

2∑
i=1

∂i

 2∑
j=1

gi jJh ∂ ju

 φJh dx

=

∫
Ω

 2∑
j=1

gi jJh ∂ ju


 2∑

i=1

∂iφ

 dx (2.35)

−

∫
∂Ω
φ

 2∑
j=1

gi jJh∂ ju

 Ñ dṼ.

Precisamos, neste ponto, calcular a normal Ñ na métrica µ. De fato, o que desejamos é que a

condição de fronteira h∗ ∂
∂NΩh

h∗−1(u) = 0 seja igual ao produto interno nulo entre o gradiente de u

na métrica µ, ∇̃u, e a normal Ñ, isto é, < ∇̃u, Ñ >µ= 0 na métrica dada, simplificando, dessa forma,

as contas na aplicação do Teorema do Divergente.

Sejam τh um vetor tangente ao bordo de Ωh; τh =

2∑
j=1

a j
∂
∂y j

e, Nh a normal unitária, Nh =

2∑
j=1

(Nh) j
∂
∂y j

. Sabemos que < τh,Nh >= 0, ou seja,
2∑

j=1

a j(Nh) j = 0. Então, h∗τhh∗−1 é vetor tangente

ao bordo de Ω.

Com efeito, suponhamos f : Ω→ R uma função suave com f|∂Ω constante. Segue que f ◦ h−1 é

constante em ∂Ωh. Assim, (h∗τhh∗−1)( f ) = τh( f ◦ h−1)(h(x)) = 0.

Escrevamos h∗τhh∗−1 na base
{
∂
∂x j

: 1 ≤ j ≤ 2
}
:

(h∗τhh∗−1)(x) =

h∗
2∑

i=1

ai
∂
∂yi

h∗−1

 (x) =

2∑
i=1

ai

(
h∗
∂
∂yi

h∗−1
)

(x) =

2∑
i=1

ai

 2∑
j=1

bi j
∂
∂x j

 (x).

Analogamente,(
h∗

∂
∂NΩh

h∗−1
)

(x) =

h∗
2∑

i=1

(Nh)i
∂
∂yi

h∗−1

 (x) =

2∑
i=1

(Nh)i

(
h∗
∂
∂yi

h∗−1
)

(x) =

2∑
i=1

(Nh)i

 2∑
j=1

bi j
∂
∂x j

 (x).
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A nova condição de fronteira é, portanto,
2∑

i=1

(Nh)i(
2∑

j=1

bi j
∂u
∂x j

)(x) = 0. Resta constatarmos que,

abreviadamente, (Nh)ibi j
∂
∂x j

é a normal na métrica µ. Consideremos o vetor h∗τhh∗−1 com τh ∈ T∂Ωh .

Basta mostrarmos que < (Nh)ibi j
∂
∂x j
, h∗τhh∗−1 >µ= 0. Agora,〈

(Nh)ibi j
∂
∂x j

, akbkl
∂
∂xl

〉
µ

= g jl(Nh)ibi jakbkl

= bi j[ht
x] jk[hx]klbkl(Nh)iak

= δik[hx]klbkl(Nh)iak

= δik[ht
x]lkbkl(Nh)iak

= δikδll(Nh)iak

= (Nh)iai

= 0.

Comparando as expressões (2.25) e (2.35), vemos que a primeira integral que compõe o ope-

rador linear Aε acima definido é a forma fraca do operador de Laplace - Beltrami na variedade

riemanniana (Ω, µ). De fato, trata -se de um resultado mais geral :

Teorema 2.5.1 Sejam Ω um aberto no Rn e uma famı́lia de operadores {A′ε}ε em H−1(Ω) definidos pela

expressão :

< A′εu, φ >−1,1=

∫
Ω

(h∗ε∇Ωεh
∗−1
ε u)(x, t) · (h∗ε∇Ωεh

∗−1
ε φ)(x)Jhε(x)dx, u, φ ∈ H1(Ω), (2.36)

com {hε}ε uma famı́lia de difeomorfismos de classe Cm(Ω), tais que hε : Ω→ Ωε = hε(Ω).

Então, A′ε é a forma fraca do operador de Laplace - Beltrami na variedade riemanniana dada pelo domı́nio

Ω com a métrica obtida a partir do pull - back da métrica canônica no domı́nio perturbado Ωε.

Demonstração:

É suficiente constatarmos que (2.35) é exatamente igual a (2.36) no caso geral. Por um lado,

como gi j = [A−1]il[(At)−1]l j =
∑

l blibl j,

∫
Ω

 n∑
j=1

gi jJhε(x) ∂ ju


 n∑

i=1

∂iφ

 dx =

∫
Ω

∑
i

∑
j

∑
l

blibl j∂ ju∂iφJhε(x)dx

=

∫
Ω

∑
l

∑
j

∑
i

blibl j∂ ju∂iφJhε(x)dx

= I.

Agora, por outro lado,
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∫
Ω

(h∗ε∇Ωεh
∗−1
ε u)(x) · (h∗ε∇Ωεh

∗−1
ε φ)(x)Jhε(x)dx

=

∫
Ω

∑
j

b1 j
∂u
∂x j

, ...,
∑

j

bnj
∂u
∂x j

 ·
∑

i

b1i
∂φ

∂xi
, ...,

∑
i

bni
∂φ

∂xi

 Jhε(x)dx

=

∫
Ω


∑

j

b1 j
∂u
∂x j


∑

i

b1i
∂φ

∂xi

 + ... +

∑
j

bnj
∂u
∂x j


∑

i

bni
∂φ

∂xi


 Jhε(x)dx

=

∫
Ω

∑
j

∑
i

b1ib1 j
∂φ

∂xi

 ∂u
∂x j

+ ... +
∑

j

∑
i

bnibnj
∂φ

∂xi

 ∂u
∂x j

 Jhε(x)dx

=

∫
Ω

∑
l

∑
j

∑
i

blibl j∂ ju∂iφJhε(x)dx

= I.

�

Outra observação importante é que o operador definido por

< Bεu, φ >µ=

∫
Ω

(h∗ε∇Ωεh
∗−1
ε u)(x, t) · (h∗ε∇Ωεh

∗−1
ε φ)(x)Jhε(x)dx + a

∫
Ω

u(x, t)φ(x)Jhε(x)dx (2.37)

é uma extensão auto - adjunta do operador −h∗ε∆Ωεh
∗−1
ε + aI ao espaço H−1(Ω, µ) com domı́nio

H1(Ω, µ). Com efeito, vejamos que −h∗ε∆Ωεh
∗−1
ε + aI é auto - adjunto em L2(Ω, µ). Sejam u, φ ∈

D(h∗ε∆Ωεh
∗−1
ε ),
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< −h∗ε∆Ωεh
∗−1
ε u, φ >µ = −

∫
Ω

h∗ε∆Ωεh
∗−1
ε u(x, t)φ(x)Jhε(x)dx

= −

∫
Ω

∆Ωε(u ◦ h−1
ε )(hε(x), t)ψ(hε(x))Jhε(x)dx

= −

∫
Ωε

∆Ωεv(y, t)ψ(y)dy

=

∫
Ωε

∇Ωεv(y, t)∇Ωεψ(y)dy −
∫

Ωε

divΩε(∇Ωεv(y, t)ψ(y))dy

=

∫
Ωε

∇Ωεv(y, t)∇Ωεψ(y)dy −
∫
∂Ωε

ψ(y)
∂v
∂NΩε

(y, t)dσ(y)

=

∫
Ωε

∇Ωεv(y, t)∇Ωεψ(y)dy

= −

∫
Ωε

v(y, t)∆Ωεψ(y)dy +

∫
Ωε

divΩε(∇Ωεψ(y)v(y, t))dy

= −

∫
Ωε

v(y, t)∆Ωεψ(y)dy +

∫
∂Ωε

v(y, t)
∂ψ

∂NΩε

(y)dσ(y)

= −

∫
Ωε

v(y, t)∆Ωεψ(y)dy

= −

∫
Ω

(u ◦ h−1
ε )(hε(x), t)∆Ωε(φ ◦ h−1

ε )(hε(x))Jhε(x)dx

= −

∫
Ω

u(x, t)h∗ε∆Ωεh
∗−1
ε φ(x)Jhε(x)dx

= < u,−h∗ε∆Ωεh
∗−1
ε φ >µ,

o que prova que−h∗ε∆Ωεh
∗−1
ε é simétrico em L2(Ω, µ). Consequentemente,−h∗ε∆Ωεh

∗−1
ε +aI é simétrico

em L2(Ω, µ). E, como demonstramos na Proposição 2.3.7, tal operador é sobrejetor. Utilizando o

Corolário 1.9.5, concluimos que −h∗ε∆Ωεh
∗−1
ε + aI é auto - adjunto em L2(Ω, µ).



Capı́tulo 3

Formulação abstrata e existência de

solução

O objetivo deste capı́tulo é colocar (2.18) e (2.19) em uma forma abstrata em uma escala fixa

de espaços de Banach, considerando as perturbações hε em (2.2). Sob certas hipóteses para as não

- linearidades f , g em (2.18) e (2.19), demonstramos a existência e unicidade de soluções locais e

globais para o problema abstrato. Para tanto, tivemos como fundamento o que foi feito em [4] e

[18].

3.1 O problema abstrato em uma escala de espaços de Banach

Denotemos por X̃α
ε (respectivamente Xα

ε ) os domı́nios das potências fracionárias dos operado-

res Aε definidos em H−1(Ω) (respectivamente em L2(Ω)). Sabemos que são espaços de Banach,

X̃0
ε = H−1(Ω) (X0

ε = L2(Ω)), X̃1
ε = H1(Ω) (X1

ε =
{
u ∈ H2(Ω) | h∗ε

∂
∂NΩε

h∗−1
ε u = 0 em ∂Ω

}
), X̃α

ε (Xα
ε ) está

compactamente contido em X̃β
ε (Xβ

ε) quando α > β ≥ 0 e Xα
ε ⊂ H2α(Ω). Notemos que Xα− 1

2
ε = X̃α

ε

para 1
2 ≤ α ≤ 1. Por abuso de notação, escreveremos ainda Xα− 1

2
ε em vez de X̃α

ε se 0 ≤ α ≤ 1
2 . E,

chamemos simplesmente X̃α e Xα os espaços fracionários associados ao operador não perturbado

A definido em H−1(Ω) e em L2(Ω), respectivamente.

Teorema 3.1.1 Para −1
2 ≤ β ≤ 0, definimos o operador (Aε)β : Xβ+1

ε ⊂ Xβ
ε → Xβ

ε , (Aε)β = Aε |Xβ+1
ε

.

71
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Então, (Aε)β é setorial, 0 ≤ ε ≤ ε0 . Além disso, é possı́vel estabelecer um setor e uma constante na

desigualdade do resolvente comuns aos operadores (Aε)β, 0 ≤ ε ≤ ε0; ‖ (λ − (Aε)β)−1
‖
L(Xβ

ε )≤
M
|λ−b| , ∀λ ∈

Sb,φ com M > 1, b > 0 e φ ∈ (0, π2 ) .

Demonstração:

Seja β = −1/2 + δ com 0 ≤ δ ≤ 1
2 . Temos que (Aε)β = (Aε)−δ(Aε)(Aε)δ, em particular,

Aε = (Aε)− 1
2
.

Agora, (Aε)δ é uma isometria de Xβ
ε (= X̃β+ 1

2
ε ) em X

−1
2
ε (= X̃0

ε). Com efeito, se x ∈ X̃β+ 1
2

ε ,

‖ (Aε)δx ‖X̃0
ε
= ‖ (Aε)β+

1
2 x ‖= ‖ x ‖

X̃
β+ 1

2
ε

.

Daı́, (Aε)−δ é uma isometria de X−
1
2

ε em Xβ
ε . De fato, (Aε)δ é uma isometria de Xβ+1

ε em X
1
2
ε , pois

(Aε)δ = (Aε)−
1
2 ◦ (Aε)β+1. E, de ‖ (λ − (Aε)−δ(Aε)(Aε)δ)−1

‖= ‖ (Aε)δ ‖ ‖ (λ − Aε)−1
‖ ‖ (Aε)−δ ‖= ‖

(λ − Aε)−1
‖, a setorialidade é preservada; (Aε)β é setorial, 0 ≤ ε ≤ ε0.

Como vimos na Proposição 2.3.5, a famı́lia {Aε}0≤ ε≤ ε0 possui um setor comum Sb,φ para

b > 0, φ ∈ (0, π2 ) e vale que ‖ (Aε − λ)−1
‖
L(X

−
1
2

ε )
≤

M
|λ−b| , ∀λ ∈ Sb,φ, onde M > 1. Então, para

λ ∈ Sb,φ, x ∈ Xβ
ε ,

‖ (λ − (Aε)β)−1x ‖Xβ
ε

= ‖ (λ − Aε)−1x ‖Xβ
ε

= ‖ (Aε)β+
1
2 (λ − Aε)−1x ‖

X
−

1
2

ε

= ‖ (λ − Aε)−1(Aε)β+
1
2 x ‖

X
−

1
2

ε

≤
M
|λ − b|

‖ (Aε)β+
1
2 x ‖

X
−

1
2

ε

=
M
|λ − b|

‖ x ‖Xβ
ε
.

Logo, ‖ (λ − (Aε)β)−1
‖
L(Xβ

ε )≤
M
|λ−b| , ∀λ ∈ Sb,φ.

�

A seguir, mostraremos a equivalência de normas dos espaços fracionários X̃α
ε e X̃α para 0 ≤

α ≤ 1, isto é, no intervalo entre H1(Ω) e H−1(Ω).

Teorema 3.1.2 Para 0 ≤ α ≤ 1, ‖ u ‖X̃α
ε
≤ K1 ‖ u ‖X̃α≤ K2 ‖ u ‖X̃α

ε
, com K1 e K2 constantes positivas

independentes de ε. Em outras palavras, X̃α
ε = X̃α com normas equivalentes, uniformemente em ε.

Demonstração:
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A priori, pela Observação 2.3.2, podemos escrever ‖ Aεu ‖H−1(Ω)≤ C ‖ u ‖H1(Ω) com C > 0

independente de ε. Por outro lado, pelo Lema 2.3.1, ‖ Aεu ‖H−1(Ω)≥ C′ ‖ u ‖H1(Ω), onde C′ > 0 é uma

constante independente de ε. E também, da Observação 2.3.3, temos ‖ Au ‖H−1(Ω)≤ D ‖ u ‖H1(Ω) e

‖ Au ‖H−1(Ω)≥ D′ ‖ u ‖H1(Ω), D e D′ constantes positivas.

Além disso, sendo tais operadores positivos definidos e auto - adjuntos, pelo Teorema 16.1 em

[22], os domı́nios das potências fracionárias de ordem α, 0 < α < 1, coincidem isometricamente

com os espaços de interpolação [H−1(Ω),D(Aε)]α e [H−1(Ω),D(A)]α.

Agora, de acordo com o Teorema 1.15, [22], se I denota o operador inclusão, então para

0 < α < 1,

‖ I ‖L([X̃0
ε ,X̃1

ε ]α,[X̃0,X̃1]α) ≤ ‖ I ‖1−α
L(X̃0

ε ,X̃0)
‖ I ‖α

L(X̃1
ε ,X̃1)

.

Como X̃0
ε = X̃0 = H−1(Ω), basta estimarmos ‖ I ‖L(X̃1

ε ,X̃1), lembrando que X̃1
ε = D(Aε) e X̃1 =

D(A).

‖ Iu ‖X̃1 = ‖ u ‖D(A) = ‖ Au ‖H−1(Ω) ≤ D ‖ u ‖H1(Ω) ≤
D
C′
‖ Aεu ‖H−1(Ω)=

D
C′
‖ u ‖D(Aε)=

D
C′
‖ u ‖X̃1

ε
.

Assim, ‖ I ‖L(X̃1
ε ,X̃1) ≤

D
C′ e,

‖ u ‖[X̃0,X̃1]α≤

( D
C′

)α
‖ u ‖[X̃0

ε ,X̃1
ε ]α .

A desigualdade contrária é obtida analogamente.

�

As considerações na Seção 3 do Capı́tulo 2 nos permitem escrever (2.18) e (2.19) como um

problema abstrato em uma escala fixa de espaços de Banach {Xβ,−1
2 ≤ β ≤ 0}, ut + (Aε)βu = (Hε)βu, t > t0,

u(t0) = u0 ∈ Xη,
(3.1)

onde (Hε)β = H(·, ε) = (Fε)β + (Gε)β : Xη
→ Xβ, 0 ≤ η < β + 1,

•(Fε)β = F(·, ε) : Xη
→ Xβ, 0 ≤ ε ≤ ε0, dado por:

< F(u, ε), φ >β,−β=
∫

Ω

f (u)φ dx, ∀φ ∈ X−β. (3.2)

•(Gε)β = G(·, ε) : Xη
→ Xβ, 0 ≤ ε ≤ ε0, definido por:

< G(u, ε), φ >β,−β=
∫
∂Ω

g(γ(u))γ(φ) |J∂Ωhε| dσ(x), ∀φ ∈ X−β, 0 < ε < ε0, (3.3)

e,
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< G(u, 0), φ >β,−β =

∫
I1

g(γ(u))γ(φ)Mπ(p)dσ(x) +

∫
I2

g(γ(u))γ(φ)dσ(x)

+

∫
I3

g(γ(u))γ(φ)dσ(x) +

∫
I4

g(γ(u))γ(φ)dσ(x), ∀φ ∈ X−β, ε = 0,

sendo γ a função traço, I1 = { (x1, 1) | 0 ≤ x1 ≤ 1 }, I2 = { (1, x2) | 0 ≤ x2 ≤ 1 }, I3 = { (x1, 0) | 0 ≤ x1 ≤ 1 },

I4 = { (0, x2) | 0 ≤ x2 ≤ 1 } e, Mπ(p) = 1
π

∫ π
0

√
1 + cos2(y)dy, a média da função π - periódica

p(y) =
√

1 + cos2(y), com p(x1/ε) = J∂Ωhε na porção oscilante da fronteira.

3.2 Existência de soluções locais

Demonstramos a seguir, com algumas hipóteses sobre as funções f e g, que o problema abstrato

(3.1) possui solução local. E, ao final da seção, obtemos a continuidade do semigrupo linear no

ponto ε = 0 em Xη, com η em um intervalo conveniente.

Para provar que o problema (3.1) está bem posto localmente, admitiremos as seguintes

condições de regularidade e crescimento para f e g : R→ R,

(i) f ∈ C1(R,R) e existem números reais λ1 > 0 e L1 > 0 tais que:

| f (u1) − f (u2) | ≤ L1 ( 1 + |u1 |
λ1 + |u2 |

λ1 ) |u1 − u2 |, ∀u1, u2 ∈ R. (3.4)

(ii) g ∈ C2(R,R) e existem números reais λ2 > 0 e L2 > 0 tais que:

| g(u1) − g(u2) | ≤ L2 ( 1 + |u1 |
λ2 + |u2 |

λ2 ) |u1 − u2 |, ∀u1, u2 ∈ R. (3.5)

Lema 3.2.1 Suponha que f satisfaz (3.4) e β + 1 > η > 1
2 −

1
2(λ1+1) . Então, a aplicação (Fε)β = F(· , ε) :

Xη
→ Xβ está bem definida para 0 ≤ ε ≤ ε0 e, é limitada em conjuntos limitados de Xη, uniformemente em

ε.

Demonstração:

Sejam u ∈ Xη e φ ∈ X−β,

| < F(u, ε), φ >β,−β | ≤
∫

Ω

| f (u) − f (0) | |φ | dx +

∫
Ω

| f (0) | |φ | dx

≤ L1

∫
Ω

|u | |φ | dx + L1

∫
Ω

|u |λ1+1
|φ | dx +

∫
Ω

| f (0) | |φ | dx

≤ L1 ‖ u ‖L2(Ω) ‖ φ ‖L2(Ω) + L1 ‖ uλ1+1
‖L2(Ω) ‖ φ ‖L2(Ω) + ‖ f (0) ‖L2(Ω) ‖ φ ‖L2(Ω)

≤ L1 ‖ u ‖L2(Ω) ‖ φ ‖L2(Ω) + L1 ‖ u ‖λ1+1
L2(λ1+1)(Ω)

‖ φ ‖L2(Ω) + ‖ f (0) ‖L2(Ω) ‖ φ ‖L2(Ω)

≤ L1K1K2 ‖ u ‖Xη‖ φ ‖X−β +L1K1Kλ1+1
3 ‖ u ‖λ1+1

Xη ‖ φ ‖X−β +K1 ‖ f (0) ‖L2(Ω)‖ φ ‖X−β ,
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onde K1,K2 e K3 > 0 são as constantes de imersão de, respectivamente, X−β ⊂ L2(Ω), Xη
⊂

L2(Ω) e Xη
⊂ L2(λ1+1)(Ω). As duas primeiras são imediatas uma vez que 0 ≤ −β ≤ 1

2 e 0 ≤ η ≤ β+1

e para a terceira, ver o Teorema 1.13.9.

Portanto, se u ∈ Xη e φ ∈ X−β,

‖ F(u, ε) ‖Xβ ≤ L1K1K2 ‖ u ‖Xη + L1K1Kλ1+1
3 ‖ u ‖λ1+1

Xη + K1 ‖ f (0) ‖L2(Ω),

o que nos mostra que (Fε)β está bem definida e é limitada em conjuntos limitados de Xη, unifor-

memente em ε.

�

Lema 3.2.2 Suponha que f satisfaz (3.4) e sejam p e q conjugados com 1
λ1
< p < ∞. Então, se β + 1 >

η > max
{

1
2 −

1
2(λ1+1) ,

1
2 −

1
2pλ1

, 1
2 −

1
2q

}
, a aplicação (Fε)β : Xη

→ Xβ é localmente Lipschitz contı́nua em

u, com constante de Lipschitz independente de ε para 0 ≤ ε ≤ ε0.

Demonstração:

Sejam u1, u2 ∈ Xη e φ ∈ X−β,

| < F(u1, ε) − F(u2, ε), φ >β,−β | ≤
∫

Ω

L1 ( 1 + |u1 |
λ1 + |u2 |

λ1 ) |u1 − u2 | |φ | dx

≤ L1

(∫
Ω

( 1 + |u1 |
λ1 + |u2 |

λ1 )2
|u1 − u2 |

2dx
) 1

2

‖ φ ‖L2(Ω)

≤ L1

(∫
Ω

( 1 + |u1 |
λ1 + |u2 |

λ1 )2p dx
) 1

2p
(∫

Ω

|u1 − u2 |
2q dx

) 1
2q

‖ φ ‖L2(Ω)

≤ L1 ( |Ω |
1

2p + ‖ uλ1
1 ‖L2p(Ω) + ‖ uλ1

2 ‖L2p(Ω)) ‖ u1 − u2 ‖L2q(Ω) ‖ φ ‖L2(Ω)

≤ L1 ( |Ω |
1

2p + ‖ u1 ‖
λ1

L2pλ1 (Ω)
+ ‖ u2 ‖

λ1

L2pλ1 (Ω)
) ‖ u1 − u2 ‖L2q(Ω) ‖ φ ‖L2(Ω)

≤ L1 ( |Ω |
1

2p + Kλ1
4 ‖ u1 ‖

λ1
Xη + Kλ1

4 ‖ u2 ‖
λ1
Xη) K5 ‖ u1 − u2 ‖Xη K1 ‖ φ ‖X−β ,

onde K1 > 0 é a constante de imersão de X−β ⊂ L2(Ω), tal como na demonstração do Lema 3.2.1,

e K4 e K5 > 0 são obtidas pela inclusão de Xη
⊂ L2pλ1(Ω) e Xη

⊂ L2q(Ω) respectivamente, dado que

η > max
{

1
2 −

1
2pλ1

, 1
2 −

1
2q

}
e p > 1

λ1
.

Logo, se u1 e u2 pertencem a um subconjunto limitado U de Xη, ‖ u ‖Xη ≤ L, ∀u ∈ U,

‖ F(u1, ε) − F(u2, ε) ‖Xβ ≤ L1 ( |Ω |
1
2p + 2Kλ1

4 Lλ1 ) K5K1 ‖ u1 − u2 ‖Xη ,

donde (Fε)β é localmente Lipschitziana em u, com constante de Lipschitz independente de ε para

0 ≤ ε ≤ ε0.

�
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Para as propriedades de regularidade de G, precisaremos calcular |J∂Ωhε| em cada um dos

quatro segmentos de ∂Ω. De acordo com a expressão (1.4) obtida na Seção 8 do Capı́tulo 1, temos

que :

Em I1 = { (x1, 1) | 0 ≤ x1 ≤ 1 }, e = (1, 0) e,

J∂Ωhε(x1, 1) = det


(
1, ϕ(1, ε)cos(x1/ε) 1

ε

)
1√

1+ϕ2(1,ε)cos2(x1/ε) 1
ε2

(
−ϕ(1, ε)cos(x1/ε) 1

ε , 1
)
 =

√
1 + ε2cos2(x1/ε)

1
ε2 =

√
1 + cos2(x1/ε).

Em I2 = { (1, x2) | 0 ≤ x2 ≤ 1 }, e = (0, 1) e,

J∂Ωhε(1, x2) = det


(
0, 1 +

∂ϕ
∂x2

(x2, ε)sin(1/ε)
)

1√
(1+

∂ϕ
∂x2

(x2,ε)sin(1/ε))2

(
1 +

∂ϕ
∂x2

(x2, ε)sin(1/ε), 0
)
 = −

(
1 +

∂ϕ

∂x2
(x2, ε)sin(1/ε)

)
.

Agora, em I3 = { (x1, 0) | 0 ≤ x1 ≤ 1 }, e = (1, 0),

J∂Ωhε(x1, 0) = det

(1, 0)

(0, 1)

 = 1.

Por fim, em I4 = { (0, x2) | 0 ≤ x2 ≤ 1 }, e = (0, 1) e,

J∂Ωhε(0, x2) = det

(0, 1)

(1, 0)

 = −1.

Assim,

|J∂Ωhε(x1, x2)| =



√
1 + cos2(x1/ε) (x1, x2) ∈ I1,

1 +
∂ϕ
∂x2

(x2, ε)sin(1/ε) (x1, x2) ∈ I2,

1 (x1, x2) ∈ I3,

1 (x1, x2) ∈ I4,

onde consideramos ε suficientemente pequeno, 0 ≤ ε ≤ ε0, para que 1 +
∂ϕ
∂x2

(x2, ε)sin(1/ε) ≥ 0,

usando a hipótese de que Jhε → 1 uniformemente. Notemos que |J∂Ωhε| é limitado por uma

constante K > 0 independente de ε nesse intervalo.

Lema 3.2.3 Suponha que g satisfaz (3.5), β + 1 > η > 1
2 −

1
4(λ2+1) e − 1

2 ≤ β < −
1
4 . Então, a aplicação

(Gε)β = G(· , ε) : Xη
→ Xβ está bem definida para 0 ≤ ε ≤ ε0 e, é limitada em conjuntos limitados de Xη,

uniformemente em ε.
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Demonstração:

Sejam u ∈ Xη, φ ∈ X−β e 0 < ε ≤ ε0,

| < G(u, ε), φ >β,−β | ≤
∫
∂Ω
| g(γ(u)) | |γ(φ) | |J∂Ωhε| dσ(x)

≤ K
(∫

∂Ω
| g(γ(u)) − g(γ(0)) | |γ(φ) | dσ(x) +

∫
∂Ω
| g(γ(0)) | |γ(φ) | dσ(x)

)
≤ KL2

∫
∂Ω
|γ(u) | |γ(φ) | dσ(x) + KL2

∫
∂Ω
|γ(u) |λ2+1

|γ(φ) | dσ(x)

+ K
∫
∂Ω
| g(γ(0)) | |γ(φ) | dσ(x)

≤ KL2 ‖ γ(u) ‖L2(∂Ω) ‖ γ(φ) ‖L2(∂Ω) +KL2 ‖ γ(u)λ2+1
‖L2(∂Ω) ‖ γ(φ) ‖L2(∂Ω)

+ K ‖ g(γ(0)) ‖L2(∂Ω) ‖ γ(φ) ‖L2(∂Ω)

≤ KL2 ( ‖ γ(u) ‖L2(∂Ω) + ‖ γ(u) ‖λ2+1
L2(λ2+1)(∂Ω)

) ‖ γ(φ) ‖L2(∂Ω)

+ K ‖ g(γ(0)) ‖L2(∂Ω) ‖ γ(φ) ‖L2(∂Ω)

≤ L2K K3 K1 ‖ u ‖Xη ‖ φ ‖X−β + L2K K2
λ2+1

K1 ‖ u ‖Xη‖ φ ‖X−β

+ K K1 ‖ g(γ(0)) ‖L2(∂Ω) ‖ φ ‖X−β ,

onde as constantes K1, K2, K3 > 0 referem-se ao seguinte: se s = 2η, então Xη
⊂ Hs(Ω) e γ :

Hs(Ω) → L
1

1−s (∂Ω) (Veja o Teorema 1.3.3 ), obtendo ‖ γ(φ) ‖L2(∂Ω) ≤ K1 ‖ φ ‖X−β desde que −β > 1
4 ,

‖ γ(u) ‖L2(λ2+1)(∂Ω) ≤ K2 ‖ u ‖Xη para η > 1
2 −

1
4(λ2+1) e ‖ γ(u) ‖L2(∂Ω) ≤ K3 ‖ u ‖Xη com η > 1

4 . E, resulta

que:

‖ G(u, ε) ‖Xβ≤ L2K K3 K1 ‖ u ‖Xη + L2K K2
λ2+1

K1 ‖ u ‖Xη +K K1 ‖ g(γ(0)) ‖L2(∂Ω),

provando que (Gε)β está bem definida e é limitada em conjuntos limitados de Xη, uniformemente

em ε, para 0 < ε ≤ ε0.

Tratemos agora o caso ε = 0. Para u ∈ Xη e φ ∈ X−β,
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| < G(u, 0), φ >β,−β | ≤
∫

I1

| g(γ(u)) | |γ(φ) |Mπ(p)dσ(x) +

∫
I2

| g(γ(u)) | |γ(φ) | dσ(x)

+

∫
I3

| g(γ(u)) | |γ(φ) | dσ(x) +

∫
I4

| g(γ(u)) | |γ(φ) | dσ(x)

≤ Mπ(p)
∫

I1

| g(γ(u)) | |γ(φ) | dσ(x) +

∫
I2

| g(γ(u)) | |γ(φ) | dσ(x)

+

∫
I3

| g(γ(u)) | |γ(φ) | dσ(x) +

∫
I4

| g(γ(u)) | |γ(φ) | dσ(x)

≤ Mπ(p)(L2 K3 K1 ‖ u ‖Xη ‖ φ ‖X−β + L2 K2
λ2+1

K1 ‖ u ‖Xη‖ φ ‖X−β

+ K1 ‖ g(γ(0)) ‖L2(I1) ‖ φ ‖X−β)

+ L2 K3 K1 ‖ u ‖Xη ‖ φ ‖X−β + L2 K2
λ2+1

K1 ‖ u ‖Xη‖ φ ‖X−β

+ K1 ‖ g(γ(0)) ‖L2(I2) ‖ φ ‖X−β

+ L2 K3 K1 ‖ u ‖Xη ‖ φ ‖X−β + L2 K2
λ2+1

K1 ‖ u ‖Xη‖ φ ‖X−β

+ K1 ‖ g(γ(0)) ‖L2(I3) ‖ φ ‖X−β

+ L2 K3 K1 ‖ u ‖Xη ‖ φ ‖X−β + L2 K2
λ2+1

K1 ‖ u ‖Xη‖ φ ‖X−β

+ K1 ‖ g(γ(0)) ‖L2(I4) ‖ φ ‖X−β ,

sendo que as contas são análogas as do caso 0 < ε ≤ ε0. Daı́,

‖ G(u, 0) ‖Xβ ≤ (Mπ(p) + 3)(L2 K3 K1 ‖ u ‖Xη +L2 K2
λ2+1

K1 ‖ u ‖Xη)

+ K1(Mπ(p) ‖ g(γ(0)) ‖L2(I1) + ‖ g(γ(0)) ‖L2(I2) + ‖ g(γ(0)) ‖L2(I3) + ‖ g(γ(0)) ‖L2(I4)).

E, segue que, (G0)β está bem definida e é limitada em conjuntos limitados de Xη.

�

Lema 3.2.4 Suponha que g satisfaz (3.5) e sejam p e q expoentes conjugados com 1
2λ2

< p < ∞. Então, se

β + 1 > η > max
{

1
2 −

1
4(λ2+1) ,

1
2 −

1
4pλ2

, 1
2 −

1
4q

}
e − 1

2 ≤ β < −
1
4 , a aplicação (Gε)β : Xη

→ Xβ é localmente

Lipschitz contı́nua em u, com constante de Lipschitz independente de ε para 0 ≤ ε ≤ ε0.

Demonstração:
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Sejam u1, u2 ∈ Xη, φ ∈ X−β e 0 < ε ≤ ε0,

| < G(u1, ε) − G(u2, ε), φ >β,−β |

≤

∫
∂Ω
| g(γ(u1)) − g(γ(u2)) | |γ(φ) | |J∂Ωhε| dσ(x)

≤ KL2

∫
∂Ω

( 1 + |γ(u1) |λ2 + |γ(u2) |λ2 ) |γ(u1) − γ(u2) | |γ(φ) | dσ(x)

≤ KL2

(∫
∂Ω

( 1 + |γ(u1) |λ2 + |γ(u2) |λ2 )2
|γ(u1) − γ(u2) |2dσ(x)

) 1
2

‖ γ(φ) ‖L2(∂Ω)

≤ KL2 ‖ γ(φ) ‖L2(∂Ω)

(∫
∂Ω

( 1 + |γ(u1) |λ2 + |γ(u2) |λ2 )2pdσ(x)
) 1

2p
(∫

∂Ω
|γ(u1) − γ(u2) |2qdσ(x)

) 1
2q

≤ KL2 ‖ γ(φ) ‖L2(∂Ω)‖ γ(u1) − γ(u2) ‖L2q(∂Ω) ( | ∂Ω |
1

2p + ‖ γ(u1) ‖λ2

L2pλ2 (∂Ω)
+ ‖ γ(u2) ‖λ2

L2pλ2 (∂Ω)
)

≤ KL2K1 ‖ φ ‖X−β K5 ‖ u1 − u2 ‖Xη ( | ∂Ω |
1

2p + K4
λ2
‖ u1 ‖

λ2
Xη + K4

λ2
‖ u2 ‖

λ2
Xη ),

onde usamos um raciocı́nio semelhante ao do Lema 3.2.3 anterior para estabelecer as desigual-

dades: ‖ γ(φ) ‖L2(∂Ω) ≤ K1 ‖ φ ‖X−β , se −β > 1
4 , ‖ γ(u) ‖L2pλ2 (∂Ω) ≤ K4 ‖ u ‖Xη se η > 1

2 −
1

4pλ2
e

‖ γ(u) ‖L2q(∂Ω) ≤ K5 ‖ u ‖Xη desde que η > 1
2 −

1
4q .

Dessa forma, se u1, u2 estão em um conjunto limitado U de Xη, ‖ u ‖Xη ≤ L, ∀u ∈ U, temos

‖ G(u1, ε) − G(u2, ε) ‖Xβ ≤ KL2K1( | ∂Ω |
1

2p + 2K4
λ2Lλ2 )K5 ‖ u1 − u2 ‖Xη ,

com K > 0 independente de ε para 0 < ε ≤ ε0. Logo, (Gε)β é localmente Lipschitz em u com

constante de Lipschitz independente de ε, para 0 < ε ≤ ε0.

Quanto a G(u, 0), analogamente ao caso anterior, temos para u1, u2 ∈ Xη e φ ∈ X−β,

| < G(u1, 0) − G(u2, 0), φ >β,−β |

≤

∫
I1

| g(γ(u1)) − g(γ(u2)) | |γ(φ) |Mπ(p) dσ(x) +

∫
I2

| g(γ(u1)) − g(γ(u2)) | |γ(φ) | dσ(x)

+

∫
I3

| g(γ(u1)) − g(γ(u2)) | |γ(φ) | dσ(x) +

∫
I4

| g(γ(u1)) − g(γ(u2)) | |γ(φ) | dσ(x)

≤ Mπ(p)L2K1 ‖ φ ‖X−β K5 ‖ u1 − u2 ‖Xη ( | I1 |
1

2p + K4
λ2
‖ u1 ‖

λ2
Xη + K4

λ2
‖ u2 ‖

λ2
Xη )

+ L2K1 ‖ φ ‖X−β K5 ‖ u1 − u2 ‖Xη ( | I2 |
1
2p + K4

λ2
‖ u1 ‖

λ2
Xη + K4

λ2
‖ u2 ‖

λ2
Xη )

+ L2K1 ‖ φ ‖X−β K5 ‖ u1 − u2 ‖Xη ( | I3 |
1
2p + K4

λ2
‖ u1 ‖

λ2
Xη + K4

λ2
‖ u2 ‖

λ2
Xη )

+ L2K1 ‖ φ ‖X−β K5 ‖ u1 − u2 ‖Xη ( | I4 |
1
2p + K4

λ2
‖ u1 ‖

λ2
Xη + K4

λ2
‖ u2 ‖

λ2
Xη ).

Portanto, se u1, u2 estão em um conjunto limitado U de Xη, ‖ u ‖Xη ≤ L, ∀u ∈ U, então

‖ G(u1, 0) − G(u2, 0) ‖Xβ ≤ (Mπ(p) + 3)L2K1( | ∂Ω |
1
2p + 2K4

λ2Lλ2 )K5 ‖ u1 − u2 ‖Xη

e, concluimos que (G0)β é localmente Lipschitz em u com constante de Lipschitz independente de

ε.
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�

Teorema 3.2.5 Suponha que f e g satisfazem (3.4) e (3.5), respectivamente, sejam β e η tais que −1
2 ≤

β < − 1
4 , β + 1 > η > max

{
1
2 −

1
2(λ1+1) ,

1
2 −

1
2pλ1

, 1
2 −

1
4(λ2+1) ,

1
2 −

1
4pλ2

, 1
2 −

1
4q

}
(ou β + 1 > η > 1

2 − δ com

δ = min
{

1
2(λ1+1) ,

1
2pλ1

, 1
4(λ2+1) ,

1
4pλ2

, 1
4q

}
), com p e q conjugados, max

{
1

2λ2
, 1
λ1

}
< p < ∞ e 0 ≤ ε ≤ ε0.

Então, a aplicação (Hε)β = (Fε)β+ (Gε)β : Xη
→ Xβ está bem definida, é limitada em conjuntos limitados de

Xη, uniformemente em ε, e é localmente Lipschitz contı́nua em u com constante de Lipschitz independente

de ε.

Demonstração:

Tais propriedades para (Hε)β seguem imediatamente daquelas provadas para (Fε)β e (Gε)β nos

Lemas 3.2.1, 3.2.2, 3.2.3 e 3.2.4.

�

Lema 3.2.6 Suponha que f e g satisfazem (3.4) e (3.5), respectivamente, − 1
2 ≤ β < −

1
4 e β + 1 > η >

max
{

1
2 −

1
2(λ1+1) ,

1
2 −

1
4(λ2+1)

}
. Então, a aplicação (Hε)β = (Fε)β + (Gε)β : Xη

→ Xβ é contı́nua em ε, no

ponto ε = 0, uniformemente para u em conjuntos limitados de Xη.

Demonstração:

Como (Hε)β = (Fε)β + (Gε)β, analisemos separadamente cada uma das funções que a compõe.

Quanto à (Fε)β,

< F(u, ε), φ >β,−β=
∫

Ω

f (u)φ dx, ∀φ ∈ X−β,

não aparecem termos dependendo de ε, de modo que a continuidade segue diretamente.

Agora, com relação a (Gε)β, 0 < ε ≤ ε0, para φ ∈ X−β,

< G(u, ε), φ >β,−β =

∫
∂Ω

g(γ(u))γ(φ) |J∂Ωhε| dσ(x)

=

∫
I1

g(γ(u))γ(φ) |J∂Ωhε| dσ(x) +

∫
I2

g(γ(u))γ(φ) |J∂Ωhε| dσ(x)

+

∫
I3

g(γ(u))γ(φ) |J∂Ωhε| dσ(x) +

∫
I4

g(γ(u))γ(φ) |J∂Ωhε| dσ(x)

= < (G1 + G2 + G3 + G4)(u, ε), φ >β,−β,



3.2 Existência de soluções locais 81

com Gi, G na porção Ii, 1 ≤ i ≤ 4 e,

|J∂Ωhε(x1, x2)| =



√
1 + cos2(x1/ε) (x1, x2) ∈ I1 = { (x1, 1), 0 ≤ x1 ≤ 1 },

Jhε (x1, x2) ∈ I2 = { (1, x2), 0 ≤ x2 ≤ 1 },

1 (x1, x2) ∈ I3 = { (x1, 0), 0 ≤ x1 ≤ 1 },

1 (x1, x2) ∈ I4 = { (0, x2), 0 ≤ x2 ≤ 1 }.

Analisemos a seguir (Gε)β na parte oscilante da fronteira I1 = {(x1, 1) : 0 ≤ x1 ≤ 1}, G1,

∫ 1

0
g(γ(u(x1, 1)))γ(φ(x1, 1))

√
1 + cos2(x1/ε)dx1

afinal, em I3 e I4, o resultado é imediato, pois não há dependência em ε e, na porção I2 da fronteira

temos,

∣∣∣∣∣∣
∫ 1

0
g(γ(u(1, x2)))γ(φ(1, x2))Jhε(1, x2)dx2 −

∫ 1

0
g(γ(u(1, x2)))γ(φ(1, x2))dx2

∣∣∣∣∣∣
≤

∫ 1

0
|g(γ(u(1, x2)))| |γ(φ(1, x2))| |Jhε(1, x2) − 1|dx2

≤ ‖ Jhε − 1 ‖L∞(0,1)

∫ 1

0
|g(γ(u(1, x2)))| |γ(φ(1, x2))| dx2

≤ ‖ Jhε − 1 ‖L∞(0,1) (L2 K3 K1 ‖ u ‖Xη ‖ φ ‖X−β

+ L2 K2
λ2+1

K1 ‖ u ‖Xη‖ φ ‖X−β

+ K1 ‖ g(γ(0)) ‖L2(I2) ‖ φ ‖X−β),

em que utilizamos os cálculos no Lema 3.2.3. Dessa forma, em I2, vemos que se u em limitados de

Xη e ‖ φ ‖X−β≤ 1, como Jhε → 1 uniformemente em x quando ε→ 0,

‖ G2(u, ε) − G2(u, 0) ‖Xβ→ 0, quando ε→ 0,

com < G2(u, 0), φ >β,−β=
∫ 1

0 g(γ(u(1, x2)))γ(φ(1, x2))dx2.

Retomando o estudo em I1, sabemos que a função p(x1) =
√

1 + cos2(x1) é periódica de perı́odo

π. Do teorema de convergência na média (ver o Teorema 1.5.7), pε(x1) = p(x1/ε) é tal que pε ⇀ Mπ(p)

fraco* em L∞(0, 1), isto é,∫ 1

0
pε(x1)ϕ(x1) dx1 →

∫ 1

0
Mπ(p)ϕ(x1) dx1, ∀ϕ ∈ L1(0, 1),

sendo Mπ(p) = 1
π

∫ π
0

√
1 + cos2(y)dy. Consequentemente,

< G1(u, ε), φ >β,−β→< G1(u, 0), φ >β,−β, ∀φ ∈ X−β,
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onde < G1(u, 0), φ >β,−β=
∫ 1

0 Mπ(p)g(γ(u(x1, 1)))γ(φ(x1, 1))dx1.

Além disso, demonstramos que (Gε)β é limitada em conjuntos limitados de Xη, uniformemente

em ε, − 1
2 ≤ β < −

1
4 . Assim, se B ⊂ Xη é limitado, {G1(u, ε) : u ∈ B, 0 ≤ ε ≤ ε0} é limitado em Xβ′ com

β′ > β ainda −1
2 ≤ β

′ < −1
4 . Daı́, como a inclusão de Xβ′

⊂ Xβ é compacta e são espaços de Banach,

existe uma subsequência εnk → 0 tal que G1(u, εnk)→ z em Xβ para cada u ∈ B.

Por outro lado, conforme vimos,

< G1(u, εnk), φ >β,−β→< G1(u, 0), φ >β,−β, ∀φ ∈ X−β.

Logo, z = G1(u, 0) e, portanto, G1(u, εnk)→ G1(u, 0) em Xβ para cada u ∈ B.

Consideremos η′ < η no intervalo conveniente, i a inclusão de Xη em Xη′ . Segue que i(B) é um

conjunto compacto de Xη′ . Dado ρ > 0, para u ∈ i(B), existem vizinhança Vu de u em Xη′ e δu > 0

tais que,

‖ G1(v, ε) − G1(v, 0) ‖Xβ ≤ ρ,

se 0 ≤ ε ≤ δu ≤ ε0 e v ∈ Vu afinal,

‖ G1(v, ε)−G1(v, 0) ‖Xβ ≤ ‖ G1(v, ε)−G1(u, ε) ‖Xβ + ‖ G1(u, 0)−G1(v, 0) ‖Xβ + ‖ G1(u, ε)−G1(u, 0) ‖Xβ

e (Gε)β é contı́nua em Vu × I0, I0 = [0, δu] pequeno intervalo contendo 0. Vale lembrar que (Gε)β é

localmente Lipschitz contı́nua em u, uniformemente em ε.

Como i(B) é compacto, existem u1, ...,un ∈ i(B) tais que ∪n
i=1Vui ⊃ i(B). Seja δ = min

1≤ i≤n
δui . Então,

se 0 ≤ ε ≤ δ,

‖ G1(v, ε) − G1(v, 0) ‖Xβ≤ ρ, ∀ v ∈ i(B).

Agora, como conjunto i(B) = B e, temos que para 0 ≤ ε ≤ δ,

‖ G1(v, ε) − G1(v, 0) ‖Xβ≤ ρ, ∀ v ∈ B.

Logo, reunindo todas as considerações, concluimos que (Hε)β é contı́nua em ε = 0 uniforme-

mente em u para u em limitados de Xη.

�

Teorema 3.2.7 Suponhamos que f e g satisfazem (3.4) e (3.5), respectivamente, sejam β e η como no

Teorema 3.2.5 e 0 ≤ ε ≤ ε0. Então, para qualquer (t0,u0) ∈ R × Xη, o problema (3.1) possui uma única

solução local u(t, t0,u0, ε) com valor inicial u(t0) = u0.

Demonstração:
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Já sabemos que (Aε)β é um operador setorial em Xβ
ε com domı́nio Xβ+1

ε . De acordo com o

Teorema 3.2.5, (Hε)β está bem definida, é localmente Lipschitz contı́nua e limitada em limitados.

Portanto, a afirmação segue do Teorema 1.14.3.

�

Proposição 3.2.8 Se b > 0 é tal<(σ(Aε)) > b, vale a seguinte estimativa para α ≥ 0, 0 ≤ ε ≤ ε0,

‖ (Aε)αβe(Aε)βt
‖L(Xβ) ≤ Cαt−αe−bt, t > 0,

onde 0 < Cα < ∞ é uma constante que depende do setor e da constante na desigualdade do resolvente para

{Aε}0≤ ε≤ ε0 .

Demonstração: Segue dos Teoremas 1.13.4 e 3.1.1.

Lema 3.2.9 Sejam β e η como no Teorema 3.2.7 e, adicionalmente, η < 1
2 e t > 0 fixo. Então,

‖ (e−(Aε)βt
− e−(A)βt)u ‖Xη→ 0 quando ε→ 0, uniformemente para u em limitados de Xβ.

Demonstração:

Pelo Teorema 3.1.1, é possı́vel estabelecer um setor comum, Sb,φ, à famı́lia {(Aε)β}0≤ ε≤ ε0 e de

acordo com a Observação 2.3.6, temos que ‖ (λ−(Aε)β)−1
‖L(Xβ,Xη)≤

(
1 + |λ|

√
2

|λ−b|

)
, ∀λ ∈ Sb,φ, 0 ≤ ε ≤ ε0.

Seja Γ um contorno em -Sb,φ com arg(λ)→ ±θ quando |λ| → ∞ para algum θ ∈ (π2 , π − φ). Temos

que,

‖ (e−(Aε)βt
− e−(A)βtu) ‖Xη =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 1
2πi

∫
Γ

eλt((λ + (Aε)β)−1
− (λ + (A)β)−1)u dλ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Xη
.

Consideremos um compacto K em C tal que |λ| ≤ R, ∀λ ∈ K, com R > b > 0. Então,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 1
2πi

∫
Γ

eλt((λ + (Aε)β)−1
− (λ + (A)β)−1)u dλ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Xη

= ‖
1

2πi

∫
Γ∩K

eλt((λ + (Aε)β)−1
− (λ + (A)β)−1)u dλ

+
1

2πi

∫
Γ\(Γ∩K)

eλt((λ + (Aε)β)−1
− (λ + (A)β)−1)u dλ ‖Xη .

Analisemos, primeiramente, a parcela em Γ \ (Γ ∩ K). Seja δ > 0,
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∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ 1
2πi

∫
Γ\(Γ∩K)

eλt((λ + (Aε)β)−1
− (λ + (A)β)−1)udλ

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
Xη

≤
1

2π

∫
Γ\(Γ∩K)

‖ ((λ + (Aε)β)−1
− (λ + (A)β)−1)u ‖Xη ·

· e<(λ)t
| dλ |

≤
1

2π

∫
Γ\(Γ∩K)

2
(
1 +
|λ|
√

2
|λ − b|

)
e<(λ)t

| dλ | ‖ u ‖Xβ

≤
C̃
π

∫
Γ\(Γ∩K)

e<(λ)t
| dλ | ‖ u ‖Xβ . (3.6)

onde C̃ > 0 é uma constante, pois para λ fora do compacto K de raio R suficientemente grande, o

quociente |λ|
|λ−b| pode ser aproximado por uma constante. Com relação a integral que aparece em

(3.6), parametrizando a curva Γ pelo comprimento de arco γ :] −∞,+∞[→ C,

∫
Γ\(Γ∩K)

e<(λ)t
| dλ| ≤

∫
Γ

e<(λ)t
| dλ|

=

(∫ 0

−∞

+

∫ +∞

0

)
e<(γ(s))tds

= lim
x→∞

(∫ 0

−x
+

∫ x

0

)
e<(γ(s))tds

= 2 lim
x→∞

∫ x

0
e<(γ(s))tds.

Agora, podemos escrever, γ(s) = γ(s0) +
∫ s

s0
γ
′

(t)dt, com s0 fixado. Segue que, <(γ(s)) =

<(γ(s0)) +
∫ s

s0
<(γ

′

(t))dt. Considerando um ângulo θ
′

tal que π
2 < θ

′

< θ, temos que <(γ
′

(s)) ≤

−cos(π−θ
′

) e, consequentemente,<(γ(s)) ≤ <(γ(s0))−cos(π−θ
′

)(s−s0). Isso mostra a convergência

da integral de e<(γ(λ)) em Γ no infinito e, portanto, se tomarmos R suficientemente grande, a parte

da integral em Γ \ (Γ∩ K) fica arbitrariamente pequena, por exemplo, menor do que δπ
C̃

para δ > 0

tão pequeno quanto se queira. Daı́, obtemos uma limitação por δ, independente de ε, em (3.6),

considerando, sem perda de generalidade, ‖ u ‖Xβ < 1.

Por fim, examinemos a parcela em Γ∩K. Recordemos que, pelo Teorema 2.4.3, ‖ ((λ+ (Aε)β)−1
−

(λ + (A)β)−1)u ‖Xη→ 0 quando ε → 0, uniformemente em u em limitados de Xβ e em λ para λ em

compactos. Segue disso que, podemos limitar, uniformemente em λ e em ε, o integrando. De fato,

‖ (λ+ (Aε)β)−1
− (λ+ (A)β)−1

‖L(Xβ,Xη)≤M′, para ∀λ ∈ Γ∩K. E, de<(λ) < |λ| < R, temos e<(λ)t < eRt.

Portanto, pelo Teorema de Convergência Dominada, a integral em Γ ∩ K converge a zero quando

ε tende a zero.

Tais considerações nos permitem concluir o desejado.

Sabemos que a integral faz sentido devido ao Teorema 1.12.14. Agora, vamos estimá - la de

modo que a dependência em t fique explı́cita. Comecemos por estimar o seguinte,
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‖ (λ − (A)β)−1u ‖Xη = ‖ (A)η−ββ (λ − (A)β)−1u ‖Xβ .

Façamos x = (λ + (A)β)−1(A)ββu. Então, (A)η−ββ x = (A)η−ββ (λ + (A)β)−1(A)ββu = (A)ηβ(λ + (A)β)−1u

com

‖ (A)ηβ(λ + (A)β)−1u ‖Xβ = ‖ (A)η−ββ (A)ββ(λ + (A)β)−1u ‖Xβ

≤ C ‖ (A)β(λ + (A)β)−1(A)ββu ‖
η−β

Xβ ‖ (λ + (A)β)−1(A)ββu ‖
1−η+β
Xβ

≤ C
(
1 +
|λ|
√

2
|λ − b|

‖ u ‖X2β

)η−β ( √
2

|λ − b|
‖ u ‖X2β

)1−η+β

≤ C
(
1 +
|λ|
√

2
|λ − b|

)η−β
‖ u ‖η−β

Xβ

( √
2

|λ − b|

)1−η+β

‖ u ‖1−η+β
Xβ

≤ C̃
|λ|η−β

|λ − b|
‖ u ‖Xβ ,

onde empregamos o Teorema 1.13.5, C e C̃ constantes positivas.

Vejamos,

∫
Γ

‖ eλt((λ + (Aε)β)−1
− (λ + (A)β)−1)u ‖Xη |dλ| ≤ 2

∫
Γ

‖ eλt(λ + (A)β)−1u ‖Xη |dλ|

≤ 2
∫

Γ

|eλt
| ‖ (A)η−ββ (λ + (A)β)−1u ‖Xβ |dλ|

≤ 2C̃
∫

Γ

|eλt
|
|λ|η−β

|λ − b|
‖ u ‖Xβ |dλ|

≤ 2C̃
∫

Γ

|eµ|
|µ|η−β

|µ − bt|
1

tη−β
|dµ| ‖ u ‖Xβ (3.7)

≤ C̄
1

tη−β
‖ u ‖Xβ .

�

3.3 Existência global das soluções

Nesta seção, demonstramos que as soluções do problema (3.1), dadas pelo Teorema 3.2.7, estão

definidas globalmente sob determinadas hipóteses adicionais em f e em g. Além disso, provamos a

continuidade das soluções em relação à ε, no ponto ε = 0, em Xη, com η em um intervalo adequado.



86 Formulação abstrata e existência de solução

Além das hipóteses anteriores em (3.4) e (3.5), suponhamos que existem constantes c0, d0, d
′

0,

com d0 > d
′

0, tais que,

lim
|u |→∞

sup
f (u)
u
≤ c0 (3.8)

e,

lim
|u |→∞

sup
g(u)

u
≤ d

′

0. (3.9)

E o primeiro autovalor µ1 do problema −Jhεh∗ε∆Ωεh
∗−1
ε u + (Jhεa − c0)u = µu em Ω,

h∗ε
∂

∂NΩε
h∗−1
ε u = d0u em ∂Ω

(3.10)

é maior do que uma constante positiva B independente de ε, 0 ≤ ε ≤ ε0.

Observação 3.3.1 É importante observarmos que tal hipótese sobre o primeiro autovalor ser maior do que

uma constante positiva independente de ε é razoável, pois se c0 e d0 forem ambos iguais a 0, por exemplo, a

desigualdade pode ser obtida usando a limitação inferior do operador Aε como no Lema 2.3.1. Além disso,

a desigualdade continua válida se c0 < 0 e d0 > 0 pequeno, pois pelo Teorema 1.5.1.10 em [9], existe uma

constante K, independente de ε, tal que∫
∂Ω
|γu|2dσ ≤ K

[
δ

1
2

∫
Ω

|∇u|2dx + δ−
1
2

∫
Ω

|u|2dx
]
, ∀u ∈ H1(Ω), δ ∈]0, 1[,

donde se d0 > 0,

−d0

∫
∂Ω
|γu|2dσ ≥ −d0K

[
δ

1
2

∫
Ω

|∇u|2dx + δ−
1
2

∫
Ω

|u|2dx
]
, ∀u ∈ H1(Ω), δ ∈]0, 1[.

Assim, basta que d0 seja pequeno o suficiente de modo que ainda tenhamos a desigualdade desejada. Notemos

também que d0 pode, inclusive, ser grande se c0 for negativo com valor absoluto grande. E, c0 pode ser

positivo, desde que pequeno, uma vez que temos a constante a para compensar. Vale recordar que os termos

|Jhε| e |J∂Ωhε| são limitados superior e inferiormente.

Observação 3.3.2 Outro ponto importante é que analisando, essencialmente, a porção oscilante da fronteira

I1 em que |JI1hε| =
√

1 + cos2(x1/ε), temos 1 ≤ |JI1hε| ≤
√

2, daı́ se d0 > 0, segue que

−d0

∫
∂Ω
|u|2|J∂Ωhε|dσ ≥ −d0

∫
∂Ω
|u|2
√

2dσ.

Então, admitindo a continuidade dos autovalores, bastaria supor que o primeiro autovalor do problema com

ε = 0 
−∆Ωu + (a − c0)u = µu em Ω,

∂
∂NΩ

u = d0
√

2u em I1

= d0u, em I2, I3, I4,

é maior do que uma constante positiva.
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Como o primeiro autovalor de (3.10) satisfaz:

λ0(ε) = inf
u∈H1(Ω)

< −Jhεh∗ε∆Ωεh
∗−1
ε u + (Jhεa − c0)u,u >
‖ u ‖2

L2(Ω)

, (3.11)

sendo positivo maior do que B, ao desenvolver a expressão em (3.11), encontramos,

B
∫

Ω

u2dx ≤

∫
Ω

h∗ε∇Ωεh
∗−1
ε u(x, t) · h∗ε∇Ωεh

∗−1
ε u(x, t)Jhε(x)dx − d0

∫
∂Ω

u2(x, t)J∂Ωhε(x)dx

+ a
∫

Ω

u2(x, t)Jhε(x)dx − c0

∫
Ω

u2(x, t)dx. (3.12)

Para provarmos existência global, trabalharemos no “espaço de energia” natural H1(Ω) (η = 1
2

e β < −1
4 ).

Lema 3.3.3 Suponha que valem as hipóteses do Teorema 3.2.7 e f e g satisfazem as condições dissipativas

(3.8) e (3.9), respectivamente. Seja Vε : H1(Ω)→ R definida por

Vε(u) =
1
2

∫
Ω

h∗ε∇Ωεh
∗−1
ε u(x, t) · h∗ε∇Ωεh

∗−1
ε u(x, t)Jhε(x)dx +

a
2

∫
Ω

u(x, t)2Jhε(x)dx (3.13)

−

∫
Ω

F(u(x, t)) dx −
∫
∂Ω

G(γ(u))|J∂Ωhε(x)|dS, 0 < ε ≤ ε0,

e,

V0(u) =
1
2

∫
Ω

∇Ωu(x, t) · ∇Ωu(x, t)dx +
a
2

∫
Ω

u(x, t)2dx

−

∫
Ω

F(u(x, t)) dx −
∫

I1

G(γ(u))Mπ(p)dS −
∫

I2

G(γ(u))dS −
∫

I3

G(γ(u))dS −
∫

I4

G(γ(u))dS,

onde a é um número positivo , F e G : R → R são as primitivas de f e g, respectivamente. Então, se

0 ≤ ε ≤ ε0, Vε é um funcional de Lyapunov para (3.1) e existem constantes positivas R1, R2,R̃1 e R̃2 tais

que,

Vε(u) ≤ R1 ‖ u ‖2H1(Ω) + R2, ∀u ∈ H1(Ω), (3.14)

e,

Vε(u) ≥ R̃1 ‖ u ‖2H1(Ω) − R̃2, ∀u ∈ H1(Ω). (3.15)

Demonstração:

Comecemos pelo caso 0 < ε ≤ ε0. Pela expressão de Vε, usando que F e G são contı́nuas, vemos

que trata-se de uma função contı́nua e, se u é uma solução de (3.1) em H1(Ω),

d
dt

Vε(u(t)) =

∫
Ω

h∗ε∇Ωεh
∗−1
ε u(x, t) · h∗ε∇Ωεh

∗−1
ε ut(x, t)Jhε(x)dx + a

∫
Ω

u(x, t)ut(x, t)Jhε(x) dx

−

∫
Ω

f (u(x, t))ut(x, t) dx −
∫
∂Ω

g(γ(u))ut(x, t)|J∂Ωhε(x)| dS

= −

∫
Ω

ut(x, t)ut(x, t) dx

= − ‖ ut ‖
2
L2(Ω),
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onde usamos a formulação fraca do problema. Logo, Vε é decrescente ao longo das soluções de

(3.1).

Além disso, se u(t) é uma solução de (3.1) e Vε(u(t)) = Vε(u0), ∀t ≥ 0, com u0 ∈ H1(Ω), então

d
dt

Vε(u(t)) =
d
dt

Vε(u0) = 0,

o que significa que ‖ ut ‖
2
L2(Ω)

= 0 e u é um equilı́brio de (3.1).

Provamos assim que Vε, 0 < ε ≤ ε0, é uma função de Lyapunov para o fluxo gerado por (3.1).

Restam as estimativas para Vε.

Por (3.8), existem ε f > 0 e M(ε f ) > 0 tais que f (s)
s − c0 ≤ ε f para | s | > M(ε f ). E, como f é

contı́nua e | s | ≤ M(ε f ) é compacto, vale que f (s) ≤ k f para | s | ≤ M(ε f ), sendo k f uma constante.

Consequentemente, se s > 0, f (s) ≤ (ε f + c0)s + k f e,∫
Ω

F(u) dx =

∫
Ω

(∫ u

0
f (s) ds

)
dx ≤

∫
Ω

(∫ u

0
ε f s + c0s + k f ds

)
dx ≤

c0

2

∫
Ω

|u |2 dx + k0.

Podemos repetir o mesmo raciocı́nio para s < 0. E, por (3.9), existem εg > 0 e N(εg) > 0 tais que
g(s)

s − d
′

0 ≤ εg para | s | > N(εg). Analogamente,∫
∂Ω

G(γ(u))|J∂Ωhε| dS ≤
d
′

0

2

∫
∂Ω
|γ(u) |2|J∂Ωhε|dS + k

′

0.

Daı́, se K > 0 é a constante que, como no Lema 3.2.3, limita |J∂Ωhε|,

Vε(u) ≤
1
2

∫
Ω

h∗ε∇Ωεh
∗−1
ε u(x, t) · h∗ε∇Ωεh

∗−1
ε u(x, t)Jhε(x)dx +

a
2

∫
Ω

u(x, t)2Jhε(x)dx

+
| c0 |

2

∫
Ω

|u |2dx + | k0 | +
| d
′

0 |

2

∫
∂Ω
|γ(u) |2|J∂Ωhε(x)|dS + | k

′

0 |

≤
C
2
‖ u ‖2H1(Ω) +

| c0 |

2
‖ u ‖2L2(Ω) + | k0 | +

K| d
′

0 |

2
‖ γ(u) ‖2L2(∂Ω) + | k

′

0 |

≤
C
2
‖ u ‖2H1(Ω) +

| c0 |

2
‖ u ‖2L2(Ω) + | k0 | +

K| d
′

0 |

2
‖ u ‖2L2(Ω) + | k

′

0 |,

em que usamos a Observação 2.3.2. Assim, conseguimos limitar superiormente Vε(u) pela norma

‖ u ‖H1(Ω) e por constantes dependendo essencialmente das não linearidades, para 0 < ε ≤ ε0.

Por outro lado, se λ0 é o primeiro autovalor de (3.10) e λ0(ε) > B, 0 ≤ ε ≤ ε0, por (3.12),

B
∫

Ω

u2dx ≤

∫
Ω

h∗ε∇Ωεh
∗−1
ε u(x, t) · h∗ε∇Ωεh

∗−1
ε u(x, t)Jhε(x)dx − d0

∫
∂Ω

u2(x, t)J∂Ωhε(x)dx

+ a
∫

Ω

u2(x, t)Jhε(x)dx − c0

∫
Ω

u2(x, t)dx.

Como d0 > d
′

0, podemos escolher d
′′

0 , 0 tal que

d0 > d
′′

0 > d
′

0 e

d0

d′′0
− 1

 C2 − c0

2
+

B
2
> 0,
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sendo C1 e C2 as constantes que aparecem em (2.27) na demonstração do Lema 2.3.1 e, aplicando

tal resultado,

Vε(u) ≥
1
2

∫
Ω

h∗ε∇Ωεh
∗−1
ε u(x, t) · h∗ε∇Ωεh

∗−1
ε u(x, t)Jhε(x)dx +

a
2

∫
Ω

|u |2Jhε(x)dx

−
c0

2

∫
Ω

|u |2dx −
d
′

0

2

∫
∂Ω
|γ(u) |2|J∂Ωhε(x)|dS − (k0 + k

′

0)

≥
1
2

∫
Ω

h∗ε∇Ωεh
∗−1
ε u(x, t) · h∗ε∇Ωεh

∗−1
ε u(x, t)Jhε(x)dx +

a
2

∫
Ω

|u |2Jhε(x)dx

−
c0

2

∫
Ω

|u |2dx −
d
′′

0

2

∫
∂Ω
|γ(u) |2|J∂Ωhε(x)|dS − (k0 + k

′

0)

=
d
′′

0

d0

d0

d′′0

1
2

∫
Ω

h∗ε∇Ωεh
∗−1
ε u(x, t) · h∗ε∇Ωεh

∗−1
ε u(x, t)Jhε(x)dx +

d0

d′′0

a
2

∫
Ω

|u |2Jhε(x)dx


+

d
′′

0

d0

−d0

d′′0

c0

2

∫
Ω

|u |2dx −
d0

2

∫
∂Ω
|γ(u) |2|J∂Ωhε(x)|dS −

d0

d′′0
(k0 + k

′

0)


=

d
′′

0

d0

d0

d′′0
− 1

 1
2

∫
Ω

h∗ε∇Ωεh
∗−1
ε u(x, t) · h∗ε∇Ωεh

∗−1
ε u(x, t)Jhε(x)dx


+

d
′′

0

d0

1
2

∫
Ω

h∗ε∇Ωεh
∗−1
ε u(x, t) · h∗ε∇Ωεh

∗−1
ε u(x, t)Jhε(x)dx +

d0

d′′0
− 1

 a
2

∫
Ω

|u |2Jhε(x)dx


+

d
′′

0

d0

 a
2

∫
Ω

|u |2Jhε(x)dx −

d0

d′′0
− 1

 c0

2

∫
Ω

|u |2dx −
c0

2

∫
Ω

|u |2dx


+

d
′′

0

d0

−d0

2

∫
∂Ω
|γ(u) |2|J∂Ωhε(x)|dS −

d0

d′′0
(k0 + k

′

0)


≥

d
′′

0

d0

d0

d′′0
− 1

 C1

2

∫
Ω

|∇u |2dx +

d0

d′′0
− 1

 C2 − c0

2
+

B
2

 ∫
Ω

|u |2dx −
d0

d′′0
(k0 + k

′

0)

 .

Assim, Vε(u) é limitado inferiormente por uma constante positiva dependendo das não linearida-

des e do primeiro autovalor de (3.10) vezes ‖ u ‖2
H1(Ω)

mais uma constante que depende das não

linearidades, para 0 < ε ≤ ε0. Portanto, |Vε(u)| → ∞ quando ‖ u ‖H1(Ω)→∞, 0 < ε ≤ ε0.

Por fim, no caso de ε = 0,

V0(u) =
1
2

∫
Ω

∇Ωu(x, t) · ∇Ωu(x, t)dx +
a
2

∫
Ω

u(x, t)2dx

−

∫
Ω

F(u(x, t)) dx −
∫

I1

G(γ(u))Mπ(p)dS −
∫

I2

G(γ(u))dS −
∫

I3

G(γ(u))dS −
∫

I4

G(γ(u))dS,

e,
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d
dt

V0(u(t)) =

∫
Ω

∇Ωu(x, t) · ∇Ωut(x, t)dx + a
∫

Ω

u(x, t)ut(x, t)dx

−

∫
Ω

f (u(x, t))ut(x, t) dx −
∫

I1

g(γ(u))ut(x, t)Mπ(p)dS −
∫

I2

g(γ(u))ut(x, t)dS

−

∫
I3

g(γ(u))ut(x, t)dS −
∫

I4

g(γ(u))ut(x, t)dS

= −

∫
Ω

ut(x, t)ut(x, t)dx

= − ‖ ut ‖
2
L2(Ω) .

Segue que V0 é decrescente ao longo das soluções de (3.1) com ε = 0. Se u(t) é uma solução de

(3.1) com ε = 0 e V0(u(t)) = V0(u0),∀t ≥ 0, com u0 ∈ H1(Ω),

d
dt

V0(u(t)) =
d
dt

V0(u0) = 0,

donde ‖ ut ‖
2
L2(Ω)

= 0 e u é um equilı́brio de (3.1). Logo, V0 é um funcional de Lyapunov para o

fluxo gerado por (3.1) com ε = 0.

Analogamente ao que foi feito acima para 0 < ε ≤ ε0, temos∫
Ω

F(u) dx ≤
c0

2

∫
Ω

|u |2dx + k0

e,∫
I1

G(γ(u)) Mπ(p)dS +

∫
I2+I3+I4

G(γ(u))dS ≤
d
′

0Mπ(p)

2

∫
I1

|γ(u) |2dS + k
′′

0 +
d
′

0

2

∫
I2+I3+I4

|γ(u) |2dS + k
′′′

0 .

Aplicando, como antes, o Lema 2.3.3,

V0(u) ≤
D
2
‖ u ‖2H1(Ω) +

| c0 |

2
‖ u ‖2L2(Ω) + | k0 | +

| d
′

0 |(Mπ(p) + 1)

2
‖ u ‖2L2(Ω) + | k

′′

0 | + | k
′′′

0 |.

Quanto a limitação inferior,

V0(u(t)) ≥
1
2

∫
Ω

∇Ωu(x, t) · ∇Ωu(x, t)dx +
a
2

∫
Ω

u(x, t)2dx

−
c0

2

∫
Ω

|u |2dx −
d′0Mπ(p)

2

∫
I1

|γ(u)|2dS −
d
′

0

2

∫
I2+I3+I4

|γ(u) |2dS − (k0 + k
′′

0 + k
′′′

0 )

≥
d
′′

0

d0

d0

d′′0
− 1

 1
2

∫
Ω

|∇u |2dx +

d0

d′′0
− 1

 a − c0

2
+
λ0

2

 ∫
Ω

|u |2dx −
d0

d′′0
(k0 + k

′′

0 + k
′′′

0 )

 ,
com d′′0 satisfazendo também:

d0

d′′0
− 1

 a − c0

2
+
λ0

2

 > 0.

Reunindo tais considerações, encontramos constantes positivas R1, R2,R̃1 e R̃2, independentes

de ε para 0 ≤ ε ≤ ε0, tais que valem as desigualdades (3.14) e (3.15).
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�

Lema 3.3.4 Para Vε : H1(Ω)→ R definido como em (3.13), existem constantes positivas R
′

1, R
′

2, tais que,

R
′

1|V(u) | ≤ |Vε (u) | ≤ R
′

2|V(u) |, ∀u ∈ H1(Ω),

com V = V0.

Demonstração:

Estudemos cada uma das parcelas que compõe a expressão em (3.13). No caso de

∫
Ω

F(u)dx,

não há o que fazer. E, com relação a

∫
∂Ω

G(γ(u))|J∂Ωhε(x)|dx,

|J∂Ωhε| pode ser limitado superior e inferiormente independente de ε para obter as desigualdades

desejadas. Por fim, quanto a

1
2

∫
Ω

h∗ε∇Ωεh
∗−1
ε u(x, t) · h∗ε∇Ωεh

∗−1
ε u(x, t)Jhε(x)dx +

a
2

∫
Ω

u(x, t)2Jhε(x)dx,

basta aplicar as expressões (2.27) e (2.28) nas demonstrações do Lema 2.3.1 e da Observação 2.3.2,

respectivamente.

�

Teorema 3.3.5 Sejam β, η, f , g tais como no Teorema 3.2.7 e suponha que f e g satisfazem as hipóteses

dissipativas (3.8) e (3.9), respectivamente. Então, as soluções de (3.1) estão globalmente definidas.

Demonstração:

Consideremos primeiramente o caso η = 1
2 . Pelo Teorema 3.2.7, para cada (t0,u0) ∈ R×H1(Ω),

existe T = T(t0,u0) tal que o problema (3.1) tem uma única solução u em (t0, t0 + T) com u(t0) = u0.

Sabemos também que (Hε)β leva limitados de Xη = H1(Ω) em conjuntos limitados de Xβ.

Se T < ∞, pelo Teorema 1.14.4, existe uma sequência tn → T− tal que ‖ u(tn) ‖H1(Ω)→ ∞ e,

consequentemente, |Vε(u(tn))| → ∞, usando (3.15) do Lema 3.3.3, o que é uma contradição com o

fato de Vε ser decrescente ao longo das órbitas.



92 Formulação abstrata e existência de solução

Para os demais casos, se η < 1
2 , temos X

1
2 ⊂ Xη e dado u0 ∈ Xη, existe uma solução local

u(t), t0 < t < T. Por regularidade, para t0 < t′ < T, Tε(t′)u0 ∈ X
1
2 e tomando este como ponto inicial

u
′

0, provamos que existe uma solução global passando por u
′

0. Segue da unicidade o desejado.

Finalmente, se η > 1
2 , Xη

ε ⊂ X
1
2 de modo que tomando u0 ∈ Xη

ε , u0 também pertence à X
1
2 e então,

existe uma solução global passando por tal ponto, a qual coincide com a solução local em Xη
ε por

unicidade.

�

Lema 3.3.6 Se as condições iniciais u0 do problema (3.1) variam em um limitado de Xη, então a solução

uε(t) permanece num limitado de Xη com η tal como no Teorema 3.2.7, uniformemente em ε, para t0 ≤ t ≤ T.

Demonstração:

Suponhamos ‖ u0 ‖Xη≤ B.

Seja t∗ = sup{ t | ‖ uε(t,u0) ‖Xη≤ 2B}. Tal tempo existe para cada solução uε por continuidade

da mesma. A princı́pio, t∗ = t∗(ε,u0).

Como (Hε)β leva limitados de Xη em limitados de Xβ, uniformemente em ε, temos que ‖

(Hε)β(u) ‖Xβ ≤ L para ‖ u ‖Xη ≤ 2B. Consequentemente, se s ∈ [t0, t∗], ‖ (Hε)β(uε(s,u0)) ‖Xβ ≤ L.

Seja t ∈ [0, t∗],

‖ uε(t) ‖Xη ≤ ‖ e−(Aε)β(t−t0)u0 ‖Xη +

∫ t

t0

‖ e−(Aε)β(t−s)(Hε)β(uε(s)) ‖Xη ds

≤ e−b(t−t0)
‖ u0 ‖Xη +

∫ t

t0

Cη−β(t − s)−(η−β)e−b(t−s)
‖ (Hε)β(uε(s)) ‖Xβ ds

≤ e−b(t−t0)B +

∫ t

t0

Cη−β(t − s)−(η−β)e−b(t−s)Lds, (3.16)

onde Cη−β vem da aplicação da Proposição 3.2.8 e b é tal que Re(σ(Aε)β) > b > 0. Observemos que

é possı́vel tomar um tempo t̄ de modo que o lado direito desta expressão em (3.16) é menor do

que 2B e t̄ é uniforme em ε e u0. Segue que t∗ > t̄.

Façamos a mesma conta, considerando η = 1/2 e t = t∗,

‖ uε(t∗) ‖
X

1
2
≤ ‖ e−(Aε)β(t∗−t0)u0 ‖

X
1
2

+

∫ t∗

t0

‖ e−(Aε)β(t∗−s)(Hε)β(uε(s)) ‖
X

1
2

ds

≤ C 1
2−β

(t∗ − t0)−( 1
2−β)e−b(t∗−t0)

‖ u0 ‖Xη +

∫ t∗

t0

C 1
2−β

(t∗ − s)−( 1
2−β)e−b(t∗−s)

‖ (Hε)β(uε(s)) ‖Xβ ds

≤ C 1
2−β

(t∗ − t0)−( 1
2−β)e−b(t∗−t0)B +

∫ t∗

t0

C 1
2−β

(t∗ − s)−( 1
2−β)e−b(t∗−s)Lds,
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tais cálculos nos mostram que uε está em um limitado de X
1
2 no instante t∗, o qual, como vimos,

independe de ε e de u0.

Agora, devido a expressão (3.15) e ao fato do funcional de Lyapunov ser decrescente ao longo

das soluções de (3.1), temos que as soluções permanecem em um limitado de X
1
2 para todo t. Daı́,

se η < 1
2 , a limitação em Xη é imediata.

No caso de η > 1
2 , Xη

ε ⊂ X
1
2 de modo que a solução está em um limitado de X

1
2 para todo

t. Então, basta refazer os cálculos para a norma ‖ uε(t) ‖Xη
ε

tal como na primeira parte desta

demonstração.

�

Teorema 3.3.7 Suponha que as hipóteses do Teorema 3.2.7 sejam válidas e, adicionalmente, η < 1
2 , − 1

2 < β.

A função ε→ u(t, t0,u0, ε) = uε(t) ∈ Xη é contı́nua em ε = 0 uniformemente para u0 em limitados de Xη e

t0 ≤ t ≤ T.

Demonstração:

Pelo Teorema 3.2.5, H(u, 0) leva limitados de Xη em limitados de Xβ e é localmente Lipschitz

contı́nua em u com constante de Lipschitz L.

Desde que ‖ uε(s) ‖Xη ≤ K e ‖ u(s) ‖Xη ≤ K em t0 ≤ s ≤ T, conforme Lema 3.3.6, vamos estimar a

diferença entre essas soluções do seguinte modo :

‖ uε(t) − u(t) ‖Xη ≤ ‖ (e−(Aε)β(t−t0)
− e−(A)β(t−t0))u0 ‖Xη +

+

∫ t

t0

‖ e−(Aε)β(t−s)((Hε)β(uε(s)) − (H)β(uε(s))) ‖Xη ds

+

∫ t

t0

‖ e−(Aε)β(t−s)((H)β(uε(s)) − (H)β(u(s))) ‖Xη ds

+

∫ t

t0

‖ (e−(Aε)β(t−s)
− e−(A)β(t−s))(H)β(u(s)) ‖Xη ds.

Com relação a primeira parcela,

‖ (e−(Aε)β(t−t0)
− e−(A)β(t−t0))u0 ‖Xη ,

segue do Lema 3.2.9 que tal expressão converge a zero quando ε tende a zero uniformemente em

u0.

Quanto a segunda e a terceira parcelas, se ∆ε = sup{ ‖ (Hε)β(u) − (H)β(u) ‖Xβ | ‖ u ‖Xη ≤ K},

aplicando a Proposição 3.2.8,
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∫ t

t0

‖ e−(Aε)β(t−s)((Hε)β(uε(s)) − (H)β(uε(s))) ‖Xη ds

≤

∫ t

t0

‖ (Aε)
η−β
β e−(Aε)β(t−s)((Hε)β(uε(s)) − (H)β(uε(s))) ‖Xβ ds

≤

∫ t

t0

‖ (Aε)
η−β
β e−(Aε)β(t−s)

‖ ‖ ((Hε)β(uε(s)) − (H)β(uε(s))) ‖Xβ ds

≤

∫ t

t0

Cη−β(t − s)β−ηe−b(t−s)∆εds

≤ Cη−β∆ε

∫ t

t0

(t − s)β−ηe−b(t−s)ds.

E,

∫ t

t0

‖ e−(Aε)β(t−s)((H)β(uε(s)) − (H)β(u(s))) ‖Xη ds

≤

∫ t

t0

‖ (Aε)
η−β
β e−(Aε)β(t−s)((H)β(uε(s)) − (H)β(u(s))) ‖Xβ ds

≤

∫ t

t0

‖ (Aε)
η−β
β e−(Aε)β(t−s)

‖ ‖ ((H)β(uε(s)) − (H)β(u(s))) ‖Xβ ds

≤

∫ t

t0

Cη−β(t − s)β−ηe−b(t−s)L ‖ uε(s) − u(s) ‖Xη ds

≤ Cη−βL
∫ t

t0

(t − s)β−ηe−b(t−s)
‖ uε(s) − u(s) ‖Xη ds.

Por fim, a quarta parcela,

∫ t

t0

‖ (e−(Aε)β(t−s)
− e−(A)β(t−s))(H)β(u(s)) ‖Xη ds.

Como (H)β leva limitados de Xη em limitados de Xβ, temos a convergência do integrando para zero

para cada s de acordo com o Lema 3.2.9. Além disso, da expressão (3.7) neste último resultado, o

integrando é limitado por uma função integrável. Segue do Teorema da Convergência Dominada

de Lebesgue, a convergência desta parcela a zero.

Encontramos então que

‖ uε(t) − u(t) ‖Xη ≤ C(ε) ‖ u0 ‖Xη + Cη−β∆ε

∫ t

t0

(t − s)β−ηe−b(t−s)ds + C
′

(ε)

+ Cη−βL
∫ t

t0

(t − s)β−η ‖ uε(s) − u(s) ‖Xη ds,

onde C(ε) e C
′

(ε) são constantes que convergem para zero à medida que ε tende à zero devido

às considerações acima para a primeira e quarta parcelas, respectivamente. Ou, ainda, podemos

escrever
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‖ uε(t) − u(t) ‖Xη ≤ C′′(ε) + Cη−βL
∫ t

t0

(t − s)β−η ‖ uε(s) − u(s) ‖Xη ds,

com C′′(ε) convergindo a zero quando ε tende a zero. Segue da Desigualdade de Gronwall

(ver Seção 1.2.1 em Henry, [11]) que ‖ uε(t) − u(t) ‖Xη≤ C′′(ε)M, M = M(Cη−β,L, β − η,T), donde

‖ uε(t) − u(t) ‖Xη→ 0 quando ε→ 0 uniformemente para u0 em limitados de Xη.

�
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Capı́tulo 4

Existência e continuidade de atratores

Neste último capı́tulo, provamos a existência e a continuidade dos atratores globais para (2.18)

e (2.19) em Xη, com η em um intervalo conveniente e hε para 0 ≤ ε ≤ ε0. Para tanto, nos embasamos

fortemente na convergência dos resolventes obtida no Capı́tulo 2 e também, no que foi feito em

[4] e em [18].

4.1 Existência de atratores globais

Demonstramos nesta seção que Tε,η,β(t, t0,u), o fluxo gerado por (3.1), admite um atrator global

começando pelo caso η = 1
2 .

Lema 4.1.1 O semigrupo não linear Tε,η,β(t) gerado por (3.1) com η = 1
2 e − 1

2 < β < −
1
4 em X

1
2 = H1(Ω)

é um sistema gradiente.

Demonstração:

Sabemos que Vε definido em (3.13) é um funcional de Lyapunov para o semigrupo.

Além disso, (Hε)β leva subconjuntos limitados de H1(Ω) em limitados de Xβ e como podemos

escrever (Aε)β = (Aε)−δ(Aε)(Aε)δ, β = − 1
2 + δ, 0 < δ < 1

4 , sendo (Aε)δ uma isometria e Aε tem

resolvente compacto pela Proposição 2.3.4, segue que (Aε)β tem resolvente compacto. Assim, de

97
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acordo com o Teorema 1.14.5, as órbitas positivas limitadas são pré-compactas.

Logo, temos que Tε,η,β(t) é um sistema gradiente.

�

Lema 4.1.2 Suponha que f e g satisfazem as condições do Teorema 3.2.7 e as hipóteses dissipativas (3.8) e

(3.9), respectivamente. Então, se ε é suficientemente pequeno, o conjunto dos pontos de equilı́brio do sistema

gerado por (3.1) é uniformemente limitado em ε na norma H1(Ω).

Demonstração:

Os equilı́brios de (3.1) satisfazem, para 0 < ε ≤ ε0,

0 = −

∫
Ω

h∗ε∇Ωεh
∗−1
ε u · h∗ε∇Ωεh

∗−1
ε uJhε(x)dx +

∫
∂Ω

g(u)u|J∂Ωhε(x)| dS

− a
∫

Ω

|u |2Jhε(x)dx +

∫
Ω

f (u)u dx, (4.1)

em que utilizamos a equação (2.21), tomando φ = u.

Por (3.8) e (3.9), para qualquer δ > 0, existem constantes M f e Mg tais que f (s)s ≤ (δ + c0)s2

se | s | > M f e g(s)s ≤ (δ + d
′

0)s2 se | s | > Mg. Escolhendo | s | > M = max{M f , Mg }, ambas as

desigualdades valem simultaneamente. Além disso, existem constantes C f , Cg com f (s)s ≤ C f e

g(s)s ≤ Cg para | s | ≤ M. Se fizermos Kδ = max{C f , Cg } então, para todo u ∈ R,

f (u)u ≤ (c0 + δ)u2 + Kδ e g(u)u ≤ (d
′

0 + δ)u2 + Kδ.

Aplicando isso em (4.1) e usando a limitação para |J∂Ωhε| por K,∫
Ω

h∗ε∇Ωεh
∗−1
ε u · h∗ε∇Ωεh

∗−1
ε uJhε(x)dx ≤ −a

∫
Ω

|u |2Jhε(x)dx + ( c0 + δ )
∫

Ω

u2dx + Kδ |Ω |

+ ( d
′

0 + δ )
∫
∂Ω

u2
|J∂Ωhε(x)|dS + KδK | ∂Ω |

= −a
∫

Ω

|u |2Jhε(x)dx + ( c0 + δ )
∫

Ω

u2dx

+ ( d
′

0 + δ )
∫
∂Ω

u2
|J∂Ωhε(x)|dS + Kδ( |Ω | + K| ∂Ω |). (4.2)

Como λ0(ε), o primeiro autovalor de (3.10), é maior do que B > 0, 0 ≤ ε ≤ ε0, por hipótese,

B
∫

Ω

u2dx ≤

∫
Ω

h∗ε∇Ωεh
∗−1
ε u(x, t) · h∗ε∇Ωεh

∗−1
ε u(x, t)Jhε(x)dx − d0

∫
∂Ω

u2(x, t)|J∂Ωhε(x)|dS

+ a
∫

Ω

u2(x, t)Jhε(x)dx − c0

∫
Ω

u2(x, t)dx. (4.3)

Reunindo as desigualdades (4.2) e (4.3), obtemos

B
∫

Ω

|u |2dx ≤ δ

∫
Ω

u2dx + ( d
′

0 − d0 + δ )
∫
∂Ω

u2
|J∂Ωhε(x)|dS + Kδ ( |Ω | + K| ∂Ω | )

≤ δ

∫
Ω

u2dx + K( d
′

0 − d0 + δ )
∫
∂Ω

u2dS + Kδ ( |Ω | + K| ∂Ω | ). (4.4)
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Agora, tomando δ < min{B, d0 − d
′

0} e estabelecendo lδ = min{B − δ,K(( d0 − d
′

0 ) − δ)}, segue de

(4.4) que, ∫
Ω

u2dx +

∫
∂Ω

u2dS ≤
Kδ ( |Ω | + K| ∂Ω | )

lδ
. (4.5)

Por fim, empregamos isso em (4.2),∫
Ω

h∗ε∇Ωεh
∗−1
ε u · h∗ε∇Ωεh

∗−1
ε uJhε(x)dx ≤ ( c0 + δ )

∫
Ω

u2dx + K( d
′

0 + δ )
∫
∂Ω

u2dS + Kδ ( |Ω | + K| ∂Ω | )

≤ ( c0 + Kd
′

0 + (1 + K)δ )
Kδ ( |Ω | + K| ∂Ω | )

lδ
+ Kδ ( |Ω | + K| ∂Ω | ), (4.6)

onde usamos que a > 0 e supomos que (c0 + δ) e K(d
′

0 + δ) são ambos positivos. Caso sejam

negativos, em (4.6), ficaria apenas a última parcela e se os sinais fossem contrários, manterı́amos

somente o positivo. Agora, conforme (2.27) no Lema 2.3.1,

∫
Ω

h∗ε∇Ωεh
∗−1
ε u · h∗ε∇Ωεh

∗−1
ε uJhεdx ≥ C1

∫
Ω

| ∇u |2dx, (4.7)

donde segue que,

∫
Ω

| ∇u |2dx ≤
1

C1

(
( c0 + Kd

′

0 + (1 + K)δ )
Kδ ( |Ω | + K| ∂Ω | )

lδ
+ Kδ ( |Ω | + K| ∂Ω | )

)
. (4.8)

O resultado vem de (4.5) e (4.8), observando-se que as constantes presentes nessas estimativas

dependem basicamente de λ0(ε), que é maior do que uma constante positiva B independente de

ε, 0 ≤ ε ≤ ε0, por hipótese.

No caso de ε = 0, os equilı́brios verificam:

0 = −

∫
Ω

∇Ωu(x, t) · ∇Ωu(x, t) dx − a
∫

Ω

|u(x, t)|2dx

+

∫
Ω

f (u(x, t))u(x, t) dx +

∫
I1

g(u(x, t))u(x, t)Mπ(p) dS +

∫
I2+I3+I4

g(u(x, t))u(x, t)dS.

E, como λ0(0) é positivo,

λ0(0)
∫

Ω

u2dx ≤

∫
Ω

∇Ωu(x, t) · ∇Ωu(x, t)dx + a
∫

Ω

|u(x, t)|2dx

+ −c0

∫
Ω

u(x, t)2dx − d0

∫
I1

u(x, t)2Mπ(p)dS − d0

∫
I2+I3+I4

u(x, t)2dS.

Notamos que o raciocı́nio pode ser desenvolvido de forma análoga àquela do caso ε > 0.

�
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Teorema 4.1.3 Suponha que f e g satisfazem as condições do Teorema 3.2.7 com η = 1
2 , −1

2 < β < −
1
4 , e as

hipóteses dissipativas (3.8) e (3.9), respectivamente. Então, para 0 ≤ ε ≤ ε0, o fluxo Tε, 12 ,β(t,u) = Tε(t,u)

gerado por (3.1) tem um atrator global em X
1
2 = H1(Ω).

Demonstração:

De acordo com o Teorema 1.14.8, basta provar que o semigrupo é assintoticamente compacto.

Seja B um conjunto não-vazio, fechado, limitado de X
1
2 = H1(Ω) com Tε(t,u)B ⊂ B, ∀t ≥ 0.

Considere J = Tε(1)B. Então, J ⊂ B. Pela propriedade de semigrupo, para t > 1, Tε(t)B =

Tε(1)Tε(t − 1)B e Tε(1)Tε(t − 1)B ⊂ Tε(1)B ⊂ J donde J atrai B (de fato, absorve). Falta verificarmos

que J é compacto.

Se soubermos que J é limitado em X
1
2 +δ
ε , com δ > 0, então, como a imersão X

1
2 +δ
ε ⊂ X

1
2
ε é

compacta e X
1
2
ε = X

1
2 = H1(Ω), resulta que J é um pré-compacto de H1(Ω). Somando-se a isso o

fato de J ser fechado, temos o desejado.

Sem perda de generalidade, suponhamos<(σ((Aε)β)) > ω > 0. Se j = Tε(1)b, b ∈ B e ‖ b ‖
X

1
2
≤

N,

‖ j ‖
X

1
2 +δ
ε

≤ ‖ e−(Aε)βb ‖
X

1
2 +δ
ε

+

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∫ 1

0
e−(Aε)β(1−s)(Hε)β(Tε(s)) ds

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
X

1
2 +δ
ε

≤ ‖ ((Aε)β)δe−(Aε)βb ‖
X

1
2

+

∫ 1

0
‖ ((Aε)β)1−δe−(Aε)β(1−s)(Hε)β(Tε(s)) ‖

X−
1
2 +2δ ds

≤ Cδe−ω ‖ b ‖
X

1
2

+

∫ 1

0
C1−δ(1 − s)−(1−δ)e−ω(1−s)

‖ (Hε)β(Tε(s)) ‖
X−

1
2 +2δ ds

≤ Cδe−ωN + C1−δL
∫ 1

0
(1 − s)−(1−δ)e−ω(1−s)ds,

onde aplicamos a Proposição 3.2.8 e L vem de (Hε)β levar limitados de Xη em limitados de

Xβ conforme Teorema 3.2.5. A última expressão nos mostra que Tε(1)B é limitado em X
1
2 +δ
ε e,

portanto, seu fecho, J, também o é.

�

Teorema 4.1.4 Suponha que estejam satisfeitas as condições do Teorema 3.2.7 e as hipóteses dissipativas

(3.8) e (3.9). Então, para 0 ≤ ε ≤ ε0, o semigrupo Tε,η,β(t,u) gerado por (3.1) tem um atrator global Aε

em Xη. Além disso, Aε não depende de η ou β.

Demonstração:

Suponhamos primeiro que η = η0 < 1
2 e seja B um limitado de Xη. Podemos admitir que

B = BR, a bola aberta de raio R e centro na origem de Xη. Conforme vimos no Teorema 3.2.5,
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existe N tal que ‖ (Hε)β(u) ‖Xβ< N para ‖ u ‖Xη< 2R. Seja T(t)u0 = u(t, t0,u0) a solução de (3.1) com

η = η0, u0 ∈ BR e seja ω tal que <(σ((Aε)β)) > ω > 0. Enquanto ‖ u(t, t0,u0) ‖Xη< 2R, temos pela

Fórmula de Variação das Constantes, Lema 1.14.2,

‖ u(t, t0,u0) ‖Xη ≤ ‖ ((Aε)β)η−βe−(Aε)β(t−t0)u0 ‖Xβ

+

∫ t

t0

‖ ((Aε)β)η−βe−(Aε)β(t−s)(Hε)β(u(s)) ‖Xβ ds

≤ Cη−β(t − t0)β−ηe−ω(t−t0)
‖ u0 ‖Xβ +NCη−β

∫ t

t0

(t − s)(β−η)e−ω(t−s)ds. (4.9)

Consideremos T = sup{ t ≥ t0 |u(s, t0,u0) ∈ B2R, ∀s ≤ t } e δ > t0 tal que o lado direito desta última

expressão (4.9) seja menor do que 2R, ∀t ∈ (t0, δ). Segue que T ≥ δ e as soluções com condições

iniciais na bola de raio R em Xη permanecem na bola de raio 2R para t0 ≤ t ≤ T. Agora,

‖ u(t, t0,u0) ‖
X

1
2
≤ ‖ e−(Aε)β(t−t0)u0 ‖

X
1
2

+

∫ t

t0

‖ e−(Aε)β(t−s)(Hε)β(u(s)) ‖
X

1
2

ds

≤ ‖ ((Aε)β)
1
2−ηe−(Aε)β(t−t0)u0 ‖Xη

+

∫ t

t0

‖ ((Aε)β)
1
2−βe−(Aε)β(t−s)(Hε)β(u(s)) ‖Xβ ds

≤ C 1
2−η

(t − t0)−( 1
2−η)e−ω(t−t0)

‖ u0 ‖Xη +NC 1
2−β

∫ t

t0

(t − s)−( 1
2−β)e−ω(t−s)ds,

o que significa que T(t)BR está em um limitado de X
1
2 para t0 < t ≤ T. Pelo Teorema 4.1.3, o

atrator global de (3.1) com η = 1
2 atrai T(t)BR na norma X

1
2 , t0 < t < T. Como X

1
2 ⊂ Xη, Aε atrai BR

na norma de Xη. Uma vez que Aε é invariante, este deve ser o atrator de (3.1) com η = η0.

Suponhamos agora, 1
2 < η = η0 < β + 1. Temos Xη

ε ⊂ X
1
2 continuamente. Assim, um conjunto

limitado B de Xη
ε é também limitado em X

1
2 , sendo atraı́do por Aε de (3.1) com η = 1

2 em X
1
2 sob

a ação de Tε, 12 ,β(t) = T 1
2
(t), o qual coincide com o fluxo em Xη

ε . Mostraremos a seguir que T 1
2
(t) é

contı́nuo de X
1
2 em Xη

ε para t > 0.

Sejam u1, u2 ∈ X
1
2 e ui(t, t0,ui) = T 1

2
(t)ui, i = 1, 2.

‖ u1(t, t0,u1) − u2(t, t0,u2) ‖Xη
ε
≤ ‖ e−(Aε)β(t−t0)(u1 − u2) ‖Xη

ε

+

∫ t

t0

‖ e−(Aε)β(t−s)((Hε)β(u1(s)) − (Hε)β(u2(s))) ‖Xη
ε

ds

≤ ‖ ((Aε)β)η−
1
2 e−(Aε)β(t−t0)(u1 − u2) ‖

X
1
2

+

∫ t

t0

‖ ((Aε)β)η−βe−(Aε)β(t−s)((Hε)β(u1(s)) − (Hε)β(u2(s))) ‖Xβ ds

≤ Cη− 1
2
(t − t0)

1
2−ηe−ω(t−t0)

‖ u1 − u2 ‖
X

1
2

+ Lβ, 12 Cη−β

∫ t

t0

(t − s)β−ηe−ω(t−s)
‖ u1(s) − u2(s) ‖

X
1
2

ds,
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sendo Lβ, 12 a constante de Lipschitz local de (Hε)β.

Aplicando a Desigualdade de Gronwall (veja o Teorema 7.1.1 em Henry, [11]), obtemos

‖ u(t, t0,u1) − u(t, t0,u2) ‖Xη
ε
≤ Cη− 1

2
(t − t0)−η+

1
2 e−ω(t−t0)

‖ u1 − u2 ‖
X

1
2

+ γ

∫ t

t0

E
′

3
2−η

(γ(t − s))Cη− 1
2
(s − t0)−η+

1
2 e−ω(s−t0)

‖ u1 − u2 ‖
X

1
2

ds,

onde γ = (Lβ, 12 Cη− 1
2

maxt≤ s≤ t0{e
−ω(t−s)

}Γ( 3
2 − η))

1
3
2−η e E 3

2−η
(z) =

∑
∞

n=0
zn( 3

2−η)

Γ(n( 3
2−η)+1)

e, segue a continui-

dade.

Isso nos permite concluir que se Vδ é uma vizinhança de Aε em X
1
2 que contém T 1

2
(t)(B) =

Tη(t)(B), então T 1
2
(1)Vδ é uma pequena vizinhança de Aε em Xη que contém T 1

2
(t + 1)B = Tη(t + 1)B.

Como Aε = T 1
2
(1)Aε ∈ Xη, este deve ser o atrator de Tη(t).

�

4.2 Semicontinuidade superior dos atratores

Nesta seção, provamos que a famı́lia de atratores para o fluxo gerado por (3.1) é semicontı́nua

superiormente em Xη, com η em um intervalo conveniente.

Teorema 4.2.1 Suponha que as hipóteses do Teorema 4.1.4 sejam válidas. Então, a famı́lia de atratores

{Aε | 0 ≤ ε ≤ ε0 } para o fluxo gerado por (3.1) é limitada uniformemente em H1(Ω).

Demonstração:

Pelo Lema 4.1.2, para ε suficientemente próximo de 0, o conjunto de pontos de equilı́brio Eε

de (3.1) está em uma bola aberta BR de raio R em H1(Ω), R independente de ε.

Se u ∈ Aε, pelo Teorema 1.14.8, existe tu tal que u = T(tu)u0 para algum u0 ∈ BR.

Seja Vε o funcional de Lyapunov de (3.1) dado por (3.13). Pelo Lema 3.3.3, temos

Vε(u0) ≤ R1 ‖ u0 ‖
2
H1(Ω) + R2 ≤ R1R2 + R2.

Segue que

Vε(u) ≤ Vε(T(tu)u0) ≤ Vε(u0) ≤ R1R2 + R2.

Novamente, do Lema 3.3.3,

‖ u ‖2H1(Ω) ≤
1

R̃1
(Vε(u) + R̃2) ≤

1
R̃1

(R1R2 + R2 + R̃2), ∀u ∈ Aε. (4.10)

E, tal limitação é válida ∀u ∈
⋃

0≤ ε≤ ε0
Aε.
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�

Teorema 4.2.2 Suponha que as hipóteses do Teorema 4.1.4 sejam válidas e, adicionalmente, η < 1
2 . Então,

a famı́lia de atratores {Aε | 0 ≤ ε ≤ ε0 } do fluxo Tε,η,β(t,u), gerado por (3.1), é semicontı́nua superiormente

em Xη.

Demonstração:

Pelo Teorema 4.2.1,
⋃

0≤ ε≤ ε0
Aε é limitada uniformemente em H1(Ω), consequentemente,

também está em um conjunto limitado B de Xη para 1
2 − ς < η < 1

2 , ς pequeno o suficiente

de forma a satisfazer as condições do Teorema 3.2.7.

Como o atrator A0 atrai subconjuntos limitados de Xη sob a ação de T0,η,β(t), dado δ > 0, existe

T grande o suficiente tal que d(T0,η,β(T)B,A0) ≤ δ
2 .

Agora, devido a continuidade em ε no ponto ε = 0 (uniformemente em u0 em limitados de Xη

e t0 ≤ t ≤ τ) da solução provada no Lema 3.3.7, temos que para ε suficientemente próximo de 0,

d(Tε,η,β(T)B,T0,η,β(T)B) ≤ δ
2 .

Reunindo ambas as considerações, d(Tε,η,β(T)B,A0) ≤ δ. Mas, Tε,η,β(T)Aε ⊂ Tε,η,β(T)B, donde

d(Aε,A0) ≤ δ, como querı́amos.

�

4.3 Continuidade dos equilı́brios

Nesta seção, demonstramos que os equilı́brios são contı́nuos em ε = 0. Comecemos pela

semicontinuidade superior, que segue diretamente do resultado análogo para os atratores.

Teorema 4.3.1 Suponha que as hipóteses do Teorema 4.1.4 sejam válidas e, adicionalmente, η < 1
2 . Então,

a famı́lia de conjuntos de equilı́brio {Eε | 0 ≤ ε ≤ ε0 } de (3.1) é semicontı́nua superiormente em Xη.

Demonstração:

Seja εn sequência de números positivos tal que εn → 0.

Se mostrarmos que toda sequência (uεn), com uεn ∈ Eεn , possui uma subsequência conver-

gente com limite pertencente à E0, então resulta que a famı́lia {Eε , 0 ≤ ε ≤ ε0 } é semicontı́nua

superiormente (conforme Lema 1.14.10). Vejamos:

Como uεn ∈ Aεn e a famı́lia de atratores é semicontı́nua superiormente, existe (ūεn) ∈ A0 com

d(uεn , ūεn)→ 0.
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Agora, A0 é compacto donde extraimos uma subsequência convergente (ūεnk
), ūεnk

→ u0, u0 ∈

A0. Segue que uεnk
→ u0. Resta provarmos que u0 ∈ E0.

Vimos que a famı́lia de equilı́brios é uniformemente limitada em H1(Ω) e, portanto, também o

é em Xη. Assim, usando a continuidade da solução em ε = 0, uniformemente em limitados de Xη,

temos que

uεnk
→ u0 ⇔ Tεnk ,β,η

(t)uεnk
→ T0,β,ηu0 ⇔ uεnk

→ T0,β,ηu0.

Pela unicidade do limite, T0,β,ηu0 = u0 como querı́amos.

�

Para a semicontinuidade inferior, precisaremos de algumas propriedades adicionais das não

linearidades. Vamos supor que

f ∈ C1(R,R), g ∈ C2(R,R) e suas derivadas f ′ e g′ são funções limitadas e Lipschitz. (4.11)

Lema 4.3.2 Se f satisfaz (4.11), − 1
2 ≤ β ≤ 0 e β+ 1 > η > 0, então a aplicação F : Xη

× R→ Xβ definida

por (3.2) é Gateaux diferenciável em u com derivada de Gateaux Fu(u, ε) = ∂F
∂u (u, ε)w dada por〈

∂F
∂u

(u, ε)w, φ
〉
β,−β

=

∫
Ω

f
′

(u) wφ dx, ∀w ∈ Xη, ∀φ ∈ X−β. (4.12)

Além disso, Fu(u, ε) é linear e limitada.

Demonstração:

Com efeito, para todos u,w ∈ Xη e φ ∈ X−β,∣∣∣∣∣∣∣1t
〈
F(u + tw, ε) − F(u, ε) − t

∂F
∂u

(u, ε)w, φ
〉
β,−β

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣1t
∫

Ω

( f (u + tw) − f (u) − t f
′

(u)w)φ dx
∣∣∣∣∣

≤
1
|t|

∫
Ω

| f (u + tw) − f (u) − t f
′

(u)w| |φ| dx

≤
1
|t|

(∫
Ω

| f (u + tw) − f (u) − t f
′

(u)w|2dx
) 1

2

‖ φ ‖L2(Ω)

≤ K1
1
|t|

(∫
Ω

| f (u + tw) − f (u) − t f
′

(u)w|2dx
) 1

2

‖ φ ‖X−β

≤ K1 ‖ φ ‖X−β

(∫
Ω

|( f
′

(u + t̄w) − f
′

(u))w|2dx
) 1

2

, (4.13)

onde K1 > 0 é a constante de imersão X−β ⊂ L2(Ω) e aplicamos o Teorema do Valor Médio na última

passagem com 0 < t̄ < t. O integrando em (4.13) é limitado pela função integrável 4 ‖ f ′ ‖2∞ w2,



4.3 Continuidade dos equilı́brios 105

usando a hipótese (4.11) e, converge a 0 quando t → 0. Segue do Teorema da Convergência

Dominada o desejado e,

lim
t→ 0

F(u + tw, ε) − F(u, ε)
t

=
∂F
∂u

(u, ε)w em Xβ, ∀u,w ∈ Xη.

Portanto, F é Gateaux diferenciável com derivada de Gateaux dada por (4.12). É importante

notarmos que supondo (4.11), isto é, λ1 = 0 em (3.4), as condições do Lema 3.2.1 estão satisfeitas.

Claramente, ∂F
∂u (u, ε) é linear e é também limitada. De fato, para todos u, w ∈ Xη e φ ∈ X−β, temos

∣∣∣∣∣∣∣
〈
∂F
∂u

(u, ε)w, φ
〉
β,−β

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∫

Ω

| f
′

(u) wφ |dx

≤ ‖ f
′

‖∞

∫
Ω

|wφ| dx

≤ ‖ f
′

‖∞ ‖ w ‖L2(Ω) ‖ φ ‖L2(Ω)

≤ K1K2 ‖ f
′

‖∞ ‖ w ‖Xη ‖ φ ‖X−β .

⇒

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∂F
∂u

(u, ε)w
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Xβ
≤ K1K2 ‖ f

′

‖∞ ‖ w ‖Xη , (4.14)

onde K2 > 0 é a constante de imersão de Xη
⊂ L2(Ω).

�

A seguir, provaremos que a derivada de Gateaux de F(u, ε) é contı́nua em u. Para tanto, vamos

utilizar o Lema 1.9.12 na Seção 9 do Capı́tulo 1.

Lema 4.3.3 Se f satisfaz (4.11), −1
2 ≤ β ≤ 0 e β+ 1 > η > 0, a derivada de Gateaux de F(u, ε) com relação

a u é contı́nua em u, isto é, a aplicação u 7→ ∂F
∂u (u, ε) ∈ B(Xη,Xβ) é contı́nua. Além disso, ε 7→ ∂F

∂u (u, ε) é

contı́nua uniformemente em u ∈ Xη.

Demonstração:

Sejam un → u ∈ Xη e 0 < η̃ < η ≤ β + 1. Então, para w ∈ Xη̃, φ ∈ Xβ,

∣∣∣∣∣∣∣
〈(
∂F
∂u

(un, ε) −
∂F
∂u

(u, ε)
)

w, φ
〉
β,−β

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∫

Ω

| ( f
′

(u) − f
′

(un)) wφ | dx

≤

(∫
Ω

| ( f
′

(u) − f
′

(un)) w |2dx
) 1

2

‖ φ ‖L2(Ω)

≤ K1 ‖ φ ‖X−β

(∫
Ω

| ( f
′

(u) − f
′

(un)) w |2dx
) 1

2

, (4.15)
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onde K1 > 0 é a constante que aparece na demonstração do Lema 4.3.2 referente à imersão de X−β

em L2(Ω). Notemos que o integrando em (4.15) é limitado pela função integrável 4 ‖ f
′

‖
2
∞ w2

e converge a zero quando un → u ∈ Xη. Logo, do Teorema da Convergência Dominada de

Lebesgue, segue que a sequência ∂F
∂u (un, ε) converge fortemente a ∂F

∂u (u, ε) em B(Xη̃,Xβ). Como Xη

está compactamente contido em Xη̃, do Lema 1.9.12, vem que a convergência vale na norma de

B(Xη,Xβ).

Quanto à continuidade em ε uniformemente em u ∈ Xη, como não há dependência em ε, é

imediata.

�

Lema 4.3.4 Se g satisfaz (4.11), β + 1 > η > 1
4 e −1

2 ≤ β < −
1
4 , então a aplicação G : Xη

× R → Xβ

definida por (3.3) é Gateaux diferenciável em u com derivada de Gateaux Gu(u, ε) = ∂G
∂u (u, ε) dada por〈

∂G
∂u

(u, ε)w, φ
〉
β,−β

=

∫
∂Ω

g
′

(γ(u))γ(w)γ(φ) |J∂Ωhε| dσ(x), ∀w ∈ Xη, ∀φ ∈ X−β, 0 < ε ≤ ε0, (4.16)

e,

〈
∂G
∂u

(u, 0)w, φ
〉
β,−β

=

∫
I1

g
′

(γ(u))γ(w)γ(φ) Mπ(p) dσ(x) +

∫
I2

g
′

(γ(u))γ(w)γ(φ) dσ(x) (4.17)

+

∫
I3

g
′

(γ(u))γ(w)γ(φ) dσ(x) +

∫
I4

g
′

(γ(u))γ(w)γ(φ) dσ(x), ∀w ∈ Xη, ∀φ ∈ X−β.

Além disso, Gu(u, ε) é linear e limitada.

Demonstração:

De fato, para todos u,w ∈ Xη e φ ∈ X−β,∣∣∣∣∣∣∣1t
〈
G(u + tw, ε) − G(u, ε) − t

∂G
∂u

(u, ε)w, φ
〉
β,−β

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣1t
∫
∂Ω

(g(γ(u + tw)) − g(γ(u)) − tg
′

(γ(u))γ(w))γ(φ) |J∂Ωhε| dσ(x)
∣∣∣∣∣

≤
1
|t|

∫
∂Ω
|g(γ(u + tw)) − g(γ(u)) − tg

′

(γ(u))γ(w)| |γ(φ)| |J∂Ωhε| dσ(x)

≤ K
1
|t|

∫
∂Ω
|g(γ(u + tw)) − g(γ(u)) − tg

′

(γ(u))γ(w)| |γ(φ)| dσ(x)

≤ K
1
|t|

(∫
∂Ω
|g(γ(u + tw)) − g(γ(u)) − tg

′

(γ(u))γ(w)|2dσ(x)
) 1

2

‖ γ(φ) ‖L2(∂Ω)

≤ K1 K
1
|t|

(∫
∂Ω
|g(γ(u + tw)) − g(γ(u)) − tg

′

(γ(u))γ(w)|2dσ(x)
) 1

2

‖ φ ‖X−β

≤ K1 K
(∫

∂Ω
|(g
′

(γ(u + t̄w)) − g
′

(γ(u)))γ(w)|2dσ(x)
) 1

2

‖ φ ‖X−β (4.18)
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onde K = sup{ |J∂Ωhε(x)|, x ∈ ∂Ω, 0 ≤ ε ≤ ε0}, K1 > 0 é a constante devido à continuidade da

aplicação traço de X−β em L2(∂Ω) desde que −β > 1
4 e, empregamos o Teorema do Valor Médio

para obter a última integral com 0 < t̄ < t. O integrando em (4.18) é limitado por uma função

integrável, 4 ‖ g′ ‖2∞ |γ(w)|2, usando a hipótese (4.11), e converge a 0 quando t → 0. Segue do

Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue o desejado e,

lim
t→0

G(u + tw, ε) − G(u, ε)
t

=
∂G
∂u

(u, ε)w em Xβ, ∀u,w ∈ Xη.

Logo, G é Gateaux diferenciável com derivada de Gateaux dada por (4.16), para 0 < ε ≤ ε0.

Novamente, vale comentar que supondo (4.11), ou seja, λ2 = 0 em (3.5), as condições do Lema 3.2.3

estão satisfeitas. Observamos que ∂G
∂u (u, ε) é linear e, também, limitada. Isso porque se u,w ∈ Xη e

φ ∈ X−β,

∣∣∣∣∣∣∣
〈
∂G
∂u

(u, ε)w, φ
〉
β,−β

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
∂Ω
|g
′

(γ(u))γ(w)γ(φ)| |J∂Ωhε| dσ(x)

≤ K ‖ g
′

‖∞

∫
∂Ω
|γ(w)γ(φ)| dσ(x)

≤ K ‖ g
′

‖∞ ‖ γ(w) ‖L2(∂Ω) ‖ γ(φ) ‖L2(∂Ω)

≤ K1 K3 K ‖ g
′

‖∞ ‖ w ‖Xη ‖ φ ‖X−β .

⇒

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∂G
∂u

(u, ε)w
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Xβ
≤ K1 K3 K ‖ g

′

‖∞ ‖ w ‖Xη , (4.19)

onde K3 > 0 é a constante relativa à continuidade da aplicação traço de Xη em L2(∂Ω) desde que

η > 1
4 .

O caso ε = 0 segue analogamente.

�

Lema 4.3.5 Se g satisfaz (4.11),β+1 > η > 1
4 e− 1

2 ≤ β < −
1
4 , a derivada de Gateaux de G(u, ε) com relação

a u é contı́nua em u, ou seja, a aplicação u 7→ ∂G
∂u (u, ε) ∈ B(Xη,Xβ) é contı́nua. Além disso, ε 7→ ∂G

∂u (u, ε) é

contı́nua uniformemente em u ∈ Xη.

Demonstração:

Sejam un → u ∈ Xη e 1
4 < η̃ < η. Então, para w ∈ Xη̃, φ ∈ X−β,
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∣∣∣∣∣∣∣
〈(
∂G
∂u

(un, ε) −
∂G
∂u

(u, ε)
)

w, φ
〉
β,−β

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
∂Ω
|(g
′

(γ(u)) − g
′

(γ(un)))γ(w)γ(φ) | |J∂Ωhε| dσ(x)

≤ K
(∫

∂Ω
|(g
′

(γ(u)) − g
′

(γ(un)))γ(w)|2dσ(x)
) 1

2

‖ γ(φ) ‖L2(∂Ω)

≤ K K1 ‖ φ ‖X−β

(∫
Ω

|(g
′

(γ(u)) − g
′

(γ(un)))γ(w)|2dσ(x)
) 1

2

(4.20)

onde K,K1 > 0 são as constantes que aparecem na demonstração do Lema 4.3.4 relativas, res-

pectivamente, à limitação de |J∂Ωhε| para x ∈ ∂Ω e 0 ≤ ε ≤ ε0 e à continuidade da aplicação

traço de X−β em L2(∂Ω). Notemos que o integrando em (4.20) é limitado pela função integrável

4 ‖ g
′

‖
2
∞ |γ(w)|2 e converge a zero quando un → u ∈ Xη. Portanto, do Teorema da Convergência

Dominada de Lebesgue, segue que a sequência de operadores ∂G
∂u (un, ε) converge fortemente a

∂G
∂u (u, ε) em B(Xη̃,Xβ). Como Xη está compactamente contido em Xη̃, do Lema 1.9.12, vem que a

convergência vale na norma de B(Xη,Xβ).

Com relação a continuidade em ε, é suficiente para nossos propósitos mostrar em ε = 0.

〈
∂G
∂u

(u, ε)w, φ
〉
β,−β

=

∫
∂Ω

g
′

(γ(u))γ(w)γ(φ) |J∂Ωhε| dσ(x)

=

∫
I1

g
′

(γ(u))γ(w)γ(φ) |J∂Ωhε| dσ(x) +

∫
I2

g
′

(γ(u))γ(w)γ(φ) |J∂Ωhε| dσ(x)

+

∫
I3

g
′

(γ(u))γ(w)γ(φ) |J∂Ωhε| dσ(x) +

∫
I4

g
′

(γ(u))γ(w)γ(φ) |J∂Ωhε| dσ(x)

=

〈(
∂G1

∂u
+
∂G2

∂u
+
∂G3

∂u
+
∂G4

∂u

)
(u, ε)w, φ

〉
β,−β

,

com Gi, G na porção em Ii, 1 ≤ i ≤ 4. Recordemos que

|J∂Ωhε(x1, x2)| =



√
1 + cos2(x1/ε) (x1, x2) ∈ I1 = { (x1, 1) | 0 ≤ x1 ≤ 1 },

Jhε (x1, x2) ∈ I2 = { (1, x2) | 0 ≤ x2 ≤ 1 },

1 (x1, x2) ∈ I3 = { (x1, 0) | 0 ≤ x1 ≤ 1 },

1 (x1, x2) ∈ I4 = { (0, x2) | 0 ≤ x2 ≤ 1 }.

Examinemos a seguir o que ocorre com a parcela de Gu(u, ε) na porção oscilante da fronteira

I1 = {(x1, 1) : 0 ≤ x1 ≤ 1}, em que

〈
∂G1

∂u
(u, ε)w, φ

〉
β,−β

=

∫ 1

0
g
′

(γ(u(x1, 1)))γ(w(x1, 1))γ(φ(x1, 1))
√

1 + cos2(x1/ε)dx1

afinal, em I3 e I4, é imediato por não haver dependência em ε, e na porção I2, temos
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∣∣∣∣∣∣∣
〈(
∂G2

∂u
(u, ε) −

∂G2

∂u
(u, 0)

)
w, φ

〉
β,−β

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∫ 1

0
|g
′

(γ(u(1, x2)))γ(w(1, x2))γ(φ(1, x2))|(Jhε(1, x2) − 1)dx2

≤ (Jhε − 1)
∫ 1

0
|g
′

(γ(u(1, x2)))γ(w(1, x2))γ(φ(1, x2))|dx2

≤ (Jhε − 1) ‖ g′ ‖∞‖ γ(w) ‖L2(∂Ω)‖ γ(φ) ‖L2(∂Ω)

≤ (Jhε − 1)K1K3 ‖ g′ ‖∞‖ w ‖Xη‖ φ ‖X−β ,

sendo K1,K3 > 0 as constantes relativas à continuidade da aplicação traço de X−β em L2(∂Ω) e

de Xη em L2(∂Ω), respectivamente, que aparecem no Lema 4.3.4. Dessa forma, como Jhε → 1

uniformemente em x quando ε→ 0, em I2,

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
(
∂G2

∂u
(u, ε) −

∂G2

∂u
(u, 0)

)∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
L(Xη,Xβ)

→ 0, quando ε→ 0,

uniformemente em u. Isso porque,

∣∣∣∣∣∣∣
〈(
∂G2

∂u
(u, ε) −

∂G2

∂u
(u, 0)

)
w, φ

〉
β,−β

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
∫ 1

0
|g
′

(γ(u(1, x2)))γ(w(1, x2))γ(φ(1, x2))|(Jhε(1, x2) − 1)dx2

≤ ‖ g′ ‖∞

∫ 1

0
|γ(w(1, x2))γ(φ(1, x2))|(Jhε(1, x2) − 1)dx2

e, majoramos o lado esquerdo por um termo que converge a zero independentemente de u.

Retornando à análise da porção I1, sabemos que a função p(x1) =
√

1 + cos2(x1) é periódica de

perı́odo π. Do teorema de convergência na média (ver o Teorema 1.5.7), pε(x1) = p(x1/ε) é tal que

pε ⇀ Mπ(p) fraco* em L∞(0, 1), isto é,∫ 1

0
pε(x1)ϕ(x1) dx1 →

∫ 1

0
Mπ(p)ϕ(x1) dx1, ∀ϕ ∈ L1(0, 1),

sendo Mπ(p) = 1
π

∫ π
0

√
1 + cos2(y)dy. Consequentemente,

〈
∂G1

∂u
(u, ε)w, φ

〉
β,−β

→

〈
∂G1

∂u
(u, 0)w, φ

〉
β,−β

, ∀φ ∈ X−β,

onde
〈
∂G1
∂u (u, 0)w, φ

〉
β,−β

=
∫ 1

0 Mπ(p)g
′

(γ(u(x1, 1)))γ(w(x1, 1))γ(φ(x1, 1))dx1.

Além disso, pelo Lema 4.3.4, a derivada de Gateaux de G(u, ε) com respeito à u é limitada em

conjuntos limitados de Xη, uniformemente em ε, β + 1 ≥ η > 1
4 , − 1

2 ≤ β < −
1
4 . Assim, se B ⊂ Xη

limitado,
{
∂G1
∂u (u, ε)w,w ∈ B, 0 ≤ ε ≤ ε0

}
é limitado em Xβ

′

com β
′

> β ainda − 1
2 ≤ β

′

< − 1
4 . Daı́,

como a inclusão de Xβ
′

⊂ Xβ é compacta e são espaços de Banach, existe uma subsequência εnk → 0

tal que ∂G1
∂u (u, εnk)w→ z em Xβ.
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Por outro lado, conforme vimos,

〈
∂G1

∂u
(u, εnk)w, φ

〉
β,−β

→

〈
∂G1

∂u
(u, 0)w, φ

〉
β,−β

, ∀φ ∈ X−β.

Logo, z = ∂G1
∂u (u, 0)w e, portanto, ∂G1

∂u (u, εnk)w→
∂G1
∂u (u, 0)w em Xβ para cada w ∈ B.

Consideremos η
′

< η no intervalo conveniente, i a inclusão de Xη em Xη
′

. Segue que i(B) é um

conjunto compacto de Xη
′

. Dado ρ > 0, para w ∈ i(B), existem vizinhança Vw de w em Xη
′

e δw > 0

tais que,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∂G1

∂u
(u, ε)w −

∂G1

∂u
(u, 0)w

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Xβ
≤ ρ,

se 0 ≤ ε ≤ δw ≤ ε0 e w ∈ Vw, pois (w, ε) ∈ Vw × I0 7→
∂G
∂u (u, ε)w é contı́nua, I0 pequeno intervalo

contendo 0.

Como i(B) é compacto, existem w1, ...,wn ∈ i(B) tais que ∪n
i=1Vwi ⊃ i(B). Seja δ = min1≤ i≤n δwi .

Então, se 0 ≤ ε ≤ δ,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∂G1

∂u
(u, ε)w −

∂G1

∂u
(u, 0)w

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Xβ
≤ ρ, ∀w ∈ i(B).

Agora, como conjunto i(B) = B e, temos que para 0 ≤ ε ≤ δ,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∂G1

∂u
(u, ε)w −

∂G1

∂u
(u, 0)w

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Xβ
≤ ρ, ∀w ∈ B.

E, através de uma justificativa semelhante àquela feita para a porção I2, mostramos que a con-

vergência em I1 é independente de u.

Reunindo todas as considerações, concluimos que a derivada de Gateaux de G(u, ε) é contı́nua

em ε = 0 uniformemente em u ∈ Xη.

�

Lema 4.3.6 Se f e g satisfazem (4.11), β + 1 > η > 1
4 e − 1

2 ≤ β < −1
4 , então a aplicação (Hε)β =

(Fε)β + (Gε)β : Xη
→ Xβ é continuamente Fréchet diferenciável com relação a u e a sua derivada ((Hε)β)u é

contı́nua em ε = 0 uniformemente em u ∈ Xη.

Demonstração:

As desigualdades (4.14) e (4.19) mostram que a derivada de Gateaux de ((Hε)β)u é limitada

como aplicação de Xη em Xβ. A demonstração segue então reunindo - se os Lemas 4.3.3 e 4.3.5 e a

Proposição 1.6.2.
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�

Neste ponto, estamos prontos para demonstrar a semicontinuidade inferior dos equilı́brios.

Teorema 4.3.7 Suponha que f e g satisfazem as condições do Teorema 4.1.4 e também (4.11) e que os

equilı́brios de (3.1) com ε = 0 são todos hiperbólicos com 1/4 < η < 1/2. Então, a famı́lia de conjuntos de

equilı́brios {Eε | 0 ≤ ε ≤ ε0} de (3.1) é semicontı́nua inferiormente em Xη.

Demonstração:

Observemos que u ∈ Xη é um equilı́brio de (3.1) se, e somente se,

(Aε)βu = (Hε)βu ⇐⇒ −(Aε)βu + (Hε)βu = 0

⇐⇒ −(Aε)−1
β (Aε)βu + (Aε)−1

β (Hε)βu = 0

⇐⇒ −u + (Aε)−1
β (Hε)βu = 0.

Consideremos, então, o operador Z = −I + (Aε)−1
β (Hε)β : Xη

× R → Xη, 1/4 < η < 1/2.

Queremos aplicar o Teorema das Funções Implı́citas, enunciado no Teorema 1.7.1, ao operador

Z para demonstrar que dado qualquer equilı́brio e(ε) de (3.1), existe um outro equilı́brio e(ε′)

“próximo” a ele com ε e ε′ suficientemente próximos. Para tanto, devemos verificar que:

i) Z é contı́nua em u.

ii) Z é contı́nua em ε.

iii) ∂Z
∂u é contı́nua em u.

iv) ∂Z
∂u é contı́nua em ε.

v) Se (e, 0) é um equilı́brio, ∂Z
∂u (e, 0) é inversı́vel.

Vejamos,

i) Pelo que fizemos na Proposição 2.3.4, (Aε)−1
β é um operador linear limitado, uniformemente em

ε, de H−1(Ω) em H1(Ω) e, consequentemente, também o é como operador de Xβ em Xη. E, de

acordo com o Teorema 3.2.5, (Hε)β é localmente Lipschitz contı́nua em u, com constante de Lips-

chitz independente de ε para 0 ≤ ε ≤ ε0, como aplicação de Xη em Xβ. A composição (Aε)−1
β (Hε)β

é, portanto, contı́nua em u.
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ii) Segundo o Teorema 2.4.3, (Aε)−1
β é contı́nuo em ε como operador de H−γ em Hr, −γ > −1,

0 ≤ r < 1. E, pelo Lema 3.2.6, (Hε)β é contı́nua em ε uniformemente para u em limitados de Xη.

Logo, (Aε)−1
β (Hε)β é contı́nua em ε.

iii) Notemos que ∂Z
∂u = −I +

∂(Aε)−1
β

∂u ((Hε)β)
∂(Hε)β
∂u = −I + (Aε)−1

β ((Hε)β)
∂(Hε)β
∂u . De acordo com o Lema

4.3.6, (Hε)β é continuamente Fréchet diferenciável em u. Somando-se isso à continuidade de

(Aε)−1
β (Hε)β em u, temos que ∂Z

∂u é contı́nua em u.

iv) Ainda pelo Lema 4.3.6, a derivada de Fréchet de (Hε)β é contı́nua em ε uniformemente em

u ∈ Xη, donde, combinando o item (ii), ∂Z
∂u é contı́nua em ε como querı́amos.

v)Por hipótese, os equilı́brios de (3.1) em ε = 0 são todos hiperbólicos, isto é,
∂(−(Aε)β+(Hε)β)

∂u (e, 0) é

inversı́vel. Disso segue que
∂(−I+(Aε)−1

β (Hε)β)

∂u (e, 0) também é inversı́vel. Isso porque,

∂((Aε)−1
β (−(Aε)β + (Hε)β))

∂u
=

∂(Aε)−1
β

∂u
(−(Aε)β + (Hε)β)

∂(−(Aε)β + (Hε)β)
∂u

= (Aε)−1
β (−(Aε)β + (Hε)β)

∂(−(Aε)β + (Hε)β)
∂u

.

Assim, as condições do Teorema das Funções Implı́citas estão satisfeitas e temos que os zeros

de Z(·, ε) são dados por uma função contı́nua e(ε) como querı́amos.

�

4.4 Semicontinuidade inferior dos atratores

Por fim, provamos a semicontinuidade inferior dos atratores para o fluxo gerado por (3.1) em

Xη, η conveniente.

Teorema 4.4.1 Suponha que f e g satisfazem as hipóteses do Teorema 4.3.7 e que para ε em uma vizinhança

V de 0, e(ε) é um equilı́brio hiperbólico de (3.1). Então, a aplicação (Hε)β = (Fε)β + (Gε)β : Xη
→ Xβ,

1
2 > η >

1
4 , − 1

2 ≤ β < −
1
4 , verifica para w ∈ Xη, ρ > 0 uma constante,

i) (Hε)β(e(ε) + w, ε) = (Aε)βe(ε) + ((Hε)β)u(e(ε), ε)w + r(w, ε), ∀ε ∈ V, com r(0, ε) = 0.

ii) sup
‖w‖Xη≤ρ

‖ r(w, 0) − r(w, ε) ‖Xβ ≤ C(ε), com C(ε)→ 0 quando ε→ 0.
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iii) ‖ r(w1, ε) − r(w2, ε) ‖Xβ ≤ k(ρ) ‖ w1 − w2 ‖Xη , ‖ w1 ‖Xη ≤ ρ, ‖ w2 ‖Xη ≤ ρ, k(ρ)→ 0 quando ρ→

0+.

Demonstração:

i) Pelo Lema 4.3.6, (Hε)β é Fréchet diferenciável com respeito a u e, assim, usando a fórmula de

Taylor,

(Hε)β(e(ε) + w, ε) = (Hε)β(e(ε), ε) + ((Hε)β)u(e(ε), ε)w + r(w, ε)

= (Aε)βe(ε) + ((Hε)β)u(e(ε), ε)w + r(w, ε),

uma vez que se e(ε) é um equilı́brio do problema (3.1), então (Hε)β(e(ε), ε) = (Aε)βe(ε). Segue

imediatamente da última igualdade que r(0, ε) = 0.

ii) Se w ∈ Xη, ‖ w ‖Xη≤ ρ,

‖ r(w, 0) − r(w, ε) ‖Xβ = ‖ (Hε)β(e(0) + w, 0) − (Hε)β(e(0), 0) − ((Hε)β)u(e(0), 0)w

− (Hε)β(e(ε) + w, ε) + (Hε)β(e(ε), ε) + ((Hε)β)u(e(ε), ε)w ‖Xβ

≤ ‖ (Hε)β(e(0) + w, 0) − (Hε)β(e(0), 0)

− (Hε)β(e(ε) + w, ε) + (Hε)β(e(ε), ε) ‖Xβ (4.21)

+ ‖ ((Hε)β)u(e(0), 0)w − ((Hε)β)u(e(ε), ε)w ‖Xβ . (4.22)

Vejamos a expressão (4.21), vamos somar e subtrair alguns termos convenientes,

(4.21) ≤ ‖ (Hε)β(e(0) + w, 0) − (Hε)β(e(ε) + w, 0) ‖Xβ

+ ‖ (Hε)β(e(ε) + w, 0) − (Hε)β(e(ε) + w, ε) ‖Xβ

+ ‖ (Hε)β(e(ε), 0) − (Hε)β(e(0), 0) ‖Xβ

+ ‖ (Hε)β(e(ε), ε) − (Hε)β(e(ε), 0) ‖Xβ .

Observemos que a primeira e a terceira parcelas no lado direito da desigualdade acima con-

vergem a 0 quando ε tende a 0 devido à continuidade de (Hε)β em Xη conforme Teorema 3.2.5 e

à continuidade dos equilı́brios em ε pelos Teoremas 4.3.1 e 4.3.7 . E, a segunda e quarta parcelas

também convergem a 0 pelo Lema 3.2.6, lembrando que provamos no Lema 4.1.2 que os equilı́brios

de (3.1) formam um conjunto limitado em H1(Ω) e, portanto, em Xη.

Quanto a (4.22), basta usar o Lema 4.3.6, ou, mais detalhadamente,
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| < (((Hε)β)u(e(0), 0) − ((Hε)β)u(e(ε), ε))w, φ >β,−β |

= | < (Fu(e(0), 0) + Gu(e(0), 0) − Fu(e(ε), ε) − Gu(e(ε), ε))w, φ >β,−β |

≤ | < (Fu(e(0), 0) − Fu(e(ε), ε))w, φ >β,−β | (4.23)

+ | < (Gu(e(0), 0) − Gu(e(ε), ε))w, φ >β,−β |. (4.24)

Analisemos (4.23),

| < (Fu(e(0), 0) − Fu(e(ε), ε))w, φ >β,−β | ≤ | < (Fu(e(0), 0) − Fu(e(0), ε))w, φ >β,−β | (4.25)

+ | < (Fu(e(0), ε) − Fu(e(ε), ε))w, φ >β,−β |. (4.26)

A convergência das expressões em (4.25) e (4.26) para zero se deve à continuidade da derivada de

Gateaux de F com relação a ε e a u, respectivamente, de acordo com o Lema 4.3.3. É importante

recordarmos que os equilı́brios são contı́nuos em ε.

E, (4.24),

| < (Gu(e(0), 0) − Gu(e(ε), ε))w, φ >β,−β | ≤ | < (Gu(e(0), 0) − Gu(e(0), ε))w, φ >β,−β |

+ | < (Gu(e(0), ε) − Gu(e(ε), ε))w, φ >β,−β |.

Analogamente, para concluirmos que as expressões tendem a zero, devemos usar a continuidade

da derivada de Gateaux de G com relação a ε e a u, conforme Lema 4.3.5 .

iii) Se w1,w2 ∈ Xη, 0 ≤ ε ≤ ε0,

‖ r(w1, ε) − r(w2, ε) ‖Xβ = ‖ (Hε)β(e(ε) + w1, ε) − (Hε)β(e(ε), ε) − ((Hε)β)u(e(ε), ε)w1

− (Hε)β(e(ε) + w2, ε) + (Hε)β(e(ε), ε) + ((Hε)β)u(e(ε), ε)w2 ‖Xβ

≤ ‖ F(e(ε) + w1, ε) − F(e(ε), ε) − Fu(e(ε), ε)w1

− F(e(ε) + w2, ε) + F(e(ε), ε) + Fu(e(ε), ε)w2 ‖Xβ (4.27)

+ ‖ G(e(ε) + w1, ε) − G(e(ε), ε) − Gu(e(ε), ε)w1

− G(e(ε) + w2, ε) + G(e(ε), ε) + Gu(e(ε), ε)w2 ‖Xβ . (4.28)

Estimemos (4.27):
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| < F(e(ε) + w1, ε) − F(e(ε), ε) − Fu(e(ε), ε)w1

− F(e(ε) + w2, ε) + F(e(ε), ε) + Fu(e(ε), ε)w2, φ >β,−β |

≤

∫
Ω

|( f (e(ε) + w1) − f (e(ε)) − f ′(e(ε))w1 − f (e(ε) + w2) + f (e(ε)) + f ′(e(ε))w2)φ| dx

≤

∫
Ω

|( f ′(e(ε) + ξx) − f ′(e(ε)))(w1 − w2)φ| dx

≤

(∫
Ω

|( f ′(e(ε) + ξx) − f ′(e(ε)))(w1 − w2)|2 dx
) 1

2

‖ φ ‖L2(Ω)

≤ K1

(∫
Ω

|( f ′(e(ε) + ξx) − f ′(e(ε)))(w1 − w2)|2 dx
) 1

2

‖ φ ‖X−β

≤ K1

(∫
Ω

( f ′(e(ε) + ξx) − f ′(e(ε)))2p dx
) 1

2p
(∫

Ω

(w1 − w2)2qdx
) 1

2q

‖ φ ‖X−β

≤ K1

(∫
Ω

( f ′(e(ε) + ξx) − f ′(e(ε)))2p dx
) 1

2p

‖ w1 − w2 ‖L2q(Ω)‖ φ ‖X−β

≤ K1K6

(∫
Ω

( f ′(e(ε) + ξx) − f ′(e(ε)))2p dx
) 1

2p

‖ w1 − w2 ‖Xη‖ φ ‖X−β

≤ K1K6

(∫
Ω

(L f ′ξx)2p dx
) 1

2p

‖ w1 − w2 ‖Xη‖ φ ‖X−β ,

ondeξx vem da aplicação do Teorema do Valor Médio; para cada x ∈ Ω, w1(x) ≤ ξx ≤ w2(x) ou w2(x) ≤

ξx ≤ w1(x), K1 > 0 é a constante de imersão de X−β em L2(Ω) e K6 > 0 é a constante de imersão

de Xη em L2q desde que q < 1
1−2η (lembrando que η < 1

2 ), p é o expoente conjugado de q e L f ′ é a

constante de Lipschitz de f ′. Assim,

‖ F(e(ε) + w1, ε) − F(e(ε), ε) − Fu(e(ε), ε)w1 − F(e(ε) + w2, ε) + F(e(ε), ε) + Fu(e(ε), ε)w2 ‖Xβ

≤ K1K6

(∫
Ω

(L f ′ξx)2p dx
) 1

2p

‖ w1 − w2 ‖Xη . (4.29)

Agora, o integrando é limitado e, tende a 0 quando ρ converge a 0+, pois ‖ w1 ‖Xη ≤ ρ,

‖ w2 ‖Xη ≤ ρ e w1(x) ≤ ξx ≤ w2(x) ou w2(x) ≤ ξx ≤ w1(x). Logo, a integral converge a 0 pelo Teorema

da Convergência Dominada de Lebesgue.

Quanto a (4.28):
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| < G(e(ε) + w1, ε) − G(e(ε), ε) − Gu(e(ε), ε)w1

− G(e(ε) + w2, ε) + G(e(ε), ε) + Gu(e(ε), ε)w2, φ >β,−β |

≤

∫
∂Ω
|(g(γ(e(ε) + w1)) − g(γ(e(ε))) − g′(γ(e(ε)))γ(w1)

− g(γ(e(ε) + w2)) + g(γ(e(ε))) + g′(γ(e(ε)))γ(w2))γ(φ)| |J∂Ωhε|dσ(x)

≤

∫
∂Ω
|(g′(γ(e(ε) + ξx)) − g′(γ(e(ε))))γ(w1 − w2)γ(φ)| |J∂Ωhε|dσ(x)

≤ K
(∫

∂Ω
|(g′(γ(e(ε) + ξx)) − g′(γ(e(ε))))γ(w1 − w2)|2dσ(x)

) 1
2

‖ γ(φ) ‖L2(∂Ω)

≤ K K1

(∫
∂Ω
|(g′(γ(e(ε) + ξx)) − g′(γ(e(ε))))γ(w1 − w2)|2dσ(x)

) 1
2

‖ φ ‖X−β

≤ K K1

(∫
∂Ω

(g′(γ(e(ε) + ξx)) − g′(γ(e(ε))))2p̄dσ(x)
) 1

2p̄
(∫

∂Ω
γ(w1 − w2)2q̄dx

) 1
2q̄

‖ φ ‖X−β

≤ K K1

(∫
∂Ω

(g′(γ(e(ε) + ξx)) − g′(γ(e(ε))))2p̄dx
) 1

2p̄

‖ γ(w1 − w2) ‖L2q̄(∂Ω)‖ φ ‖X−β

≤ K K1 K6

(∫
∂Ω

(g′(γ(e(ε) + ξx)) − g′(γ(e(ε))))2p̄dx
) 1

2p̄

‖ w1 − w2 ‖Xη‖ φ ‖X−β

≤ K K1 K6

(∫
∂Ω

(Lg′γ(ξx))2p̄dx
) 1

2p̄

‖ w1 − w2 ‖Xη‖ φ ‖X−β ,

sendo K = sup{ |J∂Ωhε(x)|, x ∈ ∂Ω, 0 ≤ ε ≤ ε0}, K1 > 0 referente à continuidade da aplicação γ de

X−β em L2(∂Ω) se −β > 1
4 , K6 > 0 devido à continuidade desta mesma aplicação γ de Xη

⊂ H2η(Ω)

em L2q̄(∂Ω) desde que q̄ < 1
2−4η , ξx vem da aplicação do Teorema do Valor Médio; para cada

x ∈ Ω, w1(x) ≤ ξx ≤ w2(x) ou w2(x) ≤ ξx ≤ w1(x), p̄ é o expoente conjugado de q̄ e Lg′ a constante

de Lipschitz de g′. Segue que,

‖ G(e(ε) + w1, ε) − G(e(ε), ε) − Gu(e(ε), ε)w1 − G(e(ε) + w2, ε) + G(e(ε), ε) + Gu(e(ε), ε)w2 ‖Xβ

≤ K K1 K6

(∫
∂Ω

(Lg′γ(ξx))2p̄dx
) 1

2p̄

‖ w1 − w2 ‖Xη . (4.30)

Temos que o integrando é limitado e converge a 0 quando ρ tende a 0 afinal, ‖ w1 ‖Xη≤ ρ,

‖ w2 ‖Xη≤ ρ e w1(x) ≤ ξx ≤ w2(x) ou w2(x) ≤ ξx ≤ w1(x). Portanto, a integral converge a 0 pelo

Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue.

Reunindo (4.29) e (4.30), encontramos uma constante k(ρ) tal que

‖ r(w1, ε) − r(w2, ε) ‖Xβ≤ k(ρ) ‖ w1 − w2 ‖Xη ,

com ‖ w1 ‖Xη≤ ρ, ‖ w2 ‖Xη≤ ρ, k(ρ)→ 0 quando ρ→ 0+.
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�

Seja V uma vizinhança em torno de 0 tal que e(ε) é um equilı́brio hiperbólico de (3.1) para todo

ε ∈ V. Segue que o operador linearizado L(ε) = (Aε)β− ((Hε)β)u(e(ε), ε) é um isomorfismo para todo

ε ∈ V. Trata - se, também, de um operador setorial como veremos. Para tanto, vamos precisar do

seguinte resultado auxiliar.

Lema 4.4.2 Sejam f , g, β, η tais como no Lema 4.3.6. A derivada de Fréchet ((Hε)β)u(u, ε) satisfaz para

w ∈ D((Aε)β):

‖ ((Hε)β)u(u, ε)w ‖Xβ≤ Cζ ‖ (Aε)βw ‖Xβ +CC′ζ
−(η−β)

1−(η−β) ‖ w ‖Xβ , ∀ζ > 0, (4.31)

onde C e C′ são constantes positivas independentes de ε. Em outras palavras, ((Hε)β)u(u, ε) é dito (Aε)β

limitado.

Demonstração:

Recordemos que ((Hε)β)u(u, ε) : Xη
→ Xβ é um operador limitado, conforme Lemas 4.3.2 e

4.3.4, com constante de limitação C > 0 independente de ε. Somando-se a isso o Teorema 1.13.5,

temos

‖ ((Hε)β)u(u, ε)w ‖Xβ ≤ C ‖ w ‖Xη

= C ‖ (Aε)
η−β
β w ‖Xβ

≤ Cζ ‖ (Aε)βw ‖Xβ +CC′ζ
−(η−β)

1−(η−β) ‖ w ‖Xβ ,

para todo ζ > 0 e C′ > 0 é uma constante que depende somente do setor e da constante na

desigualdade do resolvente de {(Aε)β}0≤ ε≤ ε0 , ambos comuns à famı́lia.

�

Teorema 4.4.3 O operador linearizado L(ε) = (Aε)β − ((Hε)β)u(e(ε), ε) : Xβ+1
⊂ Xβ

→ Xβ, − 1
2 ≤ β < −

1
4 ,

0 ≤ ε ≤ ε0, é setorial. Além disso, é possı́vel determinar um setor e uma constante na desigualdade do

resolvente comuns à famı́lia {L(ε)}0≤ ε≤ ε0 .

Demonstração :

Sabemos que o operador (Aε)β : Xβ+1
⊂ Xβ

→ Xβ, −1
2 ≤ β ≤ 0, é setorial com<(σ((Aε)β)) > 0 e

((Hε)β)u(u, ε) : Xη
→ Xβ, β + 1 ≥ η > 1

4 , é um operador linear limitado. Notemos que D((Aε)β) ⊂
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D(((Hε)β)u(u, ε)) e, portanto, D(L(ε)) = D((Aε)β) donde, L(ε) é densamente definido. Além disso,

vemos que L(ε) é um operador fechado, por ser a soma de um operador fechado com um limitado.

A seguir, estimamos a norma ‖ (λI − L(ε))−1
‖L(Xβ,Xβ), para λ apropriado. Para tanto, escrevere-

mos a expressão do resolvente de L(ε) de uma forma conveniente:

(λI − L(ε))−1 = (λI − (Aε)β)−1(I − (−((Hε)β)u(e(ε), ε))(λI − (Aε)β)−1)−1 (4.32)

e, serão necessários os cálculos abaixo,

‖ ((Hε)β)u(e(ε), ε)(λI − (Aε)β)−1w ‖Xβ ≤ Cζ ‖ (Aε)β(λI − (Aε)β)−1w ‖Xβ +CC′ζ
−(η−β)
1−(η−β) ‖ (λI − (Aε)β)−1w ‖Xβ

≤ Cζ ‖ (I − λI(λI − (Aε)β)−1)w ‖Xβ +CC′ζ
−(η−β)

1−(η−β)
M
|λ − b|

‖ w ‖Xβ

≤ Cζ
(
1 + |λ|

M
|λ − b|

)
‖ w ‖Xβ +CC′ζ

−(η−β)
1−(η−β)

M
|λ − b|

‖ w ‖Xβ .

Observemos que utilizamos a desigualdade (4.31), o Teorema 3.1.1 e, para |λ| > R, R grande

o suficiente, podemos dizer que a expressão entre parênteses imediatamente acima pode ser

aproximada por uma constante C̃. Daı́,

‖ ((Hε)β)u(e(ε), ε)(λI − (Aε)β)−1
‖L(Xβ,Xβ)≤ CζC̃ + CC′ζ

−(η−β)
1−(η−β)

M
|λ − b|

.

Assim, desde que |λ| grande o suficiente tal que CζC̃ + CC′ζ
−(η−β)
1−(η−β) M

|λ−b| < 1, o operador I −

(−((Hε)β)u(e(ε), ε))(λI − (Aε)β)−1 é inversı́vel com

‖ (I − (−((Hε)β)u(e(ε), ε))(λI − (Aε)β)−1)−1
‖L(Xβ,Xβ)≤

(
1 − CζC̃ − CC′ζ

−(η−β)
1−(η−β)

M
|λ − b|

)−1
. (4.33)

Empregando (4.33), podemos enfim estimar,

‖ (λI − L(ε))−1
‖L(Xβ,Xβ) ≤ ‖ (λI − (Aε)β)−1

‖L(Xβ,Xβ)‖ (I − (−((Hε)β)u(e(ε), ε))(λI − (Aε)β)−1)−1
‖L(Xβ,Xβ)

≤
M
|λ − b|

‖ (I − (−((Hε)β)u(e(ε), ε))(λI − (Aε)β)−1)−1
‖L(Xβ,Xβ)

≤
M
|λ − b|

(
1 − CζC̃ − CC′ζ

−(η−β)
1−(η−β)

M
|λ − b|

)−1

≤
constante
|λ − b|

,

para λ ∈ Sb,φ setor comum à famı́lia {(Aε)β}0≤ ε≤ ε0 , |λ| > R e grande o suficiente de forma que

CζC̃ + CC′ζ
−(η−β)

1−(η−β) M
|λ−b| < 1.

Agora, CζC̃ + CC′ζ
−(η−β)
1−(η−β) M

|λ−b| < 1 ⇔ |λ| > CC′ζ
−(η−β)
1−(η−β) M

1−CζC̃
− b. Então, podemos tomar como vértice

a = b− CC′ζ
−(η−β)

1−(η−β) M
1−CζC̃

−δ, δ > 0 e ânguloψ > φ e tal que os semi-eixos não interceptam a circunferência

|λ| = CC′ζ
−(η−β)
1−(η−β) M

1−CζC̃
− b, supondo R < CC′ζ

−(η−β)
1−(η−β) M

1−CζC̃
− b.
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Desta forma, fica explı́cita a setorialidade da famı́lia de operadores {L(ε)}0≤ ε≤ ε0 uniformemente.

E mais, a constante na desigualdade do resolvente e o setor obtidos são independentes de ε.

�

Teorema 4.4.4 Para λ ∈ ∩ {ρ(L(ε)) : 0 ≤ ε ≤ ε0}, 1
2 > η >

1
4 , − 1

2 < β < −
1
4 , vale que ‖ (λI − L(ε))−1

−

(λI − L(0))−1
‖L(Xβ,Xη) converge a zero quando ε tende a zero. Além disso, tal convergência é uniforme para

λ em compactos contidos em ∩ {ρ(L(ε)) : 0 ≤ ε ≤ ε0}.

Demonstração:

Utilizando a expressão (4.32), para w ∈ Xβ:

‖ ((λI − L(ε))−1
− (λI − L(0))−1)w ‖Xη = ‖ [(λI − (Aε)β)−1(I − (−((Hε)β)u(e(ε), ε))(λI − (Aε)β)−1)−1

− (λI − (A)β)−1(I − (−((H0)β)u(e(0), 0))(λI − (A)β)−1)−1]w ‖Xη

≤ ‖ [(λI − (Aε)β)−1
− (λI − (A)β)−1](I − (−((H0)β)u(e(0), 0))(λI − (A)β)−1)−1w ‖Xη

+ ‖ (λI − (Aε)β)−1[(I − (−((H0)β)u(e(0), 0))(λI − (Aε)β)−1)−1
− (I − (−((H0)β)u(e(0), 0))(λI − (A)β)−1)−1]w ‖Xη

+ ‖ (λI − (Aε)β)−1[(I − (−((Hε)β)u(e(ε), ε))(λI − (Aε)β)−1)−1
− (I − (−((H0)β)u(e(0), 0))(λI − (Aε)β)−1)−1]w ‖Xη .

Precisamos, então, estudar as três últimas expressões acima e constatar que vão à zero unifor-

memente para w em limitados de Xβ. Vamos denominá-las I, II e III, respectivamente. Quanto à

I, notamos que converge a zero em L(Xβ,Xη), usando o Teorema 2.4.3 e as devidas inclusões entre

os espaços fracionários e os espaços de Hilbert. Agora, com relação à II e III, queremos aplicar o

Lema auxiliar 1.9.7. Se soubermos que

a) Os operadores I − (−((H0)β)u(e(0), 0))(λI − (Aε)β)−1, I − (−((H0)β)u(e(0), 0))(λI − (A)β)−1 e I −

(−((Hε)β)u(e(ε), ε))(λI − (Aε)β)−1 são limitados uniformemente em ε e possuem inversos

também limitados independentemente de ε,

b) I − (−((H0)β)u(e(0), 0))(λI − (Aε)β)−1 converge para I − (−((H0)β)u(e(0), 0))(λI − (A)β)−1 em

L(Xβ,Xβ) e,

c) I − (−((Hε)β)u(e(ε), ε))(λI − (Aε)β)−1 converge para I − (−((H0)β)u(e(0), 0))(λI − (Aε)β)−1 em

L(Xβ,Xβ),
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segue do Lema 1.9.7, a convergência de (I−(−((H0)β)u(e(0), 0))(λI−(Aε)β)−1)−1 para (I−(−((H0)β)u(e(0), 0))(λI−

(A)β)−1)−1 e de (I − (−((Hε)β)u(e(ε), ε))(λI − (Aε)β)−1)−1 para (I − (−((H0)β)u(e(0), 0))(λI − (Aε)β)−1)−1

em L(Xβ,Xβ). Vejamos, sobre o item a), demonstramos para o operador I− (−((Hε)β)u(e(ε), ε))(λI−

(Aε)β)−1 no Teorema 4.4.3, expressão (4.33), os demais são análogos. Para o item b), se C é a

constante da limitação de ((Hε)β)u para 0 ≤ ε ≤ ε0,

‖ [(I − (−((H0)β)u(e(0), 0))(λI − (Aε)β)−1) − (I − (−((H0)β)u(e(0), 0))(λI − (A)β)−1)]w ‖Xβ

= ‖ ((H0)β)u(e(0), 0)[(λI − (Aε)β)−1
− (λI − (A)β)−1]w ‖Xβ

≤ ‖ ((H0)β)u(e(0), 0) ‖L(Xη,Xβ)‖ (λI − (Aε)β)−1
− (λI − (A)β)−1

‖L(Xβ,Xη) ‖ w ‖Xβ

≤ C ‖ (λI − (Aε)β)−1
− (λI − (A)β)−1

‖L(Xβ,Xη) ‖ w ‖Xβ

→ 0 quando ε→ 0,

aplicando o Teorema 2.4.3. E, com relação ao item c),

‖ [(I − (−((Hε)β)u(e(ε), ε))(λI − (Aε)β)−1) − (I − (−((H0)β)u(e(0), 0))(λI − (Aε)β)−1)]w ‖Xβ

= ‖ [((Hε)β)u(e(ε), ε) − ((H0)β)u(e(0), 0)](λI − (Aε)β)−1w ‖Xβ

≤ ‖ ((Hε)β)u(e(ε), ε) − ((H0)β)u(e(0), 0) ‖L(Xη,Xβ)‖ (λI − (Aε)β)−1w ‖Xη

≤ ‖ ((Hε)β)u(e(ε), ε) − ((H0)β)u(e(0), 0) ‖L(Xη,Xβ)‖ (Aε)
η−β
β (λI − (Aε)β)−1w ‖Xβ

≤ ‖ ((Hε)β)u(e(ε), ε) − ((H0)β)u(e(0), 0) ‖L(Xη,Xβ) ·

· (ζ ‖ (Aε)β(λI − (Aε)β)−1w ‖Xβ +C′ζ
−(η−β)
1−(η−β) ‖ (λI − (Aε)β)−1w ‖Xβ)

≤ ‖ ((Hε)β)u(e(ε), ε) − ((H0)β)u(e(0), 0) ‖L(Xη,Xβ)

(
ζ
(
1 + |λ|

M
|λ − b|

)
‖ w ‖Xβ +C′ζ

−(η−β)
1−(η−β)

M
|λ − b|

‖ w ‖Xβ

)
≤ ‖ ((Hε)β)u(e(ε), ε) − ((H0)β)u(e(0), 0) ‖L(Xη,Xβ) C(λ) ‖ w ‖Xβ

→ 0 quando ε→ 0,

onde usamos o Teorema 1.13.5 e C(λ) é uma constante que depende deλ. A convergência para zero

se deve a continuidade da derivada de Fréchet de (Hε)β em u e, também, em ε = 0 uniformemente

para u em Xη de acordo com o resultado no Lema 4.3.6.

Finalmente, reunindo tais considerações, podemos estudar as expressões II e III,
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‖ (λI − (Aε)β)−1[(I − (−((H0)β)u(e(0), 0))(λI − (Aε)β)−1)−1
− (I − (−((H0)β)u(e(0), 0))(λI − (A)β)−1)−1]w ‖Xη

≤ ‖ (λI − (Aε)β)−1
‖L(Xβ,Xη) ·

· ‖ (I − (−((H0)β)u(e(0), 0))(λI − (Aε)β)−1)−1
− (I − (−((H0)β)u(e(0), 0))(λI − (A)β)−1)−1

‖L(Xβ,Xβ)‖ w ‖Xβ

≤ ‖ (λI − (A)β)−1
‖L(Xβ,Xη) ·

· ‖ (I − (−((H0)β)u(e(0), 0))(λI − (Aε)β)−1)−1
− (I − (−((H0)β)u(e(0), 0))(λI − (A)β)−1)−1

‖L(Xβ,Xβ)‖ w ‖Xβ

→ 0 quando ε→ 0,

devido aos itens a) e b), ao Lema 1.9.7 e ao Teorema 2.4.3.

‖ (λI − (Aε)β)−1[(I − (−((Hε)β)u(e(ε), ε))(λI − (Aε)β)−1)−1
− (I − (−((H0)β)u(e(0), 0))(λI − (Aε)β)−1)−1]w ‖Xη

≤ ‖ (λI − (Aε)β)−1
‖L(Xβ,Xη) ·

· ‖ (I − (−((Hε)β)u(e(ε), ε))(λI − (Aε)β)−1)−1
− (I − (−((H0)β)u(e(0), 0))(λI − (Aε)β)−1)−1

‖L(Xβ,Xβ)‖ w ‖Xβ

≤ ‖ (λI − (A)β)−1
‖L(Xβ,Xη) ·

· ‖ (I − (−((Hε)β)u(e(ε), ε))(λI − (Aε)β)−1)−1
− (I − (−((H0)β)u(e(0), 0))(λI − (Aε)β)−1)−1

‖L(Xβ,Xβ)‖ w ‖Xβ

→ 0 quando ε→ 0,

pelos itens a) e c), o Lema 1.9.7 e o Teorema 2.4.3.

Logo, a princı́pio, temos a convergência dos resolventes dos operadores linearizados para

λ ∈ Sb,φ, setor comum à famı́lia {(Aε)β}0≤ ε≤ ε0 , grande o suficiente de modo a fazerem sentido

aqueles inversos em a).

De fato, tal convergência é válida para todo λ no resolvente comum a esses operadores. Trata-

se de um resultado mais geral, vide Lema 1.9.10. E, a uniformidade da convergência para λ em

compactos deste conjunto segue da identidade (1.5), usando a continuidade do resolvente em λ e

a convergência dos resolventes para cada λ fixado provada acima.

�

Observemos, através da expressão (4.32), que o operador linearizado possui resolvente com-

pacto. Portanto, seu espectro é puramente discreto, isto é, tal conjunto é constituı́do somente de

autovalores de multiplicidade finita que não se acumulam em um ponto finito (ver Schmudgen,

[20]). Isso prova de forma mais simples a setorialidade destes operadores.

No que segue, vamos obter a continuidade do espectro do operador linearizado de dois modos

distintos. O primeiro utiliza a chamada convergência no sentido do “gap”, discutida na Seção 10
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do Capı́tulo 1. E o segundo, a teoria de perturbação de um operador auto - adjunto conforme a

Seção 9 do Capı́tulo 1 e também, a convergência de operadores auto - adjuntos no sentido da norma

do resolvente e suas consequências. Vale salientar a importância de se provar tal continuidade no

que diz respeito à demonstração da continuidade em ε = 0 das projeções espectrais.

Vemos que, como os resolventes dos operadores linearizados convergem em norma, então tais

resolventes também convergem no sentido do “gap”.

Agora, fixado λ0 ∈ ∩ {ρ(L(ε)) : 0 ≤ ε ≤ ε0}, consideremos o espaço base Xβ decomposto em

subespaços Y1 e Y2 correspondentes aos conjuntos espectrais σ1 = σ((L(0)−λ0)−1)∩{<(λ) < 0}, σ2 =

σ((L(0) − λ0)−1) ∩ {<(λ) > 0}. Sejam F1 e F2 as projeções espectrais em Y1 e Y2, respectivamente.

Se Γ̄ é uma curva contı́nua fechada no lado esquerdo do plano envolvendo σ1 - uma vez que

σ1 é limitado, pelo Teorema 1.10.3, σ1(ε) = σ((L(ε) − λ0I)−1) ∩ {<(λ) < 0} também está no interior

de Γ̄ para ε pequeno.

E, pelo Teorema 1.9.11, o espectro estendido de (L(ε)−λ0I) e o espectro estendido do seu inverso

(L(ε) − λ0I)−1 são mapeados um no outro pela aplicação : ς → ς−1. O mesmo para (L(0) − λ0I)−1.

Da continuidade da aplicação inverso, fora do zero, segue que podemos tomar uma mesma curva

contı́nua e fechada Γ̃ envolvendo σ((L(ε) − λ0I)) ∩ {<(λ) < 0} para 0 ≤ ε ≤ ε0.

Finalmente, os espectros dos operadores L(ε) − λ0 e L(ε) são transladados um do outro, o que

implica que podemos tomar uma mesma curva Γ, contı́nua e fechada, englobando σ(L(ε))∩{<(λ) <

0} para 0 ≤ ε ≤ ε0.

Como comentamos, um outro modo de provar a continuidade em ε do espectro do operador

linearizado é utilizar o Teorema 1.9.18 que garante que L(ε) é auto - adjunto, dado que L(ε) é

essencialmente a soma de um operador auto - adjunto, (Aε)β, com um operador simétrico, (Aε)β -

limitado, ((Hε)β)u e, portanto, o resultado segue dos Teoremas 4.4.4 e 1.9.16.

Consideremos a decomposição de Xβ em subespaços X1 = X1(ε) e X2 = X2(ε) correspondentes

aos conjuntos espectrais σ1 = σ(L(ε)) ∩ {<(λ) < 0} e σ2 = σ((L(ε)) ∩ {<(λ) > 0}. Sejam E1 =

E1(ε), E2 = E2(ε) as projeções espectrais em X1 e X2, respectivamente.

Da teoria, sabemos que

E1(0)x =
1

2π

∫
Γ

(λ − L(0))−1xdλ,

onde Γ é uma curva fechada contı́nua no lado esquerdo do plano envolvendo σ1(L(0)). Devido

à convergência dos espectros dos operadores linearizados, temos que σ1(L(ε)) também está no

interior de Γ para ε suficientemente pequeno. Isso nos permite escrever:

E1(ε)x =
1

2π

∫
Γ

(λ − L(ε))−1xdλ.
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A partir de tais considerações, podemos demonstrar um dos resultados centrais da seção:

Teorema 4.4.5 A projeção espectral E1(ε) é contı́nua em ε = 0 em L(Xβ,Xη) e, E2(ε) é contı́nua em ε = 0

em L(Xβ) e em L(Xη), 1
2 > η >

1
4 , −1

2 < β < −
1
4 .

Demonstração:

Comecemos por E1(ε). Vamos aplicar a identidade (1.5), demonstrada na Seção 9 do Capı́tulo

1,

‖ E1(ε) − E1(0) ‖L(Xβ,Xη) ≤
1

2π

∫
Γ

‖ ((λ − L(ε))−1
− (λ − L(0))−1) ‖L(Xβ,Xη) d|λ|

≤
1

2π

∫
Γ

‖ (I + (λ − λ0)(λ − L(ε))−1)((λ0 − L(ε))−1
− (λ0 − L(0))−1)(I + (λ − λ0)(λ − L(0))−1) ‖L(Xβ,Xη) d|λ|

≤
1

2π

∫
Γ

‖ (I + (λ − λ0)(λ − L(ε))−1) ‖L(Xη,Xη) ‖ ((λ0 − L(ε))−1
− (λ0 − L(0))−1) ‖L(Xβ,Xη) ·

· ‖ (I + (λ − λ0)(λ − L(0))−1) ‖L(Xβ,Xβ) d|λ|

≤
1

2π

∫
Γ

(1 + |λ − λ0| ‖ (λ − L(0))−1
‖L(Xη))C(ε)(1 + |λ − λ0| ‖ (λ − L(0))−1

‖L(Xβ))d|λ|

≤
1

2π

∫
Γ

(1 + ρR)C(ε)(1 + ρR′)d|λ|

→ 0 quando ε→ 0,

onde λ0 ∈ Γ qualquer, C(ε) vem da convergência dos resolventes dos operadores linearizados

em L(Xβ,Xη) conforme Teorema 4.4.4, ρ se deve ao fato de λ variar num limitado e usamos que

Γ é uma curva compacta no resolvente de L(0) de forma que existem constantes R e R′ tais que

‖ (λ − L(0))−1
‖L(Xη)≤ R e ‖ (λ − L(0))−1

‖L(Xβ)≤ R′ para λ ∈ Γ.

Observemos que, a partir do que foi feito acima, E1(ε) é contı́nua em ε = 0 em L(Xβ) e em

L(Xη). Como E2(ε) = I − E1(ε), temos também a continuidade de E2(ε) em ε = 0 em L(Xβ) e em

L(Xη).

�

Consideremos os operadores L(ε)1 = L(ε)|X1 e L(ε)2 = L(ε)|X2 . Temos que L(ε)1 : X1 → X1

é um operador limitado com σ(L(ε)1) = σ1 e L(ε)2 : D(L(ε)) ∩ X2 → X2 é um operador setorial

com σ(L(ε)2) = σ2. Para obter a continuidade das variedades instáveis, precisaremos de algumas

estimativas envolvendo os semigrupos gerados por tais operadores. Como ((Hε)β)u(u, ε) é (Aε)β

limitado, usando a expressão (4.31) temos, por um lado, para w ∈ D((Aε)β),
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‖ L(ε)w ‖Xβ = ‖ (Aε)βw − ((Hε)β)u(e(ε), ε)w ‖Xβ

≤ ‖ (Aε)βw ‖Xβ + ‖ ((Hε)β)u(e(ε), ε)w ‖Xβ

≤ ‖ (Aε)βw ‖Xβ +Cζ ‖ (Aε)βw ‖Xβ +CC′ζ
−(η−β)
1−(η−β) ‖ w ‖Xβ

≤ ‖ (Aε)βw ‖Xβ +Cζ ‖ (Aε)βw ‖Xβ +CC′ζ
−(η−β)
1−(η−β) ‖ w ‖Xβ+1

≤ ‖ (Aε)βw ‖Xβ +Cζ ‖ (Aε)βw ‖Xβ +CC′ζ
−(η−β)
1−(η−β) ‖ (Aε)βw ‖Xβ

≤ Constante ‖ (Aε)βw ‖Xβ . (4.34)

Por outro lado,

‖ (Aε)βw ‖Xβ = ‖ L(ε)w + ((Hε)β)u(e(ε), ε)w ‖Xβ

≤ ‖ L(ε)w ‖Xβ + ‖ ((Hε)β)u(e(ε), ε)w ‖Xβ

≤ ‖ L(ε)w ‖Xβ +Cζ ‖ (Aε)βw ‖Xβ +CC′ζ
−(η−β)

1−(η−β) ‖ w ‖Xβ , (4.35)

donde segue que (1 − Cζ) ‖ (Aε)βw ‖Xβ ≤ ‖ L(ε)w ‖Xβ +CC′ζ
−(η−β)
1−(η−β) ‖ w ‖Xβ , sendo ζ > 0 de modo que

Cζ < 1. Isso nos mostra que as normas dos espaços fracionários com potência igual a um relativos

à (Aε)β e à L(ε) são equivalentes. De fato, pelo Teorema 1.13.7, as normas dos espaços fracionários

com potência entre 0 e 1, relativos a estes operadores, são equivalentes.

Agora, denotemos por Sa,ψ um setor comum para a famı́lia {L(ε)}0≤ ε≤ ε0 , que existe pelo Teorema

4.4.3. Devido a este mesmo resultado, podemos, para ε pequeno, fixar um setor comum Sã,ψ para

{L(ε)2}0≤ ε≤ ε0 (a ≤ ã). Se x ∈ Xβ, Γ é um contorno em −Sa,ψ com |arg(λ−a)| → π−ψ quando |λ| → ∞

e Γ̃ é um contorno em −Sã,ψ com |arg(λ − ã)| → π − ψ quando |λ| → ∞ ,

e−L(ε)2tx =
1

2πi

∫
Γ̃

(λ + L(ε)2)−1xeλtdλ

=
1

2πi

∫
Γ

(λ + L(ε)2)−1xeλtdλ

=
1

2πi

∫
Γ

(λ + L(ε))−1E2(ε)xeλtdλ

= e−L(ε)tE2(ε)x,

onde usamos que a definição de semigrupo independe do contorno e o fato de que para λ no

resolvente de L(ε), (λ − L(ε))−1E2(ε) = (λ − L(ε)2)−1.

Segue da teoria de operadores setoriais que se <(σ(L(ε)2)) > ã > 0, então para t > 0,

‖ e−L(ε)2t
‖L(Xβ)≤ M2e−ãt, onde M2 é uma constante independente de ε. E, como L(ε)e−L(ε)2t =
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L(ε)2e−L(ε)2t, temos também que ‖ L(ε)e−L(ε)2t
‖L(Xβ)≤ M̃2t−1e−ãt, M̃2 independente de ε. Aplicando

o Teorema 1.13.4, temos uma constante D2 = D2(η − β),

‖ e−L(ε)2tx ‖Xη ≤ ‖ (L(ε))η−βe−L(ε)2tx ‖Xβ

≤ D2t−η+βe−ãt
‖ x ‖Xβ .

Com relação aos operadores L(ε)1, estes são limitados com <(σ(L(ε)1)) < −ā, para algum

ā > 0, donde ‖ e−L(ε)1t
‖L(Xβ)≤ M1eāt, t < 0, todas as constantes independentes de ε devido à

existência de um setor e de uma constante na desigualdade do resolvente comuns. Analogamente,

podemos escrever, L(ε)e−L(ε)1t = L(ε)1e−L(ε)1t, donde ‖ L(ε)e−L(ε)1t
‖L(Xβ)≤ M̃1eāt, M̃1 independente de

ε. Estimamos a norma ‖ e−L(ε)1tx ‖Xη , utilizando o Teorema 1.13.5 e a equivalência entre as normas

um de (Aε)β e L(ε) demonstrada acima, mais especificamente a expressão (4.35),

‖ e−L(ε)1tx ‖Xη ≤ ‖ (Aε)
η−β
β e−L(ε)1tx ‖Xβ

≤ ζ ‖ (Aε)βe−L(ε)1tx ‖Xβ +C′ζ
−(η−β)

1−(η−β) ‖ e−L(ε)1tx ‖Xβ

≤
ζ

(1 − Cζ)
‖ L(ε)e−L(ε)1tx ‖Xβ +

(
1 +

C
(1 − Cζ)

)
C′ζ

−(η−β)
1−(η−β) ‖ e−L(ε)1tx ‖Xβ

≤

(
ζ

(1 − Cζ)
M̃1eāt +

(
1 +

C
(1 − Cζ)

)
C′ζ

−(η−β)
1−(η−β) M1eāt

)
‖ x ‖Xβ

≤ D1eāt
‖ x ‖Xη .

De fato, como X1 é um subespaço de dimensão finita, todas as normas são equivalentes. Reu-

nindo tais considerações, podemos estabelecer constantes positivas M = max{M1, M̃1,M2, M̃2},

b = min{ã, ā} e N = max{D1,D2},

‖ e−L(ε)2t
‖L(Xβ)≤Me−bt , ‖ L(ε)e−L(ε)2t

‖L(Xβ)≤Mt−1e−bt , ‖ e−L(ε)2t
‖L(Xβ,Xη)≤ Nt−η+βe−bt, t ≥ 0. (4.36)

‖ e−L(ε)1t
‖L(Xβ)≤Mebt , ‖ L(ε)e−L(ε)1t

‖L(Xβ)≤Mebt , ‖ e−L(ε)1t
‖L(Xβ,Xη)≤ Nebt , t ≤ 0. (4.37)

Façamos, a seguir, alguns cálculos para aproximar os semigrupos gerados por L(ε)i e L(0)i,

i = 1, 2. Basta estudarmos L(ε)2, o outro é semelhante afinal, o fato de L(ε)1 ser limitado implica

que tal operador é setorial também.
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‖ e−L(ε)2tE(ε)2 − e−L(0)2tE(0)2 ‖L(Xβ,Xη) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 1
2πi

∫
Γ

((λ + L(ε))−1E(ε)2 − (λ + L(0))−1E(0)2)eλtdλ
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
L(Xβ,Xη)

≤
1

2π

∫
Γ

‖ ((λ + L(ε))−1
− (λ + L(0))−1) ‖L(Xβ,Xη)‖ E(0)2 ‖L(Xβ,Xβ) |e

λt
| |dλ|

+
1

2π

∫
Γ

‖ (λ + L(ε))−1
‖L(Xβ,Xη)‖ E(ε)2 − E(0)2 ‖L(Xβ,Xβ) |e

λt
| |dλ|

≤
1

2π

∫
Γ

‖ (I + (λ − λ0)(λ − L(ε))−1)((λ0 − L(ε))−1
− (λ0 − L(0))−1)(I + (λ − λ0)(λ − L(0))−1) ‖L(Xβ,Xη) ·

· ‖ E(0)2 ‖L(Xβ,Xβ) |e
λt
| |dλ|

+
1

2π

∫
Γ

‖ (λ + L(ε))−1
‖L(Xβ,Xη)‖ E(ε)2 − E(0)2 ‖L(Xβ,Xβ) |e

λt
| |dλ|

≤
1

2π

∫
Γ

‖ (I + (λ − λ0)(λ − L(ε))−1) ‖L(Xη,Xη) ‖ ((λ0 − L(ε))−1
− (λ0 − L(0))−1) ‖L(Xβ,Xη) ·

· ‖ (I + (λ − λ0)(λ − L(0))−1) ‖L(Xβ,Xβ)‖ E(0)2 ‖L(Xβ,Xβ) |e
λt
| |dλ|

+
1

2π

∫
Γ

‖ (λ + L(ε))−1
‖L(Xβ,Xη)‖ E(ε)2 − E(0)2 ‖L(Xβ,Xβ) |e

λt
| |dλ|

≤
C(ε)
2π

e−bt
∫

Γ

(1 + |λ − λ0|D)(1 + |λ − λ0|D̄) ‖ E(0)2 ‖L(Xβ,Xβ) |e
(λ+b)t

| |dλ|

+
C′(ε)
2π

e−bt
∫

Γ

D|e(λ+b)t
| |dλ|

= C2(ε)e−bt (4.38)

→ 0 quando ε→ 0,

sendo λ0 ∈ Γ qualquer, D, D̄ constantes positivas independentes de ε e C(ε), C′(ε) convergem a 0

quando ε tende a 0 devido aos Teoremas 4.4.4 e 4.4.5. De modo similar,

‖ e−L(ε)1tE(ε)1 − e−L(0)1tE(0)1 ‖L(Xβ,Xη)≤ C1(ε)e−bt (4.39)

com C1(ε) convergindo a 0 quando ε tende a 0.

Lema 4.4.6 Suponha que estão satisfeitas as condições do Teorema 4.4.5. Para i = 1, 2, existe uma

vizinhança V de 0 e uma famı́lia de isomorfismos {Ti(ε)}ε∈V em Xβ com Ti(ε)Xi(0) = Xi(ε),Ti(0) = I, tal

que a aplicação ε→ Ti(ε) ∈ L(Xβ),L(Xη) é contı́nua em 0.

Demonstração:

Pelo Lema 1.11.1, existe uma famı́lia de isomorfismos {Ti(ε)}ε∈V tal que Ti(0) = I, Ti(ε)Ei(0) =

Ei(ε)Ti(ε) com ‖ Ti(ε) − Ti(0) ‖L(Xβ,Xβ) convergindo a zero quando ε tende à zero. Em particular, as

imagens Ei(ε)Xβ e Ei(0)Xβ são isomorfas, sendo mapeadas uma na outra por Ti(ε) e Ti(ε)−1. Como a

construção desses isomorfismos depende, essencialmente, das projeções Ei(ε) e estas, por sua vez,
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são contı́nuas como operadores em Xη, segue que Ti(ε) também são contı́nuos como operadores

neste mesmo espaço.

�

Teorema 4.4.7 Suponha válidas as hipóteses do Teorema 4.3.7. Existem constantes ρ > 0 e M ≥ 1 tais que

para qualquer ε ∈ V, vizinhança de zero:

i) Existe uma variedade local estável invariante para o fluxo gerado por (3.1) no ponto e(ε):

Ws
loc(e(ε)) =

{
e(ε) + z0 ∈ Xη : ‖ E2(0)z0 ‖Xη ≤

%

2M
, ‖ z(t, t0, z0, ε) ‖Xη ≤ ρ para t ≥ t0

}
,

onde z(t, t0, z0, ε) é solução da equação

zt + L(ε)z = r(z, ε), (4.40)

para t ≥ t0 com valor inicial z0. Quando z0 +e(ε) ∈Ws
loc(e(ε)), ‖ z(t, t0, z0, ε) ‖Xη→ 0 quando t→∞.

Ws
loc(e(ε)) é homeomorfa à bola fechada de raio %

2M em X2 através da aplicação E2(0) |Ws
loc(e(ε)).

ii) Existe uma variedade local instável invariante para o fluxo gerado por (3.1) no ponto e(ε):

Wu
loc(e(ε)) =

{
e(ε) + z0 ∈ Xη : ‖ E1(0)z0 ‖Xη ≤

%

2M
, ‖ z(t, t0, z0, ε) ‖Xη ≤ ρ para t ≤ t0

}
,

onde z(t, t0, z0, ε) é solução da equação (4.40) para t ≤ t0 com valor inicial z0. Quando z0 + e(ε) ∈

Wu
loc(e(ε)), ‖ z(t, t0, z0, ε) ‖Xη→ 0 quando t → −∞. Wu

loc(e(ε)) é homeomorfa à bola fechada de raio
%

2M em X1 através da aplicação E1(0) |Wu
loc(e(ε)).

iii) Se β(O,Q) = supo∈O infq∈Q ‖ q − o ‖Xη para O,Q ⊂ Xη, então

β(Ws
loc(e(ε)),Ws

loc(e(0))), β(Ws
loc(e(0)),Ws

loc(e(ε)))

β(Wu
loc(e(ε)),Wu

loc(e(0))), β(Wu
loc(e(0)),Wu

loc(e(ε)))

convergem a zero quando ε tende a zero.

Demonstração:

As duas primeiras afirmações seguem do Teorema 5.2.1 em Henry, [11]. Com relação à terceira,

dado % > 0, sejam

Y0 =
{
a ∈ X2(0) ; ‖ a ‖Xη ≤

%

2M

}
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e,

Z0 = {z : [t0,∞]→ Xη ; z é contı́nua, sup ‖ z(t) ‖Xη≤ %, E2(0)z(t0) = a, a ∈ Y0}.

Z0 é uma bola fechada no espaço Z = {z : [t0,∞]→ Xη ; z é contı́nua, E2(0)z(t0) = a, a ∈ Y0} com a

norma supt∈ [t0,∞] ‖ z(t) ‖Xη .

Para cada a ∈ Y0, consideremos a aplicação Ga : Z0 × V → Z0 definida por

Ga(z, ε)(t) = e−L(ε)2(t−t0)T2(ε)a +

∫ t

t0

e−L(ε)2(t−s)E2(ε)r(z(s), ε)ds −
∫
∞

t
e−L(ε)1(t−s)E1(ε)r(z(s), ε)ds.

Vejamos a seguir que Ga(·, ε) : Z0 → Z0 é uma contração uniforme em Z0 para todo a ∈ Y0.

Utilizando as desigualdades em (4.36) e (4.37), o item (iii) do Teorema 4.4.1 e o Teorema 4.4.5,

‖ Ga(z1, ε)(t) − Ga(z2, ε)(t) ‖Xη ≤

∫ t

t0

‖ e−L(ε)2(t−s)E2(ε)(r(z1(s), ε) − r(z2(s), ε)) ‖Xη ds

+

∫
∞

t
‖ e−L(ε)1(t−s)E1(ε)(r(z1(s), ε) − r(z2(s), ε)) ‖Xη ds

≤

∫ t

t0

N(t − s)−η+βe−b(t−s)
‖ E2(ε) ‖L(Xβ)‖ r(z1(s), ε) − r(z2(s), ε) ‖Xβ ds

+

∫
∞

t
Ne−b(t−s)

‖ E1(ε) ‖L(Xβ)‖ r(z1(s), ε) − r(z2(s), ε) ‖Xβ ds

≤

∫ t

t0

N(t − s)−η+βe−b(t−s)
‖ E2(ε) ‖L(Xβ) k(%) ‖ z1(s) − z2(s) ‖Xη ds

+

∫
∞

t
Ne−b(t−s)

‖ E1(ε) ‖L(Xβ) k(%) ‖ z1(s) − z2(s) ‖Xη ds,

donde

sup
t∈ [t0,∞]

‖ Ga(z1, ε)(t) − Ga(z2, ε)(t) ‖Xη ≤ (k(%){‖ E2(0) ‖L(Xβ)

∫
∞

0
N(t − s)−η+βe−b(t−s)ds

+ ‖ E1(0) ‖L(Xβ)

∫
∞

0
Ne−b(t−s)ds}) ‖ z1(s) − z2(s) ‖Xη .

Basta escolhermos % > 0 tal que o lado direito dessa desigualdade fique menor do que 1 .

Então, para todo a ∈ Y0 e ε ∈ V, existe um ponto fixo z(t, t0, a, ε) solução de zt +L(ε)z = r(z, ε), t ≥ t0,

com valor inicial,

z(t0, t0, a, ε) = T2(ε)a −
∫
∞

t0

e−L(ε)1(t0−s)E1(ε)r(z(s, t0, a, ε), ε)ds.

Agora, se ε ∈ V, temos
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‖ Ga(z, 0)(t) − Ga(z, ε)(t) ‖Xη

≤ ‖ e−L(ε)2(t−t0)E2(ε)(T2(ε) − T2(0))a ‖Xη

+ ‖ (e−L(ε)2(t−t0)E2(ε) − e−L(0)2(t−t0)E2(0))T2(0)a ‖Xη

+

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∫ t

t0

(e−L(ε)2(t−s)E2(ε) − e−L(0)2(t−s)E2(0))r(z(s), ε)ds

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
Xη

+

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∫ t

t0

e−L(0)2(t−s)E2(0)(r(z(s), ε) − r(z(s), 0))ds

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
Xη

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∫ ∞

t
(e−L(ε)1(t−s)E1(ε) − e−L(0)1(t−s)E1(0))r(z(s), ε)ds

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Xη

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∫ ∞

t
e−L(0)1(t−s)E1(0)(r(z(s), ε) − r(z(s), 0))ds

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Xη

≤ Me−b(t−t0)
‖ E2(ε) ‖L(Xη) ‖ (T2(ε) − T2(0)) ‖L(Xη)‖ a ‖Xη +C2(ε)e−b(t−t0)

‖ a ‖Xη

+ sup
‖z‖Xη ≤ %

‖ (r(z(s), ε) − r(z(s), 0)) ‖Xβ (‖ E2(0) ‖L(Xβ)

∫
∞

0
N(t − s)−η+βe−b(t−s)ds

+ ‖ E1(0) ‖L(Xβ)

∫
∞

0
Ne−b(t−s)ds)

+ C2(ε)%k(%)
(∫

∞

0
e−b(t−s)ds

)
+ C1(ε)%k(%)

(∫
∞

0
e−b(t−s)ds

)
,

sendo que ‖ (T2(ε) − T2(0)) ‖L(Xη), sup
‖z‖Xη ≤ %

‖ (r(z(s), ε) − r(z(s), 0)) ‖Xβ , C1(ε), C2(ε) convergem a

zero quando ε → 0 em V, aplicando o Teorema 4.4.1, o Lema 4.4.6 e as desigualdades (4.38) e

(4.39). Portanto,

sup
t∈ [0,∞]

‖ Ga(z, 0)(t) − Ga(z, ε)(t) ‖Xη≤ C(ε),

com C(ε) → 0 quando ε → 0 em V e a função Ga é contı́nua em ε = 0 uniformemente em Y0.

Pelo Teorema da contração de Banach com parâmetros, o ponto fixo z(t, t0, a, ε) é contı́nuo em

ε = 0 ∈ V. A continuidade nos demais valores de ε ∈ V pode ser demonstrada de modo similar e,

mais simples.

Para cada ε ∈ V, temos, pelo Teorema 5.2.1 em Henry, [11], que Ws
loc(e(ε)) é a imagem da

aplicação φε : Y0 → Xη dada por

φε(a) = T2(ε)a −
∫
∞

t0

e−L(ε)1(t0−s)E1(ε)r(z(s, t0, a, ε), ε)ds,

onde z(s, t0, a, ε) é a solução da equação zt + L(ε)z = r(z, ε), t ≥ t0 com valor inicial z(t0, t0, a, ε) =

φε(a) = Ga(z, ε)(t0). Segue então que

‖ φ0(·) − φε(·) ‖Xη→ 0 quando ε→ 0 uniformemente em Y0.
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Como Ws
loc(e(ε)) é a imagem da aplicação φε,

β(Ws
loc(e(ε)),Ws

loc(e(0))) = sup
a∈Y0

inf
b∈Y0

‖ φε(a) − φ0(b) ‖Xη .

E, de infb∈Y0 ‖ φε(a) − φ0(b) ‖Xη ≤ ‖ φε(a) − φ0(a) ‖Xη para todo a ∈ Y0, obtemos

β(Ws
loc(e(ε)),Ws

loc(e(0))) ≤ sup
a∈Y0

‖ φε(a) − φ0(a) ‖Xη→ 0,

quando ε→ 0 em V. Os demais são análogos.

�

Finalmente, estamos aptos para provar a semicontinuidade inferior dos atratores para o fluxo

gerado por (3.1),

Teorema 4.4.8 Suponha que as hipóteses do Teorema 4.1.4 sejam válidas. Então, a famı́lia de atratores

{Aε | 0 ≤ ε ≤ ε0 } do fluxo Tε,η,β(t,u), gerado por (3.1), é semicontı́nua inferiormente em Xη, com 1
4 < η <

1
2 .

Demonstração:

Basta verificarmos as hipóteses no Teorema 1.14.11. Vejamos,

1) Pelo Lema 4.1.1 e pelo Teorema 4.1.3, a hipótese (H1) é satisfeita.

2) Pelo Lema 4.1.2, a hipótese (H2) é válida.

3) A hipótese (H3) foi admitida no Teorema 4.3.7.

4)Pelos Teoremas 4.1.4 e 4.2.1, a hipótese (H4) é satisfeita.

5)A hipótese (H5) segue dos Teoremas 4.3.1 e 4.3.7.

6)A hipótese (H6) está provada no Teorema 4.4.7.

7)Dos Teoremas 3.3.7 e 4.2.1, segue a hipótese (H7).

�
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