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Resumo

Consideramos uma familia de problemas parabdlicos semilineares

up(x, £) = Au(x, t) —au(x, t) + f(u(x, 1), x € Qe t>0,
9 (x,t) = g(u(x, 1), x € 9Qe, t>0,

onde a > 0, ) é o quadrado unitario, Q¢ = he(Q2), he é uma familia de difeomorfismos, os quais
convergem para a identidade de {2 na norma CY% 0 < a <1, masndonanorma Cle, f,g:R—>NR

sdo fungdes reais. Sob determinadas hipéteses, mostramos que o problema limite é dado por

up(x, 1) = Au(x, t) — au(x, t) + f(u(x, t)), x€Q,t>0,
9 (x,t) = g(u(x, t)y, x €9Q,t >0,

em que u é essencialmente o limite do determinante jacobiano do difeomorfismo ke : dQ — Jhe(Q).
Demonstramos que o problema estd bem posto para 0 < € < €p, €9 > 0, em um espaco de fase

conveniente, que o semigrupo associado possui um atrator global A¢ e, que a familia {Acjo<e<e, €

continua em € = 0.

Palavras-chave: equacdes parabdlicas, perturbacdo de dominio, dominio Lipschitz, atrator

global, continuidade de atratores.
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Abstract

We consider the family of semilinear parabolic problems

up(x, £) = Au(x, t) —au(x, t) + f(u(x, 1), x € Qe t>0,
9 (x,t) = g(u(x, 1), x € 9Qe, t>0,

where a > 0, Q is the unit square, Q. = h(Q), he is a family of diffeomorphisms which converge
to the identity of Q in CY _norm, 0 < a < 1, but not in the C! - norm and, f,8 1R — R are real

functions. Under appropriate hypothesis, we show that the limiting problem is given by
up(x, t) = Au(x, t) — au(x, t) + f(u(x, 1), x€Q,t>0,
g—]’\‘,(x, t) = g(u(x, t)u, x €dQ,t>0,

where 1 is essentially the limit of the jacobian determinant of the diffeomorphism k. : Q2 — Jhe(Q).
We prove that the problem is well posed for 0 < € < €y, €g > 0, in a suitable phase space, the

associated semigroup has a global attractor A, and the family {A¢}o<e <, is continuous at € = 0.

Keywords: parabolic equations, perturbation of the domain, Lipschitz domains, global attrac-

tor, continuity of attractors.
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Introducao

Consideragdes iniciais

A modelagem matematica de uma grande variedade de fendmenos - fisicos, quimicos, biolégicos
e econdmicos envolve o estudo de equagdes diferenciais parciais de forma que a compreensao des-
sas equagdes permita eventualmente interpretar e mesmo prever eventos futuros, impactando
diretamente nas escolhas do homem em seu meio social.

Ocorre que raramente é possivel resolver explicitamente um problema contendo equagdes
diferenciais parciais, isto é, exibir uma func¢do matematica que satisfaga tal equagdo. Neste ponto,
se faz necessaria uma outra abordagem, por meio da chamada Teoria Qualitativa ou Geométrica
das equacdes diferenciais.

A partir desta teoria, é possivel deduzir importantes propriedades da solugdo, como, por
exemplo, o comportamento assintético, a limitagdo ou ndo das solugdes, a existéncia de atratores
e etc. De fato, o objetivo é descrever a geometria das solugdes, predominando questdes de
estabilidade. Nao podemos esquecer que os modelos obtidos sdo aproximacdes da situacao real e
possuem erros. Assim, é fundamental mostrar que os modelos sdo robustos, ou seja, apresentam
certa estabilidade por perturba¢des em parametros determinados.

No presente trabalho, propomo-nos a estudar um problema do tipo parabdlico submetido
a variacdo de seu dominio de definicdo. O tema de perturbagdo de contorno para problemas
com valor de fronteira em equagdes diferenciais parciais ja foi estudado por diversos autores, sob
pontos de vista distintos.

Uma das primeiras dificuldades encontradas em problemas de perturbagdo de dominio é que

os espagos de fungdes variam conforme as regides se alteram. Entdo, precisamos ser capazes
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de comparar as solu¢des de um problema parabdlico em diferentes regides. Em [12], Henry
desenvolveu uma espécie de calculo diferencial no qual a varidvel independente é a regido de
referéncia inicial onde os problemas de valor de contorno sdo considerados. Para isto, o problema
original que estava posto no dominio perturbado é transformado, por mudancga de varidveis, em
um problema no dominio fixo. Assim, com essa metodologia, conseguimos trabalhar em espacos
de fungdes que ndo variam quando o dominio é perturbado.

Tal método foi utilizado, por exemplo, em [18], trabalho no qual os autores estudam a familia

de problemas semilineares parabdlicos com condi¢do de fronteira de Neumann:

up(x, t) = Au(x, t) — au(x, t) + f(u(x, 1), x€Qp,t>0,
u
W(xr t) = g(u(xl t))/ X € th/t > O/

onde a é uma constante positiva, Q é uma regido aberta limitada de classe C> em R", (), = h(Q),
h é uma familia de difeomorfismos que converge para a identidade de Q na norma C? e f, g :
R — R sdo fungdes reais satisfazendo condi¢des de regularidade, crescimento e dissipatividade
convenientes. Prova - se que os atratores variam continuamente com rela¢do a perturbagdes / para
h suficientemente préximo da identidade em Q.

Ja em [1] e [2], os autores utilizam uma outra técnica para comparar fun¢des definidas em
espacos diferentes e preservar os dominios variando, a técnica dos operadores de extensdo. Em
[1], estuda - se o comportamento das solugdes de uma equagdo eliptica com condi¢des de fronteira
ndo - lineares do tipo:

—Au+u= f(x,u) em Q,,

u (1)
N + g(x,u) =0 em JQ,

quando a fronteira do dominio oscila muito rapidamente a medida que o pardmetro € converge a
0. Considera - se Q. € R”, 0 < € < ¢, uma familia de dominios suaves uniformemente limitados
que satisfazem Q. — Q e dQ. — JQ no sentido de Hausdorffe f,¢ : UX R — R sdo fungdes
continuas em ambas as variaveis e de classe C2 na segunda, onde U é um dominio suave limitado
e fixo contendo Q¢ para todo 0 < € < 9. A equagéo limite é dada por :

—Au+u= f(x,u) em Q,

du 2)

3N +y(x)g(x,u) =0 em 9Q,
onde y € L*(dQ) e y > 1. Os autores obtém a convergéncia das solugdes do problema (1) para
as solugdes do problema limite e também a convergéncia de autovalores e autofungdes da
linearizacdo em torno de solugdes de equilibrio.

Em [2], os autores continuam a anélise iniciada em [1] do comportamento das solugdes da
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equacdo eliptica com condig¢des de fronteira néo - lineares do tipo :

—Au+u=f(x,u) em Q,,
ou =0 em 0Q ®
3N +g(x,u) =0 em c,

quando a fronteira do dominio apresenta um comportamento altamente oscilatério conforme o
parametro € tende a 0. As hipéteses sdo essencialmente as mesmas de [1], exceto pelo fato de
que, neste trabalho, os autores tratam do caso em que dC), é expressa em cartas locais como uma
deformacdo Lipschitz de dQ - como em [1], mas com constante de Lipschitz ndo uniformemente

limitada em € e a ndo - linearidade g é fortemente dissipativa. Obtém - se como problema limite:

—Au+u= f(x,u) em Q,

u=0 em JQ.

(4)

Os autores demonstram a convergéncia das solugdes de (3) para as solugdes do problema limite (4).
Motivacao

A motivagdo principal para este trabalho foi estender os resultados obtidos em [4], em que os
autores tratam um problema de perturbagdo de contorno para um problema semilinear parabdlico
dissipativo quando se tem convergéncia C! das perturbacdes para a identidade do dominio origi-
nal. Prova - se que o0s atratores variam continuamente com relagdo a um certo parametro. No que
segue, faremos uma breve descri¢do do problema em [4], uma vez que estudaremos basicamente
a mesma equacao com uma hipétese mais fraca. Como veremos, serd necessario alterar o pro-
blema, de acordo com a particular familia de difeomorfismos /. para obter a convergéncia para
um problema limite, por sua vez também modificado.

Seja Q o quadrado unitério em R?, 2 uma constante positiva, f,¢ : R — R funcdes reais e
consideremos a seguinte familia de problemas parabdlicos semilineares com condi¢des de fronteira

de Neumann nio - lineares:

u(x, t) = Au(x, t) —au(x, t) + f(u(x, 1)), x € Qe t>0, )
%(x, f) = g(u(x, 1), x€dQ,t>0,

onde Q¢ = he(Q) e he é a familia de difeomorfismos de ordem m, para todo m > 1, dados por
he(x1,x2) = (x1, X2 + x2€ sin(x1/€%)) (6)

com 0 < a < 1ee > 0suficientemente pequeno.
Notemos que a equagdo acima foi tratada em [18], mas neste trabalho, como comentamos, Q
é de classe C? e as perturbacdes h convergem para a identidade de Q, i, na norma C?. Em [4],

temos um dominio Lipschitz e a convergéncia de k. para i se d4 na norma C! e, ndo na norma C2.
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Nao é dificil verificar que v(-, t) é uma solugdo de (5) na regido perturbada Q). se, e somente se,

u(-, t) = hzo(-, t) (isto é, u(x, t) = v(he(x), t)) satisfaz:

ur(x, t) = KA T u(x, £) — au(x, t) + f(u(x, b)), x € Q,t >0,

* ) 7)
I Ner o ux, t) = g(u(x,t)), x€d,t>0,
em espagos apropriados, sendo
HeAa b u(x) = Ag, (u 0 i) (e(x))
e
. 9 _d -1
B g e ) = e )
Em [4], os autores consideram o operador perturbado Ae = —h;Agehz‘l + al em @ definido

na regido fixa Q com I} e h:™! isomorfismos em espacos adequados. O operador A, é setorial em

L%(Q)) com dominio

D(Ac) = Ju € HX(Q) | i —— o i =0, em 0Q
JINq,
Se u € D(A¢), utilizando integracdo por partes e denotando Jhe o determinante da matriz

jacobiana [h¢], = [gﬁ ] , obtemos
i,j=1

|Jhel

Como (8) estd bem definida para qualquer u € H'(Q), isso permite estabelecer uma extensao

<Ael, Y >_1,1= fQ <hzvoeh2‘1u><x>~(hzvgehz‘1 v )(x)|1he<x>|dx+a fQ u((x)dx.  (8)

de A, com valores em H™(Q) por esta expressdo. Tal extensdo também é setorial e, continuaremos
a denoté - la como Ae.

Chamando X¢ e X% os espagos fraciondrios associados aos operadores definidos em L2(Q)
e H‘l(Q), respectivamente, temos que Xg_% = Xg para 1/2 < a < 1 e, por abuso de notagéo,
escrevemos ainda X?_% no lugar de X¢ para0 < a < 1/2. Demonstra - se que as escalas {X%, —1/2 <
a <1/2} = {X%,0 < a < 1} ndo mudam quando € varia. Mais precisamente, as normas desses
espagos sdo equivalentes, uniformemente em €.

Agora, supondo que u(-, t) é solugao de (7) em Q, multiplicando por ¢ € H!(Q), escreve - se o

problema em sua forma fraca em um dominio fixo :

f us(x, t)p(x)dx
Q

¢
|Jhe]

f au(x, ) (x)dx + f Flu(x, H)px)dx
Q
Uth |

onde Jynhe denota o determinante jacobiano do difeomorfismo ki, : dQ — Jhe(Q).

- f hzvgehz—%u)(x,t)hzvoehz*( )(X)IIhe(X)Idx
Q

+
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Mostra - se também que o operador (A¢)g em Xg, obtido pela restrigdo de Ac a0 dominio XfH,
é setorial para —1/2 < < 0 e € > 0 suficientemente pequeno.
De posse dessas consideragdes, é possivel estabelecer o problema perturbado (7) como um

problema abstrato em uma escala fixa de espagos de Banach (XP,-1/2 < B <0},

up+ (Ae)ﬁ” = (He)ﬁu/ t > to, )

M(to) =1up € X1,

onde (He)g = H(- €) = (F)g + (Ge)p : X1 = XB, 0 < 1 < B+1,

o(Fe)g = F(-,€) : X — XP dado por:

< F(u,€),$ >p-p= f fu)pdx, Vo € XP.
0
*(Ge)p = G(-, €) : X1 — XF definido por:

]the
Jhe

< G(u,€),¢ >p-p= fa . g(yw)) y(¢) do(x), Vo € X°F,

com y a fungéo trago.
Os autores em [4] fazem as seguintes hipoteses sobre as ndo - linearidades f e g:

(H1) f € CY(R, R) e existem ntimeros reais A; > 0 e L; > 0 tais que:

| f(u1) = f(u2)| < Ly (1+]ug M+ ug M) |ug — ug |, Yuq, up € R.
(H2) g € C%(R, R) e existem nimeros reais A, > 0 e L, > 0 tais que:

|g(u1) — g(ua) | < Lo(1+|ug "™ + ua ™) |ug —ua|, Yuy, up € R.

(H3) Suponhamos que existem constantes ¢y, do, dz) tais que,

lim sup @ < o

| 1|00

€,

lim sup% < dé).

|u|—>o0

(H4) e, se dy > d;), o primeiro autovalor 11 do problema

—Au + (a—co)u = puu emQ),

u
NG - dou em dQ

¢é positivo.
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Com as hipéteses (H1) - (H4), o problema @) é bem colocado, suas solugdes sdo globalmente
definidas e admite atrator global. Assumindo algumas propriedades adicionais sobre as nédo -
linearidades e que os equilibrios sdo hiperbélicos numa vizinhanga de 0, tem - se a continuidade

da familia de atratores em X", 7 em um intervalo conveniente.
Resultados e organizacao do trabalho

A ideia neste trabalho é considerar o mesmo problema semilinear parabélico tratado em [4] no
quadrado unitdrio em R?, mas sob hipéteses mais fracas.

A principio, nos propusemos a investigar o que ocorre quando estabelecemos & = 1 em (6), um
caso critico, pois ndo temos a convergéncia das perturbagdes /. em (6) para a identidade de Q na
norma C!. Neste ponto, porém, constatamos que os operadores A ndo convergem ao operador A
em H1(Q). De fato, observamos que os A, convergem para diferentes operadores dependendo
da particular familia de transformagdes utilizada para perturbar o dominio original.

Agora, obter a convergéncia, em algum sentido, dos operadores perturbados com condigdes
de fronteira de Neumann obliquas para o operador Laplaciano de Neumann é um passo muito
importante em trabalhos como o nosso. As nossas ., menos regulares do que o usual, distorcem o
volume, prejudicando tal convergéncia. Isso nos sugeriu multiplicar o operador Laplaciano pelo
Jhe, o determinante jacobiano de /., e conseguimos corrigir tal distor¢do. Com efeito, notamos que
este novo operador trata - se do Laplaciano na regido perturbada munida de uma métrica “com
peso” Jhedx.

Consideramos, entdo, em vez de , uma familia de problemas modificados com o novo

operador sendo o Laplaciano na métrica “com peso”:

u(x, ) = Jhe(hZ' (0)(Aa.u(x, t) — au(x, ) + f(u(x, 1), x € Qe t >0,
g—;(x, t) = g(u(x, t)), x €dQ,t>0. (19
Nessa formulacdo, obtivemos a convergéncia dos operadores A para A no sentido da norma
do resolvente, resultado central que é empregado em vérios pontos do trabalho, incluindo a
convergéncia dos espectros e do semigrupo linear e a continuidade das solucées e dos atratores.
Além disso, a convergéncia das perturbagdes para a identidade de Q na norma C! é utilizada
em [4] para garantir, dentre outras coisas, a continuidade das néo - linearidades em € = 0. Em
nosso trabalho, usamos a teoria de convergéncia em média para provar tal resultado. Vale ressaltar
que grande parte da dificuldade em nosso problema advém também do fato do dominio original

ndo ser suave de forma que muitos resultados encontrados na literatura ndo podem ser utilizados.
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No que segue, sob essa hipétese de convergéncia mais fraca e empregando a técnica desenvol-
vida em [12], provamos a existéncia de solugdes locais e globais, a existéncia de atratores globais
e a continuidade destes atratores para o problema limite:

ur(x, t) = Au(x, t) —au(x, t) + f(u(x,t)), x€Q,t>0,

M by = t 9Q,t> 0 =
W(x, ) = glulx, t)u, x €, t>0,

onde p pode ser interpretado como o limite de |[yqohe| quando € converge a 0. As hip6teses sobre
as ndo - linearidades f e g sdo essencialmente as mesmas de [4], exceto pela condigdo (H4), que
apresenta algumas modificagdes e, também, pela necessidade de se fazer mais uma hipétese para
provar a continuidade dos equilibrios.

A organizacgdo do trabalho é a seguinte:

¢ No Capitulo 1, fazemos um breve resumo dos pré - requisitos mais importantes.

e No Capitulo 2, descrevemos o problema com o qual trabalhamos, que é basicamente
com Q o quadrado unitério em IR?, i uma familia de perturbagdes do quadrado, que depende do
parametro € e converge para a identidade de (2 em um sentido a ser precisado. Com a metodologia
desenvolvida em [12], fazemos uma espécie de mudanca de varidveis, deixando o dominio Q fixo
e perturbando o operador Laplaciano, obtendo —h:Al:~! + al. Diante da ndo convergéncia destes
operadores para o operador nado perturbado —A +al em H~}(Q), reescrevemos o problema a partir
do uso de uma medida com peso, que nos permite provar um tipo de convergéncia conveniente
ao0s nossos objetivos : a convergéncia no sentido do resolvente. Além disso, verificamos que os
operadores nesssa nova abordagem sio setoriais em L*(Q2) eem H~!((2) e mostramos também que o
“novo” operador perturbado é igual ao operador de Laplace - Beltrami na variedade riemanniana
() com a métrica dada pelo pull - back da métrica candnica no dominio perturbado.

e No Capitulo 3, estabelecemos o problema semilinear parabdlico como um problema
abstrato numa escala fixa de espagos, de acordo com a nova abordagem introduzida no Capitulo
2. Demonstramos a existéncia e unicidade de solugdes locais e, depois, globais para tal problema
sob algumas hipéteses de regularidade, crescimento e dissipatividade para as nao - linearidades
f e g. Também provamos a continuidade das solugdes no ponto € = 0 usando fundamentalmente
a convergéncia dos resolventes obtida no Capitulo 2. E, mostramos que o problema limite é dado
por

e No Capitulo 4, demonstramos a existéncia de atratores globais para (10) em espagos de
poténcias fracionarias X7 com n adequado. A partir da existéncia de um funcional de Lyapunov,
obtemos a limitacdo uniforme em € da familia de atratores em H'(Q). Utilizando tal limitacdo
e a continuidade das solugdes provada no Capitulo 3, temos a semicontinuidade superior dos

atratores. Supondo hipéteses adicionais sobre f e g e que os equilibrios sdo todos hiperbélicos
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com € = 0, mostramos também a continuidade dos equilibrios em X"7. Além disso, provamos
a continuidade das variedades locais e, como consequéncia, a semicontinuidade inferior dos

atratores.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, expomos os principais resultados que embasam o trabalho. Nas quatro pri-
meiras se¢des, introduzimos notagdes e algumas propriedades de espacos de Sobolev definidos
em dominios Lipschitz, principalmente o Teorema de Imersdes e o Teorema do Trago. Nas se¢des
de cinco a sete, recordamos as convergéncias forte, fraca, fraca* e em média, nogdes de diferen-
ciabilidade e o Teorema das Fungdes Implicitas. Na oitava se¢do, apresentamos a metodologia
desenvolvida por Henry em [12] para tratar problemas de perturbacdo de contorno. A nona
secdo traz a teoria de convergéncia no sentido do resolvente para operadores auto - adjuntos e de
perturbagdo de um operador auto - adjunto. Na décima secdo, por sua vez, temos a convergéncia
no sentido do “gap” de operadores fechados. Na décima primeira, enunciamos um lema que
estabelece isomorfismos entre imagens de projecdes. Nas trés se¢des seguintes, descrevemos
um pouco sobre operadores setoriais, semigrupos analiticos gerados por tais operadores, suas
poténcias fraciondrias e resultados sobre a existéncia de solugdo para um problema abstrato en-
volvendo operadores setoriais e sobre a existéncia e continuidade de atratores globais. Na tltima

se¢do, lembramos algumas defini¢des e resultados sobre variedades riemannianas.

1.1 Definic¢des e notagdes basicas

Esta se¢do contém algumas notagdes e defini¢des basicas utilizadas ao longo do trabalho. Para

os espagos de func¢des, recorremos a Necas [16] e para as propriedades na fronteira de subconjuntos

9
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do R", Grisvard [9].
Denotaremos um ponto x do espago Euclidiano n - dimensional R"” por x = (x1,...,x,). Dado

um multi - indice & = (ay, ..., &), escreveremos |a| = a1 + ... + oy €,

(a)“ g 9w

ox] " ox T oxm

Usaremos também a seguinte notacgdo para as derivadas parciais:

d

81’:8—%

, DY =

Seja f uma fungdo m - diferencidvel em x € R"”. A derivada m - ésima em x, D" f(x), pode ser
considerada como um polindmio homogéneo de grau m : h — D" f(x)h™ em R" ou como uma

forma m - linear simétrica ou, ainda, como uma colegdo de derivadas parciais:

D" f(x) = {(%)a :al = m}

A norma |[D™ f(x)

é dada por

(2] s

Seja Q um subconjunto do R”, dQ sua fronteira e, Q, 0 seu fecho. Se Q é um aberto conexo do

max <11D™ f(x)h"|, ou equivalentemente, maxy =y,

R”, k um inteiro ou k = co e 0 < u < 1, C¥#(Q) é o conjunto de todas as funcdes cujas derivadas de
ordem < k sdo i - holderianas no fecho de Q. Se u = 0, as fungdes e suas derivadas de ordem < k
sdo continuas em Q e escrevemos simplesmente C*(Q). Se k < co, munimos CK(Q) com a seguinte

norma,

I flloy= Y, max, gD (f()

lal<k

e, Ck#(Q) com

D?f(x) — D*
1l =l flog + Y, sup LD

la|=kXYEQx#y |x_y|#

Chamemos também C¥(Q) (respectivamente, C#(Q)) o conjunto de todas as fungdes continuas
(respectivamente, 11 - holderianas) com suas derivadas de ordem < k em Q) e C°(Q2) o conjunto das
fungdes C* com suporte compacto em €.

Quando possivel, muitos autores consideram a fronteira dQ como sendo localmente o grafico

de uma funcdo ¢. Desta forma, as propriedades de JQ) sdo especificadas através daquelas para
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¢, por exemplo, continuidade, diferenciabilidade, propriedade de Lipschitz e etc. Um autor que

adota este ponto de vista é Necas [16].

Defini¢ao 1.1.1 (Defini¢ao 1.2.1.1, [91) Seja Q um subconjunto aberto do R". Dizemos que a sua fron-
teira dQ é continua (respectivamente Lipschitz, continuamente diferencidvel, de classe CF', m - vezes
continuamente diferencidvel) se, para cada x € dQ), existe uma vizinhanga V de x em R" e novas coordena-

das ortogonais {y1, ..., Yn} tais que

i) V éum hipercubo nas novas coordenadas:
V=AW, yn)| —aj<yj<a;,1<j<nj

ii) existe uma fungio continua ¢ (respectivamente Lipschitz, continuamente diferencidvel, de classe C*,

m - vezes continuamente diferencidvel) definida em V':
V' ={(y1, - Yn-1)| —aj<y;j<a;,1<j<n-1)

e tal que |p(y")l < 3 para todo y' = (y1, ., yn-1) €V, ANV ={y = (v, yn) € VIyn < $(y)} ¢
0QNV ={y =, yn) € Vly, = o)}

Em outras palavras, em uma vizinhanga de x € JQ, Q) estd abaixo do gréfico de ¢ e, conse-
quentemente, JQ) é o grafico de ¢.

Para finalizar a se¢do, se A € IR, escreveremos R(A) para a parte real de A.

1.2 Espacos de Sobolev

Esta se¢do apresenta algumas defini¢des sobre espagos de Sobolev, conforme Grisvard [9].
Abordamos, primeiramente, o caso de espacos de Sobolev sobre R" e, em seguida, sobre um
subconjunto aberto do IR". Também expomos alguns resultados relativos a imersdes de espagos
de Sobolev, considerando um subconjunto aberto limitado e conexo do IR” com fronteira Lipschitz,
tal como em Necas [[16].

Sejam s = m + 0, um ntmero real com m sua parte inteira e 0 < 0 < 1, a fraciondria e p um

nimero real tal que 1 < p < co.

Defini¢do 1.2.1 Denotemos por WP (IR") o conjunto de todas as distribuicdes definidas em R", tais que

(i) D% € LP(R"), para |a| < m quando s = m é um inteiro nio negativo,
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(i) u € W™P(R") e,

D@ — D~ p
f ID%utx) uy) dxdy < +oo

|x _ y|n+ap
RﬂxRH
para |a| = m se s = m + ¢ é ndo negativo e ndo inteiro.

Como de costume, LP(IR") é 0 espago de todas as fun¢des mensuraveis u tais que |u|’ é integravel

em R". Definimos uma norma em W*”(IR") por

11t lygmo ey = { f ID“ulpdx}
lal<m

no caso (i) e, por

==

ID*u(x) — D u(y)l’
|| u ”WS,P(IRH): ” u ||€V”’¥’(]R") + Z ff |x _ y|n+gp dXdy
|a|:m]RnX1Rn

no caso (ii).
Definigdo 1.2.2 Para s < 0, denotamos por W*(R") o espaco dual de W=1(R"), onde % + % =1.

Quando p = 2, escrevemos H*(IR") no lugar de W¥?(IR").
Seja (2 um subconjunto aberto do R". Agora, desejamos estender as tltimas no¢des com o
objetivo de definir espagos de Sobolev em Q). Um modo de fazer isso é reproduzir tais defini¢des,

restringindo o dominio de integragdo (substituindo IR” por Q):

Defini¢ao 1.2.3 Denotemos por WP (Q) o conjunto de todas as distribuigoes definidas em Q, tais que

(1) D%u € LP(Q), para |a| £ m quando s = m é um inteiro nio negativo,

D Du(vy)P
| YW 1y < +oo
|x y|n+6p

QxQ
para |a| = m se s = m + ¢ é ndo negativo e ndo inteiro.

(i) ue€ W™ (Q)e,

Definimos uma norma em W*?(Q) por

” u ||me(Q { Z f |Dau|de}
lal<m

no caso (i) e, por

<=

” u ”Wsp Q)_ || u ”W”’F’(Q) dxdy

f ID*u(x) — D*u(y)P
— q|ntop
lal=ma o b=yl

no caso (ii).
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Definicdo 1.2.4 Para s > 0, denotemos por Ws?(Q) o fecho de C°(Q2) em WP (Q)).
Definicdo 1.2.5 Para s < 0, denotemos por WP (Q) o espaco dual de W=s4(Q) onde % + % =1

Teorema 1.2.6 Seja QO um subconjunto aberto limitado do R" com fronteira Lipschitz. Entdo, % é um
]

operador linear continuo de W (Q) em WS~1P(Q) a menos que s = 1/p.

Demonstrag¢io: Ver [9], Teorema 1.4.4.6.

Antes de enunciar um importante resultado envolvendo imersdes entre espacos de espacos de
Sobolev, recordemos que, dados dois espacos de Banach B; e By, dizemos que B; estd imerso em
B, algebricamente e topologicamente, By < B>, se cada elemento de By é também um elemento

de B; e, vale que para todo x € By, || x ||, < ¢ || x ||, para alguma constante positiva c.

Teorema 1.2.7 Sejam ) um aberto limitado conexo de R" com fronteira Lipschitz, p > 1, kp > ne
denotemos
— _n _n .
=k b7 sek p < 1;
p=4 <lLsek-7=1

P
:1sek—§>1,

Entito, WrP(Q) < COH(Q).

Demonstrag¢io: Ver [16], Teorema 2.3.8.

1.3 Teorema do traco para dominios com fronteira Lipschitz

Nesta segdo, nos concentramos em uma versao do Teorema do Trago para subconjuntos abertos
limitados do R” com fronteira Lipschitz, conforme Grisvard [9] e Necas [16].
Para o caso de um subconjunto aberto limitado do R” com fronteira JQ Lipschitz, entdo, na

notacdo da Definicao um vetor normal exterior unitdrio é dado por

{=010(V'), ..., —Fn_10(y'), 1}
V1+10(y)2 + ... + Iyo1P(y)?

para y’ € V’. Esse campo de vetores pode ser estendido para todo V definindo - o independente-

vy, o)) =

mente de x,. Usando parti¢do da unidade, definimos um campo de vetores em uma vizinhanga
de Q tal que v é a normal exterior unitéria quase sempre em dQ. Notemos que quando dQ é de
classe C*!, v ¢ um campo de vetores de classe C<"1'1. Neste ponto, denotemos por y o operador

y(u) = ulyq, onde u é uma funcdo suave.
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Teorema 1.3.1 Seja Q um subconjunto aberto limitado do R" com fronteira dQ de classe CF'. Suponha
que s — 1/p ndo é um inteiro, s <k + 1,5 —1/p =1+ 0,0 < 0 < 1,1 um inteiro nio negativo. Entdo, a
aplicagdo

umr— u a—u &
VYo Vo [
definida para u € CF1(Q), tem uma tinica extensdo continua como um operador de
l .
WSP(Q) em H W= 1PP(9Q).
j=0

Demonstrag¢io: Ver [9], Teorema 1.5.1.2.

Teorema 1.3.2 Seja Q2 um subconjunto aberto limitado do R" com fronteira JQ) Lipschitz. Entdo, a
aplicaciio u + yu, que estd definida para u € CO'(Q), tem uma tinica extensio continua como um operador

de WHP(Q) em WI1-1/P(9Q)).

Demonstrag¢io: Ver [9], Teorema 1.5.1.3.

Teorema 1.3.3 Sejam () um subconjunto aberto limitado de R" com fronteira Lipschitz, p > 1,kp <
n,1/g=1/p—(1/(n—-1)) X (kp —1)/p. Entdo, existe exatamente uma aplicagcio y : WEP(Q) — LI(0Q) tal
que se u € C°(Q), yu = u.

Demonstragio: Ver [16], Teorema 2.4.7.

1.4 Problemas de segunda ordem em dominios convexos

Esta secdo traz um resultado muito ttil em Grisvard [9] acerca da sobrejetividade de (A + A),
onde A é um operador diferencial com determinadas propriedades convenientes e A > 0.
No que segue, vamos considerar {3 um subconjunto aberto, limitado e convexo de R" e um

operador A dado por

Au = Z 81'(611']'8]'1/[)
Lj

com a;; = a;; € C%(Q). Supomos que —A é fortemente eliptico, ou seja, existe a > 0 tal que

n

Y a()&s; < —aleP

i,j

para todo x € Qe eR",
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Lema 1.4.1 Se Q) é um subconjunto aberto, limitado e convexo de R", entdo ) tem fronteira Lipschitz.

Demonstragio: Ver [9], Corolério 1.2.2.3.

Teorema 1.4.2 Seja Q um subconjunto aberto, limitado e convexo do R". Entio, para cada f € L*(Q) e

para cada A > 0, existe uma tinica u € H*(Q) que é solugio de

—Zfaij8iu8jvdx+/\fuvdx:ffvdx (1.1)
e Q Q

para todo v € H'(Q).

Demonstrag¢io: Ver [9], Teorema 3.2.1.3.

A identidade (1.1) é a forma fraca do problema de Neumann para a equagao

Au+Au= femQ
juntamente com a condigdo de fronteira
n
Z viy(a;jdju) = 0q.s. em Q)
i

uma vez que dQ é Lipschitz e a;jdju € H'(Q).

1.5 Convergéncia forte, fraca, fraca* e em média

Nesta secdo, recordamos alguns tipos de convergéncia de sequéncias em espacos de Banach
e introduzimos a nogdo de convergéncia para a média segundo Cioranescu e Donato [7]. Esta
altima, em particular, mostrou - se essencial no estudo realizado neste trabalho.

Sejam (X, || - ||) um espaco de Banach e X seu espaco dual topolégico, ou seja, o conjunto das
aplicagdes lineares e continuas de X em R. Seja x’ € X’. Vamos denotar por < x’,x >x’ x a imagem

x’(x) de x € X. Recordamos que
Definicao 1.5.1 Uma sequéncia {x,} € X converge fortemente para x se e, somente se,
Il xn = x [|= 0.
Definicdo 1.5.2 Uma sequéncia {x,} € X converge fracamente para x se e, somente se,
VX' e X', <X/, xy >xx—<x,x>xx .

A notagio para convergéncia fraca é x, — x em X.
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Definicdo 1.5.3 Uma sequéncia {x;} € X’ converge fracamente* para x’ se e, somente se,
<X, x>x x> <x,x>xx,VxeX
A notagdo para a convergéncia fraca* é x;, — x’ fraco* em X’.

Exemplo 1.5.4 Se Q é um subconjunto aberto, limitado do R", uma vez que [LYQ) = L®(Q), u, — u

fracamente* em L*°(Q) é equivalente a

f Uppdx — f updx, Yo € LHQ).

Q Q

A seguir, vamos denotar por Y o intervalo em IR” definido por
Y :]OI ll[x e X]OI ln[/

onde [y, ..., I, sdo ntimeros positivos dados.

Definicao 1.5.5 Sejam Y como acima e f uma fungdo definida quase sempre em R". A fungdo f é chamada

Y - periédica se, e somente se,
f(x +klie;) = f(x)g.s. emR", Vk e Z, Vi€ {1,...,n},
onde {eq, ..., e,} é a base canénica do R".

Definicio 1.5.6 Sejam Q um subconjunto aberto, limitado do R" e f uma fungdo em LY(Q). O valor médio

de f em Q) é o niimero real Mq(f) dado por

1
Mg(f)=@ fQ fy)dy.

Teorema 1.5.7 Sejam 1 < p < +oo0e f uma fungio Y - periddica em LF(Y). Estabelecamos

fe(x) = f(g) g.s. emR".

Entdo, sep < +oo,

fe = My(f) = % ff(y)dyfmcamente em LF(w), quando € — 0
Y

para qualquer subconjunto aberto limitado w de R".

Sep = oo,
1

feAMY(f):m

f f(y)dy fracamente* em L*(R"), quando € — 0.
Y

Demonstragio: Ver [7], Teorema 2.6.

Observacio 1.5.8 A sequnda afirmagio do Teorema também é vdlida se substituirmos R" por um

subconjunto aberto, limitado w de R".
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1.6 Diferenciabilidade

No que segue, relembramos as nog¢oes de diferenciabilidade de Gateaux e de Fréchet, conforme

Rall [19].

Defini¢ao 1.6.1 Sejam X, Y espagos de Banach, O C X aberto, f : O — Y, p€ O,

(i) f é Gateaux diferencidvel (ou G - diferencidvel) em p com G - derivada 6 f(p,-) : X — Y se, para cada

qgeX,
lim flp+1tq) = f(p) —tof(p,q)

t—0eR t

=0.

(i) f é Fréchet diferencidvel (ou F - diferencidvel) em p com F - derivada f (p) : X — Y se f (p) é um

operador linear limitado e

i LG+ - )= FPall _
m =

0.
g—0eX ||Q||

Proposicdo 1.6.2 Sejam X e Y espagos normados e f : X — Y. Suponhamos que a derivada de Gateaux

de f,0f : X — L(X,Y) e &f seja continua em x. Entdo, existe a derivada de Fréchet f e é continua em x.

Demonstracdo: Ver [19], Proposicado 2.8.

1.7 Teorema da Funcao Implicita

Nesta sec¢do, recordamos o Teorema da Fungdo Implicita como enunciado em Loomis e Stern-

berg [14].

Teorema 1.7.1 Sejam V, W e X espagos de Banach, A X B um subconjunto abertode VxWeG : AXB — X

uma aplicagdo continua com 5 também continua, f € B. Suponha que (o, f) € A X B é tal gque G(a, B) =
pli i 9% também continua, € B. Suponha que (@, ) € A X B ¢ tal que G(a, ) = 0

G
€ 9

para cada & € M, existe iinico 1 € N satisfazendo G(&,n) = 0. A fungdo F unicamente definida préximo a

(a, B) pela condigdo G(&, F(E)) = 0 é continua.

(a0, B) é inversivel. Entdo, existem bolas abertas, M e N, em torno de « e f, respectivamente, tais que

Demonstragdo: Ver [14], capitulo 4, Teorema 9.3.

1.8 Calculo diferencial de perturbac¢des de contorno
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Descrevemos a seguir um método desenvolvido por Daniel Henry em [12] para tratar proble-
mas de varia¢do de contorno, segundo o qual a varidvel independente é o dominio. Além disso,
expomos alguns resultados relacionados importantes para o trabalho.

Consideremos um operador diferencial linear matricial formal:

du ou d%u

Lu(x) = (u(x), 8_351()()' " g(x), ﬁ(x), ..), x € R",
n 1

com a quantidade de termos que for necessdria. Dada uma funcao f de varias varidveis, podemos

definir um operador diferencial ndo linear formal por

v(x) = f(x,Lu(x)), x € R".

Mais precisamente, suponhamos que L(u)(-) assume valores em IR” e f(x, A) estd definida para

(x, A) em algum aberto G de R" x R?. Para subconjuntos Q C IR", definimos Fq por

Fa(u)(x) = f(x, Lu(x))

para fungdes u suficientemente suaves em Q tais que (x, Lu(x)) € G para todo x € Q. Por exemplo,
se f é continua, € é limitado e L envolve derivadas de ordem < m, entdo Fq, estd definida em um
aberto de C"(Q) (talvez vazio) com valores em C%(Q).

Seja h : (O — R" um mergulho de classe C", isto é, um difeomorfismo sobre a sua imagem /(€2)

de classe C". Definimos a composi¢do ou pull - back /" de h por:

Hu(x) = uoh(x) = u(h(x)),x € Q,
onde u é uma funcgao definida em h(Q).
Proposicao 1.8.1 E]A aplicagdo
B C"M(h(QQ) — C™Q)
u > uoh
é um isomorfismo com inversa h*~1 = (h1)".

A mesma proposicado é valida em outros espagos de fun¢do como, por exemplo, espagos de Sobolev.
Para um tal mergulho /1 de uma regido limitada €, Fjq) tem um dominio aberto D(Fyq)) C

C"(h(Q) e,

Ver Pereira, M. C. (2001). Aplicagdes do Teorema de Transversalidade a genericidade em alguns problemas de

contorno eliptico. Dissertacdo. Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sdo Paulo, 2001.
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Fuq) : D(Fiay) € C"(h(Q)) — C°(h(CY))

é o que denominamos de forma Euleriana do operador diferencial ndo - linear formal v — f(:, Lv(-))

em h(()), enquanto

W Epayh™ : ' D(Fya)) € C™(Q) — C%(Q)

é a forma Lagrangeana do mesmo operador diferencial ndo - linear formal. Iguais termos sdo
empregados relativamente a outros espagos de funcdes.

A forma Euleriana é frequentemente mais natural e simples para fazer cdlculos, a forma
Lagrangeana é usada para provar teoremas. De fato, ambas sdo utilizadas e sdo, essencialmente,
equivalentes. A vantagem da forma Lagrangeana é que ela atua em espagos que ndo dependem de
h, tacilitando o uso de teoremas, por exemplo, o Teorema da Fungdo Implicita. Agora, precisamos

garantir a diferenciabilidade de

(h, Ll) = h*Ph(Q)h*_l(u)

e calcular suas derivadas em relacdo a h. Como &* é linear, a diferenciabilidade em u ndo é um

problema.

Proposicao 1.8.2 EIDada uma regido QO C R" aberta, limitada, de classe C", temos que

Dif f™(Q) = {h e C"(QQ,R"); héinjetorae |]1_h| é limitado em Q}

é um subconjunto aberto de C™(Q),R"), sendo [h o determinante da matriz jacobiana de h.

Uma topologia pode ser introduzida na colecdo de regides {h(Q2); h € Dif f"(€2)}, definindo

uma sub - base das vizinhagas de um dado Q por

{h(Q); Il h —iq llcmrn< €, € > 0 suficientemente pequeno }

onde iq ¢ a aplicagdo inclusdo. E conhecido que tal topologia é metrizével

Parav=h"lu, y=h(x), x € Q,

I Froyh™ ™ u(x) = Fuayo(h(x)) = f(y, Lo(y)) = f(r(x), i"LE" " u(x)).

2Ver Pereira, M. C. (2001). Aplicagdes do Teorema de Transversalidade & genericidade em alguns problemas de

contorno eliptico. Dissertacdo. Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sdo Paulo, 2001.
3Ver Micheletti A. M. (1972). Perturbazione dello spectro dell operatore di laplace in relazione ad una variazone del

campo. Annali della Scuola Normale Superiore di Pisa 26, 151-169.
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Um operador diferencial constante tipico é

() - T1lez)

sendo a = (ay, ..., ay), @; inteiro ndo negativo. Pela regra da cadeia,

(h*aiyih*-lu) ) a%i‘” o ) (h(x))
8(h_1)j

Ayi

= ou
8_xjh )

(h(x))

=1

i
Y @) (12)
j=1 7

donde,

. 9 a N 9 a n n ) 9 ai
h (a—y) h 1u<x>=(@) v<y>=H[Z<hx1>ﬁa—3q} ().

i=1 \j=1

Entao, se f é C* ou analitica em G,

F:C™Q)x Diff" — C%Q)
(u,h) +— W FEyoh ™ (w) = f(h(-),"Lh* " u)

é CF ou analitica, respectivamente, em seu dominio de defini¢do. Outros espacos de fungdes
podem ser empregados e os resultados de suavidade sdo basicamente os mesmos.
Frequentemente, quando empregamos esse metddo, faz - se necessario calcular o determinante
da matriz jacobiana do difeormorfismo & : dQ — Jh(Q), denotado por Jynoh. Vejamos a seguir
como este cdlculo pode ser feito.
Mais geralmente, sejam M = dQ e N = h(dQ)), ambos de dimensdo n — 1. Se f é uma fungao

em N alR,
[ rwrdan = [ g0 fohdns,
N M

sendo dwy, o elemento de volume em M ou em N e Jyoh representa a corregdo do fator de volume.

Por outro lado,
f f(y)don = f fh(x))h*dawy.
N M
Assim, sep € M,

(W dwn)(p) = Jaoh(p)dwm(p). (1.3)
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Seja {e1, - - -, e4—1} uma base ortonormal de TpM, o espago tangente a p em M. Usando (1.3),

(Wdwn)(p)(er, - - - en-1) = Jooh(p)dwmp)(er, - - - en-1) = Jooh(p)-

Agora,

[)hp61

(Fdwn)(p)(er, - - - en-1) = dwon(h(p))(W'er, - - -, W ey—1) = det ' ,
N’i

=1\t
com g = h(p) e N; o vetor normal a g em N. Observemos que N; = %, poisse {fi, -+, fu-1} é
4

uma base ortonormal de TgN, o espago tangente a g em N,
< YNy, fi>=<N,, i 'f;>=0, Vi=1,--,n-1,

uma vez que & leva um espago tangente no outro. Dai, encontramos uma expressao muito ttil

para Jyoh:

Jooh(p) = det ' . (1.4)
then_l
(I HEN,,

I (*=1)EN, ||

1.9 Operadores simétricos e auto - adjuntos

No que segue, fazemos um breve apanhado sobre operadores simétricos e auto - adjuntos,
segundo Teschl [21] e alguns outros resultados importantes para os nossos objetivos.
Sejam (X, || - llx) e (Y|l - lly) espagos de Banach sobre um corpo K (K = R ou K = C).

Escreveremos £(X, Y) para o conjunto de operadores lineares continuos de X em Y com a norma

I Allex = sup || Ax|ly .

llxllx =1

No caso em que X = Y, denotamos simplesmente £(X).
Definicao 1.9.1 Seja (H, <,>) um espago de Hilbert. Um operador linear A em H é uma aplicagdo linear
A:DA) - H

onde D(A) é um subconjunto de H denominado dominio de A. Denotamos por R(A) = {y € H; dx €
D(A) tal que Ax = y} o conjunto imagem de A. A é dito densamente definido quando D(A) é denso em H.
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Definigao 1.9.2 Um operador linear A é dito simétrico se

<Ax,y >=<x,Ay >, Yx,y € D(A).
Defini¢ao 1.9.3 O operador adjunto A* de um operador linear densamente definido A é dado por
DA")={x€eH : Ax" € Htalque < x,Ay >=<x",y >, Yy e D(A)}, A*(x) =x".
Notemos que para os operadores simétricos vale que A C A”.

Definicao 1.9.4 Um operador linear A é dito auto - adjunto se A = A™.

Corolario 1.9.5 Se A é um operador simétrico em um espago de Hilbert H tal que R(A) = H, entdo A é

auto - adjunto.

Demonstracdo: Ver [20] , Corolério 3.12.

Lema 1.9.6 Sejam Z ¢ W C Z* espagos de Hilbert reais e a uma forma bilinear, continua, simétrica
e coerciva em Z X Z. Entdo, o operador A definido pora, A : Z — Z°, u € Z v+ Au € Z" tal que

(Au)(v) = a(u,v), Vv € Z, é simétrico.

Demonstracgao:

Afirmamos que a aplicagdo <<, >>: Z*x Z* — R dada por << ¢, >>= (A~1¢) é um produto
interno em Z*. Observamos <<, >> estd bem definida pois se a é coerciva, entdo A é injetor e, do
Lema de Lax - Milgram, segue que A é sobrejetor.

Com efeito,

i) Sejam @, € Re ¢, ¢, € Z*, entdo << a + fp, P >>= P(A (ap + Bp)) = Y(aA™H(P) +
BATH (@) = ap(A7H()) + BY(ATH (@) = a << P, P >> +B << @, >> . E, << ¢, ap + i >>=
(ap + BY)ATIP) = ap(A7lp) + BY(ATId) >>= a << ¢, >> +B << ¢, >>. Segue a

bilinearidade de <<, >>.

ii) Sejam ¢, 1/1 € Z" ez z € Ztais que A(z) = ¢ e A(Z) = ¢. Temos, por um lado, << ¢, ¢ >>=
P(A™ 1qb) = (A2)(z) = a(Z, z). Poroutro, << ¢, p >>= p(A “lyy = P(2) = (A2)(2) = a(z,2).
Como a é simétrico, por hipétese, << ¢,V >>= a(Z,z) = a(z,Z) =<< ¢, ¢ >>. Assim,

provamos a simetria de <<, >>.

iii) Sejam ¢ € Z* ez € Z com A(z) = ¢, entdo << ¢, ¢ >>> 0 (p(A‘lcp) >0 &= (A2)(z) >
0 & a(z,z) 2 0, o que é verdadeiro devido a coercividade de a. Além disso, << ¢, P >>=
0 = P(A1P) =0 & (A2)(z) = 0 & a(z,z) = 0 & z = 0, novamente devido a

coercividade de a.
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Finalmente, se u,v € Z,

<< Au,v>> = (A Y (Auw))
= (AA)(w)
= a(A o, u)
= a(u,A'v)
= (Au)(A'0)

= <<v,Au>>.

E, constatamos que A é simétrico com relagdo a este produto interno.

Lema 1.9.7 Seja X um espago normado. Suponha que {Ty},eN é uma familia de operadores limitados
convergindo para um operador T em L£(X) e que T, e T admitem inversas para todon € N. Se T,' e T~}

sdo limitados para todo n € IN, entdo T;,' converge para T~! em L(X).

Demonstracgao:

Basta escrever T,' — T~! = T,'(T - T,,)T~.

Definicao 1.9.8 Seja T um operador densamente definido e fechado. O conjunto resolvente de T, p(T), é o
conjunto de A € C para os quais o chamado operador resolvente de T em A, Rr(A) = (T — AI)7}, existe e é

limitado.
Definicdo 1.9.9 O complemento do conjunto resolvente de T é dito o espectro de T, o(T).

Lema 1.9.10 Suponha que X é um espago normado, {T,},en e T sdo operadores tais que para um certo
Ao, (Ty = AoD)™ — (T = AgD)™! em L(X). Entdo, (T, — A"t — (T — A)™! em L(X), para todo
A€ p(T)n{np(T,) : n € N}.

Demonstracgao:

Seja A € p(T) N {Np(Ty) : n € N}, podemos escrever, somando e subtraindo Ag:

(T—AD" = (T =AD"+ (Ao = A)T = ApD)™H) ™
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desde que o inverso acima exista. Se [Ag — A| [ (T =A™t [[<1 & |Ag—A| < T, existe o

1
I(T—AoD)~
inverso de (I+(Ag—A)(T—Aol)™!) . Vale observarmos que (I+(Ag—A)(T—AoD)™!) = (T—AI(T-Aol)7},

que é inversivel por hipétese.

Analogamente,
(Ty =AD" = (T = AoD) "M T + (Ao = A) (T = AoD)™H) !
1
para o = Al < =
Segue que,

(Ty =AD" = (T=ADY = (T = Aol) (I + (Ao = A)(T = AgD)™H) !

(T = Al) M(I + (Ao — A)(T = ApD) ™)™
(T = AoD)™ = (T = ApD) ™I + (Mg — ANT = Apl)™H)™?

+

(T = AoD) ™ + (Ao = A)(Ty = AD) ™)™ = (I + (Ao = ANT = Ap)™)™)

Desta forma, fica explicita a convergéncia dos resolventes em A, uma vez que, (I + (Ag —
ATy = AoD)™Y), (I + (A9 — A)T — AoI)™!) e seus respectivos inversos sio operadores limitados e,
por hipétese, (T, — Ag)™ — (T — ApI)™!, donde pelo Lema (I+ (Ao — ATy, — AgD)™H)™ 1 —
(I + (Ag — AT = AgD)™H~L.

Teorema 1.9.11 Seja T um operador fechado inversivel em X. Entdo, o espectro estendido de T (espectro
interpretado como um subconjunto do plano complexo estendido) e o espectro estendido de seu inverso T~}

sdo mapeados um sobre o outro através da aplicacdo no plano complexo estendido z +— z71,

Demonstrag¢io: Ver [13], Teorema 3.6.15.

Lema 1.9.12 Sejam X, Y espagos de Banach e T, : X — Y uma sequéncia de operadores lineares conver-
gindo fortemente para o operador linear T : X — Y. Suponha que X1 C X é um espago de Banach com
inclusio i : Xq < X compacta. Sejam T,, = T,oieT = T oi. Entdo, T, — T uniformemente para x em
um subconjunto limitado de X; (ou seja, na norma de B(X1,Y), o espago dos operadores lineares limitados

deXiemY).

Demonstrag¢io: Ver [18], Lema 4.5.

Suponha que Rr,(A) e Rr(A) denotam, respectivamente, os resolventes de uma familia de

operadores T}, e o resolvente de um operador T no ponto A. A seguinte identidade:
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Rr,(A) = Rr(A) = (1 + (A = Ao)Rr,(A))(RT, (A0) = RT(A0))(1 + (A = Ag)RT(A)) (1.5)

é uma consequéncia muito util da primeira equagdo do resolvente aplicada a cada um desses

operadores, a saber:

Rs(A1) = Rs(A2) = (A1 — A2)Rs(A1)Rs(A2).

Com efeito,

Rr,(A) = Rr(A) = (1 + (A = Ao)Rr, (M))(Rr, (A0) — Rr(A0))(1 + (A = Ag)R7(A))

(=4

Rt,(A)=R1(A) = (1+(A=A0)R1, (A)RT, (A0)(1+(A=A0)R7(A))=(1+(A=A0)RT, (A))RT(A0)(1+(A=A0)RT(A))

&

Rr,(A)=Rr(A) = (Rr, (A0)+(RT, () =R, (A0))(1+(A=A0)R1(A))=(1+(A=A0)RT, (A))(RT(A0) +(RT(A)~R7(A0)))

&

Rr,(A) = Rr(A) = Ry, (A)(1 + (A = A0)R7(A)) = (1 + (A = Ao)R7, (A))R1(A)

&

Rrt,(A) = Rr(A) = Rt,(A) = RT(A).

1.9.1 Convergéncia no sentido do resolvente de operadores auto - adjuntos

Nesta subsecdo, apresentamos o importante conceito de convergéncia em termos do resolvente
para operadores auto - adjuntos e sua principal consequéncia para os nossos intuitos. Para tal

assunto, recorremos a Oliveira [17] e Teschl [21]].

Defini¢ao 1.9.13 Sejam A, e A operadores auto - adjuntos. Dizemos que

i) Ay converge para A no sentido da norma do resolvente se lim, . Ra,(A) = Ra(A) e,
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ii) A, converge para A no sentido forte do resolvente se D(Ra(A)) € D(Ra, (A)) e Ra, (A)[x] = Ra(A)[x]

quando n — oo,

para todo A € (p(A)) N (Npenp(An)).

Proposicdo 1.9.14 Se A, converge para A no sentido forte ou no sentido da norma do resolvente para

algum Ay € (p(A)) N (Newp(An)), entio o mesmo vale para todo A € (p(A)) N (NpeNp(An)).

Demonstragio: Ver [21], Coroléario 6.32.
Observagio 1.9.15 Vale comentar que a tiltima proposicio segue diretamente da identidade (1.5).

Teorema 1.9.16 Suponha que A, e A sio operadores auto - adjuntos. Se A, converge para A no sentido forte
do resolvente, entiio 0(A) C lim, 0 0(Ay). Se Ay, converge para A no sentido da norma do resolvente, entdo

0(A) = limy, 0 0(Ay), isto é, se sy € 0(A), entdo existe uma sequéncia s, com s, — sg € s, € 0(Ay), Yn.

Demonstrag¢io: Ver [21]], Teorema 6.38.

1.9.2 Perturbacao de operadores auto - adjuntos

Nesta subsec¢do, expomos um resultado muito til sobre perturbacdo de operadores auto -

adjuntos, encontrado em Teschl [21].

Defini¢ao 1.9.17 Um operador B é dito A - limitado ou relativamente limitado com respeito a A se

D(A) C D(B) e existem constantes a,b > 0 tais que
[ Bxll< allAx|l+bll x|, x € D(A).

O infimo das constantes a para as quais existe uma constante b tal que a desigualdade vale é chamado de A

- limitagdo de B.

Teorema 1.9.18 Suponha que A é um operador auto - adjunto e B é um operador simétrico com A - limitacdo

menor do que 1. Entdo, A + B, D(A + B) = D(A), é auto - adjunto.

Demonstragio: Ver [21], Teorema 6.4.

1.10 Convergéncia generalizada de operadores fechados
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No que segue, introduzimos a nogdo de “gap” conforme Kato [13], que é utilizada para a
obtencdo de resultados de convergéncia de partes finitas do espectro.
Sejam (X, || - ||) um espago normado, x € X e S C X, um subconjunto. Denotaremos por d(x, S) a

distancia de x a S: d(x, S) = inf,cs || x — y ||. Recordemos que

Defini¢do 1.10.1 Sejam X e Y espacos normados. Um operador T de X em Y é dito fechado se o seu grifico
G(T) é um subconjunto fechado de X X Y.

Defini¢ao 1.10.2 Sejam X e Y espacos de Banach, T e S operadores fechados de X em Y. Estabelecemos,

o(T,S) = 6(G(T), G(S)) = sup d((x,y),G(9))
() € Samy

8(T, 5) = 8(G(T), G(9)) = max[5(T, $),6(5, )] (16)
onde Sqry denota a esfera unitdria de G(T). & serd denominado o “gap” entre T e S.

Por vezes, o espectro de um operador fechado T, o(T), contém uma parte limitada o1(T)
separada do restante, 0»(T), de tal modo que uma curva fechada, simples e retificdvel I' (ou, mais
geralmente, um ntmero finito delas) pode ser desenhada de forma a envolver um subconjunto
aberto contendo 01(T) em seu interior e, 02(T), em seu exterior. Sejam P1(T) e P>(T) as projecoes

associadas a tais conjuntos, respectivamente,
1 _
P =5 [ €= D7C, Pam) =1- i)
T(1 T

Chamemos X;(T) = P1(T)X e X»(T) = Po(T)X = (I = P1(T))X. Entdo, existe uma decomposigdo de
T de acordo com a decomposicao do espago X, X = X1(T) ® X»(T), e vale que o(Tx, (1)) = 01(T)
e 0(TlxyT) = 02(T). O préximo teorema nos traz uma nogdo de continuidade dessas partes do

espectro sob determinadas hipéteses.

Teorema 1.10.3 Seja T um operador fechado em X e suponhamos que seu espectro o(T) estd dividido em
duas partes 01(T) e 02(T) por uma curva I fechada simples retificdvel (ou um niimero finito delas) de tal modo
que I envolve um aberto contendo o1(T) em seu interior e 62(T) estd em seu exterior. Seja X = X1(T)®Xo(T)
a correspondente decomposicio do espago X.Entdo, existe um 6 dependendo de T e de I com as seguintes
propriedades: qualquer S operador fechado em X com (S, T) < & possui espectro o(S) separado por T em
duas partes 1(S) e 02(S). Na decomposi¢io associada, X = X1(S) ® X2(S), X1(S) e X2(S) sido isomorfos,
respectivamente, a X1(T) e Xo(T). Em particular, dimX,(S) = dimXy(T), dimX(S) = dimXo(T) e ambos,

01(S) e 02(S) sdo nio vazios se o mesmo é vilido para T.

Demonstragao: Ver [13], Teorema 3.16, capitulo IV.
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1.11 Pares de projecoes

Descrevemos nesta se¢cdo um resultado em Kato [13] que permite comparar as imagens de uma
familia de projegdes.
Como ¢é conhecido, uma projegdo em um espaco normado (X, || - |[) € um operador limitado P

em X tal que P? = P.

Lema 1.11.1 Seja P(t) uma projecio dependendo continuamente de um pardmetro t, o qual varia numa
regido conexa de niimeros reais ou complexos. Entdo, as imagens P(t)X para diferentes valores de t sdo

isomorfas entre si. Em particular, dimP(t)X é constante.

Demonstrag¢do: Ver [13], Lema 4.10, capitulo I.

1.12 Operadores setoriais e semigrupos analiticos

Esta secdo é dedicada aos operadores setoriais, semigrupos analiticos gerados por esta classe
de operadores e alguns conceitos como de invaridncia sob a agdo de um semigrupo, equilibrio,

atrator global e semigrupo assintoticamente compacto. Seguimos de perto Hale [10] e Henry [11].

Defini¢do 1.12.1 Seja X um espago de Banach. Uma familia de operadores T(t,x) : X — X, t > 0 é dita

um C" - semigrupo ndo - linear, r > 0, se as seguintes hipdteses sio satisfeitas:
(1) T(0,x) = I(x),
(i1)) T(s + t,x) = T(t,x) o T(s,x),t >0 e s >0,

(iii) T(t, x) é continua em t e em x e, suas derivadas de Fréchet com respeito a x até a ordem r também sio

continuas para (t, x) € [0, c0) X X.

Defini¢do 1.12.2 Seja B um subconjunto de X. A 6rbita positiva de um semigrupo T(t, x) por B, y*(B), é
definida por y*(B) = {T(t,x)B; t > 0}.

Defini¢ao 1.12.3 Sejam B e C subconjuntos de X. Dizemos que B atrai C sob a agdo do semigrupo T(t, x)
se limy o dist(T(t, x)C, B) = 0. Se existir um ty > 0 tal que T(t,x)C C B para todo t > t, dizemos que B

absorve C.
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Definigao 1.12.4 Dizemos que um subconjunto B de X é invariante (positivamente invariante) sob a agio
de um semigrupo T(t,x) se T(t,x)B = B parat > 0 (T(t,x)B C B). Um conjunto invariante unitdrio

corresponde a um ponto de equilibrio de T(t, x), isto é, um ponto x € X tal que T(t, x)x = x para todo t > 0.

Definicdo 1.12.5 Um ponto de equilibrio x é dito hiperbélico se o espectro o(DyT(t, x)x) para cada t > 0

ndo intercepta o circulo unitdrio centrado na origem em C.

Definigao 1.12.6 Um conjunto invariante compacto A é dito um conjunto invariante compacto maximal
se todo conjunto invariante compacto de T(t,x) estd contido em A. Um conjunto invariante compacto

maximal A é dito ser um atrator global se A atrai cada subconjunto limitado B C X.

Definicao 1.12.7 Um semigrupo T(t,x) é dito assintoticamente compacto se para qualquer subconjunto
ndo - vazio, fechado e limitado B C X, para o qual T(t,x)B C B, t > 0, existe um conjunto compacto ] C B

que atrai B.

Definicao 1.12.8 Um operador linear A em um espago de Banach X é dito um operador setorial se é um
operador densamente definido, fechado e tal que para alguns ¢ € (0,5), M > 1 e algum niimero real a, o
setor:

Sap={AeClp <largA-a)|<m, A +a}

estd contido no resolvente de A e vale a desigualdade

M
I-A7 s —— .
I L= A) IS oo YA € Sug
Seguem alguns exemplos de operadores setoriais:

Exemplo 1.12.9 Seja A um operador linear limitado em um espago de Banach X. Entdo, A é setorial.

Exemplo 1.12.10 Seja A um operador densamente definido em um espago de Hilbert (H, <, >), limitado

inferiormente e auto - adjunto. Entdo, A é setorial.

Definicao 1.12.11 Um semigrupo linear analitico em um espago de Banach X é uma familia de operadores

lineares continuos em X, {T(t)}¢ > o0, satisfazendo:
(iA))TO)=1,T(t)oT(s)=T(t+s),parat > 0es >0,

(ii) T(t)x — x quando t — 0%, para cada x € X,

(iii) A aplicacido t — T(t)x é real analitica em 0 < t < oo, para cada x € X.
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Defini¢do 1.12.12 O gerador infinitesimal L do semigrupo T(t) é definido por
Lx = lim 1(T(t)x - X)
0+ ¢ ’
sendo D(L) o conjunto dos x € X para os quais tal limite existe em X.

Observagio 1.12.13 E usual denotar T(t) = el

Teorema 1.12.14 Se A é um operador setorial, entio -A é o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico

{e™)5 0, onde

e At = L, f AL+ A)leMdn,
27 Jr

sendo T um contorno em p(—=A) com arg(A) — +6 quando | A | — oo para algum 6 € (%, m).
Além disso, e~At pode ser estendido analiticamente a um setor {t € C \ {0}]| | arg(t) | < €} contendo o

eixo real positivo e se R(a(A)) > a, isto é, R(A) > a sempre que A € a(A), entdo para t >0 :

7

_ _ _ Co _
e ||< Cle™ e || Ae™ || < =20t
t

sendo C1 > 0 e C > 0 constantes dadas por
f et | ldu | |
| |

1+M
= Lrd
- fr|e [l du |,

onde M é a constante que aparece na Defini¢do(1.12.8

Finalmente, Ee —Ae A parat > 0.

Demonstragio: Ver [11]], Teorema 1.3.4.

1.13 Poténcias fraciondrias de operadores setoriais

Nesta secdo, definimos as poténcias fracionarias de operadores setoriais como em Henry [11]

e apresentamos suas principais propriedades.

Defini¢do 1.13.1 Seja A um operador setorial com R(c(A)) > 0, entdo para qualquer a > 0, definimos:

1 +00 1A
= —— -t~ gt
il

onde I denota a fungido Gama dada por I'(ar) = fooo x¥le=¥dx.
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Teorema 1.13.2 Se A é um operador setorial em X com R(c(A)) > 0, entdo para qualquer o > 0, A= é
um operador linear limitado em X, injetor, que satisfaz A~*A~F = A~@*P) sempre que a« > 0, p > 0. Além

disso,se 0 < a < 1,

. +00
A = sm:w‘) f A" (AL + A)LdA.
0

Demonstragio: Ver [11], Teorema 1.4.2.

Definicao 1.13.3 Seja A como no Teorema (1.13.2} Definimos A%, a inversa de A™%, para a > 0, com
D(A%) = R(A™*) e A° =1, onde I é a identidade em X.

Teorema 1.13.4 Suponha que A é um operador setorial com R(a(A)) > 6 > 0. Entdo, para a > 0, existe

uma constante 0 < C, < oo tal que
| A% 4 || < Cot™%™, t >0,

onde, se Cy é a constante no Teoremal|l.12.14

Col'(@), se0<a<1;
Ca =14 (Com)", sea =m=1,2,3...;

CnCp2™F, sea =m+p>1,meN", 0<p <1,
e,se0<a < 1exeD(AY),

1
I =Dxll< —Crat | A%l

Além disso, C, é limitada para o em qualquer intervalo compacto de (0, +oc0) e C, depende do setor e da

constante M na desigualdade do resolvente para A (C, é também limitada quando o — 0%).

Demonstrag¢io: Ver [11], Teorema 1.4.3.

Teorema 1.13.5 Se 0 < a < 1ex € D(A), entdo || A%x ||< C || Ax ||%] x [|'™%, o que implica que

—Q

| A% ||< ae || Ax || +(1 — a)Cﬁe(H) Il x |I, Ve > 0, onde C > 0 é uma constante independente de o

dada por:
4Cq

17

(t)

C=
sendo Cy a constante no Teorema|1.12.14
Demonstracgio: Ver [11]], Teorema 1.4.4.
Definicdo 1.13.6 Se A é um operador setorial em um espaco de Banach X, definimos para cada a > 0,

X* = D(AY), com a norma do grifico,

Il x lla =1l Afx |l, x € X,
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onde A1 = A + al, com a escolhido tal que R(c(A1)) > 0.

Teorema 1.13.7 Se A é um operador setorial em um espago de Banach X, entdo X* é um espago de Banach
comanormal| - ||, paraa > 0, X0=Xe paraa > B > 0, X% é um subespago denso de XP com inclusdo
continua. Se A tem resolvente compacto, a inclusio X* C XP é compacta quando a > > 0.

Além disso, se A1 e Ay sdo dois operadores setoriais com mesmo dominio, R(c(Aj)) > 0,j=1,2e¢,
(A1 — A2)AT? € limitado para algum o < 1, entio se X‘? = D(A‘j), (j =12, Xf = Xg com normas

equivalentes para 0 < B < 1 e esta equivaléncia depende apenas dos setores e das constantes My e M na

Definigio[1.12.8|associados a Ay e As.

Demonstracgio: Ver [11], Teorema 1.4.8.

Definicao 1.13.8 Seja QO C IR". Dizemos que C tem a propriedade da extensido C™ se existe uma extensio
E : C"(Q) — C"(R") de modo que E(¢) restrita a Q é ¢ e para as normas de quaisquer dos espacos C* ou

Wi <vk<mlc< g < 00), existe uma constante B > 0 com,

B I plla<ll E@) llre < Bl ¢ llo,

onde || - |l denota a norma em C"(Q) ou WrI(Q) e || - I+, @ norma em C*(R") ou W4 (IR™).

Teorema 1.13.9 Suponha que QO C IR" é um aberto com a propriedade da extensido C™ e A é um operador
setorial em X = [P(Q), 1 < p < oo, com D(A) = X! ¢ W"P(Q) para algum m > 1. Entdo, para

0<ac<l,
X% ¢ WM(Q), quando k — g < ma — g, qg>0p,
X*cC'(Q), quando 0 < v < ma — &,

p

Demonstracgio: Ver [11], Teorema 1.6.1.

1.14 Problema abstrato

Esta secdo contém resultados sobre existéncia e unicidade de solu¢do para um problema
abstrato envolvendo operadores setoriais e sobre existéncia e continuidade de atratores globais

para semigrupos. Utilizamos como referéncias Hale [10] e Henry [11].
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1.14.1 Teorema de existéncia e unicidade local

Consideremos a equagdo ndo linear:

dx
L+ Ax = f(t,x), t >t
dt f( ) 0 (1‘7)

x(tO) = Xo,
onde A é um operador setorial tal que as suas poténcias fraciondrias estdo bem definidas e, os
espagos X* = D(A{) com a norma do gréfico || x [l,=|| Afx || sdo definidos para @ > 0. Suponha
que f : U C Rx X* — X, U um conjunto aberto, 0 < a < 1 e f é localmente Holder continua

em t e localmente Lipschitz em x pertencentes a U. Mais precisamente, se (t,x1) € U, existe uma

vizinhanga V C U de (t1,x1), tal que para (¢,x), (s,y) € V,

I ft,x) = fy) < LAt=s10+ 11 x=ylla),

para constantes L >0 e 6 > 0.

Defini¢io 1.14.1 E]Uma solugdo do problema de Cauchy (ou problema de valor inicial) em (to, t1) é
uma fungdo continua x : [to, t1) — X tal que x(tp) = xo e, em (to, t1), temos (t,x(t)) € U, x(t) € D(A),

existe %, a aplicagdo t — f(t, x(t)) é continua em [to, t1) e, a equagdo diferencial é satisfeita em (to, t1).

Lema 1.14.2 Se x é uma solugio de (|1.7) em (to, t1), entdo

t
x(t) = e Aty + f e~ M9 £(s, x(s))ds. (1.8)

fo

Reciprocamente, se x é uma fungio continua de (to, t1) em X* com ft;0+p Il £(s,x(s)) |l ds < oo para algum
p > 0 e se a equagio integral vale para ty < t < t1 entdo, x é uma solugdo da equagdo diferencial

em (tOI f )

Demonstragio: Ver [11], Lema 3.3.2.

Teorema 1.14.3 Sejam A um operador setorial e f : U — X, U um subconjunto aberto de R x X¢,
0 < a <1, félocalmente Holder continua em t e localmente Lipschitziana em x. Entdo, para qualquer
(to,x0) € U, existe T = T(tg,x9) > 0 tal que a equagdo diferencial tem uma tinica solugdo x em

(to, to + T) com valor inicial x(ty) = xo.

Demonstragio: Ver [11]], Teorema 3.3.3.

“Tal definigdo se encontra em Hale [10] e ¢ devida & Miklavcic M. (1985). Stability for semilinear equations with non

invertible linear operator. Pacific Journal of Mathematics, 118, 199 - 214.
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Teorema 1.14.4 Sejam A e f como no Teorema |1.14.3| e suponhamos que para todo conjunto fechado
limitado B C U, a imagem f(B) é limitada em X. Se x é uma solugdo de em (to,t1) e t1 é maximal -
ndo existe solucdo de em (to, t2) com to > tq - entdo, ou t; = +o0 ou existe uma sequéncia t,, — t;—

quando n — oo tal que (t,, x(t,)) — JU.

Demonstragio: Ver [11], Teorema 3.3.4.

Teorema 1.14.5 Sejam A e f como no enunciado do Teorema e suponhamos também que A tem
resolvente compacto e f aplica todos os conjuntos da forma R* x B ¢ U c R x X%, com B fechado e
limitado, em conjuntos limitados de X. Se x(t; to, Xo) € a solugdo da equagio diferencial em (tp, c0) com
I x(t; to, x0) lla permanecendo limitada a medida que t — +oo, entdo { x(t; to, X0)}¢ >+, estd em um conjunto

compacto em X“.

Demonstragio: Ver [11], Teorema 3.3.6.

1.14.2 Sistemas gradientes
Definicao 1.14.6 Sejam X um espago de Banach, T(t) um C" - semigrupo e E, o conjunto de pontos de

equilibrio de T(t). Definimos para x € E :

(i) W'(x) = {y € X : T(—t)yestd definido parat > 0e T(—t)y — xquandot — oo}, 0 conjunto instdvel de

X.

(ii) Se x é um ponto de equilibrio hiperbélico, existe uma vizinhanga U de x tal que W) = {y €
WH(x), T(-=t)y € U, t > 0} é uma subvariedade de X.

(iii) Wé(x) = {y € X : T(t)y — xquandot — oo} é o conjunto estdvel de x.

(iv) Se x é um ponto de equilibrio hiperbdlico, existe uma vizinhanga U de x tal que W; = = {y €

We(x), T(t)y € U, t > 0} é uma subvariedade de X.

Definicao 1.14.7 Um semigrupo fortemente continuo T(t) : X — X, t > 0, de classe C", comr > 1, é

um sistema gradiente se,

(i) Cada 6rbita positiva limitada é pré-compacta.
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(ii) Existe uma fungdo de Lyapunov para T(t), isto é, existe uma fungio continua V : X — R com as

seguintes propriedades:
(1) V(x) é limitada inferiormente;
(2) V(x) — oo quando | x| — oo;
(3) V(T(t)x) é decrescente em t para cada x € X;

(4) Se x é tal que T(t)x estd definida parat € Re V(T(t)x) = V(x) para t € R, entdo x é um ponto de
equilibrio.

Neste caso, dizemos que T(t) é um C" - sistema gradiente.

Teorema 1.14.8 Se T(t),t > 0, é um sistema gradiente, assintoticamente compacto e o conjunto de

equilibrios E é limitado, entdo existe um atrator global A para T(t) e
A =WHUE) ={y € X : T(~t)yestd definido parat > 0e T(—t)y — E quandot — oo}.

Se X é um espago de Banach, entiio A é conexo. E se, além disso, cada elemento de E é hiperbélico, entiio E é
um conjunto finito e,

A = Uree W4 ().

Demonstragio: Ver [10], Teorema 3.8.5.

Definicao 1.14.9 Uma familia de subconjuntos {Ax} en de um espago métrico (X, d) é dita semicontinua
superiormente em Ag se distg(Ax, Ay,) = SUP, eq, d(xp, Ap,) — 0 quando A — Ag. {Ap}ren € semi-

continua inferiormente em Ag se disty(Ay,, Ax) = SUPycq, d(x, Ay) = 0 quando A — Ay.
0

Lema 1.14.10 Seja {A)}rea uma familia de subconjuntos de X.

i) Se para A, — Ao, quando n — oo, temos que toda sequéncia {x,,} com x,, € Ay, tem uma
subsequéncia convergente com limite pertencendo a A, entdo {A)} en € semicontinua superiormente
em Ag. Reciprocamente, se {A )} e é semicontinua superiormente em Ag e A, — Ag quandon — oo,
qualquer sequéncia {x,,} com x,, € A,, tem uma subsequéncia convergente com limite pertencendo

LZ\AAO.

ii) Se A, é compacto e para qualquer x € Ay, e Ay = Ag quando n — oo, existe uma subsequéncia
An, = Ao quandok — oo, e uma sequéncia {xAnk} comxy, € A Ay, qUe converge para x, entdo {Artien

é semicontinua inferiormente em Ag. Reciprocamente, se {A)} en € semicontinua inferiormente em
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Ao, Aw = Ag quando n — oo e x € A, existe uma subsequéncia A,, — Ao quando k — oo e, uma

sequeéncia {x,, } com x,, € Ay, que converge para x.

Demonstragio: Ver [5], Lema 1.2.2.

Teorema 1.14.11 Sejam X um espago de Banach e para 0 < € < €, {Te(t)}+>0 uma familia de semigrupos

em X. Suponhamos que as seguintes hipéteses sobre Te(t), € € [0, €}, sejam vilidas:

(H1) To(t) é um C! - sistema gradiente, assintoticamente compacto e as érbitas de conjuntos limitados sio

limitadas.

(H2) O conjunto Eq de pontos de equilibrio de To(t) é limitado em X.

(H3) Cada elemento de Eg é hiperbélico.

(H4) Para cada € # 0, Te(t) é um C' - semigrupo e existe uma vizinhanga Uy de Ay independente de € tal

que Te(t) possui um atrator local Ae que atrai U.

(H5) Se Ec¢ é o conjunto de pontos de equilibrio de Tc(t), entdo existe uma vizinhanga Wy de Eg tal que

Wo N Ee = {}p1e, ..., PN} onde cada pje, j =1,...,N, é hiperbélico e pj. — ¢; quando € — 0.

(H6) d(W" ($;), W

loc

(¢je)) — 0 quando e — 0.

(H7) Para quaisquer 11> 0, to > 0,7 > 0, existem 6" e € tais que
| Te()ye — To(t)x lIx < n para to <t < 70
desde que x € Ao, Ye € Ae, | ye —x |Ix < 6"

*

Entao, a familia de conjuntos {A¢; 0 < € < €} é semicontinua inferiormente em € = 0.

Demonstrag¢io: Ver [10], Teorema 4.10.8.
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1.15 Variedades Riemannianas

Por fim, apresentamos alguns conceitos fundamentais sobre variedades, conforme Gorodski
[8], com foco em resultados para variedades riemannianas encontrados em Aubin [3] e Chavel [6].

Seja M um espaco topoldgico.

Definicao 1.15.1 Uma carta local de M é um par (U, ¢), onde U é um subconjunto aberto de M e ¢ é
um homeormorfismo de U sobre um subconjunto aberto do R". Uma carta local ¢ : U — R" introduz

coordenadas (x1, ..., x,) em U, ou seja, as fungdes componentes de o.

Defini¢do 1.15.2 Um atlas topolégico para M é uma familia de cartas locais de M, {Uy, §o}, onde a
dimensdo n do espago Euclidiano é fixa, tal que U,U, = M. Se M admite um atlas, dizemos que M é uma

variedade topoldgica.

Definicio 1.15.3 Um atlas de classe C* (respectivamente, suave - C*°) é um atlas cujas cartas locais

satisfazem a sequinte condi¢do de compatibilidade:

g 0 ' Pa(Ua N Up) — p(Us N Up)

é C* (respectivamente, suave - C*) para todos a, B.

Definicio 1.15.4 Um atlas de classe C* A define uma nogiio de fungio C" (r < k) em M, isto é, uma fungio

f:M—>RéC se fop!:p(U) — RéC para toda carta local (U, ) € A.

Definigao 1.15.5 Dois atlas de classe C* A e B para M sio equivalentes se as cartas locais de um sio

compativeis com as do outro, ou seja, ¥ o ¢t é C* para toda (U, p) € A, (V, 1) € B.

Definicio 1.15.6 Uma estrutura diferencidvel C* em M é uma classe de equivaléncia [A] de atlas de classe

Ckem M.

Definigao 1.15.7 Uma variedade diferencidvel C* é uma espago topolégico M, Hausdorff e que admite uma

base enumerdvel, munido de uma estrutura diferencidvel Ck Al

Definicio 1.15.8 Sejam M e N variedades diferencidveis CK. Uma aplicagdo f : M — N é dita diferencidvel
C" (r < k) se para cada p € M, existem cartas locais (U, ¢), (V,) de M e N em torno de p e f(p),
respectivamente, tais que f(U) C Ve o fod™: p(U) — (V) éC'.

Definigio 1.15.9 Seja M uma variedade diferencidvel C* (k > 1) de dimensdo n e fixe p € M. Suponha que

[A] é um atlas que determina a estrutura diferencidvel C* de M. O espago tangente de M em p é o conjunto
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TpM de todos os pares (a, p) - onde a € R" e (U, ¢) € A é uma carta local em torno de p - quocientado pela

relagio de equivaléncia

(a,¢) ~ (b, V) se, e somente se, d(y o (p‘1)¢,(p)(g) =b.

Vamos denotar a classe de equivaléncia de (a, p) por [a, ¢]. Cada classe de equivaléncia é denominada um

vetor tangente em p.

Notemos que para uma carta local fixa em torno de p, a aplicagdo
a€R" — [a,¢] € T,M

¢ uma bijecdo de modo que podemos transferir a estrutura de espaco vetorial de R" para T,M com
dimT,M = dimM.
Sejam (U, ¢ = (x1,...x;)) uma carta local de M e {ey, ..., e,} a base candnica de R". Os vetores

coordenados em p com respeito a essa carta sdo definidos como

d

a_xilp = [ei/ (P]

Segue que {a%llp, .y %Ip} ¢ uma base de T,M.

Definicio 1.15.10 Seja M uma variedade diferencidvel CK (k > 1) e p € M fixo. Para cada vetor tangente
v € TyM da forma [a, p], onde a € R" e (U, ¢) é uma carta local de M e para cada f € C*(U), definimos a

derivada direcional de f na direcdo de v como o niimero real

o(f) = d(f o ¢ (@)

Defini¢io 1.15.11 Seja f : M — N uma aplicagio de classe C" entre variedades diferencidveis C* (k > 1).
Fixe p € M e cartas locais (U, ¢) de M em torno de p e (V,{) de N em torno de q = f(p). A diferencial ou
mapa tangente de f em p é a aplicagdo linear df, : T,M — TN dada por

[a, ] = [d( o f 0 ¢ )gn(@), Y.

Definicio 1.15.12 Seja M uma variedade diferencidvel C*. Um campo vetorial é uma aplicagio X : M —

TM = UpepmTpyM com 1t 0 X = id onde 7 é a projegio natural de TM em M: m(v) = psev € T,M.

Consideremos a unido disjunta TM = UyepmT,M. Podemos tomar os elementos de TM como
classes de equivaléncia de triplas (p,a,¢) onde p € M, a € R" e (U, ¢) é uma carta local de M tal

quep € Ue,
(p,a,¢) ~(q,b,1) se,esomentese, p=ged(yo ¢_1)¢(p)(a) =b.
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Existe uma proje¢do natural 7 : TM — M dada por nt[p,a,¢] = p e, n‘l(p) = TyM. A seguir,
estabeleceremos uma topologia e uma estrutura diferencidvel C* (k > 1) em TM, obtendo uma
variedade denominada fibrado tangente.

Seja {(Uy, @o)} um atlas de classe Ck(k > 1) para M. Para cada a, ¢p : Uy — ¢a(Uy) €
um difeomorfismo e, para cada p € Uy, d(¢a)y : TyUy = T,M — R" é o isomorfismo que leva

[p,a,¢] — a. Defina

qsa : n_l(ua) - (Pa(ua) xRR", [p,a,¢] > (Qba(p)/ a).

Segue que (f)a é uma bijecdoe (;Ba (r~Y(U,)) é um subconjunto aberto de R?". Assim, cada sistema de
cartas locais (x1, ..., ;) em um aberto de M induz um sistema de coordenadas locais (xq o T, ..., x;; ©

1, dx1, ...,dx,) em TM|y. Neste ponto, podemos falar em campo vetorial suave.

Defini¢ao 1.15.13 Uma métrica Riemanniana em uma variedade suave M associa a cada p € M um
produto interno g, em TyM. Tal métrica é C* no seguinte sentido se X e Y sio campos de vetores suaves

em M, entdo g,(X,Y) é uma funcdo real C* em M.

Definicio 1.15.14 Uma variedade Riemanniana é um par (M, §) onde M é uma variedade diferencidvel C*

e §, uma métrica Riemanniana.

Sem perda de generalidade, no que segue, vamos admitir que M é uma variedade suave.

Definigio 1.15.15 Dada uma funcio real C¥, f, em (M, g), definimos o gradiente de f, grad f, como sendo

o campo vetorial em M para o qual
g(gradf,v) = v(f).

para todo v € TM.

Enquanto a diferenciabilidade de fun¢bes em variedades é naturalmente determinada pela
estrutura diferencidvel inerente, a diferenciabilidade de campos vetoriais ndo é naturalmente
determinada mas envolve a escolha de uma conexdo, isto é, uma regra que associa a cada p € M,

v € TyM e campo vetorial C! X definido numa vizinhanga de p, um vetor V,X em T,M satisfazendo
Vo(X +Y) = Vo(X) + Vo(Y), Vo(fX) = v(f)X(p) + f(p)VoX

onde X, Y sdo campos vetoriais ct, f é uma fungdo real C!, todos definidos em uma vizinhanca de
p- O vetor V,X é conhecido como a derivada covariante de X com respeito a v.

A métrica Riemanniana determina uma tinica conexdo, chamada conexdo de Levi - Civita,
quando exige-se que

VoY - VoX = [X,Y],

com [, ] o colchete de Lie, para todos X, Y campos vetoriais Clem M.
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Defini¢io 1.15.16 Dado um campo vetorial Ck X,k > 1, em (M, ), definimos a fungio real divergéncia de
X, divX, como
(divX)(p) = trago(v — V,X)

onde v varia por T,M.

Definicio 1.15.17 Para quaisquer campo vetorial CX,k > 2, e fungio f em (M, g), definimos o Laplaciano
de f, Af, como
Af = div(gradf).

Agora, para uma dada métrica Riemanniana g, defina:

ol 9N G e ol = (o
8ij —g(axi/ ng)/ G= (81])/ G —(g )-

Entdo, em coordenadas locais,

~df\ o
gradf = Z (gZ](?_xj) -
i,j !

1 d (. of
Af = Mza—xi(g]\/detGa—xj). (1.9)

i,j



Capitulo 2

Perturbacdo do Laplaciano por variacao

de dominios

Neste capitulo, consideramos o operador linear (—A + al) : H}(Q) — H™}(Q) definido em uma
regido fixa Q C IR? com fronteira Lipschitz e 2 € R uma constante positiva. Perturbamos a regido
fixa Q por uma familia de fun¢des que convergem a identidade de Q na norma C**,0 < & < 1, mas
ndonanorma C! e, através da técnica desenvolvida por Henry em [12], passamos a perturbagio ao
operador e mantemos o dominio fixo. O problema e a metodologia sdo introduzidos na primeira
secdo. Na segunda segdo, obtemos um resultado de ndo convergéncia dos operadores perturbados
para o operador original em H1(Q); tal convergéncia pode ser utilizada para assegurar a con-
vergéncia do espectro e da porgdo linear. A terceira segdo, entdo, introduz uma nova abordagem
para o problema, por meio da qual garantimos a convergéncia dos “novos” operadores assim
obtidos num sentido conveniente e, demonstramos também que tais operadores sdo setoriais em
espagos adequados. O objetivo do capitulo é de fato atingido na quarta se¢do, onde a partir de
uma convergéncia especifica dos operadores, conseguimos demonstrar a convergéncia no sentido
da norma dos resolventes. Por fim, na quinta e tltima se¢do, provamos que o “novo” operador
é na verdade o operador de Laplace - Beltrami na variedade riemanniana () com uma métrica

determinada.

41
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2.1 Introducdo: o problema e a reducao a um dominio fixo

Sejam Q =]0,1[x]0, 1[Cc IR? o quadrado unitdrio, um dominio com fronteira Lipschitz, a uma
constante positiva, f,¢ : R — IR fungdes reais e consideremos a seguinte familia de problemas

parabdlicos semilineares com condi¢oes de fronteira de Neumann ndo - lineares:

u(x, t) = Au(x, t) —au(x, t) + f(u(x, t)), x € Qe t >0,

Mt t 9Qe,t >0 &1
w('xl ) - g(u(x/ ))/ X € e, L > U,
sendo Q¢ = h(Q) e ke : Q — R? uma familia de difeomorfismos dados por
he(x1,x2) = (x1, %2 + @(x2, €) sin(x1/€)), 0 <€ <€, €9 >0, (2.2)

com ¢(x2, €) regular o suficiente e tal que
(i) (0,€) =0,
(i) p(Le) =¢,
(iii) gT(Pz — 0 uniformemente em x; € [0,1] quandoe — Oe,
(iv) ||(p(x2, e)zelz”Lz(Q) — 0 quando € — 0.

A Figura 2.1 ilustra a imagem de () pela perturbacéao h..
Por exemplo, a fungdo @(x,€) = x2€27%2 atende a essas hipéteses.

Com efeito,
(i) ¢(0,6)=0-€*=0.
(i) p(l,e) =11 =e.

sy O - — .
(iii) %(xz, €) = €772 — xpe272 In(€), que converge a zero uniformemente quando € tende a zero,

lembrando que 0 < xp < 1.

2 1 4
: 21 _ (Y4aang _ 33 _ 1 _ 1 _ _3 _ _3
(i) [|pea, ) e2||L2(Q) = |y e = HETE - e~ ThEr ~ e ~ Tme ermo que

converge a zero quando € tende a zero.

E importante notarmos que as perturbagdes . em (2.2), diferentemente do que ocorre no

trabalho [4], ndo convergem para a identidade de (), idg, na norma CY(Q). Para tanto, basta

I(xa+p(xa.€) sin(xi/€) _

T @(x2,€) cos(x1/ e)%, e tal derivada ndo tende a zero. E possivel

verificarmos que
mostrar que ke convergem para idg na norma C°(Q), quando € converge a zero, usando o Teorema

do Valor Médio e as condigdes (i) e (iii) sobre @(x2,€). Se 0 < % < xp,
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1 he(z,1)
he(z,9/10)
he(x,4/5)
r,7/10)
z,3/5)

(
(
(s
he(:
he(2
he(z,1/2)

he(€2)

Figura 2.1: Imagem do quadrado unitdrio pela perturbacéo /.

Il he(x1, x2) — ida(x1, x2) o) =

IA

IA

IA

IA

De fato, he convergem para idg na norma C%#(Q) para 0 < a < 1. Isso porque, se 0 < @ < 1,

| he —iday ”CW(Q) | he — idq ”CO(Q) + sup

(x1,%2) # (%1,%2) €Q

= |l he —idg llcoqy + sup

(x1,x2) # (%1,%2) € Q

= |l he —idg llcoqy + sup

(x1,%2) # (%1,%2) €Q

IA

| he —idq |lcoq) + sup

Il (0, p(x2, €) sin(x1/€)) llco)

max | @(x,€)sin(xq/€) |
(x1,x2)€Q

max X, €
(xl,xz)egl@( 2,€)]

max | p(x2,€) — @(0,€)|

(xlrx2)€

(%,
max ‘ P(X,€)
(x1,%2)€Q QXQ

x|

‘ dp(X2, €)
max _—
@x)eQ|  dx

0, quando € — 0.

(he — idq)(x1, x2) — (he — idq)(X1, X2)|

(1, x2) — (%1, X2)|*

(0, p(x2, €) sin(x1/€)) — (0, p(X2, €) sin(X1/€))|

|(x1/ x2) - (ilr £2)|a

lp(x2, €) sin(x1/€) — p(X2, €) sin(¥y /€|

le(sin(x1/€) — sin(¥1/€))|

(x1,00) # (F1,%2) €Q |(x1, x2) — (%1, %)

IA

| he —idq llcoq) + sup

2e

(r102) # () e (01, X2) = (R, )1

(x1, x2) — (%1, X2)|*

Observamos que o(:, t) satisfaz (2.1) em €. se, e somente se, u(-, t) = hz(v(-, t)) (isto é, u(x,t) =
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v(he(x), t)) verifica:

ur(x, t) = WA B tu(x, t) — au(x, t) + f(u(x, b)), x€Q,t>0,

e Ne

. (2.3)
W u(x, t) = g(u(x, b)), x€dQ, t>0,

onde hz A i u(x, 1) = Aq,(u o 1) (he(x)) e W g-he u(x) = g5t 0 ) (he(x).

No que segue, verificaremos que ndo converge para o pri)blema no dominio fixo quando
€ tende a 0. E mais, o limite depende da particular familia de difeomorfismos k. considerada. Isso
ocorre, pois quando trazemos o problema para o dominio fixo, introduzimos a distor¢do gerada
pela familia. Posteriormente, demonstraremos que, a partir de uma modificagdo apropriada, a
nova familia de problemas assim obtida de fato converge para o problema no dominio original
com um determinado fator multiplicando a ndo - linearidade g. Tal mudanga é feita de modo que
o pull - back do operador Laplaciano gere o Laplaciano Riemanniano, como demonstraremos no
fim deste capitulo.

Se he(x) = he(x1, x2) = ((he)1(x), (he)2(x)) = (1, y2) = y, de acordo com a expressdo na Secao

8 do primeiro capitulo, obtemos parai =1, 2:

J 2 ou
| =V )=
(he 3 u) ®) ]Z; b0 3 (0

com bfj a i, j entrada da inversa transposta da matriz jacobiana de he:

1
—p(x2, 6)605(x1/€)g
1 1+ 8(P( n(x1/€)
o xz,le)sm xi/€) |
0
1+ 8—(P(x €)sin(xy/€)
7 2, 1
isto é,
1
—@(x2, €)cos(x1/€)=
b =1, by, = (P; 2o , by =0, by = F) - ) (2:4)
1+ 52 (xa, €)sin(x1 /e) 1+ 7Z2(xp, €)sin(x1/€)

Consideremos o operador em H‘l(Qﬂ
Ae == (-HAQ B! + al)

com dominio D(A,) = H'(Q). Denotaremos por A o operador nao perturbado (—Aq + al).

'E importante salientar que estamos denotando o dual topolégico de H'(Q2) como H™}(Q), apesar da Definigao[1.2.5



2.2 A ndo convergéncia dos operadores perturbados para A 45

2.2 A ndo convergéncia dos operadores perturbados para A

O objetivo desta segdo é mostrar que, em geral, os operadores A ndo convergem fortemente
ao operador A quando considerados em H™1(Q). Mais exatamente, existem u,1) € HY(Q) tais que
< Aeu, Y >_11-»< Au, ¢ >_11 quando € — 0. De fato, observamos que o operador limite dos
A¢ depende da particular transformagdo k. e ndo apenas de suas imagens Q. = h.(Q); diferentes

familias de difeomorfismos {/i¢}¢ >0, com as mesmas imagens, geram limites distintos.

Apenas como ilustracdo e por simplicidade dos calculos, primeiramente vamos considerar o
operador h. em (2.2) com ¢(x2,€) = x2¢, fungdo que satisfaz tdo somente as hipdteses (i) a (iii)
acima listadas. A inversa transposta da matriz jacobiana de /¢ nesse caso é:

—xpc0s(x1/€)
1+ esin(x1/e€)
1
1 + esin(x1/€)
e podemos escrever o operador perturbado como A = C¢ +al + L, onde

du 8)

[ du
Ce = —div a + blza (b b%z)a b12 ax1
e L. é o operador diferencial de primeira ordem:

_ b ou . 9 Ou
© O Ixg 29x, Oxy’

com b;; definidos conforme as expressdes em (2.4).

A parte divergente na forma fraca é dada pelas integrais:

(Cett 911 = 8x1( bi‘ )ix 25)
R 5 i 06
[ %axlm—”b( \ix @7
¥ fQ (1?:;21(&11//?))2 %(x)_w(x)dx 2.8)

f L oug, >—"”< \ix. 2.9)
Q

(1 + esin(xq/€))? 8x2
Enquanto a outra parte (de primeira ordem) do operador é dada por:

(Let, P)-11 = L __wstafe) ou e (X)W (x)dx (2.10)

1 + esin(x1/€)

. f xpc0s%(x1/€)  du
o)

(1 + esin(x1/€))? dxz

S— ()P (x)dx. (2.11)
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Sejam C, o operador dado pela soma dos termos e e Aq, o laplaciano em H™1(Q) com

dominio H'(Q) e condicdo de fronteira de Neumann homogénea. Temos que:

, 3 ou , oy 1 ou , oY
(Cmaaduan = [ SEw s fQ T T s
- L —Aqu(x)P(x)dx
3 1 ou , oY
"tﬁ u+amuuaﬁ_1%ﬂ?”55“mx
e,
1 ) w 3y
L ((1 + esin(x1/€))? 1) 83@( Y g W] 4 = €(€) 8x2 12(Q) ‘ oxy 1)

onde C(€) é uma constante que converge a zero quando € tende a zero afinal, 1 + esin(x/e) — 1
uniformemente quando e — 0. Portanto, o operador C. converge para —Aq em £(H'(Q), H1(Q)).

Quanto a e , ambas as integrais tendem a zero, pois cos(x1/€) converge a zero fraco*
em L®(R) pelo Teorema de Convergéncia na Média (Ver o Teorema([I.5.7). Com efeito, é suficiente

estudarmos uma delas, no caso, (2.7),

—xpc08(x1/€) du , OY 1 1 —x ou, oyP
fm(;xl( )_( )dx—f(; cos(x1/€) (\fo‘ ma—m(ki)a—xz(ﬁc)dﬁcz)dxl.

Para aplicar o Teorema de Convergéncia na Média, devemos verificar que a fun¢ao

1 - P
Pe(x1) = f #3—” x)a—;l;(x)dxz

o 1+ esin(xq/€) dxy
estd em Ll(O, 1).

Xy du, oY

2o 2 ()2¥ (x)
1+eszn(x1/e) dxy ' dxp

1+ eszn(x1 /€) dxq

IA

dxzdx1

d
(x)a—i(x)dxzdxl

< ) dxod
= f 8x1( ) X20X1
‘ ou
<
8x1 12(Q) 8X2 LZ(Q)

usando que 0 < x < 1 e a convergéncia uniforme em € de 1 + esin(x;/€) para 1, o que nos mostra

que @¢(x1) é integravel em (0, 1). Notemos que ¢¢(x1) converge para
1
ou , Y
‘[0 _x28_x1(x)8_xz(x)dx2’

de modo que a dependéncia em € de @.(x1) ndo interfere na convergéncia de (2.7) para zero.

Agora, (2.8) é igual a

2062 3
f x5c08°(x1/€) 8u ) IP Ndx = 1 f X ( )_l’b( )dx (2.12)
0 (

(1 + esin(x1/€))? ox» 2 1 + esin(xy/€))? 8x2

1 X cos(2x1 /€) ou ,
L

" 2 1 + esin(xy/€))? axz( )—(x)d (2.13)
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Observamos que

2.12) — f %552 x)dx

usando novamente que 1 +e€sin(x;/€) — 1 uniformemente quando € — 0. E, converge a zero
por um raciocinio analogo ao empregado para as integrais e .

Com relagdo as integrais na expressdo de L., vemos que tende a zero pelo argumento de
convergéncia na média ja utilizado, mas com Nao ocorre 0 Mesmo:

f( xpc0s%(x1/€)  du —(@)yY(x)dx = 1[ X2 ()P (x)dx (2.14)
Q

1 + esin(x1/€))? dxz (1 + esin(x1/€))? <9xz
1 f X2c08(2x1/€) 8_u
Q

T2 (1 + esin(x1/€))? dxp

(0)P(x)dx. (2.15)

A integral em (2.15) converge a zero, pois cos(2x1/€) converge fraco* a zero em L*(IR) e, assim, o

argumento é semelhante ao utilizado para as integrais (2.6) e . Porém,

1 du
2.14) — Esza—m(x)gb(x)dx

afinal, o denominador em (2.14) converge uniformemente a 1.
Reunindo essas consideragdes, encontramos que na forma fraca,

0
(Aeu, Py_11 = ((-Aq +alu, Py_11 + % f x% 5” (x )a—;i(x)dx + % f()ng—;(x)gb(x)dx. (2.16)

Importante notar que a soma das integrais em (2.16) de fato ndao é nula em geral: tomemos, por
exemplo, ¥(x1,x2) = C uma fungdo constante e u(x1, x2) = cos(7xz), ambas 1 e u estio em H'(Q).

Entdo, a primeira integral é zero e a segunda,

1 du —Cn )
5 L xza—xz(x)lp(x)dx — sz sin(7txp)dxodxy

—Cnm )
= — Xp sin(7txp)dx;
2 Jo
—Cn 1
2 m
—C
5
Neste ponto, vamos considerar uma outra perturbagdo do dominio dada por he(x1,x2) =
(x1, X2 + X062 25in(x; /€)). Como j& observamos, a fungdo @(x,€) = xp€27%2 satisfaz as hipéteses (i)
a (iv) mencionadas no inicio do capitulo.

Nesse caso, a inversa transposta da matriz jacobiana de /. é a seguinte matriz:

—xpe1™2¢0s(x1 /€)
1+ €2 %2sin(x1 /€) — x0€2~22[n(€)sin(x1 /€)
1

1+ €2 22sin(xg /€) — x2€2%2In(e)sin(x1 /€)
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e, Jhe = 1+ €27 2sin(x1 /€) — x2€>*2In(e)sin(x, /€), o determinante da matriz jacobiana de h,.

(Aew, P)ag = f (hZVthZ_lu)(X)-(hZVthZ_lllf)(X)dxﬂl L u(X)(x)dx

o [ Vo 0 - 0ok ) T
Vejamos a primeira e a terceira parcelas:
[[ovarow- wven e = [ oo
p [ ) >—”[’< \ix
f (x0€!~ xzcos(le/e))z au( yid 1# Vdx
0 (Jhe) dxy " 0xy
J, s g o
c
[V 0 v how A g = [ ZETIOIEID By,
fQ x26> ler(z;(leiim(xl /o) a_u oyt
b [ SR i
. fQ —xpel" le;}}(le)cos(xl /9 o gt
N L 2x7€>" 2"2171(62;;)185961/G)Sm(xl/e) 8u( D)
N fQ —x5e>" 2x21n2(i)]Zs)(zx1/e)sm(xl/e) du P
v [ R I i
N fQ x2e*” 2@1:1}(;);03 (x1/€) a_u ( OV
) fQ —2x2et 3x21n(e()](:Z€s)2;x1 /e)sm(x1 /e) a_u v
. fo et 3len2(e)(C;3;j)(;cl /€)sin(x1 /€) a_u (x)w(x)dx

Notemos que, como Jhe = 1 + €2 2sin(x; /€) — 26272 In(€)sin(x1 /€) — 1 uniformemente, pode-
mos omitir este termo na andlise destas integrais. Por simplicidade entdo, vamos trabalhar com

os numeradores apenas.
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Observando as integrais que compde a primeira parcela, o que desejamos é verificar que, exceto
pela primeira e a tltima, as demais vao a zero quando € converge a zero. Tomemos 1 € H'(Q),

i <K'parai=1,2,

i

com max [iP(x)| < K e max
xeQ xe

I

0
x2€ 2 cos(x1/ e)g—;(x)a—i(x) 1= x2 (x) dx

dx SK’f
o)

1/2 2 \1/2
< K'(f 21 xZ)dx) (f‘ —(x) )
2 1/2
< kL= L
—21In(e) Ix1 iz
— 0 quando € — 0.
E, de forma anéloga,
1-x 2 U Y ’ &2 x)
(26" cos(x1/€)) —(x)=— () |dx < K 2 (x) dx
Q ax2 axz Q

1/2 2 1/2
u
< K 64(1_x2)dx) ( f —(x dx)
(fQ Q 8x2( )
4 \12
< K - ou x
-4 11’1(6) &Xz L2(Q)

— 0 quando € — 0.

Tais considera¢des nos mostram que a primeira e a segunda parcelas convergem as seguintes

integrais:

fVu(x)-le(x)dx+afu(x)tp(x)dx.
Q Q

Agora, quanto as integrais que formam a terceira parcela,

2675 In(esintis O oW dx < 2K [ @ Z0 00| d
0 dxo Q Ixy
1/2 ou 12 \?
< ZK(f 62(2—xz)1n2(€)dx) (f'—(x) dx)
Q Q ax2
) 4 1/2
< ZK(G In(e) — € ln(e)) ‘8_u
-2 dxo [2(Q)

— 0 quando € — 0.
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x262722In?(€)sin(x; /e)j—;(x)l,b(x) dx

I

IA

IA

e cos(x; /e)%(x)tp(x) dx

I}

IA

IA

I}

I

2x2€3722 In(€)cos(x1 /€)sin(x1 ] e)g—;(x)lp(x) dx

x§€3_2"2 In?(€)cos(x1 /€)sin(x1 / e)%(x)gl}(x) dx
1

27012 (e)

K e (0
K( fQ 62(2—xz)ln4(e)dx)1/2 ( fQ ‘j—;‘z(x)

[E0°E) et In’(e) ”Z‘ o
-2 8x2
0 quando € — 0.

2 1/2
dx)

L2(Q)

1x2

K e gtm]a
K(f 21 xz)dx)l/z (f ‘a—l(x)

1-e2 \'"? || ou
(—21n(€)) )

Ixy
0 quando € — 0.

2 1/2
dx)

L2(Q)

e hn(e)&a dx

u
z(x)

2Kf
Q

1z du
< 21<( f 23-2%2) lnz(e)dx) ( f ’—(x)
Q aldx
2 _ 6 1/2
< ZK(e In(e) — € ln(e)) ‘8_u(x
—4 8X1 L2(Q)

2 1/2
dx)

— 0 quando € — 0.
< K f 22020 2% ) | ax
- Q aX1
1/2

< K ( f 23-2%2) 1n4(e)dx) ( f ' (%)

Q

2130\ 613
< K(e In’(e) — € In (e)) 8_u(x

-4 8x1 L2(Q)

— 0 quando € — 0.
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X262 22082 (x1 /e)aa—;;(x)gb(x) dx

J;

IA

IA

I}

I}

Restam duas integrais a serem analisadas :

29(%64_3362 In(e)cos®(x1 /€)sin(x1/ e)aa—;;(x)lp(x) dx

x;e4_3x2 In%(e)cos®(x1 /€)sin(x1/ e)%(x)tp(x) dx
2

<.
Q
1/2
u
K 2(2—2x2)d) ( f ou
(‘Le g 0 ldx2 )

1-¢t |2
K(—41n<e>)

22 ou (x)

dx

aJC2

2 1/2
dx)

LN
axz

L2(Q)

0 quando € — 0.

IA

IA

IA

IA

f —x26'72In(€)cos(x1 /€)
Q

4= 3len(e) (x) dx

2K f
Q
1/2
21<( f g2(4-3x2) lnz(e)dx) ( f ‘a—”(x)
Q Q 8X2

e In(e) — €% In(e) ”2‘ T
-6 8XZ
0 quando € — 0.

1/2

2
dx)

2K

L2(Q)

du
4-3x27,,2
€ In“(e) 7% (x) |dx

<),
K(j;2 2(4-332) 4 (¢) dx)l/2 (f ‘8 ™ (x)

( In®(e) — 81n3(e)) Ju

2 1/2
dx)

L2(Q)

axZ
0 quando € — 0.

%(W(x)dx

L x%ez_zxﬂn(e)cosz(m/e)j—}i(x)gb(x)dx.

Consideremos, por exemplo, (x1,x2) =

integral é nula e, a segunda é igual a:

C uma constante e u(x1, x2) = xp. Entdo, a primeira

f x5 2n(€)cos® (x1 /€) Cdx = f 2e2- 2XZZn(cs) cos(2x1/€) Cdxydxy + f 2e2- 2"2171(6) C dx1dx;.
Q Q Q
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Vemos que para a primeira parcela pode ser aplicado raciocinio andlogo a (2.6) ou (2.7) e,

portanto, converge a zero. Quanto a segunda, afirmamos que converge a ==

2-2x; 1
Lx%ez_zlen(e)%Cdmdxz = % _62 Zx% |(1)+j(; EZ_ZXZXdez)
= g__1+ ez_zxzx|1+flﬂdx)
22 " 2@ b T J, 2Ine)
_ E __1+ 1 N 62—2x2 |1)
22  -2In(e) —4In’@E)lo
_ C(-1 N 1 N 62—1)
22  -2In(e) 4In%(e)
5 =
4

Concluimos, assim, que no caso dessa segunda perturbacdo, também nao temos a convergéncia

do operador A, para o operador A em H™1(Q).

2.3 Uma nova abordagem

Uma etapa importante em trabalhos como o nosso é a aproximacéo dos operadores I:Aq 1!,
com condic¢des de fronteira de Neumann obliquas convenientes, do operador Laplaciano com
condigdo de fronteira de Neumann nula. Como vimos, porém, nossas /., menos regulares do que
o usual, comprometem tal convergéncia.

O operador Laplaciano depende da medida adotada em (). Entdo, se tomarmos uma métrica
adequada, é possivel corrigir esse problema de néo - convergéncia dos operadores. Dessa forma,
ao invés de (2.I), vamos considerar uma familia de problemas modificados com o novo operador

sendo o Laplaciano na métrica com “peso” Jhe(x)dx, isto €,

up(x, 1) = Jhe(hg' () (Aa.u(x, £) — au(x, ) + f(u(x, 1), x € Qe t>0,
iy (2.17)
w(x, ) = g(u(x, 1)), x € dQe,t>0.

O operador Jhe(hz1(x))Aq, é, de fato, o Laplaciano em Q. munido de uma nova métrica g,
definida por
(X, Yy, = (Jh'X(W), Y(), X, Y € T,(Qe),

sendo (-, -) a métrica candnica em ().

Os coeficientes g;; da nova métrica sdo dados por

Jd 0 d d
i={am == =t (==, ) = sy
8ij <8yi 8yj>h€ J <9yi 8y]-> J j
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Segue que a matriz G := (g;j) = Jhz'dg, e detG = (Jhz')?. Utilizando 1i na Secdo 15 do Capitulo

1, temos que a expressdo do Laplaciano nessa métrica em coordenadas candnicas é a seguinte:

_180)_ 1 Pv 1

At Ih128y (]h1 e ) T et g T

Nosso propésito é demonstrar a existéncia e continuidade da familia de atratores para (2.17) e

que (2.17) converge em um determinado sentido para o seguinte problema limite :

up(x, t) = Au(x, t) —au(x, t) + f(u(x, t)), x€Q,t>0,
ou (2.18)
W(X’ t) = g(u(x, t)u, x€dQ,t>0,

onde, se Iy, I, I3 e Iy denotam os quatro segmentos que compdem a fronteira do quadrado, mais
exatamente, [ = {(x,1)|0 < x1 <1}, L = {(1,x)]|0 < xp < 1}, I3 = {(x,0)]0 < x1 < 1},
I4 ={(0,x2)|0 <xp <1}, aconstante p éigualalem b, lzelye, u=Mz(p) = 1 fo Wdy,
a média da fungdo 7 - periddica p(y) = \/Wsz(y), com p(x1/€) = Joohe na porcdo oscilante da
fronteira I;. De fato, mostramos que u pode ser interpretado essencialmente como o limite de

|Jaohe| quando € converge a 0.

Se v(-, t) € uma solugdo de (2.17) na regido perturbada (). entdo, para cada €, u(x, t) = v(he(x), t)

satisfaz o problema em Q,

ug(x, t) = ]he(x)(hZAgehz‘lu(x, t) —au(x, 1)) + f(u(x,t)), x€Q,t>0,
. (2.19)

=1 _
‘N W u(x, t) = g(u(x, b)), x €90, t>0.

Agora, multiplicando 1} por uma fungdo ¢ suave em Q e, colocando na forma integral,

f u(x, t)p(x)dx = L hZAgehZ_lu(x, H(x)Jhe(x)dx — L au(x, t)p(x) Jhe(x)dx + L flu(x, t)p(x)dx, xe€Q,t>0,

e
20 “ONq,

¢ ux, Hp(x)do(x) = LQ g(u(x, H)p(x)do(x), x €I, t>0.
(2.20)

Neste ponto, podemos definir uma solucéo fraca do problema (2.19), transformando a integral
fQ heAq B u(x, H)(x) Jhe(x)dx em outra que ndo contenha derivadas de segunda ordem através

do método de integragdo por partes em (.. Vejamos, se ¢(x) = ¢ (he(x)),
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fQ Ao B u(x, (0 Jhe(v)dx - = fQ A (1 0 ") (he(x), i (he(x)) The(x)dx

f A, o(y, )Y(y)dy

‘€

- f Vo, )W - Vo, b(y)dy

‘€

+

dv
|, e ot

_ f Vo, (©)(y, D) - Vo p(y)dy

‘€

+ f gy, )P (y)do(y).
0Q¢

Retornando ao dominio fixo,

fQ heAo i uCx, () Jhe(x)dx = — fQ Vo (1 o B (he(x), )V, (¢ 0 hZ ) (he(x))|The(x)ldx
¥ f 91 0 B2V (hel), D 0 1) e () farhe (W0 ()
2Q
- - f WV w)x, ) BV B ) he ()l
Q
+ f 2(u(x, )P aohe Wlda(),
2Q

onde Jyohe denota o determinante da matriz jacobiana do difeomorfismo /i : dQQ — Jh.(Q). Entao,

a equagdo (2.20) fica,

f us(x, H)p(x)dx - f WV B ) (x, ) BV o B (0| The (x)|dx
Q Q

f au(x, t)p(x) [he(x)dx + f fu(x, t))p(x)dx
Q Q

+

fa 5 §(u(x, ))P(0)lJghe(x)ldo (x). (2.21)

A expressao (2.21) pode ser escrita como uma equagdo abstrata na forma :

u; + Acu = Heut.

Dado u € H'(Q), podemos interpretd-lo como um elemento de H™'(Q2) de modo que o lado

esquerdo de (2.21) ¢ a derivada em relagdo a t do seguinte funcional linear definido em H!(Q):

quLu(x,t)cp(x)dx.



2.3 Uma nova abordagem 55

E, o lado direito de (2.21) ¢ a soma do funcional linear em H(Q), Acu,

¢ f BV oK )k, DIV o B G The(0ldx + f au(x, Ho@Ihe@ldx  (2.22)
Q Q

com o funcional linear em H! (5), H.u,

Ol f fu(x, )px)dx + f g(u(x, )P Jgahe(X)ldo(x).

Como veremos na Secédo 4 deste capitulo, os operadores A, definidos em ( se aproximam
do operador A no sentido da norma dos resolventes.
Vale observar que, pelas contas acima, se além da nova métrica, multiplicarmos a néo lineari-

dade g em (2.19) por um termo conveniente:

ur(x, t) = Jhe(x)(HeAo i tu(x, t) — au(x, t)) + f(u(x, 1), x€Q,t>0,

fe JdNq,

(2.23)

Tu(x, t) = (u(x,t)), x€dQ,t>0,

1
Toahe@)]$

temos a convergéncia de (2.23), em um certo sentido, para o problema original :

ur(x, t) = A u(x, t) — au(x, t) + f(u(x, t), x € Q,t>0,

e 3 Ne,

“lu(x, t) = g(ulx, b)), x€9Q,t>0.

2.3.1 Setorialidade dos operadores perturbados

Nesta subse¢do, demonstramos que os operadores A, na expressdo (2.22) sdo setoriais em
HY(Q). E, também, adicionamos uma condigdo de fronteira conveniente para defini - los em
L*(Q) de modo que os operadores Ae em (2.22) sdo uma extensdo destes Gltimos. A partir disso,

provamos a setorialidade em L?(Q)).

Vejamos, para u, ¢ € H(Q),

(Aett, P)11 = fQ (Vo T u)(x, t) - (Vo BT o) () The(x)dx +a fQ u(x, Hp(x) Jhe (x)dx(2.24)
= j—;(x)g—z(x)]he(@dﬂ f bu(x)—(x) qj(x)]he(x)dx (2.25)
ou, 0
+ fblz(x)—u(X)—(P(x)]he(x)dx+f(blz(x))za—n(x)a—Z(x)]he(x)dx
+ f (bzz(x))Z du (x)_qb(x)]h (x)dx +a f u(x, H)p(x) Jhe(x)dx.
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Agora,

(Au, P)_11

f Vu(x, t) - Vop(x)dx +a f u(x, t)p(x)dx.
Q Q

u 90 ou %
L I (x) 3 (x)dx + L 8x2(x) (x)dx +a L u(x, t)p(x)dx. (2.26)

X1 axZ
Lema 2.3.1 Osoperadores A, silo positivos definidos e auto-adjuntos, vale que|| Aett |lg-1q)= C' || ¢ [l (q)

onde C' > 0 é uma constante independente de €.

Demonstracao:

Primeiramente, vamos definir, para cada € > 0, uma forma bilinear simétrica continua a. :

HY(Q) x H(Q) — R por

ac(u,v) = fQ (Vo ), 1) - (Vo b )0 The(0)dx +a fo (e, 000 e ().

Notemos que A, : H{(Q) ¢ H™}(Q) — H™1(Q) é determinado pela relacdo:

<Aeu,v>_11=ac(u,v), Yv € HY(Q).

Afirmamos que 4. é coerciva, isto é, existe uma constante C’ > 0, independente de ¢, tal que
ac(u,u) > C" || u ||12L11(Q) para todo u € HY(Q).

De fato, a segunda parcela que compode a.(u, 1) pode ser majorada inferiormente por C; ||

2
L2(Q)

a 1. Analisemos entdo a primeira parcela,

u | com C; uma constante positiva independente de €, visto que Jh converge uniformemente

1 b
f (h;VthZ_lu)(x, f) - (hZVthZ_lu)(x, HJhe(x)dx > < 2 Vi, Vi >,
Q b1o b%2 + b%z

com b;j as entradas da inversa transposta da matriz jacobiana de f, conforme (2.4). Se verificarmos
que a matriz simétrica M que aparece na expressao anterior possui autovalores A1 < A, positivos,

por um resultado conhecido, ela é positiva definida. Para tanto, basta notarmos que a soma dos

elementos na diagonal de M, a saber 1 + b%z +b2,eo0 produto dos mesmos, b%z + b2

7 5, $30 positivos.

Segue que a matriz em questdo é positiva definida, existe constante positiva C; tal que

1 b1z 2
< 5 5 Vu,Vu >L2(Q)Z Ci I Vu ||L2(Q) .
b12 b12 + b22

Resta constatarmos que C; independe de €. Seja {v1,v2} base ortonormal formada pelos au-
2

tovetores associados a A; e a A, respectivamente e, v € R um vetor. Entdo, v = Zaivi com
i=1
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ag,€R,i=1,2¢,

< Mv,v > < a1A101 + axAr00,a101 + apvy >

_ 2 2
= Aaj + A4y

2

min(Aq, /\2)(11% + a%)

\%

M (a3 +ad)

2
Aol

W%

Neste ponto, precisamos determinar os autovalores A1 e Ay:

det ([bij]'[bijl —AD =0 & (1-A)b], +b3—A)—bj, =0

& A+ (-1-b,-b)IA+b, =

Resolvendo essa equagdo de segundo grau em A, encontramos

_1 (1+b3, + b)) = 1+ b3, +b%) +20%, — 2%, + 202 b2
2 22

12722
Dai,
Ll cm s 02 \/1 B, + b + 202, — 202, + 2b2 b2 LA
§(+ 5, +b3) = + b5, + b3, + , + 200,05, ) = 2(a—).
Agora,
= (1+0%,+1b3,)

2 22
[ —p(x2, €)cos(x1 /)L ] [ 1 J
= [1+ 5 : +
1+ %(xz, €)sin(xi/e€) 1+ ax ? (xy, €)sin(x; /€)

1 +2((p(x2, €)cos(x1/€)= ) + 2(1 + 0, L (xy, e)szn(xl/e)) (1 + 5, P (xy, e)szn(xl/e))

(1 + 55 P (xy, e)sm(xl/e))
2 ((p(xz, e)cos(xl/e)%)2 (1 + ﬁ(xb €)sin(xq /e)) + ((p(xz, e)cos(xl/e)%)4

(1 + —(xz, )sm(xl/e))4

2o (1 + 55 (xz, e)szn(xl/e)) +1+ ((p(xz, e)cos(xl/e)%)4

4
(1+ W(xz, e)sin(xl/e))

2((p(x2, €)cos(x1/€)= ) (1 + 55 P (xy, e)sm(xl/e)) —2(1 + 5, ? (xy, )sm(xl/e))2 +2((p(xz,e)cos(x1/e)%)2

(1 + 5, (xz,e)szn(xl/e))
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~ 4(1+ o (2, e)sln(X1/€)) _ 4 donde

(1+9X (%2, e)szn(xl/e)) (1+ e (22, e)sm(xl/e))

Assim, a? — b?

Moo= %(ﬂ—b)
1@ -1?)
T 2 (a+b)
_ 2 1
- 2(a+b)

(1 + %(xz, e)sin(xl/e))
2

> :C,
=N 1

2
sendo N > 0 uma constante independente de € que limita superiormente (a+b) (1 + 55 P (x, €)sin(x1/ e)) .

Logo,

<Acau,u>_11 = <MVu,Vu>+Cyllu ||L2(Q)

> Coll Vs +Collull (2.27)

L2(Q)

> min(Cy,C) || u |

L2(Q)
HY(Q)

Segue do Lema de Lax - Milgram (ver [9], Lema 2.2.1.1), que A, é sobrejetor. Somando - se a isso
o fato de ser simétrico (conforme Lema (1.9.6), pelo Corolério concluimos que tal operador é

auto - adjunto.
|

Observagdo 2.3.2 Notemos que os operadores A, sio também limitados superiormente como operadores de

HY(Q) em HY(Q), pois || Acu g1 = sup < Acu, ¢ >_11 e, pelaexpressio (2.25),

19l 1,0y=1
(A, Oy11 = -@m%mmmﬂfbm@m%wwmx
e - = o) 8x1 axl € o) 12 axl 8x2 €

0 ) d )
f blz(x)—u(x)i)(x)]he(x)dx+ fQ (b12(x))2a_;(x)a_i(x)]he(x)dx

9

+

+

fmw—W)
K‘ 9

8x1
+ KC12

(X)Jhe(x)dx + a f u(x)P(x)Jhe(x)dx
99

8x2

Ju
8x1

Ju
8x1

IA

+ KCqs

L2(Q)
u
aJCQ

Ju
8x2

12(Q)
Ju
sz

L2(Q)

99
&xl

99

83(2

L2(Q)

99

+ K 2
C (9362

L2(Q) 12(Q) L2(Q) L2(Q)

+ aK || u Izl  lI2) (2.28)
L2(Q)

+ KC3,

L2(Q)

IA

Cllu ||H1(Q)|| ¢ ”Hl(Q)/
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para toda ¢ € HY(Q), onde K, C1p, Coo sdo constantes positivas que limitam Jhe, bia, by independente-

mente de € respectivamente e C é uma constante positiva. Portanto, || Acu || H1(Q)S Cllu |l Q)

Observacgao 2.3.3 Observemos que consideragdes andlogas aquelas feitas no Lema|2.3.1| e na Observagio

também sdo vdlidas para o operador nio perturbado A afinal,

(Au, uy_1,1

f Vu(x) - Vu(x)dx + a f u(x)u(x)dx
Q Q

1V By +a ll ey

donde || Au ||y D' |lu Il ) com D’ uma constante positiva. E,

(Au, )10 = f Vu(x) - Vo(x)dx + uf u(x)p(x)dx
Q Q
< N Vullpll VO llizq) +a 1l v izl ¢ iz
< @+a)llullpoll @ llme)
<

D [l u Ml ol ¢ Iz @)

para toda ¢ € HY(Q) e, seque que, || Au 1)< D Il v |l -

Proposicdo 2.3.4 Se A <0e f € H(Q), entio A € p(Ae) e existe uma constante C > 0 independente
de € tal que || (Ac = )7 f < C Il f g1

Demonstracgao:

Basta provar que
sup  [{(Ae = A, §)-1112 C” e llip ey, YA <0, u € HY(Q),
” (P ”HI(Q):l
onde C” é uma constante positiva independente de €.

Como

sup  [(Ae — Mu, P)-11] >
”(P”Hl(g):l

<(AE - /\)u’ ”Z_”>—1,1

€,

[{(Ae — Du, uy_1,1

f |(bi))ij () Vu(x) P The(x)dx + a f u?(x) Jhe(x)dx — A f u?(x)dx
Q Q Q

> G f IVu(x)dx + (C2 — A) f u?(x)dx
Q Q

_ ’” 2

- C ||u”H1(Q)’

onde C; e C3 sdo as constantes positivas independentes de e no Lema[2.3.1je usamos a convergéncia

uniforme de Jhe para 1, segue que || (Ae — Mu llg1q)= C” || 4 llgq)- Dai, se (Ae —Mu = f, f €

H~Y(Q), aplicando isto, temos que || (Ae — A)~! f )< Cl Il f )= Cllf 1)
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Proposigdo 2.3.5 Os operadores {Ac)o<e<e, S0 setoriais com || (Ae = A)™" || g1 < %, VAESyze
os semigrupos associados {Te(t)}o<e <e, sAo tais que || Te(t) |l ¢x1Q)< Me ™ para alguns M > 1eb >0

constantes independentes de €.

Demonstracgao:

Notemos que pelo Lema Ae¢ é um operador auto - adjunto e limitado inferiormente por

alguma constante positiva b independente de €, para 0 < € < €, além de ser densamente definido.

Portanto, de acordo com o Exemplo|1.12.10, A, é setorial com setor S, ze | (Ac=A)71 < i )\\/—bl YA €

Sb,% (Ver também Exemplo 1.1.3 em [15]).

Pelo Teorema —A¢ é gerador infinitesimal de um semigrupo analitico {e4<t};5 0 com
| et ||< Me ", sendo M uma constante que depende apenas da constante que aparece na
desigualdade do resolvente de A, V2, e também do setor Sh,%- Agora, como tal constante e o
setor independem de €, obtivemos uma estimativa uniforme para os semigrupos gerados pelos

operadores —Ae.

Observacgao 2.3.6 A partir da desigualdade do resolvente obtida na Proposigio podemos estender a
limitagdo dos operadores resolventes na Proposigio para A no setor comum Sp z.

De fato, pela Proposicio|2.3.5, || (Ac — A)™! leE1Q)< %, YA € Spz, 0 < e < e, de forma que se
u e HHQ),

I (Ac =) Tl = I Ac(Ae = V) Iy

I (Ae = M)(Ae = )i+ AAe = N7 g1

V2
|| u ”H—l(Q) +|/\|_|/\ — b| ” u “H*l(Q)r

IA

0 que implica em

_ V2
” (A - /\) ||L(H Q) HL(Q)= <1+ |/\ b| YA € Sb,%,o <e€ <L e€p.

Finalizaremos esta subsegdo, provando que tais operadores também sdo setoriais em L%(Q),

tomando como dominio o conjunto {u € H*(Q)] hzwh* ly=0em 8Q}

Proposigdo 2.3.7 Os operadores A siio setoriais quando considerados em L*(QQ).
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Demonstracgao:

E suficiente demonstrar que os operadores A, sdo auto - adjuntos e limitados inferiormente
como operadores em L2((2), conforme Exemplo[1.12.10, A mesma prova do Lema nos mostra
que tratam-se de operadores positivos definidos afinal, < Acu, u >> 0.

E, como sdo simétricos, se constatarmos que sdo sobrejetores, resulta que sdo auto - adjuntos
(veja o Corolério [1.9.5). De acordo com o Teorema para cada f € L?(Q), existe um tnico

u € H%(Q) que é a solugao de

du dv 1
Zf ”8x18x]dx+afuvdx_f9 — fudx, Yv e H(Q),

i,j=1

desde que 4;;’s satisfagam algumas hipéteses: a;; = a;; € Cco1 (ﬁ) e existe @ > 0 tal que Z?,j:l ajjéicj <
—a)&P? para todo x € Q e & € R2. Note que esta expressao trata-se da forma fraca do problema de
Neumann para a equacdo Acu = fem Qeay = -1, a;p =ax = —bip, axn = (b2 + b22).

Quanto a primeira hip6tese sobre o0s a;;’s, temos a1 = a1 e a;; € C°°(Q). Agora, a segunda é

equivalente a:

< [a;]E, & > < —alél & < [-a;]&, & > > alé]

e, ja vimos no Lema que a matriz [—a;;] é positiva definida.

2.4 Aproximacao dos resolventes

Nesta se¢do, obtemos resultados centrais para este trabalho sobre a convergéncia dos resolven-
tes dos A e os aplicamos para estudar o comportamento dos espectros e, também, futuramente,

dos semigrupos lineares.

Teorema 2.4.1 Os operadores (Ac)o<e<e, aproximam o operador A no seguinte sentido: (Ae — A)u — 0

em W=2P(Q), com p > 2, uniformemente para u em subconjuntos limitados de H(Q).

Demonstracao:

Recordemos que, pelo Teorema de Irnersao WEP(Q) € COM(Q) parap = 1,kp >2e u >0
adequado. Usando as expressoes em (2.25) e (2.26), encontramos, para u, 1) € H'(Q):
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[ 2L 03 @) - 1 229

1
(p(xz,e)cos(x1/€) 8_u( ) l’b(x)]h (x)dx (2.30)

Q1+ 8 P (x2, €)sin(x; [€) ox1

f ~p(xz,€)cos(x1/€)L gy
Q

((Ae —A)u, )11

P

he()d 231
1+ a(p(xz,e)sm(xl/e) dxo ( )Jhe(x)dx (231)

@(x2, €)cos(x /e)g
; f ( 82 o) 8;‘( d () () (2.32)
Q (1 + Ti(xz, e)sin(xl/e)) 2
ou , oY 1
—(x)=— -1|d 2.33
o 9x2 ) Ioxp ® [(1 + ax L (xp, €)sin(x; /e)) § (2:39)
+ uLu(x)t,b(x)(]he(x)—l)dx. (2.34)

A seguir, analisemos cada uma dessas integrais separadamente considerando 1 € W>#(Q) C

HY(Q), u € H(Q), | u It < Lell Y llwer< 1:

oY du
@.29)] < <x) () = Didx < Cle) max| 57| | |55 (x)]dx
ox1 aloxy
Ju
: ol o 2], 0
(©) oxq CO.“(Q) oxy LZ(Q)l |

< Ce)L Q| ‘ pron I Il 2 e
< Ce) L LIQN T ¢ [lwer
< C(6)1112L|Q|

— 0Oquandoe — 0,

sendo C(¢€) > 0 uma constante que tende a zero quando € tende a zero devido a convergéncia para
um uniforme em x de Jh. por hipétese, I; > 0, a constante de imersdo de W*(Q) c CoOH(Q) e
I, > 0 vem do fato do operador diferenciagdo em relagdo a x; ser continuo de W2#(Q) em W#(Q),

conforme Teorema
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Agora, (2.30) e (2.31) sdao anélogas, bastando estudar uma delas:

(x2, €)cos(x1/€)L  gu 1 du
[ wgtwma = [ 1stse oot 2| 5L |
Q 1+9—,(2(x2,€)5m(x1/€) Y1 Q
oy 1 du
< rn_ax —(x) f ‘(P(x2’6)28_x1(x) d
T T T
<
oxy CO4(Q) LZ(Q) Iz
< 5| ‘ ( lull
= 5 x’ u
1 9% W) p(x2 0) HY(Q)
1
< LBLIY llwerq) ' P(x2, 6)5 .
< LIL (p(xz,e)l
€ L2(Q)

— 0 quando € — 0,

onde I3 > 0 vem do operador diferenciacio em relagéo a x, ser continuo de W2#(QQ) em W'#(Q) e

utilizamos que ||(p(xz, €) — 0 quando € — 0 implica ||(p(x2, €) — 0 quando € — 0.

21 1
€2 ||L2(Q) € ||L2(Q)

((p(xz, €)cos(x1/ e)%)2 P
05

I232) < f () he(x)| dx
Q

(1 + g—z(xz,e)sin(xl /e))
_ f cos(x1 /€)* Y
Q (1 + g—z(xZ, e)sin(x1/e))

21 ou ‘_
(s, 7 S0 [ 22 o)

< m(_e;x j—ji(x) L (p(xg,e)zel—zg—;;(x) dx

d
: ‘9_32 COH@)’(P(XZ,Gfé LQ(Q)‘ 98_;2 [2(Q)
< L ‘ j;i Wlp(Q)' (XZ,e)Zé @ |l )
< LBLIY e ”(P(xz, oF 5 o
< LIzL (p(xz,e) 62 .

— 0 quando € — 0,

pois supomos que ||(p(x2, €)%

€2||L2(Q) — 0 quando € — 0.
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I2.33)] < 8xz [ 1+ 22 (x, 1e)sin(x1/e)) i 1) w00 e %(X) o) %uz(x) dx
dxo ’
< Cle )‘ g cw@‘ 5;‘2 o
< Cl(e)L Q] ‘ ihd H || u e
< Cl(e)LIzLIQ || ¢ ||W2rP(Q)
< Cl(e)hILIQ|

— Oquandoe — 0,

onde C’(¢) > 0 é uma constante que converge a zero quando € tende a zero devido a convergéncia

de Jhe para um uniformemente em x. Quanto a dltima integral,

@.34)] <a fQ WP = Dldx < aCE) max (o) fQ u(@)ldx

< aCe) 1 Y llconyll v M2y 1€
< aC(e) LI ¥ llwzr @l 4 @)
< aC(e) LIQIL

— 0O quando e — 0,

sendo I; > 0 referente a imersao W2#(Q) c C%" para n adequado, conforme o Teorema

Lema 2.4.2 Para A € Sy z, setor comum a familia {Aclo<e<e, f € HHQ), (Ae = A)7Lf converge a
(A=A fem H¥(Q), -1 < s < 1 quando € tende a zero.

Demonstracgao:

Estabelecamos (Ae — A)" f = uc e (A—A)"Lf = u, u, ue € H(Q). Como vimos na Observacdo
2.3.6 {uclo<e<e, € uniformemente limitada e sendo a imersdo de Hl(Q) em H*(Q)) compacta para
-1 <5 <1, {uc}o<e<e, admite uma subsequéncia convergente que continuaremos a denotar por
{ueyo<e<ey; e — w em H*(Q)) quando € — 0.

Queremos demonstrar que w = u. Para tanto, é suficiente provar que (A — A)w = f afinal,
(A — A) é injetor. Por um lado, (A — A)ue — (A — M)w em H*"2(QQ), YA < 0.

Agora, (A = NMue = (Ae = Mue + (A= Aue = f + (A= Aue — f em W=27(Q) quando € — 0

pelo Teorema Por unicidade do limite, (A — A)w = f e, concluimos que w = u.
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O préximo teorema nos diz que, de fato, é possivel obter uma convergéncia dos resolventes

em norma:

Teorema 2.4.3 Para A € Spz, setor comum a familia {Aclo<e<e,, B<1,0<s<1 | (Ae—A)1 -
A=) cH-P@Q) Q) 0 quando € — 0 e, tal convergéncia é uniforme em A para A em conjuntos

compactos.

Demonstracgao:

Para A € Sp z, provamos no Lemaque (A=A > (A-A)HfemHY(Q),Vf e HY(Q), 0 <
s<1.

Suponhamos que seja falsa a tese. Entdo, existe uma sequéncia (fe)e € HF(Q) com || fe [l <
lell(Ac = A7 He = (A=) e s> 6, para 6 > 0.

Como HF(Q) estd compactamente imerso em H™!(Q), podemos encontrar uma subsequéncia

convergente, fo — f em H1(Q), mantendo a notacéo.

Agora,
lAc =N e - A-N el < A=D1 e = (A= )7 f
+ A=) = (A=)l
+ A== (A=) fe @ -

Ocorre que o lado direito da desigualdade imediatamente acima vai a zero, usando a Observagao
R.3.6leoLema gerando uma contradicado, pois o lado esquerdo ndo tende a zero por hipétese.
Empregando argumentos de compacidade e a continuidade dos resolventes em A, obtemos

que tal convergéncia é uniforme em A para A em conjuntos compactos de Sy, z.

Observagao 2.4.4 Notemos que a convergénciaem norma dos operadores resolventes (Ac—A)~! : HP(Q) —
H?(Q) para o operador resolvente (A — A)™1 : HP(Q) — H%(Q) com f < 1e0 < s < 1 pode ser obtida
também combinando-se o Lema com o resultado enunciado no Lema

Em outras palavras, pelo Lema A, converge a A no sentido forte do resolvente em H~}(Q)
e o Teorema [2.4.3|nos diz que A¢ converge a A no sentido da norma do resolvente considerando,
por exemplo, os operadores em L2((2) com valores neste espago, usando a nomenclatura presente
na Se¢do 9 do primeiro capitulo. Terminamos a se¢do com uma consequéncia muito util desse

fato, a convergéncia dos autovalores:
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Teorema 2.4.5 Vale que 0(A) = liII(l) 0(Ae), ou ainda, o(A) é o conjunto dos A € R tais que existe sequéncia
€

Ae = A com Ae € a(Ae).

Demonstrac¢ao: Veja o Teorema|l.9.16

Observacio 2.4.6 E importante notarmos que as autofuncdes relativas ao operador em H~1(Q) estdo todas
em H?(Q), ou seja, os autovalores niio mudam. Isso porque, dado u € H'(Q), temos que u € L*(Q) e de
acordo com o Teorema o problema (—=A + n)u = Au admite tinica solucdo em H?(QQ). Entdo, u deve
estar em H2(Q).

2.5 Interpretacdo de A. como operador de Laplace - Beltrami

Veremos que o operador A, é, na verdade, a forma fraca do operador de Laplace - Beltrami
em () com a métrica yu obtida pelo pull - back da métrica canonica em €).. Note que, para cada
perturbagdo do dominio através de ., temos uma métrica diferente. Para simplificar a notacao,
por ora, omitiremos a dependéncia em €.

Consideremos { e }2 e {aiy’_}iz:l bases de T()Q e Tj()<;, respectivamente, e g;; 0s coeficientes
da métrica p no sistema de coordenadas canonico:

d
i = <axz > <Z[hx1,kay Z ]3yz> U [T,

onde, a matriz A = [hy] = [ é a seguinte:

1]1
1 0

1 dp ) :
P(x2, e)cos(x1/€)g 1+ =—(xp, €)sin(xi/€)

83(2
Observamos que g;; = [A'A];j com

1\2 1 g _
1+ ((p(xz, €)cos(x1 /e)—) @(x2,€)cos(x1/€)— (1 + a—(xz, €)sin(xy/€)
[A'A] = € € X2

4

1 1 dp , , op , 2
QD(Xz,t?)COS(Xl/‘-?)€ % (x2, €)sin(x1/€) = (x2, €)sin(xi/€)
cujo determinante é (detA)? = Jh?, Jh o determinante da matriz Jacobiana [A]. E, [ gij 1=1 gij]‘l =

—@(x2, €)cos(x1/ e)%

1 8(p )
+ 7 (x2, €)sin(x1/e€)

[A7'AH) ] = 1 1\?
—(p(xz,e)cos(xl/e)g ((p(xz, G)COS(Xl/G)E) +1

Ip . P 2
1+ 3_962(x2’ €)sin(x1/e) (1 + 8—2(962, e)sin(x1/e))
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b1y b1z
b B2, +02)

A expressio do operador de Laplace - Beltrami A na métrica y em coordenadas x1, x2, de acordo

que € exatamente a matriz:

com b;; definidos em (2.4).

com a equacao (1.9) na tltima se¢do do primeiro capitulo, é dada por:

y 1 & 2
Au —h; [;g]]hajuJ

b d (11 1 8u+12i8u d [(n 1 8u+22i8_u
228x1 g bzz 8x1 8 bzz 8x2 22(9X2 g b22<9x1 8 b22 axz ’

Assim, para ¢ € L*(Q, ), conforme [3], Defini¢ao 1.73,

) 1 v
<-Rud>pan = - fQ ]—hza[Zg”]hau} ¢Jhdx

=1

g’] Tho; u} Z 9; ¢] dx (2.35)
i=1

f (Z g”]haju) Ndv.
w0 =

Precisamos, neste ponto, calcular a normal N na métrica u. De fato, o que desejamos é que a

condigdo de fronteira h*ﬁh*‘l(u) = 0 seja igual ao produto interno nulo entre o gradiente de u
h

na métrica (, Vu, e anormal N, isto é, < Vi, N > u= 0 na métrica dada, simplificando, dessa forma,

as contas na aplicacdo do Teorema do Divergente.

d

2
Sejam T, um vetor tangente ao bordo de Qy; T, = Za]’7 e, N, a normal unitéria, N, =

; )
J=

2 P 2

Z(Nh)]8y Sabemos que < 1, N; >= 0, ou seja, Z aj(Ny); = 0. Entéo, h*t,h~! é vetor tangente

=1 =1

ao bordo de Q.

Com efeito, suponhamos f : QO — R uma funcéo suave com f|,, constante. Segue que foh™! é

constante em 9QY;,. Assim, (W', 1)(f) = 7,(f o ™ H)(h(x)) =

Escrevamos h*7,h*~! na base { 1<) < 2}
2 5 2 P 2 2 P
% *—1 _ * Y -1 _ A 21 — . P,
(o (x) = [h Zalayih )(x) = Zal (h 8%}1 )(x) = Zal [Z bljaxj] (x).
i=1 i=1 i=1 j=1
Analogamente,

2 2

e 9 9 y o, 9
(h aNth 1)(x) [ Z(Nh)z_yh 1](X)ZZ(Nh)i(h Tyih 1)(x):Z(Nh)i(Zbij8_acj](x)'

i=1 i=1
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2 2
A nova condic¢do de fronteira é, portanto, Z(Nh)i(z bij
i=1 j=1
abreviadamente, (Nh)ibija% ¢ anormal na métrica . Consideremos o vetor h*t,i*"! com 1, € Thq,-
]

d
a—;tj)(x) = 0. Resta constatarmos que,

Basta mostrarmos que < (Nh)ibij%,h*’chh*‘l >, = 0. Agora,
]

<(Nh)ibijaixjr akbk’aixl>y = gj(Nn)ibijaxby
= bij[h ] ilhxliaba(Ny)iax
= Oilhxlubr(Np)iax
= Ol libu(Ny)ia
= 0iOn(Np)iax
= (Np)iai

0.

Comparando as expressdes (2.25) e (2.35), vemos que a primeira integral que compde o ope-
rador linear A, acima definido é a forma fraca do operador de Laplace - Beltrami na variedade

riemanniana (Q, u). De fato, trata -se de um resultado mais geral :

Teorema 2.5.1 Sejam Q um aberto no R" e uma familia de operadores {AL}. em H™Y(Q) definidos pela

expressdo :
<Al ¢ >_11= f (HeVo i u)x, ) - (Vo i ) @) Jhe(x)dx, u, ¢ € H'(Q), (2.36)
Q

com {hele uma familia de difeomorfismos de classe C™(Q2), tais que he : QQ — Q. = he(Q).
Entdo, A, é a forma fraca do operador de Laplace - Beltrami na variedade riemanniana dada pelo dominio

Q com a métrica obtida a partir do pull - back da métrica candnica no dominio perturbado ).

Demonstragao:
E suficiente constatarmos que (2.35) é exatamente igual a (2.36) no caso geral. Por um lado,
como g = [Ay[(A) ']y = X, buibyj,

L []:21 gl]]he(x) 8]u] [; al(P) dx L Z ; ; bllbl]a]ual¢]h€(x)dx

L Z Z Z blz‘szQ]'uBi(l)]he(x)dx
TR
L.

Agora, por outro lado,
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(Vo u)(x) - (Vo ) () The(x)dx

Zbua Zb’”a ] [Z b118¢ me ]]h (x)dx
[Z b1]8 }[Z biig - ) T [Z b’”a ][Z bz ]] The(x)dx
d
2 [2 bllblla ] -t Z]‘ [Z‘ bnibnja_i] a—;}]he(x)dx
L Z Z Z biibyj0 judipJhe(x)dx
T
I

5 5

1
5

1
5

Outra observacdo importante é que o operador definido por

< Beu,p >,= fQ (hZVQEhz_lu)(x, K (hZVQEhZ_lqb)(x)]he(x)dx +a fQ u(x, t)p(x)Jhe(x)dx  (2.37)

¢ uma extensado auto - adjunta do operador —;Aq_ k™! + al ao espago H'(Q, 1) com dominio
HY(Q, u). Com efeito, vejamos que —hiAq b + al é auto - adjunto em L*(Q, u). Sejam u, ¢ €
D(:Aq ™),
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<_hZAthZ_1M,(P >y = = f hZAthZ_lu(x,t)qb(x)]he(x)dx
Q

_ fQ Ao, (1t © K1) (0re(x), (e () Jhe ()

- f Ao, oy, D)y

€

f Voo, OV )y - f dive, (Vo,o(y, D (y)dy
Qe Qe

du
fQ 6 Va.o(y, )Va Y(y)dy - fa o yb(y)m(y, tydo(y)

f Vo, oy, DV d()dy

€

- [ ot psagiy + | divo, (Vouwew, o)y
Q. Qe

- f o(y, )Aq Y(y)dy + f v(y,t)a—l’b(y)do(y)
Q. ¢ 2Q, aNQe

- fg o(y, Ao P (y)dy

- fQ (1 0 B2 (he(x), DA (6 © 1) (e The(x)dx

- f u(x, EAQ 1 o (x) he (x)dx
Q

<u,~hAoH ) >y,

oque prova que —h:Aq hi~! é simétrico em L2(Q, p). Consequentemente, —hiAq_ k! +al é simétrico
em L*(Q, p). E, como demonstramos na Proposicao tal operador é sobrejetor. Utilizando o
Corolario concluimos que —h:Aq k™! + al é auto - adjunto em L?(Q, p).



Capitulo 3

Formulacao abstrata e existéncia de

solucao

O objetivo deste capitulo é colocar e em uma forma abstrata em uma escala fixa
de espacos de Banach, considerando as perturbagdes . em (2.2). Sob certas hip6teses para as ndo
- linearidades f, g em e ([2.19), demonstramos a existéncia e unicidade de solugdes locais e
globais para o problema abstrato. Para tanto, tivemos como fundamento o que foi feito em [4] e

[18].

3.1 O problema abstrato em uma escala de espacos de Banach

Denotemos por X¢ (respectivamente X¢) os dominios das poténcias fraciondrias dos operado-
res Ac definidos em H™1(Q) (respectivamente em L?(Q)). Sabemos que sdo espagos de Banach,
X0 = H(Q) (X = IXQ), X = HYQ) (X! = {u € HQ) i i = 0em Q) X2 (XE) estd
compactamente contido em X (X£) quando a > f > 0 e X ¢ H2¥(Q). Notemos que X?_% = X4
para % < a < 1. Por abuso de notagdo, escreveremos ainda Xg_% emvezde X¢se(0 <a< % E,
chamemos simplesmente X* e X* 0s espagos fracionérios associados ao operador nao perturbado

A definido em H~1(Q) e em L?(Q), respectivamente.

Teorema 3.1.1 Para _71 < B £ 0, definimos o operador (Ac)p : Xf” C Xf - Xg, (Ae)p = Ae |X§+1.

71
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Entio, (Ae)ﬁ é setorial, 0 < € < €y . Além disso, é possivel estabelecer um setor e uma constante na
desigualdade do resolvente comuns aos operadores (Ac)g, 0 < € < €p; || (A — (Ae)p) ™ ||L(X,; <M VA€

)= TA-b”
SppcomM>1,b>0e¢p€(0,7).

Demonstracao:

Seja p = -1/2+6com 0 < & < 3. Temos que (Ac)s = (Ae)°(Ac)(Ae)?, em particular,
Ae = (Ae)_%-
B+l a0 il
Agora, (A¢)? é uma isometria de Xf (= XE+2) em X7 (= XY). Com efeito, se x € Xf+2,

1
| Ax llgg=1 AV ix = x 1y

Dai, (A¢)™® é uma isometria de X_ 2 em Xf . De fato, (Ac)? é uma isometria de XEH em XE% , pois
(Al = (At 0 (A1 E, de || (A = (Ae) P (A)A)) ™ =11 (AP NIl (A = A) ™M Il (A Il=I|
(A — Ae)7! ||, a setorialidade é preservada; (Ae)p € setorial, 0 < € < €.

Como vimos na Proposigdo W a familia {AcJo<e<e, pOSsui um setor comum S para

b>0,¢ € (0,7%)evale que || (Ac = A) 1 < MMTbI’ YA € Sy, onde M > 1. Entdo, para

1
L(X:?)
A€ 5b,¢, X € Xf

A=A My = 1A =A) xlly
= AN -A) Xl
X2

= |(A-A) A x|
X, 2

M 1
" B+
g Ay

IA

M

= m”xnxg-

Logo, | (1 = (A)p) ™ Il ey < i, VA € Sp

A seguir, mostraremos a equivaléncia de normas dos espagos fraciondrios X e X* para 0 <

a < 1, isto é, no intervalo entre H(Q) e H-1(Q).

eorema3.1.2 Para 0 < a <1, || u ||ge< Ky || # ||5e< Ky || U ||ga, com Ky e Ky constantes positivas
Te 312 Para0 < a < 1, || ||X6<K|| lga< Ko || ||Xe Ki e K tantes posit

independentes de €. Em outras palavras, X& = X® com normas equivalentes, uniformemente em e.

Demonstracao:
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A priori, pela Observagéo podemos escrever || Aett |lg-1)< C Il % |lgq) com C > 0
independente de €. Por outro lado, pelo Lema | Actt lg-10)= C' |l |l (), onde €’ > 0 é uma
constante independente de €. E também, da Observagao temos || Au ||g-1q)< D |l u llgnq) ©
| Aut [l )= D’ |l [l ), D e D’ constantes positivas.

Além disso, sendo tais operadores positivos definidos e auto - adjuntos, pelo Teorema 16.1 em
[22], os dominios das poténcias fraciondrias de ordem a, 0 < a < 1, coincidem isometricamente
com os espagos de interpolagio [H~1(Q), D(A¢)]a e [HH(Q), D(A)],.

Agora, de acordo com o Teorema 1.15, [22], se I denota o operador inclusdo, entdo para
O<a<l,

1_
I eqxe, %0, 5010 <G o o)l T g 50 50 -
Como X? = X° = H1(Q), basta estimarmos || I IIL(X;;@), lembrando que X! = D) e X! =

D(A).

D D D
Ml =1 llpey = FAu g < Dl o) < & 1 Aett llno)= & T llbao= & Tz -

Assim, || I ||L(X;,)"<1) < g e,

a
| u ||[5(o,5<1]a§ (6) Il u ”[5{2,5(3]0, :

A desigualdade contraria é obtida analogamente.
n

As consideragdes na Se¢do 3 do Capitulo 2 nos permitem escrever (2.18) e (2.19) como um

problema abstrato em uma escala fixa de espagos de Banach (XP, —% <p<0},

Ut + (AE)‘BH = (HE)ﬁu/ t> tO/

(3.1)
u(tp) = ug € X1,
onde (He)g = H(- €) = (Fe)p + (Ge)p : XT—> XP,0 < p < B+1,
o(Fe)g = F(-,€) : XT— XP,0 < e < €y, dado por:
< F(u,€), ¢ >p-p= L f(u)pdx, Vo € XP. (3.2)
*(Ge)p = G(-,€) : X1 — XF, 0 < € < €, definido por:
< G(u,€),¢ >p-p= fao S(yw) () lJaqhel do(x), Yo € XP, 0<e<e, (3.3)

€,
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<G(u,0),¢ >p-p fl Sy (w)y(Pp)Mr(p)do(x) + f1 g(y(w)y(p)do(x)

+

fg(y(u))y(qb)do(x) + f g(y(w))y(p)do(x), Vo € XP e=0,

I3 Iy
sendo y a fungdo trago, [1 = {(x1,1)|0<x1 <1}, L ={(1,x)[0<x <1}, I3 ={(x1,0)|0 <x; <1},

I = {(0,x)|0 < x2 <1} e Mup) = %fon V1 + cos?(y)dy, a média da fungdo 7 - periddica
p(y) = 1+ cos?(y), com p(x1/€) = Jaahe na porgdo oscilante da fronteira.

3.2 Existéncia de solugoes locais

Demonstramos a seguir, com algumas hipéteses sobre as fungdes f e g, que o problema abstrato
(3.1) possui solugado local. E, ao final da segdo, obtemos a continuidade do semigrupo linear no

ponto € = 0 em X", com 1 em um intervalo conveniente.

Para provar que o problema (3.1) estd bem posto localmente, admitiremos as seguintes
condicdes de regularidade e crescimento para f e g: R — R,

(i) f € CY(R,R) e existem nimeros reais A; > 0 e Ly > 0 tais que:
| f(u1) = fluz)| < Ly (14 Jug M + [ug M) [ug — ua |, Vi, up € R (34)

(ii) ¢ € C*(R, R) e existem ntimeros reais A, > 0 e L, > 0 tais que:

| g(u1) = g(u2) | < Lo (1 +|ur I + |ua [*2) Juy = ua |, Yy, up € R, (3.5)

Lema 3.2.1 Suponha que f satisfaz ef+1>n>1- m Entdo, a aplicagio (Fe)p = F(-,€) :
X — XP estd bem definida para 0 < € < € e, é limitada em conjuntos limitados de X", uniformemente em

€.

Demonstracgao:

Sejam u € XTe ¢ € XF,

| <F(u,€),¢>p-pl < fQIf(u)—f(O)II¢|dx+fQIf(O)IIqbldx
< b [ uligldres [l glace [ 1fOl61d
Q Q Q
< Liflu ||L2(Q) Il ¢ ||L2(Q) +Ly || uht ||L2(Q) Il ¢ ||L2(Q) +11 £(0) ||L2(Q) | ¢ ||L2(Q)
< Lillu ||L2(Q) Il ¢ ||L2(Q) +Ly [l u ||2§(;11+1>(Q) |l ¢ ||L2(Q) +11 £(0) ||L2(Q) Il ¢ ||L2(Q)
< LiKiKa [l ullxoll @ llx-s +L1K1K§1+1 1 05T @ s +Ka 1L £O) 2oyl ¢ N,
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onde Ki,K;eKs > 0 sdo as constantes de imersdo de, respectivamente, X P c LZ(Q), X" c
L2(Q)e X7 c L*M*D(Q)). As duas primeiras sdoimediatasumavezque0 < —f < Te0 < 1 < f+1
e para a terceira, ver o Teorema @

Portanto,seu € X"e ¢ € XP,

| F(u,€) llys < LiKaKa || llxn + LK K L 115+ Ka Il £O) N2y,

0 que nos mostra que (F¢)g estd bem definida e é limitada em conjuntos limitados de X", unifor-

memente em €.
|

Lema 3.2.2 Suponha que f satisfaz e sejam p e q conjugados com Al] <p < oo. Entdo, se f+1 >

{% - m,% — 2;}71'% - Zlq}, a aplicagio (Fe)p : X1 — XP é localmente Lipschitz continua em

u, com constante de Lipschitz independente de € para 0 < € < €.

Demonstracao:

Sejam uy, up € XTe ¢ € X P,

| < F(uy,€) — F(uz,€),¢ >pp| < le (T4 lug M+ up M) g —ua || P ldx
Q
A A1 \2 2 %
< Ly (f(1+|111| Vg M) g — un | dx) I $ 2
Q
1 1
A A2 & 2 i
< Ly || (T |7+ ug |7)F dx lur —uz [“dx| 11 ¢ Iz
Q Q
1
< Li(1Q17+ 1) vy + 115" lizegey) i1 = 12 2oy 1l @ 2y
1
< Lo(QIP+ Il i, o) + 12 1, o) 1 = 162 iz 16

= A A A A
< Li(1Q17 + Kl ug Ny + K T uz ) Ks Il ug = uz llxn Ko 1l @ llx-5,

onde K; > 0 é a constante de imersdo de X c L?(Q), tal como na demonstracio do Lema
e KyeKs > 0 sdo obtidas pela inclusdo de X ¢ L#M1(Q)e X7 C L21(Q) respectivamente, dado que
1 1
n>max{§—2p—/\l,§—ﬂ}ep> e
Logo, se uj e up pertencem a um subconjunto limitado U de X", || u |[x» < L, Yu € U,

1
| F(u1,€) = F(ua,€) llxs < L1 (1Q17 + 2K} LM ) K5Ky || ug = uz |Ixn,

donde (F¢)g € localmente Lipschitziana em u, com constante de Lipschitz independente de € para

0 <e<ep.
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Para as propriedades de regularidade de G, precisaremos calcular |Jyohe| em cada um dos
quatro segmentos de d€). De acordo com a expressao (1.4) obtida na Se¢do 8 do Capitulo 1, temos
que:

EmI; ={(x,1)[0<x <1},e=(1,0)e,

(1, (1, €)cos(xq /e)%)
(—(p(l,e)cos(xﬂe)%, 1)

= \/1 + €2COS2(X1/€)€1—2 = /1 + cos?(xy /€).

Joqhe(x1,1) = det 1
\/1+(p2(1,e)c052 (x1/€) elz

EmDL={(1,x)]0<x<1}e=(0,1)e,

Joahe(1,x2) = det 1

P) )
(O, 1+ %(xz,e)sm(l/e)) (
\/(1+§T(p2(x2,e)sin(1/e))2

dp .
(1+ 52 (xa, €)sin(1/e),0)| ~ 1+ 55, G e)sin(l/e)).

Agora,em Iz = {(x1,0)|0<x; <1},e=(1,0),

(1,0)
Jaahe(x1,0) = det =1.

0,1)
Por fim,em I; = {(0,x) |0 <x, <1},e=(0,1) e,

0,1)
Joohe(0,x2) = det =-1.

(1,0)

Assim,

\1 + cos?(x1/€) (x1,x0) € L4,

9 .
1+ %(Xz, €)sin(1/e) (x1,x2) € I,
|Joqhe(x1, x2)| =

1 (x1/x2) € 13/

1 (x1,x2) € Iy,

onde consideramos € suficientemente pequeno, 0 < € < €, para que 1 + %(xz, e)sin(l/e) = 0,
usando a hipétese de que Jhe — 1 uniformemente. Notemos que [[3nhe| é limitado por uma

constante K > 0 independente de € nesse intervalo.

Lema 3.2.3 Suponha que g satisfaz , B+1>n> 35— g ¢ —3 < B < —1. Entdo, a aplicagio
(Ge)g = G(-,€) : X1 — XP estd bem definida para 0 < € < € e, é limitada em conjuntos limitados de X",

uniformemente em €.
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Demonstracgao:

SejamueXU,qbeX‘ﬁeO<€£eo,

IA

| < Gt e ¢ > | fa 1Sy aohldoto

IA

E(f Ig(V(u))—8(7(0))||7/(¢)|d0(X)+f Ig(V(O))IIV(CP)IdU(X))
2Q 2Q

IA

Rz [ 1@l @ldo) +Kea [ 1p@l=*y)ldoto)
dQ dQ

+ R [ 1800170 ldo
2Q

KL, | y(W) ll2 a0 1 V(@) 260 +KL, | )/(M)AZ+1 200 | V(@) llr200)

IA

+ K g0(0) lr2@ay Il (@) lr2aq)

KLy (1 (@) oy + 11700 1130500 50,) 17@) iz

IA

+ K11 ((0) llrza 1| V(@) 200y
—_ — Ayt —
LoKK3 Ky || e llxen |l ¢ Iy + LoK Ko o Ky || e llxall o llcs

+ KKi || §((0)) 2oy Il @ llx-s,

IA

onde as constantes K_l, K_2, K_3 > 0 referem-se ao seguinte: se s = 27, entdo X7 C H*(Q) e y :
H(Q) — LT5(90Q) (Veja o Teorema [1.3.3)), obtendo || y() ll2gc) < Ki | ¢ lly-+ desde que —f > 1,
Il (u) ||L2(/\2+1)(aQ) < Ko |l u lxn paran > % - m ell y(u) llzpq) < K || u ||lxn com n> %; E, resulta

que:

S — —— Myl — ——
| G(u, €) llys< LoK K3 Ky [l e llxn +LoKKz - Ky [l u llxn +K K7 || g((0)) lli20q),

provando que (G¢)g estd bem definida e é limitada em conjuntos limitados de X", uniformemente

eme, para 0 <€ < €.

Tratemos agora o caso € = 0. Parau € X"e ¢ € XF,
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A

< G,0),6 555 < f1 |60 [17(@) | Ma(p)dox) + fl S 1y(@) | dox)

+

fl | SN 1y(6) | dox) + fI S 1y (@) do(x)

IA

Mo (p) fl | SO y(6) | do(x) + fl | S 1Y) dox)

+ Ilg(y(u))lly(qb)ldo(xﬂ fl | g(y() [1y(P) [ do(x)

IA

ML Ko Ko [l 1l 1l llxes + Lo Ko > Ko Il lxll  llx-s
+ K1 g0O)) iz Il 6 llxos)

+ LEGK ol ¢ llys +L Ko Ky llu llxall @ llx-s

+ Ky 8GO iz 1 llxs

+ LK il ¢ lls +La Ko Kyl u lixall ¢ llx-s

+ Ki |l (YO N2y Il @ x5

v LEK il ¢ llys +La Ko™ Kyl lixall  llx-s

+ Ki 11 g00) 2y Il  llx-s,

sendo que as contas sdo andlogas as do caso 0 < € < €g. Dai,

—— —A+1l —
|G, 0) s < (Mn(p) +3)LaKa Ky | u llxo +La Ky~ Ky || 1 [|xn)

+ K_l(Mn(P) Il §(r(0)) 2,y + |l g(y(0)) 2y + I g(y(0)) 2y + |l g(y(0)) ||L2(14))-

E, segue que, (Go)g estd bem definida e é limitada em conjuntos limitados de X".

Lema 3.2.4 Suponha que g satisfaz e sejam p e q expoentes conjugados com 2172 < p < oo. Entio, se

1 11 1 1_1
ﬁ+1>n>max{§—— 5= sy —

0,52~ B2 477} e —% <Bp< -1 a aplicagio (Ge)p : X' — XP ¢ localmente

Lipschitz continua em u, com constante de Lipschitz independente de € para 0 < € < €.

Demonstracao:
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Sejam uy, up € X1, p € X P el <e <e,

| < G(uy,e) = Gluz, €),¢ >p,p |

< f | g(11)) = g0/ 17@) | owhel do(x)
2Q
< Kb fg LIy P+ 0) 1) ) = () 1(6) o)
< ELZ( f (1+|y(u1)pz+|y<u2)pz)z|y(ul)_y(u2>|zd0(x))2 19() 200
2Q
< KLy || y(¢) 200 ( f (1+]p@) "2 + | p(u2) 12 )zpda(x))zp ( f |v(uq) = y(uz) Pdo(x) %

< KL [17(@) llzaoyll ¥(u1) = y(u2) llziaqy (199 7+ | y(u1) ||szA2 ooy T117(02) IILZ,,,\Z(QQ))
< KLKi 1 llxs Ks [l ug — uz |Ixo (|9Q|2” + K4 N 1 +K4 Nuz I12),

onde usamos um raciocinio semelhante ao do Lema anterior para estabelecer as desigual-

dades: 1| Y(9) 2oy < Ki Il & llxs, se =B > L, 1l y(0) lpzwiaoey < Ka |t o se > = gl e

1y 1) llpzrogy < Ks Il t llxr desde que > § = 4.

Dessa forma, se u1, 1y estdo em um conjunto limitado U de X", || u ||x1 < L, Yu € U, temos

[ — 1 —A N
| G(u1,€) — G(u, €) llxs < KLaKy1(10Q|% + 2Ky "L")Ks || ug — uz [Ixn,

com K > 0 independente de € para 0 < € < €. Logo, (Ge)p € localmente Lipschitz em u com
constante de Lipschitz independente de €, para 0 < € < €.

Quanto a G(u, 0), analogamente ao caso anterior, temos para uy, u; € X"e ¢ € XB,

| < G(ur,0) = G(uz,0), ¢ >pp |
< ﬁ | §(y(u1)) — (y(u2)) [1 () | Mr(p) do(x) + ﬁ | g(y(u1)) — g(y(u2)) |1 () [ do(x)

+ I|g(7/(u1))—8(7(“2))||7(¢)|d0(x)+ fl | g(y(u1)) — g(y(u2)) [17(@) | do(x)

_ _ FI—
M (p)LoKy || ¢ llxs Ks |l g — tia llxo (11117 + Ky~ |l g ||?<2n +K4 1l u ”Xz])

IA

J— J— 1

+ LKyl @ llx-s Ks |l ur —u2 |Ixn (|12]% + K4 Nl ||X1, +K4 1l u || W)
— — S —

+ LKyl @ llx-s Ks |l ug —u2 |lxn ([ 1317 + Ky~ || g ||X2,, +K4 1l u [ e

— — 1 — 1
+ LKy [ llxs Ks |l ug —ua llxn (g |? + Kg ~ [l ug Iy +K4 1l ua IIX,,

Portanto, se uj, 1y estdo em um conjunto limitado U de X", || u ||x» < L, Yu € U, entdo

— 1 —A —
| G(ut1,0) — G(uz, 0) llys < (Mn(p) + 3)LoK1(10Q1% + 2Ky "L )Ks || ug — uz |Ixn

e, concluimos que (Go)p € localmente Lipschitz em u com constante de Lipschitz independente de

€.
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Teorema 3.2.5 Suponha que f e g satisfazem e , respectivamente, sejam B e 1) tais que —1 <

1 1 11 11 11 111 1
ﬁ<_‘rﬁ+1>77>max{§_2(A1+1)f§_2pA1f§_4(A2+1)f§_4pAzf§_5} (oup+1>n>5-0com
— i 1 1 1 11 . 1 1
o= mm{zwﬂ),szl,4(A2+1),4pA2,4q}), com p e q conjugados, max{mz, Al} <p<oel<ec<Le.

Entio, a aplicagiio (He)p = (Fe)p +(Ge)p : XT — XP estd bem definida, é limitada em conjuntos limitados de
X", uniformemente em €, e é localmente Lipschitz continua em u com constante de Lipschitz independente

de €.

Demonstracao:

Tais propriedades para (H,)g seguem imediatamente daquelas provadas para (F¢)g e (Ge)p nos

Lemas[3.2.1]3.2.2)3.2.3]e[3.2.4

Lema 3.2.6 Suponha que f e g satisfazem e , respectivamente, -1 < g < -lep+1>1n>

max {% - 2(A3+1)’% — 4(A;+1)}. Entdo, a aplicagio (He)g = (Fe)p + (Ge)p : X — XP é continua em €, no

ponto € = 0, uniformemente para u em conjuntos limitados de X'.

Demonstracao:

Como (He)g = (Fe)p + (Ge)p, analisemos separadamente cada uma das fungdes que a compde.

Quanto a (F¢)g,

< F(u,€), ¢ >p-p= fQ f(u)pdx, Vo € X°F,

ndo aparecem termos dependendo de €, de modo que a continuidade segue diretamente.

Agora, com relagdo a (Ge)p, 0 < € < €, para ¢ € X,

< Gl,),¢ >4 L 00 @) faohldoto

fl () y(P) [Joghe| do(x) + j; 8y () y(P) [Jaghe| do(x)

+

fl /(1) Y(6) ol do) + f1 /(1) Y(6) oael do()
= < (G1 + G2 + G3 + G4)(u, €),(P >,3,—ﬁ'
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com G;, Gnaporgdol;, 1 <i<4e,

V1 +cos?(x1/e) (x1,x) €I = {(x1,1),0 < x <1},

Jhe (x1,x2) €L ={(1,x2),0 < xp <1},
[Joahe(x1, x2)| =

1 (xlrx2) € 13 = {(xllo)ro < X1 < 1 }/

1 (x1,x2) €4 ={(0,x2),0<xp <1}.

Analisemos a seguir (G¢)g na parte oscilante da fronteira Iy = {(x1,1) : 0 < x1 <1}, Gy,

1
fo O, D), 1) VI+ o /edn

afinal, em I3 e I4, o resultado é imediato, pois ndo hd dependéncia em € e, na por¢ao I, da fronteira

temos,

1 1
| fo 8(r(u(1, x2)))y(P(1, x2))Jhe(1, x2)dx2 — fo 8(r(u(1, x2)))y(P(1, x2))dx>

1
j; 18Cr (u(@, x))I Y (p(L, x2))| e (1, x2) — Tldx:

<
1
< 1 Jhe =1 ey, fo 190/ (u(L, 22 (@1, x2)] s
< 1 Jhe =1 oo L2 Ka Kol ol @ s
v LRl ¢ llyes
b K 1800 gy Il 6 Do)

em que utilizamos os cdlculos no Lema Dessa forma, em I, vemos que se 1 em limitados de

X"e|l ¢ llx-s< 1, como Jhe — 1 uniformemente em x quando € — 0,
Il G2(u, €) — Go(u, 0) llxs— 0, quandoe — 0,

1
com < GZ(“/ O)/ (P >ﬁ,—ﬁ: fo 8(7/(“(1/ -xZ)))y((P(l/ xZ))de-
Retomando o estudo em I3, sabemos que a fungdo p(x1) = /1 + cos?(x1) é periédica de periodo
1t. Do teorema de convergénciana média (ver o Teoremal(l.5.7), pe(x1) = p(x1/€) étal que pe — My (p)

fraco* em L*(0, 1), isto €,
1 1
f pe(x1) (1) dxy — f Ma(p) 1) ds, Vi € L1(0, 1),
0 0

sendo Mx(p) = % j(;n \/1 + cos?(y)dy. Consequentemente,

< Gi(u,€),¢ >p-p— < Gi1(1,0),¢ >p-p, Vp € XF,
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onde < Gy(u,0),¢ >5,-5= [ Mr(p)g(y(u(xr, D))y (o(x1, D)dx.

Além disso, demonstramos que (Ge)p € limitada em conjuntos limitados de X", uniformemente
eme, —% <B< —%. Assim, se B ¢ X" é limitado, {G1(u,€) : u € B,0 < € < €} é limitado em X? com
B’ > Bainda —1 < p’ < —1. Dai, como a inclusdo de XF' c XP ¢ compacta e sdo espagos de Banach,
existe uma subsequéncia €, — 0 tal que G1(u,€,,) — zem XP para cada u € B.

Por outro lado, conforme vimos,
< Gi(u,€n,), ¢ >p-p— < G1(1,0),¢ >5-p, ¥V p € XF.

Logo, z = G1(u,0) e, portanto, G1(u, €,,) — G1(u,0) em XP para cadau € B.

Consideremos 1 < 1 no intervalo conveniente, i a inclusdo de X em X"'. Segue que i(B) é um
conjunto compacto de X". Dado p > 0, para u € i(B), existem vizinhanca V,, de u em X7 ed, >0
tais que,

1 Gi(v, €) = G1(,0) [Ixs < p,

se0<e<d, <geveV,afinal,
Il G1(v,€) = G1(9,0) lIxs <l G1(v,€) = G1(u, €) llxs + |l G1(1,0) — G1(v,0) lIxs + Il G1(u, €) — G1(1, 0) |Ixs

e (Ge)p € continuaem V,, X Iy, Ip = [0, 6,] pequeno intervalo contendo 0. Vale lembrar que (Ge)p €
localmente Lipschitz continua em u, uniformemente em e.

Como i(B) é compacto, existem us, ..., u, € i(B) tais que U, Vy, D i(B). Seja 6 = 1rsnii?n oy;- Entdo,
se)<e<)y,

Il G1(v,€) = G1(v,0) lIxs< p, Vv € i(B).

Agora, como conjunto i(B) = B e, temos que para0 < € <0,

Il G1(v,€) = G1(2,0) llxs< p, Vv € B.

Logo, reunindo todas as consideragdes, concluimos que (He)g € continua em € = 0 uniforme-

mente em u para u em limitados de X".

Teorema 3.2.7 Suponhamos que f e g satisfazem e (3.5), respectivamente, sejam f e 1 como no
Teorema e 0 < e < €. Entdo, para qualquer (to, up) € R x X", o problema possui uma 1inica

solugdo local u(t, to, ug, €) com valor inicial u(ty) = ug.

Demonstracao:
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Ja sabemos que (A¢)g € um operador setorial em Xg com dominio Xf”. De acordo com o
Teorema m (He)p estda bem definida, é localmente Lipschitz continua e limitada em limitados.

Portanto, a afirmacao segue do Teorema|1.14.3

Proposigdo 3.2.8 Se b > 0 ¢é tal R(0(A¢)) > b, vale a sequinte estimativa paraa > 0,0 < € < €,
I (A)ge " gy < Cat™e™, >0,

onde 0 < C, < o0 é uma constante que depende do setor e da constante na desiqualdade do resolvente para

{Ae}OSeSeg-

Demonstragao: Segue dos Teoremas|1.13.4fe

Lema 3.2.9 Sejam f e 1 como no Teorema e, adicionalmente, < % e t > 0 fixo. Entdo,
I| (e~ st — o=@ty ||xn— 0 quando € — 0, uniformemente para u em limitados de XP.

Demonstracgao:

Pelo Teorema é possivel estabelecer um setor comum, Sp,¢, @ familia {(A¢)glo<e<e, € de

acordo com a Observagao[2.3.6| temos que || ()\—(Ae)ﬁ)‘1 ||L(X,@,Xq)s (1 + M), VA € 5,0 <€ < éo.

[A=b]

Seja I' um contorno em -5y, com arg(A) — +£6 quando |A| — oo para algum 6 € (3, T — ¢). Temos

que,

I = e o= o [ M@+ A = (A (A D
r

Xn

Consideremos um compacto K em C tal que [A| <R, YA € K, com R > b > 0. Entéo,

Hzim freAt((/\ + (Ae)[;)—l —(A+ (A)ﬁ)—l)u A = Zim ﬁﬂK M((A + (Ae)ﬁ)_l i+ (A)ﬁ)_l)u "

1
— eM((A + (Ae)p) ™ = (A + (A)g) HudA |Ixn -
21 Jr\(rnk)

X"

Analisemos, primeiramente, a parcelaem I' \ (I' N K). Seja 6 > 0,
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1 1
— f MA+ A = A+ A udA|| < — (A + (Ae)p)™ = (A + (A)p) Dl -
27 T'\(TNK) X 27 T'\(I'NK)

e‘R(A)tl A |

1 2
271 Jr\(rrk) A = b
C
= f RV AN | 1 |lxs - (3.6)

T\(TNK)

IA

)eMﬂdM Il 1 Ilygs

IA

Tt

onde C > 0 é uma constante, pois para A fora do compacto K de raio R suficientemente grande, o
. Al . ~ .
quociente = pode ser aproximado por uma constante. Com relagdo a integral que aparece em

(3.6), parametrizando a curva I" pelo comprimento de arco y :] — oo, +oo[— C,

fe‘R()\)tldAl
T
0 +00
( f N f )e%(ws))tds
—00 O
0 X
lim ( f + f )e%(V(S))tds
e\ ) v Jo
X

2 lim e ROt g,

X—00 0

IA

f E‘R()\)tl dA|
I'\(T'NK)

Agora, podemos escrever, y(s) = y(so) + fs Z y'(t)dt, com sy fixado. Segue que, R(y(s))

IA

R(y(s0)) + fs Z R(y'(t))dt. Considerando um angulo 0’ tal que ¥ < 6' < 6, temos que R()/'(s))
—cos(m—6)e, consequentemente, R (y(s)) < R(y(so))—cos(mt— 0')(s—so). Isso mostra a convergéncia
da integral de e®*0") em T no infinito e, portanto, se tomarmos R suficientemente grande, a parte
da integral em I' \ (I' N K) fica arbitrariamente pequena, por exemplo, menor do que %" parad >0
tdo pequeno quanto se queira. Dai, obtemos uma limitagdo por 6, independente de €, em (3.6),
considerando, sem perda de generalidade, || u [|xs < 1.

Por fim, examinemos a parcela em I'N K. Recordemos que, pelo Teorema || ((A+ (Ae)ﬁ)‘1 —
(A + (A)‘g)_l)u llx»— 0 quando € — 0, uniformemente em u em limitados de X? e em A para A em
compactos. Segue disso que, podemos limitar, uniformemente em A e em ¢, o integrando. De fato,
| (A+(A)p) L= A+ (A)p) ™ llxp xn< M/, para YA € TNK. E, de R(A) < |A] < R, temos eXW! < ek,
Portanto, pelo Teorema de Convergéncia Dominada, a integral em I' N K converge a zero quando
€ tende a zero.

Tais consideragdes nos permitem concluir o desejado.

Sabemos que a integral faz sentido devido ao Teorema Agora, vamos estima - la de

modo que a dependéncia em ¢ fique explicita. Comecemos por estimar o seguinte,
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1A = (A)p) T llxo = 1 (A A = (A)p) Nl -

Facamos x = (A + (A),;)‘l(A)gu. Entdo, (A)g‘ﬁx = (A)g‘ﬁ(A + (A)ﬁ)_l(A)gu = (A + (A)p)

com

1A + (A)p) ™ llxe

1Ay AR + (A u s
C Il (A)p(d + (A (AYgu I A+ (W)™ (A I, ™

W‘/_ n-p \/E 1- 17+ﬁ
Cl1 IR =t Il 2t |y

IA

IA

T
1_
< cli+ 'A"fnﬁnun”‘ﬁ V2 Wn (Wi
= M bl X \[A=0]
A
< —_—

onde empregamos o Teorema|1.13.5, C e C constantes positivas.

Vejamos,

IA

fr 1+ (Ag)™ — (A + (A)p) D s 1A < 2 fr 1M+ (A)p) ™ lxr 1A

IA

2 [l (A)Q‘ﬂ<A+<A>ﬁ>—1u s AL

) AT
g ]
< 2¢ [ i wa
lul™F 1
U
< 2 f el e (3)
< C—llullx .

tnﬁ

3.3 Existéncia global das solucdes

Nesta secdo, demonstramos que as solugdes do problema (3.1), dadas pelo Teorema estdo
definidas globalmente sob determinadas hip6teses adicionais em f eem g. Além disso, provamos a

continuidade das solugdes em relagdo a €, no ponto € = 0, em X", com 77 em um intervalo adequado.
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Além das hipéteses anteriores em li e l , suponhamos que existem constantes co, dy, dg),

com dy > dz), tais que,

|l}m sup@ < ¢ (3.8)
€,
, sw) _
1 — <d,. 9
|u}£>noo Sup u 0 (3 )
E o primeiro autovalor u; do problema
—Jheh A B u + (Jhea — co)u = pu em Q,
JheheAq, (Jhea — co)u = p (3.10)

0 g1, _
heaNQG e u = dou em 9Q)

é maior do que uma constante positiva B independente de ¢, 0 < € < €.

Observagao 3.3.1 E importante observarmos que tal hipétese sobre o primeiro autovalor ser maior do que
uma constante positiva independente de € é razodvel, pois se cg e dg forem ambos iguais a 0, por exemplo, a
desigualdade pode ser obtida usando a limitagdo inferior do operador A como no Lema Além disso,
a desiqualdade continua vdlida se co < 0 e dy > 0 pequeno, pois pelo Teorema 1.5.1.10 em [9l], existe uma

constante K, independente de €, tal que

f huldo < K[é% f IVulPdx + 672 f |u|2dx], Vu e HY(Q),6 €10, 1],
20Q Q Q

donde se dy > 0,
~do | huPdo > —dK [5% f VulPdx + 672 f |u|2dx], Vu e H(Q), s €]0, 1].
Q) Q Q

Assim, basta que dy seja pequeno o suficiente de modo que ainda tenhamos a desigualdade desejada. Notemos
também que dy pode, inclusive, ser grande se cq for negativo com valor absoluto grande. E, co pode ser
positivo, desde que pequeno, uma vez que temos a constante a para compensar. Vale recordar que os termos

[Jhel e |Jgqhel sio limitados superior e inferiormente.

Observacao 3.3.2 Outro ponto importante é que analisando, essencialmente, a por¢io oscilante da fronteira

Iy em que |Ji,hel = 1+ cos2(x /€), temos 1 < |Jr,he| < V2, dai se dy > 0, seque que
—do f ul|]saheldo > —do f lul? V2do.
20Q Q)

Entdo, admitindo a continuidade dos autovalores, bastaria supor que o primeiro autovalor do problema com
e=0
—Aqu + (a —co)u = pu em(,
%Qu =doV2u em14
= dou, emlp, I, I,

é maior do que uma constante positiva.
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Como o primeiro autovalor de (3.10) satisfaz:

< —Jheh:Ao b u + (Jhea — co)u, u >
2 v
L2(QY)

Ao(e) = inf

(3.11)
ueHY(Q) [ 2 ]

sendo positivo maior do que B, ao desenvolver a expressdao em (3.11), encontramos,
B f wdx < f h;VthZ_lu(x, t) - hZVQShZ_lu(x, B Jhe(x)dx — dg f w2 (x, D aahe(x)dx
Q Q Q

+ a fQ u?(x, ) Jhe(x)dx — co ‘[Q u?(x, Hdx. (3.12)
Para provarmos existéncia global, trabalharemos no “espago de energia” natural H'(Q) (7 = 1
ef<3).
Lema 3.3.3 Suponha que valem as hipdteses do Teorema e f e g satisfazem as condigoes dissipativas
e , respectivamente. Seja Ve : HY(Q) — R definida por
Ve(u) = % fQ Vo B u(x, £) - BV B ux, £ The(x)dx + g fQ u(x, )?Jhe(x)dx  (3.13)

- [ Futdx- [ Gowlhwids, 0 <e < e,
Q 2Q

e,
Vo(u) = %fVQu(x,t)-VQu(x,t)dx+gfu(x,t)zdx
Q Q
- fQ Fuu(x, B) dx - f GO/ W)Mr(p)dS - f GO/ (u))dS - f Gy (u))dS - f GO/u)ds,

L I I3 Iy

onde a é um niimero positivo , F e G : R — R sdo as primitivas de f e g, respectivamente. Entdo, se

0 < € < €, Ve é um funcional de Lyapunov para e existem constantes positivas Ry, Ry,R; e Ry tais

que,
Ve(u) < Ryl u | ) +Re, Vi€ HY(Q), (3.14)
€,
Ve(u) > Ry || u ||§{1(Q) — Ry, Yue HY(Q). (3.15)
Demonstracgao:

Comecemos pelo caso 0 < € < €. Pela expressao de V,, usando que F e G sdo continuas, vemos

que trata-se de uma fungdo continua e, se u# é uma solugdo de 1} em H'(Q),

%vew(t» f BN o (e, ) - BN o,y (x, DT he(x)dx + a f u(x, )iy (x, )T he(x) dx
Q Q

f Futx, D)us(x, £)dx — f O @)us(x, Bl ()1 dS
Q dQ

— f ur(x, Hug(x, t) dx
Q

2
- ” Ut ”LZ(Q)I
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onde usamos a formulagao fraca do problema. Logo, V. é decrescente ao longo das solugdes de

(3.1).
Além disso, se u(t) é uma solucio de (3.1) e Ve(u(t)) = Ve(ug), Vt > 0, com uy € H'(Q), entdo

SVttt = S Veluo) =

o que significa que || u; ||? 20~ =0 e u é um equilibrio de (3

Provamos assim que V¢, 0 < € < €p, ¢ uma fungdo de Lyapunov para o fluxo gerado por .
Restam as estimativas para V.

Por , existem &7 > 0 e M(es) > 0 tais que f( —co < &g para |s| > M(gf). E, como f é
continua e |s| < M(ey) € compacto, vale que f(s) < ks para|s| < M(ey), sendo kr uma constante.

Consequentemente, se s > 0, f(s) < (¢f +co)s + kr e,

LF(u)dx:L(j(;uf(s)ds)dxsL(jo‘uafs+cos+kfds)dx<%L|u|2dx+ko

Podemos repetir o mesmo raciocinio para s < 0. E, por (3.9), existem ¢, > 0 e N(eg) > 0 tais que

26)

<~ dé) < &g para|s| > N(&g). Analogamente,

d ,
[ cowmatdds < 2 [ 1y Pirsahds + K,
2Q %9

Dai, se K > 0 é a constante que, como no Lema limita |J ke,

1

Vew) < 3 fQ HeVo i u(x, t)-hZVthé‘lu(x,t)]he(x)dx+g f u(x, £)*The(x)dx

IA

2
C ||
" |2_O|f|”|2d“|k0|+ —- f 1y () Pl aahe(x)ldS + | K, |
Q

|C0| Kid, ,
IIMIIHl(Q) Il u IILZ(Q)+|k0|+ O Iy () ||Lz(aQ + 1k, |

IA

|C0|

| O|
Hl(Q) ” ”LZ(Q) ”

< +lko|+ —— +1kyl,

C
2
Shul?

em que usamos a Observagao Assim, conseguimos limitar superiormente V(1) pela norma

Il 4 |l ) € por constantes dependendo essencialmente das néo linearidades, para 0 < € < ¢o.

Por outro lado, se Ag é o primeiro autovalor de (3.10) e Ag(¢) > B, 0 < € < €y, por (3.12),

B f wrdx < f Vo B ux, £) - BV o B ux, ) The (x)dx — do f u?(x, ) [aahe(x)dx
Q Q Q

+ a f u?(x, ) Jhe(x)dx — co f u?(x, dx
Q Q

Como dp > di), podemos escolher dg # 0 tal que

" 7 d() CZ—CO B
d0>d0 >d0 e [d—g—l]T+E>o,
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sendo C; e C; as constantes que aparecem em (2.27) na demonstracdo do Lema e, aplicando

tal resultado,

Ve(u)

\%

\%

QD

\%

NI —

f Vo u(x, £) - Vo T u(x, D The(x)dx + = f |14 * The(x)dx

C ’
2 P = 2 [ 1y Bisahe(olds - G+ )
2Q

h;VQshZ_lu(x,t)-hZVQShZ_lu(x,t)]he(x)dx+E f |14 The(x)dx

c f u |2dx—— f 1) Pl ke COIdS — (ko + K,)

d2

do 1 f WV ux, £) - BV " ulx, ) Jhe (x)dx+;l 5 f |1 2 The(x)d l
0

do co

da d ,
_f0% 20y - 20 2 -9
-7 2 [ iuias= [ 1y P dg(ko+ko)]

2

(% - 1) 1 f h;VQShZ_lu(x, K h;VthZ_lu(x, t)]he(x)dxl
Q

[1
2

0

f Vo b u(x, t) - Vo b ux, The (x)dx+(——1] f |uJhe (x)dxl

f | P The(x)dx - [ - )CO f u Pk - fQ |u|2dxl

2w |2|Jaghe<x>|ds—§<ko+k;>]

(1) Lomtone{ (-1

B 2 d() ’
E]Llul dx—d—g(k0+k0)l.

Assim, V¢(u) é limitado inferiormente por uma constante positiva dependendo das néo linearida-

des e do primeiro autovalor de (3.10) vezes || u |2

mais uma constante que depende das ndo

HY(Q)

linearidades, para 0 < € < €g. Portanto, |Ve(u)| — co quando || u || q)— 0,0 < € < €.

Por fim, no casode e =0,

Vo(u)

€,

% fg VQu(x,t)-VQu(x,t)dx+g fg ux, B2dx
- fQ Fuu(x, ) dx — fl G/ (u) M (p)dS — f1 GOy ()ds — f1 GO/ (u))dS - fl GO/(u))ds,
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tVO(u(t)) LVQu(x,t)-VQut(x,t)dx+aj;)u(x,t)ut(x,t)dx

d

ff(u(x,t))ut(x,t)dx—fg(y(u))ut(x,t)Mn(p)dS—fg(y(u))ut(x,t)ds
Q I I

fg(y(u))ut(x,t)dS—fg()/(u))ut(x,t)ds
I3 Iy

—f up(x, Hug(x, Hdx
Q

2
- || Ut ”LZ(Q)

Segue que Vj é decrescente ao longo das solugdes de (3.1) com € = 0. Se u(t) é uma solugdo de

3.1) com e = 0 e Vo(u(t)) = Vo(ug), ¥t > 0, com 1 € H(Q),
d d
Vo(u(f)) Vo(uo)

donde || u |,,,,= 0 e u é um equilibrio de li Logo, Vp é um funcional de Lyapunov para o

120) "~
fluxo gerado por (3.1) com € = 0.

Analogamente ao que foi feito acima para 0 < € < €y, temos

fF(u)dx< %flulzdx+k0
Q

dy Mz (p) o o d .
GO/(1) Me(p)dS + Glyu)ds < = () S + Ky + 22 () S + K, .
L L+I3+1y L

L+I3+1y

€,

Aplicando, como antes, o Lema[2.3.3)

C |d/ |(MT[(P) + 1) ’” "
VO(M) — 2 ” u ”Hl(Q | Ol || ”LZ(Q |k0 | + 0 2 || ||L2(Q) + |k0 | + |k0 |
Quanto a limitacdo inferior,
Vo(u(t) = % f Vou(x, t) - Vou(x, Hdx + g f ux, t)2dx
Q

d’ 7 ”nr

- f |u [Pdx — (p) |y(u)|2ds -2 f | y(u) 2dS — (ko + ky + Ky )
2 L+I3+1y

> _[(——1] f|Vu|2dx+([——l) — X Ao)f| u Pdx - g(ko+kg+kgl) ,

com dg satisfazendo também:
@—1 S +® > 0.
do 2 2

Reunindo tais consideracdes, encontramos constantes positivas Ry, Rp,R; e Ry, independentes

de € para 0 < € < €y, tais que valem as desigualdades (3.14) e (3.15).
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|
Lema 3.3.4 Para V. : H(Q) — R definido como em , existem constantes positivas R’l, R’z, tais que,
RiIV@)| < 1Ve)| < Ryl V)], Yue H(Q),
comV =V,.

Demonstracgao:

Estudemos cada uma das parcelas que compde a expressao em (3.13)). No caso de

‘[Q F(u)dx,

ndo hé o que fazer. E, com relagdo a

f GOy ) sahe(ldx,
2Q

|Joahe| pode ser limitado superior e inferiormente independente de € para obter as desigualdades

desejadas. Por fim, quanto a

1

5 f WV i u(x, ) - BV, b utx, he(dx + 5 f u(x, 12 Jhe(x)dx,
Q Q

basta aplicar as expressoes (2.27) e (2.28) nas demonstragdes do Lema e da Observagao[2.3.2]

respectivamente.

Teorema 3.3.5 Sejam f, n, f, g tais como no Teorema e suponha que f e g satisfazem as hipdteses
dissipativas e (3.9), respectivamente. Entdo, as solugdes de estdo globalmente definidas.

Demonstracgao:

Consideremos primeiramente o caso 1 = % Pelo Teorema para cada (to, up) € R x HY(Q),
existe T = T(to, up) tal que o problema tem uma tnica solugao u em (tg, tg + T) com u(tg) = uo.
Sabemos também que (He)g leva limitados de X" = H 1(Q) em conjuntos limitados de X¥.

Se T < oo, pelo Teorema existe uma sequéncia t, — T~ tal que || u(t,) IIHl(Q)—> oo e,
consequentemente, |V (u(t,))| — oo, usando do Lema o que é uma contradi¢do com o

fato de V. ser decrescente ao longo das 6rbitas.
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. 1 . ~
Para os demais casos, se 7 < %, temos X2 C X' e dado uy € X", existe uma solucdo local

u(t), to <t < T. Porregularidade, paraty <t < T, Te(t)up € X7 e tomando este como ponto inicial
ué), provamos que existe uma solugdo global passando por ul). Segue da unicidade o desejado.
Finalmente, se > %, Xg c X2 de modo que tomando ug € XZ, up também pertence a X le entdo,
existe uma solugao global passando por tal ponto, a qual coincide com a solugéo local em X! por

unicidade.

Lema 3.3.6 Se as condigoes iniciais ug do problema variam em um limitado de X", entdo a solugdo

ue(t) permanece num limitado de X" com 1 tal como no Teorema[3.2.7, uniformemente em e, paraty < t < T.

Demonstracao:

Suponhamos || ug ||x1< B.

Seja t* = sup{t| || uc(t, uo) |lxn< 2B}. Tal tempo existe para cada solucdo u, por continuidade
da mesma. A principio, t* = t*(€, up).

Como (He)p leva limitados de XT em limitados de XP, uniformemente em €, temos que ||
(He)p(u) llxs < L para || u |[xn < 2B. Consequentemente, se s € [to, t*], || (He)p(ue(s, uo)) llxs < L.

Sejat € [0,t],

t
Il e A0 1o + | 11 e AR (He)p(ue(s)) llxn ds

| ue®) llxn <
to
t
< e g flxo + f Co-p(t = )T P | (He)g(ue(s)) llxs ds
to
t
< Mg, f Cyoplt — sy TP s, (3.16)

to
onde C;_g vem da aplicagdo da Proposigao e b é tal que Re(c(A¢)g) > b > 0. Observemos que
é possivel tomar um tempo f de modo que o lado direito desta expressdao em (3.16) é menor do
que 2B e f é uniforme em € e 1. Segue que t* > f.

Facamos a mesma conta, considerandon =1/2et =t,

.
Tue®) lyy < e AR ug | 4+ ft Il AR He)g(ue(s)) Il ds
.
* () —p('— * —(-p) —p(+'—
< Cypt = o) =P g I + f Cy_g(t" =) E P || (He)p(ue(®)) llxs ds
to
.
< c%_ﬁ(t*—to)—<%—ﬁ>e—b<f*—fo>3+ f c%_ﬁ(t*—s)—<%—ﬁ>e—b<f*—S>Lds,

to
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tais cdlculos nos mostram que u, estd em um limitado de X? no instante t*, o qual, como vimos,
independe de € e de .

Agora, devido a expressdo (3.15) e ao fato do funcional de Lyapunov ser decrescente ao longo
das solugdes de , temos que as solugdes permanecem em um limitado de Xz para todo t. Dai,
sen < %, a limitacdo em X7 é imediata.

No caso de n > %, X! c Xz de modo que a solugdo estd em um limitado de Xz para todo
t. Entdo, basta refazer os cdlculos para a norma || u(t) ”XZ tal como na primeira parte desta

demonstracao.
|

Teorema 3.3.7 Suponha que as hipéteses do Teoremasejam vdlidas e, adicionalmente, n < %, —% <B.
A fungdo € — u(t, to, up, €) = ue(t) € X é continua em € = 0 uniformemente para ug em limitados de X e

to<t<T.

Demonstracgao:

Pelo Teorema H(u,0) leva limitados de X" em limitados de X e é localmente Lipschitz
continua em u com constante de Lipschitz L.
Desde que || ue(s) llx1 < Ke || u(s) |lx» < Kem tp < s < T, conforme Lema vamos estimar a

diferenca entre essas solugdes do seguinte modo :

IA

|| (e~ Aelst=t0) — e=(Apt=t0)yyy0 [l +
t
N I e—(Ae)ﬁ(t_s)((He)ﬁ(”E(S)) - (H)ﬁ(ue(s))) lIxn ds

to

t
+ I e AR (H)p(ue(s)) = (H)p(u(s))) llxn ds

to

Il e (t) = u(t) [Ixn

t
+ || (e~ =9) — e~ DsE=9)(H) g (1(s)) |1xn ds.

fo

Com relagdo a primeira parcela,

|| (7 Aeds(t=t0) — g=ApCt=t0))yy ||y

segue do Lema que tal expressdo converge a zero quando € tende a zero uniformemente em
Uup.
Quanto a segunda e a terceira parcelas, se A. = sup{|| (He)p(u) — (H)pg() llxs | Il u llxn < K},

aplicando a Proposicao
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t
ft || e~ A=) ((He)p(e(s)) — (H)p(ue(s))) llxn ds

t
< Inm%*ﬂMWWmmwwn4mwummm%
t
< tnm%*ﬂ&WﬂnMWWW$»—wm%@»mws
t
< f Cpp(t — )P e ) A ds
to
t
< CpplAe | (E- 5)P e b9 s,
to
E,
t
t|w“WHWMwum—mmmmwm%
t
< ) I (A Pem AR (E)g(ue(s) = (H)p(w(s))) llxp ds
t
< [ AR 1 (ED3((5) ~ (Do) o
fo
t
< [ Corplt =PI ) = 09 o s
to t
< Cypl f (t = )P 179 | ue(s) — u(s) Ilxn ds.
fo

Por fim, a quarta parcela,

t
I (A=) — B9 ()5 (1(5)) [lxr ds.

fo

Como (H)g leva limitados de X" em limitados de XP, temos a convergéncia do integrando para zero
para cada s de acordo com o Lema Além disso, da expressdo (3.7) neste tltimo resultado, o
integrando é limitado por uma fungao integravel. Segue do Teorema da Convergéncia Dominada
de Lebesgue, a convergéncia desta parcela a zero.

Encontramos entdo que

¢
| ue(t) —u(t) llxn < C(e) Il uo llxn +Cy-pAe f (t = 5)F e t9ds + C'(e)

to

t
+ Qﬂ{f@‘#ﬂ”%@_WQMM&

to
onde C(e) e C (€) sdo constantes que convergem para zero a medida que € tende a zero devido
as consideragdes acima para a primeira e quarta parcelas, respectivamente. Ou, ainda, podemos

escrever
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t
Il ue(t) — u(®) lIxn < C”(e) + Cn—ﬁLf (t = 8)P " || tte(s) = us) llxn dis,

to

com C”(e) convergindo a zero quando € tende a zero. Segue da Desigualdade de Gronwall
(ver Segao 1.2.1 em Henry, [11]) que || ue(t) — u(?) |lxn< C”(e)M, M = M(Cy—, L, — 1, T), donde

|| ue(t) — u(t) llxn— 0 quando € — 0 uniformemente para ug em limitados de X".
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Capitulo 4

Existéncia e continuidade de atratores

Neste dltimo capitulo, provamos a existéncia e a continuidade dos atratores globais para (2.18)
e (2.19) em X", com n em um intervalo conveniente e /i para 0 < € < €p. Para tanto, nos embasamos

fortemente na convergéncia dos resolventes obtida no Capitulo 2 e também, no que foi feito em

[4] e em [18].

4.1 Existéncia de atratores globais

Demonstramos nesta secao que Te, (¢, to, 1), 0 fluxo gerado por li , admite um atrator global

comegando pelo caso 1) = 3.

Lema 4.1.1 O semigrupo nio linear Te  g(t) gerado por comn=1Le-1<p<-LemX:=H(Q

é um sistema gradiente.

Demonstracgao:

Sabemos que V. definido em é um funcional de Lyapunov para o semigrupo.

Além disso, (Hc)g leva subconjuntos limitados de H 1(Q) em limitados de Xf e como podemos
escrever (A¢)g = (Ae)2(Ae) (AL, B = —% +60< 0 < }I/ sendo (A¢)° uma isometria e A tem
resolvente compacto pela Proposicao segue que (A¢)p tem resolvente compacto. Assim, de

97



98 Existéncia e continuidade de atratores

acordo com o Teorema (1.14.5, as érbitas positivas limitadas sdo pré-compactas.

Logo, temos que Tk 4(f) € um sistema gradiente.
u

Lema 4.1.2 Suponha que f e g satisfazem as condicdes do Teorema|[3.2.7|e as hipdteses dissipativas e
([B3.9), respectivamente. Entio, se € é suficientemente pequeno, o conjunto dos pontos de equilibrio do sistema

gerado por é uniformemente limitado em € na norma H'(Q).

Demonstracgao:

Os equilibrios de satisfazem, para 0 < € < €,
0 = - f Vb - BV o B uhe (x)dx + f g()ulJahe(x) dS
Q 0Q

- af |1 [*The(x)dx + f f(u)udx, 4.1)
Q Q
em que utilizamos a equagio (2.21), tomando ¢ = u.
Por e , para qualquer 6 > 0, existem constantes My e M, tais que f(s)s < (5 + cp)s?
se|s| > Mreg(s)s < (6+ dé))s2 se |s| > Mg. Escolhendo [s| > M = max{ My, Mg}, ambas as
desigualdades valem simultaneamente. Além disso, existem constantes Cr, Cg com f(s)s < Cre

g(s)s < Cg para|s| < M. Se fizermos K; = max{Cy, C, } entdo, para todo u € R,
fwu < (co+8)u? +Ks e guyu < (dy + 6)u* + K.

Aplicando isso em (4.1) e usando a limita¢do para |Jyqohe| por K,

IA

f h;VQghz_lu . h;VQEhz_lu]he(x)dx —af [ The(x)dx + (co + ) f w?dx + Ks | Q|
Q Q Q

+ (d, +5)f w2 |Jaahe(x)dS + KsK | Q|
Q
= —af [ *The(x)dx + (co + 6)f uldx
Q Q
+ (dz) + 6)1; 1| 50he(x)|dS + Ks(]1 Q| + K|2Q D. (4.2)
Q
Como Ag(€), o primeiro autovalor de (3.10), é maior do que B > 0, 0 < € < €9, por hipétese,
B f wdx < f Vo ux, £) - BV o i ux, HThe(x)dx — do f w2 (x, Bl Jaahe(x)|dS
Q Q Ele)

+ a f u?(x, ) Jhe(x)dx — co f u?(x, tdx. (4.3)
Q Q

Reunindo as desigualdades (4.2) e (4.3), obtemos

Bflulzdx
Q

IA

5fu2dx+(d5—do+6)f W |Joahe(0)dS + Ky (1 Q| + K| 9Q|)
Q 2Q

IA

5fu2dx+f(d;)—do+5)f u%dS + Ky (1Q| + K| 9Q)). (4.4)
Q 2Q
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Agora, tomando 6 < min{B, dy — dé)} e estabelecendo Iy = min{B — 6, K((dy — dé)) —0)}, segue de
(4.4) que,

fuzdx+f u%ds < K (1Q1+K19Q]) (4.5)
Q 90 - Is . .

Por fim, empregamos isso em (4.2),

f BNV - Vo i ufhe(x)dx < (co+0) f uldx + K(dy +6) f u?dS + Ks (1 Q| + K| 9Q))
Q Q Q

Ks (1Q]+K|9Q])
Is
+ Ks5(1Q|+K|oQ)), (4.6)

IA

(co + Kdy + (1 +K)5)

¥, 4 ~ . . .
onde usamos que 4 > 0 e supomos que (co + 0) e K(d; + 0) sdo ambos positivos. Caso sejam
negativos, em (4.6), ficaria apenas a dltima parcela e se os sinais fossem contrarios, manteriamos

somente o positivo. Agora, conforme (2.27) no Lema[2.3.1}

f WNo b u - BV o i ufhedx > Cy f | Vu [dx, (4.7)
Q Q

donde segue que,

Ks (1Q]+K|9Q])
l‘

f|Vu|2dxs Ci((co +Kdy + (1 +K)5) +1<6(|Q|+K|aQ|)). (4.8)
Q 1

O resultado vem de (4.5) e (4.8), observando-se que as constantes presentes nessas estimativas
dependem basicamente de Ag(€), que é maior do que uma constante positiva B independente de
€,0 < € < €p, por hipétese.

No caso de € = 0, os equilibrios verificam:

0 = — fQ Vau(x, t) - Vou(x, t)dx —a fQ [u(x, £)|>dx
+ Lf(u(x,t))u(x,t)dx+Lg(u(x,t))u(x,t)Mn(p)dS+j}; g(u(x, t))u(x, t)ds.

+I3+1y

E, como A¢(0) é positivo,

)\O(O)fuzdx < fVQu(x,t)-VQu(x,t)dx+afIu(x,t)lzdx
Q Q Q
+ -0 f u(x, £)2dx — dy f u(x, t)>My(p)dS — dy f u(x, £)%ds.
Q

L L+I3+1,

Notamos que o raciocinio pode ser desenvolvido de forma andloga aquela do caso € > 0.
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Teorema 4.1.3 Suponha que f e g satisfazem as condigoes do Teorema comn = %, —% <p< —%, eas
hipdteses dissipativas e , respectivamente. Entio, para 0 < € < €, 0fluxo T, 1 /ﬁ(t’ u) = Te(t, u)
gerado por tem um atrator global em X : = HY(Q).

Demonstracao:

De acordo com o Teorema basta provar que o semigrupo é assintoticamente compacto.
Seja B um conjunto ndo-vazio, fechado, limitado de X P = HY(Q) com Te(t,u)B c B, ¥t > 0.

Considere | = Tc(1)B. Entdo, ] C B. Pela propriedade de semigrupo, para t > 1, Te(t)B =
Te()Te(t —1)Be Te(1)Te(t — 1)B € T<(1)B C | donde [ atrai B (de fato, absorve). Falta verificarmos
que | é compacto.

Se soubermos que | é limitado em X§+6, com 0 > 0, entdo, como a imersdo Xe%ﬂS C XE% é
compacta e Xé = X2 = HY(Q), resulta que ] é um pré-compacto de H(Q). Somando-se a isso 0
fato de J ser fechado, temos o desejado.

Sem perda de generalidade, suponhamos R(0((Ae)g)) > w > 0. Se j = Te(1)b, b€ Bel| b ||X <

N,

1
2

FLNTEEN EAad e fo M E (T ds
< (A e b |y + fo K ((Ae)p)' e NI H)(Te(s)) I, 305 s
< Coe bl + fo Crg(1 — sy Do | (He)p(Te(®)) Il 31 s
< Cse™N + Ci_sL fol(l —5)"(1=0)p—w=9) g,

onde aplicamos a Proposicado e L vem de (He)p levar limitados de X" em limitados de

1.+
XP conforme Teorema [3.2.5 A dltima expressdo nos mostra que Te(1)B é limitado em X§+b e,

portanto, seu fecho, J, também o é.
|

Teorema 4.1.4 Suponha que estejam satisfeitas as condicdes do Teorema [3.2.7] e as hipéteses dissipativas

e (3.9). Entao, para 0 < € < e, 0 semigrupo Te,4(t, u) gerado por tem um atrator global A¢
em X'. Além disso, A ndo depende de 1 ou f.

Demonstracao:

Suponhamos primeiro que 7 = 19 < 1 e seja B um limitado de X7. Podemos admitir que

B = Bg, a bola aberta de raio R e centro na origem de X". Conforme vimos no Teorema m
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existe N tal que || (He)p(u) |Ixs< N para || u [|x1< 2R. Seja T(t)ug = u(t, to, uo) a solugéo de com
n = 1o, Uo € Br e seja w tal que R(a((Ae)ﬁ)) > w > 0. Enquanto || u(t, to, uo) llxn< 2R, temos pela

Férmula de Variag¢do das Constantes, Lema|l.14.2

| ult, to, uo) llxn < Il ((Ae)g)TPeAdl=t0)yy ||y
t
+ | ((Ae)g)TPe A=) (H,)g(u(s)) llys ds
to
t
< Cplt — t)f e @) g [y +NCypop | (¢ —8)FDe9ds. (4.9)

fo
Consideremos T = sup{t > to|u(s, to, ug) € Bor, Vs < t}ed > tg tal que o lado direito desta tltima

expressdo (4.9) seja menor do que 2R, Vt € (tp,6). Segue que T > 6 e as solugdes com condi¢des

iniciais na bola de raio R em X" permanecem na bola de raio 2R para ty < t < T. Agora,

t
Il u(t, to, uo) ”X% < || e @Asli=to)y, ”X% + . [ e_(Ae)ﬁ(t—S)(He)ﬁ(u(s)) ||X% ds
< 1 ((Ae)g) T e A=ty |y
¢
15 _ _
T R GO
to

¢
< Gy (t- o)~ B=De=@t=10) || 140 {150 +NCy_g f (t — 5)" G Peet=s)g,
fo

o que significa que T(f)Bg estd em um limitado de X2 para ty <t < T. Pelo Teorema 0
atrator global de comn = % atrai T(t)Br na norma X %, to<t<T.ComoX e X1, A¢ atrai Bg
na norma de X. Uma vez que A, é invariante, este deve ser o atrator de com 1 = 1.

Suponhamos agora, % <n=mn <pB+1. Temos X C X2 continuamente. Assim, um conjunto
limitado B de XZ é também limitado em X %, sendo atraido por A, de comn = % em X? sob
aacdode T, ! ’ﬁ(t) = T% (t), o qual coincide com o fluxo em X]. Mostraremos a seguir que T% (t) é
continuo de X em X! parat > 0.

Sejam uy, up € X% e ui(t, to, u;) = T%(t)ui, i=1,2.

| u1(t, to, u1) — ua(t, to, u2) llyr < |l A (T ) 1%
t
+ | e~ AN (He)p(ua(s)) — (He)p(u2(s))) lIxn ds
to
-3 ,—(Ac)(t—to) _
< M ((Ae)g) T2 0 ur —ua) [l g
t
+ | ((Ae)p)TPe A=) ((He)p (11 (5)) — (He)p(u2(s))) llxs ds
to
< Cpy(t=10)2 ey — iy ||y
t
* LgyCop f (t =) e N ua(s) — 12(s) Il 3 s,
to
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sendo Lﬁ’ 12 constante de Lipschitz local de (He)g.

Aplicando a Desigualdade de Gronwall (veja o Teorema 7.1.1 em Henry, [11]]), obtemos

Il ult, to, 1) = u(t, to,u2) llyr < C,_

— )1+ 3 pmw(t=to) _
(t—to) " 2e lur —uz Il y

1
2

t
’ _ — )T pmw(s—to) _
+ yftE%_n(V(t s)C,-1(s —to) " 2e lur —uz |l y ds,

0

1

I~ n(é—r)
onde Y= (Lﬁ,%cﬂ—% maXtSSSto{e_w(t_s)}r(% — r]))% e E%_n(z) = Z Z"271

1=0 TG+ 1) e, segue a continui-
dade.

Isso nos permite concluir que se Vs é uma vizinhanca de A. em X2 que contém T% t)(B) =
T,(t)(B), entdo T% (1)Vs é uma pequena vizinhanga de A, em X" que contém T% (t+1)B =T, (t+1)B.

Como A, = T% (1)Ae € X, este deve ser o atrator de Tj(t).

4.2 Semicontinuidade superior dos atratores

Nesta secdo, provamos que a familia de atratores para o fluxo gerado por (3.1) é semicontinua

superiormente em X', com 7 em um intervalo conveniente.

Teorema 4.2.1 Suponha que as hipéteses do Teorema sejam vilidas. Entdo, a familia de atratores
{Acl0 < € < €9} para o fluxo gerado por ¢ limitada uniformemente em H'(Q).

Demonstracao:

Pelo Lema para € suficientemente préximo de 0, o conjunto de pontos de equilibrio E
de estd em uma bola aberta Br de raio R em H(Q2), R independente de €.

Se u € Ae, pelo Teorema [1.14.8} existe t, tal que u = T(t,)uo para algum ug € Bg.

Seja Ve o funcional de Lyapunov de dado por (3.13). Pelo Lema temos

+Ry < RyR? + Ry.

Ve(u()) < Rl ” Uo ||?{1(Q) =

Segue que
Ve(u) < Ve(T(t)ug) < Ve(up) < RiR? + Ro.

Novamente, do Lema|[3.3.3

1 8 1 _
I u | R—(Ve(u) +Ry) < R—(Rle +Ry + Ry), Vu € A.. (4.10)
1 1

2
QS

E, tal limitagdo é valida Yu € U< <¢, Ae-
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Teorema 4.2.2 Suponha que as hipéteses do Teorema sejam vdlidas e, adicionalmente, 1 < . Entdo,
a familia de atratores { A |0 < € < €q } do fluxo Te,np(t, u), gerado por , é semicontinua superiormente

em X",

Demonstracgao:

Pelo Teorema Uo<e<e, Ae € limitada uniformemente em H'(Q), consequentemente,
também estd em um conjunto limitado B de X" para 3 — ¢ < 1 < 3, ¢ pequeno o suficiente
de forma a satisfazer as condi¢des do Teorema [3.2.

Como o atrator A atrai subconjuntos limitados de X" sob a agdo de To,4(t), dado 6 > 0, existe
T grande o suficiente tal que d(Ty,;5(T)B, Ao) < %.

Agora, devido a continuidade em € no ponto € = 0 (uniformemente em 1y em limitados de X"
e tp <t < 1) da solugdo provada no Lema temos que para € suficientemente préximo de 0,
d(Tep(T)B, To,s(T)B) < 3.

Reunindo ambas as consideragdes, d(Te,;5(T)B, Ag) < 6. Mas, T¢ p(T)Ae C Te,;5(T)B, donde

d(Ae, Ag) < 6, como querfamos.

4.3 Continuidade dos equilibrios

Nesta se¢do, demonstramos que os equilibrios sdo continuos em € = 0. Comecemos pela

semicontinuidade superior, que segue diretamente do resultado analogo para os atratores.

Teorema 4.3.1 Suponha que as hipéteses do Teorema sejam vdlidas e, adicionalmente, n < . Entdo,

a familia de conjuntos de equilibrio {E. |0 < € < €¢ } de é semicontinua superiormente em X'.

Demonstracgao:

Seja €, sequéncia de ntiimeros positivos tal que €, — 0.

Se mostrarmos que toda sequéncia (u,), com u., € E.,, possui uma subsequéncia conver-
gente com limite pertencente a Ey, entdo resulta que a familia {E., 0 < € < ¢y} é semicontinua
superiormente (conforme Lema [1.14.10). Vejamos:

Como ue, € Ag, e a familia de atratores é semicontinua superiormente, existe (i,) € Ag com

d(ue,, le,) — 0.



104 Existéncia e continuidade de atratores

Agora, Ag é compacto donde extraimos uma subsequéncia convergente (ﬂenk), fle,, — Uo, Up €
Ap. Segue que Ue, — Uo. Resta provarmos que ug € E.

Vimos que a familia de equilibrios é uniformemente limitada em H LQ)e, portanto, também o
é em X'I. Assim, usando a continuidade da solu¢do em € = 0, uniformemente em limitados de X7,
temos que

uenk — U < Tenkrﬁ/f](t)uenk - TOIﬁIT’uO < uenk - TO/,BIT]uO'

Pela unicidade do limite, To,,u0 = 1o como queriamos.

Para a semicontinuidade inferior, precisaremos de algumas propriedades adicionais das ndo

linearidades. Vamos supor que

f e CYR,R),g € CX(R,R) e suas derivadas f’ e ¢’ sdo funcdes limitadas e Lipschitz.  (4.11)

Lema 4.3.2 Se f satisfaz ,—1<B<0eB+1>n>0,entioaaplicagio F : X7 x R — XP definida
por é Gateaux diferencidvel em u com derivada de Gateaux F,(u, €) = g—i(u, €)w dada por

<8—F(u, e)w,¢> = f fwywddx, Yw e X1, Vo € XP. (4.12)
u BB Q
Além disso, F,,(u,€) é linear e limitada.

Demonstracao:

Com efeito, para todos u,w € XTe ¢ € XF,

‘% <F(u + tw, €) — F(u, €) — tg—i(u, €)w, <p>

I%f(f(u+tw)—f(u)—tf'(u)w)q)dx
BB Q

1 p
< fo [Flu+ o) — Fla) — £ (uyeol | dx
< l (f |f(1/l + tZU) — f(u) — tf,(u)wlzdx)z ” ¢ ||L2(Q)
It \Ja
< Kip ( INCEERTE tf'(u)wlzdx)z 1l
Q

< Kl ¢ llxs ( fQ I(f (u + Fw) — f’(u))wlzdx)z, (4.13)

onde K; > 0 é a constante de imersdo X # c L?(Q) e aplicamos o Teorema do Valor Médio na dltima

passagem com 0 < f < t. O integrando em (4.13) ¢ limitado pela fungéo integravel 4 || ' |12, w?,
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usando a hipétese (4.11) e, converge a 0 quando t — 0. Segue do Teorema da Convergéncia
Dominada o desejado e,

lim F(u +tw,e) — F(u,e) _ oF

el B 1
lim 3 au(u,e)w em X’, Yu,w € X".

Portanto, F é Gateaux diferenciavel com derivada de Gateaux dada por (4.12). E importante
notarmos que supondo (4.11), isto é, A1 = 0 em (3.4)), as condi¢des do Lema estdo satisfeitas.

Claramente, a—’;(u, €) é linear e é também limitada. De fato, para todos u, w € XTe ¢p € X~P, temos

aF a
<a—(u,e)w,cp> < flf (w)w ¢ |dx
u [RE Q
< I F f w bl dx
0
< N f e llw 2l @ iz
< KK |l f llollw llxo |l @ llxs -

or ,
= “a—(u,e)w SKiK [ f oo Il llxn, (4.14)
u XB

onde K, > 0 é a constante de imersdo de X" C L*(QQ).

A seguir, provaremos que a derivada de Gateaux de F(u, €) é continua em u. Para tanto, vamos

utilizar o Lema|1.9.12|na Se¢do 9 do Capitulo 1.

Lema 4.3.3 Se f satisfaz , —1<B<0eB+1>n>0, aderivada de Gateaux de F(u,€) com relagdo
a u é continua em u, isto é, a aplicagio u + ?9_5(”/ €) € B(X", XP) é continua. Além disso, € %(u, €)é

continua uniformemente em u € X'.

Demonstracgao:

Sejam u, » u € X"e0 <] <1 <p+1. Entdo, paraw € X7, ¢ € XF,

<(g—5(un,e)—g—i(u,e))w,<¢>>ﬁ,_ﬁ < fgl(f'(u)—f'(un))w@bldx
< ( f |<f’<u>—f’<un>>w|2dx)2 I N2
Q
< Kl ¢ llxs ( fQ |<f’<u>—f’(un>>w|2dx)2, (4.15)
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onde K; > 0 é a constante que aparece na demonstra¢do do Lema referente a imersdo de X~ P
em L%(Q). Notemos que o integrando em (4.15) é limitado pela funcdo integravel 4 || f |3, w?
e converge a zero quando u, — u € X1. Logo, do Teorema da Convergéncia Dominada de
Lebesgue, segue que a sequéncia g—i(un, €) converge fortemente a %(u, €) em B(XT, XF). Como X"
estd compactamente contido em X7, do Lema vem que a convergéncia vale na norma de
B(X1, XP).

Quanto a continuidade em € uniformemente em u € X", como ndo h4 dependéncia em ¢, é

imediata.
[ |

Lema 4.3.4 Se g satisfaz ,B+1>n>1e—1 <p< -1 entioaaplicagio G : X1x R — XP
definida por (.) é Gateaux diferencidvel em u com derivada de Gateaux G, (u, €) = ‘9G S (u, €) dada por

<—(u, €)w, qb> = f g'(y(u)) y(w) y(P) lJaaheldo(x), Yw € X", V¢ € XF 0<e<ey, (4.16)
aI/l BB 20

fl § (y(w) y(w) y() Mr(p) do(x) + fl g () y(w) y(¢) do(x) (4.17)
B—P 1 2

fl g (y(w)) y(w) y(¢) do(x) + fl g (y(w) y(w) y(¢) do(x), Yw € X", V¢ € XP.

/\
—~~
S
(=]
~
g
-
~——
Il

+

Além disso, G, (u, €) é linear e limitada.

Demonstracao:

De fato, para todos u,w € XTe ¢ € X°F,

% <G(u +tw,€) — G(u,€) — tg—i(u/ €)wr¢>ﬂ’_ﬁ

\1 f (01 + 1)) — gO/(0) — £ (V)Y (@) () Vashel do(x)

< o f 19O+ ) — g/ (w) — 18 (Y)Y @) (@) oohel do)

< Kt f 190/ + ) - gO/) — £ )y (@) (@)l dox)

< Em ( [ |g<y<u+tw>>—g(y(u»—tg/w(u))y(w)ﬁda(x))l 17@) o0y
< ( |1t oy - gy - tg <y<u>>y<w)|2da<x>)] 6 ls

Itl

1

KTK( fa I e Fo) - g (y(u)»y(wnzdo(x))z 16 llys (4.18)

IA
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onde K = supf|foahe(x),x € dQ,0 < € < €}, Ki > 0 é a constante devido a continuidade da
aplicacdo trago de X# em L?(9Q2) desde que —f > 1 e, empregamos o Teorema do Valor Médio
para obter a tltima integral com 0 < f < t. O integrando em (4.18) é limitado por uma fungéo
integravel, 4 || g 1%, ly(w)[?, usando a hipétese , e converge a 0 quando t — 0. Segue do

Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue o desejado e,

. Gu+tw,e)—Gu,e) dIG
lim = —

B 1
lim ; 5 (u,e)w em XP, Yu,w € X'

Logo, G é Gateaux diferencidvel com derivada de Gateaux dada por (4.16), para 0 < € < €.
Novamente, vale comentar que supondo [#.11), ou seja, A2 = 0 em (3.5), as condigdes do Lema[3.2.3]
estdo satisfeitas. Observamos que ‘S—S(u, €) é linear e, também, limitada. Isso porque se u, w € X e

P eXPF,

d ,
<—G<u,e>w,¢> < f 18 /)y @)@ sohel do(x)
au ﬁ,—‘B dQ

< Rlg I f (@)@ do(x)

_ ) 200
< K8 lleo Il y(@) ll2a0) ll Y(@) 200
< KGERIE lllwlhorllé llgs
JdG —_———
N Hw(“' e)wHXﬁ <KL ol I, (4.19)

onde K3 > 0 é a constante relativa a continuidade da aplicacdo traco de X" em L2(9Q2) desde que
n> i

O caso € = 0 segue analogamente.

Lema 4.3.5 Se g satisfaz B+1>n>1te-1 <p< -1 aderivadade Gateaux de G(u,€) com relagio
a u é continua em u, ou seja, a aplicagio u ‘z—g(u, €) € B(X", XP) é continua. Além disso, € %(u, €)é

continua uniformemente em u € X'l.

Demonstracao:

Sejam u, - u € Xe }L <1} < 1. Entdo, paraw € X1, ¢ € X P,
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G JG , ,
<&ﬁwﬂ—5ﬁwﬂmﬂ#ﬁS‘ﬁﬂmww—ngmﬂMﬂ@Wmmwm
sK(&ﬂﬁﬂw—gw%mﬂdeﬁ|wwmmm

< KKpll ¢ llx-s ( fQ I(gl()/(u))—g'(V(un)))V(W)IZdG(X))Z(‘l-ZO)

onde K,K_l > 0 sdo as constantes que aparecem na demonstracdo do Lema relativas, res-
pectivamente, a limitacdo de [Jyohe| para x € JQ e 0 < € < €y e a continuidade da aplicagdo
traco de X# em L?(9Q)). Notemos que o integrando em (4.20) é limitado pela fungdo integravel
4 || g/ % Ij/(w)l2 e converge a zero quando u, — u € X'. Portanto, do Teorema da Convergéncia
Dominada de Lebesgue, segue que a sequéncia de operadores g—g(un,e) converge fortemente a
g—fj(u, €) em B(X7, XP). Como X" estd compactamente contido em X7, do Lema vem que a
convergéncia vale na norma de B(X", XF).

Com relacdo a continuidade em ¢, é suficiente para nossos propésitos mostrar em € = 0.

<?9_(5(”' €, ¢> = fag g (y() y(@) y(@) aahe| do(x)

B—p
= IQW@WWW@WmM%®+IQWWWWW@WmMMW

4—IQWMWWW@WmM%m+I§WWWWW@WmM%m

<(8G1 dGy  dG3 8G4)

ou M ou M ou M ou (u,e)w,(j)>ﬁ,_ﬁ,

com G;, G na porcao em [;, 1 <i < 4. Recordemos que

V1+cos?(x1/e) (x1,x2) €l ={(x1,1)]0<x; <1},

Jhe (x1,x2) € ={(1,x)]|0<x <1},
[Jaohe(x1, x2)| =

1 (x1,x2) € I3 ={(x1,0)|0 <x; <1},

1 (x1,x2) €4 ={(0,x2) |0 <xp <1}

Examinemos a seguir o que ocorre com a parcela de G,(u, €) na porgdo oscilante da fronteira

I ={(x1,1) : 0 <x; £ 1}, em que

1
<%§mam@ = [ e, Dt 160, D) VT ol
=P

afinal, em I3 e I4, é imediato por ndo haver dependéncia em ¢, e na porgédo I, temos
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oG oG 1,
<(a—j<u, &) = >, o>) w, ¢>H < fo 18" (/@ 22)))y (L, 22))y (@1, 1) The(l, x2) = 1dxa
1 ’
< (he-1) fo 18 (L, 1))y oL, 1)) pb(1, 1)
< (Jhe =111 & lloll y(w) 2oyl V(@) ll200)
< (Jhe = DKiKs 1 ¢ llooll @ llxnll @ llys,

sendo ELE:}) > 0 as constantes relativas a continuidade da aplicagdo trago de X P em L2(8Q) e
de X em LZ(QQ), respectivamente, que aparecem no Lema Dessa forma, como Jhe — 1

uniformemente em x quando € — 0, em I,

0 0
- Soo

uniformemente em u. Isso porque,

JG JG
<(a—j<u, €)=, 0)) w, ¢>ﬁ,_ﬁ

— 0, quando € — 0,
£(X,XP)

IA

1
fo 18 (/L x2))y(@(1, x2)y (@1, x2)(Jhe(1, x2) = 1

IA

1
(¥4 IIMJ(: ly(w(1, x2))y(p(L, x2))[(Jhe(1, x2) — 1)dx,

e, majoramos o lado esquerdo por um termo que converge a zero independentemente de u.

Retornando a anélise da porg¢do I;, sabemos que a fungdo p(x;) = m é periddica de
periodo 7. Do teorema de convergéncia na média (ver o Teorema[1.5.7), p(x1) = p(x1/€) é tal que
pe — Mr(p) fraco* em L*(0, 1), isto é,

1 1
f pe(1) lxr) dxy — f Ma(p) (1) dxy, Vo € L1(0, 1),
0 0

sendo M(p) = % fon \/1 + cos?(y)dy. Consequentemente,

dG dG
—1(u,e)w,(j) (L, 0)w, ¢ ,VpeXP,
u _ du _
p~p p~p
G, _ 1 ’
onde <W(M, O)w, ¢>ﬁ’_ﬁ = fO Mr(p)g (y(u(x1, 1))y (wlx1, 1)y (P(x1, 1))dx.

Além disso, pelo Lema a derivada de Gateaux de G(u, €) com respeito a u é limitada em
conjuntos limitados de X", uniformemente eme, f+1 > 1 > %, —% <B< —%. Assim, se B C X"
limitado, {%(u, ew,weB,0<e< eo] é limitado em X/g/ com [3/ > B ainda —% < ﬁ' < —}1. Dai,
como a inclusdo de X8 ¢ XF ¢ compacta e sdo espacos de Banach, existe uma subsequénciae,, — 0

tal que %7(u, €, )w — z em XP,
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Por outro lado, conforme vimos,

9G1 9G1 -5
< E (1, €n)w, ¢>ﬁ,_5 - < 5 (u, 0)w, ¢>ﬁ,—ﬁ, Yo e X7P.

Logo, z = %%(u, 0)w e, portanto, %%(u, €n )W — %%(u, 0)w em XP para cada w € B.

Consideremos 1 < 1) no intervalo conveniente, i a inclusio de X" em X . Segue que i(B) é um
conjunto compacto de X7 . Dado p > 0, para w € i(B), existem vizinhanga V;, dew em X" e 6, >0
tais que,

W(u, €)w — W(u, O)w

' dGy dGy <p

Xp
se0<e< Oy, <€ eweVy,, pois (w,e) € Vi Xy - ‘3—1Gl(u, €)w é continua, Iy pequeno intervalo
contendo 0.
Como i(B) é compacto, existem wy, ..., w, € i(B) tais que U, Vi, D i(B). Seja 6 = min << Ow;-
Entdo,se 0 <e <,
020Gy

dGq — — — .
HW(% e)w — W(u’ O)waﬁ < p, Yw € i(B).

Agora, como conjunto i(B) = B e, temos que para 0 < € <9,
0Gq

_ JdG _
' WP = 5 O)w"xﬁ sp Yweb.

E, através de uma justificativa semelhante aquela feita para a porgdo I, mostramos que a con-
vergéncia em [; é independente de u.
Reunindo todas as consideragdes, concluimos que a derivada de Gateaux de G(u, €) é continua

em € = 0 uniformemente em u € X".

Lema 4.3.6 Se f e g satisfazem , p+1>1n > }1 e —% < B < -1, entdo a aplicagio (He)p =
(Fe)p + (Ge)p : X1 — XP é continuamente Fréchet diferencidvel com relagio a u e a sua derivada ((He)p)u €

continua em € = 0 uniformemente em u € X',
Demonstracao:
As desigualdades (4.14) e (4.19) mostram que a derivada de Gateaux de ((H¢)g), € limitada

como aplicagdo de X" em XP. A demonstragdo segue entdo reunindo - se os Lemas e e a
Proposigdo|1.6.2
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Neste ponto, estamos prontos para demonstrar a semicontinuidade inferior dos equilibrios.

Teorema 4.3.7 Suponha que f e g satisfazem as condigdes do Teorema e também e que 0s
equilibrios de com € = 0 sdo todos hiperbélicos com 1/4 < n < 1/2. Entdo, a familia de conjuntos de

equilibrios {Ec |0 < € < ep} de é semicontinua inferiormente em X".

Demonstracao:

Observemos que u € X' é um equilibrio de (3.1) se, e somente se,

(Ae)pu = (He)pu = —(Ae)pu + (He)pu =0
— _(Ae);1 (Ae)pu + (Ae);l(He)ﬁu =0

= -u+ (Ae)gl(He)ﬁu =0.

Consideremos, entdo, o operador Z = —I + (Ae)lgl(He)ﬁ XTxR — X1, 1/4 < 1 < 1/2.
Queremos aplicar o Teorema das Fungées Implicitas, enunciado no Teorema ao operador
Z para demonstrar que dado qualquer equilibrio e(e) de (3.1), existe um outro equilibrio e(e’)

“préximo” a ele com € e €’ suficientemente préximos. Para tanto, devemos verificar que:

i) Z é continua em u.

ii) Z é continua em €.

9Z 4

iii) & é continua em u.

iv) % é continua em €.

v) Se (e,0) é um equilibrio, %(e, 0) é inversivel.

Vejamos,

i) Pelo que fizemos na Proposicao m (Ae)ﬁ‘1 ¢ um operador linear limitado, uniformemente em
€, de H1(Q) em H(Q) e, consequentemente, também o é como operador de XP em X'. E, de
acordo com o Teorema (He)p € localmente Lipschitz continua em u, com constante de Lips-
chitz independente de € para 0 < € < €, como aplicagdo de X" em XP. A composicéo (Ae)gl(He)ﬁ

é, portanto, continua em u.



112 Existéncia e continuidade de atratores

ii) Segundo o Teorema (Ae)ﬁ‘1 é continuo em € como operador de H” em H’, -y > -1,
0 <r<1. E, pelo Lema (He)g € continua em € uniformemente para u em limitados de X'.

Logo, (Ae)gl(He)ﬁ é continua em e.

(A E)f He)/s d(He)p

. De acordo com o Lema

iii) Notemos que 9% = —I + (He)p) 5L = (Ae)ﬁl((He)ﬁ)
- 4.3.6, (He)p € continuamente Fréchet diferencidvel em u. Somando-se isso a continuidade de

(Ae); 5 (He)ﬁ em 1, temos que a é continua em u.

iv) Ainda pelo Lema [4.3.6] a derivada de Fréchet de (H.)z é continua em € uniformemente em
p B

u € X", donde, combinando o item (ii), % £~ é continua em € como querfamos.

. e ~ . 1 . Ae)pt+(He)p
v)Por hipétese, os equilibrios de 1i em € = 0 sdo todos hiperbdlicos, isto é, M( 0) é
I(=1+(Ac)g" (He)p)
inversivel. Disso segue que a—fﬁ(e, 0) também é inversivel. Isso porque,

(9((Ae)—1(_(Ae)ﬁ + (He)ﬁ)) 8(Ae)_1 3 4, "

— = g (A + (Hop) = )§u+( )
a_Ae H,

- A7 A0y + (Hgp 2 T,

Assim, as condi¢des do Teorema das Fungdes Implicitas estdo satisfeitas e temos que os zeros

de Z(, €) sdo dados por uma fungdo continua e(e) como querfamos.

4.4 Semicontinuidade inferior dos atratores

Por fim, provamos a semicontinuidade inferior dos atratores para o fluxo gerado por (3.1) em

X', n conveniente.

Teorema 4.4.1 Suponha que f e g satisfazem as hipéteses do Teorema[4.3.7)e que para € em uma vizinhanga
Vde0, e(e) é um equilibrio hiperbélico de (ﬂ) Entdo, a aplicagdo (He)g = (Fe)p + (Ge)p + X1 — XP,

> > 1 _l < B < —1, verifica para w € X", p > 0 uma constante,
n P

i) (He)ple(e) + w, €) = (Ae)ge(e) + (He)p)u(e(e), €)w + r(w, €), Ve € V, com r(0,€) =0

ii) SUP|yn<p | r(w,0) — r(w, €) |Ixs < C(€), com C(€) — 0 quando € — 0.
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i) || (w1, €) = 1(wa, €) llys < k(p) l| w1 = w2 llxa, Il wy llx < p, 102 Ilxo < p, k(p) = O quando p —

0+.

Demonstragao:

i) Pelo Lema (He)g € Fréchet diferencidavel com respeito a u e, assim, usando a férmula de
Taylor,

(He)p(e(e) +w,€) (He)p(e(e), €) + (He)p)u(e(e), €)w + 1(w, €)

(Ae)pe(€) + ((He)p)u(e(e), €)w + r(w, €),

uma vez que se ¢(€) é um equilibrio do problema , entdo (He)g(e(€),€) = (Ae)pe(€). Segue
imediatamente da dltima igualdade que (0, €) = 0.

ii) Sew € X', || w ||xn< p,

Il (He)p(e(0) + w, 0) = (He)p(e(0), 0) — ((He)p)u(e(0), 0)w

= (He)p(e(e) + w, €) + (He)ple(e), €) + (He)p)u(e(€), €)w Ixs

” r(w, 0) - T’(ZU, 6) ”Xf”

< |l (He)p(e(0) + w, 0) — (He)p(e(0), 0)
—  (He)ple(e) +w, €) + (He)p(e(e), €) |Ixs (4.21)
+ |l (He)p)u(e(0), 0)w — ((He)p)u(e(e), €)w llxs - (4.22)

Vejamos a expressdo (4.21), vamos somar e subtrair alguns termos convenientes,

(4.21) < [ (He)p(e(0) +w,0) - (He)p(e(e) + w,0) llxs

+ || (He)g(e(e) +w, 0) = (He)p(e(e) +w, €) llxs
+ || (He)p(e(e), 0) = (He)p(e(0), 0) lIxs
+ || (He)p(e(e), €) — (He)p(e(e), 0) [lxs -

Observemos que a primeira e a terceira parcelas no lado direito da desigualdade acima con-
vergem a 0 quando € tende a 0 devido a continuidade de (Hc)g em X" conforme Teorema e
a continuidade dos equilibrios em € pelos Teoremas e[d.37]. E, a segunda e quarta parcelas
também convergem a 0 pelo Lema([3.2.6, lembrando que provamos no Lema[4.1.2/que os equilibrios
de formam um conjunto limitado em H LQ)e, portanto, em X

Quanto a (4.22), basta usar o Lema ou, mais detalhadamente,
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| < ((He)p)u(e(0), 0) = (He)p)u(e(e), €))w, § >p, |

| < (Fu(e(0),0) + Gu(e(0), 0) - Fu(e(e), €) — Gule(e), €))w, ¢ >p,p |

| < (Fu(e(0),0) — Fu(e(e), €))w, ¢ >p,p | (4.23)
| < (Gu(e(0),0) = Gulee), €))w, ¢ >p,p |- (4.24)

IA

—+

Analisemos (4.23),

| < (Fu(e(0),0) = Fule(e), €))w, ¢ >pp | < | < (Fu(e(0),0) = Fu(e(0), €))w,p >p-p|  (4.25)
+ [ < (Fu(e(0),€) = Fule(e), €))w,  >pp | (4.26)

A convergéncia das expressdes em (4.25) e (4.26) para zero se deve a continuidade da derivada de
Gateaux de F com relagdo a € e a u, respectivamente, de acordo com o Lema E importante
recordarmos que os equilibrios sdo continuos em €.

E, (4.24),

| < (Gu(e(0),0) = Gulele), €))w, p >pp| < | <(Gu(e(0),0) — Gu(e(0), €)w, P >p,4 |
+ | <(Gu(e(0), €) — Gule(e), €))w, § >p, |-

Analogamente, para concluirmos que as expressoes tendem a zero, devemos usar a continuidade

da derivada de Gateaux de G com relacdo a € e a u, conforme Lema[.3.5].

iii) Se w1, wy € X1, 0 < € < €,

Il (w1, €) = (w2, €) lIxs I (He)p(e(e) + w1, €) — (He)p(e(€), €) — (He)p)u(ele), €)uwr
—  (He)ple(e) + w2, €) + (He)p(e(e), €) + ((He)p)ule(€), €)ws |lxs

Il F(e(e) + w1, €) — F(e(e), €) — Fule(e), €)wr

IA

— F(e(e) + wo, €) + F(e(e), €) + Fu(e(e), €)wz |Ixs (4.27)
+ || Gle(e) + wy, €) — Gle(e), €) — Gule(e), €)wy

—  Gle(e) + wy, €) + Gle(e), €) + Gyle(e), €)wa |Ixs - (4.28)

Estimemos (4.27):
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| < F(e(e) + w1, €) — F(e(e), €) — Fu(e(e), €)wn

—  F(e(e) + wy, €) + F(e(e), €) + Fu(e(e), €)wa, p >4, |

< fQ (F(e(e) + w1) — Fle(e)) — f(e(©))wn — Flele) +w2) + F(e(e)) + F'(ee))ws) bldx
< fQ (F(e(€) + &) — F(e(@)(wr — w)l dx
< (f (' (e(€) + &x) = f(e(€))) (w1 — w)? dx)2 Il ¢ ll2 )
Q
< K f (F(e(©) + &) Fe@)(wr — )P dx)z 16l
Q
< K fQ (F(e(©) + &) - f/(e(©))? dx)z" ( fQ (w1 - wz>2qu)2" 16 s
< Kl [+ &0 e d) l0r = s gzl I
Q
< KiKe ( f (F(e(€) + &) = Fle@) dx)zp 01 = w2 ool  lixs
Q
< KiKs ( f (L&) dx)z” lwy - ws llxll & lls,
Q

onde &, vem da aplicagdo do Teorema do Valor Médio; paracadax € Q, w1 (x) < & < wa(x) ou wa(x) <
&x < wi(x), K1 > 0 é a constante de imersdo de X# em L?(QQ) e K4 > 0 é a constante de imersao
de X" em L1 desde que q < %5 (lembrando que 1) < 3), p € 0 expoente conjugado de ge Ly € a

constante de Lipschitz de f’. Assim,

|| F(e(e) + wy,€) — F(e(e), €) — Fu(e(e), €)wy — F(e(e) + wa, €) + F(e(e), €) + Fu(e(€), €)wa |Ixs

1
3
< KiKg (f (L&) dx) | w1 = ws llxn - (4.29)
0

Agora, o integrando é limitado e, tende a 0 quando p converge a 0%, pois || w; [lxn < p,
| wa |Ixn < pewq(x) < & < wr(x) ouwy(x) < &y < wi(x). Logo, aintegral converge a 0 pelo Teorema

da Convergéncia Dominada de Lebesgue.

Quanto a (4.28):
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IA

IA

IA

IA

IA

IA

IA

<

| < G(e(e) + wy, €) — G(e(€), €) — Gule(e), €)wy

Gle(e) + wa, €) + Gle(e), €) + Gule(e), €)wa, ¢ >p, |

fa 5 I(g(y(e(e) + wr)) — g(y(e(€))) — &' ((e(e)))y(wr)

g(y(e(e) + wa)) + g(y(e(e))) + &' (y(e(€))y(w2)) y(P)laqheldo(x)

fa I 0l€) + £) = 8 0/ s = w2y (@) anheldae)

F( fa . (8" (y(e(e) + &x)) — &' ((e(€))))y (wr — wz)lzdo(x))z | () 2003

KKy f (8" (y(e(e) + &x)) — &' (y(e(e))))y(wr - wz)lzda(x))z Il & llx-e
0Q

KKy f (&' (y(e(e) + &x)) — g,(V(e(t?))))zlada(x))2}j (f y(wr - wz)zqu)z7 Il llx-s
90 0

KKy fa Q(gf(?/(e(e) +&x) — g'(V(e(e))))Zde) ’ | (w1 = w2) llp2n9ell @ llx-s

2p

EEK_é(j;Q(g'()/(e(e) +&x) — g’()/(e(e))))zﬁdX) | wy = w2 [[xall ¢ llx-s

1
_— _\Z
KK1 K (fa (Lg'V(éx))z”dX) w1 — w2 |Ixall ¢ llx-e,
Q

sendo K = supi|Joahe(x)l, x € dQ, 0 < € < €}, K; > 0 referente a continuidade da aplicagdo y de

XP em L2(9Q)) se B> 71' Ks > 0 devido a continuidade desta mesma aplicagdo y de X" C H>(Q)

em L?1(9Q) desde que § < ﬁ, &x vem da aplicagdo do Teorema do Valor Médio; para cada

x € Q, wi(x) < & < wa(x) ou wa(x) < & < wy(x), p é o expoente conjugado de 7 e Ly a constante

de Lipschitz de g’. Segue que,

| G(e(e) + w1, €) — Gle(e), €) — Gule(e), €)wi — G(e(€) + wo, €) + Gle(e), €) + Gyle(e), €)wa |Ixs
< EK_lK_é( f Ly yE? dX)zp | w1 —ws [Ixn (4.30)
9Q

Temos que o integrando é limitado e converge a 0 quando p tende a 0 afinal, || w; [|x»< p,

| wo [lxn< pewi(x) < & < wax) ou wa(x) < & < wi(x). Portanto, a integral converge a 0 pelo

Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue.

Reunindo (4.29) e (4.30), encontramos uma constante k(p) tal que

| (w1, €) = r(wz, €) llxs < k(p) Il w1 — w2 [Ixn,

com || wy [lxn< p, || wz [lxn< p, k(p) = 0 quando p — 0*.



4.4 Semicontinuidade inferior dos atratores 117

Seja V uma vizinhanga em torno de 0 tal que e(€) é um equilibrio hiperbdlico de (3.1) para todo
€ € V. Segue que o operador linearizado L(€) = (Ae)p — ((He)p)u(e(€), €) € um isomorfismo para todo
€ € V. Trata - se, também, de um operador setorial como veremos. Para tanto, vamos precisar do

seguinte resultado auxiliar.

Lema 4.4.2 Sejam f, g, B, n tais como no Lema A derivada de Fréchet ((He)p)u(u, €) satisfaz para
w € D((Ac)p):

~(1-p)
I (He)pu(u, €)w llxs< CC Il (Ae)gw llxs +CC'CT0 || w |lxs, YT >0, (4.31)

onde C e C’ sdo constantes positivas independentes de €. Em outras palavras, (He)g)u(u, €) € dito (Ae)p

limitado.
Demonstracgao:
Recordemos que ((He)g)u(u,€) @ XT — XP é um operador limitado, conforme Lemas e

com constante de limitagdo C > 0 independente de €. Somando-se a isso o Teorema [1.13.5

temos

I (He)p)u(u, €)w llxs < Cllw [lxn

Cll (A "w llys

—(n—-p

n-p)
CC |l (Ae)pw lIxp +CC'CTP || w ||xs,

IA

para todo C > 0 e C" > 0 é uma constante que depende somente do setor e da constante na

desigualdade do resolvente de {(A¢)glo<e <ey, ambos comuns a famdlia.

Teorema 4.4.3 O operador linearizado L(€) = (Ae)p — (He)p)ule(e), €) : XPH1 c XP — XP, -1 <p < -1,
0 < € < e, é setorial. Além disso, é possivel determinar um setor e uma constante na desigualdade do

resolvente comuns a familia {L(€)}o<e<e,-

Demonstracgao :

Sabemos que o operador (A¢)g : XP™1 ¢ XP — XB, -1 < <0, é setorial com R(0((Ae)p) > O e

(He)p)u(u, €) : XT — X, B+1>1n> }1, ¢ um operador linear limitado. Notemos que D((A¢)g) C
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D(((He)p)u(u, €)) e, portanto, D(L(€)) = D((A¢)p) donde, L(e) ¢ densamente definido. Além disso,
vemos que L(e) é um operador fechado, por ser a soma de um operador fechado com um limitado.
A seguir, estimamos a norma || (AI - LE) ™ £(x#,xp), para A apropriado. Para tanto, escrevere-

mos a expressao do resolvente de L(e) de uma forma conveniente:

(AL = L(€))™ = (Al = (Ae)p) ™ (I = (=((He)p)ule(e), )AL = (Ae)p) ™) (4.32)

e, serdo necessarios os calculos abaixo,

~(1-p) ~
CT Il (A)p(Al = (Ae)p) 'w lls +CC'TTd || (A = (Ae)p) w0 llxs

IA

Il (He)pu(e(€), )AL = (Ae)p) ™ w lIxs

o L Zah M
< COII = ATAL = (A)g) ™ Jew [lxp +CC'CHD = [0l

—(n—

Il wllxs +CC'CT= P Z

A

< CC (1 Y 2w [lys -

M
|A = bl
Observemos que utilizamos a desigualdade (4.31), o Teorema e, para |A| > R, R grande

=
A -0l

o suficiente, podemos dizer que a expressdo entre parénteses imediatamente acima pode ser

aproximada por uma constante C. Dai,

~ =P
Il (He)p)u(e(€), )AL = (Ae)p) ™ llgxs xy< CCC + CC'CT0rm o

—(n-p)

Assim, desde que |A| grande o suficiente tal que CCC + CC'CT-0) &y Mbl < 1, o operador I —
(=((He)p)ule(e), €)(Al — (Ae)g) ™" & inversivel com

~1y-1 2B MO\
Il (I = (=((He)p)ule(€), €))AI = (Ae)p) ™)™ llgxe xy < (1 - CCC-cCcrimp o bl) . (433)

Empregando (4.33), podemos enfim estimar,

| (AL = L(e))™ leexey < (/\I - (Ae)ﬁ)_1 ll2xe xell (I = (—=((He)p)ule(€), €))(AL - (Ae)ﬁ)_l)_l ey
< o 1= CHIRCE, DA = (A5 ™) e
M - ;53 M -1
< ToE (1 ccC-cC’c MIA—bl)
< constante
T A=b

para A € Sb¢ setor comum a familia {(Ac)glo<e<e,, |Al > R e grande o suficiente de forma que
CLC + COTHmm M <1,
—(n-p)

¢ 1-(1=p) P
<le Al > > CCCTPM ), Entao, podemos tomar como vértice

-(n-B

Agora, CCC + CC'CT-0rh i M

I/\ bl 1-c¢C
—-(n-p)
= p_CCLUPM _ 5 55 0eangulod > ¢ etal i-eixos ndo intercept ircunferénci
1-CCC , e angu (0} lp (i) eta que 0OS semi-e1xos nao ercep am a circunierenclia
-(n=p) U]

ccret--p M _b

_ccc--ppm
Ml - 1-CCC

ot b, supondo R <
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Desta forma, fica explicita a setorialidade da familia de operadores {L(€)}o <¢ <¢, uniformemente.

E mais, a constante na desigualdade do resolvente e o setor obtidos sdo independentes de €.

Teorema 4.4.4 Para A € N{p(L(e)) : 0 < e <e€p}, 3 >n> 1, -3 <P < —1, vale que | (AI - L(e))™* -
(AL =L0)7 || £(xb,xn) converge a zero quando € tende a zero. Além disso, tal convergéncia é uniforme para

A em compactos contidos em N {p(L(€)) : 0 < € < ep}.

Demonstracao:

Utilizando a expressao (4.32), para w € XP:

I (AT = L(e)™" = (AT = L(O) ™) llxn = Il [AI = (A)g) ™I = (~(He)p)ule(e), €))(AT = (A)p) ™) ™!
— (A= (A)p) (I = (=((Ho)p)u(e(0), 0))(AI = (A)p) ™) [1xn
T = (Ae)p) ™ = (AT = (A)p) I = (=((Ho)p)u(e(0), )AL = (A)g) ™) llxs
+ 1AL = (Ae)p) ' [T = (=((Ho)p)u(e(0), )AL = (Ae)p) ™) ™" = (I = (=((Ho)p)u(e(0), 0))(AL = (A)p) ™) w llxn
+ L AL = (A)p) T = (—(He)phule(e), )T = (Ae)p)™) ™! = (I = (=((Ho)p)u(e(0), 0)(AT = (Ae)p) ™) e lxn -

IA

Precisamos, entdo, estudar as trés tiltimas expressdes acima e constatar que vao a zero unifor-
memente para w em limitados de XP. Vamos denominé-las I, I e I1I, respectivamente. Quanto a
I, notamos que converge a zero em L(Xﬁ, XM, usando o Teorema e as devidas inclusdes entre
0s espagos fraciondrios e os espagos de Hilbert. Agora, com relagdo a II e III, queremos aplicar o

Lema auxiliar Se soubermos que

a) Os operadores I — (—((Ho)p)u(e(0), 0))(AI = (Ae)p) ™", I = (=((Ho)p)u(e(0), 0))(AI = (A)p) " e I -
(=((He)p)ule(e), €))AI — (Ae)[g)‘1 sdo limitados uniformemente em € e possuem inversos

também limitados independentemente de €,

b) I = (=((Ho)p)u(e(0), 0))(AI = (Ae)p)™" converge para I — (—((Ho)p)u(e(0), 0))(AI — (A)p)~! em
L(XP,XP)e,

c) I = (=((He)p)ule(e), €))(AI — (Ae)ﬁ)‘1 converge para I — (—((Ho)p)u(e(0), 0))(AI — (Ae)l.;)‘1 em
L(XF, XP),
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seguedo Lema aconvergénciade (I-(—((Ho)g).(e(0), 0))()\[—(AE)‘5)‘1)‘1 para (I-(—((Ho)p)u(e(0), 0))(AI—-

(A)p) ™) e de (I = (—((He)plu(e(€), )AL = (Ae)g) ™)~ para (I = (=((Ho)p)u(e(0), 0)(AL = (Ac)g) ™)~
em L(XP, XP). Vejamos, sobre o item a), demonstramos para o operador I — (=((He)p)ule(e), €))(AI -
(Ae)ﬁ,)‘1 no Teorema expressdo (4.33), os demais sdo analogos. Para o item b), se C é a

constante da limitagao de ((He)g)u para0 < € < €,

1T = (—=((Ho)p)u(e(0), 0)(AT = (Ac)p)™) = (I = (=((Ho)p)u(e(0), 0)(AT = (A)p)™)]w s
= || (Ho)p)u(e(0), OLAT = (Ac)p) ™ = (AT = (A)p) ' Ixs
I (Ho)g)u(e(0), 0) ll g xen eyl (AL = (Ae)p) ™ = (AL = (A)p) ™" Nl xemy | Il
C Il (AL = (Ae)p) ™" = (AL = (A)p) ™" I g ep xony Il w llcs

— 0 quando e — 0,

IA

IA

aplicando o Teorema E, com relagdo ao item c),

I TT = (~((He)p)u(e(e), AT = (Ae)p) ™) = (I = (=((Ho)p)u(e(0), 0))(AL = (Ac)g)™HIw [l
= I [((Hep)ule(e), €) = (Ho)p)u(e(0), O)JAL ~ (Ac)g) ™ llxs

< I (HIPCE),€) = (Ho)p)ule(0),0) len ol (AT = (Ae)g) o0
< I (HIPCE),€) = (Ho)gule0),0) lsgen ol (AN} P AT = (A oo
< (HIPE),€) = (Ho)g)ule©),0) en -
(€ AT = () 0 s +CTTT | (AL = (A0)p) 0 lx0)
M —un M
< (He (), €) = (HO)gu(e(0),0) oy (€ (1+ M5 ) 10l +CC0 2=l s
< I (HIPe),€) = (Ho)p)u(e(0), 0 llgxn oy C) 1l 0 s

— 0O quando e — 0,

onde usamos o Teorema|1.13.5(e C(A) é uma constante que depende de A. A convergéncia para zero
se deve a continuidade da derivada de Fréchet de (Hc)g em u e, também, em € = 0 uniformemente

para u em X" de acordo com o resultado no Lema

Finalmente, reunindo tais consideragdes, podemos estudar as expressdes Il e III,
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Il (A = (Ae)p) ™ I(T = (—=((Ho)p)u(e(0), )AL = (Ac)g) ™) ™" = (I = (=((Ho)p)u(e(0), 0)(AL = (A)p) ™))™ Tw lIxn

< (A= (Ae)ﬁ)_l ||L(Xﬁ,xrz) ’
I (I = (—((Ho)p)u(e(0), 0)(AI = (Ac)p) ™) ™" = (I = (—((Ho)p)u(e(0), 0)(AL = (A)p) ™)™ Nl xs x| @ llxce
< HATL= (A)p) ™! Il xe xny -

(T = (=((Ho)p)u(e(0), 0))(AI = (Ae)p) ™)™ = (I = (=((Ho)g)u(e(0), 0)(AL = (A)g)™) ™ g o)l w Il

— 0O quando e — 0,

devido aos itens a) e b), ao Lemaf(l.9.7|e ao Teorema|[2.4.3]

1AL = (Ae)) ™ [ = (=((He)p)ule(e), DA = (Ae)g)™) ™" = (I = (=((Ho)p)u(e(0), 0)(AL — (Ae)p) ™)™ Tew llx

< A= (Ae)ﬁ)_l loxe xny
I (I = (—((He)p)ule(e), )AL = (Ae)p) ™)™ = (I = (=((Ho)p)u(e(0), )AL = (Ae)p) ™)™ llge, oyl w llxce
< A= (A)ﬁ)_l Il xe xny -

(T = (~((He)p)ule(€), )AL = (Ae)g) ™) ™! = (I = (=((Ho)g)u(e(0), )AL = (Ae)p) ™)™ g oyl w s

— 0 quando € — 0,

pelos itens a) e ¢), o Lema e o Teorema[2.4.3|

Logo, a principio, temos a convergéncia dos resolventes dos operadores linearizados para
A € Sp, setor comum a familia {(Ac)glo<e<e,, grande o suficiente de modo a fazerem sentido
aqueles inversos em a).

De fato, tal convergéncia é vélida para todo A no resolvente comum a esses operadores. Trata-
se de um resultado mais geral, vide Lema E, a uniformidade da convergéncia para A em
compactos deste conjunto segue da identidade (1.5), usando a continuidade do resolvente em A e

a convergeéncia dos resolventes para cada A fixado provada acima.
|

Observemos, através da expressao (4.32), que o operador linearizado possui resolvente com-
pacto. Portanto, seu espectro é puramente discreto, isto é, tal conjunto é constituido somente de
autovalores de multiplicidade finita que ndo se acumulam em um ponto finito (ver Schmudgen,
[20]). Isso prova de forma mais simples a setorialidade destes operadores.

No que segue, vamos obter a continuidade do espectro do operador linearizado de dois modos

distintos. O primeiro utiliza a chamada convergéncia no sentido do “gap”, discutida na Secado 10
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do Capitulo 1. E o segundo, a teoria de perturbacdo de um operador auto - adjunto conforme a
Secdo 9 do Capitulo 1 e também, a convergéncia de operadores auto - adjuntos no sentido da norma
do resolvente e suas consequéncias. Vale salientar a importancia de se provar tal continuidade no
que diz respeito a demonstragdo da continuidade em € = 0 das proje¢des espectrais.

Vemos que, como os resolventes dos operadores linearizados convergem em norma, entao tais
resolventes também convergem no sentido do “gap”.

Agora, fixado Ag € N{p(L(e)) : 0 < € < €}, consideremos o espago base XP decomposto em
subespagos Y7 e Y, correspondentes aos conjuntos espectrais 01 = o((L(0)—A0) " )N{R(A) < 0}, 02 =
a((L(0) = Ap)™H) N {R(A) > 0}. Sejam F; e F; as projegOes espectrais em Y7 e Y3, respectivamente.

Se I' é uma curva continua fechada no lado esquerdo do plano envolvendo o7 - uma vez que
o1 é limitado, pelo Teorema o1(e) = a((L(e) = AgD)™) N {R(A) < 0} também est4 no interior
de I para € pequeno.

E, pelo Teoremal[I.9.1T} o espectro estendido de (L(e)—Aol) e 0 espectro estendido do seu inverso
(L(e) — AgD)~! sdo mapeados um no outro pela aplicagdo : ¢ — ¢~1. O mesmo para (L(0) - AoD) 7L
Da continuidade da aplicac¢do inverso, fora do zero, segue que podemos tomar uma mesma curva
continua e fechada I envolvendo o((L(€) — AoI)) N {R(A) < 0} para 0 < € < .

Finalmente, os espectros dos operadores L(€) — Ag e L(€) sdo transladados um do outro, o que
implica que podemos tomar uma mesma curva I', continua e fechada, englobando a(L(€))N{R(A) <
0} para 0 < € < €.

Como comentamos, um outro modo de provar a continuidade em € do espectro do operador
linearizado é utilizar o Teorema que garante que L(e) é auto - adjunto, dado que L(e) é
essencialmente a soma de um operador auto - adjunto, (A¢)g, com um operador simétrico, (A¢)g -
limitado, ((He)p). e, portanto, o resultado segue dos Teoremas e

Consideremos a decomposigdo de Xf em subespacos X; = X;(€) e Xo = X»(€) correspondentes
aos conjuntos espectrais 01 = o(L(€)) N {R(A) < 0} e o2 = a((L(e)) N {R(A) > 0}. Sejam E; =
Ei(e), E; = Ex(e) as projegdes espectrais em X; e Xp, respectivamente.

Da teoria, sabemos que

1 _
Er(0)x = 5 fr (A — L(0))'xdA,

onde I' é uma curva fechada continua no lado esquerdo do plano envolvendo o1(L(0)). Devido
a convergéncia dos espectros dos operadores linearizados, temos que o1(L(€)) também estd no

interior de I' para € suficientemente pequeno. Isso nos permite escrever:

Ei(e)x = % j; (A = L(€)) " 'xdA.
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A partir de tais consideragdes, podemos demonstrar um dos resultados centrais da secao:

Teorema 4.4.5 A projeciio espectral Ey(€) é continua em € = 0 em L(XP, X") e, Ex(€) é continua em € = 0

em L(XPyeem L(XT), 2 >n>1 -1 <p<-1.

Demonstracgao:

Comecemos por Eq(€). Vamos aplicar a identidade , demonstrada na Segdo 9 do Capitulo
1,

I Ex(e) = E1(0) Nl ony < % fr (A = L) ™ = (A = LO)™) Il xe oy dIA

< % fr (L + (A = A)(A = L(€))™)((Ao — L(€))™ = (Ao = LO) ™) + (A = Ag)(A = LO) ™) Il e xeny I
< % fr I+ (A = A0)(A = L(€)™) llexnxn Il (Ao — L(€) ™" = (Ao = LO) ™) g xs ) -
1+ (A = A0)(A = LO)™) Il dIAL
= % f (1 +1A = Aol I (A = LO) ™" Ilzxm)CE)(L + 1A = Aol Il (A = LO) ™ [l ¢ (x))dIA|
r
<

1
5> fr (1 + pR)C(e)(1 + pR')d|A|

— 0 quando € — 0,

onde Ag € I' qualquer, C(e) vem da convergéncia dos resolventes dos operadores linearizados
em L(XF, X") conforme Teorema p se deve ao fato de A variar num limitado e usamos que
I' é uma curva compacta no resolvente de L(0) de forma que existem constantes R e R’ tais que
A =LO)N gy Rell (A = LO) ! llgxp< R para A €T.

Observemos que, a partir do que foi feito acima, E;(€) é continua em € = 0 em £(XP) e em
L(XM). Como E(€) = I — E1(€), temos também a continuidade de E>(€) em € = 0 em £(XP) e em

L(X).

Consideremos os operadores L(e); = L(€)lx, e L(€)2 = L(¢e)lx,- Temos que L(e)1 : X1 — Xj
é um operador limitado com o(L(€)1) = o1 e L(€)2 : D(L(€)) N X» — X5 é um operador setorial
com o(L(€)2) = 0. Para obter a continuidade das variedades instaveis, precisaremos de algumas
estimativas envolvendo os semigrupos gerados por tais operadores. Como ((He)p)u(u, €) € (Ac)p

limitado, usando a expressdo 1b temos, por um lado, para w € D((A¢)p),
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ILEwllxs = Il (Ae)pw — (He)p)ulele), €)w [Ixs

< [ (Aepw llxs + Il (He)p)u(e(e), €)w lIxs

< N (Ae)pw llxs +CC I (Ae)pw llxs +CC'C% | w llxs

< N (Ae)pw llxs +CC I (Ae)pw llxs +CC'C% | w llxp

< [ (Aepw lxs +CC I (Ae)pw llxe +CC'C% Il (Ae)pw llxs

< Constante || (Ae)pw [Ixs - (4.34)

Por outro lado,
| (Ae)pw llxs = Il L€)w + ((He)p)u(e(€), €)w llxs

< TLew lixs + Il (He)p)u(ele), €)w llxs
< NI L(ew lIxs +CC Il (Ae)pw lIxe +CC'C% I w llxs, (4.35)

donde segue que (1 — CC) || (Ae)sw lIxs < || L(€)w [Ixp +CC’C% Il w ||xs, sendo C > 0 de modo que
CC < 1. Isso nos mostra que as normas dos espagos fraciondrios com poténcia igual a um relativos
a (Ae)p e a L(e) sdo equivalentes. De fato, pelo Teorema as normas dos espacos fracionarios
com poténcia entre 0 e 1, relativos a estes operadores, sdo equivalentes.

Agora, denotemos por S,y um setor comum para a familia {L(€)}o < <¢,, que existe pelo Teorema
Devido a este mesmo resultado, podemos, para € pequeno, fixar um setor comum S; ¢, para
{L(€)2}0<e <e (@ < d). Sex € XP,T é um contorno em —S, y, com |arg(A —a)l = n—1) quando |A| — oo

e I 6 um contorno em —Sa,p com |arg(A — @) — © — 1 quando |A| — oo,

oLenty Lf(A+L(e)2)‘1xeAtdA
2ni Jg

— Lf(A+L(e)2)_1xeAtdA
27 T

= zim fr (A + L(€)) 1 Ea(e)xeMdA

= e‘L(e)th(e)x,

onde usamos que a defini¢do de semigrupo independe do contorno e o fato de que para A no
resolvente de L(€), (A — L(€))"'Ex(e) = (A — L(e)2) ™.

Segue da teoria de operadores setoriais que se R(o(L(€)2)) > @ > 0, entdo para t > 0,

| e~Leent || s S Mae™, onde M, é uma constante independente de €. E, como L(e)e~Lert =



4.4 Semicontinuidade inferior dos atratores 125

L(€)2e71€)2!, temos também que || L(e)e 22! || L(xHS Myt~ te™™, M, independente de e. Aplicando

o Teorema|l.13.4} temos uma constante Dy = Dy(n — ),

—L(e)at

IA

| e L2t x || | (L))" Pe MRty ||y

IA

Dat™MPe™ || x |Is -

Com relagdo aos operadores L(e€);, estes sdo limitados com R(o(L(€)1)) < —ad, para algum
a > 0, donde || e~ L@t || £xH)< Mie™, t < 0, todas as constantes independentes de € devido a
existéncia de um setor e de uma constante na desigualdade do resolvente comuns. Analogamente,
podemos escrever, L(e)e X1t = L(e);e~1N!, donde || L(e)e~ @1t || L(xHS M;e™, M independente de
¢. Estimamos a norma || e L©1tx ||xy, utilizando o Teorema e a equivaléncia entre as normas

um de (A¢)p e L(e) demonstrada acima, mais especificamente a expressao (4.35),

L(e)1t

e Ot llxn < 11 (A Pe™ O gy
-(n-p)
< Ol (Adpe ™ Oty ||y +C7 TP || L@ty ||y
C ~ C , B
< m ” L(e)e L(e)ltx “Xﬁ + (1 + m)c Cl—(n—ﬁ) ” e L(E)ltx ”Xﬁ
C ~ C —(=p) _
< |=——==Mie" + |1 + —— | C' (A Me"
< ((1—CC) e\t T Cr P Mae™ | [ x [l xs
< Dy | xlxn -

De fato, como X; é um subespago de dimensao finita, todas as normas sdo equivalentes. Reu-
nindo tais consideragdes, podemos estabelecer constantes positivas M = max{M;, My, My, Ms},

b = min{d,a} e N = max{D1, D,},

1 eHERt [ o< Me™ [l L(e)e MR [ < METe™H || MRt [ o o< NETHEeH, 12 0. (4.36)

e llg )< Me™, Il L(€)e™ N g < Me™ 1| €™M g0 0y < Ne', £ <0. (4.37)

Facamos, a seguir, alguns calculos para aproximar os semigrupos gerados por L(e); e L(0);,
i = 1,2. Basta estudarmos L(€), o outro é semelhante afinal, o fato de L(¢€); ser limitado implica

que tal operador é setorial também.
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| e LR E(e), — e HORAE(0), Il o xe xny = H% fr ((A + L(€))*E(€)2 — (A + L(0))"1E(0)2)eMdA

IA

i fr (A +LE)™ = (A + LON™) el EO2 e xoy eV 1A

1 -
v f 12+ LED™ N ol E©)2 = EO)2 lleq xoy le11dAl
r

IA

% fr 1T+ (A = A0)(A = L(e)™)((Ao = L)~ = (Ao = LO) ™) + (A = Ao)(A = LO) ™) Il xn)
I1E©)2 lleqss ) le1 1A

1 _
- f 1+ LN N ool E©) — EO)a e s I 1A
T

IA

% f I+ (A = Ag)A = LE)™) lecxnxn I (Ao = LE) ™ = (o = LO) ™) ll e xn -
r
1T+ (A= 20)(A = LO)™) lleexe x| EQ)2 lleqe oy le™ 1Al
1
t oo fr Il (A + L) ™ llgxs xnll E(€)2 = EQ)2 Ilgxe xpy I 1dA]

C(e) _ _
ZLn)e b f (1+ 1A = AgID)(1 + A = A0ID) Il EQ)2 llxs sy 1+ 1A
r

+ C (6) e—bt fD|e(/\+b)t| |d/\|
27 T

L(XP,X)

= Cye)e™ (4.38)

— 0 quando € — 0,

sendo A € I' qualquer, D, D constantes positivas independentes de € e C(¢€), C’(€) convergem a 0

quando € tende a 0 devido aos Teoremas e De modo similar,

|| e MM E(e)y — eHOME(O), llcxe, xm < Ci(e)e™ (4.39)

com Cj(€) convergindo a 0 quando € tende a 0.

Lema 4.4.6 Suponha que estdo satisfeitas as condices do Teorema Para i = 1,2, existe uma
vizinhanga V de 0 e uma familia de isomorfismos {Ti(€)}ecv em XP com Ti(€)X;(0) = Xi(€), T:(0) = I, tal
que a aplicagdo € — Ti(e) € L(XP), L(XM) é continua em 0.

Demonstracao:

Pelo Lema [1.11.1} existe uma familia de isomorfismos {T;(€)}cc v tal que T;(0) = I, Ti(e)E;(0) =
Ei(e)Ti(e) com || Ti(e) — Ti(0) || £(XP XP) convergindo a zero quando € tende a zero. Em particular, as
imagens E;(€)XF e E;(0)XP sao isomorfas, sendo mapeadas uma na outra por Tj(€) e Ti(€)~!. Comoa

construgdo desses isomorfismos depende, essencialmente, das projecdes E;(€) e estas, por sua vez,
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sdo continuas como operadores em X', segue que Tj(€) também sdo continuos como operadores

neste mesmo espaco.
|

Teorema 4.4.7 Suponha vilidas as hipdteses do Teorema[4.3.7) Existem constantes p > 0e M > 1 tais que

para qualquer € € V, vizinhanga de zero:

i) Existe uma variedade local estdvel invariante para o fluxo gerado por no ponto e(€):

W2 () = {el€) + 20 € X7 11l E2(0)20 I < 5o,

Il z(t, to, zo, €) llxn < pparat > to},
onde z(t, to, zo, €) é solugdo da equagio

zr + L(€)z = r(z,€), (4.40)

parat > to com valor inicial zo. Quando zo+e(e) € W} (e(€)), Il z(t, to, zo, €) llxn— 0 quando t — co.

Wi (e(€)) é homeomorfa a bola fechada de raio ﬁ em X através da aplicagdo E5(0) |Wfoc(e(€))‘

ii) Existe uma variedade local instdvel invariante para o fluxo gerado por no ponto e(€):

Wi, (e(e)) = {6’(6) +20 € X" || E1(0)zo [Ixn < 2@ Il z(t, to, 20, €) llxn < pparat < fo}

onde z(t, to, zo, €) é solugdo da equagio para t < to com valor inicial zg. Quando zo + e(€) €
Wi (e(e)), Il z(t, to, 20, €) llxn— 0 quando t — —co. W}’ (e(€)) é homeomorfa a bola fechada de raio

iA em Xy através da aplicagdo E1(0) lws (e(e))-

iii) Se B(O,Q) =sup,.pinfyeg Il g — o |lxn para O,Q C X", entio
BW,,(e(€)), Wi, .((0))), BW}, (e(0)), Wi (e(€)))
BWoc(e(€)), W, (e(0))), BW,.(e(0)), Wi, (e(€)))

convergent a zero quando € tende a zero.

Demonstracao:

As duas primeiras afirmagoes seguem do Teorema 5.2.1 em Henry, [11]. Com relacao a terceira,

dado ¢ > 0, sejam

Yo = {a € X2(0); | a llxr < ﬁ}
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€,

Zy = {z : [tg,00] = X"; z é continua, sup || z(t) [x1< 0, E2(0)z(ty) = a, a € Yy}.

Z é uma bola fechada no espago Z = {z : [tg, 0] — X, z é continua, E2(0)z(tp) = a, a € Yo} com a
NOImMa SUP; ¢ 1, o] | z(¢) ||xn.
Para cada a € Yy, consideremos a aplicagdo G, : Zg X V — Zj definida por
t o0
Ga(z, €)(t) = e L2t T, () + ft; e L9, (e)r(2(s), €)ds — f; e LO=IE, (e)r(z2(s), €)ds.

Vejamos a seguir que G,(-,€) : Zg — Zp é uma contracdo uniforme em Zy para todo a € Y.

Utilizando as desigualdades em (4.36) e (#.37), o item (iii) do Teorema e o Teorema4.4.5

t
| Ga(z1, €)(t) — Ga(zo, €)(t) llxn < || e L9, (€)(r(z1(5), €) — 1(22(5), €)) lIxn ds

to

+ f Il e HNIE (€)(1(21(5), €) = 1(z2(5), €)) llxn ds
t

IA

t
f N(t = s)"MPe P09 || Ex(e) [l goxmll 1(z1(5), €) — r(z2(5), €) Il ds
fo
+ f Ne ") Eq(e) Il g xe)ll 7(z1(5), €) = r(z2(5), €) lIxs ds
t
t
N(t = 8)"MPe ™™ || Ex(e) llgexsy k(o) Il 21(5) — 22(s) lIxn ds

to

" f N9 | Ex(e) e, K@) | 22(5) — 2206) Il ds,
t

IA

donde

sup || Ga(z1,€)(t) = Ga(z, €)() llx1 < (k(0)ll E2(0) llgxry fo N(t - s) e =ds

t€[to,00]

+ 11 E1(0) llg(xp) f Ne™"9ds}) || z1(s) — z2() llxn -
0

Basta escolhermos ¢ > 0 tal que o lado direito dessa desigualdade fique menor do que 1 .
Entédo, para todoa € Yy e € € V, existe um ponto fixo z(t, to, a, €) solucdo de z; + L(€)z = r(z,€), t > to,

com valor inicial,

z(to, to,a,€) = Ta(€)a — f e HNOIE, (e)r(z(s, to, a, €), €)ds.

to

Agora, se € € V, temos
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| Ga(z, 0)() — Ga(z, €)(t) Ilxn
|| e H@2UE, (€)(Ta(€) — T2(0))a Ilxn

IA

[| (e L@, () — eHORIIE, (0) T2 (0)a [0

+

t
+ f (@I Ey(e) — e HOIE0))r(z(s), €)ds
to

Xn

£
N f e LO2-9)F, (0)(r(2(s), €) — r(z(s), 0))ds

to

X1

| e - et E e, o
t

X"

+ f B e L= (0)(r(z(s), €) — 7(2(s), 0))ds

t XN
< Me "0 |1 Ex(e) llgion Il (Ta(€) = T2(0)) el a llxn +Ca(€)e™0) || a [lxn

+ sup || ((z(s),€) — r(z(s),0)) llxs (Il E2(0) Il gy fo N(t —s) e =945

llzllxn <o

+ 1 E100) Il g xp) f Ne "(=9)ds)
0
+ Caerok(o) ( [ e-b<*-s>ds)+c1<e>@k<@> ( [ e-b“-s)ds),
0 0

sendo que || (T2(€) = T2(0) lleqxny, supyy, <, Il (1(2(5),€) = 1(2(5), 0)) lIxs, Ci(€), Ca(€) convergem a
zero quando € — 0 em V, aplicando o Teorema o Lema e as desigualdades (4.38) e
(4.39). Portanto,

sElp | I Ga(z, 0)(t) — Ga(z, €)(t) lIxn< C(e),
te[0,00

com C(e) — 0 quando € — 0 em V e a func¢do G, é continua em € = 0 uniformemente em Y.
Pelo Teorema da contracdo de Banach com pardmetros, o ponto fixo z(t, tp,a,€) é continuo em
€ =0 € V. A continuidade nos demais valores de € € V pode ser demonstrada de modo similar e,
mais simples.

Para cada € € V, temos, pelo Teorema 5.2.1 em Henry, [11], que W; (e(€)) é a imagem da

aplicacdo ¢, : Yo — X" dada por

Pe(a) = Ta(€)a - f e HNOIE, (e)r(z(s, o, a, €), €)ds,

to

onde z(s, tp, a,€) é a solugdo da equacgdo z; + L(€)z = r(z,€), t > tgp com valor inicial z(to, fo,a,€) =

¢e(a) = Ga(z, €)(to). Segue entdo que

Il po(-) = Pe() llxn— 0 quando € — 0 uniformemente em Y.
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Como Wj (e(e)) € a imagem da aplicacdo ¢,

BW;,e(€), Wi (e0) = sup inf | 9(a) = Go(b) I

aeYy

E, deinfycy, || ¢e(@) — Po(b) llxn < || pe(a) — ¢o(a) ||xn para todo a € Yy, obtemos

B(W},.(e(€)), W}, (€(0))) < sup || ¢e(a) = Po(a) [Ixn— O,

aeYy

quando € — 0 em V. Os demais sdo analogos.

Finalmente, estamos aptos para provar a semicontinuidade inferior dos atratores para o fluxo

gerado por (3.1),

Teorema 4.4.8 Suponha que as hipéteses do Teorema sejam vdlidas. Entdo, a familia de atratores

{Ael0 <€ < e l}dofluxoTe, p(t, u), gerado por , é semicontinua inferiormente em X, com 1 < < 1.

Demonstracao:

Basta verificarmos as hipdteses no Teorema Vejamos,
1) Pelo Lema e pelo Teorema a hipétese (H1) é satisfeita.
2) Pelo Lema a hipotese (H2) é vélida.
3) A hipétese (H3) foi admitida no Teorema
4)Pelos Teoremas e a hipotese (H4) é satisfeita.
5)A hipétese (H5) segue dos Teoremas e

6)A hipotese (H6) esta provada no Teorema

7)Dos Teoremas e segue a hipotese (H7).
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