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Resumo

Henrique Sbarai dos Santos. Álgebras de Hopf como álgebras de Frobenius: uma
forma de obter a Equação de Classe. Dissertação (Mestrado). Instituto de Matemática
e Estatística, Universidade de São Paulo, São Paulo, 2023.

Esta dissertação apresenta uma introdução às álgebras de Frobenius e sua utilização no estudo das álgebras
de Hopf de dimensão finita. A discussão sobre álgebras de Frobenius é feita majoritariamente com os teoremas
de Brauer-Nesbitt-Nakayama, mas é ampliada para alguns resultados referentes aos módulos sobre essas
álgebras. Uma breve introdução sobre álgebras de Hopf é feita para, em seguida, podermos relacionar a teoria
clássica dessa área com a teoria das álgebras de Frobenius. A partir da relação entre esses conceitos, estudamos
uma demonstração da fórmula de Radford para a antípoda e resultados sobre semissimplicidade das álgebras
de Hopf, introduzimos uma teoria de caracteres para álgebras de Hopf e combinamos esses resultados na
demonstração do principal resultado deste texto: a Equação de Classe de Kac e Zhu. Apresentamos duas
aplicações dessa equação de classe, como, por exemplo, a caracterização de álgebras de Hopf de dimensão prima
sobre corpos algebricamente fechados e de característica zero. Por fim, aproveitamos a teoria de caracteres
apresentada para estudar generalizações de resultados clássicos da teoria de caracteres de grupos finitos para
essa nova teoria.

Palavras-chave: álgebras de Frobenius. álgebras de grupos. álgebras de Hopf. álgebras semissimples. equa-
ção de classe. teoria de caracteres.





Abstract

Henrique Sbarai dos Santos. Hopf algebras as Frobenius algebras: a way of obtaining
the Class Equation. Thesis (Master’s). Institute of Mathematics and Statistics, University
of São Paulo, São Paulo, 2023.

This Master’s thesis presents an introduction to Frobenius algebras and their use in the study of finite-
dimensional Hopf algebras. The discussion about Frobenius algebras is mostly based on the Brauer-Nesbitt-
Nakayama theorems, but it is also expanded to some results concerning the modules over these algebras. A
brief introduction to Hopf algebras is provided in order to establish a connection between the classical theory
of this field and the theory of Frobenius algebras. By exploring the relation of these concepts, we study a proof
of Radford’s formula for the antipode and some results on the semisimplicity of Hopf algebras, introduce a
character theory for Hopf algebras, and combine these results on the proof of the main result of this text: the
Class Equation of Kac and Zhu. We present two applications of this class equation, e.g. the characterization of
Hopf algebras of prime dimension over algebraically closed fields of characteristic zero. Lastly, we make use
of the presented character theory to study generalizations of classical results from the character theory of finite
groups to this new theory.

Keywords: Frobenius algebras. group algebras. Hopf algebras. semisimple algebras. class equation. character
theory.
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Introdução

O uso de caracteres de grupos abelianos finitos remonta aos trabalhos de Gauss no
início do século XIX, mas a generalização desse conceito para grupos finitos não necessari-
amente abelianos só se deu com F.Frobenius em 1896. Essa Teoria de Caracteres permitiu
a demonstração de grandes resultados da Teoria de Grupos Finitos, como o Teorema paqb

de Burnside, e foi precursora da Teoria de Representações, que nos proporciona uma das
principais maneiras para se entender apropriadamente os grupos finitos e foi fundamental
para a classificação dos grupos finitos simples. (O leitor interessado pode encontrar mais
sobre a história da Teoria de Representações em [Lam98a] e [Lam98b].)

Ao se estudar álgebras de grupos finitos, temos que tais álgebras fazem parte de uma
família mais ampla de álgebras, as chamadas álgebras de Frobenius. Historicamente, a
primeira aparição de tais álgebras deu-se justamente em um artigo de 1903 de Frobenius
([Fro03]) em que ele relacionou a equivalência de duas representações específicas de álgebras
de dimensão finita sobre um corpo com a existência de uma matriz especial. Nas décadas
subsequentes, Brauer, Nesbitt e Nakayama encontraram uma série de caracterizações para
esse conceito, esclarecendo um pouco mais a estrutura dessa família de álgebras. Uma delas
é a existência de um isomorfismo de módulos entre o módulo regular da álgebra base e
seu dual. No entanto, essa é uma propriedade muito conhecida das álgebras de Hopf de
dimensão finita que emerge do Teorema Fundamental dos Módulos de Hopf.

As álgebras de Hopf, por sua vez, surgem em um trabalho sobre topologia algébrica
de H.Hopf em 1941. Em 1969, M.Sweedler apresenta a primeira abordagem puramente
algébrica desse tema e, em 1986, essa área começa a ser vista com ainda mais interesse após a
introdução do conceito de grupos quânticos por V.Drinfeld. Um resultado surpreendente que
foi encontrado durante o desenvolvimento da teoria sobre essas álgebras é uma generalização
do Teorema de Maschke, clássico da Teoria de Representações de Grupos. Isso fomenta o
interesse em buscar outros resultados que possam ser generalizados para essas álgebras.

De uma forma muito interessante, podemos utilizar a linguagem da teoria das álgebras de
Frobenius para encontrar uma Equação de Classe para álgebras de Hopf semissimples sobre
corpos algebricamente fechados e de característica zero, que generaliza resultados como o
fato de a ordem de cada classe de conjugação e a dimensão de cada módulo simples sobre uma
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álgebra de grupo dividirem a ordem do grupo base. Essa equação de classe foi encontrada
originalmente por G.I.Kac no contexto de anéis de grupos em 1972 e, posteriormente, foi
reformulada por Y.Zhu em [Zhu94] para o contexto de álgebras de Hopf semissimples. Por
esse motivo, iremos chamá-la de Equação de Classe de Kac e Zhu.

O objetivo principal deste texto é apresentar o material necessário para demonstrar esse
resultado utilizando a linguagem das álgebras de Frobenius. Aproveitamos também para
estudar algumas propriedades interessantes sobre essas álgebras e a relação delas com as
álgebras de Hopf.

Essa equação de classe é muito relevante pois permitiu avanços importantes na teoria
das álgebras de Hopf, como o primeiro resultado no caminho do programa de classificação
das álgebras de Hopf semissimples.

Este texto está estruturado da seguinte maneira:
1. No primeiro capítulo, apresentamos alguns conceitos e resultados preliminares que

serão necessários ao longo do texto. A maioria deve ser de conhecimento de qualquer
um que já tenha estudado Teoria de Anéis e Módulos, então serve mais como uma
recordação. Contudo, o estudo sobre módulos semissimples e as estruturas chamadas
de top e socle é feito com um pouco mais de atenção.

2. O segundo capítulo é inteiramente dedicado às álgebras de Frobenius e às álgebras
simétricas. Começamos apresentando as caracterizações encontradas por Brauer,
Nesbitt e Nakayama como uma espécie de abordagem “histórica” para nos familiari-
zarmos com os conceitos e, em seguida, exploramos duas estruturas que surgem dessas
caracterizações: o homomorfismo de Frobenius e o automorfismo de Nakayama. Essas
aplicações serão muito úteis mais adiante no texto. Além disso, estudamos alguns
resultados muito interessantes sobre as álgebras de Frobenius. O primeiro deles nos
diz que as classes de módulos injetivos e de módulos projetivos sobre uma álgebra
de Frobenius coincidem. Isso é provado mostrando-se que álgebras de Frobenius
são álgebras autoinjetivas. Outra nomenclatura utilizada para referir-se às álgebras
autoinjetivas é a de álgebras quase-Frobenius. Assim, damos continuidade ao texto
mostrando que as álgebras autoinjetivas “quase são álgebras de Frobenius”, no sentido
de que a categoria dos módulos sobre álgebras autoinjetivas e a categoria dos módulos
sobre álgebras de Frobenius são equivalentes, isto é, álgebras autoinjetivas e álgebras
de Frobenius são Morita-equivalentes.

3. O terceiro capítulo é a preparação para conectarmos álgebras de Hopf com álgebras de
Frobenius, então apresentamos alguns conceitos e resultados básicos sobre álgebras de
Hopf. Nele, também demonstramos o Teorema de Maschke generalizado para álgebras
de Hopf e, em sua última seção, estudamos um pouco sobre coálgebras matriciais,
que serão utilizadas como ferramentas no capítulo seguinte.
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4. No quarto capítulo, fazemos as conexões entre as álgebras de Frobenius e as álgebras
de Hopf. Começamos apresentando a demonstração de que álgebras de Hopf de
dimensão finita são Frobenius. Em seguida, estudamos o homomorfismo de Frobenius
no contexto das álgebras de Hopf e utilizamos isso para demonstrar a Fórmula de
Radford para a antípoda. Essa fórmula nos permite apresentar uma caracterização
para álgebras de Hopf simétricas e nos auxilia na discussão que se segue para encontrar
uma caracterização para álgebras de Hopf semissimples, que será fundamental para
demonstrar a Equação de Classe.

5. O quinto capítulo será onde apresentaremos essa demonstração. Primeiramente, de-
senvolvemos um breve estudo sobre caracteres generalizados para álgebras de Hopf,
seguindo as ideias apresentadas por M.Lorenz em [Lor11]. Em seguida, demonstramos
a Equação de Classe de Kac e Zhu e aplicamos esse resultado para demonstrar alguns
resultados para grupos finitos, como que a dimensão de todo módulo simples sobre
uma álgebra de grupo divide a ordem desse grupo. Aproveitamos para estudar também
a caracterização das álgebras de Hopf de dimensão prima sobre corpos algebricamente
fechados e de característica zero e uma outra aplicação da Equação de Classe apresen-
tada por H.Schneider em [Sch01]. Por fim, nos baseamos nos trabalhos de M.Cohen e
S.Westreicht para definir a tabela de caracteres generalizada para álgebras de Hopf
semissimples e apresentar a generalização de uma série de resultados clássicos da
Teoria de Representações de Grupos Finitos.

6. No sexto e último capítulo, concluímos o texto discutindo brevemente mais alguns
caminhos que poderiam ser seguidos para dar continuidade às pesquisas descritas
nesta dissertação.
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Capítulo 1

Resultados Preliminares

Para o bom entendimento deste texto, é necessário o conhecimento prévio básico sobre
álgebras e módulos. Resultados básicos podem ser encontrados em [AW99]. Os conceitos
de módulos com condição de cadeia, módulos projetivos e injetivos e o Teorema de Krull-
Schmidt, por sua vez, podem ser encontrados no capítulo 3 de [Jac89]. Já os conceitos de
módulos simples e semissimples, bem como o Teorema de Wedderburn-Artin podem ser
encontrados nos capítulos 2 e 3 de [Lam01]. Por fim, também utilizaremos conceitos básicos
de representações de álgebras, categorias de módulos e equivalência de Morita, que podem
ser encontrados nos capítulos 1 e 2 de [SY11].

Aproveitamos, então, este capítulo inicial para fixar algumas notações e definições
enquanto relembramos alguns desses conceitos, sem entrar em muitos detalhes.

Na primeira seção, apresentamos duas definições equivalentes para álgebras que serão
utilizadas ao longo de todo o texto conforme for mais conveniente. Na segunda, listamos
algumas referências para quem tiver necessidade de revisar resultados sobre as teorias de
módulos e de representações de álgebras, além de fazer uma breve discussão sobre módulos
duais. Na terceira seção, relembramos as definições de módulos projetivos e injetivos, bem
como a propriedade de dualidade que existe entre eles. Na quarta seção, introduzimos alguns
conceitos da Teoria de Categorias e resultados que serão ferramentas úteis para demonstrar
os teoremas sobre álgebras autoinjetivas no capítulo seguinte.

A quinta seção contém discussões relevantes para a demonstração de resultados no
capítulo seguinte e, portanto, é onde focamos maior atenção neste capítulo. Começamos
apresentando a definição e alguns resultados sobre o radical de Jacobson e, com isso,
definimos os módulos denominados top e socle. Ambos esses módulos são semissimples,
mas a demonstração da semissimplicidade de top não é imediata, então precisamos apresentar
uma série de resultados para conseguir garantir essa propriedade. Em seguida, demons-
tramos a propriedade de dualidade que existe entre esse módulos e estudamos a categoria
de módulos sobre o quociente de uma álgebra por seu radical. Por fim, estudamos mais
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algumas propriedades sobre esses módulos que serão importantes no estudo das álgebras
autoinjetivas.

1.1 Álgebras sobre corpos

O conceito mais básico deste texto, sobre o qual falaremos em toda sua extensão, é o
de álgebras sobre corpos. Trabalharemos com duas definições diferentes de acordo com
o que for mais conveniente. Enquanto falarmos apenas sobre álgebras de Frobenius, a
definição tradicional algébrica será suficiente, mas, ao introduzirmos os conceitos referentes
a álgebras de Hopf, será imprescindível a utilização da definição a partir de diagramas
comutativos.

Comecemos então vendo essas definições, bem como entendendo a equivalência entre
elas. Para isso, fixe k um corpo. (Atente-se que, para nós, todo anel será associativo e com
unidade.)

Definição 1.1.1: Uma álgebra sobre o corpo k, ou uma k-álgebra, é um anel A com uma
estrutura adicional de k-espaço vetorial compatível com a multiplicação do anel, isto é, tal
que, dados λ ∈ k e a, b ∈ A, temos

λ(ab) = (λa)b = a(λb)

e 1k1A = 1A, em que 1k é a unidade do corpo e 1A é a unidade do anel. A álgebra A é dita
comutativa se, para todos a, b ∈ A, ab = ba.

Dizemos também que uma k-álgebra A é de dimensão finita se a dimensão de A como
k-espaço vetorial é finita. Denotaremos esta dimensão por dimkA ou, quando não houver
ambiguidade sobre o corpo, simplesmente dimA.

Note que, dada uma k-álgebraA, sua multiplicação é uma aplicação bilinearA×A→ A

dada por (a, b) 7→ ab para todos a, b ∈ A. Pela propriedade universal do produto tensorial1,
temos que essa aplicação está associada a uma aplicação linear m : A⊗ A→ A de forma
que m(a⊗ b) = ab para todos a, b ∈ A.

Com isso, temos que a associatividade da multiplicação garante a comutatividade do
diagrama abaixo, em que id = idA representa a aplicação identidade em A.

A⊗ A⊗ A A⊗ A

A⊗ A A

m ⊗ id

id⊗ m

m

m

1 Essa propriedade universal será frequentemente utilizada ao longo do texto sem ser mencionada.
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Considerando a unidade da álgebra, também podemos definir uma aplicação µ : k→ A

por µ(λ) = λ1A, ou seja, estamos identificando os elementos do corpo base com elementos
da álgebra. Com essa notação, temos que a existência da unidade de A e a compatibili-
dade do produto por escalar com a multiplicação garantem comutatividade do seguinte
diagrama:

A⊗ A

k⊗ A A⊗ k

A

µ⊗ id

∼

id⊗µ

∼

m

Por outro lado, esses diagramas descrevem completamente a estrutura da álgebra. Assim,
podemos reescrever a definição de álgebra da seguinte forma:

Definição 1.1.2: Uma álgebra sobre o corpo k, ou uma k-álgebra, é um k-espaço vetorialA
equipado com duas aplicações k-lineares,m = mA : A⊗A→ A, chamada demultiplicação,
e µ = µA : k → A, chamada de unidade, de forma que os diagramas abaixo sejam
comutativos:

A⊗ A⊗ A A⊗ A A⊗ A

k⊗ A A⊗ k

A⊗ A A A

m ⊗ id

id⊗m

m

m

µ⊗ id

∼

id⊗µ

∼

m

O isomorfismo k⊗A ∼−−→ A é dado pela multiplicação por escalar λ⊗ a 7→ λa, para
todos λ ∈ k e a ∈ A. Fazemos o análogo com A⊗ k ∼−−→ A.

Denotaremos ab := m(a⊗ b) para todos a, b ∈ A. Assim, a álgebra A é dita comutativa
se, para todos a, b ∈ A, ab = ba ou, equivalentemente, m = m ◦ τ , com τ ∈ Endk(A⊗ A)

dado por τ(a⊗ b) = b⊗ a (tal aplicação é chamada de aplicação twist).

Abaixo, apresentamos o exemplo das álgebras de grupo, que será um exemplo recorrente
ao longo do texto.

Exemplo 1.1.3 (Álgebra de Grupo): Sejam k um corpo e G um grupo finito. Considere kG
o k-espaço vetorial de base G, isto é,

kG =

{∑
g∈G

λgg

∣∣∣∣ λg ∈ k, com apenas um número finito de λg não nulos

}
.
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Podemos definir a soma em kG por∑
g∈G

λgg +
∑
g∈G

γgg :=
∑
g∈G

(λg + γg)g.

Definimos a multiplicação em kG por(∑
g∈G

λgg

)(∑
h∈G

γhh

)
=
∑
g,h∈G

λgγhgh =
∑
σ∈G

ασσ, em que ασ =
∑
gh=σ

λgγh.

Com essas operações e a estrutura dek-espaço vetorial,kG é umak-álgebra, denominada
álgebra de grupo.

Na linguagem do produto tensorial, isso é equivalente a definir aplicações lineares
m : kG⊗ kG→ kG tal que m(g ⊗ h) = gh e µ : k→ kG tal que µ(1G) = 1G.

1.2 Módulos e Representações de Álgebras

Como já mencionamos, o conhecimento de alguns conceitos e resultados relacionados à
Teoria de Módulos será fundamental. Vamos relembrar alguns deles nesta e nas próximas
seções. Abaixo, por exemplo, fixamos as notações para homomorfismos de álgebras e
homomorfismos de módulos.

Definição 1.2.1: Dadas duask-álgebrasA eB, denotaremos o conjunto dos homomorfismos
de álgebras de A em B por Alg(A,B).

Agora, dados uma k-álgebra A e dois A-módulos à esquerda (ou à direita) M e N ,
denotaremos por HomA(M,N) o conjunto dos homomorfismosM → N de A-módulos à
esquerda (ou à direita). Explicitaremos o lado por qual ocorre a ação quando for necessário
e não estiver subentendido. No caso deM ser um A-módulo à esquerda, escreveremos AM ,
enquanto, se for um A-módulo à direita, escreveremosMA.

Será útil, de agora em diante, começar a utilizar um pouco de teoria de categorias para
não carregar tanto nossa notação. Assim, para uma k-álgebra A, denotaremos por ModA a
categoria dos A-módulos à direita, isto é, a categoria em que os objetos são A-módulos à
direita, os morfismos são homomorfismos de A-módulos e a composição de morfismos é a
composição usual de funções. Além disso, denotaremos por mod A a subcategoria plena de
ModA cujos objetos são os A-módulos à direita de dimensão finita sobre k. Considerando
A uma k-álgebra de dimensão finita, temos que mod A é a categoria de todos os A-módulos
à direita finitamente gerados. (Por mais que estejamos focando, nesse primeiro momento,
em módulos à direita, valem os resultados análogos para módulos à esquerda).

Um exemplo que merece um pouco mais de atenção neste capítulo preliminar é o de
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módulo dual. Considerando A uma k-álgebra de dimensão finita sobre um corpo k eM um
módulo em mod A, podemos munir o espaço dualM∗ := Homk(M,k) com a estrutura de
A-módulo à esquerda dada por

(a · ϕ)(m) = ϕ(ma),

em que ϕ ∈M∗,m ∈M e a ∈ A.
Por outro lado, se M é um A-módulo à esquerda, vamos considerar a estrutura de

A-módulo à direita deM∗ dada por

(ϕ · a)(x) = ϕ(ax), (1.1)

para ϕ ∈M∗, x ∈M e a ∈ A.
Assim, com a estrutura adequada, diremos queM∗ é o módulo dual do móduloM .
Podemos também definir o conceito de bidual de ummóduloM , que seriaM∗∗ = (M∗)∗.

No entanto, no nosso contexto de módulos de dimensão finita, temos que o bidual nada mais
é do que o próprio módulo com uma nova “roupagem”, isto é:

Lema 1.2.2: SejamA uma k-álgebra de dimensão finita eM um módulo em mod A. Então,
M ∼= M∗∗ como A-módulos à direita.

Demonstração: Como M tem dimensão finita, temos que Φ : M → M∗∗ definido por
Φ(x) = φx, em que φx : M∗ → k é dado por φx(f) = f(x), é um isomorfismo de
k-espaços vetoriais.

Tome x ∈M , a ∈ A e f ∈M∗ = Homk(M,k). Dessa forma,

Φ(xa)(f) = f(xa) = (a · f)(x) = Φ(x)(a · f) = (Φ(x) · a)(f).

Logo, Φ(xa) = Φ(x) · a e Φ é um isomorfismo de A-módulos à direita.

Observação 1.2.3: Sejam A uma k-álgebra de dimensão finita e f : M → N um homo-
morfismo em mod A. Definimos f ∗ : N∗ →M∗ por f ∗(ϕ) = ϕ ◦ f , para todos ϕ ∈ N∗, e
chamamos f ∗ de aplicação transposta de f .

Mais adiante, será interessante fazer uma passagem natural entre um módulo e seu bidual.
Para isso, observe que, denotando por Φ : M →M∗∗ e Ψ : N → N∗∗ os isomorfismos de
A-módulos à direita definidos como no Lema 1.2.2, para todo homomorfismo f : M → N

como acima, temos Ψ ◦ f = (f ∗)∗ ◦ Φ.

Vamos estudar agora um pouco do comportamento do dual. Começaremos verificando o
que acontece com somas diretas e quocientes e, por fim, o que acontece com os módulos
simples e seus duais.
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Proposição 1.2.4: SejamA uma k-álgebra de dimensão finita eM eN módulos em mod A.
Então,M∗ ⊕N∗ ∼= (M ⊕N)∗.

Demonstração: Um tal isomorfismo é dado por ψ : M∗⊕N∗ → (M ⊕N)∗ definido como

ψ(f, g) : M ⊕N → k

(m,n) 7→ f(m) + g(n)

para cada par (f, g) ∈M∗ ⊕N∗.

Agora, se M é um módulo em mod A, definimos, para cada submódulo N de M , o
anulador de N

N⊥ = {f ∈M∗ | f(n) = 0 ∀n ∈ N},

que é um submódulo deM∗.
Com isso, temos o seguinte resultado:

Lema 1.2.5: Sejam A uma k-álgebra de dimensão finita,M um módulo em mod A e N
um submódulo deM . Dessa forma, (

M

N

)∗
∼= N⊥.

Demonstração: Temos um isomorfismo ψ : (M/N)∗ → N⊥ definido por

ψ(f) : M → k

m 7→ f(m+N)

para todo f ∈ (M/N)∗.

Note que o lema acima nos fornece ainda mais consequências:
Primeiramente, lembre que, se V é um módulo em mod A, então dimk V = dimk V

∗.
Logo, o lema anterior nos diz que

dimkN
⊥ = dimkM − dimkN.

Também podemos definir o anulador de um A-submódulo S deM∗ como

S⊥ := {m ∈M |ϕ(m) = 0 ∀ϕ ∈ S∗},

que é um submódulo deM . Com isso, temos claramente que, se N é um A-submódulo de
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M , então N ⊆ (N⊥)⊥. Além disso, o lema acima nos garante que(
M∗

N⊥

)∗
∼= (N⊥)⊥

e, como feito acima,

dimk(N⊥)⊥ = dimkM
∗ − dimkN

⊥ = dimkM − (dimkM − dimkN) = dimkN,

ou seja, podemos concluir que N = (N⊥)⊥.
Por fim, vejamos mais um resultado.
Dizemos que um módulo não nulo é simples ou irredutível se seus únicos submódulos

são os triviais. Utilizando o resultado acima, podemos provar que simplicidade é invariante
por dualização.

Proposição 1.2.6: Sejam A uma k-álgebra de dimensão finita eM um módulo em mod A.
Assim,M é simples se, e somente se,M∗ é simples (como A-modulo à esquerda).

Demonstração: SeM não for simples, existe um submódulo próprio N 6= 0 deM . Assim,
como N 6= M , então N⊥ é um submódulo não nulo de M∗ e, como N 6= 0, temos que
N⊥ ∼= (M/N)∗ é próprio. Com isso, concluímos queM∗ também não é simples.

Por outro lado, aplicando o mesmo raciocínio acima, temos que, seM∗ não é simples,
M∗∗ ∼= M também não o é.

1.3 Módulos Projetivos e Injetivos

Uma das propriedades que demonstraremos posteriormente sobre as álgebras de Fro-
benius é que as classes de módulos projetivos e injetivos sobre essas álgebras coincidem.
Nesta seção, vamos relembrar rapidamente esses conceitos. Comecemos pelas suas defini-
ções:

Definição 1.3.1: SejaR um anel. UmR-móduloP é dito projetivo se, dados doisR-módulos
M e N e um homomorfismo sobrejetor h ∈ HomR(M,N), para todo f ∈ HomR(P,N)

existe um homomorfismo g ∈ HomR(P,M) tal que f = h ◦ g, ou seja, tal que o seguinte
diagrama é comutativo:

M N

P

h

f
g

Por outro lado, um R-módulo E é dito injetivo se, dados dois R-módulos M e N e
um homomorfismo injetor i ∈ HomR(M,N), para todo f ∈ HomR(M,E) existe um
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homomorfismo g ∈ HomR(N,E) tal que f = g ◦ i, ou seja, tal que o seguinte diagrama é
comutativo:

M N

E

g

i

f

Abaixo, enunciamos alguns resultados clássicos sobre módulos projetivos e módulos
injetivos:

Teorema 1.3.2 (Módulos Projetivos): Seja P um R-módulo à esquerda. (Valem resultados
análogos para módulos à direita).

1. P é um módulo projetivo (e finitamente gerado) se, e somente se, P é um somando
direto de um módulo livre (com base finita).

2. Teorema das Bases Duais2: P é um módulo projetivo se, e somente se, existe uma fa-
mília de elementos {xi | i ∈ I} ⊆ P , juntamente com uma família de homomorfismos
{ϕi | i ∈ I} ⊆ HomR(P,R), de forma que, para todo x ∈ P , temos
(a) ϕi(x) 6= 0 apenas para uma quantidade finita de i ∈ I;
(b) x =

∑
i∈I

ϕi(x)xi.

Teorema 1.3.3 (Módulos Injetivos):
1. Todo somando direto de um R-módulo injetivo é injetivo.
2. Critério de Baer: Um R-módulo à esquerda (à direita) E é injetivo se, e somente se,

todo homomorfismo de R-módulos de I em E, em que I é um ideal à esquerda (à
direita) de R, pode ser estendido a um homomorfismo de R em E.

Agora, vamos relembrar a dualidade que existe entre esses conceitos, isto é, vamos
mostrar que o dual de um módulo projetivo é injetivo e vice-versa. A demonstração é
imediata a partir das definições de módulos projetivos e injetivos, mas deixaremos os
detalhes registrados para quem precisar relembrar.

Para isso, lembre que todo A-módulo à esquerda é um Aop-módulo à direita, em que Aop

é a álgebra oposta de A, ou seja, a álgebra (A,mop, µ) em que mop = m ◦ τ .

Proposição 1.3.4: Seja A uma k-álgebra de dimensão finita.
1. Um módulo E em mod A é injetivo se, e somente se, o módulo E∗ em mod Aop é

projetivo.
2. Um módulo P em mod A é projetivo se, e somente se, o módulo P ∗ em mod Aop é

injetivo.

Demonstração: Vamos provar apenas o item (1), pois o (2) é consequência dele já que

2 Embora não sejam bases propriamente ditas, chamamos os conjuntos {xi | i ∈ I} e {ϕi | i ∈ I} de bases
duais de P.
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(Aop)op = A e, pelo Lema 1.2.2, E∗∗ ∼= E.
Suponha, por um lado, que E seja um módulo injetivo em mod A. Tome dois módulos

M e N em mod Aop e suponha que exista um homomorfismo sobrejetor h : M → N de
Aop-módulos à direita. Note que h∗ : N∗ →M∗ é injetor pois, se ϕ ∈ kerh∗, então

{0} = h∗(ϕ)(M) = ϕ(h(M)) = ϕ(N)

ou seja, ϕ = 0.
Seja f ∈ HomAop(E∗, N). Logo, f ∗ ∈ HomA(N∗, E∗∗). Como E é injetivo e E ∼= E∗∗

pelo Lema 1.2.2, então E∗∗ é injetivo e, assim, temos que existe γ ∈ HomA(M∗, E∗∗) tal
que f ∗ = γ ◦ h∗. Portanto, (f ∗)∗ = (h∗)∗ ◦ γ∗.

Agora, sejamΩ : E∗ → (E∗)∗∗ = (E∗∗)∗,Φ : M →M∗∗ eΨ : N → N∗∗ isomorfismos
deAop-módulos à direita como no Lema 1.2.2. Para facilitar a visualização, temos o seguinte
diagrama:

E∗ M N

(E∗∗)∗ M∗∗ N∗∗
γ∗ (h∗)∗

(f∗)∗

Ω Φ Ψ

∃g? h

f

Portanto, pela Observação 1.2.3, temos Ψ ◦ h = (h∗)∗ ◦ Φ e Ψ ◦ f = (f ∗)∗ ◦ Ω.
Da igualdade (f ∗)∗ = (h∗)∗ ◦ γ∗, temos

f = Ψ−1 ◦ (f ∗)∗ ◦ Ω = Ψ−1 ◦ ((h∗)∗ ◦ γ∗) ◦ Ω = Ψ−1 ◦ (Ψ ◦ h ◦ Φ−1) ◦ γ∗ ◦ Ω

= h ◦ (Φ−1 ◦ γ∗ ◦ Ω).

Como Φ−1 ◦ γ∗ ◦ Ω : E∗ →M é um homomorfismo de Aop-módulos à direita, temos
que E∗ é um Aop-módulo projetivo.

Para provar a recíproca, basta observar que a transposta de um homomorfismo injetor é
sobrejetor. Com isso, o resultado desejado segue de forma análoga ao feito acima. Vejamos:

Suponha que i : M → N seja um homomorfismo injetor em mod A. Vamos mostrar
que i∗ : N∗ →M∗ é sobrejetor.

Seja ϕ ∈ M∗. Como espaço vetorial, temos M ∼= M∗ e, assim, podemos tomar
{v1, . . . , vm} base de M e {ξ1, . . . , ξm} base de M∗ de forma que ξj(vi) = δij . Portanto,
ϕ = α1ξ1 + · · ·+ αmξm, com α1, . . . , αm ∈ k.

Como i é um homomorfismo injetor, temos então que {i(v1), . . . , i(vm)} é linearmente
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independente em N e, dessa maneira, podemos completar esse conjunto até uma base
{w1 = i(v1), . . . , wm = i(vm), wm+1, . . . , wn} de N .

Seja então {ζ1, . . . , ζn} uma base de N∗ tal que ζj(wi) = δij e defina η ∈ N∗ por
η = α1ζ1 + · · ·+ αmζm.

Assim, para todo j ∈ {1, . . . , n}, temos

i∗(η)(vj) = η ◦ i(vj) = (α1ζ1 + · · ·+ αmζm)(i(vj)) = αjζj(i(vj)) = αjξj(vj) = ϕ(vj).

Como {v1, . . . , vm} é base deM , temos então i∗(η) = ϕ e, portanto, i∗ é sobrejetor.

1.4 Categorias

Nesta seção, introduziremos alguns conceitos e resultados básicos que serão necessá-
rios na Proposição 2.3.1, que nos permitirá definir uma álgebra autoinjetiva no próximo
capítulo.

Definição 1.4.1: Para um corpo k, uma categoria C é uma k-categoria se, para cada par de
objetos X, Y de C, o conjunto dos morfismos de X em Y , denotado por HomC(X, Y ), está
equipado com uma estrutura de k-espaço vetorial tal que a composição ◦ de morfismos em
C é k-bilinear.

No caso de C ser uma k-categoria, diremos que um objetoM em C é um gerador de C
se, para todo par de objetosX, Y de C e para qualquer morfismo não nulo f ∈ HomC(X, Y ),
existe um morfismo h ∈ HomC(M,X) tal que f ◦ h 6= 0.

Claramente, temos que as categorias ModA e mod A com que estamos trabalhando são
k-categorias se A é uma k-álgebra.

Nessa notação, temos HomModA(M,N) = HomA(M,N) seM e N são módulos em
ModA. No caso deM e N serem módulos em mod A, como mod A é uma subcategoria
plena de ModA, temos Hommod A(M,N) = HomModA(M,N) = HomA(M,N).

Exemplo 1.4.2: Vejamos que uma k-álgebra A é um gerador de ModA e, em particular, se
A é de dimensão finita, então A é um gerador de mod A.

Dados dois módulos X, Y em ModA e um morfismo não nulo f ∈ HomA(X, Y ), tome
um elemento x ∈ X com f(x) 6= 0. Definindo uma aplicação lx : A→ X por lx(a) = xa,
temos f ◦ lx 6= 0, pois f ◦ lx(1A) = f(x1A) = f(x) 6= 0. Portanto, A é um gerador de
ModA.

No caso em que a dimensão de A é finita, A é um módulo na subcategoria mod A de
ModA e, portanto, é claramente um gerador de mod A.

Sobre os geradores de uma k-categoria qualquer, temos o resultado abaixo.
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Lema 1.4.3: Seja C uma k-categoria eM um objeto de C. Ambas as afirmações abaixo são
verdadeiras:

1. SeM é um gerador de C e X é um objeto de C, entãoM ⊕X é um gerador de C.
2. SeMm é um gerador de C para algum inteiro positivom, entãoM é um gerador de C.

Demonstração:
1. Sejam V,W objetos em C e f ∈ HomC(V,W ) não nulo. Como M é gerador de C,

existe um morfismo h ∈ HomC(M,V ) tal que f ◦ h 6= 0. Podemos estender h para
um morfismo h̃ ∈ HomC(M ⊕X, V ) definindo h̃(m,x) = h(m) para todosm ∈M
e x ∈ X . Dessa forma, f ◦ h̃ 6= 0.

2. Sejam V,W objetos em C e f ∈ HomC(V,W ) não nulo. ComoMm é gerador de C,
existe h ∈ HomC(Mm, V ) tal que f ◦ h 6= 0. Assim, existe x = (x1, . . . , xm) ∈Mm

tal que f(h(x)) 6= 0. Defina h̃ : M → V por h̃(y) = h(y, x2, . . . , xm) para todo
y ∈M . Dessa forma, h̃ ∈ HomC(M,V ) e f ◦ h̃ 6= 0.

Dado um móduloM , dizemos que ele é indecomponível se, dados dois submódulosM1

eM2 tais queM = M1 ⊕M2, temosM1 = 0 ouM2 = 0. Com isso, temos um resultado
clássico de teoria de módulos: o Teorema de Krull-Schmidt, que enunciamos abaixo:

Teorema de Krull-Schmidt: SejaM 6= 0 um módulo artiniano e noetheriano. Assim,M
contém submódulos indecomponíveisMi, com 1 ≤ i ≤ m, tais queM = M1 ⊕ · · · ⊕Mm.
Além disso, seM = M1 ⊕ · · · ⊕Mm = N1 ⊕ · · · ⊕ Nn comMi e Nj indecomponíveis,
entãom = n e existe uma permutação i 7→ i′ tal queMi

∼= Ni′ para todo 1 ≤ i ≤ m.

Note que, para A uma k-álgebra de dimensão finita, todo módulo em mod A é um
k-espaço vetorial de dimensão finita e, portanto, é noetheriano e artiniano.

Lembre que, dada A uma k-álgebra, dois idempotentes e1, e2 ∈ A são ditos ortogonais
se e1e2 = 0 = e2e1. Além disso, um idempotente e ∈ A é primitivo se e 6= 0 e não existirem
e1, e2 6= 0 idempotentes ortogonais deA tais que e = e1 +e2. Por fim, 0A e 1A são chamados
de idempotentes triviais.

Temos uma relação entre idempotentes primitivos e módulos indecomponíveis: dados
uma k-álgebra A e um idempotente e ∈ A, temos que e é primitivo se, e somente se, eA é
um A-módulo à direita indecomponível.

Com isso, podemos apresentar uma decomposição da k-álgebra de dimensão finita A
que utilizaremos a seguir.

Proposição 1.4.4: SejaA uma k-álgebra de dimensão finita. Se {e1, . . . , en} é um conjunto
de idempotentes primitivos de A, dois-a-dois ortogonais, com 1A = e1 + · · · + en, então
AA = e1A ⊕ · · · ⊕ enA é soma direta de A-módulos à direita indecomponíveis e projeti-
vos. Além disso, toda decomposição de AA como soma direta de A-submódulos à direita
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indecomponíveis é dessa forma.
(Vale o resultado análogo para AA.)

Demonstração: A parte da projetividade segue a partir do item (1) do Teorema 1.3.2,
enquanto o resto é consequência do Teorema de Krull-Schmidt.

Com os resultados anteriores, podemos encontrar um gerador especial para a categoria
mod A.

Proposição 1.4.5: Seja A uma k-álgebra de dimensão finita. Suponha que P1, . . . , Pm é
um conjunto completo de módulos projetivos indecomponíveis dois-a-dois não isomorfos
em mod A. Tome P = P1 ⊕ · · · ⊕ Pm. Então, P é um gerador projetivo de mod A e P é
isomorfo ao módulo eA para algum idempotente e ∈ A. Nessas condições, diremos que P é
um gerador projetivo minimal.

Demonstração: Pela Proposição 1.4.4, temos que existe, de forma única, uma decomposição
AA = e1A⊕ · · · ⊕ enA de AA em soma direta de A-módulos à direita indecomponíveis e
projetivos, com e1, . . . , en idempotentes primitivos.

Como P1, . . . , Pm são indecomponíveis, temos que todo Pi é isomorfo a um ejA. Pode-
mos supor que Pi ∼= eiA. Dessa forma, e1A, . . . , emA é um conjunto completo de módulos
projetivos indecomponíveis dois-a-dois não isomorfos em mod A.

Assim, temos P = P1 ⊕ · · · ⊕ Pm ∼= e1A⊕ · · · ⊕ emA = eA, com e = e1 + · · ·+ em.
Note que AA é isomorfo a um somando direto de P r para algum inteiro positivo r.

Como vimos no Exemplo 1.4.2, AA é um gerador de mod A. Assim, pela primeira parte do
Lema 1.4.3, temos que P r é um gerador de mod A e, pela segunda parte, P é gerador de
mod A.

Por fim, vamos definir o que seria um cogerador de uma k-categoria e estabelecer a
relação de dualidade entre geradores e cogeradores.

Definição 1.4.6: Seja C uma k-categoria. Um objetoM em C é chamado de cogerador de
C se, para todo par de objetos X, Y de C e qualquer morfismo não nulo f ∈ HomC(X, Y ),
existe um morfismo h ∈ HomC(Y,M) tal que h ◦ f 6= 0.

Proposição 1.4.7: SejaA umak-álgebra de dimensão finita. SeM é um gerador demod Aop,
entãoM∗ é um cogerador de mod A.

Demonstração: Seja entãoM um gerador de mod Aop. Tome um par X, Y de módulos em
mod A e um morfismo não nulo f ∈ HomA(X, Y ).

Dessa forma, temos X∗ e Y ∗ em mod Aop e 0 6= f ∗ ∈ HomAop(Y ∗, X∗). Como M é
gerador de mod Aop, existe um morfismo h ∈ HomAop(M,Y ∗) tal que f ∗ ◦ h 6= 0.

Logo, 0 6= (f ∗ ◦ h)∗ = h∗ ◦ (f ∗)∗.
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Tomando os isomorfismos Φ : X → X∗∗ e Ψ : Y → Y ∗∗ como na Observação 1.2.3,
temos então que

0 6= h∗ ◦ (f ∗)∗ ◦ Φ = (h∗ ◦Ψ) ◦ f,

com h∗ ◦Ψ ∈ HomA(Y,M∗). Isso prova queM∗ é um cogerador de mod A.

1.5 Módulos Semissimples e o Radical de Jacobson

Nesta última seção preliminar, desenvolveremos um pouco da teoria que nos auxiliará a
provar o Teorema 2.3.7, que nos dá condições suficientes para que uma álgebra autoinjetiva
seja uma álgebra de Frobenius. Aqui, nos baseamos essencialmente em [SY11].

Comecemos estudando o radical de Jacobson, que nos permite encontrar uma caracteri-
zação para módulos semissimples e que também será necessário para definir o módulo top,
como veremos mais a frente, que é um conceito fundamental na demonstração do teorema
mencionado acima.

Definição 1.5.1: Sejam A uma k-álgebra de dimensão finita eM um módulo em mod A.
O radical de Jacobson, ou simplesmente radical, radM deM é a intersecção de todos os
A-submódulos maximais deM .

O lema a seguir descreve um pouco da estrutura do radical do módulo regular.

Lema 1.5.2: Seja A uma k-álgebra de dimensão finita. As seguintes condições são equiva-
lentes:

i. a ∈ radA;
ii. Para todo b ∈ A, o elemento 1A − ab possui um inverso à direita;
iii. Para todo b ∈ A, o elemento 1A − ab possui um inverso bilateral;
iv. Para todo b ∈ A, o elemento 1A − ba possui um inverso bilateral;
v. Para todo b ∈ A, o elemento 1A − ba possui um inverso à esquerda;
vi. a pertence à intersecção de todos os ideais à esquerda maximais de A.

Demonstração: Abreviaremos 1 = 1A. Comecemos pela equivalência (i) ⇐⇒ (ii). Tome
b ∈ A e suponha que o elemento 1 − ab não possui um inverso à direita em A, ou seja,
1 /∈ (1− ab)A e, portanto, o ideal à direita (1− ab)A é diferente de A. Logo, existe I um
ideal à direita de A maximal tal que 1 − ab ∈ I . Como a ∈ radA ⊆ I , temos ab ∈ I e,
portanto, 1 ∈ I , uma contradição, pois I 6= A. Assim, concluímos que 1− ab possui um
inverso à direita.

Reciprocamente, suponha que a /∈ radA e seja I um ideal à direita de Amaximal tal que
a /∈ I . Então, I + aA é um ideal à direita de A contendo I propriamente. Pela maximalidade
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de I , temos A = I + aA. Portanto, existem x ∈ I e b ∈ A tais que 1 = x+ ab. Porém, dessa
forma, x = 1− ab ∈ I não possui um inverso à direita, pois I 6= A, o que é uma contradição
com (ii). Logo, a ∈ radA.

A equivalência (v) ⇐⇒ (vi) segue de maneira similar.
Provemos agora a equivalência (ii) ⇐⇒ (iii). Claramente, temos (iii)⇒ (ii). Por outro

lado, seja b ∈ A. Pela hipótese (ii), existe c ∈ A tal que (1−ab)c = 1. Assim, c = 1−a(−bc).
Aplicando (ii) para o elemento −bc, temos que existe d ∈ A tal que

1 = (1− a(−bc))d = cd

e, além disso,

1 = (1− a(−bc))d = d+ abcd = d+ ab.

Portanto, d = 1− ab e c é um inverso à esquerda de 1− ab.
A equivalência (iv) ⇐⇒ (v) segue também de maneira similar.
Por fim, só nos resta mostrar a equivalência (iii) ⇐⇒ (iv). Para isso, note que, para

todos c, d, x, y ∈ A,
1. Se (1− cd)x = 1, então

(1− dc)(1 + dxc) = 1− dc+ dxc− dcdxc = 1− dc+ d((1− cd)x)c = 1.

2. Se y(1− cd) = 1, então

(1 + dyc)(1− dc) = 1− dc+ dyc− dycdc = 1− dc+ d(y(1− cd))c = 1.

Logo, 1 − ab possui um inverso bilateral se, e somente se, 1 − ba possui um inverso
bilateral.

Com esse lema, conseguimos encontrar mais algumas propriedades sobre radA, como,
por exemplo, que ele é um ideal bilateral de A.

Proposição 1.5.3: Seja A uma k-álgebra de dimensão finita. Assim, radA é um ideal
bilateral de A e rad(A/ radA) = 0 = radA.

Demonstração: Por definição, temos que radA é a intersecção de todos os ideias à direita
maximais de A e, pelo item (vi) nas equivalências do Lema 1.5.2, temos que ele também é a
intersecção de todos os ideias à esquerda maximais de A. Portanto, concluímos que radA é
um ideal bilateral de A. Agora, observe que os ideais à direita maximais de A/ radA são os
ideais da forma I + radA, com I um ideal à direita maximal de A contendo radA. Logo,
rad(A/ radA) = radA = 0.
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Seja I um ideal bilateral de uma k-álgebraA. Dizemos que I é nilpotente se existir n ≥ 1

tal que In = 0. Vamos mostrar que, se A é de dimensão finita, então radA é nilpotente, mas,
antes, precisamos de mais um lema.

Lema 1.5.4 (Lema de Nakayama): Sejam A uma k-álgebra de dimensão finita, M um
módulo em mod A e I ⊆ radA um ideal bilateral de A. SeMI = M , entãoM = 0.

Demonstração: Suponha queM seja gerado por elementos m1, . . . ,mr ∈ M , isto é, que
M = m1A+ · · ·+mrA. Nossa prova procederá por indução em r.

Inicialmente, suponha que r = 1, ou seja,M = m1A. Como I é ideal bilateral de A,
temosM = MI = (m1A)I = m1I . Em particular,m1 ∈ M = m1I . Logo, existe x1 ∈ I
tal quem1 = m1x1 e, com isso, temos quem1(1− x1) = 0. Como x1 ∈ I ⊆ radA, o Lema
1.5.2 nos garante que 1− x1 é inversível à direita e, portanto, concluímos queM = 0.

Para o passo indutivo, suponha r > 1 e que o resultado é válido para r − 1. Logo,

M = MI = (m1A+ · · ·+mrA)I = m1I + · · ·+mrI.

Assim, existem x1, . . . , xr ∈ I tais quemr = m1x1 + · · ·+mrxr e, portanto,

mr(1− xr) = m1x1 + · · ·+mr−1xr−1.

Novamente pelo Lema 1.5.2, temos que 1 − xr é inversível à direita em A e, com
isso, concluímos que mr = m1y1 + · · · + mr−1yr−1, com y1, . . . , yr−1 ∈ A. Portanto,
M = m1A+ · · ·+mr−1A e, pela hipótese de indução, temosM = 0.

Proposição 1.5.5: Seja A uma k-álgebra de dimensão finita. Então radA é um ideal nilpo-
tente.

Demonstração: Considere a seguinte cadeia decrescente de ideais bilaterais de A:

A ⊇ radA ⊇ (radA)2 ⊇ · · · ⊇ (radA)i ⊇ (radA)i+1 ⊇ · · ·

Como dimkA é finita, existe n ≥ 1 tal que

(radA)n = (radA)n+1 = (radA)n radA.

Assim, pelo Lema 1.5.4, temos que (radA)n = 0.

Agora, vamos estudar as propriedades do top e do socle, módulos que serão fundamentais
na demonstração do teorema que mencionamos no começo desta seção.

Definição 1.5.6: Sejam A uma k-álgebra de dimensão finita e M 6= 0 um módulo em
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mod A. Definimos então dois A-módulos associados aM :

top(M) =
M

radM
,

chamado de top deM , e

soc(M) =
∑
S∈SM

S,

chamado de socle deM , em que SM é o conjunto de todos os A-submódulos simples deM .

Lembramos agora que um módulo é dito semissimples se ele puder ser escrito como uma
soma direta de módulos simples. Além disso, temos que toda soma de módulos semissimples
é uma soma direta de alguns desses módulos simples, sendo também semissimples. Portanto,
claramente, soc(M) é um módulo semissimples e, diretamente da definição, temos que
soc(M) é o maior A-submódulo semissimples de M , isto é, se S é um A-submódulo
semissimples deM , então S ⊆ soc(M).

O que não é tão fácil de ver é que top(M) também é semissimples e que também temos
uma relação de “grandeza” envolvendo ele: a de que ele é o maior fator semissimples de
M . Exploraremos esses fatos nos resultados que seguem agora e também observaremos que
existe uma dualidade entre esses dois módulos.

Antes de mais nada, relembremos uma caracterização para os módulos semissimples
que nos ajudará a seguir em frente:

Observação 1.5.7: Sejam A uma k-álgebra eM um A-módulo. Então,M é um A-módulo
semissimples se, e somente se, M é completamente redutível, isto é, para qualquer A-
submódulo N deM , existe um A-submódulo L deM tal queM = N ⊕ L.

Na seguinte proposição, caracterizamos os ideais de A/ radA e os módulos em
mod (A/ radA).

Proposição 1.5.8: Sejam A uma k-álgebra de dimensão finita e B = A/ radA. São verda-
deiras as afirmações:

1. Todo ideal à direita não nulo I de B é uma soma direta de ideais à direita minimais
de B da forma eB, em que e é um idempotente primitivo de B. Em particular, o
B-módulo à direita BB é semissimples;

2. Qualquer módulo não nuloM em mod B é isomorfo a uma soma direta de ideais à
direita minimais de B da forma eB, em que e é um idempotente primitivo de B.

Demonstração:
1. Suponha que I seja um ideal de B à direita não nulo. Como A é de dimensão finita,

temos queB e, consequentemente, I também sãoA-módulos de dimensão finita. Dessa
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forma, podemos tomar S um submódulo não nulo de I de dimensão minimal. Observe
que S é um módulo simples, pois a dimensão de cada um dos seus submódulos é
menor ou igual à dimensão de S e, como essa dimensão é minimal, ou o submódulo é
nulo ou tem a mesma dimensão de S, sendo, portanto, igual a S.
Considere o B-submódulo à direita S2 de S composto por todas as somas finitas de
elementos da forma xy com x, y ∈ S. Vejamos que S2 6= 0.
Suponha, por contradição, que S2 = 0. Assim, para todo x ∈ S e b ∈ B, temos
(1B − xb)(1B + xb) = 1B, pois S é ideal à direita de B. Portanto, pelo Lema 1.5.2,
x ∈ radB. Consequentemente, temos S ⊆ radB, mas, pela Proposição 1.5.3, temos
radB = 0. Logo, S = 0, uma contradição.
Portanto, S2 é um submódulo não nulo de S e, assim, S = S2, pois S é simples. Dessa
forma, existe x ∈ S tal que xS 6= 0 e, logo, xS = S, pois xS é um B-submódulo à
direita de S. Em particular, x = xe para algum e ∈ S. Considere o homomorfismo de
B-módulos à direita f : S → S dado por f(y) = xy. Como f(e) = xe = x 6= 0B,
temos que f é um homomorfismo não nulo e, consequentemente, é um isomorfismo,
pois é claramente injetor e sobrejetor já que S é simples e xS = S.
Além disso,

f(e2 − e) = f(e2)− f(e) = xee− xe = xe− xe = 0B

e, portanto, e2 − e = 0B. Logo, e é um idempotente não nulo de B e S = eB.
Note que, para todo b ∈ B, b = eb + (1B − e)b. Portanto, B = eB + (1B − e)B.
Suponha agora que exista y ∈ eB ∩ (1B − e)B. Assim, y = eb1 = (1B − e)b2, com
b1, b2 ∈ B. Observe que (1B − e)2 = 1B − e. Logo,

y = (1B − e)b2 = (1B − e)(1B − e)b2 = (1B − e)eb1 = (e− e)b1 = 0.

Portanto, BB = eB ⊕ (1B − e)B e, assim, I = S ⊕ (1B − e)I . Como (1B − e)I é
um subespaço de I diferente de I , temos dim(1B − e)I < dim I .
Se (1B − e)I 6= 0, podemos repetir a demonstração acima para escrever

(1B − e)I = S2 ⊕ (1B − e2)((1B − e)I),

em que S2 é um B-submódulo simples de (1B − e)I da forma S2 = e2B, com e2 6= 0

um idempotente de B. Também teremos

dim((1B − e2)((1B − e)I)) < dim((1B − e)I).

Como a dimensão de I é finita, esse processo termina, ou seja, para algum n, teremos
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que (1B − en)(1B − en−1) · · · (1B − e2)(1B − e)I = 0. Assim, poderemos escrever
I = S1⊕S2⊕· · ·⊕Sn, em que Si = eiB é um B-submódulo de I à direita simples e
ei 6= 0 é um idempotente de B para todo i = 1, . . . , n. Como I é ideal de B à direita,
temos que os B-submódulos de I à direita são ideais à direita de B, concluindo a
demonstração do item (1).

2. SejaM um módulo não nulo em mod B e tome elementosm1, . . . ,mr ∈M tais que
M = m1B+· · ·+mrB. Considere o homomorfismo sobrejetor deB-módulos à direita
ϕ : Br →M dado por ϕ((b1, . . . , br)) = m1b1 + · · ·+mrbr, para (b1, . . . , br) ∈ Br.
Então, pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo,M ∼= Br/ kerϕ.
Utilizando o item (1), concluímos que Br é uma soma direta de ideais à direita
simples da forma eB, em que e é um idempotente primitivo de B. Por outro lado, pela
Observação 1.5.7, existe um B-submódulo à direita L de Br tal que Br = kerϕ⊕ L.
Assim, pelo Teorema de Krull-Schmidt e utilizando o fato de que submódulos de
módulos semissimples são semissimples, concluímos que tanto kerϕ quanto L são
somas diretas de ideais à direita minimais da forma eB, para idempotentes primitivos
e de B. Logo, comoM ∼= L, temos o resultado que desejávamos.

Agora, descreveremos algumas propriedades básicas do radical de um módulo.

Proposição 1.5.9: SejamA uma k-álgebra de dimensão finita eM eN módulos em mod A.
São verdadeiras as seguintes afirmações:

1. Seja m ∈ M . Assim, m ∈ radM se, e somente se, f(m) = 0 para qualquer homo-
morfismo f ∈ HomA(M,S), em que S é um A-módulo à direita simples;

2. rad(M ⊕N) = radM ⊕ radN ;
3. Se f ∈ HomA(M,N), então f(radM) ⊆ radN ;
4. radM = M radA;
5. Se L+ radM = M para algum A-submódulo à direita L deM , então L = M .

Demonstração:
1. Suponham ∈ radM . Tome um homomorfismo não nulo f ∈ HomA(M,S), em que
S é um A-módulo simples. Como f é não nulo e S 6= 0 é simples, f é sobrejetor.
Pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo, temos M/ ker f ∼= S, que é simples, e,
portanto, ker f é um A-submódulo à direita maximal deM . Logo,m ∈ ker f , ou seja,
f(m) = 0.
Por outro lado, observe que, se L é um A-submódulo à direita deM maximal, então
M/L é umA-módulo simples e existe um homomorfismo sobrejetor πL : M →M/L

com kerπL = L. Portanto, se f(m) = 0 para qualquer f ∈ HomA(M,S) e qualquer
A-módulo à direita simples S, em particular,m ∈ kerπL = L para todoA-submódulo
à direita deM maximal L. Assim,m ∈ radM .
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2. Seja x ∈ radM ⊕ radN . Então, existem elementos xM ∈ radM e xN ∈ radN tais
que x = xM + xN . Pelo item (1), temos f(xM) = 0 para todo f ∈ HomA(M,S) e
g(xN) = 0 para todo g ∈ HomA(N,S), ambos com S simples.
Note que, dado h ∈ HomA(M ⊕N,S), com S simples, temos h|M ∈ HomA(M,S)

e h|N ∈ HomA(N,S). Assim,

h(x) = h(xM + xN) = h|M(xM) + h|N(xN) = 0

e, dessa forma, pelo item (1), x ∈ rad(M ⊕N).
Por outro lado, suponha que x ∈ rad(M ⊕N). Como x ∈M ⊕N , podemos escrever
x = xM + xN , com xM ∈M e xN ∈ N .
Seja S um A-módulo simples. Tome f ∈ HomA(M,S) e denote o homomorfismo
nulo de HomA(N,S) por ζ . Observe que temos o isomorfismo

Φ : HomA(M ⊕N,S)→ HomA(M,S)⊕ HomA(N,S) (1.2)

dado por h 7→ h ◦ ιM + h ◦ ιN , em que ιM : M →M ⊕N e ιN : N →M ⊕N são
as inclusões canônicas.
Dessa forma, temos que existe h ∈ HomA(M ⊕N,S) tal que Φ(h) = f + ζ e, assim,

f(xM) = f(xM) + ζ(xN) = (h ◦ ιM + h ◦ ιN)(xM + xN) = h(x) = 0.

Logo, f(xM) = 0 para todo f ∈ HomA(M,S). Pela arbitrariedade de S, temos
xM ∈ radM .
Analogamente, podemos mostrar que xN ∈ radN e, portanto, x ∈ radM ⊕ radN .

3. Seja f ∈ HomA(M,N). Tome x ∈ radM e J um submódulo maximal de N . Como
J é maximal, pelo Teorema da Correspondência, concluímos queN/J é simples. Seja
π : N → N/J a projeção canônica. Dessa forma, π ◦ f ∈ HomA(M,N/J) e, pelo
item (1), temos π ◦ f(x) = 0, isto é, f(x) ∈ J . Pela arbitrariedade do submódulo
maximal J , concluímos que f(x) ∈ radN .

4. Mostremos, primeiramente, queM radA ⊆ radM . Dadom ∈M , defina um homo-
morfismo deA-módulos à direita fm : A→M por fm(a) = ma. Pelo item (3), temos
que, se a ∈ radA, entãoma = f(a) ∈ radM . Portanto,M radA ⊆ radM .
Para a inclusão contrária, observe que M/M radA é um módulo à direita sobre a
álgebra A/ radA considerando a multiplicação

(m+M radA)(a+ radA) := ma+M radA,

comm ∈M e a ∈ A, pois (M/M radA) radA ⊆M radA.
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Da Proposição 1.5.8, temos que o A/ radA-módulo à direita M/M radA é soma
direta de A/ radA-módulos simples. Como o radical de um módulo simples é nulo,
pelo item (2), temos que o radical de qualquer módulo semissimples em mod A é
também nulo. Portanto, rad(M/M radA) = 0.
Considere agora a projeção canônica π : M →M/M radA. Pelo item (3), temos que
π(radM) ⊆ rad(M/M radA) = 0 e, portanto, radM ⊆ kerπ = M radA.
Juntando as duas inclusões, concluímos que radM = M radA.

5. Seja L um A-submódulo à direita deM tal que L+ radM = M . Se L 6= M , existe
umA-submódulo maximalX deM tal que L ⊆ X . No entanto, dessa forma, teríamos
M = L+ radM ⊆ X 6= M , o que seria uma contradição. Portanto, L = M .

O lema abaixo é o último passo antes de mostrarmos que top(M) é semissimples e nos
fala sobre a relação entre os A-módulos simples e os A/ radA-módulos simples.

Lema 1.5.10: Seja A uma k-álgebra de dimensão finita. Temos que M é um A/ radA-
módulo simples se, e somente se, M é um A-módulo simples. Consequentemente, todo
A/ radA-módulo semissimples é um A-módulo semissimples e vice-versa.

Demonstração: Por um lado, suponha queM seja um A/ radA-módulo simples. Assim,
M é um A-módulo considerando a ação

m · a := m(a+ radA)

para todos m ∈ M e a ∈ A. Dessa forma, fica claro ver queM é também um A-módulo
simples, pois, dadom ∈M ,

mA = {m · a | a ∈ A} = {m(a+ radA) | a ∈ A} = m(A/ radA)

e, portanto, sem 6= 0, entãomA = m(A/ radA) = M .
Por outro lado, seM é umA-módulo simples, observe que, dado a ∈ radA,ma = 0 para

todo m ∈ M . Para isso, fixe a ∈ radA e considere o homomorfismo fa : M → M radA
dado por fa(m) = ma para todo m ∈ M . Pelo item (4) da Proposição 1.5.9, temos
M radA = radM = 0, poisM é simples. Logo, ma = 0 para todos m ∈ M e a ∈ radA.
Portanto, está bem definida a ação

m · (a+ radA) := ma

param ∈M e a+ radA ∈ A/ radA, e, enfim, concluímos queM é um A/ radA-módulo
simples da mesma forma que fizemos acima.

Por fim, como um módulo semissimples é soma direta de módulos simples, temos que
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as classes desses módulos coincidem em mod A e mod (A/ radA).

Finalmente, conseguimos mostrar que top(M) é semissimples e que ele é o maior fator
semissimples deM :

Corolário 1.5.11: Sejam A uma k-álgebra de dimensão finita eM um módulo em mod A.
São verdadeiras as afirmações:

1. O A-módulo à direita top(M) = M/ radM é semissimples e é um módulo à direita
sobre a k-álgebra A/ radA;

2. Se L é um A-submódulo de M tal que M/L é um A-módulo semissimples, então
radM ⊆ L.

Demonstração:
1. Na demonstração do item (4) da Proposição 1.5.9, vimos que M/M radA é um

(A/ radA)-módulo à direita e que radM = M radA. Portanto, top(M) = M/ radM
é um (A/ radA)-módulo à direita.
Pela Proposição 1.5.8, temos que todo módulo em mod (A/ radA) é semissimples.
Portanto, top(M) é um (A/ radA)-módulo à direita semissimples e, pelo Lema 1.5.10,
concluímos que é também um A-módulo à direita semissimples.

2. Suponha que L seja um A-submódulo à direita deM tal queM/L seja um A-módulo
semissimples. Seja π : M → M/L a projeção canônica. Segue do item (3) da Pro-
posição 1.5.9 que π(radM) ⊆ rad(M/L) = 0, poisM/L é semissimples. Portanto,
radM ⊆ kerπ = L.

Com esse resultado, podemos demonstrar a relação de dualidade que existe entre o top e
o socle.

Proposição 1.5.12: Seja A uma k-álgebra de dimensão finita. Para todo módulo M em
mod A, temos:

1. (top(M))∗ ∼= soc(M∗);
2. (soc(M))∗ ∼= top(M∗).

Demonstração: Vamos provar o item (1). O item (2) segue de forma análoga.
Pelo Lema 1.2.5, temos

(top(M))∗ =

(
M

radM

)∗
∼= (radM)⊥.

No entanto, top(M) é semissimples e, tendo em vista as Proposições 1.2.4 e 1.2.6, temos
que (top(M))∗ também é semissimples. Assim, (radM)⊥ é um submódulo semissimples
deM∗ e, como sabemos que soc(M∗) é o maior submódulo semissimples deM∗, temos
então que (radM)⊥ ⊆ soc(M∗).
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Por outro lado, como soc(M∗) ⊆M∗, temos (soc(M∗))⊥ ⊆M e

soc(M∗) = ((soc(M∗))⊥)⊥ ∼=
(

M

(soc(M∗))⊥

)∗
.

Logo, como soc(M∗) é semissimples, temos que M/(soc(M∗))⊥ também é semis-
simples. Pelo Corolário 1.5.11, temos então que radM ⊆ (soc(M∗))⊥ e, portanto,
soc(M∗) = ((soc(M∗))⊥)⊥ ⊆ (radM)⊥.

Com isso, concluímos que soc(M∗) = (radM)⊥ ∼= (top(M))∗.

Seguindo em frente, temos uma nova caracterização para módulos semissimples utili-
zando o radical de Jacobson:

Corolário 1.5.13: Sejam A uma k-álgebra de dimensão finita eM um módulo não nulo
em mod A. Então,M é um A-módulo semissimples se, e somente se, radM = 0.

Demonstração: Por um lado, suponha queM = S1 ⊕ · · · ⊕ Sn, em que Si é um A-módulo
à direita simples para todo i ∈ {1, . . . , n}. Pelo item (2) da Proposição 1.5.9, temos que
radM = radS1 ⊕ · · · ⊕ radSn. No entanto, sabemos que o radical de um módulo simples é
nulo. Portanto, radM = 0.

Por outro lado, se radM = 0, pelo item (1) do Corolário 1.5.11, concluímos que
M = M/ radM é semissimples.

Veremos mais adiante que podemos definir funtores top : mod A → mod A e
soc : mod A → mod A que associam um módulo M em mod A a top(M) e soc(M),
respectivamente. Nosso objetivo agora é mostrar que o funtor top induz uma bijeção entre
as classes de isomorfismos dos módulos projetivos e as classes de isomorfismo dos módulos
semissimples, enquanto o funtor soc, por sua vez, induz uma bijeção entre as classes de iso-
morfismos dos módulos injetivos e indecomponíveis não nulos e as classes de isomorfismos
dos módulos simples. Utilizando a dualidade entre top e socle, podemos também dualizar
esses resultados.

Primeiramente, vamos encontrar uma caracterização para os módulos simples em
mod (A/ radA) que será importante para provar o resultado sobre o funtor soc. Precisaremos
de alguns resultados para isso.

Começamos encontrando uma forma de “levantar” os idempotentes módulo um ideal
nilpotente, como descrita no lema abaixo:

Lema 1.5.14: Sejam A uma k-álgebra de dimensão finita, I um ideal nilpotente de A,
B = A/I e π : A → B a projeção canônica de A em B. As seguintes afirmações são
verdadeiras:

1. Para quaisquer idempotentes f1, . . . , fn ∈ B dois-a-dois ortogonais, com fi = π(xi)
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para alguns xi ∈ A e i ∈ {1, . . . , n}, existem idempotentes e1, . . . , en ∈ A, também
dois-a-dois ortogonais, tais que π(ei) = fi e ei é uma combinação linear de produtos
de potências dos elementos x1, . . . , xn para todos i ∈ {1, . . . , n};

2. Se e ∈ A é um idempotente tal que π(e) = f1 + · · · + fn, para idempotentes
f1, . . . , fn ∈ B dois-a-dois ortogonais, então existem idempotentes e1, . . . , en ∈ A,
também dois-a-dois ortogonais, tais que e = e1 + · · · + en e π(ei) = fi para todos
i ∈ {1, . . . , n}.

Demonstração: Vamos apenas apresentar uma ideia geral de como é feita a demonstração.
Para provar o item (1), tomamos um inteirom tal que Im = 0 e a demonstração prossegue

por indução em n. No caso n = 1, temos f = π(x) e, denotando y =
∑m

i=1(−1)i−1
(
m
i

)
xi−1,

temos que e = (xy)m é uma combinação linear de potências de x e é um elemento idem-
potente de A tal que π(e) = f . Para o caso geral, utilizamos a demonstração acima para
encontrar um idempotente an ∈ A tal que π(an) = fn, que é uma combinação linear de
potências de xn, e a hipótese de indução para encontrar idempotentes e1, . . . , en−1 ∈ A,
dois-a-dois ortogonais, todos combinações lineares de produtos de potências dos elementos
x1, . . . , xn−1, tais que π(ei) = fi para todos i = 1, . . . , n−1. Denotando a = e1 + . . .+en−1

e a′n = an − aan − ana + aana, mostra-se que π(a′n) = fn e, utilizando mais uma vez
a demonstração do caso n = 1, podemos tomar um idempotente en ∈ A que seja uma
combinação linear de potências de a′n e tal que π(en) = fn. Dessa forma, é fácil ver que en
é uma combinação linear de produtos de potências dos elementos x1, . . . , xn. Por fim, basta
mostrar que a′nei = 0A = eia

′
n para todos i = 1, . . . , n− 1 e, dessa forma, teremos também

que enei = 0A = eien para todos i = 1, . . . , n− 1, finalizando a demonstração desse item.
Para o item (2), primeiramente, escrevemos fi = π(ai), com ai ∈ A, denotamos

di = eaie e mostramos que π(di) = fi para todos i = 1, . . . , n. Utilizando o item (1),
encontramos idempotentes e1, . . . , en, dois-a-dois ortogonais e todos combinações lineares
de produtos de potências de d1, . . . , dn, tais que fi = π(ei) para todos i = 1, . . . , n. Como
di = eaie, temos ei ∈ eAe para todos i = 1, . . . , n. Denotando d = e1 + · · ·+en, utilizamos
o fato de que d ∈ eAe para mostrar que (e − d)2 = e − d e, por fim, provamos que
π(e− d) = 0, donde conclui-se que e = d utilizando a nilpotência de I .

Utilizando esse lema e alguns resultados anteriores, conseguimos descrever uma re-
lação entre os somandos diretos indecomponíveis de uma k-álgebra de dimensão fi-
nita A, em mod A, e os somandos diretos indecomponíveis da álgebra A/ radA, em
mod (A/ radA).

Proposição 1.5.15: Sejam A uma k-álgebra de dimensão finita, B = A/ radA, e ∈ A um
idempotente não nulo e e = e+ radA o idempotente associado deB. As seguintes condições
são equivalentes:
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i. eA é um A-módulo à direita indecomponível;
ii. e radA é um único A-submódulo à direita maximal de eA;
iii. eB é um B-módulo à direita simples.

Demonstração: Vamos começar mostrando a equivalência entre (ii) e (iii). Note que temos
um isomorfismo de A-módulos à direita

eB −→ eA/e radA

e · a 7−→ ea+ e radA

em que a = a+ radA ∈ B para a ∈ A.
Se e radA é umA-submódulo maximal de eA, então eA/e radA é umA-módulo simples

e, portanto, eB é um A-módulo simples. Assim, pelo Lema 1.5.10, temos que eB é um
B-módulo simples.

Por outro lado, se eB é um B-módulo simples, temos que ele também é um A-módulo
simples e o isomorfismo acima nos garante então que e radA é maximal.

No entanto, do item (4) da Proposição 1.5.9, temos que

rad eA = eA radA = e(A radA) = e radA.

Assim, concluímos que e radA é o único A-submódulo maximal de eA.
Dessa forma, concluímos a equivalência entre (ii) e (iii).
Vamos mostrar agora que (iii) implica (i). Suponha que eA não seja indecomponível.

Dessa forma, e não é primitivo e, portanto, existem dois idempotentes ortogonais e1, e2 ∈ A,
diferentes de e, tais que e = e1 + e2 e, além disso, como radA é nilpotente (Proposição
1.5.5), temos também que e1, e2 /∈ radA.

Assim, temos eB = e1B ⊕ e2B, em que, para cada j = 1, 2

ej = ej + radA 6= 0.

Porém, isso nos dá uma decomposição de eB em soma direta de B-módulos à direita não
nulos, o que é uma contradição com a hipótese de que eB era simples.

Por fim, mostremos que (i) implica (iii). Por hipótese, então, eA é indecomponível.
Suponha, por contradição, que eB não seja umB-módulo simples. Com isso, e considerando
a Proposição 1.5.8, temos que eB se escreve como uma soma direta não trivial. Logo, eB
não é indecomponível e, portanto, existem idempotentes ortogonais não nulos f1, f2 ∈ B
tais que e = f1 + f2.

Assim, pelo item (1) do Lema 1.5.14, temos que existem idempotentes ortogonais
e1, e2 ∈ A tais que f1 = e1 + radA, f2 = e2 + radA e e = e1 + e2, provando que e não é
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primitivo. Porém, isso é uma contradição com o fato de eA ser indecomponível. Com isso,
temos que eB é um B-módulo simples, concluindo a demonstração das equivalências.

Com os resultados estudados até agora, conseguimos dar uma caracterização para os
módulos simples em mod (A/ radA).

Corolário 1.5.16: Sejam A uma k-álgebra de dimensão finita, e1, . . . , en ∈ A um conjunto
de idempotentes primitivos e dois-a-dois ortogonais com 1A = e1 + · · ·+en eB = A/ radA.
Todo módulo simples S em mod B é isomorfo a um B-módulo à direita eiA/ei radA para
algum i ∈ {1, . . . , n}.

Demonstração: Seja S um B-módulo à direita simples. Pela Proposição 1.5.8, temos que S
é isomorfo a um B-módulo à direita da forma fB para algum idempotente primitivo f ∈ B.
Dessa forma, fB é indecomponível.

Observe que B = fB ⊕ (1B − f)B e que podemos encontrar f1, . . . , fm idempotentes
primitivos e dois-a-dois ortogonais, com f1 = f , de forma que BB = f1B ⊕ · · · ⊕ fmB
seja uma decomposição de BB como soma direta de módulos indecomponíveis.

Por outro lado, sejam e1 = e1 + radA, . . . , en = en + radA idempotentes em B

associados a e1, . . . , en. Claramente, esses idempotentes em B também são dois-a-dois
ortogonais, 1B = e1 + · · · + en e, pelo item (2) do Lema 1.5.14, temos que todos são
primitivos.

Da Proposição 1.5.15, temos que eiB é um B-módulo à direita simples para todo
i ∈ {1, . . . , n} e, portanto, com a Proposição 1.4.4, conseguimos uma decomposição de BB

em soma direta de módulos simples em mod B, a saber, BB = e1B ⊕ · · · ⊕ enB.
Utilizando o Teorema de Krull-Schmidt mais uma vez, temos que n = m e fiB ∼= ei′B,

com i ∈ {1, . . . , n} e uma permutação em n elementos i 7→ i′.
Em particular, temos fB = f1B ∼= ejB para algum j ∈ {1, . . . , n}. Além disso, assim

como feito na demonstração da Proposição 1.5.15, temos um isomorfismo de B-módulos à
direita eiB ∼= eiA/ei radA para todo i ∈ {1, . . . , n}. Portanto, temos

S ∼= fB = f1B ∼= ejB ∼= ejA/ej radA,

como desejávamos.

Para seguir em frente, precisaremos introduzir novos conceitos. O primeiro deles será o
de resolução projetiva, que também será utilizada para provar os resultados sobre os funtores
top e soc. O lema abaixo será uma espécie de equivalência para essa definição, que será
apresentada logo em seguida.

Lema 1.5.17: Seja h : M → N um epimorfismo (homomorfismo sobrejetor) não nulo em
mod A. Então, são equivalentes:
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i. Para todo A-submódulo X deM tal que kerh+X = M , temos X = M ;
ii. Para qualquer homomorfismo g : L→M em mod A tal que h ◦ g é um epimorfismo,

temos que g também é um epimorfismo.

Demonstração: Inicialmente, assuma que (i) seja válido. Tome então um homomorfismo
g : L → M em mod A de forma que h ◦ g seja um epimorfismo. Como h também é
sobrejetor, temos que, para todo m ∈ M , existe x ∈ L tal que h(m) = h(g(x)) e, assim,
m− g(x) ∈ kerh. Com isso, temos que kerh+ im g = M . Pela hipótese (i), concluímos
então que im g = M , ou seja, g é sobrejetor e, portanto, é um epimorfismo.

Reciprocamente, assuma que (ii) seja válido. Tome então X um A-submódulo deM
tal que kerh + X = M e considere g : X → M a inclusão natural. Seja y ∈ N . Como
h é sobrejetor, existe m ∈ M tal que h(m) = y. Porém, como kerh + X = M , temos
m′ ∈ kerh e x ∈ X tais quem′ + x = m. Temos também, por definição de g, g(x) = x e,
portanto,

y = h(m) = h(m′ + x) = h(m′ + g(x)) = h(m′) + h(g(x)) = h(g(x)),

mostrando que h ◦ g é sobrejetor e, logo, um epimorfismo. Pela hipótese (ii), temos então
que g é um epimorfismo e, com isso, concluímos que X = M .

Definição 1.5.18: Um epimorfismo não nulo h : P →M em mod A é dito uma resolução
projetiva deM se P é um A-módulo projetivo e, para todo A-submódulo X de P tal que
kerh+X = P , temos X = P .

Exemplo 1.5.19: Seja P um módulo projetivo em mod A e considere a projeção canônica
π : P → top(P ) = P/ radP . Já sabemos que π é um homomorfismo sobrejetor. Tome
então um A-submódulo X de P tal que kerπ + X = P , ou seja X + radP = P . Pelo
item (5) da Proposição 1.5.9, temos que X = P e, portanto, π é uma resolução projetiva de
top(P ).

No teorema abaixo, veremos que sempre existe uma resolução projetiva para um módulo
M em mod A e que ela é única, a menos de composição por um isomorfismo. Com este
resultado, estaremos prontos para provar o resultado sobre o funtor top.

Primeiramente, observemos que, dada uma k-álgebra A de dimensão finita, temos, de
fato, um funtor top : mod A→ mod A.

Claramente, top leva um objetoM em mod A a um objeto top(M) em mod A. Agora,
tomando um homomorfismo f : M → N em mod A, note que, pela Proposição 1.5.9, temos
f(radM) ⊆ rad(N). Portanto, denotando por πM : M → top(M) e πN : N → top(N) as
projeções canônicas, podemos definir um homomorfismo top(f) : top(M) → top(N) de
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forma que o seguinte diagrama comute:

M N

top(M) top(N)

f

πMπN

top(f)

Definindo top : mod A → mod A dessa forma, temos que ele é um funtor entre essas
categorias.

De forma semelhante, é possível definir um funtor soc : mod A→ mod A que leva um
objeto M em mod A a um objeto soc(M) em mod A e um homomorfismo f : M → N

em mod A a um homomorfismo soc(f) : soc(M) → soc(N) tomando a restrição de f a
soc(M), pois f(soc(M)) ⊆ soc(N).

Teorema 1.5.20: Seja A uma k-álgebra de dimensão finita.
1. Dado um móduloM 6= 0 em mod A, existe uma resolução projetiva h : P (M)→M .

Além disso, o homomorfismo induzido top(h) : top(P (M))→ top(M) de módulos
semissimples em mod A é um isomorfismo.

2. Para qualquer resolução projetiva h′ : P ′ → M em mod A de um módulo não nulo
M , existe um isomorfismo g : P ′ → P (M) em mod A tal que h ◦ g = h′.

Demonstração: Para provar o item (1), considereM um módulo não nulo em mod A. Pelo
Corolário 1.5.11, temos que top(M) é semissimples tanto como A-módulo à direita quanto
comoB-módulo à direita. Ou seja, existem submódulos simples S1, . . . , Sm deB emmod B
tais que top(M) ∼= S1 ⊕ · · · ⊕ Sm.

Pela Proposição 1.4.4, temos uma decomposição AA = e1A⊕ · · · ⊕ enA como soma
direta de módulos em mod A indecomponíveis e projetivos, em que e1, . . . , en ∈ A são
idempotentes primitivos e dois-a-dois ortogonais com 1A = e1 + · · ·+ en.

Denotando ei = ei + radA para todos i = 1, . . . , n, temos que e1, . . . , en são idempo-
tentes primitivos e dois-a-dois ortogonais de B tais que 1B = e1 + · · ·+ en.

Assim, como feito no Corolário 1.5.16, para todo j ∈ {1, . . . ,m}, temos que Sj ∼= eiB

para algum i ∈ {1, . . . , n}. Dessa forma, top(M) ∼= (e1B)r1 ⊕ · · · ⊕ (enB)rn , com cada
ri ≥ 0.

Pelo item (4) da Proposição 1.5.9, para todo i = 1, . . . , n, temos que rad eiA = ei radA
e

top(eiA) =
eiA

rad eiA
=

eiA

ei radA
∼= eiB.
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Logo, temos um isomorfismo de A-módulos

top(e1A)r1 ⊕ · · · ⊕ top(enA)rn ∼−−→ (e1B)r1 ⊕ · · · ⊕ (enB)rn ∼−−→ top(M). (1.3)

Tome agora P (M) = (e1A)r1 ⊕ · · · ⊕ (enA)rn . Temos que P (M) é um módulo pro-
jetivo em mod A e top(P (M)) ∼= top(e1A)r1 ⊕ · · · ⊕ top(enA)rn . Portanto, utilizando o
isomorfismo em 1.3, temos um isomorfismo ϕ : top(P (M))→ top(M). Agora, denotando
por πP (M) : P (M) → top(P (M)) e πM : M → top(M) as projeções canônicas, como
P (M) é projetivo, existe h ∈ HomA(P (M),M) que faz o seguinte diagrama comutar:

P (M) M

top(M)

h

πM
ϕ◦πP (M)

Assim, temos ϕ = top(h) e já tínhamos que ϕ era um isomorfismo. Agora, vamos
mostrar que h é uma resolução projetiva.

Como top(h) ◦ πP (M) é sobrejetor e πP (M) é uma resolução projetiva, pelo Lema 1.5.17,
temos que h é sobrejetor.

Além disso, kerh ⊆ ker(πM ◦ h) = ker(top(h) ◦ πP (M)) = ker πP (M), pois top(h) é
um isomorfismo, ou seja, kerh = radP (M) e, pelo item (5) da da Proposição 1.5.9, temos
que h é uma resolução projetiva.

Agora, provemos o item (2). Seja h′ : P ′ →M uma resolução projetiva de um módulo
M em mod A. Como a função h : P (M) → M construída acima é um epimorfismo, a
projetividade de P ′ nos garante que existe um homomorfismo g : P ′ → P (M) em mod A
tal que h ◦ g = h′. Mais uma vez pelo Lema 1.5.17, temos que g é sobrejetor.

Analogamente, podemos mostrar que existe um epimorfismo f : P (M) → P ′ de
forma que h′ ◦ f = h. Portanto, temos dimP (M) ≤ dimP ′ ≤ dimP (M) e, com isso,
dimP (M) = dimP ′. Logo, g : P ′ → P (M) é um isomorfismo.

Abaixo, veremos que todo módulo semissimples em mod A é isomorfo ao top de algum
módulo projetivo em mod A. Dualizando este resultado, poderíamos concluir que todo
módulo semissimples em mod A também é isomorfo ao socle de algum módulo injetivo em
mod A.

Corolário 1.5.21: Considere A uma k-álgebra de dimensão finita. Temos que o funtor
top : mod A → mod A induz uma bijeção entre classes de isomorfismos dos módulos
projetivos em mod A e classes de isomorfismo dos módulos semissimples em mod A.

Demonstração: Considere então o funtor top : mod A→ mod A que associa ummóduloM
em mod A a top(M) em mod A. Pelo Corolário 1.5.11, temos que top(M) é semissimples.
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Como estamos em dimensão finita, temos queM ∼= radM em mod A se, e somente se,
M = 0. Portanto, top(M) = 0 se, e somente se,M = 0.

Tome entãoM 6= 0 um módulo semissimples em mod A. Pelo Corolário 1.5.13, temos
M ∼= top(M). Além disso, pelo item (1) do Teorema 1.5.20, temos que existe uma resolução
projetiva hM : P (M) → M e top(P (M)) ∼= top(M) ∼= M , em que P (M) é um módulo
projetivo não nulo.

Claramente temos que, se P1 e P2 são módulos projetivos isomorfos em mod A, então
top(P1) ∼= top(P2). Dessa forma, temos que top : mod A → mod A induz uma função
sobrejetora entre as classes de isomorfismo de módulos projetivos em mod A e classes de
isomorfismo de módulos semissimples em mod A.

Vamos mostrar agora que essa função também é injetora.
Considere dois módulos semissimplesM e N em mod A tais queM ∼= N . Se forem

nulos, o resultado segue trivialmente. Suponha então M e N não nulos. Analogamente
ao feito acima, existem resoluções projetivas hM : P (M) → M e hN : P (N) → N e
isomorfismos top(P (M)) ∼= top(M) ∼= M e top(P (N)) ∼= top(N) ∼= N .

No entanto, se ψ : M → N é um isomorfismo, temos que ψ ◦ hM : P (M)→ N é uma
resolução projetiva e, pelo item (2) do Teorema 1.5.20, temos então que P (M) ∼= P (N).

A proposição abaixo é mais uma consequência do Teorema de Krull-Schmidt e nos dá
uma descrição da estrutura dos módulos injetivos não nulos em mod A. Ela é o último passo
que nos falta para provar o resultado sobre o funtor soc.

Proposição 1.5.22: Sejam A uma k-álgebra de dimensão finita e e1, . . . , en ∈ A idempo-
tentes primitivos e dois-a-dois ortogonais tais que 1A = e1 + · · ·+ en. Então, todo módulo
injetivo não nulo E em mod A é uma soma direta E = E1 ⊕ · · · ⊕ Em, em que cada Ej ,
para j = 1, . . . ,m, é isomorfo a um módulo (Aei)

∗ para algum i ∈ {1, . . . , n}.

Demonstração: Seja E um módulo injetivo em mod A. Como vimos na Proposição 1.3.4,
E∗ é um módulo projetivo em mod Aop.

Pelo Teorema de Krull-Schmidt, existe uma decomposição E∗ = P1 ⊕ · · · ⊕ Pm em que
cada Pi é um submódulo de E∗ indecomponível em mod Aop.

Como E∗ é projetivo, pelo item (1) do Teorema 1.3.2, temos que existe um módulo P
em mod Aop tal que E∗ ⊕ P é livre, ou seja, existe r ≥ 1 tal que E∗ ⊕ P ∼= (AA)r.

Mais uma vez pelo Teorema de Krull-Schmidt, podemos decompor P = P ′1 ⊕ · · · ⊕ P ′s,
em que cada P ′j é um submódulo indecomponível de P em mod Aop.

A Proposição 1.4.4 nos garante que existe uma decomposição AA = Ae1 ⊕ · · · ⊕ Aen
em que cada Aei é um A-módulo à esquerda indecomponível e projetivo.
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Dessa forma, temos o seguinte isomorfismo:

P1 ⊕ · · · ⊕ Pm ⊕ P ′1 ⊕ · · · ⊕ P ′s ∼= (Ae1 ⊕ · · · ⊕ Aen)r.

Lançando mão do Teorema de Krull-Schmidt uma vez mais, temos que, em parti-
cular, cada Pj , com j = 1, . . . ,m, é isomorfo a um módulo da forma Aei para algum
i ∈ {1, . . . , n}.

Agora, note queE ∼= (E∗)∗ = P ∗1 ⊕· · ·⊕P ∗m. DenotandoEj = P ∗j para j ∈ {1, . . . ,m},
temos que Ej ∼= (Aei)

∗ para algum i ∈ {1, . . . , n}, como desejávamos.

Similar ao que fizemos acima, com o seguinte resultado concluímos que todo módulo
simples em mod A é isomorfo ao socle de algum módulo injetivo e indecomponível não nulo
em mod A. Dualizando este resultado novamente, poderíamos concluir que todo módulo
simples em mod A também é isomorfo ao top de algum módulo projetivo e indecomponível
não nulo em mod A.

Corolário 1.5.23: Considere A uma k-álgebra de dimensão finita. Temos que o funtor
soc : mod A → mod A induz uma bijeção entre classes de isomorfismos dos módulos
injetivos e indecomponíveis não nulos em mod A e classes de isomorfismos dos módulos
simples em mod A.

Demonstração: À luz da Proposição 1.4.4, escreva AA = Ae1 ⊕ · · · ⊕ Aen, em que cada
Aei é um A-módulo à esquerda indecomponível e projetivo.

Observe que, se E é um módulo injetivo, indecomponível e não nulo em mod A, a
Proposição 1.5.22 nos garante que E ∼= (Aei)

∗ para algum i ∈ {1, . . . , n}.
Assim, considerando o Lema 1.5.12, temos soc(E) ∼= soc((Aei)∗) ∼= (top(Aei))

∗. Note
que top(Aei) = Aei/ rad(Aei) = Aei/(radA)ei em mod Aop. Portanto, pela Proposição
1.5.15, comoAei é um módulo indecomponível em mod Aop, temos queAei/(radA)ei é um
módulo simples como A/ radA-módulo à esquerda e, consequentemente, como A-módulo à
esquerda, utilizando o Lema 1.5.10. Portanto, soc(E) ∼= (top(Aei))

∗ é simples em mod A.
Dessa forma, temos que soc : mod A→ mod A leva módulos injetivos, indecomponíveis

e não nulos em módulos simples, de fato.
Sejam então E1 e E2 dois módulos injetivos, indecomponíveis e não nulos em mod A

isomorfos. Dessa forma, existe i ∈ {1, . . . , n} tal que E1
∼= E2

∼= (Aei)
∗. Logo,

soc(E1) ∼= (top(Aei))
∗ ∼= soc(E2).

Por outro lado, se S é um módulo simples em mod A, temos S∗ simples em mod Aop.
Logo, pelo Corolário 1.5.16, temos S∗ ∼= Aei/(radA)ei = top(Aei) em mod Aop. Dessa
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forma, temos

S ∼= (S∗)∗ ∼= (top(Aei))
∗ ∼= soc((Aei)∗)

e (Aei)
∗ é um módulo injetivo, indecomponível e não nulo em mod A.

Por fim, suponha que soc((Aei)∗) ∼= soc((Aej)∗) para alguns i, j ∈ {1, . . . , n}. Só nos
falta mostrar que, nesse caso, (Aei)

∗ ∼= (Aej)
∗.

Note que, se soc((Aei)∗) ∼= soc((Aej)∗), então (soc((Aei)∗))∗ ∼= (soc((Aej)∗))∗, ou
seja, pelo Lema 1.5.12, top(Aei) ∼= top(Aei) em mod Aop. Como já vimos, as projeções
canônicas πi : Aei → top(Aei) e πj : Aej → top(Aej) são resoluções projetivas. Como
top(Aei) ∼= top(Aej), temos uma resolução projetiva Aej → top(Aei). Pelo item (2) do
Teorema 1.5.20, concluímos que Aei ∼= Aej e, portanto, (Aei)

∗ ∼= (Aej)
∗.

Agora, observamos que, dados uma k-álgebra de dimensão finita A, um A-móduloM
e um idempotente e ∈ A, HomA(eA,M) é isomorfo a Me em mod eAe e, em seguida,
calcularemos o radical de Jacobson da k-álgebra eAe.

Lema 1.5.24: Sejam A uma k-álgebra de dimensão finita, e ∈ A um idempotente eM um
módulo em mod A. Assim, a aplicação k-linear

θeM : HomA(eA,M)→Me,

definida por θeM(ϕ) = ϕ(e) = ϕ(e)e para ϕ ∈ HomA(eA,M), é um isomorfismo de
eAe-módulos à direita.

Demonstração: A demonstração é direta. Basta observar que θeM é um homomorfismo de
eAe-módulos à direita e que a aplicação ψeM : Me→ HomA(eA,M) dada por

ψeM(me)(ea) = mea,

param ∈M e a ∈ A, define um outro homomorfismo de eAe-módulos à direita de forma
que θeM e ψeM sejam mutualmente inversos.

Lema 1.5.25: Seja A uma k-álgebra de dimensão finita e e ∈ A um idempotente. Assim,
rad(eAe) = (radA) ∩ eAe = e(radA)e. Além disso, eAe/ rad(eAe) ∼= eBe, em que
e = e+ radA e B = A/ radA.

Demonstração: Primeiramente, considere a ∈ rad(eAe). Vamos mostrar que 1A−ba possui
um inverso à esquerda para todo b ∈ A e, à luz do Lema 1.5.2, concluiremos que a ∈ radA.

Fixe b ∈ A. Como a ∈ rad(eAe) e ebe ∈ eAe, o mesmo lema mencionado acima nos
garante que existe c ∈ eAe tal que c(e− ebea) = e, pois 1eAe = e. Como a, c ∈ eAe, temos
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ce = c, ea = a = ae. Portanto,

ba = bae = ba(c(e− ebea)) = ba(ce)(1A − bea) = bac(1A − ba).

Dessa forma,

(1A + bac)(1A − ba) = 1A − ba+ bac(1A − ba) = 1A − ba+ ba = 1A.

Com isso, mostramos que a ∈ radA e, logo, rad(eAe) ⊆ (radA) ∩ eAe. No entanto,
isso nos mostra que a = eae ∈ e(radA)e e, então, temos

rad(eAe) ⊆ (radA) ∩ eAe ⊆ e(radA)e.

Agora, faremos uso mais uma vez do lema supramencionado para provar a inclusão
e(radA)e ⊆ rad(eAe). Tome então a ∈ e(radA)e e b ∈ eAe. Como a ∈ e(radA)e e b ∈ A,
existe c ∈ A tal que c(1A − ba) = 1A. Dessa forma,

e = e(c(1A − ba))e = ec(e− ba) = ece(e− ba),

ou seja, ece é um inverso à esquerda de e− ba em eAe e, portanto, a ∈ rad(eAe).
Com isso, concluímos que e(radA)e ⊆ rad(eAe) e, assim, seguem as igualdades que

buscávamos.
Por fim, temos que ψ : eAe → eBe definido por ψ(eae) = eae é um homomorfismo

sobrejetor cujo núcleo é e(radA)e. Logo, pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo, temos
eAe/e(radA)e ∼= eBe.

Encerramos a seção apresentando um último resultado sobre a relação entre os módulos
top e socle. Ele será de grande importância na demonstração do Teorema 2.3.7, como
mencionamos anteriormente.

Proposição 1.5.26: Sejam A uma k-álgebra de dimensão finita e {e1, . . . , en} um conjunto
de idempotentes primitivos, dois-a-dois ortogonais, em A com 1A = e1 + · · ·+ en. Então,
soc((Aei)∗) ∼= eiA/ei radA = top(eiA) para todo i ∈ {1, . . . , n}.

Demonstração: Fixe i ∈ {1, . . . , n}. Como vimos na Proposição 1.4.4,Aei é umA-módulo
à esquerda projetivo e indecomponível. Portanto, pela Proposição 1.3.4, (Aei)

∗ é injetivo e
indecomponível em mod A e, dessa vez pelo Corolário 1.5.23, temos que soc((Aei)∗) é um
módulo simples em mod A.

Suponha, então, que exista um homomorfismo não nulo ϕ : eiA→ soc((Aei)∗). Por um
lado, temos que ele é sobrejetor, pois ϕ(eiA) é submódulo de soc((Aei)∗). Dessa forma,
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pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo, temos

eiA

kerϕ
∼= soc((Aei)∗).

Por outro lado, tendo em vista esse isomorfismo acima, o Corolário 1.5.11 nos garante
que rad(Aei) ⊆ kerϕ, pois soc((Aei)∗) é semissimples. Assim, pelo Teorema da Corres-
pondência, temos que eiA/ kerϕ é isomorfo a um submódulo de eiA/ rad(eiA). Porém, a
Proposição 1.5.15 nos dá que, como eiA também é indecomponível, eiA/ rad(eiA) é simples.
Logo, como ϕ 6= 0, temos rad(eiA) ∼= kerϕ e

top(eiA) =
eiA

rad(eiA)
∼=

eiA

kerϕ
∼= soc((Aei)∗),

como desejamos demonstrar.
Temos então que provar que existe um tal homomorfismo ϕ.
Note que, do Lema 1.5.12, temos que

soc((Aei)∗) ∼= (top(Aei))
∗ =

(
Aei

(radA)ei

)∗
.

Portanto, basta mostrarmos que

HomA

(
eiA,

(
Aei

(radA)ei

)∗)
6= 0.

Pelo Lema 1.5.24, temos um isomorfismo de eiAei-módulos à direita

HomA

(
eiA,

(
Aei

(radA)ei

)∗)
∼=
(

Aei
(radA)ei

)∗
ei.

Agora, para facilitar a notação, denote B = A/ radA e ei = ei + radA e defina uma
aplicação ψ : (Bei)

∗ei → (eiBei)
∗ por

ψ(ζ · ei)(eibei) = ζ(eibei) = ζ(ei · bei) = (ζ · ei)(bei)

para todos ζ ∈ (Bei)
∗ e b ∈ B. Temos claramente queψ é injetor e, portanto, um isomorfismo

de k-espaços. Logo, como k-espaços,(
Aei

(radA)ei

)∗
ei ∼=

(
eiAei

ei(radA)ei

)∗
.
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Pelo Lema 1.5.25, temos que rad(eiAei) = ei(radA)ei e, assim, como k-espaços,

HomA

(
eiA,

(
Aei

(radA)ei

)∗)
∼=
(

eiAei
ei(radA)ei

)∗
6= 0,

concluindo nossa demonstração.
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Capítulo 2

Álgebras de Frobenius e
Simétricas

Neste capítulo, fazemos nossas investigações sobre álgebras de Frobenius e uma sub-
classe dessas álgebras, as álgebras simétricas. Seguimos, na primeira seção, uma abordagem
“histórica” com as demonstrações dos Teoremas de Brauer-Nesbitt-Nakayama para encontrar
outras caracterizações para esses conceitos. Na segunda seção, buscamos entender mais
a fundo o que esses teoremas nos dizem. Para isso, introduzimos os conceitos de homo-
morfismo de Frobenius e o automorfismo de Nakayama, que emergem desses teoremas, e
encontramos mais algumas caracterizações para as álgebras tema deste capítulo. Nessas duas
seções, concentramos todos os resultados sobre álgebras de Frobenius que serão necessários
nos capítulos seguintes.

De qualquer forma, mesmo já tendo apresentado toda a teoria necessária para seguir
em frente, resolvemos dedicar uma última seção a alguns resultados muito interessantes
que essas álgebras satisfazem. Começamos a seção aplicando parte do que foi estudado no
capítulo anterior para introduzir o conceito de álgebra autoinjetiva e, provamos que essas
álgebras englobam as álgebras de Frobenius. Em seguida, demonstramos uma equivalência
para as álgebras autoinjetivas, que é o fato de as classes dos módulos projetivos e dos
módulos injetivos coincidirem. Depois, introduzimos também o conceito de álgebra básica,
que é uma condição suficiente para que uma álgebra autoinjetiva seja também uma álgebra
de Frobenius. Por fim, utilizamos a discussão feita nessa seção para provar que álgebras
autoinjetivas são Morita-equivalentes a álgebras de Frobenius, ou seja, as categorias de
módulos dessas álgebras são essencialmente as mesmas.

A principal referência deste capítulo é [SY11]. Detalhes que são deixados de fora aqui
podem ser encontrados nesse livro.
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2.1 Teoremas de Brauer-Nesbitt-Nakayama

Antes de apresentar as definições de álgebra de Frobenius e álgebra simétrica, vamos
considerar um caso particular.

Sejam G um grupo finito e k um corpo. Sabemos que os elementos de G formam uma
base para a k-álgebra kG. Assim, todo elemento de kG pode ser escrito da forma

∑
g∈G λgg,

com λg ∈ k para todo g ∈ G.
Como kG é um kG-módulo à direita livre com base {1kG}, para definir um homomor-

fismo de kG-módulos à direita com domínio em kG, basta defini-lo em 1kG. Assim, defina
θ : kG → (kG)∗ como sendo o homomorfismo de kG-módulos à direita (com a ação à
direita de kG em (kG)∗ definida na Equação 1.1) tal que, para cada g ∈ G, temos

θ(1kG)(g) =

1 se g = 1kG;

0 caso contrário

e, dessa forma, θ(g)(h) = δg,h−1 para todos g, h ∈ G. Estendendo linearmente, temos que,
a cada x =

∑
g∈G λgg ∈ kG, está associada a transformação linear θ(x) : kG → k dada

por

θ

(∑
g∈G

λgg

)(∑
h∈G

γhh

)
=
∑
g∈G

λgγg−1 .

Note que, se x =
∑

g∈G λgg ∈ ker θ, em particular, λg−1 = θ(x)(g) = 0 para todo
g ∈ G, ou seja, x = 0. Logo, θ é injetora. Além disso, como G é um grupo finito, temos
que kG tem dimensão finita e, portanto, dimkG = dim(kG)∗. Assim, temos que θ é um
isomorfismo de kG-módulos à direita.

No entanto, por método análogo, podemos concluir que θ também é um isomorfismo
de kG-módulos à esquerda. Portanto, temos que kG e (kG)∗ são isomorfos como kG-
bimódulos. Essa discussão nos motiva a definir o seguinte:

Definição 2.1.1: Seja A uma k-álgebra de dimensão finita sobre um corpo k. Dizemos
que A é uma k-álgebra de Frobenius se A e A∗ são isomorfos como A-módulos à direita.
Além disso, dizemos que A é uma k-álgebra simétrica se A e A∗ são isomorfos como
A-bimódulos.

Poderíamos também definir álgebra de Frobenius considerando os módulos à esquerda,
como veremos mais adiante no Primeiro Teorema de Brauer-Nesbitt-Nakayama.

Voltando à discussão acima, vamos observar um pouco o comportamento da transforma-
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ção linear ϕ := θ(1kG) : kG→ k, que é dada por

ϕ

(∑
g∈G

γgg

)
= γ1G .

Suponha que exista I um ideal à direita de kG tal que ϕ(I) = 0. Assim, para qualquer
a ∈ I , como akG ⊆ I , temos

0 = ϕ(akG) = θ(1kG)(akG) = (θ(1kG) · a)(kG) = θ(a)(kG),

ou seja, θ(a) = 0 e, como θ é isomorfismo, a = 0. Portanto, I = 0.
No resultado a seguir, veremos que isso acontece para qualquer álgebra de Frobenius e,

mais do que isso, caracteriza essas álgebras.

Teorema 2.1.2: Seja A uma k-álgebra de dimensão finita sobre um corpo k. Temos que A
é uma álgebra de Frobenius se, e somente se, existe uma forma k-linear ϕ : A → k cujo
núcleo kerϕ não contém ideais à direita de A não nulos.

Demonstração: Observe que, no comentário acima, não utilizamos nada especial sobre a
álgebra kG além da existência do isomorfismo θ, ou seja, além do fato de ela ser uma álgebra
de Frobenius. Portanto, a mesma demonstração garante a primeira implicação deste teorema.
Demonstremos, então, a recíproca.

Suponha que exista uma forma k-linear ϕ : A→ k tal que kerϕ não contém ideais de
A à direita não nulos. Como A é um A-módulo à direita livre com base {1A}, podemos
(como fizemos no caso particular para kG) definir um homomorfismo de A-módulos à
direita θ : A→ A∗ definindo θ(1A) = ϕ e estendendo para todos elementos a ∈ A como
θ(a) = ϕ · a.

Note que θ é injetor pois, dado a ∈ ker θ, temos 0 = θ(a)(A) = ϕ(aA), donde con-
cluímos que aA = 0 e, então, a = 0. Por fim, como dimA = dimA∗, temos que θ é um
isomorfismo de A-módulos à direita.

Com a próxima definição, poderemos demonstrar mais uma equivalência que será parte
do Primeiro Teorema de Brauer-Nesbitt-Nakayama.

Definição 2.1.3: Seja A uma k-álgebra de dimensão finita sobre um corpo k. Dizemos que
uma forma k-bilinear ( | ) : A× A→ k é

• Associativa se (ab | c) = (a | bc) para todos a, b, c ∈ A;
• Não degenerada à esquerda se, para todo elemento a ∈ A não nulo, a forma linear

(a | −) : A→ k é não nula;
• Não degenerada à direita se, para todo elemento a ∈ A não nulo, a forma linear

(− | a) : A→ k é não nula;
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• Não degenerada se for não degenerada à esquerda e à direita.

Na realidade, como veremos a seguir, temos que uma forma k-bilinear sobre uma álgebra
de dimensão finita é não degenerada à esquerda se, e somente se, ela também é não degenerada
à direita.

Observação 2.1.4: Considere A uma k-álgebra com uma base {a1, . . . , an}. Observe que
uma matriz P = [pij]ij ∈ Mn(k) determina a forma k-bilinear ( | )P : A × A → k tal
que (ai | aj)P = pij para todos i, j ∈ {1, . . . , n}. Reciprocamente, toda forma k-bilinear
( | ) : A× A→ k é da forma ( | ) = ( | )P , em que P = [pij]ij ∈Mn(k) com pij = (ai | aj)
para todos i, j ∈ {1, . . . , n}.

Lema 2.1.5: Sejam A uma k-álgebra de dimensão finita e P = [pij]ij ∈Mn(k). A forma
( | )P é não degenerada à direita (ou à esquerda) se, e somente se, a matriz P é inversível.

Demonstração: Seja {a1, . . . , an} uma base de A como k-espaço vetorial. Primeiramente,
note que, dado um elemento a =

∑n
j=1 ξjaj ∈ A, temos, para todo k ∈ {1, . . . , n},

(ak | a)P =
n∑
j=1

ξj (ak | aj)P =
n∑
j=1

ξjpkj.

Se P for inversível, então suas colunas são linearmente independentes, isto é, dado
(ξ1, . . . , ξn) ∈ kn, temos

∑n
i=1 ξip1i

...∑n
i=1 ξipni

 =
n∑
i=1

ξi


p1i

...
pni

 = 0⇐⇒ ξi = 0 ∀i = 1, . . . , n. (2.1)

Portanto, se (− | a)P = 0 para um elemento a =
∑n

j=1 ξjaj ∈ A, então
∑n

j=1 ξjpkj = 0

para todo k ∈ {1, . . . , n}. Pela equivalência 2.1, temos a = 0, concluindo que ( | )P é não
degenerada à direita.

Por outro lado, se ( | )P é não degenerada à direita, então, tomando (ξ1, . . . , ξn) ∈ kn,
vale a equivalência 2.1, mostrando que P é inversível.

Analogamente, temos que (a | −)P 6= 0 se, e somente se, as linhas de P são linearmente
independentes, o que também é equivalente à inversibilidade da matriz P .

Uma consequência imediata do lema acima é:

Corolário 2.1.6: SejaA uma k-álgebra de dimensão finita. Temos que uma forma k-bilinear
( | ) : A× A→ k é não degenerada à esquerda se, e somente se, é não degenerada à direita.

Agora, voltemos ao nosso exemplo de álgebra de grupo. Tome ϕ = θ(1kG) ∈ (kG)∗
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como anteriormente. Defina uma forma k-bilinear ( | ) : kG× kG→ k por (a | b) = ϕ(ab).
Dessa forma, se a =

∑
g∈G λgg e b =

∑
h∈G γhh, então

(a | b) = ϕ(ab) =
∑
g,h∈G

λgγhδ1G,(gh)−1 .

Observe também que

(ab | c) = ϕ((ab)c) = ϕ(a(bc)) = (a | bc)

para todos a, b, c,∈ kG, e, portanto, ( | ) é associativa.
Além disso, tomando a ∈ kG, se (a | −) = 0, então ϕ(akG) = 0. Mas akG é um ideal

à direita de kG e, pelo que vimos anteriormente, temos então akG = 0, ou seja, a = 0.
Utilizando o Corolário 2.1.6, concluímos que ( | ) é também não degenerada.

Tendo em vista essa discussão, podemos enunciar o próximo teorema.

Teorema 2.1.7: Seja A uma k-álgebra de dimensão finita sobre um corpo k. São equiva-
lentes:

i. Existe uma forma k-bilinear associativa e não degenerada ( | ) : A× A→ k;
ii. Existe uma forma k-linear ϕ : A→ k tal que kerϕ não contém ideais à direita de A

não nulos.

Demonstração: A demonstração (ii)⇒ (i) é justamente a discussão acima, pois não utiliza-
mos nada além dessa hipótese e de kG ter dimensão finita sobre k. Provemos então a outra
direção.

Seja ( | ) : A× A→ k uma forma associativa k-bilinear não degenerada. Defina uma
forma k-linear ϕ : A → k por ϕ(a) = (a | 1A) = (1A | a) e seja I um ideal de A à direita
tal que I ⊆ kerϕ. Dado a ∈ I , temos que, para todo b ∈ A,

(a | b) = (ab | 1A) = ϕ(ab) = 0,

pois, como I é ideal de A à direita e a ∈ I , temos ab ∈ I .
Logo, (a | −) = 0 e, assim, a = 0, pois ( | ) é não degenerada. Portanto, I = 0.

Exemplo 2.1.8: Considere n um inteiro positivo. A aplicação traço Tr : Mn(k) → k é
uma aplicação linear e, assim, podemos definir uma forma k-bilinear associativa tomando
( | ) : Mn(k)×Mn(k)→ k tal que (A |B) = Tr(AB) para todos A,B ∈Mn(k).

Se A ∈ Mn(k) é uma matriz não nula, seja ars uma entrada não nula de A. Assim,
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AEsr = [cij]ij , em que Eij é a matriz com a entrada (i, j) igual a 1 e as demais nulas e

cij =

0 se j 6= r;

ais se j = r.

Logo,

(A |Esr) = Tr(AEsr) = Tr([cij]) = crr = ars 6= 0

e, portanto, ( | ) é não degenerada.
Unindo agora os Teoremas 2.1.2 e 2.1.7, temos queMn(k) é uma álgebra de Frobenius.

A próxima discussão refere-se a uma abordagem histórica, com o resultado mencio-
nado na introdução deste capítulo que trouxe a primeira aparição do que foi considerado,
posteriormente, uma álgebra de Frobenius.

Definição 2.1.9: Sejam A uma k-álgebra de dimensão finita e {a1, . . . , an} uma base de A
como k-espaço vetorial. Os elementos αijk ∈ k, com i, j, k ∈ {1, . . . , n} tais que

ajak =
n∑
i=1

αijkai

são chamados de constantes de estrutura.

Sobre essas constantes de estrutura, temos o seguinte resultado:

Lema 2.1.10: Seja A uma k-álgebra de dimensão finita com base {a1, . . . , an} e constantes
de estrutura αijk como acima. Assim:

1. Para todos j, k, h, l ∈ {1, . . . , n}, temos

n∑
i=1

αijkαhil =
n∑
i=1

αiklαhji;

2. Sejam λ1, . . . , λn ∈ k tais que 1A =
∑n

j=1 λjaj . Para todos i, k ∈ {1, . . . , n}, temos

n∑
j=1

λjαijk = δik e
n∑
j=1

λjαikj = δik.

Demonstração: Esses resultados seguem a partir da associatividade de A e da propriedade
da unidade.

Fixe uma base {a1, . . . , an} de A. Note que as estruturas de A como A-módulo regular
nos dão as representações regulares L : A→Mn(k) e Rt : A→Mn(k) tais que L(a) é
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a matriz da aplicação k-linear la : A→ A dada por la(x) = ax e, analogamente, Rt(a) é
a matriz transposta da aplicação k-linear ra : A→ A dada por ra(x) = xa. Dessa forma,
temos, para todo j ∈ {1, . . . , n},

L(aj) = [αijk]ik;
Rt(ak) = [αijk]

t
ij = [αijk]ji,

Exemplo 2.1.11: Seja A o anel das matrizes triangulares superiores emM2(C). A é uma
C-álgebra com base {a1 = E11, a2 = E12, a3 = E22}.

Assim, as constantes de estrutura são:
• α111 = 1, α112 = 0, α113 = 0;
• α211 = 0, α212 = 1, α213 = 0;
• α311 = 0, α312 = 0, α313 = 0;
• α121 = 0, α122 = 0, α123 = 0;
• α221 = 0, α222 = 0, α223 = 1;
• α321 = 0, α322 = 0, α323 = 0;
• α131 = 0, α132 = 0, α133 = 0;
• α231 = 0, α232 = 0, α233 = 0;
• α331 = 0, α332 = 0, α333 = 1.
Dessa forma, as imagens das representações regulares são:

L(a1) =

1 0 0

0 1 0

0 0 0

 L(a2) =

0 0 0

0 0 1

0 0 0

 L(a3) =

0 0 0

0 0 0

0 0 1



Rt(a1) =

1 0 0

0 0 0

0 0 0

 Rt(a2) =

0 1 0

0 0 0

0 0 0

 Rt(a3) =

0 0 0

0 1 0

0 0 1

 .
Note, porém, que não existe Q ∈ GL3(C) tal que QL(aj) = Rt(aj)Q para todos

j = 1, 2, 3, ou seja, L e Rt não são equivalentes.

Vamos construir agora a tal “matriz especial” utilizada no trabalho de Frobenius que men-
cionamos na Introdução e mostrar de que maneira ela se relaciona com essas representações
regulares.

Para uma álgebra A de dimensão n sobre um corpo k e com constantes de estrutura αijk,
com i, j, k ∈ {1, . . . , n}, defina Pi = [αijk]jk ∈ Mn(k) para todo i ∈ {1, . . . , n}. Dessa
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forma, dado um elemento ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ kn, definimos a matriz

P (ξ) =
n∑
i=1

ξiPi ∈Mn(k),

que foi chamada de parastrophe matrix por Frobenius em [Fro03].
Organizando as n3 constantes de estrutura em um cubo, temos a seguinte disposi-

ção:

L(a1)
R t(a
1 )

Pn
Rt(ak)

L(
a j

)

Pi

Exemplo 2.1.12: Note que, voltando ao Exemplo 2.1.11, temos

P (ξ) = ξ1P1 + ξ2P2 + ξ3P3,

com Pi = [αijk]jk e ξ = (ξ1, ξ2, ξ3) ∈ C3, ou seja,

P (ξ) = ξ1

1 0 0

0 0 0

0 0 0

+ ξ2

0 1 0

0 0 1

0 0 0

+ ξ3

0 0 0

0 0 0

0 0 1

 =

ξ1 ξ2 0

0 0 ξ2

0 0 ξ3

 .
Por ora, apenas observe que essa matriz P (ξ) não é inversível para nenhum ξ ∈ C3.

Veremos a seguir como se comportam essas matrizes Pi que definimos acima.

Lema 2.1.13: Se A é uma k-álgebra de dimensão finita e L e Rt são as representações
regulares de A sobre k, para todos ξ ∈ kn e a ∈ A, temos

P (ξ)L(a) = Rt(a)P (ξ).

Demonstração: Para h, k ∈ {1, . . . , n}, temos, para uma base {a1, . . . , an} fixada,

PhL(ak) = [αhji]ji[αikl]il = [
∑n

i=1 αhjiαikl]jl,
Rt(ak)Ph = [αijk]

t
ij[αhil]il = [αijk]ji[αhil]il = [

∑n
i=1 αijkαhil]jl .
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Como k é um corpo, o Lema 2.1.10 nos dá que, para todos h, k ∈ {1, . . . , n}, temos
PhL(ak) = Rt(ak)Ph e, utilizando a linearidade de L e de Rt, temos que isso vale para todo
elemento de A. Assim,

P (ξ)L(a) =
n∑
h=1

ξhPhL(a) =
n∑
h=1

ξhR
t(a)Ph = Rt(a)

n∑
h=1

ξhPh = Rt(a)P (ξ)

para todos ξ ∈ kn e a ∈ A.

Proposição 2.1.14: Seja A uma k-álgebra com base {a1, . . . , an}. Defina

P(A) = {S ∈Mn(k) | SL(a) = Rt(a)S ∀a ∈ A}.

Com isso, temos que {P1, . . . , Pn} é uma base de P(A).

Demonstração: Primeiramente, note que P(A) é um subespaço deMn(k). Vamos mostrar,
então, que dimP(A) = n e que {P1, . . . , Pn} é um conjunto linearmente independente em
P(A).

Lembre que, a toda representação Φ : A→Mn(k), corresponde oA-módulo à esquerda
MΦ de dimensão n tal queMΦ = Mn×1(k) como k-espaço vetorial e a ·Φ x = Φ(a)x para
todos a ∈ A e x ∈MΦ.

Agora, utilizando essa notação, observe que, para todo S ∈ P(A), temos um homomor-
fismo de A-módulos à esquerda TS : ML →MRt dado por TS(X) = SX , pois, para todos
a ∈ A e X ∈ML,

TS(a ·L X) = TS(L(a)X) = SL(a)X = Rt(a)SX = a ·Rt TS(X).

Dessa forma, temos uma aplicação k-linear injetora

T(−) : P(A)→ HomA(ML,MRt)

que associa cada matriz S ∈ P(A) a um homomorfismo TS : ML →MRt de A-módulos à
esquerda. Porém, se f : ML →MRt é um homomorfismo de A-módulos à esquerda, existe
Q ∈Mn(k) tal que f(X) = QX para todo X ∈ML e, para todo a ∈ A,

QL(a)X = f(a ·L X) = a ·Rt f(X) = Rt(a)QX,

isto é, Q ∈ P(A) e, portanto, a aplicação T(−) é uma bijeção.
Observe também queML

∼= A como A-módulos à esquerda, pois, como {E1, . . . , En}
é base deML, em que Ei é a matriz com 1 na linha i e 0 nas demais, se f : ML → A é o
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isomorfismo de k-espaços vetoriais tal que f(Ei) = ai para todo i = 1, . . . , n, temos

f(aj · Ek) = f(L(aj)Ek) = f([αijl]ilEk) = f

(
n∑
i=1

αijkEi

)
=

n∑
i=1

αijkf(Ei) =

=
n∑
i=1

αijkai = ajak = ajf(Ek).

para todos j, k ∈ {1, . . . , n}. Por linearidade, f(a · X) = af(X) para todos a ∈ A e
X ∈ML.

Com isso, obtemos isomorfismos de k-espaços vetoriais

P(A)
∼−−→ HomA(ML,MRt)

∼−−→ HomA(AA,MRt)
∼−−→MRt .

Portanto, dimP(A) = dimMRt = n.
Agora, vamos mostrar que {P1, . . . , Pn} forma uma base de P(A) como k-espaço

vetorial. Primeiramente, observe que P1, . . . , Pn ∈ P(A) pelo Lema 2.1.13.
Tome elementos γ1, . . . , γn ∈ k tais que γ1P1 + · · ·+ γnPn = 0. Portanto, para todos

j, k ∈ {1, . . . , n}, temos

γ1α1jk + · · ·+ γnαnjk = 0.

Como L(aj) = [αijk]ik para todo j ∈ {1, . . . , n}, temos então, denotando por Xi a
i-ésima linha de uma matriz X ∈Mn(k),

γ1L(aj)1 + · · ·+ γnL(aj)n = 0

para todo j ∈ {1, . . . , n}.
Assim, como {a1, . . . , an} é base de A, temos, para todo a ∈ A,

γ1L(a)1 + · · ·+ γnL(a)n = 0.

Tomando a = 1A, temos

0 = γ1L(1A)1 + · · ·+ γnL(1A)n = γ1(Idn)1 + · · ·+ γn(Idn)n

e, dessa forma, γ1 = · · · = γn = 0, ou seja, {P1, . . . , Pn} é um conjunto linearmente
independente de elementos deP(A). Como dimkP(A) = n, temos então que {P1, . . . , Pn}
é base de P(A).

Tendo em vista os Exemplos 2.1.11 e 2.1.12, podemos nos perguntar se existe uma
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relação entre a equivalência das representações regulares e a invertibilidade da matriz P (ξ).
É justamente essa relação que foi encontrada por Frobenius em [Fro03] e que veremos a
seguir.

Teorema 2.1.15: Seja A uma k-álgebra de dimensão finita. Então, as representações re-
gulares L e Rt são equivalentes se, e somente se, existe ξ ∈ kn tal que a matriz P (ξ) é
inversível.

Demonstração: Sejam {a1, . . . , an} uma base de A como k-espaço vetorial e αijk ∈ k,
com i, j, k ∈ {1, . . . , n}, as constantes de estrutura.

Primeiramente, suponha que, para algum ξ ∈ kn, a matriz P (ξ) seja inversível. Do
Lema 2.1.13, temos que, para todo a ∈ A, P (ξ)L(a) = Rt(a)P (ξ). Como P (ξ) ∈Mn(k)

é inversível, temos então que as representações L e Rt são equivalentes.
Reciprocamente, suponha que as representações L e Rt sejam equivalentes. Logo, existe

uma matriz inversível P ∈Mn(k) tal que PL(a) = Rt(a)P para todo a ∈ A.
Em particular, P ∈ P(A) e, portanto, pela Proposição 2.1.14, existem ξ1, . . . , ξn ∈ k

tais que

P = ξ1P1 + · · ·+ ξnPn = P (ξ),

com ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ kn. Assim, P (ξ) é uma matriz inversível.

Agora, vamos buscar uma forma de relacionar essas matrizes com os conceitos que já
foram estudados.

Lema 2.1.16: Seja A uma k-álgebra de dimensão finita e fixe {a1, . . . , an} uma base de
A. Dada uma matriz P = [pij]ij ∈ Mn(k), a forma ( | )P é associativa se, e somente se,
PL(a) = Rt(a)P para todo a ∈ A.

Demonstração: A condição de associatividade (ab | c)P = (a | bc)P é claramente equiva-
lente à condição

(alaj | ak)P = (al | ajak)P para todos j, k, l ∈ {1, . . . , n},

pois {a1, . . . , an} é base de A.
Além disso, para todos j, k, l ∈ {1, . . . , n},

(alaj | ak)P =

(
n∑
i=1

αiljai

∣∣∣∣∣ ak
)
P

=
n∑
i=1

αilj (ai | ak)P =
n∑
i=1

αiljpik
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e

(al | ajak)P =

(
al

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

αijkai

)
P

=
n∑
i=1

αijk (al | ai)P =
n∑
i=1

αijkpli.

Portanto, a associatividade de ( | )P é equivalente à condição

n∑
i=1

αiljpik =
n∑
i=1

αijkpli ∀j, k, l ∈ {1, . . . , n}. (2.2)

Por outro lado, a condição PL(a) = Rt(a)P para todo a ∈ A é equivalente à condição

PL(aj) = Rt(aj)P ∀j ∈ {1, . . . , n}.

Porém, temos

PL(aj) = [pli]li[αijk]ik =

[
n∑
i=1

pliαijk

]
lk

e

Rt(aj)P = [αilj]
t
il[pik]ik = [αilj]li[pik]ik =

[
n∑
i=1

αiljpik

]
lk

,

isto é, a condição PL(a) = Rt(a)P para todo a ∈ A é equivalente à condição

n∑
i=1

pliαijk =
n∑
i=1

αiljpik ∀j, k, l ∈ {1, . . . , n}. (2.3)

Como k é um corpo, as condições (2.2) e (2.3) coincidem e, assim, concluímos a
demonstração.

Munidos da lista de resultados que demonstramos anteriormente nesta seção, podemos fi-
nalmente enunciar o Primeiro Teorema de Brauer-Nesbitt-Nakayama com suas equivalências
para a definição de álgebra de Frobenius.

Teorema 2.1.17 (Primeiro Teorema de Brauer-Nesbitt-Nakayama): Seja A uma k-álgebra
de dimensão finita sobre um corpo k. São equivalentes:

i. A é uma álgebra de Frobenius;
ii. Existe um isomorfismo θ′ : A→ A∗ de A-módulos à esquerda;
iii. Existe uma forma k-linear ϕ : A→ k tal que kerϕ não contém ideais de A à direita

não nulos;
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iv. Existe uma forma k-linear ϕ′ : A → k tal que kerϕ′ não contém ideais de A à
esquerda não nulos;

v. Existe uma forma k-bilinear ( | ) : A× A→ k associativa e não degenerada;
vi. As representações regulares L e Rt são equivalentes.

Demonstração: A equivalência entre (i) e (iii) é dada pelo Teorema 2.1.2. Por sua vez, o
Teorema 2.1.7 garante a equivalência entre (iii) e (v). Mostremos agora a equivalência entre
(v) e (vi).

Pelo Teorema 2.1.15, temos que a afirmação (vi) é equivalente à existência de uma
matriz inversível da forma P (ξ) para algum ξ ∈ kn, com n = dimA. Supondo então que
exista uma tal matriz, juntando a Observação 2.1.4 e os Lemas 2.1.13, 2.1.5 e 2.1.16, temos
que, fixada uma base, ( | )P (ξ) é uma forma k-bilinear associativa e não degenerada. Por
outro lado, se ( | ) é uma forma k-bilinear associativa e não degenerada, fixando uma base
{a1, . . . , an} de A, podemos definir uma matriz P como na Observação 2.1.4 de forma que
( | )P = ( | ) e, pelo Lema 2.1.5, temos que P é uma matriz inversível. Para cada i = 1, . . . , n,
defina ξi = (ai | 1) e ξ = (ξ1, . . . , ξn). Temos que

P (ξ) =
n∑
h=1

ξhPh =
n∑
h=1

(ah | 1) [αhij]ij =
n∑
h=1

[(ah | 1)αhij]ij =
n∑
h=1

[αhij (ah | 1)]ij =

=

[(
n∑
h=1

αhijah

∣∣∣∣∣ 1
)]

ij

= [(aiaj | 1)]ij = [(ai | aj)]ij = P

e, assim, P (ξ) é uma matriz inversível, concluindo a equivalência entre (v) e (vi). Logo,
temos (i) ⇐⇒ (iii) ⇐⇒ (v) ⇐⇒ (vi).

Observe agora que, no Teorema 2.1.7, poderíamos tomar um ideal de A à esquerda e a
demonstração seguiria exatamente da mesma forma, ou seja, fazendo as trocas necessárias,
temos que esse teorema garante a equivalência entre (iv) e (v). Por fim, a demonstração da
equivalência entre (ii) e (iv) é análoga à do Teorema 2.1.2. Logo, temos (ii) ⇐⇒ (iv) ⇐⇒
(v). Unindo essas equivalências às que já havíamos demonstrado, concluímos o teorema.

Exemplo 2.1.18: Com esse teorema, podemos mostrar que a C-álgebra das matrizes trian-
gulares superiores que vimos nos exemplos 2.1.11 e 2.1.12 não é uma álgebra de Frobenius.

Temos a versão análoga desse resultado para as álgebras simétricas: o Segundo Teorema
de Brauer-Nesbitt-Nakayama. Antes de seguir para ele, voltemos para o nosso clássico
exemplo da álgebra de grupo.

Havíamos definido uma forma k-bilinear ( | ) : kG× kG→ k por (a | b) = ϕ(ab), em
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que ϕ : kG→ k era a aplicação dada por

ϕ

(∑
g∈G

γgg

)
= γ1G .

Note que, se a =
∑

g∈G λgg e b =
∑

h∈G γhh,

(a | b) = ϕ(ab) =
∑
g,h∈G

λgγh =
∑
g,h∈G

γhλg = ϕ(ba) = (b | a) .

Dessa forma, temos então a seguinte definição

Definição 2.1.19: SejaA uma k-álgebra de dimensão finita sobre um corpo k. Dizemos que
uma forma k-bilinear ( | ) : A× A→ k é simétrica se (a | b) = (b | a) para todos a, b ∈ A.

Como já vimos que kG é uma álgebra simétrica, o exemplo acima nos dá algumas pistas
sobre quais seriam as possíveis equivalências para esse conceito que serão relacionadas no
Segundo Teorema de Brauer-Nesbitt-Nakayama, que demonstramos a seguir.

Teorema 2.1.20 (Segundo Teorema de Brauer-Nesbitt-Nakayama): Seja A uma k-álgebra
de dimensão finita sobre um corpo k. São equivalentes:

i. A é uma álgebra simétrica;
ii. Existe uma forma k-linear ϕ : A→ k tal que ϕ(ab) = ϕ(ba) para todos a, b ∈ A e

kerϕ não contém ideais unilaterais de A não nulos;
iii. Existe uma forma k-bilinear ( | ) : A×A→ k associativa, não degenerada e simétrica;
iv. Existe umamatrizP simétrica que determina uma equivalência entre as representações

regulares L e Rt.

Demonstração: Comecemos por mostrar a equivalência entre (i) e (ii). Suponha que temos
um isomorfismo de A-bimódulos θ : A→ Homk(A,k). Considere então a aplicação linear
ϕ = θ(1A) : A→ k. Para todo a ∈ A, temos

ϕ(a) = θ(1A)(a) = θ(1A)(a1A) = (θ(1A) · a)(1A) = θ(a)(1A).

Assim, para todos a, b ∈ A

ϕ(ab) = θ(ab)(1A) = (θ(a) · b)(1A) = θ(a)(b) = (a · θ(1A)) = θ(1A)(ba) = ϕ(ba),

de onde concluímos que ϕ(aA) = θ(a)(A) = ϕ(Aa) para todo a ∈ A. Como θ é um
isomorfismo, em particular é injetor e, portanto, θ(a)(A) = {0} se, e somente se, a = 0.
Assim, se I é um ideal de A à direita contido em kerϕ, para todo a ∈ I temos ϕ(aA) = {0}
e, portanto a = 0. Logo, I = {0} e vale o análogo para ideais à esquerda.
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Por outro lado, assuma que ϕ : A→ k é uma forma k-linear tal que ϕ(ab) = ϕ(ba) para
todos a, b ∈ A e kerϕ não contém ideais unilaterais de A não nulos. Defina uma aplicação
k-linear θ : A→ Homk(A,k) por θ(a)(b) = ϕ(ab) para todos a, b ∈ A. Mostremos que θ
é um homomorfismo de A-bimódulos. Para a, b, c ∈ A, temos

(c · θ(a))(b) = θ(a)(bc) = ϕ(a(bc)) = ϕ((bc)a) = ϕ(b(ca)) = θ(ca)(b),

mostrando que θ é um homomorfismo de A-módulos à esquerda. Além disso,

(θ(a) · c)(b) = θ(a)(cb) = ϕ(a(cb)) = ϕ((ac)b) = θ(ac)(b),

concluindo que θ é um homomorfismo de A-bimódulos.
Agora, note que, se θ(a) = 0 para algum a ∈ A, temos 0 = θ(a)(A) = ϕ(aA). Como

kerϕ não contém ideais de A à direita não nulos, temos então aA = 0 e, portanto, a = 0,
mostrando que θ é injetor. Como dimA = dimHomk(A,k), temos que esse homomorfismo
injetor é, na verdade, um isomorfismo, concluindo assim a equivalência entre (i) e (ii).

A equivalência entre (ii) e (iii) segue do Teorema 2.1.7, pois temos que uma forma
k-linear ϕ : A→ k satisfaz ϕ(ab) = ϕ(ba) para todos a, b ∈ A se, e somente se, a forma
k-bilinear ( | )ϕ : A × A → k dada por (a | b)ϕ = ϕ(ab) é simétrica. Além disso, dado
a ∈ A, a condição (− | a)ϕ = 0 é equivalente a ϕ(Aa) = {0}. Isto é, ( | )ϕ é não degenerada
se, e somente se, kerϕ não contém ideais unilaterais não nulos.

Por fim, nos resta provar a equivalência entre (iii) e (iv), mas isso segue da equivalência
entre (v) e (vi) do Primeiro Teorema de Brauer-Nesbitt-Nakayama, pois, dada uma matriz
P ∈Mn(k), a forma k-bilinear ( | )P : A×A→ k definida por P é simétrica se, e somente
se, P é simétrica.

Mais adiante, no Exemplo 4.3.10, temos um exemplo de uma álgebra de Frobenius que
não é simétrica.

2.2 Homomorfismo de Frobenius e Automorfismo de
Nakayama

Nesta seção, vamos explorar algumas consequências diretas do Primeiro Teorema de
Brauer-Nesbitt-Nakayama e apresentar dois conceitos que serão utilizados mais à frente
no texto: o homomorfismo de Frobenius e o automorfismo de Nakayama. Utilizando esses
conceitos podemos encontrar novas caracterizações para álgebras de Frobenius e álgebras
simétricas.

Observação 2.2.1: SejaA uma k-álgebra de dimensão finita. Observe que, na demonstração
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do Teorema 2.1.7, mostramos que, dada uma forma bilinear ( | ) : A× A→ k associativa e
não degenerada, o núcleo da aplicação k-linear ϕ : A → k dada por ϕ(a) = (a | 1A) não
contém ideais de A à direita não nulos.

Já na demonstração do Teorema 2.1.2, mostramos que podemos construir um isomorfismo
de A-módulos à direita θ : A→ A∗ definindo θ(1A) = ϕ, isto é, θ é dado por

θ : A→ A∗

a 7→ ϕ · a.

No entanto,

ϕ · a = ϕ(a−) = (a− | 1A) = (a | −) ,

ou seja, se β : A× A→ k é uma forma bilinear associativa e não degenerada, temos um
isomorfismo de A-módulos à direita

βR : A→ A∗

a 7→ β(a,−).

Resumindo, toda forma k-bilinear associativa e não degenerada β : A × A → k dá
origem a um isomorfismo de A-módulos à direita βR : A → A∗. Analogamente, temos
que toda forma k-bilinear associativa e não degenerada β : A × A → k dá origem a um
isomorfismo de A-módulos à esquerda βL : A→ A∗, definindo βL(a) = β(−, a).

Por outro lado, os mesmos resultados mencionados acima nos garantem que todo iso-
morfismo de A-módulos à direita θ : A→ A∗ dá origem a uma forma k-bilinear associativa
e não degenerada βθ : A × A → k, definindo βθ(a, b) = θ(1A)(ab) para todos a, b ∈ A.
(Isso pode ser visto também como uma consequência da adjunção entre o produto tensorial
e o funtor Hom, isto é, da propriedade que diz que, seM é um A-módulo à direita, N é um
A-módulo à esquerda e V é um k-espaço, então existe um isomorfismo de k-espaços

Homk(M ⊗A N, V ) ∼= HomA(M,Homk(N, V )).

TomandoM = N = A e V = k, temos justamente que o espaço das formas k-bilineares é
isomorfo ao espaço dos homomorfismos de A-módulos à direita entre A e A∗).

Podemos, portanto, utilizar esses conceitos intercambiavelmente.

Esse fato de uma forma k-bilinear associativa e não degenerada produzir um isomorfismo
de A-módulos entre A e A∗ nos permite utilizar essa forma para descrever os elementos da
álgebra, como mostramos na seguinte proposição.
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Proposição 2.2.2: Sejam A uma k-álgebra de dimensão finita e β : A×A→ k uma forma
k-bilinear associativa. Temos que β é não degenerada se, e somente se, existem conjuntos
{x1, . . . , xn}, {y1, . . . , yn} ⊆ A tais que, para todo a ∈ A,

a =
n∑
i=1

xiβ(yi, a).

Analogamente, temos que β é não degenerada se, e somente se, existem conjuntos
{x̃1, . . . , x̃n}, {ỹ1, . . . , ỹn} ⊆ A tais que, para todo a ∈ A,

a =
n∑
i=1

β(a, x̃i)ỹi.

Demonstração: Por um lado, se dimkA = n, podemos tomar bases {x1, . . . , xn} ⊆ A e
{ϕ1, . . . , ϕn} ⊆ A∗ tais que, para todo a ∈ A, temos

a =
n∑
i=1

ϕi(a)xi.

Se β é uma forma k-bilinear não degenerada, vimos na Observação 2.2.1 que, para cada
i = 1, . . . , n, existe yi ∈ A tal que ϕi = β(yi,−). Logo, podemos escrever

a =
n∑
i=1

xiβ(yi, a).

Por outro lado, suponha que existam {x1, . . . , xn}, {y1, . . . , yn} ⊆ A tais que, para todo
a ∈ A,

a =
n∑
i=1

xiβ(yi, a).

Tome ϕ ∈ A∗. Assim, temos, para todo a ∈ A,

β

(
n∑
i=1

ϕ(xi)yi, a

)
=

n∑
i=1

ϕ(xi)β(yi, a) = ϕ

(
n∑
i=1

xiβ(yi, a)

)
= ϕ(a), (2.4)

isto é, ϕ = β (
∑n

i=1 ϕ(xi)yi,−) e, portanto, βR é sobrejetor. Logo, como estamos em
dimensão finita, βR é também injetor e, assim, β é não degenerada.

Para provar o resultado análogo, basta utilizar um argumento similar com βL.

Observação 2.2.3: Apesar de não serem necessariamente bases, chamamos os conjuntos
{x1, . . . , xn}, {y1, . . . , yn} ⊆ A da proposição acima de bases duais para β.
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Uma consequência da demonstração anterior é que, no caso em que esses conjuntos
existam, também existem duas bases que satisfazem essa propriedade.

O resultado abaixo nos mostra que, na verdade, se β é não degenerada, podemos utilizar o
mesmo par de conjuntos para escrever os elementos da álgebra em ambas as formas descritas
na Proposição 2.2.2.

Lema 2.2.4: Seja A uma k-álgebra de dimensão finita. Tome β : A × A → k uma
forma bilinear não degenerada e {x1, . . . , xn}, {y1, . . . , yn} ⊆ A. Assim, temos a seguinte
equivalência:

a =
n∑
i=1

β(a, xi)yi ∀a ∈ A ⇐⇒ a =
n∑
i=1

xiβ(yi, a) ∀a ∈ A.

Demonstração: Suponha a =
∑n

i=1 β(a, yi)xi para todo a ∈ A. Assim, dados a, b ∈ A,

β(a, b) = β

(
n∑
i=1

β(a, yi)xi, b

)
=

n∑
i=1

β(a, yi)β(xi, b) =
n∑
i=1

β(xi, b)β(a, yi)

= β

(
a,

n∑
i=1

β(xi, b)yi

)
.

Como β é não degenerada, temos

b =
n∑
i=1

β(xi, b)yi.

A recíproca é análoga.

Juntando todos esses resultados, como consequência do Primeiro Teorema de Brauer-
Nesbitt-Nakayama, temos mais uma caracterização para as álgebras de Frobenius:

Teorema 2.2.5: Seja A uma k-álgebra de dimensão finita. A é uma álgebra de Frobenius se,
e somente se, existem φ ∈ A∗ e elementos xi, yi ∈ A, com 1 ≤ i ≤ n, para algum n ∈ N,
tais que, para todo a ∈ A,

a =
n∑
i=1

φ(axi)yi.

Demonstração: Pelo Primeiro Teorema de Brauer-Nesbitt-Nakayama, A é um álgebra de
Frobenius se, e somente se, existe uma forma k-bilinear β : A× A→ A associativa e não
degenerada.

Assim, se A é uma álgebra de Frobenius, a Proposição 2.2.2 nos garante que existem
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conjuntos {x1, . . . , xn}, {y1, . . . , yn} ⊆ A tais que, para todo a ∈ A,

a =
n∑
i=1

β(a, xi)yi.

Definindo φ = βR(1A), como β é associativa, temos

a =
n∑
i=1

β(1A, axi)yi =
n∑
i=1

φ(axi)yi,

como desejado.
Por outro lado, se φ ∈ A∗ é um homomorfismo como no enunciado, podemos definir

uma forma k-bilinear β : A × A → A por β(a, b) = φ(ab), para todos a, b ∈ A. Dessa
forma, β é claramente associativa e, para todo a ∈ A

a =
n∑
i=1

φ(axi)yi =
n∑
i=1

β(a, xi)yi,

donde concluímos que β é não degenerada utilizando, mais uma vez, a Proposição 2.2.2.
Portanto, A é uma álgebra de Frobenius.

Observação 2.2.6: Note que, se φ ∈ A∗ é como no enunciado do Teorema 2.2.5, a de-
monstração que fizemos acima, juntamente com o Lema 2.2.4, nos garante que, para todo
a ∈ A,

a =
n∑
i=1

φ(axi)yi =
n∑
i=1

β(a, xi)yi =
n∑
i=1

xiβ(yi, a) =
n∑
i=1

xiφ(yia).

Essa observação motiva a seguinte definição:

Definição 2.2.7: Seja A uma k-álgebra de dimensão finita n. Um funcional linear φ ∈ A∗

é chamado de homomorfismo de Frobenius1, com bases duais (xi, yi)
n
i=1, se vale uma das

condições (equivalentes) abaixo:
i. Para todo a ∈ A, a =

∑n
i=1 xiφ(yia);

ii. Para todo a ∈ A, a =
∑n

i=1 φ(axi)yi.

Na realidade, o homomorfismo de Frobenius já havia aparecido no texto antes. A apli-
cação ϕ : A → k do Primeiro Teorema de Brauer-Nesbitt-Nakayama cujo núcleo não
continha ideais de A à direita não nulos é justamente o homomorfismo de Frobenius, como
observamos abaixo.

1 Estamos seguindo a definição apresentada em [Sch95]. Esse funcional é um homomorfismo apenas entre
espaços vetoriais.
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Observação 2.2.8: Considere β : A × A → k uma forma k-bilinear associativa e não
degenerada. Note que, no Teorema 2.2.5, mostramos que podemos conseguir um homomor-
fismo de Frobenius φ : A→ k tomando φ = βR(1A). Assim, como vimos na Observação
2.2.1, para todo isomorfismo θ : A → A∗ de A-módulo à direita, temos que θ(1A) é um
homomorfismo de Frobenius.

Além disso, vimos também na Observação 2.2.1 que βR(1A) é uma aplicação k-linear
cujo núcleo não contém ideais de A à direita não nulos, isto é, a aplicação ϕ com essa
propriedade no Primeiro Teorema de Brauer-Nesbitt-Nakayama é um homomorfismo de
Frobenius. Logo, podemos concluir que o homomorfismo de Frobenius também possui essa
propriedade sobre seu o núcleo.

Portanto, pelo Teorema 2.1.2, se φ é um homomorfismo de Frobenius com bases duais
(xi, yi)

n
i=1, então temos um isomorfismo deA-módulos à direitaA→ A∗ dado por a 7→ φ ·a.

Outra consequência do Primeiro Teorema de Brauer-Nesbitt-Nakayama é que, para
todas essas observações acima, vale o resultado análogo considerando-se módulos à es-
querda.

Agora, vamos introduzir também o automorfismo de Nakayama. Com ele, seremos
capazes de dar mais uma caracterização para as álgebras simétricas a partir do Segundo
Teorema de Brauer-Nesbitt-Nakayama. A proposição abaixo é quem garantirá sua existência
para toda álgebra de Frobenius.

Proposição 2.2.9: SejaA umak-álgebra de Frobenius com uma formak-bilinear associativa
e não degenerada ( | ) : A× A→ k. Existe um automorfismo ν : A→ A tal que

(a | b) = (b | ν(a))

para todos a, b ∈ A.

Demonstração: Primeiramente, vamos mostrar que, para todo a ∈ A, existe x ∈ A tal que
(a | −) = (− |x).

Para isso, tome uma base {a1, . . . , an} deA. Considerando a matrizP = [pij]ij ∈Mn(k)

associada à forma ( | ) com relação à base fixada, isto é, com pij = (ai | aj) para todos
i, j ∈ {1, . . . , n}, o Lema 2.1.5 nos garante que P é inversível. Fixe agora um elemento
a =

∑n
i=1 λiai ∈ A.

Note que, dado x ∈ A, temos (a | −) = (− |x) se, e somente se, (a | aj) = (aj |x) para
todo j ∈ {1, . . . , n}. Escrevendo x =

∑n
i=1 xiai, temos, para todo j ∈ {1, . . . , n},

(a | aj) =
n∑
i=1

λi (ai | aj) =
n∑
i=1

λipij e (aj |x) =
n∑
i=1

xi (aj | ai) =
n∑
i=1

xipji,



2.2 | HOMOMORFISMO DE FROBENIUS E AUTOMORFISMO DE NAKAYAMA

59

ou seja, temos (a | −) = (− |x) se, e somente se,
∑n

i=1 pjixi =
∑n

i=1 λipij para todo
j ∈ {1, . . . , n}.

Assim, temos um sistema linear de n equações e incógnitas x1, . . . , xn associado à matriz
P , que possui determinante não nulo já que é inversível. Logo, pela regra de Cramer, temos
que esse sistema possui uma solução única em k, digamos x1 = ξ1, . . . , xn = ξn.

Agora, denotando ν(a) =
∑n

i=1 ξiai, temos então (a | −) = (− | ν(a)). Vejamos que,
definindo ν : A→ A dessa forma, obtemos um automorfismo de k-álgebras. Note que ν é
claramente uma aplicação k-linear e é injetora pois, se ν(a) = ν(b), com a, b ∈ A, então

0 = (− | ν(a)− ν(b)) = (− | ν(a− b)) = (a− b | −)

e, como ( | ) é não degenerada, então a− b = 0. Dessa forma, como A tem dimensão finita,
temos que ν : A→ A é uma bijeção.

Para provar que ν é um homomorfismo de k-álgebras, tome a, b, x ∈ A. Assim, temos

(x | ν(ab)) = (ab |x) = (a | bx) = (bx | ν(a)) = (b |xν(a)) = (xν(a) | ν(b))

= (x | ν(a)ν(b))

e, como ( | ) é não degenerada, concluímos que ν(ab) = ν(a)ν(b) para todos a, b ∈ A. Além
disso,

ν(1A) = 1Aν(1A) = ν(ν−1(1A))ν(1A) = ν(ν−1(1A)1A) = ν(ν−1(1A)) = 1A,

concluindo que ν : A→ A é um automorfismo de k-álgebras.

Definição 2.2.10: Dada uma k-álgebra de Frobenius A com uma forma k-bilinear associa-
tiva e não degenerada ( | ) : A×A→ k, o automorfismo ν com a propriedade da Proposição
2.2.9 é chamado de automorfismo de Nakayama associado a ( | ).

Também podemos definir o automorfismo de Nakayama a partir de um homomorfismo
de Frobenius, como observamos a seguir.

Observação 2.2.11: Já vimos que uma forma k-bilinear associativa e não degenerada
β : A × A → k determina um homomorfismo de Frobenius tomando φβ = βR(1A). Por
outro lado, um homomorfismo de Frobenius φ : A→ k determina uma forma k-bilinear
associativa e não degenerada βφ : A × A → k dada por βφ(a, b) = φ(ab), para a, b ∈ A.
Assim, se ν é o automorfismo de Nakayama associado à forma βφ, podemos também nos
referir a ele como sendo o automorfismo de Nakayama associado ao homomorfismo de
Frobenius φ. Note que ν é o automorfismo de Nakayama associado ao homomorfismo de
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Frobenius φ se, e somente se, para todos a, b ∈ A, vale

φ(ab) = φ(bν(a)).

A próxima proposição é fundamental para conseguirmos estabelecer uma propriedade
para o automorfismo de Nakayama que garanta que a álgebra em que ele está definido seja
simétrica.

Proposição 2.2.12: Sejam A uma k-álgebra de Frobenius, ( | )1, ( | )2 : A× A → k duas
formas k-bilineares associativas e não degeneradas, ν1 e ν2 os automorfismos de Nakayama
associados a essas formas, respectivamente. Com isso, existe um elemento inversível x ∈ A
tal que ν2(a) = xν1(a)x−1 para todo a ∈ A.

Demonstração: Considere θ1, θ2 : A → A∗ os isomorfismos de A-módulos à esquerda
associados aos automorfismos de Nakayama ν1 e ν2, respectivamente, isto é, os isomorfismos
dados por θ1(a) = (a | −)1 e θ2(a) = (a | −)2.

Como já fizemos anteriormente, dado que A é um A-módulo livre com base {1A}, um
homomorfismo θ : A→ A, está determinado a partir de seu valor em 1A da seguinte forma:

θ(a) = a · θ(1A)

para todo a ∈ A.
Dessa forma, se θ2(1A) = ψ, então, para todo a ∈ A, temos θ2(a) = a · ψ. Como θ1 é

um isomorfismo, temos que existe um elemento xψ ∈ A tal que θ1(xψ) = ψ. Com isso, para
todo a ∈ A,

θ2(a) = a · ψ = a · θ1(xψ) = θ1(axψ) = θ1 ◦ rxψ(a),

em que rxψ : A→ A é dado por rxψ(a) = axψ. Ou seja, θ2 = θ1 ◦ rxψ .
No entanto, como θ2 é sobrejetor, temos que rxψ também o é. Assim, como A tem

dimensão finita, concluímos que rxψ é um automorfismo de A.
Isso nos garante a existência de um elemento y ∈ A tal que rxψ(y) = 1A, isto é, yxψ = 1A

e, portanto, xψ é inversível à esquerda.
Além disso, temos

rxψ(xψy) = xψ(yxψ) = xψ1A = xψ.

Como rxψ é um isomorfismo e rxψ(xψy) = rxψ(1A), temos xψy = 1A, donde concluímos
que xψ é inversível.
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Agora, temos então que θ2 = θ1 ◦ rx para um elemento inversível x ∈ A. Dessa forma,

(a | b)2 = θ2(1A)(ab) = θ1(x)(ab) = (x · θ1(1A))(ab) = θ1(1A)(abx) = (a | bx)1 .

Assim,

(b |xν1(a))1 = (bx | ν1(a))1 = (a | bx)1 = (a | b)2 = (b | ν2(a))2 = (b | ν2(a)x)1

e, como ( | )1 é não degenerada, temos xν1(a) = ν2(a)x para todo a ∈ A. Com isso, como
x é inversível, concluímos que ν2(a) = xν1(a)x−1.

Dizemos que um automorfismo f : A→ A é interno se existe um elemento inversível
x ∈ A tal que f(a) = xax−1 para todo a ∈ A. Assim, a proposição acima nos diz que um
automorfismo de Nakayama de uma k-álgebra de Frobenius A está unicamente determinado
a menos de um automorfismo interno de A.

Também como consequência dessa demonstração, temos mais uma caracterização para
álgebras simétricas:

Corolário 2.2.13: Seja A uma k-álgebra de Frobenius. Temos as seguintes equivalências:
i. A é uma k-álgebra simétrica;
ii. Todo automorfismo de Nakayama de A é interno;
iii. Existe um automorfismo de Nakayama de A que é interno.

Demonstração: Suponha, inicialmente, que A seja simétrica. Pelo Segundo Teorema de
Brauer-Nesbitt-Nakayama, existe uma forma k-bilinear associativa, não degenerada e simé-
trica ( | ) : A× A→ k e, portanto, o automorfismo de Nakayama associado a essa forma é
ν = idA. Agora, se ( | )′ : A× A→ k é uma forma k-bilinear associativa e não degenerada
com automorfismo de Nakayama associado ν ′, pela Proposição 2.2.12 temos que existe um
elemento inversível x ∈ A tal que ν ′(a) = xν(a)x−1 = xax−1 para todo a ∈ A, provando
que ν ′ é um automorfismo interno. Assim, temos que (i)⇒ (ii).

É claro que (ii)⇒ (iii). Provemos então que (iii)⇒ (i).
Seja ( | ) : A × A → k uma forma k-bilinear associativa e não degenerada cujo auto-

morfismo de Nakayama ν associado é interno. Seja x ∈ A o elemento inversível tal que
ν(a) = xax−1 para todo a ∈ A e defina uma outra forma k-bilinear ( | )′ : A× A→ k por

(a | b)′ =
(
x−1a

∣∣ b) .
Se existir b ∈ A não nulo tal que (− | b)′ = 0, em particular, para todo a ∈ A, temos

0 = (xa | b)′ =
(
x−1xa

∣∣ b) = (a | b) ,
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o que é uma contradição com o fato de ( | ) ser não degenerada. Portanto, ( | )′ também é não
degenerada.

Além disso, ( | )′ é associativa, pois, para todos a, b, c ∈ A,

(a | bc)′ =
(
x−1a

∣∣ bc) =
(
x−1ab

∣∣ c) = (ab | c)′ .

Dessa forma, podemos considerar ν ′ o automorfismo de Nakayama associado a essa
forma. Como (x−1 | −) = (1A | −)′, temos, para todos a, b ∈ A,

(
b
∣∣ ν(x−1ax)

)′
=
(
x−1b

∣∣ ν(x−1ax)
)

=
(
x−1ax

∣∣x−1b
)

=
(
x−1

∣∣ ab) = (1A | ab)′

= (a | b)′ = (b | ν ′(a))
′
.

Como ( | )′ é não degenerada, então, para todo a ∈ A,

ν ′(a) = ν(x−1ax) = x(x−1ax)x−1 = a,

ou seja, ν ′ = idA e, portanto, ( | )′ é simétrica, provando que A é simétrica.

Vamos terminar esta seção observando os conceitos vistos aqui no exemplo particular
da álgebra de um grupo finito:

Exemplo 2.2.14: Sejam G um grupo finito, k um corpo qualquer e A = kG.
Como vimos na seção anterior, temos uma forma bilinear associativa e não degenerada

β : A× A→ k tal que, para todos g, h ∈ G,

β(g, h) = δ1G,(gh)−1 .

Umpar de bases duais para β é (g, g−1)g∈G, pois, para todo h ∈ G, temos que β(h, g) 6= 0

se, e somente se, g = h−1 e, portanto,∑
g∈G

β(h, g)g−1 = (h−1)−1 = h.

Dessa forma, temos um homomorfismo de Frobenius φ : A→ k dado por φ = βR(1A)

e, assim, para todo g ∈ G,

φ(g) = βR(1A)(g) = β(1A, g) = δ1G,g

com as mesmas bases duais acima.
Por fim, observe que a forma β é simétrica. Logo, o automorfismo deNakayama associado

a β é a aplicação identidade idA.
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2.3 Álgebras Autoinjetivas

Nesta seção, vamos estudar alguns resultados muito interessantes sobre as álgebras de
Frobenius. Começaremos aplicando o que estudamos no primeiro capítulo para apresentar a
definição de álgebra autoinjetiva.

Proposição 2.3.1: Seja A uma k-álgebra de dimensão finita. São equivalentes:
i. O A-módulo à direita AA é injetivo;
ii. O A-módulo à esquerda AA é injetivo.
Além disso, nesse caso, os A-módulos AA e AA são cogeradores injetivos de mod Aop e

de mod A, respectivamente.

Demonstração: Pela Proposição 1.4.4, existe uma decomposição única de AA em soma
direta de ideais à direita indecomponíveis e projetivos, AA = e1A⊕ · · · ⊕ enA, de forma
que e1, . . . , en são idempotentes primitivos de A, dois-a-dois ortogonais, e também tais que
1A = e1 + · · ·+ en. Por outro lado, temos uma decomposição AA = Ae1 ⊕ · · · ⊕ Aen em
mod Aop.

Podemos então assumir (trocando os índices, se necessário) que e1A, . . . , emA, com
m ≤ n, é um conjunto completo de módulos projetivos indecomponíveis, dois-a-dois
não isomorfos, de mod A. Analogamente, podemos obter um conjunto completo de mó-
dulos projetivos indecomponíveis, dois-a-dois não isomorfos, em mod Aop formado por
Aej1 , . . . , Aejs , com ji ∈ {1, . . . , n} para todo i = 1, . . . , s.

Com isso, sejam e = e1 + · · ·+ em e f = ej1 + ·+ ejs . Pela Proposição 1.4.5, eA e Af
são geradores projetivos minimais de mod A e mod Aop, respectivamente.

Suponha, por um lado, queAA seja injetivo. Assim, eiA é injetivo para todo i = 1, . . . , n,
pois é somando direto de um A-módulo injetivo. Logo, (eiA)∗ é projetivo em mod Aop

para todo i ∈ {1, . . . , n} e, dessa forma, (e1A)∗, . . . , (emA)∗ é um conjunto de módulos
projetivos, indecomponíveis e dois-a-dois não isomorfos em mod Aop. Logo,m ≤ s.

Analogamente, (Aej1)
∗, . . . , (Aejs)

∗ é um conjunto de módulos projetivos, indecompo-
níveis e dois-a-dois não isomorfos em mod A. Logo, s ≤ m. Ou seja, s = m e ambos os
conjuntos são completos.

Portanto, pela Proposição 1.4.5, (eA)∗ é gerador projetivo minimal de mod Aop e, além
disso, (eA)∗ ∼= Af .

Como vimos, eA é projetivo em mod A e, portanto, (eA)∗ é injetivo em mod Aop. Logo,
Af é injetivo em mod Aop e, como Af1, . . . , Afm é um conjunto completo de módulos
indecomponíveis em mod Aop, AA é isomorfo a um somando direto de um A-módulo à
esquerda injetivo (Af)r, para algum r ≥ 1, sendo, portanto, injetivo.

Além disso, AA contém Af ∼= (eA)∗, que é um cogerador de mod Aop. Portanto, AA é
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um cogerador injetivo de mod Aop.
A recíproca segue de maneira análoga.

Tendo em vista proposição acima, podemos definir agora o que é uma álgebra autoinjetiva
e, em seguida, mostrar que essas álgebras englobam as álgebras de Frobenius.

Definição 2.3.2: Uma k-álgebra A de dimensão finita é dita autoinjetiva se AA ou AA é um
A-módulo injetivo, ou seja, como vimos acima, se ambos são injetivos.

Proposição 2.3.3: Toda álgebra de Frobenius é uma álgebra autoinjetiva.

Demonstração: SejaA uma álgebra de Frobenius. ComoA é umA-módulo projetivo, temos
que, pela Proposição 1.3.4, Homk(A,k)A é um módulo injetivo em mod A.

Do Primeiro Teorema de Brauer-Nesbitt-Nakayama, temos que existe um isomorfismo
de A-módulos à direita AA → Homk(A,k)A. Assim, A é também um módulo injetivo em
mod A. Portanto, A é uma álgebra autoinjetiva.

Para simplificar a linguagem, introduzimos a notação abaixo:

Definição 2.3.4: Seja A uma k-álgebra de dimensão finita. Denotamos por projA a sub-
categoria plena de mod A consistindo de todos os A-módulos projetivos. Por outro lado,
denotamos por injA a subcategoria plena de mod A consistindo de todos os A-módulos
injetivos.

Agora, utilizando o fato de que as álgebras de Frobenius são autoinjetivas, podemos
provar que as classes dos módulos injetivos e dos módulos projetivos sobre essas álgebras
coincidem.

Teorema 2.3.5: Seja A uma k-álgebra de dimensão finita. São equivalentes:
i. A é autoinjetiva;
ii. projA = injA;
iii. projAop = injAop.

Demonstração: Vejamos, primeiramente, que (i)⇒ (ii), (iii).
Seja P um módulo em mod A projetivo. Logo, P é somando direto de um A-módulo

livre que, por sua vez, é isomorfo a Ar para algum r ≤ 1. Como AA é injetivo, temos então
que Ar é injetivo. Como P é somando direto de um módulo injetivo, P também é injetivo.

De maneira análoga, dado um módulo projetivo em mod Aop, podemos concluir que ele
é um Aop-módulo à direita injetivo.

Seja E um módulo em mod A injetivo. Logo, E∗ é um módulo projetivo em mod Aop e,
como acabamos de mostrar, E∗ é injetivo em mod Aop. Dessa forma, E ∼= E∗∗ é projetivo
em mod A.

Mais uma vez de forma análoga, dado um módulo injetivo em mod Aop, concluímos que
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ele é projetivo em mod Aop.
Agora, note que a implicação (ii)⇒ (i) é trivial pois, como AA é um A-módulo à direita

projetivo, por hipótese temos que ele também é injetivo.
Por fim, a implicação (iii)⇒ (i) também é trivial pois, como AA é um Aop-módulo à

direita projetivo, por hipótese temos que ele também é injetivo.

Mostramos que toda álgebra de Frobenius é autoinjetiva. Esse resultado nos leva a pensar
se vale também a recíproca deste resultado, mas, como Nakayama apontou em [Nak39], a
resposta é não. Um contra-exemplo para isso seria a álgebra formada por todas as matrizes
da forma 

α11 α12 γ1 0 0 0

α21 α22 γ2 0 0 0

0 0 β 0 0 0

0 0 0 β δ1 δ2

0 0 0 0 α11 α12

0 0 0 0 α21 α22


em que todas as entradas estejam em um corpo algebricamente fechado.

No entanto, esses dois conceitos ainda são muito próximos, tanto que uma outra no-
menclatura para álgebra autoinjetiva é álgebra quase-Frobenius. Ao longo do restante
desta seção, mostraremos que as álgebras de Frobenius carregam a “parte importante” das
álgebras autoinjetivas e que as categorias dos módulos dessas álgebras são essencialmente
as mesmas.

Para poder explicar o que queremos dizer acima com “parte importante”, precisamos
definir o que é uma álgebra básica e provar que uma álgebra autoinjetiva básica é uma
álgebra de Frobenius.

Definição 2.3.6: Seja A uma k-álgebra de dimensão finita. Chamamos A de álgebra básica
se AA é soma direta de A-submódulos à direita projetivos indecomponíveis e dois-a-dois
não isomorfos.

Teorema 2.3.7: Toda álgebra autoinjetiva básica é uma álgebra de Frobenius.

Demonstração: SejaA uma álgebra autoinjetiva básica. ComoA é uma k-álgebra de dimen-
são finita, a Proposição 1.4.4 nos garante que AA = e1A⊕ · · ·⊕ enA, em que e1, . . . , en são
idempotentes primitivos de A, dois-a-dois ortogonais, tais que 1A = e1 + · · ·+ en. Como A
é básica, temos que os módulos projetivos e indecomponíveis e1A, . . . , enA são dois-a-dois
não isomorfos.

Assim, pelo Corolário 1.5.21, temos que top(e1A), . . . , top(enA) são dois-a-dois não
isomorfos e, pela Proposição 1.5.26, temos então que soc((Ae1)∗), . . . , soc((Aen)∗) são
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dois-a-dois não isomorfos.
Agora, pela Proposição 1.4.4, temos que Aei é projetivo e indecomponível para todo

i ∈ {1, . . . , n} e, portanto, (Aei)
∗ é injetivo e indecomponível. Logo, pelo Corolário 1.5.23,

concluímos que (Ae1)∗, . . . , (Aen)∗ são também dois-a-dois não isomorfos.
Dessa forma, temos que (Ae1)∗, . . . , (Aen)∗ formam um conjunto completo de módulos

injetivos e indecomponíveis, dois-a-dois não isomorfos, em mod A e existe um isomorfismo
de A-módulos à direita

A∗ = Homk(AA,k) ∼= Homk(Ae1,k)⊕ · · · ⊕ Homk(Aen,k).

Por outro lado, como eiA é projetivo para todo i ∈ {1, . . . , n} e A é autoinjetiva, então,
pelo Teorema 2.3.5 temos que eiA é injetivo e, assim, concluímos que e1A, . . . , enA formam
um conjunto completo de módulos injetivos e indecomponíveis, dois-a-dois não isomorfos,
em mod A.

Portanto, como {(Ae1)∗, . . . , (Aen)∗} e {e1A, . . . , enA} são conjuntos completos de
módulos injetivos e indecomponíveis, dois-a-dois não isomorfos, em mod A, temos que
existe uma permutação σ de {1, . . . , n} tal que eσ(i)A ∼= (Aei)

∗ para todo i ∈ {1, . . . , n}.
Assim,

AA = e1A⊕ · · · ⊕ enA ∼= (Ae1)∗ ⊕ · · · ⊕ (Aen)∗ ∼= A∗

e temos então que A é uma álgebra de Frobenius.

De uma forma nada precisa, podemos dizer que uma álgebra de Frobenius é uma álgebra
autoinjetiva “minimal”, no sentido de que não existem repetições dos módulos projetivos
indecomponíveis que a compõe. Toda a parte substancial da álgebra autoinjetiva é mantida,
enquanto a hipótese de álgebra básica retira tudo o que é redundante.

Agora, para finalizar o estudo focado em álgebras de Frobenius, estudaremos mais um
resultado que nos mostra como uma álgebra autoinjetiva é “quase” uma álgebra de Frobenius.
Veremos que, dada A uma álgebra autoinjetiva, mod A é equivalente a mod A′ para alguma
álgebra de Frobenius A′.

Essa equivalência é chamada de equivalência de Morita. Como nosso objetivo nesta
seção é apenas apresentar alguns resultados sobre álgebras de Frobenius, não entraremos nos
detalhes sobre a parte categórica dessa teoria, pois isso acabaria fugindo do escopo do texto.
Apresentaremos apenas os conceitos e enunciados necessários, estando as demonstrações
omitidas. Uma referência para estudar todos os detalhes é [SY11].

Comecemos apresentando a definição de equivalência de categorias:

Definição 2.3.8: Sejam C e D k-categorias e F e G funtores covariantes de C em D. Uma
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transformação natural de funtores ϕ : F → G associa, a cada objeto X de C, um morfismo
ϕX : F (X) → G(X) em D tal que, para todo morfismo f : X → Y em C, o diagrama
abaixo comuta em D:

F (X) G(X)

F (Y ) G(Y )

ϕX

G(f)F (f)

ϕY

No caso em que ϕX é um isomorfismo para todo X em C, ϕ é chamado de isomorfismo
natural de funtores, ou também equivalência natural.
C e D são equivalentes se existirem funtores covariantes F : C → D e G : D → C tais

que a composição G ◦F seja naturalmente isomorfa ao funtor identidade 1C em C, enquanto
F ◦G é naturalmente isomorfa ao funtor identidade 1D em D. Também dizemos que, nesse
caso, F : C → D é uma equivalência de categorias e G é um funtor quase-inverso de F .

Podemos estender o conceito de equivalência de categorias para álgebras com a noção
de equivalência de Morita:

Definição 2.3.9: Sejam A e B duas k-álgebras de dimensão finita. Dizemos que A e B
são Morita-equivalentes se as categorias mod A e mod B são equivalentes. Um funtor
F : mod A→ mod B definindo tal equivalência é chamado de uma equivalência de Morita.

Exemplo 2.3.10: Observe que podemos definir uma equivalência de Morita entre k e
Mn(k), com n > 0, por F : mod k → mod Mn(k) tal que F (M) = Mn para todo
móduloM em mod k, em queMn = {(m1, . . . ,mn) |mi ∈M, i = 1, . . . , n} é um módulo
em mod Mn(k) com a ação dada por multiplicação de matrizes à direita, e, dado um
homomorfismo f : M → N em mod k,

F (f) : F (M)→ F (N)

(m1, . . . ,mn) 7→ (f(m1), . . . , f(mn)).

Aproposição a seguir nos diz que projetividade e injetividade demódulos são preservadas
pela equivalência de Morita. Para demonstrá-la, são encontradas outras propriedades das
equivalências de categorias e, mais especificamente, das equivalências de Morita. Como
não é nosso objetivo nos aprofundarmos nessas teorias, essa demonstração será omitida,
mas pode ser encontrada em [SY11, Proposition II.6.6].

Proposição 2.3.11: Sejam A e B k-álgebras de dimensão finita e suponha que exista uma
equivalência de Morita F : mod A → mod B. Para todo módulo não nuloM em mod A,
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temos
1. M é um módulo projetivo em mod A se, e somente se, F (M) é um módulo projetivo

em mod B;
2. M é um módulo injetivo em mod A se, e somente se, F (M) é um módulo injetivo

em mod B.

Agora, enunciamos um resultado clássico da Teoria de Morita que diz que um gerador
projetivo define uma equivalência de Morita.

Teorema da Equivalência de Morita: Sejam A uma k-álgebra de dimensão finita e P um
gerador projetivo de mod A. Então A é Morita-equivalente à álgebra de endomorfismos
B = EndA(P ) e, considerando P como um (B,A)-bimódulo, os funtores

HomA(P,−) : mod A→ mod B,
HomB(HomA(P,A),−) : mod B → mod A

definem uma equivalência de Morita entre mod A e mod B.

Esse resultado será fundamental para garantir que a álgebra básica Ab de uma k-álgebra
de dimensão finita A está unicamente determinada (a menos de isomorfismos), como obser-
vamos abaixo:

Observação 2.3.12: Seja A uma k-álgebra de dimensão finita. Escreva

1A =

s1∑
j=1

e1j + · · ·+
sn∑
j=1

enj =
n∑
i=1

(
si∑
j=1

eij

)
,

em que eij são idempotentes primitivos de A, dois-a-dois ortogonais, eijA ∼= eikA, com
i ∈ {1, . . . , n} e j, k ∈ {1, . . . , si}, e eijA 6∼= ei′kA se i 6= i′.

Seja e =
∑n

i=1 ei1 e note que e2 = e. Pela Proposição 1.4.5, eA é um gerador projetivo
de mod A. Assim, pelo Teorema da Equivalência de Morita, A é Morita-equivalente a
EndA(eA).

Defina ψ : EndA(eA) → eAe por ψ(ϕ) = ϕ(e)e. Vamos mostrar que ψ é um isomor-
fismo de k-álgebras.

Em primeiro lugar, ψ é claramente k-linear e ψ(ideA) = e. Além disso, tomando
ϕ1, ϕ2 ∈ EndA(eA), temos

ψ(ϕ1 ◦ ϕ2) = (ϕ1 ◦ ϕ2)(e)e = ϕ1(ϕ2(e))e. (2.5)

Como ϕ2(e) ∈ eA, temos que existe a ∈ A tal que ϕ2(e) = ea. Assim,

eϕ2(e) = e(ea) = ea = ϕ2(e).
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Logo, por (2.5), temos

ψ(ϕ1 ◦ ϕ2) = ϕ1(eϕ2(e)) = ϕ1(e)ϕ2(e) = ϕ1(e2)ϕ2(e2) = ϕ1(e)eϕ2(e)e = ψ(ϕ1)ψ(ϕ2).

Portanto, ψ é um homomorfismo de k-álgebras.
Note que, dado a ∈ A e definindo ra(x) = xa para todo x ∈ eA, temos ra ∈ EndA(eA).

Assim, para um elemento eae ∈ eAe, temos ψ(ra) = eae, ou seja, ψ é sobrejetor.
Por fim, tome ϕ ∈ kerψ. Logo, ϕ(e) = ϕ(e)e = ψ(ϕ) = 0. Como ϕ ∈ EndA(eA),

temos então ϕ = 0. Assim, ψ é um isomorfismo de k-álgebras.
Dessa forma, temos então que A e eAe são Morita-equivalentes.

Definição 2.3.13: Seja A uma k-álgebra de dimensão finita. Se e ∈ A é um idempotente tal
que eA é um gerador projetivo minimal de mod A (soma direta de um conjunto completo de
módulos projetivos indecomponíveis e dois-a-dois não isomorfos emmod A), denotamos por
Ab := eAe ∼= EndA(eA) a álgebra básica de A, que está unicamente determinada por A a
menos de isomorfismos, pois é isomorfa à álgebra de endomorfismos de um gerador projetivo
minimal, que, por sua vez, está determinado a menos de isomorfismos pela Proposição 1.4.5.

A discussão acima prova o seguinte resultado sobre a relação entre uma álgebra e sua
álgebra básica:

Corolário 2.3.14: Toda k-álgebra de dimensão finita A é Morita-equivalente à sua álgebra
básica Ab.

Como a nomenclatura já deveria indicar, vemos abaixo que uma álgebra básica é isomorfa
à sua álgebra básica.

Proposição 2.3.15: Seja A uma k-álgebra de dimensão finita. Então, A é básica se, e
somente se, A ∼= Ab como k-álgebras.

Demonstração: Suponha que A seja básica. Logo, temos A = e1A ⊕ · · · ⊕ enA, em que
e1, . . . , en são idempotentes primitivos, e1 + · · ·+ en = 1, e1A, . . . , enA são A-módulos à
direita projetivos e indecomponíveis e eiA 6∼= ejA se i 6= j. Dessa forma, A = 1AA é um
gerador projetivo minimal de mod A e Ab = 1AA1A = A.

Suponha, por outro lado, que Ab ∼= A. Temos Ab = eAe, em que e = e1 + · · ·+ en, com
e1, . . . , en ∈ A idempotentes primitivos dois-a-dois ortogonais tais que eiA 6∼= ejA se i 6= j.
Seja ψ : eAe→ A um isomorfismo de k-álgebras. Logo,

1A = ψ(e) = ψ(e1) + · · ·+ ψ(en).

Como ψ é homomorfismo, temos que ψ(e1), . . . , ψ(en) são idempotentes primitivos de
A, dois-a-dois ortogonais. Como ψ é bijetor, temos também que ψ(e1)A, . . . , ψ(en)A são
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projetivos e indecomponíveis, A = ψ(e1)A⊕ · · · ⊕ ψ(en)A e ψ(ei)A 6∼= ψ(ej)A se i 6= j.
Portanto, A é básica.

O lema a seguir, que mostra que a equivalência de Morita preserva autoinjetividade de
álgebras, é o último passo em direção à demonstração do resultado que estamos buscando
desde o começo desta seção.

Lema 2.3.16: Sejam A e B duas k-álgebras de dimensão finita Morita-equivalentes. Então,
A é autoinjetiva se, e somente se, B é autoinjetiva.

Demonstração: Seja F : mod A → mod B uma equivalência de Morita. Da Proposição
2.3.11, temos queM é um módulo projetivo (respectivamente, injetivo) em mod A se, e
somente se, F (M) é um módulo projetivo (respectivamente, injetivo) em mod B.

Como F é uma equivalência, temos que todo módulo N em mod B é isomorfo a um
módulo da forma F (M) para algum módulo M em mod A. Logo, projA = injA se, e
somente se, projB = injB e, portanto, pelo Teorema 2.3.5, temos que A é uma álgebra
autoinjetiva se, e somente se, B é uma álgebra autoinjetiva.

Agora, reunindo todas as definições e resultados apresentados, podemos finalmente
mostrar que uma k-álgebra autoinjetiva é Morita-equivalente a uma álgebra de Frobenius e,
portanto, as categorias de módulos delas são equivalentes.

Corolário 2.3.17: Toda álgebra autoinjetiva é Morita-equivalente a uma álgebra de Frobe-
nius.

Demonstração: Seja A uma k-álgebra autoinjetiva. Do Corolário 2.3.14, temos que A é
Morita-equivalente à sua álgebra básicaAb. ComoA é autoinjetiva, pelo Lema 2.3.16, temos
que Ab é autoinjetiva. Por fim, pela Proposição 2.3.7, Ab é uma álgebra de Frobenius.

Note que, reunindo os resultados demonstrados nesta seção, temos que a classe de todas
as k-álgebras autoinjetivas é a menor classe de k-álgebras de dimensão finita que contém a
classe de todas as k-álgebras de Frobenius e é fechada para equivalências de Morita.
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Capítulo 3

Álgebras de Hopf

Neste capítulo, vamos apresentar o básico sobre álgebras de Hopf. O texto foi pensado
para o leitor com alguma familiaridade com essa teoria e, por isso, omitiremos boa parte dos
detalhes deste capítulo, focando apenas em relembrar conceitos e resultados fundamentais
para o entendimento do que será apresentado nos próximos capítulos. Para conferir os
detalhes e as demonstrações omitidas, [FM20] pode ser consultado.

Na primeira seção, apenas apresentamos as definições básicas sobre o assunto e alguns
exemplos e propriedades. Na segunda seção, estudamos os módulos sobre álgebras de Hopf
e introduzimos alguns exemplos e notações que serão chaves para o próximo capítulo. O
principal resultado dessa seção é o Teorema Fundamental dosMódulos de Hopf, que garantirá
que álgebras de Hopf de dimensão finita são álgebras de Frobenius. Na terceira seção,
demonstramos nossa primeira generalização de um resultado de Teoria de Representações
de Grupos Finitos, o Teorema de Maschke.

Na última seção do capítulo, introduzimos e estudamos o conceito de coálgebra matricial,
que será uma ferramenta utilizada no próximo capítulo.

3.1 Definições básicas

Vamos começar relembrando os conceitos de coálgebra, comultiplicação e counidade,
que dualizam as estruturas de uma álgebra. De aqui em diante, passaremos a utilizar a
definição de álgebra dada por diagramas comutativos, pois eles nos permitirão visualizar
melhor os conceitos em questão.

Definição 3.1.1: Uma k-coálgebra é um k-espaço vetorial C equipado com duas aplicações
k-lineares, a comultiplicação ∆ = ∆C : C → C ⊗ C e a counidade ε = εC : C → k, de
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forma que os diagramas abaixo sejam comutativos:

C C ⊗ C C

k⊗ C C ⊗ k

C ⊗ C C ⊗ C ⊗ C C ⊗ C

∆

∆

id⊗∆

∆⊗id ∆

ε⊗id id⊗ ε

∼ ∼

O primeiro diagrama expressa a coassociatividade da comultiplicação, enquanto o
segundo expressa a lei da counidade.

Uma coálgebra C é dita cocomutativa se ∆ = τ ◦∆, em que τ : C ⊗ C → C ⊗ C é a
aplicação twist, dada por τ(a⊗ b) = b⊗ a.

Um subespaço I ⊆ C é dito um coideal à esquerda se ∆(I) ⊆ C ⊗ I , um coideal à
direita se ∆(I) ⊆ I⊗C e simplesmente um coideal se ∆(I) ⊆ I⊗C+C⊗I e ε(I) = {0}.

Além disso, um subespaço E ⊆ C é uma subcoálgebra se ∆(E) ⊆ E ⊗ E.

A partir de agora, dados um k-espaço vetorial V , um elemento v ∈ V e um elemento
ϕ ∈ V ∗ = Homk(V,k), denotaremos o escalar ϕ(v) por 〈ϕ, v〉 (com exceção da aplicação
counidade de uma coálgebra).

Observação 3.1.2: Se (C,∆, ε) é uma coálgebra, então (C∗,∆∗ ◦ ι, ε∗ ◦Ψ) é uma álgebra,
em que

• ι : C∗⊗C∗ → (C⊗C)∗ é a aplicaçãok-linear tal que 〈ι(f ⊗ g), a⊗ b〉 = 〈f, a〉 〈g, b〉,
para todos f, g ∈ C∗ e a, b ∈ C;

• Ψ : k→ k∗ é o isomorfismo dado por 〈Ψ(α), β〉 = αβ, para todos α, β ∈ k.
Além disso, se (C,∆C , εC) e (D,∆D, εD) são coálgebras, então C ⊗ D possui uma

estrutura de coálgebra em que
• ∆C⊗D é a composta

C ⊗D ∆C⊗∆D−−−−−→ C ⊗ C ⊗D ⊗D idC ⊗τ⊗idD−−−−−−→ C ⊗D ⊗ C ⊗D,

em que τ : C ⊗D → D⊗C é a aplicação twist dada por τ(c⊗ d) = d⊗ c para todos
c ∈ C e d ∈ D;

• εC⊗D(c⊗ d) = εC(c)εD(d), para todos c ∈ C e d ∈ D.

Exemplo 3.1.3: Seja G um grupo. Defina ε : kG→ k e ∆ : kG→ kG⊗ kG por

ε

(∑
g∈G

αgg

)
=
∑
g∈G

αg ∆

(∑
g∈G

αgg

)
=
∑
g∈G

αg(g ⊗ g).
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Com essas aplicações, temos que kG é uma coálgebra.

Observação 3.1.4: Lembramos agora que uma das ferramentas muito útil no estudo das
álgebras de Hopf é a notação de Sweedler, ou notação sigma. A partir dela, dados uma
k-álgebra C e um elemento c ∈ C, denotamos

∆(c) =
∑
(c)

c(1) ⊗ c(2).

Com esta notação, note que o segundo diagrama da definição de coálgebras nos garante
que, para todo c ∈ C,

c =
∑
(c)

ε(c(1))c(2) =
∑
(c)

c(1)ε(c(2)).

Vamos relembrar agora o que são os homomorfismos entre coálgebras:

Definição 3.1.5: Sejam C e D coálgebras, com comultiplicações ∆C e ∆D e counidades
εC e εD. Uma aplicação k-linear f : C → D é dita um homomorfismo de coálgebras se os
seguintes diagramas forem comutativos:

C C ⊗ C C

k

D D ⊗D D

∆C

f⊗ff

∆D

εC

f

εD

Na notação de Sweedler, temos então:∑
(f(c))

f(c)(1) ⊗ f(c)(2) =
∑
(c)

f(c(1))⊗ f(c(2)) e εD(f(c)) = εC(c).

De forma bem natural, unimos os conceitos de álgebra e coálgebra na seguinte defini-
ção:

Definição 3.1.6: Uma k-biálgebra é um k-espaço vetorial B que é simultaneamente uma
k-álgebra e uma k-coálgebra e essas duas estruturas são compatíveis, isto é, as seguintes
afirmações equivalentes estão satisfeitas:

1. A comultiplicação ∆B e a counidade εB são homomorfismos de k-álgebras.
2. A multiplicação mB e a unidade µB são homomorfismos de k-coálgebras.
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Note que, se B é uma biálgebra, dados x, y ∈ B, então∑
(xy)

(xy)(1) ⊗ (xy)2 = ∆(xy) = ∆(x)∆(y) =
∑

(x),(y)

x(1)y(1) ⊗ x(2)y(2).

O último conceito do qual necessitamos para poder definir uma álgebra de Hopf é o
produto de convolução, que nos permitirá multiplicar endomorfismos dessas álgebras e dará
uma estrutura de álgebra para o espaço dessas aplicações.

Definição 3.1.7: Considere C = (C,∆, ε) uma k-coálgebra e A = (A,m, µ) uma k-
álgebra. Definimos por produto de convolução o produto de elementos do k-espaço vetorial
Homk(C,A) dado por,

f ∗ g = m ◦(f ⊗ g) ◦∆,

para f, g ∈ Homk(C,A), isto é, dado c ∈ C,

(f ∗ g)(c) =
∑
(c)

f(c(1))g(c(2)).

Observação 3.1.8: Com o produto de convolução ∗ definido acima, temos que

(Homk(C,A), ∗, µ ◦ ε)

é uma k-álgebra. 1

Definição 3.1.9: Seja B uma biálgebra. Podemos definir uma convolução no k-espaço
Endk(B) como acima. Dessa forma, se idB é inversível pela convolução em Endk(B),
diremos que B é uma álgebra de Hopf e chamaremos o inverso de idB de antípoda de B,
que será denotada por S ou SB.

Observação 3.1.10: Note que, se S é antípoda de uma álgebra de Hopf B, temos, para todo
b ∈ B,∑

(b)

S(b(1))b(2) = (SB ∗ idB)(b) = µ(ε(b)) = (idB ∗SB)(b) =
∑
(b)

b(1)S(b(2))

e também que

µ(ε(b)) = ε(b)µ(1k) = ε(b)1B.

1 Ao definir uma álgebra, é usual apresentar o elemento unidade em vez de a função unidade. Aqui, µ ◦ ε é o
elemento unidade de Homk(C,A).
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Portanto, a antípoda S pode ser caracterizada pela condição:∑
(b)

S(b(1))b(2) = ε(b)1B =
∑
(b)

b(1)S(b(2)).

Além disso,
1. S é um antimorfismo de álgebras, isto é, S(1B) = 1B e S(ab) = S(b)S(a) para todos
a, b ∈ B;

2. S é um antimorfismo de coálgebras de EndkB, isto é, ∆ ◦ S = τ ◦ (S ⊗ S) ◦∆ e
ε ◦ S = ε. Na notação de Sweedler, podemos reescrever a primeira igualdade como∑

(S(b))

(S(b))(1) ⊗ (S(b))(2) = ∆(S(b)) =
∑
(b)

S(b(2))⊗ S(b(1))

para todo b ∈ B.

Exemplo 3.1.11: Seja G um grupo. Sabemos que kG é uma álgebra com a multiplicação
dada por (∑

g∈G

αgg

)(∑
h∈G

βhh

)
=
∑
g,h∈G

αgβhgh =
∑
x∈G

(∑
gh=x

αgβh

)
x

e unidade dada por λ 7→ λ1G.
No Exemplo 3.1.3, vimos que kG é uma coálgebra e, com essas duas estruturas acima,

temos que kG é uma biálgebra.
Além disso, kG possui uma antípoda dada por S(g) = g−1, ou seja, kG é uma álgebra

de Hopf.

Observação 3.1.12: Se (H,mH , µH ,∆H , εH , SH) é uma k-álgebra de Hopf de dimensão
finita, então temos que

(H∗,mH∗ , µH∗ ,∆H∗ , εH∗ , SH∗),

também é uma k-álgebra de Hopf de dimensão finita com
• mH∗ = ∗ : H∗ ⊗H∗ → H∗ (o produto de convolução);
• µH∗ = ε∗H ◦ Ψ : k → H∗, em que Ψ : k → k∗ é o isomorfismo definido por
〈Ψ(α), β〉 = αβ, com α, β ∈ k. Isto é, para todo λ ∈ k,

µH∗(λ) = ε∗H(Ψ(λ)) = Ψ(λ) ◦ εH = λεH ;

• ∆H∗ = ι−1◦m∗H : H∗ → H∗⊗H∗, em que ι : H∗⊗H∗ → (H⊗H)∗ é o isomorfismo
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tal que 〈ι(f ⊗ g), a⊗ b〉 = 〈f, a〉 〈g, b〉, para todos f, g ∈ H∗ e a, b ∈ H;
• εH∗ = Ψ−1 ◦ µ∗H : H∗ → k, isto é, para todo ϕ ∈ H∗,

εH∗(ϕ) = Ψ−1(µ∗H(ϕ)) = Ψ−1(ϕ ◦ µH) = 〈ϕ, 1H〉 ;

• SH∗ = S∗H : H∗ → H∗ é dado por SH∗(ϕ) = S∗H(ϕ) = ϕ ◦ SH .
Para entender melhor quem é ∆H∗ , tome B = {v1, . . . , vn} uma base de H e seja

B∗ = {φ1, . . . , φn} sua base dual. Logo, dado h ∈ H , temos h =
∑n

i=1 〈φi, h〉 vi e, dado
ϕ ∈ H∗, temos ϕ =

∑n
i=1 〈ϕ, vi〉φi. Assim, observe que, tomando ϕ ∈ H∗ e a, b ∈ H ,〈

ι

(
n∑

i,j=1

〈ϕ, vivj〉φi ⊗ φj

)
, a⊗ b

〉
=

n∑
i,j=1

〈m∗H(ϕ), vi ⊗ vj〉 〈φi, a〉 〈φj, b〉

=

〈
m∗H(ϕ),

n∑
i=1

〈φi, a〉 vi ⊗
n∑
j=1

〈φj, b〉 vj

〉
= 〈m∗H(ϕ), a⊗ b〉 ,

ou seja,

∆H∗(ϕ) = ι−1(m∗H(ϕ)) =
n∑

i,j=1

〈ϕ, vivj〉φi ⊗ φj. (3.1)

3.2 Módulos de Hopf

Nosso principal objetivo nesta seção é enunciar o Teorema Fundamental dos Módulos
de Hopf. Embora estejamos omitindo a maior parte das demonstrações, provaremos um
corolário desse teorema, que será utilizado na seção seguinte para caracterizar as álgebras
de Hopf de dimensão finita a partir da existência de elementos integrais.

Para começar, observe que poderíamos definir o conceito de módulo utilizando diagramas
comutativos da seguinte forma: se (A,m, µ) é uma k-álgebra, um A-módulo à esquerda é
um par ordenado (M,ψ), em que M é um k-espaço vetorial e ψ : A ⊗M → M é uma
aplicação k-linear tal que os seguintes diagramas sejam comutativos:

A⊗ A⊗M A⊗M k⊗M A⊗M

A⊗M M M

ψ

m⊗ idM

idA⊗ψ

ψ

ψ

µ⊗idM

∼

Assim, podemos denotar ψ(a⊗ x) = a · x para todos a ∈ A e x ∈M .
Dualizando esses diagramas, temos o seguinte conceito:
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Definição 3.2.1: Para uma k-coálgebra (C,∆, ε), um C-comódulo à direita é um par orde-
nado (M,ρ) em queM é um k-espaço vetorial e ρ : M →M ⊗C é uma aplicação k-linear
tal que os seguintes diagramas sejam comutativos:

M M ⊗ C M M ⊗ C

M ⊗ C M ⊗ C ⊗ C M ⊗ k

ρ

idM ⊗∆

ρ⊗ idC

ρ

ρ

idM ⊗ ε∼

Define-se um C-comódulo à esquerda simetricamente.

Exemplo 3.2.2: Se (C,∆, ε) é uma k-coálgebra,C tem uma estrutura deC-módulo à direita
dada por ρ = ∆.

Observação 3.2.3: Também temos uma notação sigma para comódulos: se (M,ρ) é um
comódulo à direita sobre uma k-coálgebra C, dadom ∈M , denotamos:

ρ(m) =
∑
(m)

m(0) ⊗m(1),

comm(0) ∈M em(1) ∈ C.
Para comódulos à esquerda, a notação é:

ρ(m) =
∑
(m)

m(−1) ⊗m(0),

comm(0) ∈M em(−1) ∈ C. Ou seja, nessa notação, utilizamos o índice zero para identificar
os elementos deM , índices positivos para identificar a coação à direita e negativos para a
coação à esquerda.

Sobre os comódulos, temos o seguinte resultado clássico da teoria das álgebras de Hopf.
Ele será utilizado para provar o último resultado desta seção, que terá grande importância
na seção seguinte.

Teorema Fundamental dos Comódulos: Sejam C uma coálgebra eM um C-comódulo à
esquerda. Então todo elemento deM pertence a um subcomódulo deM de dimensão finita.

Um corolário clássico desse teorema nos mostra que as coálgebras possuem uma propri-
edade de finitude muito similar:

Teorema Fundamental das Coálgebras: Todo elemento de uma coálgebra pertence a uma
subcoálgebra de dimensão finita.

Vamos relembrar agora o que entendemos por homomorfismos de comódulos:
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Definição 3.2.4: Sejam (M,ρM) e (N, ρN) comódulos à esquerda sobre uma k-coálgebra
C. Uma aplicação k-linear f : M → N é um homomorfismo de comódulos se

ρN ◦ f = (idC ⊗ idf ) ◦ ρM .

Agora uniremos os conceitos de módulos e comódulos nos chamados módulos de
Hopf :

Definição 3.2.5: Considere uma k-álgebra de HopfH , um k-espaço vetorialM e aplicações
k-lineares ψ : M ⊗H →M e ρ : M →M ⊗H . Diremos que (M,ψ, ρ) é um H-módulo
de Hopf à direita se (M,ψ) for umH-módulo à direita, (M,ρ) for umH-comódulo à direita
e o seguinte diagrama for comutativo:

M ⊗H M M ⊗H

M ⊗H ⊗H ⊗H M ⊗H ⊗H ⊗H

ψ ρ

ρ⊗∆H

idM ⊗τ⊗idH

ψ⊗mH

Além disso, dados M,N dois H-módulos de Hopf à direita, uma aplicação k-linear
f : M → N é um homomorfismo de módulos de Hopf à direita se f for simultaneamente
um homomorfismo tanto de módulos quanto de comódulos, ambos à direita.

Simetricamente, temos as definições para módulos de Hopf à esquerda.

Exemplo 3.2.6: Seja V um k-espaço vetorial. Podemos definir em H ⊗ V uma estrutura
de H-módulo à esquerda por

g · (h⊗ v) := gh⊗ v

para todos h, g ∈ H e v ∈ V .
Além disso, também é possível definir em H ⊗ V uma estrutura de H-comódulo à

esquerda ρ : H ⊗ V → H ⊗H ⊗ V por ρ = ∆⊗ idV , isto é,

ρ(h⊗ v) :=
∑
(h)

h(1) ⊗ h(2) ⊗ v

para todos h ∈ H e v ∈ V .
Com essas estruturas, H ⊗ V é um H-módulo de Hopf à esquerda.

Podemos definir estruturas análogas à direita e, considerando essas estruturas paraM⊗H
abaixo, temos as seguintes equivalências:

Observação 3.2.7: Lembramos agora que, se H for uma k-álgebra de Hopf eM for um
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k-espaço vetorial com uma estrutura de módulo à direita ψ : M ⊗H →M e uma estrutura
de comódulo à direita ρ : M →M ⊗H , são equivalentes:

i. ψ é um homomorfismo de H-comódulos à direita;
ii. ρ é um homomorfismo de H-módulos à direita;
iii. (M,ψ, ρ) é um H-módulo de Hopf à direita.
(Vale o resultado análogo à esquerda).

Exemplo 3.2.8: SejaH uma álgebra de Hopf. A multiplicação e a comultiplicação fornecem
a H uma estrutura de H-módulo de Hopf à esquerda.

Pelo Exemplo 3.2.6, temos queH⊗V também tem uma estrutura deH-módulo de Hopf
à esquerda.

Para cada v ∈ V , defina a aplicação linear ψv : H → H ⊗ V por ψv(h) = h⊗ v.
Observe que, dados g, h ∈ H ,

ψv(gh) = gh⊗ v = g · (h⊗ v) = g · ψv(h),

isto é, ψv é um homomorfismo de H-módulos à esquerda.
Além disso,

ρH⊗V ◦ ψv(h) = ρH⊗V (h⊗ v) =
∑
(h)

h(1) ⊗ h(2) ⊗ v = ∆(h)⊗ v = (idH ⊗ψv) ◦∆(h),

isto é, ψv é um homomorfismo de H-comódulos à esquerda.
Portanto, ψv é um homomorfismo de H-módulos de Hopf à esquerda.

Vamos relembrar agora que H∗ possui uma estrutura de H-módulo de Hopf à esquerda.
Para isso, vamos definir algumas estruturas de H-módulo em H∗ que serão muito utilizadas
nos próximos capítulos.

Observação 3.2.9: Seja H uma k-álgebra de Hopf com antípoda S. Se (M,ψ) é um H-
módulo à direita, entãoM tem estrutura de H-módulo à esquerda dada por

ψ′ : H ⊗M →M

h⊗m 7→ ψ(m⊗ S(h))

para h ∈ H em ∈M .
SeH tem dimensão finita, vimos no primeiro capítulo que existe uma ação natural deH

à direita em H∗ e denotaremos aqui essa ação por ϕ ↼ h, para h ∈ H e ϕ ∈ H∗, isto é, H∗
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é um H-módulo à direita considerando a ação

(ϕ ↼ h)(x) := ϕ(hx)

para todo x ∈ H .
Assim, essa ação induz uma estrutura de H-módulo à esquerda em H∗ por intermédio

da antípoda. Denotando essa nova ação por h ⇁ ϕ, para h ∈ H e ϕ ∈ H∗, temos

(h ⇁ ϕ)(x) = (ϕ ↼ S(h))(x) = ϕ(S(h)x).

De maneira análoga, poderíamos definir ações⇀ e↽.

A seguir, definimos uma estrutura de H-comódulo em H∗:

Observação 3.2.10: Novamente, seja H uma álgebra de Hopf de dimensão finita.
Denote por δ : H∗ → Homk(H∗, H∗) a aplicação k-linear definida por

δ(ϕ)(ψ) = mH∗(ϕ⊗ ψ) = ϕ ∗ ψ,

para ϕ, ψ ∈ H∗.
Considere também a aplicação k-linear ω : H ⊗H∗ → Homk(H∗, H∗) dada por

ω(h⊗ ϕ)(ψ) = 〈ψ, h〉ϕ,

para h ∈ H e ϕ, ψ ∈ H∗.
Vamos mostrar que ω é injetora. Se

∑n
i=1 hi ⊗ ϕi 6= 0, podemos assumir que ϕi 6= 0

para todo i ∈ {1, . . . , n} e que {h1, . . . , hn} é um conjunto linearmente independente sobre
k. Assim, podemos garantir que existe f ∈ H∗ tal que f(h1) = 1 e f(hi) = 0 para todo
i ∈ {2, . . . , n}. Dessa forma,

ω

(
n∑
i=1

hi ⊗ ϕi

)
(f) = ϕ1 6= 0.

Por outro lado, temos

dim(H ⊗H∗) = (dimH)(dimH∗) = (dimH∗)(dimH∗) = dimHomk(H∗, H∗).

Portanto, ω é um isomorfismo de k-espaços.
Assim, podemos definir a composição

ρ : H∗
δ−−→ Homk(H∗, H∗)

ω−1

−−→ H ⊗H∗.
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Agora, observamos que ρ é definida da seguinte forma: para cada ϕ ∈ H∗, temos que
ρ(ϕ) =

∑
(ϕ) ϕ(−1) ⊗ ϕ(0) ∈ H ⊗H∗ se, e somente se, ϕ ∗ ψ =

∑
(ϕ)

〈
ψ, ϕ(−1)

〉
ϕ(0) para

qualquer ψ ∈ H∗. Por um lado, supondo ρ(ϕ) =
∑

(ϕ) ϕ(−1) ⊗ ϕ(0), como δ = ω ◦ ρ pela
definição de ρ, temos

ϕ ∗ ψ = δ(ϕ)(ψ) = ω(ρ(ϕ))(ψ) = ω

∑
(ϕ)

ϕ(−1) ⊗ ϕ(0)

 (ψ)

=
∑
(ϕ)

〈
ψ, ϕ(−1)

〉
ϕ(0).

(3.2)

Por outro lado, supondo ϕ ∗ψ =
∑

(ϕ)

〈
ψ, ϕ(−1)

〉
ϕ(0), temos que ω é um isomorfismo e

ω

∑
(ϕ)

ϕ(−1) ⊗ ϕ(0)

 (ψ) =
∑
(ϕ)

〈
ψ, ϕ(−1)

〉
ϕ(0) = ϕ ∗ ψ = δ(ϕ)(ψ) = ω(ρ(ϕ))(ψ),

donde concluímos que
∑

(ϕ) ϕ(−1) ⊗ ϕ(0) = ρ(ϕ).
Podemos mostrar que a aplicação ρ acima define uma estrutura deH-comódulo emH∗ e,

com ela e com a ação ação⇁ definida na Observação 3.2.9, temos que H∗ é um H-módulo
de Hopf à esquerda .

A definição do subespaço de coinvariantes é a última necessária para podermos enunciar
o Teorema Fundamental dos Módulos de Hopf.

Definição 3.2.11: SejamH uma biálgebra e (M,ρ) umH-comódulo à esquerda. O conjunto

M coH = {m ∈M | ρ(m) = 1H ⊗m}

é um subespaço deM chamado de subespaço de coinvariantes de M.

Finalmente, chegamos ao enunciado do principal resultado desta seção. O teorema a
seguir será o responsável por garantir as conexões entre álgebras de Hopf e álgebras de
Frobenius que veremos no próximo capítulo.

Teorema Fundamental dos Módulos de Hopf: Sejam H uma k-álgebra de Hopf e M
um H-módulo de Hopf à esquerda. Então, a aplicação α : H ⊗M coH →M definida por
α(h⊗m) = h ·m, para h ∈ H em ∈M coH , é um isomorfismo de módulos de Hopf, em
que a estrutura de H ⊗M coH é dada no Exemplo 3.2.6.

Observação 3.2.12: É possível mostrar que, dados uma álgebra de HopfH e umH-módulo
de Hopf (à direita ou à esquerda)M , então

1. Se N é um subcomódulo de M , então o submódulo de M gerado por N é um H-
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submódulo de Hopf deM (isto é, é simultaneamente um submódulo e um subcomódulo
deM );

2. Se N é um submódulo de M , então o subcomódulo de M gerado por N é um H-
submódulo de Hopf deM .

Ou seja, temos que submódulos gerados por subcomódulos são subcomódulos e subco-
módulos gerados por submódulos são submódulos.

O corolário abaixo é uma aplicação dos resultados enunciados ao longo desta seção e
será um passo importante para a caracterização das álgebras de Hopf de dimensão finita na
próxima seção. Escrevemos sua demonstração apenas a fim de fixar esses resultados e os
conceitos que foram apresentados ao longo de todo o capítulo.

Corolário 3.2.13: Toda álgebra de Hopf que possui um ideal à esquerda não nulo e de
dimensão finita tem dimensão finita. O mesmo vale para ideais à direita.

Demonstração: Considere uma álgebra de Hopf H e suponha que I 6= 0 seja um ideal à
esquerda de H de dimensão finita. H é um H-módulo de Hopf, com as estruturas dadas
pela multiplicação e pela comultiplicação, e I é um submódulo de H . Denote por M o
subcomódulo de H gerado por I .

Seja {h1, . . . , hn} ⊆ M uma base de I como k-espaço. Pelo Teorema Fundamental
dos Comódulos, temos que, para todo i ∈ {1, . . . , n}, existeMi um subcomódulo deM de
dimensão finita tal que hi ∈Mi. Com isso, temos que

∑n
i=1Mi é um subcomódulo de H

de dimensão finita e contém I . Porém,M é o menor subcomódulo de H que contém I e,
assim, concluímos queM tem dimensão finita.

A Observação 3.2.12 nos diz queM é um submódulo de Hopf deH . Logo, pelo Teorema
Fundamental dosMódulos de Hopf,M é isomorfo aH⊗M coH . Com isso, como 0 6= I ⊆M ,
devemos terM coH 6= 0.

Dado m ∈ M coH , temos ∆(m) = 1H ⊗ m e, portanto, m = ε(m)1H . Assim, como
M coH 6= 0, concluímos queM coH ∼= k e, com isso,M ∼= H ⊗k ∼= H . Dessa forma, temos
queM = H e que H tem dimensão finita.

A demonstração é análoga para ideais à direita.

3.3 Teorema de Maschke

Nesta seção, provamos a generalização do Teorema de Maschke, clássico da Teoria de
Representação de Grupos Finitos, para álgebras de Hopf. Para isso, introduzimos o conceito
de elemento integral e aproveitamos para mostrar também a relação entre a existência de
integrais não nulos e a dimensão da álgebra. Após esse pequeno desvio, apresentamos a
demonstração do Teorema de Mashcke generalizado e alguns corolários.
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Definição 3.3.1: Seja H uma álgebra de Hopf. Dizemos que
1. Λ ∈ H é um integral à esquerda para H se hΛ = ε(h)Λ para todo h ∈ H;
2. Λ ∈ H é um integral à direita para H se Λh = ε(h)Λ para todo h ∈ H .
Denotaremos por

∫ l
H
e
∫ r
H
os conjuntos dos integrais à esquerda e à direita deH , respec-

tivamente.
Se H é uma álgebra de Hopf, definimos os integrais para a álgebra H∗ por:
1. λ ∈ H∗ é um integral à esquerda para H∗ se ϕ ∗ λ = εH∗(ϕ)λ = 〈ϕ, 1H〉λ para todo
ϕ ∈ H∗;

2. λ ∈ H∗ é um integral à direita para H∗ se λ ∗ ϕ = εH∗(ϕ)λ = 〈ϕ, 1H〉λ para todo
ϕ ∈ H∗.

Utilizando a ação⇁ definida na seção anterior e o Teorema Fundamental dos Módulos
de Hopf, temos o seguinte resultado:

Lema 3.3.2: Seja H uma álgebra de Hopf de dimensão finita. Então, a aplicação

α : H ⊗
∫ r
H∗
→ H∗

definida por α(h⊗ λ) = h ⇁ λ, para h ∈ H e λ ∈
∫ r
H∗

é um isomorfismo de H-módulos
de Hopf à esquerda.

Demonstração: Pelo Teorema Fundamental dos Módulos de Hopf, temos um isomorfismo
de H-módulos de Hopf à esquerda α̃ : H ⊗ (H∗)coH → H∗ dado por α̃(h⊗ ϕ) = h ⇁ ϕ.

No entanto, note que ϕ ∈ (H∗)coH se, e somente se, ρ(ϕ) = 1H ⊗ ϕ. Pela definição de
ρ no Exemplo 3.2.10, temos ρ(ϕ) = 1H ⊗ ϕ se, e somente se, ϕ ∗ ψ = 〈ψ, 1H〉ϕ para todo
ψ ∈ H∗, ou seja, se, e somente se, ϕ ∈

∫ r
H∗

.
Portanto,

∫ r
H∗

= (H∗)coH e α = α̃.

Como consequência do resultado acima, e consequentemente do Teorema Fundamental
dos Módulos de Hopf, temos garantidas a existência de integrais não nulos e a bijetividade
da antípoda para álgebras de Hopf de dimensão finita:

Teorema 3.3.3: Seja H uma álgebra de Hopf de dimensão finita. Então, dimk

∫ r
H∗

= 1 e a
antípoda S de H é bijetora. Em particular, a igualdade S(

∫ l
H

) =
∫ r
H
é válida.

Demonstração: Pelo Lema 3.3.2, temos um isomorfismo de módulos de Hopf à esquerda.
Em particular, isso nos garante que

dimkH = dimkH
∗ = dimk(H ⊗

∫ r
H∗

) = (dimkH)(dimk

∫ r
H∗

).

Consequentemente, dimk

∫ r
H∗

= 1.
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Agora, note que, se existe h ∈ H tal que S(h) = 0, para todo λ ∈
∫ r
H∗

, temos

α(h⊗ λ) = h ⇁ λ = λ ↼ S(h) = 0.

No entanto, vimos acima que existe λ ∈
∫ r
H∗

tal que λ 6= 0. Logo, como α é um
isomorfismo, em particular é injetor e temos que h = 0, donde concluímos que S também é
injetora. Como S é um endomorfismo de H e H tem dimensão finita, então S é bijetora.

Agora, tome Λ ∈
∫ l
H
. Assim, como S é um antimorfismo de álgebras e também de

coálgebras, denotando por S o inverso de S pela composição, isto é, S ◦ S = idH = S ◦ S,
temos que S também é um antimorfismo de álgebras e de coálgebras e

S(Λ)h = S(S(h)Λ) = ε(S(h))S(Λ) = ε(h)S(Λ),

para todo h ∈ H .
Portanto, temos S(

∫ l
H

) ⊆
∫ r
H
, obtendo uma das inclusões desejadas. Por outro lado,

dado Λ ∈
∫ r
H
,

hS(Λ) = S(ΛS(h)) = ε(S(h))S(Λ) = ε(h)S(Λ).

Logo, S(Λ) ∈
∫ l
H

e Λ ∈ S(
∫ l
H

). Assim, concluímos que
∫ r
H
⊆ S(

∫ l
H

) e temos a
igualdade desejada.

A partir do resultado acima e do Corolário 3.2.13, podemos encontrar uma caracterização
para as álgebras de Hopf de dimensão finita a partir da existência de integrais não nulos:

Corolário 3.3.4: Seja H uma álgebra de Hopf. As afirmações abaixo são equivalentes:
i. H tem dimensão finita;
ii.
∫ l
H
6= 0;

iii.
∫ r
H
6= 0.

Neste caso, dimk

∫ l
H

= dimk

∫ r
H

= 1.

Demonstração: Se Λ 6= 0 for um integral à esquerda para H , então kΛ é um ideal de H de
dimensão 1 e, pelo Corolário 3.2.13, temos que H tem dimensão finita. O mesmo vale se Λ

for um integral à direita.
Por outro lado, se H tem dimensão finita, H∗ é uma álgebra de Hopf de dimensão finita

e o Teorema 3.3.3 nos dá

dimk

∫ r
H∗∗

= dimk

∫ l
H∗∗

= 1. (3.3)
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Seja Φ : H → H∗∗ o isomorfismo do Lema 1.2.2. Observe que, dado h ∈ H , temos

εH∗∗(φh) = 〈φh, εH〉 = εH(h).

Assim, se Λ ∈
∫ l
H
, então, dado φh ∈ H∗∗,

φh ∗ φΛ = Φ(hΛ) = εH(h)φΛ = εH∗∗(φh)φΛ

e, por outro lado, se φΛ ∈
∫ l
H∗∗

, então

Φ(hΛ) = φh ∗ φΛ = εH∗∗(φh)φΛ = εH(h)Φ(Λ) = Φ(εH(h)Λ),

ou seja, hΛ = εH(h)Λ, pois Φ é isomorfismo.
Logo, temos que Λ é um integral para H se, e somente se, Φ(Λ) é um integral para H∗∗.
Portanto, as igualdades de (3.3) nos garantem que

dimk

∫ r
H

= dimk

∫ l
H

= 1,

encerrando a demonstração das equivalências e também da observação sobre a dimensão
dos espaços dos integrais à direita e à esquerda.

Voltando nossa atenção para a demonstração do Teorema de Maschke, relembramos as
seguintes definições:

Definição 3.3.5: Seja A uma k-álgebra. Dizemos que A é
• Simples se A 6= 0 e os únicos ideais bilaterais de A forem {0} e A;
• Semissimples se todo A-módulo à esquerda (ou à direita) for semissimples (ou, equi-
valentemente, se radA = {0}).

Agora que temos todas as definições necessárias, podemos provar o Teorema de Maschke
generalizado para álgebras de Hopf.

Teorema 3.3.6 (Teorema de Maschke): Seja H uma álgebra de Hopf. Então H é uma
álgebra semissimples se, e somente se, ε(Λ) 6= 0 para algum elemento integral à esquerda
(ou, equivalentemente, à direita) Λ ∈ H .

Demonstração: Como os H-submódulos à esquerda de H coincidem com os ideais à es-
querda de H e ker ε é um ideal à esquerda de H , do fato de H ser semissimples concluímos
que existe um ideal à esquerda I de H tal que H = ker ε ⊕ I . Como essa soma é direta,
dados x ∈ ker ε e y ∈ I , temos xy ∈ ker ε ∩ I = {0}. Assim,

xy = 0 = ε(x)y.
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Além disso, para todo h ∈ H , temos h = (h − ε(h)1H) + ε(h)1H e, claramente,
h− ε(h)1H ∈ ker ε. Logo, dado y ∈ I ,

hy = ((h− ε(h)1H) + ε(h)1H)y

= (h− ε(h)1H)y + ε(h)y

= 0 + ε(h)y

= ε(h)y,

ou seja I ⊆
∫ l
H
.

Note que, como ε é um homomorfismo de álgebras, ε(1H) = 1k e, portanto, ker ε 6= H .
Com isso, temos I 6= 0. Assim, podemos tomar 0 6= Λ ∈ I ⊆

∫ l
H
e ε(Λ) 6= 0 pois Λ /∈ ker ε.

Por outro lado, suponha que ε(Λ) 6= 0 para algum Λ ∈
∫ l
H
. Podemos supor, em particular,

que ε(Λ) = 1.
Agora, tomeM umH-módulo à esquerda eN um submódulo deM . ConsidereBN uma

base de N como k-espaço e estenda essa base até uma base BM deM . Seja π : M → N a
aplicação k-linear tal que, dado um elemento b ∈ BM ,

π(b) =

b se b ∈ BN ;

0 se b /∈ BN .

Agora, defina uma outra aplicação k-linear p : M → N por

p(m) =
∑
(Λ)

Λ(1) · π(S(Λ(2)) ·m),

para todom ∈M . Vamos mostrar que p é um homomorfismo de módulos. Para isso, tome
h ∈ H em ∈M . Assim,

h · p(m) =
∑
(Λ)

hΛ(1) · π(S(Λ(2)) ·m)

=
∑
(Λ)

∑
(h)

h(1)ε(h(2))

Λ(1) · π(S(Λ(2)) ·m)

=
∑

(Λ),(h)

h(1)Λ(1) · π(S(Λ(2))ε(h(2)) ·m)

=
∑

(Λ),(h)

h(1)Λ(1) · π(S(Λ(2))S(h(2))h(3) ·m)

=
∑

(Λ),(h)

h(1)Λ(1) · π(S(h(2)Λ(2))h(3) ·m).

(3.4)
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Note que, como Λ ∈
∫ l
H
, para todo h ∈ H ,∑

(Λ),(h)

h(1)Λ(1) ⊗ h(2)Λ(2) ⊗ h(3) =
∑
(h)

∆(h(1)Λ)⊗ h(2)

=
∑
(h)

∆(ε(h(1))Λ)⊗ h(2)

=
∑
(h)

∆(Λ)⊗ ε(h(1))h(2)

= ∆(Λ)⊗ h

=
∑
(Λ)

Λ(1) ⊗ Λ(2) ⊗ h.

Com isso e com a sequência de equações em (3.4), temos

h · p(m) =
∑
(Λ)

Λ(1)π(S(Λ(2))h ·m) = p(h ·m),

ou seja, p é um homomorfismo de módulos e ker p é um H-submódulo deM .
Agora, note que p(n) = n para todo n ∈ N , pois,

p(n) =
∑
(Λ)

Λ(1) · π(S(Λ(2)) · n) =
∑
(Λ)

Λ(1)S(Λ(2)) · n = ε(Λ)n = n

e, portanto, p(M) = N .
Claramente, para todom ∈M , temosm = p(m) + (m− p(m)), ou seja,

M = p(M) + (idM −p)(M) = N + ker p.

No entanto, como p(n) = n para todo n ∈ N , temos N ∩ ker p = {0} e, portanto,
M = N ⊕ ker p, provando queM é completamente irredutível. Assim, concluímos que H
é semissimples.

Como consequências diretas, temos os seguintes resultados:

Corolário 3.3.7: Toda álgebra de Hopf semissimples tem dimensão finita.

Corolário 3.3.8: Toda álgebra de Hopf semissimples é unimodular, isto é, a igualdade∫ l
H

=
∫ r
H
é válida.

Demonstração: Pelo Teorema de Mashcke, existe Λ ∈
∫ l
H
tal que ε(Λ) 6= 0. Assim, dado
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t ∈
∫ r
H
, temos

t =
ε(Λ)

ε(Λ)
t =

1

ε(Λ)
tΛ =

ε(t)

ε(Λ)
Λ ∈

∫ l
H

e, portanto,
∫ r
H
⊆
∫ l
H
, concluindo a demonstração de uma das inclusões. A outra inclusão é

análoga.

Se H for unimodular, denotaremos simplesmente por
∫
H
o espaço dos elementos inte-

grais.
Por fim, podemos obter novamente o caso clássico para grupos finitos.

Corolário 3.3.9: Seja G um grupo finito. kG é uma álgebra semissimples se, e somente se,
a característica de k não divide a ordem de G.

Demonstração: Note que Λ =
∑

g∈G g 6= 0 é um elemento integral à esquerda para kG.
Como

∫ l
kG

tem dimensão 1, todo integral à esquerda para kG é um múltiplo escalar de Λ.
Assim, ε

(∫ l
kG

)
= {0} se, e somente se, ε(Λ) = 0. Além disso, note que

ε(Λ) =
∑
g∈G

1 = |G|.

Portanto, ε
(∫ l
kG

)
= {0} se, e somente se, char k divide |G|. Agora, o resultado segue

diretamente do Teorema de Maschke.

3.4 Coálgebra Matricial

Aproveitamos a última seção deste capítulo para falar sobre um exemplo de coálgebra
que será muito útil no próximo capítulo: a coálgebra matricial.

Antes de começar o estudo sobre essas coálgebras, relembramos o Teorema de
Wedderburn-Artin, que nos garante que álgebras simples, essencialmente, são álgebras
de matrizes.

Teorema de Wedderburn-Artin: Seja A uma k-álgebra semissimples de dimensão finita
sobre um corpo k. Assim,

A ∼= Mn1(D1)× · · · ×Mnr(Dn),

em que Di é uma k-álgebra com divisão de dimensão finita,Mni(Di) é o anel das matrizes
ni×ni com entradas emDi e ni ∈ N \ {0} para todo i ∈ {1, . . . , r}. O número r e os pares
(n1, D1), . . . , (nr, Dr) estão unicamente determinados (a menos de permutação) e existem
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exatamente r módulos simples em mod A mutualmente não isomorfos. Se esses módulos
são S1, . . . , Sr, então A ∼= Sn1

1 ⊕ · · · ⊕ Snrr .
Se k é um corpo algebricamente fechado, então

A ∼= Mn1(k)× · · · ×Mnr(k).

Corolário 3.4.1: SejaA uma k-álgebra de dimensão finita. Assim,A é uma álgebra simples
se, e somente se, existem um inteiro positivo n e uma k-álgebra com divisão D tais que
A ∼= Mn(D) como k-álgebras.

Se k for algebricamente fechado, então A é simples se, e somente se, A ∼= Mn(k) para
algum inteiro positivo n.

Assim, será possível dizer que os espaços duais dessas álgebras simples serão as coálge-
bras matriciais. Dessa forma, esse conceito nos ajudará a estudar a relação entre a semissim-
plicidade de uma álgebra de Hopf e a de seu espaço dual.

Também será importante definir uma multiplicação na coálgebra matricial de forma
que ela seja uma álgebra isomorfa à álgebra de matrizes, que nos permitirá encontrar um
resultado semelhante ao Teorema de Skolem-Noether para as coálgebras matriciais.

Comecemos então nosso estudo apresentando a definição da coálgebra matricial. Nossa
principal referência no que se segue é [DNR01].

Definição 3.4.2: Seja n ≥ 1 inteiro e considere C um k-espaço de base {cij | 1 ≤ i, j ≤ n}.
Defina duas aplicações k-lineares ∆ : C → C ⊗ C e ε : C → k tais que

∆(cij) =
n∑
k=1

cik ⊗ ckj e ε(cij) = δij.

Com essas operações, C é uma coálgebra e será chamada de uma coálgebra matricial
de ordem n.

Como observamos abaixo, e como o nome sugere, a coálgebra matricial é dual da álgebra
de matrizes e, portanto, das álgebras simples.

Observação 3.4.3: Se C é uma coálgebra matricial de ordem n, podemos definir uma
aplicação k-linear Φ : C∗ →Mn(k) tomando Φ(ϕij) = Eij , em que {ϕij | 1 ≤ i, j ≤ n} é
a base dual de uma base {cij | 1 ≤ i, j ≤ n} de C e {Eij | 1 ≤ i, j ≤ n}, com Eij sendo a
matriz com 1 na entrada (i, j) e 0 nas demais, é uma base deMn(k).

Dados ϕij, ϕkl ∈ C∗ e cpq ∈ C, temos

〈ϕij ∗ ϕkl, cpq〉 =
n∑

m=1

〈ϕij, cpm〉 〈ϕkl, cmq〉 .
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Observe que, se i 6= p ou l 6= q, temos 〈ϕij ∗ ϕkl, cpq〉 = 0. Agora, note que

〈ϕij ∗ ϕkl, cil〉 =
n∑

m=1

〈ϕij, cim〉 〈ϕkl, cml〉 = 〈ϕij, cij〉 〈ϕkl, cjl〉 = δjk,

ou seja,

〈ϕij ∗ ϕkl, cpq〉 = δjkδ(i,l),(p,q) = δjk 〈ϕil, cpq〉 .

Portanto, ϕij ∗ ϕkl = δjkϕil e

Φ(ϕij ∗ ϕkl) = Φ(δjkϕil) = δjkΦ(ϕil) = δjkEil = EijEjk.

Dessa forma, temos que Φ é um isomorfismo de álgebras.
Identificando C∗ = Mn(k), podemos calcular o traço dos elementos de C∗ somando

os coeficientes dos elementos ϕii numa representação como combinação linear da base
{ϕij | 1 ≤ i, j ≤ n}.

Observação 3.4.4: Podemos definir também uma forma bilinear ( | ) : C×C → k tomando

(cij | ckl) = δilδjk.

Com isso, temos uma aplicação linear ξ : C → C∗ dada por ξ(c) = (c | −), isto é, dados
c, d ∈ C,

ξ(c)(d) = (c | d) .

Claramente, ξ(cij) = ϕji para todos i, j ∈ {1, . . . , n}. Portanto, ξ é um isomorfismo de
k-espaços.

Com as definições acima e identificando C∗ = Mn(k), temos o seguinte resultado

Lema 3.4.5: Seja C uma coálgebra matricial de ordem n com uma base {cij | 1 ≤ i, j ≤ n}.
Dados c, d ∈ C, temos

1. (c | d) = Tr(ξ(c)ξ(d));
2. ε(c) =

∑n
i=1 (c | cii) = Tr(ξ(c)).

Demonstração: Vamos checar essas igualdades para os elementos da base de C.
Primeiramente, note que

Tr(ξ(cij)ξ(ckl)) = Tr(ϕjiϕlk) = δjk Tr(ϕil) = δjkδil = (cij | ckl) .



3.4 | COÁLGEBRA MATRICIAL

91

Agora, note que

ε(cjk) = δjk =
n∑
i=1

δjiδki =
n∑
i=1

(cjk | cii)

e, além disso,

Tr(ξ(cjk)) = Tr(ϕjk) = δjk.

Por linearidade, podemos estender o resultado para todos os elementos de C.

Observação 3.4.6: Queremos agora definir uma estrutura de álgebra em C de forma que ξ
seja um isomorfismo de álgebras, ou seja, definir uma multiplicação • : C ⊗C → C tal que
ξ(c • d) = ξ(c)ξ(d) para todos c, d ∈ C e encontrar um elemento eC ∈ C que seja unidade
para essa operação e satisfaça ξ(eC) =

∑n
i=1 ϕii.

Para isso, como ξ é isomorfismo de k-espaços, basta definir

c • d = ξ−1(ξ(c)ξ(d))

e eC = ξ−1(
∑n

i=1 ϕii) =
∑n

i=1 cii.
Note que eC é, de fato, uma unidade para (C, •), pois, dados cpq, cij ∈ C,

〈ξ(eC)ξ(cpq), cij〉 =
n∑
k=1

(
n∑
l=1

cll

∣∣∣∣∣ cik
)

(cpq | ckj) =
n∑
k=1

(
n∑
l=1

δlkδli

)
δpjδqk

=
n∑
k=1

δkiδpjδqk = δpjδqi = (cpq | cij) = 〈ξ(cpq), cij〉 ,

ou seja, ξ(eC)ξ(cpq) = ξ(cpq) e, portanto, eC • cpq = ξ−1(ξ(eC)ξ(cpq)) = cpq. A igualdade
do outro lado é análoga.

Em particular, para elementos da base, temos que

cij • ckl = ξ−1(ϕjiϕlk) = δilξ
−1(ϕjk) = δilckj.

Para evitar confusões, denotaremos por c(r) o elemento c • · · · • c︸ ︷︷ ︸
r vezes

e por c(−1) o inverso

de um elemento c inversível em (C, •, eC).

Algumas propriedades dessa álgebra (C, •, eC) estão listadas no resultado abaixo:

Lema 3.4.7: Seja C uma coálgebra matricial de ordem n. Dados a, b, c ∈ C, temos
1. (a | b) = (b | a);
2. a • b =

∑
(a)

(
a(1)

∣∣ b) a(2) =
∑

(b)

(
a
∣∣ b(2)

)
b(1);



92

3 | ÁLGEBRAS DE HOPF

3. (a | b) = ε(a • b);
4. (x | y • z) = (x • y | z) = (a • b | c) para qualquer permutação cíclica (x, y, z) da

sequência (a, b, c);
5. (a • b | c) =

∑
(c)

(
a
∣∣ c(1)

) (
b
∣∣ c(2)

)
.

Demonstração: O item (1) sai diretamente das propriedades do traço e do item (1) do Lema
3.4.5, pois

(a | b) = Tr(ξ(a)ξ(b)) = Tr(ξ(b)ξ(a)) = (b | a) .

Provaremos o item (2) para elementos de uma base {cij | 0 ≤ i, j ≤ n} de C. Sejam
a = cij e b = ckl. Assim,

∑
(a)

(
a(1)

∣∣ b) a(2) =
n∑

m=1

(cim | ckl) cmj =
n∑

m=1

δilδmkcmj = δilckj = cij • ckl = a • b.

A outra igualdade segue de maneira análoga.
Para o item (3), basta aplicar ε na igualdade do item (2).
Para provar o item (4), note que, mais uma vez pelo item (1) do Lema 3.4.5,

(x | y • z) = Tr(ξ(x)ξ(y • z)) = Tr(ξ(x)ξ(ξ−1(ξ(y)ξ(z)))) = Tr(ξ(x)ξ(y)ξ(z))

= Tr(ξ(a)ξ(b)ξ(c)) = Tr(ξ(ξ−1(ξ(a)ξ(b)))ξ(c)) = (a • b | c) .

A outra igualdade sai, então, do item (1).
Por fim, para provar o item (5), observe que

∑
(c)

(
a
∣∣ c(1)

) (
b
∣∣ c(2)

)
=

a
∣∣∣∣∣∣
∑
(c)

(
b
∣∣ c(2)

)
c(1)

 = (a | b • c) = (a • b | c) ,

encerrando a demonstração do lema.

Encerramos o capítulo apresentando um resultado que será importante para a demonstra-
ção de Teorema 4.4.6, que diz que, sobre um corpo de característica zero, a semissimplicidade
de uma álgebra de Hopf de dimensão finita é mantida por dualização. Esse resultado é uma
consequência do Teorema de Skolem-Noether:

Teorema de Skolem-Noether: Sejam A e B duas k-álgebras simples de dimensão finita.
Suponha que Z(B) = k1B , em que Z(B) é o centro de B. Dados dois homomorfismos de
álgebras f, g : A→ B, existe um elemento inversível b ∈ B tal que g(a) = bf(a)b−1 para
todo a ∈ A.
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Proposição 3.4.8: Sejam C uma coálgebra matricial de ordem n e φ : C → C uma
aplicação linear. Então φ é um homomorfismo de coálgebras se, e somente se, existe t ∈ C,
inversível na álgebra (C, •), tal que φ(c) = t(−1) • c • t para todo c ∈ C. Além disso, nesse
caso, temos Tr(φ) = ε(t)ε(t(−1)).

Demonstração: Por um lado, suponha que exista t ∈ C, inversível na álgebra (C, •), tal
que φ(c) = t(−1) • c • t para todo c ∈ C. Assim, utilizando o Lema 3.4.7, temos, para todo
c ∈ C,

ε(φ(c)) = ε(t(−1) • c • t) =
(
t(−1)

∣∣ c • t) =
(
c • t

∣∣ t(−1)
)

=
(
c
∣∣ t • t(−1)

)
= ε(c • eC) = ε(c).

Além disso,

∆(φ(c)) = ∆(t(−1) • c • t) = ∆

∑
(c)

(
t(−1)

∣∣ c(3)

) (
c(1)

∣∣ t) c(2)


=
∑
(c)

(
t(−1)

∣∣ c(4)

) (
c(1)

∣∣ t) c(2) ⊗ c(3) =
∑
(c)

(
c(1)

∣∣ t) c(2) ⊗
(
t(−1)

∣∣ c(4)

)
c(3)

=
∑
(c)

(c(1) • t)⊗ (t(−1) • c(2))

e, por outro lado,

(φ⊗ φ)(∆(c)) =
∑
(c)

(t(−1) • c(1) • t)⊗ (t(−1) • c(2) • t)

=
∑
(c)

((
t(−1)

∣∣ c(2)

)
c(1) • t

)
⊗
((
c(3)

∣∣ t) t(−1) • c(4)

)
=
∑
(c)

(
t(−1)

∣∣ c(2)

) (
t
∣∣ c(3)

)
(c(1) • t)⊗ (t(−1) • c(4))

=
∑
(c)

(
t(−1) • t

∣∣ c(2)

)
(c(1) • t)⊗ (t(−1) • c(3))

=
∑
(c)

ε(eC • c(2))(c(1) • t)⊗ (t(−1) • c(3))

=
∑
(c)

(c(1) • t)⊗ (t(−1) • ε(c(2))c(3)) =

=
∑
(c)

(c(1) • t)⊗ (t(−1) • c(2)).

Logo, φ é um homomorfismo de coálgebras.
Agora, suponha que φ seja um homomorfismo de coálgebras. Logo, φ∗ : C∗ → C∗ é um
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homomorfismo de álgebras.
Sabemos queMn(k) é uma álgebra simples e, além disso, temos Z(Mn(k)) = k Idn.

Portanto,Mn(k) está nas condições do Teorema de Skolem-Noether.
Identificando C∗ = Mn(k), temos então que existe um elemento inversível T ∈ C∗ tal

que φ∗(ϕ) = T ∗ϕ ∗ T−1 para todo ϕ ∈ C∗. Assim, aplicando a um elemento c ∈ C, temos

〈ϕ, φ(c)〉 =
∑
(c)

〈
T, c(1)

〉 〈
ϕ, c(2)

〉 〈
T−1, c(3)

〉
=

〈
ϕ,
∑
(c)

〈
T, c(1)

〉 〈
T−1, c(3)

〉
c(2)

〉
.

Logo, como isso vale para todo ϕ ∈ C∗, concluímos que, para todo c ∈ C,

φ(c) =
∑
(c)

〈
T, c(1)

〉 〈
T−1, c(3)

〉
c(2).

Defina, então, t = ξ−1(T ), que é um elemento inversível na álgebra (C, •), pois ξ é um
isomorfismo.

Note que 〈T, c〉 = 〈ξ(t), c〉 = (t | c) para todo c ∈ C. Assim, utilizando mais uma vez o
Lema 3.4.7, temos, para todo d ∈ C,

〈ξ(φ(c)), d〉 =

〈
ξ

∑
(c)

(
t
∣∣ c(1)

) (
t(−1)

∣∣ c(3)

)
c(2)

 , d

〉
=
∑
(c)

(
t
∣∣ c(1)

) (
t(−1)

∣∣ c(3)

) (
c(2)

∣∣ d)
=
∑
(c)

(
t
∣∣ c(1)

) (
d
∣∣ c(2)

) (
t(−1)

∣∣ c(3)

)
=
(
t • d • t(−1)

∣∣ c)
=
(
t(−1) • c • t

∣∣ d)
=
〈
ξ(t(−1) • c • t), d

〉
e, portanto, como ξ é isomorfismo, concluímos que φ(c) = t(−1) • c • t.

Dessa forma, temos que, se φ é um homomorfismo de coálgebras e {cij | 1 ≤ i, j ≤ n}
é uma base de C, então

φ(cij) = t(−1) • cij • t =
n∑

k,l=1

(t | cik)
(
t(−1)

∣∣ clj) ckl
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e, com isso, pelo Lema 3.4.5,

Tr(φ) =
n∑

i,j=1

(t | cii)
(
t(−1)

∣∣ cjj) = ε(t)ε(t(−1)),

como desejávamos.





97

Capítulo 4

Conexões entre Álgebras de
Frobenius e Álgebras de Hopf

Finalmente chegou o momento de conectar os conceitos estudados até aqui e aplicar
resultados que foram demonstrados anteriormente.

Na primeira seção deste capítulo, vamos provar que álgebras de Hopf de dimensão
finita são álgebras de Frobenius e discutir rapidamente algumas consequências diretas desse
resultado, principalmente sobre elementos integrais dessas álgebras.

Em seguida, na segunda seção, vamos focar justamente nos elementos integrais do dual e
mostrar que esses elementos são os homomorfismos de Frobenius que já estudamos. Também
encontraremos nessa seção uma condição necessária e suficiente para que uma biálgebra que
seja uma álgebra de Frobenius seja também uma álgebra de Hopf. Para finalizar a segunda
seção, utilizaremos o Teorema de Mashcke para relacionar a semissimplicidade de uma
álgebra de Hopf e de seu dual com o traço da antípoda.

Na terceira seção, vamos apresentar a demonstração da fórmula de Radford para a
antípoda, bem como de alguns corolários, utilizando o material que desenvolvemos sobre
as álgebras de Frobenius. Nessa demonstração, ficará claro que o papel importante que o
elemento integral desempenha para a validade do resultado é justamente a sua propriedade
de ser um homomorfismo de Frobenius. Encerraremos a seção utilizando os resultados que
precisaremos para provar a fórmula de Radford para também encontrar uma caracterização
para as álgebras de Hopf simétricas (com isso, encontramos facilmente o exemplo de uma
álgebra de Frobenius que não é simétrica).

Na quarta e última seção deste capítulo, vamos retomar o conceito das coálgebras
matriciais, o resultado sobre semissimplicidade encontrado na segunda seção deste capítulo
e nosso estudo sobre a antípoda a partir da fórmula de Radford, realizado na seção anterior,
para provar que a semissimplicidade de uma álgebra de Hopf sobre um corpo de característica
zero é mantida pela dualização. Para finalizar, utilizaremos esse resultado para encontrar
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uma caracterização para as álgebras de Hopf semissimples sobre corpos de característica
zero, sendo uma delas a propriedade de idempotência da antípoda.

4.1 Álgebras de Hopf de dimensão finita são
Frobenius

Os resultados desta seção baseiam-se principalmente em [Rad90].
Como comentamos anteriormente, uma consequência do Teorema Fundamental dos

Módulos de Hopf é que álgebras de Hopf de dimensão finita são álgebras de Frobenius.
Começamos esta seção apresentando diretamente essa demonstração:

Teorema 4.1.1: Seja H uma álgebra de Hopf de dimensão finita sobre um corpo k. Então
H e H∗ são H-módulos de Hopf à esquerda (ou à direita) isomorfos.

Demonstração: Pelo Lema 3.3.2, temos um isomorfismo deH-módulos de Hopf à esquerda
entre H ⊗

∫ r
H∗

e H∗. Já pelo Teorema 3.3.3, temos que
∫ r
H∗

é um espaço unidimensional.
Como vimos no Exemplo 3.2.8, para todo λ ∈

∫ r
H∗

, temos um homomorfismo de H-
módulos de Hopf à esquerda φλ : H → H ⊗

∫ r
H∗

dado por φλ(h) = h⊗ λ. Fixando λ 6= 0,
temos que, se φλ(h) = 0 para algum h ∈ H , então h = 0. Portanto, φλ é injetor e, como

dimk(H ⊗
∫ r
H∗

) = (dimkH)(dimk

∫ r
H∗

) = dimkH,

temos que φλ é um isomorfismo.
Portanto, temos um isomorfismo de H-módulos de Hopf à esquerda entre H e H∗.
Um argumento análogo mostra que H e H∗ também são isomorfos como H-módulos à

direita.

Corolário 4.1.2: Toda álgebra de Hopf de dimensão finita é uma álgebra de Frobenius.

Vamos estudar agora algumas propriedades desse isomorfismo. Para isso, vamos retomar
as notações que vimos na Observação 3.2.9.

SejaH uma álgebra de Hopf de dimensão finita sobre um corpo k. Temos uma estrutura
de H-bimódulo em H∗ dada pelas ações⇀, de H em H∗ à esquerda, e↼, de H em H∗ à
direita, isto é,

〈h ⇀ ϕ, x〉 = 〈ϕ, xh〉 e 〈ϕ ↼ h, x〉 = 〈ϕ, hx〉 ,

para todos h, x ∈ H e ϕ ∈ H∗.
Além disso, utilizando a antípoda S deH temos uma nova ação deH emH∗ à esquerda
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dada por h ⇁ ϕ = ϕ ↼ S(h), isto é,

〈h ⇁ ϕ, x〉 = 〈ϕ, S(h)x〉 ,

para todos h, x ∈ H e ϕ ∈ H∗.
Também podemos definir uma estrutura de H∗-bimódulo em H tomando

ϕ ⇀ h =
∑
(h)

h(1)

〈
ϕ, h(2)

〉
e h ↼ ϕ =

∑
(h)

〈
ϕ, h(1)

〉
h(2),

para todos h ∈ H e ϕ ∈ H∗.
Com essas estruturas, temos o seguinte resultado:

Proposição 4.1.3: SejaH uma álgebra de Hopf de dimensão finita sobre um corpo k e com
antípoda S. Seja Φ : H → H∗ um isomorfismo de H-módulos de Hopf à esquerda. Denote
Λ = Φ−1(ε) e λ = Φ(1H). Com isso,

1. Λ é um integral à esquerda para H e λ é um integral à direita para H∗;
2. Φ(h) = h ⇁ λ para todo h ∈ H e Φ−1(ϕ) = Λ ↼ ϕ para todo ϕ ∈ H∗;
3. Λ ↼ (h ⇁ λ) = h para todo h ∈ H e (Λ ↼ ϕ) ⇁ λ = ϕ para todo ϕ ∈ H∗;
4. 〈λ,Λ〉 = 1 = 〈λ, S(Λ)〉.

(Se Φ : H → H∗ for um isomorfismo de H-módulos de Hopf à direita, temos um resultado
análogo.)

Demonstração: Inicialmente, observe que, como Φ é um homomorfismo de H-módulos à
esquerda, então Φ(hx) = h ⇁ Φ(x) para todos h, x ∈ H . Por outro lado, como Φ é um
homomorfismo de comódulos à esquerda, temos, para todo h ∈ H ,

ρ(Φ(h)) = (idH ⊗Φ) ◦∆(h) =
∑
(h)

h(1) ⊗ Φ(h(2)).

Portanto, como vimos na Equação (3.2), para todos h ∈ H e ϕ ∈ H∗,

Φ(h) ∗ ϕ =
∑
(h)

〈
ϕ, h(1)

〉
Φ(h(2)) = Φ

∑
(h)

〈
ϕ, h(1)

〉
h(2)

 = Φ(h ↼ ϕ),

ou seja, Φ é um homomorfismo de H∗-módulos à direita.
Agora, para provar o item (1), observe que, para todo h ∈ H ,

Φ(hΛ) = h ⇁ Φ(Λ) = h ⇁ ε = ε(S(h))ε = ε(h)ε = ε(h)Φ(Λ) = Φ(ε(h)Λ)

e, como Φ é isomorfismo, hΛ = ε(h)Λ. Portanto, Λ é um integral à esquerda para H . Além
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disso, para todo ϕ ∈ H∗,

λ ∗ ϕ = Φ(1H) ∗ ϕ = Φ(1H ↼ ϕ) = Φ(〈ϕ, 1H〉 1H) = 〈ϕ, 1H〉Φ(1H) = 〈ϕ, 1H〉λ

e, assim, concluímos que λ é um integral à direita para H∗.
Para o item (2), basta notar que, para todo h ∈ H

Φ(h) = Φ(h1H) = h ⇁ Φ(1H) = h ⇁ λ

e, para todo ϕ ∈ H∗,

ϕ = ε ∗ ϕ = Φ(Φ−1(ε)) ∗ ϕ = Φ(Φ−1(ε) ↼ ϕ) = Φ(Λ ↼ ϕ).

O item (3) sai diretamente do item (2), pois, para todo h ∈ H ,

h = Φ−1(Φ(h)) = Λ ↼ Φ(h) = Λ ↼ (h ⇁ λ)

e, para todo ϕ ∈ H∗,

ϕ = Φ(Φ−1(ϕ)) = Φ(Λ ↼ ϕ) = (Λ ↼ ϕ) ⇁ λ.

Por fim, pelo item (3), temos que

1k = ε(1H) = ε(Λ ↼ (1H ⇁ λ)) = ε(Λ ↼ (λ ↼ S(1H))) = ε(Λ ↼ (λ ↼ 1H))

= ε(Λ ↼ λ) = ε

∑
(Λ)

〈
λ,Λ(1)

〉
Λ(2)

 =

〈
λ,
∑
(h)

Λ(1)ε(Λ(2))

〉
= 〈λ,Λ〉

e também que

1k = ε(1H) = 〈(Λ ↼ ε) ⇁ λ), 1H〉 =

〈∑
(Λ)

ε(Λ(1))Λ(2)

⇁ λ, 1H

〉
=
∑
(Λ)

ε(Λ(1))
〈
Λ(2) ⇁ λ, 1H

〉
=
∑
(Λ)

ε(Λ(1))
〈
λ, S(Λ(2))

〉
= 〈λ, S(Λ)〉 ,

concluindo a demonstração do item (4).

Como consequência, podemos ver que sempre podemos tomar integrais para uma álgebra
de Hopf de dimensão finita e seu dual de forma que a avaliação de um pelo outro seja não
nula:
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Corolário 4.1.4: Seja H uma álgebra de Hopf de dimensão finita. Se Λ ∈ H é um integral
não nulo à esquerda (respectivamente, à direita) e λ ∈ H∗ é um integral não nulo à direita
(respectivamente, à esquerda), então 〈λ,Λ〉 6= 0.

Demonstração: Sabemos que
∫ l
H
e
∫ r
H∗

são unidimensionais. Portanto, os elementos Φ−1(ε)

e Φ(1H) da Proposição 4.1.3 são geradores desses espaços, respectivamente. Assim, se
tomamos 0 6= Λ ∈

∫ l
H

e 0 6= λ ∈
∫ r
H∗

, então existem k1, k2 ∈ k não nulos tais que
Λ = k1Φ−1(ε) e λ = k2Φ(1H).

Com isso, 〈λ,Λ〉 = 〈k2Φ(1H), k1Φ−1(ε)〉 = k1k2 6= 0.

Observação 4.1.5: Utilizando o fato de que
∫ l
H

= kΦ−1(ε) e
∫ r
H∗

= kΦ(1H), temos que
as igualdades (3) e (4) da Proposição 4.1.3 são válidas para quaisquer Λ ∈

∫ l
H
e λ ∈

∫ r
H∗

tais que 〈λ,Λ〉 = 1.

4.2 Homomorfismo de Frobenius para Álgebras de
Hopf

Agora que sabemos que álgebras de Hopf de dimensão finita são álgebras de Frobenius,
queremos também entender quem são o homomorfismo de Frobenius e o automorfismo de
Nakayama dessas álgebras. Veremos a seguir que os elementos integrais não nulos de H∗

são os homomorfismos de Frobenius. Quanto ao automorfismo de Nakayama, precisaremos
de mais alguns resultados e deixaremos para calculá-lo na seção seguinte.

Os resultados desta seção seguem o que foi feito em [Par71] e [Sch95].

Lema 4.2.1: SejaH uma álgebra de Hopf de dimensão finita. Assim, λ ∈
∫ r
H∗

se, e somente
se, para todo h ∈ H ,

〈λ, h〉 1H =
∑
(h)

〈
λ, h(1)

〉
h(2).

Demonstração: Seja ϕ ∈ H∗. Logo, para todo h ∈ H ,

〈λ ∗ ϕ, h〉 = 〈ϕ, 1H〉 〈λ, h〉 ⇐⇒
∑
(h)

〈
λ, h(1)

〉 〈
ϕ, h(2)

〉
= 〈ϕ, 1H〉 〈λ, h〉

⇐⇒

〈
ϕ,
∑
(h)

〈
λ, h(1)

〉
h(2)

〉
= 〈ϕ, 〈λ, h〉 1H〉 .
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Dessa forma, temos que λ ∈
∫ r
H∗

se, e somente se,〈
ϕ,
∑
(h)

〈
λ, h(1)

〉
h(2)

〉
= 〈ϕ, 〈λ, h〉 1H〉

para todos ϕ ∈ H∗ e h ∈ H . Isto é, se, e somente se,∑
(h)

〈
λ, h(1)

〉
h(2) = 〈λ, h〉 1H ,

como desejávamos.

Teorema 4.2.2: Seja H uma álgebra de Hopf de dimensão finita. Tome então um integral
à direita 0 6= λ ∈ H∗ e um integral à esquerda Λ ∈ H tais que 〈λ,Λ〉 = 1. Assim, λ é um
homomorfismo de Frobenius com bases duais (Λ(1), S(Λ(2)))(Λ).

Demonstração: Para todo h ∈ H , temos∑
(Λ)

〈
λ, hΛ(1)

〉
S(Λ(2)) =

∑
(Λ),(h)

(〈
λ, h(1)Λ(1)

〉
h(2)Λ(2)

)
S(Λ(3))

=
∑
(h)

〈
λ, h(1)Λ

〉
h(2)

=
∑
(h)

〈λ,Λ〉 ε(h(1))h(2)

= h,

provando que λ é um homomorfismo de Frobenius com bases duais (Λ(1), S(Λ(2)))(Λ).

De forma análoga, se tomarmos γ ∈ H∗ um integral à esquerda e um integral à direita
Γ ∈ H tais que 〈γ,Γ〉 = 1, temos que γ é um homomorfismo de Frobenius deH com bases
duais (S(Γ(1)),Γ(2))(Γ).

Apesar de as álgebras de Hopf de dimensão finita serem álgebras de Frobenius, a recíproca
não é verdadeira, como nos mostra o exemplo abaixo.

Exemplo 4.2.3: Como vimos no Exemplo 2.1.8,Mn(k) é uma álgebra de Frobenius para
todo inteiro positivo n. Agora, suponha n > 1.

Suponha queMn(k) seja uma álgebra de Hopf. Assim, ε : Mn(k)→ k é um homomor-
fismo de álgebras e

dimk ker ε+ dimk im ε = dimkMn(k) = n2 > 1.

No entanto,Mn(k) é uma álgebra simples e, como ε(Idn) = 1, ker ε (Mn(k). Portanto,
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ker ε = 0. Porém, dimk im ε = 1 e, assim, teríamos n2 = 1, o que é uma contradição, pois
supusemos n > 1.

Assim, concluímos queMn(k), com n > 1, não pode ser uma álgebra de Hopf.

Exemplo 4.2.4: Considere agoraB = k[x]
(x2−x)

, em que k é um corpo algebricamente fechado
e de característica zero. Denotando I := 1 e X := x, temos que B é uma k-álgebra com
base {X, I}. Definindo ϕ : B → k por ϕ(X) = 1 e ϕ(I) = 0, temos

X = Iϕ((X − I)X) +Xϕ(IX) e I = Iϕ((X − I)I) +Xϕ(II),

ou seja, B é uma álgebra de Frobenius com homomorfismo de Frobenius ϕ e bases duais
{(I,X − I), (X, I)}.

Além disso, B é uma biálgebra com
• ∆ : B → B ⊗B dado por ∆(I) = I ⊗ I e ∆(X) = X ⊗X;
• ε : B → k dado por ε(I) = 1 e ε(X) = 1.
Suponha que B seja uma álgebra de Hopf com antípoda S. Assim,

I = ε(X)I = (S ∗ idB)(X) = S(X)X.

Podemos escrever S(X) = aX + bI , com a, b ∈ k. Assim,

I = S(X)X = aX + bX = (a+ b)X,

o que é um absurdo, pois {X, I} é uma base de B.
Portanto, B é uma biálgebra que é uma álgebra de Frobenius mas não é uma álgebra de

Hopf.

Apesar de álgebras de Frobenius não serem necessariamente álgebras de Hopf, precisa-
mos apenas garantir que exista um homomorfismo de Frobenius que satisfaça a propriedade
do Lema 4.2.1 para que esse resultado seja verdadeiro, como veremos abaixo:

Teorema 4.2.5: Seja B uma k-biálgebra de dimensão finita. Então, B é uma álgebra de
Hopf se, e somente se, B é uma álgebra de Frobenius com um homomorfismo de Frobenius
λ tal que, para todo b ∈ B, ∑

(b)

λ(b(1))b(2) = λ(b)1B.

Demonstração: Note que uma das implicações já foi provada. Se B é uma álgebra de Hopf,
como sua dimensão é finita, temos que B é uma álgebra de Frobenius. Agora, o Corolário
3.3.4 nos garante a existência de um elemento integral à esquerda λ não nulo e o Teorema
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4.2.2 nos diz que λ é um homomorfismo de Frobenius. Por fim, a fórmula desejada é
exatamente a que foi demonstrada no Lema 4.2.1.

Agora, suponha que B seja uma álgebra de Frobenius com um homomorfismo de Frobe-
nius λ que satisfaça a igualdade do enunciado. Como vimos na Observação 2.2.8, podemos
supor que λ = Φ(1B) para algum isomorfismo de B-módulos à direita Φ : B → B∗. Tome
então Λ ∈ B tal que λ ↼ Λ = Φ(Λ) = ε.

Defina agora S : B → B por

S(b) =
∑
(Λ)

λ(Λ(1)b)Λ(2).

Assim, para todo b ∈ B,∑
(b)

S(b(1))b(2) =
∑

(b),(Λ)

λ(Λ(1)b(1))Λ(2)b(2) = λ(Λb)1B = ε(b)1B,

ou seja, S ∗ idB = µB ◦ εB.
No entanto, observe que Ψ : Endk(B) → Endk(B) definido por Ψ(f) = S ∗ f é um

homomorfismo sobrejetor de k-espaços, pois, para todo f ∈ Endk(B),

f = (µB ◦ εB) ∗ f = (S ∗ idB) ∗ f = S ∗ (idB ∗ f) = Ψ(idB ∗ f)

e, como Endk(B) tem dimensão finita, temos que Ψ é um isomorfismo de k-espaços.
Note agora que o inverso desse isomorfismo é Φ : Endk(B) → Endk(B) dado por

Φ(f) = idB ∗ f , sendo este também um isomorfismo. Portanto,

idB ∗S = idB ∗S ∗ (µB ◦ εB) = Φ ◦Ψ(µB ◦ εB) = µB ◦ εB,

provando que S é uma antípoda e, portanto, que B é uma álgebra de Hopf.

Dados uma k-álgebra de dimensão finitaA e umA-módulo à esquerda finitamente gerado
M , podemos calcular o traço dos operadores lineares em Endk(M). A seguir, veremos
algumas formas convenientes de fazer esse cálculo.

Observação 4.2.6: Sejam A uma k-álgebra e M um A-módulo à esquerda, ambos de
dimensão finita. Se dimkM = n, podemos encontrar uma base {v1, . . . , vn} deM e uma
base {ϕ1, . . . , ϕn} deM∗ tais que 〈ϕi, vj〉 = δij , para i, j = 1, . . . , n.

Com essas bases, podemos escrever todos os elementosm ∈M e f ∈M∗ como somas

m =
n∑
i=1

〈ϕi,m〉 vi f =
n∑
i=1

〈f, vi〉ϕi.
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Com isso, podemos calcular o traço Tr : Endk(M)→ k da seguinte forma:

Tr(ψ) =
n∑
i=1

〈ϕi, ψ(vi)〉 .

Além disso, temos um isomorfismo Ψ : M∗ ⊗M → Endk(M) tal que, para todos
f ∈M∗ em ∈M , Ψ(f ⊗m) = 〈f,−〉m. Dessa forma, temos

Tr(Ψ(f ⊗m)) =
n∑
i=1

〈ϕi, 〈f, vi〉m〉 =

〈
f,

n∑
i=1

〈ϕi,m〉 vi

〉
= 〈f,m〉 ,

ou seja, se ψ ∈ Endk(M) e Ψ−1(ψ) =
∑r

i=1 fi ⊗mi, então

Tr(ψ) =
r∑
i=1

〈fi,mi〉 .

Agora, utilizando os elementos integrais da álgebra de Hopf, podemos encontrar uma
fórmula para calcular o traço de endomorfismos dessas álgebras:

Lema 4.2.7: Sejam H uma álgebra de Hopf de dimensão finita e F ∈ Endk(H). Tome
λ ∈ H∗ um integral à direita e Λ ∈ H um integral à esquerda tais que 〈λ,Λ〉 = 1. Assim, o
traço de F é dado por

Tr(F ) =
∑
(Λ)

〈
λ, S(Λ(2))F (Λ(1))

〉
Demonstração: Para todo h ∈ H , como (Λ(1), S(Λ(2)))(Λ) são bases duais para λ, temos

F (h) =
∑
(Λ)

Λ(1)

〈
λ, S(Λ(2))F (h)

〉
.

Portanto, identificando H∗ ⊗H = Endk(H), temos

F =
∑
(Λ)

〈
λ, S(Λ(2))F (−)

〉
⊗ Λ(1)

e, assim, pela Observação 4.2.6,

Tr(F ) =
∑
(Λ)

〈
λ, S(Λ(2))F (Λ(1))

〉
,

como desejávamos.

Como consequência dessa fórmula, temos o último resultado desta seção sobre os



106

4 | CONEXÕES ENTRE ÁLGEBRAS DE FROBENIUS E ÁLGEBRAS DE HOPF

elementos integrais das álgebras de Hopf. Ele será nosso primeiro passo em direção à
caracterização das álgebras de Hopf semissimples que veremos no final deste capítulo:

Corolário 4.2.8: Seja H uma álgebra de Hopf de dimensão finita sobre um corpo k.
1. Se λ ∈

∫ r
H∗

e Λ ∈
∫ l
H
são tais que 〈λ,Λ〉 = 1, então Tr(S2) = ε(Λ) 〈λ, 1H〉;

2. H e H∗ são semissimples se, e somente se, Tr(S2) 6= 0.

Demonstração: Para o item (1), basta tomar F = S2 no Lema 4.2.7 e temos

Tr(S2) =
∑
(Λ)

〈
λ, S(Λ(2))S

2(Λ(1))
〉

=
∑
(Λ)

〈
λ, S(S(Λ(1))Λ(2))

〉
= ε(Λ) 〈λ, 1H〉 .

Para mostrar o item (2), lembre que, pelo Teorema deMaschke,H eH∗ são semissimples
se, e somente se, existem Λ ∈

∫ l
H
e λ ∈

∫ r
H∗

tais que εH(Λ) 6= 0 e 〈λ, 1H〉 = εH∗(λ) 6= 0.
Podemos tomar Λ ∈

∫ l
H
e λ ∈

∫ r
H∗

tais que 〈λ,Λ〉 = 1 e, com isso, o resultado sai pelo
item (1) deste corolário.

Nesta seção, estudamos os homomorfismos de Frobenius das álgebras de Hopf de di-
mensão finita. Como dissemos, precisaremos de mais alguns resultados para poder calcular
os automorfismos de Nakayama associados a esses homomorfismos. Na próxima seção,
faremos isso, além de encontrar outras bases duais para os homomorfismos de Frobenius.
Aproveitamos as últimas linhas desta seção para fazer uma observação inicial sobre o
automorfismo de Nakayama no contexto das álgebras que estamos estudando agora.

Seja então H uma álgebra de Hopf de dimensão finita. Considere λ ∈ H∗ um integral à
direita não nulo. Como vimos, λ é um homomorfismo de Frobenius e temos um isomorfismo
de H-módulos à esquerda H → H∗ dado por h 7→ h ⇀ λ.

Dado x ∈ H , temos (λ ↼ x) ∈ H∗ e, portanto, existe um elemento ν(x) ∈ H tal que
λ ↼ x = ν(x) ⇀ λ, ou seja, para todo y ∈ H ,

〈λ, xy〉 = 〈λ, yν(x)〉 .

Assim, a aplicação ν : H → H é o automorfismo de Nakayama de H associado ao
homomorfismo de Frobenius λ, como vimos na Observação 2.2.11.

4.3 A ordem da antípoda

Para poder demonstrar a fórmula de Radford para a antípoda, precisamos introduzir
mais um conceito clássico da teoria das álgebras de Hopf: os elementos grouplike.

Definição 4.3.1: Seja C uma coálgebra. Um elemento c ∈ C é chamado de elemento
grouplike se c 6= 0 e ∆(c) = c⊗ c. Denotaremos o conjunto dos elementos grouplike de C
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por G(C).
Note que, se c ∈ G(C), então c = ε(c)c e, portanto, como c 6= 0, temos ε(c) = 1.

SeH é uma álgebra de Hopf,G(H) é um grupo em que g−1 = S(g) para todo g ∈ G(H).
Além disso, seH tiver dimensão finita, o grupo G(H) terá ordem menor ou igual a dimkH ,
pois elementos grouplike são linearmente independentes, e G(H∗) = Alg(H,k).

Seja H uma álgebra de Hopf de dimensão finita e tome Λ um integral à direita não
nulo para H . Observe que, dado qualquer a ∈ H , temos aΛ ∈

∫ r
H
. Como

∫ r
H
∼= kΛ, existe

α(a) ∈ k tal que aΛ = α(a)Λ. Dessa forma, temos definida uma aplicação k-linear não
nula α : H → k. Além disso, dados a, b ∈ H , note que

〈α, ab〉Λ = abΛ = 〈α, b〉 aΛ = 〈α, a〉 〈α, b〉Λ

e, portanto, 〈α, ab〉 = 〈α, a〉 〈α, b〉, para todos a, b ∈ H .
Assim, pela Equação (3.1), temos que, se {v1, . . . , vn} é uma base de H com base dual

{φ1, . . . , φn},

∆H∗(α) =
n∑

i,j=1

〈α, vivj〉φi ⊗ φj =
n∑
i=1

〈α, vi〉φi ⊗
n∑
j=1

〈α, vj〉φj = α⊗ α

e concluímos que α ∈ G(H∗) = Alg(H,k).
Podemos tomar também 0 6= λ ∈

∫ r
H∗

. Como H ∼= H∗∗, temos que existe um elemento
g ∈ G(H) tal que ϕ∗λ = ϕ(g)λ, para todo ϕ ∈ H∗, por argumento análogo ao acima.

Note que os elementos α ∈ G(H∗) e g ∈ G(H) acima não dependem da escolha de
Λ ou de λ, pois, se Λ̃ ∈

∫ r
H
, então existe k ∈ k tal que Λ̃ = kΛ. Dessa forma, para todo

h ∈ H ,

hΛ̃ = hkΛ = kα(h)Λ = α(h)Λ̃

e, analogamente, se λ̃ ∈
∫ r
H∗

, então ϕ ∗ λ̃ = ϕ(g)λ̃.

Definição 4.3.2: Seja H uma álgebra de Hopf de dimensão finita. O elemento α ∈ G(H∗)

é chamado de elemento H-grouplike distinguido de H∗ e o elemento g ∈ G(H) é chamado
de elemento H-grouplike distinguido de H .

Munidos de todos os conceitos necessários, podemos começar a demonstrar a fórmula
de Radford. O primeiro resultado em direção a isso nos dá uma nova base dual para um
homomorfismo de Frobenius de uma álgebra de Hopf de dimensão finita e nos apresenta
uma fórmula para o automorfismo de Nakayama associado a ele.

Proposição 4.3.3: Seja H uma álgebra de Hopf de dimensão finita. Tome λ ∈ H∗ um
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integral à direita e Λ ∈ H um integral à esquerda tais que 〈λ,Λ〉 = 1. Denotando t = S(Λ)

e tomando α ∈ G(H∗) elemento H-grouplike distinguido de H∗, temos
1. (S(t(2)), t(1))(t) são bases duais para λ;
2. O automorfismo de Nakayama ν associado a λ é dado por

ν(h) =
∑
(h)

〈
α, h(1)

〉
S

2
(h(2)),

para h ∈ H .
(Lembrando que S é o inverso de S pela composição).

Demonstração: Note que o item (1) sai diretamente do Teorema 4.2.2, pois

(S(t(2)), t(1))(t) = (Λ(1), S(Λ(2)))(Λ).

Para o item (2), tome h ∈ H . Assim, pelo item (1), temos

ν(h) =
∑
(t)

S(t(2))
〈
λ, t(1)ν(h)

〉
=
∑
(t)

S(t(2))
〈
λ, ht(1)

〉
.

Agora, aplicando S2 e lembrando que λ ∈
∫ r
H∗

, t ∈
∫ r
H
, 1 = 〈λ, S(Λ)〉 = 〈λ, t〉 e

utilizando o Lema 4.2.1, temos

S2(ν(h)) =
∑
(t)

〈
λ, ht(1)

〉
S(t(2)) =

∑
(t),(h)

〈
λ, h(1)t(1)

〉
h(2)t(2)S(t(3)) =

∑
(h)

〈
λ, h(1)t

〉
h(2)

=
∑
(h)

〈
λ,
〈
α, h(1)

〉
t
〉
h(2) =

∑
(h)

〈
α, h(1)

〉
〈λ, t〉h(2) =

∑
(h)

〈
α, h(1)

〉
h(2)

e, portanto,

ν(h) =
∑
(h)

〈
α, h(1)

〉
S

2
(h(2)),

como desejávamos.

Utilizando o elemento grouplike distinguido, podemos encontrar um resultado seme-
lhante ao Lema 4.2.1:

Lema 4.3.4: Seja H uma álgebra de Hopf de dimensão finita com antípoda S. Considere
0 6= λ ∈

∫ r
H∗

e seja g ∈ G(H) o elemento H-grouplike distinguido de H . Para todo h ∈ H ,∑
(h)

〈
λ, h(2)

〉
h(1) = 〈λ, h〉 g.
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Demonstração: Tome ϕ ∈ H∗. Assim,〈
ϕ,
∑
(h)

〈
λ, h(2)

〉
h(1)

〉
=
∑
(h)

〈
ϕ, h(1)

〉 〈
λ, h(2)

〉
= (ϕ ∗ λ)(h) = 〈ϕ, g〉 〈λ, h〉

= 〈ϕ, 〈λ, h〉 g〉

e, pela arbitrariedade de ϕ, concluímos que
∑

(h)

〈
λ, h(2)

〉
h(1) = 〈λ, h〉 g.

Com esse resultado, temos mais uma base dual para o homomorfismo de Frobenius
de uma álgebra de Hopf de dimensão finita e uma nova fórmula para o automorfismo de
Nakayama associado a ele. Essas fórmulas e bases duais que estamos encontrando são o
cerne da nossa demonstração da fórmula de Radford. Bastará apenas combiná-las para ter o
resultado que buscamos.

Proposição 4.3.5: Nas mesmas condições da Proposição 4.3.3 e tomando g ∈ G(H) ele-
mento H-grouplike distinguido de H ,

1. (S(t(1))g, t(2))(t) são bases duais para λ;
2. Para todo h ∈ H , temos ν(h) =

∑
(h) g

−1S2(h(1))
〈
α, h(2)

〉
g.

Demonstração: Primeiramente, para todo h ∈ H , utilizando o Lema 4.3.4 e lembrando que
t ∈
∫ r
H
, temos∑
(t)

S(t(1))g
〈
λ, t(2)h

〉
=
∑

(t),(h)

S(t(1))t(2)h(1)

〈
λ, t(3)h(2)

〉
=
∑
(h)

h(1)

〈
λ, th(2)

〉
=
∑
(h)

h(1)

〈
λ, ε(h(2))t

〉
= 〈λ, t〉h = h

e, assim, concluímos a prova do item (1).
Com isso, para todo h ∈ H , podemos escrever

ν(h) =
∑
(t)

S(t(1))g
〈
λ, t(2)ν(h)

〉
=
∑
(t)

S(t(1))g
〈
λ, ht(2)

〉
.

Lembre que g, g−1 ∈ G(H) e que, para todo x ∈ G(H), x−1 = S(x). Assim,

g = (g−1)−1 = S(g−1) = S2(g).
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Portanto, para todo h ∈ H , utilizando o Lema 4.3.4, temos

gS
2
(ν(h))g−1 =

∑
(t)

g
〈
λ, ht(2)

〉
S(t(1))S

2
(g)g−1

=
∑

(t),(h)

h(1)t(2)

〈
λ, h(2)t(3)

〉
S(t(1)) =

∑
(h)

h(1)

〈
λ, h(2)t

〉
=
∑
(h)

h(1)

〈
λ,
〈
α, h(2)

〉
t
〉

=
∑
(h)

h(1)

〈
α, h(2)

〉
.

Logo, para todo h ∈ H ,

ν(h) =
∑
(h)

S2(g−1h(1)

〈
α, h(2)

〉
g) =

∑
(h)

g−1S2(h(1))
〈
α, h(2)

〉
g,

encerrando a prova do item (2).

Agora, combinando as proposições que demonstramos acima, temos a fórmula de Radford
para a antípoda:

Teorema 4.3.6 (Fórmula de Radford): SejaH uma álgebra de Hopf de dimensão finita com
antípoda S. Se α ∈ G(H∗) é o elemento H-grouplike distinguido de H∗ e g ∈ G(H) é o
elemento H-grouplike distinguido de H , então, para todo h ∈ H ,

S4(h) = g(α−1 ⇀ h ↼ α)g−1.

Demonstração: Pelas Proposições 4.3.3 e 4.3.5, temos, para todo h ∈ H ,∑
(h)

〈
α, h(1)

〉
S

2
(h(2)) = ν(h) =

∑
(h)

g−1S2(h(1))
〈
α, h(2)

〉
g.

Aplicando S2, ficamos com∑
(h)

〈
α, h(1)

〉
h(2) =

∑
(h)

g−1S4(h(1))
〈
α, h(2)

〉
g.

Assim, lembrando que, como α ∈ G(H∗), α−1 = SH∗(α) = α ◦ S e que α é um
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homomorfismo de k-álgebras,

g(α−1 ⇀ h ↼ α)g−1 =
∑
(h)

∑
h(1)

g
〈
α, h(1)(1)

〉
h(1)(2)

g−1

〈α−1, h(2)

〉

=
∑
(h)

∑
(h(1))

S4(h(1)(1)
)
〈
α, h(1)(2)

〉〈α−1, h(2)

〉
=
∑
(h)

S4(h(1))
〈
α, h(2)

〉 〈
α, S(h(3))

〉
= S4(h),

encerrando a demonstração do teorema.

Como consequência desse resultado, veremos a seguir que a antípoda de uma álgebra de
Hopf de dimensão finita tem ordem finita e, no caso de a álgebra de Hopf em questão e seu
dual serem álgebras unimodulares, essa ordem será menor ou igual a 4.

Corolário 4.3.7: A antípoda S de uma álgebra de Hopf H de dimensão finita tem ordem
finita.

Demonstração: Considere α ∈ G(H∗) e g ∈ G(H) os elementosH-grouplike distinguidos
de H∗ e de H , respectivamente. Assim, ∆(g) = g ⊗ g, ∆(g−1) = g−1 ⊗ g−1 e α é
homomorfismo de k-álgebras. Logo, dado h ∈ H , temos

g−1hg ↼ α =
∑

(g−1hg)

〈
α, (g−1hg)(1)

〉
(g−1hg)(2) =

∑
(h)

〈
α, g−1h(1)g

〉
g−1h(2)g

= g−1

∑
(h)

〈
α, g−1

〉 〈
α, h(1)

〉
〈α, g〉h(2)

 g = g−1

∑
(h)

〈
α, h(1)

〉
h(2)

 g

= g−1(h ↼ α)g

e, analogamente, α−1 ⇀ g−1hg = g−1(α−1 ⇀ h)g.
Portanto, pela Fórmula de Radford, temos que S4n(h) = gn(α−n ⇀ h ↼ αn)g−n, para

todo n ∈ N.
Como H tem dimensão finita, temos 0 < |G(H)| ≤ dimkH . Denotando |G(H)| = k,

temos gk = g−k = 1H e αk = α−k = ε. Portanto,

S4k(h) = gk(α−k ⇀ h ↼ αk)g−k = ε ⇀ h ↼ ε = ε ⇀ h = h,

completando a demonstração de que a ordem da antípoda é finita.
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Corolário 4.3.8: Seja H uma álgebra de Hopf de dimensão finita. Se H e H∗ forem uni-
modulares, então S4 = idH .

Demonstração: Sejam α e g os elementos H-grouplike distinguidos de H∗ e de H , respec-
tivamente. Se H é unimodular, claramente temos que α = ε = ε−1. Por outro lado, se H∗ é
unimodular, temos que g = 1. Portanto, dado h ∈ H ,

S4(h) = ε ⇀ h ↼ ε =
∑
(h)

ε(h(1))h(2)ε(h(3)) =
∑
(h)

ε(h(1))h(2) = h,

ou seja, S4 = idH .

Para finalizar a seção, utilizando a Proposição 4.3.3, poderemos encontrar também
uma caracterização para as álgebras de Hopf simétricas e, utilizando essa caracterização,
mostraremos que a álgebra de Sweedler, mais um exemplo clássico da teoria de álgebras de
Hopf, é uma álgebra de Frobenius que não é simétrica.

Teorema 4.3.9: SejaH uma álgebra de Hopf de dimensão finita.H é uma álgebra simétrica
se, e somente se, H é unimodular e S2 é um automorfismo interno.

Demonstração: Por um lado, suponha que H seja unimodular e que S2 seja um auto-
morfismo interno. Como H é unimodular, temos α = ε e, utilizando a Proposição 4.3.3,
concluímos que ν = S

2. Como S2 é automorfismo interno, existe um elemento inversível
x ∈ H tal que S2(h) = xhx−1 para todo h ∈ H . Assim, dado h ∈ H ,

S
2
(h) = x−1xS

2
(h)x−1x = x−1S2

(
S

2
(h)
)
x = x−1hx

e concluímos que ν = S
2 também é um automorfismo interno. Portanto, pelo Corolário

2.2.13, temos que H é uma álgebra simétrica.
Por outro lado, suponha que ν seja um automorfismo interno. Dessa forma, ε ◦ ν = ε.

Agora, lembrando que ε ◦ S = ε e utilizando a Proposição 4.3.3, temos, denotando por
α ∗ S2 a aplicação1 H → H dada por h 7→

∑
(h)

〈
α, h(1)

〉
S

2
(h(2)),

ε = ε ◦ ν = ε ◦
(
α ∗ S2

)
= α ∗ ε = α,

provando que H é unimodular e, utilizando mais uma vez a Proposição 4.3.3, que S2
= ν é

um automorfismo interno. Como vimos acima, isso nos mostra que S2 é um automorfismo
interno e concluímos a demonstração do corolário.

1 Podemos considerarH∗ dentro de End(H) compondo os funcionais com a inclusão natural i : k→ H . Nesse
caso, portanto, temos que essa aplicação é dada por (i ◦ α) ∗ S2, em que ∗ é o produto de convolução usual.
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Exemplo 4.3.10: Agora, daremos um exemplo de uma álgebra de Frobenius que não é
simétrica.

A álgebra de Sweedler é dada pelos geradores e pelas relações abaixo:

H4 := k
〈
g, x | g2 = 1, x2 = 0, xg = −gx

〉
.

Temos que {1, g, x, gx} é uma base de H4 sobre k e, logo, dimkH4 = 4.
Para definir uma estrutura de coálgebra em H4, considere os seguintes homomorfismos

de álgebras:
• δ : k 〈y, z〉 → H4 ⊗H4, dado por δ(y) = g ⊗ g e δ(z) = x⊗ 1 + g ⊗ x;
• ρ : k 〈y, z〉 → k, dado por ρ(y) = 1 e ρ(z) = 0.
δ induz um novo homomorfismo de álgebras ∆ : H4 → H4 ⊗H4 tal que ∆(g) = g ⊗ g

e ∆(x) = x⊗ 1 + g ⊗ x.
Por sua vez, ρ induz um homomorfismo de álgebras ε : H4 → k tal que ε(g) = 1 e

ε(x) = 0.
Com as aplicações ∆ e ε acima, temos que H4 é uma biálgebra.
Além disso, H4 possui uma antípoda S : H4 → H4 tal que S(1) = 1, S(g) = g,

S(x) = −gx e S(gx) = x. Logo, H4 é uma álgebra de Hopf de dimensão finita, sendo,
assim, uma álgebra de Frobenius.

Suponha que char k 6= 2. Denote Λ1 = x+ gx ∈
∫ l
H4

e Λ2 = x− gx ∈
∫ r
H4
. Com isso,

∫ l
H4

= kΛ1 6= kΛ2 =
∫ r
H4
,

ou seja,H4 não é unimodular e, portanto, pelo Corolário 4.3.9, temos queH4 não é simétrica.

4.4 Álgebras de Hopf Semissimples

Para fechar o capítulo, vamos encontrar uma caracterização para as álgebras de Hopf
semissimples que será fundamental para a nossa demonstração da Equação de Classe de
Kac e Zhu. Para isso, precisaremos mostrar que a semissimplicidade das álgebras de Hopf
de dimensão finita são mantidas pela dualização, o que exige uma série de lemas que
apresentaremos a seguir.

As discussões apresentadas nesta seção baseiam-se majoritariamente em [DNR01],
[LR88b] e [LR88a].

Lema 4.4.1: Seja H uma álgebra de Hopf de dimensão finita. Se H∗ é semissimples, então
λ ◦ S = λ para todo λ ∈

∫
H∗

.

Demonstração: Como H∗ é semissimples, H∗ é unimodular e existe um integral não nulo
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λ ∈ H∗ que gera
∫
H∗

. Além disso, já vimos que λ ◦ S = SH∗(λ) ∈
∫
H∗

. Portanto, existe
k ∈ k tal que λ ◦ S = kλ. Agora, note que

k 〈λ, 1H〉 = 〈kλ, 1H〉 = 〈λ ◦ S, 1H〉 = 〈λ, 1H〉 .

Como λ gera
∫
H∗

, o Teorema de Maschke nos dá que 0 6= εH∗(λ) = 〈λ, 1H〉 e, portanto,
k = 1.

Dualizando o conceito de semissimplicidade, temos o conceito abaixo:

Definição 4.4.2: Dizemos que umak-coálgebraC é cossemissimples seC é uma soma direta
de subcoálgebras simples. Além disso, toda subcoálgebra de uma coálgebra cossemissimples
também é cossemissimples.

Se a dimensão de C é finita, temos claramente que C é cossemissimples se, e somente
se, a álgebra dual C∗ é semissimples.

Lema 4.4.3: Seja H uma álgebra de Hopf de dimensão finita. Se H é cossemissimples,
então S2

H(C) = C para toda subcoálgebra C de H .

Demonstração: Se C = {0}, claramente S2(C) = C. Suponha então que C 6= {0}.
Como H∗ é semissimples, temos que existe 0 6= λ ∈

∫
H∗

e, pelo Lema 4.4.1, λ ◦ S = λ.
Como H é cossemissimples, C é uma soma de coálgebras simples. Logo, sem perda de

generalidade, podemos supor que C é uma coálgebra simples. Assim, S2(C) 6= {0} é uma
subcoálgebra simples de H , pois S2 é um homomorfismo de coálgebras injetor. Além disso,
temos que S2(C) ∩ C = {0} ou S2(C) ∩ C = C.

Suponha que S2(C) ∩ C = {0}. Dessa forma, podemos definir uma aplicação linear
ϕ : H → k tal que ϕ|C = 0 e ϕ|S2(C) = ε. Com isso, ϕ ∈ H∗ e, pela Proposição 4.1.3,
temos

(h ⇁ λ) ∗ ϕ = Φ(h) ∗ ϕ = Φ(h ↼ ϕ) = (h ↼ ϕ) ⇁ λ

para todo h ∈ H .
Portanto, dados g, h ∈ H ,

〈λ, S(h)(ϕ ⇀ g)〉 =
∑
(g)

〈
λ, S(h)g(1)ϕ(g(2))

〉
=
∑
(g)

〈
λ, S(h)g(1)

〉 〈
ϕ, g(2)

〉
=

= 〈(h ⇁ λ) ∗ ϕ, g〉 = 〈(h ↼ ϕ) ⇁ λ, g〉 = 〈λ, S(h ↼ ϕ)g〉 .
(4.1)

Assim, dados x, y ∈ C, temos

〈
λ, S(x)S2(y)

〉
=
〈
λ, S(x)(ϕ ⇀ S2(y))

〉
=
〈
λ, S(x ↼ ϕ)S2(y)

〉
=
〈
λ, S(0)S2(y)

〉
= 0
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e, com isso,

〈λ, S(y)x〉 = 〈λ ◦ S, S(y)x〉 =
〈
λ, S(x)S2(y)

〉
= 0.

Agora, note que, para todo x ∈ C,

ε(x) 〈λ, 1H〉 = 〈λ, ε(x)1H〉 =
∑
(x)

〈
λ, S(x(1))x2

〉
= 0

e, portanto, ε(x) = 0 para todo x ∈ C, já que λ 6= 0.
Logo, dado x ∈ C, temos

x =
∑
(x)

ε(x(1))x(2) = 0,

ou seja, C = {0}, o que é uma contradição.
Portanto, concluímos que S2(C) ∩ C = C, isto é, S2(C) = C.

Observação 4.4.4: Observe que, se H é uma álgebra de Hopf cossemissimples, então H é
uma soma direta de subcoálgebras simples. Porém, pelo Corolário 3.4.1, temos que, se C é
uma subcoálgebra simples de H , C∗ ∼= Mn(k) para algum inteiro positivo n, ou seja, C é
uma subcoálgebra matricial. Dessa forma, temos queH é uma soma direta de subcoálgebras
matriciais.

Para o último lema necessário antes de provar o primeiro teorema desta seção, vamos
precisar retomar as coálgebras matriciais que definimos no capítulo anterior.

Lema 4.4.5: Sejam H uma álgebra de Hopf cossemissimples e C uma subcoálgebra ma-
tricial de H de ordem n. Se t ∈ C é um elemento inversível na álgebra (C, •) tal que
S2(c) = t(−1) • c • t para todos c ∈ C, então ε(t) 6= 0 e ε(t(−1)) 6= 0.

Demonstração: Como H é cossemissimples, então H∗ é semissimples e, pelo Teorema de
Maschke, existe λ ∈

∫ ∗
H
tal que 〈λ, 1H〉 = 〈εH∗ , λ〉 6= 0. Podemos supor, sem perda de

generalidade, que 〈λ, 1H〉 = 1.
Seja X um complemento linear de C em H e defina ψ, φ ∈ H∗ por:
• 〈ψ, h〉 = 〈λ, eCS(h)〉 para todo h ∈ H;
• 〈φ, d〉 = (t | d) para todo d ∈ C e 〈φ, x〉 = 0 para todo x ∈ X .
Fixe agora c ∈ C e defina ϕ ∈ H∗ por 〈ϕ, d〉 = (d | c) para todo d ∈ C e 〈ϕ, x〉 = 0

para todo x ∈ X .
Pelo item (2) do Lema 3.4.7, temos que ϕ ⇀ d = c • d e também que d ↼ ϕ = d • c

para todo d ∈ C.
Analogamente ao feito na equação (4.1), temos 〈λ, (g ↼ ϕ)S(h)〉 = 〈λ, gS(ϕ ⇀ h)〉,
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para todos g, h ∈ H .
Logo, para todo d ∈ C, temos

〈ψ, c • d〉 = 〈λ, eCS(c • d)〉 = 〈λ, eCS(ϕ ⇀ d)〉 = 〈λ, (eC ↼ ϕ)S(d)〉

= 〈λ, (eC • c)S(d)〉 = 〈λ, cS(d)〉 .

Com isso, temos que, para todos c, d ∈ C, 〈ψ, c • d〉 = 〈λ, cS(d)〉.
Assim como foi feito no Lema 4.4.3, temos λ ◦ S = λ e, portanto, para todos c, d ∈ C,

〈ψ, c • d〉 = 〈λ, cS(d)〉 = 〈λ, S(cS(d))〉 =
〈
λ, S2(d)S(c)

〉
=
〈
λ, (t(−1) • d • t)S(c)

〉
=
〈
ψ, t(−1) • d • t • c

〉
,

ou seja, V := spank{c • d− t(−1) • d • t • c | c, d ∈ C} ⊆ kerψ. Além disso,

〈
φ, t(−1) • d • t • c

〉
=
(
t
∣∣ t(−1) • d • t • c

)
= (eC | d • t • c) = (t | c • d) = 〈φ, c • d〉 ,

isto é, também temos V ⊆ kerφ.
Note que

spank{AB −BA |A,B ∈Mn(k)} = spank{δjkEil − δilEkj | 0 ≤ i, j, k, l ≤ n}

e, portanto, dim(spank{AB −BA |A,B ∈Mn(k)}) = n2 − 1.
Como ξ : (C, •)→Mn(k) é um isomorfismo de álgebras, temos que

dim(spank{c • d− d • c | c, d ∈ C}) = n2 − 1.

Como t ∈ C é inversível em (C, •), temos

spank{c • d− d • c | c, d ∈ C} = spank{(t • c) • d− d • (t • c) | c, d ∈ C}

e, portanto,

dimV = dim(spank{t(−1) • (t • c • d− d • t • c) | c, d ∈ C}) = n2 − 1.

Note que φ|C = ξ(t) e, como t 6= 0, então ξ(t) 6= 0 e φ 6= 0. Como tanto φ quanto ψ se
anulam em um mesmo espaço de codimensão 1, existe α ∈ k tal que ψ = αφ.

Além disso, se {cij | 1 ≤ i, j ≤ n} é uma base deC e pkl ∈ H∗ é tal que 〈pkl, c〉 = (c | ckl)
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para todo c ∈ C e 〈pkl, x〉 = 0 para todo x ∈ X ,

〈λ, (cij • ckl)S(csk)〉 = 〈λ, (cij ↼ pkl)S(csk)〉 = 〈λ, cijS(pkl ⇀ csk)〉

= 〈λ, cijS(ckl • csk)〉 .

Como cij•ckl = δilckj e ckl•csk = csl, temos então que δil 〈λ, ckjS(csk)〉 = 〈λ, cijS(csl)〉.
Logo, para todos i, j, k, s ∈ {1, . . . , n},

δik 〈λ, ckjS(csk)〉 = 〈λ, cijS(csk)〉 (4.2)

e

〈λ, ckjS(csk)〉 = 〈λ, cijS(csi)〉 . (4.3)

Com isso,

〈ψ, eC〉 = 〈λ, eCS(eC)〉 =
n∑

i,j=1

〈λ, ciiS(cjj)〉
(4.2)
=

n∑
i,j=1

δij 〈λ, cjiS(cjj)〉

=
n∑
i=1

〈λ, ciiS(cii)〉
(4.3)
=

n∑
i=1

〈λ, c1iS(ci1)〉 =
∑
(c11)

〈
λ, c11(1)S(c11(2))

〉
= 〈λ, ε(c11)1H〉 = 〈λ, 1H〉 = 1.

No entanto, pelo item (2) do Lema 3.4.5,

〈φ, eC〉 = (t | eC) =
n∑
i=1

(t | cii) = ε(t),

ou seja, 1 = 〈ψ, eC〉 = α 〈φ, eC〉 = αε(t), o que nos garante que ε(t) 6= 0, pois, como
〈ψ, eC〉 = 1, temos que α 6= 0.

A prova de que ε(t(−1)) 6= 0 é similar.

Finalmente, podemos demonstrar o resultado que já citamos tantas vezes de que a
propriedade de semissimplicidade é conservada pela dualização em álgebras de Hopf de
dimensão finita.

Teorema 4.4.6: Suponha que k seja um corpo de característica zero e que H seja uma
k-álgebra de Hopf de dimensão finita.H é semissimples se, e somente se,H∗ é semissimples.

Demonstração: Suponha que H∗ seja semissimples. Se K é uma extensão de k, fazendo
extensão de escalares, temos que K ⊗k H∗ é semissimples. Então, podemos assumir, sem
perda de generalidade, que k é algebricamente fechado.
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Seja C uma subcoálgebra de matrizes de H . Pelo Lema 4.4.3, temos que S2(C) = C

e, pelo Corolário 4.3.7, existe r > 0 tal que S2r = idH . Além disso, pela Proposição 3.4.8,
existe um elemento inversível t na álgebra (C, •) tal que S2(c) = t(−1) • c • t para todo
c ∈ C. Logo, para todo c ∈ C,

c = S2r(c) = t(−r) • c • t(r),

isto é, t(r) está no centro da álgebra (C, •).
Considerando o isomorfismo de álgebras ξ : C →Mn(k), temos que keC é o centro de

(C, •) e, portanto, t(r) = λeC , para algum λ ∈ k. Como t é inversível, temos λ 6= 0 e, como
k é algebricamente fechado,

(
λ

1
r

)−1

t ∈ C também satisfaz S2(c) = t(−1) • c • t. Dessa
forma, podemos supor λ = 1 e, portanto, t(r) = eC . Logo, ξ(t)r = Idn. Assim, concluímos
que o polinômio minimal de ξ(t) divide Xr − 1 e, então, a matriz ξ(t) é diagonalizável e
seus autovalores são raízes r-ésimas da unidade.

Como a característica de k é zero, podemos supor queQ ⊆ k e, como supusemos que
k é algebricamente fechado, também podemos supor que o fecho algébrico de Q em C
também está contido em k. 2

Como o inverso de uma raiz complexa da unidade é seu conjugado, temos que ξ(t(−1))

também é diagonalizável e seus autovalores são os conjugados dos autovalores de ξ(t).
Portanto,

Tr(ξ(t))Tr(ξ(t(−1))) = Tr(ξ(t))Tr(ξ(t)) ∈ R+.

Mais uma vez pela Proposição 3.4.8, e também pelo Lema 3.4.5, temos

Tr(S2|C) = ε(t)ε(t(−1)) = Tr(ξ(t))Tr(ξ(t(−1))) ∈ R+.

Além disso, pelo Lema 4.4.5, temos ε(t) 6= 0 e ε(t(−1)) 6= 0. Então, Tr(S2|C) > 0.
Dessa forma, como H é uma soma direta de subcoálgebras matriciais, temos que

Tr(S2) > 0 e, pelo Corolário 4.2.8, H é semissimples.
Para finalizar, é claro que, se H ∼= (H∗)∗ é semissimples, como provamos acima, H∗ é

semissimples.

Vamos, então, continuar nosso caminho para caracterização as álgebras de Hopf semis-
simples.

2 Para ser mais preciso, aqui e no que se segue, temos um isomorfismo de corpos subentendido entre um
subcorpo de k e Q. Para simplificar a notação, vamos identificar esses corpos a partir desse isomorfismo
e tratar os elementos desse subcorpo de k como números complexos, transportando para ele a ordem dos
elementos cuja imagem por esse isomorfismo seja real.
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Lembre que, dada uma k-álgebra A qualquer, temos um endomorfismo dado pela multi-
plicação de A, isto é, fixando um elemento a ∈ A, a aplicação la = l(a) : A→ A definida
por l(a)(x) = ax é um homomorfismo de módulos. Além disso, a aplicação l : A→ End(A)

dada por a 7→ la é um homomorfismo de álgebras.
Agora, considerando as aplicações Tr : End(A∗) → k e l : A∗ → End(A∗), temos

Tr ◦ l ∈ A∗∗.
Voltando para o nosso caso de uma k-álgebra de HopfH de dimensão finita e lembrando

o isomorfismo H ∼= H∗∗, temos que existe um elemento x ∈ H tal que Tr(l(ϕ)) = ϕ(x)

para todo ϕ ∈ H∗.
(Na verdade, como veremos no próximo capítulo, esse elemento é o que chamaremos de

caracter regular de H∗ e denotaremos por χH∗ ∈ H∗∗).
O lema abaixo nos dá algumas propriedades desse elemento que serão importantes para

seguirmos em frente.

Lema 4.4.7: Seja H uma álgebra de Hopf de dimensão finita. Tome x ∈ H tal que
Tr(l(ϕ)) = ϕ(x) para todo ϕ ∈ H∗. Temos que

1. ∆(x) = τ ◦∆(x);
2. x2 = ε(x)x;
3. S2(x) = x;
4. l(x) e S2 comutam em Endk(H).

Demonstração: Para provar o item (1), note que Tr(l(ϕ) ◦ l(ψ)) = Tr(l(ψ) ◦ l(ϕ)) para
todos ϕ, ψ ∈ H∗. Portanto,∑

(x)

〈
ϕ, x(1)

〉 〈
ψ, x(2)

〉
= 〈ϕ ∗ ψ, x〉 = Tr(l(ϕ ∗ ψ)) = Tr(l(ϕ) ◦ l(ψ)) = Tr(l(ψ) ◦ l(ϕ))

= 〈ψ ∗ ϕ, x〉 =
∑
(x)

〈
ϕ, x(2)

〉 〈
ψ, x(1)

〉
.

Pela arbitrariedade de ϕ e ψ, concluímos que

∆(x) =
∑
(x)

x(1) ⊗ x(2) =
∑
(x)

x(2) ⊗ x(1) = τ ◦∆(x),

provando o item (1).
Para provar o item (2), começamos notando que, aplicando o item (1), temos∑

(x)

S(x(1))⊗ S(x(2)) =
∑
(x)

S(x(2))⊗ S(x(1)).
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Observe que, da Proposição 4.1.3, temos

(h ⇁ λ) ∗ ϕ = Φ(h) ∗ ϕ = Φ(h ↼ ϕ) = (h ↼ ϕ) ⇁ λ,

para todos h ∈ H e ϕ ∈ H∗, e note que H ⊗H∗ ∼= H∗∗ ⊗H∗ ∼= Endk(H∗) de forma que
podemos identificar

(h⊗ ϕ)(ψ) = (φh ⊗ ϕ)(ψ) = 〈φh, ψ〉ϕ = 〈ψ, h〉ϕ,

para todos h ∈ H e ϕ, ψ ∈ H∗.
Com isso, dados h ∈ H e f ∈ Endk(H), temos, para todo ψ ∈ H∗,

(l(h ⇁ λ) ◦ f ∗)(ψ) = (h ⇁ λ) ∗ (f ∗(ψ)) = (h ↼ f ∗(ψ)) ⇁ λ

=
∑
(h)

〈
f ∗(ψ), h(1)

〉
(h(2) ⇁ λ)

=

∑
(h)

f(h(1))⊗ (h(2) ⇁ λ)

 (ψ).

Portanto,

Tr(l(h ⇁ λ) ◦ f ∗) =
∑
(h)

〈
h(2) ⇁ λ, f(h(1))

〉
=
∑
(h)

〈
λ, S(h(2))f(h(1))

〉
, (4.4)

para todos h ∈ H e f ∈ Endk(H).
Logo, para todo h ∈ H , denotando s = S(x), temos ε(s) = ε(S(x)) = ε(x) e

〈
h ⇁ λ, x2

〉
= 〈h ⇁ λ, S(s)x〉 = 〈sh ⇁ λ, x〉 = Tr(l(sh ⇁ λ)) = Tr(l(sh ⇁ λ) ◦ idH)

=
∑

(h),(s)

〈
λ, S(s(2)h(2))s(1)h(1)

〉
=
∑

(h),(s)

〈
λ, S(h(2))S(s(2))s(1)h(1)

〉
=
∑
(h)

〈
λ, S(h(2))ε(s)h(1)

〉
=
∑
h

〈
λ, ε(x)S(h(2))h(1)

〉
= 〈h ⇁ λ, ε(x)x〉 .

Como Φ : H → H∗ dado por Φ(h) = h ⇁ λ é um isomorfismo, concluímos que
x2 = ε(x)x.

Provemos agora o item (3). Como S é um antimorfismo de álgebras, temos que S2 é um
homomorfismo de álgebras. Assim, denotando por σ = (S2)∗ : H∗ → H∗ a transposta de
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S2, σ também é homomorfismo de álgebras e, para todo ϕ ∈ H∗, temos, para todo ψ ∈ H∗,

σ ◦ l(ϕ) ◦ σ−1(ψ) = σ(ϕ ∗ σ−1(ψ)) = σ(ϕ) ∗ ψ = l(σ(ϕ))(ψ).

Com isso,

〈
ϕ, S2(x)

〉
= 〈σ(ϕ), x〉 = Tr(l(σ(ϕ))) = Tr(σ ◦ l(ϕ) ◦ σ−1) = Tr(l(ϕ)) = 〈ϕ, x〉 ,

ou seja, S2(x) = x.
Por fim, para provar o item (4), basta apenas lembrar que S2 é um homomorfismo de

álgebras e, utilizando o item (3) temos que, para todo h ∈ H ,

(S2 ◦ l(x))(h) = S2(xh) = S2(x)S2(h) = xS2(h) = (l(x) ◦ S2)(h),

concluindo a prova do lema.

A proposição abaixo nos apresenta uma fórmula para o traço do quadrado da antípoda
que poderemos utilizar no teorema seguinte para separar nossa demonstração em casos que
saberemos, então, resolver.

Proposição 4.4.8: Seja H uma álgebra de Hopf de dimensão finita. Tome x ∈ H tal que
Tr(l(ϕ)) = 〈ϕ, x〉 para todo ϕ ∈ H∗. Com isso,

Tr(S2) = (dimkH)Tr(S2|xH).

Demonstração: Claramente, como ε é a unidade de H∗, temos ε(x) = Tr(l(ε)) = dimkH

e a equação que queremos provar é equivalente a

Tr(S2) = ε(x)Tr(S2|xH). (4.5)

Considerando os isomorfismos h ∈ H 7→ φh ∈ H∗∗ e ϕ ∈ H∗ 7→ φϕ ∈ H∗∗∗ como no
Lema 1.2.2, podemos tomar ζ ∈ H∗ tal que φζ ∈ H∗∗∗ é dado por

〈φζ , φh〉 = Tr(l(φh) ◦ (S2
H∗)

∗) = Tr(l(h) ◦ S2).

Além disso, temos 〈φζ , φh〉 = 〈φh, ζ〉 = 〈ζ, h〉.
Agora, considere um isomorfismo Φ̃ : H∗ → H∗∗ como na Proposição 4.1.3 e defina

λ = Φ̃(ε). Para todo ϕ ∈ H∗, temos, pela equação (4.4),

〈ϕ ⇁ λ, ζ〉 = Tr(l(ϕ ⇁ λ) ◦ (S2
H∗)

∗) =
∑
(ϕ)

〈
λ, SH∗(ϕ(2))S

2
H∗(ϕ(1))

〉
= εH∗(ϕ) 〈λ, εH∗〉
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e, dado ψ ∈ H∗,

〈ϕ ⇁ λ,ψ ∗ ζ〉 =
〈
(SH∗(ψ) ∗ ϕ) ⇁ λ, ζ

〉
= εH∗(SH∗(ψ) ∗ ϕ) 〈λ, εH∗〉

= εH∗(ψ)εH∗(ϕ) 〈λ, εH∗〉 = 〈ϕ ⇁ λ, εH∗(ψ)ζ〉 ,

ou seja, ζ é um integral à esquerda para H∗.
Com isso, lembrando que definimos r(ζ) = rζ : H∗ → H∗ por rζ(ϕ) = ϕ ∗ ζ ,

Tr(r(ζ)) =
n∑
i=1

〈ϕ∗i , r(ζ)(ϕi)〉 =
n∑
i=1

〈ϕ∗i , ϕi ∗ ζ〉 =
n∑
i=1

εH∗(ϕi) 〈ϕ∗i , ζ〉

= εH∗(ζ) = 〈ζ, 1H〉 .

Assim, 〈ζ, x〉 = Tr(l(ζ)) = Tr(r(ζ)) = 〈ζ, 1H〉.
Portanto,

Tr(S2) = Tr(l(1H) ◦ S2) = 〈ζ, 1H〉 = 〈ζ, x〉 = Tr(l(x) ◦ S2). (4.6)

Lembre-se de que, do item (2) do Lema 4.4.7, temos que x2 = ε(x)x e, portanto,
l(x)2 = ε(x)l(x).

Suponha, por um lado, que ε(x) = 0. Assim, l(x)2 = 0 e, como l(x) e S2 comutam,

(l(x) ◦ S2)2 = l(x) ◦ S2 ◦ l(x) ◦ S2 = l(x)2 ◦ S4 = 0.

Logo, Tr(S2) = 0 e vale a equação (4.5).
Por outro lado, suponha que ε(x) 6= 0. Assim, e = 1

ε(x)
x é idempotente e

Tr(l(e) ◦ S2) = Tr(S2 ◦ l(e)) = Tr(S2|l(e)H) = Tr(S2|xH).

Por fim, a equação (4.6) nos dá que

Tr(S2) = Tr(l(x) ◦ S2) = ε(x)Tr(l(e) ◦ S2) = ε(x)Tr(S2|xH),

como desejávamos.

O teorema a seguir é o último passo na demonstração da caracterização que buscamos.
Bastará apenas reunir os resultados já provados para obtê-la.

Teorema 4.4.9: Suponha quek seja um corpo de característica zero. SeH for umak-álgebra
de Hopf de dimensão finita, temos Tr(S2) 6= 0 se, e somente se, S2 = idH .

Demonstração: Claramente, se S2 = idH , então Tr(S2) 6= 0, pois char k = 0.
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Reciprocamente, suponha que Tr(S2) 6= 0. Pelo Corolário 4.2.8, H e H∗ são semissim-
ples. Dessa forma, como visto no Corolário 3.3.8,H eH∗ são unimodulares e, pelo Corolário
4.3.8, temos que S4 = idH . Assim, concluímos que a ordem de S2 é 2 e, portanto, S2 é um
operador diagonalizável com autovalores iguais a 1 ou -1. Denotando, para i ∈ {1,−1},

di = dimk{h ∈ H | S2(h) = ih},

temos Tr(S2) = d1−d−1 e dimkH = d1 +d−1. Portanto, para mostrar que S2 = idH , basta
mostrar que d−1 = 0.

Como Tr(S2) 6= 0, temos

0 < |d1 − d−1| ≤ d1 + d−1 = dimkH.

Observe que, se mostrarmos que d1 − d−1 é um múltiplo inteiro de dimkH , como
char k = 0, teremos |d1 − d−1| = d1 + d−1 e, com isso, d1 = 0 ou d−1 = 0. Porém,
S2(1H) = 1H e, assim, d1 ≥ 1. Logo, d−1 = 0 e teremos o resultado desejado.

Para mostrar isso, consideraremos dois casos.
Tome x ∈ H tal que Tr(l(ϕ)) = 〈ϕ, x〉 para todo ϕ ∈ H∗ e suponha, primeiramente,

que xH = H . Pela Proposição 4.4.8, temos

Tr(S2) = (dimkH)Tr(S2|xH) = (dimkH)Tr(S2),

ou seja, como Tr(S2) 6= 0, isso nos dá dimkH = 1. Logo,

0 ≤ d−1 = dimkH − d1 = 1− d1 ≤ 0

e concluímos que d−1 = 0.
Por outro lado, suponha que xH 6= H . Temos Tr(S2|xH) = m para algumm inteiro tal

que

|m| ≤ dimk xH ≤ dimkH − 1.

Seja r = (d1 − d−1)− (dimkH)m. Dessa forma,

r = Tr(S2)− (dimkH)Tr(S2|xH)

e, assim, r = 0 pela Proposição 4.4.8. Portanto d1−d−1 é ummúltiplo inteiro de dimkH .

A seguir, juntando o Corolário 4.2.8, o Teorema 4.4.6 e o Teorema 4.4.9, temos a
caracterização que será tão importante no próximo capítulo:



124

4 | CONEXÕES ENTRE ÁLGEBRAS DE FROBENIUS E ÁLGEBRAS DE HOPF

Teorema 4.4.10: Seja H uma álgebra de Hopf de dimensão finita com antípoda S sobre
um corpo k de característica zero. São equivalentes:

i. H é semissimples;
ii. H∗ é semissimples;
iii. Tr(S2) 6= 0;
iv. S2 = idH .

Por fim, utilizamos essa caracterização para observar que toda álgebra de Hopf semis-
simples é uma álgebra simétrica.

Corolário 4.4.11: Toda álgebra de Hopf semissimples sobre um corpo de característica
zero é uma álgebra simétrica.

Demonstração: Como H é semissimples, vimos no Corolário 3.3.8 que H é unimodular.
Além disso, temos também que S2 = id, como visto acima. Dessa forma, S2 é um automor-
fismo interno e, portanto, pelo Teorema 4.3.9, temos que H é uma álgebra simétrica.

Na realidade, é possível encontrar um resultado ainda mais geral: toda álgebra semis-
simples e de dimensão finita sobre um corpo é uma álgebra simétrica. Basicamente, o que
é demonstrado é que álgebras com divisão sobre um corpo são álgebras simétricas e que
equivalências de Morita conservam a propriedade de simetria de uma álgebra. Como o
Teorema de Wedderburn-Artin nos diz que álgebras simples são álgebras de matrizes sobre
uma álgebra com divisão, basta mostrar queMn(D) é Morita-equivalente a D, em que D é
uma álgebra com divisão, e, portanto, teremos que álgebras simples são simétricas. Depois,
só resta mostrar que soma direta de álgebras simétricas é uma álgebra simétrica e temos,
assim, o resultado.

Acreditamos que as demonstrações com detalhes dos resultados citados acima acabariam
fugindo do escopo deste texto, mas elas podem ser encontradas em [SY11].

Exemplo 4.4.12: Sejam G um grupo finito e k um corpo tal que char k divide |G|. Temos
que kG é uma álgebra de Hopf simétrica, mas, pelo Teorema de Mashcke, sabemos que kG
não é semissimples.
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Capítulo 5

Tabela de Caracteres

Neste capítulo, vamos provar o resultado que foi o pontapé inicial para esta pesquisa:
a Equação de Classe de Kac e Zhu. A demonstração que apresentaremos segue o que foi
apresentado em [Lor11]. Esse resultado não só é interessante por generalizar resultados
conhecidos das teorias de grupos e de representações de grupos para álgebras de Hopf, mas
com essa demonstração específica encontramos uma forma de combinar toda as discussões
que realizamos ao longo dos últimos capítulos.

Na primeira seção, definiremos o conceito de caracter para módulos sobre álgebras,
ambos de dimensão finita, e estudaremos algumas propriedades no caso de a álgebra base
ser uma álgebra de Frobenius.

Na segunda seção, demonstraremos a equação de classe. Para isso, introduziremos a
álgebra gerada pelos caracteres irredutíveis e relembraremos alguns resultados sobre inteiros
algébricos que serão necessários. Por fim, aplicaremos esse resultado para as álgebras de
grupo.

A partir da terceira seção, não entraremos tão a fundo nos detalhes, pois o interesse é
apenas observar aplicações do que estudamos ou mostrar para onde a teoria caminha.

Em particular, a terceira seção é dedicada a duas aplicações da Equação de Classe
de Kac e Zhu no contexto de corpos algebricamente fechados e de característica zero: a
caracterização das álgebras de Hopf de dimensão prima e um resultado sobre a divisibilidade
da dimensão de uma álgebra de Hopf fatorizável e semissimples pelo quadrado da dimensão
de seus módulos simples, seguindo o que foi feito em [Sch01].

A parte final do capítulo foi inspirada pela discussão apresentada em [CW13].
Na quarta seção, seguindo a ideia de generalizar a teoria de caracteres de representações

de grupos, apresentaremos uma generalização da tabela de caracteres para álgebras de
Hopf semissimples. Na quinta, apresentaremos alguns resultados clássicos da Teoria de
Representações de Grupos Finitos que podem ser generalizados a partir dos conceitos
apresentados na seção anterior.
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Para finalizar, na última seção, aplicaremos os resultados das seções anteriores para
estudar a tabela de caracteres do Drinfeld Double de CS3.

5.1 Caracter

Como já mencionamos anteriormente, os caracteres são ferramentas poderosas para o
estudo dos grupos finitos, sendo as chaves para as primeiras demonstrações de resultados
importantes sobre a estrutura desses grupos e para a classificação dos grupos finitos simples.
Enquanto uma representação associa cada elemento do grupo a uma matriz, um caracter
associa cada elemento a um número. Nesse sentido, esse conceito acaba sendo até mais
“elegante”, pois ainda consegue carregar muitas informações sobre o grupo de uma maneira
bem mais resumida. Por exemplo, a partir da tabela de caracteres de um grupo, conseguimos
obter o centro desse grupo e todos os seus subgrupos normais, dizer se ele é simples, solúvel,
nilpotente...

A Teoria de Caracteres tem aplicações em outras áreas, como Teoria dos Números (o
leitor pode encontrar um comentário sobre essa relação em [Lam98a]), e até mesmo fora da
matemática, como na física das vibrações moleculares (esse exemplo é abordado no último
capítulo de [JL01]).

Todos esses feitos da Teoria de Caracteres motivam a tentativa de generalizar esse
conceito para álgebras de Hopf. A Equação de Classe de Kac e Zhu será a principal aplicação
que estudaremos desse conceito generalizado, mas veremos depois, à luz de [CW13], mais
alguns resultados clássicos que podem ser generalizados para determinadas álgebras de
Hopf.

Na Teoria de Representações de Grupos, um caracter é a aplicação que associa, a cada ele-
mento do grupo, o traço da representação calculada naquele elemento. Podemos generalizar
esse conceito para módulos definindo-o de maneira análoga, como vemos abaixo:

Definição 5.1.1: SejamA umak-álgebra eM umA-módulo à esquerda, ambos de dimensão
finita. Para cada elemento a ∈ A, definimos um endomorfismo la ∈ Endk(M) dado por
la(x) = ax, para todo x ∈M . Com isso, definimos o caracter de M pela aplicação linear
χM ∈ A∗ dada por

〈χM , a〉 = Tr(la).

Assim, se {m1, . . . ,mn} é uma base deM com base dual {ϕ1, . . . , ϕn}, então

〈χM , a〉 =
n∑
i=1

〈ϕi, la(mi)〉 =
n∑
i=1

〈ϕi, a ·mi〉 .
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Note que, se e ∈ A é um elemento idempotente, entãoM = eM ⊕ (1− e)M e, assim,
le|eM = ideM e le|(1−e)M = 0. Portanto,

〈χM , e〉 = dimk eM. (5.1)

SeM for um módulo irredutível, diremos que χM é um caracter irredutível.

Os caracteres definidos acima são um exemplo do que chamaremos de forma traço.

Definição 5.1.2: Dada uma k-álgebra A, uma aplicação φ ∈ A∗ é chamada de forma traço
se 〈φ, xy〉 = 〈φ, yx〉, para todos x, y ∈ A. Denotaremos por A∗traço o espaço de todas as
formas traço de A.

Abaixo, veremos que, no contexto das álgebras simétricas, o espaço das formas traço é
isomorfo ao centro da álgebra.

Observação 5.1.3: Seja A uma k-álgebra de dimensão finita. Análogo ao feito na Observa-
ção 2.2.1, temos que, se β : A× A→ k é uma forma bilinear associativa e não degenerada,
temos um isomorfismo de A-módulos à esquerda

βL : A→ A∗

a 7→ β(−, a).

Suponha agora que β seja simétrica também. Vamos mostrar que temos um novo iso-
morfismo de k-espaços tomando a restrição βL|Z(A) : Z(A)→ A∗traço.

A aplicação βL|Z(A) está claramente bem definida com imagem em A∗traço. Como βL é
um homomorfismo injetor, só nos resta mostrar que βL|Z(A) é sobrejetor. Para isso, tome
f ∈ A∗traço ⊆ A∗. Logo, como βL é isomorfismo, existe a ∈ A tal que f = β(−, a). Assim,
temos que, para todos x, y ∈ A,

0 = f(xy − yx) = β(xy − yx, a).

Utilizando a associatividade e a simetria de β, podemos mostrar que β(ax− xa, y) = 0

para todos x, y ∈ A. No entanto, como β é não degenerada, temos que ax− xa = 0 para
todo x ∈ A, ou seja, a ∈ Z(A).

No segundo capítulo, definimos o que eram bases duais para uma forma bilinear, o que
estava relacionado com as bases duais dos homomorfismos de Frobenius. Na observação
abaixo, retomaremos essas ideias para explorar um pouco do caracter regular e definir o
elemento de Casimir.

Observação 5.1.4: Seja A uma k-álgebra de Frobenius de dimensão finita n. Pelo Primeiro
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Teorema de Brauer-Nesbitt-Nakayama, temos que existe β : A × A → k uma forma
bilinear associativa e não degenerada. Pela Proposição 2.2.2, temos também bases duais
{x1, . . . , xn}, {y1, . . . , yn} ⊆ A para β.

Identificando A∗ ⊗A = Endk(A) e considerando o Lema 2.2.4, podemos escrever, para
todo a ∈ A,

la =
n∑
i=1

β(yi, a−)⊗ xi =
n∑
i=1

β(a−, xi)⊗ yi.

Analogamente, definindo ra ∈ Endk(A) por ra(x) = xa, para todo x ∈ A, temos, para
todo a ∈ A,

ra =
n∑
i=1

β(yi,− a)⊗ xi =
n∑
i=1

β(− a, xi)⊗ yi.

Aplicando a função traço, como β é associativa, temos, para todo a ∈ A,

Tr(la) =
n∑
i=1

β(yi, axi) =
n∑
i=1

β(yia, xi) = Tr(ra).

Dessa forma, 〈χA, a〉 = Tr(la) = Tr(ra), para todo a ∈ A, e chamamos χA de caracter
regular de A.

Note que, como também temos Tr(la) =
∑n

i=1 β(ayi, xi) e Tr(ra) =
∑n

i=1 β(yi, xia)

para todo a ∈ A, então

χA = β(−, z) = β(z,−),

em que z = zβ :=
∑n

i=1 yixi é chamado de elemento de Casimir.

Na próxima observação, vamos calcular a pré-imagem de um caracter a partir do isomor-
fismo definido na Observação 5.1.3 e que a definição do elemento de Casimir independe da
escolha do par de bases duais.

Observação 5.1.5: Agora, assuma queA seja uma álgebra de Frobenius com forma bilinear
associativa e não degenerada β. Sejam {x1, ..., xn} e {y1, ..., yn} bases duais para β, que,
portanto, satisfazem as igualdades do Lema 2.2.4.

Como vimos na Equação 2.4, dadoM um A-módulo à esquerda de dimensão finita, a
pré-imagem de χM ∈ A∗traço ⊆ A∗ pelo isomorfismo βL é o elemento

z(M) = zβ(M) :=
n∑
i=1

〈χM , xi〉 yi.
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Assim, 〈χM ,−〉 = β(−, zβ(M)). Em particular, zβ(M) é independente da escolha dos
conjuntos {x1, . . . , xn} e {y1, . . . , yn}.

Note que o elemento de Casimir é zβ = zβ(A), pois β é não degenerada.
Se β for simétrica, então a Observação 5.1.3 nos garante que zβ(M) ∈ Z(A).

Agora, vamos ver um exemplo de elemento de Casimir no caso das álgebras de gru-
pos:

Exemplo 5.1.6: Sejam G um grupo finito, k um corpo qualquer e A = kG.
Da Observação 2.2.14, temos uma forma bilinear associativa, não degenerada e simétrica

β : A× A→ k tal que, para todos g, h ∈ G,

β(g, h) = δ1G,(gh)−1

com bases duais (g, g−1)g∈G.
Portanto, temos um elemento de Casimir

zβ =
∑
g∈G

g−1g = |G|1G.

Como vimos na Observação 5.1.4, tomando g ∈ G, temos que o caracter regular de A é
dado por

χA(g) = β(g, zβ) = |G|β(g, 1G) =

|G| se g = 1G;

0 caso contrário

e estendido linearmente (exatamente como é feito na Teoria de Representações de Grupos).

A seguir, definiremos o caracter central e o índice de um módulo tal que EndA(M) ∼= k
como k-álgebras, que serão conceitos importantes para a demonstração da equação de classe
na próxima seção.

Observação 5.1.7: Assuma que EndA(M) ∼= k como k-álgebras (por exemplo, quandoM
é irredutível e k é algebricamente fechado).

Assim, para cada x ∈ Z(A), temos lx = ωM(x)l1A = ωM(x) idM , com ωM(x) ∈ k. Isso
produz um homomorfismo de k-álgebras ωM : Z(A)→ k, que será chamado de caracter
central deM .

Como Tr(lx) = ωM(x)Tr(idM), temos

〈χM , x〉 = ωM(x) dimM.

Agora, assuma que A seja uma álgebra de Frobenius com forma bilinear associativa e
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não degenerada β. Seja zβ(M) =
∑n

i=1 〈χM , xi〉 yi, como feito previamente. Então, para
todos x ∈ Z(A) e a ∈ A,

β(a, xzβ(M)) = β(ax, zβ(M)) = 〈χM , ax〉 = 〈χM , xa〉 = Tr(lx ◦ la)

= ωM(x)Tr(la) = ωM(x) 〈χM , a〉 = ωM(x)β(a, zβ(M))

= β(a, ωM(x)zβ(M)).

Logo, como β é não degenerada, temos, para todo x ∈ Z(A),

xzβ(M) = ωM(x)zβ(M).

Se β é simétrica, então zβ(M) ∈ Z(A) e podemos definir o índice de M por

[A : M ]β := ωM(zβ(M)) ∈ k.

Em resumo, o que temos é o seguinte:
No caso em que A é uma álgebra simétrica com uma forma bilinear β e M é um A-

módulo à esquerda de dimensão finita, zβ(M) é o elemento central de A que define χM a
partir da forma bilinear β. Além disso, se EndA(M) ∼= k como k-álgebras, a ação emM de
um elemento central de A é um múltiplo da identidade e, assim, ωM(zβ(M)) = [A : M ]β é
o escalar k ∈ k tal que lzβ(M) = k idM .

Se e ∈ A é um elemento idempotente tal que a k-álgebra de endomorfismos doA-módulo
Ae seja isomorfa a k, veremos na proposição abaixo que o índice [A : Ae]β acima é o inverso
em k de β(e, 1A).

Proposição 5.1.8: SejamA uma k-álgebra simétrica com forma bilinear β (associativa, não
degenerada e simétrica) e e ∈ A idempotente. Assuma que o A-móduloM = Ae satisfaça
EndA(M) ∼= k como k-álgebras. Dessa forma, [A : M ]β é o inverso de β(e, 1A).

Demonstração: Semelhante ao feito no Lema 1.5.24, podemos mostrar que, como k-
espaços,

eM = eAe ∼= EndA(M) ∼= k.

Com isso, temos 〈χM , e〉 = dim(eM) = 1.
Como visto na Observação 5.1.7, temos xe = lx(e) = ωM(x)e para todo x ∈ Z(A).



5.2 | EQUAÇÃO DE CLASSE DE KAC E ZHU

131

Assim,

1 = 〈χM , e〉 = β(e, zβ(M)) = β(zβ(M)e, 1A) = ωM(zβ(M))β(e, 1A)

= [A : M ]ββ(e, 1A)

e, portanto, [A : M ]β é o inverso de β(e, 1).

5.2 Equação de Classe de Kac e Zhu

Para demonstrar a equação de classe, será necessário calcular o caracter regular de
uma álgebra de Hopf semissimples. Para nos auxiliar com isso, temos um resultado muito
interessante que nos diz que ele está totalmente determinado pelos elementos integrais.

Proposição 5.2.1: Seja H uma álgebra de Hopf semissimples sobre um corpo de caracte-
rística zero e fixe integrais Λ ∈

∫
H
e λ ∈

∫
H∗

tais que 〈λ,Λ〉 = 1. Assim, o caracter regular
χH de H é dado por χH = ε(Λ)λ. Em particular, χH ∈

∫
H∗

.

Demonstração: Primeiramente, sabemos que λ gera
∫
H∗

e que temos um isomorfismo de
H-módulos à esquerda H → H∗ dado por h 7→ h ⇁ λ.

Note que uma forma bilinear β : H ×H → k associativa e não degenerada para H é
dada por β(h, g) = 〈λ, hg〉, pois, dado h ∈ H ,

0 = β(h,−) = λ ↼ h = S(h) ⇁ λ ⇐⇒ S(h) = 0

e, como S é uma bijeção pelo Teorema 3.3.3, temos S(h) = 0 se, e somente se, h = 0.
Como observado após o Teorema 4.2.2, temos que (S(Λ(1)),Λ(2))Λ são bases duais para

λ e, portanto, pela Observação 5.1.4, temos

χH = β(−, z) = β(z,−),

em que

z =
∑
(Λ)

Λ(2)S(Λ(1)) =
∑
(Λ)

S2(Λ(2))S(Λ(1)) =
∑
(Λ)

S(Λ(1)S(Λ(2))) = ε(Λ)1H .

Dessa forma, para todo h ∈ H ,

〈χH , h〉 = 〈λ, hz〉 = ε(Λ) 〈λ, h〉 ,

ou seja, χH = ε(Λ)λ.
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De agora em diante, vamos assumir que H é uma álgebra de Hopf semissimples sobre
um corpo k. Em particular, como H é Hopf semissimples, H é de dimensão finita sobre k
(Corolário 3.3.7) e, portanto, é uma álgebra de Frobenius.

Denotaremos por IrrH um conjunto completo de H-módulos de dimensão finita irre-
dutíveis (simples) e dois-a-dois não isomorfos. Observe que, como H é semissimples, o
Teorema de Wedderburn-Artin nos garante que IrrH é um conjunto finito.

Será importante, no que segue, entender a álgebra gerada pelos caracteres irredutíveis. Na
observação abaixo, exploramos algumas operações que podemos fazer com caracteres.

Observação 5.2.2: Sejam V eW módulos em mod H . Tomando bases {v1, . . . , vn} de V
e {w1, . . . , wm} deW , temos

• χV + χW = χV⊕W : Temos uma base {v1, . . . , vn, w1, . . . , wm} de V ⊕W . Dessa
forma,

〈χV⊕W , h〉 =
n∑
i=1

〈v∗i , h · vi〉+
m∑
j=1

〈
w∗j , h · wj

〉
= 〈χV , h〉+ 〈χW , h〉 .

• χV ∗ χW = χV⊗W : Temos uma base {vi ⊗ wj | 0 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ m} de V ⊗W .
Assim,

〈χV⊗W , h〉 =
∑
i,j

〈(vi ⊗ wj)∗, h · (vi ⊗ wj)〉 =
∑
i,j

∑
(h)

〈
v∗i , h(1) · vi

〉 〈
w∗j , h(2) · wj

〉
=
∑
(h)

〈
χV , h(1)

〉 〈
χW , h(2)

〉
= 〈χV ∗ χW , h〉 .

• χV ∗ = χV ◦ S: Temos {v∗1, . . . , v∗n} base de V ∗ e, portanto,

〈χV ∗ , h〉 =
n∑
i=1

〈v∗∗i , h ⇁ v∗i 〉 =
n∑
i=1

〈h ⇁ v∗i , vi〉 =
n∑
i=1

〈v∗i , S(h)vi〉 = 〈χV , S(h)〉 .

Além disso, note que temos um H-módulo à esquerda irredutível de dimensão 1, que
denotaremos por kε, munindo k com a ação

h · k = ε(h)k,

para todos h ∈ H e k ∈ k, e χkε = ε.

Definição 5.2.3: O k-subespaço de H∗ gerado por {χV |V ∈ IrrH} é uma subálgebra
de H∗ chamada de álgebra de caracteres de H ou álgebra de representação de H e será
denotada por R(H). (Note que a propriedade χV +χW = χV⊕W acima nos permite mostrar
que {χV |V ∈ IrrH} é um conjunto linearmente independente e, portanto, é uma base de
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R(H)).

Agora vamos precisar de mais alguns resultados para poder provar a equação de classe. O
primeiro deles será uma aplicação do Lema de Schur que nos permitirá calcular a dimensão
do subespaço de invariantes do produto tensorial de dois módulos.

Lema de Schur: Sejam A uma k-álgebra e M,N dois A-módulos à esquerda simples.
Dado um homomorfismo de módulos f : M → N , temos que f é inversível ou é nulo. Em
particular, EndA(M) é uma k-álgebra com divisão.

Definição 5.2.4: Seja V um H-módulo à esquerda. O conjunto

V H := {v ∈ V |h · v = ε(h)v ∀h ∈ H}

é um subespaço de V chamado de subespaço de invariantes de V.

Lema 5.2.5: Seja H uma álgebra de Hopf semissimples sobre um corpo k algebricamente
fechado. Se V eW são dois H-módulos à esquerda de dimensão finita e simples, então

dimk(V ⊗W ∗)H =

1 se V eW são isomorfos;

0 caso contrário.

Demonstração: Temos um isomorfismo de k-espaços φ : V ⊗W ∗ → Homk(W,V ) tal
que φ(v ⊗ ϕ)(w) = 〈ϕ,w〉 v para todos v ∈ V , ϕ ∈ W ∗ e w ∈ W . Com isso, podemos
munir o espaço Homk(W,V ) com uma estrutura de H-módulo à esquerda de forma que, se
f = φ(

∑n
i=1 vi ⊗ ϕi) ∈ Homk(W,V ), então, dado h ∈ H ,

h · f =
∑
(h)

φ

(
n∑
i=1

h(1)vi ⊗ (h(2) ⇁ ϕi)

)

e, assim, para todo w ∈ W ,

(h · f)(w) =
∑
(h)

φ

(
n∑
i=1

h(1)vi ⊗ (h(2) ⇁ ϕi)

)
(w) =

∑
(h)

n∑
i=1

〈
h(2) ⇁ ϕi, w

〉
h(1)vi

=
∑
(h)

n∑
i=1

〈
ϕi, S(h(2))w

〉
h(1)vi =

∑
(h)

n∑
i=1

h(1)φ(vi ⊗ ϕi)(S(h(2))w)

=
∑
(h)

h(1)f(S(h(2))w).

Note que Homk(W,V )H = HomH(W,V ), pois, se f ∈ HomH(W,V ), então, para todos
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h ∈ H e w ∈ W ,

(h · f)(w) =
∑
(h)

h(1)f(S(h(2))w) = f

∑
(h)

h(1)S(h(2))w

 = ε(h)f(w)

ou seja, f ∈ Homk(W,V )H , e, por outro lado, se f ∈ Homk(W,V )H , então, para todos
h ∈ H e w ∈ W ,

hf(w) =
∑
(h)

h(1)f
(
ε(h(2))w

)
=
∑
(h)

h(1)f(S(h(2))h(3)w) =
∑
(h)

(h(1) · f)(h(2)w)

=
∑
(h)

ε(h(1))f(h(2)w) = f(hw),

ou seja, f ∈ HomH(W,V ).
Portanto, (V ⊗W ∗)H ∼= HomH(W,V ) como k-espaços.
Agora, pelo Lema de Schur, se W e V são H-módulos isomorfos, então temos que

HomH(W,V ) ∼= EndH(V ) é uma k-álgebra de divisão e, como k é algebricamente fechado,
EndH(V ) ∼= k. Portanto, dimkHomH(W,V ) = 1. Caso contrário, o único homomorfismo
de módulosW → V é o homomorfismo nulo, ou seja, dimkHomH(W,V ) = 0.

Os últimos passos antes de demonstrar a equação de classe exigem a introdução de mais
alguns conceitos.

Durante todo o texto, trabalhamos apenas com álgebras sobre corpos, mas também
podemos definir o conceito de álgebra sobre anéis de forma análoga: dado um anel R
comutativo e com unidade, dizemos que um anel A é uma R-álgebra se A for um R-módulo
de forma que as somas do anel e do módulo coincidam, enquanto a multiplicação do anel e
o produto por escalar do módulo satisfazem, para todos a1, a2 ∈ A e r ∈ R,

r(a1a2) = (ra1)a2 = a1(ra2).

Definimos então um inteiro algébrico da seguinte forma:

Definição 5.2.6: Seja A uma Z-álgebra. Dizemos que um elemento a ∈ A é um inteiro
algébrico se vale uma das seguintes condições equivalentes:

i. a é raiz de um polinômio mônico em Z[X];
ii. a subálgebra Z[a] de A é um Z-módulo finitamente gerado.
Se todo elemento de A for um inteiro algébrico, diremos que A é inteira sobre Z.

Agora, precisaremos relembrar alguns resultados sobre esses inteiros algébricos. Esses
resultados são clássicos e suas demonstrações serão omitidas, mas podem ser encontradas,
por exemplo, em [Bou89].
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Observação 5.2.7: Considere A uma Z-álgebra. Com isso:
1. Se A é um Z-módulo finitamente gerado, A é inteira sobre Z;
2. Se a1, . . . , an ∈ A são inteiros algébricos, então Z[a1, . . . , an] é um Z-módulo finita-

mente gerado;
3. Se A é comutativa e X é uma matriz quadrada de ordem n sobre A, então X é um

inteiro algébrico se, e somente se, os coeficientes do polinômio característico de X
são inteiros algébricos;

4. SeQ ⊆ A e a ∈ Q for um inteiro algébrico, então a ∈ Z.

A seguir, mostraremos que os caracteres são inteiros algébricos de H∗ e estaremos
prontos para provar a Equação de Classe de Kac e Zhu.

Observação 5.2.8: Como H é semissimples, IrrH é um conjunto finito e, para todo H-
módulo à esquerda de dimensão finita V , temos

V ∼=
⊕

W∈IrrH

W nW ,

com nW ∈ N para todoW ∈ IrrH e, com isso,

χV =
∑

W∈IrrH

nWχW . (5.2)

Logo, tendo em vista as relações da Observação 5.2.2, definindo a multiplicação no
Z-módulo gerado por {χS | S ∈ IrrH} como sendo o produto de convolução, temos uma
estrutura de Z-álgebra nesse módulo.

Além disso, essa Z-álgebra contém χV para todo H-módulo à esquerda V de dimensão
finita.

Portanto, pela Observação 5.2.7, temos que χV é um inteiro algébrico para todo H-
módulo à esquerda V de dimensão finita.

Teorema 5.2.9 (Equação de Classe de Kac e Zhu): Sejam H uma álgebra de Hopf se-
missimples sobre um corpo k algebricamente fechado e de característica zero. Dado
e ∈ R(H) ⊆ H∗ um idempotente primitivo, dimkH

∗e divide dimkH . Além disso, se
{e1, . . . , en} é um conjunto completo de idempotentes primitivos e ortogonais de R(H),
então

dimH =
n∑
i=1

dim(H∗ei).

Demonstração: Primeiramente, note que, se {e1, . . . , en} é um conjunto completo de idem-
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potentes primitivos e ortogonais de R(H), então

1H∗ = 1R(H) = e1 + · · ·+ en.

Assim,

H∗ =
n⊕
i=1

H∗ei,

donde concluímos diretamente que

dimH = dimH∗ =
n∑
i=1

dim(H∗ei).

Agora, tome e um idempotente primitivo de R(H). Seja χH∗ ∈ (H∗)∗ o caracter regular
de H∗. Assim, existe Λ ∈ H tal que 〈χH∗ , f〉 = 〈f,Λ〉 para todo f ∈ H∗. Como vimos na
Proposição 5.2.1, temos que χH∗ é um integral de H∗∗ e, portanto, Λ é um integral de H .

Lembrando que 〈χH∗ , e〉 = Tr(lH∗e ) = Tr(rH∗e ), temos

〈e,Λ〉 = 〈χH∗ , e〉 = dimk eH
∗ = dimkH

∗e.

Com isso, dado ummódulo V ∈ IrrH , temos hΛv = ε(h)Λv, para todos v ∈ V e h ∈ H .
Portanto, se Λv 6= 0 para algum v ∈ V , temos V = kΛv ∼= kε. Portanto, 〈χV ,Λ〉 = 0 para
todo V ∈ IrrH \ {kε}.

Por outro lado, temos

ε(Λ) = 〈χkε ,Λ〉 = 〈χH∗ , χkε〉 = 〈χH∗ , ε〉 = dimH∗,

pois ε é a unidade de H∗.
Como H é semissimples, denotando IrrH = {U1, . . . , Un}, dado um módulo V em

mod H , podemos escrever V ∼= U r1
1 ⊕ · · · ⊕ U rn

n , com ri ≥ 0, para todo i ∈ {1, . . . , n}.
Pela discussão acima, se 0 6= v ∈ V H , entãoΛv = ε(Λ)v = (dimkH

∗)v 6= 0 e, supondo
sem perda de generalidade que U1 = kε, temos que V H é isomorfo a um submódulo de
U r1

1 . Por outro lado, os elementos de U r1
1 são claramente H-invariantes e, portanto, temos

V H ∼= U r1
1 e dimk V

H = r1.
Isso nos mostra que 〈χH∗ , χV 〉 = dimkH

∗ dimk V
H para todo módulo V em mod H e,

assim, χH∗ |R(H) = (dimkH
∗)τ , em que τ : R(H)→ k é dada por τ(χV ) = dimk V

H .
Dessa forma, temos

dimkH
∗e = 〈e,Λ〉 = (dimkH

∗)τ(e).
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Defina β : R(H)×R(H)→ k nos elementos da base {χU | U ∈ IrrH} por

β(χV , χW ) = τ(χV ∗ χW ) = dimk(V ⊗W )H =

1 se V eW ∗ são isomorfos;

0 caso contrário,

para V,W ∈ IrrH , e estenda linearmente.
Claramente, β é uma forma associativa, simétrica e não degenerada. Portanto, R(H) é

uma álgebra simétrica. Além disso, τ(e) = β(e, 1R(H)).
Como e é um idempotente primitivo, R(H)e é um R(H)-módulo à esquerda simples.

Portanto, pelo Lema de Schur, temos EndR(H)(R(H)e) ∼= k. Assim, pela Proposição 5.1.8
e denotandoM = R(H)e, temos β(e, 1R(H))

−1 = [R(H) : M ]β . Portanto,

[R(H) : M ]β =
dimkH

∗

dimkH∗e
,

ou seja, [R(H) : M ]β é um número racional.
Seja B a Z-álgebra gerada por {χU | U ∈ IrrH}. Dessa forma, B é inteira sobre Z e

lMb ∈ Endk(M) é um inteiro algébrico para todo b ∈ B.
Podemos também considerar k como umaZ-álgebra comutativa e, pelo item (3) da Obser-

vação 5.2.7, como 〈χM , χU〉 = Tr(lMχU ) é o coeficiente de xn−1 no polinômio característico
de lMχU , temos que 〈χM , χU〉 é um inteiro algébrico.

Com isso, pelo item (2) da Observação 5.2.7, temos que Z := Z[〈χM , χU〉 | U ∈ IrrH]

é um Z-módulo finitamente gerado e, portanto, ZB também é um Z-módulo finitamente
gerado. Logo, todo elemento de ZB é um inteiro algébrico pelo item (1) da Observação
5.2.7.

Note que, como χW =
∑

V ∈IrrH χV β(χV ∗ , χW ) para todoW ∈ IrrH ,

zβ(M) =
∑

V ∈IrrH

〈χM , χV 〉χV ∗ ∈ ZB

e, portanto, zβ(M) é um inteiro algébrico. Agora, observe que, como β é simétrica, temos
zβ(M) ∈ Z(R(H)) e, então, para todom ∈M ,

zβ(M) ∗m = ωM(zβ(M))m,

isto é, lMzβ(M) = ωM(zβ(M)) idM . Assim, como feito acima, lMzβ(M) ∈ Endk(M) é um inteiro
algébrico e, assim, temos que [R(H) : M ]β = ωM(zβ(M)) também é um inteiro algébrico.

Como já vimos que [R(H) : M ]β é racional, concluímos que ele deve ser, de fato, um
número inteiro.
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Por fim, podemos aplicar o resultado acima para um grupo finito para encontrar a equação
de classes de conjugação do grupo e mostrar que o tamanho de cada uma dessas classes de
conjugação e a dimensão de todo módulo simples sobre a álgebra desse grupo dividem a
ordem do grupo.

Observação 5.2.10: Suponha queG seja um grupo finito. Vamos relembrar alguns conceitos
sobre representações de grupos.

Para cada x ∈ G, definimos a classe de conjugação de x em G por

Cx = {g−1xg | g ∈ G}.

Se {pg | g ∈ G} é base dual da base G, temos que Fx =
∑

g∈Cx pg é uma função de
classe (é constante em todas as classes de conjugação de G). Como o espaço das funções de
classe é gerado pelo conjunto dos caracteres irredutíveis de G, temos Fx ∈ R(kG).

Além disso, Fx é claramente um idempotente primitivo (é a função de classe cujo valor
é 1 nos elementos de Cx e 0 em todos os outros elementos de G).

Note também que, para todo g ∈ G,

pg ∗ Fx =

pg se g ∈ Cx;

0 caso contrário.

Assim, se H = kG, como {pg | g ∈ G} é base de H∗, temos |Cx| = dim(H∗Fx). Dessa
forma, nesse caso, a Equação de Classe de Kac e Zhu é justamente a equação de classes de
conjugação de G.

Agora, se H = (kG)∗, a Equação de Classe de Kac e Zhu nos diz que dim(He) divide
dimH∗ = dimH para todo idempotente primitivo e ∈ R(H∗) ⊆ H∗∗ = H . Logo, a
dimensão de todo kG-módulo simples divide |G| (esse resultado é chamado de Teorema da
Divisibilidade de Frobenius por M.Lorenz em [Lor98]).

5.3 Aplicações da Equação de Classe

A Equação de Classe de Kac e Zhu tem aplicações muito importantes. A partir dela, foi
possível, por exemplo, provar o primeiro teorema sobre a classificação das álgebras de Hopf
semissimples: toda álgebra de Hopf de dimensão prima sobre um corpo algebricamente
fechado e de característica zero é isomorfa a uma álgebra de grupo. Vamos estudar esse
resultado nesta seção.

Uma segunda aplicação que estudaremos será um resultado sobre a divisibilidade da
dimensão de uma álgebra pelo quadrado da dimensão de seus módulos simples. O caso para
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o qual será provada essa propriedade é o de álgebras de Hopf fatorizáveis e semissimples
sobre um corpo algebricamente fechado e de característica zero. Um exemplo dessas álgebras
que veremos é o Drinfeld Double de uma álgebra de grupo. Esse exemplo será importante
no final deste capítulo, mas aproveitamos para introduzir o conceito aqui.

Comecemos, então, a discussão sobre o teorema de classificação das álgebras de Hopf
de dimensão prima. Para poder demonstrar esse teorema, precisaremos do Teorema de
Nichols-Zoeller. Vamos apenas enunciá-lo, mas sua demonstração pode ser encontrada em
[Lor18, §12.4.6].

Definição 5.3.1: SeH for uma álgebra de Hopf eK uma subálgebra de Hopf deH , diremos
queM é um (H,K)-módulo se for simultaneamente um K-módulo à esquerda e um H-
comódulo à esquerda com estruturas ψ : K ⊗M →M e ρ : M → H ⊗M de forma que ψ
seja um homomorfismo de comódulos.

Com esse conceito, temos:

Teorema de Nichols-Zoeller: SejaK uma subálgebra de Hopf de uma álgebra de Hopf H
de dimensão finita. Todo (H,K)-módulo de Hopf é livre comoK-módulo. Em particular,
H é livre como K-módulo e dimK divide dimH .

O teorema acima generaliza o resultado de que uma álgebra kG de um grupo finito G
é livre sobre qualquer álgebra kD de um subgrupo D ⊆ G. Em particular, |D| divide |G|.
Logo, esse teorema pode ser visto como uma generalização do Teorema de Lagrange para
grupos finitos.

O teorema caracterizando as álgebras de Hopf de dimensão prima sobre corpos alge-
bricamente fechados e de característica zero foi conjecturado por Kaplansky e provado por
Zhu em [Zhu94, Theorem 2].

Teorema 5.3.2: Seja H uma álgebra de Hopf sobre um corpo k algebricamente fechado e
de característica zero. Se dimH = p for um primo, então H ∼= kCp, em que Cp é o grupo
cíclico de ordem p.

Demonstração: Se existir um elemento grouplike não trivial em H , esse elemento gera
um grupo cíclico não trivial G. Dessa forma, kG é uma subálgebra de Hopf de H e, pelo
Teorema de Nichols-Zoeller, temos que |G| divide dimH = p. Como G é não trivial, temos
|G| = p e kG = H .

Provemos agora que H é semissimples para poder aplicar a Equação de Classe de Kac e
Zhu.

Se dimH = 2, H é gerada por 1H e um outro elemento x ∈ H , de forma que H é
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claramente comutativa. Assim,

S2(h) =
∑
(h)

S(ε(h(2))S(h(1))) =
∑
(h)

ε(h(2))1HS(S(h(1)))

=
∑
(h)

S(h(2))h(3)S(S(h(1))) =
∑
(h)

h(3)S(h(2))S(S(h(1)))

=
∑
(h)

h(3)S(S(h(1))h(2)) =
∑
(h)

h(2)S(ε(h(1))1H) =
∑
(h)

ε(h(1))h(2) = h

e, com isso, temos que H é semissimples.
Suponha então que p > 2.
Considere um elemento Λ ∈

∫ r
H
. Vimos que existe um elemento α ∈ G(H∗) tal que

aΛ = α(a)Λ para todo a ∈ H . Supondo que H não seja unimodular, temos α 6= ε e,
portanto, α é um elemento grouplike não trivial de H∗. Pelo que vimos acima, isso nos
mostraria que H∗ ∼= kCp e, dessa forma, H ∼= (kCp)

∗ ∼= kCp. Isso é uma contradição com
a suposição de que H não era unimodular.

Temos então queH é unimodular e, por argumento análogo,H∗ também é. Pelo Corolário
4.3.8, temos S4 = idH . Denote por H+ e H− os autoespaços de S2 com autovalores 1 e -1,
respectivamente. Com isso, temos H = H+ ⊕H−. Se H não for semissimples, temos, pelo
Teorema 4.4.10, que Tr(S2) = 0 e, portanto, dimH+ − dimH− = 0 e dimH = 2 dimH+,
o que é uma contradição com o fato de dimH = p ser um primo maior do que 2. Assim,
concluímos que H é semissimples.

Aplicando agora a Equação de Classe de Kac e Zhu, temos

dimH =
n∑
i=1

dim(H∗ei),

em que {e1, . . . , en} é um conjunto completo de idempotentes primitivos e ortogonais de
R(H). Além disso, dimH∗ei divide dimH = p para todo i = 1, . . . , n. Dessa forma, temos
que dimH∗ei = 1 para todo i = 1, . . . , n ou n = 1 e dimH∗e1 = p.

Se n = 1, temos consequentemente que dimR(H) = 1 e, assim, R(H) = kε. Dessa
forma, temos que H possui um único submódulo irredutível (a menos de isomorfismo): o
submódulo trivial. No entanto, como H é semissimples, isso nos daria que dimH = 1, o
que é uma contradição.

Temos então que dimH∗ei = 1 para todo i = 1, . . . , n. Com isso,

p = dimH =
n∑
i=1

dim(H∗ei) = n

e, portanto, dimR(H) = p, ou seja, como álgebra, H é uma soma direta de p cópias de k,
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mostrando que H ∼= kCp.

Vamos encontrar agora um cenário em que podemos provar que o quadrado da dimensão
de um módulo simples divide a dimensão da álgebra. Isso será válido em álgebras de Hopf
fatorizáveis e semissimples sobre um corpo algebricamente fechado e de característica zero.
Primeiramente, precisaremos definir o que é uma álgebra de Hopf fatorizável, que é um caso
particular de álgebras de Hopf quasitriangulares, como vemos a seguir:

Definição 5.3.3: Uma álgebra de Hopf quasitriangular é um par (H,R), em que H é uma
álgebra de Hopf sobre um corpo k com antípoda bijetora e R =

∑
i xi ⊗ yi ∈ H ⊗H é um

elemento inversível tal que
1.
∑

i

∑
(h) h(2)xi ⊗ h(1)yi =

∑
i

∑
(h) xih(1) ⊗ yih(2) para todo h ∈ H;

2.
∑

i ∆(xi)⊗ yi =
∑

i,j xi ⊗ xj ⊗ yiyj;
3.
∑

i xi ⊗∆(yi) =
∑

i,j xixj ⊗ yj ⊗ yi.
Aqui, utilizamos a notação R =

∑
i xi ⊗ yi =

∑
j xj ⊗ yj para indicar duas somas com

índices diferentes.
Agora, temos τ(R) =

∑
i yi ⊗ xi, em que τ : H ⊗H → H ⊗H é a aplicação twist, e

defina

b := τ(R)R =
∑
i,j

yjxi ⊗ xjyi.

Note que, para todo h ∈ H , temos b∆(h) = ∆(h)b.
Para não carregar tanto a notação, escreveremos também b =

∑
b b

1 ⊗ b2.
Com isso, dizemos que uma álgebra de Hopf quasitriangular (H,R) é fatorizável se a

aplicação

ΦR = Φ : H∗ → H

ϕ 7→
∑
b

b1
〈
ϕ, b2

〉 (5.3)

é um isomorfismo de k-espaços vetoriais. A aplicação ΦR acima é chamada de aplicação
de Drinfeld de (H,R).

Observação 5.3.4: Observe que, por um lado,

((µ ◦ ε)⊗ idH ⊗ idH)

(∑
i

∆(xi)⊗ yi

)
=
∑
i

∑
(xi)

ε(xi(1))1H ⊗ xi(2) ⊗ yi = 1H ⊗R
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e, por outro,

((µ ◦ ε)⊗ idH ⊗ idH)

(∑
i,j

xi ⊗ xj ⊗ yiyj

)
=
∑
i,j

ε(xi)1H ⊗ xj ⊗ yiyj

=

(∑
i

ε(xi)1H ⊗ 1H ⊗ yi

)
(1H ⊗R)

=

(∑
i

1H ⊗ ε(xi)1H ⊗ yi

)
(1H ⊗R).

Portanto, utilizando o segundo item da Definição 5.3.3, temos que

R = ((µ ◦ ε)⊗ 1H)(R)R.

Como R é um elemento inversível em H ⊗H , concluímos que

1H =
∑
i

ε(xi)yi.

De maneira análoga, utilizando o terceiro item da Definição 5.3.3, também podemos
concluir que

1H =
∑
i

ε(yi)xi.

Veremos abaixo um exemplo que será importante mais adiante. Para isso, é necessário
um conhecimento básico sobre a estrutura do Drinfeld Double. Não apresentaremos essa
discussão aqui, mas tudo o que precisaremos pode ser encontrado em [FM20].

Exemplo 5.3.5: Seja G um grupo finito. Considere D(kG) = (kG)∗ ./ kG o Drinfeld
Double da álgebra kG.

Para cada g ∈ G, denote por ϕg a aplicação dada por ϕg(x) = δg,x. Assim, {ϕg | g ∈ G}
é uma base de (kG)∗ dual da base G de kG. Além disso, ε := εkG =

∑
g∈G ϕg.

Relembrando as estruturas de álgebra de Hopf de kG e de (kG)∗ (Exemplo 3.1.3 e
Observação 3.1.12), temos que, para todo g ∈ G,

∆(ϕg) =
∑
x,y∈G

〈ϕg, xy〉ϕx ⊗ ϕy =
∑
xy=g

ϕx ⊗ ϕy.
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Com isso, a multiplicação em D(kG) é caracterizada por:

(ϕg ./ a)(ϕh ./ b) =
∑
xy=h

ϕg ∗
〈
ϕy, a

−1_ a
〉
./
〈
ϕx, a

−1a
〉
ab = ϕg ∗ ϕaha−1 ./ ab.

Além disso, D(kG) é uma álgebra quasitriangular com

R =
∑
g∈G

(ε ./ g)⊗ (ϕg ./ 1G).

Vamos mostrar que (D(kG), R) é fatorizável. Para isso, note que

b =
∑
g,h∈G

(ϕh ./ 1G)(ε ./ g)⊗ (ε ./ h)(ϕg ./ 1G) =
∑
g,h∈G

(ϕh ./ g)⊗ (ϕhgh−1 ./ h).

Identificando D(kG)∗ com kG⊗ (kG)∗, temos uma base de D(kG)∗ dada pelos ele-
mentos da forma g ⊗ ϕh, com g, h ∈ G, e, para todos x, y ∈ G,

〈g ⊗ ϕh, ϕx ./ y〉 = ϕx(g)ϕh(y).

Agora, note que, dados g, h ∈ G,

ΦR(g ⊗ ϕh) =
∑
x,y∈G

(ϕy ./ x) 〈g ⊗ ϕh, ϕyxy−1 ./ y〉 = ϕh ./ h
−1gh.

Dessa forma, temos que ΦR leva uma base de D(kG)∗ em uma base de D(kG), sendo,
portanto, um isomorfismo de k-espaços. Logo, (D(kG), R) é fatorizável.

Agora, precisaremos de um isomorfismo de álgebras entre o centro e a álgebra de repre-
sentação de uma álgebra de Hopf fatorizável e semissimples sobre um corpo algebricamente
fechado e de característica zero. Em [Sch01], o resultado provado é ainda mais forte, pois
garante que isso vale para qualquer álgebra de Hopf fatorizável. No entanto, com o que já
foi apresentado no texto, já conseguimos provar essa versão mais fraca do resultado, que
será o necessário para provar o teorema que desejamos.

Lema 5.3.6: Seja (H,R) uma álgebra de Hopf fatorizável e semissimples sobre um corpo
k algebricamente fechado e de característica zero. Então Z(H) e R(H) são isomorfas como
k-álgebras.

Demonstração: Vamos provar que tal isomorfismo é dado justamente por Φ = ΦR.
Comecemos provando que Φ(R(H)) ⊆ Z(H). Para isso, tome χ ∈ R(H) e h ∈ H .
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Lembre que χ é uma forma traço e que, como H é semissimples, então S = S. Assim,

hΦ(χ) =
∑
b

hb1
〈
χ, b2

〉
=
∑
(h)

∑
b

h(1)ε(h(2))b
1
〈
χ, b2

〉
=
∑
(h)

∑
b

h(1)b
1
〈
χ, S(h(3))h(2)b

2
〉

=
∑
(h)

∑
b

b1h(1)

〈
χ, S(h(3))b

2h(2)

〉
=
∑
(h)

∑
b

b1h(1)

〈
χ, b2h(2)S(h(3))

〉
= Φ(χ)h.

Agora, vamos mostrar que, para todos χ, ξ ∈ R(H), temos Φ(χ∗ξ) = Φ(χ)Φ(ξ). Dados,
então, χ, ξ ∈ R(H), temos

Φ(χ ∗ ξ) =
∑
i,j

yjxi 〈χ ∗ ξ, xjyi〉 =
∑
i,j

∑
(yi),(xj)

yjxi

〈
χ, xj(1)yi(1)

〉〈
ξ, xj(2)yi(2)

〉
=
∑
i,j,k,l

yjykxixl 〈χ, xjyl〉 〈ξ, xkyi〉 =
∑
i,j,k,l

yjykxi 〈ξ, xkyi〉xl 〈χ, xjyl〉

=
∑
j,l

yjΦ(ξ)xl 〈χ, xjyl〉 =
∑
j,l

yjxl 〈χ, xjyl〉Φ(ξ) = Φ(χ)Φ(ξ).

Além disso, como vimos na Observação 5.3.4, temos que

1H =
∑
i

ε(xi)yi =
∑
i

xiε(yi)

e, assim,

Φ(1H∗) = Φ(ε) =
∑
i,j

yjxiε(xjyi) =
∑
i,j

ε(xj)yjxiε(yi) = 1H .

Portanto, temos que Φ|R(H) : R(H)→ Z(H) é um homomorfismo de álgebras. Como
Φ : A∗ → A é um isomorfismo de k-espaços, temos que Φ é injetora. Agora só resta
mostrar que dimR(H) = dimZ(H). Isso será consequência da discussão feita na próxima
seção.

Podemos agora aplicar a Equação de Classe de Kac e Zhu para provar o seguinte resul-
tado:

Teorema 5.3.7: Seja (H,R) uma álgebra de Hopf fatorizável sobre um corpo k algebri-
camente fechado e de característica zero. Se H for semissimples e V for um H-módulo à
esquerda simples, então dim(V )2 divide dimH .

Demonstração: Como H é semissimples, o Teorema de Wedderburn-Artin nos dá uma
decomposição H ∼= Md1(k)× · · · ×Mdn(k).
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Seja Ei ∈ Z(H) o idempotente central primitivo correspondente ao módulo V . Com
isso, HEi ∼= Mdi(k) tem dimensão d2

i e dimk V = di.
Como vimos no Lema 5.3.6, ΦR induz um isomorfismo de álgebras entre R(H) e Z(H).
Seja então ei ∈ R(H) o idempotente primitivo tal que ΦR(ei) = Ei. Como ΦR é um

isomorfismo de álgebras,

ΦR(H∗ei) = ΦR(H∗)ΦR(ei) = HEi

e, assim,

dimk(H∗ei) = dimk(HEi) = dimk(V )2.

Para finalizar, pela Equação de Classe de Kac e Zhu, temos que dimk(H∗ei) divide
dimkH

∗ = dimkH .

5.4 Tabela de Caracteres

Vamos supor que H seja uma álgebra de Hopf semissimples de dimensão d sobre um
corpo algebricamente fechado k de característica zero. Pelo Teorema de Wedderburn-Artin,
temos

H ∼=
n∏
i=1

Mdi(k). (5.4)

Para cada i = 1, . . . , n, se Ei denota a matriz identidade deMdi(k), tome ei ∈ H o
elemento associado a (0, . . . , Ei, . . . , 0) pelo isomorfismo (5.4). Assim, {e1, . . . , en} é um
conjunto de idempotentes centrais primitivos1 e ortogonais.

Além disso, denote por Vi o módulo irredutível associado à representação natural de
Mdi(k) de dimensão di. Dessa forma, temos Hei ∼= Mdi(k) ∼= V di

i .
Suponha, sem perda de generalidade, que V1 = kε. Dessa forma, temos que e1 é um

integral de H . Denote Λ = e1.
Podemos considerar também um conjunto de caracteres {χ1 = ε, . . . , χn}, em que

χi = χVi para todo i = 1, . . . , n. Com isso, temos 〈χi, 1H〉 = di e

χH =
n∑
i=1

diχi.

1 Dizemos que um idempotente e ∈ H é central primitivo se e for central, ou seja, e ∈ Z(H), e não puder ser
escrito como soma de dois idempotentes centrais não nulos e ortogonais.
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Como ei age como a identidade em Vi e anula Vj se j 6= i, então, para todo h ∈ H ,

〈χi, hej〉 = Tr(lhei) = δij Tr(lh) = δij〈χi, h〉.

Em particular,

〈χi, ej〉 = δij〈χi, 1H〉 = δijdi. (5.5)

Pelo que foi discutido acima, Z(H) =
⊕n

i=1 kei. Portanto, temos que {χ1, . . . , χn} é
uma base deR(H) dual da base

{
1
d1
e1, . . . ,

1
dn
en

}
de Z(H). (Observe que, com isso, temos

que dimR(H) = dimZ(H), como precisávamos para finalizar a demonstração do Lema
5.3.6).

Além disso, pela Proposição 5.2.1, temos que χH é um integral de H∗ e

〈χH ,Λ〉 =
n∑
i=1

di〈χi, e1〉 = 〈χ1, e1〉 = 1.

Denotando λ = χH , temos 〈λ,Λ〉 = 1 e podemos definir um isomorfismo Ψ : H → H∗

de H-módulos à esquerda por Ψ(h) = h ⇁ λ. Como já vimos, Ψ−1(ϕ) = Λ ↼ ϕ para
todo ϕ ∈ H∗ e, como Ψ−1 também é homomorfismo de H-módulos à esquerda, então, para
todos h ∈ H e ϕ ∈ H∗,

hΨ−1(ϕ) = Ψ−1(h ⇁ ϕ). (5.6)

Além disso, temos Ψ(1H) = λ e, pela Proposição 4.1.3,

λ = (Λ ↼ λ) ⇁ λ = Ψ(Λ ↼ λ),

ou seja, Λ ↼ λ = 1H , pois Ψ é um isomorfismo.
Vamos mostrar que a restrição de Ψ a Z(H) nos fornece um isomorfismo deH-módulos

entre Z(H) e R(H).

Proposição 5.4.1: Se H é uma álgebra de Hopf semissimples sobre um corpo algebrica-
mente fechado k de característica zero, então Ψ(Z(H)) = R(H).

Demonstração: Primeiramente, lembre-se de que, se V ∈ IrrH , então V ∗ ∈ IrrH . Assim,
se χV é um caracter irredutível, então χV ◦ S = χV ∗ também é.

Agora, note que, como {χ1, . . . , χn} é base de R(H) dual da base
{

1
di
e1, . . . ,

1
dn
en

}
de
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Z(H), basta mostrarmos que, para todo i = 1, . . . , n,

1

di
ei ⇁ χH = χi ◦ S.

Para isso, tome h ∈ H . Logo, lembrando que, pelo Lema 4.4.1, χH ◦ S = χH , temos

〈ei ⇁ χH , h〉 = 〈χH , S(ei)h〉 = 〈χH ◦ S, S(h)ei〉 =
n∑
j=1

dj〈χj, S(h)ei〉

=
n∑
j=1

δijdj〈χj, S(h)〉 = di〈χi ◦ S, h〉

e, portanto, segue o resultado.

Observe que a demonstração que fizemos acima também nos permite concluir que

ei = diΨ
−1(χi ◦ S). (5.7)

Lembre que um corpo k é dito perfeito se todo polinômio irredutível sobre k possuir
raízes distintas num corpo de raízes. Como consequência de [Pie82, §10.6 - Corollary] e
[Pie82, §10.7 - Corollary b], temos o seguinte resultado:

Corolário 5.4.2: Sejam k um corpo perfeito e A uma k-álgebra de dimensão finita. Dessa
forma, A é semissimples se, e somente se, A⊗k F é semissimples sobre F para todo corpo
F que contenha k como subcorpo.

Agora, vamos mostrar que, no contexto em que estamos trabalhando, R(H) também
é uma álgebra semissimples. Dessa forma, poderemos obter conjuntos de idempotentes
centrais primitivos da mesma forma que fizemos em H .

Teorema 5.4.3: SeH é uma álgebra de Hopf semissimples sobre um corpok algebricamente
fechado e de característica zero, então R(H) também é uma k-álgebra semissimples.

Demonstração: Lembre que, como vimos no Teorema 4.4.10, se H é semissimples, H∗

também é semissimples. Pelo mesmo teorema, temos S2
H∗ = idH∗ .

Considere RQ(H) a Q-álgebra gerada por {χ1, . . . , χn} e tome 0 6= ϕ ∈ RQ(H).
Escrevendo ϕ =

∑n
i=1 qiχi, observe que, denotando χj∗ = χV ∗j ,

ϕ ∗ SH∗(ϕ) =
n∑

i,j=1

qiqjχi ∗ SH∗(χj) =
n∑

i,j=1

qiqjχi ∗ χj∗ =
n∑

i,j=1

qiqjχVi⊗V ∗j .

Note que, pelo Lema 5.2.5, o módulo trivial aparece na decomposição de Vi ⊗ V ∗j se,
e somente se, i = j. Dessa forma, temos que o coeficiente de χ1 = ε em ϕ ∗ SH∗(ϕ) é
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∑n
i=1 q

2
i 6= 0 (pois qi ∈ Q para todo i = 1, . . . , n). Portanto, temos ϕ ∗ SH∗(ϕ) 6= 0.

Suponha agora que exista 0 6= ϕ ∈ radRQ(H). Denotando ψ = ϕ ∗ SH∗(ϕ), temos
ψ ∈ radRQ(H) (pela Proposição 1.5.3) e ψ 6= 0, como vimos acima.

Como S2
H∗ = idH∗ , temos SH∗(ψ) = ψ e concluímos que ψ2 = ψ ∗ SH∗(ψ) 6= 0.

Usando esse mesmo argumento, conseguimos provar que ψ2r 6= 0 para todo r ∈ N
e, como ψ2r ∈ radRQ(H), temos uma contradição, pois todo elemento de radRQ(H) é
nilpotente.

Assim, temos radRQ(H) = {0} e, logo, RQ(H) é semissimples sobreQ.
Dessa forma, comoQ ⊆ k é um corpo perfeito, utilizando o Corolário 5.4.2 podemos

concluir que R(H) = RQ(H)⊗Q k é uma k-álgebra semissimples.

Como R(H) é semissimples, considere
{

1
d
λ = F1, . . . , Fm

}
um conjunto completo

de idempotentes centrais primitivos de R(H). Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, considere{
fi1 , . . . , fimi

}
um conjunto completo de idempotentes primitivos e ortogonais da álgebra

simples FiR(H). Assim, todos os R(H)-módulos à direita fijR(H), com j ∈ {1, . . . ,mi}
são isomorfos. Agora, escolha arbitrariamente j ∈ {1, . . . ,mi} e denote fi = fij .

Com isso, {f1, . . . , fm} é um conjunto de idempotentes ortogonais primitivos em R(H)

de forma que fi ∗ Fj = δijfi para todos i, j ∈ {1, . . . ,m}. Dessa forma, generalizamos os
conceitos de classe de conjugaçãoCi ⊆ H , soma de classes Ci ∈ H e representante de classe
de conjugação ηi ∈ H presentes na Teoria de Representações de Grupos Finitos:

Definição 5.4.4: Dada uma álgebra de Hopf semissimplesH sobre um corpo algebricamente
fechado k de característica zero, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, definimos

• A classe de conjugação Ci ⊆ H como o subespaço

Ci = Ψ−1(fiH
∗) = Λ ↼ fiH

∗; (5.8)

• A somas de classes Ci ∈ Z(H) como o elemento

Ci = Ψ−1((dimH)Fi) = Λ ↼ (dimH)Fi;

• A soma de classes normalizada ηi ∈ Z(H) como o elemento

ηi =
Ci

dim(fiH∗)
=

dimH

dim(fiH∗)
Λ ↼ Fi. (5.9)

Observação 5.4.5: Sobre as definições acima, temos as seguintes observações:
1. Note que, pela Equação de Classe de Kac-Zhu, temos que dimH

dim(fiH∗)
é um número

inteiro.
2. Em [CW11], foi provado que a definição de Ci independe da escolha de fi, que Ci é
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um D(H)-módulo irredutível e que, semi = dim fiR(H),

H ∼=
n⊕
i=1

Cmii

como D(H)-módulos.
3. Diferentemente da situação para grupos, não temos necessariamente que ηi ∈ Ci, pois,

caso contrário, Fi = fi ∗ ϕ para algum ϕ ∈ H∗, implicando que

fi = fi ∗ Fi = fi ∗ fi ∗ ϕ = fi ∗ ϕ = Fi,

ou seja, Fi = fi. Se R(H) é comutativa, então isso é válido para todo i e, portanto,
neste caso, ηi ∈ Ci.

Agora, definimos a tabela de caracteres generalizada de H:

Definição 5.4.6: A tabela de caracteres generalizada (ξij)ij de uma k-álgebra de Hopf
semissimples H é dada por:

ξij = 〈χi, ηj〉,

para todos caracteres irredutíveis χi e todas somas de classes generalizadas ηj de H .

Note que, diferentemente do caso para grupos finitos, (ξij)ij não é necessariamente uma
matriz quadrada.

Exemplo 5.4.7: Observe que as definições acima são análogas às definições usuais aplicadas
para grupos finitos. Para ver isso, seja H = kG, com G um grupo finito. Como visto
na Observação 5.2.10, as classes de conjugação e somas de classes de G são definidas,
respectivamente, por

Ci =
{
g−1xig | g ∈ G

}
e Ci =

∑
g∈Ci

g.

Note que, denotando Λ = 1
|G|
∑

g∈G g, d = dim(H) = |G| e Fi =
∑

g∈Ci pg, em que
{pg | g ∈ G} é base dual da base G, temos

Λ ↼ dFi =
1

|G|
∑
g∈G

g ↼ d

(∑
h∈Ci

ph

)
=
∑
g∈G

∑
h∈Ci

ph(g)g =
∑
g∈Ci

g = Ci

e |Ci| = dim(H∗Fi).
A (i, j)-ésima entrada da tabela de caracteres de um grupo é 〈χi, ηj〉, em que ηj é um



150

5 | TABELA DE CARACTERES

elemento de Cj . Note que ηj poderia ser substituído por 1
|Cj |Cj , pois〈

χi,
1

|Cj|
Cj

〉
=

〈
χi,

1

|Cj|
∑
g∈Cj

g

〉
=

1

|Cj|
∑
g∈Cj

〈χi, g〉 =
|Cj|
|Cj|
〈χi, ηj〉 = 〈χi, ηj〉.

Disso, segue que a soma de classes normalizada ηi definida em 5.9 é, de fato, análoga a
um representante da classe de conjugação Ci.

Exemplo 5.4.8: Considere o grupo diedral

G = D3 =
〈
a, b | a3 = b2 = 1, ba = a2b

〉
.

Vamos calcular a tabela de caracteres de (CD3)∗. Como H = CD3 é uma álgebra de
Hopf semissimples, temos que o mesmo vale para H∗ = (CD3)∗.

Considere a base usual D3 = {1G, a, a2, b, ab, a2b} de H e denote sua base dual por
{ϕ1G , ϕa, ϕa2 , ϕb, ϕab, ϕa2b}.

Observe que essa base é ortogonal e 1H∗ = εH =
∑

g∈D3
ϕg. Portanto, temos uma

decomposição de H∗ em soma de módulos irredutíveis dada por

H∗ =
⊕
g∈D3

Cϕg.

Note que ϕ1G é um elemento integral de H∗ e Cϕ1G
∼= CεH∗ .

Dessa forma, temos que os caracteres irredutíveis deH∗ são as aplicações χg : H∗ → C

definidas, para cada x ∈ D3, por

χg(ϕx) = δg,x

para todo g ∈ D3.
Observe que, para todos g, x ∈ D3, temos χg(ϕx) = ϕx(g). Portanto, identificando

H∗∗ = H , temos R(H∗) = CD3.
Denotando ω = e

2πi
3 , considere os seguintes elementos:

v1 = 1G + a+ a2

v2 = 1G + ω2a+ ωa2

v3 = 1G + ωa+ ω2a2

w1 = b+ ab+ a2b

w2 = b+ ω2ab+ ωa2b

w3 = b+ ωab+ ω2a2b.
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Dessa forma, temos uma decomposição de R(H∗) em soma de módulos irredutíveis
dada por

R(H∗) = CD3 = V1 ⊕ V2 ⊕ V 2
3 ,

em que

V1 = span{v1 + w1}

V2 = span{v1 − w1}

V3 = span{v2, w3}.

Com isso, temos um conjunto completo de idempotentes centrais primitivos de R(H∗)

dado por {F1, F2, F3} em que

F1 =
1

6
(v1 + w1)

F2 =
1

6
(v1 − w1)

F3 =
1

3
(v2 + w3)

e um conjunto de idempotentes primitivos e ortogonais {f1, f2, f3} de R(H∗) tais que
fi ∗ Fj = δijfi dado por

f1 = F1 =⇒ dimC(f1H) = 1

f2 = F2 =⇒ dimC(f2H) = 1

f3 =
1

3
v2 =⇒ dimC(f3H) = 2.

Logo, temos

η1 = 6(ϕ1G ↼ F1) = ϕ1G ↼ (v1 + w1) = ϕ1G + ϕa + ϕa2 + ϕb + ϕab + ϕa2b = εH

η2 = 6(ϕ1G ↼ F2) = ϕ1G ↼ (v1 − w1) = ϕ1G + ϕa + ϕa2 − ϕb − ϕab − ϕa2b
η3 = 3(ϕ1G ↼ F3) = ϕ1G ↼ (v2 + w3) = ϕ1G + ωϕa + ω2ϕa2 + ϕb + ωϕab + ω2ϕa2b.

Agora, temos 〈χg, ηi〉 = ηi(g) para todo g ∈ D3. Portanto, a tabela de caracteres de
(CD3)∗ é:
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η1 η2 η3

χ1G 1 1 1
χa 1 1 ω

χa2 1 1 ω2

χb 1 -1 1
χab 1 -1 ω

χa2b 1 -1 ω2

Por fim, vamos calcular as classes de conjugação:

C1 = ϕ1G ↼ f1H = CεH

C2 = ϕ1G ↼ f2H = C(ϕ1G + ϕa + ϕa2 − ϕb − ϕab − ϕa2b)

C3 = ϕ1G ↼ f3H = C(ϕ1G + ωϕa + ω2ϕa2) +C(ϕb + ω2ϕab + ωϕa2b).

Observe que η1 ∈ C1 e η2 ∈ C2, mas η3 /∈ C3.

5.5 Resultados Generalizados

Utilizando os conceitos definidos na seção anterior, vamos agora buscar generalizações
dos seguintes resultados clássicos da Teoria de Representações de Grupos Finitos (esses
resultados podem ser encontrados em livros sobre caracteres de grupos, como [Isa76]):
(G1) As entradas da tabela de caracteres de um grupo finito são inteiros algébricos;
(G2) Para cada linha i da tabela de caracteres de um grupo finitoG, temos que ξi1 = 〈χi, 1G〉

é maximal dentre todos os valores absolutos das entradas desta linha;
(G3) Colunas diferentes são ortogonais, enquanto o quadrado da norma de cada coluna

j é |G|
|Cj | . Como consequência, o tamanho de cada classe de conjugação pode ser

determinada a partir da norma da coluna correspondente. Linhas diferentes satisfazem
uma relação de ortogonalidade generalizada;

(G4) O produto de duas somas de classes é uma combinação linear de somas de classes
com coeficientes inteiros. As constantes de estrutura desse produto são obtidas a partir
da tabela de caracteres;

(G5) O núcleo de uma representação irredutível ϕ, associada a um módulo V , é a união de
todas as classes de conjugação Cj tais que 〈χV , ηj〉 = 〈χV , 1G〉 = dimV ;

(G6) Uma coleção de classes de conjugação forma um subgrupo normal se, e somente se,
ela for uma intersecção de núcleos de representações irredutíveis. Como consequência,
as ordens de todos os subgrupos normais, bem como as relações de inclusão entre
eles, podem ser determinadas;
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(G7) O subespaço comutadorK de kG é dado por

K =

{∑
g∈G

αgg

∣∣∣∣ ∑
g∈Ci

αg = 0 para todas as classes de conjugação Ci

}
.

Tendo em vista a Equação 5.1, para todo i = 1, . . . ,m, temos 〈χH∗ , Fi〉 = dimFiH
∗.

Além disso, pela Proposição 5.2.1, temos χH∗ = εH∗(λ)Λ∗∗. Assim,

dimFiH
∗ = 〈χH∗ , Fi〉 = 〈εH∗(λ)Λ∗∗, Fi〉 = 〈χH , 1H〉 〈Fi,Λ〉

e, portanto,

〈Fi,Λ〉 =
dimFiH

∗

dimH∗
.

Logo,

〈Fi,Cj〉 = d〈Fi,Λ ↼ Fj〉 = d〈Fj ∗ Fi,Λ〉 = dδij〈Fi,Λ〉 = δij dimFiH
∗. (5.10)

Se R(H) é comutativa, então {F1, . . . , Fm} forma uma base de R(H) e fi = Fi para
todo i. Como {χ1, . . . , χn} é outra base de R(H), entãom = n. Logo, {F1, . . . , Fn} é uma
base de R(H) dual da base

{
1

dimF1H∗
C1, . . . ,

1
dimFnH∗

Cn

}
= {η1, . . . , ηn} de Z(H).

Observe também que, nesse caso,

ε(ηi) =
dimH

dimFiH∗
ε(Λ ↼ Fi) =

dimH

dimFiH∗
〈Fi,Λ〉 = 1. (5.11)

Lema 5.5.1: Seja H uma álgebra de Hopf semissimples sobre um corpo algebricamente
fechado k de característica zero. Suponha que R(H) seja comutativa. A tabela de caracteres
(ξij)ij de H é a matriz de mudança de bases em R(H) entre {χ1, . . . , χn} e {F1, . . . , Fn}.

Demonstração: Como {F1, . . . , Fn} é uma base dual de {η1, . . . , ηn}, temos que

χi =
n∑
j=1

〈χi, ηj〉Fj =
n∑
j=1

ξijFj

e, portanto, segue o resultado.

Com isso, se R(H) é comutativa, então

χi ∗ Fj = 〈χi, ηj〉Fj. (5.12)

A partir de agora, vamos supor também que R(H) é uma álgebra comutativa. Pelo Lema
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5.5.1, temos que a tabela de caracteres de H é uma matriz de mudança de base. Logo, a
partir de agora, temos que ela é uma matriz quadrada e inversível.

Podemos, então, encontrar uma generalização de (G1):

Teorema 5.5.2: SejaH uma álgebra de Hopf semissimples sobre um corpo algebricamente
fechado k de característica zero. Suponha também que R(H) seja uma álgebra comutativa.
Assim, todas as entradas ξij da tabela de caracteres são inteiros algébricos.

Demonstração: Primeiramente, observe que, assim como feito na demonstração da Equação
de Classe de Kac e Zhu (Teorema 5.2.9), dados i, j ∈ {1, . . . , n}, temos que χR(H)Fj(χi) é
um inteiro algébrico, em que

〈
χR(H)Fj , χi

〉
= Tr

(
lR(H)Fj
χi

)
,

com l
R(H)Fj
χi ∈ Endk(R(H)Fj).

No entanto, como {F1, . . . , Fn} é uma base de R(H) e é um conjunto de idempotentes
dois-a-dois ortogonais, então dimR(H)Fj = 1 e, como χi ∗ Fj = ξijFj ,

Tr
(
lR(H)Fj
χi

)
= ξij.

Portanto, ξij é um inteiro algébrico para todos i, j ∈ {1, . . . , n}.

Note que, com d = dimH ,

η1 =
Ψ−1(dF1)

dim(F1H∗)
= Ψ−1(λ) = 1H .

Suponha queH seja uma álgebra de Hopf semissimples sobreC. Em [NR98], os autores
definem uma aplicação ι : R(H)×R(H)→ C de forma que ι(χi, χj) = dimCMH(Vi, Vj)

para todos i, j ∈ {1, . . . , n}, em queMH(V,W ) denota o C-espaço vetorial composto
pelos homomorfismos de H-comódulos à direita de V em W . Com essa aplicação, eles
também definem um produto interno em R(H) da seguinte forma: dados dois elementos
u =

∑n
i=1 αiχi, v =

∑n
i=1 βiχi ∈ R(H), com αi, βi ∈ C para todo i ∈ {1, . . . , n},

(u, v) :=
n∑

i,j=1

αiβjι(χi, χj).

Logo, podemos definir uma norma em R(H) tomando ||χ|| =
√

(χ, χ) para todo
χ ∈ R(H).

Na mesma referência, encontramos o seguinte resultado:

[NR98, Theorem 14(2)]: Se χ ∈ R(H) é tal que χ =
∑n

i=1 αiχi, em que αi ∈ R e αi ≥ 0
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para todo i ∈ {1, . . . , n}, então

〈χ, 1H〉 = sup
06=ϕ∈R(H)

||χ ∗ ϕ||
||ϕ||

.

Com isso, para qualquer caracter irredutível χ de H , se a é um autovalor de lχ, então
existe 0 6= ϕ ∈ R(H) tal que lχ(ϕ) = aϕ e, portanto,

〈χ, η1〉 = 〈χ, 1H〉 ≥
||lχ(ϕ)||
||ϕ||

=
||aϕ||
||ϕ||

= |a|,

isto é, 〈χ, 1H〉 é o maior dentre os valores absolutos dos autovalores de lχ. Dessa forma,
temos uma generalização de (G2):

Teorema 5.5.3: SejaH uma álgebra de Hopf semissimples sobre um corpo algebricamente
fechado k de característica zero. Suponha também que R(H) seja uma álgebra comutativa.
Então |ξij| ≤ 〈χi, 1H〉 para todo i = 1, . . . , n.

Demonstração: Como todas as entradas da i-ésima coluna de (ξij)ij são autovalores de lχi
em R(H), segue o resultado.

Vamos buscar agora uma generalização de (G3). Para isso, precisaremos de mais alguns
resultados.

Lema 5.5.4: Suponha que H seja uma álgebra de Hopf semissimples sobre C e que R(H)

seja uma C-álgebra comutativa. Para todas as entradas (i, j) da tabela de caracteres de H ,

ξi∗j = ξij∗ = ξij,

em que ξi∗j = 〈SH∗(χi), ηj〉 e ξij∗ = 〈χi, S(ηj)〉.

Demonstração: Como vimos na demonstração do Teorema 5.5.2, temos que, para todos
i, j ∈ {1, . . . , n},

〈
χR(H)Fj , χi

〉
= ξij

e χR(H)Fj = η∗∗j é um caracter de R(H).
A Observação 11 de [NR98] nos diz que todo caracter ζ de R(H) satisfaz

〈ζ, SH∗(χ)〉 = 〈ζ, χ〉,

para todo χ ∈ R(H), donde segue o resultado.

Como corolário, temos
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Corolário 5.5.5: SeH é uma álgebra de Hopf semissimples sobreC eR(H) é uma álgebra
comutativa, então a tabela de caracteres de H é formada por valores reais se, e somente
se, a antípoda S age como a identidade em Z(H) e a antípoda do dual, SH∗ , age como a
identidade em R(H).

Demonstração: Pelo Lema 5.5.4, dados i, j ∈ {1, . . . , n}, temos ξij = ξij se, e somente se,

〈χi, ηj〉 = 〈SH∗(χi), ηj〉 = 〈χi, S(ηj)〉.

Como {χ1, . . . , χn} e {η1, . . . , ηn} são bases para os espaços duais R(H) e Z(H),
respectivamente, temos o resultado desejado.

Lema 5.5.6: Seja H uma álgebra de Hopf semissimples sobre um corpo algebricamente
fechado k de característica zero. Suponha também que R(H) seja uma álgebra comutativa.
Denotando A = (ξij)ij e A−1 = (βij)ij , temos

βij =
dim(FiH

∗)〈χj, S(ηi)〉
d

=
dim(FiH

∗)ξji∗

d
=

dim(FiH
∗)ξj∗i

d
.

Demonstração: Como {χ1, . . . , χn} e
{

1
d1
e1, . . . ,

1
dn
en

}
são bases ortogonais de R(H) e

de Z(H), respectivamente, podemos escrever, para todo j ∈ {1, . . . , n},

Fj =
n∑
t=1

〈
Fj,

et
dt

〉
χt.

Observe também que, como χi ◦ S é um caracter irredutível para todo i ∈ {1, . . . , n},
temos, pela Equação (5.12),

(χi ◦ S) ∗ Fj = 〈(χi ◦ S), ηj〉Fj

para todos i, j ∈ {1, . . . , n}. Dessa forma,

βij =

〈
Fi,

ej
dj

〉
=
〈
Fi,Ψ

−1(χj ◦ S)
〉

= 〈Fi,Λ ↼ (χj ◦ S)〉 = 〈(χj ◦ S) ∗ Fi,Λ〉

= 〈χj, S(ηi)〉 〈Fi,Λ〉 = 〈χj, S(ηi)〉
dimFiH

∗

dimH∗

para todos i, j ∈ {1, . . . , n}.

Corolário 5.5.7: SejaH uma álgebra de Hopf semissimples sobre um corpo algebricamente
fechado k de característica zero. Suponha também que R(H) seja uma álgebra comutativa.
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Dados i, j ∈ {1, . . . , n}, temos

χi ∗ χj =
n∑
t=1

mij
t χt, (5.13)

em quemij
t ∈ N para todo t ∈ {1, . . . , n} e

mij
t =

n∑
r=1

dim(FrH
∗)ξirξjrξt∗r
d

.

Demonstração: Dados i, j ∈ {1, . . . , n}, temos χi ∗ χj = χVi⊗Vj . Assim, pela Equação
(5.2), podemos escrever

χVi⊗Vj =
n∑
t=1

mij
t χt,

commij
t ∈ N para todo t ∈ {1, . . . , n}.

Por outro lado, pela Equação (5.12) e pelo Lema 5.5.6, temos

χi ∗ χj = χi ∗

(
n∑
r=1

ξjrFr

)
=

n∑
r=1

ξjrχi ∗ Fr =
n∑
r=1

ξjrξirFr

=
n∑
r=1

ξirξjr

(
n∑
t=1

βrtχt

)
=

n∑
t=1

(
n∑
r=1

ξirξjrβrt

)
χt.

No entanto, como {χ1, . . . , χn} é base de R(H), devemos ter

mij
t =

n∑
r=1

ξirξjrβrt =
n∑
r=1

dim(FrH
∗)ξirξjrξt∗r
d

,

como desejado.

Podemos provar agora a primeira e a segunda relações de ortogonalidade para a tabela
de caracteres de H , obtendo uma generalização de (G3):

Teorema 5.5.8: Seja H uma álgebra de Hopf semissimples sobre C tal que R(H) seja
comutativa. Então,

1.
n∑
j=1

dim(FjH
∗)ξrjξtj = δrtd;

2.
n∑
t=1

ξtiξtj = δij
d

dim(FiH∗)
.
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Demonstração: Pelo Lema 5.5.6 e pelo Lema 5.5.4, temos que

βjk =
dim(FjH

∗)

d
ξk∗j =

dim(FjH
∗)

d
ξkj.

Com isso,

δrt =
n∑
j=1

ξrjβjt =
n∑
j=1

dim(FjH
∗)

d
ξrjξtj

e

δij =
n∑
t=1

βitξti =
n∑
t=1

dim(FiH
∗)

d
ξtiξtj,

concluindo a demonstração do teorema.

Agora, veremos uma generalização de (G4):

Teorema 5.5.9: Seja H uma álgebra de Hopf semissimples sobre C tal que R(H) seja
comutativa. Então,

Ci Cj =
n∑
t=1

cijt Ct,

em que

cijt =
dim(FiH

∗) dim(FjH
∗)

d

n∑
r=1

ξriξrjξrt
dr

.

Demonstração: Como vimos anteriormente, A = (ξij)ij é a matriz de mudança de base em
R(H) entre B1 = {χ1, . . . , χn} e B2 = {F1, . . . , Fn}. Pelas equações (5.5) e (5.10), temos
B∗1 =

{
1
d1
e1, . . . ,

1
dn
en

}
e B∗2 = {η1, . . . , ηn}. Assim, se (αij)ij é a matriz de mudança de

base em Z(H) entre B∗2 e B∗1 , temos

αij =

〈
χj,

n∑
t=1

αit
et
dt

〉
= 〈χj, ηi〉 =

〈
n∑
t=1

ξjtFt, ηi

〉
= ξji,

ou seja, (αij)ij = At = (ξji)ij . Portanto,

Ci =
n∑
j=1

dim(FiH
∗)ξji

dj
ej
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e, tomando a inversa de At com auxílio do Lema 5.5.6, temos

ei =
n∑
j=1

di
dim(FjH

∗)ξi∗j
d

1

dimFjH∗
Cj =

n∑
j=1

diξi∗j
d

Cj.

Dessa forma,

Ci Cj =

(
n∑
r=1

dim(FiH
∗)ξri

dr
er

)(
n∑
t=1

dim(FjH
∗)ξtj

dt
et

)

= dim(FiH
∗) dim(FjH

∗)
n∑
r=1

ξriξrj
drdr

er

= dim(FiH
∗) dim(FjH

∗)
n∑
r=1

ξriξrj
drdr

n∑
t=1

drξr∗t
d

Ct

=
n∑
t=1

(
dim(FiH

∗) dim(FjH
∗)

d

n∑
r=1

ξriξrjξrt
dr

)
Ct,

como desejado.

A parte dos “coeficientes inteiros” de (G4) não pode ser garantida no contexto de álgebras
de Hopf semissimples. Contudo, temos que, para álgebras de Hopf quasitriangulares, esses
coeficientes são inteiros a menos de um fator d−2 ([CW11, Theorem 2.6]) e, para álgebras
de Hopf fatorizáveis, a menos de um fator d−1 ([CW10, Theorem 4.3]).

Exemplo 5.5.10: Sejam G um grupo finito e H = kG. Como vimos no Exemplo 5.4.7,
|Ci| = dim(FiH

∗). Logo, aplicando o Teorema 5.5.9, temos

cijt =
|Ci||Cj|
|G|

n∑
r=1

ξriξrjξrt
ξr1

.

Agora, vamos apresentar, sem demonstração, as generalizações para os resultados (G5),
(G6) e (G7) (as demonstrações podem ser encontradas em [CW13]). Para isso, precisamos
relembrar e introduzir mais alguns conceitos. Esses resultados generalizados serão utilizados
no final do capítulo em um exemplo.

Dados um grupo G e um kG-módulo V , lembre-se de que o núcleo de V é definido
como sendo o núcleo da representação associada a ele, isto é, o conjunto dos elementos
do grupo que agem como a identidade em V . Se χ é o caracter associado a esse módulo, o
conjunto acima é denotado por kerχ e temos que kerχ é um subgrupo normal de G. Além
disso, dizemos que χ é fiel se kerχ = {1G}.

Podemos generalizar esses conceitos da seguinte forma:

Definição 5.5.11: Seja H uma álgebra de Hopf. Dado um H-módulo V , definimos uma
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aplicação LV : H ⊗ V → H ⊗ V por h⊗ v 7→
∑

(h) h(1) ⊗ (h(2) · v). O maior subespaço
X de H tal que LV |X⊗V = idX⊗V é chamado de núcleo à esquerda de V e denotado por
LKerV . Dessa forma,

LKerV =

h ∈ H
∣∣∣∣ ∑

(h)

h(1) ⊗ (h(2) · v) = h⊗ v ∀v ∈ V

 .

Denotaremos também LKerχV = LKerV e, com isso, temos que um caracter χV é dito
fiel se LKerχV = k.

Observação 5.5.12: Dados um grupo G e um kG-módulo V , temos

LKerV =

h ∈ kG
∣∣∣∣ ∑

(h)

h(1) ⊗ (h(2) · v) = h⊗ v ∀v ∈ V


=

{
g ∈ G

∣∣∣∣ g ⊗ (g · v) = g ⊗ v ∀v ∈ V
}

=

{
g ∈ G

∣∣∣∣ g · v = v ∀v ∈ V
}
,

ou seja, LKerV coincide com a definição usual de núcleo de uma representação.

Para generalizar o conceito de subgrupo normal da teoria de grupos, temos a definição
abaixo:

Definição 5.5.13: Sejam H uma álgebra de Hopf e A uma subálgebra de H . Definimos a
ação adjunta à esquerda de H em A por

h ·
ad
a =

∑
(h)

h(1)aS(h(2)),

para todos a ∈ A e h ∈ H .
Se A for estável sob a ação adjunta à esquerda de H , diremos que A é uma subálgebra

normal de H .

A seguir, veremos que, como esperado, LKerV é uma subálgebra normal de H .

Proposição 5.5.14: Sejam H uma álgebra de Hopf e V um H-módulo. Então, LKerV é
uma subálgebra coideal à esquerda e normal de H .

Demonstração: Primeiramente, vamos mostrar que LKerV é um coideal à esquerda de H ,



5.5 | RESULTADOS GENERALIZADOS

161

ou seja, ∆(LKerV ) ⊆ H ⊗ LKerV . Note que, dados a ∈ LKerV e v ∈ V , temos

∑
(a)

a(1) ⊗ a(2) ⊗ v = (∆⊗ id)(a⊗ v) = (∆⊗ id)

∑
(a)

a(1) ⊗ (a(2) · v)


=
∑
(a)

a(1) ⊗ a(2) ⊗ (a(3) · v).

Portanto, escrevendo ∆(a) =
∑n

i=1 hi ⊗ xi, em que {h1, . . . , hn} é uma base de H ,
temos

n∑
i=1

hi ⊗ xi ⊗ v =
n∑
i=1

hi ⊗

∑
(x)

xi(1) ⊗ (xi(2) · v)


e, como {h1, . . . , hn} é um conjunto linearmente independente, concluímos que, para todo
i ∈ {1, . . . , n}, ∑

(x)

xi(1) ⊗ (xi(2) · v) = xi ⊗ v,

mostrando que xi ∈ LKerV e que, assim, ∆(LKerV ) ⊆ H ⊗ LKerV .
Vamos mostrar agora que LKerV é uma subálgebra de H . Para isso, observe que, dados

a ∈ LKerV e v ∈ V ,

ε(a)v = (ε⊗ id)(a⊗ v) = (ε⊗ id)

∑
(a)

a(1) ⊗ (a(2) · v)

 = a · v.

Como sabemos que LKerV é um subespaço de H , basta mostrarmos que ele é fechado
para a multiplicação. Considere então a, b ∈ LKerV e escreva ∆(a) =

∑n
i=1 hi ⊗ xi e

∆(b) =
∑n

i=1 hi ⊗ yi, com {h1, . . . , hn} uma base de H . Dessa forma, vimos acima que
xi, yi ∈ LKerV para todo i ∈ {1, . . . , n} e, portanto, para todo v ∈ V ,

∑
(ab)

(ab)(1) ⊗ ((ab)(2) · v) =
n∑

i,j=1

hihj ⊗ (xi · (yj · v)) =
n∑

i,j=1

(hiε(xi))(hjε(yj))⊗ v

= ab⊗ v,

mostrando que ab ∈ LKerV .
Por fim, vamos mostrar que LKerV é normal. Dados y ∈ H , a ∈ LKerV e v ∈ V , e
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escrevendo mais uma vez ∆(a) =
∑n

i=1 hi ⊗ xi com {h1, . . . , hn} uma base de H , temos

∑
(
y ·
ad
a

)
(
y ·
ad
a
)

(1)
⊗
(
y ·
ad
a
)

(2)
· v =

∑
(y)

n∑
i=1

y(1)hiS(y(2))(1) ⊗ y(2)xiS(y(2))(2) · v

=
∑
(y)

n∑
i=1

y(1)hiS(y(4))⊗ y(2) · (xi · (S(y(3)) · v))

=
∑
(y)

n∑
i=1

y(1)hiS(y(4))⊗ y(2) · (ε(xi)(S(y(3)) · v))

=
∑
(y)

y(1)aS(y(4))⊗ y(2)S(y(3)) · v

=
∑
(y)

y(1)aS(y(3))⊗ ε(y(2))v

=
(
y ·
ad
a
)
⊗ v,

donde concluímos que LKerV é normal, encerrando a demonstração.

Com a definição de núcleo à esquerda acima, (G5) pode ser generalizado da seguinte
forma:

Teorema 5.5.15 ([CW13, Corollary 1.10]): Sejam H uma álgebra de Hopf semissimples
sobre k tal que R(H) seja comutativa e Vi um H-módulo irredutível. Assim,

LKerVi =
⊕
j∈Ji

Cj,

em que Ji = {1 ≤ j ≤ n | 〈χi, ηj〉 = 〈χi, 1H〉}.

Temos que todo subgrupo normal é intersecção de núcleos de representações. Esse resul-
tado pode ser generalizado mostrando-se que toda subálgebra coideal à esquerda e normal é
intersecção de uma certa coleção de núcleos à esquerda, como veremos abaixo.

Para qualquer subespaço N de H , defina N+ = N ∩ ker ε. Se N for uma subálgebra
coideal à esquerda e normal deH , denoteH = H/(N+H). Para cadaH-módulo irredutível
W , existe um H-módulo irredutível Vi tal que W ∼= Vi como H-módulos via pullback.
Considere então o subconjunto de índices I ⊆ {1, . . . , n} de forma que Vi seja isomorfo a
um H-módulo irredutível dessa maneira para todo i ∈ I .

Com essas notações, temos então que, se N for uma subcoálgebra coideal à esquerda e
normal de uma álgebra de Hopf semissimples H sobre um corpo algebricamente fechado e
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de característica zero, então

N =
⋂
i∈I

LKerVi = LKer⊕i∈IVi .

É possível determinar uma forma de obter todas as subálgebras coideais à esquerda e
normais de H a partir de sua tabela de caracteres, generalizando (G6):

Teorema 5.5.16 ([CW13, Theorem 1.11]): SejaH uma álgebra de Hopf semissimples sobre
k tal que R(H) seja comutativa. Se N for uma subálgebra coideal à esquerda e normal de
H , então

N =
⊕
j∈JI

Cj,

em que I ⊆ {1, . . . , n} é tal que {Vi | i ∈ I} está identificado com o conjunto completo de
módulos irredutíveis e não isomorfos de H/(N+H) e

JI = {j ∈ {1, . . . , n} | χi ∗ Fj = 〈χi, 1H〉Fj ∀i ∈ I}.

Além disso, se L = ⊕j∈JCj , para algum J ⊆ {1, . . . , n} temos que L é uma subálgebra
coideal à esquerda e normal de H se, e somente se, existe I ⊆ {1, . . . , n} tal que J = JI .

Para finalizar a lista dos resultados generalizados, vamos ver como podemos generalizar
(G7) para álgebras de Hopf.

Dada uma k-álgebra de dimensão finita A, definimosKA, o subespaço comutador de A,
como sendo o subespaço de A gerado por ab− ba, para todos a, b ∈ A.

Com isso, temos a generalização de (G7):

Teorema 5.5.17 ([CW13, Theorem 1.13]): SejaH uma álgebra de Hopf semissimples sobre
k tal que R(H) seja comutativa. Então,

KH =
n⊕
i=1

Ci ∩ ker ε.

Agora, definimos o ideal comutador I de H como sendo

I =
⋂
M∈R

M⊥,

em que R é o conjunto dos H-módulos de dimensão 1, e a álgebra comutadora N de H
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como

N = LKerH/I .

Esse conceito de álgebra comutadora é o análogo ao subgrupo comutador para álgebras
de Hopf.

Proposição 5.5.18 ([CW13, Proposition 1.14]): Sejam H uma álgebra de Hopf semissim-
ples, N a álgebra comutadora de H e KH o subespaço comutador de H , como definidos
acima. Dessa forma,

1. I = HKH ;
2. N =

⋂
σ∈G(H∗) LKerkσ.

5.6 Tabela de Caracteres de D(CS3)

Vamos estudar agora um último exemplo: a tabela de caracteres deD(CS3). A discussão
apresentada é baseada principalmente em [CW11] e [DPR90].

Primeiramente, tome G um grupo finito qualquer e k um corpo algebricamente fechado
e de caraterística zero. Temos que D(kG) é uma k-álgebra de Hopf fatorizável (como visto
no Exemplo 5.3.5) e semissimples. Portanto, pelo Lema 5.3.6, temos que R(D(kG)) é
comutativa.

Prosseguindo como feito na Seção 5.4, considere {χ1, . . . , χn} o conjunto de caracte-
res irredutíveis de D(kG) e {e1, . . . , en} um conjunto completo de idempotentes centrais
primitivos e ortogonais de D(kG).

Considere também Φ : D(kG)∗ → D(kG) uma aplicação de Drinfeld deD(kG), como
definida em (5.3). Observe que

Φ(χj) =
n∑
i=1

〈χi,Φ(χj)〉
1

di
ei,

pois vimos, como consequência da Equação (5.5), que {χ1, . . . , χn} é uma base dual da
base

{
1
d1
e1, . . . ,

1
dn
en

}
.

Como vimos no Lema 5.3.6, temos que Φ|R(D(kG)) : R(D(kG)) → Z(D(kG)) é um
isomorfismo de álgebras. Portanto, {F1 = Φ−1(e1), . . . , Fn = Φ−1(en)} é um conjunto
completo de idempotentes centrais primitivos e ortogonais de R(D(kG)).

Note que, para todos i, j ∈ {1, . . . , n},

Φ(χi ∗ Fj) = Φ(χi)ej =
n∑
k=1

〈χk,Φ(χi)〉
ek
dk
ej = 〈χj,Φ(χi)〉

ej
dj

= Φ

(
〈χj,Φ(χi)〉

dj
Fj

)



5.6 | TABELA DE CARACTERES DED(CS3)

165

e, como Φ é um isomorfismo,

ξijFj = χi ∗ Fj =
〈χj,Φ(χi)〉

dj
Fj,

ou seja,

ξij =
〈χj,Φ(χi)〉

dj
. (5.14)

Agora, vamos descrever os caracteres de D(kG).
Considere a base {ϕg | g ∈ G} de (kG)∗ dual da baseG, isto é, ϕg(h) = δg,h para todos

g, h ∈ G.
Como vimos no Exemplo 5.3.5, a multiplicação em D(kG) é caracterizada por:

(ϕg ./ a)(ϕh ./ b) =
∑
xy=h

ϕg ∗
〈
ϕy, a

−1_ a
〉
./
〈
ϕx, a

−1a
〉
ab = ϕg ∗ ϕaha−1 ./ ab.

Tomando um elemento σ ∈ G, denote por CG(σ) o centralizador de σ emG. Além disso,
se Cσ = {σ1, . . . , σn} é a classe de conjugação de σ, considere um conjunto {g1, . . . , gn}
de elementos de G tais que

giσg
−1
i = σi

para todos i ∈ {1, . . . , n}.
Denote por Rσ a subálgebra de D(kG) gerada como espaço vetorial pelos elementos da

forma ϕg ./ x, em que g ∈ G e x ∈ CG(σ). Se (Mσ, ·) é um kCG(σ)-módulo irredutível,
temos uma ação de Rσ emMσ dada por

(ϕg ./ x)m = δg,σx ·m,

para todos g ∈ G, x ∈ CG(σ) em ∈M .
Dessa forma, podemos associar a Mσ um D(kG)-módulo irredutível V σ definido

como:

V σ := D(kG)⊗Rσ Mσ,

de forma que

dimV σ = |Cσ| dimMσ.

Na realidade, todo D(kG)-módulo irredutível é isomorfo a algum módulo da forma
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acima. Para provar isso, note primeiramente que, como CG(h) é um grupo finito para todo
h ∈ G, denotando por

{
Mh

i | i ∈ Ih
}
um conjunto completo de CG(h)-módulos irredutíveis

dois-a-dois não isomorfos, da Teoria de Representações de Grupos temos que

|G|
|Ch|

= |CG(h)| =
∑
i∈Ih

(dimMh
i )2

e, com isso, tomando um conjunto completo X de representantes de classes de conjugação
distintas de G,

∑
h∈X

∑
i∈Ih

(dimV h
i )2 =

∑
h∈X

∑
i∈Ih

|Ch|2 dim(Mh
i )2 =

∑
h∈X

|Ch|2
|G|
|Ch|

= |G|
∑
h∈X

|Ch| = |G|2.

Por outro lado, como D(kG) é semissimples, temos

D(kG) =
r⊕
j=1

A
dimAj
j ,

em que {Aj | j = 1, . . . , r} é um conjunto completo de D(kG)-módulos irredutíveis não
isomorfos, e, com isso,

|G|2 = dimD(kG) =
r∑
j=1

(dimAj)
2.

Logo, temos que {V h
i |h ∈ X, i ∈ Ih} exaure as possibilidades de D(kG)-módulos irredu-

tíveis não isomorfos, isto é, todo D(kG)-módulo irredutível é isomorfo a um módulo da
forma V σ.

Agora, dado um elemento x ∈ G, observe que xσx−1 = σi para algum i ∈ {1, . . . , n}.
Portanto,

(g−1
i x)σ(g−1

i x)−1 = g−1
i xσx−1gi = g−1

i σigi = σ,

ou seja g−1
i x ∈ CG(σ). Se {m1, . . . ,mr} é uma base deMσ, temos que, dados g, x ∈ G e

j ∈ {1, . . . , r},

(ϕg ./ x)⊗Rσ mj = ((ε ./ gi)(ϕg−1
i ggi

./ g−1
i x))⊗Rσ mj

= (ε ./ gi)⊗Rσ ((ϕg−1
i ggi

./ g−1
i x)mj)

=
r∑

k=1

λk(ε ./ gi)⊗Rσ mk,
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com λk ∈ k para todo k ∈ {1, . . . , r}. Assim, concluímos que os elementos da forma
(ε ./ gi)⊗Rσ mj , com i ∈ {1, . . . , n} e j ∈ {1, . . . , r}, formam uma base de V σ.

A ação de ϕg ./ x, com g, x ∈ G, nos elementos dessa base é dada por:

(ϕg ./ x)((ε ./ gi)⊗Rσ mj) = ((ϕg ./ x)(ε ./ gi))⊗Rσ mj

= (ϕg ./ xgi)⊗Rσ mj.

Note que, para cada x ∈ G, existe um único k ∈ {1, . . . , n} tal que

(xgi)σ(xgi)
−1 = σk = gkσg

−1
k

e, assim, h := g−1
k xgi ∈ CG(σ). Observe que h = σg−1

k xgiσ
−1 e, portanto, xgi = gkh. Com

isso,

(ϕg ./ xgi)⊗Rσ mj = (ϕg ./ gkh)⊗Rσ mj

= ((ε ./ gk)(ϕg−1
k ggk

./ h))⊗Rσ mj

= (ε ./ gk)⊗Rσ ((ϕg−1
k ggk

./ h)mj)

= (ε ./ gk)⊗Rσ (δg−1
k ggk,σ

h ·mj)

= δg,σk(ε ./ gk)⊗Rσ h ·mj.

Queremos agora descrever o caracter χ = χV σ . Observe que, se g 6= σk, então
〈χ, ϕg ./ x〉 = 0 para todo x ∈ G. Por outro lado, se g = σk e quisermos 〈χ, ϕg ./ x〉 6= 0,
precisamos pelo menos de k = i. Dessa forma, temos g−1

i xgi = h ∈ CG(σ) e

〈χV σ , ϕσi ./ x〉 =
〈
χMσ , g−1

i xgi
〉
.

Portanto, identificando (D(kG))∗ com kG⊗ (kG)∗, temos

χV σ =
n∑
i=1

σi ⊗
∑

h∈CG(σ)

〈χMσ , h〉ϕgihg−1
i
. (5.15)

Em [CW05, Example 2.12], as autoras provaram que a aplicação de Drinfeld para a
álgebra D(H) de uma álgebra de Hopf de dimensão finita H , definida como em (5.3),
também identificando D(H)∗ com H ⊗H∗, é dada por

Φ(x⊗ ψ) = (ε ./ x)(ψ ./ 1H),

para todos x ∈ H e ψ ∈ H∗.
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Logo,

Φ(χV σ) =
n∑
i=1

∑
h∈CG(σ)

〈χMσ , h〉 (ε ./ σi)(ϕgihg−1
i
./ 1H)

=
n∑
i=1

∑
h∈CG(σ)

〈χMσ , h〉ϕσigihg−1
i σ−1

i
./ σi

=
n∑
i=1

∑
h∈CG(σ)

〈χMσ , h〉ϕgiσhσ−1g−1
i
./ σi

=
n∑
i=1

∑
h∈CG(σ)

〈χMσ , h〉ϕgihg−1
i
./ σi.

(5.16)

Exemplo 5.6.1: Temos que CS3 é uma C-álgebra de Hopf semissimples de dimensão 6.
Portanto, H = D(CS3) é uma C-álgebra de Hopf fatorizável e semissimples de dimensão
36 e, pelo Lema 5.3.6, R(H) é comutativa.

Prosseguindo como na discussão acima, temos três classes de conjugação para G = S3:

C1G = {1G}

C(12) = {(12), (13), (23)}

C(123) = {(123), (132)}.

Os centralizadores, por sua vez, são:

CG(1G) = S3

CG(12) = {1G, (12)} ∼= C2

CG(123) = {1G, (123), (132)} ∼= C3.

(Aqui, C2 e C3 denotam, respectivamente, os grupos cíclicos de ordem 2 e de ordem 3).
Para σ = 1G, temos três representações para S3:
• M1: a representação trivial de S3;
• M2: a representação dada pelo sinal das permutações de S3;
• M3: a representação irredutível de S3 de grau 2 tal queχM3(123) = −1 eχM3(12) = 0.
Para σ = (12), temos duas representações de C2:
• M4: a representação trivial de Z2;
• M5: a única representação não trivial de Z2.
Por fim, para σ = (123), temos três representações de C3:
• M6: a representação trivial de Z3;
• M7: a representação com χM7(123) = ω e χM7(132) = ω2, para ω = e

2πi
3 ;
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• M8: a representação com χM8(123) = ω2 e χM8(132) = ω, para ω = e
2πi
3 .

Agora, utilizando a Equação (5.15), temos:

χ1 = 1G ⊗

(∑
g∈S3

ϕg

)
= 1G ⊗ ε

χ2 = 1G ⊗
(
ϕ1G + ϕ(123) + ϕ(132) − ϕ(12) − ϕ(13) − ϕ(23)

)
χ3 = 1G ⊗

(
2ϕ1G − ϕ(123) − ϕ(132)

)
χ4 = (12)⊗

(
ϕ1G + ϕ(12)

)
+ (13)⊗

(
ϕ1G + ϕ(13)

)
+ (23)⊗

(
ϕ1G + ϕ(23)

)
χ5 = (12)⊗

(
ϕ1G − ϕ(12)

)
+ (13)⊗

(
ϕ1G − ϕ(13)

)
+ (23)⊗

(
ϕ1G − ϕ(23)

)
χ6 = (123)⊗

(
ϕ1G + ϕ(123) + ϕ(132)

)
+ (132)⊗

(
ϕ1G + ϕ(123) + ϕ(132)

)
χ7 = (123)⊗

(
ϕ1G + ωϕ(123) + ω2ϕ(132)

)
+ (132)⊗

(
ϕ1G + ω2ϕ(123) + ωϕ(132)

)
χ8 = (123)⊗

(
ϕ1G + ω2ϕ(123) + ωϕ(132)

)
+ (132)⊗

(
ϕ1G + ωϕ(123) + ω2ϕ(132)

)
.

Utilizando a Equação (5.16), temos

Φ(χ1) =
∑
g∈S3

ϕg ./ 1G = ε ./ 1G

Φ(χ2) =
(
ϕ1G + ϕ(123) + ϕ(132) − ϕ(12) − ϕ(13) − ϕ(23)

)
./ 1G

Φ(χ3) =
(
2ϕ1G − ϕ(123) − ϕ(132)

)
./ 1G

Φ(χ4) =
(
ϕ1G + ϕ(12)

)
./ (12) +

(
ϕ1G + ϕ(13)

)
./ (13) +

(
ϕ1G + ϕ(23)

)
./ (23)

Φ(χ5) =
(
ϕ1G − ϕ(12)

)
./ (12) +

(
ϕ1G − ϕ(13)

)
./ (13) +

(
ϕ1G − ϕ(23)

)
./ (23)

Φ(χ6) =
(
ϕ1G + ϕ(123) + ϕ(132)

)
./ (123) +

(
ϕ1G + ϕ(123) + ϕ(132)

)
./ (132)

Φ(χ7) =
(
ϕ1G + ωϕ(123) + ω2ϕ(132)

)
./ (123) +

(
ϕ1G + ω2ϕ(123) + ωϕ(132)

)
./ (132)

Φ(χ8) =
(
ϕ1G + ω2ϕ(123) + ωϕ(132)

)
./ (123) +

(
ϕ1G + ωϕ(123) + ω2ϕ(132)

)
./ (132).

Podemos, então, calcular a tabela de caracteres de D(CS3) utilizando a Equação (5.14):

η1 η2 η3 η4 η5 η6 η7 η8

χ1 1 1 1 1 1 1 1 1
χ2 1 1 1 -1 -1 1 1 1
χ3 2 2 2 0 0 -1 -1 -1
χ4 3 -3 0 1 -1 0 0 0
χ5 3 -3 0 -1 1 0 0 0
χ6 2 2 -1 0 0 2 -1 -1
χ7 2 2 -1 0 0 -1 -1 2
χ8 2 2 -1 0 0 -1 2 -1
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Utilizando o item (2) do Teorema 5.5.8, podemos calcular a dimensão das classes de
conjugação de D(CS3):

dimCi = dim(FiH
∗) = 36

(
8∑
t=1

ξtiξti

)−1

• dimC1 = dimC2 = 1;
• dimC3 = dimC6 = dimC7 = dimC8 = 4;
• dimC4 = dimC5 = 9.
Essa álgebra é um exemplo em que as constantes de estrutura da multiplicação de duas

somas de classes não são necessariamente inteiras. Considerando C4 C5, por exemplo, temos,
pelo Teorema 5.5.9:

c4,5
t =

dim(F4H
∗) dim(F5H

∗)

dimH

8∑
r=1

ξr,4ξr,5ξrt
dr

e, portanto,

c4,5
1 =

81

36
(1 + 1 + 0− 1− 1 + 0 + 0 + 0) = 0;

c4,5
2 =

81

36
(1 + 1 + 0 + 1 + 1 + 0 + 0 + 0) = 9;

c4,5
3 =

81

36
(1 + 1 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0) =

9

2
;

c4,5
4 =

81

36

(
1− 1 + 0− 1

3
+

1

3
+ 0 + 0 + 0

)
= 0;

c4,5
5 =

81

36

(
1− 1 + 0 +

1

3
− 1

3
+ 0 + 0 + 0

)
= 0;

c4,5
6 =

81

36
(1 + 1 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0) =

9

2
;

c4,5
7 =

81

36
(1 + 1 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0) =

9

2
;

c4,5
8 =

81

36
(1 + 1 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0) =

9

2
.
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Agora, utilizando o Teorema 5.5.15, podemos descrever os núcleos à esquerda de H:

LKerV1 = C1 ⊕ C2 ⊕ C3 ⊕ C4 ⊕ C5 ⊕ C6 ⊕ C7 ⊕ C8 = H =⇒ dimLKerV1 = 36;

LKerV2 = C1 ⊕ C2 ⊕ C3 ⊕ C6 ⊕ C7 ⊕ C8 =⇒ dimLKerV2 = 18;

LKerV3 = C1 ⊕ C2 ⊕ C3 =⇒ dimLKerV3 = 6;

LKerV4 = C1 =⇒ dimLKerV4 = 1;

LKerV5 = C1 =⇒ dimLKerV5 = 1;

LKerV6 = C1 ⊕ C2 ⊕ C6 =⇒ dimLKerV6 = 6;

LKerV7 = C1 ⊕ C2 ⊕ C8 =⇒ dimLKerV7 = 6;

LKerV8 = C1 ⊕ C2 ⊕ C7 =⇒ dimLKerV8 = 6.

Disso, concluímos que χ4 e χ5 são fiéis.
Da Proposição 5.5.14, temos que cada um desses oito espaços é uma subálgebra coideal

à esquerda e normal de H .
Tendo em vista a Equação (5.12), podemos utilizar o Teorema 5.5.16 para calcular todas

as subálgebras coideais à esquerda e normais de H . A única delas que falta e que não é um
núcleo à esquerda é C1 ⊕ C2, de dimensão 2.

Observe que V2 é o único H-módulo de dimensão 1 não trivial. Portanto, segue da
Proposição 5.5.18 que LKerV2 é a álgebra comutadora de H .
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Capítulo 6

Conclusão

Cada uma das teorias apresentadas ao longo do texto teve grandes avanços ao longo da
segunda metade do século XX e do início do século XXI. Poderíamos falar sobre extensões
de Frobenius, por exemplo, que generaliza o conceito de álgebras de Frobenius para anéis
(ver [NT60]). Porém, para finalizar o texto, vamos apresentar resultados mais próximos do
que discutimos nesta dissertação.

Primeiramente, apresentaremos as conjecturas de Kaplansky sobre álgebras de Hopf.
Muitas dessas conjecturas têm uma relação direta com o que estudamos e a demonstração de
casos particulares delas são consequências dos resultados que vimos sobre semissimplicidade
de álgebras de Hopf ou da Equação de Classe de Kac e Zhu, por exemplo.

Por fim, apresentaremos mais um resultado da teoria de grupos que pode ser generalizado
para um caso particular de álgebras de Hopf: o Teorema paqb de Burnside para álgebras de
Hopf semissimples e quasitriangulares.

6.1 Conjecturas de Kaplansky

Em 1975, Irwin Kaplansky enunciou uma série de dez conjecturas sobre álgebras de
Hopf. Algumas delas foram provadas, outras continuam em aberto, seja totalmente ou
parcialmente. A seguir, listamos as dez conjecturas e apresentamos uma breve discussão
sobre elas. O conteúdo apresentado aqui baseia-se, fundamentalmente, em [Som00].

Conjectura 1: Se C é uma subálgebra de Hopf de uma álgebra de Hopf B, então B é um
C-módulo livre.

Em alguns casos específicos, essa conjectura é verdadeira. Por exemplo, no caso em que
B tem dimensão finita, temos o Teorema de Nichols-Zoeller, cuja demonstração pode ser
encontrada em [Lor18, §12.4.6]. Como apontamos anteriormente, uma das consequências
desse resultado é que, em dimensão finita, a dimensão de toda subálgebra de uma álgebra de
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Hopf divide a dimensão dessa álgebra de Hopf, generalizando o Teorema de Lagrange sobre
as ordens de subgrupos.

Um outro caso em que essa conjectura é válida e que também foi provado por Nichols e
Richmond é o caso em que C é semissimples, sem ser necessária nenhuma hipótese sobre a
dimensão de B ([NR92, Theorem 4]).

No entanto, em geral, ela é falsa. Contra-exemplos e uma discussão maior sobre essa
conjectura podem ser encontrados em [Som00].

Conjectura 2: Uma coálgebra C é admissível se, e somente se, todo subconjunto finito de
C está contido em alguma subcoálgebra admissível de dimensão finita. (Dizemos que uma
coálgebra C é admissível se ela admite uma estrutura de álgebra que faça dela uma álgebra
de Hopf).

Um contra-exemplo que mostra que essa conjectura é falsa é k[x] e pode ser encontrado
com detalhes, mais uma vez, em [Som00].

Conjectura 3: Uma álgebra de Hopf sobre um corpo de característica zero não possui
elementos nilpotentes não nulos.

Como consequência do Teorema de Maschke, essa conjectura é falsa para toda álgebra
de Hopf que não seja semissimples.

Conjectura 4: Um elemento h de uma álgebra de Hopf H é central se, e somente se,∑
(a)

a(1)hS(a(2)) = ε(a)h

para todo a ∈ H .

Essa conjectura é claramente verdadeira, pois

ah =
∑
(a)

a(1)hε(a(2)) =
∑
(a)

a(1)hS(a(2))a(3) =
∑
(a)

ε(a(1))ha(2) = ha.

Conjectura 5: Se H for uma álgebra de Hopf de dimensão finita tal que H ou H∗ é
semissimples, o quadrado da antípoda é a identidade.

Pelo Teorema 4.4.10, temos esse resultado quando a característica do corpo base é zero,
mas sua generalização para um corpo de característica arbitrária pode ser encontrada em
[EG98, Theorem 3.1].

Conjectura 6: SeH for uma álgebra de Hopf de dimensão finita sobre um corpo algebrica-
mente fechado eM for um H-módulo simples, então dimM divide dimH .
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Esse resultado é válido para álgebras de grupos finitos sobre corpos com caracte-
rística zero, mas é falso no geral. Uma discussão aprofundada pode ser encontrada em
[Som00].

Conjectura 7: Se H e H∗ forem álgebras de Hopf semissimples sobre um corpo algebrica-
mente fechado k, a característica de k não divide a dimensão de H .

Pelo Corolário 4.2.8, se H e H∗ são semissimples, então Tr(S2) 6= 0 e, além disso, pela
Proposição 4.4.8, temos

0 6= Tr(S2) = dimH Tr(S2|xH),

isto é, dimH é não nulo como elemento do corpo base.

Conjectura 8: Se H for uma álgebra de Hopf de dimensão prima sobre um corpo algebri-
camente fechado, então H é comutativa e cocomutativa.

No caso em que a característica do corpo é zero, o Teorema 5.3.2 nos garante que
H ∼= kCp, provando o resultado. O caso em que a característica é prima também é válido e
pode ser encontrado em [EG98, Theorem 3.4].

Essa conjectura é vista como um passo inicial para o entendimento da estrutura das
álgebras de Hopf semissimples em termos dos fatores primos de suas dimensões, assim
como feito para grupos finitos. A Equação de Classe de Kac e Zhu se tornou uma ferramenta
de extrema importância nessa investigação, chamada de Programa de Classificação para
Álgebras de Hopf Semissimples. Uma discussão muito interessante sobre esse programa pode
ser encontrado em [BG13]. Além disso, um resultado sobre álgebras de Hopf semissimples
de dimensão paqb, com p, q primos, pode ser encontrado em [CW14].

Conjectura 9: Se H for uma álgebra de Hopf de dimensão finita sobre um corpo al-
gebricamente fechado k de forma que a característica de k não divida dimH , então
dim radH = dim radH∗.

Esse resultado é falso. Um contra-exemplo pode ser encontrado, novamente, em
[Som00].

Conjectura 10: Se k é um corpo algebricamente fechado e sua característica não divide um
determinado inteiro n, então existe um número finito, a menos de isomorfismo, de álgebras
de Hopf de dimensão n.

O resultado é falso, em geral, mas temos o seguinte resultado particular:

[Şte97, Theorem 2.2]: O conjunto de classes de isomorfismo de álgebras de Hopf semis-
simples e cossemissimples de dimensão n sobre um corpo algebricamente fechado é finito.
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6.2 Generalização do Teorema de Burnside

Na teoria de grupos, dizemos que um grupo G é solúvel se existe uma cadeia

{1G} = G0 ⊆ G1 ⊆ . . . ⊆ Gt = G

em que, para todos 0 ≤ i ≤ t− 1,
1. Gi é um subgrupo normal de Gi+1;
2. O quociente Gi+1/Gi é um grupo abeliano.
Para esse conceito, temos o famoso Teorema paqb de Burnside:

Teorema paqb de Burnside: SeG é um grupo de ordem paqb, com p, q primos e a, b inteiros
não negativos, então G é solúvel.

No artigo [CW17], as autoras encontraram uma forma de generalizar esses conceitos e
esse teorema para álgebras de Hopf. A definição de álgebra de Hopf solúvel apresentada é a
seguinte:

Definição 6.2.1: Seja H uma álgebra de Hopf semissimples. Uma cadeia de subálgebras
coideais à esquerda de H

N0 ⊆ N1 ⊆ . . . ⊆ Nt

é uma série solúvel se, para todo 0 ≤ i ≤ t− 1,
1. ΛNi ∈ Z(Ni+1), em que ΛNi é um integral de Ni;
2. Para todos a, b ∈ Ni+1, (

a ·
ad
b
)

ΛNi = ε(a)bΛNi .

Dizemos que H é solúvel se H possui uma série solúvel tal que N0 = k e Nt = H .

No caso de álgebras de grupos, esse conceito coincide com a definição de grupo solúvel
que apresentamos.

É possível generalizar o Teorema de Burnside para álgebras de Hopf semissimples e
quasitriangulares como vemos abaixo:

[CW17, Theorem 3.11]: Seja H uma álgebra de Hopf semissimples e quasitriangular de
dimensão paqb, com p, q primos, sobre um corpo k de característica zero. Nessas condições,
H é solúvel. Além disso, se N é uma subálgebra coideal à esquerda de H , então H possui
uma série solúvel contendo N .
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6.3 Considerações finais

O principal intuito da pesquisa que culminou neste texto era explorar contextos maiores
em que as álgebras de grupo estão inseridas para dar continuidade aos estudos realizados
durante o curso de Representações de Grupos. Como foi relatado ao longo destas páginas,
conseguimos realizar essa exploração de diferentes maneiras.

Em um primeiro momento, exploramos as álgebras de Frobenius e estudamos um pouco
também sobre álgebras simétricas e álgebras autoinjetivas (ou quase-Frobenius), o que nos
apresentou a novos conceitos sobre teoria de módulos, como o radical de Jacobson e os
módulos top e socle, para que fosse possível estudar resultados interessantes sobre essas
álgebras.

Dentre os primeiros resultados estudados sobre as álgebras de Frobenius, estava a carac-
terização que permitiu identificar as álgebras de Hopf de dimensão finita como exemplos
de álgebras de Frobenius. A partir disso, estabelecemos como objetivo a demonstração da
Equação de Classe de Kac e Zhu.

A escolha por demonstrar esse resultado foi motivada pela forma como diversos conceitos
se comunicavam em uma única demonstração. Isso permitiu explorar as álgebras de Hopf
para além do que é apresentado em cursos introdutórios, aprofundando a discussão sobre
semissimplicidade dessas álgebras e introduzindo uma teoria de caracteres, por exemplo, e
utilizar a linguagem das álgebras de Frobenius que vimos para traduzir alguns resultados
clássicos da teoria, como a fórmula de Radford para a antípoda.

A partir daí, vimos que essas teorias caminham para diversos lugares interessantes, sendo
possível, por exemplo, generalizar diversos resultados clássicos das teorias de Grupos e de
Representações de Grupos para alguns casos particulares de álgebras de Hopf.

Muito do que estudamos aqui se conecta com as conjecturas de Kaplansky, o que indica
que existem vários outros caminhos de pesquisa que podem ser seguidos para além do que
vimos, como as generalizações para casos de dimensão infinita ou com hipóteses menos
restritivas sobre o corpo base.

Chegando ao final deste texto, temos mais um exemplo do poder impressionante da
matemática. Partimos de conceitos que, em um primeiro momento, não têm nenhuma relação
entre si e chegamos em um ponto em que perdemos de vista o número de caminhos que se
seguem a partir da exploração que fizemos ao longo de toda essa jornada.
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