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Resumo

SANTOS, R. S. Aspectos Geométricos do Teorema de Bernstein em Ambientes
Lorentzianos . 2021. 62 f. Tese (Doutorado) - Instituto de Matemaética e Estatistica, Uni-

versidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2021.

Neste trabalho, estudamos as superficies minimais em dois ambientes Lorentzianos, os
espagos de Minkowski R} e R?. Em um primeiro momento, usamos uma representacio in-
tegral de Weierstrass relacionada as superficies em R} e via uma f-familia de superficies
paramétricas em R}, obtemos resultados do Teorema de Bernstein para graficos minimais
de R e graficos minimais de R} e E.

Em um segundo momento, falamos sobre questoes de extensoes de solugoes das equagoes
dos gréaficos minimais com codimensao igual a 2 e obtemos resultados relacionados a cons-

trucao de uma classe de superficies minimais nao planas em Rj.

Palavras-chave: superficie minimal, teorema de Bernstein, representacao de Weierstrass,

f-familia, superficie conjugada.
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Abstract

SANTOS, R. S. Geometric Aspects of the Bernstein’s theorem in Lorentzian am-
bient spaces. 2021. 62 f. Tese (Doutorado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Uni-
versidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2021.

In this work, we study the minimal surfaces in two Lorentzian ambient spaces, the Min-
kowski spaces R} and R?. At first, we use a Weierstrass integral representation related to the
surfaces in R} and via a f-family of parametric surfaces in R}, we get results from Bernstein’s
theorem for minimal graphics of R{ and minimal graphics of R? and 3.

In a second step, we talk about issues of extensions of solutions of the equations of the
minimal graphics with codimension equal to 2 and we obtain results related to the construc-

tion of a class of non-flat minimal surfaces in R3.

Keywords: minimal surface, Bernstein’s theorem, Weierstrass representation, #-family, con-

jugated surface.
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Introducio

Tema cléssico no campo da Geometria Diferencial global de superficies, o estudo de
superficies minimais em uma dada 3-variedade Riemanniana sempre gerou grande interesse
de pesquisa, ocasionando, assim, intimeros trabalhos publicados pelo mundo afora. Em 1915,
uma das mais relevantes contribuigoes nessa dire¢ao nos foi fornecida por Bernstein [Berl5]
que, em seu célebre teorema nos assegurou que

Teorema 1.0.1 (Bernstein). Se uma superficie minimal em R® é um grdfico inteiro de uma
fungao f : R? — R entdo ela é um plano, ou seja, as unicas solucoes inteiras para a equacao
de superficie minimal

(1.1) (L4 f) faw = 2o fyfoy + (L4 f) fry =0
sao as fungoes afins f(x,y) = axr + by + ¢, com a,b e c € R.

Considerando-se dimensoes mais altas, na década de 1960 versoes do teorema foram
provadas no caso de uma superficie minimal que ¢ o grafico de uma funcao f : R" ! — R,
com n < 8. Entretanto, para n > 9, foi mostrado em [BGGG69| que o resultado torna-se falso.

Nos voltando para o contexto Lorentziano, uma superficie minimal de tipo espaco em
uma 3-variedade Lorentziana é uma superficie cujo vetor curvatura média se anula em todos
os seus pontos. Alguns autores chamam tais superficies de maximais.

Nesse sentido, o Teorema de Bernstein para superficies minimais no espago Euclideano
R? deu origem a um dos resultados mais relevantes no contexto de geometria global de
superficies de tipo espago, estabelecido por E. Calabi [Cal70] em 1970; em linhas gerais ele
afirma que

Teorema 1.0.2 (Calabi). No espago de Minkowski R? = (R3, —dx? + dy?* + dz?), os unicos
grdficos minimais inteiros {(f(x,y), x,y) : (z,y) € R%} sdo os planos de tipo espago, ou seja,
as tnicas solucoes inteiras f : R? — R da equacdo de superficie minimal

(1'2) (1_f;)fmx+2fxfyfmy+(1_fg?>fyy:07 |gradf| <1,
sao as fungoes afins f(x,y) = ax + by + ¢, com a®> +b*> < 1, a,b e c € R.

No enunciado acima, é comum dizermos que a coordenada posi¢cao da funcao tem assi-
natura —1, ou ainda, que a funcao esta na coordenada temporal.



2 Capitulo 1. Introducdo

Nosso principal interesse neste trabalho é abordar, via variaveis complexas, as superfi-
cies minimais com codimensao igual a 2 e, a partir delas, obter os casos particulares com
codimensao igual a 1. Estudamos um novo Teorema de Bernstein, associado a uma equa-
cao diferencial dos graficos minimais, que desconhecemos ter sido tratada na bibliografia
encontrada até o presente momento, a saber, a equagao

(13) (1+f;)f:m_2fxfyfacy+(_1+f§)fyy:Oa f§>fy2+]"

Repare, na terceira linha da tabela abaixo, como a equagao (1.3) se diferencia das equa-
¢oes (1.1) e (1.2) na primeira e segunda linhas, ja tratadas por Bernstein |[Berl5| e Calabi
[Cal70], respectivamente.

Tabela 1.1: Equagoes do Teorema de Bernstein

’ Grafico \ Assinatura \ Equagao \ Condicao ‘
{(@,y, flz.y) : (x,y) €R?} | (4,4, 4) | A+ i) foo — 2fafyfoy + (L+ f2)fyy =0 | Nao ha

{(fy),2,y) : (,y) €R?Y | (= ++) | (L= f) fow +2fufyfoy + (L= f) [y =0 | f2+ 17 <1
{(z,y, f(z,y) : (w,y) R} | (=4, 4) | A+ f)fow = 2fafyluy + (fF —Dfyy =01 f2 — f7 > 1

Denotando por E* o espaco Euclideano R* dotado com o seu produto interno usual,
observamos que a classe de superficies com codimensao igual a 2 neste espago foi estudada
por K. Kommerell em [KomO05], no qual o seguinte resultado foi provado:

Proposigao 1.0.1. Para toda fungao holomorfa w = w(z) = P(2)+iQ(z) de z = x+iy € C
sobre C, a superficie minimal em E* dada por

X(z,y) = (z,y, P(v,y), Q(r,y)),

com métrica induzida ds* = (1 + |w'(2)|*)(dz? + dy?) € uma solugdo global do sistema de
equacoes dos grdficos minimais em E* dado por

9220D11 P — 2g19D19P + g11 D22 P =0
920D11Q — 2g12D12Q + 911220 = 0.

De fato, este sistema reduz-se as equagoes (P +1Q),z = w,z =0 e (P —1iQ).z = W,z = 0.

Por exemplo, tomando f(u,v) = (u,v, (u® + v?)/2,uv) em E* a métrica ¢ dada por
ds®* = (1 + u? + v?)(du® + dv?) e, desta forma, a superficie ¢ definida para todo ponto
(u,v) € R?, livre de singularidades.

Por outro lado, se neste altimo exemplo tomarmos f(u,v) = (u,v, (u* + v?)/2,uv) em
R} = (R*, —da? + da? + dx3 + dz?), entdo a métrica é dada por

ds® = (=1 +v* 4+ v°)du® + 2uv dudv + (1 + u* + v*)dv?,

a qual claramente possui singularidade, pois somente no conjunto C \ D, onde D é o disco
unitéario, esta métrica é Riemanniana, e a superficie resultante nao é minimal.

Posto isto e baseados também no trabalho de [DFS21] acerca de superficies de tipo espago
em R7, nos motivamos a estudar o seguinte problema:

Substituindo graficos de fungoes holomorfas inteiras por graficos de fungoes inteiras, que
sao localmente fungoes analiticas reais, supomos que existe uma transformacgao em coor-
denadas envolvendo as fung¢oes holomorfas a,b e u, chamadas dados de Weierstrass, se, e



somente se, a superficie resultante é minimal, onde assumimos que esta superficie possui
um dominio maximal M, tomando uma extensao holomorfa em C. A questao aqui é: Temos
exemplos onde M é o plano complexo C?

Esta indagacao constitui um problema de continuacao analitica ao longo de uma curva
em superficies de Riemann.

Como uma variedade, o grafico dado por w = 2%/2 cumpre esta condigao. Portanto,
quando tomamos a métrica induzida de R, o plano tangente da superficie f(C) é tangente
ao cone de luz de R}.

Exemplos destes tipos de singularidades em R} foram considerados em [Kob83] por O.
Kobayashi.

Estudaremos as equagoes dos graficos para superficies minimais de R}. Desta forma
obteremos, em particular, as equagoes dos graficos minimais em E? e em R$, onde uma familia
de superficies farda a conexao entre estes dois casos de graficos minimais com codimensao
igual a 1. Além disso, consideraremos um tipo de extensao de K. Kommerell para graficos
de fungoes holomorfas, mais precisamente:

Uma fungao Z(z,y) = A(x,y) + i1B(x,y) definida sobre todo o plano complexo é uma
fungao holomorfa generalizada se, para cada ponto p = (z,y), existe localmente uma trans-
formagao em coordenadas que torna a nova fungao Z(x(u,v),y(u,v)) uma fun¢ao holomorfa
ao redor de p.

A ultima questao estudada aqui é: Se tomarmos uma transformacao em coordenadas
globais para a fungao Z(z,y) = A(z,y) + iB(z,y), onde Z é uma solugdo da equagao dos
graficos minimais, implica que Z é uma funcao linear?

Diante do exposto acima, organizamos o escopo estrutural dos capitulos da seguinte
maneira;

e No Capitulo 2 apresentamos a maior parte dos resultados do trabalho; fazemos isto da
seguinte forma: Na Secao 2.1 introduzimos alguns fatos basicos sobre superficies de tipo
espaco em R} e superficies de Riemann, como a construcio de uma base ortonormal
normal para planos de tipo tempo (Proposi¢ao 2.1.1) e a maneira como uma superficie
de Riemann esta associada a uma superficie de tipo espago em R} (Subsecao 2.1.3).
Além disso, exibimos uma caracterizacao para superficies de tipo espaco paramétricas
isotérmicas minimais em R} em fungao dos dados de Weierstrass a,b e 1 (Lema 2.1.1)
e fornecemos uma representacao integral de Weierstrass para as superficies de tipo
espaco minimais em R} (Subsecio 2.1.5).

Na Secao 2.2 definimos o que é uma #-familia de superficies minimais isotérmicas pa-
ramétricas em R}, exibimos em seguida um referencial de Minkowski para estas super-
ficies (Lema 2.2.1) e, em parametros gerais, damos o conceito das equagoes associadas
de uma #-familia, que sao as relagoes que associam superficies minimais paramétricas
em R3 e em E3, via a f-familia. Como leitura complementar, indicamos o trabalho de
|Go81] para variedades com codimensao igual a 2 em espagos vetoriais Euclideanos.

Na Subsecao 2.2.2 utilizamos as projecoes esterecograficas da esfera unitaria S* c E?
para definir dois vetores de tipo luz em R}, a saber, Ls(a) e Ly(b), através dos quais exi-
bimos uma base pontual para o fibrado normal das superficies de uma #-familia (Lema
2.2.2). Além disso, fornecemos uma foérmula explicita para a curvatura de Gauss das
superficies de uma -familia (Lema 2.2.3), a luz da qual obtemos o principal resultado
da secao, a saber:

— Teorema 2.2.1 Uma #-familia transporta localmente graficos minimais de S° C R}
a S™ C E? preservando o conjunto de pontos planares.



Capitulo 1. Introducdo

Finalizamos esta se¢ao com a Subsecao 2.2.3, na qual consideramos a aplica¢ao normal
de Gauss em parametros gerais de uma superficie de tipo espago em R? e mostramos
que a aplicacdo que leva pontos do espaco hiperbodlico H? sobre o hemisfério sul da
esfera unitdria S*> ¢ um biholomorfismo (Lema 2.2.4), em seguida combinamos este
fato com um classico resultado de R. Osserman [Oss69] que diz “A imagem, sob a apli-
cacao de Gauss, de uma superficie regular, completa, minimal e nao plana do espago
Euclideano E? ¢ densa na esfera S?” (Lema 2.2.5) (também vide [Fuj88]) e concluimos
que se duas superficies minimais em R? e em E? sdo associadas por uma f-familia,
entdo estas superficies nao sdo completas (Corolario 2.2.3).

Na Se¢do 2.3 tratamos com mais detalhes as aplicacdes aos graficos em R} e como
obtemos os casos particulares em R? e em E?. Comegamos definindo os chamados
gréficos do primeiro e segundo tipos em R{ e exibimos um sistema de equagoes (sistema
(2.23)) que é satisfeito por estes graficos quando eles sdo minimais (Proposigao 2.3.1).
Em seguida aplicamos as equagoes do sistema (2.23) aos graficos minimais em E3 e em
R}, e obtemos as equagao (2.24), ja tratada em [Berl5|, a equagao (2.25), ja tratada
em [Cal70], e a equagao (2.26), dada por

(14 A2 Ay — 24, Ay Agy + (-1 + A2)A), =0, com A2 > A2+1,

onde A € C*(U,R). Nao encontramos estudos referentes a esta equagao na literatura
pesquisada até entao.

Na Subsecao 2.3.2, ainda considerando a codimensao igual a 1, escrevemos as equagoes
de Weingarten e obtemos uma equagao envolvendo a derivada complexa da aplicacao
de Gauss e a curvatura de Gauss da superficie (Proposi¢ao 2.3.2). Dessa proposigao e
do Teorema de Uniformizacao de Riemann, mostramos que a superficie de Riemann
associada M = (U, .A) é conformemente equivalente a um disco unitério, utilizando o
conjunto dos pontos planares da superficie (Corolario 2.3.1). Em seguida, obtemos as
versoes analogas para as superficies minimais isotérmicas em E?, (Proposigio 2.3.3 e
Corolario 2.3.2).

Na Subsecao 2.3.3, utilizamos as aplicagoes de tipo luz Lz e Ly para dar uma caracte-
rizagdo dos pontos planares da superficie (Lema 2.3.1). Usando este lema e denotando
o Teorema de Bernstein para a equagao (2.24) por TB, o Teorema de Calabi para a
equagao (2.25) por TC e o Teorema de Calabi para a equagao (2.26) por T'C, obtemos
o seguinte resultado:

— Teorema 2.3.1 Seja M = (U, A) uma superficie de Riemann associada a uma
O-familia de graficos minimais de R}. As seguintes afirmagoes sao equivalentes:

(TB): Se U =R? e § =7, entao S = F(m;U) é um plano;

(T2): Se U = R? e f =, entdo as aplicagoes normais de Gauss de tipo luz Lz e Ly
sao aplicacoes contantes do cone de luz de Ri;

(TC) ou (T°C): Se U =R? e §# = 0, entao S = F(0;U) é um plano.

Na Subsecao 2.3.4, obtemos um resultado que vem de uma combinacao entre a equacao
de Gauss e a equagao 7, = 1 fz (Proposicao 2.3.4).

Na Subsecao 2.3.5, definimos a curvatura normal de Ricci da superficie utilizando as
equagoes de Gauss e Weingarten em codimensao igual a 2 e fornecemos férmulas ex-
plicitas para as fungdes que aparecem na formula da curvatura normal (Lema 2.3.2).



Como consequéncia, damos uma férmula para a curvatura normal de Ricci em fungao
dos dados de Weierstrass (Corolario 2.3.3).

Na Secao 2.4, tratamos sobre uma questao envolvendo extensoes das solugoes das
equagoes (2.24), (2.25) e (2.26) (Proposicao 2.4.1) e em decorréncia deste fato obtemos
a seguinte versao do Teorema de Bernstein:

— Teorema 2.4.1 Uma solugao (U, X) da equac@o dos graficos minimais (2.24) tem
um ponto p € U tal que a sua fungao curvatura de Gauss satisfaz K(p) # 0 se, e
somente se, U # R?.

Em outras palavras: “uma solugao local nao plana da equacao (2.24) nao pode ser
estendida a todo o plano C.”

Na Subsecao 2.4.1, obtemos um resultado de unicidade para a direcao de tipo luz
futuro dirigida no fibrado normal das superficies de uma 6-familia (Proposigao 2.4.2)
e por meio da projecao estereografica norte da esfera unitéria, definimos a aplicacao
de Gauss complexa caracteristica de uma #-familia.

Na Subsecao 2.4.2, tratamos com maiores detalhes o caso em que J(a) # 0, onde &
denota a parte imaginaria. Definimos duas aplicagoes de Gauss de um grafico minimal
em R? e por meio de uma conveniente transformagao em coordenadas, obtemos que se
(U, f) ¢é localmente obtida em pardmetros isotérmicos onde

fw = :u(2a’7 1+ a27i(1 - a2)70)7

entdo J(a(w)) # 0, para todo w € U (Lema 2.4.2). Como consequéncia, obtemos o
importante lema:

— Lema 2.4.3 Seja X (x,y) = (z,y, A(z,y),0) um grafico minimal em R? de uma
fungao suave A definida em todos os pontos (z,y) € C.

Se existe um subespago S* C S = (C, X)), que é um subconjunto aberto conexo e
denso de S e para o qual

S(a(p)) #0, Vpe S,

onde a(p) é a aplicagdo de Gauss complexa associada ao grafico S = X(C), entao
pelo Teorema de Picard, a(p) é uma fungao constante, donde a,, = 0, e portanto
S ¢ um plano de tipo espago de R3.

Ainda inspirados pelo lema anterior, mostramos que se existe um ponto p € M para o
qual K (p) # 0, entao o conjunto de pontos planares de (M, f) é um conjunto discreto
(Proposicao 2.4.3), a luz do qual obtemos o seguinte resultado:

— Coroléario 2.4.1 Se (R? X) é uma superficie inteira minimal (conexa) do espago
R?, onde

X(z,y) = (z,y, Az, y)),
dada pelas equagoes (2.24) ou (2.25) ou (2.26), entdo o subconjunto

{(z,y) €R*: K(X(x,y)) # 0}

¢ um conjunto vazio, o que significa que X (R?) ¢ um plano de tipo espago de R3.
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e No Capitulo 3 apresentamos alguns resultados que possibilitam a construcao de uma
gama de exemplos de superficies com codimensao igual a 2. Na Secao 3.1, definimos
o chamado referencial semi-rigido associado a uma soma direta R = E @ T, onde F
¢ um plano de tipo espago e T' é o seu complemento ortogonal, e provamos que bases
para T' sdo univocamente determinadas por esta soma direta (Proposigao 3.1.1).

Na Secao 3.2, damos mais uma férmula para a curvatura de Gauss de uma superficie
em R, desta vez, unicamente em funcio dos dados de Weierstrass a, b e p. Em se-
guida falamos sobre a existéncia de solugoes nao planas para as equagoes dos gréficos
minimais dadas no sistema (2.23). Com relacdo aos graficos minimais do primeiro tipo,
obtemos o seguinte resultado:

— Teorema 3.2.1 Seja a = a(w) uma funcdo holomorfa definida em todo o plano C
e tal que a(w) # 0 para cada w € C. Considere ¢ = a+ i € C\ {0,1,—1} de
tal modo que a? + 3?2 # 1, e tome a funcao holomorfa b de C em C dada por

b(w) = ot~ Entao a superficie dada por

fw) = Xo+ 25}?/0 (a({) + m, 1+c¢i(l—=c),al) — @) dg,

¢ uma superficie minimal de R}, a qual é um gréfico do tipo

X(2,y) = (A(z,y),7,y, B(x,y)),

onde a transformacdo em coordenadas é dada por x,, = (1 +¢) e y, = i(1 — ¢).
Além disso, assumindo que a = a(w) ndo é uma fungao constante, existe um
ponto p € S tal que K(p) # 0. Como consequéncia, a superficie ndo pode estar
contida em hiperplanos de Rj.

Para os graficos minimais do segundo tipo, obtemos o seguinte resultado:

— Teorema 3.2.2 Seja a = a(w) uma fun¢do holomorfa definida em todo o plano C
e tal que a(w) # 0 para cada w € C. Considere c = a+ i € C\ R.
Se, para cada w € C, tomarmos b(w) = ca(w) e p(w) = ﬁ, entao a superficie

dada por

Fw) = X, +2§R/0w (1 +c,$ + ca(d),i (% —ca(g)) 1 —c) e,

¢ uma superficie minimal de R%, a qual é um grafico do tipo

X(z,y) = (v, A(z,y), B(z,9),y),

onde a transformagdo em coordenadas ¢ dada por z,, = (14 ¢) e y,, = (1 — ¢).

Além disso, a curvatura de Gauss K(f)(w) = 0 se, e somente se, a'(w) = 0.
Assumindo que a = a(w) ndo é uma fungao constante, entdo existe um ponto
p € S tal que K(p) # 0.

Novamente, nao existe um hiperplano contendo a superficie S.

A Segao 3.3 é a ultima do trabalho. Nela, definimos um importante operador, chamado
J, no fibrado tangente da superficie (Defini¢ao 3.3.1) e provamos que ele satisfaz trés
importantes propriedades (Proposi¢ao 3.3.1).



Na Subsegao 3.3.1, mostramos como podemos usar o produto exterior em R} para
relacionar dois vetores tangentes a superficie por meio do operador J (Lema 3.3.1).
Em seguida, obtemos o seguinte resultado:

— Teorema 3.3.1 Seja S = (M, X) uma superficie de tipo espago de R} tal que a
1-forma associada a S ¢ dada por 8 = X,dr + X,dy. Entao

—Fdx—GdyX +Ed:v+de
VEG—F2 " JVEG-—F2 ¥

Ademais, a 1-forma J(3) é fechada se, e somente se, (M, X) é uma superficie de
tipo espag¢o minimal.

J(P) =

Consequentemente, obtemos uma superficie de tipo espago conjugada em R}, mais
precisamente:

— Corolario 3.3.1 Sejam M um subconjunto aberto conexo e simplesmente conexo
do plano C e (M, X) uma solu¢ao das equagoes dos graficos minimais (2.23). A
equacao de representacao integral (2.11) pode ser estendida a Z = X + Y € C*
por

Z(a,y) = Zlaow) + [ 541116,
20
onde temos que

Fdx—GdyX +de+de
VEG—F2 " EG - F?

nos fornece uma superficie de tipo espago (conjugada) (M,Y) de Rj.

Y(z,y) =Y (z0, %) +

Concluimos este tépico com alguns exemplos ilustrando o uso do operador J.

Na Subsecao 3.3.2, falamos sobre as equacoes de Cauchy-Riemann usando o operador
J (Lema 3.3.2 e Corolario 3.3.2) e por meio do referencial semi-rigido definido anteri-
ormente, obtemos uma relagao envolvendo o angulo trigonométrico da superficie e os
vetores de tipo espago do referencial semi-rigido (Proposi¢ao 3.3.2). Combinamos este
ultimo resultado com alguns fatos bésicos de Analise Complexa e concluimos com o
seguinte resultado:

— Teorema 3.3.2 Se duas solugoes locais da equagao (3.16) ao redor de um ponto
p € S sao dadas por w, = aw,, W, = oW, e tais que w, = W,, entao w, = Wy.
Consequentemente, toda solugao local da equagao (3.16) pode ser estendida con-
tinuamente sempre que E(z,y) > 0e vEG — F?(x,y) > 0.

Para finalizar, fazemos mengao da equagao (8) de J.C.C. Nitsche tratada em [Nit65,
p. 23]. Observamos que as solugoes das equagoes (3.17) est@o intimamente relacio-
nadas com a superficie conjugada (M,Y (z,y)). Mais precisamente, temos o seguinte
resultado:

— Teorema 3.3.3 As solugdes das equagoes (3.17) sdo dadas pelas equagoes de Nitsche

(3.14)
=+ fZ de+de

2 Fda:+Gdy

uzu(fc,y)
v=u(r,y) =y+ [,



8 Capitulo 1. Introducdo

Destas equagoes, podemos obter coordenadas isotérmicas globais (U, f) para a
superficie S = X (M).

Concluimos o trabalho com o seguinte corolario acerca das equacoes de graficos
minimais em R}.

— Corolario 3.3.3 Se S = (R? X) ¢ uma solugao da equagao dos gréaficos minimais
(2.23), entao para todo ponto p € S, as fungoes a e b sao tais que: ou b(p) = ca(p)
com ¢ ¢ {—1,1} ou a(p)b(p) = ¢ com I(c) # 0, para alguma constante ¢ € C.

O Teorema de Bernstein e o Teorema de Calabi seguem do fato de que ¢ # 1 e
¢ # —1, e o nosso T'C para graficos do segundo tipo segue de (c) # 0.

Por fim, se existe uma subvariedade S = (R? X) C R* tal que com a métrica
induzida de R}, é um grafico de tipo espaco e solucao de (2.23) em um subconjunto
aberto conexo e simplesmente conexo M C C onde para algum ponto p € S a
seguinte sentenca nao ocorre:

“ou b(p) = ca(p) com ¢ ¢ {—1,1} ou a(p)b(p) = ¢ com J(c) # 0, para alguma
constante ¢ € C,”

entdo os pontos X (z,y) tais que EG—F? = 0, sdo pontos onde os planos tangentes
de X (R?) sdo tangentes ao cone de luz C de R].

Por fim, para a leitura do texto a frente se faz necessaria uma certa familiaridade com
conceitos basicos de Geometria Lorentziana e Analise Complexa. A medida que tais topicos
forem surgindo, daremos a referéncia adequada.

Sem mais para o momento, concluimos aqui esta introducao e esperamos que a partir
dela o leitor possa extrair o melhor proveito deste trabalho.



O Teorema de Bernstein e a #-familia

Faremos neste capitulo a apresentacao da maior parte dos resultados que compoe todo
o trabalho. Prezando pela maxima clareza na leitura do texto, procuramos introduzir de
maneira conveniente o maquinario necessario a ser utilizado e dar um certo padrao a notagao
a ser empregada.

2.1 Uma representacao de Weierstrass

Seja R} o espago de Minkowski de dimensdo 4, isto ¢, o espago vetorial real R* munido
com a forma bilinear indefinida, chamada produto Lorentziano, dada por

<(a7 b7 C7 d)7 (t7x7 y? Z)) = _at + bx —I— Cy + dZ)

para quaisquer pontos (a,b, ¢, d) e (t,z,y,2) em R%.

A topologia de R} ¢ a topologia natural produto para espacos vetoriais de dimensao
finita e as derivadas de suas func¢oes também sao as derivadas usuais do calculo diferencial
e integral.

Definigao 2.1.1. No espago de Minkowski R} :

i) Um plano de tipo espago V. C R} é um subespaco vetorial de dimensdio 2, onde {(v,v) > 0
para cada v # (0,0,0,0) do plano V;

i) Um plano de tipo tempo T C R} € um subespago vetorial de dimensdo 2, no qual existe
um vetor de tipo tempo t € T, o que significa dizer que (t,t) < 0, e um outro vetor de tipo
espago n € T tal que (n,n) >0 com (t,n) = 0;

iii) Dizemos que o plano de tipo tempo T é o complemento ortogonal do plano de tipo espago
V, denotados pelos simbolos V =T+ e T = V=, quando

(x,y) =0, paratodos x€T e yeV,

iv) Dizemos que uma base ortonormal {Ey} é um referencial de Minkowski se Eo € um vetor
de tipo tempo futuro dirigido e Eg N Ey N Ey AN E5 = 0y A 01 A\ O3 A\ O3, onde {0g, 01,02, 03}
denota a base candnica de R*.

A seguinte proposicao seréd muito tutil ao longo deste trabalho. Ela diz respeito a uma
base ortonormal muito especial para cada plano de tipo tempo em R},
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Proposigao 2.1.1. Seja {0} x R3 o subespaco de dimensao 3 de R} que identificaremos
com o espaco vetorial Euclideano de dimensao 3, a saber E3. Para cada plano de tipo espaco
V ¢ E3 munido com uma base ortonormal {e1,es}, o (inico) plano de tipo tempo dado por
T =V possui uma base ortonormal {T,v} satisfazendo as sequintes condigoes:

1. (1,7) = =1 e (1,00) <0, 0 que significa dizer que o vetor de tipo tempo T € um vetor
unitdrio futuro dirigido de T,

2. {v,v)y =1 com (v,0y) = 0, o que significa dizer que v é um vetor em E3;
3. {r,v) =0 e para qualquer outra base ortonormal {t,n} de T temos que 7° < [¢%];

4. A base ortonormal {7, ey, e, v}, nesta ordem, € positiva, relativa ao referencial de

Minkowski {0y, 01, 0z, 03}.

Prova: Primeiramente, precisamos definir o vetor 7. Desta forma, todas as afirmacoes da
Proposigao seguem imediatamente. Defina

. 1
VT () ()2

onde ) = —(0y, ¢;), para i = 1,2.

Segue de (2.1) que (1, 7) = —1, (1,¢;) = 0, parai = 1,2 e também que 7 é futuro dirigido.
Como, por hipotese, V ¢ E3, temos um plano de tipo tempo gerado por {Jy, 7}. Entao, seja
v 0 Gnico vetor unitario sobre a reta span{dy, 7} NE3, para o qual, o conjunto {7, ey, e, v}
é uma base positiva.

Agora, supondo que temos outra base ortonormal {t,n} para T, podemos tomar a trans-
formacao de Lorentz dada por

(2.1) T (D0 + eYer + edes),

t =coshy 7+sinhprv e n=sinhy 7+ coshy v,
assumindo que t° > 0, e entdao de —(t,dy) = — cosh ¢(7,dy), segue-se que t° > 7°. O

Como v € E3, podemos medir o seu angulo com os vetores da base {0y, 0», 05} e em
seguida usaremos a projegao estereografica que identifica o plano complexo estendido CU{oo}
com a esfera unitaria S? C E2. Posto isto, definimos:

Definigao 2.1.2. Para cada soma direta ortogonal V & T do espago de Minkowski R,
definimos o dangulo hiperbolico ¢ e o dngulo trigonométrico ¥ por

coshop = —(0y,7) € cost = (03,v),
onde o referencial de Minkowski é dado por M = {1, ey, es,V}.

Agora, assumimos a existéncia de uma familia de planos de tipo espaco, indexados com
dois parametros z = x + iy € 2 C CU {oo}, dados por

D={V(z):2z€Q}.

Proposicao 2.1.2. Se uma familia a dois pardmetros de planos de tipo espaco € dada por
D = {V(z) : 2 € Q}, entio a familia associada D+ = {T(z) : z € Q} de planos de tipo
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tempo € tal que T(z) = [T, v] onde

) 24+Z —i(z—%) —1+2Z
V\zZ) = ) ) )
1+2z 142z 1422

) e v(oo) =05
quando 9(z) — 0.

Prova: Consequéncia direta da Proposicao 2.1.1 juntamente com a Definicao 2.1.2. O

2.1.1 Um pouco sobre superficies de Riemann e o teorema de uni-
formizacao
Recordaremos abaixo algumas defini¢coes bésicas e o chamado Teorema de Uniformizagao

de Riemann. Indicamos [FK92| como referéncia para uma leitura mais detalhada sobre este
topico.

Definicao 2.1.3. Uma superficie de Riemann € uma variedade suave bidimensional coneza
(S, A) munida com um atlas mazimal

A ={(Uj, 2)}jer,
tal que:

(1) Para cada carta (Uj, z;), o conjunto z;(U;) € um subconjunto aberto conexo do plano
complexo C e z; € um homeomorfismo de U; sobre z;(U;).

(ii) Se um ponto p € S pertence a U; NUj, entio a aplicagio de transi¢ao
fij =Z;0 Zj_l : ZJ(UZ N U]) — Zz(Uz N U]>
€ uma func¢ao holomorfa no sentido da andlise compleza.

Por definicao, uma funcao h : S — C ¢é dita ser holomorfa se, e somente se, para todo
ponto p € S e para toda carta coordenada (U, z) ao redor deste ponto, a fungao

h:z(U)— C,

dada por h(w) = h(z~"(w)) é uma funcio holomorfa.

Também, dadas duas superficies de Riemann (S,.A) e (5,.A), dizemos que elas sio con-
formemente equivalentes ou isomorfas se existe uma aplicacao ¥ : S — S que é um
biholomorfismo entre estas duas superficies de Riemann.

Uma funcgao continua

h:S— 8
¢ chamada holomorfa ou analitica se, para quaisquer coordenadas locais (U, z) € Ae (V,w) €
A tais que h™{(V)NU # 0, a fungao
wohoz ':z(h ' (V)NU) — w(V)

é holomorfa como uma fun¢ao complexa sobre C.
Por fim, uma funcao h de S sobre S ¢ um biholomorfismo quando h e sua inversa h~?
sao funcoes holomorfas.
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Teorema 2.1.1 (Uniformizagao de Riemann). Se (S,.A) € uma superficie de Riemann co-
nexa, nao compacta e simplesmente conexa, entao S ou € conformemente equivalente ao
plano complexo C ou € conformemente equivalente (ou conforme) ao disco D = {z € C :
2z < 1}.

Em particular, se S C C é um subconjunto aberto conexo e simplesmente conexo, entao
S € conforme ao disco se, e somente se, C\ S # ().

2.1.2 Superficies de tipo espago em Rj

Nesta subsecao iremos definir o que é uma superficie de tipo espago neste trabalho.

Definigao 2.1.4. Uma superficie de tipo espagco S C R} é uma subvariedade suave de
dimensio 2 do espago vetorial topoldgico real R*, que em cada ponto p € S, o seu plano
tangente T,S relativo ao produto Lorentziano de R} é um plano de tipo espago.

Uma superficie de tipo espago paramétrica de R} é uma aplica¢io a dois pardmetros
(U, X) de um subconjunto aberto conexo U C R? em R} tal que o subespago topoldgico X (U)
€ uma superficie de tipo espaco.

Assumiremos sempre que (X (U), X 1) € uma carta de um atlas completo para uma su-
perficie de tipo espago S de Rj.

Seja ((x,y),U) um subconjunto aberto conexo e simplesmente conexo do plano R?.

Se X(z,y) = (X%z,y), X (z,y), X*(z,y), X3(x,y)) ¢ uma superficie de tipo espago pa-
ramétrica de R, entao temos um tensor métrico induzido pela métrica Lorentziana indefinida
de R} dado por

(2.2) g =Y (D;X,D;X)dx' ® da?,
i?j
e a segunda forma quadratica de S = X (U) é uma 2-forma vetorialmente quadratica simé-
trica . .
B = Z \I/z-jdacl ® dxﬂ
2%

a qual é obtida da derivada parcial covariante dada pela formula

ij

(2.3) DX =Y THDeX = Uy
k

Da definicao dos simbolos de Christoffel

ko= L gmk (thm o 9jm agz’j)
1) ?

2

oxI oxt oxm

segue que (V;;, Dy X) = 0 em todos os pontos de S. Em cada ponto de S uma base ortonormal
para o fibrado normal NS é dada pelo par de vetores 7(z,y) e v(x,y), onde 7(x,y) é um
campo de vetores unitario de tipo tempo futuro dirigido e v(z,y) é um campo de vetores
unitario de tipo espago, no qual assumimos que (v(z,y), (1,0,0,0)) = 0. Portanto, temos

(2.4) Wij = hiyT + nyv,

onde por defini¢ao
hij = —<Di]’X, T> (§] nij = <Din, I/>.
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Como em cada ponto p € S, temos dim(N,S) = 2, a conexao normal para S ¢ dada pelo
vetor covariante v = Z vedz®, onde por definicao
k

(25) Ye = <Dk7' I/> <Dk1/, T>.

A seguir, apresentamos as seguintes equagoes de estrutura para S = X (U) :

(2.6) DX = Z IEDeX + hiyT + ngjv,
(2.7) Dyt = Z hE DX + v,
(2.8) D == nkDuX + %,

onde h¥ g,; = hij, nF,gm; = ni; e diremos que (2.6) ¢ o conjunto das equagoes de Gauss e
(2.7) e (2.8) ¢ o conjunto das equagdes de Weingarten.

Definigao 2.1.5. Diremos que S = X (U) € uma superficie minimal se, e somente se,
.3
em todos os pontos de S, onde o campo de vetores Hg é chamado o vetor curvatura média

de S.

Observagao 2.1.1. Segue da equagdo (2.3) a defini¢ao equivalente para superficies minimais
dada por

QHS—Zg (D X — ZrkaX (Ag X% Ag X' AgX? AX?) =0,
onde Ag € o operador de Laplace-Beltrami sobre S = (X (U), g).

2.1.3 A superficie de Riemann associada a S

Um fato conhecido, vide [Che55] por exemplo, é que toda superficie de tipo espago admite
um atlas contendo cartas em coordenadas isotérmicas, isto significa que se f : U’ C C — R}
¢ uma parametrizacao A-isotérmica dada por

fw) = (f(w), fH(w), fA(w), fP(w), w=u+ivel CC,

tal que f(U') € S = X(U), e o tensor métrico induzido agora é dado por g = A\?dwdw,
entao

(fus fu) = A2 = (fos fo) e (fu, fo) =0,

Como f,, = 3(fu—if,), estendemos a forma bilinear simétrica de R{ a uma forma bilinear
complexa sobre C* = R* + iR* da seguinte maneira:

(x +iy,a+ib) = (x,a) — (y,b) +i((x,b) + (y,a)),
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sempre que X + iy, a +ib € C, o que implica

(2.10) <fw7fw> =0 e <fw>f_w> = <fw7fﬁ> = )‘2/2‘

Agora, se tivermos duas cartas isotérmicas (U’, f) e (V,h) para S, entdo quando fizer
sentido, as aplicacoes de transicio h™to f : U — Ve f-loh : V — U’ serao funcoes
holomorfas. Portanto, podemos ver M = (U,.A) como uma superficie de Riemann munida
de um atlas conforme A e o tensor métrico induzido ou elemento de linha ds* = \*(w)|dw|?
¢ uma métrica compativel para esta superficie de Riemann M.

Por fim, recordamos que nao existem superficies de tipo espago compactas em R, por-
tanto, de agora em diante, M sera ou o disco

D ={z€C:2zZ <1} queé uma superficie de Riemann hiperbolica

ou o plano complexo C, que é uma superficie de Riemann parabélica, uma vez que estamos
assumindo que M é uma superficie de Riemann conexa e simplesmente conexa.
Se h(z(w)) = f(w), entdo da regra da cadeia, obtemos

dz 2

Fulw) = ha(au)) G ) e (fun fu) = (heshe) |5

dw

2.1.4 Uma solucao para a equagao de Monge

Chamaremos a equagao (2.10) de equagdo de Monge. Expandindo em suas coordenadas,
temos que esta equacao torna-se

—(fo) 4+ (fa)? + (f2)?+ (f2) =0.

Simplificando um pouco mais a notagao, substituimos os nomes das coordenadas fazendo
Z' = f! e obtemos
ARARVAR AN AR VA
ZV—iZ2ZV—iz2 T 7V —iz?
assumindo que Z! —iZ% # 0.
Definindo

2+ 207 7l g
= = —-——-—-—-— e = ——
71 i 71 _izz ¢ M

obtemos a seguinte aplicacao de U’ em C* :

a

fuw=uW(a,b) onde W(a,b)= (a+b,1+ab,i(l—ab),a—0b)ecC

com (a,b) € H(U,C) x H(U,C), onde H(U,C) denota o espago das fungdes holomorfas de
U em C.

Além disso, temos que A2 = 2(f,,, fo ) = 4pfi(1—ab)(1—ab). Portanto, yn # 0 e 1—ab # 0
sao as condigoes para se obter uma superficie sem singularidades em sua métrica.

Agora, como podemos escrever W(a,b) = (a,1,4,a) + b(1, a, —ia, —1), obtemos os casos
onde (Z' +1iZ?)(Z' —iZ?) = 0, com as expressoes f, = n(a,1,i,a) e f, = &(1,a, —ia, —1).
Além disso, quando Z° = 0 = Z3, obtemos f, = 1(0,1,7,0) que é o plano {0} x R? x {0}.

Lema 2.1.1. Para uma superficie de tipo espago paramétrica A-isotérmica (U, f), as sequin-
tes afirmagoes sao equivalentes:

(1) A superficie f(U) é minimal, isto é, Hy = 0;
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(ii) As aplicagdes pi,a,b sao fungoes holomorfas de U em C.
Prova: Segue do operador de Laplace-Beltrami:

2
Apf™(w) = ﬁ(fm(w))u@ =0 param =0,1,2,3.

2.1.5 Uma representacao integral

Se (U, X) é uma superficie de tipo espago paramétrica de R{, onde
X(z,y) = (X2, y), X (2,9), X*(z,), X*(2,y))
e U C R? ¢ um dominio simplesmente conexo, entdo a 1-forma dada por
dX = X,dx + X, dy

é exata, e portanto, fechada.
A equagao integral

(z,y)
(2.11) X(z,y) = X(xo,y0) + / Xpdr + X, dy,

(z0,y0)

tem uma tunica solugao, que é a superficie paramétrica de tipo espago (U, X).
(z,y)
De fato, se Y(z,y) = X (zo,40) +/ Xydr+X,dy é uma outra solucdo para a equacgao
(70,y0)
integral (2.11), entao

(z,y)

X(z,y) = Y(x,y) = / Odx + 0dy = 0.

(z0,%0)

Da Definic¢ao 2.1.5 e Lema 2.1.1, obtemos

Coroléario 2.1.1. Em um dominio simplesmente conexo U C R?, se (U, X) é uma superficie
de tipo espago paramétrica minimal que € a solu¢ao da equagao integral (2.11), entdo cada
fung¢éio coordenada de X (x,y) € uma fun¢ao harmoénica a valores reais definida em U.

Prova: De fato, o operador de Laplace-Beltrami Aj; é um operador tensorial, definido pela
contragao da equagao de Gauss (2.6), como segue na Definigao 2.1.5. U

Com coordenadas isotérmicas locais, a representagao integral é geralmente chamada de
equagao integral de Weierstrass. Tal representagao ¢ a aplicagao f : U’ — R} dada por

w

(2.12) flw)=po+2R [ p(EW(a(),b(¢))ds,

wo

a qual é uma solugao da equagao (2.10) na Subsecao 2.1.3.
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2.2 O principal resultado para a f-familia

Comegamos definindo uma #-familia de superficies minimais em R{.

Definigao 2.2.1. Sejam p,a € H(U,C). Para cada 6 € R e cada w € U, tomando b(w) =
e?a(w), a aplicagio dada por

F:RxU — R}
(2.13) (B:w) —s F(w)= P4 2R / W)W (al€), ¢¥a(€))de.

wo

determina um conjunto de superficies minimais paramétricas isotérmicas em R}, chamada
uma -familia, onde P € R} ¢ um ponto arbitrdrio e

Wi(a,e?a) = (1 +¢e?)a,1+ea?i(1 — e“a?), (1 — e?)a).
A O-familia conjugada € definida pela aplicacao

H:RxU — R}

w

(2.14) Orw) — HOw) =Q+23 / (&)W (a(8), e?a(€))de,

wo

onde Q € R} é um ponto arbitrdrio, e ao conjunto dado por F(0;w) + iH(0;w), passando
pelo ponto P+ iQ € C*, chamamos de 0-familia de superficies minimais em C*.

Observagao 2.2.1. Uma 0-familia estd associada a uma hipersuperficie 0-periddica F(R; U)
de R%, assim, podemos ver esta familia como uma imersio propria de R x U em uma hi-
persuperficie que € folheada por superficies minimais. Para 6 = 0, temos uma superficie
minimal em R3 = {p € R} : (p, (0,0,0,1)) = 0} e para 6 = 7, temos uma superficie minimal
em B3 = {p € R} : (p,(1,0,0,0)) = 0}.

A luz das Definicoes 2.2.1 e 2.1.2, temos o seguinte referencial de Minkowski:

Lema 2.2.1. Se (M, fy) é uma dada 6-familia, entao a aplicagao Ty que associa a cada base

{fu(p). fu(p)} do plano tangente T,M o conjunto {(0, f,(p), fi(p),0), (0, f;(p), f3(p),0)}, €
uma aplicagdo linear sobrejetiva de T,M em {0} x R? x {0}.

Prova: Em primeiro lugar, temos:
x = (1+e?%%)(1 - e %a%) =1— e 3% + e?a? — a*a® = (1 + aa)(1 — aa) + iS(e?a?) # 0.
Agora, Ty nao é sobrejetiva se, e somente se, det(7y) = 0 se, e somente se,

pl+e%a?) + (1 +e7%a) ilu(l —e%a®) —p(l —e™a)]) _ | o o
ilu(l + ea?) — (1 + e=?a)] —p(l — %a?) — (1l — e 0a2)| ~ 4pp(l4aa)(l—aa) = 0

se, e somente se, ds*(fy) = 0. O

2.2.1 Sistemas de coordenadas nao isotérmicas

Seja
X(z,y) = (X°(x,9), X' (z,y), X*(z,1),0)
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uma superficie minimal paramétrica em R?, para (z!,2?) = (z,y) € U. Pela Definigao 2.1.4,
temos um tensor métrico sobre U com componentes dadas por
B 0X° 0X° n oxXt ox! n 0X? 0X?
I = " gt 9 oxt OxJ oxt Oxl

Seja M = (U, A) a superficie de Riemann associada a superficie paramétrica de tipo
espago minimal S = X (U), munida com a métrica ds* = 3 g;;dz'da?, para a qual, cada
fungao X° X! X? € H(M,R) é uma fungao harmonica, isto é, AgX™ = 0.

Como para cada fun¢ao harménica X™ € ‘H(M,R) podemos associar uma outra fungao
harménica conjugada, a saber, Y™ € H(M,R), podemos entender a #-familia como um tipo
de conjugacao de uma superficie minimal de R} numa superficie minimal de 3.

Agora, por uma tunica transformacao em coordenadas, em cada vizinhanca de um dado
ponto, obtemos parametros conformes w = u + v dados pelas fung¢oes holomorfas a = a(w)

e = p(w) tais que

w

X(w) = (X (z(w)), X (2(w)), X*(2(w)),0) = P + Q?R/ u(EW (a(§), a(§))ds,

wo

para (U, X) em R? e via a 6-familia,

w

Y(w) = (0,Y"(2(w)),Y*(2(w)),Y*(2(w))) = Q + 2§R/ p(EW(a(§), —a(§))ds,
para (U,Y) em E3.
Como W (a,a) = (2a,1+a?i(1 —a?),0) e W(a,—a) = (0,1 —a?i(1+ a?),2a), obtemos
as relagoes conectando X = X (z,y) a Y = Y (z,y). Entdo, definimos:

Defini¢ao 2.2.2. Para o par de superficies paramétricas minimais (U, X) e (U,Y), onde
X(U) C R} eY(U) C E3, associadas a uma O-familia, as relagoes
V3 (w)  0X°w) Y (w) OX% (w) V3 w)  0XHw)

(2.15) ow  ow ow - ow ¢ ow —! ow

chamaremos de equagoes associadas da 60-familia.
No seguinte exemplo, ilustramos a Definigao 2.2.2.

Exemplo 2.2.1. Para cada w € U, considere em R} uma solugdo da equagao de Monge com
pardmetros isotérmicos na forma

1
Xo = 5(1, coshw, isinhw, 0).

Usando que sinhw = sinhwucosv + ¢ coshusinv e coshw = coshwucosv + ¢sinhusinwv,
com u # 0, obtemos (X, Xyw) =0 e (X, Xe) > 0.

Fazendo a integragao a menos de constantes aditivas, obtemos uma curva holomorfa em
C* dada por

~ 1
X(w) = §(w, sinh w, i coshw, 0),

[\

de modo que X (w) = R(X (w)) = L(u,sinhwucosv, —sinhusinv,0) € um Catendide em R3.
Temos que E(u,v) = G(u,v) = sinh®u e F(u,v) = 0.
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A seguir, tomando a representac¢io X, = pW(a,a), obtemos

X, — %(26—“’, 1+e2 §(1 — e 2v),0),
donde p = % ea=-e".
Fazendo o transporte via a 6-familia, obtemosY,, = pW (a, —a) = 5(0,sinh w, i coshw, 1).
Novamente por meio da integracao, obtemos uma curva holomorfa em C* dada por

Y(w) = §(O,coshw,isinhw,w),
de modo que Y (w) = (Y (w)) = 1(0,sinhusin v, sinhucosv,v) é um Helicdide em FE3.
Note que, (Y?)y = (X%, (V") = —i(X?)y € (Y?)w = i(X")w.
Por fim, observe ainda que, (X (w)) e R(Y (w)) nos fornecem um Helicéide e um Ca-
tendide em R? e em E3, respectivamente.

N

2.2.2 Uma base ponto a ponto para o fibrado normal

Uma vez que (W (a,b), W(z,y)) = 0 se, e somente se, ou a = x ou b = y, definimos dois
campos de vetores de tipo luz por

Ls(a) =aW(a,1/a@) e Lo(b) = bW (1/b,b),

os quais estao relacionados com as projegoes estereograficas norte e sul, (0,0,0,1) e (0,0,0, —1),
de S? C 3, respectivamente. Explicitamente, estes campos sao dados pelas formulas

Ls(a) = (1 +a@,a+ @, —i(a — @), —1 +aa), e Lo(b) = (1 +bb,b+ b, —i(b—b),1 — bb).

Aplicando estas duas formulas & 6-familia, iremos obter, omitindo a varidvel w € U em
a = a(w), que
(2.16) Ls(a) = (1 +aa,a+a,—i(a —a),—1+ aa)
(2.17) Lo(e®a) = (1 + aa, ae” +ae ™, —i(ae”® —ae "), 1 — aq).

Podemos ainda expressar o referencial de Minkowski associado a uma #-familia F'(6;w),
em funcao da aplicagao de Gauss complexa a por

M(B;0) = {7(6;0), (5 F2) (6:0), (1 ) (6 @), v(6:0)}.

Os vetores normais do referido referencial sao calculados no seguinte lema:

Lema 2.2.2. Os vetores normais correspondentes para o referencial de Minkowski M(6;a),
associado a 0-familia, sao dados por

1 .
2.18 7(0;a) = , Ls(a) + Lo(e?a
218) (0:0) = g [l + La(e)
(2.19) v(0;a) = ! [Ls(a) — Lo(e"a)].

V=2(Ls(a), Lo(e”a))
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O tensor métrico para este conjunto de superficies € dado por

(2.20) g(6; w) = 4p(w)u(w)(1 — 2 cos ba(w)a(w) + (a(w)a(w))?)dwdw.

Além disso, temos que 73(0;w) = 0 e v°(0;w) = 0, para todo (6;w) € R x M.

Prova: De (Ly(b), Ls(a)) = —2|1 — ab|? segue que 7(#,a) e v(6,a) dados em (2.18) e (2.19)
quando b = ae® sdo campos de vetores unitarios e mutuamente ortogonais do fibrado normal
NS. Como as componentes

Ly=1-—aa e L3=—1+aa,

segue-se que 73(0; a(w)) = 0 para cada § € R e cada w € U. Da Proposicio 2.1.1, os campos
(2.18) e (2.19) definem duas aplica¢oes normais de Gauss. O

Neste ponto, recordamos a féormula para a curvatura de Gauss quando F = G = \? e
F = 0. Em cada ponto de X (U) = S, temos que

1 1
Observagao 2.2.2. Doravante, usaremos livremente com certa frequéncia a expressao “A
0-familia transporta grificos”. Precisamos entender melhor essa sentenca.
A equagao (2.9) e a equagao

<Xya Xy>Xm - <X27Xy>me + <X:v> Xw)ny =0,

nos casos em que X(x,y) = (A(x,y),z,y, B(x,y)) ou X(z,y) = (z, Alz,y), B(z,v),y),
permite-nos dar a equacdo das superficies parametrizadas de tipo espago cujo vetor curvatura
média é identicamente zero, Hx = 0. De fato, neste caso vamos obter as equagoes (2.23) que
veremos mais a frente . A expressao S € um grdfico minimal advém do Teorema da Fun¢ao
Implicita do Cdlculo. Por exemplo, se temos a equacdo da circunferéncia x*>+y? = 1, podemos
resolvé-la na forma y(x) = /1 — x? ao redor de um ponto py = (zo,Yo) se, e somente se, a
normal & curva neste ponto nao € paralela ao eizo Owx.

O fato andlogo no nosso trabalho que deiza explicito a ideia de grdfico associado a familias
a um pardmetro 6 € a Proposi¢ao 3.2.1 e seus coroldrios.

E uma condi¢ao fundamental para dizermos que uma superficie minimal do tipo espago
pertence a uma O-familia, a existéncia das folhas em RS e em E3 com todas elas definidas em
um mesmo aberto M C R?. Assim, a normal tipo espago denotada por v(z,y), cuja defini¢do
usa com toda a forga que sua componente temporal v°(z,y) = 0, ndo pode cruzar o equador
na esfera unitdria S?, relativamente a uma escolha inicial dessa normal num ponto fizado
v(po) da superficie em questao.

Ezplorando a relagdo entre as duas normais v(z,y) e 7(x,y), cujas existéncias da forma
como foram estabelecidas nesse trabalho somente € possivel por estarmos no ambiente defi-
nido como sendo o espago de Minkowski R}, caracteriza a sentenca:

“A 0-familia transporta grificos.”

E isto o que vemos dado pelo Teorema 2.2.1 e também pela equacio no Coroldrio 3.2.1. E
claro que as transformagoes de coordenadas que movem da forma paramétrica & forma nao
paramétrica (grdafico) para cada superficie da 6-familia dependem da superficie, visto que a
métrica depende do pardmetro 6.
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A seguir, precisamos de mais um lema para obter o nosso principal resultado desta secao,
que ¢ o ultimo teorema desta subsecao.

Lema 2.2.3. Existe uma 0-familia de superficies paramétricas isotérmicas F(0;w) com do-
minio em uma superficie de Riemann M = (U, A) se, e somente se, o vetor normal de tipo
tempo no referencial de Minkowski M(0;w) € tal que para cada 6 € R e cada w € U,

(7(0;w),d3) = 0

se, e somente se, o dado de Weierstrass ou aplicagao de Gauss complexa a = a(w) e o fator
de integracao pu = p(w) para esta superficie paramétrica isotérmica sao fungoes holomorfas
de U em C.

Além disso, a existéncia de pontos planares correspondem aos zeros da fun¢ao holomorfa
a = a, e a curvatura de Gauss para a familia é dada por

|a'[*(cos 6(1 + |al*) — 2|al?)

(2.22) K(F(0;w)) = |p)2(1 — 2 cosBlal? + |al*)3

Prova: Se a é¢ uma fun¢ao holomorfa, entao ;1 ¢ uma funcao holomorfa como veremos abaixo
e podemos definir a f-familia. Assim, s6 precisamos mostrar que 73(6;w) = 0 ou °(f;w) = 0
implica que a é uma fungao holomorfa.

Como fum(w) é um vetor normal real de R} para todo w € U, da equagao para o fator
de integragao p dada por

by bag

1 —ab * 1—ab
(vide [DFS21| para mais detalhes), obtemos que

86_L0g po=

0 Al , .
—L _ w 1— —i0  — 1— 0 —
aw S M T 1—2(:089\&]2—1-\@]4( ¢ "aa) + (1 - eVaa),
donde
9] 2Gay(1 — cosB|al?)
——Log pn = -
ow 1 —2cosB|a|> + |a|*

Como p nao depende de 6, temos que az = 0, logo a e p sao fungoes holomorfas.

Em seguida, iremos calcular a formula para a curvatura de Gauss de cada superficie da
familia.

Primeiramente, Aln E = 4(In(4u(1 — 2cosfaa + (aa)?)))ww. Calculando as derivadas
no segundo membro da ultima igualdade, temos:

a’ — cosa
In(4pn(l — 2 Oaa DMw = P 2, aa? — cos
e cosfoat (ar)) ( % A (1 —2cosBlalz+a|t) )
2|d’|?
- (1 —2cosf|al? + |a|4)2(2|a|2 — (1 +|a|*) cos®).

Assim, por (2.21), segue a férmula (2.22) para a curvatura de Gauss.

Se 6 = 0, entao obtemos K (F(0;w)) > 0. Se § = 7, entdo obtemos K (F(0,w)) < 0.

Além disso, segue da férmula (2.22) que o conjunto de pontos planares ¢ dado por
{weU:d(w) =0} O
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Exemplo 2.2.2. Se para cada w € U, tivermos a(w) = sinw e p(w) = 1, entao tomando
0 = 0 temos superficies minimais em R3 e tomando 0 = 7 temos superficies minimais em E3,
ambos os tipos de superficies possuindo um conjunto de pontos planares fechado e discreto.
No caso onde 0 = m, este conjunto € infinito.

Planar = {w € U : cosw = 0}.

O seguinte teorema é uma decorréncia dos Lemas 2.2.3 e 2.2.1. Ele diz que uma #-familia
transporta graficos minimais do tipo X(z,y) = (A(z,y),z,y, B(z,y)). Na proxima sec¢ao
veremos a definicao de uma classe destas superficies.

Teorema 2.2.1. Uma 0-familia transporta localmente grdficos minimais de S° C R} a
S™ C E3 preservando o conjunto de pontos planares.

Prova: De fato, podemos relacionar superficies em R? e E3 por meio das equagoes (2.15).
Pelo Lema 2.2.1, podemos formar um referencial de Minkowski para todas as superficies de
uma @-familia, onde o 7(6;w) e o v(0;w) sdo formados com os vetores (0, Fl(p), F2(p),0)
e (0, Fl(p), F%(p),0). Como este 7(f;w) construido satisfaz a condigdo do lema anterior,
podemos fazer o transporte dos graficos minimais do espa¢o Lorentziano para o espaco
Euclidiano.

Por fim, novamente pelo Lema 2.2.3, os pontos planares sao preservados, via a f-familia. [

2.2.3 A nao completeza de superficies minimais

Usando a aplica¢ao de Gauss 7 em parametros gerais (z,y) € M, escrevemos

m(z,y) = (7°(z,y), 7' (z,y), 7% (x,y),0) € H?,

e assumindo que a projegao estereografica definida em H? = {(z,y,2) € R? : z = /1 + y2 + 22}
sobre o disco
D={zeC:2z <1},

dada por
Tl
a(m,y) = (Sth(T(xay)) = 70 +1

)

(z,y)

vemos que a fun¢ao complexa a = a(z,y) € D é definida em parametros gerais sobre M.
A seguir, definimos a tnica aplica¢do de Gauss v, associada a 7, pondo para cada (x,y) €
M o vetor

1
V(.I,y) = ﬁ(077—1772a_]—)

Y

(z,y)

e a aplicacao definida em H? sobre o hemisfério sul aberto S? da esfera unitéria de E?, dada
por ®(7(z,y)) = v(z,y). A luz disto, temos o seguinte lema:

Lema 2.2.4. A aplicacao

1
7= ("7, 7°,0) e H? — v = _o(O:TlaTQ’ ~1)es?
T

¢ um biholomorfismo do plano hiperbolico sobre o hemisfério sul da esfera S?.
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Prova: Segue-se de (7°)2 = 1+ (7')* + (7%)? que (v,v) = 1. Por outro lado, usando a
projecao estereogréfica norte sty de S? sobre o plano equatorial C, o hemisfério sul mapeia
sobrejetivamente o disco D. Se z € D, entao z = (stx) o ® o stp(2). O

Utilizando o Lema 2.2.4 juntamente com o Teorema 2.2.1, obtemos imediatamente o
seguinte fato:

Corolario 2.2.1. Uma 0-familia transporta a superficie minimal (M, X) de R} a uma su-
perficie minimal (M,Y) de E3.
Ademais, a aplica¢ao de Gauss compleza é definida em M por 7 = 7(p) para cada p € M

(7) !4 472 la(7)| 70 -1
a(t) = ——— com l|a(T)| =1/ -
7041 041

Os fatos obtidos nesta subse¢ao levam-nos novamente as equagoes (2.15) da Definigao
2.2.2. Uma consequéncia é o seguinte corolario:

Corolario 2.2.2. As equagoes (2.15) da Defini¢iao 2.2.2 estao estabelecidas em pardmetros
gerais sobre M.
De fato, usando o fato de que a aplicacao de Gauss complexa a € definida pela aplicagao

de Gauss de tipo tempo 7 : M — H?2, ndo podemos usar pardmetros isotérmicos para obter
a superficie (M,Y).

Finalizamos esta subse¢ao com um corolario que é uma consequéncia do Lema 2.2.4
combinado com um classico resultado devido a R. Osserman em [Oss69).

Lema 2.2.5 (Osserman). A imagem, sob a aplica¢io de Gauss, de uma superficie reqular,
completa, minimal e nao plana do espago Euclideano E? € densa na esfera S.

Enunciamos o corolério como se segue:

Corolario 2.2.3. Se (M, X) em R} e (M,Y) em E? sao duas superficies minimais associ-
adas uma a outra por uma 0-familia, entdo estas duas superficies nao sao completas.
De fato, v(M) omite todo o hemisfério norte (aberto e nao vazio) da esfera S*.

2.3 Aplicagao a graficos de R}

Primeiramente, lembremos que R} tem a estrutura topologica e diferenciavel do espago
Euclideano R*.

Sejam ¢,¢ € C®°(U,R) e T : U C R? — R? uma aplicagao diferenciavel dada por
T(z,y) = (p(x,y),¥(z,y)). A partir da defini¢do formal da aplicagdo T, podemos ver o
grafico de T' como um conjunto de pontos de R* com a notacao

graph(T) = {((z,y), (¢(z,y),¥(z,y))) €R*: (z,y) € U C R*}.

Podemos escolher quatro posigoes equivalentes para o eixo temporal em R{ e s6 precisa-
mos escolher duas destas possiveis posigoes para ter todas as possibilidades de graficos:

Fixando a assinatura de R{ por assinatura(R}) = (—1,+1,+1,+1), tomamos por defini-
¢ao:
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s primeiros tipos de graficos sao dados pelas aplicagoes f : U — a forma
(1) O imeiros ti d Afi ao dad | licacoes f : U R da f
f(x,y) = (A(z,y), 2y, B(x,y)), onde (v,y) €U R
os quais chamaremos grdficos do primeiro tipo;

(2) Os segundos tipos de gréficos sao dados pelas aplicagoes f : U — R} da forma
flz,y) = (z, A(z,y), B(z,y),y), onde (v,y) €U CR?
os quais chamaremos grdficos do sequndo tipo.

Assumiremos sempre que as fun¢oes A e B sao C*(U,R), que U é um subconjunto
aberto conexo e simplesmente conexo de R? e que as superficies tracadas pela aplicacao f
sao superficies de tipo espaco de R}.

Proposigao 2.3.1. Um grdfico minimal (do primeiro ou segundo tipo) de R} safisfaz o
sequinte sistema de equagoes:

2.23
( ) 922D11 B — 2g12D12B + g11D22B = 0,

{ g2 D11 A — 2915 D19A + g11 D2 A = 0
onde g = Zgijduiduj ¢ o tensor métrico positivo definido associado a superficie S = f(U).
2
Além disso, o sistema de equagoes (2.23) nos diz que A e B sao fungoes harmonicas da
superficie de Riemann (U, X).

Prova: Tomando a representagao matricial do tensor métrico (forma covariante) e de seu
tensor inverso (forma contravariante), temos:

93] = {? g] e [g7] = ﬁ [—? _g]

e pela Definicao 2.1.5, o vetor curvatura média é dado em cada ponto da superficie por

1

2= ga 5

G\Ijn — 2F\I/12 -+ E\IIQQ).

Para cada tipo de superficie tomemos uma base pontual { Ny, Ny} para o seu fibrado
normal.

Se f(z,y) = (x A(z,y), B(z,y),y), entdo obtemos os vetores normais dados por N; =
(A;,1,0,—A,) e = (B,;,0,1,—B,), e as derivadas parciais dos vetores tangentes dadas
por D;; f = (0, ZJA D;;B,0).

Se f(z,y) = (A(x,y),x,y, B(x,y)), entdo obtemos os vetores normais dados por N; =
(1,A;,A,,0) e Ny (O, —B,,—B,, 1), e as derivadas parciais dos vetores tangentes dadas
por D”f = (DijA7 0, 0, DIJB>

Desta forma, o sistema (2.23) segue imediatamente. O

Agora iremos aplicar estas equagoes do sistema (2.23) a superficies do tipo graficos mi-
nimais em E3 e em R3. Daremos uma equagio explicita para cada caso.
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(1) Quando A(x,y) = 0 para todo (z,y) € U C R? obtemos gréficos em E* dados por
uma tnica funcao B: U — R :

f(x,y) = (0,2,y, B(z,y)) € E”.

Com o tensor métrico induzido sobre f(U), visto como uma subvariedade de tipo
espago de R, obtemos a equagao

(2.24) (1+ B2)Byy — 2B, ByByy + (1+ B2)B,, = 0,

chamada de equacao dos graficos minimais para superficies diferenciaveis sobre o espago
Euclideano R? = E3. Conforme vimos no Teorema 1.0.1, Bernstein mostrou que se
U = R?, entao as solugoes de (2.24) sao as fungoes afins, como consequéncia, o conjunto
dado por {(0,z,y, B(z,y)) € R} : (z,y) € R?} ¢ um plano;

(2) Quando B(z,y) = 0 para todo (z,y) € U C R? obtemos graficos em R} dados por
uma tnica fungao A : U — R :

f(z,y) = (A(z,y),z,y,0) € R}.

Com o tensor métrico induzido sobre f(U), visto como uma subvariedade de tipo
espaco de R}, obtemos a equagao

(2.25) (1—A))Ap+24, Ay Ay +(1-A2)A,, =0, com AZ<1 e AZ+A2<1,

chamada de equagao dos graficos minimais para superficies diferenciaveis sobre o espago
Lorentziano R?. Conforme vimos no Teorema 1.0.2, Calabi mostrou que se U = R?
entdo as solugoes de (2.25) sao as fungoes afins, como consequéncia, o conjunto dado
por {(A(z,y),z,y,0) € R : (z,y) € R’} é um plano.

Exemplo 2.3.1. Seja (M, f) uma superficie minimal em RS com pardmetros isotérmicos
dada por
f(u,v) = (u,sinhu cos v, sinhusin v, 0).

Como f, = (1,coshucosv,coshusinv,0) e f, = (0, —sinhusinv, sinhu cosv,0), temos
N2(f) = sinh® u. Assumimos que u > 0.

Usando que 2f,, = fu — if,, obtém-se facilmente f,, = 3(1,coshw, —isinhw, 0).

Associada a esta superficie, pelas equagoes (2.15), temos a superficie h(u,v) tal que

1 -
hy = 5(0, —sinhw,icoshw, 1), onde h(w)= (0,— coshw,isinhw,w)

¢ uma curva holomorfa em C* cuja parte real nos dd (M, h), sendo
h(u,v) = (0, — coshucosv, — coshusinv,u) com N?(h) = cosh®u.

Mediante a transformac¢ao x = sinhwucosv e y = sinhusinwv, temos sinhu = /22 + y2,
e assim (M, f) fica na forma nao paramétrica determinada pela fun¢ao

A(z,y) = In(v/a2 + 32 + Va2 +y2 + 1).

Com a transformagao p = — coshucosv e ¢ = — coshusinwv, temos coshu = /p? + ¢2,
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e assim (M, h) fica na forma nao paramétrica determinada pela fungao

B(p,q) =In(v/pP+ @+ VP +¢ - 1).
Estas superficies sao as correspondentes para 0 = 0 e 0 = 7 da familia, associadas ao

Catendide em E3.

2.3.1 O segundo tipo
Sao os graficos dados pelas aplicacoes diferencidveis f : U — R} da forma
f(z,y) = (z,A(z,y), B(z,y),y), onde (z,y) €U CR”

(3) Quando B(z,y) = 0 para todo (z,y) € U C R? obtemos graficos em R? dados por
uma tnica fungao A : U — R :

[z, y) = (2, A(z,9),0,y) € R},

Com o tensor métrico induzido sobre f(U), visto como uma subvariedade de tipo
espago de R}, obtemos a equagao

(2.26) (1+ A2 A — 24, A Ay + (-1 + AD)A,, =0, com A} >A2+1

e diremos que esta equacao é a equac¢ao dos grdficos minimais do sequndo tipo para
superficies diferencidveis sobre o espago Lorentziano R3.

Até o presente momento nao encontramos estudos tratando de modo explicito
a equagao (2.26) na literatura pesquisada.

2.3.2 A equacgao 7, = 1fs

Assumiremos que (U, f) ¢ uma superficie paramétrica A-isotérmica de R? com aplicagao
normal de Gauss dada por 7: U — H?2.

Como (1,7) = —1, implica que (r,,7) = 0, e ja que (7, f,,) = 0, temos que existem
fungoes n, h : U — R tais que

Tw(w) = h(w) fu(w) + n(w) fa(w)
para cada w € U. Neste caso, como v = (0,0,0,1), as equagoes de Weingarten (2.7) se

tornam
{Tu = (h11/N?) fu+ (hi2/N?) fo
Ty = (h12/A?) fu + (haa/X\?) fo.

Proposigao 2.3.2. Se (U, f) ¢ uma superficie paramétrica minimal E(f)-isotérmica de R?
com aplicagcao normal de Gauss T : U — H?, entdo as equagoes de Weingarten para S sdo
dadas por

(2.27) Tw(w) = n(w) fe(w) onde n(w)= Kf('l,U) VW)

e Ky(w) € a curvatura de Gauss de S.



26 Capitulo 2. O Teorema de Bernstein e a #-familia

Prova: Pela hipotese de que a curvatura média de S ¢ 0, temos fungoes p(w) = hyy(w)/\? =
—haa(w)/A? e q(w) = hia(w)/A* = hay(w)/A? tais que K;(w) = p*(w) + ¢*(w). Usando as
identidades f, = fu + fw e fo = i(fw — fw), obtemos

Tw = (Tu = 17)/2 = p(fw + fw) = 1¢(fu — [w) = (0 — iq) fw

Definindo 7 = p — ig uma vez que 77 = K, obtemos a equacao (2.27) quando tomamos
a forma polar da funcao 7. U

Corolario 2.3.1. Seja (U, f) uma superficie paramétrica minimal E(f)-isotérmica de R?
com aplicagao normal de Gauss T : U — H? e o conjunto de pontos planares definido por

Planar(S) ={w € U : K¢(w) = 0}.

Se Planar(S) =0, entdo a superficie de Riemann associada M = (U, A) € conformemente
equivalente ao disco: D = {z € C: 2z < 1}.

Prova: De fato, se Planar(S) = (), entdo a superficie de Riemann associada M = (U, A)
possui pontos onde K ¢(w) # 0, logo, nado pode ser todo o plano. 0

Observagao 2.3.1. Da equagao 7, = nfg, seque-se que
1 1

SE(T) = (7w, o) = Ky (w){fu, fo) = 5

5 Kp(w)E(f),

que nos fornece uma formula para a curvatura de Gauss de f(U) :

P _ N L{
(1 o aa>2 - K(f)(4l’bu(1 ) ) K(f) ,uﬁ(l . aa)4

A seguinte proposi¢ao € a versao da Proposicao 2.3.2 para superficies minimais do espago
E3, a qual tem prova analoga:

Proposigao 2.3.3. Se (U, h) é uma superficie paramétrica minimal E(h)-isotérmica de E3
com aplicacio normal de Gauss v : U — S?, entio as equacoes de Weingarten para S sdo
dadas por

(2.28) viw(w) = §(w) hi(w)  onde &(w) = \/—Ky(w) )
e Kp(w) € a curvatura de Gauss de S.
O corolario anédlogo ¢ obtido como segue:

Coroléario 2.3.2. Seja (U, h) uma superficie paramétrica minimal E(h)-isotérmica de E3
com aplicacdo normal de Gauss v : U — S? e o conjunto de pontos planares definido por

Planar(S) = {w € U : Kj(w) = 0}.

Se Planar(S) = 0, entao a superficie de Riemann associada M = (U, A) é conformemente
equivalente ao disco D = {z € C: 2z < 1}.
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Observacao 2.3.2. Da equacao v, = Ehy, seque-se que

S W) = (v, vi) = K)o = 5 i) B,

que nos fornece uma formula para a curvatura de Gauss de f(U) :

4|a/|2

(1+ aa)?

= —K(h)(4up(1 + aa)*) ou K(h) = —ﬁ'

2.3.3 Sobre a formula da curvatura de Gauss (2.22)

Vimos que podemos usar a formula da curvatura de Gauss dada em (2.22) para caracte-
rizar o conjunto dos pontos planares em uma 6-familia. A parte principal do denominador
do funcional fra¢ao da expressao de K(F(0;w)) é uma fungao de (0;w), cuja expressao em
termos de |a| é dada por

Q(0;w) =1 —2cosflal* + |al*.

A equacao obtida fazendo o lado direito da ultima igualdade igual a zero, tem solugao
dada por '
la|* = cosf +isinf = X7,
que implica § = 0, e como {w : |a(w)| = 1} = 0, ndo temos solugdes para Q(#;w) = 0.
Lema 2.3.1. Em uma 6-familia (U, F(0,w)), as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(1) Existe um 6y € R tal que para cada w € U, o ponto F(0y;w) € um ponto planar:
K(F(0o;w)) = 0;

(2) A aplicagao de representacao isotérmica a é constante em U, isto €, para cada w € U,
temos a'(w) = 0;

(3) As aplicagdes normais de Gauss de tipo luz Ls(a) e Lo(ae®) sdo aplicagoes constantes

de U no cone de luz C = {x € R\ {0} : (z,2) = 0};
4) Para todo 0 € R, temos U = Planar(F(6;U)).
Prova: Imediatamente de (2.22), temos (1) < (2).

Utilizando (2.16) e (2.17), obtemos (2) < (3).
Por fim, note que, como (4) < (2), entao (4) < (3). O

A seguir, no proximo resultado, denotamos o Teorema de Bernstein para a equagao (2.24)
por TB, o Teorema de Calabi para a equagao (2.25) por TC e o Teorema de Calabi para a
equagao (2.26) por T'C.

Teorema 2.3.1. Seja M = (U, A) uma superficie de Riemann associada a uma 0-familia
de grdficos minimais de R]. As sequintes afirmagoes sio equivalentes:

(TB): SeU =R? e =m, entio S = F(m;U) é um plano;

(T2): Se U = R? ¢ 0 =, entdo as aplicagoes normais de Gauss de tipo luz Ly e Ly sdo
aplicagoes constantes do cone de luz C de RY;

(TC) ou (T'C): Se U =R? e § =0, entao S = F(0;U) é um plano.
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Prova: Pelo Lema (2.3.1), segue que (T2) implica todos os outros itens. Por outro lado,
(TB) e ((TC) ou (T°C)) implicam (T2). O

2.3.4 A equacao de Gauss e a equagao 7, = 1 [z

Comecemos escrevendo a equagao de Gauss (2.6) para uma imersdo minimal (M, f) de
M em R3 com parametros isotérmicos A? da seguinte maneira:

fww = Afw + Bfﬁ—i_ QT?

com A, B,Q € C*(U,R).

Entao, usando que a imersao ¢ minimal juntamente com (fy, fu) = 0 € (fu, fo) = A\?/2,
segue que ,

Aw nA
fww - 2wa + TT

uma vez que, temos também (fuuw, 7) = —(fu, Tw) = —(fuw, Nfw) = =

Novamente, como (M, f) é uma superficie minimal, obtemos que f,,u = 0 e de (Tyw, 7) =
0, obtemos que Q0 = 0.

Proposigao 2.3.4. Seja (M, f) uma imersao minimal de M em R3. Entao:
(1) A fungio 2 =nA?/2 é holomorfa;

(2) Qw) = 2p(w)d' (w) para cada w € M.

Prova: Primeiramente, calculemos 7. Temos: 70 = nf2 se, e somente se,

0 1l4+aa 2a,,a o Qo
2man se, e somente se, N = —————-
f(l — aa)?

ow 1—a6—(1—aﬁ)2:

Agora, pela definicao desta fung¢ao complexa, obtemos

Q=nA\/2 = Qo > 4pp(l — aa)® = 2pd’.

27i(1 — aa)

Do item (2), segue a holomorfia afirmada no item (1). O

2.3.5 Foérmula aniloga com conexao normal nao livre de torcao

Escrevendo as equagoes de Gauss e Weingarten (2.6), (2.7) e (2.8) para uma 6-familia
com parametros isotérmicos e uma variavel complexa w = u + v, obtemos:

(2.29> Tw:Ufw-i-Fl/ e Vw:Xfw-i-FT;
Aw A2 A2

(2.30) Fow =250 fu 4 5o T = X v € fum = 0

(231) D(w) = (7o) = ~(g,7) = 2= 0e)

onde o,T', x € C*(U,R).
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A 1-forma da conexao normal é dada por

dw+dw . dw—dw

v = 1du + yadv =y 5 — 179 5 =Tdw+ T dw.

Outros fatos interessantes seguem utilizando que 7,5 € Vyw sao campos de vetores a
valores reais ao longo de (M, f). Como Tyw = owfw + 0 fow + Lwv + Tvg, obtemos que

S ((ryw ) = S (rw— UX/\;) —0.

Consequentemente, temos a seguinte equagao a respeito da torgao escalar da conexao
normal ou curvatura normal de Ricci das superficies da familia:

_ 22
(2:32) A

A equagao (2.32) nos sugere a seguinte

Defini¢ao 2.3.1. A curvatura normal de Ricci e o funcional drea para a 0-familia (M, f)
sao definidas pelas sequintes funcoes escalares:

. R _ .FE_FUJ . .>\2 — 2
Ky = —i(ox —0x) = —QZT e dArea = @?dw A dw = N\ du A dv.

Observacgao 2.3.3. Novamente, se vy denota a 1-forma da conexdao normal de (M, f), entio

(O O 1 0m O
dy = (81} 8u> du N\ dv = 12 (8"0 M dArea.

Para a curvatura de Gauss, temos que K(f) = 0 @ — x X. Também, ela € o quociente
entre a diferenca das dreas determinadas pelas aplicacoes normais de Gauss T e v e a drea
determinada por f.

A seguir, forneceremos as formulas para as fungoes o(60; w) e x(0; w) :
Lema 2.3.2. Se (M, f) é uma 0-familia com pardmetros \*-isotérmicos, onde
M = 4pfi(1 — 2 cos fal?® + |a]h),

entao temos as sequintes formulas:

a  (L—la*)(1+e")
2. 0 = — ,
( 33> 0'( ,U)) Qﬂ (1—2COSQ|CL|2+|0,|4)3/2
a  (L+]a*)(1—e")
2.34 0 = — 5
(2:34) x(0, w) 271 (1 —2cosB|al? + |al*)3/?

Prova: Como (v, 0y) = 0, segue da equacao (2.29), usando as equagoes (2.18) e (2.19) do
Lema 2.2.2, que podemos tomar

0 0 3 3
Tw =0fw € UV, = Xfu

enquanto para a familia, temos que fo =7(a (1 +e ) e f2 =n(a (1 — e ¥)).
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Por outro lado,

1 a -1 a
20 _ + aa o + aa

V(1 —2cosflal? + |a]*) V(1 —2cosflal? + |a|4)'

Assim,
0 _ a’d(l —2cosf|al* + |al*) — (1 + a@)(— cos O + aa)’
Y (1 —2cosb|al? + |a|*)3/?
ede (1+¢€?)(1+e ™) = 2(1 + cosf), segue-se facilmente a formula (2.33). Analogamente,
de

3 (1 —2cosfal* + |a|*) — (=1 + a@)(— cos O + aa)
v, =da ,
v (1 —2cosf|a|? + |a|*)3/?

segue a formula (2.34). O

O seguinte corolario é obtido por meio de um simples calculo:

Corolario 2.3.3. Se (M, f) é uma 0-familia com pardmetros A\*-isotérmicos, entio a cur-
vatura normal de Ricci é dada por

L la’|? (1 —al*)sinf
2.35 Ky =— — = :
(2:35) N iloX —ox) i (1 —2cosB|al? + |al|*)?

Além disso, a formula da curvatura de Gauss (2.22) seque de K(f) =0 @ — x X, como
esperado, pelo Teorema egregium de Gauss.

Prova: De fato, utilizando (2.33) e (2.34) do Lema 2.3.2, segue-se (2.35). O

2.4 Solugoes locais para as equagoes (2.24), (2.25) e (2.26)

Assumiremos aqui que temos um subconjunto aberto conexo e simplesmente conexo U C
R?, uma superficie minimal S C R] e além disso que existe um difeomorfismo X : U — S.

Como S é uma superficie de Riemann conexa, nao compacta e simplesmente conexa,
temos que existem um biholomorfismo ¢ de U sobre S e um outro biholomorfismo ® de
U C C sobre U tais que

X(z,y) =€o0®: (z,y) € U— &(P(x,y)) € S.

Pelo Teorema de Uniformizagao de Riemann, U ou é um disco D ou é o plano complexo C.
Além disso, o difeomorfismo ® = £ 1o X com inversa ®~! = X 1o ¢ uma transformacao em
coordenadas que nos da uma parametrizagao de S com parametros isotérmicos w = (u,v) €
U.

Uma construgao explicita das fungdes £ e ® pode ser encontrada em [Nit65], em particu-
lar, as equagoes (8) da pagina 23 do artigo de Nitsche que aparecem na prova do Teorema
de Bernstein definem uma funcao tal qual a nossa ®.

Definigao 2.4.1. Seja (Uy, X1) uma solugao local para as equagéoes dos grificos minimais
(2.24) ou (2.25) ou (2.26). Dizemos que outra solugdo local (Us, Xs) é uma extensao de
(U1, X1) se, e somente se,

Ul C UQ (& X2‘U1 = Xl-
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Neste caso, escrevemos (U, X1) = (Us, X3).

Como o espaco topologico R? possui base enumeravel de subconjuntos abertos, podemos
restringir o conjunto de solugoes locais a uma familia enumeravel de dominios abertos conexos
(U, X). A vista disso, temos a imediata proposigao:

Proposicao 2.4.1. Se {(U,, X,,) : n € N} é uma =-cadeia de solug¢oes da equagao (2.24),
entao o par (V,Y') definido por

V= U U, CM e Y(p) = X,(p) para cadan € N tal que p € U,,

neN

também € uma solugao da equagao (2.24).
Consequentemente, cada solu¢do local conexa da equagdo (2.24) possui uma extensao
mazximal conexa que é uma solu¢io da equagdo (2.24).

Em decorréncia da Proposicao 2.4.1, o Teorema de Bernstein tem a seguinte versao:

Teorema 2.4.1 (Bernstein). Uma solu¢ao (U, X) da equagao dos grdficos minimais (2.24)
tem um ponto p € U tal que a sua funcao curvatura de Gauss satisfaz K(p) # 0 se, e
somente se, R* \ U # ().

Em outras palavras: “uma solugdao local nao plana da equagao (2.24) nao pode ser esten-
dida a todo o plano C.”

Mostraremos a seguir que uma #-familia transporta solugoes maximais da equagao (2.24)

que resultam em solugdes maximais da equagao (2.25).

2.4.1 Novamente as férmulas (2.16) e (2.17)

Se F(0,w) ¢ uma f-familia de superficies paramétricas isotérmicas minimais em Rf,
podemos ver na formula (2.16) que a dire¢ao nula dada por Ls3(a) ndo depende do paradmetro
0. Na realidade, L3(a) ¢ uma aplicagao de M no cone de luz C de R{. A outra direcao nula,

Lo(e?a), do fibrado normal do conjunto de superficies Sy é aquela que depende do parametro
0.

Lema 2.4.1. Dados dois nimeros complexos a e b tais que Lz(a) = rLs(b), entao a = b e
r=1.

Prova: Como Ls(a) # (0,0,0,0), de
0= (Ly(a), Ls(a)) = (Ls(a),rLs(b)) = r(Ls(a), Ls(b)) = —2r|b — af?
obtemos que a = b. Portanto, da primeira coordenada de Lsz(a), segue-se que r = 1. O

Proposicao 2.4.2. Se F(0,w) € uma 0-familia de superficies paramétricas isotérmicas mi-
nimais em R}, entdo para cada ponto

pelJFO,M) =] 5,

0eR 0eR

temos uma unica dire¢ao luz futuro dirigida L(p) no fibrado normal da superficie Sy dada
pela formula (2.16), onde p = F(0,w) e L(p) = Lz(a(w)).
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Prova: Segue de modo imediato do Lema 2.4.1. U

A luz da Proposicao 2.4.2 e do Lema 2.4.1 podemos definir um tipo de aplicacao de Gauss
de Sy no plano complexo C :

Definicao 2.4.2. Denotando por sty a projecao estereogrifica norte da esfera Euclideana
S? no plano complexo C, chamaremos a funcao a : Sy — C definida por

1
1+ aa

a(p) = sty < Ls(a) — (1,0, 0,0))

de aplicacao de Gauss complexa caracteristica da 0-familia.

Recordemos que os zeros de uma funcao holomorfa nao constante sao pontos isolados.
Portanto, se f e g sao duas fungoes holomorfas definidas em um dominio M tal que o
conjunto {w € M : (f — ¢g)(w) = 0} tem um ponto de acumulacdo, entdo f = g em todo
subconjunto aberto conexo de M C C. (Precisamos da hipdtese de que M é conexo).

Outro fato interessante ¢ que os campos de vetores de tipo luz Ls(a) e Lo(b) sdo obtidos
tais que o tensor métrico pode ser escrito da seguinte forma:

N = —2ufi(Ls(a), Lo(b)) = 4pm(1 — ab)(1 — ab).

2.4.2 A inequagao S(a) # 0

Nos moldes da Segao 2.3, seja X (z,y) = (z,y, A(z,y),0) um grafico minimal em R}. A
aplicacao normal de Gauss em cada ponto (z,y) € U, chegando em H? é dada por

Y/ vm v m e S

e a matriz de dX, ¢ dada por

(2.36) X, = {1 0 A 0}.

01 A, 0

Definiremos as duas aplicagoes de Gauss de tipo luz Lo(X) e L3(X) e com estas duas apli-
cagoes poderemos ver globalmente algumas propriedades relacionadas a extensao holomorfa
da aplica¢do de Gauss complexa caracteristica a(w).

Definigao 2.4.3. Seja X (z,y) = (z,y, A(z,y),0) um grdfico minimal em R}. As aplicagoes
normais de Gauss sao definidas por

(237) L) = (A= 1l = (421 )

(238) 100 = (An = Ay 1A = (47 1),

Observagao 2.4.1. Mediante os campos de vetores (2.16) e (2.17), o sinal usado na De-
finicao 2.4.3 para os campos de vetores de tipo luz (2.37) e (2.38) € justificado assim: Por

(2.18), obtemos
1
T(a) = T aa(l +aa,a +a,—i(a —a),0).
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Por outro lado, utilizando a transformacao em coordenadas que precisamos para obter a
aplicagao a(w), o funcional drea

dArea = \/(Ax)2 —(A))? —1 dxdy

é associado a (Lo(a),(0,0,0,1)) =1 — aa.
A sequir, olharemos para as equagoes associadas a nossa 0-familia juntamente com as
equacoes dos grdficos para superficies minimais.

Antes de tudo, observemos que f, = p(a+b,1+ab,i(1 —ab),a—0b) é uma representagao
de S C R} quando a = b, o que corresponde a

fu = p(2a,1+ a?i(1 — a*),0).

Agora, se tivermos uma transformagao em sistemas de coordenadas z(w) = x(w) +iy(w)
escrito como

(2.39) P : {gj = alw, )

= y(uv 1})

entio representamos o grdafico minimal X (x,y) = (x,y, A(z,y),0) como uma superficie pa-
ramétrica de tipo espaco minimal (U, f), onde f, = p(2a,1+ a?,i(1 — a?),0). Da matriz de
rotagao definida em (2.36), temos os sequintes tipos de sistemas de equagoes:

Ty =2pa, Yo = pu(l+a?) e Agzy, -+ Ay = pi(l — a?),

logo o determinante do Jacobiano desta transformagao em coordenadas com notagao com-
plexa corresponde a

(2.40) Tz — Tolw = 0 se, e somente se, (a) =0,

isto porque 2upla(l + @) — a(1 + a?)] = 2uu(1 — aa)(a — @) = 4ipp(l — aa)I(a).

Enunciaremos e provaremos o seguinte lema relacionado a transformacao em coordenadas

(2.39):

Lema 2.4.2. Se S = (U, X) ¢ uma superficie paramétrica minimal de R? dada por X (z,y) =
(Al(z,y), A%(z,y), A3(z,y)) e supondo que temos uma transformagio em coordenadas (2.39)
que nos permite obter localmente uma representagao (U, f) com pardametros isotérmicos onde

fuw = p(2a,1+a%i(1 — a?),0),
entio I(a(w)) # 0, para todo w € U.

Prova: Por meio das func¢oes do Jacobiano usando variaveis complexas, temos que

i Aj i Aj .
O(w,w) O(z,y) Yo  Yw

¢ igual a zero para todos os trés possiveis casos onde 1 < 7 < j < 3 se, e somente se,

S(a) = 0, pela equagao (2.40). O

Este ultimo fato nos sugere o seguinte importante lema.
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Lema 2.4.3. Seja X(z,y) = (z,y, A(x,y),0) um grdfico minimal em R? de uma fungao
suave A definida em todos os pontos (x,y) € C.

Se existe um subespago S* C S = (C, X), que € um subconjunto aberto conezxo e denso
de S e tal que

S(a(p)) #0, Vpe ST,

onde a(p) € a aplicagio de Gauss complexa associada ao grifico S = X(C), entdo pelo
Teorema de Picard, a(p) € uma func¢ao constante, donde a,, = 0, e portanto S é um plano
de tipo espago de R3.

Prova: Assumindo que em um ponto py € S* temos (a(po)) > 0, pela conexidade de S*,
segue-se que I(a(p)) > 0, para todo ponto p € S*. Como S* é denso em S e superficies sao
espagos topologicos metrizéaveis, para cada ¢ € S temos que (a(q)) = 71113010 X(a(p,)) onde
{pn :m € N} C S* é uma sequéncia que converge para q € S.

Pela hipotese de que S* é um subconjunto aberto conexo e denso, e usando que a pro-
jecao pr : R? — R dada por pr(z,y) = x é uma aplicagao continua, aberta e sobrejetiva,
obtemos pr(S*) = R. O

Como consequéncia direta do Lema 2.4.3, a existéncia de um tal subespaco S* de S
implicard o Teorema de Bernstein, o Teorema de Calabi e a nossa versao T’C.

Proposigao 2.4.3. Seja (M, f) uma superficie minimal coneza \*-isotérmica do espago R3,
onde
fw = :U’<2a7 1+ a27i(1 - CLQ), 0)

Se existe um ponto p € M para o qual K(p) # 0, entdo o conjunto de pontos planares de
M, f) € um conjunto discreto.
]

Prova: Fazendo # = 0 na formula (2.22), segue-se que K(f(w)) = 0 se, e somente se,
a'(w) = 0, para todo w € M. Como a’ é uma fung¢ao holomorfa que possui um ponto wy = p
onde a'(wg) # 0, o conjunto formado pelos seus zeros é um conjunto discreto em todas as
componentes conexas de p. Por hipotese, M é uma destas componentes conexas. U

Como (a) # 0 em uma vizinhanga aberta de S é uma consequéncia da existéncia de
parametros isotérmicos e o conjunto dos pontos de S onde a'(w) = 0 em cada w € U é
discreto quando K (f(w)) # 0, temos como consequéncia o seguinte corolario:

Corolario 2.4.1. Se (R?, X)) é uma superficie inteira minimal (conexa) do espago R3, onde
X(z,y) = (z,y, A(z,y)),
dada pelas equagoes (2.24) ou (2.25) ou (2.26), entdo o subconjunto

{(z,y) e R?: K(X(x,y)) # 0}

¢ um conjunto vazio, o que significa dizer que S = X (R?) é um plano de tipo espago de R3.
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Neste derradeiro capitulo apresentaremos alguns resultados que possibilitam a construgao
de uma gama de exemplos de superficies com codimensao igual a 2.

3.1 Um referencial semi-rigido

Seja R} = F ® T dado pela soma direta entre um plano de tipo espaco E e seu comple-
mento ortogonal T, o qual é um plano de tipo tempo.

Definigao 3.1.1. Um referencial semi-rigido do espaco de Minkowski R} associado a soma
direta Rf = E® T € uma base positiva {ly, e1, es,l3} de R}, satisfazendo as sequintes condi-
coes:

(1) E = span{er,e2} e T = span{ly, [3};
(2) {e1,ea} € uma base ortonormal de E;
(3) {lo, 13} € uma base de tipo luz (ou nula) de T, de tal modo que I =1 =19.

Proposicao 3.1.1. Se {ly,e1,e2,13} € {Zo,él, €9, l~3} sao dois referenciais semi-rigidos asso-
ciados a soma direta Rl = E® T, com T = Et entioly=1y e I3=1Is.
Consequentemente, os numeros complexos dados por

L il Lyl

lly) =35 ¢ )=
3 0

sao univocamente determinados pela soma direta R} = E & T.

Prova: No plano de Lorentz T com a orientagao induzida por dy = (1,0, 0, 0) existem apenas
duas diregoes de tipo luz independentes, a saber, Ly e L3, portanto adicionando a condicao

<L0780> =-1= <L3780>7

obtemos uma tnica base {ly, 3} para T, dada no item (3) da Definigao 3.1.1. O

Corolario 3.1.1. Sejam M = {ly, E1, By, I3} e M = {ly, V1, Va,13} dois referenciais semi-
rigidos associados a soma direta R} = E @ T. Entao, uma relagio entre M e M ¢é obtida

35



36 Capitulo 3. Codimensao efetivamente igual a 2

por meio da equagao matricial

lo 1 0 0 0 lo
Vil [0 cos? sind Of |E)
Vol |0 —sind cos?d 0Of |Ey|’
I3 0 0 0 1| |3

com ¥ € R e tal que (Ey,V)) = cos.

Observagao 3.1.1. A matriz de ordem 4, denotada por M(V), que aparece no Coroldrio
anterior, é um subgrupo a 1-pardmetro do grupo de isometrias de Minkowski de R} e todos os
fatos geométricos que veremos doravante sao invariantes por este subgrupo. De fato, veremos
que as fungoes complexas a(l3) e b(ly) determinam as propriedades geométricas de superficies
minimais de tipo espago em RY.

Proposicao 3.1.2. O referencial associado ao subespaco vetorial E pode ser tomado em
fungao de a(p) e b(p), onde

W(p) = (a(p) + b(p), 1+ a(p)b(p),i(1 — a(p)b(p)), a(p) — b(p)),

em cada ponto p € E.

Prova: De fato, usando que (W (p), W(p)) = 2|1 — a(p)b(p)|?, segue-se que:

e1(p) W(p)+(W(p) W(p) —Wip)

“a-aonpml ¢ " T 21— et

O

Na tltima secao do trabalho iremos apresentar alguns resultados que utilizam um im-
portante operador definido no fibrado tangente das superficies de tipo espago em R]. Este
operador é motivado pelas seguintes ideias:

Se M ¢é um referencial semi-rigido conforme a Definicao 3.1.1, entao tomando V =
VOl + Ve + V2 + V313, podemos definir uma transformacao linear L : Rf — E por

L(V) =V, — Vi = —VZ%e + Viey.

A restricao ao plano de tipo espaco E nos did um operador linear Lg satisfazendo as
seguintes propriedades:

(1) (Lg(V),V)=0 e (Lg(V),Lg(V)) =(V,V), para cada V € E;
(2) Lg(Lg(V)) = -V, paracada V € E;

(3) A base ordenada de E dada por {V, Lg(V)} para cada V € E tal que V # 0 pertence
a orientacdo definida pela base {e,e2} de E. De fato, det[V Lg(V)]axe = (V, V).

Agora, se pris denota a projegao ortogonal de R{ sobre E C R{, entao pri(V°y+V'e; +
VZ2ey+V3I3) = Vley +V?2ey e ao tomarmos Lg (Ve +V?2ey) = —V?e; + Ve, fica claro que
Lg = L oprys e as propriedades (1), (2) e (3) acima nos dizem que Lg ¢ uma tnica rotacao
positiva de 7/2, uma isometria do plano de tipo espago orientado E C Rj.
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Definicao 3.1.2. Se T'S = J{T,S : p € S} denota o fibrado tangente associado a uma
superficie de tipo espago S = (M, X) do espago de Minkowski R}, a fun¢ao

J:TS — TS,

definida em cada ponto por J(p) = Lz, € um conjunto de rotagoes positivas de w/2 sobre
TS.

3.2 Dois exemplos de superficies com K # 0

Como estaremos explorando um pouco mais a representagao f,, = uW(a,b), onde (U, f)
¢é uma superficie de tipo espaco minimal de R com a, b e u € H(U, C), precisaremos de mais
uma expressao para a curvatura de Gauss

1 1

Como A2 = 4pfi(1 — ab)(1 — @b) e A = 40, obtemos

1 S
KN = 3 e =g 1~ D1~ @)

Usando que

(mu-qﬁx1—am%m::—(lT€?)U—(1?%5)w

e recordando que o Laplaceano do logaritmo do moédulo de uma fungao holomorfa é zero,
temos:

1 7 —71.\2 — 7\2
K() = gyt — gy bl = @)+ @bl = ab)?)
R(a,by(1 — ab)?)

pfi(1 — ab)3(1 — ab)*

Primeiro caso:
Fixaremos nossa atengao em encontrar superficies dadas por

X(x,y) = (A(z,y), 2,9, B(z,y)), paratodo (z,y)€ R?

satisfazendo as equacgoes (2.23), o que significa dizer que X (R?) = S ¢ um grafico minimal
de RY.

A questao é: Existem solu¢oes nao planas para este problema?

E o que analisamos a seguir.

3.2.1 Uma base ponto a ponto para o fibrado normal (primeiro
caso)

Tomemos os seguintes campos de vetores normais ao longo de S = X (R?) :

Nl = (LAochyvO) € N2 = (07 _Bxa _Bya 1)7
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usados na prova da Proposi¢ao 2.3.1.

Proposicao 3.2.1. A aplicagao de Gauss de tipo espago v(z,y) para a superficie minimal
S C R} € dada por

v(z,y) = !
V1+(B)?+(By)?

(0,—B,,—By,1).

Prova: S6 precisamos conferir se a orientagao de {Ny, N2} e a orientagdo de {0y, 05} sao
compativeis uma com a outra.

A compatibilidade das orientagoes segue-se das seguintes projecoes dos vetores N7 e N :
(N?,0,0,N3) =0y e (N9,0,0, N3) = 5. O

Corolario 3.2.1. A aplicacdo de Gauss v : S — S* C E3 € tal que
3 1

SRRV ERvA A

Em outras palavras, v(S) mapeia apenas um hemisfério aberto da esfera S2.

Prova: E imediato a partir da proposicao anterior. O

Assumimos agora que temos uma representagao local (U, f) tal que f(U) C S e
fw=wu(a+b,1+ab,i(1 —ab),a —b),

onde a, b, i sdo fungdes holomorfas de U em C. Além disso, assumimos que U é um subcon-
junto aberto conexo e simplesmente conexo de C.

O fibrado normal de S possui uma base pontual de vetores de tipo luz dados por
{Ls(a), Lo(b)}, através dos quais calculamos de modo elementar a componente v3 da aplica-
¢ao de Gauss de tipo espago v(a,b).

Lema 3.2.1. Para uma representa¢ao local em pardmetros isotérmicos (U, f) tal que f(U) C

S, temos
1

T 1= abl/I+ JaP /1 O

Uma extensao maximal das fungoes holomorfas a,b estd sujeita as desigualdades:

v*(a,b) (1 — |abl?).

(3.1) |1—ab| #0 e |abl* # 1.

Prova: Tomando a normalizacao do vetor

N3(CL, b) = 1 —|—bl_)

obtemos v(a,b), pois N2(a,b) = 0. Portanto, obtemos a componente v(a,b) e as desigual-
dades em (3.1). ]

A primeira desigualdade em (3.1) estd relacionada ao funcional area vEG — F? =
|| |1 — @b|. Desta forma, encontraremos uma condi¢ao necesséaria e suficiente para obter

uma extensao maximal para v EG — F?.
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Corolario 3.2.2. Se podemos estender a,b a todo o plano C, entao existe uma constante
¢ € C tal que a(w)b(w) = ¢. Consequentemente: Se a(w) = b(w) ou a(w) = —b(w) para todo
w € C, entao a(w) = /c, isto €, (C, f) é um plano de tipo espago de Rj.

Prova: Pelo lema anterior a fungao ab é limitada, uma vez que usando o resultado prece-
dente, v(a,b) mapeia apenas um hemisfério da esfera.
Assim, se ab é inteira e limitada, entao pelo Teorema de Liouville, é constante. Il

Observagao 3.2.1. Do Coroldrio 3.2.2, podemos encontrar um exemplo de um grdfico mi-
nimal (C, f) com curvatura de Gauss K(f) # 0. O conjunto dos pontos p € S para 0s quais
K(p) =0 nao € todo o plano C.

Teorema 3.2.1. Seja a = a(w) uma fungao holomorfa definida em todo o plano C e tal que
a(w) # 0 para cada w € C. Considere c = a+i3 € C\{0,1, -1} de tal modo que o>+ % # 1,

e tome a fungdo holomorfa b de C em C dada por b(w) = a(fu). Entao, a superficie dada por

(3.2) fw) =Xo+ 28‘%/0w (a(f) + %, 1+ci(l—c)a(l) — ch)) g,

¢ uma superficie minimal de R}, a qual é um grdfico do tipo

X(x,y) = (A(z,y),v,y, B(x,y)),

onde a transformag¢ao em coordenadas é dada por x,, = (1 +¢) e y, = i(1 — ¢).

Além disso, assumindo que a(w) ndao € uma fung¢ao constante, existe um ponto p € S tal
que K(p) # 0. Como consequéncia, a superficie nao pode estar contida em hiperplanos de
R}

Prova: Tomando z(u,v) = 2[(1+a)u— fv] e y(u,v) = 2[fu+ (o — 1)v], obtemos a equagio
da mudanca de coordenadas, a saber,

3 T e

Portanto, como a e b sao fungdes holomorfas e o + 5% # 1, temos que a equagao (3.2)
representa um grafico minimal do primeiro tipo.

Como a métrica ¢ dada por \* = 4|1 — ac/al?, segue que Aln\ # 0 nos pontos onde
aw(w) # 0. Entdo, usando que K (f) = —55Aln A, segue-se que nestes pontos, K(f) # 0.

A seguir, pela integracio obtemos as fungdes componentes A(w) = fO(w) e B(w) =
f3(w), e pela transformagao em coordenadas dada por (3.3), obtemos a representagao expli-
cita do grafico.

Vejamos agora a propriedade espacial real de S. De fato, suponhamos por absurdo que
exista um vetor v = (v9, v, v? v?) € R} tal que (v, f,) = 0. De —v%(a + b) + v'(1 + ab) +
iw?(1 — ab) + v3(a — b) = 0, obtemos

(v* —v")a — (v* +0°)b + (v' +iv?) + ab(v! —iv?) = 0.

Definindo T = v — 0%, S = 03 + 1% e Z = o' 4 iv?, obtemos (Ta + Z) +b(aZ — S) =0,
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o que implica

Ta+ 72 ¢ 1
b= +_ =— se,esomentese, T=0=S5 e c:——QZQ.
S—aZ a |Z|
DeT =1v"—v3=0,8 =0"+0v3=0 e usando que Z? = —|Z|?, segue-se que v possui
alguma componente imaginaria e o + 32 = 1. 0

Segundo caso:
Neste ponto, focaremos a nossa atengao em encontrar superficies dadas por

X(z,y) = (z, A(z,y), B(z,y),y), paratodo (z,y)€R>

satisfazendo as equagoes (2.23), o que significa dizer que X (R?) = S ¢ um gréafico minimal
de Ri.

Novamente, a questao é: Existem solugoes nao planas para este problema?

E o que vamos analisar a seguir.

3.2.2 Uma base ponto a ponto para o fibrado normal (segundo caso)

Tomemos em cada ponto de S a matriz de d.X,, :

. [t A B, 0
dX,] = {0 A, B, 1}

A aplicacdo de Gauss de tipo espago unitaria v = v(x,y) é dada por

! (0, By, —A,,J), onde J= 94, B)
VI (Be)? + (Ay)? Iz, y)

v(z,y) = — A,B, — A,B,.

Como nao podemos controlar as funcoes v/*, com i = 1,2, 3, trabalharemos com a forma
de Weierstrass
fw=pla+b1+abi(l—ab),a—10)

e a transformacao em coordenadas
(3.4) Ty =pla+b) e y, =pla—>), onde Tyyw — TuYw = 2|p|* (@ — ab).

Lema 3.2.2. Seja ® uma transformagao em coordenadas dada pelas equagoes em (3.4). A
fungao Jacobiana

TwYw — T = 2|p|* (@b — ab)

nao se anula em um dominio U C M se, e somente se,

(3.5) R <Z((Z)>> £0 e a(w)#0#bw) para cada weU.

Uma extensao mazimal das fungoes holomorfas a,b estd sujeita a desigualdade |1—ab| # 0
e as dadas em (3.5).

Prova: Primeiramente, vemos que a(w) # 0 # b(w) é uma condi¢ao necessaria.



3.2. Dois exemplos de superficies com K # 0 41

Além disso,

oT) o) T _ o) _ g, (501

w)

b(w)b(w) b(w)  b(w)

para cada w € U.

a((z?) # 0. A reciproca

Assim, usando que o Jacobiano nao se anula em U, temos que & (b

segue de modo imediato. U

Corolario 3.2.3. Suponha que as func¢oes holomorfas a,b podem ser estendidas a todo o
plano C. Entao existe uma constante ¢ € C\ {O, 1, —1}, tal que b(w) = ca(w).
Como consequéncia, f, = p(a(l +c), 1+ ca®,i(1 — ca?),a(1 —¢)), o que implica

ow) =20 (149 / ' u<£>a<5>d5) ¢ o) =2 (=) [ u@ateas).

Tomando P(w) + 1Q(w fo £)dé e c = a+if, obtemos
z(w) =2((1+ o) P(w) = fQ(w)) e y(w) =2((1 — &) P(w) + SQ(w)).

Prova: Pelo lema anterior, a fungao § tem parte imaginaria diferente de 0 quando ¢ inteira.
Logo, sua imagem nao cobre todo o plano complexo
Assim, pelo Pequeno Teorema de Picard, § ¢ constante. U

Observacgao 3.2.2. O Corolario 3.2.3 apresenta uma certa fraqueza no sequinte sentido:
A equagao (3.3) no Teorema 3.2.1 produz uma aplica¢io inversa, que € uma fungdao linear,
portanto podemos usar este teorema para construir grdaficos sobre todo o C. O Coroldrio
3.2.8 nao garante que temos grdficos sobre todo o plano complexo, uma vez que podemos
ter ramificagoes. Por exemplo, tomando a(w) = e*, obtemos P(u,v) = e“cosv e Q(u,v) =
e’ sinw.

Se uma dada fungao holomorfa a = a(w) é definida em todo o plano C, de tal modo que
a(w) # 0 para todo w € C, entdo podemos tomar para cada w € C, a fungao holomorfa
p(w) = 1/a(w), donde obtemos que f, = pW(a(w), ca(w)) € definida por cada constante
ce C\{0,1,-1}.

A wista disto, temos o sequinte resultado que produz exemplos de grificos minimais in-
teiros do sequndo tipo.

Teorema 3.2.2. Seja a = a(w) uma fungao holomorfa definida em todo o plano C e tal que
a(w) # 0 para cada w € C. Considere ¢ = a+ i € C\ R.
Se para cada w € C, tomarmos b(w) = ca(w) e p(w) = ( . entio a superficie dada por

(36)  f(w) = Xo+ 2R /Ow (1 e % +ca(€),i (@ - ca(f)) - c) e,

¢ uma superficie minimal de R}, a qual é um grdfico do tipo

X(z,y) = (v, A(z,y), B(z,9),y),

onde a transformagdao em coordenadas € dada por x, = (1+¢) e y, = (1 —¢).
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Além disso, a curvatura de Gauss K(f)(w) =0 se, e somente se, a'(w) = 0. Assumindo
que a(w) ndo € uma fungao constante, existe um ponto p € S tal que K(p) # 0.
Novamente, nao existe um hiperplano contendo a superficie S.

Prova: Como, por hipdtese, ¢ € R, nao podemos ter x4z — Toyw = 0.
Tomando z(u,v) = 2R(((1 + a) +iB)(u + v)) = 2((1 + a)u — fv) e y(u,v) = 2((1 —
a)u + [v), obtemos a equacao da mudanga de coordenadas, a saber,

-2 2B

Novamente, é impossivel obter um vetor de tipo tempo v € R} tal que (v, f,) =0. O

Observacao 3.2.3. Em ambos os Teoremas 3.2.1 e 3.2.2, precisamos ter especial aten-
¢ao com relagao ao fator de integracao p, pois sua composi¢ao com a transformacao em
coordenadas pode ocorrer de tal modo a produzir ramificagoes.

Exemplo 3.2.1. Considere o grdifico minimal do sequndo tipo dado por: a = e* e b = e?a,
para cada w € C e com a restrigao 0 # 0 # w. A aplicagao de Gauss generalizada é dada por

Wi(a,b) = ((14e?)e”, 1 +ee®™ i(1 — e®e?™), (1 — e?)e),

e o fator de integra¢ao € dado por = e~" /4. Desta forma, temos a representa¢ao integral
do Teorema 3.2.2. Assim, obtemos que:

1 v | | | |
Jw) = 5%/ (L+e? et e i(et —eef), 1 — ) de.
0

No seguinte exemplo, o dominio M de S precisa ser um disco D.

Exemplo 3.2.2. Considere o grdfico minimal do primeiro tipo dado por: a = ¥ e b = € /a,
para cada w € D e cada § €]0,7[. Como |c| = || = 1, precisamos restringir o dominio de
e¥ para obter um grdfico. A aplicacao de Gauss generalizada € dada por

Wi(a,b) = (¥ +ee ™ 14 ¢? i(1 —e?),e" —ePe™),

e o fator de integra¢ao é dado por = 1/4. Deste modo, temos a representagao integral do
Teorema 3.2.1. Assim, obtemos que:

1 w ) ) ) )
flw) = 5?]?/ (e +ePe 8 14+ e i(1 — "), et —ee™%)de.
0

Estes dois tltimos exemplos estao intimamente relacionados com o Catenoide e seu con-
jugado, o Helicoide, superficies em E? e em LL3. Entretanto, para = 0 e # = 7, nao temos
superficies do tipo graficos dados por (C, f).
3.3 A construgao da superficie conjugada (M,Y)

Nesta tltima se¢ao iremos definir um operador em 7'S para uma superficie minimal de

tipo espago (M, X) de R}. Este operador é uma variacio do chamado tensor covariante
alternado de Levi-Civita (2-forma) da superficie S.
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Definigao 3.3.1. Seja (M, X) uma superficie de tipo espa¢o com elemento de linha ds*(X) =
Edz*+2Fdzdy+Gdy* e T'S o seu fibrado tangente, onde em cada pontop € S, {X.(p), X, (p)}
¢ uma base de T),S.

Definimos a aplicagao J : TS — TS por
1
VEG — F?

Proposicao 3.3.1. Seja J : TS — TS a fungao definida em (3.8). Entao, para todo
V eTS, a funcao J satisfaz as sequintes identidades:

(3.8) J(V) = (Xe, VX, — (X, V) X,), paratodoV €TS.

(V,.J(V)) =0, (J(V),J(V)) ={V,V) e J(J(V)) ==V

Prova: A primeira relagao segue de v EG — F2 (V, J(V)) = (X,, V)(X,,V)—(X,, V)(X,, V) =
0.

A seguir, calculamos as seguintes relagoes que serao uteis para a prova das outras sen-
tencas:

| 1
. (EX,—FX,) e J(X,) =
Tie 5 (P ) o JX) = e

Agora, da bilinearidade ponto a ponto de ( , ), segue-se a linearidade ponto a ponto de
J. Portanto, das relagoes (3.9), obtemos que

(3.9)  J(X,) = (FX, - GX,).

1

(J(Xa), J(Xy)) = m(

E*G —2EF? + F?E) = E,

e analogamente (J(X,), J(X,)) = G e (J(X,), J(X,)) = F. Assim, temos a segunda asser-
tiva.

A 1ltima relacao segue do seguinte:

1
\/EG F?

— m{< J(X2) X, — (X, J(X2)) Xo}

JJ(X,) = J ( (EX, — FXz)>

1
= e Xy —F X, + EX,) X}
= _an
onde usamos que (V, J(V)) = 0. De modo analogo, obtemos J(J(X,)) = —X,,. O

Observagao 3.3.1. Recordemos a sequinte propriedade a respeito de 1-formas: Se da(x,y) =
agdr + oy dy, onde a(z,y) € uma fungao de H(M) e x = x(u,v), y = y(u,v), entdo seque-se
de dv = x du+x,dv e dy = y,du+y,dv que do(z(u,v), y(u,v)) = (x, +oyyy,)du+ (0z, +
ay Yy )dv.

Se S = (M, X) é uma superficie de tipo espago de R} e a 1-forma vetorial associada a
S € dada por f = X,dx + X,dy, entao definimos a 1-forma J(5) por

(3.10) J(8) = J(X,)dx + J(X,)dy.
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3.3.1 Outra forma de obter o operador J

Uma vez que 1-formas fechadas em um subconjunto aberto simplesmente conexo de
C sao exatas, precisamos do seguinte resultado para construir a superficie conjugada de
S=(M,X).

Primeiro, seja @ = X (v, ¥, 1)3) o produto exterior de trés vetores ¥, U, U3 € R]. Usando,
por definicdo, que Q(R4) (—dz®) Ndz' Adx? Adz? é a forma volume (4-tensor de Levi-Civita
alternado), temos que 4 = %(Ul, Uy, ¥3) € definido, para todo w € R}, por

<17:, ’U_j> - Q(R%)(’(—J’h 172, 173, U_j)
O operador J ¢ equivalente a J(V) = X(7,v, V). De fato, temos:

Lema 3.3.1. Usando o produto exterior em R}, para cada campo de vetores P € T'S, seja
Q € TS o campo de vetores definido por

Q=%(r,v,P)=7xvXxP.
Entao, P e Q sao relacionados pela condigao QQ = J(P).
Prova: Como {7(p),v(p)}pes ¢ uma base ortonormal pontual do fibrado normal NS com
orientagao compativel dada pela forma volume de R{, segue-se que X(7(p),v(p), P(p)) =

Q(p) € T,S & um vetor ortogonal a P(p), tal que ||Q(p)|| = ||P(p)|| e preservando a orien-
tacao de 7,S. Portanto, Q = J(P). O

As equagoes (3.9) correspondem a uma extensao a R} do conjunto de equagoes que
encontramos em [Rad71, p. 22|, numeradas de (2.5) a (2.10), relativas ao problema

// VEG — F? = minima,

usando notagao vetorial para representar o conjunto de quatro equagoes das coordenadas de

X.

Teorema 3.3.1. Seja S = (M, X) uma superficie de tipo espaco de R} tal que a 1-forma
associada a S € dada por B = Xydx + X,dy. Entao

—Fdx—GdyX +Ed:c+deX
VEG—F2 ° JVEG—F2 7

Ademais, a 1-forma J(B) € fechada se, e somente se, (M, X) é uma superficie de tipo
espago minimal.

(3.11) J(8) =

Prova: A equagao (3.11) é obtida de modo elementar usando as equagoes (3.9) e (3.10).
Usando a representagao do operador J como um produto exterior, obtemos que

J(B) = X(,v, Xpdx + X,dy) =7 X v x Xpdo +7 X v x X,dy.

Agora, para a derivada exterior, temos: dJ(f) = (dr) x v x f+7 X (dv) x 3, pois df = 0.
Entao:
dJ(B) = (dr) x v x (Xydx + X,dy) + 7 x (dv) x (X,dz + X,dy).
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A seguir, calcularemos as parcelas do lado direito da tltima igualdade usando as formulas
de Weingarten (2.7) e (2.8).

Como d1 = 1,dx + Tydy e dv = vydx + v,dy, pelas propriedades de anti-comutatividade
do produto exterior em R} e do produto exterior de 1-formas, obtemos:

((dr)xvx X, )dz = hy (X, xvx X,)(dzAdy) e ((dr)xvxX,)dy = hi(X,xvxX,)(dzAdy).
Analogamente para v, obtemos:
(Tx(dv)x X, )dr = —n3(Tx X, x X,)(drAdy) e (7x(dv)xX,)dy = —ni(7x X, x X)) (dzAdy).
Portanto:
(1) (dr) x v x B = (hi + h3) (X, x v x X,)(dz A dy),
(2) 7 x (dv) x B=—(n7 +n3)(T x X, x X,)(dz A dy).

Por fim, utilizando as equagoes de Gauss (2.6), a definigdo do vetor curvatura média
2Hx = Ui + ¥3, bem como as relagoes X, x v X X, = —VEG —F? 1e7x X, x X, =
VEG — F? v, segue-se a relacao:

dJ(B) = —VEG — F2 ((hy + h3)7 + (nj + n3)v)dx A dy
= (VU +U2\WEG — F2 dx N dy
(3.12) = —2HxdArea,

a qual mostra que dJ (/) = 0 se, e somente se, (M, X) é minimal. O

Corolario 3.3.1. Sejam M um subconjunto aberto conexo e simplesmente conexo do plano C
e (M, X) uma solugao da equagio dos grdficos minimais (2.23). A equagdo de representagao
integral (2.11) pode ser estendida a Z = X + 1Y € C* por

(3.13) Z(x,y) = Z(z0,10) + / B i),

onde temos que

n Z—Fdx—GdyX+de+deX
w VEG-F2 " JEG—F2 "

nos fornece uma superficie de tipo espago minimal (conjugada) (M,Y) de R.

(3.14) Y(x,y) =Y (0, %)

Prova: Utilizando que J(dY) = J(J(dX)) = —dX = —(X,dr + X,dy) é uma 1-forma
fechada, pelo Teorema anterior, segue-se que Hy (p) = 0 para cada p € M. O

Concluimos esta subsecao apresentando alguns exemplos envolvendo o uso do operador

J.

Exemplo 3.3.1. Seja X(x,y) = (0,xcosy,xsiny,y) um Helicdide paramétrico de E3. A
superficie conjugada dada pela equagao (3.14) com Y (0,0) = (0,0,1,0) € o Catendide para-
métrico dado por

(3.15) Y(z,y) = (0, —V1+2? siny, V14 2? cosy,In(x + V1 + 22)).
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De fato, como X, = (0,cosy,siny,0) e X, = (0, —xsiny, x cosy, 1) segue-se que £ = 1,
F=0eG =1+2% Calculando dY na integral de linha da equagao (3.14), obtemos

1
dY = ——(0,—zsiny, zcosy, 1)de — 1+ x2(0, cos y, siny, 0)dy,
m( y y,)dz — v (0, cosy, siny, 0)dy

donde a integragao nos da o Catenoide (R? Y (x,y)) em (3.15).

Além disso, se # > 0, entao temos a parte que corresponde a Y2 > 0 e se z < 0, entdo
temos a parte que corresponde a Y? < 0. Ambas as superficies (R?, X) e a sua conjugada
(R?,Y (x,y)) sdo ramificadas.

Se tomarmos x = sinhu e y = v, entdo obtemos (omitindo a primeira coordenada)

X(u,v) = (sinhu cosv, sinhusinv,v) e ?(u,v) = (— cosh u sin v, cosh u cos v, u),

em coordenadas isotérmicas.

Exemplo 3.3.2. Seja w = f(v/u? + v2) uma superficie de rotagio de E* em coordenadas
polares parametrizada por

X(z,y) = (0,zcosy, zsiny, f(x)).

Como X, = (0,cosy,siny, f'(x)) e X, = (0, —xsiny, x cosy, 0), obtemos

E(z.y) =1+ (f'(x))?, Gla,y) =2 Flz,y)=0, e W=ay1+(f(x)?

Para 8 = X,dx + X,dy, aplicando o operador J, temos:

J(5) = (%X) do - (%X) ay

que para ser uma 1-forma vetorial fechada precisamos ter a ultima coordenada de J(B) tal
que

% (%f’(x)) =0, o que implica %;f’)? =k ou (£E2 - kz)(f/)2 =k’

para alguma constante k € R. Portanto,

flz) = ik:/ \/% = $kn(z + Va2 — k2) + ¢

para constantes k,c € R com k # 0. As superficies sao subconjuntos abertos de um Cate-
noide. Tomando x = k cosht, obtemos

X(t,y) = k(0,cosh t cosy, coshtsiny,u) + po.

Exemplo 3.3.3. Seja X(x,y) = (xcoshy,xsinhy, f(x),0) um “tipo de grdafico de rotagao
hiperbolico” em R} munido de coordenadas polares hiperbolicas.
Como X, = (coshy,sinhy, f'(x),0) e X, = (zsinhy, x coshy,0,0), obtemos

E(z,y)= -1+ (f'(2))*>0, F(z,y)=0, Gx,y)=2>>0 e W =uz/(f)2—1.

Portanto, aplicando o operador J, a condi¢ao necessdria para se obter uma superficie
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minimal é que dJ(5) = dJ(dX) = 0.
O cdlculo da coordenada Y? fornece-nos a equacdo

J,’f, — k ou (kZ o 1’2)(f/)2 — k2’

com k € R\ {0} e |z| < |k|. Por meio da integracao direta, temos
f(x) = b+ (£k)arcsin(z/k),
onde assumimos que k > 0 e b = 0. Assim, obtemos a superficie paramétrica dada por
X(x,y) = (x coshy, xsinhy, k arcsin(z/k), 0).

Tomando x = ksinu e y = v, temos a superficie paramétrica minimal correspondente
com pardmetros isotérmicos dada por

f(u,v) = k(sinu cosh v, sin usinh v, u, 0),
onde E(u,v) = k¥sin?u = G(u,v) e singularidades luz para f,(u,v) quando u = nw, com
n e Z.
Similar a esta superficie, temos a superficie dada por

g(u,v) = k(cosucosh v, cosusinh v, v, 0),

a qual € uma superficie minimal regrada, com o mesmo tensor métrico, um tipo de superficie
helicoidal hiperbolica de R}.

3.3.2 Equagoes de Cauchy-Riemann sobre (M, X)

Consideremos que f(U) C X (M) é uma superficie com parametros isotérmicos w =
(u,v) € U, e entao podemos escrever X (z,y) = f(u(z,y),v(x,y)). Portanto, temos que:

Xo =Upfu+ 000 € Xy=uyfu+vyfp.

Lema 3.3.2. Para cada solugao local (U, f) em uma vizinhanga U C M de um pontop € M,
da equacao

(316)  w, = alz,y) w, onde alz,y) = 2 +Z‘¢E<gé>§)<x,y> —Fay)

temos uma superficie isotérmica paramétrica (U, f) de (M, X) tal que X (x,y) = f(u(z,y),v(z,y)).
Além disso, oa = G/E.

Prova: Seja W = VEG — F? a fungao area em coordenadas z = x + iy € U. Aplicando o
operador J, temos que

J(Xm) - u:va - Uxfu — %(uyfu + nyv) - %(umfu + Uwfu)a
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onde usamos a equagao (3.9) e o fato de que J(f,) = f,. Desta ultima igualdade, obtemos
as seguintes equagoes com representagao matricial:

N I 7 1 A R A

As matrizes quadradas de ordem 2 destas equagoes nada mais sao do que a representagao
matricial de um nimero complexo. Portanto, podemos escrever
F+Ww
E

Uy + ivy = (ux + 7/-'033),

que ¢ a equagao (3.16). O

Segue abaixo o nosso primeiro corolario, o qual identificamos como uma equagcao do tipo
Cauchy-Riemann para (M, X):

Corolario 3.3.2. Se uma funcio h = ¢ + i : S — C € holomorfa sobre a superficie de
Riemann S = X(M), entdo temos que

[zﬂ - [5//% _‘;///EE} Lij ou hy = ah,.

Prova: Em uma vizinhanga isotérmica (U, ﬁ), a funcéo h(u,v) é holomorfa no sentido de
variaveis complexas se, e somente se, h(x,y) é holomorfa sobre S. Isto implica que

h, = ﬁu(um +iv,) e hy= Bu(uy + 1v,),
pois h, = —ih, ocorre para funcoes C-holomorfas. Assim, hy = ah, segue da definigao da

fungao a(z,y). O

Para o proximo resultado, estaremos relacionando a vizinhanga isotérmica (U, f ) com 0s
dados de Weierstrass a(w) e b(w) para graficos de tipo espago em R}.

De fato, fixando o referencial semi-rigido associado a (M, X') dado por

Mo = {lo(b(p)), e1(p), e2(p), l3(a(p))},

onde
1

er(p) = ﬁ

obtemos o seguinte resultado:

X, e ea=J(ey) = %J(Xx),

Proposigao 3.3.2. Seja S = (M, X) uma solugao da equagio dos grdficos minimais em R
e localmente assuma que (U,f) ¢ uma dada superficie isotérmica contida em S. Tomando
uma fung¢ao a valores reais dada por r(u,v) e o referencial semi-rigido dado por M(¥) =
{lo(b), e1, e2,13(a) }uw) € associado a f,(w) = p(w)W(a(w),b(w)) = r(w)(é(w) — iéz(w)),
obtemos a relagao

~

é1(w) — iéy(w) = (cos® e +sind ey) —i(—sind ey + cos ¥ ey) = e (ey — iey).

Segue-se da Proposicio 3.3.2 que os sistemas de coordenadas (M, X), (U, f) e (U, f) a0
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redor de um ponto p € f(U) N f(U) relacionam-se entre si pelas equagoes

X(z,y) = flulz,y),v(z,y)) = fo®(z,y), X(z,y)= f(ilz,y),0(z,y)) = fod(x,y),
e entao a funcao de transicao é dada por
(3.18) fod®(x,y)=fo® oqueimplica W==qod = flof

Por outro lado, aplicando a Proposicao 3.3.2 a f,, e fw, obtemos:

. 1~ It
jfw = 6Z¢<é1 — Zég) com jfﬁ} = 6“1)(@1 — iég),
T T
portanto estas fungoes angulares relacionam-se uma a outra pela equagao:
(3.19) d(u,v) — ¢ o U(u,v) = I(u,v) — 0 o U(u,v).

Agora, temos os seguintes fatos, advindos da relagao (3.19):

(1) Se duas fungdes holomorfas coincidem ao longo de um arco de Jordan, entdo elas
coincidem ao longo de toda componente conexa deste arco;

De (1), obtemos:

(2) Se (U, f) e (U, f) coincidem ao longo de um arco de Jordan em S, entao eles coincidem
ao longo do subconjunto aberto f(U) N f(U);

(3) As aplicagoes de transicao entre dois sistemas de coordenadas isotérmicos de uma
superficie de tipo espago em R sdo fungoes holomorfas no sentido da anélise complexa;

(4) Cada fungao holomorfa h : U C C — V C C pode ser vista como uma transformagao
C-linear pontual dh., : T,,C — Tj.,)C que preserva a orientacao dos angulos.

Novamente, da relagao (3.19) segue-se o seguinte fato:

Lema 3.3.3. A funcdo dngulo~?§~— U determina a aplicagao de transi¢ao entre as parame-
trizagoes conformes (U, f) e (U, f) em uma vizinhanga f(U) N f(U) C S ao redor de um
ponto p € S.

Do Lema 3.3.3 segue-se o seguinte resultado de extensao de solugoes locais:

Teorema 3.3.2. Se duas solugdes locais da equagio (3.16) ao redor de um ponto p € S sao
dadas por wy, = qw,, Wy = oW, e tais que Wy = Wy, entao w, = Wy.
Consequentemente, toda solugao local da equagdo (3.16) pode ser estendida continua-

mente sempre que E(x,y) >0 e vEG — F?(x,y) > 0.

Prova: Como w, — w0, = a(w, —w,) = a0 = 0, a primeira assertiva segue.

Por outro lado, ao redor de um ponto p € S podemos tomar a curva coordenada c(z) =
X(x,y0), onde ¢(x) = v/ E(x,y0)e1(z,yo) usando o referencial M.

Tomando esta curva como condic¢ao inicial para o problema de Cauchy dado pela equagao
(3.16) e ¢(x), temos uma unica solugao ao longo desta curva que pode ser estendida sempre

que c(x) # 0, isto é, sempre que F(z,y) > 0e VEG — F?(z,y) > 0. d

Para finalizar, fazemos mencao da equacao (8) de J.C.C. Nitsche tratada em [Nit65, p.
23]. Observamos que as solugoes das equagoes (3.17) estdo intimamente relacionadas com a
superficie conjugada (M, Y (z,y)). Mais precisamente, temos o seguinte resultado:
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Teorema 3.3.3. As solugdes das equagoes (3.17) sao dadas pelas equagoes de Nitsche (3.14)

u=u(z,y) =x+ [ BEEY
v = v(z,y) _y+fzw

Destas equagoes, podemos obter coordenadas isotérmicas globais (U, f) para a superficie

S = X(M).

Prova: Primeiramente, segue-se de

E ’U—E e U—W_'_G
Wt W oW

W+ FE
w

Uy = Uy =

a validade das equagoes matriciais (3.17). De fato, lembrando que W? + F? = EG, obtemos

o ey = e e | [T

O

Concluimos o trabalho com o seguinte corolario acerca das equagoes de graficos minimais
em Ri.

Corolério 3.3.3. Se S = (R? X) ¢ uma solu¢io da equagdo dos grificos minimais (2.23),
entdo para todo ponto p € S, as fungoes a e b sao tais que: ou b(p) = ca(p) com ¢ ¢ {—1,1}
ou a(p)b(p) = ¢ com (c) # 0, para alguma constante ¢ € C.

O Teorema de Bernstein e o Teorema de Calabi seqguem do fato de que ¢ # 1 e ¢ # —1,
e 0 nosso T°C para grificos do sequndo tipo seque de J(c) # 0.

Por fim, se existe uma subvariedade S = (R?* X) C R?* tal que com a métrica induzida
de R}, é um grdfico de tipo espaco e solugdo de (2.23) em um subconjunto aberto conezo e
simplesmente conexo M C C onde para algum ponto p € S a sequinte senten¢a nao ocorre:

“ou b(p) = ca(p) com ¢ ¢ {—1,1} ou a(p)b(p) = ¢ com J(c) # 0, para alguma constante
ceC,”

entdo os pontos X (z,y) tais que EG — F? =0, sio pontos onde o0s planos tangentes de
X (R?) sao tangentes ao cone de luz C de Rf.

Observamos que os pontos onde ocorre a tultima condi¢ao do Corolario 3.3.3 sao conhe-
cidos como singularidades de tipo luz, como definidas em [Kob83].
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