
Fundamentos do Forcing

Pedro Galvão Schoueri

Dissertação apresentada ao
Instituto de Matemática e Estatística

da Universidade de São Paulo
para obtenção do título de

Mestrado em Ciências

Programa: Matemática
Orientador: Prof. Dr. Rogério Augusto dos Santos Fajardo

São Paulo, fevereiro de 2022



Fundamentos do Forcing

Esta é a versão original da dissertação elaborada pelo
candidato Pedro Galvão Schoueri, tal como

submetida à Comissão Julgadora.



Agradecimentos

Primeiramente, e mais importante, gostaria de agradecer meu orientador, Rogério Augusto
dos Santos Fajardo, que tanto quanto eu, é protagonista desta dissertação. Gostaria de agradecer
também a Ariel Seranoni, pela ajuda com o código, a minha mãe Rita Galvão, pela correção
do português e a Tomas Zerrenner Flórido pelas 292 partidas de wining 11.

i





Resumo

Schoueri, P. G. Fundamentos do Forcing. 2022. 120 f. Dissertação (Mestrado) - Instituto de
Matemática e Estatística, Universidade de São Paulo, São Paulo, 2022.
Neste trabalho vamos apresentar a técnica de forcing, mostrando a consistência relativa entre
ZFC e ZFC `  CH. O foco principal da dissertação é a fundamentação lógica da técnica e
das ferramentas utilizadas, como o conceito de absolutividade e teoremas de reflexão. Discu-
timos com detalhes o uso dos diferentes níveis de linguagem e metalinguagem no processo de
formalização.
Palavras-chave: forcing, consistência relativa, metalinguagem, absolutividade, teoremas de
reflexão.
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Abstract

Schoueri, P. G. Forcing Fondations. 2022. 120 f. Dissertação (Mestrado) - Instituto de Ma-
temática e Estatística, Universidade de São Paulo, São Paulo, 2022.

In this work we will present the forcing technique, showing the relative consistency of ZFC
and ZFC `  CH. The focus of the dissertation is the logic foundation of the technique and
its tools, like the concept of absoluteness and reflection theorems. We will discuss in detail the
use of different levels of language and metalanguage in the process.

Keywords: forcing, relative consistency, metalanguage, language, absoluteness, reflection the-
orems
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Prefácio

Em 1931, Gödel mostrou que em qualquer sistema ω-consistente, recursivo e capaz de expres-
sar aritmética existem sentenças indecidíveis [Gö92]. Em 1936, Rosser aprimorou este resultado
exigindo apenas consistência ao invés de ω-consistência [Ros36]. Esse fato tornou-se motivação
para encontrar uma ferramenta para mostrar a consistência relativa entre teorias recursivas e
capazes de expressar aritmética, e determinadas sentenças. Em particular para ZFC – isto é,
a teoria dos conjuntos de Zermelo-Frankel com o Axioma da Escolha – e CH – a Hipótese
do Contínuo. Em 1940, o próprio Gödel construiu um modelo para ZFC ` CH, mostrando
que ZFC não prova  CH, [Gö40]. Mas, para mostrar que CH é indecidível em ZFC, era
preciso, também, construir um modelo para ZFC `  CH, mostrando que ZFC não prova
CH. Finalmente, em 1964, Cohen construiu tal modelo usando a técnica do forcing, [Coh63] e
[Coh64].

Faremos toda a construção do argumento necessário para mostrar a consistência relativa
entre ZFC e ZFC ` CH, inclusive a técnica do forcing. Nosso enfoque será na formalização
lógica das construções. Nossa principal referência será [Kun80], entretanto vamos estabelecer
uma abordagem diferente. Por exemplo, [Kun80] aborda o conceito de um determinado conjunto
“ser modelo para uma fórmula”, ou “uma fórmula valer no modelo” do seguinte modo: M é
modelo para A, ou A vale emM , se AM , onde AM é a fórmula A com os quantificadores restritos
a M . Nessa abordagem, a metalinguagem é tratada de maneira informal. Não abandonaremos
completamente esse enfoque, porém vamos também introduzir uma abordagem mais formal.
Vamos definir uma linguagem (no texto a chamaremos de sublinguagem) como Gödel fez para
mostrar seus teoremas de incompletude [Gö92]. Ou seja, vamos associar cada simbolo da lógica
de primeira ordem a um ordinal, fazendo com que fórmulas possam ser associadas a sequências
finitas de ordinais (trabalharemos com o ordinal ω ` 7, reservando ω para as variáveis e os
primeiros sete ordinais infinitos para os outros símbolos da linguagem da teoria dos conjuntos).
Faremos os detalhes da construção em si logo no primeiro capítulo.

Com essa nova abordagem, vamos olhar para “ser modelo” de um ângulo um pouco diferente.
Definiremos que “uma fórmula φ é verdadeira em um modelo M ”, que denotamos por M |ù φ,
como é feito nos livros de lógica, por exemplo [dSF17]. Ou seja, M |ù φ, se pM,σq |ù φ para
toda valoração σ.

Dessa forma a expressãoM |ù φ é uma fórmula da metalinguagem, em relação ao nível onde
se encontra a fórmula φ. Mas em alguns momentos, na dissertação, precisamos “subir” ainda
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mais um nível. Por isso convencionaremos fixar três níveis de linguagem: a sublinguagem, como
já dito, é a linguagem codificada como sequências de ordinais; a linguagem é a principal onde
utilizamos ZFC, e na qual formalizamos a sublinguagem; a metalinguagem é um nível acima
da linguagem.

A nossa notação, utilizando valorações no lugar de destacar as variáveis, deixa claro o nível
de linguagem em que se encontra cada termo, evitando compreensões equivocadas e deixando
a notação mais limpa. Outros livros, por exemplo, adotam a notação M |ù φpx1, . . . , xnq, sendo
xi elementos de M , e não variáveis do mesmo nível da linguagem de φ. Ao manter a notação
com as valorações, a notação fica mais compacta e não há confusão entre variáveis da linguagem
e variáveis da sublinguagem.

O primeiro capítulo se dedica à construção da sublinguagem e ao estabelecimento mais dos
três níveis de linguagem mencionados. O segundo capítulo se trata de uma breve revisão de
teoria dos conjuntos básica. Nele faremos, ou às vezes simplesmente adaptaremos, alguns resul-
tados básicos que serão necessários no futuro. Nesse capítulo vamos trabalhar com apenas um
nível de linguagem, exceto na seção 2.3, na qual trabalharemos com metalinguagem, mas infor-
malmente. O terceiro capítulo será o mais interessante do texto, apesar de não ser o capítulo
no qual abordaremos o forcing em si. É nele que faremos as reflexões mais interessantes sobre
níveis de linguagem, reflexões estas raramente encontradas na literatura. No quarto capítulo,
sim, faremos toda a construção para definir a técnica do forcing, porém isso será feito usando
sublinguagem, valorações etc. O quinto, finalmente, será focado na conclusão: consistência re-
lativa entre ZFC e ZFC` CH. Dizemos “conclusão”, mas talvez seria mais preciso dizer “um
exemplo” de como aplicar a técnica do forcing, que foi construída com essa abordagem mais
formal, pois, reiteramos, o foco da dissertação é a formalização lógica.



Axiomas de ZFC

Axioma 1. Extensão.

@x@yp@zpz P xØ z P yq Ñ x “ yq.

Axioma 2. Regularidade.

@xpx ‰ H Ñ Dypy P x^ xX y “ Hqq.

Axioma 3. Par.

@x@yDzpx P z ^ y P zq.

Axioma 4. União.

@xDy@zpz P y Ø Dwpw P x^ z P wqq.

Axioma 5. Partes.

@xDy@zpz Ă xØ z P yq.

Axioma 6. Esquema de axiomas da substituição.

Para toda fórmula A com variáveis livres entre x, y, z, w1, ..., wn temos:

@z@w1, ..., wnp@x P z D
1yAÑ Du@ypy P uØ Dxpx P z ^ Aqqq.

onde D1xB significa “existe no máximo um x tal que B”.

Axioma 7. Infinidade.

DxpH P x^ p@y P xpy Y tyu P xqqq.

Axioma 8. Escolha.

@xpH R xÑ Dfpf é função ^ dompfq “ x^ @ypy P xÑ fpyq P yqqq.
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Capítulo 1

Fundamentação Lógica

1.1 Linguagem

O sistema de axiomas aqui adotado é o ZFC e a linguagem utilizada é a lógica de primeira
ordem. Todavia, como usualmente ocorre quando estudamos lógica, eventualmente precisamos
estudar propriedades matemáticas da linguagem lógica. Os argumentos que utilizamos para
formalizar a lógica e a teoria dos conjuntos podem eles próprios ser formalizados utilizando
lógica e teoria dos conjuntos. A essa linguagem que utilizamos para se referir à lógica de primeira
ordem chamamos de metalinguagem.

Em algumas ocasiões será necessário realizar o caminho inverso: estando no ambiente da
teoria dos conjuntos – cuja linguagem é a da lógica de primeira ordem – precisamos definir a
própria lógica como objeto matemático desse ambiente. Ou seja, a metalinguagem passa a ser
formalizada para se referir externamente à linguagem da lógica, tal como feito por Gödel em
sua aritmetização, para permitir que a linguagem lógica pudesse, de alguma forma, se referir a
si mesma.

Portanto trabalharemos com três níveis de linguagem, aos quais chamaremos (do mais ex-
terno ao mais interno) de metalinguagem, linguagem e sublinguagem.

A linguagem utilizará ZFC e lógica de primeira ordem, como normalmente é feito em textos
matemáticos. Dentro dessa linguagem construiremos a sublinguagem, em que fórmulas são
vistas como conjuntos, objetos da linguagem. A saber, cada símbolo é visto como um elemento
de ω ` 7. As strings são sequências finitas de elementos desse conjunto, e o conjunto das
fórmulas é definido a partir do conjunto das strings. Dessa forma, podemos definir a linguagem,
a semântica e a axiomática da lógica de primeira ordem utilizando todo o rigor da própria
lógica nessa formalização.

A metalinguagem será utilizada para estudarmos propriedades das fórmulas da linguagem,
em contextos nos quais não convém tratar essas fórmulas como conjuntos (isto é, fórmulas
da sublinguagem). Como na teoria dos modelos há muitas mudanças de níveis de linguagem,
consideramos que fixar esses três níveis será didaticamente mais adequado para a formalização
da técnica do forcing.

Vamos começar definindo mais formalmente a numeração de Gödel.

Metadefinição 1.1.1. Seja L “ tp, q,“, P,^, , D, x1, x2, ...u a linguagem de teoria dos con-
juntos. Para cada elemento de L, vamos dizer o que significa o pré-número de Gödel deste
elemento da seguinte maneira:

1



2 FUNDAMENTAÇÃO LÓGICA 1.1

p ÞÑ ω
q ÞÑ ω ` 1
“ ÞÑ ω ` 2
P ÞÑ ω ` 3
^ ÞÑ ω ` 4
 ÞÑ ω ` 5
D ÞÑ ω ` 6
xn ÞÑ n

Definição 1.1.2. Seja S “ tf Ă ω ˆ ω ` 7; f é função e dompfq P ωu. S será denominado o
conjunto das strings da sublinguagem.

Metadefinição 1.1.3. Seja s uma string da linguagem. Suponha que ela seja formada pela con-
catenação dos caracteres c0, ..., cn. Dizemos que o número de Gödel de s é tp0, Npc0qq, ..., pn,Npcnqqu,
onde para cada i P t0, ..., nu, Npciq significa o pré-número de Gödel do caracter ci. Vamos de-
notar o número de Gödel da string s por gpsq.

Observe que o número de Gödel de uma string da linguagem sempre será uma string da
sublinguagem.

Agora, iremos definir o conjunto das fórmulas e a relação de satisfatibilidade para mode-
los standard (isto é, tais que o símbolo de pertinência é interpretado pela própria relação de
pertinência entre conjuntos).

Definição 1.1.4. Denotaremos por A (chamado conjunto das fórmulas atômicas) o se-
guinte subconjunto de S:

A “ ttp0, ωq, p1, nq, p2, αq, p3,mq, p4, ω ` 1qu : α P tω ` 2, ω ` 3u, n,m P ωu.

Defina as seguintes operações em S:

˚ : S2 ÝÑ S (função concatenação) definida como: dompf ˚gq “ dompfq`dompgq, pf ˚gqpnq “
fpnq, se n P dompfq e pf ˚ gqpnq “ gpmq, se n “ dompfq `m. A concatenação está bem
definida e é claramente associativa (por isso iremos omitir parênteses em sequências de
concatenações).

^ : S2 ÝÑ S (função conjunção) definida como φ^ψ “ tp0, ωqu˚φ˚tp0, ω`4qu˚ψ˚tp0, ω`1qu.

 : S ÝÑ S (função negação) definida como  φ “ tp0, ωq, p1, ω ` 5qu ˚ φ ˚ tp0, ω ` 1qu.

Para cada n P ω, definimos a função Qn : S ÝÑ S (chamada função quantificação na n-ésima
variável) como Qnpφq “ tp0, ωq, p1, ω ` 6q, p2, nqu ˚ φ ˚ tp0, ω ` 1qu.

Vamos denotar Qnpφq por: Dnφ

Diremos que X Ă S é um conjunto indutivo se contiver A e for fechado pelas operações
acima (exceto a concatenação). Isto é, X Ă S é indutivo se:

1. A Ă X;

2. Se φ, ψ P X então φ^ ψ P X;

3. Se φ P X então  φ P X;

4. Se φ P X e n P ω então Dnφ P X.



1.1 LINGUAGEM 3

Definimos F (chamado conjunto das fórmulas) como:

F “
č

tX Ă S : X é indutivou.

Por motivos didáticos os símbolos ^, , D da sublinguagem estarão em vermelho, porém,
se por acaso o leitor estiver lendo esse texto em preto e branco, será possível identificar pelo
contexto se o símbolo em questão é da linguagem ou da sublinguagem. Usaremos também os
símbolos: Ñ,Ø,_, @. Onde:

• φ_ ψ significa  p φ^ ψq;

• φÑ ψ significa  φ_ ψ;

• φØ ψ significa pφÑ ψq ^ pψ Ñ φq;

• @nφ significa  Dn φ.

Vale notar também que estamos omitindo parênteses quando possível, para facilitar a leitura.
Mas para os parênteses não omitidos e para as abreviações vamos usar a mesma didática:
símbolos da sublinguagem estarão em vermelho.

Além disso, quando estivermos trabalhando com linguagem e sublinguagem ao mesmo
tempo, para evitar confusão, vamos adotar diferentes notações para variáveis e fórmulas de
níveis diferentes. Para variáveis da sublinguagem usaremos n,m, k etc, afinal tratam-se de
números naturais. Para variáveis da linguagem adotaremos a notação usual x, y, z etc. Denota-
remos fórmulas da linguagem por A,B,C etc e fórmulas da sublinguagem por φ, ψ, χ etc.

Lema 1.1.5. F é um conjunto indutivo e está contido em todos os outros conjuntos indutivos.

Demonstração: É fácil ver que F está contido em todos os conjuntos indutivos. Vejamos
que F é indutivo:

1. seja φ P A e X um conjunto indutivo, assim φ P X, logo φ P X para todo conjunto
indutivo. Portanto φ P F

2. Sejam φ, ψ P F . Então φ, ψ P X para todo X indutivo, logo φ ^ ψ P X para todo X
indutivo, portanto φ^ ψ P F

3 e 4 são análogos.
�

Corolário 1.1.6. (Indução na complexidade das fórmulas) Seja X Ă F tal que:

1. A Ă X;

2. Se φ, ψ P X então φ^ ψ P X;

3. Se φ P X então  φ P X;

4. Se φ P X e n P ω então Dnφ P X.

Então X “ F .



4 FUNDAMENTAÇÃO LÓGICA 1.1

Demonstração: Segue diretamente do lema anterior.
�

Os lemas 1.1.7, 1.1.8 e 1.1.9 servirão para auxiliar a demonstração do Teorema de Unicidade
de Representação das Fórmulas (teorema 1.1.10). A estratégia para demonstrá-lo é “contar”
o número de parenteses esquerdos e direitos à esquerda de cada conectivo, e observar que só
haverá um conectivo em cada fórmula que satisfaz o seguinte: o número de parênteses esquerdos
é exatamente um a mais que o número de parênteses direitos. Esse conectivo nos dirá o tipo
da fórmula: atômica, existencial, de negação ou de conjuncão. E veremos que esse conectivo
sempre existe e é único, assim uma fórmula não poderá ser de dois tipos diferentes.

Como estamos codificando o parêntese esquerdo por ω e o parêntese direito por ω ` 1, o
lema 1.1.7, afirma que o número de parênteses esquerdos e direitos em uma fórmula é sempre
igual.

Lema 1.1.7. Para cada φ P F defina Aφ “ ta P dompφq; φpaq “ ωu e Bφ “ tb P dompφq; φpbq “
ω ` 1u. Então, para toda φ P F , temos que |Aφ| “ |Bφ|.

Demonstração: Vamos fazer a demonstração por indução na complexidade da fórmula. Se
φ P A, então |Aφ| “ 1 “ |Bφ|. Suponha que o resultado valha para φ e ψ. Vejamos que
vale para φ ^ ψ, ou seja, para tp0, ωqu ˚ φ ˚ tp0, ω ` 4qu ˚ ψ ˚ tp0, ω ` 1qu. De fato, temos que
|Aφ^ψ| “ 1` |Aφ| ` |Aψ| “ |Bφ| ` |Bψ| ` 1 “ |Bφ^ψ|.

Vejamos, agora, que vale para  φ. Ou seja, para tp0, ωq, p1, ω ` 5qu ˚ φ ˚ tp0, ω ` 1qu, mas
para isso basta observar que |A φ| “ |Aφ| ` 1 “ |Bφ| ` 1 “ |A φ|.

Por fim, vejamos que vale para Dn φ, ou seja, para tp0, ωq, p1, ω` 6q, p2, nqu ˚x ˚ tp0, ω` 1qu.
Com efeito, temos: |ADn φ| “ 1` |Aφ| “ |Bφ| ` 1 “ |BDn φ|.

�
O lema a seguir, que é a parte central na demonstração do Teorema de Unicidade de Repre-

sentação das Fórmulas, mostra a existência e unicidade do conectivo mencionado anteriormente.
O lema 1.1.8 também afirma que o número de parênteses esquerdos, à esquerda de um dado
conectivo, é sempre maior que o número de parênteses direitos. Esse fato, porém, está posto
apenas por motivos técnicos, ele serve para fortalecer a hipótese de indução.

Lema 1.1.8. Para cada φ P F e para cada n P dompφq tal que φpnq P tω`2, ω`3, ω`4, ω`5, ω`
6u, defina Aφ,n “ ta P dompφq; a ă n^φpaq “ ωu e Bφ,n “ ta P dompφq; b ă n^φpbq “ ω` 1u.
Então para toda φ P F e para todo n P dompφq tal que φpnq P tω` 2, ω` 3, ω` 4, ω` 5, ω` 6u,
temos que |Bφ,n| ă |Aφ,n|, além disso existe um único n P dompφq tal que φpnq P tω ` 2, ω `
3, ω ` 4, ω ` 5, ω ` 6u e |Aφ,n| “ |Bφ,n| ` 1.

Demonstração: Novamente, faremos a prova por indução. Suponha que φ seja atômica.
Neste caso, 2 é o único elemento n de dompφq tal que φpnq P tω` 2, ω` 3, ω` 4, ω` 5, ω` 6u.
E temos que |Bφ,2| “ 0 e |Aφ,2| “ 1.

Suponha que o resultado seja verdadeiro para φ e ψ. Vejamos que ele também vale para
φ^ψ. Seja n P dompφ^ψq. Se n “ 0, temos que φ^ψpnq R tω`2, ω`3, ω`4, ω`5, ω`6u. Se n P
t1, ..., dompφqu, temos que |Aφ^ψ,n| “ |Aφ,n|` 1 ą |Bφ,n|` 1 “ |Bφ^ψ,n|` 1. Se n “ dompφq` 1,
então |Aφ^ψ,n| “ |Aφ|`1 “ |Bφ|`1 “ |Bφ^ψ,n|`1. Se n P tdompφq`2, ..., dompφq`dompψq`1u,
temos que |Aφ^ψ,n| “ |Aφ| ` |Aψ,n| ` 1, mas pela hipótese de indução e pelo lema 1.1.7, temos
que |Aφ^ψ,n| “ |Aφ| ` |Aψ,n| ` 1 ą |Bφ| ` |Bψ,n| ` 1 “ |Bφ^ψ,n| ` 1. E, finalmente, se n “
dompφq ` dompψq ` 2, temos que φ^ ψpnq R tω ` 2, ω ` 3, ω ` 4, ω ` 5, ω ` 6u.
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Vejamos agora que o resultado vale para  φ, ou seja, para tp0, ωq, p1, ω`5qu˚φ˚tp0, ω`1qu.
Seja n P domp φq. Se n “ 0, temos que  φpnq R tω`2, ω`3, ω`4, ω`5, ω`6u. Se n “ 1, temos
que |A φ,n| “ 1 “ 0`1 “ |B φ,n|`1. Se n P t2, ..., dompφq`1u, temos que |A φ,n| “ |Aφ,n|`1 ą
|Bφ,n| ` 1 “ |B φ,n| ` 1. Se n “ dompφq ` 2, então  φpnq R tω ` 2, ω ` 3, ω ` 4, ω ` 5, ω ` 6u.

Vejamos agora que o resultado vale para Dm φ, ou seja, para tp0, ωq, p1, ω ` 6q, p2, nqu ˚ φ ˚
tp0, ω`1qu. Seja n P dompDm φq. Se n “ 0, temos que Dm φpnq R tω`2, ω`3, ω`4, ω`5, ω`6u.
Se n “ 1, temos que |ADm φ,n| “ 1 “ 0 ` 1 “ |BDm φ,n| ` 1. Se n “ 2, temos que Dm φpnq R
tω ` 2, ω ` 3, ω ` 4, ω ` 5, ω ` 6u. Se n P t3, ..., dompφq ` 2u, temos que |ADm φ,n| “ |Aφ| ` 1 ą
|Bφ| ` 1 “ |BDm φ,n| ` 1. Se n “ dompφq ` 3, então Dm φpnq R tω` 2, ω` 3, ω` 4, ω` 5, ω` 6u.

�

Lema 1.1.9. Sejam φ, ψ P F e n P ω . Então:

1. |Aφ^ψ,dompφq`1| “ |Aφ| ` 1 “ |Bφ| ` 1 “ |Bφ^ψ,dompφq`1| ` 1;

2. |A φ,1| “ 1 “ 0` 1 “ |B φ,1| ` 1;

3. |ADn φ,1| “ 1 “ 0` 1 “ |BDn φ,1| ` 1.

�

Teorema 1.1.10. (Teorema de Unicidade de Representação das Fórmulas) Seja φ P
F . Então uma, e apenas uma, das afirmações abaixo é verdadeira:

1. φ P A;

2. Dψ, χ P F pφ “ ψ ^ χq;

3. Dψ P F pφ “  ψq;

4. Dn P ω Dψ P F pφ “ Dn ψq.

Demonstração: Faremos a prova por indução (no caso deste teorema, a hipótese de indução
em si não é usada, usamos a indução apenas para tirar proveito do fato de que, para provarmos
que alguma propriedade vale para todos os elementos de F, basta mostrar que vale para fórmulas
do tipo atômica, existencial, negação e conjunção). Se φ é atômica é imediato que φ satisfaz
apenas a propriedade 1.

Vejamos que o resultado é verdadeiro para φ^ψ. É evidente que φ^ψ satisfaz 2. Pelo lema
1.1.9, temos que |Aφ^ψ,dompφq`1| “ |Bφ^ψ,dompφq`1| ` 1, ou seja, o único elemento n do domínio
de φ^ψ tal que |Aφ^ψ,n| “ |Bφ^ψ,n| ` 1 é dompφq ` 1. Se φ^ψ fosse da forma  φ ou Dn φ, tal
elemento seria 1, portanto teríamos que dompφq “ 0, um absurdo.

Vejamos agora, que o resultado vale para  φ. Novamente, é claro que  φ satisfaz 3. Como
foi visto anteriormente, um elemento de F não pode satisfazer 2 e 3 ao mesmo tempo. Suponha
que  φ satisfaça 4, ou seja, que existam χ e n tais que  φ “ Dn χ . Assim teríamos, pelos
lemas 1.1.8 e 1.1.9, que ω ` 5 “  φp1q “ Dn χp1q “ ω ` 6.

Agora, verificar o resultado para Dn φ fica fácil. É evidente que Dn φ satisafaz 4, e o fato de
que Dn φ não pode satisfazer 2 nem 3 já foi provado anteriormente.

É claro também que se φ satisfizer 2, 3 ou 4, φ não pode ser atômica.
�

O teorema a seguir foi adaptado de [Hal73].
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Teorema 1.1.11. (Teorema da Recursão para Fórmulas da Subliguagem) Sejam:

• X ‰ H;

• g0 : A ÝÑ X;

• g : X ÝÑ X;

• g^ : X ˆX ÝÑ X;

• gD : ω ˆX ÝÑ X.

Então existe uma única função f : F ÝÑ X tal que:

• fæA “ g0;

• fp φq “ g pfpφqq;

• fpφ^ ψq “ g^pfpφq, fpψqq;

• fpDnφq “ gDpn, fpφqq.

Demonstração: Seja F o conjunto de todas as relações R Ă F ˆX tais que:

1. g0 Ă R;

2. Se pφ, xq P R, então p φ, g pxqq P R;

3. Se tpφ, xq, pψ, yqu Ă R, então pφ^ ψ, g^px, yqq P R;

4. Se pφ, xq P R e n P ω, então pDnφ, gDpn, xqq P R.

Observe que F ‰ H, pois F ˆX P F. Defina f “
Ş

F. Segue diretamente da definição que
f P F e que, para toda R P F, temos que f Ă R.

Vejamos que f é função. Seja S “ tφ P F ; D!x P Xppφ, xq P fqu. Vamos mostrar por indução
na complexidade da fórmula (corolário 1.1.6) que F “ S. Seja φ P A, assim pφ, g0pφqq P R para
todo R P F, logo pφ, g0pφqq P f . Suponha que exista y ‰ g0pφq tal que pφ, yq P f , assim temos
que fztpφ, yqu P F, uma contradição, pois fztpφ, yqu Ć f .

Seja φ P S, vejamos que  φ P S. Seja x o único elemento de X tal que pφ, xq P f . Ou seja, x
é o único elemento de X tal que pφ, xq P R para todo R P F. Pela condição 2, p φ, g pxqq P R
para todo R P F, logo p φ, g pxqq P f . Suponha que exista y ‰ g pxq tal que p φ, yq P f ,
vejamos que fzp φ, yq P F. A condição 1 está satisfeita, pois pelo Teorema de Unicidade de
Representação das Fórmulas (teorema 1.1.10), temos que  φ R A. Vamos verificar que fzp φ, yq
satisfaz 3. Sejam pψ, zq, pχ,wq P fzp φ, yq, novamente pelo teorema 1.1.10, temos que ψ ^ χ
não é  φ, logo pψ ^ χ, g^pz, wqq P fzp φ, yq. Vejamos 4. Seja pψ, zq P fzp φ, yq, outra vez,
pelo teorema 1.1.10, temos que Dnψ não é  φ, logo pDnψ, gDpzqq P fzp φ, yq. Por fim, vamos
verificar 2. Seja pψ, zq P fzp φ, yq. Se ψ não é φ, temos que p ψ, g pzqq P fzp φ, yq. Se φ é
ψ, pela hipótese de indução (φ P S), temos que z “ x, assim p φ, g pzqq P fzp φ, yq, pois
assumimos que y ‰ g pxq. Portanto fztp φ, yqu P F, uma contradição, logo  φ P S.

Analogamente, se φ, ψ P S, então φ ^ ψ P S e se φ P S, então Dnφ P S. Assim f é uma
função com domínio F . Vamos mostrar por indução na complexidede da fórmula que f satisfaz
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as condições do teorema. Seja T Ă F tal que para toda φ P T temos que fæApφq “ g0pφq, se
φ P A, fp φq “ g pfpφqq, fpφ^ψq “ g^pfpφq, fpψqq e fpDnφq “ gDpn, fpφqq. Como f é função
e g0 Ă f , temos que fæA “ g0, logo A Ă T . Suponha que φ, ψ P T . Assim, pelas condições 2, 3
e 4, é fácil ver que  φ, φ^ ψ, Dnφ P T , portanto pelo corolário 1.1.6, temos que F “ T

�

Definição 1.1.12. Sejam:

g0 : A ÝÑ ω dada por:
g0pφq “ 0, para toda φ P A;

g : ω ÝÑ ω dadas por:
g pnq “ n` 1;

gD : ω ˆ ω ÝÑ ω dada por:
gDpm,nq “ n` 1;

g^ : ω ˆ ω ÝÑ ω dada por:
g^pn,mq “ maxpn,mq ` 1.

Defina Gr : F ÝÑ ω como sendo a função que o teorema 1.1.11 produz com ω, g0, g , g^, gD.
Chamaremos Grpφq de grau de complexidade de φ.

Lema 1.1.13. Para toda φ, ψ P F temos:

• Grpφq “ 0, se φ P A;

• Grp φq “ Grpφq ` 1;

• Grpφ^ ψq “ maxpGrpφq, Grpψqq ` 1;

• GrpDnφq “ Grpφq ` 1.

Demonstração: Sejam φ, ψ P F . Se φ P A, então Grpφq “ GræApφq “ g0pφq “ 0.
Grp φq “ g pGrpφqq “ Grpφq ` 1;
Grpφ^ ψq “ g^pGrpφq, Grpψqq “ maxpGrpφq, Grpψqq ` 1;
GrpDnφq “ gDpn,Grpφqq “ Grpφq ` 1.

�

1.2 Semântica

Agora vamos nos dedicar, brevemente, à interpretação das fórmulas da sublinguagem. O
objetivo desta seção é definir, no nosso contexto, o que significa um modelo e uma valoração
satisfazerem uma fórmula (da sublinguagem, claro). Não faremos, entretanto, uma seção aná-
loga a esta para a sintaxe. Além dessa parte estar bem formalizada em [dSF17] e ser simples
transportar as definições e teoremas de [dSF17] para nosso contexto, raramente usaremos con-
ceitos sintáticos no contexto sublinguagem/linguagem. Falaremos mais de sintaxe apenas na
seção 3.7, majoritariamente no contexto linguagem/metalinguagem.

Definição 1.2.1. Sejam M conjunto e σ, θ P ωM . σ „n θ significa que σpiq “ θpiq, se i ‰ n.

Definição 1.2.2. Seja X “ Y 2, onde Y “ ωM . Vamos definir g0 : A ÝÑ X. Se m,n P ω
temos:
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• g0pm “ nqpσq “ 1, se σpnq “ σpmq;

• g0pm “ nqpσq “ 0, caso contrário;

• g0pm P nqpσq “ 1, se σpnq “ σpmq;

• g0pm P nqpσq P 0, caso contrário.

Definamos agora g : X ÝÑ X da seguinte forma: para cada h P X, defina g phq : ωM ÝÑ 2
por:

g phqpσq “ 1´ hpσq.

Analogamente, vamos definir g^ : X ˆ X ÝÑ X da seguinte forma: para cada ph1, h2q P
X ˆX, defina g^ph1, h2q : ωM ÝÑ 2 por:

g^ph1, h2qpσq “ minph1pσq, h2pσqq.

E finalmente, definamos gD : ω ˆ X ÝÑ X da seguinte forma: para cada pn, hq P ω ˆ X,
defina gDpn, hq : ωM ÝÑ 2 por:

• gDpn, hqpσq “ 1, se existe θ P ωM tal que θ „n σ e hpθq “ 1;

• gDpn, hqpσq “ 0, caso contrário.

Seja f a função produzida pelo teorema 1.1.11 usando X, g0, g , g^, gD. Dizemos que pM,σq |ù
φ quando fpφqpσq “ 1.

Lema 1.2.3. Para todos M m,n P ω, φ, ψ P F e σ P ωM temos:

• pM,σq |ù m “ n se, e somente se, σpmq “ σpnq;

• pM,σq |ù m P n se, e somente se, σpmq P σpnq;

• pM,σq |ù  φ se, e somente se, não vale pM,σq |ù φ;

• pM,σq |ù φ^ ψ se, e somente se, pM,σq |ù φ e pM,σq |ù ψ;

• pM,σq |ù Dnφ se, e somente se, existe θ P ωM tal que θ „n σ e pM, θq |ù φ.

Demonstração: Sejam M , m,n P ω, φ, ψ P F e σ P ωM . Então temos:

pM,σq |ù m “ n se, e somente se, fpm “ nqpσq “ 1, o que ocorre se, e somente se,
g0pm “ nqpσq “ 1, o que ocorre se, e somente se, σpnq “ σpmq.

pM,σq |ù m P n se, e somente se, fpm P nqpσq “ 1, o que ocorre se, e somente se,
g0pm P nqpσq “ 1, o que ocorre se, e somente se, σpmq P σpnq.

pM,σq |ù  φ se, e somente se, fp φqpσq “ 1, o que ocorre se, e somente se, g pfpφqqpσq “ 1,
o que ocorre se, e somente se, 1 ´ fpφqpσq “ 1, o que ocorre se, e somente se, fpφqpσq “ 0 o
que ocorre se, e somente se, não vale pM,σq |ù φ.

pM,σq |ù φ ^ ψ se, e somente se, fpφ ^ ψqpσq “ 1, o que ocorre se, e somente se,
g^pfpφq, fpψqqpσq “ 1, o que ocorre se, e somente se, minpfpφqpσq, fpψqpσqq “ 1, o que ocorre
se, e somente se, fpφqpσq “ 1 e fpψqpσq “ 1, o que ocorre se, e somente se, pM,σq |ù φ e
pM,σq |ù ψ.
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pM,σq |ù Dnφ se, e somente se, fpDnφqpσq “ 1, o que ocorre se, e somente se, gDpn, fpφqqpσq “
1, o que ocorre se, e somente se, existe θ P ωM tal que θ „n σ e fpφqpθq “ 1, o que ocorre se, e
somente se, existe θ P ωM tal que θ „n σ e pM, θq |ù φ.

�

Definição 1.2.4. Sejam M um conjunto e φ P F . Dizemos que M |ù φ quando, para toda
σ P ωM , temos que pM,σq |ù φ.

Para manter a clareza na notação, a partir de agora, quando estivermos pensando em ω
como o conjunto das variáveis da sublinguagem, vamos usar a notação V ar, ou seja, V ar “ ω.
E se M é um conjunto e σ P ωM , chamaremos σ de uma valoração em M . E chamaremos,
simplesmente, de valoração uma função de domínio V ar.





Capítulo 2

Teoria dos Conjuntos

2.1 Equivalências dos Axiomas de ZFC

Nesta seção, vamos nos dedicar a fazer algumas equivalências entre axiomas de ZFC. Tais
equivalências serão úteis, não apenas para observar consequências dos axiomas que serão uti-
lizadas ao longo do texto. Na seção 4.3 vamos mostrar que um determinado conjunto, que
vamos chamar de M rGs, satisfaz cada parte finita de ZFC (vamos explicar com detalhes pos-
teriormente). Mas o que é importante destacar agora é que vamos precisar também da outra
direção, ou seja, vamos precisar que os axiomas de ZFC, ou alguns deles pelo menos, sejam
consequência de determinadas sentenças.

Definição 2.1.1. Uma relação R em um conjunto A é dita bem fundada quando:

@X P P pAq pX ‰ H Ñ Dy P Xp Dz P XpzRyqqq.

O conjunto y na fórmula acima é dito R -minimal em X.

Lema 2.1.2. Em ZFC sem o axioma da regularidade, temos que axioma da regularidade vale
se, e somente se, todo conjunto é P-bem fundado.

Demonstração: Vejamos a ida. Seja A conjunto e X Ă A com X ‰ H. Suponha por absurdo
que para todo y P X exista z P X tal que z P y, assim temos que @ypyXX ‰ Hq, contradizendo o
axioma da regularidade. Reciprocamente suponha que exista x ‰ H tal que @y P xpxXy ‰ Hq,
seja A “ x, assim existe x P P pAq, com x ‰ H tal que @y P xDz P xpz P yq.

�

O lema a seguir trata do esquema de axiomas da substituição. Existem diferentes versões
do esquema de axiomas da substituição. Uma delas, a que assumimos aqui, não depende do
esquema de axiomas da separação, ou seja, o esquema de axiomas da separação segue como
consequência. Porém, se enfraquecermos um pouco o esquema de axiomas da substituição,
trocando a hipótese de D1y por D!y, precisaríamos assumir o esquema de axiomas da separação.
Entretanto, podemos enfraquecer ainda mais o esquema de axiomas da substituição sem perder
nada. Nessa versão mais fraca, obtemos não a “imagem” da fórmula funcional, mas um conjunto
que a contém. O metalema 2.1.3, terá, então, como objetivo, fazer a equivalência entre o esquema
de axiomas da substituição forte, por assim dizer, e os esquemas de axiomas da separação e
substituição fraco.

Metalema 2.1.3. Considere as seguintes afirmações:

11
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p˚q Para toda fórmula A, com variáveis livres entre x, z, w1, ..., wn, temos:

@z@w1, ..., wnDu@xpx P uØ x P z ^ Aq.

p˚˚q Para toda fórmula A, com variáveis livres entre x, y, z, w1, ..., wn temos:

@z@w1, ..., wnp@x P z D!yAÑ Du@ypy P uØ Dxpx P z ^ Aqqq.

p˚ ˚ ˚q Para toda fórmula A, com variáveis livres entre x, y, z, w1, ..., wn, temos:

@z@w1, ..., wnp@x P z D!yAÑ Du@x P z Dy P u Aqq.

Em ZFC sem o axioma da substituição, são equivalentes:

(I) O esquema de axiomas da substituição;

(II) p˚q e p˚˚q;

(III) p˚q e p˚ ˚ ˚q.

Chamaremos p˚˚˚q de esquema de axiomas da substituição fraco e p˚q de esquema de axiomas
da separação.

Demonstração: Primeiramente vejamos a equivalência entre (I) e (II). (I) implica p˚˚q é ime-
diato. Vejamos que (I) implica p˚q. Seja A uma fórmula com variáveis livres entre x, z, w1, ..., wn.
Fixe x, z, w1, ..., wn. Seja B a seguinte fórmula: A ^ x “ y. Observe que B satisfaz que
@x P z D1yB. Assim, tome u tal que @ypy P uØ Dxpx P z ^Bqq. Assim temos:

x P uØ Dx1px1 P z ^Bq Ø Dx1px1 P z ^ x1 “ x^ rAsx
1

x q Ø x P z ^ A.

Reciprocamente, suponha (II). SejaA uma fórmula com variáveis livres entre x, y, z, w1, ..., wn.
Fixe z, w1, ..., wn e suponha que @x P z D!yA. Por p˚q, tome w “ tx P z; D!yAu. Por p˚˚q, tome
u tal que @ypy P u Ø Dxpx P w ^ Aqq. Vejamos que @ypy P u Ø Dxpx P z ^ Aqq. Seja y um
conjunto. Se y P u, então Dxpx P w ^ Aq, logo Dxpx P z ^ Aq. Reciprocamente suponha que
Dxpx P z ^ Aq, assim DyA, logo D!yA, portanto x P w, logo y P u.

Vejamos, agora, a equivalência entre (II) e (III). Suponha (II). Vejamos que vale p˚ ˚ ˚q,
com efeito, seja A uma fórmula com variáveis livres entre x, y, z, w1, ..., wn. Fixe z, w1, ..., wn e
suponha que @x P z D!yA. Por p˚˚q , tome u tal que @ypy P uØ Dxpx P z ^Aqq. Seja x P z, fixe
o único y tal que vale A. Assim, para esse y, temos que Dxpx P z ^ Aqq, logo y P u.

Reciprocamente, suponha (III). Vejamos que vale p˚˚q. Seja A uma fórmula com variáveis
livres entre x, y, z, w1, ..., wn. Fixe z, w1, ..., wn e suponha que @x P z D!yA. Por p˚ ˚ ˚q, tome u
tal que @x P z Dy P u A. Por p˚q, podemos tomar u1 “ ty P u; Dxpx P z ^ Aqu. Vejamos que u1
satisfaz @ypy P u1 Ø Dxpx P z ^ Aqq. É evidente que, se y P u1, então Dxpx P z ^ Aq. Suponha
que Dxpx P z ^Aq. Fixe um tal x. Assim, existe y1 tal que y1 P u^ rAsy1

y . Mas, como valem A e
rAsy

1

y , temos que y “ y1, logo y P u.
�

Lema 2.1.4. Em ZFC sem o axioma das partes, temos que o axioma das partes é equivalente
a:

p˚q @xDy@zpz Ă xÑ z P yq.
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Demonstração: É evidente que o axioma das partes implica p˚q. Suponha p˚q. Seja x um
conjunto. Tome u tal que @zpz Ă xÑ z P uq. Pelo esquemas de axiomas da separação (podemos
assumi-lo graças ao metalema 2.1.3), tome w “ tz P u; z Ă xu, assim w é tal que @zpz Ă x Ø
z P wq

�

Lema 2.1.5. Em ZF , o axioma da escolha é equivalente a @xDαDfpα é ordinal ^ f é função
^ dompfq “ α ^ x Ă impfqq

Demonstração: Por [eTJ99, Teorema 1.13], basta mostrar que a afirmação acima é equi-
valente ao princípio da boa ordem. pñq é uma consequência direta do teorema da contagem
[eTJ99, Teorema 3.1] . Façamos pðq. Seja x conjunto, tome α e f como na afirmação, defina
g : x ÝÑ α da seguinte forma: gpyq “ minpf´1tyuq. g é injetora, pois se y, z P x e gpyq “ gpzq,
então fpgpyqq “ fpgpzqq, logo y “ z. Assim podemos definir a seguinte ordem em x : y ď z,
quando gpyq ď gpzq. �

Lema 2.1.6. Em ZF, são equivalentes:

(I) O axioma da escolha.

(II) Para todo X tal que H R X e @x, y P Xpx ‰ y Ñ x X y “ Hq, existe f : X ÝÑ
Ť

X
tal que @x P Xpfpxq P xq.

(III) Toda função tem inversa à direita, ou seja:

f é função Ñ Dgpg é função ^ dompgq “ impfq ^ f ˝ g “ Idq.

Demonstração: Primeiramente façamos pIq Ø pIIq. pIq Ñ pIIq é trivial. Vejamos pIIq Ñ
pIq. Assuma pIIq. Seja X tal que H R x. Para cada x P X, defina Ax “ tpy, xq; y P xu.
Observe que, se pz, wq P Ax1 X Ax2 , então w “ x1 “ x2. Assim B “ tAx;x P Xu é tal que
@Ax1 , Ax2 P BpAx1 ‰ Ax2 Ñ Ax1 X Ax2 “ Hq. Portanto podemos tomar f : B ÝÑ

Ť

B tal
que @Ax P BpfpAxq P Axqq. Seja g : X ÝÑ B dada por: gpxq “ Ax e h :

Ť

B ÝÑ
Ť

X dada
por: hpx, yq “ x. Seja F “ h ˝ f ˝ g. Vejamos que F é a função de escolha procurada. De
fato, seja x P X, assim F pxq “ hpfpAxqq. Seja pu, vq “ fpAxq, assim hpfpAxqq “ u, mas como
pu, vq “ fpAxq P Ax, temos que F pxq “ u P v “ x.

Vejamos agora, que pIIIq Ñ pIIq. Seja X tal que H R X e @x, y P Xpx ‰ y Ñ xX y “ Hq.
Assim, para todo y P

Ť

X, existe um único xy tal que y P xy. Defina g :
Ť

X ÝÑ X por:
gpyq “ xy. Como H R X, temos que Impgq “ X. Tome, portanto, f : X ÝÑ

Ť

X tal que
g ˝ f “ Id. Assim @y P

Ť

Xpy P gpyqq, logo se x P X, temos que fpxq P gpfpxqq “ x. Portanto
f é uma função de escolha.

Para concluir, vejamos pIq Ñ pIIIq. Seja f uma função. Sejam X “ dompfq, Y “ impfq
e Z “ tf´1ptyuq; y P Y u. Assim, pelo axioma da escolha, podemos tomar g :

Ť

Z ÝÑ Z tal
que, para todo y P Y , gpf´1ptyuqq P f´1ptyuq. Seja h : Y ÝÑ X dada por: hpyq “ gpf´1ptyuqq.
Assim, se y P Y , então hpyq P f´1ptyuq, logo f ˝ hpyq “ y. Portanto f ˝ h “ Id.

�

2.2 Propriedades Básicas Sobre Cofinalidade

Nesta seção vamos mostrar alguns resultados elementares de teoria dos conjuntos que não
são encontrados nos livros básicos, como por exemplo [eTJ99].
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Definição 2.2.1. Sejam α e β ordinais, dizemos que f : α ÝÑ β é cofinal quando:

@γ ă β Dδ ă α pγ ď fpδqq.

Definição 2.2.2. Seja β um ordinal. Dizemos que α é a cofinalidade de β quando α é o
menor ordinal tal que existe uma função cofinal f : α ÝÑ β. Usaremos para cofinalidade de β
a notação: cfpβq.

Lema 2.2.3. Seja β um ordinal. Então existe uma função cofinal estritamente crescente f :
cfpβq ÝÑ β. Onde estritamente crescente significa:

@α, γ P dompfq pα ă γ ñ fpαq ă fpγqq.

Demonstração: Seja g : cfpβq ÝÑ β uma função cofinal. Defina recursivamente f da se-
guinte forma:

fpγq “ maxpgpγq, suptfpαq ` 1;α ă γuq.

Como fpγq ě gpγq, para todo γ P cfpβq e g é cofinal temos que f é cofinal. Sejam α, γ P cfpβq
com α ă γ, assim fpγq ě suptfpδq ` 1; δ ă γu ě fpαq ` 1 ą fpαq, portanto f é estritamente
crescente. �

Lema 2.2.4. Sejam α um ordinal limite e f : α ÝÑ β uma função cofinal e estritamente
crescente. Então cfpαq “ cfpβq

Demonstração: Seja f 1 : cfpαq ÝÑ α cofinal, assim f ˝ f 1 é cofinal, logo cfpβq ď cfpαq.
Vejamos que cfpαq ď cfpβq. Seja g : cfpβq ÝÑ β uma função cofinal. Defina h : cfpβq ÝÑ α
da sguinte forma: para cada γ P cfpβq, hpγq é o menor ordinal δ tal que fpδq ą gpγq. Observe
que só é possível definir h, pois f é cofinal. Vejamos que h é cofinal. É fácil ver que f é tal que:
fpεq ă fpε1q ñ ε ă ε1. Seja ε P α, como g é cofinal, existe γ P cfpβq tal que gpγq ą fpεq. Assim
hpγq é tal que fphpγqq ą gpγq ą fpεq, logo hpγq ą ε. �

Definição 2.2.5. Seja β um ordinal. Dizemos que β é regular quando β é um ordinal limite e
cfpβq “ β.

Lema 2.2.6. Seja β um ordinal limite. Então cpβq é regular.

Demonstração: Pelo lema 2.2.3 existe f : cfpβq ÝÑ β cofinal e estritamente crescente, assim
pelo lema 2.2.4, cfpcfpβqq “ cfpβq.

�

Lema 2.2.7. Seja β um ordinal. Se β é regular, então β é um cardinal.

Demonstração: Basta observar que toda bijeção é cofinal.
�

Lema 2.2.8. Seja β um ordinal. Então β é regular se, e somente se, não existe S Ă β tal que
|S| ă β e

Ť

S “ β.
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Demonstração: Primeiramente, suponha que β não seja regular, assim existe α ă β e f :
α ÝÑ β cofinal. Assim |impfq| “ |α| ď α ă β e

Ť

impfq “ β. Reciprocamente, suponha que
exista tal S. Seja κ “ |S|, seja f : κ ÝÑ S Ă β bijeção. Assim f é cofinal em β e κ “ |S| ă β,
portanto β não é regular.

�
O lema a seguir é um resultado importante que usaremos no texto, porém não o provaremos,

pois isso exigiria muitas definições e resultados preliminares que não são o foco da dissertação.

Lema 2.2.9. Sejam κ um cardinal infinito e X um conjunto tal que |X| ď κ e @x P Xp|x| ď κq.
Então |

Ť

X| ď κ.

Demonstração: Segue de [eTJ99] capítulo 8, teoremas 1.5 e 1.12. �

Lema 2.2.10. Seja λ um cardinal infinito sucessor. Então λ é regular.

Demonstração: Seja κ tal que λ “ κ`. Suponha que exista α ă λ tal e f : α ÝÑ λ cofinal.
Assim temos que α ď κ. Como f é cofinal, temos que

Ť

impfq “ λ. Mas |impfq| “ |α| ď α ď κ
e, além disso, para todo β P impfq, temos que |β| ď β ă λ, ou seja, |β| ď κ, portanto, pelo
lema 2.2.9 |

Ť

impfq| ď κ ă λ, um absurdo.
�

2.3 Relações Bem Fundadas

O principal objetivo desta seção será o teorema da recursão para fórmulas bem fundadas,
teorema 2.3.22. Definições recursivas são algo muito comum em matemática. Porém, para que
elas façam sentido formalmente, são necessários teoremas de recursão. Vamos apresentar aqui
uma versão bastante geral de recursão (o teorema da recursão para fórmulas bem fundadas).
Mas antes, por motivos didáticos, vamos provar uma versão um pouco menos geral (o teorema
da recursão para relações bem fundadas). A seguir, vamos apresentar definições, lemas, meta-
definições e metalemas. Alguns dos metalemas e das metadefinições são praticamente idênticos
aos lemas e definições apresentados, a única diferença é que trocaremos uma relação em um
dado conjunto por uma fórmula set-like. As definições e lemas serão usados para mostrar a
versão mais particular do teorema (metateorema 2.3.21), que ainda assim é bastante geral, en-
quanto os metalemas, metadefinições e o próprio metateorema 2.3.21 serão usados para mostrar
a versão mais geral (metateorema 2.3.22).

Metadefinição 2.3.1. Seja Rpx, yq uma fórmula. Dizemos que R é bem fundada quando:

@xpx ‰ H Ñ Dy P xp@z P xp Rpz, yqqqq.

Definição 2.3.2. Sejam X um conjunto e r Ă X ˆX. Dizemos que r é bem fundada em X
quando:

@Y Ă XpY ‰ H Ñ Dy P Y p@z P Y p ppz, yq P rqqqq.

Em ambas as definições acima o conjunto y será chamado de r-minimal, ou R-minimal.

Lema 2.3.3. (Indução para Relações Bem Fundadas)
Sejam X um conjunto, r uma relação bem fundada em X e Apxq uma fórmula. Então:

@x P X p@yppy, xq P r Ñ Apyqq Ñ Apxqq Ñ p@x P X Apxqq.
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Demonstração: Suponha por absurdo que o conjunto Y “ tx P X; Apxqu ‰ H. Podemos,
portanto, fixar y r-minimal em Y . Assim @z P X ppz, yq P r Ñ Apzqq, logo, por hipótese, temos
que vale Apyq, um absurdo, pois y P Y

�

Metadefinição 2.3.4. Seja Rpy, xq, dizemos que R é set-like, quando:

@xDzpy P z Ø Rpy, xqq.

Assim, se R é set-like, para cada x, chamaremos o conjunto ty;Rpy, xqu de predpx,Rq.

Metadefinição 2.3.5. Seja Rpx, yq uma fórmula set-like. Para cada x vamos definir recursi-
vamente prednpx,Rq:

pred0px,Rq “ predpx,Rq;

predn`1px,Rq “
Ť

tpredpy,Rq; y P prednpx,Rqu.

Metadefinição 2.3.6. Seja Rpx, yq uma fórmula set-like. Para cada x defina clpx,Rq “
Ť

tprednpx,Rq;n P ωu.

Observe que a definição de clpR, xq é um pouco diferente das definições usuais de fecho, pois
não é necessariamente verdade que x Ă clpR, xq.

Metadefinição 2.3.7. Sejam x um conjunto e Rpx, yq uma fórmula set-like. Dizemos que x é
R-transitivo, quando @y P x ppredpy,Rq Ă xq.

Metalema 2.3.8. Seja Rpx, yq uma fórmula set-like. Para cada x, temos que clpx,Rq é R-
transitivo.

Demonstração: Sejam x um conjunto e y P clpx,Rq, assim existe n P ω tal que y P

prednpx,Rq, assim predpy,Rq Ă predn`1px,Rq Ă clpx,Rq.
�

Metalema 2.3.9. Seja Rpx, yq uma fórmula set-like. Para todo n ě 1 e para x, temos que:

prednpx,Rq Ă
ď

yPpredpx,Rq

clpy,Rq.

Demonstração: Faremos a prova por indução. Se n “ 1, temos que:

prednpx,Rq “ pred1px,Rq “
ď

yPpredpx,Rq

predpy,Rq Ă
ď

yPpredpx,Rq

clpy,Rq.

Suponha agora que

prednpx,Rq Ă
ď

yPpredpx,Rq

clpy,Rq.

Seja w P predn`1px,Rq. Assim, existe z P prednpx,Rq tal que w P predpz,Rq, logo, pela
hipótese de indução, tome z P

Ť

yPpredpx,Rq clpy,Rq tal que w P predpz,Rq. Assim, existe y P
predpx,Rq tal que z P clpy,Rq e w P predpz, Rq. Mas como clpy,Rq é R-transitivo, temos que
w P clpy,Rq.

�
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Metalema 2.3.10. Seja Rpx, yq uma fórmula set-like. Para todo n P ω e para x, temos que:

@y P predpx,Rq pprednpy,Rq Ă clpx,Rqq

Demonstração: Faremos a prova por indução. Vejamos o caso n “ 0. Se y P predpx,Rq,
então predpy,Rq Ă clpx,Rq, pois clpx,Rq é transitivo. Suponha que o resultado valha para n.
Seja z P predn`1py,Rq, assim existe w P prednpy,Rq tal que z P predpw,Rq, mas, pela hipótese
de indução, w P clpx,Rq, logo, como clpx,Rq é transitivo, temos que z P clpx,Rq.

�

Metalema 2.3.11. Seja Rpx, yq uma fórmula set-like. Então para todo x, temos que:

clpx,Rq “
ď

yPpredpx,Rq

pclpy,Rq Y tyuq.

Demonstração: Seja z P clpy,Rq. Assim existe n P ω tal que z P prednpx,Rq. Se n “ 0,
z P predpx,Rq “

Ť

yPpredpx,Rqtyu Ă
Ť

yPpredpx,Rqpclpy,Rq Y tyuq. Se n ě 1, pelo lema 2.3.9, temos
que

z P prednpx,Rq Ă
ď

yPpredpx,Rq

clpy,Rq Ă
ď

yPpredpx,Rq

pclpy,Rq Y tyuq.

Reciprocamente, seja z P
Ť

yPpredpx,Rqpclpy,Rq Y tyuq. Se z P
Ť

yPpredpx,Rqtyu, temos que
z P predpx,Rq Ă clpx,Rq. E se z P

Ť

yPpredpx,Rq clpy,Rq, tome y P predpx,Rq tal que z P clpy,Rq,
assim existe n P ω tal que z P prednpy,Rq, logo, pelo lema 2.3.10, z P clpx,Rq

�

Definição 2.3.12. Sejam X um conjunto e r uma relação bem fundada em X. Para cada
x P X, defina predpx, rq “ ty P X; py, xq P ru

Definição 2.3.13. Sejam X um conjunto e r uma relação bem fundada em X. Para cada
x P X vamos definir recursivamente prednpx, rq:

pred0px, rq “ predpx, rq;

predn`1px, rq “
Ť

tpredpy, rq; y P prednpx, rqu.

Definição 2.3.14. Sejam X um conjunto e r uma relação bem fundada em X. Para cada
x P X defina clpx, rq “

Ť

tprednpx, rq;n P ωu.

Definição 2.3.15. Sejam X um conjunto e r uma relação bem fundada em X. Dizemos que
x P X é r-transitivo, quando @y P x ppredpy, rq Ă xq.

Lema 2.3.16. Sejam X um conjunto e r uma relação bem fundada em X. Para cada x P X,
temos que clpx, rq é r-transitivo.

Demonstração: Sejam x um conjunto e y P clpx, rq, assim existe n P ω tal que y P

prednpx, rq, assim predpy, rq Ă predn`1px, rq Ă clpx,Rq.
�

Lema 2.3.17. Sejam X um conjunto e r uma relação bem fundada em X. Então, para todo
x P X, temos que:

clpx, rq “
ď

yPpredpx,rq

clpy, rq Y tyu.
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Demonstração: Basta tomar Rpx, yq como sendo px, yq P r e aplicar o metalema 2.3.11
�

Metalema 2.3.18. Sejam Rpx, yq uma fórmula set-like e x, y conjuntos R-transitivos, então
xX y é R-transitivo.

Demonstração: Seja z P xX y. Como z P x, temos que predpz,Rq Ă x e o mesmo vale para
y, portanto temos o resultado.

�

Metalema 2.3.19. Seja Rpx, yq uma fórmula set-like. Então:

@x@ypy P clpx,Rq Ñ predpy,Rq Ă clpx,Rqq.

Demonstração: Sejam x, y conjuntos, com y P clpx,Rq. Seja z P predpy,Rq. Assim existe
n P ω tal que y P prednpx,Rq, logo z P predn`1px,Rq Ă clpx,Rq.

�

Metadefinição 2.3.20. Sejam Apx, yq tal que @xD!yApx, yq e R uma fórmula set-like. Então,
defina Aæpredpx,Rq “ tpy, zq;Apy, zq ^ y P predpx,Rqu.

Metateorema 2.3.21. (teorema da recursão para relações bem fundadas)
Sejam Apx, yq uma fórmula tal que @xD!y Apx, yq, X um conjunto e r Ă XˆX uma relação

bem fundada em X. Então existe uma única função f com domínio X tal que, para todo x P X:

Apfæpredpx,rq, fpxqq.

Demonstração: Para cada x P X r-transitivo, dizemos que g é uma aproximação para x
quando:

g é função ^ dompgq “ x^ @y P x Apgæpredpy,rq, gpyqq.

Vejamos que, se g é uma aproximação para x e g1 é uma aproximação para y, então
gæxXy “ g1æxXy, ou seja, vamos mostrar que @z P xXypgpzq “ g1pzqq. Faremos a prova deste fato
por indução em relações bem fundadas. Suponha que para todo w P predpz, rq pgpwq “ g1pwqq.
Observe que a afirmação acima faz sentido, pois x X y é transitivo (lema 2.3.18). Assim te-
mos gæpredpz,rq “ g1æpredpz,rq. Mas como g é aproximação para x e z P x, temos que vale
Apgæpredpz,rq, gpzqq e como g1 é aproximação para y e z P y, temos que vale Apg1æpredpz,rq, g1pzqq.
Mas, como Apx, yq é tal que @xD!y Apx, yq, temos que gpzq “ g1pzq. Observe que, em particular,
temos que cada aproximação é única.

Vamos mostrar, por indução em r, que para todo x P X, existe uma aproximação para txuY
clpx, rq. Suponha que para todo y P predpx, rq, exista uma aproximação hy para tyu Y clpy, rq.
Seja h “

Ť

thy; y P predpx, rqu. A existência do conjunto thy; y P predpx, rqu está garantida
pela unicidade das aproximações e pelo axioma da substituição. Vejamos que h é função. Sejam
pz, w1q, pz, w2q P h, assim existem y1, y2 P predpx, rq, tais que pz, w1q P hy1 e pz, w2q P hy2 , assim
z P domhy1 X domhy2 , logo, como foi visto anteriormente, w1 “ hy1pzq “ hy2pzq “ w2. Assim,
pelo lema 2.3.17, temos que:

domh “
ď

yPpredpx,rq

domhy “
ď

yPpredpx,rq

ptyu Y clpy, rqq “ clpx, rq.



2.3 RELAÇÕES BEM FUNDADAS 19

Seja z o único conjunto tal que vale Aphæpredpx,rq, zq e f “ hYtpx, zqu. Vejamos que f é uma
aproximação para txu Y clpx, rq. f é função, pois x R domh “ clpx, rq. Como domh “ clpx, rq,
temos que domf “ clpx, rq Y txu. Vejamos que @y P clpx, rq Y txu Apfæpredpy,rq, fpyqq. Com
efeito, seja y P clpx, rqYtxu. Se y “ x, temos que vale Apfæpredpy,rq, fpyqq, pois fpyq “ fpxq “ z
e fæpredpx,rq “ hæpredpx,rq. Seja, portanto, y P clpx, rq. Assim, pelo lema 2.3.17, existe w P

predpx,Rq tal que y P clpw, rq Y twu, ou seja, y P domhw. Assim vale Aphwæpredpy,rq, hwpyqq,
portanto vale Apfæpredpy,rq, fpyqq.

Com isso, concluímos que, para todo x P X, existe uma aproximação fx para txu Y clpx, rq.
Seja f “

Ť

tfx;x P Xu. Pelo mesmo argumento usado anteriormente, temos que f está bem
definida e é função, com isso é fácil ver que, para todo x P X, temos que fætxuYclpx,rq “ fx.
Assim, para todo x P X, temos que vale Apfxæpredpx,rq, fxpxqq, logo vale Apfæpredpx,rq, fpxqq.

Vejamos agora a unicidade. Sejam f e g tais que domf “ domg “ X e para todo x P X
temos que:

Apfæpredpx,rq, fpxqq ^ Apgæpredpx,rq, gpxqq.

Vejamos por indução em r que @x P Xpfpxq “ gpxqq. Seja x P X e suponha que, para todo
y P predpx, rq, tenhamos que fpyq “ gpyq. Assim, fæpredpx,rq “ gæpredpx,rq. Mas como Apx, yq é
tal que @xD!yApx, yq, temos que fpxq “ gpxq. �

Metateorema 2.3.22. (teorema da recursão para fórmulas bem fundadas)
Sejam Bpx, yq tal que @xD!yBpx, yq e Rpx, yq uma fórmula set-like bem fundada. Então existe

uma fórmula A satisfazendo @xD!yApx, yq tal que:

@xDwpBpAæpredpx,Rq, wq ^ Apx,wqq.

Além disso, se A1 é uma fórmula satisfazendo @xD!yA1px, yq tal que

@xDwpBpA1æpredpx,Rq, wq ^ A
1
px,wqq.

Então

@x@ypA1px, yq Ø Apx, yqq.

Ou seja, A é única com tal propriedade.

Demonstração: Para cada X tal que X é R-transitivo defina rX “ tpy, zq P XˆX;Rpy, zqu.
Como R é bem fundada, rX também o é, assim pelo metateorema 2.3.21, existe uma única
função fX com domínio X tal que para todo x P X, temos que:

BpfXæÐÝÝÝ
px, rq

, fXpxqq,

onde
ÐÝÝÝ
px, rq “ ty P X; py, xq P rXu.

Vejamos que, para todos X, Y , R-transitivos e para todo x P X X Y , temos que fXpxq “
fY pxq. Mas para isso, antes, precisamos verificar que rXæXXY “ rY æXXY . Mas, de fato, rXæXXY “
tpy, zq P X X Y ˆX X Y ;Rpy, zqu “ rY æXXY . E, novamente, como R é bem fundada, rXæXXY
também o é. Seja r “ rXæXXY , assim, pX X Y, rq é bem fundado. Vamos mostrar agora, por
indução para relações bem fundadas, que @x P X X Y pfXpxq “ fY pxqq. Suponha que

@yppy, xq P r Ñ fXpyq “ fY pyqq,



20 TEORIA DOS CONJUNTOS 2.3

ou seja,

@y P
ÐÝÝÝ
px, rqpfXpyq “ fY pyqq.

Como X, Y e X X Y são R-transitivos (metalema 2.3.18), temos que
ÐÝÝÝ
px, rq “

ÐÝÝÝÝ
px, rXq “

ÐÝÝÝÝ
px, rY q. Portanto fXæ

ÐÝÝÝ
px, rq “ fY æ

ÐÝÝÝ
px, rq. Assim, por construção de fX e fY , temos que:

BpfXæÐÝÝÝ
px, rq

, fXpxqq ^BpfY æÐÝÝÝ
px, rq

, fY pxqq.

Portanto fXpxq “ fY pxq.

Agora seja x um conjunto, por 1), tome tpxq R-transitivo tal que x P tpxq (basta tomar
tpxq “ clptxu, Rq). Seja Apx,wq a seguinte fórmula:

w “ ftpxqpxq.

Assim, Aæpredpx,Rq “ tpy, uq;Apy, uq ^ y P predpx,Rqu “ tpy, uq;u “ ftpyqpyq ^ Rpy, xqu “
tpy, uq;u “ ftpxqpyq ^Rpy, xqu “ ftpxqæÐÝÝÝÝÝ

px, rtpxqq
.

Mas, por construção de ftpxq temos que:

BpftpxqæÐÝÝÝÝÝ
px, rtpxqq

, ftpxqpxqq.

Assim, tomando w “ ftpxqpxq temos que:

@xDwpBpAæpredpx,Rq, wq ^ Apx,wqq.

Vejamos, agora, a unicidade. Seja A1 uma fórmula tal que @xD!ypx, yq e

@xDwpBpA1æpredpx,Rq, wq ^ A
1
px,wqq.

Para cada z defina gz da seguinte forma:

gz “ tpx, yq;x P z ^ A
1
px, yqu.

Assim temos que para todo x P z:

gæÐÝÝÝÝ
px, rzq

“ A1æpredpx,Rq.

Vejamos que:

@z@x P z BpgæÐÝÝÝÝ
px, rzq

, gzpxqq.

Sejam z e x P z. Assim existe w tal que

BpA1æpredpx,Rq, wq ^ A
1
px,wq.

Como vale A1px,wq, temos que px,wq P gz, ou seja, gzpxq “ w, assim vale

BpgæÐÝÝÝÝ
px, rzq

, gzpxqq.

Portanto, pela unicidade de fz, temos que @zpfz “ gzq
Vejamos, agora, que
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@x@ypA1px, yq Ø Dzpz é R-transitivo ^ gzpxq “ yqq.

Sejam x, y conjuntos. Suponha que valha A1px, yq. Tome z R-transitivo tal que Rpx, zq,
assim x P z, logo px, yq P gz, ou seja, gzpxq “ y. A outra direção é imediata.

Como @zpfz “ gzq, temos que:

@x@ypA1px, yq Ø Dzpz é R-transitivo ^ gzpxq “ yq Ø Dzpz é R-transitivo ^ fzpxq “ yqq.

Assim, para concluir o teorema, basta mostrar que:

Dzpz é R-transitivo ^ fzpxq “ yq Ø ftpxq “ y.

Mas, como ambos z e tpxq são transitivos e x P tpxq X z, temos que ftpxq “ fz
�





Capítulo 3

Teoria dos Modelos

Este capítulo é central para o texto. Aqui vamos, de fato, começar a usar a sublinguagem
construída no primeiro capítulo e faremos teoremas com maior complexidade em termos de
níveis de linguagem.

3.1 O Colapso de Mostowski

Esta curta seção tem como objetivo mostrar o teorema 3.1.5, que basicamente afirma que
toda relação bem fundada pode ser encarada como a relação de pertencimento.

Definição 3.1.1. Dizemos que x é transitivo quando para todo y P x temos que y Ă x.

Definição 3.1.2. Sejam A um conjunto e r uma relação bem fundada em A. Pelo teorema
da recursão para relações bem fundadas, podemos definir uma função G com domínio A tal
que Gpxq “ tGpyq; y P A ^ py, xq P ru. Chamaremos tal função de função de colapso de
Mostowski de pA,Rq. E denominaremos por colapso de Mostowski de pA, rq a imagem de G.

Lema 3.1.3. Sejam A um conjunto, r uma relação bem fundada em A e M o colapso de
Mostowski de pA, rq. Então M é transitivo.

Demonstração: Segue diretamente da definição. �

Definição 3.1.4. Seja A um conjunto e r uma relação bem fundada em A. Dizemos que r é
extencional em A quando

@x, y P A p@z P A ppz, xq P r Ø pz, yq P rq Ñ x “ yq.

Teorema 3.1.5. Sejam A um conjunto e r uma relação bem fundada em A, tal que r é exten-
cional em A. Seja G a função de colapso de Mostowski de pA, rq e M o colapso de Mostowski
de pA, rq. Então G é um isomorfismo de pA, rq para pM, Pq.

Demonstração: O fato de que @x, y P A ppx, yq P r Ø Gpxq P Gpyqq segue imediatamente da
definição da função G. Portanto basta mostrar que G é injetora. Com efeito, suponha que não,
assim o conjunto B “ tx P A; Dy P A px ‰ y ^ Gpxq “ Gpyqqu ‰ H. Como r é bem fundada,
existe x P A r-minimal em B, conforme descrito na definição 2.1.1. Fixe um tal x e fixe y tal
que x ‰ y ^Gpxq “ Gpyq. Como A é extencional, vale uma das duas:

• Dz P A ppz, xq P r ^ ppz, yq P rqq;

23
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• Dz P A ppz, yq P r ^ ppz, xq P rqq.

Primeiramente, suponha que Dz P A ppz, xq P r ^  ppz, yq P rqq. Fixe um tal z, como
pz, xq P r, temos que Gpzq P Gpxq “ Gpyq, logo existe w P A tal que Gpzq “ Gpwq e pw, yq P r,
mas como  ppz, yq P rq, temos que w ‰ z, portanto z P B, contradizendo a minimalidade de x.

Suponha agora que Dz P A ppz, yq P r ^  ppz, xq P rqq. Fixe um tal z, como pz, yq P r,
temos que Gpzq P Gpyq “ Gpxq, logo existe w P A tal que Gpzq “ Gpwq e pw, xq P r. Como
x é minimal, temos que w P AzB, ou seja, @u P ApGpuq “ Gpwq Ñ u “ wq. Em particular,
Gpzq “ Gpwq Ñ z “ w, logo z “ w, portanto pz, xq P r, uma contradição.

�

3.2 Absolutividade

Para introduzir o conceito de absolutividade, precisamos informar o que significa uma fór-
mula da sublinguagem ser “verdadeira no universo”. O que em [Kun80] é chamado de absolutivi-
dade, aqui vamos chamar de absolutividade externa, e vamos dedicar a seção 3.6 a isso. Segundo
a abordagem de [Kun80], uma fórmula ser verdadeira no universo significa simplesmente ela
ser verdadeira, pois essa abordagem trata de fórmulas da linguagem e não da sublinguagem.
A definição de V |ù φ (que significa φ ser verdadeira no universo) se assemelha à definição de
M |ù φ introduzida no primeiro capítulo. Porém não é possível definir V |ù φ ou pV, σq |ù φ
diretamente na linguagem, como fizemos com pM,σq |ù φ. Primeiramente, não podemos usar,
para definir pV, σq |ù φ, o teorema 1.1.11, pois quando o usamos para definir pM,σq |ù φ (defi-
nição 1.2.2 ) foi fundamental o fato de as valorações sobreM serem um conjunto. E, por “definir
na linguagem”, queremos dizer definir em uma única fórmula da linguagem, como fizemos, por
exemplo, com pM,σq |ù φ. O que conseguiremos fazer é definir o que significa fórmulas com
grau de complexidade menor ou igual a um número fixado serem “verdadeiras no universo”. Em
particular, para uma dada φ, vamos poder dizer se pV, σq |ù φ, porém não seremos capazes de
colocar essa definição em uma só fórmula da linguagem, para uma φ genérica, em lógica de
primeira ordem. Portanto a definição pV, σq |ù φ será uma metadefinição. De fato, se conseguís-
semos definir pV, σq |ù φ, para uma φ genérica, isso seria “definir verdade” em lógica de primeira
ordem, contradizendo o Teorema da Indefinibilidade de Tarski, veja [Smu92].

Metadefinição 3.2.1. Sejam k P ω φ P F e σ uma valoração. Dizemos que vale pVk, σq |ù φ
quando Grpφq ď k e:

• Se φ é da forma m “ n, então σpnq “ σpmq.

• Se φ é da forma m P n, então σpmq P σpnq.

• Se φ é da forma  ψ, então não vale pVn´1, σq |ù ψ.

• Se φ é da forma ψ^ χ, então existem m, l ă n tais que valem pVm, σq |ù ψ e pVl, σq |ù χ.

• Se φ é da forma Dmψ, então existe θ „m σ tal que pVn´1, θq |ù ψ.

Observe que a metadefinição 3.2.1 é recursiva, porém trata-se de uma recursão na metalin-
guagem, por isso estamos nos permitindo fazê-la de forma ingênua, sem usar nenhum teorema
de recursão. Observe também que é possível fazê-la de forma ingênua, pois abaixo de cada n P ω
há um número finito de naturais, portanto a fórmula pVn, σq |ù φ pode ser escrita de maneira
finita.
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Metadefinição 3.2.2. Sejam φ P F e σ uma valoração. Dizemos que pV, σq |ù φ quando
existe n P ω tal que pVn, σq |ù φ.

Aqui vale a pena notar que, de fato, precisamos que 3.2.2 seja uma metadefinição, pois para
escrever pV, σq |ù φ na linguagem seria necessario fazer uma disjunção infinita de fórmulas. Ou
seja, pV, σq |ù φ, quando

Ž

nPωpVn, σq |ù φ, o que não pode ser escrito em primeira ordem.

Metalema 3.2.3. Fixada φ, ψ P F , para todos m,n P V ar temos que:

• pV, σq |ù m “ n se, e somente se, σpmq “ σpnq;

• pV, σq |ù m P n se, e somente se, σpmq P σpnq;

• pV, σq |ù  φ se, e somente se, não vale pV, σq |ù φ;

• pV, σq |ù φ^ ψ se, e somente se, pV, σq |ù φ e pV, σq |ù ψ;

• pV, σq |ù Dnφ se, e somente se, existe θ „n σ valoração tal que pV, θq |ù φ.

Demonstração: Sejam m,n P V ar. Suponha que pV, σq |ù m “ n, assim existe k P V ar
tal que pVk, σq |ù m “ n, logo σpmq “ σpnq. Reciprocamente, se σpmq “ σpnq, temos que
pV0, σq |ù m “ n, logo pV, σq |ù m “ n. O caso m P n é análogo.

Suponha que pV, σq |ù  φ, assim existe k P V ar tal que pVk, σq |ù  φ, logo não vale
pVk´1, σq |ù φ. Seja n “ Grpφq. Se existisse, m ě n, tal que pVm, σq |ù φ, teríamos que
pVk´1, σq |ù φ, um absurdo. E se existisse m ă n tal que pVm, σq |ù φ teríamos que Grpφq ď
m ă n, um absurdo. Portanto não vale pV, σq |ù φ. Reciprocamente, suponha que não valha
pV, σq |ù φ, assim para todo k P V ar, temos que não vale pVk, σq |ù φ, em particular, não vale
pVn, σq |ù φ, onde n “ Grpφq ´ 1, logo vale pVn`1, σq |ù  φ, portanto vale pV, σq |ù  φ

Suponha que pV, σq |ù φ ^ ψ, assim existe k P V ar tal que pVk, σq |ù φ ^ ψ, assim existem
m,n ă k tais que pVm, σq |ù φ e pVn, σq |ù ψ, assim pV, σq |ù φ e pV, σq |ù ψ. Reciprocamente,
se pV, σq |ù φ e pV, σq |ù ψ, temos que existem m,n P V ar tais que pVm, σq |ù φ e pVn, σq |ù ψ,
assim tomando k “ maxpm,nq, temos que pVk, σq |ù φ e pVk, σq |ù ψ, logo pVk`1, σq |ù φ ^ ψ,
portanto pV, σq |ù φ^ ψ.

Suponha que pV, σq |ù Dnφ, assim existe k P V ar tal que pVk, σq |ù Dnφ. Assim existe θ „n σ
tal que pVk´1, θq |ù φ. Logo existe θ „n σ tal que pV, θq |ù φ. Reciprocamente se existe θ „n σ
tal que pV, θq |ù φ, temos que existem θ „n σ e tais que pVk, θq |ù φ, assim pVk`1, σq |ù Dnφ,
portanto pV, σq |ù Dnφ.

�

Lema 3.2.4. Se φ é um axioma lógico , então, para todo M , M |ù φ.

Demonstração: Segue diretamente do teorema da correção, [dSF17, Teorema 7.9].
�

Metadefinição 3.2.5. Sejam φ P F e σ uma valoração. Dizemos que V |ù φ quando para
toda σ valoração temos que pV, σq |ù φ.

Metalema 3.2.6. Se φ é um axioma lógico , então temos que V |ù φ.

Não faremos a demonstração desse teorema, porém para demonstrá-lo basta adaptar a
demostração da primeira parte do teorema da correção [dSF17, Teorema 7.9], na qual se mostra
que os axiomas são verdadeiros em qualquer modelo.
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Metadefinição 3.2.7. Sejam φ P F e M um conjunto. Dizemos que φ é absoluta para M
quando, para toda valoração σ : V ar ÝÑM , temos que

pV, σq |ù φô pM,σq |ù φ.

Dizemos que φ é absoluta quando φ é absoluta para todo M transitivo.

Aqui vale a pena levantar uma questão, será que há algum jeito de definir absolutividade
em uma só fórmula de primeira ordem, já que parece não ser possível definir pV, σq |ù φ?

Definição 3.2.8. Sejam φ P F e M,N conjuntos. Dizemos que φ é absoluta para M,N
quando, para toda valoração σ : V ar ÝÑM , temos que

pN, σq |ù φØ pM,σq |ù φ.

Observe que a definição 3.2.8, pode ser apenas uma definição e não uma metadefinição, pois
não usa o pV, σq |ù φ.

Definição 3.2.9. Sejam φ, ψ P F , dizemos que φ e ψ são equivalentes quando φ Ø ψ é um
axioma lógico.

Metalema 3.2.10. Sejam φ, ψ P F , tal que φ e ψ são equivalentes e M um conjunto. Então
φ é absoluta para M se, e somente se, ψ é absoluta para M .

Demonstração: Como ψ e φ são equivalentes, temos que φ Ø ψ é um axioma lógico. Pelo
lema 3.2.4 e pelo metalema 3.2.6 , temos que V |ù φØ ψ e M |ù φØ ψ.

Seja σ : V ar ÝÑM uma valoração. Assim pV, σq |ù φØ ψ e pM,σq |ù φØ ψ, logo:

pV, σq |ù ψ ô pV, σq |ù φ

e

pM,σq |ù ψ ô pM,σq |ù φ.

Assim:

pV, σq |ù φô pV, σq |ù ψ ô pM,σq |ù ψ ô pM,σq |ù φ

Portanto φ é absoluta para M se, e somente se, φ é absoluta para M . �

Definição 3.2.11. Seja φ P F , então dizemos que φ é ∆0, quando satisfaz uma das proprie-
dades abaixo:

• φ é atômica;

• φ é da forma Dmpm P n^ ψq, onde m,n P ω e ψ é ∆0;

• φ é da forma  ψ onde ψ é ∆0;

• φ é da forma ψ ^ χ, onde ψ e χ são ∆0.

Metalema 3.2.12. Toda fórmula ∆0 é absoluta.
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Demonstração: Seja M um conjunto transitivo. Vamos fazer a prova por indução na com-
plexidade da fórmula.

Os casos em que φ é atômica,  ψ ou ψ ^ χ, são imediatos.

Suponha φ seja da forma Dmpm P n ^ ψq, onde ψ é ∆0, ou seja ψ é absoluta, pela hipótse
de indução. Seja σ : V ar ÝÑM uma valoração. É fácil ver que

pM,σq |ù φñ pV, σq |ù φ.

Suponha então que pV, σq |ù φ. Assim existe uma valoração θ tal que θ „m σ, pV, θq |ù ψ
e pV, θq |ù pm P nq. Logo θpmq P θpnq “ σpnq P M , mas como M é transitivo, teomos que
θpmq P M . Assim Impθq Ă M . Dessa forma, pela hipótse de indução, temos que pM, θq |ù ψ.
Mas como, θpmq P θpnq, temos que pM, θq |ù pm P nq ^ ψ, logo pM,σq |ù Dmppm P nq ^ ψq. �

Corolário 3.2.13. Toda fórmula equivalente a uma fórmula ∆0 é absoluta.

Demonstração: Segue diretamente dos metalemas 3.2.12 e 3.2.10 �

Metalema 3.2.14. Se φ é ∆0, então @mpm P nÑ φq é absoluta.

Demonstração: Vamos mostrar que @mpm P nÑ φq é equivalene a uma fórmula ∆0.

@mpm P n ^ φq é equivalente a  Dm pm P n Ñ φq que, por sua vez, é equivalente a
 Dmpm P n ^  φq. Observemos que  Dmpm P n ^  φq é ∆0. Como φ é ∆0,  φ é ∆0, logo
Dmpm P n^ φq é ∆0, portanto,  Dmpm P n^ φq é ∆0 �

A partir de agora, vamos mostrar que uma série de fórmulas são absolutas, usando os
metalemas 3.2.10 e 3.2.12 em tandem, simplesmente mostrando que as fórmulas em questão
são equivalentes à fórmulas ∆0. Como iremos mostrar que fórmulas específicas são equivalentes
a fórmulas, também específicas, ∆0 vamos trabalhar em um só nível de linguagem, portanto
não usaremos a notação de sublinguagem, e sim as notações usuais.

Lema 3.2.15.
As seguintes fórmulas são equivalentes a fórmulas ∆0, portanto absolutas:

(a) x P y;

(b) x “ y;

(c) x Ă y;

(d) z “ tx, yu;

(e) y “ txu;

(f) z “ px, yq;

(g) x “ H;

(h) z “ xY y;

(i) z “ xX y;

(j) z “ xzy;

(k) y “ xY txu;
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(l) x é transitivo;

(m) y “
Ť

x;

(n) x ‰ H^ y “
Ş

x;

(o) x “ AˆB;

(p) x P
Ť

y;

(q) px, yq P z;

(u) z é par ordenado;

(v) R é relação.

Demonstração: paq e pbq são imediatas. pcq é consequência direta do lema 3.2.14.

(d) signfica x P z ^ y P z ^ @w P zpw “ x _ w “ yq que é equivalente a uma fórmula ∆0,
pois @w P zpw “ x_ w “ yq o é.

(e) significa x P y ^ @w P ypw “ xq.

(f) é equivalente a Dw P zpw “ txuq ^ Dw P zpw “ tx, yuq ^ @w P zpw “ tx, yu _ w “ txuq
e o fato de ela ser equivalente a uma fórmula ∆0 segue dos itens (e) e (f).

(g) é equivalente a @y P xpy ‰ yq.

(h) é equivalente a @w P zpw P x_ w P yq ^ x Ă z ^ y Ă z.

(i) é equivalente a @w P xpw P y Ñ w P zq ^ z Ă x^ z Ă y.

(j) é equivalente a @w P xpw R y Ñ w P zq ^ @w P zpw P x^ w R yq.

pkq é equivalente à seguinte fórmula x P y ^ x Ă y ^ @z P ypz “ x_ z P xq.

(l) significa @y P xpy Ă xq.

(m) é equivalente a @z P xpz Ă yq ^ @z P ypDw P xpz P wqq.

(n) é equivalente a r@z P xpy Ă zq ^ @z P xp@w P zp@v P xpw P vq Ñ w P yqqs ^ x ‰ H.

(o) é equivalente a @y P x Da P A Db P Bpy “ pa, bqq ^ @a P A @b P B Dy P xpy “ pa, bqq.

(p) é equivalente a Dz P y px P zq.

(q) é equivalente a Dw P zpw “ px, yqq, que é equvialente a uma fórmula ∆0 pelo item (f).

(u) é equivalente à seguinte fórmula:

Dx P wpDy P wpw “
ď

z ^ z “ px, yqqq.

E w “
Ť

z e z “ px, yq são equivalentes a uma fórmula ∆0, pelo item (f).

(v) é equivalente à seguinte fórmula: @z P Rpz é um par ordenadoq.
�

Lema 3.2.16. Se X é um conjunto totalmente ordenado por P e é transitivo, então X é um
ordinal.
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Demonstração: Para concluir que X é ordinal, basta mostrar que para todo Y Ă X existe
Z P Y tal que Z “ minpY q. Suponha que para todo Z P Y exista W P Y tal que W P Z, então
temos que para todo Z P Y existe W P Y X Z, contrariando o axioma da regularidade.

�

Lema 3.2.17. A fórmula (x é um ordinal) é absoluta.

Demonstração: Pelo lema anterior x é um ordinal é equivalente à seguinte fórmula: r@y P
xp@z P xpz “ y _ z P y _ y P zqqs ^ px é transitivo q, que é equivalente a uma fórmula ∆0 pelo
lema 3.2.15 (l)

�

Lema 3.2.18. As seguintes fórmulas são absolutas:

(a) x é um ordinal sucessor;

(b) x é um ordinal limite;

(c) x P ω;

(d) x “ ω.

Demonstração: (a) significa (x é ordinal) ^ pDy P x py “ x Y txuqq e é equivalente a uma
fórmula ∆0 pelo lema 3.2.15 (k).

(b) é consequência direta de (a).

(c) é equivalente a (x é ordinal sucessor) ^ p@y P xppy é ordinal sucessor) _ y “ Hqq e sua
absolutividade segue de (a).

(d) é equivalente a (x é ordinal limite) ^ p@y P xppy é ordinal sucessor) _ y “ Hqq e sua
absolutividade segue de (a) e de (b). �

Lema 3.2.19. As fórmulas x “ 0, x “ 1, x “ 2, ... são absolutas.

Demonstração: Vamos fazer a prova por indução na complexidade da fórmula. A fórmula
x “ 0 é absoluta pelo lema 3.2.15. Suponha que todas as fórmulas desse tipo com complexidade
menor que a complexidade da fórmula x “ n sejam absolutas. Assim, a fórmula y “ n ´ 1 é
absoluta. Mas x “ n é equivalente a seguinte fórmula: Dy P xppy “ n´ 1q ^ x “ y Y tyuq. �

3.3 Vκ e Hpκq

O objetivo dessa seção, como já indica o título, será construir os conjuntos Vκ e Hpκq,
que são o mesmos quando κ é fortemente inacessível. Esses conjuntos serão bastante úteis para
mostrar os teoremas de reflexão na seção 3.4. Mas além disso, quando κ é fortemente inacessivel
Hpκq será um modelo para ZFC, não para cada parte finita de ZFC, mas para todo ZFC,
explicaremos melhor essa distinção na seção 3.5.

Definição 3.3.1. Para cada ordinal α, vamos definir recursivamente Vα:

1. VH “ H;

2. Vα`1 “ P pVαq ;
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3. Vα “
Ť

βPα Vβ, se α é um ordinal limite.

Lema 3.3.2. Para todos α, β ordinais temos:

1. Vα é transitivo;

2. Se β ď α, então Vβ Ă Vα;

3. Se β ă α, então Vβ P Vα;

4. α Ă Vα.

Demonstração: Provemos 1, por indução em α. Suponha que, para todo γ ă α, Vγ seja
transitivo. Primeiramente, suponha que α seja sucessor. Tome β tal que α “ β ` 1. Sejam x, y
tais que y P x P Vα “ P pVβq, assim x Ă Vβ, logo y P Vβ, mas como Vβ é transitivo, temos que
y Ă Vβ, logo y P P pVβq “ Vα. Suponha, agora, que α seja limite, e sejam y P x P Vα “

Ť

γăα Vγ.
Tome γ ă α tal que x P Vγ, mas como Vγ é transitivo, temos que y P Vγ Ă Vα

Provemos, agora, o item 2. Se α “ β não há nada a fazer. Podemos supor, portanto, que
β ă α. Vejamos, primeiramente, o caso em que α é limite. Neste caso Vα “

Ť

γăα Vγ. Como
β ă α, temos que Vβ Ă Vα. O caso em que α é sucessor, vamos provar por indução em α. Seja
γ tal que α “ γ ` 1, e suponha que β ď γ Ñ Vβ Ă Vγ. Como β ă α, temos que β ď γ, logo
Vβ Ă Vγ. Portanto para concluir basta mostrar que Vγ Ă Vα. Com efeito, seja x P Vγ, temos
que x P txu P P pVγq “ Vα, mas como α é transitivo, temos que x P Vα.

Para mostrar o item 3, basta observar que, se α e β ordinais tais que β ă α, temos que
Vβ P Vβ`1 Ă Vα.

Façamos o item 4 por indução em α. Suponha que, para todo γ ă α, tenhamos que γ Ă Vγ.
Se α é sucessor, tome β tal que α “ β ` 1. Seja δ P α, assim δ ď β, logo δ Ă β. Mas, pela
hipótese de indução, temos que δ Ă β Ă Vβ, portanto δ P P pVβq “ Vα.

Suponha agora que α seja um ordinal limite. Seja γ P α, assim exsite β P α tal que γ P β,
mas como β ă α, temos: γ P β Ă Vβ Ă Vα, logo α Ă Vα. �

Definição 3.3.3. Seja x um conjunto. Dizemos que x é bem fundado se existe α um ordinal
tal que x P Vα.

Definição 3.3.4. Seja x um conjunto bem fundado. Definimos rankpxq por: o menor ordinal
α tal que x P Vα`1.

Lema 3.3.5. Seja α um ordinal. Então x P Vα se, e somente se, rankpxq ă α.

Demonstração: Primeiramente, suponha que x P Vα. Se α for um ordinal sucessor, tome β tal
que β`1 “ α. Assim x P Vβ`1, logo rankpxq ď β ă α. Se α é um ordial limite, x P Vα “

Ť

βPα Vβ.
Tome β P α tal que x P Vβ, assim x P Vβ`1, logo β ` 1 ă α, portanto rankpxq ď β ă α.
Reciprocamente, suponha que rankpxq ă α. Assim x P Vrankpxq`1 e rankpxq ` 1 ď α, logo
x P Vrankpxq`1 Ă Vα, pelo lema 3.3.2.2. �

Definição 3.3.6. Seja A um conjunto. Para cada n P ω, vamos definir recursivamente
ŤnA:

1.
Ť0A “ A;

2.
Ťn`1A “

Ť

p
ŤnAq.
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Definição 3.3.7. Seja A um conjunto. FT pAq “
Ť

t
ŤnA;n P ωu. Chamamos FT pAq de

fecho transitivo de A.

Lema 3.3.8. Sejam A e B conjuntos. Então:

1. A Ă FT pAq;

2. FT pAq é transitivo;

3. Se T é transitivo e A Ă T , então FT pAq Ă T ;

4. Se A é transitivo, então A “ FT pAq;

5. se x P A, então FT pxq Ă FT pAq;

6. FT pAq “ AY
Ť

tFT pxq;x P Au.

Demonstração: 1 é trivial.
Provemos 2. Seja x P TF pAq, tome n P ω tal que, x P

ŤnA, assim x Ă
Ťn`1A Ă FT pAq.

Vamos provar 3. Seja T transitivo com A Ă T Vejamos, por indução em n, que
ŤnA Ă T ,

para todo n P ω, concluindo.
Ť0A “ A Ă T , se

ŤnA Ă T , como T é transitivo, temos que
Ťn`1A Ă T .

4 segue diretamente de 1 e 3.
Verifiquemos 5. Seja x P A, por 1, x P FT pAq, logo, por 2, x Ă FT pAq, mas por 3,

FT pxq Ă FT pAq.
Provemos 5. Seja T “ A Y

Ť

tFT pxq;x P Au, assim temos que T é transitivo e A Ă T ,
assim, por 3, temos que FT pAq Ă T . Por 1, A Ă FT pAq e por 5, temos que

Ť

tFT pxq;x P
Au Ă FT pAq, logo T Ă FT pAq.

�

Lema 3.3.9. Seja x um conjunto. x é bem fundado se, e somente se, todo elemento de x é bem
fundado.

Demonstração: Se x é bem fundado, segue diretamente do lema 3.3.2.1, que todo elemento
de x é bem fundado. Reciprocamente, suponha que, para todo y P x, y seja bem fundado. Seja
α “ suptrankpyq ` 1; y P xu. Vamos mostrar que x Ă Vα, concluindo o resultado. De fato, seja
y P x, assim prankpyq`1q ď α, logo, pelo lema 3.3.2.2, Vrankpyq`1 Ă Vα, mas como y P Vrankpyq`1,
temos y P Vα. �

Lema 3.3.10. Todo conjunto transitivo é bem fundado.

Demonstração: Seja A um conjunto transitivo. Pelo lema 3.3.9, é suficiente mostrar que todo
elemento de A é bem fundado. Suponha que exista um elemento de A que não é bem fundado.
Assim, o conjunto X “ ty P A; y não é bem fundadou ‰ H. Portanto, pelo lema 2.1.2, existe
y P X, ε-minimal. Assim, se z P y, temos que z R X, mas, como A é transitivo, z P A, logo z
é bem fundado, logo todo elemento de y é bem fundado, mas y não o é, contradizendo o lema
3.3.9. �

Teorema 3.3.11. Todo conjunto é bem fundado.
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Demonstração: Seja A um conjunto. Pelo lema 3.3.8 itens 1 e 2, temos que A Ă FT pAq
e FT pAq é transitivo. Assim, pelo lema 3.3.10, FT pAq é bem fundado, mas, pelo lema 3.3.9,
todo elemento de FT pAq é bem fundado, logo todo elemento de A é bem fundado. Portanto,
novamente pelo lema 3.3.9, A é bem fundado. �

Lema 3.3.12. @x@ypx P y Ñ rankpxq P rankpyqq.

Demonstração: Sejam x, y com x P y. Seja α “ rankpyq, assim y P Vα`1 “ P pVαq, logo
x P y Ă Vα, portanto, pelo lema 3.3.5, temos que rankpxq ă α “ rankpyq. �

Lema 3.3.13. @y prankpyq “ suptrankpxq ` 1;x P yuq.

Demonstração: Sejam y um conjunto. Seja α “ suptrankpxq`1;x P yu. Se x P y, pelo lema
anterior, temos que rankpxq ă rankpyq, ou seja, rankpxq ` 1 ď rankpyq. Assim α ď rankpyq.
Por outro lado, se x P y, como rankpxq`1 ď α, pelo lema 3.3.2, temos que x P Vrankpxq`1 Ă Vα,
logo y Ă Vα. Portanto y P Vα`1, assim rankpyq ď α. �

Lema 3.3.14. Seja κ um cardinal. Assim para todo x, se |FT pxq| ă κ, então x P Vκ.

Demonstração: Seja x um conjunto tal que |FT pxq| ă κ. Seja t “ FT pxq e S “ trankpyq; y P
tu. Primeiramente, vamos mostrar que S é um ordinal. Seja α o menor ordinal que não pertence
a S. É facil ver que α Ă S. Suponha por absurdo que α ‰ S, assim o conjunto A “ tγ P S; γ R
αu ‰ H, seja β “ minpAq. A tem mínimo, pois é um conjunto de ordinais, de fato, todo elemento
de S é um ordinal. Seja y P t tal que rankpyq “ β. Vamos mostrar que @z P y prankpzq ă αq.
Seja z P y, como t é transitivo, temos que z P t, logo rankpzq P S. Pelo lema 3.3.12, temos
que rankpzq P rankpyq “ β. Como β é o minimo de A temos que rankpzq R A, mas como
rankpzq P S, temos que rankpzq P α. Assim, pelo lema 3.3.13, temos que:

β “ rankpyq “ suptrankpzq ` 1; z P yu ď α.

Mas como β R α, temos que α “ β, um absurdo, pois β P S. Portanto α “ S. Logo S é um
ordinal.

É facil ver que |S| ď |t| (basta considerar a uma função de t em S que leva y em rankpyq).
Assim temos: |S| ď |t| ă κ. Note que t Ă VS, de fato, se y P t, então rankpyq P S, logo
y P Vrankpyq`1 Ă VS. Assim temos que x Ă t Ă VS, mas como S ă κ, temos que x P VS`1 Ă Vκ.
�

Lema 3.3.15. Sejam κ um cardinal regular, A um conjunto tal que |A| ă κ e @a P A p|a| ă κq,
então, |

Ť

A| ă κ.

Demonstração: Primeiramente vejamos que Dα ă κ @a P Ap|a| ď αq. Suponha que não seja
o caso, isto é, @α ă κ Da P Ap|a| ą αq. Sejam λ “ |A| e g : λ ÝÑ A bijeção. Defina f : λ ÝÑ κ
como fpβq “ |gpβq|.

Vejamos que f é cofinal, contradizendo a regularidade de κ. Seja α ă κ. Tome a P A tal
que |a| ą α. Como g é bijeção, tome β ă λ tal que gpβq “ a. Logo fpβq “ |gpβq| “ |a| ą α, ou
seja, f é cofinal. Portanto existe α ă κ tal que @a P Ap|a| ď αq.

Sejam λ1 “ |α| e λ2 “ maxpλ, λ1q. Assim, λ2 ă κ, @a P Ap|a| ď λ2q e |A| ď λ2. Portanto,
pelo lema 2.2.9, temos que |

Ť

A| ď λ2 ă κ.
�
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Definição 3.3.16. Seja κ um cardinal. Definimos Hpκq por: Hpκq “ tx P Vκ; |FT pxq| ă κu.

Definição 3.3.17. Seja κ um cardinal. κ é fortemente inacessível quando ω ă κ, κ é regular
e @λ ă κ p2λ ă κq.

Lema 3.3.18. Seja κ um cardinal regular. Hpκq “ Vκ se, e somente se, κ “ ω ou κ é fortemente
inacessível.

Demonstração: Seja κ um cardinal tal que, κ é fortemente inacessivel ou κ “ ω. Vamos
mostrar que @α ă κ p|Vα| ă κq. Suponha que este fato seja falso. Assim, o conjunto A “ tα P
κ;κ ď |Vα|u ‰ H. Seja α “ minA. Primeiramente suponha que α seja um ordinal sucessor.
Tome β tal que β ` 1 “ α. Como β ă α temos que |Vβ| ă κ. Mas Vα “ P pVβq, assim
|Vα| “ |P pVβq| “ 2|Vβ |. Mas como κ “ ω ou κ é fortemente inacessível, temos que 2|Vβ | ă κ,
absurdo. Suponha agora que α seja um ordinal limite. Assim Vα “

Ť

βPα Vβ, mas pelo lema
3.3.15, |Vα| ă κ, absurdo.

Seja x P Vκ e α “ rankpxq, pelo lema 3.3.5, temos que α ă k. Assim, x P Vα`1, logo
x Ă α Ă Vα, mas como Vα é transitivo, pelo lema 3.3.8, FT pxq Ă Vα, assim pelo fato que
mostramos anteriormente, |FT pxq| ă κ, portanto x P Hpκq.

Reciprocamente, seja κ um cardinal regular tal que ω ă κ e κ não é fortemente inacessível.
Como κ é regular e ω ă κ, podemos tomar λ ă κ tal que κ ď 2λ. Assim κ ď |P pλq| ď
|FT pP pλqq|, logo P pλq R Hpκq. Vamos mostrar que P pλq P Vκ, concluindo o lema. Pelo lema
3.3.2.4, λ Ă Vλ, assim, se A Ă λ, então A Ă Vλ, ou seja, se A P P pλq, então A P P pVλq “ Vλ`1,
logo P pλq Ă Vλ`1, portanto P pλq P P pVλ`1qq “ Vλ`2 Ă Vκ, pois κ é um ordinal limite. �

Lema 3.3.19. Se κ é um cardinal, então:

1. Hpκq é transitivo;

2. tα P Hpκq;α é ordinalu “ κ;

3. Se x P κ, então
Ť

x P Hpκq;

4. Se κ é infinito e x, y P Hpκq, então tx, yu P Hpκq;

5. Se x P Hpκq e y Ă x, então y P Hpκq;

6. Se κ é regular então @x px P Hpκq Ø x Ă Hpκq ^ |x| ă κq.

Demonstração: O item 1 segue diretamente do lema 3.3.8.4.
Mostremos o item 2. Seja A “ tα P Hpκq;α é ordinalu. Se α é um ordinal, então, como α é

transitivo, pelo lema 3.3.8, temos que α “ FT pαq. Seja α P A, assim |α| “ |FT pαq| ă κ, mas
como κ é um cardinal, α ă κ. Reciprocamente, se α P κ temos: |FT pαq| “ |α| ď α ă κ, logo
α P A.

Agora o item 3. Seja x P Hpκq, temos que
Ť

x Ă FT pxq, logo |
Ť

x| ď |FT pxq| ă κ.
Mostremos, agora, o item 4. Pelo lema 3.3.8.7 temos que FT ptx, yuq “ tx, yu Y FT pxq Y

FT pyq, assim |FT ptx, yuq| ď 2` |FT pxq| ` |FT pyq| ă κ, pois κ é infinito.
O item 5 segue diretamente da transitividade de Hpκq.
Mostraremos o item 6. Seja x P Hpκq, novamente, pela transitividade de Hpκq, temos que

x Ă Hpκq, além disso, |x| ď |FT pxq| ă κ. Reciprocamente, seja x Ă Hpκq tal que |x| ă κ. Pelo
lema 3.3.8.7, temos que FT pxq “ xY

Ť

tFT pyq; y P xu, mas como |x| ă κ, e @y P x p|FT pyq| ă
κq, pelo lema 3.3.15, |FT pxq| ă κ. �
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3.4 Metateoremas de Reflexão

O objetivo desta seção é encontrar um modelo transitivo e enumerável para cada pedaço
finito de ZFC. Expliquemos isso um pouco melhor. Um leitor desavisado poderia pensar que,
se temos um modelo para cada pedaço finito de ZFC, então, pelo teorema da compacidade
[dSF17, Teorema 7.5], temos um modelo para ZFC todo. E assim mostramos que ZFC prova
a própria consistência, portanto é inconsistente, o que evidentemente não ocorre. A chave para
compreender isso está no fato de esses resultados serem metateoremas. Ou seja, quando dizemos
que para cada pedaço finito de ZFC temos um modelo, é de suma importância observar que
esse quantificador “para cada” está na metalinguagem e não na linguagem. Por esse motivo não
é possível aplicar o teorema da compacidade.

Vamos formular esse processo de duas maneiras. Primeiramente, vamos fazer os metateore-
mas lançando mão da sublinguagem. O modelo em questão será nos moldes M |ù φ, como já
apresentamos antes, e como normalemte é feito nos livros de lógica, em particular em [dSF17].
Porém não abdicaremos de usar a abordagem apresentada em [Kun80] e [Dra74], na qual ao
invés do modelo ser da forma M |ù φ, onde φ é uma fórmula da sublinguagem, será da forma
AM , onde A é uma fórmula da linguagem, e AM significa apenas restringir os quantificadores
da fórmula A ao conjuntoM . A metadefinição 3.4.13 precisará melhor essa ideia. A maioria dos
detalhes técnicos da prova dos teoremas em si será feita segundo a primeira abordagem. Não
é absolutamente necessário fazer as provas desses teoremas dessa forma, mas acreditamos ser
mais fácil compreender os detalhes da formalização olhando por esse ângulo, além de manter
a coerência com o restante do texto. A partir do metateorema 3.4.12, vamos buscar fazer uma
ponte entre as duas abordagens, ponte essa que será importante também nos capítulos e seções
seguintes. Então concluiremos os metateoremas da abordagem utilizada em [Kun80] e [Dra74] a
partir dos metateoremas que fazem uso da subliguagem, em particular a partir do metacorolário
3.4.10.

O metateorema 3.4.1 foi adaptado do [Dra74]. O restante dos teoremas foi adaptado de
[Kun80]. O metateorema 3.4.1 é a parte mais difícil do processo: achar o modelo. Depois o
que precisa ser feito é adaptar esse modelo para que ele seja transitivo e enumerável. Com
metateorema 3.4.6, que faz o papel do teorema de Löwenheim-Skolem para baixo (que diz
que se uma teoria tem modelo, então tem modelo enumerável) conseguimos transformar nosso
modelo em um modelo enumerável. E em seguida usamos o metateorema 3.4.9 para tornar
nosso modelo enumerável, também transitivo.

Metateorema 3.4.1. Seja φ P F . Então para todo ordinal α existe β ą α tal que para toda
σ : V ar ÝÑ Vβ valoração, temos:

pV, σq |ù φô pVβ, σq |ù φ.

Demonstração: Sejam n1, ..., nk as variáveis livres de φ. Seja Q1m1, ..., Qlml ψ a forma nor-
mal prenexa de φ, onde Qi P tD, @u. Para cada r P t1, ..., lu Defina ψr por Qr`1mr`1, ..., Qlml ψ.
Vamos provar por indução em r a seguinte afirmação:

Para todo r P t1, ..., lu, para toda valoração σ, existe um ordinal γ tal que, para todo
ε ě γ e para toda valoração θ : V ar ÝÑ Vε tal que θpn1q “ σpn1q, ..., θpnkq “ σpnkq, θpm1q “

σpm1q, ..., θpmr´1q “ σpmr´1q, temos que

pV, θq |ù Qrmrψr ô pVε, θq |ù Qrmrψr.

Vamos assumir que a afirmação vale para r ` 1 e mostrar que vale para r. É fácil ver que
isso é equivalente à indução usual. Suponha, portanto, que a afirmação seja válida para r ` 1.
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Primeiramente, vejamos o caso em que Qr é D. Seja σ valoração. Suponha que não exista θ˚
tal que θ˚pn1q “ σpn1q, ..., θ

˚pnkq “ σpnkq, θ
˚pm1q “ σpm1q, ..., θ

˚pmr´1q “ σpmr´1q e pV, θ˚q |ù
ψr. Assim, se θ é tal que θpn1q “ σpn1q, ..., θpnkq “ σpnkq, θpm1q “ σpm1q, ..., θpmr´1q “

σpmr´1q, não vale pV, θq |ù Dmrψr, pois se valesse, teríamos que existiria θ1 tal que θ1 „mr θ
e pV, θ1q |ù ψr, mas isso é uma contradição, pois isso significa que θ1pn1q “ σpn1q, ..., θ

1pnkq “
σpnkq, θ

1pm1q “ σpm1q, ..., θ
1pmr´1q “ σpmr´1q. Portanto pñq é verdadeiro para qualquer γ,

mas como estamos no caso D, pðq é sempre verdadeira para qualquer γ, portanto pôq está
provado.

Assim, podemos supor que existe uma valoração θ˚ tal que θ˚pn1q “ σpn1q, ..., θ
˚pnkq “

σpnkq, θ
˚pm1q “ σpm1q, ..., θ

˚pmr´1q “ σpmr´1q e pV, θ˚q |ù ψr. Pela hipótese de indução,
tome γ0 tal que para todo ε ě γ0 e para toda valoração θ : V ar ÝÑ Vε tal que θpn1q “

θ˚pn1q, ..., θpnkq “ θ˚pnkq, θpm1q “ θ˚pm1q, ..., θpmrq “ θ˚pmrq, temos que

pV, θq |ù ψr ô pVε, θq |ù ψr.

Em particular, temos que

pV, θ˚q |ù ψr ô pVε, θ
˚
q |ù ψr.

Assim temos que pVε, θ˚q |ù ψr.

Tome γ ě γ0 tal que θ˚pn1q, ..., θ
˚pnkq, θ

˚pm1q, ..., θ
˚pmrq P Vγ, podemos tomar tal γ pelo

teorema 3.3.11 e pelo lema 3.3.2. Seja ε ě γ, assim θ˚pn1q, ..., θ
˚pnkq, θ

˚pm1q, ..., θ
˚pmrq P Vε, no-

vamente pelo lema 3.3.2. Seja θ : V ar ÝÑ Vε tal que θpn1q “ σpn1q, ..., θpnkq “ σpnkq, θpm1q “

σpm1q, ..., θpmr´1q “ σpmr´1q. Vamos mostrar que

pV, θq |ù Dmrψr ô pVε, θq |ù Dmrψr.

A volta é trivial. Façamos a ida. Ou seja, vamos mostrar que pVε, θq |ù Dmrψr.
Tome θ1 : V ar ÝÑ Vε da seguinte forma: θ1pnrq “ θ˚pnrq e θ1piq “ θpiq, se i ‰ nr. Observe

que, de fato, temos que impθ1q Ă Vε, pois θ˚pnrq P Vε. Se j P t1, ..., r ´ 1u, temos que θ1pmjq “

θpmjq “ σpmjq “ θ˚pmjq, se i P t1, ..., ku temos que θ1pniq “ θpniq “ σpniq “ θ˚pniq. Assim
temos que θ1 e θ˚ coincidem em todas as variávies livres de φr, logo pVε, θ1q |ù ψr, portanto
pVε, θq |ù Dmrψr. Com isso, concluímos o caso em que Qr é D.

Suponha, agora, que Qr é @. Observe que a hipótese de indução implica no seguinte fato:
Para toda valoração σ, existe um ordinal γ tal que, para todo ε ě γ e para toda valoração

θ : V ar ÝÑ Vε tal que θpn1q “ σpn1q, ..., θpnkq “ σpnkq, θpm1q “ σpm1q, ..., θpmrq “ σpmrq,
temos que:

não vale pV, θq |ù ψr ô não vale pVε, θq |ù ψr,

ou seja,

pV, θq |ù  ψr ô pVε, θq |ù  ψr.

Portanto, dada σ uma valoração, podemos repetir a prova a cima para  ψr assim, podemos
tomar γ tal que para todo ε ě γ e para toda valoração θ : V ar ÝÑ Vε tal que θpn1q “

σpn1q, ..., θpnkq “ σpnkq, θpm1q “ σpm1q, ..., θpmr´1q “ σpmr´1q, temos que
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pV, θq |ù Dmr ψr ô pVε, θq |ù Dmr ψr.

logo,

pV, θq |ù  @mrψr ô pVε, θq |ù  @mrψr.

logo,

não vale pV, θq |ù @mrψr ô não vale pVε, θq |ù @mrψr.

logo,

pV, θq |ù @mrψr ô pVε, θq |ù @mrψr.

Concluímos, portanto, a prova da afirmação.

Em particular, tomando r “ 1 temos que, para toda valoração σ, existe um ordinal γ tal que,
para todo ε ě γ e para toda valoração θ : V ar ÝÑ Vε tal que θpn1q “ σpn1q, ..., θpnkq “ σpnkq,
temos que

pV, θq |ù Q1m1ψ1 ô pVε, θq |ù Q1m1ψ1.

Assim, para cada valoração σ, defina gpσq por: o primeiro ordinal δ tal que para toda
valoração θ : V ar ÝÑ Vδ tal que θpn1q “ σpn1q, ..., θpnkq “ σpnkq, temos que:

pV, θq |ù Q1m1ψ1 ô pVδ, θq |ù Q1m1ψ1.

Para cada ordinal ξ, defina Yξ “ tgpσq;σpn1q, ..., σpnkq P Vξu e hpξq “ SuppYξ Y tξuq ` 1.
Agora vamos definir recursivamente fnpξq:

• f0pξq “ ξ;

• f1pξq “ hpξq;

• fn`1pξq “ f1pfnpξqq.

Finalmente, defina fpξq “ Supnăωfnpξq. Com essas definições, vale o seguinte: fpξq ą ξ,
pois ξ ă hpξq ď fpξq. Além disso, vale que para toda valoração σ tal que σpn1q, ..., σpnkq P Vfpξq,
temos que gpσq ă fpξq. Vejamos porque vale esse fato. Seja σ valoração tal que σpn1q, ..., σpnkq P
Vfpξq, tome p ă ω tal que σpn1q, ..., σpnkq P Vfppξq, assim gpσq ă fppξq ď fpξq.

Seja α um ordinal, tome β “ fpαq. Assim, para toda valoração σ : V ar ÝÑ Vβ e para toda
θ : V ar ÝÑ Vβ tal que θpn1q “ σpn1q, ..., θpnkq “ σpnkq, temos que

pV, θq |ù Q1n1ψ1 ô pVβ, θq |ù Qrn1ψ1.

Em particular, tomando θ “ σ, temos que, para toda valoração σ : V ar ÝÑ Vβ, temos:

pV, σq |ù Q1n1ψ1 ô pVβ, σq |ù Qrn1ψ1.
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Como Qrn1ψ1 é a forma normal prenexa de φ, temos que φØ pQrn1ψ1q é um axioma lógico.
Pelo lema 3.2.6, temos que V |ù φØ pQrn1ψ1q e Vβ |ù φØ pQrn1ψ1q.

Seja σ : V ar ÝÑ Vβ uma valoração. Assim pV, σq |ù φ Ø pQrn1ψ1q e pVβ, σq |ù φ Ø
pQrn1ψ1q, logo:

pV, σq |ù Q1n1ψ1 ô pV, σq |ù φ.

e

pVβ, σq |ù Q1n1ψ1 ô pVβ, σq |ù φ.

Assim:

pV, σq |ù φô pV, σq |ù Q1n1ψ1 ô pVβ, σq |ù Qrn1ψ1 ô pVβ, σq |ù φ.

�

Metateorema 3.4.2. Sejam φ0, ..., φm P F . Então para todo ordinal α existe β ą α tal que
para toda σ : V ar ÝÑ Vβ valoração e para todo i P t1, , ,mu, temos:

pV, σq |ù φi ô pVβ, σq |ù φi.

Demonstração: Sejam n1, ..., nk tais que todas as variáveis livres de φ1, ..., φm estão entre
n1, ..., nk. Seja φ “ pφ1 ^ nt “ 0q _ ... _ pφ1 ^ nt “ mq, onde nt R tn1, ..., nku. Observe que as
subfórmulas nt “ 0 ,..., nt “ m são abreviações, por exemplo, nt “ 0 significa @ns pns P ntq,
onde ns R tn1, ..., nk, ntu.

Pelo teorema anterior, podemos tomar β ą ω tal que para toda σ : V ar ÝÑ Vβ valoração,
temos:

pV, σq |ù φô pVβ, σq |ù φ.

Seja i P t1, ...,mu e σi : V ar ÝÑ Vβ uma valoração tal que σipntq “ i. Assim, temos que vale
pV, σiq |ù pnt “ iq e não vale pV, σiq |ù pnt “ jq, se j ‰ i. Mas como as fórmulas pnt “ jq são
absolutas e t1, ...,mu Ă Vβ, temos que vale pVβ, σiq |ù pnt “ iq e não vale pVβ, σiq |ù pnt “ jq,
se j ‰ i.

Temos que

pV, σiq |ù φô pVβ, σiq |ù φ.

Substituindo φ por pφ1^nt “ 0q_ ..._pφ1^nt “ mq e abrindo um pouco as contas temos:

rppV, σiq |ù φ0 e pV, σiq |ù pnt “ 0qq ou ... ou ppV, σiq |ù φi e pV, σiq |ù pnt “ iqq ou ... ou ppV, σiq |ù
φm e pV, σiq |ù pnt “ mqqs sse rppVβ, σiq |ù φ0 e pVβ, σiq |ù pnt “ 0qq ou ... ou ppVβ, σiq |ù
φi e pVβ, σiq |ù pnt “ iqq ou ... ou ppVβ, σiq |ù φm e pVβ, σiq |ù pnt “ mqqs.

Portanto:

pV, σiq |ù φi ô pVβ, σiq |ù φi.

Seja agora σ : V ar ÝÑ Vβ uma valoração qualquer. Tome σi tal que σipntq “ i e σiplq “ σplq,
se l ‰ nt. Como nt não ocorre livre em φi temos que σ e σi coincidem em todas as variáveis
livres de φi assim:

pV, σq |ù φi ô pVβ, σq |ù φi.



38 TEORIA DOS MODELOS 3.4

�

Definição 3.4.3. Sejam n P ω, A,B com B Ă B conjuntos e f : An ÝÑ A. Dizemos que B é
fechado para f quando ImpBnq Ă B.

Lema 3.4.4. Sejam A conjunto e para cada i P t1, ..., ku fi : An ÝÑ A uma função. Então
existe C Ă A fechado para toda fi, tal que |C| ď ω e C ‰ H.

Demonstração: Para cada m P ω vamos definir recursivamente Cm. Tome C0 “ tau, onde a
é um elemento qualquer de A e Cm`1 “ CmY

Ť

tfipC
n
mq : 1 ď i ď ku. É fácil ver que cada Cm é

enumerável e não vazio, assim C “
Ť

mPω Cm também é enumerável e não vazio. Vamos mostrar
que C é fechado para cada fi. Para tal, tome i P t1, ..., ku e x P fipCnq, assim existe py1, ..., ynq P
Cn tal que fipy1, ..., ynq “ x, logo, para cada j P t1, ..., nu, temos que yj P C, portanto para
cada j P t1, ..., nu existe mj P ω tal que yi P Cmi . Seja m “ maxtmj; j P t1, ..., nuu, assim
ty1, ..., ynu Ă Cm, logo py1, ..., ynq P pCmqn, portanto x P Cm`1 Ă C.

�

Definição 3.4.5. Seja Γ Ă F . Dizemos que Γ é fechada para subfórmulas quando para
toda φ P Γ e para toda ψ subfórmula de φ, temos que ψ P Γ.

Metateorema 3.4.6. Sejam φ1, ..., φn P F . Então, existe A, um conjunto enumerável, tal que
tal que para toda σ : V ar ÝÑ A valoração e para todo i P t1, , , nu, temos:

pV, σq |ù φi ô pA, σq |ù φi

Demonstração: Pelo teorema 3.4.2, tome β ą ω tal que para toda σ : V ar ÝÑ Vβ valoração
e para todo i P t1, , , nu, temos:

pV, σq |ù φi ô pVβ, σq |ù φi.

Podemos supor que tφ1, ..., φnu seja fechado por subfórmulas (se não for, basta acrescentar
fórmulas para que isso aconteça). Seja ď uma boa ordem para Vβ. Para cada i P t1, ..., nu, sejam
i1, ..., imi as variáveis livres de φi. Para cada i, vamos definir uma função Hi : V mi

β ÝÑ Vβ. Seja
i P t1, ..., nu. Para cada pa1, ..., amiq P V mi

β , tome σ : V ar ÝÑ Vβ uma valoração tal que
σpi1q “ a1, ..., σpimiq “ ami . Vamos definir Hi da seguinte forma: se existe l P ω e j P t1, ..., nu
tal que φi é Dlφj e pVβ, σq |ù φi, tome Hipa1, ..., amiq como sendo o primeiro elemento b, na
ordem ď, tal que existe θ : V ar ÝÑ Vβ tal que θ „l σ, θplq “ b e pVβ, θq |ù φj. E se não
vale pVβ, σq |ù φi, ou φ não um começa com um quantificador existencial, tome Hipa1, ..., amiq,
como sendo o primeiro elemento de Vβ na ordem ď. Observe que Hi está bem definido, pois a
afirmação Vβ, θq |ù φiq, só depende do valor de σ nas variáveis livres de φi.

Pelo lema 3.4.4 tome A tal que |A| ď ω, tal que A é fechado para cada Hi. Vamos mostrar
que para todo i P t1, ..., nu e para toda valoração σ : V ar ÝÑ A, temos que:

pV, σq |ù φi ô pA, σq |ù φi.

Vamos fazer a prova por indução em i. Sem perda de generalidade podemos supor que
φ1, ..., φn está ordenado por ordem de complexidade. Seja i P t1, ..., nu. Suponha que o resultado
seja verdadeiro para todo j ă i. Vejamos o caso em que φi é Dlφj, onde l P ω e j ă i. Seja
σ : V ar ÝÑ A. Já temos que:

pV, σq |ù φi ô pVβ, σq |ù φi.
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E é fácil ver que:

pA, σq |ù φi ñ pVβ, σq |ù φi.

Portanto basta mostrar que:

pVβ, σq |ù φi ñ pA, σq |ù φi.

Suponha que pVβ, σq |ù φi. Assim, existe θ : V ar ÝÑ Vβ tal que θ „l σ Hpσpi1q, ..., σpimiqq “
θplq. Como A é fechado para cada Hi, temos que θplq P A, logo impθq Ă A. Portanto, pela
hipótese de indução, temos que:

pV, θq |ù φj ô pA, θq |ù φj,

logo

pVβ, θq |ù φj ô pA, θq |ù φj,

portanto, temos pA, θq |ù φj, assim pA, σq |ù φi

Os caso em que φi é φj ^ φk ou  φj ou φi é atômica são imediatos.
�

Lema 3.4.7. Sejam φ P F , A e M conjuntos e f : A ÝÑ M um ε-isomorfismo. Então para
toda valoração σ : V ar ÝÑ A temos que:

pA, σq |ù φô pM, f ˝ σq |ù φ.

Demonstração: Vamos fazer a prova por indução na complexidade de φ. Suponha que φ seja
atômica. Seja σ : V ar ÝÑ A. Assim, se φ é m P n, temos que

pA, σq |ù m P nô σpmq P σpnq ô f ˝ σpmq P f ˝ σpnq ô pM, f ˝ σq |ù m P n.

Observe que o fato de f ser um P-isomorfismo foi usado na segunda biimplicacão.
O caso em que φ é m “ n é idêntico ao anterior.

Suponha agora que o resulado valha para todas as fórmulas ψ com complexidade menor que
φ. Vejamos o caso em que φ é Dlψ.

Seja σ : V ar ÝÑ A. Suponha que pA, σq |ù φ. Assim existe θ : V ar ÝÑ A tal que θ „l σ
e pA, θq |ù ψ. Dessa forma, pela hipótese de indução, temos que pM, f ˝ θq |ù ψ, mas como
f ˝ θ „l f ˝ σ, temos que pM, f ˝ σq |ù φ.

Reciprocamente, suponha que pM, f ˝σq |ù φ. Assim existe θ1 : V ar ÝÑM tal que θ1 „l f ˝σ
e pM, θ1q |ù ψ. Seja θ “ f´1 ˝ θ1, logo f ˝ θ „l f ˝ σ e pM, f ˝ θq |ù ψ, portanto, pela hipótse de
indução, pA, θq |ù ψ. Mas como θ „l σ, temos que pA, σq |ù φ.

Os casos em que φ é ψ ^ χ ou  ψ são imediatos.
�

Metalema 3.4.8. Sejam φ P F , A, M conjuntos e f : A ÝÑ M um ε-isomorfismo. Então
para toda valoração σ : V ar ÝÑ A temos que:

pV, σq |ù φô pV, f ˝ σq |ù φ.
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Demonstração: A prova é idêntica à do lema anterior. A única diferença é que não estabe-
lecemos contradomínio para θ e θ1.

�

Metateorema 3.4.9. Sejam φ1, ..., φn P F . Então existe M , um conjunto transitivo e enume-
rável, tal que para toda σ : V ar ÝÑM valoração e para todo i P t1, , , nu, temos:

pV, σq |ù φi ô pM,σq |ù φi.

Demonstração: Pelo teorema 3.4.6, tome A enumerável tal que, para toda σ1 : V ar ÝÑ A
valoração e para todo i P t1, , , nu, temos:

pV, σ1q |ù φi ô pA, σ1q |ù φi.

Seja pM, Pq o colapso de Mostovski de pA, Pq, e G a função de colapso de Mostovski de
pA, εq, pelo teorema 3.1.5, temos que G é um ε-isomorfismo. Portanto, pelo lema 3.4.7, temos
que para toda σ1 : V ar ÝÑ A valoração e para todo i P t1, , , nu, temos:

pA, σ1q |ù φi ô pM,G ˝ σ1q |ù φi.

E pelo lema 3.4.8, temos que para toda σ1 : V ar ÝÑ A valoração e para todo i P t1, , , nu,
temos:

pV, σ1q |ù φi ô pV,G ˝ σ1q |ù φi.

Seja i P t1, , , nu, σ : V ar ÝÑM e σ1 “ G´1 ˝ σ. Assim, temos:

pM,σq |ù φi ô pM,G ˝ σ1q |ù φi ô pA, σ1q |ù φi ô pV, σ1q |ù φi ô pV,G ˝ σ1q |ù φi ô
pV, σq |ù φi.

�

Metacorolário 3.4.10. Seja φ P F uma sentença. Então, existe M , um conjunto transitivo e
enumerável, tal que tal que:

V |ù φôM |ù φ.

Demonstração: Segue diretamente do teorema 3.4.9. �

Metadefinição 3.4.11. Seja A uma fórmula, vamos denotar por rAsyx a fórmula A substituindo
todas as ocorrências livres de x por y.

Metateorema 3.4.12. Sejam A uma fórmula e σ uma valoração tal que σpgpvqq “ v para toda
v variável livre de A. Então temos:

Aô ppV, σq |ù gpAqq.

Demonstração: Vamos fazer a prova por indução no grau de complexidade da fórmula.

Vejamos o caso x “ y. Assim, suponha x “ y, logo σpgpxqq “ σpgpyqq, logo pV, σq |ù pgpxq “
gpyqq, ou seja pV, σq |ù gpx “ yq. Reciprocamente, suponha que pV, σq |ù pgpxq “ gpyqq, assim
σpgpxqq “ σpgpyqq, logo x “ y.

A demonstração do caso x P y é idêntica à anterior, basta substituir “ por P.
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Vejamos o caso em que A é @xB. Suponha agora que o teorema valha para B. Seja σ
uma valoração tal que σpgpvqq “ v para toda v variável livre de @xB. Suponha que valha
@xB. Seja θ uma valoração tal que θ „n σ, onde n “ gpxq. Seja y “ θpnq, onde y não ocorre
livre em B. Como Vale @xB, temos que vale rBsyx, assim pela hipótese de inducão, temos que
pV, σq |ù gprBsyxq. Mas como n não ocorre livre em gprBsyxq, temos que σ e θ coincidem em todas
as variáveis livres de gprBsyxq, logo pV, θq |ù gprBsyxq, portanto pV, σq |ù gp@xBq.

Reciprocamente, suponha que pV, σq |ù gp@xBq. Seja x um conjunto. Defina θ a seguinte
valoração: θpmq “ σpmq, se m ‰ n e θpnq “ x, onde n “ gpxq. Assim pV, θq |ù gpBq, além disso
temos que θpgpvqq “ v para toda v variável livre de B, pois θ „gpxq σ e θpgpxqq “ x. Assim,
pela hipótese de indução, temos que vale B, como x é arbitrário, vale @xB.

Vejamos, agora, o caso em que A é B^C. Suponha que o teorema valha para B e C. Assim,
vale B^C se, e somente se, vale B e C, o que vale se, e somente se, (pela hipótese de indução)
pV, σq |ù gpBq e pV, σq |ù gpCq, o que vale se, e somente se, pV, σq |ù gpB ^ Cq.

Vejamos, agora, o caso em que A é  B. Suponha que o teorema valha para  B. Assim,
vale  B se, e somente se, não vale B, o que ocorre se, e somente se, (pela hipótese de indução)
não vale pV, σq |ù gpBq, o que ocorre se, e somente se, pV, σq |ù gp Bq.

�

Metadefinição 3.4.13. Sejam A uma fórmula e M um conjunto. Vamos definir AM da se-
guinte forma:

• px “ yqM é x “ y;

• px P yqM é x P y;

• pB ^ CqM é pBM ^ CMq;

• p BqM é p Bq;

• pDxAqM é Dx PM A.

Chamaremos AM de A relativizado a M .

Metacorolário 3.4.14. Seja A uma sentença. Então temos:

Aô V |ù gpAq.

Demonstração: Segue imediatamente do metateorema 3.4.12. �

Metateorema 3.4.15. SejamM um conjunto, A uma fórmula e σ : V ar ÝÑM uma valoração
tal que σpgpvqq “ v para toda v variável livre de A. Então temos:

AM ô ppM,σq |ù gpAqq.

Demonstração: Vamos fazer a prova por indução no grau de complexidade da fórmula.

Nos casos em que A é B ^ C,  B, x “ y e x P y a demonstração é exatamente a mesma
do metateorema 3.4.12. Vejamos o caso em que A é @xB. Suponha que o teorema valha para
B. Seja σ : V ar ÝÑ M uma valoração tal que σpgpvqq “ v para toda v variável livre de @xB.
Suponha que vale @x PM B. Seja θ : V ar ÝÑM uma valoração tal que θ „n σ, onde n “ gpxq.



42 TEORIA DOS MODELOS 3.5

Seja y “ θpnq, onde y não ocorre livre em B. Como Vale @x P MB, temos que vale rBsyx, uma
vez que θpnq “ y PM , assim pela hipótese de indicão, temos que pM,σq |ù gprBsyxq. Mas como
n não ocorre livre em gprBsyxq, temos que σ e θ coincidem em todas as variáveis livres de gprBy

xq,
logo pV, θq |ù gprBsyxq, portanto pM,σq |ù gp@xBq.

Reciprocamente, suponha que pM,σq |ù gp@xBq. Seja x PM . Defina θ a seguinte valoração:
θpmq “ σpmq, se m ‰ n e θpnq “ x, onde n “ gpxq. Como x P M , θ, de fato, é uma valoração
em M . Assim pM, θq |ù gpBq, além disso temos que θpgpvqq “ v para toda v variável livre de
B, pois θ „gpxq σ e θpgpxqq “ x. Assim, pela hipótese de indução, temos que vale B, como x é
arbitrário, vale @x PM B.

�

Metacorolário 3.4.16. Sejam A uma sentença e M um conjunto. Então temos:

AM ôM |ù gpAq.

Demonstração: Segue imediatamente do metateorema 3.4.15. �

Metateorema 3.4.17. Seja A um teorema. Então existe M um conjunto transitivo e enume-
rável tal que AM é um teorema.

Demonstração: Pelo metacorolário 3.4.10, tome M um conjunto transitivo e enumerável tal
que

V |ù gpAq ôM |ù gpAq.

Como A é um teorema, temos que vale A. Assim, pelo metacorolário 3.4.14, temos que
V |ù gpAq, logo M |ù gpAq. Portanto, pelo metacorolário 3.4.16, temos que vale AM . �

Metacorolário 3.4.18. Sejam A1, ..., An teoremas. Então existe M um conjunto transitivo e
enumerável tal que AM1 , ..., AMn são teoremas.

Demonstração: Como A1, ..., An são teoremas, temos que A1^ ...^An é um teorema. Assim,
pelo metateorema 3.4.17, vale pA1 ^ ...^ Anq

M , logo AM1 ^ ...^ AMn . �

3.5 Universos de Grothendieck

Universos de Grothendieck são comumente usados para formalizar teoria de categorias,
porém falar deles aqui não é completamente uma digressão do tema principal, apesar de não
os usarmos para a construção do forcing em si. É verdade que poderíamos fazer na seção 3.3 a
reflexão que faremos aqui. No entanto os Universos de Grothendieck explicitam melhor a ideia
de modelos para ZFC, apesar de todo Universo de Grothendieck ser umHpκq, com κ fortemente
inacessível, e todo Hpκq, com κ fortemente inacessível, ser um Universo de Grothendieck, como
mostram os teoremas 3.5.6 e 3.5.2 respectivamente. Portanto estamos falando essencialmente
da mesma coisa.

Definição 3.5.1. Dizemos que U é um Universo de Grothendieck quando:

1. U é transitivo;

2. ω P U;
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3. se x, y P U, então tx, yu P U;

4. se x P U, então
Ť

x P U;

5. se x P U, então P pxq P U;

6. se x P U, y Ă U e f : x ÝÑ y é uma função, então Impfq P U.

Teorema 3.5.2. Seja κ um cardinal fortemente inacessível. Então Hpκq é um Universo de
Grothendieck.

Demonstração: Os axiomas 1,3 e 4 seguem direto do lema 3.3.19. 2 segue pois ω P κ Ă Hpκq.

Mostremos que vale o axioma 5. Seja x P Hpκq, assim |FT pxq| ă κ. Pelo lema 3.3.8,
temos que FT pP pxqq “ P pxq Y

Ť

tFT pyq; y Ă xu. Como κ é fortemente inacessível, temos
que |P pxq| ă κ e se y Ă x, |TF pyq| ď |FT pxq| ă κ. Assim, pelo lema 3.3.15, temos que
|FT pP pxqq| ă κ.

Vejamos, agora, que vale o axioma 6. Sejam x P Hpκq, y Ă Hpκq e f : x ÝÑ y uma
função. Assim Impfq Ă y Ă Hpκq e |Impfq| ď |x| ă κ, logo, pelo lema 3.3.19.6, temos que
Impfq P Hpκq. �

Lema 3.5.3. Sejam U um Universo de Grothendieck, X P U e Y Ă X, então Y P U.

Demonstração: Se Y “ H, Y P ω P U, logo, pela transitividade Y P U. Suponha, então que
Y ‰ H. Tome y0 P Y e defina f : X ÝÑ X, da seguinte forma:

• fpxq “ x, se x P Y ;

• fpxq “ y0, caso contrário.

Assim, Impfq “ Y , logo Y P U. �

Lema 3.5.4. Sejam X, Y conjuntos transitivos com Y Ă X. Assim temos que: se @x P X p@y P
x py P Y q Ñ x P Y q, então Y “ X.

Demonstração: Suponha que o resultado seja falso. Assim Z “ XzY ‰ H. Seja x ε-minimal
em Z, se y P x, então y R Z, mas como X é transitivo, y P X, logo y P Y . Portanto, por
hipótese, como todo elemento de x pertence a Y , temos que x P Y , um absurdo. �

Lema 3.5.5. Sejam U um universo de Grothendieck, κ “ supt|x|;x P Uu e y Ă U tal que
|y| ă κ. Então y P U.

Demonstração: Seja λ “ |y|, como κ é o supremo do conjunto, existe x P U tal que |x| “ λ1 e
λ ă λ1 ď κ. Podemos tomar, portanto, uma função f : x ÝÑ y sobrejetora. Assim y “ Impfq P
U. �

Teorema 3.5.6. Seja U um Universo de Grothendieck. Então κ “ supt|x|;x P Uu é um cardinal
fortemente inacessível e U “ Hpκq.
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Demonstração: Seja λ ă κ, como κ é o supremo do conjunto, existe x P U tal que |x| “ λ1

e λ ă λ1 ď κ. É fácil ver que podemos tomar y Ă x com |y| “ λ. Pelo, lema 3.5.3, temos que
y P U. Assim P pyq P U e P pP pyqq P U. Assim temos 2λ “ |P pyq| ă |P pP pyqq| ď κ. Como ω P U,
temos que P pωq P U, logo ω ă |P pωq| ď κ.

Resta provar que κ é regular. Mas antes vamos mostrar que todo ordinal menor que κ é um
elemento do U, ou seja:

@α ă κ pα P Uq.

Façamos a prova por indução. H P ω P U, logo H P U. Seja α ă κ e suponha que @βpβ ă
α Ñ β P Uq. Assim temos que α Ă U. Mas, como |α| ă κ, pelo lema 3.5.5, temos que α P U.
Estamos preparados para mostrar a regularidade. Seja γ ď κ e f : γ ÝÑ κ uma função cofinal.
Suponha por absurdo que γ ă κ, assim γ P U. Como κ Ă U, temos que Impfq P U, logo
Ť

Impfq P U. Vejamos que Impfq “ κ. Seja α P κ, como f é cofinal, existe β P γ tal que
α P fpβq P Impfq, logo α P

Ť

Impfq. Reciprocamente, se α P
Ť

Impfq, então existe β P γ tal
que α P fpβq P Impfq Ă κ, logo α P κ. Portanto P pκq P U, logo |P pκq| ď κ, absurdo.

Mostraremos agora que U “ Hpκq. Seja x P U. Vamos mostrar que FT pxq P U. Vejamos que
@n P ωp

Ťn x P Uq.
Ť0 x “ x P U e se

Ťn x P U, pelo axioma 4 de Universo de Grothendieck,
Ťn`1 x P U, logo @n P ωp

Ťn x P Uq. Assim A “ t
Ťn x;n P ωu Ă U, mas tomando uma função

de ω em A que leva n em
Ťn x, temos A será a imagem desta função, logo A P U, assim

FT pxq “
Ť

A P U. Portanto P pFT pxqq P U, logo |FT pxq| ă |P pFT pxqq| ď κ, logo x P Hpκq.
Portanto U Ă Hpκq.

Vejamos agora a igualdade. Pelo lema 3.5.4, basta mostrar que @x P Hpκq p@y P x py P Uq Ñ
x P Uq. Com efeito, seja x P Hpκq e suponha que @y P x py P Uq, ou seja , que x Ă U. Como já
argumentamos anteriormente, λ “ |x| P U. Tome f : λ ÝÑ x, bijeção, assim, x “ Impfq P U. �

Corolário 3.5.7. São equivalentes:

1. para todo cardinal λ existe um cardinal κ fortemente inacessível tal que λ ă κ;

2. para todo conjunto x existe um Universo Grothendieck U tal que x P U.

Demonstração: Assuma 1. Seja x um conjunto, seja λ “ |FT pxq|. Tome κ fortemente inaces-
sível tal que λ ă κ, assim x P Hpκq, mas pelo teorema 3.5.2, Hpκq é um Universo de Grothen-
dieck. logo temos 2. Reciprocamente, assuma 2. Seja λ um cardinal. Tome U um Universo de
Grothendieck tal que λ P U, logo P pλq P U. Seja κ “ supt|x|;x P Uu, assim λ ă |P pλq| ď κ.
Mas pelo teorema 3.5.6, κ é fortemente inacessível.

�

O corolário 3.5.7 é bastante relevante na formalização da teoria das categorias. Em algumas
formalizações é necessário ter Universos de Grothendieck, um pertencente ao outro, em cadeia.
Nesse caso é necessário assumir a existência de uma cadeia de cardinais fortemente inacessíveis,
um maior que o outro, tantos cardinais quanto são necessários Universos de Grothendieck.

Lema 3.5.8. Sejam φ P F , N um conjunto, σ : V ar ÝÑ N e n P V ar. Assim, se pN, σq |ù
D!m φ, então existe uma única θ : V ar ÝÑ N tal que θ „n σ e pN, θq |ù φ.

Demonstração: Suponha que pN, σq |ù D!m φ. Ou seja, pN, σq |ù Dm φ e pN, σq |ù @mpφnm ^
φ Ñ n “ mq, onde m não ocorre em φ. Assim existe θ : V ar ÝÑ N tal que θ „n σ e
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pN, θq |ù φ. Seja θ1 : V ar ÝÑ N tal que θ1 „n σ e pN, θ1q |ù φ. Vejamos que θ1 “ θ, para isso
basta mostrar que θ1pnq “ θpnq. Por hipótese, para todo µ : V ar ÝÑ N com µ „n σ, temos
que, se pN,µq |ù φmn e pN,µq |ù φ, então µpnq “ µpmq. Seja µ : V ar ÝÑ N tal que µpnq “ θpnq,
µpmq “ θ1pnq e µpiq “ σpiq, se i P V arztn,mu. Assim, temos que pN,µq |ù φmn e pN,µq |ù φ,
pois pN, θ1q |ù φ e pN, θq |ù φ, respectivamente. Portanto θpnq “ µpnq “ µpmq “ θ1pnq.

�

Lema 3.5.9. Seja U um Universo de Grothendieck. então U satisfaz o axioma da substituição.

Demonstração: Seja φ P F com suas variáveis livres entrem,n, j1, ..., ji e l P V arztm,n, j1, ..., jiu.
Precisamos mostrar que:

U |ù @j1...@ji@kpp@npn P k Ñ D!m φqq Ñ Dl@mpm P l Ø Dnpn P k ^ φqqq.

Ou seja, precisamos mostrar que para toda σ : V ar ÝÑ U temos:

pU, σq |ù p@npn P k Ñ D!m φqq Ñ Dl@mpm P l Ø Dnpn P k ^ φqq.

Seja σ : V ar ÝÑ U. Suponha que:

pU, σq |ù @npn P k Ñ D!m φq.

Assim para toda θ : V ar ÝÑ U tal que θ „n σ, temos que, se θpnq P θpkq, então pU, θq |ù
D!m φ. Para cada x P σpkq seja θx : V ar ÝÑ U. tal que θx „n σ e θxpnq “ x. Assim, para cada
x P σpkq, temos que pU, θxq |ù D!m φ, logo, pelo lema 3.5.8, existe um único θ1x : V ar ÝÑ U tal
que θ1x „m θx e pU, θ1xq |ù φ.

Defina f : σpkq ÝÑ U por: fpxq “ θ1xpmq. Assim como σpkq P U e impfq Ă U, temos que
impfq P U. Vejamos que:

pU, σq |ù Dl@mpm P l Ø Dnpn P k ^ φqq.

Tome σ1 : V ar ÝÑ U tal que σ1 „l σ e σ1plq “ impfq. Seja σ2 „m σ1. Precisamos mostrar
que

pU, σ2q |ù m P l Ø Dnpn P k ^ φq.

Suponha que σ2pmq P σ2plq “ σ1plq “ impfq. Assim existe x P σpkq tal que fpxq “ σ2pmq.
Tome σ3 : V ar ÝÑ U tal que σ3 „n σ2 e σ3pnq “ x. Assim temos:

θ1xpmq “ fpxq “ σ2pmq “ σ3pmq;
θ1xpnq “ θ1xpnq “ x “ σ3pmq;
θ1xpiq “ θxpiq “ σpiq “ σ1piq “ σ2piq “ σ3piq, se i P V arztm,n, lu.

Portanto, σ3 „l θ1x, mas como l não ocorre livre em φ e pU, θ1xq |ù φ temos que pU, σ3q |ù φ.

Reciprocamente, suponha que pU, σ2q |ù Dnpn P k^φq. Assim, existe σ3 : V ar ÝÑ U tal que
σ3 „n σ2, σ3pnq P σ3pkq e pU, σ3q |ù φ. Seja σ4 : V ar ÝÑ U tal que σ4 „l σ3 e σ4plq “ θσ3pnqplq.
Assim temos que pU, σ4q |ù φ, pois l não ocorre livre em φ, além disso:
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σ4pnq “ σ3pnq “ θσ3pnqpnq;

σ4plq “ θσ3pnqplq;

σ4piq “ σ3piq “ σ2piq “ σ1piq “ σpiq “ θσ3pnqpiq, se i P V arztm,n, lu.

Portanto σ4 „m θσ3pnq, mas como θ1σ3pnq é única tal que θ1σ3pnq „m θσ3pnq e pU, θ1σ3pnqq |ù φ,
temos que fpσ3pnqq “ θ1σ3pnq “ σ4, em particular θ1σ3pnqpmq “ σ4pmq “ σ3pmq “ σ2pmq, portanto
σ2pmq P impfq “ σ1plq “ σ2plq.

�

Lema 3.5.10. Seja U um Universo de Grothendieck. Então U satisfaz o axioma da separação.

Demonstração: Seja φ P F com suas variáveis livres entrem,n, j1, ..., ji e l P V arztm,n, j1, ..., jiu.
Precisamos mostrar que:

U |ù @j1, ...,@j1@kDl@npn P l Ø n P k ^ φq.

Ou seja, precisamos mostrar que, dada σ : V ar ÝÑ U temos que:

pU, σq |ù Dl@npn P l Ø n P k ^ φq.

Primeiramente suponha que:

pU, σq |ù @npn P k Ñ  φq.

Ou seja, p˚q para toda σ1 : V ar ÝÑ U tal que σ1 „n σ e σ1pnq P σ1pkq “ σpkq, temos que
não vale pU, σ1q |ù φ.

Tome θ : V ar ÝÑ U tal que θ „l σ e θplq “ H P U. Seja θ1 „n. Precisamos mostar que
pU, θ1q |ù n P l Ø n P k ^ φ. Ou seja, precisamos mostrar que:

pU, θ1q |ù n P l ô pU, θ1q |ù n P k ^ φ.

Vejamos que ambos os lados da biimplicação são falsos. Primeiramente, se pU, θ1q |ù n P l
temos que θ1pnq P θ1plq “ θplq “ H. Suponha agora que θ1pnq P θ1pkq e pU, θ1q |ù φ. Tome
σ1 : V ar ÝÑ U tal que σ1 „n σ e σ1pnq “ θ1pnq. Assim σ1 „l θ1, logo como l não ocorre livre
em φ, temos que pU, σ1q |ù φ, mas σ1pnq “ θ1pnq P θ1pkq “ θpkq “ σpkq, contradizendo p˚q.

Assim, podemos assumir que pU, σq |ù Dnpn P k ^ φq. Portanto existe σ0 : V ar ÝÑ U tal
que σ0pnq P σ0pkq “ σpkq e pU, σ0q |ù φ.

Para cada x P σpkq, defina θx : V ar ÝÑ U tal que θx „n σ e θxpnq “ x.

Defina f : σpkq ÝÑ σpkq dada por:

• fpxq “ x, se pU, θxq |ù φ;

• fpxq “ σ0pnq, caso contrário.

Assim, pelo axioma 6 de universo temos que Impfq P U.
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Tome θ : V ar ÝÑ U θ „l σ e θplq “ impfq. Seja ρ : V ar ÝÑ U tal que ρ „n θ.

Suponha que pU, ρq |ù n P l, logo ρpnq P ρplq “ θplq “ impfq Ă σpkq “ θpkq “ ρpkq,
portanto pU, ρq |ù n P k.

Vejamos agora que pU, ρq |ù φ. Primeiramente suponha que ρpnq “ σ0pnq. Assim temos que:

ρpnq “ σ0pnq;
ρpkq “ θpkq “ σpkq “ σ0pkq;
ρpiq “ θpiq “ σpiq “ σ0piq, se i P V arztn, k, lu.

Logo ρ „l σ0, portanto, como l não ocorre livre em φ, temos que pU, ρq |ù φ.

Vejamos agora o caso que existe x P σpkq tal que ρpnq “ x e pU, θxq |ù φ. Assim temos:

ρpnq “ x “ θxpnq;
ρpkq “ θpkq “ σpkq “ θxpkq;
ρpiq “ θpiq “ σpiq “ θxpiq, se i P V arztn, k, lu.

Logo ρ „l θx, portanto, como l não ocorre livre em φ, temos que pU, ρq |ù φ.

Reciprocamente, suponha que pU, ρq |ù n P k ^ φ. Logo pU, ρq |ù φ e ρpnq P ρpkq “ θpkq “
σpkq. Assim:

ρpnq “ θρpnqpnq;
ρpkq “ θpkq “ σpkq “ θρpnqpkq;
ρpiq “ θpiq “ σpiq “ θρpnqpiq, se i P V arztn, k, lu.

Logo ρ „l θρpnq, assim, como l não ocorre livre em φ, temos que pU, ρρpnqq |ù φ. Portanto
ρpnq P impfq “ θplq “ ρplq. Ou seja, pU, ρq |ù n P l.

�

Lema 3.5.11. Seja U um Universo de Grothendieck. Então vale o axioma da escolha relativi-
zado a U.

Demonstração: Seja X um conjunto. Como X ˆ X P P pP pP pXqqq P U, logo X ˆ X P U,
assim P pX ˆXq P U. Pelo axioma da escolha temos que existe ď P P pX ˆXq uma boa ordem.
Mas como ď P P pX ˆXq P U, temos que ď P U.

�

Lema 3.5.12. Seja N um conjunto transitivo. Então vale o axioma da extensão relativizado a
N .

Demonstração: O axioma da extensão relativizado a N é r@x, ypx “ y Ø @zpz P x Ø z P
yqqsN , que é equivalente a @x, y P Npx “ y Ø @z P Npz P xØ z P yqq. Vamos mostrá-lo: sejam
x, y P N , trivialmente temos que x “ y Ñ @z P Npz P x Ø z P yq. Façamos a outra direção:
seja z P x, como N é transitivo, z P N , logo z P y, portanto x Ă y. A prova de y Ă x é análoga.
�

Lema 3.5.13. Seja N um conjunto transitivo. Então vale o axioma da regularidade relativizado
a N .
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Demonstração: O axioma da regularidade relativizado a N é r@xpx ‰ H Ñ Dypx X y “
HqqsN , que é equivalente a @x P Npx ‰ H Ñ Dy P Npx X y “ HqNq, mas x X y “ H é
equivalente a @z P xpz P y Ñ z ‰ zq, portanto é absoluta. Assim o axioma da regularidade
relativizado a N é equivalente a @x P Npx ‰ H Ñ Dy P NpxX y “ Hqq, que é consequência do
axioma da regularidade e da transitividade de N . �

Lema 3.5.14. Seja U um Universo de Grothendieck. Então valem os axiomas união, par,
infinidade, regularidade, extensão, partes relativizados a U.

Demonstração: Extensão e regularidade seguem dos lemas 3.5.12 e 3.5.13. Infinidade, par,
união e partes seguem diretamente dos itens 2, 3, 4 e 5 da definição de universo de Grothendieck.

�

Corolário 3.5.15. U |ù ZFC.

�
Aqui vale a pena destacar o fato de que 3.5.15 é um corolário e não um metacorolário. Isso se

deve ao fato de 3.5.9 ser um lema e não ummetalema. Ou seja, conseguimos provar que U satisfaz
o esquema de axiomas da substituição em um só lema, sem recorrer à metalinguagem, apesar do
fato de o esquema de axiomas da substituição ser composto por infinitos axiomas. Eis a diferença
entre o lema 3.5.9 e os metateoremas de reflexão, nos quais só conseguimos provar que o conjunto
M em questão satisfaz uma quantidade finita de teoremas de ZFC. Assim, se assumirmos a
existência de um cardinal fortemente inacessível, conseguimos mostrar a consistência de ZFC,
ou seja, ZFC ` I $ conpZFCq, ou mais precisamente: ZFC ` I $ conpgpZFCqq.

3.6 Absolutividade Externa

Como já foi mencionado anteriormente, o que chamamos de absolutividade externa, [Kun80]
simplesmente chamará de absolutividade. O metalema 3.6.2 estabelece uma relação entre os dois
conceitos.

Metadefinição 3.6.1. Sejam N um conjunto e A uma fórmula cujas variáveis livres são
y1, ..., yn. Dizemos que A é externamente absoluta para N quando:

@y1, ..., yn P NpA
N
Ø Aq.

Assim como no caso da absolutividade, dizemos que uma fórmula é externamente absoluta
quando ela é externamente absoluta para qualquer conjunto transitivo.

Metalema 3.6.2. Sejam N um conjunto e A uma fórmula. Assim, se gpAq é absoluta para N,
então A é externamente absoluta para N.

Demonstração: Suponha que gpAq seja absoluta para N .
Seja σ : V ar ÝÑ N uma valoração tal que σpgpvqq “ v. Assim para todos y1, ..., yn P N

temos:

Aô pV, σq |ù gpAq ô pN, σq |ù gpAq ô AN .

A primeira equivalência segue do metalema 3.4.12, a segunda do fato de que gpAq é absoluta
e a terceira do metateorema 3.4.15. �

Com esse resultado, todos os teoremas provados no capítulo de absolutividade, sobre abso-
lutividade de fórmulas da sublinguagem, podemos usar agora para fórmulas da linguagem.
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Lema 3.6.3. As fórmulas x “ impfq e x “ dompfq são externamente absolutas.

Demonstração: Seja N um conjunto transitivo. Precisamos mostrar que @x, f P N rpx “
impfqqN Ø px “ impfqqs. De fato, sejam x, f P N temos que: rx “ impfqsN significa r@y py P
x Ø pDz ppz, yq P fqqqsN . Mas, como a fórmula pz, yq P f é absoluta (lema 3.2.15), temos que
ppx “ impfqqN é equivalente a @y P N py P x Ø pDz P N ppz, yq P fqqq. Mostraremos que esta
última fórmula é equivalente a @y py P xØ pDz ppz, yq P fqqq que significa px “ impfqq.

Primeiramente, assuma que @y P N py P x Ø pDz P N ppz, yq P fqqq. Por um lado, seja
y P x, como N é transitivo, temos que y P N , logo, por hipótese, pDz P N ppz, yq P fqq, logo
pDz ppz, yq P fqq. Por outro lado, seja y tal que pDz ppz, yq P fqq, como f P N e N é transitivo,
y P N , logo, por hipótese, y P x

Assuma agora que @y py P x Ø pDz ppz, yq P fqqq. Seja y P N . Por um lado, suponha que
y P x, por hipótese existe z tal que pz, yq P f , mas, como f P N e N é transitivo, z P N . Por
outro lado, suponha que pDz P N ppz, yq P fqq, logo pDz ppz, yq P fqq, portanto, por hipótese,
y P x.

A prova da absolutividade de x “ dompyq é análoga. �

Lema 3.6.4. A fórmula (f é função) é externamente absoluta.

Demonstração: Seja N um conjunto transitivo e f P N . Como a fórmula px, yq P z é
absoluta, temos que pf é funçãoqN é equivalente a pf é relaçãoqN ^ r@a, b, c P N pppa, bq P
f ^ pa, cq P fq Ñ b “ cqs, o que, pelo lema 3.2.15, é equivalente a pf é relaçãoq ^ r@a, b, c P
N pppa, bq P f ^ pa, cq P fq Ñ b “ cqs. Claramente, esta fórmula é uma consequência de pf é
função q.

Façamos a outra direção. Assuma que pr é relaçãoq^r@a, b, c P N pppa, bq P f^pa, cq P fq Ñ
b “ cqs, precisamos mostrar que @a, b, c P N pppa, bq P f ^ pa, cq P fq Ñ b “ cq. De fato, sejam
a, b, c tais que pa, bq P f e pa, cq P fq, como N é transitivo e f P N , temos que a, b, c P N , logo,
por hipótese, b “ c �

Lema 3.6.5. A fórmula (f é função injetora) é absoluta.

Demonstração: Análogo ao lema 3.6.4. �

Lema 3.6.6. As seguintes fórmulas são externamente absolutas:

(a) y “ fpxq;

(b) fpxq “ gpyq;

(c) x P tx1, ..., xnu;

(d) f ˝ gpxq “ y;

(e) f ˝ gpxq “ hpyq;

(f) y “ tx1, ..., xnu;

(g) p é finito.
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Demonstração: (a) segue diretamente do lema 3.2.15 (q).

Vejamos (b). Seja N um conjunto transitivo e x, y, , f, g P N . fpxq “ gpyq significa Dz ppx, zq P
f ^ px, z P gqq. Se assumirmos (b), podemos concluir, então, que z P tx, zu P px, zq P N . Mas
como N é transitivo, z P N , logo (b) é equivalente a Dz P N ppx, zq P f ^ px, zq P gq, que pelo
item (a) é equivalente a pfpxq “ gpyqqN .

(c) é equivalente a x “ x1 _ ..._ x “ xn.

(d) significa Dz pz “ gpxq ^ fpzq “ yq e pelo mesmo argumento de (b), pode-se mostrar que
z P N .

(e) segue também pelo mesmo argumento.

Vejamos (f). Seja N um conjunto transitivo e y, x1, ..., xn P N . (f) é equivalente a @x px P
tx1, ..., xnu ô x P yq. Pelo item (c), py “ tx1, ..., xnuqN é equivalente a @x P N px P tx1, ..., xnu ô
x P yq. Assim, y “ tx1, ..., xnu ñ py “ tx1, ..., xnuq

N . Vejamos a recíproca. Suponha que
@x P N px P tx1, ..., xnu ô x P yq. Se x P tx1, ..., xnu, então x “ x1 _ ... _ x “ xn, logo x P N .
E se x P y, então x P N , pois N é transitivo.

Vejamos pgq. SejaN um conjunto transitivo e p P N . p é finito é equivalente a Dx1, ..., xn pp “
tx1, ..., xnuq. Pelo item (f), pp é finito qN é equivalente a Dx1, ..., xn P N pp “ tx1, ..., xnuq. As-
sim pp é finito qN ñ p é finito . Vejamos a recíproca. Suponha que Dx1, ..., xn pp “ tx1, ..., xnuq.
Assim, pela transitividade de N , temos que x1, ..., xn P N , logo, pelo item (f), temos que
Dx1, ..., xn P N pp “ tx1, ..., xnuq

N . �

3.7 A teoria ZFCM

Nesta seção vamos apresentar uma ideia usada em [Wea14]. Para mostrar a consistência
relativa entre ZFC e ZFC `  CH, vamos definir uma nova linguagem LM que extende a
teoria dos conjuntos (acrescenta a ela uma única constante M) e uma nova lista de axiomas
ZFCM que extende os axiomas de ZFC.

Metadefinição 3.7.1. Seja LM a linguagem da teoria dos conjuntos adicionada de uma cons-
tante M . Em LM , considere os seguintes axiomas:

• Os axiomas de ZFC.

• Para cada A axioma de ZFC, AM é um axioma.

• M é transitivo e enumerável.

Chamaremos esta lista de axiomas de ZFCM.

Vamos mostrar ainda nesta seção a consistência relativa entre ZFC e ZFCM , e nos próxi-
mos capítulos mostraremos a consistência relativa entre ZFCM e ZFC` CH. Construiremos,
em ZFCM , então, um conjunto que chamaremos deM rGs, que assim comoM será um modelo
para cada parte finita de ZFC, e além disso será modelo para  CH. E isso, como veremos,
será suficiente para mostrar a consitência relativa entre ZFCM e ZFC ` CH. É importante
destacar que, mesmo em ZFCM , nem M nem M rGs são modelos para ZFC todo, ou seja,
não é verdade que M |ù ZFC, ou mais precisamente M |ù gpZFCq. O que vale em ZFCM
é o seguinte: como para cada axioma A de ZFC, temos que vale AM , assim, pelo metacorolá-
rio 3.4.16, podemos concluir que M |ù gpAq. Porém a partir disso não podemos concluir que
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M |ù gpZFCq, pois para tanto precisaríamos de uma prova infinita, ou seja, precisaríamos usar
uma quantidade infinita de axiomas de ZFCM .

Metalema 3.7.2. Sejam L “ tp, q,“, P,^, , D, x1, x2, ...u, a linguagem usual da teoria dos
conjuntos e Γ um conjunto de fórmulas de L. Então Γ é L-consistente se, e somente se, Γ é
LM -consistente.

Demonstração: Nessa demonstração vamos fazer referência aos axiomas A1, A2, A3, A4 e
A5 de [dSF17]. Suponha que Γ seja LM -inconsistente. Seja A1, ..., An uma prova de x ‰ x em
LM . Sejam B1, ..., Bn satisfazendo o seguinte: fixe v uma variável que não ocorre em A1, ..., An,
assim cada Bi é Ai trocando cada ocorrência de M por v.

Vamos mostrar por indução que, para todo i ď n, B1, ..., Bi seja uma prova de Bi. De fato,
suponha que B1, ..., Bi é uma prova de Bi. Vejamos que B1, ..., Bi`1 é uma prova de Bi`1. Para
isso basta ver que Bi`1 segue de B1, ..., Bi. Se Ai`1 segue de A1, ..., Ai por modus ponens, ou
seja, existem j, l ď i tais que Aj é Al Ñ Ai`1, assim existem j, l ď i tais que Bj é Bl Ñ Bi`1,
logo Bi`1 segue de B1, ..., Bi por modus ponens. Se Ai`1 segue de A1, ..., Ai por generalização,
ou seja, existem j ď i e x uma variável tais que Ai`1 é @xAj, assim existem j ď i e x uma
variável tais que Bi`1 é @xBj, logo Ai`1 segue de A1, ..., Ai por generalização. Se Ai`1 P γ, então
Bi`1 P γ, pois Γ são fórmulas de L, portanto Ai`1 te Bi`1 são a mesma fórmula. Suponha agora
que Ai`1 seja um axioma lógico. Se Ai`1 é uma instância de A2, A3 ou A5, então Bi`1, também
será uma instância do mesmo axioma, pois escolhemos v tal que não ocorre em A1, ..., An. Se
Ai`1 é uma instância de A1 ou A4 é imediato que Bi`1 é uma instância de A1 ou A4.

O caso base da indução segue pelo mesmo argumento, sem precisar considerar os casos
modus ponens e generalização.

�

Metalema 3.7.3. Sejam Γ um conjunto de fórmulas LM -consistente na qual M não ocorre e A
uma fórmula com uma variável livre x na qualM também não ocorre. Então ΓYtDx Añ rAsMx u
é LM -consistente.

Demonstração: É um caso particular de [dSF17, Lema 7.17].
�

Metalema 3.7.4. Con(ZFC) ñ Con(ZFCM).

Demonstração: Suponha que ZFC seja consistente, mas ZFCM seja inconsistente. Assim
existe uma prova de x ‰ x em ZFCM. Sejam A,A1, ..., An, B

M
1 , ..., B

M
m os axiomas de ZFCM

usados nesta prova, onde A1, ..., An, B1, ..., Bm são axiomas de ZFC e A é o axioma (M é
transitivo e enumerável).

Seja B a seguinte fórmula:

x é transitivo e enumerável^Bx
1 ^ ...^B

x
m

Pelo metacorolário 3.4.18, temos que ZFC $ DxB. Seja Γ “ tA1, ..., An, DxBu. Assim,
como, por hipótese, ZFC é consistente, temos que Γ é L-consistente. Portanto, pelo metalema
3.7.2, temos que Γ é LM -consistente. Assim, pelo metalema 3.7.3, Γ Y tDx B ñ rBsMx u é LM -
consistente, logo Γ Y trBsMx u é LM -consistente, pois Γ Y tDx B ñ rBsMx u $ rBsMx . Mas Γ Y
trBsMx u $ A,A1, ..., An, B

M
1 , ..., B

M
m $ x ‰ x, um absurdo.

�
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Metateorema 3.7.5.
Seja A uma fórmula da linguagem da teoria dos conjuntos. Suponha que, para todos A1, ..., An

axiomas de ZFC, tenhamos que ZFCM $ DM0pA
M0 ^AM0

1 ^ ...^AM0
n q. Então ConpZFCq ñ

ConpZFC ` Aq.

Demonstração: Vamos fazer a prova por contraposição. Suponha que pZFC`Aq seja incon-
sistente. Assim existem A1, ..., An axiomas de ZFC tais que A,A1, ..., An $ x ‰ x. Como já foi
mencionado anteriormente, nossa metalinguagem é ZFC, ou seja, o que está sendo dito é que
ZFC prova que A,A1, ..., An $ x ‰ x. Assim, repetindo na sublinguagem o mesmo processo
feito na linguagem, podemos concluir que:

p˚qZFC $ gpAq, gpA1q, ..., gpAnq $ gpx ‰ xq.

Logo

p˚˚qZFCM $ gpAq, gpA1q, ..., gpAnq $ gpx ‰ xq.

Portanto, pelo teorema da correção:

ZFCM $  DM0 pM0 |ù gpAq,M0 |ù gpA1q, ...,M0 |ù gpAnqq.

Mas por hipótese:

ZFCM $  DM0 pM0 |ù gpAq,M0 |ù gpA1q, ...,M0 |ù gpAnqq.

Portanto temos conpZFCMq, mas, pelo lema 3.7.4 ,  ConpFZCq.
�

Observação: em p˚q e em p˚˚q o primeiro símbolo $ não significa a mesma coisa que o
segundo. O primeiro relaciona fórmulas da linguagem, o segundo relaciona fórmulas da sublin-
guagem.



Capítulo 4

Forcing

Como foi mencionado acima, este capítulo será feito inteiramente dentro de ZFCM , ou
seja, ao invés de usarmos a linguagem da teoria dos conjuntos e os axiomas de ZFC, vamos
usar LM e vamos assumir os axiomas de ZFCM .

4.1 O conjunto M[G]

Esta seção se dedica a definir o conjunto M rGs e mostrar algumas de suas propriedades.
Aqui vamos conseguir mostrar que valem os seguintes axiomas relativizados aM rGs: infinidade,
extensão, regularidade, par e união. Para mostrar o restante será necessário usar a ferramenta
do forcing, que será introduzida na seção seguinte.

Definição 4.1.1. Sejam τ, π e G conjuntos, dizemos que π PG τ quando Dp P Gppπ, pq P τq

Lema 4.1.2. Seja G um conjunto, então a fórmula x PG y é set-like.

Demonstração: Seja x um conjunto. Assim predpx,Rq “ ty P FT pxq; y PG x onde Rpx, yq é
x PG yu.

�

Lema 4.1.3. Seja G um conjunto. Então a fórmula x PG y é bem fundada.

Demonstração: Suponha que PG não seja bem fundado. Então existe W tal que para todo
τ P W , existe π P W tal que π PG τ . Assim podemos definir recursivamente uma sequência
τ0, τ1, τ2, ... P W tal que τi`1 PG τi, para todo i. Portanto existem p1, p2, ... P G tais que, para
todo i, temos:

τi`1 P tτi`1, pi`1u P pτi`1, pi`1q P τi.

Logo, podemos definir uma sequência em FT pW q da seguinte forma:

• π0 “ τ0;

• π1 “ pτ1, p1q;

• π2 “ tτ1, p1u;

• π3 “ τ1;

53
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• π4 “ pτ2, p2q.

.

.

.

Ou, mais formalmente:

• πi “ τk, se i “ 3k.

• πi “ pτk`1, pk`1q, se i “ 3k ` 1;

• πi “ tτk`1, pk`1u, se i “ 3k ` 2.

Assim temos que πi`1 P πi, para todo i, contradizendo que todo conjunto é P-bem fundado
(lema 3.3.10). �

Definição 4.1.4. Sejam P e τ conjuntos. Vamos definir HpP, τ q:

• HpP, τq “ 1 se existe X tal que τ Ă X ˆ P e para todo σ tal que σ PP τ temos que
HpP, σq “ 1;

• HpP, τq “ 0 caso contrário.

Lema 4.1.5. HpP, τq está bem definido.

Demonstração: Sejam Rpx, yq a fórmula x PG y e Bpx, yq a seguinte fórmula:

ppx é função ^@w P dompxq Dzpw Ă zˆPq ^ Impxq “ t1uq Ñ y “ 1q^ppx não é função _
Dw P dompxq @zpw Ć z ˆ Pq _ Impxq ‰ t1uq Ñ y “ 0q.

É fácil ver que @xD!yBpx, yq e, pelos lemas 4.1.2 e 4.1.3, Rpx, yq é set-like e bem fundada.
Portanto, pelo metateorema 2.3.22, existe uma única fórmula Apx, yq tal que @xD!yApx, yq e:

@xDwpBpAæpredpx,Rq, wq ^ Apx,wqq.

Defina GpP, τq como sendo o único y tal que Apτ, yq. E defina HpP, τq da seguinte forma:

• HpP, τq “ 1, quando existe X tal que τ Ă X ˆ P e GpP, τq “ 1;

• HpP, τq “ 0, caso contrário.

Vejamos que HpP, τq, de fato, satisfaz as condições da definição 4.1.4. Primeiramente, su-
ponha que HpP, τq “ 1. Por definição já temos que existe X tal que τ Ă X ˆ P. Vejamos que
para todo σ tal que σ PP τ temos que HpP, σq “ 1.

Temos que GpP, τq “ 1 assim vale Apτ, 1q. Além disso temos que:

DwpBpAæpredpτ,Rq, wq ^ Apτ, wqq.

Mas como Apx, yq é tal que @xD!yApx, yq, temos que w “ 1. Portanto vale pBpAæpredpτ,Rq, 1q.
Ou seja, vale:

ppAæpredpτ,Rq é função ^ @w P dompAæpredpτ,Rqq Dzpw Ă z ˆ Pq ^ ImpAæpredpτ,Rqq “ t1uq Ñ
1 “ 1q^ppAæpredpτ,Rq não é função _Dw P domppAæpredpτ,Rqq @zpw Ć zˆPq _ ImpAæpredpτ,Rqq ‰
t1uq Ñ 1 “ 0q
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Logo:

@w P dompAæpredpτ,Rqq Dzpw Ă z ˆ Pq ^ ImpAæpredpτ,Rqq “ t1uq.

Seja σ PP τ , logo σ P dompAæpredpτ,Rqq, assim, por um lado, temos que Aæpredpτ,Rqpσq “ 1,
logo vale GpP, σq, por outro lado, existe z tal que σ Ă z ˆ P.

Reciprocamente, suponha que exista X tal que τ Ă X ˆ P e que, para todo σ PP τ , temos
que HpP, σq “ 1. Vejamos que HpP, τq “ 1, para isso, basta mostrar que GpP, τq “ 1. Assim,
precisamos mostrar que Apτ, 1q. Segue diretamente da hipótese que @σ PP τ vale Apσ, 1q, ou
seja, temos que ImpAæpredpτ,Rqq “ t1u, assim temos que BpAæpredpτ,Rqq, 1q, mas como

DwpBpAæpredpτ,Rq, wq ^ Apτ, wqq.

e Bpx, yq é tal que @xD!yBpx, yq, temos que w “ 1, logo vale Apτ, 1q.
�

Definição 4.1.6. Sejam P e τ conjuntos. Dizemos que τ é um P-nome quando HpP, τq “ 1

Lema 4.1.7. Seja P um conjunto. Então, τ é um P-nome se, e somente se, para todo x P τ
existem p P P e σ um P-nome tal que x “ pσ, pq

Demonstração: Seja τ um P-nome. Seja x P τ . Como τ Ă X ˆ P para algum X, temos que
x “ pσ, pq, onde p P P, logo σ PP τ , portanto σ é P-nome. Reciprocamente, suponha que para
todo x P τ , existem p P P e σ P-nome tais que x “ pσ, pq. Assim, é claro que τ Ă X ˆ P, para
algum X. E também é claro que, se σ PP τ , temos σ é P-nome.

�

Definição 4.1.8. Sejam G e τ conjuntos. Defina valpτ,Gq por valpτ,Gq “ tvalpσ,Gq : Dp P
Gppσ, pq P τqu.

Lema 4.1.9. valpτ,Gq está bem definido.

Demonstração: Seja Rpx, yq a fórmula x PG y e Bpx, yq a fórmula @zpz P y Ø Dvpv, zq P xq.
É fácil ver que @xD!yBpx, yq e, pelos lemas 4.1.2 e 4.1.3, Rpx, yq é set-like e bem fundada.
Portanto, pelo metateorema 2.3.22, existe uma única fórmula Apx, yq tal que @xD!yApx, yq e:

@xDwpBpAæpredpx,Rq, wq ^ Apx,wqq.

Definimos valpτ,Gq como sendo o único y tal que Apτ, yq.
Temos que vale Apτ, valpτ,Gqq, além disso temos que

DwpBpAæpredpτ,Rq, wq ^ Apτ, wqq.

Mas como Apx, yq é tal que @xD!yApx, yq, temos que w “ valpτ,Gq. Portanto vale

pBpAæpredpτ,Rq, valpτ,Gqq.

Ou seja, vale:

@zpz P valpτ,Gq Ø Dvpv, zq P Aæpredpτ,Rqqq.

Ou seja:
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@zpz P valpτ,Gq Ø Dv P predpτ, Rq Apv, zq.

Portanto:

@zpz P valpτ,Gq Ø Dvpv PG τ ^ z “ valpv,Gqq.

�
Os lemas 4.1.5 e 4.1.9 raramente são feitos na literatura. Nem sempre é fácil aplicar os

teoremas de recursão para fazer definições recusivas. Observe que os lemas em questão são
relativamente longos. Fizemos esse tipo de lema também no primeiro capítulo. Os lemas 1.1.13
e 1.2.3 também são desse estilo. Porém nem sempre faremos todos os detalhes de como aplicar
os teoremas de recursão. No caso do lema 4.1.13 apenas indicamos as fórmulas corretas a serem
usadas e deixamos os detalhes para o leitor. Deixaremos, também para o leitor, os detalhes
de como aplicar o teorema de recursão para fórmulas da sublinguagem (teorema 1.1.11) para
definir o forcing estrela (definição 4.2.11 ) na seção seguinte.

Para facilitar a compreensão do conceito de valpτ,Gq calculemos dois exemplos:

• valpH, Gq “ tvalpσ,Gq : Dp P Gppσ, pq P Hqu “ H

• valptHu ˆ P, Gq “ tvalpσ,Gq : Dp P Gppσ, pq P tHu ˆ Pqu “ tvalpσ,Gq;σ “ Hu “ tHu

Definição 4.1.10. Seja P PM . Defina MP por MP “ tτ PM : τ é P´ nomeu.

Definição 4.1.11. Seja P PM e G Ă P. Defina M rGs por M rGs “ tvalpτ,Gq : τ PMPu.

Definição 4.1.12. Sejam x e P conjuntos. Defina x̌ por x̌ “ tpy̌, pq : p P P^ y P xu.

Lema 4.1.13. x̌ está bem definido.

Demonstração: A demonstração é análoga às demonstrações dos lemas 4.1.5 e 4.1.9, onde
tomamos Rpx, yq como sendo x P y e Bpx, yq a seguinte fórmula:

px é função Ñ y “ tpxpzq, pq; p P P^ y P domxuq ^ px não é função Ñ y “ Hq.

�

Definição 4.1.14. Seja P um conjunto. Defina Γ por Γ “ tpp̌, pq : p P Pu.

Lema 4.1.15. Sejam P PM , G Ă P não vazio e x PM , então valpx̌, Gq “ x.

Demonstração: Faremos a prova por indução. Suponha que para todo y P x temos que
valpy̌, Gq “ y. Seja y P valpx̌, Gq, assim existem p P G e σ tais que pσ, pq P x̌ e y “ valpσ,Gq.
Mas, como pσ, pq P x̌ temos que existe z P x tal que σ “ ž, mas, por hipótese de indução,
valpž, Gq “ z, logo y “ z, portanto y P x. Reciprocamente, suponha que y P x, como G ‰ H
existe p P G, py̌, pq P x̌, mas, por hipótes de indução, valpy̌, Gq “ y, logo y P valpx̌, Gq. �

Lema 4.1.16. A fórmula z “ x̌ é externamente absoluta para M .
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Demonstração: Vamos mostrar por indução para relações bem fundadas em x que @x, z,P P
Mppz “ x̌Ø pz “ x̌qMq ^ x̌ PMq. Obseve que P também é uma variável livre, pois x̌ depende
de P . De fato, tome x, z,P P M , vamos mostrar que rz “ x̌ Ø pz “ x̌qMqs ^ x̌ P M . Portanto
nossa hipótese de indução será @y P x r@u,P PMpu “ y̌ Ø pu “ y̌qMqs ^ y̌ PM .

Vamos à prova: pz “ x̌qM é equivalente a pz “ tpu, pq : Dpy P xpy̌ “ uqq ^ p P PuqM que
é equivalente a r@wpw P z Ø Dy P x Dp P P Dupy̌ “ u ^ w “ pu, pqqqsM que é equivalente a
@w P Mpw P z Ø Dy P x Dp P P rDupy̌ “ u ^ w “ pu, pqqsMq. Mas, como y̌ P M para todo
y P x, temos que rDupy̌ “ u ^ w “ pu, pqqs Ø rDu P Mpy̌ “ u ^ w “ pu, pqqs, logo pz “ x̌qM

é equivalente a @w P Mpw P z Ø Dy P x Dp P P Dupy̌ “ u ^ w “ pu, pqqMq, mas pela hipótese
de indução e pelo fato de que o par ordenado é absoluto (lema 3.2.15) temos que pz “ x̌qM

é equivalente a @w P Mpw P z Ø Dy P x Dp P P Dupy̌ “ u ^ w “ pu, pqqq que é equivalente a
@w P Mpw P z Ø w P x̌q. Finalmente vamos concluir que pz “ x̌qM é equivalente a z “ x̌.
Trivialmente temos que z “ x̌ implica @w P Mpw P z Ø w P x̌q, mostraremos então a outra
direção. Assuma que @w P Mpw P z Ø w P x̌q. Se w P z temos que w P M , pois z P M e M
é trantitivo, logo w P x̌. Reciprocamente suponha que w P x̌, ou seja, w “ py̌, pq, onde y P x
e p P P. Então, como y̌ P M (pela hipótese de indução), p P M (por transitividade) e o par
ordenado é absoluto, temos que w PM , logo w P z. E como z PM temos que x̌ PM . �

Lema 4.1.17. Sejam P PM , G Ă P não vazio e x PM . Então x̌ é um P´ nome.

Demonstração: A prova segue diretamente da hipótese de indução: para todo y P x (y̌ é um
P´ nome). �

Corolário 4.1.18. Sejam P PM e G Ă P não vazio. Então M ĂM rGs.

Demonstração: Seja x PM , como valpx̌, Gq “ x, basta mostrar que x̌ PMP, ou seja, que x̌
é P´ nome e que x̌ PM , mas x̌ é P´ nome pelo lema 4.1.17 e x̌ PM pelo lema 4.1.16. �

Corolário 4.1.19. Sejam P P M e G Ă P não vazio. Então vale o axioma da infinidade
relativizado a M rGs.

Demonstração: Basta observar que ω PM ĂM rGs, pelo corolário 4.1.18. �

Lema 4.1.20. Sejam P PM , G Ă P. Então G “ valpΓ, Gq.

Demonstração: Seja p P G, temos que p P P, logo pp̌, pq P Γ, portanto valpp̌, Gq P valpΓ, Gq,
assim, pelo lema 4.1.15, p P valpΓ, Gq. Reciprocamente, seja p P valpΓ, Gq, logo existem σ e
q P G tais que p “ valpσ,Gq e pσ, qq P Γ, ou seja, existe q P G tal que p “ valpq̌, Gq, portanto,
novamente pelo lema 4.1.15, temos que p “ q, logo p P G. �

Lema 4.1.21. Sejam P PM e G Ă P. Então M rGs é transitivo.

Demonstração: Seja y P M rGs e x P y. Assim existe τ P MP tal que y “ valpτ,Gq, logo,
como x P valpτ,Gq, existem σ e p P G tais que pσ, pq P τ e x “ valpσ,Gq. Para concluir o
resultado, basta mostrar que σ PMP. De fato, temos que σ é P´ nome, pois pσ, pq P τ , p P P e
τ é P´ nome. Além disso, temos que σ PM , pois σ P tσ, pu P pσ, pq P τ PM e M é transitivo.
�

Corolário 4.1.22. Sejam P PM e G Ă P. M[G] satisfaz os axiomas da extensão e regularidade.

Definição 4.1.23. Sejam σ, τ,P conjuntos, defina:
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• uppσ, τq “ tσ, τu ˆ P;

• oppσ, τq “ uppuppσ, σq, uppσ, τqq.

Lema 4.1.24. Sejam P PM , G Ă P não vazio e σ, τ PMP, então:

• valpuppσ, τq, Gq “ tvalpσ,Gq, valpτ,Gqu;

• valpoppσ, τq, Gq “ pvalpσ,Gq, valpτ,Gqq.

Demonstração: Para o primeiro item, seja valpπ,Gq P valpuppσ, τq, Gq, assim existe p P G
tal que pπ, pq P uppσ, τq, logo π “ τ ou π “ σ, portanto valpπ,Gq P tvalpσ,Gq, valpτ,Gqu.
Reciprocamente seja x P tvalpσ,Gq, valpτ,Gqu, sem perda de generalidade, assuma que x “
valpσ,Gq, tome p P G, temos que pσ, pq P uppσ, τq, logo valpσ,Gq P valpuppσ, τq, Gq.

Para o segundo item temos:

valpoppσ, τq, Gq “ tvalpuppσ, σq, Gq, valpuppσ, τq, Gqu “ ttvalpσ,Gqu, tvalpσ,Gq, valpτ,Gquu “
pvalpσ,Gq, valpτ,Gqq.

�

Corolário 4.1.25. Sejam P PM e G Ă P. Então M[G] satisfaz o axioma do par.

Demonstração: Sejam valpτ,Gq, valpσ,Gq PM rGs, assim σ, τ PMP, é fácil ver que uppσ, τq P
MP, pois claramente uppσ, τq é um P-nome, assim tvalpσ,Gq, valpτ,Gqu “ valpuppσ, τq, Gq P
M rGs. Isso conclui a prova, pois a fórmula que define o par ordenado é absoluta. �

Lema 4.1.26. Sejam P PM e G Ă P. Então M[G] satisfaz o axioma da união.

Demonstração: Seja valpτ,Gq P M rGs. Defina τ̃ “ tpπ, pq : p P G ^ Dσ rpπ, pq P σ ^
Dq P G ppσ, qq P τqsu. Note que τ̃ é P-nome, logo valpτ̃ , Gq P M rGs, portanto se mostrarmos
que valpτ̃ , Gq “

Ť

valpτ,Gq, teremos o resultado. Com efeito, seja x P valpτ̃ , Gq, assim, x “
valpπ,Gq e existem σ e p P G tal que pπ, pq P σ e pπ, pq P σ e Dq P G ppσ, qq P τq, logo valpπ,Gq P
valpσ,Gq e valpσ,Gq P valpτ,Gq, assim x P valpτ̃ , Gq. Reciprocamente, tome x P

Ť

valpτ,Gq, ou
seja, existe y P valpτ,Gq tal que x P y, assim existe σ tal que y “ valpσ,Gq e Dp P G ppσ, pq P τq,
logo x “ valpπ,Gq, onde Dq P G ppπ, qq P τq. Dessa forma temos que pπ, qq P τ̃ , pois existe σ tal
que pπ, qq P σ e existe p P G tal que pσ, pq P τ , logo x P valpτ̃ , Gq. Isso conclui a prova, pois a
fórmula que define a união é absoluta. �

4.2 Forcing

Nesta seção vamos definir o forcing e o forcing estrela. Nesse texto usá-los-emos para mos-
trar, como já foi dito anteriormente, queM rGs satisfaz partes, separação, substituição e escolha.
Mas, antes de mais nada, nosso objetivo é fazer as definições, lemas e teoremas do forcing de
forma mais precisa possível, tentando elucidar os detalhes da formalização. Continuaremos com
a abordagem de fazer uso da sublinguagem e das valorações. Porém, como nesta seção não
será necessário “subir para a metalinguagem”, não haverá ambiguidade entre níveis de variáveis,
portanto usaremos x, y, z etc para denotar variáveis da sublinguagem.

Definição 4.2.1. Seja P um conjunto e ď Ă PˆP. Dizemos que que ď é uma ordem parcial
quando:
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• @p P Pppp, pq P ďq;

• @p, q, r P Pppp, qq P ď ^pq, rq P ďÑ pp, rq P ďq;

• @p, q P Pppp, qq P ď ^pq, pq P ďÑ p “ qq.

Definição 4.2.2. Seja pP,ďq um conjunto parcialmente ordenado. Dizemos que D Ă P é denso
em P quando para todo x P P existe y P D tal que y ď x.

Definição 4.2.3. Seja pP,ďq um conjunto parcialmente ordenado e G Ă P. Dizemos que G é
um filtro em P, quando:

• G ‰ H;

• para todo p, q P G existe r P G tal que r ď p^ r ď q;

• para todo p P G e q P P temos que p ď q Ñ q P G.

Definição 4.2.4. Sejam pP,ďq um conjunto parcialmente ordenado e G um filtro em P. Di-
zemos que G é P-genérico sobre M quando para todo D P M , D Ă P e denso em P temos
D XG ‰ H.

Lema 4.2.5. Sejam pP,ďq um conjunto parcialmente ordenado e p P P. Então existe G um
filtro P-genérico sobre M tal que p P G.

Demonstração: Seja A “ tD PM : D Ă P^D é densou. Se A “ H, por vacuidade qualquer
filtro que contém p satisfaz a propriedade, portanto basta tomar G “ tq; p ď qu. Suponha que
A ‰ H. Como M é enumerável, A também o é enumerável, logo A “ tDn : n P ωu. Defina
recursivamente a seguinte sequência: p0 é tal que p0 P D0 e p0 ď p. E para cada pn, pn`1 é tal
que pn`1 ď pn e pn`1 P Dn`1. Note que a sequência forma uma cadeia em P, ou seja, se m,n P ω
temos que pn ď pm ou pm ď pn. Seja G “ tq P P : Dn P ωppn ď qqu. É trivial que p P G e que
G é P-genérico. Vamos mostrar que G é filtro: sejam q, r P G, assim existem nq e nr tais que
pnq ď q e pnr ď r, suponha sem perda de generalidade que pnq ď pnr , assim pnq ď q e pnq ď r.
Suponha agora que q P G e q ď r, assim existe n P ω tal que pn ď q ď r, logo r P G. �

Definição 4.2.6. Sejam pP,ďq um conjunto parcialmente ordenado e p, q P P. Dizemos que p e
q são compatíveis se existe r P P tal que r ď p^ r ď q. Dizemos que p e q são incompatíveis
se não são compatíveis. Notação: p K q significa que p e q são incompatíveis.

Faremos o seguinte abuso de notação: quando escrevermos “P P M é um conjunto par-
cialmente ordenado”, rigorosamente, estaremos dizendo: “pP,ďq é um conjunto parcialmente
ordenado, P PM e ď PM ”.

Definição 4.2.7. Sejam P PM um conjunto parcialmente ordenado, p P P e E Ă P. Então E
é denso abaixo de p quando:

@q ď ppDr ď qpr P Eqq.

Lema 4.2.8. Sejam P P M um conjunto parcialmente ordenado, E P M tal que E Ă P e G
P-genérico sobre M . Então GX E ‰ H ou Dq P Gp@r P Epr K qqq.
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Demonstração: Seja D “ A Y B, onde A “ tp P P : Dr P Epp ď rqu e B “ tq P P : @r P
Epr K qqu. Vamos mostrar que D é denso, seja q P P tal que q R D, como q R B, temos que
Dr P E tal que r e q são compatíveis, logo existe p P P tal que p ď r e p ď q, logo p P A Ă D,
portanto D é denso. Suponha que G X E “ H, como D é denso Dp P G XD, se p P A, então
Dr P Epp ď rq, mas como p P G temos que r P G, absurdo, logo p P B, portanto @r P Epr K qq.
�

Lema 4.2.9. Sejam P P M um conjunto parcialmente ordenado, E P M tal que E Ă P e G
P-genérico sobre M . Então Dp P GpE é denso abaixo de pq ñ GX E ‰ H.

Demonstração: Suponha que Dp P GpE é denso abaixo de p) e G X E “ H, pelo lema
anterior Dq P Gp@r P Epr K qqq. Como G é filtro Ds P Gps ď q ^ s ď pq, mas, como E é denso
abaixo de p, Dr P Epr ď sq, logo r ď q, absurdo. �

Definição 4.2.10. Sejam P P M um conjunto parcialmente ordenado, p P P, φ P F , σ :
V ar ÝÑMP e f : MP ÝÑM rGs a função que leva cada τ em valpτ,Gq. Dizemos que p força
pφ, σq quando, para todo G P´genérico sobre M , temos:

p P Gñ pM rGs, f ˝ σq |ù φ.

Usaremos a seguinte notação: p , pφ, σq significa p força pφ, σq.

Vale a pena observar que em [Kun80], ao invés de p , pφ, σq, formula-se a definição da
seguinte maneira: p , φpτ1, ..., τnq, onde τ1, ..., τn P MP. Na nossa notação, a valoração σ faz o
papel dos P-nomes τ1, ..., τn, de forma que ambas as formulações representam essencialmente a
mesma ideia.

A nossa abordagem, apesar de, à primeira vista, parecer mais técnica, evita deixar escapar
detalhes da formalização. A notação do Kunen, que é adotada pela maioria dos autores, pode
confundir ao trocar variáveis da que chamamos de sublinguagem (x1, x2, . . .) por variáveis da
linguagem (τ1, τ2, . . .) que representam conjuntos específicos. Ao utilizar a valoração deixamos
clara essa distinção, evitando compreensão errônea e facilitando por não precisar “carregar” as
variáveis livres da fórmula φ.

Lembrando que estamos usando o teorema 1.1.11 para que a definição 4.2.11 faça sentido.

Definição 4.2.11. Sejam P um conjunto parcialmente ordenado, p P P, φ P F e σ uma
valoração. Vamos definir recursivamente o que significa p ,˚ pφ, σq:

• Se φ é da forma x “ y, p ,˚ pφ, σq quando:

1) para todo pπ1, s1q P σpxq, temos que tq ď p : q ď s1 Ñ Dpπ2, s2q P σpyqpq ď s2 ^ Dθ :
V ar ÝÑ V P pθ „x,y σ ^ θpxq “ π1 ^ θpyq “ π2 ^ q ,

˚ px “ y, θqqqu é denso abaixo de p.

2) para todo pπ2, s2q P σpyq, temos que tq ď p : q ď s2 Ñ Dpπ1, s1q P σpxqpq ď s1 ^ Dθ :
V ar ÝÑ V P pθ „x,y σ ^ θpxq “ π1 ^ θpyq “ π2 ^ q ,

˚ px “ y, θqqqu é denso abaixo de p.

• Se φ é da forma x P y, p ,˚ pφ, σq quando:

tq P P : Dpπ, sq P σpyqpq ď s^Dθ : V ar ÝÑ V P pθ „x,y σ^ θpxq “ π^ θpyq “ σpxq ^ q ,˚

px “ y, θqqqu é denso abaixo de p.

• Se φ é da forma  ψ, p ,˚ pφ, σq quando:

@q ď ppq .˚ pψ, σq.

obsevação: q .˚ pψ, σq significa não vale pq ,˚ pψ, σqq.
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• Se φ é da forma ψ ^ χ, p ,˚ pφ, σq quando:

p ,˚ pψ, σq e p ,˚ pχ, σq.

• Se φ é da forma Dx ψ, p ,˚ φ quando:

tr P P : Dθ : V ar ÝÑ V P pθ „x σ ^ r ,
˚ pψ, θqqu é denso a baixo de p.

Lema 4.2.12. A fórmula “A é denso abaixo de p” é externamente absoluta para M .

Demonstração: Precisamos mostrar que

@ P,ď, p, A PM rA é denso abaixo de pØ pA é denso abaixo de pqM s

Com efeito, sejam P P M um conjunto parcialmente ordenado, p P P e A P M . (p é
denso abaixo de A) significa @q P Pppq ď pq Ñ Dr P Apr ď qqq. Devemos mostrar, então,
que (p é denso abaixo de A) é equivalente a r@q P Pppq ď pq Ñ Dr P Apr ď qqqsM . Mas
r@q P Pppq ď pq Ñ Dr P Apr ď qqqsM é equivalente a @q P Pppq ď pqM Ñ Dr P Apr ď qqMq,
mas como p, q, r,P,ď P M , temos que @q P Pppq ď pqM Ñ Dr P Apr ď qqMq é equivalente a
@p P Pppq ď pq Ñ Dr P Apr ď qqq. �

Metalema 4.2.13. Sejam P P M , G Ă P, Apxq uma fórmula com uma única variável livre e
m,n P V ar. Assim temos:

Se @σ : V ar ÝÑ MP @θ : V ar ÝÑ MP pθpnq PG σpnq ^ θpmq PG σpmq ^ Apθqq ñ Apσq,
então
@σ : V ar ÝÑMPApσq.

Demonstração: Seja Z “ tσ : V ar ÝÑ MPu. Defina a seguinte relação em Z. θRσ quando
θpnq PG σpnq e θpmq PG σpmq. Pelo lema 2.3.3, para concluir, basta mostrar que R é bem
fundada. Com efeito, seja W P Z não vazio. Pelo lema 4.1.3, o conjunto tσpnq;σ P W u munido
da relação PG possui elemento minimal, seja θpnq tal elemento. Vejamos que θ é elemento
minimal de W . Suponha que existe σ P W tal que σRθ, assim σpnq PG θpnq, um absurdo. �

Lema 4.2.14. A fórmula fpxq “ gpxq é externamente absoluta.

Demonstração: Sejam N um conjunto transitivo e f, g, x P N . Temos que fpxq “ gpxq é
equivalente a Dyppx, yq P f ^px, yq P gq^pf é funçãoq^pg é funçãoq, mas, como N é transitivo,
tal fórmula é equivalente a Dy P Nppx, yq P f^px, yq P gq^pf é funçãoq^pg é funçãoq, mas pelo
lema 3.6.4, ela é equivalente a Dy P Nppx, yq P f ^ px, yq P gq ^ pf é funçãoqN ^ pg é funçãoqN
que é equivalente a pfpxq “ gpxqqN . �

Corolário 4.2.15. A fórmula θ „x σ é externamente absoluta.

Demonstração: Segue diretamente do lema anterior.
�

Lema 4.2.16. A fórmula p ,˚ px “ y, σq é externamente absoluta para M .
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Demonstração: Sejam σ,P, p, x, y P M . Pela transitividade de M , temos que impσq Ă M
Por indução em P e pelo metalema 4.2.13, podemos assumir que, para todo q ď p e para toda
θ : V ar ÝÑ MP tal que θpxq PG σpnq ^ θpmq PG σpyq, temos que pq ,˚ px “ y, θqqM ô q ,˚

px “ y, θqq.

Vamos mostrar que o item 1) da definição relativizado a M permanece igual. O item 2) é
análogo. Como σpxq PM , o item 1) relativizado a M é equivalente a:

Para todo pπ1, s1q P σpxq, temos que ptq ď p : q ď s1 Ñ Dpπ2, s2q P σpyqpq ď s2 ^ Dθ :
V ar ÝÑ V P pθpxq “ π1 ^ θpyq “ π2 ^ q ,

˚ px “ y, θqqqu é denso abaixo de p qM .

Assim, pelo lema 4.2.12, basta mostrar que A “ tq ď p : q ď s1 Ñ Dpπ2, s2q P σpyqpq ď
s2 ^ Dθ : V ar ÝÑ V P pθpxq “ π1 ^ θpyq “ π2 ^ q ,

˚ px “ y, θqqqu PM .

Como M satisfaz o axioma da separação, temos que o conjunto B “ tq ď p; pq ď s1 Ñ
Dpπ2, s2q P σpyqpq ď s2 ^ Dθ : V ar ÝÑ V P pθ „x,y σ ^ θpxq “ π1 ^ θpyq “ π2 ^ q ,˚ px “
y, θqqqqMu PM . Vejamos, então, que A “ B.

Para isso vamos verificar que θ nas condicões do conjunto acima pertence a M . Lembrando
que σ P M . Como M satisfaz o axioma da separação e a fórmula pa, bq ‰ pc, dq é absoluta,
temos que σztpx, σpxqq, py, σpyqqu “ tpa, bq P σ; pa, bq ‰ px, σpxq ^ pa, bq ‰ py, σpyqu P M . Mas
comoM satisfaz o axioma da união, o par ordenado é absoluto e px, θpxqq, py, θpyqq PM , temos
que θ “ pσztpx, σpxqq, py, σpyqquq Y px, θpxqq Y py, θpyqq PM .

Assim B “ tq ď p; q ď s1 Ñ Dpπ2, s2q P σpyqpq ď s2 ^ Dθ : V ar ÝÑ V P pθ „x,y σ ^ θpxq “
π1 ^ θpyq “ π2 ^ q ,˚ px “ y, θqqqMu. Mas pelo corolário 4.2.15 e pela hipótese de indução
temos que B “ tq ď p : q ď s1 Ñ Dpπ2, s2q P σpyqpq ď s2^Dθ : V ar ÝÑ V P pθpxq “ π1^θpyq “
π2 ^ q ,

˚ px “ y, θqqqu “ A.
�

Corolário 4.2.17. Sejam P P M um conjunto parcialmente ordenado, p P P, φ P F e σ :
V ar ÝÑMP uma valoração. Então pp ,˚ pφ, σqqM significa:

• Se φ é da forma x “ y, pp ,˚ pφ, σqqM quando:

1) para todo pπ1, s1q P σpxq, temos que tq ď p : q ď s1 Ñ Dpπ2, s2q P σpyqpq ď s2 ^ Dθ :
V ar ÝÑMP pθ „x,y σ ^ θpxq “ π1 ^ θpyq “ π2 ^ q ,

˚ px “ y, θqqqu é denso abaixo de p.

2) para todo pπ2, s2q P σpyq, temos que tq ď p : q ď s2 Ñ Dpπ1, s1q P σpxqpq ď s1 ^ Dθ :
V ar ÝÑMP pθ „x,y σ ^ θpxq “ π1 ^ θpyq “ π2 ^ q ,

˚ px “ y, θqqqu é denso abaixo de p.

• Se φ é da forma x P y, pp ,˚ pφ, σqqM quando:

tq P P : Dpπ, sq P σpyqpq ď s^Dθ : V ar ÝÑMP pθ „x,y σ^ θpxq “ π^ θpyq “ σpxq^ q ,˚

px “ y, θqqqu é denso abaixo de p.

• Se φ é da forma  ψ, pp ,˚ pφ, σqqM quando:

@q ď p pq .˚ pψ, σqqM .

Obsevação: q .˚ pψ, σq significa não vale pq ,˚ pψ, σqq.

• Se φ é da forma ψ ^ χ, pp ,˚ pφ, σqqM quando:

pp ,˚ pψ, σqqM e pp ,˚ pχ, σqqM .

• Se φ é da forma Dx ψ, p ,˚ φ quando:

tr P P : Dθ : V ar ÝÑMPpθ „x σ ^ pr ,
˚ pψ, θqqMqu é denso a baixo de p.
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Demonstração: O caso x “ y segue diretamente do lema anterior. Os casos x P y e Dx ψ são
análogos. E os casos  ψ e ψ ^ χ são imediatos. �

Lema 4.2.18. Sejam P P M um conjunto parcialmente ordenado, p P P, φ P F e σ uma
valoração tal que para todo n P V ar, σpnq é um P-nome. Então são equivalentes:

1) p ,˚ pφ, σq;
2) @r ď ppr ,˚ pφ, σqq;
3) tr P P : r ,˚ pφ, σqu é denso abaixo de p.

Demonstração: 2 ñ 1 e 2 ñ 3 são triviais. Vejamos 1 ñ 2. Se φ é atômica ou da forma
Dx ψ, 1 ñ 2 segue do seguinte fato: se D é denso abaixo de p e r ď p, então D é denso abaixo
de r. Se φ é da forma ψ^χ ou  ψ, temos que 1 ñ 2 segue diretamente da hipótse de indução.
Vejamos 3 ñ 1. Se φ é atômica ou da forma Dx ψ, 1 ñ 2 segue do seguinte fato: se o conjunto
tr P P : D é denso abaixo de ru é denso abaixo de p, então D é denso abaixo de p. E, da mesma
forma, se φ é da forma ψ^χ ou  ψ, temos que 1 ñ 2 segue diretamente da hipótse de indução.

�

Teorema 4.2.19. Sejam φ P F , P P M um conjunto parcialmente ordenado e G um filtro
P-genérico sobre M , então para todos σ : V ar ÝÑ MP e f : MP ÝÑ M rGs dada por fpτq “
valpτ,Gq, temos:

Dp P Gpp ,˚ pφ, σqqM ô pM rGs, f ˝ σq |ù φ.

Demonstração: Vamos fazer a prova por indução na complexidade de φ. Primeiramente,
suponha que φ seja da forma x “ y. Fixe σ e f como no enunciado. Precisamos mostrar que
Dp P Gpp ,˚ px “ y, σqq ô pM rGs, f ˝σq |ù x “ y, abrindo a definição de pM rGs, f ˝σq |ù x “ y,
preciamos mostrar que Dp P Gpp ,˚ px “ y, σqq ô valpσpxq, Gq “ valpσpyq, Gq. Pelo metalema
4.2.13, podemos assumir que para toda θ : V ar ÝÑ MP tal que θpxq PG σpnq ^ θpmq PG σpyq
temos Dp P Gpp ,˚ px “ y, θqq ô valpθpxq, Gq “ valpθpyq, Gq.

Primeiramente façamos (ñ). Vejamos que valpσpxq, Gq Ă valpσpyq, Gq, usando a parte
1 do primeiro item da definição 4.2.17, a outra contenção é análoga usando a parte 2. Seja
a P valpσpxq, Gq, assim a “ valpπ1, Gq onde Ds1 P Gppπ1, s1q P σpxqq. Como G é filtro, podemos
tomar r P G tal que r ď p e r ď s1, pelo lema 4.2.18, temos que r ,˚ pφ, σq. Seja E “

tq ď r; q ď s1 ñ Dpπ2, s2q P σpyq pq ď s2 ^ Dθ : V ar ÝÑ MP pθ „x σ ^ θpxq “ π1 ^ θpyq “
π2 ^ q ,˚ px “ y, θqqu. Como r ,˚ pφ, σq, temos que E é denso abaixo de r. Pelo lema 4.2.9,
tome q P E X G, assim q ď r ď s1, logo Dpπ2, s2q P σpyq pq ď s2 ^ Dθ : V ar ÝÑ MP pθ „x
σ ^ θpxq “ π1 ^ θpyq “ π2 ^ q ,˚ px “ y, θq. Fixe um tal θ. Assim, s2 P G, portanto pela
hipótese de indução, temos que valpθpxq, Gq “ valpθpyq, Gq, ou seja, valpπ1q, Gq “ valpπ2, Gq,
assim a “ valpπ1, Gq P valpσpyq, Gq.

Façamos agora pðq. Assuma que valpσpxq, Gq “ valpσpyq, Gq. Sejam:

A “ tr P P : Dpπ1, s1q P σpxqpr ď s1 ^ @pπ2, s2q P σpyq @q P Pppq ď s2 ^ Dθ : V ar ÝÑ
MP pθ „x σ ^ θpxq “ π1 ^ θpyq “ π2 ^ q ,

˚ px “ y, θqqq ñ q K rqqu,

B “ tr P P : Dpπ2, s2q P σpyqpr ď s2 ^ @pπ1, s1q P σpxq @q P Pppq ď s1 ^ Dθ : V ar ÝÑ
MP pθ „x σ ^ θpxq “ π1 ^ θpyq “ π2 ^ q ,

˚ px “ y, θqqq ñ q K rqqu,

D “ AYB Y tr P P : r ,˚ px “ y, σqu.

Primeiramente, vamos mostrar que G X A “ H. Suponha que exista r P G X A, assim fixe
pπ1, s1q P τ1 satisfazendo a propriedade descrita em A. Como r ď s1, temos que s1 P G, logo
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valpπ1, Gq P valpσpxq, Gq “ valpσpyq, Gq. Portanto existe s2 P G tal que pπ1, s2q P σpyq. Tome
θ : V ar ÝÑ MP tal que θ „x σ e θpxq “ θpyq “ π1, assim valpθpxq, Gq “ valpθpyq, Gq. Logo,
pela hipótese de indução, existe q0 P G tal que q0 ,˚ px “ y, θq. Tome q P G satisfazendo q ď q0
e q ď s2. Assim, pelo lema 4.2.18, q ,˚ px “ y, θq, mas, pela propriedade descrita em A, temos
que q K r, contradição, pois r, q P G. A prova de que GXB “ H é análoga.

Vejamos que A PM . Como M satisfaz o axioma da separação, basta mostrar que a fórmula
que define A é absoluta. Pelo mesmo argumento usado no lema 4.2.16, temos que θ P M .
Pelo metalema 4.2.13, podemos assumir que a fórmula q ,˚ px “ y, θq é absoluta para M .
E é fácil ver que a fórmula p K q é absoluta. Portanto podemos concluir a absolutividade da
fórmula definidora da A. Análogamente temos que B PM . Mas como a intersecção é absoluta,
e novamente, M satisfaz o axioma da separação, temos que D PM .

Portanto, para concluir pðq, basta mostrar que D é denso, pois, se existe p P D X G, mas
como p R A e p R B, temos que p ,˚ px “ y, σq. De fato, seja p P P tal que p R D, assim
 pp ,˚ px “ y, θqq. Então 1) ou 2) do primeiro item da definição 4.2.17 falha. Suponha que 1)
falha, ou seja, existe pπ1, s1q P σpxq tal que tq ď p : q ď s1 Ñ Dpπ2, s2q P σpyqpq ď s2 ^ Dθ :
V ar ÝÑ MP pθ „x σ ^ θpxq “ π1 ^ θpyq “ π2 ^ q ,˚ px “ y, θqqqu não é denso abaixo de p.
Logo existe r ď p tal que, para todo q ď r, temos q R tq ď p : q ď s1 Ñ Dpπ2, s2q P σpyqpq ď
s2 ^ Dθ : V ar ÝÑ MP pθ „x σ ^ θpxq “ π1 ^ θpyq “ π2 ^ q ,˚ px “ y, θqqqu, ou seja, para
todo q ď r, temos que q ď s1 e @pπ2, s2q P σpyq p pq ď s2 ^ q ,˚ px “ y, θqqq, em particular
r ď s1, portanto r P A, logo r P D e r ď p. Analogamente, se 2) falha, encontramos r ď p com
r P B Ă D.

Vejamos agora o caso em que φ é x P y. Provemos pñq. Assuma que existe p P G tal que
p ,˚ px P y, σq. Precisamos mostrar que valpσpxq, Gq P valpσpyq, Gq. Temos que o conjunto

D “ tq P P : Dpπ, sq P σpyqpq ď s ^ Dθ : V ar ÝÑ MP pθ „x,y σ ^ θpxq “ π ^ θpyq “
σpxq ^ q ,˚ px “ y, θqqqu

é denso abaixo de p. Logo, pelo lema 4.2.9, existe q P D X G, assim existe pπ, sq P σpyq tal
que q ď s e Dθ : V ar ÝÑ MP pθ „x,y σ ^ θpxq “ π ^ θpyq “ σpxq ^ q ,˚ px “ y, θqq. Mas, pelo
caso anterior, temos que valpθpxq, Gq “ valpθpyq, Gq, ou seja valpσpxq, Gq “ valpπ,Gq, logo
valpσpxq, Gq “ valpπ,Gq P valpσpyq, Gq.

Façamos agora a direção pðq. Suponha que valpσpxq, Gq P valpσpyq, Gq, logo existe pπ, sq P
σpyq com s P G tal que valpπ,Gq “ valpσpxq, Gq, seja θ : V ar ÝÑ MP, θ „y σ com θpyq “ π.
Assim, valpθpxq, Gq “ valpθpyq, Gq. Mas, pelo caso anterior, temos que existe r P G tal que
r ,˚ px “ y, θq. Seja p P G tal que p ď r e p ď s. Assim temos que para todo q ď p pq ď s^Dθ :
V ar ÝÑMP pθ „x,y σ^θpxq “ π^θpyq “ σpxq^ q ,˚ px “ y, θqq, portanto o conjunto tq P P :
Dpπ, sq P σpyqpq ď s^ Dθ : V ar ÝÑMP pθ „x,y σ^ θpxq “ π^ θpyq “ σpxq ^ q ,˚ px “ y, θqqqu
é denso abaixo de p.

Com isso, concluímos o caso em que φ é atômica. Para os casos seguintes, usaremos a
hipótese de indução:

para todo ψ com complexidade menor que φ, σ : V ar ÝÑMP e f : MP ÝÑM rGs dada por
fpτq “ valpτ,Gq, temos:

Dp P Gpp ,˚ pψ, σqqM ô pM rGs, f ˝ σq |ù ψ.

Sejam σ : V ar ÝÑMP e f : MP ÝÑM rGs dada por fpτq “ valpτ,Gq.

Vejamos agora o caso em que φ é  ψ. Façamos pñq. Assuma que Dp P Gpp ,˚ p ψ, σqqM ,
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fixe um tal p. Precisamos mostrar que pM rGs, f ˝σq |ù  ψ, ou seja, que não vale pM rGs, f ˝σq |ù
ψ. Suponha por absurdo que pM rGs, f ˝σq |ù ψ, assim, pela hipótese de indução, podemos fixar
q P G tal que pq ,˚ pψ, σqqM . Tome r P G tal que r ď p e r ď q. Assim temos que pq ,˚ pψ, σqqM ,
contradição com o fato que pp ,˚ p ψ, σqqM .

Façamos agora pðq. Suponha que pM rGs, f ˝ σq |ù  ψ. Seja D “ tp P P; pp ,˚ pψ, σqqM _
pp ,˚ p ψ, σqqMu. Como M satisfaz o axioma da separação, temos que D P M . Vejamos que
D é denso. Seja p P P tal que p R D, logo não vale que pp ,˚ p ψ, σqqM . Assim existe q ď p tal
que pp ,˚ pψ, σqqM , ou seja, tal q P D. Posto que D é denso, tome p P G X G. Não podemos
ter que pp ,˚ pψ, σqqM , pois pela hipétese de indução teríamos que pM rGs, f ˝ σq |ù ψ, uma
contradição. Portanto temos que pp ,˚ p ψ, σqqM .

O caso em que φ é ψ ^ χ segue diretamente da hipótese de indução.

Vejamos, agora, o caso em que φ é Dx ψ. Façamos pñq. Fixe p P G tal que p ,˚ Dx ψ. Pelo
lema 4.2.9, tr P P : Dθ : V ar ÝÑ V P pθ „x σ ^ pr ,

˚ pψ, θqqMu X G ‰ H. Assim podemos
tomar r P G e θ : V ar ÝÑ V P com θ „x σ tais que pr ,˚ pψ, θqqM . Mas, pela hipótese de
indução, temos que pM rGs, f ˝ θq |ù ψ. Mas, como θ „x σ, temos que f ˝ θ „x f ˝ σ, logo
pM rGs, f ˝ σq |ù Dx ψ.

Finalmente mostremos pðq. Suponha que pM rGs, f ˝ σq |ù Dx ψ. Fixe θ1 : V ar ÝÑ M rGs
tal que θ1 „x f ˝ σ e pM rGs, θ1q |ù ψ. Vamos definir θ : V ar ÝÑMP da seguinte fomra:

• Se y ‰ x, θpyq “ σpyq;

• θpxq “ g ˝ θ1, onde g é uma inversa a direita de f .

Assim, temos que θ1 “ f ˝ θ, logo pM rGs, f ˝ θq |ù ψ. Mas, pela hipótese de indução,
podemos tomar p P G tal que pp ,˚ pψ, θqqM , assim temos que @r ď p pr ,˚ pψ, θqqM , portanto
o conjunto tr P P : Dθ : V ar ÝÑ MPpθ „x σ ^ pr ,

˚ pψ, θqqMqu é denso abaixo de p, ou seja,
p ,˚ Dx ψ. �

Teorema 4.2.20. Sejam φ P F , P P M um conjunto parcialmente ordenado, σ : V ar ÝÑ MP

e f : MP ÝÑM rGs dada por fpτq “ valpτ,Gq, então temos que:

(a) Para todo p P P:

p , pφ, σq ô pp ,˚ pφ, σqqM .

(b) Para todo G P-genérico sobre M :

pM rGs, f ˝ σq |ù φô Dp P Gpp , pφ, σqq.

Demonstração: Façamos primeiramente (a). pðq segue diretamente do teorema 4.2.19. Veja-
mos pñq. Suponha que p , pφ, σq. Pelo lema 4.2.18, basta mostrar que o conjunto tr ď p : pr ,˚

pφ, σqqMu é denso abaixo de p. Suponha que não seja o caso, logo Dq ď pp@r ď qpr .˚ pφ, σqqM ,
fixe q satisfazendo tal propriedade. Assim, temos que pq ,˚ p φ, σqqM . Mas, pelo item (a),
temos que q , p φ, σq. Seja G P-genérico sobre M tal que q P G (observe que tal G sempre
existe, na pior da hipóteses, podemos tomar G “ P). Assim, como q , p φ, σq, temos que
pM rGs, f ˝ σq |ù  φ, mas, como q ď p, temos que p P G, logo, como p , pφ, σq, temos que
pM rGs, f ˝ σq |ù φ, contradição.

O item (b) segue diretamente do teorema 4.2.19 e do item (a). �
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Os teoremas 4.2.19 e 4.2.20, em particular 4.2.20 paq, são os principais resultados da seção.
Com 4.2.20 paq, seremos capazes de mostrar que uma série de conjuntos definidos por , pertence
a M . Por exemplo, dados P P M , φ P F e σ : V ar ÝÑ MP, podemos mostrar que tp P P; p ,
pφ, σqu P M . A estratégia é a seguinte: por 4.2.20 paq, temos que tp P P; p , pφ, σqu “ tp P
P; pp ,˚ pφ, σqqMu. Assim, como P P M , e como vale o axioma da separação relativizado a M ,
temos que tp P P; pp ,˚ pφ, σqqMu P M . Com isso, conseguiríamos se quiséssemos fazer todo o
argumento da consistência relativa de  CH sem sair do modelo, bastando provar, em M , que
para alguma valoração σ e algum p P P vale p ,˚ p CH, σq.

Corolário 4.2.21. Sejam P P M um conjunto parcialmente ordenado, σ : V ar ÝÑ MP e
φ P F . Então:

(a) tp P P : p , pφ, σq _ p , p φ, σqu é denso em P;

(b) para todo p P P temos: p , p φ, σq, se e somente se, @q ď ppp . p φ, σqq;

(c) para todo p P P temos: p , pDx φ, σq, se e somente se, tr P P : Dθ : V ar ÝÑ MPpθ „x
σ ^ r , pψ, θqqu é denso a baixo de p.

Demonstração: Façmos paq. Pelo teorema 4.2.20, temos que A “ tp P P : p , pφ, σq _ p ,
p φ, σqu “ tp P P : pp ,˚ pφ, σqqM _ pp ,˚ p φ, σqqMu “ tp P P : pp ,˚ pφ, σqqM _ @q ď ppq .˚

pφ, σqqMu. Seja p P P, se p P A não há nada a fazer. Se p R A, em particular, temos que não
vale @q ď ppq .˚ pφ, σqqM , logo Dq ď ppq ,˚ pφ, σqqM , assim Dq P ppq P Aq.

Os itens pbq e pcq seguem diretamente do teorema 4.2.20 e do corolário 4.2.17. �

4.3 M[G] Satisfaz os Axiomas de ZFC

Já foi visto na seção 4.1 que valem infinidade, extensão, regularidade, par e união relativiza-
dos a M rGs. Vejamos aqui os outros. Usando o metalema 2.1.3, ao invés de mostrar que M rGs
satisfaz o esquema de axiomas da substituição, vamos mostrar que M rGs satisfaz o esquema
de axiomas da separação e da substituição fraco. Para ser mais preciso, de fato, vamos mostrar
que M rGs satisfaz o esquema de axiomas da substituição fraco, todos os infinitos axiomas de
uma só vez. Porém no caso da separação o que provaremos é o seguinte: dada uma instância
do esquema de axiomas, vamos mostrar que M rGs satisfaz essa instância. Vale notar também
que no caso dos esquemas da separação e substituição, vamos mostrar que M rGs |ù φ, para
cada instância desses axiomas, ou seja, M rGs as satisfaz. Já no caso dos outros axiomas, o que
vamos mostrar é que eles valem relativizados aM rGs, ou seja, que vale AMrGs, onde A é axioma
da linguagem. Mas, pelo metacorolário 3.4.16, sabemos que não faz diferença fazer de um jeito
ou de outro.

Teorema 4.3.1. M rGs satisfaz o axioma da substituição fraco.

Demonstração: Seja φ P F com suas variáveis livres entrem,n, j1, ..., ji e l P V arztm,n, j1, ..., jiu.
Precisamos mostrar que:

M rGs |ù @j1...@ji@kpp@npn P k Ñ D!m φqq Ñ Dl@npn P k Ñ Dmpm P l ^ φqqq.

Ou seja, dada σ : V ar ÝÑM rGs precisamos mostrar que:
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pM rGs, σq |ù @j1...@ji@kpp@npn P k Ñ D!m φqq Ñ Dl@npn P k Ñ Dmpm P l ^ φqqq.

Para tal, basta mostrar que para toda σ1 : V ar ÝÑM rGs temos:

pM rGs, σ1q |ù p@npn P k Ñ D!m φqq Ñ Dl@npn P k Ñ Dmpm P l ^ φqq.

Seja σ1 : V ar ÝÑM rGs. Suponha que:

pM rGs, σ1q |ù @npn P k Ñ D!m φq.

Em particular

pM rGs, σ1q |ù @npn P k Ñ Dm φq.

(*) Assim para toda θ : V ar ÝÑM rGs com θ „n σ1 existe θ1 : V ar ÝÑM rGs com θ1 „m θ
tal que M rGs |ù φ.

Precisamos mostrar que

pM rGs, σ1q |ù Dl@npn P k Ñ Dmpm P l ^ φqq.

Com efeito, sejam f : MP ÝÑM rGs, que leva τ em valpτ,Gq, τ 1 PMP tal que valpτ 1, Gq “
σ1pkq e S “ tτ PMP : Dp P P Dπ P dompτ 1q Dµ : V ar ÝÑMP pµpnq “ π ^ µpmq “ τ ^ µpkq “
τ 1 ^ @i P V ar pi R tn, k,m, lu ñ f ˝ µpiq “ σ1piqq ^ p , pφ, µqu.

Vejamos que S PM . Pelo lema 4.2.20 (a) temos que S “ tτ PMP : Dp P P Dπ P dompτ 1q Dµ :
V ar ÝÑ MP pµpnq “ π ^ µpmq “ τ ^ µpkq “ τ 1 ^ @i P V ar pi R tn, k,m, lu ñ f ˝ µpiq “
σ1piqq ^ pp ,˚ pφ, µqqMu, mas pelo lema 3.6.6, temos que S “ tτ P MP : pDp P P Dπ P
dompτ 1q Dµ : V ar ÝÑ MP pµpnq “ π ^ µpmq “ τ ^ µpkq “ τ 1 ^ @i P V ar pi R tn, k,m, lu ñ
f ˝ µpiq “ σ1piqq ^ pp ,˚ pφ, µqqqMu, assim, como M satisfaz o axioma da separação, temos
que S PM .

Seja ρ “ S ˆ P. Como a fórmula x “ A ˆ B é absoluta, temos que ρ P M , é fácil ver que
ρ é P-nome, assim ρ P MP, logo valpρ,Gq P M rGs. Assim podemos definir σ2 : V ar ÝÑ M rGs
tal que σ2 „ σ1 e σ2plq “ valpρ,Gq. Dessa forma, para concluir o teorema basta mostrar que:

pM rGs, σ2q |ù @npn P k Ñ Dmpm P l ^ φqq.

De fato, seja σ3 „n σ2 e suponha que σ3pnq P σ3pkq “ σ2pkq “ σ1pkq “ valpτ 1, Gq. Queremos
mostrar que:

pM rGs, σ3q |ù Dmpm P l ^ φqq.

Ou seja, precisamos mostrar que existe σ4 : V ar ÝÑM rGs tal que σ4 „m σ3, σ4pmq P σ4plq
e pM rGs, σ4q |ù φ.
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Com efeito, fixe π PMP tal que σ3pnq “ valpπ,Gq. Defina θ : V ar ÝÑM rGs tal que θpnq “
σ3pnq e θ „n σ1. Por (*), tome θ1 tal que θ1 „m θ e pM rGs, θ1q |ù φ. Seja σ4 : V ar ÝÑ M rGs
tal que σ4pmq “ θ1pmq e σ4 „m σ3. Assim temos que σ4 „l θ1, mas, como l não ocorre livre
em φ e pM rGs, θ1q |ù φ, temos que pM rGs, σ4q |ù φ. Portanto, para concluir, basta mostrar que
σ4pmq P σ4plq “ σ3plq “ σ2plq.

Seja τ P MP tal que valpτ,Gq “ σ4pmq. Seja g : M rGs ÝÑ MP uma inversa à direita da
função f definida acima. Defina µ : V ar ÝÑMP da seguinte forma:

µpnq “ π;
µpmq “ τ ;
µpkq “ τ 1;
µplq “ g ˝ σ4plq;
µpiq “ g ˝ σ1piq, se i R tn.m, k, lu.

Assim temos que:
f ˝ µpnq “ valpπ,Gq “ σ3pnq “ σ4pnq;
f ˝ µpmq “ valpτ,Gq “ σ4pmq;
f ˝ µpkq “ valpτ 1, Gq “ σ1pkq “ σ2pkq “ σ3pkq “ σ4pkq;
f ˝ µplq “ f ˝ g ˝ σ4plq “ σ4plq;
f ˝ µpiq “ f ˝ g ˝ σ1piq “ σ2piq “ σ3piq “ σ4piq, se i R tn.m, k, lu.

Portanto f ˝µ “ σ4, mas, como pM rGs, σ4q |ù φ, pelo teorema 4.2.20, temos que Dp P Gpp ,
pφ, µqq, logo τ P S, portanto:

σ4pmq “ valpτ,Gq P valpρ,Gq “ σ2plq.

�

Metateorema 4.3.2. M[G] satisfaz cada instância do axioma da separação.

Demonstração: Seja φ P F com suas variáveis livres entre k, n, j1, ..., j1. Precisamos mostrar
que

M rGs |ù @j1...@ji@kDm@npn P mØ n P k ^ φq.

Ou seja, precisamos mostrar que, para toda σ : V ar ÝÑM rGs temos que:

pM rGs, σq |ù Dm@npn P mØ n P k ^ φq.

Fixe σ : V ar ÝÑ M rGs, seja θ : V ar ÝÑ M rGs tal que θ „n σ e θpnq “ x. Pelo axioma da
separação (da linguagem) existe Y tal que:

p˚q @xpx P Y ô x P σpkq ^ pM rGs, θq |ù φq.

Suponha, por enquanto, que Y PM rGs. Assim, podemos tomar σ1 : V ar ÝÑM rGs tal que
σ1 „m σ e σ1pmq “ Y . Seja σ2 : V ar ÝÑ M rGs tal que σ2 „n σ1. Como (*) vale para todo x,
tomando x “ σ2pnq, temos que:

σ2pnq P Y ô σ2pnq P σpkq ^ pM rGs, θq |ù φq.

Mas, como Y “ σ1pmq “ σ2pmq temos que:
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σ2pnq P σ2pmq ô σ2pnq P σpkq ^ pM rGs, θq |ù φq.

Por outro lado temos:

θpnq “ x “ σ2pnq;
θpiq “ σpiq “ σ1piqσ2piq, se i R tm,nu.

Logo θ „m σ2. Assim, como m não ocorre livre em φ, temos que

pM rGs, θq |ù φq ô pM rGs, σ2q |ù φq.

Além disso, σpkq “ σ1pkq “ σ2pkq. Portanto:

σ2pnq P σ2pmq ô σ2pnq P σ2pkq ^ pM rGs, σ2q |ù φq.

Ou seja:

pM rGs, σ2q |ù pn P mØ n P k ^ φq.

Logo:

pM rGs, σ1q |ù @npn P mØ n P k ^ φq.

Portanto:

pM rGs, σq |ù Dm@npn P mØ n P k ^ φq.

Assim, para terminar a demonstração, basta mostrar que Y P M rGs. Seja τ P MP tal que
valpτ,Gq “ σpkq. Sejam f : MP ÝÑM rGs, que leva τ em valpτ,Gq e

ρ “ tpπ, pq P dompτqˆP; Dµ : V ar ÝÑMPpµpnq “ π^µpkq “ τ ^@i P V arpi R tm, k, nu ñ
f ˝ µpiq “ θpiqq ^ pp , pn P k ^ φ, µqqqu.

Pelo mesmo argumento usado para mostrar o axioma da substituição, temos que ρ P M ,
logo ρ P MP. Vamos verificar que Y “ valpρ,Gq, concluindo a demonstração. Primeiramente
seja x P valpρ,Gq, assim x “ valpπ,Gq, onde π tal que pπ, pq P ρ, para algum p P G.

Assim, podemos fixar µ : V ar ÝÑ MP tal que (µpnq “ π e µpkq “ τ e @i P V arpi R
tm, k, nu ñ f ˝ µpiq “ θpiqq e pp , pφ, µqq e pp , pn P k, µqq. Observe que:

f ˝ µpkq “ valpτ,Gq “ σpkq “ θpkq;
f ˝ µpnq “ valpπ,Gq “ x “ θpnq.

Como p P G, por definição de ,, temos que pM rGs, f ˝ µq |ù n P m e pM rGs, f ˝ µq |ù φ.
Assim, f ˝ µpnq P f ˝ µpkq, ou seja, x P σpkq. Por outro lado, como f ˝ µ „m θ e m não ocorre
livre em φ, temos que pM rGs, θq |ù φ, portanto x P Y .

Reciprocamente seja x P Y , assim x P σpkq e pM rGs, θq |ù φ. Logo x “ valpπ,Gq para
π P dompτq. Seja g uma inversa a direta de f . Defina µ : V ar ÝÑMP a seguinte valoração:

µpnq “ π;
µpkq “ τ ;
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µpiq “ g ˝ θpiq, se i R tn, ku.

Assim, f ˝ µ “ θ, logo pM rGs, f ˝ µq |ù φ. Por outro lado, como x P σpkq, temos que
valpπ,Gq P valpτ,Gq, ou seja, f ˝ µpnq P f ˝ µpkq, logo pM rGs, f ˝ µq |ù n P m. Portanto
pM rGs, f ˝µq |ù n P m^φ. Assim, pelo lema 4.2.20 (b), existe p P G tal que p , pn P k^φ, µq.
Logo pπ, pq P ρ, portanto x P valpρ,Gq.

�
Aqui vale a pena, novamente, fazer um contraponto entre o metateorema 4.3.2 e o lema 3.5.9.

Como já foi mencionado na seção 3.5, o lema foi demonstrado de uma vez só, sem precisar passar
para a metalinguagem. Aqui, 4.3.2, precisa ser um metateorema, pois, para provar que M rGs
satisfaz uma única instância do axioma da separação da sublinguagem, precisamos usar uma
instância do axioma da separação da linguagem relativa a esse axioma da sublinguagem. Assim,
4.3.2 não pode ser um teorema, pois sua prova não seria finita, uma vez que seriam necessárias
infinitas instâncias do axioma da separação para prová-lo.

Teorema 4.3.3. M rGs satisfaz o axioma das partes.

Demonstração: Vamos mostrar que

@x PM rGs Dy PM rGs @z PM rGs pz Ă xñ z P yq.

Com efeito, seja x P M rGs. Fixe τ 1 P MP tal que x “ valpτ 1, Gq. Sejam S “ tτ P

MP; dompτq Ă dompτ 1qu, ρ “ S ˆ P e y “ valpρ,Gq.

Vejamos que @z PM rGs pz Ă xñ z P yq. De fato, seja z PM rGs tal que z Ă x “ valpτ 1, Gq.
Fixe τ˚ PMP tal que z “ valpτ˚, Gq. Seja τ “ tpπ, pq; π P dompτ 1q^ Dσ : V ar ÝÑMP pσpmq “
π ^ σpnq “ τ˚ ^ p , pm P n, σqqu. É fácil ver que τ P S, assim @p P P ppτ, pq P ρq, logo, como
G ‰ H, τ PG ρ, logo valpτ,Gq P valpρ,Gq.

Portanto, para concluir, basta mostrar que valpτ,Gq “ valpτ˚, Gq. Primeiramente, seja
valpπ,Gq P valpτ˚, Gq Ă valpτ 1, Gq. Assim, como valpπ,Gq P valpτ 1, Gq, temos que π P dompτ 1q.
Seja σ : V ar ÝÑ MP tal que σpmq “ π e σpnq “ τ˚, assim, como valpπ,Gq P valpτ˚, Gq, pelo
teorema 4.2.20 (b), temos que existe p P G tal que p , pm P n, σq, logo, pπ, pq P τ , assim π PG τ ,
portanto valpπ,Gq P valpτ,Gq.

Reciprocamente, seja valpπ,Gq P valpτ,Gq. Assim, Dp P G pπ, pq P τ . Fixe σ : V ar ÝÑ MP

tal que σpmq “ π, σpnq “ τ˚ e p , pm P n, σq. Assim, por definição de ,, temos que valpπ,Gq P
valpτ˚, Gq.

�

Teorema 4.3.4. M[G] satisfaz o axioma da escolha.

Demonstração: Pelo lema 2.1.5, precisamos mostrar que:

@x PM rGs Dα PM rGs Df PM rGs pα é ordinal^ f é função^ dompfq “ α^ x Ă impfqqMrGs.

Mas, como todas as fórmulas entre parênteses são absolutas, precisamos mostrar que:

@x PM rGs Dα PM rGs Df PM rGs pα é ordinal ^ f é função^ dompfq “ α ^ x Ă impfqq.

De fato, seja x P M rGs, fixe ρ P MP tal que x “ valpρ,Gq. Como M satisfaz o axioma da
escolha, pelo lema 2.1.5 temos que existem α P M e f P M tais que α é ordinal, f é função,
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dompfq “ α e dompρq “ impfq. Seja τ “ toppβ̌, fpβqq : β P αu ˆ P. Observe que a fórmula
a “ oppβ̌, fpβqq é absoluta, pois as fórmulas que a compõem são todas absolutas, assim τ PM .
para cada β P α, temos que β̌ é P-nome e fpβq é P-nome, pois fpβq P dompρq, logo τ é um
P-nome. Logo τ PMP.

Seja g “ tpβ, valpfpβq, Gqq : β P αu, vamos mostrar que g “ valpτ,Gq. Com efeito, seja
w P g, então existe β P α tal que w “ pβ, valpfpβq, Gqq, assim pelos lemas 4.1.15 e 4.1.24
temos que w “ valpoppβ̌, fpβqq, Gq, seja p P G qualquer, como poppβ̌, fpβqq, pq P τ temos que
w P valpτ,Gq. Reciprocamente, seja valpτ 1, Gq P valpτ,Gq, assim existe p P G tal que pτ 1, pq P τ ,
logo τ 1 “ oppβ̌, fpβqq, onde β P α, logo valpτ 1, Gq “ pβ, valpfpβq, Gqq, assim valpτ 1, Gq P g.

Portanto temos que valpτ,Gq “ tpβ, valpfpβq, Gqq : β P αu. Assim valpτ,Gq é a função que
procuravamos, ou seja, valpτ,Gq é função, dompvalpτ,Gqq “ α, α P M rGs, valpτ,Gq P M rGs.
Resta mostrar, apenas, que valpρ,Gq Ă impvalpτ,Gqq. Com efeito, seja valpπ,Gq P valpρ,Gq,
assim existe p P G tal que pπ, pq P ρ, ou seja, π P dompρq, logo existe β P α tal que π “ fpβq,
assim valpπ,Gq “ valpfpβq, Gq “ valpτ,Gq pβq. Portanto valpπ,Gq P impvalpτ,Gqq.

�





Capítulo 5

Consistência de ZFC ` CH

Após mostrar queM rGs satisfaz cada pedaço finito de ZFC, precisamos mostrar queM rGs
de fato satisfaz  CH. Esse será o objetivo deste capítulo.

5.1 Preservação de Cardinais

Nesta primeira seção vamos mostrar que, em um tipo de ordem parcial específica, c.c.c.
(definiremos em breve), ser cardinal em M é equivalente a ser cardinal em M rGs.

Lema 5.1.1. A fórmula pp K q em pP,ďqq é absoluta.

Demonstração: SejaN um conjunto transitivo. Precisamos mostrar que @p, q,P,ď P N rpp K
qqN ô p K qs. De fato, sejam p, q,P,ď P N . pp K qqN é equivalente a r@r P P ppr, pq P ďÑ
 ppr, qq P ďqqsN , mas, como p, q,P,ď P N e a fórmula que define o par ordenado é absoluta,
temos que esta última fórmula é equivalente a @r P P ppr, pq P ďÑ  ppr, qq P ďqq, que é
equivalente a pp K qq. �

Definição 5.1.2. Sejam pP,ďq um conjunto parcialmente ordenado e X Ă P. Dizemos que X
é uma anticadeia em P quando @p, q P X pp ‰ q ñ p K qq.

Lema 5.1.3. A fórmula pX é uma anticadeia em pP,ďqq é absoluta.

Demonstração: Seja N um conjunto transitivo. Precisamos mostrar que @X,P,ď P N rpX é
uma anticadeia em pP,ďqqN ô X é uma anticadeia em pP,ďqs. De fato, sejam X,P,ď P N . pX
é uma anticadeia em pP,ďqqN significa r@p, q P X pp ‰ q Ñ p K qqsN , mas como X,P,ď P N e
vale o lema 5.1.1, esta última fórmula é equivalente a @p, q P X pp ‰ q Ñ p K qq, que significa
pX é uma anticadeia em pP,ďqq. �

Definição 5.1.4. Seja pP,ďq um conjunto parcialmente ordenado. Dizemos que P tem c.c.c.
quando toda anticadeia em P for enumerável. (c.c.c. vem da expressão em inglês: countable
chain condition)

Lema 5.1.5. Sejam P P M tal que pP é c.c.c.qM , A,B P M , G um filtro P-genérico sobre M
e h P M rGs tal que domphq “ A e imphq “ B. Então existe uma função F P M tal que
dompF q “ A, impF q Ă PpBq, @a P A phpaq P F paqq e @a P A p|F paq| ď ωqM .

73
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Demonstração: Seja τ PMP tal que valpτ,Gq “ h. Como as fórmulas: h é função, domphq “
A e imphq “ B são absolutas para M rGs, temos que:

rh é função^ domphq “ A^ imphq “ BsMrGs.

Considere g a função de Gödel e f : MP ÝÑM rGs dada por fpτq “ valpτ,Gq.

Seja σ : V ar ÝÑMP tal que:

σpgphqq “ τ ;
σpgpAqq “ Ǎ;
σpgpBqq “ B̌.

Assim temos:

f ˝ σpgphqq “ fpτq “ h;
f ˝ σpgpAqq “ fpǍq “ A;
f ˝ σpgpBqq “ fpB̌q “ B.

Ou seja, f ˝ σpgpvqq “ v, para toda variável livre v da fórmula:

h é função^ domphq “ A^ imphq “ B.

Seja φ “ gph é função ^ domphq “ A ^ imphq “ Bq. Assim, pelo mateteorema 3.4.15,
temos que pM rGs, f ˝ σq |ù φ. Assim, pelo teorema 4.2.20 (b), temos que, existe p P G tal que
p , pφ, σq.

Para cada pa, bq P AˆB, seja σpa,bq : V ar ÝÑMP tal que:

σpa,bqpgphqq “ τ ;
σpa,bqpgpaqq “ ǎ;
σpa,bqpgpbqq “ b̌;
σpa,bqpgpAqq “ Ǎ;
σpa,bqpgpBqq “ B̌.

Assim, dado pa, bq P AˆB, temos que:

f ˝ σpa,bqpgpaqq “ fpǎq “ a;
f ˝ σpa,bqpgpbqq “ fpb̌q “ b;
f ˝ σpa,bqpgphqq “ fpτq “ h;
f ˝ σpa,bqpgpAqq “ fpǍq “ A;
f ˝ σpa,bqpgpBqq “ fpB̌q “ B.

Ou seja, f ˝ σpa,bqpgpvqq “ v, para toda variável livre v da fórmula b “ hpaq. Seja ψpa,bq “
gpb “ hpaqq. Assim, para todo pa, bq P AˆB, pelo metateorema 3.4.15, temos:

pb “ hpaqqMrGs ô pM rGs, f ˝ σpa,bqq |ù ψpa,bq.

Seja F “ tpa, F paqq; a P Au, onde F paq “ tb P B : Dq ď p pq , pψpa,bq, σpa,bqqqu. Pelo teorema
4.2.20 (a) e pelo fato que M satisfaz o axioma da separação, temos que @a P A pF paq P Mq e
F PM .

Seja a P A, vamos mostrar que hpaq P F paq. Com efeito, seja b “ hpaq, como fpaq P M rGs,
temos que pb “ hpaqqMrGs, logo pM rGs, f ˝ σpa,bqq |ù ψpa,bq, portanto, pelo teorema 4.2.20 (b),
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existe r P G tal que r , pψpa,bq, σpa,bqq, mas como p, r P G, temos que existe q P G tal que q ď r
e q ď p, logo q , pψpa,bq, σpa,bqq, portanto b P F paq.

Agora vamos mostrar que @a P A p|F paq| ď ωqM . Seja a P A, como M satisfaz o axioma
da escolha, existe Q P M tal que dompQq “ F paq, impQq Ă P e para todo b P F paq temos
que pQpbq ď p e Qpbq , pψpa,bq, σpa,bqq. Mostraremos que, se b1, b2 P F paq e b1 ‰ b2, então
Qpb1q K Qpb2q. Com efeito, suponha que Qpb1q e Qpb2q sejam compatíveis, assim existe um
filtro P-genérico H, tal que Qpb1q, Qpb2q P H (pode-se construir H pelo mesmo argumento
usado no lema 4.2.5).

Como Qpb1q ď p, temos que Qpb1q , pφ, σq, logo pM rHs, f ˝ σq |ù φ, portanto:

ph é função^ domphq “ A^ imphq “ BqMrHs.

Além disso, como Qpb1q , pψpa,b1q, σpa,b1qq e Qpb2q , pψpa,b2q, σpa,b2qq, temos que pM rHs, f ˝
σpa,b1qq |ù ψpa,b1q e pM rHs, f ˝ σpa,b2qq |ù ψpa,b2q, ou seja, pb1 “ hpaqqMrHs e pb2 “ hpaqqMrHs, logo
pb1 “ b2q

MrHs, portanto, por absolutividade, b1 “ b2, uma contradição.

Portanto X “ tQpbq : b P F paqu é uma anticadeia em P, logo, pelo lema 5.1.3, (X é
anticadeia)M , alem disso, como Q P M e pP é c.c.c.qM , temos que p|X| ď ωqM , mas como Q é
injetora (logo pQ é injetoraqM , pois Q PM), temos p|F paq| ď ωqM . �

Definição 5.1.6. Sejam P PM , dizemos que P preserva cardinais quando, para todo G filtro
P-genérico sobre M , temos que:

@β PM ppβ é cardinalqM ô pβ é cardinalqMrGsq.

Lema 5.1.7. Sejam P PM e G filtro P-genérico sobre M , assim temos:

@β PM ppβ é cardinalqMrGs ñ pβ é cardinalqMq.

Demonstração: Suponha que pκ é cardinalqMrGs. Seja α P M rGs tal que α P κ. Precisamos
mostrar que não existe f PM tal que f é função, dompfq “ α e impfq “ κ. De fato, se existisse
tal função, teríamos que f PM rGs, assim β não seria um cardinal em M rGs. �

Corolário 5.1.8. Seja P PM . Então P preserva cardinais se, e somente se, para todo G filtro
P-genérico, temos que:

@β PM ppω ă β ^ pβ é cardinalqMq ñ pβ é cardinalqMrGsq.

Demonstração: Segue diretamente do lema 5.1.7 e da absolutividade de ω.
�

Definição 5.1.9. Seja N um conjunto e λ ě ω. Dizemos que κ “ cfpλqN , quando pκ “
cfpλqqN .

Definição 5.1.10. Seja P PM . Dizemos que P preserva cofinalidades quando, para todo G
filtro P-genérico sobre M e para todo ordinal limite λ PM com ω ă λ, temos:

cfpλqM “ cfpλqMrGs.

Lema 5.1.11. Seja P PM . Se P preserva cofinalidades, então P preserva cardinais.
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Demonstração: Primeiramete observe que, se α P M , α ě ω e pα é regularqM , temos que
pcfpαq “ αqM , logo cfpαqM “ cfpαqMrGs “ α, portanto α é regular em M rGs.

Pelo corolário 5.1.8, precisamos mortrar que:

@β PM ppω ă β ^ pβ é cardinalqMq ñ pβ é cardinalqMrGsq.

De fato, seja β ą ω tal que pβ é cardinalqM . Se pβ é cardnal sucessorqM , então pβ é regular qM ,
logo pβ é regular qMrGs, portanto pβ é cardinal qMrGs.

Vejamos, então, o caso em que pβ é cardinal limite qM . Suponha que β não seja cardinal
em M rGs. Assim, existe κ P M rGs tal que pκ é cardinal qMrGs, κ ă β e p|β| “ κqMrGs. Pelo
lema 5.1.7, temos que pκ é cardinal qM . Seja λ tal que pλ “ κ`qM , assim pλ é regular qM ,
logo pλ é regularqMrGs, portanto pλ é cardinalqMrGs. Como pβ é cardinal limite qM , temos que
pλ ă βqM , assim como ă é absoluto, temos que pλ ă βqMrGs, logo p|β| ě λqMrGs. Portanto:

p|β| ě λ ą κ “ |β|qMrGs.

�

Lema 5.1.12. Seja P PM . Suponha que, para todo G P-genérico sobre M , e para todo κ PM
tal que κ ą ω e pκ é regularqM , temos que pκ é regularqMrGs. Então P preserva cofinalidades.

Demonstração: Seja λ um ordinal limite em M e κ “ cfpλqM . Assim, pelo lema 2.2.3 apli-
cado emM , existe f PM tal que dompfq “ k , impfq “ λ, f é cofinal e f é estritamente crescente.
Observe que estamos usando o fato de que as fórmulas dompfq “ k , impfq “ λ, f é cofinal
e f é estritamente crescente são absolutas, as duas primeiras seguem do lema 3.6.3 e as duas
últimas são fáceis de verificar com os fatos que já mostramos. Como pκ é regularqM , temos que
pκ é regularqMrGs, assim, como f P M rGs, pelos lemas 2.2.4 e 2.2.6 aplicados em M rGs, temos
que pκ “ cfpλqqMrGs.

�

Teorema 5.1.13. Seja P P M . Se pP tem c.c.c.qM , então P preserva cofinalidades, portanto
preserva cardinais.

Demonstração: Suponha que o teorema seja falso. Então, pelo lema 5.1.12, existe um κ PM ,
κ ą ω tal que pκ é regularqM , mas pκ não é regularqMrGs. Assim existe λ ă κ e f P M rGs tal
que dompfq “ λ, impfq “ κ e f é cofinal, pois as fórmulas mencionadas são absolutas. Assim,
pelo lema 5.1.5, temos que existe uma função F P M tal que dompF q “ λ, impF q Ă Ppκq,
@α P λ pfpαq P F pαqq e @α P λ p|F pαq| ď ωqM .

Seja S “
Ť

αăλ F pαq. Como a união é absoluta, temos que S P M . Seja β P κ, como f é
cofinal, existe α P λ tal que β ă fpαq, mas fpαq P F pαq Ă S, logo S é ilimitado em κ. Mas
como ser ilimitado é absoluto temos que pS é ilimitado em κqM , logo p

Ť

S “ κqM . Além disso,
como @α P λ p|F pαq| ď ωqM , temos que p|S| ď maxtλ, ωu ă κqM . Portanto, pelo lema 2.2.8 ,
temos que pκ não é regularqM , um absurdo.

�

5.2 Funções parciais finitas

Estamos agora muito perto de mostrar que M rGs satisfaz  CH. Para isso vamos precisar
escolher um P específico, o conjunto das funções parciais finitas, mais especificamente ainda,
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o conjunto que nos servirá será o conjunto das funções parciais finitas de κ ˆ ω em 2, onde
pκ “ ω2q

M . Evidentemente precisaremos mostrar que tal ordem parcial é, de fato, c.c.c. para
usar os resultados da seção anterior.

Definição 5.2.1. Sejam I e J conjuntos. Vamos definir o seguinte conjunto parcialmente
ordenado FnpI, Jq “ tp : p é finito ^ p é função ^ domppq Ă I ^ imppq Ă Ju. E a ordem
parcial em FnpI, Jq é definida da seguinte maneira: p ď q quando q Ă p.

Lema 5.2.2. Sejam I, J PM com J ‰ H, então FnpI, Jq PM .

Demonstração: De fato, isso ocorre, pois M satisfaz o axioma da separação e pelo fato de
as fórmulas (p é finito), (p é função), (domppq Ă I) e (imppq Ă J) serem absolutas para M .
A absolutividade das fórmulas (p é finito) e (p é função) segue dos lemas 3.6.6 (g) e 3.6.4. Já
a absolutividade das fórmulas (domppq Ă I) e (imppq Ă J) podemos deduzir diretamente do
lema 3.6.3.

�

Lema 5.2.3. Sejam I, J PM com J ‰ H, I infinito e G um filtro FnpI, Jq-genérico sobre M ,
então

Ť

G é uma função, domp
Ť

Gq “ I e imp
Ť

Gq “ J .

Demonstração: Claramente temos que
Ť

G Ă I ˆ J . Vamos mostrar que @x P I Dy P
J ppx, yq P

Ť

Gq. Para cada x P I defina Dx “ tp P FnpI, Jq : x P domppqu, mas como a
fórmula x P domppq também é absoluta para M , temos que @x P I Dx P M . Seja x P I, temos
que Dx P M , vamos mostrar que Dx é denso em FnpI, Jq. Seja p P FnpI, Jq, se x P domppq
não há nada a fazer. Se x R domppq, como J ‰ H tome y P J e defina q “ p Y tpx, yqu, assim
q ď p e q P Dx portanto, Dx é denso. Assim, como G é FnpI, Jq-genérico sobre M , temos que
Dp P Dx XG, ou seja, Dp P G px P domppqq, logo existe y tal que px, yq P p Ă

Ť

G.

Agora, vamos mostrar que @x@y@z pppx, yq P
Ť

G ^ px, zq P
Ť

Gq ñ y “ zq. Com efeito,
sejam x, y, z tais que px, yq P

Ť

G e px, zq P
Ť

G, assim existem p, q P G tais que px, yq P p e
px, yq P q, mas, como G é filtro, existe r P G tal que p, q Ă r, logo px, yq P r e px, zq P r, mas,
como r é função, temos que y “ z.

Agora, resta mostrar que imp
Ť

Gq “ J , seja y P J , pelo mesmo argumento da prova de
que

Ť

G é função, temos que Dy “ tp P FnpI, Jq : y P imppqu P M . Vejamos que Dy é denso
em FnpI, Jq. Seja p P FnpI, Jq, como I é infinito, podemos tomar x P I tal que x R domppq,
tome q “ pY tpx, yqu, assim q P Dy e q ď p, portanto Dy é denso. Assim Dp P Dy XG, ou seja,
Dp P G py P imppqq, logo existe x tal que px, yq P p Ă

Ť

G. �

Lema 5.2.4. Sejam κ P M , P “ Fnpκ ˆ ω, 2q e G um filtro P-genérico sobre M , então
Df PM rGs pfé função ^ dompfq “ κ ^ impfq Ă 2ω ^ f é injetoraq.

Demonstração: Seja g “
Ť

G, e para cada α P κ, defina gα “ tpn, gpα, nqq : n P ωu.
Claramente gα é função, dompfαq “ ω e impgαq “ 2. Além disso, para cada α P κ, temos que
gα P M rGs, pois g P M rGs e M rGs satisfaz o axioma da substituição. Pelo mesmo argumento
f “ tpα, gαq : α P κu PM rGs, também é claro que f é função, dompfq “ κ e impfq Ă 2ω.

Agora para concluir a demonstração, basta mostrar que f é injetora. Com efeito, sejam
α, β P κ com α ‰ β. DefinaDαβ “ tp P P : Dn P ω ppα, nq P domppq^pβ, nq P domppq^ppα, nq ‰
ppβ, nqqu, vamos mostrar que Dαβ é denso em P. Seja q P P e n P ω tal que pn, αq R dompqq e
pn, βq R dompqq, tal n existe pois q é finito. Seja p “ q Y tppn, αq, 0q, ppn, βq, 1qu, assim temos
que p ď q e p P Dα,β, logo Dα,β é, de fato, denso em P. Tome, portanto, p P Dα,β X G, assim
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existe n P ω tal que ppα, nq ‰ ppβ, nq, mas como p Ă g, temos que gpα, nq ‰ gpβ, nq, logo
gα ‰ gβ, portanto f é injetora. �

Definição 5.2.5. Seja A um conjunto. Dizemos que A é um ∆-sistema quando: Dr @a, b P
A pa ‰ bÑ aX b “ rq. Neste caso chamamos r de raiz do ∆-sistema.

Teorema 5.2.6. Seja E um conjunto não enumerável de conjuntos finitos. Então existe D Ă E
um ∆-sistema não enumerável.

Demonstração: Vamos dividir a prova em 2 casos. O primeiro caso consistirá em supor que
existe Ẽ Ă E não enumerável tal que para todo a P

Ť

Ẽ temos que Aa “ tx P Ẽ : a P xu é
enumerável. Primeiramente vamos mostrar que

Ť

Ẽ é nao enumerável. De fato, se
Ť

Ẽ fosse
enumerável, o conjunto A “ tAa : a P

Ť

Ẽu também o seria, mas como Ẽ Ă
Ť

A e
Ť

A seria
enumerável, então teríamos que Ẽ seria enumerável, absurdo.

Agora vamos mostrar que para todo C Ă
Ť

Ẽ, enumerável, temos que o conjunto tx P Ẽ :
xXC “ Hu é não enumerável. Com efeito, como C é enumerável, então o conjunto tAa : a P Cu
é enumerável, mas como cada Aa é enumerável, o conjunto B :“

Ť

tAa : a P Cu também é
enumerável, mas Ẽ é não enumerável, assim ẼzB é não enumerável, porém ẼzB “ tx P Ẽ :
@a P C pa R xqu “ tx P Ẽ : xX C “ Hu.

Vamos definir recursivamente o conjunto txα : α P ω1u Ă Ẽ tal que α1 ‰ α2 Ñ xα1 X xα2 “

H. De fato, dado α P ω1 suponha que exista Cα “ txβ : β P αu satisfasendo β1 ‰ β2 Ñ
xβ1 X xβ2 “ H. Como α P ω1, α é enumerável, logo Cα é enumerável, mas como cada xβ P Cα
é finito,

Ť

Cα é enumerável. Assim H :“ tx P Ẽ : x X
Ť

Cα “ Hu é não enumerável, logo
HzCα ‰ H. Escolha xα P EzCα. Portanto Cα Y txαu satisfaz β1 ‰ β2 Ñ xβ1 X xβ2 “ H. Logo
txα : α P ω1u Ă Ẽ Ă E é um ∆-sistema com raiz H.

Agora vamos para o caso 2. Ou seja, para todo Ẽ Ă E existe a P
Ť

Ẽ tal que Aa, como na
definição do caso 1, é não enumerável. Defina f : E ÝÑ ω por fpxq “ |x|. Assim existe n P ω
tal que f´1pnq é não enumerável, pois

Ť

tf´1pnq : n P ωu “ E. Seja Ẽ “ f´1pnq, para concluir
a demonstração, basta que exista um ∆-sistema contido em Ẽ.

Temos que @x P Ẽ p|x| “ nq. Provaremos o resultado por indução em n. Se n “ 1, temos
que @x, y P Ẽ px X yq “ H, portanto o próprio Ẽ é um ∆-sistema. Façamos agora o passo
indutivo. Suponha que @x P Ẽ p|x| “ n ` 1q e suponha verdadeiro o resultado para n. Como
estamos no caso 2, existe a P

Ť

Ẽ tal que Aa é não enumerável, logo Ẽa “ txztau : x P Aau
também é não enumerável e @x P Ẽa p|x| “ nq, assim, pela hipótese de indução, existe Da Ă Ẽa
e r tal que @x, y P Da pxX y “ rq. Defina D “ txY tau : x P Dau, assim D é não enumerável e
@x, y P D pxX y “ r Y tauq, portanto D é ∆-sistema e D Ă Ẽ.

�

Lema 5.2.7. Sejam I e J conjuntos enumeráveis. Então FnpI, Jq é enumerável.

Demonstração: Sejam I “ tx1, x2...u e J “ ty1, y2...u. Defina

Fnk,lpI, Jq “ tp P FnpI, Jq; domppq Ă tx1, ..., xku ^ imppq Ă ty1, ..., yluu.

É fácil ver que cada Fnk,lpI, Jq é finito, mas como
ď

lăω

ď

kăω

Fnk,lpI, Jq “ FnpI, Jq,
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temos que FnpI, Jq é enumerável.
�

Lema 5.2.8. Sejam I e J enumerável, com J contável. Então, FnpI, Jq tem c.c.c.

Demonstração: Suponha por absurdo que exista uma anticadeia não enumerável X Ă

FnpI, Jq. Seja Y “ tdomppq : p P Xu. Vamos mostrar que Y é não enumerável. Com efeito, se
Y fosse enumerável, como cada elemento de Y é finito, teríamos

Ť

Y seria enumerável, logo,
pelo lema 5.2.7, Fnp

Ť

Y, Jq também o seria, absurdo, pois X Ă Fnp
Ť

Y, Jq.

Assim, pelo teorema 5.2.6, existe Z Ă Y , um ∆-sistema. Descartando, se necessário, alguns
elementos, podemos escrever Z da seguinte forma: Z “ tdomppαq : α P ω1u, onde domppαq ‰
domppβq se α ‰ β. Seja r a raiz do ∆-sistema. Como J é enumerável, Jr também o é, assim o
conjunto tpα æ r : α P ω1u é enumerável. Portanto existem α, β P ω1 tais que pα æ r “ pβ æ r.
Como r é raiz do ∆-sistema, temos que domppαqXdomppβq “ r. Seja pγ “ pαY pβ. Claramente
pγ é finito, assim basta mostrar que pγ é função, para concluir que pγ P FnpI, Jq, e isso
mostra que pα e pβ são compatíveis, pois pγ ď pα e pγ ď pβ, o que é um absurdo, porque
pα, pβ P X. Portanto, para concluir a prova, precisamos mostrar que pγ é função. De fato, sejam
pa, bq, pa, cq P pγ. Se pa, bq, pa, cq P pα, então b “ c, o caso pa, bq, pa, cq P pβ é análogo. Portanto,
sem perda de generalidade, só falta verificar o caso em que pa, bq P pα e pa, cq P pβ. Neste caso
temos que a P domppαq X domppβq “ r, logo b “ pαpaq “ pα æ rpaq “ pβ æ rpaq “ pβpaq “ c. �

5.3 Consistência de ZFC ` CH

Lema 5.3.1. Sejam P P M tal que pP é c.c.c.qM e G um filtro P-genérico. Então para todo
n P ω a fórmula pα “ ωnq é absoluta para M , M rGs.

Demonstração: Vamos fazer a prova por indução em n. O caso n “ 0 é imediato pois
ω0 “ ω, que á absoluto. Suponha que a fórmula α “ ωn seja absoluta para M , M rGs Vejamos
que α “ ωn`1 é absoluta para M , M rGs. Com efeito, seja α PM , pα “ ωn`1q

MrGs é equivalente
a

rpα é cardinal q ^ pωn P αq ^ @β P α pβ é cardinal Ñ pβ “ ωn _ β P ωnqs
MrGs,

que é equivalente a:

rpα é cardinal q^pDγ P αpγ “ ωnqq^p@β P α pβ é cardinal Ñ pβ “ ωn_ Dγ P αpβ P γ^γ “ ωnqqqs
MrGs,

que, pelo teorema 5.1.13, é equivalente a

pα é cardinal qM ^ pDγ P αpγ “ ωnq
MrGsq ^ p@β P α pβ é cardinal Ñ ppβ “ ωnq

MrGs _ Dγ P
αpβ P γ ^ pγ “ ωnq

MrGsqqq,

que pela hipótese de indução é equivalente a

pα é cardinal qM ^pDγ P αpγ “ ωnq
Mq^ p@β P α pβ é cardinal Ñ ppβ “ ωnq

M _ Dγ P αpβ P
γ ^ pγ “ ωnq

Mqqq,
que é equivalente a

rpα é cardinal q^pDγ P αpγ “ ωnqq^p@β P α pβ é cardinal Ñ pβ “ ωn_ Dγ P αpβ P γ^γ “ ωnqqqs
M ,
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que é equivalente a

rpα é cardinal q ^ pωn P αq ^ @β P α pβ é cardinal Ñ pβ “ ωn _ β P ωnqs
M ,

que é equivalente a pα “ ωn`1q
M

�

Lema 5.3.2. Sejam κ P M tal que pκ “ ω2q
M e P “ Fnpκ ˆ ω, 2q e G um filtro P-genérico

seobre M . Então p CHqMrGs.

Demonstração: Como κ PM , ω PM , o produto cartesiano é absoluto eM satisfaz o axioma
da substituição, temos que κˆω PM , como 2 PM , pelo lema 5.2.2, temos que Fnpκˆω, 2q PM .
Assim, aplicando o lema 5.2.8 em M , temos que pP tem c.c.c.qM , logo, pelo lema 5.3.1, temos
que pκ “ ω2q

MrGs. Além disso pelo lema 5.2.4:

Df PM rGs pf é função ^ dompfq “ κ ^ impfq Ă 2ω ^ f é injetoraq.

Já vimos que as fórmulas f é função, dompfq “ κ, e f é injetora são absolutas, portanto:

pf é função ^ dompfq “ κ ^ f é injetoraqMrGs.

Observemos que pimpfq Ă 2ωqMrGs. Mas pimpfq Ă 2ωqMrGs é equivalente a @g P impfq pg é função ^
dompgq “ ω ^ impgq Ă 2q. Portanto:

pf é função ^ dompfq “ κ ^ impfq Ă 2ω ^ f é injetoraqMrGs.

Logo:

pf é função ^ dompfq “ ω2 ^ impfq Ă 2ω ^ f é injetoraqMrGs.

Ou seja:

p CHqMrGs.

�

Metateorema 5.3.3. ConpZFCq ñ ConpZFC ` CHq.

Demonstração: Sejam A1, ..., An axiomas de ZFC. Vimos que

ZFCM $ DM0 pp CHq
M0 , AM0

1 , .., AM0
n q.

Basta tomar M0 “M rGs, onde G é um filtro P-genérico sobre M e P é como no lema 5.3.2

( existe tal G em P, pelo lema 4.2.5). Observe que o fato de valer p CHqMrGs, AMrGs1 , .., A
MrGs
n

foi demonstrado em ZFCM .

Assim pelo teorema 3.7.5, temos que ConpZFCq ñ ConpZFC ` CHq.
�

Vale a pena observar, também, que usando a técnica do forcing é possível mostrar, não
apenas a consistência relativa da negação Hipótese do Contínuo, como a consistência rela-
tiva da própria Hipótese do Contínuo em relação a ZFC. Não faremos a essa demonstração
aqui, porém a estratégia para fazê-la é a seguinte: basta considerar P “ tf ; f é função ^

dompfq é enumerável ^dompfq Ă ω1^ impfq Ă 2ωu. Pode-se provar que P é que P é σ-fechado
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(isto é, toda cadeia enumerável decrescente em P tem um limitante inferior). É possível mostrar,
então, que forcings σ-fechados preservam ω1 e não adicionam conjuntos enumeráveis. Tomando
G um filtro P-genérico sobre M teremos que

Ť

G será uma função sobrejetora de ω1 em 2ω. E
como o forcing preserva cardinais e não adiciona conjuntos enumeráveis, ω1 e 2ω são preservados
em M[G]. Portanto vale CH em M rGs. Pode-se encontrar um argumento análogo a esse em
[Kun80], capítulo VII, teorema 6.14.
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