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Resumo

Vinicius Oliveira Rocha. O problema de Michael. Dissertacido (Mestrado). Instituto de

Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sdo Paulo, 2023.

O objetivo desta dissertacio sera estudar os espacos de Michael, espacos de Lindel6f cujo produto pelos
irracionais no é de Lindel6f. O inicio é voltado para resultados gerais sobre preservagio de normalidade por
produto cartesiano. Depois, estudamos as trés principais construgdes consistentes de espacos de Michael
feitas até hoje, a feita por Michael usando CH e as feitas por Alster e Moore, usando a igualdade entre alguns
pequenos cardinais. Este trabalho se encerra com uma investigagdo de espagos produtivamente Lindel6f.
Estudaremos uma caracterizacdo interna destes espacos, um teorema sobre uma condicéo suficiente para
garantir que algum espago néo é produtivamente Lindelof e outro sobre a relacdo destes espacos com espagos
de Alster. Terminamos explorando resultados que relacionam a existéncia de um espago de Michael com

propriedades de espacos produtivelmente Lindel6f.

Palavras-chave: preservacio da normalidade por produto cartesiano. Espacos de Lindelof. Espagos de
Michael. Espacos Produtivamente Lindel6f. Espacos de Alster. Pequenos Cardinais. Teoria

Descritiva dos Conjuntos.






Abstract

Vinicius Oliveira Rocha. Michael’s problem. Thesis (Master’s). Institute of Mathematics

and Statistics, University of Sdo Paulo, Sao Paulo, 2023.

The goal of this dissertation is the study of Michael spaces, Lindel6f spaces whose product with the
irrationals is not Lindelof. The beggining of it is centered around general results about preservation of
normality by cartesian products. After that, we study the three main consistent constructions of Michael
spaces made untill this day, namely the one made by Michael using CH and the ones made by Alster and

Moore using some equalities between small cardinals.

This work finishes with an investigation of productively Lindeldf spaces. We study one internal charac-
terization of these spaces, one theorem about a suficient condition so that a space is garanteed not to be
productively Lindelof and another about the relation of these spaces with Alster spaces. We conclude with

results that link the existence of a Michael space with properties of productively Lindel6f spaces.

Keywords: preservation of normality by cartesian products. Lindelof Spaces. Michael Spaces. Productively

Lindel6f Spaces. Alster Spaces. Small Cardinals. Descriptive Set Theory.
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Introducao

E atribuida & Mary Ellen Rudin a afirmacio de que a normalidade ¢ onde a Topologia
Geral deixa de ser Analise e se torna Conjuntista. Mesmo néo tendo achado a referéncia
de que essas palavras realmente sdo dela, a veracidade da frase ndo é perdida. Espacos
normais, diferente dos outros axiomas de separacdo que vemos em um curso basico de
topologia, se comportam muito mal do ponto de vista da preservacao. Ela nao é garan-
tida para subespacos, para funcdes continuas e, de especial interesse para nos, produtos
cartesianos.

Em um curso basico de topologia, vemos que a reta de Sorgenfrey é um contraexemplo
para a poténcia de um espago normal ndo ser normal. As décadas de 1950 até 1970 foram
um periodo de alta intensidade neste assunto. Para citar alguns artigos, temos [Dow51],
[Tamé62] [Mic63], [Rud75a], [Rud75b] , [Ats77]. Este aumento de atividade pode ser in-
terpretada como uma reac¢ao a defini¢do de espagos paracompactos por Dieudonné em
1944 ([Die44]). Parafraseando, novamente, Mary Ellen Rudin, mas desta vez com uma
fonte [Rud75a], "até a definicdo de paracompacidade, nds, essencialmente, sabiamos nada
sobre a normalidade de produtos". A propria reta de Sorgenfrey ¢é definida, em [Sor47],
originalmente como um contraexemplo envolvendo paracompacidade. Com isso vemos
que, desde o comeco, a questdo da preservacdo da normalidade esta ligada a outras classes
de espacos.

Em 1971, especificamente, o artigo [Mic71] de Michael foi publicado. Nele sdo apresen-
tados contraexemplos sobre como até mesmo para espacos com propriedades mais fortes
que normalidade, ndo existe a garantia da preservagdo da normalidade no produto. De
particular interesse para nos, esta sua construgao, usando a hipoétese do continuo, de um
exemplo de um espaco do que, posteriormente, seriam chamados espacos de Michael.
Estes sdo espacos de Lindelof cujo o produto com os irracionais nao sao de Lindelof e cuja
existéncia em ZFC ¢é desconhecida.

Embora o problema da existéncia de tais espacos ndo esteja, a um primeiro momento,
ligada a preservagido de normalidade, sabemos que, quando um dos fatores é metrizavel
e separavel, o produto é de Lindelof se, e somente se, é normal. No entanto, a escolha
da preservacgdo pelos irracionais, especificamente, ao invés de qualquer outro espaco
metrizavel separavel, adiciona muita riqueza ao problema. Por seu homeomorfismo com
w®, os irracionais estdo muito ligados a pequenos cardinais. Eles também sdo centrais
em Teoria dos Conjuntos Descritiva. Técnicas de ambas estas areas aparecem quando
estudamos espacos de Michael.

Esta dissertacdo nasceu a partir do estudo da preservacdo da normalidade por produtos
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cartesianos em [Prz84], do Handbook of Set Theoretical Topology. Apés um primeiro
capitulo introdutério, o segundo capitulo desta dissertacdo se baseia neste estudo.
Nele exploraremos questdes relacionadas a caracterizagdo dos espagos que preservam a
normalidade pelo produto com classes especificas. Este capitulo fornecera o contexto para
0s proximos.

Existe alguns caminhos que se abrem apds um estudo mais geral da preservagao de
normalidade por produtos. Entre os principais temos o problema de Dowker e o problema
de Michael.Como ja mencionamos, nossa escolha foi pelo problema de Michael. Nosso
terceiro capitulo sera dedicado 4 construcio original de Michael, encontrada em [Mic71],
e tentativas de generalizacao dela. Das principais tentativas, nos baseamos principalmente
no trabalho de Lawrence em [Law90], que relaciona o problema com o cardinal b.

No capitulo quatro continuaremos investigando as constru¢des que vieram posterior-
mente. Estas sdo a feita por Alster, [Als90], e a feita por Moore em [M0099]. Ambos também
usam pequenos cardinais, mas a construgdo de Moore, especificamente, também envolvera
trabalhar com teoria descritiva dos conjuntos. A contribuicdo de Moore, inclusive, vai
muito além de sua construcido de um espago de Michael. Ele também encontrou uma
estrutura, chamada sequéncia de Michael, cuja existéncia é equivalente a existéncia de
um espaco de Michael.

Por fim, no quinto capitulo, estudaremos a classe de espacos cujo produto por todo
espaco de Lindelof é de Lindelof, os chamados espacos produtivamente Lindelof. Esta
¢ uma classe que comeca a ser mais explorada no mesmo artigo [Mic71] de Michael onde
temos o primeiro exemplo consistente de um espaco de Michael. O interesse nestes espacos
estd, principalmente, ligada a descobrir como eles se relacionam com outras classes que se
encontram entres os espacos o-compactos e de Lindel6f. Uma caracterizacdo para espacos
produtivamente Lindel6f apareceu apenas em [AZ18]. Outro resultado importante, obtido
por Alster em [Als88], mostra que, sob certas condicdes, estes espagos sdo equivalentes
aos espacos que ficaram conhecidos como espacos de Alster.

Embora espagos produtivamente Lindeldf, sejam interessantes, por conta propria,
também estaremos interessados em como eles se relacionam com espacos de Michael.
Um leitor atento nota que a existéncia de um espaco de Michael pode ser enunciada
negando que os irracionais sejam produtivamente Lindeldf. Por conta disto, e de certa
particularidades dos espacos irracionais, a existéncia de um espago de Michael decide qual a
relagdo de alguns espagos produtivamente Lindel6f com outras classes de espagos, relacoes
que podem ser conter, estar contido ou ser igual. Terminaremos dando um panorama sobre
quais sdo os ultimos resultados obtidos e quais perguntas continuam em aberto.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Basico de Topologia

Este capitulo tem como objetivo reunir todos os resultados e notacoes que serdo utili-
zados ao longo desta dissertacdo. Nao ha uma regra sobre quais resultados aqui presentes
demonstramos e quais apontamos para uma referéncia. A convencao que tentamos seguir
¢é que resultados e definicdes que sdo usados pontualmente nio se encontram aqui, mas
aonde se fazem necessarios.

Trabalharemos principalmente com as definicdes e nomenclatura que pode ser en-
contrada em [Eng89]. Assumiremos também que todos espacos sdo Tychonoff, a menos
que explicitado o contrario e que espacos normais, de Tychonoff e regulares sio
também T;. Para espacgos de Tychonoff, em particular, nos interessa também os seguinte
resultado:

Proposicio 1.1.1 ((Eng89] 2.3.23). Se X é de Tychonoff entdo ele pode ser imergido em 1.

Utilizaremos, sem justificar, muitos resultados basicos sobre todos estes espacos menci-
onados (e outros), todos os quais podem ser encontrados em [Eng89].

Dado um espago topoldgico (X, 7), uma base de X é um subconjunto Z de 7 tal que
todo elemento de 7 pode ser escrito como unido de elementos de %. Existem muitas
maneiras de se definir topologias e bases que podem ser encontrados em [Eng89] nos
capitulos 1.1 e 1.2. Dado x € X definiremos V(x) = {U € r : x € U}. Um espago sera
dito zero dimensional se possuir uma base de abertos e fechados. Um subespago de
X é dito F, (Gs) se é unido (interseccido) enumeravel de subespacos fechados (abertos).
Claramente, o complementar de um espaco F, é um espacgo Gs. Dizemos que A C X é um
funcionalmente fechado se existe uma fungio continua f : X — [0,1] com A = f7'[{0}].
Note que, como f é continua, A é fechado. Além disso, todo conjunto funcionalmente
fechado é Gg, afinal, A = (,.,, f'[[O0, %)]

As funcoes cardinais usadas seguem a notacdo de [Hod84]. Assumiremos conhecidas
as defini¢des de peso, w(X), pseudocaracter, (X), e grau de Lindel6f, L(X), de um espaco
X.
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Seja A C X. Usaremos int(A) para denotar seu interior, o0 maior aberto que esta
contidoem A, e A para denotar seu fecho, o menor fechado que contém A. Se estivermos
trabalhando com mais de um espaco denotaremos por inty(A) e A’ o interior e o fecho
de A emY, respectivamente. Um conjunto é dito raro se o interior de seu fecho é vazio
e magro se esta contido numa unido enumeravel de raros. Um subespaco de um espaco
topologico é dito discreto se é discreto coma topologia de subespaco e ¢ dito perfeito se
nao possui pontos isolados.

Para os resultados de teorias dos conjuntos, direcionamos o leitor para [Kun09]. Dado
um conjunto X denotaremos por Z(X) o conjunto dos subconjuntos de X. Dada uma
funcao f denotaremos por dom(f) seu dominio e por Im(f) sua imagem. Para nossos
propdsitos, f, como conjunto, é identificada com seu grafico. O uso do teorema da escolha
sera feito livremente, sem nos preocuparmos em destaca-lo.

Para nos, cardinais sao ordinais iniciais. Denotaremos os naturais por @ e o primeiro
cardial ndo enumeravel por ;. Dado um cardinal limite x, sua cofinalidade sera denotada
por ¢ f(x). Dados dois conjuntos X,Y, usamos X" para representar o conjunto das fungdes
de Y em X. Dado um cardinal k, ndo existem momentos em que a falta de distin¢do entre
2¥) e |2| causara ambiguidade. Denotaremos por Hipdtese do Continuo, ou CH, a afirmagéo
2° = ;. Dado um conjunto A e um cardinal k, [A]* e [A]** e [A]S* representam os
subconjuntos de tamanho k, menor estritamente que k e menor igual a k. Se s € [A]",
denotamos por s ~ a a funcédo s U {(n, a)}.

Topologicamente, sempre consideraremos ordinais com a topologia da ordem, a menos
que mencionado ao contrario. Sobre esta topologia, o resultado abaixo é relevante.

Proposicao 1.1.2. Seja a um ordinal infinito. Temos que @ é compacto se, e somente se, ¢ é
sucessor.

Demonstragdo. (=) Se a é um ordinal limite, entdo seja {a; : ¢ < cf(a)} uma familia
cofinal em a. Note que a cobertura {[0, ;] : ¢ < cf(a)} de @ ndo possui subcobertura
finita.

(<) Sejaa = f+ 1 e tome % uma cobertura por abertos basicos. Assuma que este nao
possui uma cobertura finita. Usaremos recursio para construir uma sequéncia decrescente
infinita em «. Seja fy = f e Uy € % nV(x,). Como é basico, deve ser da forma (x;, f]. Seja

ﬂl = Xi.

Assuma, agora, construido {xo, x1, ..., x,} € {Uy, Uy, ..., U,_ }. Tome x,,,; 0 menor elemento
de a tal que (B, a] € U<, Ui. Como % néo tem subcobertura finita, temos que x,,; # 0.
Portanto, x,,; ¢ Uign U, ou seja, x,+1 # x; para todo i < n. Seja U,,; € % tal que
ﬁn+1 € Un+1-

Como « é bem fundado, existe i € w tal que x; = min{x, : n € w}. No entanto, por
construcao x;;; < x,. Absurdo!

O

Proposicao 1.1.3. O peso de um cardinal é o proprio cardinal.
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Demonstragao. Seja 6 ordinal. O peso ndo pode ser menor que 6, afinal existem 6 elementos
sucessores, logo isolados, em 6. Como para os sucessores 0s unitarios sdo abertos, temos
que qualquer base tem no minimo 6 abertos. Por outro lado, como 6% = 6, temos [{(, a] :
p,a €6} =0. ]

Sempre que considerarmos um produto cartesiano II;; X;, estaremos interessados na
topologia produto, que é a topologia cuja base é formada por abertos da forma IT;;U; onde
U; é aberto de X; para todo i € I e U_X; exceto em um nimero finito de elementos de
I. Sobre o peso de um espago produto temos o seguinte resultado em [Juh80] teorema
5.3:

Proposicio 1.1.4. Dados X eY temos w(X xY) = w(X) x w(Y).

Se X e Y sdo espagos topologicos, entdo 7y (ou 7;) representara a projecdo de X xY em
X. Definiremos de forma analoga my ou 7,. Dado um espaco produto X = IT;; X;, definimos
mx, + X — X; a projecdo na coordenada i. Se J C I, entdo definimos 7; : X — II;; X,
onde ITj¢; X; é pensado como homeomorfo 4 II,Y;, onde Y; = X; se i = j e, caso contrario
Y; = {x;} para algum x; € X..

Se consideramos K C X xY e x € X, denotaremos por K, e o conjunto ({x} xY) n K.
De forma analoga, definiremos K, para y € Y. Estes serdo conjuntos que usaremos com
alguma frequéncia, portanto precisamos destacar o seguinte resultado.

Proposicao 1.1.5. Se F C X xY ¢ fechado (aberto) entao F, é fechado (aberto).
Demonstragao. Basta notar que 7y é um homeomorfismo entre {x} xY e Y. [

Ao longo da dissertagdo, constantemente teremos que argumentar que subconjuntos
definidos de maneira analoga a diagonal sdo fechados. A demonstracéo ¢ idéntica a abaixo
exceto por eventuais modificagdes que precisemos fazer aos abertos obtidos.

Proposicio 1.1.6. Se X é um espago de Hausdorff, entao {(x,x) : x € X} C X? ¢é fechado.

Demonstragao. Seja A = {(x,x) : x € X} e (x,y) ¢ A.Isto pode acontecer apenas se x # y.
Como X é Hausdorff, existe U € V(x) e V € V(y) tal que U NV = @. isto basta para termos
UxV nA = @.Portanto, A ¢é fechado. O]

Na verdade, também vale a volta do resultado acima. No entanto, como no a usaremos,
optamos por simplificar o enunciado.

Abaixo seguem alguns resultados sobre espacos compactos, paracompactos e de Lin-

delof

Teorema 1.1.7 (Tychonoff, [Eng89] 3.2.4). Se{K; : i € I} é uma colegdo de compactos, entdo
I,/ K; é compacto.

Nesta dissertacdo, exploraremos como algumas generalizagdes de compactos sdo, ou
nao sio, preservadas pelo produto cartesiano. Em [Eng89], teoremas 3.8.10 e 5.1.36, temos
um dos resultados mais importantes nesse sentido.
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Proposicao 1.1.8. O produto de uma espaco Lindelof (paracompacto) e um espago compacto
¢ de Lindelof (paracompacto)

Uma importante caracterizacdo para espagos compactos envolve as projecdes.

Teorema 1.1.9 (Kuratowski [Eng89]3.1.16). SeY é compacto, entdonr : X xY — Y é
fechado.

Agora nos voltaremos para alguns resultados sobre fung¢des. Dizemos que f : X =Y
¢ uma funcao fechada se, para todo F C X fechado, temos f(X) fechado. Além disso, f é
dita uma funcao perfeita, se f é continua, fechada e, para todo y € Y, temos que f*[{y}]
¢ compacto.

Proposicao 1.1.10 ([Eng89] 1.5.20). Fungodes fechadas preservam normalidade
Proposicao 1.1.11 ([Eng89] teorema 3.8.9). Pré imagem perfeita de Lindelof é de Lindelof.

Dadas duas funcdes f : X > X' e g : Y — Y’ definimos a fungdo fxg : X xY —
X' xY’ como f x g({x,y)) = (f(x), ().

Proposicao 1.1.12 ([Eng89] 2.3.6). Vale que f e g sao func¢des continuas se, e somente se,
f x g é continua.

Proposicao 1.1.13 ([Eng89] 3.7.3). Produto de funcédes perfeitas sao perfeitas

Denotaremos [0, 1] por I e os irracionais por IP. Chamaremos de conjunto de Cantor
o espaco 2” e de conjunto de Baire o espaco w”. Sobre este ultimo temos o seguinte
resultado.

Proposiciao 1.1.14 ([Teh11]). IP é homeomorfo a w”

Ao longo desta dissertacao, trocaremos entre os dois espacos sem explicacao quando
conveniente. Relembramos também a defini¢do da reta de Sorgenfrey.

Definicao 1.1.15. A reta de Sorgenfrey, denotada R, € a reta real com a topologia gerada
pelos abertos da forma {[a,b) : a,b € R}.

1.2 Pequenos Cardinais

Pequenos cardinais sdo cardinais que se encontram entre w; e ¢. Uma defini¢do que
unifique todos nao é facil, mas, normalmente, sao definidos como o menor tamanho de
uma familia sem alguma propriedade, propriedade tal esta que s6 pode falhar em familias
nio enumeraveis. Nesta dissertacido estaremos interessados em trés deles: b, 0 e cov(.Z).
Uma referéncia com todos os resultados aqui presente é [Bla10a].

Os dois primeiros cardinais estio relacionados as ordens abaixo.

Sejam f, g € w°. Definimos a desigualdade f < g se, e somente se, f(n) < g(n) para
todo n. Também definimos que f <* g se, e somente se, existe N € o f(n) < g(n) para
todon > N.

Dado f € w” usaremos a notacéo Ky para representar {g € @” : g < f} e K para
representar {g € »” : g <" f}. Dada uma colecdo {f; : £ < A}, usaremos K, para denotar
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K, para todo o < A. Note que se K é compacto de v, entdo existe f € w® tal que K C K.
De fato, K é compacto de w” somente se, para todo i € w, 7;[K] é finito.

Definicao 1.2.1. Definimos o pequeno cardinal b = min{|%#| : F C w” e.% é <*
— ilimitada.

Como w” ¢ ilimitada, temos que b estd bem definido. Também podemos de-
finir b de maneiras alternativas. Por exemplo, seja b, = min{|%| : ¥ C
®” e é uma familia ilimitada bem ordenada}.

Proposicao 1.2.2. Vale a igualdade b = b,

Demonstragao. Considere uma familia {f, : « < b} ilimitada. Vamos definir, recursiva-
mente, uma familia bem ordenada {g, : a < b}. Para cada «, como a cardinalidade do
conjuntos {fz : f < a}u{gs : f < a}émenor que b, podemos escolher algum g, € v de
forma que ele seja<<*-maior que todos os elementos deste conjunto. Temos que {gs : f < a}
¢ a familia que procuramos. O

Com este resultado, temos que b é regular, afinal, se {f, : @ < b} é familia ilimitada e
bem ordenada e ¢ : ¢f(b) — b temos que {f,, : f < cf(b)} também é ilimitada.

Dizemos que uma familia . C w“ é dominante se para todo f € w®, existe um g € .#,
talque f <" g

Definic¢ao 1.2.3. Definimosd = min{.# C w® : .% é uma familia dominante}.
Podemos relacionar d com b.
Proposiciao 1.24. 0; < b <0 < e
Demonstragao. Note que dada uma familia {f, : n € 0} C ©°, podemos sempre achar uma

cota superior. Basta definirmos f : w — w como f(n) = sup{fi(n) : i < n}+ 1. Com isso,
podemos concluir que w; < b.

Fica claro que toda familia dominante, também deve ser ilimitada, pois um limitante
teria que ser menor que alguém da familia. Com isso temos b < .

Claramente »w” é dominante, portanto, 0 < c. O

Proposiciao 1.2.5 ([Bla10a] 2.4). b < c¢f(0).
Em particular, a cofinalidade de 9 é ndo enumeravel.

Definicao 1.2.6. Uma k-escala é uma familia de elementos de P dominante e bem ordenada
em <* de tamanho k.

No6s vimos que, para dada uma familia ilimitada, sempre podemos achar uma familia
ilimitada e bem ordenada de mesmo tamanho. Para familias dominantes, no entanto, isto
nao vale. Na verdade, existéncia de escalas é independente de ZFC.

Proposicao 1.2.7 ([Bla10a] 2.6). Existe uma 0-escala se e somente se b = 0.
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Normalmente, na literatura, encontramos apenas o termo "escala". Aqui optamos
por especificar o tamanho ja que ele sera util nas nossas construcdes. Da mesma forma,
a proposi¢do acima normalmente é enunciada com "escala"ao invés de "0-escala’, mas
observando a construcdo, vemos que obtemos uma escala de tamanho 2.

Dado um conjunto X, A C #(X) é dito um um ideal em X se satisfaz:
1. Temos® € Ae X ¢ A.

2. Se X,Y € Aentao X UY € A.

3.SeXe€eAeY CA entaioY € A.

Definimos .# como o ideal dos subconjuntos magros de P.

Definicao 1.2.8.

cov(#) = min{|A| : A é familia de conjuntos magros e U A = P}.

Na literatura, pode-se encontrar cov(.#) considerando a menor familia de magros
(em R) que cobre R. No entanto, como os racionais sdo enumeraveis, as duas defini¢des
sdo equivalentes. Além disso, dado um espago completamente metrizavel e separavel, o
menor tamanho de um conjunto de magros que o cobre sera igual a cov(.#). Isto se da
pois espacos completamente metrizaveis e separaveis sio homeomorfos a menos de um
conjunto magro ([Bla10b]).

Temos, por fim, uma relacéo entre cov(.#) e 0.

Proposic¢ao 1.2.9 ([Bla10a] 5.5). cov(.#Z) <0

1.3 Teoria Descritiva dos Conjuntos

A teoria a dos conjuntos lida com espacos definiveis de R. As demonstracdes neste
capitulo podem ser encontradas em [Kec95]. Dizemos que um espaco X é completamente
metrizaveis se existe uma métrica completa compativel com a topologia. Dizemos que X
¢é polonés se ele é completamente metrizavel e separavel. Temos os seguintes exemplos.
Por fim, X é dito analitico se é imagem continua de P.

Proposicao 1.3.1 ([Kec95] secdo 3.A). P e 2° sdo poloneses.
Seguem alguns fatos sobre espacos poloneses.

Proposicao 1.3.2 ([Kec95] 3.3 e 3.11 ). Espacos fechados, abertos e Gs’s de poloneses sao
poloneses. Produto de espacos poloneses é polonés.

Teorema 1.3.3 (Cantor-Bendixson, [Kec95] 6.4). Se X é polonés, entdo X pode ser unica-
mente escrito como a unido de um subespaco perfeito e um enumeravel.

Agora fatos especificamente sobre IP.

Proposicao 1.3.4. Todo compacto de w® é fechado e raro
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Demonstragao. Seja K C w® compacto. Como «® é Hausdorff, K é fechado. Vamos entdo
mostrar que ele esta contido em um raro.

Se K é compacto, entdo para todo n € w, m,(K) é finito. Para cada n, escolha i, tal que
7,(K) C [0, i,] e considere M = [],,[0,i,]. M é produto de fechados. Além disso, se U é
aberto basico, existem infinitas coordenadas n onde 7,(U) = w, logo, U € M. O]

Proposicao 1.3.5 ([Kec95] 7.7). w® é o tinico espago, a menos de homomorfismo, ndo vazio,
polonés, zero dimensional e em que cada compacto tem interior vazio.

Este ultimo resultado é obtido fazendo uma constru¢éo na literatura que, sempre que
pode ser feita, nos da um espaco homeomorfo ao espaco de Baire. A construcéo se chama
esquema de Luzin e existe uma versao para espacos de Cantor também.

Definicao 1.3.6 (Esquema de Cantor). Um esquema de Cantor em um espaco topoligico
X é uma familia de subconjuntos {A; : s € 2°}} que satisfaz:

2<“ comdom(s) = n, temos A,y N Ag1 = @.

1. Para qualquers €
2. Para qualquer s € 2<°, com dom(s) = n, e qualquer j € {0, 1} temos que A;.; C A,

Dado um espago metrizavel X, d é uma métrica compativel com sua topologia e
A C X o didmetro de A, denotado por diam(A), é definido como o sup do conjunto
{d(x,y) : x,y € A}. Se X é um espaco completamente metrizavel e definimos um esquema
de Cantor que também satisfaz as seguintes hipoteses adicionais:

1. Cada A, é aberto.
2. lim,e, diam(Ay,) = 0 para todo € 2°.
3. U,~; C U, para todo s € 2<? e i € {0,1}

Entdo o conjunto U{(,c, Ay, : S € 2°} é homeomorfo ao conjunto de Cantor ([Kec95]
6.2).

A partir desta construcéo, e do analogo esquema de Luzin, podemos obter os resultados
abaixo.

Teorema 1.3.7 ([Kec95] 6.2). Se X é um espaco polonés perfeito, entdo existe uma imersao
de2° em X.

Teorema 1.3.8 ((Hurewicz), [Kec95] 7.10). Seja X um espaco de Lindedf e completamente
metrizavel. Entdao X ndo é o-compacto se e somente se X tem uma copia fechada de PP.

Teorema 1.3.9. Todo espaco polonés zero dimensional é homeomorfo a um subespaco fechado

deP.
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1.4 Set Valued Functions

Dados X eY espacos topoldgicos, chamamos uma fun¢do ¢ : X — Z(Y) de set-valued
function. Além disso, dado A C X, usaremos a notagdo ¢p(A) = |J ., #(x). Dizemos que
uma set valued function é compacta se todo ponto é levado em um compacto e que é
semicontinua por cima se para todo aberto V de Y o conjunto {x € X : ¢(x) C V}é
aberto em X.

Proposicao 1.4.1. Sejam X Lindelof e Y espago topoldgico. Se ¢ : X — & é compacta
semicontinua por cima com ¢(X) =Y, entdo Y é Lindelof.

Demonstragao. Seja %/ uma cobertura de Y fechada por unides finitas. Para cada U € %,
tome V; = {x € X : ¢(x) C U}. Pela semicontinuidade por cima de ¢, a familia %’ =
{Vy : U € %} é de abertos. Também é uma cobertura. Para ver isto, basta usarmos que ¢ é
compacta, pois, dado x € X, #(x) é coberta por um elemento de %/ .

Seja {Vy, : n € w} subcobertura enumeravel. Resta mostrar que {U, : n € w} é
subcobertura de 7. Fixe y € Y e, usando que ¢(X) =Y, tome x € X com y € ¢(x). Por ser
cobertura, existe n € w tal que x € Vy;, ou seja, y € ¢(x) C U,. O

Proposicao 1.4.2. Sejam X, X', Y,Y’ espacos topologicos e p, : X — P(X') e, : Y —
P (Y') compactas, semicontinuas por cima e com $(X) = X’ e ¢,(Y) = Y’. Temos entao
que ¢ x ¢y, + X xY — P(X' xY') também é compacta e semicontinua por cima com
Pr x P (X xY) = X' xY".

Note que na proposicdo acima, embora tenhamos usando ¢, x ¢, para representar a
funcdo, ela nao é o produto que definimos anteriormente. Usamos essa notagao apenas
como simplificagao.

Demonstragdo. Para um aberto da forma U x V entdo {(x,y) : ¢, x ¢,(x,y) CUxV} =
fxeX :¢.(x)CUlx{y €Y : ¢,(y) CV}éumaberto. Agora, se ¢, x ¢,(y) € U qualquer,
podemos usar a compacidade do produto para coloca-la numa unido finita de abertos
béasicos. Por fim, dado (x/,y”) € X’ xY’, temos que existem x € X e y € Y com x” € ¢,(x) e

Y’ € ¢,(¥), logo, (x’,y") € ¢p.(x) x ¢, ().



Capitulo 2

Produto de Espacos Normais

Este capitulo, em que vamos explorar resultados gerais de preservacdo da normalidade
por produtos cartesianos, sera baseado principalmente no trabalho de [Prz84] Comeca-
remos com uma se¢do de motivagdo. Nela, mostraremos, com um contra-exemplo, que a
preservacdo nao é necessariamente verdadeira. Além disso, veremos que a classe em que a
preservacdo sempre vale é bem restrita. Sendo assim, temos um incentivo para restringir
as classes de espacos aos quais pedimos a preservacéo. Isso sera justamente o que faremos
posteriormente.

As duas sec¢des seguintes tem estruturas bem similares. Uma tratara da classe de
espacos compactos, enquanto a outra dos espacos metrizaveis. Ambas comecam com
contra-exemplos que mostram que a preservacido ndo vale sempre. Assim, apés uma
motivacdo, temos os resultados mais importantes do capitulo, Teorema 2.2.7 e Teorema
2.3.4, que dao caracterizacOes para espagos cuja preservacao ocorre, fixado um espago
compacto ou metrizavel , respectivamente. No resto destas sec¢oes, teoremas importantes
da literatura sao derivados dos teoremas principais.

2.1 Motivacao

Existem trés propriedades que aprendemos em um curso basico de topologia que nao
serdo preservadas por produtos cartesianos: normalidade, Lindel6f e paracompacidade.
Sabemos que a relacéo entre estas propriedades é de implicacgao, pelo menos para espagos
regulares. Mais especificamente, espago regulares e Lindel6f sao paracompactos que, por
sua vez, sdo normais. Para todas elas, a reta de Sorgenfrey (1.1.15) é o contraexemplo
padrao.

A demonstragdo que faremos, sera uma consequéncia da proposicdo abaixo, ela, em
si, sendo uma consequéncia do Teorema da Categoria de Baire (veja [Kec95] teorema
8.4).

Proposicao 2.1.1. Os irracionais P ndo sdo um espago F, em R

Demonstracao. Basta mostrar que Q ndo é Gs. Assuma que Q = (), U, onde cada U, é
um aberto de R. Como Q é denso, cada U, também é. Agora, seja Q) = {g, : n € w}. Temos
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que P também é um Gg, afinal, P = (., R \ {x; : i < n}. Novamente, como PP é denso,
cada aberto da forma R \ {x; : i < n} também.

Com isso, temos que [ ),e,, Un N[ ue R\ {x; : i < n}. No entanto, esta é uma interseccdo
enumeravel de abertos densos, logo, pelo Teorema da Categoria de Baire, deveria ser denso.
Absurdo! O

Agora, vamos mostrar o exemplo. Normalmente, esta demonstracéo ¢ feita usando o
Lema de Jones (veja [Prz84] Lema 1.1). No entanto, optamos por fazer usando o Teorema
da Categoria de Baire, demonstracdo que também pode ser achada em [Prz84], por ser
uma demonstragao diferente da usual e por refletir melhor os argumentos que usaremos
mais a frente.

Exemplo 2.1.2. A reta de Sorgenfrey R, é um espago regular de Lindelof, mas R? nao é
normal.

Demonstracgao. Pela defini¢io, todo elemento da base canonica IR é um aberto e fechado.
Com isso, concluimos que ele é um espaco regular.

Seja 7/ uma cobertura basica de R,. Considere o seguinte conjunto %’ = {(a,b) :
la,b) € % }. Sendo R hereditavelmente Lindelof, u%’, pensado como seu subespaco, tem
uma subcobertura enumeravel de %/’. Agora, mostraremos que o que sobra, R, \ u%/”’, é
enumeravel. Para cadaa € Rg\U%’, tomamosum g, € Q e p, € Rtalque [a,p,) CU € %
e q € [a, p.)- A fungdo f : Ry\u%’ — Q dada por f(a) = q, é injetora. De fato, dado
a,b € Ry\u%’ com a < b, assuma por absurdo que g, = g,. Neste caso, b € (a,q,) = (a, q,),
logo por definicéo, b € U7Z/’. Absurdo. Com isso, o complementar de U%’ é enumeravel e
R, é de Lindelof.

Agora, vamos mostrar que R? ndo é normal. Considere os seguintes conjuntos F, =
(,—q) : g€ Q}e F, ={p,—p) : p € P}. Ambos os conjuntos sdo fechados, afinal, esta
antidiagonal um fechado discreto.

Agora, considere U aberto tal que F; C U. Para cada p € P, podemos escolher um aberto
basico, ou mais especificamente, escolher um €, € R, tal que [p, p+e€,)x[-p,—p+e,) CU.
Considere também o conjunto P, = {p € P : €, > 1} para todo n € w. Temos que
P = U, Pr € U,e,, Pr- Como os irracionais nio podem ser F,, pela proposicio anterior, a
segunda inclusdo deve ser estrita, ou seja, existe g € Q e n € w tal que q € P,.

Considere, agora, o ponto {(q,—q) € F, e tome uma vizinhanca aberta [q,q + €) x
[—q,—q +¢€) dele. [q,q + €) N P, # @, logo, temos uma sequéncia de irracionais maiores que
g, {pi : i € w} C P,, que convergem a ele. Considere o aberto basico [q,q+€) x[—q, —q +€).
Seja ¢ = min{e,q + i}. Ja que q € P,, existe um p € P, tal que p — q < €. Assim,
por um lado, {(g,—p) € [¢q.q + €) x [-g,—q + €). Por outro, p — q < 1, logo, {(g,—p) €
[p.p+ 1) x[-p,—p+ 1) CU.Ouseja, (q,—q) € U nF, e, portanto, F, e F; ndo podem ser
separados por abertos disjuntos.

]

Com isso, é natural perguntar sob quais condi¢des o produto é preservado. Sabemos
que se vamos procurar por espacos em que a normalidade é preservada, ndo seria natural
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procurar em espacos de que ndo sio eles mesmo normais, afinal, um espago produto X xY
contém uma copia fechada de X. Acontece que os tnicos espagos cujo produto por todo
espaco normal é normal sdo os discretos.

Proposicao 2.1.3. Se X ¢ discreto, entao X xY é normal se, e somente se,Y é normal.

Demonstragao. (=) Tome algum x € X. Temos que {x} x Y é um subespaco fechado de
X xY homeomorfo a Y. Como a normalidade é preservada em subespacos fechados, Y deve
ser normal.

(<) Sejam F,K C X xY fechados disjuntos (1.1.5). Para cada x € X, temos que K, e
F, séo fechados de Y. De fato, dado y ¢ F,, temos que (x,y) ¢ F, temos U € V(y) tal que
({x}xU)NnF = @. Com isso, U n F, = @. Além de fechados, também sio disjuntos, logo,
temos U, e V, abertos disjuntos tais que K, C U, e F, C V,. Definimos V = [, {x} x V, e
U = U,ex{x} x Uy, que sdo abertos disjuntos que separam K e F. O]

Para mostrar que este sdo os Unicos, nos baseamos nos trabalhos de Atsuji [Ats77].
Atsuji achou uma propriedade que é necessaria caso o produto de um espago por um outro
nao discreto seja normal.

Definicdo 2.1.4. Sex é um cardinal, dizemos que um espaco topologicoY tem a propriedade
B*(x) se para toda familia decrescente de fechados{F, : a <k} com (), F, = @ existe uma
familia de abertos {U, : a < x} comF, C U, para todoa < x e[, U, = @.

A condicédo pode ser vista como uma generaliza¢do de B*(w), uma caracterizagao de
espacos normais enumeravelmente paracompactos ([Dow51]). Variacdes desta condigio
aparecem recorrentemente na literatura sobre produto de espagos normais. Utilizaremos
uma dessas variagdes no proximo resultado.

Lema 2.1.5. Sejam X eY dois espagos topologicos tais que X xY é normal. Dado Z C X,
considere {E, : x € Z} uma familia de fechados deY tal que (\yen(p Urer Ex = @ para
algum p € X e N(p) base local de p. Assim, existe Z' C X com Z C Z' e uma familia de
abertos {Uy, : x € Z'} com E, C U, para todo x € Z e[ \yen(p) Uxev Dx = @.

Demonstragao. Fixe p, N(p), Z e {E, : x € Z}. como no enunciado. Considere os seguintes

fechados

Fy = | Jix} < B,

xeZ

F ={p}xY

Sdo dois fechados de X xY que argumentaremos serem disjuntos. Fixe y € Y. Como
(Mven(p) Urew Ex = @, temos que existe um U € N(p) e V € N(y) tal que V n U,y Ex = @.
Ouseja, U xV N, {x} x Ex = @ e temos (p, y) ¢ F,.
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Pela normalidade do produto, temos que existe U com Fy C U e U n F; = @. Seja
Z’ = ny|U]. Para todo x € Z’, D,, que é um aberto (1.1.50. Além disso, temos que F, C D,
para todo x € Z

Agora, fixe y € Y. Temos que (p,y) ¢ U, logo, existe V € N(p) e W € N(y) tais que
VxWnU = @. Como consequéncia, para qualquer x € V, WnD, = @, ouseja, y € |, Dx-
Concluimos que (yen(p) Ures Dx = @. O

Com este lema, podemos dar uma propriedade necessaria para o caso de X nao dis-
creto.

Teorema 2.1.6. Seja X com um ponto de acumulagdo p tal que a = min{|A| : AC X epe
AN{p}} Se X xY é normal, entaoY tem a propriedade B*(«).

Demonstragdo. Seja{F, : y < a}uma sequéncia decrescente de fechados de Y cuja intersec-
¢do € vazia e A um subconjunto tal que p € A e |A| = a. Enumeraremos A = {x, : y < a}.
Para usarmos o lema, fixaremos N(p) base local de p e tomaremos Z = A e, para todo
y<akE, =F.

Agora, fixe y € Y. Existe um f < « tal que y ¢ Fg e, como F; ¢é fechado, existe
vizinhanca V de y tal que V n F, = @ para todo y > f. Note que, pela minimalidade de
a, p ¢ {x, : y < B}, ou seja, existe U € N(p) tal que x, ¢ U para todo y < . Assim,
VU, Ex =V nU,55 F, = @. Em outras palavras, y € [ \yen(p) Uxev Ex-

Usando o lema anterior, existe Z’ 2 Z e {D, : x € Z’} tal que, paratodo x € Z, E, C D,
e (ven(p) Uxev Dx = @. Fixe y € Y qualquer. Existem V € N(p) e W € N(y) tais que, para
todo x € V, W n D, = @. Esta afirmagao nio basta, pois poderia acontecer de Z' nU = @, o
que nio nos daria um x € Z tal que y ¢ D,. Isto, no entanto, niio pode ocorrer ja que p € Z,
logo, deve existirum x € ZnU # @ com y ¢ D,. Com isso, concluimos, ()., Dx = @.

O

Em seu artigo, Atsuji aponta para [Rud78], de Rudin, para a demonstracio de que,
para todo k, existe um espaco normal sem a propriedade B*(k). Em outras palavras, a
contra-positiva do teorema anterior nos leva a concluir o seguinte resultado.

Corolario 2.1.7. Para todo espaco X ndo discreto existe um espago normalY tal que X xY
ndo é normal.

Tais espacos sao chamados por Mary Ellen Rudin de X-Dowker. A razdo do nome é
que sua construcdo é uma adaptacido da feita por ela para um espaco de Dowker em ZFC.
Espacos de Dowker sdo espacos normais ndo enumeravelmente paracompactos e problemas
envolvendo eles ainda estdo em aberto. No seu artigo [Dow51], Dowker mostrou que esta
classes de espacos é totalmente caracterizada por ndo possuirem a propriedade B*(w),
dando uma ideia de como eles estdo relacionados com o que estudamos. Sua construgéo
esta fora do escopo dessa dissertacdo, no entanto, estes espagos se relacionam a produtos
de espagos normais de uma forma que exploraremos na préxima secao.

O proéximo passo sera comecarmos a olhar o produto de espacos normais por classes
com condicdes mais fortes.
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2.2 Produtos com um Fator Compacto

No artigo de Przymusinski, temos um contra-exemplo feito por Dieudonné para a
pergunta: o produto de um espaco normal por um espaco compacto é normal? Para isto,
ele utilizou como base o ordinal w;. E um resultado conhecido que um ordinal infinito é
compacto se e somente se ele é sucessor (1.1.2). Assim, sabemos que w;+1 é compacto. Além
disso, qualquer ordinal com a topologia da ordem é normal (Em [Lut80] lema 3.1). Para
construir este contra-exemplo, usaremos o lema do Pressing Down. Enunciamos, abaixo,
uma versdo mais fraca do lema, mas que é o suficiente par aos nossos propositos.

Lema 2.2.1 (Pressing Down). Se f : w; = w; é uma funcao tal que f(a) < a para todo
a < w;, entdo existe S C w; ndo enumeravel ey < w, tal que f(a) =y para todo a € S.

Exemplo 2.2.2. O produto de v, x (w; + 1) ndo é normal.

Demonstragao. Considere os conjuntos F, = {(a,@) : @ < w} e F;, = w; x {w;}. Sdo
disjuntos e F; é um produto de fechados. Como os abertos w; sao induzidos por abertos de
w41, podemos adaptar a demonstracdo de 1.1.6 para mostrar que F, também é fechado.

Sejam U e aberto tal que F; € U. Como U ¢é aberto, podemos escolher, para cada o < wy,
um f, tal que (f,, @] x (B, ] C U. Tome f : w; — w; a fun¢io dada por f(a) = f, e
utilizando o lema anterior, temos que existe S C w; ndo enumeravel e f < w; tais que, para

todoa € S, f(a) = p.

Queremos mostrar que {f + 1,w;) € U. Seja y < w, e considere a vizinhanca {f + 1} x
(B, ] deste ponto. Como S é ndo enumeravel, em particular, é cofinal em w,, logo, existe
a € Scomy < a. Pela definicdo de S, (f + 1, ) € U N {f + 1} x (B, w;]. Concluimos, entio,
queUNF, = @.

O

Assim, ficamos com a pergunta se podemos caracterizar a classe de espacos que pre-
servam a normalidade pelo produto por um compacto. Existe uma classe conhecida de
espacos que satisfazem a propriedade, os espacos paracompactos (1.1.8).

Como comentamos na introdugido do capitulo, vamos olhar para a preservacio da
normalidade por um compacto C fixado. A razdo é que, através dela, poderemos chegar na
resposta sobre a classe de espagos tais que a normalidade no produto por todo compacto é
preservado. Pela proposicdo acima, vemos que tal propriedade deve contemplar os espacos
paracompactos Hausdorff. Poderia acontecer dessa classe serem os nicos, mas este nao é o
caso. Usaremos A(w,) para designar a compactifica¢do por um ponto do espago discreto de
tamanho ;. Note que tal compactificacdo existe, afinal, ele é localmente compacto.

Exemplo 2.2.3. w; x A(w;) é normal.

Como w; nao é um espago paracompacto ([Lut80] teorema 4.2), temos que, a0 menos
para o espaco A(w;), a classe dos espacos cujo produto é normal é mais ampla que os
espacos paracompactos. Como este exemplo sera consequéncia do teorema principal deste
capitulo, resolvemos deixar a demonstragio para ser feita mais a frente.
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De qualquer forma, a classe de espacos que nos interessa tera que ser caracterizada por
uma propriedade que generaliza a paracompacidade. Acontece que a distin¢do sera apenas
nas coberturas que consideramos. A defini¢do e demonstragio abaixo sdo de [Prz84].

Definicao 2.2.4. Seja C um espago compacto e fixe 78 uma base de C fechada por intersecgoes
e unides finitas. Dizemos que uma cobertura % de um espago X é uma %-Cobertura,
se seus elementos forem indexados pelos pares B,D € % tais que BN D = @ e satisfaz
U(B,D)nU(B',D’) =U(BnB,Dn D).

Assim, o teorema de caracterizacdo pode ser enunciado da seguinte maneira.

Teorema 2.2.5 (Teorema de Caracterizacdo para Produtos com Compactos). Seja X um
espaco completamente regular e fixe um espago compacto Hausdorff C, uma base % de C e
um espaco regular X. X x C é normal se e somente se X é normal e toda %-cobertura tem
refinamento aberto localmente finito.

Demonstracio. (=) Seja X x C normale % = {U(A,B) : AAB€ $eAnB = @} uma
HB-cobertura. Vamos usa-lo para definir dois fechados

K=XxC\| U B)x(C\A) : AnBe A,Be%}

L=XxC\| JUAB)x(C\B) : AnBeABe%}

Ambos sdo claramente complementares de abertos. Resta mostrar que sdo disjuntos.
Tome (x,y) € X x C, como % é cobertura, existem A,B € % com ANB = @ tais que
(x,y) € U(A, B). Temos duas possibilidades. Se y ¢ A, entdo pela definicio (x,y) ¢ K.
Agora, se y € A, entdo pela disjuncio, temos que y ¢ B, logo, {(x,y) ¢ L.

Usando a hipdtese em conjunto com o Lema de Urysohn ([Eng89] teorema 1.5.11),
fixamos uma fungéo f : X xC — [ tal que f|x = 0 e f|; = 1. Uma pseudo-métrica tem as
mesmas propriedades de uma métrica, exceto que pontos distintos tenham distancia maior
que zero. Usando f, definiremos uma pseudométrica continua p em X dada por

p(x, x") = supyec{ f(x,y) — f(X', )}

Note que p é uma composicao de fun¢des continuas, logo, também é continua. Para
ver que, de fato, é uma pseudométrica a tinica propriedade néo trivial de verificarmos é
que satisfaz a desigualdade triangular. No entanto, isto é consequéncia da norma em R
satisfazer a desigualdade triangular.

Nosso candidato para refinar % sera {B(x, %) : x € X}. Pela continuidade de p temos
que tais bolas sdo, de fato, abertas. Se observarmos a demonstragao de que espacos metri-
zéveis sdo para paracompactos, como achada em [Rud69], notamos que a argumentacéo
continuaria valendo caso substituissemos a métrica por uma pseudométrica. Sendo assim,
embora {B(x, 1) : x € X} possa nio ser localmente finito, podemos facilmente pegar um
refinamento delas que o é.
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Note o seguinte fato sobre Z-coberturas.Se A C A’ e B C B/, temos U(A, B)nU(A’,B’) =
U(A’,B’), ou seja, vale U(A, B) CU(A’, B').

Para mostrar que {B(x,1) : x € X} refina %, fixe x, € X. Vamos achar A,B € #
com An B = @ tal que B(xy, 3) € U(A, B). Como f é continua, {y € C : f(x,y) < 3} =
£710, 3] n (xxC) é fechado em C, logo, conseguimos uma subcobertura finita de . Além
disso, escolhemos % fechado para unides finitas, portanto, existe um A’ € 4 tal que {y €
C : f(x,y) < 3} C A”. Analogamente, existe B’ € Z tal que{y € C : f(x,y) > 2} C B’

Note que K,, € B. Na verdade, vale mais, se x € B(x, %) entdo K, C B. De fato,
se y € K, temos (x,y) € K. Se tivéssemos f(xp,y) > %, entdo vale p(x,x)) > %, um
absurdo. Igualmente, se y € Ly, entdo f(x,y) = 1. Se f(xy,y) < %, entdo nio poderia

valer x € B(xo, ;). Com esta argumentagao, podemos concluir que, para x € B(x, 3) e para

y € B,{x,y) ¢ K. Ou seja, temos (x,y) € ( JUA,E)xC\NA : AAE€ BeANnE = ¢}.
Colocando de outra forma, {x} x (C\ B) C{U(A,E)xC\NA : AE€ Be ANnE = ¢}

Analogamente, {x} x C\' D C {U(A,E)xC\A : AE€ Be AnE = @}. Como C\ B¢
fechado em um compacto, existe n € w e subconjuntos (A;);<, € (E;)i<, tais que para todo
i<n ANE =@e{x}xC\BC{U(A,E)xC\A : i<n}pois {x} x C\ B é homeomorfo
a C \ B. Podemos fazer o mesmo para {x} x C \ A para obter m € w e ((A/, E!))i<m tal que
% € Niew UCAL E) 0 (s UCA, E).

Temos C\B C | J,., C\A; e C\D C | J,.,, C\A;. Tomando o complementar dos dois lados
e usando a propriedade de #-cobertura temos x € U([ e, AiN[jem A (Nicn EiNjem E}) C
U(B, D). Com isso, concluimos o que queriamos.

(<)

Assuma agora que toda Z-cobertura tem refinamento localmente finito. Fixe K, L C
X x C fechados disjuntos. Vamos definir a seguinte Z-cobertura. Se A, B C C tais que
AnB=0@entaoU(A,B)={xe X : K,CAelL, C B}

Comecaremos mostrando que definimos abertos. Fixados A, B com ANB=0, podemos
escrever U(A,B) ={x € X : K, C A}n{x € X : B C L,}. Basta mostrar que cada um deles
é um aberto. Mostraremos para {x € X : K, C A} e o outro é analogo. Fixe x;, € U(A, B).
Vale que K,, C A, ou seja, se (x,y) € K, entdo y € A.

Pela contra-positiva, se y ¢ A, entdo (x,,y) ¢ K e, como K é fechado, existe M, x N,
vizinhanca de (x,y) tal que M, x N, n K = @. Notemos que {N, : y ¢ A} é cobertura
de C \ A, que é compacto, logo, podemos pegar {yi, ..., ¥} tal que C\ A C | J,, N;,. Seja,
agora, M = ﬂign M,,. M é vizinhanca aberta de x e, se z € M, temos K, C A. De fato, caso
contrario, existiriay € C\ Aei < ntal que y € N,, e (x,y) € K. No entanto, z € M, nos
diz que isto é um absurdo.

Agora, vamos mostrar que é de fato cobertura. Fixe x € X. Temos que K, e L, sdo
fechados disjuntos (1.1.5), portanto, pela normalidade de C existe E, D tais que END = @
eK,CEelL, CD.Seja% C % tal que E = U¥. Usando o fato de que K, é compacto e #
é fechado para unides finitas temos que existe A € # com K, C A C E. Analogamente,
obtemos B € Z com L, CBCDe AnB=@. Com isso, x € U(A, B).

Seja ¥ uma subcobertura localmente finita. Como X é regular, podemos indexar essa
subcobertura por pela mesma do original, além de podermos pegar um refinamento fechado
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{F(A,B) : AnB = @} (veja [Eng89] lema 5.1.6).

Vamos mostrar a normalidade construindo uma func¢édo continua que separa os dois
fechados. Fixe A, B tal que An B = @ . Usando a normalidade de X, tomamos uma funcio
fap + X — I tal que fap[F(A,B)] C {0} e fap[X \NU(A,B)] C {1}. Além disso, pela
normalidade de C também tomamos gap : C — I tal que gas[A] C {0} e gas[B] C {1}.
Com elas, definiremos h : X x C — R dada por

h(x,y) = E{fap(x) * gas(y) : ABe€ B : AnB=0}

Como ¥ é localmente finito, para cada x, y esta soma é finita, logo, h esta bem definida.
Também por causa disso, ela coincide localmente com uma soma de fung¢des continuas,
logo, é continua. Agora, fixe (x,y) € K e A,B € %8 com AnB = @. Temos y € K,. Se
x ¢ V(A,B), entdo h(x,y) = 0. Agora, se x € V(a,B) C U(A,B), temos K, C A, o que
nos leva a concluir que y € A e h(x,y) = 0. Agora, seja (x,y) € L. Existem A,B € &
com AN B = @ tais que x € F(A, B), logo, fasz(x) = 1. Além disso, temos que y € L, e
x € u(A, B), logo, y € B, ou seja, gap(y) = 1. Com isso, h(x,y) > 1. Os abertos f'[(3, 3)]
e f7'[(5,00)] separam K e L.

]

Provado o teorema, podemos agora explorar alguns resultados. Um espaco é dito
k-paracompacto se toda cobertura de tamanho menor ou igual a ¥ tem refinamento
localmente finito. Este proximo corolario, originalmente de Morita [Mor62], chama atencéo
ao fato de que a demonstracdo independe da base escolhida.

Corolario 2.2.6. Se X é normal e C compacto, entdo basta que X seja w(C)-paracompacto
para garantir que que X x C seja normal.

Demonstragdo. Podemos assumir que X é infinito, afinal, se for finito a normalidade nos
garante que a topologia é discreta e teriamos a garantia de que o produto é normal. Seja
2% uma base de tamanho minimo em C. Assuma sem perda de generalidade que é fechada
para unides e intersec¢des finitas. Dada qualquer #-cobertura, seu tamanho deve ser
w(C) x w(C), portanto, existe uma refinamento localmente finito. O

Agora, vamos mostrar resultados que foram provados antes, por outras pessoas, mas que
podem ser deduzidos a partir do teorema. Os resultados foram publicados, originalmente,
em varios artigos distintos, porém as versdes que vemos aqui podem ser encontradas
em [Prz84]. Comeg¢amos com uma caracterizacio, original de [Tamé62], dos espagos cujo
produto pela propria compactificacio de Stone-Cech é normal.

Corolario 2.2.7 (Teorema de Tamano). Se X € regular, sao equivalentes:
(i) X é paracompacto
(ii) Se aX é uma compactificacdo de X, entdo X x aX é normal

(iii) X x BX é normal
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Demonstragao. (i) = (ii) Como aX é compacto, temos a preservacio da normalidade
garantida pela proposicdo 1.1.8.

(i) = (iii) Obvio.

(iti) = (i) Seja % uma cobertura de X em X fechada para unides finitas e # a
base de fX dada por todos seus abertos. Defina, para cada A,B € %8 com An B = @,

AnXseX\BCuZ.

U(A,B) = L
@ caso contrario.

A familia destes abertos é uma Z-cobertura em X. De fato, considere B, B’, D,D’ € A.
Assuma, primeiro, que fX \ D ¢ U% . Entdo também vale X \ D n D" ¢ uZ, logo,
UB,D)nU(B’,D’) =@ =U(BNnB’,DnD’). Por outro lado, se assumirmos U(B, D) = BN X
eU(B’,D") = B'n X, teremos fX \ D, X \ D' CUZ,ouseja, BX\DnD' =(fX\D)u
(BX\ D) Cu% . Assim, temos U(BN B, DnD’)=BnB =U(B,D)nU(B,D’).

Pelo teorema 2.2.7, existe um % refinamento localmente finito desta Z-cobertura, o que
significa que, para todo C € %, existe B € % tal que C C Be C C B C U% . Como o fecho
de C é compacto, existem finitos elementos de % que o cobrem. Além disso, tomamos a
cobertura fechada para unides finitas, entdo temos que a unido desse elementos esta em % .
Portanto, ¥ também serd um refinamento de % .

]

Uma consequéncia deste resultado, é a resposta sobre quais sdo os espagos normais cujo
o produto por qualquer compacto é normal. Se isto acontece, em particular, seu produto
por sua compactificagdo de Stone-Cech também ¢, logo, esta propriedade caracteriza os
espacos paracompactos.

Corolario 2.2.8. Seja X um espaco topologico. X x C é normal para todo C compacto se e
somente se X é paracompacto.

Alguns resultados na literatura relacionam paracompacidade enumeravel e x-
coletivamente normal. Um espago X ¢é dito x-coletivamente normal se, para toda
familia {F, : a < k} discreta de fechados, existe {U, : « < k} familia localmente finita
de abertos que os separam. Vale notar que a definicdo usual pede que os abertos sejam
disjuntos. Optamos por essa defini¢cdo equivalente (teorema 5.1.17 de [Eng89]) pois é a
que usaremos abaixo. O resultado a seguir mostra que sdo propriedades necessarias para
termos a preservacao.

Teorema 2.2.9. Se C € infinito e compacto e X x C é normal, entdo X é enumeravelmente
paracompacto e w(C)-coletivamente normal.

O resultado acima é usado apenas como motivacio para a utilizacio de tais propri-
edades. Sua demonstracao utiliza conceitos que nao estdo relacionados as utilizadas no
resto da dissertagdo e, portanto, a omitiremos. No entanto, ele pode ser encontrado em
[Rud75b].
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O lema a seguir (exercicio 5.5.17(a) em [Eng89]) nos da uma consequéncia de um espaco
ser enumeravelmente paracompacto e x-coletivamente normal.

Lema 2.2.10. Seja X enumeravelmente paracompacto e k -coletivamente normal. Se {F, :
a < k} é uma familia de fechados localmente finita, entdo existe {U, : a < k} familia de
abertos localmente finita, tal que F, C U,

Demonstragao. Comegamos considerando o caso em que {F, : a < k} sdo dois a dois
disjuntos. Nesse caso, a normalidade k-coletiva, garante a existéncia da familia localmente
finita de {U, : a < k}.

Vamos, agora, provar por indu¢io o caso em que existe um i € o tal que para todo
x € X, |{e : x € F,}| < i. Assuma que vale para algum i € w e vamos considerar uma
familia localmente finita de fechados {F, : « < x} tal que todo ponto esta em, no maximo,
i+ 1 deles. Considere também a familia de fechados {{ ., F; : s € [x]""'}. Esta é uma familia
de x fechados localmente finitos tais que todo ponto esta, no maximo, em um fechado. Pela
normalidade x-coletiva existe uma familia localmente finita de abertos {V, : s € [«]""'}
que 0s separam.

Para cada a < k, defina K, = F, \ U{V;, : s € [k]"*! e a € s}. Considere a familia de
fechados {K,, : @ < k}. Note que cada x € X pertence a no maximo i elementos dela. Seno,
em particular, haveria s € [k]*! tal que x € F,. Pela nossa hipotese, se a ¢ s, temos que
x € K,. Ao mesmo tempo, se « € s, entdo, como x € V;, temos que x ¢ K,,.

Por hipétese de inducéo, existe {V, : a < k} familia localmente finita de abertos tal
que K, C V, para todo o < k.

Considere o aberto U, = V, U }{V; : s € [k]""! e a € s} para cada @ < k. Seja x € F,.
Temos duas opg¢des. A primeira é existir um s € [k]*! com « € s tal que x € U;. Se este ndo
for o caso, entdo x € K, CV, C U,. Com isso concluimos que F, C U,.

Para mostrar que a familia {U, : @ < k} é localmente finita, tome x € X. Existe um
UeV(x)eumn € wtalque{a <x : UnV, # @} = {a, ..., %, }. Ao mesmo tempo que
existe V € V(x) com {s € [x]|"™ : V,nV = @} = {sy, ..., s} para algum m € w. Com isso,
V' nU é uma vizinhanca de x em que vale {a < x : (UnV)nU, # @} = {do, ..., 2} U U< Si-

Vamos, por fim, ao caso geral. DefinaW, = {x € X : {a : x € F,}| < n}paracadan € w.
Como a familia {F, : @ < k} é localmente finita, para todo x € X, temos [{a : x € F,}| < w.
Com isso, sabemos que {W, : n € w} é uma cobertura de X. Mais que isso, sdo abertos,
afinal, pela finitude local, todo ponto tem uma vizinhanga que s intersecta os pontos a
que pertence.

Usando a paracompacidade enumeravel e a normalidade, podemos tomar {U, : n € w}
refinamento localmente finito tal que U, C W, para todo n € w, e U, C W, ([Eng89] teorema
5.2.3). Agora, para cada n € o, a familia de fechados {U,NFE, : a <k}, satisfaz a condicio
do caso anterior para i = n, ou seja, temos uma familia localmente finita {V : a < «} tal
que F, nU, C V" para todo « < k.

Defina, por fim, V,, = |J,., V” n U,. Para encerrarmos, basta mostrar que a familia
{V. : a <k} é localmente finita. Fixe x € X. Existe U, aberto de x que intersecta finitos
elementos de {U, : n € w}. Seja N o maior indice tal que V, N Uy # @. Agora, para cada
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i € w, considere V! vizinhanca aberta de x tal que {& : V! n V! = @} é finita. A vizinhanca
aberta de x dada por V = V, n("| V! encontra apenas finitos elementos de {V, : a <«k}. [

Juntando este lema com o teorema principal, podemos achar uma caracterizacio para
a preservacao da normalidade pelo produto com as compatificagdes de Alexandroff de
espagos discretos. O resultado a seguir ([Ala71]) embora trate de uma classe bem especifica
de espacos, nos garante o exemplo 2.2.3.

Teorema 2.2.11. X x A(k) é normal se e somente se X é enumeravelmente paracompacto e
k -coletivamente normal.

Demonstracdo. (=) E consequéncia direta de 2.2.9.

(<) Vamos, primeiro, fazer para o caso especifico de que um dos fechados é X x k. Seja

F um fechado disjunto deste. Considere a familia de fechados de X dada por {F, : « < k}.

Esta é uma familia localmente finita. De fato, dado x € X, o ponto (x, k) é disjunto de F,
logo existe uma vizinhanga basica de (x, x), U x V, disjunta de F. Pela topologia de A(x), V
é cofinito. Como z € U N F,, implica que a ¢ V, todo elemento de U esta em apenas finitos
membros da familia.

Fixe uma familia {U, : a < k} de abertos localmente finitos dada pelo lema anterior.
Definimos U = | J,., U, x {a}. Se (x,a) € F, temos que x € F, C U,, logo, (x, @) € U. Tome,
agora, x € X eV vizinhanca de x tal que A = {a <k : V nU, # @} = {a, ..., @, }. Considere
a vizinhanga aberta de k dada por W = A(k) \ A. V x W é uma vizinhanca aberta de (x, k)
que é disjunta de U.

Agora, tomemos o caso geral. Sejam F e K dois fechados disjuntos e considere F, =
FnXx{k}teKy,=KnX x{x}.

Para cada, @ < k, o conjunto F, = nx[F n (X x{a)}] e K,, definido de forma analoga,
sdo fechados disjuntos de X. Portanto, temos V,, e U, abertos de X que contém F, e K,,,
respectivamente, e os separam. Considere o aberto Wy = | J,., U, x {a}. Defina Wx de
maneira analoga. Observe que F\U,xA(k) C Wg, K\V, . xA(k) C Wx e WenWx = @. Sabemos
que F\ U, x A(k) é um fechado disjunto de X x {k}, logo, pela argumentacéo que fizemos
acima, podemos supor que WyN(Xx{x}) = @. Considere os abertos Ur = (U xX)\Wx)UW;
e Uk, definido de forma analoga. Estes sdo os abertos que separam L e K. [

Outra classe de espacos cuja caracteriza¢do da preservagiao da normalidade pelo produto
é consequéncia do teorema sio os ordinais compactos. O resultado a seguir é creditado ao
Kunen por Przymusinski, mas uma referéncia ndo é dada.

Proposic¢iao 2.2.12. Seja « um ordinal. X x (a + 1) é normal se, e somente se, X é normal e
|t|-paracompacto.

Demonstragao. (=) Se X x (« + 1) é normal, como existe uma copia fechada de X dentro
deste, X também é normal. A |a|-paracompacidade mostraremos por inducdo. Assuma
que vale para todo y < @ e seja Z = {Us : f < a} cobertura de X. Podemos, sem perda
de generalidade, assumir que « é infinito. Queremos usar o Teorema de Caracterizagio
2.2.5. Portanto, definiremos % como a base dada por todos os abertos de a + 1 e, para cada
A,B € % com An B = @, escolhemos o seguinte aberto de X:
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U(A.B) = Vj onde f é'o 'menor tal que (S, a] C B,
@ se ndo existir tal

onde Vs = J,.;U,. Vamos mostrar que de fato é uma %-cobertura. Dado x € X,
existe um menor f tal que x € Vj. Note que U({@}, (S, a]) = Vj. Agora, analisaremos
U(A, B)nU(C, D). Se algum for vazio, digamos U(A, B), entdo nio existe f§ tal que (f, ] C
Bn D C B. Se ambos sao ndo vazios, como Vp’s sdo encaixados, entao U(A, B) N U(C,D) =
Vﬂ n Vy = Vmax{[i,y}-

Pelo Teorema de Caracterizacéo 2.2.7, existe um ¢’ refinamento localmente finito desta
ZB-cobertura.

(<) E uma consequéncia direta do teorema principal 2.2.7 e fato de  + 1 ter peso c.

O

Usando esta ultima proposi¢ao, vamos provar o ultimo resultado desta secdo. Uma classe
de espagos compactos a se considerar sdo espagos compactos metrizaveis. Para muitos,
o primeiro exemplo de tal é o intervalo unitario I. No artigo que ja citamos ([Dow51]),
motivado pelo teorema abaixo, Dowker perguntou se haveria algum espaco normal tal
que o produto por I ndo é normal. Acontece que esta é uma caracterizacdo dos espagos de
Dowker que mencionamos na secdo anterior. S6 existiam exemplos consistentes até Mary
E. Rudin publicar [Rud72], onde construiu um exemplo em ZFC.

Teorema 2.2.13 (Teorema de Dowker). Dado X espaco topoldgico, sdo equivalentes

1. X é normal e enumeravelmente paracompacto.

2. X xY é normal para todoY compacto metrizavel infinito.

3. X xI é normal.
Demonstragdo. (i) = (ii) E uma consequéncia imediata do teorema principal 2.2.5 e o
fato de todo compacto metrizavel ter base enumeravel.

(ii) = (iii) Obvio.

(iti) = (i) Primeiro chamamos atencéo para o fato que X- deve ser normal pois
existe uma copia fechada deste em X x I.

Agora, fixe uma sequéncia convergente em I e considere o conjunto dado pela sequéncia
com o ponto de acumulacio. Tal conjunto é fechado, afinal, I é Hausdorff. Além disso,
é homeomorfo a w + 1. Assim, temos que X x (w + 1) pode ser visto como subconjunto
fechado de X x C, logo, também ¢é normal. Com isso, podemos aplicar a proposi¢ao 2.2.12,
para concluir que X é w-paracompacto. 0

Ja comentamos, apos a definicdo 2.1.4 que paracompacidade enumeravel também é
equivalente a condi¢do B*(w). Com isso, vemos a relacdo dos espagos que ndo satisfazem
B*(k), vistos em [Rud78], e os espacos de Dowker.
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No espirito deste teorema, na proxima secio, voltaremos nossa atencao para espagos
metrizaveis.

2.3 Produtos com um Fator Metrizavel

O produto de um espaco normal por um espago metrizavel ndo precisa ser normal.
Em [Mic63], Ernest Michael forneceu um contraexemplo para este fato. O que faremos a
seguir é uma modificacdo deste, achada em [Prz84].

Comecamos definindo a reta de Michael IM como sendo a reta real com a menor
topologia que além de possuir abertos usuais, torna os irracionais pontos isolados. Mais
precisamente, é a topologia gerada por {U U P : U é aberto de R e P C IP}. Tal espago é
normal, na verdade, mais que isso, é hereditariamente paracompacto.

Proposicao 2.3.1. M ¢é hereditariamente paracompacto.

Demonstragao. Vamos mostrar que IM é hereditariamente paracompacto. Seja X € IM
e tome 7% cobertura aberta. Esta cobertura pode ser representada como unido de ¥ e
% \ V,onde 7V representa os abertos euclidianos. Como R é metrizavel, também é
hereditariamente paracompacto, logo, existe #” refinamento localmente finito de 7" em
UY . Agora, considere 7’ U {{p} : p € X \ ¥”}. Claramente é um refinamento de % . Além
disso, se x € U, podemos considerar que a vizinhanca V' que intersecta finitos elementos
de 7 esta contida em U, Para os elementos de p € X \ ¥, o proprio aberto {p} intersecta
apenas um elemento da familia. Portanto, este refinamento é localmente finito. O]

Note que, como a topologia é mais fina que a da reta, IM é um espago regular. Assim,
temos que, juntando com a paracompacidade, é também um espaco normal. O seguinte
resultado nos da um contra-exemplo para a preservacdo de normalidade no produto por
espagos metrizavel.

Exemplo 2.3.2. O produto da Reta de Michael com os irracionais ndo é normal.

Demonstragao. Considere os subconjuntos Fy = Q xIP e F; = {(p,p) : p € P} de M x P.
Sao disjuntos e também sdo fechados. De fato, pela definigio da topologia F, é um produto
de fechados e podemos mostrar que F; com uma adaptacdo do argumento em 1.1.6.

Sejam agora U e V abertos de tais que F; C U. Vamos mostrar que U N Fy # @. Como R
tem base enumeravel, P também tem, logo, podemos escolher um D denso enumeravel em
P. Assim, para cada p € P, podemos escolher d, € D tal que {p} x [p,d,] C V.

Agora, definimos, para cadad € D, P; = {p € P : d, = d}. Claramente, temos

P = U,ep P4, mas ndo podemos ter P = ., P_dR. Isso se da pois, como consequéncia
de 2.1.1, os racionais ndo s@o um subconjunto Gs de R. Ja que todo aberto que contém
os racionais na reta de Michael é um aberto dos reais, (Q também nao é G5 em IM. Sendo
assim, existe ¢ € Q e com q € | ep }Td]R. Seja d o elemento de D tal que g € ITdR e Uy xV,
um aberto que contém o ponto (q,d). Como q € Uy, U, deve ser um aberto de R, logo,
existe p € P, tal que p € U,. Isso significa que existe p € U, tal que {p} x [p,d] C U, ou
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seja, (p,d) € U n (U, x V,). Com isso, vemos que {(p,d) € U. Por definicio, também temos
(p,d) € Fy,logo, U NV # . -

Nosso objetivo agora, sera achar uma condicdo equivalente a preservacido normalidade
do produto por um espago metrizavel ser preservado. Como no caso dos compactos, nossa
condi¢do dependera de uma construgio feita usando um espago metrizavel fixado. Ou seja,
como na secdo anterior, é uma condicdo diferente para cada metrizavel.

A partir de agora, fixaremos um espago M metrizavel até terminarmos de provar o
teorema 2.3.4. Além disso, fixe uma base 4 de M com a propriedade de que Z = ., %,
onde %, é uma cobertura localmente finita de M formada por abertos de didmetro menor
que +. Para obter cada 2, basta que, usando a paracompacidade dos espacos metrizaveis,
tomemos um refinamento localmente finito da cobertura {B(x, %) :x € M}

Além disso, assumiremos que, para todo n € w, %, seja um refinamento de %,. Para
isto, basta, para cada elemento de 4, escolher vizinhancas de tamanho menor que ﬁ de
seus pontos que estejam contidas nele, considerar a cobertura formada por estes abertos,
e tomar um refinamento localmente finito. Podemos nos certificar, também, de escolher
sempre vizinhancas diferentes para que %, N %,, = © se m # n.

Definicao 2.3.3. Seja X um espaco qualquer. Considere a familia {Fs : B € %} de fechados
em X . Dizemos que ela ¢ mondtona se Fy C Fy sempre que B C B’.

Com esta defini¢do, podemos enunciar o teorema, de autoria de Przymusinski (assim
como o lema provado logo depois [Prz84]).

Teorema 2.3.4. [Teorema de Caracterizag¢do para Produtos com metrizaveis] Seja X um
espaco Tychonoff. Temos que X x M é normal se, e somente se, X é normal e para toda familia
monoétona {Fp : B € A} de fechados de X tal que, paratodom € M, temos( \{Fs : z € B} = O,
existe uma familia de abertos{Uy : B € A}, tal que Fy C Uy para todo B € A e, para todo
m e M, temos( {Up : z € B} = Q.

Chamamos a atencdo paro o fato de que o que caracteriza a preservagio é uma genera-
lizacdo da condi¢do B*(k). Sendo assim, esta caracterizacdo interna também pode ser vista
como uma generalizacdo de paracompacidade. Antes de demonstrar o teorema, temos o
seguinte lema.

Lema 2.3.5. Seja X um espaco topolégico. X é normal se, e somente se, para todo Fy, F; C X
fechados disjuntos existe % cobertura o-localmente finita aberta tal que, para todo U €
U, UnNF=0ouUNnF, =@

Demonstragao. Tome Fy, F; fechados disjuntos

(=) Pela normalidade de X podemos escolher U aberto tal que F, CU e U N F, = @.
Também pela normalidade, existe um V aberto, tal que vale F, CV C V C U. Considere,
agora, % = {U,X \ V}. Pela finitude é localmente finita e pela constru¢io satisfaz a
propriedade.

(<) A demonstracio se assemelha a de que espagos paracompactos sdo normais.
Fixe % = \J%, com as propriedades do lema. Para cadan € w e i = 1,2, considere
Ui(n) = U € %, : Un F,_; = @}. Note que Uj(n) é aberto e, como %;(n) é localmente
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finito, m N F,_; = @. Além disso, para cada ponto de F, todo aberto de % que contém
ele é disjuntos de F,_;. O que isso significa é que | J,, Ui(n) cobre F,. Para construir os
abertos disjuntos, definiremos Vi(n) = Ui(n) \ U, <, Ui-i(j). Entdo V; = |, Vi(n) é um
aberto que contém F; e é disjunto de V;_;. Assuma que exista x € V, N V;. Existem n, j € w

tais que x € V(n) N V1(j). No entanto, pela defini¢do, ndo poderiamos ter n < jnem j < n.

Absurdo!
O

Agora, ao teorema. Esta demonstracao lembra muito a demonstracdo original de
Dowker para 2.2.13.

Teorema de Caracterizagdo para Produtos com Metrizaveis. (=) Assuma X x M normal.
Como X x{m} é fechado e homeomorfo a X, temos que ele é normal. Fixe agora{Fy : B € %A}
uma sequéncia monoétona de fechados como no enunciado.

Comecamos assumindo que nenhum B € % é discreto. Vamos, para cada B € %,
escolher dois pontos, dois a dois distintos. Fixe n € w e assuma escolhidos p$, p; € B para
cada B € %,, e m < n. Dado B € %, estamos assumindo que existe um x € B que seja um
ponto de acumulacéo, logo, podemos escolher {x, : n € w} C B sequéncia que converge
a x. Apenas finitos elementos da sequéncia pertencem a {p; : B€ | J,., Bnei = 0,1},
afinal, se infinitos pertencessem, existiria m < n tal que existem infinitos em {p} : B €
B, ei=0,1}. Sendo assim, qualquer vizinhanca aberta de x contém infinitos elementos
da sequéncia, ou seja, intercepta infinitos elementos de %,,, contradizendo a finitude local

de A,,. Podemos, entdo, escolher dois pontos p3, pz € B que ndo foram escolhidos antes.

O mesmo argumento, junto com uma boa enumeracdo de B,, nos da que podemos escolher
de forma a todo elemento de B, tenha dois pontos distintos.

Definimos agora os conjuntos F; = |z, Fsx{p}} parai = 0, 1. Sdo claramente disjuntos.

Falta vermos que sédo fechados. Este fato vira de ser uma unido de fechados localmente
finitos. Fixe i = 0, 1. Primeiro, notamos que {Fzx{p}} : B € %,}é localmente finito. De fato,
tome (x, m). Existe U vizinhanca aberta de m que intercepta finitos B € %,. Sendo assim,
X xU intercepta finitos elementos de {Fz x{p%} : B € %,}. Portanto, | J{Fz x{p%} : B € %,}
é fechado.

Agora, precisamos ver que encontra um numero finito de %,,’s. Considere B € # tal
que m € B, mas x ¢ Fp. Existe algum N € w tal que B(m, ~) C B. Com isso, para todo
m > 2N e D € %, pela escolha da base, se BN D # @, entdo D C B(x, +). Vamos mostrar
isso. Fixe m € w tal que existe D € %, e x € B. Sabemos podemos escolher um pois
existem finitos elementos de | J,.y %, entdo podemos pegar o minimo dos didmetros k
e B(x,k) n{J;sy #; # @. Considere o aberto U = (X \ Fp) x D. Temos que (x,m) € U.
Além disso, se m > e | J{Fs x {p5} : B € B} nU # @, existe um V € %, tal que
U n Fy x{pi,} # @. Pelo comentério que fizemos anteriormente, V C B, logo, F, C Fz. No
entanto, isso contradiz que U N Fy x {p},} # @. Absurdo! Concluimos que a familia é de fato
localmente finito e, portanto, K; é fechado parai =0, 1.

Usando a normalidade, temos que existem U, e U; abertos que separam K e K;. Para
cada B € A, defina Uy = nx[U n (X x {p3})] n 7x[U n (X x {p3})]. Note que U sera um
aberto, afinal 7x é homeomorfismo entre X e X x{p%}. Também é claro que Fz C Up. Assim,
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nos resta mostrar que fixado z € M, e x € X existe B € A tal que m € Be x ¢ X. Sabemos
que existe i = 1, 2 tal que (z,m) ¢ U,. Sendo assim, existe vizinhanca aberta basica V x B de
(z, m) que é disjunto de U;. Nao podemos ter que x € U sendo, pela definicdo, teriamos
(z,p5) € U;n'V x B. Com isso concluimos.

(<)

Vamos mostrar que X x M satisfaz as premissas do lema anterior. Como queremos um
recobrimento de X x M, necessariamente teremos um recobrimento de M também, entao
iremos procurar abertos da forma Vg x B para B € Z. Abertos dessa forma, deverao ser
o-localmente finitos pois a base que escolhemos o é (veja o argumento que fizemos em
(=) deste teorema).

Tome F,, F; C X x M fechados disjuntos. Para cada B € # e i = 0,1, defina F, =
nx[(X x B) N F] e F3 = F3 n F}. Em outras palavras, fora de M x F as projecdes de F; e F;
sdo disjuntas em X x B. Note que é uma sequéncia de fechados monoétona, afinal interseccéo,
produto, fecho e proje¢io sdo mondtonas. Vamos mostrar que [ |{Fz : m € B} = @, entdo
fixe m € M e x € X. Assuma, sem perda de generalidade, que (x,m) ¢ F,. Repetindo o
argumentos que fizemos na ida, pela regularidade, temos que existe U x B vizinhanga basica
de (x, m) cujo fecho, U x B, é disjunto de F,. Temos que se y € nx[(F, n (X x B)], teriamos
que existe um z € B tal que (y, z) € F,. Assim, se y também pertence a U, teriamos que
(y,z) € U xV, o que seria um absurdo. Sendo assim, U é testemunha de que x ¢ Fj.

Tome a familia {Us : B € %} que existe por hipodtese. Fixe B € %. Tomando o
complementar, temos X \ U C X \ FJ U F3. Note que (X \ U) \ (X \ F3) é um fechado
contido em X \ Fj. Pela normalidade, existe V aberto tal que

(X\Up)\(X\F) CVyCV)C X\F§

Agora, X \ BUV} é um fechado e esta contido em X \ F3, logo, podemos achar V; tal
que

X\UsUVICV)CVICX\F}

Obviamente, temos X \ Uz C V) UVj. Defina ¥ ={V) xB : B€ B}u{V;xB : B¢€
A}. Note que ¥ é o-localmente finita, pois B o é, e satisfaz a propriedade do lema por
construgdo. SO resta mostrar que é uma cobertura. Para isso, tome (x, y) € X x M. Existe
algum B € Ztalque y € Be x ¢ Ug. Assim, x € Vj UV;. Assuma sem perda de generalidade
que x € V. Temos que {x,y) € V§ x B. ]

Novamente, com esta caracterizacdo podemos tirar como corolario diversos resultados
conhecidos. Assim como antes, embora os resultados originais sejam de varios autores, as
versOes aqui escritas podem ser encontradas em [Prz84]. O primeiro deles mostra que para
espagos metrizaveis, a preservagao da normalidade e da paracompacidade enumeravel é
igual.
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Lema 2.3.6. Se X é normal e M é metrizavel ndo discreto, entdo o produto X x M é normal
se e somente se é enumeravelmente paracompacto.

Demonstragao. (=) Pelo Teorema de Dowker 2.2.13, basta provar que X x M x (w + 1) é
normal, pois w + 1 é compacto e infinito. Além disso, é metrizavel, ja que podemos vé-lo
como homeomorfo a qualquer sequéncia convergindo a um ponto. Por exemplo, a métrica
tal que para todo n,m € w, d(w,n) = % e d(n,m) = 1 é compativel com a topologia. Com
essa mesma logica, podemos achar um subespago de M homeomorfo a w + 1, afinal M
nao ¢é discreto. Temos que X x @ + 1 ¢ homeomorfo a um subespaco fechado de X x M e,
portanto, é normal.

Agora, fixe Z uma base de M nas condi¢des do Teorema 2.3.4 e {F3 : B € %} uma
familia monoétona de fechados de X x «w + 1. Como w + 1 é compacto, a projecdo em X é
fechada, logo, {rx[Fs| : B € %} é uma sequéncia monotona de fechados.

Além disso, fixe m € M e (x,i) € X x (w+ 1). Sabemos que existe B’ € A tal que m € B/
e (x,w) ¢ Fg. Como Fy é fechado, exite N € w tal que (x,n) ¢ Fz para todon > N. Agora,
para cada i < N tome B; € & vizinhanca de m tal que (x,i) ¢ Fg. Seja B € # tal que
B C n{B; : i < N}n B’ vizinhanga de m. Temos que Fz N {x} x w; = @, logo, x ¢ nx|[Fs].

Como X x M é normal, tome a familia {Us : B € %} garantida pelo teorema 2.3.4.
Considere a familia {xy'[Ug] : B € %}. Claramente, F5 C n5'[Us] para todo B € A. Fixe,
agora,m € M e (x,i) € X x (w + 1). Existe B € % tal que m € B e x ¢ Uy e, portanto,
(x,i) ¢ n5'[Up]. Com isso, concluimos a demonstracio.

(<)

Seja {F3 : B € 2} como no enunciado e considere, para cada n € w, o fechados
F, = Upes, Fs x B. Claramente, estes sdo fechados decrescentes. Além disso, (e, Fx = @.
De fato, se (x,m) € X x B, existe B € % tal que m € B e x ¢ Fyz. Além disso, existe
um m € o tal que m € B(m,~) C B.Sejan > 2me B’ € %, talquem € B C B.
Denotemos a métrica de M pord. Sem € D € %, ed € Dn B entdo, dado x € D,

d(x,m) < d(x,d) +d(d,m) < 3+ < + < 1. Com isso, concluimos que D C B.

Usando a equivaléncia de paracompacidade enumeravel que comentamos apds a de-
finicdo 2.1.4, existe {U, : n € w} familia de abertos tal que F, C U, para todon € w e
(e Un = @. Podemos assumir que que todo elemento de # é unitéario ou infinto, afinal,
por ser a base de um espaco Hausdorff, eliminando todos elementos finitos ndo unitarios,
ainda temos uma base. Assim, se |B| = 1, defina Uy = @. Agora, se B néo é discreto defina,
para cada B € %, o aberto Ug = 7x[U, n (X x B)], onde n é o menor tal que B € %,.
Fixe B € A. Se |B| = 1 entao pela propriedade da intersec¢do vazia, temos que Fz = @.
Se B nio for discreto e x € Fg, tome y € Ben € » o menor tal que B € %,. Temos
(x, y} € Fg x BC F, € U,, portanto, Fz C Us. Agora, tome m € M e x € X. Se m for discreto,
nao ha o que fazer. O

O proéximo lema, original de [RS75], nos ajudara a expandir o resultado anterior.

Lema 2.3.7. Seja X um espaco topologico normal, C compacto e M metrizavel. Se X xC e
X x M sdo normais, entdo X x M x C também o é.
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Demonstragao. Se M for discreto, ja vimos que o resultado valera.

Agora, assuma M nao discreto. Pelo lema anterior, X x M é enumeravelmente paracom-
pacto. Uma demonstracdo similar a 1.1.8, mostra que X x M xC também é enumeravelmente
paracompacto. Usando agora a volta do lema anterior, temos que X x C x M é normal.

]

Com estes lemas, podemos provar o préoximo resultado, provado primeiro também
em [RS75], que relaciona as trés propriedades que mencionamos na introdugio deste
capitulo.

Teorema 2.3.8. Seja X é um espaco de Lindelof. Se M é metrizavel e separavel, entdo sao
equivalentes:

1. X x M é normal.
2. X x M ¢é enumeravelmente paracompacto.
3. X xM é paracompacto

4. X x M é de Lindelof

Demonstragao. (i) = (ii) = (iii) = (iv) é dbvio.
(iil) = (i) vem do lema.

(iii) = (i) Aplicando o 2.2.7 da sec¢ao anterior, basta mostrarmos que X xMx (X xM)
é normal. Como X é de Lindel6f e f(X x M) é compacto, X x f(X x M) é de Lindeldf, logo,
normal. Por outro lado, estamos assumindo que X x M é normal. Aplicando o resultado
anterior, temos o que queriamos.

(iti) = (iv) Assuma X x M paracompacto e seja %/ uma cobertura. Existe 7" um
refinamento localmente finito de % . Fixe D € M um denso enumeravel. Entdo X x D
também ¢é denso, logo, todo elemento de ¥ o intercepta. Para cada z € X x D, considere U
vizinhanca de z que intercepta finitos elementos de 7. Considere a cobertura de X x D
dada por estes abertos. Note que X x D = | J,., X x {d} é de Lindelof, logo, existe uma
subcobertura enumeravel €. Ou seja, se a quantidade de elementos de 7" que intersecta
X x D fosse ndo enumeravel, teriamos que algum elemento de % tem intercep¢do com
nao enumeraveis elementos de #". Como isso nao ocorre e todo elemento de 7 intersecta
X x D, concluimos que 7 é enumeravel. Para conseguir a subcobertura enumeravel basta
escolher, para cada elemento de 7, um % que o contém.

]

Antes de terminarmos, faremos como na secido anterior e usar este ultimo teorema
para classificar todos os espacos que preservam a normalidade pelo produto por qualquer
espaco metrizavel. Diferente de antes, ndo é uma classe ja familiar para quem fez um curso
basico de topologia. No entanto, como tem sido o padrédo até aqui, a propriedade pode ser
vista como uma generalizagdo de paracompacidade.
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Definicao 2.3.9. Um espaco X é dito um P-espaco se para todo k cardinal e todo familia
monoétona{F, : o € [k]<“} de fechados de X existe uma familia{U, : o € [k]<*} tal que cada
U, contém seu respectivo F; e, para todo f € k® com (¢, F|, = @ temos que (¢, Uy, = D.

Estes espacgos foram definidos por Morita em [Mor64] justamente com o objetivo
de provar o teorema abaixo. Seu artigo original da a entender que a definicdo vem das
tentativas de generalizacdo das classes que ja se sabiam, na época, preservar a normalidade
para todo metrizavel.

O lema abaixo sera usado na demonstragio e pode ser achado em [Mor55].

Lema 2.3.10. Se M ¢é metrizavel, existe My, C w(M)®” e uma funcao perfeita f : My - M
sobrejetora.

Este lema é importante pois quando tratamos de subespacos de x“, temos a base
B =1{B, : 0 € K}, onde B, = {f € k” : f C o} naturalmente relaciona com o conceito
de P-espaco.

Teorema 2.3.11. O produto X x M é normal para todo M metrizavel se, e somente se, X é
um P-espago normal.

Demonstragao. (=) Fixe k cardinal e {F, : o € [k]*“} como na defini¢do de P-espaco.
Se consideramos k com a topologia discreta, temos que k“ sera um espaco metrizavel.
Considere o subespaco M = {f € k® : (), Fpn = @} e S = {0 € k°° : existe f €
M com f 2o}

Por hipétese, temos que X x M é normal. Se quisermos aplicar o teorema 2.3.4, pre-
cisamos fixar uma base. Dado o € k<“, considere B, = {f € k“ : f 2 o}. Esta claro que
B ={B,NM : o € k<“} é uma base para M.

Além disso, dado f € M, temos que os B € X tais que f € B estdo em correspondéncia
com os 0 € k< tais que o C f. Como ()¢, Fy|, 2 ﬂgg Fy, = @, temos que estamos nas
condicdes do teorema. Considere {U, : o € S} a colecio de abertos obtida. Dado f € k©,
sabemos que (),c; F, = @. Note que, dado o C f, se tomarmos n = maxdom(c), temos
o C fl, logo, Fs, € F,. Com isso, concluimos que (), Fy, = @. Para finalizar, dado
o € k< \ S, tome U, = X. Temos que {U, : o € k|~*} satisfaz a condi¢do para que X seja
P-espaco.

(<) A volta se assemelha ao que fizemos anteriormente. Seja X um P-espaco e M
metrizavel. Pelo lema anterior e por 1.1.10, podemos assumir que existe k cardinal tal que
M C k”. Como antes, fixe a base Z ={B, N M : o € k**} e uma familia {F, : o € k~“} de
fechados tal que n{F, : f € F,} = @ para todo f € M. Temos que existe {U, : o € k<*}
que satisfaz a defini¢do de P-espaco. Fixe f € k“. Temos que N{U, : o C f} = @, afinal,
N{F, : o C f} = @ por hipdtese. Assim, pelo teorema 2.3.4 temos a normalidade do
produto.

[l
Dado o que fizemos até aqui, o préoximo passo poderia ser procurar instancias de ndo

preservacdo, ou seja, escolher espacos conhecidos, compactos ou metrizaveis, e explorar
as circunstancias em que a preservacdo nao ocorre. Isso poderia nos levar a duas rotas
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distintas. A primeira, ja mencionada aqui, seria a escolha de I, que nos jogaria nos espagos
de Dowker. Embora a existéncia destes espacos em ZFC ja tenha sido decidida, ha ainda
perguntas que envolvem achar espacos de Dowker pequenos. No entanto, seguiremos a
outra rota, a que nos leva a investigar a preservagao da normalidade pelo produto com o
espaco dos irracionais, o chamado problema de Michael.



Capitulo 3

O Problema de Michael

Como estabelecido no capitulo anterior, existe uma ampla literatura investigando a
preservacao, ou ndo, da normalidade por produto cartesiano. Um matematico que teve uma
expressiva contribuicdo nessa area foi Ernest Michael. Ja entramos em contato com algumas
dessas contribuicoes quando vimos a, posteriormente nomeada em sua homenagem, reta
de Michael, no capitulo anterior.

E de Michael também que vem o nome do problema que estudaremos neste capitulo e
o assunto principal desta dissertacdo. O que ficou conhecido como Problema de Michael
esta interessado na existéncia de um espaco de Lindel6f cujo produto pelos irracionais
nao o é. Pelo teorema 2.3.8, notamos que é uma pergunta equivalente a preservacio de
normalidade.

Neste capitulo, vamos estudar como a motivagao para a pergunta surge do exemplo
2.3.2 e como se deu a construcao original de Michael.

Em seguida, vamos estudar uma generalizacdo e consequéncias desta construcdo
presentes na obra de Lawrence. Estes resultados sdo os que introduzem a ideia de pequenos
cardinais ao problema. O resultado mais importante, consiste em achar uma equivaléncia
para o tipo especifico de espaco de Michael construido. Além disso, vemos em quais tipos
de espacos a construcdo funciona.

3.1 Contribuicoes de Michael

Com uma leve modificacio de 2.3.2, obtemos um exemplo de que produto de um espaco
de Lindelof por um métrico que nio é de Lindelof. Esta modificacdo passa pelo conceito de
conjunto de Berstein.

Definicao 3.1.1. Um subconjunto da reta B ¢é dito de Bernstein quando satisfaz que, para
todo F C R fechado, se F C B ou F C R\ B, entdo F é enumeravel.

Normalmente, nos sera mais util a contra-positiva, ou seja, se F C R é um fechado
nio enumeravel, entdo F N B = @ e F n (R \ B) = @. Existem outras maneiras de definir
estes espagos. Em especial podemos reduzir a classe de espagos para os quais vale a
propriedade.
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Por exemplo, se para todo K € R compacto ndo enumeravel temos BN K # @ e
Bn (R \B) # @, entdo B é conjunto de Bernstein. De fato, Se F é um fechado nédo
enumeravel da reta, deve existir umn € o tal que [—n, n]nF é um compacto ndo enumeravel.
Se tivéssemos F C B ou F C R \ B, irlamos contradizer a propriedade.

Poderiamos também definir esta propriedade para conjuntos de Cantor e teriamos o
mesmo resultado, afinal, todo fechado nao enumeravel de % também contém um (veja
1.3.7 e 1.3.3).

Independente da defini¢do que escolhermos, vamos mostrar abaixo a sua existéncia,
que pode ser achado em [Eng89] (exercicio 5.5.4(a)).

Proposicao 3.1.2. Existe um conjunto de Berstein.

Demonstragao. Primeiro, note que todo conjunto fechado ndo enumeravel de R tem ta-
manho ¢ (1.3.3 e 1.3.7). Também temos que existem exatamente ¢ deles, pois R tem base
enumeravel. De fato, como R tem base enumeravel, existe no maximo 2°. Além disso,
{[x,0) : x € R} é uma familia de ¢ fechados nido enumeraveis de R. Vamos fixar uma
enumeracio {F, : a < ¢} destes fechados ndo enumeraveis.

Faremos a construcdo por indugio transfinita. Mais especificamente, vamos construir
duas familias de elementos dois a dois distintos {x, : @ < ¢} e{y, : @ < ¢} tais que
Xa> Yo € Fy € X, # yp para todo a, f < ¢. A construcdo em si é facil.

Assumindo escolhidos até o ordinal & < ¢. Temos que F, \({x3 : f < a}u{ys : f <c})
é infinito, afinal |F,| = ¢. Assim, tome x, e y, neste conjunto. Seja B = {x, : a < c}.
Claramente, B satisfaz o que queriamos. O]

Fixado um conjunto de Berstein B da reta real, seja B a reta real com o menor refina-
mento da sua topologia usual que discretiza B.

Proposicao 3.1.3. B x B ndo é normal

Demonstragao. Faremos apenas um esboco pois as modificacdes, em relacdo ao que fizemos
com a reta de Michael, sdo pontuais. Um esbo¢o mais completo pode ser encontrado em
[Prz84], exemplo 2.3.

A argumentacdo para que B seja Lindeldf, passa por argumentar que quando con-
sideramos o complementar da unido dos abertos euclidianos de uma cobertura, somos
deixados com um fechado de B, que deve ser enumeravel. H4, também, a obvia modificacdo
dos fechados que mostramos nio poderem ser separados. A ultima adaptacdo de nota é a
argumentacao de que B néo é F,. Aqui, ndo podemos usar o Teorema de Baire pois nio
sabemos se B e R \ B sdo densos. No entanto, se B fosse um conjunto F,, pela propriedade
que o define, deveria ser enumeravel.

]

A priori, pode parecer um contra-exemplo mais forte que 2.3.2, mas um conjunto de
Berstein nao é completamente metrizavel, como é o caso dos irracionais sdo, pois, como
argumentamos, ndo pode conter uma copia do conjunto de Cantor (1.3.7).
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O problema de Michael, entdo, é a pergunta se necessariamente precisamos enfraquecer
a segunda condigdo ao fortalecermos a primeira. Em outras palavras:

Pergunta 3.1.4 (Problema de Michael). Existe algum espaco de Lindelof regular cujo produto
pelos irracionais nao é de Lindelof?

Um espacgo que responde positivamente o problema é conhecido como um espaco
de Michael. Esta pergunta ganhou relevancia quando Michael construiu um exemplo
de tal espago usando a Hipotese do Continuo no artigo [Mic71]. Desde entao, tivemos a
construgao de diferentes exemplos consistentes com ZFC. No entanto, a existéncia de um
espaco de Michael em ZFC permanece em aberto.

Em um primeiro momento, a escolha de IP pode parecer arbitraria, resquicio do exemplo
que gestou a pergunta. No entanto, o espago dos irracionais serve como um espécie de
"espaco teste"para classes mais amplas, tornando a pergunta mais geral do que parece a
primeira vista.

Teorema 3.1.5. Se X é um espaco de Lindeldf, entdo o produto de X com os irracionais é de
Lindelof se e somente se o produto por qualquer espaco analitico (veja se¢do 1.3) é de Lindelof.

Demonstragao. Seja X uma espagos topologico e f : P — X uma fungéao sobrejetora. Seja
M espaco de Lindelof tal que M x IP ndo seja normal. Temos que M x X é imagem continua
se M x P por f xid (1.1.12), portanto, se o segundo fosse de Lindeldf, o primeiro também
seria. 0

Também néo precisamos, necessariamente, olhar para o produto com IP para achar um
espaco de Michael.

Teorema 3.1.6. Seja Y um espaco polonés e ndo o-compacto. Dado X espaco topologico
regular, X xY é normal se, e somente se, X x P é normal.

Um esbo¢o de demonstracdo do teorema acima pode ser encontrada em [Law90].
Optamos por ndo fazer pois teriamos que introduzir muitos resultados.

Ao longo da proxima demostragéo, vamos trabalhar com a topologia em (k) induzida
por seu homeomorfismo com 2*. Por esta razdo, vale gastarmos algumas linhas explorando-
a. Sabemos que o homeomorfismo é dado associando h € 2* com o subconjunto cujos
elementos sdo as coordenadas em que o valor da fung¢ao é um. Além disso, cada elemento B
da base candnica de 2" esta associado a s C k finito tal que para todo i € s existe k € {0, 1}
para o qual todo h € B satisfaz h(i) = k.

Traduzindo isso para Z?(k), os valores das fun¢des viram pertencimento. Mais preci-
samente, para todos s,t € [k]<” com ¢ C s, temos associado o aberto basico G(s,t) = {A €
P(x) : Ans =t} t representa os as coordenadas em que as fung¢des associada sdo sempre
um, enquanto s \ t, as em que Sa0 sempre zero.

Usaremos isto para mostrar que, embora tenhamos nos restringido a pedir que o
espago seja regular, afinal, deste modo, ainda se trata de uma questao sobre preservacio da
normalidade, podemos procurar por espagos nao regulares. Isso se da porque em [DTZ13]
provou-se, usando set-valued functions (veja se¢do 1.4), a proposicédo abaixo.
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Proposicao 3.1.7. Se existe um espaco de Lindelof cujo produto por P ndo é de Lindelof,
entdo existe um espago de Michael.

Demonstragdo. Seja X um espago como no enunciado e % = {U, xV, : @ < k} uma
cobertura de X x IP sem subcobertura enumeravel. Defina a set-valued function &y : X —
P(P(x)) dada por Ox(x) = {A C k : I(x) C A}, onde I(x) = {a : x € U,}. Ela sera
compacta e semicontinua por cima pelo lema 2 de [Zdo05]. Defina ®y de forma analoga,
substituindo U, por V,,.

Sejam M = ®y(Y) e Z = &x(X). Pelas proposicdo 1.4.1, temos que M é de Lindelof e,
como subconjunto de 2%, é regular. Lembrando da preposicdo 1.4.2 temos que ®x x Id), é
compacta e semicontinua por cima, logo, se Z x M nao for de Lindelof, X x M néo sera,
finalizando a demostracéo.

Considere a ultima set-valued function ® : Z x M — (A (k)) dada por ®(A,C) =
AN C. Mostraremos que ®(Z x M) nao é de Lindedf. Defina o aberto W, ={A C«k : a € A}.
Para ver que {W, : a < k} é um cobertura de ®(Z x M), basta mostrar que @ ndo é um
elemento deste. Dado (A, B) € Z x M, tome x € X e y € Y tais que A € Ox(x) e B € Oy(y).
Como 7% é cobertura, tome « < k tal que (x, y) € U, x V,. Claramente, « € AN B.

Agora, fixe I C k. Temos que {W, : a € I} é uma subcobertura. Além disso, tome
(x,y) € XxY edefinal, = {a <k : x € Uy} eI, de forma analoga. Vale que (I, I;) € Zx M,
logo, existe a € I tal que I, N I, € W,, ou seja, (x, y) € U, xV,. Em outras palavras, I ndo
pode ser enumeravel, pois, nesse caso, {U, xV,, : « € I} seria uma subcobertura enumeravel
de X xY.

]

Note que o resultado acima é mais geral, afinal, ndo usamos nada especifico de P.
portanto poderiamos substitui-lo por qualquer espaco de Lindeldf.

No artigo em que primeiro aparece, [Mic71], o espaco de Michael é s6 um de muitos
contra-exemplos. Outros resultados ali presentes também geraram perguntas proprias,
que fogem do escopo desta dissertacdo. De qualquer maneira, é considerado um artigo
importante na literatura sobre preservacdo da normalidade por produto cartesiano. O resto
do capitulo sera dedicado a explorar esta construgéo la encontrada.

Exemplo 3.1.8. Assumindo CH, existe um subconjunto da Reta de Michael que é um espago
de Michael.

A argumentacao é uma adaptacdo do exemplo 2.3.2. Assim, ela pode ser dividida em
duas partes. A primeira, que acontece exclusivamente em ZFC, consiste em argumentar
que se existe um subconjunto da reta de Michael com certas caracteristicas, ele é um espaco
de Michael.

Proposicao 3.1.9. Se existe um subespaco X de M que é de Lindeldf, ndo enumeravel que
contém Q, entdo X x P nao é de Lindelof.

Demonstragao. Mostramos, anteriormente, que o produto de IM pelos irracionais nao é
normal, logo, ndo é de Lindeldf. O resultado, se olharmos com atengéao, é mais geral. Ndo
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precisamos que o conjunto tenha todos os irracionais, apenas que tem quantidade grande
de pontos isolados e sua relacdo com (). Modificando apropriadamente os fechados que
escolhemos e repetindo o argumento, podemos ver que qualquer subespaco de IM que
contém (), mas ndo como Gg, tem o produto com os irracionais ndo de Lindel6f.

Vamos mostrar agora que qualquer subconjunto ndo enumeravel de Lindelof de IM que
contém (@), tem eles como conjunto ndo Gs. Tome X um tal subconjunto da Reta de Michael.
Assuma, ainda, que Q = ("), Uy Para cada n € w, sabemos que X \ U, é enumeravel, pois
{Uu{{p} : p € X \U,} é cobertura de X. Assim, por um lado, X \ @ é ndo enumeravel,
por outro X \ Q = | J,,, X \ U,, que deve ser enumeravel. Portanto, Q niao pode ser Gs.

]

new

Agora, para a segunda parte, usaremos CH para mostrar que tal subconjunto
existe.

Exemplo 3.1.10. Assumindo CH, existe um subespago de M de Lindelof que contém Q.
Demonstragao. Para a construcéo, fixe uma base IM que seja uma base enumeravel de R

unida com os unitarios dos irracionais. Fica claro que esta base tem tamanho 2“. Vamos
chamar de % o conjunto obtido fechando por unides enumeraveis desta base. Considere,

agora, ¥ ={U € % : Q C U}. A garantia de que é ndo vazio vem de () ser enumeravel.

Também ¢é facil ver que este conjunto tem tamanho até 2, logo, usando CH, podemos
escreve-lo como {U, : a < w}.

Agora, usando recursio transfinita, podemos escolher, para cada a < w;,

xae(ﬂUﬁ\Q)\{xﬁ :f<a}

p<a

Sabemos que ﬂka Us \ Q é ndo vazio, afinal Q ndo é G5 em IM. De fato, se fosse cada

um dos abertos teria que ser aberto de R também, entdo ele também seria Gs nos reais.

Mais que isso, sabemos que a diferenca é, na verdade, ndo enumeravel. Se tivéssemos
(Vp<a Us N Q = {x, : n € w}, poderiamos escrever Q como (s, Uy N [ e,, M\ {x,}).

new

Defina agora X = Q U {x, : @ < w;}. A Uinica coisa que resta mostrar é que é de
Lindel6f. Tome uma cobertura formada pelos abertos da base fixada no inicio. Para cada
racional, escolha um elemento da cobertura que o contém. Assim, obtemos um aberto U
que contém os racionais. Mais que isso, como é unido enumeravel de elementos da base,
deve existe um a < w; tal que U = U,. Entao, pela construcdo, X \ U é enumeravel. Assim,
podemos escolher enumeraveis abertos que cubram os elementos que faltam. Usando a
proposi¢ao anterior, podemos concluir que X é um espaco de Michael. [

A aplicacdo de CH esta bem isolada na demonstracéo. Esta sendo usado apenas para
garantir a existéncia de um conjunto especifico. Sendo assim, é tentador querer achar um
jeito de dispensar CH para se achar um exemplo em ZFC. A proxima secdo sera baseada,
principalmente, no artigo [Law90], no qual L. B. Lawrence explora algumas pontas soltas e
generalizacdes desta construgdo. Antes de prosseguimos, no entanto, faremos o resultado
a seguir, que impdes algumas restri¢des sobre espacos do Michael.
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Teorema 3.1.11. Seja X um espaco de Michael e 6 uma cobertura de X x P de cardinalidade
minima que ndo possui subcobertura enumeravel. Entao |€’| > min{b, w,}

Demonstracgao. Seja |€’| = A. Temos que, necessariamente, A € maior ou igual a @;, portanto,
se assumirmos que cofinalidade de A é enumeravel, teremos que A > ,,. Assim, assumindo
que a cofinalidade é ndo enumeravel, vamos mostrar que A > b.

Comecamos escrevendo 4 = {U, : a < A}. Nossa estratégia sera encontrar uma
funcdo 7 : b — A injetora. Vamos construi-la por recursio, utilizando uma outra fun¢do
o : b — w®. Mais precisamente, vamos construir tais fun¢des de forma que:

1. 0 e 7 sdo estritamente crescentes. No caso de w®, consideramos ordenado por <*
2. Para todo a < A, X x C*(o(a)) néo é coberto por {Us : f < sup{r(f) : f < a}}.
3. Para todo a < A, X x C*(o(ax)) é coberto por {Us : f < 7(a)}

Sejaa < b e 1], e o, construidos. Como [{os : f < @} < b existe um limitante superior
ol.Sejay = sup{r(f) : f < a}. Temos dois casos.

Suponha primeiro que « tenha cofinalidade enumeravel, y < A. Pela minimalidade
de A, existe 0/ que nao pertence a (J{Us : f < y}. Tome o, tal que ¢/, 0, <* 0,. Vale
que J{Up : B <y} ndo cobre X x C*(o(a)), no entanto, como este é de Lindel6f, existe
uma subcobertura enumeravel. Como A tem cofinalidade nao enumeravel, existe z,, tal que
X xC*(o(a)) C{Up : B < 1o}

Assuma, agora, que cofinalidade de y é ndo enumeravel. Em particular, y é limite. Tome
o, igual ao ¢/, definido no caso anterior. Podemos, sem perda de generalidade, assumi-lo
distinto dos anteriores. Assuma que ( {Us : f < y} 2 X x C*(o(a)). Novamente, como
este é de Lindelof existe subcobertura enumeravel e, ja que assumimos y com cofinalidade
nao enumeravel, existe um § < y tal que ( {Us : f < 6} 2 X x C*(c(a)). No entanto, pela
construcio, nio pode valer X x C*(¢(8 + 1)) C X x Clo(a)) C \H{Up : B < 6} Sendo assim,
sabemos que o () satisfaz (2). O processo para se obter 7(«) é idéntico ao anterior.

]

Com esta restricao, conseguimos algumas informacdes sobre o peso e a cardinalidade
de um espaco de Michael.

Corolario 3.1.12. Se X é um espacgo de Michael | X|, w(X) > min{b, w,}

Demonstracao. Fixe € cobertura de X x IP sem subcobertura enumeravel de tamanho
minimo.

Note que, como P tem base enumeravel, usando que o peso do produto é o produto
dos pesos (1.1.4) temos que w(X x P) = w(X). Com isso temos w(X) = w(X x P) > |¥/.

Para limitar a cardinalidade de X, usaremos o grau de Lindel6f de X x P, denotado
por L(X x IP). Se tivéssemos L(X x IP) < ||, pela minimalidade de %, toda cobertura teria
uma subcobertura enumeravel. Agora, note que dada uma cobertura %, para cada x € X,
conseguimos uma subcobertura enumeravel de {x}xP. Repetindo os processo, conseguimos
uma subcobertura enumeravel de tamanho |X|. Portanto, | X| > L(X x P) > |%.
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3.2 Contribuicoes de Lawrence

Como dito antes, esta se¢do sera baseado, principalmente em [Law90]. Aqui iremos

explorar algumas pontas soltas e perguntas que podem surgir ao se ler a se¢ido anterior.

Primeiro, vamos isolar o tipo de espaco de Michael que foi construido e usar uma nova
linguagem para explicar porque % nao é um espago de Michael. Depois, vamos ver a
relacdo dessa construcdo com pequenos cardinais (veja secdo 0.2).

A técnica utilizada na secdo anterior foi, antes de Lawrence, estudada também por Van
Douwen em [Dou84] e por Burke e Davis em [BD84]. Nestes trabalhos, vemos as primeiras
tentativas de associar pequenos cardinais ao problema.

No trabalho de Burke e Davis temos a substituicdo de CH pela existéncia de uma
w;-escala na construgdo. O lema a seguir é o cerne para este enfraquecimento. Embora a
demonstracio seja bem similar ao que fizemos anteriormente, consideramos a adaptacdo
interessante o bastante para fazé-la.

Proposicao 3.2.1. Se X éT, e primeiro enumeravel e D ndo é um Gs de X e é nao enumeravel,
entdo existe Z tal que D C Z tal que para todo o abertoU de X com D C U, temos |Z\U| = w.

Demonstragao. Seja{f, : @ < w;} uma escala (1.2.6) e D = {z, : n € w}. Para cadan € w,
tome {U]' : k € w} um base local decrescente de z,. Além disso, para cada f € w”, defina
Wi = Niew Uf(n) © para cada @, w1, Gy = n{Ws : f =" f,}. Como cada um destes tiltimos é
um Gy, sabemos que D € G, para todo & < w;. Note também que cada G, é ndo enumeravel,
sendo conseguiriamos escrever D como Gy de X.

Assim, podemos por recursio, escolher, para cada a < w;

x. €[ )G, \D.

y<a

A razdo do lado direito nunca ser vazio se da pelo fato de que, dada a definicio,
G, C ﬂy<a G,, portanto, este ultimo é ndo enumeravel. Seja Z = {x, : @ < w,}. Resta
mostrar que tal Z tem a propriedades que queremos.

SejaU C X um aberto tal que D C U. Para cada n € w existe um k, € o tal que U]! C U.
Seja g € w” dada por g(n) =k, e & < w; tal que g <* f,. Tome f > a e seja h € w® dado
por h(n) = max{f,(n), fs(n)}. Como f, <* f3, temos que h =* f3, entdao Gg C W, CU. Ou
seja, para todo § > a, concluimos que Gy C U. Assim, Z\ D C {x, : y < a} é enumeravel.

]

Embora na se¢ido anterior tenhamos feito uma argumentacgio parecida dentro do
lema 3.1.10, no artigo original de Michael esta é apresentada como um lema a parte. A
contribuicao deste resultado, entdo, é enfraquecer as condicoes para o lema, para assim,
prosseguir com a demonstragdo como antes.
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A ideia aqui presente, a de que toda cobertura de (), deve deixar apenas enumeraveis
elementos de Z de fora, parece ser a parte central em que utilizamos CH (ou a existéncia
de uma w;-escala) nesta construcdo original. Usando isto como motiva¢do, Van Douwen e
Lawrence utilizam as seguintes defini¢des.

Definicao 3.2.2. Um espaco topologico X é dito ser concentrado ao redor de um subcon-
junto A C X se para todo abertoU de X tal que A C U, temos que X \ U é enumeravel. No
caso especifico dos espagos de Michael, diremos que X é um Espaco de Michael Concentrado
se for um espago de Michael concentrado ao redor em um subespaco fechado A tal que A x IP
seja normal.

Com esta nomenclatura podemos entender melhor a construgao que vimos no capitulo
anterior. A pergunta, agora, se torna: quando conseguimos construir um espaco concen-
trado de Michael? A técnica usada até agora, consiste exatamente em achar um subespaco
de IM que seja concentrado ao redor de Q. O lema a seguir nos mostra uma condigio
equivalente para a normalidade nesta situacdo. Ele, assim como todos os outros resultados
0s quais néo especificamos o contrario, foi retirado de [Law90].

Lema 3.2.3. [Caracterizacdo da Normalidade do Produto de um espago de Lindelof Concen-
trado] Seja X um espaco de Lindelof concentrado ao redor de um conjunto fechado A e P um
métrico separavel . X x P é normal se e somente se para todo B C X \ A ndo enumeravel e
funcdo F : B — P injetora vale que Fn (Ax P) # @

Antes da demonstragio, valem alguns comentarios. Embora a caracterizagdo pareca
estranha, se substituirmos, X por um subespaco de Lindelsf de IM, P por IP, B por X \ Q
e F pela identidade, a negagio da segunda afirmagio nos diz que (Q x P) n{(p, p) : p €
X\ Q} = @. Estes sdo justamente os fechados que demonstramos ser disjuntos na se¢éo
anterior para argumentar que X x IP ndo é normal.

Também vale notar que se |P| < w, entdo o lado direito é satisfeito por vacuidade,
afinal, para todo B nao enumeravel, ndo existe F : B — P injetora. Isto, no entanto, nao é
um problema. Como X ¢ de Lindeldf, se P for enumeravel, entdo X x P = J,p X x {p} ¢
unido enumeravel de espacos de Lindeldf e, portanto, de Lindel6f. Assim, o teorema ainda
vale.

Abaixo, provaremos a negacao, ou seja, X x P ndo é normal se e somente se existe
BCXxAeF : B— PinjetoracomFNn(AxY)=0Q.

Lema 3.2.3. (<) Comegamos notando que A x P é um fechado. Agora, vamos assumir
que exista BC X\ Ae F : B — Y injetora tal que F n (A xY) = @. Estes ultimos sio
fechados disjuntos. Mostraremos que eles nao podem ser separados por abertos disjuntos.
A demonstragdo sera muito parecida com a feita na sec¢do anterior.

Tome um U aberto tal que Ax P C U. Fixe D C P denso enumeravel e, para cadad € D,
considere o conjunto Y; = {x € X : (x,d) ¢ U}. Note que Y; é um fechado de X. De fato, se
(x,d) € U, entdo existe uma vizinhanga basica V. x W C U de (x, d). Temos que V é uma
vizinhanca de x disjunta de Y;. Com isso, Y; deve ser enumeravel, afinal X \'Y; é um aberto
contendo A. Assim, como B é ndo enumeravel, podemos escolher x, € B\ | J,¢p Yu. Pela
definigéo, (xy,d) € U para todo d € D. P sendo métrico, podemos escolher uma sequéncia
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{d, : n € w} C T que converge a F(x;). Temos assim que {(xy,d,) : n € w} converge a
(%0, F(x)), ou seja, {x, F(x))) € UNF.

(=) Assuma que X x P nio seja normal, mas A x P seja. Usando o Lema de 2.3.8, temos
que A x P é de Lindelof. Note que podemos usar o lema porque A é fechado, portanto, de
Lindelof.

Vamos construir um conjunto B e uma func¢do F : B — P como na negacio do
enunciado. Para garantir a disjuncdo, vamos construir de forma que o grafico esteja
contido no complementar de um aberto que contém A x P. Escolheremos este aberto U de
forma que Ay = mx(X \ U) seja ndo enumeravel. Para ver que tal aberto existe, considere
a possibilidade de que para todo aberto U que contém A x P, Ay seja enumeravel. Fixado
U nestas condic¢des, como P é segundo enumeravel e cada x € Ay, {x} x P é homeomorfo
a P, temos que Ay x P = | ;o {x} x P é unido enumeravel de Lindel6f. Tome agora uma
cobertura % de X x P. Como A x P é de Lindelof, temos uma subcobertura ' C % .
Tomando U = uU%/’, temos que Ay x P também tem subcobertura enumeravel. Assim,
teriamos que X x P = (A x P) U (Ay x P) tem subcobertura enumeréavel.

Fixe um aberto U com a propriedade acima e para cada p € P considere Y, = {x € X :
(x, p) ¢ U}. Como argumentado acima, Y, ¢ um fechado disjunto de A, portanto, deve ser

enumeravel. No entanto, pela escolha de U, temos que Ay = |J,cp Y, é ndo enumeravel.

Para finalizar, usaremos este fato para construir recursivamente duas funcdées o : w; — Ay
e7 : w; — P de forma que teremos B = ran(c) e F = {{o(a),7(@)) : a € w,}. Comece
escolhendo 0(0) € Ay e 7(0) algum indice tal que o(0) € Y;(p). Para o passo a € w;, escolha
0(0) € Z\ Up<, Y5, 0 que podemos pois Ay é ndo enumeravel, e 7(«) algum indice tal que
o(a) € Y;(y). Claramente B é ndo enumeravel, disjunto de A e F é injetora. Além disso,
F QU,logo,Fn(AxP) =Q.

]

Com este lema, vemos que nio existe nada de especial sobre a escolha da reta de Michael.

Na verdade, uma construcéo parecida funcionaria para qualquer separavel metrizavel. Dado
um espaco X concentrado ao redor de A, definiremos o espaco IL(X, A) o espaco X com a
menor topologia que contém a original e torna Y \ A um conjunto discreto.

Corolario 3.2.4. SeY é um metrizavel separavel concentrado ao redor de algum subconjunto
A eY \ A é ndo enumeravel, entdo I.(Y, A) x (S \ A) nao é normal.

Olharemos, agora, uma direcao para a qual a constru¢do ndo pode ser generalizada.
Antes, um lema.

Lema 3.2.5. Todo subconjunto ndo enumeravel A de um espaco metrizavel separavel possui
dois pontos distintos com a propriedade de que, para toda vizinhanga abertaU de algum deles,

Demonstragdo. Vamos comecar mostrando que existe pelo menos um ponto. Assuma, por

absurdo, que nao. Temos que para todo a € A, existe U, € V(a) tal que U, N A é enumeravel.

Note que X tem base enumeravel, logo é hereditavelmente Lindel6f. Como {U, : a € A} é
uma cobertura por abertos de A, existe {U,, : i € w} subcobertura enumeravel. No entanto,
A =i Vo N A = Ui, (Vi N A) é enumeravel, o que é um absurdo.
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Fixe a € A com tal propriedade. Para mostrarmos que existe um segundo, assuma que,
para todo n € w, temos A \ B(a, %) enumeravel. Assim, A\ (., B(a, 1) = A\ {a} também
seria, um 6bvio absurdo. Com isso, fixe n € w tal que A\ B(a, %) é nio enumeravel. Pela
argumentacio acima, temos que existe b € A\ B(a, ;) com a mesma propriedade que
queriamos.

]

Por fim, mais um lema que nos d4 uma consequéncia do produto de um espacgo da
forma IL(X, A) e IP ndo ser normal

Lema 3.2.6. SejaY polonés e considere subconjuntos A C X CY tais que X é concentrado ao
redor de A. Se I.(X, A) x IP ndo é normal, entdo existe K CY homeomorfo a um conjunto de

Cantor tal que K N A = @, mas K C A

Demonstragao. Pelanegacdo do lema 3.2.3, existe B C L(X, A) ndo enumeraveleF : B — P
tal que Fn A = @. Dado x = (a, p) € A x P deve existir U um aberto basico de L(X, A) e V
aberto de IP tais que (a,p) e UxV eU xV nF = @. Como U, é basico e a € U,, temos que
ele ¢ um aberto de X como subconjunto de Y, logo, existe W C Y aberto tal que V =Un X.
Como B C X, temos que W N B = U n B, logo, WxVNF =.SejaG =F .0 que
argumentamos foique GNAx P = @.

A partir de agora, trabalharemos no espago Y x P, que é um espaco polonés (1.3.2).
Nosso objetivo sera construir um esquema de Cantor (1.3.6) {A; : s € 2<°} de tal forma
que, para todo s € 25, temos que A, é aberto, F N A; é ndo enumeravel e A, e A, sdo
mais que disjuntos, suas projecoes em Y sdo disjuntas.

Comecamos fixando um x, € F, garantido pelo lema anterior e tomando Ay = B(x, %)
Assuma, agora, que temos A; construido para algumn € w e s € 2". Temos que A; N F é ndo
enumeravel, logo, existe x = (a, p) e x’ = (d’, p’) pontos deste conjunto que satisfazem

o lema anterior. Seja d uma métrica compativel com a topologia de Y e € = min{ d(“z’“l), 3

e considere Ay = B(x,€) e A, = B(x’,€). Ja que € < d(“T’“/), temos a garantia que as
projecdes sao disjuntas. Além disso, como Y x IP é regular, podemos assumir que estes
conjuntos tem o fecho contido em A;.

Como construimos um Esquema de Cantor, sabemos que K’ = U{( ), Ajn : S € 2°} €
um conjunto de Cantor. Mais que isso, pela construc¢io, temos K’ C G. Como K’ é compacto
e 1y ¢ uma bijecdo continua, pela proposicdo 1.1.9 temos que ¢ um homeomorfismo, logo,
K = ny[K’] é um conjunto de Cantor de X. Além disso, pelo fato que de K C B, temos
KnA=0g.

Resta mostrar que K C A’ Para isso, tome x € K e U € V(x). Usando a regularidade,
se necessario, podemos assumir U N A = @. Se x = nx(b, p) entdo V = U x P é vizinhanca
aberta de (b, p), logo, V N F é ndo enumeravel. Isto nos diz que U N B é ndo enumeréavel,
em particular, U é nio enumeravel. Agora, lembremos que X é concentrado ao redor de
A, no entanto, X \ U, é um aberto que contém A e cujo complementar é ndo enumeravel.
Absurdo! Com isso, mostramos a inclusdo que queriamos. [
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Usando este tltimo lema, conseguimos mostrar que a construcéo ndo pode ser genera-
lizada para espagos poloneses concentrados.

Teorema 3.2.7. SejaY polonés, concentrado ao redor de A. Temos que I.(Y, A) x P é normal.

Demonstragao. Usando lema anterior, se fosse normal, teriamos que existe um conjunto de
cantor K tal que K n A = @. No entanto, K deve ser um fechado ndo enumeravel de Y, logo,
U = X \ K deveria ser um aberto que contém A cujo complementar é nao enumeravel,
contradizendo a concentracido de Y ao redor de A. ]

Com este resultado, responderemos uma questdo que tinhamos deixado passar batido.
Note que B é um conjunto de Bernstein e R é concentrado ao redor de R \ B. De fato, se
€ é cobertura deste tltimo, R \ U%" é um fechado contido em B, logo, é enumeravel. Isto
coloca o conjunto B que construimos dentro das hipoteses do corolario acima. Como o
complementar do conjunto de Bernstein intersecta todo conjunto de Cantor, essa modi-
ficacdo nédo pode ser um exemplo de espago de Michael, o que justifica nossa busca por
espacos diferentes.

Corolario 3.2.8. Se B é um conjunto de Berstein dos reais, entdo L(R,IR \ B) x IP) ¢ de
Lindelof.

Agora, que exploramos quando a técnica de Michael ndo funciona, Vamos achar con-
dicdes necessarias e suficientes para que exista um espaco de Michael Concentrado em
R. Em 1984, o artigo que ja citamos de Van Douwen [Dou84], no Teorema 10.2, mostra
que a construcdo de Michael esta relacionada ao pequeno cardinal b. Embora néo pareca
intuitivo, a principio, termos um problema sobre espacos Lindeldf estar relacionado a
pequenos cardinais, vale lembrar que P é homeomorfo a w®.

Nos dois resultados baixo, apresentamos a versao deste resultado feita por Lawrence.
Embora as versoes sejam dissimilares, ha pequenas diferencas que nos fazem preferir esta
versao. Por exemplo, Van Douwen considera os espacos concentrados apenas ao redor de
conjuntos enumeraveis.

Proposicao 3.2.9. Seja X C IP nao enumeravel. Sao equivalentes:
(i) Todo subconjunto nao enumeravel de X é ilimitado em relacdo a <*
(ii) X tem intersec¢ao enumeravel com todo compacto de w®.
(iii) X U Q é concentrado em torno de Q)
(iv) X U Q é de Lindelof como subespaco da reta de Michael IM
Demonstragao. (i) = (ii) Seja K um compacto de w”. Se X n K fosse ndo enumeravel,

entao, por hipodtese, deveria ser ilimitado. No entanto, a compacidade de K implica que
todo subconjunto seja limitado.

(ii) = (i) TomeY C X nédo enumeravel. Se Y for limitado, entdo existe f € w® tal que
paratodo g €Y, g <* f. Assim, Y C Kjﬁ e, com isso, X teria interseccdo ndo enumeravel
com K. No entanto, K} € o-compacto. Como Y € néo enumeravel, a intersec¢do com algum
dos compactos cuja uniéo resulta em K} também deve ser. Absurdo!
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(iti) = (iv) Tome uma cobertura %/ de X U Q. Escolhendo para cada q € QQ um
aberto U, € % tal que q € U, obtemos um aberto, mais precisamente U = J,cq Uy, que
contem Q. Por hipétese, (X U Q) \ U é enumeravel, logo, basta escolher, para cada ponto
do complementar, um aberto da cobertura que o contenha.

(iv) = (iii) Fixe U um aberto que contém Q. O seguinte conjunto {U}U{{p} : p € X}
é uma cobertura de X U Q. Existe uma subcobertura da forma {U} U {{p,} : n € v}, afinal,
X U Q é de Lindelof. Sendo assim, temos (X UQ)\U C {p, : n € w}.

(ii) = (iii) Seja U um aberto de X U Q tal que Q C U e V um aberto de »® com
Vn(XuQ) =U. Temos que R\V é um fechado, logo o-compacto, contido em IP, portanto,
existe f € »” tal que X \U € R\V C K}. Como K} € unifio enumeravel de compactos,
Xn KJ’E que contém X U Q \ U, é enumeravel.

(iti) = (ii) Tome K C P compacto. K é, em particular, um fechado de R, logo,
U = (R\NK)n (X UQ) éum aberto que contém os racionais. Por hipétese, o complementar
é enumeravel. No entanto, o complementar em X U () é justamente K n (X U Q). Com isso,
K n X também é enumeravel. O

Observe que um consequéncia deste resultado é que IM no pode ser de Lindelof, afinal
P néo satisfaz o item (ii). Com isso, temos que a reta de Michael de fato ndo é um espaco
de Michael.

Agora, vamos a condi¢do que nos garante que um conjunto com tais propriedades
existe.

Proposicao 3.2.10. Existe um subconjunto de P ndo enumeravel satisfazendo algum dos
itens anteriores se e somente se b = w;

Demonstragao. (=) Pela preposi¢ao anterior, podemos assumir que X é um subconjunto
ndo enumeravel de P que satisfaz o item (1). Escolha Y C X de tamanho w;. Por hipoétese,
Y é ilimitado, logo, b < |Y| = w;.

(<) Tome um conjunto X de w® que testemunhe b = ©;. Como ja mostramos em 1.2.2,
podemos assumir X bem ordenado. Todo subconjunto de X ndo enumeravel, sera também
cofinal em X. Como escolhemos X bem ordenado, qualquer subconjunto ndo enumeravel
deve ser ilimitado. [

Embora tenham semelhancas, o teorema provado por Van Douwen continha um item
a mais, que nos informa sobre espacos de Michael concentrados que nao estejam em
subespacos de M.

Proposicao 3.2.11. Vale b = w, se e somente se existe um espaco X concentrado ao redor de
A enumeravel com (X)) = w.

Vamos analisar o que esse resultado nos diz. Se existe um espago de Michael concentrado
M, mesmo que fora de M, e assumimos algumas condicdes extras de M, entdo conseguimos
fazer a construgio da tltima secdo a partir dele. A razdo pela qual s6 mencionamos este
resultado é que, novamente, a versao feita por Lawrence acaba sendo mais completa.

Teorema 3.2.12. Existe um espaco concentrado de Michael se e somente se b = w;.
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Demonstragao. (=) Assuma a existéncia de um espaco Michael M concentrado ao redor
de A tal que A x P seja normal. Pelo lema 3.2.3, existe um conjunto ndo enumeravel
B C M e uma funcio injetora F : B — P tal que F n (A x P) = @. Queremos achar um
subconjunto dos irracionais que satisfaca o item (ii) da proposicéo 3.2.9 e nosso candidato
serda X = Im(F).

Fixe K C IP compacto. Assuma, por absurdo, que |XNK| > w.Sem perda de generalidade,
também podemos assumir que X C K, afinal, se ndo for, bastaria trocarmos B por F![K n
Im(F)] e F por pela restri¢do ao novo conjunto. Pela escolha de F, para cada (a, p) € AxK
podemos escolher um U x V vizinhanga aberta basica tal que (UxV)nF = @.

Fixado a € A, podemos pegar #, subcobertura enumeravel de {a} x K composta por
elementos desta forma. Tome U, = ¢y, 7m[U]. Se existe x € U, n B, entdo (x, f(x)) € F
e existiria U € #, tal que (x, f(x)) € U, o que contradiz a construcéo. Sendo assim, temos
que U = |J, e U, é uma aberto que contém A, logo, M\ U deve ser enumeravel. No entanto,
B C X\ U e B é enumeravel. Absurdo!

(<) Pela proposicido 3.2.9, existe um X C IM de Lindelof tal que Q C X. A construgio
¢ a feita por Michael. Colocando na linguagem de 3.2.3 tomamos P = P, B = X\ Qe
F : X\Q — P como a identidade. Para vermos que X x P ndo é normal, basta verificarmos

que {(p,p) : PEP}n(QxP)=0. n

Assim, como antes, a existéncia um espago de Michael concentrado qualquer, nos
permite garantir que a construcio que vimos em 3.1.10 pode ser feita. No entanto, agora,
com a Unica condicdo sendo que o espaco seja concentrado ao redor de um fechado A cujo
produto com P é normal. Isso, no entanto, ndo nos da uma construcao explicita de um
espaco de Michael concentrado fora de IM.

Também nao encontramos tentativas na literatura de generalizacdes que nao envolvam
A seja fechado. Note que, se assumimos que A é fechado, entdo a condicdo de que Ax P é
normal nao faz sentido ser removida, afinal, sendo ja teriamos no proprio A um exemplo
de espaco de Michael. Ambas as condigdes estdo presentes no exemplo original, entido
podem ser consideradas bem razoaveis. No entanto, o mesmo pode ser dito de van Douwen
assumindo que o espago é concentrado ao redor de um conjunto enumeravel, e o resultado
acima representa uma generalizacio deste caso.

De qualquer maneira, apos esse capitulo, temos, dentro da razoabilidade da definicéo,

que espacos de Michael concentrados sdo independentes. Este poderia ser o fim da historia.

Caso todo espaco de Michael fosse concentrado. No entanto, como se pode imaginar, o
problema se mostraria mais resiliente.
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Capitulo 4

Outras Construcoes

No capitulo anterior estudamos um tipo especifico de espaco de Michael, os concen-
trados. No entanto, no mesmo ano em que o artigo de Lawrence foi publicado, Alster
também construiu um exemplo de espaco de Michael. As hipoteses usadas sdo consistentes
com w; < b, logo pelo teorema 3.2.12, temos que ndo pode ser um espaco concentrado.
Vale destacarmos que, no artigo original, Alster se utilizou de MA e couber a Fleissner,
pelo menos de acordo com o pequeno artigo histérico [GN15], observar que bastava a
igualdade de cardinais. Inclusive, este ultimo artigo foi inestimavel para ajudar-nos a
montar a bibliografia e é dele que saem as comparacdes que faremos entre as diferentes
construcoes.

Este capitulo focara nas duas construcdes mais relevantes que tivemos desde a de
Michael. Comegamos com a ja citada construcio de Alster, publicada em [Als90]. Esta
construgio foi feita assumindo a igualdade b = 9 = cov(.#'). Embora o cardinal b seja um
elemento comum entre ambas, sabemos que esta e a hipotese na qual baseamos o tltimo
capitulo sdo independentes.

A segunda construcdo sera a feita por Justin Moore em [Mo099]. Esta pode ser vista
como uma melhora da construcéo feita por Alster, ja que é feita assumindo apenas b =
cov(A). Moore também mostra que ha uma estrutura, chamada sequéncia de Michael,
cuja existéncia é equivalente a existéncia de espacos de Michael.

Ambas secdes estarao principalmente focada em suas respectivas construcdes. Por essa
razdo, serdo estruturados na forma de varios lemas com o objetivo de chegar a construcdo
final. Isto, é claro, ndo nos impedira de fazer ocasionais comentarios sobre as relacoes que
as construgdes tem entre si e com outros problemas.

4.1 Contribuicoes de Alster

Comecamos a construcdo olhando para a hipotese b = 0. Sabemos que tal igualdade ¢é
equivalente a existéncia de uma 0-escala {x, : a < 0} (1.2.7). Para simplificar a notagao,
nesta se¢do, para cada a € 0 denotaremos K (secdo 1.2) por K. A boa ordenacio garante
que {K, : @ <0} é uma familia crescentes de subconjuntos de w® cuja unido é o proprio
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conjunto de Baire. O espacgo que iremos construir sera um que contém IP e estes conjuntos
serdo vizinhangcas de seus pontos.

Antes da construcao, vamos demonstrar um resultado que motiva a segunda condicdo
que assumimos, 0 = cov(.#).

Lema 4.1.1. Seja M um espaco metrizavel e compacto tal que M = | K, : y < B}, onde
p < coo(A) e K, é compacto para todo y. Temos que existe I C f enumeravel tal que

M=,qK,.

Demonstragao. Assuma por absurdo que o resultado nao vale. Como M é um compacto
metrizavel, ele tem base enumeravel e, como consequéncia, é hereditariamente de Lindelof.

Nosso objetivo sera definir uma sequéncia (U, ), <., tal que
(i) Cada U, é um aberto nio vazio de M
(ii) Paratodoy, U \NUU, : a <y} # @
(iii) Para todo y, existe um conjunto enumeravel I, C f tal que U, C ( fK; : i € [}

A condigao (iii), apesar de ser mais técnica, sera util na construgdo dos espacos. O
importante é que com (i) e (ii) e pela regularidade de w,, temos que | J,.,, U, ndo tem
subcobertura enumeravel, contradizendo que M ¢é hereditariamente de Lindelof.

Comecamos definindo o aberto U, = | fIntyK, : y < f}. Note que M\ U, C [J(K, \
IntyK, ). Temos que cada K, \ Int)K, tem, obviamente, interior vazio em M. Além disso,
como cada K, é compacto, eles também sao fechados, portanto, raros. Assim, caso U, fosse
vazio, M seria uma unido de menos de cov(.#') conjuntos raros, o que contradiz a defini¢do
de cov(.#'). Note que o espaco ndo é P, mas usando o comentario posterior a defini¢éo
1.2.8 e o fato de que espagos compactos metrizaveis sao poloneses ([Kec95] proposicao
4.1), podemos afirmar que o tamanho de uma familia de magros que cobrem M deve ser
maior que cov(A).

Com isso, concluimos que U, néo pode ser vazio, satisfazendo assim (i). (ii) é satisfeito
por vacuidade. Ja (iii) vem do fato de que U, ser de Lindeldf garantir a existéncia de um I,
enumeravel tal que Uy = ({IntK; : i € I i} C (JK; : i € I}

Agora, fixe @ < w; e assuma que definimos um U, paracaday < a.SejaU = (J{U, : y <
ate A=M\U =K, \U : y < B}. Pela condicio (iii), temos que U C U, Uj¢;, Ki, que
¢ uma unido enumeravel. Como estamos negando a tese, A nao pode ser vazio. Além disso,
como cada K, ¢ fechado, K, \ U ¢ fechado em A. Note que como A ¢ fechado, ele também é
completamente metrizavel (1.3.2). Juntando este fato com a mesma argumentacio de antes
, temos que U, = ({Int4(K, \U) : y < f} é ndo vazio.

Tome U, = U uU,. Com isso, temos que U, satisfaz (ii). O complementar de U, em M é
(MNU)NM\U, =AnM\U, = A\U,. Ou seja, o complementar de U, em M é fechado
em A, logo, fechado em M. Com isso, U, é de Lindelof, portanto, existe I, enumeravel tal
que U, = |, , Int4K,. Tomando I, = I; U, , I, satisfazemos o item (iii). O

Agora, podemos nos voltar a construcdo. Nosso espago, como conjunto, serd uma
compactificacdo metrizavel dos irracionais, que denotaremos por C. Sabemos que ela existe



4.1 | CONTRIBUICOES DE ALSTER

pois P é um espago de Tychonoft com peso enumeravel, logo, existe uma compactificacido
de sua em I“ (1.1.1 teorema 2.3.23). Nao usaremos a topologia usual de C, no entanto,
mas sim um refinamento desta. Primeiro, para uniformizar a notacéo, usaremos K, como
notacdo para C. Agora, para cada @ < 0 e x € K, \ |Us, K5 uma base local é dada por
Uy ={K, N U\ Kg}, onde U C C é um aberto e # < a. C com esta topologia sera denotado
por X. Vemos que de fato, forma a base de uma topologia.

No momento, temos uma ambiguidade na defini¢ao. Ela ndo faz mencéo a subconjuntos
da forma X, N U, isto é, sabemos se é necessario remover algum Xz para que termos um
aberto. Note as vizinhancas de X, ja sdo desta forma, afinal, ndo existe f < 0. A partir dai
podemos seguir por inducéo para mostrar que X, N\U = (X, NU \ X3) U X é aberto. Como
consequéncia, temos o fato de esta topologia refina a usual de C. Para ver isso, observe
queU =X, nU.

Essencialmente, esta topologia associa, para cada a < 0, um subconjunto, K, = X, \
\Up<« Kp» cujos pontos séo isolados de Kj, para f > , pela vizinhanga X,,.

A chave para mostrar que X é de Lindel6f, esta no lema abaixo. Em esséncia, o que
ele diz é que quando consideramos uma cobertura ¢ de K, ela cobre o bastante para nao
termos uma sequéncia {f; : i € cf(a)} tal que Ky ¢ U% para todo i € cf(a). Em outras
palavras, a cobertura cobre ndo apenas K, mas todos K/ comy > f§ para algum f§ < a. Isto
tudo para o caso cf(a) > w.

Lema 4.1.2. Sejaa < 0 eU um aberto tal que K, C U, entao existe uma sequéncia (y;)ic, C &
tal que K, \U C e, K,

Demonstragao. Fixe um o < 0 e um aberto U tal que X/, C U. Vamos fazer por casos.

Se a = f+1, entdo temos K, \U C K. Além disso, caso c f(ar) = w, tome uma sequéncia
(Vi)icw cofinal em . Se x € K, \ U, entdo existe f < & tal que x € K. Como a sequéncia é
cofinal podemos tomar um i € w tal que x € Kg C K,,. Portanto K, \U C |, K,

Vamos dividir o caso o < cfla) em 2 (igual e diferente a 0). Antes, mostraremos
que podemos, sem perda de generalidade, considerar um subconjunto aberto de U com
uma forma mais simples. Nosso U original deve ser uma unido de elementos da forma
Vi = K, NU; \ X3, com i € I, sendo este um indice qualquer. Note que, pela definicao de K,
podemos assumir sem perda de generalidade que, para todo i € I, temos K,, = K,, afinal,
sendo o aberto V; seria disjunto de K,,,.

Como C é hereditariamente de Lindel6f, temos que existe um conjunto J C I enumeravel
tal que K; C (J;¢; U;. Ja a cofinalidade de a ser maior que w, nos garante que sup{f; : j €
J} = B < a. Se definirmos U’ = (K, N V) \ Kg, onde V = Ujej Uj, entdo, pela definicao,
K, CcU’.ComoU’ C | J, K. NU;\Kp, C U, temos que K, \U € K, \U’ e, portanto, podemos

de fato assumir que U ¢ da forma K, n V' \ Kj.

Comecemos com o caso a = 0. Neste caso, U = V' \ Kj, assim, X \U = C\ (V\Kj) =
(C\V) U Kjp. Agora, s6 precisamos colocar C \ V em uma unido enumeravel de elementos
de (K, )y<»- Note que C \'V é um compacto de “w, e como todo compacto deste espaco,
para todo i € w a proje¢do na i-ésima coordenada ;(C \ V) é finita. Portanto, existe um
y € w” tal que para todo i € w e para todo x, C\V, x(i) < y(i). Como {x, : @ < 0} é
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uma 0-escala, existe um « tal que y <" x,. Assim, C\V C K, logo, C\U C K, U Kj. Por
inducdo, conseguimos obter a sequéncia que queriamos em 9.

Agora temos o caso @ < 0 e cf(a) > w. Neste caso, vamos usar o lema 4.1.1. Nosso
objetivo sera colocar K, \U em uma unido enumeravel de compactos, cada um podendo ser
posto dentro de uma unido da forma | J,.,, K,,, com @, < « paratodon € w. O primeiro passo
é notar que K, é o-compacto em P, ou seja existem (K,(n)),c, sequéncia de compactos
tais que K, = |, Ko(n). De fato, dado « temos:

new

K, = U U{x eP : x(j) <isej<nex(j)<x, caso contrario} = UKa(n).

new i€w ne€w

Assim, como vale que K, \U C (J{K,(m) : y < a e m € w}, podemos escrever:

Ka\U:U{Ka(n)nKy(m) ry<aeme wl

Note que cada K,(n) \ U se encontra nas condicdes do lema anterior, logo, existe
sequéncia (@;(n;))ic, tal que vale:

K(m\U = | JiKa(n) n Koy(m) € w0},

i€w

Concluimos:

K A\U = U UKa(n) N Ky, (my,) C U{Kan,- (my,) = (n,i) € 0 x w}.

new i€w

Com isso, conseguimos mostrar que X é de Lindeldf.

Proposicao 4.1.3. X é de Lindelof.

Demonstragdo. Vamos provar que K, é de Lindelof para todo o < c.

Comec¢amos notando que a topologia de K, como subespaco de X coincide com a
topologia como subespago de C. Assim, pela topologia herdada do compacto métrico C, K,
tem base enumeravel, logo, é de Lindelof.

Agora fixe @ < ¢ e assuma que para todo f§ < @, K3 é de Lindel6f. Note que o mesmo
argumento acima que usamos para K, pode ser usando para K. Considere a interseccéo

K\ | JKp) n (K, nU)NK5) = (K. nUnK)N (U Ky UK)
p<a p<a

onde y, § <0 eU aberto de C.Se § > a ou d,y < a temos que o conjunto seria vazio.
Caso contrario, temos (K, N U) \ U, X = K; NU. Assim, como anteriormente, podemos
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concluir que K/ é de Lindelof.

Dada, entdo, uma cobertura ¢ de K,, existe 4’ C € enumeravel tal que K, C U%”.
Usando o lema anterior, existe I C a enumeravel, tal que K, \ U¢” C | J,; Ki. Por hipétese
de inducdo, cada um deles é de Lindelof, logo existe 4; C ¥ tal que K; C ;. Assim,
K, C € Ul G-

]

Agora, nos resta mostrar que X tem a propriedade que pedimos de um espaco de
Michael. Para isso, mostraremos que X possui um subespaco fechado que néo é de Lindelof.
Este fechado é, dadas as devidas adaptacdes, um dos que usamos pra argumentar que
M x P néo é normal.

Proposicao 4.1.4. X x P ndo é de Lindelof.

Demonstragao. Considere o conjunto F = {(p, p) : p € P}. Adaptando a demonstracio
1.1.6, podemos mostrar que F é um conjunto fechado. Para ver isso considere um ponto
(x, p) tal que x # p. Podemos escolher abertosU eV de Y taisquex e U, pe VeUNV = @.
Seja a o primeiro ordinal tal que x € X,,. Assim, X, NU x (V nP) é um aberto disjunto de F.

Se X x P fosse de Lindel6f, F também seria. No entanto, o conjunto {(X, xP) : a <0},
que pela a propriedade de d-escala é uma cobertura, ndo tem subcobertura enumeravel.

]

Note que este espaco nio é primeiro enumeravel. De fato, seja @ < 0 com cf(a) > w e
x € K. Assuma que temos {(K, N U;)) \ Kp, : i € w} base local para x e tome f = sup{; :
i € w}. Para todo i € w, podemos assumir que f; = B, afinal, (K, NU;) \ Kg C (K, nU;) \ Kp,.
Considere agora a familia {K, \ K : f <y < a} C V(x). Se o conjunto que fixamos antes
¢ uma base local, entdo existe i € w e {ys : § < cf(a)} tal que (K, NU;) \ Kz C K, \ K,
em outras palavras, como y; > f, temos que U; n (K, \ Kg) = @. No entanto, usando que
{vs + 0 < cf(a)} é cofinal em a, concluimos que U; C K/. Agora, se X fosse primeiro

enumeravel, existiria tal vizinhanca para todo x € K, o que contradiria o lema 4.1.2.

Em [Pav11], Palov aponta que bastaria um refinamento da topologia para torna-la
primeiro enumeravel. Note que K, = U{K, : x =" x,}. O que Palov fez foi pegar a topologia
onde cada um destes elementos também é um aberto.

No resto do artigo, Alster busca uma maneira de generalizar a construcdo. Ao invés de
considerar uma escala, ele fixa uma uma familia ilimitada {x, : « < b} em IP. A construcéo
é bem préxima do que fizemos. Ele considera, paratodoa < b,C, ={x € P : x <" x,}e
Co = C \ P. Anélogo ao que fizemos, abertos basicos sao conjuntos da forma U n U{C, :
y <a < P}ondeU éabertode Cey <a < b.

O problema é que, para provar o lema 4.1.2, usamos que a familia era uma escala. Para
compensar esta falta e provar algo analogo, ele propde a seguinte afirmacéo: Para todo
K C P, a cardinal com cf(ar) > w e {x3 : f < o} familia estritamente crescente, em relacéo
a <", de elementos de K, existe x € K que domina esta familia. No artigo, ele aponta que
D. H. Fremlin mostrou que tal afirmacgio néo vale se b = ¢, no entanto, sua consisténcia
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ndo é sabida. De qualquer forma, esta afirmacao néo parece ter sido muito explorada na
literatura e a destacamos apenas como curiosidade.

Embora este tipo de construcéo seja independente da feita originalmente por Michael,
ha paralelos que podemos achar se substituirmos nossa escolha de compactificacdo de P
para uma dentro de R e contendo Q, cuja construgio veremos na proxima se¢do. Assim,
podemos pensar nos dois exemplos como refinamentos da topologia desta compactificagao.
Enquanto no original temos cada elemento de IP sendo discreto, neste teremos vizinhangas
Lindelof.

4.2 Contribuicoes de Justin Moore

A préxima construcio que faremos, e a ultima explicita da literatura, foi feita por por
Justin Moore em [M0099]. Como na construcio anterior, usaremos uma compactificacio
métrica dos irracionais. Agora, no entanto, teremos que ter um maior cuidado ao escolhe-la.
Especificamente, estamos buscando uma compactificagio cujo residuo seja enumeravel.
A demonstragio abaixo foi tirada de [Sco12]. Dizemos que x € 2” é eventualmente
constante se existem n € w e i € 2 tais que x(m) = i para todo m > n.

Proposicao 4.2.1. O conjunto de Cantor 2 pode ser visto como uma compactificagio de P
da forma C = P U Qc, onde Q- é homeomorfo a Q.

Demonstragao. Considere o seguinte conjunto:

X ={x € 2 : x ndo é eventualmente constante}

Ja que X é denso em 2“, o segundo é uma compactificagdo do primeiro. Para mostrar
que X é homeomorfo a P, usaremos que este é o unico zero dimensional polonés tal que
todo compacto tem interior vazio (1.3.5).

Zero-dimensional é uma propriedades que X herda de 2¢. Além disso, se denotarmos
seu complementar por Q, temos que Q] = ||, {f €2° : f(k) =iparatodoi=0,1ek >
n}| = |U,e, 2" = w. Portanto, X é um G5 de um polonés, logo, também é polonés.

Agora, fixe K C X compacto e vamos mostrar que ele tem interior vazio. Note que o
complementar de X também é denso, logo, U \ K # @. Como K ¢é fechado em P também,
temos que U \ K é um aberto, portanto, existe p € U(\NK) n X. Concluimos que U N X € K,
ou seja, K tem interior vazio em X.

Resta apenas notar que 2 \ X niio tem pontos isolados. E um resultado de Sierpinski o
fato de que todo espaco metrizavel, enumeravel e sem pontos isolados ¢ homeomorfo a
Q). Uma referéncia pode ser encontrada em [Cie20]. De qualquer maneira, isso conclui a
demonstracao.

]

Fixaremos a notacdo da proposicdo, C = PUQc. O exemplo a seguir sera um subespaco
do espago produto ? xC. Esta pode parecer a primeira vez que vemos um espaco de Michael
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em um espaco produto, porém os outros dois exemplos podem ser vistos assim também. O
caso de Alster talvez seja o mais facil de se enxergar, ja que é homeomorfo ao subespaco
Upeaia} x K2 de 0 x C.

Ja o exemplo construido por Michael pode ser imerso no espago w; x C. Dado A C C
concentrado ao redor de Qc, temos que o conjunto {w;} x (Qc U{{a + 1,a,) : @ < w;}) é
homeomorfo ao exemplo de Michael. Ao tomarmos o sucessor na primeira coordenada
do segundo termo, claramente fazemos com que o subespaco {(« + 1,a,) : « < w;} seja
discreto.

Acontece que, sob certas restri¢cdes, um espago de Michael pode ser visto como subes-
paco da forma (0 + 1) x C, onde 0 é um cardinal regular. Este 0 esta relacionado a uma
funcao cardinal que definiremos. Se um espaco X néo é de Lindeldf, usaremos L ¢(X) para
denotar a menor cardinalidade de uma cobertura sem subcobertura enumeravel.

Proposicao 4.2.2. L(X) é regular ou tem cofinalidade enumeravel.

Demonstragao. Nao pode ser enumeravel pela propria definicdo. Seja k a cofinalidade de
L¢(X) e tome {o, : n <k} cofinal em L¢(X) e % ={U, : @ < Ly(X)} uma cobertura sem
subcobertura enumeravel. Definimos a cobertura %’ = {{ s, Up : v < k}. Se assumirmos
que k < L(X), entdo %’ tem subcobertura enumeravel %,. Se assumir que a cofinalidade
é nao enumeravel, § = supfar + X |, Up} < Ly(X), logo, {U, : a < 6} é subcobertura
de % . No entanto, como § < L¢(X), existe uma subcobertura enumeravel de %/ O

Comecamos com a seguinte defini¢ao:

Definiciao 4.2.3. Seja 0 um cardinal. {X;}:<9 C P?(X) é dito uma sequéncia de Michael
se satisfaz as seguintes condigoes:

e Paratodon <& <0+1,00=XyC X, ¢ X: CC.

« Dado um K C P compacto, § = min{é < 0 : Xy n K = @} tem cofinabilidade
enumeravel.

Uma 0- sequéncia de Michael é dita reduzida se satisfizer

« Dado um subconjunto A C P analitico (veja 1.3) temos que § = min{é <6 : Xy N A =
@} tem cofinabilidade enumeravel ou é 0

Note que estes minimos estdo bem definidos dado que, temos XynY = @,seY C P.

Como o nome indica, a existéncia de uma sequéncia da Michael est4 diretamente
relacionada a existéncia de um espaco de Michael.

Teorema 4.2.4. Dado 0 cardinal regular, temos que sdo equivalentes
(i) Existe um espaco de Michael M que é subespaco de(0+1xC ew(MxP) = L (MxP) = 0
(ii) Existe um espaco de Michael M tal que Ly(M xP) = 0

(iii) Existe uma 0-sequéncia de Michael reduzida {X;}z<o.

Demonstracao. (i) = (ii) é 6bvio.
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(ii) = (iii)

Fixe um espago de Michael X com Ly(X xPP) =60 e % ={U, : a < 0} uma cobertura se
X x IP sem subcobertura enumeravel. Nossa sequéncia sera definida da seguinte maneira:
para cada & < 0, tome X; = Qc U{p € P : X x{p} £ | J,; Us}. Como % ¢é uma cobertura,
temos que Xy = Qc. Aqui precisamos tomar um cuidado. Nao temos garantia de que os
elementos da sequéncia serdo todos distintos, por isso, teremos que remover todas as
repeticdes. Ja que L(M x IP) é minimal e regular, isso ndo modifica o tamanho da colecao,
portanto, podemos assumir direto que sao todos distintos.

Fixe agora um K C P compacto e tome § = min{a : X, N K = @}. Pela construcéo,
X x K C U,<sUs. No entanto, X é de Lindelof e K é compacto, logo, o produto é de
Lindelof. Assim, existe uma subcobertura enumeravel %/’. Se assumirmos, por absurdo,
que a cofinalidade de § é ndo enumeravel, entdo @ = sup{ff < 6 : Us € %’} é um
ordinal estritamente menor que §. No entanto, teriamos que X x K € J%" € Uy, Up,
contradizendo a minimalidade de 6.

Falta mostrarmos que a cobertura é reduzida. Seja A C P, um conjunto analitico e
f : P - A uma funcdo continua e sobrejetora. Considere o conjunto F = {(x, f(x)) :
x € P} C P x IP. Note que ele é fechado. De fato, dado (x,y) ¢ F, temos que y # f(y),
portanto, existem abertos U € V(f(x)) e V € V(y) taisque U NV = @. Como f é continua,
existe W € V(x) tal que f[W] C V. Tome a vizinhanca W x V de (x,y). Temos que,
se (x',y’) € W xV, entdo f(x’) € Ue, como y’ € V,vale f(x’) = y’, ou seja, (x/,y’).
Concluimos que F é fechado. Além disso, E tem a propriedade que 7[E] = A.

Note que F ndo pode ser o-compacto, pois se tivéssemos F = | J,,, Ky, onde cada K, é
compacto, poderiamos escrever P = | J, . 7;[K,], contrariando, 2.1.1. Agora, usando 1.3.2,
que P x P tem base enumeravel e 1.3.8, temos que existe Y C E fechadoeh : Y - P
homeomorfismo. Note que A é imagem continua de Y por f o h. Em outras palavras,
Podemos, sem perda de generalidade, assumir que F é homeomorfo a IP.

Seja § = min{é < 0 : Xy n A = @}. Novamente, pela definicao, temos que X x A C
Ue<s Us- Note que isto acontece se, e somente se X x F C Ugg s Uz x IP. Pelo homomorfismo,
temos que Ly(X x F) = L¢(X x P) = 0. Assim, se § # 0, entdo {Uy x P : & < §} possui
subcobertura enumeravel. Portanto, {Usz : ¢ < &} também possui subcobertura enumeravel.
Agora, usando um argumento idéntico ao que fizemos para compactos, § ter cofinalidade
nio enumeravel iria contradizer sua minimalidade.

(iii) = (i)

Fixe {X; : £ < 0}. Comecaremos definindo, para cada & < 0, My = |J,{a}x X,. Nosso
candidato a espaco de Michael em (6 + 1) x C sera M.

Primeiramente, demonstraremos por inducdo que M; ¢ de Lindeldf para todo & < 0.
Note que como C é compacto e métrico, em particular tem base enumeravel, também é
hereditariamente de Lindel6f. Assim, cada £ < 6, X; é de Lindelof. Com isso, M,, que é
homeomorfo a X, ¢ de Lindeldf. O caso sucessor é bem parecido. M, serd a unido de
dois de Lindelof, M, e {& + 1} x Xp,4.

Para ordinais limites, dividiremos em dois casos: cofinalidade enumeravel e nao
enumeravel. Se c¢f(¢) = o, fixe {§, : n € w} sequéncia cofinal em £. Neste caso,
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Mz = ({€} x X¢) U U, e, M, logo, M; é unido de enumeraveis Lindel6f.

Ja para o caso c¢f(¢) > w, fixe % uma cobertura de My em C x (£ + 1). Como X; é
de Lindelof e £ + 1 é compacto, existe %, C % tal que X; x (£ + 1) C U%,. Considere
F = nc[C x (£ + 1) \ U%)]. Como & + 1 é compacto, temos que F é um fechado de C,
logo, também compacto. Além disso, pela construcio de F, temos que F n X; = @. Como
& tem cofinalidade ndo enumeravel, existe algum a < ¢, tal que X, N F = @. No entanto,
isso significa que X, x (¢ + 1) C U%,. Com isso, temos que M; \ U%, € M,. Por inducao,
M, é de Lindeldf, logo, existe % C % enumeravel que cobre M,. Assim, %, U %, é uma
subcobertura enumeravel.

Vamos mostrar agora que w(M x IP) = 6. Para isso usaremos 1.1.4. Como IP tem base
enumeravel, a base do produto devera ser igual ao peso de M. M é um subconjunto de
(£ + 1) x C, logo, seu peso é no maximo w((6 + 1) x C). Novamente, como C tem base
enumeravel, este coincide com o peso de 6 + 1, que é 0. Com isso, w(M x P) < 0. Para
ver que deve ser exatamente 6, seja 4 uma base. Veja que 7[#] é uma base de . De fato,
dado U C 0 aberto, a € U, existe algum x € X, com (@, x) € M. Note que (U xC)nM é
vizinhanca de (a, x), logo existe B € # com « € x[B]. Como w(f + 1) = 6, temos |%| > 0.

A estratégia para mostrar que M x P ndo é de Lindelof se assemelha as outras cons-
trucdes. Primeiro, considere o conjunto A = {(&, p, p) : (&, p) € M}. Agora, note que
tal conjunto é fechado em M. De fato, dado (&, p, q) qualquer em (6 + 1) x C x P, temos
que como p,q € C sao distintos, existem dois abertos, U e V, taisque p € U,q € V e
UnV = @.Sendo assim, (0 + 1) xU x (V n IP) é uma vizinhanca de (&, p, g) disjunta de
{(& p, p) : p € P}, logo este é fechado. Portanto, A = {(¢, p, p(: p € P} n (M x P) também
é fechado.

Falta achar uma cobertura de A que nio tenha subcobertura enumeravel. Note que,
dado &, M; é um aberto de M, afinal My = M n ((0,&) x C). Sendo assim, {M; x P : & < 6}
¢ uma cobertura de M sem subcobertura enumeravel.

Resta apenas mostrar que L(M x P) = 6. Tome % uma cobertura de M x P de tamanho
estritamente menor que 6. Sem perda de generalidade, podemos assumir que a cobertura é
de abertos em (0 + 1) x C x IP. Para achar a subcobertura enumeravel, utilizaremos uma
base {B, : n € w}de C x P. A ideia, sera cobrir M x IP por retdngulos da forma &, x B,
e entdo cobrir cada retangulo por enumeraveis elementos de % . Para garantir que estes
retangulos cobrem de fato M x IP, vamos pedir que a cobertura seja fechada para unides
finitas.

Paracadan € weU € % podemos definir o aberto U[B,] = ( faxB, : « < (f+1)eax
B, C U}. Para verificar que estes abertos cobrem M x P, fixe um elemento x = (&, p, q).
Temos que (¢ +1)x{p}x{q} é compacto. Além disso, como p € X, (£ +1)x{p}x{q} C MxP,
logo, existe uma subcobertura finita de %/ que o cobre. Como escolhemos % fechado para
unides finitas, existe U € 7% tal que (¢ + 1) x{p} x{q} C U. Assim, pelo Teorema de Wallace
([Eng89] teorema 3.2.10), existe B, tal que x € (£ + 1) x B, C U, ou seja, x € U[B,].

Agora, fixado n € w se tomarmos a unio | Jy., U[B,], obteremos um conjunto da
forma &, x B, para algum &, < 0 + 1. Temos duas possibilidades: & > 0 ou &, < 0. Se
& = 0, como a cobertura tem tamanho menor que 6, que é regular, existe U € % tal que
U(B,) = &, x B,. Seja %, = {U}. Agora, se &, < 0, entdo (&, x B,) N (M xP) C My x P.
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A demonstracdo, entdo, termina se mostrarmos que M; x I’ é de Lindeldf para todo
& < 0. Como antes, faremos a demonstracao por inducéo. Ela é bem similar ao que fizemos
para Mg, entdo nao faremos todos os detalhes. Comegamos notando que (& + 1) x Xz x P é
de Lindel6f. Com isso, o Gnico caso que precisamos considerar é o em que ¢ f(¢) > w. Dada
uma cobertura % de M; x P, tome uma subcobertura enumeravel % de {& + 1} x X; x P.
Seja F = mewpl€ + 1 x Xg x P\ UZ]. Temos que F é um analitico tal que F n X; = .
Portanto, deve existir § < & tal que F n X5 = @. Como antes, por indugao, conseguimos %,
subcobertura de M; x IP. Com isso, %, U %, é cobertura de M; x P. O

No teorema usamos a nocédo de sequéncia reduzida, embora ndo seja necessaria para
a construcdo de um espaco de Michael a partir de uma sequéncia de Michael. A Gnico
momento em que esta propriedade se fez necessaria, é para provar que L¢(M x P) é
exatamente 6. Outro ponto que podemos enfraquecer, é na regularidade de 0. Em (iii) —
(i), para mostrar que M xIP nao é de Lindel6f, precisamos apenas que c f(0) > w. O corolario
abaixo sintetiza esses comentarios.

Corolario 4.2.5. Se 0 tiver cofinalidade ndo enumeravel entao podemos tirar o "reduzida"da
hipétese da sequéncia de Michael

E importante destacar que nio sio todos os espacos de Michael que sio contemplados
por essa demonstracdo. Se {X; : & < 0} é uma espaco sequéncia de Michael com ¢ f(0) = o,
entdo nio temos a garantia de que existe um espaco de Michael. Alternativamente, se existe
um espac¢o de Michael M com L(M x P) tendo cofinalidade enumeravel, ndo garantimos
que existe um em 0 x C. De forma mais geral, embora a existéncia de um espaco de Michael
em 0 x C tenha sido mostrada como equivalente a existéncia de um espago geral, nao temos
razdo para imaginar seriam homeomorfos. Mesmo assim, como argumentados ndo temos
exemplos de espacos ndo homeomorfos a subconjuntos de ? x C.

Ainda considerando o caso de espacos de Michael com Lr(M x IP) de cofinalidade
enumeravel, o artigo tem um resultado que vai nesta direcéo.

Teorema 4.2.6. Se 0 é um cardinal com cofinalidade enumeravel e existe 0 sequéncia
reduzida de Michael, entdo existe um espaco de Michael M tal que w(MxIP) = L(MxIP) = 0.

Um espago de Michael M com esta propriedade possui uma peculiaridade que néao
encontramos nos outros. Seu produto com os irracionais é um exemplo de um espago
linearmente Lindel6f ndo de Lindeldf. Espacos linearmente Lindel6f sdo tais que toda co-
bertura crescente tem subcobertura enumeravel. Claramente se trata de uma generalizacido
da propriedade de Lindeldf e existe um campo de pesquisa focado em achar quando estas
duas classes sao distintas (veja [Fig10]). Para ver que um espaco X nao de Lindel6f com
w(X) = L¢(X) = 0 deve ser linearmente Lindel6f, note o peso limita as coberturas que
precisamos considerar a apenas as de tamanho menor ou igual que 6, enquanto L;(X)
limita as de tamanho maior ou igual a 8. Além disso, é claro que todo cobertura crescente
com cofinalidade enumeravel tem subcobertura enumeravel.

Com este resultado, conseguimos relacionar a propriedade linearmente Lindel6f com o
tamanho do continuo.

Corolario 4.2.7. ¢ > R, se e somente se existe um espaco de Lindelof regular X e um espago
métrico separavel Y tal que X xY é um espaco linearmente de Lindelof nao de Lindelof.
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Antes de prosseguirmos para o teorema principal desta se¢io, precisaremos do seguinte
resultado, que pode ser achado em [Sol94]. Nao faremos a demonstragao pois envolve
ferramentas fora do escopo desta dissertagao.

Lema 4.2.8. Se A é um subconjunto analitico dos irracionais e % é uma cobertura de fechados
de A, entado existe duas possibilidades:

o ¥ tem subcobertura enumerdvel.

« Existe um G C A, Gs ndo vazio e homeomorfo aos irracionais, tal que G N F é raro para
todoF € F.

Agora veremos que, assumindo 0 = cov(.#'), podemos construir uma sequéncia de
Michael. Este resultado, em juncdo com 4.2.4, sio bem importantes na histéria do problema
de Michael. No entanto, até onde pudemos verificar, a adicdo do conceito de sequéncia
de Michael a literatura nao resultou em avancos significativos quanto a existéncia de um
espaco de Michael, até o momento.

Teorema 4.2.9. Se assumirmos d = cov(.# ), existe um espago de Michael.

Demonstragao. Por 1.2.5, sabemos que 0 tem cofinalidade ndo enumeravel. Portanto, pelo
corolario 4.2.5, basta mostrarmos que existe uma 9- sequéncia de Michael, sem nos preo-
cuparmos se ¢ reduzida ou nao. Tome uma familia dominante {f; : £ << 9}. Cada Ky, é o-
compacto em PP (veja demonstracio do lema 4.1.2). Seja sua representagio U{K,(n) : n € w}.
A familia de compactos {K,(n) : n € w e « < 0} tem a propriedade de que, para todo K C P,
existe n € w e @ < 0 tal que K C K,(n). Como ela tem tamanho 0, vamos representa-la por

{Df : §<D}

Nossa sequéncia de Michael sera dada por Xz = C \ |, D. Claramente, a sequéncia
¢ decrescente. Além disso, como a familia ¢ dominante, temos a garantia de que X; = Qc.

Agora, fixe K compacto de I’ e tome a < 0 tal que K C D,,. Com isso, sabemos que existe
um ordinal « tal que X, N K = @, entdo considere £ < 0 com cofinalidade ndo enumeravel
e a mesma propriedade. Aqui entrara o lema anterior. Sabemos que K é um conjunto
analitico de PP ja que é fechado. Podemos aplicar o lema anterior, afinal {D, : a < &} é
uma cobertura de fechados de K. Assuma que exista um G que é Gs de K e homeomorfo a
IP tal que G N K, é raro para todo & < 9. Neste caso, G = | J,.; G N K, seria unido de menos

de cov(.#) raros, logo, seria raro. No entanto, G é homeomorfo a IP e se este ndo pode ser
raro, afinal, Q éraroe R=P U Q.

Sendo assim, a op¢éo que nos resta é que exista uma subcobertura {K,, : i € w}. Como
a cofinalidade de ¢ é ndo enumeravel, temos que @ = sup{a; : i € w} < & Concluimos
que K C Uﬁ<a Kjg, ou seja, K n X, = @. Com isso, concluimos que {X; : & < 0} é uma
0-sequéncia de Michael.

]

Ja sabemos que a volta ndo pode valer, afinal, como comentamos, b = 0 é consistente
com cov(.Z) < 0. Mesmo assim. é interessante nos perguntarmos sobre as limita¢oes desta
técnica.
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Primeiro, precisamos entender onde necessitamos da igualdade da hipotese. Usamos
que nossa sequéncia tem tamanho cov(.#') para argumentar que todo compacto de P é
coberto por enumeraveis elementos de {K, : « < ?}. O artigo tem um resultado que mostra
que este ndo precisa ser o caso sempre. Moore atribui este resultado a uma conversa com
Todorcevic.

Proposicao 4.2.10. Existem K C w” compacto e{x; : £ < cov(A)} C w° tais que, para
cada ¢ < cov(A), K N K, éraro, mas K C Uz copi.i) K-

Mesmo assim, usando forcing, Moore consegue construir um modelo de ZFC em que
vale cov(.#') < 0 e existe um espago de Michael. O forcing utilizado é o aleatorio e foge do
escopo desta dissertacdo. Além disso, ele também consegue construir espacos de Michael
com 6 reais de Cohen, onde 0 é cardinal ndo enumeravel. Tal espaco teria a propriedade
Li(MxP)=0.



Capitulo 5

Espacos Produtivamente Lindelof

Se olharmos nos problemas que Przymusinski deixa na secéo final de [Prz84], veremos
um que se relaciona com o problema de Michael, embora a relagdo nao seja tdo clara a
principio. Este esta listado como Problem 5 e pede uma caracterizacdo da classe de espacos
que definimos abaixo.

Definicao 5.0.1. Dizemos que um espaco X regular é produtivamente Lindelof se seu
produto com qualquer espaco de Lindelof é de Lindelof .

No primeiro capitulo desta dissertacdo, caracterizamos os espagos cujo produto por
espagos normais é sempre normal. Fazer o analogo para espacos de Lindel6f, é bem natural.
Além disso, vemos que o problema de Michael se trata de descobrir se os irracionais sao
produtivamente Lindel6f .Nao a toa, recentemente, novos resultados envolvendo espacos
de Michael tem focado em relaciona-los com espagos produtivamente Lindel6f, mais
especificamente, em como esta classe de espagos se relaciona com outras.

Primeiro, vale a pena notar que sabemos que estes espacos precisam ser de Lindelof,
afinal existe uma copia fechada deles dentro do produto. Sabemos também, por 1.1.8 que
espacos compactos estdo contidos nessa classe. Mais do que isso, usando este resultado, po-
demos escrever o produto de um o-compacto por um Lindel6f como uma unido enumeravel
de espacos de Lindelof. Assim, temos:

Proposicao 5.0.2. O produto de um o-compacto por um Lindeldf é de Lindelof .

O problema de classificar todos estes espacos ainda esta em aberto, embora algo muito
proximo ja tenha sido obtido. Em [AZ18] L. Aurichi e L. Zdomskyy acharam uma caracte-
rizagdo interna para espacos produtivamente Lindel6f . Na primeira secdo, exploraremos
essa demonstracao.

Em seguida, olhando para o artigo [Ala+11], vamos explorar uma técnica que nos da
quando um espaco nio é produtivamente Lindelof . Esta técnica consiste em achar um
subespaco e uma topologia que satisfacam algumas propriedades. Como consequéncia,
obteremos diversos resultados, incluindo achar uma topologia para v que satisfaca estas
condi¢des, assumindo certas igualdades entre pequenos cardinais.
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Na terceira se¢do, vamos explorar alguns problemas atuais da topologia conjuntista que
envolvem espacos produtivamente Lindeldf . Estes envolvem, em sua maioria, descobrir
se outras classes de espacos que se encontram entre o-compacto e Lindelof sdo iguais.
Dentre estes, o mais relevantes para nos serdo os espacos definidos por Alster em [Als88],
que foram depois nomeados em sua homenagem. A sec¢do culminara com a prova de uma
generalizacdo de um teorema provado neste artigo. Ele mostra que, assumindo CH, temos
que todo espago produtivamente Lindelof, que satisfaz certas condicoes, é de Alster . Esta
generalizacdo é encontrada em [AZ18].

Por fim, voltaremos aos espacos de Michael, para mostrar como sua existéncia decide
algumas das questdes da se¢do anterior. Sendo a dltima secdo, vamos dar uma ideia
dos caminhos dos ultimos resultados provados sobre o tema. Por esta razdo, nao nos
preocuparemos muito com as demonstragdes.

5.1 Uma Caracterizacao

Em [AZ18], os autores deram uma caracterizacio interna para espacos produtivamente
Lindelof regulares. Para isso, dado um espago X usaremos 0'(X) para denotar todas as
coberturas abertas de X. Nos casos em que nao ha chance de ambiguidade, usaremos
a notagdo 0. Se 7 é a topologia de um espaco X e dado F C 7, usaremos a notagio
F*={0 € 0 : F C O}. Sejat* a topologia em & gerada por {F* : F C r é finito}. Note que,
dado % € O, temos que {Z }* é uma vizinhanca de % e, dados F,G C & finitos, temos
(FuG)*=FnG"

Os autores notaram que, se X for produtivamente Lindelof , entdo também devera
ser de Lindelof o produto por cada subespaco de Lindelof de (X). A seguinte definicédo
classifica estes subespacos.

Definicao 5.1.1. Dizemos que % C € é uma cole¢do Lindelof se para toda funcado
f ¥ — [UZ]°° que escolhe finitos abertos de cada cobertura de %, temos que existe
uma sequéncia{%, : n € w} C ¥ satisfazendo que, para cada % € ¥ existen € w com

) cu.

Estas colecoes serdo de Lindelof por causa da correspondéncia que existe entre % € F*
e F C 7/ . Assim, qualquer cobertura basica em &’ de um subconjunto % pode ser pensada
como subconjuntos finitos de cada elemento de % e vice versa.

A motivagao para a propriedade a seguir, que chamaremos de pL (de produtivamente
Lindelof) surge quando consideramos que, dado Y C & Lindel6f e uma cobertura da forma
{U x{U}Y : U €Y}de X x O, queremos uma subcobertura enumeravel dela.

Definicao 5.1.2. Dizemos que um espaco topologico X tem propriedade pL se para toda
colecdo Lindelof % existe uma sequéncia {A, : n € w} de abertos de X tal que para todo
(x, %) € Xx%,existen € w tal quex € A, € U

Com os comentarios feitos, vemos que a propriedade é necessaria para que X seja
produtivamente Lindel6f . A argumentacéo é esta que fizemos até aqui, mas escreveremos
a seguir com todos os detalhes.

Proposicao 5.1.3. Se X é produtivamente Lindelof , entdo ele tem a propriedade pL
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Demonstragao. Seja X produtivamente Lindelof e fixe % C 0(Z") uma colegao Lindelof .
Dada uma cobertura {F" : i € I} por abertos basicos de ¢/, definimos f : % — [u#]<®
como f(%) = F para algum i € I tal que % € F/. Por ser colecdo Lindeldf , existe
{%, : new}C ¥ tal que para cada % € ¥ existe n € w tal que f(%,) = F, C % . Logo,
U € E;. Assim, {f(U,) : n € w} é cobertura de %'.

Com este argumento, temos que % é um subespaco de Lindelof de &. Como X é
produtivamente Lindel6f , também vale que X x % é de Lindel6f . Considere agora a
cobertura do produto da forma {U x {U}* : U € u#}. A subcobertura enumeréavel {A, x
{A,"} : n € w} satisfaz o que queriamos. De fato, dado (x, %) € X x %, existe n € w tal
que (x, %) € A, x A,". Assim, x € A, e como % € A,", por defini¢do, A, € % . O

Mostrar que se tem a propriedade pL, entdo deve ser produtivamente Lindelof , ndo
é tao direto. A ideia é que, dado um Y espaco de Lindel6f em ¢(X) e uma cobertura do
produto, acharemos uma colegio Lindel6f que nos passa informacao sobre eles.

Para isso, introduziremos uma notagao motivada pela seguinte construcao. Fixe dois
espacos topoldgicos (X, 7) e (Y, p) além de uma cobertura do produto por abertos basicos
W . Para cada y € Y consideramos %, = {nx[U] : U € # e U n (X x{y}) # @}. Como
W é uma cobertura do produto, para cada y € Y temos %, é cobertura de X. Considere
%y ={U, : y € Y}. O proximo resultado nos diz quando temos a garantia de que %/ sera
colecdo de Lindelof .

Proposicao 5.1.4. SeY ¢é de Lindeldf, entdo %y é de Lindelof .

Demonstragdo. Tome f : %y — [U%y |<“ que escolhe finitos abertos de cada cobertura,
ouseja, paracaday €Y, f(%,) = {uo, ..., U;y} C %,. Pela definicdo de %, para cada i < n,,
existe um V}, tal que Uy xV;, € #/. Seja V, = ()<, V. Sabemos que {V, : y € Y} é cobertura
de Y, logo, existem {y, : n € w} CY que induzem uma subcobertura enumeravel.

Vamos mostrar que {f(%,,) : i € w}é a sequéncia que queremos. Tome y € Y e
considere %,. Existe um i € o tal que y € V,,. Mais precisamente, y € ij para todo
j < ny,. Assim, temos que se U){i € f(%,), entdo vale tanto que U){i X V){; € W, como
que iji X ij;_ n X x{y} # @. Com isso, temos que iji € %, e podemos concluir que

f(u,) < %,. O
Comecaremos mostrando que, usando a propriedade pL, conseguimos achar subcober-
turas enumeraveis de pra um tipo especifico de coberturas basicas 7.
Definicao 5.1.5. Seja % uma cobertura basica de um produto X xY

« Dizemos que % ¢ cobertura injetiva se sempre queU xV, U’ xV' € W eU = U,
entaoV =V".

« Dizemos que % ¢é w-injetiva se, fixadoU C X,{V CY : U xV € #'} é enumeravel.

A ideia é que, como os elementos de % sao projecdes e temos um controle sobre elas,
se %y for de Lindelof, conseguimos achar uma subcobertura enumeravel.

Lema 5.1.6. Seja X, Y dois espagos topologicos de Lindelof e W cobertura por abertos basicos
w-injetiva de X xY. Se X tem a propriedade pL, entao W tem subcobertura enumeravel.
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Demonstragao. Defina %y como definimos antes. Como Y é de Lindelof, pelo lema anterior
temos que % também é, logo, existe uma sequéncia {A, : n € w} de abertos de X tais que
para todo (x, %) € X x %y existe n € w tal que x € A, € % . Como todo A, é elemento
de um %, por definicéo, todos sdo projecdes em X de elementos de #'. Usando que a
cobertura é w-injetiva, podemos para cada n € o fixar {V* : m € w} sequéncia de todos
abertos V deY tal que A, xV e #'.

Falta mostrar {A, x V" : n,m € w} é subcobertura de #'. Tome (x, y) € X x y. Existe
n € o tal que x € A, € %,. Pela nossa escolha e pela definicdo de %, existe m € w tal que
y € VI". Assim, temos (x,y) € A, x V" O

Agora, podemos, a partir deste ultimo lema, comecar a montar a equivaléncia que
queremos entre a propriedade pL e a propriedade produtivamente Lindelof .

Corolario 5.1.7. Seja X de Lindelof. X é produtivamente Lindelof se e somente se X tem
a propriedade pL e para todo Y Lindeléf e W cobertura de X xY, W tem refinamento «-
injetiva.

Demonstragdo. (=) Se X xY é de Lindelof , entdo, em particular, toda cobertura tem uma
subcobertura enumeravel, que é mais forte que w-injetiva. Além disso, com vimos antes,
todo produtivamente Lindel6f tem a propriedade pL.

(<) E consequéncia do lema anterior. [

O que nos resta entdo é achar em quais condi¢des podemos achar refinamentos w-
injetivos para coberturas. Comecamos mostrando que para espacos T;, podemos achar
um refinamento |%|-injetiva onde % é uma base de X. Para isso, usaremos o conceito de
submodelos elementares. Uma boa referéncia é a se¢ido 1.15, teorema I1.5.03, definicdo
1.9.29 e teorema I1.5.03 de [Kun11].

Para a demonstracao, precisaremos da seguinte propriedade de submodelos elementa-
res.

Proposicao 5.1.8. Se M é submodelo elementar de algum Vy, |M| = k para algumk < 0,
Kk €MeAeMcoml|A|l <k entdoAC M.

Demonstragao. Como A,k € M, "existe f : k — A fungao sobrejetora"é uma formula
definivel em M, portanto, existe alguma tal f em M. Agora, dado a € A, existe @ < k tal
que f(a) = a e M satisfaz que existe y = f(«). Como este elemento é inico em V, temos
que a € A. [

Agora, vamos a demonstracao.

Lema 5.1.9. SejaY um espago de Lindelof e X um espaco T;. Além disso, considere 8 um
base de X e W uma cobertura de X xY. Existe um % refinamento de /' tal que todo elemento
é da forma Bx C com B € A, C aberto deY e, para todoB € B, {C : CxB € %} < |B| +X,.

Demonstragao. Seja p a topologia de Y. Se x € X é um ponto isolado, temos que {x} € .
Assim, paracaday €Y, existe W, € # tal que (x, y) € W,.FixeC, € ptal que {x}xC, C W, e
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seja6y = {C, : y € Y}, que é uma cobertura aberta deY. Assim, existe ¢, C % subcobertura
enumeravel. Defina #Z, = {{x} xC : x € X é isolado e C € C,}.

Vamos generalizar essa construcio para pontos que nio sdo isolados. Para cada x € X,
defina x, = min{|B| : B € % e x € B}. Agora, dado um x < |X| cardinal defina também
B.={Be A :|Bl=«k}teX. ={x € X : x. =«}. Vamos escrever este altimo como
{Xg : §< /1}

Faremos uma recursao transfinita em A. Escolha um 6 grande o bastante para que Vj
prove tudo que ZFC prova sobre este espagos e tome um submodelo elementar M, tal que
X, Y, p, B, W, x5, kK € My e |My| = k. Com isso, podemos definir:

RE={BxCeM, : existe W € # comBxCCW, Be %, eC € p}.

Vamos mostrar que {x,} x Y C UR§. Como no caso dos pontos isolados, em Vj existe
um z enumeravel tal que, para todo x € z, existem B € %, eC € pcomx = BxCe
existe W € # com x C W; e para todo y € Y existe x € z com (x,, y) € x. Note que todos
os parametros desta formula se encontram em M,, portanto, existe uma tal sequéncia
{B,xC, : n € w}em R§.

Note que, embora nossa argumentacao tenha sido feita para x;, ela vale para qualquer
x € X, N My. Em particular, como, para cada n € w, |B,| = k e B, € My, temos que B, C M,,
ou seja, a argumentagao vale para todo x € U{B € & : existe C € p com Bx C € R}}.

Agora, tome o menor n < A onde x;, é tal que ndo existe B € %, com x € Be
existe C € p com Bx C € Rj. Para todo 0 < f < n definimos R = @. Novamente,
tomamos M, um submodelo elementar de Vy com X, Y, p &, ¥, x,, k € M,. Definimos
Ay=U{Be A : existe C € pcom BxC € Ri} e

R ={BxCeM,: existeWe# comBxCCW, BeHB,, ,CepeB\A=*q}

Esta condicdo a mais nos garante que os B’s escolhidos serdo distintos dos escolhidos
por R’,;. Fazendo uma recursdo em A, podemos definir R* = | J,; R} € R =, x|z« Temos
que R é o refinamento que queriamos.

]

Lema 5.1.10. Se X é um espago T;, sem pontos isolados e que possui uma base 9 satisfazendo
que para todoU,V € A temos que UAV ndo é finito, entdo para todoY Lindeléfe W cobertura
de X xY, existe um refinamento aberto injetivo.

Demonstragao. Usando o lema anterior, podemos assumir, sem perda de generalidade, que
W é composta por abertos da forma B x V, onde B € %, que satisfazem #5 = [{V CY :
BxV e #'}| < |B| + K.

Como X é T, e ndo tem pontos isolados, todo elemento de 4 ¢ infinito. Assim, para
todo B € # eV € #j, conseguimos distintos, xy, yy € B de forma que, se U,V € #j e

61



62

5 | ESPACOS PRODUTIVAMENTE LINDELOF

V # U, entdo {xy, yv} N {xu, yu} = @. Faca esta escolha para cada B € A tal que #} nao é
vazio. Com isso, cada BxU € # pode ser refinado pelos abertos B\ {xy}xU e B\{yy}xU.
O conjunto de todos estes abertos é um refinamento w-injetivo de 7. ]

O proximo resultado nos mostra que tal base existe para espagos regulares sem pontos
isolados.

Lema 5.1.11. Se X é um espaco regular sem pontos isolados, entdo existe uma base 2 tal
que para todos U,V € ZB temos que [UAV| ndo é finito.

Demonstragao. Basta considerar o conjunto Z de todos os abertos de X que sdo regulares,
isto é, tais que U = Int(U). Como X é regular, Z é uma base. De fato, dado U C X aberto
e x € U, pela regularidade, existe V vizinhanca aberta de x tal que x € V C U. Note que
Int(V) é vizinhanca aberta regular de x contida em U.

Agora, tome U,V € £ distintos e seja W = (U\V)U(V\U). Temos que W é um aberto
de X contido em UAV. Como X nio tem pontos isolados e é Hausdorff, ou W ¢ infinito ou
é vazio. No entanto, se W fosse vazio teriamos que V C U, logo V = Int(V) C Int(U) = U.
Por simetria, seriamos obrigados a concluir que U = V. Como assumimos que sao distintos,
temos que W é infinito, e consequentemente UAV também. [

Agora que lidamos com o caso de espagos regulares sem pontos isolados, voltaremos
nossa atengao ao caso geral. Um espaco é dito disperso se todo subconjunto seu possui um
ponto isolado. Para estes espacos também conseguimos refinamentos w-injetivos.

Lema 5.1.12. Se X ¢é disperso e T,,Y € de Lindelof e # é uma cobertura de X xY, entao W
tem refinamento aberto w-injetivo

Demonstragao. Usaremos recursiao para construir uma familia de subconjuntos de X.
Primeiro, definimos X; como o conjunto dos pontos isolados de X. Entdo, assumindo a
construgio para todo f§ < a, definimos X,, como os pontos isolados de X \ [ ;, Xs. Como
X é disperso, ndo existe @ ordinal tal que X, = X,,;, sendo X\ X, ndo teria pontos isolados.
Com isso, podemos concluir que X|x+; = @, 0 que nos permite achar, para cada x € X, o
menor ¢ ordinal tal que vale x € X,,. Esta construcdo é conhecida como decomposicéo de
Cantor-Bendixson ([Kec95] secoes 6.B e 6.C).

Como queremos um refinamento, podemos assumir que % é composta por abertos
basicos. Fixe a ordinal e x € X,,. Como Y ¢ de Lindel6f, temos que existe uma subcobertura
{UXxV* : new}CW de{x}xY.No entanto, x é um ponto isolado, logo existe um
aberto U tal que U n (X, \ U, Xp) = {x}. Ja que nosso objetivo é obter um refinamento,
podemos assumir que cada U} tem esta propriedade. Considere a subcobertura de #" dada
por{UrxV¥ : x € X en € w}.

Resta mostrar que é uma cobertura w-injetiva. Sejam x, y elementos de X tais que
x # y. Além disso, sejam a, e @, os primeiros ordinais tais que x € X,, e y € X, . Se
a, < ay, entdo y ¢ V7 para qualquer n € w. Agora, se a, = «,, entdo VX # V) para
quaisquer n,m € o, justamente pela propriedade de que VX n X, = {x} para qualquer
x€Xene€ow. L
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Para juntar os trés lemas, vamos precisar do fato de que todo espaco pode ser escrito
como uma unido de um subespaco sem pontos isolado e um subespaco disperso. Para ver
isso, basta olharmos para a construcdo que fizemos no comeco do lema anterior. Sem a
garantia de que X ¢é disperso, ndo podemos concluir que existe f§ ordinal tal que X = @.
No entanto, deve existir « tal que X,,; = X,,. Por definicdo, X, é um espaco perfeito. Ao
mesmo tempo, D = (s, X deve ser disperso. De fato, dado A C D, temos que existe
algum menor « ordinal tal que X, N D # @. Por defini¢do, x ¢ um ponto isolado de A. Uma
boa referéncia é a secao 6.C de [Kec95].

Concluimos que, dado X Lindel6f com a propriedade pL, Y Lindelof e # cobertura
de X x Y, se tomarmos X = P UD com P sem pontos isolados e D disperso, podemos
obter refinamentos w-injetivos para P xY e D x Y. Usando, entdo, o 5.1.6, temos o seguinte
resultado:

Teorema 5.1.13. Se X é um espaco regular de Lindelof, entao ele é produtivamente Lindelof
se e somente se X tem a propriedade pL.

Vale mencionar que depois disso, os autores estudam a possibilidade de remover a
condi¢io de regularidade. Eles definem uma funcéo cardinal kc tal que A = kc(X) representa
o menor cardinal tal que X pode ser escrito como unido de A de seus compactos e usam ela
para mostrar que todo espaco T;, Lindel6f e de tamanho até w, é produtivelmente Lindelof
se, e somente se, tem a propriedade pL.

5.2 Espacos nao Produtivelmente Lindelof

No primeiro capitulo desta dissertacdo, vimos que a Reta de Sorgenfrey é um exemplo
de um espaco que é de Lindelof e que néo é produtivelmente Lindel6f. Também discutimos
a consisténcia de IP ser um espaco de Lindel6f ndo produtivamente Lindelof . Em [Ala+11],
encontramos uma condi¢do suficiente para decidir quando uma classe de espacos nédo é
produtivamente Lindelof .

Definicao 5.2.1. Um espaco X é dito Lindeldof no Infinito se fX \ X é de Lindelof .

Esta nomenclatura, "no infinto", foi introduzida em [HI58] e pode ser aplicada para
outras propriedades. Neste artigo, para o caso da propriedade Lindel6f, encontramos uma
caracterizacdo interna. Antes de mostra-la, precisamos definir uma funcéao cardinal. Dado
X um espaco topoldgico e um subconjunto A de X, dizemos que uma familia {U; : i € I}
de abertos que contém A é um Sistema Fundamental de Vizinhancas para A se, para
todo aberto que contém A, existe i € I tal que U; é subconjunto dele. Usamos a notagao
x(A, X) =min{||V]| : ¥V é sistema fundamental de vizinhancas para A}. Sobre essa fungio
cardinal mostramos o lema abaixo, também encontrado em [HI58].

Lema 5.2.2. Se K C X é compacto X é denso emY eY é regular, entdo y(K, X) = y(K,Y).

Demonstracgdo. Se %/ ¢é um sistema fundamental de vizinhancas de K em Y, entdao {UN X :
U € %'} é sistema fundamental de vizinhangas para K em X. De fato,se K CV =V, n X,
entdo K C Vj, logo, existe U € % tal que K CU C Vp, ou seja, K CU N X C V. Com isso,
podemos concluir que y(K, X) < y(K,Y).
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Seja, agora, 7/ um sistema fundamental de vizinhancas para K em X. ParacadaU € %,
seja Viy aberto de Y tal que U = Vy n X e considere {int(Vy) : U € % }. Seja W um aberto
com K € W. Como K é compacto, usando a regularidade podemos obter O aberto tal que
K C O C O c W (adaptacido de [Eng89] teorema 3.1.9). Agora, ja que temos O N X 2 K,
existe U € % tal que O n X 2 Viy n X 2 K. Usando que X é denso, temos que Viy N X = Vi
([Eng89] teorema 1.3.6), logo,

KCcWynXCVyCint(Vy) COCW.

Com isso concluimos que {int(Vy;) : U € %} é sistema fundamental de vizinhancas
paraK emY.

]

A caracterizagdo interna de espagos Lindeldf no infinito é dada usando o caracter de
compactos. Antes precisamos de:

Proposicao 5.2.3. X é de Lindelof no infinito se, e somente se, para todo K C X compacto,
existe um K’ C X compacto de carater enumeravel tal que K C K’.

Demonstragao. (=) Tome K C X C fX.Paratodo z € fX \ X, considere U, € V(z) tal que
KnU, = @.Escolha {z, : n € w} tais que X \ X C |, U.,- Temos que

new

X\ JT., = pX\U, 2K.

new new

Como X é Tychonoff. para cadan € w, temos um subconjunto funcionalmente fechado
de BX (veja se¢do 1.1) F, tal que (), BX\U,, 2 (e, Fr 2 K. Temos que [, F, é um
fechado em X, logo é um compacto de X.

new new

De [Eng89] 3.1.E, sabemos que em um compacto o caracter e pseudocaracter de fechados
sdo iguais.

Como os F, sdo conjuntos funcionalmente fechados, também sio Gs’s (se¢ao 1.1), temos
que (e, F» tem caracter enumeravel.

(<) Seja % cobertura de fX \ X. Temos que X \ UZ é um compacto de X. Por
hipotese, existe F um Gs tal que X \U%Z C F C X. Assim, X\ X C X \F C u%.Como
BX \F é F, em X, existe uma subcobertura enumeravel de F e,portanto, de X \ X. [J

Com esse resultado, vemos que Lindelof no infinito generaliza espacos metrizaveis,
afinal, neles, todo compacto tem um carater enumeravel pois é um Gg. Isto é importante
por temos que nos leva a concluir que os irracionais sao Lindel6f no infinito. Assim, o
teorema abaixo, que € o principal desta secgdo, se aplica a aos espacos metrizaveis.

Teorema 5.2.4. Seja (X, 7) um espaco regular, de Lindeldf e Lindelof no infinito. Assuma
que existe umY C X ndo enumeravel e uma topologia p emY tal que

(i) A topologia p é mais fina que a topologia deY como subespago
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(ii) (Y, p) é ndo Lindelof
(iii) Para cada K C X que é T-compacto, K NY é p-Lindelof

Entdo X nao é produtivelmente Lindelof.

Demonstragao. Defina Z = (X \ X) UY com a seguinte topologia:
«SeyeY,V(y)={Uep:yep}
« Sex € X\ X, entdo
V(x) ={V\K : x eV C(fX\X)UY aberto e K é um compacto de X}

A unido destas familias formam, de fato, uma base para uma topologia pois estamos
assumindo que p é mais fina que 7.

Agora, vamos mostrar que Z é de Lindel6f . Tome % uma cobertura de Z e considere
U ={UeZ :Un(PX\X)# @} ={Vi\K; : ic€ I}. Pela defini¢do da topologia,
temos que {V; : i € I} deve ser uma cobertura de fX \ X. Como este é de Lindelof , existe

{V.\K, : n € w} subcobertura enumeravel de X \ X. Nos resta apenas cobrir Y \ | J,.,, V;.

Este esta contido em (|, Ka NY)U (Y \U, e
(iii) temos que K, NY é de Lindel6f, logo, | ,,
disso, FX\U,cp, Vo = X\U,ie, VaNY =Y\

também tem subcobertura enumeravel.

V). Como cada K,, é compacto, pela condigao
K, nY tem subcobertura enumeravel. Além

e Vo também é um compacto de X, portanto,

Resta a nds mostrar que X xZ néo é de Lindel6f . Considere o conjunto A = {(y,y) : y €
Y}. Tal conjunto é homeomorfo a (Y, p), que ndo é de Lindelof. De fato, seja f : Y — A dado
por f(y) = (y,y). Claramente, f é bijetora. Dado W € p temos que f[W]=(XxW)nAé
um aberto de A. Por outro lado, dado U € peV € 7, temos f'[(UxV)nA]={yeY :
yeUNnV}=UnNV que é um aberto de Y.

Como A é um subespaco fechado de X x Z (1.1.6), temos que este nido pode ser de
Lindelof. O

Originalmente, este teorema tinha uma outra condicdo, necessaria para mostrar a

regularidade, que tornava a defini¢do da topologia, e portanto a prova, mais complicada.

No entanto, usando a proposigao 3.1.7, sabemos que a partir do Z definido, podemos achar
um espaco de Lindelof regular Z” tal que X x Z’ néo é de Lindelof .

O préximo corolario mostra um caso especifico do teorema.

Corolario 5.2.5. Se X é um espaco de Lindelof , regular e Lindelof no infinito e existe um
Y C X ndo enumeravel tal que para todo K C X compacto temos que K NY é enumeravel,
entdo X nao é produtivelmente Lindeldf.

Demonstrag¢ao. Tome como p sobre Y a topologia discreta. Claramente, (Y, p) é regular
e refina a topologia original de X. Além disso, como Y é nao enumeravel, ndo pode ser
de Lindeldf. Por fim, para cada compacto K de X, K nY é enumeravel, portanto, temos
que Y satisfaz a condicdo (iii) do teorema anterior. Assim, podemos concluir que X néo é
produtivelmente Lindel6f. O]
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A partir deste corolario, podemos obter a ida do teorema de Lawrence 3.2.12. De fato,
pela proposicao 3.2.9, b = w, implica que existe um subconjunto dos irracionais com a
propriedade do corolario.

Como a nossa ideia é mostrar a existéncia de um espaco de Michael, temos que achar
0Y C w” e o p correspondentes do teorema. Para esta aplicacio, nosso espago Y sera o
proprio w”. Quanto a topologia, trabalharemos com a seguinte defini¢ao.

Definicdo 5.2.6. Fixado .# uma familia de subconjuntos de w®, a .7 -topologia sobre w*
é a topologia gerada pela sub-base dada pelos abertos padroes de v junto com a familia
{K; : f € F} (secdo 1.2).

Nosso objetivo é achar condi¢des sobre familias .# de forma que a .% -topologia em
w® satisfaga o teorema 5.2.4. Para qualquer familia, temos que a condicéo (i) sera sempre
satisfeita como consequéncia da defini¢do de .# - topologia. Para a condicéo (ii), basta
pegarmos uma familia .# que seja uma escala. De fato, se .# ¢é ilimitada, entdo é uma
cobertura de w® e por 1.2.4, ndo possui subcobertura enumeravel.

Usando esta técnica, podemos obter demonstracdes alternativas dos resultados de
Lawrence 3.2.12 e Alster 4.1.4.

Proposicdo 5.2.7. Seb = w, existeumY C w* eum.# CY tal que a.¥ -topologia p satisfaz
as premissas do teorema 5.2.4.

Proposicao 5.2.8. Se b = 0 = cov(#) entao existe um % C w® tal que,se X =Y = w” e p
é a .7 -topologia, (Y, p) entdo satisfaz as premissas do teorema 5.2.4.

Para exemplificar a demonstracao faremos os segundo resultado. Para isso, precisaremos
de uma escala forte, isto é, uma escala na ordem <. Sabemos de b = 0 garante a existéncia
de uma escala. Usando uma constru¢io similar a [Dou84] teorema 3.6, podemos obter uma
escala forte.

Demonstragdo. Seja . # ={f, : a < 0} uma escala forte e p a .7 -topologia sob Y. A Unica
condicdo que precisamos argumentar ¢ a (iii). Tome f < 0 o primeiro ordinal tal que existe
K C Kj compacto que ndo ¢ p-Lindeldf.

Note que K = (J,.5K n K,. Fixe % cobertura de K sem subcobertura enumera-
vel. Este fato nos garante que Kz ¢ % . Considere a subcolecdo %’ = {U € %
U é aberto na topologia usual de w“}. Como w® tem base enumeravel, podemos assumir

%' enumeravel. Note também que, se x € K \ Uy < Ky, entdo x € V748

Para cobrir o que resta, usaremos o lema 4.1.1. Note que K \ U%"’ C;.4 K;. Olhando
para o lema, temos que deve existir I C # enumeravel tal que K \ U%’ C¢; Kg, mas pela
minimalidade de f, existe uma subcobertura enumeravel de tal conjunto. Absurdo! [

5.3 Outras Propriedades

Como mencionamos antes, parte dos problemas que envolvem espacos produtivelmente
Lindelof investigam a relagdo destes com outras classes de espacos que também se encon-
tram entre o-compacto e Lindelof. Neste capitulo, vamos explorar algumas destas relagoes.



5.3 | OUTRAS PROPRIEDADES

A primeira classe que exploraremos tornou-se relevante no mesmo artigo [Mic71] em que
encontramos o primeiro espaco de Michael e esta, também, relacionada a preservacao de
Lindel6f por produtos.

Definicao 5.3.1. Um espaco topologico X é dito exponencialmente Lindelof se X é de
Lindelof .

Note que todo espaco assim deve ser de Lindel6f, afinal X“ tem uma copia fechada de
X. Na verdade, podemos estender esta logica para toda poténcia finita de X. No entanto,
esta ndo é uma propriedade suficiente. No mesmo artigo, Michael, usando CH, mostra
um exemplo de um espacgo tal que toda poténcia finita é de Lindel6f mas cuja poténcia
enumeravel ndo é normal. Vaughan depois, fez uma constru¢ao em ZFC em [Vau75].

Outro fato interessante encontrado em [Mic71], é que espagos exponencialmente
Lindelof e T;, ndo podem ser espagos de Michael. A ideia da demonstracdo, é que sé
precisamos mostrar para o caso em que X tem uma copia de w, pois o caso em que nio
tem foi mostrado por Dieudonné em [Die58]. No entanto, se X tem cdpia de w, entdo X
tem uma copia de P.

Proposicao 5.3.2. Se X é exponencialmente Lindelof , entdo ele ndo é um espago de Michael.

Sabemos que a classe dos espagos exponencialmente Lindelof e a dos espacos produtivel-
mente Lindelof sdo distintas. De fato, vimos a consisténcia de P ndo pertencer a segunda
sendo que, como espaco metrizavel com base enumeravel, deve pertencer a primeira.
Para um exemplo em ZFC, lembre que, no capitulo trés, discutimos uma modificacdo
2.3.2 que nos da um espaco metrizavel com base enumeravel que nao é produtivamente
Lindelof.

Ainda sim, Michael fez a pergunta abaixo.
Pergunta 5.3.3. Se X ¢é produtivelmente Lindelof, ele é exponencialmente Lindelof também?

Motivando mais esta questdo, temos o fato de que existe uma classe de espaco que tem
ambas as propriedades.

Definicao 5.3.4. Seja X um espaco topologico. Uma cobertura 4 de X é dita uma k-
cobertura se para todo K C X compacto, exite um G € 4 com K C G. Um espago X é
dito um espaco de Alster se toda k-cobertura de Gs’s tem subcobertura enumeravel.

Note que todo espaco o-compacto é de Alster. De fato, se X = |, K, € dada ¢ uma
k-cobertura, para cada n € w, existe G, € ¢ tal que K, C G, logo, {G, : n € w} é uma
subcobertura enumeravel de X. A definicao destes espacos é pensada a partir de uma
tentativa de generalizar o resultado 1.1.8, de que o produto de todo compacto por um
Lindelof é de Lindel6f. Mais especificamente, aonde pediamos a compacidade de um dos
fatores para obtermos uma cobertura aberta, agora basta uma cobertura de Gs’s.

Proposicao 5.3.5. Todo espaco de Alster é produtivamente Lindelof .

Demonstragao. Seja X um espaco de Alster, Y um espago de Lindel6f e € uma cobertura
basica do produto. Para cada K C X compacto, existe uma subcobertura ¢ = {UX x
VK : n € w} enumeravel de K x Y. Definimos o G5 Gx = (), UX. Por construgio,
¢ = {Gg : K C X compacto} é uma cobertura de Alster, logo, existe uma subcobertura

67



68

5 | ESPACOS PRODUTIVAMENTE LINDELOF

{Gk, : n € w}. Temos assim que, {UX" x VE» : n'm € w} é uma subcobertura enumeravel
de X xY. O

Como mencionado, espacos de Alster se encontram na intersec¢do entre produtivel-
mente Lindel6f e exponencialmente Lindelof.

Proposicao 5.3.6. Todo espaco de Alster é exponencialmente Lindelof

Com este dois resultados, vemos que espacos de Alster podem nos ajudar a responder
a pergunta 5.3.3. De fato, sob certas condi¢des, podemos garantir a consisténcia de que
produtivamente Lindel6f implica Alster. O seguinte resultado foi mostrado por Alster em
[Als88].

Teorema 5.3.7. Se vale CH e X é um espaco de Tychonoff, com peso menor ou igual a w;,
entdo ele é produtivamente Lindelof se, e somente se, X é exponencialmente Lindelof

No artigo que estudamos [AZ18] temos uma generalizacdo deste resultado. Antes de
enuncia-lo, entretanto, precisamos definir uma terceira classe de espagos.

Definicao 5.3.8. Um espago X é dito de Menger se para toda {7, : n € w} de coberturas de
X existe {¥, :€ w} com ¥, subconjunto finito de % para todon € w e\ J,,, V» € cobertura de
X.

new

Esta classe também generaliza espacos o-compactos e esta contida na classe dos espacos
de Lindelof. Na época que foram introduzidos, K. Menger se perguntou se seriam todos
o-compactos, mas existem contra—exemplos em ZFC.

A propriedade de Menger esta associada a jogos topologicos. O jogo de Menger em X
funciona da seguinte forma: o primeiro jogador escolher uma cobertura de X e o segundo
escolhe um subconjunto finito desta. Agora, sabendo a escolha do segundo jogador, o
primeiro escolhe uma nova cobertura. O jogo continua assim por w passos. O jogador
dois ganha se a unido dos conjuntos que ele escolheu formarem uma cobertura no final. A
diferenca do jogo para a propriedade de Menger é sutil. No jogo, as coberturas néo sio
dadas logo de cara, mas podem ser escolhidas usando as respostas do segundo jogador.
Em certas circunstancia, isso é bem ttil, por isso, é um alivio que estas propriedades sejam
iguais (veja [AD14])

Teorema 5.3.9. Seja X C [0,1]** um espaco produtivelmente Lindeléf e de Menger. Toda
k-cobertura ¥ de [0, 1]°* por Gs’s de Lindelof com || = w, tem subcobertura enumeravel.

Dedicaremos o resto desta se¢do a demonstrar esta versao, assim como mostrar que de
fato é um generalizacdo, ou seja, assumindo CH temos o teorema 5.3.7. Seguindo como
base o artigo original, faremos varios lemas que nos levardo até nosso objetivo. O primeiro
destes nos da um controle sobre a projecdes de Gs’s de 1.

Lema 5.3.10. Um Gs G C [0, 1]** é de Lindeldf se e somente se existe @ < w; tal que para
todo > a vale ;' [75(G)] = G.

Demonstragao. (=) Vamos comecar assumindo que G =), B, € [0, 1]* é de Lindeléf,
onde cada B, é um aberto basico. Sendo abertos basicos, para cada n € w, existe i, natural
tal que 7,[B,] = [0, 1] sempre que m > i,. Tome @ = sup{i, : n € w}+ 1 < w; e fixe
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B> aSexe ﬂﬂ_l[ﬂ'ﬁ(G)], entdo existe y € G tal que m4(y) = m4(z), mas, nesse caso, x € B,
para cada n € w, afinal, B, independe das coordenadas acima de a. Como a outra incluséo
sempre vale, temos o0 que queriamos.

Agora, considere G = ["),., U, um Gs qualquer. Para reaproveitarmos o argumento
anterior, vamos colocar G em uma intersec¢do de unides enumeraveis de abertos basicos.
Para cadan € w e x € G, existe algum aberto basico B} tal que x € B} C U,. Fixado n € w,
como G ¢ de Lindeldf, existe uma subcobertura {B} : i € w}. Temos que G C (i, Upew Bk -
Agora, para cada n,i € w existe o, ordinal tal que para todo f > a,, m4(Bx,’) = I. No-
vamente, tomamos « = sup{a, : n € w}+ 1.Dado f > aex € ﬂﬁ_l[ﬂ'ﬁ(G)], existe um
y € G tal que m3(y) = mp(x). Também vale que, para qualquer i € w, existe um n; € w tal
que y € B, . Como 74(y) = mp(x), temos que x € B, também, logo, x € U,. Com isso,
concluimoslque x €G. l

(<) Se vale que existe um a < w; tal que 7, '[7,(G)] = G, entdo G = 7,(G) x [*"*.
Como 7,(G) é um subconjunto de I* que, como produto enumeravel de um segundo
enumeravel metrizavel, também é um segundo enumeravel metrizavel. Em particular, é
de Lindel6f. Ja I“*™* é um compacto. Com isso, G também é de Lindeldf pela proposicio
1.1.8. 0

O Préximo resultado é uma consequéncia de 5.2.5.

Proposicao 5.3.11. Seja X C [0, 1]" metrizavel e de Lindelof e assuma que existe {A; :
& < w1} uma cobertura estritamente crescente de X tal que para todo K C X compacto existe
& <w; comK C As. Se Ar # X para todo & < wy, entdo X ndo é produtivamente Lindelof .

Demonstragao. Note que para estamos dentro das hipoteses de 5.2.5 precisamos apenas
construir um subconjunto Y de X que intersecta apenas enumeraveis elementos de cada
compactos.

Para cada a < w;, escolhemos x, € A, \ U§<a Ag. A condigao de que cada A, seja
diferente de X, nos garante que conseguimos v, elementos. Agora, considere Y = {x, :
a < w1}. Dado K C X compacto, existe @ ordinal enumeravel tal que K C A,, ou seja, no
maximo enumeraveis elementos de Y estdo em K, como queriamos mostrar. ]

A maneira que demonstraremos 5.3.9 sera por contradi¢ido. Sendo assim, a partir deste
momento fixaremos um subconjunto X C I produtivamente Lindel6f e Menger. Também
fixaremos ¢ cobertura de Alster de X de tamanho w; composta por subespacos de I que
sdo Gs’s de Lindel6f e que nao possui subcobertura enumeravel.

Definicao 5.3.12. Fixado ¥ cobertura de Gs’s Lindeléf em [0, 1]*" de X, dizemos que A C I*"
¢ grande se nao existe subcobertura enumeravel ded para An X.

No resto do capitulo, quando trataremos de subconjuntos grandes, sera em relagao a
cobertura ¢ que fixamos. Antes de prosseguirmos, precisamos de dois resultados sobre a
preservacdo da propriedade de produtivelmente Lindeldf. Eles sdo consequéncia do fato
que a propriedade de Lindelof é preservada por subconjuntos fechados, fungdes continuas
e pré imagens de fun¢des perfeitas (1.1.11 e 1.1.13).

Proposicao 5.3.13. Se X é um espaco produtivelmente Lindelof, entao vale:
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(i) Se F C X ¢é fechado, entdo F é produtivelmente Lindelof
(ii) Se f : X — Z é continua e sobrejetora, entdo Z é produtivamente Lindelof.
(iii) Se f : Y — X é perfeita e sobrejetora, entdoY é produtivelmente Lindelof.

O proximos lemas tratardo de propriedades que subespacos grandes de X pos-
suem.

Lema 5.3.14. Se F C X ¢ fechado e grande, para todo a < w; existe um K C m,|F| compacto
tal que ,;'[K] n F é grande.

Demonstracgdo. Faremos uma demonstracao por absurdo. Por um lado, como visto na
proposicdo anterior, produtivamente Lindelof é preservado tanto por subespaco fechado
como por fung¢des continuas, assim 7,[F]| deve ser produtivamente Lindel6f . No entanto,
se negamos a tese do lema, conseguimos construir {A; : ¢ < w;} que satisfazem da
proposicao 5.3.11.

Comegamos enumerando & = {G; : ¢ < w;}. Vamos assumir, por absurdo, que
para todo K C 7,[F], existe ¢ subcobertura enumeravel de 7, '[K] N F. Definimos A; =
7o [F] N\ 705 [F \ Up<¢ Gp] para todo & < ;. Como F é grande, temos a garantia de que
Ag # m,[F] paratodo & < w,. Temos que tomar um certo cuidado pois ndo necessariamente
sera uma familia estritamente crescente.

Como negamos a tese e pela cofinalidade de w,, dado K C 7,[F] compacto, existe um
£ < o, tal que ;' [K] N F C s Gp. Como consequeéncia temos 7, ' [K] C | sy Gp. Assim,
se y € K, entdo y € A;. De fato, para todo x € F com 7,[x] = y, vale que x € | J;.; G4 pois
7 [y] € 7' [K]. Assim, y € F\ 7, [F \ g Gpl.

[24

Um fato que ndo comentamos, mas que nem por isso deixa de ser importante, é
que {A; : & < @} é uma cobertura de 7,[F]. A razao é que isto é uma consequéncia
da propriedade que acabamos de provar, afinal, cada compacto de 7,[F] da forma {x}
deve estar contido em algum A;. Com isso, usando o 5.3.11, concluimos que 7, [F] ndo é
produtivelmente Lindel6f. Absurdo! [

O proximo resultado é um pouco mais técnico.

Lema 5.3.15. Seja A C X um espaco de Lindelof grande. Existe algum o < w; tal que,
para todo ff > a, existe uma cobertura Wy de ng| A] tal que para todo V" C W} finito, temos
AN 75t [u7] € grande.

Demonstragdo. A ideia é achar um subespaco de A que sabemos ndo ser grande, mas
que, com a negac¢do da hipotese, conseguimos provar ser. Comecaremos entendendo
a negacdo da tese. Seja P(f) a propriedade em que, para toda cobertura % de mg[A],
também existe ¥ C # finito tal que 73[A] \ U¥} tem subcobertura enumeravel. Seja
A ={f < w; : P(B)}. A negacio da tese do lema nos da que tal conjunto é confinal em w;.

Ressuscitemos a notagao ¢(Y), usada na primeira se¢ao, para representar as coberturas
abertas de Y. Para cada f € A, considere a seguinte construgéo:
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ng[AD
Kﬁ = ﬂ U%f/ /

W eO(nyl Al

Note que Kz é um compacto de 75[A], afinal é um fechado no compacto I”. Além

disso, ja que mp[ A] é metrizavel com base enumeravel, podemos tomar # C O(n4[A]))
enumeravel tal que Ky = ey, U”f/«//ﬂ“[A].

Pela definicdo de ¥y, temos que

_ 1Tl Al 1Tl Al
AN K] = AN () 7' [0 = | AN v ™)
WeNp WeWp

¢ uma unido enumeravel de subespagos ndo grandes e, portanto, ndo grande.

Assim, para todo a € v,

) ANzl ] =AN () 7, '[K,]

YEANa YEANa

é nao grande.

Mas, como A é grande, temos que A N () a0, 7, '[K, ] é grande. Por outro lado, K =
ﬂye rna Ty '[K,] € I** é compacto, pois se ndo fosse néo poderia cobrir K,,. Temos, entio, que
K, C m,[A] para todo a € A. Se houvesse k € K, \ A, poderiamos considerar a cobertura
de A{U, : « < w;}ondeU, = {x € A : n,(a) = m,(k)}. Se houvesse subcobertura
enumeravel, poderiamos tomar o sup dos indices, o que contradiz que k € 7, '(K,) C A.
Logo, K € A C X. Se K é compacto de X, temos que existe G € ¢ tal que K C G, pois ¢ é
k-cobertura.

Com isso, {A\ m,[K,] : a € A} é cobertura aberta de A\ G. De fato, [, 7, '[K.] € G.
Tomando o complementar, temos A\NG C [ ),ep A\ 7, [K,]. Além disso, este Gltimo é aberto,
pois K, é fechado. Note que A\ G é F, em A, logo, é de Lindel6f. Portanto, tal cobertura
tem subcobertura enumeravel, ou seja, existe A < w; tal que ANG C AN cann) Tal Ko -
Tomando o complementar, novamente, temos A N[ ),cpns 7, [ Ko |- Com isso, concluimos
que este conjunto ndo pode ser grande. Absurdo!

]

Iremos explicitar nosso objetivo para auxiliar a leitura dos proximos resultados. Usare-
mos o fato de que X é grande para construir um espaco de Lindelof tal que X xY ndo é
de Lindelof. JA podemos comecar a construgao de tal espago. Como cada elemento G € ¥4
¢ um G;s Lindelof , podemos aplicar o lema 5.3.10 para obter um ordinal f; tal que, para
todo f > P, vale 7;'[75(G)] = G. Com isso, podemos definir uma fungéo ¢ : ¥ — w,
tal que, para cada G € ¢, temos /(G) > fg. A escolha especifica de /(G) sera recursiva,
pois queremos, para cada a < w, que ¥~ '() seja enumeravel. Se {G; : ¢ < w;} for uma
enumeracdo de ¢, entdo tomamos /(G;) = max {sup {y(Gg) : B <&}, .} + 1.

Agora, para cada o < w vamos definir o seguinte conjunto:
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Co={z€I” : a=min{f : np(z) ¢ 7p(X)} e VG €Y comy(G) < @,z ¢ G}.

Em outras palavras, olhamos para os elementos que ndo pertencem a X. Se isso acontece,
entdo existe um menor « tal que 7,(x) ¢ n,[X]. Dentre esses, para C,, escolhemos os
pontos que também nao pertencem a nenhum G € ¢ tal que (G) < a.

Teorema 5.3.16. O conjunto A = {a < w, : C, # @} é ilimitado

Demonstragao. Fixe ay < w; e vamos achar a > «, tal que C, # @. Faremos isso usando os
lemas anteriores para construir uma sequéncia decrescente de compactos cuja interseccéo
estara contida em C,. Também usaremos o jogo de Menger que mencionamos apos a
defini¢do 5.3.8

Vamos fazer algumas construcdes por recursdo. Comecamos tomando A, = X. Como
Ay é um fechado grande de X, podemos usar o lema 5.3.14 para conseguir K, C 7, [X] tal
que A) = 1, '[K,] N A, é grande. Note que 7, '[K,] pode ser visto como o produto de dois
fechados, em I* e [“**, respectivamente, logo A," é fechado.

Fixe agora um G, € ¢ com §(G,) < a. Como A, é grande, A} \ G, também é. No
entanto, G, é um Gg, ou seja, existem {U, : n € w} abertos de [** tal que Gy = ()¢, Un-
Assim, Aj\ Gy = Aj \ [ Nneo Un = Unew 45 \ Up. Note que se todos fossem nado-grandes,
entdo A \ G, também seria, dado que é uma uniéo enumeravel, assim, deve existir algum
U,, que chamaremos de S, tal que Ay = A\ S, é grande e G, C S;. E importante tirarmos
este Sy ao invés de apenas G, pois queremos que Ay seja um fechado, além de ser disjunto
de Gy. Note também que 7' [774,[So]] = So, pois se ndo, ndo poderia conter Gy. Ao longo
da construcdo, vamos sempre retirar conjuntos com essa propriedade de A, e isso sera
importante mais a frente.

Sendo A’ € X um espago fechado, ele também é de Lindelof , assim, podemos aplicar
0 5.3.15 para obter a; > @, e #; cobertura de r, [A{] tal que para todo ¥ C %#, finito
A\ '[u¥] é grande. Note que {X \ A} U {z'[W] : W € #} é uma cobertura de X.
Escolha 7, C # finito. Mais a frente ficara claro qual escolha faremos, mas por enquanto
vamos so definir A; = A(’)’ AN Jr;ll[u”//o]. Note que novamente removemos um aberto entéo,
juntando isto com a propriedade de %, temos que A; é fechado e grande.

O passo n sera idéntico. Comecando com A, C X fechado e grande, definimos

Ko, AL, Gp, Suy A, apir, Wny Vne Anpy de maneira analoga.

Seja @ = sup,,, &, < w;. Queremos fazer esta construgéo de forma que todo G € 4 com
¥(G) < a é escolhido em algum ponto. Podemos fazer isso pois s6 existem enumeraveis,
afinal, tomamos ¢/ de forma que a imagem inversa de cada ordinal seja enumeravel. Agora,
vamos voltar a escolha dos 7;’s. O que fizemos, pode ser visto como um jogo de Menger.
Como X é de Menger, podemos escolher os 7, de forma que tenhamos uma cobertura no
final, ou seja, X = U, X N A UU,c, U0

new

Por fim, definimos K := ()., 7, [K,]. Como K é uma interseccao de fechados nao
vazios e encaixados dentro de I“*, ndo é vazio. Assim, basta mostrar que K C C,. Tome
z € K, precisamos mostrar que eles possuem as trés propriedades que definem C,.



5.3 | OUTRAS PROPRIEDADES

Em primeiro lugar, fixe f < « e algum n € w com f < @,. Temos que z € 7, ' [K,], ou
seja, 74, (2) € K, C 74, [An] € 74, [ X]. Assim, como f < a, 75 X]1(2) € mp[X]

Agora, fixe G € 4 com ¥(G) < a. Pela imposigdo que colocamos na construgio, existe
algum n € o tal que G = G,,. Com isso, temos que 7, ,(z) € Ky+1 C 7, [Ans1]. Mas, pela
construcdo, A,,; C A e A’nS, = @. Também néo pode acontecer r,, ., [Ani1]N7,,,,[S] # @
pois 7" [7,,,,[Sa]] = S,. Como G, C S, temos z ¢ G.

Xn+1

Por fim, precisamos mostrar que 7,(z) ¢ m,[X]. Assuma, por absurdo, que existe
x € X tal que m,(x) = m,(z). Lembremos que escolhemos {¥, : n € w} de forma que
Unew X NAY U U,e,, U cobre X. Assim, temos duas possibilidades para x, ou x € X \ A”
para algum n, ou x € 7, '[U”;] para algum n.

No primeiro caso, como A,;; € A”, temos x € X \ A,;;. No segundo caso, x também
nio pode pertencer a A,.1, ja que A, = A7\, [UZ;], ou seja, x € X \ Apyy. Assim,
Tq,(x) € 74, [ X \ Ayt1] €, como comecamos com A, = X, podemos escrever X \ A,,; como
a seguinte uniao: (., Ax \ Ags1. Usando que a imagem comuta com a unido, concluimos

que ”an+l(z) € ngn T ot [Ak \ Ak+1]'

Agora, chamamos atengdo para o fato de que para obter Ay, de A, nos tiramos apenas
conjuntos da forma C = 7' [z, . [C]], o que nos diz que

An+1

77"0{”.4.1 [Ak \ Ak+1] = nan-%-l [Ak] \ 7TC(H+1 [[Ak+1]'

De fato, sempre vale 7, [Ax \ Ag1] = 70, [Ak] \ 70, [[Aks1]-

No entanto, 7, (x) = 7, (z) € Kys1 € 714, [Ans1], 0 que é um absurdo! Portanto,
.(2) € 1| X]. ]

Agora, podemos definir o espago Z de Lindel6f que construiremos tal que X x Z néo é
produtivelmente Lindelof. Seja Y = | J,.,,, C.- Note que Y n X = @. Além disso, estamos
assumindo que X é grande, entdo, para cada a < w;, podemos escolher X, € X \ s, Gy,
para alguma ordenacdo 4 = {G, : a < w;}. Ao fazer esta recursio, podemos garantir que
sao dois a dois distintos.

Definimos Z = Y U{x, : @ < w;} com a topologia em que os x, sdo discretos e as
vizinhancas dos elementos de Y sdo as induzidas por I“*. Além de formar uma base local, a
topologia gerada é regular.

O proximo passo, sera mostrar que Z é de Lindel6f. Para isso, dedicaremos os proximos
trés lemas. Os dois primeiros para mostrar que Y é de Lindelof como subespaco de Z.

Seja %A, a familia dos abertos de I“* da forma n,., U, tais que existe F C « finito
satisfazendo que, para todo « ¢ F, temos que U, = I. Além disso, podemos considerar que,
para cada « € F, U, é um intervalo de extremos racionais. Assim, temos que % = | J B,
¢ uma base de I{ de tamanho w;.

a<owi

Agora, vamos fixar %/ uma cobertura de Y em [“* fechada para unides finitas e tomar
subconjuntos. Podemos definir %, = % n %,. Com esta notacao fixada, podemos provar
o préoximo lema.
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Lema 5.3.17. Para todo a < w4, temos C, C U%,.

Demonstragdo. Fixe um x € C, e defina o conjunto K, = {r,(x)} x I°"**. Temos que K, é
um produto de compactos, logo, um compacto. Ao mesmo tempo, pela defini¢do de C,,
todo y € I* tal que 7,(y) = 7,(x) satisfaz y € C,. De fato, y ndo podera pertencer a
nenhum G € ¢4 com §(G) < a, Ou seja, K, C C, C Y. Portanto, K, é coberto por % . Mais
especificamente, é coberto pelos abertos basicos de 7.

Fixemos ¥ = {V,,...,V,} subcobertura de K, por abertos basicos. Seja {«, ..., @} as
coordenadas «’s tais que existe pelo menos um i < n com r,[V;] # I. Claramente ¢; < «
para cada i < m. Considere, para cada i < m, o aberto U; C I que seja um intervalo com
extremos racionais tal que 7;(x) e Ue U C ) i<n TTi [V;]. Defina U = II,.,,,U;, onde U; = I se
i € w1 \ Ay, ..., a,}. Por construcgio, K, CU C UY'.

Pelas restri¢des que colocamos sobre %/, temos UY € % . Pelo mesma razio, temos
U € % . Assim, é claro que x € U € %, e temos 0 que queriamos.

]

Contrastando com o lema acima, a demonstragao de que Y é de Lindel6f é bem indireta.
A ideia é chegar em um absurdo usando a demonstracao do lema 5.3.16.

Proposiciao 5.3.18. Y possui uma subcobertura enumeravel de %

Demonstra¢ao. Como %, é enumeravel, basta mostrarmos que existe ¢ < w; tal que
Y C U%,. Assuma, por absurdo, que este no é o caso. Considere ¢’ = Y U{U%, : a < w;}.
Ser4 util, por questdes de notagio, expandir a {y que definimos para incluir todos os
elementos de ¢’. Dizemos que ¥(U%,) = . Pelo que assumimos, ¢’ néo pode ter uma
subcobertura enumeravel de X. Vamos mostrar que este ndo pode ser o caso.

Fixe ¥ C ¥’ enumeravel e seja @ = sup /[ %€]. Tome z € Y \ U%,. Pelo lema anterior ,
temos que deve existir um y > « tal que z € C,.

Definimos, para a < w; o conjunto

C,={zelI” : a=min{f : np(z) ¢ 1p(X)}eVG €Y comy(G) < a,z ¢ G}

Usando um argumento analogo ao lema 5.3.16, temos que deve existir algum o < w; tal
que C/, # @. No entanto, pela definicdo de ¥’ e a extensio de / temos que C/, = C, \ U%,,
que é vazio pelo lema anterior. Absurdo!

]

Como a cobertura % que escolhemos foi arbitraria, podemos concluir que Y é um
espaco de Lindelof de I, e portanto, de Z. Agora, vamos mostrar que, recobrindo Y por U
aberto de Z, conseguimos uma cobertura enumeravel de Z \ U.

Proposicao 5.3.19. TomeU um aberto deI*" tal queY C U. Entao existe 7 C ¢ enumeravel
tal que X \U C U7
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Demonstragao. Seja 7/ unides de abertos basicos dentro de U e, como antes, %, = % N A,.
Sabemos que existe uma familia .7 C ¢ e « tal que X C U |J U%,. De fato, este
argumento foi usado no lema anterior. Se nao houvesse, X seria grande em relacdo a esta
cobertura, ou seja, estariamos nas mesmas condicdes do final da demonstragdo anterior.
Mais precisamente, existiria um & <  cujo C/, correspondente, definido de maneira
analoga, ndo seria vazio, nos levando ao mesmo absurdo de antes.

Agora, note que U7, C U. Disso conseguimos tirar que X \U C X \U%,, C usZ. [

Isto basta para concluir que Z é de Lindeldf. De fato, dada uma cobertura 7%/, temos, em
particular, uma cobertura de Y, que é de Lindel6f. Tomando uma subcobertura enumeravel
¥, sejaU = UY. Pelo lema anterior, existe 5 C % enumeravel tal que Z \U C uJZ.
Seja a = sup{y/(G) : G € J}. Pela construcdo, {xg : f > a} C U% e, portanto, Z\U é
enumeravel.

Agora, finalizamos mostrando o teorema.

Dem. do teorema 5.3.9. A tnica coisa falta argumentar é que X x Z nao pode ser de
Lindelof . De fato, {(x,, x,) : @ < w,} é um fechado discreto ndo enumeréavel.

No entanto, X é produtivelmente Lindelof e Z é de Lindel6f. O absurdo vem de assumir
que X é um subespaco grande. [

Isso termina a demonstragdo. Podemos agora mostrar o resultado original de Alster
5.3.7, mas antes precisamos do seguinte lema, que pode ser encontrado em [RZ12]. Para
ele usaremos o conceito de set-valued functions.

Proposicao 5.3.20. Existir um espaco de Michael implica que todo produtivamente Lindelof
¢ de Menger.

Demonstragao. Tome M um espago de Michael e assuma que X é produtivamente Lindelof,
mas nao Menger. Como X é de Lindelo6f , podemos obter uma set-valued function ¢ :
X — P(w”) compacta, semicontinua por cima e com ¢(X) = v (Veja [Zdo05] teorema
8). Note que p : M — (M) dada por p(x) = {x}, também é compacta, semicontinua por
cima e p(M) = M. Pela proposicdo 1.4.2, temos que ¢ x p é compacta e semicontinua por
cima, além de termos ¢(X x M) = «w” x M. Sendo assim, como M é de Lindelof , X x M
também é de Lindelof e, pela proposicdo 1.4.1, ©° x M é de Lindelof. Mas pela definicdo de
M, este produto nio ser de Lindel6f . Absurdo! O]

Iremos mostrar, na verdade, uma versao diferente da que enunciamos.
Teorema 5.3.21. Se vale CH e X tem peso ndo maior do que w,, entdo X é de Alster se, e
somente se, X é produtivelmente Lindelof.

Demonstracgao. (=) Ja foi feita em 5.3.5

(<) Fixe X como no enunciado e ¢4 uma k-cobertura. Como vale CH, por 3.1.10,
sabemos que existe um espago de Michael, logo, pelo lema anterior, como X é de Menger.
Também estamos assumindo X de Tychonoff e que tem peso w;, portanto, sabemos que
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pode ser imergido em ' (1.1.1). Além disso, como todo Gs de X ¢é a interseccdo de um G
em [“* com X, podemos assumir que ¢ é composto por Gs’s de I”.

O peso de X também sera importante para limitarmos o tamanho de ¢. Sabemos que
GCX : GéGs} =w(X)” =w? e, como estamos assumindo CH, temos w? = (w®)* =
1 1
07’ =’ = ;.

Por fim, resta apenas mostrarmos que podemos pegar um refinamento de ¢ composto
por Gs’s Lindelo6f. Da demonstracdo do lema 5.3.10, podemos concluir que todo Gs que
é interseccdo de abertos basicos de I“' é de Lindelof. Dado x € X, tome G, € ¥ tal que
x € G,. Seja G, = (¢, Un- Para cada n € w seja B, aberto basico com x € B, C U,. O G;s
H, = (e, B: satisfaz x € H, C G,. O conjunto ¢ = {H, : x € X} é um refinamento de G
composto por Gs’s Lindel6f . O tnico cuidado que resta tomarmos é sobre o tamanho de
. No entanto, como o numero de Gs’s em X é limitado por w;, podemos escolher entre
os elementos cuja interseccdo com X € igual, apenas um representante. Isto nos dara uma
subcobertura de .77 de tamanho w;.

Finalmente, depois de toda essa argumentacao para chegarmos nas hipoteses do teo-
rema 5.3.9, podemos obter uma subcobertura enumeravel de .77 e, portanto, também de

9.
O

5.4 Voltando ao Problema de Michael

Como vimos em 5.3.20 na se¢do anterior, muitos resultados recentes sobre espacos
espagos de Michael, estdo relacionado com espacos produtivelmente Lindel6f. Em todos, a
existéncia de um espago de Michael é apenas utilizada como um axioma que nos garante
certas igualdades entre as classes que estudamos na se¢do anterior (e outras).

No geral, serdo demonstragdes simples, que consistem em achar copias de IP em classes
de espacos. Nosso objetivo sera apresentar a progressdo dos resultado. Por esse motivo,
nao faremos a versdo mais geral logo de cara.

Comecamos pelo artigo [AT12], que nos dara uma uma condi¢ao necessaria e suficiente
para que todo espaco produtivelmente Lindel6f seja o-compacto na classe dos espagos
completamente metrizaveis.

Comecamos mostrando algumas relacdes sobre as classes que trabalharemos.

Proposicao 5.4.1. Todo espaco de Alster tem a propriedade de Menger

Demonstragao. Seja X um espaco de Alster e {%, : n € o} uma colecdo de coberturas de
X. Podemos assumir, sem perda de generalidade, que cada uma ¢é fechada para unides
finitas. Defina 9 = {(,, U, : U, € %,}. Como tomamos as coberturas fechadas para
unides finitas, para cada K C X compacto e n € w, existe U, € %, com K C U,. Ou seja, ¢
€ uma k-cobertura.

Seja, entdo, {G, : n € v} C ¥ uma subcobertura. Como notacédo, vamos fixar G, =
MNic,, UL Como {G, : n € w} cobre X, {U" : n € v} também cobre, entdo basta, para todo
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n € w, escolher {U"} C %,. o
Proposicao 5.4.2. Em espacos metrizaveis, todo espagos de Alster é o-compacto.

Demonstragao. Como X é metrizavel, todo compacto é um Gg, portanto, {K C X
K é compacto} deve ter uma subcobertura enumeravel. O]

O resultado abaixo pode ser encontrado em [Hur26] em alemao.

Proposicao 5.4.3. Em subconjuntos analiticos (Veja 1.3) de P, Menger é equivalente a
o -compacto.

Agora, vamos ao teorema.

Corolario 5.4.4. Se existe um espaco produtivelmente Lindelof completamente metrizavel
que ndo é o-compacto, entdo existe um que é subconjunto PP.

Teorema 5.4.5. Sdo equivalentes:
(i) Todo espago completamente metrizavel produtivamente Lindelof é Menger.
(ii) Todo espago completamente metrizavel produtivamente Lindelof é de Alster.
(iii) Todo espago completamente metrizavel produtivamente Lindelof é o -compacto.

(iv) Existe um espago de Michael.

Demonstragao. Pelas proposi¢des anteriores temos de imediato que (ii)) = (i) e a
equivaléncia entre (ii) e (iii). De resto, vamos mostrar uma equivaléncia entre (iii) e (iv) e
que (i) = (iv).

(iti) = (iv) Como P é completamente metrizavel (1.3.1) e nio é o -compacto, afinal
nao é F; (2.1.1), temos que nao pode ser produtivelmente Lindel6f. Portanto, deve existir
um espaco de Michael.

(iv) = (iii) Faremos pela contra-positiva. Assuma que exista um espaco X que seja
completamente metrizavel, produtivamente Lindeldf e ndo o-compacto. Em particular, X
¢ de Lindelof, entdo por 1.3.8 existe Y C X fechado tal que Y é homeomorfo a IP. Agora,
para todo espaco de Lindelof Z, temos que Z x P é homeomorfo a Z x Y, que por sua
vez é subconjunto do espago de Lindelof fechado Z x X. Concluimos que IP é um espaco
produtivelmente Lindel6f, ou seja, ndo existe espaco de Michael.

(i) = (iii) Assuma que X é um produtivelmente Lindel6f que néo é o-compacto.
Como todo produtivelmente Lindelof é de Lindelof, X é separavel e, portanto, tem base
enumeravel. Por 4.4.] em [Eng89], existe Y C w” e uma funcéo perfeita sobrejetora f :
Y — X. Se X for produtivelmente Lindeldf, por 5.3.13, Y também sera.

No entanto, imagem por func¢io continua sobrejetora de o-compacto é o-compacto,
portanto, Y também nio é o-compacto. Pela ultima proposicéo, se existe um subespaco de
P que é completamente metrizavel produtivelmente Lindel6f mas ndo o-compacto, entdo
existe um completamente metrizavel produtivelmente Lindel6f que nido é Menger. O]
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Juntando com o que ja sabemos sobre a construcdo de espacos de Michael, temos
que

Corolario 5.4.6. b = w; oud = Cov(.#') implica que todo espago produtivamente Lindelof
metrizavel é o -compacto.

Em um artigo que ja estudamos, [Ala+11], temos uma generalizacao deste resultado para
espacos Cech-completos. Estes espacos sio espagos completamente regulares que sio Gs
na sua compactificacio de Stone-Cech e aparecem na literatura como uma generalizacio
de espacos completamente metrizaveis (Veja [Eng89] 4.3.26).

Teorema 5.4.7. Todo espaco produtivelmente Lindelof, Cech-completo e regular é o -compacto
se, e somente se, existe um espaco de Michael.

Para provar este resultado, basta saber que todo espaco paracompacto e Cech-completo
é pré imagem de um espaco completamente metrizavel ([Eng89] problema 5.5.9 ou [Fro60]).
Como X é de Lindelof e regular, temos que ele é paracompacto. Por 1.1.13 e 1.1.11 sabemos
que pré imagem perfeita de um espaco produtivelmente Lindeldf, deve ser de Lindelof.
Portanto, usando o teorema 5.4.5 temos o resultado.

Focando em outra generalizagdo de completamente metrizavel, também temos um
melhoramento do teorema 5.4.5 em [Tal11].

Teorema 5.4.8. Todo espaco produtivelmente Lindelof, analitico e metrizavel é o-compacto
se e somente se existe um espaco de Michael.

Usando uma argumentacio parecida com a feita para os espacos Cech-completos, F.
Tall e B. Tsaban mostram em [TT11] que a hipotese de metrizabilidade pode ser removida
e o teorema acima ainda vale. Isso se da pois espagos analiticos sdo pré-imagens perfeitas
de espacgos metrizaveis ([Ark86]). Como a imagem continua de um analitico é analitico,
podemos usar teorema anterior para mostrar que todo produtivelmente analitico é o-
compacto se, e somente se, existe espaco de Michael.

Parte da relevancia deste resultado é que existe um interesse de se saber quando espacos
de Menger sdo o-compactos. O proprio Menger conjecturou que seriam todos, mas isto
se provou falso. Pelo teorema 5.3.20, sabemos que, se existe um espaco de Michael, todo
espago produtivamente Lindel6f é de Menger. Assim, assumir esta existéncia pode ser util
ao se investigar esta pegunta.

Em [Tal11], F. Tall também conjectura se podemos melhorar o resultado acima usando
o Axioma da Determinancia Projetiva. Este axioma diz que um jogo especifico sempre
é, como o nome diz, determinado para conjuntos projetivos, uma classe que generaliza
os espagos analiticos. Uma boa referéncia para estas definicdes sdo as secOes 37 e 38 de
[Kec95].

Pergunta 5.4.9. Assumindo PD podemos provar que todo espago produtivelmente Lindelof
projetivo é o -compacto se, e somente se, existe um espaco de Michael?

Uma indicagido que a resposta acima pode ser positiva é que Tall conseguiu provar a
questao acima com o-compacto substituido por Hurewicz. Espacos de Hurewicz é uma
classe que se encontra entre espacos de Menger e o- compactos. Portanto podemos ver
este resultado como uma resposta parcial para a questao acima.



5.4 | VOLTANDO AO PROBLEMA DE MICHAEL

Ha também tentativas de estender este resultado para espagos co-analiticos, isto é,
cujo complementar é analitico. Note que espacos co-analiticos sdo definidos apenas para
espacos poloneses. Diferente de espagos analiticos, fora de espacos poloneses a melhor
generalizacdo ndo é clara. Usaremos a defini¢do encontrada em [Tal20]: X é co-analitico
se seu residuo em alguma compactificagao é analitico.

E natural perguntarmos se a existéncia de espacos de Michael também decide se espagos
produtivelmente Lindel6f co-analiticos sdo o-compactos.

Temos alguns resultado parciais envolvendo estes espagos e outras generalizacdes de
espacos analiticos. As referéncias [Tal20] e [TT11] sdo bem completas.

Exite mais uma classe de espacos que se relaciona com espacos de Michael e que ndo
vimos até agora.

Definicao 5.4.10. Um espaco X regular é dito de Frolik se ¢ homeomorfo a um subconjunto
fechado de um produto enumeravel de o-compactos.

Eles foram introduzido em [Fro63]. Antes de mostrar sua relagdo com espacos de
Michael, precisamos do seguinte lema.

Lema 5.4.11. Se C = |, K, é o-compacto regular, entao existe K compacto, F C w x K
fechadoe f : F — C continua

Demonstragao. Como X é de Lindeldf e regular, em particular é de Tychonoff. Seja K a
compactificacio de Stone-Cech de C e ¢ : C — K a imersio.

Considere F = |, {n} x ¢[K,]. Temos que F é um fechado. De fato, se (n,k) ¢ F, como

new

@[K,] é um compacto, logo, fechado existe U aberto de K tal que k € U e U n §[K,,] = @.

Sendo assim, {n} x U € V({n, k)) e é disjunto de F.

Por fim, defina f : F — C dada por f(i,#(x)) = x. Claramente f é sobrejetora. Agora,
tome V C C. Temos que f'(V) =wx ¢ '[V]NnF = wx¢[V] N F. Como ¢ é aberta, temos
que f~1(V) é aberto. O

Diferente dos resultados anteriores, o teorema a seguir temos como hipoétese a ndo
existéncia de um espaco de Michael. Embora saibamos que esta é uma condi¢do que é, no
maximo, consistente, ainda é um resultado interessante.

Teorema 5.4.12. Todo espaco de Frolik é produtivamente Lindelof se, e somente se, ndo existe
um espaco de Michael.

Demonstragao. (=) Pelo seu homeomorfismo com w®, temos que PP é de Frolik, portanto,
é produtivelmente Lindelof. Assim, ndo pode existir um espaco de Michael.

(<) Seja X um espaco de Lindelof. Dado um espago de Frolik F qualquer, considere
uma sequéncia {C, : n € w} de o-compactos tais que F é homeomorfo a um subespaco
fechado de II,,C,. Basta mostrarmos que II,¢,C, x X é de Lindel6f para mostrar que F é
produtivamente Lindeldf.

Para cada C,, pelo lema anterior, temos um compacto K, um F, C w x K,, fechado e
uma f : F, = C, continua e sobrejetora. Por hipotese, X x v é de Lindelof, logo, como
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IT,c,K,, é compacto, temos que X x w® x IL,,K, é de Lindelof (1.1.8). No entanto, temos
um homeomorfismo entre v x I, K, € Il 0 x K. Como II,¢,F, é um espago fechado
deste ultimo, temos que X x IT,¢,F, é de Lindelof. Assim, ja que II,¢, f, é continua 1.1.12,
podemos concluir X x IT,¢,C, é de Lindelof. ]

Se néo existir um espaco de Michael, temos que os espacos de Frolik sdo mais uma
classe que se encontra entre produtivelmente Lindelof e exponencialmente Lindelof.

Proposicao 5.4.13. Todo espaco de Frolik é exponencialmente Lindelof .

Demonstragao. Considere, primeiro, X = I1,¢,C,, onde cada C, é um o-compacto. Temos
um homeomorfismo entre X“ e IL,¢,Cy e este segundo pode ser visto como produto
enumeravel de o-compactos. Como o-compactos sdo de Alster e o produto é associativo,
temos o resultado. [
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