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Resumo

SANTOS FILHO, G. R. Coalgebras nao associativas e o radical localmente nilpotente.
2020. 88 f. Tese (Doutorado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao
Paulo, Sao Paulo, 2020.

Os resultados deste texto sdo motivados pela seguinte conjectura formulada por IL. P.
Shestakov: Uma variedade de 4lgebras admite radical localmente nilpotente se, e somente
se, o Teorema Fundamental das Codlgebras é valido para as codlgebras desta variedade.
Mostramos que o Teorema Fundamental das Codlgebras ndo é vélido para codlgebras
da variedade de dlgebras alternativas a direita, uma variedade que ndo admite radical
localmente nilpotente. Também mostramos que o Teorema Fundamental das Coélgebras
é valido em uma classe que contém a variedades das algebras alternativas e a variedade
das algebras de Jordan, generalizando o resultado de [ACM94], e contém duas variedades
que possuem radical localmente nilpotente: a variedade das algebras de tipo (—1,1) e a
variedade das algebras alternativas a direita Malcev-admissiveis.

Palavras-chave: codlgebra, radical localmente nilpotente, dlgebra nao associativa.
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Abstract

SANTOS FILHO, G. R. Nonassociative coalgebras and the locally nilpotent radical.
2020. 88 f. Tese (Doutorado) - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao
Paulo, Sao Paulo, 2020.

The results of this text are motivated by the following conjecture proposed by I. P.
Shestakov: A variety of algebras admits locally nilpotent radical if, and only if, the Fun-
damental Coalgebra Theorem is true for the coalgebras of this variety. We show that the
Fundamental Coalgebra Theorem isn’t true for coalgebras of the variety of right alterna-
tive algebras, a variety with no locally nilpotent radical. We also show that the Fundamen-
tal Coalgebra Theorem is true for a class that contains the variety of alternative algebras
and the variety of Jordan algebras, generalizing [ACM94], and two varieties with locally
nilpotent radical: the variety of algebras of type (—1,1) and the variety of right alterna-
tive Malcev admissable algebras.

Keywords: coalgebra, locally nilpotent radical, nonassociative algebra.
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Introducao

Um fendmeno recorrente no estudo de algebras ndo necessariamente associativas é a de-
monstragdo de resultados da teoria de &lgebras associativas em contextos mais gerais.
Nesse sentido, certos teoremas importantes para dlgebras associativas ndo necessaria-
mente dependem da associatividade. Uma das dificuldades de estender certos teoremas
é que a necessidade ou ndo da associatividade para a validade destes teoremas nem sem-
pre é evidente ao estudar suas demonstragdes no contexto associativo. Podemos entender
que isto ocorre pois a associatividade é, de certa forma, uma propriedade bastante forte.

Um segundo fendmeno, também recorrente no estudo de algebras ndo associativas, é
a conexdo entre certos conceitos bem estabelecidos e bem comportados em algebras asso-
ciativas que parecem, a principio, conceitos independentes. Esta tese trata de entender se
had uma conexdo como esta (em um contexto mais geral) entre dois conceitos muito impor-
tantes relacionados a algebras associativas: o Radical Localmente Nilpotente e o0 Teorema
Fundamental das Coalgebras.

O Radical Localmente Nilpotente

O radical localmente nilpotente de uma é&lgebra associativa é definido como a soma de
seus ideais localmente nilpotentes. Este radical foi definido inicialmente por J. Levitzki,
em 1943, e por essa razdo também é chamado de radical de Levitzki. Uma das princi-
pais motivagdes de J. Levitzki foi encontrar uma defini¢do de radical que generalizasse o
conceito de radical empregado por J. H. M. Wedderburn.

O radical de Wedderburn de uma algebra associativa de dimensao finita é definido
como o seu ideal nilpotente maximal e foi usado por J. H. M. Wedderburn, em 1908, para
demonstrar o seguinte teorema

Teorema (Molien!-Wedderburn). Seja A uma dlgebra sobre um corpo F arbitririo que é asso-
ciativa, com unidade e de dimensdo finita. Entdo

o Adlgebra A contém um ideal N nilpotente maximal, chamado de radical da dlgebra A;

'Em 1891, T. Molien provou que toda algebra sobre o corpo dos niimeros complexos associativa, com
unidade, de dimenséo finita e simples é uma algebra de matrizes com entradas complexas, um caso especial
do resultado de J. H. M. Wedderburn.



* O quociente A/ N ¢é isomorfo a soma direta By + - - - 4+ By, em que By, ..., By sdo ideais
minimais em A/ N e, em particular, sio dlgebras associativas, com unidade, simples e inicas
salvo isomorfismos e permutagoes;

® Paracadai =1,...,k adlgebra B; é isomorfa a dlgebra My, (D;), em que n; é um niimero
inteiro positivo e D; é um dlgebra de divisdo.

Uma dificuldade ao generalizar a abordagem de J. H. M. Wedderburn para &lgebras
associativas de dimensdo arbitrdria é que 4lgebras associativas de dimensao infinita ndo
necessariamente possuem um ideal nilpotente maximal.

Assim como outros radicais definidos na primeira metade do século XX (radical primo,
radical de Jacobson, radical nil, etc.), o radical localmente nilpotente foi definido para
qualquer algebra associativa de forma que ele: 1) coincida com o radical de Wedderburn
em 4lgebras associativas de dimensao finita; 2) possua certas propriedades do radical
de Wedderburn. Inspirados por estas propriedades comuns aos radicais concretos entdo
conhecidos, S. A. Amitsur, em 1952-54, e A. G. Kurosh, em 1953, definiram de maneira
independente a nogdo de radical numa classe arbitraria de dlgebras (para mais detalhes,
ver a Subsecao 1.4.1).

A nocdo de radicais também foi usada para estudar classes de algebras ndo necessa-
riamente associativas. Na teoria de algebras de Lie, seguindo a terminologia moderna,
definimos o radical de uma éalgebra de Lie de dimens&o finita como o seu ideal soltvel
maximal e dizemos que uma 4algebra de Lie de dimensdo finita é semissimples se ela
possui radical nulo. Em 1888-90, W. Killing classificou as algebras de Lie semissimples
sobre o corpo dos ntimeros complexos e, em 1894, E. Cartan classificou as algebras de Lie
semissimples sobre o corpo dos ntimeros reais. O radical localmente nilpotente pode ser
usado para estudar dlgebras de Jordan (conferir [ZSSS82, p. 93-97]) e dlgebras alternativas
(conferir [ZSSS82, p. 163-167]), por exemplo.

A propriedade “nilpoténcia local” ndo determina um radical de acordo com a defini-
¢do de S. A. Amitsur e A. G. Kurosh em qualquer classe de algebras (para mais detalhes,
ver a Subsecdo 1.4.2). Em outras palavras, ndo podemos considerar a nogdo de radical lo-
calmente nilpotente para estudar toda classe de algebras. Embora sejam conhecidas con-
dig¢des suficientes para que a propriedade “nilpoténcia local” defina um radical em uma
variedade de algebras, ainda é um problema em aberto determinar condi¢des necessérias
e suficientes.

O Teorema Fundamental das Coalgebras

A nocdo de codlgebra é uma dualizacdo da nocdo usual de algebra. Codlgebras associati-
vas? com counidade sdo objetos de estudo na teoria das dlgebras de Hopf, por exemplo.

2Utilizaremos neste texto a expressdo “coélgebra associativa”, embora a expressdo comumente adotada
na literatura da teoria de dlgebras de Hopf (como em [Swe69] e [DNRO1], por exemplo) seja “codlgebra
coassociativa”.
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Uma importante propriedade de codlgebras associativas é que nesta classe é satisfeito
o Teorema Fundamental das Codlgebras. Segundo este teorema, toda coalgebra associa-
tiva finitamente gerada possui dimensdo finita.

Em 1974, W. Michaelis definiu a nogdo de codlgebra de Lie como uma codlgebra tal que
sua dlgebra dual é uma 4lgebra de Lie. W. Michaelis considerou o Teorema Fundamental
das Coalgebras e mostrou que ele ndo é vdalido para codlgebras de Lie, exibindo uma
codlgebra de Lie finitamente gerada e de dimensdo infinita. Desde entdo, foi estudado o
problema de determinar se o Teorema Fundamental das Coélgebras é valido para certas
classes de codlgebras.

Em 1993, durante a conferéncia “3rd International Conference on Non-associative Algebras
and its Applications”, ]. Anquela, T. Cortéz e F. Montaner apresentaram resultados que pos-
teriormente foram publicados em [ACM94]. Dentre os resultados apresentados estava a
demonstra¢do que o Teorema Fundamental das Coélgebras é vélido para codlgebras alter-
nativas e codlgebras de Jordan, ou seja, codlgebras cuja dlgebra dual é, respectivamente,
uma algebra alternativa e uma élgebra de Jordan. Depois da apresentacdo destes resulta-
dos, em uma conversa particular com A. Slinko (segundo [Sli95, p. 95]), E. Taft sugeriu
que seria interessante encontrar condi¢des necessdérias e suficientes sobre uma variedade
de dlgebras para que codlgebras desta variedade (ou seja, coalgebras tais que as respec-
tivas algebras duais sejam algebras desta variedade) satisfacam o Teorema Fundamental
das Codlgebras.

Além dos resultados de W. Michaelis e ]. Anquela et al, conhecemos os seguintes avan-
¢os para mostrar que em certas classes é valido ou ndo o Teorema Fundamental das Coal-
gebras: Em 1995, A. Slinko determinou um critério necessdrio e suficiente para que seja
vélido o Teorema Fundamental das Codlgebras em uma certa classe de variedades. Em
particular, este resultado generaliza [ACM94], mostrando que o Teorema Fundamental
das Codlgebras é valido para a variedade das algebras de Jordan e a variedade das élge-
bras alternativas, e generaliza [Mic74], mostrando que codlgebras de Lie ndo satisfazem
Teorema Fundamental. Adicionalmente, A. Slinko mostra que o Teorema Fundamental é
valido na variedade das algebras do tipo (—1,1) (conferir [S1i95]). Em 1996, V. N. Zhelya-
bin provou que o Teorema Fundamental das Codlgebras é valido para a classe das dlge-
bras estruturdveis, uma variedade de algebras com involucdo. Esta variedade contém as
algebras de Jordan e, portanto, também generaliza um dos resultados de [ACM94] (con-
ferir [Zhe96]).

Apesar destes avancos ainda ndo conhecemos um critério necessdrio e suficiente para
que seja valido numa variedade o Teorema Fundamental das Codlgebras.

Ainda segundo [Sli95], na mesma conversa particular mencionada anteriormente, I. P.
Shestakov opinou que uma condicdo necesséria e suficiente deve ser similar a condi¢des
suficientes para que a propriedade “nilpoténcia local” defina um radical (no sentido de
Amitsur-Kurosh) em uma variedade. Neste contexto, I. P. Shestakov formulou a seguinte
conjectura:

Conjectura 1. O Teorema Fundamental das Coalgebras é vélido em uma variedade se, e
somente se, esta variedade possui radical localmente nilpotente.
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Se esta conjectura for verdadeira, encontramos aqui o segundo fendmeno que men-
cionamos no segundo pardgrafo desta introducdo. Sabemos que o Radical Localmente
Nilpotente existe na classe das algebras associativas e sabemos que o Teorema Funda-
mental das Codlgebras é vélido para codlgebras associativas. Ao estudar estes conceitos
em contextos ndo necessariamente associativos, podemos entender se hd uma conexao
entre eles que nao é evidente no contexto associativo.

Objetivos e estrutura do texto

Os resultados deste texto foram motivados pela Conjectura 1. Nossos objetivos sao:

1. Provar que o Teorema Fundamental das Coélgebras ndo é vélido na variedade das
algebras alternativas a direita (uma variedade que ndo admite radical localmente
nilpotente);

2. Provar uma generalizacdo do Teorema Fundamental das Coalgebras que admite as
seguintes consequéncias:

(@) O Teorema Fundamental das Codlgebras é valido para coalgebras da variedade
das algebras (-1,1)-bindrias e codlgebras da variedade das algebras alternativas
a direita Malcev-admissiveis (estas variedades admitem radical localmente nil-
potente);

(b) Em uma classe grande de variedades vale o seguinte lado da Conjectura 1: Se
uma variedade (da classe em questdo) admite radical localmente nilpotente,
entdo as codlgebras desta variedade satisfazem o Teorema Fundamental das
Coalgebras.

Este texto estd dividido em quatro capitulos e um apéndice.

No Capitulo 1 introduzimos as defini¢des e convengdes aqui adotadas a respeito dos
seguintes conceitos: algebras, variedades de &lgebras, bimédulos, superélgebras, nilpo-
téncia e teoria de radicais. No Capitulo 2, apresentamos conceitos da teoria de coalgebras,
mostrando que as defini¢des adotadas sdo compativeis com as defini¢des do contexto
classico de codlgebras associativas. No Capitulo 3, estudamos o problema de determinar
o dual finito de uma 4lgebra e usamos os resultados encontrados para mostrar que o Teo-
rema Fundamental das Coalgebras ndo é vélido para coalgebras alternativas a direita. No
Capitulo 4, mostramos que o Teorema Fundamental das Coalgebras é valido para uma
classe de variedades que contém, em particular, as variedades das dlgebras alternativas,
algebras de Jordan e algebras de tipo (—1,1). Esta classe também contém a variedades
das dlgebras (—1,1)-bindrias e a variedade das algebras alternativas a direita Malcev-
admissiveis, variedades consideradas em [Pch76], onde foi provado que estas variedades
admitem radical localmente nilpotente. Os capitulos 3 e 4 também contém problemas
ainda em aberto relacionados aos temas dos respectivos capitulos. No Apéndice A, pro-
vamos de duas maneiras que a codlgebra obtida no resultado principal do Capitulo 3 é
alternativa a direita.
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As principais contribui¢des desta tese estdo contidas nos capitulos 3 e 4. Os teoremas
3.15, 3.19 e 4.19 sdo resultados novos e estdo publicados em [SFMS21b] e [SFMS21a].
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Capitulo 1

Algebras e Bimddulos - conceitos
preliminares

Muitos dos conceitos apresentados a seguir provavelmente sdo familiares ao leitor. Nosso
objetivo ao apresentd-los sera estabelecer as convengdes aqui adotadas (como, por exem-
plo, estabelecer que nossas algebras ndo necessariamente possuem unidade, associativi-
dade, etc) assim como a notagdo usada neste texto.

Vamos fixar neste texto um corpo arbitrario F. Exceto quando explicitamente indicado
o contrario, todos os espagos vetoriais deste texto serdo espacos vetoriais sobre o corpo F.
Todos os produtos tensoriais considerados no texto serdo sobre o corpo F.

Se V, W sdo espacos vetoriais, entdo:

para qualquer subconjunto S C V, denotamos por span (S) C V o subespago veto-
rial de V gerado por S;

a soma direta dos espagos V e W é o conjunto
ViW={v+w|veV,we W}
o espaco das transformagdes lineares de V em W é o conjunto
L(V,W)={T:V — W | T é transformagéo linear};
o espaco de todos os endomorfismos do espago V é o conjunto
L(V)=L(V,V)={T:V — V| T é transformacio linear};
o espago dual de V é o espago
V*=L(V,F)={a:V — F | a é transformagao linear}.
Os elementos de V* sdo chamados de funcionais lineares de V.
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Sev € Vea € V¥, entdo denotaremos o valor da fun¢do « avaliada em v por

a(v) = (a, v).

Uma élgebra é um espago vetorial A munido de um produto, ou seja, uma fungdo
bilinear

AxXA—F
(a,b) — ab.

Quando o produto estiver subentendido, vamos nos referir simplesmente a dlgebra A.
Lembramos que existe uma correspondéncia biunivoca entre as func¢des bilineares de
A X A em F e as transformacdes lineares de A ® A em F. Assim, existe uma tinica trans-
formagédo linearm : A® A — A, tal que m(a ® b) = ab, para quaisquer a,b € A. Dessa
forma, também podemos definir uma &lgebra como um espago vetorial A munido de
uma transformacdo linear m : A ® A — A. Esta definicdo serd 1util no Capitulo 2 para
introduzir o conceito de codlgebras como o conceito dual de dlgebras.
Sejam A, B 4lgebras. Dizemos que

* o conjunto R C A é uma subdlgebra de A, se R é um subespaco vetorial de A e
xy € R, para quaisquer x,y € R.Se S C A, entdo denotamos por alg(S) a subidlgebra
gerada por S. A subdlgebra alg(S) C A é menor subdlgebra de A (no sentido da
inclusdo) que contém S;

* oconjunto I C A é um ideal de A, se I for um subespaco vetorial de A e ax, xa € I,
para quaisquera € Aex € [.Se S C A, entdo denotamos por id(S) o ideal gerado
por S. Oideal id(S) C A é o menor ideal de A (no sentido da inclusdo) que contém
5;

e atransformagcdo linear f : A — B é um homomorfismo de dlgebras se f(ab) = f(a)f(b),
para quaisquer a,b € S. O espaco de todos os homomorfismos de dlgebras de A em
B é denotado por Hom(A, B);

* afungdo f : A — A é um endomorfismo da dlgebra A se f for um homomorfismo
de algebras. O espago de todos os endomorfismos de dlgebras de A é denotado por
End A;

Dizemos que a dlgebra A é associativa quando o seu produto for associativo, ou seja, se
(ab)c = a(bc),

para quaisquer a,b,c € A.
Dizemos que a algebra A tem unidade quando existir elemento 1 € A tal que, para
todoa € A,

la=al=a.



Se V é um espaco vetorial, entdo L£(V), o espago das transformagdes lineares de V
em V, é uma &lgebra com soma usual de transformacdes lineares e com produto dado
pela composigdo de fungdes. A algebra £(V) é uma édlgebra associativa e possui unidade
Idy € L(V) dada por Idy(v) = v, para todo v € V. Se V for uma élgebra, entdo End V, o
espago dos endomorfismos de algebra de V, é uma subdlgebra de L(V).

Sejam x, y, z elementos de uma 4lgebra qualquer. Usaremos notag¢des usuais para os
seguintes elementos:

* O comutador dos elementos x, y, definido como
[ y] = xy —yx;
* O associador dos elementos x, y, z, definido como
(x,y,2) = (xy)z — x(y2).

Se A é uma dlgebraea € A, entdo definimos as transformagoes lineares L,, R, € L(A),
chamadas respectivamente de operadores de multiplicagdo a esquerda e a direita por a,

por
Ly(x) = ax R,(x) = xa,

para todo x € A. A subdlgebra de L£(A) gerada pelo subconjunto {L;, R, | a € A} é
chamada de dlgebra de multiplicagdes de A. Denotamos a algebra de multiplicacdes de A
por Mult A.

Se A tem unidade 1 € A, entdo a dlgebra Mult A também tem unidade L1 = Ry = Id4.

1.1 Variedades

Nessa secdo apresentaremos ao leitor alguns conceitos sobre variedades de dlgebras com
o objetivo de definir o conceito de variedades homogéneas, nossos objetos de estudo no
Capitulo 4. Para tal, vamos apresentar os conceitos de algebra livre (ndo associativa) e
identidades polinomiais. Também apresentaremos exemplos de variedades que ilustrardo
as defini¢des aqui contidas, em particular, a variedade das algebras alternativas a direita,
que serd abordada no Capitulo 3, a variedade das 4lgebras (—1,1)-bindrias e a variedade
das algebras alternativas a direita Malcev-admissiveis, variedades que serdo estudadas
no Capfitulo 4.

Fixemos um conjunto de indeterminadas X = {x1, x, ... }. Para simplificar a notagéo,
em diversas instancias neste texto vamos denotar elementos de X por x,y ou z. Vamos
definir W{X}, o conjunto das palavras (ndo associativas) formadas pelas letras de X,
indutivamente da seguinte forma:

* O conjunto de indeterminadas X esta contido em W{X};

3



* Para quaisquer x;, x; € X e quaisquer u,v € W{X} \ X, os elementos

XiXj, xi(u), (1) xi, (u)(v),

sdo palavras de W{X}.

Exemplo 1.1. Sejam x,y,z € X. Os seguintes elementos sdo exemplos de palavras distin-
tas de W{X}:

w1 = X,

Wy = Z,

w3 = XY,
wy = x(yz),

ws = (xy)(x2),
ws = ((xy)x)z,
wy = x((yx)z).
Vamos definir o espago vetorial F{X} = span(w | w € W{X}), em que {w | w €
W{X}} é um conjunto linearmente independente. Podemos definir em F{X} o seguinte
produto: Se u,v € F{X}, entdo o produto de u e v é dado por

x,-x]-,
xi(v),
(u)xj,

(u)(v),

seu:xiEXev:ijX;
seu=x;€ Xeve W{X}\X;
seu € W{X}\Xev=x€X;
seu,v € W{X}\X.

Com a soma usual de espagos vetoriais e o produto descrito acima, a algebra F{X} ¢é
chamada de dlgebra livre (ndo associativa) gerada por X.

Exemplo 1.2. Abaixo seguem exemplos de produtos entre as palavras do Exemplo 1.1:

wiwy = Xz,
wiws = x(xy),
(wrw3)wy = (x(xy))z,
wiwg = x(x(yz)),
wawy = (xy)x,
(wswr)wy = ((xy)x)z = we,
w3 (wiwy) = (xy)(xz) = ws.
E bem conhecido (e facil de provar) que a dlgebra F{X} satisfaz a seguinte proprie-
dade: Se A é uma élgebrae f : X — A é uma fungdo, entdo existe um tnico homomor-

fismo de algebras ¢ : F{X} — A tal que ¢|x = f. Em outras palavras, existe um tnico
homomorfismo de dlgebras ¢ : F{X} — A tal que o diagrama abaixo comute:

4



X —— F{X}

A

Observacao. Usando a linguagem de teoria de categorias, a propriedade acima significa
que F{X} é um objeto livre dentro da categoria das dlgebras ndo associativas.

Se A é uma élgebra e p(x1,...,x,) € F{X}, entdo, para quaisquer ay,...,a, € A,
podemos considerar o elemento p(ay,...,a,) € A obtido da seguinte forma: Tome uma
funcdo qualquer f : X — A tal que f(x;) = a;, parai = 1,...,n. Como F{X} é livre, a
fungdo f determina um homomorfismo ¢ : F{X} — A tal que ¢(x;) = f(x;) = a;, para
todo inteiro positivo i. Assim, defina

p(ay, ..., an) = @(p(x1,...,%n)).

E facil ver que o elemento p(ay,...,a,) € A independe da escolha da fungao f.

Em outras palavras, p(ay,...,a,) é o elemento de A que obtemos através da substitui-
¢doem p(x1,...,x,) de cada uma das letras x1,...,x, € X poray,...,a, € A, respectiva-
mente.

Exemplo 1.3. Considere a dlgebra de matrizes com entradas reais M>(IR), os seguintes
elementos da algebra livre R{X}

p(x,y) = xy —yx
q(x) = x?
r(x,y,z) = (xy)z

()60

plae)=nc—ci= (3 '), i) ==y 7).

i@ == (3 o) =0 r(a,b,) = (abe = () 5)-
)

€ F{X} é uma identidade polinomial da &lgebra A ou que A
xn) =0, se

e as matrizes

Entdo

Dizemos que p(x1,...,Xn
satisfaz a identidade p(xy, ...,

p(ay,...,a,) =0,

para quaisquer 4y, ...,a, € A. Em algumas instancias neste texto, escreveremos que A
satisfaz p(x1,...,x,) para dizer que p(xy,..., x,) € uma identidade polinomial de A.
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Exemplo 1.4. A dlgebra M;(IR) satisfaz as identidades
(xy)z — x(yz) = 0;
[x,yI?,2] = 0.
emquex,y,z € X.
1. Como M;(R) é uma dlgebra associativa, satisfaz a identidade (xy)z — x(yz) = 0.

2. Pelo Teorema de Cayley-Hamilton, se M € M;(R), entdo M satisfaz
M? — tr(M)M 4+ det(M)I, = 0, (1.5)

em que tr(M) € R é o traco da matriz M, det(M) é o determinante da matriz M e I,
é amatriz identidade de ordem 2 x 2. Se M, N sdo matrizes deentradam x nen x m,
respectivamente, entdo tr(MN) = tr(NM). Assim, para quaisquer A, B € M»(R),
temos que

tr([A, B]) = tr(AB) —tr(BA) =0

e, fazendo M = [A, B] na Equagdo 1.5, segue que
[A, B]?> = —det([A, B]) L.

Concluimos que [A, B]?> é uma matriz escalar. Em particular, [A, B]> comuta com
qualquer outra matriz de M,(IR), ou seja,

[[A,Bf,C] =0,
para quaisquer A, B,C € M;(RR). Segue que [[x,y]?,z] é uma identidade de M;(R).

Exemplo 1.6. A 4lgebra de polindmios Q[t] é uma 4lgebra associativa e comutativa, ou
seja, Q[t] satisfaz as identidades

(xy)z = x(yz) = 0;
xy —yx =0;

emquex,y,z € X.

Seja I C F{X} um subconjunto de elementos da dlgebra livre ndo associativa. A classe
das dlgebras que satisfazem todas as identidades de I é chamada de variedade de dlgebras
definida por I. Dizemos que A é uma V-dlgebra, ou uma algebra de V, se A pertence a
variedade V. A seguir, definiremos algumas variedades que serdo importante no decorrer
deste texto:

Exemplos 1.7. Nos exemplos a seguir, x,y,z € X.
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1. A variedade das dlgebras associativas, denotada por As, é a classe das algebras que
satisfazem a identidade

(x,y,z) =0, ousea, (xy)z=x(yz).

A variedade das algebras associativas contém exemplos importantes de algebras
estudadas em diversas outras dreas da matemadtica, como os corpos, as dlgebras de
polindmios, a dlgebra dos quatérnios e a dlgebras de matrizes com entradas em
corpos. A teoria das algebras associativas ganhou forma no comeco do século XX,
com os trabalhos de T. Molien (no caso de algebras sobre um corpo algrbricamente
techado) e J. H. M. Wedderburn (no caso de um corpo arbitrédrio) [vdW85, p. 210].

2. A variedade das dlgebras de Lie, denotada por Lie, é a classe das dlgebras que satis-
fazem as identidades

x? = 0;
J(x,y,z) =0,

em que
J(x,y,2) = (xy)z + (yz)x + (2x)y.
Se A é uma algebra associativa, entdo podemos definir o seguinte produto sobre
elementos os de A:
la,b] = ab — ba,

paraa,b € A. A algebra munida deste produto é uma algebra de Lie e é denotada
por A=), O Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt mostra que toda algebra de Lie é
isomorfa a uma subalgebra de A(~), para alguma 4lgebra associativa A. A teoria das
algebras de Lie é ubiqua: o estudo de algebras de Lie é 1til, por exemplo, em Fisica,
na Teoria das Equagdes Diferenciais e em diversas subédreas de Geometria [vdW85,
p- 160-174][O1v93]. Na década de 1870, S. Lie introduziu a defini¢do de dlgebras de
Lie motivado pela conexdo destas com grupos de Lie. O estudo da estrutura das

algebras de Lie foi iniciado com os trabalhos de S. Lie, F. Engel, W. Killing e E.
Cartan a partir do final do século XIX [vdW85, p. 166, 167].

3. A variedade das dlgebras de Jordan, denotada por Jord, é a classe das algebras que
satisfazem as identidades
XY =yx
(x,y, xz) = 0.

Se A é uma algebra associativa e F é um corpo de caracteristica diferente de dois,
entdo podemos definir o seguinte produto sobre elementos os de A:

_ ab+ba
— 2,

ob



paraa,b € A. A dlgebra munida deste produto é uma élgebra de Jordan e é deno-
tada por A(*). Ao contrario do que ocorre com élgebras de Lie, nem toda 4lgebra de
Jordan pode ser escrita como subélgebra de A(*), para alguma 4lgebra associativa
A. As algebras de Jordan foram definidas inicialmente em 1933 por P. Jordan, J. von
Neumann e E. Wigner [McC04, p. 39]. O estudo da estrutura de algebras de Jordan
foi iniciado por A. A. Albert e N. Jacobson, que classificaram as algebras de Jordan
de dimensao finita sobre um corpo de caracteristica diferente de dois.

O estudo de élgebras de Jordan é ttil em diversas dreas do conhecimento, entre elas
a Mecanica Quantica, a Geometria Diferencial e a Geometria Projetiva [McC04, p. 1].

. A variedade das dlgebras alternativas, denotada por Alt, é a classe das algebras que
satisfazem as identidades

(x,y,y) =0;
(x,x,y) =0.

Esta variedade contém as algebras associativas, a dlgebra dos octonions, entre ou-
tras. A teoria das algebras alternativas foi introduzida por M. Zorn em 1930. Uma
das motivagdes iniciais para o seu estudo foram os trabalhos de R. Moufang no
contexto de Geometria Projetiva. Uma importante caracterizagdo das algebras alter-
nativas é dada pelo Teorema de Artin: uma &lgebra é alternativa se, e somente se,
toda subdlgebra gerada por dois elementos é associativa.

. A variedade das dlgebras alternativas a direita, aqui denotada por Alty, é a classe das
algebras que satisfazem a identidade

(x,v,y) =0.
Esta variedade contém &lgebras associativas, alternativas, entre outras.

. A variedade das dlgebras de tipo (—1,1), aqui denotada por A(—1,1), é a classe das
algebras que satisfazem as identidades

(xyy)=0;
I (x,y,2) =0,
em que
I (x,y,2) = [[xy],2] + [y, 2], 2] + [[z %], ).

Uma édlgebra alternativa a direita A é do tipo (—1,1) se, e somente se, A) ¢ uma
dlgebra de Lie. A classe A(—1,1) é uma subclasse das dlgebras alternativas a direita
que contém a variedade das algebras associativas, mas ndo contém a variedade das
algebras alternativas. As algebras de octonions sdo exemplos de algebras alternati-
vas que ndo sio do tipo (—1,1). Mais precisamente, se o corpo base tem caracteris-
tica diferente de dois e trés, entdo A(—1,1) N Alt = As.
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7. A variedade das dlgebras (—1,1)-bindrias, aqui denotada por Bin(—1,1), é a classe

10.

11.

das dlgebras que satisfazem as identidades

(v yy)=0;
[(x,%,),y] = 0.

Sobre um corpo base de caracteristica zero, esta variedade conta com uma caracte-
rizagdo importante, semelhante a caracterizacdo de algebras alternativas dada pelo
Teorema de Artin: Uma élgebra é (—1, 1)-bindria se, e somente se, toda sua subélge-
bra gerada por dois elementos é de tipo (—1,1). Esta variedade contém a variedade
das algebras alternativas e é uma subclasse da variedade das 4lgebras alternativas
a direita.

. A variedade das dlgebras de Malcev, aqui denotada por Malc, é a classe das dlgebras

que satisfazem as identidades

X2 = 0;
J(x,y,x2) = J(x,y,2)x.
As algebras desta variedade foram definidas por A. Malcev, em 1955. Esta variedade
contém a variedade das algebras de Lie e a relacdo das algebras de Malcev com

loops analiticos generaliza a relacdo de dlgebras de Lie e grupos de Lie. Se A é uma
algebra alternativa, entdo A) ¢ uma algebra de Malcev. [Sag61]

. A variedade das dlgebras anticomutativas, aqui denotada por ACom, é a classe das

algebras que satisfazem a identidade

Xy = —yx.

Esta variedade contém a variedade das algebras de Malcev e, portanto, também
contém as élgebras de Lie.

A variedade das dlgebras Malcev-admissiveis, aqui denotada por Malc,, é a classe das
algebras que satisfazem a identidade

19y n2) = | 1O (xy,2), ]

Uma algebra A é Malcev-admissivel se, e somente se, a dlgebra A) ¢ uma algebra
de Malcev. Esta variedade inclui a variedade das algebras alternativas e a variedade
das algebras do tipo (—1,1).

A variedade das dlgebras alternativas a direita Malcev-admissiveis, aqui denotada por
Alt; N Malg,, é a classe das algebras que satisfazem as identidades

(x,v,y) =0;
](_)(x,y, [x,z]) = [](_)(x,y,z),x} )



Assim como a variedade das algebras (—1, 1)-bindrias, esta variedade contém a va-
riedade das 4lgebras alternativas e é uma subclasse da variedade das algebras alter-
nativas a direita.

12. A variedade das dlgebras de poténcias associativas, aqui denotada por PA, é a classe
das dlgebras tais que qualquer subélgebra gerada por um elemento é uma &lgebra
associativa. Precisamente, para quaisquer palavras wi(x1,...,X,), wa(x1,...,Xn) €
W{X} tais que cada letra x; ocorre o mesmo numero de vezes em wy e wp, as alge-
bras de poténcias associativas satisfazem a identidade

wy(x,...,x) =wa(x,...,x).

E sabido que se F é um corpo de caracteristica zero, entdo PA é a variedade definida
pelas identidades

(x,x,x) =0;
(x%,x,x) =0

Por outro lado, se F é um corpo de caracteristica positiva, entdo PA é uma variedade
que s6 pode ser definida com uma quantidade infinita de identidades, conforme
mostrado por A. T. Gainov, em 1970 (conferir [Gai70]). A variedade das &lgebras
de poténcias associativas é muito extensa: contém a variedade das dlgebras antico-
mutativas, a variedade das dlgebras alternativas e se F é um corpo de caracteristica
diferente de dois, contém a variedade das dlgebras alternativas a direita e a varie-
dade das 4lgebras de Jordan.

O seguinte esquema representa as relacdes de inclusdo entre as variedades descritas
anteriormente.
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PA
char F 7 \ charF # 2

Malc, Alt, ACom Jord

NN

Alt; "Malc, Bin(— Malc

charF =0

Lie

Alt A(—
As

Seja V uma variedade de algebras. Defina
I(V) = {p € F{X} | p é identidade de qualquer algebra de V} U {0}.

O conjunto I(V) é um T-ideal de F{X}, isto é, um ideal de F{X} invariante por endomor-
fismos de F{X}. O conjunto I(V) é denominado T-ideal das identidades de V.

Exemplo 1.8. A variedade Alt; é definida pela identidade
p(xy) = (x,x,y) = ¥y — x(xy) =

Seja z € X distinto de x, y e considere os endomorfismos ¢1, ¢» : F{X} — F{X} determi-
nados pelas fung¢des

fi: X — F{X} fo: X — F{X}
X—x+z X+ 2z
y—y y—=y

11



respectivamente. Como p(x,y) € I(Alty) é identidade das élgebras alternativas a direita
e I(Alty) é invariante a endomorfismos de F{X}, sdo validas em Alt; as identidades

p(x+zy)=0 e p(z,y) =0,

pois,

p(x+zy) = d1(p(x,y)) e p(z,y) = ¢2(p(x, ).

Segue que

0=px+zy)—ply) —pzy)
x+z,x+zy) - (x,xy) - (z2Y)

= (
= (5 ) + (529 + 0y + (20 - (B - (2)
= (v2y) + (z5y)

e, portanto, (x,z,y) + (z,x,y) é uma identidade de élgebras alternativas a direita.

Observagdo. O processo feito no Exemplo 1.8 é chamado de linearizacdo de identidades.

Nao vamos aqui descrever o processo, mas indicamos ao leitor a referéncia [ZS5582, p. 9-
17].

Se V é uma variedade, entdo a V-élgebra F,{X} = F{X}/I(V) possui a seguinte
propriedade: Se A é uma algebrade Ve f : X — A é uma fungdo, entdo existe um tinico
homomorfismo de édlgebras ¢ : F,{X} — A tal que ¢|x = f. A édlgebra F,{X} é chamada
de V-dlgebra livre gerada por X.

Considere V = As a variedade das élgebras associativas e denote por F(X) a algebra
Fas{X}+F cujo produto é dado por

(w1 + a1) (w2 + ap) = (wrwp + awy + Pwy) + (aB).

A élgebra F(X) possui unidade 1 € F e é uma algebra associativa. Além disso, F(X)
possui a seguinte propriedade: Seja A uma dlgebra associativa com unidade14e f : X —
A uma fungdo, entdo existe um tnico homomorfismo de algebras ¢ : F(X) — A tal que
plx = fep(l) = 14. A dlgebra F(X) é chamada de dlgebra associativa livre com unidade
gerada por X.

O grau de uma palavra ndo nula w = w(xy,...,x,) € W{X} é a quantidade de le-
tras de X que compdem w. Denotamos o grau da palavra w por degw. O grau com res-
peito a letra x; € X de uma palavra w(xy,...,x,) € W{X} é a quantidade de letras
X; que compdem w. Denotamos o grau com respeito a x; da palavra w por deg, w. Se
p = p(x1,...,xn) = Y awi(xy,...,x,) € F{X} é um elemento ndo nulo, em que
wy, ..., wy € W{X} sdo palavras ndo associativas e ay,...,a, € F sdo elementos ndo
nulos, entdo o grau de p é definido como

degp = max degwy

1<k<m
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Analogamente, o grau de p com respeito a letra x; é definido como

deg,, p = max deg, w

Por convengdo, o grau (analogamente, o grau com respeito a letra x;) do elemento 0 é —cc.
Se p(xq,...,x,) é um elemento ndo nulo com

m
p(x1,...,x) = Z(x,-wi(xl, cee Xn),
i

em que wy,..., wy € W{X}eay,...,ay € F, entdo dizemos que p(x1,...,x,) é um
elemento homogéneo se as palavras wy, ..., Wy tém o mesmo grau com respeito a letra xy,
parak=1,...,n

Se p(x1,...,x4) € F{X} é um elemento homogéneo, o multigrau de p é definido como
a sequéncia

(deg, p,deg, p,...).

Esta sequéncia é uma sequéncia quase nula, ou seja, possui apenas uma quantidade finita
de elementos ndo nulos.

Todo elemento p € F{X} ndo nulo pode ser escrito como uma soma p = pj + - - - + Py,
em que p1,...,pn € F{X} sdo elementos homogéneos com multigraus distintos dois a
dois. Os elementos pj, . .., p» chamados de componentes homogéneas de p.

Exemplos 1.9. 1. Oelemento p; = (x3x2)x4 + (x1x2)(x1x4) € homogéneo, pois

deg, (xx2)xs = deg, (x1%2)(x1%4)
deg, (¥1x2)xs = deg, (x1%2)(x1%4)
degx4(x%x2)x4 = deg,, (x1x2)(x1x4)

I
o= N

O grau de p; é deg p; = 4. O multigrau de p; € (2,1,0,1,0,0,...).
2. O elemento pp = x1x2% + 2(x1x2) %2 + x2(x1%2) é homogéneo, pois

deg,. x1x0% = = deg, (v1x2)xp = deg, xp(x1x2) =1
deg., x1x0% = = deg,, (x1x2)x2 = deg, x2(x1x2) =2
O grau de p; é deg p, = 3. O multigrau de p; € (1,2,0,0,...).

3. O elemento p3 = x1(x2x7) + (x2%1)x1 + x1° + x1x2 ndo é homogéneo. Suas compo-
nentes homogeéneas sao

x1(x2x1) + (x2x71)x1, x13 e X1X7.
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Fixe I um ideal da dlgebra F{X}. Denote por A o conjunto das sequéncias quase nulas
de ntmeros inteiros positivos. Se & = (a1, ap,...) € A, entdo podemos definir o conjunto
I* como a unido do conjunto {0} e o subconjunto dos elementos homogéneos de I com
multigrau &« = (a1, a2,...). O conjunto I* é um subespaco vetorial de I para qualquer
sequéncia quase nula de nimeros naturais « € A.

Dizemos que I é um ideal homogéneo de F{X}, se I puder ser escrito como I =
Y xea I*. Em outras palavras, I é um ideal homogéneo se, para qualquer elemento ndo
nulo p pertencente ao ideal I, as componentes homogéneas de p também pertencem a I.
Evidentemente, F{X} é um ideal homogéneo de si proprio.

Uma variedade de 4lgebras é chamada homogénea se o T-ideal de suas identidades
¢ um ideal homogéneo de F{X}. Em outras palavras, a variedade V é homogénea se
as dlgebras de V satisfazem todas as componentes homogéneas de qualquer identidade

pelV).

Exemplos 1.10. 1. Se F é um corpo infinito, entdo toda variedade de algebras sobre F
é homogeénea (conferir [ZSSS82, p. 8]);

2. Seja F, o corpo de dois elementos. A variedade das F,-dlgebras de Boole é definida
pelas identidades

(xy)z = x(yz);
x?—x=0.
Observe que essa variedade ndo é homogénea, uma vez que F, é uma algebra da
variedade que nao satisfaz nenhuma das componentes homogéneas de x> — x.

1.2 Bimodulos

Nesta secdo vamos apresentar conceitos sobre bimédulos com particular interesse em
sub-bimédulos gerados por um conjunto, bimédulos de uma variedade e as propriedades
que os ultimos possuem.

Se A é uma élgebra, entdo um A-bimédulo é uma tripla ordenada (M, A, p) em que M
é um espaco vetorial e

p:A— L(M) A A— L(M)
a— Pg a— Ay
sdo transformacdes lineares denominadas agdo a direita e agio a esquerda, respectivamente.

Quando a élgebra A, e as agdes p e A estiverem subentendidas, vamos nos referir simples-
mente ao bimédulo M.

Exemplo 1.11. Se A é uma élgebra, entdo (A, L, R) é um A-bimédulo, onde L, R, sdo, res-
pectivamente, os operadores de multiplicacdo a esquerda e a direita por a. O A-bimédulo
(A, L, R) é chamado de A-bimédulo regular.
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Se A é uma algebra, (M, A, p) é um A-bimédulo, e N C M é um subconjunto, entdo
defina os espagos

A-N =span{A;(x) |a€ A, x €N),e
N-A =span{p,(x)|a € A x € N)

Dizemos que N é um A-sub-bimédulode Mse A-N C NeN-A C N.

E facil ver que a intersecgéo arbitraria de sub-bimédulos é também um sub-bimédulo.
Dessa forma, para todo subconjunto S C M do A-bimédulo M, podemos definir o sub-
bimédulo gerado por S, denotado por Bimod (S), como a interseccdo de todos os sub-
bimoédulos de M que contém S. Por outro lado, podemos definir os espagos

BO)(S) = span (S);
BR(S) = A <B<k—1><s>> + <B<k—1><s>> . A, parak > 1;

ou, escrevendo de outra maneira,’

B®)(S) = span <T£11)...T,l(f)(s) |seS,a,...,qee ATD, W e {A,p}>.
Verifica-se facilmente que ) ;7 B®)(S) é um A-sub-bimédulo de M que contém S e que

Bimod (S) = kiB(k)@'

A partir de um A-bimédulo (M, A, p) podemos construir o seguinte produto sobre o
espaco vetorial A+M:

(a+x)(b+y) =ab+ Ay (y) + pp(x),

para quaisquer a,b € A e x,y € M. Chamamos a algebra A-+M munida desta multipli-
cagdo de extensdo cindida-nula do A-bimédulo M. Se V é uma variedade, dizemos que um
bimaédulo pertence a V (ou que M é um V-bimddulo) se a respectiva extensdo cindida-nula
é uma algebra de V. E importante notar que com a multiplicagdo definida anteriormente,
A é uma subélgebra de A+M e M é um ideal de A+M.

Para facilitar a tarefa de determinar quando um bimédulo pertence a alguma vari-
edade, vamos apresentar agora o conceito de identidades de operadores de bimédulo.
Considere o conjunto Tx = {ly, 7w | w € W{X}} e F(Tx) a algebra associativa li-
vre com unidade gerada por Tx. Se (M, A,p) é um A-bimédulo e ¢ : F{X} — A é
um homomorfismo de algebras, entdo podemos definir um homomorfismo de &lgebras
¢m : F(Tx) — L(M) determinado por ¢pp(1) = Idm, dm(rw) = 0p(w) € Pm(lw) = Ap(w),
em que w € W{X}.

Dizemos que um elemento p € F(Tx) é uma identidade de operadores do bimédulo
(M, A, p) ou, quando ndo houver ambiguidade, é uma identidade do bimédulo (M, A, p)
se, para qualquer homomorfismo de dlgebras ¢ : F{X} — A, temos que ¢p1(p) = 0.

1Frequentemente faremos uso do seguinte abuso de notacdo: sejaa € A, entdo escreveremos “1;, em que
T € {A,p}” para dizer que T, é um operador de £L(M) da forma A, ou p,.
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Exemplo 1.12. Sejam A uma &lgebra e (M, A, p) um bimédulo associativo, ou seja, M
é um A-bimddulo tal que a extensdo cindida-nula A+M é uma élgebra que satisfaz a
identidade

(xy)z —x(yz) = 0.
Em particular, para quaisquer a,b € Aem € M,

= (ab)m —a(bm) = (Mg, — AgAp) (m)
Segue que, para todo homomorfismo ¢ : F{X} — A e todo m € M, temos

(@m(lzy — Iedy)) (m) = (Ap(yp(y) — Aoy Aogy)) (m) =0

Conclui-se que Iy, — Iy € uma identidade de (M, A, p). Da mesma maneira, deduz-se que
ryx — I'xty € Iyry — ryly sdo identidades de (M, A, p).

Exemplo 1.13. Sejam A uma algebra associativa, (M, A, p) um A-bimédulo associativo e
m € M. Neste caso, o A-sub-bimédulo gerado por m é o espago

Bimod (m) = B (m) + BM (m) + B® (m)
= span (m, Ay(m), pa(m), Agpp(m) | a,b € A)
=span(m)+A-m+m-A+A-(m-A)

Para demonstrar isso, precisamos mostrar que B**1) (m) C B(*) (m) para qualquer inteiro
positivo k > 2. Vamos mostrar que B®) (m) C B (m) e os demais casos sao analogos.
Usaremos as seguintes identidades obtidas no exemplo anterior, validas em qualquer bi-
modulo associativo:

lxly — lxy;
Liry = ryly;

Para quaisquer M, 7@, 70) € {A, p} temos que ao menos dois deles sdo iguais. Para
simplificar o argumento, vamos supor que ) = 70) = ), paral < i < j < 3 (o caso
em que dois operadores coincidem com p é completamente andlogo), e vamos analisar o

(1).(2) (3)

elemento 7, 7,7 7." (m), em que a, b, c € A.
Caso 1: Ta(l)’flf )78 )( ) = /\a)\ch(3) (m) = Aabrc(g)(m) € B® (m);
Caso 2: 7! )Tlf 173 (m) = AappAe(m) = ppAare(m) = ppAac(m) € B (m);
Caso 3: T,l( )Tlf )TC( )( ) = Ta(l))\b/\c(m) = Ta(3)/\bc(m) € B@ (m);
Isso conclui nossa demonstracao.

3

O Exemplo 1.13 mostra que, através das identidades da variedade As, podemos escre-
ver um bimédulo associativo gerado por um elemento de maneira bastante simples. No
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caso de uma algebra A e um A-bimédulo M em uma variedade, nem sempre consegui-
mos usar identidades para simplificar, por exemplo, um elemento da forma

Agy ... Ag,(m) € Bimod (m),
emqued,..., a, € Aem e M.

Exemplo 1.14. Considere a variedade de dlgebras alternativas a direita Alt;. Conforme
visto no Exemplo 1.8, a variedade Alt, satisfaz as identidades

(xy,y) =0; (1.15)
(x,y,z) + (x,z,y) = 0. (1.16)

Suponha que A+M seja um bimédulo alternativo a direita. Entao

1. fazendo x € Mey € A em (1.15), deduz-se que p1(y) = ryry —r,2 € identidade de
operadores do A-bimédulo M;

2. fazendoz € M e x,y € A em (1.16), deduz-se que p2(x,y) = Lyy — Iylx +1ylx — L1y
é identidade de operadores do A-bimédulo M.

Reciprocamente, suponha que M é um A-bimédulo que satisfaz p; e pp, tome a,b € Ae
m,n € M. Assim, lembrando que M? = 0, temos que

(a+m,b+n,b+n)=(a,b,b)+ (m>b,b)+ (a,n,b)+ (a,b,n)

= (pppy — Pp2) (@) + (opop — pp2) (M)
+ (Aap — ApAa + ppAa — Aspp) (1) = 0.

Conclui-se que a extenséo cindida-nula satisfaz a identidade (x,y,y) e, portanto, é uma
algebra alternativa a direita.

Definicido 1.17. Seja V uma variedade. Defina I8(V) C F(Tx) como o subconjunto das
identidades satisfeitas por todos os V-bimédulos. O conjunto I8 (V) é um ideal de F(Ty)
chamado de ideal das identidades de operadores de V-bimdédulos. Dizemos que S C F(Tx) é
um conjunto gerador de I8(V) se, para todo bimédulo M,
M é V-bimédulo <= M satisfaz as identidades de S
O Exemplo 1.14 mostra que o conjunto

é um conjunto gerador de IB(Alty).
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Exemplos 1.18. 1. O seguinte conjunto é gerador de identidades de bimédulos alter-
nativos:

Sare = {xly — L2,
Txlx — T2,
Ly — Lely +1yly — Lyry,
Fxy — Tylx + Lty — 1ylic}.

2. O seguinte conjunto é gerador de identidades de bimédulos de Jordan:
S]ord = {rx — Iy,
leIy + lyxlx - lx2y - zlxlylx,
llex - lxlxz}.

3. O seguinte conjunto é gerador de identidades de bimédulos de Lie:

SLie = {rx + Iy,
lxly + lyrx _|— ny}.

1.3 Superalgebras

Nesta secdo vamos introduzir o conceito de superalgebras com o objetivo de apresentar a
defini¢do de algebra envolvente de Grassmann.

Defini¢dao 1.19. Seja G um grupo e A uma algebra. Dizemos que A é G-graduada se A
puder ser escrita como soma de subespagos

A:ZAg

g€G
de forma que AgAj, C Agy, para quaisquer g, h € G.

Defini¢do 1.20. Uma superdlgebra é uma algebra Z,-graduada, em que Z, = {0,1} é o
grupo com dois elementos.

Se A = Ap + A; é uma superalgebra, entdo chamamos o espago Ag de parte par de A e
0 espago Aj de parte impar de A. Os elementos de Ay sdo chamados de elementos pares e
os elementos de A; sdo chamados de elementos impares. Se a € Ag U A; é um elemento
ndo nulo, entdo a paridade de a é dada por

la = 0, sea € Ay,
1, sea € Aj.

Pela definicdo, podemos observar que:
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1. Ap é uma subélgebra de A;
2. A1 é um Ayp-bimddulo;
3. (A1)? C A,.

Seja F(x1,x,...) a dlgebra associativa livre com unidade gerada por {x1, xp, ... }. Po-
demos definir o ideal I gerado pelos elementos da forma XiXj+ XjX;, em que i, j sdo inteiros
positivos. O quociente G = F(x1, x,...)/I é gerado pelos elementos ¢y = x; + I que sa-
tisfazem as relagdes e;e; = —eje;, em que i, j sd0 inteiros positivos. A algebra G é chamada
de dlgebra de Grassmann e o conjunto

{1}U{€i1...€ik|k21,1§i1<---<ik}

¢ uma base de G.
A dlgebra G é uma superalgebra, pois G = Gy + G1, em que

Go =span (1) +span (e¢; ...e;, [k >1,1<i3 <--- <iy)

G1 = span (e;, . k>1,1<i3 <--- <ig).

.. 61‘2]{71 |

Exemplo 1.21. Seja M;(F) a algebra de matrizes 2 x 2 com entradas em F. Observe que
M;(F) = Ao + Aj é uma superdlgebra, em que

(O R [T

Se A = Ap + Aj é uma superdlgebra, entdo o produto tensorial A ® G pode ser escrito
como:

A®G:(A0+A1)®(G0+G1)
=A)RG+ ARG+ A1 ®Gy+ A1 ® Gy
:(AQ®G0+A1®G1)+(AQ®G1+A1®G0).

E facil verificar que A ® G é uma superalgebra com partes par e impar dadas, respectiva-
mente, por

(ARG)y=A)® Gy+ A1 ® G
(A®G)1 = Ag® Gy + A1 ® Go.

A parte par da superdlgebra A ® G também é denotada por G(A) e é chamada de envol-
vente de Grassmann da superalgebra A.

Observe que, mesmo que A = Ag + Aj seja uma superdlgebra de dimensdo finita,
G(A) serd uma algebra de dimenséo infinita. A envolvente de Grassmann de superal-
gebras de dimensdo finita serd nosso objeto de estudo da Proposigdo 3.12, no Capitulo
3.
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Defini¢do 1.22. Se V é uma variedade, entdo dizemos que a superdlgebra A = Ay + A
é uma superdlgebra da variedade V ou uma V-superalgebra, se a envolvente de Grassmann
G(A) é uma élgebra de V.

Se G(A) é uma algebra da variedade V, entdo, em geral, a superdlgebra A = Ag + A4
ndo é uma algebra da variedade V.

Exemplo 1.23. Suponha que a caracteristica de F seja diferente de dois e considere A =
Ao + Aj uma superélgebra comutativa, ou seja, uma superdlgebra tal que a envolvente de
Grassmann G(A) é uma algebra comutativa. Entdo G(A) satisfaz a identidade xy — yx =
0. Em particular, para quaisquer 4,b € ApU A1 ndo nulos e para quaisquer ¢;,...,¢;,,
€jire-1€j, € G com

1<) <+ <ip 1<jp<-<ijn

e de forma que a paridade de ¢;, ...¢;, € G seja igual a de a, assim como a paridade de
¢, -..¢j, € G sejaigual a de b. Nestas condigdes, vale que a ®e;, ...¢;,,b®ej ...ej, €
G(A)e

0= (@a®e...¢,)(bxej...e,)— (bRej...¢)(aRe; ...€,) =
=ab® (e, ...e,ej ...¢,) —ba®(ej...eje;...e,)
=ab® (e, -..¢,ej ---¢j,) — (=1)"(bae; (e ...¢,)e,-..ei,)

= (ab®ej ...¢e...¢,) — (=1)"...(-1)"(ba®e; ...e6 .. .¢j,)

m vezes
= (ab®e; ...e e ...¢,) — (=1)"(ba®e; ...eej ...¢,)
= (ab— (=1)""ba) @ e;, .. .e;€j - .¢j,

= (ab— (—=1)11Plpg) & Ciy + - €i 0y - €.

Podemos concluir que os elementos de A satisfazem
ab — (—1)llltlpg = 0,

para quaisquer a,b € AgU Aj. Os elementos de A, em particular, satisfazem a identidade
ab+ba = 0 e adlgebra A = Ap + Ay s6 é comutativa se ab = 0 para quaisquer a,b € Aj.

Se V é uma variedade e A = A+ A; é uma V-superalgebra, entdo a subalgebra
Ao € A é uma algebra de V.
1.4 Nilpoténcia, radicais e o radical localmente nilpotente

Comecaremos esta secdo apresentando o conceito de nilpoténcia e nog¢des relacionadas.
A primeira subsecdo descreve de maneira resumida o surgimento do conceito de radical,
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apresenta a definicdo de radical no sentido de Amitsur-Kurosh e a ilustra com alguns
exemplos. A segunda subsegdo é dedicada ao radical localmente nilpotente, também cha-
mado de radical de Levitzki. Este radical ocupa um papel central na motivagdo deste
trabalho, como visto na Conjectura 1 e conforme seré visto nos Capitulos 3 e 4.

Seja A uma dlgebra e a € A. Dizemos que a € nilpotente se existir um inteiro positivo
n tal que, para toda palavra w(x) € W{X} de grau n, w(a) = 0. Dizemos que A é nil se
todos os seus elementos sdo nilpotentes.

Se B é um subconjunto de A, entdo defina

e Bl=BeB"™!' =B"-B+B"!.B2+...+B-B" paran > 1;
° B(l) = BzeB(”Jrl) = B(I’Z) .B(”),paran > 1.

Dizemos que a dlgebra A é nilpotente se existir inteiro positivo n tal que A" = 0. Dize-
mos que A é soliivel se existir inteiro positivo 1 tal que A" = 0.

Uma 4lgebra é chamada localmente nilpotente se toda subalgebra finitamente gerada for
nilpotente.

1.4.1 Radicais

O conceito de radicais foi empregado inicialmente por J. H. M. Wedderburn, em 1908, na
demonstra¢do do seguinte teorema.

Teorema 1.24 (Molien-Wedderburn). Seja A uma dlgebra associativa, com unidade e de dimen-
sdo finita. Entdo

o Adlgebra A possui um ideal N nilpotente maximal;

* O quociente A/ N é isomorfo a soma direta de dlgebras By + - - - + By, em que By, ..., B
sdo dlgebras associativas, com unidade, simples e inicas salvo isomorfismos e permutagoes;

® Paratodoi =1,...,k, adlgebra B; é isomorfa a dlgebra M, (D;), em que n; é um niimero
inteiro positivo e D; é um dlgebra de divisdo.

Na nomenclatura moderna, o ideal N é o radical da dlgebra A. Em 1927, E. Artin ge-
neralizou o Teorema de Molien-Wedderburn para anéis associativos com unidade que
satisfazem a condicdo de cadeia descendente sobre seus ideais a esquerda (ou a direita),
provando o que hoje conhecemos como Teorema de Wedderburn-Artin. Uma dificuldade
para mostrar o Teorema de Wedderburn-Artin em classes de anéis associativos mais ge-
rais é que, se um anel ndo satisfaz a condigdo de cadeia descendente sobre seus ideais a
esquerda (ou a direita), entdo ele ndo necessariamente possui um ideal nilpotente maxi-
mal.

B. L. van der Waerden menciona [vdW85, p. 211] que tentativas de demonstrar o Te-
orema de Wedderburn-Artin em contextos mais gerais motivaram a defini¢do de novos
radicais. Em 1930, G. Kothe definiu o radical nil de um anel associativo como a soma de
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todos os seus ideais nil. Foi G. Kéthe quem cunhou o termo “radical” neste contexto. Em
1943, R. Baer definiu o radical primo de um anel associativo como a interseccdo de seus
ideais primos. Também em 1943, J. Levitzki definiu o radical localmente nilpotente de um
anel associativo como a soma dos seus ideais localmente nilpotentes. Em 1945, Jacobson
definiu o radical de Jacobson de um anel associativo R como o maior ideal de R que anula
todos os R-moédulos a esquerda (ou a direita) simples.

Estes exemplos concretos de radicais motivaram S. A. Amitsur, entre 1952 e 1954, e
A. G. Kurosh, em 1953, a definir o conceito de radical de maneira axiomatica da seguinte
forma:

Defini¢ao 1.25. Seja R uma subclasse da variedade V. Dizemos que R é um radical ou
uma classe radical (no sentido de Amitsur-Kurosh) de V se R satisfaz as seguintes condi-
¢oes:

(1) Para quaisquer V-élgebras A, B e qualquer homomorfismo sobrejetor ¢ : A — B, se
A€ R,entao B € R;

(2) Para qualquer V-édlgebra A, o ideal
R(A)=) {I<A|IeR}
pertence a R;
(3) Para qualquer V-dlgebra A, )
* () =

Na presenca das condicdes (1) e (2), a condigdo (3) é equivalente (como pode ser conferido
em [GWO04, p. 22]) a seguinte condicao

(3") Para qualquer V-algebra A e qualquer ideal I<A,se I, A/I € R,entdao A € R.

Se a classe R é uma classe radical em V, entdo também dizemos que V possui radical R.
Neste contexto, ideal R(A) é chamado de radical da dlgebra A.

Observagdao. Embora a definicéo trate de classes radicais como subclasses de variedades
de algebras, a teoria de radicais pode ser considerada em outros contextos algébricos,
como em teoria de anéis associativas e teoria de grupos, ou contextos ndo algébricos,
como em teoria de grafos e teoria de espagos topolégicos. Para mais detalhes, conferir
[GW04, p. 21].

A seguir, temos exemplos de algumas classes radicais:

Exemplos 1.26. 1. Seja V uma variedade qualquer. Dizemos que uma 4lgebra A € V' é
linearmente localmente soliivel se, para qualquer subespago V' C A de dimensdo finita,
V é soluvel. A subclasse LLS das V-dlgebras linearmente localmente soltiveis é uma
classe radical em V. Este radical é chamado de radical localmente soliivel;
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2. Seja V uma variedade qualquer. Dizemos que uma algebra A € V é fracamente nil
se, para todo elemento a € A, existir uma palavra w(x) € W{X} tal que w(a) = 0.
A subclasse w-Nil das V-dlgebras fracamente nil é um radical para a variedade V.
Este radical é chamado de radical fracamente nil.

3. Seja V uma variedade contida na variedade PA das &lgebras de poténcias associati-
vas. A subclasse Nil das V-algebras nil é um radical para V. Este radical é chamado
de radical nil ou radical de Kothe e foi definido inicialmente no contexto de anéis as-
sociativos por G. Koéthe em 1930;

4. Seja V uma variedade. Se A é uma V-dlgebra, entdo defina
rad(A) = N{I< A | I éideal primo}.

A subclasse rad = {A € V | rad A = A} nem sempre é uma classe radical. No caso
positivo, rad é chamado de radical de Baer ou radical primo. Assim como o radical an-
terior, este foi considerado inicialmente no contexto de anéis associativos, definido
em 1943 por R. Baer. A classe rad é radical também na variedade das 4lgebras alter-
nativas [ZSSS82, p. 181]. E ainda um problema em aberto se a classe rad é radical na
variedade das algebras de Jordan;

1.4.2 Radical localmente nilpotente

Se V é uma variedade, entdo defina a subclasse ¢-rad das V-dlgebras localmente nilpo-
tentes.

Lema 1.27. A subclasse (-rad C V satisfaz a propriedade

(1) Para quaisquer V-dlgebras A, B e qualquer homomorfismo sobrejetor ¢ : A — B, se A é
localmente nilpotente, entiio B é localmente nilpotente.

Demonstragio. Seja ¢ : A — B um homomorfismo sobrejetor entre as 4dlgebras A e B e
suponha que A seja localmente nilpotente.

Se R = {by,..., b} C B éum subconjunto finito, entdo provaremos que a subélgebra
alg(R) é nilpotente. Como ¢ é sobrejetora, podemos definir um conjunto S = {ay, ..., ax},
de forma que ¢(a;) = b;, parai = 1,...,k. A élgebra alg(S) C A é uma subdlgebra
finitamente gerada de A e, como A é localmente nilpotente, alg(S) é nilpotente. Seja n um
inteiro positivo tal que (alg(S))" = 0.

Para quaisquer bj, ..., b}, € alg(R), existem a7,...,a; € alg(S) de forma que ¢(a}) =
bl, parai = 1,...,n. Assim, para toda palavra w(xy,...,x,) € W{X} de grau n, segue
que

w(by,..., b)) =e(w(al,...,a,))=0
ou seja, (alg(R))" = 0. O
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Proposicdo 1.28. Se V é uma variedade, entio a subclasse ¢-rad C V das V-dlgebras localmente
nilpotentes é uma subclasse radical no sentido de Amitsur-Kurosh se, e somente se, V satisfaz a
propriedade

(3’) Para qualquer V-dlgebra A e qualquer ideal 1 < A, se I e A/I sdo localmente nilpotentes,
entdo A é localmente nilpotente.

Demonstracdo. Naturalmente, se /-rad é radical em V no sentido de Amitsur-Kurosh, en-
tao /- rad satisfaz a condigdo (3') da Definigao 1.25.

Vamos supor agora que ¢-rad C V satisfaz a condigdo (3'). Pelo Lema 1.27, ¢- rad satis-
faz a condigdo (1) da Defini¢do 1.25 e resta apenas mostrar que /- rad satisfaz a condi¢do
(2), ou seja, mostrar que, para toda V-4lgebra, o ideal

(-rad(A) =) {I<A| I élocalmente nilpotente} (1.29)

é localmente nilpotente. Seja A uma élgebra de V e considere S C /¢-rad(A) um sub-
conjunto finito. Por (1.29), existem Iy, ..., Iy ideais localmente nilpotentes de A tais que
S C I + - - - + I. Para mostrar que alg(S) é nilpotente para qualquer S C ¢-rad(A), é
suficiente mostrar que I + - - - + Iy é localmente nilpotente para quaisquer ideais local-
mente nilpotentes I, ..., [y C A.Por indugdo, é suficiente mostrar que, se I e I sdo ideais
localmente nilpotentes de A, entdo I; 4 I é localmente nilpotente.

Se I e I; sdo ideais localmente nilpotentes de A, entdo I N I é um ideal localmente
nilpotente de ;. Além disso, pelo Lema 1.27, como I; é localmente nilpotente, a dlgebra
quociente I/ (I; N I) é localmente nilpotente. Pelo Teorema do Isomorfismo, temos que

11+IZN L
L~ LNk

e, em consequeéncia, (I; + I)/I; é localmente nilpotente. Por hipétese, vale em ¢-rad a
condicdo (3') e, portanto, I; + I é localmente nilpotente. O

Uma das motivag¢des dos resultados deste texto é justamente o problema de determi-
nar para quais variedades a subclasse /- rad é uma classe radical, ou seja, para quais vari-
edades é vélida a condigao (3’) da Definigdo 1.25. No se sabe exatamente uma condig¢do
necessaria e suficiente para que uma variedade possua radical localmente nilpotente.

Sabemos que as variedades das algebras associativas, alternativas (conferir [ZSSS82,
p. 165]), de tipo (—1,1) (conferir [ZS73]) e de Jordan (sobre um corpo de caracteristica
diferente de dois) possuem radical localmente nilpotente (conferir [ZSSS82, p. 93]). Tam-
bém é sabido que as variedades Bin(—1, 1) e Alt; N Malc, (das algebras (—1, 1)-bindrias e
das algebras alternativas a direita Malcev-admissiveis, respectivamente) possuem radical
localmente nilpotente (conferir [Pch76]).

Sabemos que a variedade das &dlgebras de Lie ndo admite radical localmente nilpo-
tente, pelo exemplo a seguir

24



Exemplo 1.30. Seja L = span (a,b), em que {a,b} é um conjunto linearmente indepen-
dente, e considere o produto dado por

> =b>=0,ab= —ba=b.

A algebra L é uma algebra de Lie que ndo é localmente nilpotente. No entanto, o espago
I = span (b) é um ideal localmente nilpotente de L tal que L/I = span (a+I) é uma
algebra localmente nilpotente, violando a condigado (3”) da Definicdo 1.25.

Como toda algebra de Lie é também uma algebra de Malcev (e uma algebra de potén-
cias associativas), o exemplo anterior mostra que a subclasse ¢-rad ndo é classe radical na
variedade das dlgebras de Malcev (respectivamente, na variedade das algebras de potén-
cias associativas).

Também é sabido que a variedade das algebras alternativas a direita ndo admite radi-
cal localmente nilpotente pelo seguinte exemplo devido a G. Dorofeev.

Exemplo 1.31 ([Dor70]). Considere a algebra A = span (a,b,c,d,e), onde {a,b,c,d, e} é
um conjunto linearmente independente, com produto dado por

ab = —ba = —c
ae = —ea = —c
db = —bd = —c
ac=d
bc =e.

e com todos os demais produtos entre elementos da base {a,b,c,d, e} sdo iguais a zero.
A dlgebra A é alternativa a direita e I = span (c,d,e) é um ideal tal que: 1) [ e A/ séo
algebras finitamente geradas; 2) I 2_0e (A/I )2 = 0. No entanto, A ndo é nilpotente, pois
b(ac) = c (e, portanto, como A é finitamente gerada, ndo é localmente nilpotente). Logo,
A é um algebra alternativa a direita que ndo satisfaz a condigdo (3") da Defini¢do 1.25.

Formulado por I. P. Shestakov, o problema em aberto a seguir envolve a relagdo entre
o radical localmente nilpotente e o radical linearmente localmente soltivel.

Problema 1.32. Suponha que V seja uma variedade tal que /- rad seja uma classe radical.
E verdade que ¢-rad(A) = LLS(A), para toda V-4lgebra A?
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Capitulo 2

Coalgebras

O objetivo deste capitulo é apresentar ao leitor o conceito de codlgebras. Na primeira
secdo apresentaremos a defini¢cdo de codlgebras no contexto cldssico de codlgebras asso-
ciativas, deixando claro a relacdo desta nogdo com a nogdo de dlgebras associativas. Na
segunda secdo, apresentaremos a nogao de codlgebras aqui utilizada e enunciaremos re-
sultados importantes para este texto. Na terceira se¢do vamos introduzir o conceito de
dual finito de uma algebra e citar alguns resultados que serdo utilizados no Capitulo 3.

2.1 Coalgebras associativas com counidade

Seja A seja uma algebra com produto dado pela transformacao linearm : A® A — A.
Suponha que A seja associativa, ou seja, suponha que

(ab)c = a(bc),
para quaisquer a,b,c € A. Note que

(ab)e

m((ab) ®c)
m(m(a @ b) @c)
m(m(a®b) @ ldx(c))

=m((m®Ida)(a®@b®c))

emque Idy : A — A é afuncdo identidade de A. Da mesma forma, podemos notar que
a(bc) =m((Idg@m)(a®@b®c))
Assim, a associatividade de A pode ser reescrita em termos de m como
(mo(m®Idy))(a®@b®c)=(mo(ldg@m))(a®b®c),
para quaisquer a4,b,c € A, ou ainda,

o(m®Idy) =mo (Idy @m),
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Em outras palavras, A é uma dlgebra associativa se, e somente se, o seguinte diagrama de
transformagodes lineares é comutativo:

ADA® A mldA L AmA
Idp®@m m
A®A m . A

Suponha agora que A seja uma dlgebra com unidade 14 € A, ou seja,
lpa=aly =a,

para qualquer a € A. Da mesma forma como feito com a associatividade, podemos mos-
trar que 14 € A é unidade se, e somente se, a transformacdo linear dada por

u:F— A
1—14

é tal que o diagrama abaixo seja comutativo

ARA
u®ld 4 Id y®u
F®A m A®F
A

em que “ ~" representa um dos isomorfismos de espago vetoriais canodnicos a seguir

FRA—=A ARF— A
X araa AR u > an

Uma vantagem nesta abordagem é que podemos definir a nogdo de codlgebra associ-
ativa com counidade dualizando as defini¢des mencionadas acima.

Defini¢do 2.1. Uma codlgebra é um par ordenado (C,A), em que C é um espago vetorial
eA: C — C® C éuma transformacao linear chamada de comultiplicacdo. Dizemos que
(C, A) é associativa se o seguinte diagrama de transformagoes é comutativo:
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A®Idc

CRCRC - C®C
Idc®A A
C®C < A C

ou seja, se
(A®Idc) oA = (Idc ® A) o A.

Dizemos que uma transformagéo linear ¢ : C — F é counidade da coalgebra (C,A) se
o seguinte diagrama de transformacgdes lineares é comutativo:

C®cC
e®ldc ldc®e
F®C A C®F
C

Em outras palavras, paracadaz € C,se A(z) = Y | x; ® y;, entdo

n

Y e myi=z=Y (e vi)x

i=1 i=1

As codlgebras associativas com unidade sdo objetos de estudo na teoria das dlgebras
de Hopf, na teoria de representa¢des de grupos e teoria de representagdes de dlgebras de
Lie, por exemplo. Na préxima se¢do vamos generalizar a nogao de codlgebra associativa,
definindo a nogdo de coélgebra de uma variedade arbitraria.

2.2 Definig¢oes

Como dito na se¢do anterior, uma codlgebra é um par ordenado (C,A), em que C é um
espacgo vetorial e A : C — C ® C é uma transformacdo linear. Neste caso, dizemos que A
é uma comultiplicagdo. Quando ndo houver confusdo quanto a respectiva comultiplicagéo,
vamos nos referir apenas a coalgebra C.
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Se x € C,entdo A(x) é um elemento de C ® C e, portanto, existem y1, ..., Yn, 21 -..,2Zn €
C tais que

n
xX) =) yi®z.
i=1

Na notagdo de Sweedler (conferir [DNRO1, p. 5]), escrevemos a comultiplicagdo A(x)
como
=) X1 ®x
(x)

Se C é uma codlgebra com comultiplicagdo A, entdo podemos definir uma estrutura
de algebra sobre o espago vetorial C* dos funcionais lineares de C através da composicao:

CreC L (Coc)r L e
sendo A* a transformacdo linear transposta de A e
1:C"RC*Y - (C®QO)*
a®p — a®p)

emquea,fecCe

(lla®pB), x®@y) = (, x) (B, y), para todos x,y € C.
Em outras palavras, o produto m = A* o 1 descrito acima é dado por

n

(m(a @ p), Z"‘yz

i=1
emquewa,p € C,x e Cey,...,Yn21,...,2n € C tais que A(x) = Y ;y; ® z;. Para

o resto deste texto, usaremos a notacdo usual para o produto de uma algebra, ou seja,
escreveremos m(a ® ) = aB. Na notagdo de Sweedler, temos que

(aB, x) = Z<0¢/ x(1)> <l3z x(z)>,

(%)

Quando munido do produto m, o espago vetorial C* é chamado de dlgebra dual de C.
Se V é uma variedade de algebras, entdo dizemos que a codlgebra C é uma codlgebra da
variedade V, se a dlgebra dual C* pertence a V.

Lema 2.2. [Swe69, p. 9] Se C é uma codlgebra coassociativa, entiio C é um C*-bimddulo associa-
tivo.

A Proposicdo 2.3 mostra que vale a reciproca do Lema anterior. Em particular, esta
proposicdo também mostra que a nossa defini¢do de codlgebra em uma variedade é con-
sistente com a Definigdo 2.1 no caso em que V ¢é a variedade das algebras associativas.
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Proposi¢do 2.3. Uma codlgebra (C, A) é associativa com counidade segundo a Definigio 2.1 se, e

somente se, C* é uma dlgebra associativa com unidade.

Demonstragio. (=) Lema 2.2.

(<) Suponha que C* seja uma algebra associativa e tome I um conjunto de indices de
forma que {e, | n € I} seja uma base de C. Podemos construir a familia de funcionais

lineares f,, : C — F, para todo m € I, dada por

1,sen = m;

(fm, en) = {

0, caso contrario,

para todo n € I. Note que, para todo z € C,

= Z (fm, z) em

mel
Para todo n € I, vamos escrever
_ (n) . .
en) = a;e @ ej,
ijel

(n)

em que a; - € F para quaisquer 7,j,n € I. Assim,

(A® Idc) o Aley) = (A® Idc) ( Y ale @ek>
Lkel

=) “ek Aler) @ ex)

kel
_ (n) (), .
= ) wyla(e®e®ex)
vijkel
ijkel \lel
_ (n) . .
= ) G e ®e®ex
ij kel

(Idc ® A) 0 Alen) = (Idc @ A) (2 al)e; em)

Liel
Z oc €1®€g
Liel
— () (O o 0.
= ) a, oy (e ®ej®ey)
Cijkel
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=) <Z¢xl€ o ) (ei @ e @ ey)

ijkel \lel

_ (1) ,
ij kel

Para provar que C é uma codlgebra associativa segundo a Definigdo 2.1, é suficiente
mostrar que

(A® Idc) o Aew) = (Ide ® A) 0 Alex),
(n) _ pn)

para qualquer n € I, ou equivalentemente que 4, ik = bij, para quaisquer i,j,k,nel

Fixando iy, jo, ko € I, e lembrando que o produto da coalgebra C* é dado pela trans-
formacdo linear m = A* o 1, temos que

o (m® Idc)(fiy ® fj, © fi,) € C7,

em que fi, fio, fr, € C*
Assim, para todo n € I vale que
< (m®1dC)(flo®f]0 ®fko)/ e”> =
f10®f]0 ®fk0) Tl>
f10®f]o ®fko) ( )>

flo®f]0 ®fko Z “gz)ef®ek>

Lkel

(m(
(¢(m
kz D‘ék < flo ®f]o ef> <fko' >
%: < fﬁ(gxﬁo Aeg ><fkw >
- Z ‘X€k <f10’ > <f]'0’ ej> <fko' ek>

Cijkel

(Zolsf?) ) (o ) G

lel

= )
ijkel
= .;Iﬂf}? (fior &) (Fir &) {Fror ) = A
i,jke

uma vez que o produto (fi, e;) (fi,, ;) (fi, ex) € diferente de zero se, e somente se,
i =ip, ] = jo ek = ko, sendo igual a 1 neste caso. De maneira analoga, temos que m o

(Idc @ m)(fiy ® fiy ® fr,) € C* e

(mo (1de ©m)(fy © fy @ fi ). en) = )

oko*
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Como (C*,m) é uma &lgebra associativa, temos que mo (m ® Idc) = mo (Idc ® m) e
portanto, para quaisquer iy, jo, ko, 1 € I,

(n)

iojoko

= (m o(m® Idc)(fiy @ fi, @ fro)s en)
(mo (Idc @ m)(fiy @ fiy ® fi), en) = bl

Concluimos que (A ® Idc) o Ale,) = (Idec ® A) o A(ey), para todo n € I e segue que C é
uma coalgebra associativa segundo a Definicado 2.1.

Suponha agora que C* seja uma algebra com unidade 1¢- € C*. Como {e, | n € I} é
base de C, pela Definigdo 2.1, é suficiente mostrar que

ep = Z o 1C*, e;) 2 o <1C* ej) e

ijel ijel

para todon € I.
Observe que, como 1¢c+ € C* é a unidade da dlgebra C*, entdo 1c+ f = fin = fulc+,
para todo m € I. Assim, para quaisquer n,m € I,

(fm, en) = (¢ fm, en) = (((1c+ ® fu), Dlen))
= Y o (e, e) (fu €)

ijel

=<fm, <Z(x (1c+, e e])>
ijel

Conclui-se usando (2.4) paraz = ey e paraz =) jcy acl(;i) (1c+, e;) ej que, para todon € I,

en = Z <fm/ €n> Cm

mel

:Z<fm,<2a (1c+, e e])>em
mel ijel

:le 1c,'e].

ijel

De maneira anédloga, prova-se que

e concluimos que 1¢+ é uma counidade segundo a Definicdo 2.1. O
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Exemplo 2.5 (Codlgebras de Lie). Suponha que L seja uma algebra de Lie e denote sua
multiplicacdo porm : L ® L — L. As identidades

Xy = —yx
(xy)z + (yz)x + (zx)y =0,

em que X, Y,z € L, podem ser escritas em termos de m respectivamente como

mx®y)=-m(y®x),
mm(x@y) ®z) +m(m(y®z) ®x) +mm(z®x) ®y) = 0.

Em outras palavras,

m=-mor;
mo (m® Idy) o (Idgrer + &+ &%) =0;

em que T = 77, é a transformacao linear

T :L®L —-L®L
XY —YyRx;

e & = & é a transformacdo linear

L LOL®L —-L®L®L
XQYRXz—= YRz X;

Uma coélgebra (C, A) é uma codlgebra de Lie sequndo W. Michaelis (conferir [Mic85]), se
A satisfaz as identidades

A= —1T0A (2.6)
(Idcococ + E+E) o (A®Idc)oA=0 2.7)
em que T = T¢ € a transformacdo linear

Tc:CRC—-C®C
XY —>YyRx;

e & = &¢ é a transformacdo linear

e CRCRC—-CrCRC
XQYRz—YRzRX;

A definicdo de codlgebra de Lie segundo W. Michaelis é equivalente a nossa definigao,
ou seja: uma codlgebra (C, A) satisfaz as equagdes (2.6) e (2.7) se, e somente se, C* é uma
algebra de Lie (conferir [Mic85]).
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Se (C,A) é uma coélgebra e D C C é um subespago vetorial, entdo dizemos que D é
uma subcodlgebra de C se A(D) C D ® D. A soma arbitréria de subcodlgebras é uma sub-
codlgebra e a interseccdo arbitrdria de subcodlgebras é também uma subcoalgebra (ver
[ACMY4, p. 4697,4698]). Em particular, podemos considerar, para qualquer subconjunto
S C C, a subcodlgebra gerada Coalg (S), definida como a interseccdo de todas as subcoalge-
bras de C tais que S C C.

Dizemos que uma coalgebra é localmente finita se toda subcodlgebra finitamente ge-
rada tiver dimensdo finita. Para mostrar que a coalgebra C é localmente finita é sufici-
ente mostrar que a subcodlgebra Coalg (z) tem dimenséo finita para todo z € C, pois se
S ={z1,...,2z,} C C é um subconjunto finito, entdo

Coalg (S) = Coalg (z1) + - - - + Coalg (z,,) .

E facil verificar que a soma de subcoélgebras localmente finitas também é uma subcoal-
gebra localmente finita. Assim, definindo o espaco Loc C como a soma de todas as sub-
coalgebras localmente finitas de C, temos que Loc C é a maior subcodlgebra de C que é
localmente finita.

Se C é uma codlgebra associativa, entdo C é uma codlgebra localmente finita. Este
resultado é conhecido como Teorema Fundamental das Codlgebras e sua demonstracdo pode
ser conferida em [Swe69, p. 46]. Dizemos que o Teorema Fundamental das Codlgebras é vilido
em uma variedade V, se toda codlgebra C da variedade V for localmente finita.

Como vimos anteriormente, se C é uma codlgebra associativa com comultiplicacdo A,
podemos obtemos a identidade

(A®Idc)oA = (Idc ® A) oA,

e usé-la para estudar codlgebras associativas. Quando C é uma coélgebra de uma varie-
dade arbitraria, também podemos obter identidades andlogas sobre a comultiplicagdo A
para estudar a codlgebra C. O Exemplo 2.5 mostra como obter identidades sobre a comul-
tiplicagdo A quando (C, A) é uma coélgebra de Lie.

Em um outro caso, [Nic14] define que (C, A) é uma coélgebra de Jordan se satisfaz as
identidades

To A = A, (cocomutatividade) (2.8)
Qo(A®Idc®Idc)o (Aoldc)oA=Qo(ldc®Idc®A)o(Aoldc)oA, (2.9)

em que:
¢ 7 ¢ a transformacdo linear
T:CRC—-C®C
XY —yYRx,;
e WC C®C®C® C éosubespago gerado pelo conjunto
{YRrRxQx, xQYRXRX, XxQXQYRX, XRXRXxRY | x,y € C};
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* Q: W= C®C®C®C éa transformagdo linear injetora candnica relativa a inclu-
sstoWCCRCRC®C.

Com essa definic¢do, (C, A) é uma codlgebra de Jordan se, e somente se, C* é uma élgebra
de Jordan.

Neste trabalho, no entanto, vamos explorar a hipétese de que C é uma codlgebra da
variedade V através da estrutura de C*-bimédulo que definiremos a seguir sobre a codl-
gebra C.

Considere C uma codlgebra com comultiplicagdo A e C* sua algebra dual. Podemos
considerar a seguinte estrutura de C*-bimédulo sobre C: defina as agdes a esquerda e a
direita, respectivamente, por

Au(z) = (Idc @ ) 0 A(z)
pa(z) = (e ® Idc) o A(z)

isto é,

emquez € C,a € C*. A estrutura de coélgebra de C estd associada a estrutura de C*-
bimoédulo através da seguinte proposicéo:

Proposicdo 2.10. [ACM94, p. 4699] Seja C uma codlgebra e D C C um subespago vetorial. O
espaco D é uma subcodlgebra de C se, e somente se, D for um C*-sub-bimédulo de C.

e, por consequéncia,

Coroldrio 2.11. [ACMY94, p. 4699] Se C é uma codlgebra e S C C é arbitrdrio, entdo a subcodl-
gebra Coalg (S) coincide com o C*-sub-bimédulo Bimod (S).

Nosso objetivo agora é mostrar a Proposicdo 2.19, que mostra como as identidades de
operadores do C*-bimédulo C se relacionam com as identidade do C*-bimédulo regular.
Com excecdo da Proposicdo 2.22, os resultados e argumentos desenvolvidos no restante
desta se¢do sdo adaptados de [ACM94]. Optamos por adaptar estas demonstragdes para
ilustrar ao leitor como obtemos identidades de operador para o C*-bimédulo C a partir

z

da hipotese que C* é uma codlgebra de uma variedade arbitraria.

Defini¢do 2.12. Defina em F(Tx) a involugédo * : F(Tx) — F(Tx) dada por
()" =10 e (ro)" =Ly,

para todo w € W{X}.

36



Exemplo 2.13. Se x,y € X, entdo

(rxry)” (ry)*(rx)* =lyly;
(lx”y”xz)* = ("xz)*(”y)*(lx)* = lLalyry;
(lx + ry)* = (lx)* + (ry)* =7rx+ ly;
(Ly = Lely)™ = 1oy — 1yy;
(Lury = ryr)™ = Lyrx — Iy
(rarylay)™ = raylyly

Se (M, A,p) é um A-bimédulo e R = alg(A,,p, € L(M) | a € A), entdo podemos
definir a involugdo * : R — R dada por

(Pa)” = A (Aa)™ = pa,
para todoa € A.

Exemplo 2.14. Sejam A uma élgebra e (A, L, R) o A-bimédulo regular. Note que
ab = L,(b) = Ry(a), para quaisquer a,b € A.
Esta equagdo pode ser expressa em termos da involugdo * como
Ta(b) = (Tp)*(a), para quaisquera,b € A, T € {L,R}

Tome a, B € C* ez € C e observe que

(aB, z) = %@ Z<1)><5f Z<2>>
= Y (& (B ze))z0))

=
= (&, Ap(2))

Logo, para quaisquer « € C*ez € C,
(Rg(a), z) = (&, Ag(z)), paratodo p € C* (2.15)

e, analogamente,
(Lg(a), z) = (&, pg(z)), paratodo p € C* (2.16)

em que Rg e Lg denotam os operadores de multiplicagdo a direita e a esquerda, respecti-
vamente, na dlgebra C*.

Lembramos! que, se (M, A, p) é um A-biméduloe ¢ : F{X} — A é um homomorfismo
de algebras, entdo podemos definir um homomorfismo de élgebras ¢y : F(Tx) — L(M)
determinado por ¢ (1) = Idm, Pm(rw) = Pg(w) € Pm(lw) = Ag(), em que w € W{X}.

Mais detalhes na pagina 15
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Usando as estruturas de C*-bimédulo definidas sobre a codlgebra C e sobre a algebra
C*, podemos escrever as equagdes (2.15) e (2.16) respectivamente como

((¢c-(rx)) (@), 2) = (&, (¢c(lx)) (2)), para todo ¢ € Hom(F{X},C"), e
((pc-(Ix)) (@), 2) = (&, (¢c(rx)) (2)), paratodo ¢ € Hom(F{X},C)

emquex € X,a € C* ez € C. Podemos ainda escrever (2.15) e (2.16) como
((¢c+(tx)) (@), 2) = (&, (Pc(ty)) (2)), paratodo ¢ € Hom(F{X},C"), (2.17)
emquet € {l,r},x e X,n € C*ez € C.

Lema 2.18. [ACM94] Seja C uma codlgebra. Para quaisquer p € F(Tx), z € C,a € C* e para
qualquer homomorfismo de dlgebras ¢ : F{X} — C*, vale que

((pc=(p)) (@), 2) = (@, (¢c(p"))(2))

Demonstragio. Podemos assumir, por linearidade que p = t;}f e tﬁ]j], emque t1), ...t ¢
{l,r} ew,...,w, € W{X}.Para qualquer homomorfismo ¢ : F{X} — C*, temos que

<¢C* (té}f : ..t%?) (), z> — <¢C* (tﬁ&f) e (t%)) (), z>

pois ¢ : F(Tx) — L£(C*) é um homomorfismo de dlgebras. Aplicando a (2.17) mdltiplas
vezes, temos que

P (t&}f ) ..tgfg) (), z>

para quaisquer z € C,a € C*. O

Proposig¢do 2.19. [ACM94] Seja C uma codlgebra. Entio p € F(Tx) é uma identidade de opera-
dores do C*-bimédulo reqular se, e somente se, p* é uma identidade de operadores do C*-bimddulo
C.
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Demonstragio. Seja p € F(Tx) e C uma coélgebra. Uma das sentengas do enunciado ¢é a
frase abaixo:

(a) péidentidade de operadores do C*-bimédulo regular.
E facil ver que esta frase é equivalente a cada uma das frases a seguir
(b) ¢c+(p) =0, para todo homomorfismo de élgebras ¢ € Hom(F{X}, C*);
(c) ¢c+(p)(a) =0, para quaisquer ¢ € Hom(F{X},C*)ea € C*;
(d) {(¢pc+(p)(x), z) =0, para quaisquer ¢ € Hom(F{X},C*),a € C*ez € C;
(e) (v, ¢c(p*)(z)) =0, para quaisquer ¢ € Hom(F{X},C*),a € C*ez € C;
(f) ¢c(p*)(z) =0, para quaisquer ¢ € Hom(F{X},C*)ez € C;
(g) ¢c(p*) =0, para todo ¢ € Hom(F{X},C*);
(h) p* éidentidade do C*-bimédulo C.
E isto conclui nossa demonstracéao. O]

Confirme visto pela Proposicdo 2.3, uma coalgebra C com comultiplicacdo A é associ-
ativa se C* é uma algebra associativa ou, de maneira equivalente, se

(A® Idc) oA = (Idc ® A) o A.

A proposicdo abaixo, mostra uma outra forma equivalente de expressar a associatividade
da coélgebra C usando a Proposigdo 2.19.

Proposicao 2.20. Seja C uma codlgebra. A codlgebra C é associativa se, e somente se, C é um
C*-bimddulo associativo.

Demonstragio. (=) Suponha que C seja uma codlgebra associativa. Como C* é uma dl-
gebra associativa, pelo Exemplo 1.12, o C*-bimédulo regular satisfaz as identidades de
operador do conjunto

SAS - {lxy - lxly, ryx - rxry, lxry - rylx}

e é facil verificar que Sas é um conjunto gerador das identidades de operadores de I8 (As).
Observe que

(Ly = Lely)™ = 1oy — 1ty
(ryx - rxry)* — lyx - Zylx
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e, portanto, o conjunto Sas é tal que (Sas)* C IP(As). Em particular, o C*-bimédulo
regular satisfaz as identidades de (Sas)* e, pela Proposi¢do 2.19, segue que o C*-bimdédulo
C, satisfaz as identidades de Sas. Concluimos que C é um C*-bimédulo associativo.

(<) Suponha agora que C seja um C*-bimédulo associativo. Entdo a extensao cindida-
nula C*4C é uma algebra associativa e C* C C*4C é uma subdlgebra. Logo, C* também
é uma 4algebra associativa. O]

Observando a demonstragdo da Proposicdo 2.20, podemos observar que vale o se-
guinte coroldrio.

Corolario 2.21. Sejam V uma variedade de dlgebras e C uma codlgebra. Se C é um C*-bimédulo
da variedade V, entdo C é uma codlgebra da variedade V.

A partir da Proposigao 2.20 e do Coroldario 2.21, é natural perguntar-se se C é um C*-
bimdédulo de uma variedade V sempre que C* for uma algebra da variedade V. Isso nem
sempre é verdade, como mostra a préxima proposicao.

Proposicdo 2.22. Se C é uma codlgebra tal que C é C*-bimédulo alternativo a direita, entdo C
¢ uma codlgebra alternativa. Em particular, se C é uma codlgebra alternativa a direita que nio é
alternativa, entio C nio é um C*-bimdédulo alternativo a direita.

Demonstragio. Se C é um C*-bimédulo alternativo a direita, entdo C satisfaz as seguintes
identidades:

PZ = rxrx - sz

O conjunto {p1, p2} é inclusive um conjunto gerador das identidades de I2(Alt,).
Um conjunto gerador de I5(Alt) é

Salt = {P1, P2, 3 = txy — ryrx + Lary — 1yly, pa = Ll — L2}

A élgebra C* é uma subalgebra da extensdo cindida-nula C*4C, que é alternativa a
direita por hipétese. Logo, C* é uma algebra alternativa a direita e o C*-bimédulo regular
é alternativo a direita. Em particular, o C*-bimédulo regular satisfaz as identidades py, p>.

Pela Proposicdo 2.19, C satisfaz as identidades p] e p; = p4. Mas C é um bimédulo
alternativo a direita, logo C satisfaz adicionalmente p1, py. Linearizando a identidade p»,
obtemos a identidade

q — rxry + ryrx - rxy - ryx

e, por fim, observando que p3 = —p] — g, temos que C satisfaz as identidades de Sy, ou
seja, C é um bimodulo alternativo. Em particular, a subélgebra C* C C*+C é uma algebra
alternativa. O
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Em vista da Proposi¢do 2.22, toda variedade V tal que V C Alt; e V € Alt é um
exemplo de variedade cujas coalgebras ndo sao bimédulos na mesma variedade. Dentre
variedades que satisfazem esta condi¢do, destacamos a variedade Bin(—1,1) das 4lgebra
(—1,1)-bindrias e a variedade Malc, N Alt; das dlgebras alternativas a direita Malcev-
admissiveis.

A Proposicdo 2.20 mostra que a variedade As é um caso particular de variedade

que satisfaz uma das condicGes (e, portanto, todas as demais) do seguinte resultado de
[ACM94]:

Proposicao 2.23. [ACMY94, p. 4707] Seja V uma variedade de dlgebras e C uma codlgebra de V.
Sdo equivalentes:

1. C éum C*-bimodulo de V;
2. p* éidentidade do C*-bimédulo C, para todo p € IB(V);
3. C* satisfaz as identidades de S*, em que S é um conjunto gerador de 15 (V).

As variedades das algebras de Lie, dlgebras alternativas e algebras de Jordan sdo ou-
tros exemplos de variedades que satisfazem as condi¢des da Proposi¢do 2.23 (conforme
provado em [ACMY4, p. 4708]).

Exemplo 2.24. Uma codlgebra (C,A) é uma codlgebra de Lie se satisfaz (2.6) e (2.7) ou,
equivalentemente, se o C*-bimédulo regular satisfaz as identidades

Slie = {7'x + Iy,
Lly + lyry +1xy )

Exemplo 2.25. Suponha que a caracteristica de F seja diferente de dois. Uma codlgebra

(C,A) é uma codlgebra de Jordan se satisfaz (2.8) e (2.9) ou, equivalentemente, se o C*-
bimédulo regular satisfaz as identidades

SIord = {Tx — Iy,
lx2ly + zlyxlx — lxzy - zlxlylx,
szlx - lxlxz}.

2.3 Dual finito

Na se¢do anterior mostramos que, se C é uma codlgebra, entdo a partir da comultiplicacdo
de C obtemos uma multiplicagdo sobre o espaco C*. Vamos abordar agora o problema
inverso: se A é uma éalgebra, entdo é possivel construir uma comultiplicagdo sobre A* a
partir do produto de A?
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Lembramos que no caso em que (C,A) é uma codlgebra, a transformacao linear ¢ :
C*® C* — (C ® C)* nos permite construir uma multiplicacdo através da composigao

C*eC 5 (o) L e

A fungdo ¢ é uma fungdo injetora mas, como veremos a seguir, em geral ndo é sobrejetora.

Seja A uma 4lgebra, m : A® A — A seu produto e considere A*, o espago dos
funcionais lineares de A. Dizemos que um subespaco B C A* é um subespaco bom se
m*(B) C 1(B® B).

Se B é um espaco bom, entdo podemos definir em B a comultiplicagio A: B -+ B® B
da seguinte forma: Para cada f € B, existe um elemento A(f) € B ® B tal que m*(f) =
t(A(f)). O elemento A(f) é tnico pois a transformacao linear ¢ é injetora e, assim, defini-
mos a funcdo A : B — B ® B. E facil verificar que A é uma transformacdo linear.

A soma de dois subespagos bons é um subspago bom. De fato, seja (A, m*) uma alge-
brae 51,5, C A* subespagos bons. Vamos mostrar que m*(S1 + S) C ¢((S1+ S2) ® (S1 +
S»)), e portanto devemos tomar f; € Sy e fo € Sy. Como 51 e Sy sdo subespagos bons,
existem A(f1) € S1® S1e A(f2) € S ® S, tais que

m*(f1) = «(A(f1)) m*(f2) = 1(A(f2))-

Observe que, para quaisquer x,y € A

(m*(fi+ f2), x®y) = (fi+ f2, xy)
= (f1, xy) + (f2, xy)
= (m"(f1), x®y) + (m*(f2), x@y)
= ((A(f1), x®y) + (((A(f2)), x®Y)
= ((A(f1) +A(f2)), x®Y)
) C

e, como A(f1) +A(f2) € (S1®S1) 4+ (S2® S2) € (514 S2) ® (51 + S2), segue que

m*(f1 + f2) € 1((S14 52) @ (S1+ 52)).

A partir do desenvolvido no pardgrafo anterior, é facil mostrar que a soma arbitraria
de subespagos bons é um subespago bom. Assim, definindo o subespaco

A° =) {SC A" | S ésubespago bom},

concluimos que A° é também um subespago bom. Chamamos o espago A° de dual finito da
algebra A. O dual finito é o maior subespago bom de A* ou, em outras palavras, o maior
subespago de A* onde é possivel definir uma comultiplicacdo através da transformagéao
linear transposta m*.

Além disso, é facil ver que as subcodlgebras de A° sdo exatamente os subespagos bons
de A*.
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Observagio. No caso em que a fungdo ¢ : A* ® A* — (A ® A)* é sobrejetora, o proprio
espaco A* é um subespaco bom e, portanto, a transformagcio linear :~! o m* é uma comul-
tiplicacdo de A*. Em particular, A* = A°. Na Se¢do 3.4 vamos determinar o espaco A°
para alguns exemplos de algebras e mostrar que a igualdade A* = A° ndo ocorre sempre
- mostrando em particular que a fungdo : nem sempre é sobrejetora.

Observacdo. Caso A seja uma algebra de dimensao finita, : é uma transformacao linear
injetora entre espacos de dimensdo finita. A transformacao linear : é, portanto, um iso-
morfismo de espagos vetoriais, donde segue que o espago A* é um subespago bom. Neste
caso, temos a igualdade A° = A*.

Determinar o dual finito ndo é sempre uma tarefa facil. Na Secdo 3.4, por exemplo, de-
terminamos a dimensao do dual finito de certas dlgebras de dimensao infinita. O seguinte
resultado, demonstrado em [ACM94, p. 4705], nos permite determinar um subespago do
dual finito.

Proposicao 2.26. [ACM94, p. 4705] Se A é uma dlgebra e A° é seu dual finito, entdo a maior
subcodlgebra localmente finita de A° é dada por

Loc(A°) = {f € A" | ker fcontém um ideal de A de codimensdo finita}

O préximo lema mostra uma importante propriedade do dual finito

Lema 2.27. [ACM94, p. 4710] Se V é uma variedade e A é uma dlgebra de V), entdo o dual finito
A° é uma codlgebra de V.

2

No caso em que A é uma 4algebra associativa, pelo Lema 2.27, A° é uma codlgebra
associativa. Pelo Teorema Fundamental das Codlgebras, temos que A° é localmente finita
ou, em outras palavras, Loc(A°) = A°. Assim, aplicando a Proposic¢do 2.26, obtemos a
seguinte caracterizagdo do dual finito de A, quando A é uma algebra associativa:

A° = {f € A" | ker fcontém um ideal de A de codimensé&o finita}

Observe que a caracteriza¢do acima é valida desde que A pertenca a alguma variedade
onde é valido o Teorema Fundamental das Coélgebras.

Se A é uma édlgebra, entdo o espaco A* possui estrutura de A-bimédulo com agdes a
esquerda e a direita dadas, respectivamente, por:

)\af:foRa/
Paf = foLq,

emquea € A, f € A" e L;, R, sdo os operadores de multiplicagdo por a € A a esquerda
e a direita, respectivamente. Em outras palavras, para todoa € A e todo f € A% as
transformacoes lineares A, f, p, f sdo funcionais lineares do espaco A dadas por

(Aaf, x) = (f, xa) e (paf, x) = (f, ax),

para todo x € A.
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Observacao. O subespaco A° C A* admite duas a¢des de bimdédulo: além da agdo de
A-bimoédulo descrita acima, como A° é uma codalgebra, também podemos considerar a
acdo de (A°)*-bimédulo sobre A°. Em certos contextos, estas agdes de bimédulo podem
causar alguma confusdo. Exploraremos a relagado entre elas na Secdo 3.1 do Capitulo 3.

Sejax : A — A ainclusdo candnica de A em A**. Lembramos que «x é dada por

K:A— A em aue k(a): A* = F
a s x(a) q f o (x(a), f) = (f, a)

O préximo teorema apresenta condigdes necessdrias e suficientes para que um subespago
de A* seja um espago bom.

Teorema 2.28. [ACMY94, p. 4704] Seja A uma dlgebra e S um subespago vetorial de A*. Sdo
equivalentes:

(a) O subespago S C A* é um A-sub-bimédulo de A* e, para qualquer o € S, um dos subespagos
aA = {ps(a) |a € A} e Ax = {Ag(a) |a € A}

tem dimensdo finita. Nestas condigdes, x A e Aw sdo ambos espagos de dimensdo finita para
todow € S;

(b) O subespaco S é bom;

(¢) Existe uma transformagdo linear A : S — S ® S tal que a transformagdo x : A — S* é um
homomorfismo de dlgebras entre A e a dlgebra dual relativa a codlgebra (S, A).

Além disso, sob qualquer uma das condicdes acima a comultiplicacido A é vinica e a fungio
K+ Idy : A+S — S*+S

é um homomorfismo de dlgebras entre as extensées cindidas-nulas dos bimédulos (A, S) e (S*,S).
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Capitulo 3

Uma coalgebra alternativa a direita nao
localmente finita e outras aplicagoes

Neste capitulo mostraremos que o Teorema Fundamental das Coalgebras ndo é véalido na
variedade das dlgebras alternativas a direita. Para isso, vamos estudar o dual finito de
uma certa dlgebra alternativa a direita de dimensao infinita.

Em vista do Lema 2.27, se almejamos encontrar uma coalgebra em uma determinada
variedade é natural procurar pelo dual finito de uma &lgebra desta mesma variedade.
Essa abordagem tem como desafio determinar quais elementos do espago dual perten-
cem ao dual finito. A primeira segdo deste capitulo usa o Teorema 2.28 para obter um
critério para que um elemento arbitrario do espaco dual pertenga ao dual finito. A se-
gunda secdo trata de aplicar tal critério para encontrar (sob condi¢des convenientes) uma
subcoalgebra especifica no dual finito. Na terceira segdo aplicaremos tal critério para obter
exemplos de subcodlgebras de dimensdo infinita com uma estrutura conveniente. Nesta
secdo, por exemplo, mostramos que existe uma codlgebra alternativa a direita que néo é
localmente finita. Na quarta se¢do vamos estudar os casos em que conseguimos determi-
nar completamente o dual finito de uma algebra.

Os teoremas 3.15 e 3.19 sdo resultados novos.

3.1 Elementos do dual finito

Seja A uma 4lgebra arbitraria e C uma codlgebra arbitréaria.

Como vimos na pdagina 30, se C é uma codlgebra, entdo C* é uma 4lgebra e, como vi-
mos na pagina 36, C tem estrutura de C*-bimédulo. Somente nesta se¢do, vamos denotar
as agOes a esquerda e a direita deste bimédulo, respectivamente, por

v— f = %@, f(z)>f(1)

fea= %@ f(1)>f(z),
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emque f € C,a € C* e A(f) = Y5) f1) @ f(2) € a comultiplicagdo de C escrita na notagéo
de Sweedler.

Como vimos na pdagina 43, se A é uma algebra, entdo A* é um A-bimédulo. Vamos
denotar as a¢des a esquerda e a direita deste bimédulo, respectivamente, por

)\af:foRa/
Paf = folLg,

emquea € A, f € A*eL,; R, € Mult A.
No caso em que A é uma algebra, entdo C = A° é uma coélgebrae C* = (A°)* é uma
algebra. Os elementos do espago A° possuem as duas a¢Oes descritas acima:

1. A agdo de (A°)*-bimédulo sobre A°, associada a toda codlgebra. Se f € A°, entdo
denotamos, somente nesta se¢do, o (A°)*-sub-bimédulo gerado por f como

BimOd(Ao)* <f> g AOI

2. Aagdode A-bimédulo sobre A° C A*, associada a todo espago dual de uma algebra.
Se f € A°, entdo denotamos, somente nesta se¢do, o A-sub-bimédulo gerado por f
como

Bimod,4 (f) € A%

A proposicdo a seguir mostra, em particular, que existe uma compatibilidade entre
estas agdes no subespago A°.

Proposicao 3.1. Para todo f € A°, 0 (A°)*-sub-bimédulo Bimod o« (f) C A°® é um A-sub-
bimédulo de A* com a estrutura dada acima. Em particular A° é um A-sub-bimédulo de A*.

Demonstragdo. Tome f € A° ea € A e definaa € (A°)* dado por
(2, ) = (g a),
para todo g € A°. Denote por A a comultiplicacdo de A°. Para todo x € A,

(@ = f, x) = <Z<“z f(2)>f(1)/ x>

(f)

B <Z<f(z)' ”>f(1) ' x> - Z<f(2>’ a> <f(1)’ x>

(f) (f)
= (A(f), x®@a) = (f, xa) = (f o Ra, x) = (Aaf, %)

e, portanto, A;f = a — f € Bimod4¢)- (f). De maneira andloga, prova-se que p,f =
f — € BlmOd(Ao)* <f> D
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Pelo Corolario 2.11, se f € A°, entdo

Coalg (f) = Bimod o)« (f) - (3.2)

Por outro lado, pela Proposicéo 3.1, Bimod 4.y« (f) € um A-sub-bimédulo de A* que con-
tém f, donde segue que
Bimod 4 (f) C Bimod 40) (f). (3.3)

Vamos provar que vale a igualdade da tltima inclusao.

Proposicao 3.4. Seja A uma dlgebrae f € A*. Se f € A°, entdo o subespaco Bimod 4 (f) é um
subespago bom de A*. Em particular, Bimod 4 (f) é uma subcodlgebra de A° e Bimod 4 (f) 2

Coalg (f)

Demonstragido. Vamos provar que o subespago Bimod 4 (f) satisfaz a condi¢do (a) do Te-
orema 2.28. Tome g € Bimoda (f). O espago Bimod4¢)« (f) € um subespago bom de A",
pois é uma subcodlgebra de A°, e ¢ € Bimoda (f) C Bimod 4¢)« (f). Pelo Teorema 2.28,
0 espago ¢(A°)* tem dimensao finita.
Considere o espago
§A =span(p,g [a € A)

Pela demonstragdo da Proposigdo 3.1, gA C g(A°)* e, em particular, gA tem dimensdo
finita.
Novamente pelo Teorema 2.28, temos que Bimod 4 (f) € um subespago bom de A*. [

Por (3.2), (3.3) e pela Proposigdo anterior, concluimos o seguinte Corolario.

Coroldrio 3.5. Seja A uma dlgebrae f € A*. Se f € A°, entido

Coalg (f) = Bimod 4.y- (f) = Bimod 4 (f) .

Antes de demonstrar nosso critério para que um elemento do espago dual pertenca ao
dual finito, vamos demonstrar o seguinte lema.

Lema 3.6. Se A é uma dlgebrae g € A°, entdo o espago

BW(g) = span(t(g) | a € A, 7 € {A,p})
é um subespago de A° com dimensio finita.

Demonstragio. Para qualquer g € A°, a subcodlgebra Coalg (g) = Bimod,4 (g) esta con-
tida em A° (pois A° é uma codlgebra) e, em particular, para todoa € A, os elementos A,g
e pag pertencem a Coalg (g). Segue que B (g) é um subespaco de A°.

Se A é a comultiplicagdo de A°, entdo tome hgl), cen, hﬁll), hgz), e, h,(f) € A° tais que

=)
Zf@h
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Pela Proposicdo 3.1, para todoa € A,

Mg = Zé <hl(2), a> hfl) C span <h§1), ,hn1)>
0a8 = i <hl(1), a> hl@ C span <h§2),. . .,hn2)>

_.
Il
—_

sdo elementos do espago de dimensdo finita span <h§1), s, hﬁf), hgz), e, h,(12)>. Em parti-

cular, BV (g) tem dimensio finita para todo g € A. O
Teorema 3.7. Seja A uma dlgebrae f € A*. Sdo equivalentes:
(1) feA;
(2) Para todo o € Bimod 4 (f), um dos espagos
aA = {ps(a) |a e A} e Aa = {Aq(a) |a € A}

tem dimensdo finita. Nestas condig¢oes, x A e Aa sido ambos espagos de dimensdo finita para
todo « € Bimod 4 (f);

(3) Para todo inteiro positivo k, o espago

B(k)(f) = span<r£11)...réf)(f) |ay,..., a5 € AT k) ¢ {A,p}>
tem dimensdo finita.

Demonstragio. (1) <= (2) : Basta observar que f € A° se, e somente se Bimod 4 (f)
estd contido em A° e aplicar o Teorema 2.28 com S = Bimod 4 (f).

(1) = (3): Pelo Lema 3.6, B()(f) é um subespaco de A° com dimensio finita. A
conclusao segue notando que, se B (f) = span (xy,...,xy) C A°, em que k é um inteiro
positivo, entdao

B(k+1)<f> = BW(xq) + -+ BW(xy)

e usando inducao sobre k.
(3) = (2): Lembramos (conferir a pagina 15) que

(ee]

Bimody (f) = Y BW(f),



(1) (t)f,

Se a € Bimod 4 (f), entdo podemos supor sem perda de generalidade que & = Ty - Ty,
emquet®,..., T c {A,pleby,..., by € A. Assim,
aA, Ax C oA+ Ax = span <TbTb(11) . Tlff)(f) |be AT e {/\,p}>
C g(t+1) <f>
Segue que Ax e a A sdo espagos de dimensao finita. O

Embora o Teorema 2.28 seja semelhante ao Teorema 3.7, o tltimo é mais ttil quando
queremos mostrar que um certo funcional pertence ao dual finito, mas ndo conhecemos
um subespaco que o contenha e satisfaca as condi¢des do Teorema 2.28.

3.2 Funcionais duais e o dual finito

Se V é um espaco de dimensao finita, entdo o espaco dual V* possui a mesma dimensao
de V. Além disso, a partir de qualquer base de V podemos construir uma base de V*
chamada de base dual. Lembramos que a base dual é construida da seguinte maneira: se
V é um espaco de dimenséo finita e {¢; | i € I} é uma base de V, em que I é um conjunto
de indices, entdo {f; | i € I} é uma base de V*, em que f; é o funcional linear dado por

(o= oei

0, caso contrario;

para quaisquer 7,j € I. Quando consideramos espagos vetoriais de dimensdo infinita (ou
seja, quando o conjunto de indices I é infinito) ainda podemos reproduzir esta construgao.
No caso geral, chamaremos os funcionais assim obtidos de funcionais duais relativos a uma
base fixada.

Se A é uma élgebra de dimensdo finita, entdo A° = A* e, a partir de qualquer base de
A, podemos construir uma base de A° e estudar o dual finito.

Note no entanto que, se A é uma algebra de dimensdo infinita e 5 é uma base A, entao
o conjunto dos funcionais duais relativos a B tem a mesma cardinalidade de B, ao passo
que A* é um espago vetorial com dimensao estritamente maior do que a dimensao de A.
Concluimos que, no caso em que A é uma élgebra de dimensao infinita, o conjunto dos
funcionais obtidos a partir de uma base de A sempre gera um subespago préprio de A*.
Em geral, o subespaco gerado pelos funcionais duais de uma base ndo estd necessaria-
mente contido no dual finito A° (conferir o Exemplo 3.16).

Nesta secdo vamos aplicar o Teorema 3.7 para mostrar que se A é uma 4lgebra de
dimensdo infinita e B C A é uma base de A tal que possamos escrever a tabela de mul-
tiplicacdo de A de maneira conveniente, entdo o conjunto dos funcionais duais a base B
gera uma subcodlgebra de A° com dimensao infinita.
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Seja A uma &lgebra, B uma base fixada de A. Defina {¢;, | b € B} o conjunto dos
funcionais dados por
1, sex =b;
Pp(x) = {

0, sex € B\ {b},

em que b € B. Definimos o subespaco dos funcionais duais relativos a B como ¢z =

span (¢, | b € B).

Definicdo 3.8. Seja x € A, entdo escreva x = ) ;' ; a;b;, em que a; € F sdo elementos
ndo nulos, b; € B, para qualquer 1 < i < n. Definimos o suporte de x como supp x =
{by1,...,by}, ou seja, 0 menor subconjunto de B tal que x se escreve como combinagdo
linear de seus elementos.

Lema 3.9. Seja A uma dlgebra e B uma base de A. Suponha que x € B seja um elemento tal que
o conjunto
P(x) = {(by,b2) € Bx B | x € supp(bibp)}

seja finito. Sejam (A, p) as agdes a esquerda e a direita, respectivamente, do A-bimédulo A*. Segue
que,
Mppx= ), {gx, ab) ¢a
(a,b)eP(x)

PpPx = Z (@x, ba) @q
(ba)eP(x)

e o conjunto
BW(¢,) = Ay + ¢rA = span (1,9, | T € {A,p},a € A)

tem dimensdo finita.
Demonstragdo. Se x € B é como no enunciado, entdo o espago
V =span (¢, | (a,b) € P(x), paraalgumb € B)

tem dimensao finita. Nossa estratégia serd mostrar que B(M) (¢y) esta contido em V.
Sea,b € B, entdo

a £ 0, se x € supp(ab
</\b§0x/ a> — <¢x, Rba> = <¢XI ab> = { # pp( )

0, caso contrario

Fixe um elemento b € B. Se ndo existir elementoa € B tal que x € supp(ab), entdo Ay, =
0 e trivialmente Ay, € V. Caso contrario, como o conjunto P(x) é finito, existe uma
quantidade finita de elementos a3, ...,a, € B tais que x € supp(aib) N --- N supp(ab).
Nesse caso, verifica-se que A; @, coincide nos elementos da base 5 com o funcional

(@x, a1b) @a; + -+ + (@x, anb) @a,
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Em outras palavras,

)\bq)x = Z <§0xz ﬂb> Pa.
(a,b)eP(x)

Em particular, concluimos que A, ¢, é combinagdo dos elementos ¢, . .., @a,.
Segue também que

Apy =span (Ay@x | b € B) C span (¢, | (a,b) € P(x), paraalgumb € B),

e, em particular, A¢, tem dimensdo finita. Pelo mesmo raciocinio,

ppx =Y, {@x, ba) @,
(ba)eP(x)

¢xA é um subespaco de dimensdo finita e segue o resultado enunciado. O

Note que o conjunto P(x) é finito se, e somente se, o elemento x € B ocorre na tabela
de multiplicagdo de A (escrita na base B) um ndmero finito de vezes, de forma que a
condic¢do do Lema 3.9 pode ser verificada se pudermos escrever a tabela de multiplicagdo
de A em uma base conveniente.

Teorema 3.10. Seja A uma dlgebra e B uma base de A. Suponha que, para qualquer x € B, o
conjunto

P(x) = {(bl, bz) eBxB | X € supp(blbz)}
seja finito. Segue que o espago @p é uma subcodlgebra do dual finito A°.
Demonstragio. Tome b € B e defina f = ¢;. Provaremos por indugdo sobre k que, para

cada inteiro positivo k, existe um subconjunto finito {by,...,b,} C B de forma que o
espago

B(k)(f> = span <T,1(11)Téf)(f) |ay,...,a¢ € ATV k) ¢ {)\,p}>

esteja contido em span (@y,, ..., ¢p, ). Pela demonstragdo do Lema 3.9, B (M (f) satisfaz o
caso base da indugdo.

Suponha que t > 1 seja um inteiro tal que B)(f) C span{qyp.,..., ¢, ), em que
by,...,by € B. Lembramos que BV (f) = A-BW(f) + BY(f) - A e, portanto,

BUFU(f) C Agy, + -+ Ay, + gy A+ + gy, A
= (Agy, + ¢p, A) + -+ (Agp, + 91, 4)
=BW{pp) +---+ B (g,)

Novamente, pela demonstragio do Lema 3.9, os espagos B! (g, ),..., B (g, ) estdo
contidos em subespacgos da forma span <(pb1, eee, (an>/ em que by, ..., b, € B, assim como

BOH ().

51



Por indugdo, concluimos que, para qualquer inteiro positivo k, o espaco B f) estd
contido num subespaco da forma span <g0b1, e Pp, >, em que by, ..., b, € B. Em particu-
lar, para qualquer inteiro positivo k, o espaco B%¥) (f) tem dimensao finita e, pelo Teorema
3.7, segue que f € A°. Pela demonstra¢do também é claro que Coalg (f) = Bimod (f) C
¢B- Segue que @5 é uma subcoalgebra de A°. O

3.3 Aplicacdes

O principal objetivo desta se¢do é apresentar uma codlgebra alternativa a direita que ndo
é localmente finita. Em vista da Conjectura 1, se V é uma variedade que ndo possui radical
localmente nilpotente, entender sob quais condi¢des VV admite codlgebras que ndo sejam
localmente finitas pode nos ajudar a entender uma eventual conexdo entre a existéncia do
radical localmente finito e o Teorema Fundamental das Coédlgebras.

Além de aplicar os teoremas obtidos anteriormente para apresentar o exemplo des-
crito acima, usaremos os resultados para estudar o dual finito de outras 4lgebras.

Alguns dos primeiros exemplos de codlgebras ndo localmente finitas foram obtidos
por W. Michaelis a partir de 1980, no contexto de coalgebras de Lie. Em 1990, é apresen-
tado em [Mic90] um exemplo de codlgebra ndo nula cujo maior espago localmente finito é
o espago nulo. Esta codlgebra é o dual finito da dlgebra de Witt e podemos usar o Teorema
3.10 para dar uma outra demonstracdo deste fato.

Exemplo 3.11. Suponha que F seja um corpo de caracteristica nula e considere o espago
L = span{e_1,€p,€q,...), onde e_1,ep, ... sdo elementos linearmente independentes. De-
fina em L o produto [ey, ey = (m — n)en4m, em que n,m > —1 sdo nameros inteiros. Esta
algebra é conhecida como &lgebra de Witt e é uma dlgebra de Lie. A &lgebra L satisfaz a
hipétese do Teorema 3.10 pois, para todo inteiro k > 1,

P(ex) € {(e-1,ex11), (eo,ex), (e1,ex—1),- -+, (exr1,€-1)}-

Segue que 0 espaco span (@e ,, ¢e, - . .) € uma subcodlgebra de L° e, em particular, L° é
uma coalgebra ndo nula.

A algebra L é uma algebra de Lie simples e, portanto, seu tinico ideal de codimensao
finita é a propria algebra L. Pelo Lema 2.26, f € L* pertence a Loc(L°) se, e somente se,
o nucleo de f contém um ideal de L de codimens&o finita. Isto ocorre se, e somente se, o
nucleo de f contém toda a dlgebra L, ou seja, se, e somente se, f é o elemento nulo de L*.
Conclui-se que Loc(L°) = 0.

Antes da préxima proposi¢do, lembramos que, mesmo que A = Ap+A; seja uma su-
perélgebra de dimenséao finita, a envolvente de Grassmann G(A) = Ay ® Go + A1 ® Gy
serd uma 4algebra de dimensao infinita. Assim, se estamos interessados em obter exem-
plos de coalgebras de dimensao infinita em certas variedades, poderfamos estudar o dual
tinito de envolventes de Grassmann de superalgebras de dimensdo finita nas mesmas
variedades.
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Como veremos a seguir, a envolvente de Grassmann de uma superalgebra de dimen-
sdo finita satisfaz a hipotese do Teorema 3.10, mas a subcoélgebra dos funcionais duais
assim obtida é sempre uma codlgebra localmente finita. Dessa forma, embora esta seja
uma fonte de exemplos de codlgebras de dimensao infinita, estes exemplos ndo sdo tteis
para provar que o Teorema Fundamental das Codlgebras ndo é valido em determinada
variedade.

Proposicao 3.12. Seja V uma variedade homogénea e A = Ao + Ay uma V-superdlgebra de
dimensdo finita. Denote por B, = {1} U{e; ...e;, |k >1, 1 < i < -+ <iy}eBg =
{ei ey | k21, 1<iy <+ <iggyq} bases de Go e Gy respectivamente, e B, Ba, bases
de Ag e Ay, respectivamente. Ento o conjunto B = (Bg, ® Ba,) U (Bg, ® Ba,) é uma base de
G(A) que satisfaz a hipétese do Teorema 3.10, donde concluimos que ¢p é uma codlgebra. Além
disso, a codlgebra ¢p é localmente finita.

Demonstragio. O conjunto B é claramente uma base de G(A). Se a € By, U B4,, entdo é
facil ver que P(a® 1) C {a’ ® 1| a’ € Ba, U By, } € um conjunto finito.
Sejaa®e;, ...e; € B,comt > 1. Entdo

P(a®ei1...eit) - {(b1®€]’1...€jr, b2®6k1...€ks) | bi,by € BAOUBAl e
{1, jry Udky, .o ks = {in, ..., ik} }

Assim,
B(1)<§0a®ei1..-eq> C Span<§0b®e]-1...ej, |be Ba,UBa,e{j1,.--,jr} C {il,...,it}>

e, para qualquer b € By, U B4, e qualquer subconjunto {ji,...,j-} C {i1,...,it},

BY (@hee, o) © span ( Peses,..cy, | € € Bay UBa, e (ki kek € {jn,ooir})
g Span<(Pb®€]’1...€]’r | bE BAOUBAl e{j]_/"’/j?’} g {lellf}>
Segue que,

B(2)<§0a®eil...eit>> - Z B(1)<§0b®ejl...ej,>
bEBAOUBAl

{j1/-~-/jr}g{i1/---/it}
e o ultimo espacgo estd contido em

V = span<qob®ejl,_‘ejr | be BAO U BAl e {jl/' . .,jr} - {il,. . .,it}>,

que tem dimensdo finita.
. ~ - . . N
Por inducao, B(m) <(Pa®6i1 ~-~€it> estd contido em V' e, em consequéncia,

Coalg <(Pa®5i1...€it> = ZB(i)<§0a®eil...eit> cV. OJ
i=0
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A Proposi¢do 3.12 ndo nos permite afirmar muito sobre os elementos de (G(A))° que
ndo pertencem a subcodlgebra ¢, mas ainda assim podemos concluir que (G(A))° tem
dimensdo infinita, para qualquer superdlgebra de dimensao finita A.

Vamos agora nos voltar a variedade das algebras alternativas a direita. Construida de
maneira semelhante a familia de dlgebras do Exemplo 3.12, a dlgebra apresentada a seguir
é um exemplo concreto de dlgebra alternativa a direita de dimens&o infinita que satisfaz
as condi¢des do Teorema 3.10, mas tal que a codlgebra ¢p obtida é localmente finita.

Exemplo 3.13. Seja A = Gy[t|+G[t], em que G = Gy + G é a algebra de Grassmann.
Considere o produto em A dado por:

at' - bt = abt't]

at' - ¢ = a@tti
Etoath =0

et gt = ignttil,

em que a,b € Gy, ¢, € Gy ei,] sdo inteiros ndo negativos. Quando munido de tal pro-
duto, o espaco A possui estrutura de dlgebra alternativa a direita (que ndo é alternativa)
e a dlgebra A é dotada da base

B = {zt* | z € Bg, U Bg,, k > 0}.
Observe que, para qualquer zt* € B,
P(Ztk) = {(thkl,Zthz) ’ 7120 = z,k1 +ky = k}

é um conjunto finito. Pelo Teorema 3.10, ¢ é uma subcodlgebra de A°.
A coalgebra ¢ é uma codlgebra alternativa a direita que, embora nao seja alternativa,
é localmente finita. De fato, tome zt* € B e observe que

Coalg (@) = Bimod (¢,u) = span (@) + BV (g ) + B (@,u) + ...

Para qualquer W(t) € B C A e quaisquer m = 2"(k+1) + 2 elementos a1 ...a, € A e
operadores (da multiplica¢do interna de A) T, ... T ¢ {L, R}, temos que

T T (W ()

¢ um maltiplo de algum elemento da base B (pois B é uma base multiplicativa) que nédo
divide zt*: no caso em que este mltiplo é ndo nulo, pelo principio da casa dos pombos, tal
elemento possui ou mais elementos de Grassmann do que z, ou maior grau com relacdo
a t do que t*. Logo,

(-t (@), W) ) = (e, To - T (W(D)) =0,
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para qualquer W(t) € B, em que ') = A, se T) = Re t() = p, se T() = L. Portanto,
(1) ()

Tay - Tay, @Puk = 0.

Em vista do discutido anteriormente, concluimos que
Coalg (@) = span (¢ u) + B(1)<9"ztk> ot B<m+1)<§0ztk>

e, portanto, Coalg (¢, ) tem dimensao finita para qualquer zt* € .

Em vista da Conjectura 1, vale observar que a algebra A = Gy[t]+G;[t] do Exemplo
3.13 possui um ideal localmente nilpotente maximal

I:span<ei1...e,-ntk|k20, n> 1>

e que A/I ~ F[t] é a dlgebra de polindmios.

Finalmente, vamos apresentar um exemplo de coalgebra alternativa a direita que nao
é localmente finita. Esse exemplo foi baseado na construgdo encontrada em [MS01] de
uma familia de M (F)-bimo6dulos de dimenséo finita.

Exemplo 3.14. Considere A = M (F) = span (e11, €12, €21, €22), a dlgebra de matrizes 2 x 2
com entradas no corpo F, em que

(10 (01 b (00 o (00
611_00 612_00 21_10 22_01

e, para cada h € Z, considere o espaco M) = span <m§h),m§h),méh),mih)>, em que

() . (h) () (h) ~

my’,my’,my’,m,  sdoelementos linearmente independentes. O espaco M = Pz M (k)
possui estrutura de A-bimoédulo através da seguinte tabela de multiplicagdo:
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mgh)en mgh) méh)en = 0
mgz)elz = 0 \ méz)eu = méh)
m%h)eﬂ = mi ) m%h;eﬂ = 0 o
mg )822 = 0 My expn = M,
méh)en méh) mih)en = 0
méh)elz = 0 mflh)elz = mgh)
myexn = 0 my ep = My
ellmgh) = mgh) ellmgh) = 0
ey’ = 0 €1zm§:) = —m"
621m§h) = —méh) eZlmg ) = 0
ezzmgh) = 0 ezzmg’) = méh)
6117’}1%:; = —mgh—H) ellm%:; = m%:; — mghﬂ)
€12My ~ = 0 eppm, - = m
€z1m§:) _ _",féh) n n;éhlﬂ) B mih+1) ez1mf(1:; _ _(zh"j%) n m§h+1) - mih+1)
ezzmé ) = mé ) + mg +1) exnmmy, " = my
emqueh € Z.

O A-bimo6dulo M é alternativo a direita e oferecemos duas demonstracdes deste fato
no Apéndice A. Assim, A+M é uma algebra alternativa a direita e (A4+M)° é uma codl-
gebra alternativa a direita.

Fixando a base B = {ey1,e12, 21,602} U {m,((h) | h € Z, k € {1,2,3,4}}, podemos
notar que qualquer elemento m,ih) € B ocorre na tabela de multiplica¢do um ntdmero
finito de vezes, donde concluimos que a base B da extenséo cindida nula A+M satisfaz a
hipétese do Teorema 3.10. Em particular, o funcional ¢ ) pertence a coalgebra (A+M)°

e, em particular, C = Coalg(gomgm = Bimod(gomgm é uma codlgebra alternativa a direita.

Vamos agora mostrar que C é uma codlgebra de dimens&o infinita.
Tome hh € Z e observe que, pela tabela de multiplicagdo de M e pelo Lema 3.9,

Oen @y, 00 = @00 = @, 0-1) = @, 00-)

mq mg my

Pex (ngh) =0
Pey q)méh—l) = —qomghq) + (Pmézﬁz) + ¢m§h—2)
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Pen @ i-1) = =@ -2 = @ (1-2)

Assim,

peleellq)mgh) = Pey q)mgh) ~ Pexy (Pméhfl) ~ Pexy (melh*l)
= megh—l) - Goméh—z) - quihfz) + QOméh—z) + Qomih—z)

= Pl

Em particular, {(ngl)’ ¢ ) q)mg,n, ...} € C e concluimos que C tem dimens&o infi-

nita. Como C é finitamente gerada, segue que C é uma codlgebra alternativa a direita que
ndo é localmente finita.

Teorema 3.15. O Teorema Fundamental das Codlgebras nio é vdlido na variedade das dlgebras
alternativas a direita.

Em vista do Exemplo 3.14, a variedade das élgebras alternativas a direita é uma va-
riedade que reforca a Conjectura 1. Ainda assim, se houver conexdo entre a existéncia
de uma codlgebra alternativa a direita ndo localmente finita e a ndo existéncia do radical
localmente nilpotente em Alt;, esta conexdo ainda néo é clara.

3.4 Determinando o dual finito

Determinar todos os elementos do dual finito de uma &lgebra de dimens&o infinita pode
ser uma tarefa dificil. Tome os Exemplos 3.12, 3.13 e 3.14, da se¢do anterior: ainda ndo
sabemos muito sobre elementos do dual finito que ndo pertencem a uma subcoalgebra da
forma ¢@p.

Nesta secdo vamos apresentar trés algebras de dimensdo enumeravel tais que o dual
finito é, respectivamente,

1. o espago nulo;
2. um espaco de dimenséao infinita e enumerével;

3. todo o espago dual e, em particular, um espaco de dimensdo infinita ndo enumera-
vel;

No caso das variedades onde é valido o Teorema Fundamental das Codlgebras, a tarefa
de determinar todos os elementos do dual finito pode ser simplificada usando o Lema
2.26, como veremos nos proximos dois exemplos.
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Exemplo 3.16. Seja V uma variedade em que o Teorema Fundamental das Coélgebras seja
véalido e seja A uma V-dlgebra simples de dimensdo infinita (e.g. a variedade das 4lgebras
associativas e a dlgebra de Weyl de primeira ordem). Entdo

A° =LocA° = {f € A" | ker fcontém um ideal de A de codimens&o finita}.

Mas como A é simples, os tinicos ideais de A sdo 0 e o proprio A, donde concluimos que
o tnico ideal de codimensao finita é o préprio A. Assim, f € A° se, e somente se, o ntcleo
de f contém A, ou seja, se f é o funcional nulo. Concluimos que A° = 0.

Exemplo 3.17. Seja Q[t] a dlgebra dos polindmios com coeficientes racionais. Provaremos
que, embora Q[t]* tenha dimens&o infinita ndo enumeravel, a codlgebra Q[t|° tem dimen-
sdo infinita enumeravel.!

Pelo fato que Q[t] é uma &lgebra associativa, variedade onde vale o Teorema Funda-
mental das Codlgebras, e pelo Lema 2.26,

Q[t]° = LocQ[t]° = {f € Q[t]* | ker fcontém um ideal de Q[t] de codimensio finita}.

Vamos provar que todo ideal ndo nulo de Q] tem codimenséo finita.

Tome I um ideal ndo nulo de Q[t]. Se I = QJt], entdo I é claramente um ideal de
codimensao finita. Suponha agora que I é um ideal préprio de Q[t]. A dlgebra Q[t] é um
dominio de ideais principais e, portanto, todo ideal I < Q[t] diferente de Q[¢] é da forma
I =id{p(t)),em que p(t) = t" +a,_1t" "1 +--- +ayt +ag € Q[t] é um polindmio mdnico,
com n > 1. Assim, Q[t]/I = span <1 +Lt+1,..., 14 I> é uma dlgebra de dimensao
finita e segue o desejado. Em particular, um funcional f € Q[t]* é um elemento de Q[t]°
se, e somente se, o nucleo de f contém algum ideal ndo nulo de Q[t].

Observe que a base B = {tf | k > 0} satisfaz a hipétese do Teorema 3.10 e, portanto,
o espago de dimensdo enumeravel ¢g estd contido em Q[t]°. Em particular Q[t]° tem
dimensao infinita.

Para provar que Q[t]° tem dimensdo enumeravel, provaremos antes o seguinte lema:

Lema 3.18. (a) Seja f : Q[t] — Q um elemento nio nulo de Q[t]°. Pelo Lema 2.26, o niicleo
de f anula um ideal de Q[t] gerado por um polinomio p(t) = t" +a, 1" 1+ - +at +
ay € Q[t]. Entdo o funcional f é unicamente determinado pelos racionais ag, ay, ...,0a,-1,

fO,f(t),..., f("H eQ.

(b) Seag,ay,...,a,-1,bo,b1,...,by_1 € Q, entdo existe um funcional linear f : Q[t] — Q tal
que f(1) = by, f(t) = by,..., f("1) = b,,_1 e o miicleo de f contém o ideal de Q[t] gerado
pelo polindmio p(t) = t" +a, 1t"" 1+ -+ + art + ao.

1Seja F um corpo infinito enumerdvel. O argumento usado na demonstragio deste exemplo também
é valido para mostrar que o dual finito da 4lgebra de polindmios F[t] é uma coélgebra de dimensdo nao
enumeravel.
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Demonstragio. (a)
0= f(p(t)) = f(t" +ay_1t" 1+ +ajt+ag) =
f#) = —an1 f("71) = —arf(t) —aof (1)
Analogamente,
0=f(tp(t) = FE" +ayat" + -+t +at) =
FETY) = —ay g f(1) = = arf (1) = aof (1)

e assim, sucessivamente, obtemos a seguinte relagdo recursiva:

FET) = —ap g f("71) — = f(EHT) —aof (),

para todo £ > 0.

(b) Defina um funcional linear f : Q[t] — Q dado por

f(tk)— by, se0<k<n-1
| —aa fEY) — g f(EY) —agf(#Y), sel=k—n>0

Pela construgdo de f, conforme desenvolvido no item (a), podemos concluir que
f(#p(t)) = 0, para todo i > 0. Concluimos que o nucleo de f contém o ideal de
Q[t] gerado por p(t). O

A parte (b) do lema mostra que, para todo n > 1, existe uma fun¢do do conjunto
infinito enumeréavel S, = Q** = {(ag,...,a,_1,bo, ..., by_1)} em Q[t]°. Segue que existe
uma fungdo do conjunto U,>1S, em Q[t]° e, pela parte (1), essa fungdo é sobrejetora.
Como o conjunto U,,>1S, é infinito enumeravel e Q[¢]° é infinito, segue que Q[t]° é infinito
enumerével. Concluimos que Q[t]° tem dimensdo infinita enumeravel

Também € interessante notar que ¢ é uma subcodalgebra prépria de Q[t]° e, em par-
ticular, os funcionais ¢, com k > 0, ndo sdo uma base de Q[t|°. De fato, defina para
qualquer r € Q o funcional 6, : Q[t|* — Q dado por

0:(p(t)) = p(r),

para qualquer polinémio p(t) € QJt]. Denote o produto de Q[t] por m. Para quaisquer
inteiros m, n > 0, temos que

(m*(0,), " @ 1) = (B,, ") = P = = (g gy (G, 1) = (1(0, @ 6,), " @ 1)

Podemos concluir que m*(6,) = (6, ® 6,), que span (f,) é um subespago bom e, em
particular, 6, € Q[t]°.

Por fim, para qualquer r € Q ndo nulo, 6, é um funcional do dual finito Q[t|° que ndo
pertence a ¢p. De fato, suponha que 6, € ¢ e tome ay,...,a, € Q tais que

0 = app1 + a1t + -+ - + anepm.

Terfamos dessa forma que, 0 = (6,, t"*!) = "1, um absurdo.

59



O teorema a seguir mostra um caso onde, em oposigdo ao Exemplo 3.16, o dual finito
consiste de todos os funcionais do espago dual.

Teorema 3.19. Seja A uma dlgebra de dimensdo finita e M um A-bimédulo. Entdo o dual finito
da extensio cindida-nula A-+M é o proprio espago dual (A+M)*.

Demonstragido. Vamos mostrar que, para qualquer f € (A+M)* e qualquer inteiro po-
sitivo 11, 0 espago BV (f) tem dimensao finita e concluir através do Teorema 2.28 que
f € A° paratodo f € A*.

Seja {a1,...,an} C A uma base da algebra A. O espaco A* tem dimensdo finita e
pode ser considerado um subespago do espaco (A+M)*. Assim, defina o subespago de
dimensa&o finita

V= A" 4 span (A fopurfoe s Aa fo 0, f) © (AFM)"

Vamos mostrar que, para qualquer x € A+M, A, f,pxf € V. Por linearidade, podemos
assumir que x € A ou x € M. No primeiro caso, ainda por linearidade, é evidente que

Axf,oxf € span(Aq f, Parf, -, Aayf,Panf) C V.

Suponha agora que x = mgy € M e observe que, para qualquer m € M,

(Amof)(m) = f(mmo) = f(0) =0,
(omof)(m) = f(mom) = £(0) = 0.
Ouseja, Ay f, omof € A* C (A+M)*.
Segue, como desejado, que A, f, pxf € V, para qualquer x € A+M. O

E importante comparar o Teorema 3.10 e o Teorema 3.19, duas formas aqui apresen-
tadas de se estudar o dual finito de uma algebra. Se estamos interessados em encontrar
uma subcodlgebra do dual finito da extensdo cindida nula de um bimédulo, é verdade
que a codlgebra obtida pelo tltimo teorema contém a codlgebra ¢z obtida no primeiro
teorema. No entanto, pode ser dificil determinar a comultiplicacdo do dual finito de uma
extensdo cindida nula arbitraria, e em consequéncia determinar a subcoalgebra gerada
por um elemento especifico, ao passo que a comultiplicacdo de ¢z pode ser facilmente
determinada desde que a base B tenha boas propriedades.

3.5 Problemas em aberto

Lembramos (conferir Exemplo 1.31, pagina 25) que a variedade Alt; ndo possui radical
localmente nilpotente pois nado satisfaz a seguinte propriedade

(3") Para qualquer V-dlgebra A e qualquer ideal I < A, se I e A/I sdo localmente nilpo-
tentes, entdo A é localmente nilpotente.
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Neste contexto, investigar o seguinte problema pode ajudar a entender a conexdo entre o
Exemplo 3.14 e o radical localmente nilpotente.

Problema 3.20. A extensdo cindida-nula A = A4M do Exemplo 3.14 satisfaz a seguinte
condicdo?

(3*) Para qualquer ideal I < A, se I e A/ sdo algebras localmente nilpotentes, entdo A é
uma algebra localmente nilpotente.

Visto que a variedade das dlgebras comutativas de poténcias associativas ndo possui
radical localmente nilpotente, a Conjectura 1 sugere o seguinte problema:

Problema 3.21. E possivel construir um exemplo de dlgebra comutativa e de poténcias
associativas satisfazendo as condi¢des do Teorema 3.10?

Problema 3.22. A familia de bimédulos que inspirou o bimédulo do Exemplo 3.14 é uma
familia de bimédulos irredutiveis de dimensao 4#n, para todo inteiro n > 2. Se VV é uma
variedade que admite uma familia de bimddulos irredutiveis com dimenséao arbitraria-
mente grande, entdo é possivel construir um bimédulo de dimensao infinita satisfazendo
as hipé6teses do Teorema 3.10, como no Exemplo 3.14? Em caso positivo, quais proprieda-
des devemos impOr a esta familia para que ela forneca um contra exemplo do Teorema
Fundamental das Coélgebras?
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Capitulo 4

O Teorema Fundamental das Coalgebras

Em 1973, I. P. Shestakov e K. A. Zhevlakov (conferir [Z573]) encontraram condi¢des neces-
sdrias e suficientes para que variedades de uma certa classe de dlgebras possuam radical
localmente nilpotente. Em 1976, S. V. Pchelintsev (conferir [Pch76]) encontrou condic¢des
suficientes para que uma subvariedade da variedade das dlgebras alternativas a direita
possua radical localmente nilpotente. Ao observar as condigdes obtidas pelos trabalhos
mencionados é possivel notar que ha uma certa semelhanca entre algumas destas condi-
¢Oes e certas propriedades suficientes para que as coalgebras de uma variedade satisfa-
¢am o Teorema Fundamental das Coélgebras.

Neste capitulo estudamos variedades que satisfazem uma propriedade que genera-
liza uma condigdo encontrada em [Pch76]. Esta classe de variedades inclui, por exemplo,
as variedades das algebras de Malcev, de Lie, associativas, alternativas, de Jordan, do
tipo (—1,1) e as variedades das algebras (—1, 1)-bindrias e alternativas a direita Malcev-
admissiveis, sendo estas duas tltimas variedades objetos de estudo em [Pch76] (para a
defini¢do destas variedades, conferir Exemplo 1.7). A partir dos resultados deste capi-
tulo, concluimos que, se uma variedade desta classe possui radical localmente nilpotente,
entdo as codlgebras desta variedade satisfazem o Teorema Fundamental das Codlgebras.

Como consequéncia, provaremos que o Teorema Fundamental das Codalgebras é va-
lido para as coélgebras associativas, alternativas, de Jordan, do tipo (—1,1) (resultados ja
conhecidos), e é valido para coalgebras das variedades Bin(—1,1), das é4lgebras (—1,1)-
bindrias, e Alt; N Malc,, das 4lgebras alternativas a direita Malcev-admissiveis.

A primeira secdo trata de estudar algumas propriedades de subcodlgebras geradas por
um tunico elemento, usando a estrutura de bimédulo que essas subcoalgebras possuem.
A segunda secdo e a terceira se¢do tratam de contextualizar as condi¢des que definem a
classe de variedades onde é valido o Teorema Fundamental das Codlgebras segundo o
Teorema 4.19. Na quarta se¢do, demonstramos o Teorema 4.19 e aplicamos ao caso das
variedades Bin(—1, 1) e Alt; N Malg,.

O Teorema 4.19 é um resultado novo.
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4.1 Coalgebras finitamente geradas

Seja C uma codlgebra, C* sua 4lgebra dual e tome z € C. Neste trabalho escolhemos estu-
dar a codlgebra C através da sua estrutura de C*-bimédulo. Esta opgdo é especialmente
til em nosso caso pois desejamos estudar a subcodlgebra gerada por z, que coincide com
o C*-sub-bimédulo gerado por z.

Como espago vetorial, Bimod (z) é gerado por z e por todos os elementos da forma

Tﬁfll) .tz e BO ),

em que t € um inteiro positivo, T(l), el () ¢ {A,p}teay, ..., a; € C*. Assim, para mostrar
que Bimod (z) tem dimens&o finita é necessario mostrar que existe um inteiro positivo N
tal que, se t > N, entdo todo elemento da forma

qﬁ}) .tz e BO(z),

é escrito como combinagédo linear de elementos de Zf;(l) B (z). Nosso objetivo nesta secio
é mostrar que esta condigdo também é suficiente (Proposicado 4.5).

Defini¢do 4.1. Seja A uma élgebra, (M, A, p) um A-bimédulo e m € M. Para todo inteiro
positivo k, defina

Ann® (m) ={ae A| Ta(l)'rlflz) . Tb(lem = 0, para quaisquer t =1,...,k,

Lt e{rpleby,... bi_1 € A}

Exemplo 4.2. Seja G = Gp + G a algebra de Grassmann. Defina A = Gy, considere o
A-bimédulo M = G; e fixe o elemento m = e;. Para todo inteiro positivo 7, temos

Ann™ (¢) = Ann((e;) = span (eriy...0 | k>0,1<ip < <iy).

Os espagos AnnM (m) e Ann® (m) foram considerados em [ACM94] para mostrar
que o Teorema Fundamental das Codlgebras é valido na variedade das algebras alter-
nativas e na variedade das algebras de Jordan, respectivamente. Um espaco andlogo ao

espaco Ann(?) (m) foi estudado em [Zhe96] para mostrar que o Teorema Fundamental das
Coalgebras é valido na variedade das algebras estruturaveis.

Lema 4.3. Seja A uma dlgebra, M um A-bimédulo, m € M e n um inteiro positivo tal que
Ann"™) (m) tem codimensiio finita. Entdo o espaco

B(t)(m> = span <T,1(11) a(tt)m | @ .t ¢ {Ap}, a1, .0 € C*>
tem dimensdo finita para todo inteiro positivo t < n.

64



Demonstragido. Como Ann(™ (m) tem codimensdo finita, existem by, ..., b, € A tais que
A = Ann™ (m)+ span (by,...,b,).
Observe que, para qualquer t < n
B(t)<m> = span <Ta(11) ,Z(f)m ] @ e {Ap}, a1,...,a: € A>
= span <T,1(11) ﬂ(f)m | OB = Ol {Ap}, a1,...,a: € (Ann(”)(m)) U {b, .. .,br}>.

Comot < n, paraquaisqueray,...,a; € (Ann(”) (m))U{by,..., b} equaisquer @ ) e
{A,p}, se houver a; € Ann(™ (1) para algum j, entdo Ta(ll ). 73" 'm = 0. Conclui-se que

B(t)(m> = span <TZS.1) . ..Té?)m | @, .t e {A,p}, 01,0001 € {1,...,r}>
il i

e assim, B(*) (m) é um espaco gerado por um conjunto finito para qualquer t < n. [
Lema 4.4. Seja C uma codlgebra e C* a dlgebra dual. Para qualquer z € C e qualquer inteiro

positivo k, Ann®) (z) € C* é um subespago de codimensdo finita.

Demonstragido. Demonstraremos por indugdo sobre k.
Tome k = 1. Defina as transformacdes lineares f, g : C* — C dadas por

fla) =Apz e
g(a) = puz,

para todo x € C*.
Suponha que A(z) = Y" ; x; ®y;, em que x;,y; € C parai =1,...,m. Entdo para todo
neCr,

s

Il
[y

fla) =Xz = (Idc®@a)(A(z)) =) (a, y;) x; € span{(x1,...,Xm)

1

e, analogamente, ¢(a) € span(yi,...,ym), para todo a € C*. Logo, ker f e ker g sdo
espagos de codimenséo finita de C* e Ann(z) = ker f Nker g também o é.

Suponha agora que k = n seja um inteiro tal que Ann(™ (z) é um subespaco de codi-
mensao finita para todo z € C. Pelo Lema 4.3, o espago

= span (z) +span<Ta(3)...Ta(tt)z |1<t<mn, @ 1 e {Ap}, a1,...,a: € C*>
tem dimensao finita. Tome x, ..., x, € C tais que V = span (xy,..., x;;) e observe que
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Ann(”H)(z) = {zx e C| roﬁ”ra(? e a(f)z =0, para quaisquer t =1,...,n+1,

™, Lt e{rp} e a,...,a € C*}

={a € C* | v =0, para quaisquerv € Vet € {A,p}}
={a € C" | ux1 = -+ = Tuxm = 0, para qualquer T € {A,p}}
= (AmnW(x1)) NN (Ann(xy))

Como cada Ann‘) (x;) é um espago de codimensdo finita, para qualqueri =1,...,m,
segue que Ann"*tY(z) também o é. O

Observe que, em geral, se A é uma algebra, M é um A-bimédulo e m € M, o espago
Ann(") (m) ndo tem necessariamente codimensao finita. De fato, considere novamente o
Exemplo 4.2, em que G = Gp+G é a dlgebra de Grassmann, A = Gy e M = G;. Temos
que A = Gy = AnnM (¢1)+V, em que V é 0 espago de dimenso infinita

V =span (1) +spane; ...e;, | k>0,1<iy <...ix),

e que Ann" (¢) tem codimensio infinita para todo inteiro positivo .
Como consequéncia do Lema 4.3 e do Lema 4.4, obtém-se a seguinte proposicao.

Proposicdo 4.5. Seja C uma codlgebra e z € C. Considere a estrutura usual de C*-bimddulo em
C. A codlgebra Coalg (z) tem dimensdo finita se, e somente se, existe um inteiro positivo N tal
que

para todo k > N.

Demonstragdo. Conforme notado anteriormente,

Coalg (z) = Bimod (z) = i B® (z).
£=0

Pelo Lema 4.3 e pelo Lema 4.4, o espaco B(*)(z) tem dimensdo finita para cada inteiro
t > 0. Assim, mostrar que Bimod (z) tem dimensdo finita é equivalente a mostrar que
existe um inteiro positivo N tal que

i B®) (z) = ﬁ B (z),
t=0 t=0



ou seja, tal que B%)(z) C YN | B(*)(z), para todo inteiro positivo k > N. Isso ocorre se, e
somente se, para qualquer k > N,

k
BF U (z) € ¥ B (z). O
t=0
E importante ressaltar que a Proposic¢do 4.5 nos fornece uma condi¢do necessdria e su-
ficiente para que uma codlgebra finitamente gerada tenha dimensao finita independente
da codlgebra pertencer a alguma variedade. Essa condigdo foi notada em [ACM94] no
caso de codlgebras alternativas e coalgebras de Jordan.

4.2 Uma condi¢ao sobre variedades

O principal resultado deste capitulo, o Teorema 4.19, mostra que o Teorema Fundamental
das Coalgebras é valido para uma classe considerdvel de variedades. Em vista da Conjec-
tura 1, para obter esta classe, estudamos propriedades vélidas em variedades conhecidas,
e em especial, propriedades vélidas em variedades que possuem radical localmente nil-
potente.

Antes de definir a classe em questdo, vamos introduzir a seguinte notagao: Seja A uma
algebra, M um bimédulo e m € M. Se N é um inteiro positivo, entdo defina a seguinte
relacio em BNFD (m):

N
W1 =Wy, sew; —wy € Y B® (m),
=0

H__75 24

em que wy, wp € BNtV (m). A relacgo ¢ uma relacdo de equivaléncia em BN+ (m).
Também por abuso de notagdo, quando A = F{y,x1,xp,...} é a algebra livre ndo
associativa e M = A, dizemos que a variedade homogénea V possui uma identidade da

forma (1) (N) (1) (N)
Z“(ilf---/iN)Txil cen TxiN = Zlg(jlr---er)Txfl ‘e Tfo .

se é valida nas édlgebras de V uma identidade da forma
(1) (N), — (1) (N)
Za(ilr"viN)Txil ce TxiN y= ZlB(jlr---/jN)ijl “en ijN Y.
Exemplo 4.6. Nas dlgebras da variedade Alt; sdo validas as identidades

(RxRy + RyRy)(z) = (Ryy + Ryx)(2)
(LyLy — RyLy + LgRy)(z) = Ly, (2),

onde R, L sdo os operadores de multiplicagdo a esquerda e a direita. Segundo a notacgdo
anterior, dizemos que em Alt; sdo vdalidas identidades da forma

RyRy = —RyR,
RyLx = LyRy + LyL,
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Esta segdo é dedicada a condicdo:

I) Existe inteiro positivo n tal que, para quaisquer T(l), ey T(+1) ¢ L, R}, é satisfeita
p que, para q q
nas algebras de V uma identidade da forma

) TT = Y szxl )...T,EZLTJEZ“);
j#Fn+1

A forma como exprimimos a condi¢do (I) ndo nos permite inferir informagdes ime-
diatamente a respeito das algebras de V e de seus ideais. Por isso, a préxima proposi¢do
mostra uma maneira equivalente de exprimi-la.

Proposic¢do 4.7. Seja V uma variedade homogénea de dlgebras. A condicio (I) é equivalente a
condigdo

(I'’) Se A é uma dlgebrade ) e I é um ideal de A, entio existe um inteiro positivo n tal que
id(?y = Y BW(1?),
0<k<n

onde a estrutura de bimédulo considerada é a de A-bimédulo regular.

Demonstragio. (I) = (I') Tome A uma algebra de V e [ um ideal de A. Quando conside-
ramos o A-bimédulo regular, o ideal id(I?) é igual ao A-sub-bimédulo Bimod (I?). Em
particular,

id(I1?) = i BR (12).
k=0

Vamos provar por indugio sobre t > n que B (I?) C th( (k)(12), onde n é o inteiro
positivo da condigéo (I).
Tome TW, ..., T e {L,R}, x1,...,xt € Aey,z € I. Assim,
T T (yz) = TV . TL, (2)
=T . T,Ef‘n”)Txf‘(”‘”) L TVL(2)

(n—1)
—ZTxl LT T,Ell )T T ()
=y 7V W
=), xl by \(_ (2)))
€12

em que, nos somandos da tltima equagédo, s < t e W é um operador de Mult(A). Con-
cluimos que T,S} . T,Ef) (yz) € th;%) B®)(12) e 0 desejado por indugao sobre t.
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(I'Y = (I) Tome T, .., T Th+l) ¢ {L,R} e x1,...,x4,¥,z € X. Defina A =
Fy{x1,...,%xn,Yy,z}, a F-dlgebra livre gerada por {xi,...,x,,y,2z}, e defina o ideal I =
id(y, z). Pela condigdo (I'), existe um inteiro positivo n tal que

Z B)

0<k<n

Observe que o elemento Ty(nH) (z) é um elemento de I e, portanto, T,Ell ). T,SZ) Ty(nH) (z) €

id(I?). Pela condicao (I'), T§11) . T,EZ)Ty(nH)(Z) € Yo<ken B¥(I?) e, portanto,

T T (2) = Yath) L T T (2),

Wy

em que wi, ..., Wy, Wy41 € A. Pela homogeneidade de V e pela hip6tese que

TV T T (2) € BO(2),

Wyt1

para algum 0 < k < n, temos que {w1,..., Wy, Wyi1} = {X1,..., X, Y} € Wyt1 # Y, OU
seja
) TT Y = Y ochz . W..T,EZLT,EZ“),
j#Fn+1

concluindo nossa demonstracao. ]

A condicédo (I) do Teorema 4.19 é satisfeita por diversas variedades, como visto nos
exemplos a seguir.

Exemplo 4.8. Na variedade Alt sdo satisfeitas as identidades

RyRy = —RyLy + Ryy + Ryx
LiLy = —LyLy + Ly + Ly
RyLy = LyRy + RyRy — Ry
LyRy = RyLy + RyRy — Ry

e, portanto, Alt satisfaz a condicdo (I) com n = 1. Em particular, a subvariedade As
também satisfaz a condigdo (I).

Exemplo 4.9. Na variedade Malc sdo satisfeitas as identidades

Ry = —L,
RszRx — RXRXRZ + R(XZ)X + szRx.

Na notacdo introduzida anteriormente, temos

RxR;Ry = RyRyR;.
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Linearizando tal identidade, obtemos
RyR:Ry + RyR;Ry = RyRyR; + RyRyR;
e fazendo x = x1 e z = xp, temos uma identidade da forma
Ry, Ry, Ry = —RyRy,Ry; + Ry, RyRy, + RyRy Ry,.

Assim, Malc satisfaz a condigao (I) com n = 2. Em particular, a subvariedade Lie também
satisfaz a condigao (I).

Exemplo 4.10. Na variedade Jord sdo satisfeitas as identidades

2RszRx == _R + 2Rxsz + RZsz'

x2z
Na notacdo introduzida anteriormente, temos
2R4+R;R,y =0

e, se a caracteristica do corpo base é diferente de dois, entdo é satisfeita em Jord uma
identidade da forma
RyR;R, =0

Linearizando tal identidade, obtemos
RyR;Ry = —RyR:Ry
Fazendo x = x1 e z = xp, temos uma identidade da forma
Ry, Ry,Ry = —RyRy, Ry,.
Assim, Jord satisfaz a condigdo (I) com n = 2.

Exemplo 4.11. Suponha que a caracteristica de F é diferente de dois. A variedade A(—1,1)
é definida pelas identidades

(xyy) =0 (4.12)
I (x,y,2) = 0. (4.13)

Aplicando o processo de linearizacdo em (4.12), obtemos as identidades

Rny — _Rny + ny + Ryx

e, como char F # 2, obtemos de (4.13) a identidade
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Assim, A(—1,1) tem identidades da forma

RyRy = —RyR,
ReLy = LyLy + LyRy

LyRy = RyLy + LyLy + RyR
LyLy = —LyLy — RyR;.

Concluimos que, se a caracteristica de F é diferente de dois, entdo A(—1,1) satisfaz a
condigdo (I) comn = 1.

Lembramos que as variedades Alt ([ZSSS82, p. 165]), Jord ([ZSSS82, p. 93] quando
0 corpo base tem caracteristica diferente de dois) e A(—1,1) ([ZS73, p. 34] quando o
corpo base tem caracteristica diferente de dois) possuem radical localmente nilpotente,
enquanto as variedades Lie e Malc ndo possuem radical localmente nilpotente (Exemplo
1.30).

Nosso objetivo agora serd mostrar que a variedade Bin(—1,1) das algebras (—1,1)-
bindrias e a variedade Alt; N Malc, das dlgebras alternativas a direita Malcev-admissiveis
satisfazem a condigdo (I). Para tal, usaremos o seguinte lema devido a S. V. Pchelintsev.

Lema 4.14. [Pch76, p. 274] As variedades Bin(—1,1) e Alt; N Malc, satisfazem a seguinte con-
digdo:

(I”) Para quaisquer TV, T, TG) ¢ {L, R}, existe identidade da forma

LtTagll)Tagz) y( ) = _LfT leL £2) + T( )T( )T(?’))’

X1 X2

em que TV, T?),TC) ¢ {L, R} e o somatério do lado direito é indexado por todas as
combinagdes dos operadores T\), T ) ¢ {L,R}, parai=1,2,3.

Proposicao 4.15. Se V é uma subvariedade homogénea de dlgebras alternativas a direita que
satisfaz a condigdo (I"), entdo V satisfaz a condigdo (I) paran = 3.

Demonstragio. Para simplificar a notagdo, vamos denotar as identidades garantidas pela
condicdo (I") do Lema 4.14 omitindo os indices dos operadores de multiplicagdo, escre-
vendo

LTDTETY = - L TWTETE + Y al THTHTE + TVTITY),

como
Lthl sz Ty = — LtTyTX2 Txl + Z aLt(Txl TyTxZ + TyTxl sz) (4.16)

Como V é uma subvariedade de &lgebras alternativas a direita, JV também satisfaz as
identidades

Rny — _Rny + ny + Ryx
RxLy = Lny + Lny - Lyx.
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Vamos analisar o operador Ty, T, Ty, Ty em cada uma das possibilidades para os operado-
res que o compdem e mostrar que a variedade V satisfaz:

T ToTuTy = Y szSl) LT Ty T,Ei)
1<;<3
Caso 1: Ty, = Ly,. Neste caso, pela aplicacdo direta de (4.16), vale o desejado.
Caso 2: Ty, = Ry, e Ty, = Ly,. Neste caso, como V C Alt;, podemos aplicar a identi-
dade
Ry, Ly, = Ly,Ly; + Ly, Ry,

e obtemos uma identidade da forma

T To, Ty Ty = (Rxl Ly, ) T, Ty
= (Lx,Lx, + Ly Ry ) Ty Ty
= Ly, Ly To; Ty + Ly Ry, Ty Ty,
que pode ser reduzida ao Caso 1.

Caso 3: Ty, = Ry, Ty, = Ry, e Ty, = Ly,. Neste caso, obtemos uma identidade da
forma

Txl Tx2 Tx3 Ty — Rxl (szLx3)Ty
= Rxl (an sz + LX3RX2)T]/
= Ry, Luy Ly Ty + Ry, Ly Ry, Ty,
que pode ser reduzida ao Caso 2.
Caso4: Ty, = Ry, Ty, = Ry,, Tx; = Ry e Ty = Ly. Neste caso, obtemos uma identidade
da forma
Ty, szTx3Ty = RlexZ(Rx3Ly)
= Rle,Q(Lny3 + Lny3)
= Ry Ry, LyLy; + Ry Ry, Ly Ry,
como desejado.
Caso 5: Ty, Ty, Tx; Ty = Ry Rx, Ry Ry. Neste caso, como V C Alt;, vale em V uma iden-

tidade da forma
Ry,Ry = —RyRy,

e, portanto,
Txl sz Tx3 Ty — Rxl sz Rx3 Ry = _Rxl sz Rny3,

como desejado.
Conclui-se que vale uma identidade da forma

Ty Ty, T Ty = Y aT,E}R LT T,S?; T,Ej*s),
1<j<3
para quaisquer operadores de multiplicagao Ty,, Tx,, Tx, e Ty. l
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4.3 Identidades polinomiais e o radical localmente nilpo-
tente

Em vista da Conjectura 1, buscamos propriedades satisfeitas em variedades com radical
localmente nilpotente que fossem tteis para demonstrar que codlgebras destas varieda-
des fossem localmente finitas. O objetivo desta se¢do é apresentar a seguinte condi¢ao

(II) Para todo inteiro positivo k existe um inteiro positivo N = N (k) tal que, para quais-
quer iq,..., iy € {1,...,k} e quaisquer T, .., TN) ¢ {L, R}, é satisfeita em V a
identidade

T}gill) 7N

.. xiN

=0,

e estudar sua relagdo com o radical localmente nilpotente. Mostramos, em particular, que
qualquer variedade que possui radical localmente nilpotente satisfaz a condigéo (II).

Lema 4.17. Seja V uma variedade de dlgebras com a sequinte propriedade:
(II1) 'V possui radical localmente nilpotente.
Entdo é vdlida em V a seguinte propriedade:

(II') Toda V-dlgebra finitamente gerada e soliivel é nilpotente.

Demonstragio. Seja A uma algebra de V que seja finitamente gerada e soltvel. Tome N um

inteiro ndo negativo tal que A(N) = 0.Se N = 0, entdo A é a &lgebra nula e o resultado
segue trivialmente. Suponha entdo que N > 1.

Observe que, para todo inteiro positivo 1, A" = A(*=1) A("=1) ¢ ym ideal da algebra
A=1) Além disso, como A é soluvel, o quociente A"~1) / A(") ¢ uma 4lgebra nilpotente
de ordem 2, pois

(A(n—l)/A(n))Z _ (A(n—l))Z/A(n) — A(”)/A(”) = 0.

Como AN) = 0, segue que AN=1 ¢ nilpotente e, em particular, localmente nilpotente.
Suponha agora que 7 seja um inteiro positivo tal que A(") seja localmente nilpotente.
Como a propriedade “nilpoténcia local” é radical em V, é vélida a seguinte propriedade:

(3") Para qualquer V-dlgebra A e qualquer ideal I < A, se I e A/I sdo localmente nilpo-
tentes, entdo A é localmente nilpotente.

Como A ¢ localmente nilpotente por hipétese e A1)/ A(") & localmente nilpotente,
segue pela propriedade (3') que A"~V ¢ localmente nilpotente. Por indugao, temos que
A = A ¢ localmente nilpotente e, como A é finitamente gerada, concluimos que A é
nilpotente. O

Lema 4.18. Seja V uma variedade de dlgebras homogénea com a seguinte propriedade:
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(II') Toda V-dlgebra finitamente gerada e soliivel é nilpotente.
Entdo é vdlida em V a seguinte propriedade:

(II) Para todo inteiro positivo k existe um inteiro positivo N = N (k) tal que, para quaisquer
i1,...,in € {1,...,k} e quaisquer T, ..., TN) ¢ {L, R}, é satisfeita em V a identidade

0

Tjgill) 7N

.. xiN

Demonstragdo. Seja k um inteiro positivo, A = Fy{x1,...,x;,y} a V-algebra livre gerada
por x1,...,x,y e I = id((A?)?) o ideal de A gerado por A®) = (A2)2. A algebra A/I é
soltivel finitamente gerada e, portanto, é nilpotente. Escolha N um inteiro positivo tal que
(A/I)N+1 = 0. Entio, para quaisquer iy, ...,ix € {1,...,k} e quaisquer T, ..., TIN) ¢
{L,R},

(N)

T TN (D) =041,

xi1+1 e Xin
ou seja,
T T I
%, - T, (V) €

Assim, existem u;,v; € AZ e W; € Mult(A), parai=1,...,m, tais que
Té}l) o Tﬁffv) (v) = iwi(”ivi)
im

Como V é homogénea, podemos assumir que a identidade acima é homogénea e teremos
para cada termo W;(u;v;), uma (e apenas uma) das seguintes trés possibilidades:

1. A letra y ocorre em u;;

2. Aletra y ocorre em v;;

3. Aletra y ocorre em alguma palavra z € A e T, ocorre em W; para algum T € {L, R}.

Caso 1: Neste caso, u; = W/(y), para algum W' € Mult(A) e temos que

Wi(uv;) = WiRy, (1) = WiR, W' ().

Como v; € A? v; é uma palavra nas letras {x1,...,x} de grau no minimo 2 e, por con-

sequéncia da homogeneidade de V, W;R,, W’ é um operador de Mult A com menos termos

(com respeito a L, R) que T;El.ll) . T,gi\\]]).

Caso 2: Anéalogo ao Caso 1.
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Caso 3: Neste caso, sejam T(l),...,T(’) € {L,LR} ez,...,.zz € A tais que W; =
Tz(ll ). TZ(:) e a letra y ocorre na palavra z = z; para algum j. Tome V, V', W' € Mult(A)
tais que W; = VTV’ e z = W/(y). Segue que

Wi(uivi) = VTZV/(L{Z'UI') = VTZ(V/(MZ'UI'))
= VT (40 (2)
= VI W' ),

em que * é a involugdo da Definicdo 2.12. Como u;v; € A%, V'(u;0;) é uma palavra
nas letras {xi,...,xx} de grau no minimo 2 e, por consequéncia da homogeneidade de
V, VT, (u‘U.)W’ ¢ um operador de Mult A com menos termos (com respeito a L, R) que

1 N
T T
Em suma, provamos que

T T () = Y W),
i=1

em que Wi, ..., W), sdo operadores de Mult(A) com menos de N termos, com respeito a
L, R. Conclui-se, como queriamos, que é valida em V uma identidade da forma

)1

T = 0. [
O Lema 4.17 e o0 Lema 4.18 nos permitem concluir as seguintes implica¢des
(IIT) = (II') = (II)

Ainda é um problema em aberto determinar se alguma destas implica¢des é prépria ou
se vale alguma reciproca.

4.4 Teorema Fundamental das Coalgebras

Finalmente, estamos em condi¢des de demonstrar o seguinte teorema:
Teorema 4.19. Seja V uma variedade homogénea que satisfaca as seguintes propriedades:

(1) Se A éuma dlgebradeV e I é um ideal de A, entio existe um inteiro positivo n tal que

d(?) = Y BO(P),

0<k<n

onde a estrutura de bimédulo considerada é a de A-bimédulo regular.
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(II) Para todo inteiro positivo k existe um inteiro positivo N = N (k) tal que, para quaisquer
in,...,ix € {1,...,k} e quaisquer T, ..., TN) € {L, R}, é satisfeita em V a identidade

). T

.o xiN

0.

Entdo toda codlgebra C com C* € V é localmente finita.

Demonstragio. Seja C uma codlgebra com C* € V ez € C.Se z = 0, entdo Coalg (0) = 0
tem dimensao finita trivialmente. Assumiremos assim que z # 0. Tome n > 1 dado por
(I). Pelo Lema 4.4, existe inteiro positivo k e existem a1, ..., &, € C* tais que

C* = Ann" (2)+ span (ay, ..., &) .

Pela condigdo (II), existe N = N(k) tal que

(N)

1
TJEH) LT =0

¢ identidade em V para quaisquer i, ..., iy € {1,...,k} e TD,..., TN) ¢ {[,R}. Pela
Proposicdo 2.19, temos que
T,E}l) . T,Sfx) =0 (4.20)

é uma identidade do C*-bimédulo C, para quaisquer iy, ..., iy € {1,...,k} e @ . rN) ¢

{Ap}.
Ainda pela Proposi¢do 2.19, pela propriedade (I) e pela Proposigdo 4.7, para quaisquer

@), rn+l) ¢ {L, R}, é satisfeita no C*-bim6dulo C uma identidade da forma

(1)_(2) (n+1) _ Z yf(1)~(2) =) z(nt1) (4.21)

Ty Tay - Ty X T, Ty T,

Pelo Lema 4.3, o espago
B (z) = span <Ta(11) D21z, 10 e {A,p}, m,... 4 € C*>

tem dimensao finita para cada inteiro positivo .

Pela Proposigdo 4.5, para mostrar que Coalg (z) é um espago de dimensdo finita é
suficiente mostrar que, se t > N, entdo B+1)(z) C ! B()(z),

Tome Ta(ll) e Ta(fjll)(z) € BU(z), com ay,..., a1 € C* et .., 7D ¢ [}, 0},
Podemos assumir que ay, . .., a1 € Ann™ (z) U {ay,. .., a}.

Caso 1:a; € Ann("(z), para algum j. Neste caso, através de sucessivas aplica¢des da

(1) () (t+1)

identidade (4.21), temos que 1, . .. a; o Tap (z) é escrito como combinagao linear de
termos da forma W ” (t41)

~ ~\7 ~

Ty oo Tay o Ty (2),
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em que 71, ..., (1) € {A,p} er < n. Como a; € Ann(")(z), segue que

o). w4 ) =0

e, portanto,

t .
Tcgll) : ..Ta(ttjll)(z) =0¢€ ZB(” (z).
i=0

Caso2:ay,...,a;41 € {a,...,a;}. Neste caso, existem iy, ..., iy € {1,...,k} tais que

(1) (t+1)(z) . T(l) T(tH)(z).

Tay -+ Tag = Tay e Ty,
Como t > N, podemos usar a identidade (4.20) e obter

Ta(ll) . Téfjll)(z) =0,

ou, seja, Téll) . Ta(fjll) (z) € Yo BY(z).

Em qualquer um dos casos, temos que T,l(ll ). T}fil)(z) e Y!_,BW(z) e, portanto,
B (z) C YL B0 (), .

Junto com o Lema 4.17 e o Lema 4.18, o Teorema 4.19 nos permite dar a seguinte
solugdo parcial para a Conjectura 1:

Corolario 4.22. Seja V uma variedade homogénea que satisfaz a condigio

(1) Se A éuma digebradeV e I é um ideal de A, entio existe um inteiro positivo n tal que

d(1?) = Y BO(P),

0<k<n
onde a estrutura de bimédulo considerada é a de A-bimddulo regular.

Se V possui radical localmente nilpotente, entdo o Teorema Fundamental das Codlgebras é vdlido
em V.

As variedades Bin(—1,1) e Alt; N Malc, satisfazem a condigdo (I), pelo Lema 4.14 e
pela Proposicado 4.15, e possuem radical localmente nilpotente (conferir [Pch76, p. 276]),
donde concluimos o seguinte coroldrio:

Corolario 4.23. Se C é uma codlgebra tal que C* é uma dlgebra (—1, 1)-bindria ou alternativa a
direita Malcev-admissivel, entdo C é localmente finita.

Podemos resumir o panorama do que se sabe sobre a Conjectura 1 depois do desen-
volvido neste capitulo na seguinte imagem:
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(In
ar)
(I )

“— (TFC)~
Figura 4.1: Representagdo grafica do que era sabido antes do Teorema 4.19
(In

ar)
(11D) (€8]

| (TFC) /

Figura 4.2: Representacao grafica do que se sabe ap6s a demonstra¢do do Teorema 4.19
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4.5 Problemas em aberto

R
SRR

T Z
...
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A A A A
A

aror/

Figura 4.3

Para provar que a Conjectura 1 é verdadeira é necessario provar que o conjunto destacado
na Figura 4.3 é vazio. Em vista do Teorema 4.19, podemos estudar esta conjectura na classe
de variedades que satisfaz a condic¢do (I). Um problema aparentemente mais simples do
que provar que a Conjectura 1 é verdadeira na classe de variedades que satisfazem a
condicdo (I) é o seguinte:

Problema 4.24. Seja V uma variedade que satisfaca a condigéo (I). E verdade que as codl-
gebras de V satisfazem o Teorema Fundamental das Codlgebras se, e somente se, V satis-
taz a condigdo (II)? Em outras palavras, o conjunto destacado na Figura 4.4 é vazio?

(In

ar)
(I1I1)

)

N (TFC) /

Figura 4.4
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Problema 4.25. Suponha que V seja uma variedade homogénea que satisfaz a condigao
(I) do Teorema 4.19. Se o Teorema Fundamental das Coalgebras é valido em V), entdo V
satisfaz a condigdo (II)? A variedade V satisfaz a condigdo (II')? A variedade V possui
radical localmente nilpotente?

Um problema mais concreto, sugerido por I. P. Shestakov e inspirado em condic¢Ges
suficientes para que uma variedade admita radical localmente nilpotente, é o seguinte:

Problema 4.26. Seja VV uma variedade homogeénea de dlgebras comutativas e de poténcias
associativas. Suponha que V satisfaga a seguinte condigdo: Para toda V-dlgebra e todo
ideal I < A, vale que id(I®) C I2. E verdade que o Teorema Fundamental das Coalgebras
é valido em V?

Problema 4.27. Sabemos que a variedade das algebras alternativas a direita ndo pertence
a classe (TFC). Ainda ndo sabemos onde esta localizada esta variedade no diagrama de
Venn da Figura 4.2.
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Apéndice A

O bimddulo do Exemplo 3.14 é
alternativo a direita

Nosso objetivo neste apéndice é demonstrar que o bimédulo descrito no Exemplo 3.14
é, de fato, alternativo a direita. Definir as agdes deste bimédulo é o objetivo da primeira
secdo. A seguir, vamos oferecer duas demonstragdes da alternatividade a direita. Na pri-
meira se¢do, mostraremos como nosso exemplo se relaciona com a familia de bimédulos
alternativos a direita definido por L. Murakami e I. Shestakov em [MS01] e, assumindo
os resultados desta referéncia, mostraremos como nosso bimédulo também é alternativo
a direita. A segunda abordagem ¢é descrita na se¢do 3, onde mostramos que 0 nosso bimoé-
dulo satisfaz as identidades de operadores

Txlx = Ty2

Zxry - rylx — ny — lxly

calculando-as diretamente sem o auxilio do exemplo de L. Murakami e I. Shestakov.

A.1 Defini¢ao do bimédulo M

Considere A = M;(F) = span (e11, 12, €21, €22), a dlgebra de matrizes 2 x 2 com entradas
no corpo F, em que

Lo (10 oo (01 b (00 o _ (00
oo 2710 0 271 o 27 \0 1

e, para cada h € Z, considere o espago M) = span <m§h), méh),méh),mih)>. O espaco

M = @j,cz M" possui estrutura de A-bimédulo através da seguinte tabela de multipli-
cagao:
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(h) (h) (h)

my ey = my myep; =0

(h) (h) (h)

my ez =0 my e = My

mgh)ezl = mih) mgh)em =0

mgh)€22 =0 mgh)ezy_ = méh)

méh)ell = méh) mih)ell =0

méh)elz =0 mih)elz = mgh)

méh)eﬂ = mgh) mih)em =0

méh)ezz =0 mih)ezz = mih)

enmgh) = mgh) ellmgh) =0

elzmgh) =0 elzméh) = —mflh)
621m§h) = —méh) 621m§h) =0

ezzmgh) =0 ezzméh) = méh)

e11m§h) _ _mgh—kl) 611m4(1h) _ mih) B mgh—i—l)
elzmgh) =0 elszlh) = mgh)

enm® = ) £ (D) _ () enm® = _om{) 4 0D _ (D)
erom® = m® 4 D) ey = m{H+)

em que h € Z e usamos a notagdo
h h h h
Aei;(ng )) = ez‘jng ) peij(ml(c )> = ml(c )eij

para quaisquer h € Z,i,j € {1,2} ek € {1,2,3,4}.

A.2 Primeira abordagem; um exemplo de bimédulo alter-
nativo a direita

Nessa secdo vamos apresentar uma familia de exemplos de bimédulos alternativos a di-
reita, devida a L. Murakami e I. Shestakov, que inspirou a defini¢do do bimédulo M. Com
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base no fato que essa familia contém bimédulos alternativos a direita, vamos argumentar

que M também é um bimdédulo alternativo a direita

Considere para cada inteiro t > 2 0 espaco vetorial

Defina em N a estrutura de A-bimédulo determinada pela tabela a seguir

N = span<

e Seh=1,...,t entdo defina

(h) (h)

ny e = ny

()

ny e =0
ngh)eﬂ = nflh)
ngh)ezz =0
néh)ell = néh)
néh)elz =0
néh)ezl = néh)
néh)ezz =0
enn? = n?
elzngh) =0
ezlngh) = —néh)
ezzngh) =0

MOEMOENORN0

e Seh=1,...,t—1,entdo defina

(n)

€11N4

h)
6127’[:(,’

(h)
6211’13

h
6221’1& )

(h)
(h)
(h)
(h)

= —Tlthrl) €111y
=0 €121y,
_ _néh) + néh—l—l) . né(lh—&-l) exn
= ngh) + Tlgh_'_l) €My

e Se h = t, entdo defina
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(h)

n, 'e;1 =0

ngh) ey = néh)
néh)eﬂ =0
ngh)ezz = ngh)
nih)ell =0
nflh)elz = ngh)
nih)em =0
nih)ezz = nih)
ennéh) =0
elznéh) = —nflh)
ezlnéh) =0
ezznéh) = néh)
_ nf}h) _ nghﬂ)
-0

_ _2n§h) n néhﬂ)
= ()

(h+1)
4



elliflgt) = nél) €11ﬂ51h) = Vlgl) + nit)

eunét) = —nél) + nfll) elznih) = —nél) + nil) + ngt)
ezlngt) = —ng) €217’lih) = —Zny)
ezznét) = —ngl) + nét) ezznih) = —nél)

Para todo > 2 0 A-bimédulo N ¢ alternativo a direita (conferir [MSO01, p- 911]). Em
3) = span <n§l), ng), nél),nff) 1= 1,2,3>. Para

cada h € Z, defina a transformacao linear injetora T;, : N©®) — M dada por

Th(”]((i)) _ m}({h—&-i—l)/

particular, consideremos o bimédulo N (

para quaisquer i € {1,2,3} ek € {1,2,3,4}. Embora a transformagcéo linear T; ndo seja
um homomorfismo de A-bimédulos, comparando as a¢des de A-bimédulo de M e N (3),
podemos notar que

Ty (ers”]((i)) = ersm]((h+i_1)
Th(ﬂ]((l)ers) = m]((h+l_1)ers/

paratodok € {1,2,3,4}, todo i € {1,2} e quaisquerr,s € {1,2}.
Assim, para provar que M é alternativo a direita é suficiente notar que, para qualquer
heZ ke {1,2,3,4}er,s,p,q9 € {1,2}, temos

h h
(loerspers - persz)(m](q )) = (m](c )/ers/ ers) -

= ()

(4o o) o
=T, ((nl({l)ers> Crg — (ersers)>

~ T, (n,(f),ers,ers> = T,(0) = 0
e

(pequers - Aerspepﬂ + Aerselﬂq /\ersAePﬂ)( I(ch)) = (6;»5, M£h),€pq) + <er51 €pqs ml(ch)) =

= <ersml(<h)> epg — Crs (m,(f)epq) + (ersepq) mz(ch) €rs (ewimk )

)
= (ersTh (nlil))) €pg — Crs (Th (n,(cl)> epq> + (Ersepq Ty (nk ) ers (equh (n,il)))
=T, ((ersnl((l)> €pg — ers (nf(l)epq> + (ersepq) nl(cl) ers (epqnl(c1 >>

=T, <<ers,n,(c1),epq> + (ers,epq,n,(cl)» =T,(0) =0
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Concluimos que M satisfaz as identidades de operadores

rxrx — sz

e, portanto, é um bimédulo alternativo a direita.

A.3 Segunda abordagem

A.3.1 A primeira identidade

Vamos mostrar nesta se¢do que o A-bimédulo M satisfaz a identidade de operadores
Txl'y =712,

mostrando diretamente (ou seja, sem o auxilio do exemplo encontrado em [MS01, p. 911])

que

h h
Pxpx(m](( )) = px2(m](< ))’

para quaisquer x € {e11,e1p,e21,en}, k€ {1,2,3,4} eh € Z.

e x = ¢e11: Neste caso, x2 = e11€11 = €11-

k ml(ch) penml(ch) penpenml(ch) Peuzm]((h) peup@nml(ch) — penzml((h)
1 mgh) mgh gh) mgh) 0
2| m 0 0 0 0
3l O 0
4 md o 0 0 0
e x = e1y: Neste caso, x> = eppejp = 0.

(h) () (n) () () ()

k my Pen My PeipPer, My Pe,2My PeipPein My~ — Pe,21M
1m0 0 0 0
2| m mY 0 0 0
3| ml 0 0 0 0
4| ml 0 0 0

e x = ep1: Neste caso, x> = ex1ep1 = 0.
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k mlgh) pezlml(ch) p€21p€21ml(ch) p€212ml(ch) Pey Pey m}({h) - pezlzm’(ch)
1 mgh) mih) 0 0 0
2 mgh) 0 0 0 0
3 méh) mgh) 0 0 0
4 mih) 0 0 0 0

e x = eyy: Neste caso, X2 = exexn = ego.

(h) (h) (h) (h) (h) (h)

k m Pexp MMy PexLexp My Pey,2MMy PexnPexp My " — P, 211
1m0 0 0 0
2 méh) méh) méh) méh) 0
3| m 0 0 0 0
4 mih) mih) mflh) mflh) 0

Concluimos que
in’x - T’XZ - 0

¢ uma identidade de operadores de M.

A.3.2 A segunda identidade

Vamos mostrar nesta se¢do que o A-bimédulo M satisfaz a identidade de operadores
lxry - rylx — lxy - lxly,

mostrando diretamente (ou seja, sem o auxilio do exemplo encontrado em [MS01, p. 911])
que

h h h h

para quaisquer x,y € {ej1,e12,ep1,en}, k€ {1,2,3,4} eh € Z.

X = €11
* x = e11, ¥ = eq1: Neste caso, xy = e11e11 = e1;.

(h) (h) (h) (h)

k mk : pfumk Aellpeuml(ch) /\ellm]((h) pfu/\eumk )‘eupeumk - pfu/\eumk
1 mgh) m%h) mgh) mgh) mgh 0
2 m 0 0 0 0 0
3 méh) mgh) _m§h+l) m§h+1) m§h+1) 0
alm 0 0 0 0 0
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(h)

(h)

(h) (h)

k mk ) /\6’11911mk Aé‘umk /\611 Aﬁ‘n mk )‘6‘11911 mk — /\311A€11 mk
1 mgh) m§ mgh) mgh) 0
2 | m 0 0 0 0
3 méh) _m§h+1) _m§h+1) _m§h+1) 0
4| m 0 0 0 0
* x = e11, ¥y = e1p: Neste caso, xy = ej1e12 = e1p.
h h h h h h h
k ml(< ) Peum;(< ) Aenpt’lzml(c ) Aenml(( ) p€12/\€11ml(< ) Ae]lpelzm](( ) — pelz/\enml(( )
1m0 0 m" 0 0
2 méh) méh) —mgh) 0 0 —mghﬂ)
3 ml 0 0 —m{"Y 0 0
4 mih) mgh) mY') mflh) — mihﬂ) mgh) 0
h h h h h h
k ml(c ) )‘Enelzml(c : /\elzml(( / )\311/\312m1(< ; Aeuelzml(( ) — AellAelzml(( )
1| m" 0 0 0 0
2 mgh) mflh) mflh) mgh—kl) . mflh) mgh—kl)
3| m" 0 0 0 0
4 mih) mgh) mgh) mgh) 0
® X =¢e1,Y = en1: Neste caso, Xy = e11621 = 0.
h h h h h h h
k ml(< ) P821ml(< ) Aellpeﬂ ml(< ) Aenml(( ) Pen)\enm](( : /\Enpezlml(c ) — Pen)\enm;(( )
1 mgh) mih) mih) . m§h+1) mgh) mih _mgh—kl)
2 | m 0 0 0 0 0
3 méh) méh) 0 _m§h+1) _mih+1) m£h+1)
4 mih) 0 0 m‘(Lh) _ m§h+l) _mih+1) mih+1)
h h h h h h
k ml(< : /\811321 ml(< ) /\621 ml(c ) /\611/\621771]({ : Af?nezlm](c ) — )‘EllAezlml(c )
1 mgh) 0 _mgh) §h+1) m§h+1)
2 | mi 0 0 0 0
3 mgh) 0 _mgh) + méh+1) B mih+1) mz(;h-i_l) ih+1)
4 mih) 0 _ngh) + méh-&-l) . m§h+1) _mz(;h+l) mih+1)
* x = e11, ¥y = exp: Neste caso, xy = ej1ep = 0.
h h h h h h h
k ml(< ) pezzml(( ) /\611p322m](< ) )\Eumlg ) Pezz)\eum;(( ) /\euPezzm;E ) — Pezz)‘eung )
1| m® o 0 0 0 0
2 | ml ml) 0 0 0 0
3 m™ 0 0 m{) 4 m{" Y 0 0
4 mgh) mflh) mih) _ m§h+1) mih) . m§h+1) mih) —mgh+l)
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() ()

k My ) Aé‘uezzmk Aé‘zzmk Aen)‘ezzmk /\Enezzmk — /\611)‘622mk
1| m" 0 0 0 0

2 | m 0 m" 0 0

3 | m 0 my" + m{"Y 0 0

4 mgh) 0 m§h+1) mgh—&-l) —m§h+1)

Para qualquer y € {e11, 12,21, e} e quaisquer h € Z, k € {1,2,3,4}, temos
h
(Aeupy _Py/\en) ml(c )= (Aeu}/ Aoy Ay ) 2

X = €7

Pela tabela de multiplicagdo da Segdo A.1, vale que

(h) _ (h) _  (h)
A€11+€zzmk _p€11+@22mk _mk 4

para quaisquer h € Z ek € {1,2,3,4}. Conclui-se dai que
Aeyy = Idp — Aeyy
Pe, = Idn — Peyy

Na subsegdo anterior, mostramos para todo y € {e11,e12,€21,€2} e quaisquer h € Z,
ke {1,2,3,4}, que

h h
()‘enpy - Py)‘m) ml(c ) = ()‘em - Aell/\y) ml(c )'

Assim, temos que

h h h
(Aezzpy - Py/\ezz) ml(( ) = Aezzpyml(( ) py/\ezzml(c )

h h
= (Idm — Aeyy) Pyng - Py (Idp — Aey) m,(c )

= IdM(Pymi(ch)) - )‘enpyml(ch) - PyIdM(migh)) + Py)‘ffnmlgh)

h h h h
= pyml(c - Pym;£ )~ (Aenpyml(c - py)\fnml(c ))

= — ((Aellpy - Py)\ell) m’Eh))

e
h
((/\ezzy - Aezsz)) ml(< ) = /\ezzyml(c ) Aezszmlg )
h
= /\(ezzy-l-eny—eny)ml(c )~ (IdM - )‘611) A]/m]({ )
h h h
— /\(611+€22)yml(< ) _ /\enym,(( ) _ Idpm(Ay m( )) Aell)\ym,(( )

h h
= Ay = Ay — (Aeyymi? = Aoy, Ay

€11
== ((Aeny - Aell)‘y) m}(ﬁ)) :

Concluimos que
h h
()‘ezzpy - py/\ezz) ml(< )= (Aezzy - /\622/\]/) ml(c .
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X = €12

* x = e, ¥ = e11: Neste caso, xy = ejpeq; = 0.

(h)

(h)

(h)

(h) (h) ()

k mk ) peumk )‘Elzpenmk /\Elzmk pellAe]ka )‘Elzpenmk — pellAe]ka
1| m" 0 0 0 0
2 | m 0 0 —m{ 0 0
3 ml" 0 0 0 0
4 mflh) 0 0 mgh) mgh) —mgh)
h h h h h h
k ml(c ) )‘Elzenml(c : )‘Enml(c ) AE]ZAellml(( ) /\elzenm;g ) o /\Eleenml(c )
1| m" 0 m{") 0 0
2 | m 0 0 0 0
3| m" 0 —m{"Y 0 0
4 mflh) 0 mflh) — mghﬂ) mih) —mflh)
¢ X =¢epp, Yy =e: Neste Caso, XY = e12612 = 0.
h h h h h h h
k m](< ) P€12m1(< ) /\L’lzpeuml(( ) /\elzm]({ ) Pelz)\elzml(c ) Aflzpelzml(c ) — Pelz)‘elzml(c )
1| m® o 0 0 0 0
2 mgh) mgh) 0 —mih) —mih) mgh)
3 md o 0 0 0 0
4 mflh) mgh) 0 mgh) 0 0
h h h h h h
k ml(c ) )‘C’lzelzml(c : /\elzng ) Aelz/\elZml(( ) )\elzelzml(( ) — )‘612)‘@127’1}(( )
1| mP 0 0 0 0
2 mgh) 0 —mih) —mgh) mgh)
3| m 0 0 0 0
4 [ m 0 m" 0 0
* x = e, ¥ = ep1: Neste caso, xy = ejpep1 = e13.
h h h h h h h
k ml(c : p€21ml(c : /\E1zpez1ml(< : /\euml(c : Pen)‘eum;g : A€12p€21m1(< = p521A312m](< )
1 mgh) mgh) mgh) 0 0 0
2 [ m” 0 0 —m 0 0
3 méh) mgh) —mih) 0 0 —mih)
4 mflh) 0 0 mgh) mih) mih)
h h h h h h
k m%h; A€12€26 ml(c ) A€21 n/(l;l(g)) /\612/\621 ml(c ) /\312621 ml(< ) - /\612)‘621 ml(< )
1| m my —My 0 0
2 | m 0 0 0 0
3 mgh) _m§h+1) _méh) + mgh+1) . m(h+1) mih) . m§h+1) _mgh)
4 mflh) mih) o m§h+1) _ngh) + m§h+1) . A(Lh+1) 2mz(lh) . m§h+1) _mz(lh)

89



* x = eqp, ¥ = ex: Neste caso, xy = ejpen = eqp.

h h h h h h h
k m](< : pezzml(c : /\312p€22m](< ) /\Guml(c : pezz)‘eumls ) Aelzpezzml(c : — Pen)‘eum]({ )
1| m® o 0 0 0 0
2 mgh) mgh) —mih) —mih) —mih) 0
3| ml 0 0 0 0 0
R R 0 ma
h h h h h h
k ml(c ) /\Elzezzmlg ) /\Ezzml(c ) /\eleEzzmlg ) /\612622m](< ) _ /\eu)\ezzng )
1| m" 0 0 0 0
2 mgh) —mih) m(h) —mih) 0
3| m" 0 m") + m{"+ 0 0
4 mflh) mgh) mghﬂ) 0 mgh)
X = €71
® X =¢e1,Y = eq1: Neste caso, XYy = €21€11 = €21.
() () () () W | AeyPeym”
k my Peyy My /\ezlpfnmk Afnmk penAEnmk (h)
_p€11A€21mk
1 mgh) mgh) —mgh) —mgh) —méh) 0
2 | m” 0 0 0 0 0
(h) (h=+1) (h) (h+1)
h h —m, +m —m, +m h+1 h h+1
s wlp o R
—My —ny
(h) (h+1)
h —2m5 "’ +m h+1 h
4 mi ) 0 0 _2 (h+1)3 mé ) —mé )
4
(k) (1) (k) (h) Aesyens 1"
k my )\ezlé’umk /\ellmk /\621)\611mk (h)
_)\621A€11mk
1 mgh) —méh) mgh) —méh) 0
2 | m 0 0 0 0
(h) (h+1)
h —m, +m h+1 h+1 h h+1
S AR D | )
4
| =2m ey gy —2md 4 2ml Y (1
my (h+1) my = —m (h+1) ity
My —My

® X =¢e1,Y = e Neste caso, XY = €21€12 = €22.
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(h)
h h h h h /\e e, M
ml(< ) Pelzng ) /\ezlpf—’lzml(c ) Af—’Zl m](< ) pe]ZAf—’Zl ml(c ) nPee k(h
_pelz)\ezl mk
m" 0 0 —m 0 0
h h+1 h h+1
g L me 0 0 = s
—m, i,
(h) (h+1)

h —m, +m h h+1 h h+1
o o T | ) )
4

(h) (h+1)

h h h —2m,’ +m h h+1 h h+1
L T ol ) | ) e
4
h h h h h h
k ml(c ) Aeﬂflzml(( ) /\312ml(( ) /\321)L512m](< ) /\321312m](( ) — A€21 )‘elzml(c )

1] m 0 0 0 0
h h+1 h h+1
ol 2 = =y ™
2 2 4 _|_m£(L +1) . mfl +1)
3 m§:> m +hml§h“> 0 o mg: + m§:+1)
4 mfl) m§+) mg) —mé) m§)+m§+)
® X =¢e1,Y = eo1: Neste caso, XYy = €21€21 = 0.
(h)
h h h h h Aey Pey M
ml(c ) Pezlml(c ) )‘62110621ml(< ) )‘621ml(< ) pezl)‘fﬂ ml(c ) s k(h)
_p321/\€21mk
h h+1 h h+1
T S ENTIN I T
md 0 0 0 0 0
() (h+1)
méh) mgh) 0 my _|(_thS) m§h+1) _m§h+1)
9, (h) (h+1)
mgh) 0 0 2m, (4];+n11)3 mgm) _mthrl)
my
k m}({h) A€21€21 m}({h) /\621 m}({h) AZZ] )‘621 mhl(ch) /\621621 m}({h) — AezlhA€21mIEh)
L] . 0 mé ) _an 1) —mgh) +hm§ 1)
1 3 -H’ﬂ‘(} +1) _mz(; +1)
2 | m 0 0 0 0
(h) (h+1)
h —m,’ +m h+1 h+1
sl 0 T e i
(1) (h+1)
h —2m, "’ +m h+1 h+1
slnf o T e !
4

* x = ey1, Yy = ex: Neste caso, xy = ex1exn = 0.
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(h)
h h h h h Aeyi Pery M
k ml(< ) pezzml(c ) Aeﬂpezzml(( ) A€21ml(< ) Pezz)\eﬂm](( ) 21P = k(h
_pezz)‘em mk
1m0 0 —m" 0 0
2 | ml ml) 0 0 0 0
_ (1) (h+1)
3 méh) 0 0 m, —I(—IHﬂ_’ll:,;) _mgh) . mih+1) mgh) + m§h+l)
(h) (h+1) (h) (h+1)
h h —2m,’ +m —2ms5’ +m h h+1 h+1
s w2 S | e
—my —my
h h h h h h
k ml(c ) /\Ezlezzmlg ) /\Ezzml(c ) /\621 Aé’zzmlg ) /\621622m](< ) _ /\621 Aezzng )
1] m 0 0 0 0
2 | m 0 m" 0 0
3 m:(%h) 0 méh) + mgh-H) _mgh) . m£h+1) mgh) + mflh+l)
4 mflh) 0 mgh-&-l) _mgh—&-l) _mgh-i-l)

Concluimos pelas subse¢des anteriores que
Zxry - rylx — ny - lxly

¢ uma identidade de operadores de M.
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