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Resumo

Nesta tese introduzimos a hiper-transformada de Borel como ferramenta para repre-
sentar funcionais lineares em hiper-ideais de operadores multilineares entre espacos de
Banach. E também a hiper-transformada de Borel polinomial para representar funcionais
lineares em hiper-ideais de polinomios homogéneos. Essas transformadas sao aplicadas
para representar funcionais lineares em espacos de operadores multilineares e polinomios
homogéneos que sao: aproximéaveis por operadores/polinomios de posto finito, compactos,
hiper-(s; r)-nucleares e hiper-o(p)-nucleares. Uma nova técnica para gerar hiper-ideais de
operadores multilineares e hiper-ideais e ideais bilaterais de polinomios também é desen-

volvida.
Palavras-chave: Espacos de Banach, hiper-ideais, representacao de funcionais lineares,

operadores multilineares, hiper-transformada de Borel, polinomios homogéneos, hiper-

transformada de Borel polinomial.
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Abstract

In this work we introduce the hyper-Borel transform as a tool to represent linear func-
tionals on hyper-ideals of multilinear operators between Banach spaces. And also the
polynomial hyper-Borel transform to represent linear functionals on hyper-ideals of ho-
mogeneous polynomials. These transforms are applied to represent linear functionals on
spaces of multilinear operators and homogeneous polynomials which are: approximable by
finite rank operators/polynomials, compact, hyper-(s; r)-nuclear and hyper-o(p)-nuclear.
A new technique to generate hyper-ideals of multilinear operators and hyper-ideals and

two-sided ideals of homogeneous polynomials is also developed.
Keywords: Banach spaces, hyper-ideals, representation of linear functionals, multi-

linear operators, hyper-Borel transform, homogeneous polynomials, polynomial hyper-

Borel transform.
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Introducao

O estudo de espacos duais sempre desempenhou um importante papel no desenvol-
vimento da Analise Funcional e suas subéreas, como a Teoria de Operadores. Os mais
conhecidos teoremas que descrevem funcionais lineares continuos em espacos de Banach
sao os teoremas de representagao devidos a F. Riesz, que representam funcionais lineares
em espacos de fungoes continuas, funcoes integraveis e também em espagos de sequéncias

(veja, por exemplo, [18, 48, 53]).

Em Holomorfia em Dimensao Infinita, a representacao de funcionais lineares tanto
em espacos de operadores multilineares como em espagos de polinomios homogéneos, e
também em espagos de fungoes holomorfas, tem sido uma importante ferramenta desde a
década de 1960 com o aparecimento e desenvolvimento dos trabalhos de Gupta [46, 47].
Nesses trabalhos, Gupta introduziu a técnica da transformada de Borel na area. Veja-
mos, brevemente, uma descricao dessa técnica. Para FEj, ..., E, e F' espacos de Banach,
consideremos um subespaco M(Fj, ..., E,; F) do espago dos operadores multilineares de
Ey x --- x E, em F munido de uma norma completa || - ||»¢. A ideia bésica da técnica
é identificar um subespaco R(EY, ..., EX; F™*) do espago dos operadores multilineares de
E} x---x E* em F*, em que £ denota o dual topolégico do espaco de Banach F, e uma

norma completa || - ||z tais que a transformada de Borel
Po: (M(En, o B ) || - )™ — (RET, - B F7) |- lw)

Bu(@) (a1, an)(y) = ¢(a1 @ - © a7, @ y),
seja um isomorfismo isométrico, onde 2] ® - - - ®z; Xy : By X --- X E,, — F é o0 operador

n-linear dado por

(7@ @ @y)(r1,...,2n) =2 (1) - 2} (20)y.

No caso polinomial, considera-se um subespago Q("E; F') do espaco dos polinémios

n-homogeéneos do espaco de Banach E no espaco de Banach F' munido de uma norma



completa ||-||g e procura-se identificar um subespago R("E*; F'*) do espago dos polinomios
n-homogéneos de E* em F* e uma norma completa |||z tais que a transformada de Borel

polinomial

P (QUE;F), |- 1le)" — (R(ES F7), || - =)
Bu(@)(2")(y) = ¢([z"]" @ y),

seja um isomorfismo isométrico, onde [z*]" ® y : E — F é o polindomio n-homogéneo
dado por
([z*]" @ y)(x) = 2" (x)"y.

Com essa técnica a disposicao, surgiram diversas publicagoes descrevendo funcionais

lineares em variados espacos, o que comprova seu sucesso. Destacamos os trabalhos de:

(i) T. A. W. Dwyer em 1976, que representou funcionais lineares em espagos de operadores
multilineares nucleares [37];

(ii) R. Alencar em 1992, que representou funcionais lineares em espagos de operadores
multilineares e de polinomios homogéneos que podem ser aproximados por operadores de
tipo finito [4];

(iii) M. Matos em 1993, que representou funcionais lineares em espagos de operadores
multilineares (s;71, ..., r,)-nucleares [52];

(iv) D. Carando e V. Dimant em 2000, que melhoraram os resultados de Dwyer sobre a

representagao de funcionais lineares em espagos de polinomios nucleares [31].

Os livros [35, 36] de Dineen sao excelentes fontes para resultados desse tipo e suas
muitas aplicagoes. Entre os desenvolvimentos mais recentes, citamos os seguintes, que

incluem aplicagoes a dinamica linear: [15, 25, 38, 39, 40, 41, 58].

Embora muito frutifera, essa técnica possui a limitagao de exigir, no caso multilinear,
que o espago M(E1, ..., E,; F) esteja contido no espaco dos operadores multilineares que
podem ser aproximados, na norma usual, por operadores multilineares de tipo finito. E
no caso polinomial, exige que o espaco Q("E; F') esteja contido no espago dos polinémios
que podem ser aproximados, na norma usual, por polinomios de tipo finito. Essas res-
trigoes impossibilitam, por exemplo, a representacao de funcionais lineares em espacos de

operadores multilineares compactos e de polindbmios homogéneos compactos.

Com o objetivo de superar essas barreiras pretendemos, nesta tese, desenvolver uma
nova técnica, a qual denominamos de hiper-transformada de Borel, que fornece repre-
sentacoes de duais de muitos espagos de operadores multilineares e polindmios homogéneos

que nao sao alcancados pela técnica padrao. E importante destacar que as duas técnicas



sao independentes entre si, o que significa que uma representacao obtida usando a trans-
formada de Borel classica nao pode ser obtida usando a hiper-transformada de Borel e
vice-versa. Isso decorre do fato de que a transformada de Borel funciona apenas em espagos
de operadores multilineares/polinomios homogéneos nos quais os operadores multilinea-
res/polinomios homogéneos de tipo finito sao densos, ao passo que a hiper-transformada
de Borel, por nds aqui introduzida e desenvolvida, funciona em espacos de operadores
multilineares/polinomios homogéneos nos quais os operadores/polindémios de posto finito
sao densos. Como muitos espagos de operadores multilineares/polinomios estao contidos
nos operadores multilineares /polindémios de posto finito mas nao estao contidos nos opera-
dores/polinémios de tipo finito, justifica-se uma nova técnica para representar funcionais

lineares nesses espacos.

No caso linear, a transformada de Borel funciona bem para representar funcionais
lineares em ideais de operadores, pois ideais de operadores contém os operadores de posto
finito. Da mesma forma, as transformadas de Borel multilinear e polinomial funcionam
bem para representar funcionais lineares em ideais de operadores multilineares (multi-
ideais) e em ideais de polinémios, pois os multi-ideais contém os operadores de tipo
finito e os ideais de polinomios contém os polinomios de tipo finito. J& os hiper-ideais
de operadores multilineares e de polinomios homogéneos (veja [20, 21, 72]) contém os
operadores multilineares e os polindmios de posto finito, o que faz com que esses ideais

sejam os objetos de aplicacao das hiper-transformadas de Borel multilinear e polinomial.

Descrevemos a seguir como estruturamos a tese para alcancar o objetivo proposto.
Destinamos o primeiro capitulo para apresentar conceitos e resultados basicos que serao
necessarios para o desenvolvimento da tese. Optamos também por inserir alguns exemplos
e resultados mais especificos sobre representacao de duais de determinadas classes de
operadores lineares e multilineares que nos serao uteis. Como a linearizagao de operadores
multilineares e de polinomios homogéneos e hiper-ideais de composicao sao dois topicos
imprescindiveis para os nossos principais resultados, ambos receberam destaque neste

capitulo.

As classes de operadores nucleares e suas variantes sempre aparecem desempenhando
um papel de destaque nas teorias linear, multilinear e polinomial. Em particular, as
transformadas de Borel linear, multilinear e polinomial funcionam bem em classes de
operadores do tipo nuclear. E natural entdao buscar classes relacionadas para as quais
a hiper-transformada de Borel funcione bem. Para o caso dos operadores (s;71,...,7,)-
nucleares, essa nova classe foi introduzida e estudada em [20, 72] sob o nome de operadores

hiper-(s; r)-nucleares. Provaremos no Capitulo 2 alguns resultados que prepararao essa



classe para a aplicagao da hiper-transformada de Borel. Mas a classe relacionada aos ope-
radores o (p)-nucleares de [15] ainda nao havia sido estudada. Introduzimos entao, também
no Capitulo 2, a classe dos operadores multilineares hiper-o(p)-nucleares, e também pro-

vamos resultados preparatorios para a aplicagao da hiper-transformada de Borel.

No Capitulo 3 desenvolvemos o tema central da tese, a saber, a hiper-transformada de
Borel. Dado um subespago vetorial H(E1, ..., E,; F') do espago dos operadores n-lineares
continuos de E; X --- x E, em F munido de uma norma completa || - || e contendo os

operadores multilineares de posto finito, a hiper-transformada de Borel é o operador
B, : (,H<E17 oo B F)? || ’ H'H)* — E(*C(Eh T EN>; F*) ) Bn(¢)(A)(y) = ¢(A ® y)a

onde A ® y(z1,...,2,) = A(xq,...,2,)y. Provamos primeiramente a boa definigdo e as
propriedades basicas de B,,. Em seguida mostramos que a unica classe H para a qual B,
é um isomorfismo isométrico sobre sua imagem é a classe dos operadores multilineares

hiper-nucleares.

Passamos entao a investigar o caso em H nao ¢é o hiper-ideal dos operadores multiline-
ares hiper-nucleares. Para isso é preciso substituir a norma em B,(H(E1, ..., E,; F)*) C
L(L(EY, ..., E,); F*) por outra norma e identificar o subespago sobre o qual B,, seja um
isomorfismo isométrico. Para isso introduziremos uma nocao mais geral que ideal de

Banach de operadores, a qual chamamos de semi-ideal de operadores a esquerda.

O principal resultado geral do terceiro capitulo estabelece condi¢oes para que as se-
guintes afirmacoes sejam equivalentes para um ideal de operadores Z (o simbolo Z o £
denota o respectivo ideal de composicao de operadores multilineares):

(i) A transformada de Borel linear 5 representa funcionais lineares em Z(E; F').

(ii)) A hiper-transformada de Borel B, representa funcionais lineares no hiper-ideal de
composicao de operadores multilineares Z o L(FE1, ..., E,; F') para todo n.

(iii) A hiper-transformada de Borel B,, representa funcionais lineares no hiper-ideal de

composicao de operadores multilineares Z o L(Fy, ..., E,; F') para algum n.

Para fins praticos, isso ensina como utilizar uma representacao de funcionais lineares
em espacos de operadores lineares por meio da transformada de Borel para representar
funcionais lineares em espacos de operadores multilineares. Concluiremos esse terceiro
capitulo apresentando aplicagoes concretas da hiper-transformada de Borel multilinear.
Representaremos duais de classes de operadores ja bastante estudadas, como os operadores
multilineares aproximaveis, compactos, hiper-nucleares, hiper-(s; r)-nucleares; e também
da nova classe dos operadores multilineares hiper-o(p)-nucleares. Ressaltamos que, até

onde sabemos, esses sao os primeiros teoremas de representagao de funcionais lineares



nessas classes de operadores.

No Capitulo 4 desenvolveremos a contrapartida polinomial da teoria elaborada nos
Capitulos 2 e 3. Comecamos definindo a hiper-transformada de Borel polinomial e desen-
volvendo sua teoria basica. Como de costume, alguns argumentos da teoria multilinear
funcionam bem para o caso polinomial e outros nao. Nesse capitulo passaremos pelas
duas situacgoes. Por um lado, boa parte da teoria da hiper-transformada de Borel mul-
tilinear funciona da mesma forma no caso polinomial. Por outro lado, veremos que no
caso polinomial nao funcionam as equivaléncias enunciadas acima para o caso multilinear.
Mais precisamente, ndo sabemos se, no caso polinomial, vale a implicacao (iii) = (i), e
daremos razoes para acreditar que nao deve ser verdadeiro. Trataremos dessas diferencas
com detalhes e provaremos um resultado parcial nesta direcao. Entendemos que esse
fenomeno evidencia mais uma importante diferenca entre as teorias multilinear e poli-
nomial, deixando claro que elas nao sao idénticas e que, portanto, ambas merecem ser
estudadas. Como a implicagao (i) = (ii), que é a mais 1til para fins préticos, continua
valida no contexto dos polindmios homogéneos, finalizaremos o capitulo apresentando al-
gumas aplicagoes concretas da hiper-transformada de Borel polinomial na representagao

de funcionais lineares em varios espacos de polinomios.

Esta claro neste ponto que os hiper-ideais de operadores multilineares e de polindmios
homogéneos desempenham papel crucial nesta tese. Apesar de muitos exemplos serem
conhecidos e muitas técnicas para gerar hiper-ideais tenham sido desenvolvidas, identifi-
camos uma técnica que ainda nao havia sido estudada e que gera novos hiper-ideais de
operadores multilineares e de polinomios homogéneos. Essa nova técnica é baseada no
conceito de classes de sequéncias, introduzido em [11] e desenvolvido e aplicado em, por
exemplo, [1, 10, 12, 13, 14, 30, 64, 65]. Apds provar os resultados bésicos da nova técnica,
mostraremos que muitos multi-ideais e ideais de polinomios ja bem conhecidos e estu-
dados sao, na verdade, hiper-ideais ou ideais bilaterais. Na tltima secao desse Capitulo
5 mostraremos que os hiper-ideais gerados por esta nova técnica nao sao ideais de com-
posi¢ao, o que comprova que estamos de fato gerando novos hiper-ideais de operadores

multilineares e novos hiper-ideais/ideais bilaterais de polinémios homogéneos.

Os resultados provados nos Capitulos 2 e 3 estao publicados no seguinte artigo:
e G. Botelho, R. Wood, On the representation of linear functionals on hyper-ideals of
multilinear operators, Banach J. Math. Anal. 15 (2021), no. 1, Paper No. 25, 23 pp.

Os resultados provados no Capitulo 4 estao aceitos para publicagao no seguinte artigo:
e G. Botelho, R. Wood, The polynomial hyper-Borel transform, Bull. Braz. Math. Soc.,



to appear (https://link.springer.com/article/10.1007/s00574-021-00268-3).

Os resultados provados no Capitulo 5 estao submetidos para publicacao no seguinte
artigo:
e G. Botelho, R. Wood, Hyper-ideals of multilinear operators and two-sided polynomial
ideals generated by sequence classes, disponivel em arXiv:2110.00051v1[math.FA], 2021.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo vamos apresentar resultados béasicos e conceitos fundamentais no desen-
volvimento desta tese. Por se tratarem de resultados conhecidos, nao apresentaremos as
demonstracoes, apenas referéncias serao fornecidas. Usaremos a notacao e a terminologia

usuais da Andlise Funcional Linear e da Teoria dos Espagos de Banach (veja [18, 50, 53]).

Denotaremos por K o corpo dos niimeros reais R ou complexos C. Os espacos vetoriais
considerados a seguir serao sempre sobre K. Seja E um espaco vetorial sobre K. Uma

fungao || - ||: £ — [0, 00) é chamada uma norma se satisfaz:
(1) ||=|| = O se, e somente se, x = 0.
(2) [[Az|| = |A| - ||=|| para todos A € K e x € E.
3) = +yll < llzll + |lyll para quaisquer z,y € E

Denomina-se de espaco normado o par (E,|| -||). Considerando a métrica induzida

pela norma, a saber,

(z,y) € Ex B [l —y|| € R,

obtém-se uma estrutura de espaco métrico para E. Se E for completo com respeito a essa
norma, o par (E, || - ||) é chamado de espaco de Banach. Para maiores detalhes sobre a

teoria dos espagos de Banach referimos [53].

A seguir definimos alguns espacos de sequéncias que sao espacos de Banach.

Definicao 1.0.1. Sejam (£, || - ||) um espago de Banach e p > 1. Denotaremos por ¢,(E)

7
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o espaco das sequéncias (7;)32, em FE tais que

o
D NP < oo,
j=1

chamadas sequéncias absolutamente p-somdveis. A expressao

IG5)52ll, = <ZII%II”>

define uma norma em ¢,(£) tornando-o um espago de Banach. Denotaremos ¢,(K) por

l,.
Por E* denotamos o dual topologico do espago F e por Bg a bola unitdria fechada de
E,isto é, Bp={z € FE: ||z]| < 1}.

Definicao 1.0.2. Sejam (F, || - ||) um espago de Banach e p > 1. Denotaremos por £} (E)

o espaco das sequéncias (r;)22, em E tais que

Z lo(z;)|P < oo para todo ¢ € E*,
=1

chamadas sequéncias fracamente p-somdveis. A expressao

1(z5)5% lwp = sup (ZI@O(%‘)I”)

LPEBE*

RSl

define uma norma em /,(E) que o torna um espaco de Banach. E imediato que (K) = £,

Definigao 1.0.3. Denotaremos o espago das sequéncias limitadas de E por (o (F) e

definimos a norma

1(@)521 oo = sup |z,
JeEN

que torna (. (F) um espago de Banach.

Definigao 1.0.4. Denotamos por c¢o(E) o subespaco fechado de /o (F) formado pelas

sequéncias que convergem para zero em norma, ou seja,

co(E) = {(x]);”;l rxj € Eex; — 0},

o qual se torna um espago de Banach com a norma || - ||.
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Definimos ainda o subespago vetorial de ¢o(F) formado pelas sequéncias eventualmente

nulas:

coo(E) = {(75);2, € co(E) : existe jo € N tal que x; = 0 para todo j > jo}.

Vale notar que ¢oo(E) é um espago normado que nao é de Banach.

Proposigao 1.0.5. (Desigualdade de Holder) [18, Proposigao 1.4.1] Sejam p,q € [1,00)

tais que %+ % =1. Se (a;)32, €, e (b;)52, € ¢y, entao
1 1
o0 [e.e] P o0 q
Sl < (Soim) + ()
=1 j=1 j=1

1.1 Operadores lineares continuos

Denotaremos o conjunto de todos os operadores lineares continuos do espago de Banach
E no espago de Banach F' por L(FE; F), que se torna um espaco de Banach com a norma

usual de operadores: para todo u € L(E; F),

|lu|| = sup ||u(z)|| =inf{C >0: ||u(z)|| < C-|z| para todo z € E}.

r€EBR

Conforme fizemos antes, no caso em que F' = K denotaremos L(E;K) por E* e o
denominamos de dual topoldgico de E. Os elementos de E* sao chamados de funcionais

lineares.

Dados ¢ € E* e y € F, consideramos o operador linear continuo

pRy: E—F, (p@y)(z) = p(z)y.
E imediato que [ @ y|| = ||l - [lyll-

Defini¢ao 1.1.1. [59, B.1.3] Diz-se que um operador u € L(FE; F') tem posto finito se sua
imagem u(FE) é um subespago de F' de dimensao finita, ou, equivalentemente, se existem

neN, g, e B*ey; € F,j=1,...,n tais que

u = Z%’ @ Yj-
j=1

Denotaremos o subespago dos operadores lineares de posto finito de £ em F' por
F(E; F).
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Definigao 1.1.2. [50, Definition 1.e.1] Um espago de Banach E possui a propriedade da
aprorimacao se para todo subconjunto compacto K de E e todo € > 0 existe um operador
de posto finito u € F(F; E) tal que

|z — u(z)|| < e para todo z € K.

Definigao 1.1.3. [50, Definition 1.e.11] Um espago de Banach E possui a propriedade da
aprorimacao limitada se existe A > 1 tal que para todo subconjunto compacto K de E e
todo € > 0 existe um operador de posto finito u € F(FE; E) tal que ||ul]| < X e

|z — u(z)|| < e para todo z € K.

Definigao 1.1.4. Sejam FE e F espagos de Banach. Um operador bijetor v € L(E; F)
é chamado de isomorfismo, e neste caso os espacos E e F sao isomorfos. Lembre-se
que o operador inverso v ': ' — E é continuo pelo Teorema da Aplicacao Aberta
(Teorema 1.1.12 a seguir). Se, além disso, ||u(x)|| = ||z| para todo x € E, u é chamado

de isomorfismo isométrico, e neste caso E e F' sao isomorfos isometricamente.

Definigao 1.1.5. [18, Definicao 4.3.9] Sejam E e F espagos vetoriais normados e u €

L(E, F) um operador linear continuo. Definimos o operador u*: F* — E* por
u*(¢)(x) = p(u(z)) para todos z € E e p € F™.

O operador u* é chamado adjunto de u.

Proposicao 1.1.6. [18, Proposicao 4.3.11] Seja w € L(E; F). Entdao u* € L(F*, E*) e
|lu*|| = ||u|l. Mais ainda, se u é um isomorfismo (isométrico), entao u* também é um

isomorfismo (isométrico).

Teorema 1.1.7. [32, Theorem 2.1] Sejam E e F espacos de Banach e uw € L(E;F).
Entao:

(i) u € sobrejetor se, e somente se, u* € wm isomorfismo sobre sua imagem.

(i) u € um isomorfismo sobre sua imagem se, e somente se, u* € sobrejetor.

Proposicgao 1.1.8. [18, Exercicio 3.6.29] Um subespago vetorial F' do espago normado E
¢ denso em E se, e somente se, o unico funcional p € E* que se anula em F' € o funcional
nulo.

Proposicao 1.1.9. [33, p.92] Sejam E e F espagos de Banach, 1 <p < oo eu € L(E; F).
(i) Se (7;)32, € {p(E), entdo

(u(z;))721 € 6(F) e [|[(u(z;)5Zllp < llull - [1(25)7 -
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(ii) Se (z;)%2, € £ (E), entdo
(u(z;))721 € 6/ (F) e [[(u(z;))Zillwp < [l - [1(25)52 o p-

Diz-se que um operador u € L(E; F) é compacto se u(Bg) ¢ um subconjunto relati-
vamente compacto de F' (veja [18, Secao 7.2]). O subespago de L(E; F') formado pelos

operadores compactos é denotado por K(E; F).

Proposigao 1.1.10. [51, Proposition 1.3] Sejam E e F' espagos de Banach. Se E* ou F

tem a propriedade da aproximacao, entao

F(E;F)=K(E; F).
Proposicao 1.1.11. [18, Proposigao 4.3.1] Para todo espago normado E, o operador
linear
Jp: E— E™, Jp(z)(p) = ¢(x)

para todos x € E e ¢ € E*, € uma imersao isométrica linear, isto €, Jg € linear e
|Je(z)|| = ||z|| para todo v € E. O operador Jg é chamado de mergulho canénico de E

em E**.

Em particular, o subespaco Jg(FE) de E** é isomorfo isometricamente a F.

Teorema 1.1.12. (Teorema da Aplicagdo Aberta) [18, Teorema 2.4.2] Sejam E e F
espagos de Banach e uw € L(E; F) sobrejetor. Entdo, u é uma aplica¢ao aberta, isto €,

u(V') € aberto em F, sempre que V' for aberto em E.

Teorema 1.1.13. (Teorema de Hahn-Banach) [18, Coroldrio 3.1.5] Sejam E um espago
normado, E # {0}, e x € E. Entao,

[z]| = sup{|p(x)| : p € E* e [Jp|| < 1}.

Para a definicdo de subespaco complementado de um espago de Banach, veja [18,
Defini¢ao 3.3.3]. O resultado a seguir é bem conhecido, mas optamos por demonstra-
lo pois nao o encontramos na forma exata em que nos sera util. O mais proximo que

encontramos foi [59, Lemma B.4.4].

Lema 1.1.14. Sejam E e F espacos de Banach para os quais existem operadores u €
L(F;E) ev e L(E;F) tais que vou = idp. Entao u(F) € subespagco complementado de

E eu: F — u(F) € um isomorfismo cujo isomorfismo inverso € a restri¢io de v a u(F).
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Demonstragao. Vejamos que uov: E — E é uma projecao sobre u(F'). Paratodoz € E,

(uov)*(x) = (wovououv)(w) =wu(v(u(v(r)))) = u((vou)(v(r)) = ulide(v(z)))
= u(v(z)) = (uov)(x),
provando que uwow é projecao. Devemos provar agora que (uov)(E) = u(F). E claro que
(uov)(F)=u(v(E)) Cu(F). Para a inclusdo inversa, veja que:

r € u(F) = existe y € F tal que x = u(y) = = = u(idp(y)) = = = u((vou)(y))
=z = (uov)(uly)) = z € (uov)(E).

Esta provado que u(F') é subespaco complementado de E.

Chamemos de v: u(F) — F a restricao de v a u(F'). Para todo y € F,

(0ou)(y) = v(u(y)) = v(u(y)) = (vou)(y) =idr(y) =y.

E para todo = € u(F') existe y € F tal que x = u(y), e portanto

(uo0)(z) = u(0(z)) = u(v(z)) = u(v(u(y))) = u((vou)(y)) = uly) = z.

Isso prova que u: F' — u(F') é bijetora e que sua inversa é 0. Por ser a restrigao de um
operador continuo, ¥ também é continuo, e portanto u: F' — u(F) é um isomorfismo,

com inversa 0. O

1.2 Operadores multilineares continuos

Nesta secao compilamos as defini¢oes e propriedades basicas sobre operadores mul-
tilineares que serao necessarias para o desenvolvimento da tese. Para mais detalhes e

informagoes adicionais referimos os livros de Mujica [57] e de Dineen [36].

Definicao 1.2.1. Sejam Xi,..., X, e Y espagos vetoriais. Dizemos que um operador
A: Xy x -+ x X, — Y é multilinear ou n-linear se para todo k = 1,...,n, todos
r1 € Xu, ., w1 € X, @, Uk € Xy T € Xy -, 20 € X, e A €K,

ATy, oo e+ Mgy ooy @) = A(T1y oo Ty oy ) F ANA(Z, o Yk ey T).

Denotamos o espago desses operadores por L(Xy,...,X,;Y), o qual se torna um

espago vetorial com as operagoes usuais de fungoes (operagdes pontuais).
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Quando FE,...,FE, e F sdo espagos normados, denotamos por L(Ey,...,E,; F) o
subespaco de L(Fj,..., E,; F) dos operadores multilineares continuos. Se E; = -+ =
E, = E, escrevemos L("E; F) e L("E; F), respectivamente.

E quando F' = K, as notagoes utilizadas para os espagos acima serao simplesmente
L(Ey,...,E,), L("E), L(E, ..., E,) e L("E). Chamamos os elementos de L(EY, ..., E,)

de formas multilineares.

A proposicao a seguir nos fornece, entre outras coisas, algumas caracterizacoes de

operadores multilineares continuos.

Proposigao 1.2.2. [71, Proposicoes 2.7, 2.8, 2.10 e 2.11] Sejam E, ..., E,, F espa¢os
normados e A € L(Ey, ..., E,; F).

(i) As seguintes afirmagdes sao equivalentes:
(a) A € continuo.
(b) A € continuo na origem.

(¢) Existe uma constante C' > 0 tal que

[A(zs, )l < Clla - -l

para todos x; € F;, 1 =1,...,n.
(d) sup{||A(z1,...,2,)|| i x; € Bg,, i =1,...,n} < c0.

(ii)) A fungio A — || Al = sup{||A(x1,...,2z,)|| : ©; € Bg,, i = 1,...,n} define uma
norma em L(Ey, ..., Ey; F).

(iii) Se F' é um espago de Banach, entao L(FE1, ..., E,; F) munido da norma definida em

(ii) também é espago de Banach.

Nos referiremos a norma definida no item (ii) como norma usual.

Definimos a seguir duas classes de operadores multilineares que serao especialmente

importantes no que segue.

Definicao 1.2.3. Sejam F\, ..., E, e F espacos de Banach. Dados oM € E¥, ... o™ €
E* ey € F, consideramos o operador n-linear continuo oM ®- - -@p™ey € L(Ey, ..., E,; F)
definido por

(V@ @™ @y)(@r,...,2) = eV (1) - 0™ ().
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E imediato que [l © - ® o™ @yl = ¢®] - [l - |1y

Combinagoes lineares de operadores dessa forma sao chamados de operadores n-lineares
de tipo finito. E o subespago de L(Ey, ..., E,; F) formado pelos operadores de tipo finito
é denotado por Ly(Ey, ..., E,; F).

Definicao 1.2.4. Sejam FEi, ..., F, e F espacos de Banach. Diremos que um operador
n-linear A € L(FEy, ..., E,; F) é de posto finito se a dimensao do subespaco vetorial de F’
gerado pela imagem de A tem dimensao finita. Denotaremos o subespaco dos operadores

n-lineares de posto finito por Lx(F, ..., E,; F).

Dados B € L(E4,...,E,) ey € F, consideramos o operador n-linear continuo By €
L(Ey,...,E,; F) definido por

(BRy)(x1,...,2,) = B(x1,...,2,)y.

E imediato que ||[B®@y[| = || B[ - |ly[l-
A seguinte caracterizacao dos operadores multilineares de posto finito é bastante ttil:
Proposicao 1.2.5. [61, Proposigao 4.2.1] Sejam E, ..., E, e F espacos de Banach. Um

operador n-linear continuo A: Fy x --- X E, — F ¢ de posto finito se, e somente se,
evistem k € N, B; € L(En,...,E,) ey; € F, para j =1,...,k, tais que

k
Alxy, ..., zp,) = Z(Bj Q@ y;) (1, ..., Tp)

J=1

para todo (xy,...,2,) € By X --- X E,. Ou seja, Lx(Fy,...,Ey; F) € o subespago gerado
pelos operadores da forma B ® y.

Proposicao 1.2.6. [71, Proposigao 2.12] Sejam X1, ..., Xpmin, Y espacos vetoriais com
m,n € N.
(a) O operador

T: L(X1,. .o, X3 V) — L(X1, ooy Xt L(X i1+ s X Y)),

T(A) (1, ) (Timats oy Tonan) = A(T1, -+ o, Tian),

¢ um isomorfismo de espacos vetoriais.

(b) Se X1, ..., Xpmin, Y sdo espacos normados, entao o isomorfismo do item (a) induz um
isomorfismo isométrico entre L(X1, ..., Xpmin; Y) e L(X1, .o, Xo; L( Xty -+ Xonans YY)
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Observagao 1.2.7. Se E e F sao espagos de Banach, decorre do item (b) da proposigao
anterior que

L(E*, F;K) e L(E*;F)
sao isometricamente isomorfos.

Uma técnica que sera frequentemente utilizada nas demonstragoes ao longo do texto
é a de linearizagao de operadores multilineares. Por isso, recordaremos agora a defini¢ao

e os principais resultados envolvendo o produto tensorial. Sugerimos como referéncia [67]
e [71].

Definicao 1.2.8. Sejam X;, ..., X, espacos vetoriais. O produto tensorial de Xy, ..., X,,
o qual denotaremos por X; ® - --® X,,, é o subespaco do dual algébrico de L(Xj,...,X,)

gerado pelos funcionais lineares da forma
1 ® - Qxy: L(Xy,...,X,) — K, 21®--®@2,(B) = B(xy,...,2,),

onde z; € X;, i =1,...,n. Os elementos de X; ® --- ® X,, sao chamados de tensores e

seus vetores geradores sao chamados de tensores elementares.

Todo tensor x € X; ® - - - ® X,, € uma combinacao linear de tensores elementares, isto

k
_ 1 n
I_ZA](EJ@...@‘IJ’
j=1

k

com \; € Kexj € X;, para j =1,..., k. Neste caso dizemos que Zl)‘jxfl' Q- - Q@ é
]:

uma representacao de x.

Proposicao 1.2.9. [71, Proposic¢ao 1.6] Sejam X, ..., X, espagos vetoriais. Entao, para
todoi=1,...,n, e quaisquer x1 € Xq,...,x;,x; € X;,...,x, € X,,, valem:
(a) 1‘1®"'®(£i+$§)®"'®$n: ($1®"'®Ii®'"®In)+(x1®"'®1’;®"'®1’n)'

(b) /\($1®"'®$i®"'®$n):l’1®"'®()\$i>®"'®xn-
()21 ® @00 - @z, =0.

Observacao 1.2.10. (i) Segue da homogeneidade do produto tensorial (Proposigao 1.2.9(b))

que todo tensor x em X; ® - -- ® X,, tem uma representacao da forma
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com zt € X;, j=1,... k.
(ii) Segue da Proposi¢ao 1.2.9(b) que, sendo Xj, ..., X,, espacos vetoriais, o operador
On: X1 XXX, — X170 @X,, op(x1,...,2,) =01 @ - Q Ty,

é n-linear.

O resultado a seguir é conhecido como propriedade universal do produto tensorial.

Teorema 1.2.11. [67, Theorem 1.10] Para todo operador n-linear A € L(Xy,...,Xn;Y)
existe um unico operador linear Ay € L(X1 ® -+ ® X,,;Y), chamado de linearizagao de

A, tal que A = Ay, o g, ou seja, tal que o diagrama

X% x X, —A %
Ap
X 99X,

¢ comutativo. Mais ainda, a correspondéncia A <— Ap € um isomorfismo entre os
espagos vetoriais L(Xy,..., X, Y) e L(X; ® - ® X,,,Y).

Proposicao 1.2.12. [71, Proposigao 3.3] Sejam Ej, ..., E, espacos vetoriais normados.

Entao a fungao

k k
T E® --®FE, —[0,0), 7T(:L’):7T<ZZL‘]1-®“-®ZE?> zlnf{ZHx;HHx;‘H},
j=1 j=1

onde o infimo é tomado sobre todas as representacoes de x, € uma norma em E1®- - -QFE,,.
Além disso,
T2 @ @an) = || - - [l

para quaisquer T; € Fy, 1 =1,...,n.

A norma 7 é chamada de norma projetiva e o espago normado (E; ® -+ ® E,,m) é
denotado por F; ®;, -+ ®, E,. Se pelo menos dois dos espacos Ei, ..., E, tém dimensao
infinita, entao Fy ®; - - - &, E, é um espago normado incompleto (veja [68, Teorema 3.24]).
Por isso precisamos passar para o seu completamento, denotado por E1®; - -+ @, E, e

chamado de produto tensorial projetivo.

A seguir, temos a propriedade universal do produto tensorial projetivo.
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Teorema 1.2.13. [67, Theorem 2.9] Sejam Ei,...,E, e F espacos de Banach. Para
todo operador n-linear A € L(E,...,E,; F) existe um dnico operador linear continuo
Ap € E(Eﬂ%w NGO O F) tal que o diagrama

F; x---x E,

|\

~ ~ L
E1®7r e ®7rEn

seja comutativo, ou seja, A = Apoa,. Além disso, a correspondéncia A <— Ayp € um iso-
morfismo isométrico entre os espacos de Banach L(Ey, ..., Ey; F) e L(E1®y - - - @, Ep; F).

No caso particular em que F' =K tem-se o isomorfismo isométrico
(: L(Ey, ... E,) — (B1Q®y - ®,E,)" , L(A) = Aj.

Observacao 1.2.14. Tomando n = 2 e F' = K no teorema anterior obtemos a identi-

ficacao entre os espacos L(E1, Ex; K) e (E1®,E5)*. Em particular, existe um operador

U: (Bf@,Fy)* — L(E}, By K)

que ¢ um isomorfismo isométrico. Para mais detalhes veja [33, p.27] ou [66, Theorem
2.9].

O resultado a seguir é bem conhecido e muito facil de ser demonstrado.
Lema 1.2.15. Se T € L(Ey,...,E,) ey € F, entao (T ®vy), =T, y.

Definicao 1.2.16. Dado n € N, denotamos por S,, o conjunto de todas as bijecoes do
conjunto {1,...,n} sobre si mesmo. Dizemos que um operador n-linear A € L("E; F') é
simétrico se

Az, .. 2n) = A(Toq), - -, Tam)),
para quaisquer xi,...,x, € F e toda bijecao o € S,,. O subespaco vetorial de L("E; F')

dos operadores n-lineares simétricos de E' em F é denotado por L*("E; F).

1.3 Ideais de operadores lineares

O conceito de ideal de operadores lineares foi introduzido por A. Pietsch em [59], obra
na qual uma grande quantidade de exemplos pode ser encontrada. Informacoes adicionais

e mais exemplos podem ser encontrados no livro de [33] de Defant e Floret.
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Definicao 1.3.1. Um ideal de operadores T é uma subclasse da classe dos operadores
lineares continuos entre espagos de Banach tal que, para todos espacos de Banach F e F,

a componente

I(E;F)=L(E;F)NT
satisfaz as seguintes condigoes:

(1) Z(E; F) é um subespago vetorial de L(E; F') que contém os operadores lineares de

posto finito.

(2) A propriedade de ideal: se u; € L(G; E), us € Z(E; F) e ug € L(F; H), entao
ugougouy € Z(G; H).

Se existe uma fungao || - ||z : Z — [0, 00) tais que:

(a) A funcao ||- ||z restrita & componente Z(E; F') é uma norma para quaisquer espagos
de Banach F e F;

(b) O funcional Idx: K — K dado por Idk(\) = A é tal que ||Idk||z = 1;
(¢) Seuy € L(G; E), us € Z(E; F) e ug € L(F; H), entao
lug 0 uz 0 |z < [jusl| - [Juallz - [Juall,
entdo (Z, || - ||z) é um ideal normado de operadores lineares.

Além disso, se todas as componentes de Z(FE; F) forem espacos completos relativa-
mente & topologia gerada pela norma || - ||z, entdo dizemos que (Z, || - ||z) é um ideal de
Banach.

Definicdo 1.3.2. Seja Z um ideal de operadores. Definimos o fecho T de Z por

I(E; F) = 1(E; F)
para todos espacos de Banach E e F'. E sabido que Z também é um ideal de operadores.
Em particular, o fecho F do ideal F dos operadores de posto finito é um ideal de
operadores, e tais operadores sao chamados de operadores aprorimadvesis.

Ao longo do texto trabalharemos com varios outros ideais de operadores, por exemplo
os nucleares e suas variagoes. Optamos por defini-los na se¢ao seguinte apenas para evitar

repeticoes de conceitos, e assim garantir melhor fluidez no texto.

A titulo de exemplo, definimos a seguir o ideal dos operadores nucleares, que sera

muito utilizado nos proximos capitulos.
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Definig¢ao 1.3.3. [59] Um operador u € L(E; F') é chamado nuclear se existem sequéncias
(‘Pj);il € E*e (yj)j’il € F tais que

=0 ®y;
j=1

o0
Neste caso dizemos que 21 ©; ®y; ¢ uma representacao nuclear de u e definimos
j=

[ufln := inf {Z 15l HyjH} ,
j=1

onde o Infimo é tomado sobre todas as chamadas representacoes nucleares de u. Denota-

remos a classe de todos os operadores lineares nucleares de E em F por N (E; F).

A classe (N, || - |[x) dos operadores lineares nucleares é um ideal de Banach. Na
presenca da propriedade da aproximacao, os espacos dos operadores nucleares tém a

seguinte descricao, que é muito til.

Proposigao 1.3.4. [33, Corollary 1, p.65] Sejam E e F espacos de Banach. Se E* ou F
tem a propriedade da aprozimacao, entdo existe um isomorfismo isométrico T: E*®@,F —
N(E; F) tal que

T(p@y)(z) = p(x)y

para todos p € E* ey € F.

1.4 Multi-ideais de operadores multilineares

Em [60], Pietsch generalizou o conceito de ideal para o caso dos operadores multiline-

ares. Nos referimos também a [43, 44].

Definicao 1.4.1. Um ideal de operadores multilineares, ou multi-ideal, ¢ uma subclasse
M da classe dos operadores multilineares continuos entre espacos de Banach tal que, para

todo n € N e todos espacos de Banach Fy, ..., E, e F', a componente
M(Ey,... By F) = L(Ey,...,Ey; F) N M,

satisfaz as seguintes condigoes:
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(1) M(Ey, ..., Ey; F) é subespaco vetorial de L(F, ..., E,; F) que contém os opera-

dores n-lineares de tipo finito.

(2) A propriedade de multi-ideal: se A € M(E,...,E; F), u; € L(G;; Ej), j =
l,...,net € L(F; H), entdo a composigao toAo(uy, . .., u,) pertence a M(Gy, ..., G,; H).

Se existe uma funcao || - ||pm : M — [0, 00) tais que:

(a) A fungao || - | s restrita a componente M(Ey, ..., E,; F') é uma norma para todo
n € N e quaisquer espacos de Banach Fy,..., E, e F|

(b) A aplicagao n-linear I,,: K" — K, dada por I,,(A,...,A\,) = A1+ Ay, é tal que
[ Lnllm =15

(c) Se A e M(Ey,....E;F), u; € LIGj;E;), j=1,...,net € L(F;G), entdo a

composta satisfaz

[to Ao (ur, ... un)llae < NIt 1Alwe - fluall- - Junll,
entdo (M, || - [|m) é chamado de multi-ideal normado.
Mais ainda, se todas as componentes M(E}, ..., E,; F) sdo subespagos completos
relativamente a topologia gerada pela norma || - || v, entao dizemos que (M, || - || ) é um

multi-ideal de Banach.

Veremos a seguir alguns exemplos de multi-ideais de Banach que serao utilizados no

desenvolvimento da tese.

Exemplo 1.4.2. [60] A classe dos operadores multilineares de tipo finito £; e seu fecho
E_f, isto é, os operadores que podem ser aproximados, na norma usual, por operadores de

tipo finito, sao multi-ideais.

Exemplo 1.4.3. [35, Definition 1.26] Um operador n-linear A € L(F1,...,E,; F) é nu-

clear se, para i1 =1,...,n, existem uma sequéncia limitada (gpj 521 € B/, uma sequéncia

(Aj)%2, € £1 e uma sequéncia limitada (y;)32, em F, tais que

Az, ... x,) = Z)\jSO‘g'l) ®-® 90§n) Qy;(z1,...,2,) = Z)\j@y)(xl) e <p§.")(a;n)yj,
j=1 j=1

(1.1)
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n)

para todo (z1,...,x,) € Ey x---x E,. Neste caso, dizemos que Z )\]goj ®- ®g0] ®Y;j
é uma representagao nuclear de A e escrevemos A € Ly(Ey, .. En, F). Definimos ainda
. 1 n
| Allz,, = inf {Z gl Dl Nl - ||yj||} ,
j=1

onde o infimo é tomado sobre todas as representacoes nucleares de A.

Exemplo 1.4.4. [15, Definition 2.2] Seja 1 < p < oco. Um operador n-linear A €

L(Ey, ..., By F) é o(p)-nuclear se existem sequéncias ()52, € £+, (¢ij)52, em Ef, para
i=1,...,n, e (y;);, em F tais que
oo 1
P
A= Mgy @ @y @y, su (Z feuton) ooy )P < oo e
i1 x; GBE Y EBF*

(1.2)

lim (Z |o15 (1) sojn(xn)y*(yjﬂ”)p =0.

m=00 z; GBE Y GBF*

Neste caso dizemos que > A\jp1; @ - -+ ¢, @ y; é uma representagio o(p)-nuclear de
j=1
A. Definimos ainda

| Al|o(p) := inf { ||()\j)§il » sup (Z lp1j(21) - - ijn(:pn)y*(yj)P) ”} )

%, €BE, ,y*€Bpx
onde o infimo é tomado sobre todas as representagoes o(p)-nucleares de A. Denotaremos
o subespaco dos operadores n-lineares o(p)-nucleares por L, (E1, ..., En; F).

No caso linear n = 1, o ideal dos operadores lineares o(p)-nucleares sera denotado por

No(w)-

Exemplo 1.4.5. [52] Sejam s,7; € [0,00], k = 1,...,n tais que % < 7_11 + oo+ %
Um operador n-linear A € L(E},..., E,; F) é chamado de absolutamente (s;11,...,75)-

somante se existe C' > 0 tal que

(1.3)

(A1 Tng)) T s
k=1

parameN, x; € By, k=1,...,nej=1,...,m
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Denotaremos o subespago dos operadores multilineares absolutamente (s;71,...,7,)-
somante por ,Cgi;”"“’T")(El, ..., Ey; F) e o infimo das constantes que satisfazem a desi-

gualdade (1.3) por || - |las(srr,...rn)-

Quando n = 1 e, portanto ry = --- = r, = r, denotamos o ideal de Banach dos

operadores lineares absolutamente (s;7)-somantes por Il ,, no lugar de £37 (veja [34]).

Exemplo 1.4.6. [52, Definition 2.1] Sejam s € [1,00], ry € [1,00], k = 1,...,n tais que

:ﬁ* |'—‘

I< ittt

Um operador n-linear A € L(E, ..., E,; F) é dito ser (s;11,...,r,)-nuclear se existem

sequéncias (A;)72y € L, (y;)521 em Loo(F) e (r;)52, em G (ER), k= 1,...,n, tais que

Al ymn) = D A(py © - @ ny @) (1, T0),

Jj=1

para todo (x1,...,z,) € Ey X --- X E,. Neste caso dizemos que Y \jp1; @ -+ @ ©n; @ y;
j=1

é uma representacao (s;71,...,r,)-nuclear de A.
Denotamos o espaco vetorial desses operadores por EJ(\S/T“”’T”)(El, ..., By F) e defini-
mos

ey = ELI )T s - 1) 720 oo - 110P13) 520 by - = (o) 52 Lo 3

,,,,,,

onde o infimo é tomado sobre todas as representacoes (s;71,. .., r,)-nucleares de A.

No caso linear n = 1, com 1 < 1 4 1 denotaremos por (N, || - [Ary) © ideal de
Banach dos operadores lineares (s;r)-nucleares. Para s = 1 e r = oo, temos o ideal dos
operadores (1, 00)-nucleares que serd denotado simplesmente por A/. Note que recaimos

no ideal visto na Defini¢ao 1.3.3. Para mais detalhes sugerimos [33, 59].

Estudaremos agora os multi-ideais de composicao, que serao fundamentais nos princi-

pais resultados dos proximos trés capitulos.

Definigao 1.4.7. [17, Definitions 3.1, 3.6] Seja (Z, || - ||z) um ideal normado de operadores.
Dizemos que um operador A € L(Ey, ..., E,; F) pertence aZoL(Ey, ..., Ey,; F) se existem
um espago de Banach G, um operador linear u € Z(G; F) e uma aplicagdo n-linear
B € L(E,...,E,;G) tais que

A=wuoB.
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Neste caso definimos
|Allzoz := inf{||u|lz - || B|| : A=wo B,B € L(Ey,...,E,;G),u e Z(G; F)}.

Proposicao 1.4.8. [17, Proposition 3.2] Seja Z um ideal de operadores. As sequintes

condigoes sao equivalentes para um operador A € L(Ey, ..., Ey; F):

(a) A€ Zo L(Ey,...,Ey F).
(b) Ap € L(E\ @y - @ Fp; F).

Proposigao 1.4.9. [17, Proposition 3.7] Seja (Z,||-||z) um ideal de Banach de operadores.
Entao || - ||zoz torna Z o £ um multi-ideal de Banach. Além disso, || Allzoc = ||AL|lz para

todo A€ ZoL(Fy,...,E, F).

Vejamos que alguns multi-ideais classicos sao ideais de composicao. Dizemos que um
operador A € L(E,...,E,; F) é compacto (fracamente compacto, respectivamente) se
A(Bg, X -+ x Bg,) é um subconjunto relativamente compacto (relativamente fracamente
compacto, respectivamente) de F. Por Lix e L)y denotamos as classes dos operadores
multilineares compactos e relativamente compactos entre espacos de Banach, e por W o

ideal dos operadores lineares fracamente compactos.

Proposicao 1.4.10. Sejam FEy, ..., E, e F espagos de Banach.
(a) Li(Ey, ..., B F)=KoL(Ey,....,Ey;F)eLyw(Ey,...,E F) = Wo L(Ey,...,E,; F).
(b) Lr(Ey,...,Ey;F)=FoL(Ey,...,E,; F) isometricamente.

Para o item (a) veja [66, Lemma 4.1], e para o item (b) veja [19, Theorem 2.2].

1.5 Hiper-ideais de operadores multilineares

A teoria de multi-ideais, que consideram a composicao de um operador multilinear
com operadores lineares dos dois lados, foi refinada no sentido de considerar classes de
operadores multilineares que sao estaveis pela composicao com operadores multilineares

a esquerda e operadores lineares a direita.
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Definigao 1.5.1. [20, 22, 74] Um hiper-ideal de operadores multilineares é uma subclasse
‘H, da classe dos operadores multilineares continuos entre espacos de Banach tal que, para

todo n € N e todos espagos de Banach Ey,..., E, e ', a componente
H(Ey,...,E; F):=L(Ey,...,E;F)NH

satisfaz as seguintes condigoes:

(1) H(E,, ..., Ey; F) é um subespago vetorial de L(FEy, ..., E,; F') que contém os ope-

radores multilineares de tipo finito.

(2) Propriedade de hiper-ideal: Dados nimeros naturaisn e 1 < my < --- < m,,
espagos de Banach Gy,...,G,, ,Ey, ..., E,,F e H, se

B, € ﬁ(Gl,...,Gml;El),...,Bn € ‘C(Gmn_l-i-la"')Gmn;En)y
te L(F;H)e Ae H(Ey,...,E,; F), entdao to Ao (By,...,B,) € H(G1,...,Gn,; H).

Se existe uma funcéo || - ||5: H — [0, 00) tal que:

(a) A funcao |[|-||y restrita & componente H(E1, ..., E,; F') é uma norma para quaisquer
espagos de Banach Ey,..., F,,F e todon € N;

(b) O operador n-linear I,,: K* — K, dado por I,(A1,...,A,) = A1+ A\, é tal que
[ a2 =15

(c)Se A€ H(EL,...,E,; F),t€ L(F;H) e

Bl € E(Gl, .. -;Gml;El)a .. -aBn € E(Gmn_1+1, RPN 7Gmn7En)7

entao

[to Ao (By,..., Bu)llaw < ¢l - [[Alla - [ Ball -~ - [[ Bull
entao (H; || -|l%) é chamado de hiper-ideal normado. Mais ainda, se todas as componentes
H(EL, ..., E,; F) sao espagos completos relativamente a norma || - ||, entdo dizemos que

(H; || - |l3) é um hiper-ideal de Banach.

Dizemos que um ideal de operadores (ou um multi-ideal ou um hiper-ideal) é fechado

se todas as suas componentes sao fechadas em relagao a norma usual.

Exemplos importantes de hiper-ideais sao os ideais de composic¢ao:
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Teorema 1.5.2. [72, Teorema 2.4.1] Se Z é um ideal de operadores, entdo Z o £ é um
hiper-ideal. Se (Z, || - ||z) ¢ ideal de operadores normado (de Banach, respectivamente),
entdo (Z o L, ||-||zoz) € hiper-ideal normado (de Banach, respectivamente). Em particular,

se Z é fechado, entao Z o £ é um hiper-ideal fechado.

Em particular, as classes dos operadores multilineares compactos Ly, fracamente com-
pactos Lyy e aproximéaveis Lz s@o hiper-ideais fechados (basta combinar o Teorema 1.5.2

com a Proposigao 1.4.10).

1.6 Polindmios homogéneos

Também para a teoria geral de polindomios homogéneos referimos os livros de Mujica
[57] e Dineen [36].

Dados um operador A: E" — F ex € E, escreveremos A(z") no lugar de A(z, ™)., x).
Definicao 1.6.1. Sejam E e F espacos normados. Uma aplicagao P: E — F' é chamada
de polinomio n-homogéneo se existe um operador n-linear A € L("E; F) tal que P(x) =

A(z™) para todo x € E. Neste caso dizemos que o polinémio n-homogéneo P é gerado

pelo operador n-linear A escrevemos P = A.

Denotamos os espacos dos polindmios n-homogéneos de E em F' e dos polinomios
n-homogéneos continuos de £ em F por P("E; F') e P("E; F), respectivamente. No caso
em que F' =K, escrevemos P("E) e P("E).

A expressao
PeP("E;F)w— ||P| :=sup{||P(z)|| :z € Eelz|] <1}

define uma norma em P("E; F'). Se F' é espago de Banach, entao (P("E; F),|-||) também
é um espago de Banach (veja [57, Corollary 2.3]).

Mantendo a notagao, no que segue E, E1, ..., E,, F,G e H denotarao espagos de Ba-
nach.

Proposigao 1.6.2. [57, Theorem 2.2] A correspondéncia A — A que associa a cada ope-
rador n-linear simétrico A € L*("E; F) seu polinémio associado A € P("E; F) induz um
isomorfismo de espagos vetoriais entre L*("E; F) e P("E; F). E mais, esse isomorfismo

induz um isomorfismo topolégico entre L*("E; F) e P("E; F) e

o n" .
Il < 1) < 2 4)
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para toda A € L°("E; F).

Dado um polinémio P € P("E; F), denotaremos por P € £*("E; F) o tinico operador

n-linear simétrico associado a P.

Proposicao 1.6.3. [57, Proposition 2.4] As sequintes afirmacoes sio equivalentes para

um polinémio n-homogéneo P € P("E; F):

(a) PeP("E; F).

(b) P € continuo na origem.

(c) Existe um constante C > 0 tal que |P(z)|| < C||z||" para todo x € E.
(d) sup{[|[P(z)]| -z € E e |[zf] < 1} < o0.

(e) Eziste A € L("E; F) tal que P = A.

(f) O operador n-linear simétrico P é continuo.

Analogamente ao caso multilinear, definimos:

Definigao 1.6.4. Um polinomio P € P("E; F) é de tipo finito se existem k € N, ¢, € E*
ey; € F,com j=1,... k&, tais que

k

P(z) = pi(@)"y;

j=1
para todo x € E.

Denotamos o subespaco dos polindmios n-homogéneos de tipo finito por Ps("E; F').

Definigao 1.6.5. Um polinémio P € P("E; F) é de posto finito se o subespaco de F'
gerado pela imagem P(F) de P tem dimensao finita; ou equivalentemente, se existem
keN, Q;eP("E)ey; € F,comj=1,...,k, tais que

k

P@) =3 Q@)

j=1
para todo x € E.

Denotamos o subespaco dos polinomios n-homogéneos de posto finito por Px("E; F).
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Por simplicidade, dados ¢ € E*, Q € P("E) e y € F, denotamos os polinémios
n-homogeéneos
re€Ew— o)y e ze€FEw— Qx)y,

por ©" ®y e () ® y, respectivamente. Tem-se

le" @yl = llell -yl e Qe yl =1l [yl

Para o produto tensorial projetivo de um espaco de Banach E por ele mesmo, adotamos

as seguintes notagoes simplificadas:

) (m)

R"E:=E® - QF ¢ @"E = EQ, - @.E.

E para x € F, escrevemos "z := z® o) K.

Todas as informagoes do préximo pardgrafo estao em Ryan [66] e Floret [42].

O subespaco vetorial de @™ F gerado pelos tensores da forma ®"z, x € E, é denotado
por ®™*E. E o respectivo subespaco normado de ®7 EF é denotado por @»*E. O comple-
tamento de ®*E com respeito a norma projetiva m é denotado por @:SE e chamado de
produto tensorial simétrico projetivo. Para fins topoldgicos, esse espaco é suficiente, mas
para fins métricos precisamos considerar outra norma: para z € ®™°FE define-se a norma

s-projetiva de z por

k k
7s(z) = inf {Z IAj| - lzs)|" ke Nz = Zx\j ®" mj} :
=1 j=1

O espago normado resultante ¢ denotado por ®"*F e seu completamento @Z;E ¢é chamado
de produto tensorial simétrico s-projetivo. As normas m e 7y sao equivalentes mas nao
coincidentes. O operador

r € Ew p,(F) =",

, A ~ , ~n,s ~n,s
¢ um polinomio n-homogéneo continuo tanto tomando valores em ®," £/ como em ®, F.

O proéximo teorema exibe a propriedade universal do produto tensorial simétrico pro-

jetivo.

Teorema 1.6.6. [66, Proposition 2.1] Para todo polinémio n-homogéneo P € P("E; F)
existe um unico operador linear Py, € E(@:’SE; F), chamado de lineariza¢ao de P, tal que
P = Ppop,, isto é,

P(z) = P(®"z) para todo x € E.

Além disso, a correspondéncia P +— Pp é um isomorfismo topolégico entre P("E; F) e

L&V E;F).
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E a propriedade universal do produto tensorial simétrico s-projetivo funciona da se-

guinte forma:

Teorema 1.6.7. [42, Proposition 2.2(1)] Para todo polinémio n-homogéneo P € P("E; F)
existe um unico operador linear Pr, s € E(®:;SE; F), também chamado de linearizagdo de

P, tal que P = Py, 40 p,, isto €,
P(x) = Pps(®"x) para todo x € E.
Além disso, o operador lineariza¢ao
(: P("E;F) — L (®,"E; F) , {(P)= P,
¢ um isomorfismo isométrico.

O proéximo teorema, devido a F. Blasco, sera muito util.

Teorema 1.6.8. [7, Theorem 3] O espago @:sE ¢ um subespagco complementado de

~n+1,s . . .,
E para cada inteiro positivo n € N.

™

. . . . . ~n,s ,
Aplicando o teorema acima repetidas vezes, existe um operador i: £ — ®," E que é

. ~n,s .
um isomorfismo sobre um subespago complementado de ®,." E, o qual denominamos de

operador de Blasco.

Definigao 1.6.9. [6] Sejam E, F espacos de Banach e P € P("E;F). O adjunto de
Aron-Schottenloher de P é definido por

P F* — P("E) , P*(e)(y) = ¢(P(y)),
para todos p € F* ey € F.
As propriedades bésicas do adjunto de um polinémio sao dadas no seguinte resultado.

Proposicao 1.6.10. [61, Proposicao 2.1.3] Sejam E, F espacos de Banach e P € P("E; F).
Entao, P* € L(F*;P("E)) e ||P|| = || P

Necessitaremos de um outro resultado devido a Aron e Schottenloher:

Proposigao 1.6.11. [6, Proposition 5.3] Sejam m en € N tais que m < n. Entao P(™FE)

¢ isomorfo a um subespago complementado de P("E).
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Para a teoria de ideais de polinomios nos referimos a [26, 43, 44].

Definicao 1.6.12. Um ideal de polinomios homogéneos é uma subclasse Q da classe dos
polinémios homogéneos continuos entre espagos de Banach tal que, para todo n € N e

todos espacos de Banach E e F', a componente
Q"E;F):=P("E;F)NQ
satisfaz as seguintes condigoes:

(1) Q(™E; F) é um subespago vetorial P("FE; F') que contém os polinémios de tipo
finito.

(2) Propriedade de ideal: se P € Q("E;F), u € L(G;E) et € L(F;H), entao
toPoue Q"G; H).

Se existe uma fungao || - ||g: @ — [0, 00) tal que:

(a) A fungao || - ||o restrita a componente Q("E; F) é uma norma para quaisquer
espagos de Banach F e F' e todon € N;

(b) Se I,: K — K é dado por I,(\) = A", entdo ||I,| o = 1 para todo n;
(c)Seue L(G;E), Pe Q("E;F)ete L(F;H), entao

[to Poullg <t} -[Plo- llul"

entdo (Q, || - |lg) é chamado de ideal normado de polindmios. Além disso, se todas as
componentes Q("E; F') sao espagos completos com respeito a norma || - || g, diremos que
(9, llg) é um ideal de Banach de polindmios. E se cada componente Q("E; F') é fechada

na norma usual, dizemos que Q é um ideal fechado de polinomios.

Estudaremos agora os ideais de polinomios de composigao.

Defini¢ao 1.6.13. [17, Definition 3.1] Seja Z um ideal de operadores. Um polindémio n-
homogéneo P € P("E; F) pertence a Z o P, e neste caso escreveremos P € Zo P("E; ),
se existem um espaco de Banach G, um polinomio n-homogéneo ) € P("E;G) e um
operador u € Z(G; F) tais que P = uo Q.

Proposigao 1.6.14. [17, Proposition 3.2] Seja Z um ideal de operadores. Entdo, para
P € P("E; F), sao equivalentes:
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(a) Pe ZoP("E; F).

(b) P, € Z(R.°E; F).

(c) Py € Z(R,E; F).

(d) PeZoL("E;F).

(e) Existe A € Zo L("E; F) tal que A = P.

Definigao 1.6.15. [17, Definition 3.6] Seja (Z, || - [|z) um ideal normado de operadores.
Para cada P € Z o P("E; F), definimos

HPHIoP,l = HpHIoﬁ €
I1P|lzop 2 = inf{|[ullz - [|QIl : P = uo0Q,Q € P("E; G),u € I(G; F)}.

Proposicao 1.6.16. [17, Proposition 3.7] Seja (Z, || - ||z) um ideal normado (de Banach)
de operadores. Entdo || - ||lzop1 € || - ||zop2 tornam I o P um ideal normado (de Banach)
de polinomios. Além disso, para todo P € Z o P("E; F),

|Pllzop1 = |Pellz = inf{||Al|zoz : A€ T o L("E;F) e A= P},

n’ﬂ
1Plizep2 = [ Prsllz € [Pllzopz < [Pllzopn < —[[Pllzop.e.
Vejamos que algumas classes notaveis de polinémios sao ideais de composicao.

Um polindémio P € P("E; F) é compacto (fracamente compacto, respectivamente) se
P(Bg) é um subconjunto relativamente compacto (relativamente fracamente compacto,

respectivamente) de F.

Proposigao 1.6.17. ([66, Lemma 4.1] ou [56, Proposition 3.4]) Um polinémio P €
P("E; F) é fracamente compacto (respectivamente, compacto) se, e somente se, 0 opera-

dor linear P : &X\):SE — [ é fracamente compacto (respectivamente, compacto).

Denotando por Py e Pyy as classes dos polinomios homogéneos compactos e fracamente

compactos, as Proposicoes 1.6.16 e 1.6.17 garantem que
Pc=KoP e Ppw=WoP

sao ideais fechados de polinémios.



Capitulo 2

Operadores Multilineares

Hiper-Nucleares

Este capitulo tem dois objetivos principais: (i) provar alguns resultados novos, e que
serdo uteis na sequéncia, sobre operadores multilineares hiper-(s; r)-nucleares, que foram
introduzidos e desenvolvidos em [20, 72[; (ii) introduzir e estudar a classe dos operadores
hiper-o(p)-nucleares, que é um hiper-ideal, ao contrario dos operadores multilineares o (p)-
nucleares estudados em [15], que formam um multi-ideal que nao é um hiper-ideal. Todas

essas classes generalizam e estendem os operadores o-nucleares de Pietsch [59].

2.1 Operadores multilineares hiper-(s; r)-nucleares

Em [20, 72] a classe dos operadores multilineares hiper-nucleares desempenha um
papel de destaque por ser o menor hiper-ideal de Banach. Aqui, essa classe continuara

tendo destaque, mas por uma outra razao que se esclarecera no capitulo seguinte.

Além disso, os operadores multilineares hiper-(s; r)-nucleares serao objeto de aplicagdes
no préximo capitulo. Por este motivo, recordaremos nesta secao a defini¢ao e alguns resul-
tados a respeito de tais operadores. Provaremos também alguns fatos que serao necessarios

e que ainda nao haviam sido provados.

Definigao 2.1.1. [72] Sejam s € [1,00) e 7 € [1,00] tais que 1 < 1 + 1. Um operador n-

linear A € L(Ey,. .., Ey,; ) é chamado hiper-(s; r)-nuclear se existem sequéncias ();)32, €

31
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ls, (B;)52, € GY(L(EL, ..., Ey)) e (y)32 € Loo(F) tais que

Az, ... x,) = Z)\ij ®yj(w1,...,Tn)

j=1

para todo (z1,...,x,) € Ey X --- x E,. Neste caso dizemos que Y  \;B; ® y; é uma

Jj=1
representagao hiper-(s; r)-nuclear de A.

Denotamos a classe dos operadores hiper-(s;r)-nucleares por EHN(M) e definimos a

norma hiper-(s; r)-nuclear por

[Ny = EL )52 s - 110Bg) 32 b - 1 (05)524 Ml

onde o infimo é tomado sobre todas as representagoes hiper-(s; r)-nucleares de A na forma

descrita acima.

Teorema 2.1.2. [72, Teorema 2.2.9] A classe (Lyw s || - v,,,) dos operadores mul-

tilineares hiper-(s;r)-nucleares é um hiper-ideal de Banach.

Proposicao 2.1.3. Seja A € Ly, (B, ..., By F) com

i=1
uma representacdo hiper-(s;r)-nuclear de A. Entao a convergéncia em (2.1) se dd na
norma || - [l -

Demonstracao. Como ﬁHN(s;r) ¢ um hiper-ideal de Banach, para cada m € N,

<A - ZAJBJ ® yj) € £HN(S;T)(E17 .. 7EnaF)

J=1

E claro que [|(A;)52n 11 lls < [[(A)520lls, [10B))5Zm 1 llor < (B3 lwr € 1(55)52m il <

()51 |- Logo, .ZH A\;jBj ® y; ¢ uma representacao hiper-(s;r)-nuclear de A —
j=m

> AjB; ® y;. Assim,

=1

o0
> ABj®uy;
HN oy I7mH HN (5ir)

A=) NB; @y,

j=1
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< NODFZmrills - 10By) s llwsr - [195)5Zm 41 lloo

< < S w)s NBHE - )20l

Jj=m+1
[ee]
Como ) |A;|° < 400, fazendo m — oo obtemos
j=1
m
A—Z)\ij@yj — 0,
= HN (sir)
o
provando que A = > A\;B; ® y; na norma || - [lan,,,,- O
j=1 ’

O resultado a seguir é bem conhecido.
Proposigao 2.1.4. [72, Proposicao 2.1.6] Seja (H, ||-|l%) um multi-ideal normado. Entdo
-0 < I e

Em particular, || - || < || - ||HN<5;T>-

O resultado que demonstramos a seguir mostra que o hiper-ideal dos operadores hiper-
(s;r)-nucleares é um ideal de composigao, cuja componente linear é o ideal dos operadores

lineares (s;r)-nucleares visto na Definigao 1.4.6.

Proposigao 2.1.5. Sejam FE1, ..., E, e F espacos de Banach. Entdo
ﬁ?—t./\/’(s;r)(Eb ooty By F) =Ny o L(Ey, ..., Ey F)
€ H ’ HHN(S;T) = ” ’ HN(S;T)O‘C'

Demonstracido. Seja A € Ny 0 L(Ex, ..., Ey; F). Existem um espaco de Banach G e
operadores B € L(Ey,...,E,;;G) e u € Nig,(G; F) tais que A =wuo B.

Dado € > 0, como u € N4 (G; F), podemos tomar (X;)52; € £y, (y;)32; € loo(F)
(pj)32, € £(G") tais que u = Y N\jp; @y; e
j=1

I 72 lls - 1) 72 llwr - 1)1l < (1 + &)lJullng,,,-

De A = u o B, segue que

Alxy, ... xn) = uw(B(1,...,2,)) = Z Niwi(B(z1, ... 20))Y;
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= Z)\J(SOJOB) ®yj($17"-;xn);

Jj=1

[ee)
para qualquer (zi,...,2,) € Ey X -+ x E,. Vejamos que A = > \j(p; 0 B)®y, é
j=1

uma representagao hiper-(s;r)-nuclear de A. Com efeito, j& sabemos que ();)52, € /s e
(y7)521 € loo(F). Resta entao verificar que (p; 0 B)32, € £7(L(Ey, ..., Ey,)). Assim como
no caso do adjunto de Aron-Schottenloher [6] de um polinémio homogéneo, é ficil ver que

o adjunto de B,
B*: G* — L(Ey,...,E,) , B (p)(x1,...,x,) = @(B(x1,...,1,)),
é um operador linear continuo. Mais ainda, pelo Teorema de Hahn-Banach,

|B*|| = sup sup |B*(¥)(x1,...,2,)|= sup sup |[Y(B(z1,...,2,))]

’(/}EBg* l’jEBEj 7/)€BG* IEjEBEj
= sup sup [6(B(n,. . z) = swp Bl .zl = B,
JT]'EBEJ. PEBg* ijBEj

Para a validade da inversao dos supremos, veja [45, Lema 2.4.10]. Como (¢;)32; € £;(G*),

pela Proposigao 1.1.9 (ii), segue que

(Spj o B)(;il = (B*(Spj));?il S quﬂu(ﬁ(Elv s 7En))

1(@5 © B)iZillwr = [(B*(3))52 1 lwr < NIB7I| - [[(@5)521 lwr = 1Bl - 1(2)5Z 1l
Entdo A= Aj(pj0 B)®@vy; € Lyn,,,(Er, ..., B F) e
i=1
[Allen iy < )50 - [[(25 0 B)5 [l - 1 (w5)721 Ml

< [Tl - 1BI - 11(03)5% o - 1 (w5)5721 oo
< [1BIl- (1 + o)l[ulla., -

Fazendo € — 0, obtemos || Allww,,, < | Bl - [[ulln,,,, para toda fatoracao A = uo B com

u € Nsr)(G; F). Tomando o infimo sobre todas essas fatoragoes de A segue que
HAHHN(S,T) S ”AHN(S,T>O‘C

Reciprocamente, dados A € Lyn ., (E1,..., By F) e € > 0, existem (A;)52; € {5,
(Bj)32y € LHL(E, ..., En)) e (y;)52) € loo(F) tais que A = 21 NBj®y; e
]:

I 72 lls - 1B 5Zillwr - (W)l < (14 €)[[Allrn.,-
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Pela Proposicao 1.4.8 é suficiente mostrarmos que Ay € /\/'(s;r)(El(/}i)7T O O F). Pela

Proposicao 2.1.3 sabemos que a convergéncia A = > \;B; ® y; se dd na norma hiper-
j=1

(s;7)-nuclear, logo, pela Proposigao 2.1.4, essa convergéncia também se d& na norma usual

de operadores multilineares. Temos entao A = lim Z \Bj ®@y; em L(Ey,...,E,; F).

m%OO] 1

Sendo o operador linearizagao
BeL(E,,...,BEyF) v By € L(E\®y - ®:E,; F)

um isomorfismo isométrico (Teorema 1.2.13), de sua linearidade e de sua continuidade

segue que

AL:<W}L§I;021AJBj®yj) :nll_{%oz/\ i @ V5L
‘]:

L
:JE&ZA LY = ZA LY

em L(E\®; - @, Ey,; F). Mostremos que

AL—ZA L®Y;

é uma representacao (s;r)-nuclear para Az. Com efeito, jd temos (A;)32; € £s e (y;)32, €

(o (F). Usando mais uma vez que o operador linearizagao
L: L(Ey,...,E,) — (B\&; - ®,E,)" , L(B) = By,

¢ um isomorfismo isométrico, como (B;)%2, € ((L(E, ..., E,)), da Proposicao 1.1.9

decorre que
L((B)3) = (By)r)i2y € 6/ (B1®r -+ ©xBn)")

1By L) jZillws < ILN - 1(B)7 lwr = [1(Bj)52 -
Portanto, Ay € Ms;r)(E1®ﬂ o ®@:Fn F) e

ALy < TADFZ s - GBS £) 5 e - 11(95) 520 oo
< (T+ o)Al -

Fazendo ¢ — 0, obtemos [|Az||x,,, < [|Allxn,.,,- Segue da Proposicio 1.4.9 que

HAH-/\[(S;T)OL S HAHHN(S,T) :
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Tomando s = 1 e r = 0o na Definicao 2.1.1, obtemos o hiper-ideal de Banach dos ope-
radores multilineares hiper-(1; oo)-nucleares, que serao chamados simplesmente de ope-
radores hiper-nucleares. Denotaremos esse ideal, que desempenhard papel central no

préximo capitulo, por Ly ao invés de EHN(NO).
Como caso particular da proposicao acima, obtemos o

Corolario 2.1.6. Ly = N o L isometricamente.

A seguinte férmula para a norma hiper-nuclear de um operador multilinear também

serd util no préximo capitulo.
Lema 2.1.7. [72, Lema 2.2.11] Para todo operador n-linear A € Lyn(Er, ..., En; F),
vale que

[A[len = inf {Z Al - 183l - IijH}, (2.2)

j=1

oo
onde o infimo € tomado sobre todas as representagoes hiper-nucleares Y \;B; ® y; de A.
j=1

2.2 Operadores multilineares hiper-o(p)-nucleares

A classe dos operadores multilineares o(p)-nucleares foi introduzida em [15] (veja
também [16]), como uma generalizacdo linear e multilinear dos operadores lineares o-
nucleares estudados por Pietsch [59]. Essa classe é um multi-ideal que nao é um hiper-
ideal. Introduziremos nesta secao uma variante desse multi-ideal, formada pelos opera-
dores multilineares hiper-o(p)-nucleares, que se apresenta naturalmente no ambito dos
hiper-ideais. A ideia é substituir os produtos de avaliacoes em funcionais lineares por

avaliacoes em formas multilineares.

Definigao 2.2.1. Seja 1 < p < co. Dizemos que um operador n-linear A € L(FE1, ..., E,; F)

¢ hiper-o(p)-nuclear se existem sequéncias (A\;)32, € £+, (B;)52, € L(E1, ..., E,) e
(y;)32, C F tais que:

(i) A(z1,...,2n) = > NjBjQy;i(21,...,2,) = > A\jBj(x1,...,2,)y;, paratodo (21, ...,2,) €
=1 j=1
Ei x---x E,.

B =

()  sup (ool|Bj(x1,...,xn)y*(yj)]p> < .

;€BE, ,y*€Bpx
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3=

i) g s (B )P) =0
M=% 3, B, y*€Bpx \ j=m
Neste caso, escreveremos A € Ly, (Er, ..., Ey; F) e dizemos que A = Y \;B; ® y;
j=1
é uma representacao hiper-o(p)-nuclear de A.
Definimos ainda || - {4 ()1 Lrop)(Er, - .., En; F7) — [0, 00) por

sup <Z|B T1,. .., %)Y (?JJ)‘) )

z,€BE, ,y*€EBpx

[ A0y = inf 4 [[(A7)7: 115

onde o infimo é tomado sobre todas as representacoes hiper-o(p)-nucleares Y \;B; ® y;

de A.

O caso n = p = 1 recupera os operadores lineares o-nucleares de Pietsch [59], e o caso

n = 1 recupera os operadores lineares o(p)-nucleares do Exemplo 1.4.4.

Comegamos o estudo da classe dos operadores hiper-o(p)-nucleares com dois fatos

bésicos sobre || - ||30(p)
Lema 2.2.2. |[A|| < ||Al|#o@) para todo operador A € Lyopy(Er, ..., En; F).
Demonstra¢ao. Dado € > 0, podemos tomar uma representagao hiper-o(p)-nuclear A =

> A\;B; ®y; tal que
j=1

1(A7)72

(Z|B 1,2y (y)]P > < (1 + )| Al o)
IzeBE Y eBF*

Aplicando primeiro o Teorema de Hahn-Banach e depois a Desigualdade de Holder, ob-

temos

[All = sup [[A(zy, ..., z0)l| = sup  sup |y"(A(z1, ..., 20))]

xiEBEi $i€BEi y*EBpx

j=1

z;€BE, ,y*€EBpx

= sup Z)\ij(xl,...,xn)y*(yj)
=1

2;€BE, ,y*€Bpx
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< sup Z|)\j| B )y ()]

©,€BE,,y*€Bpx
1
p* 00 P
P ) ' < ’Bj(xlvaxn)y*(yjﬂz))
Jj=1

o sup (Z |Bj (w1, ... 7$n)y*(yj)|p>

2;€BE, ,y*€Bpx

Jj=1

sup (Z By
j=1

IN

z;€BE,;,y*€Bp+

= ||()‘j)?i1

< (149l Allsow)-

A desigualdade desejada segue fazendo ¢ — 0. m

Ainda nao vimos que Ly, (E1, ..., Ey; F) é um espago vetorial e nem que || - ||30(p)
é uma norma. De toda forma, é conveniente deixar demonstrado que uma representacao

hiper-o(p)-nuclear converge tanto em relacao a || - |4 (p) como em relacao a norma usual

Proposicao 2.2.3. Sejam A € Ly (Er, ..., Ep F) e

A=) MA@y (2.3)

Jj=1

uma representa¢do hiper-o(p)-nuclear para A. Entdo, para todo m € N,

(A — Z)\jAj X yj> - £Hg(p)(E1, . 7En; F)

j=1
e
=1 Ho(p)
Em particular, a convergéncia em (2.3) se da na norma usual de L(Ey, ..., Ey; F).

Demonstracao. Seja m € N. Para z1 € Ey,...,x, € E,,

(A — Z )\jAj & yj> (.Z'l, NP ,(L’n) = Z )\jAj(xl, “e- ,.%'n)yj — Z )\jAj(fL’l, NP ,In)yj
j=1 j=1 J=1

= Z )\jAj(ZEl, ce ,ZL‘n>yj.

j=m+1
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E claro que [[(A;)2 p <A llp=, e portanto (A;)32,,,1 € £p-. Mais ainda,
sup Y [Bj(w, @)yt ()P < su Z |Bj(1, - )y (y;) [P < o0,
@i €Bp; y €8x ;0 z;€Bp;y GBF* =1

Combinando tudo isso com a condigao (iii) da Defini¢ao 2.2.1 concluimos que > A\jA;®
j=m+1

y; ¢ uma representacao hiper-o(p)-nuclear de A— > \;A; ®y;, o que comprova a primeira

j=1
afirmacao.
Aplicando a definigao de || - ||30(), @ segunda afirmacao segue de
A= "NAjy :‘ > NA; @y
J=1 Ho(p) j=ml Ho(p)
1
[e%¢) s [e%¢}
< Z |/\J v ’ sup Z ‘Aj(xla"wxn)y*(yjﬂp
j=m+1 2i€Bm Y €Bre \ jomi1
1 1
] p* P
S Z |/\jp . sup Z|A Liy...,T ) (yj)|
et 2:€Bp, y" EBp-
3:I;r<00

1

:[p(i |)\jp*)p T,

Jj=m+1

oo
uma vez que Y. |A\[P" < oo.
j=1

Combinando o que acabamos de provar com o Lema 2.2.2, obtemos

A—ZAjAj®yj A—ZAjAj®yj "ﬂ’fo,
i=1 i=1 Ho(p)
0 que comprova a ultima afirmacao. n

Veremos a seguir que essa nova classe L5,y nao ¢ muito pequena nem muito grande,
no sentido de que contém a classe Lr dos operadores de posto finito e estd contida
em seu fecho £r. Mostraremos também que Ly1(p) contém propriamente a classe L,
dos operadores multilineares o(p)-nucleares da Definicao 1.4.4. Para isso precisamos do

seguinte lema, a respeito desta classe.

3=
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Lema 2.2.4. Para todos espagos de Banach Ey, ..., E, e F,

Li(Er,...,Ey;F) C Loy (Br, ..., By F) C LBy, ..., Ey; F).

Demonstracdo. A primeira inclusao é 6bvia pela definicao de operadores multilineares

o(p)-nucleares.

Dado A € Lyp)(EL, ..., By F), existem sequéncias (A\;)52, € flp, (9i;)52, € EF,

i=1,...,n,e (y;)32,; C F tais que

A= "Ny, ® - @ g, @ ;.

Como L) (E1, ..., En; F') é espaco vetorial, A— )7 \jp1, ® -+ ® ¢, @ y; pertence a
j=1
Loy (Er, ..., By F) para todo m e segue facilmente da definicao que

A=) Xp,® Q¢ @Y= > Aoy, ® - Qg QY

j=m+1

é uma representacao o(p)-nuclear. Dessa forma,

HA—ZAM%@--@%@% Z Ajp1; @ - @ on; @ Y;
' g=m+l a(p)
1
< () Z o1, (1) -+ g, ()Y ()P
xIEBE Y EBF* j=m+1
1
p
< ()3 5w (Z o1, (1) -+ ¢pm, (xn)y*(yj)lp)
X4 E;»Y F*
—K<oo

1

00 ¥
- K- ; p* 20,
Jj=m+1

pois (A;)52, € £y~ Isso significa que a convergéncia A = Y A\jp1, ®@ - -+ ® ,; ® y; ocorre
j=1

na norma o(p)-nuclear em L, (E1, ..., Ey; F). Por L) ser um multi-ideal, vale que

| -1l <1 - o), e dai concluimos que a sequéncia

J=1 m=1
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de operadores de tipo finito converge para A na norma usual de operadores, ou seja,

mostramos que A é limite, na norma usual, de uma sequéncia de operadores de tipo finito

e, portanto, A € Li(Ey, ..., E,; F). O
Teorema 2.2.5. Seja 1 < p < oo. Entao:
(a) Lr € Loy € Lr.
(b) Loy € Laap) com || - luap) < ||+ o) € em geral,
Low)(Er, ..., Eni F) # Lypo)(Er, ... Ens F).
Demonstragao. (a) Para a primeira inclusao seja A € Lz (Ey, ..., E,; F). Existem k € N,
formas n-lineares By, ..., By € L(E, ..., E,) e vetores yy,...,yx € F tais que
k
Ay, x) =Y Bjan, . 0y (2.4)
j=1

para todos xy € Ey,...,x, € E,. Definimos A\ =--- =\, =1 e, para j > k,

/\jZOEK, Bj:0€£(E1,...,En) e ijOGF.

E 6bvio que (Aj)2) € Ly A igualdade (2.4) mostra que A cumpre a condicdo (i) da

Tn)y" (y;) Ip>

defini¢do de operador hiper-o(p)-nuclear. De

lll | <1,[ly*[[<1 ]| <1,[ly*[I<1

1 i—1

concluimos que A cumpre a condigao (ii). Para cada j > k,

| H<1|| *||<1 <Z B 331,._,’ ) (?ﬁ)’) =0,

3 =

de onde segue trivialmente que

lim sup (Z |Bj(21, ... ,xn)y*(yj)|p> =0,

M <Lyt lI<1 \ I,

hSAl

[e.e]

o que nos dé a condigao (iii). Logo, Z A\;B; ® y; é uma representacao hiper-o(p)-nuclear

Jj=
de A, provando que A € Lyjop)(Er, ..., En; F).

Precisamos tratar agora da seguinte inclusao:

Lotot(Br, - Bui F) CLr(By, ..., B F).

o0 v k
sup (Z |Bj(z1, ... ’x”)y*(yj)|p> = sup (Z |Bj(z1, ...,
J J

hSA

< 00,
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Dado A € Lyop)(Er, - .., Ey; F), tomemos sequéncias ()52, € £y, (4;)52, € L(Ey, ..., Ey)
e (y;)52, C F' tais que
A= " NA;®y;
j=1

seja uma representagao hiper-o(p)-nuclear de A. Para cada m € N, é claro que

Z)\jAj ®yj S ,C]:(El,...,En;F).

Jj=1

Da Proposicao 2.2.3 sabemos que

lim = 0.

m—r0o0

A— Z)\A ® y;

J=1

Isso significa que

(Z)\ A ®y]>

é uma sequéncia de operadores de posto finito que converge para A na norma || - ||. Logo,

AeLz(E,...,Ey;F).

m=1

(b) A inclusao desejada e a desigualdade das normas seguem imediatamente das respec-
tivas defini¢oes uma vez que todo produto de funcionais lineares continuos é uma forma

multilinear continua.

Para a segunda afirmacao considere a forma bilinear
A:£2X£2_>K7 A((J}Z)Z 1 yzz 1 leyla

que, pela Desigualdade de Holder, esta bem definida e é continua. Por A ter posto 1 e

pelo item (a) temos
A € ﬁ]:(2€2; K) Q CHO'(p) (2€2; K)

Vejamos que A ¢ L;(%(5;K). Suponhamos, por absurdo, que A seja aproximével por
operadores de tipo finito. Neste caso existiria Ay € L7(*(5;K) tal que ||A— Af| < 5. Por
Ay ser de tipo finito, existem £ € N e funcionais lineares wgl), o ,go,(:), @52), cee gpk e ls

tais que, para todas sequéncias (x;)32,, (y;)52, € (o,

A ()21, W) Zw(” 2)20) @' () 24) -
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Da relacao de dualidade /5 = 03, para cada j = 1,...,k, existem sequéncias (aﬁj)) e

(bl(-j)> em ¢y tais que
i=1

o5 (( Za“ i ((9:)32)) i by

=1

Dai,

Ay ((w4)21, (Yi)i21) Z (ZGE x1> (Zb(] yz) .

Jj=1

Considerando os vetores candnicos unitarios (e,,)5_; C ¢, temos

para todo m. Para todo j =1,...,k, > ]a%)P e Y. |b,(ﬂ;)\2 sao séries convergentes, logo

seus termos gerais convergem para zero, € portanto
k
1) M—00
7(€ms €m) E a( bﬁ,} 0.
J=1

E claro que A(em, em) = 1 para todo m, logo
[Aem, em) = Ap(em, em)| = 11— Apem, en)] "5 1.

Existe entdao m € N tal que |A(en, em) — Af(em,em)| > %. Segue que

1
5 > A=Asll=sup [A(z,9)) — Az, y)| 2 |Alem, em) — Af(em, em)| >

=l [lyl<1

>~ o

Essa contradigao prova que A ¢ L(*(2;K). Pelo Lema 2.2.4 sabemos que L) (*(2; K) C
L;(*03;K), donde segue que A ¢ L, (*l2; K). O

No resultado a seguir provaremos que a classe dos operadores multilineares hiper-o(p)-
nucleares L3;,(;) coincide isometricamente com o ideal de composi¢ao N, o L. Isso serd
importante de duas formas: por um lado, decorrerd que essa nova classe de operadores
multilineares ¢ um hiper-ideal de Banach; e, por outro lado, ja deixara a nova classe pronta
para a representacao de funcionais lineares em Ly,(,), assunto este que serd o objeto de

estudo do capitulo seguinte.
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Teorema 2.2.6. Para todo 1 < p < 0o e todos espacos de Banach Ey, ..., E, e F,
Nowy o L(Ey, ..., Ep; F) = Lyyo)(Er, ..., En; F)
el ln,gor = Il - ll#0wm)-

Demonstragdo. Seja A € Ny o L(Ex, ..., E,; F). Existem um espago de Banach G, e
operadores B € L(Ey, ..., E,;G) e u € Ny, (G; F) tais que A =wuo B.

Dado € > 0, como u € Ny()(G; F), podemos tomar sequéncias (A;)52; € £+, (07)52, C
G* e (y;)52, C F tais que

u(z) = Z Aji(2)y;

para todo z € G,

1

p (2@NW@WY<w,

2€Bg,y*€EBp+

1

fm sup (f;wxwwwmﬁp=0e

m—r0o0 ZGBG,Z/*EBF*

1

- sup (2]%@wwww) < (Ut ) ully,.
j=1

1A)72

2EBg,y*€Bp+
De A = u o B segue que
A(zy,...,xn) = (uo B)(xy,...,x,) = uw(B(z1,...,2,))

= Ngi(Bla, .., 20))y;
j=1

[
WE

/\J(QOJ OB) ®yj('r17"'7x'n)
1

<.
I

para todos x; € Ey,...,z, € E,. Vejamos que A = > \;j(p; o B) ® y; ¢ uma repre-
j=1
sentagao hiper-o(p)-nuclear de A. Com efeito, ji sabemos que (\;)32; € £y, (pj0B)3, C

L(Ey, ..., Ey) e (y;)52, € F. Temos também

RS

% €BE, ,y*€Bpx

sup (i () 0 B) (w1, ... ,xn)y*(yj)|p>
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1
P

1
p)p

:ZiGB;l,lyEGBF* (;‘(%(B(xl,_,,wn»y*(ymp)
o B *
(BAO) =Bl  sw (Z ¥i K||B||)<x1, “}y ()

< B suwp (ij(z)y*(ymp) < .
j=1

2€Bq,y*€EBp+

e, repetindo o argumento,

lim sup (Z [(p )@, ... 7xn)y*(yj)‘p)

M= z,€Bg, y*€Br j=

< i ) )
< lim [[B]|-  sup (Z!%(Z)y y

z€EBg,y*€Bpx*

D=

o
SN—
=
N————
=

= |[B]l- lim  sup (ZI%(Z)?J ()"

m—0o0 ZGBG,y*EBF*

=0.

N—
=

Portanto A = )" A\;j(p; 0 B) ® y; € Lyop)(Er, ..., Ey F) e

j=1

=

p*

ZI x1>---,wn)y*(yj)|”)
sup (g ®j K Igll)( -,xn)]y*(yj)

[e's] 1
sup (Z |90j(2)y*(yj)\p)
j=1

EBG,y*EBF*

||A||H0(p) < || (/\j);i1

xZEBE Y eBF”‘ (

1
P>p

(B#0) =Bl (3)Z

< [IB] - [I(A5)52

< (1 +)BI - ulla,g,-

Fazendo & — 0, obtemos [|Alluagy < [|B] - lullx,,,, para toda fatoragio A = uo B,

com u € Ny (G; F). Tomando o infimo sobre todas essas fatoracoes concluimos que
[Al7o) < 1AllN, 0

Reciprocamente, dados A € Ly (E1, . . ., En; F) e € > 0, existem sequeéncias (\)52, €
Ly, (Bj);?‘;l CL(Ey,...,E,)e (y])J , C F tais que

=

<Z|B TiyesTn)y (%)I) < 00, (2.5)

$ZEBE Y EBF*
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1
P

lim sup <Z|B T1ye oy Tn)Y (y])\> =0e (2.6)

M= z,€Bg, y*€Bp+

1
P
H()‘J)oi Sup <Z|B L1y ) (y])| ) < (1—'_5)”14”7{0(;0)- (27>
2, €BE, ,y*€Bpx
Pela Proposicao 2.2.3 sabemos que a convergéncia A = Y~ \;B; ® y; se dd na norma
j=1
usual de L(FEy, ..., E,; F). Usando que a correspondéncia

BeL(Ey,...,Ey;F) v By € L(E\®y - ®@Fy; F)

¢ um isomorfismo, logo linear e continua, do Lema 1.2.15 segue que

A= (Z i B; ®Z/j> = <linr1nZAij ®yj> = lim <Z A Bj ®yj)
L L L

j=1 j—l J=1
zl?ZA(B ®yJ)L—hmZ)\ L®Y; = ZA L ®Yj,
j=1

na norma de L£(F\®y - - ®,F,; F). Provemos que Z A\i(B;j)r ® y; é uma representagao
=
hiper-o(p)-nuclear de Ay.
Fixe m € N. Dados k > m, como a norma de um operador multilinear coincide com

a norma da sua linearizagao, temos

k k
(Z B; ® yj) > By (2.8)
Jj=m I3 j=m
Para todos escalares Aq,...,\,, segue da dualidade (6;”)* = ;. e do Teorema de
Hahn-Banach que existem escalares 601, ...,0,, tais que
m 1/p m
ot =t (Son) =[S
j=1 j=1
Assim, para cada 2 € Bpg g p,, cada y* € Bp« e cada j = m,...,k, existem
escalares 0,,, ..., 0, tais que
k 1/p k
1055 nllpr = Te (Z |(Bj)L(Z)y*(yj)|p> =D 0:(B)r(2)y" (y)) (2.9)
j=m j=m
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Nas contas a seguir, usaremos os seguintes instrumentos na seguinte ordem: (i) as
igualdades em (2.9), (ii) a igualdade (2.8), (iii) o Teorema de Hahn-Banach na forma

|z|| = sup |¢(x)|, (iv) a Desigualdade de Holder para ]lj + z% =1
llll<1

k v k k
<Z|(Bj)L(Z)y*(yj)|p> = 1> 6;(B))c(z) = |y (Z ej(Bj)L(Z)yj>‘
j=m j=m j=m
k k
<yl 1D 0By || < (1D 05(Bi)L(2)y;
Jj=m Jj=m
k k
= (Z(Bj)L ® (0;u5) ) Z (@5u5)|| - ll=]]
j=m j=m
k k
< (Bj)L ® (0;y5) 29]( L ®Yj 29 Bj @ y;
j=m j=m
k
= S (Z 0,B; ®yj) (@1, @)
@<t || \ ;S
k
= s > 0;B;(E,. .., )y
zill<1||;=,
[k
= sup sup |y* (Z 0,Bj(xy, ... ,5:;)%) ‘
I3l <1y <1 fr—

k
= sup Z 0; B (21, ..., 2n)y*(y))

2| <L lly*[[<T | j=m

< sup Z‘@Bj(ﬁ;---,ﬁ)?}(yj)‘

ZA<Lly*[I<1 j=m

& 1
it (Zor) (Z'B gy
= sup (Z |B;(Z1, ..., Zn)y*(y;) [P ) :

[Z]|<Llly*[[<T \j=m

3 =

Assim, tomando o supremo sobre ||z]|, < 1 e [[y*|| < 1, temos

sup (Z |(B )|p> < sup (Z |Bj(z1, ... ,xn)y*(yj)\p>

l2ll<1, <1 s 1<,y 1 <1
(2.10)

p
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para todos k > m. Usando (2.10) e (2.5),

sup (Z |(Bj)L(Z)y*(yj)|p> - sup  sup [ > [(B; ?Jj)|p>

llzll=<L,lly*I<1 \ ;=55 l2ll=<L[ly*I<1 K =
J

=sup  sup |(B;)(2)y" (w;) P
B llale<ulyei<t \ 55

=

—_

B
3=

D=

< sup sup
koflzill<1,lly <1

|B] 1, . n)y*(yj)|p>

7=1

e
3=

— |Bj(x1, ..., x0)y" ()P
|\$z||<1 Hy <1 k (; ! ’

—  sup <Z|B (21,...,2)Y (yj)v’> < 0.

llzsl[<1L,[ly*[I<1
E usando (2.10) e (2.6),

sup <Z |(B;)L(2)y

zll=<Llly*lI<1 \ ;=

— sup (Z\ (B () );

k2m ||z IIw<1 IIy <1

2l <1,lly*[| <1 k=m

: K ;
(’yj)|p> = sup  sup (Z |(Bj)L(Z)y*(yj)|p>

B =

k

< sup sup Z|BJ (T1,...,x
k2m el <Ly <t \

k
= sup  sup ( |Bj(x1, ..

lasl<Llyl<tkzm \ 2

3

= sup <Z|B T,y T)Y (y])|) =30,

Izl <Llly*lI<t \ =,

Isso prova que Z A;(Bj)r ® y; é uma representacao o(p)-nuclear de Ay, isto é, A;, é um

operador linear 0( )-nuclear. Segue da Proposicao 1.4.8 que A € N, o L(Ey, ..., Ey; F).

E, aplicando (2.10) uma vez mais e também (2.7), segue também que

wp (D B )P )

IIZHwSLy*EBF*

Sl

HA”Na(p)OC ||AL||Na(p) < [I(A )
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O Zale -sup sup ( (Ba), y>|)”
Dl -sw  swp Z j
< IO e - sup (DB Ty m )y <yj>|p)
k CEGBEyEBF* .
1
= [|(A\)2 Bi(z1,...,x Nk
IOzl - GBF*(D e )

< (1+ )| Al

para todo € > 0, onde a primeira igualdade segue da Proposicao 1.4.9. Fazendo e — 07,
concluimos que ||A||Na(,,)o£ < [ A 240(p)- ]

Terminamos o capitulo com o coroldrio a seguir, mas chamamos a atencao do leitor
para o fato de que, no préximo capitulo, Ly, ser um ideal de composicao serd mais
importante do que ser simplesmente um hiper-ideal de Banach.

Corolério 2.2.7. A classe (Lyogp), | - |no@m)) dos operadores multilineares hiper-o(p)-
nucleares € um hiper-ideal de Banach.

Demonstragao. Pelo Teorema 2.2.6, temos que Ly, (p) ¢ um ideal de composicao, e pelo

Teorema 1.5.2 concluimos que Ly, ¢ um hiper-ideal de Banach. [



Capitulo 3
Representacao de Duais

A transformada de Borel é uma técnica poderosa para representar duais de espagos
de operadores lineares e multilineares, veja, por exemplo, [4, 31, 37, 46, 47, 52]. Para
operadores multilineares a técnica foi introduzida por Gupta [46, 47]. Vejamos uma breve

descricao dessa técnica.

Dado um subespaco M(E1, ..., E,; F) do espago L(E1, ..., E,; F') dos operadores n-
lineares continuos munido de uma norma completa || - ||, € contendo os operadores de
tipo finito, o operador linear e continuo

Bt (M(Br,.. o, B F), | - lm)* — L(EY, ..., EL F¥)
Bu(@) (21, )(y) = 921 @ - - @ 7, @),

é chamado de transformada de Borel. Note que o fato do subespaco conter os operadores

de tipo finito é essencial para a boa defini¢ao de f,.

A técnica consiste em identificar um subespago vetorial R(EY, ..., EX; F*) do espago
L(Ef,..., EX; F*) e muni-lo de uma norma completa || - ||z de maneira que a transformada
de Borel multilinear

Br: (M(Ey, .. Eny F), |- |ln)™ — (ROEY, - ER F7) - llw)
Bu(d) (1, ... 2,)(y) = d(@T ® - Q@ a;, @y),
seja um isomorfismo isométrico.

Isso foi feito muitas vezes na literatura, e muitas aplicacoes dessa técnica foram obtidas,
incluindo aplicagoes na drea de dinamica linear (veja [15, 25, 35, 36, 38, 39, 40, 41, 58]).
Destacaremos trés exemplos de aplicagoes da transformada de Borel que nos serao tteis

mais adiante.

50
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Exemplo 3.0.1. Uma adaptagao do caso polinomial feito em [31] mostra que, para quais-
quer espacos de Banach Fy,..., E, e F tais que Ej,..., E’ possuam a propriedade da

aproximacao, entao os espacos
[Lar(Er, .., En )" e L(EY, ..., E5 F)
sao isomorfos isometricamente por meio da transformada de Borel.

Exemplo 3.0.2. [52, Theorem 4.1] Se Ej,..., E* tém a propriedade da aproximacao

limitada, entao, para todo espago de Banach F', os espacgos
1L By, By F) e LE ) (B L B FY)

sao isomorfos isometricamente por meio da transformada de Borel.

Para o terceiro exemplo precisamos definir a seguinte classe de operadores multiline-

ares.

Definigao 3.0.3. [15, Definition 3.1] Seja 1 < ¢ < p. Um operador n-linear A €

L(Ey,...,E,; F*) é quase-T(p; q)-somante se existe uma constante C' > 0 tal que

1
P q

S Ay, ) @) | <C 0 sup D lwi(wy) - w @)y )|t )
j=1 2 €Bpr v €Bre \jo

para todos m € N, z;; € Eyey; € F, i1 =1,...,n, 7 =1,...,m. O infimo de todas

as constantes C' é denotado por ||Al|4r(pq)- J& 0 espaco de todos os operadores n-lineares

quase-7(p; q)-somantes serd denotado por Lrpg)(E1, ..., En; F).

No caso n = 1 temos o espago dos operadores lineares quase-7(p; ¢)-somantes, que serd
denotado por Lgr(p,q) (£ F*). Quando p = ¢ dizemos que o operador é quase-7(p)-somante

e denotamos o espacgo correspondente simplesmente por Ly (£; F™).

Célculos rotineiros mostram que (Lgr(piq)(E5 F*), || - lgrpiq)) € um espaco de Banach.

’

E claro que a classe dos operadores lineares quase-7(p; ¢)-somantes nao é um ideal de
operadores, pois esta definida apenas para operadores a valores em espagcos duais. Sobre

a possibilidade de estender essa classe a ideal de operadores, veja [16].

Exemplo 3.0.4. [15, Theorem 3.4] Se EY,..., E* tém a propriedade da aproximagao

limitada, entao os espacos

(Lo (B, .., En; )" € Loy (EY, ..., Ep; FY)
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sao isometricamente isomorfos via transformada de Borel, para qualquer espaco de Banach
F. Em particular, se E* tem a propriedade da aproximagao limitada, entao [Ny, (E; F)|*

e Lgrp (E*; F*) sao isometricamente isomorfos por meio da transformada de Borel linear.

O objetivo deste capitulo é introduzir uma variante da transformada de Borel multi-
linear, por nés chamada de hiper-transformada de Borel, que permitira a representacao
de duais de espacos de operadores multilineares que nao sao alcancados pela técnica da

transformada de Borel.

No caso linear n = 1, a transformada de Borel

Pre M(ESF), |- ) — LIES F7) Bi(9)(27)(y) = o(z" @),

serd chamada de transformada de Borel linear e denotada por .

3.1 A hiper-transformada de Borel

Uma restricao forte da técnica da transformada de Borel é que uma condicao necessaria
para que a transformada de Borel (3, seja um isomorfismo isométrico é que os operadores
de tipo finito sejam || - [|sm-densos em M(Ey, ..., E,; F). Mesmo com essa restrigao,
muitos resultados e aplicagoes foram obtidos. Entretanto, muitas classes importantes
de operadores multilineares, por exemplo os operadores multilineares compactos, nao

satisfazem essa condicao.

Nesta se¢ao introduziremos a hiper-transformada de Borel, que se prestara a repre-
sentacao de duais de espacos de operadores multilineares que nao sao alcancados pela
transformada de Borel por nao se verificar a densidade dos operadores de tipo finito.
Aplicagoes desta técnica, inclusive para os operadores multilineares compactos, serao da-

das na se¢ao seguinte.

Proposicao 3.1.1. Seja H(E, ..., E,; F) um subespaco vetorial de L(Ey, ..., En; F') mu-
nido de uma norma completa || - ||z contendo os operadores de posto finito e tal que
IA@y|lu < ||All - Iyl para todos A € L(E,...,E,) ey € F. Entdo:

(a) A aplicagao
B.: (H(Ey, ..., En; ), || l9)" — LIL(EY, .., En )i F7) 5 Ba(9)(A)(y) = 9(A®y),

¢ um operador linear bem definido, continuo com ||B,| < 1.
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(b) B,, € injetor se, e somente se, o subespago dos operadores de posto finito € || - ||3-denso
em H(Ey, ..., E,; F).

Demonstragao. (a) Vejamos que o operador B,, estd bem definido. Para A € L(Ey, ..., E,)
ey e F,
ARy € Lr(Ey, ..., B F) CH(E, ..., By F),

e portanto podemos calcular B,,(¢)(A)(y) para todo funcional ¢ € [H(E1,..., E,; F)|*.

A linearidade de B,,(¢)(A) é simples de ser checada, e sua continuidade segue de

1Ba(0)(A) ()| = [¢(A@ )| < ll2e - [[A @ ylla < [[@llaee - 1Al - 19l
paratodoy € F. Isso prova que B, (¢)(A) € F*. Alinearidade de B,,(¢): L(E1, ..., E,) —

F* é imediata e sua continuidade segue de

1B.(0)(A)]] = sup B (¢)(A)(y)| = sup [¢(A @ y)|

yEBFR

< sup [[@llws - [[A @ ylla = [16ll2- - sup [[A @ yllx
yEBR yEBFp
< |[[@ll3= - sup [|A[ - lyl| = ([l - [|All,
yEBR

para todo A € L(Fy,...,E,). Isso prova que B, (¢) € L(L(E, ..., E,); F*). Mais uma

vez, a linearidade B, é clara, e de

1B.(o)l =  sup  [|Ba(9)(A)]l
A€Br(E,,....En)
= sup 1B (6)(A)(y)| = sup (A ® y)|
A€Br(gy,...,En)YEBF Ay
< sup [@ll3- - [|A® yllx
A€Br(E,,....En) YEBF
= [|@ ]l - sup 1A ® yllx
€Br(Ey,....En) YEBF
< [|pl3e - sup IA[l - lyll = loll3,
€Br(By,....En) YEBF

para todo ¢ € [H(Ey, ..., E,; F)]*, segue sua continuidade. Mais ainda, a desigualdade
1B ()]l < ll9]

2+ que acabamos de provar, garante que ||B,| < 1.

(b) Suponhamos que o subespago dos operadores de posto finito seja || - ||-denso em
k

H(E,...,Ey F) e seja ¢ € ker(B,,). Entao, para B= Y A;®y; € Lr(Ey,...,E,; F),
=1

=
k

k k
o(B) =9 (Z A;® yj) = Z P(A; ®y;) = ZBn(¢)(Aj>(yj) = 0.
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Logo, ¢ se anula no subespaco denso dos operadores de posto finito. Como ¢ é continuo,

segue que ¢ = 0, logo B,, é injetora.

Reciprocamente, suponhamos que B, seja injetora. Tome ¢ € [H(FE4, ..., E,; F)]* tal
que ¢(B) = 0 para todo B € Lz(E1,..., E,; F). Entao,

B.(9)(A)(y) = s(A®y) =0,

para todos A € L(E,...,E,) ey € F, e portanto B,(¢) = 0. Segue da injetividade de
B, que ¢ = 0. Pela Proposicao 1.1.8, obtemos que o subespaco dos operadores de posto
finito é || - ||3-denso em H(Ey, ..., E,; F). O

O operador B,, é chamado de hiper-transformada de Borel. No caso n = 1, ele coincide

com a transformada de Borel linear, isto é, B; = 3.

Exemplo 3.1.2. Seja (H, || - ||[%) um hiper-ideal de Banach de operadores multilineares.
Entao, (H(E1, ..., Ey F),|| - |l) satisfaz as condigdes da proposicao anterior para todo
n e quaisquer espagos de Banach Fy,...,E, e F com ||[A® y|lx = ||A| - ||ly|| para todos
Ae L(Ey,...,E,) ey e F (veja[72]).

Uma vez que nosso objetivo é representar funcionais lineares em espacos de operadores
multilineares, devemos primeiro considerar quando 5,, ¢ um isomorfismo sobre sua imagem
com respeito a norma usual de operadores. No proximo teorema provamos que a tnica
classe de operadores multilineares para a qual a hiper-transformada de Borel pode ser
um isomorfismo sobre sua imagem com respeito a norma usual é a classe dos operadores

hiper-nucleares. E, mais ainda, nesse caso ela é sobrejetora.

Teorema 3.1.3. Seja H(E:,...,E.; F) um subespago de L(Ey, ..., Ey; F) munido de
uma norma completa || - ||, contendo os operadores multilineares de posto finito e tal que
-1 < llxellB@yllu < |BIl -yl para todos B € L(E:,...,E,) ey € F. Suponha
que a hiper-transformada de Borel

B.: (H(Ey, . En; ), || - [l0)" — (L(L(EY, - En)s F7) |- 1D, (3.1)

B,.(6)(B)(y) = ¢(B ®@vy),

seja um isomorfismo sobre sua imagem. Entao, H(E:, ..., E.; F) = Lyn(Er, ... . By F),

B,, é sobrejetora e as normas || - || € || - ||un sdo equivalentes.
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Demonstra¢ao. Considere A € Lyn(E,...,E,; F) e e > 0. Pelo Lema 2.1.7, podemos

tomar uma representacao hiper-nuclear

A:Z)\ij@)yj

j=1
tal que
SN B - Dyl < (1 + )| Allaun

J=1

Para m € N, consideremos

Am =Y NB;®y; € Lr(Er,...,E; F) CH(Ey,... Ey F).

J=1

Como Y [N - [|Bjll - llys]| < oo, existe mg € N tal que > || - [| Byl - ||ly;|| < € para
j=1 j=m—+1
todo m > mg. Entao, para m > k > my,

m k
1Am = Aellae = || D _NBj @y; = Y NBj®y;
j=1 j=1

H
= Z AiB; ®y;
< > INB @ yjllu
j=k+1
< > B Nyl <.
Jj=k+1
o que mostra que (A4,,)5_; é uma sequéncia de Cauchy em H(E,,..., E,; F). Logo,
existe C € H(E,...,E,; F) tal que A, — C em H(Ey, ..., Ey; F). Como || - || < || - [|#,
concluimos que A,, — C em L(Ey,..., E,; F).
Agora notemos que, para todo m,
14 — Al = | Y NBj®y;
j=m+1
= sup Z N;Bj @ yi(z1,...,x,)
llz; I<1 j=m+1
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o0
< sup > I IBI gl laall- -l
”wJ”Sl j=m+1

= D NLIB gl ™o,

j=m+1
oo
pois asérie Y |A;|-||B;|l-||y;]| é convergente. Isso mostra que A,, — Aem L(E},..., E,; F).
j=1
Portanto, A = C' € H(E\,..., E,; F). Além disso, usando novamente que A,, — C em

H(Ey,...,E; F),

[l = ICll3 = lim [ A || = lim > ABj®y,
Jj=1 H
< lglz LB Myl = 1 IB3 I Nyl < (1 + &)1 Allew-
J=1 Jj=1

Fazendo ¢ — 07, obtemos ||A]|ly < ||Allxn. Em particular, a inclusao
1 ,CHN(El,,ET“F) ‘-)H(El,,En,F)
é um operador linear continuo.

Provemos agora a inclusao oposta. Segue das hipdteses e do Lema 2.1.7 que
T: ‘C(E177En) X F —>£HN<E177ETL7F> ) T(B7y) :B®y

¢ um operador bilinear e continuo. Pelo Teorema 1.2.13, existe um tnico operador linear
continuo
Ty: L(By, ..., E)®F — Lyn(Ey, ... By F)

tal que
T (B®y) =T(B,y) = B®y,

para todos B € L(Ey,...,E,) ey € F.
Considere os operadores
Vi (E(Elv s 7En)®7rF)* — ‘C(‘C(Eh e 7En>7FaK) ) ‘/vl((p)(Buy) = ()O(B ®y) €

Var LIL(Ey, ... E), FiK) — L(L(EL, . En); F7) , Va(§)(B)(y) = €(B, ).

Pelo Teorema 1.2.13, Vi é um isomorfismo isométrico e, pela Proposicao 1.2.6(b), V5

também é um isomorfismo isométrico. Para todos B € L(E),...,E,) ey € F,

(V2 o Vi) () (B)(y) = Va(Vi(p))(B)(y) = Vi(e)(B,y) = (B ®y).
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Assim,
Voo VioT oi™: [H(Ey,...,En; F)]" — L(L(Ey, ..., Ey); F7)

é um operador linear continuo e, para todos ¢ € [H(E, ..., E,; F)|*, B € L(E1,...,E,)
ey € F,

(VaoVio Ty o) (¢)(B)(y) = (V2o Vi)((i o T1)"(0))(B)(y)
(i0TL)"(9)(B®y)
¢(ioTp)(B®y)

(B ®y) = Bu(0)(B)(y)

Isso mostra que Vo0 V; 0T} 0i* = B, é um isomorfismo sobre sua imagem, por hipdtese.
Em particular, V50V; 0T} 07* é injetivo. Como V50 V) é um isomorfismo, concluimos que

T} oi* é injetivo. Consideremos agora o isomorfismo (V5 o Vl)*1
(Voo Vi)™ L(L(En, ..., By); F*) — (L(Ey, ..., Ep)@-F)*.
Chamando de ¥ a restricao de (V5 0 V1)™! & imagem de B,,, segue que
V: By(H(EL, ..., By F)) — (Voo Vi) (B H(EL, ..., By F)Y))

¢ um isomorfismo. Como B,, é isomorfismo sobre sua imagem, B, (H(E1, ..., E,; F)*) é
um espago de Banach. Assim, ¢(B,(H(E1, ..., E,; F)*)) também é um espaco de Banach
e, portanto, um subespaco fechado de (L(Ey, ..., E,)®.F)*.

Para todo ¢ € [H(E,..., En; F)]*,

(T} 0")(9) = (Voo Vi)™ 0 Bu(9) = ¥(Bu(9)),

e portanto
(toT)"(H(E1, ..., En; F)") = 0(Bo(H(E,, ..., Ey F)Y))

é um subespaco fechado (L(Ey, ..., E,)®;F)*. Como (i o T;)* ¢ injetor e tem imagem
fechada, pelo Teorema da Aplicagdo Aberta concluimos que (i o T7)* é um isomorfismo
sobre sua imagem. Do Teorema 1.1.7 segue que i077, é sobrejetor, donde segue claramente

que i é sobrejetora. Isso prova que Lyn(E1, ..., Ey F) = H(EL, ..., Ey; F).

Ja sabiamos que i: Lyn — H é linear, continuo e injetor; e agora sabemos que é
bijetor. Pelo Teorema da Aplicacdo Aberta concluimos que ¢ é um isomorfismo, e assim

as normas || - ||y e || - || s@o equivalentes.
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Finalmente, vejamos que B,, é sobrejetora. Dado v € L(L(E, ..., E,); F*), conside-

remos Ap: L(Fy, ... ,En)@)WF — K a linearizacao do operador bilinear continuo

A: L(Ey,...,E,) x F— K, A(B,y) =v(B)(y).

Usando o fato de que a correspondéncia
Lr(Ey,...,E;F)«— L(Ey,...,E,)®F
¢ um isomorfismo entre espagos vetoriais, podemos considerar a restri¢ao ¢ de Ay a
L(Ey,...,BE,)Q@F CLyn(Er,...,EyF),

isto é,
P (‘C(E17"'7En) ® F, || : ||HN) — K, QO(B) = AL(B)
E claro que ¢ ¢ linear. Provemos que é continuo. Seja B € L(Ey,...,E,) ® F. Dado

o0
e > 0, pelo Lema 2.1.7 podemos tomar B = ) \;B; ®y, uma representagao hiper-nuclear
j=1

de B tal que 3= [\,|- 1B, - [35]] < (1+2)[| Bl Como

Y o mBi@y) = Nl IBy @yl =Y N1 1Bl - llysll < oo,
. —

j=1 j=1
(>o ~
a série Y \;B; ® y; é absolutamente convergente em L(E, ..., E,)®,F, e portanto con-
j=1
vergente. Assim, a convergéncia B = Y \;B;®y; se dd nanorma 7 de L(E, ..., E,)®,F.
j=1
Conforme mostrado no inicio desta demonstracao, essa convergéncia também se da na
norma || - |lgar. Da continuidade de Ay temos
|p(B)| = |AL(B)| = |AL (Z AjBj @ yj) |
j=1
< [JAgll -7 (Z AjBj @ yj)
j=1
<ALl - m(\B; ® ;)
j=1

= Azl D Il 1B Ny
j=1
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< (o)Al - [| Bl

Isso mostra que o funcional ¢ é continuo com respeito & norma || - ||z, isto é,
© € (L(Ey,...,E,) @ F,|| - |lsav)*. Usando mais uma vez o que mostramos no inicio
da demonstracao, que somas parciais de representacoes hiper-nucleares convergem na
norma || - ||zn para o operador hiper-nuclear, segue que L(Ei,...,E,) ® F é denso
em Lyn(Eq,...,E,; F). Seja entdo ¢ a (lnica) extensao linear e continua de ¢ a
Lyn(FEr,...,Ey; F). Para todos B € L(Ey,...,E,) ey € F,

B (¢)(B)(y)

P(B@y)=p(Bey) =A(B®y) = A(B,y) =v(B)(y),

isto é, B,(p) = v, o que prova a sobrejetividade de B,, e completa a demonstragao. [

Veremos na préxima secao que, sob condigoes envolvendo a propriedade da apro-

ximagao, de fato a hiper-transformada de Borel (3.1) é um isomorfismo isométrico.

O teorema acima diz que, para representar funcionais lineares em H(F1, ..., E,; F),
onde a classe H é distinta da classe dos operadores multilineares hiper-nucleares, é ne-
cessdrio substituir a norma usual em B, (H(Ey, ..., E,; F)*) C L(L(E,. .., E,); F*) por
alguma norma conveniente. O caminho mais ébvio é pensar em normas de ideais de Ba-
nach de operadores lineares, mas a no¢ao mais geral que introduzimos a seguir se mostrara

posteriormente mais adequada.

Definicao 3.1.4. Um semi-ideal de operadores a esquerda é uma correspondéncia o que,
a cada par de espagos de Banach (FE, F'), associa um subespago vetorial L, (FE; F*) de
L(E; F*) munido com uma norma completa || - ||, satisfazendo a propriedade de ideal a
esquerda: se G é espaco de Banach, v € L(E; F)eT € L,(F;G*), entao Tov € L,(E;G¥)
e

[T ovlla < [[Ta-[o]-

Denotaremos por L, (E; F*) o espaco de Banach (Lo (E; F*), || - |la)-

Observe que essa nogao é mais geral que ideais de operadores em dois sentidos: (i)
nao é preciso definir L(E; F') para todos F e F, basta fazé-lo no caso em que F é um
espago dual; (ii) a propriedade de ideal a direita ndo é necessaria. Esses dois graus de

generalidade serao muito importantes mais adiante.

De toda forma, é ébvio que:

Exemplo 3.1.5. Todo ideal de Banach de operadores ¢ um semi-ideal a esquerda.
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Exemplo 3.1.6. Vejamos que, para todo p > 1, a classe dos operadores lineares quase-
7(p)-somantes (Defini¢do 3.0.3) é um semi-ideal a esquerda. De fato, (Lqrp)(E; F*), || -
l¢r(»)) € espaco de Banach por definicao e, dados v € L(E; F) e T' € Ly (F; G*) existe
C >0 tal que

(Z|T<zj><wj>|p>pso- sup (Dz*(zj)w*(wj)\p)P

Z*EBF* 7’w*€BG*

para todos m € N, z1,...,2, € F e wy,...,w, € G. Segue que
. 1 . 1

(Z (T 0 v) () (w;)[” ) = <Z!(T(U(%)))(wj)| >
=1 j:l

Z*EBF* ,w*EBG*

<c. sw (Z |z*<v<xj>>w*<wj>|p>
=C- s iuleEB * <Z (2" o U)(xj)W*(wj)‘p>
(z* o W) () (wy)

A0 =C- ol sup (Z
<Cooll-sw (Dx*(xj)w*(wmp)p

p
2*EBpx  w*EBgx
r*€Bpx , w*€Bgx*

para todos m € N, x1,...,2, € E e wy,...,w,, € G. Isso prova que (T ov) €

L) (E;G*). Tomando o infimo sobre as constantes C' obtemos a desigualdade ||7" o

U”q‘r(p) < HTHqT(p) ) “U”

Vejamos uma classe que satisfaz a propriedade de ideal & esquerda mas nao a direita.

Exemplo 3.1.7. Um operador linear u: F — F* é w*-sequencialmente compacto se,
para toda sequéncia limitada (z,)%°; em E, (u(z,))32; admite uma subsequéncia w*-

convergente em F™*.

Como operadores continuos transformam sequéncias limitadas em sequéncias limita-
das, a classe dos operadores lineares w*-sequencialmente compactos satisfaz a proprie-
dade de ideal a esquerda. E como nem sempre operadores lineares continuos transformam
sequéncias w*-convergentes em sequéncias w*-convergentes, ¢ de se esperar que essa classe
nao satisfaga a propriedade de ideal a direita. De fato, isso estd provado em [16, Propo-
sition 3.3.2].

3 =
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Lema 3.1.8. Seja o um semi-ideal de operadores a esquerda. Se v: E — F € um

isomorfismo (isométrico), entdo, para todo espago de Banach G, o operador de composi¢ao
Jp: Lo(F;G") — Lo(E;G) , J(T) =T o,
¢ também um isomorfismo (isométrico).

Demonstra¢ao. Como a é um semi-ideal & esquerda, temos J,(T) = T ov € L,(E;G*)
para todo T € L,(F;G*), o que mostra que J, estd bem definido. E f4cil ver que J, é

linear.

Facamos o caso em que v é um isomorfismo isométrico. Dado u € L, (F; G*), considere
o operador
T,:=uov ': F — G*.

Como v é um isomorfismo, T}, estd bem definido, e como « é um semi-ideal & esquerda,
T, € Lo(F;G*). De

Jo(T,)) =Tyov=uov 'ov=u,
concluimos que J, é sobrejetora. E de

1o(D)lla = 1T 0 vlla < [ Tla - 0]l = [Tlla =T 0ovova
< T ov)lla- ol =T 0v]la = [Jo(T)la:

segue que ||J,(T)||o = ||T||a, provando que J, é uma imersdo isométrica, portanto um

isomorfismo isométrico. O

3.2 Multi-ideais de composicao

Nesta secao mostraremos como representagoes lineares implicam em representacoes

multilineares em ideais de composicao.

Sejam Z um ideal de Banach de operadores e a um semi-ideal a esquerda. Suponha

que a transformada de Borel linear,
B:=p: (Z(E; F), || - lz)" — La(E5 F7) , B(9)(z%)(y) = o(a" @),

seja um isomorfismo isométrico, isto é, representa os funcionais em [Z(E, F')|* como ope-
radores de L,(E*; F*). O proximo teorema diz que, neste caso, a hiper-transformada

de Borel representa funcionais em [Z o L(Fy, ..., E,; F)]*, onde Z o £ é o multi-ideal de



62 3. Representacao de Duais

composi¢ao. Como Z o £ é um hiper-ideal (Teorema 1.5.2 ou [20]), isso estd de acordo

com os teoremas que ja provamos sobre a hiper-transformada de Borel.

Por uma propriedade geométrica de espagos de Banach entendemos uma propriedade
P na classe de todos os espacos de Banach sobre K que é invariante por isomorfismos
isométricos, isto é: se E tem P e F' é isomorfo isometricamente a F, entao F' tem P.
Em particular, toda propriedade topoldgica, isto ¢, uma propriedade que ¢ invariante por

isomorfismos topoldgicos, é uma propriedade geométrica.

Teorema 3.2.1. Sejam (Z,| - ||z) um ideal de Banach de operadores, o um semi-ideal a
esquerda e Py, P, propriedades geométricas de espacos de Banach. As sequintes afirmacoes

sao equivalentes:

(a) Para todos espacos de Banach E e F tais que E* tem Py e F' tem Py, a transformada

de Borel linear
B: (Z(E; F), || - [l2)" — La(E FT) , B(o)(2")(y) = o(z" @ y),
¢ um isomorfismo isométrico.

(b) Para todo n € N e todos espagos de Banach Ey, ..., E, e F tais que L(Ey, ..., E,)

tem Py e F tem Ps, a hiper-transformada de Borel

By: (ZoL(En,....En; ), ||"|lzoc)” — La(L(E1, ..., En)i FY) 5 Bu(0)(A)(y) = ¢(A®y),
(3.2)

¢ um isomorfismo isométrico.

(¢) Para algum n > 2 e todos espacos de Banach Ey, ..., E, e F tais que L(Ey, ..., E,)

tem Py e F tem Py, a hiper-transformada de Borel (3.2) é um isomorfismo isométrico.

Demonstracao. (a) => (b) Seja n € N e suponha que L(F, ..., E,) tenha P, e que F

tenha P,. Pelas Proposicoes 1.4.8 e 1.4.9 sabemos que o operador linearizagao
L:ToL(Ey,...,Ey;F) — I(E\®y -+ @, FE, F) , L(A) = Ay,
¢ um isomorfismo isométrico. Segue que o adjunto do isomorfismo inverso,
(LY [ZoL(Ey,...,EyF)) — [T(E1®y - @nEp; F)|*

também é um isomorfismo isométrico. Como o operador linearizacao ¢: L(E, ..., E,) —

(B1®y - - @, E,)* é um isomorfismo isométrico (Teorema 1.2.13), temos:
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(i) (B1®y - - ©,F,)* tem P;, e portanto a transformada de Borel linear B é, por hipStese,
um isomorfismo isométrico de [Z(E1@y - - @ Ep; F)]* em Lo((E1@y - - @.E,)%; F*).

(ii) O operador de composigao
JK: Ea((El®7r e ®7rEn>*7 F*) — Ea(ﬁ(Ela s )E'n)7 F*)) ) Jf(u) =uo ga

¢ um isomorfismo isométrico pelo Lema 3.1.8.

E suficiente provar que o diagrama

B

[Z(Er\®r - @rEn; F)J* Lo((Br@r -+ - @ Ey)*; F¥)

(L7 Jo
B,

[IO,C(El,,En,F)]* ﬁa(‘C(Elw"aEn);F*)

é comutativo: para ¢ € [(Zo L)(Ey,...,E,; F)]*, A€ L(Ey,...,E,) ey €F,

(JeoBo (L7h)) (¢ (Jo(B )" (9)(A4)) (v)
B((L™)"(#)))(AL)) ()
L” 1)*(¢)(AL ®y)
(L) (AL ®y))
) =

((L7)
(A®y) = B.(6)(A)(y),

((
((
= (

¢
¢

pois L(A®y) = (A®y), = AL ®y. Isso prova que B, = Jy0 Bo (L™')* e completa a
demonstracao desta implicacao.

(b) = (c) Essa implicagao é ébvia.

(¢) = (a) Suponha que E* tenha P e F' tenha P,. Calculos rotineiros mostram que o

operador
v: B — LB, K, 7D K) | v(@*) (@, A, - A1) = A Apoia (1),

é um isomorfismo isométrico. Como P; é propriedade geométrica L(E,K, "D K) tem P,
e daf a hiper-transformada de Borel B,: [Z o L(E, K, "D K; F)]* — L (L(E, K, 7D

,K); F*) é um isomorfismo isométrico por hipdtese. Alern disso, o operador de composicao

Jy: Lo(L(B,K, 7D K); F*) — L (E* F*) , urs uow,
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é um isomorfismo isométrico pelo Lema 3.1.8. Conforme ja usamos vérias vezes, o opera-

dor linearizagao

~ ~ n—1) -«
0 L(E,K, @D, K) — (E&.Kéy - @,K)"
também é um isomorfismo isométrico. Assim a composta
* 5 ~ o (n=1) 4 *
lov: " — (E®,K®, - ®,K)*,

~ ~ n—1) «
também é. Seja Bp: F®,K®, oy ®,K — FE a linearizacao do operador multilinear

continuo
B:ExK"!' —E, Bz, A\,...,  —1) = A1+ Ay

Paraz* € E* ez @\ Q- Q\,_1 € EQ, KR, oy ®-K,

Bi(z") (@AM ® - @ Ap—1) = 2" (B(x, Ay s Adns1))

R W ()

=ov(@")(x, A\, ..., A1)
(@) (RN ® - @ A\ye1)
(Lov)(z) (@M Q@ N\q).

Como ambos Bj e { o v sao operadores lineares e continuos e somas finitas de tensores
. ~ ~  (n—=1) .
elementares formam um conjunto denso em F®,K®, - - ®,K, segue que B = { owv.

Concluimos que By, é um isomorfismo isométrico.
Como Z é um ideal de Banach de operadores, o operador de composigao

(n—1)

Jp)-1: I(E® K&y ©.K; F) — Z(E; F) , ursuo (By)™,

também ¢é um isomorfismo isométrico (isso também segue do Lema 3.1.8). Usando as

Proposicoes 1.4.8 e 1.4.9 novamente, o operador linearizagao

(n—1)

L:ToL(E,K " DK F)— I(E®, K, ®.K; F)

¢ um isomorfismo isométrico, assim como também o sao o operador
Jpy-10L: ToL(E,K, "D K F) — I(E; F)
e seu adjunto

(Jipy-1 0 L)' [L(E: F))" — [Zo L(B,K, 7D K; F)J".
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Basta agora verificar que o diagrama

B,

[T o L(E,K, "D, K; F)]* Lo(L(E,K, 7D K); F7)

(J(BL)*l O_L>>’< Jv
B

(B F)) Co(E )

¢ comutativo. Primeiro, note que dados z* € E* e y € F,

(v(=") L @ y) o (Br)™)(z) = (v(=")r @ y)((Br) ™ (x))
(@) ((Br) ™ (z))y
v(@)r@l®---@ 1y
(

(Y

) (z,1,..., 1)y =z (x)y,

para todo x € E pois
Brlz®1®---®1)=B(x,1,...,1) =z.

Isso prova que (v(z*)r ® y) o (Br)™! = 2* ® y. Segue que, para todos ¢ € [Z(E; F)|*,
e FEeyekF,

(Jo 0 Bn o (Jip)-r 0 L)) (9)(2")(y) = (Jo(Ba((J,)-1 0 L) () (") (y)

Isso prova que B = J,(B,,((J(p,)-1 © L)*)) e completa a demonstracao. O

Observacgao 3.2.2. Da demonstragao acima segue que se (Z, || ||z) é um ideal de Banach,

« um semi-ideal a esquerda, F1, ..., E, espagos de Banach e a transformada de Borel linear

B: (L(E\®r -+ @n By F), || l2)" — La((Brx®r - - @nEn)" ), B(9)(2")(y) = d(z"®y)
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é um isomorfismo isométrico, entao a hiper-transformada de Borel
B.: (ZoL(Ey,....,E;F), || llzoc)” — La(L(EL, ..., EL); ), Bu(0)(A)(y) = 6(ARYy),

é um isomorfismo isométrico.

3.3 Aplicacoes

Nesta secao daremos algumas aplicagoes concretas do Teorema 3.2.1, isto é, obteremos
representacoes de duais em classes concretas de operadores multilineares por meio da

hiper-transformada de Borel.

3.3.1 Operadores multilineares aproximaveis e compactos

Relembre (veja Definicdo 1.3.2) que F representa o fecho do ideal dos operadores
lineares de posto finito, isto é, sdo os operadores que podem ser aproximados, na norma
usual, por operadores de posto finito. E que Lr representa o fecho do multi-ideal dos
operadores multilineares de posto finito, isto é, sao os operadores multilineares que podem

ser aproximados, na norma usual, por operadores multilineares de posto finito.

Relembremos a defini¢ao do ideal de Banach dos operadores integrais. Um operador
u: E — F é integral se existem um espaco de medida finita (2, %, 1) e operadores
S: E — Loo(p), R: Li(p) — F** tais que Jpou = RoloS, onde I': Lo(p) — Lqi(p)
é o operador canonico (inclusao). Neste caso escrevemos u € J(E; F) e definimos a norma
integral por

[ully = inf 1S - ([ R] - w()},

onde o fnfimo é tomado sobre todas essas fatoracoes de Jpou. E conhecido que (7, |- |l7)
é um ideal de Banach. Para maiores informagoes veja, por exemplo, [67, Segao 3.5].

Espacos de operadores integrais serao sempre considerados munidos da norma integral.

Por E®.F denotamos o produto tensorial injetivo (completado) dos espagos de Ba-
nach F e F'. Como usaremos esse espaco apenas pontualmente, omitimos a definicao e
remetemos o leitor para os livros de Ryan [67, Capitulo 3] e de Defant e Floret [33, Segao
1.4].

Teorema 3.3.1. Para todos espagos de Banach FEy, ..., E, e F, a hiper-transformada de
Borel

B.: [Lr(Er,... . Ex F)]" — J(L(Ey, ... En); F7) , Bu(9)(B)(y) = ¢(B®y),
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€ um isomorfismo isométrico.

Demonstracao. E conhecido que o operador
T: E'®.F — F(E;F) , T(a" ®y)(z) = 2" (2)y,
é um isomorfismo isométrico (veja [33, 4.2.(1)]), e portanto também o é o seu adjunto

T*: [F(E; F)]" — (E*®.F)".

E é também conhecido que o operador
U: (B*®:F) — J(E* F*) , U) () (y) = (" @y),

¢ um isomorfismo isométrico (veja [33, 10.1]). Vejamos que B = U o T*: para todos

pe|F(E,F))*, € E*eyeF,

(UT*)(9)(x")(y) = U(T*(9))(x")(y) = T*(¢)(x"®y) = (T (z*@y)) = d(z"@y) = B(¢)(x")(y).

Isso mostra que a transformada de Borel linear B: [F(E; F)]* — J(E*, F*) é um iso-

morfismo isométrico para todos espacos de Banach E e F.

Como J é um ideal de Banach, em particular é um semi-ideal a esquerda, do Teorema

3.2.1 segue que a hiper-transformada de Borel

B,: [FoL(Ey,...,E,;;F)* — J(L(E, ..., E,); F¥)

¢ um isomorfismo isométrico para todos espacos de Banach Fy,..., E, e F. Pela Pro-
posicao 1.4.10(b) sabemos que Lz (Ey, ..., E,; F) = FoL(Ey, ..., E,; F) isometricamente,
o que conclui a demonstragao. O]

Seja L7 a classe dos operadores multilineares integrais (veja [67]). Vale notar que em

Alencar [4] esta provado que
[Li(Ey, ..., By F)* = Ls(Ef,... E5 FY),

por meio da transformada de Borel, se F1, ..., E, e I sao reflexivos. Além de represen-
tarmos funcionais lineares como operadores lineares ao invés de operadores multilinea-
res, nossa representacao no Teorema 3.3.1 funciona para quaisquer espacos de Banach.
Isso mostra que, pelo menos em algumas vezes, as representagoes obtidas pela hiper-
transformada de Borel sao mais gerais que as representagoes correspondentes obtidas pela

transformada de Borel.
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Na aplicacao seguinte, sob a presenca da propriedade da aproximacgao, usaremos o
Teorema 3.2.1 para representar funcionais lineares em espacos de operadores multiline-
ares compactos como operadores lineares integrais. Tanto quanto sabemos, nao ha na
literatura nenhuma outra representacao de funcionais lineares em espacgos de operadores
multilineares compactos. Relembre que por Li denotamos o hiper-ideal dos operadores

multilineares compactos.

Teorema 3.3.2. Sejam Ej,...,E,, F espacos de Banach tais que L(E, ..., E,) ou F

tem a propriedade da aproximacao. Entao a hiper-transformada de Borel

¢ um isomorfismo isométrico.

Demonstra¢ao. Supondo que E* ou F' possuam a propriedade da aproximacao, da Pro-
posicao 1.1.10 sabemos que

F(E;F)=K(E; F).
Da primeira parte da demonstragao do teorema anterior, segue que a transformada de

Borel linear
B: [K(E; F)]" — J(E* F*) , B(¢)(0)(y) = (¢ @ y),

¢ um isomorfismo isométrico desde que E* ou F tenha a propriedade da aproximagao.
Como J é um semi-ideal a esquerda, pois ¢ um ideal de Banach, concluimos pelo Teorema

3.2.1 que a hiper-transformada de Borel

B.: [KoL(Ey, ..., En; F)" — J(L(Er, ... En); F7), Ba(9)(B)(y) = ¢(B®y),

é um isomorfismo isométrico se L(E1,..., E,) ou F tem a propriedade da aproximagao.
Pela Proposicao 1.4.10(a) sabemos LiEy, ..., E,; F) = Ko L(E,..., E,; F) isometrica-
mente para todos espacos de Banach F4,..., E, e F, o que conclui a demonstracao. []

3.3.2 Operadores multilineares hiper-nucleares e hiper-(s;r)-

nucleares

Conforme anunciado apés o Teorema 3.1.3, provaremos agora que a hiper-transformada
de Borel representa funcionais lineares em espacos de operadores hiper-nucleares como

operadores lineares com a norma usual de operadores.
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Acreditamos que o caso linear do resultado que queremos provar seja conhecido, mas
como nao encontramos nenhuma referéncia com demonstracao, apresentaremos um argu-
mento rapido. Mais a frente mencionaremos o caso multilinear desse resultado, mas que

nao contempla o caso em que apenas F tem a propriedade da aproximacao limitada.

Proposicao 3.3.3. Se E* ou F tem a propriedade da aprozimacao limitada, entdo a

transformada de Borel linear
B: [N(E; F)]" — L(E F7) , B(9)()(y) = dlp®@y),

€ um 1somorfismo isométrico.

Demonstracao. Pela Proposicao 1.3.4, sabemos que existe um operador
T: E®,F — N(E;F) , T(z* @ y)(z) = z*(x)y,
que é um isomorfismo isométrico, e assim também o é o seu adjunto
T*: IN(E; F)]" — (E*"®,F)".
Das Observagoes 1.2.7 e 1.2.14, sabemos que os operadores
U: (B"®,F)" — L(E*, F;K) , U{W)(z",y) = p(z" @ y),

Vi L(EY, FyK) — LET FY) , V(A)(@7)(y) = Alz", y),

’

sao isomorfismos isométricos. E suficiente mostrar que B = V o U o T*. De fato, para
todos ¢ € [N(E; F)]*,2* € E*ey € F,

(VioUoT)(o)(x")(y) = V(U(T™(4)))(z")(y)
(

Agora sim, podemos provar a representacao desejada.
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Teorema 3.3.4. Se L(E,,...,E,) ou F tem a propriedade da aproximagao limitada,

entao a hiper-transformada de Borel

¢ um isomorfismo isométrico.

Demonstracao. Combinando a representacao linear da Proposicao 3.3.3 com o Teorema

3.2.1, obtemos que a hiper-transformada de Borel
Bu: N0 L(Br,..., By F)' —> LIL(Ey, ..., E) F7) , Ba(0)(B)(y) = (B ®y),

¢ um isomorfismo isométrico. Finalmente, do Coroldrio 2.1.6 sabemos que Lyn =N o L

isometricamente, e portanto a demonstracao esta completa. O

Para cotejar o teorema acima com o que ja é conhecido, mencionamos que, melhorando

um resultado anterior devido a Gupta [46], Carando e Dimant provaram em [31] que
[Lar(Er, ... By F)]" = L(EY,...,E} FY)

por meio da transformada de Borel multilinear, desde que Ej, ..., E’ tenham a proprie-
dade da aproximacao. Além de representar os funcionais lineares como operadores lineares
ao invés de operadores multilineares, a representacao do Teorema 3.3.4 vale para todos

espacos de Banach F, ..., F, desde que F' tenha a propriedade da aproximacao limitada.

Na aplicagao a seguir, usaremos o Teorema 3.2.1 para representar funcionais lineares
em espagos de operadores hiper-(s; r)-nucleares como operadores lineares absolutamente

somantes (Exemplo 1.4.5).

Teorema 3.3.5. Sejam 1 < 5,7 < oo tais que 1 < %—k% e suponha que L(Ey, ..., E,)
tenha a propriedade da aprorimacao limitada. Entao, para todo espaco de Banach F', a

hiper-transformada de Borel
B [Lunyy (s ooy Eny )" — T o(L(EY, -0 By BT,
¢ um isomorfismo isométrico.
Demonstracao. O caso linear do Exemplo 3.0.2 afirma que se £* tem a propriedade da
aproximacao limitada, entao a transformada de Borel linear
B: [N (E; F)[* — I . (E* F¥)

é um isomorfismo isométrico. Como I, é um ideal de Banach [34, Proposition 10.2], e
portanto um semi-ideal a esquerda, combinando o Teorema 3.2.1 com a Proposicao 2.1.5

obtemos a representacao desejada. O
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3.3.3 Operadores multilineares hiper-o(p)-nucleares

Até o momento apresentamos aplicagoes que envolviam representacoes de funcionais li-
neares em classes de operadores multilineares ja estudadas. Nesta subse¢ao utilizaremos o
Teorema 3.2.1 para representar funcionais lineares em espacos de operadores multilineares

hiper-o(p)-nucleares, que foram por nés introduzidos na Se¢ao 2.2.

Essa representacao tem um significado importante, pois representaremos tais funcio-
nais como operadores lineares quase-7(p)-somantes, os quais, conforme vimos no Exemplo
3.1.6, formam um semi-ideal a esquerda que nao é um ideal de operadores. Este é um caso
concreto em que a generalidade do Teorema 3.2.1 conferida pela nocao de semi-ideal a
esquerda, por nés introduzida, é necessaria. Se tivéssemos provado o teorema com ideais

de operadores, a representagao a seguir nao seria possivel.

Teorema 3.3.6. Seja 1 < p < 0o e suponhamos que o espaco L(Ey, ..., E,) possua a
propriedade da aproximacao limitada. Entao, para todo espaco de Banach F', a hiper-

transformada de Borel
B,: [EHa(p)(Ela s By ) — L) (L(EL, ..., Ey); ), Bu(9)(B)(y) = ¢(B ®y),

€ um isomorfismo isométrico.

Demonstracao. Do Exemplo 3.0.4 sabemos que a transformada de Borel linear

B: No)(E; F)]" — Lgr)(E* F*) |, B(9)(0)(y) = ol @ y),

é um isomorfismo isométrico desde que E* tenha a propriedade da aproximagcao limitada.
Como L) ¢ um semi-ideal a esquerda (Exemplo 3.1.6), o resultado segue combinando

o0 Teorema 3.2.1 com o Teorema 2.2.6. OJ



Capitulo 4
O Caso Polinomial

Neste capitulo desenvolveremos a contrapartida polinomial da teoria desenvolvida nos
Capitulos 2 e 3 para operadores multilineares. Invertendo um pouco a ordem, trataremos
primeiro da hiper-transformada de Borel para polindmios homogéneos e depois estudare-

mos os polinémios hiper-o(p)-nucleares nas aplica¢oes da hiper-transformada de Borel.

Demonstracoes e mais detalhes da teoria de hiper-ideais de polinomios homogéneos

podem ser encontrados em [21, 72].

4.1 A hiper-transformada de Borel polinomial

Nesta secao desenvolveremos uma teoria analoga a do capitulo anterior para classes
de polindomios homogéneos. Como é bem sabido, muitas defini¢des e resultados, no con-
texto polinomial, funcionam paralelamente ao caso multilinear, mas as duas teorias nao
sao idénticas, pois no caso polinomial ha menos margem de manobra. Por exemplo, ar-
gumentos multilineares em que uma variavel é fixada — ou varias variaveis sao fixadas —
enquanto as demais variam, nao se aplicam ao caso polinomial. Nesta se¢ao veremos os
dois fenomenos acontecerem: em algumas situagoes o caso polinomial flui como no caso
multilinear, e em outras o caso polinomial se mostra mais dificil que o caso multilinear.
Em particular, uma diferenca inesperada entre as teorias multilinear e polinomial sera

revelada na Secao 4.2.

A transformada de Borel para espacos de polinomios homogéneos é o operador

B (QUESF), || - [le)" — PE™ F7) , Bu(0)(z")(y) = ¢ ((27)" @),

72
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onde Q("E; F) é um subespago de P("E; F') munido de uma norma completa || - g e
contendo os polinomios de tipo finito. Muitas aplicagoes dessa transformada podem ser
encontradas na literatura, por exemplo [4, 25, 31, 35, 37, 38, 39, 40, 41, 47, 52, 58].

Assim como no caso multilinear, para que (3, seja um isomorfismo isométrico sobre
um subespago de P("E*; F*), munido com uma norma completa, é necessario que os
polinémios de tipo finito sejam || - ||g-densos em Q("E; F).

Nesta secao introduziremos a hiper-transformada de Borel polinomial, que, conforme
veremos na secao seguinte, permitira a representacao de duais em espacos de polinomios

que nao sao alcangados pela transformada de Borel polinomial.

Proposicao 4.1.1. Seja Q("E; F') um subespaco vetorial de P("E; F) munido de uma
norma completa || - ||g contendo os polinémios n-homogéneos de posto finito Pr("E; F) e
tal que ||P ®@yllo < ||P|| - llyll, para todos P € P("E) ey € F. Entdo:

(a) A aplicacao

B (QUE F), || - llo)” — LIP("E); F7) , Bu(9)(P)(y) = (P @),

¢ um operador linear bem definido e ||%B,] < 1.

(b) 9B, € injetiva se, e somente se, o subespaco dos polinémios n-homogéneos de posto
finito € || - ||g-denso em Q("E; F).

Demonstracao. (a) Vejamos que B, estd bem definida. Para P € P("E) ey € F,
P®y e Pr("E;F) C Q("E; F), e portanto podemos calcular B,,(¢)(P)(y) para todo
funcional ¢ € [Q("E; F)|*. A linearidade de B, (¢)(P) é imediata e sua continuidade

segue de
B, (0)(P) ()| = [p(P @ y)| < [I9llor - [P @yllo < dlle- - [I1PIl - [yl
para todo y € F. Isso prova que B,,(¢)(P) € F*. A linearidade de B,(¢): P("E) — F*

também ¢ facilmente verificada e de

1B, (0)(P)[| = sup |Bn(6)(P)(y)| = sup [p(P @ y)|

yEBR yEBR

< sup [[@flo- - [P ®yllg = [9llo - sup [P ®ylle
yEBR yEBF

<ol

o- - sup [|P[ - [ly[| = ll¢|

yEBR
para todo P € P("E), obtemos sua continuidade. Isso prova que B,,(¢) € L(P("E); F*).
Mais uma vez, a linearidade de B,, é clara, e de

1Br(@)l| = sup  [|Bn(d)(P)]]

PEBP(nE>

o- - |17
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= sup [Bu()(P)y)|=  sup (P ®y)|
PGBp<nE),yEBF PGBP(nE),yEBF
< sup élle - [[P@ylle
PGBP(nE),yEBF
= [|¢]lo- - sup 1P ®yllo
PEBP(nE>,y€BF
<|ollgr-  sup|P[| - [[yll = 9]l

PeBpng),yeBr

para todo ¢ € [Q("E; F)|*, segue sua continuidade e também que [|B,]| < 1.

(b) Suponhamos que os polinomios de posto finito sejam || - ||g-densos em Q("E; F) e seja

k
¢ € ker(B,,). Entao, para P =Y P, ®y; € Pr("E; F),
=1

J

k

¢ (ZPj ® w) =D _ 0B @y;) = Bal9)(P)(y;) = 0.

Jj=1

Logo, ¢ se anula no subespago denso dos polinomios de posto finito. Como ¢ é continua,

segue que ¢ = 0, logo *B,, é injetora.

Reciprocamente, suponhamos que B, seja injetora. Tome ¢ € [Q("F; F)|* tal que
¢(P) = 0 para todo P € Px("FE; F). Entao,

B (0)(Q)(y) = (Q®y) =0

para todos Q € P("E) e y € F, e portanto B,(¢) = 0. Segue da injetividade de B,, que
¢ = 0. Pela Proposicao 1.1.8 obtemos que o subespaco dos polinomios de posto finito é
| - [|o-denso em Q("E; F). O

O operador *B,, é chamado de hiper-transformada de Borel polinomial. Como ja fize-
mos para operadores multilineares, no caso linear n = 1 o operador B; coincide com a

transformada de Borel linear 5. Escreveremos simplesmente B nesse caso.

Como os ideais de polindmios contém os polinomios de tipo finito, a transformada de
Borel polinomial é, em geral, aplicada a ideais de polinémios. Ja a hiper-transformada
de Borel exige que a classe contenha os polindomios de posto finito. Os hiper-ideais de
polinémios, introduzidos em [72] (veja também [21]) e definidos a seguir, satisfazem essa
propriedade, e por isso aplicaremos a hiper-transformada de Borel para representacao de

duais em hiper-ideais de polinomios.
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Definicao 4.1.2. Sejam Q uma classe de polinomios homogéneos entre espacos de Ba-
nach, || - |lo: @ — R uma funcado e (C,)22, uma sequéncia de nimeros reais positivos
com C,, > 1 paratodon € N e (] = 1. Para todo n € N e todos espacos de Banach F e
F, suponha que:
(i) A componente

QUE; F)=P("E; F)NQ

é um subespago vetorial de P("E; F') contendo os polinémios n-homogéneos de tipo finito.
(ii) A restrigao de || - ||g a Q("F; F') é uma norma.
(iii) || 7,: K — K, I,(A\) = A\"||o = 1 para todo n.

Dizemos que (Q, | - |lo) é um (C,)52,-hiper-ideal normado de polinémios se satisfaz
a propriedade de hiper-ideal: Para n,m € N, e espacos de Banach E,F,G e H, se
PeQ("E;F),QeP("G;E)ete L(F;H),entaoto Po@Q € Q("G; H) e

[toPoQlle < Ch- [t [IPlle-lQI"

Quando C,, = 1 para todo n € N, dizemos simplesmente que (Q, | - ||g) ¢ um hiper-
ideal normado de polindémios. Se as componentes Q("F; F') sdo completas com respeito a
topologia gerada por || - || g, entao (Q, || - |lo) é chamado de (C,,)22 ;-hiper-ideal de Banach

de polinoémios.

Na presenca da propriedade de hiper-ideal, conter os polinomios de tipo finito é equi-

valente a conter os polinémios de posto finito.

Quando a propriedade de hiper-ideal vale para todo n € N, mas somente para m = 1,

recupera-se o conceito de ideal normado de polinomios.

Exemplo 4.1.3. Seja (Q,|| - |[¢) um hiper-ideal de Banach de polinomios. Entao,
(Q(ME; F), | - |lo) satisfaz as condigoes da Proposicao 4.1.1 com ||Q ® y|lo = [|Q|| - ||yl
para todos n € N, P € P("E) ey € F (veja [21, Proposition 2.3]). Isso faz com que
os hiper-ideais de Banach de polinomios sejam os objetos adequados para se aplicar a
hiper-transformada de Borel.

No teorema a seguir vemos que os ideais de polinomios de composi¢ao sao exemplos
de hiper-ideais de polinomios.

Teorema 4.1.4. [72, Teorema 3.4.5] Se Z € um ideal de operadores, entio ZoP é um
hiper-ideal de polinomios. Além disso, se (Z,|| - ||z) for ideal normado (respectivamente
Banach) de operadores, entao (ZoP,| - ||zop) € hiper-ideal normado (respectivamente

Banach) de polinomios.



76 4. O Caso Polinomial

Tendo em vista o caso multilinear, para investigar quando a hiper-transformada de
Borel é um isomorfismo sobre um subespago de L(P("E); F'*), devemos focar nas classes
de polinomios do tipo nucleares. Os polinomios homogéneos nucleares foram introduzidos
por Gupta [46, 47|, generalizados por Matos [52] e posteriormente estudadas por varios
autores, incluindo as referéncias sobre dinamica linear citadas anteriormente. Para o nosso

estudo, serdo tteis as seguintes classes de polinomios nucleares introduzidas em [72].

Definigao 4.1.5. [72] Sejam s € [1,00) e r € [1,00] tais que 1 < £ + 1. Um polinémio
n-homogéneo P € P("E; F') é dito hiper-(s;r)-nuclear se existem escalares (A\;)32; € /s,
(P3)521 € 6/(P("E)) e (y;)721 € loo(F) tais que

P(x) = Z AiPi(x)y; (4.1)

para todo x € E. Neste caso escrevemos P € Py, ("E; F) e definimos a norma hiper-

(s;r)-nuclear de P por

1P rnr oy = WELN AT - 1CE) 2l - [1(9) 721 oo}

onde o infimo ¢é tomado sobre todas as representagoes como em (4.1).

No caso s = 1 e r = oo, chamamos os polinémios n-homogéneos hiper-(1; co)-nucleares

de polinomios hiper-nucleares e denotamos essa classe por Pyn("E; F).

Teorema 4.1.6. Sejam s € [1,00) er € [1,00] tais que 1 < %—l—% Entao a classe Pyy,,,

dos polinémios homogéneos hiper-(s;r)-nucleares € um hiper-ideal de Banach.
Demonstragao. Veja [21, Theorem 3.9] ou [72, Teorema 3.2.10]. O

Precisaremos da seguinte caracterizacao da norma hiper-nuclear.

Lema 4.1.7. Para todo polinomio n-homogéneo P € Pyn("E; F), vale que

|Plpy = inf {Z Al - 15511 IijII} ,
j=1
onde o infimo € tomado sobre todas as representagoes hiper-nucleares de P.

Demonstragao. A prova é uma adaptagao da demonstragao de [72, Lema 2.2.11].
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Seja P = > \;P; ® y; uma representacao hiper-nuclear fixada de P. Entao,
j=1

ZIAI B Mlysll < 0Py lloo - [1(y5) 572 oo - (ZM \)
= 1P oo - 1)1 lloo - 1(A)) 72411

Tomando o infimo sobre todas as representacoes de hiper-nucleares de P, obtemos
inf {Z Al - LB Hw!l} < [Pllpsen-
j=1

Agora suponhamos, sem perda de generalidade, que P; # 0 e y; # 0 para todo j € N.
Consideremos as sequéncias ()52, C K, (Q;)52, € P("E) e (z;)2, C F definidas por
P 0 2 — Y;
1507 Tl

i = NI - Myl Qs =

o
Vejamos que Y 1;Q); ® z; é uma representagao hiper-nuclear de P. Primeiro,
Jj=1

1(r3)7% 1l = Z 1151 = ZIA - IR sl < 1y )52a 0l - 1P oo - 1(95)721 oo < 00

j=1

B imediato que [[(@)Zalleo = lI(27);Z1lle =T € 20 Q5 @ 2 = 2. AQ @y; = P
j= J=

Entao,
1032 - @5 lloe - )52 lloe = D 1AL B3 -l
j=1
e portanto
{Z Al - LB IijH} S ()72l - MQ5)5 1 lloo - 1(25)521 Moo }-
j=1
Finalmente,

IIPHPHNIinf{ll(uj)j’i1||1~II(Qj);’ill\oo'H(Zj);?illloo}éinf{ZIA| 1P - HyJH}

j=1

donde segue a igualdade desejada. O
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Proposicao 4.1.8. Sejam P € Pyy ., ("E; F) e

P=Y NPoy, (4.2)
j=1
uma representagdo hiper-(s;r)-nuclear de P. FEntdo a convergéncia em (4.2) ocorre na

norma H : HPHN’(S;T)'

Demonstragao. Sendo (4.2) uma representacao hiper-(s;r)-nuclear de P, temos ();)32, €
ls, (P3)52, € 7(P("E)) e (y;)521 € loo(F).

Como Py, ¢ um hiper-ideal de Banach (Teorema 4.1.6), sabemos que Py, ("E; F)
é subespaco vetorial de P("E; F'), e portanto para m € N,

(P -2 AP® yj) € PHN (o -
=1

oS
Uma conta rotineira mostra que Z )\]]DJ X Yy; € uma representa(;ao hlper-(s; r)—nuclear
j=m+1

de P— > M\ P; ®yj;, logo
=1

J

> NPy,

j=m+1

P—=> \P®y;
j=1 p’HN’(s;r)

< IO mrills - 1) allwr - 11(45) 741l

< ( > IAjIS> [y | P [ €7 Py [P

PHN(S;T‘)

Jj=m+1
oo
Como ) |\;]* < oo, fazendo m — oo obtemos
i=1
m
P — Zl )\ij & Y; s
j:
PHN(S;T') —0
oo
provando que P = > \;P; @ y; na norma || - [|p, .., - O
j=1 ’

Provaremos agora que a hiper-transformada de Borel polinomial s6 pode ser um iso-

morfismo sobre um subespago de L(P("E); F*) no caso dos polinémios hiper-nucleares.
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Teorema 4.1.9. Seja Q("E; F) um subespaco vetorial de P("E; F), munido de uma
norma completa || - || contendo os polinémios n-homogéneos de posto finito Pr("E; F) e
tal que |- | < |- llo e IP®ylle < ||P] - lyl| para todos P € P("E;F) ey € F. Suponha

que a hiper-transformada de Borel polinomial
B, [QUE;F)]" — LIP("E) ™), B,(0)(P)(y) = o(P ®y),

seja um isomorfismo sobre sua imagem. Entio Q("E; F) = Pyn("E; F) e B, € sobreje-

tora.

Demonstragao. Sejam P € Pyn("E; F) e ¢ > 0. Pelo Lema 4.1.7 podemos considerar

uma representagao hiper-nuclear

P=Y NP@y;,

j=1

com (\;)32; € l1, (P))32) € lo(P("E)) e (y5)521 € loo(F), tal que
STINIB - Nyl < (142 - [Pllpy-
j=1

Chamemos p,, == > A\ P; ® y;, m € N. Entao, p,, € Pr("E;F) para todo m € N
=1
e, portanto, p, € Q("E;F). Como > || - |5 - [ly;ll < oo, existe mg € N tal que
j=1

o

il - | Bl - ||lyill < € para todo k > mg. Entao, para m > k > my,
Zklll j j j
=kt

m k
lpm = prllo = ||D_ NP @y — > NP @y;
j=1 j=1 0

< NP eyle
j=ht1

Do 1Byl <e

j=k+1

IN

Isso prova que a sequéncia (p,,)_, é de Cauchy em Q("F;F). Como esse espago é
completo, existe ¢ € Q("F; F) tal que p,, — ¢ na norma || - ||g, isto é, ||[pm — ¢|lo — 0.
Como || - || < - ||@, concluimos que ||p,, — ¢q|| — 0.
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Agora, notemos que

lpm — Pl =| Y. NP©y;

j=m+1

= sup A Py @ y;(x)
[lzlI<1 j=m+1

< sup > (NP gl ]
lll<1 ;207

= > NIB - sl <,
j=m+1

ou seja, ||[pm — P|| — 0. Segue que P = ¢ € Q("F; F'). Mais ainda,
P=g= lim p,=) \P®y,
j=1

na norma || - ||, e portanto

<D P ®yslle < DI IB - lysll < (L+e)- [ Pllpyy-

o) J=1 7=1

> NPy

Jj=1

IPlle =

Fazendo ¢ — 07 concluimos que [|[P|lg < ||P||p,, - Isso prova que Pyn("E;F) C
Q("E; F) e que o operador inclusao i: Pyy ("E; F) — Q("E; F') é continuo.

Para a verificacao da inclusao oposta, tome
T:P"E)x F — Pyn("E; F), T(P,y) = P®y.

E imediato que T é um operador bilinear e continuo. Pela propriedade universal do

produto tensorial projetivo (Teorema 1.2.13), existe um operador linear e continuo
Ty: P("E)@xF — Pun("E; F)

tal que
TL(P®y)=T(P,y) = P®y para todos P € P("E) ey € F.

Consideremos as aplicagoes

ar: (P("E)&F)*" — L(P("E), F;K), ai(9)(P,y) = ¢(P ®y)
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az: L(P("E), F;K) — L(P("E); F7), a2(€)(P)(y) = &(P,y).
Pelo Teorema 1.2.13, a7 é um isomorfismo isométrico e, pela Proposicao 1.2.6(b), ay

também é um isomorfismo isométrico. Portanto,
) i=moar: (P("E)®.F) — LIP("E); F*) , ¢(9)(P)(y) = ¢(P @),
¢ um isomorfismo isométrico.
Considerando a cadeia
P("E)&F —5 Poun ("B F) = Q("E; F)
podemos definir u := i o T, isto é,
us POE)SF — QUEF) , u(P & y) = (i0TL)(P & y) = T(P.y).

Assim, seu adjunto é dado por

~

u' [QUUE; F)]" — (P("E)@F)" , u(9)(P ®y) = p(u(P ®y)) = ¢(T(P,y)).

E considerando a cadeia

*

[QUE: F)" = (P("E)&-F)" = L(P("E); F")
podemos considerar a composi¢ao
You': [Q"E;, F)|" — L(P("E); F™).
Dado ¢ € [Q("E; F)|*, para todos P € P("E),y € F,

(¥ o u”)(@)(P)(y) = ¢ (u(9))(P)(y) = u (@) (P @ y) = o(P @ y) = Bn(d)(P)(y),

provando que ¥ o u* = B,,. Por hipdtese, ¥ o u* é um isomorfismo isométrico sobre sua

imagem. Em particular, é injetor e sendo v um isomorfismo, concluimos que u* é injetor.

E claro que
U L(P(E); F*) — (P("E)&F)"
¢ um isomorfismo isométrico, pois ¥ o é. Logo, sua restrigao

0 =Y n,ormr: Ba(QUE; F)) — 7 (B (Q("E; F)*))
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é também um isomorfismo isométrico.

Como [Q("E; F)]* é espago de Banach e B, é isomorfismo sobre sua imagem, temos
que B, (Q("E; F)*) é espaco de Banach. Logo,

0(B.(Q"E; F)7)) =9~ (Bu(Q("E; F)))

é espaco Banach e, portanto, subespaco fechado de (P("E)@WF)*
De v o u* = B,, decorre que u* =~ 0 B,,. Para todo ¢ € [Q("E; F)]*,

u'(¢) = (¥ 0B,)(9) =¥ (Bu()) = 0(Bn(9)),

e portanto
u (Q("E; F)T) = 0(Bn(Q("E; F)Y))

é subespaco fechado de (P("E)&,F)*. Assim, u* é injetor e tem imagem fechada. Pelo
Teorema da Aplicacao Aberta segue que u* é um isomorfismo sobre sua imagem. Pelo
Teorema 1.1.7(a) concluimos que u = i o T}, é sobrejetor. Portanto, i é sobrejetor, o que
prova que Pyn("E; F) = Q("E; F).

Provemos agora que B,, ¢ sobrejetora. Dado v € L(P("E); F*), consideremos a line-
arizacio Ap: P("E)&,F — K do operador bilinear continuo

A: P("E) x F — K, A(Q,y) = v(Q)(y).

Usando o fato de que a correspondéncia Px("E; F') «+— P("E) ® F' é um isomorfismo

entre espagos vetoriais, podemos considerar a restrigao ¢ de Ay a
P("E)® F C Pun("E; F),

isto é,
@: (P("E) @ F || - [lw) — K, o(B) = AL(B).
E claro que @ é linear. Provemos que é continuo. Seja P € P("E) ® F. Dado € > 0, pelo

Lema 4.1.7 podemos tomar P = ) \;P; ® y; uma representacao hiper-nuclear de P tal
j=1
que Z (A1 (1P Nlysll < (L + )] Pllpy,. Como
j_
d (P @y;) = Z M- IB @il =Y Il 1B llyll < 400, (43)

Jj=1 j=1 j=1
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asérie 3 \;P;®y; 6 absolutamente convergente em P("E)®, F, logo convergente. Assim,
j=1
a convergéncia P = Y \;P; ® y; se dd na norma 7 de P("E)®,F. Conforme mostrado

Jj=1
no inicio desta demonstracao, essa convergéncia também se dd na norma || - ||p,,,. Da

continuidade de A; temos

(P = [AL(P)] = |4, (fj AP, ®yj>

j=1

<ALl - = (i Al ®yj>

j=1

<Al - S 7 0P @ 1)
j=1

1Al 1B
j=1

< (AL P llpr-

Isso mostra que o funcional ¢ é continuo com respeito a norma || - ||p,,,, isto é, ¢ €
(P("E) ® F\,|| - ||y, )"- Usando mais uma vez que mostramos no inicio da demonstracao
que somas parciais de representacoes hiper-nucleares convergem na norma || - ||zn para o
polinémio hiper-nuclear, segue que P("FE) ® F é denso em Py ("E; F). Seja entdo ¢ a
(inica) extensao linear e continua de ¢ a Py ("F; F). Para todos Q € P("E) ey € F,

Bn(9)(Q)(y) = ¢(Q®Y) = p(Q ®y) = AL(Q ®@y) = A(Q,y) = v(Q)(y),

isto é, B,,(¢) = v, o que prova a sobrejetividade de 9B,, e completa a demonstragao. [

Exemplo 4.1.10. Conforme vimos no Exemplo 4.1.3, para todo hiper-ideal de Banach de
polinomios (Q, || - ||o), a componente (Q("E; F), || - ||o) satisfaz as condigoes do Teorema
4.1.9 para todos n, E' e F'.

4.2 Ideais de polinomios de composicao

O objetivo desta secao é a obtencao de uma versao polinomial do Teorema 3.2.1.
No proximo resultado veremos que a parte mais usada do teorema, que permite obter

representacoes nao lineares a partir de representacgoes lineares, funciona bem; fato este que
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nos permitird seguir com as aplicagoes. A andlise da outra implicagao do caso polinomial
do Teorema 3.2.1 revelara uma diferenca inesperada entre os casos multilinear e polinomial
(veja Observagoes 4.2.1 e 4.2.5).

Dado um ideal de Banach de operadores (Z, || - ||7), a partir de agora trabalharemos
com o ideal de polinémios Z o P munido com a norma que foi denotada por || - ||zop 2 na
Definigao 1.6.15 mas que, por simplicidade, passaremos a denotar por || - ||zop a partir
de agora. Assim, para P € Z o P("E; F'), chamando de Py, ; sua linearizagao no produto
tensorial projetivo com a norma s-projetiva, isto ¢, P, € 7 (@:jE, F), de acordo com a

Definicao 1.6.15 e com a Proposicao 1.6.16,

[Pllzop = | Prsllz = nf{[lullz - Q[ : P=uo®Q, Q e P("E;G) e u € I(G; F)}.

Por ser um hiper-ideal de polinémios, Z o P é um candidato natural para a aplicacao

da hiper-transformada de Borel polinomial.

Observacao 4.2.1. Em vista do Teorema 3.2.1, neste ponto o esperado é que as seguintes
condicoes sejam equivalentes:

(i) A transformada de Borel linear 5 = 9B representa funcionais lineares em Z(E; F').

(ii) A hiper-transformada de Borel polinomial 9B,, representa funcionais lineares em Z o
P("E; F) para todo n.

(iii) A hiper-transformada de Borel polinomial 8, representa funcionais lineares em Z o
P("E; F) para algum n.

Por um lado, (i) implica (ii) (veja Teorema 4.2.3), e esse fato nos permitird seguir
adiante com as aplicagoes. Por outro lado, ndo sabemos se (iii) implica (i). Na verdade
acreditamos que nao implica, e a razao é que a demonstracao da implicagao multilinear
correspondente nao funciona para polinomios. Mais especificamente, o argumento central

utilizado na demonstragao da implicagao (¢) = (a) do Teorema 3.2.1 envolveu o operador
v: B* — LB, K, 7D K) | o(@®) (@, A, - A1) = Ar- - Mgz (2),

o qual obviamente nao tem como ser adaptado para o contexto polinomial. Um resultado
parcial nessa diregao sera apresentado no Teorema 4.2.4. Acreditamos que esse fendmeno é
apenas mais uma diferenca entre as teorias multilinear e polinomial. E sao essas diferencas
que fazem com que ambas as teorias merecam ser estudadas. Voltaremos a essa questao

na Observagao 4.2.5.

Antes de provarmos a implicagao que funciona bem no caso polinomial, precisamos do

lema a seguir que, embora conhecido e de facil demonstracao, nos sera muito ttil.
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Lema 4.2.2. Para quaisquer espagos de Banach E e F, se P € P("E) e y € F, entao
(P ® y)L,s = PL,s & Y.

Teorema 4.2.3. Sejam (Z,|| - ||z) wm ideal de Banach, o um semi-ideal & esquerda e Py
e Py propriedades geométricas de espacos de Banach. Suponha que para todos espacos de

Banach E e F tais que E* tem Py e F' tem P, a transformada de Borel linear
B (Z(E,F), |- lz)" — La(E5F7) , B(9)(2")(y) = o(2" @),

seja um isomorfismo isométrico. Entao, para todo n € N e todos espacos de Banach E e

F tais que P("E) tem Py e F tem Py, a hiper-transformada de Borel polinomial

B (Lo P("E; F), || - [lzop)" — La(P("E); F7) , Bn(9)(P)(y) = ¢(P®y), (44)
€ um 1somorfismo isométrico.
Demonstragao. Nesta demonstragao, as componentes de Z sao munidas com a norma ||- ||z
e as componentes de Z o P com a norma || - ||zop.

Seja n € N e suponhamos que P("E) tenha P; e que F tenha P,. Pelas Proposi¢oes

1.6.16 e 1.6.14, sabemos que o operador linearizacao
L:ToP("E;F) — I (®, E;F) , L(P)= P,
é um isomorfismo isométrico. Logo, o adjunto de seu inverso
L) Lo P(E;F)) — [Z(&7 E:F)]

também é um isomorfismo isométrico. Pelo Teorema 1.6.7 sabemos que o operador line-
. ~ ~n,s * . . L, . ~n,s * .
arizacao (: P("E) — (®, E) ¢ um isomorfismo isométrico. Portanto (®, E) possui

a propriedade P; e, por hipétese, a transformada de Borel linear
B: [T(@ B F)]" — Lo ((E77E)" F)
¢ um isomorfismo isométrico.
Pelo Lema 3.1.8 sabemos que o operador de composicao
Joi Lo ((BITE) F') — La(POE) FY) | Ju(w) = uot,
é também um isomorfismo isométrico. E suficiente entao provar que o diagrama

Z(@EF)] P Lo (EE) )

Jo

Lo(P("E); F7)
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é comutativo. Para isso sejam ¢ € [ZoP("E;F)|", P € P("E) ey € F. Usando que
(Lema 4.2.2 ¢ Teorema 1.6.7 )

L(P®y> = (P®y)L,s = PL,s®y7

obtemos
(JeoBo (L7h)) (¢ = ((Je(BULT) (ON)(P)) (v)
:(% (L~ ) N)(PLs)) ()
= (L) (@)(Prs @)
= o((L7)(PLs ®y))
= (P ®y) = Bu()(P)(y),
o que prova a comutatividade do diagrama e completa a demonstracgao. O

Vimos na Observacao 4.2.1 que nao é possivel adaptar a demonstracao do caso mul-
tilinear da reciproca do teorema acima para o caso polinomial. Tentamos entao uma
abordagem diferente para o caso polinomial, e 0 que conseguimos se encontra no teorema

a seguir, o qual pode ser interpretado como uma reciproca parcial do Teorema 4.2.3.

Teorema 4.2.4. Sejam (Z, || - ||z) wm ideal de Banach, o um semi-ideal a esquerda e E
e I espacos de Banach. Suponha que exista n € N tal que a hiper-transformada de Borel

polinomial
B (ZoP("E; F), || - lzop)” — La(P("E); F7) , Bu(9)(P)(y) = ¢(P©@y),  (4.5)
seja um isomorfismo sobre sua imagem. Entao, a transformada de Borel linear
B: (L(E; F), | - [l2)" — La(E%FT)  B(9)(27)(y) = o(z" @),
¢ também um isomorfismo sobre sua imagem.

Demonstrag¢ao. Nesta demonstragao as componentes de Z sdo munidas com a norma || ||z

e as componentes de Z o P com a norma || - ||zop.

Pela Proposigao 1.6.11 existe um operador u: E* — P("E) que é um isomorfismo
sobre um subespago complementado de P("FE). Em particular, u(E*) é um subespago
fechado de P("E).

Pelo Teorema 1.6.8 existe um operador £ — @:SE que é um isomorfismo sobre um

subespaco complementado de @:SE . Como as normas 7 e 7, $a0 equivalentes [42, p. 165],
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. ~n,s .
podemos tomar i: £ — ®, F um isomorfismo sobre um subespaco complementado de
/\n,sE
Ts .

Vejamos que, considerando o operador linearizagao

~n,s

0: P("E) — (B.°E)",

que é um isomorfismo isométrico (Teorema 1.6.7), podemos tomar os operadores u e i tais

que i*oflou = idg-.

~n,s

¢ g
E* = P("E) — (®, E) — E*
Vamos provar para n = 2, o caso geral é analogo, apenas com notagao mais pesada e

manipulagao algébrica mais longa. Escolha e € E e ¢ € E* tais que ¥(e) = 1. O
operador u de Aron-Schottenloher (Proposi¢ao 1.6.11) é dado por

u: B* — PCE), u(@®)(z) = (x)z* ().

E o operador i de Blasco (Teorema 1.6.8) é dado por
i B — &X\)ZSSE ,i(r) =2e®@sx —Y(r)e®e.

eRrt+rRe
2

(e+r)®(etz)=eReteRr+tr®@e+ @,

Relembre que e ®, x = e note que

(e—r)®(e—x)=eRe—ecR@r—rxRe+rTRT.

Subtraindo as duas equacoes acima, obtemos
(e+r)®(et+zr)—(e—2)R(e—x)=2e@r+r®e)=4e R, .
Paraz* € E*ex € F,

(i* o Low)(a")(w) = " (L(u(z")))(x) = @" (u(z")L)(x)

=u(x")(2e ®sx — P(r)e ®e)

= u(z")(2e ®; ) — P(z)u(z”)r(e ® e)
= u(2")1(2e ®s ) — P(@)u(z")(e)

= u(z")(2e ®s x) — P(2)Y(e)z"(e)
=u(z")p(2e ®; ) — Y(x)x*(e)
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= %U(ﬂ«“*)L (e+2)@(e+2)—(c—2)®(c—x)) - Y(x)r"(e)

= % [u(z")L ((e+2) © (e + 2)) —u(z”)L((e — 2) @ (e — x))] — Y(x)z"(e)

= %[U(%‘*)(@ +x) —u(z?)(e — )] — p(x)2"(e)

= %[1/}(6 +a)a(e+x) —yle —x)r*(e — )] — P(x)r7(e)

= %W(e)fv*(@) +1p(e)r”(x) + (x)z"(e) + ¢ (x)z"(x) — v(e)z™(e)+
+(e)r”(x) +(x)*(e) — p(x)a™ ()] — P(x)r™(e)

= P(e)a™(x) + ¢ (x)r(e) — P(x)a"(e)

= Ple)a”(x) = 2" (x)

Provamos que (i* o £ ou)(x*) = z* para todo z* € E*, isto é, i* o £ o u = idpg~, conforme o

desejado.

Como «a é um semi-ideal a esquerda, as aplicacoes
Ju: Lo(P("E); F*) — Lo(E* F*) , Ju(T) =T ou,

K: L,(EYF*) — L,(P"E); F*), K(t) =toi*ol,

sao operadores lineares continuos bem definidos. Vejamos que, além disso, K é um iso-

morfismo sobre o subespaco complementado
Y :={K(t):t € L(EF)}={toi*ol:t € L,(E";F*)}
de L,(P("E); F*). Com efeito,
(Juo K)(t) = J(K(t)) = Ju(toi*ol) =toi*olou=toidp =1,

para todo t € L,(E*; F*), provando que J, o K é o operador identidade em L, (E*; F™*).
Pelo Lema 1.1.14 concluimos que Y é um subespaco complementado, portanto fechado, de
L,(P("E); F*), e que K: L,(E*; F*) — Y é um isomorfismo cuja inversa é a restrigdo
de J, a Y. Em particular, J,: Y — L,(E*; F*) é um isomorfismo.

Como Z é um ideal de Banach, a aplicagao
Ji: I (@, EF) — I(E; F) , Ji(v) =voi,
é um operador linear bem definido. Vejamos que J; é continuo: para v € Z (@:sE ; F),

[ i(w)llz = llvedllz < fvllz - [l2]]-
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Como i(FE) é um subespago complementado de @:;SE, seja p: @:sE — FE a projecao

correspondente, isto é, poi = idg. Dado t € Z(E; F'), a composigao

~n,s

o E L E L F

pertence ao ideal Z, isto é, top e T (@:SSE, F) De
Jtop) =topoi=t,
concluimos que J; é sobrejetor.

Conforme ja usamos anteriormente, o operador linearizacao

L:ToP("E;F) — I (®, E;F) , L(P)= Py,

¢ um isomorfismo isométrico (Proposi¢oes 1.6.14 e 1.6.16). Por ser a composigao de

operadores sobrejetores, o operador J; o L

ToP("E;F) - T (8°E; F) 25 I(E; F)

também é sobrejetor. E pelo Teorema 1.1.7(i) segue que seu adjunto (J; o L)* = L* o J},

*
~MN,S

[Z(E; )" =5 [T (81 E; F)]* 5 Lo P("E; F)]*

é um isomorfismo sobre sua imagem.

O préximo passo é provar que o diagrama

ToP(EF)ff — 2" £, (P("E); F*)
(JioL) J,
Z(E: F))* B Lo(E* F7)

¢é comutativo. Primeiro, notemos que dados z* € E* ey € F,

((u(") s ©@y) 0d)(x) = (u(@")L.s @ y)(i(x))
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para todo z € E. Isso prova que (u(z*), s ®@y)oi =a*®y.
Para ¢ € [Z(E; F)]*, 2* € E* ey € F,

(Juo By o (Jio L)) (9)(x")(y) = (Ju(Bn((Ji

Portanto, B = J, 0 B, o (J; o L)*, isto é, o diagrama comuta.

Sabemos que X := (J; 0 L)*(Z(E; F)*) é um subespago fechado de [Z o P("E; F)|* e,

denotando a restrigao de (J; o L)* ainda por (J; o L)*, também sabemos que
(Jio L) : I(B; F) — X
¢ um isomorfismo. Para P € P("E) ey € F,
(PL®@y)oi)(x) = (PL®@y)(i(z)) = Pri(x)) @y = " (PL)(x) @ y = (i (PL) ® y)(x)
para todo x € E, provando que (P, ® y) oi =i"(Py) ® y. Dai, dado ¢ € [Z(E; F)]*,

[B,((Ji o L)*(@)I(P)(y) = [(Ji o L) (O)I(P © y)
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para todos P € P("E) e y € F, ou seja,
Bn((Jio L)'(¢)) = K(B(¢)) €Y

para todo ¢ € [Z(F; F)|*. Isso prova que B,(X) = B,((J;o L)"(Z(F; F)*)) CY. Como
Y é fechado e B,, é um isomorfismo sobre sua imagem, B,,(X) é um subespaco fechado
de Y.

E como J,: Y — L,(E*; F*) é um isomorfismo, sua restricao a %8, (X) é um iso-
morfismo sobre sua imagem. Dessa forma, denotando a restricao de B,, a X sobre sua

imagem ainda por B, e a restri¢ao de J, a B,,(X) ainda por J,, no diagrama comutativo

B,

X B,(X)CY
Z(E; F)]* y L (B )

(J; 0o L)* e 9B, sdo isomorfismos e J, é um isomorfismo sobre sua imagem. Segue que B

¢ um isomorfismo sobre sua imagem. O

Observagao 4.2.5. E importante mencionar que se, no teorema acima, supusermos que
B,, seja um isomorfismo isométrico, nem a demonstracao acima e nem a demonstragao
correspondente do Teorema 3.2.1 garantem que B é um isomorfismo isométrico. O ponto
é que a sobrejetividade de 23,, nao implica na sobrejetividade de 8. Comparando o Te-
orema 3.2.1 com o teorema acima, vemos que, enquanto sabemos que a transformada de
Borel linear é sobrejetora sempre que alguma hiper-transformada de Borel multilinear é
um isomorfismo, nao sabemos se a transformada de Borel linear é sobrejetora sempre que
alguma hiper-transformada de Borel polinomial é um isomorfismo. Como mencionado an-
tes, acreditamos que isso é mais uma manifestacao das diferencas das teorias multilinear
e polinomial. E o problema com a sobrejetividade é recorrente: relembre que, enquanto
que o produto tensorial projetivo cheio E1®y - - - ®@,F,, que é intimamente relacionado
com operadores multilineares, é associativo (veja [68, Teorema 3.2.3]), o produto tensorial
projetivo simétrico, que ¢ intimamente relacionado com polinomios, nao ¢ associativo.
Mais ainda, o problema — novamente — é a sobrejetividade: sabe-se que @,rmmE é (ca-

. . ~m,s ;~N,S ~ .
nonicamente) isomorfo a um subespaco de ®_ (®7r E), mas nao ao espago todo (veja

3])-



92 4. O Caso Polinomial

4.3 Aplicacoes
Analogamente ao caso multilinear, apresentaremos agora algumas representagoes con-
cretas de funcionais lineares em espacos de polinomios por meio do Teorema 4.2.3.

4.3.1 Polinomios homogéneos aproximaveis e compactos

Como trabalhamos com ideais fechados nesta secao, é importante relembrar que, de-

notando por Pp s a linearizacao do polinomio P no produto tensorial simétrico munido

com a norma s-projetiva s, pelo Teorema 1.6.7 sabemos que || P|| = || Pp s

Seja Pr o fecho de Pr na norma usual de polinomios, isto é, Pr é o hiper-ideal
formado pelos polindmios homogéneos que podem ser aproximados, na norma usual, por
polinémios de posto finito. Vejamos que funcionais lineares em Px sao representados por

operadores lineares integrais.

Lema 4.3.1. Para todo n € N e todos espagos de Banach E e F,

Pr("E;F) = F o P("E; F).

Demonstragao. Para P € P("E; F),
PePr("E;F) <= P e F (®, E;F) <= P e FoP("E; F),

onde a primeira equivaléncia segue de [19, Theorem 2.2] e a segunda equivaléncia segue

da j& varias vezes usada Proposicao 1.6.14. ]

Teorema 4.3.2. Para todos espacos de Banach E e F, a hiper-transformada de Borel

polinomial
B, [Pr("E:F)" — J(P("E); F*) . Bu(0)(P)(y) = ¢(P ®y),

€ um 1somorfismo isométrico.

Demonstracao. Na demonstracao do Teorema 3.3.1 mostramos que a transformada de

Borel linear

B [F(E P — T(EFT), B(o)(2")(y) = o(z" @),
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é um isomorfismo isométrico. Como J é um ideal de Banach, portanto é um semi-ideal

a esquerda, o Teorema 4.2.3 garante que a hiper-transformada de Borel polinomial

B: [FoP("E; F)]" — J(P("E); I7),
¢ um isomorfismo isométrico. O Lema 4.3.1 completa a demonstracao. O

Veremos agora a representacao de funcionais em espagos de polindmios homogéneos
compactos como operadores lineares integrais, a qual, como no caso multilinear, é a pri-

meira representacao deste tipo que conhecemos.

Teorema 4.3.3. Se P("E) ou F tem a propriedade da aprozimacdo, entdo a hiper-

transformada de Borel polinomial
B, [Pc("E; F)]" — J(P("E); F7) . Bu(¢)(P)(y) = ¢(P ®@y),

€ um 1somorfismo isométrico.

Demonstracao. Conforme mencionado na demonstracao do Teorema 3.3.2, a transformada

de Borel linear
B: [K(E;F)" — J(EFY) , B(9)(2")(y) = o(z" @ y),

¢ um isomorfismo isométrico desde que E* ou F possuam a propriedade da aproximacao.
Como J é ideal de Banach, em particular é um semi-ideal a esquerda, e a proprie-
dade da aproximacao é uma propriedade geométrica, pelo Teorema 4.2.3 segue que os
espagos [l o P("E; F)|* e J(P("E); F*) sao isometricamente isomorfos por meio da hiper-
transformada de Borel, desde que P("E) ou F' possuam a propriedade da aproximagao. A

igualdade isométrica Px = K o P (veja Proposigao 1.6.17) completa a demonstragao. [

4.3.2 Polindmios homogéneos hiper-nucleares

Representaremos nesta segao funcionais lineares em espagos de polinomios hiper-(s;r)-
nucleares, estudados em [72], como operadores lineares absolutamente somantes. Apesar
das demonstragoes funcionarem de forma analoga ao caso de operadores multilineares,
optamos por apresenta-las na integra, pois, conforme ja experimentamos nesta prépria
tese, nem sempre o caso polinomial funciona como o caso multilinear. Por isso julgamos

ser justificada a apresentacao das demonstragoes do caso polinomial.
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Relembre a definigao dos hiper-ideais dos polinomios homogéneos hiper-(s; r)-nucleares
na Defini¢ao 4.1.5.

Conforme mencionado anteriormente, Torres [72, Teorema 3.2.10] provou que PUN (o)

é um hiper-ideal de Banach de polinémios. Em particular vale a desigualdade que || - || <
I Ip,,

Proposicao 4.3.4. Sejam E, F espacos de Banach e n € N. Entao,

,PHN(S;T) (nE; F) = Ms;r) © P(nEy F)

com || - |lpp, =1l - ||N<s;r)°7"
(si7)

Demonstracio. Seja P € Ny, o P("E; F). Existem um espaco de Banach G, um po-
linémio n-homogéneo @ € P("E;G) e um operador u € N, (G; F) tais que P =uo Q.

Dado & > 0, como u € N4 (G; F), podemos tomar (X;)52; € £y, (y;)721 € loo(F) €
(p;)32) € 47(G) tais que u = Y- \jp; ®y; e
i=1
152 lls - 11(2) 720l - 1(Y5)521 loe < (1 + &) [lullnr,,- (4.6)

De P = u o () segue que

P(z) = u(Q(x)) = > _ N (Q@))y; = > Nl 0 Q) ® y;(w), (4.7)
j=1 j=1
para qualquer # € E. Mostremos que P = > \i(p; 0 Q) ® y; é uma representagao
=1

hiper-(s; 7)-nuclear de P. De fato, ja sabemos que (A;)52; € £, e (y;)72; € loo(F), € resta
verificar que (¢;0Q)%, € £'(P("E)). Consideremos o adjunto de Aron-Schottenloher do
polinémio Q:

QG — P("E) , Q" (¢)(z) = v(Q(x)).
Pela Proposicao 1.6.10 sabemos que Q* estd bem definido, é linear e [|Q*]| = ||Q]|-

Do Lema 1.1.9, segue que

(0 0 Q)21 = (Q°(;))52: € £ (P("E))

(@5 0 @)iZillwr = Q7 (i) 21 llwr < N1Q7N - ()51 lwr = NQI - 1(25) 721 llwr-
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Portanto, P = > A\j(p; 0 Q) @ y; € Pun,,, (£ F) e
=1

1P, < NGl - 105 © @)l - [1(4)521 0o

< NADZall - 1) - 1Q1 - 1) 2l
< QI (1 +2) - Jully,..,.

Fazendo e — 0T, obtemos HP”PHN(S”«) < [|@ll-|lullx,,, para toda fatoragao P = uo(@),

com u € Ny (G; F'). Tomando o infimo sobre todas essas fatoragoes segue que
HPH'PHN(S’T) S HPHN(S;T)OP'

Reciprocamente, dados P € Pyy ., ("E; F) e € > 0, existem ()52, € L5, (P})32 €
P(P("E)) e (yj)jqil € lo(F) tais que

Z)\P x)y;,

para todo x € E e
IADFZ s - NP5l - 11(9)720 oo < (L4 )Pl - (4.8)

Pela Proposicao 1.6.14, é suficiente mostrarmos que P, € ./\/'(S;T)(@:;SE; F). Pela

e.9]
Proposigao 4.1.8, sabemos que a convergéncia P = Zl A\; P;®y; se dd na norma ||- HPHN(W) :
]:

[e.9]
Da desigualdade || - || < || - ||7>HN( " concluimos que P = ) \;P; ® y; na norma usual || - ||

Jj=1
e podemos escrever

P—nllgéoz;/\PQbyj em P("E; F).
j

Usando o fato de que o operador linearizacio L: P("E) — (&, E)*, L(P)= Py, é

um isomorfismo isométrico, temos
Pps= (lim Z NP ® yj> = hm Z Ni(P; @ yj)L Z Ni(Pi)ps @y (4.9)
g=1 Lys ‘

Mostremos que (4.9) é uma representagao nuclear de P, : Com efeito, (\;)52, € £,

(Y5)321 € loo(F), e pela Proposigao 1.23 sabemos que

(P)Ls)izs = (L(P))32 € /(877 E)")
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((Py)r,s) 52l r = ICECP)) Tl < [N - [[(F)524)

w,r = H(PJ)JOilnwm
Dali,
1PNy < N2l 1CCP) ,8) 72 o+ 11(y5) 721 oo

< NG)5Zalls - 1P il - 1(w5)521 oo

< 4Pl

Fazendo e — 0™ e aplicando a Proposi¢ao 1.6.16 concluimos que
1PN rroP = 1P sl S NP lPrn -

]

Relembre que no caso s = 1 e r = +00, chamamos os polinomios homogéneos hiper-
(1; +00)-nucleares simplesmente de hiper-nucleares e que o hiper-ideal de polindémios cor-
respondente é denotado por (Puy, || - ||p,,)- Relembre também que estamos denotando

o ideal de Banach dos operadores lineares nucleares por (N, || - ||x)-

Corolario 4.3.5. Sejam E, F' espacos de Banach e n € N. Entao,
Pun("E; F) =N oP("E; F)

com || - lpyp = I - lnop-

Conforme sugerido pelo Teorema 4.1.9, vejamos que de fato a hiper-transformada de
Borel polinomial representa funcionais lineares em espacos de polinomios hiper-nucleares

como operadores de L(P("E); F*) com a norma usual.

Teorema 4.3.6. Se P("E) ou F tem a propriedade da aprozimac¢ao limitada, entdo a

hiper-transformada de Borel polinomial
B, [Pun("E; F)]" — LIP("E); F7) , Ba(0)(P)(y) = (P @),

¢ um isomorfismo isométrico.

Demonstragao. Pela Proposicao 3.3.3 sabemos que a transformada de Borel linear
B: N(EF)]" — LIEFT) , B(6)(27)(y) = ¢(z" ®@y),

é um isomorfismo isométrico desde que E* ou F' tenha a propriedade da aproximacao
limitada. Como a propriedade da aproximacao limitada é uma propriedade geométrica, o

Teorema 4.2.3 e o Corolario 4.3.5 concluem a demonstragao. O
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Terminamos esta secao representando funcionais lineares em espacos de polindomios

hiper-(s; r)-nucleares como operadores lineares absolutamente somantes.

Teorema 4.3.7. Suponha que P("E) tenha a propriedade da aproximagao limitada.

Entao, para todo espago de Banach F', a hiper-transformada de Borel
B0 [Pun,, ("B F)" — I o (P("E): F),

€ um isomorfismo isométrico.

Demonstracao. O caso linear do Teorema 3.0.2 afirma que se E* tem a propriedade da

aproximacao limitada, entao a transformada de Borel linear
B: [N (E; F)" — I (B F7),

¢ um isomorfismo isométrico. Como Ils, é um ideal de Banach (Exemplo 1.4.6), e
portanto um semi-ideal a esquerda, combinando o Teorema 4.2.3 com a Proposicao 4.3.4

obtemos a representacao desejada. [

4.3.3 Poliné6mios homogéneos hiper-o(p)-nucleares

Estudaremos nesta secao a contrapartida polinomial da classe de operadores mul-
tilineares introduzida na Secao 2.2. E, a exemplo do que fizemos na Subsecao 3.3.3,
representaremos funcionais lineares em espagos de polinémios hiper-o(p)-nucleares como

operadores lineares quase-7(p)-somantes.

De forma natural, os espacos de polinomios homogéneos a valores escalares desempe-

nharao o papel que é dos espacos de formas no caso multilinear.

Definicao 4.3.8. Seja 1 < p < oo. Dizemos que um polinomio n-homogéneo P €
P("E; F') é hiper-o(p)-nuclear se existem sequéncias (A;)52, € £p-, ()52, em P("E) e

(y;)32, em F tais que
P(z) = Z \; P;(z)y; para todo z € E,
j=1

p (z:o;m(x)y*(ymp)p <o o

TE€EBR,y*EBp+

lim  sup (frjnw(x)y*(yjﬂp)p:o.

m—0o0 $EBE7y*€BF*
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Neste caso dizemos que P = ) \;P; ® y; ¢ uma representag¢do hiper-o(p)-nuclear de
j=1

P, escrevemos P € Pyy . ("E; F) e definimos

o (p)

1

prt SUp (ZIPj(w)y*(yj)lp> ,

||P||77HNJ(p) = inf ||()\])§il
TE€EBE,y*€Bpx

onde o infimo é tomado sobre todas as representacoes hiper-o(p)-nucleares de P.

O caso linear n = 1 recupera os operadores lineares o(p)-nucleares de [15] e o caso

n = p = 1 recupera os operadores lineares o-nucleares de [59].

Vejamos que Py, , ¢ um ideal de composicao.
Proposicao 4.3.9. Sejam 1 < p < oo, F e F espacos de Banach. Entao
Prunow) ("E; F) = Now) o P("E; F)
T Y o
Demonstragdo. Seja P € Ny o P("E; F). Entao existem um espaco de Banach G,

Q € P("E;G) e u € Ny (G; F) tais que P =uo Q.

Dado € > 0, como u € Ny()(G; I), podemos tomar sequéncias (A;)52; € £y+, (07)52, C
G* e (y;)52, C F tais que

u(z) = Z A\jp;(2)y; para todo z € G,

j=1

p (f;|%<z>y*<yj>|p)”<oo, m  sup (i|¢j<z>y*<yj>|p) 0 ¢

2€EBg,y*€Bpx M—=0 »cBg,y*E€Bpx

B =

prt Sup <Z!soj(2)y*(yj)!”) < (1 +e)flullagg,-
j=1

1A9)72

ZGBG,?J*GBF*

De P = u o Q obtemos que

o0

P(z) = (w0 Q)(x) = u(Q(@)) = D Xiei(Q))y; = Y Ailps 0 Q) @ ys(x)
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para todo x € E. Verifiquemos que P = ) \;(¢; 0 Q) ® y; ¢ uma representacao hiper-
i=1
o(p)-nuclear de P. Com efeito, j& sabemos que (A;)22; € £+, (90 Q)32 € P("E) e

(y5);2, € F. Temos também

w (Slee@@rer) = s (Sla@@re)r)

xeBE’y*EBF* ]:1 xGBE,y*EBF* 1
Q .
0 Km @]y ()
J

<lal- _sw (Llaror) <

S =
3 =

<.
Il

1
p>p

-

Q#£0)=1Q]- sup (

rEBE,y*€Bpx*

1

ZGBny*EBF*

pois u € Ny (G; F). Analogamente,

m  sup (Z| vl

m—0o0 IEBE,Z/*GBF*

=

\/
S =

.
< lm Q]+ sup (Zm

2€Bg,y*€Bpx

QI tim sup (Dw(zw*@jnp)p:o.

|

X 2€Bg,y*€Bpx

Portanto, P = >~ Aj(¢; 0 Q) @ y; € Punop)("E; F) e
j=1

||P||P’H/\/U(p) = ||( )

e, (Sieeomror)
P enin (i o (o) @]y o)

r€BE,y*€Bpx* =1
i »
< Q- 1)l - sup (Z |soj<z>y*<yj>\f’)
j=1

z€Bg,y*€Bpx*

(@ 7 0) = [1QI - [[(A)5Z4

1
p)p

< (X +)Q - lullag -

Fazendo ¢ — 0%, obtemos que |[P|p,,., < QI - [[u|l;,, para toda fatoracio
P =wuo@ com u € Ny(). Tomando o infimo sobre todas essas fatoragoes concluimos que

||P||7DHNU(p) S ||P||Na(p)oP
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Reciprocamente, seja P € Pynop)("E; F). Aplicando uma vez mais a Proposigao
1.6.16, existe um tnico operador linear Pp, € P(@:;SE; F) tal que P = PLs0p, ¢ é
suficiente mostrarmos que Pr, , € Ng(p)(®:;sE  F).

o0

Dado € > 0, tomemos P = > \;P; ® y; uma representacao hiper-o(p)-nuclear de P,

7=1
isto é, (Aj)52; € b, (P5)321 S P("E) e (y;)52, C F sdo tais que

3=

p (éwmy*@jﬂp) <o, (4.10)

zEBE,y*€Bpx

lim sup <Z |PJ($)y*(?JJ)|p> "=0e (4.11)

m—0o0 Z‘GBE,QU*EBF*

005l s (L IB@r @) < 0+l (412

$€BE,y*EBF*

No lugar de provar versoes polinomiais das Proposicoes 2.2.2 e 2.2.3, provemos dire-
o0

tamente que a convergéncia P = ) \;P; ® y; se d4 na norma usual:
i=1

= sup
r€EBR

[e9) k
> NPi(@)y; — Y A Pi(@)y;
1 j=1

j=

= sup sup |y* ( > Ajﬂ(@%)‘

rEBE y*E€Bpx j=k+1

k
P-Y \Poy,
j=1

— sup Z /\ij(x)y*(yj)

¥
r€EBE,y*EBpx* j=ht1

o (50

z€BE,y*€Bpx* j=k+1

(i "

j=k+1

N——
=

) -(Z By @)y (4]

j=k+1

IA

z€BE,y*€Bpx

* v = % k—o0
) o ~(Z|Pj<x>y <yj>v>) o
j=1

por (4.10) e por (A;)32, ser um elemento de £)-.

Usando que a correspondéncia

PeP("E;F)w P, € LB, E; F)
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¢ um isomorfismo isométrico (Teorema 1.6.7) e aplicando o Lema 4.2.2, temos

Pps= (ZAij ®yj> = (11312)\3'133‘ ®-%‘> = lim (ZAij ®yj)
= j= L.,s = L,s

—llmZ/\ (P, ®yj)L —llmZ)\ Vs @Yj = Z)\ i) Ls @ Yj

7j=1

7S

na norma de £(®,. E; F).

Vejamos que Z X (P;)r,s ®y; é uma representacao hiper-o(p)-nuclear de P, ;. Mesmo
=

sendo analogo ao caso multilinear, faremos os detalhes. Dados escalares \q, ..., \,,, segue
da dualidade (£}')* = 7% e do Teorema de Hahn-Banach que existem escalares 01, ..., 0,
tais que
m 1/p m
1(0;)71 [ =1e (ZWV’) = D0\
j=1 j=1

Voltando a demonstracao, dados k > m, usando uma vez mais que a norma de um

polinomio homogéneo coincide com a norma simétrica projetiva da sua linearizacao, temos

k k
= (Z P;® yj) =D (P)rs®y; (4.13)
j=m L,s j=m
Assim, para cada z € BAnsE, cada y* € Bp+ e cada j = m, ..., k, existem escalares
Oy ..., 0, tais que
1/p k
[Ch= (ZI "yl ) = 1D 0Py (yy)] . (4.14)
j=m

Usaremos agora as seguintes ferramentas, na ordem indicada: (i) as igualdades em
(4.14), (ii) a igualdade (4.13), (iii) o Teorema de Hahn-Banach na forma ||z|| = sup |p(z)],

llell <1
(iv) a Desigualdade de Holder para 117 + ]% —1.
k P k E
(ZI(PJ-)L,S( )y (y;) > = 1> 0,(P)u(2)y (y)| = (Z } )
j=m J=m —
k k
SPRSOTAIREN B
j=m j=m
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k k
_ (zms . wjy») ) <SS Bnne @m) - 1o
j=m j=m
k k k
<D (P ® (059)) D 0i(P)Ls®y; > 6P @y,
j=m j=m j=m
k
= S (Z 0;P; ® yg> (2)
CIESH| I\t
k
= sup ||y 0;P;(@)y;
I7<1 || =
k
= sup sup |y* ZQij(E)yj
IZlI<1jjy=|<1 j=m
k
= sup ) 0P(@)y(y)
IZ[I<Llly*I<1 | j=m
k
< swp Y |6,P(@)y(y)]
IZI<Lly*I<1 j=m
1 1
k p* k P
< (z o, ) . (z mmw)
IZ[I<L,lly*I<1 \j=m j=m
k v
= sup (Z Il%(f)y*(yj)lp>
IZII<Llly* <1 \j=m
Assim, tomando o supremo sobre ||z]|.. <1 e ||y*|| <1, temos
1 1
k p p
sup |(Pj)r.s(2)y" (y;)|P sup |Pj(x (4.15)
lzllrs <1,[ly*[1<1 (; ! ’ ||96H<1 lly*[1<1 _Z

para todos k > m. Aplicando (4.15)

(Z (P)a(2)y

j)|p>

sup
Izl <1, lly* <1

3=

e (4.10),

Q=

sup sup Z |(P,

=1

k

ym)
y (Y >
)

=

1
P
= sup sup

ko |lzllns <L[ly*(I<1

(

1
p

k

2

J=1

<sup sup Py(a

ko flell<L[ly* <1
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1
k P

_ Pi(x
Jell<Lleli<t & (Z‘ ! )

J=1

= up (Zlﬂ(fﬁ)y*(yj)lp>p<oo'

o<ty i<t \ =

(4.16)

E usando (4.15) e (4.11),

B =
S

0o k
sup (Zl(Pj)L,s(Z)y*(yj)V’) = sup  sup (ZI(%)L,S(Z)?J*(%)|’J>

llzllws <L lly*I<1 \ 3=, l[2llws <1,[ly* [ <1 k>m

= sup sup (Z |(P y*(y;)|P >

k2m elle, <1l l<1 \ (S

$ o )

j=m

B =

< sup sup (

k2m =] <1[ly*]|<1

= sup sup ( |Pj(x)y* (yj)’p>

lall<Llly=ll<1k=m \

1
< sup (Z | P;(x ) E;XE)

[zl <1,]ly*[[<1

Isso prova que Z i (P;)L,s ® y; é uma representacao o(p)-nuclear de Py, isto é, Pp s é
7j=1
um operador linear o(p)-nuclear, donde segue que P € Ny, o P("E; F). E, combinando

com (4.12) e (4.16), segue também que

1Pl or = I1PLsllnvg g, < 1152

1
(D ym)
|| ||m<1y €Bp=
sup (Z |Pj(w)y*(yj)|p) < L+,
j=1

r€BE,y*€Bp*

< ()52

onde a primeira igualdade segue da Proposi¢ao 1.6.16. Como isso vale para todo € > 0,

fazendo e — 0, concluimos que || P||x;,, oc < [|PllPsns - O

Corolario 4.3.10. Seja 1 < p < oo. A classe Pynop) dos polindmios homogéneos hiper-

o(p)-nucleares, munida da fungdo || - ¢ um hiper-ideal de Banach de polinomios.

||7’HNa<p> ’
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Demonstracao. Basta combinar o Teorema 4.1.4 com a Proposicao 4.3.9. O]

Concluimos este capitulo provando que funcionais lineares em espagos de polinomios
homogéneos hiper-o(p)-nucleares podem ser representados por operadores lineares quase-

7(p)-somantes.

Teorema 4.3.11. Seja 1 < p < 0o e suponha que o espago P("E) possua a propriedade
da aproximacao limitada. Entdo, para todo espaco de Banach F', a hiper-transformada de

Borel polinomial
Bt [Prun, ) ("B F)]" — Lgr ) (P("E); FY) . B(9)(P)(y) = (P @),

€ um isomorfismo isométrico.

Demonstracao. Pelo Exemplo 3.0.4 sabemos que a transformada de Borel linear

B: (Now)(E: )" — Loz (B F*) , B(d)(0)(y) = e @),

¢ um isomorfismo isométrico desde que E* tenha a propriedade da aproximacao limitada.
Como L) é um semi-ideal & esquerda (Exemplo 3.1.6), o resultado segue combinando

o Teorema 4.2.3 com a Proposicao 4.3.9. [



Capitulo 5

Hiper-ideais gerados por classes de

sequéncias

Hiper-ideais de operadores multilineares e de polinomios homogéneos desempenharam
um papel central nesta tese até aqui. Além dos exemplos vistos até agora, muitos outros
exemplos e também técnicas para gerar hiper-ideais podem ser encontrados em [20, 22].
Desenvolveremos neste capitulo final da tese uma nova técnica para gerar hiper-ideais
de operadores multilineares e de polindbmios homogéneos, e também de ideais bilaterais
de polinomios homogéneos. Essa técnica é baseada no conceito de classes de sequéncias

introduzido em [11].

5.1 Hiper-ideais de operadores multilineares gerados

por classes de sequéncias

Uma primeira tentativa de tratar ideais de operadores multilineares por meio de classes
de sequéncias foi feito em [69]. Os conceitos abaixo foram introduzidas em [11] e tém
se mostrado frutiferos: aplicagoes e novos desenvolvimentos podem ser encontrados em
[1, 10, 12, 13, 14, 30, 64, 65].

o
J=
vetores canonicos dos espagos de sequéncias escalares, isto é, e; = (1,0,0,0,...), ea =

Fixemos algumas notagdes que simplificardo a exposi¢ao. Por (e;)2; denotamos os

(0,1,0,0,0,...),.... Osimbolo E < F significa que o espago de Banach E é um subespaco

vetorial do espago de Banach F e que ||z||r < ||z|| g para todo z € E. Dada uma sequéncia
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(77)52, em um espaco vetorial e dado k € N, definimos

(I‘J)‘I;ZI = (‘r17x27 CERE 7$k, 070707 .. )

Definicao 5.1.1. Uma classe de sequéncias vetoriais, ou simplesmente uma classe de
sequéncias, ¢ uma regra F +— X(FE) que associa a cada espa¢o de Banach £ um espagco
de Banach X (E) formado por sequéncias em E, isto é, um subespaco vetorial de EN com

as operacoes usuais, satisfazendo as seguintes condigoes:
(a) coo(E) € X(E);
(b) X(E) = loo(E);

(c) llejllxx) = 1, para todo j € N.

Condicao de Compatibilidade: Dadas classes de sequéncias X,..., X, e Y, dizemos
que X1(K)--- X, (K) = Y(K) se (A\j---\})32, € Y(K) e

n

H()\Jl .”)\?)]OilHY(K) S H H()\T);ilHXm(K)

m=1
sempre que (A\}')32; € X, (K), m=1,...,n.

No caso em que X; = --- = X,, = X, escrevemos simplesmente X (K)" — Y (K).

Definicao 5.1.2. Uma classe de sequéncias X ¢ dita:

e Linearmente estavel se para todos espacos de Banach F e F' e todo operador u €
L(E; F), tem-se (u(r;));2; € X(F) sempre que (z;);2; € X(F) e, neste caso, o operador
linear induzido

U X(B) — X(F), w((2)52) = (ul2))}2

j=1 j=1

¢ continuo e |||l = ||u]|.

o Multilinearmente estdvel se para todos n € N, espacos de Banach Ey,..., E, e Fe A€
L(Ey,...,EyF), (A(z],...,27))%2, € X(F) sempre que (27")2, € X(Ep), m=1,...,n
e, neste caso, o operador n-linear induzido

A X(B) % x X(By) — X(F), A((@)2,,. .., (@")2)) = (A, ... ah)%

J/i=b J 3 Vg =D

é continuo e ||A|| = [|A].
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E claro que toda classe multilinearmente estavel é linearmente estavel.

Exemplo 5.1.3. Seja (1;)52; a sequéncia das fungdes de Rademacher em [0,1]. Uma

sequéncia (z;)°, em E é quase incondicionalmente somavel se a série > r:(t)x; converge
ilj=1 j j

J
em L,([0,1]; ) para algum (ou, equivalentemente, para todo) 0 < p < co. O conjunto

dessas sequéncias, denotado por Rad(FE), é um espaco de Banach munido da norma

1

1 2 2

= dt
0

Lo (E)

()52 1 lRaa(e) = ‘ > i)
j=1

E T3 ;
J
Definimos ainda o espaco de Banach

RAD(E) i= { (2321 € B o) ey = 51 165 ey < 001

Para maiores informagoes sobre esses espagos veja [34, 73].

Consideramos também o subespago fechado de £’(E), 1 < p < oo, formado pelas

sequencias incondicionalmente p-somaveis:
G(E) = { (@)1 € G(E) :lim ()3 oy = 0}

Em [33] esses espagos sao denotados por £20(E).

Por ¢ (E) denotamos o subespago fechado de ¢y(F) formado pelas sequéncias fraca-
mente nulas. Por fim, ¢,(E) é o espaco de Banach das sequéncias em E que sd@o Cohen

fortemente p-soméaveis (veja [11]).

As seguintes classes de sequéncias sao multilinearmente estaveis:
E—Il(F), Ew— c(E), E— Rad(E), E— RAD(FE), E— ({(F), Ew— (}(E),
E—(,(E), E (,(E),1<p< +o0.

As seguintes classes de sequéncias sao linearmente estaveis mas nao sao multilinear-

mente estaveis:

s (), B (2(E), Evs (4E). 1< p< +oo.
Tudo isso pode ser encontrado em [11].

Vejamos como classes de sequéncias geram multi-ideais.
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Definicao 5.1.4. Para n € N, classes de sequéncias X1,...,X,,Y e espacos de Banach
Ey,...,E,, F, diz-se que um operador A € L(E,...,E; F) é (Xy,...,Xp;Y)-somante

se (A(xj,...,27))2, € Y(F) sempre que (27')52, € Xpn(En), m=1,...,n.

Neste caso escrevemos A € Lx, . x,.v(E1, ..., E,; F) e, de acordo com [11, Proposition

2.4], o operador n-linear induzido

A Xq(Ey) x - x Xp(E,) — Y(F), A ((x;)jil, cee (x?)j';l) = (A(le-, e T))520
é continuo. Define-se ||Al|x, .. x,v = || A]|.
No caso em que X; = --- = X,, = X, dizemos que A é (X;Y)-somante e escrevemos
simplesmente Lx.y (E1, ..., Ey; F)e |- ||xy-

Teorema 5.1.5. [11, Theorem 3.6] Sejam n € N e Xi,...,X,,,Y classes de sequéncias
linearmente estdveis satisfazendo a condicao de compatibilidade. Entdo (Lx, . x..v,| -

| x1...x.y) € um ideal de Banach de operadores n-lineares.

A seguinte consequéncia ¢é imediata:

Corolario 5.1.6. Sejam X eY classes de sequéncias linearmente estdveis tais que X (K)" «—
Y (K) para todo n € N. Entao (Lx.y, | - ||x,y) € wm multi-ideal de Banach.

Com uma condi¢ao a mais sobre X obtemos hiper-ideais:

Teorema 5.1.7. Sejam X e Y classes de sequéncias com X multilinearmente estdvel,
Y linearmente estdvel e X (K)" — Y (K) para todo n € N. Entdao (Lx.y,| - |x.v) € um

hiper-ideal de Banach de operadores multilineares.

Demonstragao. Ja sabemos do Coroldrio 5.1.6 que Lx.y ¢ um multi-ideal de Banach.
Resta provar a propriedade de hiper-ideal. Paraissosejam By € L(Gy, ..., Gy Er), ..., By €
L(Gm, 111y Gm,i En), t € LIF;H) e A € Lxy(Ey,...,E,; F). Dadas sequéncias

(z5)32, € X(Gk), k=1,...,m,, como X é multilinearmente estével temos
(&@%”w?mﬂeX@m”w@WﬁM“wwﬁM%ﬂeX@@
€
‘@pX@Qw~xX@m%%E1:MMPW
| B X(Goni2) X+ % X (Gony) — Eu| = I1Bull
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Usando que A é (X;Y)-somante, segue que

(A(Bl<x;.,...,x;ﬂl),...,Bn(xmn—lﬂ,...,xmn)))w € Y (F)

J

j=1
e

HA: X(E)) % - x X(E,) — Y(F)H — || Al x.y-
E como Y é linearmente estavel, temos ||[t: Y (F) — Y (H)|| = ||t/ e

((to Ao (By,...,By) (z}, ... 2™ ) =

J J j=1
oo

= (t <A (Bl(:v}, e ,$}nl), e Bn(a:;n"_lﬂ, . ,xT”)))) €Y (H).

j=1

Isso prova que (to Ao (By,...,B,)) € Lxy(Gi,...,Gn,; H). E da igualdade acima

também segue que

[toAo(By,...,By))]  =toAo(By,...,B,).
Dai,
ltoAo(By,....By)|xy =|[tc Ao (By,...,B,)]"
:’;OZO(E,...,E;)

<1 |4 |

= ([t - 1 Alxy - 1Bl - - I Ball,

BB

o que completa a demonstracao.

O

Antes de dar exemplos concretos em que Lx.y é um hiper-ideal, vejamos uma propri-

edade importante dessa classe que, aparentemente, passou despercebida até agora e que

nos sera 1util na préxima secao.

Definicao 5.1.8. Para n € N denotamos por S,, o conjunto das permutacoes do conjunto

{1,2,...,n}. Dados um operador A € L("F;F) e uma permutagdo ¢ € S, definimos

A, € L("E; F) por
Ag(xl, RN ,azn) = A(,Tg(l), e ,xg(n)).
Definimos agora a simetrizagdo As € L("E; F') de A por

1
As(xy, ..o ) = i Z A (xy, .. x).

O'ESn
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Por uma subclasse normada (G, || - ||g) da classe dos operadores multilineares continuos
entre espacos de Banach entendemos uma correspondéncia que para cada n € N e
espagos de Banach FEi,...,FE,, F, associa um subespaco vetorial G(Fy,...,E,; F) de
L(Ey,...,E,; F) munido de uma norma || - ||g. O conceito a seguir é devido a Floret
e Garcia [43].

Definigao 5.1.9. Dizemos que uma subclasse normada (G, ||-||g) da classe dos operadores

multilineares continuos entre espacos de Banach é fortemente simétrica se, para quaisquer
espacos de Banach E'e F;, n € Ny o € S, e A € G"E; F), tem-se A, € G"E; F) e
[Asllg = [ Allg-

E claro que, neste caso, A, € G("E; F) sempre que A € G("E; F).

No Teorema 5.1.5, o fato das classes de sequéncias serem linearmente estaveis é usado
para provar a propriedade de ideal, e a condi¢ao de compatibilidade é usada para provar
a continencia dos operadores de tipo finito. Entao, para todas classes de sequéncias X e

Y, (Lx.v,| - |lx;y) é uma classe normada de operadores multilineares.

z

Proposigao 5.1.10. Para todas classes de sequéncias X e Y, (Lx.y("E; F),| - ||xy) €

uma classe fortemente simétrica.

Demonstracdo. Provemos primeiramente que, para todos n € N, espacos de Banach G e
H,o0€S5,eT e L("G;H), é verdade que ||T,|| = ||T||. Da igualdade de conjuntos

{T(2o(1)s s 20m)) t 21120 € Ba} ={T(21,...,2n) : 215 .., 20 € B}

segue a igualdade

T 2oy, - - s 2om)ll = 215+ 20 € Ba} = {|[T(21,-- -, 20)|| : 21, .- -, 20 € Ba},
e portanto

|15 || = sup{||T6(21, .-, 20)| : 21, -, 20 € Bg}
= sup{||7(2o(1); - - -+ Zom)|| = 21, -+, 20 € Ba}
=sup{||T(z1, .-, z)|l : 21,---, 20 € Ba} = ||T- (5.1)

Sejam agora n € N, E e F espacos de Banach quaisquer e ¢ € S,,. Tomando
A € Lxy("E;F) devemos mostrar que A, € Lx.y("E;F) e ||Asllxy = ||Allx,y. Sa-
bemos que o operador induzido A: X (E)* —s Y (F) é bem definido, n-linear e continuo.
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Podemos entao considerar a permutacao de A por o, (Z) : X(E)Y* — Y(F), o qual é
igualmente n-linear e continuo. E podemos considerar ainda o operador induzido por A,,
Ay X(E)" — FN. Vejamos que

(ﬁ)g — A, (5.2)

(3), (50 3) = A5 (7))

Q
o
B
@D
Sk
=
o
o
o
=
o
[
o
(oW
o
03]
@
Qo
e
D>
=
2.
o
=
=
T8
m
<
~—~
S
:_/
3
Il
\t—‘
S

A; ((l‘;);’ilv ct (x?)goil) :

Como (ﬁ) toma valores em Y (F), segue de (5.2) que A, também toma valores em

Y (F), e isso quer dizer que A, € Lx.y("FE; F). Mais ainda,

4l = 4] =[(%)
LOX(BRY () o

onde a segunda igualdade segue de (5.1) e a terceira de (5.2). O

= || — [ 4olxr,
L("X(E);Y(F)) L("X(E);Y(F))

A seguir mostraremos, com exemplos, como o Teorema 5.1.7 permite concluir que
varios multi-ideais ja estudados sao na verdade hiper-ideais de Banach de operadores

multilineares.

Exemplo 5.1.11. Operadores multilineares absolutamente somantes foram introduzidos
em [5] e posteriormente estudados em um grande ntiimero de trabalhos (veja, por exemplo,
as referéncias em [14]). Essa classe é um caso particular das classes tratadas no Exemplo
1.4.5. Por defini¢do, um operador A € L(Ey,..., E,; F) é absolutamente somante se
(A(zj,...,2}))52, € (F) sempre que (¢')52, € (Y(Ey), m = 1,...,n. Na nossa
notagao, trata-se da classe Ly ()., (). Vimos no Exemplo 5.1.3 que as classes de sequéncias
01(+) e £7(+) sao multilinearmente estéveis. Segue entao do Teorema 5.1.7 que o multi-ideal

dos operadores absolutamente somantes é um hiper-ideal de Banach.

Exemplo 5.1.12. Operadores multilineares fracamente somantes foram estudados em
[8, 11, 49, 62, 70]. Uma caracterizagao conhecida é que um operador A € L(E}, ..., E,; F)
¢ fracamente somante se, e somente se, (A(z},...,27))52, € €Y (F) sempre que (z7")32, €
(¥ (En), m=1,...,n. Nanossa notagao, trata-se da classe Lyw(y,e0(y- Vimos no Exemplo
5.1.3 que a classe de sequéncias £{(-) é multilinearmente estével. Segue entao do Teorema

5.1.7 que o multi-ideal dos operadores fracamente somantes é um hiper-ideal de Banach.
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Exemplo 5.1.13. Operadores multilineares de tipo p, 1 < p < 2, foram introduzidos em
[10] (veja também [14]). Conforme provado em [10], um operador A € L(Ey,..., E,; F)
é de tipo p se, e somente se, (A(zj,...,2}))%2, € Rad(F) sempre que (27")52, € £y(Ep),
m = 1,...,n. Na nossa notagao, trata-se da classe Ly, ().raq(). Vimos no Exemplo 5.1.3
que as classes de sequéncias £,,(-) e Rad(-) sdo multilinearmente estaveis. Segue entao do

Teorema 5.1.7 que o multi-ideal dos operadores de tipo p é um hiper-ideal de Banach.

Exemplo 5.1.14. Operadores multilineares de cotipo ¢, 2 < ¢ < +oo, foram intro-

duzidos em [10] (veja também [14]). Conforme provado em [10], um operador A €

1 n
j,...,l’j

(z7)32, € Rad(Ey,), m = 1,...,n. Na nossa notagio, trata-se da classe Lrad(),()- Vi-

L(Ey,...,Ey; F) é de cotipo ¢ se, e somente se, (A(x )52, € £y(F) sempre que
mos no Exemplo 5.1.3 que as classes de sequéncias {,(-) e Rad(-) sdo multilinearmente
estaveis. Segue entao do Teorema 5.1.7 que o multi-ideal dos operadores de cotipo ¢ é um

hiper-ideal de Banach.

Exemplo 5.1.15. Operadores multilineares Cohen quase somantes apareceram em [27].

Um operador A € L(E4, ..., E,; F) é Cohen quase somante se, e somente se,
(A(z},...,20))52, € lLo(F) sempre que (¢7")32, € Rad(F),m=1,...,n.

Na nossa notacao, trata-se da classe Lrad(.)iep()- Vimos no Exemplo 5.1.3 que as classes

de sequéncias Rad(+) e f5(-) sdo multilinearmente estaveis. Segue entao do Teorema 5.1.7

que o multi-ideal dos operadores Cohen quase somantes é um hiper-ideal de Banach.

Além de classes ja estudadas, nossa abordagem permite, combinando as classes de
sequéncias do Exemplo 5.1.3 com o Teorema 5.1.7, exibir uma enorme quantidade de
hiper-ideais de operadores multilineares que ainda nao foram estudados. Apresentamos

apenas um exemplo a titulo de ilustracao.

Exemplo 5.1.16. Para 1 < p < oo, como as classes £,(-) e £,(-) sdo multilinearmente
estdveis, segue do Teorema 5.1.7 que o multi-ideal Ly .y, () ¢ um hiper-ideal de Ba-
nach. No caso linear essa classe coincide com o ideal dos operadores Cohen fortemente
p-somantes, mas no caso multilinear essa classe nao coincide com a classe dos operadores
multilineares Cohen fortemente p-somantes estudados em [2, 27, 28, 29, 54, 55, 63]. De
fato, de acordo com [29], um operador n-linear é Cohen fortemente p-somante se trans-
forma sequéncias de £,,(-) em sequéncias de ¢,(-), e ndo sequéncias £,(-) em sequéncias

de ,(-).
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5.2 Classes de sequéncias e ideais de polinémios

Dadas classes de sequéncias X e Y satisfazendo a condicao de compatibilidade com X
multilinearmente estavel e Y linearmente estavel, sabemos da secao anterior que a classe
Lx.y dos operadores multilineares (X;Y')-somantes ¢ um hiper-ideal de Banach. Nosso
objetivo nesta secao ¢ estudar o caso polinomial. Diante disso, temos trés possibilidades

para definir polinémios homogéneos (X;Y')-somantes: podemos considerar os polinémios
P e P("E; F) tais que:

o (P(z;))32, € Y(F), sempre que (z;)52, € X(FE), OU
o P € Ex;y<nE; F), Oou
e Existe A € Lxy("E; F) tal que A=P.

A primeira opgao foi tratada em [1], mas foi ali desenvolvida apenas para algumas
classes de sequéncias especificas. Veremos a seguir que essas trés maneiras sao equi-
valentes, o que nao deixa duvidas sobre a maneira adequada de se definir polinomios
(X;Y)-somantes. Além disso, cada uma dessas trés opgoes traz consigo uma maneira na-
tural de definir uma norma no espacgo dos polinomios (X; Y')-somantes. Também veremos

as relagoes entre essas normas.

Algumas partes do teorema a seguir encontram-se em [1, Proposition 2.6].

Teorema 5.2.1. Sejam X e Y classes de sequéncias. As sequintes afirmagoes sao equi-

valentes para todo polinomio P € P("E; F):

(a) P € Lxy("E; F).

(b) Eziste A € Lx.y("E; F) tal que A=P.

(€) (P(a)))32) € Y(F) sempre que (a)%2, € X(E).
(d) O operador induzido

P: X(E) — Y(F), P((r;)72,) = (P(%;));2

j=1 j=0
estd bem definido e € um polinémio n-homogéneo continuo.

Nas condicoes acima,

~ .« . ~ n" ~
1Pl < [[1Plxy = inf{|Allx;y : A € Lxy e A= P} < —||P.
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Demonstracao. A implicagdo (a) = (b) é imediata pois P=P.
(b) = (c) Por hipétese existe A € Lx,y("E; F) tal que A = P. Pela definicio de
Lx.y sabemos que (A(xj,...,7;))52, € Y(F) sempre que ()52, € X(FE). Logo
(P(x))520 = (Al 25))520 = (Alag, o 25))52, € Y(F)

J=1

sempre que (z;)72;, € X(E).

(¢) = (a) Essa implicacao estd implicita na demonstracao de [1, Proposition 2.6],
mas por completude exibiremos os detalhes. Sejam (z5)32,, ..., (z})2, € X(F). Como

X (E) é espago vetorial, para cada escolha de sinais €4, ...,¢, = £1, temos
(e12] 4 -+ +enx)) 2y = e1(@))32) + - -+ en(2])2, € X(E).

Por hipétese segue que (P(e1zj + --- + £,27))%2, € Y(F) para toda escolha de sinais

€1,...,6, = £1. Aplicando a Férmula de Polarizagao e o fato de Y (F') também ser um

espago vetorial, obtemos

(P(x}, . ,xf))il =\ i Z €1 - -anP(glx} 4t snx;‘)
gj==%1 .
7=1
— n'2” Ezﬂsl 51x +o énx?))jzl cY(F).
=

Isso prova que P € Lx.y("E; F).

(d) = (c) Essa implicagao é 6bvia.

(b) = (d) Por hipdtese existe A € Lx.y("E; F') tal que A = P. Por [11, Proposition
2.4], o operador n-linear induzido A: X(E)" —» Y (F) é continuo. Dai, seu polinémio

associado (ﬁ) . X(E) — Y/(F) também ¢ continuo. Basta provar que P = <A> Com
efeito, para toda sequéncia (z;)52, € X(F),

() (@)522) = A (@) @)3) = (Al m))2y = (Pla)y = P ((@)2)

—_

Em relagao as normas, a igualdade P= (Z) também implica que

171 = (3)] < 130 = e
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para toda A € Lx.y("E; F) tal que A=P. Segue que
1P| < inf{]|Allxy : A€ Lxy e A= P} <||P|lxy,

onde a ultima desigualdade vem de (a).

Da unicidade do operador simétrico P associado a P, sabemos que A; = P. Pela
Proposigao 5.1.10 sabemos que o hiper-ideal Lx,y é fortemente simétrico, logo A; € Lx.y

e |As|lx,y = || 4] x;v para toda permutacao o € S,. Portanto,

1
o2 A

G’GSTL

5 1
IPllxy = [ Asllxy = <3 > Hollxy = [Allxy

X;Y oESy

para toda A € Lx.y("E; F) tal que A = P. Segue que inf{||Allxy : A € Lxy e A=
P} =|[[Plxy-

—

Para a desigualdade restante, note que acima provamos que P = (2() para toda
A e EXy( E;F) tal que A = P. Como P="p e, por (a), P € Lxy("E; F), segue
que P = <P> E fdcil observar que, uma vez que P é simétrico, seu operador n-linear

induzido P também é simétrico. Pela Proposicio 1.6.2,

P =B < 5 | (B) | = 2510

Agora podemos definir polinémios homogéneos (X;Y')-somantes.

Definicao 5.2.2. Sejam X e Y classes de sequéncias. Dizemos que um polinomio P &€
P("E; F) é (X;Y)-somante se P satisfaz as condigoes equivalentes do teorema anterior.
Denotaremos o conjunto de tais polinomios por Px.y ("E; F') e definimos, para cada P €
PX;Y(nE ),

IPllxva =P e [Plxya=Pllxy

Relembre na Defini¢ao 4.1.2 o conceito de hiper-ideal de polinémios.

Teorema 5.2.3. Sejam X uma classe de sequéncias multilinearmente estdavel e Y uma
classe de sequéncias linearmente estavel tais que X (K)" — Y (K) para todo n € N. Entao
(Pxvs |l - lxvia) e (Px, |l - llxivi2) sao (%)le—hiper—ideais de Banach de polindmios
homogéneos.
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Demonstragao. Do Teorema 5.1.7 sabemos que (Lx.y, ||-||x;y) ¢ um hiper-ideal de Banach
de operadores multilineares. Pelo Teorema 5.2.1, um polinomio P pertence a Px.y se, e
somente se, existe A em Lx.y tal que A = P. Segue de [21, Theorem 4.3] que (Px.y, || -

|x:v2) é (?I—T)Zozl-hiper-ideal de Banach de polinomios.

Em vista do que acabamos de provar, basta verificar as questoes relativas a norma

| - llx;y1. Os axiomas de norma sdo imediatos. Pelo Teorema 5.2.1 sabemos que as

normas || - ||x.ya1 e || - [|x.v:2 s@o equivalentes em cada componente Px.y("E; F). Pelo
que ja fol provado sabemos que esse espaco ¢ completo com a norma || - || x.y.2, portanto
também é completo com a norma || - || x,y.1-

Provemos que an K — K, fn()\) = A\"||x.v.1 = 1 para todo n. Note que

b = [ = 5w {7 (0120 o 521 € B}
(K)
—sud | (B0) 7| s € B
7=Hly )
= sup {H (A?)jzl Y(K) . (/\J>;>il c BX(K)} .
Por um lado, tomando e; = (1,0,0,0...,), da definigdo de classes de sequéncias temos
le1]lx@x) = |ler]ly) = 1. Segue da expressao acima que ||l x:va > 1. Por outro lado,

combinando a expressao acima com a condi¢ao de compatibilidade X (K)" — Y (K) temos

n

Ihubsva <sp{ O[] O € B f <1

Y(K)

Resta verificar a desigualdade de hiper-ideal. Para isso sejam n,m € N, espacos de
Banach E,F,G e H, P € Pxy("E;F), Q € P("G;E) et € L(F;H). J4 sabemos que
toPoQ € Px.y (™G; H). E facil perceber que Q: X (G) — X (E) é o polinémio associado
ao operador simétrico Q: X(G)™ — X(E). Isso justifica a primeira desigualdade a
seguir:

~ ~ . mm™
131 < |Q]| = 1@l < =1l
onde a igualdade segue da estabilidade multilinear de X. De forma anéloga ao que foi

feito na demonstracao do Teorema 5.1.7, prova-se que [t o P o Q™ = toPo @ Dai,

lto PoQllxya=l[to PoQ]™| =Ito Pol <[Pl Q™

mm

=l P 0O < (20 ) el 1P T
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A demonstracao acima deixa clara a condicao que deve ser imposta a classe de sequéncias
X para que (Px.y, || - ||x;v:1) seja um hiper-ideal de Banach de polinoémios com constantes

iguais a 1. Faremos isso a seguir.

Definicao 5.2.4. Dizemos que uma classe de sequéncias X é polinomialmente estavel se,
dados n € N, espagos de Banach E, F'e P € P("E; F), tem-se (P(x;))52, € X(F) sempre
que (z;)52, € X(E) e que P: X(E) — X(F) é um polinomio n-homogéneo continuo
com |[Pl| = [[P].

Para dar um exemplo 1til, precisamos do seguinte lema.
Lema 5.2.5. Sejam X e Y classes de sequéncias linearmente estdveis. Entao ||P|| <

| P|lx:v:1 para todo P € Px.y("E; F).

Demonstragdo. Paracadax € I/, por [11, Lemma 3.4(a)] sabemos que ||(z,0,0,...)| x&) =
|z|| e [[(P(x),0,0,..)|lyw) = |[[P(z)|. Sabemos que P: X(E) — Y/(F) é um polinémio
n-homogéneo continuo, logo

1P@@)[| = [(P(x),0,0,.. )y = [1P((,0,0,.. )y < [P 1(2,0,0,. )%

= 1P llxon - =™,
donde segue a desigualdade desejada. O

Exemplo 5.2.6. Vejamos que, para todo 1 < p < 400, a classe £,(-) é polinomialmente
estdvel. Dados P € P("E; F) e (2;);2, € {,(E),

1/p 0o 1/p
(P ()52l = (ZIIP z; Hp) <[P (Z H%H"p> = [|P|| - [[(2;)71 17
j=1

< PNl ) 3ally,

pois p < np. Isso mostra que (P(x;))32, € £,(F). Pelo Teorema 5.2.1, P: 0, (E) — (,(F)

é um polinémio n-homogéneo bem definido e continuo. Da desigualdade acima temos
|2 (@), = NPzl < 121 )i ;.

para toda (z;)52, € {,(E), o que prova que H]3H < ||P||. Tomando X =Y = {,(-) no
Lema 5.2.5 obtemos || P[] < || Pll¢,(.):t,( = ||P|.

P

Teorema 5.2.7. Sejam X uma classe de sequéncias polinomialmente estdvel e Y uma
classe de sequéncias linearmente estdvel tais que X (K)" — Y (K) para todo n € N. Entao

(Px.v, || - llx:v:1) € um hiper-ideal de Banach de polinomios homogéneos.
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Demonstracao. De acordo com o Teorema 5.2.3 basta mostrar que a desigualdade de
hiper-ideal vale com constantes iguais a 1. Sejam n,m € N, espagos de Banach E, F,G
e H PePxy("E;F), Q€ P("G;E) et € L(F; H). Da estabilidade polinomial de X
sabemos que Q: X(G) — X(E) é um polindémio m-homogéneo continuo e ||Q|| = [|Q]|.
Sabemos também que [to Po Q™ =to PoQ, dai,

lte PoQllxya=lltePoQ=lFoPoQl < E]-IPI-1QI™ = [t - | Plxya - QU™

O

Veremos a seguir que classes de sequéncias também geram ideais bilaterais de po-

linémios, nogao introduzida em [23].

Definigao 5.2.8. Seja (C),, K,,)°; uma sequéncia de pares de niimeros reais positivos com
C,, K, > 1 para todon e C; = K; = 1. Dizemos que um ideal de Banach de polinomios
(O, - llo) é um (C,,, K,,)5¢  -ideal bilateral de Banach de polinomios se satisfaz a seguinte

propriedade: dados m,n,r € N, espagos de Banach EF, G e H, se P € Q("E; F),
QeP(™G;E)e ReP("F;H), entao RoPoQ € Q(""G; H) e

|[RoPoQlo < K. -C-IR] - | Plly - QI

Precisaremos do seguinte resultado:

Proposicao 5.2.9. [23, Proposigao 4.2 Seja (H, ||-||%) um hiper-ideal normado (Banach)
de operadores multilineares tal que £ oH < H, isto é, tal que para todo operador A €
L(Ey,...,E,; F) podemos encontrar nimeros m e r com mr = n, um espago de Banach
G, operadores multilineares By € H(Ey, ..., Epn;G), ..., By € H(Eg_1ym+1,---, Eni G) €

um operador multilinear simétrico C' € L("G; F') tais que
A=Co(By,...,B,) (5.3)
e, neste caso, escrevemos,

| All core = nf{||C|| - | Bl - - - | Br ||}

onde o fnfimo é tomado sobre todas as fatoragoes de A como em (5.3). Entao (P¥, || |lp»)

é um (Z7, %7)-ideal bilateral normado (Banach) de polinomios.

n!’

Teorema 5.2.10. Sejam X e Y classes de sequéncias multilinearmente estdveis tais que

X(K)" < Y(K) para todo n € N. Entdo (Px,y,| - |xiv2) € um (25, %) -ideal bilateral

n!?

de Banach de polinomios.
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Demonstragao. Do Teorema 5.1.7 sabemos que (Lx.y, ||| x;yv) ¢ um hiper-ideal de Banach

de operadores multilineares. Vejamos que esse hiper-ideal satisfaz a hipdtese da proposicao

anterior. Paraissosejam A € L(Fy,..., E,; F), m,r € N tais que mr = n, G um espago de
Banach, By € ,Cx;y(El, RN G), ..., B, € 'CX;Y(E(rfl)erla ey By G) eC e ;C(TG; F)
simétrica tais que A = C o (By,...,B,). Devemos provar que

A€ Ly By, Bny F) e [ Allxy < IO MBillxay - [1Brllxy

Dadas sequéncias (2%)%, € X(E), k=1,...,n, temos
mY\ oo r—1)m+1 ny\oo
(Bl(le‘a REEE ))j:la Sy (Br@- ot oo 7'rj))j:1 €Y(G)
e

1Br: X(Ey) x -+ x X(Eg) — Y(G)| = |Bil, .,
HBr: X(E(r—l)m+1) X oo x X(E,) — GH = HBTH

Da estabilidade multilinear de Y segue que

(A(zj,.... 2052 = (Co (By,...,B)(xj,....x}))
— (C(Bl(x;,...,xm),...,B,,(xg.’"—”m“,... :ﬂ‘))) € Y(F),

j
o que prova que A € Lx.y(FE1,..., E,; F) e, mais ainda,

1Al xy = [ A: X(Ey) x -+ x X(E,) — Y(F)]
=[[Co(By,.... B
=|Co(B,....B)|
<|IC:Y(G) — Y(E)| - |Bi]l - | B
= ICll - 1Bullxy - 1 Brllxav

Uma vez satisfeita a hipétese da Proposicao 5.2.9 o desejado segue desse resultado e
do Teorema 5.2.1. O

Com a estabilidade polinomial podemos ir um pouco mais longe.

Teorema 5.2.11. Sejam X eY classes de sequéncias com X polinomialmente estdvel e Y
multilinearmente estdvel tais que X (K)" < Y (K) para todon € N. Entao (Px.v, |||l x.v.1)

€ um (1, %T)Zozl-ideal bilateral de Banach de polinomios.



120 5. Hiper-ideais gerados por classes de sequéncias

Demonstracao. Pelo teorema anterior basta provar que a desigualdade de ideal bilateral
vale com constantes (1,%);0:1. Sejam m,n,r € N, P € Pxy("E; F), Q € P("G;E)
e R € P("F;H). Pelo Teorema 5.2.7 sabemos que ||P o Q|lxya1 < [|[Pllxva - ||Q™
Denotando R: Y (F) —s Y (H), [PoQ]™: X(G) — Y (F) e [RoPoQ]~: X(G) — Y (H),

temos [Ro P o Q™ = Ro [P oQ]~. Conforme visto na demonstracio do Teorema 5.2.1,

—_—

R= (R), e portanto da estabilidade multilinear de Y segue que
[RoPoQlxyn=|[RoPoQ]||=[Ro[PoQ]”|| <R[ [[P[xy,- QI
= | (®)| 175 1@ < 7] 1P - 1

. r’
= || R]| - 1Py - 1QI™ < MBI 1Py - QI

R

]

Como era de se esperar, a melhor informacao é obtida quando as duas classes de

sequéncias sao polinomialmente estaveis.

Teorema 5.2.12. Sejam X e Y classes de sequéncias polinomialmente estdveis tais que
X(K)* = Y(K) para todo n € N. Entdo (Px.y,| - |x:v:1) € um ideal bilateral de Banach

de polinomios.

Demonstracao. Pelo Teorema 5.2.10 basta provar que a desigualdade de ideal bilateral
vale com constantes iguais a 1. Sejam m,n,r € N, P € Pxy("E; F), Q € P("G;E) ¢
R e P("F; H). Temos |P|lxya = ||P: X(E) — Y(F)|| por definicio, [|Q: X(G) —
X(BE)|| = Q| e |R: Y(F) — Y(H)|| = ||R|| pela estabilidade polinomial das classes X
e Y. Portanto,

IR PoQlxyu=I[RePoQ™|=[lRoPoQ)|
< B[ -IPN" - RI™ = IR - [Py - QU™

m
Assim como fizemos no caso multilinear, mostraremos alguns exemplos de ideais de

polinémios que tém sido estudados e que, na verdade, sao hiper-ideais ou ideais bilaterais;

e também uma nova classe. Para evitar repeticoes, dessa vez seremos mais breves.
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Exemplos 5.2.13. Aplicando os teoremas provados nesta secao para classes de sequéncias
que vimos nos Exemplos 5.1.3 e 5.2.6 serem linearmente estaveis, multilinearmente estaveis

e polinomialmente estaveis, obtemos os seguintes exemplos:

(a) A classe Pyu (), () dos polindmios homogéneos absolutamente somantes ¢ um ( n? )Zo .
hiper-ideal de Banach de polinomios com a norma ||| x,y;1 e um (%7, 27 )n -ideal bilateral
de Banach de polinomios com a norma || - || x.y ;2

(b) A classe Pgw(.)w(.y dos polinomios homogéneos fracamente somantes é um (?TT)ZO .
hiper-ideal de Banach de polinémios com a norma ||| x,y;1 e um (%7, 27 ) -ideal bilateral

de Banach de polinomios com a norma || - || x.y ;2

(c) Para 1 < p < 2, a classe Py, ();raq() dos polinémios homogéneos de tipo p é um

(1,2 )n -ideal bilateral de Banach de polinémios com a norma |- || x;y;1 e um (%, % );’O:l_
ideal bilateral de Banach de polinomios com a norma || - || x.y ;2
(d) Para 2 < ¢ < 400, a classe Prad(),(-) dos polinomios homogéneos de cotipo ¢ é um

n TL
(”, ) ,-hiper-ideal de Banach de pohnomlos com anorma |||/ x.y;; e um ( SRECS ) -ideal
n n—= n: n:/n=

bilateral de Banach de polinomios com a norma || - || x.y 2.

(e) A classe PRrad(-);¢2( dos polinomios homogéneos Cohen quase somantes é (”n )OO -hiper-

ideal de Banach de polinémios com a norma || - || x,y;1 e um (%7, %7 )n -ideal bilateral de
Banach de polinémios com a norma || - || x.y 2.
(f) Para 1 < p < 400, a classe Py, (.4, .y dos polinomios associados ao multi-ideal Ly, ()., (.)

do Exemplo 5.1.16 é um (1 L )n 1deal bilateral de Banach de polinomios com a norma

|-l x:v1 € um (

n

n
ot ) -ideal bilateral de Banach de polindémios com a norma || - || x.y 2.

5.3 Comparacao com os ideais de composicao

Dadas classes de sequéncias linearmente estaveis X e Y, seja Il x,y a componente linear
do multi-ideal Lx,y, ou equivalentemente, do ideal de polinomios Px.y, isto é, [Ix,y é o
ideal de Banach dos operadores lineares u: £ — F tais que (u(z;))32, € Y(F) sempre
que (7;)52, € X(E).

Um dos objetivos deste capitulo foi obter condicoes sob as quais Lx.y é um hiper-ideal.
A questao é que ja é conhecido que, por ser um ideal de composicao, IIx.y o £ é um hiper-

ideal (Teorema 1.5.2). Assim, se fosse verdade que Lx,y = Ilx.y o £, ndo estarfamos
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construindo novos hiper-ideais, estarifamos apenas revisitando hiper-ideais conhecidos.
Veremos nesta secao que esse nao € o caso, e portanto os ideais Lx,y sao, de fato, hiper-

ideais que nao haviam sido estudados antes.

De acordo com o Teorema 5.1.7, Lx,y é um hiper-ideal se X for multilinearmente
estavel. E esse entao o caso que devemos tratar. Comecamos mostrando que, neste caso,

uma inclusao vale, com a respectiva desigualdade de normas.

Proposicao 5.3.1. Sejam X e Y classes de sequéncias com X multilinearmente estavel.

Entao llxy o LC Lxyy el [xy < [lnyyoz-
Demonstragao. Dado um operador A € Ilx.y o L(E,..., E,; F), existem um espago
de Banach G, um operador n-linear B € L(FE4,...,E,;G) e um operador linear u €

IIx,y(G; F) tais que A = wo B. Para todas sequéncias (2%)%, € X(E), k =1,...,n,
(B(z],...,2}))%2, € X(G) pois X é multilinearmente estdvel. E como u é (X;Y)-
somante,

(A(zj,...,20))52 = (u(B(zj,...,x}))52, € Y(F),

i illj=1 = FERRRREY

provando que A € Lx.y(F1, ..., E,; F). Além disso,

|Allxs = 1Al = sup{ | (A(}, ..., @) llvim = (25)52 € By, k= 1,...,n}
= sup{ || (w(B(zj,....20))% Iy : (xf);’il € Bxg,),k=1,...,n}
= sup{J (Bla ... ) lvee : (P52, € Bk = 1,....n}
< l[ullecxpv ey - sup{[[(B(j, - 255 | y g+ (25)520 € Bxqmy k=1,....n}

- sup { B (@32 32

= llullxsy - | B: X(B) x -+ x X(B) — X(G)|| = lull o - 1Bl

. (kY0 —

Tomando o infimo sobre todas as fatoragdes A = wo B com B € Ilx,y obtemos ||A]|x.y <
HA”HX;YOE' [

Mostraremos agora que, mesmo sendo X multilinearmente estdvel, pode-se ter IIx.y o

L # Lx.y, o que confirma que Ly, nao é um ideal de composicao.

Exemplo 5.3.2. Para p > 1, denotamos por II,, o ideal de Banach dos operadores lineares
absolutamente p-somantes, ou seja, operadores que transformam sequéncias fracamente
p-soméaveis em sequéncias absolutamente p-soméveis (veja [34]). Na nossa notacao, I, =

Hggz(.);gp(.). Mostremos que

ﬁg;;(.);gp(.) Z Hf}.ﬁj(');@p(-) oL = Hp oL. (54)
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Para isso seja F um espaco de Banach nao reflexivo, em particular £ tem dimensao

infinita. Tome ¢ € E*, ||¢|| = 1, e considere o operador bilinear continuo
A: ExXE— E | A(z,y) = ¢(z)y.

Por um lado, dadas sequeéncias (z;)52,, (y;)32, € €, (E), existe K > 0 tal que [|y;|| < K

para todo 7, pois toda sequéncia fracamente p-somavel é limitada. Assim,
ZIIA zj, Y|P = ZI@O )P -y [P < K7 - le ()P < K- S ZW ()]
= K - [[(z;)52.11%,, < 400,
mostrando que (A(z;,y;))32, € £,(E). Tsso prova que A € Lyw (), ()(*E; E).
Por outro lado, de [9, Proposition p. 461] sabemos que A néo é fracamente compacto,
ou seja, A ¢ Lyy(*E; E) =W o L(*E; E). Pela Proposicao 1.4.8 concluimos que a linea-
rizacao Ay, de A nao é fracamente compacta, e portanto nao é absolutamente p-somante

por [34, Theorem 2.17], isto é, Ay ¢ II, (E@WE; E) Aplicando a Proposicao 1.4.8 uma
vez mais segue que A ¢ 11,0 L(*F; E). Isso prova (5.4).

No caso p = 1 temos ({'(-) multilinearmente estavel e Lyw(.).¢, () 7 g ()0, (0L = I10L,

o que completa o contraexemplo.

Estabeleceremos agora a relagao do ideal de polinomios Px.y com o ideal de com-

posicao correspondente IIx.y o P.

Proposigao 5.3.3. Sejam X eY classes de sequéncias com X multilinearmente estavel.
Entao llx,y oP C Pxy e [[P|xyo < 2 ||Pltiy.yop para todo P € Ilx,y ("E; F). Além

disso, se X for polinomialmente estdvel, entdo ||Pl|y.yq < [Py op-

Demonstracao. Na cadeia de implicagoes

Pellyy oP("E;F) = P cllyy o L("E;F) = P € Lxy("E;F)
== P e PX;Y<E; F)7

a primeira implicagao segue da Proposicao 1.6.14, a segunda da Proposicao 5.3.1 e a
terceira do Teorema 5.2.1. Da definicao de ideal de composicao, existem um espacgo de
Banach G, um polinomio @ € P("E;G) e um operador linear u € IIx.y(G; F) tais que
P =wuo(@. Como Lxy é um hiper-ideal de Banach (Teorema 5.1.7), temos

. - - n'"
1Pl = [1Pllxy = luo Qllxy < llullxy - QI < — - ullxy - QI
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A desigualdade desejada segue tomando o infimo sobre todas as fatoragoes P = uo () com

u em HX;y.

Suponha agora que X seja polinomialmente estavel. Para toda fatoracao P = uwo Q)

com u em ITx.y,

I1Pllxva = [Pl = sup{[|(P(x;)3lvery © (27)32 € B}
= sup{|| (w(Q(z;)))5Z1llvr) : (z;)721 € Bxp)}
= sup{[|a((Q(z;))72)lyr) = (2;)721 € Bxm)}
< ||a||E(X(G);Y(F)) 'SUP{H(Q(%))?;J‘X(G) : (%‘)?L € BX(E)}

— Jlullxey - sup {H@ (320 * ()52 € BX<E>}

= llullx - || @: X(B) — X(@)|| = lullxar - QI

= —

Tomando o infimo sobre todas essas fatoracoes obtemos || P||x;y1 < || P|lry.yop- O

Terminamos o capitulo mostrando que, em geral, Px,y # Ilx,y o P, mesmo com X

multilinearmente estavel.

Exemplo 5.3.4. Sejam E, p > 1 e ¢ € E* como no Exemplo 5.3.2 e considere o polindomio

2-homogéneo continuo
P:E— E, P(x)=p(zr).
O mesmo argumento do Exemplo 5.3.2 mostra que P € P (), )(*E; E) ¢ P ¢ 11, 0
P(*E; F). Entao,
Pepy € Mepyn(y o P =1L o P
No caso p = 1 temos /{'(-) multilinearmente estavel e Ppw ()., () 7# Hpw ()i, o P =11 0 P,

completando o contraexemplo.
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