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Resumo

Paulo Cristiano Queiroz. Probabilidades de transicao e fundamentos de geometria
diferencial generalizada. Tese de Doutorado. Instituto de Matematica e Estatistica, Uni-
versidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2023.

Estudamos probabilidades de transicao de operadores generalizados como introduzido
por Colombeau e Gsponer e as associamos ao conceito de suporte para firmar este ultimo
como uma potente ferramenta para transportar informacoes para o ambiente classico quando
problemas de realidade fisica sao modelados no ambiente generalizado. Também analisamos
este problema sob o ponto de vista das fun¢oes quase periddicas de H. Bohr e desenvolvemos
ferramentas adequadas para o calculo do valor médio. Revisitamos exemplos da literatura e
exibimos os calculos. Isto pode contribuir com o estudo de probabilidades de transicao no
espago de Fock como originalmente abordado por estes autores. Construir ambientes que
possam lidar com singularidades e nao linearidades é fundamental para encontrar solugoes
de certas equacoes diferenciais. Em tais ambientes, infinitesimais e infinitos devem coexistir
e o colapso de seus encontros deve ser analisado por ferramentas apropriadas. Nesse sentido,
mostramos que uma variedade Riemanniana M pode ser discretamente mergulhada em uma
variedade generalizada M™*, nesta tltima existem infinitesimais, sua estrutura subjacente
contém infinitos, singularidades desaparecem, produto de distribui¢oes faz sentido e proble-
mas em M podem ser levantados para M*. Tudo isto é feito no intitulado ambiente full,
0 que nos permitiu uma conexao a uma teoria global existente apresentando um teorema
de mergulho de K-algebras & : G(M) — C®(M*, ]lN%f) Também provamos um teorema de
ponto fixo que pode ser usado neste contexto. Estabelecemos assim os fundamentos de uma
geometria diferencial generalizada muito similar a teoria classica. Nossa teoria nos permite
definir o espago-tempo generalizado e usa-lo para sugerir explicagoes para fendmenos no
espago-tempo classico. Por fim, construimos exemplos de agdes parciais de grupos no anel
dos niimeros generalizados R como um ensaio para estabelecer um ponto de partida desta

teoria para os chamados conjuntos internos fortes.

Palavras-chave: Operadores generalizados, Probabilidades de transi¢ao, Suporte, Fungoes

quase periodicas, Geometria diferencial generalizada, A¢oes parciais.
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Abstract

Paulo Cristiano Queiroz. Transition probabilities and foundations of generalized
differential geometry. Ph.D. thesis. Institute of Mathematics and Statistics, University
of Sao Paulo, Sao Paulo, 2023.

We studied transition probabilities of generalized operators as introduced by Colombeau
and Gsponer and associated them with the concept of support to establish the latter as
a powerful tool for carrying information to the classical setting when problems of physical
reality are modeled in the generalized environment. We also analyzed this problem from
the perspective of H. Bohr’s almost periodic functions and developed suitable tools for cal-
culating the mean value. We revisited examples from the literature and demonstrated the
calculations. This can contribute to the study of transition probabilities in Fock space as
originally approached by these authors. Constructing environments that can handle singu-
larities and non-linearities is crucial for finding solutions to certain differential equations. In
such environments, infinitesimals and infinities must coexist, and the collapse of their en-
counters must be analyzed using appropriate tools. In this sense, we show that a Riemannian
manifold M can be discretely embedded in a generalized manifold M*, in which infinitesi-
mals exist, its underlying structure contains infinities, singularities vanish, the product of
distributions makes sense, and problems in M can be lifted to M*. All of this is done in the
so-called full environment, which allowed us to establish a connection to an existing global
theory by presenting a embedding theorem of K-algebras « : Q(M ) — C®(M *,@f). We
also proved a fixed-point theorem that can be used in this context. Thus, we established the
foundations of a generalized differential geometry that is very similar to the classical theory.
Our theory allows us to define the generalized space-time and use it to suggest explanations
for phenomena in classical space-time. Finally, we constructed examples of partial actions
of groups on the ring of generalized numbers R as an attempt to establish a starting point

for this theory concerning the so-called strongly internal sets.

Keywords: Generalized operators, Transition probabilities, Support, Almost periodic func-

tions, Generalized differential geometry, Partial actions.
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Introducao

E apropriado comecar apresentando a algebra das funcoes generalizadas de Colombeau
como um conjunto que contém o espaco das distribuigoes, e que por ser uma algebra permite
um produto entre elas. A principio, isto nos leva a um intrigante desconforto devido ao afa-
mado Teorema da Impossibilidade de Schwartz [Sch54], publicado por L. Schwartz em 1954,
e que trata da impossibilidade de se multiplicar distribuicoes nas condi¢oes minimas que
devemos esperar de uma boa operacao produto, mas tal incomodo jé esta muito bem escla-
recido nas referéncias [Kun96|,|CGO8|, [ACCT15], [JFACT17], |Gsp08], [Col07a] e [ACCJ16].
Em seu trabalho, Schwartz lista propriedades que um bom produto de distribui¢oes deve
satisfazer, assume a existéncia e chega a uma contradicio. E uma prova relativamente sim-
ples, mas muito importante, pois apontava para o fato de que as distribuigoes [Sch66], que ja
eram uma potente ferramenta para lidar com EDO’s lineares, veja [Ehr55], [Ehr54], [Mal56],
[Mal53], [Mal54] e [Lew57|, ndo tinham o mesmo poder com as EDO’s nao-lineares. Isto
mais tarde, mostrou-se ser um grande equivoco. O teorema afirma que nao pode existir uma

algebra (A(R), +,0) comutativa e associativa onde:
1. D'(R) esté linearmente mergulhado em A(R) e f =1 é a unidade em A(R);
2. existe um operador de derivagao 0 em A(R) que é linear e satisfaz a regra de Leibniz;
3. a restrigao de 0 a D'(R) coincide com a derivagao usual;
4. arestri¢ao de o a C'(R) x C(R) coincide com o produto pontual de fungoes.

Este teorema foi por anos mal interpretado, talvez pela escolha inadequada de seu nome,
ou por outro motivo que desconhecemos, a questao é que ele mostrava apenas que nao se
pode combinar, sem algum controle ou restrigoes, a diferenciacao, o produto de funcoes
continuas e objetos irregulares da fisica como a funcao de Heaviside e a Delta de Dirac.

Uma algebra satisfazendo 2 é chamada uma &lgebra diferencial. Assim, o teorema nos
diz que nao pode haver uma algebra associativa, comutativa e diferencial contendo o es-
paco das distribuigoes e preservando o produto de fungoes continuas. O mesmo continua
valido se substituirmos C'(R) por C*¥(R) em 4. Contudo, pode-se preservar o produto das
fungoes C°(R) e isto foi mostrado originalmente pelo matematico francés Jean Frangois
Colombeau, [Col83], [Col84] e [Col85|. Uma algebra satisfazendo as propriedades acima,

substituindo C'(R) por C*(R) em 4, é extremamente rica em informagoes e propriedades,



2 Introducao

e extrapolam pelos motivos 6bvios as limitacoes do ambiente linear D’. E esta a algebra G
das fungoes generalizadas de Colombeau, [Col90], [Col13], [Col92], [AB91], [Bia06], [Chi99],
[Ego90],|GFKS01], [AFJ06], [AFJ09], [AJOS08], [AGJ13], [AFJ05], [OK99] e [Sca00].

Ainda sem o uso do rigor, vamos agora para uma descricao mais fisica de G e também
bastante apropriada para os fins deste trabalho. Este ponto de vista é devido a Colombeau
e colaboradores [JFACT17].

Considere as duas igualdades abaixo onde H denota a func¢ao de Heaviside, a saber,

H(z)=0sex <0, H(z) =1sexz>0e H(0) ndo é especificado. A primeira

Jtr@ - Bl =0, ¥ v e D), g
e a segunda
/ (H(x) — H(2))H' (¢)dz — _%. 2)

A equagdo 1 é intuitiva se considerarmos H?(0) — H(0) limitado. Quanto a equagao 2, lembre
que para a fisica, a funcao de Heaviside é a idealizacao de uma funcao suave que salta de 0

para 1 em um intervalo muito pequeno ao redor de 0. Portanto naturalmente esta integral

H3 H2 +o0o
éigual a [ — — —
3 2

—00
valham 1 e 2, pela idealizacao de H, tal ambiente é necessario para a fisica. Agora note que

1
que por sua vez € igual a 5 Considere um ambiente em que

1 nos fornece H? — H = 0, isto ¢ um resultado basico em teoria de distribuigoes (¢ a anélise
classica), enquanto que 2 nos fornece H?> — H # 0. Esta contradigao pode prontamente ser
justificada pelo resultado de Schwartz uma vez que 2 trata da integral de um produto de
distribuigoes, lembre aqui que § = H’, onde ¢ é a fun¢ao delta de Dirac, veja [DK]. Mas como
ja foi dito, um ambiente em que 1 e 2 sejam compativeis é importante se quisermos observar
alguma realidade fisica. Nesse sentido, o caminho para se atingir esta compatibilidade é um
ambiente matematico contendo o espaco das distribuicoes de modo que H? — H nao seja
zero, mas sim uma quantidade infinitesimal diferente de zero. Se A ¢é este ambiente, i.e.,
se A é uma algebra diferencial hipotética, no sentido de ser similar a algebra de fungoes
C*, contendo uma integracao e o espago das distribuigdes D'(R), entdo em A nao vale um

resultado bésico da teoria de distribui¢oes que nos fornece 1, isto é, em A

/F¢dx:0 Ve DR)#A F =0,

R

(ndo é mais a anélise classica). Em contrapartida, se denotarmos a propriedade “F é uma
quantidade infinitesimal diferente de 0” por F' =~ 0, a relacao ~ ainda permite o desenvol-
vimento de um célculo similar ao classico, com duras perdas de propriedades em relacao a

este ultimo, como a compatilidade com o produto, veja [Kun96|, mas sem comprometer a



realidade fisica, como j& constatado em muitas pesquisas, veja por exemplo [BO92|. Esta
algebra diferencial hipotética A a qual nos referimos é ainda a algebra das fungoes genera-
lizadas de Colombeau. A equivaléncia “~” em G é chamada associacao e serd definida sem
surpresas adiante. Vale observar que é preciso atencao ao manipular as equivaléncias “=" e
“a" nos calculos, pode ser tentador utilizar “=" quando na verdade deve-se utilizar “~”, veja
[ACCT15] para um exemplo simples. Um ponto positivo é que a élgebra classica de fungoes
C> é uma subélgebra diferencial fiel de G o que torna estas funcoes relativamente mais
simples de serem manipuladas, veja [Kun96| Proposi¢ao 1.2.12. Encerramos este paragrafo
observando que ha também um célculo diferencial e newtoniano em G desenvolvido por Ara-
gona, Fernandez e Juriaans em [AFJ05], o qual resgata a percepgao de derivada como uma
variagao. Para entender isto, veja a Definicao 3 e note que ao declarar que todas as distri-
buigoes sao diferencidveis, usando para isto a estrutura diferenciavel do espaco das fungoes
C* com suporte compacto, Schwartz parece abrir mao da derivacao newtoniana, isto é, da
ideia de derivada como uma taxa de variacdo, mas tal intuicdo ¢ outro equivoco. E claro que
a percepcao de derivagao das distribuigdes obtida por Schwartz é visionaria e nao cabem
contestacoes, o que Aragona e seus colaboradores fizeram foi perceber que havia sim em
G, e consequentemente em D', uma extensao direta do calculo newtoniano ao considerar as
variacoes em G em nivel infinitesimal, note por esta perspectiva que G alcanca infinitos e infi-
nitesimais, e veja em [AFJ05] as Defini¢oes 2.2 € 2.7 e o Teorema 4.1. Mais recentemente, em
[JO22|, Jurians e Oliveira apresentam mais uma poderosa ferramenta deste calculo, a saber,
um teorema de ponto fixo intrinseco ao ambiente generalizado, eles também observam que
a associacao é mais que um conceito algébrico, é também um conceito topolégico, e que da
mesma forma como visualizamos os conjuntos classicos, a saber, mergulhados discretamente
em ambientes generalizados, temos também D’ discreto em G, e por tltimo, exibem uma
proposta de geometria diferencial generalizada (local), como extensao deste calculo, e com
a mesma naturalidade em que a geometria diferencial classica nasce do calculo diferencial
newtoniano.

Estamos agora prontos para descrever do que se trata e também de apresentar a estrutura
linear deste trabalho.

Neste ponto, nao é mais novidade para o leitor que a algebra das funcoes generalizadas
G(£2) contém o espago das distribuigoes D’(€2) e por isto contém também objetos irregu-
lares da fisica identificados classicamente com distribuigoes. Nesta algebra temos calculos
nao lineares, antes nao permitidos, mas agora aceitaveis aos olhos do rigor matemaético. O
proximo passo natural, parece ser uma verificacao dos modelos fisicos nesse novo ambiente,
veja por exemplo as referéncias [Gsp08| e [GKOS13]. Dentre as interpretagoes dos conceitos
de associacao e suporte de um objeto generalizado, onde este tltimo trata-se de uma gene-
ralizacao do primeiro, o qual também definiremos adiante, os destacamos aqui como uma
forma de transferir informagoes do ambiente generalizado para o classico. Nesse sentido, se
f € G é solucao de uma e.d.o., entao as fungoes classicas do suporte de f devem conter as

informagoes de alguma interpretacao dessa equacao para a realidade fisica. Note que mesmo



4 Introducao

uma igualdade trivial da fisica como H? = H & falsa no ambiente generalizado, e que a asso-
ciacao é a relacao de equivaléncia que nos fornece H? ~ H. Apesar disso, veremos que existe
a dependéncia de molifiers nos elementos de G vindos de distribuigoes, e em particular, nos
objetos fisicos que mencionamos, o que pode nos levar a alguma divergéncia em interpreta-
¢oes. Nesse sentido, J. F. Colombeau, A. Gsponer, B. Perrot e outros colaboradores [CGP0§|,
[JEACT17], [CGO8], [ACCT15], [Col07b], mostram em um modelo em QFT que os calculos de
Heisenberg-Pauli fazem sentido matematicamente usando a teoria de funcoes generalizadas.
Estes autores apontam vérios problemas técnicos, visivelmente dificeis de serem contornados
ao se usar fungoes generalizadas em QFT, como por exemplo, o de lidar com objetos gene-
ralizados cujos valores sao operadores ilimitados no espaco de Fock [F, um espaco de Hilbert
de dimensao infinita comumente usado em QFT. Mas em seu trabalho, Colombeau e A.
Gsponer [CGO8| reinterpretam este problema em uma algebra de operadores generalizados
limitados definidos em um subespago D denso em [, tal interpretacao é bastante proxima
da situagao real, veja Defini¢ao 32. Os autores deixam claro também que, devido as dificul-
dades mencionadas, nao é o objetivo fazer interpretagoes fisicas sobre o modelo estudado,
algo que consideram precipitado, mas se dispoem apenas a dar um sentido matemaético aos
calculos de Heisenberg-Pauli como um ponto de partida para melhorias, ja que estes apre-
sentam produto, integral e exponencial de produtos de distribui¢oes em seus operadores. Os
mesmos deixam claro também que ha problemas pendentes a resolver antes de chegar a uma
abordagem mais abrangente sobre este modelo, e que outros trabalhos devem surgir para
contribuir com esta pesquisa, veja os comentérios finais em [CGP08|. O trabalho foi portanto
reescrever os operadores no sentido generalizado e apresentar uma proposta para calcular
probabilidades de transi¢ao, i.e., a probabilidade de um estado inicial ®; se transformar apos
a interagao em um estado final ®5, considerando a probabilidade de transicao generalizada,
a qual é naturalmente obtida ao se considerar os operadores generalizados. Vale ressaltar que
testes numéricos foram realizados obtendo resultados satisfatorios. Ainda que tenham sido
considerados apenas casos similares e mais simples, este trabalho esclarece a possibilidade
de extender os calculos para QFT. Esclarecemos contudo, que ainda nao é isso que fazemos
aqui, mas é a partir desta proposta, a qual concordamos, que damos nossa contribuicao,
isto é, também nao tratamos de interpretacoes fisicas, mas sim da proposta de calcular a
probabilidade de transi¢ao fazendo uso de uma nova ferramenta do ambiente generalizado,
a saber, o conceito de suporte que surge em [JO22], e resultados classicos de variagdo es-
pectral [HW53|, [BE94|. Apresentamos também resultados sobre fungoes quase periddicas
[Boh18], [BB54], os quais sao reinterpretagoes de resultados classicos, mas agora com uma
configuragao compativel com o ambiente generalizado. Estes resultados contribuiram e sao
condizentes com as probabilidades de transicao obtidas. Veremos isto apresentando um link
entre probabilidades de transicao e o valor médio de fungoes quase periddicas. Apresentamos
também nesse sentido um conceito de fungao quase periddica generalizada.

Como esclareceremos em secao oportuna, a algebra full das fungoes generalizadas de Co-

lombeau G(£2), uma abordagem mais ampla e elegante formalizada por Aragona e Biagioni



[AB91], deixa de depender de mollifiers no que diz respeito ao mergulho das distribuigdes
D" em Gy ao transportar as propriedades outrora obtidas por essas fungdes ao conjunto Ay
que indexa as redes representantes dos elementos de G;. Além disso, Gy pode ser definida
para qualquer espaco normado suave E, tem um mergulho canonico de D’ e contém a &l-
gebra simplificada de Colombeau G. Devido a essas propriedades é costumeiro encarar a
dificuldade técnica do conjunto de indices Aj e obter em Gy uma extensao de resultados ja
provados para G, tornando-os mais fortes. Isto ja nos motiva a apresentar uma prova, no
ambiente generalizado full, do teorema do ponto fixo provado por Juriaans e Oliveira. Para
isso fizemos uso das extensoes da topologia e do célculo em Gy apresentadas em [AFJ06]
[CGdS17].

A geometria diferencial generalizada traz a vantagem de poder tratar com rigor equagoes
diferenciais em variedades que envolvem singularidades e nao linearidades em seus dados, e
em particular, produtos de distribui¢oes, veja um exemplo desta natureza em [KS99|. Muitas
vezes, para lidar com estas especificidades é necessario considerar infinitesimais e infinitos,
isto é, considerar estruturas subjacentes nas quais estes objetos coexistam. O anel dos niime-
ros generalizados R é apropriado para este proposito. Com esta motivacio, Aragona et.al.
[AFJ05|, apresentam uma definicdo de variedade cuja estrutura padrdo é R e nao R e a
chamam de G-variedade ou variedade generalizada. E claro que ferramentas matemaéticas
que sirvam como transporte de solucoes de equacoes neste ambiente para o classico preci-
sam ser estabelecidas, e para isto o conceito de suporte é adequado. Para dar continuidade
a este estudo e estabelecer os fundamentos desta geometria, construimos a partir de uma
variedade Riemanniana cléssica M, uma variedade generalizada M*, que contém M mergu-
lhada discretamente, e de modo que problemas em M possam ser levantados para M*. Aqui,
tratamos desta proposta no ambiente full pelos motivos ja especificados e para apresentar
uma abordagem alternativa e aproximada da teoria global encontrada na literatura, veja
[CM94, GKSV02, GKSV12, KS02, MR99]. Unimos essas teorias apresentando uma extensao
do teorema do mergulho encontrado em [AFJ05].

Por ultimo, daremos exemplos de agbes parciais [Exe94, Exe98, Exel7, DE05, M.11,
Aba03, CF09, CFM16, CM21, Batl7|, um tipo de generalizacao da teoria de agao global
de grupos, considerando as estruturas algébricas e topolégicas do conjunto R. O produto
final do que iniciamos aqui, que ainda nao sabemos se a curto, médio ou longo prazo, sera
o desenvolvimento de uma teoria de acoes parciais intrinseca ao ambiente generalizado, sera
o ponto de partida. Acreditamos que pesquisas nesse sentido possam enriquecer ainda mais
a estrutura de K.

Este texto se organiza como segue. No primeiro capitulo tratamos dos conceitos basicos,
definiremos as algebras simplificada e full de Colombeau, traremos um resumo da topologia,
do célculo, da estrutura algébrica necessaria e do modelo que inspirou nossos primeiros re-

sultados. No segundo apresentamos nossos principais resultados, provaremos principalmente:

Teorema [Aproximacgao Espectral] Sejam T = (7.) : Gy — Gy um operador linear ba-



6 Introdugao

sico tal que cada T; é um operador linear auto-adjunto e Hilbert-Schmidt e Ty € supp(T') na
norma de Hilbert-Schmidst. Se {£™, ¢S, ...} e {t1,ts, ...} sdo enumeracdes dos autovalores
de T;, e Ty onde (g,), é tal que T., — Ty entao existe uma sequéncia (m,), de permutagoes

de N tal que tf:?(i) — t; para cada i € N.

Teorema [Existéncia de Probabilidade de Transicao Generalizada] Seja T' = (7;). €

B(Gy) um operador linear basico tal que cada operador T. ¢ auto-adjunto. Entao supp(v(T)) =
{v(To) = To € supp(T)}.

Teorema [Valor Médio de Fungoes Quase Periddicas] Seja f uma fun¢ao quase perio-
dica, v > 0, e A : [0,1] — [0, 00| uma fun¢ao continua com A(0) = 0, e seja v sua inversa.

Suponha que v € C*([0, A(1)]), com k > 2, e que v nao seja uma fun¢ao nula. Entao, temos

), 1]
1fiyd;v: lim — f<—)d€.

x n—01) A(e)
0

M) = w17
T

Em particular, v(f o 1) = M(f).

Teorema [Ponto Fixo| Sejam 2 C R", A = [(A,),] C B.(0) NGf(2), r < 2, um conjunto
interno e 7' : A — A uma aplicagao com representante (7, : A, — Ay)pcao(n)- Se existe
k= [(k,),] € N tal que cada T5? 6 uma A-contragao entdo T* é bem definida, continua e

tem um unico ponto fixo fy € A.

Teorema [Down Sequencing Argument on Full] Seja f € G¢(Q) com Q C R™
Se f e W) ,.[0] comr > 0epy € N*entao f € WJg?J[O] onde s = 47"roly isto ¢,
wo._[0] ¢ wilo).

Teorema [do Mergulho para Variedades| Seja M uma variedade Riemanniana orien-
tavel n-dimensional. Existe uma Gy-variedade n-dimensional M* e um monomorfismo de
algebras

K G(M) — C°(M*, Ry)

que comuta com a derivacdo. Além disso, ssupp(M*) = M e equacoes cujos dados tem sin-
gularidades ou nao linearidades definidas em M sao naturalmente extendidas para equagoes
em M* onde esses dados se tornam fungoes C*°.

E por fim, no terceiro capitulo, estudamos agoes parciais como descritas anteriormente.

Outras descrigoes podem ser encontradas no inicio de cada segao.



Algebras de funcoes generalizadas

Algebras simplificada e full de Colombeau

Depois destas, um tanto coloquiais, formas de enxergar G, podemos partir para uma
apresentacao mais formal desta algebra, até chegarmos a uma definicao rigorosa em suas
duas principais abordagens, simplificada e full. Traremos também propriedades e exemplos.
Comecaremos com um resumo sobre as distribui¢oes e neste ponto ainda nao abriremos mao

de alguns aspectos historicos.

Distribuicoes

Em meados da década de 1940 Schwartz formaliza a teoria das distribuicoes, possivel-
mente criadas para manipular singularidades provenientes da fisica, entre as quais vamos

destacar a funcao delta de Dirac em zy € R, definida pelas propriedades

5(x—m0):{ o0 se T =X

0 se x# xg,

/Ré(x)dx =1

e a funcao de Heaviside em z( definida por

0 se x<uxg
H(x—z9) =1 7 se x=umx

1 se x> x.

E comum tomar zy = 0 sem fazer referéncia a este ponto. Estes objetos mateméaticos sio
apropriados para descrever modelos fisicos, por exemplo, a delta de Dirac pode ser util para
tratar de fungoes de densidade de massa concentrada unitéria, isto é, nulas em quase todos
os pontos com excecao de um, onde vale infinito, e com integrais volumétricas iguais a 1,
enquanto que Heaviside é uma idealizacao de uma funcao suave que salta de 0 para 1 em um
intervalo de tempo muito pequeno ao redor de um ponto. Estes objetos recebem o mesmo
tratamento dado as fungoes C'>° mas note que a funcao de Heaviside nao é continua aos olhos

do rigor matemético, e note também que, do ponto de vista da teoria de Lebesgue, a delta
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de Dirac nao poderia ser nula em quase todo ponto e ter integral igual a 1. Nesse sentido,
do ponto de vista do rigor, estas func¢oes necessitavam de algum processo de regularizacao,
o que foi feito por Schwartz ao definir o espago D’ das distribuigbes e visualiza-las como
elementos de D’. Este novo olhar ndo privava estes objetos de suas propriedades fisicas e eram
aceitaveis. A criacao e formalizacao de algo tao inovador rendeu a Schwartz a prestigiada
medalha Fields em 1950. Além da sequencial, uma defini¢ao de distribuigdo mais comum na

literatura é a seguinte.

Definigao 1 (Distribuigoes). Considere 2 C R™ um conjunto aberto. Uma distribuicdo é
um elemento de D'(Q)), o espago vetorial de todos os funcionais lineares continuos de D(S)

com valores em C, onde D(2) € o espago de todas as fungoes C*°(2) com suporte compacto.

A notagao C2°(2) para o espago D(2) é comum na literatura, mas achamos esta tultima
mais adequada pelos motivos 6bvios. A continuidade na definicdo acima é sequencial, i.e.,
se u € D'(Q) entdao lim u(¢,) = u(¢) sempre que ¢, — ¢ em D(Q2). Podemos também
considerar o seguinten;éosoultado equivalente. Para uma demonstracdo consulte [DK]|, Lema
3.7. Também nesta referéncia, pode-se encontrar as definicoes de suporte de uma funcao e
convergéncia em D(€)), bem como familiarizar-se com a notagao de derivagdo multi-indice
0%. Conceitos mais simples como estes serao omitidos aqui afim de tornar esta leitura mais

direta. A norma || - ||cx em D(Q2), definida por

llex = sup  |9%¢(z)|

z€Q,|a|<k

¢ chamada norma C* . A menos que se mencione o contrario, {2 sempre denotara um aberto

do espago R™.

Proposicao 1. Um funcional linear v definido em D(S2) € continuo se, e somente se, para
cada compacto K de Q) existe uma constante ¢ > 0 e uma ordem de derivagao k € NU {0}

tal que

u(@)] < dll¢llcr, Vo € D(K).

Para ter exemplos, nos referimos ao Teorema 3.4 e Lema 3.5 em [DK]. O primeiro afirma
que se f é uma funcao localmente integravel em (2, entao a fungao testf, definida em D((2)
por (testf)(¢) = [, f(x)p(x)dx é uma distribuicdo em Q. Nesse sentido, para Schwartz, a

funcao

H:DQ) —C

¢ — | o(x)dx
Ry
deve agora ser a forma de olharmos para a funcao de Heaviside, ou seja, um objeto mate-
maético regularizado. Trataremos da deriva¢ao mais adiante. E o segundo, afirma que D'(£2)

contém uma copia do espaco linear de todas as fung¢oes continuas de €2, o qual denota-se



C(Q), via a aplicagao f — testf, i.e., esta aplicagao é linear e injetiva de C'(Q2) em D'(£2).
Por vezes, vamos nos referir a este tipo fungao como um mergulho, que por sua vez sao de
importancia vital para esta teoria e merecem atencao.

Este é um bom ponto para observar que a fun¢ao delta de Dirac, como distribuigao, é

definida por

d:D(2) —C
¢ — ¢(0).

A nogao de convergéncia em D'() se da da seguinte forma.

Definicao 2. Seja (u;)jen uma sequéncia em D'(S2). Dizemos que u € D'(S2) € o limite de

(uj), e escrevemos u; — u, se u;(¢) — u(¢), V ¢ € D().

Note que esta é uma convergéncia fraca. E um resultado classico na teoria das distri-
buigdes que se (u;) ey € uma sequéncia em D'(§2) tal que para cada ¢ € D(Q2) a sequéncia
(uj(¢))jen € convergente em C entdo a aplicagdo ¢ +— limu;(¢) de D(Q) em C define
um elemento em D'(Q). Além disso, se ¢ € D(R") é tal que [¢(z)dx = 1 e definirmos
b (z) = e "p(e'x), entdao ¢. — § em D'(R") quando € — 0, i.e., test ¢. — §. A rede (¢.).
é chamada rede delta e desempenha um importante papel em teoria de distribuicoes. Veja

as notas de aula [Cor99| para os detalhes.

Definicao 3 (Derivada distribucional). Seja u € D'(§2). Entao a derivada distribucional de

u com respeito a j-ésima varidvel € definida por
oju(¢p) = —u(0;0), ¢€DQ)el<j<n.
Mais geralmente, se o € Ny € um multi-indice, entao

0*u(¢) = (—1)"“lu(9%9).

Podemos as vezes nos referir a esta derivada como derivada de Schwartz. E facil ver que
se f é continuamente diferenciavel entao 0;(test f) = test (0;f). Um outro exemplo é que a

derivada distribucional da funcao de Heaviside é a fun¢ao delta de Dirac, como segue.

Exemplo 1. Para toda ¢ € D(R), tem-se H'(¢) = —H(¢') = — fR+ ¢ (x)dx = ¢(0) = §(9).
Uma operagao pertinente envolvendo distribuicoes e fungoes é apresentada agora.

Definigao 4 (Convolugao de distribui¢ao com fungao). O produto de convolugdao, ou sim-

plesmente convolugao, de u € D'(R™) por ¢ € D(R™) é a fungao definida por

(u*¢)(z) =u(T,0S¢), xeR"
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onde Ty, e S sao respectivamente a translagao e a reflexao definidas por T, (p)(y) = o(y —x)

e S(¢)(y) = e(—y) com v uma fungio em R™ e y € R™.

Note que estamos considerando {2 = R", isto se deve as dificuldades geradas pela transla-
¢ao. As propriedades da derivada distribucional e mais geralmente das distribui¢coes podem
ser encontradas em qualquer literatura sobre o tema, veja por exemplo em |[DK]|, Teorema
11.2, que ela comuta com a convolugao. Poderiamos facilmente dedicar muitas paginas desse
estudo a teoria das distribui¢oes, mas nao é essa a nossa intencao, sugerimos ao leitor que

consulte as duas referéncias que citamos nesta secao para mais detalhes.

Algebra simplificada

Nao demorou para a teoria de Schwartz, resumida na se¢ao anterior, ganhar notoriedade.
Entre suas consequéncias, podemos destacar o teorema de Malgrange-Ehrenpreis, o qual
nos diz que toda equagao diferencial parcial linear com coeficientes constantes tem solugao
distribucional. Esta solucao nao é tnica e o analogo para coeficientes polinomiais é falso,
veja o contra-exemplo de Lewy [Lew57]. Isto nos inclina a perceber a utilidade da teoria das
distribuicoes para as EDP’s lineares. Mas foi o teorema da impossibilidade de Schwartz que
trouxe a tona o desafio de criar uma estrutura que tratasse também do ambiente néo linear. E
importante destacar também, que em paralelo, a fisica quantica de campos de Dirac, Plank,
Heisenberg, Schrondinger, Pauli, entre outros, estava em ascensao e envolviam objetos nao
regulares (delta de Dirac, Heaviside) que eram multiplicados, integrados e exponenciados.

Agora, seja 2 C R™ um subconjunto aberto. A definicao sequencial do espaco vetorial

das distribui¢oes em €2 é o espaco quociente D'(2) := R/S, onde

R:={(f.)eer : V¢ € D(Q) liir(l)/fg(x)w(m)dx existe}
0

S = {(fer € R ¥ € D) liny [ L(a)ila)do = 0),

veja [AMMST73]. Temos que S é subespago vetorial de R, o qual é formado por redes de
fungoes C*°(€2) indexadas em um intervalo I C R que deve ter 0 como ponto de acumulagao
a esquerda. As operacoes algébricas sao definidas pontualmente nos representantes e sao
compativeis com o quociente. Podemos entao introduzir um produto de distribui¢oes em
D'(€2) definindo uma &lgebra diferencial A contendo R e um ideal diferencial J de A de
modo que J C S C R C A e exista um mergulho D'(Q) < A/J. E nesse sentido, que
vamos agora definir a algebra simplificada das fungoes generalizadas de Colombeau em 2,
a qual denotaremos por G(f2), como uma é&lgebra diferencial que contém uma cépia do

espago das distribuigoes e satisfaz as condigoes discutidas em nossa introducgao. Considere

ol L .
— a derivagao multi-indice, onde o = (aq,...,ap) € Np.

)

Tn
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Definigao 5 (Algebra Simplificada de Colombeau). Seja I = (0,1]. Entdo
G(Q) = AQ)/ J (Q) onde

AQ) = {(f)ecr € (C®)Y : VK CcCcQ, VD, 3N >0, Anel, de modo que

sup |[Df.(z)] = O(™), e <n}

rzeK

TJ(Q) = {(f)ecs €(C®): YK CCQ, VD, Vq>0, 3ncl, demodo que

sup |Df.(z)| = O(e?), € < n}.

zeK

As operacoes sao feitas a nivel de representantes e compativeis com o quociente. As redes
em A sdo chamadas moderadas e as redes em .J s@o chamadas nulas. O modus operandi para
se chegar a estrutura da algebra diferencial A, do ideal J e ao mergulho D'(§2) — A/J esté
muito bem detalhado em [Kun96| e nao é nossa intengao replica-lo. Contudo, é conveniente

destacar:
Teorema 1 (Mergulho de D'(Q2) em G(Q2)). A aplicacdo i : D'(Q) — G(R2), definida por

i(w) = ij((%\jw) % pe))eer + T () € um mergulho.
j=1

O leitor interessado pode consultar a prova deste teorema em [Kun96|, Teorema 1.2.10.
Nesta referéncia, os conjuntos de redes moderadas e nulas sao denotados respectivamente por
En(Q) e N(9). Este mergulho depende de uma fungao fixada p € S(R") (espago de Schwartz)
tal que [ p(x)dz =1e [2*p(z)dz = 0 para todo multi-indice & € Ny com ordem |a| > 1, p
¢ chamada uma mollifier e (p). € sua rede delta. Ja {x;,j € N} e (¢,), s@o respectivamente
uma parti¢do da unidade subordinada a uma cobertura aberta (£2))xea de 2 e uma familia
de elementos de D(£2) com ¥, = 1 em alguma vizinhanca de Q. Este mergulho nio depende
da escolha destes elementos, confira Proposi¢ao 1.2.14. O mergulho de &£'(2), o espago das
distribui¢oes com suporte compacto, em G(£2), é candnico e se dd apenas por convolugao
com a rede delta obtida da mollifier, o mesmo vale para D’(R™), confira as proposigoes 1.2.1
e 1.2.6. Também é canoénico o mergulho de C*(Q) e se da por f — (f). + N(Q), veja a
Proposigao 1.2.12. Observe que isto faz de C'*°(2) uma subalgebra fiel de G(£2), ou de forma
mais grosseira, que o ambiente generalizado acolhe as fungoes suaves sem fazer alteragoes
em sua estrutura. Com isto, ja temos exemplos simples de fungoes generalizadas. Para uma

visualizacao mais ampla destas fungoes, considere os exemplos:

Exemplo 2 (Mergulho de 6 e H em G(R)). Uma vez que 6 tem suporte compacto, tem-se
i(6) = (0 % p)e + N(R) = (p:): + N(R).

O mergulho de fungoes L}, polinomialmente limitadas é andlogo, veja Proposi¢io 1.2.17, e
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portanto

T

i(H) = ((H*pe)(x)- + N (R) = (/0+oo pe@—y)d?/)jN(R) N (/

—0o0

pe(y)dy) +N(R).

Estas i1gualdades sequem direto da Defini¢ao 4.

O primeiro passo que se da ao estudar fungoes é estabelecer a no¢ao de valor pontual, com
esse proposito em mente, considere primeiro o importante conceito de nimero no ambiente

generalizado.

Definicao 6 (Numeros generalizados). O anel dos nimeros generalizados € o quociente
K :=&/N, onde

€= {(r)ecr €K': 3peN, 3> 0, satisfazendo |r.| = O(7), V & <}

N :={(rd)cer €K' : VqeN, 39 >0, satisfazendo |r.| = O(?), ¥ € < n}.

Aqui, K = R ou C e |r.] = O(g9) significa que 3 C' > 0 tal que |r.| < Ce? Note a
compatibilidade da estrutura de K com a de G. Trés observacoes importantes que se pode
fazer sobre K é que ele nao é um corpo, que contém K canonicamente mergulhado pela

aplicacdo r € K «— [(1).] € K e que as operagdes sdo feitas naturalmente nos representantes.

Definicao 7 (Valor pontual). Parau € G(2) e xg € Q o0 valor pontual de u em xq € a classe
de (ue(z0)). em K.

Um exemplo de fixacao e facil visualizacao deste conceito é o valor pontual da funcao
generalizada i(6) em 0 € R dado por i(0)(0) = [(p-(0))s] = [(2p(0)).]. Algo mais interessante
é que z -9 = 0 em D'(R), mas ¢ diferente de 0 em G(R). De fato, se fixarmos zy # 0 tal
que p(zo) # 0 (lembre da dependéncia da mollifier p), uma vez que i(z) - i(0) = [(xp:(x))],
tomando = = ez temos que zp.(z) = zop(xo) # 0 e portanto (zp-(x)). ¢ N(R). Contudo,
seus valores pontuais sao iguais a 0 em qualquer ponto. Para ver isto, note que se zy # 0 entao
zope(z0) = e twgp(e™!

xo = 0, isto é 6bvio. Isto nos diz que as fungoes generalizadas em G(£2) nao sao determinadas

x9) — 0 mais rapido que qualquer poténcia de € ja que p € S(R). Se

por seus valores pontuais e portanto que €2 nao é o dominio natural de suas fungoes e que a

nocao de valor pontual precisa ser readequada. Tal dominio é definido como segue.

Definigao 8 (Pontos compactamente suportados). Seja Q= Qu / ~, onde
Q= {(1)ec; €Q' 2 IpeN, 30 >0, satisfazendo |v.| = O(eP)Ve<n}e

(xe)e ~ (Ye)e © YV ¢ >0 3 >0, satisfazendo |x. —y.| <e? Ve <.
O conjunto dos pontos compactamente suportados é denotado e definido por

Q.= {# € O : 3 um representante (z.)., 3 K cC Q, In >0,
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com z. € K, ¥ e <n}.

Podemos agora apresentar uma readequacgao do conceito de valor pontual de fungoes

generalizadas.

Definigao 9 (Valor pontual generalizado). Para u € G(Q) e & € Q. o valor pontual genera-

lizado de w em T = [(x.):] € o nimero generalizado w(Z) = [(u-(z:))e].

Para ver que o valor pontual generalizado esta bem definido, isto é, que nao depende da
escolha dos representantes de u e &, consulte novamente [Kun96|, Proposi¢ao 1.4.8. Com esta
configuragao, as funcoes generalizadas sao caracterizadas por seus valores pontuais, como

fica claro no seguinte resultado.
Teorema 2. Seja u € G(Q). Entiou =0 u() =0em KV i € Q..
Demonstracao. Veja [Kun96|, Teorema 1.4.9. O

Esta abordagem se deve a Oberguggenberger e Kunzinger [OK99], e foi fundamental para
a compreensao das fungoes generalizadas.

Vamos agora definir a relagao de equivaléncia ~ a que nos referimos na introdugao deste
capitulo. Lembre que a destacamos como uma relacao bastante apropriada ao ambiente

generalizado. Isto ficara mais claro agora que conhecemos a definicio de G(Q) e de K.

Definicao 10 (Associacao em G(2)). Um elemento u € G(Q) € dito associado a 0 (uw ~0)
se
lim [ u.(z)p(z)der =0 Ve e D(Q).

e—0 Q

Esta definicao nao depende da escolha do representante de u e a relagao
urRveu—v~0

¢ de equivaléncia em G(2). Neste caso dizemos que u esta associado a v. O leitor mais
atento ja deve ter notado que a associagao é uma relagao de equivaléncia mais fraca que
a igualdade, contudo, note da definicao que a associacao de u a 0 significa que qualquer
rede que representa u converge para 0 em D'(£2). Isto significa que ndo devemos olhar para
associacao como uma igualdade fraca, mas como uma maneira de enxergar as projecoes das
propriedades das fungoes generalizadas em suas sombras no ambiente classico. Faz sentido

portanto o seguinte.

Definigao 11 (Sombra distribucional). Sejam u € G(2) e w € D'(Q). Dizemos que w € a

sombra distribucional de u se u ~ i(w).

E direto das propriedades da integral que x - i(6) ~ 0. Em resumo, esta fungao é igual
a 0 como distribuigao, diferente de 0 como funcao generalizada, mas é associada a 0, e tem
todos os seus valores pontuais iguais a zero.

Segue o analogo deste conceito para K.
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Definigao 12 (Associagao em K). Sejam z, 21, 22 € K e a € K. Dizemos que z estd associado
a 0, e escrevemos z =~ 0, se z. — 0 quando € — 0, para algum, e portanto para todos, os
representantes de z. Dizemos que zy estd associado a zp, e escrevemos z; = za, quando

21 — 20~ 0. Se z = a, dizemos que a € a sombra de z.

Um fato curioso é que Kunzinger [Kun96| se refere aos objetos generalizados que nao
possuem sombra como vampiros, algo muito apropriado ja que nos filmes que assistimos sobre
a figura do conde Dracula, os vampiros nao tem sombra ou reflexo em espelhos. Contudo,
podemos pensar em redes com intmeras subredes convergindo para limites diferentes, o que
nos leva a existéncia de varias sombras para um tnico objeto generalizado, isto é capturado
pelo conceito de suporte que definiremos a seguir. Outra fato interessante é que se f,g €
C(9), entao i(f)i(g) ~ i(fg), uma propriedade desejada por Schwartz no que diz respeito ao
teorema de impossibilidade, nao verdadeira para =, mas que vale para . Veja a Proposicao
1.6.6. (ii) deste mesmo autor.

Faremos agora uma descricao mais ampla do ambiente generalizado no sentido de nao
nos limitarmos as redes de func¢oes suaves e redes de elementos dos corpos R ou C. Esta
abordagem ¢é encontrada em [Gar05][GV11]. Importantes conceitos como conjuntos internos,
interleaving e suporte serao definidos agora.

Seja E um espago vetorial topologico localmente convexo com a topologia obtida de uma

familia de seminormas {p; };c;. Entéo os conjuntos
Mg :={(u.). € E': Yie I 3N eN, Inc I, satisfazendo p;(u.) = O(e™), Ve <n}

Ng:={(u.). € B': Yiel VqeN, 3ncl, satisfazendo p;(u.) = O(?), V e < n}

sao chamados conjuntos das redes F—moderadas e das redes E—nulas, respectivamente. O
espaco das funcoes generalizadas de Colombeau relativo a E é definido como o quociente
G = ME/ NE.

Os anéis C e R, dos ntmeros generalizados complexos e dos niimeros generalizados reais, sao
obtidos tomando E = C e E = R, respectivamente. E direto verificar que se E é um espaco
vetorial topologico localmente convexo em C entdo G é um C-modulo, em particular C é
um modulo sobre si proprio. Se E = C*(Q) entdo Gg = G(2). Podemos pensar em K de

forma natural como um médulo formado por n-uplas de elementos de K.

Definigao 13 (Conjunto interno). Um subconjunto A C Gg € chamado interno, e denotamos

A =1(A.):], se existe uma rede (A.). de subconjuntos de E tal que
A={ueGg:3 (u): (representante de u) I n >0 tqV e <n temos u. € A.}.

Note que o conceito de conjunto interno é um tipo de generalizacao de conjunto de pontos
compactamente suportados, e portanto ¢ uma estrutura natural do ambiente generalizado.

Se S ={S CI:0¢€ 8NS5} entdo os nimeros generalizados do tipo eg cujos repre-
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sentantes sao as fungoes caracteristicas (y4(¢€)). com S € S, s@o precisamente os elementos
idempotentes nao triviais de K. De fato, Xg # 0 se, e somente se, 0 € S e Xg # 1 se, e
somente se, 0 € S¢. Assim, se S € S temos que Xg é idempotente nao trivial de K. Estes
ntmeros desempenham um papel importante na estruturagao algébrica do ambiente genera-
lizado, consulte [AJO1||[AJOS08| para uma analise mais detalhada. Dentre essas estruturas,

mostraremos agora o conceito de interleaving.

Definigao 14 (Interleaving). Se A C Gg, entao o interleaving de A é o conjunto

interl(A) = {Zegjaj :meN, {S1,...,9,} CS éuma particio de I e a; € A}.

J=1

Todo o desenvolvimento teérico destes conceitos pode ser encontrado em [OVO8|[GKV15].
Em [JO22|, Juriaans e Oliveira definem o suporte de um nimero generalizado como

segue.

Definicao 15 (Suporte). Seja p = [(p.).] € K. Entdo o suporte de p, denotado por supp(p)
¢ o conjunto supp(p) ={q € K:3 (ep)n, com e, — 0 € p., — q}.

A generalizagao deste conceito para K" ¢ feita de forma 6bvia. Note também que ha aqui
uma estreita relacao com os elementos idempotentes, ja que se p € @n, entao ¢ € R" esta
no supp(p) se, e somente se, existe um idempotente e tal que e - p = e - ¢q. Os conceitos de
associacao e sombra em K sdo também estendidos de forma 6bvia. Para fixar esta definicéo,
perceba facilmente que se p = [(sen(1/¢)).] entdo supp(p) = [—1,1]. Perceba também, que

suporte unitirio e associagao sao conceitos equivalentes.

Algebra full

A algebra full de Colombeau foi construida com a mesma proposta da simplificada,
mas traz melhorias significativas em sua estrutura. Desenvolvida por Aragona e Biagioni
em [AB91], é um trabalho pioneiro dentre as generalizagoes feitas sobre o trabalho de Co-
lombeau. Aragona foi um dos primeiros pesquisadores a estudar, entender, reinterpretar e
contribuir com o trabalho de Colombeau em obter uma algebra que contivesse o espaco das
distribuicoes. Ja deixamos claro aqui que o mergulho de um elemento de D’ em G depende
da escolha de uma mollifier p do espago de Schwartz, que traz consigo duas propriedades
volumétricas para este proposito. Na full, Aragona e Biagioni indexam as redes represen-
tantes das func¢oes em um conjunto de outras func¢oes que ja possuem estas propriedades.
O resultado, além da elegancia e também de evidenciar o carater intriseco das propriedades
matematicas do ambiente generalizado, ¢ um mergulho de D’ canonico e livre desta depen-
déncia. Esta algebra ¢ definida para espagos normados suaves (norma suave) quaisquer e
nao mais apenas para o espaco euclidiano R”, e o mergulho de G em Gy (f para full) evi-
dencia o seu carater generalista. Todos esses ganhos aumentam o nivel de tecnicidade das

demonstragoes, mas os resultados sao vantajosos.
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Considere os conjuntos
+oo
Ao(R) = {go € D(R) : / o(x)dr =1/2, ¢ é par e constante em alguma vizinhanca Vb}
0

e, para ¢ € N,

+o0 )
AR = {p e AR): [ abetadn =0, 1< jm <af.
0

Para n € N, se w, denota a area da esfera unitaria (n — 1)-dimensional S"~! em R", F = E,
denota um espago normado suave de dimensao n com norma || - ||g, € ¢, s@o constantes

(para cada n) definidas por

n ge n>1
J— Wn,
Cp =
1 se n=1,

entao o mapa
I o € Ao(R) = p=cu- (w00l [I,) € D(E)

estd bem definido e é injetivo. Podemos agora definir o conjunto de indices que substituira

I na defini¢ao da algebra full de Colombeau.

Definicao 16. Para qualquer espago normado suave E, e qualquer q € Ny, definimos
Ag(Ep) = I, (A(R)).

O leitor pode consultar [Kun96|, Proposi¢ao 1.7.5, para familiarizar-se com as propri-
edades dos conjuntos A,(E,), e a Proposi¢ao 1.7.4 para uma verificacdo das propriedades
volumeétricas a que nos referimos, necessarias para o mergulho de D’ em G;. Estamos agora
em condigoes de definir a algebra das fungoes generalizadas full de Colombeau. No que segue

D™ representa a derivada multi-indice e I' é o conjunto

I':={v:Ny— R, : 7 ¢é estritamente crescente e lim y(n) = co}.
n—,oo

Definigao 17 (Algebra full de Colombeau). Seja Q um aberto de um espago normado suave
E. A dlgebra de Colombeau full G;(2) € o espago quociente Eng s (1) /N;(2), onde

EQ):={u: A(E)x Q2 —=>K:u(p,-) € C°(Q) VY p € Ay(E)},

Emf(Q)={uel(Q): VKCCcQVneNydIpeNy, Ve A,(E)
J¢>037>0, sup |[DMu(p, 2)|| < ce™, Ve <},
zeK



17

Ni(Q)={ueéQ): VKCCcQVneNyIpeNy,, Iy€eTl
Vg>pVepeA(E)Ie>03n>0,
sup || D™u(p,, z)|] < c€D7P Ve < nl.
zeEK

Como na simplificada, os mergulhos de D'(R") e £'(2) em G;(R") e G;(2) respectiva-
mente, sao candnicos, a saber, sao apenas a convolugao com os indices dadas respectivamente
por w € D'(R") < [(w * @)pcam] € Gr(R") e w € E'(Q) <= [(w * la)peam] € G5(82),
onde Ay(n) é apenas uma redugao da notagao Ay(R™). O mergulho de C*(Q2) ¢ também
o constante dado por f € C®(Q) <= [(f)pca,m)]- Para o caso geral, isto ¢, o mergulho de
D'(Q2) em G;(€2) onde €2 é um aberto qualquer do R", considere primeiro a exaustao de 2
dada por:

Q. ={xeQ:|z|<1/redist(x,00) > 3r}.

Agora, definimos em Ay(n), a funcdo i(¢) := diam supp(p). E direto verificar que i(p.) =
€i(p). Em seguida defina 0(yp) := X * s onde x,  denota a fungao caracteristica de €.
Com esta configuracao, o seguinte teorema nos diz como a éalgebra G¢(€2) contém uma copia

do espago D'(£2) das distribui¢oes em Q.

Teorema 3 (Mergulho de D'(Q2) em G¢(€2)). A aplicagio i : D'(2) — G;(Q2) definida por

i(w) = [((0(p)w) * ©)peaym)]

€ linear, injetiva e comuta com a derivada parcial.
Demonstragao. Veja [Kun96|, Teorema 1.7.15. O

Encerramos esta segao observando que a aplicacdo u € G(2) — [(uiy))y] € Gr(Q)
é¢ um mergulho e portanto a full é uma extensao da simplificada. As nogoes de nimero
generalizado, valor pontual, pontos compactamente suportados e qualquer outro conceito
presente na simplificada tem ou podera ter sua versao na full. Para nao sermos repetitivos,
pedimos ao leitor que consulte a Se¢ao 1.7.3 de [Kun96] para as duas primeiras. A partir de
agora vamos considerar os espacos euclidianos standards.

Podemos definir o conjunto dos pontos compactamente suportados, como segue: sejam
Q) um subconjunto aberto de K" e I,, = (0,n] C I. Entao o conjunto das redes de pontos

moderadas é
Qg = {(w,) € QM JpeN, Inel, Fe>0,tq. Ve An), |, | <ce?), Veel},
para o qual definimos a relacao de equivaléncia

(o)~ (Yp)p e IpENTN>0,3c>03 vl Lty |v, —yp.| < ce @D,
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VeoeAyn), ¢>p, Veel,

Agora defina Q := Q M,/ ~- O conjunto dos pontos compactamente suportados ¢ denotado

e definido por

chf ={x € Q : 3 um representante (), 3K CCQ, IpeN, In>0

comz, € K, Ve A(n), Veel,}

Nestas defini¢oes as constantes ¢ e  dependem de ¢, i.e., ¢ = ¢, e n = 1n,, e é claro que a
ultima nao depende da escolha do representantes. Se {2 = K, temos que K = Kf, de onde
segue a identificacdo canonica K» = K* = K;. Utilizaremos ambas as notagoes e o subscrito

f seré as vezes omitido sempre que o contexto estiver claro.

Definicao 18. Dizemos que x € Kf ¢ associado a 0, e escrevemos x ~ 0, se para um (e
portanto para todos) representantes (x,), de x, 3 p € N tal que x,, — 0 quando € — 0,
Vo e A,(1). A identificagio x1 =~ xo € equivalente a 1 —x2 = 0. E se existe xo € K tal que

x & xg, dizemos que xy € o numero associado (ou sombra de) a x.
.o~ . , . —=n . .
A defini¢ao acima ¢ estendida para K, de forma 6bvia.

Definigao 19 (Suporte). Seja p = [(p,)penox)] € Ky. Entdo o suporte de p € o subconjunto
suppy(p) =={q¢ € K: VmeNIpe A,(K) T & = 0em I com p,, — g}

A sequéncia (g;);en na defini¢ao acima depende de .

Desta definigao temos também que ¢ € supps(p) < 3 um idempotente e tal que ep ~ eq.

Exemplo 3. 1. Ser > 0 entao supps(a?) = {0}. De fato, ay = [(i(¢)"),] € i(p:)" =
e"i(p)” — 0 quando ¢ — 0,V ¢ € Ay(l). Mais geralmente, se p € Bi1(0) entdo
supps(p) = {0}, pois nesse caso temos p ~ 0, veja [AGJ13] Lema 2.1.

2. Sep=|(sin(1/i(v))),], entao supps(p) = [—1,1].

A extensao do conceito de suporte para pontos em K}l ¢ também obtida de forma 6bvia.

Topologia e calculo

No desenvolvimento da teoria de distribui¢oes, Schwartz, ao estabelecer que toda dis-
tribuigao é suave, veja Defini¢ao 3, parece abandonar a nogao newtoniana de derivada. A
perca do conceito de derivada como uma taxa de variagao seria um duro golpe na teoria
de fungdes generalizadas, e isto levou Aragona, Fernandez e Juriaans [AFJ05] a desenvol-
verem uma teoria de calculo generalizado, que é uma extensao natural do célculo classico
newtoniano. O que de fato difere do calculo classico é apenas a percep¢ao de como a varia-

cao deve ser considerada, mantendo todos os demais conceitos inalterados. Isto é devido ao
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se considerar uma topologia induzida por uma ultramétrica (topologia cortante) que surge
naturalmente do conceito de moderagao, e portanto incomum em relagao ao espago euclidi-
ano onde as teorias de calculo foram estabelecidas. Embora esta abordagem parega muito
mais conveniente, o ponto alto deste artigo é o teorema do mergulho, o qual mostra a es-
treita relacao entre a derivada definida por Aragona e seus colaboradores e a definida por
Schwartz. Comecaremos esta secao com uma breve descricao da topologia cortante forma-
lizada por Biagioni-Scarpalézos [Bia90| [Sca00| [Sca04]|, mas a abordagem sera mais geral
(para Gg, veja em segdo anterior) como descrita por Garetto e Vernaeve |Gar05||GV11].
Vamos primeiro, sem perca de generalidade, considerar o anel C.

Definimos primeiro a valoriza¢io v de um ntimero generalizado r € C por v(r) := sup{a €
R : |r] = O(e*),e — 0}, onde (r.) é um representante de r, e em seguida a ultra-pseudo-

norma

|'|e:@—>R+

u— |ul, = e,

A topologia em C induzida por | - |, é chamada topologia cortante e a distancia ¢ definida
por d(u,v) = |u—v|.. Veja propriedades de v e de |- |, em [AJO1], Proposi¢do 1.3 e Corolério
1.6.

Garetto [Gar05], define um C-mdédulo topolégico como um C-médulo G com uma topo-
logia C-linear, i.e., soma em G e produto por elementos de C sdo funcdes continuas, e define
um C-médulo topolégico localmente convexo como um C-médulo topoldgico cuja topologia
é determinada por uma familia de ultra-pseudo-seminormas, estas ultimas definidas como

segue:

Definicao 20. Uma ultra-pseudo-seminorma em G € uma fungao P : G — R tal que
(1) P(0)=0;

(ii) P(Au) < [M.P(u) YA€ C, Vueg;

(1it) P(u+v) < max{P(u),P(v)} Vu,veg.

Podemos equipar G com a estrutura de um C-modulo topolégico localmente convexo
extendendo primeiro a nocao de valorizacdo para o contexto de C—modulos, em seguida
usando a familia de seminormas {p;}ic; de E para definir valoriza¢oes em Gg e por fim
definindo as ultra-pseudo-seminormas correspondentes, visto que qualquer valorizacao v gera

uma ultra-pseudo-seminorma P pondo P(u) = e,

Definigio 21. Uma valorizagio em um C-médulo G € uma funcio v : G — (—oo, +0o0] tal

que

(1) v(0) = +oo;
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(ii) v(du) > vs(\) +v(u), VA EC, Yueg;
(111) v(u+ w) > min{v(u),v(w)} ¥V u,w € G.

Para u € Gg e (ue). um representante de u, definindo as valorizagoes
vy, (u) = sup{a € R : p;(uc) = O(e),e — 0}

e as ultra-pseudo-seminormas correspondentes {P;}ier por P;(u) = e~ temos que Gg é
um C-moédulo topolégico localmente convexo.

Neste contexto, vamos definir para a algebra simplificada G(£2), a familia de valorizagoes
Vinp(u) :== sup{a € R:V a € Ny com || < p, temos ||0%uc()]||qa,, = O(e"),e — 0},

onde m,p € N e (Q,,)meny é uma exaustao aberta de €2, e as ultra-pseudo-seminormas
correspondentes

il o= e,

Para cada par m,p € N, D,,,(u,v) := ||u — v||mp é uma ultra-pseudo-métrica em G(€2), e a
topologia metrizavel resultante é chamada topologia cortante em G(S).

Para a full, dado = € K; definimos A(z) := {r € R: afz ~ 0} e em seguida a valorizagio
de x por V(z) := sup(A(x)). O conceito de associa¢ao neste ambiente ¢ definido em 18. Note
que r € A(z) se, e somente se, 3 p € N tal que lim._,oe "z,, =0,V ¢ € A,(K). A ultra-
norma e distancia sao definidas de forma analoga.

Para f € G¢(Q2), defina a familia de conjuntos A,,,(f) := {r € R : a?||f||mp = 0} €
defina a familia de valorizagoes V,,,(f) := sup(Am,(f)). Assim, Dy, : G(Q) X G£(2) = Ry
definida por D,,,(z,y) = e~V(@=¥) ¢ uma familia de ultra-métricas em G¢(€2), onde m,p € N
denotam uma exaustao de 2 e a ordem da derivada de f respectivamente, veja [AFJ09]. Isto
determina uma estrutura uniforme em G(€2) chamada estrutura uniforme cortante em G;(€2)
e a topologia resultante de (D,,,) é chamada a topologia cortante em G(12).

Existe ainda uma topologia formalizada por Aragona, Fernandez e Juriaans [AFJO6][AFJ09],
compativel com a estrutura de anel, e que coincide com a topologia cortante definida em
K e G(Q2), mas com a vantagem de ter um sistema de vizinhancas de zero com raios gene-
ralizados. Estes raios (chamados medidores padrao) sao os nimeros generalizados definidos
na simplificada e na full respectivamente por o, = [(€")] e af = [(i(¢)"),]. A partir de
agora, vamos denotar os numeros generalizados na full por Kf. Para visualizar esta topo-
logia, primeiro para os ntimeros generalizados, considere o médulo, definido em K e em Kf

respectivamente, por:

2| = [(Jzc)] se 2 = [(z)] €K e |z] = [(|z,])] se z=[(z,)] € Ky.
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Agora, se 2o € K e r € R considere
Vi(xg) = {z €K: |z — 20| <} e B:={V,(0):7 R}
Da mesma forma, se xy € Kf e r € R considere
Vilwo) = {z €Ky : | — 0| <} e By :={V,[0]: 7 € R}.

A relacoes de ordem acima sdo parciais e definidas por: em K, dizemos que z é quase positivo,
e denotamos x > 0, se existe um representante (z.). de x tal que z. > 0 para todo € € I.
Esta definigdo ¢ analoga se z € K;, basta tomar a substitui¢do 6bvia z, > 0 para todo
¢ € Ag. Consulte o Lema 2.1 em [AFJ09] para condigoes equivalentes. Em ambos os casos,

x >y se, e somente se, v —y > 0.

Teorema 4. B (respc. B;) é um sistema de O-vizinhancas de K (respc K;) que induz uma

topologia compativel com a estrutura de anel de K (respc Kf).

A prova deste teorema pode ser encontrada em [AFJ09|, Lemas 2.12 e 2.9. Nesta mesma
referéncia é provado que esta topologia coincide com a topologia cortante em K, veja o
Teorema 2.13.

Analogamente, para toda f € G(2), e fixados 5 € N e [ € N, definimos

| flaa = [(1107 fe()l)eer],

e para toda f € G¢(Q2), com [ e [ fixados, definimos

180 = [(110° fo()I1) peotm)]-

Aqui, || - ||; denota a norma do supremo em €; (de uma exaustao de €2). Entao, para toda
fo € G(Q) e r € R, definimos

Wi (fo) ={f €G(Q) : |[f—foloy <,V < B} e Bo:={W/(0): €N}, leNer R},
e definimos para toda fo € Gf(Q2) e r € R,
Wil = {f € G1(Q) : [If=folloy <0t Vo < B} e Bro = {W[,[0]: BNy, L€ Ner € R}.

Vale o seguinte teorema.

Teorema 5. Bq (respc Brq) € um sistema de 0-vizinhangas de G(S2) (respc G¢(2) ) que induz

uma topologia compativel com a estrutura de anel de G(2) (respc G¢(Q2)).

Esta topologia coincide com a topologia cortante em G(£2). Para uma demonstragao

consulte os Teoremas 3.6 e 3.12.
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Uma vez esclarecida a topologia, partiremos para as configuragoes do céalculo generali-

zado, considere primeiro o seguinte lema.

Lema 1. Sejam U C K aberto, f : U — K e xy € U. Entio existe no mdzimo um z, € K

tal que
f(x) = f(z0) — 20(z — o)

Q—log||z—aol|

lim =0.

T—T0

Este resultado dé sentido a seguinte definigao.

Definigao 22 (Fungoes diferenciaveis). Dados U C K aberto, f : U — K e z¢ € U. Dizemos

que f € diferencidvel em x, se existe zy € K tal que

f(z) = f(xo) — 20(x — 20)

Q—log||z—mol|

lim =0.
T—T0

Denotamos esta diferenciabilidade por D(f)(z¢) = z9. Note que a taxa de varia¢do na

definicao acima é capturada por medidores padrao «,, que devido a estrutura topologica de

K, sao mais apropriados para modelar qualquer conceito de variagao local.
E direto ver que se f é diferenciavel em z,, entdo
. To+op) — flT
D(f)(zo) = lim fo + aw) = f(wo),

n—00 Qo

As demais defini¢oes, seguem naturalmente. Apresentamos primeiro a nocao de derivacao

parcial.

Definigao 23 (Derivacio parcial). Sejam U C R" aberto, f : U — K ez = (o1, . .., Zon) €
U. Para 1 < i < n suponha que existe a; € K tal que

i f(x()l;---nyi—*—h;---nyn) —f($0) —aih
1m
h=0 Q—log]|hl|

=0.

Dizemos entao que a; € a derivada parcial de f com respeito a x; em xo (ou i-ésima derivada

parcial de f em xy) e escrevemos %(mo) = a;.

Se U é um subconjunto aberto de R e k € N definimos
CFUK):={f:U—-K:0"f € C(UK), VaeN ta que |a| <k}.

Naturalmente definimos

C*(U,K) == (| CH(U.K).

keN
Se x = (x1,...,2,), dizemos que f é diferenciavel em xy € U se existe a = (aq,...,a,) €
K", tal que
lim f(x) = f(xo) — >, ai(@; — w0i) ~0
T Q—log||z—ao||
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Mais geralmente, para U C R" aberto e f:U— R"™, escrevendo f=1{(f,.-., fm), onde
para cada i, f; : U — R é funcdo coordenada de f, dizemos que f é diferenciével em zq € U,
se cada f; é diferenciavel em xq.

Resultados standards do célculo, desde os mais triviais, como por exemplo que diferenci-
abilidade implica em continuidade, aos mais celebrados, como o Teorema da Funcao Inversa
e o da Funcao Implicita, tem suas versoes no ambiente generalizado. Isto garante que esta
versao newtoniana do calculo para fungoes generalizadas é uma extensao natural do céalculo
classico. Finalmente, vamos enunciar o resultado que evidencia a proximidade desta teoria

com a derivacao de Schwartz.

Teorema 6 (Teorema do mergulho). Seja Q C R™ aberto. O mergulho k : G(Q) — C* (€, K)
)

(k(f)
ox;

¢ wm homomorfismo injetivo de K-dlgebras. Além disso, k € continua e k(g—i) =
Vegl)el<i<n.

Demonstragao. Consulte [AFJ05], Teorema 4.1. O

Como uma consequéncia deste teorema, note que as fungoes generalizadas, e em particular
as distribuigoes, sao fungoes infinitamente diferenciaveis, agora em um sentido newtoniano
claro. Note também que a fungio de Heaviside x(H) ndo é um idempotente, i.e., x(H)? #
k(H). E ndo menos importante, perceba que para estas novas fun¢oes C*; quando definidas

em ()., as composicoes ficam bem definidas no mesmo sentido que no ambiente cléssico.

Exemplo 4. Paran =1, a fun¢io g(z) = aln(”xu_2),g(0) =0, € diferencidvel, nao constante
e g'(x) = 0 para todo x. Contudo, se f € kK(G(R)) e f' =0, entio f € constante. Por isso

esta regra cldssica fundamental nao € violada se nos restringirmos as fungoes de G(R).

Por fim, lembramos que existe ainda uma teoria de integragao sobre membranas (um
tipo especial de conjunto interno) desenvolvido por estes autores em [AFJO12|. Resultados
envolvendo estas nocoes da topologia e do célculo continuam sendo provados, como por
exemplo o teorema do ponto fixo provado por Juriaans e Oliveira em [JO22]. A versao para
a full é analoga e pode ser encontrada em [AFJ06] [CGdS17], portanto ndo vamos descrevé-la.

Antes de prosseguir para uma analise dessas estruturas considerando operadores, perceba
que a construcao do anel R ¢ semelhante a construcio de R por classes de equivaléncia de
sequéncias de Cauchy em Q, e embora os niimeros reais sejam um padrao para se fazer
matemaética, raras vezes sua construcao é levada em consideracao, o que de fato importa
é sua estrutura algébrica e topologica. Isto nos diz que nenhuma anélise nao standard é
necessaria para entendé-lo e que nao é precisamente necessario que o leitor fique preso aos
detalhes inicialmente complicados da construcao de R e sim que conheca suas tais estruturas.
Isto se comprova observando que muitos resultados em algebra de fungoes generalizadas sao
provados intrinsecamente, isto é, sem fazer uso dos representantes. Nesse sentido, o teorema
abaixo traz um resumo de tudo que é necessario saber sobre R para usa-lo como estrutura

bésica em novas teorias. Mais detalhes sobre isso podem ser encontrados em [J()23].
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Teorema 7 ([AJO1]). 1. R € parcialmente ordenado, nio arquimediano e ultramétrico.

E ainda, satisfaz ||z - y|| <{[z[|-[ly|| e[|z +yl| < maz{[|z[],[[y]]};

2. Inv(R) € aberto e denso em R;

3. x € Inv(R) se, e somente se, |x| > a, para algum r € R;
4. BR):={ecR:e2=¢}={Xs:5 €S}
5. 2 € R\ Inv(R) se, e somente se, 3 um idempotente ndo trivial e tal que ex = 0;

6. O radical de Jacobson de R ¢ {0}. Em particular, R ndo tem elementos nilpotentes

nao triviais;

7. A bola unitdria Bi(0) consiste de infinitesimais, i.e., se x € By(0) entdo |x| <
1/n, ¥ n € N. Em particular, o, € B1(0), V r > 0;

8. Para cada r <0, o, € um infinito, i.e., . >n, Vn € N;
9. Sex € R\ {0} entdo existe e € B(R) tal que e -z € Inv(e - R);

10. R estd mergulhado em R como uma grade de pontos equidistantes cuja distancia comum

€ tqual a 1.

Para Ef, estas propriedades podem ser encontradas em [AGJ13].

Finalizamos esta se¢ao comparando a topologia classica em analise com a topologia cor-
tante. Para isto lembremos do conceito de continuidade. Seja f : R — R continua em
xo. Classicamente isto significa que para todo e positivo existe d. positivo tal que sempre
que |x — zo| < 0. temos |f(x) — f(zo)| < e (Jz — x| < 6. = |f(x) — f(x0)| < ). Para
topologia cortante, isto se traduz da seguite forma: f ¢é continua em xy, se dado «, existe
6 = [(0)] tal que, z € Vs(zo) = f(z) € Vi(f(20)). Isto prova que classicamente interrom-
pemos a medicao em escala « e também justifica a defini¢ao de derivagao como apresentada

anteriormente.

Operadores generalizados

Uma vez esclarecida a topologia podemos tratar da continuidade de mapas C-lineares
entre C-modulos topologicos localmente convexos. Nesse sentido, o proximo resultado é uma
caracteriza¢ao da continuidade desses mapas. Trata-se do Corolario 1.17 de [Gar05]. Com-
pletaremos esta se¢ao com alguns conceitos de uma teoria de anélise funcional generalizada
apresentados por Garetto e Vernaeve em [GV11], os quais colocaremos aqui para melhorar
a compreensao dos operadores generalizados, que por sua vez sao importantes em alguns de
nossos resultados. Estas referéncias devem ser consultadas para demonstra¢oes e um estudo

mais detalhado.



25

Teorema 8. Se (G, {Pi}ics) e (H,{Q;}jes) sdo C-mddulos topoldgicos localmente convezos

el :G — H é um mapa C-linear, entio sao equivalentes:
1. T € continuo;
2. T € continuo na origem;

3.V 5 € J, existe um subconjunto finito Iy C I e uma constante C > 0, tal que para todo
ueg
Q;(Tu) < C'max P;(u). (3)

i€y

Ainda em relagao ao teorema anterior, considere a seguinte definigao:

Definigao 24 (Mapa bésico). Sejam E e F espagos vetoriais localmente convezos. Um mapa
C-linear T : Gg — Gp € bdsico se existe uma rede (T.). de mapas lineares continuos de E

para F' satisfazendo
Vijed 31,C1 finitoo 3 N €N, I3ne€(0,1],de modo queV u e E eV ¢ € (0,1],

0(Tw) <= 3 pifu), (4)

i€lp

e tal que Tu = [(Te(ue))e], V u € Gg.
Note que (4) implica (3) e portanto mapas basicos sdo continuos.

Definigao 25 (Mapa com representante). Sejam E e F espagos normados e T : Gg — Gp
um mapa C-linear. Entio, um representante de T, se existir, é uma rede (1.). de mapas
lineares de E para F tais que (T.(u.))e € moderada sempre que (uc). € moderada, (T-(ue))e

¢ nula sempre que (u:)e € nula e Tu = [(T.(u:)):] para todo u = [(ue).].

Proposicao 2. Sejam E e F espacos normados e T : Gg — Gp um mapa C-linear. Se T

tem um representante (1), entdo T € continuo.
Demonstragao. Veja [GV11| Proposigao 1.9. O

Definicao 26. Seja G um C-mddulo. Uma R-seminorma em G € um mapa p : G — R

satisfazendo:
(i) p(0) =0 e p(u) >0 Yu € G;
(ii) p(h) = [Alp(u) Y A€ T, ¥ u € G;
(iii) p(u+v) < p(u) + p(v) ¥ u,v € G.

Uma R-norma ¢ uma R-seminorma p tal que p(u) = 0 se e somente se u = 0.
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Exemplo 5. Seja (E,{pi}ici) um espago vetorial topoldgico localmente convexo e G = Gp.
Entio podemos extender qualquer seminorma p; de E para uma R-seminorma em Gg, a
qual também denotaremos por p;, definindo p;(u) := [(pi(u:)):|. Para ver isto basta notar a

moderagao da rede (p;(ue))s e a nao dependéncia do representante (uy)e.

Para um anélogo do teorema 8, i.e., para uma caracterizagao por estimativas de mapas
C-lineares continuos entre C-modulos com R-seminormas veja [GV11], Proposic¢ao 1.7.
Da teoria de C-modulos Hilbert, desenvolvida nesta referéncia, queremos destacar o que

segue.

Definigao 27 (Produto escalar). Seja G um C-mddulo. Um produto escalar (+|-) € uma forma

C-sesquilinear de G x G para C, satisfazendo para todo u,v € G, as sequintes propriedades:

(1) (ulv) = (v]u);
(ii) (ulu) € R e (u|u) > 0;
(11i) (ulu) =0 se, e sd se, u = 0.

Os mapas || - || :u € G = |Jul| == (u|u)z e ReP:ue G — P = |(uu)z]. =

1 _
|(u|u)]e? € [0,400) sao respectivamente uma R-norma e uma ultra-pseudo-norma em G. A
topologia em G induzida por || - || ou equivalentemente por P, veja Proposi¢ao 1.6, torna G

um C-médulo topoldgico.

Definigao 28 (C-moédulo Hilbert). Um C-mddulo Hilbert ¢ um C-mddulo com produto es-

calar (+]-) que é completo quando equipado com a topologia induzida pela ultra-pseudo-norma

P.

Se (H,(-|-)) é¢ um espaco de Hilbert, entdo Gy é um C-moédulo Hilbert onde o produto

escalar é definido por (u|v) = [((u|v:)):]. Mais geralmente vale o seguinte resultado.
Proposicao 3. Sejam (H., (-|")u.). uma rede de espagos vetoriais com produto escalar e

G = —jj\\/l/,(HE)E
(He)e

o C-mddulo, onde

M. ={(u.). :Ve€lu € H.e 3N €N tal que ||ucl|g. =0 N)}

Ny, ={(ue): :Veelu. € H eV qeN |lullg. =0}
Seja (-]) : G x G — C a forma C-sesquilinear definida por

(u, 0) = [((e|ve) i )e]-

Entéo, (-|-) € um produto escalar que equipa G com a estrutura de um C-mddulo Hilbert.

Demonstracao. Consulte a Proposicao 2.7. O
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Definicao 29. Sejam G e H C-mddulos Hilbert e T : G — H um mapa C-linear continuo.

Um mapa C-linear continuo T* : H — G € chamado adjunto de T se
(Tulv) = (u|T™)

para todo u € G ev € H.

O operador adjunto T™, se existir, é Gnico, e sempre existe se T' é basico, veja a Proposicao
5.3.

Definigao 30 (Operador autoadjunto). Sejam G um C-mdédulo Hilbert e T : G — G um
operador C-linear continuo. Entdo T é chamado autoadjunto se (Tulv) = (u|Tv) para todo
u,v €G.

O seguinte resultado é uma caracterizacao de operadores autoadjuntos generalizados.
Proposicao 4. As sequintes condi¢oes sao equivalentes:
(i) T é um operador autoadjunto em G;
(ii) (Tulu) = (u|Tu) para todo u € G;
(iii) (Tulu) € R para todo u € G.
Demonstracao. Veja Proposicao 5.16. O

Para o préximo resultado considere G = M, (K), (matrizes de lado n em K, o qual é
2

isomorfo a K ). A seguinte proposicao classifica as matrizes autoadjuntas quanto aos seus

representantes, trata-se do Lema 4.3 de [May08]. Colocamos uma prova anéloga aqui, apenas

para considerarmos C enquanto que neste ultimo o ambiente é R.

Proposigao 5. Seja A € M,,(K). Sao equivalentes:
(i) A é hermitiana;
(i) Eziste um representante (A.). = (aj;)c de A formado por matrizes hermitianas.

Demonstragao. A implicagao (ii) = (i) é direta. Para a implica¢do contraria, tome um

representante (a;). de A qualquer e defina

A rede (af;). ¢ claramente moderada e por (i) ¢ um representante de A. E ainda, para cada
. dE Ha
par (i,j) temos af; = ]ZT” = ajj,

O leitor pode encontrar também em [GV11] as defini¢oes de operadores isométricos e

e por isso cada (a5;) é hermitiana. O

unitarios, bem como caracterizagoes e propriedades.
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Operadores em QFT

Nesta secao, vamos tratar da motivacao dos nossos resultados sobre probabilidades de
transicao generalizadas, que é fisica, mas em nossos resultados a semelhanca com QFT se
limita apenas a motivacao ao considerar a matemaética deste problema para apresentar uma
aplicagao para o conceito de suporte. Nossa intengao é deixar claro que este conceito é um
importante veiculo de transporte das informagoes obtidas ao se interpretar a realidade fisica
no ambiente generalizado para o ambiente classico. As dependéncias temporais destes ope-
radores nao serao consideradas pois ¢ necessario mais avancos teoricos antes de partir para
exemplos fisicos. Veja mais sobre isso na introdugao deste trabalho. Apresentaremos para
a conveniéncia do leitor um resumo dos objetos fisicos considerados em [JFACT17] e suas
expressoes no ambiente generalizado. Os célculos para se chegar a estas expressoes podem
ser encontrados em [CGO8|. As relagoes de comutagao, importantes no formalismo Hamil-
toniano canodnico e que surgem como fungoes de distribuicoes classicas, também podem ser
encontradas nesta referéncia. Trata-se de célculos de Heisenberg-Pauli de um modelo simples
mas nao trivial em QFT, a saber um campo de bdson escalar real auto-interagente, que sao
apresentados de forma puramente formal no sentido de nao estarem definidos matematica-
mente, mas serem feitos em concordancia a calculos realizados com fungoes C'*°. A partir de

agora vamos nos referir ao ambiente generalizado com a notagao G.
e Espaco de Fock

Denotado por FF, é a soma direta hilbertiana
+00

F =P LR,
n=0

onde L2((R?)°) = C, L*((R*)') = L*(R?) e para n > 2 L?((R?)") ¢ o subespago fechado
do espago L?*((R?)") de fungoes integréveis de valores complexos que sdo simétricas nas n
entradas. De um modo geral, uma soma direta hilbertiana de uma familia de espagos de

Hilbert {H;};c; € o conjunto
P H = {h e [[H: D Il < oo} :
il il il
com produto interno (-,-) definido por (g, h) = >_,.;{(gi, hi) ,, € com respeito ao qual  H;

' icl
é um espaco de Hilbert. Isto nos d4 que um elemento F' € F é uma sequéncia infinita

F = (fo, fi, fo, -+, fa,--+) tal que
+o0
HFH2 = ‘f0|2 +Z ||fn||%2((R3)n) < +00.
n=1

O espago [F contém o dominio D dos operadores considerados.
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e Operadores de criagao e aniquilacao

Considere D o subespago denso de F das sequéncias (f,,) cujas fungoes sdo nulas para n

suficientemente grande. Fixe ¢ € L?(R?), o operador de criacao a* (1)) : D — D ¢é definido

por
fo 0
f Jov(&1)
Ja V2Sym(¢ (&) ® f1)

@ || = | |

In VnSym((§n) @ fn1)

onde Sym é a funcao de simetrizagao
1
Sym(f)(&e &) = — D Fl&y e o Entm),

com 7 variando no conjunto das n! permutagoes de {1,--- ,n} e {; € R*. Ja o operador de

aniquilagao a~(¢) : D — D é definido por

Jo (&), f1(&1))
J1 V2((&), fo(61,&))

2 V3(W(&), f3(61, &2, E3))

fn Vn+1<¢(€n+1)7fn+1(£17"' 7€n+1>>

Os operadores de criacao e aniquilacao sao utilizados em QFT em sistemas de muitas particu-
las, eles aumentam e reduzem, respectivamente, o niimero de particulas em um determinado
estado e sdo adjuntos mutuamente, veja [CGO8| Proposigao 1.1.1. Sao usados como alter-
nativa ao uso de fungoes de onda em um processo conhecido como segunda quantizacgao.
Em certos modelos fisicos, operadores podem ser expressos como fun¢ao de operadores que

criam e destroem particulas, é este o caso do operador Hamiltoniano total.
e Operador Hamiltoniano total

Set,m,g € Re N €N, o Hamiltoniano total é definido por

Hy(t) = /R [%(8t¢0(x,t))2+% 3" (@, @0(x,1))?

1<p<3

+ 5P @0, ) + 1 (@, 1) (5)
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onde ®y(z,t) é o operador de campo livre definido por

(I)O(x7t) = a+(1/11) + (L_(77[J2), (6)

com fungoes 17 e 1y definidas respectivamente por

k—s (Qkﬂ)—1/2(27T)—3/2eik:°t€—ika:

k—s (2k0)—1/2(27_‘_)—3/26—%%6%;5’

onde k° = /|k|? + m2. As poténcias na equagao (5) sdo composi¢oes de operadores no
espago de Fock. O Hamiltoniano de um sistema é um operador que corresponde a energia
total do sistema (cinética e potencial), seu espectro é o conjunto de resultados possiveis que
podem ser obtidos a partir de uma medi¢ao da energia total do sistema, i.e., o Hamiltoniano
corresponde a soma das energias cinéticas de todas as particulas mais a energia potencial

das particulas associadas ao sistema.
e Operador interagente e operador de espalhamento

Para 7 < t,
P(z,t) = IO (1, 7)1t H(T) (7)

¢é chamado operador interagente. Agora defina o operador Py : D — D por

By(F) = (o, K fu(k)s oo (R -+ K fulhrs o ), ) (8)

e em seguida o operador exp(itP,) por
exp(it Py)(F) := (fo, ™t f1(k), ... e ®THhdtf (b k), ). (9)
O operador Py é simétrico e portanto exp(itFy) é unitario em . O operador unitério
S, () = e/t=Pomilt=)Ho(r) (10)

é chamado operador de espalhamento. Os operadores de espalhamento (S-matrizes) relacio-
nam o estado inicial e o estado final de um sistema fisico, associando-os por uma probabili-
dade (probabilidade de transigao). Isto é feito fazendo uma colegao de particulas de entrada
colidirem, normalmente com altas energias, ou interagirem de alguma forma, e em seguida
medindo os estados das particulas de saida resultantes. De um modo geral, uma S-matriz é
uma matriz unitaria que conecta conjuntos de estados de particulas assintoticamente livres,
i.e., estados de entrada e de saida no espago de Hilbert de todos os estados fisicos (aqui o

espago de Fock), os quais sao considerados em um passado distante ou um futuro distante.
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Os operadores interagente e de espalhamento relacionam-se pela igualdade
D (x,1) = (S,(£) " @o(, 1), (0). (11)

Por fim, as entradas numeéricas de uma S-matriz sao chamadas amplitudes de espalhamento.

Operadores em G

Vamos agora apresentar os operadores que destacamos acima no ambiente generalizado
G. Esta élgebra de fungoes generalizadas, a qual denota-se G(R"; L(D)), onde n é 4 (numa
referéncia ao espago-tempo), é construida da mesma forma como apresentamos a algebra
de Colombeau em segao anterior, é apenas uma extensao desta tltima, com a diferenca que
agora as fungoes tomam valores no espaco L(ID) de operadores limitados em D, (mas néo em
F). Uma teoria de suavidade de fung¢oes de R"™ para L(ID), necesséria para se falar em redes
moderadas, é apresentada em [Col82]. J& a limitagao em L(ID) é uniforme e definida como

segue.

Definicao 31. Um subconjunto B := {u;},c; C L(D) é dito ser limitado se para todo
subconjunto B limitado em D, {u;(f)}icr rep € também limitado em D, i.e., 0s mapas u; sao

uniformemente limitados em qualquer subconjunto limitado de ID.
Podemos agora definir naturalmente a algebra G(R"; L(D)).

Definigao 32. A dlgebra de fungoes generalizadas com wvalores em L(D), denotada por

G(R™; L(D)), € o espago quociente

g 1) = EUELD) "

onde
Eu(R™; L(D)) :={(H.) : ¥ compacto K em R" Y a € Nj 3 B limitado em L(D)

1
INeN3InelVaekVe<n DH(x) € B}

N(R™; L(D)) := {(H.) : ¥V compacto K em R" V o € Nj 3 B limitado em L(D)

VgeN3IC,>03nelVereKVe<n D*H.(z) e CkiB}.

De forma analoga ao capitulo anterior, as redes em £,(R"; L(D)) sdo chamadas modera-
das e as redes em NV (R"; L(D)) sao chamadas nulas, £y,(R™; L(D)) é uma algebra diferencial



32  ALGEBRAS DE FUNCOES GENERALIZADAS

com operagoes pontuais e N'(R”; L(D)) um ideal diferencial. Segue que G(R™; L(D)) é uma
algebra diferencial, contudo nao é comutativa pois suas fungoes generalizadas tomam valores
em L(ID). O mergulho do espago das distribui¢oes D'(R™; L(D)) em G(R"; L(D)) é também
estudado na referéncia. E por fim, o conceito de associacao é exatamente o mesmo, com a

observagao que a convergéncia
/Hg(:v)go(x)dx — 0 em L(D) quando ¢ — 0,
significa que 3 B limitado em L(ID) tal que para todo a > 0 3 n > 0 satisfazendo
O<e<n= /Hs(x)ap(a:)da: € ab.

Os calculos para se chegar as expressoes desses operadores em G com as ED’s que os re-
lacionam e as relagoes de comutacao, é arduo e deixariam este capitulo desnecessariamente

extenso, por isso serao omitidos aqui.

O operador de campo livre em 6 é o operador @y = [(P¢ )] com representante @, . dado
por
Do (z,t) = at{k — (2k°)"2e* e~ Fop(ck)}

+ a {k — (2k°) etk Fop(—ek)}, (13)

onde Fo(k) := (2m)73/2 [ e~ ¢(x)dx é a transformada de Fourier. Esta expressio é obtida
a partir do mergulho em G da funcao estado de particula v, usada como argumento para
definir os operadores de criacao e aniquilagao, i.e., é obtida a partir da substituicao de v
por (7). O Teorema 2.3.1 em [CGO8] mostra que esse operador é bem definido em G.

Em G, o Hamiltoniano total Hy(t) na equagao (5) é a classe de

Ho(t) := /}R3 [%(at(bo,5($,t))2 + % Z (0, Po (2, 1))

1<u<3

+ %mZ(CI)O,E(x, ))? + NLH((I)Q&(:U, t))NH} X(sx)dw, (14)

onde X ¢ uma funcao no espago de Schwartz. Cada Hy. aplica D em D e é simétrico. Além
disso, o Hamiltoniano generalizado [(Hy.).] admite uma extensdo auto-adjunta denotada
por H<"> veja o Teorema 3.3.1 em [CGO8]. Esta extensao ¢ usada para definir o operador
de espalhamento generalizado S; = [(S::)c], definido a seguir, e garantir que ele é unitario.

O operador de energia Py definido em 8 ¢ a classe [(F.).] onde
Poc(F) = (fo, ks KOFO(R) FS(—ek) fi(K), - (ks -, ) 1

(k?f¢(€kl)F¢(_Ekl) +o kgf¢(€kn)f¢(_5kn))fn(kl7 ey kn)7 <o )a (15)
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e é possivel mostrar que

g(x
Hoﬁ(t) = PO,E + - N<7_+_)1(<D()75(ZE, t))N+1dZIZ, (]_6)
onde a constante g ¢ agora substituida por uma funcio g(z) € D(R?). Finalmente, o operador

de espalhamento generalizado é a classe S (t) = [(S-(t))c], tal que

ST,E(t) — ei(tff)PE<O>efi(tf‘r)H5<0>, (17)

onde H<%> = [(H=°>).] ¢ a extensao auto-adjunta do Hamiltoniano Hy = [(Ho.).] ¢ P<% =
[(P=9>).] é a extensdo natural de Py por 16.

Nas referéncias que citamos, os autores estao interessados em calcular probabilidades de
transicao com o operador de espalhamento como configurado acima. Muitos detalhes em
QFT precisam ser melhor estudados para esta configuragao antes de se chegar a uma teoria
mais precisa. Veja mais detalhes sobre isso em [CGPO0§|. Infelizmente Gsponer nao pode
concluir a parte II de seu trabalho. Nos inspiramos neste problema para mostrar como o
conceito de suporte pode ser aplicado. Nao ficaremos restritos a este problema, portanto o
leitor nao precisa se prender aos detalhes técnicos e complicados das defini¢oes dos operadores
acima (& apenas a nossa motivagao), levaremos em consideragao os operadores generalizados
como apresentamos em secao especifica acima. Sobre estes tltimos, vamos agora finalizar
este capitulo com resultados relevantes para esta pesquisa.

Um vetor (vy,--- ,v,) =v € K &um vetor livre se span_[vy, - -+, v,] = K e um nimero
generalizado A € K é um autovalor de uma n x n matriz A € M, (K) se existe um vetor
livre v € K" tal que A - v = \v. Neste caso tem-se que det(A\] — A) = 0 € K, Ker(\ — A)

. ~ . . . . T, .
¢ nao trivial e contém um vetor livre. Note que v € K= é um vetor livre se e somente se

vl € Inv(R).
A seguinte proposigao, devido a Vernaeve [Ver(8| é a ferramenta para provar os teoremas

que seguem.

Proposicao 6. Sejam ay,...,a,_1 € C. Entio existem \i,..., N\, € C tal que p(\) =
AN+ A N+ ag = (A= M) (A= \). O conjunto solugio em C da
equagcio p(A) = 0 € o congunto interno interl({A\,..., \n}) = {M&s + -+ + A&,
com {S1,...,S,} particio de I} onde \; = [(\)e].

Demonstracao. Veja [Ver(08], Lema 4.7. O

Teorema 9. Seja A € M,(C) e p(\) o polinémio caracteristico de A. Entdo existem
A,y A € C tal que p(A) = (A — M) -+ (X — \,). Além disso, dado qualquer n — upla

{A1,..., A\n} com esta propriedade, qualquer autovalor A de A € um interleaving de {\y, ..., A\n}.

Demonstragao. Veja [HKK14], Teorema 3.22. O
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Teorema 10. Seja A = [(A.).] € M, (C) hermitiana e X, com 1 < i < n, os autovalores de
A, ordenados por Re(\]) > --- > Re(X;). Entao \; = [(Xj):] sdo elementos bem definidos
de R independente do representante (A.). e Ay > --- > \,. Qualquer autovalor X de A é um

interleaving de {\1,..., \,}. Além disso, existe uma matriz unitiria U em M, (C) tal que

U*AU = diag(Ay, ..., An).

Demonstragao. Veja [HKK14], Proposi¢ao 3.25. O



Resultados obtidos

Probabilidades de transicao

A probabilidade de que um estado inicial ®; € D, antes da interagao, se torne um estado

final &, € D, depois da interacao, é o limite

PU—2) = lm _[(®2 5. ()l (19
se este limite existir, e é chamada a probabilidade de transicao de ®; para ®,, os quais
sao tomados normalizados. E claro que este limite serd um nimero real generalizado se
tomarmos o operador unitario S,(t) generalizado. O problema torna-se portanto atribuir
um nimero real classico a este nimero generalizado e que faga sentido fisicamente. Com este
proposito a pesquisa feita em [JFACT17| sugere algum tipo de média do representante do
namero generalizado |($y, S;(¢)P1)r| expresso na equagao 18, ou pra ser mais claro, sugere
o calculo do valor médio da func¢ao representante. Em detalhes, se u, v € D sdo ortonormais,
Colombeau, Gsponer, et al atribuem uma probabilidade classica ao niimero generalizado
|(u, Sv)|, com representante € — |(u, Scv)|, tomando uma média dos valores |(u, S.v)| para
uma grande quantidade de valores € muito pequenos. Note que (S:). é um representante do
operador generalizado S, que 0 < [(u, Scv)| < 1 e que as variaveis temporais estao sendo

desconsideradas. Nesse sentido, a probabilidade de transi¢ao devera ser

N
. 1
Plv—u)= lim N ; |(u, Se,v)], (19)

n—0,N—o00

com ¢; € (0,7n). Os autores perguntam se o limite (19) existe e nosso objetivo aqui é sugerir o
conceito de suporte, que é recente, como uma potente ferramenta na busca por uma resposta.

Note aqui, que o limite em 19 desconsiderando a discretizacao, é

1
Plv—u) = hntl)ﬁ
n—

7

/ [{(u, Scv)|de. (20)
0

Em nosso ambiente, se o operador generalizado S tem um operador classico associado,

a resposta é sim e sabemos quem é esse limite, veja o Teorema 14. Se S tem um suporte

nao unitario, a resposta continua afirmativa, porque para noés existéncia de probabilidade de

transicao (que é um real generalizado) é ter suporte ndo vazio, esta serd nossa defini¢ao de

35
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Probabilidade de Transi¢ao Generalizada, veja os Teoremas 15 e 17. Na referéncia citada, sao
apresentados exemplos numeéricos de S-matrizes, como exponenciais de matrizes hermitianas
(lembre que as S-matrizes sdo unitérias), cujas amplitudes se assemelham a situagoes em
QFT, ainda que em cenarios muito mais simples como o espaco de dimensao finita C".
Nestes exemplos, esta média é obtida de uma forma semelhante ao célculo de um elemento do
suporte do nimero generalizado |(®y, S, (1)P1)p|, e fazem sentido fisicamente, isto sugere que
é este o lar das probabilidades de transicao. Uma vez que uma fungao quase periddica sempre
tem um valor médio, veja [Boh18|, os autores desta pesquisa questionam se |(®y, S, (£)P1)r|
é sempre uma fungao quase periddica, e se nao, se pode ainda existir um valor médio em um
sentido natural. Isto inspirou os resultados em nossa segao sobre func¢oes quase periddicas.
Bom, a menos de condigbes ideais, ndo parece muito viavel que [(®a, S;(¢)P;)r| seja sempre
uma fungao quase periddica a julgar, por exemplo, pelos cenérios cadticos dos modelos
fisicos em mecénica quantica, mas para a segunda pergunta, o conceito de suporte parece
promissor e certamente é bastante natural no contexto dos niimeros generalizados. E neste
ponto que deixamos nossa contribuicdo. E claro que mais hipoteses devem ser consideradas,
isso se quisermos observar alguma realidade fisica, mas insistimos em lembrar que os autores
desse trabalho, no qual nos inspiramos, esclarecem que o objetivo é apenas dar um sentido
matemaético aos cilculos do formalismo Hamiltoniano canénico como base para melhorias e
nao o de fazer interpretagoes fisicas. Acreditamos que nossos resultados possam contribuir de
alguma forma, contudo, também nao consideramos o ambiente delicado da fisica quantica,
mas sim nos dedicamos ao limite em 20 de uma forma mais linear devido principalmente a
influéncia das pesquisas sobre matrizes e operadores generalizados desenvolvidas em [GV11],
[HKK14], [May08]. Este serd o nosso cenario, e acreditamos estar apontando para uma
dire¢ao que poderé trazer bons resultados para o problema estudado por Colombeau-Gsponer
e outros mais gerais.

Vamos comegar com dimensao finita, para este caso um operador autoadjunto corres-
ponde a uma matriz Hermitiana A € M, (K). Denotaremos a probabilidade de transicio
generalizada por v(A) := | < u,exp(iA(e))V > | onde u,v sdo vetores unitarios em C". A
partir deste ponto escreveremos apenas v(A) para nos referir a este conceito. Denotaremos
por M, (K,,) o conjunto de matrizes tais que cada entrada possui elemento associado (ou

sombra).

Definicao 33. Se A = (a;j) € uma matriz complexa, entao a norma || - || definida por

| Allp= (32, lagl*)'/? € chamada norma de Frobenius de A.

O resultado a seguir, conhecido como desigualdade de Hoffman-Wielandt, é a espinha
dorsal na prova do Teorema 13, na verdade é uma aplicacao direta. O mesmo é encontrado

originalmente em [HW53|. Em seguida uma versao em dimensao infinita.

Teorema 11 (Hoffman-Wielandt). Sejam A e B matrizes normais em M, (C) e S,, o grupo

de permutagoes de {1,...,n}. Se {aq,...,an} e {B1,...,Bn} sdo os autovalores de A e B

n 1/2
respectivamente, entao miSn (Z la; — Bo(l-)|2) <||A-B .
oESH 1
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Demonstragao. Veja [HW5H3]. O

Teorema 12. Sejam A e B operadores de Hilbert-Schmidt normais e {1, g, ... },{f1, P2, ..}
enumeracoes de seus autovalores. Entao para cada € > 0 existe uma permutacao m de N tal

que

o 1/2
[Zmi—@r(i)ﬁl <||A— Bl +e. (21)
=1

Demonstragao. Veja [BE94|. O

Apresentamos agora nossos resultados sobre probabilidades de transicao generalizadas.

Se A ¢ uma matriz n x n com coeficientes em C e {)\;,...,\,} C C contido no Spec(A)
como no Teorema 9, entao dizemos que {\,...,\,} é um conjunto gerador para Spec(A).
Sejam A uma matriz n X n com coeficientes em C e {A,.. ) C C um conjunto gerador.

Entao uma rede de permutagoes ¢ um mapa o : I — S,,. Agora considere o elemento A/ com

representante A7 (e) := \,_;)(¢). Para cada 1 < j <n, sejam S;; ={e €[ :0.(i) = j} ee; 0

idempotente gerado por S;;. Entao A = > e;; - \; € Spec(A) e {e;1, - €} € um conjunto
J

completo de idempotentes ortogonais. Isto prova que A7 é um elemento bem definido. Além

disso, se a matriz (e;;) é inversivel, entdao {A{,--- A7} é um conjunto gerador para Spec(A).

Teorema 13. Sejam A € M,,(K,s) uma matriz Hermitiana com supp(A) = {Ao} e {A1,..., \n}
um conjunto gerador para Spec(A). Entao existe uma rede de permutacoes o tal que
(A7, A7} € um conjunto gerador para Spec(A), N € Kas Vi e {supp(\7), -,

supp(A7)} = Spec(Ao).

Demonstragao. Seja Spec(Ag) = {1, .., un} ordenado. Uma vez que A é Hermitiana e
A =~ Ag, segue que Ag é Hermitiana e podemos escolher um representante para A tal que A,
¢ Hermitiana para todo € € I. Aplicando o Teorema de Hoffman-Wielandt, existe uma rede

de permutacgoes o tal que

A7 = i <A = Aol = 0 (22)

da qual segue que supp(A?) = {u;}. Uma vez que Y € Spec(A), e [[(A — N(¢)) =

[T(A = Ai(e)) para todo €, temos que [[(A — A7) = xa(\) e o teorema esta provado. O

Corolario 1. Sejam A ~ Ay € M,(C) e A € Spec(A). Entio supp(A) C Spec(Ay) e
supp(X) = Spec(Ag) se A = > e; - X7, onde {e1, - ,e,} € um conjunto completo de idem-

potentes ortogonais nao triviais e os \] sao dados pelo teorema.

Demonstra¢ao. Uma vez que X € Spec(A), existe um vetor livre v € C" de norma 1 tal

que Av = Av. Se Ay € supp()), entdo existe um idempotente f tal que f -\ ~ f - .
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Uma vez que v tem norma um, existe um idempotente e tal que ef = eee-v ~ e - v,
com vy € C". Por isso temos e - A\gvg =~ e v = (Av)e = e - Agvg e portanto Agvy = Agvp.
Seja Spec(Ag) = {p,...,ftn}. Se X = > e; - X7 com ee; = d;¢; e e; ¢ {0,1}, entdo

K3
A-e; =¢€; -\ =~ e; -, epor isso o resultado segue. O

Estes resultados deixam claro que A ~ Ay nao implica necessariamente que qualquer
autovalor de A esté associado a algum autovalor de Ay. E que o suporte é o conceito apro-
priado para estabelecer uma tal proximidade. Mas o teorema nos diz que sempre existe um

autovalor de A associado a qualquer autovalor de Ay, isto é, que Spec(Ap) é a sombra do
Spec(A).

Corolario 2. supp(Spec(A)) .= |  supp(\) = Spec(Ay).
AESpec(A)
Demonstracao. Segue direto do Corolario 1. O

Observacao 1. No Teorema 11, no geral nao sabemos descrever a permuta¢ao para a qual
o minimo € atingido, contudo se A € hermitiana e B é normal arbitrdria entdo o minimo
¢ atingido nas ordens a; > -+ > oy, e Re(By) > -+ > Re(B,). Veja [Bha07], Observagao
15.3. Considerando esta configuragao, temos N = \; para cada i. Consideraremos isto nos

proximos coroldrios e note que assim estamos em sintonia com o Teorema 10.

Teorema 14. Sejam A € M, (K,.s) uma matriz Hermitiana com supp(A) = {Ao}, e uop,vo

vetores ortogonais unitdrios de C". Entao supp(v(A)) = {v(Ao)}. Em particular, v(A) ~

I/(Ao).

Demonstracao. Primeiro note que se e é um idempotente entao e-exp(iA) = e-exp(i(eA)) ~
e-exp(iAy). Agora sejam ty € supp(r(A)) e e um idempotente tal que e-v(A) ~ e-ty. Disto,
segue que e-ty ~ e-v(A) = e-exp(i(eA)) = e-exp(iAy) = e-v(Ap) e porisso tg = v(Ag). Note
que omitimos os vetores na prova pois os mesmos sao classicos e por isso tem embedding

constante. L]

Para cada 1 < i < n, denote por V,,(Ag) o autoespaco de Ay relativo ao autovalor
1; € Spec(A) e seja Vi, (A) o K—sub-modulo de K" gerado pelos autovetores de A relativos
ao autovalor ;.

Suponha que A, Ay, o and {A],---, A7} sdo como no Teorema 13. Seja Spec(Ay) =
{p1,+++ , pun}. Por [HKK14, Proposicdes 3.18 e 3.25|, Spec(A) C R e A é unitariamente
equivalente a diag(\],--- , 7). Segue facilmente que supp(xa) = {xa,} € a multiplicidade

algébrica de A7 e p; sao iguais.

Corolario 3. Para cada 1 <i <n, temos supp(Vys) := U supp(v) = V,,,(Ao).
vEV)\o (A4)

Demonstragdo. Sejam v € Vys(A) e vy € supp(v). Entdo e - v = e - vy, para algum e? =e.

Com a notagao da prova do teorema, segue que e - (Agvg) ~ e - (Av) = e - (AJv) ~ e - p;vy.
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Consequentemente, vy € V),,. Uma vez que as multiplicidades algébricas de AY and p; sao
iguais, segue que o C—posto livre de Vi € igual a R—dimensao de V), e por isso, uma vez
que supp(Vys) é um R—espago vetorial, temos supp(Vaes) = V., (Ao). O

Note que se A € M,(K,) entdo temos que supp(A) # (. Além disso, seu suporte é

compacto. Podemos agora apresentar nosso principal resultado em dimensao finita.

Teorema 15. Sejo A = [(A.).] € M, (K,) uma matriz Hermitiana. Entio supp(v(A)) =
{v(Ao) : Ao € supp(A)}.

Demonstrag¢ao. Se Ay € supp(A), entdo existe um idempotente e tal que e - A =~ e - Ay.
Lembre que e-v(A) = e-v(eA) = e-v(Ag). Porisso v(Ag) € supp(v(A)). Por outro lado, seja
a € supp(v(A)) ee = e tal que e-a = e-v(A) = e-v(e-A). Escolha Ay € supp(e-A) C supp(A)
ef=f*talqueef = fe f-Ay=~ f-(eA) = f-A Entao f-a~ f-v(A) = fu(f-A) ~ f-v(A).

Por isso a = v(Ap) e o teorema esta provado. O

Partiremos agora para uma extensao do Teorema 15 para K-modulos Hilbert Gy onde H
é um espaco de Hilbert de dimensao infinita. Note que o Teorema 14 é um caso particular do
Teorema 15. Como em dimensao finita, precisaremos da definicao de suporte de operadores
generalizados e da versao em dimensao infinita do Teorema de Hoffman-Wielandt para uma

versao ainda que mais fraca do Teorema 13.

Definigao 34. Seja T = (T:) : Gg — Gy um operador linear basico. O suporte de T,
denotado por supp(T), € o conjunto de operadores lineares limitados em H definido por
supp(T) :={To € B(H) : 3 (en)n em I com e, — 0 ¢ ||T., — To||ec — O}.

E claro que outras normas podem ser consideradas na definicao acima e a menos que se

mencione uma outra estaremos nos referindo a norma standard.

Teorema 16. Sejam T = (1) : Gg — Gy um operador linear bdsico tal que cada T. é
um operador linear auto-adjunto e Hilbert-Schmidt e Ty € supp(T) na norma de Hilbert-
Schmidt. Se {tgn), tén), ...} ed{ti,ta, ... } sao enumeragoes dos autovalores de T, e Ty onde

(En)n € tal que T., — Ty entdo existe uma sequéncia (m,), de permutacoes de N tal que
(n)
t

(2

) — ti para cada © € N.

Demonstracao. Pelo Teorema 12, para cada natural n existe uma permutacao m, de N tal

que
o 1/2
[ZW _tfr?(i)|2] <|[To = 1%, [|2 + &n. (23)
=1

Como Ty € supp(T), entdo e, — 0 e ||Th — T, ||2 — 0 quando n — co. Portanto, para cada

L,

[t — t0 | <1 To = Te, ||z + 20 — 0. (24)
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Logo, a sequéncia de permutagoes (7,), de N satisfaz t;:)(i) — t; para cada ¢ € N e isto prova
o teorema.
[

Em analogia as matrizes em Mn(KC), dizemos que um operador linear bésico T : Gy —
Gy esta em BC(QH) se existe um representante (7.). de 7' e um compacto K em B(H)
munido da topologia induzida por || - ||« tal que T, € K V & < n para algum n € I. Podemos

portanto definir o que segue.

Definigao 35. O subconjunto B.(Gy) de B(Gy) é chamado conjunto dos operadores gene-

ralizados compactamente suportados.
Note que se T € B.(Gy) entao supp(T) # 0.

Teorema 17. Seja T = (1%). € B.(Gy) um operador linear basico tal que cada operador T,
é auto-adjunto. Entao supp(v(T)) = {v(To) : Ty € supp(T)}.

Demonstragdo. Seja Ty € supp(T) e e = €2 tal que e - T ~ e - Ty. Uma vez que todos os
operadores envolvidos sao limitados e o mapa exponencial é continuo, temos que e - v(T') =
e-vie-T)~e-v(Ty). Por outro lado, seja w € supp(v(T)) e e = e? tal que e-w ~e-v(T).
Escolha f tal que f-e = fe f-T =~ f-Tp, para algum Tj. Entao temos que f-w =~ f-v(T) =
f-v(f-T)= f-v(Tp). Segue que w = v(Tp), completando a prova. O

Funcoes quase peridédicas

Nesta secdo, vamos provar a existéncia de valores médios para algumas funcdes. E aqui
também que estabelecemos a conexao entre as probabilidades de transi¢ao e o valor médio de
uma fungao quase periddica. Comegamos relembrando o conceito de fun¢ao quase periodica.
As referéncias bésicas que utilizamos sao [BB54, Boh18|. Uma das principais caracteristicas
desta secao é o fato de que uma funcao quase periodica se torna uma funcao periddica no
contexto generalizado. Apos relembrar a definigao de uma func¢ao quase periddica, demons-
tramos algumas maneiras tuteis de calcular o seu valor médio e, em seguida, mostramos sua
relagao com as probabilidades de transicao.

Um conjunto de nimeros reais £/ C R é dito ser relativamente denso em R se existir
L > 0 tal que para cada a € R temos que |a,a+ L[ N E # (). Falando de forma mais simples,

isso significa que nao existem lacunas arbitrariamente grandes entre os elementos de E.

Definigao 36 (Fungao quase periodica). Dada uma fungao de valores complezos f : R — C
eec >0, o nimero real T = 7(¢) = 14(c) > 0 € chamado de nimero de translagao de f
correspondente a ¢ se | f(x+7)—f(z)| < € para todo x € R. Uma fungao continua f : R — C
¢ dita ser quase periodica (uma f.q.p.) se, para cada € > 0, o conjunto {T € R | 7 = 14(¢)}

€ relativamente denso.
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Considere o espago C-vetorial V' = Span_ [ | X\ € R] de polinomios trigonométricos.
Os elementos de V' sao fungoes limitadas e, portanto, podemos considerar o espago normado
(V,11lls0)- Seja V o seu fecho em L. (R). Entdo, V consiste em limites uniformes de elementos
de V. Observe que os elementos de V' sao fungoes periddicas, segue que o conjunto de fungoes
periodicas é denso em V.

Com uma func¢ao degrau elementar, nos referimos a fungao caracteristica de um intervalo
I C R. Uma funcao degrau é uma combinacao linear finita de fungoes degrau elementares.
Uma vez que M (f(z+c)) = M(f), para qualquer constante c € Re M(f(A\x)) = M(f), para
qualquer A > 0, podemos considerar fungoes degrau elementares definidas em um intervalo
da forma [0, 5] com 5 < 1. Dizemos que f é uma fun¢io degrau elementar periddica se f
tem periodo 1 e em [0, 1] f é a fungdo caracteristica de um intervalo [0, /].

Se f é periodica com periodo L, entao podemos aproximar f uniformemente por uma
sequéncia de fungoes degrau em [0, L]. Assim, f pode ser aproximada uniformemente por
fungoes degrau periddicas em R. Consequentemente, uma f.q.p. ¢ um limite uniforme de
fungoes degrau em R. Assim, se denotarmos por S o conjunto de fungdes degrau periodicas,
temos V C S. Se A € M,,(C) é uma matriz hermitiana, entdo exp(iA) ¢ uma matriz unitaria,
segue que seus autovalores sio da forma exp(if), onde § € Spec(A) C R. Como estamos
interessados em probabilidades de transi¢ao, que incluem tais expressoes, consideramos a
situacdo geral. Seja [f.] = f € R integravel quando vista como uma funcdo f : I — R.

Definimos a probabilidade de transicao generalizada de f como:

u(f) = é/af(t)dt: {5 s é/ef(t)dt}

Em particular, se f ~ f; € R, entao v(f) = fo, como pode ser facilmente observado.
Isso também seré deduzido de um resultado desta se¢ao. Em particular, isso explica nosso
interesse em fungoes quase periodicas e seus valores médios, e nos conecta com o conceito de
probabilidade de transi¢ao como definido por Colombeau-Gsponer. Os resultados desta se¢ao
mostram que essa definicao faz sentido. Quando uma matriz ou operador A em um espaco
de Hilbert esta envolvido, escreveremos v(A) = v(A, u,v) = v(|(u | Av)|) sem especificar a
dependéncia do par de vetores ortogonais fixos envolvidos na definicao. O mesmo sera feito
quando as probabilidades de transi¢gdo de pares ortogonais fixos estiverem envolvidas (veja
a secdo anterior). Essa definigio deve ser comparada com a defini¢ao de pu(e), e € B(K),
dada em [JO22|. Como uma maneira natural de aproximar dados discretos ¢ com o uso
de funcgoes degrau elementares, é natural pensar que idempotentes decorrentes da realidade
fisica resultem de tais fun¢oes degrau elementares. Portanto, sua probabilidade esta bem
definida. Recordamos os seguintes resultados fundamentais relacionados as func¢oes quase

periddicas de Bohr:

Teorema 18 (Teorema Fundamental das f.q.p.). Uma fung¢dao de valores complezos f € quase

periodica se, e somente se, f € V. Além disso, V € uma dlgebra sobre C e seus elementos
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sao funcgoes uniformemente continuas e limitadas.

Se f é uma funcao peridédica com periodo L, entao é facil ver que

1 1 [r
M(f):= lim —/f(x)dx: I f(z)dz.
0
Em particular, M(|sin(Az)|) = M(|cos(Az)|) = 2, para todo A > 0. Isso sera usado nos

exemplos.

Teorema 19 (Teorema do Valor Médio). Para toda f.q.p., o valor médio

existe.

Portanto, uma f.q.p. pode nao ser periédica, mas ainda assim tem um valor médio.
Procedemos agora para provar formulas alternativas para o valor médio de uma f.q.p. e, ao
compd-las com infinitos puros (apenas oo no suporte), damos sua probabilidade de transigao

generalizada.

Lema 2. Seja f uma funcao degrau periddica elementar e v > 0. Entao,

f

(z)
xl+y dz

T—00

M(f)= lim 7~T”-T/

Demonstracao. Caso v = 1: Suponha primeiro que 7" = n é um namero inteiro, entao

podemos calcular seu limite como
T, =11 | =
Jig e [ St = e (Ul - 1) = (e (X))

Observe que

o0 [e.o] n o0

1 = 1 1 1 1
/u(u+6)du<;k(l€+ﬁ) = / MO R / u(u+5)d“+/u(u+ﬁ)d“'

n n—1 n—1 n

Aplicando a regra de L’Hospital do calculo elementar, obtemos

| [l

n—1
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Dai segue que
< [
li . —— ) =1 . —d
ﬁﬁﬁz(Z;Mk+m> i - ([ crzee)

= lim - (/mdu)

T

.z r+ 0
= lim = Iln
$—>OO/6 €T

=1,

onde mais uma vez aplicamos a regra de L’Hospital para obter a tltima igualdade.

Agora,se T € R, entao T'=n+r, com 0 < r < 1. Temos que

lim 7 ﬁdx = lim T- @dx
T—o0 2 T—00 xr2
T n—+r
o 0 n+4r
T—o0 x2 T—s00 2 T oo 2

A integral do meio tende a 0, & medida que T tende ao infinito (independentemente do valor

1
n—+r

Caso 7 # 1: Suponhamos primeiro que v € Q e T'=n € N. Como antes, temos que

de r), e a ultima integral ¢ < (n+r)[+ — =] = £, ¢ segue o resultado.

. f(x) . 1 1
.n7. - . -
nhm e /xlﬂdx nhm n 2 P it By

e}

_— o1
-t 2+ f |5~ ) )
= i (B ),

1—fyxﬁ>oo

Se 1 —~ > 0, definimos 1 — v = £ e, caso contrario, definimos v — 1 = 2. No primeiro caso,
q q

o limite se torna

e no segundo caso, se torna
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Racionalizando essa expressao da maneira usual e calculando seu limite, obtemos que ele é

igual a 3. Por continuidade, o resultado vale para todos os v > 0. |

Corolario 4. Seja f uma funcao limite uniforme de fungoes degrau periodicas e ¢ > 0,y > 0.

Entao,

M(f) = lim fy-TV-/f(x)da:: lim = f(i)dg.

Em particular, v(f oa™¢) = M(f).

Demonstragao. Se f é o limite uniforme da sequéncia (f,,), claramente temos que lim M(f,) =
n—~oo

M(f). Para provar a segunda parte, fazemos a mudanga de variavel z = 8%, obtendo

n 00
1 1
lim = f(—)daz lim 7-T7~/f1($)da;,
n—0mn gec T—s 00 ity
0 T
onde v = % O resultado agora segue do Lema 2. O

Teorema 20. Sejam f uma funcio quase periddica, v > 0, e X : [0,1] — [0, 00] uma
fungao continua com \(0) = 0, e v sua inversa. Suponha que v € C*([0, \(1)]), com k > 2,

e que v nao seja uma fungao nula. Entao, temos

, [ (@) RN
M(f)= lim ~-T7- . 7dmz 121 — f(—)ds.
T 500 T/x+ n 0770/ A(e)

Em particular, v(f o 5) = M(f).

Demonstrac¢ao. Como visto anteriormente, f pode ser aproximada uniformemente por fun-
¢oes degrau periddicas, assim, a primeira igualdade segue do Coroléario 4. Para provar a

segunda igualdade, observe que, como v nao é uma fung¢ao nula, entao existe ¢ € N* tal que

1

b:=v9(0) #0e v (0) =0 para todo 0 < j < q. Fazendo a mudanca de varidvel x = oL

RN NE 1 T i (e
lim — f(—)de = lim £
s

oy J 3@ T )
/

obtemos

A partir da hipotese, temos que Tlim T(3) = % e V(1) = qu% + g(z), onde |g(z)| < &
—00 : !

para alguma constante C' > 0. Assim, temos
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1 [ fap Ly T [ () ()]
Th—n>loo y(%) T/ 22 N Th—I>noo qu/(%) T/ x2 dr
) T T f(z) [(q_ﬁb!xqfl + 9(33)]
- Th—r>noo b/q! / x? da
T

Como f ¢é limitada e a func@o g(x) é integréavel, temos, a partir de nossa hipotese, que

( lim Tq./q‘f(x)g(x)dx( < 2 lim Tq-/ L
—00

T—o0 bx? b xa+?
T T
Portanto, temos lim 1 S ey (p)ds _ Jim g T (qll = M(f). O
T—5o00 Y(F) T o z
Observe que, se v for uma func¢ao nula, entao hm 1 f (5 )ds = 0. Isso é facilmente
n—

visto, uma vez que, nesse caso, temos |V'(z)| < C(q )x—q, onde C( ) ¢ uma constante, para

todo ¢ > 0.

Lema 3. 1. Seja f uma f.q.p. e g tal que lim g(x) = L. Entao M(gf) = L- M(f).
T—r00
2. Sejam f e X como no teorema anterior e seja g = [g(e)] € R tal que g =~ gy € R. Entdo

V(g'(f0§>)—llm fg (ﬁ)da:gwM(f)-

n
3. Sejam f e g como no item anterior. Entiao v(f o g) = _II)l %f ( )d&t = f(g0)-
0

T
< llg = Lllpomyeo - 7 [ |f (@)ldz
0
< llg = L||p1),00 - (2M(|f(x)|) + 1), para T grande, provando o primeiro item. O segundo

T T
Demonstrag¢ao. Temos que ’% [9(x)f(x)dx — £ [ Lf(z)dx
0 0

item segue pelo teorema anterior e pela prova do item anterior. Para o tltimo item, observe
que fog = f(go) porque f é continua. Portanto, a probabilidade de transi¢ao é o valor

médio de qualquer sequéncia convergente para f(go). O
Do lema anterior, obtemos o seguinte corolério.

Corolario 5. Seja f uma f.q.p., A\ um infinito puro e g € R tal que g = go € R. Entdo
M(g-fo)) =go- M(f) ¢, caso fog exista, entio M(f o g) = f(go)-

O ultimo resultado desta secao prova que uma funcao positiva limitada por uma f.q.p.

possui valores médios generalizados.
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Teorema 21. Sejam 0 < |g(z)| < f(z), f uwma f.q.p. e X\ um infinito puro. Entdo tanto

v(goA) quanto v(|g o A|) possuem suportes nio vazios.

Demonstracao. Podemos supor que g seja uma fungao positiva. Para cada 0 < n < 1,
n n

suficientemente pequeno, temos 0 < %fg()\(e))da < %ff()\(s))ds < 2M(f) + 1. Portanto,
0 0

no ambiente generalizado, temos 0 < v(go \) < (2M(f) + 1) e a partir disso o resultado

segue. L]

Seja f uma f.q.p. C® e v € R um infinitesimal positivo. Para cada ¢ € I, defina o
conjunto M/ = {r. € R : ||f(z + 7.) — f(2)||« < v(¢)}, um conjunto de nimeros de
translagao de f, e considere o conjunto interno M = [M/¥]. Dado 7 € M, temos que
supp(7) NR* # () se e somente se f é uma fungao periddica. Portanto, se f ¢ nao periodica,
entdao M contém infinitesimais ou infinitos. Se f é C*°, v é nula e M # (), entao a imagem
candnica de f em G(R) é uma fungao periodica generalizada e cada elemento nao nulo de M
¢ um periodo generalizado de f. Tais periodos de f nao precisam ser elementos invertiveis,

mas se 7 € M ¢ um infinito puro invertivel, entdo L [ f(¢)dt &~ M(f). Poderfamos comegar
0

com qualquer sequéncia moderada de f.q.p.’s e nao apenas com uma sequéncia constante.
Uma fungao generalizada que possui tais sequéncias como representantes serda chamada de
uma f.q.p.g., abreviacao para funcao quase periodica generalizada. Seria interessante saber
se existem f.q.p.’s nao periodicas que sao periddicas generalizadas. A mesma pergunta pode

ser feita para f.q.p.g.’s.

Exemplos

Nesta secao, consideramos alguns exemplos, dos quais alguns ja foram considerados em
[CACT18], mas sem calculos explicitos. Esses exemplos nao sao cobertos pelos resultados
das secOes anteriores. Antes de prosseguirmos, lembre que um elemento A € R que satisfaz
supp(\) = () é chamado infinito puro. Note que isso é equivalente a lim A(g) = oc.

E—r0
Em um espaco de Hilbert bidimensional, seja

¢ dada por

[6 s exp (ig(t - to)) 0

o exp(is%(t—to)> ]



47

Portanto, para vetores unitarios ortogonais u = (uy, us) e v = (vy, v9), temos que

(u | S.(t)0) = wv; exp (ig(t - to)) + vz exp (ié(t - t0)>.

No artigo [CACT18], é afirmado que o suporte de (u, S:(t)v) ndo é unitério, ou seja, (u, S:(t)v)
nao esta associado a nenhum ntmero real. Mas esta claro que [e — (u, Sc(t)v)] é a soma
da composicao de f.q.p.’s e infinitos puros. Assim, ele tem um valor médio. Desta maneira, é
muito provavel que |(u, Sc(t)v)| também tenha um valor médio. Prosseguimos para calcular

esse valor. Se escrevermos a = ujv1,b = usvs entao a + b =0 e temos que

sm<1;€g(t—to))'

sin(%(t — to)) D = 2. |a|, onde usamos o

[{u, Se(t)v)| = 2|al -

Segue que M (|{(u, S:(t)v)|) = 2|a - M(

Teorema 20 na ultima igualdade.

Agora, vamos analisar outro exemplo de [JFACT17, CACT18|, considerando a matriz

simétrica A de dimensao 2 x 2

a c a c
e \ el 4e2n1  e—2e2 — a™+a?" a—2a?
c b c b :
£—2e2 en2 a—2a? a2

Seja u = (u1,us) e v = (v1,v2), e calculamos

A=

o S (s, ) | exp(—i ) (wn, )

J=1

escolhendo ¢ aleatoriamente entre 0 e um valor muito pequeno 7. Aqui, < --- > é o produto
escalar hermitiano padrao em C" e eles usaram a rotina do Matlab expm para calcular a
exponencial de uma matriz. Parece que deve existir uma probabilidade de transicao para
a=1,0=13,¢c=04, n; =ny = 1, que é aproximadamente 0.9251. No entanto, observe
que essa simulacao apenas indica que o suporte da probabilidade de transi¢ao generalizada
nao ¢ vazio, apesar dos valores de ¢, escolhidos aleatoriamente, sugerir que o suporte tenha

um Tunico elemento e que, portanto, a probabilidade de transicao exista. Vamos considerar

1 1
primeiro U = <ﬁ ﬁ) ey = <§’ —ﬁ>7 A= |e — ( et+e? e—2¢? ) ] , € vamos provar a

22 2 1 1
B e—2e2 €
existéncia da probabilidade de transicao para qualquer par ortogonal e dar o seu valor real.

Vamos comegar calculando os autovalores de A:

24, f(2e+e\t 1 1
g2 + &3 €2 4¢3 e2+ed (e —2e2)2] |

1
2

Ae) =
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A partir disso, segue que

1
a)\:[es—>—

2

fii#(ﬁi)Q“*Lie a —ZMH

e, segue que, -\ %[2 +2|. Denotamos por \; o autovalor escolhido com o sinal + e por Ay

o escolhido com o sinal —. A partir disso e usando uma calculadora gréafica, pode-se provar
que [[A|| = e e |[X2]] < e7'® < 1. Portanto, A\; ¢ um infinito puro e Ay é um infinitesimal.

Também temos que

a(h = A2) = \/(iii>2_4[li€ E —125)2 ~ V2

provando que A\; — A2 é um infinito puro. Uma base de autovetores de A é {(1,k),(—k,1)},

—k
1

—ko .
. . A partir disso, segue que

onde
k() = (e —28)(\ — (e + D)7 =
(c—2 )1 1 N % 4 ¢2\° 1 1
e—2e)= |- — =
2e g2 4¢3 e24+¢e3 (e —2e2)?
Uy J(22) oo ! ~ 15 =k
2 1+¢ l+e (1—292)| 7~ ™
1 1 : : . LS
Logo, M = el ¢ uma matriz que diagonaliza A na forma D = 0 i

1
~ M 1
(u | exp(iA)v) = (Mu | DMv) =: g1g3e™ + gogse™?

onde Mu = (91792)7 Mv = (93794)7 gi = Y; € R? i = 1747 9193 +9294 =0e {ei)\lyeDQ}

consiste em vibragoes puras. Como vimos anteriormente, \; é um infinito puro. Assim como

(A=A
sin
2
e, portanto, a probabilidade de transicao é

2 000 = |5 (F -0 ) (£ D) - A

2 2
Claramente, esses dois exemplos mostram como resolver o caso genérico de uma matriz

no exemplo anterior, obtemos que

[(u | exp(iA)v)| = 2[grgs]

~ (.244853758603.
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generalizada 2 x 2. Agora calculamos o valor real relatado em [JFACT17, CACT18|. Neste

caso,
1 0.4
e+e? £—2¢2
e o1 1
e—2¢e2 g2

L3+23 | 1.34+2.3¢ 2_4 13 016
€2 + &3 g2 +¢&d et (e—2e2)2]|

A:

com autovalores

Ae) = %

Segue que

2
028 \(2) = 1 06 1.3+ 2.3¢ TN RY 1.3+23\" 4202 1.3(1 —2¢)2 — 0.16( + €2)
2 1+¢ 1+¢ (I+¢e)(1—2¢)

Assim, o?% - X\ ~ 0. Denotamos por \; o autovalor escolhido com o sinal 4+ e por Ay o
autovalor escolhido com o sinal —. Entao, a*° - A\; % 0. Logo, temos |\;| > €*° e A\; é um
infinito puro. Para )\, usando uma calculadora grafica, encontramos que o~ '82. )y ~ 0, mas

a 181\, 5 0. Portanto, Ay é um infinitesimal de norma menor que e~

1.3+2.3¢)\° 1.3¢ 0.16¢2
2 — — N T g — ~1
) [5 \/( 1+¢ ) [1+e (1—25)2] ] ’

provando que A; — Ay é um infinito puro. Uma base de autovetores de A ¢ {(1,k), (—k, 1)},

. Note que

onde
5 2 2\—1
k(s)zé(e—Qs)(Al—(a—l—a) )=
5 113 1.342.32\2 1.3 0.16
Zle—92%). 2|2 7Y g -
2((E =) 2[52 +\/( €2 4 €3 ) [534—54 (5—2&?)2]]
5 1.3 1.3 4+ 2.3¢\ 2 1.3 0.16
21— 2e)| =2 SOy - .
4( 6)[8 +\/< e+e? ) [6+52 (1—25)2]]
S k ~ 2.6 e entdo k éum infinit C t te, M = —— L=k
egue quea ~ 4.0 e entao € um inmnni Opuro. Onsequen emen e, = W k 1

w0 0 -1
diagonaliza A na forma D = ‘ . e M~ My= . Disso segue que
0 eih2 10
(u | exp(iA)v) = (Mu | DMv) =: g1g3e™ + gogse™?

onde Mu = (g1,92), Mv = (g3,04), 9: = yi € R, i = 1,4, g1g3 + gogs = 0 e {e™1, ™2}
consiste de vibragdes puras. Segue do corolario 5 que (u | exp(iA)v) tem um valor médio.
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Novamente A; é um infinito puro e, consequentemente,

(A=A
sin
2
mostrando que a probabilidade de transigao é

% 191(0)gs(0)] = %‘ ( = Q) (@N — 2 ~ 0.636619772368.

[(u | exp(iA)v)| = 2[grgs] -

2 2 s
Esse valor é diferente do encontrado nas referéncias acima. A partir de nossos calculos, no

caso de dimensao 2, segue que se o suporte da probabilidade de transi¢ao generalizada possui

mais de um elemento, entdo o mesmo serd verdadeiro para o elemento |g; - g3).

1 2

c s < Vete?  e—2e2 )]
2 1
e—2¢? e

e vamos calcular o valor médio de |(u | exp(—iA)v)]|.

Considere

A:

Os autovalores de —A sao

M) =5

1+\/§—|—8\/Ei <1~|—\/§+€\/§)2_4{\/§(1—2€)2—5 8—1]
e(1+ev/e) e(1+ev/e) e2(1+ey/e)(1 — 2¢)? '

Disto temos que

L+ VEteve (1+\£+s\/5)2_4[\/5(1—2g)2—5 5—1] ”

1
O‘A:[‘g—ﬁ 1+eye 1 +eye (1 + en/e)(1 — 262

e por isso a - \ & %[1 + /5]. Denote por A; o autovalor com o sinal + e por Ay o autovalor

com o sinal —. Segue que A\; e Ay sao infinitos puros. E também

O[(/\l - /\2) =~ \/5

e por isso A\; — Ay é um infinito cuja norma é > e~!. Uma base de autovetores de A é
{(1> k)a (k7 _1)}7 onde

k(e):@@_ﬁ) _

1—25[1+\/(1+\/E+5\/E)2_4{\/5(1—25)2—5 5—1} ] _1+V5

2 1+ey/e (1+e/2)(1 — 2¢)?

1
k

~ _ 1
Por isso M = e (

—k . . e o0
diagonaliza A para a forma D = , e M~
1 0 gih2

1 —k
My = —~ ). Disso segue que
ko 1
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(u | exp(iA)v) = (Mu | DMv) =: 1936 + gogie™?,

onde Mu = (glag2)7MU - (93794)a g9i ®Yi € Ra 1= 1747 9193 + G204 = 0e {eiAl>ei)\2}
consiste de vibragoes puras. Segue do corolario 5 que (u | exp(iA)v) tem um valor médio.

Note que A; — Ay é um infinito puro. Como no exemplo anterior,

an(*57)]

Como antes, concluimos que a probabilidade de transicao é

[{u | exp(iA)v)| = 2|g1gs| -

4 4 1 (V2 V2\ (V2 V2 2(k3 —1)
—191(0)g3(0)| = —- —tko— || — —ko— || = —5—% =~ 0.284705017367.
7 191 0)gs(0) = 2 ‘1+k§(2+02)<2 02) 7(k2 + 1)
O valor reportado nas referéncias é 0.1539.
Agora consideramos o caso geral de dimensao finita. Procedendo da mesma forma para

uma matriz n X n simétrica A, com Spec(A) = {\,---, A\, }, temos que

[{(u | exp(iA)v)| = \/||a||2 +2 Zaiajcos()\i — )

1<j

=2 |- ZaiajsinQ()\i ; )\j)

sin (%) D (25)

< 2(2 N
Se o conjunto {\; —\; : A\; # \; € Spec(A)} consistir de infinitos puros e infinitesimais

1<j
’2

onde a = (ay, - ,a,) € (Eas)”, Y a,=0e ||CLH2 <L

e supp(a) = ag € R", entdo |[(u | exp(iA)v)|* tem um valor médio (similar ao caso n = 2).
Pode-se usar a adi¢ao de fasores para reduzir essa soma e verificar se |(u | exp(iA)v)| tem
um valor médio. Provavelmente, o fato de {\; —X; : A, \; € Spec(A)} consistir em infinitos
puros e infinitesimais implica todas as outras condigoes.

A adicio de fasores e as relagdes a = (a1, ,a,) € (Cus)", Y. a; =0, |a|*> < 1 na Equa-
¢ao 25 podem ser interessantes. Chamaremos isso de condigdazde interferéncia destrutiva
perfeita”.

Agora vamos provar que a condi¢ao de interferéncia destrutiva perfeita também vale
para a probabilidade de transicio de matrizes normais. De fato, seja U € M,(K) uma
matriz normal, i.e., UU* = U*U. Podemos escrever U = A 4 iB, onde A = (U + U*)
e B = %(U — U*) s@o matrizes autoadjuntas comutativas. Seja M uma matriz unitaria
tal que MAM* = D; seja uma matriz diagonal, A\ € Spec(A) e W = V). Como W &

gerado por vetores livres ortogonais, na verdade ele é gerado por alguma coluna de M,
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ele ¢ um K-modulo livre. Como AB = BA, segue que B deixa W invariante e B|W é um
operador simétrico. O fato de W ser um K-moédulo livre e B!W ser simétrico implica que
podemos decompor W como uma soma direta de automédulos de B. Portanto, modificando
algumas colunas de M, se necessario, podemos supor que M BM* = Dy é também uma
matriz diagonal e assim MUM* = D = diag(\,---,\,) é diagonal com MM* = Id.
Sejam wu,v vetores ortogonais em K", entao (exp(iU)u | v) = (M*exp(iD)Mu | v) =
(exp(iD)Mu | Mv) = > exp(i\e)grfe, com Y. grfe = (Mu | Mv) = (u | v) = 0, o
que prova a afirmagao. C]:)nsequentemente, 0s rlfasultados da primeira secao deste capitulo

também valem para matrizes normais. Em [JFACT17, CAC*18|, é considerada a seguinte

FIORORIEES)

Como essa expressao nao satisfaz a condicao de interferéncia destrutiva perfeita, ela nao

expressao:

representa uma probabilidade de transicao proveniente de uma matriz normal.

Teorema 22. Seja f= /> gi-(fiow)?, ondeg= (g1, gn) € (Cas)" ou |g;| < C*Vi
e para alguma constante real C > 0, 0s p;’s sao infinitos puros ou infinitesimais, e as f;’s
sao f.q.p. Entao supp(v(f)) # 0.

Demonstragao. Temos que f = |f| =

Zgz( o 1t;)? SC(Zlin,uA).Oresultado

segue do Teorema 20 e Teorema 21. |

Segue do teorema anterior que

() -sem(5) 0o ()]

tem probabilidades de transicao generalizadas, e o0 mesmo vale para toda matriz normal A
cujos autovalores sao infinitos puros ou infinitesimais. A tltima afirmagcao segue da desigual-
dade (25), do Teorema 21 e do Teorema 22. Com isso, fornecemos uma resposta afirmativa
para a existéncia de probabilidades de transicao generalizadas no caso de dimensao finita.
A probabilidade de transicao definida por Colombeau-Gsponer, em nosso estudo, existe se e
somente se o suporte das probabilidades de transi¢ao generalizadas tiver um tnico elemento.

Embora nao possamos considerar operadores ilimitados, ja que nao podemos definir re-
des moderadas desses operadores, podemos contornar isso da seguinte maneira. Considere
um Espaco de Hilbert H. Como o conjunto de operadores unitarios em H nao é compacto,
devemos impor algum tipo de compacidade para obter probabilidades de transi¢ao ou pro-
babilidades de transigao generalizadas. Seja 7" um operador autoadjunto em H. De acordo
com [Sch12, Se¢ao 5.7|, podemos escrever T' = @ T,,, uma decomposic¢ao direta ortogonal,

n
N

em H= @ H,, com N € co UN, de modo que cada 7,, seja um operador autoadjunto com
n=0
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espectro simples no espago de Hilbert H,,, e, portanto, podemos aplicar o Teorema 17. Como

temos uma soma direta ortogonal, segue que o Teorema 17 também vale para T'.

Teorema do ponto fixo

O Teorema do Ponto Fixo de Banach é certamente uma das mais importantes ferramen-
tas matemaéticas na teoria dos espacgos métricos. Ele estabelece condigoes para a existéncia
e unicidade de pontos fixos de aplicagoes definidas nesses espacos, além de construir um
método para encontrar tais pontos, o método das aproximagoes sucessivas. Uma aplicagao
direta desse resultado é o afamado Teorema de Picard-Lindel6f o qual da condi¢oes para
existéncia e unicidade de solugoes de problemas de valor inicial. O método consiste em iterar
a aplicacao a partir de um ponto qualquer do dominio e obter uma sequéncia que devera
convergir para um ponto fixo. Para que se possa obter qualquer resultado desse tipo, e
de natureza intrinseca ao ambiente generalizado, faz-se necessario apresentar um conceito
de sequéncia mais adequado. Nesse sentido, as hipersequéncias de D. Tiwari e P. Giordano
|TG22| sao bastante apropriadas, estas serao aqui sequéncias de G¢(2) indexadas no conjunto
dos nameros hipernaturais N. Fazendo uso de um sistema de vizinhancas da topologia cor-
tante introduzida por Biagioni-Scarpalézos [Bia90] [Sca00| [Sca04], publicado por Aragona,
Fernandez e Juriaans em [AFJ09|, mas agora compativel com a estrutura generalizada (veja
isso em segao anterior), Juriaans e Oliveira [JO22] apresentam uma nogao de convergéncia de
hipersequéncias e de hipersequéncias de Cauchy. Com esta configuragao, eles provam em um
teorema do ponto fixo intrinseco a G(£2). Vale lembrar que uma teoria de calculo diferencial
generalizado ja foi apresentada por Aragona, Fernandez e Juriaans em [AFJ05] [AFJO12]
(também em segao anterior) e que portanto esses resultados sdo uma continuagao desses
trabalhos. Nosso objetivo é agora a obtencao desse resultado para o aspecto full por motivos
ja esclarecidos (veja introdugao).

Para comecar, considere as seguintes definigoes.

Definigdo 37 (Nameros hipernaturais). O subconjunto N := {n = [(n,),ca,] € Ry : ny, €

N, V ¢ € Ap} € chamado o conjunto dos nimeros hipernaturais.
Note que hipernaturais sao nimeros generalizados com representantes em &y, (N).

Definigao 38 (Hipersequéncia em Gy). Uma hipersequéncia é uma aplicagio f : N — Gre

serd denotada por (fn),ex-

Passamos agora para o proximo passo natural que é estabelecer as nogoes de convergéncia

de hipersequéncia e de hipersequéncia de Cauchy.

Definigao 39. Dizemos que uma hipersequéncia (fy),cx converge para f € Gy se para

qualquer vizinhanga I/Vlﬁr 0] de zero, existe ng € N tal que se n > ng entio (f, — f) € T/VZBT [0].
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Note que se f(N) C K}, entdo a igualdade K; ﬂVVlﬁ [0] = V,[0] implica que f,, — f se nas
mesmas condi¢oes da defini¢ao acima tivermos (f, — f) € V,[0]. Uma hipersequéncia (f,),,cx
¢ de Cauchy se para qualquer vizinhanca de zero I/Vlﬂ 0] existe ng € N tal que se n,m > ng
entao (f, — fm) € VVZB “[0]. Analogamente, podemos substituir a condi¢ao (f, — fm) € VVlﬁ .10]
por (fu — fm) € V;[0] se f(N) C K;. Uma vez que Gy é completo temos que (f,,), o5 ¢

convergente se, e sO se, ¢ de Cauchy.

Exemplo 6. A hipersequéncia (%)TLEN converge para 0 em K¢. De fato, para r > 0 escolhido

arbitrariamente, basta tomar ng = [([i(¢)™" + 1]),]. Entao, se n = [(ny),] > ng, temos

% < Li(cp)lT—HJ < i(wl),T V¢ e A1) com q > p para algum p € N. Portanto, |% -0 <are

por isso + € V,[0].
O conjunto dos nameros hipernaturais nao é enumeravel, tao pouco é totalmente orde-
nado, portanto a convergéncia para um ponto trata-se da escolha de uma aproximagao, mas

sempre convergindo para o mesmo ponto, tornando estas defini¢oes apropriadas.

Definigao 40. Sejam A = [(A,),] e B = [(By,),] conjuntos internos em Gy e uma aplicag¢io
T : A — B. Un representante de T € uma rede de aplicagoes (T, : A, = By)pea, tal que

Tf = [(Tw(fw))ch v f = [(ﬁp)«p] €A

Veja a definicdo de mapa C-linear com representante em [GV11].

Definigao 41 (Contracao). Sejam A = [(A,),] C Gf um conjunto interno e T : A — A
uma aplicagao com representante (T, : Ay, — Ay)peca,- Dizemos que T € uma contragao se
existem L € Eif e A€ (0,1) tais que L < X e ||[T(f) —T(9)|lm < L||f — gl|m, V m € N.

Lembre que ||h||m = [¢ € Ao = ||ho()|lm € Ri] = ||h]|me com o = 0, veja [AFJ09.
E ainda, se n = [(n,),] € N entdo a aplicagio 7" : A — A com representante (Tj* :
A, = Ay)peca,, entenda n, composicoes de Ty, é uma contragao e ||T7(f) — T"(g)||m <
L™ f = gllm < NS = gllm, ¥Ym € N. Se for preciso especificar A diremos que 7' é uma
A-contragao.

Para o proximo resultado, considere Q@ C R™, I,p € N e em G¢({2) a ultra-métrica
D : G(Q2) x G¢(2) — Ry definida por

2Dmm(f>g) .
1+ Dy (f,9) mEN}’

Dt o

onde Dy, : G;(Q) xG;(2) — R, ¢é a pseudo-ultra-métrica definida por D;,(f, g) := e~ Virl/=9l
e por sua vez V,, : G¢(Q) — R ¢é a valorizagao definida por V,,[f] :== sup{r e R |V 3 €

N" com |B| < p, temos a*,||f||z; = 0}, veja [AFJ06] para mais detalhes. Veja também

2D,m(f,0)
14 Dy (f,0)

que se f € B,(0), entdo

Vo] > In (2;7“).

Podemos agora apresentar nosso resultado principal desta segao.

,
< r, o que nos da D, (f,0) < 5 e por isso
—r
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Teorema 23 (Teorema do Ponto Fixo). Sejam Q@ C R, A = [(A,),] C B.(0)NG;(2), r < 2,
um conjunto interno e T : A — A uma aplica¢io com representante (T, : Ay = Ay)peagm)-
Se existe k = [(ky),] € N tal que T* € wma \-contragdo, entio T* é continua e tem um

inico ponto fixo fo € A.

Demonstracao. E claro que T* é continua pois é contracio. Denote G = T* e tome qualquer
go € A. S6 precisamos mostrar que a hiperséquencia (G"(go)),ex converge em A ja que A
fechado e G continua implicam que o limite fy = lim G™(go) ¢ um ponto fixo de G em A.
Vamos fazer isso mostrando que (G"(go)),,ef € uman}fﬁ)ersequénda de Cauchy. Uma vez que
a hipersequéncia (\"), .5 converge para 0, podemos escolher r > 0,1 € Neng € N grande o

suficiente tal que
Anoa:l S ‘/;LZT[O} = Vi, [0]’

onder; =4 red < ln(QT;’") Se tomarmos n, s > ng € escrevermos n ="ng+p e s = ng+q

com p,q € N entdo ||G?(go) — GU(go)||m < 3. Uma vez que G™ & contracio, temos

1G"™(90) — G*(90)llm = [|G"(G"(g0)) — G™(G*(90))|m
< A"[|G"(go) — G(90)||m
< A"a8 € Vi, [0].

Isso prova que F' := G™(go) — G*(g0) € W, 4., [0]. Neste ponto vamos considerar o mergulho

k de G¢(Q) em CY(Q., K) e considerar F' € k(G;(Q)), veja [AFJ05] [CGdS17], e sem perca

de generalidade considerar também Q C R. Uma vez que F é diferenciavel em €., segue que

. F(w—i_a;m)_F(x)
lim

r1—+00 a§m

= F'(x),

para todo z € Q.. Uma vez que F € W 4,,10], temos que
[F(x+a3,,) = F(o)| <[F(z+ a3, + [F(2)] < 203,

e por isso

|F(x +as,,) — F(2)|

[ ]
a2r1

<203, , (26)

para todo z € Q. De (26) segue que w € V,,[0] e pelo limite acima F'(z) € V,,[0]

_ 2rq
V x € Q.. Como isto também vale para F(x), segue que F' € W [0]. Para a indugao nas

m,ry

ordens de derivacao, suponha que F' € WTIZ PR [0]. Devemos mostrar que F' € Wflzl_ - [0].

De forma analoga, como £(G;(Q)) € C=(Q,, K) entdo F* ¢ diferenciavel em €. Segue que
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Fk(x + a;_4(k_1)n) — Fk(x)

lim S = FF ().
r1—-+00 ()(274(1671”1
De forma analoga a (26) temos
[F¥ (@ + a3 sy, ) — F(2))]
R < i, (27)
Qg—atk-1)p,
Fk(a:+a;_4(k_l) Y—FFk(x) )
Segue de (27) que = - € V4, ]0] o que nos d4, como acima, que F' €
2—4(k=1),,

W:Zzl,k” 0]. Isso garante que (G"(go)),eq € uma hipersequéncia de Cauchy e por isso con-
verge. Por fim, suponha que hy é outro ponto fixo de G, isto ¢, G(hg) = hg. Entao ||fo —
hollm = ||G(fo) — G(ho)|lm < Allfo — hol|m. Desta maneira, (1 — N)||fo — hol|lm < 0 e por
isso ||fo — hollm = 0 ¥Ym € N. Portanto, hy = fy e isso prova a unicidade do ponto fixo.
Para o caso 2 C R" basta considerar a derivada em C'(€, K) com Q. c R", veja [AFJ05]
[CGdS17]. Isto finaliza a prova.

0J

Exemplo 7. Em [JO22] Juriaans e Oliveira mostram que o teorema do ponto fixo também

pode ser usado para garantir unicidade e existéncia de solug¢ao para o sistema

B(t) = f(x()o(t) + h()
(E(—l) =2y
#(—1) = @

estudado em [GFKSO01], [KS99], [Ste98]. Tal sistema contém produto de distribui¢oes em
seus dados e portanto o ambiente generalizado € mais adequado para estudd-lo. O interes-
sante € que tal ferramenta, devido ao seu cardter intrinseco relativo as dlgebras de funcoes
generalizadas, evita a necessidade de provar a modera¢ao da solu¢ao, o que muitas vezes €
um trabalho drduo. Uma vez que i(0) € uma fungao delta generalizada, veja Defini¢ao 1 de
[KS99], onde i é o mergulho de D" em Gy, seque de forma andloga que o Teorema 23 também

garante a existéncia e unicidade da solucao do sistema quando considerado em Gy.

A induc¢@o na demonstragao acima prova a ferramenta topologica DS A no ambiente full,
veja [JO22]. Note que esta propriedade também garante que moderagao e nulidade em nivel

0 implicam em nulidade.

Teorema 24 (Down sequencing argument). Seja f € G¢(Q), f € Wy, [0] com r > 0. Entdo
f e WE0], isto €, W, [0] € W [0].

Ak
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Fundamentos de geometria diferencial generalizada

Um conceito de variedade generalizada ou G-variedade foi apresentado por Aragona,
Juriaans e Fernandez em [AFJ05] fazendo uso da teoria de calculo diferencial generalizado
que ¢ desenvolvida neste mesmo artigo. Recentemente, Juriaans e Oliveira [JO22] mostraram
que o conjunto dos pontos compactamente suportados M,, relativo a uma subvariedade
classica M de dimensdo n em RY é uma G-variedade de dimensao n em R".Se Q c R¥ 6 um
subconjunto aberto, nao ha conjunto generalizado mais natural que Q. que possa ser obtido
a partir de €2, veja Oberguggenberger e Kunzinger [OK99|. Nesse sentido, além de mostrar
que sempre podemos obter de forma natural uma G-variedade a partir de uma cléssica,
estes autores propoem os fundamentos de uma geometria diferencial generalizada como uma
extensao natural da geometria diferencial classica, mas agora com a vantagem de lidar, dentro
dos limites do rigor matematico, com equagoes diferenciais que envolvem singularidades e
nao linearidades em seus dados, em particular produtos de distribuicoes. Ja sabemos que
Q esté discretamente mergulhado em €., em particular M esté discretamente mergulhada
em M., isto nos diz que esta geometria generalizada contém a classica como um subcaso
discreto. Como um desdobramento disto, estes autores também provam que o conjunto das
distribui¢oes D’'(£2) é discreto em G(£2) e por isso solugoes cléassicas para equagoes diferenciais
sao raras. Com isto, queremos dizer que o conjunto COO(MC,@ID), o qual apresentamos na
secao de topologia e célculo, pode ser muito 1til para encontrar solugoes de e.d.o’s. Na se¢ao
de algebra full ja destacamos as vantagens de lidar com esta algebra no que diz respeito a
dependéncia de mollifiers para o mergulho de D’. O que vamos fazer nesta se¢do é mostrar
que o resultado obtido por Juriaans e Oliveira é valido também para o ambiente full e que
portanto a dependéncia de mollifiers pode ser contornada. Também estenderemos o teorema
do mergulho para variedades abstratas e isto nos fornece uma abordagem alternativa a teoria
global existente, mas agora muito similar a teoria classica, e criada sobre uma estrutura
subjacente que pode ser ttil para investigar fendmenos fisicos, o anel I@f. Apresentaremos
primeiro uma versao para a full dos conceitos necessarios, e mais uma vez, lembramos que
o célculo utilizado aqui é a versao para a full do célculo de Aragona e seus colaboradores,
que foi obtido por Cortes, Garcia e Silva em [CGdS17| e que a topologia cortante para a
full esta publicada em [AFJ06]. Mais motivagoes sao apresentadas na introdugao, conclusao

e sugestoes para discussoes deste trabalho.

Definicao 42. Seja M um conjunto nao vazio. Um Gy-atlas de dimensao n e classe C™
de M € uma familia A = {(Uy, px)}rea, onde A € um conjunto de indices, que satisfaz as

sequintes condigcoes:

1. Para todo indice A € A, o mapa ¢y : Uy — E}L € uma bijecao entre o subconjunto

aberto e nao vazio Uy C M e o subconjunto aberto v (Uy) C E}Z;

2. M = UU)\;

AEA
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3. Para cada par o, f € A com Uyg = Uy, N Uz # 0, 0s subconjuntos ¢o(Uag) € pp(Uqp)
s@o abertos contidos em R:f tais que ot i 0o (Uag) = ¢p(Usp) € um difeomorfismo

de classe C*°.

O par (U,,pa) ¢ chamado uma carta local (ou um sistema de coodenadas) de A. Se
UCMeg:U— pU) éum homeomorfismo, onde ¢(U) é um aberto de E;, entdo o par
(U, p) é dito ser compativel com A se para cada par (Uy,¢y) € A, com Wy = U NU, # 0,
tivermos que ¢ o oy pa(Wy) = @(W,) é um difeomorfismo de classe C™, onde @y (Wy)
e ¢(W,) sao abertos de @?. Pelo Lema de Zorn, considerando A, existe um tnico G-atlas

maximal A* de dimensao n em M, a saber, o atlas
(U,p) € A", se e somente se, (U, p) € A ou & compatvel com A.

Definicao 43. Uma variedade generalizada de Colombeau no ambiente full, ou uma G-
variedade é um conjunto M equipado com um Gy-atlas. Um Gy-atlas maximal da G¢-variedade

M € chamado uma Gg-estrutura diferencial de M.

Esta estrutura diferenciavel induz de maneira natural uma topologia em M definindo
A C M aberto, se ¢,(ANU,) é aberto em @; na topologia cortante, sempre que ANU, # (.
Esta topologia torna todas as cartas simultaneamente homeomorfismos. Podemos algumas

vezes, e em um contexto claro, omitir o prefixo Gy.

Teorema 25 (Invariancia da Dimensao). Seja M uma Gp-variedade. Entio a dimensao de

um Gy-atlas A € constante em cada componente conexa de M.

Demonstragao. Uma vez que Ry é também um anel comutativo com unidade, a prova deste

teorema é a mesma encontrada em [dO09], Teorema 2.4. O

Ja definimos o suporte de um ponto generalizado no ambiente simplificado. Dado um

ponto p = [(p.).] € K & facil ver que

supp(p) = ﬂ {p. : e €L}

nel
Se M é uma subvariedade de R" e p € ]f\\jc, ¢ lembre que
supps(p) ={g€ M: VmeN Jpe Ayu(n) e — 0em I com p,. — q}

e considere a seguinte definicao.

Definigao 44 (Suporte essencial). O suporte essencial de p € denotado e definido por

ssuppr(p) = ﬂ {p, + e Ay}

meN
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Claramente supps(p) C ssuppg(p). A partir de agora omitiremos o subscrito f quando
nos referirmos ao suporte. Note que se M é uma variedade Riemanniana e p € ]\Zf, entao
ssupp(p) é um subconjunto compacto de M e que ssupp(]T/[/cf) = M.

Afim de estudar o que chamaram de espaco de funcoes suaves generalizadas, Giordano,
Kunzinger e Vernaeve [GKV15| desenvolvem a nogao de conjuntos internos fortes como
um refinamento dos conjuntos internos estudados em [OV08§|. Veja também o conceito de
membranas em [AFJO12|. Descreveremos agora estes conceitos para o ambiente full.

Considere a topologia cortante em @7}, que também pode ser vista como a topologia

gerada pelas bolas
By(x) ={y € Ry : [ly — [l < p},

™ , o . . ’ ’ ~ . . =N
onde p € Ry é positivo e inversivel e || - || € a extensdo natural da norma euclidiana para R,

isto ¢, se x = [(2,),] € Ry entdo |[z]| = [(||z] ]z )e)-

Definicao 45. Se (Ay)pca,n) € uma rede de subconjuntos de R™, entio o conjunto interno

gerado por (Ay)pcagm) €
[Ay] :=={z € @; : 3 (wy), representante de x, 3k € N, In, € I, tais que x,, € Ay, Vo € Ax(n)

ec€l, }

Conjuntos internos sao fechados na topologia cortante, esta e outras propriedades sobre
estes conjuntos podem ser encontradas em [dSJ19].
De uma forma geral, qualquer topologia 7 em R; fornece uma relacao de equivaléncia

=y}
=, em R, como segue:
r=,y<=vVUerzxelsseyecl.

Exemplo 8. E fdcil ver que se T € a topologia cortante, entio x =, y < = = v.

Esta identificagao nos permite definir uma relagao de pertinéncia especial, que em sintonia

com [GKV15|, chamaremos de pertinéncia forte em relagao a T, como segue.

Definigao 46. Sejam (Ay)pca,n) uma rede de subconjuntos de R™ e (xy)pca,m) uma rede
moderada de pontos de R™. Dizemos que (Zy)pca0(n) pertence T-fortemente a (Ay)peaq(n), €

escrevemos T, €. Ay, se
(1) existe k € N, tal que z, € A, , V ¢ € Ai(n) e € suficientemente pequeno;

(it) € se [(Yp)p] =7 [(Ty)y], existe p € N, p >k, tal que y,. € A, também, ¥V ¢ € Ay(n) e

£ suficientemente pequeno.

Podemos agora apresentar a defini¢ao de conjunto interno forte no ambiente full.
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Definicao 47 (Conjuntos Internos Fortes, Full). Sejam (Ay)pea,(n) wma rede de subconjun-
tos de R™ e T uma topologia de @}l. Entao o conjunto interno forte em relag¢io a T (T-interno

forte) gerado por (Ay)pea,m) € denotado e definido por:

(Ap)r = {[(zy)y] € ET} P Ty €r Apt.

Ainda em sintonia com [GKV15], se 7 for a topologia cortante, omitiremos “7” na notagao
(Aw)T e chamaremos apenas conjunto interno forte, sem nos referir a topologia, e também
substituiremos a notacao €, por €,. Note também que (A,) é fechado para as classes,

diferentemente de [A,].

Exemplo 9. E direto verificar que:
1 By = (i), ) )
2. (A,) N (B,) = (A,N B,).

Teorema 26. Sejam (Ay)pca,m) uma rede de subconjuntos de R™ e (zy)pcamn) uma rede

moderada de pontos de R™. Entao
T, €, Ap == 31 >0 e peNtais que d(z,,, A;) > ar(p:), Vo € Ay(n)

e e suficientemente pequeno, isto €, x, €, A, <= [(d(xy, AS)),] € inversivel em Ry.

Demonstragao. Considere z, €, A, e suponha que Vp € N3 o € A4,(n) e g, — 0 tal que

d(z,, A, ) <i(p)'er, Yk eN.

Pey

Entao, podemos escolher para cada k € N, um y; € A, , tal que
€k

g — 20, || < 2i(p)"ep-

Agora, escolha (y,), equivalente a (z,),, de modo que para tais ¢'s que supomos existir,
tenhamos
Yo., = Yk; V keN.

Assim, Y., ¢ A%k V k£ € N, uma contradicao. Por outro lado, se vale a hipotese da
implicacdo contraria, entao z, € Ay, V ¢ € Ay(n) e e suficientemente pequeno. Além

disso, se (y,), € equivalente a (x,),, entao d(y,,., A5 ) > jap(e:) e portanto,
Yo, € Ap, ¥V p € Ay(n) e e suficientemente pequeno.

Isto finaliza a prova. O

Corolario 6. (A,) € aberto na topologia cortante.
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Sejam M uma subvariedade conexa de dimensao n em RY e {(U,, ¢o), @ € A} um
atlas de M. Suponha que V o € A, ¢,(U,) = Qo = B,.(0), para algum r > 0. Considere
MC, r C ]Rév 7 C E}V o conjunto dos pontos compactamente suportados definido por M. Agora
defina, A := {\: Ay(IN) — A} o conjunto de todas as fungoes de Ay(N) para A, e note que
cada \ € A esta associado a uma rede (Ap)pedo(ny de elementos de A, onde A\, = A(p). Para

A € A, defina Uy, == (Uy,) C Ré\ff e ¢x = (¢n,), a funcao

dx 1 Uy — (Qo) C Rg,f
(D)) == [(D2,(Py)) o)

Neste ponto, é importante lembrar que os indices ¢'s devem ser tomados onde fizer sentido
considera-los, isto é, devem ser considerados os indices ¢. com ¢ € A,(N) para algum
natural p e € suficientemente pequeno.

Com a configuracao acima, afirmamos agora o principal resultado desta segao.

Teorema 27. Suponha que para cada o € A, o mapa ¢, € bi-Lipschitz. Entao ]\Z,f € uma

G¢-variedade de E}V de dimensao n com a topologia induzida.

Demonstragao. Tome arbitrariamente p = [(p,),] € Mcﬁf. Uma vez que ssupp(p) é um

subconjunto compacto de M, existe um subconjunto finito I de indices /s em A tal que

ssupp(p) C | Ua.

a€ly

Seja 6 o nimero de Lebesgue relativo a esta cobertura. Agora escolha um nimero finito de

pontos ¢; € ssupp(p) tais que

Ssupp(p) C U B51<Qi)7

1<i<l

onde d; < /4. Iniciando com ¢, defina A\ € A por Ay = g onde «a, ¢é escolhido de
forma que By, (q,) C Usa,, € Py € Bs,(q,). Para A, ainda nao definido, continue esse processo
definindo A, := ay, onde ay, & escolhido de forma que Bs,(q,) C Ua,, € p, € Bs,(g,) até
encerra-lo ao definir A, := . No fim deste processo, A estara bem definido. De fato, se nao
fosse assim, existiria uma sequéncia (p,,, ) convergindo para algum ponto g do suporte de p tal
que para todo n suficientemente grande tem-se p,, ¢ Bs, (g,) para nenhum 4, 1 <14 <[, uma
contradicao ja que tais bolas cobrem o suporte de p. Assim, A é bem definido e tem imagem
finita. Além disso, p € Uy. Para ver isto, precisamos mostrar que p, €, Uy, mas isto segue
direto do Teorema 26 e da definicao de A, ja que pela defini¢do de A temos p, € By, (q;) C ani

para algum i, e pelo Teorema 26 e escolha adequada de d1, temos [(d(p,, U5 ), € inversivel
em Ef. Agora vamos mostrar que a familia {(U A OA) s A E A}, com A definido como acima

¢ um Gy-atlas de classe C*° e dimensao n de MQ f- E claro que ¢y é bem definida para cada

A, isto é, ndo depende de representantes e ¢5(p) € (Qg) V p € U,, isto segue diretamente
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da condicao Lipschitz das cartas de M e de suas inversas e de A ter imagem finita. Disto,
. . ~ . =N =

também segue que cada ¢, € uma isometria em relagao as topologias cortantes de R, e ]R;L, e

s@o portanto, bijetivas e continuas. Pelo Corolario 6, ja temos que cada U) e (€)y) sado abertos

na topologia cortante. E claro que MC, F= U U,. Qualquer mudancga de coordenada ¢z o gb;l

A
¢ um homeomorfismo que tem um representante formado por finitos difeomorfismos C'* que

tomam valores em um subconjunto limitado de R", por isso ¢z o ¢;1 ¢ um difeomorfismo
C* do aberto ¢,(Uyz) no aberto ¢5(Uygz). Observe que podemos escrever ¢z 0 ¢y como um

interleaving finito

dpody' = eif;

(2

onde cada f; ¢ um difeomorfismo C*°. Por fim, para cada A, existe um aberto U de RY
tal que Uy, = M NU*. Definindo U* = (U*?), segue que Uy = M. ;N U?, com U* aberto

de ijv. Isto prova que M, s tem a topologia induzida de R;V, e finaliza a prova. |
Corolario 7. Cada carta local (Uy, ¢5) € uma isometria nas topologias cortantes.

Demonstragao. De fato, pelo Lema A.1 de [Verll], para cada compacto K C M, existe
C > 0, tal que ||p — q|| < disty(p,q) < Cllp —ql|, ¥ p,q € K, onde disty; é a métrica
Riemanniana de M. Isto implica que as cartas locais sao isometrias, uma vez que da prova

. .. . . . —N —
acima, cada uma delas ¢ isometria em relagao as topologias cortantes de R, e R;L. O

Seja M uma variedade Riemanniana. Pelo Teorema de Nash [Nasb4, Nasb6|, M pode
ser mergulhada como uma subvariedade em algum espaco euclidiano. Aplicando o Teorema
27, definimos M* = ]\A/[/C,f. Por construgao, temos que ssupp(M*) = M e também que
Mc M CM , este tltimo contém infinitos, e M* contém infinitesimais. Temos diretamente

o seguinte corolario.

Corolario 8. Seja M uma variedade Riemanniana. Entao existe uma Gg-variedade M* tal

que M estd discretamente mergulhada em M* e ssupp(M*) = M.

Seja f € C*(M,R) e defina ¢(f) em M* tal que sua expressao nas cartas locais (Uy, ¢y )
de M* ¢ dada por f o ¢, ([(py)e)) = [(f o (p;(l(p)(pw))w]. Uma vez que f é diferenciavel,
as expressoes locais ¢(f) sdo fungoes diferenciaveis e por isso, como definido classicamente,

segue que ((f) € C>®(M*, IENQf) Consequentemente,
L C¥(M,R) — C®(M*,Ry)

¢ um monomorfismo de R-élgebras.

Seja M uma variedade Riemanniana orientavel. Vamos agora relacionar nossa constru-
¢ao com a construgao de [GKSV02, GKSV12|, onde os autores definem o espago basico de
escalares generalizados sobre M o qual denotam por £ (M), o subconjunto de elementos mo-

derados ¢ denotado por c‘:’m(M ) e a algebra de fungoes generalizadas sobre M ¢é denotada por
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G(M). Como em nosso caso, isto ¢ feito também no ambiente full. Nosso proximo corolario
extende o teorema do mergulho (veja capitulo anterior), relaciona ambas as construgoes e

segue do que acabamos de ver e de alguns resultados sobre ém(M ).

Corolario 9 (Teorema do Mergulho para Variedades). Seja M uma variedade Riemanniana
orientdvel n-dimensional. Eziste uma Gy-variedade n-dimensional M* e um monomorfismo
de dlgebras

K G(M) — C=(M*,Ry)

que comuta com a derivagio. Além disso, ssupp(M*) = M e equagdes cujos dados tem sin-
gularidades ou nao linearidades definidas em M sao naturalmente extendidas para equagoes

em M* onde esses dados se tornam fungoes C*.

A restrigao de k a C°(M,R) é ¢. Alguns resultados classicos podem ser prontamente
estendidos, por exemplo, uma aplicacao diferencidvel g : M — N entre variedades induz
um homomorfismo de élgebras @, : Cm(N*,@f) — CW(M*,I@f). Outro ponto em nossa
abordagem ¢é que as topologias das algebras e das G¢-variedades envolvidas tém os mesmos
nimeros reais subjacentes, ou seja, I@f. No entanto, observe que em nossa abordagem po-
demos incorporar infinitesimais no modelo, mas nao podemos incorporar infinitos, pois eles
vivem em M , que nao ¢ uma Gs-variedade. Deve ser possivel definir R"-variedades e tentar

construir um ambiente que contenha infinitos e infinitesimais.



Acoes parciais em R

Considere uma algebra A e isomorfismos entre ideais de A, os quais chamaremos de
automorfismos parciais. Sem uso do rigor matemético, uma agao parcial de um grupo G
em A é uma cole¢ao de automorfismos parciais de A indexada pelos elementos de G tal
que a composicao, onde faz sentido, é compativel com a operacao de GG. Podemos pensar
entao, que uma agao parcial é uma extensao natural do conceito de acao global. A nogao
de agdo parcial surge primeiro com Exel em [Exe94| no contexto de C*-dlgebras, desde
entao foram publicados excelentes artigos, que levaram este conceito para ambientes mais
gerais. Na verdade, como veremos na defini¢ao, a idéia de agao parcial esta perfeitamente
estruturada para conjuntos arbitrarios, onde consideramos bije¢oes e subconjuntos quaisquer
em vez de isomorfismos e ideais, o contexto das édlgebras esta destacado aqui pois é neste
ambiente que apresentaremos nosso primeiro exemplo, veja [DE05|. Também apresentaremos
um exemplo de acao parcial no ambiente topologico, isto é, considerando homeomorfismos e
subconjuntos abertos de um espago topologico, consulte [Aba03]. Para os menos teoéricos, ha
também uma interessante aplicagdo computacional da teoria de agdes parciais em |[Bir(4].
Um panorama mais detalhado do desenvolvimento desta teoria e que nos convence de que a
mesma ¢ uma potente ferramenta matematica pode ser encontrado em [M.11] e em [Bat17].
Neste capitulo, nosso objetivo é apresentar exemplos, arquitetados de modo que se possa
extrair muitos outros, de agoes parciais de grupos na algebra (e espago topologico) dos
ntmeros generalizados R, sendo este um ponto de partida do estudo das acdes parciais no
ambiente dos ntiimeros, modulos e fungoes generalizadas. Podemos facilmente obter uma agao
parcial a partir de uma agao global, por restrigdes dos automorfismos. O sentido contrario,
isto é, estabelecer se uma dada acao parcial é a restricao de alguma acao global e se esta
tltima é tnica é chamado globalizagao. No contexto das algebras, Dokuchaev e Exel [DE05],
caracterizam completamente o problema da globalizagao e usamos diretamente este resultado
para apresentar também a globalizacao de um exemplo que apresentamos. Comegaremos
exibindo um subgrupo do grupo dos automorfismos de R com a operacdo de composicio,
em seguida, para a conveniéncia do leitor e por serem fundamentais aqui, apresentamos
defini¢oes e resultados das referéncias citadas, sem contudo desencorajar a leitura desses
artigos que apresentam esses resultados em um cenério muito mais rico de informagoes.
E finalmente, damos o exemplo e sua globalizacao. Para agoes parciais continuas, onde a
topologia cortante de R é o principal ingrediente, também comecamos com alguns resultados

publicados em [AJO1], e por fim um exemplo.
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Seja p € B1(0)NR,. A composicio o p € R, V z € R. Assim, o mapa

wpzﬁﬂﬁ

r— Y,(x) =z0p

esta bem definido e é ainda um homomorfismo de R. De fato, se z,y € R entéo Y(x+y) =
(+y)op=aoptyop=1y(x)+1,(y) e Yy(xy) =azyop=(xop)(yop) =vy(x)Y,(y). E
também 9,(1) = 10p =1, onde 1 é a unidade de R. Note que a composi¢ao ¢ bem definida
apenas pelo lado direito.

Proposicao 7. Se p é como acima e existe § € B1(0) C R tal que o0 p = pod = a, entdo

Y, € Aut(R).

Demonstragao. S6 precisamos mostrar que 1, é bijecao. De fato, para qualquer z € R, temos

Uy o ts(z) = dyzod) =zodop=roa =)=

Analogamente, 1501),(x) = 1, (z) = x. Logo, 15 € a inversa de 1), e portanto v, é bijecao. [

Note que tais automorfismos formam um subgrupo do grupo de automorfismos de R, o
qual vamos denotar por Ap. E note ainda que se H = {p € B;(0)NR, : 3§ € By(0) com 6o
p=pod = a}, entdo (H,o) é grupo. De fato, a é a identidade de H uma vez que ||a|| =
D(a,0) = exp(—V(a)) = exp(—1) < 1 e porisso o € By(0), a existéncia do elemento inverso
é direta da definicao de H, a associatividade é também direta, e por fim, se p1, po € H tem
inversos 01,09 € H, entdo (p10p2)o(dy0d;) = p1oaod; = a, analogamente (dy0d1)0(p1ops) =
a. Isto prova que H ¢é fechado para a composicao.

Se a,b € R tem representantes (a.). e (b.). defina a Vb := [(maz(ac,b.)).] e a A b :=

[(min(ac,be)):]. O seguinte resultado sera util, veja Vernaeve [Ver10], Lema 4.1.
Proposicao 8. Sejam a,b € K. Entdo

1. aK +bK = (|a] v [b))K = (|a| + b)) K;

2. aKNbK = (|a| A |b))K.

O item 1 nos diz que todo ideal finitamente gerado de K é principal, e do item 2, tomando

a=Xs, e b= Xg, segue que
Xg, KN X, K = (|Xs, | A |Xs,)K = (Xs, A Xs, ) K = Xs, s, K.

Neste ponto, é importante lembrar também, pois usaremos livremente, que se p € H entao
V,(Xs) = Xs 0o p = Xy(s), onde 0 é a inversa de p e isso é direto das defini¢oes de v, e de

fungao caracteristica.
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Definigao 48 (Agao parcial). Seja G um grupo com identidade 1 e X um conjunto. Uma
acao parcial o de G em X € uma colegao {{ay, Dy}, g € G} de subconjuntos D, C X e
bijecoes ag : Dy — Dy tais que

(i) Dy =X e oy € a aplicagdo identidade de X ;
(i) Digny-1 D a3, (Dyp N Dy-1);
(iii) ay o an(z) = agn(x) para todo x € oy (D N Dy-1).

Note que a defini¢ao de agao parcial é, como ja esperdvamos, uma extensao do conceito
de agao global, o item (i) se repete e se adequa aqui, o item (ii) da sentido ao item (iii) que
¢ o analogo a compatibilidade da composicao das bijecoes com a operacao do grupo, note

também que (ii) e (iii) dizem que a funcao a4, é uma extensao da funcao oy o ay,.

Observagao 2. Quando for conveniente a condi¢do (ii) pode ser substituida pela condi¢do
a, (DpNDy-1) = Dy-1NDy-1,-1. De fato, € direto que esta wiltima implica em (ii) e por outro
lado, se vale (ii), temos imediatamente que a; ' (Dy N Dy-1) C Dp—1 N Dy-1,-1, pois Dy
€ imagem de a,:l. Para a inclusao contrdria, substitua nesta iltima h por h™' e g por gh,
i1sto fornece Oé}:,ll(thl N Dp-14-1) C Dy N Dy-1, aplicando ap-1 em ambos os lados obtemos
a inclusao desejada. Também, de (iii), substituindo g por h™' temos que a1 = 04,:1. Com

esta configuragao, (i) e (iit) sio agora
(’LZ’) Oég(Dg—l N Dh) = Dg N Dgh;

(iii°) g 0 () = agn() para todo x € Dy—1 N Dgpy-1.

Para ajustar a compreensao, considere o simples exemplo:

Exemplo 10 (translagao). Considere G = (Z,+) e X = Zy. Definindo para qualquer
n € N os subconjuntos X_, =Z, e X,, = {m € Z, : m > n} e as bijecoes correspondentes
an : X_p = X, por a,(m) = m+n, entio de uma simples e direta verifica¢ao das condigoes

da Definicao 1, temos que G age parcialmente em X por translagoes.

Exemplos menos triviais podem ser encontrados em [Bat17].

A defini¢ao acima é a mais geral possivel considerando os subconjuntos D,’s de X ar-
bitrarios, isto ¢, pedir bijecao para as aplicagoes ay,’s € a melhor maneira de conecta-los.
Se X for um espago topologico, é natural pedir homeomorfismos para estas aplicagoes e to-
mar os subconjuntos D,’s abertos. Nesse sentido, para uma K-algebra A4, temos a seguinte

defini¢ao.

Definigao 49. Seja G um grupo com identidade 1 e A uma K-dlgebra. Uma a¢ao parcial o
de G em A € uma cole¢io {{ay, Dy}, g € G} de ideais D, C X e isomorfismos de dlgebras
ag: Dy — Dy tais que
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(i) Dy =X e oy € a aplicagio identidade de X ;
(it) Dgny-1 D a; (DN Dy1);
(iii) oy 0 an(z) = agn(x) para todo x € o (D, N Dy-1).

Nosso objetivo agora é a construcao dos exemplos 12 e 13. O exemplo a seguir foi cons-
truido eliminando propositalmente as dificuldades geradas pela condi¢do (i) na defini¢ao
acima tornando-a trivial, isso acabou deixando-o pouco operacional, mas nosso proposito
era apenas nos habituar com as operagoes para poder montar nosso kit de ferramentas algé-
bricas necessarias, ja descritas acima, e depois melhora-lo. Nesse sentido o leitor encontrara
na sequéncia um exemplo ensaio e em seguida, nao s6 uma generalizagao deste, mas também

um modelo mais funcional.

Exemplo 11. Considere G = (Z,+) o grupo aditivo dos inteiros, X = R e 1, € Aut(R)
onde 1, : R — R € o automorfismo definido por Y,(x) = x 0 p com p um elemento do
grupo (H, o) tal que p # «. Agora tome Sy = I e uma sequéncia (S,)nen de subconjuntos de
S disjuntos dois a dois, tais que 6(S,,) NS, =0V m,n € N onde ¢ € a inversa de p e defina
os ideais D, == Xs, R e D_,, = Y,(Dy) ¥ n > 0. Finalmente defina a familia de aplicagoes
{an}nEZ por

re€D_,—~yYs(r)eD, VneN

e ap(z) = Yo(z). Entdo {{Dy}nez, {an ez} € uma agdo parcial de Z sobre o conjunto R
dos numeros generalizados de Colombeau. Para ver isto, note primeiro que cada D, € um

ideal gerado por um idempotente. De fato, isto € direto sen >0 e

D_, = @ij(Dn) = 7va(XSnE) = wp('/YSn)E = X5 R

Note ainda, direto da defini¢ao, que cada oy, € isomorfismo e que estao bem definidos pois
@/J(;(X(;(Sn)) = XSn- Como
Dy=XsR=XR=1R=R

ap(x) = Yo(x) =00 =1
temos que o = id|g e a condi¢ao (i) da defini¢cao de agoes parciais estd verificada. Por

dltimo, uma vez que 0(S,,) NS, =0, V m,n € N, entao

0 = X5(5,m)nSn = Xs(Sm) XS

€ PorT 1850

D_,,ND,= X(g(sm)R N XS,LR = Xg(gm).)(g R = Xg(gm)mgnR = (O)

n
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Portanto, como cada o, € isomorfismo, as condigoes (ii) e (iii) reescritas em nosso caso

como:
(it) oa_n(D_py N Dy) € D_(pyny Ym,n €7Z
(111) Ot © () = Qpyn(x) Vo € a_py(D_yy N Dy) Vm,n € Z;

sao trivialmente satisfeitas.

Quanto a existéncia de uma sequéncia (Sp)nen € de uma aplicagio 6 € By(0) tais que
1

8(Sn) NS, =0V m,n €N, tome S, = {—l S N}, onde (zp)nen € uma sequéncia
Zn

de nimeros algebricamente independentes sobre Q com z, > 1 e defina §(e¢) = \/e. Entao

o5 = {\rl«z

e N}. Se existe algum w € 6(S,,) N S, entdo

com ly,ls € N, seque que

2
z, ll
— = l_2 € Qa
m 2
. . PN 2 ll .~
de onde teriamos o par (z,, zm) como raiz do polinémio p(z,y) = x*— =y, uma contradi¢ao.

5
Do ponto de vista da condigao (iii), a qual pede que o isomorfismo «,, seja uma extensao
de a4 o ay, 0 exemplo acima, apesar de correto, ¢ como ja foi dito, pouco operacional, uma
vez que ha um tunico ponto no dominio de «,, o a,,. Note também que o grupo G influencia
apenas nos dominios dos isomorfismos sendo sempre a mesma defini¢ao para cada n € N ou
n € Z* . Na tentativa de dar um exemplo para grupos (Z X - - - X Z, +) buscamos também fugir
desses aspectos, e conseguimos isso assumindo uma hipétese para o nimero generalizado o

até mais razoavel que no exemplo acima.

Exemplo 12 (Acdo parcial do grupo (Z x - - - x Z, +) sobre R). Considere primeiro o grupo
aditivo G = (Z x Z,+). Sejam Sy = I ¢ S € S tal que 6(S) C S, e com o intuito de

simplificar a notagao, defina e := Xg e ey := Xs,. Agora, com p € B1(0) e ¢, € Aut(R)
como no exemplo anterior, defina os ideais Do) = eoR, YV m € Z, e os isomorfismos

correspondentes o gm) 1= Yq, € para n € N defina

D_(n’m) — GR
D(n,m) = wpn (6@), VmeZ

em sequida defina os isomorfismos correspondentes

Unm) * D—(nm) = Dnm)

x — P ().
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Note, fazendo uso da visao geométrica de Z x Z sobre o plano cartesiano, que D,y sao
os ideais relativos aos pontos sobre o eixo y e que sdo todos iguais a R e D_nmy € Dinm)
sao os ideais relativos aos pontos dos lados esquerdo e direito respectivamente, do mesmo
eixo. Perceba também que todos os ideais relativos aos pontos do lado esquerdo do eixo y
sdo iguais a eR, enquanto que os ideais do lado direito desse mesmo eizo sio tais que se a
primeira coordenada € sempre k entao o ideal correspondente € sempre igual a (eR). Vale
observar que poderiamos definir apenas os ideais D_, ), pois 0s ideais D, ) jd surgem
naturalmente como imagem dos isomorfismos opmy. Note também que Dy, ) = Xgn(s)@.
Como no exemplo anterior, a condi¢io (i) da defini¢ao de agoes parciais é satisfeita. Quanto
a condigdo (ii), note que se n,k € N, entao o (1) (D—(num) N D)) = thsr (R N Xy R) =
wék(XSmék(S)E) = wék()((;k(s)ﬁ) = XsR = D_(ni1mr1)- Para os casos n € Z* efou k € Z*,
basta usar a identidade (—n,m) = —(n,—m). Os casos n =0 e/ou k = 0 sao trivialmente

satisfeitos. E para a condi¢ao (iii), basta ver que

) © gy (T) = Ym0 Y () = 2 0 p"F =4 jnin (2) = Apnpremrn (2),

Vaoeawy(DpmmNDauy) eV (n,m), (k1) € ZxZ. Finalmente, note que para definir os
ideais e 0s isomorfismos usamos apenas as primeiras coordenadas, portanto se mantermos

as defini¢oes acima podemos tomar este exemplo em (Z X -+ X 7, +).

Agora vamos utilizar o Teorema 4.5 de Dokuchaev e Exel em |[DE05| para construir a
acao envolvente do exemplo acima. Toda acao global determina, por restrigoes, uma agao
parcial, no seguinte sentido: suponha que = {3, : B — B : g € G} é uma agao global de um
grupo G em uma algebra B e A é um ideal de B. Defina D, = AN f,(.A) e os isomorfismos
correspondentes o, como a restricao de f, para D ,-1. Entdo {{ay, Dy}, g € G} é uma agao

parcial de G em A. De fato, os itens (i) e (iii) s@o diretos de J ser global e por ultimo
(i)

Op—1 (Dh N Dg—l) = Bhfl

(AN BL(A) N (AN Bg-1(A)))
ANBR(A)

(Br(A) N Bg-1(A))
Br(A)
CAN /Bhflgfl (.A)

C B

= Dgn)-1.

Neste caso dizemos que « é uma restricao de [ para A. Agora, seja B; a subalgebra de
B gerada por UgeaBy(A). E claro que podemos ter B # B; e que a pode ser obtida como
restricao de uma agao de GG em B;. Nesse sentido, dizemos que a restricao acima é admissivel

se B = B;. Podemos agora tratar do conceito de equivaléncia entre agoes parciais.

Defini¢ao 50. Uma acao parcial o = {{ay, Dy}, 9 € G} de um grupo G em uma dlgebra
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A € equivalente a uma agdo parcial o/ = {{ay, Dy}, g € G} de G em uma dlgebra A" se
existe um isomorfismo de dlgebras ¢ : A — A’ tal que para cada g € G valem as sequintes

condicoes:
(i) ¢(D,) = D)
(i) a0 @(x) = poay(r) Vo€ Dy
Agora vamos definir acdo envolvente para uma acao parcial fixada.

Definicao 51. Uma acao global 5 de um grupo G em uma dlgebra B € uma a¢ao envolvente
para a a¢do parcial o de G em uma dlgebra A se a € equivalente a uma restri¢ao admissivel
de B para um ideal de B, isto é, se existe um isomorfismo de dlgebras ¢ de A para um ideal

de B tal que para cada g € G valem:
(i) ©(Dg) = p(A) N By(p(A));

(i) By o p(x) = poay(z) V€ Dyi;

(iii’) B ¢ gerada por UyecB,(o(A)).

Note que (i’) e (ii’) sdo as condicoes equivalentes a (i) e (ii) da defini¢do anterior e que

(iii") refere-se a restri¢ao ser admissivel.

Exemplo 13 (Acao envolvente para a agao parcial construida no exemplo 12). Considere
F = F(Z*,R) a dlgebra de todas as funcdes de Z> em R. Por conveniéncia, para f € F e
(n,m) € Z* vamos denotar o valor pontual f((n,m)) por f|m.m). Como agio global, defina

para cada (n,m) € Z*

ﬁ(n,m) F— F
f— By ()| = f(=(n,m)+ (k,1)).

(k1)

Segue do Teorema 4.5 (na verdade de sua demonstragao) de Dokuchaev e Exel [DE05] que
= Bom) (f) define um automorfismo f(nmy de F e porisso B = {Bmm) : F = F | (n,m) €
72} € uma agio global de Z* em F. Para qualquer a € R temos aXsn(sy € D(n,m), 1sto torna

bem definida a aplicagao

(p:@—h}—

a— ¢(a) ) = 0 (,m) (aXsn(s)),
que também é um monomorfismo de R em F. Por fim, tome B a subdlgebra de F gerada
por U(n’m)EZQ Binm) (0(R)) entio, também da prova do Teorema 4.5, a restri¢io f3 p ¢ uma

acao envolvente para o a qual € inica a menos de equivaléncias.
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Vamos agora apresentar exemplos de acoes parciais continuas, i.e., exemplos de agoes
parciais no ambiente topologico. Nesta categoria, Abadie [Aba03] da a seguinte defini¢ao

para as agoes:

Definicao 52. Uma ag¢ao parcial de um grupo topologico G em um espago topologico X €

um par o = ({ X hea, {auhea) tal que
1. X; € aberto em X e oy : Xy—1 — Xy € homeomorfismo, ¥V t € G;

2. 0 conjunto Ty, ={(t,z) e GXx X : t € G, © € X;-1} € aberto em G x X e a fungao,

também chamada o, o : Ty, — X definida por (t,x) — «y(x) € continua,
3. « € uma ac¢ao parcial, 1.e., X, = X e ag € uma extensdo de az oy, V s,t € G.
Como esclarecemos na observacao 2, a condi¢ao 3 acima é equivalente a
(i) ae =idx e ay1 =,V €G,;
(i) ay(Xi-1 N X)) = XN Xy, Vs, t €G;

(iii) asoap @ Xp-1 N Xy-1,-1 = Xy N Xy € uma bijecdo e a; 0 () = ag(x) para todo
T € thl M thlsfl.

E a novidade fica por conta da condi¢ao 2, necesséria se quisermos falar em globalizacao,
ou agao envolvente, veja o Teorema 2.5 de Abadie [Aba03|, o qual esclarece a existéncia e

unicidade de uma agao envolvente para qualquer agao parcial continua.

Antes de darmos exemplos de acdes parciais continuas em R faremos algum esclareci-
mento sobre homeomorfismos considerando a topologia cortante. Para z € K fixado, as
aplicacoes T}, e h,, de K para K, definidas respectivamente por T,(z) := x+ z e h,(x) := xz
sao continuas. Mais do que isso, a translacao 7. é na verdade um homeomorfismo, e se
z € inv(K), entdo h, também é, e suas inversas sio respectivamente 7_, e h,-1. E ainda,
sea €K, R,7 > 0 e a,, B, s40 0s nimeros generalizados cujos representantes sao respecti-
vamente (g"). e (¢!°¢"),, é direto ver que T.(Bg(a)) = Bgr(T.(a)), T.(Sr(a)) = Sr(T.(a)),
ha,(Sr) = Sge-r € hg, (Sr) = Sgry. Neste ponto, vamos lembrar que o conjunto {3, : r € R% }
é um subgrupo multiplicativo de R com unidade (; e inversos ;-1 para cada [;. Afim de
mostrar que o grupo de homeomorfismos de K nele mesmo é ndo enumerével, Aragona et.al.
[AJO1], provam o proximo teorema, o qual usaremos para generalizar nosso primeiro exem-
plo de acao parcial continua, ou pra ser mais preciso, o usaremos para apontar a direcao
de intmeros outros exemplos analogos. Antes de enuncia-lo, considere a seguinte notacgao:
seja H o grupo de permutacoes de R e fixe o € H, entao os mapas j, e ¢ de R% para R,
sao definidos por j,(r) := ro(r) e 6(r) := o(r)~}, enquanto que o mapa ¢, de K para K é

definido por ¢,(0) := 0 e () = Bypr)x se x € S,.

Teorema 28. Sejam o, j, € p, como acima. Valem:
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(a) se p, € bijetiva entio v, (S;) = Sj, ), Vr € RY;
(b) @, € bijetiva se, e somente se, j, € bijetiva;
(c) sao equivalentes:

(i) @5 € um homeomorfismo;

.. . . .. . . . o T 1
(ii) j, € bijetiva e 11_1}(1)]0(7“) =0= ll_f)l(l)ja (r).

Demonstragao. Veja [AJO1]|, Teorema 3.4. O

Em caso de bijegao, as inversas de ¢, e j, sao respectivamente ¢, € j,, onde w := 70 j,.

Vamos finalmente ao nosso primeiro exemplo para o ambiente topologico.

Exemplo 14. Considere X = R munido da topologia cortante e G = (R%,-) munido da
topologia discreta. Defina Xy, = S;, parat # 1, X; = R e as aplicacdes oy (néio confundir

com os infinitesimais standards) por

(07 thl — Xt

T — () = hg, (z).

Entio ({ X }ieq, {aihieq) € uma agio parcial continua de G em R. De fato, cada esfera S,

¢ aberta em R na topologia cortante e se t = 1 entdo ay(x) = hs, (x) = Bz = x € por isso

ap =id|_. Set # 1, temos ay(Si-1) = hg,(Si-1) = S2p—1 = S;. Disso seque que cada fungdo
R t

oy € um homeomorfismo bem definido, o que verifica 1. Além disso, set # 1 e x € Sy entao

o (2) = I3 (2) = hys(0) = g (@) = hg_, 4 (2) = 0 (a),

+2

e isto nos dd a1 = o; *, Y t € G. Note que para t = 1 isto € dbvio. Agora, vamos verificar
que oy (Xi-1 N X)) = Xy N Xy, YV s,t € G. Primeiro suponha que X; N Xy # (). Neste caso,

XN X #0 se, e somente se, s=1out=1outs=1,

se s =1, entao
Oft(thl N Xl) = Oét(thl) = Xt = Xt N Xt-l'

Analogamente, set =1

al(Xl N Xs) = ozl(Xs) = Xs = X1 N Xs-l-

Ji sets =1, i.e., s=1t"1, entdo

Olt(Xt—l N XS) = Oét(Xt—l) = Xt = Xt N Xl = Xt N Xt~t_1 = Xt M th.
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Se por outro lado X, N Xy =0, entdo s,t £ 1 es #t ', dai X, N X, =0 e portanto,

Oét(thl N XS) = @ = Xt N th.

Isto mostra que as composigoes a; o oy SO fazem sentido se uma delas € a identidade (s =
Lout=1) ou ses,t sao inversos mutuamente. Nesse sentido, as composigoes as © oy SG0O

claramente bije¢oes bem definidas como em (iii) acima. E ainda, se s = 1 temos ajoay(x) =

as(r) = ar¢(x) e o mesmo vale set = 1. Para s =t~ temos
as0ay(z) = oay(z) = a;t o ay(z) = id(x) = (7)) = a1 (2) = ().

Isto verifica a condigdo 3. Finalmente, o conjunto 'y = {(t,z) € RLxR: t € RY, x € Sy-1}

¢ aberto em RY X R (na topologia produto) pois é unido de abertos de R% x R, a saber

Lo = |J{t} x Xir.

teR”

Para ver que a : Lo = R, (t,x) — ay(x) = hg,(x) € continua em um ponto (t,x) qualquer
em 'y, devemos mostrar que para qualquer v > 0 existe uma vizinhang¢a V de (t,x) em Ty
tal que (V') C By(a(t,x)). Seja s < min{f,t7'} e tome y € By(x). Entao

et y) —alt,z) || = || ary) — aul(a) |
= 1 22 (y) = Do () |
= || Brey — Bz ||
= | Bely —2) |
= tly—az|
< t%s
< tth
=

Portanto, a(t,y) € B.(a(t,x)), ¥V y € Bs(z). Tomando V = {t} x Bs(z) seque que a(V) C
B, (a(t,z)). Isto prova que o é continua em (t,z), e pela arbitrariedade da escolha de (t,x),

temos que o € continua.

Podemos encontrar mais exemplos como este definindo os homeomorfismos «;’s usando
as aplicagoes ¢,’s como no Teorema 28. Por exemplo, se para cada ¢ € R’ escolhermos
uma permutagao oy(z) de R% fixando oy(t™') = t* e o4(t) = 72, que j,,(x) seja bijetiva
e lim j,,(z) = 0 = lim j (), e definirmos a;(z) := ¢, () se t # 1 e oy = id|_, entédo

z—0 z—0 R
produziremos exatamente o mesmo exemplo anterior. Para se convencer disto note alguns

pontos convenientes:
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o (r) = 95, () = By,i-1)T = P = hp, () para t # 1;

o Oét(Stfl) = gOUt(Stq) = S‘

oy

-1 = St71at(t71) = St*1t2 = St; para t 7é 1;

o a;'(x) = Por (1) = @u(@) = Loy = Bloltor) 1T = Bo-1)-1@ = fi2x =
Bo, 1 ()T = ¥o, 1 (T) = ay-1(x) para t # 1;

E claro que as permutacoes o;’s deverdo ser escolhidas de forma conveniente. Por exemplo,
se fixarmos uma permutagao o de R7 e tomassemos para cada t # 1 X; = S,(;), entao valeria
(Sot-1y) = So(1) se, e somente se, Sy, (o(t-1)) = So(t), que por sua vez valeria se, e somente
se

ot Ho(a(t™)) = a(t). (28)

Em nosso exemplo, o é a identidade o(t) = ¢, que substituindo em 28 nos fornece o,(t ) = t*

como exigimos na hipotese. Em conjunto com 28 devemos exigir das permutagoes a;’s que

G © o, (0(1)) = 01 (0 (1)), (29)

em mosso caso, i.e., se o(t) = t, 29 nos forneceria o4(t) = t~2, que é nossa outra hipo-
tese. Resta-nos agora apresentar, para mostrar que existe, uma familia de permutacoes

{Ut}tem\{l} satisfazendo as condigoes exigidas. Basta definir para cada t

( T se T 7é t_3’5, t_2’5, t—2’ t_1’5, t_17 t—0,5’ tO’S, t, t1’5, t?) t2’5, t3’5
s se =1t
t=15 se x=1t2%°
t se z=1t7?
1725 se x =t
t? se x=t"

o(x) =¢ t*° se x=t9
3 se x =19
t2 se z=t
t35 se x =t
t se x =t>
705 se gz =1t

[ 9 se oz =10,

Para o caso em que a permutacao o fixada é qualquer podemos obter uma familia de per-
mutagoes da mesma forma, i.e., fixando pontos adequados para garantir que 28 e 29 sejam
satisfeitas e para que j,, seja bijecao, para cada t. Entendemos que a estrutura de o seja um

tanto deselegante, mas certamente ha uma melhor descrigao para ela.
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A translacao é um bom exemplo de agao parcial pois nos fornece uma visao mais geo-
métrica do que de fato estd acontecendo. Isto é um pouco menos intuitivo em K, veja por
exemplo em [AJ01], Lema 2.2, que B; N B;1(1) = ), bem diferente da nossa viciante visao to-
poldgica do espaco euclidiano. Na verdade, peculiaridades como esta acontecem em espagos
ultra-métricos, onde qualquer ponto de uma bola é seu centro e intersegoes de bolas ou sao
vazias ou iguais a uma delas. Por isso achamos que seria interessante apresentar um exemplo
de acao parcial de translacao no ambiente generalizado. Perceba que se no exemplo seguinte
tomassemos raios maiores que 1, entdo nao perceberiamos uma translagdo (em um sentido
de movimentagdo) mesmo para t # 0. Vamos aproveitar as vericagdes feitas no exemplo

anterior, para uma leitura mais direta.

Exemplo 15 (Translagdes em S;). Sejam G = (R, +) C R com a topologia induzida de R
e X =R. Defina X; = By(t) set # 0, Xo =R ¢ para cada t € G as aplicagdes

OétiX_t —>Xt

x — oy(x) = Toy(x).

Entao ({Xi}iea, {ai}ec) € uma agao parcial continua de translagao de bolas de Sy centradas
em pontos de G e raio 1 (parat #0). E claro que os conjuntos X,’s sdo abertos e que ayq €
a identidade. Além disso, para t # 0 a(X_t) = Tor(Bi(—t)) = Bi(Tai(—t)) = By(t) = Xy, e
seque que cada oy € um homeomorfismo bem definido de X _; para X;. Quanto a condi¢ao 3,
observe que a; '(z) = Ty, () = Toy(x) = Ty—gy(x) = a_(z). Como no ezemplo anterior,
X NX, # 0 se, e somente se,—t = s out =0ou s =0, portanto, a condigio a;(X_NX,) =
XiNX s Vit s €G seprova de forma andloga e vamos omiti-la para nao sermos repetitivos.
O mesmo vale para provar que sy € uma extensao de o © oy, note que as composigoes SO
fazem sentido se uma delas € a identidade ou inversas mutuamente, nos Primeiros casos
basta usar que o € a identidade, e no ultimo, que oy e a_y sao inversas mutuamente. Como

G N By(t) = {t} para cada t, entao 'y, = |J {t} x X_; € aberto por ser uniao de abertos. £
teG

por fim, para ver a continuidade de o : Ty — R, (t,2) — ay(z), em um ponto arbitrdrio
(t,z) € 'y, tome para qualquer r >0, s < min{r,1}, entdo

a({t} x By(x)) = cu(Bs(x)) = Toe(Bs(x)) = Bs(Tau(2)) = Bs(au(x)) C By(au(x)).

Logo « € continua no ponto (t,x) e por arbitrariedade € continua em todo T',,.



Conclusao

Suporte e probabilidades de transicao

Em seu trabalho, Colombeau e Gsponer propoe a teoria de func¢oes generalizadas para
estudar certos modelos em QFT, isto se justifica pois tais modelos apresentam singulari-
dades e nao linearidades em seus dados. Ao construir operadores generalizados e propor a
probabilidade de transigao, eles questionam qual a melhor maneira de se extrair uma proba-
bilidade classica a partir de uma probabilidade generalizada. Nesse sentido, mostramos que
isso se resume a escolha de um idempotente adequado. Tal elemento da algebra Booleana
de R pode fazer parte da natureza intrinseca do modelo construido e podemos portanto nio
ter que o escolher, mas sim, o notar. De qualquer forma, mostramos que tais probabilidades
sao extraidas dos elementos do suporte do operador generalizado estudado, ou em bom dito
popular, que a fruta nunca cai longe do pé. Lembre que muitos fenémenos fisicos sao afetados
pela forma como os observamos e isto certamente nos fornece respostas divergentes. Neste
trabalho, mostramos evidéncias de que a nogao de suporte reune todas essas respostas, e que
quando encontramos outros resultados para a mesma circunstancia pode ser porque estamos
tomando agora um idempotente diferente e em consequéncia enxergando outro ponto do
suporte. Tudo isto também se torna perceptivel a partir de nossa analise sobre fungoes quase
periddicas, e nosso estudo aponta para existéncia de probabilidade de transi¢ao no espago

de Fock como introduzida originalmente por Colombeau e Gsponer.

Fundamentos de geometria diferencial generalizada

O desafio de propor um cenario onde infinitesimais e infinitos coexistam é lidar com o
amontoado de anélise nao standard necessaria para se obter boas propriedades mateméticas.
Uma vez obtidas, podemos nos perguntar se elas mantém algum grau de proximidade com
a analise classica. Nesse sentido, perguntas naturais surgem: nesse novo ambiente pode-se
construir uma teoria de calculo diferencial? Se sim, como ele se compara ao ja confiavel e bem
sucedido calculo Newtoniano? Uma teoria de geometria diferencial também pode ser obtida a
partir desse novo calculo da mesma forma como a geometria diferencial cléssica surge a partir
do calculo infinitesimal? Solugoes cléassicas de equagoes diferenciais podem ser encontradas

a partir de solugoes generalizadas? Foi nessa diregao que nos esforcamos para estabelecer
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os fundamentos do que chamamos de geometria diferencial generalizada, que é local e por
isso muito semelhante a teoria existente. Fizemos isso, obtendo a partir de uma variedade
abstrata classica M, uma variedade generalizada M*, de forma que problemas em M possam
ser levantados para M*, além de nos conectar com outra teoria geométrica ja publicada. A
principal diferenca é a estrutura bésica subjacente que nao é mais R e sim R. Isto garante a
pesquisadores interessados em nossa teoria, que nao ha necessidade de reaprender geometria,
mas apenas se familiarizar com as propriedades algébricas e topologicas de ]li, por sua vez,
j4 bem esclarecidas na literatura e em certos sentidos anélogas as de R. Tenha em mente
que a principal vantagem aqui é lidar com singularidades e nao-linearidades. Nossos alicerces
foram somente o ja familiar calculo generalizado, a topologia cortante e os valores pontuais.
Por fim, os conceitos de suporte, interleaving, e os elementos idempotentes de R sdo as

ferramentas que nos levam as solugoes classicas.



Comentarios e sugestoes para discussoes

Separamos propositalmente esta parte do texto para sugerir alguma discussao sobre o
espaco-tempo generalizado, um olhar sobre sua estrutura e sua aparente relacao com o
espaco-tempo classico. O tultimo, fortemente conhecido e aceito na comunidade cientifica,
e o primeiro pode ser definido a partir de nossos resultados. Nao temos absolutamente
nenhuma evidéncia fisica e tao pouco experimental de que estas sugestoes estejam corretas,
portanto o espago-tempo generalizado pode nao corresponder a realidade. Deste modo, nao
hé aqui teoremas ou outra estrutura matematica solida, mas somente algum entendimento
que pode ser discutido sob os parametros do nosso modelo.

Seja M o espago-tempo classico de quatro dimensées. Por Friedman [Fri61] existe um
menor n tal que M pode ser mergulhado isometricamente em R™. Definimos o espago-tempo
generalizado como a Gy-variedade M* associada a M. Temos que M estd discretamente
mergulhada em M* e M C M* C B1(0) C M C R, com ssupp(M*) = M. Os infinitesimais
estdo contidos em M*N By (0) e os infinitos estdo contidos em Mn (B1(0))° C R™. Se p € M*
¢ um infinitesimal tal que o ||p|l» ¢ Inv(R), entdo existem e, f € B(R) tais que e -p = 0
e f-|pllz € Inv(f - ]ﬁ) Dado p; € M*, o interleaving ep; + (1 —e)p = epy + p € M*.
Para melhorar o entendimento, pense em cada ponto ou regiao em M* como um evento,
e no interleaving como eventos intercalados (ou entrelagados), isto é, que se relacionam
ou se encontram de alguma forma. Nosso primeiro entendimento é que pontos quaisquer
de M* que sao intercalados com infinitesimais podem por um lado nao alterar a natureza
do infinitesimal, tal encontro nao o modifica, embora gere um novo evento em M?*. Por
outro lado, infinitesimais podem gerar eventos espantosos em M. Para ver isto, lembre que

um interleaving (intercalagao ou entrelagamento) é formalmente uma soma ) e; - x;, onde
J

xj € I@”, e; € B(I@), e; - € = 0;j€;, Z e; =1 e d;; é a funcdo delta de Kronecker, além disso,
uma probabilidade de transi¢ao genéralizada v(e;) esta associada a cada e; com Z viej) = 1.
Se medir em M corresponde a aplicar uma fungao F, entdo F'(3_e; - z;) = Zjej - F(xj) é
novamente um entrelacamento de eventos. Por exemplo, seja T’ :J xd, To, T; GJR, ej € B(@)
e T(z) = T(z—;x), e considere o entrelacamento F' = 3 Tje;. Entao x(T')(zo - a) = zop(2o)
e K(F)(zo - a) = 3 k(1)) (@0 - a)e; = > w(T)(z; - (i)ej = >_;p(x;)e;, mostrando que

j J j
um infinitesimal pode produzir o que vamos chamar um efeito intercalado simultineo nos

pontos z;, langando-os a distancias classicas arbitrariamente longe de zpa € halo(0) =
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By (0) e portanto de zero. Podemos denominar o produto do infinitesimal 2y com o infinito
d(zpar), com o que chamaremos de o colapso do infinito ou o surgimento do infinitesimal.
Sob qualquer interpretagao, sao efeitos imprevisiveis.

A soma de duas ou mais intercalacdes, pode ser aplicado um analogo ao principio de
superposicao de ondas, e assim, termos cujos idempotentes nao sao ortogonais irao produzir
um novo idempotente, e termos com o mesmo idempotente podem desaparecer ou serem
aprimorados, isto é, em M, as intercalagoes, e seus produtos e somas, podem ser percebidos
como um resultado de superposicao de ondas. E mais interessante quando os pontos deixam
de ser notados, ou seja, quando as intercalagoes envolvem infinitesimais e infinitos. Vamos
a uma situacao mais geométrica. Considere um fluxo F' em M*. Como evidenciamos acima,
tal fluxo pode produzir o encontro de infinitesimais de M™* com infinitos de M. Tsto nos
diz que se tomar-mos um pequeno volume A de M contendo o encontro, havera alguma
probabilidade de que se observe um efeito intercalado simultaneo em pontos contidos em
AN (FN M) resultando em padroes de fluxo de A N F'N M que exibem comportamento
caotico e imprevisivel. A imprevisibilidade depende das probabilidades de transicao genera-
lizadas dos idempotentes envolvidos e do tipo de infinitesimais e infinitos contidos em A.
Uma instantaneidade também pode ocorrer, ocasionada pela observagao em M do colapso
de infinitos em M*. Por exemplo, suponha que se entrelace dois eventos F; e Fy em M™*,
que por sua vez sao extremidades de um pequeno volume do espago-tempo generalizado, Aq,
estendido na direcao espacial. A criagdo de infinitesimais em F; N M, uma extremidade da
extensao espacial, pode resultar na observacao de um efeito intercalado simultaneo instan-
taneo em F, N M, a outra extremidade da extensao espacial. Nenhuma contradi¢ao surge na
instantaneidade, uma vez que M consiste em uma grade de pontos equidistantes em M™*.

O espago-tempo M é o que podemos enxergar, e em M* nenhum ponto de M esta longe,
e isto nos leva a discussoes sobre como percebemos a distancia. Até aqui esperamos ter
esclarecido que para nos entrelagamentos sao observagoes (entrelagamentos ~ idempotentes
~ suporte ~ observagao), o que nao esta entrelacado nao pode ser observado, portanto a
distancia deve estar intimamente relacionada ao conceito de interleaving. As probabilidades
de transicao que sao determinadas pela observacao, bem como os colapsos e surgimentos aos
quais nos referimos, podem alterar significativamente qualquer medicao, por isso controlar
as entradas e direcionar as saidas nos eventos de M* é o que nos levaré as solugoes em M.
Compare isto com a teoria de dependéncia da malha nas solucoes numéricas de edp’s. O
seguinte texto foi obtido ao perguntarmos ao ChatGPT! do que se trata a convergéncia de

malha uniforme:

Esta teoria afirma que a solugao obtida por métodos numéricos pode depender
da discretizagao espacial utilizada, isto é, da forma como a regiao do dominio é
subdividida em células [...] Isto leva a erros de truncamento, pois ha a substitui¢ao
de uma equagdo diferencial continua por uma versdo aproximada discreta |...|
Algumas solugoes sao altamente sensiveis a irregularidades na malha mesmo que
elas estejam sendo refinadas. Portanto é desejavel a um método numérico que

linteligéncia artificial de linguagem natural criada pela OpenAi.
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ele seja independente da malha, ou seja, que a solugao numérica seja convergente
para solugao exata a medida que a malha é refinada. Essa propriedade é conhecida
como convergéncia de malha uniforme (OpenAl. https://chat.openai.com. Acesso
em 16 de Junho de 2023).

Para nos, isto se traduz em uma forma otimizada de observagao e portanto uma boa
malha é um bom entrelacamento. E claro que isto s6 se torna possivel se existir uma solucao
da equacao quando considerada no ambiente generalizado.

Para tornar tudo mais claro, por nossa primeira anélise sobre as probabilidades de tran-
sicao, buscamos entender e sugerir o estado quantico como um interleaving dos estados
proprios de operadores generalizados (observaveis generalizados), isto é, v = ) ; €5Vj- Note
que o colapso causado por uma medicao parece encaixar bem com o conceito de interleaving
e de suporte agindo juntos sobre o estado quantico. Ainda que de forma muito rudimentar,
isto sugere que tais conceitos podem ser matematicamente interessantes aos estudiosos da
interpretacao de Copenhague. Note pelo exposto acima, ainda que 7' seja muito simples, que
paradoxos intrigantes podem ser entendidos matematicamente. A probabilidade de transi¢ao
do que se consegue observar depois do colapso pode ser uma funcao com pardmetros v(e;).

Ja por nossa segunda andlise, agora geométrica, queremos sugerir o espaco-tempo gene-
ralizado para pesquisadores que buscam entender como o espago-tempo pode ser influenci-
ado pela mecanica quantica e como as fungoes de onda se relacionam com a geometria do
espaco-tempo em escalas subatomicas. E claro que ainda temos muito pra analisar, como
por exemplo, fazer um estudo detalhado sobre curvaturas, médulos tangentes, campos e
geodésicas nessas novas variedades, além de estudar o que seriam as métricas Lorentzianas
generalizadas destes objetos.

O exposto justifica a nossa recomendagao a pesquisadores de que C*(M *,I@f) pode
ser atrativo na busca por solugoes de equagoes diferenciais que modelem fenémenos fisicos
estudados atualmente, veja o Teorema 5.8 em [JQ23] e a observa¢do que o segue. Com
a mesma motivacao recomendamos os operadores generalizados para medi¢oes de estados
quanticos.

Sem mais, agradecemos ao leitor, e insistimos em lembrar que tudo isso sao apenas

sugestoes para discussao sobre as implicagoes de nossa pesquisa e nao fatos comprovados.
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