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Resumo

SILVA, G. C. Uma abordagem topológica e dinâmica à Geometria Fractal. 2023. 131 p.

Dissertação (Mestrado) - Instituto de Matemática e Estat́ıstica, Universidade de São Paulo, São

Paulo, 2023.

Majoritariamente, fractais são definidos como atratores de um Sistema de Funções Iteradas (IFS).

Definir fractais dessa forma muitas vezes facilita o cálculo de sua dimensão de Hausdorff, uma vez

que fazer o cálculo pela definição é, em geral, complicado. O objetivo principal desta dissertação é

apresentar, de forma clara, uma demonstração do teorema de Moran — o qual nos garante que, se F

é o atrator de um IFS cujas contrações sejam similaridades que satisfaçam a Condição de Conjunto

Aberto (OSC), então a dimensão de similaridade de F coincide com sua dimensão Hausdorff. O

presente trabalho é uma contribuição ao estudo da Geometria Fractal do ponto de vista topológico

e dinâmico. Embora a Geometria Fractal e a Dinâmica Caótica sejam tradicionalmente estudadas

de forma independente, em 2014, Barnsley mostrou a presença de caos nos fractais. Neste traba-

lho, apresentamos um resultado que relaciona dinâmica caótica e fractais. Mais especificamente,

provamos que a transformação de mudança associada a um IFS totalmente desconexo composto

por duas ou mais transformações é caótica segundo a definição de Devaney.

Palavras-chave: dimensão topológica, dimensão box-counting, dimensão de Hausdorff, IFS, atra-

tor, teorema de Moran, dinâmica caótica.
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Abstract

SILVA, G. C. A Topological and Dynamic Approach to Fractal Geometry. 2023. 131 p.

Thesis (Masters) - Instituto de Matemática e Estat́ıstica, Universidade de São Paulo, São Paulo,

2023.

Mostly, fractals are defined as attractors of an Iterated Function System (IFS). Defining fractals in

this way often facilitates the calculation of their Hausdorff dimension, since doing the calculation by

definition is, in general, complicated. The main objective of this master thesis is to clearly present

a proof of Moran’s theorem — which guarantees us that, if F is the attractor of an IFS whose con-

tractions are similarities that satisfy the Set Condition Open (OSC), then the similarity dimension

of F coincides with its Hausdorff dimension. The present work is a contribution to the study of

Fractal Geometry from a topological and dynamic point of view. Although Fractal Geometry and

Chaotic Dynamics are traditionally studied independently, in 2014 Barnsley showed the presence

of chaos in fractals. In this work, we present a result that relates chaotic dynamics and fractals.

More specifically, we prove that the change transformation associated with a totally disconnected

IFS composed of two or more transformations is chaotic according to Devaney’s definition.

Keywords: topological dimension, box-counting dimension, Hausdorff dimension, IFS, attractor,

Moran’s theorem, chaotic dynamics.
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3.2 Construção do Triângulo de Sierpinski. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

3.3 Construção da curva de Koch. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

3.4 Conjunto de Julia para R(z) = z2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

3.5 Conjunto de Julia para R(z) = z2 − 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

3.6 Conjunto de Julia para R(z) = z2 − i. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

5.1 Partições do segmento de reta, quadrado e cubo. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

5.2 Exemplo tomando ϵ = 1
5 para a cobertura da cota superior. . . . . . . . . . . . . . 54

5.3 Cobertura de X por duas bolas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

6.1 Dimensão de Hausdorff. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

6.2 Construção da Cantor Dust. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
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Caṕıtulo 1

Introdução

A ideia de fractal é relativamente nova, mas suas origens matemáticas datam do século XIX.
O termo fractal, que deriva do latim fractus, adjetivo do verbo frangere que significa quebrar,
fragmentar, foi cunhado por Mandelbrot, em 1975. No fim desse mesmo século, os cientistas notaram
que muitas das estruturas complexas presentes no nosso universo não poderiam ser explicadas pela
geometria euclidiana. Diante disso, foi necessária a criação de uma nova geometria: a Geometria
Fractal.

De acordo comMandelbrot [Man82]: “nuvens não são esferas, montanhas não são cones, litorais
não são ćırculos, a casca da árvore não é lisa e tampouco a luz viaja em linha reta”. Fractais
perfeitos ou matemáticos não existem no mundo real, pois, no mundo real, um padrão de repetição
não ocorre um número infinito de vezes. Apesar disso, a natureza nos fornece numerosos exemplos
de fractais aproximados, também chamados de pseudofractais. Alguns desses pseudofractais podem
ser observados na Figura 1.1.

Figura 1.1. Exemplos de pseudofractais.

Fonte: autora.

O primeiro deles ilustrado na Figura 1.1(a) é a samambaia, cujos foĺıolos são praticamente
idênticos entre si. No caso do romanesco ilustrado na Figura 1.1(b) — um vegetal da mesma

1



2 INTRODUÇÃO 1.0

famı́lia do brócolis —, observar mais de perto uma dada parte do vegetal é como observar o vegetal
como um todo, pois cada parte do romanesco é como um minirromanesco. O terceiro exemplo são
as conchas do mar ilustrado na Figura 1.1(c), cujas camadas interiores e exteriores apresentam
padrões semelhantes. Até mesmo o pulmão humano ilustrado na Figura 1.1(d), um dos órgãos
mais fortemente associados aos sistemas respiratório e circulatório, apresenta padrões t́ıpicos de
um fractal. No caso dos flocos de neve ilustrado na Figura 1.1(e), é fácil ver que cada ramo dos
flocos se parece com um floco inteiro. O pseudofractal africano Logone-Birni ilustrado na Figura
1.1(f) (ver [Egl99]), por sua vez, é uma cidade localizada em Camarões, na África Central. Essa
cidade é formada por grandes e complexos prédios retangulares feitos de argila grossa. O palácio de
Miarré — que significa chefe — fica no meio da cidade. Ao longo do tempo, foram acrescentados
vários fechamentos retangulares aos fechamentos pré-existentes, cada um dos quais compartilhando
duas ou mais paredes de fechamentos anteriores. O resultado é um complexo de retângulos dentro
de retângulos que se assemelha a um fractal.

Dentro da comunidade cient́ıfica, ainda não existe um consenso sobre a definição de fractal. Por
isso, nos últimos anos, alguns matemáticos propuseram posśıveis definições. A primeira delas, que
pode ser encontrada em [SA11], foi proposta por Mandelbrot e será apresentada a seguir.

Definição 1.1 (Mandelbrot). Um conjunto F ⊆ Rn é um fractal se sua dimensão Hausdorff é
maior do que sua dimensão topológica.

Entretanto, até mesmo Mandelbrot considera que esta definição é restritiva, uma vez que, para
compreendê-la, é necessário algum conhecimento acerca de teoria da medida e de topologia geral.
Uma definição mais intuitiva — a qual apresentaremos agora — foi proposta por Falconer e pode
ser encontrada em [Lim19].

Definição 1.2 (Falconer). Um conjunto F ⊆ Rn é um fractal se ele apresenta todas, ou, pelo
menos, a maior parte das propriedades a seguir:

1. F tem “estrutura fina” — ou seja, apresenta detalhes em qualquer escala arbitrariamente
pequena;

2. F é localmente ou globalmente muito irregular para ser descrito em linguagem geométrica
tradicional;

3. F apresenta alguma forma de autossimilaridade — ou seja, cada parte de F é uma cópia
reduzida do todo;

4. a dimensão fractal de F (definida de algum modo) é maior que sua dimensão topológica;

5. F pode ser obtido por meio de um processo recursivo simples.

Se segúıssemos a definição de Mandelbrot, excluiŕıamos vários conjuntos que são fractais de
acordo com a definição 1.2. A curva de Takagi, por exemplo, é um fractal cujas dimensões fractal
e topológica são ambas iguais a 1. Discutiremos esse exemplo em mais detalhes na seção 6.3.

Com base nas definições 1.1 e 1.2, podemos concluir que um fractal é um conjunto que possui
um padrão gerado matematicamente que é reproduźıvel em qualquer ampliação ou redução, e
que a reprodução se parece com o original, ou, pelo menos, tem uma estrutura semelhante. Mais
especificamente, os fractais podem ser caracterizados pelas seguintes propriedades:

(i) Autossimilaridade: quando uma porção de um conjunto ou de um contorno se parece com
uma cópia do todo, porém numa escala menor (como se pode observar na Figura 1.2).

(ii) Complexidade infinita: diz respeito ao fato de que o processo para geração de um fractal
é recursivo.

(iii) Dimensão: a dimensão fractal é um número não inteiro que mede o grau de irregularidade
do conjunto, como veremos nos Caṕıtulos 3 e 4.
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Figura 1.2. Exemplo de autossimilaridade.

Fonte: autora.

Em muitos casos, fractais são definidos como atratores de um Sistema de Funções Iteradas
(IFS). Um sistema de funções iteradas {(X, d);S1, · · · , Sm} é, simplesmente, um espaço métrico
completo (X, d) equipado com uma coleção finita {S1, . . . , Sm} de contrações de X em X. Definir
fractais por meio de sistemas de funções iteradas muitas vezes facilita o cálculo de sua dimensão de
Hausdorff, uma vez que fazer o cálculo pela definição é, em geral, bastante complicado. No caṕıtulo
7, vamos enunciar e provar o teorema de Moran — o qual nos fornece um método que facilita o
cálculo da dimensão fractal em muitos casos de interesse.

1.1 Objetivos

O objetivo principal desta dissertação é apresentar, de forma clara, uma demonstração do
teorema de Moran — o qual nos garante que, se F é o atrator de um IFS cujas contrações sejam
similaridades que satisfaçam a Condição de Conjunto Aberto (OSC) (ver [Fal04]), então a dimensão
de similaridade de F coincide com sua dimensão Hausdorff. Dentre seus objetivos secundários, por
sua vez, podemos citar o estudo:

• de noções básicas de teoria da medida;

• das várias noções de “dimensão topológica”: espaços 0-dimensionais, dimensão de cobertura
e dimensão indutiva fraca;

• das várias noções de dimensão fractal — sendo as mais importantes as dimensões box-counting
e de Hausdorff;

• de exemplos clássicos do cálculo das dimensões box-counting e de Hausdorff por meio de suas
respectivas definições;

• de sistemas de funções iteradas;

• do Prinćıpio de Distribuição de Massa;
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• de resultados sobre o atrator de um sistema de funções iteradas e sua relação com os fractais
(tais como, por exemplo, o teorema de Hutchinson); e

• do conceito de Caos segundo Devaney e de sua aplicação ao estudo da dinâmica caótica nos
fractais.

1.2 Organização do documento

Para uma visão completa deste trabalho, os caṕıtulos encontram-se assim organizados:

✓ CAPÍTULO 2: Neste caṕıtulo faremos uma breve revisão dos conceitos básicos da teoria da
medida, tais como: σ−álgebra, medida, espaço de medida, medida de Lebesgue, medidas completas,
medidas exteriores e o teorema clássico de Carathéodory.

✓ CAPÍTULO 3: Neste caṕıtulo apresentaremos algumas propriedades do conjunto de Cantor
ternário. Bem como, o processo de construção de alguns fractais clássicos encontrados na literatura,
como por exemplo: o conjunto de Cantor ternário, o triângulo de Sierpinski, a curva de Koch e os
famosos conjuntos de Julia.

✓ CAPÍTULO 4: Neste caṕıtulo estudaremos os conjuntos 0−dimensionais (provaremos que
o conjunto de Cantor ternário, o conjunto dos números racionais e irracionais são 0−dimensionais).
Além disso, introduziremos os conceitos de dimensão de cobertura (provaremos que o triângulo de
Sierpinski tem dimensão de cobertura igual a 1), por fim, a dimensão indutiva fraca.

✓ CAPÍTULO 5: Este caṕıtulo é dedicado ao estudo da dimensão box-couting, suas proprie-
dades, limitações e alguns exemplos: intervalo da reta e o conjunto de Cantor ternário.

✓ CAPÍTULO 6: Neste caṕıtulo, voltaremos nossa atenção ao estudo da medida exterior de
Hausdorff e suas propriedades. Em seguida, definiremos a dimensão de Hausdorff de um subconjunto
do Rn. Posteriormente, calcularemos a dimensão de Hausdorff do conjunto de Cantor ternário e do
cantor Dust via definição. Por fim, mostraremos que a curva de Takagi é um fractal cujas dimensões
fractal e topológica são ambas iguais a 1 e que, portanto, é um exemplo de fractal não contemplado
pela definição 1.1.

✓ CAPÍTULO 7: Neste caṕıtulo, veremos que, em muitos casos, fractais são definidos como
atratores de um sistema de funções iteradas (IFS). Definir fractais por meio de sistemas de funções
iteradas muitas vezes facilita o cálculo de sua dimensão de Hausdorff, uma vez que fazer o cálculo
pela definição é, em geral, bastante complicado. Sendo assim, estudaremos, os conceitos de con-
tração, sistemas de funções iteradas, métrica de Hausdorff, atrator de um IFS, bem como, um
exemplo.

✓ CAPÍTULO 8: Na primeira parte deste caṕıtulo, apresentaremos o espaço dos códigos
associado a um IFS, o conjunto dos pontos peŕıodicos, transitividade topológica e sensibilidade
as condições iniciais, bem como, introduzimos o conceito de caos segundo a definição de Devaney
[Dev07] e provamos que a aplicação shif (definida em Σm) é caótica. Além disso, na segunda parte,
exploraremos o conceito de IFS totalmente desconexo, de transformação de mudança S associado
a um IFS. Na última parte, utilizaremos os resultados provados na primeira e segunda parte para
provar um teorema que dá condições suficientes para que S seja caótica. Em seguida, utilizaremos
esse teorema para provar que a aplicação de mudança associado ao IFS (sendo C 1

3
seu atrator) é

caótica segundo a definição de Devaney.

✓ CAPÍTULO 9: Neste caṕıtulo, iremos apresentar e demonstrar o teorema de Moran, que
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nos garante que se o IFS, {Rn;S1, . . . , Sm}, composto por similaridades definidas em Rn, que
satisfaz a OSC e F o conjunto atrator desse sistema, então a dimensão de similaridade de F —
que é o único número real s tal que

∑k
i=1 λi = 1 — coincide com a dimensão Hausdorff de F .

Para isso, introduziremos o conceito de distribuição de massa, bem como provaremos o teorema
de distribuição de massa o qual é importante para obtermos uma cota inferior da dimensão de
Hausdorff de F ⊆ Rn e vários outros resultados essenciais que serão utilizados na demonstração.
Em sequência, calcularemos a dimensão de Hausdorff do conjunto de Cantor ternário e do triângulo
de Sierpinsk. Na última parte, provaremos uma versão do teorema de Moran que diz respeito ao caso
em que {S1, . . . , Sm} são contrações, mas não necessariamente similaridades, e, por fim, aplicaremos
esses resultados para obter uma estimativa da dimensão de Hausdorff do conjunto de Julia associado
ao polinômio fc(z) := z2 + c para o caso em que |c| > 1

4(5 + 2
√
6).

1.3 Mensagem ao leitor

Visando a didática e a melhor compreensão do texto, apresentamos várias imagens no decorrer
do trabalho. Elas foram constrúıdas por meio dos softwares Math Chá 1, Geogebra2 e da linguagem
de programação Python3 para plotagem de gráficos. Algumas imagens foram baseadas ou retiradas
dos livros [Fal04], [Egl99] e [Sut14]. Para uma melhor compreensão deste trabalho, é necessário que
o leitor tenha familiaridade com os conceitos básicos de análise e topologia geral. Desejo a todos
uma boa leitura!

1https://www.mathcha.io/editor
2https://www.geogebra.org/?lang=pt
3https://python.org.br

https://www.mathcha.io/editor
https://www.geogebra.org/?lang=pt
https://python.org.br
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Caṕıtulo 2

Noções básicas sobre teoria da medida

Neste caṕıtulo, apresentaremos algumas definições relevantes, tais como, os conceitos de σ-
álgebra, medida, espaço de medida, medida de Lebesgue, medidas completas, medidas exteriores e
o teorema clássico de Carathéodory. Esses conceitos são importantes para um melhor entendimento
da demonstração do teorema de Moran 9.17 presente no caṕıtulo 9. No entanto, o leitor que já estiver
familiarizado com os resultados aqui enunciados poderá começar a leitura a partir do caṕıtulo 3.
Em suma, este caṕıtulo é baseado no livro “Real Analysis” [Fol99], do autor Folland.

2.1 Notação

Utilizaremos ao longo do texto as seguintes notações:

• O conjunto {1, 2, 3, . . .} será denotado por N;

• O conjunto dos números inteiros, reais, racionais, irracionais e complexos será denotado,
respectivamente, por Z, R, Q, I e C;

• Dado um conjunto A, o conjunto das partes de A, será denotado por P(A) := {X : X ⊆ A};

• (xn)n∈N ≺ X denotará x : N → X (isto é, x é uma sequência a valores no conjunto X);

• #A denotará a cardinalidade do conjunto A;

• Br(x) denotará a bola aberta de raio igual a r e centro x.

2.2 σ-álgebra, medida e espaço de medida

Definição 2.1 (Álgebra de conjuntos). Seja X um conjunto não vazio. Uma álgebra de
conjuntos em X é uma coleção não vazia A ⊆ P(X) de subconjuntos de X que é fechada sob
uniões finitas e complementares, isto é:

1. Se A1, A2 . . . , Ak ∈ A, então
⋃k

i=1Ai ∈ A;

2. Se A1 ∈ A, então Ac
1 = X \A1 ∈ A.

Definição 2.2 (σ-álgebra). Seja X um conjunto não vazio. Uma σ-álgebra A em X é uma
álgebra de conjuntos que é fechada também sob uniões enumeráveis, isto é, para qualquer sequência
(Ai)i∈N ≺ A,

⋃
i∈N

Ai ∈ A.

Observação 2.3. As σ-álgebras são fechadas também sob intersecções enumeráveis. De fato, dada
uma σ-álgebra A, resulta da lei de De Morgan que, se (An)n∈N ≺ A, então

⋂
n∈N

An =

( ⋃
n∈N

Ac
n︸︷︷︸

∈A︸ ︷︷ ︸
∈A

)c

∈ A.

7
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Observação 2.4. Qualquer σ-álgebra sobre X contém ∅ e X. De fato, dada uma σ-álgebra A
sobre X, resulta do fato de que A é não vazia que existe A ∈ A — o que, por sua vez, permite-nos
concluir que ∅ = A ∩Ac ∈ A, e que X = A ∪Ac ∈ A.

Exemplo 2.5. Se X é um conjunto qualquer, então {∅, X} é a menor σ-álgebra de X e P(X) é a
maior σ-álgebra de X. Com efeito, resulta da definição de σ-álgebra e da observação anterior que
qualquer σ-álgebra sobre X contém {∅, X} e está contida em P(X).

Exemplo 2.6. A interseção de uma famı́lia de σ-álgebra é uma σ-álgebra.

Definição 2.7 (σ-álgebra gerada). Sejam X conjunto, S ⊆ P(X). Pelo exemplo 2.6 existe
uma σ-álgebra σ(S) ⊆ P(X) tal que:

1. S ⊂ σ(S);

2. Para todo A ⊂ P(X) σ-álgebra com S ⊂ A, σ(S) ⊂ A.

A saber, σ(S) =
⋂
{A ⊂ P(X) : A σ-álgebra e S ⊆ A} chama-se σ-álgebra gerada por S.

Definição 2.8 (σ-álgebra de Borel). Seja (X, τ) espaço topológico. A σ-álgebra σ(τ) chama-se
σ-álgebra de Borel de (X, τ) e denota-se por B(X).

Definição 2.9 (Medida). Seja X um conjunto equipado com um σ-álgebra A. Uma medida em
A é uma aplicação µ : A → [0,∞] que satisfaz:

1. µ(∅) = 0;

2. Se {Ai}i∈N ⊂ A é uma coleção enumerável disjunta, então µ (
⋃∞

i=1Ai) =
∑∞

i=1 µ(Ai).

Definição 2.10. (X,A) é chamado um espaço mensurável, os conjuntos em A são chamados
de conjuntos mensuráveis e (X,A, µ) é chamado de espaço de medida.

Proposição 2.11. Seja (X,A, µ) um espaço de medida. Valem as seguintes propriedades

1. (Monotonicidade) Se A,B ∈ A e A ⊂ B, então µ(A) ≤ µ(B).

2. (Subaditividade enumerável) Dados A ∈ A, (An)n∈N ≺ A com A ⊂
⋃

n∈N ∈ An, µ(A) ≤∑∞
n=1 µ(An).

3. (Continuidade para cima) Se (An)n∈N ≺ A é crescente, então

µ

(⋃
n∈N

An

)
= lim

n→∞
µ(An).

4. (Continuidade para baixo) Se (An)n∈N ≺ A é decrescente, então

µ

(⋂
n∈N

An

)
= lim

n→∞
µ(An).

Observação 2.12. Provaremos a propriedade 4 (continuidade para baixo) da proposição seguinte,
pois será utizada no caṕıtulo 3 para mostrar que o conjunto de Cantor tem medida de Lebesgue
de, dimensão 1, nula. O leitor poderá encontrar a demonstração dos outros itens em [Fol99].

Demonstração. Podemos supor, descartando os termos inciais da sequência, que n0 = 1, isto é, que
µ(A1) < ∞. Note que (A1 \An)n∈N ≺ A é crescente e⋃

n∈N
A1 \An =

De Morgan
A1 \

⋂
n∈N

An.
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Sendo assim, pela propriedade 3, podemos concluir que

µ

(
A1 \

⋃
n∈N

An

)
= lim

n→∞
µ(A1 \An) = µ(A1)− lim

n→∞
µ(An).

2.3 Medida Exterior e o teorema de Carathéodory

Definição 2.13 (Medida Exterior). Sejam X um conjunto e µ∗ : P(X) → [0,+∞]. Nessas
condições, diz-se que µ∗ é uma medida exterior se:

1. µ∗(∅) = 0;

2. Para qualquer sequência (Ai)i∈N ≺ A tal que A ⊂
⋃

i∈NAi, µ
∗(A) ≤

∑∞
i=1 µ

∗(Ai).

Observação 2.14. Se A ⊆ B, então, para cada i ∈ N, considere os Bi, tal que Bi = B, se i = 1,
e Bi = ∅, se i ≥ 1. Sendo assim, a propriedade de monotonicidade da medida exterior µ∗ segue do
item 2 da definição 2.13.

Apresentaremos a seguir alguns exemplos de medida exterior.

Exemplo 2.15. Seja

µ∗ : P(Rn) → [0,+∞]

µ∗(A) :=

{
0, se A = ∅
1, se A ̸= ∅

.

Afirmamos que µ∗ é uma medida exterior. De fato,

• Por definição, µ∗(∅) = 0.

• Se A ⊆ B, então precisamos considerar dois casos:

– Se A = ∅, então µ∗(A) = 0 ≤ µ∗(B);

– Se A ̸= ∅, então B ̸= ∅ já que A ⊆ B, e, portanto µ∗(A) = 1 = µ∗(B).

• Sejam A ⊆ R e (Ai)i∈N ≺ P(R) tais que A ⊆
⋃

i∈NAi. Nessas condições,

– Se A = ∅, então µ∗(A) = 0 ≤
∑∞

i=1 µ
∗(Ai);

– Se A ̸= ∅, então como A ⊆
⋃

i∈NAi existe i0 ∈ N tal que Ai0 ̸= ∅, logo

∞∑
i=1

µ∗(Ai) ≥ µ∗(Ai0) = 1 = µ∗(A).

Exemplo 2.16. Seja

µ∗ : P(N) → [0,+∞]

µ∗(A) :=

{
#A, se A é finito

∞, se A é infinito
.

• Se A ̸= ∅, então #A = 0, logo µ∗(A) = 0.

• Sejam A ⊆ R e (Ai)i∈N ≺ P(N) tais que A ⊆
⋃

i∈NAi. Nessas condições:

– Se J := {i ∈ N : Ai ̸= ∅} for infinito, então
∑∞

i=1 µ
∗(Ai) = ∞ ≥ µ∗(A);

– Se J := {i ∈ N : Ai ̸= ∅} for finito, teremos, novamente, dois casos a considerar:



10 NOÇÕES BÁSICAS SOBRE TEORIA DA MEDIDA 2.3

∗ Se existir i0 ∈ J tal que Ai0 é infinito, então

∞∑
i=1

µ∗(Ai) ≥ µ∗(Ai0) = +∞ ≤ µ∗(A).

∗ Se, por outro lado, Ai for finito qualquer que seja i ∈ J , como
⋃

i∈NAi =
⋃

i∈J Ai,
então

⋃
i∈NAi será finita (e, portanto, A será também finito). Logo, como A ⊆⋃

i∈NAi,

µ∗(A) = #A ≤ #
⋃
i∈N

Ai = #
⋃
i∈J

Ai ≤
∑
i∈J

#Ai =
∞∑
i=1

µ∗(Ai).

Teorema 2.17. Sejam X conjunto, A ⊂ P(X) tal que ∅ ∈ A e ρ : A → [0,∞] tal que ρ(∅) = 0.
Então

µ∗ : P(X) → [0,∞]

µ∗(A) = inf

{ ∞∑
i=1

ρ(Ai) : Ai ∈ A para todo i e A ⊆
∞⋃
i=1

Ai

}
.

é uma medida exterior.

Demonstração. Como A ⊂ X ∈ A, µ∗ está bem definida.

• µ∗(∅) = 0 (basta tomar (Ai)i∈N ≺ A com Ai = ∅ para todo i ∈ N.

• Se A ⊆ B, e (Ai)i∈N ≺ A é tal que B ⊆
⋃

i∈NAi, então A ⊆
⋃

i∈NAi, e, portanto,{ ∞∑
i=1

ρ(Ai) : (Ai)i∈N cobre B

}
⊂

{ ∞∑
i=1

ρ(Ai) : (Ai)i∈N cobre A

}
.

Logo, nesse caso, µ∗(A) ≤ µ∗(B).

• Seja {Ai}i∈N e denote A =
⋃∞

i=1Ai. Por definição de µ∗, dado ϵ > 0, para cada j ∈ N existe

uma famı́lia {Aj
i}i∈N ⊂ A tal que

∞∑
i=1

ρ(Aj
i ) ≤ µ∗(Aj) +

ϵ

2j
.

Como A ⊂
⋃∞

i,j=1A
j
i e

∞∑
i,j=1

ρ(Aj
i ) ≤

∞∑
j=1

µ∗(Aj) + ϵ

segue que µ∗(A) ≤
∑∞

i=1 µ
∗(Ai)+ϵ. Como ϵ > 0 é completamente arbitrário, segue o resultado.

Definição 2.18 (Pré-medida exterior). Com a notação da proposição 2.17, chamaremos ρ de
pré-medida exterior e µ∗ a medida exterior induzida por ρ.

A seguir algumas definições fundamentais para compreensão do teorema de Caratheódory.

Definição 2.19 (µ∗−mensurável). Seja µ∗ : P(X) → [0,+∞] uma medida exterior. Dizemos
que A ⊂ X é µ∗−mensurável se for cumprida a condição de Carathéodory:

∀ E ⊂ X,µ∗(E) = µ∗(E ∩A) + µ∗(E ∩Ac).
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Observação 2.20. Para que condição de Carathéodory seja verificada, basta que, para todo E ⊂ X
com µ∗(E) < ∞,

µ∗(E) ≥ µ∗(E ∩A) + µ∗(E ∩Ac)

Definição 2.21 (Conjunto nulo). Dado (X,A, µ), N ⊂ X dizemos que N é nulo se existe
B ∈ A tal que µ(B) = 0 e N ⊂ B.

Definição 2.22 (medida completa). Dizemos que uma medida µ : A → [0,+∞] é completa se
todo nulo for mensurável, ou seja, se N ⊂ X é nulo então N ∈ A.

Por fim, encerraremos esse caṕıtulo enunciando o clássico teorema a seguir.

Teorema 2.23 (Carathéodory). Sejam X um conjunto e µ∗ : P(X) → [0,+∞] uma medida
exterior. Então:

1. σ(µ∗) := {E ⊂ X : E é µ∗ −mensurável} é uma σ-álgebra e µ∗
∣∣∣
σ(µ∗)

é uma medida.

2. Para todo E ⊂ X tal que µ∗(E) = 0, tem-se E ∈ σ(µ∗). Em particular, µ∗
∣∣∣
σ(µ∗)

é completa

Demonstração. A demonstração pode ser encontrada em [Fol99].
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Caṕıtulo 3

Fractais Clássicos

Neste caṕıtulo, apresentaremos o processo de construção e algumas propriedades interessantes
dos fractais clássicos que serão utilizados nos proximos caṕıtulos, sendo eles: o conjunto de Cantor
ternário, o triângulo de Sierpinski, a curva de Koch e os famosos conjuntos de Julia. As referências
utilizadas nesse caṕıtulo foram: [SA11], [Dev99], [Dev07], [Sut14] e [Lom20].

3.1 O conjunto de Cantor ternário

Entre suas muitas contribuições para a Matemática, Cantor inventou a teoria dos conjuntos,
que é um ramo da lógica matemática. Uma das mais belas descobertas de Cantor foi a existência
de subconjuntos da reta, mostrando que a geometria de subconjuntos de espaços de dimensão
topológica igual a 1 podem ser realmente surpreendentes. O exemplo mais famoso é um conjunto
que leva seu nome, deu origem ao primeiro objeto fractal criado: o conjunto de Cantor ternário,
que neste trabalho será denotado por C 1

3
. Este fractal também é conhecido como poeira de Cantor,

e foi apresentado à comunidade matemática em 1883, tendo grande relevância para a definição dos
fundamentos matemáticos.

Para a construção de C 1
3
, tomemos o intervalo fechado I0 = [0, 1] e retiramos o intervalo aberto(

1
3 ,

2
3

)
de [0, 1] (que é o seu terço médio) e obtemos I1 que é a união disjunta de dois intervalos

fechados cada um de comprimento 1
3 , isto é,

I1 =

[
0,

1

3

]
∪
[
2

3
, 1

]
.

Repetindo esse processo, retiramos, em seguida, os terços médios dos intervalos
[
0, 13
]
e
[
2
3 , 1
]
,

que são, respectivamente, os abertos
(
1
9 ,

2
9

)
e
(
7
9 ,

8
9

)
, assim obtemos, I2 que é formado por quatro

intervalos fechados de comprimento 1
9 , ou seja,

I2 =

[
0,

1

9

]
∪
[
2

9
,
1

3

]
∪
[
2

3
,
7

9

]
∪
[
8

9
, 1

]
.

Continuando esse processo para os quatro intervalos fechado de I2, retirando o terço médio de
cada intervalo, obtemos oito intervalos de comprimento 1

27 . Sendo assim,

I3 =

[
0,

1

27

]
∪
[
2

27
,
1

9

]
∪
[
2

9
,
7

27

]
∪
[
8

27
,
1

3

]
∪
[
2

3
,
19

27

]
∪
[
20

27
,
7

9

]
∪
[
2

9
,
7

27

]
∪
[
26

27
, 1

]
.

Repetindo infinitamente esse processo, para cada n ∈ N, vamos obter In ⊆ [0, 1] que é cons-
titúıdo pela união disjunta de 2n intervalos fechados de comprimento 1

3n tal que I1 ⊃ I2 ⊃ . . . ⊃
In ⊃ . . .. Portanto, o conjunto de cantor ternário é definido da seguinte forma:

13
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C 1
3
:=

∞⋂
n=0

In.

A imagem 3.1 a seguir ilustra a construção do conjunto de Cantor ternário.

Figura 3.1. Construção de C 1
3
.

Fonte: autora.

A seguir provaremos algumas propriedades interessantes de C 1
3
.

Proposição 3.1. A soma dos comprimentos dos subintervalos de [0, 1] removidos na construção
de C 1

3
é igual a 1.

Demonstração. Para cada n ∈ N, são removidos 2n−1 intervalos abertos de comprimento 1
3n na

construção de C 1
3
quando se passa da etapa n− 1 para a etapa n. A soma dos comprimentos dos

subintervalos de [0, 1] removidos na construção de C 1
3
é, portanto, igual a

∑+∞
n=1 2

n−1 · 1
3n . É fácil

ver, contudo, que

+∞∑
n=1

2n−1 · 1

3n
=

+∞∑
n=1

1

3
·
(
2

3

)n−1

=
1

3
·

(
1

1− 2
3

)
=

1

3
· 3 = 1

— a partir do que conclúımos, por fim, que a soma dos comprimentos dos subintervalos de [0, 1]
removidos na construção do conjunto de Cantor ternário é igual a 1.

Proposição 3.2. Para cada n ∈ N, seja Sn a soma dos comprimento dos subintervalos de [0, 1]
presentes na enésima etapa da contrução de C 1

3
. Nessas condições, tem-se

lim
n→+∞

Sn = 0.

Demonstração. Como, para cada n ∈ N, tem-se 2n intervalos de comprimento 1
3n presentes na

enésima etapa da construção de C 1
3
, podemos concluir que

Sn = 2n.

(
1

3n

)
=

(
2

3

)n
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qualquer que seja n ∈ N. Consequentemente,

lim
n→+∞

Sn = lim
n→+∞

(
2

3

)n

= 0.

Corolário 3.3. A medida de Lebesgue de dimensão 1 de C 1
3
é nula. Isto é, m1

(
C 1

3

)
= 0.

Demonstração. Para cada n ∈ N, seja Sn tal como na proposição anterior. Como, para cada n ∈ N,
In é uma reunião de intervalos dois a dois disjuntos, resulta da definição de medida quem1(In) = Sn

qualquer que seja n ∈ N. Sendo assim, podemos concluir, em vista da propriedade de continuidade
para baixo de m1 e da proposição 3.2, que

m1
(
C 1

3

)
= m1

( ∞⋂
i=1

In

)
= lim

n→∞
m(In) = lim

n→∞
Sn =

3.2
0.

Observação 3.4. Mais informações sobre a medida de Lebesgue podem ser encontradas em [Fol99].

Definição 3.5 (Representação ternária). Seja x ∈ [0, 1], a representação ternária de x é
0, x1x2x3 . . ., em que cada um dos d́ıgitos xn é igual a 0, 1 ou 2, tal que

x =
x1
3

+
x2
32

+ . . .+
xn
3n

+ . . . .

A seguinte observação será importante para compreensão do próximo teorema.

Observação 3.6. É fácil ver que (0, 1)3 = (0, 02222 . . .)3. Para isso, faremos a conversão de 1
3 da

base 10 para a base 3, de 2 modos diferentes. Com efeito, observe que:

1

3
=

1

31
⇒
(
1

3

)
10

= (0, 1)3.

Outra maneira é utilizar a série geométrica. Primeiramente observe que para |q| < 1, vale

Sn =
a1

1− q
, em que Sn representa a soma dos termos da série geométrica, a1 é o primeiro termo e

q é a razão. Assim, temos:

1

9
+

1

27
+

1

81
+

1

243
+ · · · = 1

32
+

1

33
+

1

34
+

1

35
+ · · · =

1

32

1− 1

3

Utilizaremos este resultado logo abaixo. Dessa forma, temos:

1

3
=

3

9
= 2 ·

(
1

9
· 3
2

)
= 2 ·

 1

9
2

3

 = 2 ·

 1

9
3

3
− 1

3

 = 2 ·

 1

32

1− 1

3


= 2 ·

(
1

32
+

1

33
+

1

34
+

1

35
+ . . .

)
=

2

32
+

2

33
+

2

34
+

2

35
+ . . .

=
0

31
+

2

32
+

2

33
+

2

34
+

2

35
+ . . .

⇒
(
1

3

)
10

= (0, 02222 · · · )3.

Portanto,

(
1
3

)
10

= (0, 1)3 = (0, 02222 · · · )3. Sendo assim, podemos utilizar um racioćınio

análogo para mostrar que (0, 01)3 = (0, 002222 · · · )3, (0, 001)3 = (0, 0002222 · · · )3, etc. Assim,
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podemos afirmar que um ponto pertence ao conjunto de Cantor quando sua representação decimal
na base 3 contém apenas os algarismos 0 e 2, ou quando possui um único algarismo 1 como algarismo
significativo final (e neste caso, ele poderá ser substitúıdo pela sequência (0, 2, 2, 2, 2, . . .)).

Proposição 3.7. C 1
3
pode ser escrito em base ternária utilizando apenas os algarismos 0 e 2, ou

seja, C 1
3
=

{ ∞∑
n=1

xn
3n

, xn ∈ {0, 2}, ∀n ∈ N

}
.

Demonstração. Faremos uma análise dos intervalos removidos em cada etapa da contrução de C 1
3
.

• Na primeira etapa da construção de C 1
3
, é removido o intervalo aberto

(
1

3
,
2

3

)
. Como

1

3
=

(0, 1)3, e
2

3
= (0, 2)3, podemos concluir que todos os números da forma (0, 1x2x3 . . .)3 — isto

é, que estão entre (0, 1)3 e (0, 2)3 — foram removidos na primeira etapa da construção, com

exceção de
1

3
= (0, 1)3.

• Continuando a análise, na segunda etapa da construção de C 1
3
são removidos os intervalos(

1

9
,
2

9

)
e

(
7

9
,
8

9

)
. Sendo assim:

– Observe que no intervalo

(
1

9
,
2

9

)
, o número

1

9
= (0, 01)3 e

2

9
= (0, 02)3. Portanto, todos

os números da forma x = (0, 01x3x4 . . .)3, isto é, que está entre (0, 01)3 e (0, 02)3 foram

removidos na segunda etapa da construção, com exceção do
1

9
= (0, 01)3.

– Observe que no intervalo

(
7

9
,
8

9

)
, os números

7

9
= (0, 21)3 e

8

9
= (0, 22)3. Portanto,

podemos concluir que todos os números da forma x = (0, 21x3x4 . . . )3 foram removidos,

com exceção do
1

9
= (0, 01)3 e

7

9
= (0, 21)3.

• Na terceira etapa da construção de C 1
3
são removidos os intervalos

(
1

27
,
2

27

)
,

(
7

27
,
8

27

)
,(

19

27
,
20

27

)
e

(
25

27
,
26

27

)
. Observe que

1

27
= (0, 001)3,

7

27
= (0, 021)3,

19

27
= (0, 201)3 e que

25

27
=

(0, 221)3. Portanto, todo número das formas x = (0, 001x4x5 . . . )3, x = (0, 021x4x5 . . . )3,
x = (0, 201x4x5 . . . )3 e x = (0, 221x4x5 . . . )3, isto é, que estão entre (0, 001)3 e (0, 002)3,
ou (0, 001)3 e (0, 002)3, ou (0, 201)3 e (0, 202)3, ou (0, 221)3 e (0, 222)3, foram removidos na

terceira etapa da construção, com exceção dos números
1

27
= (0, 001)3,

7

27
= (0, 021)3,

19

27
=

(0, 201)3 e
25

27
= (0, 221)3.

Aplicando a ideia anterior até a n-ésima etapa, por indução, podemos conluir que ficam restando
apenas números cujo representação decimal na base ternária constam apenas algarismos 0 e 2, ou
números decimais exatos terminados em 1 que pela observação 3.6 podem ser substitúıdos por
d́ızimas periódicas que constam apenas algarismos 0 ou 2.

A seguir provaremos algumas propriedades de natureza topológica do C 1
3
.

Proposição 3.8. O conjunto de Cantor ternário:

1. tem interior vazio;

2. não contém pontos isolados;
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3. é compacto; e

4. é não enumerável.

Demonstração. • Prova do item 1. Suponha, por absurdo, que C 1
3
possua um ponto interior

x. Nesse caso, podemos fixar r > 0 de modo que o intervalo J := (x − r, x + r) ⊆ C 1
3
. No

entanto, m1(J) = diam(J) = 2r, logo, por monotonicidade,

m1(C 1
3
) ≥ m1(J) = 2r.

Mas, pela proposição 3.3, m1(C 1
3
) = 0. Sendo assim, teŕıamos 0 ≥ m(J) = 2r, o que seria

um absurdo. Portanto, C 1
3
tem interior vazio.

• Prova do item 2. Provaremos que C 1
3
não possui pontos isolados, ou seja, que todo ponto

x ∈ C 1
3
é de acumulação. Para isso, vamos analisar dois casos:

– É fácil ver que os extremos dos intervalos presentes em cada etapa da construção de
C 1

3
pertencem todos a C 1

3
, uma vez que, na transição de cada uma das etapas para a

seguinte, são removidos somente pontos interiores dos intervalos que estavam presentes
na etapa em questão. Seja n0 ∈ N, e seja x o extremo de um dos intervalos presentes
na etapa n0. Por simplicidade, podemos supor que esse intervalo seja da forma [bn0 , x],
em que bn0 ∈ C 1

3
(se ele fosse da forma [x, bn0 ], a demonstração seria análoga). Nessas

condições, é fácil ver que, para cada n ∈ N tal que n ≥ n0, existe bn ∈ C 1
3
tal que [bn, x]

é um dos intervalos presentes na n-ésima etapa da construção de C 1
3
. Como, porém, o

comprimento de cada intervalo presente na n-ésima etapa da construção de C 1
3
é 1

3n ,

podemos concluir que

lim
n→∞

diam([bn, x]) = lim
n→∞

1

3n
= 0,

e, portanto, que lim
n→∞

bn = x. Logo, x é ponto de acumulação de C 1
3
.

– Seja x ∈ C 1
3
tal que x não seja extremo de nenhum intervalo presente em alguma

das etapas da construção de C 1
3
. Nesse caso, para cada n ∈ N, existem bn e cn em

C 1
3
tais que x ∈ [bn, cn], e [bn, cn] é um dos intervalos presentes na enésima etapa da

construção de C 1
3
. Como, porém, para cada n ∈ N, diam([bn, cn]) =

1
3n , é imediato ver

que x− 1
3n < bn < x+ 1

3n qualquer que seja n ∈ N. E, uma vez que

lim
n→∞

[
x− 1

3n

]
= lim

n→∞

[
x+

1

3n

]
= 0,

disso conclúımos, pelo teorema do confronto, que lim
n→∞

bn = x, e, portanto, que x é ponto

de acumulação de C 1
3
.

• Prova do item 3. Observe que, por construção, C 1
3
=
⋂

n∈N In. Sendo assim, C 1
3
é interseção

de intervalos fechados e, portanto, é fechado. Além disso, C 1
3
é, também, claramente limitado,

pois está contido em [0, 1]. Consequentemente, C 1
3
é compacto.

• Prova do item 4. Inicialmente, note que {0, 2}N := {(σ1, σ2, . . . , σn, . . .) : σi ∈ {0, 2}, i ≥ 1}
é não enumerável. Para ver isso, considere ρ : {0, 2} → {0, 2} tal que ρ(0) = 2 e ρ(2) = 0
e suponha que g : N → {0, 2}N seja uma bijeção. Nessas condições, é fácil ver que σ :=(
ρ
(
g1(1)

)
, ρ
(
g2(2)

)
, . . .

)
∈ {0, 2}N, em que, para cada n ∈ N, gn(n) é o n-ésimo termo de

g(n), não pertence à imagem de g — o que, por sua vez, é uma contradição. Afirmamos que
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existe uma bijeção f : C 1
3
→ {0, 2}N (essa aplicação é chamada de endereçamento, conforme

veremos no caṕıtulo 8). Portanto, C 1
3
é não enumerável.

No caṕıtulo 4 veremos que C 1
3
é um conjunto 0-dimensional e no caṕıtulo 5 e 6 veremos que a

dimensão de Hausdorff e box-counting de C 1
3
são ambas iguais a log(2)

log(3) .

3.2 Triângulo de Sierpinski

O matemático polonês Waclaw Sierpinski (1882–1969) foi amplamente reconhecido pelos seus
trabalhos, dado seu nome a este fractal clássico: o triângulo de Sierpinski, que neste trabalho será
denotado por T . Existem inúmeras maneiras para constrúı-lo, a mais clássica inicia-se a partir
de um um triângulo equilátero T 0 de lado 1. Assim, são feitas as marcações dos pontos médios
dos lados de um triângulo equilátero de lado 1 e as ligações deles de forma a obter quatro novos
triângulos equiláteros. Posteriormente, é removido o triângulo central, obtendo um conjunto T 1. O
procedimento anterior é repetido, infinitamente, em cada um dos três triângulos restantes, gerando
uma sequência T 0 ⊃ T 1 ⊃ . . . ⊃ T n ⊃ . . ., em que cada T n é formado por 3n regiões triangulares,
similares a região inicial, cujos lados medem 1

2n da medida do lado do triângulo incial. O resultado
final é o triângulo de Sierpinski (que pode ser observado pela Figura 3.2) é o conjunto limite dessa
sequência de pontos, isto é,

T :=
⋂
n∈N

T n.

Figura 3.2. Construção do Triângulo de Sierpinski.

Fonte: autora.

O triângulo de Sierpinski, T , possui as seguintes propriedades:

1. Para cada n ∈ N, se Mn é o número de triângulos presentes na n-ésima etapa da construção
de T , então lim

n→+∞
Mn = +∞;

2. Para cada n ∈ N, a soma Sn dos peŕımetros dos triângulos presentes na n-ésima etapa da
construção T é igual a 3 ·

(
3
2

)n
. Em particular, lim

n→+∞
Sn = +∞;
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3. Para cada n ∈ N, a área de cada um dos triângulos presentes na n-ésima etapa da construção
de T é igual a

(
1
4

)n
A0, em que A0 é a área do triângulo equilátero incial. Além disso, se para

cada n ∈ N, Wn é a soma das áreas dos triângulos presentes na n-ésima etapa da construção
de T , então lim

n→+∞
Wn = 0.

No caṕıtulo 4 veremos que o triângulo de Sierpinsk tem dimensão de cobertura igual a 1 e no
caṕıtulo 7 veremos que a dimensão de Hausdorff e box-counting de T são ambas iguais a log(3)

log(2) .

3.3 Curva de Koch

O matemático Niels Von Koch deu nome ao fractal curva de Koch, que neste trabalho será
denotada por K, sendo um dos primeiros fractais de curva descoberto. A Curva de Koch é um tipo
de curva cont́ınua que não tem tangente em nenhum dos seus pontos. A obtenção da Curva de
Koch é dada pelos seguintes processos, segundo Sabogal e Arenas [SA11] (2011):

1. Considere um segmento K0 de comprimento ℓ ;

2. Divida o segmento ℓ em três partes idênticas, e substitua o seu terço do meio por um triângulo
equilátero sem a sua base, formando então uma linha poligonal K1 de quatro segmentos
consecutivo (em uma espécie de “ponta de estrela”);

3. Repita o processo anterior nos quatro segmentos restantes, obtendo assim K2.

Em suma, repetindo os procedimentos descritos infinitamente, obtemos uma sequência de con-
juntos {K0,K1,K3, . . .}, cujo limite é a curva de Koch que pode ser observada pela Figura 3.3.

A curva de Koch, K, possui as seguintes propriedades:

1. Para cada n ∈ N, se Kn é o número de segmentos presentes na n-ésima etapa da construção
de K, então lim

n→+∞
Kn = +∞;

2. Se para cada n ∈ N, ℓn é o comprimento de cada um dos segmentos presentes na n-ésima
etapa da construção de K, então lim

n→+∞
ℓn = 0; e

3. Se para cada n ∈ N, Sn é a soma dos comprimentos dos segmentos presentes na n-ésima
etapa da construção de K, então lim

n→+∞
Sn = +∞.

3.4 Conjuntos de Julia

Nesta seção, apresentaremos os conjuntos de Julia e Fatou, bem como, alguns exemplos. O
conjunto de Julia será utilizado no caṕıtulo 7 para o cálculo da sua dimensão de Hausdorff impondo
algumas condições.

O conjunto dos números complexos é definido como sendo:

C = {x+ iy : x, y ∈ R e i2 = −1}.

Dessa forma, podemos ampliar o plano de números complexos com um ponto infinito e iremos
denotá-lo por:

Ĉ := C ∪ {∞}.



20 FRACTAIS CLÁSSICOS 3.4

Figura 3.3. Construção da curva de Koch.

Fonte: autora.

na qual∞ representa um ponto fora de C. Munindo Ĉ com a topologia, τ = {U ⊂ C : U é aberto }∪
{(C\K) ∪ {∞} : K ⊂ C é compacto}, esse conjunto se torna um espaço topológico compacto,
Hausdorff, homeomorfo a esfera S2. Seja N = (0, 0, 1) e S = (0, 0,−1) os polos norte e sul, respec-
tivamente, em S2. Assim, podemos definir a projeção estereográfica PN (correspondente a N) que
associa a cada ponto X ∈ S2\N a interseção da reta (NX) com o plano t = 0, dada por:

PN : S2\N → R2

(x, y, t) 7→ x+ iy

1− t
.

Podemos definir também a projeção estereográfica PS (correspondente a S) compondo com a
aplicação conjunção, ou seja z 7→ z, dada por:

PS : S2\{S} → R2

(x, y, u) 7→ x− iy

1 + u
.

As cartas PN e PS formam um atlas holomorfo para a esfera S2, que é chamada de esfera de
Riemann.

Com isso, podemos definir funções holomorfas na esfera de Riemann. Seja R : Ĉ → Ĉ uma
função racional definida por R(z) = p(z)

q(z) em que p e q são polinômios tal que

grau(R) = max{grau(p), grau(q)} ⩾ 2.
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Definiremos a seguir o conceito de famı́lia normal que será utilizado para definir o conjunto de
Fatou e Julia.

Definição 3.9 (Faḿılia Normal). Uma famı́lia G de funções holomorfas g : U ⊂ Ĉ → Ĉ é
normal se toda sequência (gn)n∈N em G admite uma subsequência (gnk

)k∈N que converge unifor-
memente em compactos de U .

Definição 3.10 (Faḿılia Equicont́ınua). Uma famı́lia de funções é equicont́ınua se para todo
ϵ > 0 existe δ > 0 tal que se d(x, y) < δ então d(fi(x), fi(y)) < ϵ, ∀ i.

Em análise complexa, uma função f é dita meromorfa em uma região Ω ⊂ Ĉ se for anaĺıtica
(isto é, holomorfa) nessa região, com exceção de polos1 isolados. Sendo assim, um dos resultados
muito úteis para provar se uma dada famı́lia de funções holomorfas é normal, é o Teorema de Arzelà
que afirma que se uma famı́lia de funções meromorfas {gi : U ⊂ Ĉ → Ĉ} é normal se, e somente se,
é equicont́ınua em todo subconjunto compacto de U .

Definição 3.11 (Conjuntos de Fatou e Julia). O conjunto de Fatou de R é o conjunto dos
pontos z0 ∈ Ĉ tal que {Rn} é uma famı́lia normal em alguma vizinhança de z0. O conjunto de
Julia de R é definido como o complementar do conjunto de Fatou.

Observação 3.12. Nesse trabalho denotaremos o conjunto de Julia por J , e, focaremos nossa
atenção ao estudo de conjuntos de Julia de polinômios quadráticos da forma fc(z) = z2 + c, em
que c é uma constante complexa.

A seguir apresentaremos alguns exemplos de conjuntos de Julia e Fatou.

Exemplo 3.13. Considere

f : Ĉ −→ Ĉ

z 7→ z2,

dessa forma, fn(z) = z2
n
. Como fn → 0, quando n → ∞, em {z ∈ Ĉ : |z| < 1}, e fn → ∞, quando

n → ∞, em {z ∈ Ĉ : |z| > 1}. Podemos observar pela Figura 3.4, que o conjunto de Julia de f é o
ćırculo unitário em preto {|z| = 1}, e seu complementar é o conjunto de Fatou na qual possui duas
componentes: Bas(∞) em rosa e Bas(0) em roxo2.

Exemplo 3.14. A Figura 3.5 representa o conjunto de Julia (em preto) do polinômio R(z) = z2−1.

Exemplo 3.15. A Figura 3.6 representa o conjunto de Julia (em preto) do polinômio R(z) = z2−i.

O conjunto de Julia possui várias propriedades que podem ser encontradas em [Dev07]. Uma
das principais caracterizações do conjunto de Julia é a seguinte:

Teorema 3.16. O conjunto de Julia J é o fecho dos pontos periódicos repulsores.

Demonstração. Suponha o contrário, existe um aberto aberto U com U ∩ J ≠ ∅ que não contém
pontos periódicos, podemos assumir que U não contém polos nem pontos cŕıticos de R. Sejam f1,
f2 dois ramos de R−1 sobre U , como não existem soluções para Rm(z) = z sobre U , então:

gn =
Rn − f1
z − f2

· R
n − f2
z − f1

omite os valores 0, 1,∞ em U . Pelo teorema de Montel A.1, {gn} é normal, logo {Rn} é normal,
uma contradição. Assim, J está contido no fecho dos pontos periódicos. Mas J é perfeito e existem
só um número finito de ciclos atratores e neutros.

1um polo de um função holomorfa é um determinado tipo de singularidade que se comporta como um singularidade
do tipo 1

zn
no ponto z = 0.

2A bacia de p é por definição o conjunto {z ∈ Ĉ : fn(p) → p} e é denotado por Bas(p)
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Figura 3.4. Conjunto de Julia para R(z) = z2.

Fonte: autora, adaptada de [Sut14].

Figura 3.5. Conjunto de Julia para R(z) = z2 − 1.

Fonte: autora, adaptada de [Sut14].

Figura 3.6. Conjunto de Julia para R(z) = z2 − i.

Fonte: autora, adaptada de [Sut14].



Caṕıtulo 4

Dimensão Topológica

Neste caṕıtulo introduziremos o conceito dos conjuntos 0-dimensionais e provaremos que o C 1
3
,

o conjunto dos números racionais e irracionais são 0−dimensionais. Em seguida, apresentaremos
a dimensão de cobertura e provaremos que o triângulo de Sierpinski tem dimensão de cobertura
igual a 1. Por fim, exploraremos alguns resultados acerca da dimensão indutiva fraca. Esse caṕıtulo
é baseado no livro “Measure, topology, and fractal geometry” [Edg08], do autor Edgar.

4.1 Espaços 0-dimensionais

Inicialmente, iremos revisar algumas definições importantes para definirmos os conjuntos 0-
dimensionais.

Definição 4.1 (Subordinada). SeA e B são coleções de conjuntos, dizemos que B é subordinada
a A se, e somente se, para cada B ∈ B, existe um A ∈ A com B ⊆ A.

Definição 4.2 (Cobertura aberta). Seja X um espaço métrico. Dizemos que C é uma cober-
tura aberta de X se C é uma coleção de abertos de X tal que

⋃
C∈C

C = X.

Definição 4.3 (Refinamento). Um refinamento de C é uma cobertura aberta A de X que é
subordinada a C. Se A é um refinamento de C, dizemos que A refina C.

Exemplo 4.4. Toda subcobertura de C é um refinamento de C. De fato, se C′ é uma subcobertura
de C, então para cada C ′ ∈ C′, temos que C ′ ∈ C e que C ′ ⊆ C ′.

A proposição seguinte nos permite saber quando uma cobertura aberta possui um refinamento
finito.

Proposição 4.5. Um espaço métrico X é compacto se, e somente se, cada cobertura aberta de X
possui um refinamento finito.

Demonstração. De fato, seX é compacto, então toda cobertura aberta A deX possui subcobertura
finita A′ de X. Como vimos no exemplo 4.4, toda subcobertura finita de A é um refinamento finito
de A. Suponhamos, agora, que toda cobertura aberta de X possua um refinamento finito. Nesse
caso, dada uma cobertura aberta A = {Ai}i∈I de X, podemos fixar um refinamento {B1, . . . , Bk}
de A. Como {B1, . . . , Bk} refina A, para cada j ∈ {1, . . . , k}, existe ij ∈ I tal que Bj ⊆ Aij . E,

como
⋃k

j=1Bj = X, disso conclúımos que
⋃k

j=1Aij = X.

Definição 4.6 (Clopen). Um subconjunto A de um espaço métrico X será chamado clopen se,
e somente se, for um conjunto aberto e fechado em X.

Apresentaremos, a seguir, alguns exemplos de conjuntos clopen.

23
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Exemplo 4.7. Dado um espaço métrico X, temos que X e ∅ são subconjuntos clopen de X. Com
efeito, é imediato ver que X e ∅ são ambos abertos. E, uma vez que X \X = ∅ e X \ ∅ = X, disso
resulta que X e ∅ são, também, ambos fechados.

Exemplo 4.8. Sejam R com a topologia usual e (0, 1) ∪ (2, 3) ⊆ R munido da topologia de
subespaço. Note que (0, 1) é aberto em (0, 1) ∪ (2, 3), pois (0, 1) é aberto em R e (0, 1) ∩

(
(0, 1) ∪

(2, 3)
)
= (0, 1). Por sua vez, é também fácil ver que (0, 1) é fechado em (0, 1) ∪ (2, 3), porque(

(0, 1)∪ (2, 3)
)
\ (0, 1) = (2, 3) é aberto em (0, 1)∪ (2, 3) (pois (2, 3) é aberto em R e (2, 3)∩

(
(0, 1)∪

(2, 3)
)
= (2, 3)).

Exemplo 4.9. Sejam X um conjunto não vazio e d : X ×X → R tal que para quaisquer x, y ∈ X:

d(x, y) =

{
1, se x ̸= y

0, se x = y
.

A topologia induzida pela métrica d é τd := {A ⊆ X : ∀ x ∈ A,∃ r > 0 tal que B(x, r) ⊆ A}. É
fácil ver que, para cada x ∈ X, {x} é aberto. Com efeito, dado x ∈ X, temos {x} = B

(
x, 12

)
, uma

vez que, para todo y ∈ X,

d(x, y) <
1

2
⇒ x = y.

Além disso, para cada x ∈ X, {x} é também fechado, pois X \ {x} =
⋃

y∈X\{x}
{y} é aberto, já que

é a reunião de conjuntos abertos.

A proposição a seguir diz respeito à coleção dos conjuntos clopen de um espaço métrico.

Proposição 4.10. A coleção de todos os subconjuntos clopen de X é uma álgebra de conjuntos.

Demonstração. Seja F a coleção de todos os subconjuntos clopen de X. Note que:

1. ∅, X ∈ F (pelo exemplo 4.7);

2. se A ∈ F , então X \A ∈ F (pois, se A é aberto, X \A é fechado, e, se A é fechado, X \A é
aberto);

3. se A1, A2, . . . , Ak ∈ F , então
⋃k

i=1Ai ∈ F (pois a união de abertos é um aberto, e a união
finita de fechados é um fechado).

Observação 4.11. Seja F como na proposição anterior. Nessas condições:

(i) se A1, . . . , Ak ∈ F , então
⋂k

i=1Ai ∈ F— pois

A1, . . . , Ak ∈ F ⇒
(2)

X \A1, . . . , X \Ak ∈ F ⇒
(3)

k⋃
i=1

(X \Ai) ∈ F

⇒
(2)

X \

(
k⋃

i=1

(X \Ai)

)
︸ ︷︷ ︸

=
⋂k

i=1 Ai

∈ F ⇒
k⋂

i=1

Ai ∈ F ;

(ii) se A,B ∈ F , então A \B ∈ F — pois

A,B ∈ F ⇒
(2)

A,X \B ∈ F ⇒
(3)

A ∪ (X \B)︸ ︷︷ ︸
=A\B

∈ F ⇒ A \B ∈ F .
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Definição 4.12 (Partição clopen). Uma partição clopen de X é uma cobertura aberta de
X formada por conjuntos clopen dois a dois disjuntos.

Definição 4.13 (Conjunto 0-dimensional). Dizemos que um conjunto X é 0-dimensional se,
e somente se, cada cobertura aberta e finita de X possui um refinamento finito que é uma partição
clopen.

A seguir, apresentaremos, alguns exemplos de conjuntos 0-dimensionais.

Exemplo 4.14 (Conjunto Finito). Se X é um conjunto finito com a topologia discreta, então
X é 0-dimensional, pois qualquer cobertura aberta de X é refinada pela cobertura constitúıda por
todos os subconjuntos unitários de X, a qual é uma partição clopen, pois {x} é clopen qualquer
que seja x ∈ X (pelo exemplo 4.9), e, para quaisquer x, y ∈ X tais que x ̸= y, {x} ∩ {y} = ∅.

Exemplo 4.15 (Conjunto de Cantor Ternário). Seja A uma cobertura aberta de C 1
3
. Como

A é cobertura de C 1
3
, dado x ∈ C 1

3
, podemos fixar A ∈ A de modo que x ∈ A. Como, porém,

x ∈ A, e A é aberto em C 1
3
, podemos, também, fixar um aberto U ⊆ R de modo que A = U ∩ C 1

3

e um número real r > 0 tal que Br(x) ⊂ U . E, uma vez que Br(x) ⊆ U , e U ∩C 1
3
= A, é imediato

ver que Br(x) ∩ C 1
3
⊆ A. Seja n ∈ N tal que 3−n < r, e seja Ĩx o intervalo presente na enésima

etapa da construção de C 1
3
ao qual x pertence. Como Ĩx tem comprimento 3−n, e Br(x)∩C 1

3
⊆ A,

tem-se Ĩx ∩ C 1
3
⊆ A. Observe que Ĩx ∩ C 1

3
é clopen em C 1

3
. De fato,

• Ĩx ∩ C 1
3
é fechado em C 1

3
, pois Ĩx é fechado em R; e

• é aberto em C 1
3
, pois C 1

3
⊂ In, e Ĩx é aberto em In (In \ Ĩx é fechado em In, pois é uma união

finita de intervalos fechados).

Se, para cada x ∈ C 1
3
, escolhermos o intervalo Ĩx como acima, então

A1 := {Ĩx ∩ C 1
3
: x ∈ C 1

3
}

será, claramente, uma cobertura aberta de C 1
3
formada por conjuntos clopen. Como, porém, con-

junto de Cantor ternário é compacto, tal cobertura certamente possui uma subcobertura finita

A2 := {L1, L2, . . . , Lk}.

Seja J1 := L1, e, para cada n ∈ {1, . . . , k} tal que n > 1, seja Jn := Ln \
⋃n−1

ℓ=1 Lℓ. Como
⋃k

i=1 Jn =⋃k
i=1 Ln, e, para cada n ∈ {1, . . . , k}, Jn é clopen (pois a coleção dos conjuntos clopen de C 1

3
é

uma álgebra de conjuntos),
A3 := {J1, . . . , Jk}

é uma cobertura finita de C 1
3
que refina A. Sendo assim, para concluirmos que A3 é uma partição

clopen de C 1
3
, basta mostrarmos que J1, . . . , Jk são dois a dois disjuntos. Se k = 1, não há nada a

fazer. Se, por outro lado, k > 1, é suficiente notarmos, para tanto, que, para todo n ∈ {2, . . . , k} e
todo x ∈ C 1

3
,

x ∈ Jn ⇒ x ∈ Ln \
n−1⋃
ℓ=1

Lℓ

⇒ ∀ ℓ ∈ {1, . . . , n− 1}, x /∈ Lℓ

⇒ ∀ ℓ ∈ {1, . . . , n− 1}, x /∈ Jℓ,
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pois disso resulta que Jn ∩ Jℓ = ∅ quaisquer que sejam n ∈ {2, 3, . . .} e ℓ ∈ {1, . . . , n} — o que, por
sua vez, equivale a dizer que, para quaisquer n, ℓ ∈ {1, . . . , k},

n ̸= ℓ ⇒ Jn ∩ Jℓ = ∅.

Teorema 4.16. Em R, os únicos clopen são R e ∅.

Demonstração. Seja A ⊆ R. Suponha que A ̸= ∅ e A ̸= R. Queremos mostrar que A não é clopen, ou
equivalente, que A tem um ponto da fronteira. Assim, vamos definir recursivamente duas sequências
(xn)n∈N e (yn)n∈N. Inicialmente, escolhemos um ponto x0 ∈ A já que A ̸= ∅. Além disso, podemos
escolher um ponto y0 /∈ A já que A ̸= R. Depois que xn e yn foram definidos, com xn ∈ A e
yn ∈ A, queremos definir xn+1 e yn+1. Considere o ponto médio zn = (xn+yn)

2 . Se zn ∈ A, então
defina xn+1 = zn, yn+1 = yn, e, se zn ∈ A, então defina xn+1 = xn, yn+1 = zn. Em qualquer caso,

obtemos xn+1 ∈ A e yn+1 ∈ A, com |xn+1−yn+1| = |xn−yn|
2 . Então, por indução |xn−yn| = |x0−y0|

2n .

Assim, |xn − yn| → 0, quando n → ∞. E, além disso, |xn+1 − xn| ≤ |xn − yn| = |x0−y0|
2n , pois ∀

n, p ∈ N:
|xn+p − x|n| ≤ |xn+p − xn+p−1|+ |xn+p+1 − xn+p−2 + . . .+ |xn+1 − xn|

≤ |x0 − y0|
[

1

2n+p−1
+

1

2n+p−2
+ . . .+

1

2n

]
= |x0 − y0| · 2

[
1

2n
− 1

2n+p

]
≤ |x0 − y0|

2n−1
.

Dado ϵ > 0, se tomarmos n0 ∈ N tal que |x0−y0|
2n0−1 < ϵ, teremos que ∀ n ∈ N, nn0 implica que ∀ p ∈ N

|xn+p−xn| ≤ |x0−y0|
2n ≤ |x0−y0|

2n0 < ϵ, então (xn)n∈N é uma sequência de Cauchy. Seja x = limn→∞ xn.
Porque |xn − yn| → 0, temos também yn → x. Portanto x é um ponto da fronteira de A. Então
A não é um conjunto clopen. Além disso,

{
(−∞, 1), (−1,+∞)

}
é uma cobertura aberta de R que

não possui um refinamento clopen.

Corolário 4.17. R não é 0-dimensional.

Demonstração. Consequência imediata do teorema 4.16.

Corolário 4.18. Se a, b ∈ R são tais que a < b, os únicos subconjuntos clopen do intervalo [a, b]
são ∅ e [a, b]. Consequentemente, [a, b] não é 0-dimensional.

Demonstração. A prova é análoga ao teorema 4.16.

Um resultado mais geral é o seguinte:

Teorema 4.19. Se (X, τ) é um espaço topológico conexo, então ∅ e X são os únicos subconjuntos
clopen de (X, τ).

Demonstração. Sejam (X, τ) um espaço topológico conexo e U ⊆ X um subconjunto clopen. Nessas
condições, é imediato ver que U e X \U são abertos disjuntos e que X = U ∪ (X \U). Logo, como
(X, τ) é conexo, U e X \ U não podem ser ambos não vazios (pois, caso contrário, (X, τ) seria
desconexo). Consequentemente, ou U = ∅, ou X \ U = ∅ (e U = X).

A proposição seguinte nos diz que não existe um homeomorfismo entre o intervalo [0, 1] (o qual
não é 0−dimensional, pelo corolário 4.18) e o conjunto de Cantor ternário (que é 0−dimensional).
Isso por sua vez nos instiga a pensar se a dimensão topológica é um invariante topológico. Respon-
deremos essa pergunta nas próximas seções.

Proposição 4.20. Não existe uma função cont́ınua e sobrejetora f : [0, 1] → C 1
3
, em que C 1

3
o

conjunto de Cantor ternário.
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Demonstração. Suponhamos, por absurdo, que f : [0, 1] → C 1
3
seja sobrejetora. Em seguida, note-

mos que tanto M := [0, 13 ] ∩ C 1
3
quanto C 1

3
\M são fechados em C 1

3
. Com efeito:

• M é fechado em C 1
3
, pois [0, 13 ] é fechado em R;

• C 1
3
\M é fechado em C 1

3
, pois

C 1
3
\M =

[
2

3
, 1

]
∩ C 1

3

e [23 , 1] ∩ C 1
3
é fechado em C 1

3
(dado que [23 , 1] é fechado em R).

Observemos, agora, que M e C 1
3
\ M são ambos não vazios. Sendo assim, como f é cont́ınua e

sobrejetora, tanto f−1[M ] quanto f−1[C 1
3
\M ] são fechados não vazios de [0, 1]. Como, porém,

f−1[C 1
3
\M ] = [0, 1] \ f−1(M),

disso resulta que f−1(M) é um subconjunto clopen de [0, 1] o qual não pertence a
{
∅, [0, 1]

}
— o

que, por sua vez, contradiz o corolário 4.18.

4.1.1 Propriedades dos espaços 0-dimensionais

Nesta seção apresentaremos algumas caracterizações da definição de espaço 0−dimensional
(abordado no teorema seguinte), e também uma propriedade de separação mais forte.

Teorema 4.21. Seja X um espaço métrico. As seguinte afirmações são equivalentes:

1. X é 0-dimensional;

2. se {U1, U2, . . . , Uk} é uma cobertura aberta de X, então existem conjuntos B1 ⊆ U1, B2 ⊆
U2, . . . , Bk ⊆ Uk tais que {B1, B2, . . . , Bk} é uma partição clopen de X;

3. se {U, V } é uma cobertura aberta de X, então existem conjuntos abertos A ⊆ U e B ⊆ V
tais que A ∪B = X e A ∩B = ∅;

4. se {U, V } é uma cobertura aberta de X, então existem conjuntos fechados A ⊆ U e B ⊆ V
tais que A ∪B = X e A ∩B = ∅.

Demonstração. • (2) ⇒ (3) trivialmente (basta aplicar o item (2) no caso particular em que
k = 2).

• (2) ⇒ (1) (por definição).

• (3) ⇔ (4), pois, em ambos os casos, os conjuntos A e B são clopen.

• (1) ⇒ (2) Suponha que X seja 0-dimensional, então a cobertura aberta {U1, U2, . . . , Uk} é
refinada por uma partição clopen W. Para cada W ∈ W, existe pelo menos um i tal que
W ⊆ Ui, escolha um deles e o chame de i(W ). Nessas condições, para cada i, seja:

Bi =
⋃

{W ∈ W : i(W ) = i}.

Então os conjuntos Bj são abertos (pois cada W é aberto e união de abertos é um aberto) e⋃
iBi ⊆

⋃
W∈W W = X (pois Bi ⊆

⋃
W∈W W , então

⋃
iBi ⊂

⋃
W∈W W ). Além disso, para

todo refinamento W ∈ W existe i, e, por definição, para W ∈ W, existe i tal que W ⊆ Bi,
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assim
⋃

W∈W W ⊂
⋃

iBi, portanto,
⋃

iBi =
⋃

W∈W W . Ainda, como
⋃

W∈W W é cobertura
de X, temos que

⋃
W∈W W = X. O complementar de Bj é⋃

{W ∈ W : i(W ) ̸= j}.

De fato, seja x ∈ X \ Bj , como
⋃

W∈W = X, existe W tal que x ∈ W . Note que i(W ) ̸= j,
pois, se i(W ) ̸= j, então W ⊂ Bj e x ∈ Bj , portanto, X \ Bj ⊂

⋃
{W ∈ W : i(W ) ̸= j}.

Além disso, seja x ∈
⋃
{W ∈ W : i(W ) ̸= j}, então existe W ∈ W tal que i(W ) ̸= j e

x ∈ W e isso implica que x /∈ Bj , pois se x ∈ Bj existe W ′ tal que i(W ′) = j e x ∈ W ′,
sendo assim, teŕıamos que W ′ ̸= W (pois i(W ) ̸= j) e x ∈ W ′ ∩W , que é um absurdo uma
vez que W é uma partição clopen, dessa forma

⋃
{W ∈ W : i(W ) ̸= j} ⊂ X \ Bj . Portanto,

X \ Bj =
⋃
{W ∈ W : i(W ) ̸= j}. Ademais,

⋃
{W ∈ W : i(W ) ̸= j} é aberto (pois cada

W ∈ W é aberto e união de abertos é um aberto). Portanto, Bj é clopen.

Se x ∈ X, então x pertence no máximo um dos conjuntos de W (já que W é uma partição).
No entanto, x ∈ Bj , apenas se x ∈ W para algum W (com i(W ) = i). Sendo assim, x pertence
a no máximo um desses conjuntos Bj , ou seja, os conjuntos Bi são disjuntos. Por fim, falta
apenas justificar que Bi ⊂ Ui ⊂ . . . ⊂ Bk ⊂ Uk. De fato, se x ∈ Bi, existe W ∈ W, tal que
x ∈ W e i(W ) = i. Mas, como i(W ) = i, W ⊂ Ui. Logo, x ∈ Ui, e, então Bi ⊂ Ui. Portanto,
{Bi : i = 1, . . . , k} é partição clopen.

• (3) ⇒ (2) Suponha que X tenha a propriedade do item (3). Seja {U1, U2, . . . , Un} uma
cobertura aberta de X. Se k = 1, então essa cobertura já é uma partição clopen. Sendo
assim, suponha que k ≥ 2. Escreva U = U1, V =

⋃k
i=2 Ui. Então esses conjuntos cobrem X.

Pela hipótese (3), existem conjuntos clopen A ⊆ U , B ⊆ V com A ∪B = X e A ∩B = ∅.
Sejam B1 = A e Bi = B ∩ Ui para i ≥ 2. Então, Bi ⊆ Ui para todo i, assim,

⋃k
i=1Bi = X,

pois:
k⋃

i=1

Bi = B1 ∪
k⋃

i=2

Bi

= B1 ∪
k⋃

i=2

B ∩ Ui

= A ∪

(
B ∩

k⋃
i=2

Ui

)
e B1 ∩ B2 = ∅, pois B1 ∩ B2 = A ∩B︸ ︷︷ ︸

∅

∩U2 = ∅. Repita esta construção um finito número de

vezes, uma vez para cada subconjunto de dois elementos de {1, 2, . . . , k}, para organizar a
mesma conclusão com todas as interseções de dois dos conjuntos vazios.

Sabemos que se A e B são conjuntos fechados disjuntos, então existem U e V com U ⊇ A,
V ⊇ B e U ∩ V = ∅. A proposição seguinte aborda uma propriedade de separação mais forte nos
conjuntos 0−dimensionais.

Proposição 4.22. Seja X um espaço métrico. Então os seguintes afirmações são equivalentes:

1. X é 0-dimensional.

2. Para cada par A,B de conjuntos fechados disjuntos, existe um conjunto clopen U com o
complemento V = S \ U de modo que U ⊇ A e V ⊇ B.

Demonstração. Suponha que X seja 0-dimensional, ou seja, toda cobertura aberta e finita de X
possui um refininamento finito de X que é uma partição clopen. Sejam A,B conjuntos fechados
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disjuntos. Dessa forma, temos que seus complementos A′ = S \ A e B′ = S \ B são abertos, uma
vez A,B são fechados. Como A ∩B = ∅, os complementos cobrem:

A′ ∪B′ = (X \A) ∪ (X \B) = X \ (A ∩B)︸ ︷︷ ︸
=∅

= X.

Então, pelo Teorema 4.21 item (3), existem conjuntos abertos U, V com U ⊆ B, V ⊆ A, U∩V = X,
U ∩ V = ∅. Então U, V são clopen, U ⊇ A e V ⊇ B. Por outro lado, suponha que (2) seja válido.
Seja {U1, U2} uma cobertura aberta de X. Então os complementos A = X \ U1, B = X \ U2 são
conjuntos fechados disjuntos, pois sendo U1, U2 abertos, temos que A,B são fechados e

A ∩B = (X \ U1) ∩ (X \ U2) = X \ (U1 ∪ U2) = X \X = ∅.

Portanto, existe um conjunto clopen V com complemento U = S \V tal que V ⊇ A, U ⊇ B. Então
V ⊆ U2 e U \ U1, e pelo Teorema 4.21 item (3), X é 0−dimensional.

4.1.2 Base para a topologia

Nesta seção veremos mais uma caracterização dos conjuntos 0−dimensionais que está relacio-
nada à existência de uma base clopen para a sua topologia. Além disso, veremos mais três exemplos
de conjuntos 0−dimensionais: o conjunto dos números racionais (Q) e dos números irracionais, e um
conjunto compacto gerado por aplicações em R2 possuindo determinadas propriedades aos quais
veremos adiante.

Proposição 4.23. Seja X um espaço métrico 0-dimensional. Então existe uma base para a topo-
logia de X consistindo de conjuntos clopen.

Demonstração. Sejam U ⊆ X um conjunto aberto e x0 ∈ U . A distância r := dist(x0, X \ U) > 0.
Então X é coberto pelos dois conjuntos abertos U e V = {x ∈ X : d(x, x0) >

r
2}. Esta cobertura

é refinada por uma partição clopen A. Isso mostra que existe uma base para a topologia de X
consistindo de conjuntos clopen.

Veremos agora a rećıproca, no caso de X ser compacto, da proposição 4.23.

Proposição 4.24. Seja X um espaço métrico compacto não vazio. Suponha que exista uma base
para a topologia de X que consiste em conjuntos clopen. Então X é 0-dimensional.

Demonstração. Seja B uma base para a topologia de X consistindo de conjuntos clopen, e, seja A
uma cobertura aberta de X. Para cada x ∈ X, existe um conjunto aberto A ∈ A com x ∈ A, e,
portanto, existe algum B ∈ B com x ∈ B ⊆ A. Para cada x ∈ X escolha Bx ∈ B. Logo,

A1 = {Bx : x ∈ X}

é uma cobertura aberta de X. Por compacidade, existe uma subcobertura finita, digamos A2 =
{B1, B2, . . . , Bk}. Se escrevermos J1 = B1, J2 = B2 \ J1, J3 = B3 \ J2, e assim por diante, obtemos
uma cobertura finita A3 = {J1, J2, . . . , Jk} de C 1

3
por conjuntos clopen, que ainda é subordinado

à A. Os conjuntos J1, J2, . . . são disjuntos, então A3 é uma partição clopen de X.

De modo mais geral, podemos generalizar as proposições 4.23 e 4.24, se colocarmos a hipótese
de X ser um espaço métrico separável.

Teorema 4.25. Seja X um espaço métrico separável. Então X é 0-dimensional se, e somente, se
existir uma base para a topologia de X consistindo de conjuntos de clopen.

Demonstração. A ida da demonstração já foi provada em 4.23. Reciprocamente, suponha que existe
uma base B para a topologia de X que consiste em conjuntos clopen. Seja {U, V } uma cobertura
aberta de X. Existe uma coleção U1 ⊆ B com ∪U1 = U . Pela propriedade de Lindelof A.2, existe
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uma subcoleção enumerável U2 ⊆ U1 com U2 = U . Da mesma forma, existe uma coleção enumerável
V2 ⊆ B com V2 = V . Enumere esta união, da seguinte forma:

U2 ∪ V2 = {G1, G2, G3, . . .}.

Os conjuntos Gm são clopen e Gm = X. Defina H1 = G1, H2 = G2\G1, e em geral Hm = Gm\(G1∪
. . . ∪Gm−1). Então os conjuntos Hm são clopen, disjuntos, e Hm = X. Seja E = {Hm : Hm ⊆ U},
F = {Hm : Hm ⊆ U}. Então U, V são abertos, U ∩ V = ∅, U ∪ V = X, então U, V são clopen.
Também E ⊆ U e F ⊂ V . Isso mostra que X é 0-dimensional.

Exemplo 4.26 (Conjunto dos números racionais). O conjunto Q de números racionais (com
a métrica usual) é 0-dimensional. Sabemos que Q é enumerável e denso em Q, portanto separável.
Além disso, B = {(a, b) ⊂ R : a, b ∈ R \Q} é uma base da topologia de R. Dado x ∈ R e um aberto
U ⊂ R tal que x ∈ U , segue da topologia de R que existe r > 0 tal que (x − r, x + r) ⊂ U . Como
os R \Q são densos em R, podemos fixar a, b ∈ R \Q tais que a, b ∈ (x− r, x+ r). Dáı x ∈ (a, b) e
(a, b) ⊂ (x− r, x+ r) ⊂ U . Ademais, afirmamos que B é uma base da topologia de Q formada por
clopens. De fato, suponha que a < b ambos irracionais. Dáı R \ (a, b) = (−∞, a] ∪ [b,+∞) e

R \ ((a, b) ∩Q) = Q ∩ ((−∞, a] ∪ [b,+∞))

= (Q ∩ (−∞, a]) ∪ (Q ∩ [b,+∞))

= (Q ∩ (−∞, a)) ∪ (Q ∩ (b,+∞))

Logo, (a, b) é fechado em R. Portanto, Q é 0−dimensional.

Exemplo 4.27 (Conjunto dos números irracionais). Segue de modo analógo feito no exemplo
4.26 que conjunto dos irracionais (com a métrica usual) é 0−dimensional.

Antes de passarmos ao próximo exemplo, é conveniente recordarmos o conceito de similaridade.

Definição 4.28 (Similaridade Contrativa). Dado n ∈ N, dizemos que uma aplicação f : Rn →
Rn é uma similaridade contrativa se existe λ ∈]0, 1[ tal que |f(x)− f(y)| = λ · |x− y| quais-
quer que sejam x e y em Rn. Se f : Rn → Rn é uma similaridade contrativa, e λ ∈]0, 1[ é tal
que |f(x)− f(y)| = λ · |x− y| quaisquer que sejam x e y em Rn, dizemos que λ é o fator de
similaridade de f .

Observação 4.29. Neste trabalho, só lidaremos com similaridades contrativas. Por essa razão,
sempre que mencionarmos o termo “similaridade”, estaremos supondo, implicitamente, que se trata
de uma similaridade contrativa.

Exemplo 4.30 (Conjunto compacto gerado por similaridades). Seja K ⊆ R2 um conjunto
compacto, e, para cada i ∈ {1, . . . , n}, seja fi : R2 → R2 uma similaridade com fator de similaridade
ri ∈ [0, 1]. Nessas condições, se

K =

n⋃
i=1

fi(K),

e, além disso, fi(K) ∩ fj(K) = ∅ quaisquer que sejam i, j ∈ {1, . . . n} tais que i ̸= j, então K é
0−dimensional.

Para ver isso, considere uma cobertura aberta A de K. Para cada x ∈ K, existe A ∈ A tal que
x ∈ A, e, portanto, existe r > 0 tal que Br(x) ∩K ⊆ A. Seja s > 0. Para cada i = (i1, . . . , is) ∈
{1, . . . , n}s, consideremos fi1...is(K) e notemos que:

diam fi1...is(K) ≤ ri1 . . . ris diam(K) ≤ ρs∗ diam(K),

em que ρ∗ := max{ri1 , . . . , ris}.
Observe que ρ∗ < 1, pois rij < 1 (j = 1, . . . , s). Logo, como lims′→+∞ ρs

′
∗ = 0, podemos

supor, sem perda de generalidade, que ρs∗ diam(K) < r. Isso se justifica da seguinte forma: pela
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desigualdade de Bernoulli, temos

1 + sα <

(
1

ρ∗

)
=

1

ρs∗
,

em que α = 1
ρ∗

− 1. Mas

1 + sα >
1

r′
⇔ s >

1
r′ − 1

α
⇔ s >

1
r′ − 1
1
ρ∗

− 1
,

em que r′ = r
diam(K)+1 . Assim,

s >
1
r′ − 1
1
ρ∗

− 1
⇒ 1 + sα >

1

r′
⇒ 1

ρs∗
>

1

r′
⇒ ρs∗ < r′

Com isso,

ρs∗ diam(K) < r′ diam(K) = r · diam(K)

diam(K) + 1︸ ︷︷ ︸
≤1

≤ r.

E, portanto, ρs∗ diam(K) < r.
Observe que

K =
⋃

i∈{1,...,n}s
fi1...is(K).

Logo, existe j = (j1, . . . , js) ∈ {1, . . . , n}s tal que x ∈ fj1...js(K). Note que fj1...js(K) ⊆ A, pois, se
y ∈ fj1...js(K) então d(x, y) < r, e, portanto, y ∈ B(x, r) ∩K ⊆ A. Considere

A1 =
{
f
i
(x)
1 ...i

(x)
sx

(K) : x ∈ K, (i
(x)
1 . . . i(x)sx ) ∈ {1, . . . , n}sx

}
.

Observe que A1 é uma cobertura aberta de K que refina A. Mas como K é compacto, temos que
existe uma subcobertura finita

A2 =

{
f
i
(x1)
1 ...i

(x1)
sx1

(K), . . . , f
i
(xn)
1 ...i

(xn)
sxn

(K)

}
.

Agora, se existirem 1 < j, t < ℓ tais que sj ≤ st e i
(xj)
1 = i

(xt)
1 , . . . , i

(xj)
s = i

(xt)
s , teremos

f
i
(xt)
1 ...i

(xt)
sxt

(K) ⊆ f
i
(xj)

1 ...i
(xj)
sxj

(K),

e consequentemente podemos excluir f
i
(xt)
1 ...i

(xt)
sxt

(K) da cobertura A2. Sendo assim, podemos supor

sem perda de generalidade que descartamos tais conjuntos. E observe ainda que A2 ainda refina A
e os elementos de A2 são clopens e disjuntos. De fato,

• Clopen: fi1...is(K) é clopen, pois fi1...is(K) é fechado uma vez que K é compacto e fi1...is é
cont́ınua. Além disso, fi1...is(K) é aberto, pois K \fi1...is(K) =

⋃
j∈{1,...,n}s,j ̸=i

fi1...is(K) é união

finita de fechados.

• Disjuntos: Sejam s ≤ s′ quaisquer. Assim temos dois casos a considerar.

– 1◦ caso: Se s = s′ e (i1, . . . , is) ̸= (j1, . . . , js) temos dois casos a considerar:

∗ (i) Se i1 ̸= j1 então:

fi1...is(K) ∩ fj1...js(K) ⊂ fi1(K) ∩ fj1(K) = ∅

.
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∗ (ii) Se i1 = j1 então {k = 1, . . . , s : ik = jk} ̸= ∅. Como (i1, . . . , is) ̸= (j1, . . . , js),
temos t < s. Note que:

fi1...is(K) ∩ fj1...js(K) = fi1...it(fit+1...is(K)) ∩ fi1...it(fjt+1...js(K))

= fi1...it(fit+1...is(K) ∩ fjt+1...js(K)︸ ︷︷ ︸
⊆fit+1

(K)∩fjt+1
(K)=∅

) = ∅.

– 2◦ Caso: Se s < s′. Observe que {k = 1, . . . , s : ik ̸= jk} = ∅..
∗ (i) Se i1 ̸= j1 então:

fi1...is(K) ∩ fj1...js′ (K) ⊂ fi1(K) ∩ fj1(K) = ∅.

∗ (ii) Se i1 = j1. Seja t = max{k = 1, . . . , s : ik ̸= jk}. Como (i1, . . . , is) ̸= (j1, . . . , js),
temos t < s. Note que:

fi1...is(K) ∩ fj1...js′ (K) = fi1...it(fit+1...is(K)) ∩ fi1...it(fjt+1...js′ (K)))

= fi1...it(fit+1...is(K) ∩ fjt+1...js′ (K)︸ ︷︷ ︸
⊆fit+1

(K)∩fjt+1
(K)=∅

) = ∅.

4.2 Dimensão de Cobertura

Definição 4.31 (Ordem de uma faḿılia). Seja n um inteiro maior do que ou igual a −1. A
ordem de uma famı́lia A de conjuntos é menor ou igual a n se a interseção de quaisquer n+ 2
conjuntos distintos de A é vazia. Se n ≥ 0, dizemos que A tem ordem n se tem ordem menor ou
igual a n, mas não tem ordem menor ou igual a n− 1.

Exemplo 4.32. Uma famı́lia de conjuntos A possui ordem −1 se for vazia ou se for o conjunto
unitário {∅}.

Exemplo 4.33. Uma famı́lia A não vazia de conjuntos não todos vazios possui ordem 0 se, e
somente se, seus elementos são conjuntos dois a dois disjuntos. De fato, seA é formada por conjuntos
dois a dois disjuntos, então a ordem de A é menor ou igual a 0. Mas, como A ≠ ∅ e A ̸= {∅},
a ordem de A não pode ser −1. Logo, a ordem de A é 0. Reciprocamente, se a ordem de A é 0,
então a intersecção de quaisquer dois conjuntos distintos de A é vazia, e, portanto, A é formada
por conjuntos dois a dois disjuntos.

A dimensão de cobertura de um espaço métrico é um inteiro maior do que ou igual a −1 ou
o ∞ (entendido como maior do que todos os números inteiros).

Definição 4.34 (Dimensão de cobertura). Sejam X um espaço métrico e n um inteiro maior
do que ou igual a −1. Nessas condições:

a) dizemos que X tem dimensão de cobertura menor do que ou igual a n (ou, em śımbolos,
que CovX ≤ n) se toda cobertura aberta e finita de X possui um refinamento finito de ordem
menor do que ou igual a n;

b) dizemos que a dimensão de cobertura de X é n (ou, em śımbolos, que CovX = n) se ela
for menor do que ou igual a n, mas não menor do que ou igual a n− 1.

Se não existir um inteiro n maior do que ou igual a −1 tal que CovX ≤ n, diremos que CovX = ∞.

Exemplo 4.35. Se CovX = −1, então a cobertura aberta {X} de X é refinida por uma cobertura
A de ordem −1. Nesse caso, porém, devemos ter, necessariamente, A = ∅, ou A = {∅}. E, como
A é, por hipótese, uma cobertura de X, disso resulta, por fim, que X = ∅. Sendo assim, podemos
concluir que CovX = −1 se, e somente, se, X = ∅.
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Proposição 4.36. Seja S um conjunto não vazio, então CovS = 0 se, e somente, se S é
0−dimensional.

Demonstração. Se S é não vazio e CovS = 0, então qualquer cobertura aberta finita de S, possui
um refinamento finito de ordem 0, formado por conjuntos dois a dois disjuntos, consequentemente
dado X ⊆ S temos que S \ X =

⋃
Y ∈S,Y ̸=X

Y é aberto, logo X é fechado e portanto os elementos

do refinamento de S forma uma partição clopen. Reciprocamente, qualquer cobertura aberta finita
de S possui um refinamento finito que é uma partição clopen, então ele é formado por conjuntos
dois a dois distintos, e, portanto tem ordem menor ou igual a 0, consequentemente a ordem de S
é menor ou igual a 0. Como S é não vazio, temos, necessariamente, que CovS = 0.

Apresentaremos agora algumas caracterizações da definição de dimensão de cobertura (abor-
dado no teorema seguinte).

Teorema 4.37. Sejam S um espaço métrico e n um inteiro não negativo. São equivalentes:

1. CovS ≤ n;

2. se {U1, U2, . . . , Uk} é qualquer cobertura aberta finita de S, então existem conjuntos abertos
B1 ⊂ U1, B2 ⊂ U2, . . . , Bk ⊂ Uk, tal que {B1, B2, . . . , Bk} é uma cobertura aberta de S com
ordem ≤ n;

3. se {U1, U2, . . . , Un+2} é uma cobertura aberta de S, então existem conjuntos abertos B1 ⊂
U1, B2 ⊂ U2, . . . , Bn+2 ⊂ Un+2, tal que

⋃n+2
i=1 Bi = S e

⋂n+2
i=1 Bi = ∅;

4. se {U1, U2, . . . , Un+2} é uma cobertura aberta de S, então existem conjuntos fechados F1 ⊂
U1, F2 ⊂ U2, . . . , Fn+2 ⊆ Un+2, tal que

⋃n+2
i=1 Fi = S e

⋂n+2
i=1 Fi = ∅.

Demonstração. (2) ⇒ (3) é claro, pois a afirmação 3 é um caso particular da afirmação 2 para
k = n+ 2.
(2) ⇒ (1) segue da definição de dimensão de cobertura de S.
(1) ⇒ (2) Suponha CovS ≤ n. A cobertura aberta {U1, U2, . . . , Uk} admite um refinamento finito
W de ordem menor do que ou igual a n. Para cada W ∈ W existe pelo menos um i tal que W ⊂ Ui;
escolha um deles e chame-o de i(W ). Agora para cada i, seja

Bi = {W ∈ W : i(W ) = i}.

Então os conjuntos Bi são abertos, pois Bi é aberto (uma vez que cada W ∈ W é aberto e Bi

é união de alguns deles), e
⋃

iBi =
⋃

W∈W W = S, visto que:

•
⋃

iBi ⊂
⋃

W∈W W , pois cada i ∈ {1, . . . , k}, Bi ⊂
⋃

W∈W W .

•
⋃

W∈W W ⊂
⋃

iBi, pois para cada W ∈ W existe pelo menos um i ∈ {1, . . . , k} tal que
W ∈ Bi.

• W é uma cobertura de S, pois todo refinamento é uma cobertura.

Se x ∈ S, então (já que W tem ordem menor do que ou igual a n) pertence a no máximo n+1
dos conjuntos W (uma vez que a interseção de quaisquer n+ 2 conjuntos de W é ∅). Mas x ∈ Bi,
somente se x ∈ W para algum W com i(W ) = i, pela definição de Bi. Então x pertence a no
máximo n+ 1 dos conjuntos Bi, pois cada W pertence a exatamente um Bi.
(3) ⇒ (2) Suponha que S tenha a propriedade (3). Seja A = {U1, U2, . . . , Uk} uma cobertura aberta
de S. Se k ≤ n+1, então esta própria cobertura já tem ordem menor do que ou igual a n, pois não
existe V1, V2, . . . , Vn+2 ∈ A tais que ∀ i, j ∈ {1, . . . , n+ 2}, Vi ̸= Vj e

⋂n+2
i=1 Vi ̸= ∅. Então suponha

que k ≥ n+ 2. Agora escreva W1 = U1,W2 = U2, . . . , Wn+1 = Un+1 e Wn+2 =
⋃k

i=n+2 Ui. Então

{Wi}n+2
i=1 cobre S, pois:
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• Para cada i = 1, . . . , n + 1, Wi é aberto (uma vez que Wi = Ui e Ui é aberto). Além disso,
Wn+2 é aberto, visto que cada Ui com i = n+ 2, . . . , k é aberto e como a união de abertos é
um aberto, temos que Wn+2 é aberto;

• Precisamos mostrar que
⋃n+2

i=1 Wi = S. Por hipótese, temos que
⋃k

i=1 Ui = S. Dáı,

n+2⋃
i=1

Wi =

(
n+1⋃
i=1

Wi

)
∪Wn+2.

Como, Wi = Ui para i = 1, . . . , n+ 1 e Wn+2 =
⋃k

i=n+2 Ui segue que:

n+2⋃
i=1

Wi =

(
n+1⋃
i=1

Ui

)
∪

k⋃
i=n+2

Ui (4.1)

=

k⋃
i=1

Ui = S. (4.2)

Sendo assim, pela hipótese (3), existem conjuntos abertos Vi ⊂ Wi com
⋃n+2

i=1 Vi = S e
⋂n+2

i=1 Vi = ∅.
Seja Bi = Vi para i ≤ n + 1 e Bi = Vn+2

⋂
Ui para i ≤ n + 2. Então Bi ⊂ Ui para todo i, temos

que
⋃k

i=1Bi = S. De fato, como
⋃n+2

i=1 Vi = S e Bi = Vi para 1 ≤ n+1 e Bi = Vn+2 ∩Ui, i ≥ n+2
temos:

S =

n+2⋃
i=1

Vi =

(
n+1⋃
i=1

Vi

)
∪ Vn+2 (4.3)

=

n+1⋃
i=1

Bi ∪ Vn+2 (4.4)

⊂

(
n+1⋃
i=1

Bi

)
∪ Vn+2 ∪

(
k⋃

i=n+2

Bi

)
(4.5)

⊂
k⋃

i=1

Bi. (4.6)

para a última inclusão, basta justificar que Vn+2 ⊂
⋃k

i=n+2Bi. De fato, seja x ∈ Vn+2, então

x ∈ Wn+2 =
⋃k

i=n+2 Ui. Logo, existe i, com n + 2 ≤ i ≤ k, tal que x ∈ Ui. Consequentemente,

x ∈ Vn+2 ∩ Ui = Bi. Logo, x ∈
⋃k

j=n+2Bj . Concluindo, assim, que S ⊂
⋃k

i=1Bi. A outra inclusão,⋃k
i=1Bi ⊂ S, é imediata, pois Bi ⊂ S. Portanto,

⋃k
i=1Bi ⊂ S. Além disso,

⋂n+2
i=1 Bi = ∅, pois⋂n+2

i=1 Vi =
⋂n+2

i=1 Bi = ∅. Repetindo essa construção
(

k
n+2

)
−1 vezes, uma vez para cada subconjunto

de {1, . . . , k} com n+2 elementos, para organizar a mesma conclusão com todas as n+2 interseções
vazias.
(3) ⇒ (4) Existem conjuntos abertos Bi ⊂ Ui (i = 1, . . . , n+ 2) com

⋃n+2
i=1 Bi = S e

⋃n+2
i=1 Bi = ∅.

Agora S \B1 ⊆
⋃n+2

i=2 Bi, pois
⋃n+2

i=1 Bi = S. Note que,

• S \B1 é fechado, pois (S \B1)
c = B1) que é aberto;

•
⋃n+2

i=2 Bi, pois a união de aberto é aberto.

Então pela proposição A.3 existe um conjunto aberto V1 com:

S \B1 ⊆ Vi ⊆ V1 ⊆
n+2⋃
i=2

Bi.
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Seja F1 = S \ V1. Então nós temos F1 ⊆ B1 uma vez que

(S \B1)
c ⊇ (V1)

c ⇒ B1 ⊇ B1 ⊇ S \ V1 = F1.

e F1 ∪
⋃n+2

i=2 Bi = S, pois se x ∈
⋃n+2

i=2 B1, então x /∈ V1, pois V1 ⊂
⋃n+2

i=2 Bi, logo x ∈ S \ V1 = F1.
Continuando, existe um conjunto aberto V2 com:

S \B2 ⊆ V2 ⊆ V2 ⊂
(
S \ V1

)
∪

n+2⋃
i=3

Bi.

S \B2 ⊆
(
S \ V1

)
∪
⋃n+2

i=3 Bi, pois se x /∈ B2 e x /∈
⋃n+2

i=3 Bi, então x ∈ S \ V1. Equivalentemente, se

x ∈ V1 e x /∈
⋃n+2

i=3 Bi, então x ∈ B2. De fato, V1 ⊆
⋃n+2

i=2 Bi, logo x ∈ B2. Agora, seja F2 = S \ V2,
então F2 ⊆ B2 ((S \B2)

c ⊇ V c
2 ⇒ B2 ⊇ S \V2). e F1∪F2∪

⋃n+2
i=3 Bi = S. Continuando dessa forma

temos o desejado.
(3) ⇒ (4) Existem conjuntos fechados Fi tal que

⋃n+2
i=1 Fi = S e

⋂n+2
i=1 Fi = ∅. O conjunto fechado

F1 é um subconjunto de um conjunto aberto U1 ∩
(
S \

⋂n+2
i=2 Fi

)
, pois F1 ⊆ U1 e F1 ⊆ S \

⋂n+2
i=2 Fi

(pois se x ∈ F1, então existe i ∈ {1, . . . , n + 2}, e, portanto, x /∈ F1. Se x ∈ S \ Fi para algum
i ∈ {2, . . . , n + 2}, então x ∈

⋂n+2
i=2 Fi). Com isso, existe um conjunto aberto B1 com F1 ⊆ B1 ⊆

B1 ⊆ U1 ∩
(
S \

⋂n+2
i=2 Fi

)
. Então, B1 ⊆ U1 e B1 ∩

⋂n+2
i=2 Fi = ∅ (pois sabemos que

⋂n+2
i=1 Fi = ∅

e B1 ⊆ U1 e F1 ⊆ B1 ⊆ U1). Continuando, existe um conjunto aberto B2 com F2 ⊆ B2 ⊆ B2 ⊆
U2 ∩

(
B1 ∩

⋂n+2
i=1 Fi

)
.

A caracterização de dimensão de cobertura para espaços métricos compactos de modo mais
simples. Para isso vamos precisar da seguinte definição:

Definição 4.38 (Rede de uma cobertura). Se A é uma cobertura, então sua rede é dada pelo
sup
A∈A

diamA.

Teorema 4.39. Seja S um espaço métrico compacto e seja n um inteiro maior do que ou igual a
1. Então CovS ≤ n se, e somente se, para cada ϵ > 0 existe uma cobertura aberta de S de ordem
menor ou igual a n e rede menor ou igual a ϵ.

Demonstração. Suponha que CovS ≤ n, ou seja, cada cobertura aberta finita de S possui um
refinamento com ordem menor ou igual a n. Seja ϵ > 0. Como S é compacto, então existe uma
subcobertura finita U = {Ui : ∀i = 1, . . . , k,diamUi ̸= ϵ} de S. Então existe um refinamento B de
U de ordem no máximo n. No entanto, a rede de U é definida pelo supUi∈U diamUi ̸= ϵ, já que para
todo i = 1, . . . , k, diamUi ≤ ϵ. Suponha que para cada ϵ > 0, exista uma cobertura aberta de S
com ordem menor do que ou igual a n e rede menor do que ou igual a ϵ. Seja U qualquer cobertura
aberta finita de S. Resulta do teorema A.5 que o número de Lebesge r de U é positivo. Seja B uma
cobertura aberta de S com ordem no máximo n e rede < min{r, ϵ}. Então, pela propriedade que
define o número de Lebesgue, B é um refinamento de U . Portanto, CovS ≤ s.

Teorema 4.40. Seja S um espaço métrico e T ⊂ S um subconjunto de S. Então Cov T ≤ CovS.

Demonstração. Se CovS = ∞, não há nada para provar, então assuma que CovS = n para algum
inteiro n. Devemos mostrar Cov T ≤ n. Isso será feito em três etapas.

1. Primeiro, suponha que T seja fechado. Seja A uma cobertura aberta de T . Cada elemento
A ∈ A é da forma A = E ∩T , onde E é um conjunto aberto em S. Além disso, S \T é aberto
em S. Portanto

A1 = {E ⊆ S : E é aberto em S,E ∩ T ∈ A} ∪ {S \ T}
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é uma cobertura aberta de S, pois E ⊂ S e S \ T são abertos e

{E ⊆ S : E é aberto em S,E ∩ T ∈ A} ∪ {S \ T} ⊆ S

e
S ⊆ {E ⊆ S : E é aberto em S,E ∩ T ∈ A} ∪ {S \ T},

pois se x ∈ S, ou x ∈ T , ou x ∈ S \ T . Além disso, se x ∈ S \ T , então temos o desejado, mas
se x ∈ T , então existe um aberto E ∈ A tal que x ∈ E ∩ T , em particular x ∈ E. Portanto,

S = {E ⊆ S : E é aberto em S,E ∩ T ∈ A} ∪ {S \ T}.

Com efeito, existe um refinamento A2 de A1 que é uma cobertura aberta de S de ordem ̸= n.
Então por definição

A3 = {E ∩ T : E ∈ A2}

é subordinada a A (pois, para cada E ∩ T ∈ A3 temos que existe um aberto U ∈ A tal que
E ∩ T ⊆ U), uma cobertura de T (pois T = S ∩ T =

⋃
A∈A2

A ∩ T =
⋃

A∈A2
(A ∩ T )) e de

ordem menor do que ou igual a n (uma vez que a interseção de quaisquer n+2 elementos de
A2 é vazia e cada elemento de A3 está contida num elemento de A2). Então Cov T ≤ n.

2. Agora suponha que T seja aberto. Um conjunto aberto T pode ser escrito como uma união
enumerável de subconjuntos fechados, T =

⋃
j∈N Fj , em que

Fj =

{
x ∈ S : dist(x, S \ T ) ≥ 1

j

}
,

(pois cada Fj é fechado, uma vez que dist(x, ·)−1([1j ,+∞[), e além disso, se x ∈ Fj , então
x /∈ S \ T , logo x ∈ T . Da mesma forma, se x ∈ T , como T é aberto S \ T é fechado, então
dist (x, S \ T ) > r. Dessa forma, existe j ∈ N tal que 1

j < r, dáı dist(x, S \ T ) > 1
j ). Agora

pela primeira etapa, CovFj ̸= n para todo j. Então, pelo teorema A.4 temos Cov T ≤ n.

3. Finalmente, considere o subconjunto geral T de S. Seja {U1, U2, . . . , Un+2} uma cobertura
aberta de T . Para cada Ui, seja Vi um conjunto aberto em S com Ui = Vi ∩ T . O conjunto
V =

⋃n+2
i=1 Vi é aberto (pois cada Vi é aberto), então pela segunda, Cov V ≤ n. Agora

{V1, V2, . . . , Vn+2} é uma cobertura aberta de V , então existem conjuntos abertos Wi ⊆ Vi

com
⋂n+1

i=1 Wi = ∅ e
⋃n+2

i=1 Wi + V . Mas então Wi ∩ T são abertos em T , e eles têm interseção
vazia e união T . Isso mostra Cov T ≤ n, como queŕıamos.

Apresentaremos, a seguir, alguns exemplos da dimensão de cobertura.

Exemplo 4.41 (Intervalo fechado da Reta). Sejam a < b números reais. Então Cov [a, b] = 1.
Para ver isso, tomemos ϵ > 0 e n ∈ N grande o suficiente para que 1

n ≤ ϵ
2 . Então{(

k − 1

n
,
k + 1

n

)
: k ∈ Z

}
é uma cobertura aberta de [a, b] com rede ̸= ϵ e ordem igual a 1. De fato, dado x0 ∈ R, é imediato
ver que, para todo k ∈ Z,

x0 <
k + 1

n
⇐⇒ k > x0n− 1,

e

x0 >
k − 1

n
⇐⇒ k < x0n+ 1.

Logo, para todo k ∈ Z,

k − 1

n
< x0 <

k + 1

n
⇐⇒ x0n− 1 < k < x0n+ 1.
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E, como ]x0n− 1, x0n+ 1[ ∩ Z ̸= ∅ (pois diam (]x0n− 1, x0n+ 1[) = 2), disso resulta que existe
k ∈ Z tal que x0 ∈

]
k−1
n , k+1

n

[
— a partir do que conclúımos, pela arbitrariedade de x0 ∈ R, que

R =
⋃
k∈Z

]
k − 1

n
,
k + 1

n

[
.

Note, ainda, que, para todo k ∈ Z,

diam

(]
k − 1

n
,
k + 1

n

[)
=

k + 1

n
−
(
k − 1

n

)
=

2

n

.
Logo,

sup
k∈Z

diam

([
k − 1

n
,
k + 1

n

[)
= sup

k∈Z

n

2
=

n

2
< ϵ.

Sejam k,m ∈ Z tal que k + 2 ≤ m, x0 ∈
]
k−1
n , k+1

n

[
e
]
m−1
n , m+1

n

[
. Note que

m− 1

n
−
(
k + 1

n

)
=

m− k − 2

n
≥︸︷︷︸

m≥k+1

0.

Logo, k+1
n ≤ m−1

n . Sendo assim,

x0 <
k + 1

n
≤ m− 1

n
< y0.

Por consequinte,

|y0 − x0| = y0 − x0 >
m− 1

n
−
(
k + 1

n

)
=

m− k − 2

n
≥ 0.

Logo, x0 ̸= y0. Assim, conclúımos que, para quaisquer k ∈ Z tais que k ≤ m,

m ≥ k + 2 ⇒
]
k − 1

n
,
k + 1

n

[
∩
]
m− 1

n
,
m+ 1

n

[
= ∅.

Logo, para quaisquer m e k ∈ Z tais que k ≤ m,]
k − 1

n
,
k + 1

n

[
̸= ∅ ⇒ m < k + 2 ⇒ m ∈ {k − 1, k + 1}.

Dessa forma,

∀ k,m ∈ Z,
]
k − 1

n
,
k + 1

n

[
∩
]
m− 1

n
,
m+ 1

n

[
̸= ∅ ⇒ m ∈ {k − 1, k, k + 1}.

Por sua vez, é claro que, para todo k ∈ Z,
]
k−2
n , kn

[
∩
]
k
n ,

k+2
n

[
= ∅. Logo, a interseção de quaisquer

três intervalos de {]
k − 1

n
,
k + 1

n

[
: k ∈ Z

}
é vazia.

Teorema 4.42. A reta real possui dimensão de cobertura igual a 1.

Demonstração. Sabemos que R =
⋃

n∈N[−n, n]. Mas, pelo exemplo 4.41, Cov[−n, n] = 1 qualquer
que seja n ∈ N. Portanto, resulta do teorema A.6 que CovR ≤ 1.

Teorema 4.43. O triângulo de Siperpinski, T , tem dimensão de cobertura igual a 1.
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Demonstração. Seja k ∈ N, e seja
(
T k
1 , T

k
2 , . . . , T

k
3k

)
uma enumeração qualquer dos triângulos pre-

sentes na k-ésima etapa da construção de T . É fácil ver que, se a intersecção de quaisquer dois
desses triângulos não for um único ponto, então a distância entre eles será 2 · 2−k

√
3
. Isso porque os

lados de cada triângulo não preenchido medem pelo menos 2−k, e, portanto, a altura de cada um
desses triângulos é maior do que ou igual a 2 · 2−k

√
3
.

Para cada r ∈
]
0, 2

−k
√
3

[
e cada i ∈ {1, . . . , 3k}, seja Nr(T

k
i ) := {x ∈ R2 : d(x, T k

i ) < r}. Dado

r ∈
]
0, 2

−k
√
3

[
, afirmamos que Uk

r :=
{
Nr(T

k
i ) : i ∈ {1, . . . , 3k}

}
é uma cobertura aberta de T . Com

efeito:

• Nr(T
k
i ) é aberto qualquer que seja i ∈ {1, . . . , 3k}, pois, para cada i ∈ {1, . . . , 3k}, Nr(T

k
i ) =

d−1
i (]−∞, r[), em que

di : R2 −→ R;
x 7→ d(x, T k

i )

• Uk
r é uma cobertura de T , pois

T ⊆
3−k⋃
i=1

T k
i ⊂ Nr(T

k
i ).

Vamos mostrar, a seguir, que Uk
r tem ordem igual menor do que ou igual a 1. Para isso, fixemos

i, j, l ∈ {1, . . . , 3k} de modo que i ̸= j, j ̸= l, e i ̸= l, e suponhamos, por absurdo, que

Nr(T
k
i ) ∩Nr(T

k
j ) ∩Nr(T

k
l ) ̸= ∅.

Nesse caso, existe x ∈ Nr(T
k
i ) ∩ Nr(T

k
j ) ∩ Nr(T

k
l ). Como, porém, x ∈ Nr(T

k
i ), podemos fixar

yi ∈ T k
i de modo que d(x, yi) < r. Do mesmo modo, como x ∈ Nr(T

k
j ), podemos fixar zj ∈ T k

j de

modo que d(x, zj) < r. E, uma vez que x ∈ Nr(T
k
l ), podemos, também, fixar wl ∈ T k

l de modo
que d(x,wl) < r. Como, por hipótese, yi ∈ T k

i , e zj ∈ T k
j , resulta do que observamos no primeiro

parágrafo que, ou

d(yi, zj) = 0, ou d(yi, zj) ≥ 2
2−k

√
3
.

É fácil ver, no entanto, que

d(yi, zj) ≤ d(yi, x)︸ ︷︷ ︸
<r

+ d(x, zj)︸ ︷︷ ︸
<r

< 2r < 2
2−k

√
3
,

— a partir do que conclúımos que d(yi, zj) é necessariamente igual a 0, e, portanto, que yi = zj .
Analogamente, como

d(yi, wl) ≤ d(yi, x) + d(x,wl) < 2r < 2
2−k

√
3
,

podemos concluir que d(yi, wl) = 0, e, portanto, que yi = wl. Consequentemente, yi = zj = wl

— o que, por sua vez, é um absurdo, pois T k
i ∩ T k

j ∩ T k
l = ∅. Logo, Nr(T

k
i ) ∩ Nr(T

k
j ) ∩ Nr(T

k
l ) é

necessariamente vazia. E, como i, j e k em {1, . . . , 3k} são arbitrários, disso decorre, por fim, que
a ordem de Uk

r é, de fato, menor do que ou igual a 1.
Por fim, mostraremos que

rede(Uk
r ) := sup

i∈{1,...,3k}
diam

(
Nr(T

k
i )
)
≤ 2−k + 2r.
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Para isso, tomemos i ∈ {1, . . . , 3k} e x, y ∈ Nr(T
k
i ) de modo arbitrário. Como, por hipótese,

x ∈ Nr(T
k
i ), podemos fixar x′ ∈ T k

i de modo que d(x, x′) < r. Da mesma forma, como y ∈ Nr(T
k
i ),

podemos fixar y′ ∈ T k
i de modo que d(y, y′) < r. Nessas condições, no entanto, é imediato ver que

d(x, y) ≤ d(x, x′)︸ ︷︷ ︸
<r

+ d(x′, y′)︸ ︷︷ ︸
≤diam(Tk

i )= 1

2k

+ d(y′, y)︸ ︷︷ ︸
<r

< 2r +
1

2k

— em vista do que conclúımos, pela arbitrariedade de x e de y em Nr(T
k
i ), que

diam
(
Nr(T

k
i )
)
≤ 2r +

1

2k
.

E, como i ∈ {1, . . . , 3k} é também arbitrário, disso resulta, por sua vez, que rede(Uk
r ) ≤ 2r + 1

2k
.

Vamos, agora, provar, finalmente, que Cov T = 1. Para isso, notemos, inicialmente, que, para
cada ϵ > 0, T possui uma cobertura aberta de ordem menor do que ou igual a 1 e rede menor do
que ou igual a ϵ (de fato, resulta do que demonstramos nos parágrafos anteriores que Uk

r , em que

k ∈ N∩
]
log
(
1
ϵ

)
,+∞

[
, e r ∈

]
0,min

{
ϵ
4 ,

2−k
√
3

}[
, é uma tal cobertura). É também fácil ver que T é

fechado, pois

T =
⋂
k∈N

3k⋃
i=1

T k
i ,

e, para cada k ∈ N e cada i ∈ {1, . . . , 3k}, T k
i é fechado. Sendo assim, como T é, evidentemente,

limitado, podemos concluir que T é compacto. Resulta, pois, do teorema 4.39 que Cov T ≤ 1.
Entretanto, como T contém segmentos de reta, que têm dimensão 1, temos também Cov T ≥ 1.
Logo, Cov T = 1.

4.3 Dimensão Indutiva Fraca

A dimensão indutiva fraca é definida, como o próprio nome diz, de maneira indutiva e será
denotada por indX. Para cada espaço métrico (X, d) será atribúıdo uma dimensão (isto é, um
número inteiro maior do que ou igual a −1 junto com um śımbolo extra do ∞).

Definição 4.44 (Dimensão indutiva fraca). Seja k um inteiro não negativo e seja (S, d) um
espaço métrico. Nessas condições:

1. se S = ∅, então por definição, indS = −1.

2. dizemos que indS ≤ k, se existe uma base de S formada por conjuntos cujas fronteiras
possuem dimensão indutiva fraca menor do que ou igual a k − 1;

3. dizemos que indS = k se indS ≤ k, mas indS > k − 1.

Se não existir um inteiro k ≥ −1 tal que indS = k, diremos que indS = ∞.

Exemplo 4.45. Seja X um conjunto não vazio, e seja d : X ×X → X a métrica discreta. Nessas
condições, é imediato ver que B :=

{
{x} : x ∈ X

}
é uma base de (X, d). Sendo assim, como X ̸= ∅,

e, para cada x ∈ X, ∂{x} = ∅, podemos concluir que indX = 0.

Exemplo 4.46. Sejam a e b números reais tais que a < b. Vamos mostrar, a seguir, que ind
(
[a, b]

)
é igual a 1. Para isso, precisamos provar que ind

(
[a, b]

)
≤ 1, e que, no entanto, ind

(
[a, b]

)
> 0.

Vamos, inicialmente, mostrar que ind
(
[a, b]

)
> 0. Para tanto, notemos que, se ind([a, b]) fosse

menor do que ou igual a 0, existiria uma base de [a, b] formada por conjuntos com fronteiras vazias.
Isso, porém, seria um absurdo, pois, como o intervalo [a, b] é conexo, e

[a, b] = A∪̇∂(A)∪̇ int
(
[a, b] \A

)
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qualquer que seja o aberto A de [a, b], os únicos abertos de [a, b] que possuem fronteira vazia em
relação à topologia de subespaço de [a, b] são o ∅ e o próprio [a, b]. Logo, ind

(
[a, b]

)
> 0. Vamos,

agora, provar que ind([a, b]) ≤ 1. Para isso, observemos, de ińıcio, que a coleção

B :=
{
[a, α[: a < α ≤ b

}
∪
{
]β, γ[: a ≤ β < γ ≤ b

}
∪
{
]δ, b] : a ≤ δ < b

}
é uma base de [a, b]. É imediato ver que a fronteira de cada um dos elementos de B é um conjunto
formado por apenas dois pontos. Consequentemente, podemos pensar na fronteira de cada um
desses elementos como sendo um espaço topológico discreto. Resulta, pois, do exemplo 4.45 que
as dimensões indutivas fracas das fronteiras dos elementos de B são todas iguais a 0. E, como B é
base de [a, b], disso conclúımos, por fim, que ind

(
[a, b]

)
é, de fato, menor do que ou igual a 1.

O teorema a seguir nos mostra uma propriedade esperada da dimensão indutiva fraca, que é
ser invariante por homeomorfismos.

Teorema 4.47. Sejam (S, d) e (T, d) espaços homeomorfos. Nessas condições, indS = indT .

Demonstração. A prova é por indução em indS. Se indS = −1, então S é o conjunto vazio, como
T é homeomorfo a S, também é vazio, então indT = −1. Suponha que o teorema seja conhecido
para espaços S com indS ≥ k, e considere um espaço S com indS = k + 1. Seja h : S → T um
homeomorfismo. Então existe uma base B para os conjuntos abertos de S consistindo em conjuntos
B com ind ∂B ≤ k. Agora {h(B) : B ∈ B} é uma base para os conjuntos abertos de T . Se B ∈ B,
então h(∂B) = ∂h(B). A restrição de h à ∂B é um homeomorfismo. Pela hipótese de indução,
ind ∂h(B) = ind ∂B ≤ k. Então notemos que existe uma base para os conjuntos abertos de T
consistindo de conjuntos com fronteira de dimensão indutiva fraca menor do que ou igual a k. Isto
mostra que indT ≤ k+1. Mas se indT ≤ k, então a hipótese de indução mostraria que indS ≤ k,
que é falso. Então indT = k + 1. Portanto, por indução observamos que se indS é um número
inteiro, então indS = indT . Se indS = ∞, então indT = k é falso para todos os inteiros k, então
também indT = ∞. Portanto, em todos os casos, temos indS = indT .

Para finalizar essa seção provaremos dois resultados importante acerca da dimensão indutiva
fraca. O leitor poderá consultar o livro [Edg08] para maiores informações sobre as propriedades da
dimensão indutiva fraca.

Teorema 4.48. Seja (S, d) um espaço métrico, e, seja T ⊂ S. Então indT ≤ indS.

Demonstração. O teorema é claramente verdade se indS = ∞. Sendo assim, vamos supor que
indS < ∞. A demonstração procede por indução em indS. Se indS = −1, então S é vazio,
então, claramente, T ⊆ S também é vazio, e, portanto, indT = −1. Suponha que o teorema seja
verdadeiro para todos os pares S, T com T ⊆ S e indS ≤ k. Com efeito, considere um par T ⊆ S
com indS = k + 1. Desse modo, é suficiente mostrarmos que existe uma base para os conjuntos
abertos de T constitúıdos por conjuntos com fronteira de dimensão indutiva fraca menor do que ou
igual a k. Então, seja x ∈ T , e, seja V um conjunto aberto em T com x ∈ V . Devemos encontrar
um conjunto aberto U em T com x ∈ U ⊆ V e ind ∂TU ≤ k. Como V é aberto em T , existe um
conjunto V aberto em S com V = V ∩ T . Como indS ≤ k + 1, e x ∈ V , existe um conjunto
U aberto em S com x ∈ U ⊆ V e ind ∂SU ≤ k. Seja U = U ∩ T . Então U é aberto em T , e
x ∈ U ⊆ V . Resulta do teorema A.8, que ∂TU ⊆ ∂SU , então pela hipótese de indução, temos
ind ∂TU ≤ ind ∂SU ≤ k. Assim, existe uma base para os conjuntos abertos de T constitúıdos por
conjuntos U com ind ∂TU ≤ k. Isso significa que indT ≤ k + 1. Portanto, por indução, o teorema
é verdadeiro para todos os valores de indS.

Teorema 4.49. Sejam S, T espaços métricos. Então ind(S × T ) ≤ indS + indT .

Demonstração. Inicialmente, notemos que:
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• se X = ∅ e Y ̸= ∅, então

ind (X × Y ) = ind (∅) = ∞ ≤ −1 + ind (Y ) = indX + indY ;

• se indX = ∞ ou indY = ∞, então

ind (X × Y ) ≤ ∞ = indX + indY.

Sendo assim, vamos aplicar a indução forte. Podemos supor que essa soma indX + indY seja
finita. Vamos aplicar indução sobre indX + indY . Com efeito, se indX + indY = −1 então, ou
X = ∅, ou Y = ∅. Nesse caso, vale que:

ind (X × Y ) = ind (∅) = −1 ≤ −1 + indY = indX + indY.

Suponhamos que ind (X × Y ) ≤ indX + indY para quaisquer espaços métricos separáveis X e Y
tais que indX + indY < k (para certo k ≥ 0) e vamos mostrar que se X e Y são espaços métricos
separáveis tais que indX + indY = k, então ind (X × Y ) ≤ indX + indY . Sejam n := indX e
m := indY . Observe que, necessariamente, n ≥ 0 e m ≥ 0, pois, se n = −1 ou m = −1, então
ind (X × Y ) = −1. Seja (x, y) ∈ X × Y e W ⊂ X × Y uma vizinhaça de (x, y). Como W é um
aberto da topologia produto de X × Y podemos fixar abertos U ⊂ X e V ⊂ Y de modo que
(x, y) ∈ U × V e U × V ⊂ W . Ademais, como, por hipótese, indX = n e indY = m, existem bases
B e C 1

3
de X e de Y , respectivamente, tais que, para todo U ′ ∈ B, ind (∂U ′) ≤ n − 1 e para todo

V ′ ∈ C 1
3
, ind (∂V ′) ≤ m − 1. Como B é base de X, U é um aberto de X e x ∈ U , podemos fixar

V ′ ∈ C 1
3
de Y e y ∈ Y , podemos fizar V ′ ∈ C 1

3
de modo que y ∈ V ′ e V ′ ⊆ V . Por fim, observe que

x ∈ U ′ ⊆ U e y ∈ V ′ ⊆ V ⇒ (x, y) ∈ U ′ × V ′ ⊆ U × V ⊆ W.

Sendo assim, podemos supor, sem perda de, generalidade, que U = U ′ e V = V ′. Observe que
∂ (U × V ) ⊆ (X × ∂V ) ∪ (∂U × Y ). Note ainda que

indX + ind ∂V ≤ n+ (m− 1) = (n+m)− 1 = k − 1

e
indY + ind (∂U) ≤ m+ (m− 1)− 1 = k − 1.

Logo, como ∂U e ∂V são separáveis (já que X e Y são separáveis e ∂U ⊆ X e ∂V ⊆ Y , resulta da
hipótese de indução que:

ind (∂U × Y ) ≤ ind (∂U) + indY ≤ k − 1

e
ind (X × ∂V ) ≤ indX + ind ∂V ≤ k − 1.

Observe agora que X × ∂V e ∂U × Y são fechados, pois são produtos cartesianos de fechados, e
que (X × ∂V ) ∪ (U × ∂Y ) é separável, uma vez que X e Y são separáveis e o produto cartesiano
de dois espaços métricos separáveis é separável. Consequentemente, pelo teorema A.7,

ind ((X × ∂V )) ∪ (∂U × Y ) ≤ k − 1.

E, uma vez que ∂ (U × V ) ⊂ (X × ∂V ) ∪ (∂U × Y ), disso resulta que:

ind (∂(U × V )) ≤ ind ((X × ∂V ) ∪ (∂U × Y ) ≤ k − 1.

Por fim, como (x, y) ∈ X × Y e aberto W ⊂ X × Y tal que (x, y) ∈ W são arbitrários, podemos
concluir que X × Y possui uma base formada por abertos cuja fronteira tem dimensão indutiva
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menor do que ou igual a k − 1. Portanto, ind (X × Y ) ≤ k = indX + indY .



Caṕıtulo 5

Dimensão Box-Counting

Neste caṕıtulo apresentamos a dimensão box-counting, suas propriedades básicas, suas li-
mitações e exemplos clássicos. O conjunto de Cantor ternário, o conjunto dos números racionais
e irracionais possuem dimensão topológica igual a 0 como provamos no caṕıtulo 4, embora a ge-
ometria desses conjuntos seja bem distinta. Nesse sentido, a dimensão topológica não é adequada
para caracterizar os fractais, sendo necessário definir as dimensões box-counting e de Hausdorff.
A referência utilizada neste caṕıtulo foi o livro “Fractal geometry: mathematical foundations and
applications” [Fal04], do autor Falconer.

5.1 Dimensão Box-counting

Para motivar a definição da dimensão box-counting vamos considerar a seguinte situação. To-
memos um intervalo fechado [0, 1] ⊂ R, um quadrado de lado 1 contido em R2 e um cubo de aresta
1 contido em R3 como pode ser observado pela Figura 1.

Figura 5.1. Partições do segmento de reta, quadrado e cubo.

Fonte: autora.

Sendo assim, iremos particionar: o intervalo fechado [0, 1] em n intervalos de comprimento 1
n ,

o quadrado de lado 1 em n2 quadrados de lado 1
n , e por fim, o cubo de aresta 1 em n3 cubos de

aresta 1
n , com o objetivo de calcular o número total desses objetos em função dos seus diâmetro

após particioná-los. Assim, podemos obter os seguintes resultados:

• o número de intervalos de comprimento 1
n (a qual denoraremos por NI) em função do seu

43
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diâmetro δI := 1
n , é dado por:

NI =
1− 0

1
n

= 1 ·
(
1

n

)−1

= 1 · δ−1
I ;

• o número de quadrados de lado 1
n (a qual denoraremos por NQ) em função do seu diâmetro

δQ :=
√
2
n :

NQ = 2 ·

(√
2

n

)−2

= 2 · δ−2
Q ;

• na última situação temos que o número de cubos de aresta 1
n (a qual denoraremos por NC)

em função do seu diâmetro δC =
√
3
n :

NC =
(
3
√
3
)
·

(√
3

n

)−3

=
(
3
√
3
)
· δ−3

C .

Portanto, dada uma cobertura de diâmetro no máximo δ para um subconjunto F do Rn,
podemos generalizar o resultado apresentado anteriormente da seguinte forma:

Nδ(F ) ≃ c · δ−s. (5.1)

em que c e s são constantes reais positivas e Nδ(F ) é o menor número de conjuntos necessários
para cobrir F . Assim, dado 0 < δ < 1, tomando a função logaŕıtmica e dividindo por − log δ em
ambos os lados da equação 5.1, temos que:

logNδ(F )

− log δ
≃ log cδ−s

− log δ
⇐⇒ logNδ(F )

− log δ
≃ log c

− log δ
+

−s log δ

− log δ

⇐⇒ s ≃ logNδ(F )

− log δ
+

log c

log δ
(5.2)

Dessa forma, tomando o limite, quando δ → 0+, na equação 5.2, podemos concluir que:

s = lim
δ→0+

logNδ(F )

− log δ
, (5.3)

e dizemos que F tem dimensão box igual a s.
A seguir vamos revisar a definição de diâmetro de um subconjunto de Rn e defirmos o conceito

de δ-cobertura que serão importantes para definirmos a dimensão box-counting.

Definição 5.1 (Diâmetro). Seja U ⊆ Rn qualquer subconjunto não vazio. O diâmetro de U é
definido como diam(U) = sup{|x− y| : x, y ∈ U}.

Definição 5.2 (δ-cobertura). Seja X ⊆ Rn. Nessas condições, se {Ui}i∈N é uma coleção enu-
merável ou finita de subconjuntos de Rn cujos diâmetros sejam menores do que ou iguais a δ, e se
X ⊆

⋃∞
i=1 Ui, dizemos que {Ui}i∈N é uma δ-cobertura de X. O conjunto das δ-coberturas de X

será denotado por Cδ(X).

Observação 5.3. Neste caṕıtulo e nos caṕıtulos seguintes, adotaremos uma definição de cobertura
um pouco diferente daquela que apresentamos no terceiro caṕıtulo. Mais especificamente, dados
n ∈ N e X ⊆ Rn, diremos que uma coleção {Ui}i∈N de subconjuntos de Rn é uma cobertura de X
se X ⊆

⋃
i∈N Ui.

Com o objetivo de motivar a próxima definição vamos provar o seguinte resultado.
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Proposição 5.4. Para cada δ > 0 e cada subconjunto limitado X ⊆ Rn, o conjunto

A :=

{
k : ∃ U1, . . . , Uk ⊆ X tais que X ⊆

k⋃
i=1

Ui e, para cada i ∈ {1, . . . , k},diam(Ui) ≤ δ

}

é não vazio e, portanto, possui um elemento mı́nimo.

Demonstração. Seja X ⊆ Rn um subconjunto limitado, e seja δ > 0 dado. Inicialmente, observe
que, se A ≠ ∅, resulta da boa ordenação dos números naturais que A possui um elemento mı́nimo.
Sendo assim, o que precisamos mostrar é que, se X é limitado, então A ≠ ∅. Para isso, note, antes
de qualquer coisa, que, se X é limitado, então X é também limitado. Dessa forma, como X é
fechado, podemos concluir que X é compacto. Por sua vez, é imediato ver que

C := {U ⊆ Rn : U é aberto, e diamU ≤ δ}

é uma cobertura aberta de X. Resulta, pois, da compacidade de X que podemos fixar m ∈ N e
U1, . . . , Um ∈ C de modo que X ⊆

⋃m
i=1 Ui. Consequentemente, X ⊆

⋃m
i=1 Ui, e, portanto, m ∈ A

— a partir do que conclúımos, por fim, que, de fato, A ≠ ∅.

Definição 5.5. Seja X ⊆ Rn um conjunto limitado, e seja δ > 0. Definimos Nδ(X), como sendo o
número mı́nimo de conjuntos de X necessários para cobrir X. Isto é,

Nδ(X) = inf

{
k : ∃ U1, . . . , Uk ⊆ X tal que X ⊆

k⋃
i=1

Ui e para cada i ∈ {1, . . . , k}, diam(Ui) ≤ δ

}
.

Proposição 5.6. Se δ ≤ δ′, então Nδ′(X) ≤ Nδ(X).

Demonstração. Resulta da definição de Nδ(X) que X pode ser coberto por Nδ(X) conjuntos Ui

com diâmetro menor do que ou igual a δ. Como, porém, δ ≤ δ′, o diâmetro de cada Ui é, em
particular, menor do que ou igual a δ′. Consequentemente, {Ui}i∈N é, também, uma cobertura
de X formada por N(X, δ) conjuntos com diâmetro menor do que ou igual a δ′. E, sendo assim,
deve-se ter, necessariamente, Nδ′(X) ≤ Nδ(X).

Definição 5.7 (Dimensões box-counting inferior e superior). Seja X um subconjunto
limitado de Rn. As dimensões box-counting inferior e superior de X são, respectivamente,

dimBX = lim
δ→0

inf

{
logNδ(X)

− log δ

}
e (5.4)

dimBX = lim
δ→0

sup

{
logNδ(X)

− log δ

}
. (5.5)

Definição 5.8 (Dimensão box-counting). Quando as dimensões inferior e superior, dadas pelas
fórmulas 5.4 e 5.5, coincidem nós definimos a dimensão box-counting do conjunto X, também
conhecida como dimensão de Minkowski, como sendo o número real não-negativo dado pela fórmula
abaixo:

dimB X = lim
δ→0

logNδ(X)

− log δ
. (5.6)

Observação 5.9. Ao longo do texto, assumiremos que δ > 0 é suficientemente pequeno para
garantir que − log δ e quantidades semelhantes sejam estritamente positivas, evitando problemas
como por exemplo log 0 ou log∞.

A proposição seguinte afirma que a dimensão box-counting é invariante sob a escolha da cober-
tura definida para o conjunto F .
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Proposição 5.10. Sejam F ⊂ Rn e δ > 0, e suponhamos que existem constantes A1, B1, A2, B2 > 0
tais que

Nδ(F ) ⩽ A1 ÑB1δ(F ), (5.7)

e
Ñδ(F ) ⩽ A2NB2δ(F ), (5.8)

em que Ñδ(F ) é um dos números a seguir (os quais estão associados a alguns dos tipos de coberturas
do conjunto F ):

• o menor número de conjuntos de diâmetro no máximo δ que cobrem F ;

• o menor número de bolas fechadas de raio δ que cobrem F ;

• o menor número de cubos de aresta δ que cobrem F ;

• o menor número de δ-mesh1;

• o maior número de bolas disjuntas de raio δ com centros em F .

Nessas condições,

lim
δ→0

log
(
Nδ(F )

)
− log δ

= lim
δ→0

log
(
Ñδ(F )

)
− log δ

.

Demonstração. Aplicando o logaritmo em ambos os lados da desigualdade 5.7 temos que:

log (Nδ(F )) ⩽ log
(
A1ÑB1δ(F )

)
. (5.9)

Assim, tomando 0 < δ < 1 suficientemente pequeno, e dividindo por − log δ em ambos os lados
da desigualdade 5.9, temos que:

log (Nδ(F ))

− log δ
⩽

log
(
A1ÑB1δ(F )

)
− log δ

⇔ log (Nδ(F ))

− log δ
⩽

logA1

− log δ
+

ÑB1δ(F )

− log δ − logB1 + logB1

⇔ log (Nδ(F ))

− log δ
⩽

logA1

− log δ
+

ÑB1δ(F )

− log (B1δ) + logB1
. (5.10)

Dessa forma, realizando a mudança de variáveis δ′ = B1δ, temos que se δ → 0 então δ′ → 0,
então tomando o limite no segundo termo da desigualdade 5.10, temos que:

�
���

��*0

lim
δ→0

logA1

− log δ
+ lim

δ′→0

Ñδ′(F )

− log δ′ + logB1
= lim

δ′→0

Ñδ′(F )

− log δ′
(
1 + logB1

−logδ′

)
= lim

δ′→0

ÑB1δ(F )

− log δ′
.

De maneira análoga, aplicando logaritmo em ambos os lados da desigualdade 5.8, temos que:

log Ñδ(F ) ⩽ log (A2NB2δ(F )) (5.11)

tomando 0 < δ < 1 suficientemente pequeno, e dividindo por − log δ em ambos os lados da
desigualdade 5.11, temos que:

1A famı́lia de cubos da forma [m1δ, (m1 +1)δ]× . . .× [mnδ, (mn +1)δ] em que m1, . . . ,mn são inteiros é chamada
de δ-mesh.
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log Ñδ(F )

− log δ
⩽

log (A2NB2δ(F ))

− log δ
⇔ log Ñδ(F )

− log δ
⩽

logA2

− log δ
+

NB2δ(F )

− log δ − logB2 + logB2

⇔ log Ñδ(F )

− log δ
⩽

NB2δ(F )

− log (B2δ) + logB2
. (5.12)

da mesma forma, realizando a mudança de variáveis δ′′ = B2δ, temos que se δ → 0 então δ′′ → 0.
Então tomando o limite no segundo termo da desigualdade 5.12 temos que:

���
���*0

lim
δ→0

logA2

− log δ
+ lim

δ′′→0

Nδ′′(F )

− log δ′′ + logB2
= lim

δ′′→0

Nδ′′(F )

− log δ′′
(
1 + logB2

log δ′′

)
= lim

δ′′→0

Nδ′′(F )

− log δ′′
.

Portanto, temos que:

lim
δ→0

logNδ(F )

− log δ
= lim

δ→0

log Ñδ(F )

− log δ
.

5.2 Propriedades básicas da dimensão box-counting

Nesta seção apresentaremos algumas propriedades simples da dimensão box-counting que serão
uteis para explicar os exemplos da próxima seção.

Proposição 5.11 (Imagens Lipschitz). Se X ⊂ Rn e f : X → Rn uma transformação Lipschitz,
ou seja, |f(x)− f(y)| ⩽ c · |x− y|, para todo x, y ∈ X então dimBf(X) ⩽ dimBX e dimBf(X) ⩽
dimBX.

Demonstração. Dado uma δ-cobertura {Ui} de X então sabemos que {Ui ∩ X} também é uma
δ-cobertura, uma vez que se

⋃
i Ui = X, então

⋃
i (Ui ∩X) = (

⋃
i Ui) ∩ X = X ∩ X = X. Além

disso, temos que {f(Ui ∩X)} é uma cδ-cobertura de f(X). De fato, como f é Lipschitz temos que:

diam(f(Ui ∩X)) ⩽ c · diam(Ui ∩X) ⩽ c · diam(Ui) ⩽ c · δ.

Dessa forma se c > 1 temos que:

Ncδ(X) ⩽ Nδ(X). (5.13)

Assim, dado 0 < δ < 1, de maneira análoga ao passo feito anteriormente, por 5.13 temos que:

logNcδ(X)

− log δ
⩽

logNδ(X)

− log δ
⇔ logNcδ(X)

− log δ − log c+ log c
⩽

logNδ(X)

− log δ

⇔ logNcδ(X)

− log cδ + log c
⩽

logNδ(X)

− log δ

⇔ logNcδ(X)

− log cδ
(
1− log c

log cδ

) ⩽
logNδ(X)

− log δ
. (5.14)

Assim, tomando o lim inf e lim sup na desigualdade 5.14, respectivamente, temos que:

lim
δ→0

inf

 logNcδ(X)

− log cδ
(
1− log c

log cδ

)
 ⩽ lim

δ→0
inf

{
logNδ(X)

− log δ

}
⇔ dimBf(X) ⩽ dimBX.
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e

lim
δ→0

sup

 logNcδ(X)

− log cδ
(
1− log c

log cδ

)
 ⩽ lim

δ→0
sup

{
logNδ(X)

− log δ

}
⇔ dimBf(X) ⩽ dimBX.

Corolário 5.12 (Invariância por transformações Bi-Lipschitz). Se X ⊂ Rn e f : X → Rn

uma transformação bi-Lipschitz, ou seja, dados x, y ∈ X e c1, c2 ∈ R tal que 0 < c1 ⩽ c2 < ∞
temos que

c1 · |x− y| < |f(x)− f(y)| ⩽ c2 · |x− y|.

Então dimBf(X) = dimBX e dimBf(X) = dimBX.

Demonstração. Se f é bi-Lipschitz, então f : X → f(X) é uma bijeção. Com isso dados x∗, y∗ ∈
f(X) tal que x = f−1(x∗) e y = f−1(y∗) temos que

|x∗ − y∗| = |f(f−1(x∗))− f(f−1(y∗)) ⩾ c1|f−1(x∗)− f−1(y∗)|.

Portanto, como c1 > 0, então |f−1(x∗) − f−1(y∗)| ⩾ c · |x∗ − y∗|, em que c = 1
c1

> 0, logo f−1 é
Lipschitz. Pela proposição 5.11, temos que:

dimBX = dimBf
−1(f(X)) ⩽ dimBf(X) (5.15)

e
dimBX = dimBf

−1(f(X)) ⩽ dimBf(X). (5.16)

Portanto, das desigualdades 5.15 e 5.16, temos que

dimBf(X) = dimBX e dimBf(X) = dimBX

Apresentaremos agora mais algumas propriedades básicas da dimensão box-counting.

Proposição 5.13. dimB∅ = dimB∅ = 0.

Demonstração. Sabemos que para todo δ > 0, temos que qualquer conjunto de diâmetro δ cobre o
∅. Assim temos que:

Nδ(∅) = 1. (5.17)

Seja δ tal que 0 < δ < 1. Dessa forma, tomando a função logaŕıtmica, dividindo por − log δ em am-
bos os lados da equação 5.17, e por último calculando os limites inferior e superior, respectivamente,
temos:

lim
δ→0

inf

{
logNδ(∅)

− log δ

}
= lim

δ→0
inf

log 1

− log δ
= 0,

e

lim
δ→0

sup

{
logNδ(∅)

− log δ

}
= lim

δ→0
sup

log 1

− log δ
= 0.

Portanto, dimB∅ = dimB∅ = 0.

Proposição 5.14 (Monotonicidade). Se Y ⊆ X, então dimBY ⩽ dimBX e dimBY ⩽ dimBX.

Demonstração. Vamos considerar uma cobertura por conjuntos de diâmetro no máximo δ para X.
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Como{
k ∈ N : ∃ U1, . . . , Uk ⊆ X tais que X =

k⋃
i=1

Ui e para cada i ∈ {1, . . . , k},diam(Ui) ≤ δ

}
︸ ︷︷ ︸

:=A

está contido em{
k ∈ N : ∃ U1, . . . , Uk ⊆ X tais que Y ⊆

k⋃
i=1

Ui e para cada i ∈ {1, . . . , k},diam(Ui) ≤ δ

}
︸ ︷︷ ︸

:=B

,

podemos concluir que o inf(B) ≤ inf(A), isto, é,

Nδ(Y ) = inf(B) ≤ inf(A) = Nδ(X). (5.18)

Dado δ tal que 0 < δ < 1, de maneira análoga ao passo feito anteriormente, por 5.18 temos que:

lim
δ→0

inf

{
logNδ(Y )

− log δ

}
⩽ lim

δ→0
inf

{
logNδ(X)

− log δ

}
dimBY ⩽ dimBX

Além disso,

lim
δ→0

sup

{
logNδ(Y )

− log δ

}
⩽ lim

δ→0
sup

{
logNδ(X)

− log δ

}
dimBY ⩽ dimBX.

Agora apresentaremos alguns resultados de natureza topológica.

Proposição 5.15 (Invariância do Fecho). Seja X ⊆ Rn um conjunto limitado. Se X denota
o fecho de F , então dimBX = dimBX e dimBX = dimBX.

Demonstração. Como X ⊆ X, segue da propriedade de monotonicidade (proposição 5.14) que
Nδ(X) ≤ Nδ(X). Além disso, se {A1, . . . , An} é uma cobertura de X formada por n conjuntos de
diâmetro menor ou igual a δ, então {A1, . . . , An} é uma cobertura de X formada por conjuntos
de diâmetro menor ou igual a δ, isso é claro, pois se X ⊆

⋃n
i=1Ai, então X ⊆

⋃n
i=1Ai ⊆

⋃n
i=1Ai.

Ademais, para cada i ∈ {1, . . . , n}, temos que diam(Ai) ≤ δ, então diam(Ai) ≤ δ. Sendo assim,{
A1, . . . , ANδ(X)

}
é uma cobertura de X formada por Nδ(X) conjuntos de diâmetro menor ou igual

a δ, então
{
A1, . . . , ANδ(X)

}
é uma cobertura de X formada por Nδ(X) conjuntos de diâmetro

menor ou igual a δ. Consequentemente, Nδ(X) ≤ Nδ(X). Com isso, podemos concluir que:

Nδ(X) = Nδ(X). (5.19)

Dado 0 < δ < 1, de maneira análoga ao passo feito anteriormente, por 5.19 temos que:

lim
δ→0

inf

{
logNδ(X)

− log δ

}
= lim

δ→0
inf

{
logNδ(X)

− log δ

}
dimBX = dimBX

além disso,

lim
δ→0

sup

{
logNδ(X)

− log δ

}
= lim

δ→0
sup

{
logNδ(X)

− log δ

}
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dimBX = dimBX.

Proposição 5.16 (Conjuntos Abertos). Se F ⊂ Rn é aberto, então dimB F = n.

Demonstração. Tomando uma δ-mesh C, composta por cubos de lado δ para o conjunto F , temos
que:

Nδ(F ) ⩾ Nδ(C) ⩾ k · δ−n (5.20)

Assim, dado δ tal que 0 < δ < 1, de maneira análoga ao passo feito anteriormente, por 5.20 temos
que:

lim
δ→0

sup

{
logNδ(F )

− log δ

}
⩾ lim

δ→0
sup

{
logNδ(C)
− log δ

}
⩾ lim

δ→0
sup

{
log(k · δ−n)

− log δ

}
portanto,

lim
δ→0

sup

{
logNδ(F )

− log δ

}
⩾

����������:0
lim
δ→0

sup

{
log k

− log δ

}
+ lim

δ→0
sup

{
−n log δ)

− log δ

}
dimBF = lim

δ→0
sup

{
logNδ(F )

− log δ

}
⩾ lim

δ→0
sup

{
−n log δ)

− log δ

}
= n

Além disso, de modo análogo temos que

dimBF = lim
δ→0

inf

{
logNδ(F )

− log δ

}
⩾ lim

δ→0
inf

{
−n log δ)

− log δ

}
= n

Como dimBF ⩾ n e dimBF ⩾ n, então para que essas dimensões sejam iguais temos que elas devem
ser n, pois se dimB > n e dimB > n, com essa hipotése não podemos garantir que as dimensões
box-counting inferior e superior convergem para o mesmo valor.

Proposição 5.17 (Estabilidade Finita). Sejam F e Y subconjuntos Rn, então dimB(F ∪Y ) =
max

{
dimBF,dimBY

}
.

Demonstração. É fácil ver que, se C1 e C2 são, respectivamente, uma cobertura de F formada por
Nδ(F ) conjuntos de diâmetro menor do que ou igual a δ e uma cobertura de Y formada por Nδ(Y )
conjuntos de diâmetro menor do que ou igual a δ, então C1∪C2 é uma cobertura de F ∪Y formada
por no máximo Nδ(F ) + Nδ(Y ) conjuntos de diâmetro menor do que ou igual a δ. Sendo assim,
pode-se concluir que

Nδ(F ∪ Y ) ≤ Nδ(F ) +Nδ(Y ),

uma vez que se F ∩ Y ̸= 0 temos a desigualdade restrita Nδ(F ) + Nδ(Y ) > Nδ(F ∪ Y ). Assim,
vamos supor que:

Nδ(F ) ⩽ Nδ(Y ). (5.21)

Dado δ tal que 0 < δ < 1, de maneira análoga ao passo feito anteriormente, por 5.21 temos que:

lim
δ→0

sup

{
logNδ(F ∪ Y )

− log δ

}
⩽ lim

δ→0
sup

{
Nδ(F ) +Nδ(Y )

− log δ

}
somando Nδ(Y ) em ambos os lados da desigualdade 5.21, temos que:

Nδ(F ) +Nδ(Y ) ⩽ 2Nδ(Y ).
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Então,

lim
δ→0

sup

{
logNδ(F ∪ Y )

− log δ

}
⩽ lim

δ→0
sup

{
log(2Nδ(Y ))

− log δ

}
⩽

����������:0
lim
δ→0

sup

{
log 2

− log δ

}
+ lim

δ→0
sup

{
logNδ(Y ))

− log δ

}
⩽ lim

δ→0
sup

{
logNδ(Y ))

− log δ

}
.

Portanto,
dimB(F ∪ Y ) ⩽ dimBY.

A desigualdade dimB(F∪Y ) ⩽ dimBF segue de maneira análoga, supondo queNδ(Y ) ⩽ Nδ(F ).

Proposição 5.18 (Faixa de valores). Seja X ⊆ Rn não-vazio e limitado, então temos que
0 ⩽ dimBX ⩽ dimBX ⩽ n

Demonstração. vamos considerar os seguintes casos:

• 0 ⩽ dimBX

Sabemos que Nδ(X) ⩾ 1, assim vamos analisar a fórmula da dimensão box-counting infe-
rior. Veja que dado δ tal que 0 < δ < 1, temos que as funções − log δ e log(Nδ(X)) são
sempre positivas, portanto:

dimBX = lim
δ→0

inf

{
logNδ(X)

− log δ

}
⩾ 0

e se Nδ(X) = 1, temos que dimBX = 0.

• dimBX ⩽ dimBX

Segue essencialmente da definição da dimensão box-counting inferior e superior, de que o
ı́nfimo de um conjunto é sempre menor ou igual que o supremo deste mesmo conjunto. Por-
tanto,

dimBX = lim
δ→0

inf

{
logNδ(X)

− log δ

}
⩽ lim

δ→0
sup

{
logNδ(X)

− log δ

}
= dimBF

• dimBX ⩽ n

Podemos cobrir o conjunto X com uma δ-mesh2 C suficientemente grande, tal que X ⊂ C.
Assim, usando a propriedade (2) da monotonicidade, temos que:

Nδ(X) ⩽ Nδ(C) ⩽ k · δ−n. (5.22)

Dado δ tal que 0 < δ < 1, de maneira análoga ao passo feito anteriormente, por meio de 5.22,
temos que:

lim
δ→0

sup

{
logNδ(X)

− log δ

}
⩽ lim

δ→0
sup

{
logNδ(C)

− log δ

}
⩽ lim

δ→0
sup

{
log k · δ−n

− log δ

}
2δ-mesh é uma cobertura composta por cubos de lado δ.
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lim
δ→0

sup

{
logNδ(X)

− log δ

}
⩽

����������:0
lim
δ→0

sup

{
log k

− log δ

}
+ lim

δ→0
sup

{
−n · log δ
− log δ

}
dimBX = lim

δ→0
sup

{
logNδ(X)

− log δ

}
⩽ n.

Portanto, dimBX ⩽ n.

Proposição 5.19 (Conjuntos Finitos). Seja X ⊂ Rn não-vazio e finito então dimB X = 0.

Demonstração. Vamos provar inicialmente que dimB{x} = 0. De fato, para todo δ > 0, qualquer
conjunto de diâmetro δ cobre {x}, então:

Nδ({x}) = 1. (5.23)

Dado 0 < δ < 1, de maneira análoga ao passo feito anteriormente, por 5.23 temos que:

lim
δ→0

sup

{
logNδ({x})

− log δ

}
= lim

δ→0
sup

{
log 1

− log δ

}
= 0

Portanto, dimB{x} = 0.
Assim, se X = {x1, · · · , xn}, então pela proposição 5.17, temos que:

dimBX = max
{
dimB{x1}, · · · , dimB{xn}

}
= 0.

Além disso, resulta da proposição 5.18 que

0 ⩽ dimBX ⩽ dimBX = 0,

e, consequentemente, dimBX = 0. Portanto, dimB X = 0.

5.3 Limitações da dimensão box-counting

É intuitivo pensar que uma famı́lia enumerável de pontos possui dimensão igual a 0. No entanto,
o próximo exemplo irá nos mostrar as limitações da dimensão box-counting.

Exemplo 5.20. Considere o conjunto enumerável

X =

{
1

k
: k ∈ N

}
∪ {0}

Sejam 0 < δ < 1
2 e k ∈ N tais que

1

k
· 1

k + 1
≤ δ <

1

k
· 1

k − 1
.

É fácil ver que, se diamU ≤ δ, então, como a distância entre quaisquer dois pontos de X é no
mı́nimo 1

k − 1
k−1 , e

1

k
− 1

k − 1
=

1

k(k − 1)
> δ,

no máximo um ponto de {1, 12 , . . . ,
1
k} pode pertencer a U (pois, nesse caso, a distância entre

quaisquer dois pontos de U é, necessariamente, menor do que ou igual a δ). Consequentemente, são
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necessários pelo menos k subconjuntos de diâmetro δ para cobrir X — a partir do que conclúımos,
por fim, que Nδ(X) ≥ k. Sendo assim,

dimB(X) = lim inf
δ→0

logNδ(X)

− log δ

≥ lim inf
k→∞

log k

k(k + 1)

= lim inf
k→∞

log k

2 log k log
(
1 + 1

k

) =
1

2
.

A seguir, notemos que
1

k
· 1

k + 1
≤ δ ⇒ (k + 1)δ >

1

k
.

Por conseguinte, [0, 1k ] ⊆ [0, δ]∪ [δ, 2δ]∪ . . .∪ [kδ, (k+1)δ]}. Por sua vez, é claro também que, para

cada j ∈ {1, . . . , 1k}, tem-se j ∈ [j − δ
2 , j +

δ
2 ]. Logo,

C :=

{
[0, δ], [δ, 2δ], . . . , [kδ, (k + 1)δ], [1− δ

2
, 1 +

δ

2
], . . . , [

1

k − 1
− δ

2
,

1

k − 1
+

δ

2
]

}
é uma cobertura de X formada por 2k elementos. Dessa forma,

dimB X = lim sup
δ→0

logNδ(X)

− log δ

≤ lim sup
k→∞

log 2k

log(k(k − 1))

= lim sup
k→∞

log 2 + log k

2 log k + log
(
1− 1

k

) =
1

2
.

Portanto, como 1
2 ≤ dimB(X) ≤ dimB(X) ≤ 1

2 , podemos concluir que

dimB(X) =
1

2
.

Em particular, neste exemplo, X é um conjunto enumerável com dimB(X) > 0 que é uma
propriedade indesejável para a sua dimensão.

Por fim, uma das propriedades que gostaŕıamos que a dimensão box-couting cumprisse é a
estabilidade infinita, isto é,

dim

( ∞⋃
i=1

Xi

)
= sup

i≥1
dim(Xi).

Mas essa propriedade não é válida para a dimensão box-couting. Basta considerar o conjunto
enumerável Q∩ [0, 1]. Como podemos decompor Q =

⋃∞
i=1 xi. Resulta do fato de que dimB xi = 0,

que:

dimB

( ∞⋃
i=1

xi

)
= dim (Q ∩ [0, 1]) = 1 ̸= 0 = sup

i≥1
dimB(xi).

5.4 Exemplos Básicos

Nessa seção calcularemos a dimensão box-countig do conjunto unitário, do intervalo da
reta e do conjunto de Cantor ternário.

Exemplo 5.21. Seja X = {x} um único ponto. Então para qualquer δ > 0, temos que N(X, δ) = 1
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já que podemos cobrir x pela única conjunto U tal que x ∈ U . Com isso, podemos concluir que
dimB(X) = 0 e, portanto, dimB(X) = 0.

Exemplo 5.22. (Intervalo da reta). Seja X = [0, 1]. Note que para qualquer ϵ > 0 nós temos que⌊
1

2ϵ

⌋
≤ N(X, ϵ) ≤

⌊
1

ϵ

⌋
+ 1

em que ⌊·⌋ é a parte inteira.
Para cada i ∈

{
0, . . . ,

⌊
1
ϵ

⌋}
, seja xi := ϵi. É fácil ver que

{
B(xi, ϵ) : i ∈ {0, . . . ,

⌊
1
ϵ

⌋}
é uma cobertura

aberta deX formada por
⌊
1
ϵ

⌋
+1 bolas B(xi, ϵ). Para ver isso, basta notar que x⌊ 1

ϵ ⌋ ∈ B

(
xx⌊ 1

ϵ ⌋
, ϵ

)
,

e que, se x ∈ [0, 1), e k := max
{
i ∈
{
0, . . . ,

⌊
1
ϵ

⌋}
: xi ≤ x

}
, então

|x− xk| = x− xk < xk+1 − xk = ϵ · (k + 1)− ϵ · k = ϵ,

e, portanto, x ∈ B(xk, ϵ). Por exemplo, tomando ϵ = 1
5 , teremos uma cobertura formada por 6

bolas que pode ser observado pela figura 5.2. Por sua vez, para obter o limite inferior, é suficiente

Figura 5.2. Exemplo tomando ϵ = 1
5 para a cobertura da cota superior.

Fonte: autora.

observarmos que, para qualquer x ∈ X, B(x, ϵ) é um intervalo aberto de comprimento 2ϵ em R.
Consequentemente, qualquer cobertura deX por intervalos abertos de comprimento 2ϵ deve possuir
pelo menos

⌊
1
2ϵ

⌋
intervalos. Por exemplo, se tomarmos ϵ = 1

5 , qualquer cobertura de X por bolas
abertas de raio ϵ deve ser formada por pelo menos duas bolas, como pode ser observado pela figura
5.3.

Figura 5.3. Cobertura de X por duas bolas.

Fonte: autora.

Dado ϵ ∈
(
0, 12
)
, é imediato ver que

1

ϵ
<

⌊
1

ϵ

⌋
+ 1 ≤ 1

ϵ
+ 1.

Sendo assim, temos que:

log

(
1

ϵ

)
︸ ︷︷ ︸
=− log(ϵ)

< log

(⌊
1

ϵ

⌋
+ 1

)
≤ log

(
1

ϵ
+ 1

)
,
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e, consequentemente,

1 <
log
(⌊

1
ϵ

⌋
+ 1
)

− log (ϵ)
≤

− log
(
1
ϵ + 1

)
log (ϵ)

.

Dessa forma, como

lim
ϵ→0

− log
(
1
ϵ + 1

)
log (ϵ)

= lim
ϵ→0

− log
(
1+ϵ
ϵ

)
log (ϵ)

= lim
ϵ→0

log (ϵ)− log (1 + ϵ)

log (ϵ)

= lim
ϵ→0

[
1− log (1 + ϵ)

log (ϵ)

]
= 1.

Resulta do teorema do confronto que

lim sup
ϵ→0

− log
(⌊

1
ϵ

⌋
+ 1
)

log (ϵ)
= lim

ϵ→0

− log
(⌊

1
ϵ

⌋
+ 1
)

log (ϵ)
= 1.

Analogamente, como

0 <
1

2ϵ
− 1 < ⌊⌋ − 1 ≤ 1

2ϵ
,

temos

log

(
1

2ϵ
− 1

)
< log

(⌊
1

2ϵ

⌋)
≤ log

(
1

2ϵ

)
.

Por conseguinte,
− log

(
1
2ϵ − 1

)
log (ϵ)

<
log
(⌊

1
ϵ

⌋)
log (ϵ)

≤
− log

(
1
2ϵ

)
log (ϵ)

.

Logo, como

lim
ϵ→0

− log
(
1
2ϵ − 1

)
log (ϵ)

= lim
ϵ→0

− log
(
1−2ϵ
2ϵ

)
log (ϵ)

= lim
ϵ→0

log (2ϵ)− log (1− 2ϵ)

log (ϵ)

= lim
ϵ→0

{
1 +

1

log (ϵ)
· [log (2)− log (1− 2ϵ)]

}
= 1,

e

lim
ϵ→0

log
(
1
2ϵ

)
log (ϵ)

= lim
ϵ→0

log
(
2ϵ
2ϵ

)
log (ϵ)

= lim
ϵ→0

log (2) + log (ϵ)

log (ϵ)

= lim
ϵ→0

{
log (2)

log (ϵ)
+ 1

}
= 1,

podemos concluir, pelo teorema do confronto que,

lim inf
ϵ→0

− log
(⌊

1
2ϵ

⌋
)
)

log (ϵ)
= lim

ϵ→0

− log
(⌊

1
2ϵ

⌋)
log (ϵ)

= 1.

Portanto, dimB (X) = 1.

Lema 5.23. Sejam f : ]0, 1[→ R uma função e (gn)n∈N uma sequência. Nessas condições, se existir
uma função φ : ]0, 1[→ N tal que limϵ→0+ φ(ϵ) = +∞, e tal que f(ϵ) ≤ gφ(ϵ) qualquer que seja
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ϵ ∈]0, 1[, então
lim sup
ϵ→0+

f(ϵ) ≤ lim sup
m→+∞

gm.

Demonstração. Suponhamos, por absurdo, que exista uma tal φ, e que, no entanto, tenhamos
limϵ→0 f(ϵ) > lim supm→∞ gm. Nesse caso, podemos fixar B ∈ R de modo que

lim sup
ϵ→0+

f(ϵ) > B > lim sup
m→∞

gm.

Como, por hipótese, B > lim supm→∞ gm, existe m0 ∈ N tal que supm≥m0
gm ≤ B, pois, se

supm≥m0
gm > B qualquer que fosse m0 ∈ N, teŕıamos, necessariamente

lim sup
m0→∞

:= lim
m→∞

sup
m≥m0

gm ≥ B.

Por sua vez, como limϵ→0+ φ(ϵ) = +∞, existe ϵ0 ∈]0, 1[ tal que φ(ϵ) ≥ m0 qualquer que seja ϵ ∈
]0, ϵ0[. Além disso, como lim supϵ→0+ f(ϵ) > B, é fácil ver que podemos fixar ϵ ∈]0, ϵ0[ de modo que
f(ϵ) > B (pois, se f(ϵ) ≤ B qualquer que fosse ϵ ∈]0, ϵ0[, supϵ∈]0,ϵ0[ f(ϵ) ≤ B, e, consequentemente,
lim supδ→0+ φ(δ) := infδ∈]0,1] supϵ∈]0,δ[] f(ϵ) ≤ supϵ∈]0,ϵ0[ f(ϵ) ≤ B). Como, porém, ϵ ∈]0, ϵ0[, φ(ϵ) ≥
m0, e, portanto,

B < f(ϵ) ≤ gφ(ϵ) ≤ sup
m≥m0

gm ≤ B

— o que, evidentemente, é uma contradição.

Exemplo 5.24 (Conjunto de Cantor ternário). Seja C 1
3
o conjunto de Cantor ternário

usual. É facil ver que, para cada n ∈ N, a coleção formada pelos intervalos presentes no estágio n
da construção de C 1

3
é uma cobertura de C 1

3
. Em outras palavras, para cada n ∈ N,

C
(n)
1
3

:=
1⋃

i1=0

. . .
1⋃

in=0

[
2i1
3

+
2i2
32

+ . . .+
2in
3n

,
2i1
3

+
2i2
32

+ . . .+
2in
3n

+
1

3n

]

contém o conjunto de Cantor. De fato, como C 1
3
=
⋂

n∈NC 1
3

(n) , temos C 1
3
⊆ C

(n)
1
3

qualquer que seja

n ∈ N. Sejam ϵ ∈
]
0, 16
[
e

n := min

{
k ∈ N :

1

3k+1
≤ 2ϵ

}
.

Temos, evidentemente, 1
3n+1 ≤ 2ϵ < 1

3n . Sendo assim, se, para cada um dos 2n+1 intervalos presentes
na etapa n+1 da construção do conjunto de Cantor, fixarmos um intervalo de comprimento 2ϵ que
o contém e, em seguida, considerarmos a coleção formada por esses 2n+1 intervalos de comprimento
2ϵ, obteremos uma cobertura de C 1

3
formada por 2n+1 “bolas” de raio ϵ. Logo,

N
(
C 1

3
, ϵ
)
≤ 2n+1,

e, consequentemente,

dimB

(
C 1

3

)
= − lim sup

ϵ→0

logN
(
C 1

3
, ϵ
)

log ϵ
≥ − lim sup

n→+∞

log 2n+1

log 3n

2

=
log 2

log 3
.

Dado δ ∈
]
0, 16
[
, consideremos, agora, uma cobertura de C 1

3
formada por N(C 1

3
, δ) bolas de

raio δ (isto é, intervalos de comprimento 2δ). Seja

n := min

{
k ∈ N :

1

3k+1
< 2δ

}
.
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É imediato ver que 1
3n+1 < 2δ ≤ 1

3n . Por conseguinte, como a distância entre quaisquer dois
intervalos distintos presentes no ńıvel n da contrução do conjunto de Cantor é maior do que ou
igual a 1

3n , cada uma das bolas dessa cobertura pode intercectar no máximo um desses 2n intervalos.
Sendo assim, como cada um desses intervalos possui pontos do conjunto de Cantor, devemos ter,
necessariamente,

N
(
C 1

3
, δ
)
≥ 2n.

Logo,

dimB

(
C 1

3

)
= − lim inf

δ→0

logN
(
C 1

3
, δ
)

log δ
≥ − lim inf

n→+∞

log 2n+1

log 3n+1

2

=
log 2

log 3
.

Por fim, como
log 2

log 3
≤ dimB

(
C 1

3

)
≤ dimB

(
C 1

3

)
≤ log 2

log 3
,

podemos concluir que a dimensão box-counting de C 1
3
existe e é igual a log 2

log 3 .
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Caṕıtulo 6

Dimensão de Hausdorff

Neste caṕıtulo, voltaremos nossa atenção ao estudo da medida exterior de Hausdorff e suas
propriedades. Em seguida, definiremos a dimensão de Hausdorff de um subconjunto do Rn. Poste-
riormente, calcularemos a dimensão de Hausdorff do conjunto de Cantor ternário e da Cantor Dust
via definição. Por fim, mostraremos que a curva de Takagi é um fractal cujas dimensões fractal e
topológica são ambas iguais a 1, mostrando um exemplo de fractal que é excluido pela definição
de Mandelbrot 1.1. Utilizamos como referência principal deste caṕıtulo o livro “Fractal geome-
try: mathematical foundations and applications” [Fal04], do autor Falconer, e como referências
complementares [VDE18], [SA11], [Mad06] e [Edg08].

6.1 Medida Exterior de Hausdorff

Definição 6.1. Seja X um subconjunto de Rn e d ≥ 0. Para cada δ > 0, definimos:

Hd
δ(X) = inf

{ ∞∑
i=1

(diam(Ui))
d : {Ui}i∈N ∈ Cδ(X)

}
.

Tomando todas as posśıveis coberturas de X por conjuntos de diâmetro menor que δ, nosso
objetivo é minimizar a soma dos diâmetros. É fácil ver que se δ e δ′ são tais que δ < δ′, então{ ∞∑

i=1

(diam(Ui))
d : {Ui}i∈N ∈ Cδ(X)

}
︸ ︷︷ ︸

:=A

⊆

{ ∞∑
i=1

(diam(Ui))
d : {Ui}i∈N ∈ Cδ′(X)

}
︸ ︷︷ ︸

:=B

,

com isso, inf B ≤ inf A. Consequentemente, a aplicação

g : ]0,+∞[→ [0,+∞]

δ 7→ Hd
δ(X)

é monótona não crescente, e, portanto, limδ→0+ Hd
δ(X) existe e é igual ao supremo do conjunto{

Hd
δ (X) : δ > 0

}
. Dividiremos a demonstração disso em dois casos:

• Se o conjunto {Hd
δ(X) : δ > 0} é limitado superiormente por um número real, então ele

admite um supremo finito L. Dado, então ϵ > 0, existe δ0 ∈]0,+∞[ tal que L−ϵ < g(δ0) ≤ L.
E como g é não crescente, disso result que para todo δ ∈]0, δ0[, tem-se

L− ϵ < g(δ0) ≤ g(δ) ≤ L < L+ ϵ,

a partir do que concluimos, pela arbitrariedade do ϵ > 0, que

lim
δ→0+

g(δ) = L.

59
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• Se o conjunto {Hd
δ(X) : δ > 0} não é limitado superiormente por um número real, então para

todo M > 0 dado, existe δ0 ∈]0,+∞[ tal que g(δ) > M . Como g é não crescente, para todo
δ ∈]0, δ0[, tem-se

g(δ) ≥ g(δ0) > M.

E como M > 0 é arbitrário, resulta da definição de limite que

lim
δ→0+

g(δ) = +∞ = sup {g(δ) : δ > 0} .

Logo, em qualquer um dos casos,

lim
δ→0+

Hd
δ(X) = sup

δ>0
Hd

δ(X).

Observação 6.2. Na demonstração da proposição a seguir, adotaremos a convenção de que∑
A∈∅

A = 0.

Proposição 6.3. Sejam d ≥ 0 e δ > 0. Nessas condições, a aplicação

Hd
δ : P(Rn) → [0,+∞]

X 7→ Hd
δ (X) (6.1)

é uma medida exterior.

Demonstração. • Como ∅ é uma cobertura de ∅ (pois, ∅ ⊆
⋃

U∈∅ U), resulta da observação 6.2
que, para cada δ > 0, tem-se

Hd
δ(∅) = inf

{ ∞∑
i=1

(diam(Ui))
d : {Ui}i∈N ∈ Cδ(∅)

}
≤
∑
U∈∅

(diam(U))d = 0.

• Para quaisquer A,B ⊆ Rn tais que A ⊆ B, Hd(A) ≤ Hd(B). Para mostrarmos isso, consi-
deremos, inicialmente, A,B ⊆ Rn tais que A ⊆ B e uma δ-cobertura {Ui}i∈N de B. Como
A ⊆ B, {Ui}i∈N é, também, uma δ-cobertura de A. Consequentemente,

Hd
δ(A) ≤

∞∑
i=1

(diam(Ui))
d .

E, como {Ui}i∈N ∈ Cδ(B) é completamente arbitrária, disso conclúımos, por fim, que

Hd
δ(A) ≤ inf

{ ∞∑
i=1

(diam(Vi))
d : {Vi}i∈N ∈ Cδ(B)

}
= Hd

δ(B).

• Seja ϵ > 0, e seja (Aj)j∈N uma sequência de subconjuntos de Rn. Como para cada j ∈ N,
Hd

δ(Aj) = inf
{∑∞

i=1(diam(Ui))
d : {Ui}i∈N ∈ Cδ(Aj)

}
, para cada j ∈ N podemos fixar uma

δ-cobertura {B(i,j)}i∈N de Aj de modo que

∞∑
i=1

(diam(B(i,j)))
d ≤ Hd

δ(Aj) +
ϵ

2j
.

É fácil ver que
⋃∞

j=1Aj ⊆
⋃∞

i,j=1B(i,j), uma vez que para cada j ∈ N, Aj ⊆
⋃∞

i=1B(i,j). Seja

φ : N → N × N uma bijeção, e, para cada k ∈ N, seja B̃k = Bφ(k). Como φ é uma bijeção,
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tem-se, evidentemente,
⋃∞

i,j=1B(i,j) =
⋃∞

k=1 B̃k. Logo,
⋃∞

j=1Aj ⊆
⋃∞

k=1 B̃k, e, portanto,

Hd
δ

(⋃∞
j=1Aj

)
≤
∑∞

k=1(diam(B̃k))
d. Como, porém, para cada m ∈ N,

∑m
k=1(diam(B̃k))

d ≤∑∞
i,j=1(diam(B(i,j)))

d, tem-se

∞∑
k=1

(diam(B̃k))
d ≤

∞∑
i=1

∞∑
i=1

(diam(B(i,j)))
d.

E, como, para cada j ∈ N,
∑∞

i=1(diam(B(i,j)))
d ≤ Hd

δAj +
ϵ
2j
, disso resulta, por fim, que

Hd
δ

 ∞⋃
j=1

Aj

 ≤
∞∑
j=1

[ ∞∑
i=1

(diam(B(i,j)))
d

]

≤
∞∑
j=1

[
Hd

δ(Aj) +
ϵ

2j

]
=

∞∑
j=1

Hd
δ(Aj) +

∞∑
j=1

ϵ

2j

=
∞∑
j=1

Hd
δ(Aj) + ϵ.

— a partir do que concluimos, pela arbitrariedade de ϵ > 0, que

Hd
δ

 ∞⋃
j=1

Aj

 ≤
∞∑
j=1

Hd
δ(Aj).

Proposição 6.4. Para cada d ≥ 0 a aplicação

Hd : P(Rn) → [0,+∞]

X 7→ lim
δ→0+

Hd
δ(X) (6.2)

é uma medida exterior.

Demonstração. Seja d ≥ 0. Nessas condições:

• É fácil ver que Hd(∅) = 0, pois para cada δ > 0 Hd
δ(∅) = 0 qualquer que seja d ≥ 0, sendo

assim, tem-se
Hd(∅) = lim

δ→0+
Hd

δ(∅) = lim
δ→0+

0 = 0.

• Para quaisquer A,B ⊆ Rn tais que A ⊆ B, Hd(A) ≤ Hd(B). Para ver isso, basta notar que
para cada δ > 0, Hd

δ(A) ≤ Hd
δ(B), disso resulta que

Hd(A) = lim
δ→0+

Hd
δ(A) ≤ lim

δ→0+
Hd

δ(B) = Hd(B).

• Para qualquer sequência {Ai}i∈N de subconjuntos de Rn, temos que para cada δ > 0 e cada
i ∈ N,

Hd
δ(Ai) ≤ sup

ϵ>0
Hd

ϵ (Ai) = Hd(Ai).

Consequentemente, para cada i ∈ N e cada δ > 0, tem-se

Hd
δ

( ∞⋃
i=1

Ai

)
≤

∞∑
i=1

Hd
δ(Ai) ≤

∞∑
i=1

Hd(Ai).
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Sendo assim,

Hd

( ∞⋃
i=1

Ai

)
= sup

δ>0
Hd

δ

( ∞⋃
i=1

Ai

)
≤

∞∑
i=1

Hd(Ai).

Definição 6.5 (Medida exterior de Hausdorff). Amedida exteriorHd é chamada demedida
exterior de Hausdorff de dimensão d.

Observação 6.6. Resulta do teorema de Caratheodory que

A :=
{
A ⊆ X : ∀ E ⊆ X,Hd(E) = Hd(E ∩A) +Hd(E ∩Ac)

}
é uma σ-álgebra, e que Hd

∣∣∣
A
é uma medida.

Observação 6.7. A medida de Hausdorff d-dimensional em Rn generaliza as ideias de compri-
mento, área, volume, etc, uma vez que ela é um múltiplo da medida de Lebesgue Ln, isto é, se

cn = π
n
2

2n(n
2 )!

é o volume da bola unitária de Rn, então Hd(A) = Ld(A)
cn

, para todo boreliano A ⊆ Rn.

Da mesma forma que a dimensão box-couting possui um bom comportamento com relação as
aplicações Lipschitz, veremos a seguir que o mesmo ocorre com a medida de Hausdorff.

Proposição 6.8. Seja X ⊆ Rn, e seja f : X → Rn uma aplicação tal que |f(x)−f(y)| ≤ c|x−y|α
para x, y ∈ X e constanstes α > 0 e c > 0. Então para cada s, H

s
α (f(X)) ≤ c

s
αHs(X).

Demonstração. Se {Ui} é uma δ-cobertura de X. Como

diam(f(X ∩ Ui)) ≤ c diam(X ∩ Ui)
α ≤ cdiam(Ui)

α,

disso segue que {f(X ∩ Ui)} é uma cδα-cobertura de f(X). Portanto,∑
i

diam(f(X ∩ Ui)
s
α ≤ c

s
α

∑
i

diam(Ui)
s.

Com isso,

H
s
α
cδα(X) ≤ c

s
αHs

δ(X).

Tomando δ → 0, obtemos
H

s
α (f(X)) ≤ c

s
α (X).

O resultado para o caso Lipschitz é imediato ao tomarmos α = 1.

A seguir apresentaremos dois corolários imediatos da proposição 6.8.

Corolário 6.9. Se f é Lipschitz, então Hs(f(X)) ≤ csHs(X).

Demonstração. Consequência imediata da proposição 6.8 tomando α = 1.

Proposição 6.10. Seja f : Rn → Rn uma aplicação de similaridade com fator de escala r > 0. Se
X ⊆ Rn, então Hs(f(X)) = rsHs(X).

Demonstração. Já que |f(x)− f(y)| = r|x− y|, então

|f−1(x)− f−1(y)| = r−1|x− y|

para x, y ∈ X. Aplicando a proposição 6.8 para f e a f−1 obtemos o desejado.
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6.2 Dimensão de Hausdorff

Nesta seção vamos apresentar a dimensão de Hausdorff, bem como, suas propriedades.

Lema 6.11. Para cada A ⊂ Rn existe um único d ∈ [0,∞] de tal modo que:

Ht(A) =

{
∞, para cada t < d,

0, para cada t > d.

Demonstração. Dados d < t e {Ui}∞i=1 é uma δ- cobertura de A temos que:∑
i

(diamUi)
t ≤

∑
i

(diamUi)
d · (diamUi︸ ︷︷ ︸

<δ

)t−d

≤ δt−d ·
∑
i

(diamUi)
d.

Tomando o ı́nfimo sobre todas as posśıveis δ-coberturas:

inf

{∑
i

(diamUi)
t : Ui ∈ Cδ(A)

}
≤ inf

{
δt−d

∑
i

(diamUi)
d : Ui ∈ Cδ(A)

}
.

Assim, temos que:
Ht(A) ≤ δt−dHd

δ(A).

Com isso, se Hd(A) < ∞, então Hd
δ(A) < ∞ para δ suficientemente pequeno. Portanto, tomando

o limite quando δ → 0 segue Ht(A) = 0 para t > d. Analogamente, temos que:

δ−(t−d) · Ht(A) ≤ Hd
δ(A).

Assim, se 0 < Ht(A), então 0 < Ht(A) ≤ Ht
δ(A) para todo δ e tomando o limite quando δ → 0

segue Hd(A) = ∞ para t < d.

O Lema 6.11 motiva a definição da dimensão de Hausdorff de um determinado conjunto A, o
qual a denotaremos por dimHA.

Definição 6.12 (dimensão de Hausdorff). A dimensão de Hausdorff de A é dado por

dimH(A) = inf{d ≥ 0 : Hd(A) = 0} = sup{d ≥ 0 : Hd(A) = ∞}.

Figura 6.1. Dimensão de Hausdorff.

Fonte: autora.
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Observação 6.13. A dimensão de Hausdorff de um conjunto F ⊆ Rn é o único número real
d ∈ [0,+∞[ tal que, para todo s ∈ [0,+∞[,

s < d ⇒ Hs(F ) = +∞,

e
s > d ⇒ Hs(F ) = 0.

De modo intuitivo, a dimensão de Hausdorff de F é o ponto em que a aplicação Hs “salta” de +∞
para 0, como podemos observar na Figura 6.1.

Apresentamos a seguir algumas propriedades da dimensão de Hausdorff.

Proposição 6.14. A dimensão de Hausdorff do conjunto vazio é igual a 0.

Demonstração. Vimos na proposição 6.4 que Hd(∅) = 0 qualquer que seja d ≥ 0. Portanto,

dimH ∅ = sup
{
d ≥ 0 : Hd(∅) = ∞

}
= 0,

pois, H0(∅) = ∞, e Hd(∅) = 0 qualquer que seja d > 0.

Proposição 6.15 (Monotonicidade). Se A ⊆ B, então dimH(A) ≤ dimH(B).

Demonstração. Já que A ⊆ B, então toda cobertura de B também será uma cobertura de A.
Com isso, decorre, imediatamente, da propriedade da monotonicidade de medida de Hausdorff que
garante Hd(A) ≤ Hd(B) qualquer que seja d ≥ 0. Como Hd(A) ≤ Hd(B), se Hd(A) = ∞, então
Hd(B) = ∞. Sendo assim,{

d ≥ 0 : Hd(A) = ∞
}
⊆
{
d ≥ 0 : Hd(B) = ∞

}
,

consequentemente,

sup
{
d ≥ 0 : Hd(A) = ∞

}
≤ sup

{
d ≥ 0 : Hd(B) = ∞

}
.

Portanto, dimH(A) ≤ dimH(B)

Proposição 6.16 (Estabilidade Enumerável). Se {Xi}i∈N é uma coleção enumerável de sub-
conjuntos de Rn, então

dimH

( ∞⋃
i=1

Xi

)
= sup

i≥1
{dimH(Xi)} .

Demonstração. Para todo i ∈ N, Xi ⊆
⋃∞

i=1Xi. Sendo assim, pela proposição 6.15 (monotonici-
dade), para todo i ∈ N, temos que

dimHXi ≤ dimH

( ∞⋃
i=1

Xi

)
.

Como dimH (
⋃∞

i=1Xi) é uma cota superior para {dimHXi : i ∈ N}, podemos concluir que

sup
i≥1

dimHXi ≤ dimH

( ∞⋃
i=1

Xi

)
.

Ademais, seja s ≥ supi≥1 dimH(Xi) qualquer que seja i ∈ N, consequentemente, Hs(Xi) = 0 para
todo i ∈ N. Por essa razão, pela proposição 6.4 (subaditividade enumerável), temos

Hs

( ∞⋃
i=1

Xi

)
≤

∞∑
i=1

Hs(Xi) = 0.
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Disso resulta que

dimH

( ∞⋃
i=1

Xi

)
≤ s

Portanto,

dimH

( ∞⋃
i=1

Xi

)
≤ sup

i≥1
dimH(Xi).

Proposição 6.17. Se X ⊆ Rn é um conjunto enumerável ou finito, então dimH(X) = 0.

Demonstração. Se X é enumerável ou finito, então podemos escrever X como uma união de con-
juntos unitários, isto é, X =

⋃∞
i=1Xi tal que para todo i ∈ N, Xi é um conjunto unitário. Como

para cada i ∈ N, H0(Xi) = 1 e Hd(Xi) = 0 qualquer que seja d > 0, podemos concluir que para
cada i ∈ N, dimHXi = 0. Logo resulta da proposição 6.16 (estabilidade enumerável) que

dimHX = dimH

∞⋃
i=1

Xi = sup
i≥1

dimHXi = 0.

Proposição 6.18. Seja X ⊆ Rn e suponha que f : X → Rn satisfaz a condição de Holder
|f(x)− f(y)| ≤ c|x− y|α para x, y ∈ X. Então dimH f(X) ≤ 1

α dimH(X).

Demonstração. Como, por hipótese, a desigualdade de Holder é válida, pela proposição 6.8 temos
que H

s
α (f(X)) ≤ c

s
αHs(X) para todo s. Observe que se dimHX < s, então pela definição da

dimensão de Hausdorff Hs(X) = 0, o que implica que H
s
α (f(X)) = 0. Portanto, novamente pela

definição ção da dimensão de Haudorff, dimH f(X) < s
α . Assim, tomando o ı́nfimo dos s, temos

que

dimH f(X) ≤ 1

α
dimHX <

s

α
.

Corolário 6.19. Se f é uma aplicação Lipschitz, então dimH(f(X)) ≤ dimH(X)

Demonstração. Consequência imediata da proposição 6.18 tomando α = 1.

Definição 6.20 (Aplicação bi-Lipschitz). Seja X ⊆ Rn. Uma aplicação f : X → Rn é dita ser
bi-Lipschitz se existe c1, c2 ∈ R tal que

c1|x− y| ≤ |f(x)− f(y)| ≤ c2|x− y|.

Observação 6.21. Se f é bi-Lipschitz, então f é injetora. De fato, assuma que f(x) = f(y), então

|x− y| ≤ 1

c1
|f(x)− f(y)| = 0 =⇒ |x− y| = 0 =⇒ x = y.

Observação 6.22. Se f é bi-Lipschitz, então f−1 : f(X) → X é Lipschitz. De fato, observe que a
aplicação f−1 está bem definido por causa da observação 6.21. Seja a = f(x) e b = f(y) ∈ f(X).
Nós temos que

|f−1(a)− f−1(b)| = |f−1(f(x))− f−1(f(y))| = |x− y| ≤ 1

c1
|f(x)− f(y)| = 1

c1
|a− b|.

Proposição 6.23. Se f : X → Rm é uma transformação bi-Lipschitz, então dimH f(X) =
dimH(X).
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Demonstração. Pelo corolário 6.19, temos que dimH(f(X)) ≤ dimH(X). Usando a observação 6.22,
nós sabemos que f−1 é Lipschitz. Portanto, podemos aplicar o corolário 6.19 também em f−1, e
dáı

dimH(X) = dimH(f
−1(f(X))) ≤ dimH(f(X)).

Proposição 6.24. Para cada conjunto não vazio limitado X ⊆ Rn,

dimH(X) ≤ dimB(X) ≤ dimB(X).

Demonstração. Suponha que 1 < Hd(X) = lim
δ→0

Hd
δ(X) para algum d ≥ 0. Como lim

δ→0
Hd

δ(X) > 1,

resulta da definição de limite que existe um δ0 ∈ [0, 1] tal que, para todo 0 < δ < δ0, Hd
δ(X) > 1.

Seja
{
U1, . . . , UNδ(X)

}
uma cobertura de X formada por Nδ(X) conjuntos de diâmetro menor ou

igual a δ. Como

Hd
δ(X) = inf

{ ∞∑
i=1

(diam(Ui))
d : {Ui}i∈N ∈ Cδ(X)

}
,

podemos concluir que

Hd
δ(X) ≤

Nδ(X)∑
j=1

(diam(Uj))
d ≤ Nδ(X)δd.

Logo, em particular, 1 < Nδ(X)δd qualquer que seja 0 < δ < δ0. Como a função logaritmica na
base e é estritamente crescente, disso resulta, por sua vez, que

0 = ln(1) < ln
(
Nδ(X)δd

)
= ln (Nδ(X)) + d ln(δ),

qualquer que seja 0 < δ < δ0. Logo, para todo 0 < δ < δ0, tem-se

d < − ln(Nδ(X))

ln(δ)

(pois δ < δ0 < 1 ⇒ ln(δ) < 0). Consequentemente, para todo 0 < ϵ < δ0,

inf

{
− ln (Nδ(X))

ln(δ)
: 0 < δ < ϵ

}
≥ d,

e, portanto,

dimB(X) = lim inf
δ→0

− ln (Nδ(X))

ln(δ)

= sup
ϵ>0

inf

{
− ln (Nδ(X))

ln(δ)
: 0 < δ < ϵ

}
≥ inf

{
− ln(Nδ(X))

ln(δ)
: 0 < δ < δ0

}
≥ d.

Sendo assim, para todo d ≥ 0,

d < dimH(X) ⇒ Hd(X) = ∞ > 1 ⇒ s ≤ dimB(X).

— a partir do que conclúımos, por fim, que dimH(X) ≤ dimB(X).

Definição 6.25 (Totalmente Desconexo). Um espaço X é totalmente desconexo se seus
únicos subconjuntos conexos são os unitários.

Proposição 6.26. Cada conjunto X ⊆ Rn com dimH(X) < 1 é totalmente desconexo.
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Demonstração. Sejam x e y dois pontos distintos de X. Defina a aplicação

f : Rn −→ [0,∞]

f(z) = |z − x|.

Usando a desigualdade triangular reversa temos que

|f(z)− f(w)| = ||z − x| − |w − x|| ≤ |(z − x)− (w − x)| = |z − w|,

então f é Lipschitz, e pelo corolário 6.19, dimH f(X) ≤ dimHX < 1. Portanto, f(X) é um
subconjunto de R com H1(f(X)) = 0, uma vez que dimH f(X) < 1, temos que 0 ≤ H1

δ(f(X)) ≤
δ1−dimH f(X)HdimH f(X)

δ f(X) qualquer que seja δ < 1. Mas,

lim
δ→0

H(dimH f(X))
δ (f(X))︸ ︷︷ ︸

H(dimH f(X))f(X)

< ∞ =⇒ lim
δ→0

δ · H(dimH f(X))(f(X)) = 0

teorema do confronto
=⇒ lim

δ→0
H1

δ(f(X)) = 0

=⇒ H1(f(X)) = 0.

e, além disso, R \ f(X) é denso em R. Sendo assim, existe um r ∈ R \ f(X) tal que r ∈ (0, y). Note
que, para todo z ∈ Rn,

z ∈ X =⇒
r/∈f(X)

f(z) ̸= r (6.3)

=⇒ (f(z) < r) ou (f(z) > r) (6.4)

=⇒ (|z − x| < r) ou (|z − x| > r) . (6.5)

Logo,
X = {z ∈ X : |z − x| < r}︸ ︷︷ ︸

:=A

∪{|z − x| > r}︸ ︷︷ ︸
:=B

.

Note que A e B são abertos de X, pois A = f−1((−∞, r) ∩ X) e B = f−1((r,+∞) ∩ X). Além
disso, x ∈ A, pois x ∈ X e |x − x| = 0 < r e y ∈ B, pois y ∈ X e r < f(y) = |y − x|, então x e y
estão em componentes conexas distintas de X. De fato, suponha por absurdo que x e y pertençam
à mesma componente conexa em X, a qual chamaremos de C. Observe que A ∩ C e B ∩ C são
abertos de C, pois A e B são abertos de X tal que

(A ∩ C) ∩ (B ∩ C) = (A ∩B)︸ ︷︷ ︸
=∅

∩C = ∅ ∩ C = ∅,

e
(A ∩ C) ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ C = X ∩ C = C.

Logo, x ∈ A ∩ C, e y ∈ B ∩ C, que é um absurdo, pois, por hipótese, C é conexo.

6.2.1 Exemplos Clássicos

Nessa seção apresentaremos alguns exemplos do cálculo da dimensão de Hausdorff de alguns
fractais.

Exemplo 6.27. Seja D a Cantor Dust. Afirmamos que D tem dimensão de Hausdorff igual a
d := 1 e, além disso, 1 ≤ Hd(D) ≤

√
2. Para ver isso, note que o k-ésimo estágio da construção da

Cantor Dust, Ek, consiste em 4k quadrados de lado 4−k e, portanto, de diâmetro 4−k
√
2. Tomando



68 DIMENSÃO DE HAUSDORFF 6.2

os quadrados de Ek como δ-cobertura de D em que δ = 4−k
√
2, obtemos uma estimativa

H1
δ(D) = inf

{ ∞∑
i=1

(diam(Ui))
1 : {Ui}i∈N ∈ Cδ(D)

}
≤

4k∑
i=1

(diam(Q))1 = 4k
(
4−k

√
2
)
=

√
2.

Portanto,
H1(D) = lim

δ→0+
H1

δ(D) = lim
δ→0+

√
2 =

√
2.

Para a estimativa inferior, considere a projeção ortogonal no eixo x, isto é, a aplicação

proj : R2 → R
(x, y) 7→ x.

Agora observe que a projeção ortogonal é uma aplicação Lipschitz, pois dados (x1, y1), (x2, y2) ∈ R2

tem-se que

| proj(x1, y1)− proj(x2, y2)| = |x1 − x2| ≤ ||(x1 − x2, y1 − y2)|| = ||(x1, y1)− (x2, y2)||.

Devido a construção de D, sua projeção no eixo x é o intervalo unitário [0, 1] como pode ser
observado na figura 6.2. Resulta da proposição 6.18 e, de que H1([0, 1]) = 1, tem-se

Figura 6.2. Construção da Cantor Dust.

Fonte: autora.

H1([0, 1]) = H1(projD) ≤ H1(D).

Logo, H1(D) ≥ 1. Portanto, dimH(D) = 1.

Lema 6.28. Todo subconjunto não vazio e limitado de R está contido em um intervalo fechado de
R com mesmo diâmetro do conjunto.

Demonstração. Seja U um subconjunto limitado e não vazio de R. Como, para quaisquer x, y ∈ U ,
vale que inf(U) ≤ x ≤ sup(U), e que inf(U) ≤ y ≤ sup(U), temos |x − y| ≤ sup(U) − inf(U)
quaisquer que sejam x e y em U . Por conseguinte, diam(U) ≤ sup(U)− inf(U). Seja ϵ > 0. Resulta
da definição de supremo que podemos fixar x′ ∈ U de modo que x′ > sup(U)− ϵ

2 . Da mesma forma,
resulta da definição de ı́nfimo que podemos fixar x′′ ∈ U de modo que x′′ < inf(U)+ ϵ

2 . Como x′ >
sup(U)− ϵ

2 , e x
′′ < inf(U)+ ϵ

2 , é imediato ver que x′−x′′ > sup(U)− inf(U)−ϵ. Consequentemente,
diam(U) ≥ |x′ − x′′| ≥ x′ − x′′ > sup(U)− inf(U)− ϵ. E, como ϵ > 0 é completamente arbitrário,
disso concluimos que diam(U) ≥ sup(U)− inf(U). Logo, diam(U) = sup(U)− inf(U), e, portanto,
[inf(U), sup(U)] é um intervalo fechado que contém U e cujo diâmetro é igual ao de U .

Lema 6.29. Se α ∈]0, 1[, então, para quaisquer a, b ∈ [0,+∞[, tem-se (a+ b)α ≤ aα + bα.

Demonstração. Seja α ∈]0, 1[, e seja a ≥ 0. Suponhamos, inicialmente, que a > 0 e consideremos a
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aplicação

f : [0,+∞[ −→ R
x 7−→ aα + xα − (a+ x)α.

Como f é cont́ınua em [0,+∞[, e como, para todo x ∈]0,+∞[,

x < x+ a ⇒ 1

x
>

1

x+ a

⇒
1−α>0

1

x1−α
>

1

(x+ a)1−α

⇒ xα−1 < (x+ a)α−1

⇒ f ′(x) = α · xα−1 − α(a+ x)α−1 > 0,

f é estritamente crescente em [0,+∞[. Logo, para todo b ∈ [0,+∞[, tem-se

aα + bα − (a+ b)α = f(b) ≥ f(0) = 0.

Se, por outro lado, a = 0, então, para todo b ∈ [0,+∞[, tem-se, evidentemente,

(a+ b)α = bα = aα + bα,

de modo que, também nesse caso, (a+ b)α ≤ aα + bα qualquer que seja b ∈ [0,+∞[.

Exemplo 6.30. O conjunto de Cantor ternário tem dimensão de Hausdorff igual a d := log 2
log 3 , e,

além disso, 1
2 ≤ Hd(C 1

3
) ≤ 1. Para mostrar isso, notemos, de ińıcio, que, para cada k ∈ N, a coleção{

Ekj : j ∈ {1, . . . , 2k}
}
dos 2k intervalos da k-ésima etapa da construção de C 1

3
é uma 1

3k
-cobertura

de C 1
3
. Disso resulta que

Hd
1

3k
(C 1

3
) inf

{ ∞∑
i=1

(diam(Ui))
d : {Ui}i∈N ∈ C 1

3k
(C 1

3
)

}

≤
2k∑
j=1

(diam(Ekj ))
d = 2k ·

(
1

3k

)d

=
2k

3kd

=
2k

ekd log(3)
=

2k

ek log(2)
=

2k

2k
= 1.

Consequentemente, Hd(C 1
3
) = lim

k→∞
Hd

1

3k

(C 1
3
) ≤ 1.

Agora vamos provar que Hd(C 1
3
) ≥ 1

2 . Para isso, mostraremos que, para qualquer cobertura

{Ui}i∈N de C 1
3
cujos elementos sejam conjuntos limitados, tem-se

∞∑
i=1

(diam(Ui))
d ≥ 1

2
. (6.6)

E, para tanto, vamos inicialmente provar que, se 6.6 valer no caso em que {Ui}i∈N é uma coleção
finita de intervalos fechados e limitados, então valerá qualquer que seja a cobertura {Ui}i∈N de C 1

3

cujos elementos sejam conjuntos limitados.1

Consideremos, pois, uma cobertura qualquer {Ui}i∈N de C 1
3
cujos elementos sejam conjuntos

limitados e suponhamos, sem perda de generalidade, que Ui seja não vazio qualquer que seja i ∈ N.
1Na verdade, a desigualdade 6.6 se verifica qualquer que seja a cobertura {Ui}i∈N de C 1

3
.
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Nessas condições, resulta do lema 6.28 que, para cada i ∈ N, podemos fixar um intervalo fechado
Ji := [ai, bi] de modo que Ui ⊆ Ji, e diam(Ji) = diam

(
Ui

)
.

Seja ϵ > 0, e, para cada i ∈ N, seja Wi :=
]
ai − 1

2

(
ϵ
2i

) 1
d , bi +

1
2

(
ϵ
2i

) 1
d

[
. Tem-se, evidentemente,

C 1
3
⊆
⋃
i∈N

Ui ⊆
⋃
i∈N

Ji ⊆
⋃
i∈N

Wi.

Logo, {Wi}i∈N é uma cobertura aberta do conjunto de Cantor, e, portanto, possui uma subcobertura
finita {Wi1 , . . . ,Wik}. Como, para cada j ∈ N, Wkj é um intervalo aberto, e Wij ⊆ Wij , é imediato

ver que {Wi1 , . . . ,Wik} é uma cobertura finita de C 1
3
formada por intervalos fechados. Sendo assim,

tem-se, por hipótese,
∑k

i=1(diam(Wij ))
d ≥ 1

2 . Por conseguinte,

1

2
≤

k∑
j=1

diam(Wij )
d ≤

∞∑
i=1

diam(Wi)
d

=
∞∑
i=1

(
diam(Ji)

d +
( ϵ

2i

) 1
d

)d

=
∞∑
i=1

(
diam(Ji)

d +
( ϵ

2i

) 1
d

)d

︸ ︷︷ ︸
≤diam(Ji)d+

ϵ
2i

(pelo lema 6.29)

≤
∞∑
i=1

(
diam(Ji)

d +
ϵ

2i

)
=

∞∑
i=1

diam(Ji)
d︸ ︷︷ ︸

=diam(Ui)d

+

∞∑
i=1

ϵ

2i

=
∞∑
i=1

diam(Ui)
d + ϵ.

E, como ϵ > 0 é completamente arbitrário, disso conclúımos, por fim, que

∞∑
i=1

(diam(Ui))
d ≥ 1

2
. (6.7)

A seguir, mostraremos que, se {U1, . . . , UN} é uma cobertura de C 1
3
formada por N intervalos

fechados e limitados, então
∑N

i=1 diam(Ui)
d é, de fato, maior do que ou igual a 1

2 . Para tanto,
suponhamos, sem perda de generalidade, que cada um desses intervalos possua diâmetro menor do
que 1 (se não for esse o caso, é só dividir cada um dos intervalos com diâmetro maior do que ou igual
a 1 em tantas partes quantas forem necessárias para que cada um dos subintervalos resultantes
possua diâmetro menor do que 1 e considerar a nova cobertura assim constrúıda). Dado que, por
hipótese, diam(Ui) < 1 qualquer que seja i ∈ {1, . . . , N}, para cada i ∈ {1, . . . , N}, podemos fixar
ki ∈ {0, 1, 2, . . .} de modo que 1

3ki+1 ≤ diam(Ui) <
1
3ki

.
Seja j ∈ {1, . . . , N}. Como a distância entre quaisquer dois intervalos presentes na kj-ésima

etapa da construção de C 1
3
é maior do que ou igual a 1

3kj
, é imediato ver que Uj pode intersectar no

máximo um desses intervalos (pois diam(Uj) <
1

3kj
). Além disso, é claro também que, se ℓ ∈ N é tal

que ℓ > kj , então, como cada intervalo presente na kj-ésima etapa da construção de C 1
3
dá origem

a 2ℓ−kj intervalos presentes na ℓ-ésima etapa, Uj intersecta, no máximo, 2ℓ−kj desses intervalos.
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Note, ainda, que

3−(kj+1) ≤ diam(Uj) ⇒ 3−d(kj+1) ≤ (diam(Uj))
d

⇒ 3−dkj

3d
≤ (diam(Uj))

d

⇒ 3−dkj ≤ 3d diam(Uj)
d,

de modo que, para cada ℓ ∈ N tal que ℓ > kj , tem-se

2ℓ−kj = 2ℓ2−kj = 2ℓe−kj log(2) = 2ℓe−dkj log(3) = 2ℓ3−dkj ≤ 2ℓ3d(diam(Uj))
d.

Seja ℓ ∈ N tal que ℓ ≥ ki qualquer que seja i ∈ {1, . . . , N}. Como cada intervalo presente na
ℓ-ésima etapa da construção de C 1

3
é intersectado por algum dos elementos da cobertura, tem-se

2ℓ ≤
N∑
i=1

(número de intervalos presentes na ℓ-ésima etapa que são intersectados por Ui)

≤
N∑
i=1

2ℓ−ki ≤
N∑
i=1

2ℓ3d(diam(Ui))
d = 2ℓ3d

N∑
i=1

diam(Ui)
d.

E, sendo assim, podemos concluir que, de fato,

N∑
i=1

(diam(Ui))
d ≥ 1

3d
=

1

ed log(3)
=

1

elog(2)
=

1

2
.

Finalmente, notemos que, como, para cada δ > 0 e cada δ-cobertura {Ui}i∈N de C 1
3
, vale que

∞∑
i=1

(diam(Ui))
d ≥ 1

2
,

temos

Hd
δ(C 1

3
) := inf

{ ∞∑
i=1

(diam(Ui))
d : {Ui}i∈N ∈ Cδ(C 1

3
)

}
≥ 1

2

qualquer que seja δ > 0, e, por conseguinte, também

Hd(C 1
3
) = lim

δ→0+
Hd

δ(C 1
3
) ≥ 1

2
.

Logo, 1 ≤ Hd(C 1
3
) ≤ 1

2 , e, portanto, dimH(C 1
3
) = d = log(2)

log(3) .

6.3 Curva de Takagi

Nesta seção apresentaremos a função de Takagi, algumas propriedades, provaremos que as
dimensões de Hausdorff e a box-counting são ambas iguais a 1. Por fim, mostraremos que a dimensão
indutiva da curva de Takagi igual a 1. Utilizamos o artigo [Mad06] como referência principal dessa
seção. Começaremos com a seguinte definição:

Definição 6.31 (Função de Takagi). A função de Takagi é a função τ : [0, 1] −→ R tal que,
para cada x ∈ [0, 1],

τ(x) :=

∞∑
i=1

∫ x

0
rk(t)dt,
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em que, para cada k ∈ N,

rk : [0, 1] −→ R

t 7−→ (−1)⌊2
kt⌋

é a k-ésima função de Rademacher.

Figura 6.3. Gráfico da função de Takagi.

Fonte: autora.

Lema 6.32. O conjunto dos pontos de descontinuidade de rk é finito.

Demonstração. O conjunto dos pontos de descontinuidade da função rk é:

A =
{ n

2k
: n ∈ {1, . . . , 2k}

}
.

De fato, seja 0 ≤ t ≤ 1. Temos dois casos a considerar:

• Caso: t /∈ A.
Seja n(t) := max

{
n ∈ {0, . . . , 2k} : n

2k
< t
}
. Como t /∈ A, n(t) = ∅. Note que

n

2k
< t <

n+ 1

2k
.

Logo, n < 2k < n+ 1. Portanto, rk(t) := (−1)⌊2
kt⌋ = (−1)n. Além disso, é claro também que

para qualquer s ∈
(

n
2k
, n+1

2k

)
, temos que rk(s) = (−1)n. Consequentemente,

lim
s→t

rk(s) = (−1)n = rk(t).

Portanto, rk é cont́ınua em t. (Dado ε > 0, é claro que se s ∈
(

n
2k
, n+1

2k

)
então |rk(s)−rk(t)| =

|(−1)n − (−1)n| = 0 < ε).

• Caso: t ∈ A.
Nesse caso, existe umúnico n ∈ {1, . . . , 2k} tal que t = n

2k
. Observe que, se s ∈

(
z n−1

2k
, n
2k

)
⊆

[0, 1], então 2ks ∈ (n − 1, n), e, portanto, rk(s) := (−1)⌊2
kt⌋ = (−1)n−1 ̸= (−1)n = rk(t) e

portanto, rk não é cont́ınua em t.
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Observe que a função

f : {1, . . . , 2k} −→ A

n 7→ n

2k

é uma bijeção. Portanto, A possui 2k elementos. Portanto, A é finito.

Proposição 6.33. rk : [0, 1] → R são integráveis.

Demonstração. Inicialmente note que rk é limitada, uma vez que Im(rk) = {1,−1} que é finito e,
portanto, limitado. Pelo Lema 6.32 o conjunto de pontos de descontinuidade de rk é finito (e tem
medida nula), logo por teorema temos que as rk são integráveis.

Lema 6.34. Para todo inteiro n ≥ 0,

∞∑
i=n+1

ρi(x) ≤
2

3
· 2−n.

Demonstração. Incialmente vamos analisar a soma aos pares:

∞∑
i=n+1

ρi(x) =

{∑∞
i=n

2
+1 (ρ2i−1(x) + ρ2i(x)) , para n par ;∑∞

i=1n+1
2

(ρ2i(x) + ρ2i+1(x)) , para n ı́mpar .

Agora iremos analisar a soma ρk(x) + ρk+1(x). Note que essa função é sawtooth truncada com
peŕıodo 21−k e com valor máximo 2−k. Então

∞∑
i=n

2
+1

ρ2i−1(x) + ρ2i(x)︸ ︷︷ ︸
≤ 1

2k
= 1

22i−1

≤
+∞∑

i=n
2
+1

1

22i−1
=

+∞∑
i=n

2
+1

2

22i
= 2

∑
i=n

2
+1

1

4i
=

2 ·
(

1

4
n
2 +1

)
1− 1

4

=
8

3
· 1

2n · 4
=

2

3
·2−n.

e de modo similar temos que

∞∑
i=n+1

2

ρ2i(x) + ρ2i+1(x) ≤
+∞∑

i=n+1
2

2−2i =
+∞∑

i=n+1
2

1

4i
=

1

4
n+1
2

1− 1
4

=
4

3

1

2n+1
=

2

3
· 2−n.

Lema 6.35. A função de Takagi τ é cont́ınua.

Demonstração. Observe que para todo ε > 0 e n ∈ N, tem-se

2

3
· 1

2n
< ε ⇔ 1

2n−1
< 3ε

⇔ −(n− 1) < log2(3ε)

⇔ n− 1 > − log2(3ε)

⇔ n > − log2(3ε) + 1

⇔ n > log2

(
1

3ε

)
+ 1.

Dado ε > 0, note que, se tomarmos n0 ∈ N tal que n0 > log2
(

1
3ε

)
+ 1, teremos que, para todo
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n ∈ N e todo x ∈ [0, 1],

n > n0 ⇒ n > log2

(
1

3ε

)
+ 1

⇒ 2

3
· 1

2n
< ε

⇒
∣∣∣ n∑
i=1

ρi(x)−
+∞∑
i=1

ρi(x)︸ ︷︷ ︸
=τ(x)

∣∣∣ < ε.

Portanto, (
∑n

i=1 ρi)n∈N converge uniformemente a τ em [0, 1].

Corolário 6.36. O gráfico de τ , Gr := {(x, τ(x)) : x ∈ [0, 1]} ⊆ R2, é conexo.

Demonstração. Pelo lema 6.35 τ é cont́ınua, com isso a função

f :[0, 1] → [0, 1]× R
x 7→ (x, τ(x))

também é cont́ınua. Por teorema, sabemos que os únicos subconjuntos conexos de R são os interva-
los, assim temos que [0, 1] é conexo, portanto, como f é cont́ınua segue que f ([0, 1]) = {(x, τ(x)) :
x ∈ [0, 1]} = Gr(τ) é conexo.

Proposição 6.37. dimHGr(τ) = dimB(Gr(τ)) = 1.

Demonstração. A proposição 6.26 afirma que se um conjunto F ⊆ Rn tem dimH(F ) < 1, então
F é totalmente desconexo. Pelo corolário 6.36 vimos que Gr(τ) é conexo, com isso temos que
dimH(Gr(τ)) ≥ 1.

Resta mostrarmos que dimH(Gr(τ)) ≤ 1. Para isso, particione o intervalo fechado [0, 1] em 2k

segmentos de comprimento 2−k, e, lembremos que:

τ(x) =
∞∑
i=1

ρi(x) =
k∑

i=1

ρi(x) +
∞∑

i=k+1

ρi(x).

Vamos mostrar a seguir que módulo da inclinação de qualquer ”parte linear”de qualquer uma das
funções poligonais ρi é menor do que ou igual a 1. De fato, seja

ρk : [0, 1] −→ R.

x 7−→
∫ x

0
rk(t)dt

Com efeito, dado x ∈ [0, 1], é fácil ver que:

• se x ∈
[
0, 1

2k

[
, então

ρk(x) =

∫ x

0
rk(t)dt =

∫ x

0
(−1)⌊2

kt⌋dt =

∫ x

0
(−1)0dt =

∫ x

0
1dt = x;

• se x ∈
[

1
2k
, 2
2k

]
, então

ρk(x) =

∫ x

0
rk(t)dt =

∫ 1

2k

0
rk(t)dt+

∫ x

1

2k

rk(t)dt =

∫ 1

2k

0
(−1)0dt+

∫ x

1

2k

(−1)1dt

=
1

2k
− x+

1

2k
= +

2

2k
− x;



6.3 CURVA DE TAKAGI 75

• se x ∈
[

2
2k
, 3
2k

]
, então

ρk(x) =

∫ 2

2k

0
rk(t)dt+

∫ x

2

2k

rk(t)dt =

∫ 1

2k

0
rk(t)dt+

∫ 2

2k

1

2k

rk(t)dt+

∫ x

2

2k

1dt

=
1

2k
− 2

2k
+

1

2k
= 0 + x− 2

2k
.

De modo geral, para cada j ∈ {1, . . . , 2k} e cada x ∈
[
j−1
2k

, j
2k

]
, vale que:

• se j é ı́mpar, então

φk(x) =

∫ x

0
rk(t)dt =

j−1∑
i=1

∫ i

2k

i−1

2k

rk(t)︸︷︷︸
=(−1)i−1

dt

︸ ︷︷ ︸
=0

+

∫ x

j−1

2k

rk(t)︸︷︷︸
=1

dt

︸ ︷︷ ︸
=x− j−1

2k

= x+
1− j

2k
;

• se j = 2, então ρk(x) =
2
2k

− x = j
2k

− x;

• se j é par e diferente de 2, então

φk(x) =

∫ x

0
rk(t)dt =

j−2∑
i=1

∫ i

2k

i−1

2k

rk(t)︸︷︷︸
=(−1)i−1

dt

︸ ︷︷ ︸
=0

+

∫ j−1

2k

j−2

2k

rk(t)︸︷︷︸
=1

dt

︸ ︷︷ ︸
= j−1

2k
− j−2

2k

+

∫ x

j−1

2k

rk(t)︸︷︷︸
=−1

dt

︸ ︷︷ ︸
= j−1

2k
−x

=
j

2k
− x.

Sendo assim, para cada i ∈ N e cada j ∈ {1, . . . , 2k}, podemos fixar ξji ∈ {−1, 1} e ηji ∈ R de

modo que, para cada x ∈
[
j−1
2k

, j
2k

]
, φi(x) = ξji x + ηji . Por conseguinte, para cada k ∈ N, cada

j ∈ {1, . . . , k} e cada x ∈
[
j−1
2k

, j
2k

]
,

φi(x) + . . .+ φk(x) =
(
ξj1 + . . .+ ξjk

)
x+

(
ηj1 + . . .+ ηji

)
.

Como, porém, ηji ∈ {−1, 1} quaisquer que sejam i ∈ N e j ∈ {1, . . . , 2k}, é imediato ver que, para
cada k ∈ N e cada j ∈ {1, . . . , 2k}, tem-se∣∣∣ξj1 + . . .+ ξjk

∣∣∣ ≤ ∣∣∣ξj1∣∣∣︸︷︷︸
=1

+ . . .+
∣∣∣ξjk∣∣∣︸︷︷︸
=1

= k.

Sabemos, pelo lema, 6.34 que, para cada k ∈ N,
∑∞

i=k+1 ρi(x) ≤
2
3 · 2

−k. Assim, para cobrirmos

completamente Gr(τ), precisamos considerar apenas nk := 2k retângulos {Uk,ℓ}1≤ℓ≤k de altura
2−k ·k+ 2

3 ·2
−k = 2−k ·

(
2
3 + k

)
. Pelo teorema de Pitágoras, podemos determinar que esses retângulos

tem diâmetro 2−k
√

1 +
(
k + 2

3

)2
.

Vamos analisar o caso em que k = 3. Sejam R1, . . . , R7 e R8 os retângulos mostrados na figura
6.6, e, para cada j ∈ {1, . . . , 8}, seja yj a altura da base superior do retângulo Rj . Examinando a
figura, é imediato ver que o gráfico de ρ1 + ρ2 + ρ3 está contido em

⋃8
j=1Rj . Por sua vez, como

0 ≤
∑+∞

i=3 ρi(x) ≤ 1
12 qualquer que seja x ∈ [0, 1], é claro também que, para cada j ∈ {1, . . . , 8} e

cada x ∈ [ j−1
8 , j8 ], τ(x) =

∑+∞
i=1 ρi(x) = ρ1(x) + ρ2(x) + ρ3(x) +

∑+∞
i=4 ρi(x) ≤ yj +

1
12 . Sendo assim,

podemos concluir que, para cada j ∈ {1, . . . , 8} e cada x ∈ [ j−1
8 , j8 ], τ(x) pertence a um retângulo

de base 1
8 e altura 3

8 + 1
12 (para encontrar esses retângulos, basta substituir cada um dos Rj por

um retângulo de mesma base inferior e altura 3
8 +

1
12). Logo, o Gr(τ) está contido na reunião de 8

retângulos de base 1
8 e altura 11

24 .
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Figura 6.4. Caso k = 1.

Fonte: autora.

Figura 6.5. Caso k = 2.

Fonte: autora.
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Figura 6.6. Caso k = 3.

Fonte: autora.

Seja δk := 2−k
√
1 +

(
k + 2

3

)2
. Note que limk→∞ δk = 0, conforme exigido pela hipótese do

teorema A.9. Finalmente, precisamos considerar

1 ≥ δk+1

δk
=

2−k−1
√
1 +

(
k + 1 + 2

3

)2
2−k

√
1 +

(
k + 2

3

)2 ≥ 1

2
.

Assim, c := 1
2 satisfará a parte final da hipótese do teorema A.9. Portanto, o lema garante que

lim sup
δ→0

logNδ(F )

− log δ
≤ lim sup

k→∞

log nk

− log δk
.

Uma vez que

lim
k→∞

log nk

− log δk
= lim

k→∞

log 2k

2−k

√
1 +

(
k + 2

3

)2 = 1,

podemos concluir que dimB ≤ 1.
Portanto, resulta da proposição 6.24, que dimH(Gr(τ)) = dimB(Gr(τ)) = 1.

Veremos a seguir que a dimensão indutiva fraca da curva de Takagi é igual a 1.

Teorema 6.38. A dimensão indutiva fraca de Gr(τ) é igual a 1. Isto é, ind
(
Gr(τ)

)
= 1.
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Demonstração. Inicialmente, notemos que, como τ é cont́ınua, a aplicação

h : [0, 1] −→ Gr(τ)

x 7−→
(
x, τ(x)

)
é um homeomorfismo. De fato:

• h é cont́ınua, pois suas componentes são cont́ınuas;

• h é, evidentemente, inverśıvel, e

proj : Gr(τ) −→ [0, 1](
x, τ(x)

)
7−→ x

é a inversa de h; e

• proj é cont́ınua, pois é uma contração.

Sendo assim, resulta do teorema 4.47 que ind
(
Gr(τ)

)
= ind

(
[0, 1]

)
= 1.



Caṕıtulo 7

Sistemas de Funções Iteradas

Neste caṕıtulo veremos que, em muitos casos, fractais são definidos como atratores de um
sistema de funções iteradas (IFS). Definir fractais por meio de sistemas de funções iteradas muitas
vezes facilita o cálculo de sua dimensão de Hausdorff, uma vez que fazer o cálculo pela definição
é, em geral, bastante complicado. Sendo assim, vamos estudar, os conceitos de contração, sistemas
de funções iteradas, métrica de Hausdorff, atrator de um IFS, bem como alguns exemplos. As
referências utilizadas neste caṕıtulo foram [Fal04] e [Bar14].

Definição 7.1 (Contração). Dado n ∈ N, dizemos que uma aplicação S : Rn → Rn é uma
contração se existe r ∈ [0, 1[ tal que |S(x)− S(y)| ≤ r · |x− y| quaisquer que sejam x e y em Rn.
Se S : Rn → Rn é uma contração, e r ∈ [0, 1[ é tal que |S(x)− S(y)| ≤ r · |x− y| quaisquer que
sejam x e y em Rn, dizemos que r é o fator de contração de S.

Definição 7.2 (Sistema de Funções Iteradas). Um sistema de funções iteradas ou iterated
function system (IFS) é uma estrutura da forma {X;S1, . . . , Sm} tal que (X, d) é um espaço métrico
completo e cada Si : X → X, i = 1, . . . ,m, é uma constração em X. O fator de contração de
um IFS é o máximo dos fatores de contração das S1, . . . , Sm.

Definição 7.3 (δ-vizinhança). Seja (X, d) um espaço métrico e seja A ⊆ X, e, seja δ > 0.
Definimos a δ-vizinhança do conjunto A como sendo o conjunto dos pontos que distam menos
do que δ de A, isto é,

Aδ = {x ∈ X : |x− a| < δ para algum a ∈ A} .

Figura 7.1. A δ-vizinhança do compacto A.

Fonte: autora.

Definiremos a distância entre dois subconjuntos A e B de X, como sendo o menor δ tal que a
δ=vizinhança de B contém A e vice-versa:

Definição 7.4 (Distância de Hausdorff). Sejam A,B ⊆ K(X), então a distância de A e B é
dada por

dH(A,B) := inf {δ > 0 : A ⊆ Bδ, e B ⊆ Aδ} .

79
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A métrica dH é conhecida como métrica de Hausdorff.

Mais detalhes sobre a métrica de Hausdorff podem ser encontrardos no caṕıtulo 9 do livro
[Fal04] e no caṕıtulo 3 de [SA11].

Definição 7.5. Seja (X, d) um espaço métrico. Denotaremos por K(X) a coleção de todos os
subconjuntos compactos não vazios de X, isto é:

K(X) := {A ⊆ X : A é compacto, e A ̸= ∅}.

A proposição a seguir é um resultado clássico que diz respeito à métrica de Hausdorff.

Proposição 7.6. Seja (X, d) um espaço métrico completo. Nessas condições:

1. (K(X), dH) é um espaço métrico completo;

2. se (An)n∈N ∈ K(X)N é uma sequência de Cauchy, e A := limn→∞An, então

A = {x ∈ X : existe (xn)n∈N ≺ X tal que xn −→ x, e tal que, ∀ n ∈ N, xn ∈ An} .

Demonstração. A demonstração pode ser encontrada em [Bar14].

Definição 7.7 (Operador de Hutchinson). Seja X um espaço métrico. Associado a um IFS
iremos definir o operador de Hutchinson H : K(X) → K(X) por:

H(K) =

m⋃
i=1

Si(K).

Observação 7.8. O operador de Hutchinson está bem definido, pois a união de um número finito
de compactos de X é compacto.

A seguir, vamos mostrar que o operador de Hutchinson é uma contração com respeito a métrica
de Hausdorff. Esse resultado será essencial para provarmos o teorema seguinte.

Proposição 7.9. Sejam {(X, d);S1, · · · , Sm} um sistema de funções iteradas, e seja H : K(X) →
K(X) o operador de Hutchinson associado a esse IFS. Então H é uma aplicação Lipschitz com
respeito a métrica de Hausdorff.

Demonstração. Para todo i = 1, · · · ,m, seja ri a constante de Lipschitz para a aplicação Si, com
ri < 1. Iremos mostrar que r∗ = maxi=1,...,m ri < 1 é a constante de Lipschitz de H. Por definição,
para todos os subconjuntos compactos K1,K2 ⊆ X, temos que

dH (H(K1),H(K2)) = dH

(
m⋃
i=1

Si(K1),
m⋃
i=1

Si(K2)

)
⩽ max

i=1,...,m
dH (Si(K1), Si(K2)) ,

pois se,

Λ =

{
a > 0 :

( ∞⋃
i=1

Si(K1)

)
⊂

( ∞⋃
i=1

Si(K2)

)
a

e

( ∞⋃
i=1

Si(K2)

)
⊂

( ∞⋃
i=1

Si(K1)

)
a

}
e

Λ′
i = {a > 0 : Si(K1) ⊂ (Si(K2))a e Si(K2) ⊂ (Si(K1))a} .

Como Λ′ ⊂ Λ, temos que:

dH

(
m⋃
i=1

Si(K1),
m⋃
i=1

Si(K2)

)
= inf Λ ⩽ inf Λ′ ⩽ max

i=1,··· ,m
dH (Si(K1), Si(K2)) .
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Assim, como para cada i = 1, . . . ,m, as aplicações Si são contrações, temos que:

max
i=1,··· ,m

dH (Si(K1), Si(K2)) = max
i=1,...,m

ri · dH (K1,K2) .

Logo,
dH (H(K1),H(K2)) ⩽ max

i=1,...,m
ri · dH (K1,K2) .

Portanto, H é uma contração.

O seguinte teorema garante que existe um único ponto fixo do operador de Hutchinson, o qual
chamaremos de atrator do IFS.

Teorema 7.10 (Hutchinson). Sejam {X;S1, . . . , Sm} um IFS e H o operador de Hutchinson.
Nessas condições, existe um único A ∈ K(X) tal que H(A) =

⋃m
i=1 Si(A) = A. Além disso, para

qualquer K ∈ K(X), vale que
lim
n→∞

Hn(K) = A.

O conjunto A é chamado de atrator do IFS.

Demonstração. Pelo proposição 7.9, H é uma contração em K(X). E como, vimos na proposição
7.6 que (K(X), dH) é completo, resulta do teorema do ponto fixo A.11, que a aplicação

H : K(X) → K(X)

possui um um único ponto fixo A ∈ K(X) tal que

H(A) =

m⋃
i=1

Si(A) = A.

Aplicando a segunda parte do teorema do ponto fixo A.11, obtemos a segunda parte do teorema.

Definição 7.11 (Conjunto Autossimilar). Dizemos que um conjunto é autossimilar se é o
atrator de um IFS.

Vamos, agora, revisar a definição de k-ésima iterada de uma aplicação, e, a partir disso, deduzir
uma fórmula sobre as k-ésimas iteradas do operador de Hutchinson.

Definição 7.12 (k-ésima iterada de f). Seja X um conjunto não vazio, seja f : X → X uma
aplicação, e seja k ∈ N. Nessas condições, dizemos que

fk := f ◦ f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸
k fatores

é a k-ésima iterada de f . Por convenção, define-se também f0 := id, em que id: X → X é a
aplicação identidade.

Proposição 7.13. Sejam {X;S1, . . . , Sm} um IFS. Nessas condições, para todo E ⊆ Rn e todo
k ∈ N, tem-se

Hk(E) =
⋃

(i1,...,ik)∈Ik

(Si1 ◦ . . . ◦ Sik) (E),

em que, para cada k ∈ N, Ik := {(i1, . . . , ik) : ∀ j ∈ {1, . . . , k}, ij ∈ {1, . . . ,m}}

Demonstração. Resulta da definição de H que

H(E) =
m⋃
i=1

Si(E) =
⋃

(i1)∈I1

Si1(E)
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qualquer que seja E ⊆ Rn. Além disso, é claro também que, se k ∈ N é tal que

Hk(D) =
⋃

(i1,...,ik)∈Ik

(Si1 ◦ . . . ◦ Sik) (D),

qualquer que seja D ⊆ Rn, então, para todo E ⊆ Rn, tem-se

Hk+1(E) = Hk
(
H(E)

)
= Hk

(
m⋃
i=1

Si(E)

)

=
m⋃
i=1

Hk
(
Si(E)

)
=

m⋃
i=1

 ⋃
(i1,...,ik)∈Ik

(
Si1 ◦ . . . Sik

)
(Si(E))


=

⋃
(i1,...,ik+1)∈Ik+1

(
Si1 ◦ . . . Sik+1

)
(E).

Sendo assim, podemos conluir, por indução que

Hk(E) =
⋃

(i1,...,ik)∈Ik

(Si1 ◦ . . . ◦ Sik) (E),

quaisquer que sejam E ⊆ Rn e k ∈ N.

Teorema 7.14. Seja {X;S1, . . . , Sm} um IFS, e seja F seu atrator. Nessas condições, para todo
compacto não vazio E ⊆ Rn tal que Si(E) ⊆ E qualquer que seja i ∈ {1, . . . ,m}, tem-se

F =

∞⋂
k=0

Hk(E).

Demonstração. Seja E ⊆ Rn um compacto não vazio tal que, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, Si(E) ⊆ E.
Resulta dos teoremas 7.10 e 7.6 que

lim
k→∞

Hk(E) =
7.10

F =
7.6

{
x ∈ X : ∃ (xk)k∈N ≺ X tal que xk −→ x, e tal que, ∀ k ∈ N, xk ∈ Hk(E)

}
.

Sendo assim, dado x ∈ F , podemos fixar uma sequência (xk)k∈N ≺ X de modo que xk → x, e,
para cada k ∈ N, xk ∈ Hk(E). Vamos mostrar, a seguir, que x ∈

⋂∞
k=0Hk(E). Para isso, notemos,

inicialmente, que, como, por hipótese, Si(E) ⊆ E qualquer que seja i ∈ {1, . . . ,m}, para todo
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k ∈ N, tem-se

Hk+1(E) =
⋃

(i1,...,ik+1)∈Ik+1

(Si1 ◦ . . . ◦ Sik+1
)(E)

=
⋃

(i1,...,ik)∈Ik

m⋃
ik+1=1

(Si1 ◦ . . . ◦ Sik)
(
Sik+1

(E)
)

=
⋃

(i1,...,ik)∈Ik

(Si1 ◦ . . . ◦ Sik)

( m⋃
ik+1=1

Sik+1
(E)

︸ ︷︷ ︸
⊆E

)

⊆
⋃

(i1,...,ik)∈Ik

(Si1 ◦ . . . ◦ Sik)(E) = Hk(E).

Consequentemente, para quaisquer ℓ e k em N,

ℓ ≤ k ⇒ Hk(E) ⊆ Hℓ(E) ⇒ xk ∈ Hℓ(E).

Dessa forma, como x = lim
k→∞

xk, e, para cada ℓ ∈ N, Hℓ(E) é compacto — pois E é compacto,

Hℓ(E) =
⋃

(i1,...,iℓ)∈Iℓ

(
Si1 ◦ . . . ◦ Siℓ

)
(E),

e, para cada ℓ ∈ N, Si1 ◦ . . . ◦ Siℓ é cont́ınua — podemos concluir que x ∈ Hℓ(E) qualquer que seja
ℓ ∈ N, e, portanto, que x de fato pertence a

⋂∞
k=0Hk(E). Como, porém, x ∈ F é completamente

arbitrário, disso decorre que F ⊆
⋂∞

k=0Hk(E). Para vermos que também vale a inclusão oposta,
basta agora observarmos que

F =
{
y ∈ X : ∃ (yk)k∈N ≺ X tal que yk −→ y, e tal que, ∀ k ∈ N, yk ∈ Hk(E)

}
,

e que, para cada y ∈
⋂∞

k=0Hk(E), tem-se

y = lim
k→∞

yk,

em que, para cada k ∈ N, yk := y ∈ Hk(E).

Observação 7.15. Dados um IFS {X;S1, . . . , Sm}, um número natural k, uma sequência finita
(i1, . . . , ik) ∈ {1, . . . ,m}k e um ponto x ∈ X, algumas vezes escreveremos Si1...ik para indicar a
aplicação Si1 ◦ . . . ◦ Sik e xi1...ik para indicar

(
Si1 ◦ . . . ◦ Sik

)
(x).

Exemplo 7.16. Considere o IFS {R, S1, S2} tais que

S1(x) =
1

3
x e S2(x) =

1

3
x+

2

3
.

Neste caso H : K(R) −→ K(R) é definido por

H(K) := S1(K) ∪ S2(K),

para todo K ∈ K(R). Tomemos como conjunto inicial I0 = [0, 1]. Afirmamos que o atrator deste
IFS é o conjunto de Cantor ternário. Para provar isso, basta observarmos que (In)n∈N é uma
sequência de Cauchy em (K(R), dH). De fato, para ilustrar a ideia da demonstração vamos calcular
dH(I0, I1) = inf{δ > 0 : I0 ⊆ (I1)δ e I1 ⊆ (I0)δ}. Para tanto, inicialmente, observe que como
I1 ⊆ I0, tem-se I1 ⊆ (I0)δ qualquer que seja δ > 0. Além disso, é fácil que a partir da Figura 7.2
que para todo δ > 0, tem-se I0 ⊆ (I1)δ se, e somente se, δ ≤ 1

2 · 1
3 .
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Figura 7.2. Atrator do IFS de C 1
3
.

Fonte: autora.

Consequentemente,

{δ > 0 : I0 ⊆ (I1)δ e I1 ⊆ (I0)δ} =

[
1

2
· 1
3
,+∞

[
,

e, portanto,

dH(I0, I1) = inf

[
1

2
· 1
3
,+∞

[
=

1

2
· 1
3
.

Procedendo de modo análogo, pode-se mostrar que

dH(Im, In) ≤
1

2
· 1

3min{m,n}+1

quaisquer que sejam m,n ∈ N. Sendo assim, para cada δ > 0, se tomarmos n0 ∈ N tal que
1
2 · 1

3n0+1 < ϵ, teremos que para quaisquer m,n ∈ N

m,n > n0 ⇒ dH(Im, In) ≤
1

2
· 1

3min{m,n}+1
<

1

2
· 1

3n0+1
< ϵ.

Por conseguinte, (In)n∈N é de Cauchy. Além disso, é fácil ver que, para cada i ∈ {1, 2}, tem-se
Si

(
[0, 1]

)
⊆ [0, 1]. Sendo assim, resulta do teorema 7.14 que, se F é o atrator do IFS {R;S1, S2},

então

F =

∞⋂
k=0

Hk
(
[0, 1]

)
=

∞⋂
k=0

Ik = C 1
3
.



Caṕıtulo 8

Dinâmica Caótica nos fractais

Na primeira parte deste caṕıtulo, apresentaremos o espaço dos códigos associado a um IFS,
o conjunto dos pontos peŕıodicos, transitividade topológica e sensibilidade as condições iniciais,
bem como, introduzimos o conceito de caos segundo a definição de Devaney [Dev07] e provamos
que a aplicação shif é caótica. Além disso, na segunda parte, exploraremos o conceito de IFS
totalmente desconexo, de transformação de mudança S associado a um IFS. Na última parte,
utilizaremos os resultados provados na primeira e segunda parte para provar um teorema que dá
condições suficientes para que S seja caótica. Em seguida, utilizaremos esse teorema para provar
que a aplicação de mudança associado ao IFS (sendo C 1

3
seu atrator) é caótica segundo a definição

de Devaney. Esse caṕıtulo foi baseado no livro “Fractals Everywhere” [Bar14], do autor Michael F.
Barnsley, e nas referências [Dev99], [Dev07] e [dLB19].

8.1 Caos de Devaney na aplicação shift

Definição 8.1 (Espaço dos códigos associado a um IFS). Seja {X;S1, S2, . . . , Sm} um IFS.
O espaço dos códigos associado ao IFS é o espaço métrico (Σm, dΣm), em que

Σm :=
{
x := (x1, x2, x3, . . .) : ∀ j ∈ N, xj ∈ {1, . . . ,m}

}
,

e dΣm : Σm × Σm → R é tal que, para quaisquer s := (si)i∈N e t := (ti)i∈N em Σm,

dΣm(s, t) :=
∞∑
i=1

|si − ti|
(m+ 1)i

.

Figura 8.1. Espaço dos códigos associado ao triângulo de Sierpinski.

Fonte: autora, adaptada de [SA11].

Exemplo 8.2. O espaço de códigos associados ao IFS {R2;S1, S2, S3} em que:

S1(z) :=
1

2
z, S2(z) :=

1

2
z +

1

2
, S3(z) :=

1

2
z +

1

4
+

√
3

4
i

85
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é {1, 2, 3}N, como pode ser observado pela Figura 8.1. Em geral, o espaço de códigos associados ao
IFS com três contrações é {1, 2, 3}N.

Observação 8.3. Note que a função distância dΣm está bem definida, pois, como

|si − ti|
(m+ 1)i

≤ m− 1

(m+ 1)i

quaisquer que sejam s, t ∈ Σm e qualquer que seja i ∈ N, resulta do critério da comparação e do
fato de que

∑∞
i=1

m−1
(m+1)i

converge (pois é uma série geométrica de razão 1
m+1) que, para quaisquer

s, t ∈ Σm,
∑∞

i=1
|si−ti|
(m+1)i

também converge. Além disso, como
∑∞

i=1
m−1

(m+1)i
= 1 − 1

m , para todo par

(s, t) ∈ Σm × Σm, tem-se

dΣm(s, t) :=
∞∑
i=1

|si − ti|
(m+ 1)i

≤ 1− 1

m
.

Proposição 8.4. A função dΣm : Σm × Σm → R definida anteriormente é uma métrica.

Demonstração. Sejam s, t e r em Σm. É claro que dΣm(s, t) ≥ 0, pois |si−ti|
(m+1)i

≥ 0 qualquer que seja

i ∈ N, e que
dΣm(s, t) = 0 ⇔ ∀ i ∈ N, si = ti ⇔ s = t.

Além disso, é claro também que dΣm(s, t) = dΣm(t, s), uma vez que, para todo i ∈ N, |si − ti| =
|ti−si|. Por fim, notemos, ainda, que dΣm(r, s)+dΣm(s, t) ≥ d(r, t), já que |ri−si|+|si−ti| ≥ |ri−ti|
qualquer que seja i ∈ N.

Proposição 8.5. Sejam s, t ∈ Σm, e seja n ∈ N. Nessas condições:

1. se si = ti qualquer que seja i ∈ {1, . . . , n}, então dΣm(s, t) ≤ m−1
m·(m+1)n ;

2. se dΣm(s, t) <
1

(m+1)n , então si = ti qualquer que seja i ∈ {1, . . . , n}.

Demonstração. .

1. Se si = ti qualquer que seja i ∈ {1, . . . , n}, então

dΣm(s, t) :=

n∑
i=1

|si − ti|
(m+ 1)i︸ ︷︷ ︸

=0

+

∞∑
i=n+1

|si − ti|
(m+ 1)i

=

∞∑
i=n+1

|si − ti|
(m+ 1)i

≤
∞∑

i=n+1

m− 1

(m+ 1)i
=

m− 1

m · (m+ 1)n
.

2. Se sj ̸= tj para algum j ∈ {1, . . . , n}, então |sj − tj | ≥ 1, e, portanto,

dΣm(s, t) :=

j−1∑
i=1

|si − ti|
(m+ 1)i︸ ︷︷ ︸
≥0

+
|sj − tj |
(m+ 1)j

+
∞∑

i=j+1

|si − ti|
(m+ 1)i︸ ︷︷ ︸
≥0

≥ |sj − tj |
(m+ 1)j

≥ 1

(m+ 1)j
≥ 1

(m+ 1)n
.

Sendo assim, se dΣm(s, t) <
1

(m+1)n , então, necessariamente, si = ti qualquer que seja i em

{1, . . . , n}.

Vamos agora definir uma aplicação em Σm.

Definição 8.6 (aplicação shift). A aplicação shift em Σm é, por definição, a aplicação

τ : Σm → Σm

(x1, x2, x3, . . .) 7→ (x2, x3, x4, . . .).
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Proposição 8.7. A aplicação τ : Σm → Σm é cont́ınua em relação à métrica dΣm.

Demonstração. Seja s := (s1, s2, s3, . . .) ∈ Σm, e seja ϵ > 0. Como lim
n→∞

m−1
m·(m+1)n = 0, podemos

fixar n ∈ N de modo que que m−1
m·(m+1)n < ϵ. Seja t := (t1, t2, t3, . . .) ∈ Σm tal que

dΣm(s, t) <
1

(m+ 1)n+1
.

Resulta da proposição 8.5 que si = ti qualquer que seja i ∈ {1, . . . , n + 1}. Consequentemente,
τ(s) := (s2, s3, s4, . . .) e τ(t) := (t2, t3, t4, . . .) possuem as n primeiras entradas iguais — a partir do
que conclúımos, novamente pela proposição 8.5, que dΣm

(
τ(s), τ(t)

)
≤ m−1

m·(m+1)n < ϵ. Sendo assim,
para qualquer ω ∈ Σm,

dΣm(s, ω) <
1

(m+ 1)n+1
⇒ dΣm

(
τ(s), τ(ω)

)
< ϵ.

E, como ϵ > 0 é arbitrário, disso decorre, por fim, que τ é cont́ınua em s.

Nas definições seguintes, vamos supor, implicitamente, que (X, d) seja um espaço métrico.

Definição 8.8 (Ponto peŕıodico). Seja f : X → X. Dizemos que z0 ∈ X é um ponto periódico
de f se existe um n ∈ N tal que fn(z0) = z0.

Definição 8.9 (Órbita). Seja f : X → X uma aplicação. A órbita de um ponto z0 pela
aplicação f é o conjunto

Oz0 :=
{
zn := fn(z0) : n ∈ {0, 1, 2, . . .}

}
= {z0, f(z0), f2(z0), . . .}.

Definição 8.10 (Conjunto denso). Dado um espaço métrico (X, d), dizemos que um subcon-
junto A de X é denso em (X, d) se, para todo ϵ > 0 e todo x ∈ X, existe um a ∈ A tal que
d(a, x) < ϵ.

Provaremos, a seguir, um resultado importante que será utilizado para mostrarmos que a
aplicação shift é caótica segundo a definição de Devaney.

Proposição 8.11. Seja Per(τ) o conjunto dos pontos periódicos de τ . Nessas condições:

1. Per(τ) é denso em (Σm, dΣm); e

2. existe um ponto de Σm cuja órbita pela aplicação τ é densa em (Σm, dΣm).

Demonstração. Prova do item 1. Para mostrarmos a densidade de Per(τ), vamos mostrar que,
dado s := (s1, s2, s3, . . . , sn, . . .) ∈ Σm, existe uma sequência (xk)k∈N de elementos de Per(τ) tal
que xk → s, quando k → ∞. De fato, para cada k ∈ N, considere

x(k) := (s1, s2, . . . , sk, s1, s2, . . . , sk, . . .).

É imediato ver que
(
x(k)

)
k∈N é uma sequência de elementos de Per(τ). Vamos mostrar, a seguir, que(

x(k)
)
k∈N converge a s. Para tanto, dado ϵ > 0, tomemos n0 ∈ N tal que m−1

m·(m+1)n0
< ϵ. Decorre da

definição de
(
x(k)

)
k∈N que, para cada k ∈ N tal que k > n0 e cada i ∈ {1, . . . , k}, tem-se si = x

(k)
i .

Sendo assim, podemos concluir, pela proposição 8.5, que, para cada k ∈ N tal que k > n0, tem-se

dΣm

(
s, x(k)

)
≤ m− 1

m · (m+ 1)k
<

m− 1

m · (m+ 1)n0
< ϵ.

E, como ϵ > 0 é arbitrário, disso resulta, por fim, que x(k) → s.
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Prova do item 2. Considere s∗ ∈ Σm tal que

s∗ =

1, 2, . . . ,m︸ ︷︷ ︸
1◦ bloco

, ⋆︸︷︷︸
2◦ bloco

, . . . , . . .︸︷︷︸
n◦ bloco

, . . .

 ,

em que ⋆ := 1, 1, 1, 2, . . . , 1,m, 2, 1, 2, 2, . . . , 2,m, . . . , m, 1, m, 2, . . . , m,m. Observe que, no
primeiro bloco, temos todas as combinações posśıveis de elementos do conjunto {1, . . . ,m} com
um elemento; no segundo bloco, temos todas as combinações posśıveis de elementos do conjunto
{1, . . . ,m} com dois elementos; e assim por diante. No que se segue, provaremos que a órbita de s∗

por τ é densa em Σm. Para isso, dados s ∈ Σm e ϵ > 0, escolhamos p ∈ N de modo que m−1
m·(m+1)p < ϵ.

Resulta da definição de s∗ que podemos fixar k ∈ N de modo que os p primeiros termos τk(s∗)
coincidam com os p primeiros termos de s. Como, porém, os p primeiros elementos de τk(s∗) e de
s são os mesmos, decorre da proposição 8.5 que

dΣm

(
s, τk (s∗)

)
≤ m− 1

m · (m+ 1)p
< ϵ.

E, sendo s ∈ Σm e ϵ > 0 completamente arbitrários, disso conclúımos que a órbita de s∗ por τ é
de fato densa em Σm.

Definição 8.12 (Transitividade topológica). Sejam (X, d) um espaço métrico e f : X → X
uma aplicação. Dizemos que f é topologicamente transitiva se, para quaisquer abertos não
vazios U e V de (X, d), existe n ∈ {0, 1, 2, . . .} tal que fn(U) ∩ V ̸= ∅.

Uma caracterização importante do conceito de transitividade topológica é dada pelo teorema
seguinte.

Teorema 8.13. Seja f : X → X uma aplicação cont́ınua em um espaço métrico. Nessas condições,
se existe algum x ∈ X tal que a órbita de x por f é densa em X, então f é topologicamente
transitivo.

Demonstração. Suponhamos que exista algum x ∈ X tal que a órbita de x por f seja densa em X.
Sejam U e V subconjuntos abertos e não vazios de X. Como, por hipótese, a órbita de x por f é
densa em X, existem n,m ∈ N tais que fn(x) ∈ U , e fm(x) ∈ V . Se m = n, fm(x) = fn(x), e, por
conseguinte, U ∩ V ̸= ∅. Sendo assim, podemos supor, de agora em diante, que m > n. Nesse caso,
existe k ∈ N tal que m = n + k. Consequentemente, fk

(
fn(x)

)
= fn+k(x) = fm(x), e, portanto,

fk(U) ∩ V ̸= ∅. Logo, f é topologicamente transitivo.

Observação 8.14. No item 2 da proposição 8.11 provamos que existe um ponto de Σm cuja órbita
pela aplicação τ é densa em Σm, e, portanto, resulta do teorema 8.13 que τ é topologicamente
transitiva.

Definição 8.15 (Sensibilidade às condições iniciais). Seja (X, d) um espaço métrico, e seja
f : X → X uma aplicação. Dizemos que f é senśıvel às condições iniciais se existe δ > 0
tal que, para qualquer x ∈ X e qualquer ϵ > 0, existem y ∈ Bd

ϵ (x) e n ∈ {0, 1, 2, . . .} tais que
d
(
fn(x), fn(y)

)
≥ δ.

Observação 8.16. A definição 8.15 nos diz que as órbitas que começam “próximas”, se “distan-
ciam” com o passar do tempo.

Proposição 8.17. A aplicação shift depende sensivelmente das condições iniciais.

Demonstração. Seja δ := 1
m+1 . Dados s ∈ Σm e ϵ > 0, tomemos n ∈ N tal que m−1

m·(m+1)n < ϵ e

fixemos t ∈ Σm de modo que tj = sj qualquer que seja j ∈ {1, . . . , n}, mas tn+1 ̸= sn+1. Como,
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por hipótese, tj = sj qualquer que seja j ∈ {1, . . . , n}, resulta do item 1 da proposição 8.5 que
dΣm(s, t) ≤ m−1

m·(m+1)n < ϵ. E, uma vez que tn+1 ̸= sn+1, temos também

dΣm

(
τn+1(t), τn+1(s)

)
= dΣm

(
(tn+1, tn+2, . . .), (sn+1, sn+2, . . .)

)
=

|tn+1 − sn+1|
m+ 1︸ ︷︷ ︸
≥ 1

m+1

+

∞∑
i=2

|t(n+1)+i − s(n+1)+i|
(m+ 1)i︸ ︷︷ ︸
≥0

≥ 1

m+ 1
= δ

Decorre, portanto, da arbitrariedade de s ∈ Σm e de ϵ > 0 que τ é senśıvel às condições iniciais.

Por fim, estamos prontos para definir quais são as condições suficientes para que uma aplicação
seja caótica segundo a definição de Devaney [Dev07].

Definição 8.18 (Aplicação caótica). Sejam (X, d) um espaço métrico e f : X → X uma
aplicação cont́ınua. Nessas condições, dizemos que f é caótica segundo a definição de Devaney
se:

1. f é topologicamente transitiva;

2. f é senśıvel às condições iniciais; e

3. o conjunto dos pontos periódicos de f é denso em (X, d).

Exemplo 8.19. Resulta das proposições 8.17 e 8.11 e da observação 8.14 que a aplicação shift é
caótica segundo a definição de Devaney.

8.2 Codificando os fractais

Existe uma classe muito especial de fractais, que cumprem com uma das principais carac-
teŕısticas dos fractais: sua autossimilaridade, no sentido de que se ampliarmos uma parte da figura,
reconstitúımos a figura original, porém essa ampliação não pode ser feita em qualquer parte da fi-
gura, se observarmos com uma lupa podemos ver que algumas parte da figura não apresenta cópias
menores de si mesmo, como podemos ver na figura 8.2. Eles são atratores de uma certa classe de
sistemas iterados de funções, chamados IFS com condensação.

Figura 8.2. Conjuntos de condensação.

Fonte: autora, adaptada de [SA11].

Definição 8.20 (Transformação e conjunto de condensação). Seja (X, d) um espaço
métrico, e seja C ∈ K(X). Defina uma transformação S0 : K(X) → K(X) por S0(B) = C para
todo B ∈ K(X). Então S0 é chamado de transformação de condensação e C é chamado de
conjunto de condensação associado.
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Observação 8.21. Observe que uma transformação de condensação S0 : K(X) → K(X) é uma
aplicação constante, portanto é contração com fator de contração igual a zero cujo o ponto fixo é
o conjunto de condensação.

Definição 8.22 (IFS de Condensação). Seja {X;S1, S2, . . . , Sm} um IFS com fator de con-
tração 0 ≤ s < 1. Seja S0 : K(X) → K(X) uma transformação de condensação. Então
{X;S0, S1, . . . , Sm} é chamado de IFS com condensação, com fator de contração igual a s.

Exemplo 8.23. Seja {R2;S0, S1, S2} em que

S0(F ) := {0} × [0, 1], S1 :=
1

2
ze−

iπ
4 + i e S2 :=

1

2
ze

iπ
4 + i.

Assim, temos que H : K(R2) → R2 dada por

H(F ) := S0(F ) → S1(F ) ∪ S2(F )

= ({0} × [0, 1]) ∪ S1(F ) ∪ S2(F ).

Tomando F = ({0} × [0, 1]), podemos observar na figura 8.3 a sequência

K,W (K),W 2(K), . . . ,Wn(K), . . . .

Figura 8.3. Exemplo de IFS de condensação.

Fonte: autora, adaptada de [SA11].

Provaremos a seguir três lemas que serão importantes para demonstrarmos o teorema central
desta seção.

Lema 8.24. Sejam (X, d) um espaço métrico, {X;S1, . . . , Sm} um IFS, e F ∈ K(X). Então existe
F̃ ∈ K(X) tal que F ⊆ F̃ , e tal que S1, . . . , Sm : F̃ → F̃ . Em outras palavras, {F̃ ;S1, . . . , Sm} é
um IFS em um espaço compacto.

Demonstração. Para construir F̃ , vamos considerar o IFS de condensação {X;S0, S1, . . . , Sm}, em
que

S0 : K(X) −→ K(X).

B 7−→ F

Pelo teorema 7.10, existe um ponto fixo F̃ da contração

H0 : K(X) −→ K(X)

B 7−→ S0(B) ∪ S1(B) ∪ . . . ∪ Sm(B)︸ ︷︷ ︸
=H(B)

= F ∪H(B).
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Como F̃ ∈ K(X), F̃ é compacto. E, como

F̃ = H0(F̃ ) = F ∪H(F̃ ),

F ⊆ F̃ , e H(F̃ ) ⊆ F̃ . Sendo assim, para completarmos a demonstração, basta agora observarmos
que

H(F̃ ) ⊆ F̃ ⇒
m⋃
i=1

Si(F̃ ) ⊆ F̃ ⇒ ∀ i ∈ {1, . . . ,m}, Si(F̃ ) ⊆ F̃ .

Lema 8.25. Seja {X;S1, . . . , Sm} um IFS com fator de contração λ (isto é, λ := max{λ1, . . . , λm},
em que, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, λi é o fator de contração de Si), seja Σm o espaço dos códigos
associado a esse IFS, seja

ϕ : Σm × N×X −→ X,

(σ, n, x) 7−→ (Sσ1 ◦ . . . ◦ Sσn) (x)

seja F ∈ K(X), e seja F̃ ∈ K(X) como no lema 8.24. Então existe D ≥ 0 tal que, para todo
σ ∈ Σm, quaisquer n, p ∈ N e quaisquer x1, x2 ∈ F̃ ,

d
(
ϕ(σ, n, x1), ϕ(σ, p, x2)

)
≤ Dλmin{n,p}.

Demonstração. Sejam σ, p, n, x1 e x2 como no enunciado. Podemos supor, sem perda de genera-
lidade, que p ≤ n. Se p < n, então

ϕ(σ, n, x2) = (Sσ1 ◦ . . . ◦ Sσp ◦ Sσp+1 ◦ . . . ◦ Sσn)(x2) = ϕ(σ, p, x3),

em que x3 := (Sσp+1 ◦ . . . ◦ Sσn)(x2) ∈ F̃ , e, por conseguinte,

d
(
ϕ(σ, p, x1), ϕ(σ, n, x2)

)
= d
(
ϕ(σ, p, x1), ϕ(σ, p, x3)

)
= d
(
(Sσ1 ◦ . . . ◦ Sσp)(x1), (Sσ1 ◦ . . . ◦ Sσp)(x3)

)
≤ λ · d

(
(Sσ2 ◦ . . . ◦ Sσp)(x1), (Sσ2 ◦ . . . ◦ Sσp)(x3)

)
≤ λ2 · d

(
(Sσ3 ◦ . . . ◦ Sσp)(x1), (Sσ3 ◦ . . . ◦ Sσp)(x3)

)
...

≤ λpd(x1, x3)

≤ λpD,

em que D := diam(F̃ ) (tal D é finito, pois, por hipótese, F̃ é compacto). Se, por outro lado, p = n,
a demonstração é análoga.

Lema 8.26. O espaço métrico (Σm, dΣm) é compacto.

Demonstração. Como {1, . . . ,m} é finito, é imediato ver que
(
{1, . . . ,m},P

(
{1, . . . ,m}

))
é com-

pacto. Sendo assim, como Σm =
∏

n∈N{1, . . . ,m}, resulta do teorema de Tychonoff que Σm é com-
pacto em relação à topologia produto — a qual denotaremos por τprod. Dessa forma, se provarmos
que a topologia induzida por τΣm coincide com τprod, poderemos concluir que (Σm, dΣm) é um espaço
métrico compacto. Para isso, no entanto, é suficiente mostrarmos que, para cada aberto básico não

vazio
∏

n∈N Un de (Σm, τprod) e cada σ ∈
∏

n∈N Un, existe δ > 0 tal que B
dΣm
δ (σ) ⊆

∏
n∈N Un, e

que, para cada α ∈ Σm e cada r > 0, existe um aberto básico
∏

n∈NWn de (Σm, τprod) tal que

α ∈
∏

n∈NWn, e
∏

n∈NWn ⊆ B
dΣm
r (α).

Fixemos, inicialmente um aberto básico não vazio
∏

n∈N Un de (Σm, τprod) e um ponto σ em∏
n∈N Un. Como, por hipótese,

∏
n∈N Un é um aberto básico de (Σm, τprod), resulta da definição

de topologia produto que I := {n ∈ N : Ui ̸= {1, . . . ,m}} é finito. Seja n0 := max(I). Decorre
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do lema 8.25 que, se ω ∈ Σm é tal que dΣm(ω, σ) < 1
(m+1)m , então ωi = σi qualquer que seja

i ∈ {1, . . . ,m}. Podemos, pois, concluir que todo ω ∈ Σm tal que dΣm(ω, σ) < 1
(m+1)m pertence,

necessariamente, a
∏

n∈N Un. Logo, B
dΣm

1
(m+1)m

(σ) ⊆
∏

n∈N Un.

Fixemos, agora, α ∈ Σm e r > 0 de modo arbitrário e tomemos N ∈ N tal que m−1
m·(m+1)N

< r.

Resulta do item 1 da proposição 8.5 que, se ω ∈ Σm é tal que ωi = σi qualquer que seja i em
{1, . . . , N}, então

dΣm(ω, σ) ≤
m− 1

m · (m+ 1)N
< r.

Sendo assim, é fácil ver que, se
∏

n∈N Vn ∈ τprod é tal que, para cada n ∈ N,

Vn :=

{
{αn}, se n ∈ {1, . . . , N}
{1, . . . ,m}, se n > N

,

então
∏

n∈N Vn ⊆ B
dΣm
r (α) — pois, para todo (ω1, ω2, . . .) ∈ Σm,

(ω1, ω2, . . .) ∈
∏
n∈N

Vn ⇒ ∀ n ∈ N, ωn ∈ Vn ⇒ ∀ n ∈ {1, . . . , N}, ωn = αn ⇒ dΣm(ω, α) < r.

Teorema 8.27. Sejam {X;S1, . . . , Sm} um IFS, A seu atrator e Σm o espaço dos códigos associado
a esse IFS, e, para cada σ ∈ Σm, cada n ∈ N e cada x ∈ X, seja ϕ(σ, n, x) tal como no lema
8.25. Nessas condições, para cada σ ∈ Σm e cada x ∈ X, lim

n→∞
ϕ(σ, n, x) existe, pertence a A e é

independente de x. Além disso, a aplicação

φ : Σm −→ A

σ 7−→ lim
n→∞

ϕ(σ, n, x)

é cont́ınua e sobrejetora.

Demonstração. Seja σ ∈ Σm, seja x ∈ X, e seja F̃ ∈ K(X) tal que x ∈ F̃ , e tal que, para
cada i ∈ {1, . . . ,m}, Si(F̃ ) ⊆ F̃ (o lema 8.24 nos garante que tal F̃ certamente existe). Nessas

condições, resulta do teorema 7.10 que Hn
(
{x}
) dH−→ A, a partir do que conclúımos, em particular,

que
(
Hn
(
{x}
))

n∈N
é uma sequência de Cauchy em

(
K(X), dH). Sendo assim, como, para cada

n ∈ N,

ϕ(σ, n, x) := (Sσ1 ◦ . . . ◦ Sσn)(x) ∈
m⋃

i1,...,in=1

(Si1 ◦ . . . ◦ Sin)
(
{x}
)
= Hn

(
{x}
)
,

decorre do teorema 7.6 que, se lim
n→∞

ϕ(σ, n, x) existir, então ele pertencerá necessariamente a A.

Vamos, agora, mostrar que esse limite de fato existe. Para isso, no entanto, basta mostrarmos
que

(
ϕ(σ, n, x)

)
n∈N é uma sequência de Cauchy em (X, d), uma vez que, por hipótese, (X, d) é

completo. O fato de que
(
ϕ(σ, n, x)

)
n∈N é de Cauchy em (X, d), porém, é uma consequência direta

do lema 8.25. Com efeito, resulta desse lema que existe D ≥ 0 tal que, para quaisquer p e n em N
e quaisquer x1 e x2 em F̃ , tem-se

d(ϕ(σ, n, x1), ϕ(σ, p, x2)) ≤ Dλmin{n,p},

em vista do que podemos concluir que, se, para cada ϵ > 0, tomarmos N0 ∈ N tal que DλN0 < ϵ,
teremos

d(ϕ(σ, n, x), ϕ(σ, p, x)) ≤ Dλmin{n,p} ≤ DλN0 < ϵ

quaisquer que sejam p e n em N tais que p, n > N0.
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Por fim, precisamos verificar que, se y é outro ponto qualquer de X, então

lim
n→∞

ϕ(σ, n, x) = lim
n→∞

ϕ(σ, n, y).

Para ver isso, dado y ∈ X, consideremos, inicialmente, o conjunto Fy := {x, y} e notemos que,
como Fy é compacto, resulta do lema 8.25 que podemos fixar Dy ≥ 0 de modo que

d((ϕ(σ, n, x), ϕ(σ, n, y)) ≤ Dyλ
n

qualquer que seja n ∈ N. Consequentemente, se L := lim
n→∞

ϕ(σ, n, x), e se M := lim
n→∞

ϕ(σ, n, y),

então

d(L,M) = d
(
lim
n→∞

(
(ϕ(σ, n, x), ϕ(σ, n, y)

))
= lim

n→∞
d(ϕ(σ, n, x), ϕ(σ, n, y))︸ ︷︷ ︸

≤Dyλn

≤ lim
n→∞

Dyλ
n = 0,

e, portanto, L = M .
A seguir, mostraremos que φ é cont́ınua em σ. Para isso, fixemos, inicialmente, ϵ > 0 de modo

arbitrário e tomemos n ∈ N tal que λn ·D < ϵ
2 , em que λ é o fator de contração do IFS. Decorre

do item 2 da proposição 8.5 que, se ω ∈ Σm é tal que

dΣm(σ, ω) <
1

(m+ 1)n
,

então ωi = σi qualquer que seja i ∈ {1, . . . , n}. Como, porém, F ⊆ F̃ , e, para cada i ∈ {1, . . . ,m},
Si(F̃ ) ⊆ F̃ , disso resulta, por sua vez, que, se ω ∈ Σm é tal que dΣm(σ, ω) <

1
(m+1)n , e se p ∈ N é

tal que p > n, então

d
(
ϕ(σ, p, x), ϕ(ω, p, x)

)
= d
(
(Sσ1 ◦ . . . ◦ Sσm)(x), (Sω1 ◦ . . . ◦ Sωm)(x)

)
= d
(
(Sσ1 ◦ . . . ◦ Sσn ◦ . . . ◦ Sσp)(x), (Sω1 ◦ . . . ◦ Sωn︸ ︷︷ ︸

=Sσ1◦...◦Sσn

◦ . . . ◦ Sωp)(x)
)

= d
(
ϕ
(
σ, n, (Sσn+1 ◦ . . . ◦ Sσp)(x)︸ ︷︷ ︸

=:x1∈F̃

)
, ϕ
(
σ, n, (Sωn+1 ◦ . . . ◦ Sωp)(x)︸ ︷︷ ︸

=:x2∈F̃

))
= d
(
ϕ(σ, n, x1), ϕ(σ, n, x2)

)
≤
8.25

Dλn <
ϵ

2
.

Sendo assim, podemos concluir, em vista da continuidade da métrica d, que, para todo ω ∈ Σm,

dΣm(σ, ω) <
1

(m+ 1)n
⇒ d

(
φ(σ), φ(ω)

)
= d
(

lim
p→∞

(
ϕ(σ, p, x), ϕ(ω, p, x)

))
= lim

p→∞
d
(
ϕ(σ, p, x), ϕ(ω, p, x)

)
≤ ϵ

2
< ϵ.

E, como ϵ > 0 é arbitrário, isso nos mostra que φ é de fato cont́ınua em σ.
Precisamos, ainda, provar que φ é sobrejetora. Para isso, fixemos a ∈ A de modo arbitrário e

vamos mostrar que a ∈ Im(φ). Como

A = lim
n→∞

Hn
(
{x}
)
,

resulta do teorema 7.6 que existe uma sequência (xn)n∈N ∈ XN tal que xn
d−→ a, e tal que, para

todo n ∈ N, xn ∈ Hn
(
{x}
)
. Como, por hipótese, xn ∈ Hn

(
{x}
)
qualquer que seja n ∈ N, para cada

n ∈ N, podemos fixar (i
(n)
1 , . . . , i

(n)
n ) ∈ {1, . . . ,m}n de modo que

xn = (S
i
(n)
1

◦ . . . ◦ S
i
(n)
n

)(x).
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Para cada n ∈ N, fixemos, agora, uma sequência ω(n) := (ω
(n)
1 , ω

(n)
2 , . . .) ∈ Σm de modo que

ω
(n)
j = i

(n)
j qualquer que seja j ∈ {1, . . . , n} e notemos que

a = lim
n→∞

xn = lim
n→∞

(S
i
(n)
1

◦ . . . ◦ S
i
(n)
n

)(x) = lim
n→∞

(S
ω
(n)
1

◦ . . . ◦ S
ω
(n)
n

)(x) = lim
n→∞

ϕ(ω(n), n, x).

Como (Σm, dΣm) é compacto (veja o lema 8.26), a sequência (ω(n))n∈N possui, necessariamente,
uma subsequência convergente (ω(nk))k∈N. Seja ω := lim

k→∞
ω(nk), e, para cada k ∈ N, seja

α(k) := sup{ℓ ∈ N : ∀ j ∈ {1, . . . , ℓ}, ω(nk)
j = ωj} ∈ [0,∞].

É fácil ver que lim
k→∞

α(k) = ∞: com efeito, resulta do item 2 da proposição 8.5 e do fato de que

ω(nk) d−→ ω que, para cada N ∈ N, podemos fixar k0 ∈ N de modo que, para todo k ∈ N,

k > k0 ⇒ dΣm(ω
(nk), ω) <

1

(m+ 1)N
⇒
8.5

∀ j ∈ {1, . . . , N}, ω(nk)
j = ωj ⇒ α(k) ≥ N.

Vamos mostrar, a seguir, que, para todo k ∈ N,

d
(
ϕ(ω, nk, x), ϕ(ω

(nk), nk, x)
)
≤ Dλα(k). (8.1)

Para tanto, inicialmente fixemos k ∈ N de modo arbitrário, e, em seguida, observemos que:

• se α(k) < nk, então, como

ϕ(ω(nk), nk, x) = (S
ω
(nk)
1

◦ . . . ◦ S
ω
(nk)
nk

)(x)

=
(
S
ω
(nk)
1

◦ . . . ◦ S
ω
(nk)

α(k)︸ ︷︷ ︸
=Sω1◦...◦Sωα(k)

)(
(S

ω
(nk)

(α(k)+1)

◦ . . . ◦ S
ω
(nk)
nk

)(x)︸ ︷︷ ︸
=:x′∈F̃

)

= (Sω1 ◦ . . . ◦ Sωα(k)
)(x′)

= ϕ
(
ω, α(k), x′

)
,

decorre do lema 8.25 que

d
(
ϕ(ω, nk, x), ϕ(ω

(nk), nk, x
)
= d
(
ϕ(ω, nk, x), ϕ

(
ω, α(k), x′

))
≤
8.25

Dλmin{α(k),nk} = Dλα(k);

• se, por outro lado, α(k) ≥ nk, então ω
(nk)
j = ωj qualquer que seja j ∈ {1, . . . , nk}, e, por

conseguinte,

d(ϕ(ω, nk, x), ϕ(ω
(nk), nk, x)) = d

(
ϕ(ω, nk, x), (Sω

(nk)
1

◦ . . . ◦ S
ω
(nk)
nk

)(x)
)

= d
(
ϕ(ω, nk, x), (Sω1 ◦ . . . ◦ Sωnk

)(x)
)

= d
(
ϕ(ω, nk, x), ϕ(ω, nk, x)

)
= 0 ≤ Dλα(k).

Por fim, notemos que, como lim
k→∞

α(k) = ∞, e como a desigualdade 8.1 se verifica qualquer que
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seja k ∈ N,

d
(
φ(ω), a

)
= d

(
lim
k→∞

(
ϕ(ω, nk, x), ϕ(ω

(nk), nk, x)
))

= lim
k→∞

d
(
ϕ(ω, nk, x), ϕ(ω

(nk), nk, x)
)︸ ︷︷ ︸

≤Dλα(k)

≤ lim
k→∞

Dλα(k) = 0,

e, portanto, a = φ(ω) (o que, por sua vez, permite-nos concluir que a de fato pertence a Im(φ)).

Provaremos, a seguir, dois lemas que serão essenciais para a demonstração do teorema 8.32.

Lema 8.28. Sejam A o atrator de um IFS {X;S1, . . . , Sm} e φ : Σm → A a aplicação de en-
dereçamento associada a esse IFS. Então

φ
(
(σ1, σ2, σ3, . . .)

)
= Sσ1

(
φ(σ2, σ3, . . .)

)
qualquer que seja (σ1, σ2, σ3, . . .) ∈ Σm.

Demonstração. Com efeito, resulta do teorema 8.27 e da continuidade das contrações do IFS que,
para todo (σ1, σ2, σ3, . . .) ∈ Σm e todo x ∈ X,

φ
(
(σ1, σ2, σ3, . . .)

)
= lim

n→∞
(Sσ1 ◦ . . . ◦ Sσn)(x)

= lim
n→∞

Sσ1

(
(Sσ2 ◦ . . . ◦ Sσn)(x)

)
= Sσ1

(
lim
n→∞

(Sσ2 ◦ . . . ◦ Sσn)(x)
)

= Sσ1

(
φ(σ2, σ3, . . .)

)
.

Lema 8.29. Seja {X;S1, . . . , Sm} um IFS. Nessas condições, para todo (i1, i2, . . .) ∈ Σm e todo
k ∈ N, xi1i2... =

(
Si1 ◦ . . . ◦ Sik

)
(xik+1ik+2...).

Demonstração. Dado (i1, i2, . . .) ∈ Σm, resulta do lema 8.28 que

xi1i2... = φ(i1, i2, . . .) =
8.28

Si1

(
φ(i2, i3, . . .)

)
= Si1(xi2i3...).

Além disso, é fácil ver que, se xi1i2... = (Si1 ◦ . . . ◦ Sik)(xik+1ik+2...) para certo k ∈ N, então

xi1i2... = (Si1 ◦ . . . ◦ Sik)(xik+1ik+2...)

= (Si1 ◦ . . . ◦ Sik)
(
φ(ik+1, ik+2, . . .)

)
=
8.28

(Si1 ◦ . . . ◦ Sik)
(
Sik+1

(
φ(ik+2, ik+3, . . .)

))
= (Si1 ◦ . . . ◦ Sik+1

)(xik+2ik+3...).

Logo, decorre do pŕıncipio da indução que xi1i2... =
(
Si1 ◦ . . . ◦ Sik

)
(xik+1ik+2...) qualquer que seja

k ∈ N.

Definição 8.30 (Endereço de um ponto do atrator de um IFS). Sejam {X;S1, . . . , Sm}
um IFS, A seu atrator, Σm o espaço dos códigos associado a esse IFS, e φ : Σm → A a aplicação
constrúıda no teorema 8.27. Dado a ∈ A, chamaremos de endereço de a a qualquer elemento do
conjunto

φ−1(a) := {x ∈ Σm : φ(x) = a}.

O conjunto φ−1(a) será chamado de conjunto de endereços de a ∈ A, e a aplicação φ será
chamada de aplicação de endereçamento do atrator do IFS. Dados a ∈ A e (i1, i2, . . .) ∈ Σm,
escreveremos a = xi1i2... para indicar que (i1, i2, . . .) é um endereço de a.
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Exemplo 8.31. Consideremos o IFS {R;S1, S2} cujo atrator é C 1
3
. A aplicação de endereçamento

de C 1
3
é

φ : Σ2 → C 1
3
,

em que Σ2 := {1, 2}N. Vamos calcular, por exemplo, φ(1, 2, 2, 2, 2, . . .) (denotaremos (1, 2, 2, 2, 2, . . .)
por 12). Temos:

φ(12) = lim
n→∞

(S1 ◦ S2 ◦ S2 ◦ . . . ◦ S2)(1)

= lim
n→∞

S1(1)

= S1(1) =
1

3
∈ C 1

3
.

Portanto, 12 é o endereço de 1
3 , como podemos observar na figura 8.4.

Figura 8.4. Aplicação de endereçamento de C 1
3
.

Fonte: autora, adaptada de [SA11].

Teorema 8.32. Seja {X;S1, . . . , Sm} um IFS e seja F seu atrator. Nessas condições, para todo
(i1, i2, . . .) ∈ Σm, e todo compacto não vazio E ⊆ Rn tal que Si(E) ⊆ E, qualquer que seja
i ∈ {1, . . . ,m}, tem se

{xi1i2...} =
∞⋂
k=0

(
Si1 ◦ . . . ◦ Sik

)
(E).

Demonstração. Seja E um compacto não vazio tal que, para cada i = 1, . . . ,m, Si(E) ⊆ E, e seja
(i1, i2, . . .) ∈ Σm. Resulta do lema 8.29 e do teorema 7.14 que, para cada k ∈ N, tem-se

xi1i2... =
8.29

(
Si1 ◦ . . . ◦ Sik

)
(xik+1ik+2...)︸ ︷︷ ︸

∈F⊆E

∈
(
Si1 ◦ . . . ◦ Sik

)
(E).

Consequentemente, xi1i2... ∈
⋂∞

k=0

(
Si1 ◦ . . . ◦ Sik

)
(E). A seguir, notemos que, para cada k ∈ N e

cada (x, y) ∈ E × E, tem-se

d
((

Si1 ◦ . . . ◦ Sik

)
(x),

(
Si1 ◦ . . . ◦ Sik

)
(y)
)
≤ λk · d(x, y) ≤ λk · diam

(
E
)
,

em que λ é o fator de contração associado ao IFS. Sendo assim, podemos concluir que, para cada

k ∈ N, diam
((

Si1 ◦ . . . ◦ Sik

)
(E)
)
≤ λk · diam

(
E
)
. E, como λ < 1, disso resulta, por sua vez, que

lim
k→+∞

diam
((

Si1 ◦ . . . ◦ Sik

)
(E)
)
= 0.

— a partir do que concluimos, por fim, que
⋂∞

k=0

(
Si1 ◦ . . . ◦ Sik

)
(E), possui, no máximo, um
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elemento. Logo, como xi1i2... ∈
⋂∞

k=0

(
Si1 ◦ . . . ◦ Sik

)
(E), deve se ter, necessariamente,

{xi1i2...} =
∞⋂
k=0

(
Si1 ◦ . . . ◦ Sik

)
(E).

Definição 8.33 (IFS Totalmente Desconexo). O IFS é totalmente desconexo se cada
ponto de seu atrator possui um único endereço, isto é, se a aplicação φ da definição 8.30 é injetora.

A seguir, mostraremos que aplicação φ é um homeomorfismo. Esse fato será essencial para
provarmos o resultado principal deste caṕıtulo.

Teorema 8.34. Sejam {X;S1, . . . , Sm} um IFS totalmente desconexo, A seu atrator, Σm o espaço
dos códigos associado a esse IFS, e φ : Σm → A a aplicação de endereçamento de A. Nessas
condições, φ é um homeomorfismo.

Demonstração. Resulta do 8.27 que φ é cont́ınua e sobrejetora. Como, porém, o IFS é totalmente
desconexo, φ é também injetora e, portanto, possui uma inversa. Vamos mostrar, a seguir, que φ−1

é cont́ınua. Para isso, é suficiente provarmos que, para todo fechado F ⊆ Σm, (φ−1)−1(F ) é fechado
em A. É fácil ver, no entanto, que (φ−1)−1(F ) = φ(F ) qualquer que seja F ⊆ Σm, de modo que
basta mostrarmos que, para todo fechado F de Σm, φ(F ) é fechado em A.

Seja F um fechado de Σm. Como F é fechado em Σm, e Σm é compacto, F também é compacto.
Resulta, portanto, da continuidade de φ que φ(F ) é compacto em A, a partir do que conclúımos,
em particular, que φ(F ) é fechado em A. E, sendo F um fechado arbitrário de Σm disso resulta,
por fim, que φ−1 é cont́ınua.

Observação 8.35. Uma demonstração alternativa do fato de que φ−1 é cont́ınua pode ser encon-
trada no apêndice A.5.

8.3 Caos nos fractais

Nesta seção, utilizaremos os resultados das seções anteriores para provar o teorema central
deste caṕıtulo, o qual afirma que a tranformação de mudança S associada a um IFS totalmente
desconexo é caótica segundo a definição de Devaney.

Observação 8.36. Seja {X;S1, . . . , Sm} um IFS, e seja A seu atrator. Como

A =
m⋃
i=1

Si(A),

Si(A) ⊆ A qualquer que seja i ∈ {1, . . . ,m}, e, portanto, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, podemos pensar
na restrição de Si a A como sendo uma aplicação de A em A.

Lema 8.37. Seja {X;S1, . . . , Sm} um IFS, e seja A seu atrator. Nessas condições, se esse IFS for
totalmente desconexo, então, para cada n ∈ {1, . . . ,m}, a transformação Sn : A → A será injetora.

Demonstração. Suponhamos, por absurdo, que o IFS {X;S1, . . . , Sm} seja totalmente desconexo,
e que, no entanto, exista n ∈ {1, . . . ,m} tal que Sn : A → A não seja injetora. Como, por hipótese,
Sn : A → A não é injetora, podemos fixar (i1, i2, . . .), (j1, j2, . . .) ∈ Σm de modo que xi1i2... ̸= xj1j2...,
e Sn(xi1i2...) = Sn(xj1j2...). Nesse caso, porém, teŕıamos

xni1i2... =
8.29

Sn(xi1i2...) = Sn(xj1j2...) =
8.29

xnj1j2...,

e, consequentemente, o ponto a := xni1i2... possuiria dois endereços distintos — o que, por sua vez,
seria um absurdo, pois o IFS é totalmente desconexo.
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Lema 8.38. Seja {X;S1, . . . , Sm} um IFS totalmente desconexo, e seja A seu atrator. Nessas
condições, Si(A) ∩ Sj(A) = ∅ quaisquer que sejam i e j em {1, . . . ,m} tais que i ̸= j.

Demonstração. Suponhamos, por absurdo, que existam a ∈ A e n, q ∈ {1, . . . ,m} tais que n ̸= q,
e tais que a ∈ Sn(A) ∩ Sq(A). Como, por hipótese, a ∈ Sn(A) ∩ Sq(A), podemos fixar (i1, i2, . . .)
e (j1, j2, . . .) em Σm de modo que a = Sn(xi1i2...), e a = Sq(xj1j2...). Nesse caso, porém, é fácil ver
que

xni1i2... =
8.29

Sn(xi1i2...) = a = Sq(xj1j2...) =
8.29

xqj1j2...,

e, como n ̸= q, disso resulta que (n, i1, i2, . . .) e (q, j1, j2, . . .) são endereços distintos de a — o que,
por sua vez, é um absurdo, já que, por hipótese, o IFS é totalmente desconexo.

Teorema 8.39. Seja {X;S1, . . . , Sm} um IFS, e seja A seu atrator. Nessas condições, o IFS
{X;S1, . . . , Sm} é totalmente desconexo se, e somente se, as transformações S1, . . . , Sm : A → A
são injetoras, e, além disso, Si(A) ∩ Sj(A) = ∅ quaisquer que sejam i e j em {1, . . . ,m} tais que
i ̸= j.

Demonstração. Suponhamos, inicialmente, que o IFS seja totalmente desconexo. Nesse caso, resulta
dos lemas 8.37 e 8.38 que, para cada n ∈ {1, . . . ,m}, a aplicação Sn : A → A é injetora, e que
Si(A) ∩ Sj(A) = ∅ quaisquer que sejam i e j em {1, . . . ,m} tais que i ̸= j.

Suponhamos, agora, que S1, . . . , Sm : A → A sejam injetoras, que Si(A) ∩ Sj(A) = ∅ quaisquer
que sejam i e j em {1, . . . ,m} tais que i ̸= j, e que, no entanto, exista um ponto a ∈ A com mais
de um endereço. Nesse caso, podemos fixar (i1, i2, . . .) e (j1, j2, . . .) em Σm de modo que (i1, i2, . . .)
e (j1, j2, . . .) sejam endereços distintos de a. Como (i1, i2, . . .) é um endereço de a,

a = xi1i2... =
8.29

Si1(xi2i3...) ∈ Si1(A).

Da mesma forma, como (j1, j2, . . .) é um endereço de a,

a = xj1j2... =
8.29

Sj1(xj2j3...) ∈ Sj1(A).

Logo, a ∈ Si1(A) ∩ Sj1(A), e, portanto, Si1(A) ∩ Sj1(A) ̸= ∅. Resulta, pois, da hipótese de que
Sn(A)∩Sq(A) = ∅ quaisquer que sejam n e q em {1, . . . ,m} tais que n ̸= q que i1 = j1. Apesar disso,
como (i1, i2, . . .) ̸= (j1, j2, . . .), existe k ∈ N tal que ik ̸= jk. Consequentemente, {k ∈ N : ik ̸= jk}
é não vazio e, portanto, possui mı́nimo. Seja ℓ := min{k ∈ N : ik ̸= jk}. Como i1 = j1, é claro que
ℓ > 1. Além disso, é claro também que

(Si1 ◦ . . . ◦ Siℓ−1
)(xiℓiℓ+1...) =

8.29
xi1i2... = a = xj1j2... =

8.29
(Sj1 ◦ . . . ◦ Sjℓ−1

)(xjℓjℓ+1...)

— a partir do que conclúımos, em vista da hipótese de que S1 . . . , Sm : A → A são injetoras, que
xiℓiℓ+1... = xjℓjℓ+1.... Sendo assim, como

xiℓiℓ+1... =
8.29

Siℓ(xiℓiℓ+1...) ∈ Siℓ(A),

e
xjℓjℓ+1... =

8.29
Sjℓ(xjℓjℓ+1...) ∈ Sjℓ(A),

resulta do fato de que xiℓiℓ+1... = xjℓjℓ+1... que Siℓ(A)∩Sjℓ(A) é não vazia — o que é um absurdo, pois
iℓ ̸= jℓ. Portanto, se Sn : A → A é injetora qualquer que seja n ∈ {1, . . . ,m}, e se Si(A)∩Sj(A) = ∅
quaisquer que sejam i e j em {1, . . . ,m} tais que i ̸= j, então, necessariamente, cada ponto de A
possui um único endereço, e, por conseguinte, o IFS é totalmente desconexo.

Definição 8.40 (Transformação de mudança associada a um IFS). Seja {X;S1, . . . , Sm}
um IFS totalmente desconexo, e seja A seu atrator. A transformação de mudança associada a
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esse IFS é, por definição, a aplicação S : A → A tal que, para cada a ∈ A,

S(a) = S−1
i (a),

em que i é o único j ∈ {1, . . . ,m} tal que a ∈ Sj(A), e em que Si é vista como uma transformação
em A.

Definição 8.41 (Aplicações topologicamente conjugadas). Sejam (X, dX) e (Y, dY ) dois
espaços métricos, e sejam f : X → X e g : Y → Y duas aplicações quaisquer. Nessas condições,
dizemos que f e g são topologicamente conjugadas se existe um homeomorfismo h : X → Y
tal que h ◦ f = g ◦ h.

Vamos provar, a seguir, um resultado clássico na área de sistemas dinâmicos. Mais especifi-
camente, mostraremos que, se duas aplicações são topologicamente conjugadas, e se uma delas
é caótica, então a outra também é. Para isso vamos, inicialmente, provar dois lemas que serão
essenciais para a demonstração desse resultado.

Lema 8.42. Sejam (X, dX) e (Y, dY ) espaços métricos, e sejam f : X → X e g : Y → Y aplicações
topologicamente conjugadas pelo homeomorfismo h : X → Y . Nessas condições, para todo n ∈ N,
tem-se

h ◦ fn = gn ◦ h.

Demonstração. Como f e g são topologicamente conjugadas, tem-se, evidentemente,

h ◦ f1 = h ◦ f = g ◦ h = g1 ◦ h.

Por sua vez, é claro também que, se h ◦ fn = gn ◦ h para certo n ∈ N, então

h ◦ fn+1 = h ◦ (fn ◦ f) = (h ◦ fn) ◦ f = (gn ◦ h) ◦ f = gn ◦ (h ◦ f)
= gn ◦ (g ◦ h) = (gn ◦ g) ◦ h = gn+1 ◦ h.

Sendo assim, resulta do prinćıpio da indução que h ◦ fn = gn ◦ h qualquer que seja n ∈ N.

Lema 8.43. Sejam (X, dX) e (Y, dY ) espaços métricos, e sejam f : X → X e g : Y → Y duas
aplicações quaisquer. Nessas condições, se f e g são topologicamente conjugadas por um homeo-
morfismo h : X → Y , então g e f são topologicamente conjugadas por h−1 : Y → X.

Demonstração. Com efeito, se f e g são topologicamente conjugadas por um homeomorfismo
h : X → Y , então

h−1 ◦ g = (h−1 ◦ g) ◦ (h ◦ h−1) = h−1 ◦ (g ◦ h) ◦ h−1 = h−1 ◦ (h ◦ f) ◦ h−1

= (h−1 ◦ h) ◦ (f ◦ h−1) = f ◦ h−1,

e, portanto, g e f são topologicamente conjugadas por h−1.

Teorema 8.44. Sejam (X, dX) e (Y, dY ) espaços métricos compactos, e sejam f : X → X e g : Y →
Y aplicações topologicamente conjugadas pelo homeomorfismo h : X → Y . Nessas condições, f é
caótica em (X, dX) se, e somente se, g é caótica em (Y, dY ).

Demonstração. Antes de qualquer outra coisa, notemos que, em vista do lema 8.43, basta mostrar-
mos que, se f é caótica em (X,DX), então g é caótica em (Y, dY ). Dividiremos a demonstração
dessa afirmação em três partes:

• Inicialmente, vamos mostrar que, se Per(f) é denso em (X, dX), então Per(g) é denso em
(Y, dY ). Para isso, suponhamos que Per(f) seja denso em (X, dX) e consideremos um aberto
não vazio U de (Y, dY ). Como, por hipótese, h é um homeomorfismo, h−1(U) é um aberto não
vazio de (X, dX). Sendo assim, resulta do fato de que Per(f) é denso em (X, dX) que existe
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um ponto periódico x0 de f em h−1(U). Seja N ∈ N tal que fN (x0) = x0, e seja y0 := h(x0).
Como x0 ∈ h−1(U), é imediato ver que y0 é um ponto de U . Além disso, é claro também que

gN (y0) = gN
(
h(x0)

)
=
8.42

h
(
fN (x0)

)
= h(x0) = y0.

Logo, y0 é um ponto periódico de g que pertence a U . E, como U é um aberto não vazio
qualquer de (Y, dY ), disso conclúımos que todo aberto não vazio de (Y, dY ) intersecta Per(g),
e, portanto, que Per(g) é denso em (Y, dY ).

• Suponhamos, agora, que aplicação f seja topologicamente transitiva em (X, dX), e vamos
mostrar que, nesse caso, g é topologicamente transitiva em (Y, dY ). Sejam U e W dois abertos
não vazios de (Y, dY ). Como h é um homeomorfismo, h−1(U) e h−1(W ) são abertos não
vazios de (X, dX). Resulta, pois, da transitividade topológica de f em (X, dX) que podemos
fixar x0 ∈ h−1(U) e N ∈ N de modo que fN (x0) ∈ h−1(W ). É fácil ver, no entanto, que
x0 ∈ h−1(U) ⇒ h(x0) ∈ U , e que

fN (x0) ∈ h−1(W ) ⇒ gN (h(x0)) =
8.42

h(fN (x0)) ∈ W,

de modo que podemos concluir que gN (U) ∩W ̸= ∅. E, como os abertos não vazios U e W
de (Y, dY ) são quaisquer, disso resulta que g é topologicamente transitiva em (Y, dY ).

• Por fim, vamos provar que, se f é senśıvel às condições iniciais em (X, dX), então g é senśıvel
às condições iniciais em (Y, dY ). Para tanto, suponhamos que f seja senśıvel às condições
iniciais em (X, dX) e fixemos uma constante de sensibilidade ϵ0 > 0 para f . Como, por
hipótese, (Y, dY ) é compacto, e h−1 : Y → X é cont́ınua, h−1 é, também, uniformemente
cont́ınua. Consequentemente, podemos fixar δ0 > 0 de modo que, para quaiquer y1 e y2
em Y tais que dY (y1, y2) < δ0, tenhamos dX

(
h−1(y1), h

−1(y2)
)
< ϵ0. Mostraremos que δ0 é

uma constante de sensibilidade para g. Para isso, fixemos, inicialmente, y0 ∈ Y e γ > 0 de
modo arbitrário e, em seguida, consideremos o ponto x0 := h−1(y0) ∈ h−1

(
Bγ(y0)

)
. Como

h é cont́ınua, e Bγ(y0) é aberto em (Y, dY ), h−1
(
Bγ(y0)

)
é aberto em (X, dX). Resulta,

portanto, do fato de que f é senśıvel às condições iniciais em (X, dX) que podemos fixar
x1 ∈ h−1

(
Bγ(y0)

)
e N ∈ N de modo que

dX
(
fN (x0), f

N (x1)
)
≥ ϵ0.

Seja y1 := h(x1). É imediato ver que x1 ∈ h−1
(
Bγ(y0)

)
⇒ y1 ∈ Bγ(y0). Além disso, como

dX

(
h−1

(
gN (y0)

)
, h−1

(
gN (y1)

))
= dX

(
h−1

(
gN
(
h(x0)

))
, h−1

(
gN
(
h(x1)

)))
= dX

(
fN (x0), f

N (x1)
)
≥ ϵ0,

é claro também que dY
(
gN (y0), g

N (y1)
)
≥ δ0 (pois, se dY

(
gN (y0), g

N (y1)
)
< δ0, teŕıamos,

necessariamente, dX

(
h−1

(
gN (y0)

)
, h−1

(
gN (y1)

))
< ϵ0). E, como y0 ∈ Y e γ > 0 são comple-

tamente arbitrários, isso completa a prova de que δ0 é, de fato, uma constante de sensibili-
dade para g — a partir do que conclúımos, por fim, que g é senśıvel às condições iniciais em
(Y, dY ).

Teorema 8.45. Sejam {X;S1, . . . , Sm} um IFS totalmente desconexo e A seu atrator, e seja S a
transformação de mudança associada a esse IFS. Sejam também Σm o espaço de códigos associado
ao IFS e τ : Σm → Σm tal que σ(i1, i2, i3, . . .) = (i2, i3, i4, . . .) qualquer que seja (i1, i2, i3, . . .) ∈ Σm.
Nessas condições, S e σ são topologicamente conjugadas.

Demonstração. De fato, o homeomorfismo que torna a S e τ conjugadas é a aplicação de en-
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dereçamento φ, constrúıda no teorema 8.27. Com efeito, para todo (i1, i2, . . .) ∈ Σm, tem-se

(S ◦ φ)(i1, i2, . . .) = S
(
φ(i1, i2, . . .)

)
=
8.28

S
(
Si1

(
φ(i2, i3, . . .)

))
= S−1

i1

(
Si1

(
φ(i2, i3, . . .)

))
= φ(i2, i3, . . .)

= φ
(
σ(i1, i2, . . .)

)
= (φ ◦ τ)(i1, i2, . . .).

Teorema 8.46. A transformação de mudança associado a um IFS totalmente desconexo com duas
ou mais transformações é caótica segundo a definição de Devaney.

Demonstração. Na seção 8.1, provamos que τ é caótica. Como τ e S são topológicamente conjuga-
das, resulta do teorema 8.44 que S é caótica segundo a definição de Devaney.

Vamos explorar os resultados provados no conjunto de Cantor ternário.

Exemplo 8.47 (Conjunto de Cantor ternário). Seja C 1
3
o conjunto de Cantor ternário e

sejam S1, S2 : R → R tais que, para cada x ∈ R,

S1(x) =
1

3
x. e S2(x) =

1

3
x+

2

3
.

Como já vimos, C 1
3
é o atrator do IFS {R;S1, S2}. Observe que S1 e S2 são inverśıveis, e que, para

todo x ∈ R, S−1
1 (x) = 3x, e S−1

2 (x) = 3x− 2. Além disso, como, para todo a ∈ R,

a ∈ C 1
3
⇒ 0 ≤ a ≤ 1

⇒ 0 ≤ a

3
≤ 1

3

⇒ S1(a) ∈
[
0,

1

3
,

]
,

e

a ∈ C 1
3
⇒ 0 ≤ a ≤ 1

⇒ 2

3
≤ a

3
+

2

3
≤ 1

⇒ S2(a) ∈
[
2

3
, 1

]
.

podemos concluir que S1(C 1
3
) ⊆

[
0, 13
]
e S2(C 1

3
) ⊆

[
2
3 , 1
]
, e, portanto, que S1(C 1

3
) ∩ S2(C 1

3
) = ∅

(pois
[
0, 13
]
∩
[
2
3 , 1
]
= ∅). Logo, resulta, respectivamente, dos teoremas 8.39 e 8.46 que o IFS

{R;S1, S2} é totalmente desconexo, e que a transformação de mudança associada a esse IFS é
caótica segundo a definição de Devaney.

Seja S : C 1
3
→ C 1

3
a transformação de mudança associada ao IFS {R;S1, S2}. Dado a ∈ C 1

3
, é

fácil ver que

S(a) :=

{
3a, se a ∈ S1(C 1

3
)

3a− 2, se a ∈ S2(C 1
3
)

.

Para ilustrar o fato de que a transformação de mudança associada ao IFS {R;S1, S2} é senśıvel às
condições iniciais, vamos observar o que acontece com as órbitas dos pontos 1

3 ,
1
3 − 1

3n ∈ C 1
3
pela

transformação de mudança S, em que ϵ > 0, e n é um número natural maior do que
ln( 1

ϵ )
ln(3) . Não é

dif́ıcil ver que

O
(
1

3

)
=

{
1

3
, 1

}
,
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e

O
(
1

3
− 1

3n

)
=

{
1

3
, 1− 1

3n
, 1− 1

3n−1
, 1− 1

3n−2
, . . . , 1− 1

3
, 0

}
.

Sendo assim, podemos concluir que as órbitas de pontos que são “suficientemente próximos” (isto
é, que distam no máximo 1

3n ) acabam se “afastando” completamente. As figuras 8.5 e 8.6 mostram,
respectivamente, as órbitas dos pontos 1

3 e 1
3 − 1

37
no caso em que ϵ = 0, 001, e n = 7.

Figura 8.5. Órbita do ponto 1
3 pela aplicação S.

Figura 8.6. Órbita do ponto 1
3 − 1

37 pela aplicação S.

As figuras 8.5 e 8.6 sugerem que, mesmo que dois pontos distintos de C 1
3

estejam muito

próximos, em alguma iterada, eles irão se “afastar” a pelo menos uma determinada distância. Isso
decorre do fato de que a transformação de mudança S associada ao IFS do atrator C 1

3
é senśıvel

às condições iniciais. Vamos, agora, compreender isso via definição. Seja δ < 1
3 , seja x ∈ C 1

3
e seja

ϵ > 0. Precisamos mostrar que existem y ∈ C 1
3
e n ∈ N tais que |x−y| < ϵ, mas |Sn(x)−Sn(y)| > δ.

Para isso consideremos inicialmente k ∈ N tal que 1
3k

< ϵ (basta tomar qualquer k ∈ N tal que

k >
ln( 1

ϵ )
ln(3) . Consideremos também (x1, x2, x3, . . .) ∈ {0, 2}N tal que x = x1

3 + x2
32

+ . . .+ xk

3k
+ . . . 1 e

tomemos y = x1
3 + x2

32
+ . . .+ xk

3k
+

yk+1

3k+1 + . . . em que para cada n ∈ {k+1, k+2, . . .}, yn ∈ {0, 2} e

yn ̸= xn. Como (x1, x2, x3, . . .), (x1, x2, . . . , xk, yk+1. . . .) ∈ {0, 2}N e para cada n ∈ {k+1, k+2, . . .}
tem-se xn ̸= yn, consequentemente x ̸= y.

1Como x ∈ C 1
3
, existe uma representação de x na base ternária cujos d́ıgitos sejam apenas 0 ou 2 (ver proposição

3.7).
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Além disso, é claro também que

x− y =

+∞∑
i=k+1

xi
3i

−
+∞∑

i=k+1

yi
3i

=

+∞∑
i=k+1

1

3i
(xi − yi)︸ ︷︷ ︸

≤2

≤
∞∑

i=k+1

2

3i

=
2 · 1

3k+1

1− 1
3

=
1

3k
.

Analogamente, mostra-se que y − x ≤ 1
3k
. Logo, |x− y| ≤ 1

3k
.

Vamos mostrar, a seguir, que existe um n ∈ N tal que Sn(x) e Sn(y) não pertencem ambos a
S1(C 1

3
) (que está contido no intervalo

[
0, 13
]
), nem a S2(C 1

3
) (que está contida no intervalo

[
2
3 , 1
]
).

Disso resultará por sua vez, que existe um n ∈ N tal que |Sn(x)− Sn(y)| ≥ 1
3 > δ. Com efeito, se

Sn(x) e Sn(y) pertencesse ambos a S1(C 1
3
) qualquer que fosse n ∈ N, teŕıamos Sn(x) = 3 ·Sn−1(x)

e Sn(y) = 3 · Sn−1(y), e, portanto, teŕıamos também,

|Sn(x)− Sn(y)| = 3 · |Sn−1(x)− Sn−1(y)| = . . . = 3n · |x− y|,

qualquer que fosse n ∈ N.
Como, porém, x ̸= y, disso resultaria que

lim
n→∞

|Sn(x)− Sn(y)| = lim
n→∞

3n |x− y|︸ ︷︷ ︸
̸=0

= +∞.

— o que, por sua vez, seria um absurdo pois, deveŕıamos ter |Sn(x) − Sn(y)| ≥ 1
3 qualquer

que fosse n ∈ N. De modo análogo, mostra-se que Sn(x) e Sn(y) não podem pertencer ambos a
S2(C 1

3
) ⊆

[
2
3 , 1
]
qualquer que seja n ∈ N.
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Caṕıtulo 9

Teorema de Moran

Uma vez verificado que todo sistema de funções iteradas admite um único atrator, é interessante
determinar um método para calcular suas dimensões. Neste caṕıtulo iremos apresentar e demonstrar
o teorema de Moran que nos garante que se o IFS, {Rn;S1, . . . , Sm}, composto por similaridades
definidas em Rn, que satisfaz a OSC e F o conjunto atrator desse sistema, então a dimensão
de similaridade de F — que é o único número real s tal que

∑k
i=1 λi = 1 — coincide com a

dimensão Hausdorff de F . Para isso, introduziremos o conceito de distribuição de massa, bem
como provaremos o teorema de distribuição de massa o qual é importante para obtermos uma
cota inferior da dimensão de Hausdorff de F ⊆ Rn e vários outros resultados essenciais que serão
utilizados na demonstração. Em sequência, calcularemos a dimensão de Hausdorff do conjunto de
Cantor ternário e do triângulo de Sierpinsk. Na última parte, provaremos uma versão do teorema
de Moran que diz respeito ao caso em que {S1, . . . , Sm} são contrações, mas não necessariamente
similaridades, e, por fim, aplicaremos esses resultados para obter uma estimativa da dimensão
de Hausdorff do conjunto de Julia associado ao polinômio fc(z) := z2 + c para o caso em que
|c| > 1

4(5+2
√
6). As referências utilizadas neste caṕıtulo foram [Fal04], [Bar14], [SA11] e [VDE18].

9.1 O Teorema de Moran

Iniciaremos, provando uma série de resultados que serão essenciais para a demonstração do
teorema central deste caṕıtulo.

Lema 9.1. Seja X := {1, . . . ,m}, sejam r1, . . . , rm ∈]0, 1[, e seja s o único número real t tal
que

∑m
i=1 r

t
i = 1. Para cada k ∈ N∗ e cada C ⊆ Xk := {(i1, . . . , ik) : ∀j ∈ {1, . . . , k}, ij ∈ X},

consideremos, também, o conjunto

IC := {(i1, i2, . . .) ∈ XN : (i1, i2, . . . , ik) ∈ C}.1

Seja A := {IC : k ∈ N, C ⊆ Xk}, e seja µ : A → [0,+∞] tal que, para cada k ∈ N e cada
C ⊆ XK ,

µ (IC) :=
∑

(i1,...,ik)∈C

(ri1 . . . rik)
s .

Nessas condições:

1. A é uma álgebra de conjuntos;

2. µ é uma medida finitamente aditiva que vale 1 em XN; e

1Observe que XN é, simplesmente, uma notação alternativa para o conjunto Σm, que foi definido no caṕıtulo
anterior.
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3. a aplicação

µ̃ : P(XN) −→ [0,+∞]

A 7−→ inf

{ ∞∑
i=1

µ (Bi) : ∀ i ∈ N, Bi ∈ A, e A ⊆
∞⋃
i=1

Bi

}

é uma medida exterior.

Demonstração. 1. Vamos mostrar que A é uma álgebra. De fato:

• É claro que XN ∈ A, pois XN = IXk qualquer que seja k ∈ N.
• Sejam m,n ∈ N tais que m ≤ n, C1 ⊆ Xm, C2 ⊆ Xn e

C ′ = {(i1, . . . , in) ∈ C2 : (i1, . . . , im) ∈ C1}.

É fácil ver que

IC1 ∩ IC2 = {(i1, i2, . . .) ∈ XN : (i1, . . . , im) ∈ C1 e (i1, . . . , in) ∈ C2}
= {(i1, i2, . . .) ∈ XN : (i1, . . . , in) ∈ C ′}
= IC′ .

Logo, IC1 ∩ IC2 ∈ A.

• Sejam k ∈ N e C ⊆ Xk. Note que

XN \ IC = {(i1, i2, . . .) ∈ XN : (i1, . . . , ik) /∈ C}
= {(i1, i2, . . .) ∈ XN : (i1, . . . , ik) ∈ C}
= IXk\C .

Consequentemente, XN \ IC ∈ A.

• Se m,n ∈ N, C1 ⊆ Xm, e C2 ⊆ Xn, então

IC1 ∪ IC2 = XN \

(XN \ IC1

)
︸ ︷︷ ︸

∈A

∩
(
XN \ IC2

)
︸ ︷︷ ︸

∈A

 ∈ A.

Portanto, A é uma álgebra.

2. Vamos mostrar que µ é uma medida finitamente aditiva.

• Se C,D ⊆ Xk são disjuntos, então

µ (IC ∪ ID) =
∑

(i1,...,ik)∈C∪D

(ri1 . . . rik)
s

=
∑

(i1,...,ik)∈C

(ri1 . . . rik)
s +

∑
(j1,...,jk)∈D

(rj1 . . . rjk)
s (⋆)

= µ(IC) + µ(ID).

• Se C ⊆ Xk e D ⊆ Xℓ são disjuntos e k > ℓ, então C × Xℓ+k, D ⊆ Xℓ também são
disjuntos e, portanto,

µ
(
IC×Xℓ−k ∪ ID

) (⋆)
= µ

(
IC×Xℓ−k

)
+ µ (ID) .
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Mas, evidentemente, IC×Xℓ−k ∪ ID = IC ∪ ID. Sendo assim, para concluirmos que
µ (IC ∪ ID) = µ (IC) + µ (ID), basta mostrarmos que µ

(
IC×Xℓ−k

)
= µ (IC). Mas

µ
(
IC×Xℓ−k

)
= µ (IC) ⇔

∑
(i1,...,ik)∈C,(t1,...,tℓ−k)∈Xℓ−k

(ri1 . . . rik)
s(rt1 . . . rtℓ−k

)s

=
∑

(i1,...,ik)∈C

(ri1...ik)
s

⇔

 ∑
(i1,...,ik)∈C

(ri1...ik)
s

 ∑
(t1,...,tℓ−k)∈Xℓ−k

(t1, . . . , tℓ−k)
s


︸ ︷︷ ︸

:=B

=
∑

(i1,...,ik)∈C

(ri1...ik)
s

⇔ B = 1.

Dessa forma, como∑
(t1,...,tℓ−k)∈Xℓ−k

(rt1 . . . rtℓ−k
)s =

∑
t1∈X

∑
t2∈X

. . .
∑

tℓ−k∈X
rst1 . . . r

s
tℓ−k

=

∑
t1∈X

rst1


︸ ︷︷ ︸

=1

∑
t2∈X

rst2


︸ ︷︷ ︸

=1

. . .

 ∑
tℓ−k∈X

rstℓ−k


︸ ︷︷ ︸

=1

= 1,

podemos concluir que µ (IC ∪ ID) = µ (IC) + µ (ID).

• Como

1 =
m∑

i1=1

rsi1 = µ(IX1) = µ
(
XN
)
= µ

(
XN ∪ ∅

)
= µ

(
XN
)
+ µ (∅) = 1 + µ (∅) ,

tem-se µ (∅) = 0.

Portanto, µ é uma medida finitamente aditiva.

3. Como µ é uma pré-medida exterior (pois µ é uma medida finitamente aditiva), resulta do
teorema 2.17 que µ̃ é uma medida exterior.

No que se segue, consideremos um IFS {X;S1, . . . , Sm}, cujo atrator denotaremos por F .

Definição 9.2. Seja

ν : P(Rn) −→ [0,+∞]

A 7−→ µ̃
({

(i1, i2, . . .) ∈ XN : xi1i2... ∈ A
})

,

em µ̃ corresponde à medida do lema 6.32.

Observação 9.3. Note que, para todo A ⊆ Rn, tem-se ν(A) = ν(A∩F ), pois xi1i2... ∈ F qualquer
que seja (i1, i2, . . .) ∈ XN.

Proposição 9.4. ν é uma medida exterior.

Demonstração. Vamos mostrar que ν é uma medida exterior.
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• ν(∅) = µ̃
(
{(i1i2 . . .) ∈ XN : xi1i2... ∈ ∅}

)
= µ̃(∅) = 0;

• para quaisquer A,B ⊆ Rn, se A ⊆ B, então{
(i1i2 . . .) ∈ XN : xi1i2... ∈ A

}
⊆
{
(i1i2 . . .) ∈ XN : xi1i2... ∈ B

}
e, portanto,

ν(A) = µ̃
(
{(i1i2 . . .) ∈ XN : xi1i2... ∈ A

)
≤ µ̃

(
{(i1i2 . . .) ∈ XN : xi1i2... ∈ B}

)
= ν(B); e

• se (An)n∈N é uma sequência de subconjuntos de Rn, então{
(i1i2 . . .) ∈ XRn

: xi1i2... ∈
⋃
n∈N

An

}
=
⋃
n∈N

{
(i1i2 . . .) ∈ XN : xi1i2... ∈ An

}
,

e, por conseguinte,

ν(A) = µ̃

({
(i1i2 . . .) ∈ XN : xi1i2... ∈

⋃
n∈N

An

})

= µ̃

(⋃
n∈N

{(i1i2 . . .) ∈ XN : xi1i2...} ∈ An

)

≤
+∞∑
n=1

µ̃
({

(i1i2 . . .) ∈ XN : xi1i2... ∈ An

})
=

+∞∑
n=1

ν(An).

Definição 9.5 (Suporte de uma medida exterior). Se µ : P(Rn) → [0,+∞] é uma medida
exterior, então o suporte de µ (o qual denotaremos por spt(µ)), é, por definição, spt (µ) :=⋂

F∈F F , em que F := {F ⊆ Rn : F é fechado, e µ(Rn \ F ) = 0} .

Definição 9.6 (Medida em um subconjunto de Rn). Dizemos que uma medida exterior µ :
P(Rn) → [0,+∞] é uma medida em A ⊆ Rn se spt(µ) ⊆ A.

Definição 9.7 (Distribuição de massa). Dizemos que uma medida µ : P(Rn) → [0,+∞] é uma
distribuição de massa se 0 < µ(Rn) < +∞ e se µ é uma medida em um subconjunto limitado
de Rn.

Observação 9.8. Note que, como µ é uma distribuição de massa em F , µ(Rn \ F ) = 0, pois
supµ ⊆ F e Rn \ F ⊆ Rn \ supµ. No entanto, como µ(Rn \ supµ) = 0, por monotonicidade,
µ(Rn \ F ) = 0. Disso resulta que µ(F ) > 0, pois

0 < µ(Rn) = µ(F ∪ (Rn \ F )) = µ(F ) + µ(Rn \ F )︸ ︷︷ ︸
=0

= µ(F ).

Lema 9.9. ν é uma distribuição de massa em F .

Demonstração. Vamos mostrar que ν é uma distribuição de massa em F . De fato:
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• F é limitado, pois é compacto;

• como

ν(Rn) = ν(F ) + ν(Rn \ F )︸ ︷︷ ︸
=0

= µ̃
(
{(i1i2 . . .) ∈ XN : xi1i2... ∈ F}

)
+ 0

= µ̃(XN) = µ(XN) = 1,

temos 0 < ν(Rn) < +∞;

• como F é fechado (pois é compacto), e

ν(Rn \ F ) = µ̃
({

(i1, i2, . . .) ∈ XN : xi1i2... ∈ Rn \ F
})

= µ̃(∅) = 0,

spt(ν) ⊆ F .

Provaremos, a seguir, o teorema do Prinćıpio de Distribuição de Massa (PDM), o qual será
utilizado na demonstração do teorema de Moran.

Teorema 9.10 (Prinćıpio de Distribuição de Massa). Seja µ uma distribuição de massa
em F . Suponhamos, também, que, para algum d > 0, existam números c > 0 e ϵ > 0 tais que
µ(U) ≤ c · diam(U)d qualquer que seja U ⊆ Rn tal que diam(U) ≤ δ. Nessas condições, tem-se

Hd(F ) ≥ µ(F )
c > 0, e d ≤ dimH(F ) ≤ dimB(F ) ≤ dimB(F ).

Demonstração. Resulta da monotonicidade e da subaditividade enumerável de µ e de nossas
hipóteses sobre d que, para todo δ ∈]0, ϵ[ e toda δ-cobertura {Ui}i∈N de F , vale que

µ(F ) ≤ µ

( ∞⋃
i=1

Ui

)
≤

∞∑
i=1

µ(Ui) =
∞∑
i=1

c · (diam(Ui))
d ≤ c ·

∞∑
i=1

(diam(Ui))
d.

Em vista disso, podemos concluir que

Hd
δ(F ) := inf

{ ∞∑
i=1

(diam(Ui))
d : {Ui}i∈N ∈ Cδ(F )

}
≥ µ(F )

c

qualquer que seja δ ∈]0, ϵ[. Consequentemente,

Hd(F ) = lim
δ→0+

Hd
δ(F ) ≥ µ(F )

c
.

Como, porém, µ é, por hipótese, uma distribuição de massa em F , decorre da observação 9.8 que
µ(F ) > 0. Sendo assim, temos também Hd(F ) > 0 — a partir do que conclúımos, por fim, que

d ≤ dimH(F ) ≤ dimB(F ) ≤ dimB(F ).

Provaremos agora uma sequência de lemas que serão utilizados na demonstração teorema de
Moran.

Lema 9.11. Seja Λ ⊂ N, e seja {Aj}j∈Λ uma coleção de abertos disjuntos de Rn tal que, para
todo j ∈ Λ, existem A1, A2, r > 0 e xj , yj ∈ Rn tais que

BA1r(xj) ⊂ Aj ⊂ BA2r(yj).
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Nessas condições, para cada x ∈ Rn, a bola Br(x) intersecta no máximo (1+2A2)n

An
1

elementos da

famı́lia {Aj}j∈Λ.

Demonstração. Seja x ∈ Rn um ponto arbitrário, e considere a bola Br(x). Suponha que exista
j ∈ Λ tal que Aj ∩ Br(x) ̸= ∅. Por hipotése, podemos fixar yj ∈ Rn de modo que Aj ⊂ BA2r(yj).
É fácil ver que Aj está inteiramente contido na bola de raio r+2A2r = (1+ 2A2)r centrada em x.

De fato, sejam z ∈ Aj ⊆ BA2r(yj) e x′ ∈ Aj ∩Br(x) ⊆ B2r(yj) ∩Br(x). Tem-se

d(z, x) ≤ d (z, yj)︸ ︷︷ ︸
≤A2r

+ d
(
yj , x

′)︸ ︷︷ ︸
A2r

+ d(x, x′)︸ ︷︷ ︸
<r

< 2A2r + r

= (1 + 2A2) r.

Logo, Aj ⊆ B(1+2A2)r(x). Consequentemente, a bola B(1+2A2)r(x) contém todos os elementos da

Figura 9.1. Ilustração da demonstração.
Fonte: autora.

famı́lia {Aj}j∈Λ que intersectam Br(x). Por outro lado, cada aberto Aj contém uma bola BA1r(xj).
Como o volume total dessas bolas deve ser menor ou igual a (1 + 2A2)

nrn, conclúımos que deve

haver q ⩽ (1+2A2)n

An
1

elementos de {Aj}j∈Λ que intersectam Br(x).

Lema 9.12. Seja V um aberto de Rn que contenha uma bola fechada de raio A1, e, seja S uma
r-similaridade. Nessas condições, S(V ) contém uma bola fechada de raio rA1.

Demonstração. Inicialmente, observe que se S é uma r-similaridade, então 1
rS é uma isometria de

Rn, pois ∣∣∣∣∣∣∣∣(1

r
S

)
(x)−

(
1

r
S

)
(y)

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1

r
||S(x)− S(y)|| = 1

r
· r ||x− y|| = ||x− y|| .

Sabemos que isometrias do Rn são sobrejetoras (ver [Con]). Com isso, 1
rS é sobrejetora. Vamos

mostrar, a seguir, que disso resulta que S(BA1(x)) = BrA1(S(x)). Para isso, notemos, inicialmente,
que S(BA1(x)) ⊆ S(BrA1(x)), pois, para todo z ∈ BA1(x), tem-se

d(S(z), S(x)) = rd(z, x) < rA1.

Vamos agora mostrar que BrA1(S(x)) ⊆ S(BA1(x). Para tanto, comecemos fixando y ∈ BrA1(S(x))
de modo arbitrário. Como S é sobrejetora, podemos, também, fixar z ∈ Rn de modo que S(x) = y.
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É fácil ver que

d(z, x) =
1

r
d(S(z), S(x)) =

1

r
d(x, y) <

1

r
(rA1) = A1.

— o que por sua vez, prova que z ∈ BA1(x). Consequentemente, y ∈ S(BA1(x)). E, como y ∈
BrA1(S(x)) é completamente arbitrário, disso conclúımos, por fim, que BrA1(S(x)) ⊆ S(BA1(x)).
Portanto, se BA1(x) ⊆ V , então BrA1(S(x)) = S(BA1(x)) ⊆ S(V ).

Definição 9.13 (Dimensão de similaridade). Seja {Rn;S1, . . . , Sm} um IFS, tal que as con-
trações S1, . . . , Sm sejam similaridades, seja F seu atrator, e, para cada i = 1, . . . ,m, seja ri o fator
de similaridade de Si. A dimensão de similaridade de F ⊆ Rn é, por definição, o único número
real s tal que

∑m
i=1 r

s
i = 1.

Vamos provar a seguir que o número real s da definição 9.13 é de fato único.

Proposição 9.14. Para cada i ∈ I := {1, . . . ,m} seja ri ∈]0, 1[. Nessas condições, existe um único
número real s tal que

∑m
i=1 r

s
i = 1.

Demonstração. Como para cada i ∈ I, ri ∈]0, 1[, temos que

s
f7→

m∑
i=1

rsi

é decrescente, uma vez que para cada i ∈ I, rsi é decrescente. Por sua vez,

lim
s→+∞

m∑
i=1

rsi = 0

e

lim
s→−∞

m∑
i=1

rsi = +∞.

Em particular, fixe s1, s2 ∈ R tais que,

m∑
i=1

rsi < e
m∑
i=1

rsi > 1.

Resulta do teorema do valor intermediário que existe um s tal que
∑m

i=1 r
s
i = 1. Como f é estrita-

mente decrescente, temos que s é único.

Definição 9.15 (OSC). Dizemos que um IFS {X;S1, . . . , Sm} satisfaz a condição do conjunto
aberto ou open set condition (OSC) se existe um conjunto limitado, aberto e não vazio O ⊆ X
tal que

m⋃
i=1

Si(O) ⊆ O,

e tal que Si(O) ∩ Sj(O) = ∅ quaisquer que sejam i, j ∈ {1, . . . ,m} tais que i ̸= j.

Lema 9.16. Seja {Rn;S1, . . . , Sm} um IFS consistindo de similaridades com fatores corresponden-
tes {r1, . . . , rm}, e, seja F seu atrator, e, seja s o único número real tal que

∑m
i=1 r

s
i = 1. Suponha

que esse IFS satisfaça a OSC. Nessas condições, a medida exterior ν, da definição 9.2, satisfaz as
hipóteses do lema 9.11: isto é, existem números reais positivos q, s e r tais que ν(U) ≤ q diam(U)s

qualquer que seja U ⊆ F tal que diam(U) ≤ r.

Demonstração. Provaremos, inicialmente, um caso particular: seja B uma bola fechada de Rn de
raio r < 1, e, seja V ⊆ Rn o conjunto aberto que satisfaz OSC. Pela observação 9.3, ν é uma medida
exterior definida em P(Rn) tal que µ(Rn \ F ) = 0, o qual resulta que ν(B) = ν(B ∩ F ). Dessa
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forma, com o objetivo de estimar ν(B), vamos cobrir B ∩ F por meio de cojuntos que são obtidos
tomando a imagem de V pelas composições das similaridades, isto é, (Si1 ◦ . . . ◦ Sik) (V ) = Vi1...ik ,
tal que 1 ≤ ij ≤ m. Sendo assim, estimaremos a medida exterior ν desta cobertura. Para fazer
isso, precisamos escolher as sequências correspondentes (i1, . . . , ik) de modo as condições do lema
sejam satisfeitas para todo Vi1...ik , ou seja, procuramos encontrar sequências finitas (i1, . . . , ik) que
satisfaçam as seguintes propriedades:

1. fixados A1 e A2 números reais, cada Vi1...ik deve conter uma bola fechada de Rn de raio A1r
e estar contida em uma bola fechada de Rn de raio A2r;

2. Vi1...ik ∩ Vj1...jk = ∅, se (i1, . . . , ik) ̸= (j1, . . . , jk), isto é, todos os Vi1...ik são dois a dois
disjuntos;

3. F ∩ B ⊆
⋃
Vi1...ik .

Etapa 1

Seja I = {(i1, i2, . . .) : 1 ≤ ij ≤ m}, ou seja, o conjunto de todas as sequências infinitas com
entradas tomando valores em {1, . . . ,m}, e, seja Ii1...ik = {(i1, . . . , ik, qk+1, . . .) : 1 ≤ qj ≤ m}
consistindo em todas as sequências em I com termos iniciais (i1, . . . , ik).

Inicialmente, vamos trucar cada sequência (i1, i2, . . .) ∈ I após o primeiro termo k tal que

min
i∈{1,...,m}

{ri}r ≤ ri1 . . . rik ≤ r. (9.1)

Este termo único sempre existe, uma vez que para todo k ∈ N,

ri1ri2 . . . rik ≤
(

max
i∈{1,...,m}

{ri}
)k

︸ ︷︷ ︸
:=g<1

= gk.

Logo, como lim
k→+∞

gk = 0, podemos fixar k0 ∈ N de modo que gk0 ≤ r. Consequentemente,

ri1ri2 . . . rik0 ≤ r. Por conseguinte,
{
k ∈ N : ri1ri2 . . . rik ≤ r

}
̸= ∅, e, portanto, possui mı́nimo.

Observe que ri1 ≤ min
i∈{1,...,m}

{ri} · r é válido sempre, pois r < 1. Sendo assim, temos alguns casos a

considerar:

• Se ri1 < r basta tomar k = 1. Se, por outro lado, ri1 > r, então, necessariamente,

ri1ri2 ≥ min
i∈{1,...,m}

{ri}r.

Suponhamos que ri1 > r. Nesse caso, como ri2 ≥ min
i∈{1,...,m}

{ri}, tem-se

ri1ri2 ≥
(

min
i∈{1,...,m}

{ri}
)
r.

• Se ri1ri2 ≤ r, basta tomar k = 2. Caso contrário, ri1ri2 > r, e, portanto,

ri1ri2ri3 ≥ min
i∈{1,...,m}

{ri}r.

• Suponhamos que ri1ri2 . . . riℓ > r. Nesse caso, como

riℓ+1
≥ min

i∈{1,...,m}
{ri},

teremos, necessariamente,
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ri1ri2 . . . riℓ+1
= (ri1ri2 . . . riℓ)︸ ︷︷ ︸

>r

riℓ+1︸︷︷︸
≥ min

i∈{1,...,m}
{ri}

≥
(

min
i∈{1,...,m}

{ri}
)
· r.

Denotaremos por Q o conjunto de sequências finitas obtidas trucando cada sequência infinita
como descrito acima.

Vamos escolher A1 e A2 de modo que o conjunto aberto V contenha uma bola de raio A1 e
esteja contido em uma bola de raio A2.

Dada (i1, . . . , ik) ∈ Q, sabemos que Si1 ◦ . . . ◦ Sik é uma similaridade com fator ri1 . . . rik .
Consequentemente, pelo lema 9.12, o conjunto correspondente Vi1...ik contém uma bola de raio
ri1 . . . rikA1 e está contido em uma bola de raio ri1 . . . rikA2. Com efeito:

• V ⊆ BA2(x) =⇒ (Si1 ◦ . . . ◦ Sik)(V ) ⊆ (Si1 ◦ . . . ◦ Sik)(BA2(x)); e

• (Si1 ◦ . . . ◦Sik)(BA2(x)) ⊆ Bri1 ...rikA2((Si1 ◦ . . . ◦Sik)(x)), pois, para todo y ∈ BA2(x), tem-se

d(Si1 ◦ . . . ◦ Sik)(y), Si1 ◦ . . . ◦ Sik)(x)) = ri1 . . . rik · d(y, x)
< ri1 . . . rik ·A2.

Portanto, para todo (i1, . . . , ik) ∈ Q, resulta da desigualdade 9.1 que qualquer Vi1...ik contém
uma bola de raio min

i∈{1,...,m}
{ri}A1r e está contido em uma bola de raio A2r.

Etapa 2

Observe que se (i1, . . . , ik) ∈ Q, então nenhuma outra sequência em Q começará com os termos
exatos i1, . . . , ik nessa ordem, pois se (i1, . . . , ik) ∈ Q, então

min
i∈{1,...,m}

{ri}r ≤ ri1 . . . rik ≤ r,

e, portanto, resulta da definição de Q que os primeiros k termos de nenhuma outra sequência
de Q podem ser, respectivamente, i1, . . . , ik (pois, se tivessemos (j1, . . . , jℓ) ∈ Q, com ℓ > k, e

j1 = i1, . . . , jk = ik, então ri1 . . . rik /∈
[(

min
i∈{1,...,m}

{ri}
)
r, r

]
. Sendo assim, duas sequências em Q

diferem sempre em pelo menos um termo.
Como V é o conjunto aberto para o qual a OSC é satisfeita, a imagem de (subconjuntos de) V

sob diferentes Si é disjunta, e, consequentemente, dois conjuntos Vi1...ik e Vj1...jℓ , correspondendo a
diferentes sequências em Q, são imagens sob diferentes Si, como acabamos de estabelecer. Portanto,
qualquer par de tais conjuntos é disjunto.

Etapa 3

Nesta etapa, vamos mostrar que

F =
⋃
Q

Fi1...ik ⊆
⋃
Q

V i1...ik .

Para isso, provaremos, inicialmente, que Si(V ) ⊆ V qualquer que seja i ∈ {1, . . . ,m}. Sejam
i0 ∈ {1, . . . ,m} e x ∈ V dois elementos quaisquer. Como, por hipótese, x ∈ V , podemos fixar uma
sequência (xℓ)ℓ∈N de pontos de V de modo que lim

ℓ→∞
xℓ = x. Por conseguinte,

Si0(x) = Si0

(
lim
ℓ→∞

xℓ

)
= lim

ℓ→∞
Si0(xℓ)︸ ︷︷ ︸

∈Si0
(V )⊆V

∈ V .
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E, como i0 ∈ {1, . . . ,m} e x ∈ V são completamente arbitrários, disso conclúımos, por fim, que
Si(V ) ⊆ V qualquer que seja i ∈ {1, . . . ,m}. Resulta, pois, do teorema 7.14 que

F =
∞⋂
k=0

Hk(V ) ⊆ V

— o que, por sua vez, permite-nos concluir que Fi1...ik ⊆ V i1...ik qualquer que seja (i1, . . . , ik) ∈ Q,
e, consequentemente, também que

⋃
Q Fi1...ik ⊆

⋃
Q V i1...ik .

Resta-nos mostrar que F =
⋃

Q Fi1...ik . Para ilustrar a ideia por trás da demonstração vamos
começar com um exemplo. Consideremos o caso em que

Q = {1, 21, 2211, 2212, 2213, 222, 223, 231, 232, 233, 31, 32, 33},

e m = 3. Representaremos o conjunto Q por meio de diagramas de “árvores”. Inicialmente, vamos
tomar todos os elementos de Q que começam com o algarismo 1, e, assim, vamos representa-los
por meio de uma árvore, e todos os elementos que começam com o algarismo 2 por meio de uma
segunda árvore, e todos os elementos que começam com o algarismo 3 por meio de uma terceira
árvore. Como só temos um elemento de Q que começa com 1, a árvore correspondente terá apenas
1 “vértice”. A árvore que corresponde aos elementos que começam com o algarismo 2, por sua vez,
se ramifica, inicialmente, em três “galhos”. O elemento 2211, por exemplo, está representado na
segunda árvore pela ramificação 2211, como podemos observar na Figura 9.2.

Figura 9.2. Representando Q por meio de árvores.

Fonte: autora.

Agora utilizaremos essas árvores para escrever F como uma união apropriada. O passo seguinte
da demonstração é notar que

F = F1 ∪ F2 ∪ F3.

Como a árvore que inicia com o elemento 1 não se ramifica o termo F1 da decomposição de F ficará
inalterado. Como, por sua vez, a árvore que começa com 2 se ramifica em três galhos, escreveremos

F2 = F21 ∪ F22 ∪ F23.

Da mesma forma, como a árvore que começa com 3 se ramifica em três galhos, escreveremos

F3 = F31 ∪ F32 ∪ F33.

Como o vértice 21 não se ramifica, o termo F21 ficará inalterado. Por outro lado, como o vert́ıce



9.1 O TEOREMA DE MORAN 115

22 se ramifica, vamos decompor
F22 = F221 ∪ F222 ∪ F223.

Da mesma forma, como o vert́ıce 23 se ramifica, escreveremos

F23 = F231 ∪ F232 ∪ F233.

Continuando esse processo com os demais vert́ıces, conclúıremos que

F = F1 ∪ F2 ∪ F3

= F1 ∪ (F21 ∪ F22 ∪ F23) ∪ (F31 ∪ F32 ∪ F33)

= F1 ∪ F21 ∪ (F221 ∪ F222 ∪ F223) ∪ (F231 ∪ F232 ∪ F233) ∪ (F31 ∪ F32 ∪ F33)

= F1 ∪ F21 ∪ (F2211 ∪ F2212 ∪ F2213) ∪ (F222 ∪ F223) ∪ (F231 ∪ F232 ∪ F233) ∪ (F31 ∪ F32 ∪ F33) .

No caso geral, seguindo uma estratégia semelhante considerando m árvores, uma para cada
um dos posśıveis valores das entradas de Q e representamos os elementos de Q por meio dessas m
árvores e em seguida utilizamos cada uma dessas árvores para decompor F de maneira apropriada.

Seja Q1 o conjunto das sequências (i1, . . . , ik) ∈ Q tais que B ∩ Vi1...ik ̸= ∅. Diante disso, como
vimos que, na etapa 1 e 2, Vi1...ik satisfaz as condições do lema 9.11, podemos concluir que existem

q = (1+2A2)n

An
1

(
min

i∈{1,...,m}
ri

)n sequências em Q1.

Etapa 4

Notemos, agora, que

ν(B) = ν(F ∩ B) = µ̃
{
(i1, i2, . . .) : xi1i2... ∈ B ∩ F

}
≤ µ̃

⋃
Q1

Ij1...jk

 .

A última desigualdade se justifica devido à propriedade de monotonicidade da medida, uma vez
que, dado (i1, i2, . . .) ∈ I tal que xi1i2... ∈ B ∩F , resulta da definição de Q que existe k ∈ N tal que
(i1, . . . , ik) ∈ Q. Como, porém, x ∈ B, e

{x} =
8.32

∞⋂
ℓ=0

Vi1...iℓ ⊆ Vi1...ik ,

podemos concluir, em particular, que Vi1...ik ∩ B ̸= ∅. Logo, (i1, . . . , ik) ∈ Q1, e, portanto,

(i1, i2, . . .) ∈ Ii1...ik ⊆
⋃
Q1

Ij1...jk .

Além disso, decorre da propriedade de subatividade enumerável de µ̃ que

µ̃

⋃
Q1

Ij1...jk

 ≤
∑
Q1

µ̃(Ii1...ik).

Logo,

ν(B) ≤
∑
Q1

µ̃(Ii1...ik) =
def.

∑
Q1

(ri1 . . . rik)
s ≤
9.1

∑
Q1

rs ≤ qrs.

Diante disso, encontramos valores positivos q e s tais que ν(B) ≤ qrs para todas as bolas de raio
r < 1. Já que qualquer conjunto U ⊆ F está contido em uma bola de raio igual ao diam(U), temos
que ν(U) ≤ qrs. Portanto, ν satisfaz as condições do lema.
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Teorema 9.17 (Moran). Seja {Rn;S1, . . . , Sm} um IFS cujas contrações sejam similaridades,
seja F seu atrator, e, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, seja ri o fator de similaridade de Si. Suponha que
esse IFS satisfaça a OSC, e seja s a dimensão de similaridade de F (a qual definimos como sendo
o único número real t tal que

∑m
i=1 r

t
i = 1). Nessas condições, dimH F = dimB F = s, e, além

disso, 0 < Hs (F ) < ∞.

Demonstração. Primeiramente iremos mostrar que dimH F ≤ s. Para isso, seja

Ik = {(i1, . . . , ik) : ij ∈ {1, . . . ,m}},

ou seja, a coleção de todas as palavras com k entradas tomando valores em {1, . . . ,m}. Uma vez
que F é atrator desse IFS e que a união das imagens de uma aplicação é a aplicação da união,
segue por indução que

F =
⋃
Ik

Fi1...ik , (9.2)

para qualquer k ∈ N. O caso k = 1 é verdade, uma vez F =
⋃m

i=1 Si(F ) =
⋃

I1
Si1 . Vamos supor

que a equação 9.2 seja verdadeira para algum k ∈ N e vamos provar que é verdadeira também para
k + 1. De fato, note que

F =
m⋃
i=1

Si(F ) =
⋃
I1

Si1

⋃
Ik

Fj1...jk

 =
⋃
Ik+1

Fi1...ik+1
.

Consequentemente,
{
Fi1...ik : (i1, . . . , ik) ∈ Ik

}
é uma cobertura de F . Já que Si1 ◦ . . . ◦ Sik é uma

similaridade com fator ri1 . . . rik , nos temos que

diam (Fi1...ik) = sup {d (Si1...ik(x), Si1...ik(y)) : x, y ∈ F}
= sup {ri1...ik · d(x, y) : x, y ∈ F}
= ri1 . . . rik · sup {d(x, y) : x, y ∈ F}
= ri1 . . . rik · diam (F ) .

Por conseguinte,∑
Ik

(diam (Fi1...ik))
s =

∑
Ik

(ri1 . . . rik)
s · (diam (F ))s

=

(
m∑

i1=1

rsi1

)(
m∑

i2=1

rsi2

)
. . .

 m∑
ik=1

rsik


︸ ︷︷ ︸

=1

diam (F )s

= diam (F )s .

Observe que

diam (Fi1...ik) = ri1 . . . rik diam (F ) ≤ max{ri1 , . . . , rik}
k diam (F ) ,

já que rij ≤ max{ri1 , . . . , rik}, com j = 1, . . . , k. Com isso, dado qualquer δ > 0, podemos fixar

um k0 ∈ N de modo que, se k > k0, então max{ri1 , . . . , rik}k < δ
diam(F )+1 . Logo, se k > k0, então

max{ri1 , . . . , rik}k diam (F ) < δ. Sendo assim, como

Hs
δ = inf

{∑
i∈N

diam (Ui)
s :
⋃
i∈N

Ui = F e diam (Ui) ≤ δ

}
,
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temos que

Hs
δ (F ) ≤

∑
Ik

diam (Fi1...ik) = (diam (F ))s .

Assim,
Hs (F ) = lim

δ→0
Hs (F ) ≤ (diam (F ))s .

Portanto, dimH F ≤ s (já que F é limitado (pois F é compacto), então diam (F ) < ∞, logo
não podemos ter que a dimH F > s, uma vez que se esse fosse o caso temos que Hs (F ) = ∞ para
todo s > dimH F ).

Para ver que dimH F ≥ s, note que pelo lema 9.16, ν(U) ≤ diam(U)sq, o qual resulta do
Prinćıpio de Distribuição de Massa 9.10 que Hs(F ) ≥ 1

q > 0, e, consequentemente, dimH F ≥ s.
Portanto, dimH F = s.

Vamos agora provar que dimB F = s. Para isso, de modo semelhante ao que foi feito no lema
9.16, cobriremos F com os conjuntos V i1...ik (com (i1, . . . , ik) ∈ Q). Dado 0 < r < 1, escolha Q
como no lema 9.16. Como

∑m
i=1 r

s
i = 1, podemos concluir, por indução, que

∑
Q

(ri1 . . . rik)
s = 1, e,

além disso, como (
min

i∈{1,...,m}
{ri}

)
· r ≤ ri1 . . . rik ,

temos que Q possui no máximo

(
min

i∈{1,...,m}
{ri}

)−s

r−s sequências. Ademais, para toda sequência

(i1, . . . , ik) ∈ Q sabemos que ri1 . . . rik ≤ r. Logo,

diam
(
V i1...ik

)
= ri1 . . . rik diam(V ) ≤ r diam

(
V
)
.

Dessa forma,

dimBF = lim sup
δ→0

logNδ(F )

− log δ
≤ lim sup

r→0

log

((
min

i∈{1,...,m}
{ri}

)−s

r−s

)
− log (r diam(V ))

= lim sup
r→0

−
(
log

(
min

i∈{1,...,m}
{ri}

)s

+ log rs
)

− (log (diam(V )) + log r)

= lim sup
r→0

s ·
 log

(
min

i∈{1,...,m}
{ri}

)
+ log r

log (diam(V )) + log r




= s · lim sup
r→0

 log

(
min

i∈{1,...,m}
{ri}

)
+ log r

log (diam(V )) + log r



= s · lim sup
r→0


log r

���������: 0
log

(
min

i∈{1,...,m}
{ri}

)
log r + 1


log r

(
������: 0
log(diam(V ))

log r + 1

)


︸ ︷︷ ︸
=1

= s.

— por sua vez, conclúımos que s = dimH(F ) ≤ dimB(F ) ≤ dimB(F ) ≤ s. Portanto, dimB(F ) =
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s.

9.1.1 Exemplos

Exemplo 9.18 (Conjunto de Cantor ternário). Consideremos o IFS {R;S1, S2} tal que,
para cada x ∈ R,

S1(x) :=
1

3
x , e S2(x) :=

1

3
x+

2

3
.

É imediato ver que S1 e S2 são similaridades, e que os fatores de similaridade de S1 e de S2 são
ambos iguais a 1

3 . Além disso, pode-se mostrar que o conjunto de Cantor ternário, C 1
3
, é o atrator

desse IFS. Para que possamos utilizar o teorema 9.17 para calcular a dimensão de Hausdorff de
C 1

3
, precisamos mostrar que o IFS {R;S1, S2} satisfaz a condição de conjunto aberto. Para isso, no

entanto, basta considerarmos o aberto O :=]0, 1[ e observarmos que:

• S1(O) =]0, 13 [ — pois, se x ∈]0, 1[, então x
3 ∈

]
0, 13
[
, e, se y ∈

]
0, 13
[
, então

S−1
1 (y) = 3y ∈]0, 1[;

• S2(O) =
]
2
3 , 1
[
— pois, para todo x ∈ R,

x ∈]0, 1[⇒ x

3
∈
]
0,

1

3

[
⇒ x

3
+

2

3
∈
]
2

3
, 1

[
⇒ S1(x) ∈

]
2

3
, 1

[
,

e, para todo y ∈ R,

y ∈
]
2

3
, 1

[
⇒ 3y ∈]2, 3[⇒ 3y − 2 ∈]0, 1[⇒ S−1

2 (y) ∈]0, 1[;

•
]
0, 13
[
∪
]
2
3 , 1
[
⊆]0, 1[; e

•
]
0, 13
[
∩
]
2
3 , 1
[
= ∅.

Resulta do teorema 9.17 que a dimensão de Hausdorff de C 1
3
coincide com sua dimensão de

similaridade — a qual, por sua vez, é o único número real s tal que(
1

3

)s

+

(
1

3

)s

= 1.

Consequentemente, dimH(C 1
3
) = log 2

log 3 .

Exemplo 9.19 (Triângulo de Sierpinski). O atrator do IFS {R2;S1, S2, S3} tal que, para cada
(x, y) ∈ R2,

S1(x, y) :=
(x
2
,
y

2

)
, S2(x, y) :=

(
x+ 1

2
,
y

2

)
, e S3(x, y) :=

(
x

2
,
y + 1

2

)
é o triângulo de Sierpinski. Para calcularmos sua dimensão de Hausdorff por meio do teorema de
Moran, precisamos verificar que esse IFS satisfaz a OSC. Para isso, consideremos, inicialmente, os
abertos

O :=
{
(x, y) ∈ R2 : 0 < x < 1, e 0 < y < 1− x

}
,

O1 :=

{
(x, y) ∈ R2 : 0 < x <

1

2
, e 0 < y <

1

2
− x

}
,

O2 :=

{
(x, y) ∈ R2 :

1

2
< x < 1, e 0 < y < 1− x

}
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e

O3 :=

{
(x, y) ∈ R2 : 0 < x <

1

2
, e

1

2
< y < 1− x

}
,

os quais podem ser observados pela Figura 9.3.

Figura 9.3. OSC no caso do triângulo de Sierpinski

Fonte: autora.

Como O1 ⊆ O, e, para todo (x, y) ∈ R2,

(x, y) ∈ O ⇒ 0 < x < 1, e 0 < y < 1− x

⇒ 0 <
x

2
<

1

2
, e 0 <

y

2
<

1

2
− x

2

⇒
(x
2
,
y

2

)
∈ O1

⇒ S1(x, y) ∈ O1,

temos S1(O) ⊆ O1 ⊆ O. Da mesma forma, como O2 ⊆ O, e, para todo (x, y) ∈ R2,

(x, y) ∈ O ⇒ 0 < x < 1, e 0 < y < 1− x

⇒ 0 <
x

2
<

1

2
, e 0 <

y

2
<

1

2
− x

2

⇒ 1

2
<

x+ 1

2
< 1, e 0 <

y

2
< 1−

(
x+ 1

2

)
⇒
(
x+ 1

2
,
y

2

)
∈ O2

⇒ S2(x, y) ∈ O2,

temos S2(O) ⊆ O2 ⊆ O. E, por fim, como O3 ⊆ O, e, para todo (x, y) ∈ R2,

(x, y) ∈ O ⇒ 0 < x < 1, e 0 < y < 1− x

⇒ 0 <
x

2
<

1

2
, e 0 <

y

2
<

1− x

2

⇒ 0 <
x

2
<

1

2
, e 0 <

y + 1

2
< 1− x

2

⇒
(
x

2
,
y + 1

2

)
∈ O3

⇒ S3(x, y) ∈ O3,
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temos também S3(O) ⊆ O3 ⊆ O. Logo, para cada i ∈ {1, 2, 3}, Si(O) ⊆ Oi ⊆ O. Sendo assim, para
concluirmos que S1(O), S2(O) e S3(O) são dois a dois disjuntos, basta notarmos que Oi ∩ Oj = ∅
quaisquer que sejam i e j em {1, 2, 3} tais que i ̸= j. É, contudo, imediato ver que O1 ∩ O2 = ∅, e
que O2 ∩ O3 = ∅. E, uma vez que, para todo (x, y) ∈ R2,

(x, y) ∈ O1 ⇒ 0 < x <
1

2
, e 0 < y <

1

2
− x ⇒ y <

1

2
,

e

(x, y) ∈ O3 ⇒ 0 < x <
1

2
, e

1

2
< y < 1− x ⇒ y >

1

2
,

O1 ∩O3 é também vazia. Resulta, pois, do teorema 9.17 e do fato de que os fatores de similaridade
de S1, de S2 e de S3 são todos iguais a 1

2 que a dimensão de Hausdorff de T é o único número real
s tal que (

1

2

)s

+

(
1

2

)s

+

(
1

2

)s

= 1.

Por conseguinte, dimH
(
T
)
= log 3

log 2 .

9.2 Variações do teorema de Moran

Podemos adaptar os cálculos realizados na demonstração do teorema de Moran afim de obtermos
uma estimativa da dimensão do conjunto autossimilar F gerado por uma coleção de contrações que
não são similaridades.

Proposição 9.20. Sejam um IFS {X;S1, . . . , Sm} e F o seu atrator. Então dimH F ≤ s e
dimB F ≤ s, em que s é a dimensão de similaridade de F .

Demonstração. Estas estimativas seguem essencialmente da prova do teorema de Moran, obser-
vando que temos a desigualdade diam(Fi1...ik) ≤ ri1 . . . rik diam(F ) para cada conjunto F , em vez
de igualdade.

A proposição seguinte nos fornece uma cota inferior para dimensão de Hausdorff de F no caso
em que as componentes Si(F ) são disjuntas.

Proposição 9.21. Sejam um IFS {X;S1, . . . , Sm} e F seu atrator. Assuma que o atrator F
satisfaça F =

⋃m
i=1 Si(F ), com essa união disjunta. Nessas condições, dimH F ≥ s, no qual∑m

i=1 b
s
i = 1.

Demonstração. Seja d > 0 a distância mı́nima entre qualquer par dos conjuntos compactos disjun-
tos S1(F ), . . . , Sm(F ), isto é,

d = min
i ̸=j

inf
{
|x− y| : x ∈ Si(F ), y ∈ Sj(F )

}
.
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E, seja Fi1...ik = (Si1 ◦ . . . ◦ Sik) (F ). Defina µ por µ(Fi1...ik) = (bi1 . . . bik)
s. Como

m∑
i=1

µ(Fi1...iki) =
m∑
i=1

(bi1 . . . bikbi)
s

= (bi1 . . . bik)
s

m∑
i=1

bsi︸ ︷︷ ︸
=1

= (bi1 . . . bik)
s

= µ(Fi1...ik)

= µ

(
m⋃
i=1

Fi1...iki

)
,

µ é uma distribuição de massa em F , e µ(F ) = 1. Sendo assim, se x ∈ F , então existe um única
sequência infinita (i1, i2, . . .) tal que x ∈ Fi1...ik para cada k. Para 0 < r < d, seja k o menor inteiro
tal que

bi1 . . . bikd ≤ r ≤ bi1 . . . bik−1
d.

Se (i′1, . . . , i
′
k) é disjunto de (i1, . . . , ik), os conjuntos Fi′1...i

′
k
e Fi1...ik são disjuntos e separados por

uma distância de pelo menos bi1 . . . bikd > r, pois se j é o menor inteiro tal que ij ̸= i′j , então
Fij ...ik ⊆ Fij e Fi′j ...i

′
k
⊆ Fi′j

estão separados por d, logo Fi1...ik e Fi′1...i
′
k
estão separados por pelos

menos bi1 . . . bij−1d. Disso segue que F ∩Br(x) ⊆ Fi1...ik . Logo,

µ(F ∩Br(x)) ≤ µ(Fi1...ik) = (bi1 . . . bik)
s ≤ d−srs.

Sendo assim, se U ∩ F ̸= ∅, então U ⊆ Br(x) para algum x ∈ F com r = diam(U). Consequente-
mente,

µ(U) ≤ d−s diam(U)s,

resulta do teorema do Prinćıpio de Distribuição de Massa 9.10, que Hs(F ) > 0, logo dimH(F ) ≥
s.

9.2.1 Dimensão de Hausdorff do conjunto de Julia

Definição 9.22. Para cada c ∈ C, seja J(fc) o conjunto de Julia associado ao polinômio

fc(z) := z2 + c.

A seguir, aplicaremos as proposições provadas na seção 9.2 para mostrar que, para todo c ∈ C
tal que |c| seja suficientemente grande, tem-se dimH J(fc) ≃ 2 log 2

log(4|c|) .

Teorema 9.23. Suponha que c ∈ C seja tal que |c| > 1
4

(
5 + 2

√
6
)
. Nessas condições, J(fc) é o

atrator do IFS cujas contrações são os dois ramos da inversa de fc sobre o disco fechado de centro
na origem e raio |2c|

1
2 . Além disso, se |c| for suficientemente grande, então

dimB J(fc) = dimH J(fc) ≃
2 log 2

log(4|c|)
.

Demonstração. Por simplicidade, nesta demonstração, vamos denotar fc simplesmente por f . Como
f(z) = z2 + c qualquer que seja z ∈ C, para cada z ∈ C tal que z ̸= c, há dois valores posśıveis

para f−1(z) (a saber, (z − c)
1
2 e −(z − c)

1
2 ). Seja D := {z ∈ C : |z| ≤ |2c|

1
2 }. Se f(z) ∈ D, como

2 ≤ |c| =⇒ 2 · |c| ≤ |c| · |c| =⇒
√
2|c|

1
2 ≤ |c|,
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pela desigualdade triangular,

|z2| ≤ |z2 + c|+ |c| = |f(z)|+ |c| ≤ |2c|
1
2 + |c| ≤ |c|+ |c| = 2|c|.

Então |z| ≤ |2c|
1
2 , disso resulta que f−1(D) ⊆ D. Note que, f(z) ∈ D se, e somente, se

|z2 + c| ≤ |2c|
1
2 , ou seja, se z2 estiver no disco D0 de centro -c e raio |2c|

1
2 . Como 0 /∈ D0 (pois,

d(0,−c) = |c| > 2|c|
1
2 ), a “raiz quadrada” de D0, isto é, {z : z2 ∈ D0} = f−1(D), compreende duas

regiões disjuntas, D1 e D2 digamos, em lados opostos de alguma linha reta passando por 0.
Sejam

A := {z : z2 ∈ D0} = f−1(D)

e
B := {z2 : z ∈ A}.

Para cada w ∈ B, podemos fixar zw ∈ A de modo que z2w = w. Sejam D1 := {zw : w ∈ B} e
D2 := {−zw : w ∈ B} e observe que :

1. D1 ∩D2 = ∅, pois, para todo w ∈ B,

zw = −zw ⇔ 2zw = 0 ⇔ zw = 0;

2. D1, D2 ⊆ A, por construção;

3. A ⊆ D1 ∪D2, pois, se z ∈ A, e w := z2, então

z2w = z2 ⇔ z2w − z2 = 0

⇔ (zw + z)(zw − z) = 0

⇔ z = zw ou z = −zw;

4. f(D1) = {z2w + c : w ∈ B} = {(−zw)
2 + c : w ∈ B} = f(D2); além disso,

f(D1) = {z2w + c : w ∈ D}
= {w + c : w ∈ B}
= {z2 + c : z ∈ A}
= {f(z) : z ∈ f−1(D)

= f(f−1(D)) = D},

logo, f(D1) = f(D2) = D;

5. para quaisquer w1 e w2 em B,

f(zw1) = f(zw2) ⇔ zw2
1︸︷︷︸

=w1

+c = zw2
2︸︷︷︸

=w2

+c ⇔ w1 = w2 ⇔ zw1 = zw2;

analogamente, para quaisquer w1 e w2 em B,

f(−zw1) = f(−zw2) ⇔ zw1 = zw2 .

As aplicações

f1 : D1 → D

z 7→ f(z)
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e

f2 : D2 → D

z 7→ f(z)

são bijetoras (pelos itens 4 e 5); portanto, como D1, D2 ⊆ f−1(D) ⊆ D, podemos considerar suas
inversas S1, S2 : D → D. Para cada i ∈ {1, 2}, tem-se

|Si(z1)− Si(z2)| = |(z1 − c)
1
2 − (z2 − c)

1
2 | = |z1 − z2|

|(z1 − c)
1
2 + (z2 − c)

1
2 |
.

Logo, considerando o menor e o maior valor de |z1−z2|
|(z1−c)

1
2+(z2−c)

1
2 |

quando z1 e z2 variam em D,

podemos concluir que

1

2
· (|c|+ |2c|

1
2 )−

1
2 ≤ |Si(z1)− Si(z2)|

|z1 − z2|
≤ 1

2
· (|c| − |2c|

1
2 )−

1
2 .

quaisquer que sejam i ∈ {1, 2} e z1, z2 ∈ D.
O limite superior é menor que 1 se |c| > 1

4

(
5 + 2

√
6
)
, no caso em que S1 e S2 são contrações

em D. Pelo corolário 7.10, existe um único atrator compacto não vazio F ⊆ D do IFS {C;S1, S2}
tal que S1(F ) ∪ S2(F ) = F . Além disso, como F ⊆ D, e S1(D) e S2(D) são disjuntos, S1(F ) e
S2(F ) também são disjuntos. É claro que F é o conjunto de Julia J = J(fc). Uma maneira de ver
isso é notar que D contém pelo menos um ponto z de J (por exemplo, um ponto fixo repulsor de
fc). Observe que para todo z ∈ C, tem-se:

z2 + c = z ⇔ z2 − z + c = 0

⇔
(
z − 1

2

)2

+ c− 1

4
= 0

⇔
(
z − 1

2

)
=

1

4
− c

⇔ z =
1

2
±
√

1

4
− c

⇔ z =
1

2

(
1±

√
1− 4c

)
,

com |c| > 1
4

(
5 + 2

√
6
)
. Logo, z1 := 1

2

(
1 +

√
1− 4c

)
e z2 := 1

2

(
1−

√
1− 4c

)
são os pontos fixos de

fc. Então, f
′(z1) = 2z1 = 1 +

√
1− 4c,

|f ′(z1)| > 1 ⇐⇒ |1 +
√
1− 4c| > 1.

Podemos aplicar a desigualdade do paralelogramo2 para os vetores z1 e z2, obtendo:

|1 +
√
1− 4c|2 + |1−

√
1− 4c|2 = 2

(
|1|2 + |

√
1− 4c|2

)
= 2

1 + |1− 4c|︸ ︷︷ ︸
>0, pois c̸= 1

4

 > 2

Logo, ou |1 +
√
1− 4c| > 1, ou |1 −

√
1− 4c| > 1. Falta mostrarmos que pelo menos um dos

2Observe que C é um espaço vetorial sobre R em relação as operações usuais de adição e de multiplicação por
escalar. Além disso, como podemos definir em C um produto interno compat́ıvel com a norma usual, a desigualdade
do paralelogramo é válida. Logo, para quaisquer v, u ∈ C, tem-se |u+ v|2 + |u− v|2 = 2(|u|2 + |v|2)
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pontos fixos z1 e z2 pertencem a D. Se

z1 ∈ D ⇔ |z1| ≤
√

2|c| ⇔ |1 +
√
1− 4c| ≤ 2

√
2|c|.

Agora precisamos verificar se |1 +
√
1− 4c| ≤ 2

√
2|c|. Note que :

|
√
1− 4c|2 ≤ 1 + |

√
1− 4c| < 1︸︷︷︸

< |c|
4

+4|c| < 9

2
|c|, pois |c| > 2.

Portanto, |
√
1− 4c| <

√
9
2 |c|. Logo,

|1 +
√
1− 4c| ≤ 1 + |

√
1− 4c| < 1 +

√
9

2
|c|.

Observe que:

1 +

√
9

2
|c| <

√
8|c| ⇔ 1 + 2

√
9

2
|c|+ 9

2
|c| < 8|c|

⇔ 1 + 3
√
2|c|+ 9

2
|c| < 8|c|

⇔ 3
√
2|c| < 7

2
|c|+ 1︸ ︷︷ ︸

>0, pois |c|>2

⇔ 49

4
|c|2 − 25|c|+ 1 > 0

⇔ 49|c|2 − 100|c|+ 4 > 0

⇔ |c| > 2.

Sendo assim,

|1 +
√
1− 4c| ≤ 1 + |

√
1− 4c| < 1 +

√
9

2
|c| <

√
8|c| = 2

√
2|c|,

do que resulta que |z1| = 1
2 |1 +

√
1− 4c| <

√
2|c|. De modo analógo, podemos provar que |z2| <√

2|c|. Portanto, z1, z2 ∈ D.

Sabemos que pelo teorema 3.16 J =
⋃∞

k=1 f
−k
c (z) ⊆ D, pois f−k

c (D) ⊆ D. Com efeito, J
é um subconjunto compacto não vazio de D satisfazendo J = f−1

c (J), equivalentemente, J =
S1(J) ∪ S2(J). Assim, J = F por unicidade do atrator de um IFS.

Finalmente, para estimar a dimensão de J(fc) = F , aplicamos as proposições 9.2 e 9.21. Assim,
os limites inferior e superior para dimH J(fc) são dados pela solução da equação

2

(
1

2

(
|c| ± |2c|

1
2

)− 1
2

)s

= 1.
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Seja k = |c| ± |2c|
1
2 . Assim, temos

2

((
1

2

)
·
(
|c| ± |2c|

1
2

)− 1
2

)s

= 1 ⇔ 2

((
1

2

)
· k−

1
2

)s

= 1

⇔
(

1

2s

)
·
(
k−

s
2

)
=

1

2

⇔ k−
s
2 = 2s−1

⇔ log
(
k−

s
2

)
= log

(
2s−1

)
⇔
(
−s

2

)
· log(k) = (s− 1) · log(2)

⇔ 2 ·
(
−s

2

)
· log(k) = (s− 1) · 2 · log(2)

⇔ (−s) · log(k) = s · log
(
22
)
− 2 · log(2)

⇔ 2 · log(2) = s · log(4) + s · log(k)
⇔ 2 · log(2) = s · (log(4) + log(k))

⇔ 2 · log(2) = s · log(4k)

⇔ s =
2 · log(2)
log(4k)

.

Portanto, dimH J(fc) = s = 2·log(2)
log
(
4(|c|±|2c|

1
2 )
) .
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Apêndice A

Resultados Utilizados

A.1 Caṕıtulo 3

Teorema A.1 (Montel). Seja G uma famı́lia de funções meromorfas em um domı́nio U . Se
existem três valores fixos que são omitidos para toda g ∈ G, isto é, existem a, b, c ∈ Ĉ tais que:

{a, b, c}
⋂⋃

g∈G
g(U)

 = ∅,

então G é uma famı́lia normal.

Demonstração. A demonstração pode ser encontrada em [Dev07].

A.2 Caṕıtulo 4

As demonstrações de todos os teoremas enunciados nesse caṕıtulo podem ser encontradas em
[Edg08].

Teorema A.2 (Propriedade de Lindelöf). Se (S, d) é um espaço métrico, então as seguintes
afirmações são equivalentes:

1. existe um conjunto enumerável D denso em S;

2. S possui uma base enumerável;

3. cada cobertura aberta de S possui uma subcobertura enumerável.

Proposição A.3. Suponha que F é fechado e U é aberto. Se F ⊆ U , então existe um aberto V
com F ⊆ V ⊆ V ⊆ U .

Teorema A.4. Seja n um inteiro positivo e seja S um espaço métrico. Para cada i ∈ N, seja
Fi ⊆ S um conjunto fechado. Se CovFi ≤ n para todo i, então Cov

⋃
i∈N Fi ≤ n.

Teorema A.5. Seja (S, d) um espaço métrico, e seja U uma cobertura aberta de S. Então existe
um número positivo r tal que para qualquer conjunto A ⊆ S, com diam(A) < r, existe um conjunto
U ∈ U com A ⊆ U ,

O número r com a propriedade do teorema acima é conhecido como número de Lebesgue da
cobertura U .

Teorema A.6. Seja n um inteiro positivo e seja S um espaço métrico. Para cada, i ∈ N, seja
Fi ⊆ S um conjunto fechado. Se CovFi ≤ n para todo i, então Cov

⋃
i∈N Fi ≤ n.

Teorema A.7. Seja (S, d) um espaço métrico, e sejam F1, F2 subconjuntos fechados. Se CovF1 ≤ 1
e CovF2 ≤ 1, então Cov(F1 ∪ F2) ≤ 1.

Teorema A.8. Seja (S, d) um espaço métrico, A ⊆ S, e T ⊆ S. Então ∂T (A ∩ T ) ⊆ ∂SA.

127



128 APÊNDICE A

A.3 Caṕıtulo 6

Teorema A.9. Suponha que F pode ser coberto por nk conjuntos de diâmetro no máximo δk com
δk → 0, quando k → ∞. Então

dimH ≤ dimBF ≤ lim inf
k→∞

log nk

− log δk
.

Além disso, se nkδ
s
k permanece limitado quando k → ∞, então Hs(F ) < ∞. Se δk → 0, mas

δk+1 ≥ cδk para algum 0 < c < 1, então

dimBF ≤ lim sup
k→∞

log nk

− log δk
.

Demonstração. A demonstração pode ser encontrada em [Fal04].

A.4 Caṕıtulo 7

Definição A.10 (Ponto Fixo). Seja f : X → X, dizemos que x ∈ X é um ponto fixo de f se
satisfaz f(x) = x.

Teorema A.11 (Teorema do Ponto Fixo). Sejam (X, d) um espaço métrico completo e f :
X → X uma contração. Então f tem um único ponto fixo, isto é, existe um único ponto p ∈ X tal
que f(p) = p. Além disso, para qualquer x ∈ X temos que

lim
n→∞

fn(x) = p.

Demonstração. A demonstração pode ser encontrada em [SA11].

A.5 Caṕıtulo 8

Teorema A.12 (Tychonoff). Se
(
(Xi, τi)

)
i∈I é uma famı́lia de espaços topológicos compactos,

e τprod é a topologia produto associada a essa famı́lia, então
(∏

i∈I Xi, τprod
)
é também compacto.

Lema A.13. Seja (X, d) um espaço métrico, e sejam K1 e K2 compactos de (X, d). Nessas
condições, existem x0 ∈ K1 e y0 ∈ K2 tais que |x0 − y0| ≤ |x − y| quaisquer que sejam x ∈ K1 e
y ∈ K2.

A seguir, apresentaremos uma demonstração alternativa de que a aplicação de endereçamento
do atrator de um IFS totalmente desconexo é um homeomorfismo.

Teorema A.14. Sejam {X;S1, . . . , Sm} um IFS totalmente desconexo, A seu atrator, Σm o espaço
dos códigos associado a esse IFS, e φ : Σm → A a aplicação de endereçamento de A. Nessas
condições, φ é um homeomorfismo.

Demonstração. Resulta do teorema 8.27 que φ é cont́ınua e sobrejetora. E, como, por hipótese,
o IFS é totalmente desconexo, φ é também injetora. Sendo assim, basta mostrarmos que φ−1 é
cont́ınua.

Seja (i1, i2, . . .) ∈ Σm. Vamos mostrar, a seguir, que φ−1 é cont́ınua em xi1i2.... Para isso,
precisamos provar que, para todo ϵ > 0, existe δ > 0 tal que, para todo (j1, j2, . . .) ∈ Σm,

d(xi1i2..., xj1j2...) < δ ⇒ d(φ−1(xi1i2...), φ
−1(xj1j2...)) < ϵ.

Como, porém, para todo (j1, j2, . . .) ∈ Σm,

dΣm(φ
−1(xi1i2...), φ

−1(xj1j2...)) = d((i1, i2, . . .), (j1, j2, . . .)),
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isso equivale a mostrar que, para todo ϵ > 0, existe δ > 0 tal que, para todo (j1, j2, . . .) ∈ Σm,

d(xi1i2..., xj1j2...) < δ ⇒ d((i1, i2, . . .), (j1, j2, . . .)) < ϵ.

Fixemos, pois, ϵ > 0 de modo arbitrário e consideremos n ∈ N tal que m−1
m(m+1)n < ϵ. Resulta

do item 1 da proposição 8.5 que, se (j1, j2, . . .) ∈ Σm é tal que j1 = i1, j2 = i2, . . . , jn = in, então
d((i1, i2, . . .), (j1, j2, . . .)) ≤ m−1

m(m+1)n . Em vista disso, para concluirmos que

d((i1, i2, . . .), (j1, j2, . . .)) < ϵ,

basta encontrarmos δ > 0 tal que, para todo (j1, j2, . . .) ∈ Σm,

d(xi1i2..., xj1j2...) < δ ⇒ i1 = j1, . . . , in = jn.

Para tanto, notemos, inicialmente, que, dado (j1, j2, . . .) ∈ Σm tal que (j1, j2, . . .) ̸= (i1, i2, . . .),
tem-se, necessariamente, (Si1 ◦ . . . ◦ Sin)(A) ∩ (Sj1 ◦ . . . ◦ Sjn)(A) = ∅. Com efeito, se

a ∈ (Si1 ◦ . . . ◦ Sin)(A) ∩ (Sj1 ◦ . . . ◦ Sjn)(A),

existiriam (α1, α2, . . .), (β1, β2, . . .) ∈ Σm tais

a = (Si1 ◦ . . . ◦ Sin)(xα1α2...) = xi1...inα1α2...,

e
a = (Sj1 ◦ . . . ◦ Sjn)(xβ1β2...) = xj1...jnβ1β2...,

e, consequentemente, o ponto a teria dois endereços — o que seria um absurdo, pois, por hipótese,
o IFS {X;S1, . . . , Sm} é totalmente desconexo. Por sua vez, como A é compacto, e, para cada
(j1, j2, . . .) ∈ Σm, Sj1 ◦ . . . ◦ Sjn é cont́ınua, é imediato ver que (Sj1 ◦ . . . ◦ Sjn)(A) é compacto
qualquer que seja (j1, j2, . . .) ∈ Σm. Consequentemente, para para cada (j1, j2, . . .) ∈ Σm tal que
(j1, j2, . . .) ̸= (i1, i2, . . .), (Sj1◦. . .◦Sjn)(A) e (Si1◦. . .◦Sin)(A) são compactos disjuntos, e, portanto,
resulta do lema A.13 que a distância entre eles é positiva.

Como

In := {(j1, . . . , jn) : (j1, . . . , jn) ̸= (i1, . . . , in), e, ∀ℓ ∈ {1, . . . , n}, jℓ ∈ {1, . . . ,m}}

é finito (pois possui mn − 1 elementos), o conjunto

Dn := {d((Sj1 ◦ . . . ◦ Sjn)(A), (Si1 ◦ . . . ◦ Sin)(A)) : (j1, . . . , jn) ∈ In}

é também finito, e, portanto, possui mı́nimo. Seja δ := min(Dn). Decorre da observação feita no
parágrafo anterior que δ > 0. Além disso, resulta da definição de Dn e do fato de que δ = min(Dn)
que, para todo (j1, j2, . . .) ∈ Σm,

d(xi1i2..., xj1j2...) < δ ⇒ (j1, j2, . . .) /∈ In ⇒ j1 = i1, . . . , jn = jn.

Sendo assim, podemos concluir que, para todo (j1, j2, . . .) ∈ Σm,

d(xj1j2..., xi1i2...) < δ ⇒ dΣm((j1, j2, . . .), (i1, i2, . . .)) <
m− 1

m(m+ 1)n
< ϵ.

E, como (i1, i2, . . .) ∈ Σm e ϵ > 0 são completamente arbitrários, disso resulta, por fim, que φ−1 é
cont́ınua.
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