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Resumo

SILVA, G. C. Uma abordagem topoldgica e dindmica a Geometria Fractal. 2023. 131 p.
Dissertacao (Mestrado) - Instituto de Matemética e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao
Paulo, 2023.

Majoritariamente, fractais sao definidos como atratores de um Sistema de Fungoes Iteradas (IFS).
Definir fractais dessa forma muitas vezes facilita o calculo de sua dimensao de Hausdorff, uma vez
que fazer o cédlculo pela definicao é, em geral, complicado. O objetivo principal desta dissertacao é
apresentar, de forma clara, uma demonstracao do teorema de Moran — o qual nos garante que, se F’
é o atrator de um IFS cujas contracoes sejam similaridades que satisfacam a Condicao de Conjunto
Aberto (OSC), entao a dimensao de similaridade de F' coincide com sua dimensao Hausdorff. O
presente trabalho é uma contribuicao ao estudo da Geometria Fractal do ponto de vista topoldgico
e dindmico. Embora a Geometria Fractal e a Dinamica Cadtica sejam tradicionalmente estudadas
de forma independente, em 2014, Barnsley mostrou a presenca de caos nos fractais. Neste traba-
lho, apresentamos um resultado que relaciona dindmica cadtica e fractais. Mais especificamente,
provamos que a transformagao de mudanca associada a um IFS totalmente desconexo composto

por duas ou mais transformagoes é cadtica segundo a definicdo de Devaney.

Palavras-chave: dimensao topoldgica, dimensao boz-counting, dimensao de Hausdorff, IF'S, atra-

tor, teorema de Moran, dinamica cadtica.
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Abstract

SILVA, G. C. A Topological and Dynamic Approach to Fractal Geometry. 2023. 131 p.
Thesis (Masters) - Instituto de Matemética e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo,
2023.

Mostly, fractals are defined as attractors of an Iterated Function System (IFS). Defining fractals in
this way often facilitates the calculation of their Hausdorff dimension, since doing the calculation by
definition is, in general, complicated. The main objective of this master thesis is to clearly present
a proof of Moran’s theorem — which guarantees us that, if F' is the attractor of an IF'S whose con-
tractions are similarities that satisfy the Set Condition Open (OSC), then the similarity dimension
of F' coincides with its Hausdorff dimension. The present work is a contribution to the study of
Fractal Geometry from a topological and dynamic point of view. Although Fractal Geometry and
Chaotic Dynamics are traditionally studied independently, in 2014 Barnsley showed the presence
of chaos in fractals. In this work, we present a result that relates chaotic dynamics and fractals.
More specifically, we prove that the change transformation associated with a totally disconnected

IFS composed of two or more transformations is chaotic according to Devaney’s definition.

Keywords: topological dimension, box-counting dimension, Hausdorff dimension, IFS, attractor,

Moran’s theorem, chaotic dynamics.
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Capitulo 1

Introducao

A ideia de fractal é relativamente nova, mas suas origens matematicas datam do século XIX.
O termo fractal, que deriva do latim fractus, adjetivo do verbo frangere que significa quebrar,
fragmentar, foi cunhado por Mandelbrot, em 1975. No fim desse mesmo século, os cientistas notaram
que muitas das estruturas complexas presentes no nosso universo nao poderiam ser explicadas pela
geometria euclidiana. Diante disso, foi necessaria a criacao de uma nova geometria: a Geometria
Fractal.

De acordo com Mandelbrot [Man82]: “nuvens nao sao esferas, montanhas ndao sao cones, litorais
nao sao circulos, a casca da drvore nao € lisa e tampouco a luz viaja em linha reta”. Fractais
perfeitos ou matematicos nao existem no mundo real, pois, no mundo real, um padrao de repetigao
nao ocorre um numero infinito de vezes. Apesar disso, a natureza nos fornece numerosos exemplos
de fractais aproximados, também chamados de pseudofractais. Alguns desses pseudofractais podem
ser observados na Figura 1.1.
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Figura 1.1. Exemplos de pseudofractais.
Fonte: autora.

O primeiro deles ilustrado na Figura 1.1(a) é a samambaia, cujos foliolos sao praticamente
idénticos entre si. No caso do romanesco ilustrado na Figura 1.1(b) — um vegetal da mesma
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familia do brécolis —, observar mais de perto uma dada parte do vegetal é como observar o vegetal
como um todo, pois cada parte do romanesco é como um minirromanesco. O terceiro exemplo sao
as conchas do mar ilustrado na Figura 1.1(c), cujas camadas interiores e exteriores apresentam
padroes semelhantes. Até mesmo o pulmao humano ilustrado na Figura 1.1(d), um dos érgaos
mais fortemente associados aos sistemas respiratério e circulatorio, apresenta padroes tipicos de
um fractal. No caso dos flocos de neve ilustrado na Figura 1.1(e), é facil ver que cada ramo dos
flocos se parece com um floco inteiro. O pseudofractal africano Logone-Birni ilustrado na Figura
1.1(f) (ver [Egl99]), por sua vez, é uma cidade localizada em Camardes, na Africa Central. Essa
cidade é formada por grandes e complexos prédios retangulares feitos de argila grossa. O palacio de
Miarré — que significa chefe — fica no meio da cidade. Ao longo do tempo, foram acrescentados
varios fechamentos retangulares aos fechamentos pré-existentes, cada um dos quais compartilhando
duas ou mais paredes de fechamentos anteriores. O resultado é um complexo de retangulos dentro
de retangulos que se assemelha a um fractal.

Dentro da comunidade cientifica, ainda nao existe um consenso sobre a defini¢ao de fractal. Por
isso, nos ultimos anos, alguns matematicos propuseram possiveis definicdes. A primeira delas, que
pode ser encontrada em [SA11], foi proposta por Mandelbrot e serd apresentada a seguir.

Definicao 1.1 (MANDELBROT). Um conjunto F C R" é um fractal se sua dimensao Hausdorff é
maior do que sua dimensao topolégica.

Entretanto, até mesmo Mandelbrot considera que esta definicao é restritiva, uma vez que, para
compreendé-la, é necessario algum conhecimento acerca de teoria da medida e de topologia geral.
Uma defini¢ao mais intuitiva — a qual apresentaremos agora — foi proposta por Falconer e pode
ser encontrada em [Lim19].

Definigao 1.2 (FALCONER). Um conjunto F C R™ é um fractal se ele apresenta todas, ou, pelo
menos, a maior parte das propriedades a seguir:

1. F tem “estrutura fina” — ou seja, apresenta detalhes em qualquer escala arbitrariamente
pequena;

2. F é localmente ou globalmente muito irregular para ser descrito em linguagem geométrica
tradicional;

3. F apresenta alguma forma de autossimilaridade — ou seja, cada parte de F é uma copia
reduzida do todo;

4. a dimensao fractal de F (definida de algum modo) é maior que sua dimensao topoldgica,
5. F pode ser obtido por meio de um processo recursivo simples.

Se seguissemos a definigao de Mandelbrot, excluiriamos varios conjuntos que sao fractais de
acordo com a definicdo 1.2. A curva de Takagi, por exemplo, é um fractal cujas dimensoes fractal
e topolodgica sao ambas iguais a 1. Discutiremos esse exemplo em mais detalhes na secao 6.3.

Com base nas definigoes 1.1 e 1.2, podemos concluir que um fractal é um conjunto que possui
um padrao gerado matematicamente que é reproduzivel em qualquer ampliacao ou redugao, e
que a reproducao se parece com o original, ou, pelo menos, tem uma estrutura semelhante. Mais
especificamente, os fractais podem ser caracterizados pelas seguintes propriedades:

(i) Autossimilaridade: quando uma porg¢ao de um conjunto ou de um contorno se parece com
uma cépia do todo, porém numa escala menor (como se pode observar na Figura 1.2).

(i) Complexidade infinita: diz respeito ao fato de que o processo para geracao de um fractal
é recursivo.

(iii) Dimensao: a dimensao fractal é um nimero nao inteiro que mede o grau de irregularidade
do conjunto, como veremos nos Capitulos 3 e 4.
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Figura 1.2. Exemplo de autossimilaridade.
Fonte: autora.

Em muitos casos, fractais sao definidos como atratores de um Sistema de Fungées Iteradas
(IFS). Um sistema de fungoes iteradas {(X,d); S1,---,Sm} €, simplesmente, um espago métrico
completo (X, d) equipado com uma colegao finita {Si,..., Sy} de contragdes de X em X. Definir
fractais por meio de sistemas de funcgoes iteradas muitas vezes facilita o cdlculo de sua dimenséao de
Hausdorff, uma vez que fazer o calculo pela definicao é, em geral, bastante complicado. No capitulo
7, vamos enunciar e provar o teorema de Moran — o qual nos fornece um método que facilita o
calculo da dimensao fractal em muitos casos de interesse.

1.1 Objetivos

O objetivo principal desta dissertacao é apresentar, de forma clara, uma demonstracao do
teorema de Moran — o qual nos garante que, se F' é o atrator de um IF'S cujas contragoes sejam
similaridades que satisfacam a Condicao de Conjunto Aberto (OSC) (ver [Fal04]), entdo a dimensao
de similaridade de F' coincide com sua dimensao Hausdorff. Dentre seus objetivos secundarios, por
sua vez, podemos citar o estudo:

e de nocoes bésicas de teoria da medida;

e das varias nogoes de “dimensao topoldgica”: espacos O-dimensionais, dimensao de cobertura
e dimensao indutiva fraca;

e das varias nocoes de dimensao fractal — sendo as mais importantes as dimensées boz-counting
e de Hausdorff;

de exemplos classicos do cédlculo das dimensoes box-counting e de Hausdorff por meio de suas
respectivas definigoes;

de sistemas de funcoes iteradas;

do Principio de Distribuicao de Massa;
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e de resultados sobre o atrator de um sistema de funcgoes iteradas e sua relagdo com os fractais
(tais como, por exemplo, o teorema de Hutchinson); e

e do conceito de Caos segundo Devaney e de sua aplicacao ao estudo da dinamica cadtica nos
fractais.

1.2 Organizacao do documento

Para uma visao completa deste trabalho, os capitulos encontram-se assim organizados:

v CAPITULO 2: Neste capitulo faremos uma breve revisao dos conceitos basicos da teoria da
medida, tais como: o —algebra, medida, espaco de medida, medida de Lebesgue, medidas completas,
medidas exteriores e o teorema cldssico de Carathéodory.

v CAPITULO 3: Neste capitulo apresentaremos algumas propriedades do conjunto de Cantor
ternéario. Bem como, o processo de construcao de alguns fractais classicos encontrados na literatura,
como por exemplo: o conjunto de Cantor ternario, o triangulo de Sierpinski, a curva de Koch e os
famosos conjuntos de Julia.

v CAPITULO 4: Neste capitulo estudaremos os conjuntos 0—dimensionais (provaremos que
o conjunto de Cantor ternério, o conjunto dos niimeros racionais e irracionais sao 0—dimensionais).
Além disso, introduziremos os conceitos de dimensao de cobertura (provaremos que o triangulo de
Sierpinski tem dimensao de cobertura igual a 1), por fim, a dimensao indutiva fraca.

v CAPITULO 5: Este capitulo é dedicado ao estudo da dimensao boz-couting, suas proprie-
dades, limitagoes e alguns exemplos: intervalo da reta e o conjunto de Cantor terndrio.

v CAPITULO 6: Neste capitulo, voltaremos nossa atencao ao estudo da medida exterior de
Hausdorff e suas propriedades. Em seguida, definiremos a dimensao de Hausdorff de um subconjunto
do R”™. Posteriormente, calcularemos a dimensao de Hausdorff do conjunto de Cantor ternario e do
cantor Dust via definicdo. Por fim, mostraremos que a curva de Takagi é um fractal cujas dimensoes
fractal e topoldgica sao ambas iguais a 1 e que, portanto, é um exemplo de fractal nao contemplado
pela definicao 1.1.

v CAPITULO 7: Neste capitulo, veremos que, em muitos casos, fractais sao definidos como
atratores de um sistema de fungoes iteradas (IFS). Definir fractais por meio de sistemas de fungoes
iteradas muitas vezes facilita o célculo de sua dimensao de Hausdorff, uma vez que fazer o calculo
pela definicao é, em geral, bastante complicado. Sendo assim, estudaremos, os conceitos de con-
tracao, sistemas de fungoes iteradas, métrica de Hausdorff, atrator de um IFS, bem como, um
exemplo.

v CAPITULO 8: Na primeira parte deste capitulo, apresentaremos o espaco dos cédigos
associado a um IFS, o conjunto dos pontos periodicos, transitividade topoldgica e sensibilidade
as condigoes iniciais, bem como, introduzimos o conceito de caos segundo a definigdo de Devaney
[Dev07] e provamos que a aplicacao shif (definida em ¥,,) é cadtica. Além disso, na segunda parte,
exploraremos o conceito de IFS totalmente desconexo, de transformacao de mudanga S associado
a um IFS. Na ultima parte, utilizaremos os resultados provados na primeira e segunda parte para
provar um teorema que da condigoes suficientes para que S seja cadtica. Em seguida, utilizaremos
esse teorema para provar que a aplicacdo de mudanga associado ao IFS (sendo C 1 seu atrator) é
cadtica segundo a definicdo de Devaney.

v CAPITULO 9: Neste capitulo, iremos apresentar e demonstrar o teorema de Moran, que
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nos garante que se o IFS, {R";Sy,...,S,,}, composto por similaridades definidas em R", que
satisfaz a OSC e F' o conjunto atrator desse sistema, entao a dimensao de similaridade de F' —
que é o unico numero real s tal que 2?21 Ai = 1 — coincide com a dimensao Hausdorff de F.
Para isso, introduziremos o conceito de distribuicdo de massa, bem como provaremos o teorema
de distribuicdo de massa o qual é importante para obtermos uma cota inferior da dimensao de
Hausdorff de F' C R" e varios outros resultados essenciais que serao utilizados na demonstracao.
Em sequéncia, calcularemos a dimensao de Hausdorff do conjunto de Cantor ternério e do triangulo
de Sierpinsk. Na tltima parte, provaremos uma versao do teorema de Moran que diz respeito ao caso
em que {51, ..., Sy} sdo contracoes, mas nao necessariamente similaridades, e, por fim, aplicaremos
esses resultados para obter uma estimativa da dimensao de Hausdorff do conjunto de Julia associado
ao polinémio f.(z) := 2% + ¢ para o caso em que |¢| > (5 + 2V/6).

1.3 Mensagem ao leitor

Visando a didéatica e a melhor compreensao do texto, apresentamos vérias imagens no decorrer
do trabalho. Elas foram construidas por meio dos softwares Math Cha !, Geogebra? e da linguagem
de programacao Python?® para plotagem de graficos. Algumas imagens foram baseadas ou retiradas
dos livros [Fal04], [Egl99] e [Sut14]. Para uma melhor compreensao deste trabalho, é necessario que
o leitor tenha familiaridade com os conceitos bésicos de andlise e topologia geral. Desejo a todos
uma boa leitura!

Thttps://www.mathcha.io/editor
Zhttps://www.geogebra.org/?lang=pt
Shttps://python.org.br
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Capitulo 2

Nocoes basicas sobre teoria da medida

Neste capitulo, apresentaremos algumas defini¢oes relevantes, tais como, os conceitos de o-
algebra, medida, espaco de medida, medida de Lebesgue, medidas completas, medidas exteriores e
o0 teorema classico de Carathéodory. Esses conceitos sdo importantes para um melhor entendimento
da demonstracao do teorema de Moran 9.17 presente no capitulo 9. No entanto, o leitor que ja estiver
familiarizado com os resultados aqui enunciados podera comecar a leitura a partir do capitulo 3.
Em suma, este capitulo é baseado no livro “Real Analysis” [Fol99], do autor Folland.

2.1 Notacao

Utilizaremos ao longo do texto as seguintes notacoes:

O conjunto {1,2,3,...} serd denotado por N;

O conjunto dos nimeros inteiros, reais, racionais, irracionais e complexos sera denotado,
respectivamente, por Z, R, Q, I e C;

Dado um conjunto A, o conjunto das partes de A, serd denotado por P(A) :={X : X C A};

(n)neny < X denotard x : N — X (isto é, = é uma sequéncia a valores no conjunto X);

#A denotara a cardinalidade do conjunto A;

B, (x) denotara a bola aberta de raio igual a r e centro z.

2.2 ¢-algebra, medida e espaco de medida

Definicao 2.1 (ALGEBRA DE CONJUNTOS). Seja X um conjunto nao vazio. Uma &algebra de
conjuntos em X é uma colegao nao vazia A C P(X) de subconjuntos de X que é fechada sob
unioes finitas e complementares, isto é:

1. Se Ay, Ay ..., Ay, € A, entdo U, A; € A;
2. Se Aj € A, entao A = X\ 4 € A.

Definigao 2.2 (0-ALGEBRA). Seja X um conjunto nao vazio. Uma o-dlgebra A em X é uma
algebra de conjuntos que é fechada também sob unides enumeraveis, isto é, para qualquer sequéncia
(Ai)jen = A, U 4i € A

€N
Observagao 2.3. As o-algebras sao fechadas também sob intersec¢Ges enumeraveis. De fato, dada
uma o-dlgebra A, resulta da lei de De Morgan que, se (4, )nen < A, entao

Ay = < A7 )CGA.

N——
eA

7
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Observagao 2.4. Qualquer o-dlgebra sobre X contém () e X. De fato, dada uma o-dlgebra A
sobre X, resulta do fato de que A é nao vazia que existe A € A — o que, por sua vez, permite-nos
concluir que ) = ANA°€ A, eque X = AU A° € A.

Exemplo 2.5. Se X é um conjunto qualquer, entdo {(), X} é a menor o-édlgebra de X e P(X) é a
maior o-algebra de X. Com efeito, resulta da definicao de o-algebra e da observacao anterior que
qualquer o-algebra sobre X contém {0, X'} e esta contida em P(X).

Exemplo 2.6. A intersecao de uma familia de o-algebra é uma o-algebra.

Defini¢ao 2.7 (0-ALGEBRA GERADA). Sejam X conjunto, S C P(X). Pelo exemplo 2.6 existe
uma o-élgebra o(S) C P(X) tal que:

1. S Co(S);
2. Para todo A C P(X) o-dlgebra com S C A, o(S) C A.
A saber, 0(S) =({A CP(X): A o-dlgebra e S C A} chama-se o-dlgebra gerada por S.

Definigao 2.8 (0-ALGEBRA DE BOREL). Seja (X, 7) espago topoldgico. A o-dlgebra o(7) chama-se
o-algebra de Borel de (X, 7) e denota-se por B(X).

Definicao 2.9 (MEDIDA). Seja X um conjunto equipado com um o-algebra A. Uma medida em
A é uma aplicacao p: A — [0, 00] que satisfaz:

L p(0) =05
2. Se {Ai}ien C A é uma colegdo enumerdvel disjunta, entao p ((Jsoq Ai) = D ooq pu(Ai).

Definicao 2.10. (X,.A) é chamado um espago mensuravel, os conjuntos em A sdo chamados
de conjuntos mensuraveis e (X, A, 1) é chamado de espago de medida.

Proposicao 2.11. Seja (X, A, u) um espago de medida. Valem as sequintes propriedades
1. (Monotonicidade) Se A,B € A e A C B, entao u(A) < u(B).

2. (Subaditividade enumerdvel) Dados A € A, (Ap)nen < A com A C U ey € An, n(A) <
Efzozl M(An)

3. (Continuidade para cima) Se (Ap)neny < A € crescente, entdo

neN

4. (Continuidade para baizo) Se (Ap)neny < A € decrescente, entdo

2 (m An) = nh—>H<}o ,U(An)

neN

Observagao 2.12. Provaremos a propriedade 4 (continuidade para baixo) da proposi¢ao seguinte,
pois sera utizada no capitulo 3 para mostrar que o conjunto de Cantor tem medida de Lebesgue
de, dimensao 1, nula. O leitor poderd encontrar a demonstracao dos outros itens em [Fol99].

Demonstrag¢ao. Podemos supor, descartando os termos inciais da sequéncia, que ng = 1, isto é, que
p(A1) < co. Note que (A \ Ayp),cny < A é crescente e

UAana, = A4\ ()A.

De Morgan
neN neN
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Sendo assim, pela propriedade 3, podemos concluir que

p <A1\ U An> = lim p(Ar\ An) = p(Ar) — lim p(Ag). O
neN

2.3 Medida Exterior e o teorema de Carathéodory

Defini¢ao 2.13 (MEDIDA EXTERIOR). Sejam X um conjunto e p* : P(X) — [0, 4+00]. Nessas
condigoes, diz-se que p* é uma medida exterior se:

L p*(0) =0
2. Para qualquer sequéncia (4;),oy < A tal que A C ey A, 1*(A) < D072, 1 (Ai).

Observagao 2.14. Se A C B, entédo, para cada i € N, considere os B;, tal que B; = B, se i = 1,
e B; =), se i > 1. Sendo assim, a propriedade de monotonicidade da medida exterior u* segue do
item 2 da definig¢ao 2.13.

Apresentaremos a seguir alguns exemplos de medida exterior.

Exemplo 2.15. Seja

w*: P(R™) — [0, +o0]

e )0, se A=10
M(A)'_{l, se AZ£(

Afirmamos que p* é uma medida exterior. De fato,
e Por definigao, p*(0) = 0.
e Se A C B, entao precisamos considerar dois casos:

— Se A =10, entao pu*(A) =0 < u*(B);
— Se A1), entdo B # ) ja que A C B, e, portanto u*(A) =1 = u*(B).

e Sejam A C Re (A4;);cy < P(R) tais que A C (J;cy Ai- Nessas condigdes,

— Se A =0, entao p*(A) =0 < 371, p*(Aj);
— Se A # 0, entao como A C | J,;oy Ai existe ig € N tal que Ay, # 0, logo

D (A = p(Aig) = 1= i (A),
=1

Exemplo 2.16. Seja
' P(N) — [0, +o00]
N #A, se A é finito
p(A) = {

00, se A é infinito
e Se A#(, entao #A =0, logo pu*(A) = 0.
e Sejam A C R e (4;),cy < P(N) tais que A C [J;cy Ai- Nessas condigoes:

— Se J ={i € N: A; # 0} for infinito, entdo Y 7, u*(A4;) = 0o > p*(A);

— Se J :={i € N: A; # 0} for finito, teremos, novamente, dois casos a considerar:
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* Se existir ¢9p € J tal que A;, ¢ infinito, entao
oo
SR 2 1t (i) = +o0 < i (A).

* Se, por outro lado, A; for finito qualquer que seja i € J, como J;ey Ai = U;je 7 Ass
entdo |J;cy Ai serd finita (e, portanto, A serd também finito). Logo, como A C

UieNAi’
prA) =#A<#JA=#JA<) #4 = Zu
ieN ieJ i€eJ

Teorema 2.17. Sejam X conjunto, A C P(X) tal que ) € A e p: A — [0,00] tal que p() = 0.
Entao

p: P(X) = [0, 00]
= inf {Zp(A,) :A; € A para todoi e A C U AZ} i
i=1 i=1
€ uma medida exterior.
Demonstragao. Como A C X € A, p* estd bem definida.
e 1*(0) =0 (basta tomar (A4;);eny < A com A; = () para todo i € N.

e Se AC B, e (Ai)ien < A étal que B C (J;cy Ai, entdao A C [ J;c A, e, portanto,

{Zp i)ien cobre B} {Z p(A i)ien cobre A}

Logo, nesse caso, u*(A) < p*(B).

e Seja {A;i}ien e denote A = J;2; A;. Por defini¢ao de p*, dado € > 0, para cada j € N existe
uma familia {A]};en C A tal que

0 ; * i
Z;P(Ai)gﬂ >+2]

Como A C |J7% e

z]l

> o) <ZM

1,7=1

segue que p*(A) < >, p*(A;)+e. Como e > 0 é completamente arbitrario, segue o resultado.
O

Definigao 2.18 (PRE-MEDIDA EXTERIOR). Com a notagao da proposi¢ao 2.17, chamaremos p de
pré-medida exterior e ;* a medida exterior induzida por p.

A seguir algumas defini¢bes fundamentais para compreensao do teorema de Caratheddory.

Defini¢ao 2.19 (p*—MENSURAVEL). Seja p*: P(X) — [0,+00] uma medida exterior. Dizemos
que A C X é p*—mensuravel se for cumprida a condicao de Carathéodory:

VECX,u"(E) = p*(ENA) + p*(E N A°).
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Observacgao 2.20. Para que condicao de Carathéodory seja verificada, basta que, para todo F C X
com p*(E) < oo,
pi(E) = p*(ENA) + p*(EN A%

Definicao 2.21 (CoNnJuNTO NULO). Dado (X, A, pn), N C X dizemos que N é nulo se existe
B e Atal que u(B)=0e N C B.

Definicao 2.22 (MEDIDA COMPLETA). Dizemos que uma medida x : A — [0, +00] é completa se
todo nulo for mensuravel, ou seja, se N C X é nulo entao N € A.

Por fim, encerraremos esse capitulo enunciando o classico teorema a seguir.

Teorema 2.23 (CARATHEODORY). Sejam X wum conjunto e p* : P(X) — [0,4+00] uma medida
ezterior. Entao:

é uma medida.

1. o(p*) ={E C X : E é u* — mensurdvel} é uma o-dlgebra e p* )
o(p*

2. Para todo E C X tal que p*(E) =0, tem-se E € o(u*). Em particular, p*

€ completa
o(p*)

Demonstragdo. A demonstracao pode ser encontrada em [Fol99]. O
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Capitulo 3

Fractais Classicos

Neste capitulo, apresentaremos o processo de construcao e algumas propriedades interessantes
dos fractais classicos que serao utilizados nos proximos capitulos, sendo eles: o conjunto de Cantor
ternario, o tridngulo de Sierpinski, a curva de Koch e os famosos conjuntos de Julia. As referéncias
utilizadas nesse capitulo foram: [SA11], [Dev99], [Dev07], [Sut14] e [Lom20].

3.1 O conjunto de Cantor ternario

Entre suas muitas contribuicoes para a Matematica, Cantor inventou a teoria dos conjuntos,
que é um ramo da légica matematica. Uma das mais belas descobertas de Cantor foi a existéncia
de subconjuntos da reta, mostrando que a geometria de subconjuntos de espacos de dimensao
topoldgica igual a 1 podem ser realmente surpreendentes. O exemplo mais famoso é um conjunto
que leva seu nome, deu origem ao primeiro objeto fractal criado: o conjunto de Cantor ternério,
que neste trabalho serda denotado por C'1. Este fractal também é conhecido como poeira de Cantor,
e foi apresentado & comunidade matemzftica em 1883, tendo grande relevancia para a definigdo dos
fundamentos matematicos.

Para a construcao de C' 1 tomemos o intervalo fechado Iy = [0, 1] e retiramos o intervalo aberto

(%, %) de [0,1] (que é o seu terco médio) e obtemos I; que é a uniao disjunta de dois intervalos
fechados cada um de comprimento %, isto é,

=P

Repetindo esse processo, retiramos, em seguida, os tercos médios dos intervalos [0, %} e [%, 1],
que sao, respectivamente, os abertos (%, %) e (%, g), assim obtemos, Is que é formado por quatro
intervalos fechados de comprimento %, ou seja,

el Bae o)

Continuando esse processo para os quatro intervalos fechado de I3, retirando o terco médio de
cada intervalo, obtemos oito intervalos de comprimento 2% Sendo assim,

nelo LToT2 02 11018 o297 [20 7] 2 7] 26,
S Y 2779 9’27 273 3727 2779 9’27 277
Repetindo infinitamente esse processo, para cada n € N, vamos obter I,, C [0,1] que é cons-

tituido pela uniao disjunta de 2™ intervalos fechados de comprimento 5% talque Iy D Ip D ... D
I, D .... Portanto, o conjunto de cantor ternario é definido da seguinte forma:

13
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C

ol

[ee]
= ﬂ I,.
n=0

A imagem 3.1 a seguir ilustra a construcao do conjunto de Cantor ternario.

[.
0-
0 1
ILZ
0 1 2 1
3 3
Ris—— = :
0 1 2 1 2 £ 8 |
9 9 3 3 9 9
I - = — i
0121 2 7 8 1 21920 7 2 7.2 ]
27 27 9 9 27 27 3 3 27 27T 9 9 27 27
F

Figura 3.1. Construcdo de C’%.
Fonte: autora.

A seguir provaremos algumas propriedades interessantes de C'1.
3

Proposicao 3.1. A soma dos comprimentos dos subintervalos de [0,1] removidos na constru¢ao
de C1 € igual a 1.
3

Demonstracdo. Para cada n € N, sdo removidos 2"~ ! intervalos abertos de comprimento 3% na
construcao de C'1 quando se passa da etapa n — 1 para a etapa n. A soma dos comprimentos dos
3

subintervalos de [0, 1] removidos na construgao de C1 é, portanto, igual a :i’i on—1. 3% E fécil
3
ver, contudo, que

DS b O () R B 0 S U P
3n 3 \3 3 \1-2 37
n=1 n=1
— a partir do que concluimos, por fim, que a soma dos comprimentos dos subintervalos de [0, 1]

removidos na construgao do conjunto de Cantor ternério é igual a 1. O

Proposicao 3.2. Para cada n € N, seja Sy, a soma dos comprimento dos subintervalos de [0, 1]
presentes na enésima etapa da contrucao de C'1. Nessas condi¢des, tem-se
3

lim S, =0.
n—-+o0o
Demonstragao. Como, para cada n € N, tem-se 2" intervalos de comprimento 3% presentes na

enésima etapa da construcao de C1, podemos concluir que
3

e () ()
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qualquer que seja n € N. Consequentemente,

lim S, = lim (g) =0. ]

n——+oo n——+o0

Corolario 3.3. A medida de Lebesque de dimensdo 1 de C1 é nula. Isto é, m' (C%) =0.
! f

Demonstragao. Para cada n € N, seja S, tal como na proposigao anterior. Como, para cada n € N,
I,, ¢ uma reunido de intervalos dois a dois disjuntos, resulta da definicio de medida que m*(I,,) = S,
qualquer que seja n € N. Sendo assim, podemos concluir, em vista da propriedade de continuidade
para baixo de m! e da proposicdo 3.2, que

o0

1 _ 1 BN R -1 —

mt(ey) =m (ﬂ fn) = i ) = i, 8n 50 .
1=

Observagao 3.4. Mais informagcoes sobre a medida de Lebesgue podem ser encontradas em [Fol99].

Definicao 3.5 (REPRESENTAGAO TERNARIA). Seja x € [0, 1], a representacao ternaria de x é

0,z1x223 ..., em que cada um dos digitos z,, é igual a 0,1 ou 2, tal que
T1 | X2 Tn
r=—+—=+...+—+....
3 32 3n

A seguinte observacao sera importante para compreensao do préximo teorema.

Observagio 3.6. E facil ver que (0,1)3 = (0,02222...)3. Para isso, faremos a conversao de % da
base 10 para a base 3, de 2 modos diferentes. Com efeito, observe que:

() —on
2= a1 3 = (U, 1)3.
331 7 \3)/,

Outra maneira é utilizar a série geométrica. Primeiramente observe que para |gq| < 1, vale
ai

n = —
1_

q é a razao. Assim, temos:

, em que S, representa a soma dos termos da série geométrica, a1 € o primeiro termo e

1+1+1+1+ _1+1+1+1+ 32
9 27 81 243 32 3 34 3 71_1
3
Utilizaremos este resultado logo abaixo. Dessa forma, temos:
1 1
r 3 1 3\ 9| 9 _ 32
o () 3] e et |
3 3 3 3

3233 34 3P 32 33 34 35
_0 2 2 2 2
_§+?+§+?+$+"'

1
= <) = (0,02222---)3.
10

11,1 1 2 2 2 2
=2 (s tastogtosto | mogtostogtopt.

3

3

Portanto, <1> = (0,1)3 = (0,02222---)3. Sendo assim, podemos utilizar um raciocinio
10
andlogo para mostrar que (0,01)s = (0,002222---)3,(0,001);5 = (0,0002222---)3, etc. Assim,
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podemos afirmar que um ponto pertence ao conjunto de Cantor quando sua representacao decimal
na base 3 contém apenas os algarismos 0 e 2, ou quando possui um tnico algarismo 1 como algarismo
significativo final (e neste caso, ele poderd ser substituido pela sequéncia (0,2,2,2,2,...)).

Proposicao 3.7. C1 pode ser escrito em base terndria utilizando apenas os algarismos 0 e 2, ou
3

oo

. T,
seja, C% = {Z S—n,xn € {0,2},Vn e N}.

n=1

Demonstracao. Faremos uma analise dos intervalos removidos em cada etapa da contrugao de C'1.
3

1
e Na primeira etapa da construgao de C1, é removido o intervalo aberto (3, 3). Como 3=
3

2
(0,1)3, e = = (0,2)3, podemos concluir que todos os nimeros da forma (0, lzaxs...)s — isto
é, que estao entre (0,1)3 e (0,2)3 — foram removidos na primeira etapa da construgao, com

excegao de 3= (0,1)s3.

e Continuando a andlise, na segunda etapa da construgdao de C'1 sa3o removidos os intervalos
3
12 78
—.—]e | =,=|. Sendo assim:
(55) (55)

12 1 2
— Observe que no intervalo <9, 9), 0 numero 9= (0,01)3 e 9= (0,02)3. Portanto, todos
os numeros da forma x = (0,01z3xy...)s, isto é, que esta entre (0,01)3 e (0,02)3 foram

removidos na segunda etapa da construgao, com excecao do 9= (0,01)3.

7 8
— Observe que no intervalo ( , 0S8 NUmeros g = (0,21)3 e 9= (0,22)3. Portanto,

9’9
podemos concluir que todos os nimeros da forma z = (0,21x3zy ... )3 foram removidos,

1
com excecao do 9= (0,01)3 e g = (0,21)s.

. - - . . 1 2 7 8
e Na terceira etapa da construgao de C 1 830 removidos os intervalos (27, 27), <27, 27),
19 20 25 26 1 7 19 25
) e (2,22). 0b — = (0,001)3, — = (0,021)3, — = (0,201 ==
(27, 27) e (27, 27) Observe que o (0,001)s, 57 (0,021)3, o (0,201)3 e que 57
(0,221)3. Portanto, todo nimero das formas x = (0,001z42x5...)s, z = (0,021z4zs5 ... )3,
x = (0,201z425...)3 e x = (0,221x425...)s, isto é, que estao entre (0,001)3 e (0,002)s,

ou (0,001)3 e (0,002)3, ou (0,201)3 e (0,202)3, ou (0,221)3 e (0,222)3, foram removidos na
19

terceira etapa da construgao, com exce¢ao dos nimeros 77 = (0,001)s, 97 = (0,021)s, 37 =

25
201 — = 221)3.
(0, 0 )3 (§ o7 (0, )3

Aplicando a ideia anterior até a n-ésima etapa, por inducdo, podemos conluir que ficam restando
apenas numeros cujo representacao decimal na base ternédria constam apenas algarismos 0 e 2, ou
nimeros decimais exatos terminados em 1 que pela observagdao 3.6 podem ser substituidos por
dizimas periédicas que constam apenas algarismos 0 ou 2. ]

A seguir provaremos algumas propriedades de natureza topolégica do C'.
3
Proposicao 3.8. O conjunto de Cantor terndrio:
1. tem interior vazio;

2. nao contém pontos isolados;
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3. € compacto; e
4. € ndo enumerdvel.

Demonstracao. e Prova do item 1. Suponha, por absurdo, que C'1 possua um ponto interior
x. Nesse caso, podemos fixar r > 0 de modo que o intervalo J = (x —r,z + 1) C C%. No

entanto, m'(J) = diam(.J) = 2r, logo, por monotonicidade,

m(C1) > m*(J) = 2r.
Mas, pela proposicio 3.3, m!'(C1) = 0. Sendo assim, terfamos 0 > m(J) = 2r, o que seria
3
um absurdo. Portanto, C'1 tem interior vazio.
3

e Prova do item 2. Provaremos que C1 nao possui pontos isolados, ou seja, que todo ponto
x € C1 é de acumulagao. Para isso, vamos analisar dois casos:
3

— E fécil ver que os extremos dos intervalos presentes em cada etapa da construcao de
C1 pertencem todos a C'1, uma vez que, na transicdo de cada uma das etapas para a
3 3

seguinte, sdo removidos somente pontos interiores dos intervalos que estavam presentes
na etapa em questao. Seja ng € N, e seja x 0 extremo de um dos intervalos presentes
na etapa ng. Por simplicidade, podemos supor que esse intervalo seja da forma [by,, z],
em que by, € C 1 (se ele fosse da forma [z, by, |, a demonstragao seria andloga). Nessas
condigobes, é facil ver que, para cada n € N tal que n > ng, existe b, € C 1 tal que [by, z]

é um dos intervalos presentes na n-ésima etapa da construgéao de C1. Como, porém, o
3
1

comprimento de cada intervalo presente na n-ésima etapa da construcao de C1 ¢ 33,
3

podemos concluir que
1

lim di b = lim — =
g, diam({bn, 7]) = Jig 5w =0,
e, portanto, que lim b, = z. Logo, x é ponto de acumulacao de C'1.
n—oo 3
— Seja x € C1 tal que = nao seja extremo de nenhum intervalo presente em alguma
3
das etapas da construcao de C:. Nesse caso, para cada n € N, existem b, e ¢, em
3
C1 tais que z € [by,cy], € [bp,cn] é um dos intervalos presentes na enésima etapa da
3
construcao de C1. Como, porém, para cada n € N, diam([by,, ¢,]) = 3%, é imediato ver
3
que T — 3% <bp, <x+ 3% qualquer que seja n € N. E, uma vez que
1 1
li —— | =1 — | =
nt00 [w 34 nesoo [w + 34 0,
disso concluimos, pelo teorema do confronto, que lim b, = z, e, portanto, que = é ponto
n—0o0

de acumulagao de C'1.
3

e Prova do item 3. Observe que, por construgao, C1 = (), o In- Sendo assim, C1 ¢ intersecao
' ]
de intervalos fechados e, portanto, é fechado. Além disso, C1 é, também, claramente limitado,
3

pois estd contido em [0, 1]. Consequentemente, C 1 é compacto.

e Prova do item 4. Inicialmente, note que {0, 2} := {(01,09,...,0p,...) : 0; € {0,2},i > 1}
¢ nao enumeravel. Para ver isso, considere p : {0,2} — {0,2} tal que p(0) =2 e p(2) =0
e suponha que g : N — {0,2}" seja uma bijecio. Nessas condicdes, é facil ver que o =
(p(gl(l)),p(gg(Z)), . ) € {0,2}", em que, para cada n € N, g,(n) é o n-ésimo termo de

g(n), nao pertence a imagem de g — o que, por sua vez, é uma contradigdo. Afirmamos que
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existe uma bijecao f: C 1= {0, 2}N (essa aplicagao é chamada de enderecamento, conforme

veremos no capitulo 8). Portanto, C'1 é ndao enumeravel.
3
O

No capitulo 4 veremos que C'1 é um conjunto 0-dimensional e no capitulo 5 e 6 veremos que a
3

log(2)
log(3)*

dimensao de Hausdorff e boz-counting de C1 sdo ambas iguais a
3

3.2 Triangulo de Sierpinski

O matemético polonés Waclaw Sierpinski (1882-1969) foi amplamente reconhecido pelos seus
trabalhos, dado seu nome a este fractal classico: o triangulo de Sierpinski, que neste trabalho sera
denotado por 7. Existem intimeras maneiras para construi-lo, a mais cldssica inicia-se a partir
de um um triangulo equildtero 7° de lado 1. Assim, sdo feitas as marcacoes dos pontos médios
dos lados de um tridngulo equilatero de lado 1 e as ligagcoes deles de forma a obter quatro novos
triangulos equildteros. Posteriormente, é removido o triangulo central, obtendo um conjunto 7. O
procedimento anterior é repetido, infinitamente, em cada um dos trés tridngulos restantes, gerando
uma sequéncia 79 DT D ... D T" D ..., em que cada 7" é formado por 3" regides triangulares,
similares a regiao inicial, cujos lados medem 2% da medida do lado do tridngulo incial. O resultado
final é o tridngulo de Sierpinski (que pode ser observado pela Figura 3.2) é o conjunto limite dessa
sequéncia de pontos, isto é,

T:zﬂT".

neN

AA
A A
AAAA

Figura 3.2. Constru¢do do Triangulo de Sierpinski.
Fonte: autora.

O tridngulo de Sierpinski, 7, possui as seguintes propriedades:

1. Para cada n € N, se M,, é o ntimero de tridangulos presentes na n-ésima etapa da construgao
de T, entao lim M, = +oc;
n——+00
2. Para cada n € N, a soma S,, dos perimetros dos tridngulos presentes na n-ésima etapa da

construcao 7 é igual a 3 - (%)n Em particular, lim S, = +o0;
n—-+o00
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3. Para cadan € N, a area de cada um dos tridangulos presentes na n-ésima etapa da construgao
de T éigual a (%)n A, em que Ap é a drea do triangulo equilatero incial. Além disso, se para
cadan € N, W,, é a soma das areas dos triangulos presentes na n-ésima etapa da construcao
de 7, entao lim W, =0.

n—-+0o

No capitulo 4 veremos que o triangulo de Sierpinsk tem dimensao de cobertura igual a 1 e no
capitulo 7 veremos que a dimensao de Hausdorff e boz-counting de T sao ambas iguais a }ggg’

"

~—

3.3 Curva de Koch

O matematico Niels Von Koch deu nome ao fractal curva de Koch, que neste trabalho serd
denotada por K, sendo um dos primeiros fractais de curva descoberto. A Curva de Koch é um tipo
de curva continua que ndao tem tangente em nenhum dos seus pontos. A obtengao da Curva de
Koch é dada pelos seguintes processos, segundo Sabogal e Arenas [SA11] (2011):

1. Considere um segmento Ky de comprimento ¢ ;

2. Divida o segmento £ em trés partes idénticas, e substitua o seu terco do meio por um triangulo
equilatero sem a sua base, formando entao uma linha poligonal ; de quatro segmentos
consecutivo (em uma espécie de “ponta de estrela”);

3. Repita o processo anterior nos quatro segmentos restantes, obtendo assim Ks.

Em suma, repetindo os procedimentos descritos infinitamente, obtemos uma sequéncia de con-
juntos {Ko, K1, Ks, ...}, cujo limite é a curva de Koch que pode ser observada pela Figura 3.3.

A curva de Koch, K, possui as seguintes propriedades:

1. Para cada n € N, se K,, é o numero de segmentos presentes na n-ésima etapa da construgao
de K, entao lim K, = +o0;

n—-+o0o

2. Se para cada n € N, £, é o comprimento de cada um dos segmentos presentes na n-ésima

etapa da construcao de K, entdao lim ¢, =0;e
n—+400

3. Se para cada n € N, S, é a soma dos comprimentos dos segmentos presentes na n-ésima

etapa da construcao de IC, entao lim S,, = +oo.
n—-+o0o

3.4 Conjuntos de Julia

Nesta secao, apresentaremos os conjuntos de Julia e Fatou, bem como, alguns exemplos. O
conjunto de Julia serd utilizado no capitulo 7 para o célculo da sua dimensao de Hausdorff impondo
algumas condigoes.

O conjunto dos nimeros complexos é definido como sendo:

C={z+iy:z,ycRei=—-1}

Dessa forma, podemos ampliar o plano de nimeros complexos com um ponto infinito e iremos

denoté-lo por: )
C :=CU {o0}.
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/\
AD SN

Figura 3.3. Construcdo da curva de Koch.
Fonte: autora.

na qual oo representa um ponto fora de C. Munindo C coma topologia, 7 = {U C C: U é aberto }U
{(C\K) U {o0} : K C C é compacto}, esse conjunto se torna um espago topoldgico compacto,
Hausdorff, homeomorfo a esfera S?. Seja N = (0,0,1) e S = (0,0, —1) os polos norte e sul, respec-
tivamente, em S?. Assim, podemos definir a projecdo estereografica Py (correspondente a N) que
associa a cada ponto X € S?\N a intersegio da reta (NX) com o plano t = 0, dada por:

Py : S2\N — R?
T+ 1y
1—t°

Podemos definir também a projecao estereografica Pg (correspondente a S) compondo com a
aplicacao conjuncao, ou seja z — z, dada por:

(z,y,t) —

Ps : S2\{S} — R?

T — 1y
14+u’

(z,y,u) —

As cartas Py e Pg formam um atlas holomorfo para a esfera S?, que é chamada de esfera de
Riemann.
Com isso, podemos definir funcées holomorfas na esfera de Riemann. Seja R : C — C uma

fungao racional definida por R(z) = Z 8 em que p e g sao polindmios tal que

grau(R) = max{grau(p), grau(q)} > 2.
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Definiremos a seguir o conceito de familia normal que serd utilizado para definir o conjunto de
Fatou e Julia.

Definicio 3.9 (FaMiLiA NORMAL). Uma familia G de funcdes holomorfas g : Y ¢ C — C ¢é
normal se toda sequéncia (g, )nen em G admite uma subsequéncia (gn, )ken que converge unifor-
memente em compactos de U.

Definigao 3.10 (FamiLiA EQUICONTINUA). Uma familia de fungoes é equicontinua se para todo
€ > 0 existe 6 > 0 tal que se d(x,y) < d entao d(fi(z), fi(y)) <€, ¥V i.

Em anélise complexa, uma funcio f é dita meromorfa em uma regidao Q C C se for analitica
(isto é, holomorfa) nessa regido, com excecdo de polos' isolados. Sendo assim, um dos resultados
muito tteis para provar se uma dada familia de fungdes holomorfas é normal, é o Teorema de Arzela
que afirma que se uma familia de fungoes meromorfas {g; : U C C— @} ¢ normal se, e somente se,
é equicontinua em todo subconjunto compacto de U.

Definigao 3.11 (CONJUNTOS DE FATOU E JULIA). O conjunto de Fatou de R é o conjunto dos
pontos zp € C tal que {R"} é uma familia normal em alguma vizinhanca de zyp. O conjunto de
Julia de R é definido como o complementar do conjunto de Fatou.

Observagao 3.12. Nesse trabalho denotaremos o conjunto de Julia por 7, e, focaremos nossa
atencdo ao estudo de conjuntos de Julia de polindémios quadraticos da forma f.(z) = 2% + ¢, em
que ¢ é uma constante complexa.

A seguir apresentaremos alguns exemplos de conjuntos de Julia e Fatou.

Exemplo 3.13. Considere

fé—)é

2z 22,

dessa forma, f(z) = z2". Como f — 0, quando n — oo, em {z € C': |z| < 1}, e f™ — o0, quando
n — oo, em {z € C': |z| > 1}. Podemos observar pela Figura 3.4, que o conjunto de Julia de f é o
circulo unitdrio em preto {|z| = 1}, e seu complementar é o conjunto de Fatou na qual possui duas

componentes: Bas(co) em rosa e Bas(0) em roxo®.

Exemplo 3.14. A Figura 3.5 representa o conjunto de Julia (em preto) do polinémio R(z) = 22—1.

Exemplo 3.15. A Figura 3.6 representa o conjunto de Julia (em preto) do polinémio R(z) = 22 —i.
O conjunto de Julia possui varias propriedades que podem ser encontradas em [Dev07]. Uma

das principais caracterizacoes do conjunto de Julia é a seguinte:
Teorema 3.16. O conjunto de Julia J € o fecho dos pontos periodicos repulsores.

Demonstragdo. Suponha o contrdrio, existe um aberto aberto U com U N J # () que nao contém
pontos periédicos, podemos assumir que U nao contém polos nem pontos criticos de R. Sejam fi,
f2 dois ramos de R~! sobre U, como ndo existem solucdes para R™(z) = z sobre U, entdo:

_R'-fi R"— [y
R 2
omite os valores 0,1,00 em U. Pelo teorema de Montel A.1, {g,} é normal, logo {R"} é normal,

uma contradicao. Assim, J estd contido no fecho dos pontos periddicos. Mas J é perfeito e existem
s6 um numero finito de ciclos atratores e neutros. O

Lum polo de um funcéo holomorfa é um determinado tipo de singularidade que se comporta como um singularidade
do tipo zin no ponto z = 0.

2A bacia de p é por defini¢do o conjunto {z € C': f™(p) — p} e é denotado por Bas(p)
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Figura 3.4. Conjunto de Julia para R(z) = 2°.
Fonte: autora, adaptada de [Sut14].

Figura 3.5. Conjunto de Julia para R(z) = 2% — 1.
Fonte: autora, adaptada de [Sut14].

2

Figura 3.6. Conjunto de Julia para R(z) = z* —i.

Fonte: autora, adaptada de [Sut14].



Capitulo 4
Dimensao Topoldgica

Neste capitulo introduziremos o conceito dos conjuntos 0-dimensionais e provaremos que o C'1,
o conjunto dos numeros racionais e irracionais sao 0—dimensionais. Em seguida, apresentaremgs
a dimensao de cobertura e provaremos que o triangulo de Sierpinski tem dimensao de cobertura
igual a 1. Por fim, exploraremos alguns resultados acerca da dimensao indutiva fraca. Esse capitulo
é baseado no livro “Measure, topology, and fractal geometry” [Edg08], do autor Edgar.

4.1 Espacgos 0-dimensionais

Inicialmente, iremos revisar algumas defini¢bes importantes para definirmos os conjuntos 0-
dimensionais.

Definigao 4.1 (SUBORDINADA). Se A e B s@o colegoes de conjuntos, dizemos que B é subordinada
a A se, e somente se, para cada B € B, existe um A € A com B C A.

Definigao 4.2 (COBERTURA ABERTA). Seja X um espago métrico. Dizemos que C é uma cober-
tura aberta de X se C é uma colecao de abertos de X tal que | C' = X.

ceC
Definicao 4.3 (REFINAMENTO). Um refinamento de C é uma cobertura aberta A4 de X que é
subordinada a C. Se A é um refinamento de C, dizemos que A refina C.

Exemplo 4.4. Toda subcobertura de C é um refinamento de C. De fato, se C’ é uma subcobertura
de C, entao para cada C’' € C’, temos que C' € C e que C' C (.

A proposicao seguinte nos permite saber quando uma cobertura aberta possui um refinamento
finito.

Proposicao 4.5. Um espago métrico X é compacto se, e somente se, cada cobertura aberta de X
possui um refinamento finito.

Demonstragao. De fato, se X é compacto, entao toda cobertura aberta A de X possui subcobertura
finita A’ de X. Como vimos no exemplo 4.4, toda subcobertura finita de A é um refinamento finito
de A. Suponhamos, agora, que toda cobertura aberta de X possua um refinamento finito. Nesse

caso, dada uma cobertura aberta A = {A;};c; de X, podemos fixar um refinamento {By, ..., By}
de A. Como {Bj,..., By} refina A, para cada j € {1,...,k}, existe i; € I tal que B; C A;,. E,
como U§:1 B; = X, disso concluimos que U§:1 A, =X, O

Definigao 4.6 (CLOPEN). Um subconjunto A de um espago métrico X serd chamado clopen se,
e somente se, for um conjunto aberto e fechado em X.

Apresentaremos, a seguir, alguns exemplos de conjuntos clopen.

23
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Exemplo 4.7. Dado um espaco métrico X, temos que X e () sao subconjuntos clopen de X. Com
efeito, é imediato ver que X e () sao ambos abertos. E, uma vez que X \ X =0 e X \ ) = X, disso
resulta que X e () sao, também, ambos fechados.

Exemplo 4.8. Sejam R com a topologia usual e (0,1) U (2,3) € R munido da topologia de
1

subespaco. Note que (0, 1) é aberto em (0,1) U (2,3), pois (0,1) é aberto em R e (0,1) N ((O, 1Hu
(2,3)) = (0,1). Por sua vez, ¢ também facil ver que (0,1) é fechado em (0,1) U (2,3), porque
((0,1)U(2,3))\(0,1) = (2,3) é aberto em (0,1)U(2, 3) (pois (2,3) ¢ aberto em R e (2,3)N ((0,1)U
(2,3)) = (2,3)-

Exemplo 4.9. Sejam X um conjunto nao vazio e d: X x X — R tal que para quaisquer =,y € X:

d(z,y) = {1, se x #y

0, sex=y

A topologia induzida pela métrica d é 75 .= {A C X : Va € A,3r > 0 tal que B(z,r) C A}. E
facil ver que, para cada x € X, {x} é aberto. Com efeito, dado =z € X, temos {z} = B (x, %), uma
vez que, para todo y € X,

1
d(w,y)<§:>x:y.

Além disso, para cada x € X, {x} é também fechado, pois X \ {z} = |J {y} é aberto, ja que
yeX\{z}
¢é a reuniao de conjuntos abertos.
A proposicao a seguir diz respeito a colecao dos conjuntos clopen de um espaco métrico.
Proposicao 4.10. A colecdo de todos os subconjuntos clopen de X é uma dlgebra de conjuntos.
Demonstragdo. Seja F a colecao de todos os subconjuntos clopen de X. Note que:

1. 0, X € F (pelo exemplo 4.7);

2. se A€ F,entao X \ A € F (pois, se A é aberto, X \ A é fechado, e, se A é fechado, X \ A é
aberto);

3. se A1, Ay, ..., A € F, entao Ule A; € F (pois a unido de abertos é um aberto, e a uniao
finita de fechados é um fechado).

O
Observagao 4.11. Seja F como na proposicao anterior. Nessas condicoes:

(i) se Aq,..., A € F, entao ﬂle A; € F— pois

k
Al,...,Akesz\Al,...,X\Akefg U&x\a)er
=1

k k
(:2>)X\ (U(X\AQ) €eF=[)AicF

i=1 =1

:ﬂi;:rl A
(ii) se A, B € F, entao A\ B € F — pois

ABeF=AX\BeF=AU(X\B)e F=A\BecF.
(2) (3) Y—~——

—A\B
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Defini¢ao 4.12 (PARTIGAO CLOPEN). Uma particao clopen de X é uma cobertura aberta de
X formada por conjuntos clopen dois a dois disjuntos.

Definicao 4.13 (CONJUNTO 0-DIMENSIONAL). Dizemos que um conjunto X é 0-dimensional se,
e somente se, cada cobertura aberta e finita de X possui um refinamento finito que é uma particao
clopen.

A seguir, apresentaremos, alguns exemplos de conjuntos 0-dimensionais.

Exemplo 4.14 (CoNJUNTO FINITO). Se X é um conjunto finito com a topologia discreta, entao
X é 0-dimensional, pois qualquer cobertura aberta de X é refinada pela cobertura constituida por
todos os subconjuntos unitérios de X, a qual é uma particao clopen, pois {z} é clopen qualquer
que seja x € X (pelo exemplo 4.9), e, para quaisquer z,y € X tais que x # y, {z} N {y} = 0.

Exemplo 4.15 (CONJUNTO DE CANTOR TERNARIO). Seja A uma cobertura aberta de C’%. Como
A é cobertura de C1, dado z € C1, podemos fixar A € A de modo que z € A. Como, porém,
x €A, e Aé aberto 3ém Cu, podemgs, também, fixar um aberto U C R de modo que A =UNC:
¢ um ntmero real r > 0 tal que B,(z) C U. E, uma vez que B,(z) CU,e UN C% =A,é imediato
ver que By(z) N C% C A. Seja n € N tal que 37" < r, e seja I, o intervalo presente na enésima
etapa da construgao de C 1 a0 qual z pertence. Como I, tem comprimento 37", e B,(z)NC 1 C A,

tem-se fx NC1 C A. Observe que fx N C1 é clopen em C. De fato,
3 3 3

e [.NC,: é fechado em C%, pois I, é fechado em R; e

1

3

e 6 aberto em C1, pois C1 C I,,, e I, é aberto em I,, (In\fx é fechado em I,, pois é uma uniao
3 3

finita de intervalos fechados).

Se, para cada x € C1, escolhermos o intervalo I, como acima, entio
3

A ={,NC1:z€C

}

serd, claramente, uma cobertura aberta de C'1 formada por conjuntos clopen. Como, porém, con-

1
3

=

3
junto de Cantor ternério é compacto, tal cobertura certamente possui uma subcobertura finita
A2 = {Ll,LQ, . ,Lk}

Seja Jy == L1, e, para cada n € {1,...,k} tal que n > 1, seja J,, := Ly, \ U?:_ll L,. Como Ule Jn =

Ule Ly, e, para cada n € {1,...,k}, J, é clopen (pois a colecao dos conjuntos clopen de C1 é

uma algebra de conjuntos), ’
As ={Jy,...,Jx}

é uma cobertura finita de C1 que refina A. Sendo assim, para concluirmos que A3 é uma particao

3
clopen de C'1, basta mostrarmos que Ji, ..., J; sdo dois a dois disjuntos. Se k£ = 1, nao hé nada a
3
fazer. Se, por outro lado, k > 1, é suficiente notarmos, para tanto, que, para todo n € {2,...,k} e
todo z € C1,
3
n—1
x€Jy =z € Ly\ ULZ
l=1

=Vee{l,....n—1}, x ¢ Ly
=vVele{l,....,n—1}, x ¢ Jy,



26 DIMENSAO TOPOLOGICA 4.1

pois disso resulta que J, N.J; = () quaisquer que sejam n € {2,3,...} e € {1,...,n} — o que, por
sua vez, equivale a dizer que, para quaisquer n,? € {1,...,k},

n#Ll= J,NJ,=0.

Teorema 4.16. Em R, os nicos clopen sio R e ().

Demonstracdo. Seja A C R. Suponha que A # () e A # R. Queremos mostrar que A nao é clopen, ou
equivalente, que A tem um ponto da fronteira. Assim, vamos definir recursivamente duas sequéncias
(Zn)nen € (Yn)nen. Inicialmente, escolhemos um ponto g € A ja que A # (. Além disso, podemos
escolher um ponto yp ¢ A ja que A # R. Depois que z, e y, foram definidos, com z,, € A e
Yn € A, queremos definir z,11 € y,41. Considere o ponto médio z, = W Se z, € A, entao
defina 11 = 2, Ynt1l = Yn, €, S€ 2z, € A, entdo defina x, 11 = Ty, Ynt1 = 2n. Em qualquer caso,

obtemos Tp+1 € A e ypt1 € A, com |Tpi1 —Ynt1| = w Entao, por indugao |z, —yn| = %
. , . _ |zo—yo| )
Assim, |z, — yn| — 0, quando n — oco. E, além disso, |Tp41 — Zn| < |20 — yn| = =52, pois V

n,p € N:
Tntp = Zln| < [Tnap = Tnap—1] + [Tngps1 = Tngp2 + -+ [Tng1 — T
1 1 1 ]

< |zo — ol [2n+p1 tompat o

1 1
= |zo — Yol - 2 on  ontp

|T0 — yol
— gn—1 °
Dado € > 0, se tomarmos ng € N tal que ‘gﬁ;ﬁ’?‘ < ¢, teremos que V n € N, nng implica que V p € N

|Zpgp— 2| < |$°2_ny°| < |m%§f°| < €, entdo (x,)nen € uma sequéncia de Cauchy. Seja x = limy,—y 00 Z,.

Porque |z, — y,| — 0, temos também y,, — =. Portanto x é um ponto da fronteira de A. Entao
A nao é um conjunto clopen. Além disso, {(—oo, 1), (-1, —|—oo)} é uma cobertura aberta de R que
nao possui um refinamento clopen. O

Corolario 4.17. R ndo ¢ 0-dimensional.
Demonstragao. Consequéncia imediata do teorema 4.16. 0

Corolario 4.18. Se a,b € R sao tais que a < b, 0s Unicos subconjuntos clopen do intervalo [a,b]
sao 0 e [a,b]. Consequentemente, [a,b] nao € 0-dimensional.

Demonstracao. A prova é analoga ao teorema 4.16. O
Um resultado mais geral é o seguinte:

Teorema 4.19. Se (X, 1) é um espago topoldgico conexo, entio () e X sdo os inicos subconjuntos
clopen de (X, ).

Demonstragao. Sejam (X, 7) um espago topoldgico conexo e U C X um subconjunto clopen. Nessas
condigoes, é imediato ver que U e X \ U sao abertos disjuntos e que X = U U (X \ U). Logo, como
(X,7) é conexo, U e X \ U nao podem ser ambos nao vazios (pois, caso contrario, (X, 7) seria
desconexo). Consequentemente, ou U =), ou X \U =0 (e U = X). O

A proposigao seguinte nos diz que nao existe um homeomorfismo entre o intervalo [0, 1] (o qual
nao é 0—dimensional, pelo corolario 4.18) e o conjunto de Cantor ternério (que é 0—dimensional).
Isso por sua vez nos instiga a pensar se a dimensao topoldgica é um invariante topolégico. Respon-
deremos essa pergunta nas préximas secoes.

Proposicao 4.20. Nao existe uma fungdo continua e sobrejetora f: [0,1] — C1, em que C1 o
3 3
conjunto de Cantor terndrio.
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Demonstragdo. Suponhamos, por absurdo, que f: [0, 1] — C1 seja sobrejetora. Em seguida, note-
3

mos que tanto M = [0, %] N C1 quanto C1 \ M sao fechados em C1. Com efeito:
3 3 3

e M é fechado em C'1, pois [0, %] é fechado em R;
3

[ ] Cl \M é fechado €m Cl, pOlS
C M — 9 ]. ﬂ Cl
3 \ 3 3

e(3,1]n C% é fechado em C’% (dado que [2,1] é fechado em R).
Observemos, agora, que M e C1 \ M sdo ambos ndo vazios. Sendo assim, como f é continua e
3

sobrejetora, tanto f~1[M] quanto f~1[C1 \ M] sdo fechados ndo vazios de [0, 1]. Como, porém,
3

F7HEs\ M) = 0,1\ (),

disso resulta que f~!(M) é um subconjunto clopen de [0, 1] o qual nio pertence a {fZJ, [0, 1]} —o0
que, por sua vez, contradiz o corolédrio 4.18. ]

4.1.1 Propriedades dos espacos 0-dimensionais

Nesta secao apresentaremos algumas caracterizagoes da definicao de espago 0—dimensional
(abordado no teorema seguinte), e também uma propriedade de separacao mais forte.

Teorema 4.21. Seja X um espago métrico. As sequinte afirmacdes sao equivalentes:
1. X € 0-dimensional;

2. se {U1,Us,...,Ux} € uma cobertura aberta de X, entdo existem conjuntos By C Uy, Bs C
Usa,..., By C Uy tais que {B1, Ba, ..., By} é uma particio clopen de X ;

3. se {U,V'} € uma cobertura aberta de X, entao existem conjuntos abertos A CU e B CV
tais que AUB =X e ANB = ();

4. se {U,V} € uma cobertura aberta de X, entao existem conjuntos fechados A CU e B CV
tais que AUB =X e ANB = ().

Demonstragao. e (2) = (3) trivialmente (basta aplicar o item (2) no caso particular em que
kE=2).

e (2) = (1) (por definigao).
e (3) & (4), pois, em ambos os casos, os conjuntos A e B sao clopen.

e (1) = (2) Suponha que X seja O-dimensional, entdo a cobertura aberta {Uy,Us,...,Ux} é
refinada por uma particao clopen W. Para cada W € W, existe pelo menos um i tal que
W C U, escolha um deles e o chame de i(WW). Nessas condigoes, para cada i, seja:

By = J{iwew:i(W) =i},
Entao os conjuntos Bj sao abertos (pois cada W é aberto e uniao de abertos é um aberto) e

Ui Bi € Uwew W = X (pois B; € Uyew W, entao U, Bi € Uyeny W). Além disso, para
todo refinamento W € W existe i, e, por definicao, para W € W, existe ¢ tal que W C B;,
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assim Uyyey W C U; Bi, portanto, |J; Bi = Uy ey W. Ainda, como ¢y W € cobertura
de X, temos que ey W = X. O complementar de B; é

W e wi(w) # 51

De fato, seja x € X \ Bj, como (Jyeyy = X, existe W tal que 2 € W. Note que i(W) # j,
pois, se i(W) # j, entao W C Bj e x € By, portanto, X \ B; C U{W € W : i{(W) # j}.
Além disso, seja x € (J{W € W : i(W) # j}, entao existe W € W tal que i(W) # j e
x € W e isso implica que x ¢ Bj, pois se x € Bj existe W' tal que i(W') = j e x € W/,
sendo assim, terfamos que W’ # W (pois (W) # j) e x € W' N W, que é um absurdo uma
vez que W é uma particao clopen, dessa forma (J{W € W : i(W) # j} C X \ B;. Portanto,
X\Bj =U{WeW:iW) # j}. Ademais, | {W € W : i(W) # j} é aberto (pois cada
W € W é aberto e uniao de abertos é um aberto). Portanto, B; é clopen.

Se z € X, entdo z pertence no maximo um dos conjuntos de W (ja que W é uma particao).
No entanto, z € Bj, apenas se « € W para algum W (com i(W') = 7). Sendo assim, x pertence
a no maximo um desses conjuntos B;, ou seja, os conjuntos B; sao disjuntos. Por fim, falta
apenas justificar que B; C U; C ... C By C Ug. De fato, se x € B;, existe W € W, tal que
x €W ei(W) =1i. Mas, como i(W) =i, W C U;. Logo, = € U, e, entdo B; C U;. Portanto,
{B;:i=1,...,k} é partigao clopen.

e (3) = (2) Suponha que X tenha a propriedade do item (3). Seja {Uy,Us,...,U,} uma
cobertura aberta de X. Se k = 1, entao essa cobertura ja é uma particao clopen. Sendo
assim, suponha que k > 2. Escreva U = Uy, V = Uf:g U;. Entao esses conjuntos cobrem X.
Pela hipdtese (3), existem conjuntos clopen A CU, BCV com AUB=Xe ANB =.
Sejam B = A e B; = BNU; para i > 2. Entao, B; C U; para todo ¢, assim, Ule B, = X,
pois:

k k
U B, =B; U U B;
=1 1=2

k
=B, Ul JBNnU;
1=2

k
:AU(BQUUJ
=2

e By N By = (), pois B N By = AN BNUsy = (). Repita esta construcao um finito niimero de

vezes, uma vez para cada subconjunto de dois elementos de {1,2,...,k}, para organizar a
mesma conclusao com todas as intersecoes de dois dos conjuntos vazios.

O

Sabemos que se A e B sao conjuntos fechados disjuntos, entao existem U e V com U DO A,
V2OBeUNV = (. A proposi¢ao seguinte aborda uma propriedade de separacao mais forte nos
conjuntos 0—dimensionais.

Proposicao 4.22. Seja X um espagco métrico. Entdo os sequintes afirmagdes sdo equivalentes:
1. X é 0-dimensional.

2. Para cada par A, B de conjuntos fechados disjuntos, existe um conjunto clopen U com o
complemento V.= S\ U de modo que U D A eV D B.

Demonstragdo. Suponha que X seja 0-dimensional, ou seja, toda cobertura aberta e finita de X
possui um refininamento finito de X que é uma parti¢ao clopen. Sejam A, B conjuntos fechados
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disjuntos. Dessa forma, temos que seus complementos A’ = S\ A e B’ = S\ B sao abertos, uma
vez A, B sao fechados. Como AN B = (), os complementos cobrem:

AUB =(X\A)U(X\B)=X\(ANB) = X.
T

Entao, pelo Teorema 4.21 item (3), existem conjuntos abertos U,V com U C B,V C A, UNV = X,
UNV =0. Entao U,V sao clopen, U O A e V D B. Por outro lado, suponha que (2) seja vélido.
Seja {U1, Uz} uma cobertura aberta de X. Entao os complementos A = X \ U;, B = X \ Uz sdo
conjuntos fechados disjuntos, pois sendo Uj, U, abertos, temos que A, B sao fechados e

AﬂB:(X\Ul)ﬂ(X\UQ):X\(U1UU2):X\X:®.

Portanto, existe um conjunto clopen V' com complemento U = S\ V tal que V 2 A, U DO B. Entao
V C Uy e U\ Uy, e pelo Teorema 4.21 item (3), X é 0—dimensional. O

4.1.2 Base para a topologia

Nesta secao veremos mais uma caracterizacao dos conjuntos 0—dimensionais que estd relacio-
nada & existéncia de uma base clopen para a sua topologia. Além disso, veremos mais trés exemplos
de conjuntos 0—dimensionais: o conjunto dos nimeros racionais (Q) e dos niimeros irracionais, e um
conjunto compacto gerado por aplicacdes em R? possuindo determinadas propriedades aos quais
veremos adiante.

Proposicao 4.23. Seja X um espaco métrico 0-dimensional. Entdo existe uma base para a topo-
logia de X consistindo de conjuntos clopen.

Demonstragdo. Sejam U C X um conjunto aberto e zg € U. A distancia r = dist(xo, X \ U) > 0.
Entao X é coberto pelos dois conjuntos abertos U e V = {x € X : d(x,x0) > §}. Esta cobertura
é refinada por uma particdo clopen A. Isso mostra que existe uma base para a topologia de X
consistindo de conjuntos clopen. O

Veremos agora a reciproca, no caso de X ser compacto, da proposigao 4.23.

Proposicao 4.24. Seja X um espago métrico compacto nao vazio. Suponha que exista uma base
para a topologia de X que consiste em conjuntos clopen. Entao X é 0-dimensional.

Demonstragao. Seja B uma base para a topologia de X consistindo de conjuntos clopen, e, seja A
uma cobertura aberta de X. Para cada x € X, existe um conjunto aberto A € A com x € A, e,
portanto, existe algum B € B com x € B C A. Para cada x € X escolha B, € B. Logo,

Al ={B,:z € X}

é uma cobertura aberta de X. Por compacidade, existe uma subcobertura finita, digamos Ay =
{B1,Bs,...,By}. Se escrevermos J; = By, JJo = By \ J1,J3 = B3\ Jo, e assim por diante, obtemos
uma cobertura finita As = {Ji, Ja,..., Jix} de C1 por conjuntos clopen, que ainda é subordinado
a A. Os conjuntos Jp, Jo, ... sdo disjuntos, entzios.Ag é uma particao clopen de X. O

De modo mais geral, podemos generalizar as proposicoes 4.23 e 4.24, se colocarmos a hipotese
de X ser um espago métrico separavel.

Teorema 4.25. Seja X um espaco métrico separdvel. Entdo X € 0-dimensional se, e somente, se
existir uma base para a topologia de X consistindo de conjuntos de clopen.

Demonstragao. A ida da demonstragao ja foi provada em 4.23. Reciprocamente, suponha que existe
uma base B para a topologia de X que consiste em conjuntos clopen. Seja {U, V'} uma cobertura
aberta de X. Existe uma colecao U; C B com UU; = U. Pela propriedade de Lindelof A.2, existe
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uma subcolecao enumeravel Us C Uy com Uy = U. Da mesma forma, existe uma colecao enumeravel
Vo C B com V5 = V. Enumere esta unido, da seguinte forma:

Us UV = {Gl,GQ,Gg, .. }

Os conjuntos G, sao clopen e Gy, = X. Defina H; = Gy, Hy = G2\ G1, e em geral Hy, = Gy, \ (G1U
...UGp-1). Entao os conjuntos H,, sao clopen, disjuntos, e H,, = X. Seja ¥ = {H,, : H,, C U},
F ={H,, : H,, C U}. Entao U,V sao abertos, UNV =, UUV = X, entdao U,V sao clopen.
Também E C U e F C V. Isso mostra que X é O-dimensional. O

Exemplo 4.26 (CONJUNTO DOS NUMEROS RACIONAIS). O conjunto Q de niimeros racionais (com
a métrica usual) é 0-dimensional. Sabemos que Q é enumeravel e denso em Q, portanto separdvel.
Além disso, B = {(a,b) CR:a,b e R\ Q} é uma base da topologia de R. Dado x € R e um aberto
U C R tal que x € U, segue da topologia de R que existe r > 0 tal que (x — 7,z +r) C U. Como
os R\ Q sao densos em R, podemos fixar a,b € R\ Q tais que a,b € (x —r,z+7r). Dai x € (a,b) e
(a,b) C (x —r,z+r) C U. Ademais, afirmamos que B é uma base da topologia de Q formada por
clopens. De fato, suponha que a < b ambos irracionais. Dai R \ (a,b) = (—o0,a] U [b, +0) e

R\ ((a,0) Q) = QN ((—00,a] U [b,+00))
= (QnN(=00,a]) U (QN [b,+00))
= (@Q@N(=00,a)) U (QN (b, +00))

Logo, (a,b) é fechado em R. Portanto, Q é 0—dimensional.

Exemplo 4.27 (CONJUNTO DOS NUMEROS IRRACIONAIS). Segue de modo analégo feito no exemplo
4.26 que conjunto dos irracionais (com a métrica usual) é 0—dimensional.

Antes de passarmos ao préximo exemplo, é conveniente recordarmos o conceito de similaridade.

Definigao 4.28 (SIMILARIDADE CONTRATIVA). Dado n € N, dizemos que uma aplicacao f: R" —
R™ ¢ uma similaridade contrativa se existe A €]0,1[ tal que |f(z) — f(y)| = A - |z — y| quais-
quer que sejam x e y em R Se f: R" — R™ é uma similaridade contrativa, e A €]0,1] é tal
que |f(z) — f(y)| = A - |z —y| quaisquer que sejam x e y em R", dizemos que A é o fator de
similaridade de f.

Observagao 4.29. Neste trabalho, sé lidaremos com similaridades contrativas. Por essa razao,
sempre que mencionarmos o termo “similaridade”, estaremos supondo, implicitamente, que se trata
de uma similaridade contrativa.

Exemplo 4.30 (CONJUNTO COMPACTO GERADO POR SIMILARIDADES). Seja K C R? um conjunto
compacto, e, para cada i € {1,...,n}, seja f;: R? — R? uma similaridade com fator de similaridade
r; € [0,1]. Nessas condigoes, se

e, além disso, fi(K) N fj(K) = 0 quaisquer que sejam 4,5 € {1,...n} tais que ¢ # j, entdo K ¢é
0—dimensional.

Para ver isso, considere uma cobertura aberta A de K. Para cada = € K, existe A € A tal que
x € A, e, portanto, existe r > 0 tal que B,(z) N K C A. Seja s > 0. Para cada i = (i,...,is) €
{1,...,n}*, consideremos f;, ;. (K) e notemos que:

diam f;, . (K) <y, ...15, diam(K) < pj diam(K),

em que py = max{ri,..., ", }- ,
Observe que p. < 1, pois 7, < 1 (j = 1,...,5). Logo, como limy ;. pi = 0, podemos
supor, sem perda de generalidade, que p? diam(K) < r. Isso se justifica da seguinte forma: pela
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desigualdade de Bernoulli, temos

emquea:pi—l.Mas

1 L1 L
Il+sa>— s> &8> 3 ,
r e -
Px
em que 1’ = diam(TW' Assim,
v =1 NN S S
s§> 3 =>1l+sa>—==—>—-=p, <7
Ea— T/ ps T,
px *
Com isso,
diam(K)

ps diam(K) < v’ diam(K) = r <r.

diam(K) 4+ 1~
~—_——
<1

E, portanto, pi diam(K) < r.
Observe que

K = U fllzs(K)

ie{l,...,n}*
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Logo, existe j = (j1,...,Js) € {1,...,n}® tal que z € f;, ;,(K). Note que f;,.;,(K) C A, pois, se

y € fj..j.(K) entao d(z,y) < r, e, portanto, y € B(z,r) N K C A. Considere

Ay = {fﬁ@_w(z{) we K (i, i@y e1,. .. n}}

Observe que A; é uma cobertura aberta de K que refina A. Mas como K é compacto, temos que

existe uma subcobertura finita

Az = {fl«zn o0 (K)o fien i(zm(K)}-
1 1 weels

sy Tn

(x5) _ (=) (z5) (¢)

Agora, se existirem 1 < j,t < {taisque s; <spedy;”’ =14y ',...,0s 7 =15, teremos

fieo j@o(K) C fap  w@p(K),
1 sy iy sy

e consequentemente podemos excluir fi‘"’"f) @) (K) da cobertura Ay. Sendo assim, podemos supor
1 crUSxky

sem perda de generalidade que descartamos tais conjuntos. E observe ainda que As ainda refina A

e os elementos de As sdo clopens e disjuntos. De fato,

e Clopen: f;, ;. (K) é clopen, pois f;, i, (K) é fechado uma vez que K é compacto e f;, ;. é

continua. Além disso, f;,. .. (K) é aberto, pois K\ fi,. i, (K) = U

]E{lvan}svj7éz

finita de fechados.

e Disjuntos: Sejam s < s’ quaisquer. Assim temos dois casos a considerar.

— 1° caso: Se s = ¢ e (i1,...,1s) # (j1,...,Js) temos dois casos a considerar:

x (i) Se i1 # j1 entao:

i (K) N fjy 5. (K) C fiy (K) 0 f, (K) = 0

fiy..is (K) é unido
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x (i) Se iy = j1 entdo {k =1,...,s : i = jx} # 0. Como (i1,...,4s) # (J1,---,Js),
temos t < s. Note que:

fil-nis (K) N fjl---js (K) = fi1---it(fit+1-~-is (K)) N fi1-~-it (fjt+1--~js (K))

= firie(firpris (B) N fjg5, () = 0.
CFigpr O 1 (K)=0
— 2° Caso: Se s < s'. Observe que {k=1,...,s:i; # jp} = 0..
« (1) Se i1 # j1 entao:

fir i (K) 0 fy.5, (K) C fiy (K) 0 f, (K) = 0.

x (ii) Se iy = j1. Sejat =max{k =1,...,s: i # jr}. Como (i1,...,is) # (J1,---,7s),
temos t < s. Note que:

fil---is (K) N fjl---jsl (K) = fil---it(fit+1---is (K)) N fil---it(fjt+l---j3/ (K)))

= fi1--.it(fit+1-~-is (K) N fjt+1~~jsl(K)) = 0.

gfiH_l (K)mfjt_H (K):Q)

4.2 Dimensao de Cobertura

Definigao 4.31 (ORDEM DE UMA FAMILIA). Seja m um inteiro maior do que ou igual a —1. A
ordem de uma familia A de conjuntos é menor ou igual a n se a intersegdo de quaisquer n + 2
conjuntos distintos de A é vazia. Se n > 0, dizemos que A tem ordem n se tem ordem menor ou
igual a n, mas nao tem ordem menor ou igual a n — 1.

Exemplo 4.32. Uma familia de conjuntos A possui ordem —1 se for vazia ou se for o conjunto
unitério {0}.

Exemplo 4.33. Uma familia A ndo vazia de conjuntos nao todos vazios possui ordem 0 se, e
somente se, seus elementos sdo conjuntos dois a dois disjuntos. De fato, se A é formada por conjuntos
dois a dois disjuntos, entao a ordem de A é menor ou igual a 0. Mas, como A # 0 e A # {0},
a ordem de A nao pode ser —1. Logo, a ordem de A é 0. Reciprocamente, se a ordem de A é 0,
entao a interseccao de quaisquer dois conjuntos distintos de A é vazia, e, portanto, A é formada
por conjuntos dois a dois disjuntos.

A dimensao de cobertura de um espaco métrico é um inteiro maior do que ou igual a —1 ou
o oo (entendido como maior do que todos os nimeros inteiros).

Definicao 4.34 (DIMENSAO DE COBERTURA). Sejam X um espaco métrico e n um inteiro maior
do que ou igual a —1. Nessas condicoes:

a) dizemos que X tem dimensao de cobertura menor do que ou igual a n (ou, em simbolos,
que Cov X < n) se toda cobertura aberta e finita de X possui um refinamento finito de ordem
menor do que ou igual a n;

b) dizemos que a dimensao de cobertura de X é n (ou, em simbolos, que Cov X = n) se ela
for menor do que ou igual a n, mas nao menor do que ou igual a n — 1.

Se nao existir um inteiro n maior do que ou igual a —1 tal que Cov X < n, diremos que Cov X = oo.

Exemplo 4.35. Se Cov X = —1, entdo a cobertura aberta { X} de X é refinida por uma cobertura
A de ordem —1. Nesse caso, porém, devemos ter, necessariamente, A = ), ou A = {}. E, como
A é, por hipdtese, uma cobertura de X, disso resulta, por fim, que X = (). Sendo assim, podemos
concluir que Cov X = —1 se, e somente, se, X = (.
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Proposicao 4.36. Seja S um comjunto ndo wvazio, entao CovS = 0 se, e somente, se S €
0—dimensional.

Demonstracao. Se S é nao vazio e Cov .S = 0, entdo qualquer cobertura aberta finita de S, possui
um refinamento finito de ordem 0, formado por conjuntos dois a dois disjuntos, consequentemente

dado X C S temos que S\ X = U Y é aberto, logo X é fechado e portanto os elementos
YeS,Y#X

do refinamento de S forma uma particao clopen. Reciprocamente, qualquer cobertura aberta finita

de S possui um refinamento finito que é uma partigdo clopen, entao ele é formado por conjuntos

dois a dois distintos, e, portanto tem ordem menor ou igual a 0, consequentemente a ordem de S

é menor ou igual a 0. Como S é nao vazio, temos, necessariamente, que Cov .S = 0. O

Apresentaremos agora algumas caracterizagoes da definicdo de dimensao de cobertura (abor-
dado no teorema seguinte).

Teorema 4.37. Sejam S um espaco métrico e n um inteiro ndo negativo. Sao equivalentes:

1. CovS <n;

2. se {U1,Us,..., Ui} € qualquer cobertura aberta finita de S, entdo existem conjuntos abertos
By Cc Uy, By CUs,...,By C Uy, tal que {B1,Ba,..., By} € uma cobertura aberta de S com
ordem < n;

3. se {U1,Us,... n+2} € uma cobertura aberta de S, entdo existem conjuntos abertos B; C
Uy, By CUs, ..., Buya C Upnyo, tal que J/Z2 Bi= S e 2B =

4. se {Uy,Us, ... n+2} € uma cobertura aberta de S, entdo existem conjuntos fechados F} C
U, Fy C Uy, ..., Fuio CUpio, tal que JI2F; =S e (M2 F; = 0.

Demonstragao. (2) = (3) é claro, pois a afirmacdo 3 é um caso particular da afirmacao 2 para
k=n+42.

(2) = (1) segue da definigdo de dimensao de cobertura de S.

(1) = (2) Suponha Cov S < n. A cobertura aberta {U;, Us, ..., Uy} admite um refinamento finito
W de ordem menor do que ou igual a n. Para cada W € W existe pelo menos um ¢ tal que W C Uj;
escolha um deles e chame-o de i(WW). Agora para cada i, seja

— (W eW (W) =i},

Entao os conjuntos B; s@o abertos, pois B; é aberto (uma vez que cada W € W é aberto e B;
é unido de alguns deles), e |, B; = UWGW W =S, visto que:

o U; Bi CUwew W, pois cada i € {1,...,k}, B; C Uyeyy W.

o Uwenw W C U, Bi, pois para cada W € W existe pelo menos um i € {1,...,k} tal que
W e B,.

e W é uma cobertura de S, pois todo refinamento é uma cobertura.

Se z € S, entao (ja que W tem ordem menor do que ou igual a n) pertence a no méximo n + 1

dos conjuntos W (uma vez que a interse¢ao de quaisquer n + 2 conjuntos de W é (). Mas = € B;,
somente se x € W para algum W com i(W) = i, pela definicdo de B;. Entao x pertence a no
maximo n + 1 dos conjuntos B;, pois cada W pertence a exatamente um B;.
(3) = (2) Suponha que S tenha a propriedade (3). Seja A = {Uy,Us, ..., U} uma cobertura aberta
de S. Se k < n—+1, entao esta prépria cobertura ja tem ordem menor do que ou igual a n, pois nao
existe Vi, Va,...,Vyqo € Ataisque Vi, j e {1,....n+2}, V; #V, e ﬂn+2 V; # (. Entao suponha
que k > n + 2. Agora escreva Wy = Uy, Wy = UQ, coe s Why1 =Upy1 e Wyyo = UZ 2 U,. Entao
{W;}42 cobre S, pois:
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e Paracada i =1,...,n+ 1, W; é aberto (uma vez que W; = U; e U; é aberto). Além disso,
W42 é aberto, visto que cada U; com ¢ =n + 2,...,k é aberto e como a uniao de abertos é
um aberto, temos que Wy 2 é aberto;

e Precisamos mostrar que U"Jr2 W; = 5. Por hipétese, temos que UZ 1 Ui = 8. Dali,

n+2 n+1
U W; = (U VI/’L) U Whia.
i=1 i=1

Como, W; =U; parai=1,...,n+1e Wyi19 = Uf:n+2 U; segue que:

n+2 n+1 k
Uwi= < Ui> ulJ U (4.1)
i=1 j= j=

Sendo assim, pela hipétese (3), existem conjuntos abertos V; € W; com 72 Vi = S e =2 V; = 0.
Seja B; = V;parai <n+1e B; = V12 U; para i < n+ 2. Entao B; C U; para todo i, temos
queUZ 1 Bi = S. De fato, comoU”+2V SeB;=V;paral <n+1leB;=V,oNU;,i>n+2
temos:

n+2 n+1
S:UV;:(U V,;>uvn+2 (4.3)
=1

i=1

n+1
= U B; UVy4o (4.4)
=1
n+1 k
C (U BZ> U Vg U ( U Bl> (4.5)
=1 i=n+2

k
c B (4.6)
=1

para a ultima inclusao, basta justificar que V49 C Uf:n 4o Bi. De fato, seja z € V12, entao
x € Whio = Uf nt2 Ui Logo, existe i, com n + 2 < ¢ < k, tal que » € U;. Consequentemente,
x € Vpgo NU; = B;. Logo, x € U] —n42 Bj. Concluindo, assim, que S C Ul 1 Bi. A outra inclusao,
U, Bi € S, ¢ imediata, pois B; C S. Portanto, J*_, B; € S. Além disso, (2 B; = 0, pois
ﬂ”+2 Vi, = ﬂ"+2 B; = (). Repetindo essa construcgao (n—’f-2) 1 vezes, uma vez para cada subconjunto
de {1,...,k} com n+2 elementos, para organizar a mesma conclusao com todas as n+2 intersegoes
vazias.

(3) = (4) Existem conjuntos abertos B; C U; (i =1,...,n+2) com "2 B; =S e U1 B; = 0.
Agora S\ By C U7 B, pois J/2 B; = S. Note que,

e S\ B é fechado, pois (S \ B1)¢ = B1) que ¢ aberto;
° U?;Q B;, pois a uniao de aberto é aberto.
Entao pela proposicao A.3 existe um conjunto aberto V; com:

n+2
S\BicVv.cVic B
=2
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Seja F1 = S\ V4. Entao nés temos F; C B; uma vez que
(S\B1)'2(W)=B12B2S\Vi=H1

e RUUM? B; = 8, pois se z € |J!) By, entdo = ¢ Vi, pois Vi € U7 By, logo z € S\ V; = F
Continuando, existe um conjunto aberto Vo com:

n+2
S\ByCV,CVhcC (S\Vi)U UB

S\ By C (S\V1)U U2 B, pois se « ¢ By e x ¢ |JI12 By, entdo x € S\ V7. Equivalentemente, se
rcViex ¢ U"+2 B;, entdo x € Bs. De fato, V] C U"+2 B, logo x € Bs. Agora, seja Fy = S\ Vs,
entdo F» C By ((S\ B2)° 2 Vi = By D S\Vg) e F1UF, UU"”L2 B; = S. Continuando dessa forma
temos o desejado.

(3) = (4) Existem conjuntos fechados Fj tal que "2 F; = S e /¢ F; = 0. O conjunto fechado

F1 é um subconjunto de um conjunto aberto Uy N (S \ ﬂn+2 F), pois Fy CUy e F1 C S\ ﬂ”+2 F;

(pois se x € Fi, entdo existe i € {1,...,n + 2}, e, portanto, x ¢ F. Se x € S\ F; para algum
i€{2,...,n+2}, entdo z € N7 F;). Com isso, existe um conjunto aberto By com F; C By C

By ctin (S \ ﬂn+2F) Entéo, By C Uy e BN ﬂn+2F = ) (pois sabemos que ﬂ”+2F =1
e By CUj e Fi C By C Up). Continuando, existe um conjunto aberto By com Fy C By C By C
Ugﬂ(Blﬂﬂn+2F> 0

A caracterizacao de dimensao de cobertura para espacos métricos compactos de modo mais
simples. Para isso vamos precisar da seguinte definicao:

Definicao 4.38 (REDE DE UMA COBERTURA). Se A é uma cobertura, entao sua rede é dada pelo
sup diam A.

AcA

Teorema 4.39. Seja S um espaco métrico compacto e seja n um inteiro maior do que ou igual a
1. Entdo Cov S < n se, e somente se, para cada € > 0 existe uma cobertura aberta de S de ordem
menor ou igual a n e rede menor ou igual a €.

Demonstragao. Suponha que Cov S < n, ou seja, cada cobertura aberta finita de S possui um
refinamento com ordem menor ou igual a n. Seja € > 0. Como S é compacto, entao existe uma
subcobertura finita U = {U; : Vi = 1,...,k,diam U; # €} de S. Entao existe um refinamento B de
U de ordem no méaximo n. No entanto, a rede de U ¢ definida pelo supy;, ¢y diam U; # ¢, ja que para
todoi =1,...,k, diamU; < e. Suponha que para cada € > 0, exista uma cobertura aberta de S
com ordem menor do que ou igual a n e rede menor do que ou igual a €. Seja U qualquer cobertura
aberta finita de S. Resulta do teorema A.5 que o nimero de Lebesge r de U é positivo. Seja B uma
cobertura aberta de S com ordem no méximo n e rede < min{r, e}. Entao, pela propriedade que
define o nimero de Lebesgue, B é um refinamento de /. Portanto, Cov .S < s. O

Teorema 4.40. Seja S um espago métrico e T C S um subconjunto de S. Entdo CovT < Cov S.

Demonstracao. Se Cov .S = 0o, nao ha nada para provar, entdao assuma que Cov .S = n para algum
inteiro n. Devemos mostrar CovT < n. Isso serd feito em trés etapas.

1. Primeiro, suponha que T seja fechado. Seja A uma cobertura aberta de T. Cada elemento
A e Aédaforma A= FENT, onde E é um conjunto aberto em S. Além disso, S\ T' é aberto
em S. Portanto

Ai={EFCS:Eéabertoem S,ENT € A} U{S\T}
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é uma cobertura aberta de S, pois E C S e S\ T sao abertos e

{ECS:FEéabertoem S,ENT € A}U{S\T} CS

SC{ECS:FEéabertoem S,ENT € AYU{S\ T},

poissex € S,ouxz € T,oux € S\ T. Além disso, se x € S\ T, entao temos o desejado, mas
se x € T, entao existe um aberto F € A tal que x € ENT, em particular x € E. Portanto,

S={ECS:FEéabertoem SSENT € AYU{S\T}.

Com efeito, existe um refinamento As de A; que é uma cobertura aberta de S de ordem # n.
Entao por definicao
As={ENT:E € Ay}

é subordinada a A (pois, para cada ENT € A3z temos que existe um aberto U € A tal que
ENT CU), uma cobertura de T' (pois T'= SNT = Jpyc g, ANT = Upca, (ANT)) e de
ordem menor do que ou igual a n (uma vez que a intersegao de quaisquer n + 2 elementos de
Ay é vazia e cada elemento de A3 estd contida num elemento de A). Entao CovT < n.

2. Agora suponha que T seja aberto. Um conjunto aberto T pode ser escrito como uma uniao
enumeravel de subconjuntos fechados, T' = | J ien Fj, em que

F; = {xES:dist(x,S\T) > ;},

(pois cada Fj é fechado, uma vez que dist(z, ')_1([%,—#00[), e além disso, se z € Fj, entao
x ¢ S\ T, logo x € T. Da mesma forma, se z € T', como T é aberto S \ T é fechado, entao
dist (z, S\ T') > r. Dessa forma, existe j € N tal que % < r, daf dist(z, S\ T) > %) Agora
pela primeira etapa, Cov F;; # n para todo j. Entao, pelo teorema A.4 temos Cov1 < n.

3. Finalmente, considere o subconjunto geral T' de S. Seja {U1,Us,...,Uy+2} uma cobertura
aberta de T. Para cada U;, seja V; um conjunto aberto em S com U; = V; N T. O conjunto
V = U?:J?V; é aberto (pois cada V; é aberto), entao pela segunda, CovV < n. Agora
{V1,Va,...,Vyy2} é uma cobertura aberta de V, entao existem conjuntos abertos W; C V;
com ﬂ?jll W;=0e U?:Jrf W; + V. Mas entao W; N'T' sao abertos em T, e eles tém intersecao
vazia e uniao T'. Isso mostra Covl" < n, como queriamos. O

Apresentaremos, a seguir, alguns exemplos da dimensdo de cobertura.

Exemplo 4.41 (INTERVALO FECHADO DA RETA). Sejam a < b ndmeros reais. Entao Cov [a, b] = 1.
Para ver isso, tomemos € > 0 e n € N grande o suficiente para que % < 5. Entao

(42 252) ke

é uma cobertura aberta de [a,b] com rede # € e ordem igual a 1. De fato, dado g € R, é imediato
ver que, para todo k € Z,

k+1
rg < —— <=k > zon — 1,
n

k—1
g > —— <=k <zogn + 1.
n

Logo, para todo k € Z,

k—1 k+1
7<xg<i<:>xon—1<k:<:con+l.
n n
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E, como Jzon — 1,zon 4+ 1[N Z #  (pois diam (Jzgn — 1, z9n + 1[) = 2), disso resulta que existe
k € Z tal que x¢ € ] k=1 ’” [ a partir do que concluimos, pela arbitrariedade de zg € R, que

R — U} -1 k+1[‘

kEZ

Note, ainda, que, para todo k € Z,

) (]k:—l k:+1D E+1 <k:—1> 2
diam , = - -
n n n n n

Logo,

) ({k‘—l k+1[> n n
sup diam , =sup—- == <.
keZ n n kez 2 2
Sejam k,m € Z tal que k + 2 < m, ;1306]u %[e]%,m—[ Note que
m—1_<k‘—|—1>:m—k—2 > o
n n n ~—~
m>k+1

Logo, % < m— Sendo assim,

Por consequinte,

= > 0.

n

kE+1 m—k—2
n

m—1
lyo — 0| = yo — xo > - —(

Logo, xg # yo. Assim, concluimos que, para quaisquer k € Z tais que k < m,

9

-1 1 -1 1
m2k+2:>}k k+ [m]m m + [:@.
n n

n ' n

Logo, para quaisquer m e k € Z tais que k < m,

k—1 k+1
n n

, [#@:m<kz+2:>me{k:—1,k+1}.

Dessa forma,

—1 1 —1 1
Vk,meZ,}k 7k—l— [m]m m+
n n

Por sua vez, é claro que, para todo k € Z, ]—,
trés intervalos de

é vazia.
Teorema 4.42. A reta real possui dimensao de cobertura igual a 1.

Demonstragdo. Sabemos que R = |J,,cn[—n,n]. Mas, pelo exemplo 4.41, Cov[—n,n] = 1 qualquer
que seja n € N. Portanto, resulta do teorema A.6 que CovR < 1. ]

Teorema 4.43. O triangulo de Siperpinski, T, tem dimensao de cobertura igual a 1.
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Demonstracao. Seja k € N, e seja (T 1’“ , T2k e ,T:fk) uma enumeragao qualquer dos triangulos pre-
sentes na k-ésima etapa da construcao de 7. E facil ver que, se a interseccao de quaisquer dois
desses triangulos nao for um tnico ponto, entdo a distancia entre eles serd 2 - f Isso porque os

lados de cada tridngulo nao preenchido medem pelo menos 27%, e, portanto, a altura de cada um
desses triangulos é maior do que ou igual a 2 -

Para cada r € } f [ ecada i € {1,...,3"}, seja N.(TF) = {x € R?: d(z,TF) < r}. Dado

N

re ] f [ afirmamos que UF == {N,(TF) : i € {1,...,3*}} é uma cobertura aberta de 7. Com
efeito:

e N,(TF) é aberto qualquer que seja i € {1,...,3%}, pois, para cada i € {1,...,3%}, N.(TF) =
d;l (] — oo, T [)7 €m que
di: R? — R;
v d(, T})
e U" é uma cobertura de 7, pois
3—k’

T CJ T c N(T).
=1

Vamos mostrar, a seguir, que Z/{f tem ordem igual menor do que ou igual a 1. Para isso, fixemos
i,5,1 € {1,...,3"} de modo que i # j, j # [, e i # [, e suponhamos, por absurdo, que

N(TF) 0 No(TF) O Ne(TF) # 0.

Nesse caso, existe € N,.(TF) N NT(T;“) N N, (TF). Como, porém, z € N,(TF), podemos fixar
y; € TF de modo que d(z,y;) < r. Do mesmo modo, como z € N, (Tk) podemos fixar z; € Tk de

modo que d(z,z;) < r. E, uma vez que z € N,(T}), podemos também, fixar w; € T} de modo
que d(z,w;) < r. Como, por hipdtese, y; € TZ , ez € T] , resulta do que observamos no primeiro
paragrafo que, ou

kol

[\)

d(ys, z;) = 0, ou d(y;, zj) > 2

=

E f4cil ver, no entanto, que
—k
d(yi, zj) < d(ys,x) +d(x, zj) < 2r < 2—=,
—— —— \/§

<r <r

— a partir do que concluimos que d(y;, zj) é necessariamente igual a 0, e, portanto, que y; = z;.
Analogamente, como

—k

V3’
podemos concluir que d(y;, w;) = 0, e, portanto, que y; = w;. Consequentemente, y; = z; = w;
— o que, por sua vez, é um absurdo, pois T N Tf NTF = 0. Logo, N,(TF) N NAT;“) NN (TF) é
necessariamente vazia. E, como i, j e k em {1,... ,3’“} sao arbitrarios, disso decorre, por fim, que
a ordem de U¥ ¢, de fato, menor do que ou igual a 1.

Por fim, mostraremos que

d(yi,wy) < d(yi,x) + d(x,w;) < 2r <2

rede(Uf) == sup diam (N.(TF)) <27% +2r.
ie{l,...,3k}
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Para isso, tomemos i € {1,...,3¥} e ,y € N,(TF) de modo arbitrdrio. Como, por hipétese,
x € N,(TF), podemos fixar 2’ € T¥ de modo que d(z,2') < r. Da mesma forma, como y € N,.(TF),
podemos fixar ¢’ € Tzk de modo que d(y,y’) < r. Nessas condigdes, no entanto, é imediato ver que

1
d(z,y) < d(z,2’)+ d(',y") +d,y) <2r+ 5
—— N—— —— 2
<r gdiam(Tl.k):Qik <r

— em vista do que concluimos, pela arbitrariedade de x e de y em N, (Tf), que
. K 1
diam (N, (T}")) < 2r + ok

E, como i € {1,...,3"} é também arbitrario, disso resulta, por sua vez, que rede(U¥) < 2r + 2%
Vamos, agora, provar, finalmente, que Cov7T = 1. Para isso, notemos, inicialmente, que, para

cada € > 0, T possui uma cobertura aberta de ordem menor do que ou igual a 1 e rede menor do

que ou igual a ¢ (de fato, resulta do que demonstramos nos paragrafos anteriores que U¥, em que

ke NN ]log (%) ,—l—oo[, ere }O,min {i, %} [, ¢ uma tal cobertura). E também f4cil ver que T é

fechado, pois

3k
T=NUr"

keN=1

e, para cada k € Ne cada i € {1,...,3"}, Tf ¢é fechado. Sendo assim, como 7 ¢, evidentemente,
limitado, podemos concluir que 7 é compacto. Resulta, pois, do teorema 4.39 que Cov7T < 1.
Entretanto, como 7T contém segmentos de reta, que tém dimensao 1, temos também CovT > 1.
Logo, CovT = 1. O

4.3 Dimensao Indutiva Fraca

A dimensao indutiva fraca é definida, como o préprio nome diz, de maneira indutiva e serd
denotada por ind X. Para cada espago métrico (X, d) serd atribuido uma dimensao (isto é, um
nimero inteiro maior do que ou igual a —1 junto com um simbolo extra do o).

Defini¢ao 4.44 (DIMENSAO INDUTIVA FRACA). Seja k um inteiro nao negativo e seja (S,d) um
espaco métrico. Nessas condigoes:

1. se S = (), entao por defini¢ao, ind S = —1.

2. dizemos que ind S < k, se existe uma base de S formada por conjuntos cujas fronteiras
possuem dimensao indutiva fraca menor do que ou igual a k — 1;

3. dizemos que ind S =k se ind S < k, mas ind S > k — 1.
Se nao existir um inteiro k > —1 tal que ind S = k, diremos que ind S = oc.

Exemplo 4.45. Seja X um conjunto nao vazio, e seja d: X x X — X a métrica discreta. Nessas
condicdes, ¢ imediato ver que B := {{z} : € X} é uma base de (X, d). Sendo assim, como X # (),
e, para cada z € X, 0{xz} = ), podemos concluir que ind X = 0.

Exemplo 4.46. Sejam a e b nimeros reais tais que a < b. Vamos mostrar, a seguir, que ind ([a, b])
é igual a 1. Para isso, precisamos provar que ind ([a, b]) < 1, e que, no entanto, ind ([a, b]) > 0.
Vamos, inicialmente, mostrar que ind ([a, b]) > (. Para tanto, notemos que, se ind([a,b]) fosse
menor do que ou igual a 0, existiria uma base de [a, b] formada por conjuntos com fronteiras vazias.
Isso, porém, seria um absurdo, pois, como o intervalo [a, b] é conexo, e

[a,b] = AUO(A)Uint ([a,b] \ A)
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qualquer que seja o aberto A de [a,b], os tnicos abertos de [a,b] que possuem fronteira vazia em
relagio a topologia de subespago de [a, b] sdo o @) e o préprio [a,b]. Logo, ind ([a, b]) > 0. Vamos,
agora, provar que ind([a,b]) < 1. Para isso, observemos, de inicio, que a cole¢ao

B:={la,ala<a<blU{]Byia<B<y<blU{]éb :a<d<b}

é uma base de [a, b]. E imediato ver que a fronteira de cada um dos elementos de B é um conjunto
formado por apenas dois pontos. Consequentemente, podemos pensar na fronteira de cada um
desses elementos como sendo um espago topoldgico discreto. Resulta, pois, do exemplo 4.45 que
as dimensoes indutivas fracas das fronteiras dos elementos de B sao todas iguais a 0. E, como B é
base de [a, b], disso concluimos, por fim, que ind ( [a, b]) é, de fato, menor do que ou igual a 1.

O teorema a seguir nos mostra uma propriedade esperada da dimensao indutiva fraca, que é
ser invariante por homeomorfismos.

Teorema 4.47. Sejam (S,d) e (T,d) espacos homeomorfos. Nessas condigoes, ind S = ind T

Demonstragdo. A prova é por indugao em ind S. Se ind S = —1, entdo S é o conjunto vazio, como
T é homeomorfo a S, também é vazio, entdao indT" = —1. Suponha que o teorema seja conhecido
para espacos S com ind S > k, e considere um espaco S com indS = k+ 1. Seja h : S — T um
homeomorfismo. Entao existe uma base B para os conjuntos abertos de S consistindo em conjuntos
B com ind 9B < k. Agora {h(B) : B € B} é uma base para os conjuntos abertos de T. Se B € B,
entdo h(0B) = Oh(B). A restricao de h & 9B é um homeomorfismo. Pela hipdtese de inducao,
indOh(B) = ind9dB < k. Entao notemos que existe uma base para os conjuntos abertos de T
consistindo de conjuntos com fronteira de dimensao indutiva fraca menor do que ou igual a k. Isto
mostra que ind7T < k+ 1. Mas se ind T < k, entao a hipétese de indugao mostraria que ind S < k,
que ¢ falso. Entao indT = k + 1. Portanto, por inducao observamos que se ind S é um nitmero
inteiro, entao ind S = ind 7. Se ind S = oo, entao indT" = k é falso para todos os inteiros k, entao
também ind T" = oco. Portanto, em todos os casos, temos ind S = ind T O

Para finalizar essa secao provaremos dois resultados importante acerca da dimensao indutiva
fraca. O leitor poderd consultar o livro [Edg08] para maiores informagoes sobre as propriedades da
dimensao indutiva fraca.

Teorema 4.48. Seja (S,d) um espago métrico, e, seja T C S. Entdo indT < ind S.

Demonstracao. O teorema ¢é claramente verdade se ind S = oco. Sendo assim, vamos supor que
indS < oo. A demonstragao procede por inducao em ind.S. Se indS = —1, entdo S é vazio,
entao, claramente, 7' C S também é vazio, e, portanto, ind 7' = —1. Suponha que o teorema seja
verdadeiro para todos os pares S, T com T'C S e ind S < k. Com efeito, considere um par T C S
com ind S = k + 1. Desse modo, é suficiente mostrarmos que existe uma base para os conjuntos
abertos de T constituidos por conjuntos com fronteira de dimensao indutiva fraca menor do que ou
igual a k. Entao, seja x € T, e, seja V um conjunto aberto em 71" com x € V. Devemos encontrar
um conjunto aberto U em T com z € U C V e ind0rU < k. Como V é aberto em T, existe um
conjunto V' aberto em S com V = V NT. Como indS < k+ 1, e x € V, existe um conjunto
U abertoem S comz € U C V e inddsU < k. Seja U = UNT. Entao U é aberto em T, e
x € U C V. Resulta do teorema A.8, que 0rU C 9dsU, entao pela hipétese de inducao, temos
ind9rU < inddsU < k. Assim, existe uma base para os conjuntos abertos de 1" constituidos por
conjuntos U com ind OrU < k. Isso significa que indT" < k + 1. Portanto, por inducao, o teorema
é verdadeiro para todos os valores de ind S. O

Teorema 4.49. Sejam S, T espagos métricos. Entdo ind(S x T') < ind S +indT'.

Demonstragdo. Inicialmente, notemos que:
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ese X =0eY #(), entao

ind(X xY)=ind(})) =o0o < -1+ind (V) =ind X + ind Y;

e seind X = oo ouindY = oo, entao

ind(X xY) <oo=ind X +indY.

Sendo assim, vamos aplicar a indugao forte. Podemos supor que essa soma ind X + indY seja
finita. Vamos aplicar inducao sobre ind X + ind Y. Com efeito, se ind X 4+ indY = —1 entao, ou
X =0,0uY = (. Nesse caso, vale que:

ind(X xY)=ind(@) =-1<-1+indY =ind X +ind Y-

Suponhamos que ind (X x Y) <ind X 4+ ind Y para quaisquer espagos métricos separaveis X e YV
tais que ind X +indY < k (para certo k£ > 0) e vamos mostrar que se X e Y sdo espacos métricos
separaveis tais que ind X +indY = k, entao ind (X xY) < ind X +indY. Sejam n := ind X e
m = ind Y. Observe que, necessariamente, n > 0 e m > 0, pois, se n = —1 ou m = —1, entao
ind (X xY) = —1. Seja (z,y) € X xY e W C X x Y uma vizinhaca de (z,y). Como W ¢é um
aberto da topologia produto de X x Y podemos fixar abertos U C X e V C Y de modo que
(x,y) e UxV eUxV C W. Ademais, como, por hipdtese, ind X =n e indY = m, existem bases
Be Ci de X e de Y, respectivamente, tais que, para todo U’ € B, ind (OU’) < n — 1 e para todo

3
Ve C%, ind (OV') < m — 1. Como B é base de X, U é um aberto de X e x € U, podemos fixar
Ve C’% deY ey €Y, podemos fizar V' € C% de modo que y € V' e V/ C V. Por fim, observe que

relU CUeyeV CV=(r,y)eUxV CUxV CW.

Sendo assim, podemos supor, sem perda de, generalidade, que U = U’ e V = V'. Observe que
00U xV)C (X x9V)U(OU x Y). Note ainda que

indX +inddV<n+(m-1)=n+m)—-1=k—-1

indY +ind(0U) <m+(m—-1)—-1=k—1.

Logo, como dU e OV sao separaveis (ja que X e Y sdo separdveis e 0U C X e 9V C Y, resulta da
hipétese de indugao que:

ind(0U xY) <ind (OU) +indY <k —1

ind (X x 0V) < ind X +inddV < k — 1.

Observe agora que X x 9V e 0U x Y sado fechados, pois sdo produtos cartesianos de fechados, e
que (X x 9V) U (U x 9Y') é separavel, uma vez que X e Y sao separaveis e o produto cartesiano
de dois espacos métricos separaveis é separavel. Consequentemente, pelo teorema A.7,

ind (X x0V))U (90U xY) <k —1.
E, uma vez que 0 (U x V) C (X x 9V) U (0U x Y), disso resulta que:
ind(O(U xV)) <ind (X x dV)U (U xY) <k — 1.

Por fim, como (z,y) € X x Y e aberto W C X x Y tal que (z,y) € W sao arbitrarios, podemos
concluir que X x Y possui uma base formada por abertos cuja fronteira tem dimensao indutiva
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menor do que ou igual a k — 1. Portanto, ind (X xY) <k =ind X +indY.

4.3



Capitulo 5

Dimensao Box-Counting

Neste capitulo apresentamos a dimensao box-counting, suas propriedades basicas, suas li-
mitacoes e exemplos cldssicos. O conjunto de Cantor ternario, o conjunto dos nimeros racionais
e irracionais possuem dimensao topoldgica igual a 0 como provamos no capitulo 4, embora a ge-
ometria desses conjuntos seja bem distinta. Nesse sentido, a dimensao topoldgica nao é adequada
para caracterizar os fractais, sendo necessario definir as dimensoes boz-counting e de Hausdorff.
A referéncia utilizada neste capitulo foi o livro “Fractal geometry: mathematical foundations and
applications” [Fal04], do autor Falconer.

5.1 Dimensao Box-counting

Para motivar a definicao da dimensao boz-counting vamos considerar a seguinte situacao. To-
memos um intervalo fechado [0, 1] C R, um quadrado de lado 1 contido em R? e um cubo de aresta
1 contido em R? como pode ser observado pela Figura 1.
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Figura 5.1. Particoes do segmento de reta, quadrado e cubo.
Fonte: autora.

Sendo assim, iremos particionar: o intervalo fechado [0, 1] em n intervalos de comprimento %,
o quadrado de lado 1 em n? quadrados de lado %, e por fim, o cubo de aresta 1 em n3 cubos de
aresta %, com o objetivo de calcular o nimero total desses objetos em fun¢éo dos seus diametro
apoés particiond-los. Assim, podemos obter os seguintes resultados:

e 0 numero de intervalos de comprimento % (a qual denoraremos por Ny) em funcao do seu

43
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diametro 6y = %, é dado por:

1-0 1\ !
Ny = = <> :1-6;1;

n

1
n

e 0 nimero de quadrados de lado % (a qual denoraremos por Ng) em func¢ao do seu diametro

5o = V2.
Q n 7 L
n

e na ultima situacao temos que o ntmero de cubos de aresta % (a qual denoraremos por N¢)

em fung¢éo do seu diametro d¢o = %:

o= (8) - (2) < (348) et

Portanto, dada uma cobertura de didmetro no méaximo J para um subconjunto F do R",
podemos generalizar o resultado apresentado anteriormente da seguinte forma:

Ns(F) ~c-67°. (5.1)

em que ¢ e s sdo constantes reais positivas e Ns(F') é o menor nimero de conjuntos necessarios
para cobrir F. Assim, dado 0 < § < 1, tomando a funcdo logaritmica e dividindo por —logd em
ambos os lados da equacao 5.1, temos que:

log N5(F) loged™* log Ns(F') log ¢ —slogd
~ — ~
—logd —logd —logd —logd —logd
log Ns(F) logc
= s~ 5.2
s —logd log ¢ (52)
Dessa forma, tomando o limite, quando § — 0%, na equacao 5.2, podemos concluir que:
log Ns(F

s— lim 08 Ns(F) (5.3)

s—0t —logd

e dizemos que F' tem dimensao bozx igual a s.
A seguir vamos revisar a definicdo de diametro de um subconjunto de R™ e defirmos o conceito
de d-cobertura que serdo importantes para definirmos a dimensao box-counting.

Definigao 5.1 (DIAMETRO). Seja U C R™ qualquer subconjunto nao vazio. O didmetro de U é
definido como diam(U) = sup{|z —y| : z,y € U}.

Definigao 5.2 (0-COBERTURA). Seja X C R™. Nessas condicoes, se {U;}ien é uma colegao enu-
meravel ou finita de subconjuntos de R™ cujos diametros sejam menores do que ou iguais a d, e se
X C Us2, Ui, dizemos que {U;}ien é uma d-cobertura de X. O conjunto das d-coberturas de X
serd denotado por Cs(X).

Observagao 5.3. Neste capitulo e nos capitulos seguintes, adotaremos uma definicao de cobertura
um pouco diferente daquela que apresentamos no terceiro capitulo. Mais especificamente, dados
n € Ne X CR" diremos que uma cole¢ao {U;};en de subconjuntos de R™ é uma cobertura de X
se X C Ujen Ui

Com o objetivo de motivar a proxima definigdo vamos provar o seguinte resultado.
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Proposicao 5.4. Para cada § > 0 e cada subconjunto limitado X C R™, o conjunto

k
A= {k::EIUl,...,Uk C X tais que X C UUi e, para cada i € {1,...,k},diam(U;) <6}
i=1

€ nao vazio e, portanto, possui um elemento minimo.

Demonstragao. Seja X C R™ um subconjunto limitado, e seja 6 > 0 dado. Inicialmente, observe
que, se A # ), resulta da boa ordenagao dos niimeros naturais que A possui um elemento minimo.
Sendo assim, o que precisamos mostrar é que, se X é limitado, entao A # (). Para isso, note, antes
de qualquer coisa, que, se X ¢é limitado, entdo X ¢é também limitado. Dessa forma, como X é
fechado, podemos concluir que X é compacto. Por sua vez, é imediato ver que

¢ = {U CR": U é aberto, e diamU < §}

¢ uma cobertura aberta de X. Resulta, pois, da compacidade de X que podemos fixar m € N e
Ui,...,Upn € € de modo que X C (J", U;. Consequentemente, X C [J", U, e, portanto, m € A
— a partir do que concluimos, por fim, que, de fato, A # (. O

Definigao 5.5. Seja X C R™ um conjunto limitado, e seja 6 > 0. Definimos Ns(X), como sendo o
nimero minimo de conjuntos de X necessarios para cobrir X. Isto é,

k
Ns(X) :inf{k: :3AU,..., U € X tal que X C UUZ- e para cada i € {1,...,k},diam(U;) < 5}.
i=1

Proposigao 5.6. Se d < ¢', entdo Ng(X) < Ns(X).

Demonstragao. Resulta da definicao de Ns(X) que X pode ser coberto por Ns(X) conjuntos Uj;
com diametro menor do que ou igual a §. Como, porém, § < ¢, o didmetro de cada U; é, em
particular, menor do que ou igual a ¢’. Consequentemente, {U;};en é, também, uma cobertura
de X formada por N(X,4d) conjuntos com didmetro menor do que ou igual a §'. E, sendo assim,
deve-se ter, necessariamente, Ny (X) < N5(X). O

Defini¢ao 5.7 (DIMENSOES BOX-COUNTING INFERIOR E SUPERIOR). Seja X um subconjunto
limitado de R™. As dimensoes box-counting inferior e superior de X sfo, respectivamente,

. L log N5(X)
dlmBX = }IE)I%] lnf {—log((s} (& (54)
—— log N;(X)

dimpX = %1_{% sup{ “Togd | (5.5)

Definicao 5.8 (DIMENSAO BOX-COUNTING). Quando as dimensoes inferior e superior, dadas pelas
férmulas 5.4 e 5.5, coincidem nés definimos a dimensao box-counting do conjunto X, também
conhecida como dimensao de Minkowski, como sendo o nimero real nao-negativo dado pela férmula
abaixo: low N-(X
0
dimp X = lim 28N (5.6)
5—0 —logd
Observacgao 5.9. Ao longo do texto, assumiremos que § > 0 é suficientemente pequeno para
garantir que —logd e quantidades semelhantes sejam estritamente positivas, evitando problemas
como por exemplo log0 ou log co.

A proposicao seguinte afirma que a dimensdo box-counting é invariante sob a escolha da cober-
tura definida para o conjunto F.
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Proposicao 5.10. Sejam F C R™ ed > 0, e suponhamos que existem constantes A1, By, Ao, By > 0
tais que _
Ns(F) < Ay Np,s(F), (5.7)

Ns(F) < Az Np,s(F), (5.8)

em que ]%(F) é um dos nimeros a sequir (0s quais estao associados a alguns dos tipos de coberturas
do conjunto F):

e 0 menor numero de conjuntos de didmetro no mdximo § que cobrem F';
e 0 menor numero de bolas fechadas de raio § que cobrem F';

e 0 menor numero de cubos de aresta & que cobrem F';

e 0 menor numero de 6-mesh';

e 0 maior numero de bolas disjuntas de raio § com centros em F'.

Nessas condicgaes,

_log (Ns(F)) _ . log (Ns(F))
lim ——— = lim ———*~,
6—0 —logd 60 —logd

Demonstragdo. Aplicando o logaritmo em ambos os lados da desigualdade 5.7 temos que:
log (N5(F)) < log (41Np,5(F)) (5.9)

Assim, tomando 0 < § < 1 suficientemente pequeno, e dividindo por —logd em ambos os lados
da desigualdade 5.9, temos que:

log (N5(5) _ 108 (ANmis(P)  log (Ny(F)) _ log s Nps(F)
—logd —logé —logd  —logé —logé —log B + log By
log (Ns(F)) . log Aq Np,s(F)

< . 1
—log & —logd —log(B1d) + log By (5-10)

Dessa forma, realizando a mudanca de varidveis 6’ = B1d, temos que se 6 — 0 entao 6’ — 0,
entao tomando o limite no segundo termo da desigualdade 5.10, temos que:

0 ~ ~
. log AT Ny (F) L Ny (F)
lim im = lim
o0 —logd =0 —logd’ +1logB1 60 _ye s (1 n logB1)
g —logd’
_ NB15(F)
5'—0 —logd

De maneira analoga, aplicando logaritmo em ambos os lados da desigualdade 5.8, temos que:
log N5(F) < log (A Np,s(F)) (5.11)

tomando 0 < § < 1 suficientemente pequeno, e dividindo por —logd em ambos os lados da
desigualdade 5.11, temos que:

'A familia de cubos da forma [m16, (m1 +1)8] x ... X [mnd, (M, +1)8] em que my, . .., my, sio inteiros é chamada
de J-mesh.
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log N5 (F) _ log (A2 Np,s(F)) _ log No(F) _ log A Np,s(F)
—logé —logd —logé — —logéd —logd — log By + log By
logN(;(F) < N325(F) (5 12)

—logd — —log(B2d) +1log By’

da mesma forma, realizando a mudanca de varidveis §” = Bsd, temos que se § — 0 entao §” — 0.
Entao tomando o limite no segundo termo da desigualdade 5.12 temos que:

0
1 Ny (F Ny (F
lim 2 2 4 lim o (F) = lim o (F)
50 —logd  67—0 —logd” 4+log By 6"=0 _ e st (1 i long>
g log 6"

_ NJ// (F)
570 —log 6"

Portanto, temos que: B
log Ns(F) . log Ns(F)
———— = lim ———.
6—0 —logd =0 —logé

5.2 Propriedades basicas da dimensao box-counting

Nesta secao apresentaremos algumas propriedades simples da dimensao box-counting que serao
uteis para explicar os exemplos da préxima secao.

Proposigao 5.11 (IMAGENS LIPSCHITZ). Se X CR" e f : X — R" uma transformagdo Lipschitz,
ou seja, |f(x) — f(y)| < ¢ |z —y|, para todo x,y € X entdo dimpf(X) < dimpX e dimpf(X) <
dimpX.

Demonstragao. Dado uma d-cobertura {U;} de X entao sabemos que {U; N X} também é uma
d-cobertura, uma vez que se |J; U; = X, entao | J, (U; N X) = (J;U;)) N X = X NX = X. Além
disso, temos que {f(U; N X)} é uma co-cobertura de f(X). De fato, como f é Lipschitz temos que:
diam(f(U; N X)) < ¢-diam(U; N X) < ¢ - diam(U;) < ¢- 4.
Dessa forma se ¢ > 1 temos que:

Nes(X) < Ns(X). (5.13)

Assim, dado 0 < § < 1, de maneira andloga ao passo feito anteriormente, por 5.13 temos que:

log Nes(X) _ log Ns(X) log Nes(X) o log N5(X)
—logd —logd —logé —logc+loge = —logé
log Nes(X) _ log N5(X)
—loged +loge ~  —logé
log Nes(X) _ log N5(X)

—logcd (1 — lfggc%) —logd

(5.14)

Assim, tomando o liminf e lim sup na desigualdade 5.14, respectivamente, temos que:

lim inf log Nes (X)

§—0 —log 6 (1 _ loge ) 6—0

} & dimg f(X) < dimp X.
log co
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e
log N.s(X log Ns(X —_— S
lim sup 0g Nes(X) < limsup{()g(;()} < dimpf(X) < dimpX.
50 —loged (1 _ ILOgch&> 50 —logé

O]

Corolério 5.12 (INVARIANCIA POR TRANSFORMAGOES BI-LIPSCHITZ). Se X CR" e f: X — R”
uma transformagao bi-Lipschitz, ou seja, dados x,y € X e c1,c0 € R tal que 0 < ¢; < 2 < ©
temos que

el —yl <|f(x) = f) <ca-lz—yl
Entio dimp f(X) = dimpX e dimpf(X) = dimpX.

Demonstragdo. Se f é bi-Lipschitz, entao f : X — f(X) é uma bijegdo. Com isso dados x,y. €
f(X) tal que x = f~1(z,) e y = f~1(ys) temos que

20 — gl = [F (N ) = ) 2 el f 71 () = FH (o)l

Portanto, como ¢; > 0, entdo |f~1(z) — f~H(y«)| = ¢+ |24 — y«|, em que ¢ = % >0, logo f716
Lipschitz. Pela proposicao 5.11, temos que:

dimpX = dimp f~(f(X)) < dimp f(X) (5.15)

dimpX = dimp [~ (f(X)) < dimpf(X). (5.16)
Portanto, das desigualdades 5.15 e 5.16, temos que

dimp f(X) =dimpX e dimpf(X)=dimpX

Apresentaremos agora mais algumas propriedades basicas da dimensao box-counting.
Proposicao 5.13. dimp@ = dimp@ = 0.

Demonstragdo. Sabemos que para todo & > 0, temos que qualquer conjunto de didmetro d cobre o
@. Assim temos que:
Ns(2) = 1. (5.17)

Seja d tal que 0 < § < 1. Dessa forma, tomando a fungao logaritmica, dividindo por — logd em am-
bos os lados da equagao 5.17, e por tultimo calculando os limites inferior e superior, respectivamente,

temos: low N oo 1
%)

i ing d 08NN e 108

0—0 —logé 0—0 —logé
e

log N5(@) _ log 1

lim sup { ————— » = lim sup =

0—0 —logé 0—0 —logd
Portanto, dimp@ = dimp@ = 0. O

Proposicao 5.14 (MONOTONICIDADE). Se Y C X, entdo dimgY < dimpX e dimpYy < dimpX.

Demonstragdo. Vamos considerar uma cobertura por conjuntos de didmetro no maximo ¢ para X.
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Como

k
{kEN:EIUl,...,UkgXtaisqueX:UUZ-eparacadaz'e{1,...,k},diam(Ui)§(5}
i=1

=A

estd contido em

k
{kEN:EIUl,...,Uk. C X taisque Y C UUi e para cada i € {1,...,k},diam(U;) gé},
i=1

/

=B
podemos concluir que o inf(B) < inf(A), isto, é,
Ns(Y) = inf(B) < inf(A) = Ns(X). (5.18)

Dado ¢ tal que 0 < § < 1, de maneira andloga ao passo feito anteriormente, por 5.18 temos que:

lim inf log N5(Y') < lim inf log N5(X)
50 —logé 6—0 —logé

@BY < @BX

. log N5(Y) : log Ns(X)
1 ——= 5> <1 _—
50 P { —logd 1050 —logd

Além disso,

dimgY < dimpX.

Agora apresentaremos alguns resultados de natureza topoldgica.

Proposigao 5.15 (INVARIANCIA DO FEL@) Seja X C R™ um conjunto limitado. Se X denota
o fecho de F', entao diimBy =dimpX e dimpX = dimpX.

Demonstragdo. Como X C X, segue da propriedade de monotonicidade (proposicao 5.14) que

N5(X) < Ns(X). Além disso, se {A1,...,A,} é uma cobertura de X formada por n conjuntos de
didmetro menor ou igual a d, entao {A4;,...,A,} é uma cobertura de X formada por conjuntos
de didmetro menor ou igual a 4, isso é claro, pois se X C [JI' | 4;, entdo X C U, A; C Ui, Ai.

Ademais, para cada i € {1,...,n}, temos que diam(4;) < J, entao diam(A;) < §. Sendo assim,
{Al, e ’AN(;(X)} ¢ uma cobertura de X formada por Ns(X) conjuntos de didmetro menor ou igual

a 0, entao {Zl, ... vZN(;(Y)} é uma cobertura de X formada por Ns(X) conjuntos de didmetro

menor ou igual a §. Consequentemente, Ns(X) < Ns(X). Com isso, podemos concluir que:

Ns(X) = Ns(X). (5.19)

Dado 0 < § < 1, de maneira analoga ao passo feito anteriormente, por 5.19 temos que:

lim inf 710g Ns(X) = lim inf 710g Ns(X)
6—0 —logé 6—0 —logd

@BX = @BY

além disso,

log Ns(X
:limsup{Ogldg(é)}
—lo

lim sup
6—0

6—0

(=327}
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dimpX = dimpX.

Proposigao 5.16 (CONJUNTOS ABERTOS). Se F' C R"™ ¢ aberto, entdao dimp F = n.

Demonstragcao. Tomando uma d-mesh C, composta por cubos de lado d para o conjunto F', temos

que:
Ns(F)> Ns(C) =2 k-6 " (5.20)
Assim, dado § tal que 0 < § < 1, de maneira andloga ao passo feito anteriormente, por 5.20 temos
que:
log Ns(F log N, log(k -6~ "

lim sup Lé() > lim sup Lé(@ > lim sup M

50 —logd 60 —logd 6—0 —logd
portanto,

0
. log Ns(F') i lo ) —nlogd)
1 ——— 5 > 1 1 I
50 P { —logd sy log ¢ + 50 P T log &

S log Ns(F —nlogé
dimpF = lim sup L&() > lim sup Lg) =n
50 —logd

Além disso, de modo analogo temos que

log N5(F' —nl
dimgpF = liminf{ogé()} > lim inf{nogé)} —-n
6—0 —logd 6—0

Como dimpF > n edimgF > n, entao para que essas dimensoes sejam iguais temos que elas devem
ser n, pois se dimp > n e dimp > n, com essa hipotése nao podemos garantir que as dimensoes
box-counting inferior e superior convergem para o mesmo valor. O

Proposigao 5.17 (ESTABILIDADE FINITA). Sejam F e Y subconjuntos R", entdo dimg(F UY) =
max {dimBF, dimBY}.

Demonstracao. E f4cil ver que, se C7 e (9 sa0, respectivamente, uma cobertura de F formada por
Ns(F') conjuntos de diametro menor do que ou igual a § e uma cobertura de Y formada por Ny(Y)
conjuntos de diametro menor do que ou igual a §, entao C1 UC5 é uma cobertura de FUY formada
por no maximo Ns(F') + Ns(Y') conjuntos de didmetro menor do que ou igual a 4. Sendo assim,
pode-se concluir que

Ns(FUY) < Ns(F)+ Ns(Y),

uma vez que se F'NY # 0 temos a desigualdade restrita Ns(F) + Ns(Y) > Ns(F UY). Assim,
vamos supor que:
Ns(F) < Ns(Y). (5.21)

Dado ¢ tal que 0 < § < 1, de maneira andloga ao passo feito anteriormente, por 5.21 temos que:

log Ns(FUY Ns(F) + Ns(Y
lim sup gV s(FUY) < lim sup 5(F) + Ns(Y)
6—0 —logd 6—0 —logé

somando Ns(Y) em ambos os lados da desigualdade 5.21, temos que:

Ns(F) + Ns(Y) < 2N5(Y).
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Entao,

lim s log Ns(FUY)
50 P —logd

Portanto, L L
dimB(F U Y) < dimgY.

A desigualdade dimp(FUY') < dimpg F' segue de maneira andloga, supondo que N5(Y) < Ns(F). O

Proposicao 5.18 (FAIXA DE VALORES). Seja X C R" nao-vazio e limitado, entdo temos que
0 <dimpX <dimpX <n

Demonstragdo. vamos considerar os seguintes casos:

L d 0<@BX

Sabemos que Ns(X) > 1, assim vamos analisar a férmula da dimensao box-counting infe-
rior. Veja que dado ¢ tal que 0 < § < 1, temos que as fungoes —logd e log(Ns(X)) sao
sempre positivas, portanto:

dimp X = lim inf{

log N5(X) 50
6—0 -

—logd

e se N5(X) =1, temos que dimpX = 0.

Segue essencialmente da definicdo da dimens@o box-counting inferior e superior, de que o
infimo de um conjunto é sempre menor ou igual que o supremo deste mesmo conjunto. Por-

tanto,
dimg X = lim inf {IOgN&(X)} < lim sup

§—0 —logd

log Ns(X)
—logd

}—dimBF
e dimpX < n

Podemos cobrir o conjunto X com uma d-mesh? C suficientemente grande, tal que X C C.
Assim, usando a propriedade (2) da monotonicidade, temos que:

Ng(X) < Ng(C) <k-o™ (5.22)
Dado § tal que 0 < § < 1, de maneira andloga ao passo feito anteriormente, por meio de 5.22,
temos que:
log Ns(X log N, 1 SO
tim sup 4 BN o J18N(OVL o [lok o
5—0 —logé 6—0 —logé 6—0 —logé

25-mesh é uma cobertura composta por cubos de lado §.
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0
. log Ns(X) . lo . —n -logé
| — = > <1 1 _—
élg(lJ Sup { —logd vt log ¢ * 62% SUPA T log &

log Ns(X)\ _
—logd h

dimpX = li
imp 51—I>I(I)SUP{

Portanto, dimp X < n.

O
Proposicao 5.19 (CoNJUNTOS FINITOS). Seja X C R™ nao-vazio e finito entao dimp X = 0.

Demonstragao. Vamos provar inicialmente que dimp{x} = 0. De fato, para todo § > 0, qualquer
conjunto de didmetro ¢ cobre {z}, entao:

Ns({z}) = 1. (5.23)

Dado 0 < § < 1, de maneira andloga ao passo feito anteriormente, por 5.23 temos que:

%lmsup{log]\fg({x})} — hmsup{ logl } =0

—0 —logd 60 —logd

Portanto, dimp{z} = 0.
Assim, se X = {z1, - ,z,}, entdo pela proposigao 5.17, temos que:

MBX = max {di?g{%}, cee ,ﬁB{xn}} = 0.
Além disso, resulta da proposicao 5.18 que
0 < dimpX < dimpX =0,

e, consequentemente, dimp X = 0. Portanto, dimp X = 0. [

5.3 Limitacoes da dimensao box-counting

E intuitivo pensar que uma familia enumerdvel de pontos possui dimensao igual a 0. No entanto,
o proximo exemplo ird nos mostrar as limitagoes da dimensao box-counting.

Exemplo 5.20. Considere o conjunto enumeravel
1

Sejam0<5<%ek€Ntaisque

1
<5<

kE+1 E—1

T =
| =

E f4cil ver que, se diamU < J, entdao, como a distancia entre quaisquer dois pontos de X ¢é no
minimo % — ﬁ, e

1 I 1

k k—1 k(k—1)

> 4,

no maximo um ponto de {1, %, ce %} pode pertencer a U (pois, nesse caso, a distancia entre

quaisquer dois pontos de U é, necessariamente, menor do que ou igual a §). Consequentemente, sao
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necessarios pelo menos k subconjuntos de diametro § para cobrir X — a partir do que concluimos,
por fim, que Ns(X) > k. Sendo assim,

log Ns(X
dimp(X) = lim inf Ogloég(é)
dimp A
log k
> lim inf ————
= i k(k+ 1)
. log k 1
= liminf =5
k—oo 2logklog(l+44) 2

A seguir, notemos que

1 1 1
oL < 1)6 > —.
A <d= (k+ )5>k
Por conseguinte, [0, ] € [0,6]U[5,26]U...U[kd, (k+1)d]}. Por sua vez, é claro também que, para
cada j € {1,..., %}, tem-se j € [j — %,j + g} Logo,
) 0 1 0 1 )
‘5.—{[0,5],[(5,26},...,[14:6,(14:—#1)5],[1—2,1+2],...,[k1 _2’k1+2]}

é uma cobertura de X formada por 2k elementos. Dessa forma,

_ log N5(X
dimp X = limsup L(S()
§—0 —logd

< lims log 2k
mmsup ———————
= e Tog(k(k — 1))
i log 2 + log k 1
= 111m su = —.
b 2logk +log (1— 1) ~ 2

Portanto, como % < dimp(X) < dimp(X) < %, podemos concluir que

1

Em particular, neste exemplo, X é um conjunto enumeravel com dimpg(X) > 0 que é uma
propriedade indesejavel para a sua dimensao.
Por fim, uma das propriedades que gostariamos que a dimensao boz-couting cumprisse é a
estabilidade infinita, isto é,
oo
dim ( | J X; | = supdim(X;).
i=1 izl

Mas essa propriedade nao é véalida para a dimensdo boz-couting. Basta considerar o conjunto
enumeravel Q N [0, 1]. Como podemos decompor Q = | J;2, x;. Resulta do fato de que dimp z; = 0,

que:

dimp (U $Z> =dim (QN[0,1]) =1 # 0 = supdimp(z;).
i=1 21
5.4 Exemplos Basicos

Nessa secao calcularemos a dimensao box-countig do conjunto unitario, do intervalo da
reta e do conjunto de Cantor ternario.

Exemplo 5.21. Seja X = {z} um tnico ponto. Entao para qualquer § > 0, temos que N (X,d) =1
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ja que podemos cobrir x pela tnica conjunto U tal que z € U. Com isso, podemos concluir que
dimp(X) = 0 e, portanto, dimp(X) = 0.

Exemplo 5.22. (Intervalo da reta). Seja X = [0, 1]. Note que para qualquer ¢ > 0 nés temos que

{;GJ < N(X,e) < L{J +1
em que |-] é a parte inteira.
Para cada i € {O, ce EJ }, seja r; = ei. E facil ver que {B(:L‘l', €):1€{0,..., EJ} é uma cobertura
aberta de X formada por EJ +1 bolas B(z;, €). Para ver isso, basta notar que T|1] €B :UxL%J ,e>,
e que, sez €1[0,1),ek:= max{z' S {0,..., L%J} rx; < x}, entao

|z —xp| =2 —xp <zpp1 —zp=€-(k+1)—€- k=g,

e, portanto, x € B(zy,€). Por exemplo, tomando € = %, teremos uma cobertura formada por 6
bolas que pode ser observado pela figura 5.2. Por sua vez, para obter o limite inferior, é suficiente

AT~
=

}'IR

gl W
r_ﬂ‘H;.\...Z
G| o=

Figura 5.2. Exemplo tomando € = % para a cobertura da cota superior.

Fonte: autora.

observarmos que, para qualquer z € X, B(z,€) é um intervalo aberto de comprimento 2¢ em R.
Consequentemente, qualquer cobertura de X por intervalos abertos de comprimento 2¢ deve possuir
pelo menos LQ%J intervalos. Por exemplo, se tomarmos € = %, qualquer cobertura de X por bolas

abertas de raio € deve ser formada por pelo menos duas bolas, como pode ser observado pela figura
5.3.

U'I|N;-=\
U1 S

G| o ——

Figura 5.3. Cobertura de X por duas bolas.
Fonte: autora.

Dado € € (0, %), é imediato ver que

Sendo assim, temos que:
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e, consequentemente,

1 log(EJ +1) —log (%—i—l)
—log (€) log (e)
Dessa forma, como
—log (2 +1 —log (<
gy o8 +1) . —log (5F)
e—0  log (e) e—0 log (e)
B log (€) —log (1 + ¢€)
0 log (E)
log (1
i |1 = g ]
e—0 log (6)

Resulta do teorema do confronto que

. —log ([1]+1) . —log(|i]+1)
ImsiD =g (@ % log() -

Analogamente, como

1 1
0<——-1<||]-1<—,
2¢

temos

Por conseguinte,

log (€) log (€) log (€)
Logo, como
1 1 1 -1 1—2¢
lim 8 (2 — 1) = lim o8 (77)
e—0  log(e) e—0  log ()
 lim log (2¢) — log (1 — 2¢)
e—0 log (€)
. 1
—tim {1 g (2) o (1201 = 1,

1 2¢
e (s) . los(3)
e—0 log(e)  e~0 log(e)
log (2) +1
o Toa(2) +log (o
e—0 log (6)

“him {08 1y
e—0 | log (6)

podemos concluir, pelo teorema do confronto que,

“log([5) . —log([3])

liminf ———=¢=—= =1
T log (€) Ry log (€)

Portanto, dimp (X) = 1.

55

Lema 5.23. Sejam f:]0,1[— R uma fungdo e (gn),cn wma sequéncia. Nessas condigoes, se existir
uma fungao ¢: 0,1[— N tal que lim_,o+ p(€) = +oo, e tal que f(e) < gy qualquer que seja
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e €]0, 1], entao
limsup f(e) < lim sup gp,.
e—0t m—-+00
Demonstragao. Suponhamos, por absurdo, que exista uma tal ¢, e que, no entanto, tenhamos
lim._,o f(€) > limsup,,_,., gm- Nesse caso, podemos fixar B € R de modo que

limsup f(e) > B > limsup gp,.
e—0t m—o0

Como, por hipétese, B > limsup,,_,o, gm, existe mg € N tal que sup,,>,,, gm < B, pois, se
SUDP,,>m, 9m > B qualquer que fosse mg € N, terfamos, necessariamente

limsup := lim sup g, > B.

mo— 00 m—0o0 mzmo

Por sua vez, como lim,_,g+ ¢(€) = 400, existe ¢y €]0, 1] tal que ¢(€) > mpy qualquer que seja € €
10, €o[. Além disso, como limsup,_,o+ f(€) > B, é facil ver que podemos fixar € €]0, €g[ de modo que
f(e) > B (pois, se f(e) < B qualquer que fosse € €]0, €], SUPec]0,e0 f(e) < B, e, consequentemente,
lim sups0+ 9(8) = infsegn 1 SUDeeioy J(€) < SUPeciosof £(6) < B). Como, porém, e €]0, cof, ¢(€) >
mg, €, portanto,

B < f(€) < gpe) < sup gm < B

m>mg

— 0 que, evidentemente, é uma contradigao. ]

Exemplo 5.24 (CoNJUNTO DE CANTOR TERNARIO). Seja C’% o conjunto de Cantor terndrio

usual. E facil ver que, para cada n € N, a colecao formada pelos intervalos presentes no estigio n
da construcao de C'1 é uma cobertura de C'1. Em outras palavras, para cada n € N,
3 3

—~

C

1 1 . . . . . .
n) 2t1 29 2tp 211 219 2ip, i
=U.- U [3 tE ettt ottt

w|—

11=0 in=0

contém o conjunto de Cantor. De fato, como C1 = (),,c C1(n), temos C1 C C(ln) qualquer que seja
3 3 3 3
n € N. Sejam 66]0,%[6

1
n:—min{kzeN:ngS%}.

Temos, evidentemente, # <2 < 3% Sendo assim, se, para cada um dos 2" intervalos presentes
na etapa n+ 1 da construcao do conjunto de Cantor, fixarmos um intervalo de comprimento 2¢ que
o contém e, em seguida, considerarmos a colecao formada por esses 271! intervalos de comprimento
2¢, obteremos uma cobertura de C' 1 formada por 2”1 “bolas” de raio e. Logo,

N(C%,e) < 2n+1,

e, consequentemente,

. log N (C§7 ) , log2"*t!  log?2
) = —limsup > — limsup =

dimp (C _ 3 = )
5( 3 0 log € n—too log 2 log 3

Dado ¢ € ]0, % [, consideremos, agora, uma cobertura de C1 formada por N(C1,d) bolas de
3 3

raio ¢ (isto ¢, intervalos de comprimento 24). Seja

1
n::min{kGNzgkﬂ<25}.
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E imediato ver que :,)n% < 20 < 3% Por conseguinte, como a distancia entre quaisquer dois

intervalos distintos presentes no nivel n da contrugdo do conjunto de Cantor é maior do que ou
igual a 3%, cada uma das bolas dessa cobertura pode intercectar no méximo um desses 2" intervalos.
Sendo assim, como cada um desses intervalos possui pontos do conjunto de Cantor, devemos ter,
necessariamente,
N(Cy,6) = 2™
3

Logo,

logN C;,(S log 2n+1 log 2
dimp(C1) :—liminfy > —liminf 8 = 08
3 60 log o n—+o0 Jog 3

log3’

Por fim, como

. E— log 2
<d1mB(C' ) < 1mB(C’ ) < log3’

log 2
log 3"

podemos concluir que a dimensao box-counting de C'1 existe e ¢é igual a
3
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Capitulo 6

Dimensao de Hausdorft

Neste capitulo, voltaremos nossa atencao ao estudo da medida exterior de Hausdorff e suas
propriedades. Em seguida, definiremos a dimensao de Hausdorff de um subconjunto do R™. Poste-
riormente, calcularemos a dimensao de Hausdorff do conjunto de Cantor ternario e da Cantor Dust
via definicao. Por fim, mostraremos que a curva de Takagi é um fractal cujas dimensoes fractal e
topoldgica sdo ambas iguais a 1, mostrando um exemplo de fractal que é excluido pela definigao
de Mandelbrot 1.1. Utilizamos como referéncia principal deste capitulo o livro “Fractal geome-
try: mathematical foundations and applications” [Fal04], do autor Falconer, e como referéncias
complementares [VDE18], [SA11], [Mad06] e [Edg08].

6.1 Medida Exterior de Hausdorff

Definicao 6.1. Seja X um subconjunto de R™ e d > 0. Para cada § > 0, definimos:

oo

HE(X) = inf {Z (diam(U;))? : {U;}ien € C5(X )}

i=1

Tomando todas as possiveis coberturas de X por conjuntos de didmetro menor que J, nosso
objetivo é minimizar a soma dos diametros. E facil ver que se d e ¢ sao tais que § < ¢, entao

{Z diam(U;))? : {Us}ien € Cs(X } {Z diam(U;))* : {Ui}ien € C (X )}

1:A =B

com isso, inf B < inf A. Consequentemente, a aplicagao
g: 10, +o0[— [0, 4-o0]
6= HUX)

é monétona nao crescente, e, portanto, limg_,q+ 7-[5( ) existe e é igual ao supremo do conjunto
{H dX):0> 0} Dividiremos a demonstragao disso em dois casos:

e Se o conjunto {’Hg(X ) : & > 0} é limitado superiormente por um numero real, entao ele
admite um supremo finito L. Dado, entao € > 0, existe dy €]0, +oo] tal que L —e < ¢g(dg) < L.
E como g é nao crescente, disso result que para todo § €]0, dp], tem-se

L—e<g(d) <g(0) <L <L+e,
a partir do que concluimos, pela arbitrariedade do € > 0, que

lim ¢(6) = L.

6—0t

99
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e Se o conjunto {”Hg(X ) : 0 > 0} nao é limitado superiormente por um ndimero real, entao para
todo M > 0 dado, existe &y €]0,+o0[ tal que g(d) > M. Como g é nao crescente, para todo
d €]0, do|, tem-se
g(0) > g(do) > M.

E como M > 0 é arbitrario, resulta da definicao de limite que

lim ¢(6) = +oo0 =sup{g(d) : 6 > 0}.

6—0+

Logo, em qualquer um dos casos,

1 = HX).
i H5(X) = Sup H5(X)

Observagao 6.2. Na demonstracao da proposicao a seguir, adotaremos a conven¢ao de que

d A=o.

Ael

Proposicao 6.3. Sejam d >0 e 6 > 0. Nessas condi¢oes, a aplica¢do

HE PR™) — [0, 400]

X — H(X) (6.1)
€ uma medida exterior.
Demonstracao. e Como ) é uma cobertura de () (pois, § C (Jy ¢y U), resulta da observacao 6.2
que, para cada § > 0, tem-se
HE(D) = inf {Z(dlam( N {Uitien € Cs( @)} < (diam(U))* =
i=1 Uel

e Para quaisquer A4, B C R” tais que A C B, H%(A) < H%(B). Para mostrarmos isso, consi-
deremos, inicialmente, A, B C R" tais que A C B e uma J-cobertura {U;};eny de B. Como
A C B, {U;}ien é, também, uma d-cobertura de A. Consequentemente,

oo
Z (diam(U,
=1

E, como {U;}ien € C5(B) é completamente arbitraria, disso concluimos, por fim, que

o0

H3(A) < inf {Z (diam(V;))* < {Vi}ien € C5(B >} = H3(B).

=1

e Seja € > 0, e seja (A; )]EN uma sequéncia de subconjuntos de R™. Como para cada j € N,

HI(A;) = inf {352, (diam(U;))? : {U;}iew € Cs(4;)}, para cada j € N podemos fixar uma
d-cobertura {By; ;) }ien de A; de modo que

o0

Z(diam(B(i,j)))d < HI(A)) +

=1

€
g.

E facil ver que U2y 45 € U751 By
¢ : N — N x N uma bijecao, e, para cada k € N, seja By, = By (). Como ¢ ¢ uma bijegao,

uma vez que para cada j € N, A; C 2, By ;). Seja



6.1 MEDIDA EXTERIOR DE HAUSDORFF 61

tem-se, evidentemente, \J;5_; By = Ups By,. Logo, U2 45 € Uil By, e, portanto,
Hd (U°° ) < 3°9%°  (diam(By))?. Como, porém, para cada m € N, 37 (diam(By,))? <
diie 1(dlaum(B(l-J)))d, tem-se

E, como, para cada j € N, Y22, (diam(B; ;)¢ < HJA; + £, disso resulta, por fim, que

277

Proposicao 6.4. Para cada d > 0 a aplicag¢do

HT: P(R") = [0, +od]

X — lim HY(X) (6.2)
§—0+

€ uma medida exterior.
Demonstragao. Seja d > 0. Nessas condicoes:

e E facil ver que H%(0) = 0, pois para cada § > 0 HE(D) = 0 qualquer que seja d > 0, sendo
assim, tem-se
HAD) = lim HF(D) = lim 0= 0.
(0) = lim H5(0) = lim
e Para quaisquer A, B C R” tais que A C B, H%(A) < HY(B). Para ver isso, basta notar que
para cada ¢ > 0, HE(A) < HI(B), disso resulta que

HI(A) = lim HL(A) < Jim, HA(B) = HY(B).

6—0t

e Para qualquer sequéncia {A;};en de subconjuntos de R™, temos que para cada 6 > 0 e cada
1 €N,
HI(A;) < sup HE(A;) = HY(A).

e>0

Consequentemente, para cada i € N e cada § > 0, tem-se

H (G Ai) < iHE’(Ai) < Z%d(Ai)-

=1
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Sendo assim,

He (U AZ) = sup HY (U A,) <> HUA.
i=1 >0 i=1 i—1

O]

Definicao 6.5 (MEDIDA EXTERIOR DE HAUSDORFF). A medida exterior #? ¢ chamada de medida
exterior de Hausdorff de dimensao d.

Observagao 6.6. Resulta do teorema de Caratheodory que

A= {AgX:VEgX,”Hd(E) :Hd(EﬂA)+Hd(EmAC)}

é uma o-algebra, e que Hd‘A ¢ uma medida.

Observagao 6.7. A medida de Hausdorff d-dimensional em R™ generaliza as ideias de compri-
mento, area, volume, etc, uma vez que ela é um multiplo da medida de Lebesgue L™, isto é, se
3 L4(A)

Cn

™

Cn = Sarmy (i); é o volume da bola unitéria de R”, entdo H%(A) = , para todo boreliano A C R".
n)1

Da mesma forma que a dimensao box-couting possui um bom comportamento com relagao as
aplicacoes Lipschitz, veremos a seguir que o mesmo ocorre com a medida de Hausdorff.

Proposicao 6.8. Seja X CR"”, e seja f: X — R™ uma aplicagdo tal que |f(x) — f(y)| < clz —y|®
para x,y € X e constanstes o > 0 e ¢ > 0. Entdo para cada s, Ha (f(X)) < caH*(X).

Demonstragdao. Se {U;} é uma J-cobertura de X. Como
diam(f(X NU;)) < ediam(X NU;)® < ediam(U;)<,

disso segue que {f(X NU;)} é uma cd“-cobertura de f(X). Portanto,
> diam(f(X NU;)e < ca y_ diam(U;)°".

Com isso,

S

5a(X) < cxH3(X).

Tomando § — 0, obtemos
Ha (f(X)) < ca(X).

O resultado para o caso Lipschitz é imediato ao tomarmos o = 1. ]
A seguir apresentaremos dois corolarios imediatos da proposicao 6.8.

Corolario 6.9. Se f é Lipschitz, entao H*(f(X)) < ¢*H?(X).

Demonstracao. Consequéncia imediata da proposicao 6.8 tomando o = 1. O

Proposigao 6.10. Seja f : R” — R™ uma aplicagdo de similaridade com fator de escala r > 0. Se
X C R, entao H*(f(X)) = r*H*(X).

Demonstragdao. Ja que |f(z) — f(y)| = r|z — y|, entdo
@) = ) =" e —yl

para z,y € X. Aplicando a proposicio 6.8 para f e a f~! obtemos o desejado. O
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6.2 Dimensao de Hausdorff

Nesta secao vamos apresentar a dimensao de Hausdorff, bem como, suas propriedades.

Lema 6.11. Para cada A C R" eziste um tnico d € [0,00] de tal modo que:

Ht(A) ) oo, para cada t < d,
- 0, para cada t > d.

Demonstragao. Dados d <t e {U;}2, é uma 0- cobertura de A temos que:

diam U;)" <) *(diam U;)? - (diam U;)' ¢
Z(lam )_Zi:(lam )¢ (diam U;)

¢ <6

<674 (diam Uy)”.

Tomando o infimo sobre todas as possiveis d-coberturas:

inf {Z(diam U)t:U; e C(;(A)} < inf {&f—d > (diam U;)? : U; € C(;(A)} .

3 K3

Assim, temos que:

HI(A) < 5IHE(A).

63

Com isso, se H?(A) < oo, entdo HE(A) < oo para § suficientemente pequeno. Portanto, tomando

o limite quando § — 0 segue H!(A) = 0 para t > d. Analogamente, temos que:

5D 4t (A) < HI(A).

Assim, se 0 < H'(A), entao 0 < H'(A) < H%(A) para todo § e tomando o limite quando § — 0

segue HY(A) = oo para t < d.

O]

O Lema 6.11 motiva a definicdo da dimensao de Hausdorff de um determinado conjunto A, o

qual a denotaremos por dimy A.

Definicao 6.12 (DIMENSAO DE HAUSDORFF). A dimensao de Hausdorff de A é dado por

dimy(A) = inf{d > 0 : HI(A) = 0} = sup{d > 0 : H(A) = co}.

H (F)

0 f |8
0 dimy F n

Figura 6.1. Dimensao de Hausdorff.
Fonte: autora.
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Observagao 6.13. A dimensao de Hausdorff de um conjunto F© C R™ é o tnico ntmero real
d € [0, +oo[ tal que, para todo s € [0, +o00],

s <d= H(F) = +oo0,

s>d= H(F)=0.

De modo intuitivo, a dimensao de Hausdorff de F' é o ponto em que a aplicacao H® “salta” de +oo
para 0, como podemos observar na Figura 6.1.

Apresentamos a seguir algumas propriedades da dimensao de Hausdorff.
Proposicao 6.14. A dimensao de Hausdorff do conjunto vazio € igual a 0.

Demonstra¢do. Vimos na proposicao 6.4 que H%() = 0 qualquer que seja d > 0. Portanto,
dimy, ) = sup {d >0:HUD) = oo} =0,

pois, H(0) = oo, e H4(()) = 0 qualquer que seja d > 0. O
Proposicao 6.15 (MONOTONICIDADE). Se A C B, entdo dimy/(A) < dimy(B).

Demonstragdo. Ja que A C B, entdao toda cobertura de B também serd uma cobertura de A.
Com isso, decorre, imediatamente, da propriedade da monotonicidade de medida de Hausdorff que
garante H(A) < HY(B) qualquer que seja d > 0. Como H4(A) < HY(B), se HY(A) = oo, entdo
H(B) = co. Sendo assim,

{dzo:?—td(A):oo} - {dzO:?—ld(B):oo},
consequentemente,
sup{dz 0:HYA) :oo} Ssup{dEO:’Hd(B) :oo}.

Portanto, dimy (A) < dimy/(B) O

Proposic¢ao 6.16 (ESTABILIDADE ENUMERAVEL). Se {X;}ien € uma cole¢ao enumerdvel de sub-
conjuntos de R™, entao

dimy (U Xi) = sup {dimy (X;)} .

i=1 izl

Demonstragdo. Para todo i € N, X; C |J:2, X;. Sendo assim, pela proposigao 6.15 (monotonici-
dade), para todo i € N, temos que

dimy X; < dimy (U Xi> .
=1

Como dimy (|J;2; X;) é uma cota superior para {dimy X; : i € N}, podemos concluir que

(o]
supdimy X; < dimy U X |.
izl i=1

Ademais, seja s > sup;; dimy(X;) qualquer que seja i € N, consequentemente, H*(X;) = 0 para
todo i € N. Por essa razao, pela proposi¢ao 6.4 (subaditividade enumerdvel), temos

He (G Xi> < iHS(XZ-) = 0.
i=1 i=1
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Disso resulta que
(0]
dimy (U Xl) <s
i=1
Portanto,

dimy (U X,-) < sup dimy (X;).

i—1 i>1

Proposicao 6.17. Se X C R™ é um conjunto enumerdvel ou finito, entao dimy(X) = 0.

Demonstragao. Se X é enumeravel ou finito, entao podemos escrever X como uma uniao de con-
juntos unitérios, isto é, X = (J;2, X; tal que para todo ¢ € N, X; é um conjunto unitdrio. Como
para cada i € N, HO(X;) = 1 e HY(X;) = 0 qualquer que seja d > 0, podemos concluir que para
cada i € N, dimy X; = 0. Logo resulta da proposigao 6.16 (estabilidade enumerével) que

o
dimy X = dimy U X; =supdimy X; = 0. O
i=1 .
Proposicao 6.18. Seja X C R" e suponha que f : X — R" satisfaz a condicao de Holder
|f(z) — f(y)| < clz — y|* para z,y € X. Entdo dimy f(X) < L dimy(X).

Demonstragao. Como, por hipdtese, a desigualdade de Holder ¢é valida, pela proposicao 6.8 temos
que Ha (f(X)) < caH?(X) para todo s. Observe que se dimy X < s, entdo pela definicio da
dimensao de Hausdorff #*(X) = 0, o que implica que Ha (f(X)) = 0. Portanto, novamente pela
definigao ¢ao da dimensao de Haudorff, dimy, f(X) < 2. Assim, tomando o infimo dos s, temos
que

1
dimy f(X) < = dimy X < 2.
« o

Corolério 6.19. Se f é uma aplicagao Lipschitz, entdo dimy (f(X)) < dimy (X)
Demonstracao. Consequéncia imediata da proposi¢ao 6.18 tomando o = 1. ]

Definigao 6.20 (APLICAGAO BI-LiPsCHITZ). Seja X C R™. Uma aplicacao f : X — R™ é dita ser
bi-Lipschitz se existe c1,co € R tal que

ale —yl <|f(z) = F(Y)| < ealz —yl.

Observagao 6.21. Se f é bi-Lipschitz, entao f é injetora. De fato, assuma que f(z) = f(y), entao
1
lz—y| < a|f(33)—f(y)| 0= |r—yl=0=zx=y.

Observacao 6.22. Se f ¢é bi-Lipschitz, entdo f~': f(X) — X ¢ Lipschitz. De fato, observe que a
aplicacio f~! estd bem definido por causa da observacio 6.21. Seja a = f(z) e b = f(y) € f(X).
Noés temos que

57 ) = O =1 @) — W] = e~y < 17@) — £l = Tla -

Proposicao 6.23. Se f : X — R™ € uma transformagao bi-Lipschitz, entdo dimy f(X) =
dimy (X).
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Demonstragao. Pelo corolario 6.19, temos que dimy (f(X)) < dimy(X). Usando a observagao 6.22,
no6s sabemos que f~! é Lipschitz. Portanto, podemos aplicar o corolario 6.19 também em f~!, e
dai

dimg(X) = dimy (£ (F(X))) < dimy(F(X)).

Proposigao 6.24. Para cada conjunto nao vazio limitado X C R",

dimy(X) < dimp(X) < dimp(X).

Demonstragio. Suponha que 1 < HY(X) = %ir%Hg(X) para algum d > 0. Como %irr(l)?-[gl(X) > 1,
— —

resulta da definigio de limite que existe um &y € [0, 1] tal que, para todo 0 < § < &y, H4(X) > 1.
Seja {Ul, cees UNé(X)} uma cobertura de X formada por N5(X) conjuntos de didmetro menor ou

igual a 6. Como
o0

H?(X):inf{ (diam(U;))? : {U;Yien € C5(X )}

Il
—

podemos concluir que

Logo, em particular, 1 < Ns(X)6? qualquer que seja 0 < § < §. Como a funcio logaritmica na
base e é estritamente crescente, disso resulta, por sua vez, que

0=1In(1) < In (N(;(X)éd> = In (N5(X)) + d1n(5),

qualquer que seja 0 < § < dp. Logo, para todo 0 < § < §p, tem-se

In(N5s(X))

1
< =00

(pois 0 < dp < 1 = In(d) < 0). Consequentemente, para todo 0 < € < o,

: n (N5(X)) |
mf{ 1nw).0<(5<6}>d,
e, portanto,
sy 0 =t - 20
g { (S(X) )
—seligmf{ (o) 0< o< }
zinf{ (fr\i‘ég()).0<6<50}zd.

Sendo assim, para todo d > 0,

d < dimy(X) = HYX) =00 > 1= s < dimp(X).

— a partir do que concluimos, por fim, que dimg(X) < dimp(X). O

Definicao 6.25 (TOTALMENTE DESCONEXO). Um espaco X é totalmente desconexo se seus
Unicos subconjuntos conexos sao os unitarios.

Proposigao 6.26. Cada conjunto X CR"™ com dimy (X) < 1 € totalmente desconezo.
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Demonstracao. Sejam x e y dois pontos distintos de X. Defina a aplicacao

f:R" — [0, o]
fz) = —al

Usando a desigualdade triangular reversa temos que
1f(2) = f(w)| = |z = 2] = [w — 2] < [(z —2) = (w —2)] = [z —w],

entdo f é Lipschitz, e pelo coroldrio 6.19, dimy f(X) < dimy X < 1. Portanto, f(X) é um
subconjunto de R com H!(f(X)) = 0, uma vez que dimy f(X) < 1, temos que 0 < H}(f(X)) <

gl dimy f(X)’Hgim” f(X)f(X) qualquer que seja 6 < 1. Mas,

lim (% D (£(X)) < 00 = 1im § - 7B I (£(X)) = 0

6—0 6—0

#(dimag £CO) £(x)
teorema gonfronto lim %%(f(X)) =0
6—0
= H!(f(X)) =0.

e, além disso, R\ f(X) é denso em R. Sendo assim, existe um r € R\ f(X) tal que r € (0,y). Note
que, para todo z € R",

ZEXTﬁ()f()#r (6.3)
= (f(2) <r) ou (f(2) >7) (6.4)
= (z—z|<7r) ou (|]z—z| >r). (6.5)

Logo,
X={zeX |z—z|<r}u{lz—z| >r}.
=A =B

Note que A e B sdo abertos de X, pois A = f~1((—oo,7) N X) e B = f~}((r,+00) N X). Além
disso,r € A, poisz € Xelr—z|=0<reyeB,poisye Xer< fly) =|y—x|,entdox ey
estao em componentes conexas distintas de X. De fato, suponha por absurdo que x e y pertencam
a mesma componente conexa em X, a qual chamaremos de C. Observe que ANC e BN C sao
abertos de C', pois A e B sao abertos de X tal que

(AnC)N(BNC)=(ANB)NC=0NC =0,

0
e
(AnC)u(BNnC)=(AuB)NnC=XnNnC=_C.
Logo, x € ANC, ey e BNC, que é um absurdo, pois, por hipdtese, C' é conexo. ]

6.2.1 Exemplos Classicos

Nessa secao apresentaremos alguns exemplos do calculo da dimensao de Hausdorff de alguns
fractais.

Exemplo 6.27. Seja D a Cantor Dust. Afirmamos que D tem dimensao de Hausdorff igual a
d =1 e, além disso, 1 < H¥(D) < v/2. Para ver isso, note que o k-ésimo estdgio da construcio da
Cantor Dust, Ej,, consiste em 4% quadrados de lado 47% e, portanto, de didmetro 47%v/2. Tomando



68 DIMENSAO DE HAUSDORFF 6.2

os quadrados de Ej, como d-cobertura de D em que § = 47%1/2, obtemos uma estimativa

oo 4k
HY(D) = int {Z(diam(m))l A{Uiien € c(;(p)} <Y (diam(Q))" = 4* (4—k\/§) = V2.
i=1 =1

Portanto,

HY(D) = lim H}(D) = lim V2 =2

50+ 50+

Para a estimativa inferior, considere a projecao ortogonal no eixo x, isto é, a aplicacao

proj: R? 5 R
(z,y) — x.

Agora observe que a projecdo ortogonal é uma aplicacdo Lipschitz, pois dados (z1,%1), (72, y2) € R?
tem-se que

| proj(w1,y1) — proj(w2, y2)| = |21 — z2| < [|[(21 — 22,91 — vo)|| = |[(z1,91) — (22, 92)Il-

Devido a construgao de D, sua projecao no eixo x é o intervalo unitdrio [0,1] como pode ser
observado na figura 6.2. Resulta da proposicao 6.18 e, de que H'([0,1]) = 1, tem-se

n
-..
l..
= o
l..
a”
"
E F

Figura 6.2. Construcdo da Cantor Dust.
Fonte: autora.

#1([0,1]) = H'(proj D) < H'(D).
Logo, H!'(D) > 1. Portanto, dimy (D) = 1.

Lema 6.28. Todo subconjunto nao vazio e limitado de R estd contido em um intervalo fechado de
R com mesmo diametro do conjunto.

Demonstragao. Seja U um subconjunto limitado e nao vazio de R. Como, para quaisquer z,y € U,
vale que inf(U) < z < sup(U), e que inf(U) < y < sup(U), temos |z — y| < sup(U) — inf(U)
quaisquer que sejam z e y em U. Por conseguinte, diam(U) < sup(U) —inf(U). Seja € > 0. Resulta
da definigao de supremo que podemos fixar 2’ € U de modo que x’ > sup(U) — 5. Da mesma forma,
resulta da definicdo de infimo que podemos fixar 2” € U de modo que z” < inf(U) + §. Como 2" >
sup(U)—§, e 2" < inf(U)+ §, é imediato ver que 2’ —2” > sup(U) —inf(U) — e. Consequentemente,
diam(U) > |2/ — 2”"| > 2’ — 2" > sup(U) — inf(U) — €. E, como € > 0 é completamente arbitrario,
disso concluimos que diam(U) > sup(U) — inf(U). Logo, diam(U) = sup(U) — inf(U), e, portanto,
[inf(U),sup(U)] é um intervalo fechado que contém U e cujo diametro é igual ao de U. O

Lema 6.29. Se a €]0,1[, entdo, para quaisquer a,b € [0, 4+o00[, tem-se (a + b)* < a® + b™.

Demonstragao. Seja a €]0,1], e seja a > 0. Suponhamos, inicialmente, que a > 0 e consideremos a
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aplicagao

f:]0,400] — R
xr—a®+ 2% — (a+x)°.

Como f é continua em [0, +0o0[, e como, para todo x €]0, +o0],

1 1
r<zr+a=>—>
T T+ a
N 1 - 1
1—a>0 17 7 (z+a)l—@

a—1

=2t < (x+a)
= fa)=a-2°—ala+2)*1 >0,

f é estritamente crescente em [0, +oo[. Logo, para todo b € [0, +o0], tem-se
a®+b* — (a+b)* = f(b) > f(0) = 0.
Se, por outro lado, a = 0, entao, para todo b € [0, 4+00[, tem-se, evidentemente,
(a+0)* =0b" =a*+ 0%,

de modo que, também nesse caso, (a + b)* < a® + b* qualquer que seja b € [0, +o0l. O
log 2
log 3?
além disso, % < HYC: ) < 1. Para mostrar isso, notemos, de inicio, que, para cada k € N, a colecao

1
3k

Exemplo 6.30. O conjunto de Cantor ternario tem dimensao de Hausdorff igual a d = e,

{Ekj cjedfl,... 2k }} dos 2¥ intervalos da k-ésima etapa da construcao de C1 é uma =--cobertura
3

de C'1. Disso resulta que
3

Hd1 (C%) inf {Z(dlam(Uz))d : {Ui}ieN S C:%k (Ci)}

3k °
=1

2 1\? o
< (diam(Ey,))* = 2* - <3k> = 3R
=1

2k ok 2k
T okdlog(3) — oklog(2) | 2k

Consequentemente, H%(C1) = lim H% (C1) < 1.
3 k—oo 3k 3
Agora vamos provar que ’Hd(C%) > 1. Para isso, mostraremos que, para qualquer cobertura

{Ui}ien de C 1 cujos elementos sejam conjuntos limitados, tem-se

[e.e]

> (diam(U;))* >

=1

: (6.6)

N

E, para tanto, vamos inicialmente provar que, se 6.6 valer no caso em que {U,};cn é uma colegao
finita de intervalos fechados e limitados, entao valerda qualquer que seja a cobertura {U; };en de C 1
cujos elementos sejam conjuntos limitados.!

Consideremos, pois, uma cobertura qualquer {U;};en de C 1 cujos elementos sejam conjuntos
limitados e suponhamos, sem perda de generalidade, que U; seja nao vazio qualquer que seja ¢ € N.

INa verdade, a desigualdade 6.6 se verifica qualquer que seja a cobertura {Ui;}ien de C%.
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Nessas condigoes, resulta do lema 6.28 que, para cada i € N, podemos fixar um intervalo fechado
Ji = [a;, b;] de modo que U; C J;, e diam(J;) = diam (Ul)

1 1
Seja € > 0, e, para cada i € N, seja W; = }ai — % (i) d b + % (%) d [ Tem-se, evidentemente,

Logo, {W;}ien é uma cobertura aberta do conjunto de Cantor, e, portanto, possui uma subcobertura

finita {W;,, ..., Wzk} Como, para cada j € N, Wy, é um intervalo aberto, e W;, C W; , ¢ imediato

ver que {W;,,...,W;, } é uma cobertura finita de C'1 formada por intervalos fechados. Sendo assim,
3

tem-se, por hlpotese ZZ 1 (diam (W, W;,))¢ > 1. Por conseguinte,

e

w\»—u
M
=]

o

E

<diam(J;)4+ 57 (pelo lema 6.29)

=diam(U;)¢ T
= Z diam (U;)? + €
i=1

E, como € > 0 é completamente arbitrario, disso concluimos, por fim, que

R 1
> (diam(U;))* > 5 (6.7)
i=1
A seguir, mostraremos que, se {Uj,...,Uyx} é uma cobertura de C'1 formada por N intervalos
3

fechados e limitados, entao Zf\; 1 diam(Ui)d é, de fato, maior do que ou igual a % Para tanto,
suponhamos, sem perda de generalidade, que cada um desses intervalos possua diametro menor do
que 1 (se nao for esse o caso, é s6 dividir cada um dos intervalos com didmetro maior do que ou igual
a 1 em tantas partes quantas forem necessarias para que cada um dos subintervalos resultantes
possua diametro menor do que 1 e considerar a nova cobertura assim construida). Dado que, por
hipétese, diam(U;) < 1 qualquer que seja i € {1,..., N}, para cada i € {1,..., N}, podemos fixar
k; €{0,1,2,...} de modo que 3,%% < diam(U;) < 3%2

Seja j € {1,...,N}. Como a distancia entre quaisquer dois intervalos presentes na kj;-ésima
etapa da constru(;ao de C 1 ¢ maior do que ou 1gual a k, ¢ imediato ver que U; pode intersectar no

maximo um desses 1ntervalos (pois diam(U;) < " 1. Alem disso, é claro também que, se £ € N é tal
que ¢ > kj, entao, como cada intervalo presente na k;-ésima etapa da construcao de C'1 da origem
3

a 2% intervalos presentes na f-ésima etapa, U; intersecta, no maximo, 2t=k; desses intervalos.
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Note, ainda, que
3~ < diam(U)) = 370 < (diam(U;))?
3,dkj
34
= 37% < 3¢ diam(U;)?,

= < (diam(U;))?

de modo que, para cada ¢ € N tal que £ > k;, tem-se
2671@ — 25271%' — 2Eefkj log(2) _ 2€efdkj log(3) _ 2€3fdkj < 2€3d(dlam(U]))d

Seja £ € N tal que ¢ > k; qualquer que seja i € {1,...,N}. Como cada intervalo presente na
{-ésima etapa da construgao de C1 é intersectado por algum dos elementos da cobertura, tem-se
3

N
2t < Z(nﬁmero de intervalos presentes na ¢-ésima etapa que sao intersectados por U;)
i=1
N N N
<) 2R <y 23 (diam(U;)) = 23 ) diam(U;)”.
i=1 i=1 i=1

E, sendo assim, podemos concluir que, de fato,

N 1 1 1 1

. \\d — = =3
Zl(dlam(Uz)) Z 3d - €dlog(3) - elOg(2) o 2

Finalmente, notemos que, como, para cada § > 0 e cada d-cobertura {U; };en de C1, vale que
3

oo

Z(diam(Ui))d > %,

i=1
temos
. =, .. 1
’H?(Cé) = inf {Z;(dlam(Ui))d : {Ui}z’GN S C(S(Cé)} > 5

qualquer que seja & > 0, e, por conseguinte, também

1
d T d 1
HYCL) = Jim, H5(C1) = 5
d 1 ; _ g _ log(2)
Logo, 1 <H (C%) < 3, e, portanto, dlmH(C%) =d= Tos(3)

6.3 Curva de Takagi

Nesta secao apresentaremos a funcao de Takagi, algumas propriedades, provaremos que as
dimensoes de Hausdorff e a box-counting sao ambas iguais a 1. Por fim, mostraremos que a dimensao
indutiva da curva de Takagi igual a 1. Utilizamos o artigo [Mad06] como referéncia principal dessa
secao. Comecaremos com a seguinte defini¢ao:

Definicao 6.31 (FUNGAO DE TAKAGI). A funcao de Takagi é a funcdo 7: [0, 1] — R tal que,

para cada x € [0, 1],
T(z) = Z/ ri(t)dt,
=170
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em que, para cada k € N,

Tk : [0,1] — R
t—s (=12

é a k-ésima funcao de Rademacher.

2/3 1

[

Figura 6.3. Grdfico da funcdo de Takagi.
Fonte: autora.
Lema 6.32. O conjunto dos pontos de descontinuidade de 1y, € finito.

Demonstragao. O conjunto dos pontos de descontinuidade da funcao ry é:

A:{%nneﬂwuﬁﬂ}

De fato, seja 0 <t < 1. Temos dois casos a considerar:

e Caso: t ¢ A.
Seja n(t) == max {n € {0,...,2"} : Zx <t}. Como t ¢ A, n(t) = 0. Note que
n n+1
oF <t<

Logo, n < 2% < n + 1. Portanto, ri(t) = (—1)L2ktJ = (—1)". Além disso, é claro também que
para qualquer s € (2%, "2—4,;1), temos que 7,(s) = (—1)". Consequentemente,

limrg(s) = (—=1)" = ri(t).

s—t

Portanto, r é continua em t. (Dado € > 0, é claro que se s € (2%, 241) entdo [ry(s) —ri(t)| =

2
[(=D)" = (=1)" =0 <e).

e Caso: t € A.
Nesse caso, existe umtnico n € {1,...,2*} tal que t = or- Observe que, se s € (2”2—;1, 2%)
[0,1], entdo 2¥s € (n — 1,n), e, portanto, rj(s) == (—1)2") = (=1)"=1 £ (=1)" = r(t) e
portanto, r; nao é continua em t.
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Observe que a funcao

f{1,....2"y — A4

7’L|—>27k

é uma bijecdo. Portanto, A possui 2¥ elementos. Portanto, A ¢ finito. O
Proposigao 6.33. ry : [0,1] — R sao integrdveis.

Demonstragao. Inicialmente note que ry, é limitada, uma vez que Im(ry) = {1, —1} que é finito e,
portanto, limitado. Pelo Lema 6.32 o conjunto de pontos de descontinuidade de ry é finito (e tem
medida nula), logo por teorema temos que as 7 sdo integraveis. ]

Lema 6.34. Para todo inteiro n > 0,

o0

> pilw) <3

i=n+1

O-D\l\.')

Demonstragao. Incialmente vamos analisar a soma aos pares:

i pi() = {Zzgﬂ (p2i—1(x) + p2i(x)), para n par ;

Pl 2 imyng1 (p2i(2) + p2it1(2)), para n fmpar .

Agora iremos analisar a soma pg(x) + pg+1(z). Note que essa fungao é sawtooth truncada com
periodo 2'7% e com valor maximo 2~%. Entao

ST ! ()
! 2 1 4z7+! 8§ 1 2
mel +p2%()<ZW:ZﬁZQZZ: 1_1 =3 m.a-32%
’L—2+1 <Lk: 2A : Z—%+1 i:%+1 i=%+1 1
=2k~ 22i—

e de modo similar temos que

o0 Foo =1 T 4] 2

21 _ 42 _ -
Do i@ (@) < 2=} S=d =y =2
_n+1 n+tl n+l 4

)

Lema 6.35. A funcdo de Takagi 7 € continua.

Demonstragao. Observe que para todo € > 0 e n € N, tem-se

2. 1 €= — 1 <3
- =< €
3 o 2n=

& —(n —1) < logy(3e)
e n—1>—log,(3e)
< n > —logy(3e) + 1

1
& n > logy (35) + 1.

Dado € > 0, note que, se tomarmos ng € N tal que ng > log, ( ) + 1, teremos que, para todo
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n € N e todo z € [0, 1],

1
n>n0:>n>log2<3€>+1

Portanto, (i pi),cy converge uniformemente a 7 em [0, 1]. O
Corolario 6.36. O grdfico de 7, Gr := {(z,7(x)) : x € [0,1]} C R?, € conezxo.
Demonstragao. Pelo lema 6.35 7 é continua, com isso a fungao

f:0,1] = [0,1] x R
x = (z,7(x))

também é continua. Por teorema, sabemos que os tinicos subconjuntos conexos de R sao os interva-
los, assim temos que [0, 1] é conexo, portanto, como f é continua segue que f ([0,1]) = {(x, 7(z)) :
x € [0,1]} = Gr(7) é conexo. O

Proposicao 6.37. dimy Gr(7) = dimp(Gr(7)) = 1.

Demonstragao. A proposi¢ao 6.26 afirma que se um conjunto F' C R" tem dimgy(F) < 1, entao
F é totalmente desconexo. Pelo corolario 6.36 vimos que Gr(7) é conexo, com isso temos que
dimy (Gr(7)) > 1.

Resta mostrarmos que dimy (Gr(7)) < 1. Para isso, particione o intervalo fechado [0, 1] em 2*
segmentos de comprimento 2%, e, lembremos que:

00 k >
@) =3 pil@) = Do)+ D0 pie).
i—1 i=1 i=k+1

Vamos mostrar a seguir que modulo da inclinacao de qualquer ”parte linear”de qualquer uma das
fungoes poligonais p; é menor do que ou igual a 1. De fato, seja

Pk : [07 1] —

R
:L‘r—>/ ri(t)dt
0

Com efeito, dado z € [0, 1], é facil ver que:

e sex € [0, 2% [, entao

pk(x):/Ozrk(t)dt:/Ogg(—l)tzk”dt:/ox(—l)odt:/Oz 1dt = =

1 1

Pk(x):/oxrk(t)dt:/ozk Tk(t)dt—i—/lx rk(t)dt:/0%(—1)0dt+/1x(—1)1dt

ok
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2 1 2

ok z ok ok z
pi(z) = / rk(t)dt—i—/ re(t)dt = / re(t)dt + / rk(t)dt—i—/ 1dt
0 2% 0 2% 2%
1 2 1 2
De modo geral, para cada j € {1,...,2"} e cada z € [;2%1, 2]7}7 vale que:

e se j é impar, entao

=1 12761 :(_1)171 2;191 =1
—_———
=0 =o—
e sej=2, entéopk(:c):%k—x: 2]—;—:13;
e se j é par e diferente de 2, entao
v 2 o e @ j
0 Sl ~ e s
2 _(_1)1—1 2 =1 2 =—1

Sendo assim, para cada ¢ € N e cada j € {1,. 2]‘3} podemos fixar ég e {-1,1} e 773 € R de
modo que, para cada x € []2%1, 2,6}, vi(z) = fjx + n]. Por conseguinte, para cada k € N, cada
je{l,....,k} ecadazx € {32;,61,%},

pila) + ..+ on@) = (4 e) o+ (nl+. 4n]).

Como, porém, 773 € {—1,1} quaisquer que sejam i € N e j € {1,...,2F}, é imediato ver que, para
cada k € Necada j € {1,...,2F} tem-se

‘§{+...+§i’ < ‘f{(+...+ ‘gi‘ = k.
=1 =1

Sabemos, pelo lema, 6.34 que, para cada k € N, 7%, | pi(x) < % .27k Assim, para cobrirmos
completamente Gr(7), precisamos considerar apenas ny = 2k retangulos {Uy ¢}1<i<i de altura
27k e+ % 27k = 9-k. (% + k‘) Pelo teorema de Pitagoras, podemos determinar que esses retangulos

tem didmetro 27%4/1 + (k + %)2

Vamos analisar o caso em que k = 3. Sejam Ry, ..., Ry e Rg os retangulos mostrados na figura
6.6, e, para cada j € {1,...,8}, seja y; a altura da base superior do retangulo R;. Examinando a
figura, é imediato ver que o grafico de p; + p2 + p3 estd contido em U?Zl R;. Por sua vez, como
0< Z+ 3 pi(z) < 2 qualquer que seja x € [0,1], é claro também que, para cada j € {1,...,8} e
cada z € [381, %],T(l‘) =32 pi(x) = p1(x) + p2(x) + p3(z) + 315 pi(z) < y; + . Sendo assim,

podemos concluir que, para cada j € {1,...,8} ecadaz € [%, %], 7(z) pertence a um retangulo
de base 1 g€ altura 2 g+ 12 (para encontrar esses reténgulos basta substituir cada um dos R; por
um retangulo de mesma base 1nfer10r e altura 3 + ). Logo, o Gr(7) estd contido na reuniéo de 8

retangulos de base 1 ge altura 1 3 4
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Figura 6.4. Caso k= 1.

Fonte: autora.
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Figura 6.5. Caso k = 2.

Fonte: autora.
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CURVA DE TAKAGI

Figura 6.6. Caso k = 3.
Fonte: autora.

7

Seja 0 == 27F\/1+ (k—i— %)2 Note que limp_ o 0 = 0, conforme exigido pela hipétese do

teorema A.9. Finalmente, precisamos considerar

21 14 (k14 2) 1

2k /14 (k+ 2)?

1> Oky1
> =5

Assim, ¢ := % satisfard a parte final da hip6tese do teorema A.9. Portanto, o lema garante que

log Ns(F 1
i sup 250 i sup 198
5—0 —logd k—oo —l0g 0k
Uma vez que
log ng log 2*

k—o0 — 10g O k—o0 2—k /1+(k+%)2

podemos concluir que dimpg < 1.

=1,

Portanto, resulta da proposigao 6.24, que dimy (Gr(7)) = dimp(Gr(7)) = 1.

Veremos a seguir que a dimensao indutiva fraca da curva de Takagi é igual a 1.

Teorema 6.38. A dimensdo indutiva fraca de Gr() € igual a 1. Isto €, ind (Gr(r)) = 1.
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Demonstragao. Inicialmente, notemos que, como 7 é continua, a aplicacao

h:[0,1] — Gr(7)
z— (z,7(x))

é um homeomorfismo. De fato:
e h é continua, pois suas componentes sao continuas;
e h é, evidentemente, inversivel, e

proj: Gr(r) — [0,1]
(z,7(z)) —

¢é a inversa de h; e

e proj é continua, pois é uma contragao.

Sendo assim, resulta do teorema 4.47 que ind ( Gr(7)) = ind ([0, 1]) = 1. O



Capitulo 7

Sistemas de Funcoes Iteradas

Neste capitulo veremos que, em muitos casos, fractais sao definidos como atratores de um
sistema de fungoes iteradas (IFS). Definir fractais por meio de sistemas de fungoes iteradas muitas
vezes facilita o calculo de sua dimensao de Hausdorff, uma vez que fazer o cédlculo pela definigdao
é, em geral, bastante complicado. Sendo assim, vamos estudar, os conceitos de contragao, sistemas
de fungoes iteradas, métrica de Hausdorff, atrator de um IFS, bem como alguns exemplos. As
referéncias utilizadas neste capitulo foram [Fal04] e [Barl4].

Defini¢ao 7.1 (CONTRAGAO). Dado n € N, dizemos que uma aplicacao S: R” — R" é uma
contracao se existe r € [0, 1] tal que |S(z) — S(y)| < - |z — y| quaisquer que sejam x e y em R™.
Se S: R" — R™ é uma contragao, e r € [0,1] é tal que [S(x) — S(y)| < r - |z — y| quaisquer que
sejam x e y em R™, dizemos que r é o fator de contragao de S.

Definigao 7.2 (SISTEMA DE FUNGOES ITERADAS). Um sistema de fungoes iteradas ou iterated

function system (IFS) é uma estrutura da forma {X;S1,..., Sy} tal que (X, d) é um espago métrico
completo e cada S; : X — X, i =1,...,m, é uma constracdo em X. O fator de contragao de
um IFS é o méximo dos fatores de contracao das Si,..., Sm.

Definigao 7.3 (4-VIZINHANGA). Seja (X,d) um espago métrico e seja A C X, e, seja 6 > 0.
Definimos a d-vizinhanga do conjunto A como sendo o conjunto dos pontos que distam menos
do que § de A, isto é,

As ={zr € X :|r —a|] < para algum a € A}.

L]
SemeoToteme, Lo

Figura 7.1. A §-vizinhanca do compacto A.
Fonte: autora.

Definiremos a distancia entre dois subconjuntos A e B de X, como sendo o menor § tal que a
d=vizinhanca de B contém A e vice-versa:

Definigao 7.4 (DISTANCIA DE HAUSDORFF). Sejam A, B C K(X), entdo a distancia de A e B é

dada por
dy(A,B)=inf{0 >0: AC Bs, e BC As}.

79
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A métrica dy é conhecida como métrica de Hausdorff.

Mais detalhes sobre a métrica de Hausdorff podem ser encontrardos no capitulo 9 do livro
[Fal04] e no capitulo 3 de [SA11].

Definicao 7.5. Seja (X,d) um espago métrico. Denotaremos por K(X) a colegao de todos os
subconjuntos compactos nao vazios de X, isto é:

K(X):={AC X : A écompacto, e A # 0}.

A proposicao a seguir é um resultado classico que diz respeito a métrica de Hausdorff.

Proposicao 7.6. Seja (X, d) um espaco métrico completo. Nessas condigoes:
1. (K(X),dy) € um espago métrico completo;

2. se (Ap)nen € K(X)N € uma sequéncia de Cauchy, e A = lim, o0 Ay, entdo

A={z e X : existe (xp)nen < X tal que x,, —> z, e tal que, Vn € N, x, € A, }.

Demonstragao. A demonstracao pode ser encontrada em [Barl4]. O

Definigao 7.7 (OPERADOR DE HUTCHINSON). Seja X um espago métrico. Associado a um IFS
iremos definir o operador de Hutchinson H : K(X) — K(X) por:

Observacgao 7.8. O operador de Hutchinson estd bem definido, pois a unido de um numero finito
de compactos de X é compacto.

A seguir, vamos mostrar que o operador de Hutchinson é uma contragio com respeito a métrica
de Hausdorff. Esse resultado serd essencial para provarmos o teorema seguinte.

Proposicao 7.9. Sejam {(X,d);S1, - ,Sm} um sistema de funcoes iteradas, e seja H : K(X) —
K(X) o operador de Hutchinson associado a esse IFS. Entao H € uma aplicagdo Lipschitz com
respeito a métrica de Hausdorff.

Demonstragao. Para todo ¢ = 1,--- ,m, seja r; a constante de Lipschitz para a aplicacao S;, com
r; < 1. Iremos mostrar que r, = max;—1,..m 1 < 1 é a constante de Lipschitz de H. Por definicao,
para todos os subconjuntos compactos K1, Ko C X, temos que

dy (H(K1), H(K2)) = dn (U Si(K1), | Si(K2)> < max dy (Si(K1), Si(K2)),

. . =1...,m
=1 i=1

A= {CL >0: (G SZ(K1)> C (G SAKQ)) e (G Sz<K2)> C <[j SZ(K1)> }

A ={a>0:8(K1) C (Si(K2)), e Si(K2) C (Si(K1)),}-

pois se,

Como A’ C A, temos que:

dy (U Si(K1), | Si(K2)> =inf A <infA' < max dy (Si(K1), Si(K2)).

. . i=1,--,m
=1 i=1
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Assim, como para cada i = 1,...,m, as aplicacoes S; sao contracoes, temos que:

max d;l.[ (Sz(Kl),SZ(KQ)) = max 7T;- de (Kl,KQ) .

i=1,---m i=1,....m
Logo,
dq.[ (H(Kl),H(KQ)) < i:maxmr,- . dq.[ (Kl, K2) .
Portanto, H é uma contragao. O

O seguinte teorema garante que existe um tnico ponto fixo do operador de Hutchinson, o qual
chamaremos de atrator do IFS.

Teorema 7.10 (HUTCHINSON). Sejam {X;S1,...,Sn} um IFS e H o operador de Hutchinson.
Nessas condigoes, existe um unico A € K(X) tal que H(A) = U2, Si(A) = A. Além disso, para
qualquer K € K(X), vale que

lim H"(K) = A.

n—oo

O conjunto A € chamado de atrator do IFS.

Demonstragao. Pelo proposi¢ao 7.9, H é uma contracao em K(X). E como, vimos na proposigao
7.6 que (K(X),dy) é completo, resulta do teorema do ponto fixo A.11, que a aplicagao

H: K(X) — K(X)

possui um um unico ponto fixo A € I(X) tal que

Aplicando a segunda parte do teorema do ponto fixo A.11, obtemos a segunda parte do teorema.
O

Definicao 7.11 (CONJUNTO AUTOSSIMILAR). Dizemos que um conjunto é autossimilar se é o
atrator de um IF'S.

Vamos, agora, revisar a definicdo de k-ésima iterada de uma aplicacao, e, a partir disso, deduzir
uma féormula sobre as k-ésimas iteradas do operador de Hutchinson.

Definigao 7.12 (k-ESIMA ITERADA DE f). Seja X um conjunto nao vazio, seja f : X — X uma
aplicacao, e seja k € N. Nessas condicoes, dizemos que

k.
ff=fofo--rof
—_—
k fatores

é a k-ésima iterada de f. Por convencdo, define-se também f° := id, em que id: X — X é a
aplicacao identidade.

Proposicao 7.13. Sejam {X;S1,...,Sn} um IFS. Nessas condi¢oes, para todo E C R™ e todo
k € N, tem-se

WE) = |J (Suo...08)(E),

(i1,...,ik)61k
em que, para cada k € N, I, == {(i1,..., 1) :Vje{l,....k}, i € {1,...,m}}

Demonstragao. Resulta da definigdo de ‘H que



82 SISTEMAS DE FUNCOES ITERADAS 7.0

qualquer que seja £ C R™. Além disso, é claro também que, se k € N é tal que

1Do)y= |J (Sio...08,)(D),

(11, sip ) EXR

qualquer que seja D C R"™, entao, para todo £ C R", tem-se

HMY(E) = HFY (H(E))
=H" (6 Si(E)>

*(Si(B))

I
X

@
I
—

[
s

U (Suo.. 8u)(Si(E)

1| Gayensin) €I

= U (S“OSZk_H)(E)

(11, sipg1) € k1

-
I

Sendo assim, podemos conluir, por inducao que
WiE)= |J (Sio...08,)(E),
(11, sig ) €D
quaisquer que sejam £ CR™ e k € N. ]

Teorema 7.14. Seja {X;S1,...,Sn} um IFS, e seja F seu atrator. Nessas condi¢des, para todo
compacto nao vazio E CR"™ tal que S;(F) C E qualquer que seja i € {1,...,m}, tem-se

F= ﬁ HM(E).
k=0

Demonstragao. Seja E C R™ um compacto nao vazio tal que, para cada i € {1,...,m}, S;(F) C E.
Resulta dos teoremas 7.10 e 7.6 que

lim H¥E) = F = {$ € X : I (xp)reny < X tal que z, —> z, e tal que, Vk € N, zy € Hk(E)} .
k—00 710 7.6

Sendo assim, dado = € F, podemos fixar uma sequéncia (xi)reny < X de modo que zx — z, e,
para cada k € N, x; € Hk(E) Vamos mostrar, a seguir, que x € (2, Hk(E) Para isso, notemos,
inicialmente, que, como, por hipétese, S;(FE) C E qualquer que seja i € {1,...,m}, para todo
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k € N, tem-se

HU(E) = U (Siy 0...08i,,)(E)

(11 sig1)Elp 1

= U U (Siyo...08 )(SikH(E))

(4150sig ) E€Ig thp1=1

(11,00 ) ER ipr1=1
———
CFE
c U (Suo...08,)(E) =HE)
(1,-si)El)

Consequentemente, para quaisquer £ e k em N,
(< k= HE)CHYE) = z1, € HYE).

Dessa forma, como = = klim Tk, €, para cada f € N, ’Hé(E) é compacto — pois F é compacto,
—00

HE = | (Sio...08,)(E),

(41,--50) €Ly

e, para cada £ € N, 5;, o...0.5;, é continua — podemos concluir que x € HY(E) qualquer que seja
¢ € N, e, portanto, que = de fato pertence a [\, Hk(E) Como, porém, x € F' é completamente
arbitrério, disso decorre que F' C (r2, H*(E). Para vermos que também vale a inclusdo oposta,
basta agora observarmos que

F= {y € X : 3 (yr)ken < X tal que yp —> y, e tal que, VE € N, yi, er(E)},

e que, para cada y € (e H*(E), tem-se

y = lim y,
k—o0
em que, para cada k € N, y;, .=y € HF(E). O
Observagao 7.15. Dados um IFS {X;Si,...,S,,}, um nimero natural k, uma sequéncia finita
(i1,...,i%) € {1,...,m}* e um ponto x € X, algumas vezes escreveremos S;, ; para indicar a

aplicacao S;; o...0S;, e x;, 4 para indicar (Si1 o...0 S,k)(as)

Exemplo 7.16. Considere o IFS {R,S1, S2} tais que

1 1 2
Si(x) = 3T e So(z) = 3% + 3

Neste caso H: K(R) — K(R) é definido por
H(K) = 51(K) U S (K),

para todo K € K(R). Tomemos como conjunto inicial Iy = [0,1]. Afirmamos que o atrator deste
IFS é o conjunto de Cantor ternério. Para provar isso, basta observarmos que (I,)peny € uma
sequéncia de Cauchy em (K(R), dy). De fato, para ilustrar a ideia da demonstracao vamos calcular
dy (Lo, I1) = inf{o > 0 : Iy C ([1)se 1 C (Ip)s}. Para tanto, inicialmente, observe que como

I C Iy, tem-se I} C (Ip)s qualquer que seja 6 > 0. Além disso, é facil que a partir da Figura 7.2

que para todo ¢ > 0, tem-se Iy C (I1)s se, e somente se, § < % . %
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Figura 7.2. Atrator do IFS de C%.
Fonte: autora.
Consequentemente,
11
{6>0:IOQ(I1)5e11§(IO)5}: 5-5,—{—00 ,
e, portanto,
1 1 1
dy (o, I;) =inf |= - = — .

Procedendo de modo analogo, pode-se mostrar que

dyi (I, In) <

5 ’ 3min{m,n}+1

quaisquer que sejam m,n € N. Sendo assim, para cada 6 > 0, se tomarmos ng € N tal que

2

m,n > ng = dy(In, ) <

1. 3,10% < €, teremos que para quaisquer m,n € N

5 ' gmin{m,n}+1

<9 3wt

1 1
<€

Por conseguinte, (I,)nen é de Cauchy. Além disso, é facil ver que, para cada i € {1,2}, tem-se
SZ-([O, 1]) C [0,1]. Sendo assim, resulta do teorema 7.14 que, se F' é o atrator do IFS {R;S;, S2},

entao

F= ﬁ H"([0,1

k=0

T
k=0



Capitulo 8

Dinamica Caotica nos fractais

Na primeira parte deste capitulo, apresentaremos o espaco dos codigos associado a um IFS,
o conjunto dos pontos periodicos, transitividade topoldgica e sensibilidade as condigOes iniciais,
bem como, introduzimos o conceito de caos segundo a definigdo de Devaney [Dev07] e provamos
que a aplicagdo shif é cadtica. Além disso, na segunda parte, exploraremos o conceito de TFS
totalmente desconexo, de transformacao de mudanga S associado a um IFS. Na ultima parte,
utilizaremos os resultados provados na primeira e segunda parte para provar um teorema que da
condigoOes suficientes para que S seja cadtica. Em seguida, utilizaremos esse teorema para provar
que a aplicagdo de mudanga associado ao IFS (sendo C 1 seu atrator) é cadtica segundo a definigao

de Devaney. Esse capitulo foi baseado no livro “Fractals Everywhere” [Barl4], do autor Michael F.
Barnsley, e nas referéncias [Dev99], [Dev07] e [dLB19].

8.1 Caos de Devaney na aplicacao shift

Definigao 8.1 (ESPAGO DOS CODIGOS ASSOCIADO A UM IFS). Seja {X;S1,S52,..., Sy} um IFS.
O espacgo dos cédigos associado ao IFS é o espaco métrico (3,,,ds, ), em que

Smo={z = (v1,22,23,...) :Vj N, z; € {1,...,m}},

edy,, : Xy X Xy — R é tal que, para quaisquer s = (s;)ien € t = (t;)ieny em Zp,

-~ Isi — til
dy, (s,t) = Z S

i=1

(m+1)#

Figura 8.1. Espaco dos cddigos associado ao triangulo de Sierpinski.
Fonte: autora, adaptada de [SA11].

Exemplo 8.2. O espaco de cédigos associados ao IFS {R?; Sy, S3, S3} em que:

1 1 1 1 1 V3.
S1(z) = 52732(2) =57 + 5,53(2) = §z+ 1 + i

85
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é{1,2, 3}N, como pode ser observado pela Figura 8.1. Em geral, o espaco de codigos associados ao
IFS com trés contragdes é {1,2, 3},

Observacao 8.3. Note que a funcao distancia dyx,, estda bem definida, pois, como

|s; t| m—1
(m+1)t — (m+1)i

quaisquer que sejam s,t € Y, e qualquer que seja ¢ € N, resulta do critério da comparacao e do

fato de que Y ;2 (m;f) converge (pois é uma série geométrica de razao ) que, para quaisquer
S, € X, oiny (|TS7;+§)‘ também converge. Além disso, como Y o2, (::;11) =1- E’ para todo par

(s,t) € Ly X iy, tem-se

> ’Si—ti| 1
ds,, (s,t) = 27 <1-——.

pot (m+ 1) m

Proposicao 8.4. A funcao dy,, : ¥y X X — R definida anteriormente é uma métrica.

Demonstragdo. Sejam s, t e r em X,. E claro que dyx,_(s,t) > 0, pois |si_ti|i > 0 qualquer que seja
m (m—+1)

1 €N, e que
dgm(s,t):0<:>Vi€N, s; =1t; & s=1.

Além disso, é claro também que dx, (s,t) = dx,, (t,s), uma vez que, para todo i € N, |s; — t;| =
|ti—s;|. Por fim, notemos, ainda, que ds,,, (1, s)+dx,, (s,t) > d(r,t), ja que |r;—s;|+|si —ti| > |ri—ti]
qualquer que seja i € N. O

Proposicao 8.5. Sejam s,t € 3, e sejan € N. Nessas condigdes:

1. se s; =t; qualquer que seja i € {1,...,n}, entao ds,, (s,t) < %

2. sedy, (s,t) < (m+1)n, entao s; = t; qualquer que sejai € {1,...,n}.
Demonstragao.

1. Se s; = t; qualquer que seja i € {1,...,n}, entao
T S e =
Y —~ (m+1)  ~ (m+1) = (m+1)

< m—1 m—1
_inl(m+1)i m - (m+1)"

2. Se sj # t; para algum j € {1,...,n}, entdo |s; —t;| > 1, e, portanto,

o0

|si — i ’31 — t| ‘ til [sj — 4 1 1
ds, (5,1) A A A . .
2 (5 Z m+) T mt1) i:zj;l(m—i-l)’_(m—i-l)ﬂ_(m+1)J_(m+1)”

>0 >0

Sendo assim, se dy, (s,t) < m, entdo, necessariamente, s; = t; qualquer que seja ¢ em

{1,...,n}. O
Vamos agora definir uma aplicagao em X,

Definigao 8.6 (APLICAGAO SHIFT). A aplicagao shift em ¥, é, por defini¢ao, a aplicagao

T: Ym — Zm

($1, x9,X3,. . ) —> (1‘2, xX3,T4, .. )
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Proposicao 8.7. A aplicagao 7: ¥, = Xy, € continua em relagao a métrica dy,,, .

Demonstragao. Seja s == (s1,82,83,...) € Ly, € seja € > 0. Como nﬁ%#ﬁw = 0, podemos
fixar n € N de modo que que #jl)n < e. Seja t = (t1,ta,t3,...) € Xy, tal que
dy,, (s,t) < !
s, —_,
Xm (m + 1)nH!
Resulta da proposi¢ao 8.5 que s; = t; qualquer que seja i € {1,...,n + 1}. Consequentemente,

7(s) = (82,83, 84,...) e T(t) == (to, t3,t4,...) possuem as n primeiras entradas iguais — a partir do

que concluimos, novamente pela proposigao 8.5, que dy, (7’(5), T(t)) < #;11)” < €. Sendo assim,
para qualquer w € X,
dy,, (s,w) < 1 = dy,, (7(s), 7(w)) <€
Em 9y (m + 1)7’L+1 Em Y *
E, como € > 0 é arbitrario, disso decorre, por fim, que 7 é continua em s. O

Nas definigoes seguintes, vamos supor, implicitamente, que (X, d) seja um espago métrico.

Definigao 8.8 (PONTO PERfODICO). Seja f: X — X. Dizemos que zp € X é um ponto periédico
de f se existe um n € N tal que f"(20) = 20.

Definicao 8.9 (ORBITA). Seja f: X — X uma aplicagdo. A 6rbita de um ponto zy pela
aplicagao f é o conjunto

0, = {zn = f"(z0) : n € {0,1,2,.. }} = {20, f(20), f2(%0), ...}

Definicao 8.10 (CONJUNTO DENSO). Dado um espago métrico (X, d), dizemos que um subcon-
junto A de X é denso em (X,d) se, para todo € > 0 e todo x € X, existe um a € A tal que
d(a,x) < e.

Provaremos, a seguir, um resultado importante que sera utilizado para mostrarmos que a
aplicacgao shift é cadtica segundo a definicao de Devaney.

Proposicao 8.11. Seja Per(7) o conjunto dos pontos periddicos de T. Nessas condigies:
1. Per(r) € denso em (X,,dx,,); e
2. existe um ponto de X, cuja orbita pela aplicagio T € densa em (X, ds,,).

Demonstragao. Prova do item 1. Para mostrarmos a densidade de Per(7), vamos mostrar que,
dado s := (s1,52,83,...,5n,...) € 2y, existe uma sequéncia (x)reny de elementos de Per(T) tal
que x — s, quando k — oco. De fato, para cada k € N, considere

k) .
.%'( ) = (81,82,...,Sk,sl,SQ,...,sk,...).

E imediato ver que (x(k)) é uma sequéncia de elementos de Per(7). Vamos mostrar, a seguir, que

(z (k))keN
(k)

definicao de (x(k))keN que, para cada k € N tal que k > ng e cada ¢ € {1,...,k}, tem-se s; = z;
Sendo assim, podemos concluir, pela proposicao 8.5, que, para cada k € N tal que k > ng, tem-se

keN

converge a s. Para tanto, dado € > 0, tomemos ng € N tal que < €. Decorre da

m—1
m-(m+1)"0

-1 m—1
d k) < ™ .
gm(s,x >_m-(m+1)k<m-(m+1)”0<€

E, como € > 0 é arbitrario, disso resulta, por fim, que z*) — s.



88 DINAMICA CAOTICA NOS FRACTAIS 8.1

Prova do item 2. Considere s* € 3, tal que

*_
ss=|1,2,....om, _*x ..., ... ,...],

1° bloco 2° bloco n° bloco

em que x = 1,1, 1,2,..., 1I,m, 2,1, 2,2,..., 2.m,..., m,1, m,2,..., m,m. Observe que, no
primeiro bloco, temos todas as combinagoes possiveis de elementos do conjunto {1,...,m} com
um elemento; no segundo bloco, temos todas as combinagoes possiveis de elementos do conjunto
{1,...,m} com dois elementos; e assim por diante. No que se segue, provaremos que a érbita de s*
por 7 é densa em X,,,. Para isso, dados s € X, e € > 0, escolhamos p € N de modo que #jrll)p <e.
Resulta da definicao de s* que podemos fixar £ € N de modo que os p primeiros termos Tk(s*)
coincidam com os p primeiros termos de s. Como, porém, os p primeiros elementos de 7%(s*) e de
s sao os mesmos, decorre da proposicao 8.5 que
ds,, (s Tk(S*)) < _m-1 <€
A “m-(m+1)P

E, sendo s € ¥, e € > 0 completamente arbitrarios, disso concluimos que a 6rbita de s* por 7 é
de fato densa em X,,. ]

Defini¢ao 8.12 (TRANSITIVIDADE TOPOLOGICA). Sejam (X,d) um espago métrico e f: X — X
uma aplicagao. Dizemos que f é topologicamente transitiva se, para quaisquer abertos nao
vazios U e V de (X, d), existe n € {0,1,2,...} tal que f*(U) NV # 0.

Uma caracterizagao importante do conceito de transitividade topolégica é dada pelo teorema
seguinte.

Teorema 8.13. Seja f: X — X uma aplica¢do continua em um espaco métrico. Nessas condicoes,
se existe algum x € X tal que a orbita de x por f € densa em X, entdo f € topologicamente
transitivo.

Demonstragdo. Suponhamos que exista algum x € X tal que a o6rbita de x por f seja densa em X.
Sejam U e V subconjuntos abertos e nao vazios de X. Como, por hipdtese, a 6rbita de x por f é
densa em X, existem n,m € N tais que f"(x) € U, e f™(x) € V. Se m =n, f™(x) = f"(x), e, por
conseguinte, U NV # (). Sendo assim, podemos supor, de agora em diante, que m > n. Nesse caso,
existe k € N tal que m = n + k. Consequentemente, f* (f”(ac)) = frtk(z) = f™(x), e, portanto,
fEU) NV # 0. Logo, f é topologicamente transitivo. O

Observagao 8.14. No item 2 da proposicao 8.11 provamos que existe um ponto de X, cuja érbita
pela aplicacao 7 é densa em 3., e, portanto, resulta do teorema 8.13 que 7 é topologicamente
transitiva.

Defini¢ao 8.15 (SENSIBILIDADE AS CONDIGOES INICIAIS). Seja (X, d) um espago métrico, e seja
f: X — X uma aplicacdo. Dizemos que f é sensivel as condigoes iniciais se existe § > 0
tal que, para qualquer z € X e qualquer ¢ > 0, existem y € B%(z) e n € {0,1,2,...} tais que

d(f*(@), f*(y)) = 6.

Observagao 8.16. A defini¢ao 8.15 nos diz que as 6rbitas que comecam “préximas”, se “distan-
ciam” com o passar do tempo.

Proposicao 8.17. A aplicacdo shift depende sensivelmente das condigdes iniciais.

Demonstragdo. Seja § = #ﬂ Dados s € ¥, e € > 0, tomemos n € N tal que #jl)n <e€e

fixemos t € ¥,, de modo que t; = s; qualquer que seja j € {1,...,n}, mas t,41 # Sp+1. Como,
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por hipétese, t; = s; qualquer que seja j € {1,...,n}, resulta do item 1 da proposi¢ao 8.5 que
dy,, (s,t) < #;11)71 < e. E, uma vez que ;41 # Sp+1, temos também

dzm (Tn+1(t)7 Tn+1(s)) = dzm ((tn+17 Int2; .- ')7 (Sn+1, Sn+2; - - ))

_ ’tn—&-l - Sn—i-l’ Z |t(n+1)+i — S(n+1)+i| 1 _
m+1 —~ (m+ 1)t ~m+1
> >0

Decorre, portanto, da arbitrariedade de s € ¥,,, e de € > 0 que 7 é sensivel as condicoes iniciais. []

Por fim, estamos prontos para definir quais sao as condig¢oes suficientes para que uma aplicagao
seja cadtica segundo a definigdo de Devaney [Dev07].

Definigao 8.18 (APLICAGAO CAOTICA). Sejam (X,d) um espago métrico e f: X — X uma
aplicagao continua. Nessas condigoes, dizemos que f é caética segundo a definigao de Devaney
se:

1. f é topologicamente transitiva;
2. f é sensivel as condicoes iniciais; e
3. o conjunto dos pontos periédicos de f é denso em (X, d).

Exemplo 8.19. Resulta das proposicoes 8.17 e 8.11 e da observagao 8.14 que a aplicagao shift é
cadtica segundo a definicdo de Devaney.

8.2 Codificando os fractais

Existe uma classe muito especial de fractais, que cumprem com uma das principais carac-
teristicas dos fractais: sua autossimilaridade, no sentido de que se ampliarmos uma parte da figura,
reconstituimos a figura original, porém essa ampliacao nao pode ser feita em qualquer parte da fi-
gura, se observarmos com uma lupa podemos ver que algumas parte da figura nao apresenta copias
menores de si mesmo, como podemos ver na figura 8.2. Eles sdo atratores de uma certa classe de
sistemas iterados de fungoes, chamados IFS com condensagao.

Figura 8.2. Conjuntos de condensagao.
Fonte: autora, adaptada de [SA11].

Definicao 8.20 (TRANSFORMAGAO E CONJUNTO DE CONDENSAGAO). Seja (X,d) um espago
métrico, e seja C' € K(X). Defina uma transformagao Sy: K(X) — K(X) por So(B) = C para
todo B € K(X). Entao Sp é chamado de transformacao de condensagao e C é chamado de
conjunto de condensagao associado.



90 DINAMICA CAOTICA NOS FRACTAIS 8.2

Observagao 8.21. Observe que uma transformagao de condensagao Sp: K(X) — K(X) é uma
aplicacao constante, portanto é contracao com fator de contracao igual a zero cujo o ponto fixo é
o conjunto de condensagao.

Definicao 8.22 (IFS DE CONDENSAGAO). Seja {X;S1,S52,...,5,} um IFS com fator de con-
tragao 0 < s < 1. Seja Sp: K(X) — K(X) uma transformacao de condensagao. Entao
{X;So,51,...,5n} é chamado de IFS com condensagao, com fator de contragao igual a s.

Exemplo 8.23. Seja {R?; Sy, 51,52} em que
1 i 1 =
So(F) ={0} x [0,1], 51 == 57e 1 +ieSy = 52et + 1.

Assim, temos que H: K(R?) — R? dada por

H(F) = So(F) — S1(F) U So(F)
= ({0} x [0,1]) U S1(F) U Sa(F).

Tomando F' = ({0} x [0, 1]), podemos observar na figura 8.3 a sequéncia

KW(EK),WK),..., W' (K),....

YYY

Figura 8.3. Exemplo de IFS de condensagao.
Fonte: autora, adaptada de [SA11].

Provaremos a seguir trés lemas que serao importantes para demonstrarmos o teorema central
desta secao.

Lema 8.24. Sejam (X, d) um espago métrico, {X;ﬁl, e Sm} um IFS, e F € K(X). Entao existe
F € K(X) tal que F C F, e tal que Si,...,Sy: F — F. Em outras palavras, {F;S1,...,Sn} €
um IFS em um espaco compacto.

Demonstragio. Para construir F, vamos considerar o IFS de condensacao {X;S0,51,...,5m}, em
que

So: K(X) — K(X).
B+— F

Pelo teorema 7.10, existe um ponto fixo F da contracao
Ho: K(X) — K(X)
Bv+— So(B)US1(B)U...US,,(B) =FUH(B).
=H(B)
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Como F € K(X), F é compacto. E, como

F =Ho(F) = FUH(F),

FCF,e ’H(F) C F. Sendo assim, para completarmos a demonstragao, basta agora observarmos

que

HEF)CF=|JSi(F)CF=Vie{l,....,m}, Si(F) C F. O
=1

Lema 8.25. Seja {X; S1,...,Sm} um IFS com fator de contragcdo X\ (isto é, \ = max{A1,..., \n},
em que, para cada i € {1,...,m}, \; € o fator de contragao de S;), seja ¥, o espago dos cddigos
associado a esse IFS, seja

O Y X Nx X — X,
(o,n,2) — (Sp, 0...08,,) ()

seja F € K(X), e seja F € K(X) como no lema 8.24. Entio existe D > 0 tal que, para todo
0 € Y, quaisquer n,p € N e quaisquer x1,x2 € F,

d(¢(o,n,x1), ¢(0, p, x2)) < DA™,

Demonstragao. Sejam o, p, n, x1 € ro como no enunciado. Podemos supor, sem perda de genera-
lidade, que p < n. Se p < n, entao

¢(o,n,x2) = (S5, 0...085,08,.,0...085 )(x2) = ¢(0,p, 3),
em que 3 = (Sy,,, ©...0 S, )(22) € F, e, por conseguinte,

d(¢(o,p,z1), ¢(o,n,22)) = d(¢(0,p, 31), d(0,p, x3))
=d((Sy, 0...085,)(21), (Soy 0...085,)(x3))
<X d((Sey0...08,)(21), (Soy 0 ...085,)(x3))
<A d((Sp50...085,) (1), (Sp5 0...085,)(x3))

S )\pd(fbl, .’Eg)
<MD,

em que D = diam(F’) (tal D é finito, pois, por hipStese, Fé compacto). Se, por outro lado, p = n,
a demonstracao é analoga. O

Lema 8.26. O espaco métrico (X,,ds,,) € compacto.

Demonstragdo. Como {1,...,m} é finito, é imediato ver que ({1, o ,m},P({l, e ,m})) é com-
pacto. Sendo assim, como ., = [[,en{l, ..., m}, resulta do teorema de Tychonoff que ¥,, é com-
pacto em relacao a topologia produto — a qual denotaremos por 7p;0q. Dessa forma, se provarmos
que a topologia induzida por 7, coincide com T4, poderemos concluir que (¥, ds;,, ) é um espaco
métrico compacto. Para isso, no entanto, é suficiente mostrarmos que, para cada aberto basico nao
vazio [[,cnUn de (X0, Tprod) € cada o € ], oy Un, existe § > 0 tal que Bngm () € [LhenUns €
que, para cada a € X, e cada r > 0, existe um aberto basico ], .y Wn de (X, Tproa) tal que
@ € [[eny Was € [1en Wa € Bl=m ().

Fixemos, inicialmente um aberto béasico nao vazio HneN Up de (X, Tprod) € um ponto o em
[I,.exy Un. Como, por hipétese, [[,cy Un é um aberto basico de (X, Tprod), resulta da definigao
de topologia produto que Z = {n € N : U; # {1,...,m}} é finito. Seja ny := max(Z). Decorre
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do lema 8.25 que, se w € %, é tal que dy,, (w,0) < W, entao w; = o0; qualquer que seja

i € {1,...,m}. Podemos, pois, concluir que todo w € ¥, tal que dy,  (w,0) < W pertence,
necessariamente, a [ [, .y Un. Logo, B™m () € ILhen Un.
mi D)™

Fixemos, agora, o € ¥,, e r > 0 de modo arbitrario e tomemos N € N tal que

—m=l__
m-(m+1)N :
Resulta do item 1 da proposicao 8.5 que, se w € X, é tal que w; = o; qualquer que seja i em
{1,..., N}, entao

m—1

— v <.
m- (m+1)N "

ds,, (w,0) <

Sendo assim, é facil ver que, se [ Vi € Tproa € tal que, para cada n € N,

neN

V. — {{Oén}, sene{l,...,N}

T, ,m), sen>N
entdo [[,en Vo C Be=m () — pois, para todo (w1,ws,...) € Xy,

(w1, wo,...) € HVn:>Vn€N, wp €V =Vned{l,...,N}, w, =ap, = dy,, (w,a) <r. O
neN

Teorema 8.27. Sejam {X;S1,...,Sn} um IFS, A seu atrator e ¥, o espago dos cddigos associado

a esse IFS, e, para cada 0 € ¥, cadan € N e cada v € X, seja ¢p(o,n,z) tal como no lema

8.25. Nessas condigoes, para cada 0 € ¥, e cada v € X, lim ¢(o,n,x) existe, pertence a A e é
n—oo

independente de x. Além disso, a aplicacdo

: Y, — A

or— lim ¢(o,n,x)
n— o0

€ continua e sobrejetora.

Demonstracao. Seja o € Y, seja z € X, e seja F e K(X) tal que x € F, e tal que, para
cada i € {1,...,m}, S;(F) C F (o lema 8.24 nos garante que tal F' certamente existe). Nessas

condigoes, resulta do teorema 7.10 que H" ({x}) A, A, a partir do que concluimos, em particular,

que (’H”({x})) N é uma sequéncia de Cauchy em (IC(X),dH). Sendo assim, como, para cada
ne

n €N,

m

$(o,n,3) = (S, 0...08, )@)€ ] (Sio...08,){x}) =H"({z}),
i1yenyin=1

decorre do teorema 7.6 que, se li_)m ¢(o,mn, ) existir, entdo ele pertencera necessariamente a A.
Vamos, agora, mostrar que essen1i$ite de fato existe. Para isso, no entanto, basta mostrarmos
que ((Z)(U,n, x))nGN é uma sequéncia de Cauchy em (X,d), uma vez que, por hipdtese, (X, d) é
completo. O fato de que (d)(cr, n, x))neN é de Cauchy em (X, d), porém, é uma consequéncia direta
do lema 8.25. Com efeito, resulta desse lema que existe D > 0 tal que, para quaisquer p e n em N
e quaisquer z1 e o em F, tem-se

d(d(o,n,x1), p(0,p, w2)) < DALY

em vista do que podemos concluir que, se, para cada € > 0, tomarmos Ny € N tal que DANo < ¢,
teremos
d(¢(o,n, ), d(c,p,x)) < DA™PE < DANo ¢

quaisquer que sejam p e n em N tais que p,n > Np.
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Por fim, precisamos verificar que, se y é outro ponto qualquer de X, entao

nh_{rolo ¢(o,n,z) = nh_)rgo d(o,n,y).

Para ver isso, dado y € X, consideremos, inicialmente, o conjunto F, := {x,y} e notemos que,
como [, é compacto, resulta do lema 8.25 que podemos fixar D, > 0 de modo que

d((¢(07 n, $)7 QS(U? , y)) < DZJ)‘n

qualquer que seja n € N. Consequentemente, se L := lim ¢(o,n,x), e se M = lim ¢(o,n,y),
n—oo n—o0

entao

AL, M) = d (Jim ((6(,n,2), dlo,n,))) = lim d((0,n,3),6(0,n,y)) < lim DyA" =0,

n—oo

<DyA"

e, portanto, L = M.

A seguir, mostraremos que ¢ é continua em ¢. Para isso, fixemos, inicialmente, ¢ > 0 de modo
arbitrario e tomemos n € N tal que A" - D < §, em que A é o fator de contracao do IFS. Decorre
do item 2 da proposicao 8.5 que, se w € ¥, ¢ tal que

1
dy, (o,w) < ———,
A T
entdo w; = o; qualquer que seja i € {1,...,n}. Como, porém, F' C F, e, para cada i € {1,...,m},
S;(F) C F, disso resulta, por sua vez, que, se w € ¥, é tal que dy,, (o,w) < W, esepeNEé

tal que p > n, entao

d(¢(o,p, ), p(w,p,x)) = d((Sgy © ... 085, )(x), (Suy © .. 0 S, ) ()
= d((S(,-1 0...085,0...08: )(x),(Su, o...oSwno...oSwp)(:c))
—_————
=85,0...080,
= d(9(0,1,(Soe1 0 - 055,)(@) ), (0,1, (Suy 00 S0, )(@)) )
:ZLTEF :1w26ﬁ’

= d(gb(a,n,xﬂ,é(a,n,m)) < DN'" < <

8.25 2

Sendo assim, podemos concluir, em vista da continuidade da métrica d, que, para todo w € 3,

dZm (O—¢w) < (Tn—il-l)n = d((p(()’), (p(w)) = d(pli)rgo (¢(U,p, $), ¢(W7p7$)))
= plLH;od(¢(U,p,x),¢(W,p, x)) < % < €.

E, como € > 0 é arbitrario, isso nos mostra que ¢ é de fato continua em o.
Precisamos, ainda, provar que ¢ é sobrejetora. Para isso, fixemos a € A de modo arbitrério e
vamos mostrar que a € Im(p). Como

A= nh_)rrolo H" ({z}),

resulta do teorema 7.6 que existe uma sequéncia (zp)npen € XN tal que z, 4, a, e tal que, para
todo n € N, z,, € H"({z}). Como, por hipétese, z,, € H"({z}) qualquer que seja n € N, para cada

n € N, podemos fixar (ign), e ,z’ﬁl”)) € {1,...,m}" de modo que

Tn = (Sm 0. 08,m)(x).

3
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Para cada n € N, fixemos, agora, uma sequéncia w = (win),wén),...) € Y, de modo que

W — i

i ;  qualquer que seja j € {1,...,n} e notemos que

a = nh_{[;Q Ty = nh_}ngo(szyw O...0 Szgzn))(m) = nh_}[{.lo(swgn) 0...0 Swgln))(ﬂt) = hm qb(w(”), 7’1,’ [L‘)

Como (X, ds,,) é compacto (veja o lema 8.26), a sequéncia (w(™),cy possui, necessariamente,

uma subsequéncia convergente (w("k))keN. Seja w = klim w(™) e, para cada k € N, seja
— 00

a(k) =sup{f eN:Vje{l,..., ¢}, wj(nk) =wj} € [0, 00].

E facil ver que klim a(k) = oo: com efeito, resulta do item 2 da proposigao 8.5 e do fato de que
—00
wim) 4y que, para cada N € N, podemos fixar kg € N de modo que, para todo k € N,

1 n
k> ko= ds, (W™ w) < ———— =Vje{l,...,N}, !

CFRLEY ; w; = a(k) > N.

Vamos mostrar, a seguir, que, para todo k € N,
d(¢(w,nk,x),¢(w("’“),nk,x)) < D)), (8.1)
Para tanto, inicialmente fixemos k € N de modo arbitrario, e, em seguida, observemos que:
e se a(k) < ny, entdo, como
P(w™) ny, x) = (S, 0w 008 o) (@)

:(Sw§nk)o...05w(nk))((s (ng) 0...08 (nk))(l‘))

a(k) “(a(k)+1) Wng

:Swlo...oSwa(k) —g/cF

decorre do lema 8.25 que

d((b(w, Nk, T), gb(w("’“), ng, ;E) = d(gb(w, Nk, ), ¢(w, a(k), :U'))

< D)\min{a(k),nk} _ D)\a(k)
8.25

)

e se, por outro lado, a(k) > ng, entdo W) — w; qualquer que seja j € {1,...,n4}, e, por

J
conseguinte,

(cb(w, Nk, ), (Swg"k) 0...0 Sw%k))(w))

d
= d(¢(w,nk, @), (Sw, 0... 0 Swnk)(x))
d(czﬁ(w,nk,aj), o(w, nk,:z:)) =0 < D R,

Por fim, notemos que, como klim a(k) = oo, e como a desigualdade 8.1 se verifica qualquer que
— 00
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seja k € N,

d(p(w),a) =d (khﬁngo (gi)(w,nk,x),qﬁ(w("k),nk,x))>

= lim d(gb(w,nhx)’gj)(w(nk),nk’x)) < lim DN\ — 0,
k—o0 k—o0

<Dxe(k)
e, portanto, a = p(w) (o que, por sua vez, permite-nos concluir que a de fato pertence a Im(y)). [
Provaremos, a seguir, dois lemas que serao essenciais para a demonstracao do teorema 8.32.

Lema 8.28. Sejam A o atrator de um IFS {X;S1,...,Sn} e ¢: ¥y — A a aplicagdo de en-
derecamento associada a esse IFS. Entao

go((al, 09,03, .. )) =S5 (cp(ag, 03, .. ))
qualquer que seja (01,092,03,...) € Lp,.

Demonstragcao. Com efeito, resulta do teorema 8.27 e da continuidade das contracoes do IFS que,
para todo (01,092,03,...) € ¥, e todo x € X,

¢((01,02,03,...)) = lim (Sy, 0...08,,)(x)

n—oo
= nh_}n(:o Sor ((Sgy0...085,)())
= S0, ( ILm (Sgp,0...0 San)(x)>
= Sal (@(02703,...)). ]

Lema 8.29. Seja {X;5S1,...,Sn} um IFS. Nessas condi¢oes, para todo (i1, ia,...) € Xy, e todo
keN, Ziiy.. = (Siy0...085,) (Tip yinyan)-

Demonstragao. Dado (iy,1i2,...) € 3y, resulta do lema 8.28 que

Tirig... = Plir,iz,...) = Si (pliz,is,...)) = Siy (Tinis...)-

8.28
Além disso, ¢ facil ver que, se ;4,.. = (Siy © ... 084 ) (%, i,,..) Para certo k € N, entao
Litin... = (SZ ©...0 S’ik)(mik+1ik+2---)

= (Si, 0...08,) (Plirg1, k42, ---))

§8 (521 0...0 S’Lk) (SikJrl (So(ik:—i-Q, ik+3, .. )))

o]

= (Sh 0...0 Sik+1)($ik+2ik+3m)'

Logo, decorre do principio da indugdo que ;... = (Sil 0...0 Sik) (xik+lik+2~--) qualquer que seja
ke N. O
Definicao 8.30 (ENDEREGCO DE UM PONTO DO ATRATOR DE UM IFS). Sejam {X;51,...,5}

um IFS, A seu atrator, X, o espago dos cédigos associado a esse IFS, e ¢ : ¥, — A a aplicagao
construida no teorema 8.27. Dado a € A, chamaremos de enderego de a a qualquer elemento do
conjunto

o Ha) ={z €y : p(x) =al.
O conjunto ¢~ !(a) serd chamado de conjunto de enderecos de a € A, e a aplicacdo ¢ serd

chamada de aplicacdo de enderegamento do atrator do IFS. Dados a € A e (i1,i2,...) € Xy,
escreveremos a = &;,,... para indicar que (i1,i2,...) é um enderego de a.
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Exemplo 8.31. Consideremos o IFS {R; S}, S2} cujo atrator é C1. A aplicacao de enderegamento
3
de C1 é
3
p: g — Cé’

em que ¥ := {1, 2}, Vamos calcular, por exemplo, ¢(1,2,2,2,2,...) (denotaremos (1,2,2,2,2,...)
por 12). Temos:

Lp(lg) = h_}m (Sl e} SQ @) SQ 0...0 SQ)(l)

=l 51
1
231(1) = g c C%

Portanto, 12 é o endereco de %, como podemos observar na figura 8.4.

11 12 21 22

111 112 121 122 211 212 221 222

BRVNIPGL !

Figura 8.4. Aplicacdo de enderecamento de C%.
Fonte: autora, adaptada de [SA11].

Teorema 8.32. Seja {X;S1,...,Sn} um IFS e seja F' seu atrator. Nessas condigoes, para todo
(i1,12,...) € X, e todo compacto nao vazio E C R™ tal que S;(F) C E, qualquer que seja
ie{l,...,m}, tem se

o
{xiﬂg...} = m (Sl O0...0 Szk)(E)
k=0
Demonstragao. Seja E um compacto nao vazio tal que, para cada i = 1,...,m, S;(F) C E, e seja

(i1,12,...) € Xp. Resulta do lema 8.29 e do teorema 7.14 que, para cada k € N, tem-se

Tiriz.. S (Sil 0...0 Sik) (Tiyigso..) € (Si1 0...0 Sik) (E).

€FCE

Consequentemente, ;... € (e (Si, ©...05;,)(E). A seguir, notemos que, para cada k € N e
cada (z,y) € F x E, tem-se

d((s,- o...08) (@), (Si o...oSik)(y)> < A d(z,y) < M- diam (E),

em que A é o fator de contracao associado ao IFS. Sendo assim, podemos concluir que, para cada
k € N, diam ((Sil 0...0 Slk)(E)> < A\F . diam (E) E, como A < 1, disso resulta, por sua vez, que

lim diam ((SZ o...oSik)(E)> =0.

k——+o0

— a partir do que concluimos, por fim, que (2, (Si1 0...05; )(E), possui, no maximo, um
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elemento. Logo, como z;,4,... € ﬂ:ozo (Si1 0...05; )(E), deve se ter, necessariamente,

oo

{Tiyiy. } = ﬂ (Sil ©...0 S'Lk)(E) =

k=0

Definicao 8.33 (IFS TOTALMENTE DESCONEXO). O IFS ¢ totalmente desconexo se cada
ponto de seu atrator possui um unico endereco, isto é, se a aplicacao ¢ da definicao 8.30 é injetora.

A seguir, mostraremos que aplicagdo ¢ é um homeomorfismo. Esse fato serd essencial para
provarmos o resultado principal deste capitulo.

Teorema 8.34. Sejam {X;S51,...,Sn} um IFS totalmente desconexo, A seu atrator, ¥,, o espaco
dos codigos associado a esse IFS, e p: ¥, — A a aplicagdo de enderecamento de A. Nessas
condigoes, @ € um homeomorfismo.

Demonstragao. Resulta do 8.27 que ¢ é continua e sobrejetora. Como, porém, o IFS é totalmente
desconexo, ¢ é também injetora e, portanto, possui uma inversa. Vamos mostrar, a seguir, que ¢!
é continua. Para isso, é suficiente provarmos que, para todo fechado F' C ¥,,,, (¢~ )71 (F) é fechado
em A. E facil ver, no entanto, que (¢~ 1)"}(F) = ¢(F) qualquer que seja F' C ,,, de modo que
basta mostrarmos que, para todo fechado F' de %,,, ¢(F') é fechado em A.

Seja F um fechado de >,,,. Como F é fechado em ¥,,, e ¥, é compacto, F' também é compacto.
Resulta, portanto, da continuidade de ¢ que ¢(F) é compacto em A, a partir do que concluimos,
em particular, que ¢(F') é fechado em A. E, sendo F' um fechado arbitrério de ¥, disso resulta,
por fim, que p~! é continua. ]

1

Observacgao 8.35. Uma demonstracao alternativa do fato de que ¢~ é continua pode ser encon-

trada no apéndice A.5.

8.3 Caos nos fractais

Nesta secao, utilizaremos os resultados das secoes anteriores para provar o teorema central
deste capitulo, o qual afirma que a tranformacao de mudanca S associada a um IFS totalmente
desconexo é cadtica segundo a definicao de Devaney.

Observagao 8.36. Seja {X;S1,...,5,} um IFS, e seja A seu atrator. Como

A=]Si(4),
i=1
Si(A) C A qualquer que sejai € {1,...,m}, e, portanto, para cada i € {1,...,m}, podemos pensar

na restricdo de S; a A como sendo uma aplicacao de A em A.

Lema 8.37. Seja {X;S1,...,Sn} um IFS, e seja A seu atrator. Nessas condigoes, se esse IFS for
totalmente desconexo, entdo, para cadan € {1,...,m}, a transformagdo S,: A — A serd injetora.

Demonstragao. Suponhamos, por absurdo, que o IFS {X; S1,..., S} seja totalmente desconexo,
e que, no entanto, exista n € {1,...,m} tal que S,: A — A nao seja injetora. Como, por hipétese,
Sn: A — A nao é injetora, podemos fixar (iq,i2,...), (j1,j2,...) € X de modo que z;i,... # Tj ...,
e Sy (Ziyiy...) = Sn(xj,4,...). Nesse caso, porém, terfamos

Tniyis... 839 Sn(:L‘mQ) = Sn(lejg...) 8?9 Lnjija...s

e, consequentemente, o ponto a := x,;,4,... possuiria dois enderecos distintos — o que, por sua vez,
seria um absurdo, pois o IFS é totalmente desconexo. ]
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Lema 8.38. Seja {X;S1,...,Sn} um IFS totalmente desconexo, e seja A seu atrator. Nessas
condigoes, S;(A) N S;j(A) =0 quaisquer que sejam i e j em {1,...,m} tais que i # j.

Demonstragao. Suponhamos, por absurdo, que existam a € A e n,q € {1,...,m} tais que n # ¢,
e tais que a € Sp,(A) N Sy(A). Como, por hipdtese, a € Sy, (A) N Sy(A), podemos fixar (iy,iz,...)
e (j1,72,...) em X, de modo que a = Sy (Ziy4y...), € @ = S¢(xj,j,...). Nesse caso, porém, é facil ver
que

Tniyig... 839 Sn(xilizm) =a= SQ(:Ejljzm) 8?9 Lqjijz...r

e, como n # q, disso resulta que (n,i1,12,...) € (q,j1,j2, . - .) sdo enderegos distintos de a — o que,
por sua vez, é um absurdo, ja que, por hipdtese, o IFS é totalmente desconexo. ]

Teorema 8.39. Seja {X;S1,...,Sn} um IFS, e seja A seu atrator. Nessas condigoes, o IFS
{X;S1,...,Sm} € totalmente desconexo se, e somente se, as transformacoes Si,...,Sn: A — A
sao injetoras, e, além disso, S;(A) N S;(A) =0 quaisquer que sejam i e j em {1,...,m} tais que
i .

Demonstragdo. Suponhamos, inicialmente, que o IFS seja totalmente desconexo. Nesse caso, resulta
dos lemas 8.37 e 8.38 que, para cada n € {1,...,m}, a aplicagdo S,: A — A é injetora, e que
Si(A) N Sj(A) = 0 quaisquer que sejam i e j em {1,...,m} tais que i # j.

Suponhamos, agora, que Si, ..., Sy, A — A sejam injetoras, que S;(A4) N Sj(A) = 0 quaisquer
que sejam ¢ e j em {1,...,m} tais que i # j, e que, no entanto, exista um ponto a € A com mais
de um enderego. Nesse caso, podemos fixar (i1,12,...) e (j1,j2,...) em X, de modo que (i1, 72, ...)
e (J1,J2, - .) sejam enderegos distintos de a. Como (i1,1is2,...) é um endereco de a,

a = Ziyip... — Sil (1'2213) € Sil (A)
8.29
Da mesma forma, como (j1, j2,...) ¢ um endereco de a,

@ = Tjij.. = S (Tjags..) € 55 (A).
Logo, a € S;,(A) N Sj,(A), e, portanto, S;, (A) N Sj, (A) # 0. Resulta, pois, da hipétese de que
Sn(A)NSy(A) = 0 quaisquer que sejam n e g em {1,...,m} tais que n # ¢ que iy = j;. Apesar disso,
como (i1,42,...) # (j1,72,.-.), existe k € N tal que iy # ji. Consequentemente, {k € N : i # ji}
é nao vazio e, portanto, possui minimo. Seja ¢ := min{k € N : iy, # jx}. Como i; = j1, é claro que
£ > 1. Além disso, é claro também que

(Si ©...0 Siza)('rizizﬂm) 8?9 Liyig... = @ = Tjijp... 8?9 (Sjl ©...0 ij*l)(leje+1...)

— a partir do que concluimos, em vista da hipétese de que Sy ..., S, : A — A sdo injetoras, que
Tigigi1... = Tjgjos.... Sendo assim, como

Ligipyq... 8.29 Sig (xieie-u---) € S;,(A),
e

Ljejesr g5 Si(@jijesa...) € Sj,(A),
resulta do fato de que i, ,... = 2j,j,,,... que S;,(A)NS;,(A) é ndo vazia — o que é um absurdo, pois
i¢ # ji. Portanto, se S,,: A — A é injetora qualquer que sejan € {1,...,m}, ese S;(A)NS;(A) =0
quaisquer que sejam i e j em {1,...,m} tais que i # j, entdo, necessariamente, cada ponto de A
possui um unico enderego, e, por conseguinte, o IFS é totalmente desconexo. ]
Definicao 8.40 (TRANSFORMAGAO DE MUDANGA ASSOCIADA A UM IFS). Seja {X;5S1,...,5n}

um IFS totalmente desconexo, e seja A seu atrator. A transformagao de mudanga associada a
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esse IFS é, por definicao, a aplicagao S: A — A tal que, para cada a € A,

S(a) = 57 (a),

)

em que 7 é o tnico j € {1,...,m} tal que a € S;(A), e em que S; é vista como uma transformacao
em A.

Defini¢ao 8.41 (APLICAGOES TOPOLOGICAMENTE CONJUGADAS). Sejam (X, dx) e (Y, dy) dois
espagos métricos, e sejam f: X — X e g: Y — Y duas aplicagoes quaisquer. Nessas condigoes,
dizemos que f e g sao topologicamente conjugadas se existe um homeomorfismo h : X — Y
tal que ho f =goh.

Vamos provar, a seguir, um resultado classico na area de sistemas dinamicos. Mais especifi-
camente, mostraremos que, se duas aplicagoes sao topologicamente conjugadas, e se uma delas
é cadtica, entao a outra também é. Para isso vamos, inicialmente, provar dois lemas que serao
essenciais para a demonstracao desse resultado.

Lema 8.42. Sejam (X,dx) e (Y,dy) espagos métricos, e sejam f: X — X eg: Y — Y aplicagoes
topologicamente conjugadas pelo homeomorfismo h: X — Y. Nessas condigoes, para todo n € N,
tem-se

hof*=g"oh.

Demonstragao. Como f e g sao topologicamente conjugadas, tem-se, evidentemente,
hofl=hof=goh=g'oh.
Por sua vez, é claro também que, se h o f™ = g" o h para certo n € N, entéo
ho fr* ' =ho(ffof)=(hof")of=(g"0h)of=g"0o(hof)
=g"o(goh)=(g"0g)oh=g"oh.
Sendo assim, resulta do principio da inducao que h o f* = g" o h qualquer que seja n € N. O

Lema 8.43. Sejam (X,dx) e (Y,dy) espagos métricos, e sejam f: X — X e g: Y — Y duas
aplicagoes quaisquer. Nessas condicdes, se f e g sao topologicamente conjugadas por um homeo-
morfismo h: X =Y, entdo g e f sdo topologicamente conjugadas por h™1:Y — X.

Demonstragdo. Com efeito, se f e g sdo topologicamente conjugadas por um homeomorfismo
h: X — Y, entao

h™tog=(h"tog)o(hoh™)=h""o(goh)oh™ =h"to(hof)oh™
(foh™)=foh™,

|
—~
>
L
(0]
=
(0]

e, portanto, g e f sio topologicamente conjugadas por h™1. O

Teorema 8.44. Sejam (X, dx) e (Y, dy) espagos métricos compactos, e sejam f: X — X eg: Y —
Y aplicagoes topologicamente conjugadas pelo homeomorfismo h: X — Y. Nessas condigoes, f €
cadtica em (X,dx) se, e somente se, g € cadtica em (Y, dy).

Demonstragao. Antes de qualquer outra coisa, notemos que, em vista do lema 8.43, basta mostrar-
mos que, se f é cadtica em (X, Dy), entdo g é cadtica em (Y, dy). Dividiremos a demonstragao
dessa afirmagado em trés partes:

e Inicialmente, vamos mostrar que, se Per(f) é denso em (X,dx), entdo Per(g) é denso em
(Y, dy). Para isso, suponhamos que Per(f) seja denso em (X, dy) e consideremos um aberto
nio vazio U de (Y, dy ). Como, por hipétese, h é um homeomorfismo, h~1(U) é um aberto nio
vazio de (X, dx). Sendo assim, resulta do fato de que Per(f) é denso em (X, dx) que existe
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um ponto periédico zg de f em h~1(U). Seja N € N tal que fV(z) = xo, e seja yo = h(xo).
Como zg € h~1(U), é imediato ver que go é um ponto de U. Além disso, é claro também que

7™ () = 6" (h(w0)) =, (/™ (w0)) = hlzo) = 0.

Logo, 19 é um ponto peridédico de g que pertence a U. E, como U é um aberto nao vazio
qualquer de (Y, dy), disso concluimos que todo aberto nao vazio de (Y, dy ) intersecta Per(g),
e, portanto, que Per(g) é denso em (Y, dy).

e Suponhamos, agora, que aplicacdo f seja topologicamente transitiva em (X, dx), e vamos
mostrar que, nesse caso, g é topologicamente transitiva em (Y, dy ). Sejam U e W dois abertos
nio vazios de (Y,dy). Como h é um homeomorfismo, h=1(U) e h=1(W) sdo abertos nao
vazios de (X, dx). Resulta, pois, da transitividade topolégica de f em (X, dx) que podemos
fixar 29 € h"'(U) e N € N de modo que fV(xg) € h=1(W). E f4cil ver, no entanto, que
x9 € h"1(U) = h(xg) € U, e que

7N (@o) € h(W) = gV (h(a)) = h(FV (w0) € W,

de modo que podemos concluir que gV (U) N W # (). E, como os abertos nio vazios U e W
de (Y, dy) sao quaisquer, disso resulta que g é topologicamente transitiva em (Y, dy).

e Por fim, vamos provar que, se f é sensivel as condigoes iniciais em (X, dx), entéo g é sensivel
as condigoes iniciais em (Y, dy). Para tanto, suponhamos que f seja sensivel as condigoes
iniciais em (X,dx) e fixemos uma constante de sensibilidade ¢y > 0 para f. Como, por
hipétese, (Y,dy) é compacto, e h™': Y — X é continua, h~! é, também, uniformemente
continua. Consequentemente, podemos fixar o9 > 0 de modo que, para quaiquer y; e o
em Y tais que dy (y1,y2) < do, tenhamos dx (h_l(yl), h_l(yg)) < €. Mostraremos que dg é
uma constante de sensibilidade para g. Para isso, fixemos, inicialmente, yg € Y e v > 0 de
modo arbitrdrio e, em seguida, consideremos o ponto zg == h~*(yo) € h™(B,(y0)). Como
h é continua, e B,(yo) é aberto em (Y,dy), h™'(B,(yo)) ¢ aberto em (X,dx). Resulta,
portanto, do fato de que f é sensivel as condic¢oes iniciais em (X, dx) que podemos fixar
z1 € h™'(By(y0)) e N € N de modo que

dx (fN(xO)a fN(wl)) > €.

Seja y1 = h(x1). E imediato ver que 71 € h™? (Bv(yo)) = y1 € By(yo). Além disso, como

dx (™ (9" ). b~ (g™ () ) = dx (h1(9N(h<xo>)),hl(gN(hm))))
= dx (f" (o), N (21)) > €0,

é claro também que dy (¢" (y0), 9™ (y1)) > do (pois, se dy (9" (v0), 9™ (y1)) < do, terfamos,
necessariamente, dx (hfl (9™ (o)), A" (gN(yl))> < €p). E, como yp € Y e v > 0 s@o comple-

tamente arbitrarios, isso completa a prova de que dg é, de fato, uma constante de sensibili-

dade para g — a partir do que concluimos, por fim, que g é sensivel as condicGes iniciais em
(Y, dy). O

Teorema 8.45. Sejam {X;S1,...,Sn} um IFS totalmente desconexo e A seu atrator, e seja S a
transformagao de mudanca associada a esse IFS. Sejam também X, o espaco de codigos associado
ao IFS eT: ¥y — 3y, tal que o(iy,ia,13,...) = (i2,13,14, .. .) qualquer que seja (i1,42,13,...) € Xp,.
Nessas condi¢coes, S e o sao topologicamente conjugadas.

Demonstragao. De fato, o homeomorfismo que torna a S e 7 conjugadas é a aplicacao de en-
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derecamento ¢, construida no teorema 8.27. Com efeito, para todo (i1,2,...) € ¥, tem-se

(SO go)(il,ig, i ) = S(go(il,ig, . )) = S(Szl (go(ig,ig, i )))

8.28
== S;ll <S“ ((p(ig,ig, .. ))) == (p(ig,ig, . )
= ¢(o(i1,ia,...)) = (po1)(i1,i2,...). O

Teorema 8.46. A transformacdo de mudanga associado a um IFS totalmente desconexo com duas
ou mais transformagodes € cadtica sequndo a definicdo de Devaney.

Demonstracao. Na secao 8.1, provamos que 7 é cadtica. Como 7 e S sao topologicamente conjuga-
das, resulta do teorema 8.44 que S é cadtica segundo a definicao de Devaney. O

Vamos explorar os resultados provados no conjunto de Cantor ternério.

Exemplo 8.47 (CoNJUNTO DE CANTOR TERNARIO). Seja C1 o conjunto de Cantor terndrio e
3
sejam S1, 52: R — R tais que, para cada x € R,

1 1 2
Si(x) = 3% € So(x) = gx—i— 3

Como ja vimos, C'1 é o atrator do IFS {RR; S1, S2}. Observe que S; e Sy s@o inversiveis, e que, para
3

todo x € R, Sl_l(x) =3z, e 5’2_1(:):) = 3z — 2. Além disso, como, para todo a € R,

’ 3 3
(pois [0, %] N [%,1] = (). Logo, resulta, respectivamente, dos teoremas 8.39 e 8.46 que o IFS
{R; 51,52} é totalmente desconexo, e que a transformagao de mudanga associada a esse IFS é
cadtica segundo a definicdo de Devaney.
Seja S C% — C% a transformacao de mudanca associada ao IFS {R; Sy, S2}. Dado a € C%, é

facil ver que

podemos concluir que 51(0%) C [0 1] e SQ(C%) C [2 1], e, portanto, que Sl(C’%) N 52(0%) =1

3a, se a € S1(Ch)
S(a) = 3
3a—2, se ac S(C

)

Para ilustrar o fato de que a transformacao de mudanca associada ao IFS {R; S}, S2} é sensivel as
1 1

condigoes iniciais, vamos observar o que acontece com as érbitas dos pontos %, 3 — 3= € C1 pela
3

In(¢)

transformacao de mudanca S, em que € > 0, e n é um nimero natural maior do que MOR Nao é

dificil ver que
1 1
Ol-)=<¢2,1
() -t

1
3
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oft_ ty_ft, 1, v 1 1
3 32) |3 3 3ol 3n27770 3

Sendo assim, podemos concluir que as érbitas de pontos que sao “suficientemente préximos” (isto

é, que distam no maximo 3%) acabam se “afastando” completamente. As figuras 8.5 e 8.6 mostram,

respectivamente, as érbitas dos pontos % e % — 3i no caso em que € = 0,001, e n =7T7.

0.04 1

0.02 1

000 # -

—0.02

—0.04 1

03 04 0.5 0.6 07 0.8 09 10

Figura 8.5. Orbita do ponto % pela aplicagao S.

004

002

0007 = . ] * am

—0.02 -

—0.04

0.0 0.2 04 06 08 10
Figura 8.6. Orbita do ponto % — 3% pela aplicacdo S.

As figuras 8.5 e 8.6 sugerem que, mesmo que dois pontos distintos de C1 estejam muito
préximos, em alguma iterada, eles irao se “afastar” a pelo menos uma determinaéa distancia. Isso
decorre do fato de que a transformacao de mudanca S associada ao IFS do atrator C 1 é sensivel
as condigoes iniciais. Vamos, agora, compreender isso via definigao. Seja § < %, sejax € C Le seja
€ > 0. Precisamos mostrar que existem y € C% en € N tais que |[x—y| < €, mas [S™(z)—S"(y)| > J.

Para isso consideremos inicialmente £ € N tal que 3% < € (basta tomar qualquer k € N tal que

1
k> 111((;)) Consideremos também (z1,22,23,...) € {0,2}" tal que # = &L + 23 + ... + . Le
tomemos y = %+§—§++§—,‘j+gﬁﬂ ...em que paracadan € {k+1,k+2,...},y, € {0,2} e
Yn # Tn. Como (1, T2, 23,...), (T1, 29, ..., Tk, Yrp1.-..) € {0,2}N e paracadan € {k+1,k+2,...}

tem-se x, # yn, consequentemente x # y.

1Como z € C%, existe uma representagao de z na base terndria cujos digitos sejam apenas 0 ou 2 (ver proposi¢ao
3.7).
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Além disso, é claro também que

+
o T Yi
roy= ) 5 ) g

= 2
§Z§

i=k+1

Analogamente, mostra-se que y — z < 3% Logo, |x —y| < 3%
Vamos mostrar, a seguir, que existe um n € N tal que S™(z) e S™(y) ndo pertencem ambos a

S1(C1) (que esté contido no intervalo [0, 1]), nem a S3(C1) (que estd contida no intervalo [2,1]).
3 3

Disso resultara por sua vez, que existe um n € N tal que |S™(z) — S™(y)| > % > §. Com efeito, se
S™(z) e S™(y) pertencesse ambos a S1(C1) qualquer que fosse n € N, terfamos S™(x) = 3-S5 1(z)
3

e S"(y) = 3-8""1(y), e, portanto, terfamos também,
5™ (x) = S ()| =3-15""H(2) = S"Hy)| = ... = 3" |z — g,

qualquer que fosse n € N.
Como, porém, x # y, disso resultaria que

lim [S"(z) — S™(y)| = lim 3" |z — y| = 4o0.
n—oo N——

n—oo
#0

— 0 que, por sua vez, seria um absurdo pois, deveriamos ter |S"(z) — S™(y)| > % qualquer

que fosse n € N. De modo anélogo, mostra-se que S™(z) e S™(y) nao podem pertencer ambos a
S2(Ch1) C [%, 1] qualquer que seja n € N.
3
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Capitulo 9

Teorema de Moran

Uma vez verificado que todo sistema de fungoes iteradas admite um tnico atrator, é interessante
determinar um método para calcular suas dimensoes. Neste capitulo iremos apresentar e demonstrar

o teorema de Moran que nos garante que se o IFS, {R";S1,...,S,,}, composto por similaridades
definidas em R"™, que satisfaz a OSC e F o conjunto atrator desse sistema, entdao a dimensao
de similaridade de ' — que é o Unico numero real s tal que Zle A; = 1 — coincide com a

dimensao Hausdorff de F. Para isso, introduziremos o conceito de distribuicao de massa, bem
como provaremos o teorema de distribuicao de massa o qual é importante para obtermos uma
cota inferior da dimensao de Hausdorff de FF C R"™ e varios outros resultados essenciais que serao
utilizados na demonstracao. Em sequéncia, calcularemos a dimensao de Hausdorff do conjunto de
Cantor ternério e do triangulo de Sierpinsk. Na ultima parte, provaremos uma versao do teorema
de Moran que diz respeito ao caso em que {Si,...,S,,} s@o contragoes, mas nao necessariamente
similaridades, e, por fim, aplicaremos esses resultados para obter uma estimativa da dimensao
de Hausdorff do conjunto de Julia associado ao polinémio f.(z) := z? + ¢ para o caso em que
lc| > 1(542v/6). As referéncias utilizadas neste capftulo foram [Fal04], [Barl4], [SA11] e [VDE18].

9.1 O Teorema de Moran

Iniciaremos, provando uma série de resultados que serao essenciais para a demonstracao do
teorema, central deste capitulo.

Lema 9.1. Seja X = {1,...,m}, sejam r1,...,rm €]0,1[, € seja s o unico nimero real t tal
que > vt = 1. Para cada k € N* e cada C C XF = {(i1,...,i):Vj € {1,...,k}, i; € X},
constderemos, também, o conjunto

IC = {(ilai%"') S XN : (i17i27"' 7’”6) € C}l

Seja A == {Ic : k € N,C C X*}, e seja u: A — [0,400] tal que, para cada k € N e cada
CcC Xk,

wu(le) = Z (Tiy - -1i)"

(31,11 )EC

Nessas condicoes:
1. A € uma dlgebra de conjuntos;

2. u é uma medida finitamente aditiva que vale 1 em XV; e

1Observe que XN &, simplesmente, uma notacdo alternativa para o conjunto %,., que foi definido no capitulo
anterior.

105
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3. a aplicacdo

fi: P(XN) — [0, +o0]

i=1 =1

A»ﬁinf{iu(Bi) :VieN, Bie A eAC GBZ}
€ uma medida exterior.
Demonstragao. 1. Vamos mostrar que A é uma algebra. De fato:
e E claro que XN € A, pois XN = Iyx qualquer que seja k € N.
e Sejam m,n € Ntaisquem<n,C; C XM CyC X"e
C" = {(i1,...,in) € Ca: (i1,...,im) € C1}.
E facil ver que
Io, NIo, = {(i1,d2,...) € XN : (iy, ... im) € Cy e (i1,...,in) € Ca}

= {(il,ig,...) € XN (’Ll,,Zn) S C,}
= Ico.

Logo, I, N 1Ic, € A.
e Sejam k € N e C C X*. Note que
XM\ Io = {(ir,ia, ...

= {(i1, 12, ...

- IXk\C

~—

e XV (iy,...,ix) ¢ C}
e XV (iy,... i) € C}

~—

Consequentemente, X\ I € A.
e Sem,neN, C; CX™ e(CyC X", entao

Ie, Ule, = XM\ <XN\ICI>Q(XN\I(;2) €A

€A cA

Portanto, A é uma algebra.
2. Vamos mostrar que i é uma medida finitamente aditiva.

e Se C,D C X* sao disjuntos, entdo

/L(IcLJID): Z (Tz‘l...rik)s

(i1,...y2k ) ECUD

— Z (riy ..1i)* + Z (P ...rjp)° (%)

(i1,..yi)EC (J1,-rdk)ED
= pu(lo) + p(p).

e Se C C XFeDC X sao disjuntos e k > £, entao C x X”k,D C X! também sao
disjuntos e, portanto,

K (IC><XZ—’C U ID) (;) v (ICXxZ—k) +u(Ip).
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Mas, evidentemente, I~y xe-x U Ip = Ic U Ip. Sendo assim, para concluirmos que
p(IcUlp) = p(Ic) + pu(Ip), basta mostrarmos que g (I, xe—+) = p(Ic). Mas

1 (chxl—k) =u(le) & Z (rig oo o) (rey <oy ))?
(1,0yik ) EC, (L1, sto— i ) EXLETF

= > (i)’

(il,...,ik)ec

= Z (Th---ik)s (tla cee atf—k)s

(31,51 ) EC (t1,to_)EXLEE
=B
= Y (i)
(31,...,5%)€C
< B=1.

Dessa forma, como

Z (rey ooy, )’ = Z Z Z T T,

(t1,0ste—p)EXETR t1eX taeX  tp_p€X
_ s s s _
= Z T Z Tey | - Z T o | = 1,
t1€X to€X ty_r€X
=1 =1 =1

podemos concluir que p (Ic U Ip) = pu(Ie) + 1 (Ip).
e Como
1= Y = nllxo) = (XY) = (XM 00) = (X7) 4 0 (0) = 14+ 1 (0),
i=1
tem-se () = 0.

Portanto, i é uma medida finitamente aditiva.

3. Como p é uma pré-medida exterior (pois p é uma medida finitamente aditiva), resulta do
teorema 2.17 que i é uma medida exterior.

O
No que se segue, consideremos um IFS {X; S1,..., S}, cujo atrator denotaremos por F'.
Definigao 9.2. Seja
v: P(R") — [0, +0o0]
A i ({iniz,. ) € X i, € A}
em /i corresponde a medida do lema 6.32.

Observagao 9.3. Note que, para todo A C R", tem-se v(A) = v(ANF), pois x;,i,... € F' qualquer
que seja (iy,ia,...) € XN,

Proposicao 9.4. v ¢ uma medida exterior.

Demonstragao. Vamos mostrar que v é uma medida exterior.
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o v(0) =i ({(iriz...) € XN : 2y, € 0}) = (D) = 0;

e para quaisquer A, B C R", se A C B, entédo
{(ilig ...) € xN. Tiyiy... € A} C {(iliQ ...) € XN Tiyiy... € B}
e, portanto,
{(irin...) € XN 124, € A)

(
<[ ({(i1i2 L)eXxNig, € B})

e se (Ayn),cy ¢ uma sequéncia de subconjuntos de R", entao

{(iliz. . ) S XRn P Xjyis... € U An} = U {(ilig ) S XN P Xy € An},

neN neN

e, por conseguinte,

V(A) =[ ({(ilig .. ) e XN Liiig... € U An}>

neN
= (U {(ilig .. ) € XN : xi1i2---} S An>
neN
+oo
< Zu ({(ilig .. ) S XN L Xiyis... € An})
i
= v(Ap,).
n=1

O

Defini¢ao 9.5 (SUPORTE DE UMA MEDIDA EXTERIOR). Se u : P(R™) — [0, +00] é uma medida
exterior, entdao o suporte de p (o qual denotaremos por spt(u)), é, por definigdo, spt (u) =
Nper F, em que F := {F C R": F ¢ fechado, e u(R™ \ F') = 0} .

Defini¢ao 9.6 (MEDIDA EM UM SUBCONJUNTO DE R"™). Dizemos que uma medida exterior pu :
P(R™) — [0,400] é uma medida em A C R" se spt(p) C A.

Definigao 9.7 (DISTRIBUIGAO DE MASSA). Dizemos que uma medida p : P(R™) — [0, +00] é uma
distribuicao de massa se 0 < pu(R"™) < 400 e se g é uma medida em um subconjunto limitado
de R™.

Observacgao 9.8. Note que, como p é uma distribuicdo de massa em F, u(R™\ F) = 0, pois
supu € F e R"\ FF C R™\ supp. No entanto, como p(R™ \ supp) = 0, por monotonicidade,
w(R™\ F) = 0. Disso resulta que p(F') > 0, pois

0 < u(R") = u(F U R\ F)) = u(F) + p(®" \ F) = u(F).
=0

Lema 9.9. v é uma distribuicdo de massa em F'.

Demonstragdo. Vamos mostrar que v é uma distribuicdo de massa em F'. De fato:
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e [ ¢ limitado, pois é compacto;

® COImo

=0 <{(i1i2 .. ) € XN P Xjyis... € F}) +0
= A(XT) = (X7 = 1,
temos 0 < v(R™) < 4o0;

e como F' é fechado (pois é compacto), e
I/(Rn \ F) =[ <{(’i1,i2, .. ) € XN P Xiyis... € Rn\F}> = ﬂ(@) =0,
spt(v) C F.
O

Provaremos, a seguir, o teorema do Principio de Distribuicao de Massa (PDM), o qual serd
utilizado na demonstragao do teorema de Moran.

Teorema 9.10 (PRINCIPIO DE DISTRIBUIGAO DE MASSA). Seja p uma distribuicao de massa
em F. Suponhamos, também, que, para algum d > 0, existam numeros ¢ > 0 e € > 0 tais que
w(U) < ¢ - diam(U)? qualquer que seja U C R™ tal que diam(U) < 6. Nessas condigcies, tem-se
HUF) > 25 5 0, ¢ d < dimy(F) < dimp(F) < dimp(F).

Demonstragao. Resulta da monotonicidade e da subaditividade enumeravel de p e de nossas
hipéteses sobre d que, para todo ¢ €]0, €[ e toda d-cobertura {U; }ien de F, vale que

o0 oo

Em vista disso, podemos concluir que

HY(F) = inf {Z(diam@))d {Uiben € @(F)} > 1

i=1

qualquer que seja 0 €]0, ¢[. Consequentemente,

HUF) = Tim w(F) > )

6—0t C

Como, porém, u €, por hipdtese, uma distribuicdo de massa em F', decorre da observacao 9.8 que
p(F) > 0. Sendo assim, temos também H(F) > 0 — a partir do que concluimos, por fim, que

d < dimy(F) < dimg(F) < dimp(F). O

Provaremos agora uma sequéncia de lemas que serao utilizados na demonstracao teorema de
Moran.

Lema 9.11. Seja A C N, e seja {A;}jen uma colecao de abertos disjuntos de R™ tal que, para
todo j € A, existem Ay, Aa,r >0 e xj,y; € R" tais que

Bayr(xj) CAj C Bayr(y;)-
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. : . 14245)"
Nessas condigoes, para cada x € R™, a bola B.(z) intersecta no mdximo (4_,4# elementos da
1

famdlia {A;};ep.

Demonstragdo. Seja x € R™ um ponto arbitrario, e considere a bola B,(z). Suponha que exista
J € A tal que A; N B, (z) # @. Por hipotése, podemos fixar y; € R de modo que Aj C Ba,,(y;)-
E facil ver que A; estd inteiramente contido na bola de raio r 4+ 2A4sr = (1 + 2A2)r centrada em z.

De fato, sejam 2z € A; C Ba,,(y;) e 2’ € A; N B,(z) C Bay(yj) N By(x). Tem-se

d(z,x) < d(z,y;)+d (y;,2) + d(z, ")
—_—— —— ——
<Aar Asr <r
< 2451 + 7
= (1 + 2A2) T.

Logo, A; C B(1424,)r(z). Consequentemente, a bola B(1424,)(z) contém todos os elementos da

Y
Bai2a,r (¥) L’

~

S —_—_-—

Figura 9.1. [lustracdo da demonstracao.
Fonte: autora.

familia {4;},ea que intersectam B,.(x). Por outro lado, cada aberto A; contém uma bola B, ().

Como o volume total dessas bolas deve ser menor ou igual a (1 4+ 2A42)"r", concluimos que deve
haver ¢ < ufl#)n elementos de {A;}jca que intersectam B, (z). O
1

Lema 9.12. Seja V um aberto de R™ que contenha uma bola fechada de raio A1, e, seja S uma
r-similaridade. Nessas condi¢oes, S(V') contém uma bola fechada de raio rA;.

Demonstragao. Inicialmente, observe que se S é uma r-similaridade, entao %S é uma isometria de
R™, pois

H(IS> @~ (39) <y>H = 2 18() ~ @)l =+ llz ~yll = lle — il

Sabemos que isometrias do R™ sdo sobrejetoras (ver [Con]). Com isso, 1S é sobrejetora. Vamos
mostrar, a seguir, que disso resulta que S(By, (x)) = B4, (S(z)). Para isso, notemos, inicialmente,
que S(Ba,(x)) C S(Bra,(z)), pois, para todo z € By, (), tem-se

d(S(z),S(x)) =rd(z,z) < rA;.

Vamos agora mostrar que By4,(S(z)) C S(Ba, (x). Para tanto, comecemos fixando y € B, 4, (S(z))
de modo arbitrario. Como S é sobrejetora, podemos, também, fixar z € R"™ de modo que S(z) = y.
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E f4cil ver que
1
(TAl) = Al.

r

d(z ) = %d(S(z),S(:v)) _ %d(w,y) <

— 0 que por sua vez, prova que z € By, (x). Consequentemente, y € S(Ba,(z)). E, como y €
B4, (S(x)) é completamente arbitrario, disso concluimos, por fim, que B4, (S(z)) C S(Ba, (z)).

Portanto, se By, (z) C V, entdo B, 4,(S(z)) = S(Ba,(x)) C S(V). O
Definicao 9.13 (DIMENSAO DE SIMILARIDADE). Seja {R";Si,...,S,} um IFS, tal que as con-
tragoes S1, ..., S, sejam similaridades, seja F' seu atrator, e, para cada i = 1,...,m, seja r; o fator

3

de similaridade de S;. A dimensao de similaridade de F' C R" é, por defini¢ao, o tinico niimero
real s tal que > rf = 1.

i=1"1
Vamos provar a seguir que o numero real s da definigdo 9.13 é de fato unico.

Proposigao 9.14. Para cadai € T :={1,...,m} sejar; €]0,1[. Nessas condi¢oes, existe um tinico
nimero real s tal que Y ;" rf = 1.

Demonstragao. Como para cada i € Z, r; €]0, 1], temos que

m

SILZT’f

i=1

¢ decrescente, uma vez que para cada i € Z, rj é decrescente. Por sua vez,

m
lim ri =0
s§—>—+00
i=1
e
m
lim r; = 400.
S§——00 1
1=

Em particular, fixe s1, s9 € R tais que,

m m
g r; < e g ry > 1.
i=1 i=1
m Ts

Resulta do teorema do valor intermedidrio que existe um s tal que )", rf = 1. Como f é estrita-
mente decrescente, temos que s é Unico. O

Definicao 9.15 (OSC). Dizemos que um IFS {X; S1,..., Sy} satisfaz a condigao do conjunto
aberto ou open set condition (OSC) se existe um conjunto limitado, aberto e néo vazio O C X
tal que

e tal que S;(0) N S;(O) = 0 quaisquer que sejam 4, j € {1,...,m} tais que i # j.

Lema 9.16. Seja {R™; S1,...,Sn} um IFS consistindo de similaridades com fatores corresponden-
tes {r1,...,rm}, €, seja F seu atrator, e, seja s o unico nimero real tal que Y ;= rf = 1. Suponha
que esse IFS satisfaca a OSC. Nessas condigoes, a medida exterior v, da definicdo 9.2, satisfaz as
hipdteses do lema 9.11: isto é, existem niumeros reais positivos q, s e r tais que v(U) < qdiam(U)*

qualquer que seja U C F tal que diam(U) < r.

Demonstracao. Provaremos, inicialmente, um caso particular: seja B uma bola fechada de R™ de
raior < 1, e, seja V C R™ o conjunto aberto que satisfaz OSC. Pela observacao 9.3, v é uma medida
exterior definida em P(R™) tal que u(R™\ F) = 0, o qual resulta que v(B) = v(B N F). Dessa
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forma, com o objetivo de estimar v(B), vamos cobrir BN F por meio de cojuntos que sao obtidos
tomando a imagem de V' pelas composicoes das similaridades, isto é, (S;; 0...0.5;,) (V) = Vi, s
tal que 1 < 4; < m. Sendo assim, estimaremos a medida exterior v desta cobertura. Para fazer
isso, precisamos escolher as sequéncias correspondentes (i1,...,i;) de modo as condi¢oes do lema
sejam satisfeitas para todo V;, ., ou seja, procuramos encontrar sequéncias finitas (i1, ..., ) que
satisfacam as seguintes propriedades:

1. fixados A; e Ay nimeros reais, cada V;, . ;, deve conter uma bola fechada de R" de raio A;r
e estar contida em uma bola fechada de R™ de raio Aor;

2. Viiix NV, = 0, se (i1,...,0k) # (J1,---,Jk), isto é, todos os Vj, i sao dois a dois
disjuntos;

3. FNBC UV i,

ETaApPA 1

Seja I = {(i1,12,...) : 1 < 1i; < m}, ou seja, o conjunto de todas as sequéncias infinitas com
entradas tomando valores em {1,...,m}, e, seja I;, 4, = {(i1,... 0k, @t1,...) 1 1 < g5 < m}
consistindo em todas as sequéncias em I com termos iniciais (i1, ..., ).

Inicialmente, vamos trucar cada sequéncia (i1,1i2,...) € I apds o primeiro termo k tal que

min  {r}r <7 .ooor, < (9.1)

i€{l,....m

Este termo tnico sempre existe, uma vez que para todo k € N,

k
k
TiyTig -« Tip, < (ieglaxm}{m}> =g".

=g<1

im ¢* = 0, podemos fixar ky € N de modo que g* < r. Consequentemente,

Logo, como 1
k—+o0

TiyTig - Ty, < r. Por conseguinte, {k EN:ryriy...1my < r} # (), e, portanto, possui minimo.

Observe que r;; <  min  {r;} - r é valido sempre, pois r < 1. Sendo assim, temos alguns casos a
ie{l,....,m}

considerar:

e Se r;, < r basta tomar k = 1. Se, por outro lado, r;, > 7, entao, necessariamente,

TiyTiy = ZE{Ilminm}{ri}7“.

Suponhamos que 7;, > r. Nesse caso, como r;, > . rlnin }{n-}, tem-se
7 Jeeey

iy Tig > min  {r;} | r.
ie{1,...,m}
e Se r;ri, <r, basta tomar k = 2. Caso contrério, r;,r;, > r, e, portanto,

TiiTisTiy > min  {r;}r.
1,....m

e Suponhamos que 74,7, ...75, > r. Nesse caso, como

i, > min {r;
et ie{l,...,m}{ b

teremos, necessariamente,
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iy Tig - Tigyy = (TiyTig - - - Tiy) Tips > (ie{rfunm}{ri}> 7.
N——r N~ e

Denotaremos por ) o conjunto de sequéncias finitas obtidas trucando cada sequéncia infinita
como descrito acima.

Vamos escolher A7 e Ay de modo que o conjunto aberto V' contenha uma bola de raio A4; e
esteja contido em uma bola de raio As.

Dada (i1,...,i) € Q, sabemos que S;, o...0S;, ¢é uma similaridade com fator r;, ...r;,.
Consequentemente, pelo lema 9.12, o conjunto correspondente V;, ; contém uma bola de raio
iy ... 13, A1 e estd contido em uma bola de raio 7;; ..., As. Com efeito:

o V C BA2($) — (Sz o... OS,Lk)(V) - (S’L1 0...0 Szk)(BAz(fE)), e
e (Sj,0...08;,)(Bay(z)) C B’"i1--~TikA2((Si1 0...08;.)(z)), pois, para todo y € Ba,(x), tem-se

d(Siy0...08,)(y),Si,0...08,)(x)) =riy...15 - dy,x)
<7"i1~-7'ik‘A2~

Portanto, para todo (i1,...,i) € @, resulta da desigualdade 9.1 que qualquer V;, ;, contém

uma bola de raio  min {r;}A;r e estd contido em uma bola de raio Aar.
i€{l,...m

ETapra 2

Observe que se (i1,...,i) € @, entdo nenhuma outra sequéncia em ) comegara com os termos
exatos iy, ..., i nessa ordem, pois se (i,...,i) € @, entdo

min  {r;}r <wry.o.o.or, <1y
ie{l,...,m}

e, portanto, resulta da definicao de ) que os primeiros k£ termos de nenhuma outra sequéncia

de @ podem ser, respectivamente, i1,...,i; (pois, se tivessemos (j1,...,J¢) € @, com £ > k, e
J1="11,...,Jk = ik, entdo ry, ...7;, ¢ {min }{ri} r,r|. Sendo assim, duas sequéncias em ()
ie{l,....m

diferem sempre em pelo menos um termo.

Como V é o conjunto aberto para o qual a OSC é satisfeita, a imagem de (subconjuntos de) V
sob diferentes S; ¢ disjunta, e, consequentemente, dois conjuntos V;, . ;, e Vj, _j,, correspondendo a
diferentes sequéncias em @, sao imagens sob diferentes .S;, como acabamos de estabelecer. Portanto,
qualquer par de tais conjuntos é disjunto.

EraprA 3

Nesta etapa, vamos mostrar que

Para isso, provaremos, inicialmente, que S;(V) C V qualquer que seja i € {1,...,m}. Sejam
ip € {1,...,m} e x € V dois elementos quaisquer. Como, por hipétese, x € V, podemos fixar uma
sequéncia (x¢)een de pontos de V' de modo que glim x¢ = x. Por conseguinte,

—00

Sio (LB) = Sio (Kliglo l‘g) = Kliglo Sio (l‘g) evV.
€Sy (V)CV
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E, como ig € {1,...,m} e z € V sdo completamente arbitrarios, disso conclufmos, por fim, que
S;(V) CV qualquer que seja i € {1,...,m}. Resulta, pois, do teorema 7.14 que

F=(HWV)CV
k=0

— 0 que, por sua vez, permite-nos concluir que Fj, ; C Vil...ik qualquer que seja (ig,...,i;) € Q,
e, consequentemente, também que UQ Fy, i, C UQ Vi g
Resta-nos mostrar que F' = UQ F;, . i, Para ilustrar a ideia por trds da demonstragao vamos

comegar com um exemplo. Consideremos o caso em que
Q = {1,21,2211,2212,2213, 222,223, 231, 232, 233, 31, 32, 33},

e m = 3. Representaremos o conjunto ) por meio de diagramas de “arvores”. Inicialmente, vamos
tomar todos os elementos de () que comecam com o algarismo 1, e, assim, vamos representa-los
por meio de uma arvore, e todos os elementos que comegam com o algarismo 2 por meio de uma
segunda arvore, e todos os elementos que comegam com o algarismo 3 por meio de uma terceira
arvore. Como s6 temos um elemento de () que comeca com 1, a arvore correspondente tera apenas
1 “vértice”. A arvore que corresponde aos elementos que comecam com o algarismo 2, por sua vez,
se ramifica, inicialmente, em trés “galhos”. O elemento 2211, por exemplo, esta representado na
segunda arvore pela ramificagdo 2211, como podemos observar na Figura 9.2.

Figura 9.2. Representando @ por meio de drvores.
Fonte: autora.

Agora utilizaremos essas arvores para escrever F' como uma uniao apropriada. O passo seguinte
da demonstracao é notar que
F=FUFyUF3.

Como a arvore que inicia com o elemento 1 nao se ramifica o termo F} da decomposigao de F' ficard
inalterado. Como, por sua vez, a arvore que comeca com 2 se ramifica em trés galhos, escreveremos

Fy = Fy1 U Fyo U Fogs.
Da mesma forma, como a arvore que comeca com 3 se ramifica em trés galhos, escreveremos
F3 = F31 U F3o U F33.

Como o vértice 21 nao se ramifica, o termo Fb; ficard inalterado. Por outro lado, como o vertice
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22 se ramifica, vamos decompor
Foy = Fo91 U Fago U Faog.

Da mesma forma, como o vertice 23 se ramifica, escreveremos
Fa3 = Fa31 U Fa3g U Fass.
Continuando esse processo com os demais vertices, concluiremos que

F=FUFUF,
= F1 U (Fa1 U Fyo U Fo3) U (F31 U F3 U F33)
= F1 U Fo1 U (Fao1 U Faog U Fo3) U (Fag1 U Faga U Fasz) U (F31 U F3a U IF3)
= F1 U Fo1 U (Fao11 U Fagio U Fa913) U (Faoo U Fo3) U (Fagp U Fago U Fgz) U (F31 U F3p U Fi3) .

No caso geral, seguindo uma estratégia semelhante considerando m &arvores, uma para cada
um dos possiveis valores das entradas de () e representamos os elementos de () por meio dessas m
arvores e em seguida utilizamos cada uma dessas arvores para decompor F' de maneira apropriada.

Seja 1 o conjunto das sequéncias (i1, ...,i;) € @ tais que BNV, i, # 0. Diante disso, como
vimos que, na etapa 1 e 2, V;, _;, satisfaz as condigoes do lema 9.11, podemos concluir que existem

g= L)

,,,,,

)n sequéncias em Q1.

ETAaprA 4

Notemos, agora, que

I/(B) = I/(FOB) = ﬂ{(il,ig, .. ) D Tiyig... € BN F} <n UIjl---jk
Q1

A dltima desigualdade se justifica devido a propriedade de monotonicidade da medida, uma vez
que, dado (i1,12,...) € I tal que x;,;,.. € BN F, resulta da definicao de @ que existe k € N tal que
(i1,...,ix) € Q. Como, porém, x € B, e

oo
{.’13} 8?2 ﬂ Vtil...ig g ‘/il...ikv
£=0
podemos concluir, em particular, que V;, ;, N B # 0. Logo, (i1,...,ix) € Q1, e, portanto,
(t1,42,...) € I;;.4, C UIjl...jk-
Q1

Além disso, decorre da propriedade de subatividade enumeravel de ji que

fi UIj1-~~jk < Zﬂ(fnzk)
Q1 Q1

Logo,
I/(B) < Z[L(Ill%) djf Z(Th .. -Tik)s ggl Z,rs < qr.
Q1 ’ O

1

Diante disso, encontramos valores positivos ¢ e s tais que v(B) < gr® para todas as bolas de raio
r < 1. J& que qualquer conjunto U C F esta contido em uma bola de raio igual ao diam(U), temos
que v(U) < gr®. Portanto, v satisfaz as condigbes do lema. ]
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Teorema 9.17 (MORAN). Seja {R";S1,...,Sn} um IFS cujas contragoes sejam similaridades,
seja F seu atrator, e, para cada i € {1,...,m}, seja r; o fator de similaridade de S;. Suponha que
esse IFS satisfaca a OSC, e seja s a dimensdo de similaridade de F' (a qual definimos como sendo
o unico nimero real t tal que Y ;- rf = 1). Nessas condi¢oes, dimy F' = dimp F' = s, e, além
disso, 0 < H*® (F) < oo.

Demonstragcao. Primeiramente iremos mostrar que dimy F' < s. Para isso, seja

I, = {(il,...,’ik)tij S {1,...,m}},

ou seja, a colegao de todas as palavras com k entradas tomando valores em {1,...,m}. Uma vez
que F' é atrator desse IFS e que a unido das imagens de uma aplicagdo é a aplicacao da uniao,
segue por inducao que

F=JF;. ., (9.2)
Iy,

para qualquer & € N. O caso k = 1 é verdade, uma vez F' = |J;~, Si(F) = U, Si;- Vamos supor
que a equacao 9.2 seja verdadeira para algum k € N e vamos provar que é verdadeira também para
k + 1. De fato, note que

m
F= U Si(F) = USi1 UFjl---jk = U By i
i=1 I Iy, T
Consequentemente, {lezk D (i1, ..., 1) € Ik} ¢ uma cobertura de F'. J&4 que S;, o...05;, é uma

similaridade com fator r;, ...7;,, nos temos que

diam (F5, .q,) = sup {d (Siy...i, (%), Siy ., (y)) - @,y € F}
=sup {ri,. i, - d(z,y) :z,y € F}
=ry...r -sup{d(z,y) :z,y € F}
=7, ...r; - diam (F).

Por conseguinte,

> (diam (Fy,.3,))° = > (ri, ...7,)° - (diam (F))°

Iy Iy,
= <Z rfl) (Z er> . Z ri | diam (F)°
i1=1 in=1 ir=1
=1
= diam (F)*.

Observe que

diam (Fj, 4, ) = iy ... 15, diam (F') < max{r;,,...,r, }k diam (F)

ja que r;; < max{r;,,...,7,}, com j = 1,..., k. Com isso, dado qualquer ¢ > 0, podemos fixar
um ko € N de modo que, se k > ko, entao max{r;,,... ,mk}k < m. Logo, se k > kg, entao

max{r;,, ..., }*diam (F) < 6. Sendo assim, como

H5 = inf {Zdiam (U;)*%: U Ui =F e diam (U;) < 5} ,

1€EN 1€EN
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temos que
M3 (F) <) diam (F,._;,) = (diam (F))°.
Iy

Assim,
H? (F) = lim H* (F) < (diam (F))*.
0—0

Portanto, dimy F' < s (ja4 que F' é limitado (pois F' é compacto), entdo diam (F') < oo, logo
nao podemos ter que a dimy F' > s, uma vez que se esse fosse o caso temos que H*® (F') = oo para
todo s > dimy F).

Para ver que dimy F' > s, note que pelo lema 9.16, v(U) < diam(U)®q, o qual resulta do
Principio de Distribuigao de Massa 9.10 que H*(F) > % > 0, e, consequentemente, dimy F' > s.
Portanto, dimy F' = s.

Vamos agora provar que dimp I’ = s. Para isso, de modo semelhante ao que foi feito no lema

9.16, cobriremos F' com os conjuntos V;, ; (com (i1,...,i) € Q). Dado 0 < r < 1, escolha @

como no lema 9.16. Como Y ", ¥ = 1, podemos concluir, por inducdo, que > (14, ...73,)° =1, €,
além disso, como

< min {ri}>-r§ri1...rik,

ie{1,...,m}

—S

temos que ) possui no maximo < min {r;} r—° sequéncias. Ademais, para toda sequéncia
i€{1,...,m}

(i1,...,9) € @ sabemos que 7, ...r;, < r. Logo,

diam (V,..4,) = 74, ... 1, diam(V) < rdiam (V) .

log ((Ze{rlnmm}{n}> 7«—8>

Dessa forma,

— log N5(F) _ ..
d F=1 ———— <1
B H?j(l)lp —logd — H:l_%lp —log (rdiam(V))
—|log| min {r}) +logr®
= limsu el m)
0 P — (log (diam(V)) + log )
log (ie{gnin }{n}) + log r
i ] )
e | log (diam(V')) + log r
log ( min }{n}) +logr
1el,...
— . 1- ) ’
N H:l_%lp log (diam(V)) + log r
0
log min 7
logr 1;é:n} +1
= s - limsup =S.

r—0 log(dia 0
IOgT (ZWM’_'— 1>

— por sua vez, concluimos que s = dimy (F) < dimp(F) < dimpg(F) < s. Portanto, dimp(F) =
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9.1.1 Exemplos

Exemplo 9.18 (CoNJUNTO DE CANTOR TERNARIO). Consideremos o IFS {R;S;, S>} tal que,

para cada z € R,

1 1 2
Si(x) = 3% e Sa(x) = gx—i— 3

E imediato ver que S1 e Sy sdo similaridades, e que os fatores de similaridade de S7 e de Sy sao
ambos iguais a z. Além disso, pode-se mostrar que o conjunto de Cantor ternario, C 1 é o atrator

desse IF'S. Para que possamos utilizar o teorema 9.17 para calcular a dimensao de Hausdorff de
C'1, precisamos mostrar que o IFS {R; 51, S2} satisfaz a condi¢ao de conjunto aberto. Para isso, no
3

entanto, basta considerarmos o aberto O :=]0, 1[ e observarmos que:
e 51(0) =0, %[ — pois, se x €]0, 1], entdo § € ]O,%[, e, sey € ]O,%[, entao
St (y) =3y €]0, 1[;
e 55(0) = ]%, 1[ — pois, para todo z € R,

x 1 x 2 2 2
1= = - —+ - -, 1 -, 1
x €]0, [:>3€]0,3[:3+3e]3, [:>Sl(a:)€]3, [
e, para todo y € R,

2
Y€ ] 3 1 [ = 3y €]2,3[= 3y — 2 €]0,1[= S’;l(y) €]0,1];

Resulta do teorema 9.17 que a dimensao de Hausdorff de C1 coincide com sua dimensao de
3
similaridade — a qual, por sua vez, é o inico ntmero real s tal que

1\° 1\°
- - =1
() ()
Exemplo 9.19 (TRIANGULO DE SIERPINSKI). O atrator do IFS {R?; Sy, S5, S3} tal que, para cada

(z,y) € R?,
Sua.y) = (5.5) Salay) = (x_gl@ @ sl y) = (gy;l)

¢é o triangulo de Sierpinski. Para calcularmos sua dimensao de Hausdorff por meio do teorema de
Moran, precisamos verificar que esse IFS satisfaz a OSC. Para isso, consideremos, inicialmente, os
abertos

) log 2

Consequentemente, dimy (C1) = Tog3"

1
3

O::{(x,y)€R2:0<a:<1,e0<y<1—x},

1 1
01:_{(x,y)ER2:0<x<2,eO<y<2—x},

1
OQ::{(m,y)€R2:2<x<1,eO<y<1—x}
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1 1
03::{(1‘,y)6R2:0<x<§,e§<y<1—l‘},

os quais podem ser observados pela Figura 9.3.

Figura 9.3. OSC no caso do triangulo de Sierpinski
Fonte: autora.

Como 0; C O, e, para todo (x,y) € R?,

(r,y)) eO=0<z<1l,el<y<l-—z

z 1 y 1 =z
=>0<§<§,60<§<§—§
= (-3 (@)

(2’2 €&

= Sl(xay) € Olv
temos S1(0) C O; C O. Da mesma forma, como Oz C O, e, para todo (x,y) € R?,

(z,y) e0O=0<zx<1l,el<y<l—zx
1

z 1 Y T

:>0<§<§,e0<§<§—§
1 x+1 y z+1

LR | LA
=5 <5 <lLel<I< ( 5 )

rz+1y
@( 9 ,2) € Oy
=>82(51?,y) 6027

temos S2(0) C Oy C O. E, por fim, como O3 C O, e, para todo (x,y) € R?,

(r,y) e0O=0<zx<1l,el<y<l—z

z 1 y l1l—=x
$0<§<§,60<§< 5
x 1 y+1 x
>0< < -,e0<¥—/—<1—=
<5<z el0<T5=x< 5

z y+1
==, — @
(3"5) o

= S3(£7y) € 037
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temos também S3(0) C O3 C O. Logo, para cada i € {1,2,3}, S;(O) C O; C O. Sendo assim, para
concluirmos que S1(0), S2(0) e S3(0) sao dois a dois disjuntos, basta notarmos que O; N O; =0
quaisquer que sejam i e j em {1,2, 3} tais que i # j. E, contudo, imediato ver que O1 N Oy =0, e
que O N O3 = (. E, uma vez que, para todo (z,y) € R?,

1 1 1
z,y) €eO1=20<r< -, el<y< - —rc=y< -,
2 2 2

1 1 1
($,y)603:>0<1:<§,e§<y<1—:z::>y>§,

01N O3 é também vazia. Resulta, pois, do teorema 9.17 e do fato de que os fatores de similaridade
de S, de S e de S3 sao todos iguais a % que a dimensao de Hausdorff de 7 é o tnico nimero real

s tal que
1 S+ 1 S+ 1 8_1
2 2 2)

_ log3
— log2°

Por conseguinte, dimy, (7)

9.2 Variagoes do teorema de Moran

Podemos adaptar os célculos realizados na demonstracao do teorema de Moran afim de obtermos
uma estimativa da dimensao do conjunto autossimilar F' gerado por uma colecao de contragoes que
nao sao similaridades.

Proposicao 9.20. Sejam um IFS {X;Si,...,Sn} e F o seu atrator. Entao dimy F < s e
dimp F' < s, em que s € a dimensao de similaridade de F'.

Demonstracao. Estas estimativas seguem essencialmente da prova do teorema de Moran, obser-
vando que temos a desigualdade diam(Fj, ;) < r;, ...r;, diam(F) para cada conjunto F, em vez

de igualdade. 0

A proposicao seguinte nos fornece uma cota inferior para dimensao de Hausdorff de F' no caso
em que as componentes S;(F') sao disjuntas.

Proposicao 9.21. Sejam um IFS {X;S1,...,Sn} e F seu atrator. Assuma que o atrator F
satisfaca F' = |J", Si(F'), com essa unido disjunta. Nessas condi¢oes, dimy F > s, no qual

2t b = 1.

Demonstracao. Seja d > 0 a distancia minima entre qualquer par dos conjuntos compactos disjun-
tos S1(F),...,Sm(F), isto é,

d= mininf{\:ﬂ —yl:x e Si(F),y € Sj(F)}.
i#]
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E, seja Fj, i, = (Si; 0...08;,) (F). Defina p por pu(F;, . i,.) = (b, ...b;,)°. Como

Z”(F“W) = Z(bzl b bi)?
i=1 =1
(biy - bi)* Y b
i—1
=1
= (byy ... b;,)°
= u(F;,. 4,

m
=u (U E1zkz> )
i=1

p é uma distribuigao de massa em F', e u(F) = 1. Sendo assim, se 2 € F, entdo existe um unica
sequéncia infinita (41,42, ...) tal que « € F;, ;, para cada k. Para 0 < r < d, seja k o menor inteiro
tal que

bzlbzkdﬁT‘SbZlb d.

Tk—1
Se (i},...,1) é disjunto de (i1,...,ix), os conjuntos Fy i e Fi. ., sao disjuntos e separados por
uma distancia de pelo menos b;, ...b; d > r, pois se j ¢ o menor inteiro tal que i; # i;», entao
Fi i, C Fi e FZ;Z;Q C Fzg estao separados por d, logo F;,. ;, e Fiﬁ--ik estao separados por pelos
menos b;, ...b;. ,d. Disso segue que F'N B,(z) C Fj, ;.. Logo,

’L'j,1
p(E O Br(2)) < p(Fiy i) = (iy - 0iy)* < d™5r%,

Sendo assim, se U N F' # (), entdo U C B,(x) para algum x € F com r = diam(U). Consequente-
mente,

w(U) < d ¥ diam(U)?,
resulta do teorema do Principio de Distribuicao de Massa 9.10, que H*(F') > 0, logo dimy (F') >
s. O
9.2.1 Dimensao de Hausdorff do conjunto de Julia

Definigao 9.22. Para cada c € C, seja J(f.) o conjunto de Julia associado ao polinémio
fo(z) =22 +c

A seguir, aplicaremos as proposi¢oes provadas na segao 9.2 para mostrar que, para todo ¢ € C

tal que |c| seja suficientemente grande, tem-se dimy J(f.) ~ ﬁgl(oﬁfl).

Teorema 9.23. Suponha que ¢ € C seja tal que |c| > % (5 + 2\/6) Nessas condigoes, J(f.) € o
atrator do IFS cujas fontmgées sao os dois ramos da inversa de f. sobre o disco fechado de centro
na origem e raio |2c|2. Além disso, se |c| for suficientemente grande, entdo
2log?2
dimp J = dimy J ~
B (fc) H (fc) 10g(4‘0’)

Demonstragao. Por simplicidade, nesta demonstracao, vamos denotar f. simplesmente por f. Como
f(2) = 22 + ¢ qualquer que seja z € C, para cada z € C tal que z # ¢, hd dois valores possiveis
para f~!(z) (a saber, (z — c)% e —(z — c)%) Seja D:={z€C:|z| < \20\%} Se f(z) € D, como

2 < [e] = 2-|c| < |- || = V2|e|> < |e],
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pela desigualdade triangular,
1
2% <[22+l + el = [f(2)] + le] < [2¢]2 + Je] < [e] +|e| = 2|e]-

Entao |z] |2c|%, disso resulta que f~'(D) C D. Note que, f(2) € D se, e somente, se

=IA

|22 + ¢| < |2¢|2, ou seja, se 2% estiver no disco Dy de centro -c e raio |20|%. Como 0 ¢ Dy (pois,

d(0,—c) = |¢| > 2|c\%), a “raiz quadrada” de Dy, isto é, {z: 2o € Do} = f~!(D), compreende duas

regioes disjuntas, D; e Dy digamos, em lados opostos de alguma linha reta passando por 0.
Sejam

A={z:2%>€ Dy} = f (D)

B:={*:2¢ A}.

Para cada w € B, podemos fixar z, € A de modo que 22 = w. Sejam D; = {2, : w € B} e
Dy :={—2z, : w € B} e observe que :

1. D1 N Dy = (), pois, para todo w € B,

Zw = —Zw S 22y, =0 2z, = 0;

2. Dy,D5 C A, por construcao;
3. AC D;UDs, pois, se z € A, e w = 22, entdo
2 =2e2-22=0
& (2w +2) (2w —2) =0
S 2= 2y OU 2 = —2y;
4. f(D1) =422 +c:w € B} ={(—zp)* +c:w € B} = f(D2); além disso,

f(D1) = {22 +c:we D}
={w+c:we B}
={2+c:z€ A}
={f(z):z€ f7(D)
= f(f~1(D)) = D},
logo, f(D1) = f(D2) = D;

5. para quaisquer wi € wg em B,

flzwr) = f(zwg) & 20? +¢ = zws +¢ & wy = wy & 2w = 2ws;
~— ~—~

=w1 =w2

analogamente, para quaisquer wi e wg em B,
f(_Zwl) = f(_zwz) < Zwy = Zwsy-

As aplicagoes

f1:D1—>D
2z f(2)
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fQ: D2 — D
2z f(2)

sdo bijetoras (pelos itens 4 e 5); portanto, como D1, Dy C f~1(D) C D, podemos considerar suas
inversas S1, 52 : D — D. Para cada i € {1, 2}, tem-se

1 1 |21 — 22|
Si(z1) — Si(z2)| =[(z1 — )2 — (22 — ¢)2| = T .
Si(z1) — Si(22)| = [(z1 — ¢)2 — (22 — ¢)2| 1t 1 (ol

|21 —22]

(21—€) 2 +(22—0) 2|

Logo, considerando o menor e o maior valor de quando 21 e 29 variam em D,

podemos concluir que

Si(21) = Si(22)] _ 1

1 1
(le| +2¢|2)7 2 <
(el + |2¢17) —

1
2

quaisquer que sejam i € {1,2} e z1,29 € D.

O limite superior é menor que 1 se |¢| > i (5 + 2\/6‘), no caso em que Sy e So sd0 contragoes
em D. Pelo corolario 7.10, existe um tnico atrator compacto nao vazio F' C D do IFS {C; Sy, S2}
tal que S1(F) U Sa(F) = F. Além disso, como F C D, e S1(D) e S2(D) sao disjuntos, S1(F) e
S5(F) também sdo disjuntos. E claro que F é o conjunto de Julia J = J(f.). Uma maneira de ver
isso é notar que D contém pelo menos um ponto z de J (por exemplo, um ponto fixo repulsor de
fe). Observe que para todo z € C, tem-se:

Phce=z82—2+4+¢=0

= —1:|: !
z B 4 C
1
@2:5(1@/1—4@),

com |c| > % (5 + 2\/6) Logo, z1 == % (1 ++v1 - 40) e zg = % (1 — 1 - 46) sao os pontos fixos de
fe- Entao, f'(z1) =221 = 1+ V1 — 4e,

I (1) >1<= 1+ V1—4c| > 1.
Podemos aplicar a desigualdade do paralelogramo? para os vetores z; e 2o, obtendo:

1+ V1—de]* + |1 = V1 —4dc)* =2 (|1]* + |V1 — 4c]?)

=21+ |1-4¢ |>2
N——

>0, pois c;éi

Logo, ou |1 + /1 —4¢| > 1, ou |1 — /1 — 4¢| > 1. Falta mostrarmos que pelo menos um dos

20bserve que C é um espaco vetorial sobre R em relacio as operacdes usuais de adicdo e de multiplicacdo por
escalar. Além disso, como podemos definir em C um produto interno compativel com a norma usual, a desigualdade
do paralelogramo é vélida. Logo, para quaisquer v,u € C, tem-se |u 4 v|> + |u — v|* = 2(Ju|® + |[v|?)
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pontos fixos z1 e z9 pertencem a D. Se

21 € D& |z </2cl & |1+ V1 —4e| <24/2]].

Agora precisamos verificar se |1 + /1 — 4¢| < 24/2|¢|. Note que :

9
IW1I—4c? <14 V1—4dc < 1 +4|c| < §]c|, pois || > 2.

lel
<7

Portanto, [v/1T—4c| < y/3]c|. Logo,

9
114+ +v1—4ec| <1+ |V1—4c <1+U§\c|.

Observe que:

9 9 9
1+ \/5\0\ < \/8|c| & 1—|—2y/§]c| +§]c| < 8¢

9
& 14 3v/2|c] + §|c| < 8¢

7
< 3v/2c] < §|c| +1

N——
>0, pois |c|>2
49
& Z|c|2 —25lc|+1>0
& 49|¢)? — 100|c| +4 >0
& e > 2.

Sendo assim,
9
1+vV1—4de| <1+ [V1—-4 <1+ 5\0] < /8| = 2+/2]c],

do que resulta que |21 = 1|1+ /T —4c| < 1/2|c|. De modo analégo, podemos provar que |zo| <
\/m. Portanto, z1,20 € D.

Sabemos que pelo teorema 3.16 J = Jr, fo¥(z) € D, pois f*(D) € D. Com efeito, J
é um subconjunto compacto nido vazio de D satisfazendo J = f.1(J), equivalentemente, J =
S1(J) U Sy(J). Assim, J = F por unicidade do atrator de um IFS.

Finalmente, para estimar a dimensao de J(f.) = F, aplicamos as proposigoes 9.2 e 9.21. Assim,
os limites inferior e superior para dimy J(f.) sdo dados pela solugao da equagao

1 AN
2 5(\c|j:|2c|2) =1
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Seja k = |c| £ \20]%. Assim, temos

2 (@) : (|c| + |2c|%)7

Nl=
~_
Il
=
[\)
N
7 N
N | —
"
&

N[
~_
V)
Il
—_

o (3) -
s k2 =251

s

< log (kii) = log (25*1)

& (fg) Jlog(k) = (s — 1) - log(2)

=2 (-%) log(k) = (s — 1) - 2 - log(2)
& (—s)-log(k) =s- 10g(22) —2-log(2)
< 2-log(2) = s-log(4) + s - log(k)

< 2-log(2) = s- (log(4) + log(k))

& 2-log(2) = s - log(4k)

~ 2-log(2)

0 Togtat)

Portanto, dimy J(f.) =s = L (C) O
(fe) log (4((c|£[2¢2) )
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Apéndice A

Resultados Utilizados

A.1 Capitulo 3

Teorema A.1 (MONTEL). Seja G uma familia de fungoes meromorfas em um dominio U. Se
existem trés valores fixos que sdo omitidos para toda g € G, isto €, existem a,b,c € C tais que:

{a7 b, C}ﬂ U g(u) = @7

geg

entdo G € uma familia normal.

Demonstragdo. A demonstragao pode ser encontrada em [Dev07]. O

A.2 Capitulo 4
As demonstracoes de todos os teoremas enunciados nesse capitulo podem ser encontradas em
[Edg08].

Teorema A.2 (PROPRIEDADE DE LINDELOF). Se (S,d) € um espagco métrico, entdo as sequintes
afirmagdes sao equivalentes:

1. existe um conjunto enumerdvel D denso em S;
2. S possui uma base enumerdvel;

3. cada cobertura aberta de S possui uma subcobertura enumerdvel.

Proposicao A.3. Suponha que F € fechado e U € aberto. Se F' C U, entdo existe um aberto V
comFCVCVCU.

Teorema A.4. Seja n um inteiro positivo e seja S um espaco métrico. Para cada i € N, seja
F; € S um conjunto fechado. Se Cov F; < n para todo i, entdo Cov|J;cy Fi < n.

Teorema A.5. Seja (S,d) um espago métrico, e seja U uma cobertura aberta de S. Entao existe
um nidmero positivo r tal que para qualquer conjunto A C S, com diam(A) < r, existe um conjunto
Ueld comACU,

O ntimero r com a propriedade do teorema acima é conhecido como nimero de Lebesgue da
cobertura U.

Teorema A.6. Seja n um inteiro positivo e seja S um espaco métrico. Para cada, i € N, seja
F; € S um conjunto fechado. Se Cov F; < n para todo i, entdo Cov ;e F; < n.

Teorema A.7. Seja (S, d) um espago métrico, e sejam Fy, Fy subconjuntos fechados. Se Cov F} <1
e Cov F <1, entao Cov(Fy U Fy) < 1.

Teorema A.8. Seja (S,d) um espago métrico, AC S, e T CS. Entao Op(ANT) C dgA.
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A.3 Capitulo 6

Teorema A.9. Suponha que F pode ser coberto por ny conjuntos de didmetro no mdximo 0 com
0 — 0, quando k — oco. Entao

. . .. . logng

Além disso, se nid; permanece limitado quando k — oo, entio H*(F) < oco. Se 0, — 0, mas

Op+1 > b para algum 0 < ¢ < 1, entdo

—_ 1
dimpF < limsup M.
koo —10g 0k

Demonstragao. A demonstragao pode ser encontrada em [Fal04]. O

A.4 Capitulo 7

Definicao A.10 (PonNTO F1x0). Seja f : X — X, dizemos que € X é um ponto fixo de f se
satisfaz f(z) = x.

Teorema A.11 (TEOREMA DO PONTO FiX0). Sejam (X,d) um espago métrico completo e f :
X — X uma contracao. Entao f tem um inico ponto fixo, isto €, existe um unico ponto p € X tal
que f(p) = p. Além disso, para qualquer x € X temos que

lim f"(z)=p.
n—oo
Demonstragdo. A demonstragao pode ser encontrada em [SA11]. O

A.5 Capitulo 8

Teorema A.12 (TYCHONOFF). Se ((Xi’Ti))ieI

€ Tprod € @ topologia produto associada a essa familia, entdo (Hie] X, Tpmd) € também compacto.

€ uma familia de espagos topologicos compactos,

Lema A.13. Seja (X,d) um espago métrico, e sejam K; e Ko compactos de (X,d). Nessas
condigoes, existem xo € Ki e yp € Ky tais que |xg — yo| < |z — y| quaisquer que sejam x € K e
y € Ks.

A seguir, apresentaremos uma demonstragao alternativa de que a aplicacdo de enderegcamento
do atrator de um IFS totalmente desconexo é um homeomorfismo.

Teorema A.14. Sejam {X;S1,..., Sy} um IFS totalmente desconexo, A seu atrator, ¥, o espago
dos cddigos associado a esse IFS, e ¢: ¥, — A a aplicacao de enderecamento de A. Nessas
condicoes, ¢ € um homeomorfismo.

Demonstragao. Resulta do teorema 8.27 que ¢ é continua e sobrejetora. E, como, por hipdtese,
o IFS ¢ totalmente desconexo, ¢ é também injetora. Sendo assim, basta mostrarmos que ¢! é
continua.

Seja (i1,12,...) € X,,. Vamos mostrar, a seguir, que ¢~ é continua em z;, . Para isso,
precisamos provar que, para todo € > 0, existe § > 0 tal que, para todo (ji,j2,...) € X,

1

d(xhig,..alejg...) <= d(SO_l(ﬂﬂiliQ...), 80_1(%'13'2...)) < €.

Como, porém, para todo (j1,J2,...) € Xm,

ds,, (07 (@irig..), 07 (T552..)) = d((i1 32, . ), (1, G2, - ),
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isso equivale a mostrar que, para todo € > 0, existe § > 0 tal que, para todo (j1,j2,...) € X,

d(xiliz...alejg...) <6= d((il,ig, .. .), (jl,jg, .. )) < €.

Fixemos, pois, € > 0 de modo arbitrario e consideremos n € N tal que mmi_l < €. Resulta

(m+1)»
do item 1 da proposicao 8.5 que, se (j1,Jj2,...) € X, € tal que j1 = i1, jo = @2, ... , jn = in, entao
d((iy,i2,...), (J1,792,-..)) < m(znniji)n Em vista disso, para concluirmos que

d((il,iQ, .. .), (jl,jQ, .. )) <€,
basta encontrarmos § > 0 tal que, para todo (ji, jo2,...) € X,
d(xiliz.“a x]uz) <0= Z.1 = j17 C) Zn = .]'rl

Para tanto, notemos, inicialmente, que, dado (j1,7j2,...) € Xy, tal que (ji,jo,...) # (i1,12,...),
tem-se, necessariamente, (S;, o...08;,)(A)N(Sj, 0...058;,)(A) = 0. Com efeito, se

a < (SZ 0...0 S,Ln)(A) N (Sjl 0...0 Sjn)(A),
existiriam (aq, ag,...), (B1, B2,...) € Xy, tais

a = (Sz 0...0 Sin)(xalag...) = Tiy..ipar0g...

a=(Sj,0...08,)(T,8,...) = Tjy...jnf1Ba..s

e, consequentemente, o ponto a teria dois enderecos — o que seria um absurdo, pois, por hipétese,
o IFS {X;Si,...,Sn} é totalmente desconexo. Por sua vez, como A é compacto, e, para cada
(41, J2,--.) € ¥, Sj, 0...08S;, ¢é continua, é imediato ver que (Sj, o...0.S;,)(A) é compacto
qualquer que seja (j1,j2,...) € Xp,. Consequentemente, para para cada (ji,72,...) € L tal que
(41, J2,--.) # (i1,d2,...), (Sj0...08;,)(A) e (S;,0...05;,)(A) sdo compactos disjuntos, e, portanto,
resulta do lema A.13 que a distancia entre eles é positiva.

Como

In = {(jlvajn) : (]15)]11) ?é (il?""in)’ e’vge {1""””}"72 € {1”m}}

é finito (pois possui m"™ — 1 elementos), o conjunto
D,, = {d((Sjl 0...0 Sjn>(A), (Sz 0...0 Sz )(A)) : (jl, A 7.771) € In}

é também finito, e, portanto, possui minimo. Seja ¢ := min(D,,). Decorre da observacao feita no
paragrafo anterior que 6 > 0. Além disso, resulta da definigao de D,, e do fato de que 6 = min(D,,)
que, para todo (j1,72,...) € X,

d(xi1i2---7$j1j2---) <= (jl,]é; . ) ¢ I, = J1 =11, Jn = Jn-
Sendo assim, podemos concluir que, para todo (j1,j2,...) € X,

. . m—1
d(l‘jlj}”,ﬂ?ili}”) <= dzm((jl,]Q, .. .), (11,12, .. )) < m < €.

E, como (iy,42,...) € ¥ e € > 0 sdo completamente arbitrérios, disso resulta, por fim, que ¢! é

continua. O
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