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Resumo

Fellipe Hernandes de Almeida. Introducao a Légica Intuicionista. Dissertacio (Mes-
trado). Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sdo Paulo, Sdo Paulo,
2023.

Realizamos uma revisdo da bibliografia sobre a Logica Intuicionista, em suas formas sentencial e de
primeira ordem. Estudamos as estruturas algébricas utilizadas no estudo de sua semantica, e estudamos
seu sistema de deducdo natural. Apresentamos as estruturas de reticulados e algebras de Heyting, e as
utilizamos como ferramenta para o estudo da Logica Sentencial Intuicionista e Logica de Primeira Ordem

Intuicionista.

Palavras-chave: logica intuicionista. reticulados. algebras de Heyting. modelos de Kripke. logica de

primeira ordem.






Abstract

Fellipe Hernandes de Almeida. Introduction to Intuitionistic Logic. Thesis (Master’s).

Institute of Mathematics and Statistics, University of Sdo Paulo, Sdo Paulo, 2023.

We carried out a review of the bibliography on Intuitionistic Logic, in its sentential and first-order
forms. We studied the algebraic structures used in the study of its semantics, and its system of natural
deduction. We present the structures of lattices and Heyting algebras, and use them as a tool for the study of

Intuitionistic Sentential Logic and Intuitionistic First-Order Logic.

Keywords: intuitionistic logic. lattices. Heyting algebras. Kripke models. first-order logic.
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Introducao

Durante o inicio do século XX, com a descoberta de paradoxos na teoria dos conjuntos
de Cantor, varios matematicos tentaram reformular os fundamentos da Mateméatica, de
modo a evitar os paradoxos recém descobertos. O matematico holandés L. E. J. Brower
propds que a sequéncia dos nimeros naturais é obtida através de nossa intuigao, e todas as
outras construgdes da Matematica sdo obtidas a partir da sequéncia dos nimeros naturais,
através da aplicagdo de métodos construtivos finitos.

As ideias de Brower deram origem a uma nova escola de pensamento na Filosofia
da Matemaética, conhecida como Intuicionismo. Os intuicionistas nio consideram valido
qualquer principio que permita provar a existéncia de um objeto matematico sem exibir os
passos de sua construc¢do. Como consequéncia, o Intuicionismo rejeita principios ampla-
mente aceitos pelos matematicos, como o Principio do Terceiro Excluido e o Axioma da
Escolha.

Em 1930, A. Heyting, um dos alunos de Brower, apresentou um sistema logico baseado
no Intuicionismo. A Loégica Intuicionista, como ficou conhecida, é um sistema logico
mais fraco que a Logica Classica, no seguinte sentido: toda sentenca valida na Légica
Intuicionista é também valida na Logica Classica, mas a reciproca ndo é verdadeira. Além
disso, a Logica Intuicionista descreve nao apenas os principios logicos da Matematica
Intuicionista, mas também de outras abordagens construtivas da Matematica.

Neste trabalho, iremos estudar a Logica Intuicionista em suas formas sentencial e de
primeira ordem. Apresentamos a consequéncia sintatica através de sistemas de deducio
natural, e a semantica através de algebras de Heyting. Utilizamos as ferramentas da algebra,
desenvolvidas nos capitulos 1 e 2, para provar a corretude e a completude dos dois sistemas
logicos.






Capitulo 1

Reticulados

Neste capitulo, estudamos os reticulados, construindo a base para o estudo das algebras
de Heyting no proximo capitulo.

Comecamos apresentando sua estrutura algébrica e propriedades basicas. Estudamos a
estrutura de ordem dos reticulados e sua relacdo com a estrutura algébrica. Definimos o
conceito de homomorfismo de reticulados e estudamos sua relacio com fun¢ées monoétonas.
Apresentamos a construcgao de reticulados duais e estudamos informalmente o Principio
da Dualidade.

Estudamos também como construir um reticulado completo a partir de um conjunto
parcialmente ordenado. Ao final do capitulo, focamos nos reticulados distributivos. Apre-
sentamos sua definicao e estudamos a construcao de filtros em reticulados distributivos
limitados. Encerramos o capitulo estudando os principais resultados sobre ultrafiltros e
filtros primos.
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1.1 Reticulados

Um reticulado é uma estrutura da forma (L, A, V), onde L (do inglés, lattice) é um
conjunto nao vazio, e A e V sdo operagdes binarias em L, satisfazendo os seguintes axiomas,
para x,y,z € L:

L) xA(yAz)=(xAY)Az;

(L2) xv(yvz)=(xVy)Vz; (Leis Associativas)
(L3) x Ay =yAx;

(L4) xvy=yVx; (Leis Comutativas)
(L5) x A (xVy)=x;

(L6) xV(xAy)=x. (Leis de Absor¢ao)

Quando néo houver risco de ambiguidade, iremos denotar o reticulado (L, A, V) pelo
seu dominio L. Quando L é unitario, dizemos que L é um reticulado trivial.

Reticulados ocorrem frequentemente em diversas areas da matematica. Abaixo citamos
alguns dos exemplos mais comuns.

Exemplo 1.1. Seja X um conjunto. Como a interse¢io e unido de conjuntos satisfazem
as propriedades associativa, comutativa e de absorcio, a estrutura (P(X),n,uU) é um
reticulado.

Exemplo 1.2. Sejam X um espaco topoldgico’ e O(X) o conjunto dos abertos de X. Como
a intersecéo e unido de dois abertos de X é também um aberto de X, a estrutura (O(X), n, U)
é um reticulado.

Analogamente, se C(X) é o conjunto dos fechados de X, entdo (C(X),n,uU) é um
reticulado.

Exemplo 1.3. Sejam A um anel comutativo com unidade e Z(A) o conjunto dos ideais de
A. Sabemos que a intersecao de dois ideais de A é também um ideal de A.

Além disso, a soma de dois ideais, definida abaixo, também é um ideal de A:

I+]J={a+b:aclebe]}

Desse modo, a estrutura (Z(A), n, +) é um reticulado. Para ilustrar, vamos demonstrar
o axioma (L6).

Sejam I e ] ideais de A, e sejaa € I + (I N J). Sabemos que existem b € [ e ¢ € I N ], tais
que a = b +c. Dai, como b,c € I, seguequeacl,el+(INnJ)CI.

Agora, sejaa € I.Comoa =a+0 €I+ (InJ) seguequel C I+ (n]J) Logo,
I+(In))=1

! As definicdes de espaco topoldgico, conjunto aberto e conjunto fechado podem ser encontradas no Apéndice
B.
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Exemplo 1.4. Inicialmente, relembramos algumas defini¢oes relacionadas a divisibilidade
em IN. Para m,n, M € IN, dizemos que:

« m divide n (m|n) quando existe k € IN, tal que k - m = n;

« M é 0 maximo divisor comum de m e n (M = mdc(m, n)) quando M |m, M | n e para
todoc € N, sec|mec|n, entdo c| M;

« M é 0 minimo multiplo comum de m e n (M = mmc(m,n)) quando m|M, n|M e
para todo c € IN, se m|c e n|c, entdo M |c.

Para m,n € N, definimos as seguintes operacdes:
« mAn =mdc(m,n);
e mVn=mmc(m,n).

Desse modo, a estrutura (N, A, V) é um reticulado. Para ilustrar, vamos demonstrar o
axioma (L5).

Sejam m,n € IN. Sabemos que m|me m|mV n.
Agora, seja k € IN, tal que k|m e k|m Vv n. Como k | m, segue que m A (m Vv n) = m.

Uma consequéncia simples dos axiomas de absorcéo ¢é a idempoténcia das operagdes A
eV.

Proposicao 1.5. (Idempoténcia)
Seja L um reticulado. Entdo, para x € L:
(i) xAx=x

(i) xVx=x

Demonstragdo. Seja x € L.

(i) Temos que:
xAx=xA(xV(xAx)) Por (L6)
=X Por (L5)

(ii) A prova é analoga a do item anterior.

]

Seja L um reticulado. Dizemos que z € L é um zero de L quando z é um elemento
neutro de V, ou seja, quando satisfaz a seguinte propriedade, para x € L:

XVzZz=Xx

Analogamente, dizemos que u € L é uma unidade de L quando u é um elemento neutro
de A, ou seja, quando satisfaz a seguinte propriedade, para x € L:

xN1=x
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Quando L possui zero e unidade, dizemos que L é limitado.

Exemplo 1.6. Na tabela abaixo, indicamos o zero e a unidade dos reticulados apresentados
nos Exemplos 1.1, 1.2, 1.3 e 1.4.

Reticulado | Zero | Unidade
P(X) @ X
O(X) ) X
1(A) {0} A

N 1 0

Dos axiomas de comutatividade obtemos que o zero e a unidade sdo tnicos.
Proposicao 1.7. (Unicidade do zero e da unidade)
Seja L um reticulado. Vale que:
(i) Se L possui um zero, entéo ele é nico;

(ii) Se L possui uma unidade, entdo ela é unica.

Demonstracdao.

(i) Sejam z e z’ zeros de L. Temos que:

z=2zVvZ =2vz=27

(ii) A prova é analoga a do item anterior.

]

Iremos denotar o zero e a unidade de L respectivamente por 0; e 1; ou, quando nédo
houver risco de ambiguidade, por 0 e 1.

Proposicao 1.8. Seja L um reticulado. Entao, para x € L:
(i) Se L possui zero, entdo x A 0 = 0;

(ii) Se L possui unidade, entdo x Vv 1 = 1.

Demonstragdo. Seja x € L.

(i) Suponhamos que L possui zero. Temos que:

xAN0=(xVO)AO0O=0

(ii) A prova é analoga a do item anterior.
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1.2 Ordem Parcial de um Reticulado

Nesta secdo, vamos construir uma relacdo de ordem parcial em um reticulado qualquer
e estudar suas propriedades. Mais detalhes sobre os conceitos relacionados a conjuntos
parcialmente ordenados, como as defini¢des de ordem parcial, supremo e infimo, podem
ser encontrados no Apéndice A.

Em um reticulado L qualquer, definimos a relacdo < da seguinte forma, para x,y €
L:

x < y se, e somente se, x Ay = X.

Proposicao 1.9. Seja L um reticulado. Entao, < é uma ordem parcial.

Demonstragao. Sejam x,y,z € L.
(Reflexividade)
Como A é idempotente, sabemos que x A x = x. Logo, x < x.
(Antissimetria)

Suponhamos que x < y e y < x. Temos que:

X=XANYy=yAx=Yy

Logo, x = y.
(Transitividade)

Suponhamos que x < y e y < z. Temos que:

xAz=xAY)Az=xAN(yAzZ)=xAy=x
Logo, x < z. L]

Exemplo 1.10. Nos exemplos de reticulados de conjuntos (Exemplo 1.1), de abertos
(Exemplo 1.2) e de ideais (Exemplo 1.3), a ordem parcial é dada pela relacdo de inclusédo C.
Na figura abaixo, ilustramos o diagrama da ordem de um reticulado de conjuntos.

Jano reticulado dos naturais (Exemplo 1.4), a ordem é dada pela relacéo de divisibilidade

Alternativamente, podemos definir < em funcéo de v:

Proposicao 1.11. Seja L um reticulado. Para x, y € L, as seguintes afirmacdes sdo equiva-
lentes:

@) x<y;

(i) xvVy=y.
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{1,2,3}

PN

{1,2} {1,3} {2,3}

{1} {2} 3}

~

9]

Figura 1.1: Diagrama da ordem do reticulado P({1, 2, 3}).

Demonstragdo. Sejam x,y € L.
(i) = (ii) Suponhamos que x < y, ou seja, x A y = x. Temos que:

xVy=(xAy)Vy=y

Logo,xVvy =1y.
(ii) = (i) Suponhamos que x vV y = y. Temos que:

XAy=xA(xVy)=x

Logo, x < y. L]

A ordem parcial < é compativel com as operacdes A e V do reticulado L.
Proposicao 1.12. Sejam L um reticulado e x, y, z, w € L. Vale que:
(i) sex<yez<w,entiox Az < yAw,

(ii) sex<yez<w,entioxVz<yVw.

Demonstragdo. Suponhamos que x < ye z < w.

(i) Como x < y, temos que:

xX<y=xANy=x
=S XANYNZ=XNzZ
=>xAD)ANYAZ)=xAZ
=xNz<yANz
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Além disso, como z < w, temos que:

z<WwW=2zZAw=2
=S YNZAW=YAZ

= GADAGAW) =yAz
= YNz YAW

Logo,comox Az < yAzeyAz<yAw,pelatransitivadade de < concluimos que
XNzZ<yAw.
(ii) A prova é analoga a do item anterior.
O]
Agora, vamos analisar a relagdo entre a estrutura algébrica dos reticulados e sua
estrutura como um conjunto parcialmente ordenado.

A cada reticulado (L, A, V) associamos o conjunto parcialmente ordenado (L, <), que
iremos denotar por ®(L).

Lema 1.13. Seja L um reticulado. Entdo, para x,y € L:
(i) x Ay = inf{x, y};
(if) x Vv y = supix, y}.

Demonstragao. Sejam x,y € L.

(i) Sabemos que:
(XAYPYIAX=XxAXANYy=XAY

XAYIANYy=xAyAy=xAYy
Desse modo, x Ay < xex Ay < y.Agora, sejac € L, tal que c < x e ¢ < y. Temos
que:
CACSXANYy=Cc<xAYy
Logo, x A y = inf{x, y}.

(ii) A prova é analoga a do item anterior.

Seja (P, <) um conjunto parcialmente ordenado que satisfaz o seguinte axioma:
(L") Para quaisquer x,y € P, o conjunto {x, y} possui infimo e supremo.

Pelo axioma acima, podemos definir as seguintes operacdes, para x,y € P:

« x Ay = inf{x, y};

« xVy =supix, y}.
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Desse modo, definimos a estrutura algébrica (P, A, V), que iremos denotar por ¥(P). O
lema seguinte relaciona as estruturas de P e ¥(P).

Lema 1.14. Sejam P um conjunto parcialmente ordenado, e x,y € P. Se {x, y} possui
infimo e supremo, entdo as seguintes afirmacdes sdo equivalentes:

(i) x <y;
(ii) inf{x,y} = x;

(iii) sup{x,y}=y.

Demonstragao. Suponhamos que {x, y} possui infimo e supremo.

(i) = (ii) Suponhamos que x < y. Sabemos que x < x. Além disso, dado ¢ € L tal que
c < xec<y,éimediato que ¢ < x. Logo, x = inf{x, y}.

(if) = (iii)) Suponhamos que inf{x, y} = x. Sabemos que x < y e y < y. Além disso,
dado ¢ € L tal que x < ce y < ¢, é imediato que y < c. Logo, y = sup{x, y}.

(iii) = (i) Suponhamos que sup{x, y} = y. Segue da defini¢do de supremo que x < y. [
Teorema 1.15. Sejam (L, Ar, V;) um reticulado e (P, <p) um conjunto parcialmente orde-
nado que satisfaz o axioma (L’). Temos que:

(i) ®(L) satisfaz o axioma (L');
(ii) ¥(P) é um reticulado;
(i) ¥(P(L)) = L;
(iv) ®(¥(P)) = P.

Demonstracgdo.

(i) Sejam x,y € L. Pelo Lema 1.13, sabemos que x Ay ¥y = infeqy{x,y}ex v,y =
supgp)ix, ¥} Logo, ®(L) satisfaz o axioma (L).

(ii) Sejam x,y,z € P. Vamos mostrar os Axiomas (L1), (L3) e (L5).

Para (L1), vamos verificar inicialmente que:

x Ayepy ( Awpy 2) = infpix, y, 2}

De fato, seja i = infp{x, y, z}. Sabemos que i <p x, e como i <p y e i <p z, temos que:

i <p infp{y,z} = y Ae(p) 2

Agora, sejac € P, tal que c <p x e ¢ <p Yy Ayp) 2. Como y Aypy 2 <p y € y Ay(p) Z <p 2,
temos que ¢ <p y e ¢ <p z. Dali, pela definicdo de i, ¢ < i.
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Logo, i = infp{x, y Awp) 2} = x Awp) (¥ Awp) 2) e, de forma analoga, obtemos que
i = (x Aypy ¥) Ng(p) 2. Desse modo:

x Ny (¥ Napy 2) = infpix, y, 2} = (x Awepy y) Nwpy 2

Para (L3), temos que:

x Nypy y = infp{x, y} = infp{y, x} = y Ayp) x

O Axioma (L5) é consequéncia do Lema 1.14. De fato, como x <p x Vy(p) y, temos
que:

x Aypy (X Vepy ¥) = infp{x, x Vypy y} = x
(iii) Sejam x,y € L. Pelo Lema 1.13, temos que:
X Aoy ¥ = infoqyix, vy =x ALy
X V) Y = SUPgyix, ¥yt =x Vi y

Logo, como as operacdes de ¥(P(L)) e L coincidem, concluimos que ¥(®(L)) =
(L, AL, VL)

(iv) Sejam x,y € P. Pelo Lema 1.14, temos que:
X Sewr) Y € X Nep) Y =X

< infp{x, y} = x

e x<py

Logo, como as ordens de ®(¥(P)) e P coincidem, concluimos que ®(¥(P)) = (P, <p).
O
Pelo teorema acima, sabemos que existe uma bije¢ao entre reticulados e conjuntos

parcialmente ordenados que satisfazem (L’). Assim, podemos definir de forma alternativa
o conceito de reticulado como um conjunto parcialmente ordenado que satisfaz o axioma

@L).

Exemplo 1.16. Seja T um conjunto totalmente ordenado. Dados x,y € T, temos que:
inf{x, y} = min{x, y}
sup{x, y} = max{x, y}

Assim, T satisfaz o axioma (L’), ou seja, T é um reticulado. Além disso, suas operagdes
A e V correspondem as operagdes de minimo e maximo, respectivamente.

O zero e a unidade de um reticulado também possuem uma interpretacdo natural
com relacdo a ordem <, representando, respectivamente, o menor e o maior elemento de
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L.
Proposicao 1.17. Sejam L um reticulado e u € L. Entéo:
(i) u é o zero de L se, e somente se, u é o minimo de L;

(ii) u é a unidade de L se, e somente se, u € 0 maximo de L.

Demonstragao. Vamos provar o item (i).

(=) Suponha que u é o zero de L e seja x € L. Sabemos que u A x = u. Logo, u < x, e
u =min L.

(<) Suponha que u = min L e seja x € L. Sabemos que u < x, ou seja, x V u = x. Logo,
como o zero é inico, obtemos que u é o zero de L.

Para o item (ii), a prova é analoga. [

1.3 Homomorfismos

Sejam L e K reticulados. Dizemos que uma funcao h : L — K é um homomorfismo
de reticulados quando preserva as operagdes A e V, ou seja, quando satisfaz as seguintes
propriedades, para x,y € L:

(H1) h(x Ay) = h(x) A h(y);
(H2) h(x Vv y) = h(x) Vv h(y).

Exemplo 1.18. Sejam X um conjunto e A, B C X. Definimos uma funcéo h : P(X) —
P(X) da seguinte forma:
h(C) = An(BuC)

Vamos verificar que h é um homomorfismo. De fato, dados C;, C, € P(X), temos que:

h(C;nCy)=An[BuU(C;nG,)]
=An(BuUuC)n(BUC,)
=An(BUC)NAN(BUCGC,)
= h(Cy) N h(Cy)

h(C,uCy) =An[BuU(C,u(y)]
=ANn[(BUuC)uU(BUGC)]
=[An(BUC)]JU[ANn(BUGC,)]
= h(Cy) U h(Cy)

Logo, h ¢ um homomorfismo.

Note que, no caso em que A # @, A # X e A C B, o homomorfismo h ndo preserva o
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zero nem a unidade de P(X):
h(@)=An(BU®)=AnNnB=A#Q®

hM(X)=An(BUX)=AnX=A#X

Como vimos no exemplo anterior, em geral homomorfismos de reticulados nédo preser-
vam o zero e a unidade. Quando um homomorfismo h preserva o zero e a unidade, dizemos
que h é um homomorfismo de reticulados limitados.

Proposicao 1.19. Sejam L,, L, e L3 reticulados,eh : L; - L, e g : L, — L; homomorfis-
mos. Vale que:

(i) goh éum homomorfismo;

(ii) a funcdo identidade id;, : L; — L; é um homomorfismo.

Demonstracdao.
(i) Sejam x,y € L,. Temos que:
(gomM(x Ay) = glh(x A y)]
= glh(x) Ah(y)]
=gl

h(x)] A glh()]
= (g A(gh)(y)

De forma analoga, obtemos que (g o h)(x vV y) = (g o h)(x) V (g o h)(y). Desse modo,
g o h é um homomorfismo.

(ii) Sejam x,y € L,. Sabemos que:
id, (xAy)=xAy=id,(x)Aid,(y)
id,(xVvy)=xvy=idy(x)vid,(y)

Logo, id;, ¢ um homomorfismo.

]

Pela proposi¢ao anterior, temos que a classe dos reticulados e seus homomorfismos
formam uma categoria. De forma analoga, obtemos que a classe dos reticulados limitados
e seus homomorfismos formam uma categoria.

Sejah : L - K um homomorfismo. Dizemos que h é uma imersao de reticulados
quando h € injetor. Quando h é bijetor, dizemos que h é um isomorfismo de reticula-
dos.

Proposicao 1.20. Sejam L e K reticulados, e h : L — K um isomorfismo. Vale que:

(i) h™! é um isomorfismo;

13
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(ii) Se L e K possuem zero, entdo h(0) = 0;

(iii) Se L e K possuem unidade, entdo h(1) = 1.

Demonstracdo.

(i) Sabemos que h™! é uma funcio bijetora. Assim, basta mostrarmos que A~ é um
homomorfismo.

Sejam x’, y” € K. Sabemos que existem x, y € L, tais que h(x) = x” e h(y) = y’. Dai,
temos que:
h™ (" Ay") = ™ (h(x) Ah(Y))

= h7'(h(x A y))

=xXAYy

=h"' () AR ()
De forma anéloga, obtemos que h™'(x” v y') = h™'(x”) v h"}(3’). Logo, h™! é um
homomorfismo, e concluimos que A~ é um isomorfismo.

(ii) Suponha que L e K possuem zero e seja x” € K. Sabemos que existe x € L, tal que
h(x) = x’. Dai, temos que:

x" vV h(0) = h(x) v h(0) = h(x v 0) = h(x) = x’

Logo, h(0) é um zero de K, e como o zero é unico, concluimos que h(0) = 0.
(iii) A prova é analoga a do item anterior.
O
Finalizamos esta secdo analisando a relacdo entre homomorfismos de reticulados e
funcdes mondtonas?.
Teorema 1.21. Sejam L e K reticulados, e f : L — K uma funcio. Vale que:
(i) Se f é um homomorfismo, entdo f ¢ mondtona;
(ii) Se f é uma imersao de reticulados, entdo f é uma imersio de ordem;

(iii) f é um isomorfismo de reticulados se, e somente se, f é um isomorfismo de ordem.

Demonstracdo.

(i) Suponha que f é um homomorfismo e sejam x, y € L, tais que x < y. Sabemos que
x Ay = x. Desse modo:

FEINf) = fxny) = f(x)

Logo, f(x) < f(y), e f é uma fun¢do mondtona.

% As definigdes de funcio monétona, imersio de ordem e isomorfismo de ordem podem ser encontradas no
Apéndice A.
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(ii) Suponha que f é uma imersao de reticulados. Pelo item anterior, sabemos que f é
uma funcdo monétona. Assim, sejam x, y € L, tais que f(x) < f(y). Temos que:

f&) = fAfy) = fleny)

Dai, como f é injetora, x = x A y. Logo, x < y, e f é uma imersdo de ordem.

(iii) (=) Suponha que f é um isomorfismo de reticulados. Em particular, f é uma imerséo
de reticulados e, pelo item anterior, f ¢ uma imersdo de ordem. Logo, como f é
bijetora, segue que f é um isomorfismo de ordem.

(<) Suponha que f é um isomorfismo de ordem e sejam x,y € L. Como x Ay < x e
x Ay <y, temos que f(x Ay) < f(x) e f(x Ay) < f(y). Desse modo:

fxny) < fAf()

Além disso, como f é sobrejetora, sabemos que existe z € L, tal que f(z) = f(x)Af(y).
Dai, temos que f(z) < f(x) e f(z) < f(y), e como f é uma imersao de ordem, z < x
ez < y.Logo, z < x Ay, e obtemos:

FEINfF) = f@) < flxny)

Assim, f(xAy) = f(x)Af(y), e de forma analoga obtemos que f(xVy) = f(x)V f(y).

Portanto, como f é bijetora, f é um isomorfismo de reticulados.

]

1.4 Reticulados Duais

Dado um reticulado (L, A, V), definimos a estrutura L* = (L, A*, V*), em que A* e V* séo
operacdes binarias em L definidas da seguinte forma (para x, y € L):

«c XN'y=xVYy;
« XV 'y =xAYy.
Proposicao 1.22. Seja L um reticulado. Entdo, L* é um reticulado.

Demonstragao. Sejam x,y,z € L. Como L satisfaz o Axioma (L2), sabemos que:

xV(yvz)=(xVvy)Vvz

Logo, L* satisfaz o Axioma (L1). De forma analoga, obtemos que L* também satisfaz os
Axiomas de (L2)-(L6).

Portanto, L* é um reticulado. O]

Chamamos L* de reticulado dual de L. Abaixo apresentamos dois exemplos de iso-
morfismos de reticulados, utilizando o conceito de reticulado dual.
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Exemplo 1.23. Sejah : N — I(Z) a funcéo definida por:

h(n) = nZ

Vamos verificar que h é um isomorfismo entre o dual de IN e Z(Z).
Inicialmente, verificamos que A é um homomorfismo do dual de N em Z(Z).

De fato, sejam m,n € IN. Temos que:
h(m v n) = mmc(m,n)Z = mZ n nZ = h(m) n h(n)

h(m A n) = mde(m,n)Z = mZ + nZ = h(m) + h(n)

Finalizamos verificando que h é uma bijecao.

Sejam m, n € NN, tais que h(m) = h(n). Como m € mZ C nZ, temos que n|m. Analoga-
mente, obtemos que m |n. Logo, m = n, e h é injetora.

Agora, seja I € I(Z). Como todo ideal de Z é principal, existe m € Z tal que I = mZ.
Temos duas possibilidades:

« Sem>0,entiom € N e h(m) =1.
« Sem <0, entdio —m € N e h(—m) =mZ = 1.
Logo, h é sobrejetora, e h é de fato um isomorfismo.

Exemplo 1.24. Sejam X um conjunto e h : P(X) — P(X) a funcio definida por:

h(A) = X\ A

Vamos verificar que h é um isomorfismo entre P(X) e seu dual.

Inicialmente, verificamos que h é um homomorfismo de P(X) no seu dual. De fato,
sejam A, B C X. Temos que:

h(AnB)=X\(ANB)=(X\A) U(X\B)=h(A) Uh(B)

h(AUB) = X\ (AUB) = (X\ A) n (X \ B) = h(A) n h(B)

Agora, vamos verificar que h é uma bijecdo. De fato, seja B C X. Para A C X, temos
que:
WA =Bo X\A=B

e X\ (X\A)=X\B
o A=X\B

Logo, A = X \ B é o tnico subconjunto A C X que satisfaz h(A) = B. Desse modo, h é
bijetora, e h é de fato um isomorfismo.
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Como uma consequéncia simples da defini¢io de reticulado dual, obtemos que o dual
do dual de um reticulado L é o proprio L.

Proposicao 1.25. Seja L um reticulado. Entdo, L™ = L.

Demonstragao. Como o dual ndo muda o dominio do reticulado, temos que L** possui o
mesmo dominio de L.

Para as operacdes, temos que:
Aps = V= = AL
Vs = Aps = Vi
Logo, como L** possui o mesmo dominio e operagdes de L, concluimos que L™ = L. [

Agora, iremos discutir informalmente o Principio da Dualidade. As defini¢des e re-
sultados apresentados abaixo podem ser formalizados através da Logica de Primeira
Ordem.

A linguagem dos reticulados que vamos utilizar é composta pelos seguintes simbo-
los:

dois simbolos para operagdes binarias: A e V;

« um conjunto enumeravel de variaveis: {v1,04,0s, ..}

o simbolo de igualdade: =;

dois delimitadores: “(” e )”.

Um termo da linguagem dos reticulados é uma sequéncia de simbolos, construida a
partir das variaveis através de um numero finito de aplica¢des das operagdes A e V. Mais
precisamente, um termo ¢é definido indutivamente pelas seguintes regras:

(i) toda variavel é um termo;
(ii) se 7 e 7, sdo termos, entdo (1, A 73) e (71 V 73) sdo termos;
(iii) apenas as sequéncias obtidas pelas regras acima sdo termos.

Seja (L, Ar, V1) um reticulado. A interpreta¢iao de um termo 7 em L é uma fungédo da
forma® r* : LN — L, definida recursivamente pelas seguintes regras:

(i) Parai € N, v é definida por v*(x) = x;;
(ii) Se 7, e T, sdo termos, entdo (r; A 75)F é definida por (71 A 75)H(x) = 7E(x) Ap 7L(x);

(iii) Se 7, e 7, sdo termos, entdo (1; V 7,)" é definida por (r; V 7,)"(x) = tF(x) v i (x).

3 Denotamos os elementos de LN por variaveis nio indexadas. Dado x € LN denotamos sua i-ésima coorde-
nada por x;.

17
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Exemplo 1.26. Seja r a sequéncia de simbolos abaixo:

(V2 A (03 V 13))

Como vs e vg sdo variaveis, sabemos que v; e vg sdo termos. Dai, (v V vg) é um termo, e
como v, também é um termo, (v, A (v3 V v5)) é um termo.

Dado um reticulado L, a interpretacio de r em L é a funcio r* : LN — L definida por:

TL(X) = x5 Ar, (3 V X3)

A diferenca entre termos e interpretacdes é a mesma entre polindmios e fungdes
polinomiais: enquanto um polinémio representa uma expressao formal, uma funcao poli-
nomial representa uma funcdo em um anel, cuja expressao que a define é dada por um
polinémio.

A cada termo 7 associamos o seu dual 7%, obtido a partir de 7 pela substituicdo dos
simbolos A e V por V e A, respectivamente. Mais precisamente, o dual de um termo é
definido recursivamente pelas seguintes regras:

(i) para toda variavel v, v* é v;
(ii) se 7, e 7, sdo termos, entdo (1, A 1,)* € (17 V 73);
(iii) se 7, e 7, sdo termos, entdo (7, V 7,)* é (77 A 75).

Assim como o dual do dual de um reticulado L é o proprio L, o dual do dual de um
termo 7 € o proprio 7.

Proposicao 1.27. Seja 7 um termo da linguagem dos reticulados. Entao, 7 é .

Demonstragao. Iremos utilizar inducéo estrutural no termo 7.
(Base) Seja v uma variavel. Sabemos que v** é v* e que v* é v. Logo, v™* é v.
(Hipotese Indutiva) Sejam 7, e 7, termos, e suponhamos que 7;* é 7; e 7,° é 7,.

*

(Passo Indutivo - A) Sabemos que (7, A 7,)* é (77" A 7;*). Mas, pela Hipotese Indutiva,
(r7° A13*) é (11 A T2). Logo, (71 A 12)™ é (11 A T3).

O Passo Indutivo do Vv é analogo ao caso do A. ]

*

A interpretacdo de um termo 7 em um reticulado L coincide com a interpretacio de 7
em L*.

Proposicio 1.28. Sejam L um reticulado, x € L™ e 7 um termo. Entio, 75(x) = (*)* (x).

Demonstragao. Vamos provar por indu¢éo estrutural em 7.

(Base) Se t é v;, onde i € N, temos que:

rH(x) = o) = x5 = o () = ) () = () (%)
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(Hipotese Indutiva) Sejam 7, e 7, termos, e suponhamos que
71(x) = ()" (%)
73(x) = (7)" (%)

(Passo Indutivo - \) Se T é 71 A 75, temos que:

8(x) = (11 A1) (x)
= Tf(x) AL TzL(x)
= ()" () Vi ()" (%)
= (r; V)" (x)
= [(r; AT (%)
= (r)" (x)

Para o Passo Indutivo do Vv, a prova é analoga ao caso do A. O]
Uma equacao da linguagem dos reticulados é uma sequéncia de simbolos da forma

T, = T, onde 7; e T, sdo termos.

Dado um reticulado L, dizemos que 7; = 7, é verdadeira em L quando para todo
x € LN, 1 (x) = rl(x). Quando 7, = 1, é verdadeira em qualquer reticulado, dizemos que
7; = T, é valida.

Podemos estender a defini¢do de dual de termos para equagdes: se 7; = 7, é uma
equacao, sua equacao dual é dada por 7} = 7;.

A proposicao seguinte relaciona a interpretacdo de uma equacdo em um reticulado L
com a interpretaciao da equagio dual em L*.

Proposicao 1.29. Sejam L um reticulado e 7; = 7, uma equacao da linguagem dos

reticulados. Entao, 7; = 7, é verdadeira em L se, e somente se, 7; = 7, ¢ verdadeira em L*.

Demonstracdo.

(=) Suponhamos que 7; = 7, seja verdadeira em L e seja x € L“. Pela Proposi¢ao 1.28,
temos que:

()" () = 77(x) = 7;(x) = (13)" (%)
Logo, 7] = 7, é verdadeira em L*.

(<) Suponhamos que 7} = 7, seja verdadeira em L*. Como provado acima, sabemos
que 7;° = 7,° é verdadeira em L*. Logo, pelas Proposicoes 1.25 e 1.27, 7; = 7, é
verdadeira em L.

]

Com as ferramentas apresentadas acima, podemos enunciar e provar o Principio da
Dualidade.

19
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Teorema 1.30. (Principio da Dualidade - versao semantica)

Seja 7; = 7, uma equacéo da linguagem dos reticulados. Se 7; = 7, é valida, entao sua
equacao dual 77 = 7; também ¢ valida.
Demonstragdo. Suponhamos que 7; = 7, é valida e seja L um reticulado. Sabemos que
T, = T, € verdadeira em L*.

Logo, pela Proposicdo 1.29, temos que 7] = 7, é verdadeira em L**. Assim, pela Propo-
sicdo 1.25, 77 = 7, é verdadeira em L.

Portanto, 77 = 7, é valida. ]

O Principio da Dualidade possui uma outra versio, enunciada abaixo®.
Teorema 1.31. (Principio da Dualidade - versao sintatica)

Sejat; = 7, uma equacdo da linguagem dos reticulados. Se 7; = 7, pode ser demonstrada
a partir dos axiomas de reticulado, entdo 7] = 7, também pode ser demonstrada a partir
dos axiomas de reticulado.

A ideia da prova da versao sintatica é transformar a demonstragio de 7; = 7, em uma
demonstracdo de 7} = 7, substituindo cada equagido na sequéncia da demonstragiao por
sua equacao dual.

Podemos estender o Principio da Dualidade para outras definicdes da teoria dos reticu-
lados. Na proposicdo abaixo, vemos como os conceitos de zero, unidade e ordem parcial se
comportam com relacdo a dualidade.

Proposicao 1.32. Seja L um reticulado e u, x, y € L. Entéo:
(i) u é o zero de L se, e somente se, u é a unidade de L*;

(ii) x <y y se, e somente se y <;- x.

Demonstracao.
(i) Sabemos que as seguintes afirmacdes sdo equivalentes:
« paratodoz € L,zV,u = z;
« paratodoz € L*, z A\pr u = z.
Logo, u é o zero de L se, e somente se, u é a unidade de L*.
(ii) Sabemos que as seguintes afirmacdes sdo equivalentes:
« XALY = X;
« XVir Y =X.

Logo, x < y se, e somente se, y <+ X.

* Como essa versdo requer uma formalizacdo maior, utilizando o conceito de demonstracio formal, optamos
por apresentar apenas seu enunciado e a ideia central da prova.
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1.5 Reticulados Completos

Seja L um reticulado. A partir do axioma (L’), sabemos que todo subconjunto finito ndo
vazio de L possui supremo e infimo. Se L é limitado, o subconjunto vazio também possui
supremo e infimo. Porém, para subconjuntos infinitos, essa propriedade nem sempre é
verdadeira.

Quando todo subconjunto de L possui supremo e infimo, dizemos que L é um reticulado
completo. Em particular, todo reticulado completo é limitado.

Exemplo 1.33. Pelo Exemplo 1.16, sabemos que Q e R sdo reticulados. Considere o
seguinte conjunto:

A={xeQ:x< 2k

Em R, sabemos que sup A = /2. Porém, A nio possui supremo em Q. Logo, Q nio é um
reticulado completo. Em particular, Q U [0, 2] é um reticulado limitado, mas ndo completo.

Note que R também nao é um reticulado completo, pois R néo é limitado. Porém, a
reta real estendida R U {—o0, +00} é um reticulado completo.

Seja A C L. Se A possui um infimo, definimos:

/\ A=inf A

Analogamente, se A possui um supremo, definimos:
\/ A=supA

Quando A = {x; : i € I}, utilizamos a seguinte notagao:

/\A:/\xie \/A:\/xi

i€l i€l

Agora, vamos estudar como completar um conjunto parcialmente ordenado, de modo
a obter um reticulado completo.

Seja P um conjunto parcialmente ordenado. Um completamento de P é um par (L, f),
onde L é um reticulado completo e f : P — L é uma imersio de ordem.

Para A C P, definimos as seguintes operacdes:
A" ={x € P : x é cota superior de A};

Al ={x e P : x é cota inferior de A}.

Lema 1.34. Seja P um conjunto parcialmente ordenado. Entao, para A, B C P:

21
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(i) AC A e AC AW
(ii) se A C B, entdo B* C A*e B' C Al

Demonstragdo. Sejam A,B C P.

(i) Tome a € Ae x € A*. Como x é cota superior de A, sabemos que a < x. Desse modo,
a é cota inferior de A“, ou seja, a € A¥.

Logo, A C A“, e de modo analogo obtemos que A C A",

(ii) Suponha que A C B e considere b € B*. Sabemos que b é cota superior de B. Assim,
paray € A C Btemos que y < b, ou seja, b € A“.

Portanto, B* C A* e, analogamente, B! C Al.

O completamento de Dedekind-MacNeille de P é o conjunto definido por:

DM(P)={ACP : A" = A}

Dado x € P, definimos o seguinte conjunto:

lx={a€eP:a<x}

Lema 1.35. Seja P um conjunto parcialmente ordenado. Para x € P e F uma familia néo
vazio de elementos de DM(P), valem as seguintes propriedades:

(i) P € DM(P);
(ii) | x € DM(P);
(iti) () F € DM(P).

Demonstragao. Sejam x € P e F uma familia de subconjuntos de P.

(i) Pelo item (i) do Lema 1.34, sabemos que P C P*“. Além disso, pela definicio das
operacdes “ e !, segue que P“ C P. Logo, P = P“, e P € DM(P).

(ii) Vamos verificar que ( x)* ={a€ P : x < a}.
(©) Sejaa € (I x)*. Como a é uma cota superior de | x e x € | x, segue que x < a.

(2) Sejaa € P tal que x < a, e considere b € | x. Como b < x, temos que b < a. Logo,
a é cota superior de | x, ou seja, a € ({ x)*.

Desse modo, ({ x)* = {a € P : x < a} e, analogamente, obtemos que (| x)* = {a €
P:a<x}=lx

(iii) Pelo item (i) do Lema 1.34, sabemos que () F C ([ F)". Assim, basta mostrarmos
que (A cNF.
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Seja A € F. Pelo Lema 1.34, item (ii), temos que:
ul
(Y\FcA=([\F) ca'=4

Logo, (N F)“ € N F, e concluimos que (| F € DM(P).
[

Dada uma familia F de elementos de DM(P), sua unido | J F nem sempre pertence
a DM(P). Ainda assim, F sempre possui supremo em DM(P), dado pela seguinte opera-
cao:

| |[F=()AaeDMP): | JF c 4}

Teorema 1.36. Seja P um conjunto parcialmente ordenado. Entdo, DM(P) é um reticulado
completo.

Demonstrag¢ao. Como DM(P) C P(P), sabemos que DM(P) é parcialmente ordenado pela
relacao de inclusao.

Seja F C DM(P). Pelo Lema 1.35, temos que inf ¥ = (| F em DM(P). Assim, basta
mostrarmos que sup F = | | F em DM(P).

Note que | | F é cota superior de F, pois | JF C | |F.

Além disso, dado C € DM(P) cota superior de F, sabemos que | JF C C. Desse modo,
| |F C C, pela definicdo de | |.

Logo,| | F = sup F em DM(P), e concluimos que DM(P) é um reticulado completo. [

Associada a DM(P), temos uma funcéo ¢ : P — DM(P), definida por:

p(x) = | x.

Proposicao 1.37. Seja P um conjunto parcialmente ordenado. Entdo, ¢ é uma imersédo de
ordem.
Demonstragdo. Sejam x,y € P.

(=) Suponha que x < y e considere a € | x. Como a < x < y, segue que a € | y. Logo,
IxCly.

(<) Suponha que | x C | y. Como x € | x, temos que x € | y. Assim, x < y.

Portanto, ¢ é uma imersao de ordem. O]

Desse modo, (DM(P), ¢) é um completamento de P. A imersdo ¢ preserva todos os
supremos e infimos que existem em P.
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Lema 1.38. Seja P um conjunto parcialmente ordenado. Valem as seguintes propriedades
(para A C P):

(i) se sup A existe, entdo | sup A = A4
(ii) se inf A existe, entdo |inf A=(){la : a € A}.

Demonstragao. Seja A C P.
(i) Suponha que sup A existe.

(©) Seja x € | sup A, ou seja, x < sup A. Dado ¢ € A¥, sabemos que x < sup A < c.
Desse modo, x é cota inferior de A, ou seja, x € AY,

(2) Seja x € A“, ou seja, x é cota inferior de A*. Como sup A € A%, em particular
temos que x < sup A. Logo, x € | sup A.

(ii) Suponha que inf A existe.

(S) Considere a € A. Sabemos que inf A < a. Desse modo, | inf AC |a,e | inf AC

(la:aeA}L

(2) Sejax €({la : a€ A} Dado a € A, sabemos que x € | a, ou seja, x < a. Desse
modo, x é cota inferior de A, e obtemos que x < inf A, ou seja, x € | inf A.

]

Teorema 1.39. Seja P um conjunto parcialmente ordenado. Valem as seguintes proprieda-
des (para A C P):

(i) se sup A existe, entdo ¢(sup A) = | |p(A);
(ii) se inf A existe, entdo ¢(inf A) = () p(A);

(iii) se P é um reticulado, entao ¢ é uma imersao de reticulados.

Demonstragdo. Seja A C P.

(i) Suponha que sup A existe e considere a € A. Como a < sup A, temos que | a C

| sup A. Desse modo, | sup A é cota superior de {| a : a € A}.

Seja B € DM(P) uma cota superior de {] a : a € A}. Note que, dado a € A, temos que
a € laC B. Assim, A C B e, pelos Lemas 1.34 e 1.38, temos que:

lsupA=A“CBY=B
Logo, | sup A é a menor das cotas superiores de {| a : a € A}, e concluimos que:
p(supA) = Lsup A= [{la:aeAt=] |p(4)

(ii) Suponha que inf A existe. Pelo Lema 1.38, temos que:

p(inf A) = |inf A = ﬂ{ia : aGA}:mgo(A)
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(iii) Suponha que P é um reticulado. Como ¢ é uma imersao de ordem, sabemos que ¢ é
injetora. Além disso, pelos itens anteriores sabemos que ¢ preserva os supremos e
infimos que existem em P. Logo, ¢ é uma imersédo de reticulados.

]

1.6 Reticulados Distributivos

Seja L um reticulado. Dizemos que L ¢ distributivo quando satisfaz os seguintes
axiomas adicionais, para x,y,z € L:

(D1) xA(yvz)=(xAy)V(xAz)
D2) xVvyrnz)=(xVy)A(xVz)

Exemplo 1.40. Como as operacdes de intersecio e unido de conjuntos satisfazem os
axiomas de distributividade (D1) e (D2), os reticulados de conjuntos (Exemplo 1.1) e de
abertos (Exemplo 1.2) sdo distributivos.

Uma categoria importante no estudo da teoria dos reticulados é a categoria dos reticu-
lados distributivos limitados, denotada por BDist (do inglés, bounded distributive lattice),
formada pelos reticulados distributivos limitados e seus homomorfismos de reticulados
limitados. Iremos estuda-la com mais detalhes nas proximas se¢des deste capitulo.

Exemplo 1.41. O reticulado de ideais (Exemplo 1.3) ndo é, em geral, distributivo. De fato,
seja Z[x] o anel dos polindmios com coeficientes inteiros. Afirmamos que”:

(x +2)n((x) +(2)) # (x +2) N (x)) + (x +2) N (2))

Inicialmente, note que x + 2 € (x + 2), e como x € (x) e 2 € (2), x + 2 € (x) +(2). Desse
modo, x + 2 € (x + 2) n ({x) + (2)).

Além disso, como x + 2 ndo tem fatores comuns a x ou a 2, temos que:
((x +2) n(x)) + ({x +2) N (2)) = ((x +2)x) + ((x + 2)2)
= (x* 4+ 2x) + (2x + 4)
Dado p(x) € (x* + 2x) + (2x + 4), sabemos que existem p;(x), p,(x) € Z[x], tais que:

p(x) = p1(x)(x* + 2x) + po(x)(2x + 4)

Assim, o termo independente de p(x) é da forma 4b,, onde b, é o termo independente
de p,(x). Logo, como 2 # 4a, para qualquer a € Z, obtemos que p(x) # x + 2, e concluimos
que:

x+2¢({(x+2)n{x)+{x+2)n(2))

Portanto, o reticulado dos ideais de Z[x] nédo é distributivo.

5 Dado p(x) € Z[x], denotamos por {p(x)) o ideal principal gerado por p(x).

25
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Os axiomas (D1) e (D2) sdo equivalentes, como vemos na proposicao seguinte.
Proposicao 1.42. Seja L um reticulado. Entao, L satisfaz (D1) se, e somente se, L satisfaz
(D2).

Demonstracao.
(=) Suponha que L satisfaz (D1) e sejam x, y, z € L. Temos que:
(xvy)A(xvz)=[xvy)rx]v(xvy)rz]
=xV[(xVy) Az]

=xV(xAzZ)V(yAz)
=xV(yAz)

Logo, L satisfaz (D2).
(<) A prova é analoga a da implicagao anterior.
O]
Apesar de reticulados em geral ndo serem distributivos, eles satisfazem parcialmente
os axiomas (D1) e (D2):
Proposicao 1.43. Seja L um reticulado. Para x, y, z € L, vale que:
M) xA (VD)= (A (A2

() xVviyAz) <(xVy)A(xV2).
Demonstragdo. Sejam x,y,z € L.
(i) Como y Vv z >y, temos que:

xA(YyVz)>xAy

Do mesmo modo, como y V z > z, obtemos:

xAN(yvz)>xAz

Logo, x A(yVz) > (x Ay)V(xAz).
(ii) E o dual de (i).
]
Como consequéncia da Proposicdo 1.43 e da equivaléncia dos axiomas (D1) e (D2), pode-
mos provar que um reticulado L ¢é distributivo verificando apenas uma desigualdade.
Corolario 1.44. Seja L um reticulado. As seguintes afirmacdes sdo equivalentes.

(i) L é distributivo;
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(ii) Parax,y,ze€ L,xA(yVvz)<(xAy)V(xAz);
(iii) Parax,y,z€ L,xV(yAz) > (xVy)A(xV2z).

Exemplo 1.45. Sejam [,m,n € N e considere suas decomposicdes em fatores primos:

L=}
.
n=pi..pf

Temos que:

I A (m vV n) =mdc(l, mmc(m, n))
= mdc(l, pm=tht p,‘faX{s"’t"})

_, min{r;,max{s;,;; }} min{ri,max{s,t; }}
=P oy

— pmax{min{rl s pmin{ry 1} max{min{r.s;}.min{r.t}}
- 1 cee

= mmC(p;nin{rl’sl} plrcnin{rk,sk}’ p;nin{rl 1} pllcnin{rk,tk})
= mmc(mdc(l, m), mdc(l, n))
=(Urm)v(IAn)

Logo, (IN, A, V) é um reticulado distributivo.

1.7 Filtros

Nesta se¢do, iremos restringir nossa discussao a categoria dos reticulados distributivos
limitados BDist. Desse modo, vamos nos referir a reticulados distributivos limitados

simplesmente por reticulados, e a homomorfismos de reticulados limitados simplesmente
por homomorfismos.

Seja L um reticulado e F C L. Dizemos que F é um filtro de L quando satisfaz as
seguintes propriedades:

(F1) F = @;
(F2) Parax,y € F,x Ay €F;
(F3) Paraae Lex € F,avx€F.
Podemos substituir (F3) pela propriedade equivalente abaixo:
(F3') Paraxe FeyeL,sex < y,entdoy € F.
Proposicao 1.46. Sejam L um reticulado e F C L. Vale que:
(i) F satisfaz (F3) se, e somente se, F satisfaz (F3');

(ii) Se F é um filtro, entdo 1 € F.
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Demonstragdo.

(i) (=) Suponhamos que F satisfaz (F3) e sejam x € Fe y € L. Se x < y, temos que
y = x V y. Dai, como x € F, por (F3) obtemos que y € F. Logo, F satisfaz (F3’).

(«<) Suponhamos que F satisfaz (F3’) e sejam a € L e x € F. Sabemos que x < a V x.
Dai, como x € F, por (F3’) obtemos que a V x € F. Logo, F satisfaz (F3).

(ii) Suponhamos que F é um filtro. Como F é nio vazio, sabemos que existe x € F. Logo,
por (F3), obtemos que 1 =1V x € F.

]

Exemplo 1.47. Sejam X um conjunto e F a familia dos subconjuntos cofinitos de X,

definida por:
F ={AeP(X) : X\ Aéfinito}

Vamos verificar que F é um filtro do reticulado P(X) (Exemplo 1.1). Sabemos que F é
nao vazio, pois X € F (X \ X = @ é finito).

Agora, sejam A, B € F. Sabemos que X \ A e X \ B sdo finitos. Além disso:

X\N(ANB)=(X\A)U(X\B)

Dai, como (X \ A) U (X \ B) é finito, segue que AnB € F.

Para finalizar, seja C C X. Temos que:

XN(CUA)=(X\NO)n(X\NA)

Logo, como (X \ C) n (X \ A) é finito, obtemos que C U A € F. Portanto, F é de fato
um filtro de P(X).

Exemplo 1.48. Sejam X um espaco topoldgico e x € X. A familia das vizinhancas de x é
definida por:

V. ={UeOX) : xeU}
Vamos verificar que V, é um filtro do reticulado O(X) (Exemplo 1.2).
Inicialmente, note que V, é néo vazio, pois X € V,.

Agora, sejam U,V € V,. Como x € U e x € V, temos que x € U n V. Desse modo, como
U NV éaberto, segue que U NV € V,.

Para finalizar, seja W € O(X), tal que U € W. Como x € U, sabemos que x € W. Logo,
W e V..

Assim, concluimos que V, é de fato um filtro de O(X).

Exemplo 1.49. Sejam L um reticulado e x € L. Definimos o seguinte conjunto:

tx={yeL:y>x}
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Vamos verificar que 1 x é um filtro. Sabemos que 1 x é néo vazio, pois 1 € 1 x.

Agora, sejam y, z € 1 x. Sabemos que y > x e z > x. Dai, temos que:

YAZZXANX =X

Logo, y Az € T x. Além disso, dado w € L tal que y < w, temos que:

w2>y2>x

Desse modo, w € 1 x, e concluimos que 1 x é de fato um filtro.
Chamamos 1 x de filtro principal gerado por x.
Proposicao 1.50. Seja L um reticulado. Entdo:
(i) L é o maior filtro de L;

(ii) {1} é o menor filtro de L.

Demonstracao.

(i) Como L satisfaz trivialmente a definicdo de filtro, temos que L é um filtro. Além
disso, dado um filtro F, sabemos que F C L. Logo, L é o maior filtro de L.

(i) Como1A1=1e,paraa€ L,aV1=1,temos que {1} é um filtro.

Agora, seja F um filtro. Pela Proposi¢ido 1.46, sabemos que 1 € F, ou seja, {1} C F.
Logo, {1} é o menor filtro de L.

]

Quando F é um filtro diferente de L, dizemos que F é um filtro préprio de L.
Proposiciao 1.51. Sejam L um reticulado e F um filtro de L. Entéo, F é um filtro proprio
se, e somente se, 0 ¢ F.

Demonstracao.

(=) Vamos provar a contrapositiva. Suponhamos que 0 € F e sejax € L. Como 0 < x e
0 € F, temos que x € F. Desse modo, F = L, e F ndo é um filtro préprio.

(<) Suponhamos que 0 ¢ F. E imediato que F # L, ou seja, F é um filtro préprio. [

Agora, vamos analisar algumas das principais técnicas para construcido de filtros.
Proposiciao 1.52. Sejam L e K reticulados, h : L — K um homomorfismo e F um filtro de

K. Entdo, h"'(F) é um filtro de L.

Demonstragao. Como 1 € F e h(1) = 1, sabemos que h(1) € F. Logo, 1 € h"'(F),e h"'(F) é
nao vazio.
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Agora, sejam x,y € h™'(F). Sabemos que h(x), h(y) € F. Dai, obtemos que:

h(x Ay)=h(x)ANh(y) € F

Assim, x Ay € h™'(F).

Para finalizar, seja a € L. Temos que:

h(aVv x) = h(a) v h(x) € F

Portanto, a vV x € h™(F), e concluimos que h™!(F) é um filtro de L. ]

Proposicao 1.53. Sejam L um reticulado e 7 uma familia ndo vazia de filtros de L. Entéao:
(i) (F é um filtro;

(ii) se F é uma cadeia, entdo | F é um filtro.

Demonstracdo.
(i) Como 1 € F para todo F € F, sabemos que 1 € (| F, ou seja, [ | F = @.

Sejam x,y € (|F,a € Le F € F. Sabemos que x,y € F. Mas como F é um filtro,
xAy,aVxe€F.Logo,x Ny,aVvxe [ F.

Portanto, (| F é um filtro.
(ii) Suponhamos que F é uma cadeia. Como 1 € | J F, sabemos que | JF = @.

Sejam x,y € | JF e a € L. Sabemos que existem F|,F, € F taisque x € Fy e y € F,.
Como F é uma cadeia, podemos supor sem perda de generalidade que F; C F,.

Desse modo, temos que x, y € F,, e como F, é um filtro, temos também que xAy, avx €
F,.Logo,x Ay,aVvx €| JF.

Portanto, | J F é um filtro.

Seja B C L. O filtro gerado por B, denotado por (B), é definido por:

(B)zﬂ{F : F éumfiltroe F 2 B}

Pela Proposicio 1.53, sabemos que (B) é de fato um filtro. Além disso, como B C (B), (B)
é o menor filtro de L que contém B. Alternativamente, podemos definir (B) descrevendo a
forma de seus elementos:

Proposi¢io 1.54. Sejam L um reticulado e B C L. Entdo, (B) é o conjunto de todos os
elementos da forma:
(ayVx)A...N(apV x,)

ondeneN, x;,...,x, €Beay,...,a, € L.
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Demonstragao. Seja F o conjunto dos elementos descritos pela forma acima.
Inicialmente, note que dado x € B, temos que x = 0 V x € F. Desse modo, B C F.

Agora, vamos verificar que F é um filtro. Para n = 0, a forma dada descreve o elemento
1. Assim, 1 € F,e F # @.

Sejam x,y € F e a € L. Sabemos que existem m, n € N, ay,...,a,, by,...,b, € Le
X1seees Xms V15 ---» Yo € F, tais que:

x=(aVx)A..N(apV x)
y=ObVy) ANy V)
Dai, temos que:
XAy =@ VX)A.A@n VX)) ALV YDA A Dy V Yy)
avx=aV|(aVx)A..AN(pV xp)]
=[(ava)Vvx]A..A[(@Van)V x,]

Logo, x A y,aV x € F, e obtemos que F é de fato um filtro.

Para finalizar, seja G um filtro, tal que G 2 B e considere x € F como descrito acima.
Como x, ..., X, € B C G, temos que a; V xi, ..., a, V X, € G. Dai, obtemos que:

x=(@Vx)N..N@a,Vxy,) €G

Portanto, F C G, e concluimos que F é o menor filtro de L que contém B, ou seja,
F = (B). O]

Quando B = {xi, ..., x,}, denotamos (B) por (xi, ..., x,). Além disso, quando B = B’ U
{x1, ..., x,}, denotamos (B) por (B, x1, ..., X,).

Exemplo 1.55. Sejam L um reticulado e x € L. No exemplo 1.49, definimos o filtro 1 x,
chamado de filtro principal gerado por x. Vamos verificar que 1 x ¢é o filtro gerado por x,
ou seja, Tx = (x).

Como x < x, sabemos que x € T x. Assim, seja F um filtro tal que x € F, e considere
y € Tx. Como x < y, segue que y € F.

Logo, 1T x C F, e concluimos que 1 x é o menor filtro que contém x, ou seja, T x = (x).

Finalizamos esta secdo apresentando uma forma de caracterizar os elementos do filtro
gerado (F, x), onde F é um filtro e x € L.

Proposicao 1.56. Sejam L um reticulado, F um filtro e x € L. Ent3o:

(F,x) ={y €L : existec € F, tal que c A x < y}.

Demonstragao. Seja G o conjunto definido por:
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G={y€elL :existea€F, talqueanx <y}
Inicialmente, note que dado a € F, temos que a A x < a. Desse modo, a € G, e F C G.
Do mesmo modo, obtemos que x € G.

Agora, sejam y,z € G, e ¢ € L. Sabemos que existem a,b € F, taisqueaAx < ye
b A x < z. Dai, temos que:

(anx)AbrAx)<yAnz=(aAb)Ax<yAz
cv(anx)<cvy=anx<cVy

Logo, y Az,cV y € G, e obtemos que G é um filtro.

Para finalizar, seja G’ um filtro tal que G’ 2 F U {x}, e considere y € G. Sabemos que
existea € F,talqueanx < y.

Como a,x € G/, temos que a A x € G’, e y € G'. Portanto, G C G/, e concluimos que
G = (F, x). O

1.8 Ultrafiltros e Filtros Primos
Nesta se¢do, continuamos a discussdo da secdo anterior, nos restringindo apenas a
reticulados distributivos limitados.

Sejam L um reticulado e U um filtro préprio de L. Dizemos que U é um ultrafiltro (ou
filtro maximal) de L quando para todo filtro F de L, se U C F,entdo F =U ou F = L. Ou
seja, U é um elemento maximal da familia dos filtros proprios de L.

Teorema 1.57. (Teorema do Ultrafiltro)
Sejam L um reticulado e F um filtro proprio de L. Entdo, existe um ultrafiltro U de L,
tal que F C U.

Demonstragao. Seja F a familia dos filtros proprios que contém F, ou seja:

F ={G C L : Géfiltro proprio e G 2 F}

Considere C C F uma cadeia de filtros. Pela Proposi¢do 1.53, temos que | C é um filtro.
Como 0 ¢ G para todo G € C, sabemos que 0 ¢ | J C, ou seja, | J C é um filtro préprio.

Além disso, como cada elemento de C contém F, temos que | JC 2 F. Desse modo,
|JC € F, e|JC é cota superior de C.

Logo, pelo Lema de Zorn®, F possui um elemento maximal U. Vamos verificar que U é
um ultrafiltro.

Seja G um filtro proéprio de L, tal que U € G. Como F C U, segueque F C G, e G € F.
Dai, como U ¢ elemento maximal de ¥, U = G.

% O enunciado do Lema de Zorn pode ser encontrado no Apéndice A.



1.8 | ULTRAFILTROS E FILTROS PRIMOS

Portanto, U é de fato um ultrafiltro. O]
Corolario 1.58. Seja L um reticulado néo trivial. Entao, L possui um ultrafiltro.

Demonstrag¢ao. Como L possui mais de um elemento, sabemos que {1} é um filtro préprio
de L. Logo, pelo Teorema do Ultrafiltro, existe um ultrafiltro U em L, tal que {1} CU. [

Dado P um filtro préprio de L, dizemos que P é primo quando para quaisquer x,y € L,
sexVye€P, entaox € Pouy € P.
Teorema 1.59. Sejam L um reticulado e F um filtro préprio de L. Se F é um ultrafiltro,
entao F é primo.
Demonstragao. Vamos provar a contrapositiva. Suponha que F nio é primo. Sabemos que
existem x,y € LtaisquexVvVye€F,x¢Fey¢F.

Agora, considere o filtro (F, x). Sabemos que F C (F,x) e F # (F, x), pois x € (F,x) e
x ¢ F. Além disso, (F, x) é um filtro proprio, ou seja, (F, x) # L.

De fato, suponha para uma contradi¢do que y € (F, x). Pela Proposi¢do 1.56 existe
a € F, tal que a A x < y. Dai, temos que:

y=(arx)vy=(avy)r(xVy)
Logo, como aV y,xVy € F, segue que y € F, o que é uma contradi¢do. Desse modo,
y ¢ (F,x), e (F,x) é um filtro proprio.
Portanto, F nao é um ultrafiltro. O]
Sejam P um conjunto parcialmente ordenado e S C P. Dizemos que P ¢é direcionado

para cima quando para quaisquer x,y € S, existe z € S, tal que x < ze y < z. Com essa
definicdo, apresentamos abaixo um dos principais resultados sobre filtros primos.

Teorema 1.60. (Teorema da Separacao de Stone e Birkhoff)
Sejam L um reticulado, F um filtro de L e S um subconjunto néo vazio de L direcionado

para cima, tais que F N S = @. Entéo, existe um filtro primo P, talque FCPe PN S = @.

Demonstragao. Considere a seguinte familia de filtros de L:

F={GCL:Géfiltro,FCGeGnS =0}

Vamos verificar que F satisfaz as hipoteses do Lema de Zorn.

Seja C C F uma cadeia. Pela Proposicio 1.53, sabemos que  J C é um filtro. Além disso,
como para todo G € C, F C G, temos que F C | JC. Temos também:

(Ucﬁm:(UG>m&4J@m9=U@=Q

GeC GeC GeC

33
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Logo, | JC € F, e | J C é cota superior de C. Desse modo, pelo Lema de Zorn, F possui
um elemento maximal P.

Agora, iremos verificar que P é um filtro primo.

Sejam x,y € L, tais que x V y € P e suponha para uma contradicdo que (P,x) ¢ F e
(P,y) ¢ F.Como (P, x) e (P, y) sdo filtros que contém F, sabemos que (P,x) NS = @ e
(P,y)nS # Q.

Assim, considere u € (P,x)nSev € (P,y)nS. Pela Proposicio 1.56, existem p;, p, € P,
tais que p; Ax <ue p, Ay <v. Além disso, como S é direcionado para cima, existe w € S,
talqueu <wev <w.

Desse modo, u Vv < w, e obtemos:

(P AX)V (P AY) <uvo < w.

Note que:

(L1 AV (P2 AY) = (1 VI AL VYAV p) A(xVy) €P.
Logo, w € PN S, o que é uma contradi¢do. Assim, (P, x) € F ou (P, x) € F. Mas, como
P é elemento maximal de F', P = (P,x) ou P = (P, y), ouseja, x € Pou y € P.

Portanto, P é um filtro primo, o que encerra a prova do teorema. [

Quando S é unitario, o teorema acima pode ser reescrito como:

Corolario 1.61. Sejam L um reticulado, F um filtro de L e a € L, tais que a ¢ F. Entao,
existe um filtro primo P, talque FC Pea ¢ P.



Capitulo 2

Algebras de Heyting

Na Logica Classica, as algebras booleanas tem um papel fundamental no estudo de sua
semantica. Para a Logica Intuicionista, as algebras de Heyting tem esse mesmo papel, e
iremos estuda-las com mais detalhes neste capitulo.

Comecamos apresentando o conceito de complemento em reticulados limitados, e
suas generalizagdes para reticulados distributivos limitados. Estudamos o conceito de
pseudocomplemento relativo, e as principais propriedades dos reticulados relativamente
pseudocomplementados.

Em seguida, estudamos as algebras de Heyting e suas propriedades. Estudamos também
as algebras booleanas, e vemos que algebras booleanas sdo um caso particular de algebras
de Heyting. Finalizamos o capitulo estudando o completamento de Dedekind-MacNeille
para algebras de Heyting.
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2.1 Complementos e Pseudocomplementos

Seja x elemento de um reticulado limitado L. Dizemos que ¢ € L é complemento de x
quando satisfaz as seguintes propriedades:
(i) xAc=0;
(i) xvVe=1.

Quando todo elemento de L possui um complemento, dizemos que L é complemen-
tado.

Exemplo 2.1. Seja X um conjunto. Para A € P(X), o complemento de A é definido por:

A*=X\A

Como ANA°=@eAUA® =X, temos que A° satisfaz a defini¢do de complemento em
reticulados, e P(X) é um reticulado complementado.

Exemplo 2.2. Sejam V um espago vetorial e S(V') o conjunto dos subespacos vetoriais de
V. De forma similar aos reticulados de ideais, S(V) é um reticulado com as operacdes de
intersecdo e soma de subespacos.

Dados U,W € S(V), dizemos que V é soma diretade U e W quandoU +W =V e
U nW = {0}. Neste caso, escrevemos U @ W =V.

Como {0} e V sio, respectivamente, o zero e a unidade de S(V), temos que V é soma
direta de U e W se, e somente se, W é complemento de U.

O lema seguinte contém o principal argumento utilizado nas provas desta secao.

Lema 2.3. Sejam L um reticulado distributivo limitado e x,a,b € L.SexAa=0exVvb =1,
entdo a < b.

Demonstragdo. Suponha que x Aa =0 e x Vb = 1. Temos que:

a=aAnl
=an(xVb)
=(anx)Vv(anb)
=0Vv(anb)
=aAb

Logo, a < b. O]

Em geral, um elemento de L pode nido ter complemento, ou ter mais de um com-
plemento. Porém, quando L é distributivo, cada elemento de L possui no maximo um
complemento.

Proposicao 2.4. Sejam L um reticulado distributivo limitado e x € L. Se x possui um
complemento, entao ele é unico.
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Demonstragao. Sejam c e ¢’ complementos de x.

ComoxAc=0exVc =1,peloLema 2.3 temos que ¢ < ¢. Da mesma forma, como
xAc¢’=0exVc=1,obtemos que ¢’ <c.

Logo,c =¢'. O]
Seja x € L. O A-complemento de x é o elemento definido por:
max{a € L : x Aa = 0},

quando este maximo existir.

De forma analoga, o V-complemento de x é o elemento definido por:
minfa € L : xVa=1}

quando este minimo existir.

Exemplo 2.5. Seja X um espaco topoldgico. Definimos a seguinte opera¢io’, para U €
O(X):
-U = int(U°)
Vamos verificar que —U é o A-complemento de U.

Inicialmente, definimos a seguinte familia de abertos:

A={VeOX):UnV =0}

Note que —U € A, pois:

Un(-U)=Unint(U°)
= int(U) n int(U°)
= int(U n U®)
= int(®)
=0

Além disso, dado V' € A, sabemos que V' C U°. Dai, como V ¢é aberto, temos que:

V Cint(U®) = —U

Logo, —U = max A, ou seja, —U é o A-complemento de U.

Como consequéncia direta da definicdo, temos que o A-complemento e o V-
complemento sdo conceitos duais:

Proposicao 2.6. Sejam L um reticulado limitado e ¢, x € L. Entdo, ¢ é A-complemento de
x em L se, e somente se, ¢ é V-complemento de x em L*.

! A definigdo de int(A) (interior de A) pode ser encontrada no Apéndice B.
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Demonstragao. Sabemos que as seguintes afirmacdes sdo equivalentes:
ec=max;{fa€L : xApa=0.}
e c=minp{a€L* : xVp-a= 15}
Logo, ¢ é A-complemento de x em L se, e somente se, ¢ é V-complemento de x em

L. ]

Os conceitos de A-complemento e V-complemento, também chamados de pseudocom-
plementos, sdo duas formas alternativas de generalizar o conceito de complemento em
reticulados distributivos limitados.

Proposicao 2.7. Sejam L um reticulado distributivo limitado e x um elemento de L com
A-complemento ¢; e V-complemento c,. Entéo, ¢; < c,.

Demonstragao. Como x Ac; =0e xVc; = 1, pelo Lema 2.3 concluimos que ¢; < ¢,. U]

Proposicao 2.8. Sejam L um reticulado distributivo limitado e ¢,x € L. Entdo, ¢ é o
complemento de x se, e somente se, ¢ é o A-complemento e o V-complemento de x.

Demonstragao. Considere os seguintes conjuntos:
A={a€el : xNa=0}
B={belL:xvb=1}
(=) Suponha que ¢ é o complemento de x. Dado a € A, sabemos que x A a = 0. Dai,
como x V¢ = 1, pelo Lema 2.3 obtemos que a < c.
Logo, como c € A, segue que ¢ = max A, ou seja, ¢ é o A-complemento de x.
De modo analogo, obtemos que c é o V-complemento de x.

(<) Suponha que ¢ é o A-complemento e o V-complemento de x. Comoc € Aec € B,
seguequex Ac=0exVc=1.

Logo, ¢ é o complemento de x. [

No estudo das algebras de Heyting, utilizamos apenas o A-complemento, ao qual nos
referimos simplesmente por pseudocomplemento. Denotamos o pseudocomplemento
de um elemento x € L por —x.

2.2 Pseudocomplemento Relativo

Sejam x e y elementos de um reticulado L. O pseudocomplemento de x relativo a y
é o elemento definido por:
max{a € L : x Aa <y},

quando este maximo existir.
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Uma forma alternativa de caracterizar o pseudocomplemento relativo é dada pela
seguinte proposi¢ao:

Proposicao 2.9. Sejam L um reticulado e x, y € L. Entao, ¢ é pseudocomplemento de x
relativo a y se, e somente se, para todo a € L:

alcexNaly.

Demonstragao. SejaA={a€L : x ha< y}.
(=) Suponha que c é o pseudocomplemento de x relativo a y e considere a € L.

Se a < ¢, temos que:
xNa<xANc<y

Se x Na <y, entdo a € A. Como ¢ = max A, segue que a < c.
Logo,a<ce xna<y.
(<) Suponha que para todo a € L:

al<cexNa<ly

Sabemos que ¢ é cota superior de A.

Além disso, como ¢ < ¢, segue que x Ac < y, ou seja, ¢ € A. Logo, ¢ = max A, ou seja, ¢
é o pseudocomplemento de x relativo a y. O]

Denotamos o pseudocomplemento de x relativo a y por x > y. Quando todo par de
elementos de L possui pseudocomplemento relativo, dizemos que L é relativamente
pseudocomplementado.

Pela proposicdo anterior, sabemos que x > y satisfaz a seguinte equivaléncia, para
ac€lL:
alx>yexNaly.

Exemplo 2.10. Seja X um conjunto. Definimos a seguinte operacio, para A, B € P(X):

A>B=A°UB

Vamos verificar que A > B é o pseudocomplemento de A relativo a B.
Considere A ={C € P(X) : AnC C B}. Note que A> B € A, pois:

An(A>B)=An(A°UB)=ANnBCB
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Além disso, dado C € A, temos que:

ANCCB=A"U(ANC)C A°UB
= AUCCAP>B
== (CCAC>B

Desse modo, A > B = max .4, ou seja, A > B é o pseudocomplemento de A relativo a B.
Logo, P(X) é um reticulado relativamente pseudocomplementado.

Exemplo 2.11. Seja X um espago topoldgico. Para U,V € O(X), definimos a seguinte
operacao:
UV =int(U°uV)

Vamos verificar que U > V é o pseudocomplemento de U relativo a V. De fato, seja
W e O(X).
(=) Suponha que W C U > V. Sabemos que:

W Cint((U°uV)CUuV

Desse modo, obtemos:

UnWcUnUuV)=UnVCV

Logo,UnW CV.
(<) Suponha que U nW C V. Temos que:

UuvoUuuUnwW)=UUWDW

Logo, como W é aberto, segue que W C int(U°uV) =UDV.

Assim, pela Proposicédo 2.9, U >V é o pseudocomplemento de U relativo a V, e conclui-
mos que O(X) é um reticulado relativamente pseudocomplementado.

O pseudocomplemento relativo, assim como o pseudocomplemento, possui uma forma
dual que ndo é utilizada no estudo das algebras de Heyting. O principal exemplo de
pseudocomplemento relativo dual é o complemento relativo de conjuntos.

Exemplo 2.12. Seja X um conjunto. Dados A, B € P(X), sabemos que B \ A é chamado
de complemento de A relativo a B.

Vamos verificar que B \ A é o pseudocomplemento de A relativo a B no reticulado
P(X)".

Considere a familia A = {C € P(X) : AuC 2 B}. Note que B\ A € A, pois:

AUMBNA)=AU(BNA)=AUBDB
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Além disso, dado C € A, temos que:

AUCDB=(AUC)NA°D2BNA®
=CnNA°2B\A
= C2B\A

Desse modo, B\ A = min A, ou seja, B\ A é o pseudocomplemento de A relativo a B
em P(X)*.

Proposicao 2.13. Seja L um reticulado relativamente pseudocomplementado. Entéo, L é
distributivo.

Demonstragao. Sejam x,y,z € L. Como x Ay < (x A y) V (x A z), temos que:

y<x>[(xAy)V(xAz)]

Da mesma forma, como x A z < (x A y) V (x A z), obtemos:

z<x>[(xAY)V(xAZ)]

Logo:

yVz< x> [(xAyY)V(xAZ)]=xA(yVvz)<(xAy)V(xAz)

Assim, pelo Corolario 1.44, L é distributivo. OJ

Proposicao 2.14. Seja L um reticulado. As seguintes afirmacdes sao equivalentes:
(i) L possui unidade;
(ii) existe x € L, tal que x > x existe;

(iii) para todo x € L, x > x existe.

Demonstragao. Inicialmente, note que para qualquer x € L:

fael :xna<x}=L

(i) = (ii) Suponha que L possui unidade. Temos que:

1 =maxL
=max{a€L : 1ANa<1}
=1>1

Logo, 1> 1 existe.
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(ii) = (iii) Suponha que existe x € L, tal que x > x existe, e seja y € L. Temos que:

x>x=max{a€Ll : xNa<x}
= max L
=max{a€ L : yAa <y}
=yby

Logo, y > y existe.

(iii) = (i) Suponha que para todo x € L, x > x existe. Como L # @, sabemos que existe
x € L. Além disso, como x > x existe, temos que:

x>x=max{a €L : xAa < x}
= max L
=1

Logo, L possui unidade. O]
Corolario 2.15. Seja L um reticulado relativamente pseudocomplementado. Entdo, L

possui unidade.

Finalizamos esta secdo verificando algumas das principais propriedades algébricas do
pseudocomplemento relativo.

Proposicao 2.16. Seja L um reticulado relativamente pseudocomplementado. Valem as
seguintes propriedades (para x,y,z € L):

(i) x <y se, e somente se, x>y = 1;
(i) x>1=1;
(iii) 1>y =y;
(iv) x A(x>y)=xAy;
V) x>yIAy =y
(i) (x>yYA(x>2z)=x>(yAz2);
(vil) (x> 2)A(y>2z)=(xVy)D>z;
(viii) (x> y)A(y>2z) <xDz;
(ix) x> (y>z)=(xAy)>z;
(x) sex <y,entdio y>z < x> z;
(xi) sey<z,entiox>y < x>z

Demonstragdo. Sejam x,y,z € L. Vamos provar os primeiros quatro itens (a prova dos
outros itens pode ser encontrada em RASIOWA e SIKORSKI, 1963).
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(i) Temos que:
x<yexAN1lLy

e1<x>y
ex>y=1
(ii) Sabemos que x < 1. Logo, pelo item anterior, x > 1 = 1.

(iii) Temos que:
Iby=max{ae€L : 1na<y}
=maxfa€L : a<y}

Considere A={a €L : a <y} Comoy € Aeyé cota superior de A, segue que
y =maxA. Logo, 1>y =y.

(iv) (<) Como x> y < x > y, temos que:

x>y<x>y=>xA(x>y)<y
=S>xAxAxD>Y)<xAy
=>xANxD>y)<xAy

(>) Como x A y < y, temos que:

XANySy=y<sxby
=>xANYy<xA(x>y)

Logo, x A(x>y)=xAYy.

2.3 Algebras de Heyting

Uma algebra de Heyting é uma estrutura da forma (H, A, V, >, 0), onde:

« (H,A,V) é um reticulado relativamente pseudocomplementado e limitado;

« > é a operacdo de pseudocomplemento relativo no reticulado H;

« 0 ¢é o zero do reticulado H.

Pela Proposicéo 2.13, sabemos que (H, A, V) é também um reticulado distributivo.

Quando ndo houver risco de ambiguidade, iremos denotar a algebra de Heyting
(H, A, V,>,0) pelo seu dominio H.

Exemplo 2.17. Vimos que o reticulado de conjuntos (Exemplo 2.10) e o reticulado de
abertos (Exemplo 2.11) sdo reticulados relativamente pseudocomplementados. Como esses
reticulados sdo limitados, também sdo exemplos de algebras de Heyting.
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Em uma algebra de Heyting H, todo elemento x € H possui um pseudocomplemento,
dado por x > 0.

Proposicao 2.18. Sejam H uma algebra de Heyting e x € H. Entéo:

—x=x0>0.

Demonstragdo. Temos que:

x>0=max{a€ H : x Aa < 0}
=max{a€ H : x Aa =0}

=—X

O

Abaixo vemos algumas das principais propriedades algébricas do pseudocomplemento
em algebras de Heyting.

Proposicao 2.19. Seja H uma algebra de Heyting. Valem as seguintes propriedades (para
x,y,z € H):

@i
(it

se x < y, entdo —y < —x;
e—1=0;

(iii

—(xVvy)=(=x)A(=y);
—(xAy) > (=x) VvV (=y);
—(xAy) =x>(-y).

(v
(vi

)
) —
) x
(iv) — = —x;
)
)
)

(vii

Demonstragao. Sejam x, y,z € H. Vamos provar os primeiros trés itens (a prova dos outros
itens pode ser encontrada em RASIOWA e SIKORSKI, 1963).

(i) Pela Proposicédo 2.16, item (x), temos que:
x<y=y>0<x>0
= —y< —x
(i) Como 0 < 0, pela Proposicao 2.16, item (i), temos que:

—-0=0>0=1

Além disso, pela Proposicao 2.16, item (iii), obtemos que:

-1=10=0
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(iii) Pela Proposicao 2.16, item (iv), temos que:

xAN0<L<0=>xA(x>0)<0
=2x<(x>0)>0

=2x<—-——Xx

O

Sejam H, e H, algebras de Heyting. Dizemos que uma funcdo h : H; — H, é um
homomorfismo de algebras de Heyting quando satisfaz as seguintes propriedades, para
x,y € H:

(1) h(x Ay) = h(x) Ah(y);
(2) h(xVvy)=h(x)Vh(y)
(3) h(x>y) = h(x)> h(y);
(4) h(0) = 0.

Proposicao 2.20. Sejam H, e H, algebras de Heyting, e h : H; — H, um homomorfismo.

Valem as seguintes propriedades (para x € H,):
(i) h(=x) = —h(x);
(i) h(1) = 1.

Demonstragao. Seja x € H.

(i) Temos que:

h(—=x) = h(x > 0) = h(x) > h(0) = h(x) > 0 = —h(x)

(ii) Pelo item anterior, temos que:

h(1) = h(=0) = —h(0) = -0 =1

]

Dado um homomorfismo h : H; — H,, dizemos que h é uma imersao de algebras
de Heyting quando f ¢é injetor. Quando h € bijetor, dizemos que h é um isomorfismo de
algebras de Heyting.

Proposicao 2.21. Sejam H,, H, e H; algebras de Heyting, e h : Hi - Hye g : H, — H;
homomorfismos. Entéo:

(i) goh éum homomorfismo;
(ii) a funcao identidade idy, : H; — H; ¢ um homomorfismo;

(iii) se h é um isomorfismo, entdo h~! também é um isomorfismo.

45
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Demonstragao. A prova é analoga as provas dos mesmos resultados para homomorfismos
de reticulados. U

Pela proposi¢ao anterior, temos que a classe das algebras de Heyting e seus homomor-
fismos formam uma categoria, denotada por Heyt. Em particular, como toda algebra de
Heyting é um reticulado distributivo limitado, e todo homomorfismo de algebras de Heyting
¢ um homomorfismo de reticulados limitados, obtemos que Heyt é uma subcategoria de
BDist.

2.4 Algebras Booleanas

Uma algebra booleana é uma estrutura da forma (B, A, V, —, 0, 1), onde:
« (B, A,V) é um reticulado distributivo, limitado e complementado;

« — ¢é a operacdo de complemento no reticulado B;

« 0 e 1sd0 o zero e a unidade do reticulado B, respectivamente.

Quando ndo houver risco de ambiguidade, iremos denotar a algebra booleana
(B,A,V,—,0,1) pelo seu dominio B.

Exemplo 2.22. No Exemplo 2.1, vimos que os reticulados de conjuntos sdo complementa-
dos. Como esses reticulados sdo distributivos e limitados, os reticulados de conjuntos sdo
exemplos de algebras booleanas.

Em uma algebra booleana B, todo par de elementos x, y € B possui um pseudocomple-
mento relativo, dado por (—x) V y.

Proposicao 2.23. Sejam B uma algebra booleana e x, y € B. Entéo:

x>y=(-x)Vy.

Demonstragdo. Seja a € B.
(=) Suponha que a < (—x) v y. Temos que:

a<(=x)vy=an[(-x)vy]l=a
= xAaA[(-x)Vy]l=xAa
=S an{[xA(-x)]V(xAy)=xAra
=an[0V(xAYy)]=xAa
= (xAa)Ay=xAa
=xNa<ly
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(<) Suponha que x A a < y. Temos que:

xha<y=(xANa)Vy=y
=(—x)Vixrna)vy=(—x)Vy
([0 VAl AR vah vy = (—x) vy
= (AA[(=x)va)vy=(-x)Vy
~ eV vyl = (1) vy
=a<(-x)Vy

Logo, a < (—x) V y se, e somente se, x Aa < y, e concluimos que x>y = (-x)vy. [

Como toda algebra booleana B é um reticulado limitado, segue da proposi¢ao anterior
que B é uma algebra de Heyting.

Corolario 2.24. Seja B uma algebra booleana. Entdo, B é uma algebra de Heyting.

Exemplo 2.25. Seja O(R) o reticulado dos abertos de R. Pelo Exemplo 2.17, sabemos que
O(R) é uma algebra de Heyting. Porém, O(R) néo é uma algebra booleana.

De fato, considere U = (0, o) e suponha para uma contradi¢do que U possui comple-
mento em O(R). Pela Proposicédo 2.8, sabemos que —U é o complemento de U. Além disso,

temos que:
U U (=U) = (0, 00) U int((0, )°)

= (0, ) U int((—c0, 0])
= (0,0) U (=0, 0)

Desse modo, U U (-U) # R, e obtemos que —U néo é o complemento de U, o que é
uma contradi¢éo. Logo, U nao possui complemento em O(R), e concluimos que O(R) néo
¢ uma algebra booleana.

2.5 Filtros em Algebras de Heyting

No Capitulo 1, estudamos o conceito de filtro em reticulados distributivos limitados.
Como algebras de Heyting sdo, em particular, reticulados distributivos limitados, todas as
defini¢oes e resultados sobre filtros estudados anteriormente também se aplicam a algebras
de Heyting.

Utilizando o pseudocomplemento relativo, podemos caracterizar o conceito de filtro de
forma alternativa.

Proposicao 2.26. Sejam H uma algebra de Heyting e F C H. Entéo, F é um filtro se, e
somente se, satisfaz as seguintes propriedades:

(F1') 1€ F;

(F3”) parax€e Fey e H,sex>y € F,entdo y € F.

Demonstracao.
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(=) Suponha que F é um filtro. Sabemos que F satisfaz (F1”). Assim, basta verificarmos
que F satisfaz (F3”).

Sejam x € F e y € H, tais que x > y € F. Sabemos que x A (x > y) € F. Além disso,
temos que:
xAN(xD>y)=xAy<y
Logo, y € F, e obtemos que F satisfaz (F3”).

(<) Suponha que F satisfaz as propriedades (F1’) e (F3”). Para mostrar que F é um
filtro, basta verificarmos que F satisfaz as propriedades:

(F2) parax,y € F,x ANy € F;
(F3’) parax € Fey € H,se x <y, entdo y € F.

Sejam x, y € F. Note que:

l=xAy)>xAy)=x>(@>(xAy)
Por (F1’), temos que x > (y > (x A y)) € F. Logo, por (F3”), x Ay € F, e obtemos que F
satisfaz (F2).
Agora, seja b € H, tal que x < b. Temos que:
x<b=>x>b=1

= x>beF por(F1)
=Dbe€eF por (F3”)

Portanto, F satisfaz (F3’), e concluimos que F é um filtro. O]
Com o pseudocomplemento, obtemos também uma caracterizacédo alternativa para
ultrafiltros.
Teorema 2.27. Sejam H uma algebra de Heyting e F um filtro préprio de H. Entéo, F é
um ultrafiltro se, e somente se, para todo x € H, x € F ou —x € F.
Demonstracgdo.

(=) Suponha que F é um ultrafiltro e considere x € H tal que x ¢ F. Sabemos que
F C(F,x) e F # (F,x). Desse modo, como F é um ultrafiltro, (F, x) = H, ou seja, 0 € (F, x).
Pela Proposigao 1.56, temos que existe a € F, tal que a A x < 0. Dai, obtemos:

aNx<0=a<x>0=>a< —x

Logo, como a € F e a < —x, segue que —x € F. Assim, para todo x € H, x € F ou
—x € F.

(<) Suponha que para todo x € H, x € F ou —x € F. Considere F/ um filtro de H, tal
que F C F’ e F # F’. Sabemos que existe a € F’ tal que a ¢ F. Desse modo, —a € F C F'.
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Dai, temos que:
0=an0=an(a>0)=aAn(—a)eF

Logo, 0 € F/, ou seja, F/ = H. Assim, F é um ultrafiltro.

2.6 Algebras-quociente

Seja H uma algebra de Heyting. Uma relacido de congruéncia em H é uma relacao
de equivaléncia = compativel com as operacdes de H, ou seja, que satisfaz as seguintes
propriedades (para x,y,z,w € H):

(1) sex=yez=w,entdiox Az =y Aw;
(2) sex=yez=w,entdioxVz=yVw,
(3) sex=yez=w,entdiox>z=y>w.

Denotamos o conjunto das classes de equivaléncia de = por H/ =. Dado x € H,
denotamos a classe de equivaléncia de x com rela¢do a = por [x]= ou, quando néo houver
risco de ambiguidade, por [x].

Proposicao 2.28. Seja H uma algebra de Heyting e = uma congruéncia em H. Valem as
seguintes propriedades (para x, y € H):

(i) se x =y, entdo —x = —y;

(i) [1] é um filtro.

Demonstracao.

(i) Sejam x,y € H e suponha que x = y. Como 0 = 0, temos que:

x>0=y>0=-—x=-y

(if) Como 1 = 1, sabemos que 1 € [1]. Agora, sejam x € [1] e y € H, tais que x >y € [1].

Temos que:
x=l=>x>y=1>y
=>x[>yEy
:15y

Logo, y € [1], e concluimos que [1] é um filtro.

]

Assim como toda congruéncia = define um filtro [1], podemos definir uma congruéncia
a partir de um filtro. Dado F um filtro de H, definimos a seguinte relacdo (para x,y €
H):
X = y se, e somente se, (x> y)A(y>x) € F.
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Lema 2.29. Seja H uma algebra de Heyting. Valem as seguintes propriedades (para
x,y,z € H):

() x5y < (xA2) > (yA2);
(i) x>py<(xvz)>(yVz);
(i) ypx < (x>2)>(y>2);

(iv) xpy<(zpx)>(z>y).

Demonstragao. Sejam x,y,z € H.
(i) Como y Az < y Az, temos que:

VAZSYANZ=XANYNZSYAZ
=>xANx>y)Az<yAz
=>xby<(xAz)>(yAz)

(i) Como yVz < yV z, temos que:

yvz<yvz=(xAy)V[zA(x>y)]<yVvz
= [xA@x>y]Vzax>y)]<yvz
=>xVa)A(xD>y)<yvz
=>xby<(xVvz)>(yvz)

(iii) Como y A x A z < z, temos que:

YyAxAz<z=YyAxAN(x>2z)<z
=>yYANy>x)A(x>2z)<2z
= (yox)A(x>z)<y>2z
=>y>x<(x>2z)>(y>2)

(iv) Como (z>x) A (x> y) < zD y, segue que:

xDy<(@zpx)>(z>y)

O]

Proposicao 2.30. Sejam H uma algebra de Heyting e F um filtro. Entdo, =f é uma relacéo
de congruéncia.

Demonstragao. Inicialmente, vamos verificar que =f é uma relacdo de equivaléncia.

Sejam x,y,z € H.
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« Para a reflexividade, como 1 € F, temos que:
leF=((xp>x)A(x>x)€EF

= X=p X

« Para a simetria, suponha que x = y. Temos que:

x=py=x>yA(y>x)€F
= (y>x)A(x>y)€eF

=>yEFx

« Para a transitividade, suponha que x =r y e y =f z. Note que:

xo AN (Y>2)A(z>y)
xeAGY>)A(Zz>Y)A (YD x)
< (xp2)A(z>x)

Dai, como F é um filtro, obtemos que (x > z) A (z > x) € F, ou seja, x =f z.
Para finalizar, vamos verificar que = é compativel com as operacgoes de H.
Seja w € H e suponha que x =r y e z = w. Vamos mostrar que x > z =p y > w.

De fato, como F é um filtro, sabemos que y > x € F e z > w € F. Pelo Lema 2.29, temos
que:

yox<(x>z)b(y>z)€eF

zbw<(y>z)>(y>w)€eF

Dali, obtemos:
[(x>2)> (Yo )] A [y 2) > (y > w)]
< (x>pz)>(y>pw)eF

De forma analoga, obtemos que (y > w) > (x > z) € F. Assim, concluimos que x > z =
y > w.

A prova da compatibilidade do A e do Vv é analoga. O

No caso da congruéncia definida por um filtro F, denotamos o conjunto de suas classes
de equivaléncia por H/F, e a classe de equivaléncia de um elemento x € H por [x]r.

Seja F um filtro em H. Definimos as seguintes operacdes em H /F (para x,y € H):
 [xInyl=Denyl;
« [x]vIyl =[x vyl
* [x]> [yl = [x>yl
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Como = é compativel com as operagdes de H, sabemos que as defini¢des acima estao
bem definidas, pois ndo dependem da escolha de um representante nas classes [x] e

[v].

Chamamos a estrutura (H/F, A, V, >, [0]) de lgebra-quociente de H mddulo F. Vamos

verificar que H/F é uma algebra de Heyting.

Proposicao 2.31. Sejam H uma algebra de Heyting e F um filtro. Entdo, H/F é uma

algebra de Heyting.

Demonstragao. Sejam x, y, z € H.Inicialmente, vamos mostrar que H /F satisfaz os axiomas
de reticulados. Para isso, vamos verificar a associatividade do A (a prova dos outros axiomas

é analoga):

[x] A (yIAlzD) = [x] A [y Az]
—[xA (A
=[(xAy)nz]
=[xAylAz

= (xInlyDnrz

A prova de que [0] é o zero de H/F também é analoga a prova acima.

Para finalizar, vamos verificar que [x] &> [y] é o pseudocomplemento de [x] relativo a

[y]. Para isso, considere o seguinte conjunto:

={lal e H/F : [x] nla] < [y]}

Note que [x] > [y] € A, pois:
[x] A ([x] > [yD =

Além disso, dado [a] € A, temos que:

[x]nla]l < [y]= X] (IxInlal) < [x]> [yl

/\
1—1
|_|
—

>[a]) < [x] > [y]
[ ] [x] > [y]

l>[a] <[x]>[y]
< [x]>[y]

[x

Logo, [x] > [y] = max A, ou seja, [x] > [y] é o pseudocomplemento de [x] relativo a

[y]. Portanto, H/F é uma algebra de Heyting. O
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A cada algebra-quociente H/F, associamos um homomorfismo 7y : H — H/F,
definido por (para x € H):

mp(x) = [x]p.
Chamamos 7y de projecao candnica de H sobre H/F. Quando nao houver risco de
ambiguidade, denotamos 7y simplesmente por 7.
Teorema 2.32. (Propriedade Universal da Algebra-quociente)

Sejam H, e H, algebras de Heyting, F um filtro de H, e f : H; — H, um homomorfismo.
As seguintes afirmacdes sao equivalentes:

(i) existe um tnico morfismo f : H;/F — H,, tal que f = f o, ou seja, tal que o
seguinte diagrama comuta:

H — & §,

| A

H,/F

(i) FC f1(1).

Demonstracao.

(=) Suponha que existe um tinico morfismo f : H,/F — H,, tal que f = f o 7 e seja
x € F. Como [x] = [1], temos que:

f&) = fx(x) = f(xD = f(1D) =

Logo, x € f!(1), e concluimos que F C f~*(1).

(<) Suponha que F C f~'(1). Vamos definir a fun¢do f : H;/F — H, pela seguinte
expressao (para x € H):

flxD) = f(x)

Para isso, precisamos garantir que a definicdo acima nao depende do representante de
[x], ou seja, para x,y € Hy, se [x] = [y], entdo f(x) = f(y).

Assim, sejam x,y € Hj, tais que [x] = [y], ou seja, x = y. Temos que:

x=y=>x>yA(y>x)€eF
= (x>y)A(yx)ef (1)
= f((x>y)A(y>x)) =1
= f)>f)=1e f(y)>flx)=1
= f) < f() e f(y) < fx)
= f(x) = f(y)

Desse modo, f esta bem definida. Como f é um homomorfismo, segue que f também
é um homomorfismo. Além disso, pela defini¢do de f, sabemos que f o 7 = f.
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Para finalizar, vamos verificar a unicidade de 7 De fato, seja g : H;/F — H, um
homomorfismo, tal que g - 7 = f. Para x € H;, temos que:

g(xD = (g M)(x) = f(x) = (f o (x) = f([xD)

Portanto, g = f, e concluimos que f é tnico. O

2.7 Algebras Completas

Seja H uma algebra de Heyting. Dizemos que H é completa quando H é um reticulado
completo.

Como vimos no capitulo anterior, DM(H) é um reticulado completo. Vamos verificar
que DM(H) é uma algebra de Heyting, e que ¢ : H — DM(H) é uma imersio de algebras
de Heyting.

Sejam A, B C H. Definimos as seguintes operagoes:
AANB={anb:acAebeB}

A>B={xeH : An|xCB}L
Dizemos que A é fechado para baixo quando para quaisquera € Aex € H,se x < a,
entdo x € A.

Lema 2.33. Seja H uma algebra de Heyting. Valem as seguintes propriedades (para
A,B C H):

(i) Al ¢é fechado para baixo;
(i) AnBC AAB;
(iii) se A e B sdo fechados para baixo, entio An B = AA B;
(iv) A* C(AAB)Y
v) (AAB)* = A% n BY,
(vi) A B é fechado para baixo;
(vii) An(A>B) CB.

Demonstragdo. Sejam A,B C H.

(i) Sejama € Al e x € H, tais que x < a. Como a é cota inferior de A, segue que x é cota
inferior de A, ou seja, x € Al Logo, Al é fechado para baixo.

(ii) Sejax € AnB.Como x € Ae x € B, segue que x = x Ax € AAB.Logo, ANB C AAB.

(iii) Suponha que A e B sdo fechados para baixo. Pelo item anterior, sabemos que AnB C
A A B. Vamos verificar que AANB C An B.



55

2.7 | ALGEBRAS COMPLETAS

Seja x € A A B. Sabemos que existem a € Ae b € B tais que x =aAb. Como x < a,
x < b, e Ae Bsao fechados para baixo, segue que x € Ae x € B, ou seja, x € An B.

(iv) Sejam x € A* e y € A A B. Sabemos que existema € Ae b € B, taisque y = a A b.
Como x é cota superior de A, temos que:

y=aAnb<a<x

Logo, y < x, e obtemos que x é cota superior de AA B, ou seja, x € (AAB)*. Portanto,
A* C (AN B)“.

(v) (S) Pelo item anterior, sabemos que A* C (A A B)* e B* C (A A B)*. Dali, pelo Lema
1.34, (AAB)* € A% e (A A B) C B¥. Desse modo, (A A B)* C A¥ n B®.

(2) Sejam x € A n B“ e y € (A A B)“. Vamos verificar que x < .

Considere a € A. Como y é cota superior de AA B, dado b € B sabemos que anb <y,
ou seja, b < a>y. Desse modo, B C [(a> y) e, pelo Lema 1.34, B C l(a>y).

Como x € B*, temos que x € [(a > y), ou seja, x < a > y. Dai:

x<aby=>aANx<y=>a<sxD>y

Assim, A C [(x > y), e pelo Lema 1.34, A* C |(x > y). Como x € A“, temos que
x € [(x > y), ou seja, x < x > y. Logo, x < y, e concluimos que x é cota inferior de
(A AB)4, ou seja, x € (AAB)“.

(vi) Sejam x € A>Bey € H tais que y < x. Sabemos que An (| x) C B. Dai, como y < x,
temos que:
lyClx=An((y) CAn(Ix)CB

Logo, y € A B, e concluimos que A > B ¢é fechado para baixo.

(vii) Sejax € An (A B). Como x € A B, sabemos que A n ({ x) C B. Dai, como
x € An({x), segue que x € B. Logo, An(A> B) C B.

]

Teorema 2.34. Seja H uma algebra de Heyting. Valem as seguintes propriedades:
(i) DM(H) é uma algebra de Heyting;

(ii) ¢ é uma imersao de algebras de Heyting.

Demonstracao.

(i) Sabemos que DM(H) é um reticulado completo. Assim, basta verificarmos que
DM(H) possui uma operacdo de pseudocomplemento relativo.

Sejam A, B € DM(H). Inicialmente, vamos mostrar que A > B € DM(H). Pelo Lema
1.34, sabemos que A> B C (A> B)“.
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Considere x € (A>B)“ ea € An (| x). Sabemos que a € A = A*. Além disso, pelos
Lemas 1.34 e 2.33, temos que:

AnN(A> B =[AANA>B)]Y =[An(A>B)]“CB“ =B

Logo, a € B, e x € A> B. Desse modo, A> B = (A B)“, ou seja, A> B € DM(H).

Agora, vamos verificar que A > B é o pseudocomplemento de A relativo a B. De fato,
seja X € DM(H).

(=) Suponha que X C A B e considere x € An X. Sabemos que x € An (A B).
Desse modo, pelo Lema 2.33, x € B,e An X C B.

(<) Suponha que ANX C Be considere x € X ea € An(| x). Como X = X*, sabemos

que X é fechado para baixo e, como x € X, | x € X. Desse modo,a€ AnX C B, e
An({x)CB.

Logo, x € A B, e concluimos que X € A> B.

Sabemos que ¢ é uma imersao de reticulados limitados. Assim, basta verificarmos
que ¢ preserva o pseudocomplemento relativo.

Sejam x,y € H. Vamos verificar que (x> y) = x) > { y).

(©) Seja a € (x> y). Sabemos que a < x > y, ou seja, x A a < y. Desse modo,
considere b € ({ x) N ({ a). Como b < x e b < g, segue que b < x Aa < y. Logo,
bely,e(lx)n(la)Cly,ouseja,ae(x)>{y).

(2)Sejaa € ( x)>({ y). Sabemos que ( x)N({ a) € ({ y). Como xAa < xexAa < a,
temoquexAae(lx)n(la)C{y).

Desse modo, x Aa < y, ou seja, a < x > y. Logo, a € [(x > y).

Portanto, {(x > y) = ( x) > ({ y), e concluimos que:

p(x>y)=1lx>y)=Ux)>y) = ox)>e(y)



Capitulo 3

Logica Sentencial Intuicionista

Neste capitulo, apresentamos a versdo sentencial da Logica Intuicionista. Comeca-
mos apresentando sua linguagem, que também pode ser usada para a Logica Sentencial
Classica.

Apresentamos a consequéncia sintatica através de um sistema de dedugédo natural,
e a consequéncia semantica através de valoragcdes em algebras de Heyting. A partir da
consequéncia sintatica, construimos as algebras de Lindenbaum, uma algebra de Heyting
formada por classes de equivaléncia de formulas.

Encerramos o capitulo provando a corretude e a completude do sistema. Apresentamos
também uma versao alternativa da semantica, utilizando modelos de Kripke.

57
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3.1 Linguagem
O alfabeto da Logica Sentencial Intuicionista (LSI) é composto pelos seguintes simbo-
los:

« um conjunto enumeravel de variaveis sentenciais:

VarS = {p;, : i € N}

* uma constante: 1;
« trés conectivos binérios: A, V e —;
« dois delimitadores: (e ).

A partir dos simbolos no alfabeto, definimos indutivamente as féormulas da LSI pelas
seguintes regras:

(i) toda variavel sentencial é uma férmula;

(ii) L é uma féormula;
(iii) se ¢ e ¥ sdo formulas, entdo (¢ AY), (¢ V) e (¢ — ) também sdo férmulas;
(iv) apenas as expressdes obtidas pelo uso das regras acima sdo féormulas.

Denotamos o conjunto de todas as formulas por For. Esse conjunto também é chamado
de linguagem da LSL

Como consequéncia da construcio da linguagem da LSI, obtemos os seguintes resulta-
dos:

Teorema 3.1. (Principio de Inducao para Formulas)
Seja A um conjunto que satisfaz as seguintes condigdes:
(i) VarS C A;
(i) L € A;
(iii) para ¢, € For, se ¢, € A, entdo (¢ A1), (@ V), (¢ = V) € A;
Entéo, For C A.
Teorema 3.2. (Teorema da Recursao para Formulas)

Sejam A um conjunto, h : VarS U {1} - A uma funcio e, para cada conectivo binario
%, uma fungio f, : Ax A — A. Entéo, existe uma tnica funcdo h : For — A, tal que:

(i) para todo p € VarS, h[p] = h(p);
(i) A[L] = R(L);
(iii) para ¢,¢ € For e * um conectivo binario, h[(¢ * )] = f.(h[e], h[y]).

Para mais detalhes sobre defini¢des indutivas, e sobre o Principio de Inducéo e Teorema
da Recursao para formulas, indicamos ENDERTON, 2001.
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Além dos conectivos no alfabeto, definimos também mais dois conectivos adicionais
(para ¢,y € For):

« (—¢) é definido por (¢ — 1);
+ (¢ « ) é definido por ((¢ = Y) A (Y — ¢)).

Em geral, para facilitar a escrita de formulas, é comum seguirmos algumas regras para
omissdo de parénteses. Em nosso texto, iremos considerar as seguintes regras:

« omitimos os parénteses mais externos de cada férmula (e.g. escrevemos p; — (p1Ap2)

ao invés de (p; = (p1 A p2)));

« omitimos os parénteses de conectivos unarios, considerando que conectivos unarios
tem precedéncia maior que conectivos binarios (e.g. escrevemos —1p, V p, a0 invés

de (—=p2) V pa);

- omitimos os parénteses em sequéncias de conjungdes e em sequéncias de disjucdes
(e.g. escrevemos p; A ps A ps ao invés de (p; A ps) A ps ou p; A (ps A ps)).

3.2 Deducao Natural

A consequéncia sintatica da LSI é definida indutivamente pelas seguintes regras (para
I' C For finito e ¢, ¢, 0 € For):

Axioma (Ax) Eliminacao do L (LE)
'L
Loto THo
Introducao do A (Al) Eliminacao do A (AE)
't THY oAy TrHeAY
oAy F'~e '~y
Introducao do Vv (VI) Eliminacao do V (VE)
I'-¢ L=y L0 T,Wy+0 Troevy
I'tevy TroeVY | ]
Introducao do — (—1) Eliminacao do — (—E)
Loy I'te Tre—-Y
I'p—-y '~y

Lembramos que I, ¢ - ¢ é uma abreviacdo para I' U {¢} - ¢.

Quando I' + ¢, dizemos que ¢ é consequéncia sintatica de I. No caso de I' = @,
dizemos que ¢ é um teorema da LSI, e escrevemos - ¢.

Dado um conjunto de formulas A, escrevemos I' = A quando para toda formula § € A,
I'6.

As regras acima indicam que, a partir das consequéncias acima da barra, podemos
concluir a consequéncia abaixo da barra. Por exemplo, a regra Introdu¢do do — indica que
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selLo+—1Y,entdo ' ¢ — .

A regra Axioma € o ponto de partida para construir a relacdo de consequéncia sintatica.
Como nao ha nenhuma consequéncia acima da barra, a consequéncia abaixo da barra é
sempre verdadeira.

Um dos meios de formalizar a construcdo indutiva acima é através de sequéncias finitas
que representam a construcdo de I' - ¢ a partir das regras dadas. No caso da consequéncia
sintatica, chamamos essas sequéncias de demonstracdes.

Uma demonstracao é uma sequéncia finita ((I';, ¢;) : 0 < i < n) de pares da forma
(T, p), onde T é um conjunto de formulas e ¢ é uma férmula, satisfazendo as seguintes
propriedades (para 0 < i < n):

(1) (T, ¢;) é uma instancia da regra (Ax), ou seja, ¢; € T'j;

(2) existem j,k,I < i, tais que (I';, ¢;) é obtido a partir de (T';, ¢;), (Tx, ¢x) e (I, ;) por
aplicacdo de uma das regras (LE), (AD), (AE), (VI), (VE), (=) ou (—=E).

Normalmente, representamos o par (I';, ¢;) em uma demonstragao por I'; - ¢;. Quando
o ultimo par de uma demonstracdo D éI' I ¢, dizemos que D é uma demonstracido de
' o.

Exemplo 3.3. Sejam ¢, ¢/, 0 e ¢ formulas. Vamos verificar que:
oVY, >0y >0V

Sejal ={pV,p — 0, — £}. Temos a seguinte demonstracao:

1. TLoro (Ax)
2. oo —0 (Ax)
3. T,p—0 (—E), 1,2
4. T,p=0VE (VD)3
5. Ly +=vy (Ax)
6. Ly -y —->¢ (Ax)
7. Ty & (—E), 5,6
8. Ty -OvE (V)7
9. ToVvy (Ax)
10. THOVE (VE), 4, 8,9

Também podemos representar a aplicacio das regras em forma de arvore:

T,0 + Fotgo—0 Ty + Ty —>
e oo (E) Yy Y-y 5(%3
Lo+ 0 Lyr¢&
_ — (V]) — (V])
I'epvy Io-0VvE Lyrové VE)
'-0v¢

As regras para a negacgdo e bi-implicacdo sdo casos particulares das regras para a
implicacédo e conjuncdo, respectivamente.
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Introducao do — (—I) Eliminaciao do — (—E)
Lokl ¢ TF-g
I'—e =1

Introducao do < («I) Eliminacao do < (<E)
b=y TrHYy—-¢ Theoy Theooy
ey I'p—>¢y THY—-e

Pela construcido indutiva da relacido de consequéncia sintatica, temos o seguinte princi-
pio de inducao:

Teorema 3.4. (Principio de Inducio para Consequéncia Sintatica)
Seja R C P(For) x For uma relacdo que satisfaz as seguintes condicdes:
(i) paratodoT C For e ¢ € For, (I' U {p}, @) € R;
(ii) R é fechada para as regras de inferéncia (LE), (Al), (AE), (VI), (VE), (—=1) e (—E).

Entdo, - C R, ou seja, para todo conjunto de féormulas I' e toda formula ¢, se I’ I ¢,
entdo (T, ) € R.

Utilizando o Principio de Indugéo, vamos provar algumas das principais propriedades
da consequéncia sintatica.

Teorema 3.5. (Monotonicidade da Consequéncia Sintatitca)

Sejam I' e A conjuntos de féormulas e ¢ uma férmula. Se ' - ¢, entdo ' U A = ¢. Ou
seja, temos a seguinte regra de inferéncia:

Demonstragao. Seja A um conjunto de formulas. Vamos provar por inducédo em I' - ¢ que
I' UA + ¢, ou seja, vamos mostrar que:

FCR={T,p) :TUAF ¢}

(Base - Ax) Sejam I um conjunto de formulas e ¢ uma férmula. Por (Ax), segue que
TUA,@+@,ouseja, TU{p}UA I ¢.

(Hipotese Indutiva - Al) Sejam I' um conjunto de formulas, e ¢ e ¢ formulas. Suponha
queTUARg@elTUART.

(Passo Indutivo - Al) Pela Hipotese Indutiva, sabemos que TUA ¢ eI’ UA + ¢. Logo,
por (AI), obtemos queTUA F ¢ A Y.

(Hipotese Indutiva - VE) Sejam I' um conjunto de féormulas, e ¢, ¢ e 6 formulas. Suponha
queTU{p}UAFO,TU{YyluAFOeTUARF V.

(Passo Indutivo - VE) Pela Hipotese Indutiva, sabemos queT'UA,p =0, TUA Y -0 e
IFT'uA+ ¢ VY. Logo, por (VE), temos que ' UA + 6.
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Para as regras (LE), (AE), (VI) e (—E), a prova é analoga ao caso do (Al). Para a regra
(—I), a prova é analoga ao caso do (VE). 0

Teorema 3.6. (Transitividade da Consequéncia Sintatica)
Sejam I' e A conjuntos de formulas e ¢ uma formula. SeI' = A e A - ¢, entdo T' - ¢.
Ou seja, temos a seguinte regra de inferéncia:
'EA Atrg
F'-e

Demonstragdo. Vamos provar por inducao em A ¢ que para todo conjunto de formulas
I'seI' = A, entao I' = ¢, ou seja, vamos mostrar que:

FCR={(A¢) : paral CFor,seT A, entdo T - ¢}

(Base - Ax) Sejam I e A conjuntos de formulas e ¢ uma formula, tal que I' = A U {¢}.
Segue que I' I ¢.

(Hipotese Indutiva - —I) Sejam A um conjunto de féormulas, e ¢ e ¢/ formulas. Suponha
que para todo conjunto de formulas ', se I' = A U {¢}, entdo T - ¢/

(Passo Indutivo - —I) Seja I' um conjunto de formulas e suponha que I' -~ A. Pela
monotonicidade da consequéncia sintatica, temos que I', ¢ -+ A. Além disso, como I, ¢ - ¢,
segue que I, ¢ = A U {p}.

Pela Hipotese Indutiva, obtemos que I', ¢ - ¢. Logo, por (—I), concluimos que I' -
=Y.

(Hipotese Indutiva - -E) Sejam A um conjunto de formulas, e ¢ e ¢ formulas. Suponha
que para todo conjunto de formulasT', seI' = A, entdaoI' el ¢ — .

(Passo Indutivo - —E) Seja I' um conjunto de férmulas e suponha que I' -~ A. Pela
Hipotese Indutiva, temos que I' = ¢ e I' = ¢ — /. Logo, por (—E), obtemos que I - /..

Para as regras (LE), (AD), (AE) e (VI), a prova é anéloga ao caso da regra (—E). Para a
regra (VE), a prova é analoga ao caso da regra (—1). O]

3.3 Semantica Algébrica

Seja H uma algebra de Heyting. Uma valoraciao em H é uma funcio da forma v :
VarS — H. Pelo Teorema da Recursio para formulas, podemos estender v a uma funcéo
v* : For - H que satisfaz as seguintes condi¢des (para p € VarS e ¢, ¢ € For):

(1) v*[p] = v(p):;
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) v'le =yl =vlel>v Y]

Para a negacdo, temos que:

v'[—e]l =v*[p — L] = v*[p] >v*[1] = v*[p] > 0 = —v*[¢]

Considere I' um conjunto de férmulas e ¢ uma férmula. Dizemos que:
- v satisfaz ¢ em H (H,v k ¢) quando v*[¢] = 1;
. v satisfaz ' em H (H,v F T') quando para toda féormulay € T, H,v k y;

+ ¢ ¢é satisfazivel quando existe uma algebra de Heyting néo trivial H e v uma
valoracdo em H, tais que H,v F ¢;

+ ¢ é consequéncia semantica de I' (I' F ¢) quando para toda algebra de Heyting H
e toda valoragdo v em H, se H,v k T, entdo H,v F ¢;

« ¢ évalida (F ¢) quando @ F ¢.

Exemplo 3.7. Seja p uma variavel sentencial. Vamos verificar que:
¥FpV-p

Considere a algebra de abertos O(R) e uma valoracdo v em O(R), tal que v(p) = (0, 00).
Temos que:

v [p Vv p]l =ov(p)uint(v(p)°)
(0, 00) U int(—o0, 0]
= (0’ OO) u (—OO, 0)

Logo, v*[p vV =p] # R, e concluimos que p V —=p ndo é valida.

O valor de uma férmula ¢ depende apenas do valor das variaveis sentenciais que ocor-
rem em ¢. Para verificar esse resultado, definimos recursivamente o conjunto das variaveis
sentenciais que ocorrem em ¢, denotado por VarS[¢], pelas seguintes regras:

(1) VarS[p] = {p}

(2) VarS[L1] = @;

(3) VarS[p Ay] = VarS[p] U VarS[y];
(4) VarS[p vy] = VarS[p] u VarS[y];
(5) VarS[p — ] = VarS[p] U VarS[y].

Dada uma algebra de Heyting H, duas valoracdes v; e v, em H, e uma férmula ¢,
dizemos que v; e v, concordam nas variaveis sentenciais de ¢ quando para toda variavel
sentencial p € VarS[¢], v:(p) = v2(p).

Teorema 3.8. Sejam H uma algebra de Heyting, v, e v, valoracdes em H e ¢ uma formula.
.7 . o e ~ * — *
Se v; e v, concordam nas variaveis sentenciais de ¢, entdo vi[¢] = v;[e].
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Demonstragao. Vamos mostrar por induc¢do em ¢ que se v; e v, concordam nas varidveis
sentenciais de ¢, entdo v;[¢] = v;[¢].

(Base - VarS) Seja p uma variavel sentencial e suponha que v; e v, concordam nas
variaveis sentenciais de p. Como p € VarS|[p], temos que:

vi[p] = vi(p) = v2(p) = vy[p]

(Hipotese Indutiva - A) Sejam ¢ e / féormulas e suponha que:
., . . . ~ * *
« se v; e v, concordam nas variaveis sentenciais de ¢, entdo vi[¢] = v;[¢];
« se v; e v, concordam nas variaveis sentenciais de i, entdo vi[y/] = v;[¢].
(Passo Indutivo - A) Suponha que v; e v, concordam nas variaveis sentenciais de ¢ A .

Como VarS[¢] C VarS[¢ A /], sabemos que v; e v, concordam nas variaveis de ¢. De
forma analoga, temos que v; e v, também concordam nas variaveis sentenciais de 1. Dali,

obtemos:
vile "Y1 =vilel Avily]
=v,[p] Av;[¢/] pela Hipotese Indutiva

=vylp A Y]

Para a constante L, a prova é analoga ao caso das variaveis sentenciais. Para os conec-
tivos V e —, a prova é analoga ao caso do A. [

Dado um homomorfismo de algebras de Heyting h : H; — H, e uma valoracdo v em
H;, sabemos que h o v é uma valoragdo em H,. Neste caso, podemos pensar em duas formas
de estender o dominio de h o v para todas as formulas: aplicando diretamente a extensao
recursiva, obtendo (h - v)*, ou aplicando o homomorfismo a extenséao de v, obtendo A o v*.
Vamos verificar que essas duas extensdes coincidem.

Teorema 3.9. Sejam H, e H, algebras de Heyting, h : H; — H, um homomorfismo e v
uma valoracdo em H;. Vale que:
(hov)* =hov"

Demonstragdo. Vamos mostrar por inducdo na formula ¢ que:

(hov)le] = (hov)le]

(Base - VarS) Seja p uma variavel sentencial. Temos que:

(hov)[p] = (hov)(p) = h(v(p)) = h(w*[p]) = (h-v")[p]

(Hipotese Indutiva - —) Sejam ¢ e i/ formulas. Suponha que:
(hov)[e] = (heov)le]
(hov)' [yl =(hov)lY]
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(Passo Indutivo - —) Para ¢ — ¢, temos que:

(hov)'lp = ¢]=(hov)[p]l> (hov)[y]
=(hov)[p]>(hov")[¥] pelaHipodtese Indutiva
= h@'[p]l > v*[¥])
=h(@'[le = ¥]
=(hov)le > ¥l

Para a constante L, a prova é analoga ao caso das variaveis sentenciais. Para os conec-
tivos A e V, a prova é analoga ao caso do —. ]

Encerramos esta se¢do com a prova do Teorema da Deducao para a consequéncia
semantica.

Teorema 3.10. (Teorema da Deducao)

Sejam I um conjunto de féormulas e ¢ e ¥ formulas. Entdo, I', ¢ F ¢ se, e somente se,
F'Ep—1.

Demonstracao.

(=) Suponha que T, ¢ k /. Sejam H uma algebra de Heyting e v uma valoragao, tais
que H,v FT.

Considere o filtro F = {x € H : v*[¢] < x} e 7 a proje¢do canoénica de H/F. Dado
y €1, temos que:

(rev) [yl =(mev)lyl=n(1)=1
Desse modo, H/F, w ov £ T. Além disso, como v*[¢] € F, temos que:

(o) [p] = 2 [o]) = 1

Dai, H/F, wov E TU{p}, e comoT, ¢ k ¢/, segue que H/F, wov k¢, ou seja, (rov)*[¢/] = 1.
Desse modo, obtemos:

(mev) Y]l =1=n@[y]) =1
=v[yleF

Logo, v*[¢] < v*[¢], e temos que:

v'[p] <v[y] = vp] > v Y] =1
=vlp>y]=1

Portanto, H,v F ¢ — ¢/, e concluimos que I' F ¢ — 1.

(<) Suponha que I F ¢ — ¢. Sejam H uma algebra de Heyting e v uma valoragao, tais
que H,v kT U {p}. Como H,v kT, segue que H,v k ¢ — 1.
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Dai, como H,v F ¢, temos que:
1=0vlp > ¢] =v[p]>0v'[y] = 1>0v"[Y] =v"[¢]

Logo, H,v F i/, e concluimos que I', ¢ F 1. [

3.4 Algebras de Lindenbaum

Seja ' um conjunto de formulas. Definimos a seguinte relacdo (para ¢, € For):

¢ =r ¥ se,esomente se, ' ¢ >y e~y — ¢.

Lema 3.11. Sejam I' um conjunto de féormulas, e ¢, e 6 formulas. SeI' = ¢ — Y e
'~y —6,entio ' ¢ — 0.

Demonstragdo. Suponha quel' ¢ — ¢y eI’ =9 — 0. Temos que:

1. THe—-Y
2. Ty -0
3. TLoko (Ax)
4. T,p=¢ —>1¢Y (Mon), 1
5. T,y (—E), 3,4
6. Lo~y -6 (Mon), 2
7. T,p 0 (—E), 5,6
8 I'op—40 (—=0),7
Logo, ' ¢ — 6. [

Proposicao 3.12. Seja I’ um conjunto de féormulas. Entao, = é uma relagao de equivaléncia.

Demonstragao. Sejam ¢, e 6 formulas.
(Reflexividade)
Por (Ax), sabemos que I', ¢  ¢. Dai, por (=I), I' = ¢ — ¢. Logo, ¢ =r ¢.
(Simetria)

Suponha que ¢ =r ¥, ouseja, T=¢ - Yy el ¢ — ¢. Sabemosque' - ¢y — ¢ e
I'~¢ — ¢.Logo, ¥ =r ¢.
(Transitividade)

Suponha que ¢ =r ¥ e ¥ =r 0. Sabemos que ' ¢ — ¥ e ' ¢ — 6. Dai, pelo Lema
3.11, temos que I' - ¢ — 6. Analogamente, obtemos que I' - 8 — ¢. Logo, ¢ =r 6.

Portanto, =r é uma relacio de equivaléncia. O
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Quando ¢ =r ¢, dizemos que ¢ é equivalente a i/ segundo I Também podemos
descrever essa relacdo usando a bi-implicacao:

¢ =r ¥ se, e somente se, I' - ¢ < 1.

Denotamos o conjunto das classes de equivaléncia de =r por For/ =r. Dada uma
férmula ¢, denotamos a classe de equivaléncia de ¢ por [¢]r ou, quando nédo houver risco
de ambiguidade, por [¢].

Associada ao conjunto das classes de equivaléncia, temos uma fung¢io da forma 7y :
For — For/=r, definida por (para ¢ € For):

() = [o]r.

Chamamos 71 de projecio canodnica de For/=r.

Lema 3.13. Seja I' um conjunto de férmulas. Valem as seguintes propriedades (para
¢, ¥,0,& € For):

(i) seTHp->yel-0— & entiol - (pAO)— (Y AE);
(ii) seT o >y el'—0— & entaiol - (pVvO) - (Y VE);
(iii) se 'y > pel'=0 - & entdoT = (p > 0) > (Y - &).

Demonstragao. Sejam ¢, ¢/, 6 e & formulas. Para o item (iii), suponha queI' = — ¢ e
I' =0 — & Temos que:

1. THYy — o

2. THOE

3. Lo =0,y =9 —0 (Ax)

4. T,p -0,y —¢ (Ax)

5. T, =0y =y — ¢ (Mon), 1
6. Lo =0,y o (—E), 4,5
7. T,p >0,y -0 (—E), 3,6
8. Ip—-0,y—-0—-¢& (Mon), 2
9. T, =0,y & (—E), 7,8
10. Lo => 0y =& (=I),9

1. TH(@—-0)-> W —->& (=I),10
A prova dos outros itens é analoga. ]

Teorema 3.14. Seja I' um conjunto de formulas. Entdo, =1 é compativel com os conectivos
da LSI, ou seja, para quaisquer formulas ¢, i/, 0 e &:

(i) sep=ryeb=r&entaiop Nl =y A

67
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(ii)) sep=ryef=ré& entiopVvl=ry Vi

(iii) sep=ryyeb=r& entdop > 0=y - ¢

Demonstragdo. Sejam ¢, , 0 e ¢ formulas. Vamos mostrar o item (iii) (a prova dos outros
itens é analoga).

Suponha que ¢ =r Y e 0 =r £.SabemosqueI' =/ — ¢ el -0 — £.Dai, pelo Lema 3.13,
temos que I' - (¢ — 0) - (¥ — ). Analogamente, obtemos que I' = (¥ — &) — (¢ — 0).
Logo, ¢ = 0 =r ¢y — ¢&. [

Pelo teorema anterior, podemos definir as seguintes operacdes em For/ =r (para
¢,y € For):

s [el A Y] =lenyl;
« lelvIyl=levyl
s l[el> Y] =[e - ¥l

Além das operacdes acima, definimos também uma constante 0, que representa a
classe [L]. Assim, construimos a estrutura (For/ =r, A, V, >, 0), chamada de algebra de
Lindenbaum de T, e denotada por L.

Lema 3.15. Sejam ¢, e 0 formulas. As seguintes formulas sio teoremas da LSI:

@) (@A @A) o (pnP)NO);
(i) (pvyVvO) o (pvy) Vo)

(iii) (@ AY) < (¥ Ag);

(iv) (p V) & @ Vo)
V) (pAlpVvi)) < o;

(vi) (p V(9 AY)) < ¢;

(i) (pV 1) & ¢;

(viii) (¢ = (¥ = 0)) & (9 AY) = 0).

Demonstragao. Vamos verificar que a féormula do item (viii) é um teorema da LSI. Temos a
seguinte demonstracio:
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VNN A W

p—> W —->0),0onNY o
p>W—->0,0NY Y —>0
p—> W -0, 0Ny Y

o> W0, 0Ny 0

p—> W -0+ (eny)—>0
- @ —0)—>(ery)—0)
(pAY) = 0,09 (oY) —0
(eAY) = 0,09 o
C(eAY) = 0,09 Y
(eAY) = 0.0,y EoNY
(eNY) > 0,09 -0
(pAY) > 0.0y >0
(pAY) >0t — (Y —0)
F{eAy) = 0) = (p— Y —0)
17. H(@p—-> W —0) o (ery) > 0)

A RO N

O S e =
T T N =

Para os outros itens, a prova é analoga.
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p—> W -0, 0Ny o> H —0) (Ax)

(Ax)

(AE), 2
(—E), 1,3
(AE), 2
(—E), 4,5
(=D, 6
(=D, 7
(Ax)

(Ax)

(Ax)

(AD), 10, 11
(—E), 9, 12
(=), 13
(—1), 14
(=), 15
(1), 8,16

O

Lema 3.16. Sejam I' um conjunto de formulas, e ¢ e ¢ formulas. Entdo, ¢ A =1 ¢ se, e

somente se,I' = ¢ — 1.

Demonstracao.

(=) Suponha que ¢ A =r ¢, ouseja, T (@ AY) > pel ¢ — (p AY). Temos a

seguinte demonstracio:

Logo,T'+¢ — .

L. THo—(pAY)

2. TLoto (Ax)
3. T,p—¢ - (pAY) (Mon)
4. T,p @AY (—E),
5. To=¢ (AE),
6. THo—-Y (—1),

, 1
2,3

(<) Suponha que T’ - ¢ — 1. Temos a seguinte demonstracao:

1. TLony oAy (Ax)
2. TLony o

3. l“l—(<p/\¢)—><p

(AE), 1
(—1), 2
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Logo,T' - (¢ A¢) = ¢. Temos também a seguinte demonstracio:

. THe—>Y
2. oo (Ax)
3. Lo - ¢ (Mon), 1
4. T,o+1¢ (—E), 2,3
5. T,o=oNY (AD), 2, 4
6. THo—->(pAy) (—1),5
Logo, T ¢ — (¢ A ), e concluimos que ¢ A Y =r ¢. O

Teorema 3.17. Seja I’ um conjunto de formulas. Entao, L1 é uma algebra de Heyting.

Demonstragao. Sejam ¢, e 6 formulas. Vamos verificar a associatividade do A em Lr.

Pelo Lema 3.15 e pela monotonicidade da consequéncia sintatica, temos que:

FAWAD) < ((pAY) D)
= TN AD) o (pAY)N0)
= gAY A= (pAY)AE
= [p] A([W1A[0]) = (el A l¥]) A[0]

Analogamente, verificamos a validade dos outros axiomas de reticulados, e que [L] é
o zero de Lr. Para finalizar, vamos verificar que > é a operacdo de pseudocomplemento
relativo em Lr. Para isso, vamos mostrar que:

[p] <[] > [0] se, e somente se, [¢/] A [¢] < [6]

Suponha que [¢] < [¢/] > [0]. Temos que:

[p] < [¥]>1[0] = [p] <[y — 0]
= [p] A [y — 6] = [¢]
=AY —>0)=r¢

Pelo Lema 3.16, obtemos que I' - ¢ — (¢ — 6). Dai, temos a seguinte demonstragio:

THo— (Y —0)

Fl—->W—->0)o (pny)—>0) Lema3.15
TH(p—> @ —0) (pAy)—0) (Mon),2
TE(@—->W—->0)->(ery)—>0) (oF),3
T=(pny)—>0 (—E), 1,4

A
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Logo, T+ (¢ A¢) — 0, e pelo Lema 3.16 obtemos:

TE(AY) > 0= (eAY)ANO =t oAy
= ([p] ATy D A 0] = [e]l AlY]
=[] A[y] <[0]

Assim, [{/] A [¢] < [0], e de forma anéloga provamos a volta.

Portanto, [¢] > [/] é o pseudocomplemento de [¢] relativo a [/], e concluimos que Ly
¢ uma algebra de Heyting. [

Pensando na projec¢ao canénica de For/=r como uma func¢io da forma zr : For — Lr,
temos que 7t é a extensdo recursiva de uma valorac¢do em Lr.

De fato, considere a valoracgao ir em L definida por (para p € VarS):

ir(p) = [plr.

Teorema 3.18. Seja I’ um conjunto de férmulas. Entao, para ¢ € For:
it[¢] = mrlo]
Demonstragao. Vamos mostrar por inducdo em ¢ que if[¢] = nr[e].
(Base - VarS) Seja p uma variavel sentencial. Temos que:
it[p] = ir(p) = [plr = mr[p]
(Hipotese Indutiva - —) Sejam ¢ e / formulas e suponha que:
it[e] = mrlo]
ir[y] = mrly]
(Passo Indutivo - —) Para ¢ — ¢, temos que:

irle = 1 =irlel > ir[y]
= nr[p] > nr[f] pela Hipotese Indutiva
= [olr o [¢]r
=lp -Vl
= e[ — ]

Para a constante L, a prova é analoga ao caso das variaveis sentenciais. Para os conec-
tivos A e V, a prova é analoga ao caso do —. ]

A algebra de Lindenbaum L, tem um papel especial com relagdo as outras. Chamamos
L, de algebra de Lindenbaum da LSI, e a denotamos por £. Dada uma férmula ¢,
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denotamos [¢], simplesmente por [¢].

Dado um conjunto de féormulas T', definimos o seguinte conjunto:

F(T) ={le] : T ¢}

Proposiciao 3.19. Seja I’ um conjunto de férmulas. Entéo, F(T') é um filtro de L.
Demonstragao. Inicialmente, note que, como I, py - po, temos que I' = py — py, ou seja,
F(T') é néo vazio.

Sejam ¢, ¥ e 0 formulas, tais que [¢], [¢/] € F(T). Sabemos que T ¢ e T 1.

Por (Al), temos que T' = ¢ A . Logo, [¢] A [¢] = [¢ AY¥] € F(T).

Por (VI), obtemos que I' - 6 V ¢. Desse modo, [0] V [¢] = [0 Vv ¢] € F(T).

Portanto, F(T") é um filtro. O

Chamamos F(T') de filtro gerado por I'. Através desse filtro, podemos construir a
algebra de Lindenbaum Ly a partir de L.
Lema 3.20. Sejam I' um conjunto de formulas e ¢ uma féormula. Entéo, I' - ¢ se, e somente
se, [¢]r = 1.
Demonstragao. Inicialmente, note que 1 = —0 = [-L]r.

(=) Suponha que I' - ¢. Temos a seguinte demonstracio:

1. THe

2. T,o, L =1 (Ax)

3. o1 (D), 2

4. THe—--L (=I),3
5. I,-Llko (Mon), 1
6. T-L—->¢ (=I),5
7. T oL (<I),4,6

Logo, ¢ =r —.L, ou seja, [¢]r = 1.

(<) Suponha que [¢]r = 1, ou seja, que I' - ¢ —» =L e L — ¢. Temos a seguinte
demonstracéo:

1. TEF=-L—oy9p

2. T,L—1 (Ax)

3. TH-L (D), 2

4. Thro (—E), 1,3

Desse modo, I' - ¢. ]
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Teorema 3.21. Seja I’ um conjunto de formulas. Entao, L = L /F(T).

Demonstragao. Seja f : Lr — L/F(T') a funcédo definida por (para ¢ € For):
fel) = [lellra)

Vamos verificar que f esta bem definida. De fato, sejam ¢ e ¢ formulas. Temos que:

[elr =Yt =0 =y
=>TrFpey
= [p oyl e F(X)
= ([e] > [y D A (Y] > [e]) € FXT)
= [o] =rq) [V]
= [lellre) = [[¥]]ra)

Desse modo, f esta bem definida. Além disso, sabemos que f é um homomorfismo,
uma vez que as classes de equivaléncia preservam as operacdes e conectivos. Para ilustrar,
verificamos o caso do >:

felr o> [¥Ir) = f(e = ¥]r)
= [le = ¥1lrm)
= [le] > [¥]lr@
= [lellra) & [le]]rm
= f(lelr) > f([¥1r)

Agora, seja g’ : L — Lr a fungio definida por (para ¢ € For):

Verificamos que g’ estd bem definida. De fato, dadas ¢ e ¢ formulas, temos que:
el =l]=rFe oy
=>TrFepey
= [olr =[Y]r

Logo, g’ esta bem definida e, de modo analogo ao caso de f, obtemos que g’ é também
um homomorfismo. Além disso, dado [¢] € F(T), pelo Lema 3.20 temos que g’([¢]) =

[olr = 1.

Assim, pela Propriedade Universal das Algebras-quociente, temos que existe um tnico
homomorfismo g : L/F(T) — Lr, tal que g’ = g o 7p(ry. Dai, obtemos:

g(lellray) = glrrayleD) = &'(eD = [o]r
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Portanto, g = f~!, e concluimos que f é um isomorfismo e Ly = L /F(T). ]

3.5 Metateoremas

Nesta secdo, vamos estudar alguns dos principais resultados sobre a Logica Sentencial
Intuicionista. Come¢amos verificando a corretude da LSI.

Teorema 3.22. (Teorema da Corretude)

Sejam I um conjunto de formulas e ¢ uma formula. Se ' - ¢, entdo I F ¢.

Demonstragao. Vamos verificar por indu¢doemI' - ¢ que I F ¢.

(Base - Ax) Sejam I' um conjunto de féormulas, ¢ uma férmula, H uma algebra de
Heyting e v uma valoracdo em H, tais que H,v F ' U {p}. Segue que H,v F ¢. Logo, T, ¢ F ¢.

(Hipotese Indutiva - Al) Sejam I' um conjunto de férmulas, e ¢ e ¢ formulas. Suponha
quelFpeTl kY.

(Passo Indutivo - AI) Sejam H uma algebra de Heyting e v uma valoracido em H, tais
que H,v k I'. Pela Hip6tese Indutiva, temos que H,v k ¢ e H,v k ¢/, ou seja, v*[p] = 1 e
v*[¢/] = 1. Dai, obtemos:

vigayl=vlpl vyl =1A1=1

Logo, H,v F ¢ A, e concluimos que I' F ¢ A .

(Hipotese Indutiva - VE) Sejam I' um conjunto de féormulas, e ¢, i e 6 féormulas. Suponha
quel,pFO0, T,y FOel FoVo.

(Passo Indutivo - VE) Sejam H uma algebra de Heyting e v uma valoragido em H, tais
que H,v k.

Aplicando o Teorema da Deducdo a Hipotese Indutiva, sabemos que I' F ¢ — O e
'k ¢y — 0. Dali, temos que v*[p — 0] = 1, v* [y - 0] = 1 e v*[p V] = 1. Desse modo,

obtemos:
vl vyl =1= el vv'ly]) >v[6] = 1>0"[6]
= (' [e] > v*[0]) A W [¢] > v*[0]) = v*[0]
= v[p = O] A o[y — 0] = v*[0]
= 1A1=0v"[0]
=v[0] =1

Logo, H,v F 0, e concluimos que I'" F 6.
Para as regras (LE), (AE), (VI) e (—=E), a prova é analoga ao caso da regra (Al). Para a

regra (—I), ¢ uma consequéncia direta do Teorema da Deducao. O

A completude da LSI é uma consequéncia direta da construcao das algebras de Linden-
baum.
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Teorema 3.23. (Teorema da Completude)

Sejam I' um conjunto de formulas e ¢ uma férmula. Se T F ¢, entdo T I~ ¢.
Demonstragao. Suponha que I' - ¢. Sabemos que:

itle] = mrle] = 1

Desse modo, Lr, ir ¥ ¢. Além disso, como Lr,ir F I, concluimos que I # ¢. O]

3.6 Semantica de Kripke

Nesta secdo, definimos uma semantica alternativa para a Logica Sentencial Intuicionista
utilizando modelos de Kripke, mais conhecidos por sua aplicacdo no estudo da semantica
de logicas modais.

Um modelo de Kripke é uma estrutura da forma M = (W, <, ), onde:

« W é um conjunto nio vazio, cujos elementos sao chamados de estados ou mundos
possiveis;

+ < é uma ordem parcial em W;
« |- é uma relacido binaria sobre W e VarsS;
satisfazendo a seguinte propriedade de monotonicidade (para w;, w, € W e p € VarS):
se w; < wy e w |k p, entdo w, IF p.

Estendemos recursivamente a relacdo I a uma relagdo binaria sobre W e For pelas
seguintes regras (paraw € W e ¢, € For):

(1) wiL;
(2) wlF@ A se, e somente se, w IFp ew IF;
(3) wlF @V se, e somente se, w IF ¢ ouw I |;
(4) wIF @ — ¥ se, e somente se, para todo w' > w, se w I ¢, entdo w’ I /.
A regra para a negacdo é um caso particular da regra da implicacdo:
w IF —¢ se, e somente se, para todo w’ > w, w’ It ¢.
Por essa extensdo, a monotonicidade vale para todas as formulas.

Proposicao 3.24. Seja M um modelo de Kripke. Vale a seguinte propriedade (para w;, w, €
W e ¢ € For):

se w; < wy e wy I @, entdao w, I @.

Demonstragao. Sejam w;, w, € W tais que w; < w,. Vamos provar por indugdo em ¢ que
se wy Ik ¢, entdo w; I @.

(Base - VarS) Segue do fato de M ser um modelo de Kripke.
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(Base - 1) Vamos provar a contrapositiva. Suponha que w, I L. Segue da definicdo de
I que w; I¥ L. Logo, se w, It L, entdo wy ¥ L.

(Hipotese Indutiva) Sejam ¢ e ¢/ formulas, tais que:

» se w; IF ¢, entdo w; IF ¢;

« se w; I/, entdo w, IF ¢

(Passo Indutivo - A) Para ¢ A/, temos que:
wikoA Ay =wkpew Y

= w, Fpew, F pelaHipodtese Indutiva
=>w oAy

(Passo Indutivo - —) Suponha que w; I- ¢ — . Sabemos que para todo w] > wy, se
w] IF ¢, entdo w] I .

Seja w, > ws, tal que w, I ¢. Como w; < w,, temos que w, > w;. Logo, w, I ¢/, e
concluimos que w, - ¢ — .

Para o conectivo V, a prova ¢ analoga ao caso do A. O]

Intuitivamente, podemos entender W como um conjunto de estados de conhecimento.
Nesse sentido, a relacdo w < w’ indica que em um estado w’ temos mais conhecimento
que em um estado w. Ja a relacdo w I ¢ indica que ¢ é verdadeira segundo w, ou seja, que
temos uma prova de ¢ a partir do conhecimento no estado w.

Dizemos que ¢ é falsa em w quando sua negacdo —¢ é verdadeira em w. Note que ¢
nao ser verdadeira em w ndo indica que ela é falsa em w, indica apenas que nao temos
uma prova de ¢ com o conhecimento em w, mas é possivel que com mais conhecimento
encontremos uma prova.

A monotonicidade de IF indica que quando aumentamos o nosso conhecimento, as
formulas que antes eram verdadeiras permanecem verdadeiras, uma vez que ja construimos
provas para elas.

Sejam I' um conjunto de férmulas e ¢ uma férmula. Dizemos que:

« M satisfaz ¢ (M I ¢) quando para todow € W, w I ¢;

« M satisfaz I' (M I T') quando para toda formulay € I', M I y;

+ ¢ é K-satisfazivel quando existe um modelo de Kripke M tal que M I ¢;

« ¢ é consequéncia K-semantica de I' (T I ¢) quando para todo modelo de Kripke
M, se M IF T, entdo M I ¢;
« ¢ é K-valida (F ¢) quando @ I ¢.

Agora, vamos estudar a relacdo entre a semantica de Kripke e a semantica algébrica.
Considere H uma algebra de Heyting e v uma valoracdo em H. Definimos a estrutura
K(H,v) = (S(H), S, =), onde:
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« S(H) é o conjunto dos filtros primos de H;
« Céarelacdo de inclusiao em S(H);
« IF é arelacdo definida por (para F € S(H) e p € VarS):
F IF p se, e somente se, v(p) € F.
Note que, se H é trivial, S(H) é vazio, e X(H,v) ndo é um modelo de Kripke.
Proposicao 3.25. Sejam H uma algebra de Heyting nao trivial e v uma valoragdo em H.

Entdo, L(H,v) é um modelo de Kripke.

Demonstragao. Para verificarmos que K(H,v), basta verificarmos a monotonicidade de IF.
Sejam F; e F, filtros primos, e p uma variavel sentencial. Se F; C F,, temos que:

F1 ||‘p=>U(p)€F1=>U(p)€F2=>F2 "‘p

Logo, K(H,v) é um modelo de Kripke. ]

A relagao entre I e v pode ser estendida para todas as formulas.

Proposicao 3.26. Sejam H uma algebra de Heyting nao trivial, v uma valoracdo em H, F
um filtro primo de H e ¢ uma férmula. Vale a seguinte propriedade:

F I ¢ se, e somente se, v*[¢] € F.
Demonstragdo. Sejam H uma algebra de Heyting nao trivial e v uma valoracdo em H.

Vamos provar por indugéo em ¢ que para todo filtro primo F de H, F I ¢ se, e somente se,
v*[p] € F.

(Base - VarS) E consequéncia imediata da definicio de KC(H,v).

(Base - L) Seja F um filtro primo. Sabemos que F I 1 e v*[L] =0 ¢ F. Logo, F I L se, e
somente se, v*[ L] € F.

(Hipotese Indutiva) Sejam ¢ e i formulas. Suponha que, para todo filtro primo F:
« FIF ¢ se, e somente se, v*[¢] € F;
« F I se, e somente se, v*[{/] € F.
(Passo Indutivo - V) Seja F um filtro primo. Para ¢ V {/, temos que:
Frevy e FlFreoouFlIy
< v'[p] € Fouv'[y] € F pela Hipbtese Indutiva

< v[p]vo[y] €F pois F é um filtro primo
evlpvyleF

(Passo Indutivo - —) Seja F um filtro primo.

(=) Suponha para uma contradicio que F - ¢ — ¥ e v*[¢p — (/] ¢ F, e seja G’ =
(F,v"[o]).
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Note que, se v*[/] € G/, pela Proposi¢do 1.56 existe x € F, tal que x A v*[p] < v*[¥].
Dai, temos que:
x A [e] vty = x <v'lp] > ot[Y]
= x <v'[p > ]
=v'[p>y]eF

Logo, v*[¥] ¢ G, e pelo Teorema da Separacio existe um filtro primo G tal que G’ € G
ev[y] ¢ G.

Como v*[¢] € G/, sabemos que v*[¢] € G e, pela Hipétese Indutiva, G I ¢. Além disso,
como FCG CGeFIFp — ¢, temos que G IF ¢ — . Desse modo, G I { e, pela Hipotese
Indutiva, v*[¢/] € G, o que é uma contradicio.

Portanto, se F IF ¢ — ¢, entdo v*[p — /] € F.

(<) Suponha que v*[¢p — ¢] € F e seja G 2 F um filtro primo, tal que G I ¢. Sabemos
que v*[p] > v*[¥] = v*[¢ — ¥] € G e, pela Hipdtese Indutiva, v*[¢] € G.

Dai, como G é um filtro, v*[/] € G e, pela Hipotese Indutiva, G I /. Logo, F IF ¢ — .
Para o conectivo A, a prova é analoga ao caso do V. ]
O modelo de Kripke K(H,v) é equivalente ao modelo algébrico (H,v) no seguinte
sentido: K(H,v) satisfaz uma férmula ¢ se, e somente se, v satisfaz ¢ em H.
Teorema 3.27. Sejam H uma algebra de Heyting nio trivial, v uma valoracdo em H e ¢
uma formula. Entao, X(H,v) I ¢ se, e somente se, H,v F ¢.
Demonstracdo.
(=) Vamos provar a contrapositiva. Suponha que H,v ¥ ¢, ou seja, v*[¢] # 1.

Como {1} é um filtro que ndo contém v*[¢], pelo Teorema da Separacdo temos que
existe um filtro primo F, tal que v*[¢] ¢ F.

Logo, pela Proposicio 3.26, F I¥ ¢, e concluimos que K(H,v) I ¢.

(<) Suponha que H,v k ¢ e seja F um filtro primo. Como v*[¢] = 1, sabemos que
v*[¢p] € F.

Logo, pela Proposicio 3.26, F I ¢, e concluimos que K(H,v) I ¢. [

Seja M um modelo de Kripke. Definimos o seguinte conjunto:
Hy ={X CW :parax € X ew € W, se x <w, entiow € X}.
Dados X,Y € Hy,, definimos também:
XY ={weW : parax € X, se w < x, entio x € Y}.

Lema 3.28. Seja M = (W, <, IF) um modelo de Kripke. Valem as seguintes propriedades
(para X,Y € Hy e ¢ € For):

(i) @€ Hy e W € Hy;
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(i) XNYeHyeXUY € Hy;
(iii) X >Y € Hyy;

(iv) {weW : wiF ¢} € Hy,.

Demonstragao. Sejam X,Y € Hy, e ¢ uma féormula.

(i) Por vacuidade, sabemos que @ € H,,. Sabemos também que, para w;,w, € W, se
w; < w,, entdo w, € W. Logo, W € Hy,.

(ii) Sejamx € X NY e w € W tais que x < w. Como x € X e X € Hyy, temos que w € X.
Analogamente, obtemos que w € Y. Logo,w € X nY,e X NY € Hy,.

Agora, sejam y € XUY ew € W tais que y < w, e suponha, sem perda de generalidade,
quey€eY.Comoy€eYeY € Hy,seguequew €Y.Logo,we XUY,e XUY € Hy.

(iii) Sejam x € X>Y e w € W, tais que x < w. Considere também w’ € X, tal que w < w'.
Como x < wew < w, sabemos que x < w’. Dai, como x € X>Y e w’ € X, obtemos
quew’ €Y.Logo,we X>Y, e X>Y € Hy.

(iv) Seja A={weW : w I ¢} e considere x € Aew € W tais que x < w. Sabemos que
x I ¢. Dai, pela monotonicidade de I, w I ¢. Logo, w € A, e A € Hy,.

O

Proposiciao 3.29. Seja M um modelo de Kripke. Entdo (Hy, N, U, >, @) é uma algebra de
Heyting.

Demonstragao. Pelo Lema 3.28, sabemos que H,, é fechado para as operagdes N, U e >.
Desse modo, temos que (H,,, N, U) é um reticulado, e que @ é o seu zero.

Sejam X,Y € H,,. Vamos verificar que X > Y é o pseudocomplemento de X relativo a
Y. Para isso, considere A € H),.

(=) Suponhaque AC X>Y esejawe X NnA Comow € A, segue que w € X > Y. Dai,
comow € X ew< w, temosquew€Y.Logo, XNACY.

(<) Suponha que XN ACY esejamw € Aex € X, tais que w < x. Como A € Hyy,
segue que x € A. Desse modo, x € X NnY, e obtemos que x € Y. Logo,w € X > Y, e
ACXpY.

Portanto, X > Y é de fato o pseudocomplemento de X relativo a Y, e concluimos que

(Hpq, N, U, >, @) é uma algebra de Heyting. O

Associada ao modelo de Kripke M, temos também a seguinte valora¢do em Hy, (para
p € VarS):
om(p)={weWwW : wi pl

Pelo Lema 3.28, sabemos que v, é de fato uma valoragdo em Hy,.
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Proposicao 3.30. Sejam M um modelo de Kripke e ¢ uma férmula. Entéo:
vulel ={wewW : wir g}

Demonstragdo. Vamos provar por indugao em ¢ a igualdade acima.
(Base - VarS) Segue da definigao de v,.

(Base - L) Como w I L para todo w € W, temos que:

vulLl =2 ={weW : wir 1}

(Hipotese Indutiva) Sejam ¢ e ¢ féormulas. Suponha que:
« Vylel ={wew : wir o}
c ol ={iwew s wiryl
(Passo Indutivo - —) Para ¢ — ¢/, temos que:
vyle = ¥l =vjlel ooy ly]
={weW :whkelp{weW : wiry}

={weW : paraw’ >w,sew I ¢, entiow I}
={weW :wiko -y}

Para os conectivos A e V, a prova é analoga ao caso do —. ]

Assim como para o modelo de Kripke K(H, v), temos que o modelo algébrico (Hy, vo)
é equivalente ao modelo de Kripke M.

Teorema 3.31. Sejam M um modelo de Kripke e ¢ uma formula. Entao, Hy,vpq F ¢ se, e
somente se, M I ¢.
Demonstracdo.

(=) Suponha que Hyq, v F @, ou seja, vy, [¢] = W. Pela Proposicéo 3.30, temos que:

W={weW : wlk ¢}

Logo, para todo w € W, w I ¢, ou seja, M I ¢.

(<) Suponha que M IF ¢, ou seja, para todo w € W, w I ¢. Pela Proposicéo 3.30, temos
que:
vulel ={wewW : wirp} =W

Logo, Hyg, v F . L]



Capitulo 4

Logica de Primeira Ordem
Intuicionista

Neste capitulo, apresentamos a Logica de Primeira Ordem Intuicionista. Seguimos uma
abordagem analoga ao caso sentencial, apresentando a consequéncia sintatica através de
um sistema de dedugao natural, e a consequéncia semantica através de Q-estruturas, onde
Q é uma algebra de Heyting completa.

Generalizamos a construcao das algebras de Lindenbaum para a Logica de Primeira
Ordem, e construimos uma Q-estrutura associada a uma algebra de Lindenbaum. Utili-
zamos essa construcdo para provar a completude do sistema, e também provamos sua
corretude.
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4.1 Linguagens de Primeira Ordem

Uma assinatura de primeira ordem é uma estrutura da forma (F, R, #), onde:
« F é um conjunto de simbolos, chamados de simbolos funcionais;

« R é um conjunto de simbolos, chamados de simbolos relacionais;

« # éuma funcdo da forma # : R UF — NN, chamada de aridade.

Dado um simbolo s € R U F tal que #s = n, dizemos que s é um simbolo de aridade n.
Chamamos os simbolos funcionais de aridade 0 de constantes.

Para cada assinatura de primeira ordem, podemos construir uma linguagem de primeira
ordem. Para isso, considere o uma assinatura. O alfabeto de assinatura ¢ é composto
pelos seguintes simbolos:

« um conjunto enumeravel de variaveis individuais:

Varl ={x; : i € N};

« uma constante logica: L;

o trés conectivos binarios: A, V e —;
« dois quantificadores: V e 3;

o trés delimitadores: “(", “ e “)";

« 0s simbolos funcionais e relacionais de o.

A partir do alfabeto, definimos indutivamente os termos de assinatura o pelas seguintes
regras:

(1) toda variavel individual é um termo;
(2) toda constante de o é um termo;

(3) paran € N*, f um simbolo funcional de aridade n e t,, ..., t, termos, f(t,...,t,) é um
termo;

(4) apenas as expressdes obtidas pelo uso das regras acima sio termos.

Denotamos o conjunto de todos os termos de assinatura o por Ter(o). Assim como
para formulas na Logica Sentencial, pela construcdo de Ter(o) podemos fazer provas por
inducdo e defini¢cdes por recursio sobre termos.

Teorema 4.1. (Principio de Indugao para Termos)

Sejam o uma assinatura de primeira ordem e A um conjunto que satisfaz as seguintes
condic¢oes:

(i) Varl C A;

(ii) se ¢ é uma constante, entio ¢ € A;
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(iii) paran € IN*, f um simbolo funcional de aridade n e ti, ..., t, termos, se t;, ..., t, € A,
entdo f(ty,...,t,) € A.

Entao, Ter(o) C A.

Uma forma alternativa de prova por inducdo em termos é utilizando o grau de complexi-
dade de termos. Dado t um termo, o grau de complexidade de ¢t é definido recursivamente
pelas seguintes regras:

(1) toda variavel individual tem grau de complexidade 0;
(2) toda constante tem grau de complexidade 0;

(3) se f éum simbolo funcional de aridade n € N* e t,, ..., , sdo termos, entéo f(ty,...,1,)
tem grau de complexidade max{d,, ..., d,} + 1, onde d; é o grau de complexidade de t;.

A partir dos termos, definimos as formulas atéomicas de assinatura o pelas seguintes
regras:

(1) L é uma férmula atémica;
(2) toda simbolo relacional de aridade 0 é uma féormula atomica;

(3) paran € IN*, R um simbolo relacional de aridade n e ti, ..., t, termos, R(ty,...,t,) é
uma férmula atdmica;

(4) apenas as expressdes descritas acima sdo formulas atdmicas.

As formulas atdmicas formam a base para a construcao indutiva das formulas de
assinatura o, definidas pelas seguintes regras:

(1) toda féormula atémica é uma féormula;
(2) se ¢ ey sdo formulas, (¢ AY), (p V) e (¢ — ) também sdo formulas;

(3) se x é uma variavel individual e ¢ é uma formula, entdo (Vx¢) e (Ixp) também séo
férmulas;

(4) apenas as expressdes obtidas pelo uso das regras acima sdo féormulas.

Denotamos o conjunto de todas as formulas de assinatura o por For(o). Esse conjunto
também ¢é chamado de linguagem de primeira ordem de assinatura o, ou simplesmente
linguagem de assinatura o.

Da mesma forma que para termos, também podemos fazer provas por inducédo e
definicoes por recursido sobre formulas.

Teorema 4.2. (Principio de Induciao para Formulas)

Sejam ¢ uma assinatura de primeira ordem e A um conjunto que satisfaz as seguintes
condigoes:

(i) toda féormula atomica pertence a A;
(ii) para ¢ e ¢ formulas, se ¢, € A, entdao (p AY), (e V), (p = ¢) € A;

(iii) para x variavel individual e ¢ férmula, se ¢ € A, entdo (Vx¢), (3x¢p) € A.
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Entéo, For(o) C A.

Também podemos fazer provas por inducdo no grau de complexidade de férmulas.
Dada ¢ uma férmula, o grau de complexidade de ¢ é definido recursivamente pelas
seguintes regras:

(1) toda féormula atomica tem grau de complexidade 0;

(2) se ¢ e sdo formulas, entdo (¢ AY), (p Vi) e (p — ) tem grau de complexidade
max{d;,d,}+ 1, onde d; é o grau de complexidade de ¢ e d, é o grau de complexidade

de ¥;

(3) se ¢ é uma formula e x uma variavel individual, entdo (Vx¢) e (Ix¢p) tem grau de
complexidade d + 1, onde d é o grau de complexidade de ¢.

A partir dos simbolos no alfabeto, definimos os conectivos de negacdo e bi-
implicacdo:

« (—¢) é definido por (¢ — L);
« (¢ < ¥) é definido por (¢ — ) A (¥ — @)).

Assim como no caso sentencial, utilizamos algumas regras de omissao de parénteses,
para facilitar a escrita de formulas:

« omitimos os parénteses mais externos de cada férmula (e.g. escrevemos Vx,P(x;) ao
invés de (Vx,P(x3)));

- omitimos os parénteses em sequéncias de conjungdes e em sequéncias de disjucdes
(e.g. escrevemos P(x;) A P(x3) A P(xs) ao invés de (P(x;) A P(x3)) A P(x5) ou P(x1) A
(P(x3) A P(x5)));

« omitimos os parénteses de conectivos unarios, considerando que conectivos unarios
tem precedéncia maior que conectivos binarios (e.g. escrevemos —P(x;) V P(x;) ao
invés de (—P(x;)) V P(xy));

« omitimos os parénteses de quantificadores, quando nao houver risco de ambiguidade
(e.g. escrevemos P(x) A Vx,Q(x,) ao invés de P(x,) A (Vx,Q(x,)), mas ndo omitimos
os parénteses em (Vx,P(x,)) A Q(x)).

4.2 Variaveis Livres e Ligadas

Sejam ¢ uma assinatura e ¢ uma formula. Dizemos que uma ocorréncia de uma variavel
em ¢ é livre quando ela ndo ocorre no escopo de um quantificador. Quando uma ocorréncia
de uma variavel nao é livre, dizemos que essa ocorréncia é ligada em ¢.

Exemplo 4.3. Seja ¢ uma assinatura com um simbolo relacional P de aridade 1, e considere
a seguinte formula, que iremos chamar de ¢:

P(x;) ANVx,P(xy).

A férmula ¢ possui duas ocorréncias da variavel x;: a primeira a esquerda do A, fora
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do escopo de Vxi, e a segunda a direita do A, dentro do escopo de Vx;. Nao consideramos a
variavel em Vx; como uma ocorréncia de x;.

Desse modo, a primeira ocorréncia de x; em ¢ é livre, e a segunda ocorréncia é ligada.

Note que uma mesma variavel pode possuir ocorréncias livres e ligadas em uma mesma
formula.

Agora, vamos definir formalmente o conjunto das variaveis que ocorrem livres em
uma formula. Comegamos definindo recursivamente o conjunto das variaveis individuais
que ocorrem em um termo ¢, denotado por Varl[¢], pelas seguintes regras (para x variavel
individual, ¢ constante, f simbolo funcional de aridade n € N* e ¢, ..., , termos):

(1) Varl[x] = {x};
(2) Varl[c] = @;
(3) Varl[f(¢,...,t,)] = VarI[t;] U ... U Varl[t,].

Utilizando a definicdo acima, definimos recursivamente o conjunto das variaveis que
ocorrem livres em uma férmula ¢, denotado por VLiv[¢], pelas seguintes regras (para P e
R simbolos relacionais, com #P = 0, #R = nen € IN*, t;,...,t, termos, ¢ e { formulas, e x
variavel individual):

(1) VLiv[Ll] = VLiv[P] = ;

(2) VLiv[R(ty,...,t,)] = Varl[t;] U ... U Varl[t,];

(3) VLiv[p A /] = VLiv[p v¢/] = VLiv[p — ¢] = VLiv[p] U VLiv[y];
(4) VLiv[vxe] = VLiv[axe] = VLiv[e] — {x}.

Dado I' um conjunto de férmulas, definimos o conjunto das variaveis que ocorrem
livres em I' da seguinte forma:

VLiv[T] = (_J VLiv[y].

Uma das aplicagdes de VLiv é na defini¢do de sentenca. Dizemos que uma féormula ¢ é
uma sentenc¢a quando nenhuma variavel ocorre livre em ¢, ou seja, VLiv[¢] = @.

Similarmente, definimos recursivamente o conjunto das variaveis possivelmente ligadas
em uma féormula ¢, denotado por VLig[¢], pelas seguintes regras (para P e R simbolos
relacionais, com #P = 0, #R = nen € N*, t;,...,t, termos, ¢ e  féormulas, e x variavel
individual):

(1) VLig[L] = VLig[P] = VLig[R(, ..., 1,)] = @;
(2) VLigle ny] = VLigle vy] = VLigle — ¢] = VLig[e] u VLig[¢];
(3) VLig[vxe] = VLig[3xe] = VLig[e] U {x}.

Dado I" um conjunto de férmulas, definimos o conjunto das variaveis possivelmente
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ligadas em I' por:
VLig[T'] = |_J VLig[y].

yer

Sejam t e t’ termos, e x uma variavel. Definimos recursivamente a substituicdo de x por
t" em t, denotada por [t];/, pelas seguintes regras (para y variavel, ¢ constante, f simbolo
funcional de aridade n € N* e t, ..., t, termos):

t',sey=x

y,sey #Xx

1) [yl = {

@) [c]t =
) [f, )]s = f(aL . 81D,

Agora, sejam ¢ uma féormula, t um termo e x uma variavel. Definimos recursivamente
a substituicdo de todas as ocorréncias livres de x por t em ¢, denotada por [¢]:, pelas
seguintes regras (para P e R simbolos relacionais, com #P = 0 e #R = n,n € N*, t;, ..., t,
termos, ¢ e ¥ formulas, e y variavel):

(1) [L] =

@ [Pl =

) [Rt, st = R([t1] o [t ]5)s
@) lonryl, =l ALY

) o vyl =lel: vIyIs:

©) [p =y = lols = Y]

Vyp,sey =x
7) [vyel: = ;
) toel {Vy[qo];,seyix

8) [3yel,

| 3ye,sey =x
|3yl sey = x

Exemplo 4.4. Considere a formula ¢ abaixo:

Vo R(x1, x3).

Aplicando a substituicdo de x; por x;, obtemos a férmula [¢]}!, dada por:

Va1 R(xp, X1).

Note que a Unica ocorréncia em ¢ da variavel x;, é livre, mas esta no escopo de Vx;.
Assim, ap0s a substituicdo, a ocorréncia de x; no lugar de x;, é ligada.

Para evitar situa¢des como a do exemplo anterior, apresentamos mais uma definicao.
Considere ¢ uma formula, t um termo e x uma variavel. Dizemos que uma ocorréncia livre
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de x em ¢ é livre para t quando para toda variavel y € Varl[t], esta ocorréncia de x nao
esta no escopo de Vy, nem de 3y. Ou seja, ao substituir esta ocorréncia de x por t, todas as
ocorréncias de variaveis em t permanecem livres.

Quando toda ocorréncia livre de x em ¢ é livre para t, dizemos que a variavel x é livre
parat em ¢.

Considerando a férmula ¢ do exemplo anterior, sabemos que a tnica ocorréncia de
x; em ¢ é livre. Ela é livre para termos como x3, f(x,, x4) € g(x3). Porém, como ela esta no
escopo de Vx;, ela ndo é livre para nenhum termo que contenha a variavel x;.
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4.3 Deducao Natural

Seja 0 uma assinatura. A consequéncia sintatica para a linguagem de assinatura o é
definida recursivamente pelas seguintes regras (para I', A e ¥ conjuntos de féormulas, ¢, /
e 6 formulas, x e y variaveis, e t, t; e t, termos):

Axioma (Ax) Eliminacao do L (LE)
!
Foko THo
Introducao do A (Al) Eliminacao do A (AE)
'te ARY oAy TrHoeAY
LLAF@AY I'e Ty
Introducao do Vv (VI) Eliminacao do V (VE)
' 'y o0 AYy+-O Sr-oeVvy
'teVvy TroeVY ILAE-6
Introducao do — (—I) Eliminacao do — (—E)
Loy 't AFe—y
I'p—-y ILA-Y
Introducao do V (VI) Eliminacao do V (VE)
T+ o) ' Vxe
[ Vxg T+ [olt
y € VLiv[T U {Vx¢}] x € livre para t em ¢

x é livre para y em ¢

Introduciao do 3 (3]) Eliminacao do 3 (3E)
I+l I-3xp  Alell =y
T+ 3xp T Ay

x é livre para t em ¢ y € VLiv[T' U A U {3x¢, /}]

x é livre para y em ¢

Lembramos que I', A - ¢ é uma abreviacdo de' UA ¢, e [, ¢ - ¢/ é uma abreviacdo
deT U{p} .

Quando I' + ¢, dizemos que ¢ é consequéncia sintatica de I'. No caso em que
I' = @, dizemos que ¢ ¢ um teorema da LPOI na linguagem de assinatura o, e escrevemos
.

Note que, além de acrescentar regras para os quantificadores, também flexibilizamos as

regras apresentadas para a LSI, no seguinte sentido: as regras da LSI sdo casos particulares
das regras da LPOL

Uma demonstracao é uma sequéncia finita ((I';, ¢;) : 0 < i < n) de pares da forma
(T, ¢), onde T' é um conjunto de formulas e ¢ é uma férmula, satisfazendo as seguintes
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propriedades (para 0 < i < n):
(1) (T';, ¢;) é uma instancia da regra (Ax), ou seja, ¢; € I';;

(2) existem j, k,I < i, tais que (I';, ¢;) é obtido a partir de (I';, ¢;), (Tx, ¢x) e (I}, ;) por
aplicagdo de uma das regras (LE), (AD), (AE), (VI), (VE), (=]), (=E), (VI), (VE), (3I) ou
(3E).

Quando o ultimo par de uma demonstracdo D é I' - ¢, dizemos que D é uma demons-
tracdo de I' - ¢.

Teorema 4.5. (Principio de Inducao para Consequéncia Sintatica)

Sejam ¢ uma assinatura e R C P(For(o)) x For(o) uma relagéo que satisfaz as seguintes
condicoes:

(i) paratodoT C For(o) e ¢ € For(o), (T U{p}, @) € R;

(ii) R é fechada para as regras de inferéncia (LE), (AD), (AE), (VI), (VE), (=), (—=E), (V]),
(VE), (3]) e (3E).

Entdo, - C R, ou seja, para todo conjunto de férmulas I' e toda formula ¢, se I’ I ¢,
entdo (T, ¢) € R.

Agora, vamos estudar algumas propriedades da consequéncia sintatica.
Teorema 4.6. (Monotonicidade da Consequéncia Sintatitca)

Sejam o uma assinatura, I' e A conjuntos de formulas e ¢ uma féormula. Se I' - ¢, entdo
I', A F ¢. Ou seja, temos a seguinte regra de inferéncia:

Demonstragdo. Suponha que I' - ¢. Se A = @, é imediato que I', A - ¢. Assim, suponha
que A # @ e considere § € A. Temos a seguinte demonstracao:

1. Teo
2. AFS (Ax)
3. TLAF@AS (N]), 1,2
4. T Ao (AE), 3
Logo, I', A  ¢. O

Teorema 4.7. Sejam ¢ uma assinatura, I' um conjunto de férmulas e ¢ uma férmula. Se
I' - ¢, entdo existe [ C T finito tal que IV - ¢.
Demonstrag¢ao. Vamos provar por indugdo em I' - ¢ que existe IV C T tal que IV - ¢.

(Base - Ax) Sejam I' um conjunto de formulas e ¢ uma férmula. Como ¢ € {p} C I U{p},
segue que {p} I .
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(Hipotese Indutiva - AI) Sejam I' e A conjuntos de formulas, e ¢ e i/ formulas. Suponha
que existem I" C T e A’ C A finitos, tais que I - e A’ - ¢.

(Passo Indutivo - Al) Note que IV U A’ CT'U A e IV U A’ é finito. Logo, aplicando (Al) a
Hipotese Indutiva, obtemos que I'", A’ - ¢ A .

(Hipotese Indutiva - VE) Sejam I', A e X conjuntos de formulas e ¢, { e 6 formulas.
Suponha que existem I" CT U{p}, A" CAu{y} e’ C3 finitos, taisque " -0, A" -0 e
YoV

(Passo Indutivo - VE) Sejam I = T"\{p} e A” = A’\{/}. Note que I’ UA”UY’ C TUAUX
eI UA” U3 éfinito. Além disso, como IV U{p} =T" U{p} e A U{y} = A" U{y}, temos a
seguinte demonstracio:

1. TV+0 Hipotese Indutiva
2. N0 Hipotese Indutiva
3. Y oVy Hipotese Indutiva
4. T',p -0 (Mon), 1

5. T, -0 4

6. N,y 0 (Mon), 2

7. N,y 0 6

8. T”,A",3'—6 (VE),3,5,7

(Hipotese Indutiva - VE) Seja I' um conjunto de férmulas, ¢ uma féormula e x uma
variavel. Suponha que existe I C T finito, tal que I” - Vx¢.

(Passo Indutivo - VE) Seja t um termo tal que x é livre para t em ¢. Aplicando (VE) a
Hipotese Indutiva, obtemos que I - [¢]}

x*

(Hipotese Indutiva - 3E) Sejam I' e A conjuntos de formulas, ¢ e / formulas, e x e y
variaveis tais que y ¢ VLiv[I' U A U {3x¢, {/'}] e x é livre para y em ¢. Suponha que existem
I"CTeA CAuU{[p]} finitos, tais que I - 3xp e A" - ¢

(Passo Indutivo - 3E) Seja A” = A’ \ {[¢]?}. Note que [ UA” CT U A eIV U A” é finito.
Além disso, como A” U{[p]2} = A u{[p]’} e y ¢ VLiv[I” UA” U{3x¢, }], temos a seguinte
demonstracio:

1. TV 3xe Hipotese Indutiva
2. Ny Hipotese Indutiva
3. N,[e))+¢ (Mon),?2

4 MRy 3

5. TN+ (3E), 1,4

Para as regras (LE), (AE), (VI) e (—E), a prova é analoga ao caso da regra (AI).
Para a regra (—1), a prova é analoga ao caso da regra (VE).

Para a regra (VI), a prova é analoga ao caso da regra (3E).
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Para a regra (3I), a prova é analoga ao caso da regra (VE). [

Agora, vamos estudar algumas mudancas de variaveis em formulas que preservam a
consequéncia sintatica. Essas mudancas de variaveis serdo utilizadas na prova do Teorema
da Completude.

Sejan € N tal que 0 < n < 2. Definimos o seguinte conjunto:

Varl, = {x3., : i € N}

Desse modo, temos uma parti¢do do conjunto das variaveis em trés conjuntos. Ideal-
mente, Varl, representa o conjunto das variaveis ligadas, Varl; o conjunto das variaveis
livres, e Varl, representa um conjunto de variaveis extras, utilizadas em demonstragdes
como variaveis livres.

Também consideramos combinag¢des dos conjuntos acima (por exemplo, Varl;, =
Varl;, U Varl,) e os conjuntos de termos gerados por esses conjuntos de variaveis. O
principal deles é o conjunto dos termos gerado indutivamente por Varl,,, denotado por
Ter,(0).

No restante desta sec¢io, consideramos uma defini¢ido de ocorréncia de variaveis em
formulas diferente da apresentada na secdo anterior. Dizemos que uma variavel x ocorre
em uma férmula ¢ quando x é um simbolo em ¢. Desse modo, consideramos como ocor-
réncias de x em ¢ as ocorréncias livres, ligadas e também as ocorréncias ao lado de um
quantificador.

Sejam ¢ uma férmula, x uma variavel e x’ uma variavel que ndo ocorre em ¢. Para
o proximo lema, denotamos por ¢’ a férmula obtida a partir de ¢ pela troca de todas as
ocorréncias de x por x’. Utilizamos a mesma notacdo para termos, conjuntos de féormulas
e demonstracdes.

Lema 4.8. Sejam o uma assinatura, D uma demonstragio e x, x’ e w variaveis, tais que
x” #w e x’ e wndo ocorrem em D. Entdo, D’ é uma demonstracio.
Demonstragdo. Vamos provar por indu¢io no comprimento de D que se x” e w ndo ocorrem

em D, entdo D’ é uma demonstracio.

(Base) Seja D = ((I';, ¢;)) uma demonstragdo de comprimento 1 e suponha que x” e w
nédo ocorrem em D. Sabemos que (T';, ¢;) = (T U {¢}, ¢), onde I' é um conjunto de férmulas
e ¢ uma férmula. Além disso, x” ndo ocorre em I' U {p}.

Desse modo, por (Ax) temos que I, ¢’ - ¢’, e D’ é uma demonstragao.

(Hipotese Indutiva) Seja n € IN*. Suponha que para toda demonstragio de comprimento
n, se x’ e w ndo ocorrem em D, entdo D’ é uma demonstracéo.

(Passo Indutivo) Seja D = ((T';, ;) : 1 <i < n+ 1) uma demonstragdo de comprimento
n+ 1 e suponha que x” e w ndo ocorrem em D.

Considere Dy = ((T';, ;) : 1 <i < n). Como D, é uma demonstracdo de comprimento
n e x’ e wndo ocorrem em Dy, pela Hip6tese Indutiva temos que D;; é uma demonstracao.
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(Caso VI) Suponha que (T4, ¢n41) foi obtido em D a partir de uma aplicacdo da regra
(VI). Sabemos que (I'y11, @n11) = (T, Vy@), onde I' é um conjunto de férmulas, ¢ uma férmula
e y uma variavel. Além disso, existe i € N tal que 1 <i < ne (I}, ;) = (I, [¢]3), onde z é
uma variavel tal que z ¢ VLiv[['U{Vy¢}] e y é livre para z em ¢. Temos duas possibilidades:

- z = x’. Note que y ¢ VLiv[g]. Caso contrario, x" ocorreria em [¢], o que seria uma
contradi¢do. Desse modo, [¢] ¢ a férmula [¢]), para qualquer termo ¢.

Sabemos que w # x” e w ndo ocorre em D. Em particular, w ¢ VLiv[I” U {(Vyp)'}] e
y’ é livre para w em ¢’. Como (Vy@)’ é a formula Vy’¢’, temos que D’ é a seguinte
demonstracao:

i. T'F [(p’];“, D;
n+1l. I"'=vye' (V)i
« z # x’. Note que z’ ¢ VLiv[I” U {(Vyp)'}] e y’ é livre para z’ em ¢’. Como (Vyp)' é a
formula Vy’¢’, temos que D’ é a seguinte demonstracéo:

i T[] D;
n+1l. I"'=vye' (V)i
Para a regra (Ax), a prova é analoga a Base.
Para as regras (LE), (AI), (AE), (VI), (VE), (—=]) e (—=E), a prova é imediata.

Para as regras (VE), (3I) e (3E), a prova é analoga ao caso da regra (VI). ]

Sejam ¢ uma férmula, e x e x’ variaveis. Dizemos que x” ocorre no escopo de x em ¢
quando a variavel x” ocorre em ¢ no escopo de Vx ou x.

Para o proximo lema, denotamos por ¢’ a féormula obtida a partir de ¢ pela troca de
todas as ocorréncias ao lado de um quantificador ou ligadas de x por x’. Utilizamos a
mesma notacdo para conjuntos de féormulas e demonstragdes.

Lema 4.9. Sejam o uma assinatura, D uma demonstracio, e x e x’ variaveis tais que x’
nao ocorre no escopo de x em D. Entdo, D’ é uma demonstragao.

Demonstragdo. Vamos provar por induc¢io no comprimento de D que se x” ndo ocorre no
escopo de x em D, entdo D’ é uma demonstragdo. A prova é analoga a do Lema 4.8, exceto
para as regras dos quantificadores.

(Hipotese Indutiva) Seja n € IN*. Suponha que para toda demonstracido de comprimento
n, se x’ ndo ocorre no escopo de x em D, entdo D’ é uma demonstracio.

(Passo Indutivo) Seja D = ((I';, ;) : 1 <i < n+ 1) uma demonstragido de comprimento
n+ 1 e suponha que x” néo ocorre no escopo de x em D.
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Considere Dy = (I, ¢;) : 1 <i < n). Como D, é uma demonstracido de comprimento
n e x’ ndo ocorre no escopo de x em D,, pela Hipotese Indutiva temos que D} é uma
demonstracao.

(Caso VI) Suponha que (T4, @n41) foi obtido em D a partir de uma aplicacéo da regra
(VI). Sabemos que (I'y11, @nt1) = (T, Vy@), onde I’ é um conjunto de férmulas, ¢ uma férmula
e y uma variavel. Além disso, existe i € N talque 1 <i<ne ([}, ¢;) = (T, [(p];), onde z é
uma variavel tal que z ¢ VLiv[I' U {Vy¢}] e y é livre para z em ¢.

Note que z ¢ VLiv[I” U {(Vy¢@)'}]. Temos duas possibilidades:

« y = x. Neste caso, temos que x” ¢ VLiv[¢]. Caso contrario, x” ocorreria no escopo de
X em Vyg, o que é uma contradi¢io. Desse modo, x” ¢ VLiv[¢’], e [¢’]? é a formula

) y
[e’l5 1 -
Como x’ é livre para z em [¢’ ];l e (Vyp) é a formula Vx'[¢’ ];‘,’, temos que D’ é a
seguinte demonstracdo:
i. TF[TT5 D;
n+1. I"+ Vx’[(p’];‘,’ (VD), i

« y # x. Neste caso, y é livre para z em ¢’. Caso contrario, z = x” e y ocorreria no

escopo de x em ¢. Dai, x” ocorreria no escopo de x em [¢]5, o que é uma contradicao.

Desse modo, como (Vy@)’ é a formula Vy¢’, temos que D’ é a seguinte demonstracéo:

i I'[e']} D;
n+1. I"+vye (V)i

Para as regras (VE), (3I) e (3E), a prova é analoga ao caso da regra (VI). [

Seja ¢ uma féormula. Denotamos por ¢* a formula obtida da seguinte forma:

(1) trocamos simultaneamente todas as ocorréncias em ¢ de variaveis da forma x; por
X3i+1, obtendo ¢’;

(2) trocamos simultaneamente todas as ocorréncias ao lado de um quantificador ou
ligadas em ¢’ de variaveis da forma x3;,; por x3;, obtendo ¢*.

Desse modo, VLiv[¢*] C Varl, e VLig[¢*] C Varl,. Como termos ndo possuem variaveis
ligadas, nem ao lado de um quantificador, denotamos por t* o termo obtido a partir de
t pela aplicagdo da troca descrita em (1). Para um conjunto de férmulas I', definimos

I"={y" :yerl}

Teorema 4.10. Sejam ¢ uma assinatura, I' um conjunto de formulas e ¢ uma férmula.

Entdo, I' - ¢ se, e somente se, [ - ¢”.

Demonstracao.
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(=) Suponha que T - ¢. Pelo Teorema 4.7, existe Iy C T finito, tal que Iy - ¢.

Seja n o maior indice de variavel que ocorre em I'y U {¢}. Pelo Lema 4.8, podemos trocar
a variavel x, em I'y - ¢ por x3,,;, € preservar a consequéncia sintatica.

Repetindo esse processo para cada i € IN tal que 0 < i < n em ordem decrescente,
obtemos que I'; - ¢’, onde I'j e ¢’ representam a troca descrita em (1) aplicada em Ty e ¢,
respectivamente.

Analogamente, utilizando o Lema 4.9, obtemos que I'; - ¢™ e, pela monotonicidade,
concluimos que I'* I ¢*.

(<) A prova é analoga a (=). Primeiro desfazemos a troca descrita em (2), e em seguida
desfazemos a troca descrita em (1), seguindo a ordem crescente no indice das variaveis. [

4.4 Semantica Algébrica

Sejam ¢ uma assinatura e Q uma algebra de Heyting completa. Uma Q-estrutura

de primeira ordem para a linguagem de assinatura ¢ é uma estrutura da forma M =
(M, FM, RM), onde:

« M é um conjunto ndo vazio;

« F™ ¢ uma funcio que associa a cada simbolo funcional n-ario f uma funcio n-aria
MM > M;

« R*™ ¢ uma funcio que associa a cada simbolo relacional n-4rio R uma funcio n-aria
RM : M" - Q.

Considere M uma Q-estrutura. Uma valoraciao em M é uma funcao da forma v :
Varl — M. Estendemos recursivamente v a uma funcdo v* : Ter(c) — M pelas seguintes
regras (para x variavel, ¢ constante, f simbolo funcional de aridade n € IN* e ¢y, ..., 1,
termos):

(1) v*[x] = v(x);
(2) v*[e] = M
(3) v*[f(t, o t)] = MO 1] 07 8D

Sejam v; e v, valoracdes em M e ¢t um termo. Dizemos que v; e v, concordam nas
variaveis individuais de ¢ quando para toda variavel x € Varl[t], v;(x) = v,(x).

Teorema 4.11. Sejam ¢ uma assinatura, Q uma algebra de Heyting completa, M uma
Q-estrutura, v, e v, valoracdoes em M e t um termo. Se v; e v, concordam nas variaveis
individuais de t, entao:

vi[t] = vy t].

Demonstragao. Vamos provar por indugéo no termo ¢ que se v; e v, concordam nas variaveis
individuais de t, entdo v [t] = v;[t].
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(Base - Varl) Seja x uma variavel individual e suponha que v; e v, concordam nas
variaveis individuais de x. Como x € Varl[x], temos que:

vi[x] = v1(x) = va(x) = v;[x]
(Hipotese Indutiva - f) Sejamn € N e t, ..., t, termos. Suponha que, para cadai € N
tal que 1 <i < n, se v; e v, concodam nas variaveis individuais de t;, entdo vi[t;] = v;[#].

(Passo Indutivo - f) Seja f um simbolo funcional n-ario e suponha que v; e v, concordam
nas variaveis individuais de f(t,...,t,).

Dado i € N tal que 1 < i < n, sabemos que Varl[t;] C Varl[ f(¢,...,t,)]. Desse modo, v;
e v, concordam nas variaveis individuais de cada t;, e temos que:

vilf(t, ... t)] = M@0 0i (6]
= fM@;[t,],...,v5[t.]) pela Hipotese Indutiva
= v, [f(t, .., ta)]

Para constantes, a prova é analoga ao caso das variaveis individuais. O]

Seja v uma valoracdo em M. Se x é uma variavel e a € M, definimos a seguinte
valoracdo em M (para y € Varl):

asey=x

() = v(y),sey # x

Abaixo vemos algumas das principais propriedades dessa notagéo, e sua relagdo com a
substituicio.

Proposicao 4.12. Sejam o uma assinatura, Q2 uma algebra de Heyting completa, M uma
Q-estrutura e v uma valoragao em M. Valem as seguintes propriedades (para x e y variaveis
ea,beM):

(i) se x # y, entdo (v2)) = (v))%;

b

.o _ ~ b _
(ii) se x =y, entdo (v3); =v,.

Demonstragdo. Sejam x e y variaveis individuais e a,b € M.
(i) Suponha que x # y e considere z € Varl. Temos trés possibilidades:

« z=x ez # y. Neste caso, temos que:
WD (2) = v(2) = a = W1)i(2)

« z # x e z = y. Neste caso, temos que:

(2) = b = v(2) = (W))(2)
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« z # x e z # y. Neste caso, temos que:

WD(2) = vi(2) = v(z) = V}(2) = (v))3(2)

Logo, (vfﬁ); = (vi)?c
(ii) Suponha que x = y e considere z € Varl. Temos duas possibilidades:

« z = x (z = y). Neste caso, temos que:
ayb —h — b
« z # x (z # y). Neste caso, temos que:

(@) = v2(2) = v(z) = V()

Logo, (vfﬁ)i = vz.

O

Teorema 4.13. Sejam ¢ uma assinatura, QO uma algebra de Heyting completa, M uma
Q-estrutura, v uma valoracdo em M, t e t’ termos e x uma variavel. Vale a seguinte
propriedade:

(02 [e] = v*[[11%]:

Demonstragao. Vamos provar por indugio no termo ¢ que (vf:[t'])* [t] = v*[[t]E].

X

(Base - Varl) Seja y uma variavel individual. Se y = x, temos que:
(1) 1= (") el = o160 = 07[] = v (x0T == v [y 1]
Se y # x, temos que:

(N [y] = () = 0(y) = v [y] = v*[[y]7]

Logo, (1) [y] = v*[lyl].
(Hipotese Indutiva - f) Sejam n € N* e ty,..., t, termos. Suponha que, para cadai € N
talque 1 <i<n, (v;’:[t/]) [t] = v*[[1]7]

X

(Passo Indutivo - f) Seja f um simbolo funcional n-ario. Pela Hipotese Indutiva, temos
que:

(1) [ £t t)] = F4 ((u;*[f’J)* ], ... (021) [t,,])
= ORI o (815D

o' LF( 5 - [6])]

o [[f (s, )15 ]
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Para constantes, a prova é analoga ao caso das variaveis individuais. O]

Dada v uma valoracdo em M, definimos recursivamente uma funcdo M, : For — Q
pelas seguintes regras (para P e R simbolos relacionais, com #P = 0, #R = nen € IN”,
ti, ..., 1, termos, ¢ e ¥ formulas, e x variavel individual):

(1) My[L]=0;

(2) M,[P] =P,

(3) Mu[R(ty, ..., t)] = RM(*[11], ..., v [ta]);
@) Mulp Ayl = Mlol A MY
(5) Mulp vyl = Mle]lv My
6) Mylp = ¢]=M,lo]> M,[y];
(7) Mylvxe] = inf M.[o];

>

>

e e

(8) M,[3x@] = sup M[o].

aeM

Chamamos M,[¢] de valor de ¢ em M segundo v. Dado um conjunto de férmulas T,
o valor de ' em M segundo v, denotado por M,[T], é definido por:

M,[T] = inf M,[y].
yer

Sejam I' um conjunto de formulas e ¢ uma férmula. Dizemos que:
« v satisfaz ¢ em M (M, v F ¢) quando M,[¢] = 1;
. v satisfaz ' em M (M, v k T') quando para toda formulay € I, M,v Fy;

. ¢ é satisfazivel quando existe uma algebra de Heyting completa Q néo trivial, M
uma Q-estrutura e v uma valoracdo em M, tais que M, v F ¢.

+ ¢ é consequéncia semantica de I' (T' F ¢) quando para toda algebra de Heyting
completa Q, M Q-estrutura e v valoragdo em M, se M,v kI, entdo M, v F ¢.

« ¢ évalida (F ¢) quando @ F ¢.

Sejam v; e v, valoracdes em M e ¢ uma féormula. Dizemos que v, e v; concordam nas
variaveis livres de ¢ quando para toda variavel x € VLiv[¢], v;(x) = v,(x).

Com essa definicao, estendemos o Teorema 4.11 para valores de féormulas.

Teorema 4.14. Sejam o uma assinatura, Q2 uma algebra de Heyting completa, M uma
Q-estrutura, v; e v, valoracdes em M e ¢ uma féormula. Se v; e v, concordam nas variaveis
livres de ¢, entdo:

M, o] = M,,[o].

Demonstragao. Vamos provar por indu¢édo na féormula ¢ que para quaisquer valoracdes v,
e v, em M, se v; e v, concordam nas variaveis livres de ¢, entdo M, [¢] = M,,[¢].
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(Base - R) Sejam n € IN*, R um simbolo relacional n-ario e ty, ..., t, termos. Considere v,
e v, valoracdes em M e suponha que v; e v, concordam nas variaveis livres de R(t;, ..., t,).

Dado i € N tal que 1 < i < n, sabemos que Varl[t;] C VLiv[R(%, ..., t,)]. Logo, como v,
e v, concordam nas variaveis individuais de cada t;, temos que:

M, [R(t, .. )] = RM i8], .. vi[6])
= RM@;[t,],...,v}[t.]) pelo Teorema 4.11
= M, [R(t, ..., t)]

(Hipotese Indutiva - —) Sejam ¢ e ¢ formulas. Suponha que para v; e v, valoragdes em

M:
« se v; e v, concordam nas variaveis livres de ¢, entdo M, [¢] = M,,[¢];
« se v; e vy concordam nas variaveis livres de i/, entdo M, [¢/] = M, [¢].

(Passo Indutivo - —) Sejam v; e v, valoracdes em M tais que v; e v, concordam nas
variaveis livres de ¢ — .

Note que, como VLiv[¢] C VLiv[gp — /], v; e v, concordam nas variaveis livres de ¢.
Da mesma forma, v; e v, concordam nas variaveis livres de /. Logo, temos que:

MUl [gD - ¢] = le [¢] > MUI [l//]
= M,,[¢] > M,,[¥] pela Hipétese Indutiva

= M,,[¢ = ¥]

(Hipotese Indutiva - V) Seja ¢ uma férmula. Suponha que, para v, e v, valora¢des em
M, se v; e v, concordam nas variaveis livres de ¢, entdo M, [¢] = M,,[¢].

(Passo Indutivo - V) Seja x uma variavel e considere v; e v, valoracoes em M tais que
v; e v, concordam nas variaveis livres de Vx¢.

Sabemos que VLiv[Vx¢| = VLiv[g] — {x}. Assim, ndo podemos garantir que v; e v,
concordam nas variaveis livres de ¢, pois é possivel que x € VLiv[¢], e v; e v, podem néo
concordar em x.

Mas, para cada a € M, (v,)? e (v,)% concordam nas variaveis livres de ¢. Logo, temos
que:

M, [Vxe] = inf M, [¢]

aeM

inAf[ M,:le] pela Hipotese Indutiva
ac
= M,,[Vxgp]

Para 1 e simbolos relacionais de aridade 0, a prova é analoga ao caso dos simbolos
relacionais de aridade n € IN*.

Para os conectivos A e V, a prova é analoga ao caso do —.

Para o quantificador 3, a prova é analoga ao caso do V. ]
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Também podemos estender o Teorema 4.13 para valores de formulas.

Teorema 4.15. Sejam o uma assinatura, QQ uma algebra de Heyting completa, M uma
Q-estrutura, v uma valoracdo em M, ¢ uma férmula, ¢ um termo e x uma variavel. Se x é
livre para t em ¢, ento:

Mv;*[t] [o] = M,[[e]}]

Demonstragao. Vamos provar por inducdo na formula ¢ que para toda valoragio v em M,
se x é livre para t em ¢, entdo M. [p] = M,[[¢].].

(Base - R) Sejam R um simbolo relacional de aridade n € IN* e t,, ..., t,, termos. Considere
v uma valoracdo em M. Temos que:

MR, ... 1)) = RM@ ], 00 8]
= RM@[[1]%],....v[[t,].]) pelo Teorema 4.13

= M[R([t:]% .., [t] )]
= M,[[R(t, ..., t,)]]

Logo, se x é livre para t em R(ty, ..., t,), entdo M i [R(t1, ..., t)] = ML[[R(, ..., t)]% ]

(Hipotese Indutiva - —) Sejam ¢ e ¢/ férmulas. Suponha que para toda valoracdo v em
M.

- se x ¢ livre para t em ¢, entdo M o] = Mullel.];

- se x ¢ livre parat em ¢, entdo M yiu[y/] = M[[Y] ]

(Passo Indutivo - —) Seja v uma valoragdo em M e suponha que x é livre para t em
¢ — Y. Em particular, x é livre para t em ¢ e ¢, e temos que:

Ml = Y] = Mule] > Mpualy]
= M,[[e]']> M,[[y].] pelaHipotese Indutiva
= M,llel, — Y]]

= M,[[¢ - ¥1]

(Hipotese Indutiva - V) Seja ¢ uma formula. Suponha que para toda valoragio v em M,
se x ¢ livre parat em ¢, entdo M1 o] = M,[[e]"].

(Passo Indutivo - V) Seja y uma variavel e considere v uma valoragdo em M e a = v*[¢].
Suponha que x é livre para t em Vy¢. Temos trés possibilidades:

« y = x. Neste caso, temos que:

Mg [Vyp] = inf Mgp[o]

M

=inf My[p]  pela Proposicio 4.12
beM Y

=M, [quo]

= M,[[vyel,]
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« y # x e x € VLiv[p]. Como x é livre para t em Vy¢, sabemos que y ¢ Varl[t] e x é
livre para t em ¢. Note que, como y ¢ Varl[t], pelo Teorema 4.11:

@) =v'ltl=a

Desse modo, podemos aplicar a Hipotese Indutiva para a valoragio vi, e obtemos
que:
a|V =1 f a
MulVye] = inf Mgy o]
= inf M. [¢] pela Proposicéo 4.12

beM
= ;n]& M,y [[¢].] pela Hipotese Indutiva
€

= M,[vy[g]
o]

|
= M,[[vyel.]

t
X
t
X

« ¥y # x e x ¢ VLiv[¢]. Em particular, x ¢ VLiv[Vy¢], e obtemos que:

M [Vye] = M,[Vyo] pelo Teorema 4.14
= Mv[[qu)];]

Logo, My[Vye] = M,[[Vyel.].

Para L e simbolos relacionais de aridade 0, a prova é analoga ao caso de simbolos
relacionais de aridade n € IN*.

Para os conectivos A e V, a prova é analoga ao caso do —.

Para o quantificador 3, a prova é analoga ao caso do V. ]

Finalizamos esta se¢do verificando que a troca de variaveis * preserva a consequéncia
semantica.

Lema 4.16. Sejam ¢ uma assinatura, Q uma algebra de Heyting completa, M uma Q-
estrutura, v; e v, valoragdes em M, t um termo e ¢ uma férmula. Se v;(x;) = v,(x3;11) para
todo i € N, entao:

(i) vilt] = v3le"];
(ll) MUl [(/’] = Mvz [QD*]
Demonstragdo. Para o item (i), a prova é analoga a do Teorema 4.11. Para o item (ii), a prova

¢ analoga a do Teorema 4.14, exceto para a passo indutivo dos quantificadores. Assim,
vamos provar o passo indutivo do V abaixo.

Para facilitar a notagéo, denotamos valoracdes da forma v§ por vf.

(Hipotese Indutiva - V) Seja ¢ uma formula. Suponha que, para v; e v, valoragdes em
M, se v1(x;) = v(x3;41) para todo i € N, entdo M, [¢] = M,,[¢*].

(Passo Indutivo - V) Seja x,, uma variavel individual. Note que, paraa € M ei € N,
(v1)2(x;) = (v2)5,1(x3141). Assim, podemos aplicar a Hipotese Indutiva para as valoracdes
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(v1)5 e (v2)5,4,- Além disso, sabemos que x3, ¢ VLiv[¢*] e x3,; é livre para x3, em ¢*. Desse
modo, temos que:

M, [Vx0] = ;2]\5 M,y [¢]

= inAi; M,y [97] pela Hipétese Indutiva
ac

= ;2]5 My, e [¢"]  pelo Teorema 4.14

= inAg M@ ye  [¢"]  pelaProposicio 4.12
aec

= injg M [[@" 5 ] pelo Teorema 4.15
ac

X3n+1

= Mvz [VXM[QD* o ]

X3n+1

= Mvz [(Vano)*]
O

Teorema 4.17. Sejam ¢ uma assinatura, I' um conjunto de férmulas e ¢ uma féormula.

Entdo, I' F ¢ se, e somente se, ['* F ¢*.

Demonstragao. Vamos provar que se I' F ¢, entdo I'™*  ¢* (a prova da reciproca é analoga).

Suponha que I' F ¢ e sejam Q uma algebra de Heyting completa, M uma Q-estrutura
e v’ uma valoracdo em M tais que M,v” F I'". Considere v a valoracdo definida por
v(x;) = v’(x3;41) parai € N.

Pelo Lema 4.16, M,[y] = M, [y*] para todo y € T. Desse modo, M,v kT, e comoT F ¢,
segue que M, v k ¢@.

Aplicando o Lema 4.16 para ¢, obtemos que M, v’ F ¢*. Portanto, I'* F ¢*. [

4.5 Algebras de Lindenbaum

No capitulo anterior, apresentamos a construgio das algebras de Lindenbaum para a
Logica Sentencial Intuicionista. Para a Logica de Primeira Ordem a construgio é a mesma,
e a maior parte dos resultados se aplicam com demonstracdes analogas. Desse modo,
comecamos esta se¢do com uma breve revisdo das defini¢des e resultados do capitulo
anterior.

Sejam o uma assinatura e I' um conjunto de férmulas. Definimos a seguinte relagio
(para ¢,y € For(0)):

¢ =r ¥ se,esomentese, ¢ >y el ¢y — .

Sabemos que =r é uma relacdo de equivaléncia (Proposi¢do 3.12). Quando ¢ =r ¢,
dizemos que ¢ é equivalente a i/ segundo I'.

Denotamos o conjunto das classes de equivaléncia de =r por For(o)/=r, e a classe de
equivaléncia de uma férmula ¢ por [¢]r ou, quando néo houver risco de ambiguidade, por

[o].
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Sabemos que = é compativel com os conectivos da LPOI (Teorema 3.14), e que as
seguintes operacdes estdo bem definidas (para ¢, € For(o)):

s [el [yl =lenyl;
« lelvIyl=levyl
s l[el> Y] =e - ¥l

Além das operagdes acima, definimos também a constante 0 = [ L]. Assim, construimos
a estrutura (For(o)/=r, A, V, >, 0), chamada de algebra de Lindenbaum de T, e denotada
por Lr.

Como vimos no Teorema 3.17, L1 é uma algebra de Heyting. Lembramos também os
seguintes resultados, que caracterizam a unidade e a ordem parcial de L (para ¢,y €
For(0)):

* [@]r = 1 se, e somente se, ' - ¢ (Lema 3.20);
 [@lr < [Y]r se, e somente se, T’ - ¢ — ¢/ (Lema 3.16).

Agora, vamos estudar os resultados especificos para o caso da LPOI. Come¢amos
verificando a relacdo entre os quantificadores e as operagdes de supremo e infimo em
Lr.

Proposicao 4.18. Sejam ¢ uma assinatura, I' um conjunto de formulas, ¢ uma férmula e
x uma variavel, tais que VLiv[T'] C Varl,, VLig[¢] C Varl, e x € Varl,. Valem as seguintes
propriedades:

(@) [vxelr = inf{[[p] ]r : t € Ter;y(0)};

(i) [3x@]r = sup{[[¢]i]r : ¢ € Tery(o)}.

Demonstracdo.

(i) Sejat € Ter;y(0). Vamos verificar que [Vx¢]r < [[¢]%]r. Note que, como VLig[¢] C
Varly, x é livre para t em ¢. Dai, temos a seguinte demonstracao:

1. T,Vxp - Vxg (Ax)
2. T,vx¢ + [o]. (VE), 1
3. TH(vxp) = [oli (=1),2

Seja  uma férmula e suponha que para todo termo ¢ € Ter,(0), [¢]r < [[@] ]
Como Varl, é infinito e VLiv[{Vx¢,}] é finito, existe y € Varl, tal que y ¢
VLiv[{Vx¢, }]. Note que y ¢ VLiv[l U {Vx¢p,/}] e x é livre para y em ¢. Desse
modo, como I' ¢ — [¢]), temos a seguinte demonstracéo:
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L THy ol

2. Ly =y > [¢]2 (Mon), 1
3. Ly =y (Ax)

4. T,y + o) (—E), 2,3
5. T,¢ = vxe (VD), 4

6. Ty — vxp (=), 5

Logo, [¥]r < [Vx¢]r, e concluimos que:

[vxelr = inf{[[¢],]r : t € Ter,(0)}

(ii) A prova é analoga a do item anterior.

]

Pelo completamento de Dedekind-MacNeille, podemos assumir que Ly é uma algebra de
Heyting completa. Desse modo, definimos uma Lr-estrutura My da seguinte forma:

« My = Ter;,(0);

« FMr associa a cada simbolo funcional f de aridade n € N a fungéo f* : Ter;,(o)" —
Ter,(0) definida por (para ti, ..., t, € Ter;,(0)):

fr[tls ’tn] = f(tls stn);

« RMr associa a cada simbolo relacional R de aridade n € IN a funcdo R' : Ter;,(o)" —
Ly definida por (para ti, ..., t, € Tery,(0)):

R'[t,....t.] = [R(ty, ..., t)]r.
Definimos também a seguinte valoracéo ir : Varl — Ter;,(c) (para n € IN):

() X,, se x,, € Varl;,
Ir\Xp) =
Xn+1, S€ X, € Varl,

Quando nao houver risco de ambiguidade, denotamos a valoragio ir simplesmente por
I.

Lema 4.19. Sejam ¢ uma assinatura e I' um conjunto de férmulas. Entéo, para t € Ter;,(0):

iift] =t.
Demonstragao. Vamos provar a igualdade acima por inducdo no termo t € Ter;,(0).
(Base - VarI) Seja x € Varl,;,. Temos que:

M[x] =i(x) =x

103



104

4 | LOGICA DE PRIMEIRA ORDEM INTUICIONISTA

(Hipotese Indutiva - f) Sejamn € N* e t,, ..., t, € Ter;,(c). Suponha que i*[t;] = t; para
cada jeN,1<j<n.

(Passo Indutivo - f) Seja f um simbolo funcional n-ario. Temos que:

[ft, . t)] = 1] L 6]

= 'ty ... t,] pela Hipotese Indutiva
= f(t, ... 10)
Para constantes, a prova é analoga ao caso para variaveis individuais. U

Teorema 4.20. Sejam ¢ uma assinatura, I' um conjunto de féormulas e ¢ uma férmula, tais
que VLiv[I'] C Varl,, VLiv[¢] C Varl;, e VLig[¢] C Varl,. Vale a seguinte propriedade:

(Mp)ile] = mrlol.

Demonstragao. Vamos provar por inducdo no grau de complexidade da formula ¢ que se
VLiv[g] C Varl,, e VLig[¢] C Varly, entdao (Mr);[¢] = nr[e].

(Base - R) Sejam n € IN*, R um simbolo relacional n-ario e t, ..., t, termos. Considere ¢
a formula R(ty, ..., t,) e suponha que VLiv[¢] C Varl;; e VLig[¢] C Varl,.

Note que, para cada i € N tal que 1 < i < n, Varl[t;] C Varly,, ou seja, t; € Terj,(0).
Desse modo, temos que:

(MR, ., t)] = R[], .o, ¥[8
=R"[t;,.... 1] pelo Lema 4.19
= [R(ty, ... t)]r
= mr|[R(ty, ..., tn)]

(Hipotese Indutiva) Seja n € IN. Suponha que para toda féormula ¢ com grau de comple-
xidade menor ou igual a n, se VLiv[¢] C Varl,, e VLig[¢] C Varly, entdo (Mr);[¢] = 7r[e].

(Passo Indutivo) Seja ¢ uma férmula com grau de complexidade n + 1 e suponha que
VLiv[¢] C Varl,, e VLig[¢] C Varl,.

(Caso —) Suponha que ¢ é da forma ¢y — 6, onde ¢ e 0 sdo féormulas. Sabemos que
VLiv[y/] C Varly,, VLig[y/] C Varl,, VLiv[@] C Varl;, e VLig[0] C Varl,. Desse modo, como
o grau de complexidade de ¢ e 6 é menor ou igual a n, temos que:

(Mp)ilyy — 0] = (Mr)ily] > (Mr)i[0]
= nr[y] > 7r[0] pela Hipotese Indutiva
= [y ]r > [0]r
=[y -0
= [y — 0]

(Caso V) Suponha que ¢ é da forma Vxy/, onde ¢y é uma féormula e x uma variavel.
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Note que, para cada t € Ter;,(0), x é livre para t em ¢, [{/], tem grau de complexidade n,
VLiv[[y]*] € Varl,, e VLig[[¢].] € Varl,. Desse modo, temos que:

(Mrp)i[Vxy] = inf{(Mp) [(/] : t € Ter;p(0)}
= inf{(Mr)ifm [¥/] : t € Tery(0)} pelo Lema 4.19
= inf{(Mp)[[¢].] : t € Ter;5(c)} pelo Teorema 4.15
= inf{mr[[{]\] : t € Tery, (o)} pela Hipédtese Indutiva

= inf{[[y/]\]r : ¢ € Tery,(0)}
= [vxy/]r pela Proposicdo 4.18

= mr[Vxy]

Para 1 e simbolos relacionais de aridade 0, a prova é analoga ao caso de simbolos
relacionais de aridade n € IN™.

Para os conectivos A e V, a prova ¢ analoga ao caso do —.

Para o quantificador 3, a prova é analoga ao caso do V. ]

4.6 Metateoremas

Lema 4.21. Sejam o uma assinatura, 2 uma algebra de Heyting completa, M uma Q-
estrutura, v uma valoracido em M, I um conjunto de férmulas e ¢ uma féormula. Se I' - ¢,
entdo M,[T'] < M,[e].

Demonstragdo. Vamos provar por inducdo em I' - ¢ que para toda valoracido v em M,

M,[T] < M,[o].

(Base - Ax) Sejam I' um conjunto de férmulas, ¢ uma féormula e v uma valoracido em
M. Temos que:
M, [T U {p}] = M,[T] A M[e]

< M,[g]

(Hipotese Indutiva - AI) Sejam I' e A conjuntos de formulas, e ¢ e ¢ formulas. Suponha

que para toda valoragdo v em M, M,[T'] < M,[¢] e M, [A] < M,[¥].

(Passo Indutivo - Al) Seja v uma valoragao em M. Temos que:

M,[TUA] = M,[TTA M,[A]
< Mylpl A M,[¥] pela Hipotese Indutiva
=M, [¢ A [//]

(Hipotese Indutiva - VE) Sejam I, A e ¥ conjuntos de formulas e ¢, ¢ e 6 formulas.
Suponha que para toda valoragéo v em M, M, [T U {p}] < M,[0], M, [AU{Y}] < M,[0] e
M,[Z] < Mylp VY]
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(Passo Indutivo - VE) Seja v uma valoracdo em M. Pela Hipotese Indutiva, temos que:

M,[I U {p}] < M,[0] = M,[TTA M,[] < M,[0]
= M,[I'] < My[p] > M,[0]

Analogamente, obtemos que M,[A] < M,[¢] > M,[6]. Logo:

M[T]A M, [A] < (M,[o] > M, [0]) A (M, Y] > M,[6])

M,[TUA] < (Myle] v M, [Y]) > M,[0]

M,[TUAJAM[Z] < (Mylo] vV MY D) A (Mool v MY ]) > M,[0])
M,[TUA U] < (M[] vV M[Y]) A M,[0]

MJTUAUZ] < M,[0]

N

(Hipotese Indutiva - VE) Sejam I' um conjunto de formulas, ¢ uma féormula e x uma
variavel. Suponha que para toda valoragio v em M, M,[T] < M,[Vxe].

(Passo Indutivo - VE) Seja t um termo tal que x é livre para t em ¢ e considere v uma
valoracdo em M. Temos que:

M,[T] < M,[Vxp] pela Hipdtese Indutiva
- inf ol
< Mvz*[t] [(P]
= M,[[p]] pelo Teorema 4.15

(Hipotese Indutiva - 3E) Sejam I' e A conjuntos de féormulas, ¢ e ¢/ formulas e x e y
variveis tais que y ¢ VLiv[[' U A U {3x¢,¥/}] e x é livre para y em ¢. Suponha que para
toda valoragdo v em M, M,[I'] < M,[3Ix¢] e M,[A U {[@]2}] < M,[¥].

(Passo Indutivo - 3E) Seja v uma valoracdo em M e considere a € M. Como y ¢
VLiv[T U A U {{/}], pela Hipotese Indutiva e Teorema 4.14 temos que:

MylAU{TB3] € Myg[f] = MA] A Mygllol] < Migly]
= Myllpl] < My[A]> Mygly]

a
¥y

= My[lpX] < M,[A] > M,[¥/]

Note que My[[@]}] = M[¢]. De fato, como (v§)*[y] = a, pelo Teorema 4.15 temos
que M,,;[[(p]z] = Moy [¢]. Dai, temos duas possibilidades:

« x = y. Neste caso, pela Proposi¢do 4.12 temos que:

Mgylo] = Myglo]

« x # y. Como y ¢ VLiv[3x¢] e VLiv[3x¢]| = VLiv[¢] \ {x}, sabemos que y ¢ VLiv[g].
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Desse modo, pelo Teorema 4.14 obtemos que:

My [l = My[o]

Logo, My [p] < M,[A] > M,[{] para todo a € M, e pela Hipdtese Indutiva temos que:

sup My [@] < ML[A] > M,[Y] = M,[3xe] < M,[A] > M,[Y]

= M,[I'] < M,[A] > M,[Y]
= M,[TTAM,[A] < M,[Y]
= M,[T'UA] < M,[y]

Para as regras (LE), (AE), (VI) e (—E), a prova é analoga ao caso da regra (AI).
Para a regra (—1), a prova é analoga ao caso da regra (VE).
Para a regra (VI), a prova é analoga ao caso da regra (3E).

Para a regra (31), a prova é analoga ao caso da regra (VE). O]

Teorema 4.22. (Teorema da Corretude)
Sejam ¢ uma assinatura, I' um conjunto de formulas e ¢ uma formula. Se I' - ¢, entdo

T'Ee.

Demonstragao. Suponha que I' - ¢ e considere Q2 uma algebra de Heyting completa, M
uma Q-estrutura e v uma valoracido em M, tais que M, v k T. Sabemos que M,[T'] = 1,
pelo Lema 4.21, M,[T] < M,[¢].

Logo, M,[¢] = 1, ou seja, M, v F ¢. Portanto, I F ¢. O
A completude da LPOI é uma consequéncia da troca de variaveis * e da construcdo da
Lr-estrutura M.
Teorema 4.23. (Teorema da Completude)
Sejam ¢ uma assinatura, I' um conjunto de formulas e ¢ uma foérmula. Se T IF ¢, entao
I'o.
Demonstragao. Vamos provar a contrapositiva. Suponha que I' i+ ¢. Pelo Teorema 4.10,
sabemos que I'" I ¢*. Note que VLiv[[™ U {¢*}] C Varl, e VLig[T"* U {¢*}] C Varl,.

Sejay € I'. Como I'" I y*, pelo Teorema 4.20 temos que:
Mr)ily™] = e[y ] =1

Desse modo, M, ir- F I'*. Analogamente, obtemos que M-, ir- ¥ ¢*. Logo, I'* ¥ ¢* e,
pelo Teorema 4.17, concluimos que I'" ¥ ¢. O]
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Apéndice A

Conjuntos Parcialmente
Ordenados

A.1 Ordens Parciais

Seja P um conjunto. Uma ordem parcial em P é uma relacdo binaria < em P, que
satisfaz os seguintes axiomas, para x, y,z € P:

(P1) x < x; (Reflexividade)
(P2) sex <yey<x, entdo x = y; (Antissimetria)
(P3) sex<yey<zentiox <z (Transitividade)

Chamamos a estrutura (P, <) de conjunto parcialmente ordenado.

Quando néo houver risco de ambiguidade, denotaremos (P, <) simplesmente por P.
Quando for necessario diferenciar duas ou mais ordens parciais, denotaremos a ordem
parcial de P por <p.

Também iremos utilizar as nota¢des usuais para relacdes de ordem definidas abaixo,
parax,y € P:

« x < yse, esomentese,x <yex *y;
e X 2> y se, e somente se, y < x;
« X >y se, e somente se, y < x.

Dada uma ordem parcial < em um conjunto T, dizemos que < é uma ordem total (ou
ordem linear) em T quando satisfaz o seguinte axioma adicional, para x,y € T:

(T) x<youy<x.

Neste caso, dizemos que (T, <) é um conjunto totalmente ordenado.
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A.2 Supremos e Infimos

Sejam P um conjunto parcialmente ordenado e A C P. Dizemos que ¢ € P é uma cota
superior de A quando, para todo x € A, x < c¢. Analogamente, quando para todo x € A,
x > ¢, dizemos que c é uma cota inferior de A.

Dizemos que s € P é um supremo de A quando s satisfaz as seguintes proprieda-
des:

(i) s é cota superior de A;
(ii) paratodo ¢ € P, se ¢ é cota superior de A, entdo s < c.

De forma analoga, dizemos que i € P é um infimo de A quando i satisfaz as seguintes
propriedades:

(i) i é cota inferior de A;
(ii) para todo c € P, se ¢ é cota inferior de A, entdo ¢ < i.

Proposicao A.1. Sejam P um conjunto parcialmente ordenado e A C P. Vale que:
(i) se A possui um supremo, entio ele é nico;

(ii) se A possui um infimo, entdo ele é tnico.

Demonstracdo.

(i) Sejam s e s’ supremos de A. Sabemos que s e s” sdo cotas superiores de A. Dai, como
ses’ sdo supremos de A, s < s" e s’ <s.Logo,s =¢".

(ii) A prova é analoga a do item anterior.
]
Denotamos o supremo de A por sup A, e o infimo de A por inf A, quando existi-
rem.

Seja m € A. Dizemos que m é um maximo de A quando para todo x € A, x < m.
Analogamente, dizemos que m ¢ um minimo de A quando para todo x € A, m < x.

Proposicao A.2. Sejam P um conjunto parcialmente ordenado, AC Pem € A.
(i) se sup A existe e sup A € A, entdo sup A é um maximo de A;
(ii) se m é um maximo de A, entdo m = sup A;
(iii) se inf A existe e inf A € A, entdo inf A é um minimo de A;

(iv) se m é um minimo de A, entdo m = inf A.

Demonstracdo.

(i) Suponha que A possui supremo e sup A € A. Dado x € A, sabemos que x < sup A.
Logo, sup A é um maximo de A.



A.3 | LEMA DE ZORN

(ii) Suponha que m é um maximo de A. Por definicdo, sabemos que m é uma cota superior

de A.

Seja ¢ € P, tal que c é cota superior de A. Como m € A, segue que m < c. Logo,
m = sup A.

(iii) Analogo a prova do item (i).
(iv) Analogo a prova do item (ii).

]

Como consequéncia da proposi¢ao anterior, 0 maximo e o minimo de A, quando existem,
sao unicos. Denotamos o maximo de A por max A, e o minimo de A por min A.

A.3 Lema de Zorn

Agora, considere m € P. Dizemos que m é um elemento maximal de A quando para
todo x € A, se m < x, entdo m = x. Analogamente, dizemos que m é um elemento

minimal de A quando para todo x € A, se m > x, entdo m = x.

Dado C C P, dizemos que C é uma cadeia em P quando < é uma ordem total em C, ou
seja, para quaisquer x,y € C,x < youy < x.

Abaixo, apresentamos um dos principais resultados sobre conjuntos parcialmente
ordenados, equivalente ao Axioma da Escolha.

Teorema A.3. (Lema de Zorn)

Seja P um conjunto parcialmente ordenado. Se toda cadeia em P possui cota superior,
entdo P possui um elemento maximal.

Uma prova do Lema de Zorn pode ser encontrada em HaLmos, 2001.

A.4 Funcdes Monoétonas

Sejam P; e P, conjuntos parcialmente ordenados e f : P, — P, uma funcao. Dizemos
que f é monodtona quando satisfaz a seguinte propriedade, para x,y € P;:

se x < y, entdo f(x) < f(y).

Proposicao A.4. Sejam Py, P, e P; conjuntos parcialmente ordenados,e f : P, > P, e
g : P, = P; fungdes monodtonas. Entéo:

(i) go f éuma funcdo mondtona;

(ii) a funcao identidade idp, : P; — P; é monotona.

Demonstracao.
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(i) Sejam x,y € P;. Temos que:

x<y= f(x) < f(y)
= g(f(x) < g(f()
= (g fx) < (g H)

Logo, g o f é monotona.

(ii) Sejam x,y € P;. E imediato que se x < y, entdo idp, (x) < idp,(y). Logo, idp, é uma
funcdo monoétona.

[
Pela proposicdo anterior, a classe dos conjuntos parcialmente ordenados e das fungdes
mononotas forma uma categoria.

Dizemos que f é uma imersao de ordem quando a propriedade das fungdes monotonas
¢ uma bi-implicagéo, ou seja, para x,y € P;:

x <y se, e somente se, f(x) < f(y).
Quando f é uma imersdo bijetora, dizemos que f é um isomorfismo de ordem.

Proposicao A.5. Sejam P; e P, conjuntos parcialmente ordenados, e f : P; — P, uma
fun¢do mondtona. Entéo:

(i) se f é uma imersao, entdo f € injetora;

(ii) se f é um isomorfismo, entdo f~! também é um isomorfismo.

Demonstracgdo.

(i) Suponha que f é uma imerséo e considere x,y € P; tais que f(x) = f(y). Como
f(x) < f(y), sabemos que x < y. Analogamente, segue que y < x. Logo, x = y, e f
¢ injetora.

(i) Suponha que f é um isomorfismo. Sabemos que f~' é bijetora. Assim, basta verifi-
carmos que ' é uma imersdo de ordem.

Sejam x,y € P,. Como f é sobrejetora, sabemos que existem x’,y’ € P, tais que

f(x") =xe f(y') = y. Dai, temos que:

x<ye f(x)<fO)
o ¥ < y/
o ffE) < UG
e f)< )

Logo, f~! é uma imersio, e concluimos que f~! é um isomorfismo.



Apéndice B

Topologia

B.1 Espacos Topologicos

Seja X um conjunto e 7 uma familia de subconjuntos de X. Dizemos que 7 é uma
topologia em X quando satisfaz as seguintes propriedades:

(T) 0eTeXeT;
(T2) paraU,VeT,UNV €T,
(T3) para FCT,|UF eT.

Neste caso, dizemos que (X, 7)) é um espaco topologico. Chamamos os elementos de
T de conjuntos abertos de X. Quando U € 7, dizemos que U é aberto em X.

Quando nao houver risco de ambiguidade, denotamos o espaco (X, 7) simplesmente
por X, e denotamos sua topologia 7 por O(X).

Seja X um espaco topologico e considere /3 uma familia de subconjuntos de X. Dizemos
que B é uma base para a topologia O(X), ou que B gera a topologia O(X), quando:

(B1) B C O(X);
(B2) para quaisquer U € O(X) e x € U, existe B € B, tal que x € BC U.
Chamamos os elementos de 3 de abertos basicos de X.

Proposicao B.1. Sejam X um espaco topoldgico, 3 uma base para O(X) e U C X. As
seguintes afirmacdes sdo equivalentes:

(i) U é aberto;
(ii) paratodo x € U, existe B € I3, tal que x € BC U;

(iii) existe F C B, talque U = JF.

Demonstracao.
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(i) = (ii) Suponha que U é aberto e seja x € U. Como B é uma base, sabemos que existe
Be B,talquex € BCU.

(ii) = (iii) Suponha que para todo x € U, existe B € I3, tal que x € B C U. Para cada
x € U, escolhemos um B, € BB que satisfaz x € B, C U, e definimos F = {B, : x € U}.

Desse modo, temos que F C Be|JF C U. Além disso, como para todo x € U, vale que
x € B, C|JF, obtemos que U C | JF.

Logo, U =JF.

(iii) = (i) Suponha que existe F C B, tal que U = |JF. Como F é uma familia de
abertos, segue que | JF = U é aberto. O]
Proposicao B.2. Sejam X um conjunto e /3 uma familia de subconjuntos de X. Entéo, 3
gera uma topologia em X se, e somente se, /3 satisfaz as seguintes propriedades:

(i) paratodo x € X, existe B € B, tal que x € B;

(ii) para quaisquer By, B, € B e x € B; N B, existe B; € B3, tal que x € B; C B; N B,.

Demonstracao.
(=) Suponha que B gera uma topologia 7 em X.

(i) Sejax € X.Como X é aberto em (X, T ), sabemos que existe B € BB, tal que x € B C X.
Em particular, x € B.

(ii) Sejam By, B, € B e x € B; N B,. Como B; e B, sdo abertos em (X, T), sabemos que
B; N B, também é aberto. Desse modo, existe B; € B3, tal que x € B; C B; N B,.

(<) Suponha que B satisfaz as propriedades (i) e (ii). Definimos a seguinte familia de
subconjuntos de X:

T ={U C X : paratodo x € U, existe B € B, tal que x € BC U}

Vamos verificar que 7 é uma topologia.

Por vacuidade, sabemos que @ € 7. Além disso, pela propriedade (i), para todo x € X,
existe B € B, tal que x € B C X. Desse modo, X € 7.

Agora, sejam U,V € T e x € UNV. Sabemos que existem By, B, € B3, taisque x € B; CU
exe€B, CV.Logoxe€B NnB,cUNV.

Pela propriedade (ii), sabemos que existe B; € B, tal que x € B; C B; N B,. Assim,
x€B;CUNV,eobtemosqueUNV eT.

Para finalizar, seja F C T e x € | JF. Sabemos que existe U € F, tal que x € U. Como
U € T,existe B € B,talque x € BC U.Logo, x € BC|JF,econcluimosque  JF e 7. [

Dizemos que F C X é um conjunto fechado de X, ou que F é fechado em X, quando
X \ F é aberto. Denotamos a familia dos conjuntos fechados de X por C(X).

Proposicao B.3. Seja X um espaco topologico. Valem as seguintes propriedades:



115

B.2 | INTERIOR E FECHO

(i) @ e X sdo conjuntos fechados;
(ii) para F; e F, conjuntos fechados, F; U F, é um conjunto fechado;

(iii) para qualquer familia F de conjuntos fechados, (| F é um conjunto fechado.

Demonstracao.
(i) Como X\ @ = X e X \ X = @ sdo abertos, temos que @ e X sao fechados.

(ii) Sejam F, e F, conjuntos fechados. Sabemos que X \ F; e X \ F, sao abertos. Desse
modo, (X \ F;) n (X \ F,) é aberto, e temos que:

(XNF)n(X\F,)=X\(F,UF)

Logo, F; UF, é fechado.

(iii) Seja 7 uma familia de conjuntos fechados e considere o seguinte conjunto:

F' ={X\F:FeF}

Sabemos que 7’ é uma familia de abertos. Desse modo, |  F’ é aberto, e temos que:

Ur =x\F=x\(F=x\[F

FeF FeF

Logo, (| F é fechado.

B.2 Interior e Fecho

Sejam X um espaco topologico e A C X. O interior de A, denotado por int A, é o maior
conjunto aberto contido em A, ou seja:

int(A) = | U e OX) : U c A}.
Chamamos os elementos de int(A) de pontos interiores de A. Desse modo, x € X é
um ponto interior de A quando existe U C X aberto, tal que x € U C A.
Abaixo verificamos algumas das principais propriedades algébricas do interior.

Proposicao B.4. Seja X um espaco topoldgico. Valem as seguintes propriedades, para
A,BCX:

(i) int(A) C A;
(ii) int(int(A)) = int(A);
(i) int(A n B) = int(A) n int(B);
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(iv) se A C B, entéo int(A) C int(B);

(v) int(A) U int(B) C int(A U B).

Demonstragdo. Sejam A,B C X.
(i) Seja x € int(A). Sabemos que existe U C X aberto, tal que x € U C A. Logo, x € A.
(i) (S) Seja x € int(int(A)). Sabemos que existe U C X aberto, tal que x € U C int(A).

Pelo item anterior, temos que int(A) C A. Desse modo, x € U C A, e obtemos que
x € int(A).

(2) Seja x € int(A). Sabemos que existe U C X aberto, tal que x e U C A.

Como U é aberto e U C A, temos que U C int(A). Logo, x € U C int(A), e concluimos
que x € int(int(A)).

(iii) (S) Seja x € int(A n B). Sabemos que existe U C X aberto, tal que x e U C An B.

Dai, temos que x € U C A, e obtemos que x € int(A). De forma analoga, obtemos
também que x € int(B). Assim, x € int(A) n int(B).

(2) Seja x € int(A) n int(B). Sabemos que existem U,V C X abertos, tais que
xeUCAexeV CB.

Desse modo, temos que x e UnNV eUNV € AnB. Como U NV é aberto, concluimos
que x € int(A n B).

(iv) Suponha que A C B. Utilizando a igualdade do item anterior, temos que:

ACB=AnB=A
= int(A N B) = int(A)
= int(A) n int(B) = int(A)
= int(A) C int(B)

(v) Como A,B C AU B, pelo item anterior temos que int(A) C int(A U B) e int(B) C
int(A U B). Dai, obtemos que:

int(A) U int(B) C int(A U B)
]

Também podemos caracterizar os conjuntos abertos de X através da operacdo de
interior.
Proposicao B.5. Sejam X um espaco topolégico e U C X. Entao, U é aberto se, e somente
se, int(U) = U.

Demonstracdo.
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(=) Suponha que U é aberto. Como U é o maximo do conjunto {V € O(X) : V C U},
segue que int(U) = U.

(<) Suponha que int(U) = U. Como int(U) é uma unido de conjuntos abertos, temos

que int(U) é aberto, ou seja, U é aberto. O]

Seja A C X. O fecho de A, denotado por A ou cl(A), é o menor conjunto fechado que
contém A, ou seja:
A=()Fec(X): ACF}

Podemos caracterizar os elementos de A através do conceito de ponto aderente. Dado
x € X, dizemos que x é um ponto aderente de A quando para todo U C X aberto, se
x €U,entao AnU # Q.

Proposicio B.6. Sejam X um espaco topoldgico, A C X e x € X. Entido x € A se, e
somente se, x é ponto aderente de A.
Demonstracao.

(=) Suponha que x € A. Sabemos que para todo F C X fechado, se A C F, entfio x € F.

Seja U C X aberto, tal que x € U. Como U® é fechado e x ¢ U, temos que A € U°.
Desse modo, ANU # @, e concluimos que x é ponto aderente de A.

(<) Suponha que x é ponto aderente de A e seja F C X fechado, tal que A C F. Como
F¢ é aberto e AN F° = @, temos que x ¢ F°, ou seja x € F. Logo, x € A. ]

Outra forma alternativa de caracterizar o fecho de um conjunto A é através do interior
de A.

Proposicao B.7. Sejam X um espaco topoldgico e A C X. Entdo:

A = (int(A%))".
Demonstragao. Seja x € X. Sabemos que x € int(A°) se, e somente se, existe U C X aberto,
talquex e UeU C A°.

Como U C A° é equivalente a AnNU = @, temos que x € (int(A°))° se, e somente se,
para todo U C X aberto, se x € U, entaio AnU + @.

Logo, x € (int(A®))° se, e somente se, x é ponto aderente de A, e concluimos que
(int(A°))° = A. ]
A partir da proposicio anterior, obtemos as propriedades do fecho como consequéncia

das propriedades do interior.

Proposicao B.8. Seja X um espaco topoldgico. Valem as seguintes propriedades, para
A BCX:

(i) ACA;

(i) A =4
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(iii) AUB=AUB;
(iv) se A C B, entdo A C B;

(v) ANBC AnB.

Demonstragdo. Sejam A,B C X.

(i) Pela Proposicdo B.4, temos que:

int(A°) C A° = (A°)° C (int(A%))°
= ACA

(ii) Pela Proposi¢do B.4, temos que:

A = (int[(A)°])*
= (int{([int(A°)]°)})°
— (int[int(A%)])°
= (int(A%))°
7y

(iii) Pela Proposi¢do B.4, temos que:

AUB = (int((A U B)))°

— (int(A° n B%))°
(int(A%) N int(B%))°
(int(A%)° U (int(B%))°
=AUB

(iv) Suponha que A C B. Pela Proposicdo B.4, temos que:

ACB= B°CA"
= int(B®) C int(A°®)
= (int(A°))° C (int(B°))°
= ACB
(v) Pela Proposicao B.4, temos que:
int(A®) U int(B°) C int(A° U B°)
= (int(A° U B%))° C (int(A°) U int(B°))°

= (int((A n B)))° C (int(A%))® n (int(B°))°
= ANBCANB

APENDICE B
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Proposicao B.9. Sejam X um espago topologico e F C X. Entdo, F é fechado se, e somente

se, F =F.

Demonstragao. Temos as seguintes equivaléncias:
« F é fechado se, e somente se, F¢ é aberto;
« F° é aberto se, e somente se, int(F®) = F° (Proposicao B.5);
. int(F°) = F° se, e somente se, F = F.

Logo, F é fechado se, e somente se, F=F. O]
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consequéncia
semantica
da LPOI, 97
da LSI, 63
da semantica de Kripke, 76
sintatica
da LPOI, 88
da LSI, 59
constantes, 82
cota inferior, 110
cota superior, 110

D
demonstracio
na LPOI, 88
na LSI, 60
E

elemento maximal, 111
elemento minimal, 111
equacao

da linguagem dos reticulados, 19

verdadeira, 19

valida, 19
equivaléncia

de férmulas

na LSI, 67

espaco topologico, 113
estrutura, 94

F
fecho, 117
filtro, 27
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gerado, 30
maximal, 32
primo, 33
principal, 29
proprio, 29
funcédo
monotona, 111
féormula
atomica da LPOI, 83
da LPOI, 83
da Logica Sentencial, 58
K-satisfazivel, 76
K-valida, 76
satisfazivel
na LPOI, 97
na LSI, 63
véalida
na LPOI, 97
na LSI, 63

G

grau de complexidade
de uma férmula, 84
de um termo, 83

H
homomorfismo
de reticulados, 12
de reticulados limitados, 13
de algebras de Heyting, 45
I
imersao

de ordem, 112

de reticulados, 13

de algebras de Heyting, 45
interior, 115
interpretacao

de um termo na linguagem dos reti-

culados, 17

isomorfismo

de ordem, 112

de reticulados, 13

de algebras de Heyting, 45

L
Lema de Zorn, 111
linguagem

INDICE REMISSIVO

da Logica Sentencial, 58
de primeira ordem, 83

M

modelo de Kripke, 75
maximo, 110
minimo, 110

(0)

ocorréncia
de uma variavel, 91
ligada, 84
livre, 84

livre para um termo, 86

no escopo de uma variavel, 92
ordem

linear, 109

parcial, 109

total, 109

P
ponto
aderente, 117
interior, 115
Principio
da Dualidade, 19
de Inducao
para a consequéncia sintatica da
LPOI, 89
para a consequéncia sintatica da
LSI, 61
para féormulas da LPOI, 83
para formulas da Logica Senten-
cial, 58
para termos da LPOI, 82
projecao
canodnica (sobre uma algebra-
quociente), 53
candnica (sobre uma algebra de
Lindenbaum da LSI), 67
pseudocomplemento, 38
V-complemento, 37
A-complemento, 37
relativo, 38

R
relacdo
de congruéncia, 49
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reticulado, 4
complementado, 36
completo, 21
distributivo, 25
dual, 15
limitado, 6
relativamente pseudocomplemen-
tado, 39
trivial, 4

S
substitui¢do
em uma formula, 86
em um termo, 86
supremo, 110
simbolos
funcionais, 82
relacionais, 82

T
Teorema
da Completude
para a LPOI, 107
para a LSI, 74
da Corretude
para a LPOI, 107
para a LSI, 74
da Recursao, 58
da Separacdo, 33
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do Ultrafiltro, 32
teorema
da LPOI, 88
da LSI, 59
termo
da linguagem dos reticulados, 17
de uma linguagem de primeira or-
dem, 82
dual, 18
topologia, 113

U
ultrafiltro, 32
unidade, 5

A\
valoracao
em uma estrutura, 94
em uma algebra de Heyting, 62
valor de uma férmula, 97
variaveis
possivelmente ligadas em uma for-
mula, 85
que ocorrem em um termo, 85
que ocorrem livres em uma formula,
85

zZero, 5
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